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内容简介

本书介绍了飞行器气动弹性设计的基本原理和基本方法，包括４个主要内容，即气动弹性
静力问题、气动弹性动稳定性———颤振、气动伺服弹性稳定性分析以及气动弹性动力响应。除
了阐述基本概念和基本理论外，书中还介绍了常用的工程处理方法；对近年来在气动弹性技术
上的新进展，也作了简要的介绍。
本书为高等航空院校相关专业本科生和研究生的教学用书或参考书，也可供航空工业部

门和其他工业部门结构设计人员参考。
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前　　言

本书是为航空高等院校编写的教材，旨在为飞行器设计或相关专业
本科生提供一本基本理论与分析方法并重的教科书，以适应日趋重要并
正在不断发展的气动弹性设计领域的需要。本书也可作为相关专业研究
生的教材或参考书，并可供航空、航天、兵器、建筑及桥梁等工业部门的设
计人员参考。
顾名思义，“气动弹性力学”作为力学学科是研究弹性物体在气流作用

下的各种力学行为。而作为设计学科则不仅是揭示各种现象的机理，更为
重要的是把它的基本原理应用到飞行器设计上，并作为一种设计的准则、规
范和指导思想。所以，气动弹性设计已经成为飞行器设计中的重要内容。
本书介绍了气动弹性设计的两个重要组成部分，即气动弹性静力问

题和气动弹性动力问题。
在静气动弹性部分，主要内容包括机翼扭转发散、载荷重新分布、操

纵反效及操纵效率等静气动弹性现象。从二元翼段出发，介绍静气动弹
性的基本概念、基本原理，并介绍了长直机翼静气动弹性的计算方法、近
似方法以及矩阵分析方法，从而揭示静气动弹性问题在飞行器设计中的
特点及影响因素。
在动气动弹性部分，涵盖了两个主要问题：一个是稳定性问题，另一

个是动力响应问题。本书重点介绍了气动弹性稳定性问题，即颤振。对
颤振的基本概念、发生的机理及其基本原理、求解方法和工程分析方法，
都结合实际作了较为详尽的介绍。对动力响应问题，限于篇幅，仅作了一
般性介绍，重点在飞机受到阵风时动力响应的基本概念和理论、非定常气动
力特点以及工程处理方法等。抖振振动由于带有强迫振动的性质，所以也
放在动力响应中一并介绍。为了弥补有些读者可能在气动力知识上的不
足，本书还专门介绍了为进行颤振分析常用的非定常气动力计算方法。
由于伺服控制系统已经广泛地应用于飞行控制中，为了保证装有伺

服飞行控制系统的飞行器在其飞行范围内不会发生气动伺服弹性不稳定
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（也称伺服颤振）现象，必须进行气动伺服弹性稳定性分析。本书在上述
颤振分析的基础上，也重点介绍了气动伺服弹性问题的基本概念和原理、气
动伺服弹性基本方程和分析方法；通过实例完整地阐述了飞机和导弹的气
动伺服弹性稳定性分析的全过程以及提高气动伺服弹性稳定性的措施。
围绕现代飞行器设计技术的发展，本书还介绍了气动弹性设计方法

和技术的新进展，这些技术上的进步，对飞行器设计极具影响。例如，气
动弹性和气动伺服弹性的状态空间方法；主动柔性机翼工程的设计理念
及其主动控制技术，包括颤振主动抑制及阵风减缓、气动伺服弹性鲁棒稳
定性分析方法以及复合材料气动弹性剪裁的设计理念等。这些内容都展
示出气动弹性设计在飞行器设计中的重要地位，也展示出气动弹性设计
对提高飞行器性能的突出作用，使读者更全面地认识到气动弹性设计是
先进飞行器设计的必备手段。
气动弹性设计最初是适应航空事业的需要而发展起来的，不言而喻，

自然会受到航空科技院校有关专业研究生和本科生以及航空工业部门技

术人员的关心。鉴于此，我们在编写中多取材于飞行器，而对于航空技术
领域以外的气动弹性问题将不予讨论。为了控制学时和篇幅，本书侧重
于介绍基本理论和工程处理方法，而略去了某些繁琐公式的推导过程。
本书在每章的最后附有思考题，供读者和教学作业使用。参考文献放

在各章的后面，供读者查阅；但不要认为这些参考文献是全面的，因为在这
方面的文献浩如烟海。本书中所列的文献资料都是作者认为有意义的。
本书共分１１章，陈桂彬编写第１，５～９章，杨超编写第２～４章，邹丛

青编写第１０，１１章。本书由陈桂彬主编。
作者特别感谢我系的朱斯岩老师，她在本书的全部编写过程中，参加

了对全书内容安排的讨论，以她讲授本课程的实际体验，提出了宝贵的意
见，并和宋晨一起绘制了书中的全部插图、表格以及进行文字录入工作，
使本书得以顺利完成。
本书承西北工业大学赵令诚教授、南京航空航天大学卢叔全教授审

阅，提出许多宝贵的意见，对此表示衷心感谢。作者也衷心感谢将对本书
提出批评和建议的读者。

作　者

２００４年５月
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总　　序

国防科技工业是国家战略性产业，是国防现代化的重要工业和技术基础，

也是国民经济发展和科学技术现代化的重要推动力量。半个多世纪以来，在
党中央、国务院的正确领导和亲切关怀下，国防科技工业广大干部职工在知识
的传承、科技的攀登与时代的洗礼中，取得了举世瞩目的辉煌成就；研制、生产
了大量武器装备，满足了我军由单一陆军，发展成为包括空军、海军、第二炮兵
和其他技术兵种在内的合成军队的需要，特别是在尖端技术方面，成功地掌握
了原子弹、氢弹、洲际导弹、人造卫星和核潜艇技术，使我军拥有了一批克敌制
胜的高技术武器装备，使我国成为世界上少数几个独立掌握核技术和外层空

间技术的国家之一。国防科技工业沿着独立自主、自力更生的发展道路，建立
了专业门类基本齐全，科研、试验、生产手段基本配套的国防科技工业体系，奠
定了进行国防现代化建设最重要的物质基础；掌握了大量新技术、新工艺，研
制了许多新设备、新材料，以“两弹一星”、“神舟”号载人航天为代表的国防尖
端技术，大大提高了国家的科技水平和竞争力，使中国在世界高科技领域占有
了一席之地。十一届三中全会以来，伴随着改革开放的伟大实践，国防科技工
业适时地实行战略转移，大量军工技术转向民用，为发展国民经济作出了重要

贡献。
国防科技工业是知识密集型产业，国防科技工业发展中的一切问题归根

到底都是人才问题。５０多年来，国防科技工业培养和造就了一支以“两弹一
星”元勋为代表的优秀的科技人才队伍，他们具有强烈的爱国主义思想和艰苦
奋斗、无私奉献的精神，勇挑重担，敢于攻关，为攀登国防科技高峰进行了创造
性劳动，成为推动我国科技进步的重要力量。面向新世纪的机遇与挑战，高等
院校在培养国防科技人才，生产和传播国防科技新知识、新思想，攻克国防基

础科研和高技术研究难题当中，具有不可替代的作用。国防科工委高度重视，
１



积极探索，锐意改革，大力推进国防科技教育特别是高等教育事业的发展。

高等院校国防特色专业教材及专著是国防科技人才培养当中重要的知识

载体和教学工具，但受种种客观因素的影响，现有的教材与专著整体上已落后

于当今国防科技的发展水平，不适应国防现代化的形势要求，对国防科技高层

次人才的培养造成了相当不利的影响。为尽快改变这种状况，建立起质量上

乘、品种齐全、特点突出、适应当代国防科技发展的国防特色专业教材体系，国

防科工委全额资助编写、出版２００种国防特色专业重点教材和专著。为保证

教材及专著的质量，在广泛动员全国相关专业领域的专家、学者竞投编著工作

的基础上，以陈懋章、王泽山、陈一坚院士为代表的１００多位专家、学者，对经

各单位精选的近５５０种教材和专著进行了严格的评审，评选出近２００种教材

和学术专著，覆盖航空宇航科学与技术、控制科学与工程、仪器科学与技术、信

息与通信技术、电子科学与技术、力学、材料科学与工程、机械工程、电气工程、

兵器科学与技术、船舶与海洋工程、动力机械及工程热物理、光学工程、化学工

程与技术、核科学与技术等学科领域。一批长期从事国防特色学科教学和科

研工作的两院院士、资深专家和一线教师成为编著者，他们分别来自清华大

学、北京航空航天大学、北京理工大学、华北工学院、沈阳航空工业学院、哈尔

滨工业大学、哈尔滨工程大学、上海交通大学、南京航空航天大学、南京理工大

学、苏州大学、华东船舶工业学院、东华理工学院、电子科技大学、西南交通大

学、西北工业大学、西安交通大学等，具有较为广泛的代表性。在全面振兴国

防科技工业的伟大事业中，国防特色专业重点教材和专著的出版，将为国防科

技创新人才的培养起到积极的促进作用。

党的十六大提出，进入２１世纪，我国进入了全面建设小康社会、加快推进

社会主义现代化的新的发展阶段。全面建设小康社会的宏伟目标，对国防科

技工业发展提出了新的更高的要求。推动经济与社会发展，提升国防实力，需

要造就宏大的人才队伍，而教育是奠基的柱石。全面振兴国防科技工业必须

始终把发展作为第一要务，落实科教兴国和人才强国战略，推动国防科技工业
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走新型工业化道路，加快国防科技工业科技创新步伐。国防科技工业为有志

青年展示才华，实现志向，提供了缤纷的舞台，希望广大青年学子刻苦学习科

学文化知识，树立正确的世界观、人生观、价值观，努力担当起振兴国防科技工

业、振兴中华的历史重任，创造出无愧于祖国和人民的业绩。祖国的未来无限

美好，国防科技工业的明天将再创辉煌。

３
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第１章　绪　论

１．１　气动弹性问题的概述

气动弹性问题作为一门力学学科是研究弹性物体在气流中的力学行为，其任务是研究气
动力和弹性体之间的相互影响。气动弹性力学所研究的各类气动弹性现象，不外乎起因于空
气动力、弹性力和惯性力之间的相互作用。而作为设计学科，则不仅是揭示各种现象的机理，
更为重要的是把它的基本原理应用到飞行器设计上，并作为一种设计的准则、规范和指导思
想。由于在研究问题上的特殊性，致使在研究方法上也具有其自身的特点。
弹性力学的经典理论是研究弹性体在给定外力或位移作用下的应力与应变。通常，物体

上的外作用力与变形无关，即认为在小变形下，不影响外力的作用。在这种情况下，常常忽略
物体尺寸的变化，并按照初始形状进行计算。但是，在大多数重要的气动弹性问题中，情况起
了变化。也就是说，应认为外力是随着物体的变形情况而改变的，即载荷本身不是事先可以确
定的，弹性变形对它起着重要作用。在弹性变形决定以前，空气动力的大小是不知道的。因
此，通常在问题解出以前，外载荷是不知道的。例如，在研究飞机的气动弹性问题时，要把它当
做弹性体处理，此时机翼上的升力要取决于机翼翼面相对于气流的位置和运动，即此时的气动
力载荷不是一个事先可以确切给出的值。这也是气动弹性问题研究的主要特点之一。
气动弹性力学主要关心的问题之一是结构在气流中的稳定性。因为，对于一定的结构，其

空气动力将会随着气流流速的增加而增加，而结构的弹性刚度却与气流速度无关，所以存在一
个临界风速；在这个速度下，结构变成不稳定的。这种不稳定性会产生极大的变形，并且会导
致结构的破坏，这是飞机设计中决不允许的。从稳定性这个角度出发，根据惯性力在所考虑的
问题中是否允许忽略，把上述的不稳定性又可区分为静不稳定性和动不稳定性。前者主要是
扭转变形发散，而后者主要是颤振。而从气动弹性问题的整体来看，它所包含的内容，不仅是
稳定性，还包括有很多其他问题。诸如在气动弹性静力问题中，由于弹性变形会引起载荷重新
分布，也会使飞机的操纵效率降低，甚至发生操纵反效。在气动弹性动力问题中，还有飞机对
外载荷的动力响应，这种响应可以是飞机的变形、运动或诱生的动应力。例如由操纵面偏转、
突风等引起的响应都属于这类问题。
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１．２　气动弹性力学发展的历史梗概

气动弹性问题几乎伴随着飞行器发展的全过程。早在１９０３年，即在莱特（Ｗｒｉｇｈｔ）兄弟有
动力载人飞行成功的前９天，Ｓｍｉｔｈｓｏｎｉａｎ学院的兰利（Ｌａｎｇｌｅｙ）教授在Ｐｏｔｏｍａｃ河畔进行的
“空中旅行者”号有动力试飞失败了，事后才认识到这是典型的气动弹性问题———机翼扭转变
形发散。Ｃｏｌｌｅｒ教授曾评论：“若不是气动弹性问题，兰利很可能要代替莱特兄弟的历史地
位”。然而不久，又出现了一系列的气动弹性问题。先是发生在第一次世界大战初期，英国的

ＨａｎｄｌｅｙＰａｇｅ０／４００双引擎轰炸机发生剧烈的尾翼颤振而坠毁；仅一年后ＤＨ—９飞机上又发
生了类似的尾翼颤振事故。由此促使了Ｆ．Ｗ．Ｌａｎｃｈｅｓｔｅｒ和Ｌ．Ｂａｉｒｓｔｏｗ以及Ａ．Ｆａｇｅ进行
了第一批有目的的气动弹性颤振研究。他们所研究的由机身扭转和升降舵偏转这两个自由度
组合的二元颤振，可能是最早的颤振理论分析。此外，在第一次世界大战中，德国有两架战斗
机由于静气动弹性发散而发生致命的结构破坏：一架是 ＡｌｂａｔｒｏｓＤ —Ⅲ飞机，另一架是

ＦｏｋｋｅｒＤ—Ⅷ飞机。后者是一种悬臂式单翼机，投入战争后接二连三地发生高速俯冲时机翼
毁坏事故。此后，对６个机翼进行了强度试验，结论是其强度足以承受６倍设计载荷。原型机
和生产型飞机的机翼之间惟一的不同就在于后者有一根加强后梁，本意是增大实战中飞机强
度特性，然而却未料到由此改变了机翼弹性轴位置，从而导致静气动弹性发散。这个弄巧成拙
的教训使设计者逐渐认识到，结构设计仅靠强度规范是远远不够的，必须要包含刚度规范的内
容。所以气动弹性是飞机设计中不可忽视的重要方面。到１９２６年，Ｈ．Ｒｅｉｓｓｎｅｒ公开发表了
解决扭转发散问题的一种理论，也阐明了空气动力中心与弹性轴相对位置的重要性，这对于中
高展弦比的梁式机翼来说是一个尤为重要的概念。２０世纪２０年代末，Ｈ．Ｇ．Ｋüｓｓｎｅｒ，

Ｗ．Ｊ．Ｄｕｎｃａｎ和Ｒ．Ａ．Ｆｒａｚｅｒ建立了机翼颤振的理论基础。１９３４年，Ｔ．Ｔｈｅｏｄｏｒｓｏｎ获得
了翼面 操纵面组合的二维不可压流谐振荡空气动力的精确解，建立了解析求解翼面颤振问题
的基础。
第二次世界大战爆发的前后，航空工业有了长足的发展。提高飞机的飞行速度，是当时空

战中制胜的重要手段。那时，舵面和尾翼的颤振是气动弹性方面事故的主要原因，特别是调整
片的颤振是经常发生的。到第二次世界大战结束以前，飞行速度提高到跨声速范围，同时出现
了第一批超声速飞机，因此又提出了新的气动弹性问题。此时，要求从事航空事业的机构，必
须拥有一支强有力的研究队伍，来解决大量出现的气动弹性问题。于是，气动弹性力学开始发
展成一门独立的科学分支。

２０世纪５０年代初期，飞行进入了超声速范围，新的气动弹性问题大量涌现。小展弦比后
掠机翼和三角形机翼成为气动弹性研究的主要对象。这就要求必须研究全新的颤振分析原理
和解法。计算机的出现，使许多气动力计算方法应运而生，一些亚声速和超声速非定常气动力
计算方法就是在这种情况下产生的。直到７０年代，计算机的进一步发展，计算速度的迅速提
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高，使得跨声速非定常气动力计算方法得到发展。此外，还有风洞试验，长期以来是进行试验
研究的必不可少的手段。正是这些辅助工具，解决了目前存在的大量气动弹性问题。
进入超声速飞行速度范围，特别是在近代高速飞行器上，由于进入大气层时的高温环境，

使得结构产生了热应力，为此需要研究结构在受热条件下的气动弹性现象，这就形成了“热气
动弹性”的问题。
现代飞行器上普遍使用了伺服控制。飞行控制系统随着其功能不断发展，通频带变宽、权

限增大；而飞行器结构设计的趋势是柔性增大。柔性飞行器结构、非定常气动力和控制系统之
间的相互作用，发展了一门全新的而又与经典的颤振密切相关的分支学科，即气动伺服弹性力
学。它作为一门涉及多门学科的交叉边缘学科，正蓬勃地发展，并在飞机设计中发挥愈来愈重
要的作用。
最后，必须要提及的是，气动弹性力学作为一门广泛应用的学科，不仅在航空航天工程方

面，而且在民用建筑、机械工程等方面的应用正日益增长。１９４０年建成通车才４个月的美国

Ｔａｃｏｍａ悬索桥，在１８ｍ／ｓ的低风速下，经过一个多小时愈振愈烈的颤振后而倒塌。事故后，
人们才认识到这是与机翼颤振现象相类似的桥梁颤振。这一教训一直为后来的桥梁设计所重
视。这个事件表明了气动弹性在航空技术以外的领域中的重要性。从此以后，桥梁颤振问题
得到了有关部门的高度重视。

１．３　气动弹性方框图

　　利用方框图来表示气动弹性之间所存在的基本物理关系是十分明了的。特别是对于气动
弹性稳定性问题中的反馈过程，用方框图的方法来说明，就更加明确。这种方法是由冯元桢首
先引用到气动弹性力学中来的。现在以弹性机翼为例来说明方框图的意义。当假设机翼是刚
性机翼时，系统的两个参数，即升力Ｌ和攻角α，通过机翼处于一定的空气动力相互影响之中。
此时攻角α作为输入参数，而刚性机翼所产生的气动力Ｌ作为输出参数。这样所绘制的方框
图如图１ １所示。它象征性地描述出机翼的作用。事实上，机翼不可能是刚硬的，也就是攻
角α与升力Ｌ 之间的关系还和机翼的弹性变形有关。更确切的描述是把机翼的功能看做是由

图１ １　刚性机翼的空气动力方框图

两个元件组成：第一个元件是产生升力的元件，第二个元
件是弹性力学系统。在仅考虑机翼的空气动力功能时，
可把机翼看成刚性的；而在考虑机翼弹性变形时，则把空
气动力看成是另外一个外力系在起作用。也就是说，在
分析机翼的空气动力功能和弹性力学功能时，可以把这两种功能分别进行描述。在把这两种
功能联系起来考虑它们的相互影响时，则应该用物理上准确的方式来表达弹性机翼的总特性。
这时，产生升力的弹性机翼的气动弹性特征可用图１ ２来表示。由图可见，当机翼具有攻角α
时，由此产生空气动力，并产生空气动力矩Ｍα，这个力矩使弹性机翼产生扭转变形θ。由此，
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图１ ２　弹性机翼的气动弹性方框图

新的几何攻角就成为α＋θ，从而产生新的气动力矩Ｍα，
使得气动弹性系统构成一条闭合回路，它是一个反馈系
统。从这种意义上来看，气动弹性力学也就是研究具有
弹性反馈系统的空气动力学问题。

　　现在来研究以下机翼扭转发散问题，这是气动弹性
静力学的稳定性问题。在上述中，对攻角α和弹性扭角
规定为攻角α＝θ＝０时，升力Ｌ＝０。θ＝０是α＝０时的
惟一解答（零解）。现在可以考察下列问题：当α＝０时是
否存在非零解θ≠０？参见图１ ３。如果这个解存在，则

表明机翼处于临界状态下，变形θ的幅度是不定的。发生这种不稳定性时的空气流动速度称
为扭转发散的临界速度。

图１ ３　临界扭转发散的方框图

　　在气动弹性动力学问题中，机翼要体现出３种不同的功能，它将产生：① 空气动力；② 惯
性力；③ 弹性变形。把这３种功能写在如图１ ４所示的三个方框中。按空气动力学原理，刚
性机翼会产生升力Ｌ，而机翼振动时则引起惯性力Ｉ。这两种力合在一起（Ｌ＋Ｉ）使弹性机翼
产生变形θ；变形θ又产生新的作用力Ｌ 和Ｉ。这就以反馈过程的形式构成一条闭合回路。以
一个作用在俯仰受到约束的机翼上的突风响应为例，其方框图如图１ ４所示。

　　与上述突风响应问题相伴的是机翼的颤振问题。在颤振问题里，不是去求机翼对于突风
的响应，而是在图１ ４中，令Ｇ＝０后寻求该齐次方程有没有非零解。所以，面对这两种气动
弹性动力学问题，或是齐次系统有非零解，即发生颤振；或是有解答，即突风响应问题。

图１ ４　弹性机翼的突风响应
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１．４　气动弹性问题的分类

１．４．１　气动弹性的力三角形

１９４６年英国人Ｃｏｌｌａｒ绘制了气动弹性力三角形，由此对气动弹性问题做了很好的分类。
这个三角形直观地表达了气动弹性问题中各种力之间的联系，从而区分了各学科的研究范畴。
如图１ ５所示，力三角形的顶点表示系统的每种作用力，即弹性力、惯性力和空气动力。它们
在气动弹性过程中处于相互影响的状态下，于是每一种气动弹性问题可按照该问题中这些作
用力所处的相互关系进行直观的区分。在图１ ５中，所有气动弹性动力学问题，都处在该三
角形的内部，这时３种作用力都参与作用。而处于该三角形左边的外侧，均属于气动弹性静力
学问题，这时只有弹性力和空气动力起作用。下面针对图１ ５所提出的气动弹性问题，作简
略的说明。

　　　　　　　　　　　　　　气动弹性现象：　　　　　　　　　　相关领域：

Ａ—气动力；　　Ｆ—颤振；　　　Ｃ—操纵效率；　　　　　　　　　Ｖ—机械振动；

Ｅ—弹性力； Ｂ—抖振； Ｒ—操纵反效； ＤＳ—动稳定性

Ｉ—惯性力 Ｚ—动力响应； ＤＳＡ—动稳定性的气动弹性效应；

Ｌ—载荷分布； ＳＳＡ—静稳定性的气动弹性效应

Ｄ—发散；

图１ ５　气动弹性的力三角形

首先，讨论处于三角形内部的气动弹性动力学问题。
颤振：是指发生在飞机飞行中的动不稳定性，此时的速度称为颤振速度。在飞行达到颤振

速度时所发生的自激振动，大多数都会造成灾难性的后果。颤振现象的形态是多种多样的。
在发生颤振时，大多是整架飞机都在某种程度上参与了这个过程。
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抖振：是指由于气流中存在紊流度或不连续性，而由飞机自己产生的某个部件或全机的振
动。例如，当飞机作某种机动飞行时，尾翼处于机翼的尾流中，在尾翼上则会发生这种振动。
此外，在跨声速范围内，由于机翼上的激波和压力脉动，也会发生抖振振动。
动力响应：是指由于弹性系统受到与系统无关的、随时间任意变化的外界扰动力的作用而

发生的强迫振动。这些干扰力可以是谐和的（最简单的情况）、周期性的（例如旋涡共振问题）、
脉冲型的（例如孤立突风）或时间随机性的（例如大气紊流）。动力响应问题不仅在飞机结构
上，而且在高层工程结构中都有重要的实际意义。
然后，讨论处于三角形左外侧边的气动弹性静力学问题。在该问题中只有系统的弹性力、

定常的空气动力及与系统无关的静态外力的相互作用；如果不存在静态外力，就成为气动弹性
静力学的稳定性问题。下面将讨论其中最重要的问题。
扭转发散：是指在飞行中的飞机升力面的静不稳定性。发生不稳定的飞行速度称为发散

速度。其中升力面的弹性在不稳定性中起了主要作用。意即：在一个确定的风速下，弹性升力
面受定常升力作用而发生扭转变形直到破坏。
载荷分布：是指升力面的弹性变形，对飞机的整个升力分布具有相应的影响。因此，在该

问题中，是要确定由于升力面的弹性而引起的升力分布变化。
操纵效率：是指研究升力面结构弹性变形对舵面效率的影响。在工程上，保证后掠弹性机

翼具有足够的舵面效率是进行机翼结构设计和气动设计的一个重要准则。
操纵反效：是与上述操纵效率相关联的一个问题。由于升力面结构弹性变形的影响，飞行

速度的增加，导致操纵效率降低；在一个确定的飞行速度下，舵面效率变为零，该速度称为反效
速度。超过该速度后，舵面作用就与原来预期的作用相反了。
最后，要提及的是飞机的弹性变形及其产生的气动弹性效应，对飞行静和动稳定性也都具

有影响。这就使得飞行力学和气动弹性力学发生了紧密的联系。
为了完整起见，在图１ ５中，以虚线表示了两个相关领域的学科，即机械振动学和经典的

刚体飞行力学学科。这些都是力学的独立分支，但它们和气动弹性力学又无严格的界限。

１．４．２　热气动弹性的力四面体

在近代航空航天工程的领域内，特别是在近代高速飞行器上，由于进入大气层时的高温环
境，热效应的重要性越来越大，故经典的气动弹性力学表达式不再适用。为此需要研究结构在
受热条件下的气动弹性现象，这就形成了“热气动弹性”的问题。
热气动弹性力学这个概念，也可以直观地用一个热气动弹性的力四面体表示。它是在经

典的气动弹性力三角形上增加一个角点，即热效应产生的热力。如图１ ６所示的四面体，是
由Ｉ．Ｅ．Ｇａｒｒｉｃｋ绘制得到的。这个力四面体的每一个面都表示了一类相互交叉影响的问题
的范围。
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图１ ６　热气动弹性的力四面体

气动力／弹性力／惯性力：这是经典的气动弹性问题，已在１．４．１节讲述。
气动力／热力／惯性力：组成空气热力学，它是属于气动弹性力学以外的学科。
气动力／热力／弹性力：组成热气动弹性静力学问题，这里必须考虑热效应对气动弹性静力

学特性的影响。
弹性力／惯性力／热力：组成热气动弹性动力学问题，这里必须考虑热效应对振动特性的影响。
当把上述这四个面汇聚在一起时，表示了上述所有问题的相互影响，即热气动弹性力学。
图１ ６中所表示的热气动弹性力四面体是完全建筑在一个基面上的，该基面的特征就是

材料的特性。其含义是材料的物理性质在所有的热气动弹性过程中具有基本的意义。
随着航天飞行器的发展，由于又出现了通常的升力面和操纵面，因此常规的气动弹性问题

在空间飞行器上又重新具有意义；尤其是热气动弹性问题更受到了特别的重视。

１．４．３　气动伺服弹性问题

由于现代飞行器上普遍使用了伺服控制，故飞行器控制系统随着其功能不断发展，其通频
带变宽、权限增大。而飞行器结构设计的趋势是柔性增大。由此，柔性飞行器结构、非定常空
气动力和控制系统三者之间的相互作用，引发了气动弹性领域中的新课题。
以上所述的三者相互作用，也可用相互作用三角形示于图１ ７中。由图可见：在三角形

的三个边线上，各构成气动伺服弹性的子问题，如由结构动力学和非定常空气动力学的相互作
用构成了为广大设计人员所熟知的气动弹性力学，诸如颤振、动力响应等问题；由结构动力学
和飞行控制系统的相互作用构成了伺服弹性力学，它在气动伺服弹性技术的发展中愈来愈起
到重要的作用，其中一个重要的原因是它能起到地面的校核作用；由非定常空气动力学和飞行
控制系统的相互作用构成了气动伺服动力学，这项技术的研究尚很初步。气动伺服弹性技术
则是汇集了三者的相互作用于一体的边界学科。也可以说是由于飞行控制的参与，改变了以
没有控制系统情况为基础的气动弹性稳定性和动响应特性。应注意到，在经典的颤振理论中，
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维持结构振动所需的能量完全由非定常气动力提供；而在气动伺服弹性耦合中，飞行控制系统
也会对结构响应提供激励。这是由于飞机传感器除接受机身刚体运动外，还接受了结构振动
信号。因此，若结构运动的频率在飞行控制系统的带宽内，则飞机控制面就要偏转，以控制结
构响应。如果这种控制面的运动进一步引发结构响应的惯性力和气动力激励，就可能导致不
稳定的结构振荡。

图１ ７　结构动力学、非定常空气动力学及飞行控制系统相互作用三角形

１．５　飞行器设计与气动弹性设计

尽管气动弹性现象早就普遍存在于大自然中，但真正作为一门科学技术来研究，是在飞机
诞生以后的２０年里。为了解决不断出现在飞机上的气动弹性问题，促使了气动弹性逐渐形成
学科。应看到，飞机设计的过程也是气动弹性的设计过程，二者是密切相关的。

１．５．１　在飞机设计中的气动弹性设计

气动弹性现象所引起的效应，在现代高速飞机的设计过程中占有非常重要的地位。这些
气动弹性效应都必须综合考虑到飞机设计中去，以防止出现不利的气动弹性现象。这些措施
和方法，有的已作为设计人员所遵循的设计准则，甚至作为设计规范而强制执行。现就几个主
要气动弹性现象对飞机设计的影响简述如下：
颤振是在飞机设计中所考虑的气动弹性现象中影响最大的一种。在飞机结构设计的同时

就必须考虑防止发生颤振的问题。现代高速飞机可以出现多种颤振类型。对于预防颤振的方
法和措施，大多可采用增加刚度，或者通过调整质量分布来降低耦合；也可将上述二者联合应
用。事实上，影响颤振的最重要因素是机翼的扭转刚度。注意到机翼结构设计是由强度和刚
度规范准则支配的，但不能片面强调某一个因素。例如在机翼设计中过高地追求扭转刚度所
带来的高颤振速度，所设计出的机翼是不合理的。
对于在机翼上的较大的集中质量，其所在的位置，要以预防颤振为先决条件来考虑。例

如：在机翼上某一给定的集中质量，可能需要较高的机翼刚度，这就势必增加机翼结构质量。
为了预防颤振，在飞机设计初始阶段，就要对这些大的集中质量分布进行分析和模拟研究，以
确定最佳的质量分布。
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在颤振特性上，机翼的平面形状和展弦比也有重要的影响。减少机翼展弦比，增大机翼后
掠都会使颤振速度提高。操纵面的设计必须考虑到颤振的影响，诸如在确定气动力和质量的
平衡及铰链位置等时，必须考虑。
此外，当飞机作某种机动飞行时，若尾翼处于翼面的尾流中，则在尾翼上就会发生抖振。

除此以外，在跨声速范围内，由于机翼上的激波和压力脉动，也会发生抖振，这种抖振有时称为
自激抖振。为了减缓抖振的发生，要注意在飞机设计中，保持机翼 机身连接处光滑的外形，这
对于减少因机翼 机身干扰而产生流动分离是有效的。此外，把尾翼的位置放在扰动存在的区
域以外，可避免尾翼的绕流抖振。在跨声速时，机翼上流动分离及机翼 机身连接处的流动分
离，形成了尾翼扰流抖振。紊流的强度和最高强度的位置随机翼的厚度、弯度和攻角变化。
在飞机设计中存在两个重要的动响应问题，即突风及着陆问题。此外，机炮射击、投放炸

弹等也都会产生突加载荷。
在计算飞机的外载荷时，有时把结构看作是完全刚硬的。这种做法，除了忽略了结构变形

诱导出的附加气动力外，还忽略了由于突然施加的外载荷而引起的振动。事实上它对结构内
部的应力却有不可忽视的影响。附加的惯性力连同振动所产生的应力，最终以增加机翼和机
身梁的弯曲和扭转应力的形式出现。所以梁的设计必须考虑承受这部分载荷。

　　气动弹性效应阵风等载荷设计条件，是一个重要的影响因素。例如，在阵风条件下直机翼
的动响应在根部产生的扭转，比起刚硬假设所算出的弯扭要高出１５％～２０％。特别对于带
有后掠角的机翼，就必须考虑气动弹性效应。图１ ８表示了考虑机翼弹性的重要性。图中所
示是一架有后掠角机翼的飞机，其当量速度为２５０ｍ／ｓ，且在３５００ｍ高空飞行。图中虚线表
示机身加速度历程，其峰值定为１。实线给出了机翼翼尖加速度历程对机身加速度峰值之比。
由图可见，在有后掠角机翼上确定正确的载荷分布，机翼弹性占有重要地位。

图１ ８　带有后掠角机翼的飞机在由于阵风通过时其翼尖和机身加速度的比
９



除了上述的气动弹性动力问题在飞机设计中必须考虑以外，还有很多气动弹性静力问题
也必须在飞机设计中一并考虑。例如，飞行速度的提高、升力面的弹性变形引起了飞行载荷的
重新分布。这就产生了一个气动弹性静力问题，即确定由于升力面的弹性而引起的升力分布

图１ ９　在加速度为２ｇ的机动飞行中完全刚体

和弹性后掠机翼的飞机载荷分布

变化。图１ ９表示了一个载荷分布的例子，
即后掠的弹性机翼和其相应的完全刚性机翼，
在加速度为２ｇ的机动飞行中具有的升力分
布。由图可见，在该情况下，由于弹性机翼的
总升力的作用线移向机翼根部，所以从强度观
点来看，大展弦比机翼的弹性变形对载荷分布
一般是有利的。然而，对前掠机翼来说，其结
果适得其反。
与载荷重新分布相关的气动弹性静力问

题是扭转发散。在直机翼中最常见的发散问
题是扭转发散。影响直机翼发散的设计参数
主要是机翼扭转刚度以及气动中心到扭心之

间的距离。
此外，气动弹性效应中另一个重要问题就是翼面弹性变形对舵面效率的影响。而与此相

关联的一个问题就是操纵面反效。为了直观地说明在副翼效率上的速度影响，在图１ １０中
展示了一架战斗机在海平面飞行时，在副翼效率上的速度影响。
注意，在以上所述的气动弹性对飞机设计的影响中，存在着３种不同的（临界）速度，即颤

振临界速度、发散临界速度和副翼反效临界速度。在对平直机翼、后掠机翼和前掠机翼的３种
临界速度作了分析之后，可大致绘出图１ １１的图形，以供设计者参考。

图１ １０　在副翼效率上的速度影响
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图１ １１　机翼的３种临界速度比较

１．５．２　气动弹性设计在飞机设计中的新进展

现代飞行器都具有大柔性、结构与起飞重量比小的特点，在高性能数字式控制系统的支持
下，能充分利用气动弹性效应，把结构、气动力和飞行控制系统等多种学科集成一体。该设计
方法，重点在解决飞行中飞行控制系统、柔性结构和气动力之间的相互作用问题。它将在飞机
设计中起主要作用。
近年来所发展的主动控制技术和气动伺服弹性技术，以及二者的结合，在飞机设计中起了

关键的作用。为了验证这项技术，国外开展了大量的研究，并提出“主动气动弹性机翼”的概念
和工程实施计划。其最终目的是通过验证“主动气动弹性机翼”概念，确定具有工程应用价值
的理论和设计方法。
从主动气动弹性机翼技术的研究看，它是气动伺服弹性技术的拓宽和延伸。气动伺服弹

性技术是主动气动弹性机翼技术的核心内容。主动气动弹性技术的设计思想与传统的利用结
构的强度和刚度来被动地防止不良的气动弹性效应的设计方法不同，它是通过全权限、快速响
应的数字式主动控制系统来主动且有效地利用机翼的柔性。传统的设计方法中，由控制面产
生控制力，从而控制飞机运动。而机翼的柔性产生的气动弹性效应会减弱控制面的效能，同时
也使机翼的其他气动弹性特性变差，例如颤振速度降低等。为了避免这种不利的情况，只能采
用被动的防止方法，这就势必使结构的质量增加。
在主动气动弹性机翼技术中，机翼带有多个前缘和后缘控制面。在主动控制系统的操纵

下，多个控制面协调偏转，主动使机翼发生所希望的弹性变形；变形的机翼产生控制力，使飞机
运动特性改变。研究证明：主动气动弹性机翼能获得如下的效益：① 显著地增强控制力；

② 在所有飞行范围内减少气动阻力；③ 减小机翼结构质量；④ 在同样的展长和后掠角时，开
拓了新的、先进的机翼设计手段；⑤ 抑制颤振，提高颤振速度；⑥ 阵风与机动载荷减缓，提高
了机动性。由此可见，主动气动弹性机翼技术的出现，使飞机设计中防止气动弹性的不良影
响，从被动方式走向主动设计方式。这在一定程度上说明，气动弹性设计不仅作为飞机设计的

１１



指导思想，还将成为飞机设计的新理念。

思考题

　　１．１　飞行器气动弹性设计的任务是什么？在研究的内容中主要关心什么问题？

１．２　利用气动弹性的力三角形，来解释气动弹性领域内的分类，并对各种气动弹性现象
作出说明。

１．３　简要说明在飞机设计中的气动弹性设计。

１．４　根据自己的理解，考虑气动弹性设计在飞机设计中的新发展。
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第２章　气动弹性静力问题的基本原理
和解析方法

气动弹性静力问题（或称静气动弹性问题）是研究飞行器弹性变形对定常气动力分布的影
响以及研究气动力所产生的静变形的稳定特性。该问题对于飞行器升力面和操纵面的结构设
计具有特别重要的意义，弹性变形对于现代高性能飞行器（如带有大展弦比升力面、复合材料
升力面以及其他采用轻质材料变形较大的飞行器等）的性能、静和动稳定性等飞行品质也有不
可忽视的影响。在处理气动弹性静力问题时，可以采用定常气动力理论来计算空气动力，时间
不作为一个独立变量；或者认为结构的弹性变形是一个缓慢的过程，结构因弹性变形所引起的
惯性力比气动力要小得多，运动引起的附加气动力也很小，均可略去不计。
气动弹性静力问题主要包括两种类型：第一类是扭转发散问题以及与之密切相关的载荷

重新分布问题；第二类是操纵效率与操纵反效问题。
本章首先从二元翼段出发，分析气动弹性静力问题的基本现象，建立物理基础，然后讨论

长直机翼的静气动弹性计算。

２．１　气动弹性静力问题的基本原理

为了便于理解静气动弹性问题的现象和机理，以二元翼段作为讨论的起点比较简捷。
所谓二元翼段，就是一个刚硬的平直机翼的翼段。翼段的弯曲和扭转变形可以分别用剖

面刚心（即翼段弹性轴）的上、下平移和剖面绕它的转动来表示。由于在气动弹性静力问题中，
认为翼段的上、下平移不引起附加的气动力，因此，翼段的平移就可以不予考虑。在翼段的刚
心处（Ｅ点）连有一个扭转弹簧，将这个弹簧固定到风洞壁上。这样，翼段可以绕刚心旋转。
图２ １表示了一个最简单的二元翼段模型。

图２ １　二元翼段
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２．１．１　扭转发散

将上述二元翼段连同刚心处的扭转弹簧一起偏转一个初始角度α０，然后开启风洞，气流

速度为Ｖ。此时，由于翼段是弹性连接于支点上的，所以在气动力与弹簧力的作用下，翼段将

在新的攻角α（α＝α０＋θ）下达到平衡（见图２ １）。显然，附加的攻角θ是因为翼段具有弹性支
持而产生的扭转变形，体现了弹性体在气流中的效应，所以，这是一种气动弹性效应。
不难设想，如果弹簧的刚度很大，或者风洞的流速很低，则扭角θ会很小；如果弹簧的刚度

很低，或者翼段处于高速气流下，则扭角θ将很大，以至于发生弹簧扭转超过极限而导致破坏
的现象。
这个附加攻角θ与气流速度有密切的关系，这种关系有时会达到极为敏感的程度。根据

气动力理论，翼型上的二元（平面）流动的气动力可以表示为升力（作用于气动力中心Ａ，向上

为正）和绕Ａ点的力矩ＭＡ（抬头为正，与攻角无关）。所以，可得到升力和绕刚心的气动力矩

分别为

Ｌ＝ＣＬｑＳ ＝ＣＬ

α
（α０＋θ）ｑＳ （２ １）

Ｍ ＝ＭＡ ＋Ｌｅ （２ ２）

式中　ＣＬ———升力系数；

ｑ———气流动压，ｑ＝１
２ρＶ

２，ρ为空气密度；

Ｓ———翼段参考面积；

Ｍ———绕刚心的气动力矩；

ｅ———以气动力中心Ａ为起点量至刚心的距离，向后为正；

ＣＬ

α
———翼段升力线斜率。

事实上，在不影响问题本质的前提下，不妨假定ＭＡ＝０，于是绕刚心的气动力矩成为

Ｌｅ＝ＣＬｑＳｅ＝ＣＬ

α
（α０＋θ）ｑＳｅ （２ ３）

根据气动力矩与弹簧力矩平衡的条件，可以写出平衡方程

Ｋθθ＝ＣＬ

α
（α０＋θ）ｑＳｅ （２ ４）

式中，Ｋθ是扭转弹簧常数。进一步处理成

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑ（ ）Ｓθ＝ＣＬ

α
ｅｑＳα０ （２ ５）

由此解得
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θ＝

ＣＬ

α
ｅｑＳα０

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑＳ

（２ ６）

由式（２ ６）可以看出，当动压ｑ达到某一特定值时，式（２ ６）的分母项成为零，θ就趋于无穷
大，翼段成为扭转不稳定。这种现象称为扭转发散。显然，在变形达到无穷大之前，弹簧早已
破坏了。可见式（２ ６）分母为零的条件就是扭转发散的“发散条件”，即发散条件可表示为

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑＳ ＝０ （２ ７）

由此可得发散动压为

ｑＤ ＝ Ｋθ

ＣＬ

α
ｅＳ

（２ ８）

又因为动压为１
２ρＶ

２，故可求得发散速度为

ＶＤ ＝ ２Ｋθ

ρ
ＣＬ

α槡 ｅＳ
（２ ９）

分析式（２ ８）可以发现，当ｅ是负值时，即刚心移至气动中心之前时，ｑＤ为负，没有物理意
义。这说明此时二元翼段在任何动压下都是气动弹性扭转稳定的。正因为如此，对于超声速
情况，由于气动中心后移，刚心到了气动中心之前，扭转发散的危险就大为降低了，可见，扭转
发散是典型的亚声速现象。同时，式（２ ８）还表明，发散动压ｑＤ与初始攻角α０无关。所以，可
以进一步令方程（２ ５）的等号右边为零来研究这一现象。当α０＝０时，方程（２ ５）成为

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑ（ ）Ｓθ＝０ （２ １０）

这是一个以θ为变量的齐次方程。这个方程除有θ＝０的解之外，还可以是任意非零解，其条
件是式（２ １０）中θ的系数等于零。该条件可表示为

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑＳ ＝０ （２ １１）

由上式可解得使θ具有非零解的动压ｑ，这一动压就是式（２ ８）表示的发散动压ｑＤ，而
式（２ １１）也正是发散条件式（２ ７）。

２．１．２　载荷重新分布

将式（２ ６）中的θ值代入升力Ｌ 的表达式（２ １），则有

Ｌ＝ＣＬ

α
α０＋

ＣＬ

α
ｅｑＳα０

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑ

烄

烆

烌

烎Ｓ
ｑＳ ＝

Ｋθ
ＣＬ

α

Ｋθ－ＣＬ

α
ｅｑＳ

α０ｑＳ （２ １２）
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可见，在发散条件式（２ ７）成立时，升力亦同样趋于无穷大。而当动压ｑ小于发散动压ｑＤ时，
式（２ １２）的分母将大于零，此时式（２ １２）具有确定值，升力将随动压而改变。这种现象就属
于载荷重新分布的问题。
综上所述，可以用一个框图来表示气动力与弹性系统之间的关系。图２ ２所示的α０可称

为输入攻角，升力Ｌ是输出，弹性扭角θ则是系统的反馈量。由此可见，气动弹性问题就是当
系统具有弹性反馈时的气动问题。

图２ ２　弹性机翼的气动弹性反馈

观察式（２ ６）可以发现，如果将其分子、分母同除以Ｋθ，则有

θ＝

ＣＬ

α
ｅｑＳα０／Ｋθ

１－ＣＬ

α
ｅｑＳ／Ｋθ

（２ １３）

上式分子项表示当不考虑气动弹性效应所附加的气动力时，亦即在原先的α０攻角下的气动力

所产生的弹性扭角，记作θｒ，即

θｒ＝ＣＬ

α
ｅｑＳα０／Ｋθ （２－１４）

利用式（２ ８），则式（２ １３）成为

θ
θｒ ＝ １

１－ＣＬ

α
ｅｑＳ／Ｋθ

＝ １

１－ｑ
ｑＤ

（２ １５）

此式表示考虑了气动弹性效应后弹性扭转变形的放大因子；当动压趋近于发散动压时，扭角θ
将急剧增大。当然对于任何实际升力面，弹性扭角不可能达到无穷大，因为弹性扭转与气动力
矩之间的线性关系只能在小攻角时成立；攻角稍大时，这种关系早已不符合了。但是，弹性扭
转加大，会使结构破坏。因此，飞行器的允许飞行速度必须低于升力面的发散速度。
当式（２ ５）的等号右边不为零时，也就是在一定的初始攻角α０下，将成为变量θ的非齐次

方程，于是在θ的系数不等于零的条件下，θ可有确定值。而只有当动压ｑ小于发散动压ｑＤ

时，系数才不等于零。有了θ的确定值，就可以根据式（２ １）求得在考虑气动弹性效应后的升
力Ｌ。这个问题就是载荷重新分布问题。根据以上所述，可以了解到扭转发散与载荷重新分
布具有密切的联系；但它们又有本质的区别，并且不可能同时存在。从数学上讲，求发散动压
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属于求解方程（２ １０）的特征值问题，参数ｑＤ是其特征值。由此可以得到确定发散动压ｑＤ的

一般方法。而载荷重新分布问题则是非齐次方程的问题。
如果再把式（２ １０）改写为

Ｋθθ＝ＣＬ

α
ｅｑＳθ

则可以更明显地看出它的力学意义：假想系统产生一个小的扭角θ，当ｑ＝ｑＤ时，因θ而附加的
气动力恰好与扭角θ产生的弹簧扭矩相平衡。在力学中这是静力稳定性的问题。ｑＤ就是随遇

图２ ３　弹性反作用力矩和附加

气动力矩随动压的变化

平衡的临界值。上式中的两项若都以ｑ为横坐标，则
可以画出如图２ ３所示的两条直线。图中表示，当
动压ｑ较小时，附加的气动力矩小于弹簧扭矩，说明
系统是稳定的；当动压ｑ增大时，同样的θ角产生的
气动力矩将随之增大，而弹簧扭矩却是一个恒定值，
与动压无关。所以必定在某一动压ｑ下，两个扭矩相
等。当动压再继续增大时，附加的气动力矩将超过弹
簧的恢复力矩，从而微小的扭角θ都会使系统成为弹
性静不稳定。按图２ ３中的交点，可以确定发散动
压ｑＤ。

２．１．３　操纵效率与操纵反效

为了研究二元翼段操纵面效率的基本物理关系，可以利用一个带有操纵舵面的模型来阐
明，如图２ ４所示。

图２ ４　带操纵面的二元翼段

２．１．２节讨论的是翼段在对称面内飞行的基本气动弹性现象。这里将讨论操纵面偏转
（可对应于机翼的副翼）时，飞行器产生绕机体轴的滚转时所产生的气动弹性现象。仍然同以
前一样，将二元翼段用弹簧支持在刚心上，使机翼攻角为零，固定在风洞中。然后操纵面偏转
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β角，并开启风洞。此时偏转操纵面引起翼段上气动力改变。例如，操纵面向下偏转，将使翼

型弯度加大，从而使升力增大。这个增量可以表示为ＣＬ

ββｑＳ。其作用点一般均位于翼剖面的

气动中心的后面；如果把它移至气动中心上，则同时产生一个对气动中心的力矩，可以用

Ｃｍ０

ββｑＳＣ来表示，Ｃ为翼段弦长。通常这个力矩为低头力矩，也就是导数
Ｃｍ０

β
为负值。这个

低头力矩使翼段向减小攻角的方向产生弹性扭转变形，于是将附加一个向下的升力，使总升力
减小。—般情况下，这个附加升力往往与操纵面偏转直接产生的升力方向相反，从而减小操纵
面偏转的效率。随着动压的增大，效率会不断降低。当动压增大到某一临界值时，偏转角β将
完全失去效用；如果再增大动压，则甚至会产生相反的效果。这就是气动弹性的又一种现象，
称为操纵效率和操纵反效问题。
为了得出操纵反效的临界动压，以及观察操纵效率随动压的变化，在这里列出图２ ４所

示的翼段平衡方程。设操纵面未偏转之前翼段攻角为零，这个假定对于所论问题是没有影响
的。假定翼段在扭转了角度θ后达到平衡位置，那么根据平衡条件，可得出对刚心的力矩平衡
方程为

Ｋθθ＝ＣＬ

ββｑＳｅ＋ＣＬ

αθｑＳｅ＋Ｃｍ０

ββｑＳＣ

即

Ｋθ－ＣＬ

αｑ（ ）Ｓｅθ＝ｑＳ ｅＣＬ

β
＋ＣＣｍ０

（ ）β β （２ １６）

上式表明，该气动弹性系统在偏转操纵面β后，在气动力与弹性力作用下产生的扭转变形为

θ＝
ｑＳ ｅＣＬ

β
＋ＣＣｍ０

（ ）β
Ｋθ－ＣＬ

αｑＳｅ
β （２ １７）

此时的升力系数由两部分组成：—部分是弹性扭角θ引起的；另一部分是偏转β直接引起的。
利用式（２ １７），即可得到

ＣＬ ＝ＣＬ

αθ＋ＣＬ

ββ＝

ＣＬ

α
Ｃｍ０

β
ｑＳＣ＋Ｋθ

ＣＬ

（ ）β
Ｋθ－ＣＬ

αｑＳｅ
β （２ １８）

上式中，由于Ｃｍ０

β
通常为负，所以在动压尚未到达发散动压之前（即分母不为零），如果动压ｑ

增大，则可致使分子成为零。此时ＣＬ＝０，说明在这一动压下操纵面偏转不产生升力，操纵面

失去效用。这一动压称为操纵反效临界动压，记作ｑＲ。由上式分子为零的条件得
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ｑＲＳＣＣＬ

α
Ｃｍ０

β
＋Ｋθ

ＣＬ

β
＝０ （２ １９）

可解得反效动压

ｑＲ ＝
Ｋθ

ＣＬ

β
ＣＬ

（ ）α

－ＳＣＣｍ０

β

（２ ２０）

或反效速度

ＶＲ ＝
Ｋθ

ＣＬ

β
ＣＬ

（ ）α

－ρ
２ＳＣＣｍ０

槡 β

（２ ２１）

由上式可见，反效的临界状态与距离ｅ无关，即翼段刚心位置对操纵反效速度没有影响。这是
因为翼段处于反效临界状态时，升力为零，仅有纯力偶。另外，反效临界状态与初始攻角也没
有关系。
假如翼段是刚硬支持的，显然此时操纵面偏转角所产生的升力增量仅仅与β有关，把这个

升力系数记作Ｃｒ
Ｌ，即

Ｃｒ
Ｌ＝ＣＬ

ββ （２ ２２）

当动压ｑ＜ｑＲ 时，虽然尚未达到操纵反效的极端情况，但是由于气动弹性的影响，将使操纵效

率降低；降低的程度可以用比值 ＣＬ／Ｃｒ
Ｌ来表示。这一比值称为操纵效率，记作η。由

式（２ １８），（２ ２２）可得

η＝ＣＬ

Ｃｒ
Ｌ
＝

ＣＬ

α
Ｃｍ０

β
ｑＳＣ＋Ｋθ

ＣＬ

（ ）β
Ｋθ－ＣＬ

αｑ（ ）Ｓｅ ＣＬ

β
即

η＝
ｑＳｅ
Ｋθ

ＣＬ

α
·Ｃ
ｅ

Ｃｍ０

β
ＣＬ

（ ）β
＋１

１－ＣＬ

α
·１
Ｋθ
ｑＳｅ

（２ ２３）

考虑到式（２ ８）和式（２ ２０），则上式成为

η＝１－ｑ／ｑＲ

１－ｑ／ｑＤ
＝ １－ｑ／ｑＲ

１－（ｑＲ／ｑＤ）（ｑ／ｑＲ）
（２ ２４）

可见，操纵效率η是随着飞行动压、反效动压与发散动压之比ｑＲ／ｑＤ 而变化的。对于ｑＲ＜ｑＤ

的情况，当ｑ→ｑＲ 时，η→０。对于ｑＲ＝ｑＤ 的情况，η总为１，这说明使ｑＲ＝ｑＤ 的设计可能获得弹

性翼段的最佳操纵效率。至于ｑＲ＞ｑＤ 的情况，当ｑ→ｑＤ 时，效率趋于无穷大；但如果ｑＤ＜ｑ＜
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ｑＲ，效率成为负值，并且操纵已经反效，因此，在这种情况下的ｑＤ 也成为一个临界的反效速度，
也就是说，操纵反效在ｑＲ 或ｑＤ 时都会发生。但究竟在哪个动压下发生，要取ｑＲ 和ｑＤ 中的较

小者。总之，飞行器设计时，一方面要尽可能地提高发散和反效动压，另一方面还要通过设计
参数调整选择合适的ｑＲ／ｑＤ，使飞行范围内的操纵效率尽可能高。
例题　一个二元翼段，其操纵面以扭转弹簧Ｋβ支持于翼段的铰链轴，如图２ ５所示。试

求该气动弹性系统的扭转发散动压ｑＤ 及反效动压ｑＲ。

图２ ５　铰链弹性支持的二元翼段

解 该系统由于刚心与铰链轴均为弹性支持，因此当操纵面偏转β０后，系统由于气动弹
性效应使原先处于自由状态的弹簧都产生变形，在θ，β的位置上达到平衡。对刚心的力矩平
衡方程为

Ｋθθ＝ＣＬ

αθｑＳｅ＋ＣＬ

ββｑＳｅ＋Ｃｍ０

ββｑＳＣ （ａ）

对铰链轴的力矩平衡方程为

Ｋβ（β－β０）＝ＣＨ

αθｑＳＣ＋ＣＨ

ββｑＳＣ （ｂ）

式中　ＣＨ———对铰链轴的气动力矩系数；

β０———操纵面初始偏角。
用矩阵将（ａ），（ｂ）两式表示为

ＣＬ

αｑＳｅ－Ｋθ
ＣＬ

β
ｑＳｅ＋Ｃｍ０

β
ｑＳＣ

ＣＨ

αｑＳＣ ＣＨ

β
ｑＳＣ－Ｋ

熿

燀

燄

燅β

［］θ

β
＝

０
－Ｋββ
［ ］

０

（ｃ）

由此可得当系统初始输入β０＝０时，上列方程有非零解的条件是系统行列式等于零。所以此
系统扭转发散的条件为

Δ＝

ＣＬ

αｑＳｅ－Ｋθ
ＣＬ

β
ｑＳｅ＋Ｃｍ０

β
ｑＳＣ

ＣＨ

αｑＳＣ ＣＨ

β
ｑＳＣ－Ｋ

熿

燀 β

＝０ （ｄ）
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从上式可以解出特征根ｑ１和ｑ２，取其较小者即为扭转发散的动压ｑＤ。将上式展开有

ｑ２Ｓ２Ｃ２ ｅ
Ｃ

ＣＬ

α
ＣＨ

β
－ｅ

Ｃ
ＣＨ

α
ＣＬ

β
－Ｃｍ０

β
ＣＨ

（ ）α －ｑＳＣ Ｋθ
ＣＨ

β
＋Ｋβ

ＣＬ

α（ ）ｅ
Ｃ ＋ＫθＫβ ＝０

则

ｑＤ ＝ ｍｉｎ １
ＳＣ

－Ｂ± Ｂ２－４槡 ＡＥ
２（ ）Ａ

　　（Ａ ≠０） （ｅ）

或

ｑＤ ＝ －１
ＳＣ

Ｅ
Ｂ　　（Ａ＝０，Ｂ＜０） （ｆ）

式中

Ａ ＝ ｅ
Ｃ

ＣＬ

α
ＣＨ

β
－ＣＨ

α
ＣＬ

（ ）β
－Ｃｍ０

β
ＣＨ

α

Ｂ ＝－ Ｋθ
ＣＨ

β
＋Ｋβ

ｅ
Ｃ

ＣＬ

（ ）α
Ｅ ＝ＫθＫβ

为了求得反效速度ｑＲ，首先假定系统尚未发散，所以Δ≠０。于是可以由式（ｃ）解出平衡位置

［］θ

β
＝ １

Δ

ＫβｑＳ ｅＣＬ

β
＋ＣＣｍ０

（ ）β

－Ｋβ
ＣＬ

αｑＳｅ－Ｋ（ ）
熿

燀

燄

燅θ

β０ （ｇ）

由于操纵反效情况下升力为零，可得

ＣＬ ＝ＣＬ

αθ＋ＣＬ

ββ＝０

将式（ｇ）代入上式，则有

ＣＬ ＝ＣＬ

α
ＫβｑＲＳβ０

Δ
ｅＣＬ

β
＋ＣＣｍ０

（ ）β
－ＣＬ

β
Ｋββ０

Δ
ｅｑＲＳＣＬ

α －Ｋ（ ）θ ＝０

因此反效动压

ｑＲ ＝
Ｋβ

ＣＬ

β
ＣＬ

（ ）α

－ＳＣＣｍ０

β
此式与刚性操纵系统的反效动压式（２ ２０）一致。而式（ｅ）和式（ｆ）表明，此系统的扭转发散动
压不同于式（２ ８）。
前面讨论了两大类静气动弹性的基本现象。当刚心位于气动中心之后时，由于气动弹性

的影响，系统将存在一个临界动压ｑＤ；当气流动压达到ｑＤ 时，系统完全失去抵抗外力的能力，
成为静不稳定。提高发散动压的主要途径是增大扭转刚度或减小气动中心与刚心之间的距离
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ｅ。同时，气动弹性效应还会引起操纵效率降低和反效现象，这一事实又说明系统还存在另一
个临界动压ｑＲ。相应于这一动压，操纵面将完全失去效用。当ｑＲ＜ｑＤ 时，动压增大，操纵效
率降低；当ｑＲ＝ｑＤ 时，操纵效率为最佳，始终为１。提高ｑＲ 的主要方法仍然是增大扭转刚度。
还应指出，虽然以上公式是在二元翼段上得到的，但在进行整个弹性升力面的气动弹性静

力分析时，上述结果可以作为第一次近似估算。这时，可以取７０％～８０％半翼展处的翼剖面
特征参数进行计算。

２．１．４　非线性影响

仍然考虑前述二元翼段。当扭角相当大时，升力和攻角间的线性关系及扭角间的线性关
系都不成立了，这时必须考虑非线性的影响。
一般来说，当扭角相当大时，弹簧的刚度将增加。例如，可用下式表示弹簧恢复力矩，即

Ｍｅ ＝－Ｋθθ－Ｋθ３θ
３

式中，Ｋθ，Ｋθ３
均为正值。

当攻角相当大时，气流分离，升力将减小。例如，可把升力表示成

Ｌ＝ ＣＬ

αα－ ＣＬ

（ ）α ３
α［ ］３

式中，ＣＬ

α
和 ＣＬ

（ ）α ３
都是正值。

根据气动力矩与弹簧力矩平衡的条件，并假设绕刚心的气动力矩ＭＡ和初始攻角α０均为

零，式（２ ４）平衡方程可改写为

Ｋθθ＋Ｋθ３θ
３＝ ＣＬ

αθ－ ＣＬ

（ ）α ３
θ［ ］３ ｑＳｅ （２ ２５）

整理后得到

θｑＳｅＣＬ

α －Ｋθ－θ２ ｑＳｅ ＣＬ

（ ）α ３
＋Ｋθ［ ］｛ ｝３ ＝０ （２ ２６）

所以，θ有非零解的条件是

θ２＝
ｑＳｅＣＬ

α －Ｋθ

ｑＳｅ ＣＬ

（ ）α ３
＋Ｋθ［ ］３

（２ ２７）

因为θ必须是实数，所以上式中右端也必须为正值。
现在讨论ｅ＞０时上式的解。仍记（见式（２ ８））

ｑＤ ＝ Ｋθ

ＣＬ

α
ｅＳ

　　在式（２ ２７）中，分母恒为正，所以有非零解的条件是式（２ ２７）的分子也为正值。当ｑ＜ｑＤ
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时，分子为负，由式（２ ２７）可见θ无非零解，且由式（２ ２６）可见这时θ必须为零。当ｑ＞ｑＤ

时，分子为正，θ才有非零解。扭角随速压变化情况如图２ ６所示。由图可见，当ｑ＞ｑＤ 时，θ
为有限值，而且它可能有两个平衡位置。这将视扰动的初始条件，也可能因弹簧的固有缺陷而
决定翼段将处在哪个平衡位置。

图２ ６　非线性情况下扭角随速压的变化

这里需要说明的是，若不考虑非线性影响，则
当ｑ＜ｑＤ 时，若翼段受扰动而有一扭角θ，则弹性恢
复力矩将使翼段回复平衡位置；当ｑ＞ｑＤ 时，随速
压增大，气动附加力矩将使扭角无限增大，直至破
坏。当考虑非线性影响后，因扭角增大时，刚度因
非线性增大，升力因非线性而减小，所以虽然翼段
受扰动后不是回复平衡位置，但也不像线性情况那
样无限增大，而是有确定的平衡位置，且其扭角为
有限值。

　　事实上还未从实验中观察到如图２ ６所示的
扭角变化关系，这可能是因为：虽然ｑ＞ｑＤ 时变形将是有限值，但这是在绕刚心的气动力距ＭＡ

和初始攻角α０均为零的情况下得到的；而实际上初始攻角α０不为零，故在气动力作用下，变形
仍将导致结构破坏。

２．２　长直机翼的解析方法

实际机翼与二元翼段有所不同。例如，它们的剖面性质可能沿翼展变化，剖面之间都是弹
性连接，因此有相对变形。大展弦比平直机翼多被低速、亚声速飞机和巡航导弹以及轻型飞机
等飞行器采用。本节将分别讨论一个大展弦比平直机翼的扭转发散、操纵反效和操纵效率以
及载荷重新分布的解析方法，进一步说明静气动弹性的基本分析方法和概念。

２．２．１　长直机翼的扭转发散

处理扭转发散问题可以认为是静气动弹性中最简单的一个。很多基本的方法和概念都可
以用它说明。所以，为了简化问题的描述，本节中气动力采用“片条”假设。处理一个长直机
翼，利用微分方程是一个常用的方法，特别是它的数学处理较为方便。
为了简单起见，假设机翼各剖面的刚心位于同一直线上（称为弹性轴），如图２ ７所示。

大部分长直机翼可以认为是一个根部固支的弹性梁，其弹性轴垂直于翼根。气动中心线与弹
性轴间距为ｅ（ｙ），重心线与弹性轴间距为ｄ（ｙ）。假设气动中心线和重心线在弹性轴之前为
正。ｌ为半展长。
气动力采用片条假设以简化关系方程。所谓片条理论，即假定在展向位置ｙ处翼剖面的
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局部升力系数ＣＬ（ｙ）只与局部攻角α（ｙ）成正比，而与其他剖面无关，亦即机翼上各剖面的气
流都只是沿翼型作二元平面流动，而不考虑气流沿展向流动的三元效应。据此假设，其升力系
数为

ＣＬ（ｙ）＝ ＣＬ

（ ）α ∞
α（ｙ）

式中，ＣＬ

（ ）α ∞
是无限翼展（二元翼型）的升力线斜率；对于不可压流平板，一般取为２π。同时，

假定机翼没有气动力扭转。

图２ ７　长直机翼

根据梁的理论，对于图２ ７所示的微段，可有下列扭矩平衡微分方程

Ｔ＋ｄＴ
ｄｙ

ｄ（ ）ｙ ＋ｍｙｄｙ－Ｔ＝０ （２ ２８）

即

ｄＴ
ｄｙ ＝－ｍｙ （２ ２９）

式中，ｍｙ是作用于单位展长上的外力矩。同前述一样，考虑到气动弹性的影响，微段在气动力
矩与弹性扭矩作用下，攻角由初始的α０变到新的攻角α０＋θ（ｙ）下达到平衡。在这一攻角下，
微段上的外力矩成为

ｍｙ ＝ＣＬ

α α０＋θ（ｙ［ ］）ｑＣ（ｙ）ｅ（ｙ）＋Ｃｍ０（ｙ）Ｃ２（ｙ）ｑ－Ｎｍｇ（ｙ）ｄ（ｙ） （２ ３０）

上式代入式（２ ３１），得
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ｄ
ｄｙ

ＧＪ（ｙ）ｄθ
ｄ［ ］ｙ ＝－ ＣＬ

α
［α０＋θ（ｙ）］ｑＣ（ｙ）ｅ（ｙ）＋Ｃｍ０（ｙ）Ｃ２（ｙ）ｑ－Ｎｍｇ（ｙ）ｄ（ｙ｛ ｝）

（２ ３１）
或（均略写了以ｙ为自变量的函数关系）

ｄ
ｄｙ

ＧＪｄθ
ｄ（ ）ｙ ＋ＣＬ

αｑＣｅθ＝－ ＣＬ

αα０ｑＣｅ＋Ｃｍ０Ｃ２ｑ－Ｎｍｇ（ ）ｄ （２ ３２）

式中　θ（ｙ）———机翼的弹性扭转角，是ｙ的函数，抬头为正；

ＧＪ（ｙ）———机翼扭转刚度；

ＣＬ

α
（ｙ）———升力线斜率；

Ｃｍ０（ｙ）———绕气动中心的零升力矩系数；

Ｃ（ｙ）———剖面弦长；

ｅ（ｙ）———剖面气动力中心到刚心的距离；

ｄ（ｙ）———剖面重心到刚心的距离；

ｍｇ（ｙ）———翼段单位长度的重量；

Ｎ———过载系数。
相应地，机翼边界条件为

ｙ＝０，　　θ＝０

ｙ＝ｌ，　　ｄθ
ｄｙ＝

烍
烌

烎０
（２ ３３）

通过２．１节的讨论，可以了解到求解扭转发散的问题其本质是解决气动弹性静稳定性问
题，方程（２ ３２）是一个具有变系数的线性微分方程，等号右边是一个与变形θ无关的项。保
留平衡方程（２ ３２）中与变形θ有关的项，而令其他项均为零，从而求得临界动压ｑＤ。也就是
说，只需求解方程（２ ３２）所对应的齐次方程

ｄ
ｄｙ

ＧＪｄθ
ｄ（ ）ｙ ＋ＣＬ

αｑＣｅθ＝０ （２ ３４）

当ＧＪ，Ｃ，ｅ，ＣＬ

α
均为常数时，该机翼简化为均匀梁情况（也称均匀机翼），上式可简化为

ｄ２θ
ｄｙ２ ＋λ２θ＝０

λ２ ＝ｑＣｅ
ＧＪ

ＣＬ



烍

烌

烎α

（２ ３５）

方程（２ ３４）或（２ ３５）代表了一个特征值问题。只有当ｑ达到某些特定值（即特征值）时，θ才
具有满足边界条件式（２ ３３）的非零解。这样的θ称为特征函数。显然，取其最小的特征值ｑＤ

即为发散动压，这是因为对于发散问题，只有最小值才有实用意义。当ｑ＜ｑＤ 时，平衡是稳定
的；当ｑ＝ｑＤ 时，机翼一旦受到扰动，便处于随遇平衡；而当ｑ＞ｑＤ 时，则平衡失去稳定。
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同时，由方程（２ ３５）的第二式可以看出，若刚心位于气动中心之前，即ｅ＜０时，λ２成为负

值，此时方程（２ ３５）不可能有非零解，所以机翼不会发生发散现象。
对于均匀机翼，齐次方程（２ ３５）可获得精确解。其通解为

θ（ｙ）＝Ａｓｉｎλｙ＋Ｂｃｏｓλｙ
引入边界条件式（２ ３３）后，得到

Ｂ＝０
Ａｃｏｓλｌ＝０

于是有特征方程

ｃｏｓλｌ＝０
它具有无限多个特征值

λｉｌ＝ （２ｉ＋１）π
２　　（ｉ＝０，１，２，…，∞）

相应的特征函数（可取Ａ为１）是

θｉ（ｙ）＝ｓｉｎλｉｙ　　（ｉ＝１，２，…，∞）

它表示机翼处于随遇平衡的形态。将最小特征值λ１ λ１＝π
２（ ）ｌ
代入式（２ ３５），即是发散动压

ｑＤ ＝ λ２
１

Ｃｅ
ＧＪ

ＣＬ

α

＝ π２ＧＪ

４ｌ２ＣｅＣＬ

α

（２ ３６）

发散速度为

ＶＤ ＝ π
２ｌ

２ＧＪ

ρＣｅ
ＣＬ

槡 α

（２ ３７）

对比式（２ ８）和式（２ ３６）发现，二者具有相同的形式，所以可以把π
２ＧＪ
４ｌ
称为有效刚度。

２．２．２　长直机翼的载荷重新分布

对于图２ ７所示的长直机翼，２．２．１节中已经得出了机翼微段的平衡方程（２ ３２）及边
界条件式（２ ３３）。这里，仍然采用片条理论，所以仍然以式（２ ３２）作为基础。
对于载荷重新分布（简称载荷分布）问题，前面已经讲过，讨论它的前提是飞行动压ｑ要小

于发散动压ｑＤ，即机翼尚未达到失去静稳定平衡的临界状态。所以，在这里要解决的问题是，
机翼将在什么样的扭转变形θ（ｙ）下达到平衡。有了这一扭角分布θ（ｙ），当然载荷（升力）的分
布就能确定。
现在来看式（２ ３２）。它的等号右边不为零，在一定的初始攻角α０和飞行过载Ｎ 下，是个

确定的值，式（２ ３２）成为非齐次方程。对于均匀机翼，把它改写为下列形式：
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ｄ２θ
ｄｙ２ ＋λ２θ＝Ｋ （２ ３８）

式中

λ２ ＝ｑＣｅ
ＧＪ

ＣＬ

α

Ｋ ＝－ １
ＧＪ

ＣＬ

αα０ｑＣｅ＋Ｃｍ０Ｃ２ｑ－Ｎｍｇ（ ）ｄ

上式的通解为

θ（ｙ）＝Ａｓｉｎλｙ＋Ｂｃｏｓλｙ＋Ｋ
λ２ （２ ３９）

式中，积分常数由边界条件式（２ ３３）确定，所以有

Ａ＝－Ｋ
λ２ｔａｎλｌ

Ｂ ＝－Ｋ
λ２

由此得到扭角

θ（ｙ）＝ Ｋ
λ２（１－ｔａｎλｌｓｉｎλｙ－ｃｏｓλｙ） （２ ４０）

上式中，当λｌ→π／２时，θ→∞，即当机翼达到发散动压的状态时，弹性变形达到无穷大。这个
结果与２．２．１节中是一致的。
若保持攻角α０为定值，则机翼上的载荷分布可以表示为

Ｌ（ｙ）＝ＣＬ

α α０＋θ（ｙ［ ］）ｑＣ ＝Ｌｒ＋ΔＬ（ｙ） （２ ４１）

式中，Ｌｒ＝ＣＬ

αα０ｑＣ，是刚硬机翼上的载荷；ΔＬ（ｙ）＝ＣＬ

αθ（ｙ）ｑＣ，是弹性扭转变形所附加的载

荷。不失一般性，不妨令ｄ＝０，Ｃｍ０＝０，并利用式（２ ３８）和式（２ ４０），则

ΔＬ（ｙ）＝α０（ｃｏｓλｙ＋ｔａｎλｌｓｉｎλｙ－１）ＣＬ

αｑＣ （２ ４２）

于是，弹性机翼的载荷与刚硬机翼的载荷比为

Ｌ
Ｌｒ ＝Ｌｒ＋ΔＬ

Ｌｒ ＝ｃｏｓλｙ＋ｔａｎλｌｓｉｎλｙ （２ ４３）

这个分布表示在图２ ８中。
如果重心与弹性轴不重合（实际上往往是这样的），即ｄ≠０，此时，问题的求解就与过载系

数Ｎ有关。从式（２ ３８）中，可以反映出这一点。此时，为了保持α０为定值（这意味着飞行姿态一
定），还要寻求过载系数Ｎ。为此要附加一个全机平衡的条件，即飞机总升力与质量力平衡

ｑα０∫
ｌ

０
ＣＣＬ

α
ｄｙ＋ｑ∫

ｌ

０
ＣＣＬ

αθｄｙ＝ １
２ＮＷ （２ ４４）
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式中，Ｗ 是飞机总重量。将式（２ ４０）代入上式，则可得

Ｎ ＝
α０

ＣＬ

α
ｔａｎλｌ
λｌ ＋Ｃ

ｅＣｍ０
ｔａｎλｌ
λｌ －（ ）１

Ｗ
２ｌ－ｍｇｄ

ｅ
１－ｔａｎλｌ

λ（ ）［ ］ｌ ｑＣ
（２ ４５）

这样，就可按式（２ ４０）得到θ（ｙ）。于是可由下式算出载荷分布为

Ｌ＝ＣＬ

α
［α０＋θ（ｙ）］ｑＣ

应当指出，载荷重新分布问题通常分两种情况：一是寻求保持飞机在一定的攻角α０下的

过载系数Ｎ 和相应的载荷分布，这种情况就是前面所假定的情况；二是寻求保持飞机在过载
一定（即总升力一定）条件下的载荷分布及相应的飞机攻角α０。这两种情况的计算方法在第３
章里细述。但不论哪一种情况，为了求得Ｎ 或α０，都可按不同情况附加不同平衡条件，使问题
得到解决。
图２ ８和图２ ９中的两组曲线是分别对应两种不同情况给出的载荷重新分布。
图２ ８表示了第一种情况下的载荷分布。由图可见，随着λｌ（它反映了动压ｑ）的提高，

弹性影响不断增加，不仅载荷加大，而且压力中心向翼尖移动，使翼根弯矩增大。
图２ ９表示了第二种情况下的载荷分布。同样可以看出，动压增高，弹性影响增加，压力

中心也向翼尖处移动。不同的是翼根处载荷反而减小一点，这是因为在第二种情况下为保持
机翼总升力不变所致。因此，总的来说，在翼面设计时，弹性影响所引起的载荷重新分布问题
是有重要意义的，如果按刚硬机翼上的载荷来设计可能是不安全的。

图２ ８　均匀机翼的升力重新分布

（攻角一定）

图２ ９　均匀机翼的升力重新分布

（总升力一定）
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２．２．３　长直机翼的操纵反效及操纵效率

飞机的机翼、尾翼及其他飞行器都有气动操纵面，它们的静气动弹性问题在性质上也是一
致的。本节仅以机翼的副翼偏转产生绕机身纵轴的滚转来说明操纵反效和操纵效率。在此把
机身简化为一根轴，平直机翼简化为一根垂直固支于机身的梁。与前述相仿，只考虑扭转变形
的影响。
设副翼原先处于零攻角，副翼右翼下偏，左翼上偏，此时机翼受反对称载荷。由于副翼偏

转，飞机可能绕机身轴线转动，产生滚转角速度ｐ，还可能产生角加速度ｐ，各剖面的扭转变形
为θ（ｙ），如图２ １０所示。由于滚转角速度ｐ在ｙ处有下洗速度ｐｙ，故它使攻角减小ｐｙ／Ｖ。
又由于滚转角加速度ｐ，故在ｙ处还作用惯性力－ｍｐｙ。该机翼半展长ｌ，副翼在翼尖部位，从
距翼根ｌ１处开始。β为副翼偏角，下偏为正。

图２ １０　带副翼的长直机翼

气动力仍采用片条理论，则扭转平衡方程为

ｄ
ｄｙ

ＧＪｄθ
ｄ（ ）ｙ ＋ＣＬ

αｑＣｅθ＝－ ｑＣｅＣＬ

ββ＋ｑＣ２Ｃｍ０

ββ－ｑＣｅＣＬ

α
ｐｙ
Ｖ －ｍｐｙ（ ）ｄ 　　（ｙ≥ｌ１）

（２ ４６ａ）

ｄ
ｄｙ

ＧＪｄθ
ｄ（ ）ｙ ＋ＣＬ

αｑＣｅθ＝ｑＣｅＣＬ

α
ｐｙ
Ｖ ＋ｍｐｙｄ　　（ｙ≤ｌ１） （２ ４６ｂ）

边界条件为
ｙ＝０，　　θ＝０

ｙ＝ｌ，　　ｄθ
ｄｙ＝０

９２



由方程（２ ４６）求出满足上述边界条件θ（ｙ）的解，即是机翼的弹性扭角分布。有了扭角
分布就不难确定升力的分布为

Ｌ（ｙ）＝ｑＣ ＣＬ

ββ＋ＣＬ

α
θ（ｙ）－ｐｙ［ ］｛ ｝Ｖ 　　（ｌ＞ｌ１）

Ｌ（ｙ）＝ｑＣＣＬ

α
θ（ｙ）－ｐｙ［ ］Ｖ 　　　　　　 （ｌ＜ｌ１

烍

烌

烎
）

（２ ４７）

同时，还可以根据副翼偏转后的滚转情况，写出滚转平衡方程，以此得到β与ｐ 或ｐ 的关系。
设飞机绕其纵轴（ｘ轴）的滚转惯量为Ｉｘ，则绕ｘ轴的滚转力矩Ｍｘ可以表示为

Ｍｘ ＝Ｉｘ
ｐ ＝２∫

ｌ

０
Ｌ（ｙ）ｙｄｙ （２ ４８）

例如对于匀速滚转，ｐ＝０，上式就等于零。对于均匀机翼可求得精确解。不失一般性，还可对
问题作进一步的简化。假定重心与刚心重合，并引入记号

１ａ（ｙ）＝
１　　（ｙ＞ｌ１）

０　　（ｙ＜ｌ１
｛ ）

（２ ４９）

则方程（２ ４６）的两式可以合并，写作

ｄ２θ
ｄｙ２ ＋λ２θ＝λ２ ｐ

Ｖｙ－Ｋλ２
β１ａ（ｙ） （２ ５０）

式中

λ２ ＝ｑｅＣ
ＧＪ

ＣＬ

α

Ｋ ＝ ＣＬ

β
＋Ｃ

ｅ
Ｃｍ０

（ ）β
ＣＬ



烍

烌

烎α

（２ ５１）

方程（２ ４６）的通解是

θ（ｙ）＝Ａｓｉｎλｙ＋Ｂｃｏｓλｙ＋ｐ
Ｖｙ－Ｋβ　　（ｙ≥ｌ１）

θ（ｙ）＝Ｆｓｉｎλｙ＋Ｄｃｏｓλｙ＋ｐ
Ｖｙ　　 　　（ｙ≤ｌ１

烍

烌

烎
）

（２ ５２）

利用边界条件式（２ ３３），并利用ｙ＝ｌ１处边界的连续性，有
当ｙ＝０时，θ＝０，则

Ｄ ＝０

当ｙ＝ｌ时，ｄθｄｙ＝０，则

λＡｃｏｓλｌ－λＢｓｉｎλｌ＋ｐ
Ｖ ＝０

当ｙ＝ｌ１时，考虑θ（ｙ）连续，则

Ａｓｉｎλｌ１＋Ｂｃｏｓλｌ１＋ｐ
Ｖｌ１－Ｋβ＝Ｆｓｉｎλｌ１＋ｐ

Ｖｌ１

０３



当ｙ＝ｌ１时，考虑在ｌ１处无集中扭矩，则

λＡｃｏｓλｌ１－λＢｓｉｎλｌ１＋ｐ
Ｖ ＝λＦｃｏｓλｌ１＋ｐ

Ｖ
由此解出

Ａ＝－ｐ
Ｖ

１
λｃｏｓλｌ＋Ｋβｃｏｓλｌ１ｔａｎλｌ

Ｂ＝Ｋβｃｏｓλｌ１

Ｆ＝Ａ－Ｋβｓｉｎλｌ１

Ｄ ＝

烍

烌

烎０

（２ ５３）

把这些常数代入式（２ ５２），经过整理，得

θ（ｙ）＝ｐｌ
ＶＣ２（ｙ）＋βＣ１（ｙ） （２ ５４）

式中

Ｃ１（ｙ）＝－Ｋ １ａ（ｙ）［１－ｃｏｓλ（ｙ－ｌ１）］－
ｓｉｎλ（ｌ－ｌ１）

ｃｏｓλｌ
ｓｉｎλ｛ ｝ｙ

Ｃ２（ｙ）＝ ｙ
ｌ － ｓｉｎλｙ

λｌｃｏｓλｌ
把式（２ ５４）代入式（２ ４８），可得副翼偏角β与滚转角速度ｐ的关系。当ｐ为稳定值（ｐ＝０）
时，则有

Ｍｘ ＝２∫
ｌ

０
Ｌ（ｙ）ｙｄｙ＝

２∫
ｌ

０
ｑＣ ＣＬ

α
ｐｌ
ＶＣ２（ｙ）＋βＣ１（ｙ）－ｐｙ［ ］Ｖ ＋ＣＬ

ββ１ａ（ｙ｛ ｝）ｙｄｙ＝

２∫
ｌ

０
ｑＣＣＬ

α
ｐｌ
Ｖ

Ｃ２（ｙ）－ｙ［ ］ｌ ｙｄｙ＋２∫
ｌ

０
ｑＣＣＬ

αβ Ｃ１（ｙ）＋ＣＬ／β
ＣＬ／α

１ａ（ｙ［ ］）ｙｄｙ＝０

（２ ５５）
通常副翼的操纵效率用（ｐｌ／Ｖ）／β来衡量，ｐｌ／Ｖ 表示飞机作等速滚转时的翼尖螺旋角。
（ｐｌ／Ｖ）／β就是单位副翼偏角所引起的翼尖螺旋角。依据式（２ ５５），假定Ｃ为常值，可得副翼
操纵效率

ηａ ＝
ｐｌ（ ）Ｖ
β

＝∫
ｌ

０
Ｃ１（ｙ）＋ＣＬ／β

ＣＬ／α
１ａ（ｙ［ ］）ｙｄｙ

－∫
ｌ

０
Ｃ２（ｙ）－ｙ［ ］ｌ ｙｄｙ

（２ ５６）

由上式可得，当机翼（含副翼）的构造及气动参数确定后，操纵效率ηａ将随λｌ（它显含于Ｃ１（ｙ）
和Ｃ２（ｙ））变化，而λｌ的变化即反映了动压的变化。图２ １１表示了这种关系。图中假定

ＣＬ

β
ＣＬ

（ ）α ＝０．５，　　 Ｃ（ ）ｅ
Ｃｍ０

β
ＣＬ

（ ）α ＝－０．６，　　ｌ１

ｌ ＝０．６

１３



图２ １１表明：λｌ（动压）增大，则由于弹性变形而产生的负滚转力矩将逐渐加大，所以净滚转
力矩势必减小。当动压增大到某个临界值ｑＲ 时，净滚转力矩降至零。动压再增大，则净滚转
力矩转化为负值，使飞机出现操纵反效的现象。当动压ｑ＝ｑＲ 时，效率ηａ＝０。从图中可以确
定λｌ＝１．４４时，ηａ＝０，由此求得ｑＲ。

图２ １１　操纵效率与动压的关系

令式（２ ５６）的分子为零，并利用式（２ ５４），则有

∫
ｌ

０
Ｃ１（ｙ）＋ＣＬ／β

ＣＬ／α
１ａ（ｙ［ ］）ｙｄｙ＝ＣＬ

β
ｃｏｓλｌ１

ｃｏｓλｌ －（ ）１ ＋Ｃ
ｅ

Ｃｍ０

β
ｃｏｓλｌ１

ｃｏｓλｌ －１－λ２ｌ２－λ２ｌ２
１（ ）２ ＝０

即

ＣＬ

β
＋Ｃ

ｅ
Ｃｍ０

（ ）β
（ｃｏｓλｌ－ｃｏｓλｌ１）＋λ２ｌ２－λ２ｌ２

１

２
Ｃ
ｅ

Ｃｍ０

β
ｃｏｓλｌ＝０ （２ ５７）

这是一个超越方程。求得满足上式的最小λｌ，把它记作λＲｌ，然后再由式（２ ５１）求出反效动压

ｑＲ ＝ ＧＪ

ｅＣＣＬ

α

λ２
Ｒ （２ ５８）

因为从式（２ ４８）导出ηａ时，引用了条件ｐ＝０，而后又由ηａ＝０导出反效动压ｑＲ 时，实际又必
定是ｐ＝０。所以总的来说，可以认为操纵反效的条件是

ｐ＝０，　　ｐ＝０ （２ ５９）

　　应当指出，对于较复杂的机翼，求出解析解是不可能的，一般需借助数值方法求解。

思考题

　　２．１　为什么说扭转发散是典型的亚声速现象？

　　２．２　分析扭转发散和载荷重新分布在物理上和数学上的区别。

　　２．３　分析操纵反效和操纵效率二者在物理上和数学上的区别。

２３



　　２．４　在长直机翼的静气动弹性解析方法中作了哪些简化假设？

　　２．５　试述提高发散速度和操纵反效速度的途径，并说明原因。
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第 3 章 气动弹性静力问题的矩阵分析方法

第 2 章中讨论了气动弹性静力问题的两大类问题，并且都以微分方程作为研究的起点。

对于均匀长直机翼可以得出精确解，对于其他情况可借助近似方法。这对于列出问题的模型

和理解问题的性质已有了一个基础。对于实际翼面（或升力面），一般都要采用近似方法，并

借助数值方法去求解。在利用数值方法时，虽然也可以从第 2 章的方式入手，但不如直接将问

题建立为积分方程，然后用矩阵形式去求解更为方便。特别是考虑到计及翼面上三元流动效

应的气动力分布也是以矩阵形式表达的，于是问题都可以统一为矩阵分析方法。

本章首先介绍亚声速定常升力线理论及其矩阵表达，从气动力引起的结构变形角度，导出

静气动弹性分析的基本方程；然后分别讨论机翼发散和载荷重新分布的计算与分析；最后讨论

副翼操纵效率与反效。

3. 1 气动力影响系数的矩阵表示

在处理气动弹性力学问题时，对气动力提出的问题是：已知升力面（因弹性变形而形成）

上的攻角分布（或下洗分布），寻求它所产生的升力分布（或环量分布）。这属于空气动力学中

的一类问题。这类问题通常需要用相当复杂的方法求解。本节以定常亚声速流中有限翼展机

翼（展弦比大于 3）普朗特（Prandtl）“升力线理论”为例，介绍气动力影响系数的矩阵一般表

达式。

第 2 章所用片条理论，其数学处理简单，且在展弦比大于 5 时，能给出足够精确的结果。

为了修正三元流动的影响，对于展向升力分布接近椭圆分布的直机翼，其升力线斜率可作如下

修正：

CL

α
= CL

( )α �

λ
λ + 2

（3 1a）

式中，λ是机翼展弦比；
CL

( )α �

是无限翼展机翼的升力线斜率。上式对于 λ > 3 时是一个良好

的近似。在处理静气动弹性问题时，由于翼面的扭转变形，攻角沿翼展变化，这时可以用另一

修正公式，即

CL

α
= CL

( )α �

λ
λ + 4

（3 1b）

不难设想，未作上述修正的片条理论将给出升力分布的偏高值。当然，采用偏高值对静气动弹
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性计算是偏于保守的。

3. 1. 1 马蹄涡系

机翼的弹性变形引起了攻角的改变，因而引起气动力的改变。有很多的空气动力学理论

可用以确定攻角和气动力的关系，这里不能一一详细讨论，而只能以一种气动力理论（马蹄涡

升力线理论）为例，说明在研究静气动弹性问题时，如何应用这些理论。

根据空气动力学理论，在图 3 1 中表示了机翼起动涡（环量 - Γ）的形成。初始时，沿图
中虚线所示曲线，机翼环量 Γ为零（Thomson 定理）；为了保持 Γ = 0，因此又必定存在一个大

小相等、方向相反的环量 + Γ。这样，当机翼向前运动时，起动涡留在原处，而机翼处存在着附
着涡，其环量为 + Γ。由此产生升力 L。由气动力理论儒可夫斯基（Joukowski）定理可知，如果

涡线垂直地在流速为 V的流体中，则流体对它要产生升力，升力为

L = ρVΓ （3 2）

根据平滑流过后缘（Kutta流动）条件，这个环量与 α攻角有以下关系式：

Γ =
1
2

bV
CL

α α （3 3）

图 3 1 机翼起动时环量的形成

若机翼展向无限长，则一根两端延伸到无穷远的直涡线会使得流体各点产生圆周速度，称

为诱导速度。该诱导速度 w与距涡中心点的距离 r成反比，与涡的环量成正比，即

w = Γ
2πr

（3 4）

实际上，机翼是有限展长的，它将造成各剖面处的流动互相影响。升力线理论就是考虑这

种影响的一种气动力理论。该理论适合展弦比大于 3 的直机翼。根据赫姆霍兹（Helmholz）定

理，对于有限翼展机翼，这个代表机翼存在的附着涡涡线，在翼尖处不能终止，它将顺着来流方

向沿机翼向后方延伸，形成自由涡，并在远后方与起动涡相连，如图 3 2（a）所示。这两条自

由涡涡线对机翼产生诱导速度（下洗速度）。它的作用可以认为相当于两条半无限长的涡线。

正是由于这两条自由涡对机翼的升力分布有着重要的影响，附着涡与两条向远后方延伸

的自由涡就形成了代表机翼存在的马蹄涡。对于环量沿展向分布变化的机翼，可按上述推理，

由一组马蹄涡系叠加起来代表机翼的存在，而在机翼后方形成整个自由涡面，如图 3 2（b）
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所示。

为了考虑有限翼展机翼各剖面之间的互相影响，用马蹄涡系代表机翼是个通用的方法，由

此可以计算空气动力影响系数。

图 3 2 用马蹄涡系代替机翼

3. 1. 2 三元机翼的气动力影响系数矩阵

本节中以图 3 3 所示的有限翼展直机翼为例。

图 3 3 环量沿翼展方向变化的机翼

根据图 3 2（b），把全机翼（两个机翼）用

变涡强 Γ（y）的涡线代表，则机翼尾流中连续

分布着无限多个自由涡线 dΓ，由机翼延伸到无
穷远。如图 3 3 所示，设在翼展 η处的涡带宽
度为 dη，它由机翼向后延伸。每一自由涡线
dΓ（y）相当于半根两端都延伸到无限远的涡

线。在附着涡的 y点处的下洗速度为

dw =
1
2

1
2π

dΓ（η）
y - η

=
1

4π
dΓ（η）

dη
dη

y - η
于是整个涡面对 y处引起的下洗速度为

w（y） = ∫
l

- l

1
4π

dΓ（η）
dη

dη
y - η

如图 3 4 所示，由于机翼及其后方存在诱

导的下洗速度，所以在翼展 y处（第 i点位置处）来流与机翼间的攻角将向下倾斜一个角度，即

αi（y） =
w（y）

V
（3 5）

则该处有效攻角为
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图 3 4 有效攻角

αe（y） = α（y）- αi（y） = α（y）-
1

4πV∫
l

- l

dΓ（η）
dη

dη
y - η

（3 6）

式中，α（y）为翼展 y处剖面的几何攻角。

同时，由式（3 3）可知，与 αe对应的 Γ为

Γ（y） =
V
2

b（y）
CL

α αe（y） （3 7）

将式（3 6）代入式（3 7），则得环量分布的基本方程

Γ（y） =
V
2

CL

α
b（y） α（y）-

1
4πV∫

l

- l

dΓ（η）
dη

dη
（y - η[ ]） （3 8）

这就是用升力线理论计算机翼环量分布的积分 微分基本方程。由式（3 8）表示的环量分布

回答了本章 3. 1 节一开始的提问。这类方程的求解只能借助于近似方法。

若用 yi表示沿 y向的第 i个点（站），则给定一系列（n个）点上攻角 α值，即可求得第 i点

上的环量 Γ（yi）值。又由于

L（yi） = ρVΓ（yi）

L（yi） =
1
2
ρV2 b（yi）CL（yi）

两式相等，可有升力系数与环量的关系为

b（yi）CL（yi） =
2
V
Γ（yi） （i = 1，2，⋯，n） （3 9）

综上所述，攻角与升力系数的分布必将有以下关系式：

A s = α （3 10）

或

s = A- 1α （3 11）

式中 A，A - 1———气动力影响系数矩阵；

s———各点（站）处的 bCL组成的列阵，s =［b（y1）CL（y1） ⋯ b（yn）CL（yn）］
T；

α———各点（站）处的 α组成的列阵。
关于 A的求解，见 3. 1. 3 节。

式（3 10）和式（3 11）给出了已知升力面上的攻角分布与它所产生的升力分布的关系

式。该公式虽然是从大展弦比和升力线理论推导得到的，但对小展弦比机翼、三角翼和后掠翼
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等有同样的矩阵形式，只是气动力影响系数矩阵求解方法和结果有所不同。

3. 1. 3 气动力影响系数矩阵 A的近似求解方法

下面以大展弦比机翼的配置法为例，说明气动力影响系数的求解过程和形式。配置法是

一种近似方法，是在翼展的有限个点处满足方程，一般需要沿翼展划分成若干点（站）。

如图 3 5 所示，对于大展弦比机翼，为了求得矩阵 A，通常先作一坐标变换，然后在 n 个

点上进行配位，所以该方法又称为配位法。设坐标变换为

y = lcos φ （0 ≤ φ ≤ π）
η = lcos θ （0 ≤ θ ≤ π }） （3 12）

图 3 5 坐标变换与剖面分站

再沿全机的翼展长 2l，分成 n个等分角，相应地标以 φ1，φ2，⋯，φn，其点号顺序与 y轴正向相

反。设

Γ（y） = Vl∑
n

j = 1

Ajsin jφ

Γ（η） = Vl∑
n

j = 1

Ajsin j
}

θ

（3 13）

把式（3 12）和式（3 13）代入式（3 8），并利用（不加推导）关系式

∫
π

0

cos n θdθ
cos θ - cos φ

= π sin n φ
sin φ

则可得到

b
CL

α
2l

α = ∑
n

j = 1

Aj sin jφ +
b
CL

α
8l

jsin jφ
sin











φ
（3 14）

上式应在各个点处满足。由此即求出 Aj与 α的矩阵方程为
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l
2l
Θα = Φ2 r +

1
8l
ΘΦ1Φ3 r （3 15）

式中，r =［A1 ⋯ An］
T；

Θ = diag
CL

α
b1 ⋯

CL

α
b( )n ；

Φ1 = diag
1

sin φ1

⋯
1

sin φ( )
n

；

Φ2 =［2ij］，2ij = sin jφi， i，j = 1，2，⋯，n；

Φ3 =［3ij］，3ij = jsin jφi， i，j = 1，2，⋯，n。

进一步考虑到式（3 9），还可以有环量分布与升力系数分布的关系式

s = 2lΦ2 r

或

r =
1
2l
Φ- 1

2 s （3 16）

将式（3 16）代入式（3 15），消去 r，则得到式（3 10）和（3 11）预期的形式

α = A s

或

s = A- 1α
式中

A = Θ- 1 +
1
8l
Φ1Φ3Φ

- 1
2 （3 17）

显然，A - 1的元素 a ij代表仅当 j点处有一单位攻角时，在 i点处所产生的升力（用 bCL表示）。这

个矩阵是不对称的。

当式（3 17）中 l→� （无限翼展情况）时，则有

A = Θ- 1 和 A- 1 = Θ （3 18）

显然，上式就是片条理论的结果，A和 A - 1均为对角矩阵。

在进行计算时，可以把气动力分为相对于机身轴线的对称及反对称分布两种情况。对称

分布时，环量分布也是对称的，所以可设

Γ（y） = Vl（A1 sin φ + A3 sin 3φ + ⋯）

此时攻角与局部升力系数的关系为

α = Ass

当反对称分布时，设

Γ（y） = Vl（A2 sin 2φ + A4 sin 4φ + ⋯）

相应地有

α = Aas
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式中 As，Aa分别是对称及反对称气动力影响系数矩阵。只要在式（3 17）中保留 j为奇数或

偶数的项，即可求得。

剖面位置的选取，通常可由等分角取得，因为只需计算半个机翼，所以都在 0 ～ 90°之间作

等分。例如当半机翼取 4 个剖面时，φi分别为 π /8，π /4，3π /8，π /2。此时，对称载荷有

As = Θ- 1 +
1
8l

10. 453 - 3. 828 0 - 0. 293

- 2. 072 5. 657 - 2. 389 0

0 - 1. 828 4. 330 - 1. 707

- 0. 224 0 - 3. 154 4.











000

（3 19a）

反对称载荷有

Aa = Θ- 1 +
1
8l

10. 453 - 3. 696 0 0

- 2. 000 5. 657 - 2. 000 0

0 - 1. 531 4. 330 0

0 0 0.











001 0

（3 19b）

综上所述，升力线理论是计算有限翼展机翼上升力分布的一种方法。它用一系列叠加的

马蹄涡线代替机翼。在机翼后面延伸出去的自由涡，引起诱导下洗速度，从而改变了气流的来

流方向，也就是改变了几何攻角的大小，以此求得升力分布与攻角之间的关系。它适用于计算

大展弦比直机翼。这个理论又进一步发展为推广的升力线理论。推广的升力线理论又称四分

之三弦点法。这个方法的要点是把沿展向变化的附着涡安排在沿翼展 1 /4 弦线处，同样，在机

翼后方引出一个自由涡面；而其运动学流动条件则要求在 3 /4 弦线处得到满足，即以 3 /4 弦线

处的点作为下洗速度控制点。这种方法可以用来计算亚声速的大展弦比平面形状机翼，特别

是后掠机翼。

当机翼展弦比小于 3 后，升力线理论就不能给出准确的结果了，对这种情况就应采用升力

面理论。此时环量分布将是 Γ（x，y），而不是 Γ（y）。随着大型数字计算机的发展，马蹄涡格

网法已为矩阵方法提供了亚、超声速任意平面形状机翼的升力分布，可用于大展弦比机翼、小

展弦比机翼、三角翼、后掠翼以及组合形状机翼等，可以方便地按升力变化的剧烈程度或不连

续部位（如前、后操纵面）而划分网格；对于机翼前、后缘有转折或有操纵面的情况，处理也比

较方便。

升力面的核函数法是从升力面的环量分布积分方程出发的，是升力面方法的一种。这种

方法在机翼上布置连续的基本旋涡面，其环量分布是用一些函数的加权迭代来表示的，这些函

数满足前、后缘及侧缘边界条件。在机翼上确定若干控制点，用积分方程建立环量分布和控制

点处诱导下洗速度的联系，而诱导下洗速度则可和当地边界条件相联系，从中解出加权系数的

值，由此求得的环量分布即可确定机翼上的载荷分布。这种方法可适用于大、小展弦比机翼。

Woodward方法也是升力面方法的一种。它也把机翼沿展向及弦向分成若干元素，在每一

元素上布置等强度的面涡或线性变化的面涡。其控制点取在每一元素的中线的 95 %处。从
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面涡的基本解出发，便可根据控制点处的边界条件确定各元素上的面涡的强度。但在这一方

法中上述控制点位置是按经验确定的，而计算结果表明，控制点位置对结果影响是很敏感的。

对于导弹、航天飞机、空天飞机中的超声速及高超声速翼面，还可以采用活塞理论、牛顿冲

击理论进行计算。这些方法也把翼面沿展向及弦向分成若干元素进行分析。由于定常气动力

方法较多，这里不一一介绍，详细内容可参考相关的气动力方面的教材和文献。

3. 2 气动弹性静力问题分析的基本方程

本节将在 3. 1 节的基础上，进一步结合结构弹性变形的特性，推导具有广泛适用性的静气

动弹性分析的基本方程。这一基本方程，可以作为发散、操纵效率和载荷重新分布等静气动弹

性分析的出发方程，为上列各项静气动弹性性能的分析做好准备。

由二元机翼的发散、操纵反效和载荷分布的讨论可见，静气动弹性问题有两个基本关系：

一个是机翼攻角及其引起的气动力间的关系；另一个是作用在机翼上的载荷及其产生的弹性

变形的关系。

对于机翼攻角及其引起的空气动力，已在 3. 1 节进行了讨论，它们之间的联系由气动力影

响系数矩阵 A来表示（见式（3 10）或式（3 11），即

A s = α
或

s = A- 1α
A的计算因所用空气动力计算理论和方法的不同而不同，还因载荷情况（对称、反对称、不对

称）的不同而不同。

另外，由于假定静气动弹性系统属于线性系统，弹性变形扭角 θ及其所引起的附加气动力
bCe

L以及刚体情况下的攻角 αr及其所引起的气动力 bCr
L间也有类似关系，即有

A s = α
A se = θ
A sr = αr

且

α = αr + θ （3 20）

s = sr + se （3 21）

3. 2. 1 大展弦比直机翼静气动弹性基本方程

对于大展弦比机翼，其弦向刚度比展向刚度要大得多，因而其弦向的变形比展向的变形要

小得多。因此，为简化起见，可以假设机翼弦向剖面也是绝对刚硬的。这就是说剖面没有弦向

变形。根据结构力学的知识，对于薄壳结构，可以引出弯心（或称刚心）的概念；当剪力通过该
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点时，剖面相对扭角将等于零。经验证明，对于大展弦比机翼，只要没有大开口或者展向结构

形式没有很大改变，则其刚轴基本上还是一直线。这样的机翼的弹性特性便可以近似地用一

刚轴的弹性特性来表示。

这样的刚轴基本上和机身对称平面相垂直，且机翼的弯、扭之间没有耦合，可以分别加以

处理。同时，对于直机翼，弯曲变形并不引起攻角的变化，引起的气动载荷也很小，故在研究静

气动弹性问题时可不予考虑，只需考虑扭转变形引起的攻角变化即可。

综上所述，一个大展弦比直机翼的弹性特性近似可以用一垂直于机身对称平面的刚轴的

弹性特性来表示，且只需研究其扭转特性即可。

设一大展弦比直机翼根部是固支的，刚轴沿展向与 y轴重合。对于大展弦比直机翼，一般

可引入 3 个假设：

① 机翼在其自身平面内是绝对刚硬的；
② 其弦向剖面是绝对刚硬的；
③ 有一直刚轴，且刚轴近似垂直于飞机对称平面。
对于这样的大展弦比直机翼，外载荷及变形关系可以简化。因为大展弦比直机翼的弦向

剖面是刚性的，所以只要用剖面的刚心的垂直变形及对刚心的扭角就可以表示剖面的弹性变

形。根据假设③，作用在刚轴上的力只引起刚轴的弯曲，而不会引起的刚轴的扭转，而刚轴的
弯曲也不会引起附加的气动力。

由此可见，对于大展弦比直机翼，作用在剖面上的分布载荷也可以加以简化，只需研究作

用在各代表片条的剖面载荷对刚轴的扭矩 t及它引起的对刚轴的扭角 θ 即可。通常将扭角 θ
沿展向分成若干片条，在每一片条上作用的载荷包括空气动力及重力。通常，气动力简化为作

用在剖面空气动力中心上的升力 L及对于它的俯仰力矩MAC（抬头为正）；但在结构分析中，则

常简化为各片条作用在刚轴上的升力 L及对于刚轴的气动力扭矩 ME。显然，气动力引起的扭

矩为

ME = MAC + Le

式中，e表示剖面气动中心与刚轴的距离，刚心在后为正。

再设片条重心与刚心距离为 d，重心在后为正，则这些载荷对刚轴的扭矩 t可表示为

t（y） = MAC + Le + Nmgd =

qb（bmAC + CLe）+ Nmgd （3 22）

式中，q为动压，b为片条弦长，m为片条质量，N为过载系数，g 是重力加速度，mAC为空气动力

对空气动力中心的俯仰力矩系数（抬头为正）。如果把机翼根部固支，则其各剖面的扭转变形

θ（y）可用积分方程表示，即

θ（y） = ∫
l

0
fθ θ（y，η）t（η）dη （3 23）

相应有矩阵表达式
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θ = F θθt = qF θθ
珚EWs + qF θθ

珚F Wm + NF θθ
珚GWg （3 24）

式中，F θθ———机翼的扭转柔度影响系数矩阵，是对称矩阵；其中的元素 fij表示在第 j个片条剖

面对其刚轴作用单位扭矩（抬头为正）时，在第 i个片条剖面引起的扭角（抬头为正）；
珚E = diag（e1 ⋯ en）———以各剖面的刚心到气动中心的距离写出的对角矩阵，刚心在

后为正；
珚F = diag（b2

1 ⋯ b2
n）———各剖面的中弦长平方写出的对角矩阵；

珚G = diag（d1 ⋯ dn）———各剖面重心与刚心距离写出的对角矩阵，重心在后为正；

W———由积分数值方法确定的各剖面加权数组成的对角矩阵；

m =［mAC1 ⋯ mACn］
T———各剖面俯仰力矩系数组成的列阵；

g =［m1 g ⋯ mng］T———各剖面片条重量组成的列阵。

因此，大展弦比直机翼静气动弹性基本方程可写为

θ = qEs + qF m + NGg （3 25）

式中

E = F θθ
珚EW

F = F θθ
珚F W

G = F θθ
珚GW

3. 2. 2 大展弦比后掠机翼静气动弹性基本方程

对于大展弦比后掠机翼，类似大展弦比直机翼，也可引入 3 个假设：

① 机翼在其自身平面内是绝对刚硬的；
② 其弦向剖面是绝对刚硬的；
③ 有一直刚轴，但此刚轴有一后掠角（一般此后掠角不等于机翼前缘后掠角）。
因此，对于大展弦比后掠机翼，通常有两种方式处理其结构模型：一种是假设与刚轴垂直

的剖面是刚硬的；另一种是假设其顺气流剖面是刚硬的。通常采用后一种假设。这样，其展向

片条的划分与大展弦比直机翼相同。同样，也可把作用在各片条上的分布空气动力及重力简

化为作用在剖面刚心上的向上的力 L和 Nmg 以及对刚心的扭矩 t（其表达式与式（3 22）相

同）。但是，由于后掠机翼的弹性变形是弯、扭耦合的，也就是说，这时作用在刚轴上的力所引

起的刚轴的弯曲还将引起顺气流扭角的变化。所以，对于大展弦比后掠机翼，要同时考虑作用

在刚轴上的力及力矩所引起的顺气流扭角。同理，这时有

θ = q（F θθ
珚E + F θz）Ws + qF θθ

珚F Wm + N（F θθ
珚G - F θz）Wg （3 26）

式中，F θz的元素 fij表示在第 j个剖面的刚轴上作用一向上的单位力时，在第 i个剖面引起的顺

气流扭角（抬头为正）。因此，大展弦比后掠机翼静气动弹性基本方程为

θ = qEs + qF m + NGg （3 27）

式中

34



E =（F θθ
珚E + F θz）W

F = F θθ
珚F W

G =（F θθ
珚G - F θz）W

以上各式中，W为展向积分加权矩阵。

3. 2. 3 一般翼面静气动弹性基本方程

下面讨论一般翼面（如小展弦比机翼）的外载荷及其引起的弹性变形间的关系式。如

图 3 6 一般翼面及其坐标

图 3 6所示，一般翼面的特点是翼面的弦向剖面有了变形。

假设机翼的上反角（或下反角）不很大，因此可以把机翼的

翼面当作 xy平面（或 ξη平面）看待，把它分成若干小块（网
格），分别求出每一小块的变形，并求出它们之间的相互关

系和相互影响。

机翼上任意点的挠度 w（x，y）和作用在翼面上的分布

载荷 pz（x，y）的关系表示为

w（x，y） = 
S
fzz（x，y；ξ，η）pz（ξ，η）dξdη

式中，S表示翼面面积，fzz（x，y；ξ，η）的定义是在（ξ，η）点上作用 z向单位载荷引起（x，y）点上

的 z向变形。上式表示作用在整个翼面上的分布载荷在（x，y）点上的总挠度。对气动弹性分

析来说，关心其弹性扭角的变化，即

θ（x，y） =
- w（x，y）

x
= 

S
fθ z（x，y；ξ，η）pz（ξ，η）dξdη （3 28）

式中，fθ z（x，y；ξ，η）=
fzz（x，y；ξ，η）

x
，称为影响函数。

作用在点（ξ，η）处的单位面积外力 pz（ξ，η）由两部分组成：一部分是空气动力 qCL（ξ，η），
其中 q是动压；另一部分是质量引起的惯性力 ρ（ξ，η）gN，其中 ρ（ξ，η）是单位翼面积的质量。
这样，作用在点（ξ，η）处的单位面积外力可表示为

pz（ξ，η） = q CL（ξ，η）- ρ（ξ，η）gN

则有

θ（x，y） = 
S
fθ z（x，y；ξ，η）［q CL（ξ，η）- ρ（ξ，η）gN］dξdη （3 29）

应当指出，这里的空气动力 q CL（ξ，η）包含两部分：一部分是假定机翼不变形，对应于当地从

零升力线量起的几何攻角 αr的气动力；另一部分是由于机翼的弹性变形而导致的气动力。

把积分形式化成矩阵形式

θ = qF θzWs - NF θzWg （3 30）
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式中，θ表示各网格点处的顺气流扭角向量；矩阵 F θz中的元素 fij表示在第 j个网格的气动力

（或重力）作用点上作用一向上单位力时在第 i个网格点处引起的顺气流扭角（抬头为正）；W

为展向积分加权矩阵（对角），因数值积分方法的不同而不同，在最简单的情况下，可表示为

W = diag（Δl1 ⋯ Δln），Δli 为第 i个网格的局部展长。上式可简写为

θ = qEs + NGg （3 31）

式中

E = F θzW

G = - F θzW

方程（3 31）是分析气动弹性静力问题的基本方程，适用于小展弦比、大展弦比和后掠翼

面等任何形式的翼面，可用于分析静气动弹性发散、载荷分布和操纵反效等。

以上分别给出了 3 种情况下的外载荷与变形的关系式（3 25），（3 27），（3 31），它们

可以统一写作如下形式：

θ = qEs + qF m + NGg （3 32）

各种情况下，E，F，G的表达式不尽相同。

还有一点要说明，对于大展弦比机翼，只需求得每一展向片条上总的空气动力即可。但为

提高空气动力计算的准确性，也可把这样的片条沿弦向再分成若干网格，然后再求得各片条的

bCL及 mAC。当然，也可以把大展弦比机翼当作小展弦比机翼那样处理，但计算量会大大增加。

在处理气动弹性效应引起的扭转发散和载荷重新分布时，也只需考虑对称情况。这是因

为反对称的载荷会引起飞机的滚转，从而产生惯性力和阻尼气动力，这将在很大程度上缓和它

对扭转发散和强度的影响。由此可见，对于第一类气动弹性静力问题，计算时应取对称的载荷

分布情况；而对于机翼的操纵反效和操纵效率问题，可对应飞机的滚转情况，显然，只需考虑对

飞机纵轴反对称的载荷分布即可。所以第二类气动弹性静力问题应取反对称情况进行分析。

3. 3 机翼发散计算与分析

本节从静气动弹性基本方程的矩阵形式出发，推导机翼发散基本方程，讨论机翼发散的计

算方法。

上面已经指出，对于处理扭转发散问题，应以对称气动力载荷作为计算情况。这是因为在

同样的攻角分布下对称情况的气动载荷将大于反对称的载荷，所以使发散动压降低。

3. 3. 1 机翼发散基本方程

在讨论二元机翼的发散时已经指出，机翼的发散问题从物理本质上说，是静稳定性问题；

从数学上看，是特征值问题。

因为机翼的发散问题在物理本质上是稳定性问题，所以在研究机翼的发散时，可以不考虑
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作用在机翼上的原平衡力系，而只需研究机翼受微扰动后的变形（仍记作 θ）及它所引起的附
加气动力，即可以不考虑重力引起的惯性力和刚体攻角所引起的气动力。联系到式（3

10）有

θ = qEse （3 33）

θ = A se （3 34）

如前所述，对于不同机翼，虽然都可表示成上式，但 E 的含义是不同的。上式表明，在任何微

扰动 θ引起的附加气动力 se 作用下产生的变形恰好也是 θ。这说明，附加气动力矩恰好和与
θ相应的弹性恢复力矩相等；也就是说，气动力矩和弹性恢复力矩的总和为零，微扰动没有形
成净恢复力矩。这时机翼处于中性稳定状态，即发散临界状态，这时的动压为发散动压 qD。

以上两方程可合并为

se = qDA- 1 Ese （3 35）

上式是一个齐次方程组，它含有未知量 qD及 se。该方程即为机翼发散的基本方程。

3. 3. 2 机翼发散计算方法

如前所述，发散在数学上是一特征值问题。式（3 35）中，se 有非零解的条件为

| I - qDA- 1 E | = 0 （3 36）

式中，I 为单位矩阵。满足上式的 qD即为特征值。与特征值相应可求得特征向量 se。由于

式（3 35）是齐次方程组，所以与 se 成比例的任何列向量均满足方程（3 35）。

若式（3 35）代表 n个方程，则展开式（3 36）即可得到关于 qD的 n 阶代数方程，求解后

可得到 n个 qD。事实上，最感兴趣的是最小的 qD值。而研究特征值问题时，若只需求其最大

或最小的特征值，则通常都用迭代法。迭代法实际只求最大的特征值，所以式（3 35）应改为

λ se = Dse （3 37）

式中

λ =
1
qD

， D = A- 1 E

迭代具体方法如下：

① 先设一 se
0。se

0 是任意的非零列阵，即该列阵中至少有一个元素不为零。将它后乘 D得

一列

b1 = Dse
0

② 在 b1 中任意选取其第 i个元素 bi1将 b1 正则化，即得

se
1 =

1
bi1

b1

通常把 b1 中绝对值最大的元素取作 bi1。由式（3 37）可见 λ = bi1，它就是特征值的第一次近

似值。
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③ 重复上述过程。一般地说可写作
bj+1 = DSe

j = λj+1 se
j+1

④ 在迭代过程中，检查是否满足收敛条件
λj+1 - λj

λj+1

≤ ε0

式中，ε0是给定的最大容许误差。

⑤ 若不满足要求，则重复第③，④步。若已满足收敛条件，即得

qD =
1
λ

因为矩阵代数中已证明这样迭代将收敛到其最大特征值，从而求得最小 qD值。最后所求得的

se 即为发散时升力系数向量。

例题 分别用片条理论、升力线理论（气动载荷对称分布）和升力线理论（气动载荷反对

称分布）确定图 3 7 所示的大展弦比直机翼的发散速度。机翼几何数据见图 3 7。其刚轴

沿机翼的 35 %弦线，刚轴垂直于对称平面。已知：

l = 12. 7 m，
CL

α
= 5. 5

diag（b1 b2 b3 b4） =

2. 782

3. 47

4. 55

5.











715

其中元素的单位为 m。

图 3 7 大展弦比直机翼示意图

解 因为该机翼是大展弦比直机翼，所以可将机

翼沿展向等分成 4 个片条，以各片条的中间剖面作为

该片条的计算剖面。每一片条的气动力都集中在其

1 /4弦线点上。

已知与之相应的扭转柔度影响系数矩阵为

Fθθ =

3. 683 1. 620 0. 609 0

1. 600 1. 620 0. 681 0

0. 681 0. 981 0. 981 0











0 0 0 0

× 10- 6 ×
1

9. 81

其中元素的单位为 rad /（N·m）。

因为刚轴沿 35 %弦线，在气动中心 25 %弦线之

后，故 e = 0. 1b，即
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珚E = 0. 1 × diag（b1 b2 b3 b4） =

0. 278

0. 347

0. 455

0.











572

其中元素的单位为 m。

当积分时机翼各站不是等分时，采用摩尔索夫（Multhopp）法。因对称，只取半个机翼，剖

面数为（m + 1）/2（m是全翼展剖面数，是奇数，此例中 m = 7），则其加权矩阵为对角矩阵

W = πl
m + 1

sin π
m + 1

sin
2π

m + 1


1
2

sin π



















2

这样

E = F θθ
珚EW =

1. 955 1. 982 1. 412 0

0. 860 1. 982 1. 412 0

0. 362 0. 833 1. 412 0











0 0 0 0

× 10 - 6 ×
1

9. 81

其中元素的单位为 rad·m/N。

下面用不同气动力理论计算 A，并求 qD，VD。

1. 片条理论

片条理论假设作用在各片条上的升力只取决于该片条的攻角（见式（3 18）），即

A- 1 =
CL

α
diag（b1 ⋯ bn）

式中，
CL

α
应按风洞试验结果或按理论公式计算。设剖面的升力线斜率 a0为 5. 5，此机翼的展

弦比 λ为 6. 15，则按式（3 1a）有

CL

α
= a0

λ
λ + 2

= 4. 15

由式（3 18），即可求得 A - 1。由此，代入式（3 37），并进行迭代。迭代过程如下：

se = qA- 1 Ese = q
CL

α

5. 438 5. 512 3. 292 0

2. 983 6. 877 4. 900 0

1. 626 3. 749 6. 354 0











0 0 0 0

se × 106
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进行迭代计算，最后得到的升力系数分布、临界发散动压和海平面临界速度分别为

se = 1 0. 969 0.[ ]724 0 T

qD =
1

13. 62 × 10 - 6 ×
CL

α

N/m2 = 17 690 × 9. 81 N/m2

VD = 532. 2 m/s

对应的弹性扭角分布为

θ = A se =［1 0. 776 0. 447 0］T

2. 升力线理论法（载荷对称分布，取 j = 1，3，5，7）

利用式（3 19a），并代入本例题原始数据，则对称气动力影响系数矩阵为

As =

16. 82 - 3. 768 0 - 0. 288

- 2. 039 10. 810 - 2. 351 0

0 - 1. 800 8. 302 - 1. 68

- 0. 221 0 - 3. 105 7.











118

× 10 - 2

其中元素的单位为 rad /m。

（As）- 1 =

6. 229 2. 309 0. 821 0. 446

1. 249 10. 22 3. 196 0. 805

0. 340 2. 446 13. 98 3. 313

0. 341 1. 138 6. 121 15.











51

其中元素的单位为 m/rad。代入式（3 37），并进行迭代法求解，其解为

1
qD

（se）s = 51. 83 × 10 - 6［0. 762 1 0. 821 0. 382］T

由此得出

1
qs

D

= 51. 83 × 10 - 6，qs
D = 19 290 × 9. 81 N/m2，Vs

D = 555. 7 m/s

（se）s =［0. 762 1 0. 821 0. 382］T

θs =［1 0. 820 0. 490 0］T

其中元素的单位为 rad。

3. 升力线理论法（气动载荷反对称分布，取 j = 2，4，6，8）

利用式（3 19b），并代入本例题原始数据，则反对称气动力影响系数矩阵为

Aa =

16. 82 - 3. 637 0 0

- 1. 969 10. 81 - 1. 969 0

0 - 1. 507 8. 302 0

0 0 0 3.











181

× 10 - 2
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其中元素的单位为 rad /m。

（Aa）- 1 =

6. 196 2. 157 0. 511 0

1. 167 9. 975 2. 365 0

0. 212 1. 81 12. 480 0

0 0 0 3.











143

其中元素的单位为 m/rad。代入式（3 37），并进行迭代法求解，其解为

1
qD

（se）a = 47. 22 × 10 - 6［0. 782 1 0. 730 0］T

由此得出

1
qa

D

= 47. 22 × 10 - 6，qa
D = 21 180 × 9. 81 N/m2，Va

D = 582 m/s

（se）a =［0. 782 1 0. 730 0］T

θ a =［1 0. 811 0. 472 0］T

其中元素的单位为 rad。

由上可见，3 种方法所求得的 VD均为超声速，而求得此值所用的 A矩阵却是在不可压缩

情况下得出的。所以，以上结果不能直接应用。但是，以上研究问题的方法仍是有用的。且对

于这一机翼，由于 VD超过声速很多，所以即使考虑压缩性影响后，预计也不会在亚声速范围内

出现发散。

其次，在以上 3 种方法求得的发散动压中，片条理论 qD 最小，对称载荷情况次之，反对称

时最大。所以，计算扭转发散时，一般不需计算反对称的情况，这个结论适合于通常的平直机

翼。这是因为反对称的载荷分布将小于对称分布，气动力偏大，则临界速度就会降低。而片条

理论认为各剖面的CL /α为常数，而翼尖扭角本来就大，这样一来使翼尖气动力显然偏大，所
以片条理论得出的发散临界动压偏低。

3. 3. 3 带有掠角的机翼发散的特点

直机翼在迎面气流 V中，速度沿翼展没有分量，因此机翼的弯曲不引起升力，所以只要考

虑机翼扭转即可。在后掠角为 Λ 的机翼上则不然，由于 V在展向有分量 Vsin Λ，所以机翼的
弯曲（其挠度用 w表示）也将引起升力，此时的气动弹性问题要同时研究扭转与弯曲。

设飞机在对称面作曲线飞行，速度为 V，过载系数为 N。由于对称性，故只研究一个机翼，

如图 3 8 所示。

假定机翼为细长悬臂梁，其刚轴记作 珋y，固支于机身，用有效根部表示。由于机翼转过一
个后掠角 Λ，对于 珋y方向的梁，其单位展长翼段（图 3 8 的 AB）的升力为

L（珋y） =
1
2
ρ（Vcos Λ）2珋c

珔CL

α
珔α = q珋c

珔CL

α
珔αcos2 Λ
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图 3 8 细长后掠机翼

式中，q =
1
2
ρV2；

珔α———翼段（AB方向）的有效攻角；

珔CL

α
———沿 AB方向翼型的气动力导数。

当机翼没有弯曲时，有效攻角珔α为
珔a = θ + 珔αr

若有弯曲时，弯曲斜率用 dw/d珋y来表示，如图 3 9 所示，则气流引起下洗分量
dw

d珋y
Vsin Λ，于是

珔α = 珔αr + θ -
dw

d珋y
Vsin Λ /Vcos Λ = 珔αr + θ -

dw

d珋y
tan Λ （3 38）

得到单位长度上的升力

L（珋y） = q珋c
珔CL

α
珔αr + θ -

dw

d珋y
tan( )Λ cos2 Λ （3 39）

其作用点在气动中心上。此外，还有绕气动中心的力矩 q珔Cm0 cos2 Λ 以及重心线上有重
力Ngm（珋y）。
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图 3 9 沿 AB方向的有效攻角

后掠机翼在向上的升力作用下，不仅有扭转，而且有向上的弯曲变形，式（3 39）表明了

有效攻角的减小，因此可以认为，弹性变形（包括弯曲）使总的攻角变化量减小
dw

d珋y
tan Λ。这就

减小了弹性变形附加的气动力，因此起到稳定的作用。相反，如果是前掠机翼，则向上的升力

虽然也产生向上的弯曲，但因为 Λ为负值，所以会使攻角的变化量增大，从而增大了弹性变形

图 3 10 后掠角 Λ对于 qD 的影响

附加的气动力，使不稳定的趋势增大。当后掠角增大到

一定程度时，甚至会使机翼弯曲变形的影响抵消了扭角

的影响，或者超过了后者的影响。经过这样的分析，可以

断定，后掠机翼将比平直机翼具有较高的发散动压；当后

掠角大到一定程度时，甚至机翼就不会发生扭转发散。

而金属前掠机翼，由于发散动压太低，通常不大采用。目

前，为了发挥前掠机翼的气动特性，现代飞行器采用复合

材料气动弹性剪裁技术设法提高发散动压，甚至消除发

散。qD随着后掠角 Λ 的变化如图 3 10 所示（为典型金

属机翼情况），从图中可以看出后掠角的影响是显著的。

例题 一等剖面的均质大展弦比前掠翼，机翼的刚轴、重心线与 1 /4 弦线重合（即 d = e =

0）。机翼前掠角为 Λ，弦长为 b，半展长为 l，气动力用片条理论计算，其剖面的沿机翼刚轴的

CL /α = a0。机翼沿刚轴的弯曲刚度为 EI（常值），计算其发散动压 qD。

解 对于前掠翼，发散基本方程为

se = qDA- 1 Ese

其中，由于 e = 0，有

E = F θzW

对于片条理论，有

A- 1 = b a0 cos Λ·I

为简化起见，将机翼沿展向 3 等分，取每段的中间剖面作为计算站，可以求得
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F θz =
l2 sin Λ

72EIcos2 Λ

1 5 9

1 9 21






1 9 25

取

W =
l
3

1

1






1

可得

A- 1 E =
b a0 l3 sin Λ
216EIcos Λ

1 5 9

1 9 21






1 9 25

则发散基本方程可写作

λse =

1 5 9

1 9 21






1 9 25

se

这里

λ =
216EIcos Λ
qDb a0 l3 sin Λ

用迭代法可求得

λ = 33. 33

se =［0. 414 0. 880 1］T

由此可求得

qD = 6. 481
EI

b a0 l3

cos Λ
sin Λ

本章参考文献［2］用解析法求得的 qD为

qD = 6. 33
EI

ba0 l3

cos Λ
sin Λ

由以上计算可见，若 l 为常值，则随前掠角 Λ 增加，qD迅速减小；若 l /cos Λ 为常值，则在
Λ < 35°时，随 Λ增大，qD逐渐减小。

以上是对一简化模型在 d = e = 0 条件下导出的结果，它只是定性地说明在前掠翼上由于

弯曲引起的扭角所产生的影响，也说明前掠翼的发散是一种严重问题。

3. 3. 4 提高发散动压的设计考虑

根据许多试验结果，总结出要提高机翼的发散速度，使其超过最高飞行速度（为安全计，
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一般使发散速度至少超过最高飞行速度的 15 %以上），通常采用的办法有：

① 加强机翼的扭转刚度；
② 增加机翼的根梢比和减小它的展弦比；
③ 增加机翼的后掠角；
④ 各剖面刚心尽量靠前缘，减小刚心与气动力中心的距离。亚声速时气动力中心位置在

25 %弦线附近，超声速在 50 %弦线附近，一般大展弦比机翼刚轴位置在 30 % ～ 40 %的范

围内。

⑤ 采用复合材料气动弹性剪裁设计技术，提高发散速度或消除发散。

3. 4 机翼载荷重新分布的计算与分析

本节从静气动弹性基本方程的矩阵形式出发，推导载荷重新分布基本方程，并讨论机翼载

荷重新分布的计算方法。

3. 4. 1 载荷重新分布基本方程

当飞机小于发散速度时，由于机翼的弹性变形，机翼上的升力沿展向分布将发生变化，这

对于结构强度计算及稳定性计算都有重要影响。这里，仍以大展弦比直机翼为例来导出载荷

重新分布的基本方程。

由式（3 10），（3 20），（3 21）以及静气动弹性基本方程（3 27）可得到下式

A se = qEse + θr （3 40）

式中

θr = qEsr + qF m + NGg （3 41）

上式中，注意各种情况下 E，F，G的不同。θr 表示不考虑附加气动力时，作用于刚硬机翼的分

布外力和力矩所引起的顺气流扭角（以下简称扭角）向量。它与扭角变形无关，用上标 r表示。

式（3 41）中右端三项分别对应于不考虑附加气动力时气动力中心上的升力、对气动力中心

的力矩以及计及过载影响的重力引起的扭角。式（3 40）中右端第一项表示因弹性变形而附

加的气动力引起的扭角。

在上式中，q由飞行条件确定。此外，m，g及 A，E，F，G 都由机翼的气动特性和结构参数

所决定，是给定的。在其余的 sr，se 及 N中，有

N =
L

Mg

式中，Mg为飞机总重量。它们之间还有一个关系式。在对称情况下，有

1
2

NMg = q∫
l

0
b CLdy

45



上式未计及尾翼的升力，上式中积分域 s为一个机翼。上式的矩阵形式为

N =
2q
Mg

lTWs =
2q
Mg

lTW（se + sr） （3 42）

式中，上标 r表示与变形无关；l =［1 ⋯ 1］T；W为一展向积分加权矩阵（对角）。

式（3 40），（3 41）及式（3 42）组成载荷重新分布的基本方程，由此方程出发就可求得

气动弹性对机翼升力展向分布的影响。但以上两式只有 n + 1 个方程（n 为 A方阵的阶数），

所以还应补充给定 sr 或 N及其他条件。

3. 4. 2 载荷重新分布的两种计算情况

关于载荷重新分布，一般存在两种情况：一是给定刚性机翼的攻角 αr，亦即固定飞行姿

态，确定过载系数 N（这时 N取决于全部载荷）；二是给定过载系数 N，确定载荷分布，即总升

力一定，确定机翼的攻角 αr 和 se。下面分别讨论这两种情况的计算方法。

1. 给定刚性机翼的攻角分布 αr，确定相应的升力分布及过载系数 N

由式（3 10b），得

sr =（As）- 1αr （3 43）

注意，上式中 A的上标 s表示对称情况。

将上式及式（3 21），（3 41），（3 42）代入式（3 40），消去 se，即得

s = As - qE -
2q
Mg

GmlT( )W
- 1

（αr + qF m） （3 44）

求得 s后，即可由式（3 42）求得 N。

当 q达到某一临界值时，上式中的求逆矩阵的行列式等于零，因此逆矩阵不存在；或者说

对于任一微小扰动，s将趋于无穷大。这个临界值就是该情况下的发散动压。

另一种情况是，若刚性机翼的 C r
L已由风洞试验模型或高精度的数值计算求出，而只是求

弹性引起的修正量 C e
L，则可把式（3 42）写成

N = Nr + Ne =
2q
Mg

lTW（se + sr）

式中

Nr =
2q
Mg

lTWsr

Ne =
2q
Mg

lTWse

则

N = Nr +
2q
Mg

lTWse （3 45）

其中 Nr已求出。把上式代入式（3 41）后，再代入式（3 40），得

55



se = As - qE -
2q
Mg

GglT( )W
- 1

（qEsr + qF m + NrGg） （3 46）

由此可解得 se，按式（3 45）可求得 N。

2. 给定过载系数 N，即总升力一定，确定机翼的攻角 αr 和 se

这时相当于作用于机翼的总载荷是不变的，即不论是刚硬机翼，还是弹性机翼，它们的总

升力值一样，亦即由于弹性变形引起的附加气动载荷总和为零，可表示为

∫
l

0
b Ce

Ldy = 0

即

lTWse = 0 （3 47）

假定机翼无气动扭转及几何扭转，即

αr = αrl

注意到本问题中 αr = α0和 αe（0）都是未知的，所以，利用关系式

Assr = αr = αrl

2qlTWsr = NMg

可解得 αr和 sr。有了 sr，则可求得（见式（3 41））

θr = qEsr + qF m + NGg

这就是刚硬机翼载荷引起的扭角。利用式（3 40），并考虑翼根处有弹性变形引起的附加攻

角 αe（0），所以有

Asse = qEse + θr + αe（0）l （3 48）

其中 se 与 αe（0）为未知量，利用式（3 47）和上式，则有

As - qE - l

lTW
[ ]

0

se

αe（0
[ ]
）

= θr

[ ]
0

（3 49）

由此可解得 se 与 αe（0），从而可求得 s。

例题 试求图 3 11 所示机翼的弹性变形对载荷分布的影响。飞机以 480 km/h 的速度

作对称机动飞行，过载系数 N = 3. 5。

已知：飞机总重为W（W= Mg）= 40 200 N，飞行高度在 5 000 m时，q = 7 × 103 N/m2，升力

线斜率为CL /α = 5. 5 rad - 1，剖面零升力矩系数为 mAC = - 0. 012，半翼展长 l = 10. 2 m。

按图 3 11 分为 5 站（半翼展），结构分布数据列于表 3 1。

表 3 1 结构分布数据表

站 号 θi /（°） yi /m ci /m ei /m di /m （mg）i /N

1 18 9. 701 2. 125 0. 39 0. 54 280

2 36 8. 252 2. 487 0. 455 0. 62 1 220

3 54 5. 996 3. 051 0. 545 0. 74 1 740
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图 3 11 机翼尺寸及分站（长度单位：m）

4 72 3. 152 3. 787 0. 680 1. 28 4 360

5 90 0 4. 550 0. 818 0 12 500

F θθ =

4. 35 2. 42 1. 28 0. 74 0

2. 42 2. 42 1. 28 0. 74 0

1. 28 1. 28 1. 28 0. 74 0

0. 74 0. 74 0. 74 0. 74 0













0 0 0 0 0

× 10 - 7

其中元素的单位为 rad /（N·m）。
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As = 0. 025

11. 147 - 2. 924 0 - 0. 291 0

- 1. 524 6. 772 - 1. 695 0 - 0. 306

0 - 1. 231 5. 218 1. 342 0

- 0. 094 0 - 1. 142 4. 356 - 2. 094

0 - 0. 179 0 - 1. 992 3.













928

其中元素的单位为 rad /m。

解 由积分的数值方法确定各剖面加权数组成的对角矩阵。通常在计算静气动弹性问题

时，为了提高精度，宜采用摩尔索夫（Multhopp）方法。一般地，只要对半个翼展进行计算，当整

个翼展上共取 m个剖面（m为奇数）时，半翼展上只有剖面数为

n =
m + 1

2

对于 Multhopp积分方法，它的加权矩阵（对角阵）为

W = πl
m + 1

sin π
m + 1

sin
2π

m + 1


1
2

sin π



















2

本题相当于全翼展取剖面数 m = 9，则

W = πl
10
·diag sin18° sin 36° sin 54° sin 72°( )1

2
=

diag（0. 990 1. 884 2. 592 3. 048 1. 602）

（As）- 1 l =［7. 840 13. 296 18. 367 25. 702 24. 030］T

其中元素的单位为 m/rad。

αr =
NMg
2q

1
lTW（As）- 1 l

= 0. 051

其中元素的单位为 rad。于是刚硬机翼升力分布为

se = αr（As）- 1 l =［0. 398 0. 674 0. 931 1. 303 1. 218］T

其中元素的单位为 m。

θr = qEsr + qF m + NGg =［0. 029 0. 025 0. 020 0. 011 0］T

其中元素的单位为 rad。最后将以上结果代入式（3 49），得到下列修正弹性影响的升力分

布为
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0. 272 - 0. 074 - 0. 013 - 0. 008 0 - 1

- 0. 038 0. 164 - 0. 043 - 0. 001 - 0. 008 - 1

- 0. 000 - 0. 031 0. 127 - 0. 034 0 - 1

- 0. 003 - 0. 000 0. 029 0. 106 - 0. 051 - 1

0 - 0. 004 0 - 0. 049 0. 096 - 1

0. 990 1. 884 2. 592 3. 047 1.

















602 0

se
1

se
2

se
3

se
4

se
5

αe（0



















）

=

0. 029

0. 025

0. 020

0. 011



















0

0

由此解得

［（se）T | αe（0）］=［0. 009 28 0. 010 86 0. 009 65 - 0. 007 26 - 0. 015 94 | - 0. 001 23］

其中元素的单位为 m/rad。此列阵的前 5 个元素组成 se，又可得总的载荷分布为

qs = qsr + qse =

2 782

4 718

6 938

9 122













8 528

+

95

76

67

- 51

-













112

=

2 847

4 794

7 005

9 071













8 416

其中元素的单位为 N/m。

图 3 12 画出了这一结果。由计算结果表明，此例讨论的机翼，其弹性对载荷分布的影响

约占百分之几。攻角 αe（0）为负值表示：为保持 N不变，则弹性机翼的根部攻角必须略小于刚

性机翼的攻角 αr。

图 3 12 弹性机翼升力的重新分布

95



3. 5 副翼操纵效率与反效

3. 5. 1 操纵反效基本方程

对于平直机翼和后掠机翼，副翼偏转引起的气动力一般都作用在刚轴的后面。它使机翼

产生低头方向的扭转，使迎角减小。这样，偏转副翼所引起的升力增量及其对飞机的滚转力矩

都减小了。当飞行速度达到特定值时，偏转副翼所引起的滚转力矩为零，即副翼操纵失效。这

时的飞行速度及速压分别被称为副翼反效速度及反效速压。对于前掠翼，虽然偏转副翼引起

的气动力作用在当地剖面的刚心后面，但相对于根部剖面而言，可能会产生相反的效果。所

以，前掠翼的副翼反效可能不像其他气动弹性问题那样严重。

为确定副翼反效速度，本节仍以大展弦比直机翼为例说明。与前述一样，它也是从静气动

弹性问题的基本方程出发，但这时

C r
L =

C r
L

β β

mAC =
mAC

β β

式中，β为副翼偏角（下偏为正）；C r
L /β表示副翼作单位偏转时，刚体机翼上各剖面的升力系

数的增量；mAC /β表示副翼作单位偏转时各剖面空气动力中心的俯仰力矩（抬头为正）系数
的增量。

其次，偏转副翼引起的升力是反对称的，所以机翼的升力总的变化为零，即

N = 0

将上述各关系式代入式（3 25），得

θ = qEse + qEuβ + qF vβ （3 50）

式中，u =
C r

L

β
b1 ⋯

C r
L

β
b[ ]n

T

，v =
mAC1

β
⋯

mAC2

[ ]β

T

。

注意到此时载荷的反对称分布，又有

θ = Aase （3 51）

在反效临界状态，副翼偏转所引起的升力产生的绕飞机纵轴的滚转力矩为零，则有

2qR∫
l

0
b Ce

L + b
C r

L

β( )β ydy = 0

其矩阵表达式为

qRlTYW（se + β u） = 0 （3 52）

上式中，Y = diag（y1 ⋯ yn），yi 为各网格的气动力作用点的 y坐标；W为展向积分加权矩
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阵。若记

hT = lTYW （3 53）

则得

qRhT（se + β u） = 0 （3 54）

上式可写作

β = -
hTse

Sl
mr

x

β

（3 55）

式中

mr
x

β
=

1
Sl

hTu

mr
x

β
表示在刚体机翼上，副翼作单位偏转时引起的滚转力矩系数；S为机翼参考面积；l 为半展

长。有时，可用 c =
αr

1

β
⋯

αr
n

[ ]β

T

表示副翼作单位偏转所引起的各剖面的迎角的变化，

于是

u =（Aa）- 1 c （3 56）

将式（3 51），（3 55），（3 56）代入式（3 50），得到操纵反效的基本方程为

se = qR（Aa）- 1 E I -
1

Sl
mr

x

β

（（Aa）- 1 c + EF v）h











T se （3 57）

上式也是一个特征值问题，可用矩阵迭代法求得反效动压及相应的气动力分布。

3. 5. 2 操纵效率计算方法

仍以副翼效率为例，说明气动弹性对操纵效率的影响及计算方法。

当飞行速度小于副翼反效速度时，偏转副翼将引起滚转力矩，使飞机绕纵向体轴旋转。旋

转运动引起阻尼力矩。飞机在滚转力矩作用下，旋转速度增大。这时，阻尼力矩也相应增加，

使飞机旋转加速度减缓。当旋转速度增大到一定程度时，偏转副翼所引起的滚转力矩与旋转

运动引起的阻尼力矩相等，机翼达到一个稳定的滚转速度。通常就把这个稳定的滚转角速度

p（或其量纲为 1 的量）与副翼偏角 β的比值作为副翼操纵效率的度量。
当飞机以滚转角速度 p绕纵向体轴 x轴旋转时，在展向 y处的剖面的速度为 py。它使机

翼局部迎角发生变化。若利用准定常空气动力理论，它引起 y处剖面局部攻角的改变为

Δα = -
py
V
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其中 V为飞行速度。通常引入滚转速度的量纲为 1 的量 珋p，则

珋p =
pl
V

则滚转运动引起的各剖面的升力系数与局部弦长的乘积为

-（Aa）- 1 py1

V
⋯

pyn[ ]V

T

= -（Aa）- 1 y珋p

式中，y =［y1 / l ⋯ yn / l］T。记 p =
C r

L

珋p
b1 ⋯

C r
L

珋p
b[ ]n

T

，则有

p = -（Aa）- 1 y

此外

s = se + β u + 珋pp

将上述关系式代入式（3 25），且注意到这时 N = 0，故得

θ = qEse + qEuβ + qEp珋p + qF vβ （3 58）

注意到此时载荷的反对称分布，又有

θ = Aase （3 59）

当飞机以稳定角速度旋转时，气动力对 x轴的力矩和为零，即

q∫
l

0
b Ce

L + b
C r

L

β β + b
C r

L

珋p
珋( )p ydy = 0

利用式（3 53）中 h 的表达式，其矩阵形式为

qhT（se + u β + p珋p） = 0 （3 60）

将式（3 59）代入到式（3 58），得

（Aa - qE）se = qE（u β + p珋p）+ qF vβ （3 61）

消去式（3 60）和式（3 61）中的 se，得

hT（u β + p珋p）+ qhT（Aa - qE）- 1 E（u β + p珋p）+ qhT（Aa - qE）- 1 F vβ = 0 （3 62）

因

I + q（Aa - qE）- 1 E =（Aa - qE）- 1 Aa

故将式（3 62）整理后可得
珋p
β

= -
hT（Aa - qE）- 1（Aau + qF v）

hT（Aa - qE）- 1 Aap
（3 63）

上式也可写作
珋p
β

=
hT（Aa - qE）- 1（Aau + qF v）

hT（Aa - qE）- 1 y
（3 64）

式（3 63）和式（3 64）即为考虑气动弹性影响后的副翼操纵效率计算公式。
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通常，当 q < qR 时，可以得出操纵效率 珋p/β与动压 q的关系。q增大，则 珋p/β降低。

3. 5. 3 提高操纵效率的设计考虑

在设计飞行器时，为了保证飞行安全和操作灵活，对副翼反效提出如下要求：

① 反效速度至少须高出俯冲速度 15 %；

② 在飞机俯冲时，要保证滚转速度等于最大滚转速度的 1 /2。

提高操纵效率，一般采用以下几种措施：

① 采用可动翼段（即将整个翼段变成副翼）；
② 利用绕流片增加滚动力矩；
③ 增加副翼弦长与机翼展长；
④ 增加副翼沿机翼的展长；
⑤ 提高机翼的扭转刚度。
机翼的后掠角越大，则操纵效率越差，副翼反效速度越小；而发散临界速度刚好相反，即后

掠角越大，发散速度也越大。现代高速飞行器的后掠角一般都是很大的，因此操纵效率可能成

为设计的一个临界问题。

思考题

3. 1 简述“升力线理论”的要点。

3. 2 说明气动力影响系数矩阵 A的求解过程。

3. 3 大展弦比直机翼和后掠机翼在处理气动弹性静力问题上有什么差异？

3. 4 讨论式（3 32）对不同情况下矩阵 E，F 和 G的表达式。

3. 5 分析前、后掠机翼扭转发散的特点。

3. 6 在飞机设计中，如何考虑提高发散动压的问题？

3. 7 通过 3. 3 节和 3. 4 节的例题比较扭转发散和载荷重新分布在处理方法上的不同。

3. 8 通过例题总结一下载荷重新分布的计算方法。

3. 9 为什么机翼后掠角越大越容易反效？

3. 10 比较前、后掠翼在发散、操纵效率、载荷重新分布以及飞机纵向静稳定性方面的特

点和区别？
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书书书

第４章　非定常气动力计算方法

非定常气动力计算是动气动弹性计算中的重要组成部分，特别是对于颤振分析。本章只
介绍与颤振计算相关的谐振荡形式的非定常气动力概念、特点和基本计算方法。为了准确确
定机翼的颤振临界速度，必须研究振动机翼所受的非定常气动力。由于精确计算非定常气动
力的复杂性，因此对非定常气动力进行不同情况的简化假设，又形成了一些工程实用的准定常
理论。本章将在４．１和４．２节中分别讨论准定常气动力和非定常气动力。在准定常气动力中
除了介绍经典的格罗斯曼理论以外，还把细长体理论气动导数法以及活塞理论等常用的工程
算法也一并作了介绍。在非定常气动力中除介绍西奥道生理论外，还分别概要地介绍了亚声
速和超声速偶极子格网法；在以后的章节讨论中，将直接引用这些结果。

４．１　准定常气动力

４．１．１　格罗斯曼理论

　　在定常气动力理论中，曾假设机翼可以用一连续分布的旋涡来代替，如图４ １所示。当
薄翼作振动时，升力和旋涡强度都随时间变化；但在非粘性流中包围所有奇点周界内的总环量
必须保持为零。因此，旋涡必然会从薄翼后缘脱落下来，并被气流沿流线带向下游，如图４ ２
所示。因此，在研究振动机翼的气动力时，必须考虑这些尾涡的影响，即考虑它们对机翼上各
点的诱导速度。为了简化计算，引入准定常假设，即认为从后缘脱落的自由涡的影响可以不
计，而附着涡在薄翼上的分布应使气流恰能在该瞬间无分离地流过机翼表面，且满足库塔条
件。这种理论在前苏联用来计算振动的二元薄翼的空气动力。这是一种准定常理论，称作格
罗斯曼理论。

图４ １　在定常气动力中用连续分布的旋涡代替薄翼

由于线化假设，颤振只和振动引起的附加气动力有关。所以，只需研究振动的二元平板上
所受的气动力即可。
图４ ３所示的是一个弦长为２ｂ的二元平板，平板的运动可描述为刚心Ｅ点的平移ｈ（向
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图４ ２　薄翼作振动时旋涡的流动示意

下为正）及绕Ｅ点的转角α（抬头为正）。Ｅ点距翼弦的中点为ａｂ，ａ是一个量纲为１的系数，
当Ｅ点位于中点后时为正。

图４ ３　二元平板气动力计算图例

同样，用一系列旋涡代替平板，其强度为γ（ｘ），以逆时针旋向为正，则按照儒可夫斯基定
理，作用在单位展长上的气动力（向下为正）为

Ｌ＝∫
２ｂ

０
ρＶγ（ｘ）ｄｘ＝ρＶ∫

２ｂ

０
γ（ｘ）ｄｘ （４ １）

式中　Ｖ———来流速度；

ρ———空气密度。
旋涡对平板上距前缘为ｘ点的诱导速度（向下为正）为

ｗ（ｘ）＝∫
２ｂ

０

γ（ξ）ｄξ
２π（ξ－ｘ） （４ ２）

该式本来只适用于定常情况；但在准定常假设下，该式对于同一瞬间的γ（ξ，ｔ）和ｗ（ｘ，ｔ）仍是
成立的。该诱导速度ｗ应恰能满足该瞬间的边界条件，即

ｗ（ｘ，ｔ）
Ｖ ＝ｚ（ｘ，ｔ）

ｘ ＋１
Ｖ

ｚ（ｘ，ｔ）
ｔ

（４ ３）

此外，还应满足库塔条件，即

γ（２ｂ）＝０ （４ ４）
对式（４ ２）进行以下的变量置换，即
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ｘ＝ｂ（１－ｃｏｓθ） （４ ５）

ξ＝ｂ（１－ｃｏｓ） （４ ６）
并设旋涡分布为

γ（ξ）＝２Ｖ Ａ０ｃｏｔ
２＋∑

∞

ｎ＝１
Ａｎｓｉｎｎ（ ） （４ ７）

它已满足式（４ ４）所表示的库塔条件。现将式（４ ５），（４ ６），（４ ７）代入式（４ ２），得

ｗ ＝－Ｖ
π∫

π

０

Ａ０ｃｏｔ
２＋∑

∞

ｎ＝１
Ａｎｓｉｎｎ

ｃｏｓ－ｃｏｓθ
ｓｉｎｄ （４ ８）

根据葛劳渥公式

∫
π

０

ｃｏｓｎｄ
ｃｏｓ－ｃｏｓθ＝πｓｉｎｎθ

ｓｉｎθ
（４ ９）

则式（４ ８）可写成

ｗ ＝Ｖ －Ａ０＋∑
∞

ｎ＝１
Ａｎｃｏｓｎ（ ）θ （４ １０）

将式（４ １０）代入式（４ ３），并经积分得

Ａ０ ＝ －１
π∫

π

０

ｚ
ｘ＋１

Ｖ
ｚ
（ ）ｔ ｄθ （４ １１）

Ａｎ ＝ ２
π∫

π

０

ｚ
ｘ＋１

Ｖ
ｚ
（ ）ｔｃｏｓｎθｄθ （４ １２）

再将式（４ ７）代入式（４ １），得

Ｌ＝２πρＶ
２ｂ Ａ０＋１

２Ａ（ ）１ （４ １３）

并可导出气动力对前缘的力矩（抬头为正）

ＭＬＥ ＝ρＶ∫
２ｂ

０
ｘγ（ｘ）ｄｘ＝Ｌ·ｂ

２＋１
２πρＶ

２ｂ２（Ａ１－Ａ２） （４ １４）

定义

ＣＬ ＝ Ｌ
１
２ρＶ

２（２ｂ）
（４ １５）

ＣＭＬＥ ＝ ＭＬＥ

１
２ρＶ

２（２ｂ）２
（４ １６）

则得

ＣＬ ＝２π Ａ０＋１
２Ａ（ ）１ （４ １７）
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ＣＭＬＥ ＝ １
４ＣＬ ＋π

４
（Ａ１－Ａ２） （４ １８）

平板作振动时，如图４ ３所示，则有

ｚ（ｘ，ｔ）＝ｈ（ｘ，ｔ）＋［ｘ－（１＋ａ）ｂ］ａ（ｘ，ｔ） （４ １９）
将式（４ １９）代入式（４ １１）和式（４ １２），得

Ａ０ ＝－ａ－１
Ｖ

（ｈ－ａｂα） （４ ２０）

Ａ１ ＝－ｂα
Ｖ

（４ ２１）

Ａ２ ＝０ （４ ２２）
将以上三式代入式（４ １３）和（４ １４），得

Ｌ＝－２πρＶ
２ｂα＋

ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ

（４ ２３）

ＭＬＥ ＝ ｂ
２Ｌ－１

２πρＶｂ
３α （４ ２４）

且有

ＣＬ ＝－２πα＋
ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ

（４ ２５）

ＣＭＬＥ ＝ １
４ＣＬ －ｂ

４
π
Ｖ

α （４ ２６）

注意，在不可压流中二元平板的理论升力线斜率为２π，通常记作ａ０，则式（４ ２３）及式（４ ２５）
可写为

Ｌ＝－ρＶ
２ａ０ｂα＋

ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ

ＣＬ ＝－ａ０ α＋
ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ

在实际应用时，可以采用风洞实验所得到的翼型的升力线斜率代替上二式中的ａ０。此外，
式（４ ２６）中第一项的１／４表示气动焦点在１／４弦长处。实际应用时也可以用风洞实验数据
的焦点位置来作相应的修正。
若转化成气动力对刚心点Ｅ的力矩，则有

ＭＥ ＝４πρＶ
２ｂ２ １＋ａ

２ －（ ）１
４ α＋

ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ －１

２πρＶｂ
３α （４ ２７ａ）

或

ＭＥ ＝２ρＶ
２ａ０ｂ２ １＋ａ

２ －（ ）１
４ α＋

ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ －１

２πρＶｂ
３α （４ ２７ｂ）

ＣＭＥ ＝ １
４－１＋ａ（ ）２ ＣＬ －ｂ

４
π
Ｖ

α （４ ２８）
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在式（４ ２３）及式（４ ２５）中，α＋
ｈ
Ｖ＋ １

２－（ ）ａｂ
α
Ｖ
正是机翼３／４弦长处的ｚｘ＋ｚ

Ｖｔ
值，即该点

处的翼面下洗值（亦即在３／４弦长处诱导速度和速度之比）。这说明按准定常理论计算总升力
时，可把旋涡看成是集中作用在１／４弦长处，而计算３／４弦长处的诱导速度，并使其在该点满
足与翼面相切的边界条件，以求得总的旋涡强度。在总力矩式（４ ２４）及式（４ ２７）中的最后
一项－πρＶｂ

３α／２，是角速度引起的阻尼力矩。

４．１．２　细长体理论

细长体理论是一种适应于细长体的气动力工程方法。对于飞机机身、导弹弹体、外挂油箱
和火箭等，当长细比较大时（一般大于１０左右），称为细长体。在颤振和气动伺服弹性分析中，
这种细长体的非定常气动力可采用一维弹性谐振荡细长体理论进行分析计算。
如图４ ４所示轴对称细长体，通常的分析方法是虚拟动量法。单位长度在法向上所受的

气动力表示为

Δｐ＝ ｄ
ｄｔ

（ｍｖ） （４ ２９）

式中　ｍ———单位长度上和物体相同体积的气体质量；

ｖ———气体在该方向的扰动速度，细长体可不考虑横剖面之间的互相影响。

图４ ４　细长体纵向位移ｗ及坐标系示意图

而又因为有

ｄ
ｄｔ＝ 

ｔ＋Ｖ 
ｘ

ｍ ＝ρｓ（ｘ）·１

ｖ＝ｚ
ｔ＋Ｖｚ

ｘ
式中　ρ———当地的大气密度；

ｓ（ｘ）———细长体纵向对称轴横截面面积；

ｚ———细长体某处的振动位移；

Ｖ———飞行速度。
将以上三式代入式（４ ２９），得

Δｐ＝ρ

ｔ＋Ｖ 

（ ）ｘ ｓ（ｘ）ｚ
ｔ＋Ｖｚ

（ ）［ ］ｘ ＝
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ρ

ｔ
ｓ（ｘ）

ｔ＋Ｖ 
（ ）ｘｚ＋Ｖ 

ｘ
ｓ（ｘ）

ｔ＋Ｖ 
（ ）ｘ［ ］｛ ｝ｚ （４ ３０）

　　取ｎ阶振动模态，采用假定模态法表示的振动，细长体上任一点位移可表示为

ｚ（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ） （４ ３１）

式中　ｑｉ———细长体第ｉ阶运动（或振动）的广义坐标；

ｆｉ———细长体第ｉ阶运动（或振动）的模态。
用矩阵形式可表示为

ｚ＝Ｆｑ （４ ３２）
式中，ｑ为广义坐标向量，Ｆ为各阶模态列向量ｆｉ组成的模态矩阵，即

Ｆ＝ ［ｆ１　ｆ２　…　ｆｎ］
引入简谐条件，细长体沿轴向分成ｍ 份，则可以得到用离散形式表示的细长体上第ｊ段

单位长度上的法向气动力为

Δｐｊ ＝ρｓｊ（－ω２）Ｆ＋Ｖｓｊ（ｉω）Ｆ
ｘ＋Ｖ ｓｊ（ｉω）Ｆ

ｘ＋Ｖｓｊ
２Ｆ
ｘ２ ＋ ｓ

（ ）ｘ ｊ
ｉωＦ＋Ｖ ｓ

（ ）ｘ ｊ

Ｆ
［ ］｛ ｝ｘ ｑ

（ｊ＝１，２，３，…，ｍ） （４ ３３）

式中，ｉ＝ －槡 １。

４．１．３　气动力导数

对于细长体，准定常理论可以从定常流动的关系式出发（如图４ ４所示），认为攻角α等
于合成速度向量与细长体纵向轴线之间的瞬时倾角，则升力（向上为正）公式有如下形式：

Δｐ＝－１
２ρＶ

２ＳＣα
ｙ

ｚ
ｘ＋１

Ｖ
ｚ
（ ）ｔ

（４ ３４）

式中　Ｃα
ｙ———细长体升力线斜率，一般是攻角、马赫数以及弹性细长体轴向坐标的函数；

Ｓ———气动力计算参考面积；

ｚ
ｘ＋１

Ｖ
ｚ
ｔ

———局部攻角。

将细长体分为ｍ个气动块，则可得到用离散形式表示的细长体上第ｊ段单位长度的法向
气动力为

Δｐｉ ＝－１
２ρＶ

２ＳＣα
ｙｉ

ｚ
（ ）ｘ ｉ

＋１
Ｖ

ｚ
（ ）ｔ［ ］

ｉ
　　（ｉ＝１，２，…，ｍ） （４ ３５）

仍采用式（４ ３２）表示任一点位移，将式（４ ３２）代入式（４－３５）中，有

Δｐ＝－１
２ρＶ

２ＳＣ Ｆ′ｑ＋１
ＶＦ（ ）ｑ （４ ３６）

式中，Ｃ＝ｄｉａｇ（Ｃα
ｙ１
，Ｃα

ｙ２
，…，Ｃα

ｙｍ
）为由细长体各段升力线斜率组成的对角阵，各段的升力线斜
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率可由计算或试验得到，是高度、马赫数和攻角的函数；Ｆ′为矩阵Ｆ 对ｘ的导数。
可见，气动导数法用于细长体非定常气动力计算时适合任意运动速度。

４．１．４　活塞理论

对于小展弦比翼面，在计算气动力时，必须采用升力面理论来进行颤振分析，这就会使计
算工作大为复杂。这里介绍一种简化的气动力理论———活塞理论来分析颤振。试验证明，在
马赫数为２～５之间，用这种理论对超声速翼面进行颤振计算，都能得到满足工程精度要求的
结果。
活塞理论的基本假设是翼剖面的厚度很薄和飞行马赫数很高（Ｍａ２１）。在上述假设前

提下，即在翼面上某一点的扰动对其他点所产生的影响是很弱的。活塞理论略去了这种微弱
的效应，并认为翼型上某一点的压力只与该点的下洗速度有关，形象地比作活塞在一元管道中
运动时，其所受到的压力只与其运动速度有关。显然，在活塞理论中是不考虑三元效应的，幸
而在实际上这种效应确是随马赫数Ｍａ的提高而减少了。
考察一个无限长的气缸，如图４ ５所示，未经扰动的气体压力、密度和声速分别为ｐ∞ ，ρ∞

和ｃ∞。设活塞行进的速度为Ｗ，且｜Ｗ｜ｃ∞ ，因此，由于活塞运动所产生的扰动属于微扰动，
它的传播过程也就可以看作等熵过程。现在来计算活塞表面上的压力ｐ、密度ρ以及声速ｃ。

图４ ５　比喻活塞理论的无限长的气缸

设在ｄｔ时间内，活塞运动速度变化了ｄＷ，此时扰动传播的距离为ｃｄｔ，而受扰动的气体质
量为ρｃＦｄｔ（Ｆ表示活塞面积），故总的动量变化为ρｃＦｄｔ·ｄＷ。另—方面，压力变化为ｄｐ，故
活塞产生的冲量为ｄｐＦｄｔ。于是按牛顿定律有

ｄｐＦｄｔ＝ρｃＦｄｔ·ｄＷ
ｄｐ＝ρｃ·ｄＷ （４ ３７）

由等熵公式

ｐ
ｐ∞

＝ ρ
ρ∞（ ）γ （４ ３８）

其中γ为比热比。当地声速为

ｃ２ ＝γｐ
ρ

（４ ３９）

把式（４ ３８），（４ ３９）代入式（４ ３７），得
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ｐ －γ＋１
２（ ）γ ｄｐ＝ γ

ｃ∞
ｐ

γ－１
２（ ）γ

∞ ｄＷ （４ ４０）

积分得

２γ
γ－１ｐ

γ－１
２（ ）γ ＝ γ

ｃ∞
ｐ

γ－１
２（ ）γ

∞ Ｗ ＋Ｃ

由于在无限远前方ｐ＝ｐ∞处，相应地有Ｗ＝０，故可确定上式中的积分常数

Ｃ＝ ２γ
γ－１ｐ∞

γ－１
２（ ）γ

代回原式并整理得

ｐ＝ｐ∞ １＋γ－１
２

·Ｗ
ｃ∞（ ）

２γ
γ－１

（４ ４１）

由于活塞前进速度｜Ｗ｜ｃ∞ ，故有｜Ｗ／ｃ∞｜１，上式展开后则可略去高阶微分项。当只保留
一阶项时，称为一阶活塞理论，即扰动压力为

ｐ－ｐ∞ ＝ρ∞ｃ∞ Ｗ （４ ４２）
当保留二阶项时，可得到二阶活塞理论，即扰动压力为

ｐ－ｐ∞ ＝ρｃ
２
∞

Ｗ
ｃ∞（ ）＋γ＋１

４
Ｗ
ｃ∞（ ）［ ］２

（４ ４３）

图４ ６　应用活塞理论计算作用在

翼面上的气动力

　　应用活塞理论计算振动翼面气动力时，翼表面上一点的
上洗速度即相当于活塞运动速度。如图４ ６所示，分析翼
上（下）表面的上（下）洗速度。
对于上表面有

ｗ ＝ Ｖ 
ｘ＋

（ ）ｔｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Ｖ 
ｘ

Ｈ（ｘ，ｙ）

（４ ４４ａ）

　　对于下表面有

ｗ ＝－ Ｖ 
ｘ＋

（ ）ｔｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Ｖ 
ｘ

Ｈ（ｘ，ｙ）

（４ ４４ｂ）
式中，Ｈ（ｘ，ｙ）是由翼剖面中线量起的厚度函数，上（下）洗的方向取其离开翼型的方向为正。
将式（４ ４４）代入式（４ ４３），由作用在机翼表面上的压力分布可得到上（下）表面的压力差（其
中的ｐ∞，ρ∞ ，ｃ∞改记为ｐ，ρ，ｃ）

Δｐ（ｘ，ｙ，ｔ）＝－２ρｃ １＋Ｇ 
ｘ

Ｈ（ｘ，ｙ［ ］） Ｖ 
ｘ＋

（ ）ｔｚ（ｘ，ｙ，ｔ［ ］） （４ ４５）

式中，Ｇ＝γ＋１
２

。由上式可见，采用二阶活塞理论时，可以计入翼型的厚度效应。

采用假设模态法，取前ｎ阶固有振动的模态，于是翼面的一般运动位移可表示为
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ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ，ｙ）ｑｉ（ｔ）

式中 ｆｉ（ｘ，ｙ）———第ｉ阶固有振动的模态；

ｑｉ（ｔ）———随时间变化的广义坐标。
把上式代入式（４ ４５）后，得

Δｐ（ｘ，ｙ，ｔ）＝－２ρｃ∑
ｎ

ｊ＝１
１＋Ｇ 

ｘ
Ｈ（ｘ，ｙ［ ］） Ｖ 

ｘｆｊ（ｘ，ｙ）ｑｊ（ｔ）＋ｆｊ（ｘ，ｙ）ｑｊ（ｔ［ ］）
（４ ４６）

可见，非定常气动力取决于所选的位移函数以及翼型的厚度函数。

４．２　非定常气动力

４．２．１　西奥道生理论

如图４ ２所示，在非定常理论中，考虑了由后缘流下的尾迹中自由涡的影响。因此，在二
元流动的范围内，这是个准确的理论。当考虑三元效应的非定常理论时，问题变得很复杂，所
以早期的工程颤振计算常常采用二元的非定常理论。
关于机翼作简谐振动的情况，西奥道生曾给出了完整的解答。此处不作详细叙述，直接引

出由非定常理论导出的结果。如图４ ３所示，在不可压流中的二元平板，当它以频率ω作简
谐振动时，有

ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ （４ ４７）

α＝α０ｅｉωｔ （４ ４８）
由非定常理论求得

Ｌ＝－πρｂ
２（Ｖα＋ｈ

··
－ａｂα

··）－２πρＶｂＣ（ｋ）Ｖα＋ｈ＋ １
２－（ ）ａｂ［ ］α （４ ４９）

ＭＥ ＝πρｂ
２ ａｂ（Ｖα＋ｈ

··
－ａｂα

··）－１
２Ｖｂ

α－１
８ｂ

２α［ ］··
＋２πρＶｂ

２ １
２＋（ ）ａＣ（ｋ）Ｖα＋ｈ＋ １

２－（ ）ａｂ［ ］α

（４ ５０）

式中　ｋ———减缩频率，量纲为１，ｋ＝ｂωＶ
；

ω———简谐振动的圆周频率；

Ｃ（ｋ）———西奥道生函数。

Ｃ（ｋ）＝Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ）　　（ｉ＝ －槡 １） （４ ５１）

Ｆ（ｋ）＝Ｊ１（Ｊ１＋Ｙ０）＋Ｙ１（Ｙ１－Ｊ０）
（Ｊ１＋Ｙ０）２＋（Ｙ１－Ｊ０）２

（４ ５２）
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Ｇ（ｋ）＝－ Ｙ１Ｙ０＋Ｊ１Ｊ０

（Ｊ１＋Ｙ０）２＋（Ｙ１－Ｊ０）２
（４ ５３）

式中，Ｊ０，Ｊ１，Ｙ０和Ｙ１是ｋ的第一类和第二类标准贝塞尔函数。Ｆ（ｋ）和Ｇ（ｋ）随ｋ的变化如
图４ ７所示。

图４ ７　西奥道生函数

关于式（４ ４９）及式（４ ５０）中的气动力表达式的物理意义可作如下解释：
在式（４ ４９）中第一个括号内的项可以改写为

ｄ
ｄｔ

（ｈ－ａｂα＋Ｖα）

它代表有攻角α时中点处的下洗加速度；而πρｂ
２则为气流视在质量，二者的乘积就可看作是

机翼振动时带动空气和它一起振动而产生的惯性反作用力，这些力的合力作用点将通过机翼
的中点，设用Ｌ１表示。在式（４ ４９）中的第二项，如果略去Ｃ（ｋ）的作用，则与准定常理论的升
力式（４ ２３）一致。它代表由环量而产生的升力，正比于３／４弦长点处的下洗；而合力则通过
气动力中心，设用Ｌ２来表示。不难设想，Ｃ（ｋ）就是由于考虑了自由涡的作用而引起的修正项，
这种修正不仅表示升力大小将有所改变，而且还表示升力将落后于运动一个相位差。
在力矩表达式（４ ５０）中的第一项是由３部分组成的。第一部分显然是由于Ｌ１所产生的

对刚心Ｅ的力矩；第二部分－πρｂ
３α／２是准定常理论中所指的阻尼力矩；第三部分－πρｂ

４α
··／８

可看作是由机翼围绕中点作角加速运动而引起的气流的惯性反作用力矩。式（４ ５０）中的第
二项是由Ｌ２所产生的对刚心的力矩。
这里应该说明为什么自由涡对于升力Ｌ２的修正要与减缩频率ｋ有关。这是因为减缩频

率ｋ表征着流动随着时间变化的特征。冯·卡门曾经给出过如下有趣的解释：设想机翼上有
一点处发生一扰动，并且与机翼一起振动，受到扰动影响的流体将以平均速度Ｖ 向下游流去，
设机翼受扰动的振动角频率是ω，于是扰动的波长将是２πＶ／ω。因此，比值

２ｂ
２πＶ
ω

＝ｂω
πＶ

与减缩频率成正比，并说明了ｋ代表机翼特征长度２ｂ与扰动波长的比。换言之，ｋ表征着机
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翼上其他各点感受扰动的方式。由于振动机翼上每一点都扰动着气流，因此可以说减缩频率

ｋ表征着机翼各点处运动之间的相互影响作用。
在计算时采用式（４ ４９）及式（４ ５０）的形式，自然是不方便的。如果注意到在简谐运动

时的式（４ ４７）和式（４ ４８）（其中ｈ与α代表振幅，并且可以是复数，以表示它们之间可以存
在有相位差），则把它们代入式（４ ４９）及式（４ ５０）中，经过整理可得

Ｌ＝πρｂ
３ω２ Ｌｈ

ｈ
ｂ ＋ Ｌα－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ｛ ｝α （４ ５４）

ＭＥ ＝πρｂ
４ω２ Ｍｈ－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ
ｈ
ｂ ＋ Ｍα－ １

２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋
１
２＋（ ）ａ

２

Ｌ［ ］ｈ｛ ｝α

（４ ５５）

式中 Ｌｈ ＝１－ｉ２
ｋ

［Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ）］

Ｌα ＝ １
２－ｉ１

ｋ １＋２［Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ｛ ｝）］－２
ｋ

［Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ）］

Ｍｈ ＝ １
２

Ｍα ＝ ３
８－ｉ１

ｋ

４．２．２　亚声速偶极子格网法简述

　　亚声速偶极子格网法是基于小扰动线化位势流方程的面元法，适用于亚声速范围，是当前
颤振工程分析中流行的非定常气动力计算方法之一。

　　采用亚声速偶极子格网法计算非定常气动力，先要将升力面进行合理的气动网格划分。
将升力面分成若干个两侧边平行于来流的梯形块，并认为每小块上的空气动力作用在分块的
中剖面与分块１／４弦线的交点，则该点称为压力点（如图４ ８所示的Ｆ２点）；边界条件则是在
分块的中剖面与分块３／４弦线的交点处满足，那么该点称为下洗控制点（如图４ ８所示的

Ｈ 点）。假定将升力面划分成ｎ个网格。
空气动力坐标系约定如下：升力面坐标系规定原点位于升力面根前缘，ｘ轴顺气流，ｙ轴

沿翼展向外，ｚ轴由右手定则确定。
通过求解基本方程确定气动分块上的非定常气动力分布。由线性非定常气动力理论可

知，对于每个网格中３／４弦长点（即下洗控制点Ｈ）处应满足下列积分方程：

ｗｉ ＝ １
４πρＶ

２∑
ｎ

ｊ＝１

１
２ρＶ

２ΔｃｐｊΔｘｊｃｏｓφｊ∫ｌｊ
Ｋｉｊｄｌｊ ＝

１
８π∑

ｎ

ｊ＝１
ΔｃｐｊΔｘｊｃｏｓφｊ∫ｌｊ

Ｋｉｊｄｌｊ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｎ） （４ ５６）
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图４ ８　升力面网格上的Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３ 和Ｈ点

式中　ｗｉ———第ｉ个网格３／４弦长点处的下洗速度；

Δｃｐｊ
———第ｊ个网格上的压力系数，它与压力Δｐｊ有关系式

Δｃｐｊ ＝２Δｐｊ

ρＶ
２

Δｘｊ———第ｊ个网格的中剖面长度；

ｌｊ———第ｊ个网格的过１／４弦点的展长（图４ ８中Ｆ１Ｆ３）；

φｊ———第ｊ个网格的后掠角（图４ ８中Ｆ１Ｆ３的后掠角）；

Ｋｉｊ———气动力计算核函数；

ｎ———升力面的气动网格分块数。

　　式（４ ５６）可化为矩阵形式，有非定常气动压力分布表达式

Δｐ＝ １
２ρＶ

２Ｄ－１ｗ （４ ５７）

式中　Δｐ———压力作用点处的压力分布列阵；

ｗ———下洗控制点处的下洗速度列阵；

Ｄ———气动力影响系数矩阵，其元素为

Ｄｉｊ ＝Δｘｊ

８π
ｃｏｓφｊ∫ｊ

Ｋｉｊｄｌｊ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｎ） （４ ５８）

这里，核函数Ｋｉｊ与影响系数Ｄｉｊ的计算较为复杂，详细的推导可参见有关文献。
对于薄翼面，考虑到在Ｈ 点上满足边界条件，所以各气动网格Ｈ 点的下洗速度与振动模

态应有下列关系：
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ｗ＝ Ｆ′＋ｉｋ
ｂ（ ）Ｆ ｑ （４ ５９）

式中　ｑ———广义坐标向量；

Ｆ———Ｈ 点处各阶模态列向量ｆｉ组成的模态矩阵，见式（４ ３２）解释；

Ｆ′———Ｈ 点处矩阵Ｆ 对ｘ的导数；

ｂ———参考长度；

ｋ———减缩频率，ｋ＝ｂωＶ
；

Ｖ———飞行速度；

ω———简谐振动的圆周频率。
将式（４ ５９）代入式（４ ５７）中，可以得到频域内的非定常气动压力分布表达式

Δｐ＝Ｐｑ （４ ６０）
式中，Ｐ为压力系数矩阵，其表达式为

Ｐ＝ １
２ρＶ

２Ｄ－１ Ｆ′＋ｉｋ
ｂ（ ）Ｆ （４ ６１）

４．２．３　超声速偶极子格网法特点

超声速偶极子格网法与亚声速偶极子格网法相似，也是基于线化理论的面元法，适合于马
赫数为３以内的超声速范围。
如图４ ８所示，网格划分和亚声速偶极子格网法相似。其不同之处在于，压力偶极子分

布在整个网格上，下洗控制点在网格中剖面的８５％～９５％处。在超声速情况下，只有在任意
一点Ｈ 为顶点的倒置马赫锥中的点所发出的扰动才会影响到Ｈ 点。
基本方程也与亚声速偶极子格网法相近，下洗仍可写为

ｗ＝ Ｆ′＋ｉｋ
ｂ（ ）Ｆ ｑ （４ ６２）

由奇异积分方程转化而来的线性方程组为

ｗｉ ＝ １
４πρＶ

２∑
ｊ
Δｐｊ

Ｓｊ

ＫｉｊｄＳ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｎ） （４ ６３）

式中，Ｓｊ指从第ｊ个下洗点发出的倒置马赫锥与翼面相交的区域。用压力系数代替压力差，则

Δｐｊ ＝Δｃｐｊ
１
２ρＶ（ ）２

于是方程（４ ６３）可以写为

ｗｉ ＝ ∑
ｊ

１
８πΔ

ｃｐｊ
Ｓｊ

ＫｉｊｄＳ （４ ６４）

令
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Ｄｉｊ ＝ １
８π

Ｓｊ

ＫｉｊｄＳ （４ ６５）

式中，Ｄｉｊ称为空气动力影响系数。于是，可以写成

ｗ＝ＤΔｃｐ （４ ６６）
即

Δｃｐ ＝Ｄ－１ｗ （４ ６７）

思考题

　　４．１　什么是准定常气动力，它的本质是什么？

　　４．２　考虑活塞理论的基本假设是什么？考查活塞理论的使用条件。

　　４．３　从翼面附着涡和自由涡的角度说明非定常气动力与定常气动力的区别。

　　４．４　为什么谐振荡的线性非定常气动力是复数形式？

　　４．５　非定常气动力在气动弹性（特别是颤振）分析中的作用是什么？

参考文献
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第５章　颤振的基本概念

在第２，３章中所述的气动弹性静力问题的章节中，归纳起来，其基本物理内容仅包括了两
类性质不同的现象：一类是扭转发散（或静不稳定性）以及与之密切相关的载荷重新分布问题；
另一类是以操纵反效为主题的操纵面效率问题。从本章开始将进入到气动弹性动力学问题的
讨论；在这个领域内，最令人关注的现象就是“颤振”。颤振或动不稳定性，经常导致结构的灾
难性破坏。研究这种现象的困难之一在于颤振具有多种类型，所以颤振分析是一个非常广泛
的题目。由于颤振在工程实践中具有重要的意义，所以在动气动弹性问题中，将着重于颤振的
讨论。本章介绍颤振的基本概念。在５．１节中，对颤振问题作简单的概要介绍，提出所要讨论
问题的范围。在５．２节中，将阐明颤振的性质是自激振动，进而从空气动力观点出发对颤振机
理作定性分析。为了进一步了解颤振的过程，在５．３节中介绍一种简化的颤振理论。在５．４节
中，对在升力面设计中影响颤振速度的主要因素作初步讨论。

５．１　颤振概述

　　飞行器及其部件处于气流中的动稳定性就是颤振问题。下面将分别概述有关颤振的
特点。

１．颤振是一种自激振动

　　颤振是一种自激振动。任何一个升力面，当它在气流中运动时，到达某一速度，在非定常
空气动力、惯性力及弹性力的相互影响和相互作用下，刚好使它的振动持续下去，这种现象称
为颤振。

　　在地面上的飞行器受到扰动后会引起振动，但由于阻尼的缘故，这种振动总是不断衰减直
至消失。在飞行中的飞行器，由于种种原因，也会引起振动；但由于处于气流中，情况就有所不
同，一旦发生振动，就会引起附加的气动力。在这些气动力中，有些将起激励作用，而有些将起
阻尼作用。因此，对于线性系统，以后的变化过程就可能有如下３种情况：① 振幅不断衰减而
最终消失；② 振幅不断扩大而导致结构毁坏；③ 振幅保持不变，振动是简谐的。如果振动是
衰减的，则称结构是动力稳定的；反之，如果振动是扩散的，则称结构是动力不稳定的。通常，
把由于气动弹性原因而引起的、飞行器部件的不衰减的且振幅相当大的十分危险的振动称为
颤振。颤振是在其本身的运动引起的气动力激励下发生的，所以颤振是一种自激振动。

２．颤振是几个自由度之间耦合作用的结果

　　为了描述颤振的现象，以一个平直的悬臂机翼为例。当发生颤振的振动运动时，同时应具
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有弯曲和扭转两个自由度。若能约束扭转自由度，只保留有弯曲自由度时，则该悬臂机翼就不
会发生颤振；反之，如果使机翼只具有扭转自由度时，则只在攻角接近失速攻角时，才能够发生
失速颤振。通常，单自由度的操纵面振动，都会在气流中被阻尼掉，除非气流分离。由此可见，
颤振的一个基本特点就是存在许多自由度的耦合。此外，在不同自由度运动之间的相位差也
是发生颤振的主要原因。

　　根据长直机翼结构上的特点，其在任意弦向切面的弹性变形，只需用两个量就足以描述，
即在某参考点上的挠度和绕该点的转角（相应于弯曲和扭转变形）。对于操纵面，如副翼或襟
翼，可认为其自身较为刚硬，故只考虑它对铰链线转动自由度即可。这样在分析机翼颤振问题
时，只需考虑弯曲、扭转和副翼偏转三个自由度即可。只在特殊情况下，变量中两个是主要的，
与此对应的颤振形态，称为二自由度颤振形态。对于一架飞机所具有的应考虑自由度（含刚体
运动自由度），提供了很多种二自由度、三自由度和多自由度的颤振形态的可能组合。由于事
先并不清楚在上述的这些形态中哪一个是在工程上有实际意义的颤振速度，因此就需要通过
大量的理论分析计算和试验来最终确定。应该看到，能否正确寻求这种给定结构的关键颤振
形态，在一定程度上还取决于设计者的经验。

３．颤振临界速度的概念

　　对于给定的飞行器结构，当飞行速度由小到大时，振动会由衰减的转变成扩散的。也就是
说，当飞行速度较小时，振动的衰减是快的；当飞行速度增大时，这种衰减便减慢了；在某一飞
行速度时，扰动引起的振动振幅正好维持不变，这一速度便是颤振临界速度，简称为颤振速度，
这时候的振动频率称为颤振频率；在超过临界值很小的飞行速度下，即使偶然的小扰动，也会
引起激烈的振动，这就发生了颤振。

　　通常，飞行器可以发生多种多样的振动。对每一种振动，可以在某一临界速度下转变为扩
散的。因此，同一飞行器和部件就可能存在很多个颤振临界速度，就有可能在好多个速度范围
内发生颤振。但是，人们所关心的是具有实际意义的、其中最小的一个颤振临界速度。

　　确定颤振临界速度的问题，实际上是一个研究振动运动稳定性的问题，即在什么条件下飞
行器或其部件的振动变成是简谐的。注意到这一点是很重要的，这使颤振分析简化了。例如
为了确定颤振临界速度，只需研究作简谐振动的飞行器或其部件的气动力就可以了。

　　此外，如果飞行器部件作微幅振动时是稳定的，则通常在作大振幅振动时也将是稳定的。
在操纵面的颤振中有时存在这种例子，当超过临界速度后开始发生颤振；但当振幅增大到一定
幅度后，就停止增长而作等幅振动。这种非线性作用的确切性质还不很清楚，可能是由于在大
振幅时阻尼的增长，或者是由于气流分离使激振力减小，甚至可能是结构刚度的改变。在一般
的颤振分析中往往只限于研究微幅振动运动的稳定性，在这个前提下就可以应用线性化理论。

４．经典颤振与失速颤振

　　颤振作为气动弹性动稳定性问题，具有多种现象形态，其中的物理关系有时相当深奥以致
很难理解。而就其空气动力方面发生的原因而言，颤振问题可分为两大类。第一类的特征是
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它发生于势流中，因此流动分离和边界层效应对颤振过程没有重要影响。这类颤振主要发生
于飞行器结构的流线型剖面升力系统中，通常称为“经典颤振”。第二类颤振问题与流动分离
和旋涡形成有直接关系。其颤振现象和第一类颤振问题具有不同的特性，把它称为“失速颤
振”。失速颤振是一种升力面颤振。如果在全部或一部分振动时间里流动发生分离，处于失速
状态，那么颤振现象就与经典颤振所表现出的特性有所不同。它的发生既不取决于惯性、弹性
和气动耦合，也不取决于运动和运动引起的气动力间的相位差。此外，失速颤振主要是扭转。
作为一种近似，可以假定颤振频率和在静止空气中的扭转固有振动频率相等，且其振幅是有限
的，因而增大扭转固有频率，即增加扭转刚度或减少质量转动惯量，可以提高失速颤振速度。
对于旋转机械，例如螺旋桨、涡轮叶片等，失速颤振是一种严重的气动弹性不稳定现象，因为，
这些机械有时必须在接近桨叶定常失速攻角的状态下工作。至于飞行器的升力面，例如飞机
的机翼和尾翼，则很少遇到失速颤振。由于篇幅所限，本书中所论及的颤振均属“经典”颤振稳
定性问题。事实上这种颤振在实际中是最危险的，因为这种自激振动能在几秒钟甚至更短的
时间内使结构发生振动破坏，从而引起飞行器的灾难性后果，因而对这类颤振过程的空气动力
学基础的研究也较为广泛深入。

　　在本书所论及的颤振分析中包含两个基本问题，一是研究在气动力作用下飞行器及其部
件振动的稳定性问题；二是确定升力面在气流中作振动运动时所产生的附加气动力。前者是
着重讨论的对象；对后者，将直接引用已有的资料而不加以详细的推导和讨论。

　　考虑到颤振分析是一个非常广泛的题目，故将由浅入深地进行讨论。在建立了颤振的基
本概念后，提出颤振分析基础，进而讨论工程中的颤振分析。

５．颤振研究方法的特点

　　颤振分析的任务是求出颤振发生的条件，亦即求出颤振临界速度，并寻求在飞行器飞行速
度范围内避免颤振发生的措施，进而寻找提高临界速度的方法。为达到上述目的，除分析计算
外，风洞模型试验及颤振试飞也都是颤振研究的重要方法。在进行理论分析和数值计算时，必
须知道结构的动力特性，即结构的固有振动频率、模态及阻尼等。所以结构振动学将成为学习
本课程的基础。此外，在进行颤振分析时，还必须知道作用在飞行器结构上的空气动力。由于
在振动的飞行器结构附近的流场是一种非定常流，因而就需要研究非定常流动的空气动力学。
非定常流理论远比定常流理论复杂，从２０世纪３０年代开始，很多科学家都致力于这方面的研
究，提出了各种供理论分析和工程颤振分析的非定常气动力计算方法。本书在有关章节中，引
用了现成的计算结果，略去了繁琐的推导过程。

　　飞行器结构是无限多自由度的弹性体，原则上，在颤振分析中没有自由度的限制；但为了
避免颤振分析过于复杂，应在建模中尽可能地减少自由度，保留那些对颤振有重要影响的
模态。
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５．２　颤振的物理本质

　　人们对于实际工程中的颤振计算，往往是建立在数学观点上的理解。为此，在讨论颤振问
题之前，有必要对颤振的物理现象作进一步的讨论。从广泛的意义上来说，所谓颤振是指弹性
系统在均匀气流中的自激振动；而自激振动是不同于自由振动，也不同于强迫振动的一种振
动。首先通过一个简单的例子来说明自激振动及其性质。

５．２．１　自激振动

　　考察一个有阻尼的单自由度系统，如图５ １所示。系统受到非周期变化的外力Ｆ，其大
小是与重块速度ｙ成正比的，可以写作Ｆ＝Ｆ０

ｙ。式中，Ｆ０等于常数。该系统的运动方程是

ｍｙ
··
＋ｃｙ＋ｋｙ＝Ｆ０

ｙ （５ １ａ）

图５ １　受有外力Ｆ的有阻尼

单自由度系统

整理后，得

ｙ
··
＋ ｃ－Ｆ０（ ）ｍ

ｙ＋ｋ
ｍｙ＝０ （５ １ｂ）

上式仍是齐次微分方程。把这个方程和有阻尼的单自由度系统
运动方程相比较，可以看出，若Ｆ０＜ｃ，则这两个方程就没有区
别，此时，重块ｍ 将作阻尼振动。若Ｆ０＞ｃ，则情况就完全不同
了，下面将讨论这种情况。

　　为求解方程，仍设

ｙ＝ｅλｔ

代入式（５ １ｂ）中，消去ｅλｔ，得特征方程

λ２＋ ｃ－Ｆ０（ ）ｍ λ＋ｋ
ｍ ＝０ （５ ２）

方程的两个根是

λ１，２ ＝－ ｃ－Ｆ０

２（ ）ｍ ± ｃ－Ｆ０

２（ ）ｍ

２

－ｋ槡 ｍ ＝

Ｆ０－ｃ
２ｍ ± Ｆ０－ｃ

２（ ）ｍ

２

－ｋ槡 ｍ
（５ ３）

式中，Ｆ０－ｃ
２（ ）ｍ
是正值。

如果ｋ／ｍ≤［（Ｆ０－ｃ）／２ｍ］２，则式（５ ３）中的λ１和λ２都是正的实数。方程（５ １ｂ）的通解就是

ｙ（ｔ）＝Ｃ１ｅλ１ｔ＋Ｃ２ｅλ２ｔ

式中，Ｃ１，Ｃ２是任意常数。将这个解画成曲线，如图５ ２所示。它表明重块位移随时间ｔ逐渐
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增大，即重块不再回到平衡位置。这种现象称为变形扩大，表明系统是静不稳定的。

图５ ２　系统是静不稳定的

　　如果ｋ／ｍ＞［（Ｆ０－ｃ）／２ｍ］２，则表示式（５ ３）中的
根号内是负值，其平方根就是虚数。在这种情况下有

λ１，２ ＝ Ｆ０－ｃ
２（ ）ｍ ±ｉ ｋ

ｍ － Ｆ０－ｃ
２（ ）ｍ槡

２

此时方程（５ １ｂ）的通解是

ｙ（ｔ）＝Ａｅ
Ｆ０－ｃ
２（ ）ｍ

ｔｃｏｓ（ωｔ－）

其频率 ω＝ ｋ
ｍ － Ｆ０－ｃ

２（ ）ｍ槡
２

由于（Ｆ０－ｃ）／２ｍ是正值，ｙ（ｔ）将振荡地扩大，其曲线如
图５ ３所示。它表明系统作扩散振动，重块的振幅将逐

渐增大。这种现象称为自激振动，该系统是“动不稳定的”。由此可见，自激振动与强迫振动不
同，它并不是由于外界有周期性变化的激励力而引起的振动，而是由于外力是该系统的位移和
速度（有时是加速度）的函数。在一定的条件下，这种非周期性外力在该系统内变为周期性的

图５ ３　系统是动不稳定的

激励力，使得系统发生振幅扩散的振动。研究一个系统
是否会发生自激振动，也就是要研究这个系统的动稳
定性。
颤振是由空气动力所引起的振动。由于在一个振动

过程中弹性力和惯性力作为保守系统的内力总是处于平

衡状态，因此单位振动周期内势能和动能之和保持常数。
振动系统如果要在没有外界激励条件下获得振动激励，
就只有从气流中吸取能量。如果这个能量大于所存在的
结构阻尼引起的能量损耗，就会发生气动力自激颤振
振动。
按照这种从能量角度考虑问题的方式，就可以用普

遍适用的形式直观地描述颤振现象。下面以机翼弯扭颤
振及机翼 副翼颤振现象为例，定性地描述产生这种现象
的机理。

５．２．２　机翼弯扭颤振现象

　　设机翼的重心在扭心的后面，则机翼作为一个弹性体，在受到扰动后就会产生弯扭耦合振
动。当机翼向前飞行（或有迎面气流吹向静止的机翼）且作弯扭振动时，在机翼上会产生一些
附加的气动力。按照能量输入的考虑，机翼弯、扭耦合振动时，在一个振动周期内可得到
图５ ４所示的气动力的能量平衡图（这种物理关系可利用准定常考虑的方式得到）。其中，
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图５ ４（ａ）表示的是机翼振动中弯曲和扭转之间相位差为零的情况。在这种情况下，每个振
动周期内气动力给机翼的能量为零，所以不可能发生气动力振动激励；图５ ４（ｂ）表示的则是
相位差为９０°的情况，即弯曲运动超前扭转运动。在这种情况下，整个振动周期内气动力都作
正功，因而就会发生振动激励。

图５ ４　具有弯曲和扭转两个自由度的振动机翼在一个振动周期内气动力的能量平衡

进一步对图５ ４（ｂ）进行分析可以看到，以飞行速度Ｖ 飞行的飞机，由于受到干扰而产生
了弹性位移。因为弯曲运动和扭转运动有９０°的相位差，所以当弯曲变形达到最大时，扭转变
形为零。当翼剖面由于弹性作用回到平衡位置时，扭转变形达到最大；随着扭转变形的减小，
弯曲变形又达到负的最大值。

假如机翼扭转了θ角，则攻角的改变也是θ，这就使机翼升力改变了ΔＬθ，其方向和机翼运

动方向相同。当机翼向下运动时，攻角减少θ，升力则相应地减少ΔＬθ。这种附加的气动力

ΔＬθ可以看作是促进机翼运动的力。所以在弯曲变形和扭转变形有９０°相位差的情况下，ΔＬθ

是激振力。
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此外，由于有弯曲振动，也就有弯曲振动速度，因此机翼的基本速度Ｖ 的大小和方向都有
改变，如图５ ５所示。机翼作弯曲振动时，就有弯曲运动速度（图中的Ｖ′和ｙ 都以相对气流
形式表示），其结果是使机翼的攻角改变了Δα，相应的升力也就改变了ΔＬα。这个附加气动力
总是与机翼弯曲运动的方向相反，因此力ΔＬα是减振力。

图５ ５　弯曲振动时翼剖面的

攻角改变示意图

综上所述，飞行中的机翼在作弯、扭振动时，同时会
产生两种附加的气动力ΔＬθ和ΔＬα，二者作用性质相反：

ΔＬθ是起激励作用的，而ΔＬα则是起减振作用的。

　　下面再来分析一下这两种力随飞行速度Ｖ 变化的
情况。按空气动力学，由θ而产生的附加升力可以用下
列公式表示，即

ΔＬθ ＝ １
２ρＶ

２ＳＣα
Ｌθ （５ ４）

式中　Ｃα
Ｌ———机翼的升力系数曲线斜率；

ρ———空气密度；

Ｓ———机翼面积；

Ｖ———飞行速度。
由式（５ ４）可以看出ΔＬθ与飞行速度Ｖ 的平方成正比。

　　由Δα角而产生的附加升力可以用下列公式表示，即

ΔＬα ＝ １
２ρＶ

２ＳＣα
Ｌ（Δα） （５ ５）

图５ ６　激励力ΔＬθ 和减振力ΔＬα 随飞

行速度Ｖ的变化关系曲线

由图５ ５可知

Δα＝
ｙ
Ｖ

（５ ６）

将式（５ ６）代入到式（５ ５），得

ΔＬα ＝ １
２ρＶＳＣ

α
Ｌ
ｙ （５ ７）

由式（５ ７）可以看到ΔＬα与飞行速度Ｖ 成正比。现在，
两个附加气动力随飞行速度Ｖ 的变化关系如图５ ６所
示。可以看出，在速度范围Ⅰ内，减振力ΔＬα比激励力

ΔＬθ大，所以机翼的振动是衰减的。而在速度范围Ⅱ
内，激励力ΔＬθ大于减振力ΔＬα，所以机翼的振动是不
断扩大的，并最终导致机翼破坏，这就是所谓的颤振现
象。在速度范围Ⅰ和Ⅱ的交界处，激励力和减振力相
等，此时的速度称作机翼颤振临界速度，并记作ＶＦ。

　　这里再一次看到，机翼发生颤振时与自由振动不
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同，它是在有气流输入能量的情况下产生的。当然，它与强迫振动也不同，完全是因为机翼本
身的弯、扭耦合变形，形成一种换能器才能使它成为一种能源，这就是自激振动的情况。

５．２．３　机翼 副翼颤振现象

　　机翼 副翼颤振现象可作为说明颤振现象的第二个例子。这是机翼弯曲和副翼偏转耦合
类型的颤振。当振动的机翼具有副翼时，也能按上述情况进行类似的分析。这时系统具有机
翼弯曲和副翼偏转两个自由度。图５ ７表示了这种耦合振动时气动力的能量平衡。图５ ７（ａ）
表示的是机翼弯曲和副翼偏转之间相位差为零的情况，此时气动力在一个振动周期内所作的
功为零，因此，不存在振动激励。而图５ ７（ｂ）则表示副翼的偏转落后机翼弯曲９０°。此时在
整个振动周期内气流中的能量不断输送给振动系统，因此发生激励振动。

图５ ７　具有机翼弯曲和副翼偏转两个自由度的振动系统在一个振动周期内气动力的能量平衡

由于这个颤振过程中，气动力主要是通过副翼输入能量，所以也称为副翼颤振。下面定性
地分析这种情况。

　　机翼在作弯曲振动时副翼会产生偏转，其原因是显而易见的，也可由图５ ８看出。由于
副翼的偏转使机翼的升力改变，改变值为ΔＬβ，故可以看出，当机翼向下作加速运动时，副翼向
上偏转，ΔＬβ则向下，与机翼的运动方向一致，因此ΔＬβ是激励力，其大小为
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ΔＬβ ＝ １
２ρＶ

２ＳＣβ
Ｌβ （５ ８）

图５ ８　机翼作弯曲振动时副翼产生的偏转

式中　β———副翼偏转角；

Ｃβ
Ｌ———由舵偏引起的升力系数曲线斜率。
上式表明ΔＬβ与Ｖ２成正比。而机翼弯曲振

动速度ｙ所引起的附加升力仍可用式（５ ７）表
示，即ΔＬα与Ｖ 成正比。
依同样方法，作出ΔＬβ及ΔＬα随Ｖ 的变化曲

线，也可以说明存在一个颤振临界速度。当飞行
速度低于临界速度时，机翼弯曲副翼偏转的振动

是衰减的；当高于这个临界速度时，则振动是扩大的。

　　由例中可见，颤振是由空气动力所引起的振动，且除了气流以外没有其他的能源。所以只
有当振动的机翼能从气流中吸取能量时，才可能发生颤振，即振动的机翼在完成一个周期振动
时能从气流中吸取能量，这种振动称作空气动力不稳定的振动。

　　当然，飞机颤振并不止上述两种类型，还有很多其他类型的颤振，这里不再一一列举。但
应指出，上述两个例子的分析都是粗略定性的，比较精确的分析将借助于较完善的气动力公
式，将在以下各章节引用不同的气动力公式来讨论各种颤振计算方法。

５．３　简化的颤振理论

为什么翼面在气流速度达到某一值时会发生颤振？能量是怎样从气流中吸取来的，又怎
样从一个自由度传到另一个自由度？此外，对于颤振问题能不能找出一些简便的计算方法或
公式？为解决这些问题，并说明颤振的物理本质，就试图把其他学科中有关自激振动的理论移
植过来，建立了简化的颤振理论。
在简化的颤振理论中，最典型而又具有工程指导意义的就是频率重合理论。它可以对颤

振作粗略的估算，同时也是工程设计中预防颤振的一条重要准则。下面就以一个典型翼段为
对象，说明频率重合理论。

５．３．１　颤振方程的建立

　　现在考察图５ ９所示的典型二元翼段，研究它在气流中的振动。
该翼段是绝对刚硬的，并以扭转弹簧ｋα及线弹簧ｋｈ支持在Ｅ 点（即刚心）。翼段质量为

ｍ；重心在Ｇ点，它与刚心的距离为σ，并以重心在后为正。图中Ａ点为气动中心，它与刚心的
距离为ｅ。该翼段有两个自由度，以静平衡为起点，取坐标ｈ和α，其中ｈ为刚心处的挠度，向
下为正；α为绕刚心的转角，抬头为正。对于气动力只需采用定常气动力理论，即假设升力只
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图５ ９　典型的二元翼段

与每一时刻的实际攻角有关，删去了一切气动惯性及气动阻尼项，只保留与各广义坐标成比例
的气动刚度。由此可以列写翼段的运动方程为

ｍｈ
··
＋ｍσα

··
＋ｋｈｈ＋Ｌ＝０

Ｉ０α
··
＋（ｍσα

··
＋ｍｈ

··）σ＋ｋαα－ｅＬ ＝
烍
烌

烎０
（５ ９）

即
ｍｈ

··
＋Ｓαα

··
＋ｋｈｈ＋Ｌ＝０

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··
＋ｋαα－ｅＬ ＝

烍
烌

烎０
（５ １０）

式中　Ｓα———翼段对刚心的静矩，Ｓα＝ ｍσ；

Ｉα———翼段对刚心的惯量，Ｉα＝Ｉ０＋ｍσ２。
按定常气动力理论有

Ｌ＝ １
２ρＶ

２ＳＣＬ

αα＝ｑＳＣＬ

αα （５ １１）

式中　Ｓ———翼段的平面面积；

ｑ＝１
２ρＶ

２。

则运动方程（５ １０）成为

ｍｈ
··
＋Ｓαα

··
＋ｋｈｈ＋ｑＳＣＬ

αα＝０

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··
＋ｋαα－ｑＳｅＣＬ

αα＝
烍

烌

烎０
（５ １２）

为求解式（５ １２），可设

ｈ＝ｈ０ｅλｔ

α＝α０ｅλ 烍
烌

烎ｔ
（５ １３）

式中，λ是待求的常数，可能是复数，λ＝ζ＋ｉω，ζ和ω都是实数。
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　　对于式（５ １２）所解得结果，可有下列３种情况：

　　①ζ＜０，则

ｅλｔ ＝ｅζｔｅｉωｔ ＝ｅζｔ（ｃｏｓωｔ＋ｉｓｉｎωｔ）
表明运动是衰减运动，系统是稳定的。

　　②ζ＝０，则ｅλｔ＝ｅｉωｔ，表明运动是简谐振动，系统处于中立稳定的临界状态。

　　③ζ＞０，表明运动是发散的，系统是动不稳定的。

　　现在把式（５ １３）代入式（５ １２），消去ｅλｔ，得

ｍλ２＋ｋｈ Ｓαλ２＋ｑＳＣＬ

α

Ｓαλ２ Ｉαλ２＋ｋα－ｑＳｅＣＬ



熿

燀

燄

燅α

ｈ０

α［ ］
０

＝０ （５ １４）

５．３．２　频率重合理论

很多颤振分析实例表明，在颤振临界点附近，常有两个分支在气流中的频率相互接近的现
象。频率接近意味着两个振型的耦合性加强，由此提出了一种高度简化的颤振理论，即频率重
合理论。频率重合理论是：当风速增大时，会使得两个分支频率改变，一直到两个频率重合。
这两个分支的耦合振动就有可能从气流中吸取能量，从而达到颤振临界点。

　　由式（５ １４）得到它的特征方程是

Ａλ４＋Ｂλ２＋Ｃ＝０ （５ １５）
式中

Ａ＝ｍＩα－Ｓ２
α

Ｂ＝ｍｋα＋Ｉαｋｈ－（ｍｅ＋Ｓα）ｑＳＣＬ

α

Ｃ＝ｋｈ ｋα－ｑＳｅＣＬ

（ ）
烍

烌

烎α

（５ １６）

由此可解得

λ２ ＝ －Ｂ± Ｂ２－４槡 ＡＣ
２Ａ

（５ １７）

　　当ｑ＝０时，也就是没有气流时，Ｂ＞０，Ｂ２－４ＡＣ＞０。式（５ １４）算出的λ２是两个负的实

数，λ＝ｉω是纯虚数。这样就求得翼段在真空中的两个固有频率（即自由振动频率），该振动是
简谐的，ζ＝０。

　　有气流时，ｑ＞０而仍满足Ｂ２－４ＡＣ＞０时，则还是有两个振动频率，其值随ｑ变化。当ｑ
增大到使Ｂ２－４ＡＣ＜０时，则λ２成为复数。因此至少会有一个λ值的实部ζ是正的，这表明振
幅不断扩大，运动是不稳定的，发生了颤振。

Ｂ２－４ＡＣ ＝０ （５ １８）
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给出了稳定与不稳定的界限。由式（５ １８）可算出一个确定的ｑ值，在该值之下，就会出现动
不稳定性，即颤振。

　　由式（５ １８），可以得到

Ｄｑ２
Ｆ＋ＥｑＦ＋Ｆ＝０

ｑＦ ＝ －Ｅ± Ｅ２－４槡 ＤＦ
２Ｄ

（５ １９）

式中　Ｄ＝ （ｍｅ＋Ｓα）Ｓ
ＣＬ

［ ］α

２

；

Ｅ＝［－２（ｍｅ＋Ｓα）（ｍｋα＋ｋｈＩα）＋４（ｍＩα－Ｓ２
α）ｅｋｈ］ＳＣＬ

α
；

Ｆ＝（ｍｋα＋ｋｈＩα）２－４（ｍＩα－Ｓ２
α）ｋｈｋα。

由式（５ １９）确定的ｑＦ，至少有一个应为正实数，才能使颤振发生。若两个均为正实数，则选
其中较小者为颤振动压；若两个均不是正实数，则不会发生颤振。利用上述推导，还可作很多
有意义的研究，但其中最重要的结果是：当Ｓα＜０时，即重心在弹性轴的前面时，不会颤振。相

图５ １０　准定常气动力情况下Ｖ ω 的曲线

反地，当Ｓα在大于零的情况下增大时，产生颤振
的动压ｑＦ 则减小。在工程实际中通常在可能产
生颤振的结构上，采取附加质量配重，目的就在
于减小Ｓα和提高ｑＦ。
注意，由式（５ １８）的条件，式（５ １７）λ２只

有一个值，即λ２＝－Ｂ／２Ａ，因此只有一个振动
频率。可以说：当流速Ｖ 增大到使两个振动频
率相等时，就达到颤振临界点，如图５ １０所示。
这就是根据简单的定常气动力导出的频率重合

理论。如果采用稍复杂的气动理论，例如准定
常气动力，则翼段在气流中的两个振动频率虽
然也随气流速度变化而相互接近，但不会相等，
如图５ １０的实线所示。

５．３．３　举　例

按照频率重合理论，可以估算颤振临界速度。下面举例说明之。

　　例题 试求图５ ９所示的翼段在静止气流中的振动频率，并按频率重合理论求出颤振速
度。图中翼段的弦长为２ｂ。

　　解 取ＣＬ／α＝２π代入方程（５ １２），则化成
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ｈ
··

ｂ ＋Ｓα

ｍｂα
··
＋ω２

ｈ
ｈ（ ）ｂ ＋ πρｂＳ（ ）ｍ

Ｖ２

ｂ２α＝０

ｂＳα

Ｉα

ｈ
··

（ ）ｂ ＋α
··
＋ω２

αα－ πρｂＳ（ ）ｍ
ｍｂ２

Ｉ（ ）α

ｅ（ ）ｂ
Ｖ２

ｂ２α＝０

设 ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ，　　α＝α０ｅｉωｔ

代入以上方程，消去ｅｉωｔ。若代入以下的翼段有关数据，即设

ｍ
πρｂＳ

＝５，　　 Ｓα

ｍｂ＝０．２５，　　 Ｉα

ｍｂ２ ＝０．５　　 ｅ
ｂ ＝０．４，　　ωｈ

ωα
＝０．５

则得 （ω２
ｈ－ω２）ｈ０（ ）ｂ ＋ ０．２Ｖ２

ｂ２ －０．２５ω（ ）２ α０ ＝０

－０．５ω２ ｈ０（ ）ｂ ＋ ω２
α －ω２－０．１６Ｖ２

ｂ（ ）２ α０ ＝０

两式同除以ω２
α，并记Ｘ＝Ｖ

ｂωα
，得

０．２５－ω２

ω２
α

０．２Ｘ２－０．２５ω２

ω２
α

－０．５ω２

ω２
α

１－ω２

ω２
α
－０．１６Ｘ

熿

燀

燄

燅
２

ｈ０

ｂ
α

熿

燀

燄

燅０

＝０

于是得到特征方程

０．８７５ω４

ω４
α
－（１．２５－０．２６Ｘ２）ω

２

ω２
α
＋（０．２５－０．０４Ｘ２）＝０

在静止气流中，Ｖ＝０，即可由上方程解得

ω
ω（ ）α

２

＝
１．１８８
０．［ ］２４１

由此得到两个固有频率

ω１

ωα
＝０．４９０

ω２

ωα
＝１．０９

再按频率重合条件

（１．２５－０．２６Ｘ２）２－４×０．８７５×（０．２５－０．０４Ｘ２）＝０
即 Ｘ４－７．５４４Ｘ２＋１０．１７０＝０
由此解得

Ｘ２
Ｆ ＝１．７５７

ＸＦ ＝ ＶＦ

ｂωα
＝１．３２６
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ωＦ

ωα
＝０．６７３２

　　频率重合理论所用的气动力表达式很粗略，所得的结果与实际情况自然有较大出入；但它
的运算大为简化，且很有助于作参数分析（因为在较少自由度情况下，它有时甚至能提供封闭
形式解，从而给出ＶＦ与某些参数的显式联系）。至今，在飞行范围内力图避免频率重合几乎成
为飞机设计师的一条守则。

５．４　影响颤振速度的因素

在上述简化颤振理论分析的基础上，为进一步深入观察弹性系统的颤振特性，在本节简单
地指出一些在升力面设计中影响颤振的因素。它们大都具有普遍意义，因此十分重要；特别是
格罗斯曼所证明的一些表达机翼结构参数对弯扭颤振速度影响的关系，可供工程设计时参考。
但是这些关系的可信度也受到假设的限制，如流体是不可压缩的，机翼是非后掠的，副翼是锁
住的等。这些影响颤振速度的因素大多来自结构和气动力两个方面，归纳起来有以下６种。

１．升力面弯曲刚度和扭转刚度的影响
升力面的弯曲刚度和扭转刚度对颤振速度的影响较大。例如在二元翼段上的计算和实验

证明，若把升力面的弯曲刚度和扭转刚度同时增加ｎ倍，则颤振速度约增加槡ｎ倍。但是它们
二者的单独影响却完全不同。在颤振中扭转起主要作用，故扭转刚度的影响要大得多。当弯
曲刚度不变，只把扭转刚度变化ｎ倍时，则颤振速度会变化ｎｋ倍，ｋ＝０．５５～０．６，因不同机翼

而异。对于蒙皮受力的机翼来说，当只有弯曲刚度增加时，ＶＦ变动不大，甚至会稍微下降。这
种现象可解释如下：当颤振时，弯曲和扭转要以同一频率联合振动，扭转固有频率自然要比弯
曲固有频率高，必须在有外加能量时才能使它们以同一频率联合振动；但当只提高弯曲刚度
时，弯曲固有频率也随之提高，而与扭转固有频率相近，它们就容易以同一频率联合振动，这就
会使ＶＦ降低，当弯、扭固有频率相等时，则会得到最小的ＶＦ。如果再提高弯曲刚度，则会使

ＶＦ增加，但现代蒙皮受力机翼不会有这种情况。此外，还须指出，增大刚度必定要增大结构受
力元件尺寸，也就是增加了质量。因此，这种措施会降低飞机的性能。

２．重心、刚心和焦点位置的影响
重心在弦向的位置对ＶＦ的影响很大：重心后移会降低ＶＦ；重心前移会提高ＶＦ；重心位于

刚心之前则不会发生颤振。利用这个概念来防止颤振是行之有效的，即在翼面前缘置放配重，
使重心前移，以提高颤振速度ＶＦ。这种方法在操纵面上用得最多。重心位置对颤振速度ＶＦ

的影响可参看图５ １１。其中珡Ｘ＝ＸＧ／Ｃ，ＸＧ是重心到前缘的距离，Ｃ为弦长。

当重心位置一定时，应使刚心靠后一些（与重心靠近），这样可以提高颤振速度ＶＦ。若重

心、刚心间距离不变，则把它们一起向前移（与焦点靠近），也可以使颤振速度ＶＦ有所增加。
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３．升力面上的集中质量影响
集中质量（如飞机机翼上的发动机）对颤振速度有颇大影响。重物质量和它在弦向位置的

不同，可能使颤振速度提高，也可能降低；有时也会改变颤振模态，改变主要的自由度。重物的
支架（如发动机架）的弹性也影响颤振速度。翼尖油箱，尤其是在小展弦比机翼上，将使颤振速
度降低。
如果飞机机翼内装有油，则在设计取油程序时应考虑到对颤振速度的影响。图５ １２上

画出了两种不同取油程序对颤振速度的影响。显然，应该采用第１种程序。

图５ １１　重心位置对ＶＦ 的影响曲线 图５ １２　取油程序对颤振速度的影响

４．升力面平面形状的影响
当翼展和机翼面积不变时，根梢比η愈大，则颤振速度也增高；因为η增大时，翼端部分翼

弦减小，使该处（经常是颤振开始产生的地点）气动力减少，就会使颤振速度增加。

５．飞行高度的影响
飞行高度增高，大气密度ρ减小，而速压应相同，所以

ＶＦＨ ＝ＶＦ０
ρ０

ρ槡Ｈ

式中　ＶＦ０———海平面（Ｈ＝０）上的颤振速度；

ρ０———海平面上的大气密度。

６．空气压缩性的影响
当马赫数Ｍａ＞０．５时，应考虑空气压缩性。但在亚声速的情况下，空气压缩性对颤振速

度影响并不大，随马赫数Ｍａ增加，ＶＦ开始缓慢降低；当马赫数Ｍａ接近１时，随马赫数Ｍａ增
加，ＶＦ急剧降低。如图５ １３所示，到一定马赫数 Ｍａ时，ＶＦ出现最小值，再增加马赫数 Ｍａ
时，ＶＦ逐渐增加。这就是通常所说的跨声速凹坑。
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图５ １３　压缩性对颤振速度的影响

　　通常，可以先不考虑空气压缩性，求出颤振速度，而后用一个与马赫数Ｍａ有关的因子来
修正。

思考题

　　５．１　颤振的性质及其特点是什么？

　　５．２　为什么颤振必须要在两个或两个以上自由度耦合下才会发生？此外，还须具有什么
条件？

　　５．３　为什么说在研究振动稳定性问题时，注意到简谐运动条件是非常重要的？

　　５．４　比较自激振动与强迫振动之间的不同。

　　５．５　按照能量输入的观点观察颤振发生的条件。

　　５．６　频率重合理论是在什么样的简化条件下得出的？

　　５．７　研究简化的颤振理论，对于飞机设计的意义何在？

　　５．８　复习振动学中的两个自由度运动方程的建立。

　　５．９　以机翼为例，比较弯曲刚度和扭转刚度对提高颤振速度的效果。

　　５．１０　分别以重心、刚心和焦点位置对颤振速度的影响作出综合评述。

　　５．１１　５．４节讨论的影响颤振速度的因素在飞机设计中有什么应用价值？
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第６章　颤振分析基础

在第４章中，概括地介绍了不可压缩流中振动的二元机翼上的气动力，分别讨论了准定常
气动力理论和非定常气动力理论。作为颤振分析的基础，本章以二元机翼为分析对象，对于气
动力直接引用第４章的结果。在６．１节中，首先建立运动方程，并应用准定常气动力理论讨论
二元机翼颤振。在６．２节中，讨论应用非定常气动力理论时的二元机翼颤振。在采用非定常
气动力理论时，由于减缩频率ｋ隐含在各气动力系数内，因此就有一个如何求解颤振行列式的
问题，将在６．３节中作专门的讨论。在６．４节中，将讨论二元机翼 副翼的颤振以及操纵面的
配平问题。

６．１　应用准定常气动力理论的二元机翼颤振

在准定常气动力假设上所建立的颤振分析方法，是由格罗斯曼提出的。在这个理论中，略
去了非定常气动力中的一些因素。因此，最后所得到的颤振结果是近似的，颤振速度偏于保
守；但颤振计算的工作量相对减少，且其结果简明，易于对颤振速度的各种影响因素进行分析。
多年来经过大量的风洞试验，证明了该理论在工程中应用的可行性。
以下首先建立运动方程，并在此基础上引用准定常气动力理论，进而求解颤振方程。现在

来讨论一个具有两个自由度、弦长为２ｂ、宽度为一个单位长度的二元翼段。两个自由度分别
是：弯曲ｈ（在弹性轴上测量，向下为正）；绕弹性轴的转动（前缘向上为正）。翼段分别由一个
线弹簧和一个盘旋弹簧支持在弹性轴Ｅ点（相应于刚心处），弹簧常数分别为Ｋｈ和Ｋα。如
图６ １所示，Ｅ点在翼弦中点后ａｂ处。重心到弹性轴的距离以ｘα表示，量纲为１。于是机翼
上任一点的位移

Ｚ＝ｈ＋ｒα （６ １）
式中　ｒ———从弹性轴Ｅ量起的距离（在Ｅ点的后面为正）。
引用拉格朗日方程

ｄ
ｄｔ

Ｔ
ｑ（ ）

ｉ
－Ｔ
ｑｉ

＋Ｕ
ｑｉ

＝Ｑｉ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （６ ２）

式中　Ｔ———系统的动能；

Ｕ———系统的势能；

Ｑｉ———与ｑｉ相应的广义力，它由虚功表达式δＷｅ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｑｉδｑｉ中导出。
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图６ １　对二元翼段所规定的符号

　　二元翼段的动能是

Ｔ＝ １
２∫

２ｂ

０
（ｈ＋ｒα）２ｄｍ ＝ １

２ｍｈ２＋Ｓα
ｈα＋１

２Ｉα
α２ （６ ３）

式中　ｍ———单位展长的机翼质量，ｍ ＝∫
２ｂ

０
ｄｍ；

Ｓα———单位展长机翼对弹性轴的质量静矩，Ｓα ＝∫
２ｂ

０
ｒｄｍ ＝ｍｘαｂ；

Ｉα———单位展长机翼对转轴的质量惯矩，Ｉα ＝∫
２ｂ

０
ｒ２ｄｍ ＝ｍｒ２

αｂ２；

ｒα———对弹性轴的回转半径，量纲为１。
二元翼段的势能是

Ｕ ＝ １
２Ｋｈｈ２＋１

２Ｋαα２ （６ ４）

应用拉格朗日方程，得

ｍｈ
··
＋Ｓαα

··
＋Ｋｈｈ＝Ｑｈ

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··
＋Ｋαα＝Ｑ

烍
烌

烎α
（６ ５）

式中　Ｑｈ———与ｈ相应的广义力，即由翼段振动引起的气动力（向下为正）；

Ｑα———与α相应的广义力，即由翼段振动引起的气动力矩（以翼段前缘向上为正）。
以下对Ｑｈ和Ｑα采用准定常气动力理论来进行颤振分析。引用第４章中准定常气动力的

结果，可知

Ｌ＝－１
２ρＶ

２（２ｂ）ａ０ α＋
ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ

以及得到对刚心Ｅ的力矩
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ＭＥ ＝ １
２ρＶ

２（２ｂ）２ ａ０
１＋ａ
２ －（ ）１

４ α＋
ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ －ｂπ

４Ｖ
｛ ｝α

代入到式（６ ５），经整理后得到颤振运动方程

ｍｈ
··
＋Ｋｈｈ＋Ｓαα

··
＋ρＶ

２ｂａ０ α＋
ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］Ｖ ＝０ （６ ６）

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··
＋Ｋαα＋２ρＶ

２ｂ２ ｂπ
４Ｖ

α＋ １
４－１＋ａ（ ）２ ａ０ α＋

ｈ
Ｖ ＋ １

２－（ ）ａｂ
α［ ］｛ ｝Ｖ ＝０

（６ ７）
注意，在颤振临界状况下（这时Ｖ＝Ｖｃｒ），机翼作简谐运动，即

ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ

α＝α０ｅｉωｔ

代入式（６ ６）及式（６ ７）得

（Ｋｈ－ｍω２＋ｉρＶｂａ０ω）ｈ＋ －Ｓαω２＋ρＶ
２ｂａ０ １＋ｉω １

２－（ ）ａ［ ］｛ ｝ｂ
Ｖ α＝０ （６ ８）

－Ｓαω２＋ｉ２ρＶｂ
２ １

４－１＋ａ（ ）２ ａ０［ ］ωｈ＋

Ｋα－Ｉαω２＋２ρＶ
２ｂ２ ｉｂπ４Ｖω＋ １

４－１＋ａ（ ）２ ａ０ １＋ｉω １
２－（ ）ａ［ ］［｛ ｝ｂ

Ｖ α＝０ （６ ９）

引入符号

ｃ１１ ＝ｍ
ｃ１２ ＝ｃ２１ ＝－Ｓα

ｃ２２ ＝Ｉα

ａ１１ ＝Ｋｈ

ａ２２ ＝Ｋα

ｂ１２ ＝－ρｂａ０

ｂ２２ ＝－２ρｂ
２ａ０

１＋ａ
２ －（ ）１

４
ｄ１１ ＝ρｂａ０

ｄ１２ ＝－ρｂ
２ａ０

１
２－（ ）ａ

ｄ２１ ＝２ρｂ
２ａ０

１＋ａ
２ －（ ）１

４

ｄ２２ ＝２ρｂ
３ π

４－ １＋ａ
２ －（ ）１

４ ａ０
１
２－（ ）［ ］

烍

烌

烎ａ

（６ １０）

代入到式（６ ８）和式（６ ９）中，得
（ａ１１－ｃ１１ω２＋ｉωＶｄ１１）ｈ＋（ｃ１２ω２－ｂ１２Ｖ２－ｉωＶｄ１２）α＝０ （６ １１）
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（ｃ２１ω２－ｉωＶｄ２１）ｈ＋（ａ２２－ｃ２２ω２＋ｂ２２Ｖ２＋ｉωＶｄ２２）α＝０ （６ １２）
以上的联立方程具有非零解的条件是系数行列式等于零，即

ａ１１－ｃ１１ω２＋ｉωＶｄ１１ ｃ１２ω２－ｂ１２Ｖ２－ｉωＶｄ１２

ｃ２１ω２－ｉωＶｄ２１ ａ２２－ｃ２２ω２＋ｂ２２Ｖ２＋ｉωＶｄ２２
＝０ （６ １３）

这个行列式通常称为颤振行列式。它和自由振动时的固有频率方程不同，现在所得到的
式（６ １３）是一个复数方程。它包含实部及虚部两个方程，并有两个未知数，即颤振频率ω及
颤振临界速度Ｖ。
展开上式，并分成实、虚两部，得

Ａ１ω４－（Ｃ１＋Ｃ２Ｖ２）ω２＋（Ｅ１＋Ｅ２Ｖ２）＝０ （６ １４）

－Ｂ１ω２＋（Ｄ１＋Ｄ２Ｖ２）＝０ （６ １５）
式中

Ａ１ ＝ｃ１１ｃ２２－ｃ２１ｃ１２

Ｂ１ ＝ｄ１１ｃ２２＋ｃ１１ｄ２２－ｃ１２ｄ２１－ｃ２１ｄ１２

Ｃ１ ＝ａ１１ｃ２２＋ｃ１１ａ２２

Ｃ２ ＝ｃ１１ｂ２２－ｂ１２ｃ２１＋ｄ１１ｄ２２－ｄ１２ｄ２１

Ｄ１ ＝ｄ１１ａ２２＋ａ１１ｄ２２

Ｄ２ ＝ｄ１１ｂ２２－ｂ１２ｄ２１

Ｅ１ ＝ａ１１ａ２２

Ｅ２ ＝ａ１１ｂ

烍

烌

烎２２

（６ １６）

由式（６ １５）解得

ω２ ＝Ｄ１＋Ｄ２Ｖ２

Ｂ１
（６ １７）

代入式（６ １４），得
珚ＬＶ４＋珨ＭＶ２＋珡Ｎ ＝０ （６ １８）

式中

珚Ｌ＝Ｄ２（Ｂ１Ｃ２－Ｄ２Ａ１）
珨Ｍ ＝Ｂ１Ｃ２Ｄ１＋Ｂ１Ｃ１Ｄ２－Ｂ２

１Ｅ２－２Ｄ１Ｄ２Ａ１

珡Ｎ ＝Ｂ１Ｃ１Ｄ１－Ｂ２
１Ｅ１－Ｄ２

１Ａ
烍
烌

烎１

（６ １９）

求解式（６ １８）得

Ｖ２ ＝
－珨Ｍ± 珨Ｍ２－４珚Ｌ珡Ｎ槡 　

２珚Ｌ
（６ ２０）

取两个根中较小的正根作为颤振速度ＶＦ，再代回式（６ １７），即得颤振频率ωＦ。在求得ＶＦ及

ωＦ 后，还可以代回式（６ １１）及式（６ １２），求得两振幅之比，即
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ｈ
α ＝－ｃ１２ω２－ｂ１２Ｖ２－ｉωＶｄ１２

ａ１１－ｃ１１ω２＋ｉωＶｄ１１
（６ ２１）

这个比值为复数。它表明，在颤振时ｈ和α有相位差。这显然和机翼固有振动情况不同。在
一个无阻尼系统作为主振动时，各点相位差是０°或１８０°，因此，固有振型只需要一张图就能表
示了。现在由于相位差不等于０°或１８０°，就必须用一系列的图形，才能表达出颤振的振型。

　　例题　参看图５ ９，试使准定常气动力理论更加简化。只考虑刚心处速度引起的气动阻
尼力，取

Ｌ＝ １
２ρＶ

２ＳＣＬ

α
α＋

ｈ（ ）Ｖ
ＭＥ ＝ｅ·Ｌ

有关翼段的数据与５．３．３节中例题相同，求该二元机翼的颤振速度。

　　解　该翼段的运动方程是

ｍｈ
··
＋Ｓαα

··
＋Ｋｈｈ＋１

２ρＶ
２ＳＣＬ

α
α＋

ｈ（ ）Ｖ ＝０

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··
＋Ｋαα－１

２ρＶ
２ＳＣＬ

α
α＋

ｈ（ ）Ｖ ｅ＝０

在颤振临界状态下

ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ，　　α＝α０ｅｉωｔ

代入上述有关的数据，由以上方程得

０．２５－ω２

ω２
α
＋ｉ０．２ω

ωα
Ｘ ０．２０Ｘ２－０．２５ω２

ω２
α

－０．５ω２

ω２
α
－ｉ０．１６ω

ωα
Ｘ １－０．１６Ｘ２－ω２

ω２

熿

燀

燄

燅α

ｈ０

ｂ
α

熿

燀

燄

燅０

＝０

式中 Ｘ ＝ Ｖ
ｂωα

该方程的特征方程可分为实部和虚部两个方程。其实部方程为

０．８７５ω４

ω４
α
－（１．２５－０．２６Ｘ２）ω

２

ω２
α
＋（０．２５－０．０４Ｘ２）＝０

虚部方程为

０．２－０．２４ω２

ω２
α
＝０

由虚部方程得颤振频率

ωＦ

ωα
＝０．９１

代入实部方程得

－０．１８４０＋０．１７６７Ｘ２ ＝０
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解得量纲为１的颤振速度，即

ＸＦ ＝ ＶＦ

ｂωα
＝１．０２

６．２　应用非定常气动力理论的二元机翼颤振

由６．１节已经导出二元机翼的运动方程，即

ｍｈ
··
＋Ｓαα

··
＋Ｋｈｈ＝Ｌ

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··
＋Ｋαα＝Ｍ

烍
烌

烎Ｅ
（６ ２２）

用非定常理论计算气动力时，由于可供使用的气动力只有简谐振动产生的气动力，故以
第４章中的非定常气动力公式代入式（６ ２２）的等号右边项，同时令

ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ， α＝α０ｅｉωｔ

则可得

－ｍω２ｈ－Ｓαω２α＋Ｋｈｈ－πρｂ
３ω２ Ｌｈ

ｈ
ｂ ＋ Ｌα－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ｛ ｝α ＝０ （６ ２３）

－Ｓαω２ｈ－Ｉαω２α＋Ｋαα－

πρｂ
４ω２ Ｍｈ－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ
ｈ
ｂ ＋ Ｍα－ １

２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋
１
２＋（ ）ａ

２

Ｌ［ ］ｈ｛ ｝α ＝０

（６ ２４）
式中

Ｌｈ ＝１－ｉ２
ｋ

［Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ）］ （６ ２５）

Ｌα ＝ １
２－ｉ１

ｋ １＋２［Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ｛ ｝）］－２
ｋ２［Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ）］ （６ ２６）

Ｍｈ ＝ １
２

（６ ２７）

Ｍα ＝ ３
８－ｉ１

ｋ
（６ ２８）

为了计算方便，所有有关的气动力系数均已制成表格，在需要时可以查阅：Ｕ．ＳＡｒｍｙＡｉｒ
ＦｏｒｃｅＴＲ４７９８或 Ｒ．Ｈ．Ｓｃａｎｌａｎ和 Ｒ．Ｒｏｓｅｎｂａｕｍ 的《ＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏｔｈｅＳｔｕｄｙｏｆＡｉｒｃｒａｆｔ
ＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＦｌｕｔｔｅｒ》一书的附录。这里仅摘录了不可压缩流中的一小部分系数，见表６ １。
这个表就是对不同的ｋ值列出的Ｌｈ，Ｌα，Ｍｈ和Ｍα之值。这些系数有些是复数，其虚数部分代
表与相应位移有相位差的那些气动力。Ｌｈ，Ｌα，Ｍｈ及Ｍα和西奥道生的函数Ｃ（ｋ）的关系见
式（６ ２５）～（６ ２８）。
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表６ １　Ｍａ＝０时的非定常气动力的系数

ｋ １／ｋ＝Ｖ／ｂω Ｌｈ Ｌα Ｍｈ Ｍα

∞ ０．００ １．００００＋０．００００ｉ ０．５０００＋０．００００ｉ ０．５０００ ０．３７５０＋０．００００ｉ

４ ０．２５ ０．９８４８－０．２５１９ｉ ０．４２１８－０．９４２３ｉ ０．５０００ ０．３７５０－０．２５００ｉ

２ ０．５０ ０．９４２３－０．５１２９ｉ ０．１８５８－０．９８４１ｉ ０．５０００ ０．３７５０－０．５０００ｉ

１．２ ０．８３ ０．８５３８－０．８８３３ｉ －０．３８２３－１．５９４９ｉ ０．５０００ ０．３７５０－０．８３３３ｉ

０．８ １．２５ ０．７０８８－１．３８５３ｉ －１．５２２８－２．２７１２ｉ ０．５０００ ０．３７５０－１．２５００ｉ

０．６ １．６７ ０．５４０７－１．９２９３ｉ －３．１７４９－２．８３０５ｉ ０．５０００ ０．３７５０－１．６６６７ｉ

０．５ ２．００ ０．３９７２－２．３９１６ｉ －４．８８６０－３．１８６０ｉ ０．５０００ ０．３７５０－２．００００ｉ

０．４ ２．５０ ０．１７５２－３．１２５０ｉ －８．１３７５－３．５６２５ｉ ０．５０００ ０．３７５０－２．５０００ｉ

０．３４ ２．９４ －０．０２２１－３．８０５３ｉ －１１．７１４０－３．７３９６ｉ ０．５０００ ０．３７５０－２．９４１２ｉ

０．３ ３．３３ －０．１９５０－４．４３３３ｉ －１５．４７３０－３．７８２２ｉ ０．５０００ ０．３７５０－３．３３３３ｉ

０．２７ ３．７５ －０．３７９８－５．１０８４ｉ －２０．０３３７－３．６８４７ｉ ０．５０００ ０．３７５０－３．７５００ｉ

０．２４ ４．１７ －０．５５２０－５．８２４２ｉ －２５．３１９０－３．５２６０ｉ ０．５０００ ０．３７５０－４．１６６７ｉ

０．２ ５．００ －０．８８６０－７．２７６０ｉ －３７．７６６５－２．８４６０ｉ ０．５０００ ０．３７５０－５．００００ｉ

０．１６ ６．２５ －１．３４５０－９．５３５０ｉ －６１．４３７０－１．１２８８ｉ ０．５０００ ０．３７５０－６．２５００ｉ

０．１２ ８．３３ －２．００２０－１３．４３８５ｉ －１１４．４９２０＋３．２４２０ｉ ０．５０００ ０．３７５０－８．３３３３ｉ

０．１ １０．００ －２．４４６０－１６．６４００ｉ －１６９．３４６０＋７．８２００ｉ ０．５０００ ０．３７５０－１０．００００ｉ

０．０８ １２．５０ －３．０１００－２１．５１００ｉ －２７２．４１００＋１６．１１５０ｉ ０．５０００ ０．３７５０－１２．５０００ｉ

０．０６ １６．６７ －３．７５３０－２９．７３３３ｉ －４９９．８５３０＋３２．８２２２ｉ ０．５０００ ０．３７５０－１６．６６６７ｉ

引入翼段作单纯弯曲（上下平移）振动时的固有频率

ωｈ ＝ Ｋｈ槡ｍ
（６ ２９）

及翼段作单纯扭转振动时的固有频率

ωα ＝ Ｋα

Ｉ槡α

并以－πρｂ
３ω２及－πρｂ

４ω２分别除式（６ ２３）及（６ ２４），可得

ｍ
πρｂ

２ １－ω２
ｈ

ω（ ）２ ＋Ｌ［ ］ｈ
ｈ
ｂ ＋ ｍ

πρｂ
２ｘα＋ Ｌα－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］｛ ｝ｈ α＝０ （６ ３０）

ｍ
πρｂ

２ｘα＋ Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬ［ ］｛ ｝ｈ

ｈ
ｂ ＋ ｍ

πρｂ
２ｒ２

α １－ω２
α

ω（ ）２｛ ＋

Ｍα－ １
２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋ １

２＋（ ）ａ
２

Ｌ［ ］｝ｈ α＝０ （６ ３１）
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由以上两式可得颤振行列式

ｍ
πρｂ

２ １－ ωｈ

ω（ ）
α

２ ωα（ ）ω［ ］２

＋Ｌｈ
ｍ

πρｂ
２ｘα＋Ｌα－

１
２＋（ ）ａＬｈ

ｍ
πρｂ

２ｘα＋Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬｈ

ｍ
πρｂ

２ｒ２
α １－ω２

α

ω（ ）２ ＋Ｍα－
１
２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋

１
２＋（ ）ａ

２

Ｌｈ

＝０

（６ ３２）
式中已将各物理量转化为量纲为１的量。其中ｍ／πρｂ

２称翼段与空气质量比，量纲为１；ωｈ／ωα

为单纯弯曲与单纯扭转固有频率的比，该值对于一个特定的翼段是给定的；ａ，ｘα，ｒα等符号的

意义已如前述，对于一个特定的翼段也是给定的。于是问题在于如何由方程（６ ２３）求出ωα／ω
及ｋ这两个未知量。由于ｋ是隐含在各气动力系数内的（通常各气动力系数与ｋ的关系是以
数值表的形式给出的），因此，在这个复数方程中，外表上看来似乎就只有一个未知量。关于如
何求解颤振行列式等于零所构成的复数方程，将在下一节进一步讨论。

６．３　颤振行列式的求解

６．２节讨论了用非定常理论计算气动力时的颤振方程，可以看到它和采用准定常气动力
的情况不同，方程的系数不显含Ｖ，必须给定１／ｋ＝Ｖ／ｂω的值，才能知道Ｌｈ等的值。本节主要
介绍如何求解颤振行列式等于零所构成的复数方程。由于求解的方法较多，这里仅介绍常用
的３种。

６．３．１　西奥道生法

在６．２节所叙述的把颤振行列式分成实数和虚数部分两个行列式，从而求解出颤振速度
的方法，在美国的文献中常称作西奥道生法。在式（６ ３２）中，令

ωα（ ）ω

２

＝Ｘ （６ ３３）

且只有对角线项包含有Ｘ。对于一个给定的ｋ值，行列式的所有项都是已知的（复数）。特征
方程的形式为

Ｘ２－（ＢＲ ＋ｉＢＩ）Ｘ＋（ＣＲ ＋ｉＣＩ）＝０ （６ ３４）
如果把实数和虚数部分分开，就可以写成两个以Ｘ为未知量的且具有实系数的方程

Ｘ２－ＢＲＸ＋ＣＲ ＝０
ＢＩＸ－ＣＩ ＝ ｝０

（６ ３５）

分别解上述两个方程，并以ＸＲ，ＸＩ分别表示实部方程和虚部方程所得的正根。通常，ＸＲ≠ＸＩ。
显然，只有ＸＲ＝ＸＩ时才能求得颤振方程的解。因此，给定一组ｋ值解得一组ＸＲ及ＸＩ后，作

Ｘ槡 Ｒ ｋ及 Ｘ槡 Ｉ ｋ两条曲线，如图６ ２所示，其交点所对应的ｋ值表示颤振行列式等于零的ｋ
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值，于是可以求得ＶＦ及ωＦ。

图６ ２　用西奥道生法求解

颤振行列式的槡Ｘ １
ｋ

对于可压缩流体，在查寻气动力数据表时要求
同时假定马赫数Ｍａ和减缩频率ｋ，才能求得行列式
的数值。先假定马赫数为Ｍａ，用上述方法可以算出
一个颤振临界速度Ｖ，但它对应于另一个马赫数

Ｍａ′。不断地改变 Ｍａ，又会导致其他的Ｍａ′，直到

Ｍａ＝Ｍａ′时，即可得到真实的解。所以，需要一个试
凑的过程。

　　例题　已知二元翼段的参数如下：

１
２＋（ ）ａ ＝ ｅ

ｂ ＝０．４，　　 ｍ
πρｂＳ

＝５

Ｓα

ｍｂ＝０．２５，　　 Ｉα

ｍｂ２ ＝０．５

试用非定常气动力，分别按１／ｋ＝Ｖ／ｂω＝１．２５及

１．６７列出颤振方程，求出颤振临界点。

　　解　把已知参数代入到运动方程，并记Ｘ＝（ωα／ω）２，得方程

５＋Ｌｈ－１．２５Ｘ １．２５－０．４Ｌｈ＋Ｌα

１．７５－０．４Ｌｈ ２．３＋０．１６Ｌｈ－０．４Ｌα＋Ｍα－２．５［ ］Ｘ

ｈ
ｂ

熿

燀

燄

燅α
＝０

由表６ １可查到有关Ｌｈ等气动力系数，代入上方程后，得到如下特征方程：

１／ｋ＝１．２５时

４．５６７０４－１．５０８６４ｉ－Ｘ －０．４４５０６－１．２１３５０ｉ
０．５８６５９＋０．３０１７３ｉ １．３５９０１－１０．２５７３０ｉ－Ｘ

＝０

展开后得

实部方程：
Ｘ２－５．９２６０５Ｘ＋５．７３４０＝０

虚部方程：
１．７６５９４Ｘ－２．３７９２４＝０

由实部方程解得
ＸＲ ＝４．７１４０６，　　１．２１１９９

又由虚部方程解得
ＸＩ ＝１．３４７２９

同理，按１／ｋ＝１．６７时的特征方程

４．４３２５６－１．５３６２４ｉ－Ｘ －１．７１２９４－１．６４９８６ｉ
０．６１３４９＋０．３０７２５ｉ １．６１２５９－０．３３６７０ｉ－Ｘ

＝０

得到实部和虚部两个方程：
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Ｘ２－６．０４５１５Ｘ＋７．１７４６０＝０
１．８７２９４Ｘ－２．４３１２９＝０

解得 ＸＲ ＝４．４２３０６，　１．６２２０９，　　ＸＩ ＝１．２９８１１
以１／ｋ为横坐标，作ＸＲ及ＸＩ的两直线，得交点

１／ｋＦ ＝１．３７，　　ＸＦ ＝１．３２
于是求得颤振临界状态时的频率及速度

ωＦ

ωα
＝ １

Ｘ槡 Ｆ

＝ １
１．３２＝０．８７

ＶＦ

ｂωα
＝ １

ＫＦ Ｘ槡 Ｆ

＝１．３７×０．８７＝１．１９

６．３．２　Ｖ ｇ法

这是当前颤振计算中较常用的方法。在这个方法中引入了结构阻尼系数ｇ。实验表明，
振动时结构阻尼力的大小与振动位移量成正比，因而也与弹性恢复力成正比，而与频率无关。
此外，它与速度反相，即与位移有９０°相位差。引用结构阻尼系数ｇ来表示结构阻尼力，即结
构阻尼力为－ｉｇｈＫｈｈ（或－ｉｇαＫαα）。而结构阻尼力与弹性恢复力之和可用

－（１＋ｉｇｈ）Ｋｈｈ＝－（１＋ｉｇｈ）ｍω２
ｈｈ０ｅｉωｔ

及 －（１＋ｉｇα）Ｋαα＝－（１＋ｉｇα）Ｉαω２
αα０ｅｉωｔ

表示，通常取ｇｈ＝ｇα＝ｇ。在式（６ ３０）及式（６ ３１）中引入结构阻尼力，得

ｍ
πρｂ

２ １－（１＋ｉｇ）ωｈ（ ）ω［ ］２

＋Ｌ｛ ｝ｈ
ｈ
ｂ ＋ ｍ

πρｂ
２ｘα＋ Ｌα－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］｛ ｝ｈ α＝０（６ ３６）

ｍ
πρｂ

２ｘα＋ Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬ［ ］｛ ｝ｈ

ｈ
ｂ ＋

ｍ
πρｂ

２ｒ２
α １－（１＋ｉｇ）ωα（ ）ω［ ］２

＋ Ｍα－ １
２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋ １

２＋（ ）ａ
２

Ｌ［ ］｛ ｝ｈ α＝０

（６ ３７）
相应地有颤振行列式

ｍ
πρｂ

２ １－ ωｈ

ω（ ）
α

２

（１＋ｉｇ）ωα（ ）ω［ ］２

＋Ｌｈ

ｍ
πρｂ

２ｘｂ＋Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬｈ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ｍ
πρｂ

２ｘα＋Ｌα－ １
２＋（ ）ａＬｈ

ｍ
πρｂ

２ｒ２
α １＋（１＋ｉｇ）ωα（ ）ω［ ］２

＋Ｍα－ １
２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋ １

２＋（ ）ａ
２

Ｌｈ

＝０（６ ３８）
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令 Ｚ＝ （１＋ｉｇ）ωα（ ）ω

２

（６ ３９）

它是一个复数未知数，式（６ ３８）就成为一个关于Ｚ的复系数二次方程。求解后，得两个复根

Ｚ＝ＺＲ＋ｉＺＩ。由Ｚ的定义式（６ ３９）可得

ω＝ ωα

Ｚ槡 Ｒ

（６ ４０）

ｇ＝ＺＩ

ＺＲ
（６ ４１）

在计算式（６ ３８）之前，必须先设一组ｋ值，而ｋ＝ωｂ／Ｖ。因而，在由式（６ ４０）算出一个ω
值后，就有

Ｖ ＝ωｂ
ｋ ＝ ｂ

ｋ
· ωα

Ｚ槡 Ｒ

（６ ４２）

由式（６ ４１）解得的ｇ值的物理意义是：飞机在上式给出的Ｖ 值下飞行时，若机翼作临界简谐
振动，则它必须具有按式（６ ４１）算出的结构阻尼值。若机翼的真实结构阻尼小于此值，则必
须给它再增加一些阻尼才能作临界简谐振动，那么实际上机翼在这个飞行速度下已经作发散
振动，即已进入颤振范围；反之，若真实结构阻尼大于此值，则必须减少才能达到临界，故实际
上机翼作衰减振动处于亚临界范围。事实上，结构总是存在一定的阻尼，但是很难精确地测
定。所以，从保守的方面考虑，常认为机翼的结构阻尼是零。假如由式（６ ４１）算出的ｇ值是
负的（比所设之真实阻尼的零值要小），就表示要施以负阻尼力，即施加激励力，机翼才作临界
简谐振动。实际上机翼并未受此激励力，故机翼振动衰减尚未达到颤振状况，即由式（６ ４２）
算出的Ｖ 值比颤振速度ＶＦ小。
在计算颤振速度时，也要假设一组ｋ（即一组１／ｋ）值，求得相应的Ｖ，ｇ，ω。绘制成Ｖ ｇ

图线，通常取与ｇ＝０（由图线插值得到）所对应的Ｖ 值作为颤振速度ＶＦ，如图６ ３所示。

图６ ３（ａ）中两条曲线所对应的频率ω分别接近ωｈ及ωα，故有时称之为弯曲分支及扭转分支。
由图可见，发生颤振的是扭转分支。还可以取计算中的ω值，作出Ｖ ω 的两条曲线，如
图６ ３（ｂ）所示。当Ｖ 增加时，两条分支的频率逐渐靠近。通常在接近颤振速度时，都有类似
现象。

Ｖ ｇ法用在两个自由度的系统上并不见得比西奥道生的解法简单，但这条曲线在颤振点
上的斜率大致上表明颤振的剧烈程度，而且这样在数学上也把颤振问题概括为复特征值问题。
若用矩阵表达，方程的一般形式是

（Ａ－ＺＢ）ｑ＝０ （６ ４３）
或

Ｄｑ＝Ｚｑ （６ ４４）
式中，Ｄ＝Ｂ－１Ａ，它和Ａ都是复数矩阵，其阶数等于系统的自由度数；ｑ是系统的位移矩阵。
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图６ ３　用Ｖ ｇ法求解颤振行列式的图线

对于多自由度系统，采用式（６ ４３）或式（６ ４４）便于电子计算机求解，用复数雅克比法能
够求出全部复数特征根Ｚ，且具有同样的精确度。这点和静稳定性问题不同，颤振问题是需要
求出全部特征根的。

　　例题　试用Ｖ ｇ法求解６．３．１节例题中机翼的颤振速度。

　　解　在该例题中已求解出特征方程。
当１／ｋ＝１．２５时，有

Ｚ２－（５．９２６０５－１．７６５９４ｉ）Ｚ＋（５．７１３０－２．３７９２４ｉ）＝０
算出复数根是

Ｚ＝２．９６３０２５－０．８８２９７ｉ± ２．２８６４８－槡 ２．８５３２８ｉ＝
２．９６３０２５－０．８８２９７ｉ±（１．７２３７９－０．８２７６２ｉ）＝
４．６８６８２－１．７１０５９ｉ
１．２３９２４－｛ ０．０５５３５ｉ

于是算得相应的

ω
ωα

＝ １
Ｚ槡 Ｒ

＝
０．４６１９１
０．｛ ８９８３０

ｇ＝ＺＩ

ＺＲ
＝

－０．３６４９８
－０．｛ ０４４６６

Ｖ
ｂωα

＝ １
ｋ

ω
ωα

＝
０．５７７３９
１．｛ １２２８８

又当１／ｋ＝１．６７时

Ｚ２－（６．０４５１５－１．８７２９４ｉ）Ｚ＋（７．１７４６０－２．４３１２９ｉ）＝０
算出根是
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Ｚ＝３．０２２５８－０．９３６４７ｉ± １．０８４３８－３．２２９８１槡 ｉ＝
４．５２１１４－２．０１４１１ｉ
１．５２４０２＋０．｛ １４１１７ｉ

相应的

ω
ωα

＝ １
Ｚ槡 Ｒ

＝
０．４７９３０
０．｛ ８１００４

ｇ＝ＺＩ

ＺＲ
＝

－０．４４５４９
０．｛ ０９２６３

Ｖ
ｂωα

＝ １
ｋ

ω
ωα

＝
０．７８５４０
１．｛ ３５２７６

若按直线插值求ＺＩ＝０即颤振点，可由方程

１
ｋ －１．２５

１．６７－１．２５＝ ＺＩ＋０．０５５３５
０．１４１１７＋０．０５５３５　 及 　ＺＩ ＝０

解得 １
ｋＦ

＝ＶＦ

ｂω ＝１．３７

再按直线插值算出颤振临界点的Ｚ值，即

ＺＦ ＝１．２３９２４＋
（１．５２４０２－１．２３９２４）

（１．６７－１．２５） （１．３７－１．２５）＝１．３２

所以颤振频率

ωＦ

ωα
＝ １

Ｚ槡 Ｆ

＝０．８７

颤振折算速度

ＶＦ

ｂωα
＝ １

ｋＦ Ｚ槡 Ｆ

＝１．１９

注意，在采用Ｖ ｇ法时，所选取的气动力系数Ｌｈ，Ｌα，Ｍｈ和Ｍα不仅是减缩频率ｋ的函
数，也同时随马赫数Ｍａ而变化。在上例题中，没有考虑随马赫数Ｍａ变化的因素。

６．３．３　ｐ ｋ法

２０世纪７０年代初，在美国提出另一种求解颤振行列式的方法，即ｐ ｋ法。它比Ｖ ｇ法
稍进一步说明了亚临界自由振动衰减的程度。这一方法中，设机翼作任意运动，即

ｈ＝ｈ０ｅ（γ＋ｉ）ωｔ ＝ｈ０ｅ
珚ｐｔ

α＝α０ｅ（γ＋ｉ）ωｔ ＝α０ｅ
珚ｐ 烍
烌

烎ｔ
（６ ４５）

式中，珚ｐ＝γω＋ｉω，ｉ＝ －槡 １。由上式可见

γ＝ １
２π

ｌｎｈｔ＋２π（ ）ω
ｈ（ｔ

熿

燀

燄

燅）
（６ ４６）
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表示了振动的衰减率。
机翼作任意运动时的气动力表达式更为复杂，但是人们最关心的还是颤振临界状态。在

这种状态下，机翼作简谐振动。在这个状态的附近，机翼的振动也近似为简谐振动，所以在计
算气动力时，仍用简谐振动机翼的非定常气动力公式。在计算中所用的减缩频率ｋ就取与
式（６ ４５）中ω相应的ｋ。
机翼作简谐振动时，有ｈ

··
＝－ω２ｈ，而对式（６ ４５）则有ｈ

··
＝ｄ２（ｈ）／ｄｔ２。可见，对简谐振动机

翼所导得的式（６ ２３）和式（６ ２４），只需用ｄ
２

ｄｔ２代替－ω２，即可导出作任意运动时的有关方程。

通常再引入量纲为１的算子，则

ｐ＝ ｂ
Ｖ

ｄ
ｄｔ＝γｋ＋ｉｋ＝δ＋ｉｋ （６ ４７）

式中，δ＝γｋ。于是，可将式（６ ２３）和式（６ ２４）稍加变化，

熿

燀

即得

Ｖ２

ｂ２

ｍｂ Ｓα

Ｓαｂ Ｉ［ ］
α
ｐ２＋

Ｋｈｂ ０
０ Ｋ［ ］

α
－

πρｂ
３ω２

Ｌｈ Ｌα－ １
２＋（ ）ａＬｈ

Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ ｂ Ｍα－ １

２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋ １
２＋（ ）ａ

２

Ｌ［ ］ｈ

熿

燀

燄

燅

燄

燅ｂ

ｈ
ｂ

熿

燀

燄

燅α
＝０

（６ ４８）
式（６ ４８）可以表示为

Ｖ２

ｂ２
珨Ｍｐ２＋珚Ｋ＋１

２ρＶ
２珚Ａ（ｋ［ ］）ｑ＝０ （６ ４９）

式中，珨Ｍ，珚Ｋ及珚Ａ 的含义可由式（６ ４８）和式（６ ４９）之对应关系直接找出；矩阵ｑ代表了机翼
两个自由度位移列阵［ｈ／ｂ α］Ｔ。
对于二元机翼，可直接由式（６ ４８）导出颤振行列式：

Δ＝

ｍ
πρｂ

２ ｐ２＋ ωαｂ（ ）Ｖ

２ ωｈ

ω（ ）
α

［ ］２

－ｋ２Ｌｈ

ｍ
πρｂ

２ｘαｐ２－ｋ２ Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ

　　　　　　　　 ｍ
πρｂ

２ｘαｐ２－ｋ２ Ｌα－ １
２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ

ｒ２
α

ｍ
πρｂ

２ ｐ２＋ ωαｂ（ ）Ｖ［ ］２

－ｋ２ Ｍα－ １
２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋ １

２＋（ ）ａ
２

Ｌ［ ］ｈ

＝０（６ ５０）
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式中，ｐ＝珚ｐｂ／Ｖ，量纲为１，即ｐ＝ｒｋ＋ｉｋ。求解上式时，先要设一个大气密度ρ及飞行速度Ｖ
（事实上就确定了马赫数Ｍａ）。再假定某一减缩频率ｋ值下，会同马赫数Ｍａ查取相应表格中
气动力系数Ｌα，Ｌｈ，Ｍα和Ｍｈ，即可求解上式，并求出两个根：ｐ（１）＝γ（１）ｋ（１）＋ｉｋ（１）及ｐ（２）＝γ（２）ｋ（２）＋

ｉｋ（２）。比较ｋ（１）与上述假定的ｋ值，以更接近ｋ的ｋ（１）值重新查表上的气动力系数，由此反复迭
代到满意为止。此时即寻求到了机翼在气流中自由振动的第一支模态，其频率ω１＝ｋ１Ｖ／ｂ，衰
减率是γ１。同理以ｋ（２）作为第二分支的初始试凑值，通过迭代找出第二个模态的频率ω２＝
ｋ２Ｖ／ｂ。
在飞行高度不变的情况下，改变飞行速度Ｖ（即在原速度Ｖ 的基础上作适当的增加），重

复以上步骤，从而找出在增量速度下，该机翼两支模态的频率及衰减率。如此对速度Ｖ 逐级
增加，就算出一系列相应的模态频率及衰减率。直到可以用来描绘Ｖ γ及Ｖ ω图。注意到
在Ｖ γ图上与横坐标相交的点，它所对应的速度就是颤振速度ＶＦ。
从上述过程可见，ｐ ｋ法的计算工作量远大于Ｖ ｇ法；但其所计算的结果可以认为就是

最终结果，不必再对马赫数Ｍａ进行迭代。此外，Ｖ γ图与Ｖ ｇ图不同。在Ｖ γ图中，处于
亚临界状态所对应的γ值可认为是真实的衰减率，因此可以和飞行颤振试验的结果相对比。

６．３．４　关于计及压缩性影响的颤振计算

在各种颤振求解方法中，其中有些是没有计及压缩性影响的，即所引用或所计算出的气动
力都是按不可压缩流动建立起来的。在考虑压缩性影响时，气动力除了取决于减缩频率外，还
取决于马赫数Ｍａ。在计算颤振时，除了预设ｋ值外，还必须预设马赫数Ｍａ，根据这二者去查
取气动力系数。例如在Ｖ ｇ法中，开始是对减缩频率ｋ的试凑迭代求解，求得的是在一组ｋ
值下的Ｖ ｇ曲线所确定的颤振速度ＶＦ。若在某给定的高度（即当地声速也随之而定），就相
应有一个马赫数Ｍａ。这就引出一个新问题，即计算所得的ＶＦ除以给定的声速算出的马赫数

Ｍａ，不一定和原始的马赫数Ｍａ相等。为了确定与预设的ρ，Ｍ 相匹配的ＶＦ，就必须进行一个
针对马赫数Ｍａ的迭代过程。在给定ρ值后，要设一组马赫数Ｍａ，对每一个Ｍａ，给定一组减
缩频率ｋ值，求得ＶＦ。在此基础上作ＶＦ Ｍａ曲线，如图６ ４所示。

图６ ４　ＶＦ／ｂωα Ｍａ曲线
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　　图６ ４中的虚直线代表对于给定高度（即给定声速ｃ），飞行速度Ｖ 与飞行马赫数Ｍａ成
正比，即Ｖ＝Ｍａ·ｃ，于是（Ｖ／ｂωα）＝Ｍａ（α／ｂωα）也是直线关系。当虚直线与数值计算结果所
连成的曲线ＶＦ／ｂωα Ｍａ 相交时，交点所对应的马赫数 Ｍａ及ＶＦ／ｂωα即为颤振临界点的对

应值。
图６ ４中的实线有一定的代表性。因为一般翼剖面上的空气动力在马赫数 Ｍａ接近１

时达到最大值，故这时ＶＦ／ｂωα最小。当Ｍａ１时，由空气动力的活塞理论，气动力压力正比

于ρＶ
２／Ｍａ，故Ｍａ１时，ＶＦ大体上正比于槡Ｍａ。

６．４　二元机翼 副翼颤振

本节讨论二元机翼 副翼颤振。在二元机翼构型的基础上，在后缘装有副翼，如图６ ５所
示。图中ｅｂ为副翼前缘至翼弦中点的距离，ｃｂ为副翼铰链轴至翼弦中心的距离。在副翼铰
链轴上附有旋转弹簧，其刚度系数为Ｋβ，副翼偏角为β，且下偏为正。图中坐标系原点取在翼
弦中点。

图６ ５　二元机翼 副翼示意图

机翼上任一点的位移可表示为

ｚ＝ｈ＋（ｘ－ａｂ）α　　（－ｂ≤ｘ＜ｅｂ）

ｚ＝ｈ＋（ｘ－ａｂ）α＋（ｘ－ｃｂ）β　　（ｅｂ≤ｘ≤ｂ） （６ ５１）
为引用拉格朗日方程，计算二元翼段的动能为
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Ｔ＝１
２∫

ｂ

－ｂ
ｚ２ｍ０ｄｘ＝

１
２∫

ｅｂ

－ｂ
［ｈ＋（ｘ－ａｂ）α］２ｍ０ｄｘ＋１

２∫
ｂ

ｅｂ
［ｈ＋（ｘ－ａｂ）α＋（ｘ－ｃｂ）β

·］２ｍ０ｄｘ＝

１
２ｍｈ２＋１

２Ｉα
α２＋１

２Ｉββ
·２＋Ｓα

ｈα＋Ｓβ
ｈβ

·
＋［（ｃ－ａ）ｂＳβ＋Ｉβ］αβ

· （６ ５２）

式中

ｍ ＝∫
ｂ

－ｂ
ｍ０ｄｘ

Ｓα ＝∫
ｂ

－ｂ
（ｘ－ａｂ）ｍ０ｄｘ＝ｍｘαｂ

Ｉα ＝∫
ｂ

－ｂ
（ｘ－ａｂ）２ｍ０ｄｘ＝ｍｒ２

αｂ２

Ｓβ ＝∫
ｂ

ｅｂ
（ｘ－ｃｂ）ｍ０ｄｘ＝ｍｘβｂ

Ｉβ ＝∫
ｂ

ｅｂ
（ｘ－ｃｂ）２ｍ０ｄｘ＝ｍｒ２

βｂ

烍

烌

烎
２

（６ ５３）

以上各式中，ｍ０为单位面积的翼段质量；ｍ为单位展长的翼段质量；Ｓα为单位展长机翼对刚心

的质量静矩；Ｉα为单位展长机翼对刚心的质量惯矩；Ｓβ为单位展长副翼对副翼转轴的质量静

矩；Ｉβ为单位展长副翼对副翼转轴的质量惯矩。
二元翼段的势能为

Ｕ ＝ １
２Ｋｈｈ２＋１

２Ｋαα２＋１
２Ｋββ

２ （６ ５４）

代入拉格朗日方程，得

ｍｈ
··
＋Ｓαα

··
＋Ｓββ

··
＋Ｋｈｈ＝Ｑｈ

Ｓαｈ
··
＋Ｉαα

··［（ｃ－ａ）ｂＳβ＋Ｉβ］β
··
＋Ｋαα＝Ｑα

Ｓβｈ
··
＋［（ｃ－ａ）ｂＳβ＋Ｉβ］α

··
＋Ｉββ

··
＋Ｋββ＝Ｑ

烍

烌

烎β

（６ ５５）

在副翼有偏转时，气动力表达式计入了副翼偏转的影响。由广义力的定义可知，单位展长机翼
的升力为Ｌ′；单位展长机翼上气动力对刚心Ｅ的力矩为Ｍ′；单位展长上气动力对副翼铰链轴
的力矩为Ｔ′。Ｌ′，Ｍ′及Ｔ′的表达式可以在有关的文献资料中查到，例如本章后所附的参考文
献［４］。
上式中引入简谐振动，假设

ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ

α＝α０ｅｉωｔ

β＝β０ｅｉω

烍
烌

烎ｔ

（６ ５６）

在运动方程中引入结构阻尼，并把上式的系数化成量纲为１的形式，可利用单自由度系统固有
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频率

ωｈ ＝ Ｋｈ槡ｍ

ωα ＝ Ｋα

Ｉ槡α

ωβ ＝ Ｋβ

Ｉ槡

烍

烌

烎β

（６ ５７）

则得

Ａ１１
ｈ
ｂ ＋Ａ１２α＋Ａ１３β＝０

Ｂ１１
ｈ
ｂ ＋Ｂ１２α＋Ｂ１３β＝０

Ｃ１１
ｈ
ｂ ＋Ｃ１２α＋Ｃ１３β＝

烍

烌

烎０

（６ ５８）

式中

Ａ１１ ＝ ｍ
πρｂ

２ １－（１＋ｉｇｈ）ωα（ ）ω

２ ωｈ

ω（ ）
α

［ ］２

＋Ｌｈ

Ａ１２ ＝ ｍ
πρｂ

２ｘα＋Ｌα－ １
２＋（ ）ａＬｈ

Ａ１３ ＝ ｍ
πρｂ

２ｘβ＋Ｌβ－（ｃ－ｅ）Ｌｚ

Ｂ１１ ＝ ｍ
πρｂ

２ｘα＋Ｍｈ－ １
２＋（ ）ａＬｈ

Ｂ１２ ＝ ｍ
πρｂ

２ｒ２
α １－（ｉ＋ｉｇα）ωα（ ）ω［ ］２

＋Ｍα－ １
２＋（ ）ａ （Ｍｈ＋Ｌα）＋

１
２＋（ ）ａ

２

Ｌｈ

Ｂ１３ ＝ ｍ
πρｂ

２［（ｃ－ａ）ｘβ＋ｒ２
β］＋Μβ－

１
２＋（ ）ａＬβ－（ｃ－ｅ）Ｍｚ＋（ｃ－ｅ）１

２＋（ ）ａＬｚ

Ｃ１１ ＝ ｍ
πρｂ

２ｘβ＋Ｔｈ－（ｃ－ｅ）Ｐｈ

Ｃ１２ ＝ ｍ
πρｂ

２［（ｃ－ａ）ｘβ＋ｒ２
β］＋Ｔα－（ｃ－ｅ）Ｐα－ １

２＋（ ）ａＴｈ＋（ｃ－ｅ）１
２＋（ ）ａＰｈ

Ｃ１３ ＝ ｍ
πρｂ

２ｒ２
β １－（１＋ｉｇβ）

ωα（ ）ω

２ ωβ

ω（ ）
α

［ ］２

＋Ｔβ－（ｃ－ｅ）（Ｐβ＋Ｔｚ）＋（ｃ－ｅ）２Ｐ

烍

烌

烎
ｚ

（６ ５９）
上式中的气动力系数都是ｋ的函数。在计及压缩性影响时，它们还是马赫数Ｍａ的函数。由
此得到颤振行列式为
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Ａ１１ Ａ１２ Ａ１３

Ｂ１１ Ｂ１２ Ｂ１３

Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３

＝０ （６ ６０）

当采用Ｖ ｇ法求解时，令ｇｈ＝ｇα＝ｇβ，并引入

λ＝ （１＋ｉｇ）ωα（ ）ω

２

展开行列式，可得λ的复系数三次方程，即

λ３＋Ｌλ２＋Ｍλ＋Ｎ ＝０ （６ ６１）
式中，Ｌ，Ｍａ和Ｎ 都是复系数。求解时可用牛顿法，求得一个复根后即可降阶，用解二次方程
的方法求得其余两个根。

思考题

　　６．１　６．１节中应用拉格朗日方程建立了振动运动方程，试用其他方法例如力的平衡法，
建立振动运动方程。

　　６．２　试比较６．１节的例题与５．３．３节的例题，哪个计算结果精度更高些，为什么？

　　６．３　广义气动力与一般空气动力有什么关系？为什么叫它广义的？

　　６．４　熟悉非定常气动力系数的查表过程。

　　６．５　采用非定常气动力和采用准定常气动力在求解颤振行列式上有什么不同？

　　６．６　区分Ｖ ｇ法和ｐ ｋ法在原理上及计算方法上的主要差异。

　　６．７　在Ｖ ｇ图中，解释ｇ的物理意义。

　　６．８　练习推导二元机翼 副翼的振动运动方程。

　　６．９　式（６ ６１）中，Ｌ，Ｍ，Ｎ 都是复系数，考虑如何求解该式。
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第７章　工程颤振分析和设计方法（一）

第６章中，以二元机翼为对象，讨论了颤振分析的基础。在第７、第８两章中将主要讨论
工程颤振分析方法。本章的重点是针对大展弦比机翼颤振计算的讨论。在７．１节中，对工程
颤振分析作了简要的说明；在７．２节中，以大展弦比直机翼为例，讨论运动方程的建立；在７．３
和７．４节中，采用气动力的片条理论分别以准定常气动力理论和非定常气动力理论来讨论大
展弦比直机翼的颤振计算；在７．５节中，针对大展弦比后掠机翼讨论了颤振分析的特点。
注意，无论在前面或以后所讨论的颤振问题中，都是以线化理论为基础的。实践证明：只

要运动的幅度不太大时，以线化理论来处理颤振问题，在临界速度的附近是比较接近真实情
况的。

７．１　工程颤振分析的概述

三元机翼是一个复杂的连续弹性体，具有无穷多个自由度，所以比起二元机翼要复杂得
多。对于一个真实的飞机结构，要想精确地研究它是不可能的。这就需要有工程上的手段，使
其成为能够反映主要弹性及惯性特性的物理模型及数学模型。
在结构分析中，为了描述结构的变形，可以有两种方法。一种方法是在结构上选择一定数

量的点，通过这些点上的位移来描述结构的变形。这种方法就形成了“集中质量法”。在集中
质量法中，把机翼分成一定数量的片条，并认为每一片条都是作为一个整体在运动。另一种方
法是用由连续函数组成的级数展开式，这种方法就形成了广义坐标，这是在颤振分析中常用的
方法。
把一个复杂弹性结构的变形用有限数量的广义坐标来表示，等于是在弹性体上加上了某

种约束。因此，结构不再是完全弹性的，而是“半刚固”的。这里重要的是选择描述弹性位移的
广义坐标；当广义坐标选定以后，就可以根据拉格朗日方程导出运动方程。因此，就要从模型
试验和实际工程经验中去恰当地选择半刚固形态。为了说明广义坐标的选择，作为例子，选择
一个大展弦比直机翼来讨论。该机翼根部固支，并以一根弹性轴来表示，把它当作度量机翼挠
度的参考线。这样对沿翼弦方向的机翼剖面变形可以用３个量来表示，即弹性轴的弯曲（向下
为正）、绕弹性轴的转动（前缘向上为正）以及副翼绕其铰链的转动（后缘向下为正）。对于展向
某一个剖面在时间ｔ时，上述３个量分别以ｈ（ｙ，ｔ），α（ｙ，ｔ）及β（ｙ，ｔ）来表示。如果要求完全
描述任意函数ｈ（ｙ，ｔ），α（ｙ，ｔ）及β（ｙ，ｔ），则需要一整套的广义坐标。但是，它和振动分析中
的情况一样，往往可以选取少量广义坐标作为颤振机翼的代表。在本例中取了３个广义坐
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标，设

ｈ（ｙ，ｔ）＝珔ｈ（ｔ）ｆ（ｙ）

α（ｙ，ｔ）＝珔α（ｔ）（ｙ）

β（ｙ，ｔ）＝β（ｔ）ψ（ｙ
烍
烌

烎）

（７ １）

式中，珔ｈ（ｔ），珔α（ｔ）及β（ｔ）是未知的时间函数，而ｆ（ｙ），（ｙ）及ψ（ｙ）则是３个假定的ｙ的函数；当
假定了上述３个ｙ的函数后，机翼的变形形式就受到了限制。如果ｆ（ｙ），（ｙ）及ψ（ｙ）选择得
当，所求得的颤振速度就比较接近实际。此处函数ｆ（ｙ），（ｙ）及ｙ（ｙ）称为变形的半刚固形
态，或者简称形态。广义坐标珔ｈ（ｔ），珔α（ｔ）及β（ｔ）是基于这些函数定义的。
通常，操纵面可以认为是刚体的，因而ψ（ｙ）可以取为常数，因为操纵面最低阶的扭转频率

通常比颤振频率高得多。在结构设计中，为了保证这一点，经常把操纵杆尽量安排在操纵面翼
展的中间。在需要增置平衡质量时，也应尽可能靠近操纵拉杆。
在本例中，对函数ｆ（ｙ），（ｙ）及ψ（ｙ）可选为机翼自由振动的纯弯、纯扭振型。但是，为了

便于计算，也可以选择近似于纯弯、纯扭振型的多项式，甚至于选取一些初等函数。这些函数
一定要满足机翼根部约束的边界条件。例如，对于翼根部剖面固支的悬臂机翼选为

ｆ（ｙ）＝ １
ｌ２ｙ２，　　（ｙ）＝ １

ｌｙ
，　　ψ（ｙ）＝１

就完全满足了位移边界条件。
当选用机翼自由振动的固有振型时，所得到的结果最好。若在本例中选取前三阶固有振

型，即

ｆ１（ｙ）

１（ｙ）

ψ１（ｙ

烄

烆

烌

烎）
，　　

ｆ２（ｙ）

２（ｙ）

ψ２（ｙ

烄

烆

烌

烎）
，　　

ｆ３（ｙ）

３（ｙ）

ψ３（ｙ

烄

烆

烌

烎）
（７ ２）

则可以写出

ｈ（ｙ，ｔ）＝ｑ１（ｔ）ｆ１（ｙ）＋ｑ２（ｔ）ｆ２（ｙ）＋ｑ３（ｔ）ｆ３（ｙ）

α（ｙ，ｔ）＝ｑ１（ｔ）１（ｙ）＋ｑ２（ｔ）２（ｙ）＋ｑ３（ｔ）３（ｙ）

β（ｙ，ｔ）＝ｑ１（ｔ）ψ１（ｙ）＋ｑ２（ｔ）ψ２（ｙ）＋ｑ３（ｔ）ψ３（ｙ
烍
烌

烎）
（７ ３）

式中，ｑ１（ｔ），ｑ２（ｔ）及ｑ３（ｔ）是广义坐标。
在颤振分析中，通常选取以主振型（固有振型）为模态（“基”）的广义坐标，称之为主坐标。

这样做的优点是：① 能够更好地反映真实机翼的质量和刚度特性；② 广义质量矩阵和广义刚
度矩阵都是对角矩阵；③ 前几阶的固有频率和振型可以用实物的地面共振试验取得，而且还
能测定相应的广义质量。这样，可以使得理论计算与试验互相校核。当然，这样做也使得气动
力矩阵的计算工作量增加了。而且在做颤振计算之前，总要先求出机翼（或飞机）在无气流时
的固有频率和振型，也就是说先做振动计算和地面试验，为颤振计算提供原始资料。
现代飞机的刚度比较小，机翼上往往有大的集中质量，机身可能较重。因此，主坐标的数
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目需要选取得多一些。在新飞机的研制中，由于无经验可循，则必须采用机翼或全机的主振
型，一般要取６～１０个自由度（主坐标），有时甚至还要多些。
值得注意的是，颤振分析本身除了要借助于高速计算机外，还包含了很强的技巧性。设计

人员除了要作出一些重要的简化假定外，还需要把分析对象表示为仅具有少量的自由度，而且
仅考虑那些有可能发生颤振的形态。这就要求设计人员，依靠所积累的工程实际经验，作出对
重要模态和自由度的正确选择，在尽量减少颤振分析工作量的同时，得到最准确的结果。
最后要提及的是关于非线性问题。因为无论是在前面或以后所讨论的颤振问题，都是以

线化理论为基础的，而真实的物理现象并不是线性的，因此就存在如何评价线化理论的正确性
的问题。关于这方面只是从实践证明了当运动的幅值不太大时，以线化理论来处理颤振问题，
在临界速度的附近是比较接近真实情况的。事实上，即使是在线化理论的范围之内，在理论上
也未必能做到尽善尽美的程度。在以后的章节中将会看到，在处理工程实际问题时，常常要引
入一些附加的假设来简化颤振计算。例如：① 以弹性梁代替三元机翼；② 用“片条”假设来简
化空气动力；③ 气动力系数是对应于处在零攻角的平板翼型计算的，即不计非线性厚度效应；

④ 有时忽略空气压缩性效应等。所以在一些要求有高准确度的实际问题中，必须采用理论分
析和模型试验、飞行试验相结合的技术途径。

７．２　大展弦比直机翼的运动方程

本节讨论大展弦比直机翼的颤振计算。在讨论中，引用了两个重要的假设：① 在气动力
计算上，应用片条理论；② 在结构上，把机翼简化为由各剖面刚心连成的一根直线，称之为弹
性轴。本节从建立运动方程出发，分别采用准定常及非定常气动理论进行颤振计算，并应用实
例说明计算过程。
如图７ １所示，大展弦比直机翼的弦向剖面可以认为是绝对刚硬的，而且它有一根近似

于垂直对称面的直弹性轴。因此，机翼的变形可以用弹性轴的弯曲ｈ（ｙ，ｔ）和弦向剖面绕弹性

图７ １　大展弦比直机翼颤振计算示图

轴的扭转α（ｙ，ｔ）来表示，即

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｈ（ｙ，ｔ）＋ｒ（ｘ）α（ｙ，ｔ）
（７ ４）

式中，ｗ为平直机翼任意一点的变形，向下
为正；ｒ为从弹性轴量起的弦向距离，以顺
气流方向向后为正；ｈ以向下为正；α以前缘
抬头为正。
机翼的第ｊ阶固有振型ｗｊ（ｘ，ｙ）也可

以表示为弹性轴的弯曲ｈｊ（ｙ）及绕弹性轴的扭转αｊ（ｙ），即

ｗｊ（ｘ，ｙ）＝ｈｊ（ｙ）＋ｒ（ｘ）αｊ（ｙ） （７ ５）

５１１



现在，把机翼的变形运动转化到用主坐标来描述，即把机翼在垂直方向的运动位移用ｎ个
固有振型叠加组成，则

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

［ｈｊ（ｙ）＋ｒ（ｘ）αｊ（ｙ）］·ξｊ（ｔ） （７ ６）

为了引用拉格朗日方程，先要计算机翼的动能Ｔ及势能Ｕ。
机翼的动能为

Ｔ＝ １
２

Ｓ　

γ（ｘ，ｙ）［ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）］２ｄｘｄｙ＝ １
２∑

ｎ

ｊ＝１
Ｍｊξ

·

ｊ （７ ７）

式中　γ（ｘ，ｙ）———机翼单位面积质量；

Ｓ———机翼面积。

Ｍｊ ＝∫
ｌ

０
［ｍｈ２

ｊ（ｙ）＋２Ｓαｈｊ（ｙ）αｊ（ｙ）＋Ｉαα２
ｊ（ｙ）］ｄｙ （７ ８）

式中　ｌ———半展长。

ｍ ＝∫
弦

γ（ｘ，ｙ）ｄｘ

Ｓα ＝∫
弦

γ（ｘ，ｙ）ｒ（ｘ）ｄｘ

Ｉα ＝∫
弦

γ（ｘ，ｙ）ｒ２（ｘ）ｄ

烍

烌

烎ｘ

（７ ９）

式（７ ９）中的ｍ，Ｓα，Ｉα分别为单位展长机翼的质量、对弹性轴的质量静距及惯距。
机翼的势能为

Ｕ ＝ １
２∑

ｎ

ｊ＝１
Ｍｊω２

ｊξ
２
ｊ （７ １０）

式中　ωｊ———第ｊ阶固有频率。

　　把以上动能、势能代入拉格朗日方程得

ｄ
ｄｔ

Ｔ

ξ
·

烄

烆

烌

烎ｊ
＋Ｔ
ξｊ

＝Ｑｊ　　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７ １１）

式中，Ｑｊ代表与第ｊ个主坐标对应的广义力。由此可得到颤振分析所用的运动方程

Ｍｊξ
··

ｊ＋Ｍｊω２
ｊξｊ ＝Ｑｊ　　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７ １２）

这里如何选用固有振型及取用多少阶固有振型，直接涉及颤振分析工作的繁简。通常，对
于大展弦比直机翼，在没有较大的集中质量情况下，在初步估算颤振时，往往只取机翼的第一
阶主弯曲振型及第一阶主扭转振型，此时机翼变形运动降为两个自由度。
进一步简化，还可以用与第一阶纯弯振型ｆ（ｙ）及第一阶纯扭振型（ｙ）相联系的ｈ（ｙ）和

α（ｙ）作为两个广义坐标，即
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ｈ（ｙ，ｔ）＝ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）

α（ｙ，ｔ）＝（ｙ）α（ｔ ｝）
（７ １３）

代入式（７ ４），则

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）＋ｒ（ｘ）（ｙ）α（ｔ） （７ １４）
这样得到的运动方程与式（７ １２）不同，在等号左边将出现惯性耦合项，此时动能为

Ｔ＝１
２

Ｓ　

γ（ｘ，ｙ）［ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）＋ｒ（ｘ）（ｙ）α（ｔ）］２ｄｘｄｙ＝

１
２

（ｃ１１
ｈ２－２ｃ１２

ｈα＋ｃ２２
α２） （７ １５）

式中

ｃ１１ ＝∫
ｌ

０
ｍ（ｙ）·ｆ２（ｙ）ｄｙ

ｃ１２ ＝ｃ２１ ＝－∫
ｌ

０
Ｓα（ｙ）ｆ（ｙ）（ｙ）ｄｙ

ｃ２２ ＝∫
ｌ

０
Ｉα（ｙ）２（ｙ）ｄ

烍

烌

烎ｙ

（７ １６）

上式中的ｍ，Ｓα和Ｉα的表达式仍为式（７ ９）。此时的势能为

Ｕ ＝１
２∫

ｌ

０
ＥＩ（ｙ）２ｆ（ｙ）

ｙ［ ］２

２

ｈ２（ｔ）ｄｙ＋１
２∫

ｌ

０
ＧＪ（ｙ）（ｙ）

［ ］ｙ

２

α２（ｔ）ｄｙ＝

１
２ａ１１ｈ２＋１

２ａ２２α２ （７ １７）

代入式（７ １１）拉格朗日方程，得

ｃ１１ｈ
··
－ｃ１２α

··
＋ａ１１ｈ＝Ｑｈ

－ｃ２１ｈ
··
＋ｃ２２α

··
＋ａ２２α＝Ｑ

烍
烌

烎α
（７ １８）

考虑纯弯曲自由振动，这时无外力Ｑｈ，得

ｃ１１ｈ
··
＋ａ１１ｈ＝０

同理，考虑纯扭转自由振动，这时无外力Ｑα，得

ｃ２２α
··
＋ａ２２α＝０

由于运动是简谐的，以ｈ＝ｈ０ｅｉωｔ，α＝α０ｅｉωｔ代入上式，即可求出

ａ１１ ＝ｃ１１ω２
ｈ

ａ２２ ＝ｃ２２ω２烍
烌

烎α
（７ １９）

ωｈ及ωα分别为纯弯曲及纯扭转自由振动频率。由此可见，广义刚度ａ１１，ａ２２可以通过相应的广

义质量和纯弯曲或纯扭转固有频率来表示，于是式（７ １８）又可改写为

ｃ１１ｈ
··
－ｃ１２α

··
＋ｃ１１ω２

ｈｈ＝Ｑｈ

－ｃ２１ｈ
··
＋ｃ２２α

··
＋ｃ２２ω２

αα＝Ｑ
烍
烌

烎α
（７ ２０）
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式中，Ｑｈ和Ｑα分别对应于广义坐标ｈ（ｔ），α（ｔ）的广义气动力。
现在来求广义空气动力。按广义力的定义Ｑｈδｈ＝δＷｈ，当有增量δｈ时各翼段上的升力

Ｌ′将在位移ｆ（ｙ）δｈ上作功，因此相应的功增量

δＷｈ ＝∫
ｌ

０
Ｌ′ｆ（ｙ）δｈｄｙ

因此

Ｑｈ ＝∫
ｌ

０
Ｌ′（ｙ，ｔ）ｆ（ｙ）ｄｙ （７ ２１）

依同理，按广义力的定义

Ｑαδα＝δＷα

当有增量δα时，各翼段的气动力矩Ｍ′将在位移（ｙ）δα上作功，由此得出

Ｑα ＝∫
ｌ

０
Ｍ′（ｙ，ｔ）（ｙ）ｄｙ （７ ２２）

７．３　大展弦比直机翼的颤振计算———用准定常气动力理论

本节所讨论的大展弦比直机翼，采用了气动力片条理论，即认为机翼的任意弦向剖面上的
气动力，可以按照二元机翼理论计算，于是在此处可以直接引用第４章的结果。
在二元机翼准定常气动力公式中，分别用ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）及（ｙ）α（ｔ）代替ｈ及α，则得

Ｌ′＝－ρＶ
２ａ０ｂ（ｙ）（ｙ）α（ｔ）＋ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）

Ｖ ＋ １
２－ａ（ｙ［ ］）ｂ（ｙ）（ｙ）α（ｔ）｛ ｝Ｖ

（７ ２３）

式中，ａ（ｙ）ｂ（ｙ）为沿翼展向各剖面上弹性轴在翼弦中点后的距离。

Ｍ′＝２ρＶ
２ａ０ｂ２（ｙ）１＋ａ（ｙ）

２ －［ ］１
４ （ｙ）α（ｔ）＋ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）

Ｖ ＋ １
２－ａ（ｙ［ ］）ｂ（ｙ）（ｙ）α（ｔ）｛ ｝Ｖ －

１
２πρＶｂ

３（ｙ）（ｙ）α（ｔ） （７ ２４）

以式（７ ２３）及式（７ ２４）分别代入式（７ ２１）及式（７ ２２）中，即求得Ｑｈ和Ｑα。再以所求
得的Ｑｈ，Ｑα代入式（７ １８），经过整理后可得到形式上和二元机翼类同的方程式，即

ｃ１１ｈ
··
－ｃ１２α

··
＋ａ１１ｈ－ｂ１２Ｖ２α＋ｄ１１Ｖｈ－ｄ１２Ｖα＝０

－ｃ２１ｈ
··
＋ｃ２２α

··
＋ａ２２α＋ｂ２２Ｖ２α－ｄ２１Ｖｈ＋ｄ２２Ｖα＝

烍
烌

烎０
（７ ２５）

式中，各系数的含义如下：

ｃ１１，ｃ１２，ｃ２２，如式（７ １６）所示，称为广义质量；ａ１１，ａ２２，如式（７ １９）所示，称为广义刚度。

８１１



ｂ１２ ＝－ρ∫
ｌ

０
ａ０ｂ（ｙ）ｆ（ｙ）（ｙ）ｄｙ

ｂ２２ ＝－２ρ∫
ｌ

０
ａ０ｂ２（ｙ）１＋ａ（ｙ）

２ －［ ］１
４ ２（ｙ）ｄｙ

ｄ１１ ＝ρ∫
ｌ

０
ａ０ｂ（ｙ）ｆ２（ｙ）ｄｙ

ｄ１２ ＝－ρ∫
ｌ

０
ａ０

１
２－ａ（ｙ［ ］）ｂ２（ｙ）（ｙ）ｆ（ｙ）ｄｙ

ｄ２１ ＝２ρ∫
ｌ

０
ａ０ｂ２（ｙ）１＋ａ（ｙ）

２ －［ ］１
４ ｆ（ｙ）（ｙ）ｄｙ

ｄ２２ ＝２ρ∫
ｌ

０
ｂ３（ｙ）π

４－ａ０
１＋ａ（ｙ）

２ －［ ］１
４

１
２－ａ（ｙ［ ］｛ ｝） ２（ｙ）ｄ

烍

烌

烎ｙ

（７ ２６）

式中，ｂ１１，ｂ２２可称为气动刚度系数；ｄ１１，ｄ１２，ｄ２１和ｄ２２可称为气动阻尼系数。在颤振临界状态，
机翼作简谐振动，即

ｈ（ｔ）＝ｈ０ｅｉωｔ，　　α（ｔ）＝α０ｅｉωｔ

且此时飞行速度Ｖ＝ＶＦ，代入式（７ ２２），则可得到对于ｈ０及α０的联立一次齐次方程式，它与
式（６ １１）和式（６ １２）在形式上完全相同。由特征行列式为零就得到式（６ １３），其求解方法
和二元机翼的求解方法一致，此处不再重复。以下将通过一个具体机翼的数字计算实例来说
明颤振计算过程。

　　例题 试采用准定常气动力理论对某大展弦比机翼求解其弯曲 扭转型颤振临界速度。已知
机翼的半展长为５．８ｍ，机翼升力曲线斜率ＣＬ／α＝４．３２。其几何参数、惯性及弹性特性由表７ １
给出。

表７ １　机翼的几何参数、惯性及弹性特性

ｙ／ｌ 弦长２ｂ／ｍ
弯曲刚度·１０－６

ＥＩ／（Ｎ·ｍ２）

扭转刚度·１０－５

ＧＪ／（Ｎ·ｍ２）

单位长度质量

ｍ／ｋｇ

单位长度转动

惯量

Ｉα／（ｋｇ·ｍ２）

重心到弯心间

距离

ｘａｂ／ｍ

弯心至中点的

距离

ａｂ／ｍ

０ ３．１５ ４．０８ １６ ７９．０ ７４．０ ０．１０ －０．５７５

０．１ ２．９４ ３．００ １３ ３７．５ ３２．６ ０．３１ －０．４５０

０．２ ２．７４ １．８７ １０．４ ３２．５ ２６．０ ０．３３ －０．４４０

０．３ ２．５３ １．２４ ７．６ ２８．０ １９．７ ０．３３ －０．４１５

０．４ ２．３２ ０．８２ ５．２ ２３．５ １３．７ ０．３３ －０．４００

０．５ ２．１１ ０．５３ ３．７ １９．５ ９．２５ ０．３２ －０．３７５

０．６ １．９１ ０．３２ ２．８ １５．５ ５．８３ ０．３１ －０．３６５

０．７ １．７０ ０．１７ ２．０ １２．５ ３．５１ ０．２８ －０．３４０

０．８ １．４９ ０．０９ １．４ １０．５ ２．２８ ０．２２ －０．３１５

０．９ １．２９ ０．０５ ０．８ ８．５ １．５１ ０．１６ －０．２８５

１．０ １．０８ ０．０４ ０．５ ６．２ ０．９９ ０．０９ －０．２７０

９１１



　　解 作为第一次近似结果，取等剖面均匀机翼的第一阶纯弯曲与第一阶纯扭转振型作为
位移函数，见表７ ２。然后应用数值积分法计算系数ａ１１，ａ１２等，见表７ ３。

表７ ２　等剖面机翼的位移函数

ｙ／ｌ ｆ（ｙ） （ｙ） ｆ ｆ２ ２ ｆ  ｆ２ ２

０ ０ ０ ０ ０ ０ ２．０ １．０ ４．０ １．０

０．１ ０．０３３５ ０．１５６ ０．００５２４ ０．００１１２ ０．０２４４ １．７２５ ０．９８８ ２．９７４ ０．９７６

０．２ ０．１２７７ ０．３０９ ０．０３９４６ ０．０１７３ ０．０９５５ １．４５１ ０．９５１ ２．１０８ ０．９０４

０．３ ０．２７０ ０．４５４ ０．１１２ ０．０６９７ ０．２０６ １．１８０ ０．８９１ １．３９６ ０．７９４

０．４ ０．４６０ ０．５８８ ０．２７０ ０．２１１ ０．３４５ ０．９２８ ０．８０９ ０．８５０ ０．６５５

０．５ ０．６７９ ０．７０７ ０．４８０ ０．４６１ ０．５００ ０．６７９ ０．７０７ ０．４６１ ０．５００

０．６ ０．９２８ ０．８０９ ０．７４６ ０．８５０ ０．６５５ ０．４６０ ０．５８８ ０．２１０ ０．３４５

０．７ １．１８６ ０．８９１ １．０５３ １．３９６ ０．７９４ ０．２７０ ０．４５４ ０．０６９７ ０．２０３

０．８ １．４５１ ０．９５１ １．３８１ ２．１０８ ０．９０４ ０．１２７７ ０．３０９ ０．０１７３ ０．０４３７

０．９ １．７２５ ０．９８８ １．７０３ ２．９７４ ０．９７５ ０．０３３５ ０．１５６ ０．００１１２ ０．０２４３

１．０ ２．０ １．０ ２．０ ４．０ １．０ ０ ０ ０ ０

　　　　注：ｄ
２ｆ

ｄｙ２＝
（１．８７５）２

ｌ２ ｆ；ｄ
ｄｙ＝ π

２ｌ
。

表７ ３　用数值积分法计算系数ａ１１，ａ２２，ｃ１１

计算系数ａ１１ 计算系数ａ２２ 计算系数ｃ１１

ｙ／ｌ
１０－６ＥＩ／

（Ｎ·ｍ２）
（ｆｉ ）２

１０－６ＥＩｉ

（ｆｉ ）２／

（Ｎ·ｍ２）

１０－５ＧＪｉ／

（Ｎ·ｍ２）
（ｉ ）２

１０－５ＧＪｉ

（ｉ ）２／

（Ｎ·ｍ２）

ｍｉ／ｋｇ ｆ２
ｉ ｍｉｆ２

ｉ／ｋｇ

０ ４．０８ ４．０ １６．３２ １６．０ １．０ １６．０ ７９ ０ ０

０．１ ３．００ ２．９３ ８．７９ １３．０ ０．９７５ １２．６９ ３７．５ ０．００１１２ ０．０４２

０．２ １．８７ ２．０９５ ３．９２ １０．４ ０．９０５ ９．４１ ３２．５ ０．０１７３ ０．５６２

０．３ １．２４ １．４１７ １．７５５ ７．６ ０．７９４ ６．０３ ２８．０ ０．０６９７ １．９５１

０．４ ０．８２ ０．８４８ ０．６９５ ５．２ ０．６５５ ３．４１ ２３．５ ０．２１１４ ４．９６

０．５ ０．５３ ０．４７２５ ０．２５０ ３．７ ０．５００ １．８５ １９．５ ０．４６０９ ９．００

０．６ ０．３２ ０．２０９５ ０．０６６７ ２．８ ０．３４６ ０．９６９ １５．５ ０．８５０５ １３．２

０．７ ０．１７ ０．０７４５ ０．０１３ ２．０ ０．１９６ ０．３９２ １２．５ １．３７６ １７．４１

０．８ ０．０９ ０．０１６３ ０．００１ １．４ ０．０９５ ０．１３３ １０．５ ２．１０８ ２２．１５

０．９ ０．０５ ０．００１１１ — ０．８ ０．０２３ ０．０１８ ８．５ ２．９７４ ２５．２８

１．０ ０．０４ ０ — ０．５ ０ ０ ６．２ ４．０ ２４．８０

Σ ２３．６５１ ４２．９ １００．６９６

０２１



　　通过计算得

ａ１１ ＝２３．６５１×１０６×５．８
１０

１．８７５
５．（ ）８

４

＝１４９５００

ａ２２ ＝４２．９×１０５×５．８
１０

π
２×５．（ ）８ ＝１８３０００

ｃ１１ ＝１００．６９６×５．８
１０ ＝６２

同理

ｃ１２ ＝－１１．５９，　　ｃ２２ ＝１５．８２
ｂ１２ ＝－１６．５５，　　ｂ２２ ＝１．４０５
ｄ１１ ＝２３．２，　　ｄ１２ ＝－１２．２９
ｄ２１ ＝１．４１，　　ｄ２２ ＝２．８８

以颤振临界状态下的ｈ（ｔ）＝ｈ０ｅｉωｔ和α（ｔ）＝α０ｅｉωｔ、此时的Ｖ＝ＶＦ代入式（７ ２５）可得到对
于ｈ０及α０的联立一次齐次方程。按颤振行列式为零的条件，可得到特征方程，把它分成实部
和虚部以后就得到两个方程，即

Ａ１ω４－（Ｃ１＋Ｃ２Ｖ２
Ｆ）ω２＋（Ｅ１＋Ｅ２Ｖ２

Ｆ）＝０

－Ｂ１ω２＋（Ｄ１＋Ｄ２Ｖ２
Ｆ）＝０

可以按照式（６ １６）计算，得

Ａ１ ＝ｃ１１ｃ２２－ｃ１２ｃ２１ ＝８４７
Ｂ１ ＝ｄ１１ｃ２２＋ｃ１１ｄ２２－ｃ１２ｄ２１－ｃ２１ｄ１２ ＝４２０

Ｃ１ ＝ａ１１ｃ２２＋ｃ１１ａ２２ ＝１３．７１×１０６

Ｃ２ ＝ｃ１１ｂ２２－ｂ１２ｃ２１＋ｄ１１ｄ２２－ｄ１２ｄ２１ ＝－１９５

Ｄ１ ＝ｄ１１ａ２２＋ａ１１ｄ２２ ＝４．８×１０６

Ｄ１ ＝ｄ１１ｂ２２－ｂ１２ｄ２１ ＝－９．３

Ｅ１ ＝ａ１１ａ２２ ＝２．７４×１０１０

Ｅ２ ＝ａ１１ｂ２２ ＝－２１×１０４

再按照式（６ １９）计算，得

Ｌ＝Ｄ２（Ｂ１Ｃ２－Ｄ２Ａ１）＝０．６８８×１０６

Ｍ ＝Ｂ１Ｃ２Ｄ１＋Ｂ１Ｃ１Ｄ２－Ｂ２
１Ｅ２－２Ｄ１Ｄ２Ａ１ ＝－３２．６７×１０１０

Ｎ ＝Ｂ１Ｃ１Ｄ１－Ｂ２
１Ｅ１－Ｄ２

１Ａ１ ＝３５．６×１０１４

于是，可算出机翼的弯曲扭转颤振临界速度

Ｖ２
Ｆ ＝３２．６７×１０１０－ ３２．６７２×１０２０－４×０．６８８×３５．６×１０槡 ２０

２×０．６８８×１０６ （ｍ／ｓ）２ ＝１１１５９（ｍ／ｓ）２

ＶＦ ＝１０５．６３ｍ／ｓ＝３８０ｋｍ／ｈ
１２１



上述计算结果，是选取等剖面均匀机翼的第一阶弯曲与扭转振型作为位移函数的。下面
把位移函数取为机翼的第一阶纯弯曲及纯扭转振型作为位移函数，其计算过程同上。其结
果为

Ｖ２
Ｆ ＝ －Ｍ－ Ｍ２－４槡 Ｌｍ

２Ｌ ＝１２６８６（ｍ／ｓ）２

故 ＶＦ ＝１１２．６ｍ／ｓ＝４０５ｋｍ／ｈ
比较这两个结果，可见仅相差６％，由此可见采用均匀机翼的固有振型作为位移函数是可

行的。在求解Ｖ２
Ｆ时，当发现其为复数时，则在物理上反映出机翼不会发生对应于所选位移函

数的颤振。当有实数解时，其中较小的一个正实数解就是对应的颤振临界速度。超过这个速
度以后，机翼开始颤振。一般的实践经验表明，这样算出的临界速度对于实际的临界速度之误
差大约在１５％～１８％。

７．４　大展弦比直机翼的颤振计算———用非定常气动力理论

本节讨论如何用非定常气动力理论计算广义力。根据片条理论，可直接引用第４章中二
元机翼非定常气动力的结果。

Ｌ′＝πρｂ
３（ｙ）ω２ Ｌｈ

ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）
ｂ（ｙ） ＋ Ｌα－ １

２＋ａ（ｙ（ ））Ｌ［ ］ｈ （ｙ）α（ｔ｛ ｝） （７ ２７）

Ｍ′＝πρｂ
４（ｙ）ω２ Ｍｈ－ １

２＋ａ（ｙ（ ））Ｌ［ ］ｈ
ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）

ｂ（ｙ） ＋ Ｍα－ １
２＋ａ（ｙ（ ））（Ｌα＋Ｍｈ）［｛ ＋

１
２＋ａ（ｙ（ ））２

Ｌ ］ｈ （ｙ）α（ｔ ｝） （７ ２８）

上式中，各气动系数Ｌｈ，Ｍｈ等都是减缩频率的函数；而ｋ＝ωｂ／Ｖ，其中ｂ又是ｙ的函数，所
以ｋ也是ｙ的函数。气动力系数不仅显含ｋ，还通过西奥道生函数关系Ｃ（ｋ）＝Ｆ（ｋ）＋ｉＧ（ｋ）
与ｋ成函数关系。由西奥道生函数关系曲线可见，在通常有实用意义的ｋ值范围内，Ｆ（ｋ）及

Ｇ（ｋ）的变化不大。因此，通常都指定一参考半弦长ｂｒ（一般取机翼半展长３／４处的半弦长）及
相应的ｋｒ＝ωｂｒ／Ｖ，将各气动力系数中所含Ｃ（ｋ）都取作Ｃ（ｋｒ），但显含的ｋ则仍按当地弦长得
出的ｋ（ｙ）＝ωｂ（ｙ）／Ｖ 计算，即改用

Ｌｈ ＝Ｋ１（Ｌｈ）＋ｂｒ

ｂＫ２（Ｌｈ）

Ｌα ＝Ｋ１（Ｌα）＋
ｂｒ

ｂＫ２（Ｌα）＋
ｂｒ（ ）ｂ

２

Ｋ３（Ｌα）

Ｍα ＝Ｋ１（Ｍα）＋
ｂｒ

ｂＫ２（Ｍα）

Ｍｈ ＝

烍

烌

烎
１
２

（７ ２９）
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式中，Ｋ１（Ｌｈ）＝１，Ｋ１（Ｌα）＝０．５，Ｋ１（Ｍα）＝０．３７５以及Ｍｈ＝０．５是气动力系数中的不变部
分；而Ｋ２（Ｌｈ），Ｋ２（Ｌα），Ｋ３（Ｌα）及Ｋ２（Ｍα）是气动力系数中的可变部分。这些系数在有关的
资料中均已制成表格，可以从系数表（见表７ ４）中查得。此外，还要注意在式（７ ２９）中的ｂ
是随展向位置ｙ而变的。

表７ ４　颤振计算用不可压流气动力系数表

Ｖ／ｂω Ｋ２（Ｌｈ） Ｋ２（Ｌα） Ｋ３（Ｌα） Ｋ２（Ｍα）

０ －０ — －０ — －０ — －０

０．２５ －０．０１５２５ －０．２５１８５ｉ －０．０１５２５ －０．５０１８５ｉ －０．０６２９６ ＋０．００７６３ｉ －０．２５０００ｉ

０．５０ －０．０５７７０ －０．５１２９０ｉ －０．０５７７０ －１．０１２９０ｉ －０．２５６４５ ＋０．０２８８５ｉ －０．５００００ｉ

０．８３ －０．１４６１７ －０．８８８３３ｉ －０．１４６１７ －１．７１６６６ｉ －０．７３６１０ ＋０．１２１７９ｉ －０．８３３３３ｉ

１．２５ －０．２９１２５ －１．３８５２５ｉ －０．２９１２５ －２．６３５２５ｉ －１．７３１５６ ＋０．３６４０６ｉ －１．２５０００ｉ

１．６７ －０．４５９３３ －１．９２９３３ｉ －０．４５９３３ －３．５９６００ｉ －３．２１５５６ ＋０．７６５５５ｉ －１．６６６６７ｉ

２．００ －０．６０２８０ －２．３９１６０ｉ －０．６０２８０ －４．３９１６０ｉ －４．７８３２０ ＋１．２０５６０ｉ －２．０００００ｉ

２．５０ －０．８２５００ －３．１２５００ｉ －０．８２５００ －５．６２５００ｉ －７．８１２５０ ＋２．０６２５０ｉ －２．５００００ｉ

２．９４ －１．０２２３５ －３．８０５２９ｉ －１．０２２３５ －６．７４６４７ｉ －１１．１９２０ ＋３．００６９２ｉ －２．９４１１８ｉ

３．３３ －１．１９５３３ －４．４３３３３ｉ －１．１９５３３ －７．７６６６６ｉ －１４．７７７８ ＋３．９８４４４ｉ －３．３３３３３ｉ

３．７５ －１．３７９８３ －５．１０８３６ｉ －１．３７９８３ －８．８５８３６ｉ －１９．１５３９ ＋５．１７３６９ｉ －３．７５０００ｉ

４．１７ －１．５５１６７ －５．８２４１６ｉ －１．５５１６７ －９．９９０８３ｉ －２４．２６７４ ＋６．４６５２７ｉ －４．１６６６７ｉ

５．００ －１．８８６００ －７．２７６００ｉ －１．８８６００ －１２．２７６０ｉ －３６．３８００ ＋９．４３０００ｉ －５．０００００ｉ

６．２５ －２．３４５００ －９．５３５００ｉ －２．３４５００ －１５．７８５０ｉ －５９．５９３８ ＋１４．６５６２ｉ －６．２５０００ｉ

８．３３ －３．００１６７ －１３．４３８５ｉ －３．００１６７ －２１．７７１８ｉ －１１１．９８６ ＋２５．０１３８ｉ －８．３３３３３ｉ

１０．００ －３．４４６００ －１６．６４００ｉ －３．４４６００ －２６．６４００ｉ －１６６．４００ ＋３４．４６００ｉ －１０．００００ｉ

１２．５０ －４．０１０００ －２１．５１００ｉ －４．０１０００ －３４．０１００ｉ －２６８．８７５ ＋５０．１２５０ｉ －１２．５０００ｉ

１６．６７ －４．７５３３３ －２９．７３３３ｉ －４．７５３３３ －４６．４０００ｉ －４９５．５５６ ＋７９．２２２２ｉ －１６．６６６７ｉ

按广义力定义

Ｑｈ ＝∫
ｌ

０
Ｌ′（ｙ，ｔ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝πρω

２［Ａｈｈｈ（ｔ）＋Ａｈαα（ｔ）］

Ｑα ＝∫
ｌ

０
Ｍ′（ｙ，ｔ）（ｙ）ｄｙ＝πρω

２［Ａαｈｈ（ｔ）＋Ａααα（ｔ
烍

烌

烎）］
（７ ３０）

式中

３２１



Ａｈｈ ＝∫
ｌ

０
ｂ２ｆ２ｄｙ＋ｂｒＫ２（Ｌｈ）∫

ｌ

０
ｂｆ２ｄｙ

Ａｈα ＝－∫
ｌ

０
ａｂ３ｆｄｙ＋ｂｒＫ２（Ｌα）∫

ｌ

０
ｂ２ｆｄｙ＋ｂ２

ｒＫ３（Ｌα）∫
ｌ

０
ｂｆｄｙ－ｂｒＫ２（Ｌｈ）∫

ｌ

０

１
２＋（ ）ａｂ２ｆｄｙ

Ａαｈ ＝－∫
ｌ

０
ａｂ３ｆｄｙ－ｂｒＫ２（Ｌｈ）∫

ｌ

０

１
２＋（ ）ａｂ２ｆｄｙ

Ａαα ＝∫
ｌ

０

１
８＋ａ（ ）２ ｂ４２ｄｙ＋ｂｒＫ２（Ｍα）∫

ｌ

０
ｂ３２ｄｙ＋ｂｒＫ２（Ｌｈ）∫

ｌ

０

１
２＋（ ）ａ

２

ｂ３２ｄｙ－

　　　ｂ２
ｒＫ３（Ｌα）∫

ｌ

０

１
２＋（ ）ａｂ２２ｄｙ－ｂｒＫ２（Ｌα）∫

ｌ

０

１
２＋（ ）ａｂ３２ｄ

烍

烌

烎ｙ

（７ ３１）
把式（７ ３０）代入式（７－２０），即得颤振方程

［ｃ１１（ω２
ｈ－ω２）－πρω

２Ａｈｈ］ｈ＋［ｃ１２ω２－πρω
２Ａｈα］α＝０

［ｃ２１ω２－πρω
２Ａαｈ］ｈ＋［ｃ２２（ω２

α －ω）－πρω
２Ａαα］α＝

烍
烌

烎０
（７ ３２）

引入Ｘ＝（ωα／ω）２，可得颤振行列式，即

ｃ１１ １－ ωｈ

ω（ ）
α

２［ ］Ｘ ＋πρＡｈｈ πρＡｈα －ｃ１２

πρＡαｈ －ｃ２１ ｃ２２（１－Ｘ）＋πρＡαα

＝０ （７ ３３）

若以Ｖ ｇ法求解上式时，则需要引入结构阻尼项，即以

Ｚ＝ （１＋ｉｇ）ωα（ ）ω

２

代替上式中的Ｘ。
为了说明采用非定常气动力时的颤振计算过程，仍以大展弦比直机翼的具体实例来分析。

　　例题 图７ ２所示的大展弦比直机翼，其刚轴位于距前缘３５％弦长处。现将机翼分为

６段，其各段所代表的剖面在展向的位置坐标、质量及对弹性轴的质量矩阵和静矩均已列在

图７ ２　大展弦比直机翼颤振

计算例题示图

表７ ５中，并已知机翼的第一阶自由 自由纯弯曲
及扭转振型为

ｆ＝

－０．０５６０
－０．０４７９
　０．０１４６
　０．２１７８
　０．４４７２
　０．７２４７
　１．

熿

燀

燄

燅００００

，　　＝

０．００００
０．００９７
０．１２８５
０．７４６５
０．８３８４
０．９１６９
１．

熿

燀

燄

燅００００
ωｈ ＝６２．２０ｒａｄ／ｓ，　　ωα ＝１００．６４ｒａｄ／ｓ
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表７ ５　机翼各剖面的展向坐标、质量及对弹性轴的质量静矩和惯矩的数据表

站　号
各站坐标

ｙｉ／ｍ

各站质量

ｍｊ／ｋｇ

对弹性轴静矩

Ｓαｊ／（ｋｇ·ｍ）

对弹性轴惯矩

Ｉαｊ／（ｋｇ·ｍ２）

０ ０ １３８７ — —

１ ０．４０６４ ２７７．２ ４０．８２ ４０．３３

２ １．２７００ ２５４．２ ３６．２９ ２８．８０

３ ２．５４００ １１５．５ １８．１４ ２３．０５

４ ３．５６００ 　４６．２２ 　９．０７２ １７．２８

５ ４．５７２０ 　３２．３５ 　６．８９５ １５．５５

６ ５．５８８０ 　１８．５０ 　２．７２２ １２．８６

试用Ｖ ｇ法计算机翼在高度６０９０ｍ处的颤振速度。

　　解　① 由已知数据可以作如下的数值积分：

ｃ１１ ＝ ∑
６

ｊ＝０
ｍｊｆ２

ｊ ＝５５．２５４ｋｇ

ｃ１２ ＝ｃ２１ ＝ ∑
６

ｊ＝０
Ｓαｊｆｊｊ ＝１３．６０４ｋｇ

ｃ２２ ＝ ∑
６

ｊ＝０
Ｉαｊｊ ＝５０．６６４ｋｇ

∫
ｌ

０
ｂｆ２ｄｙ＝１．６２８１ｍ２，　　∫

ｌ

０
ｂ２ｆ２ｄｙ＝１．４８８８ｍ３

∫
ｌ

０
ｂｆｄｙ＝２．０８３６ｍ２，　　∫

ｌ

０
ｂ２ｆｄｙ＝１．９８３９ｍ３

∫
ｌ

０
ｂ３ｆｄｙ＝１．８８７０ｍ４，　　∫

ｌ

０
ｂ２ｆ２ｄｙ＝３．１１６４ｍ３

∫
ｌ

０
ｂ３２ｄｙ＝３．２０３８ｍ４，　　∫

ｌ

０
ｂ４２ｄｙ＝３．３５８６ｍ５

ａ＝－０．３，　　ρ＝０．６６９ｋｇ／ｍ３

② 按式（７ ３１），并利用表７ ４，计算１／ｋｒ所对应的Ａｈｈ，Ａｈα，Ａαｈ及Ａαα。

Ａｈｈ ＝１．９８５０＋０．９５２５×１．６２８１×Ｋ２（Ｌｈ）＝１．９８５０＋１．５５０８Ｋ２（Ｌｈ）

Ａαｈ ＝０．３×１．９１４５－０．２×０．９５２５×１．９８０１×Ｋ２（Ｌｈ）＝０．５７４０５－０．３７７２０Ｋ２（Ｌｈ）

Ａｈα ＝Ａαｈ ＋０．９５２５×１．９８０１×Ｋ２（Ｌα）＋ （０．９５２５）２×２．０３８６×Ｋ３（Ｌα）＝
　　　０．５７４３５－０．３７７２０×Ｋ２（Ｌｈ）＋１．８８６０×Ｋ２（Ｌα）＋１．８９０４×Ｋ３（Ｌα）

Ａαα ＝０．２１５×３．３５８４＋０．９５２５×３．２０３９×Ｋ２（Ｍα）＋０．０４×０．９５２５×３．２０３９×Ｋ２（Ｌα）－

　　　０．２×０．９５２５×３．２０３９×Ｋ２（Ｌα）－０．２×（０．９５２５）２×３．１１６４×Ｋ３（Ｌα）＝
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　　　０．７２２０６＋３．０５１７×Ｋ２（Ｍα）＋０．１２２０７×Ｋ２（Ｌｈ）－
　　　０．６１０３４×Ｋ２（Ｌα）－０．５６５４７×Ｋ３（Ｌα）

利用表７ ４，可以算得这４个系数值。例如对于１／ｋｒ＝１．２５，求得

Ａｈｈ ＝１．０３７１－２．１４８２ｉ
Ａｈα ＝－３．１４７５－３．７６８１ｉ
Ａαｈ ＝０．６７６２＋０．５２３５ｉ
Ａαα ＝１．８４３４－２．５８１２ｉ

③ 把以上系数代入式（７ ３３），注意，此时的Ｚ已引入结构阻尼。展开行列式，解得

Ｚ１ ＝２．７８８６－０．２６８３ｉ，　　Ｚ２ ＝１．００９２－０．０５２７ｉ

ω１ ＝６０．２７，　　ω２ ＝１００．１８

ｇ１ ＝－０．０９６２，　　ｇ２ ＝－０．０５２２
Ｖ１ ＝７１．７６，　　Ｖ２ ＝１１９．３

④ 重复步骤②及③，依次算出１／ｋｒ在选定值上所对应的根。在本题中计算了１／ｋｒ＝
１．２５，２．０，２．５及２．９４，其结果列于表７ ６中。

表７ ６　对应于不同１／ｋｒ的计算结果

１／ｋｒ ω１ ｇ１ Ｖ１ ω２ ｇ２ Ｖ２

１．２５ ６０．２７ －０．０９６ ７１．８ １００．１８ －０．０５２ １１９．３

２．００ ６１．８２ －０．１８３ １１７．８ ９２．７６ －０．０５８ １７６．７

２．５０ ６３．３９ －０．２７３ １５０．９ ８６．６７ －０．０２４ ２０６．４

２．９４ ６４．７８ －０．３９２ １８１．４ ８１．９６ ０．０４３ ２２９．５

　　按表７ ６中数据，可以在Ｖ ｇ图中绘出两个分支，如图７ ３所示。图中对应于ｇ＝０时
的速度ＶＦ＝２１４．６ｍ／ｓ＝７７３ｋｍ／ｈ。

图７ ３　算例中的Ｖ ｇ图
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由上算例可以看出，当给出一个ｋ值时，可以找到两组ωα，ｇ和ＶＦ值，所以在图上有两条
曲线。也可以说，在每个飞行速度Ｖ 之下都有用两种不同阻尼值维持的等幅振动。然而，在

Ｖ＝０时，机翼有两个不需任何阻尼（即ｇ＝０）而成立的等幅振动，其模态是接近纯弯曲的耦合
弯曲固有振型以及接近扭转的耦合扭转固有振型，相应的频率就是两个固有频率ω１及ω２。既
然在Ｖ＝０时的情况是这样，那么根据物理现象的连续性，不难预料，随着Ｖ 值的增大，需要不
同阻尼维持的两个等幅振动中，其中之一必定与弯曲固有振型接近，或者说它就是弯曲固有振
型的变态。这就是为什么在图７．３中，分别称这两条曲线为“弯曲分支”和“扭转分支”的原因。
在计算中可以通过ω值来鉴别这两个分支。在同一速度下，ω接近ωｈ的就是弯曲分支；而另
一个接近ωα的ω就是扭转分支。
对于图７．３所示的情况，也可以这样说明：扭转振型逐渐失去稳定；或者说，就颤振而言该

机翼的扭转振型是危险振型。对于更多自由度的问题，或者对于复杂结构需要选取较多的假
设位移函数来组合表示颤振模态时，如何能选取到危险的振型，又使取用的位移函数最少，还
保证了计算结果的可靠性，是颤振工程分析中的重要问题之一。
在上述非定常气动力理论中，由于没有考虑到有限翼展的影响，因此所算出的颤振临界速

度一般偏于保守，即小于真实的颤振临界速度。
值得提出的是，上面所引用的ｆ（ｙ），（ｙ）称为位移函数，其选择是否恰当将会影响到最终

结果的准确性。通常，把机翼作自由振动时的振动形态作为位移函数，因为固有振型至少已经
充分地反映了机翼的惯性及弹性特性。工程实践证明，这样所得的结果一般都是相当可靠的。
据一般工程实践经验，在选取ｆ（ｙ）及（ｙ）时，大体上可遵循下列准则。

１．对于不带集中质量的机翼
如本节所述可以选取第一阶纯弯曲固有振型和第一阶纯扭转固有振型作为位移函数

ｆ（ｙ）及（ｙ）。当重心轴与弹性轴距离很大时，则应考虑采用耦合振动时的固有振型。

２．对于带有集中质量（如发动机等）的机翼

　　① 取第一阶纯弯曲振型和第一阶纯扭转振型作为位移函数ｆ（ｙ）及（ｙ）（应考虑到集中
质量的影响）。

　　② 取第一阶纯弯曲振型和第二阶纯扭转振型作为位移函数ｆ（ｙ）及（ｙ）（应考虑到集中
质量的影响）。
对上述两种情况都应该进行颤振计算，并取结果中较小的一个作为颤振临界速度。

　　③ 当机翼上带有若干个大的集中质量时，则应研究自由振动中有几个固有振型相耦合的
情况。

７．５　大展弦比后掠机翼颤振分析的特点

大展弦比后掠机翼在颤振分析上与直机翼的相同之处在于，仍可假设机翼具有一根直的

７２１



弹性轴，也可假设其弦向剖面是不变形的；但和直机翼不同的是，该弹性轴有一后掠角，如
图７ ４所示。这种后掠式机翼在颤振分析上具有以下２个特点：

图７ ４　大展弦比后掠翼颤振分析示图

① 从振动上来说，在考虑整架飞机振动时，不
能把机翼作为悬臂梁处理。由于机身振动的原
因，会把机翼的扭转振动与弯曲振动联合起来。

② 从气动力方面说，由于气流与机翼前缘有
一角度，故应考虑气动力的后掠效应。此时气流
可分解为与前缘垂直的分量Ｖｎ＝ＶｃｏｓΛ和与前
缘平行的分量Ｖｔ＝ＶｓｉｎΛ。其中Λ为后掠角。经
验表明：当后掠角较小时，可以采用“侧滑机翼”的
假设，亦即仅考虑垂直分量Ｖｎ的作用，而把切线分
量的作用略去不计。这样，在计算气动力时，就可

以应用前面所导出的全部公式；但当后掠角Λ较大时，切线分量就不能再略去不计。
此外，在计算后掠机翼的气动载荷时，可以依据平行于气流方向的剖面（Ａ Ａ）进行，也可

以依据与弹性轴相垂直的剖面（Ａ Ｂ）进行。因此，在列写颤振行列式上就存在两种计算方
法。一些实验结果表明，依据顺气流方向的剖面计算颤振临界速度所得的结果比较接近实际，
所以在以下的讨论中只涉及这一种方法。
参看图７ ４，珔ｙ为参考轴，它可取为弹性轴，Λ则为参考轴后掠角。机翼上各点的位移可

以通过参考轴的线位移ｈ（ｙ，ｔ）及剖面绕Ｏ Ｏ 轴（该轴垂直于气流通过参考轴与剖面的交
点）的角位移α（ｙ，ｔ）表示。和直机翼不同，后掠机翼参考轴的弯曲变形与剖面绕Ｏ Ｏ 轴的
扭转变形是分不开的。因此每一个固有振型将包括弯、扭两个部分。一般，它们对位移的贡献
是同量级的。所以，对于后掠机翼通常不能用纯弯、纯扭振型作位移函数，而要用耦合的固有
振型作位移函数。
如果已知机翼各阶固有振型，则可设

ｈ（ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｈｉ（ｙ）ξｉ（ｔ）

α（ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｙ）ξｉ（ｔ

烍

烌

烎）
（７ ３４）

则机翼上一点的位移可表示为

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｈ（ｙ，ｔ）＋ｒ（ｙ，ｔ）α（ｙ，ｔ） （７ ３５）
式中，ｒ（ｙ，ｔ）为从各剖面与参考轴交点量起沿ｘ方向的距离（向后为正）。于是可导出颤振运
动方程，即

Ｍｉξ
··

ｉ＋Ｍｉω２
ｉξｉ ＝Ｑｉ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ）
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式中，在广义质量Ｍｉ中的Ｓα，Ｉα对后掠机翼应是对Ｏ Ｏ 轴的质量静距和惯矩；而展向坐标及
所有的展向积分都是沿ｙ轴方向进行的。
在计算广义气动力时，则应计及后掠角的影响。如果不考虑弯曲（即ｈ（ｙ，ｔ））引起的顺气

流方向攻角的变化，则可把前述气动导数简单地乘以ｃｏｓΛ。例如，对于非定常气动力理论来
说有

珚Ｌ＝πρｂ
３ω２ｃｏｓΛ Ｌｈ

ｈ（ｙ，ｔ）
ｂ ＋ Ｌα－ １

２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ α（ｙ，ｔ｛ ｝） （７ ３６）

珡Ｍ ＝πρｂ
４ω２ｃｏｓΛ Ｍｈ－

１
２＋（ ）ａＬ［ ］ｈ

ｈ（ｙ，ｔ）
ｂ ＋ Ｍα－

１
２＋（ ）ａ （Ｌα＋Ｍｈ）＋

１
２＋（ ）ａ

２

Ｌ［ ］ｈ α（ｙ，ｔ｛ ｝）
（７ ３７）

式中的气动力系数和长直机翼相同。
当后掠角Λ大于４５°时就必须考虑切线分量ＶｓｉｎΛ的影响。在机翼上任意作一根展向的

线，并在其上取一点。如果用ｈ表示该点所在剖面弹性轴的位移，用α表示该剖面绕弹性轴转
角，用ζ表示这一点的位移，参看图７ ５，则有

ζ＝ｈ＋（ｘ０－ｘ）α （７ ３８）

而 ζ
ｙ＝ｈ

ｙ＋（ｘ０－ｘ）α
ｙ

（７ ３９）

由于切线速度分量的影响，在这一点将引起附加上洗

ΔＷ ＝ＶｓｉｎΛζ
ｙ

（７ ４０）

图７ ５　Λ＞４５°时切线ＶｓｉｎΛ分量的影响
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于是无分离条件为

Ｗ －ΔＷ
Ｖｎ

＝ζ
ｘ＋ １

Ｖｎ

ζ
ｔ

（７ ４１）

式中，Ｗ 是由于附着涡所产生的诱导速度，Ｖｎ为法向速度。把式（７ ３８），（７ ３９），（７ ４０）代
入式（７ ４１），得

Ｗ
Ｖｎ

＝－α－（ｘ－ｘ０）
α
Ｖｎ

＋ｔａｎΛα
（ ）ｙ ＋

ｈ
Ｖｎ

＋ｔａｎΛｈ
（ ）ｙ

（７ ４２）

而对于直机翼的无分离条件，有

Ｗ
Ｖ ＝－α－（ｘ－ｘ０）

α
Ｖｎ

＋
ｈ
Ｖｎ

（７ ４３）

比较式（７ ４２）及式（７ ４３）可知，只要以Ｖｎ代替Ｖ，以
α
Ｖｎ

＋ｔａｎΛα
ｙ
代替

α
Ｖ

，并以
ｈ
Ｖｎ

＋ｔａｎΛｈ
ｙ

代替
ｈ
Ｖ

，那么就可以利用前面已经得到的公式来计算气动力了。

思考题

　　７．１　在结构分析中通常如何描述结构的变形？

　　７．２　为什么在颤振分析中经常选取以固有振型为模态的广义坐标？

　　７．３　在处理工程实际问题时通常要引入一些什么假设？

　　７．４　比较大展弦比直机翼和第６章二元机翼在运动方程的建立上有什么不同？

　　７．５　７．２节的讨论是建立在什么重要假设基础上的？

　　７．６　如何求广义气动力？

　　７．７　什么是片条理论？在什么情况下可以采用片条理论？

　　７．８　复算７．３节中所给出的例题，考虑影响颤振速度的因素。

　　７．９　从物理概念出发来解释Ｖ ｇ图上的曲线。

　　７．１０　复算７．４节中所给出的例题和７．３节的例题，比较其在计算方法上的不同。

　　７．１１　比较后掠机翼与长直机翼在颤振分析上的异同。

　　７．１２　在计算后掠机翼的广义气动力时如何计及后掠角的影响？
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第８章　工程颤振分析和设计方法（二）

本章所讨论的问题是第７章的继续，但更着重于工程实际的分析方法及设计。在８．１节
中，讨论基于不同气动力理论的小展弦比机翼的颤振分析；在８．２节中，介绍尾翼颤振分析的
特点；在８．３节中，专门对操纵面的颤振进行分析，同时讨论防止操纵面颤振的方法；在８．４节
中，针对飞机设计中的气动弹性设计作一般性介绍。

８．１　小展弦比机翼的颤振计算

高速飞机为了降低阻力多采用相对厚度小的小展弦比机翼。对于这种机翼的颤振分析，
原则上与长直机翼没有太大的区别，但在具体处理上有两个明显的特点：① 在结构上，由于展
弦比小，所以机翼的弦向变形不容忽略，因而结构的变形不能再简单地用弯曲和扭转两个模态
来描述。② 在气动力上，不适于采用片条理论，需要按升力面理论计算。此外，还应计入压缩
性影响。

图８ １　小展弦比机翼颤振分析示图

８．１．１　小展弦比机翼的运动方程

现考虑如图８ １所示的具有一般平面形
状的小展弦比机翼。已知该机翼的质量、刚度
和几何尺寸，坐标系示于图中。机翼平面上任
一点位移用ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）来表示。
分析方法和以前所讲的方法相同，即① 通

过事先假设的位移函数及广义坐标来表示机翼

的运动状态；② 计算相应的动能、势能及广义
力，利用拉格朗日方程导出颤振运动方程；

③ 根据机翼作简谐运动时必须满足的条件导
出颤振行列式；④ 由颤振行列式展开求出颤振临界速度及频率。
通常，先要计算出机翼的前几阶固有频率及相应的固有振型。设分别用ωｉ及ｆｉ（ｘ，ｙ）表

示，其中ｉ＝１，２，…，ｎ，分别代表第一阶、第二阶、…、第ｎ阶。于是机翼的一般运动情况可表
示为

ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ，ｙ）ξｉ（ｔ） （８ １）
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式中，ξｉ（ｔ）是随时间变化的广义坐标。若结构离散化后具有Ｎ 个结点，显然ｎ＜Ｎ，ｆｉ通常表

示为（Ｎ，１）阶的向量，则上式的矩阵形式为

ｚ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉξｉ（ｔ） （８ ２）

式中，Ｚ及ｆｉ都是ｍ 阶列阵。固有振型ｆｉ满足自由振动运动方程，即

ω２
ｉＭｆｉ ＝Ｋｆｉ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （８ ３）

式中，Ｍ 和Ｋ 分别为机翼的质量矩阵及刚度矩阵。按振动理论，固有振型具有正交性，即

ｆＴ
ｉＭｆｊ ＝

Ｍｉ　　（ｉ＝ｊ）

０　　 （ｉ≠ｊ｛ ）
（８ ４）

及

ｆＴ
ｉＫｆｊ ＝

Ｋｉ ＝Ｍｉω２
ｉ　　 （ｉ＝ｊ）

０ （ｉ≠ｊ｛ ）
（８ ５）

式中，Ｍｉ及Ｋｉ分别是与第ｉ阶固有振型相应的广义质量及广义刚度。
当采用固有振型的叠加来描述机翼变形时，机翼的动能为

Ｔ＝ １
２

Ｓ　

γ（ｘ，ｙ）［ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）］２ｄｘｄｙ

式中，γ（ｘ，ｙ）为机翼单位面积的质量，积分域Ｓ表示整个机翼面积。上式的矩阵形式为

Ｔ＝ １
２∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｆＴ

ｉＭｆｊξ
·

ｉξ
·

ｊ

引用正交条件，则有

Ｔ＝ １
２∑

ｎ

ｉ＝１
Ｍｉξ

·
２
ｉ （８ ６）

机翼结构的变形势能为

Ｕ ＝ １
２∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｆＴ

ｉＫｆｊξｉξｊ

按固有振型的正交条件，则有

Ｕ ＝ １
２∑

ｎ

ｉ＝１
Ｍｉω２

ｉξ
２
ｉ （８ ７）

在计算气动力时，对小展弦比机翼，已经不能再引用片条理论，而必须采用升力面理论。
现设机翼上的压力分布是ｐ（ｘ，ｙ，ｔ），则按广义力定义，当机翼有虚位移δξｉ时，系统所作的虚
功为

δＷｅ ＝Ｑｉδξｉ ＝
Ｓ　

ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）ｆｉ（ｘ，ｙ）δξｉｄｘｄｙ

故广义力为
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Ｑｉ ＝
Ｓ　

ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （８ ８）

将式（８ ６），（８ ７）及式（８ ８）代入拉格朗日方程，即可得到颤振运动方程

Ｍｉξ
··
＋Ｍｉω２

ｉξｉ ＝Ｑｉ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （８ ９）
由上式可见，其惯性力项和弹性力项的各自由度之间都是不耦合的，但等号右边的广义力

项Ｑｉ是和各广义坐标有关的，所以上列各式都不是独立的，需联立求解。为了计算气动力

ｐ（ｘ，ｙ，ｔ），本节内只介绍在亚声速范围使用的偶极子格网法以及在超声速范围内使用的活塞
理论，以作示例。

８．１．２　用偶极子格网法的颤振计算

有关亚声速偶极子格网法的原理，已在第４章的有关节中作了介绍。本节从广义气动力
计算出发，说明广义气动力的表达形式。在该法中将机翼分成若干梯形网格，网格的展弦比不
能太大，以接近１为好。在每一网格的１／４弦长线上布置等强度的压力偶极子，认为网络上的
压力合力作用在网格的１／４弦长点上。该点称为压力点。在中切面３／４弦长点处满足物面条
件，这些点称为下洗点或控制点，如图４ ８所示（见４．２．２节）。由偶极子格网法可求得影响
系数矩阵Ｄ，并有

珚ｗ＝Ｄ珚ｐ

式中，珚ｗ＝ｗ
Ｖ

，为法洗速度，量纲为１；珚ｐ＝ ｐ
１
２ρＶ

２
，为气动载荷系数；珚ｗ，珚ｐ为（ｍ，１）阶，Ｄ为（ｍ，ｍ）

阶，ｍ为翼面上的气动网格数，且

珚ｗ＝ｚ
ｘ＋１

Ｖ
ｚ
ｔ

以式（８ １）代入上式，并考虑机翼作简谐运动，故有

珚ｗ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

ｆｊ

ｘ ＋ｉω
Ｖｆ（ ）ｊξｊ

ｐ＝ １
２ρＶ

２Ｄ－１·∑
ｎ

ｊ＝１

ｆｊ

ｘ ＋ｉω
Ｖｆ（ ）ｊξｊ

由式（８ ８），写出其矩阵形式为

Ｑｉ ＝ｆＴ
ｉΔＳｐ ＝

１
２ρＶ

２ｆＴ
ｉΔＳＤ－１·∑

ｎ

ｊ＝１

ｆｊ

ｘ ＋ｉω
Ｖｆ（ ）ｊξｊ （８ １０）

式中，ΔＳ＝ｄｉａｇ（ΔＳ１　…　ΔＳｍ）表示各面元的面积，ｆｉ，ｆｊ表示第ｉ，ｊ模态。但需注意，它和
式（８ ２）中的模态是有区别的。在式（８ ２）中的ｆ为（Ｎ，１）阶，是Ｎ 个结构节点的模态，由振
动计算直接给出；而式（８ １０）中的ｆ为（ｍ，１）阶，因此，气动力计算结点和计算固有模态所选
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的结构结点位置是不同的。在计算式（８ １０）时，先要对原来的固有模态，用插值的方法求得
按气动力计算结点相应位移表示的固有模态；还要注意ｆｉ，ｆｊ相应的点也不同。ｆｊ与气动力计

算时的边界条件相联系，所以是控制点处的模态；而ｆｉ与力作用点的位移相联系，是力作用点
处的模态。
式（８ １０）可以表示为

Ｑｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｑｉｊξｊ （８ １１）

式中

Ｑｉｊ ＝ １
２ρＶ

２ｆＴ
ｉΔＳＤ－１ ｆｉ

ｘ＋ｉω
Ｖｆ（ ）ｉ

颤振时，机翼作简谐振动，即

ξｊ ＝ξｊｅｉωｔ　　（ｊ＝１，２，…，ｎ）
把式（８ １１）代入到式（８ ９）中，当用Ｖ ｇ法计算时，要引入结构阻尼，则得到颤振运动方程

Ｍ－（１＋ｉｇ）ω１（ ）ω

２

Ｋ＋珚［ ］Ｑξ＝０ （８ １２）

式中　Ｍ＝ｄｉａｇ（Ｍ１　Ｍ２　…　Ｍｎ）；

Ｋ＝ｄｉａｇ Ｍ１
ω１

ω（ ）１
　Ｍ２

ω２

ω（ ）１
　…　Ｍｎ

ωｎ

ω（ ）［ ］
１

；

珚Ｑ＝［珚Ｑｉｊ］；

ξ＝［ξ１　ξ２　…　ξｎ］；

珚Ｑｉｊ＝
Ｑｉｊ

ω２ ，它是马赫数Ｍａ、减缩频率ｋ及模态ｆ的函数。

由此得颤振行列式

Ｍｉ－λＫ＋珚Ｑｉｊ ＝０ （８ １３）
式中

λ＝ （１＋ｉｇ）ω１（ ）ω

２

对于上式，当阶数ｎ较高时，便不能用行列式展开的方法，而要用求特征值及特征向量的方法。

８．１．３　应用活塞理论的颤振计算

本节介绍应用活塞理论的颤振计算。活塞理论是一种简化的气动力理论，只适用于对超
声速机翼进行颤振计算。试验表明，马赫数Ｍａ在２～５之间，都能得到比较准确的结果。由
第４章中关于活塞理论推导的结果，可得到广义力为

Ｑｉ ＝
Ｓ　

Δｐ（ｘ，ｙ，ｔ）ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝
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－２ρｃ∑
ｎ

ｊ＝１Ｓ　

１＋Ｇ 
ｘ

Ｈ（ｘ，ｙ［ ］） Ｖ 
ｘｆｊ（ｘ，ｙ）ξｊ＋ｆｊ（ｘ，ｙ）ξ

·［ ］ｊ ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

－２ρｃ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｖ（Ａｉｊ ＋ＧＣｉｊ）ξｊ＋（Ｂｉｊ ＋ＧＤｉｊ）ξ

·
［ ］ｊ 　　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （８ １４）

式中

Ａｉｊ ＝
Ｓ　


ｘｆｊ（ｘ，ｙ）ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

Ｂｉｊ ＝
Ｓ　

ｆｊ（ｘ，ｙ）ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

Ｃｉｊ ＝
Ｓ　


ｘ

Ｈ（ｘ，ｙ）
ｘｆｊ（ｘ，ｙ）ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

Ｄｉｊ ＝
Ｓ　


ｘ

Ｈ（ｘ，ｙ）ｆｊ（ｘ，ｙ）ｆｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄ

烍

烌

烎ｙ

（８ １５）

这些都是常数，取决于所选的位移函数以及翼型的厚度函数。
按８．１．２节的方法算出机翼的动能、势能以及本节中应用活塞理论导出的广义力，就可以

把它们代入拉格朗日方程，从而得到颤振运动方程，即

Ｍｉξｉ＋Ｍｉω２
ξｉ ＝－２ρｃ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｖ（Ａｉｊ ＋ＧＣｉｊ）ξｊ（ｔ）＋（Ｂｉｊ ＋ＧＤｉｊ）ξ

·
［ ］ｊ 　　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

（８ １６）

由式（８ １６）可以看出，作用在机翼上的空气动力起两种作用：一部分是－２ρｃ∑
ｎ

ｊ＝１

［Ｖ（Ａｉｊ ＋

ＧＣｉｊ）ξｊ］，起的作用和弹性力相似；另一部分是－２ρｃ∑
ｎ

ｊ＝１

［（Ｂｉｊ＋ＧＤｉｊ）ξ
·

ｊ］，起的作用和阻尼力

相似。
在颤振临界状态，机翼作简谐运动，即

ξｉ（ｔ）＝珋ξｉｅｉωｔ

再引入结构阻尼，则式（８ １６）的颤振方程就化成

Ｍｉ
ωｉ

ω（ ）１

２ ω１（ ）ω

２

（１＋ｉｇ）－［ ］１珋ξｉ＋２ρ
Ｍａ∑

ｎ

ｊ＝１

Ｖ（ ）ω

２
（Ａｉｊ ＋ＧＣｉｊ）＋ｉＶ

ω
（Ｂｉｊ ＋ＧＤｉｊ［ ］）珋ξｊ ＝０

（ｉ＝１，２，…，ｎ） （８ １７）
式中，Ｍａ表示马赫数；ｇ表示阻尼系数，并假设对各阶固有振型阻尼系数是一样的。
在具有ｎ个自由度的情况下，为方便起见，可以把颤振行列式写成

Ｍａ
２ρ

ω１（ ）ω

２

（１＋ｉｇ）Ｋ－Ｍａ
２ρ

Ｍｉ＋［Ａ＋ＧＣ］Ｖ（ ）ω

２

＋ｉ［Ｂ＋ＧＤ］Ｖ（ ）ω ＝０ （８ １８）

式中，Ｍｉ＝ｄｉａｇ（Ｍ１　…　Ｍｎ）；Ａ，Ｂ，Ｃ和Ｄ 均为矩阵，其元素分别为Ａｉｊ，Ｂｉｊ，Ｃｉｊ和Ｄｉｊ。
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应用活塞理论计算颤振临界速度，其结果的准确程度随马赫数Ｍａ的增高而增加。与试
验结果相比较可知：应用活塞理论所求得的颤振速度都是比较保守的。当Ｍａ＝１．３时，计算
结果与试验结果比较，误差是２３％；当Ｍａ＝２时，误差是９％，都过于保守。此外，一些实验
的结果表明，对于三角形机翼，应用活塞理论所得的结果要比非尖削的后掠机翼的情况好。这
个原因可能是由于非尖削的后掠机翼存在着很大的翼梢效应所致，特别是在低马赫数下格外
显著，而在活塞理论中是根本不考虑这些效应的。

８．２　尾翼颤振分析的特点

飞机是一个无穷多自由度系统，而颤振的发生是在各部件同时参与下进行的，各部件的振
动是相互联系在一起的振动。在研究机翼的颤振时，忽略了它与其他部件的联系，是因为机翼
和机身间的连接比较刚硬，机身对机翼的影响较小。而后机身是柔度较大的结构，它和尾翼的
振动密切相关，必须要考虑机身的影响，这就使尾翼的颤振分析变得复杂了。在分析方法上，
对于尾翼大体上也可以直接应用前述的方法。尾翼具有多种结构形式，如常规的固定尾翼、全
动水平尾翼及Ｔ形尾翼等。每一种构型的尾翼，可能发生的颤振形式也是多种多样的，很难
预料哪几种自由度的组合会产生最低的颤振速度；同时，还要保证应有的准确度，所以如何选
择自由度是一个很重要的问题。在作简化假设时，必须建立在实际经验和实验结果的基础上。
以下将分别对不同构型的尾翼介绍其在颤振分析上的特点。

８．２．１　常规的固定尾翼颤振分析

在没有其他的理由可以作为依据时，至少应该考虑以下的自由度。
（１）对于对称的尾翼颤振

① 升降舵绕铰链轴的转动（升降舵可作为简单的刚体处理）；

② 机身的垂直弯曲；

③ 水平安定面的弯曲。
如果水平安定面的弯曲固有频率比机身弯曲的固有频率高得多（例如大３倍以上），则可

以认为水平安定面是刚硬的。因此，上述颤振形式就简化为两个自由度（即机身的垂直弯曲及
升降舵的偏转）的颤振问题了。

（２）对于反对称的尾翼颤振

? 升降舵颤振

　　① 升降舵绕其铰链轴的转动，左右两个升降舵转动方向相反；

　　② 机身的扭转；

　　③ 水平尾翼的弯曲。
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? 方向舵颤振

　　① 方向舵绕其铰链轴的转动；

　　② 机身的侧向弯曲；

　　③ 机身扭转或垂直安定面的弯曲。
如果垂直安定面的第一次弯曲频率比机身的第一次弯曲或扭转频率大得多，那么也可以

把它们看作为刚体，而取消相应的自由度。此外，两个升降舵如果是刚硬连接的，那么自然也
不会发生机身扭转、升降舵反方向偏转型的颤振。
在计算时，可以把机身看作是一个自由梁，而机翼和尾翼是附在机身上的集中质量。对于

小型飞机还可进一步简化，把机身自机翼后梁起作为一个悬臂梁那样来处理，而取消了飞机整
体俯仰自由度。确定了自由度后，采用固有模态为位移函数，就可以按照前面的原理，利用拉
格朗日方程，或者利用伽辽金方法进行求解。
注意，舵面的平衡度对于颤振临界速度有着重大的影响。通常，在规范中规定，当舵面达

到完全平衡或稍微超平衡时，可以不进行颤振临界速度的计算。只有当平衡不满足规范中的
要求时，就有必要进行颤振分析了。最好能作出不同的平衡度下，颤振速度随频率比（舵系统
频率与对应的机身弯曲、扭转频率之比）的变化曲线，以及对不同频率比作出颤振速度对平衡
度的变化曲线。这些曲线可以帮助判别是否会发生颤振，或者需要采取什么措施。

８．２．２　全动水平尾翼的颤振分析

对于全动水平尾翼的颤振分析，必须考虑机身、尾翼和尾翼操纵系统。但机身 尾翼颤振
和尾翼颤振这两种颤振型，仍可能成为颤振的临界状态。在全动尾翼操纵系统刚度较小的情
况下，尾翼的旋转频率远低于尾翼的一阶扭转频率。这时操纵系统旋转刚度就成为影响全动
水平尾翼颤振的关键因素。
全动水平尾翼在结构构型上与普通常规的尾翼不同。最常见的构型是通过一根大轴把平

尾安装于后机身上的。由于大轴是可以转动的，就不可避免地存在间隙，给全动水平尾翼刚体
模态的支持刚度带来不确定因素；而且在飞机的使用过程中，由于磨损会使间隙发生变化。为
此在颤振分析时应作变参数分析，使支持刚度能覆盖所要求的范围。
由于间隙的存在，转动轴在间隙范围内作微幅振动时，其刚度等于零，这就有可能发生振

幅急剧扩大。振幅扩大到超过间隙的范围时，大轴就受到了约束，系统具有了原有的刚度，颤
振速度立即得到提高，振动趋于衰减；但振动衰减到小于间隙时，剧烈的振动再度发生。最终
的现象是大轴连同水平尾翼，作极限环振动。
对于线性系统，颤振临界条件与振幅无关。但是，在具有非线性结构的系统中，振幅的变

化明显地改变颤振临界条件。目前，在飞机的飞行中，已经遇到过由于结构非线性引起的颤振
问题。在工程上较为简单的方法是采用描述函数法进行非线性分析。描述函数法给出计及结
构非线性效应后的等效刚度，即
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　　　　　　　　　　　　　　　　Ｋ′＝δＫ

图８ ２　载荷 位移图（自由间隙）

式中，Ｋ 是假定不存在结构非线性效应时的系统物理刚
度；δ是一个系数，在不同的情况下有不同的表达式。例
如，在自由间隙情况，分析如图８ ２所示的载荷 位移图，
其中珋ｓ表示间隙值的一半。对于这种情况，描述函数δ的
表达式如下：
当振幅Ａ≤珋ｓ时

δ＝０
当振幅Ａ＞珋ｓ时

δ＝ １
π

（π－２ｔ１－ｓｉｎ２ｔ１）

式中 ｔ１ ＝ｓｉｎ－１
珋ｓ（ ）Ａ

上述描述函数体现了结构非线性的对称间隙。δ对（Ａ／珋ｓ）的曲线如图８ ３所示。当δ＝１
时，即珋ｓ＝０的情况，就是一般的线性状态。这样的处理方法就是把一个非线性问题准线性
化了。
在实际的飞行中，水平尾翼上是有空气动力载荷作用的。因此还应考虑有间隙的系统在

外载荷作用下的情况，即如图８ ４所示的预载间隙。其描述函数的表达式比较复杂，读者需
要时可参看有关文献，此处从略。

图８ ３　δ （Ａ／珋ｓ）曲线 图８ ４　载荷 位移图（预载间隙）

为了使用描述函数法，需要使用非耦合模态，即如图８ ５所示的机身 全动水平尾翼组
合。为了计算尾翼支持轴承（即图中的Ａ和Ｂ）及操纵系统中的间隙，使用了尾翼刚体扑动和
刚体旋转模态。在线性假设下的这两个频率值，需要用试凑的方法确定，以便同机身 全动尾
翼组合的固有频率和模态协调。
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图８ ５　机身 全动水平尾翼组合图

８．２．３　Ｔ形尾翼的颤振分析

所谓Ｔ形尾翼是指水平尾翼置放于垂直尾翼顶端翼梢处的尾翼构型。它在颤振分析中
具有特殊性。在振动计算上，除应考虑机身弯曲、扭转自由度外，还须考虑垂直尾翼和水平尾
翼之间的相互关系。这３个部件的耦合构成了Ｔ形尾翼振动计算的特点。显然，垂直尾翼的
任何运动都会涉及到水平尾翼，水平尾翼好似垂直尾翼的翼尖外挂物和翼梢挡板。它致使垂
直尾翼的固有频率降低，且不利于颤振。

８．３　操纵面的颤振

操纵面与调整片颤振是最常发生的颤振。而其中方向舵发生颤振的可能要远小于副翼和
升降舵。飞机在飞行过程中，若发生了操纵面或调整片的颤振，不一定会导致灾难性的事故。
当速度超过颤振速度时，振幅会逐渐增大，但并不一定出现振幅无限制增大的现象。这是由于
非线性的作用，会使颤振维持在一个大而有限的振幅下。有利的非线性作用，给予了驾驶员降
低速度的时间。人们对于这种非线性的确切实质并不十分了解，所以在任何情况下，都不能依
赖于这种作用，而必须在飞机结构设计中绝对避免这种颤振发生。在历史上，由于操纵面甚至
调整片颤振，曾引发过多次结构破坏，有时则导致飞机坠毁。
操纵面颤振会出现多种形式，诸如机翼弯曲 副翼型、机翼扭转 副翼型、机翼弯曲和扭转

副翼型、平尾 升降舵型、后机身垂直弯曲 平尾 升降舵型、垂尾 方向舵型、后机身扭转 垂直
尾翼 方向舵型以及含有调整片的一些颤振型等。本节中作为举例，只介绍上述的一种颤振
型，即机翼弯曲、扭转 副翼型的颤振分析。依据同样的原理，也可分析上述涉及到的升降舵和
方向舵的颤振。
承接６．４节二元机翼 副翼颤振的介绍，在本例中除同样要考虑机翼的弯曲和扭转变形

外，还要考虑副翼的偏转（当机翼作对称振动时，副翼作同向偏转；当机翼作反对称振动时，副
翼作反方向偏转）。考虑图８ ６所示的机翼 副翼图，其半翼展长设为ｌ，副翼区起始于ｌ１，终

９３１



图８ ６　机翼 副翼图

止于ｌ２。它们相应的弯曲模态为ｆ（ｙ）、扭转模态为φ（ｙ），并分别选取广义坐标为ｈ（ｔ）及α（ｔ）。
副翼的偏转振型为ψ（ｙ），一般取ψ（ｙ）＝１，其相应的广义坐标为β（ｔ）。以上的ｙ均表示沿翼
展方向的坐标，图中的ａ，ｂ，ｅ和ｃ都是ｙ的函数。参见式（６ ５１），这里用ｆ（ｙ）ｈ（ｔ），φ（ｙ）α（ｔ）
及ψ（ｙ）β（ｔ）分别置换ｈ，α和β，则机翼上任一点的位移可表示为

ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）＋（ｘ－ａｂ）φ（ｙ）α（ｔ）　　　　　　　　　　 （在非副翼区）

ｚ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）＋（ｘ－ａｂ）φ（ｙ）α（ｔ）＋（ｘ－ｃｂ）ψ（ｙ）β（ｔ） （在含副翼区 ｝）
（８ １９）

机翼的动能可写为

Ｔ＝１
２

Ｓ

ｚ２（ｘ，ｙ，ｔ）γ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

１
２

（Ｃ１１
ｈ２＋Ｃ２２

α２＋Ｃ３３β
·２）－Ｃ１２

ｈα－Ｃ１３
ｈβ

·
－Ｃ２３

αβ
· （８ ２０）

式中　γ———单位面积机翼质量。

Ｃ１１ ＝∫
ｌ

０
ｆ２（ｙ）ｍ（ｙ）ｄｙ

Ｃ１２ ＝－∫
ｌ

０
ｆ（ｙ）φ（ｙ）Ｓα（ｙ）ｄｙ

Ｃ２２ ＝∫
ｌ

０
φ

２（ｙ）Ｉα（ｙ）ｄｙ

Ｃ３３ ＝∫
ｌ２

ｌ１
ψ

２（ｙ）Ｉβ（ｙ）ｄｙ

Ｃ１３ ＝－∫
ｌ２

ｌ１
ｆ（ｙ）ψ（ｙ）Ｓβ（ｙ）ｄｙ

Ｃ２３ ＝－∫
ｌ２

ｌ１

［Ｓβ（ｙ）（ｃ－ａ）ｂ＋Ｉβ（ｙ）］φ（ｙ）ψ（ｙ）ｄ

烍

烌

烎ｙ

（８ ２１）
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式中　ｍ（ｙ）———单位展长机翼的质量，ｍ（ｙ）＝∫
ｂ

－ｂ
γ（ｘ，ｙ）ｄｘ；

Ｓα（ｙ）———单位展长机翼质量对弹性轴的静质矩，Ｓα（ｙ）＝∫
ｂ

－ｂ
γ（ｘ，ｙ）（ｘ－ａｂ）ｄｘ；

Ｉα（ｙ）———单位展长机翼质量对弹性轴的惯性矩，Ｉα（ｙ）＝∫
ｂ

－ｂ
γ（ｘ，ｙ）（ｘ－ａｂ）２ｄｘ；

Ｓβ（ｙ）———单位展长副翼质量对副翼转轴的静质矩，Ｓβ（ｙ）＝∫
ｂ

ｅｂ
γａ（ｘ，ｙ）（ｘ－ｃｂ）ｄｘ；

Ｉβ（ｙ）———单位展长副翼质量对副翼转轴的惯矩，Ｉβ（ｙ）＝∫
ｂ

ｅｂ
γａ（ｘ，ｙ）（ｘ－ｃｂ）２ｄｘ。

式中，γａ为单位面积副翼质量。机翼的应变能为

Ｕ ＝１
２∫

ｌ

０
ＥＩ（ｙ）ｄ２ｆ（ｙ）

ｄｙ［ ］２

２

ｈ２（ｔ）ｄｙ＋１
２∫

ｌ

０
ＧＪ（ｙ）ｄφ（ｙ）

ｄ［ ］ｙ

２

α２（ｔ）ｄｙ＋１
２Ｋββ

２（ｔ）＝

１
２ ａ１１ｈ２（ｔ）＋ａ２２α２（ｔ）＋ａ３３β

２（ｔ［ ］） （８ ２２）

机翼的弯曲、扭转及副翼偏转各自独立运动时，引入频率ωｈ，ωα及ωβ，即

ω２
ｈ ＝ａ１１

ｃ１１

ω２
α ＝ａ２２

ｃ２２

ω２
β ＝ａ３３

ｃ

烍

烌

烎３３

（８ ２３）

则应变能写为

Ｕ ＝ １
２

（ｃ１１ω２
ｈｈ２＋ｃ２２ω２

αα２＋ｃ３３ω２
ββ

２） （８ ２４）

代入拉格朗日方程，得到如下颤振微分方程：

ｃ１１ｈ
··
－ｃ１２α

··
－ｃ１３β

··
＋ｃ１１ω２

ｈｈ＝Ｑｈ

－ｃ１２ｈ
··
＋ｃ２２α

··
－ｃ２３β

··
＋ｃ２２ω２

αα＝Ｑα

－ｃ１３ｈ
··
－ｃ２３α

··
＋ｃ３３β

··
＋ｃ３３ω２

ββ＝Ｑ

烍

烌

烎β

（８ ２５）

在颤振临界条件下，引入机翼作简谐运动的条件，同时再引入结构阻尼，得

－ω２（ｃ１１ｈ－ｃ１２α－ｃ１３β）＋（１＋ｉｇ）ｃ１１ω２
ｈｈ＝Ｑｈ

－ω２（－ｃ１２ｈ＋ｃ２２α－ｃ２３β）＋（１＋ｉｇ）ｃ２２ω２
αα＝Ｑα

－ω２（－ｃ１３ｈ－ｃ２３α＋ｃ３３β）＋（１＋ｉｇ）ｃ３３ω２
ββ＝Ｑ

烍
烌

烎β

（８ ２６）

根据广义力的定义，有
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Ｑｈ ＝∫
ｌ

０
Ｌ′（ｙ，ｔ）ｆ（ｙ）ｄｙ

Ｑα ＝∫
ｌ

０
Ｍ′Ｅ（ｙ，ｔ）φ（ｙ）ｄｙ

Ｑβ ＝∫
ｌ

０
Ｔ′（ｙ，ｔ）ψ（ｙ）ｄ

烍

烌

烎ｙ

（８ ２７）

式中　Ｌ′———单位展长机翼的升力；

Ｍ′Ｅ———单位展长机翼气动力对弹性轴的力矩；

Ｔ′———单位展长副翼气动力对副翼铰链轴的气动力矩。
这些气动力可在相关文献资料或书中查到，这里只直接引用其结果。

Ｑｈ ＝πρｂ
３
ｒω２ Ａｈｈ

ｈ
ｂｒ

＋Ａｈαα＋Ａｈβ（ ）β

Ｑα ＝πρｂ
４
ｒω２ Ａαｈ

ｈ
ｂｒ

＋Ａααα＋Ａαβ（ ）β

Ｑβ ＝πρｂ
４
ｒω２ Ａβｈ

ｈ
ｂｒ

＋Ａβαα＋Ａββ（ ）
烍

烌

烎β

（８ ２８）

式中，ｂｒ为参考半弦长，通常取７５％半翼展处的半弦长。气动力系数Ａｈｈ，Ａｈα，Ａｈβ，Ａαｈ，Ａαα，

Ａαβ，Ａβｈ，Ａβα及Ａββ的含义可由Ｌ′，Ｍ′Ｅ和Ｔ′代入到式（８ ２７）的过程中查明，此处略去了推导
过程。但须注意，这些气动力系数是减缩频率ｋ（ｋ＝ωｂ／Ｖ）的函数，而其中的ｂ是ｙ的函数，所
以气动力也是ｙ的函数。为简化起见，对气动力系数中的西奥道生函数Ｃ（ｋ）都取成参考半弦
长处的Ｃ（ｋｒ）。对其中显含的ｋ，则用当地实际的ｋ值。对于副翼，考虑到其弦长变化不大，所
以对其气动力系数，即使把显含的ｋ用ｋｒ代替，也不致引起多大的误差。但对副翼以外的气动
力系数，凡显含的ｋ，仍要用当地弦长计算。将式（８ ２８）代入到式（８ ２６），就可得到相应的
运动方程和颤振行列式，从而求得机翼 副翼的颤振速度。
最后应注意，在上述的计算过程中，需要给出副翼操纵系统的刚度Ｋβ，但Ｋβ很难用计算

方法给出精确值，必须依靠实验手段来测定。在飞机设计过程中，实施颤振计算时，这个实验
还没有做。所以通常的做法是，假设一组ωβ值，从而求出一组颤振速度ＶＦ，以供设计人员参
考。此外，要充分估计操纵面颤振中可能存在的误差，由于计算中存在诸多的不利因素，例如
操纵面非定常气动力计算不准、操纵面的铰链和支持刚度难以计算以及各种非线性因素的影
响等，所以在设计阶段的计算通常是不可靠的。

８．４　操纵面颤振的防止

本节所讨论的防止颤振的方法，主要是针对主舵面系统。从气动弹性观点来看，可以分成
两个主要类别：① 中小型飞机的人力操纵，这种操纵系统是可逆的；② 伺服控制的操纵系统，
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这种操作系统是不可逆的。本节将主要介绍人力操纵舵面系统防止颤振的方法，因为它的颤
振危险性最大，在飞机设计过程中，必须给予足够的关注。对于主要用于高速飞机的伺服控制
舵面，由于是通过液压控制元件与机体相连，通常在具有很高的连接刚度时，它与主升力面之
间的联系构成不可逆链。此时，舵面和升力面几乎可看作是一个整体，从理论上讲在很大程度
上排除了舵面颤振的危险。但是，一个新的问题出现了，这种伺服控制舵面与自动飞行控制系
统或增稳系统相结合，会导致气动伺服弹性不稳定性的可能，关于这一点将在第１０章作详细
的介绍。
迄今为止，在前面已经介绍的全部气动弹性现象中，提高临界速度的主要方法是增加结构

的刚度，通常是扭转刚度；但这要付出巨大的质量代价。所以最常用的预防措施是操纵面的质
量平衡。

８．４．１　操纵面质量平衡

防止颤振的关键在于破坏各种不同自由度之间任何可能发生的耦合。

图８ ７　机翼弯曲 副翼偏转耦合

　　现在仍然讨论一个二元机翼。假设它具有无穷大的
扭转刚度，在机翼上装有副翼，且副翼的质量中心位于铰
链轴的后面。设翼段开始处于静止，当突然给它一个向上
的运动时，机翼将作垂直运动，副翼则因惯性力引起运动，
如图８ ７所示，称作惯性耦合。显然，如果副翼的质量中
心位于铰链线上，就不会有惯性耦合；但是，还可能存在空
气动力耦合和弹性耦合。对于空气动力耦合而言，即使副

翼的质量中心位于铰链轴上，也还会由于垂直运动而激起副翼运动，此时可能会有不为零的对
铰链轴的空气动力力矩，由此造成空气动力耦合。此外，还会有弹性耦合，它是由于可能存在
的一些弹性联系，致使机翼的垂直挠度引起副翼转动。
为了说明问题，仍以８．３节的讨论为基础。在机翼、副翼发生颤振时，包括机翼弯曲、机翼

扭转和副翼偏转等３个自由度。现假设在实际机翼的扭转变形甚小，往往略去不计，只考虑机
翼弯曲、副翼刚体偏转形式的颤振，同时假定副翼是一刚体。
现采用假定振型法，取机翼弯曲变形为

ｈ（ｙ，ｔ）＝ｆ（ｙ）ｈ（ｔ）
副翼偏转则为β（ｔ）；然后，依照８．３节的推导过程，分别计算它的动能和势能，并代入到拉格朗
日方程，就有

ａ１１ｈ
··
＋ａ１２β

··
＋ｃ１１ｈ＝Ｑｈ

ａ１２ｈ
··
＋ａ２２β

··
＋ｃ２２β＝Ｑ

烍
烌

烎β

（８ ２９）

式中，ａ１１，ｃ１１，ａ２２，ｃ２２符号的意义与式（８ ２５）中符号的意义不同，其含意中已经去掉了机翼扭
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转项的有关内容，此处不再列出。与质量平衡概念有关的系数ａ１２可表示为

ａ１２ ＝∫
ｌ２

ｌ１∫Ｃａ

ｆ（ｙ）·ｘγａｄｘｄｙ （８ ３０）

或 ａ１２ ＝ｆ（ｙ）·ｘｄｍ

质量平衡的含意就是使操纵面的质量分布满足一定的平衡条件。在这种平衡条件下，机
翼振动时，副翼由于质量惯性力所产生的对铰链轴的力矩为零。因此，副翼（或操纵面）相对翼
面没有转动，好像和翼面联成一个整体运动。由式（８ ２９）看，就是要求系数ａ１２＝０。当气动
力不起耦合作用时，则机翼弯曲和副翼偏转各列一式，亦即机翼作弯曲振动时不会带动副翼偏
转。再由式（８ ３０）可知，ａ１２值与机翼振型ｆ（ｙ）有关，因此副翼的质量平衡也是相对于某个振
动形态而言的。也就是说，对某个振动形态达成平衡的质量分布，对于另一种振动形态就不一
定是平衡的。所以，质量平衡只能要求按照几个主要振动情况来达到平衡。
通常要求副翼（或操纵面）在静平衡和动平衡两方面合乎一定规定。所谓静平衡就是要使

∑
副翼

ｍｉｘｉ ＝０ （８ ３１）

式中，ｘｉ代表微元质量ｍｉ离铰链轴的距离，亦即使副翼重心落在铰链轴线上。联系ａ１２的表达

式（８ ３０），就是当机翼作简单的上下平移运动时ａ１２＝０的条件，这时ｆ（ｙ）＝常数。只要将

式（８ ３０）的积分改为和式就立即可以看出这一点。当∑ｍｉｘｉ＝０时，称为１００％静平衡；

若∑ｍｉｘｉ＜０，则称为过度平衡，这表示重心在铰链轴之前。由此可引出静平衡度的概念。

静平衡度定义为

静平衡度 ＝
实际所加配重

为达到１００％ 静平衡所需配重×１００％

图８ ８　某机翼弯曲 副翼偏转时ＶＦ 与

静平衡度的关系曲线

　　图８ ８绘制了某一机翼弯曲 副翼偏转
时，颤振速度ＶＦ与静平衡度的关系。对应每
一静平衡度可算出两个ＶＦ值，在此界限内为
不稳定区。由图可见，超过一定过度平衡后，
将不再发生这种颤振。
当质量分布能使

∑ｍｉｘｉｙｉ ＝０ （８ ３２）

时，就称为达到１００％的动平衡。对于机翼，

ｙｉ通常代表ｍｉ到翼根的距离；对于尾面，ｙｉ则

代表到机身弹性轴的距离。动平衡相应于

ｆ（ｙ）＝ｙ时系数ａ１２＝０。这就是当翼面运
动为简单刚体滚转时ａ１２＝０的条件。动平衡
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度定义为

动平衡度 ＝
实际所加配重

为达到１００％ 动平衡所需配重×１００％

大于１００％的动平衡度相应于负值的∑ｍｉｘｉｙｉ，也称为过渡平衡。

在有关颤振计算的规范中提出了对操纵面的各种关于质量平衡的要求，例如规定静、动平
衡度，这些都是为了防止某一种比较常见的颤振现象而规定的。例如对于方向舵是为了防止
机身扭转 机身侧向弯曲 方向舵偏转类型颤振；对于升降舵则是为了防止机身垂直弯曲 水平
安定面弯曲 升降舵偏转类型颤振；而对于副翼则是为了防止机翼弯曲 副翼偏转类型颤振。
注意，把质量平衡作为初步估计颤振趋势的判据是有意义的。但还应看到，质量平衡的机

翼并不意味着已经排除了所有颤振的可能性；而另一方面，设计一个对于所有可能的振动形态
都是质量平衡的机翼，也是不可能的。不过，质量平衡在防止操纵面颤振方面，仍然是有用的。

８．４．２　不可逆操纵

避免操纵面颤振的另一种方法就是不可逆操纵。不可逆操纵是指操纵面上的力不反馈给

驾驶员时的操纵方式。这时操纵面不具有单独的自由度，显然也就不会发生颤振了。现代的
高速飞机或重型飞机，操纵是利用辅助动力源来进行的。一般是用液压泵，驾驶员仅仅操作一
个与活门类似的装置，这个装置按需要的方向转动操纵面，就构成了不可逆系统。
带有这种形式的操纵系统，从理论上讲应该不会发生操纵面颤振的问题，而且不需要质量

平衡。但在实际上副翼与不可逆装置之间一定会有柔性存在，这种柔性通常用操纵面对其系
统的固有频率表示。尽管在飞机设计过程中尽量把助力器系统装置靠近操纵面，但仍免不了
系统柔性的增加。因此，用不可逆操纵的方法防止颤振就相当于用提高系统刚度的方法来防
止颤振。
这里还应提到一种操纵面系统的类型，即全动舵面。在飞机中全动舵面采用绕垂直于翼

根的一根轴线转动的方式，这种方式经常用于飞机的俯仰操纵。从表面上看，与通常的机翼一
样，也会发生典型的弯曲颤振。但事实上，由于通过转轴与机体连接，所以全动操纵面的扭转
频率是相当低的，这就使它的颤振危险比通常的机翼要高，有时需要采取质量平衡的措施。
综上所提及的两种防止舵面颤振的方法可以看出：前者是基于质量平衡，破坏不同自由度

之间耦合的原则；后者若能应用刚固的不可逆操纵系统，便消除了操纵面的自由度。当然，事
实上这是不可能的。但经验表明：若操纵面的旋转频率高于主翼面颤振危险模态的频率，当高
出一定倍数时，则操纵面颤振速度会大大提高，甚至不出现颤振，这就是防止颤振的频率分离
原则。值得注意的是这两种防止颤振的方法最好不要去混合应用，采用部分用质量平衡、部分
用提高系统刚度相结合的方法更难做到。也就是说，为了避免颤振，要么是用质量平衡的方
法，要么是用提高系统刚度的方法。
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８．４．３　操纵面颤振设计概要

操纵面颤振防止是极为重要的一项设计工作，因为万一在预防操纵面颤振的措施中，出现了
严重错误，即会导致飞机在非常低的速度下发生颤振。在新飞机的设计阶段中，考虑操纵面的颤
振问题要晚于考虑机翼的颤振问题。只有在试飞临近时，操纵面颤振才处于愈加重要的地位。
在一架新飞机的设计过程中，预防颤振的工作也随各设计阶段而展开。下面介绍具体步骤。

（１）早期设计阶段
主要的任务是确定如何预防操纵面颤振方案，应用关于质量平衡的简单规则，或用没有质

量平衡的不可逆操纵来预防颤振，以决定操纵系统的总体设计。
（２）中期设计阶段
已经完成了振动特性的计算，把有关的振动模态取出并用于操纵面的颤振计算中，并校核

对防止颤振的要求。在这个阶段，所作的颤振计算通常是以十分简单的方式完成的；但常常会
在一些模态上作一些变化，以判断颤振对这种变化效果的敏感性。这项工作以后，有可能保证
了今后的设计中不需要进一步的修改。

（３）临飞之前阶段
这时地面的共振试验已经完成，设计人员可以根据试验所测得的结果，完成全部的操纵面

颤振计算。如果发现振动试验测量的模态与计算出的模态有明显的差异，则可以提出并允许
在这个阶段作限制飞行。

（４）早期飞行阶段
力图要取得飞行试验与理论推算之间的互相关系，这种相互关系将取决于估算的安全

裕度。
（５）后期飞行阶段
通常都会因为气动力的原因，而要对操纵面进行某种修改，此时设计人员必须对全部的修

改进行有关颤振可能性的校核性计算。
在上述这一系列的阶段中，假设不发生颤振，则操纵面颤振设计过程可以告一段落；若万

一出现了颤振，就要进行全面的颤振计算。对于这个计划，以及对于机翼颤振的类似计划中，
都是在各种形式的指导原则下进行的。在这里设计者的经验起了很大的帮助作用。这些指导
原则有很多还没有提到，将在８．５节中比较全面地讨论这些指导原则。

８．５　气动弹性设计的程序

迄今为止，已经讨论了变形扩大、操纵反效等静气动弹性现象，也讨论了各不同形式的颤
振的物理性质，以及这些现象是如何用理论方法确定的。但是，颤振问题是很复杂的，完成气
动弹性设计必须要借助于一定的指导原则。要力图避免出现当飞机已进入飞行阶段时，刚完
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成颤振计算又要求对飞机作大修改的问题。气动弹性设计有两个主要目的：一是防止在飞机
上发生气动弹性不稳定，同时避免在设计中因气动弹性问题而作大更改；二是在现代飞机设计
中，利用气动弹性特点提高飞机性能，例如主动气动弹性机翼技术的应用就体现了这点。本节
只介绍在一般情况下，气动弹性设计的指导原则及设计程序。

８．５．１　气动弹性设计规范

　　飞机强度和刚度规范是飞机设计的指令性文件，是飞机设计时必须要遵守的法则。国际
上很多有独立设计和制造飞机能力的国家，都有自己的强度和刚度规范。我国在充分总结飞
机研制的科技成果和经验的基础上，以先进国家飞机强度和刚度规范为主要参考，结合我国国
情，编制了我国新的军用飞机强度规范。其中第７册“气动弹性不稳定性”就是为防止颤振、发
散等不稳定现象所规定的设计指南。对于民用飞机，我国发布有“中国民用航空条例”，其中也
有专门针对颤振、发散等问题的条款。这些规范中，就其总体内容对飞机设计的一般要求是：
飞机设计、制造、材料应使飞机及其部件在全部飞行包线内的各种外挂物组合、质量、装载以及
引起较大刚度损失的机动飞行等条件下，飞行速度直到１．１５倍极限速度Ｖｊｘ都不发生颤振、发
散、嗡鸣以及其他动态气动弹性和气动伺服弹性不稳定现象。对于超声速飞机，如果由于空气
动力加热引起较大的刚度损失，还应考虑气动热弹性不稳定现象。
为了确保安全，分析或试验或者两者同时应证明可满足以下条件：

① 在等马赫数和等高度线上所求得的飞机极限速度包线的所有点上，提高１５％当量空
速不会发生颤振、发散、嗡鸣，以及不会发生气动热弹性、气动伺服弹性和其他动态气动弹性不
稳定现象。详见图８ ９。

图８ ９　最低要求的颤振余量图示
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② 在所有高度上，飞行速度直到极限速度Ｖｊｘ，任何危险颤振模态的阻尼系数ｇ至少应为

０．０３。详见图８ １０。

图８ １０　所要求阻尼的图示

此外，在详细设计要求中，分别对增稳系统、破损 安全稳定性、旋转颤振、外挂物、壁板颤
振、变几何形状飞机、操纵面和调整片等作了详细设计要求的规定。上述的种种要求保证了在
飞机设计中的气动弹性及伺服气动弹性的稳定性。
应注意，由于目前跨声速范围的非定常气动力计算还不能作为工程设计的可靠依据，所以

对于飞行马赫数在高亚声速以上的飞机，达到最大设计马赫数的最低高度的颤振分析，仅能作
为定性的参考。
对于军用飞机，由作战技术要求确定的最大速压，应是飞机俯冲拉起时达到的最大速压，

它是飞机强度和刚度设计的基础。颤振分析的目的在于确定满足这个速压要求的安全飞行颤
振边界。对于达到最大速压的最低高度的颤振分析，通常的做法是：以飞机最终分析结果的颤
振速度ＶＦ（当量空速）为飞行速度限制的基础。颤振速度ＶＦ与极限速度Ｖｊｘ的关系为

ＶＦ ≥ｆｃ·ｆｓ·Ｖｊｘ （８ ３３）

式中，ｆｃ为空气压缩性修正系数，它的确定方法是利用工程型号的跨声速颤振模型进行风洞试

验或按经验确定；ｆｓ是颤振余量，在我国的强度规范中已经明确规定为１．１５。

　　飞机强度与刚度规范是飞机研制的主要国家针对本国飞机设计和制造的实践，结合本国
实际情况，总结出的理论和经验。尽管各国规范内容不一样，但其主要的精神是一致的。

８．５．２　气动弹性设计步骤

１．常规的颤振分析步骤
在飞机设计中，如何协调并安排好颤振分析工作是十分重要的。下面给出了一个简要的

颤振分析程序，可供了解颤振分析所包含的主要内容，同时也可了解到这些工作是如何安排在
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飞机设计的各个阶段的。现将这些主要内容以图８ １１所示的流程图形式表示。需要说明的
是，对于不同的飞机还可根据特殊性，对上述内容进行增减。例如对改型飞机，就没有必要做
完图中的全部工作。

图８ １１　在飞机设计中颤振分析步骤示意图

由图所示，颤振分析大体上可分为实验分析和计算分析两大类。目前，就颤振计算而言，
已经成为一种常规的计算，但仍需要有各种实验来验证。

２．气动伺服弹性稳定性分析
伺服系统已广泛用于现代飞机的飞行控制中，最初采用的是液压助力器，后来发展了增稳

系统和自动驾驶仪。至今主动控制系统已经进入工程应用阶段。为了保证装有伺服飞行控制
系统的飞机的稳定性，必须进行气动伺服弹性分析。这项分析主要包括地面试验、理论计算及
试飞。这些工作大多放在飞机设计的后期。在飞行控制系统确定以后，要进行气动伺服弹性
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分析的建模，对飞机进行初步的气动伺服弹性稳定性分析。飞机试飞前，在全机地面振动试验
之后，进行地面的伺服弹性试验；通过试验取得的结果，修正计算模型，从而计算出气动伺服弹
性稳定性的临界速度，即研究整个闭环系统的输入／输出关系，确定系统是否稳定及稳定余量
是多少。通常以相位裕度和增益裕度来作为系统稳定余量的度量。为了确保系统的稳定性，
必须同时给出这两个量。考虑到系统动态特性可能变化及数学模型在数据上的误差，所以通
常认为，增益裕度至少为６ｄＢ，相位余量至少为±６０°。气动伺服弹性稳定性分析的最终结论
来自气动伺服弹性稳定性的试飞结果。这项试飞必须要在不带飞行控制系统的飞机能安全飞
行的速度范围内进行

８．５．３　有关颤振分析中的试验介绍

在颤振分析中，试验占有极为重要的地位。现对３种主要的试验作一些简要的介绍。

１．飞机地面振动试验
飞机地面振动试验的任务是测定飞机结构的振动特性，主要包括飞机的各阶固有频率、模

态、阻尼系数和广义质量。该实验通常在第一批制造出来的飞机中进行。由实验的结果去检
验或修正振动计算的结果，是颤振分析过程中一项最基本的试验。无论是新型或改型飞机，都
要进行这项试验。
飞机地面振动试验的关键技术在于分离高度密集的固有模态，因而其试验技术也主要按

这个目标发展。目前地面振动试验技术可分为两类：一类是基于相位共振原理的多点激振方
法；另一类是基于参数识别的方法。在我国常用的方法是前者，即基于相位共振原理的多点激
振方法。它的试验原理是：在某一个固有频率ωｎ下，调整激振力的分布使其与阻尼力平衡，此
时所有点的振动位移响应彼此之间的相位要么同相，要么反相，且和激振力之间有９０°的相位
差。通常的飞机地面振动试验系统如图８ １２所示。由图可见，地面振动试验主要是把握好
支持、激振和测量三大系统的运用。

图８ １２　飞机地面振动试验系统示意图

　　（１）支持系统
对于全机的振动试验的支持系统的选择，要根据被试飞机的具体情况，如质量、场地环境

等因素，选择橡皮绳悬吊、气囊或空气弹簧等。但不管选择什么样的支持，都应做到：不因为支
持系统的存在而显著改变飞机的自由 自由运动特性。通常希望飞机在该支持下刚体运动频
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率小于最低一阶的弹性体振动频率的１／３，并以这样的指标来衡量试验条件是否满足自由 自
由支持。

　　（２）激振系统
激振系统应具备有多点激振和调节力分布的能力。激振器所带来的附加质量和附加刚

度，不能对测试结果有显著的影响。

　　（３）测量系统
应能实现多点测量，且各传感器应具有统一的相位基准。选择传感器时，除了频率范围、

灵敏度等一般性要求外，还要注意，对被测试试件的附加质量影响应小到可以忽略不计。
对于被测试的飞机，应要求其结构完整，并且是经检验合格的产品，质量分布应与飞行状

态相一致。各种外挂物可用试验构件代替，构件的刚度和质量特性应与实物一致。
对于要求测量全机振型的项目，应在测量结果中给出广义质量矩阵，通常要求质量矩阵中

各项满足Ｍｉｊ／ Ｍｉｉ·Ｍ槡 ｊｊ≤０．１５的条件。

２．颤振模型风洞试验
颤振模型风洞试验的主要任务是：① 校核颤振计算并验证理论计算方法；② 研究参数影

响，以供选择设计方案，也可作为新技术探索的手段。
气动弹性模型试验的基础是相似律。气动弹性模型的相似律，可以由运动方程的相似变

换方法来建立。例如颤振的运动方程为

－ω２Ｍ＋（１＋ｉｇ）Ｋ－１
２ρＶ

２ｂ［ ］Ａ ｑ＝０

式中符号的意义均同前。此处引用符号ｋｘ表示模型的ｘ 参数ｘｍ同实物的ｘ参数ｘａ之比，即

ｋｘ＝ｘｍ／ｘａ，则模型的运动方程可用实物参数写为

ｋｑｑ －ｋ２
ωｋｍω２

ａＭａ＋（１＋ｉｋｇｇａ）ｋＫＫａ－１
２ｋρｋ２

ＶｋｂｋＡρａＶ２
ａｂａＡ［ ］ａ ＝０ （８ ３４）

由上式可知，若

ｋＫ ＝ｋ２
ωｋｍ ＝ｋｇｋｋ ＝ｋρｋ２

ＶｋｂｋＡ （８ ３５）
则模型与实物具有相同的颤振方程。由上式看到，必须有ｋｇ＝１。同时若模型和实物有相同
的马赫数Ｍａ、雷诺数Ｒｅ、比热比γ、重力参数Ｖ／ｇｂ、减缩频率ｂω／Ｖ、相似的空气动力外形和振
动模态，则ｋＡ＝１。在上述前提下，由式（８ ３５）可得

ｋＫ ＝ｋ２
ωｋｍ ＝ｋρｋ２

Ｖｋｂ （８ ３６）
考虑到减缩频率相同，ｋｂ·ｋω／ｋＶ＝１，质量比为

ｋｍ ＝ｋρｋ３
ｂ （８ ３７）

刚度比为

ｋＫ ＝ｋρｋ２
Ｖｋｂ （８ ３８）

对于低速风洞颤振试验模型，由于没有马赫数效应及低速风洞的风速可变而密度不变，所
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以其基本比例尺可选择如下。
（１）长度比
原则上是根据风洞尺寸尽量取大。但应注意重力效应，即ｋＶ太小，ｋｂ大时模型自重会导

致过大变形。故长度比要同速度比协调。
（２）速度比
按预计实物颤振速度和风洞可用速度来确定。通常取风洞速度范围的中间值。
（３）密度比
按要模拟的实物飞行高度所对应的大气密度和风洞工作密度确定。空气密度通常认为是

不变的常数。值得注意的是，开始预计模型颤振速压ｑＦ 时所用的密度ρ往往对应于某个飞行
高度，它一般不会等于在风洞中达到ｑＦ 时的密度ρＦ０；当密度效应明显时，风洞试验中的颤振
速压就严重偏离预计值。
对于高速风洞颤振试验模型，首选的３个基本比例尺是：长度、密度及速压。长度比按风

洞实验段与实物尺寸来定；密度比按风洞中空气密度及实物飞行状态下的空气密度来定；速压
比是根据风洞前驻点压力ｐ０可达到的极限与实物估算出的颤振速压来定。
高速风洞颤振试验比低速风洞颤振试验的难度要大得多，这是因为高速风洞试验段要比

低速小得多，给予测试的时间短，且试验模型的强度要求比较突出。
颤振风洞试验是一项非常复杂的工作，从模型设计直到风洞试验，都包含严格的技术过

程。例如：模型从加工完毕经调试后到安装在风洞内，要不断经历地面振动试验的校核；又如
全机模型在风洞中的安装及防护等，都含有关键的试验技术，它们都将直接影响试验结果的正
确性。

３．飞行颤振试验
飞行颤振试验的任务是：① 验证飞机在设计的飞行包线范围内的气动弹性稳定性，并进

一步探讨扩大飞行包线的可能性。② 进行与颤振有关的课题研究，例如颤振主动抑制系统研
究、解耦挂架的防颤振原理研究。
飞行颤振试验在试验技术和分析技术上是很复杂的，所以目前主要作为新机定型试飞的

组成部分，用以验证新飞机的颤振余量。通常在为了这种目的的试飞中，飞机不能飞到颤振临
界状态，只能在亚临界状态下进行响应测量和分析。它的基本原理是：在选定的不同飞行高
度、速度下，对飞机施加激振，记录飞机对激振的响应，通过对响应的分析，求出若干个感兴趣
的频率和阻尼。根据这些亚临界响应参数随速度或速压的变化，来确定飞机的颤振余量。
目前实用的飞行颤振试验方法中，最基本的区别在于激励方法不同。下面介绍常用的

方法。
（１）脉冲激励
通过飞行员人工激励操纵面，或者借助于小火箭，来产生作用时间很短的脉冲激励信号，

对飞行中的飞机进行激励。脉冲激励是一种比较简便的方法，所用的设备也不复杂，进行一次
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试验所需的时间比较短。但要得到高信噪比的响应信号比较困难，必须依靠复杂的数据处理
方法，才能得到模态频率和阻尼。

（２）简谐激励
简谐激励可以通过电磁激励器来实现，常用的激励有稳态激励和衰减振荡两种。简谐激

励的主要特点是：试验中激励频率可调，激励能量大；但试验的时间长，且试验设备也相对比较
复杂。

（３）扫描激励
利用专用的信号发生器产生一种特定信号，在一个选定的频率范围内，按一定的规律连续

改变激励信号的频率，从而对飞机结构进行扫描激励。这种激励方法可以避免简谐激励费时
太多的问题，但往往激励能量不能满足要求。

（４）随机激励
利用大气紊流或机械的、空气动力的方法，产生随机信号对飞机结构进行激励，且记录结

构的响应信号。利用大气紊流激励，设备简单，但它在低频范围内能量比较集中，所以比较容
易激出低频模态；此外，还需要用较为复杂的参数识别技术来求得模态频率和阻尼。
飞行颤振试验中所测得的信号，除记录在机械的记录器上，同时还把信号发送到地面遥测

分析站，经过实时分析，得出模态频率及运动衰减率，并及时传送给试飞员，以减少飞行颤振试
验中潜在的危险，保证试验的质量。
在飞行颤振试验中，不可能让飞机飞到颤振临界速度，只能得到亚临界的飞行试验结果，

然后在这个结果的基础上进行外推，从而得到颤振余量。由于必须使用外推的方法，使试飞的
结果的可信度不会太高，最终还要依靠理论分析、地面试验和飞行试验的综合分析来进行颤振
速度余量的评估。
近年来，鲁棒气动伺服弹性分析理论的发展，提出了μ分析的方法，把飞行试验和理论计

算结合起来。目前研究发展的μ方法，既使用计算模型，也使用飞行数据，综合了两种方法的
优点。这种方法使用鲁棒稳定性框架，把理论气动伺服弹性模型同一系列描述模型误差和不
确定性的范数有界的算子联系起来。以结构奇异值μ作为多变量鲁棒稳定性测度，计算稳定
裕度，这一稳定裕度在包含了模型误差后是鲁棒的。其飞行数据很容易用于μ分析方法上，从
而大大提高了试飞的质量，降低了试飞的成本。

思考题

　　８．１　小展弦比机翼在颤振分析上与大展弦比机翼相比有哪些特点？

　　８．２　采用活塞理论有什么优点？分析它的使用范围。

　　８．３　把８．１节的Ｖ ｇ法改为ｐ ｋ法，写出其基本运动方程。

　　８．４　考虑尾翼颤振分析的特点；分析时应考虑哪些自由度，为什么？
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　　８．５　说明全动水平尾翼的特点和怎样处理间隙问题。

　　８．６　通过本节学习，认识带有操纵面颤振分析的特点。

　　８．７　认识在飞机设计过程中，对操纵面颤振分析的重要性及难点。

　　８．８　操纵面质量平衡的基本依据是什么？质量平衡是否意味着消除了所有颤振的
可能性？

　　８．９　分析不可逆操纵系统在现代飞机中对于防止颤振的作用。

　　８．１０　熟悉有关气动弹性规范中的图示（图８ ９）意义。

　　８．１１　考虑在飞机设计中颤振工作的程序，说明每一步工作的意义和内容。

　　８．１２　地面振动试验的任务是什么？说明地面共振试验结果在工程上的应用价值。
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第９章　气动弹性动力响应

在气动弹性设计的领域内，主要包含三方面的问题：一是气动弹性静力学问题，在第２，３
两章已经作了详细介绍；二是气动弹性动稳定性问题，其中主要是颤振，已经分别在第５，６，７，

８章作了讨论；三是气动弹性动力响应问题，即本章将讨论的内容。在９．１节中，对动力响应
作简要的概述；在９．２节中，建立弹性飞机的扰动运动方程；在９．３节中，对飞机受到阵风的动
力响应作概念上的介绍；在９．４节中，对气动弹性抖振问题作扼要的叙述。

９．１　动力响应概述

气动弹性动力学问题包含着两个重要的实际问题，即气动弹性动稳定性问题和气动弹性
动力响应问题。有关动稳定性问题，在前几章中已经作了机理上的介绍和工程上处理方法的
讨论。由此可看到，它的特点是外界的激励作用力是零，即系统所有作用力都是系统的位移、
速度或加速度的函数。在本章所要讨论的动力响应问题，其中外力是随时间任意变化的，系统
的运动将取决于初始条件及外载荷的性质。
现代飞机在飞行的过程中，能引起弹性结构振动的随时间变化的外力可以有如下几种：

① 由大气紊流和阵风引起的交变力。阵风为孤立阵风时，可以具有脉冲型特性。而大气
紊流可以看作一种连续的、不规则的阵风。因此在求解大气紊流问题时就需要有统计概念，把
受到大气紊流的飞机当作一个线性系统看待：大气紊流是这个线性系统的随机输入量；希望求
得的量是这个线性系统的随机输出量，例如，由于大气紊流而产生的机翼根部的弯矩增加。

② 由着陆碰撞、投弹及机炮等引起的脉冲型交变力。它们虽然属于动力响应范畴，但并
不属于气动弹性问题，所以在本章不作介绍。

③ 由于机翼、发动机等部件后面的尾流，以及与跨声速范围的激波有关的流动分离所引
起的激振作用，即所谓的抖振。
在计算动力响应时把飞机作为一个系统，有几种不同的处理方法。可以把它看成刚体，也

可以把它看成弹性体，或者把它的若干部分看成弹性体。当把飞机看成刚体时，计算过程可以
在一定程度上得到简化，但是也会给计算结果带来一定的误差。误差包括两个方面。一方面
是由于忽略了飞机结构变形所带来的后果。飞机结构的变形，特别是机翼的变形，会引起附加
的气动力，这个附加的气动力反过来又会影响结构的变形，这就形成了一种反馈现象。若把飞
机当作刚体来处理，就相当于忽略了这个反馈现象。误差的另一方面是飞机受到外力后，不仅
会产生刚体运动，还会使结构产生弹性振动，这种振动会使飞机结构的应力产生显著的变化。
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假如把飞机视为刚体来处理，就等于忽略了可能产生的弹性振动。由上述两方面的误差来源
可见，把飞机当作弹性体看待，会得出更接近实际的结果。
气动弹性的动力响应问题，主要与强度和疲劳有关；此外，还关系到飞行性能和乘员的舒

适性等问题。由于激励力可以具有十分不同的本质，为了求解有关的气动弹性问题，就应该相
应地考虑采用不同的解的表达式和解法。在工程实际中，大多数问题采用数值分析方法。此
外，当飞机在紊流的大气层中飞行或者在粗糙跑道上滑跑时，所受到的激励是随机的。对此需
要付出巨大的劳动，收集有关统计资料，建立有关的阵风载荷谱和跑道载荷谱。由于随机性载
荷没有确定性的时间历程，故只能用统计方法加以描述；如果这个过程是平稳的，则响应过程
也将是平稳的。在这种情况下，所关心的是运用统计方法求得响应的自相关函数或功率谱密
度函数。其结果则给出了响应时间历程的统计信息。由于位移随时间的变化仍是不确定的，
故不能由它的统计信息导出诸如速度、应力等统计信息。于是每一种变量的统计信息都必须
由专门的统计分析直接得到。这就又增加了随机性动力响应分析的复杂性。
对于具有伺服控制系统的飞机，需要考虑飞行控制系统对飞机动力响应特性的影响。近

年来，随着气动伺服弹性综合技术的发展和主动控制技术在飞机上的应用，已经可以利用伺服
控制机构来控制某些操纵面，使其主动地与飞机的弹性振动产生有利的反馈作用，从而达到降
低飞机气动弹性阵风应力、延长飞机使用寿命和改善飞行舒适度的目的。阵风减缓是主动控
制技术中的一项重要内容，在理论上已日趋完善和成熟，且正在向工程实际应用中发展。

９．２　弹性飞机的扰动运动方程

在以下的讨论过程中，为简单起见，把飞机处理成在ｘＯｙ平面压扁的弹性面，如图９ １
所示。其坐标轴取为主中心惯性轴，其原点Ｏ位于飞机的重心位置。飞机的刚体运动只考虑

３个自由度，即上下平移、俯仰运动和滚转运动，并考虑了一定数量的弹性自由度，通过对应的
广义坐标和位移函数表示。

图９ １　受到扰动作用的理想化弹性飞机

在扰动运动开始之前，认为扰动位移和速度
等初始条件等于零，且原有的气动载荷和飞机的
重力已处于平衡状态。于是问题归结为计算
图９ １所示的弹性面在外加扰动载荷作用下，偏
离其定态平衡状况的位移与变形随时间而变化的

历程。
设作用在图９ １的弹性面上外加扰动载荷的

单位面积强度为ｐ。通常，它具有任意空间与时间
函数的形式。扰动还将产生附加气动力，设其单
位面积强度为Δｐ。由此得到扰动运动的平衡方
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程如下：
对于ｚ轴向的力的平衡条件为


Ｓ　

ｍ（ｘ，ｙ）ｗ
··（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｘｄｙ＝

Ｓ　

［ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Δｐ（ｗ，ｘ，ｙ，ｔ）］ｄｘｄｙ （９ １）

对于绕ｘ轴的平衡条件为


Ｓ　

ｍ（ｘ，ｙ）ｗ
··（ｘ，ｙ，ｔ）ｙｄｘｄｙ＝

Ｓ　

［ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Δｐ（ｗ，ｘ，ｙ，ｔ）］ｙｄｘｄｙ （９ ２）

对于绕ｙ轴的平衡条件为


Ｓ　

ｍ（ｘ，ｙ）ｗ
··（ｘ，ｙ，ｔ）ｘｄｘｄｙ＝

Ｓ　

［ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Δｐ（ｗ，ｘ，ｙ，ｔ）］ｘｄｘｄｙ （９ ３）

以及各微元的平衡条件为

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）－ｗ（０，０，ｔ）－ｘ 
ｘ

ｗ（０，０，ｔ）－ｙ
ｙ

ｗ（０，０，ｔ）＝


Ｓ　

Ｆ（ｘ，ｙ；ξ，η）［ｐ（ξ，η，ｔ）＋Δｐ（ｗ，ξ，η，ｔ）－ｍ（ξ，η）ｗ
··（ξ，η，ｔ）］ｄξｄη （９ ４）

式中　ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）———各点偏离其平衡位置的ｚ轴向位移；

ｍ（ｘ，ｙ）———弹性面上单位面积的质量；

Ｓ———弹性面的总面积；

Ｆ（ｘ，ｙ；ξ，η）———把弹性面在重心处固定的柔度影响函数。
上述方程通常是不可能直接求解的，而应把它转化成一组联立常微分方程。若不计附加

气动力，还可简化为一组独立的常微分方程。为了求解上述方程，还要把这个具有无限多个自
由度的系统化为具有有限个自由度的当量系统。这种当量化的方法通常可应用假定模态法、
有限元素法以及模态叠加法。在实际工程问题中，多采用模态叠加法，主要原因是它回避了假
设模态法对分析者要具有经验的要求，同时也避免了有限元素法中成千上万自由度的繁杂。
但它所要付出的代价是要依据有限元模型做出固有振动的计算。本节将只对模态叠加法作扼
要介绍。现在，利用模态叠加法计算飞机的动力响应。
为此，设

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｘ，ｙ）ｑｉ（ｔ） （９ ５）

式中，ｉ（ｘ，ｙ）为飞机自由 自由状态的第ｉ个正规化固有振型，并设正规化条件为


Ｓ　

ｍ（ｘ，ｙ）２
ｉ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝Ｍ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （９ ６）

式中，Ｍ 是飞机的总质量，ｑｉ是对应的广义坐标。
自由 自由固有振型系列中应包含３个刚体运动。在主中心惯性坐标系内，它们分别为

７５１







９．３　飞机受到阵风的动力响应

飞机在紊乱大气中飞行时的反应是最重要的动力响应问题之一。一般仅考虑垂直于航迹

的扰动分量，这种垂直扰动称为阵风，并以符号ｗｇ 表示。阵风所引起的载荷常常是设计大型
飞机机翼的主要因素。
计算飞机在飞行中的阵风载荷，实际上有两方面的主要问题：一个方面是研究阵风的构成

和性质，这不属于本专业范围，在这里不进行讨论；另一方面是飞机遇到阵风后将会引起什么
样的响应。考虑阵风载荷的结构设计，多半以孤立的阵风为依据，所以阵风形式的合理表示方
法是计算孤立阵风响应方法的基础。例如阵风的强度、梯度、波振面以及阵风速度的展向分布
等参数对于飞机的动力响应和所产生的应力，都有重要的影响。本节的主要内容是计算飞机
对于已知孤立阵风的响应，并分为刚硬机翼和弹性机翼两种不同的情况介绍。

９．３．１　刚硬机翼———应用准定常理论

为了避免一开始就陷入复杂的计算，首先讨论最简单的情况。为此，需要作出下列假设：

　　① 飞机是刚硬的；

　　② 扰动运动对称于飞机纵向对称面，并且略去俯仰运动的影响；

　　③ 在初始情况下飞机以速度Ｖ 作等速水平飞行；

　　④ 阵风垂直于航迹，并沿展向均匀分布；

　　⑤ 飞机前进速度不变；

　　⑥ 应用准定常理论计算气动力，假设在任何时刻阵风速度沿弦向均匀分布并等于弦长中
点处的阵风速度。

　　于是，飞机的扰动运动将只有一个自由度，即是垂直于航迹的位移ｑ，设以向上为正，如
图９ ２所示。如果用Ｍ 代表飞机的质量，则扰动运动方程为

Ｍｑ
··（ｔ）＝Ｑ（ｑ，ｔ） （９ １９）

式中，Ｑ是广义力，由阵风与飞机的扰动运动产生。

图９ ２　遭遇到阵风的刚硬机翼
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　　如用Ｌ表示作用在单位翼展上的升力，则根据准定常片条理论，有

Ｌ（ｑ，ｔ）＝ρＶ
２ｂｄＣＬ

ｄα
ｗｇ（ｔ）
Ｖ －

ｑ（ｔ）［ ］Ｖ
（９ ２０）

式中，ρ是气流密度；ｂ是半弦长；
ｄＣＬ

ｄα
是升力曲线的斜率，它需要根据有限翼展与压缩性等影

响加以修正。广义力

Ｑ（ｑ，ｔ）＝∫
ｌ

－ｌ
Ｌ（ｑ，ｔ）ｄｙ＝ １

２ρＶＳ
ｄＣＬ

ｄα
［ｗｇ（ｔ）－ｑ（ｔ）］ （９ ２１）

式中，Ｓ是机翼面积；ｌ是半翼展。为了方便起见，引入符号

λ＝ρＶＳ
２Ｍ

ｄＣＬ

ｄα
（９ ２２）

则式（９ １９）可改成

ｑ
··（ｔ）＝λ［ｗｇ（ｔ）－ｑ（ｔ）］ （９ ２３）

容易看到，上式的积分因子是ｅλｔ，所以

ｄ
ｄｔ

［ｑ（ｔ）ｅλｔ］＝λｗｇ（ｔ）ｅλｔ

积分并利用初始条件

ｑ（０）＝ｑ（０）＝０ （９ ２４）

得 ｑ（ｔ）＝λｅ－λｔ∫
ｔ

０
ｗｇ（τ）ｅλτｄτ

再次积分并利用初始条件式（９ ２４），得

ｑ（ｔ）＝λ∫
ｔ

０
ｅ－λσｄσ∫

σ

０
ｗｇ（τ）ｅλτｄτ

更换积分次序后，得

ｑ（ｔ）＝λ∫
ｔ

０
ｗｇ（τ）ｅλτｄτ∫

ｔ

τ
ｅ－λσｄσ＝∫

ｔ

０
ｗｇ（τ）（１－ｅ－λ（ｔ－τ））ｄτ （９ ２５）

如果ｗｇ（ｔ）是一阶跃函数，即是所谓的陡沿阵风（ｓｈａｒｐｅ ｅｄｇｅｇｕｓｔ），有的资料也称锐边

阵风。所以，当ｔ＞０时，ｗｇ是一常数；而当ｔ＜０时，ｗｇ为零。于是，式（９ ２５）成为

ｑ（ｔ）＝ｗｇｔ－ｗｇ

λ
（１－ｅ－λｔ） （９ ２６）

由此 ｑ
··（ｔ）＝λｗｇｅ－λｔ （９ ２７）

当ｔ＝０时加速度达到最大值

ｑ
··

ｍａｘ ＝λｗｇ （９ ２８）
除以重力加速度ｇ，即得到所谓的陡沿阵风公式

Δｎ＝ｑ
··

ｍａｘ

ｇ ＝ρＶ
２

Ｓｗｇ

Ｍｇ
ｄＣＬ

ｄα
（９ ２９）
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其中Δｎ代表过载因子的增量。
式（９ ２６）给出了位移ｑ对陡沿阵风的过渡导纳，而式（９ ２５）则给出了对于任意阵风波

阵面的杜阿麦积分。
陡沿阵风公式是根据９．３．１节提到的６个假设及如图９ ３所示的理想化阵风波阵面导

出的。实际上这些假设自然很难满足，但是对于飞机设计工作，这个公式却很有用。如果根据
它把试验所得的加速度资料折算成所谓的有效阵风速度，就可以计算同类飞机的阵风过载因
子。但是，必须针对每一类飞机确定出相应的有效阵风速度，因为简化假设对于不同的飞机大
小、外形、柔度、重心位置、动安定性以及飞行马赫数等具有不同的影响。

图９ ３　陡沿阵风

９．３．２　刚硬机翼———应用非定常理论

对于这种情况，运动方程仍如式（９ １９）所示。为了方便起见，将时间变量改为量纲为１
的参数ｄ，即

ｄ＝Ｖｔ
ｂＲ

（９ ３０）

式中，ｂＲ代表某参考半弦长。因此，ｄ则是用此半弦长来度量所走过的距离时得到的数据。
根据非定常片条理论，由阵风所引起的单位翼展升力为

Ｌｇ（ｄ）＝ρｂＶ
ｄＣＬ

ｄα
ｗｇ（０）ψ（ｄ）＋∫

ｄ

０

ｄ
ｄσ
ｗｇ（σ）ψ（ｄ－σ）ｄ［ ］σ （９ ３１）

式中，ψ（ｄ）称作库 纳函数（Ｋüｓｓｎｅｒｓｆｕｎｃｔｉｏｎ），描述了机翼穿过一陡沿阵风时升力的生成
过程。正确的ψ（ｄ）不能写成简单的解析函数形式，但是通常可以代之以相当准确的近似表达
式，即

ψ（ｄ）＝１－０．５００ｅ－０．１３０ｄ －０．５００ｅ－ｄ　　　　　　　　　 （ＡＲ ＝ ∞）

ψ（ｄ）＝１－０．４４８ｅ－０．２９０ｄ －０．２７２ｅ－０．７２５ｄ －０．１９３ｅ－３．００ｄ （ＡＲ ＝６）

ψ（ｄ）＝１－０．６７９ｅ－０．５５８ｄ －０．２２７ｅ－３．２０ｄ （ＡＲ ＝３
烍
烌

烎）
（９ ３２）

以上各式是针对不可压缩气流导出的，其中ＡＲ 代表展弦比。为了方便起见，把式（９ ３１）
写成

Ｌｇ（ｄ）＝ρｂＶＵｄＣＬ

ｄαｆ（ｄ） （９ ３３）

其中Ｕ 是最大阵风速度，而

ｆ（ｄ）＝１
Ｕ

ｗｇ（０）ψ（ｄ）＋∫
ｄ

０

ｄ
ｄσ
ｗｇ（σ）ψ（ｄ－σ）ｄ［ ］σ ＝
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１
Ｕ∫

ｄ

０
ｗｇ（σ）ψ′（ｄ－σ）ｄσ （９ ３４）

为了计算机翼沉浮运动而产生的单位翼展气动力Ｌｑ，可以应用下列公式：

Ｌｑ（ｄ）＝－ρｂＶ
ｄＣＬ

ｄα∫
ｄ

０

Ｖ
ｂＲ

ｑ″（σ）Θ（ｄ－σ）ｄσ （９ ３５）

式中，上标“′”代表对ｄ进行微分；而Θ（ｄ）作为瓦格纳函数（Ｗａｇｎｅｒｓｆｕｎｃｔｉｏｎ），描述了当翼
剖面上的均匀下洗有一突然变化时，围绕机翼环量的生成过程。同样它也不能写成简单的解
析函数形式，但其近似表达式可写成

Θ（ｄ）＝１－０．１６５ｅ－０．０４５５ｄ －０．３３５ｅ－０．３００ｄ　　 （ＡＲ ＝ ∞）

Θ（ｄ）＝１－０．３６１ｅ－０．３８１ｄ （ＡＲ ＝６）

Θ（ｄ）＝１－０．２８３ｅ－０．５４０ｄ （ＡＲ ＝３
烍
烌

烎）
（９ ３６）

式（９ ３２）与式（９ ３６）均可参见本章的参考文献［６］。在式（９ ３５）中，已利用了初始条件

ｑ′（０）＝０，且仅考虑了环量的作用。
在本章参考文献［７］中，还研究了气流压缩性对上述两种函数的影响。于是，广义力可表

示为

Ｑ（ｄ）＝∫
ｌ

－ｌ
［Ｌｇ（ｄ）＋Ｌｑ（ｄ）］ｄｙ＝

１
２ρＶＳ

ｄＣＬ

ｄα
Ｕｆ（ｄ）－∫

ｄ

０

Ｖ
ｂＲ

ｑ″（σ）Θ（ｄ－σ）ｄ［ ］σ （９ ３７）

把上式代入式（９ １９），并引用式（９ ３０），得

Ｖ２

ｂ２
Ｒ
Ｍｑ″（ｄ）＝ １

２ρＶＳ
ｄＣＬ

ｄα
Ｕｆ（ｄ）－Ｖ

ｂＲ∫
ｄ

０
ｑ″（σ）Θ（ｄ－σ）ｄ［ ］σ （９ ３８）

再引进量纲为１的位移参数ξ和量纲为１的质量参数μ，即

ξ＝Ｖ
Ｕ

ｑ
ｂＲ

μ＝ ２Ｍ

ρｂＲＳｄＣＬ

ｄ

烍

烌

烎α

（９ ３９）

为了计及飞机作沉浮运动时附连空气质量的惯性作用，只需在式（９ ３９）的第二式中用

Ｍ＋πρ∫
ｌ

－ｌ
ｂ２ｄｙ

代替原来的Ｍ 即可。对于二元均匀机翼，μ的增量是０．５。于是，代入式（９ ３８），即可得量纲
为１的扰动方程，即

μξ″（ｄ）＝∫
ｄ

０

ｗｇ（σ）
Ｕ ψ′（ｄ－σ）ｄσ－∫

ｄ

０
ξ″（σ）Θ（ｄ－σ）ｄσ （９ ４０）

并伴有初始条件
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ξ（０）＝ξ′（０）＝０ （９ ４１）
方程（９ ４０）宜于用拉氏变换法求解。为此，在下面给出所需的几个变换公式：

ａ（常数）　　　　　　　　ａ／ｓ
ｄｎ－１ ｎ！／ｓｎ

ｅａｄ １／（ｓ－ａ）

ｆ（ｄ） 犔［ｆ（ｓ）］

ｆ′（ｄ） ｓ犔［ｆ（ｓ）］－ｆ（０）

ｆ″（ｄ） ｓ２犔［ｆ（ｓ）］－ｓｆ（０）－ｆ′（０）

∫
∞

０
ｆ１（ｄ）ｆ２（ｄ－σ）ｄσ 犔［ｆ１（ｓ）］犔［ｆ２（ｓ

烍

烌

烎）］

（９ ４２）

由此，并注意到初始条件（９ ４１），可将式（９ ４０）变换成

ｓ２
μ犔［ξ（ｓ）］＝ｓ犔 ｗｇ（ｓ）［ ］Ｕ 犔［ψ（ｓ）］－ｓ２犔［ξ（ｓ）］犔［Θ（ｓ）］ （９ ４３）

对于不可压缩气流中的二元机翼（ＡＲ＝∞），由式（９ ３２）和式（９ ３６），可得

犔［ψ（ｓ）］＝ １
ｓ － ０．５００

ｓ＋０．１３０－０．５００
ｓ＋１

犔［Θ（ｓ）］＝ １
ｓ － ０．１６５

ｓ＋０．０４６－ ０．３３５
ｓ＋０．

烍

烌

烎３００

（９ ４４）

对于陡沿阵风，ｗｇ（ｄ）是一常数，设取为Ｕ，故式（９ ４３）可简化为

ｓ２ μ＋１
ｓ － ０．１６５

ｓ＋０．０４６－ ０．３３５
ｓ＋０．（ ）３００ 犔［ξ（ｓ）］＝

１
ｓ － ０．５００

ｓ＋０．１３０－０．５００
ｓ＋（ ）１

由此得到

ｓ２犔［ξ（ｓ）］＝０．５６５
μ

（ｓ３＋０．５７５６ｓ２＋０．０９３１４ｓ＋０．００３１４１）
（ｓ＋０．１３０）（ｓ＋１）（ｓ３＋ａ１ｓ２＋ａ２ｓ＋ａ３）

（９ ４５）

式中

ａ１ ＝０．３４５５＋０．５００／μ
ａ２ ＝０．０１３６５＋０．２８０８／μ
ａ３ ＝０．０１３６５／

烍
烌

烎μ

（９ ４６）

由于式（９ ４５）右端项中分子多项式的次数低于分母多项式的次数，故按部分分式展开
后，可得

ｓ２犔［ξ（ｓ）］＝０．５６５
μ

ａ１

ｓ＋０．１３０＋ ａ２

ｓ＋１＋ ａ３

ｓ－γ１
＋ ａ４

ｓ－γ２
＋ ａ５

ｓ－γ（ ）３

式中，γ１，γ２与γ３是三次方程

ｓ３＋ａ１ｓ２＋ａ２ｓ＋ａ３ ＝０
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的根，而ａ１～ａ３是展开时所得到的系数。于是，经过拉氏逆变换，得

ξ″（ｄ）＝０．５６５
μ

ｆｇ（ｄ） （９ ４７）

式中

ｆｇ（ｄ）＝ａ１ｅ－０．１３０ｄ ＋ａ２ｅ－ｄ ＋ａ３ｅγ１ｄ ＋ａ４ｅγ２ｄ ＋ａ５ｅγ３ｄ （９ ４８）

ｆｇ（ｄ）代表机翼进入陡沿阵风后量纲为１的加速度的变化规律。对应于若干μ值，图９ ４给
出了ｆｇ（ｄ）对量纲为１的时间参数ｄ的变化曲线。
通过式（９ ３０）及式（９ ３９），最后可以得到飞机沉浮运动的加速度，即

ｑ
··（ｔ）＝０．５６５Ｖ

ｂＲ

Ｕ
μ
ｆｇ（ｄ） （９ ４９）

当应用准定常气动力理论时，对应的最大加速度可自式（９ ２８）获得，即

ｑ
··

ｍａｘ ＝λＵ ＝Ｖ
ｂＲ

Ｕ
μ

（９ ５０）

如用Ｒ表示获自非定常气动力理论的最大加速度与获自准定常气动力理论的最大加速度之
比值，则

Ｒ＝ ｍａｘ［０．５６５ｆｇ（ｄ）］ （９ ５１）
对于不同的μ值，Ｒ的变化规律如图９ ５所示。从中可以看到，飞机的量纲为１的质量参数μ
对其阵风响应特性有重要影响。

至于飞机对于任意阵风波阵面的响应，可以应用式（９ ４３）直接从犔 ｗｇ（ｄ）［ ］Ｕ
出发寻找逆

变换，或者根据上面得到的陡沿阵风响应结果，利用杜阿麦积分求取。显然后一种方法比较
实用。

图９ ４　飞机进入陡沿阵风后加速度的变化规律 图９ ５　获自两种气动力理论的最大速度之比
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９．３．３　弹性机翼———应用非定常理论

为了简便起见，这里只考虑机翼有一个沉浮运动的刚体自由度与一个弹性自由度，即基频
模态的情况。然而，下面的分析方法也可以推广到更一般的情况，例如，包含飞机的刚体俯仰
运动以及若干个弹性模态的情况。因此，设

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｑ１（ｔ）＋２（ｘ，ｙ）ｑ２（ｔ） （９ ５２）
式中，２（ｘ，ｙ）代表机翼的基频模态，并按式（９ ６）正规化。
按照气动力理论，由环量产生的升力，其强度正比于３／４弦长处的下洗，而其作用点则是

１／４弦长点。为了书写方便，用ｃ（ｙ）与ｗ（ｙ）来分别表示基频模态中１／４弦长点连线与３／４
弦长点连线的变形曲线。于是，由式（９ ３５）可得作用在单位翼展上由运动而产生的升力，即

Ｌｑ（ｄ）＝－ρｂＶ
ｄＣＬ

ｄα∫
ｄ

０

Ｖ
ｂＲ

［ｑ″１（ｄ）＋ｗ（ｙ）ｑ″２（ｄ）］Θ（ｄ－σ）ｄσ （９ ５３）

但由阵风产生的升力仍如式（９ ３３）所示。这两种升力均作用在１／４弦长点的连线上，故广义
力可表为

Ｑ１（ｄ）＝∫
ｌ

－ｌ
［Ｌｇ（ｄ）＋Ｌｑ（ｄ）］ｄｙ＝

　　　　 １
２ρＶ

２ＳｄＣＬ

ｄα
Ｕｆ（ｄ）－Ｖ

ｂＲ∫
ｄ

０
［ｑ″１（σ）＋β１２ｑ″２（σ）］Θ（ｄ－σ）ｄ｛ ｝σ

Ｑ２（ｄ）＝∫
ｌ

－ｌ
Ｌｇ（ｄ）＋Ｌｑ（ｄ［ ］）ｃ（ｙ）ｄｙ＝

　　　　 １
２ρＶ

２ＳｄＣＬ

ｄα β２１Ｕｆ（ｄ）－Ｖ
ｂＲ∫

ｄ

０
［β２１ｑ″１（σ）＋β２２ｑ″２（σ）］Θ（ｄ－σ）ｄ｛ ｝

烍

烌

烎σ

（９ ５４）

式中

β１２ ＝∫
ｌ

－ｌ
ｂｗ（ｙ）ｄｙ／Ｓ

β２１ ＝∫
ｌ

－ｌ
ｂｃ（ｙ）ｄｙ／Ｓ

β２２ ＝∫
ｌ

－ｌ
ｂｃ（ｙ）ｗ（ｙ）ｄｙ／

烍

烌

烎Ｓ

（９ ５５）

需要指出，在式（９ ５３）中，尚未计入由于附连空气质量所产生的惯性力。它们有以下特性：

① 作用在翼弦中点连线上的升力，方向与该点的加速度方向相反，其单位翼展上的值等
于空气附连质量πρｂ

２与该点加速度的乘积；

② 作用在３／４弦长点连线上的升力，具有离心力的性质，其单位翼展上的值等于附连空
气质量πρｂ

２与Ｖａ的乘积，这里ａ代表翼剖面的转动角速度；

③ 低头力矩，其单位翼展上的值等于附连空气转动惯量πρｂ
４／８与翼剖面角加速度ａ

··
的

乘积。
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根据式（９ ５２）给出的运动状态，可以算出这些惯性力并计入前面已经得到的广义力中
去。这样做并不会带来原则性的困难，不过是使以后的计算工作稍微麻烦一些而已。
引入式（９ ３０）与式（９ ３９）规定的符号后，可将运动方程写成量纲为１的形式：

μξ″１（ｄ）＝ｆ（ｄ）－∫
ｄ

０
［ξ″１（ｄ）＋β１２ξ″２（ｄ）］Θ（ｄ－σ）ｄσ

μξ″２（ｄ）＋μｋ
２
２ξ２（ｄ）＝β２１ｆ（ｄ）－∫

ｄ

０
［β２１ξ″１（ｄ）＋β２２ξ″２（ｄ）］Θ（ｄ－σ）ｄ

烍

烌

烎σ
（９ ５６）

式中

ｋ２ ＝ｂＲω２／Ｖ

ξ１ ＝Ｖ
Ｕ

ｑ１

ｂＲ

ξ２ ＝Ｖ
Ｕ

ｑ２

ｂ

烍

烌

烎Ｒ

（９ ５７）

方程组（９ ５６）的求解自然也可应用拉氏变换法。下面再介绍一种更为实用的数值计算
方法。
为此，将０～ｄ这一量纲为１的时间区间划分为ｍ个相等的间隔ε，即

ｄ＝ｍε
于是可以得到一个时间站序列｛０，ε，２ε，…，ｍε｝。相应地，将所有函数都离散化为由该函数在
这些站的函数值所组成的序列或向量。
求出各时间站上的加速度值以后，利用模态叠加法就可以求出相应的应力响应历程，也不

难求出刚体模态的加速度响应历程。对于下列形式的积分

Ｉ＝∫
ｄ

０
ｕ（σ）ｖ（ｄ－σ）ｄσ

采用数值积分，这里略去了推导过程。
对于包括更多弹性模态的情况，也可以应用上述数值方法，当然计算工作要变得繁冗

得多。
在数值解法中，积分站间隔ε的选择相当重要。这涉及到计算效率、结果精度以及解答收

敛性三方面的问题。在大多数动力响应问题中，只有头几个弹性模态比较重要，设人们关心的

弹性模态的最小周期为Ｔ，则经验表明，约取这个周期的１
１２
来确定积分站间隔，就可以取得良

好的结果。

９．４　气动弹性抖振

抖振振动是指飞机的某些部件在紊流中受到激励而产生的随机振动。它不同于颤振。颤
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振是在其本身的运动引起的气动力激励下发生的，所以颤振是一种自激振动。而在抖振中，激
励飞机使其发生抖振的气动力与抖振本身的运动无关，所以抖振是一种强迫振动。

９．４．１　抖振的现象

抖振的概念出现于２０世纪３０年代初，起因于一架容克１３型商业飞机在英国的米欧发姆
地区失事。该事件促使英国和德国科学家对这次不平常的事故开展了研究，从而得出了一系
列关于扰动抖振的成果，并对容克商用机的失事作了较为确切的解释，即飞机以高速水平飞行
时，进入了强烈的上升突风区域，致使攻角急剧增加，在机翼上形成流动分离；而处于机翼尾流
中的尾翼，陷入了分离流动中的紊流，而引起了强烈的强迫振动，造成飞机失事。
抖振大体上可分为升力型和非升力型两类。所谓升力型是指翼面攻角太大时，由于分离

流的紊流激励，使机翼本身或处于机翼尾流中的尾翼产生剧烈的随机振动响应，这种现象常称
为大攻角抖振。此外，在跨声速飞行范围内，由翼面激波引起分离而产生的响应，常称为激波
抖振。而非升力型抖振是指因为飞机的外形突变，使升力面落入不良的气动外形物体的尾流
中，常见于飞机炸弹舱门或减速板打开、起落架放下等。
抖振的出现会影响到飞机的使用性能，直接涉及到飞机结构强度与疲劳寿命，也会涉及到

飞机上电子设备的正常工作，以及飞行员的操纵能力和舒适度。为此，对于民航机来说，在巡
航点与抖振起始边界之间必须留有一定的升力系数和马赫数裕量，这就要求必须测定出抖振
边界；对于战斗机来说，特别是高机动性能的战斗机，经常要在超过抖振边界的状态下飞行，所
以抖振响应的预测也显得很重要。

９．４．２　抖振边界及抖振载荷

至今抖振边界及抖振载荷的确定，尚不能利用理论计算的方法。因此，关于抖振问题的预
测，都是建立在风洞试验方法的基础上的。
抖振试验所用的风洞模型与颤振风洞试验模型有所不同。当抖振风洞试验目的是为了确

定抖振边界时，原则上只要求模型和实物的空气动力外形相似，但通常也还要求第一阶固有频
率相似。为了有效地提高雷诺数，多采用半模型。实践证明，采用半模型和全模型所得到的抖
振边界是相当一致的。

　　抖振边界的测量方法很多，诸如翼根均方根弯矩切交法、后缘压力发散法、加速度测量法
以及升力线拐点法。通常认为用翼根弯矩切交法求得的抖振边界与试飞结果趋势较为一致。
该法是通过在翼根上设置电阻丝片，来感受机翼根部弯矩。由测试系统测出与翼根弯矩成正
比的电信号的均方根值σ，然后在一个固定的马赫数下，画出均方根值σ随攻角α的变化曲线，
如图９ ６所示。由图可见，在小攻角区域，曲线接近于水平，翼面上没有气流分离，所测出的σ
值是风洞本身压力脉动的响应。在攻角α到达一定值时，气流出现分离，发生了抖振。此后，σ
值会随着攻角的增长而迅速增加。开始迅速增长的转变点，就确定为抖振起始攻角。转变点
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用切线交点来确定，记为αＢ。和αＢ相对应的全机配平升力系数就定义为抖振升力系数ＣＬＢ。
进一步，以ＣＬＢ随马赫数Ｍａ的变化曲线就是模型的抖振边界线。抖振边界也可以把试验获得
的发生抖振时的攻角α和马赫数Ｍａ记作一个抖振点，由一系列抖振点连成边界曲线。

图９ ６　σ α曲线，Ｍａ＝０．５９７

抖振边界几乎完全取决于气动构型。而高速范围的抖振边界对飞机性能，特别是对战斗
机性能影响很大。提高抖振边界通常是采用推迟激波的发生和减弱激波、附面层干扰引起的
分离等措施。在布局确定后，翼型起重要作用。现代高亚声速大型飞机，有些采用尖峰翼型，
可将激波的发生推迟或减弱。此外，增大机翼后掠角会使低速范围的抖振边界降低，而高速范
围的抖振边界提高。为了改善抖振边界，可以减小机翼的相对厚度，采用翼刀、前缘锯齿和人
工涡流发生器等。除了上述抖振边界的测量以外，抖振载荷的测量也是很重要的，因为现代的
战斗机，有时要在超过抖振起始边界的状态下飞行。而就目前的状态，预测抖振响应（或载荷）
也都是以风洞试验为基础的。预测抖振载荷的风洞试验模型，原则上需满足其外形、刚度和惯
性都相似的条件。但是让所设计出的模型能承受大攻角空气动力载荷是困难的。在很多情况
下，都是采用简化模型，即只有空气动力外形相似和第一阶固有频率相似的模型。这时要把模
型试验的结果转化到原型机上去，就需要有近似程度较高的转换方法。这些方法很多，读者可
根据需要查找有关资料。注意，为了得到飞机抖振载荷，仅仅知道均方根载荷的最大值是不够
的，还必须知道抖振的分布概率，例如，尾翼失速抖振的概率近似于高斯分布。
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思考题

　　９．１　在气动弹性动力学中，动稳定性问题和动力响应问题各有什么特性？

　　９．２　计算动力响应时，若把系统视为刚体来处理会引起哪些误差？

　　９．３　在飞行过程中，引起弹性振动随时间变化的外力有哪些？

　　９．４　比较９．２节所得到的结果与一般弹性体振动的运动方程的差异。

　　９．５　如何用能量法导出９．２节的结果？

　　９．６　说明动力响应问题与颤振问题的运动方程的相似部分。这两种问题中的空气动力
系数是不是相同的？

　　９．７　在９．３节中采用了３种不同的阵风响应处理方法，试比较它们之间的差异。

　　９．８　分析抖振和颤振的差异。

　　９．９　思考抖振的不同形式以及发生的原因。
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书书书

第１０章　气动伺服弹性（动）稳定性分析

前面各章所讲的气动弹性问题，只涉及到单独飞机（不考虑控制系统影响）的弹性结构（例
如机翼、操纵面等，当然，还可以推广到全机）和作用在其上的定常和非定常气动力。对于气动
弹性问题，所有飞机都必须例行常规的分析和计算。由于现代飞机上普遍使用了伺服控制系
统，而该系统所控制的对象正是气动弹性飞机，所以在飞机设计中，如果切断控制系统，去考虑
单独飞机的气动弹性，即所谓的无控情况是不够的，还必须考虑弹性飞机与伺服控制系统相互
作用下的气动弹性问题。这类问题，称为气动伺服弹性问题。本章将讲述其中最基本的内
容———稳定性分析。
伺服控制系统，是指利用液压伺服系统去操纵舵面偏转运动的飞行控制系统。随着飞机

的发展，伺服控制系统也在不断发展。最早只是一种装有液压助力器的操纵系统，用它来带动
舵面偏转；以后又增加了自动控制功能，例如自动驾驶仪和稳定系统；到了现代高性能飞机上，
更进一步发展了不同功能的主动控制系统。当然，不论是哪一种飞行控制系统，其末端均为按
控制信号操纵的舵面。现代飞机上，几乎所有舵面都不可能是人力操纵，而是借助于伺服操纵
的，所以，飞行控制与伺服操纵通常已是不可分割的整体。基于这一事实，在分析结构与控制
的耦合时，伺服传动的动力学特点是必须包括的，从而就形成了“气动伺服弹性”的命名。
本章将给出有关气动伺服弹性的基本概念、原理和方法，重点放在以飞机为对象的气动伺

服弹性（动）稳定性分析（以下略去“动”字），并通过单输入、单输出系统的频域方法，阐述稳定
性分析的主要内容及其过程。其中，将涉及一些新的问题，例如，由于伺服操纵而引起的复刚
度（阻抗）；由于飞机弹性振动通过伺服控制系统而引入的舵面反馈传递函数。本章还将对导
弹的气动伺服弹性中有别于飞机的部分作出补充。
之所以选定将重点放在频域方法的稳定性分析上，有以下两方面的原因：

① 因为稳定性问题是诸多气动伺服弹性问题中最重要、最具普遍意义的一项，现代飞机
设计或改型时，它是必不可少的内容。它和单独飞机的颤振安全有着同样重要甚至更为重要
的意义。

② 因为经典控制理论及其频域方法是诸多理论和分析的基础，有了这一基础，就可以胜
任一般的气动伺服弹性稳定性的分析，并有可能深入现代控制理论及其时域方法（概要见
第１１．１节），进而研究更为深层的问题。
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１０．１　气动伺服弹性概念

１０．１．１　气动伺服弹性力学的定义及分类

气动伺服弹性力学的定义可以叙述如下：它是一门涉及结构动力学、非定常气动力学以及
自动控制理论的学科。在这个领域内，专门研究结构弹性力、惯性力、定常和非定常气动力（由
于结构刚体运动或弹性振动引起）以及飞行控制系统之间的相互作用原理和分析技术。显然，
气动伺服弹性首先是在飞行器设计中受到了关注而发展起来的。
为了进一步划分研究范围，可以用一个气动伺服弹性四面体的图形来说明，如图１０ １

所示。

图１０ １　气动伺服弹性四面体

图１０ １中，四面体的一个顶角表示伺服控制系统，用字
母Ｓ表示。底部是已经熟知的气动弹性三角形，其三个顶点
分别为气动力Ａ，弹性力Ｅ和惯性力Ｉ。根据它们是否参与
来确定分类。
图中，已知Ａ，Ｅ，Ｉ三者耦合构成常规的气动弹性动力学

问题；而Ｓ，Ｉ，Ｅ三者耦合构成伺服机械系统，由于它不考虑
气动力，故是一种地面问题。以上两项都不属于气动伺服弹
性的范畴。余下的还有３种耦合：

　　①Ｓ，Ａ，Ｉ耦合，它不考虑结构的弹性，由此构成的是气
动伺服动力学，研究对象是具有伺服控制系统的刚性飞机；

　　②Ｓ，Ａ，Ｅ耦合，构成气动伺服弹性静力学问题；

　　③Ｓ，Ａ，Ｅ，Ｉ耦合，构成气动伺服弹性动力学问题。
其中，Ｓ，Ａ，Ｅ，Ｉ耦合是气动弹性力学中涵盖面最广的一项，所以它在飞机气动弹性设计

中具有重要意义。本章内容将只限于这一部分。
在Ｓ，Ａ，Ｅ，Ｉ问题中，可以再细分一下。与单独飞机的气动弹性问题类似，根据系统上是

否作用了与飞机运动无关的外部扰动，也可以分为两类。凡是不存在上述外部扰动的，称为气
动伺服弹性稳定性问题；反之，就构成气动伺服弹性动响应问题，响应可以是位移或载荷。由
于稳定性问题在飞机设计中是必须保证的，所以尤为重要。这类问题实质上属于伺服控制系
统参与下的飞机颤振，所以也可以称为伺服颤振或有控颤振。

１０．１．２　气动伺服弹性问题的形成

飞机和伺服控制系统是两大不同的系统，但它们之间却有直接的传递关系。飞机的运动
信号通过传感器（例如角速度陀螺、加速度计）输入控制系统，通过控制系统产生控制信号又输
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入伺服操纵的舵面，引起舵面偏转Δβ并产生舵面控制力，最终回输至飞机。这可以用一个闭
合的框图来说明，如图１０ ２所示。

图１０ ２　飞机和控制系统构成的闭合回路

假如把飞机视作刚体，这样的闭环系统必定是设
计稳定的。
实际上，飞机是一个弹性体。飞机在飞行中一旦

受到某种扰动而发生运动，这种运动必然包含了飞机
的刚体运动和飞机结构的弹性振动。装在飞机机体
上的传感器不仅接收到飞机的刚体运动信号，而且同
时接收到结构弹性振动的信号。只要伺服控制的通频带能覆盖飞机的主要固有频率，那么，控
制系统通过伺服传动施加于舵面的偏转Δβ中就增加了一部分频率较高的偏转运动，从而增
加了一部分舵面非定常气动力和惯性力。这就是因控制系统的反馈而额外作用于飞机的控制
力；反过来，这部分控制力又将影响飞机的运动，由此形成一个弹性飞机和控制系统的闭合回
路。当把飞机按弹性体考虑时，图１０ ２所示的闭合回路，就是典型的气动伺服弹性系统。从
这个意义上讲，既然气动伺服弹性是一个闭环系统，那么单独飞机则是开环系统。因此，气动
伺服弹性系统，可以定义为一个具有反馈控制的气动弹性系统。
图１０ ２显示出弹性飞机与伺服控制系统之间是互为反馈的。当飞机作为这个闭环系统

的正向回路时，控制系统就是闭环的反馈回路。当闭环不存在与飞机运动无关的外部输入时，
这个回路对应于气动伺服弹性稳定性分析的状态。通常会遇到的问题是：它们各自的单独系
统是动力稳定的。也就是说，单独弹性飞机不发生颤振失稳，单独伺服控制系统也是动力稳定
的；而一旦形成图１０ ２所示的闭环系统，其稳定性明显改变（更关注的是变差），有可能使原
定设计的功能变差，甚至变为气动伺服弹性不稳定。这种现象揭示了飞机结构与控制系统之
间动力学耦合的严重后果。这种耦合效应不仅在飞机设计中必须重视，反过来，在控制系统的
设计中也应该放弃飞机为刚体的假设，否则将因偏离实际情况而带来损失。
由于助力器、自动驾驶仪和增稳系统等伺服控制系统的通频带较低，它们对于频率较高的

信号，例如结构弹性振动频率，都有不同程度的衰减。因此，一般来说，控制与结构弹性振动的
耦合效应还不至于十分严重。再加上不论是自动驾驶仪还是增稳系统，它们只能操纵舵面的
较少行程，也就是“权限”较小，而“权限”小可以使耦合效应有所缓和。比较严重的情况是对于
具有主动控制功能（例如放宽静稳定度、直接力控制、载荷减缓以及正在研究中的颤振主动抑
制等）的伺服控制系统，它具有较高的通频带，而且“权限”也大，以至于可以操纵舵面的全行
程。这些因素使得耦合效应增大，对于稳定性是个不利因素。事实上，对于具有宽频带、高权
限的飞行控制系统的飞机，气动伺服弹性不稳定，往往是气动弹性设计的临界状况。一个成功
的气动弹性设计必须在确切无误地防止单独飞机的气动弹性危害的同时，确保各种飞行条件
下的气动伺服弹性稳定性。
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１０．１．３　气动伺服弹性的分析与综合

对于气动伺服弹性系统，就其设计任务而言，可以分为两种：一种是“分析”，另一种是“综合”。
首先是气动伺服弹性分析。它指的是对于已经给定的弹性飞机结构、质量分布以及伺服

控制系统，检验其在规定飞行条件下的闭环气动弹性稳定性或动响应特性。如果是检验稳定
性，则应确定闭环的失稳临界速度，或确定亚临界的稳定裕度。另外，还可以通过计算和实验，
对系统的某些参数进行局部补偿或修改，以消除耦合或降低不利因素，从而改善闭环系统的气
动弹性特性。总之，气动伺服弹性分析的目的是对给定的设计对象，包括飞机和控制进行气动
伺服弹性检验；如果耦合的结果是不利的，则再作局部的改善。可见，所谓分析，通常是属于飞
机设计中直接面对的、最基本的也是首要的任务，但它属于一种被动防止的设计模式。
其次是气动伺服弹性综合。它指的是对给定飞机预先设定一项或多项先进的气动弹性性

能（或功能），并以此为目标，设计一个控制律，以此作为闭环的反馈回路，从而实现预期的性能
目标。当代飞机上就已经有针对某些功能设计的专门的控制律，例如放宽静稳定度、载荷减缓
等；更先进的甚至还把颤振主动抑制应用于气动伺服弹性的综合之中。总之，综合的目的是在
给定的性能（或功能）目标下，实现主动控制律的设计，以它与飞机组合的闭环，可以主动地排
除不利的耦合，或变不利为有利。可见，所谓综合，是指飞机设计中如何借助于控制系统实现
既定目标。实现得最好，就要涉及各种优化理论和技术。这是以性能为目标，以控制系统为核
心的主动控制的设计模式。尽管在常规的设计中它是一种“反向”命题，但在当代正在崛起的
新的设计理念中，它的意义将超过“分析”而居首位。

１０．２　飞机气动伺服弹性稳定性分析的特点

现代高性能飞机上舵面操纵大多数是依靠不可逆的液压伺服系统来实现的。由于这种系
统几乎完全的不可逆性，从而获得了高于人力操纵的舵面旋转频率。但伺服操纵舵面的操纵
刚度已不能简单地用弹簧常数来描述，它已经转化为伺服传动系统的有效刚度，这就引发了第
一个新的特点———复阻抗。复阻抗是由于伺服操纵系统的动力学特性所导致的。另一个特点
是气动伺服弹性系统的闭环反馈。这条反馈回路，最终以舵面上附加的偏转振动运动Δβ回
输至飞机，形成对飞机附加的控制力输入。这条回路上的各个环节都有各自的动力学特点，它
们以不同的动力学特性影响闭环系统的动力学耦合。
以下分别介绍其特点。

１０．２．１　舵面伺服操纵系统的动力学特性

与人力操纵系统不同，伺服操纵系统是由液压助力器驱动舵面的。液压助力器的结构和
工作原理可以用图１０ ３表示。
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图１０ ３　液压助力器示意图

助力器由作动筒本体与分油活门（滑阀）组成。助力器的意义在于由控制系统（或驾驶员）
传来的微小电信号（或力信号），可以推动滑阀，开启油门，然后借助于高压油的作用，信号被转
化为大的舵面铰链力矩和舵面运动。而反过来，要用外作用力或力矩去改变舵面的瞬态位置
时，舵面转轴的刚度几乎是刚硬的，这种性质即为不可逆性。
假定滑阀位置不变，此时，给作动筒一个位移ｘｏ，高压油立即自动产生反作用力来阻止其

移动。如果ｘｏ是一个低频的正弦运动，则这种自动伺服作用仍然能使作动筒处于静止状态。

这就表现为舵面与飞机结构之间的连接变得十分刚硬，呈现出不可逆性。如果ｘｏ的频率增

高，油门通油时间减短，则使高压油的伺服反作用力下降。随着频率增高，伺服作用不断减小，
直至某个频率上限，助力器伺服作用变为零。这时，舵面的刚度只取决于油的压缩性、活塞支
持的刚度。由此可见，助力器的有效刚度是运动频率的函数，所以，它具有阻抗的特点。
同时注意到，上述伺服作用是假定滑阀位置ｘｉ不变的，但事实是ｘｉ可能受到某种激励而

有变化。特别是在自动控制系统中，ｘｉ将参与反馈回路，伺服作用或多或少会受到ｘｏ与ｘｉ之

间的反馈影响。舵面复阻抗是一个受多重因素影响的动力学特性。除了理想条件下可以估计
外，复阻抗的确定必须依靠实验。进一步的研究表明，复阻抗不仅与频率有关，并与振幅、预载
均有关。关于复阻抗的解析表达及实验原理见１０．３．２节。

１０．２．２　结构反馈控制回路的动力学特性

飞机的自动控制系统（包括主动控制系统）的控制对象是一架完整的弹性飞机。它必须由
传感器感受到飞机的运动。实际上，运动信号上包括了刚体和弹性体结构振动。然后，运动信
号传递至自动控制系统，再经伺服器操纵助力器的滑阀，最终传递至作动筒，实现了舵面偏转
运动Δβ，见图１０ ４中虚线所示的部分。
图中所示的各个环节，都有各自的动力学特性。在不同的频率下，其响应都不一样，包括

相频、幅频特性。这种由弹性飞机的振动到伺服机构的相互链接作用，是用传递函数来解析表
达的。传递函数表示的是输入量 输出量之间的关系。在简谐条件下，它表示了系统的频率响
应特性，也就是频率传递函数。图中，有一个“模态参数”方框，它把飞机运动从广义坐标ｑ转
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图１０ ４　结构反馈控制回路

化为可量测量ｘｓ。假定图１０ ４是飞机的纵向控制回路，控制飞机的俯仰运动，这是一个单输
入、单输出系统。在这一回路中，传感器应该是接收飞机在垂直平面内的对称振动的，所以一
个是位于机身的角速度传感器（陀螺），用来接受飞机的俯仰角速度ωｚ；另一个是位于机身的
加速度计，用来接受飞机的垂直振动过载ｎｙ。在气动伺服弹性分析中，这些传感器也应该反
映其动力特性，一般地，可用二阶传递函数来表示。
设传感器感受到的信号为ωｚ和ｎｙ，而飞机的振动位移用广义坐标ｑ和固有模态表示，则

必有关系式

ｘｓ ＝
ωｚ

ｎ［ ］
ｙ

＝Φｓｑ （１０ １）

其中，Φｓ表示了飞机振动的广义坐标ｑ到传感器测量信号ｘｓ之间的传递。矩阵Φｓ称为模态参

数矩阵，不难推测其元素与振动模态有关，详见１０．４节。
在图１０ ４的各环节方框外示以传递函数的符号Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３和Ｗ４，则按串连规则，可方

便地得出Δβ与各环节的关系

Δβ＝Ｗ４Ｗ３Ｗ２Ｗ１ｘｓ ＝ＷΔβ，ｘｓｘｓ （１０ ２）
或

ＷΔβ，ｘｓΦｓｑ＝ＷΔβ，ｑｑ （１０ ３）
式中，ＷΔβ，ｘｓ

和ＷΔβ，ｑ分别表示了ｘｓ对Δβ和ｑ对Δβ的传递函数矩阵。

１０．３　气动伺服弹性运动方程的建立

１０．３．１　自由度和运动方程

在气动伺服弹性及其稳定性的分析中，对于飞机运动，首先要建立运动方程。方程是以全
机为对象，这一点不同于以往以部件为对象的情况。全机运动的支持条件是自由 自由状态，
所以它还会有刚体运动。
飞机是一个弹性体，严格来说，具有无穷多个自由度；为了要把它减少为有限个自由度，必
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须采用广义坐标作为自由度。根据自由 自由的边界条件，全机自由度的选择应包括飞机的刚
体运动和参与颤振的重要弹性振动模态。广义坐标用ｑ（ｔ）表示。当刚体运动频率远低于弹
性固有频率时，也可以不考虑刚体自由度。这个“远低”的含义，有的文献中提的是相差两个倍
频程，一般地还应该包括舵面的旋转自由度，通常用β（ｔ）或δ（ｔ）表示。特别是对于有全动尾翼
的情况，尽管伺服操纵系统要比人力操纵系统刚硬得多，但由于其质量和转动惯量的加大，使
舵面旋转频率降低，于是旋转自由度仍然十分重要。
假设飞机结构是线性系统，飞机运动以体轴的初始平衡位置为起始。如前所述，根据假定

形态法，飞机运动可以表示为广义坐标与相应模态的线性组合。不失一般性，认为系统由ｎ个
自由度组合，其中含有一个舵面旋转自由度，于是，飞机振动位移可以表示为

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ，ｙ）ｑｉ（ｔ）＋ｆβ（ｘ，ｙ）β（ｔ） （１０ ４）

式中，ｆｉ（ｘ，ｙ）表示第ｉ阶飞机全机固有振动模态（即ｆｉ），与广义坐标ｑｉ（ｔ）对应；ｘ，ｙ系飞机
平面坐标。通常，对于伺服操纵的飞机，在计算ｆｉ时都假定用刚性体代替助力器。因为只有
这样，排除了液压系统有能源输入这一事实，也只有不存在伺服作用的完全被动飞机才能考虑
为基本的弹性力学系统，从而得到ｆｉ。

ｆβ（ｘ，ｙ）是舵面旋转形态（即ｆβ），这里假定为刚体偏转（当然也可以是舵面弹性旋转模
态），与广义坐标β（ｔ）对应。而对于这个自由度，要考虑舵面的复阻抗。复阻抗表征了舵面操
纵系统的伺服作用。
考虑到本章后续各节内容的需要，因此运动方程将采用频域的表达式，以便于应用频域方

法求解稳定性时可直接应用。列写运动方程分两部分展开：第一部分对自由度ｑ（ｔ）；第二部
分对自由度β（ｔ）。注意，在气动伺服弹性系统的运动方程中，比通常的运动方程增加了控制力

Ｑ。这一控制力是由控制系统反馈而回输至飞机的舵面附加偏角Δβ所引入的。Δβ不同于自
由度β（ｔ）。

① 对于自由度ｑ（ｔ），运动方程的频域表达式为矩阵方程，即

－ω２［Ｍｑｑ　Ｍｑβ］＋
ｑ［］
β

＋［Ｋｑｑ　０］ｑ［］
β

＋１
２ρＶ

２［Ａｑｑ　Ａｑβ］
ｑ［］
β

＝Ｑｑ，Δβ＋Ｐｑ （１０ ５）

式中，Ｍ，Ｋ，Ａ分别是飞机的广义质量、广义刚度和广义非定常气动力矩阵。显然，Ｋｑβ应为零

列阵。

　　Ｑｑ，Δβ是因附加偏转Δβ引起的对应于广义坐标ｑ（ｔ）的控制力列阵，反映了伺服控制系统的
反馈作用。它由舵面广义质量和广义气动力组成，即

Ｑｑ，Δβ ＝ω２Ｍｑ，ΔβΔβ－１
２ρＶ

２Ａｑ，ΔβΔβ （１０ ６）

　　Ｐｑ是对应于广义坐标ｑ（ｔ）的与运动无关的广义外力列阵，显然，对于气动伺服弹性稳定性
问题，Ｐｑ为零。
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由此可以得出，求解气动伺服弹性稳定性问题时，对于广义坐标ｑ（ｔ），运动方程的频域表
达式为矩阵方程组，即

－ω２［Ｍｑｑ　Ｍｑβ］＋［Ｋｑｑ　０］＋１
２ρＶ

２［Ａｑｑ　Ａｑβ［ ］］ ｑ［］
β

＝Ｑｑ，Δβ （１０ ７）

当上式中Ｑｑ，Δβ为零时，问题转化为单独飞机的开环状态。式中矩阵Ｍｑｑ的元素（用离散形式）
为（参见８．１．１节）

Ｍｉｊ ＝ｆＴ
ｉＭｆｊ ＝

Ｍｉｉ　　（ｉ＝ｊ）

０　　　（ｉ≠ｊ｛ ）　　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ－１） （１０ ８）

列阵Ｍｑβ的元素（用离散形式）为

Ｍｉβ ＝ｆＴ
ｉＭｆβ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ－１） （１０ ９）

广义气动力矩阵Ａｑｑ和列阵Ａｑβ的元素取决于所选非定常气动力理论。以常用的偶极子格网
法为例，参见８．１．２节，则有

Ａｉｊ ＝ｆｉΔＳＤ－１ ｆ′ｊ＋ｉω
Ｖｆ（ ）ｊ 　　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ－１） （１０ １０）

以及

Ａｉβ ＝ｆｉΔＳＤ－１ ｆ′β＋ｉω
Ｖｆ（ ）β 　　（ｉ＝１，２，…，ｎ－１） （１０ １１）

式中，ｆ′表示ｆ 对ｘ 的偏导，ΔＳ为对角阵。同理，可以得到式（１０ ６）中 Ｍｑ，Δβ和Ａｑ，Δβ的类

似形式。

　　② 对于自由度β（ｔ），由于列写运动方程时，将出现由复阻抗形式表示的舵面操纵刚度，所
以，要根据助力器的具体形式来确定。
这里以一种典型形式作为示例，选用图１０ ５所示的直线运动的液压助力器，且分油活门

（滑阀）与作动筒是连为一体的。图中显示了各位置处的位移ｘ和各部分的弹性等效刚度。ｘｉ

为分油活门的位移，ｘｉ与ｘｏ的相对运动决定了油门的开启程度。ｘｍ反映了舵面偏转，它与舵
面偏角β的关系式是由摇臂等效长度μ确定的，即有

ｘｍ ＝μβ （１０ １２）

图１０ ５　直线运动助力器示意图
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从而，对于单一舵面偏转自由度的运动方程，其频域表达式为单一方程

－ω２［Ｍβｑ　Ｍββ］
ｑ［］
β

＋Ｋ（ｘｍ －ｘｏ）μ＋１
２ρＶ

２［Ａβｑ　Ａββ］
ｑ［］
β

＝Ｑβ，Δβ＋Ｆβ （１０ １３）

式中，Ｋ（ｘｍ－ｘｏ）μ表征了舵面旋转复阻抗项，Ｋ，ｘｍ，ｘｏ含意见图１０ ５，μ为摇臂有效长度；

Ｍβｑ，Ｍββ分别为广义质量；Ａβｑ，Ａββ分别是广义非定常气动力；Ｑβ，Δβ是因控制系统反馈至舵面的

Δβ而附加于飞机的对应于广义坐标β的控制力，由广义质量力和气动力组成，即

Ｑβ，Δβ ＝ω２Ｍβ，ΔβΔβ－１
２ρＶ

２Ａβ，ΔβΔβ （１０ １４）

Ｆβ是与运动无关的对应于广义坐标β的广义外力。同样，在稳定性问题中，Ｆβ项为零。
由此可以得出，求解气动伺服弹性稳定性问题时，对于自由度β，运动方程的频域表达

式为

－ω２［Ｍβｑ　Ｍββ］＋
１
２ρＶ

２［Ａβｑ　Ａββ［ ］］ ｑ［］
β

＋Ｋ（ｘｍ －ｘｏ）μ＝Ｑβ，Δβ （１０ １５）

上式中，当Ｑβ，Δβ为零时，问题转化为单独飞机的开环情况。
式中行阵Ｍβｑ为式（１０ ９）的转置。其元素为

Ｍβｊ ＝ｆＴ
βＭｆｉ　　（ｊ＝１，２，…，ｎ－１） （１０ １６）

元素Ｍββ为

Ｍββ ＝ｆＴ
βＭｆβ （１０ １７）

广义气动力行阵Ａβｑ和单一元素Ａββ取决于所选非定常气动力理论，以常用的偶极子格网法为
例，则有

Ａβｊ ＝ｆβ·ΔＳ·Ｄ－１ ｆ′ｊ＋ｉω
Ｖｆ（ ）ｊ 　　（ｊ＝１，２，…，ｎ－１） （１０ １８）

Ａββ ＝ｆβ·ΔＳ·Ｄ－１ ｆ′β＋ｉω
Ｖｆ（ ）β （１０ １９）

同理，还可以得出式（１０ １４）中Ｍβ，Δβ和Ａβ，Δβ的表达式。
联立方程（１０ ７）和方程（１０ １５），即为考虑舵面偏转自由度情况下的气动伺服弹性稳定

性分析的运动方程。
在某些特定的条件下，当确认舵面伺服操纵系统的刚度足够大，舵面旋转频率很高时，舵

面偏转自由度β在全机颤振中可以略去，此时，稳定性分析的运动方程中去掉式（１０ １５），只
保留式（１０ ７），并在其中去掉与β有关的项，即由式（１０ ７）简化为

－ω２Ｍｑｑ ＋Ｋｑｑ ＋１
２ρＶ

２Ａ（ ）ｑｑ ｑ＝Ｑｑ，Δβ （１０ ２０）

１０．３．２　复阻抗

式（１０ １３）中，考虑到舵面伺服操纵的刚度，按图１０ ５所示的助力器形式，引入了舵面
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旋转有效刚度———复阻抗项μＫ（ｘｍ－ｘｏ）。
复阻抗是由于液压伺服操纵而呈现的动力学特性，它受到很多实际因素的牵制，所以，必

须进行实验。作为一个示例，图１０ ５中展示的是作直线运动的助力器，而且分油活门和作动
筒做成一体。在这些前提下，对助力器复阻抗可作以下分析。
在线性假设下，对于助力器有下列方程：
平衡方程为

ＡΔｐ＋Ｋ（ｘｍ －ｘｏ）＝０ （１０ ２１）

ＡΔｐ＋ＫＡｘＡ ＝０ （１０ ２２）
流量方程和连续方程为

Ｑ＝Ｃｅｅ－ＣｐΔｐ （１０ ２３）

Ａ（ｘｏ－ｘＡ）＋
Ｖ１

４ＮΔｐ＝Ｃｅｅ－ＣｐΔｐ （１０ ２４）

分油活门开启度为

ｅ＝ｎ（ｘｉ－ｘｏ） （１０ ２５）
式中　Ａ———助力器活塞面积；

Δｐ———进油和回油的液压差；

Ｑ———流量；

Ｃｅ，Ｃｐ———流量系数；

Ｖ１———助力器工作体积；

Ｎ———流体弹性模量；

ｅ———分油活门开启度；

ｎ———ｘ～ｅ的传递比。
其他符号参见图１０ ５。
联立式（１０ ２１）～（１０ ２５），并代入简谐振动条件，则可得到ｘｏ，ｘｍ和ｘｉ之间有以下关

系式：

ｘｏ ＝ ＫΔ１

ＫΔ１＋Ａ（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）ｘｍ ＋ ＡＣｅｎ
ＫΔ１＋Ａ（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）ｘｉ （１０ ２６）

式中

Δ１ ＝ｉωＶ１

４Ｎ ＋ｉωＡ２

ＫＡ
＋Ｃｐ （１０ ２７）

注意，ｘｍ与舵面偏角β有关系式（１０ １２），于是有

Ｋ（ｘｍ －ｘｏ）μ＝Ｋμ
２ Ａ（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）

ＫΔ１＋Ａ（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）β－１
μ

· ＡＣｅｎ
ＫΔ１＋Ａ（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）ｘ［ ］ｉ ＝

μ
２Ｋβββ＋μＨＦｘｉｘｉ （１０ ２８）

式中
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Ｋββ ＝ Ａ（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）
ｉωＶ１

４Ｎ ＋Ｃｐ ＋ｉωＡ２

ＫＡ
＋Ａ

Ｋ
（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）

（１０ ２９）

ＨＦｘｉ ＝－ ＡＣｅｎ
ｉωＶ１

４Ｎ ＋Ｃｐ ＋ｉωＡ２

ＫＡ
＋Ａ

Ｋ
（Ｃｅｎ＋ｉωＡ）

（１０ ３０）

式中，Ｋββ称为助力器复阻抗。它反映了当分油活门保持不动时，助力器对舵面旋转自由度β
的有效刚度。从式（１０ ２９）可见，它是频率ω的函数，又称复刚度。ＨＦｘｉ

称为助力器的传递特

性。它反映了分油活门的运动ｘｉ对舵面旋转产生的作用。由式（１０ ３０）可见，ＨＦｘｉ
也随频率

而变化。有了以上认识，就不难从中得出测量复阻抗的实验装置。在图１０ ６所示的实验装
置中，固定ｘｉ，测出珚Ｆ／ｘｍ，即为Ｋββ；在图１０ ７所示的实验装置中，固定ｘｍ，测出珚Ｆ／ｘｉ，即
为ＨＦｘｉ

。

图１０ ６　珚Ｆ／ｘｍ 测量的实验原理

图１０ ７　珚Ｆ／ｘｉ测量的实验原理

这里，还要提到另一种助力器的形式。其主要不同点在于分油活门与作动筒不在一体上，
或是直接可以控制油门开启程度的情况，亦即ｅ与ｘｏ，ｘｉ无关。此时，已无需关系式（１０ ２５），
于是有

ｘｏ ＝ ＫΔ１

ＫΔ１＋ｉωＡ２ｘｍ ＋ ＡＣｅ

ＫΔ１＋ｉωＡ２ｅ （１０ ３１）

式中，Δ１见式（１０ ２７）。
由此得出

Ｋμ（ｘｍ －ｘｏ）＝Ｋμ
２ ｉωＡ２

ＫΔ１＋ｉωＡ２β－１
μ

· ＡＣｅ

ＫΔ１＋ｉωＡ２（ ）ｅ ＝

μ
２Ｋβββ＋μＨＦｅｅ （１０ ３２）

式中
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Ｋββ ＝ ｉωＡ２

ｉωＶ１

４Ｎ ＋Ｃｐ ＋ｉωＡ２

ＫＡ
＋ｉωＡ２

Ｋ

（１０ ３３）

ＨＦｅ ＝－ ＡＣｅ

ｉωＶ１

４Ｎ ＋Ｃｐ ＋ｉωＡ２

ＫＡ
＋ｉωＡ２

Ｋ

（１０ ３４）

　　对于这种形式，完全可以仿照前述助力器的方式去进行实验，以测出此种形式的复阻抗和
传递特性。在图１０ ８所示的实验装置中，测出珚Ｆ／ｘｍ 即为Ｋββ；在图１０ ９所示的实验装置
中，测出珚Ｆ／ｅ，即为ＨＦｅ。

图１０ ８　当分油活门与作动简不在

一体时珚Ｆ／ｘｍ 测量的实验原理

图１０ ９　珚Ｆ／ｅ测量的实验原理

　　图１０ １０是按式（１０ ２９）绘出的复阻抗函数Ｋββ（ω）。作为一个示例，虽然这仅仅是在
线性假设、无预载的条件下的计算值，但也具有一定的参考意义。它表明了复阻抗的实部和虚

图１０ １０　复阻抗函数Ｋββ（ω）

部的对比，虚部在频率稍高时比实部要小很多。在低
频段，不论实部、虚部，随频率变化都较快，随后的变化
都趋于平缓。可以认为，此时液压伺服作用趋于零。
应当指出，复阻抗是必须通过实验来确定的。本

节关于复阻抗的公式，也只是有助于分析、认识其动力
学特性，并且为复阻抗的实验提供一个原理性的基础。
在实际飞机的例子中，也曾发现过不考虑阻抗项

中与ｘｉ有关的部分（即略去传递特性），其伺服气动弹

性稳定性结果变化不大的情况；甚至不考虑阻抗项的
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虚部，而以实刚度来计算，其结果差别也不明显。所以，对复阻抗的考虑也要具体分析。

１０．４　气动伺服弹性稳定性分析的频域方法

气动伺服弹性稳定性分析中最常用的且又具有普遍适用性的方法是频域方法，特别是因
为本问题的特点在于跨越了气动弹性与控制理论两个学科，所以，利用经典控制原理中的奈奎
斯特方法去解决气动伺服弹性稳定性问题，更是一条顺理成章的途径。而奈奎斯特方法是一
个频域方法。说到频域方法，自然会考虑到解决经典颤振问题的Ｖ ｇ 法和ｐ ｋ法，它们也
同属频域方法。如果把式（１０ ３）的关系式

Δβ＝ＷΔβ，ｑｑ
代入运动方程组式（１０ ７）和式（１０ １５）中，则方程可以重新合并为广义坐标ｑ的齐次方程
组，从而归结为求解颤振的复特征值问题。但求解过程中，由于阻抗是频率ω的函数，所以只
有当解得的实数颤振频率ωＦ正好等于求解之初用于Ｋββ（ω）与ＨＦｘｉ

（ω）的频率ω时，才具有真
实的物理意义。这种相容性，只有通过迭代和插值才能达成。所以比较而言，奈奎斯特方法更
为直观。事实上，它已经被普遍地用于飞机的气动伺服弹性稳定性分析，并得到了实验验证，
其置信度是高的。因此在飞机强度和刚度规范中，按此法给出了稳定裕度的指标。

１０．４．１　奈奎斯特图线方法在气动伺服弹性稳定性分析中的应用

本方法源于经典控制理论，它适用于单输入、单输出线性系统。由于它是频域方法，所以，
可以直接应用简谐运动的非定常气动力，并且由本方法求得的闭环系统稳定裕度可以直接与
飞机强度、刚度规范的指标相对比。严格地说，它不适用于多输入、多输出系统，但在工程分析
中，也有了一些推广应用的方法，其结果也可以应用（见１０．４．５节）。

　　本方法的基本特点是利用总的开环系统传递函数的频率响应来绘制奈奎斯特图线，并由
该图线判断闭环系统的稳定性及其稳定裕度。

图１０ １１　典型的闭环系统

一个典型的闭环系统示于图１０ １１。其闭环传递函数在ｓ
域上为

Ｗ（ｓ）＝ Ｇ（ｓ）
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）

（１０ ３５）

闭环特征方程为

１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝０ （１０ ３６）
式中，ｓ是复特征根，表示为

ｓ＝σ＋ｉω
若闭环稳定，则特征根ｓ必须均在左半ｓ平面，也就是１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）在右半ｓ平面无零点。
奈奎斯特稳定性判据是：为使图１０ １１所示的闭环系统稳定，则当ｓ沿虚轴由－∞变到
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＋∞时，总开环传递函数Ｇ（ｉω）Ｈ（ｉω）在其复平面上的轨迹顺时针包围（－１，０）点的圈数为

Ｎｒ ＝Ｚ－Ｐ＝０－Ｐ＝－Ｐ （１０ ３７）
式中，Ｚ是１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）在右半ｓ平面的零点数，根据闭环稳定条件，已知为零；Ｐ 是Ｇ（ｓ）

Ｈ（ｓ）在右半ｓ平面的极点数，负号表示逆时针方向。这条轨迹，称为奈奎斯特图线。
联系到气动伺服弹性稳定性分析，显然，图１０ １１中正向回路的传递函数Ｇ（ｓ）对应于单

独飞机环节，反馈传递函数Ｈ（ｓ）对应于结构反馈的伺服控制系统。
在应用上述判据时，还应区别不同情况。
大多数的情况是在给定速度条件下，单独飞机是颤振稳定的，单独控制系统也是稳定的，

而在组成闭环后对稳定性进行检验。此时，分析的前提是开环稳定，即有Ｐ＝０。若同时要保
持气动伺服弹性闭环稳定，即满足Ｚ＝０，则由式（１０ ３７），有

Ｎｒ ＝０
此式表明，总开环传递函数Ｇ（ｉω）Ｈ（ｉω）的轨迹不包围（－１，０）点。显然，此时只要沿其正半虚
轴（ω＝０→∞）来绘制奈奎斯特图线即可。
在特殊的情况下，闭环稳定性优于开环，则需要把给定的速度超过单独飞机的颤振速度，

然后检验闭环稳定性，这种情况也是可能遇到的。此时，分析的前提是开环不稳定，即Ｐ≠０。
考虑到Ｇ（ｉω）Ｈ（ｉω）与Ｇ（－ｉω）Ｈ（－ｉω）对于实轴互为对称，则闭环稳定的条件为：当ω＝０→∞
时，Ｇ（ｉω）Ｈ（ｉω）在其复平面上的轨迹逆时针包围（－１，０）点的圈数应等于开环不稳定的分支数。
由奈奎斯特图线还可以直接得出该气动伺服弹性闭环系统的稳定裕度（详见１０．４．３节）。
要想利用奈奎斯特方法来进行气动伺服弹性稳定性分析，就必须将单独飞机和伺服控制

系统分别等效为图１０ １１所示的传递函数Ｇ（ｓ）和Ｈ（ｓ）（实际用的是Ｇ（ｉω）和Ｈ（ｉω）），并且
要预先计算单独飞机开环颤振的临界速度ＶＦ０，以及确认该情况下控制系统是设计稳定的，这
样才能使应用判据时有明确的前提。

１０．４．２　传递函数的确定

这里主要推导的是单独飞机环节的传递函数，记作Ｗｑ，Δβ，其下标表示以Δβ为输入、ｑ为
输出的传递。飞机环节处于正向回路。至于传感器、伺服控制系统的传递函数应由控制设计
部门给定。
根据以下的推导，将会发现由于伺服控制的舵面把复阻抗引入运动方程，使飞机环节传递函

数要用Ｗｑ，ｘｉ
（或Ｗｑ，ｅ）来表示，其下标表示以ｘｉ（或ｅ）为输入、以ｑ为输出的传递，参看图１０ ４。

已知运动方程组为式（１０ ７）和式（１０ １５），考虑到式（１０ ６）和式（１０ １４），则有

－ω２［Ｍｑｑ　Ｍｑβ］＋［Ｋｑｑ　０］＋１
２ρＶ

２［Ａｑｑ　Ａｑβ［ ］］ ｑ［］
β

＝

ω２Ｍｑ，Δβ－
１
２ρＶ

２Ａｑ，Δ［ ］β Δβ （１０ ３８）
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和

－ω２［Ｍβｑ　Ｍββ］＋
１
２ρＶ

２［Ａβｑ　Ａββ［ ］］ ｑ［］
β

＋Ｋ（ｘｍ －ｘｏ）μ＝

ω２Ｍβ，Δβ－
１
２ρＶ

２Ａβ，Δ［ ］β Δβ （１０ ３９）

式中，复阻抗项见式（１０ ２８），它表示成β和ｘｉ的组合（或在另一种助力器情况下，表示成β和

ｅ，见式（１０ ３２），以下均略此说明）。同时注意到上列方程组的输入控制力的Δβ项，可以与ｘｉ

有传递关系（参看图１０ ４），即

Δβ＝Ｗ４ｘｉ （１０ ４０）
式中，Ｗ４是助力器传递函数。
把式（１０ ４０）代入式（１０ ３８）和式（１０ ３９），则有运动方程

－ω２［Ｍｑｑ　Ｍｑβ］＋［Ｋｑｑ　０］＋１
２ρＶ

２［Ａｑｑ　Ａｑβ［ ］］ ｑ［］
β

＝

ω２Ｍｑ，Δβ－
１
２ρＶ

２Ａｑ，Δ［ ］β Ｗ４ｘｉ （１０ ４１）

和

－ω２［Ｍβｑ　Ｍββ］＋
１
２ρＶ

２［Ａβｑ　Ａββ［ ］］ ｑ［］
β

＋μ
２Ｋβββ＋μＨＦｘｉｘｉ ＝

ω２Ｍβ，Δβ－
１
２ρＶ

２Ａβ，Δ［ ］β Ｗ４ｘｉ （１０ ４２）

令ｘｉ＝１，由上列方程组（１０ ４１），（１０ ４２）可求得单独飞机环节（用广义坐标表示）的频率响
应ｑ，此即为频域传递函数（列阵），记作Ｗｑ，ｘｉ

，亦即图１０ １１中的Ｇ（ｓ）（此时ｓ＝ｉω）。
还需要求得反馈回路的传递函数（行阵），记作Ｗｘｉ，ｑ

。它表示以飞机振动广义坐标ｑ为输
入，分油活门振动位移ｘｉ为输出的传递。这里仍以图１０ ４为一示例。结构反馈传递函数为

ＷΔβ，ｑ（ｓ）＝Ｗ４（ｓ）Ｗ３（ｓ）Ｗ２（ｓ）Ｗ１（ｓ）Фｓ（ｓ） （１０ ４３）

Ｗｘｉ，ｑ
（ｓ）＝Ｗ３（ｓ）Ｗ２（ｓ）Ｗ１（ｓ）Φｓ（ｓ） （１０ ４４）

式中　Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３，Ｗ４———由控制设计部门提供，一般均表示为拉氏域（ｓ）形式；

Ｗ４———助力器传递函数，一般为一阶环节；

Ｗ３———伺服器传递函数，一般为二阶环节；

Ｗ２———自动控制和稳定系统或主动控制律等；

Ｗ１———传感器传递函数，一般为二阶（为了反映动态特性，不能用比例环节）；

Φｓ———模态参数变换。
模态参数变换这一环节只是为了进行计算而设置的。因为广义坐标ｑ是不能量测的，所

以要通过Φｓ使之转化为可量测的角速度或过载等。Φｓ的功能是把固有振动模态转换为角速

度传感器所在位置的角速度和加速度计所在位置的过载。固有模态要对应于传感器所在部件
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的模态。以飞机的纵向回路为例，传感器感受的是俯仰角速度ωｚ和垂直过载ｎｙ（以机身体轴
为基准），它们安装于机身上。若机身的垂直面内弯曲振动用ｗ（ｘ，ｔ）表示，ｘ为机身纵轴，则
有下列拉氏域（ｓ）表达式：

ωｚ ＝５７．３ｄ
ｄｔ

ｗ
（ ）ｘ ＝５７．３ｓｗ

（ ）ｘ
（１０ ４５）

和

ｎｙ ＝ １
ｇ

ｄ２ｗ
ｄｔ（ ）２ ＝ １

ｇ
ｓ２ｗ （１０ ４６）

根据式（１０ １）和式（１０ ４），则有

ωｚ

ｎ［ ］
ｙ

＝Фｓｑ

从而可知

Фｓ ＝
５７．３ｓ

ｓ２
熿

燀

燄

燅ｇ

ｆ′（１）
Ｇ ｆ′（２）

Ｇ … ｆ′（ｎ－１）
Ｇ

ｆ（１）
Ａ ｆ（２）

Ａ … ｆ（ｎ－１）［ ］
Ａ

（１０ ４７）

式中　ｆ′（ｉ）
Ｇ ———角速度传感器位置处第ｉ阶机身模态对ｘ的斜率；

ｆ（ｉ）
Ａ ———加速度传感器位置处第ｉ阶机身模态。
将式（１０ ４７）代入式（１０ ４４），且已知Ｗ１（ｓ）～Ｗ４（ｓ）由控制部门提供，利用简谐条件

ｓ＝ｉω，则可得频域传递函数Ｗｘｉ，ｑ
，亦即图１０ １１中的Ｈ（ｓ）（此时ｓ＝ｉω）。至此可求得总的开

环传递函数Ｗ 为

Ｗ ＝Ｗｘｉ，ｑＷｑ，ｘｉ
（１０ ４８）

值得提出的是，若不计阻抗项中的ｘｉ影响，则阻抗表达式（１０ ２８）简化为

Ｋ（ｘｍ －ｘｏ）μ≈μ
２Ｋβββ

以此式代入方程组式（１０ ３８）和式（１０ ３９），则可方便地解出Ｗｑ，Δβ。对应地，将式（１０ ４７）代
入式（１０ ４３），即可求得ＷΔβ，ｑ，最终，其总开环传递函数由式（１０ ４８）改为

Ｗ ＝ＷΔβ，ｑＷｑ，Δβ （１０ ４９）

　　事实上，由于在稳定性分析中，感兴趣的频率处于较高的弹性振动频率段，此时，ｘｉ的影响

可能已经不重要了，所以，式（１０ ４９）的形式是经常采用的。
甚至由于同样的原因，更进一步可假定复阻抗的虚部很小，以至于也可以略去。刚度项直

接应用地面振动实验得出的实刚度，以它代替复阻抗来求解气动伺服弹性稳定性，也可得到工
程上有意义的结果。这里所指的地面振动实验是将全机置于柔性支持上进行，作动筒充以油
压，但传感器反馈是断开的。
但以上涉及的简化，都必须以充分的分析和长足的经验为基础，很多先期的积累是至关重

要的。
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１０．４．３　气动伺服弹性系统稳定裕度的确定

根据１０．４．２节的推导，可将飞机的气动伺服弹性闭环表示为图１０ １１那样的形式，如
图１０ １２所示。按奈奎斯特图线法在复平面上绘制总开环的奈奎斯特图线，即可判定其稳定
性。已知总开环传递函数为

Ｗ ＝Ｗｘｉ，ｑＷｑ，ｘｉ

图１０ １２　气动伺服弹性闭环系统

　　应当注意的是，在绘制前，应首先确定单独飞机的颤振
速度，而且要保证飞机地面（风速Ｖ＝０）闭环稳定，因为地面
失稳，就没有必要讨论空中的稳定性了。图１０ １３表示了
某架飞机在给定的速度、高度下的奈奎斯特图线。图中的
横、纵坐标分别是总开环传递函数Ｗ 的实部和虚部。

图１０ １３　典型的飞机气动伺服弹性的奈奎斯特图线

　　由图１０ １３可见，该曲线在给定的速度、高度下没有包围（－１，０）点。它与负实轴交于

０．４６，即在实轴上有负穿越点（－０．４６，０）。沿曲线走向，旁注了频率值。当频率在１３０～１４４
之间的某一频率时，曲线与（－１，０）点最为接近。可以预见，当给定的速度增大或系统的增益
加大，使曲线扩大至恰好穿过（－１，０）点时，则对应于临界稳定状态。
闭环稳定裕度是稳定性分析的最终结果。稳定裕度包括了幅值裕度和相位裕度。其判断

方法可由曲线直接得到。通用的方法用图１０ １４表明。
令Ａ点是奈奎斯特图线穿过负实轴且与（－１，０）点距离最近的点。若系统为开环稳定，

则幅值裕度为

Ｌ＝２０ｌｏｇ １
｜Ｇ（ｉωＡ）Ｈ（ｉωＡ）｜

ｄＢ （１０ ５０）

单位为分贝（ｄＢ）。ωＡ是Ａ 点的频率。
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图１０ １４　稳定裕度的确定

再令Ｂ点是奈奎斯特图线穿过单位圆，且与负实轴的夹角
最小的交点，则相位裕度为

θ＝１８０°＋∠Ｇ（ｉωＢ）Ｈ（ｉωＢ）＝
１８０°＋α （１０ ５１）

单位为度（°）。ωＢ是Ｂ 点的频率。显然，若无交点，则说明相位
裕度足够。相位裕度表示了使系统从稳定转变为不稳定所允
许的相位偏移。
联系到图１０ １３所示的飞机，经检验其开环为稳定，所以

在作气动伺服弹性稳定性的判定时，可按式（１０ ５０）得出闭环
系统的幅值裕度为

Ｌ＝ （０－２０ｌｏｇ０．４６）ｄＢ＝６．８ｄＢ
曲线与单位圆无交点，说明相位裕度足够。曲线穿越负实轴时的频率以及负穿越点离
（－１，０）点的距离是人们最感兴趣的，距离变近，则幅值稳定裕度变小。若系统的增益提高

１／０．４６倍，则恰为临界状态；再继续提高，则闭环系统由稳定转入不稳定。
在“飞机的强度和刚度规范”中，对于气动伺服弹性稳定性的稳定裕度，有明确的规定。条

款规定，幅值裕度为６ｄＢ，相位裕度为６０°。这在气动弹性设计中是必须满足的。根据
式（１０ ５０），不难看出，６ｄＢ对应于实轴上有负穿越点（－０．５，０）。

１０．４．４　不利耦合的排除

事实上，假如飞机设计中没有专门关注气动伺服弹性问题，或尚未采取必需的措施，那么
飞机发生气动伺服弹性不稳定并非罕见。这是因为现代飞机设计中，弹性飞机结构的振动特
性与伺服控制反馈系统的动力学耦合是客观存在的。但这种耦合可以采取不同的方法去减
弱，甚至排除。其基本途径可以有两种：一种是尽量减少传感器所感受到的结构反馈信号；另
一种是在反馈回路中增设滤波器，对信号进行陷幅或移相。
第一种途径最直接的方法是正确设置传感器的位置，使它尽量减少感受到有关固有振型

的弹性振动。例如，若某飞机发生气动伺服弹性失稳的主要因素是反馈了机身第一阶弯曲振
动模态，那么，为了减少耦合，应把加速度计尽量安排在该模态的节点附近，并且把俯仰角速度
陀螺尽量安置在该模态的斜率接近于零的位置，如图１０ １５所示。

图１０ １５　减少结构反馈的传感器位置示例
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当然，图中的位置完全是一种理想位置，事实上，零信号的布局是难以实现的；但这种方法
总是或多或少会奏效的，设计者都应该把它列为一种措施。
另一种途径是在反馈控制回路中增加结构陷幅滤波器，这是一种通用、可靠的方法。假如

飞机气动伺服弹性不稳定中有某个主要的危险频率，在这个频率附近，其响应幅值有急剧升
高，相位又很不利，则陷幅滤波器的作用可以使系统在危险频率附近振幅迅速变小，呈陷落状
态，并产生合适的相移。有无结构陷幅滤波器在奈奎斯特图（或柏德图）上有明显的区别，如
图１０ １６和图１０ １７所示。以某型战斗机为例，对于同一给定速度５１０ｍ／ｓ，图１０ １６表示
无结构陷幅滤波器时的奈奎斯特图线，负穿点为（－１．５，０），说明闭环不稳定；图１０ １７表示
的是有结构陷幅滤波器时，负穿点移至（－０．２７，０），说明闭环稳定。前者的相位裕度很小，后
者则位于单位圆内，相位裕度足够。由此可见，由于陷幅滤波器的设置，使原来不稳定的气动
伺服弹性系统转变为稳定的。所以设置陷幅滤波器是设计者不可缺少的措施。一般地其传递
函数的形式为

Ｗｎ ＝ｓ２＋２ξ１ω１ｓ＋ω２
１

ｓ２＋２ξ２ω２ｓ＋ω２
２

式中，ω１，ω２接近陷幅频率，其参数选择应保证总开环传递函数的频率响应降至有６ｄＢ的稳定
裕度。这种滤波器的优点是凹口的深度和宽度可以独立地调节，且其相位特性较好。

图１０ １６　不带陷幅滤波器的奈奎斯特图线

图１０ １８是典型的结构陷幅滤波器的幅频、相频特性。图中的幅值用分贝表示。

９８１



图１０ １７　带有陷幅滤波器的奈奎斯特图线

图１０ １８　陷幅滤波器的幅频、相频特征

１０．４．５　频域方法在多回路气动伺服弹性稳定性分析中的应用

飞机的操纵有时是互相关联的，例如飞机的偏航和滚转就是如此。因此在研究气动伺服
弹性问题时，还会遇到多个控制回路之间存在耦合，其控制舵面是多个的情况，如有副翼、方向
舵，甚至还有差动的平尾。一个参考的飞行控制系统如图１０ １９所示。这是一个偏航／滚转
双回路系统。
图１０ １９中，偏航回路控制方向舵δｒ，滚转回路控制副翼δａ和差动平尾δＨ（以１∶０．２５为

比率）。但两个回路之间是有交叉的。由于运动是非对称的，所以传感器量测的是侧向加速度

ａｙ、偏航角速度ωｙ和滚转角速度ωｘ。
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图１０ １９　多回路飞行参考系统

上述双回路控制系统与飞机组成闭环系统，就成为气动伺服弹性闭环。如果把两个回路
分别孤立为两个单独的回路，计算虽然简单了，但它没有计入两个回路之间的耦合影响，结果
就不够可靠。所以，完全切断两个回路之间的联系是不可行的。然而，奈奎斯特方法只能适用
于单输入、单输出的系统，一旦系统有两个舵面输入（δｒ，δａ（连带δＨ）），就出现了矛盾。为了要
继续采用奈奎斯特图线法解决两个舵面控制力输入的问题，需要使原系统转化为两个单一舵
面输入的问题。

　　其基本思路是：先在偏航和滚转两个回路中选定一个回路（例如偏航）与单独飞机闭合，而
把另一个回路（例如滚转）切断。此时，系统成为单输入（方向舵δｒ），图１０ ２０所示即为某战
斗机的偏航回路与飞机的闭合系统。可以用奈奎斯特方法判断该回路的闭环稳定性。当确认
该系统的稳定性后，再以这个闭环作为新一轮的“飞机”，并将另一回路（滚转）与之闭合。此
时，系统仍然是单输入（副翼δａ（连带δＨ）），从而可以再一次应用奈氏判据确定其稳定性。其
过程使一个双回路的气动伺服弹性系统等效为相继分两步闭合的单输入、单输出气动伺服弹
性系统。可以用图１０ ２１来表示这一方法的过程。
在计算闭环之前，仍然要像前述一样，先要确认单独飞机是开环稳定的，即不发生颤振。

当选定自由度后，可建立运动方程。由于偏航、滚转是非对称运动，所以自由度应选择主要的
反对称和非对称固有振动模态，其中可包括刚体侧向移动、偏航以及滚转。
设选定广义坐标为ｑ，在控制反馈信号下，方向舵附加偏转为Δδｒ，副翼附加偏转为Δδａ。

先按图１０ ２１的左边给定的第一步分析。此时，先闭合偏航回路，于是有运动方程

Ａｑ＝－ＡΔδｒΔδｒ （１０ ５２）
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图１０ ２０　偏航回路与飞机闭合

图１０ ２１　双回路的奈奎斯特方法示意图

式中，Ａ表示与ｑ有关的广义质量、广义刚度和广义气动力各项之和。

　　如前所述，等号后为Δδｒ引起的控制力。令偏航反馈回路有关系式

Δδｒ ＝ＷΔδｒ，ｑｑ （１０ ５３）
式中，ＷΔδｒ，ｑ是以ｑ为输入、Δδｒ为输出的传递函数，则式（１０ ５２）可成为

Ａｑ＝－ＡΔδｒΔδｒ ＝－ＡΔδｒＷΔδｒ，ｑｑ＝－珚ＡΔδｒｑ （１０ ５４）
或有齐次方程

（Ａ＋珚ＡΔδｒ
）ｑ＝０ （１０ ５５）

对于以式（１０ ５２）为运动方程的飞机环节传递函数Ｗｑ，Δδｒ
，与偏航回路传递函数ＷΔδｒ，ｑ组成总

开环后，就可以按奈奎斯特图线法判断第一步的分析。当该闭环用式（１０ ５５）表示时，可以看
出该闭环已形成新一轮的“飞机”。令其行列式

｜Ａ＋珚ＡΔδｒ｜＝０ （１０ ５６）
即可判断新一轮“飞机”是否颤振稳定。
接下来要完成的是图１０ ２１右边给定的第二步分析。此时，把新一轮的“飞机”与滚转回

路闭合起来，于是有运动方程
（Ａ＋珚ＡΔδｒ

）ｑ＝－ＡΔδａΔδａ （１０ ５７）
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等号后为Δδａ引入的控制力。同样地，以式（１０ ５７）为运动方程的新一轮“飞机”环节的传递
函数Ｗｑ，Δδａ

与滚转回路传递函数ＷΔδａ，ｑ再一次组成最终的总开环传递函数。此时系统又成为
单输入Δδａ，所以可以用奈奎斯特图线最后确定双回路的气动伺服弹性稳定性。
注意，图１０ ２１所示的闭合顺序是先断开滚转，计算偏航回路；然后在这个基础上，再计

算滚转回路也闭合的情况。也可以把顺序倒过来，先断开偏航，计算滚转，再计算偏航也闭合
的情况。这两种不同顺序的计算结果可以互相验证。但若其中有一个回路稳定，而另一个不
稳定，以至于造成双回路不稳定，那么，倒换顺序再算一次，则更有利于确认哪一个是导致失稳
的诱因，以便于有效地确定排除方案。
下面以某型飞机为例，对其滚转／偏航回路进行气动伺服弹性稳定性分析。分别采用两种

方法。
方法一 不考虑滚转回路和偏航回路的耦合，把两个回路分别独立为两个单输入、单输出

系统。采用奈奎斯特方法进行分析，计算结果如图１０ ２２所示。

图１０ ２２　方法一得出的奈奎斯特图

方法二 考虑滚转回路和偏航回路的耦合，并按本节所述的办法（先闭合其中一个，继而
闭合另一个），将系统等效为相继分两步的单输入、单输出系统；然后再采用奈奎斯特方法进行
分析，计算结果如图１０ ２３所示。
对比图１０ ２２与图１０ ２３，可以看出，对于该系统，两种方法的结果略有差别，负穿点的

频率与幅值很接近。这说明两个回路的耦合很弱，影响不大。图中也显示了系统的滚转、偏航
两个回路的闭环均为稳定，但滚转回路的相位裕度不足６０°，而偏航闭环稳定裕度足够。
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图１０ ２３　方法二得出的奈奎斯特图

１０．５　导弹的气动伺服弹性稳定性分析

由本章１０．２～１０．４节，已经系统地阐明了气动伺服弹性稳定性分析的频域方法，但全部

内容都是以飞机为依托的。本节将针对导弹来讨论这一问题。总的来说，两者有很多共同的
基础，但导弹的气动伺服弹性稳定性问题也有一些特点，因此本节的重点放在这些特点上。一
般来说，处理导弹的过程要比飞机的简明一些。这首先是因为两者的结构与气动布局有很大
差别。除了飞航式导弹与飞机类同外，多数导弹（有翼导弹的机动型以及弹道导弹）的主体结
构具有细长弹身（体）、弹翼的展向尺寸很小（甚至无弹翼）和舵面尺寸也小的特点。这些气动
弹性特征，应在导弹环节的建模过程中充分利用和体现。建模过程归结为３个特点，即自由度
的选择、准定常集中气动力的应用和细长体理论在导弹弹体上的应用。

１０．５．１　自由度选择和运动方程的建立

由于导弹的弹体细长，柔度较大，故与飞机相比，除飞航导弹外，通常导弹的舵面或固定翼
面都较小，相对地刚度较大。所以，在这种布局中，以升力面为主的弹性振动模态在气动伺服
弹性分析中不会是主要的，一般可以略去。特别是伺服操纵的小舵面，支持刚度很大，舵面旋
转频率更高，可以认为，舵面旋转自由度β（ｔ）在列写运动方程中可以不考虑。这与飞机相比，
是一个重要的区别。实际上，导弹的运动方程中，通常只需要考虑全弹的弹体自由度，其中包
括刚体自由度和弹体的低阶固有模态弹性自由度。
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另外还要指出，结构反馈而导致的附加舵面刚体偏转Δβ当然是要考虑的。由Δβ产生的
质量力很小，一般可以不计。

　　这里，以某细长导弹为例，其外形示于图１０ ２４。该导弹没有固定翼面，在接近尾部处有

Ｘ形叉舵。弹体由３部分组成，即头锥、中部和尾锥。ｘＣ为重心位置，ｘＥ为舵的转轴位置。

图１０ ２４　导弹外形示意（Ｘ形舵转平）

若要求作该导弹的纵向（俯仰）回路的气动伺服弹性稳定性分析，则只需要考虑全弹的对
称运动即可。可设弹体横向振动ｗ（ｘ，ｔ）（见图１０ ２４）由少量几个主要形态组成，即

ｗ（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ） （１０ ５８）

式中　ｆ１（ｘ）———弹体刚体平移，即沉浮模态；

ｆ２（ｘ）———弹体绕重心刚体转动，即俯仰模态；
其余ｆｉ（ｘ）———全弹弹体的固有弯曲模态。
还要用到的是舵面的附加刚体偏转Δβ的形态ｆβ，它在确定广义控制力时是不可少的。

可设

ｆβ（ｘ）＝
－（ｘ－ｘＥ）π

１８０　　 （舵面处）

０ （其他处
烅
烄

烆 ）
（１０ ５９）

选定自由度后，仿照式（１０ ７），则可得到导弹气动伺服弹性稳定性分析的运动方程，即

Ｍｑ
··
＋Ｋｑ＝Ａｑ＋ＱΔβ （１０ ６０）

式中，Ｍ，Ｋ分别为广义质量、广义刚度矩阵；ｑ是广义坐标列阵；有

Ｍ ＝ｄｉａｇ［Ｍ１１　Ｍ２２　…　Ｍｎｎ］ （１０ ６１）

Ｍ１１对应于全弹质量，Ｍ２２对应于全弹转动惯量；而

Ｋ＝ｄｉａｇ［０　０　…　Ｋｎｎ］ （１０ ６２）

Ａｑ为因导弹振动运动ｑ引起的广义非定常气动力列阵；ＱΔβ为因反馈而导致的附加舵面刚体偏

转Δβ引起的广义控制力列阵。
关于Ａｑ和ＱΔβ，将在下一节中讨论。

１０．５．２　广义准定常气动力Ａｑ和控制力ＱΔβ

考虑到图１０ ２４导弹的构形，弹身细长，舵面很小，并且舵面在弦长方向的尺寸占弹身总
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长很少。对于这种条件，把物理（相对于广义）气动力集中起来，采用作用于其压力中心上的集
中力是合理的简化。在气动力理论上利用准定常理论也是合适的。
这里，采用以气动力导数为基础的准定常气动力。这些气动力导数是任何导弹都具备的

风洞实验结果。
这一理论是以定常理论为基础的，并且不计气流的尾流影响。把攻角定义为来流速度与

下洗速度之间的瞬时攻角αｅ。
设该导弹各部分的气动力用集中于各部分的压力中心的合力来表示，并把它们按同一ｘ

位置移至导弹弹体上，见图１０ ２５。若导弹头锥、中段、尾锥气动力分别是Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｌ－１，因
舵面随弹身一起振动，这一攻角也会引起舵面上的气动力Ｙｌ（图中设ｌ＝４）。此外，还有因舵
偏Δβ引起的气动力ＹΔβ。因攻角αｅ引起的第ｋ个集中力的升力公式为

Ｙｋ ＝－１
２ρＶ

２ＳＣα
ｙｋαｅ，ｋ ＝

－１
２ρＶ

２ＳＣα
ｙｋ

ｗ
（ ）ｘ ｋ

＋１
Ｖ

ｗ
（ ）ｔ［ ］

ｋ

１８０
π 　　（ｋ＝１，２，…，ｌ） （１０ ６３）

图１０ ２５　弹体上集中力的分布

由于舵面附加偏角Δβ引起的升力为

ＹΔβ ＝－１
２ρＶ

２ＳＣβ
ｙ
ｗβ

ｘ ＋１
Ｖ

ｗβ

（ ）ｔ
１８０
π

（１０ ６４）

式中，Ｃα
ｙ，Ｃβ

ｙ分别是升力系数Ｃｙ对攻角α、舵偏角β的偏导数，单位是１／（°）；ｗ＝ｗ（ｘ，ｔ），见
式（１０ ５８）；同样

ｗβ ＝ｗβ（ｘ，ｔ）＝ｆβ（ｘ）Δβ（ｔ） （１０ ６５）
是舵面附加偏转Δβ的横向振动；Ｓ是参考面积。
根据广义气动力定义可知，广义气动力列阵Ａｑ为

Ａｑ ＝ＦＴＹ （１０ ６６）

式中，ＦＴ是模态矩阵Ｆ的转置。ＦＴ的第ｉ行对应于各集中气动力Ｙ１～Ｙｌ的作用点（压力中心）
处的第ｉ阶模态值。Ｙ是各个集中气动力按顺序组成的列阵，即

Ｙ ＝ ［Ｙ１　Ｙ２　…　Ｙｌ］
由式（１０ ５８），（１０ ６３）可导出广义准定常气动力列阵为

Ａｑ ＝－１
２ρＶ

２Ｃｑ－１
２ρＶＢ

ｑ （１０ ６７）
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式中

Ｃ＝１８０
π

ＳＦＴＣα
ｙＦ′

称为气动力刚度矩阵；

Ｂ＝１８０
π

ＳＦＴＣα
ｙＦ

称为气动力阻尼矩阵。

Ｆ′是模态矩阵中各元素对ｘ作偏导数，Ｃα
ｙ是各Ｃα

ｙｋ组成的对角矩阵。
同理，广义控制力列阵为

ＱΔβ ＝－１
２ρＶ

２ＥΔβ－１
２ρＶＤΔβ

· （１０ ６８）

式中

Ｅ＝ＳＣβ
ｙＦＴ

β，Ａ

Ｄ＝ＳＣβ
ｙ（ｘＡ －ｘＥ）ＦＴ

β，Ａ

式中，ＦＴ
β，Ａ是由ＹΔβ的压力中心ｘＡ处的各阶模态值组成的列阵。注意到，凡升力面是呈交叉Ｘ

形布局的，有关的气动力升力系数导数都应该取升力系数导数的４５°余弦。
将式（１０ ６７）和式（１０ ６８）代回式（１０ ６０），则得到采用准定常、集中力情况下的运动方程为

图１０ ２６　导弹的纵向回路奈奎斯特图线

Ｍｑ
··
＋Ｋｑ＋１

２ρＶ
２Ｃｑ＋１

２ρＶＢ
ｑ＝

－１
２ρＶ

２ＥΔβ－１
２ρＶＤΔβ

· （１０ ６９）

由此可求得导弹环节以Δβ为输入、ｑ为输出的频
率传递函数Ｗｑ，Δβ；同时，再由结构反馈求得ＷΔβ，ｑ。
至此，就可仿照第１０．４节中所述，完成频域的导弹
气动伺服弹性稳定性分析。采用准定常、集中力的
方法来处理气动力，使广义气动力的求解方法远比
非定常气动力简单。事实表明，此法结果是实
用的。
图１０ ２６是该导弹的纵向回路的奈奎斯特图

线。图中实线部分应用了以气动力导数为基础的
准定常气动力；虚线部分见１０．５．３节所述。

１０．５．３　细长体理论在弹体气动力上的应用

典型细长体导弹的弹体气动力，还可以应用细长体理论。图１０ ２５中，弹体气动力是用

Ｙ１，Ｙ２和Ｙ３三个集中力代表的，分段比较少，与实际的分布气动力有些差距，所以也可以把弹
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体部分的气动力置换为细长体理论给出的分布非定常气动力，例如分为ｍ 个小段，其单位长
度上的气动力为ΔＰ。当然，它只能用于细长弹体。至于舵面（因弹身攻角引起）的气动力Ｙ４，
则仍用准定常气动力。
此时式（１０ ６１）中的广义气动力Ａｑ由两部分叠加，即由细长弹体引起的广义气动力和除

弹体外其他部分的广义气动力叠加，分别记作Ａｑ，１和Ａｑ，２，分述于下。

１．Ａｑ，１

应用细长体理论，给出单位长度气动力ΔＰ，如４．１．２节所述。给定弹体由前到后分为ｍ
段，每段段长为Δｘ１～Δｘｍ，每段横剖面积取为Ｓ（ｘ１）～Ｓ（ｘｍ）。根据广义气动力定义，则有矩
阵表示的弹体部分广义气动力列阵为

Ａｑ，１ ＝ＦＴΔｘΔＰ （１０ ７０）
式中，ΔＰ是ｍ 个段上的气动力分布列阵。利用假定模态式（１０ ５８），则上式可表为如下
形式：

Ａｑ，１ ＝ρＶ
２Ｃ１ｑ＋ρＶＢ１

ｑ （１０ ７１）
式中　Ｃ１———气动刚度矩阵（由细长弹体引起），且

Ｃ１ ＝ＦＴΔｘＰＣ （１０ ７２）

ＰＣ ＝ＰＣ（ω２，Ｆ，Ｆ′，Ｆ″，Ｓ，Ｓ′）

Ｂ１———气动阻尼矩阵（由细长弹体引起），且

Ｂ１ ＝ＦＴΔｘＰＢ （１０ ７３）

ＰＢ ＝ＰＢ（Ｆ，Ｆ′，Ｓ，Ｓ′）

Ｆ———模态矩阵；

Ｆ′———Ｆ中每个元素对ｘ的偏导；

Ｆ″———Ｆ中每个元素对ｘ的二次偏导；

Δｘ———各分段长度组成的对角矩阵；

Ｓ———各分段的弹体剖面积的对角矩阵；

Ｓ′———Ｓ中每个元素对ｘ的偏导。

２．Ａｑ，２

仍然应用准定常理论，应用式（１０ ６３）所示的气动力，可导出相应的广义气动力列阵，同
样可表示为如下形式：

Ａｑ，２ ＝－１
２ρＶ

２Ｃ２ｑ－１
２ρＶＢ２

ｑ （１０ ７４）

式中　Ｃ２———气动刚度矩阵（由准定常、弹体以外部分引起）；

Ｂ２———气动阻尼矩阵（由准定常、弹体以外部分引起）。
综合式（１０ ７１）和式（１０ ７４），可合并为式（１０ ６７）的形式。

Ａｑ ＝Ａｑ，１＋Ａｑ，２ ＝－１
２ρＶ

２Ｃｑ－１
２ρＶＢ

ｑ （１０ ７５）
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由上式得到Ａｑ后，继而按１０．５．２节求出导弹环节传递函数Ｗｑ，Δβ，就不难绘制其气动伺服弹性
稳定性分析的奈奎斯特图线。图１０ ２６中虚线表示的是对１０．５．２节中的同一导弹仅仅把弹
体气动力改用细长体理论计算后的奈奎斯特图线。对比图１０ ２６中的实线和虚线，可以看
出，弹体部分采用了两种不同的气动力，在结果上有一些差别。
本章阐述了频域方法的气动伺服弹性稳定性分析技术。这是气动弹性设计中的基本内

容，也是气动伺服弹性研究的基础。
然而，应当指出的是，气动伺服弹性设计的意义远不止于此。从设计思想的高度来看，“分

析技术”属于一种设计检验、被动防止（不良动力学耦合）的设计技术。而当今气动伺服弹性研
究已发展到了“综合技术”的阶段，即立足于主动运畴，利用主动控制律来达到优良的气动弹性
性能。随着理论与实验技术等方面研究的深化，正在逐步形成结构与控制整体化布局的更新
设计理念。
要实现更高的设计技术，用本章所述的频域方法受到了诸多限制。因此，时域方法应运而

生，受到青睐。时域方法将在本书的最后一章中介绍。

思考题

　　１０．１　气动伺服弹性问题如何分类？

　　１０．２　气动伺服弹性在飞机设计中有哪些重要意义？

　　１０．３　气动伺服弹性不稳定与颤振有何本质上的相同与不同？

　　１０．４　飞机气动伺服弹性稳定性分析的主要特点是什么？

　　１０．５　伺服操纵舵面系统有何特点？试阐明复阻抗的概念。

　　１０．６　试推导式（１０ ３２）。

　　１０．７　总结一下气动伺服弹性稳定性分析的频域方法的计算步骤。

　　１０．８　推导飞机环节的传递函数。

　　１０．９　导弹与飞机的气动伺服弹性问题有何异同？什么条件下可以采用集中力和准定常
的气动力来计算导弹的气动伺服弹性问题？

　　１０．１０　评述用频域方法解决单回路和多回路气动伺服弹性稳定性问题的特点。
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书书书

第１１章　气动弹性设计的新进展

本章将概要地介绍发展中的气动弹性设计。气动弹性设计发展到目前，已经面临了众多
新的方法和理念，必须关注这种不断进展着的挑战。这就是本书加上这一章的目的。
本章内容涉及到一些新的概念，需要一些有关现代控制（含鲁棒控制）理论、优化方法以及

复合材料力学方面的知识。由于篇幅所限，所以在写法上力求简明易懂，某些必要的结论直接
引用，不作推导。对于不具备以上基础知识的学生，如果学习本章，重点应放在开阔视界、看懂
思路上，以此提供一个了解气动弹性设计的高起点。对于已经具备一定基础的读者，则可以从
中获得更多的信息。需要进一步学习的读者，可参阅本章所附的参考文献。

１１．１　气动弹性系统的状态空间法

状态空间法是一种近代时域方法。在气动弹性领域引入该方法，完全是由于先进的气动
弹性设计的不断深化，以至于使传统的频域方法不能适用的原因。例如，１０．１．３节中提出的
气动伺服弹性综合技术，它必然导致控制律与弹性飞机组成的多输入、多输出系统；又如结构、
伺服助力系统以及气动力的非线性问题；还有１１．３节中所述的“主动气动弹性机翼”设计，这
些问题都是频域方法力所不能及的。可见，时域方法是为了解决特定的需要才应用的。
同时，对于气动伺服弹性问题，为了便于融会并应用现代控制理论，一般都要把系统模型

化为现代控制理论中的基本形式，即状态空间的形式。

１１．１．１　状态变量、状态空间表达式

状态变量中“状态”是指系统的运动状态。状态变量，是指足以表征系统运动状态的最小
个数的一组变量。把Ｒ个状态变量构成的向量，称作状态向量，记作

ｘ（ｔ）＝

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ）


ｘＲ（ｔ

熿

燀

燄

燅）

＝ ［ｘ１（ｔ）　ｘ２（ｔ）　…　ｘＲ（ｔ）］Ｔ

以状态变量ｘ１，ｘ２，…，ｘＲ为坐标轴构成的Ｒ 维空间，称为状态空间。
由系统的状态变量构成的一阶微分方程组称为系统的状态方程。因为状态变量不一定是

能够测量的物理量，所以还有系统指定的输出。该输出与状态变量的关系式，称为系统的输出
方程。

１０２



状态方程和输出方程总和起来，称为系统的状态空间表达式。
一般地，不论是单输入、单输出系统，还是多输入、多输出系统，其状态空间表达式均可有

如下标准形式，即系统状态空间表达式

　　　　　　　　　　　　　
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝ ｝Ｃｘ

（状态方程） （１１ １ａ）
（输出方程） （１１ １ｂ）

式中，ｘ为状态向量；ｕ为输入向量；ｙ为输出向量；Ａ为状态矩阵；Ｂ为输入（或控制）矩阵；Ｃ为
输出矩阵。状态变量并不是惟一的，状态空间表达式也不是惟一的。

　　状态空间表达式可以用系统方框图表示，如图１１ １所示。

图１１ １　状态空间表达式的方框图

在状态空间的基础上来处理系统的动态问题就是状态空间法。有关的内容在现代控制理
论中有详细的论述。这里，仅仅是根据气动弹性或气动伺服弹性的需要作了上述的简要提示。
状态空间法可以应用于多变量系统、非线性系统、时变系统、随机过程和采样数据系统，这些优
越性对于进一步的气动弹性研究或设计都是不可替代的。

１１．１．２　状态空间法中非定常气动力的拉氏域有理近似

在传统的颤振方程中，非定常气动力矩阵Ａ（Ｍａ，ｋ）是利用简谐条件求得的。它随马赫数

Ｍａ和减缩频率ｋ而变化，显然，只能用于频域方法；对于状态空间法，则是不适用的。因此，
要采用时域内的气动力。
到目前为止要想直接地计算时域内任意运动的非定常气动力还十分复杂，因此，目前常用

的几种方法基本上都是利用频域上若干离散频率的非定常气动力，把它延拓至拉氏域中，成为
用有理函数形式表示的时域气动力。这是一种工程实用的近似方法。频、时域这两种气动力
在同一频率（在ｓ平面的虚轴上对应的频域离散点）时达到一致。因此，有时也把这种延拓称
为有理函数拟合。目前，国内外在气动弹性系统的状态空间法建模中，主要的方法是：Ｒｏｇｅｒ
法、最小状态法和修正的矩阵Ｐａｄé法。这一节中，主要介绍其中用得较多的两种，即Ｒｏｇｅｒ法
和最小状态法。

１．Ｒｏｇｅｒ法
其有理函数表达式为

珟Ａ（珋ｓ）＝Ａ０＋Ａ１
ｂ
Ｖｓ＋Ａ２

ｂ
Ｖ（ ）ｓ

２

＋∑
ｌ

ｊ＝１

Ａ２＋ｊｓ

ｓ＋Ｖ
ｂβｊ

（１１ ２）
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式中，Ａ０～Ａ２＋ｊ是实待定矩阵；珋ｓ＝ｂｓ
Ｖ

，ｓ是拉氏复变量；一般地，ｌ≤４，可按精度要求而定；βｊ是

由经验给定的正实数（也可优选），通常取为颤振减缩频率附近的若干ｋ值，称为气动力滞
后项。
拟合的目的是根据频率域中已知的气动力矩阵Ａ（ｋ）来确定式（１１ ２）中各待定矩阵。

式（１１ ２）中珟Ａ（珋ｓ）的每个元素珘ａｉｊ的待定系数最多为７个。设珘ａｉｊ（以下用简单字符珘ａ表示）为
珟Ａ（珋ｓ）中的一个元素，则有拉氏域表达式

珘ａ（珋ｓ）＝ａ０＋ａ１
ｂ
Ｖｓ＋ａ２

ｂ
Ｖ（ ）ｓ

２

＋∑
４

ｊ＝１

ａ２＋ｊｓ

ｓ＋Ｖ
ｂβｊ

（１１ ３）

式中，ａ０，ａ１，…，ａ６为该元素的实待定系数。
已知条件为一组（ｍ个）ｋ下的非定常气动力矩阵Ａ（ｋ）。
具体求法如下：
将简谐条件代入式（１１ ３），并分解为实部、虚部，等号左侧为已知数，则

ａ（ｉω）＝ａ０＋ａ１（ｉｋ）＋ａ２（－ｋ２）＋∑
４

ｊ＝１

ａ２＋ｊ（ｉｋ）
ｉｋ＋βｊ

（１１ ４）

其中实部为

ａ（ｉω）Ｒ ＝ａ０－ｋ２ａ２＋∑
４

ｊ＝１

ｋ２ａ２＋ｊ

ｋ２＋β
２
ｊ

（１１ ５ａ）

虚部为

ａ（ｉω）Ｉ ＝ｋａ１＋∑
４

ｊ＝１

ｋβｊａ２＋ｊ

ｋ２＋β
２
ｊ

（１１ ５ｂ）

取ｍ个ｋ下的ａ（ｉω）为拟合计算点，在拟合误差平方和为最小的条件下，用最小二乘法，即可
求得式（１１ ５ａ），（１１ ５ｂ）中的待定系数ａ０～ａ６，分别为

ａ０

ａ１



ａ

熿

燀

燄

燅６

＝ ∑
ｍ

ｔ＝１

（ＢＲ，ｔＢＴ
Ｒ，ｔ＋ＢＩ，ｔＢＴ

Ｉ，ｔ［ ］）－１· ∑
ｍ

ｔ＝１

（ａ（ｉω）Ｒ，ｔＢＲ，ｔ＋ａ（ｉω）Ｉ，ｔＢＩ，ｔ［ ］） （１１ ６）

其中，列阵

ＢＲ，ｔ ＝ １　０　－ｋ２
ｔ　 ｋ２

ｔ

ｋ２
ｔ ＋β

２
１
　 ｋ２

ｔ

ｋ２
ｔ ＋β

２
２
　 ｋ２

ｔ

ｋ２
ｔ ＋β

２
３
　 ｋ２

ｔ

ｋ２
ｔ ＋β［ ］２

４
（１１ ７）

列阵

ＢＩ，ｔ ＝ ０　ｋｔ　０　 β１ｋｔ

ｋ２
ｔ ＋β

２
１
　 β２ｋｔ

ｋ２
ｔ ＋β

２
２
　 β３ｋｔ

ｋ２
ｔ ＋β

２
３
　 β４ｋｔ

ｋ２
ｔ ＋β［ ］２

４
（１１ ８）

式中　ｋｔ———第ｔ个减缩频率；

ａ（ｉω）Ｒ，ｔ———在减缩频率ｋｔ下的简谐非定常气动力矩阵Ａ（ｋｔ）中的元素ａ的实部；
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ａ（ｉω）Ｉ，ｔ———在上述定义下的虚部。

　　此法中，对矩阵中某一下标为ｉ，ｊ的元素，其确定与其他下标的元素无关，因此方程的未
知量为３＋ｌ，计算量较小。但此法用于状态空间表达式时，气动力增广向量维数高，使状态
方程规模增大，又会使后继计算量增大（见１１．１．３节）。

２．最小状态法

　　其有理函数表达式为

珟Ａ（珋ｓ）＝Ａ０＋Ａ１
ｂ
Ｖｓ＋Ａ２

ｂ
Ｖ（ ）ｓ

２

＋∑
ｌ

ｊ＝１

ＤｊＥｊｓ

ｓ＋Ｖ
ｂγｊ

（１１ ９）

式中，Ｄｊ是列阵；Ｅｊ是行阵；ｓ是拉氏复变量；Ａ０，Ａ１，Ａ２及Ｄｊ，Ｅｊ（ｊ＝１，…，ｌ）为待求矩阵。
此法的提出，是为了使它用于状态空间表达式时，气动力增广向量维数尽可能达到最小

（事实上现在已经有方法可使其为零）。但这个方法中Ｄｊ，Ｅｊ两个矩阵中的元素的确定是互相

关联的，这就使求解方程中未知量激增至ｎ２（３＋２ｌ）。其中ｎ是系统所选自由度数，亦即矩阵
珟Ａ的阶数。显然，用求解方程来确定待求矩阵几乎是不可能的。
通常的做法是：

① 给定正实数γｊ（ｊ＝１，２，…，ｌ）；

② 设定列阵Ｄ初值，ｒａｎｋ（Ｄ）≠０；

③ 施加等式约束，求行阵Ｅ的最小二乘解；

④ 用上一步求得的Ｅ求Ｄ 的最小二乘解；

⑤ 计算拟合平方误差∑ε２，检验精度；

⑥ 若精度不足，重复Ｄ—Ｅ—Ｄ步骤，直至满足要求。
通常把约束加在ｋ＝０或ｋ＝ｋＦ（颤振点减缩频率）或某个特殊要求点上，使近似式达到完

全满足或加权满足。这样，可使问题得到简化。

１１．１．３　气动弹性系统的状态空间表达式

１１．１．２节中得到了非定常气动力的拉氏域有理函数近似珟Ａ（珋ｓ），把它代入运动方程，则单
独飞机气动弹性系统运动方程（不计外部输出时）的拉氏域表达式为

ｓ２［Ｍｓ　Ｍｃ］＋［Ｋｓ　０］＋１
２ρＶ

２［珟Ａｓ（ｓ）　珟Ａｃ（ｓ（ ））］ ｑｓ

ｑ［ ］
ｃ

＝０ （１１ １０）

式中　ｓ———拉氏变量；

ｑｓ———飞机结构弹性振动广义坐标ｎ维列阵；

ｑｃ———控制面偏转广义坐标ｍ维列阵（多输入）；
珟Ａｓ（ｓ），珟Ａｃ（ｓ）———分别对应于结构、控制面的任意运动非定常气动力有理近似矩阵；

Ｍ，Ｋ———广义质量和广义刚度矩阵；
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ｓ，ｃ———下标，分别表示结构和控制面。

１．采用Ｒｏｇｅｒ近似的状态空间表达式
当珟Ａｓ（ｓ）和珟Ａｃ（ｓ）采用Ｒｏｇｅｒ近似（见式（１１ ２））时，式（１１ １０）可归并为

［Ｂ２，ｓｓ２＋Ｂ１，ｓｓ＋Ｂ０，ｓ　Ｉｎ　Ｉｎ　…　Ｉ
烐烏 烑

ｎ

ｌ个

］ｑｓ

ｘ［ ］
ａ

＋［Ｂ２，ｃｓ２＋Ｂ１，ｃｓ＋Ｂ０，ｃ］ｑｃ ＝０

（１１ １１）
式中

Ｂ２，ｓ ＝Ｍｓ＋１
２ρＶ

２Ａ２，ｓ
ｂ（ ）Ｖ

２
（１１ １２）

Ｂ１，ｓ ＝ １
２ρＶ

２Ａ１，ｓ
ｂ
Ｖ

（１１ １３）

Ｂ０，ｓ ＝Ｋｓ＋１
２ρＶ

２Ａ０，ｓ （１１ １４）

Ｂ２，ｃ ＝Ｍｃ＋１
２ρＶ

２Ａ２，ｃ
ｂ（ ）Ｖ

２
（１１ １５）

Ｂ１，ｃ ＝ １
２ρＶ

２Ａ１，ｃ
ｂ
Ｖ

（１１ １６）

Ｂ０，ｃ ＝ １
２ρＶ

２Ａ０，ｃ （１１ １７）

ｘａ＝［ｘＴ
ａ１　ｘＴ

ａ２　…　ｘＴ
ａｌ］，称为气动力增广向量，它的第ｊ个子阵（列阵）为

ｘａｊ ＝ １
２ρＶ

２ Ａ２＋ｊ，ｓｓ

ｓ＋Ｖ
ｂβｊ

ｑｓ＋１
２ρＶ

２ Ａ２＋ｊ，ｃｓ

ｓ＋Ｖ
ｂβｊ

ｑｃ　　（ｊ＝１，２，…，ｌ） （１１ １８）

由此，可以建立式（１１ １ａ）所示的状态空间表达式中的状态方程
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

式中

ｘ＝ ［ｑＴ
ｓ　ｑＴ

ｓ　ｘＴ
ａ］　　（状态向量列阵） （１１ １９）

ｕ＝ ［ｑＴ
ｃ　ｑＴ

ｃ　ｑ
··Ｔ

ｃ］　　（控制（输入）向量列阵） （１１ ２０）

Ａ＝

０ｎ Ｉｎ ０ｎ ０ｎ … ０ｎ

－Ｂ－１
２，ｓＢ０，ｓ －Ｂ－１

２，ｓＢ１，ｓ －Ｂ－１
２，ｓ －Ｂ－１

２，ｓ … －Ｂ－１
２，ｓ

０ｎ
１
２ρＶ

２Ａ２＋１，ｓ －Ｖ
ｂβ１Ｉｎ

０ｎ
１
２ρＶ

２Ａ２＋２，ｓ －Ｖ
ｂβ２Ｉｎ

  

０ｎ
１
２ρＶ

２Ａ２＋ｌ，ｓ －Ｖ
ｂβｌＩ































熿

燀

燄

燅ｎ

（１１ ２１）
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Ｂ＝

０ｎ ０ｎ ０ｎ

－Ｂ－１
２，ｓＢ０，ｃ －Ｂ－１

２，ｓＢ１，ｃ －Ｂ－１
２，ｓＢ２，ｃ

０ｎ
１
２ρＶ

２Ａ２＋１，ｃ ０ｎ

０ｎ
１
２ρＶ

２Ａ２＋２，ｃ ０ｎ

  

０ｎ
１
２ρＶ

２Ａ２＋ｌ，ｃ ０































熿

燀

燄

燅ｎ

（１１ ２２）

式中，０ｎ，Ｉｎ分别为ｎ维零矩阵和单位阵，ｎ为自由度数。
补充说明一点，关于由运动方程而建立状态空间方程的方法，可参看任何一本现代控制理

论的著作。
由式（１１ １９）可见，由于气动力的Ｒｏｇｅｒ近似，引入了气动力增广向量（也称气动力状态

向量）ｘａ，而ｘａ的维数是ｎ·ｌ，从而使Ａ，Ｂ矩阵增大很多，这是Ｒｏｇｅｒ法的不足之处。为了减
少气动力增广向量，出现过一些方法，用得最广泛的就是最小状态法。

２．采用最小状态近似的状态空间表达式
当珟Ａｓ（ｓ）和珟Ａｃ（ｓ）用最小状态法来近似（见式（１１ ９））时，式（１１ １０）则可归并为

［Ｂ２，ｓｓ２＋Ｂ１，ｓｓ＋Ｂ０，ｓ　Ｄ１　Ｄ２　…　Ｄｌ］
ｑｓ

ｘ［ ］
ａ

＋［Ｂ２，ｃｓ２＋Ｂ１，ｃｓ＋Ｂ０，ｃ］ｑｃ ＝０

（１１ ２３）
式中，全部Ｂ矩阵同于式（１１ １２）～（１１ １７）。其不同之处仅在于式（１１ １１）中Ｉｎ方阵改为

Ｄｊ列阵（ｊ＝１，２，…，ｌ），ｘａ的各子阵（见式（１１ １８））中的矩阵Ａ２＋ｊ改为行阵Ｅｊ，即

ｘａｊ ＝

１
２ρＶ

２Ｅｊ，ｓｓ

ｓ＋Ｖ
ｂγｊ

ｑｓ＋

１
２ρＶ

２Ｅｊ，ｃｓ

ｓ＋Ｖ
ｂγｊ

ｑｃ （１１ ２４）

与前述同理，式（１１ ２３）可化为状态空间表达式（１１ １ａ）的形式，其中，ｘ，ｕ分别同于
式（１１ １９），（１１ ２０）。其状态矩阵Ａ、控制矩阵Ｂ分别如下所示：

Ａ＝

０ｎ Ｉｎ ０ ０ … ０
－Ｂ－１

２，ｓＢ０，ｓ －Ｂ－１
２，ｓＢ１，ｓ －Ｂ－１

２，ｓＤ１ －Ｂ－１
２，ｓＤ２ … －Ｂ－１

２，ｓＤｌ

０ １
２ρＶ

２Ｅ１，ｓ －Ｖ
ｂγ１

０ １
２ρＶ

２Ｅ２，ｓ －Ｖ
ｂγ２

  

０ １
２ρＶ

２Ｅｌ，ｓ －Ｖ
ｂγ




























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熿

燀

燄
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（１１ ２５）

６０２



Ｂ＝

０ｎ ０ｎ ０ｎ

－Ｂ－１
２，ｓＢ０，ｃ －Ｂ－１

２，ｓＢ１，ｃ －Ｂ－１
２，ｓＢ２，ｃ

０ １
２ρＶ

２Ｅ１，ｃ ０

０ １
２ρＶ

２Ｅ２，ｃ ０

  

０ １
２ρＶ

２Ｅｌ，ｃ






























熿

燀

燄

燅０

（１１ ２６）

式中，０ｎ，０分别为零矩阵和零行阵（或列阵）。

　　注意，此法所得的矩阵Ａ和Ｂ要比Ｒｏｇｅｒ法所得的阶数降低很多。其原因是最小状态法
引入的气动力增广向量维数由ｎ·ｌ降至ｌ，使整体的Ａ，Ｂ规模缩小，由此得名为“最小状态”
法。这是一个明显的优点；但由前述知，它的拟合计算量却要增加很多。
至于式（１１ １ｂ）所示输出方程，只要按给定输出ｙ（量测量）即可求得输出矩阵Ｃ。

１１．１．４　气动弹性系统稳定性问题的状态空间法

本方法通常称为根轨迹法。它既可以用来求解单独飞机的颤振稳定性，也可以求解气动

伺服弹性系统的稳定性，而且，它对于飞机是否处于稳定的前提是无须考虑的。
首先讨论单独飞机的颤振。此时令状态方程ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ中输入为零，即控制输入ｕ＝０，

其他输入也为零。从而状态方程为
ｘ＝Ａｘ （１１ ２７）

其特征方程为

｜ｓＩ－Ａ｜＝０ （１１ ２８）
式中　ｓ———特征根，ｓ＝σ＋ｉω。

　　状态矩阵Ａ随动压１２ρＶ
２而变化。把不同动压下的特征根绘制成ｓ复平面上半域（正半

虚轴）上的轨迹，称为根轨迹图，如图１１ ２所示。图中每条曲线分别对应每个振动模态分支
随着动压变化呈现的根轨迹，动压为零时，各分支起始点位于虚轴的固有频率值上。随着动压
逐级增大，某些分支（如图１１ ２中的第二分支）首先由ｓ左半平面穿越虚轴至ｓ右半平面，说
明该分支的运动由稳定转为不稳定。穿越点Ａ即为颤振临界点，由此可确定颤振频率与颤振
动压以及颤振危险（不稳定）分支。图中，略去了气动力增根的轨迹。
根轨迹法能较准确地反映非临界（非简谐）情况下的运动变化，这是因为它采用了任意运

动的非定常气动力的拉氏域近似表达。但因状态矩阵Ａ的阶数远高于自由度数，故计算量明
显增大。实际上，单独飞机的颤振中，采用Ｖ ｇ法、ｐ ｋ法是简明和可靠的；而在气动伺服弹
性稳定性问题（例如第１１．２节和第１１．３节的内容）中，需要比较有、无反馈控制时颤振点的改
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图１１ ２　典型的飞机根轨迹图

变，此时，根轨迹法才是常用的方法。因此下面还要提出气动伺服弹性闭环的根轨迹图。
对于飞机气动伺服弹性闭环系统，设由伺服控制系统传递到舵面的反馈输入为

ｕ＝Ｋｘ （１１ ２９）
式中　Ｋ———反馈控制矩阵；

ｘ———状态向量。
它与飞机构成闭环。联立

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｕ＝ ｝Ｋｘ

则有

ｘ＝ （Ａ＋ＢＫ）ｘ＝珚Ａｘ （１１ ３０）
式中　珚Ａ———闭环状态矩阵。
由闭环特征方程｜ｓＩ－珚Ａ｜＝０，即可求得特征根，并绘制闭环系统的根轨迹图。可见闭环根

轨迹的性状主要取决于反馈矩阵Ｋ。

１１．２　气动伺服弹性鲁棒稳定性分析的状态空间法

首先，说明一下鲁棒性的概念。在气动伺服弹性系统中往往会遇到多输入、多输出（即多

变量）的稳定性分析，例如飞机的偏航／滚转回路以及多个控制面的主动气动弹性机翼设计等。
此时，要应用到鲁棒性的概念。
对于一个给定的气动伺服弹性系统，按理论假设的条件所建立的计算模型，称为标称模
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型。而实际系统会因为种种不确定的因素（诸如刚度、质量、气动力、振动特性、飞行条件、控制
参数和工艺误差等扰动因素）的存在而与标称系统之间出现差别。设计者除了首先要保证标
称系统设计稳定外，还应留有足够的裕度以抵抗各种不确定的扰动因素，使实际系统仍保持稳
定。这一性质称为系统的鲁棒稳定性。在单变量系统中，这种能力可以从奈奎斯特图线中通
过幅值、相位裕度准确地给出，即稳定裕度的概念。但它不能适用于多变量系统。在多变量系
统中，鲁棒稳定性的强弱是通过系统对于稳定性判据或定理满足的程度来体现的。检验鲁棒
稳定性的方法通常是：把真实系统（相对于标称系统）认定为在标称模型上附加摄动（或称为不
确定性）的模型，然后对真实系统判断稳定性。
目前在现代控制理论中，鲁棒控制理论是一个重要内容。以下将阐述在气动弹性领域内

可以适用于多输入、多输出系统的有关方法，这些方法都只能在状态空间的基础上进行。第一
种方法是基于系统回差矩阵最小奇异值的闭环鲁棒稳定裕度估算；第二种方法是用μ方法来
计算开环和闭环的标称、鲁棒稳定裕度。这两种方法，都要运用奇异值这个数学工具。

１１．２．１　奇异值

在鲁棒稳定性判据中最常用的手段是奇异值理论。奇异值的定义和性质由矩阵理论给出。
设有复矩阵Ａ∈Ｃｍ×ｎ，且ｒａｎｋＡ＝ｒ，则矩阵Ａ有ｒ个奇异值，记作σｉ（Ａ）。由矩阵理论

可知

σｉ（Ａ）＝ λｉ（ＡＨＡ槡 ）＝ λｉ（ＡＡＨ槡 ）＞０ （１１ ３１）
式中　λｉ（·）———矩阵（·）的第ｉ个特征值，σｉ为非负平方根；Ｈ表示复矩阵的共轭转置；
记珋σ（Ａ）———矩阵Ａ的最大奇异值；
记σ（Ａ）———矩阵Ａ的最小奇异值。

１１．２．２　基于系统回差矩阵最小奇异值的鲁棒稳定裕度估算

这种方法可以回答以下的提问：在标称的气动伺服弹性闭环系统上，还持有多少稳定裕
度？对于多变量系统，这个裕度只是一个充分条件，因此是一个保守的条件，是一种稳定裕度
的估算。具体的做法是在标称系统上附加一个摄动，本节中采用了加法摄动（此外还有各种摄
动方式，不赘述），以此描述真实系统。如果在摄动后仍能保持稳定，那么对应的摄动就可以折
算为稳定裕度。假定系统有乘法摄动Ｌ，如图１１ ３所示。显然，对于标称系统，则Ｌ为单位
矩阵Ｉ。

图１１ ３　气动伺服弹性、乘法摄动闭环

１．回差矩阵
图１１ ３所示的闭环，其回差矩阵Ｗ（ｓ）由两部分

组成，即Ｇ（ｓ）和Ｋ（ｓ）。

　　①Ｇ（ｓ）表示气动弹性飞机（含伺服系统）传递函数
矩阵。由于已有的惯例，经常是把伺服器（通常用二阶
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环节表示）、助力器（通常用一阶环节表示）两个环节合为伺服系统，用一个三阶环节来表示。
设单独飞机气动弹性（不含伺服）系统为

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕｐ

ｙ＝ ｝Ｃｘ
（１１ ３２）

再设伺服系统为

ｘａｃ ＝Ａａｃｘａｃ＋Ｂａｃｕａｃ

ｙａｃ ＝Ｃａｃｘ ｝
ａｃ

（１１ ３３）

根据伺服系统的输出ｙａｃ即为飞机的输入ｕｐ，联立式（１１ ３２）与式（１１ ３３），得到组合起来的
飞机气动弹性环节，用状态方程、输出方程表示为

ｘｓ ＝Ｆｘｓ＋Ｇｕｕ

ｙ＝Ｈｘ ｝
ｓ

（１１ ３４）

式中 ｘｓ ＝ ［ｑＴ
ｓ　ｑＴ

ｓ　ｘＴ
ａ　ｘＴ

ａｃ］＝ ［ｘＴ　ｘＴ
ａｃ］

Ｆ＝
Ａ ＢＣａｃ

０ Ａ［ ］
ａｃ

（１１ ３５）

Ｇｕ ＝
０
Ｂ［ ］

ａｃ

（１１ ３６）

ｙ是输出至传感器的量测量信号，例如角速度ω或过载ｎ。由此不难写出输出矩阵Ｈ。一般
地，Ｈ的诸元素由模态参数组成。
通过式（１１ ３４）的拉氏变换式，即可求得传递函数矩阵Ｇ（ｓ），即

ｙ（ｓ）＝Ｈ（Ｉｓ－Ｆ）－１Ｇｕｕ（ｓ）＝Ｇ（ｓ）ｕ（ｓ） （１１ ３７）
由此，得到

Ｇ（ｓ）＝Ｈ（Ｉｓ－Ｆ）－１Ｇｕ （１１ ３８）

　　②Ｋ（ｓ）表示反馈控制系统传递函数矩阵，它是控制设计部门给定的。如果是以状态空间
表达式给出的，也可按上述同样方法，由状态空间方程

ｘｃ ＝Ａｃｘｃ＋Ｂｃｕｃ

ｙｃ ＝Ｃｃｘ ｝
ｃ

（１１ ３９）

得到拉氏变换形式

ｙｃ（ｓ）＝Ｃｃ（Ｉｓ－Ａｃ）－１Ｂｃｕｃ（ｓ）＝－Ｋ（ｓ）ｕｃ（ｓ） （１１ ４０）
由此，得到

Ｋ（ｓ）＝－Ｃｃ（Ｉｓ－Ａｃ）－１Ｂｃ （１１ ４１）
用图１１ ４可以表明以上①，②部分的输入／输出的对等关系。对于标称系统，ｙ（ｓ）＝ｕｃ（ｓ），以
及ｕ（ｓ）＝ｙｃ（ｓ）。

　　③ 由此，得到回差矩阵

Ｗ（ｓ）＝Ｉ＋Ｋ（ｓ）Ｇ（ｓ） （１１ ４２）
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图１１ ４　气动伺服弹性系统闭环方框图

由控制理论可知，闭环系统的稳定性取决于回差矩阵Ｗ（ｓ）及逆回差矩阵珡Ｗ（ｓ）（珡Ｗ（ｓ）＝Ｉ＋
［Ｋ（ｓ）Ｇ（ｓ）］－１）的零点位置。对于标称稳定系统，不但要求全部零点在ｓ复平面的左边平面，
而且要求全部零点距离虚轴有一段“距离”，而描述“距离”的方法就是矩阵的奇异值。所以，以
下的方法，是引用了奇异值作为距离的概念。

２．基于回差矩阵最小奇异值的鲁棒稳定性估算
在气动伺服弹性标称系统中，加入摄动矩阵Ｌ（见图１１ ４），此处选用了乘法摄动，如

图１１ ３所示。设给系统的摄动可归结为幅值与相位，则Ｌ可表示为对角矩阵

Ｌ＝ｄｉａｇ（Ｋｎｅｉｎ）
下标ｎ＝１，２，…，ｎｃ；ｎｃ为控制输出向量ｙｃ的维数；Ｌ为对角矩阵，每一对角项表示了对每一输
入分量的摄动。其标称系统的回差矩阵为

Ｗ ＝Ｉ＋Ｋ（ｓ）Ｇ（ｓ）
判断受摄动系统的稳定性，需要一个依据。由控制理论及奇异值性质推得以下稳定性

判据：
设标称系统稳定，若下式之一成立，则图１１ ３所示的受摄动系统保持稳定。

①珋σ（Ｌ－１－Ｉ）＜σｍ ≤σ［Ｉ＋Ｋ（ｉω）Ｇ（ｉω）］　　（ω＞０） （１１ ４３）

②珋σ（Ｌ－Ｉ）＜σｍ ≤σ［Ｉ＋（ＫＧ）－１（ｉω）］　　　（ω＞０） （１１ ４４）
式中，σｍ是对于所有频率（ｓ＝ｉω）上回差矩阵最小奇异值σ（Ｉ＋ＫＧ）中的最小值。
现采用① 所示的判据（式（１１ ４３））作为示例。该不等式左边取决于摄动的增益与相位，

展开式为

σ（Ｌ－１－Ｉ）＝ ｍａｘ
ｎ

１－ １
Ｋ（ ）ｎ

２

＋ ２
Ｋｎ

（１－ｃｏｓｎ槡 ）　　（ｎ＝１，２，…，ｎｃ）（１１ ４５）

上列关系式可用图１１ ５表示。不等式右边是对给定的标称系统在全频率域上计算回差矩阵
最小奇异值σ（Ｉ＋ＫＧ），并得出其中的最小值σｍ，如图１１ ６所示。该曲线是某型飞机的

σ［Ｉ＋Ｋ（ｉω）Ｇ（ｉω）］随频率ω的变化。由图１１ ６可知，该系统σｍ＝０．４。
最后，由判据式（１１ ４３）可知，当受摄动系统达到闭环稳定的临界状态时，应有σｍ ＝

珋σ（Ｌ－１－Ｉ）。这一临界条件用图１１ ５的水平虚线表示。σｍ 与曲线的交点，表示了系统仍保持
稳定所允许的增益（即幅值）摄动与相位摄动，亦即标称系统的增益裕度和相位裕度。本示例
中，σｍ＝０．４的平线只能与相位裕度２０°，１０°及０°的曲线相交，交点分别为Ａ，Ｂ，Ｃ三点，由此
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图１１ ５　增益、相位稳定裕度估计曲线

图１１ ６　飞机气动伺服弹性系统的回差矩阵最小奇异值 频率的曲线

可以确定对应于这３个相位裕度下的增益裕度。
必须指出，式（１１ ４３）及式（１１ ４４）是保守的稳定性判据，它只能保守地估计系统的鲁棒

稳定裕度。
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１１．２．３　在μ方法下的系统鲁棒稳定裕度

μ方法可以回答以下的提问：对于一个标称气动弹性系统，在标称动压下，要保持系统稳
定，还能有多少动压的裕度？亦即允许最大的动压摄动是多少？这里所给出的μ方法，是用动
压来表示颤振裕度。同时，μ方法还有更重要的用途，对于考虑不确定性的鲁棒气动弹性系统
以及鲁棒气动伺服弹性系统，也可用μ方法来回答鲁棒颤振裕度和鲁棒气动伺服弹性稳定裕
度。目前，已有众多的文献论述μ方法及其与试飞数据相结合的应用成果。

１．结构奇异值μ及基于μ值的鲁棒稳定性定理
为了要用μ方法分析一个复杂的线性系统，首先要给出一个适合于μ方法的鲁棒性分析

的框架。这个框架如图１１ ７所示，图中表示了Ｐ和Δ 的反馈连接。其中，Ｐ为线性系统；Δ
为不确定性摄动；ｕ，ｙ分别为系统的输入、输出；ｚ，ｗ分别是Δ 的反馈连接的输入、输出信号。
如果把Ｐ分为４个分量，即

Ｐ＝
Ｐ１１ Ｐ１２

Ｐ２１ Ｐ

［ ］

２２

（１１ ４６）

则由图１１ ７可知，输入ｕ到输出ｙ的传递关系，由下列变换表示，即

ｙ＝Ｆｕ（Ｐ，Δ）ｕ （１１ ４７）
式中

Ｆｕ（Ｐ，Δ）＝Ｐ２２＋Ｐ２１Δ（Ｉ－Ｐ１１Δ）－１Ｐ１２ （１１ ４８）
上式称为线性分式变换。

　　可以证明，这种变换有一个重要特性：多个线性分式互相连接（串联或并联）而成的复杂系
统，总是可以表示为一个等效的单一线性分式变换。例如图１１ ８所示的系统，它由Ｐ，Ｑ两
个模型组成，并分别与ΔＰ，ΔＱ构成闭环反馈连接。它可以重新化为（推导从略）一个单一的线
性分式变换，这个新的线性分式变换中的算子由原先两个单独线性分式变换中的算子块结构
组成，即有

ｙ＝Ｆｕ（Ｐ，ΔＰ）ｕ＋Ｆｕ（Ｑ，ΔＱ）ｕ＝Ｆｕ（Ｒ，ΔＲ）ｕ （１１ ４９）

图１１ ７　μ方法进行鲁棒性分析的框架 图１１ ８　多个线性分式变换的连接
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式中

Ｒ＝

Ｐ１１ ０ Ｐ１２

０ Ｑ１１ Ｑ１２

Ｐ２１ Ｑ２１ Ｐ２２＋Ｑ

熿

燀

燄

燅２２

（１１ ５０ａ）

ΔＲ ＝
ΔＰ ０
０ Δ［ ］

Ｑ

（１１ ５０ｂ）

图１１ ９　应用μ方法进行

鲁棒稳定性分析框架

　　有了这一特性，联系到气动弹性（或气动伺服弹性）的鲁棒
稳定性分析，系统就可以把引入的各种不确定性摄动与线性系
统Ｐ用反馈关系联系起来，使任何复杂系统均可以归结为适用
于μ方法的一般框架，如图１１ ９所示。图中Ｐ为气动弹性稳定
的有理传递函数矩阵，Δ为范数有界。
定义　给定复传递函数矩阵Ｐ稳定，以及范数有界的不确

定性集合Δ。定义结构奇异值

μ（Ｐ）＝
０　　　（若不存在ｄｅｔ（Ｉ－ＰΔ）＝０，Δ∈Δ）

１
ｍｉｎ
Δ∈Δ

｛珋σ（Δ）：ｄｅｔ（Ｉ－ＰΔ）＝０
烅
烄

烆 ｝
（１１ ５１）

根据结构奇异值μ（Ｐ），有以下关于鲁棒稳定性的定理。

　　定理１　给定图１１ ９所示的系统，α为实标量，对于所有的Δ（ｓ）满足范数有界｜｜Δ｜｜∞ ≤
α，当且仅当μ（Ｐ）＜１／α时，Ｐ对于不确定性集合Δ是鲁棒稳定的。
通常对Δ引入加权矩阵，从而使所有Δ的范数≤１，即

Δ＝ ｛Δ：｜｜Δ｜｜∞ ≤１｝ （１１ ５２）
于是还可以有定理２。

　　定理２　叙述同上，只需把α改为１。
有了定理１和定理２，就可以用μ（Ｐ）值来判断形同图１１ ９的系统鲁棒稳定性和临界稳

定情况。因此，下一步只需要把气动弹性模型转化为图１１ ９所示的框架即可。

２．气动弹性、气动伺服弹性模型和稳定裕度

　　（１）标称气动弹性模型和标称颤振裕度
气动弹性系统的广义运动方程，可以表示为适合于在μ框架下计算标称颤振裕度的形式。

一个最直接的方法，就是对飞行条件参数动压珔ｑ引入摄动δ珔ｑ，然后求出引起不稳定的最小摄动。
对系统的动压加入一个加法摄动，作用于标称动压珔ｑ０，则

珔ｑ＝珔ｑ０＋δ珔ｑ （１１ ５３）
代入运动方程中，把含有δ珔ｑ的项分离出来，列为单独项，写作δ珔ｑｚ。把ｚ与ｗ引入公式，使动压
摄动与系统具有反馈连接，使之化为图１１ ９的形式。其中ｗ与ｚ由动压摄动相联系，即

ｗ＝δ珔ｑｚ （１１ ５４）
４１２



由运动方程和上列关系式，即可得到修正的气动弹性系统的状态空间式，其形如
ｑ

ｑ
··

ｘ
ｚ


熿

燀

燄

燅　

＝
Ａ Ｂ
［ ］Ｃ Ｄ

ｑ
ｑ
ｘ
ｗ


熿

燀

燄

燅　

（１１ ５５）

式中不显含动压摄动δ珔ｑ，而是通过以δ珔ｑ为元素的反馈实标量矩阵来实现对系统的影响，如
图１１ １０所示框架。根据式（１１ ５５），使ｚ＝Ｐ（ｓ）ｗ即可求得传递函数Ｐ（ｓ）。

图１１ １０　以动压为参数的μ方法

的标称气动弹性稳定性模型

确定了Ｐ（ｓ）和Δ，按图１１ １０所示的模型，则可用鲁棒
稳定性定理寻求使系统成为不稳定的最小动压值，也就是保
持标称气动弹性系统稳定所允许的最大动压摄动值，这个摄
动值称为标称颤振裕度。

　　（２）鲁棒气动弹性模型和鲁棒颤振裕度

μ方法中分析气动弹性鲁棒稳定性时，除了仍然要包含动
压摄动外，主要的特点就是增加了各种因素引起的不确定性

Δ。它可以是结构的，或是非结构的，所以必须对Δ有合理的描述，它是模型潜在误差的指示器。
由于线性分式变换的性质，多个子系统模块及其对应的不确定性，可以最终表现为单独的

模型及不确定性。这个单独不确定性中特意地把δ珔ｑ区分出来，以强调它是描述飞行条件的特
殊摄动。
作为例子，下面再对刚度Ｋ也引入不确定性ΔＫ。同时引入关于ΔＫ的加权阵ＷＫ，使不确

定因素用所有｜｜ΔＫ｜｜≤１的ΔＫ来描述，即

Ｋ＝Ｋ０＋ＷＫΔＫ （１１ ５６）

将式（１１ ５３），（１１ ５６）代入运动方程，并把含有δ珔ｑ的项和ΔＫ的项分别列为两个单独项，写作

δ珔ｑｚ珔ｑ＋ΔＫｚＫ。与上述（１）中类同，信号ｚ珔ｑ和ｗ珔ｑ之间以δ珔ｑ与系统反馈连接；信号ｚＫ和ｗＫ之间以

ΔＫ与系统反馈连接。
于是，可建立鲁棒气动弹性系统的状态空间式，其形如

ｑ

ｑ
··

ｘ
ｚ珔ｑ

ｚ



熿

燀

燄

燅Ｋ

＝
Ａ Ｂ
［ ］Ｃ Ｄ

ｑ
ｑ
ｘ
ｗ珔ｑ

ｗ



熿

燀

燄

燅Ｋ

（１１ ５７）

上式可用图１１ １１表示，这也是一个标准的μ方法的变换框图，其摄动不确定性ΔＫ和动

压摄动以反馈方式与系统联系。同样，图中模型可用鲁棒稳定性定理寻求使系统成为不稳定
的最小动压。该动压称为鲁棒颤振裕度。由于包含了不确定性ΔＫ，所以鲁棒颤振裕度不会大
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于标称颤振裕度。

图１１ １１　μ方法的鲁棒

气动弹性稳定性模型

　　以上的不确定性是以刚度为例。事实上，不确定性还可
以是由非定常气动力、阻尼、振动特性、控制系统和非线性等
模型引起的。同样地，也可以得到与图１１ １１类同的形式。

　　（３）鲁棒气动伺服弹性模型和鲁棒稳定裕度

　　建立这一模型的直接方法是将图１１ １１中的开环模型与
控制系统形成反馈闭合系统。控制系统中还附加了传感器和
伺服助力器，它们都会带来显著的不确定性，并且都具有非线

性特性，标称的线性模型不能准确描述真实系统。一个μ方法下的鲁棒气动伺服弹性稳定性分
析如图１１ １２所示。图中Ａ表示伺服助力器系统；Ｋ表示控制器系统；Ｓ表示传感器系统；相应
的不确定性分别为ΔＡ，ΔＫ和ΔＳ。

图１１ １２　μ方法下鲁棒气动伺服弹性稳定性模型

在计算鲁棒气动伺服弹性稳定裕度时，仍然可以应用μ方法。不同的是对象不是开环，而
是闭环。同时，在不确定性建模上和算法上都带来了复杂性，可参考本章参考文献［１４］。
一个实例是在Ｆ／Ａ—１８战斗机上应用μ方法计算了它的气动弹性鲁棒稳定性和气动伺

服弹性鲁棒稳定性。其稳定性框图分别如图１１ １３和图１１ １４所示。图中ΔＡ是实标量对角

矩阵，可以影响状态矩阵的模态响应和时间延滞。Δａｄｄ是输入上的复数不确定性，它涵盖了作动
筒非线性和未模型化等多重不确定性。Δａｄｄ用以考虑对象的响应幅值和相位的复数不确定性。

图１１ １３　Ｆ／Ａ—１８气动弹性鲁棒稳定性框图
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图１１ １４　Ｆ／Ａ—１８ＨＡＲＶ闭环气动伺服弹性鲁棒稳定性框图

３．不确定性和飞行试验数据的并入
由上述可知，气动弹性、气动伺服弹性系统可化为μ框架下的线性分式变换形式，可以循

此而求得标称裕度或鲁棒裕度。而这一裕度的可靠与精确取决于不确定性Δ。μ方法中最大
的优点是可以充分利用飞行试验数据，用比较飞行数据与解析模型两者的传递函数来确定模
型误差，并在这些误差的基础上建立不确定性Δ。根据模型有效性算法，可使这个不确定性既
能充分反映模型误差，又不过于超出真实的误差。这样，可以通过μ方法计算得到最坏情况下
的（而又不过于保守的）稳定裕度。由此，μ方法的流程图可以用图１１ １５表示。

　　在鲁棒控制理论中还有一种方法，是根据“小增益定理”分析鲁棒稳定性；虽然也引入了不
确定性，却没有考虑不确定性的结构，因此，该定理给出的条件过于保守。μ方法是在它的基
础上作了进一步完善，从而使保守性减小。μ方法与ｐ ｋ法或单纯的用飞行数据作系统识别
的传统方法，有着本质的不同。图１１ １６对比了三种方法的区别。单纯用计算模型是不容易
得到准确结果的；单纯用飞行数据，也会因信号质量差而告失败。μ方法则综合了两者，用并
入飞行数据后的Δ来修正模型，而且它的算法在软件中也易于实现，所以μ方法在有条件并
入飞行数据的前提下，用以确定系统的鲁棒性或鲁棒稳定裕度，是一种完善的方法。

图１１ １５　μ方法数据生成流程图 图１１ １６　三种方法对比
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１１．３　主动气动弹性机翼设计技术

主动气动弹性机翼（ＡＡＷ）技术是一项多学科交叉的综合技术，从２０世纪８０年代中期由
美国首先提出这种思想并开创颇具规模的“主动柔性机翼（ＡＦＷ）工程”的验证性规划以来，历
时２０年，目前已经在型号飞机上作了一系列设计研究。９０年代中期改名为“主动气动弹性机
翼”（ＡＡＷ）技术。由于ＡＡＷ 技术的根本特点是充分利用而不是回避机翼的气动弹性效应，
并借助于主动控制系统驱动控制面，形成气动伺服弹性的闭环，从而使设计达到性能优化、重
量最轻。所以ＡＡＷ 的命名是对这种技术的高度概括，也是气动伺服弹性综合技术的延伸和
深化。

ＡＡＷ首先是一种全新的设计理念，或者把它称作ＡＡＷ 概念。但它又不仅是一种概念，
而是涵盖了一整套的学科门类和实施技术。它涉及到结构动力学、控制理论、气动力理论；还
涉及到气动伺服弹性（ＡＳＥ）技术、主动控制技术（ＡＣＴ）、优化技术、测试技术、计算机和风洞
试验等一系列技术，是一个多项技术联动的大系统。所以，最终应当认定为它是一种新的设计
技术。以上提到的很多技术，在实践中都是一个专门的领域。本节只就与设计理念、ＡＳＥ综
合有关的两项内容作一介绍，其他内容请自行参阅有关书籍和文献。

１１．３．１　ＡＡＷ设计理念———对传统设计思想的突破

传统的飞机设计遵循了由强度准则进步到刚度准则的途径，这本身反映了对飞机设计在
认识上的一大跨越。对刚度的足够重视，对提高飞机性能是有利的。如果要使飞机总体性能
提高，那么一个永恒的目标，就是使重量最小。从减轻重量的角度看，又希望高性能的飞机柔
性要大一些，这样一来气动弹性效应随之而增加。一般地，机翼（包括其他气动面）的气动弹性
效应是一种负面影响。一个典型而又极具重要性的例子，就是后掠机翼滚转机动的控制面效
率和反效。对于高动压的飞机，后掠翼操纵效率会构成一个设计的临界条件，万不得已时还可
能推翻原定的方案而重新布局。由静气动弹性效应可知，常规的后缘控制面（副翼）偏转，在气
动弹性效应下产生的气动扭转，正好与滚转机动所需的控制力反向；动压愈高，操纵效率愈低，
甚至反效。此时，滚转机动能力荡然无存。为解决这一问题，传统的方法是提高机翼扭转刚
度，以便加大后缘控制面偏角，从而加大控制力。但这样做的后果是结构重量增加，而且，翼型
弯度增加还使飞行阻力增加。类似的例子还有很多，例如飞行载荷、颤振、阵风响应等，气动弹
性效应通常为不利影响，柔性愈大愈为严重。传统的解决办法，都摆脱不了提高刚度这一条，
以此来防止或减缓影响，而最直接的后果是增加飞机重量、降低飞机性能。在设计理念上，这
种模式属于被动设计。
被动设计，对于飞机特别是对于高性能战斗机，只能在刚度和性能之间取折中方案。这种

设计理念认可设计缺陷。
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传统上也采用优化方法。但多数只能在多学科之间独立地完成后，反复迭代至最终结果。
例如，气动力是通过气动设计变量（如扭转、弯度）设计最小阻力；结构是通过结构设计变量（如
厚度）设计最小重量，同时通过约束来保持变形、稳定性等要求。这种优化是在各自约束下，彼
此以串接式传递数据进行迭代，直至数据收敛。这就是说没有达到综合优化。

图１１ １７　 ＡＡＷ机翼模型的控制面与传感器

　　ＡＡＷ 技术在设计理念上有了全新的突
破。对于ＡＡＷ，其最佳选择恰好是低的刚度
并加上多个控制面。一般地，在左、右机翼上
分别安排４个控制面，如图１１ １７所示。图
上标明了前、后缘外侧和前、后缘内侧控制
面。黑点表示传感器的位置，通过它们接受
气动弹性信号。ＡＡＷ 的要点正是利用机翼
在气动力作用（还可以有惯性力的共同作用）

下产生的气动弹性变形或运动，由传感器接受信号，再通过主动控制系统按预定目的驱动并协
调多个控制面的偏转或偏转运动，反馈至机翼，从而使整个机翼产生所希望的变形或运动，从
本质上提高整个机翼控制气流能量的能力，包括吸收或是散逸能量。由此可见，主动控制起到
了机翼刚度所胜任不了的作用。而主动控制律则是一个关键设计，如果设计合理，潜力是很大
的。图１１ １８中显示了某架高性能战斗机，从低动压到高动压，为了要保持高的滚转机动性
（用滚转速率表征）和最小阻力，由ＡＡＷ 设计的控制面协调使用的例子。控制面偏角以下偏
为正，上偏为负。注意，在所有动压下，每个控制面的偏角均小于５°，说明所需的偏角是很小
的；前缘外侧控制面起了比较重要的作用，后缘控制面在进入反效区时将改变偏角方向。这个
例子说明，ＡＡＷ是利用控制面形成机翼的气动扭转，从而提供大的控制力并减小了气动阻
力。显然，这样的设计中，机翼的刚度可以降低，从而使飞机重量降低，总的机翼载荷就会相应
地减缓。由此例可以看出，ＡＡＷ 的设计中设计者不必为刚度所困扰，刚度的不足已经通过控
制面的正确配置所弥补，而且还会更好。所以，这种设计模式是一种主动设计。

图１１ １８　利用控制面的协调偏转达到高机动滚转下阻力最小 ９１２



由于ＡＡＷ是借助多个控制面的主动控制来改变整个机翼的形态和气动力分布的，所以
其效益是明显的，功能是多重的，可适应的飞行条件是多种的。经美国“ＡＡＷ 工程”及有关风
洞模型试验和验证机试验得到的结论是，ＡＡＷ 技术能获得如下收益：① 显著增强控制能力，
提高机动性能；② 在所有飞行范围内减小气动阻力；③ 减轻结构重量；④ 提高稳定性，主动抑
制颤振；⑤ 机动载荷减缓；⑥ 提高设计裕度。而这些优点，根据不同飞机所执行的任务不同，
都可以折算为相应的起飞总重的减轻和生产成本的降低。
尽管ＡＡＷ技术是把气动力、结构、外部载荷和主动控制率等设计要求合在一起，以实现

性能尽可能的提高而重量最轻，但在具体的实施方案中是可以有各种目的与侧重的。总的来
说，有两种优化方法。第一种方法是针对已有的机翼设计主动控制系统（控制律）。这种设计
中，仍保持飞机原有的结构限制，不作大的改动。主要是利用传感器接受的气动弹性信号而优
化主动控制面的配置，即利用控制律达到机动性能、颤振稳定性能和载荷减缓等的最优（详见

１１．３．２节）。第二种方法是按ＡＡＷ 方法在标称机翼结构的基础上，耦合气动力、结构和控制
系统，并在满足结构约束的条件下达到设计目标（通常是重量）的最优，由此设计一个全新的机
翼。这种方法是更为完整意义上的ＡＡＷ。当然它的基础还必须加上多学科的综合优化。对
于一个大型的优化命题，解决的方法必须建立在多级优化的理论上，采用分层、分解技术，完成
结构控制一体化综合。
对比以上两个方法，第一种方法直接以 ＡＳＥ综合与 ＡＣＴ技术为基础，结合传统的优化

方法，是可望达到的；第二种方法的技术难度明显增加，但设计潜力会更大。

１１．３．２　ＡＡＷ技术中的主动控制

ＡＡＷ中主动控制的重点有２项：

① 颤振主动抑制系统（ＡＦＳ）；

② 滚转机动载荷减缓系统（ＲＭＬＡ）。

　　在“ＡＡＷ工程”中，一个重要的目的，就是要把主动控制技术的水平扩展到更具挑战性和
实用性的领域，因此，必须发展多输入、多输出的主动控制方法，发展实时仿真技术、数字控制
和控制评估技术、风洞演示及验证技术。它需要设计依托，而颤振主动抑制和滚转机动载荷减
缓这两项正是由于其在气动弹性问题中的重要性和难度而被选中。
颤振主动抑制ＡＦＳ的目的是提高开环颤振动压；近２０余年的持续研究表明，大约能提高

２０％～３０％是合适的。同时，在ＡＡＷ 设计中还应该保持一定的其他约束，如滚转速度、控制
面偏转等。图１１ １９是一个数字式颤振主动抑制系统的示意图。图中防伪频（混叠）滤波器
是由于离散采样得到的输出加速度信号会有频率混叠，为使信号清晰而必须引入的。图中

２００Ｈｚ表示采样频率；ＬＥＯ，ＴＥＯ分别表示机翼前缘外侧、后缘外侧。控制器生成颤振主动
抑制控制律，通常采用 ＬＱＧ 法。关于控制律的设计是一项 ＡＳＥ综合技术，其方法将在

１１．３．３节讲述。
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图１１ １９　数字式ＡＦＳ系统示意图

　　滚转机动载荷减缓系统ＲＭＬＡ的目的是利用直接的载荷反馈（应变计信号）在主要结构
点上减少机翼载荷（例如给定为２０％），同时保持滚转速率不变。图１１ ２０是典型的系统示
意图。图中，多个载荷传感器和滚转速率传感器接受的实际滚转速率与载荷不同于指令发生
器确定的同类信号。以两者之差输入控制器。

图１１ ２０　ＲＭＬＡ主动控制系统示意图

１１．３．３　颤振主动抑制控制律设计

在各种气动弹性的主动控制中颤振主动抑制系统（ＡＦＳ）是一个备受关注的重点。首先是
因为颤振是一个动力稳定性问题，这对于飞行器来说不是性能好坏的问题，而是飞行器的存亡
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问题。所谓颤振主动抑制，就是说机翼的原设计是允许颤振不稳定的（当然，这样带来了刚度
降低、重量减轻的收益），它是靠主动控制的控制面产生所需的旋转振动，从而改变整个机翼的
非定常气动力分布，使机翼向气流散逸能量，最后达到颤振抑制，保持稳定，并具有稳定裕度。
万一控制失败，飞机将陷入颤振而毁灭。对于飞行中万无一失的要求，ＡＦＳ从设计到工程应
用的难度和风险均大，也因此成为气动弹性设计的一个关注点，以至于从提出设想，再经过设
计、系统研制、飞行试验和获得初步经验等各个阶段，至今已持续了３０余年。

ＡＦＳ系统设计是最典型的气动伺服弹性综合问题。在ＡＡＷ 设计中，它虽然是一个子问
题，却涉及多门学科。目前，要求发展的是一种低阶的、鲁棒的、多输入／多输出的以及线性二
次高斯（ＬＱＧ）法的数字控制律。这４项要求必须由设计完成，而数字控制律则不一定按离散
域设计，可以在连续域中设计得到模拟式控制律，然后在实施中通过Ｚ变换而转换到数字式
的控制。
以下的介绍仍然按连续域来进行。
当前，颤振主动抑制已经不是可行性原理试验。它已经适用于验证机的验证，并在工程实

践中可靠易行。长期的研究表明，现代控制理论中基于线性二次型性能指标的最优控制，对于
颤振主动抑制是适用的。因为在线性时不变系统中，最优控制律可以用矩阵计算方便地求得。
最优控制的控制律设计全部在状态空间法的基础上进行。
对于控制律设计，还要区别两种情况：第一种是对气动弹性系统不考虑阵风（随机）扰动输

入，这样，系统比较简单，对应的最优控制律设计是在确定的条件下进行（见１１．３．３节第１条）
的；第二种是考虑了阵风、测量等随机扰动，此时，需要应用随机最优控制。考虑到随机扰动，
显然比较符合实际情况，但控制律也要复杂些。但不论哪一种，根据最优控制理论，其设计方
法则都是成熟的。以下分别介绍这两种情况下的颤振主动抑制控制律的确定法。这些方法在
现代控制理论中有详细推导，这里只根据需要给出这些方法的结论。

１．基于状态观测器的输出反馈控制律
此法适用于无阵风扰动的情况。由１１．１．３节可知，对应的气动弹性拉氏域运动方程

由式（１１ １０）给出，即

ｓ２［Ｍｓ　Ｍｃ］＋［Ｋｓ　０］＋１
２ρＶ

２［珟Ａｓ（ｓ）　珟Ａｃ（ｓ（ ））］ ｑｓ

ｑ［ ］
ｃ

＝０

已知上式所示的系统（并含伺服系统）的状态空间表达式由式（１１ ３４）给出，即形如
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ
ｙ＝ ｝Ｃｘ

设计控制律（器）就是在满足式（１１ ３４）条件下，寻求最优控制ｕ，使二次型性能指标

Ｊ＝ １
２∫

∞

０
（ｘＴＱｘ＋ｕＴＲｕ）ｄｔ （１１ ５８）

为最小。其中Ｑ，Ｒ分别是状态和控制的加权矩阵。一般地，Ｑ取半正定对角矩阵，Ｒ为正定
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对角矩阵。在设计颤振主动抑制控制律时，经验表明，可取Ｒ为单位矩阵，Ｑ的对角元素约为

１０－３。现把颤振主动抑制认定为线性时不变系统，系统受扰动后恢复平衡位置的受控时间可
扩展到［０，∞］，所以，这是一个无限时间调节器问题。
对此类问题，可以解得状态反馈控制律为

ｕ＝－Ｋｘ （１１ ５９）
式中

Ｋ＝Ｒ－１ＢＴＰ
为最优状态反馈（常数）矩阵，Ｐ为下列黎卡提代数方程的正定解，即

ＰＡ＋ＡＴＰ－ＰＢＲ－１ＢＴＰ＋Ｑ＝０ （１１ ６０）
由式（１１ ５９）可以看出，该控制律是对于状态向量ｘ的反馈。而在气动弹性系统中，状态向量

ｘ往往为不可量测量，例如广义坐标ｑ，ｑ。所以需要对向量ｘ有一个估计的状态向量ｘ^，这个
任务就需要由“状态观测器”来完成。观测器的输入则是ｕ和可量测量ｙ，输出为 ｙ^，见
图１１ ２１。为了得到ｘ^，则系统必须为可观的。

图１１ ２１　基于观测器的输出反馈闭环系统

由控制理论可知，观测器的状态向量方程为

ｘ^
·

＝ （Ａ－ＭＣ）^ｘ＋Ｂｕ＋Ｍｙ
ｙ^＝Ｃ^ ｝ｘ

（１１ ６１）

式中　^ｘ———状态估计向量；

ｙ^———观测器输出；

Ｍ———输出误差反馈矩阵。

　　对控制律的设计，实际上可归结为通过对Ｍ 的设计，使ｙ与ｙ^的误差最小。根据分离定
理，Ｍ 与Ｋ 的设计可以独立地进行，互不影响。理论上，Ｍ 只决定了估计状态ｘ^逼近真实状态

ｘ的速度。由图１１ ２１中虚线框可知，基于状态观测器的状态估计反馈控制律的状态空间表
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达式为

ｘ^
·

＝ （Ａ－ＭＣ－ＢＫ）^ｘ＋Ｍｙ
ｕ＝－Ｋ^ ｝ｘ

（１１ ６２）

由式（１１ ６２），可以得到由状态反馈化为输出反馈的拉氏域控制律为

ｕ（ｓ）＝－Ｋ［ｓＩ－Ａ＋ＭＣ＋ＢＫ］－１Ｍｙ（ｓ） （１１ ６３）
并且由式（１１ ６２）还可以看出，输出反馈控制律的阶数等同于系统的阶数，所以这是不实用
的。因此还要经过控制律的降阶处理，使高阶控制律等效为低阶控制律。图１１ ２２表示了一
个机翼 外挂风洞模型采用颤振主动抑制的效果，图中用根轨迹显示了开环、闭环系统颤振速
度ＶＦ由３４ｍ／ｓ提高至４０ｍ／ｓ的过程。

图１１ ２２　基于观测器的输出反馈控制律用于机翼 外挂风洞模型颤振抑制的根轨迹图

２．线性二次型高斯问题的最优控制律
上节中，所论线性控制系统是确定性的。但是实际系统一般都会受到随机因素的影响，颤

振主动抑制系统也不例外，它将受到阵风ｗ或测量噪声ｖ等的随机干扰。相应地，状态向量ｘ
和输出向量ｙ分别成为随机向量序列，性能指标也是个随机变量，所以其性能指标应取期望值
（即统计平均值）。
对于颤振抑制，最优控制可叙述为：对于线性系统，状态变量为正态型的情况，如果存在控

制ｕ使

Ｅ［Ｊ（ｕ，ｘ）］＝Ｅ［ｙＴＱｙ＋ｕＴＲｕ］ （１１ ６４）
为最小，则ｕ为线性二次型高斯问题（ＬＱＧ）的最优控制律。式中，Ｅ［·］表示对［·］的期望
值；Ｑ，Ｒ为加权矩阵。
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如何从干扰输出ｙ（ｔ）中克服干扰ｗ（ｔ）和ｖ（ｔ）的影响来估计ｘ（ｔ），属于最优状态估计问
题。解决这种问题，最基本的方法就是卡尔曼滤波理论。目前，求解最优控制就要利用卡尔曼
滤波理论来确定状态ｘ的估计状态。
对于有阵风扰动的情况，气动弹性拉氏域运动方程由下式给出，即

ｓ２［Ｍｓ　Ｍｃ］＋［Ｋｓ　０］＋１
２ρＶ

２［珟Ａｓ（ｓ）　珟Ａｃ（ｓ（ ））］ ｑｓ

ｑ［ ］
ｃ

＝ １
２ρＶ

２珟Ａｇ（ｓ）
ｗｇ

Ｖ
（１１ ６５）

式中　ｗｇ———阵风速度；
珟Ａｇ（ｓ）———阵风非定常气动力的拉氏域有理近似矩阵，其余同式（１１ １０）。

上式所示气动弹性系统的状态空间表达式为

ｘ＝Ｆｘ＋Ｇｕｕ＋Ｇｗｗ

ｙ＝Ｈｘ＋ ｝ｖ
（１１ ６６）

式中　ｘ中包括了式（１１ ２４）中的状态向量，并增加了阵风状态向量；

ｗ———零均白噪声阵风输入；

ｖ———测量白噪声干扰；

ｗ，ｖ的谱强度矩阵分别为Ｒｗ和Ｒｖ。
对于式（１１ ６６）所示气动弹性系统，设ＬＱＧ法的性能指标如式（１１ ６４）所示。则根据卡

尔曼滤波估计理论，得到控制律为
ｘｃ ＝Ａｃｘｃ＋Ｂｃｙ
ｕ＝Ｃｃｘ ｝

ｃ

（１１ ６７）

式中　ｘｃ———ｘ的估计状态；

Ｂｃ———卡尔曼滤波增益矩阵；

Ｃｃ———全状态最优调节增益矩阵。

Ａｃ ＝Ｆ－ＢｃＨ＋ＧｕＣｃ （１１ ６８）

Ｂｃ ＝ＳＨＴＲ－１
ｖ （１１ ６９）

Ｃｃ ＝－Ｒ－１ＧＴ
ｕＰ （１１ ７０）

式中，Ｓ，Ｐ为下列对偶定常黎卡提方程的正定解，即

ＰＦ＋ＦＴＰ＋ＨＴＱＨ－ＰＧｕＲ－１ＧＴ
ｕＰ ＝０ （１１ ７１）

ＦＳ＋ＳＦＴ ＋ＧｗＲｗＧＴ
ｗ －ＳＨＴＲ－１

ｖ ＨＳ＝０ （１１ ７２）
其闭环如图１１ ２３所示。
由ＬＱＧ法求得满阶最优控制是随机最优问题中比较成熟的方法。但对于颤振主动抑制

系统，存在两个问题。第一个问题是控制律阶数太高，它与原系统阶数相等，而受控系统是一
个复杂的飞机气动弹性系统。以抑制机翼对称颤振为例，假定取１２个广义坐标描述运动；非
定常气动力采用最小状态法进行有理近似，取滞后项为４个；控制面为４个，相应的伺服系统
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图１１ ２３　ＬＱＧ控制闭环系统

用三阶环节描述；最后还要加上阵风状态２个。如此算来状态向量的维数达到了（１２×２）＋
４＋（４×３）＋２＝４２（有时可高达１００～２００）。ＬＱＧ控制律与它同阶，以至于难以在计算机上
实现数字控制，所以必须作降阶处理；但降阶的结果往往是鲁棒稳定性降低和响应均方值增
大。由此，又引发第二个问题，即对于降阶的稳定控制率还要进一步优化，以提高性能（例如减
缓响应、控制面偏转及速率限制等）和稳定性。
控制律降阶是个不可缺少的步骤，这方面的研究文献很多，有时域的，也有频域的。在气

动伺服弹性领域，应用最为广泛的降阶方法是时域方法中基于内平衡理论的降阶，又称平衡舍
阶法。该方法应用在“ＡＡＷ 工程”１９９１数字仿真模型上，由满阶１７２个状态降至７９个状态，
仿真精度很高。还有一种降阶方法是利用ＬＫ变换以区分模态的“快状态”和“慢状态”，并舍
去快状态以达到降阶的目的。
关于降阶方法，限于篇幅，本书不作赘述，需要时可参阅本章参考文献［２７～２９］。

１１．４　复合材料气动弹性剪裁

复合材料有许多独特的优点，例如比强度和比刚度高，抗疲劳和抗振性能好，结构可设计
性好等，特别是它所具有的显著的各向异性力学特性，为飞机翼面的结构设计提供了特殊的优
越性。为了充分显示复合材料的各向异性刚度特性的潜力，在气动弹性设计中出现了气动弹
性剪裁的新方法，它在飞机设计中具有广阔的应用前景。对于前掠翼飞机，气动弹性剪裁更具
有突破性的贡献。前掠翼因其弯扭耦合导致的扭转发散速度过低一直是金属机翼设计中不可
逾越的障碍，这一障碍直到１９７４年Ｋｒｏｎｅ在其博士论文中得以解决。他指出，利用复合材料
气动弹性剪裁技术可以排除前掠翼的扭转发散，甚至不需要付出任何的重量代价。
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１１．４．１　气动弹性剪裁的概念

气动弹性剪裁是另一种新的设计理念，概括起来可以叙述为：气动弹性剪裁是指通过复合
材料的刚度方向性及其变形耦合来控制翼面结构的静力和动力气动弹性变形，从而提高飞机
性能的一种结构优化设计方法。所谓飞机性能，是指诸如飞机航程、飞行包线、机动性能、操纵
安定性能以及乘坐品质等。其中相当一部分性能将有赖于改善气动弹性性能，主要有以下

６种：

　　① 提高扭转发散速度；

　　② 提高操纵效率；

　　③ 提高颤振速度；

　　④ 改善静稳定性；

　　⑤ 减缓机动载荷；

　　⑥ 提高升阻比，改善升阻极曲线特性。
由于气动弹性剪裁所改善或提高的气动弹性性能，就是气动弹性剪裁的效益，故可以认

为，气动弹性剪裁的效益完全有赖于变形控制的成败。

　　气动弹性剪裁是一种优化设计方法，在这个方法中，结构重量最小是一贯的目标，同时以
应力要求、翼尖变形、扭转发散速度、颤振速度和飞行载荷等为约束条件，最终确定复合材料的
铺层厚度、铺层角度及铺设方向等大量的设计变量（通常不把铺层顺序作为设计变量），这是一
个优化设计的全过程。

１１．４．２　气动弹性剪裁的机理

气动弹性剪裁涉及三个方面的理论基础：一是复合材料力学；二是气动弹性力学；三是优
化方法。事实上，它是多学科的交汇。其中，复合材料的力学特性，构成了气动弹性剪裁赖以
实现的机理。改变翼面复合材料的铺层厚度、顺序、铺层角度及铺设方向，会直接改变刚度的
方向性，并由此控制翼面的气动弹性变形。图１１ ２４所示是一个层板机翼模型，它具体地表
现了复合材料的刚度方向性如何通过铺层设计而产生控制翼面弹性变形的作用。图中所示的
模型，采用了不同的铺层，粗箭头表示铺层百分比最多的方向。若规定它的坐标轴系中有一个
轴是沿机翼的结构轴，则图１１ ２４（ａ）采用的是对称均衡铺层，它所显示的是相对于给定轴的
正交各向异性的变形；图１１ ２４（ｂ）和图１１ ２４（ｃ）采用的是对称不均衡铺设，这种铺设对给
定轴呈现非正交各向异性的变形。这里所称的对称是指对层合板中面的对称性；所称的不均
衡，是指层合板中若有某一层的铺设角为＋θ，但不存在铺设角为－θ的另一层与之对应。图
中，翼面的气动弹性变形有３种，即外洗、内洗和弦向弯度。如果机翼向上弯曲会引起前缘低
头（攻角减小）的扭转变形，则这种变形称为外洗，如图１１ ２４（ｂ）所示；反之，如果机翼向上弯
曲会引起前缘抬头（攻角增大）的扭转变形，则这种变形称为内洗，如图１１ ２４（ｃ）所示。图的
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左侧分别标明了在复合材料力学中通用的层合板弯扭刚度矩阵Ｄｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，６），其中Ｄ１６和

Ｄ２６的大小与正负控制了１，２两个方向的弯曲与扭转之间的耦合。外洗和内洗可以强烈地影
响多种重要的气动弹性性能，诸如扭转发散、颤振、操纵效率和载荷分布等。特别是翼面的外
洗可以大大提高前掠翼的发散速度甚至消除发散。同时，Ｄ１２（Ｄ１２＝ Ｄ２１）项的存在将在两个
主方向上呈现弯曲耦合，在图示机翼上表现出展向弯曲与弦向弯曲的耦合，这个耦合特性和扭
转变形对于机翼的升阻极曲线特性和载荷减缓将产生重要的影响。由此可见，复合材料气动
弹性剪裁的效益，必须借助于刚度的交叉耦合，通过耦合才有可能控制变形，这种耦合特性很
大程度上成为气动弹性剪裁赖以实现的力学机理。关于刚度矩阵Ｄｉｊ的意义和交叉耦合的概

念，可参考复合材料力学的书籍。

图１１ ２４　内洗、外洗和弦向弯度

１１．４．３　气动弹性剪裁的性能效益

　　１１．４．１节中提到的６项主要性能效益，都是通过控制机翼（升力面）的气动弹性变形实现
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的，也就是控制内洗、外洗和弯度。图１１ ２５中，用比较直观的方式区分了它们对各项效益的
作用。图中表示，不论用何种方式的铺层达到了外洗的变形形态，其实际作用相当于使升力面
的主刚度方向前旋，而内洗相当于后旋。一般情况下一个升力面外洗和内洗能起到的作用，已
在图中区分开来。

图１１ ２５　气动弹性剪裁效益与内洗、外洗的关系

以下分别用一些机翼模型的计算结果绘制的曲线来表明气动弹性剪裁的性能效益。

１．提高扭转发散速度
从气动弹性原理可知，前掠翼的静气动弹性变形，具有内洗效应。机翼上弯时，同时产生

抬头的扭转变形，这一变形使机翼上产生了对扭转发散极为不利的附加抬头气动力矩，使发散
速度过低。这一问题，曾是前掠翼的致命弱点。直到２０世纪７０年代中期，由于复合材料可设
计性的发展，Ｋｒｏｎｅ提出了气动弹性剪裁应用于前掠翼的设计，利用刚度方向性，使之产生外
洗效应，从而解决了前掠翼发散速度过低的问题，对前掠翼飞机的发展具有突破性意义。
图１１ ２６表示了一个前掠翼模型的发散动压（量纲为１）与前掠角（用负号表示前掠）的

关系。该模型采用［０°４±４５°２］ｓ的铺层方式。图中给出了铝合金、０°铺层相对于机翼参考轴线
前旋０°，７．５°以及１５°的情况，旋角以前旋为正。此图表明，在前掠角不大的情况下，偏轴角的
作用是十分明显的，前旋能显著提高扭转发散动压。显然，这是因为前旋具有外洗效应。

２．提高操纵效率

　　操纵效率往往是后掠翼设计中的难题。后缘（常规的）操纵面偏转所附加于机翼的气动弹
性变形会使操纵效率降低，而后掠翼的外洗效应进一步降低效率。利用复合材料气动弹性剪
裁则可以减少这种降低。以副翼为例，副翼下偏的一侧，其作用是要增加翼面的升力，因此，如
果使翼面的铺层产生内洗，则对提高副翼的操纵效率是有利的。通常，在气动弹性分析中，把
副翼的滚转操纵效率定义为
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图１１ ２６　前掠翼的发散动压

ηｘ ＝ωｘｌ
２Ｖ δ

式中　ωｘ———稳定滚转角速度，ｘ为机身轴；

ｌ———展长；

Ｖ———飞行速度；

δ———副翼偏转角。
当ηｘ为负时，说明已经反效。
图１１ ２７表示某一机翼模型的滚转操纵效率与复合材料铺层角度的关系。该翼面层合

板由３种铺层方向组成，即±４５°，０°。当０°和－４５°铺层所占百分比确定后，则＋４５°铺层所占
百分比随之而定。从图１１ ２７可以看到，当０°的百分比相同时（例如点１与点２），减小－４５°
的百分比（亦即增加＋４５°的百分比），结果使滚转操纵效率提高。显然，按图示＋４５°方向，这
样的铺层增加，将使机翼的内洗效果增强，从而提高了操纵效率。

３．提高颤振速度

　　已知翼面的弯、扭固有频率差距增大，以及重心轴相对于刚轴前移，一般有利于提高颤振
速度。由此可以预料，机翼内洗的变形形态，可能使机翼刚轴向后旋转，从而引起重心轴前移
的效果，这对防止颤振有利。图１１ ２８表示了一个平直机翼模型的颤振速度（量纲为１）对偏
轴角θ的关系。图中翼面用单一纤维的复合材料制成。其中３条曲线是颤振速度随θ的变
化，线上分别标注了－０．２，０和０．２，表示重心轴离刚轴之距与半弦长的比值，负号表示重心在
刚轴之前。偏轴角θ以前旋为正。另一条曲线已注明为发散速度。由图中可见，θ为负的铺
设，对提高颤振速度是有效的，当然，只在某一θ的范围内是最为有效的。
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图１１ ２７　铺层改变机翼的滚转操纵效率 图１１ ２８　颤振速度随铺层方向的变化

　　另一方面，铺层方向还将影响翼面的固有振动特性，表现在固有频率改变以及模态节线位
置改变上。由图１１ ２９可见，前两阶固有模态节线，随铺层方向θ角而改变：第一阶节线随着

θ由０°增至９０°，逐步从固端向外偏转，到θ＝２０°时又开始反向转回到固端；第二阶节线随着θ
由０°到９０°，逐步从扭转节线转化为弯曲节线。这说明θ改变还会使模态产生本质的改变，从
而改变了颤振的基础———振动特性。还有就是改变铺层方式而影响颤振分支和速度的情形，
图１１ ３０表示用两种不同的铺层方式［＋４５°２／０°］ｓ和［±４５°／０°］ｓ时一个层合板平直机翼模
型的颤振结果，用Ｖ ｇ，Ｖ ω图形给出。它表明第二种铺层的扭转固有频率明显增高，使它
与弯曲频率离得较开，其颤振危险分支也由二弯转变为一扭。这正好显示了气动弹性剪裁的
功能。当然，与此同时也可能使其他性能下降，所以应该进行综合优化。

图１１ ２９　前两阶固有模态节线

位置与θ角的关系

图１１ ３０　机翼模型两种铺层的不同

颤振Ｖ ｇ，Ｖ ω 图（Ｂ—弯，Ｔ—扭）
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４．改善静稳定性
通过翼面的气动弹性剪裁，还可以控制翼面的升力分布，从而改善静稳定性。由飞行力学

可知，若飞机的重心在气动力焦点之前，则飞机具有静稳定性，焦点前移，静稳定度降低。举例
来说，对于后掠机翼，如果经过气动弹性剪裁调整了机翼变形，使机翼气动力合力作用点沿翼
展方向移动，就可以影响静稳定度。

５．减缓机动载荷
如前所述，通过气动弹性剪裁，可以改变翼面上的升力分布。如果使升力合力向翼根靠

近，就可以减缓机翼结构承受的机动载荷。翼尖外洗将有利于气动力合力向翼根移动。

６．提高升阻比

　　飞机的升力阻力特性，可在升阻曲线图上显示，如图１１ ３１所示。在设计飞机时，不论是
巡航还是机动情况，都希望有一个理想的载荷分布，使升阻特性最好。其集中地反映在升阻比
大。在飞机的３个特定点（起飞加速、巡航和机动）上，其升阻比均可通过气动弹性剪裁而得到
提高。巡航时，希望机翼在气动弹性效应下产生理想的扭角分布，以利于巡航经济性。而在大
过载的机动情况，则要利用气动弹性剪裁产生外洗，从而减小阻力；也可以通过剪裁产生内洗
使机翼升力系数提高。图１１ ３１显示了经过气动弹性剪裁的翼面与刚性翼面相比，在升阻比
上取得的效益，它使转捩点延缓发生，并在３个特定点上，均有不同程度的效果。

图１１ ３１　气动弹性剪裁改善了机翼的升阻极曲线特性

１１．４．４　气动弹性综合优化设计

这一节实际上就是复合材料的气动弹性剪裁的实现。气动弹性剪裁是通过综合优化实
现的。
复合材料翼面的气动弹性剪裁与金属翼面的优化相比，不同之处在于：

① 使用复合材料为结构，当用有限元素法进行结构分析时，元素要增加一定的复杂性；
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② 需要用复合材料的破坏准则，例如蔡 Ｈｉｌｌ准则或蔡 吴准则；

③ 在优化时可资利用的设计变量有各层厚度与角度，所以设计变量增加很多。在优化方
法上，初始设计变量有时会严重影响优化结果。在采用敏度方法（局部优化）效果不佳时，可以
采用遗传优化算法（全局优化）。
气动弹性剪裁工作有两部分内容：第一部分是基本分析，包括为满足设计要求而进行的应

力分析、颤振分析及静气动弹性分析；第二部分则是综合优化设计。在此，对优化的提法是：
设计目标———结构重量最小；
约束函数———工艺制造要求、应力要求、颤振和发散速度要求、弹性变形要求、载荷减缓以

及操纵效率等。
应当指出的是，以上各项约束往往是矛盾的。例如，在一个前掠翼的模型上曾经作过以下

的计算对比，对比在两种设计下进行：第一种是按强度要求进行的初步设计，其约束为最小尺
寸、最大蒙皮质量和最小颤振速度；第二种是加上最小发散速度的约束后进行气动弹性剪裁的
优化设计。模型蒙皮材料为石墨 环氧树脂。表１１ １中列出了对比结果。
从表１１ １可见：第一种设计颤振速度高，发散速度低；第二种设计考虑了发散速度的约

束，则使发散速度满足要求，但使颤振速度降低，同时使副翼效率降低。内洗对抑制发散不利，
而对颤振和操纵效率却是有利的。

表１１ １　两种设计的效益对比

第一种

（不含发散约束）

第二种

（含发散约束）
层合板铺层角θ１／θ２／θ３／（°） －４５／０／＋４５ －８０．９／＋１１．１／＋１４．５

蒙皮质量／ｋｇ １０３．２ １０３．２

翼尖内洗／（°） １０ ５．１

发散速度／（ｋｍ·ｈ－１） １３７３ １７３４

颤振速度／（ｋｍ·ｈ－１） ２２２３．６ １９４５．６

外翼载荷／Ｎ ２７４ ２６３

思考题

　　１１．１　什么是气动弹性系统的状态空间法？阐明其表达形式。

　　１１．２　比较Ｖ ｇ法与根轨迹法的区别，各有什么特点？

　　１１．３　比较气动弹性、气动伺服弹性稳定性的频域和时域方法。

　　１１．４　解决多输入、多输出系统的气动伺服弹性稳定性问题有哪些方法？各有什么特点？

　　１１．５　鲁棒稳定性是什么含义？如何利用回差矩阵最小奇异值方法估算稳定裕度？

　　１１．６　试述μ方法的基本概念。如何应用μ方法确定标称颤振裕度和鲁棒颤振裕度？
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　　１１．７　说明ＡＡＷ设计理念，为什么说它是飞机设计思想的突破？

　　１１．８　能否通过ＡＡＷ 设计理念来说明气动弹性主动控制与飞机性能、结构刚度、飞机减
重等诸多问题之间的联系？

　　１１．９　试述复合材料气动弹性剪裁的机理。为什么它对于前掠翼设计具有突破性贡献？

　　１１．１０　试比较ＡＡＷ 和复合材料气动弹性剪裁两种设计方法的异同和优缺点。
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