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前　言

水环境系统模拟是水环境系统科学评价、水环境系统规划与管理的前提条件。我国的

环境问题相当严峻，在经历了社会经济高速发展的同时，水资源短缺、水环境恶化、水污染加

剧等环境问题日益突出，因此，对水环境系统科学地仿真和污染控制是我国当前一项十分迫

切的任务，具有理论和现实意义。
本书依据水 环 境 系 统 自 身 特 点，结 合 编 者 主 持 的 国 家 自 然 科 学 基 金（Ｎｏ．５０３７９００３）

（Ｎｏ．４０２０２０２７）、安徽省自然科学基金（Ｎｏ．０３０４５３０６）、合肥工业大学创新群体基金项目部

分研究成果以及现场应用结果，介绍了水环境系统模拟方法。
本书共九个部分，包括水环境系统模拟概述、水环境系统模拟模型、水环境系统最优化

方法的理论基础、水质模拟、水环境系统模拟数值方法、水环境系统管理模型、随机模拟模型

及求解方法、Ｍａｔｌａｂ在水环境系统模拟中的应用以及地下水环境污染与修复技术，较详细

地阐述了水环境模拟模型的基本理论和方法，论述了水环境模型模拟存在问题及最新进展。
全书注重理论与应用结合研究，紧紧围绕水资源短缺、水污染加剧、水环境恶化这一当今世

界所面临的普遍问题，注重反映国内外研究进展和成果，具有多学科交叉的特点。
本书的编写，得到了陈天虎教授、孙世群副教授的支持和帮助；在编写和编辑过程中，武

君、蒙媛女士付出了辛勤的劳动，在此一并表示感谢。
本书可用作高等院校与水资源及环境科学与工程有关专业的高年级或研究生教材或参

考书，也可供从事水资源、水环境保护与管理研究工作的专业人员参考。
限于编者的学识水平，书中难免存在不当之处，殷望读者不吝赐教。

编　者

２００５年６月于合肥



目　录

绪论 （１）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　一、水环境系统模拟的目的、任务和内容 （１）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　二、水环境系统模拟研究现状 （２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　三、水环境系统模拟及污染控制的发展前景 （６）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第一章　水环境系统模拟模型 （１１）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　水环境系统数值模拟模型 （１１）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　水环境系统物理模拟模型 （４４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （５６）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第二章　水环境系统最优化方法的理论基础 （５８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　概述 （５８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　系统分析的理论基础 （６３）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第三节　最优化方法的理论基础 （７０）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （９２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第三章　水质模拟 （９３）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　概述 （９３）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　地表水水质模拟 （１０４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第三节　地下水水质模拟 （１３４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （１４２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第四章　水环境系统模拟数值方法 （１４４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　概述 （１４４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　有限差分法 （１４４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第三节　有限单元法 （１５０）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第四节　水环境系统模拟实例 （１７２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （１８６）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第五章　水环境系统管理模型 （１８８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　概述 （１８８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　线性规划管理模型 （１８８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第三节　非线性规划管理模型 （１９８）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

·１·目　录



　　第四节　动态规划管理模型 （２０４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第五节　遗传算法管理模型 （２１４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （２２４）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第六章　随机模拟模型及求解方法 （２２５）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　概述 （２２５）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　马尔可夫法 （２２６）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第三节　人工神经网络 （２３２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第四节　混沌预测法在水质模拟预测中的应用 （２４１）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第五节　分形理论 （２５２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （２６０）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第七章　ＭＡＴＬＡＢ在水环境系统模拟中的应用 （２６２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　概述 （２６２）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　ＭＡＴＬＡＢ的应用举例 （２７６）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （２８９）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第八章　地下水环境污染与修复技术 （２９０）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第一节　地下水环境污染概述 （２９０）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　第二节　地下水环境污染修复技术 （２９５）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

　　参考文献 （２９９）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

·２· 水环境系统模拟



书书书

绪 　　 论

一、水环境系统模拟的目的、任务和内容

在现代科学技术发展中，模拟（Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ）也称为仿真，是一种科学认识客观现实世界

的重要方法，已经在物理学、化学、生物学、构造学、地貌学、动力学、水力学、环境科学与环境

工程等不同科学领域中得到了广泛的应用。
就一般意义来说，模拟是指采用某种方法反映或再现客观存在的现实，以便研究它所具

有的客观规律性。为了能够客观正确且较逼真地反映客观现实，常需要建立一定的模型，也

即模型是模拟的重要反映形式和手段。通过建立模型并经过实践检验就可以对各种现象进

行实时模拟、控制、回溯过去状态、预测未来变化趋势，从而为制订方案、全局统筹规划提供

依据。
对于水环境系统而言，模拟占有很重要的地位。例如在某一水环境系统（如河流或湖泊

系统）的污染控制和规划管理研究中，为了研究污染物在该水环境系统中的变化，我们不会

采取向其倾倒大量的污染物（特别是有毒、有害物质）的办法，而是采用模型模拟的方法获

取相关参数研究水环境系统的变化规律。这种研究方法根据实际监测资料所提供的部分信

息，通过逻辑推理、数理分析或实物模型实验建立起能代替真实系统的模型，然后用模型进

行水环境系统变化规律的研究。也可以将模拟理解为一种试验，这种试验并不是在真实的水

环境系统中而是在通过某种方法建立的模型（数学模型或物理模型）中进行的。
（一）水环境系统模拟的目的

一个水环境系统涉及诸多因素，是个复杂的大系统，通过对其变化机理、规律的了解有

助于合理地采取各种措施，开展水环境的规划管理、污染防控等方面的工作。因此，水环境系

统模拟的目的包括以下几个方面：

１ 掌握水环境系统内部因子变化规律。无论是开展物理模拟还是数学模拟，都可以通

过一定的方法获得水环境系统变化的机理和规律，这样在实际的水质管理和控制中，就可以

根据目前的水质状况，污染物的迁移转化规律以及今后可能的污染源发生情况来预测今后

水体质量的变化情况，以便采取必要的措施，防患于未然。

２ 对水环境系统的变化进行定性和定量描述。水环境保护工作是建立在水质保护规划

基础上的，建立合理的水质模型，运用其对水中各控制断面的污染物浓度的变化做出定量和

定性的分析，可以为环境保护规划提供科学依据。由于水质数学模型能定量地表达水中污染

物浓度和总量的增减，因而我们就能按水体的实际用途和相应的水质标准对污染物的时空

变化及残留在水体中的污染物做出定量及定性的分析，并据此来衡量污染物的浓度是否达

到所要求的水质标准，也可用水质数学模型及率定参数预测水质发展的趋势等。

３ 节约人力、物力、财力，提高规划管理工作的效率。通过对水环境系统的模拟，可以以

较小的代价获得较可靠的结果，为决策者提供相应的决策依据。同时科学的模拟可以节约大

量的资金和人员，并且可以保证结果的可靠性。
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（二）水环境系统模拟的任务

１ 量化：即通过对水环境系统的模拟，了解其组成资源的量和质的分布及变化规律，从

而为决策提供依据。

２ 优化：通过模拟，采用科学的规划手段对水环境系统进行优化配置、污染防 控 和 分

配，使其组成资源的量和质处于最佳状态。

３ 决策：对水环境系统各种资源进行调度、分配，使得其社会效益和环境效益均达到较

理想的状态。

４ 控制：使水环境系统的各资源在管理者的监控之下，发挥其最大的社会效益。
（三）水环境系统模拟的主要内容

水环境系统模拟主要包括对水流运动、水质变化、污染物时空变化规律及对系统进行规

划管理和污染防控等方面的内容。因此，对水环境系统进行模拟需要针对具体的模拟对象和

模拟要求采用适宜的方法。

二、水环境系统模拟研究现状

（一）确定性模型模拟

确定性模型一般可以较全面地反映水环境系统变化的机理，目前对其研究较深入。美国

环保署（ＵＳＥＰＡ）１９９６年 在 ＥＭＬ／ＩＭＥＳ（ＥｘｐｏｓｕｒｅＭｏｄｅｌｓＬｉｂｒａｒｙａｎｄＩｎｔｅｇｒａｔｅｄＭｏｄｅｌ
ＥｖａｌｕａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ）上发布了近年来美国公开发行的９２个计算机水环境模型，其中地表水

模型３０个，地下水模型３３个，非点源模型２９个。表０ １、表０ ２和表０ ３分别列举了这三

类模型的主要功能和适用范围［１］［２］。

表０ １　 地表水模型的主要技术指标

模型名称 水体类型 水文模型 水质模型 沉积物 污染物类型
有机污染物的

物理化学变化

ＣＥＱＩＣＭ 河／河口 一维静态 三维 沉降 易／难降解有机物 －－－

ＣＥＱＲＩ 湖 一维动态 一维 吸附／沉降 有机物、重金属 －－－

ＣＥＱＲＩＶＩ 河 二维动态 一维 吸附 有机物、重金属 －－－

ＣＥＱＷ２ 河／湖／河口 三维动态 二维 吸附／沉降 有机物、重金属 －－－

ＣＯＲＭＩＸ 河／湖／河口／海 一维动态 三维 －－－ 难降解有机物 降解

ＤＹＮＨＹＤ５ 河／河口 一维静态 均质 －－－ 难降解有机物 －－－

ＤＹＮＴＯＸ 河 一维静态 一维 －－－ 难降解有机物 －－－

ＥＵＴＲＯ５ 河／湖／河口 一维静态 三维 吸附 易／难降解有机物 －－－

ＥＸＡＭＳ 河／湖／河口 一维动态 三维 吸附 难降解有机物 降解／挥发／转化

ＨＥＣ－５Ｑ 河／湖 一维静态 一维 －－－ 易／难降解有机物 －－－

ＨＥＣ－６ 河／湖 一维动态 一维 吸附／迁移 难降解有机物 －－－

ＨＳＰＦ 河／湖 二维动态 一维 吸附／沉降／迁移 易／难降解有机物 降解／挥发／转化

ＨＹＤＲＯ２ＤＶ 河／河口 二维动态 均质 －－－ 难降解有机物 －－－

ＨＹＤＲＯ３Ｄ 湖／河口 三维静态 均质 －－－ 难降解有机物 －－－

ＭＥＸＡＭＳ 河／湖／河口 一维静态 三维 吸附 重金属 挥发／转化

·２· 水环境系统模拟



（续表）

模型名称 水体类型 水文模型 水质模型 沉积物 污染物类型
有机污染物的

物理化学变化

ＭＩＣＨＲＩＶ 河 一维静态 一维 吸附／沉降 难降解有机物 －－－

ＭＩＮＴＥＱＡ２ 河／湖／河口 一维静态 均质 吸附重金属 转化

ＰＣＰＲＯＵＴＥ 河 三维动态 一维 －－－ 难降解有机物 降解／转化

ＰＬＵＭＥＳ 河／湖／河口／海 一维静态 三维 －－－ 难降解有机物 －－－

ＱＵＡＬ２Ｅ 河 一维静态 一维 吸附 易／难降解有机物 －－－

ＲＥＡＣＨＳＣＡＮ 河 一维动态 一维 吸附 难降解有机物 挥发

ＲＩＶＭＯＤ 河／湖／河口 一维静态 一维 迁移 难降解有机物 －－－

ＳＥＤＤＥＰ 河口／海 一维静态 三维 沉降 难降解有机物 －－－

ＳＬＳＡ 河／湖 一维静态 一维 吸附 难降解有机物 －－－

ＳＭＰＴＯＸ 河 三维动态 二维 吸附／沉降 重金属 降解／挥发

ＴＯＸＩ５ 河／湖／河口 一维静态 三维 吸附／沉降／迁移 难降解有机物 降解／挥发／转化

ＴＷＱＭ 河 一维动态 一维 吸附／沉降 有机物、重金属 挥发

ＷＡＳＰ５ 河／湖／河口 一维静态 三维 吸附／沉降／迁移 易／难降解有机物 降解／挥发／转化

ＷＱＡＭ 河／湖／河口 一维静态 一维 吸附 易／难降解有机物 －－－

ＷＱＲＲＳ 河／湖 一维静态 一维 沉降 易／难降解有机物 －－－

表０ ２　 地下水模型的主要技术指标

模型名称 研究区域 水文模型 溶解相
含水层

数量

地下

水位

水质

模型
污染源类型

污染物的物

理化学变化

ＢＩＯＰＬＵＭＥＩＩ 非饱和带 二维均质 多相 单个 恒定 二维 点源 扩散／吸收／降解

ＣＡＴＴＩ 饱和带 二维均质 单一相 多个 恒定 二维 点源／线源 扩散／降解

ＣＦＥＳＴ 饱和带 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＣＨＡＩＮＴ 饱和带 二维均质 单一相 单个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／衰变

ＣＨＥＭＦＬＯ 非饱和带 一维均质 单一相 单个 恒定 一维 点源 扩散／吸收／降解

ＤＰＣＴ 饱和带 二维非均质 单一相 多个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／衰变

ＦＥＭＷＡＳＴＥ 任意 二维非均质 单一相 多个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＧＥＴＯＵＴ 饱和带 一维均质 单一相 单个 恒定 一维 点源 扩散／吸收／衰变

ＧＬＥＡＭＳ 非饱和带 一维非均质 单一相 多个 恒定 一维 点源／线源／面源 吸收／降解

ＨＳＴ３Ｄ 饱和带 三维非均质 单一相 单个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／衰变

ＭＭＴ 饱和带 一维均质 单一相 单个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收

ＭＯＣＤＥＮＳＥ 饱和带 二维非均质 单一相 单个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＮＷＦＴ／ＤＶＭ 饱和带 一维非均质 单一相 单个 恒定 一维 点源 扩散／吸收／衰变

ＰＲＩＮＣＥＴＯＮ 饱和带 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＰＲＺＭ 非饱和带 一维均质 单一相 多个 变化 一维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＲＩＴＺ 非饱和带 一维均质 多相 单个 恒定 一维 点源 吸收／降解
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模型名称 研究区域 水文模型 溶解相
含水层

数量

地下

水位

水质

模型
污染源类型

污染物的物

理化学变化

ＲＵＳＴＩＣ 任意 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＲＷＨ 饱和带 二维均质 单一相 单个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＳＡＦＴＭＯＤ 饱和带 二维非均质 单一相 多个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＳＥＳＯＩＬ 任意 一维均质 单一相 多个 变化 一维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＳＨＡＬＴ 饱和带 二维非均质 单一相 多个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解／衰变

ＳＵＴＲＡ 任意 二维非均质 单一相 多个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＳＷＡＮＦＬＯＷ 任意 三维非均质 多相 单个 变化 三维 点源／线源／面源 －－－

ＳＷＥＮＴ 饱和带 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解／衰变

ＳＷＩＦＴ 饱和带 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／衰变

ＳＷＩＰ２ 饱和带 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＴＥＴＲＡＮＳ 非饱和带 一维均质 单一相 多个 变化 一维 点源／线源／面源 吸收

ＴＲＡＦＲＡＰ－ＷＴ 饱和带 二维非均质 单一相 单个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／衰变

ＴＲＡＮＳ 饱和带 二维均质 单一相 单个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解／衰变

ＴＲＵＳＴ 任意 三维非均质 单一相 多个 变化 三维 点源／线源／面源 扩散／吸收

ＵＳＧＳ２Ｄ－ＭＯＣ 饱和带 二维非均质 单一相 单个 变化 二维 点源／线源／面源 扩散／吸收／降解

ＶＡＤＯＦＴ 非饱和带 一维非均质 单一相 多个 变化 一维 点源 扩散／吸收／降解

ＷＯＲＭ 任意 一维非均质 单一相 多个 变化 一维 点源 吸收／降解

表０ ３　 非点源模型的主要技术指标

模型名称 流域类型 污染源
流域

数量

模型的时

间分辨率

污染物进入

水体方式
污染物类型

污染物的物

理化学变化

ＡＧＮＰＳ 农业用地／未利用地 点／面源 多个 ｍｉｎ／ｓ 径流 易降解／难降解 －－－

ＡＮＳＷＥＲＳ 农业用地／未利用地 面源 多个 ｍｉｎ／ｓ 径流／渗流 易降解 －－－

ＢＡＳＩＮＳ 农业／城市／未利用地 点／面源 多个 ｄ／ｈ 径流 易降解／农药 吸附／降解

ＣＲＥＡＭＳ 农业用地／未利用地 面源 单个 ｍｉｎ／ｓ 径流 易降解／农药 吸附／降解

ＤＲ３ＭＱＵＡＬ 城市用地 点／面源 多个 ｍｉｎ／ｓ 径流／人工管道 难降解 －－－

ＥＰＩＣ 农业用地 面源 单个 ｄ／ｈ 径流／渗流 易降解／农药 吸附／降解

ＦＨＷＡ 城市用地 面源 单个 ａ／月 径流 易降解／难降解 －－－

ＧＬＥＡＭＳ 农业用地／未利用地 面源 单个 ｄ／ｈ 径流／渗流 易降解／农药 吸附／降解

ＧＷＬＦ 农业／城市／未利用地 点／面源 多个 ｄ／ｈ 径流／渗流 易降解 －－－

ＨＥＬＰ 填埋场 面源 单个 ｄ／ｈ 径流／渗流 －－－ －－－

ＨＳＰＦ 农业／城市／未利用地 点／面源 多个 ｍｉｎ／ｓ 径流 易降解／农药 吸附／降解

ＭＲＩ
农业／城市／填埋场／

未利用地
面源 单个 ａ／月 径流／渗流 易降解／农药 －－－

ＮＰＳＭＡＰ 农业／城市／未利用地 点／面源 多个 ｄ／ｈ 径流 易降解 －－－
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模型名称 流域类型 污染源
流域

数量

模型的时

间分辨率

污染物进入

水体方式
污染物类型

污染物的物

理化学变化

Ｐ８－ＵＣＭ 城市用地 点／面源 多个 ｍｉｎ／ｓ 径流 易降解 －－－

ＰＲＥＷＥＴ 湿地 点／面源 单个 ｄ／ｈ 径流 易降解／难降解 降解

ＰＲＺＭ 农业用地 面源 单个 ｄ／ｈ 径流／渗流 农药 吸附／降解

ＱＩＬＬＵＤＡＳ 城市用地 面源 单个 ｄ／ｈ 径流 易降解 －－－

ＳＩＭＰＬＥ 城市用地 面源 单个 ａ／月 径流 易降解 －－－

ＳＬＡＭＭ 城市用地 点／面源 单个 ｄ／ｈ 径流 易降解 －－－

ＳＬＯＳＳＰＨＯＳ 农业用地／未利用地 面源 多个 ａ／月 径流 易降解 －－－

ＳＴＲＯＭ 城市用地 点／面源 多个 ｄ／ｈ 径流 易降解／难降解 －－－

ＳＴＲＥＡＭ 农业用地 面源 单个 ｄ／ｈ 径流 农药 吸附／降解

ＳＷＡＴ 农业用地／未利用地 点／面源 多个 ｄ／ｈ 径流／人工管道 易降解／农药 吸附／降解

ＳＷＭＭ 城市用地 点／面源 多个 ｍｉｎ／ｓ 径流／人工管道 易降解／难降解 降解

ＳＷＲＲＢＷＱ 农业用地／未利用地 点／面源 多个 ｄ／ｈ 径流／渗流 易降解／农药 吸附／降解

ＵＳＧＳＲＥＧＲ 农业／城市／未利用地 面源 单个 ａ／月 径流 易降解 －－－

ＷＡＴＥＲＳＨＥＤ 农业用地／城市用地 点／面源 单个 ａ／月 径流 易降解 －－－

ＷＭＭ 农业／城市／未利用地 面源 多个 ａ／月 径流 易降解／难降解 吸附

ＷＱＡＭ
农业／城市／填埋场／

未利用地
点／面源 多个 ａ／月 径流／渗流 易降解／农药 吸附／降解

对于 ＱＵＡＬ模型，国外的研究较早［３］［４］，在国内，吴燕华等［５］ 在北京市排水河道通惠河

中应用了 ＱＵＡＬ２Ｅ模型模拟了河道全程ＢＯＤ５ 和 ＤＯ的变化。该模型可以很好地定量描述

水环境质 量 在 空 间 和 时 间 上 的 变 化，有 助 于 水 环 境 规 划 目 标 的 制 定。郭 永 彬 等［６］ 对

ＱＵＡＬ２Ｋ模型进行了部分修改，对汉江中下游的ＢＯＤ５ 进行了预测，ＱＵＡＬ２Ｋ比ＱＵＡＬ２Ｅ
提高了精度。张俊等［７］ 根据大沽河的水流特性和水文、水质实测资料，利用 ＱＵＡＬ２Ｅ综合

水质模型，分析确定了大沽河干流丰水期和平水期的水环境容量，为大沽河流域水污染控制

的管理和决策提供了科学依据。
国外应用 ＷＡＳＰ模型研究水环境质量变化也开展的较早［８］［９］。在我国，周东风等［１０］ 采

用 ＷＡＳＰ５模型划分水库水源保护地。贾海峰等［１１］将ＧＩＳ与 ＷＡＳＰ５模型进行集成，强化了

模型的功能，为地表水水质空间模拟提供了有力的支持。廖振良［１２］ 对 ＷＡＳＰ模型进行了二

次开发，并将其应用于对苏州河的水环境整治目标分析中。

ＭＩＫＥ模型体系由丹麦水动力研究所（ＤＨＩ）开发，包括 ＭＩＫＥ１１［１３］、ＭＩＫＥ２１［１４］［１５］ 和

ＭＩＫＥ３［１６］。李军等［１７］ 采用 ＭＩＫＥ１１模型，分析了南沙河水质，结果表明 ＭＩＫＥ１１模型可以

使用在南沙河流域管理规划中。

Ｂｅｎｃａｌａ，ＫＥ等［１８］、Ｂｒｏｓｈｅａｒｓ，ＲＥ等［１９］、Ｖａｌｅｔｔ，ＨＭ等［２０］也都将ＯＴＩＳ模型应

用 于水质模拟中，并取得了较好的效果。ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｗ２模型［２１］、ＥＦＤＣ模型［２２］［２３］目前也

都分别有一定的应用。
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（二）随机方法模拟

随机方法模拟并没有考虑水环境系统水质变化的内在机理，但由于其本身数理基础完

善，对于特定研究区域的模拟效果通常较好，因此也大量被用于水环境系统模拟中。
马尔可夫法：马占青等［２４］应用数据加载法提出了ＧＭ（１，１）的修正模型，通过灰色预测

法和马尔可夫链预测法的耦合，建立了城市污水排放量的灰色马尔可夫预测模型。钱家忠等

将马尔可夫模型与灰色模型结合［２７］，成功预报了矿坑涌水量问题；将马尔可夫模型与时间

序列模型结合，对地下水资源评价中降水量预报，尤其是降水峰值的预报精度较高［２８］［２９］。
灰色模型法：孙鸣等［３０］ 采用了灰色模型对大武水源地的水质变化进行了预测，为水质

规划提供了参考依据。张永波等［３３］ 依据城市人口、经济、水资源和水环境之间的相互影响、
相互制约关系，建立了城市水资源水环境系统多阶段灰色动态仿真模型，为解决城市水资源

水环境系统规划问题提供了一条有效途径。
人工 神 经 网 络 法：国 内 外 近 年 来 也 将 这 一 新 兴 方 法 应 用 于 水 质 模 拟 中。Ｍａｒｉｎａ

Ｃａｍｐｏｌｏ等［３４］、ＢｉｎＺｈａｎｇ等［３５］、ＴＲＮｅｅｌａｋａｎｔａｎ等［３６］、ＳｈａｒａｄＫｕｍａｒＪａｉｎ［３７］及其他学者

都将人工神经网络法与水质模拟相结合，取得了较好的模拟结果。在国内，魏文秋等［３８］ 引入

神经网络技术建立水质预测模型，在四川沱江的实际应用中取得了较好的预测精度。郭劲松

等人［３９］ 将人工神经网络方法引入到河流水质模型建模中，采用长江干流重庆段的史册水质

样本进行训练和检验，建立了ＢＯＤ－ＤＯ耦合ＢＰ人工神经网络水质模型，获得了较好的预

测精度。郭宗楼等［４０］提出了因素状态ＢＰ网络，并将建立的水质预测因素状态人工神经网络

模型应用于丹江口水库，取得了较好的结果。李莹等［４１］ 根据东江水质监测实际情况提出了

两种基于自适应神经网络的惠州段水质预测方案，并给出了算法，结果精度高、适用范围广。
目前还有大量其他非机理性模拟预测方法被用于水质模拟，众多环境工作者将在其他

领域应用效果良好的方法比如自组织法［４２］、多元回归模型［４３］、混沌预测［４４］ 等引入到水质模

拟预测中，取 得 了 不 错 的 结 果。还 有 一 些 研 究 者 将 未 确 知 数 学 思 想 应 用 于 水 质 模 拟 预 测

中［４５］，进一步拓广了水质模拟预测方法。

三、水环境系统模拟及污染控制的发展前景

（一）综合水质模型的完善

自１９２５年第一个水质模型问世以来，水质模型已经从单一组分的研究转向多组分相互

作用的综合模型开发上，随着对污染物污染机理的深入研究，很多科研组织已开发了不少综

合水质模型。当然现有的综合水质模型也存在一些亟待解决的问题：① 并未完全清楚污染

物在介质中的迁移转化过程，近似假设仍可能导致模拟较大地偏离真实情况；② 模型比较

复杂，导致许多参数难以较准确度量和估值，参数的随机性也会引起结果的不确定性。因此，
加强污染机理研究、提高参数估值准确度及研究模型的不确定性将成为河流综合水质模型

在今后发展中的一个重要方向。
（二）基于人工神经网络的研究

人工神经网络除了可以直接应用于对水质进行模拟预测外，还可以被嵌入到水质模型

模拟中，如通过人工神经网络率定水质模型中的各参数，使其对水质的分析和模拟过程更趋

于合理化，同时增强处理非线性问题的能力，提高预报精度等，可以想象这将会成为将来水

质模拟预测的重要方向之一。
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（三）基于地理信息系统的研究

地理信息系统（ＧｅｏｇｒａｐｈｉｃＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ，简称为ＧＩＳ）的概念是１９６３年由Ｒｏｇｅｒ
ＦＴｏｍｌｉｎｓｏｎ提出，在２０世纪８０年代开始走向成熟。它以具有地理位置的空间数据为研究

对象，以空间数据库为核心，采用空间分析和建模的方法，适时提供多种空间的和动态的资

源与环境信息。近年来ＧＩＳ已广泛应用于各领域，特别在水质模拟与管理规划方面发挥了重

要作用［４６］［４７］［４８］［４９］。由于江河流域水环境信息是具有空间特征的信息，通过应用 ＧＩＳ技术可

使流域水环境信息从单一的表格、数据形式逐步转变为具有生动形象的图形、图像方式，并

且以这些信息为基础，还可完成对相关流域水环境的预测、规划，以及对某些重大水环境问

题进行预警和防范。从而将ＧＩＳ技术结合于水环境污染模拟、控制和决策也是今后水质模拟

预测的重要研究课题。
（四）模拟预测不确定性的研究

无论是应用机理性水质模型还是采用非机理性方法进行水质模拟预测，由于实际水环

境系统中存在很大的随机性和偶然因素，从而导致输出结果的不确定性。为了提高模拟预测

的精确度和结果的可靠性，有必要对现有的水质机理性模型进行研究修正，同时也应针对不

同的非机理性方法应用条件合理选择，以保证结果的有效性。因此，如何克服不确定性对模

拟预测带来的负面影响也将是今后水质模拟预测研究的重要内容之一。
（五）基于可视化技术和 ＶＲ技术的研究

“可视化是将一种抽象符号转换为几何图形的计算方法，以便研究者能够观察其模拟与

计算的过程和结果［５０］。”可视化技术是在计算图形学的基础上发展的一门新兴学科，它融合

了计算机图形技术、网络技术、视频技术、计算机辅助设计与交互技术等。由于可视化技术的

优越性，目前国内外都积极将其引入到水质模拟和环境管理中［５１］［５２］［５３］［５４］。
虚拟现实技术（ＶＲ）［５５］［５６］ 是对计算机仿真与视觉技术的延伸，它于２０世纪８０年代后

期兴起，可利用计算机技术生成逼真的三维视觉、听觉、触觉等感觉形式的虚拟世界。目前

ＶＲ技术也已开始在环境领域中应用［５７］［５８］。随着 ＶＲ技术的进一步发展和其应用的深化，对

河流水质进行模拟并最终实现模拟结果的可视化、动态化、虚拟调度水质已经成为一项很有

意义和挑战性的课题。因此如何将可视化技术和 ＶＲ技术与水质模型相结合实现结果的动

态可视交互性必将成为今后水质模型的又一重要研究方向。
（六）地下水环境污染修复技术

地下水环境修复技术是近１０年来环境工程和水文地质研究发展最为迅猛的领域之一。
以美国为例：１９８０年，美国国会首次把地下水净化列为国家最优先问题，通过了综合环境响

应、赔 偿 和 责 任 法 案（ＣｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅＥｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔＲｅｓｐｏｎｓｅ，Ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ，ａｎｄＬｉａｂｉｌｉｔｙ
Ａｃｔ，简 称 ＣＥＲＣＬＡ），１９８４ 年，国 会 通 过 了 修 订 资 源 保 护 与 恢 复 法 案 （Ｒｅｓｏｕｒｃｅ
ＣｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎａｎｄＲｅｃｏｖｅｒｙＡｃｔ，简称ＲＣＲＡ）。ＣＥＲＣＬＡ和ＲＣＲＡ修正案通过后，美国各州

都相继通过了要求净化污染地下水的法律。ＣＥＲＣＬＡ 和 ＲＣＲＡ 强烈影响了州的法律。
自１９９１年后，与地下水和土壤污染修复技术有关的专利数量高速增长。欧美国家近１０

年来的水 文 地 质 研 发 经 费 的 重 点 投 向 了 地 下 水 污 染 与 环 境 修 复 技 术 研 究。近１０年 来 在

Ｇｒｏｕｎｄ Ｗａｔｅｒ，Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，ＥｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌＳｃｉｅｎｃｅａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，

Ａｐｐｌｉｅｄ Ｇｅｏｃｈｅｍｉｓｔｒｙ，Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，Ｇｒｏｕｎｄ Ｗａｔｅｒ Ｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇａｎｄ Ｒｅｍｅｄｉａｔｉｏｎ，

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｎｔａｍｉｎａｎｔＨｙｄｒｏｌｏｇｙ等西方水文地质、环境科学与工程类主流学术刊物上发
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表的与地下水有关的论文多与地下水污染有关。相比之下，我国同类研究十分薄弱，可以预

计地下水环境修复技术在我国加快经济建设的进程中将会越来越得到重视和加强。
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第一章 　 水环境系统模拟模型

水环境系统模拟通常分为两类：数值模拟和物理模拟。数值模拟是以水环境系统数学方

程为基础，以数值方法和计算机技术为手段，通过对水环境系统的数值模拟，研究其发展变

化趋势，为污染防治、规划管理提供理论依据。数值模拟具有省时、高效、无比例影响、可重复

性强等优点，因而应用相当广泛。物理模拟即比例模拟，是以模型和原型之间的物理或几何

相似为基础的一种模拟方法，物理模拟以再现原型中发生的物理过程为追求目标，具有直观

性和物理概念明确的优点。

第一节 　 水环境系统数值模拟模型

对水环境系统进行数值模拟，首先需要建立数学模型。数学模型是指通过抽象和简化，
使用数学语言近似刻画实际水环境系统各因素的变化，以便人们更深刻地认识所研究的对

象。数学模型不是对现有系统的简单模拟，而是对水环境系统所具有的信息进行提炼、分析

后得到的结果，因而能够较准确地表达水环境系统的内在特征，从而为合理进行数值模拟奠

定基础。
通常，从不同的角度，可以对数学模型进行各种形式的分类。比如按所取变量是否为确

定值分为确定性模型和随机模型；按变量是否连续分为连续模型和离散模型；按变量是否随

时间变化分为静态（稳态）模型和动态模型；按变量之间的关系，可分为线性模型和非线性

模型；按模型中参数的性质，可分为集中参数模型和分布参数模型；按建模目的可分为模拟

模型、预测模型、优化模型、决策模型、控制模型等。
下面将根据建模目的介绍两类模型 ——— 模拟模型和最优化模型。

一、模拟模型

水环境系统的模拟模型是通过对水环境系统自身信息进行提取、分析后建立的系统变

量变化规律的数学模型。当模型经过校正和检验，能够较逼真地模拟现实水环境系统的变化

发展时，即可采用其对该系统进行模拟。通常模拟模型可以根据变量是否具有确定性分为确

定性模型和随机模型。
（一）确定性模拟模型

确定性模型中的变量是遵循某种确定的规律变化和运动的，若要对进入水环境系统的

污染物质进行模拟，就必须先了解污染物质在水环境系统中的运动特征。

１ 污染物质在水环境系统环境介质中的运动特征［１］［２］

环境介质是指在自然环境中能够传递物质和能量的媒介。水是水环境系统的基本环境

介质。
污染物进入水环境系统将做复杂的运动、变化。

① 污染物在环境介质中的迁移运动 ——— 推流迁移
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推流迁移是指污染物的空间位置在环境介质作用下产生的转移。单纯的推流作用只能

改变污染物质的空间位置，并不能降低污染物的浓度，也不能降低污染物的质量。
污染物的推流迁移一般采用迁移通量（单位时间通过单位面积的污染物量）来表述：

ｆｘ ＝ｕｘＣ

ｆｙ ＝ｕｙＣ

ｆｚ ＝ｕｚＣ

（１ １）

其中：ｆｘ、ｆｙ、ｆｚ———ｘ、ｙ、ｚ方向上的污染物推流迁移通量，［Ｍ·Ｌ－２·Ｔ－１］；

ｕｘ、ｕｙ、ｕｚ——— 水环境系统的环境介质在ｘ、ｙ、ｚ方向上的流速分量，［Ｌ·Ｔ－１］；

Ｃ——— 污染物在环境介质中的浓度，［Ｍ·Ｌ－３］。

② 环境介质对污染物的分散作用

在研究污染物在环境介质中的分散作用时，通常假定污染物质点与水的质点的动力学

特征一致。这样，大多数溶解性污染物质、胶体污染物或浮力中性的颗粒物质都可满足这一

假设。环境介质对污染物包含三种形式的分散作用：分子扩散、湍流扩散和弥散。
分子扩散是指由分子的随机热运动引起的质点分散现象，这一现象存在于污染物的所

有运动过程中。分子扩散过程服从费克第一定律，也即分子扩散的质量通量与扩散物质的浓

度梯度成正比：

Ｉｍ，ｘ ＝－Ｅｍ
Ｃ
Ｘ

Ｉｍ，ｙ ＝－Ｅｍ
Ｃ
Ｙ

Ｉｍ，ｚ ＝－Ｅｍ
Ｃ
Ｚ

（１ ２）

其中：Ｉｍ，ｘ、Ｉｍ，ｙ、Ｉｍ，ｚ——— 污染物在ｘ、ｙ、ｚ方向上的分子扩散的质量通量，［Ｍ·Ｌ－２·Ｔ－１］；

Ｅｍ——— 分子扩散系数，指单位浓度梯度下物质在单位时间内通过单位面积的量，其数

值量级在河流系统中约为１０－５－１０－４ｍ２／ｓ，［Ｌ２·Ｔ－１］；

Ｃ——— 污染物在环境介质中的浓度，［Ｍ·Ｌ－３］。
分子扩散具有各向同性，式（１ ２）中的负号表示质点是由浓度高处向浓度低处迁移，即

指向负浓度梯度方向。
湍流扩散也称为紊流扩散，是指在湍流流场中物质质点由于湍流脉动，其各种状态（流

速、压力、浓度等）的瞬时值相对于其时平均值的随机脉动而产生的分散现象。当流体质点

的湍流瞬时脉动速度为稳定的随机变量时，湍流扩散规律可以用费克第一定律来描述：

Ｉｔ，ｘ ＝－Ｅｘ
珚Ｃ
Ｘ

Ｉｔ，ｙ ＝－Ｅｙ
珚Ｃ
Ｙ

Ｉｔ，ｚ ＝－Ｅｚ
珚Ｃ
Ｚ

（１ ３）
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其中：Ｉｔ，ｘ、Ｉｔ，ｙ、Ｉｔ，ｚ——— 污染物在ｘ、ｙ、ｚ方向 上 由 湍 流 扩 散 所 导 致 的 质 量 通 量，［Ｍ·Ｌ－２·

Ｔ－１］；

Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ、———ｘ、ｙ、ｚ方向上的湍流扩散系数，［Ｌ２·Ｔ－１］；
珚Ｃ——— 湍流流场中某一点处时间平均的污染物浓度值，［Ｍ·Ｌ－３］。

弥散是指由于流体的横断面上各点的实际流速分布不均匀所产生的剪切而导致的分散

现象。河流中的弥散现象主要是内河床的剪切阻力造成的，河口的弥散现象则主要由水流的

交汇所引起，而地下水中的弥散现象起因则更复杂。
弥散作用所引起的质量通量也可仿照费克第一定律来描述：

ＩＤ，ｘ ＝－Ｄｘ
Ｃ
Ｘ

ＩＤ，ｙ ＝－Ｄｙ
Ｃ
Ｙ

ＩＤ，ｚ ＝－Ｄｚ
Ｃ
Ｚ

（１ ４）

其中：ＩＤ，ｘ、ＩＤ，ｙ、ＩＤ，ｚ——— 污染物在ｘ、ｙ、ｚ方向上的由于弥散作用所导致的质量通量，［Ｍ·

Ｌ－２·Ｔ－１］；

Ｄｘ、Ｄｙ、Ｄｚ、———ｘ、ｙ、ｚ方向上的弥散系数，弥散系数往往具有更大的各向异性，一般

河流中弥散作用的量值为１０２－１０４ｍ２／ｓ，［Ｌ２·Ｔ－１］；

Ｃ——— 湍流流场中某一点处时间平均的污染物浓度值，［Ｍ·Ｌ－３］。

③ 污染物的衰减和转化

污染物进入环境后，在外界因素的作用下会发生引起污染物质结构、组成变化的作用。
当经过一系列变化后，污染物质被分解成稳定存在的小分子，如Ｈ２Ｏ、ＣＯ２ 等，这种过程就被

称为衰减或污染物的降解。
根据污染物衰减或转化过程的快慢，可将其分为守恒物质和非守恒物质。守恒物质进入

环境后，其空间位置随环境介质的运动而不断变换，其初始浓度随分散作用不断向周围扩散

而逐渐降低，但它的总量并不发生改变。例如重金属、很多高分子有机化合物都属于守恒物

质。对于那些对生态系统、人体健康有害，或暂时无害但可在环境中累积，从长远看有害的守

恒物质要严格控制其排放浓度和总量。
非守恒物质进入环境后，会随着环境介质流动而改变位置、不断扩散而降低浓度，还会

因自身衰减而加速浓度的下降。非守恒物质的衰减方式有两种：一种由其自身的运动变化规

律所决定；一种是在环境因素作用下，由于化学的或生物的反应而不断降解。
污染物在环境中的衰减过程基本符合一级反应动力学规律，即

ｄＣ
ｄｔ＝－ＫＣ （１ ５）

其中：Ｃ——— 污染物的浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

ｔ——— 反应时间，［Ｔ］；

Ｋ——— 反应（衰减）速率常数，［Ｔ－１］。

２ 水环境系统模拟确定性模型［１］［２］
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确定性模型是根据污染物在环境介质中的基本运动特征，以质量守恒原理为理论基础，
通过演绎法建立描述污染物在环境介质中的运动变化规律的微分方程。

为便于讨论，假定进入环境的污染物质点与环境介质质点具有相间的流体力学特性，这

样，就可以把污染物质点当作流体质点进行分析，使建模过程大大简化。而在实际中污染物

质点除随流体质点运动外，还会产生凝聚、沉淀等现象，为提高模拟预测的精度和准确性，则

应根据具体情况在基本模型的基础上考虑各种影响因素加以修正。
求解水环境系统的数字模型一般有解析解法和数值解法两种，解析法求解基本模型所

要求的条件非常严格，由于真实的环境条件复杂，用解析法求解形式复杂的微分方程就有一

定难度。故常采用有限差分法、有限元法和有限分析法等数值方法求模型的数值解。由于基

本模型的解析解往往比采用数值计算方法得到的值更直接更能展示水环境系统内在的发展

变化规律，因此考察解析解有助于研究污染物在水环境系统中的分布特征以及其对环境的

影响状况。
在采用解析法求解模型时，常假定环境介质处于稳定流动状态，即水体流动状态在所研

究的时段内不随时间发生变化。这时污染物的排放将取决于污染源的排放特征，一般地，污

染物可分为连续稳定排放和非稳定排放两大类。
当环境介质处于稳定流动状态、污染源连续稳定排放的条件下，污染物在某一空间位置

的浓度将不会随时间变化即ｄＣ
ｄｔ＝０，此时模型的解析解较易求得。若所研究的问题时间尺度

很大，而在这样的时间尺度下污染物浓度的平均值保持稳定，就可以通过取时间平均值把问

题按稳态处理。这样既可大大降低模型的复杂程度，也可满足管理要求。所以稳态问题的求

解是比较重要的。
而非稳定排放多指由于事故泄漏导致的瞬时点源排放问题。在这种情况下，污染物在某

一空间位置的浓度是时间的函数，即ｄＣ
ｄｔ≠０，此时的基本模型是非齐次微分方程，只有在某

些特定情况下才能求得解析解。

２ 确定性水环境系统的基本模型

（１）零维模型

在某些特定条件下，可以将所研究的环境单元看作一个完全混合的反应器，如湖泊、某

一河流河段等。在这样的反应器中，所研究的环境单元在任意一个空间方向上都不存在环境

质量的变化，进入该反应器的污染物可在瞬时分散到空间各部位，使各处浓度值相等。
根据质量守恒原理建立完全混合反应器的平衡方程，即水环境系统的零维模型：

ＶｄＣ
ｄｔ＝ＱＣ０－ＱＣ＋Ｓ＋ｒＶ （１ ６）

其中：Ｖ——— 反应器的容积，［Ｌ３］；

Ｑ——— 流入流出反应器的物质流量，［Ｌ３·Ｔ－１］；

Ｃ０——— 输入环境介质中的污染物浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｃ——— 输出环境介质中的污染物浓度，即反应器中的污染物浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

ｒ——— 污染物的反应（衰减）速度，［Ｍ·Ｌ－３·Ｔ－１］；

Ｓ——— 污染物的源与汇（漏）项，指系统内非主要因素引起的污染物量的添加与衰减，
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比如降雨或湖底渗漏等引起的，［Ｍ·Ｔ－１］。

当没有源、汇项，即当Ｓ＝０时，上式可以写为：

ＶｄＣ
ｄｔ＝Ｑ（Ｃ０－Ｃ）＋ｒＶ （１ ７）

如果污染物的反应符合一级反应动力学的衰减规律，即当ｒ＝－ＫＣ 时，（１ ７）式可以

写为：

ＶｄＣ
ｄｔ＝Ｑ（Ｃ０－Ｃ）－ＫＣＶ （１ ８）

其中：Ｋ——— 反应（衰减）速率常数，［Ｔ－１］。

① 由式（１ ８），在稳态条件下，ｄＣ
ｄｔ＝０，得其稳态解析解为：

Ｃ＝ Ｃ０

１＋ｔｗＫ
（１ ９）

其中：ｔｗ ＝Ｖ／Ｑ 为理论停留时间，其余符号同前。

② 由式（１ ８），在非稳态排放条件下，ｄＣ
ｄｔ≠０，给定初始条件为ｔ＝０、Ｃ＝Ｃ０ 时，可得

Ｃ（ｔ）＝ ｒＣ０

Ｋ＋ｒ＋ ＫＣ０

Ｋ＋ｒｅｘｐ
［－（Ｋ＋ｒ）ｔ］ （１ １０）

其中：ｒ＝Ｑ／Ｖ ＝１／ｔｗ 为冲刷速度常数；其他符号同前。
（２）一维模型

当污染物浓度的空间分布只在某一个方向上存在显著差异时，就用一维模型对其进行

描述。一维模型是通过一个微小的体积元的质量平衡推导的，在该体积元中只在某一个方向

（假设为ｘ轴向）上存在浓度梯度。图１ １表示的是在ｘ方向上存在输入、输出的微小体积

元，其边长分别为Δｘ、Δｙ、Δｚ。

z

uxC

-Dx
鄣C
鄣x

uxC+
鄣uxC
鄣 x

Δx

-Dx
鄣C
鄣x + 鄣

鄣x ( -Dx )鄣C
鄣x Δx

x0

y

Δx

Δz

Δy

图１ １　 体积元的质量平衡关系

单位时间内输入该体积微元的污染物量为：
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［ｕｘＣ＋（－Ｄｘ
Ｃ
ｘ

）］ΔｙΔｚ

单位时间内输出的污染物量为：

［ｕｘＣ＋ｕｘＣ
ｘΔｘ＋（－ＤＣ

ｘ
）＋ 

ｘ
（－Ｄｘ

Ｃ
ｘ

）Δｘ］ΔｙΔｚ

若污染物在 体 积 微 元 内 发 生 一 级 衰 减 反 应，则 由 衰 减 引 起 的 污 染 物 量 的 变 化 为

－ＫＣΔｘΔｙΔｚ，那么在单位时间内该体积微元的污染物输入、输出总量为：

　　　　　　

Ｃ
ｔΔ

ｘΔｙΔｚ＝ ［ｕｘＣ＋（－Ｄｘ
Ｃ
ｘ

）］ΔｙΔｚ

－［ｕｘＣ＋ｕｘＣ
ｘΔｘ＋（－Ｄｘ

Ｃ
ｘ

）＋ 
ｘ

（－Ｄｘ
Ｃ
ｘ

）Δｘ］ΔｙΔｚ

－ＫＣΔｘΔｙΔｚ

（１ １１）

将上式简化，并令Δｘ →０，得：

Ｃ
ｔ＝－ｕｘＣ

ｘ － 
ｘ

（－Ｄｘ
Ｃ
ｘ

）－ＫＣ （１ １２）

在均匀流场中，ｕｘ 和Ｄｘ 都可以作为常数，则上式可以写为：

Ｃ
ｔ＝Ｄｘ

２Ｃ
ｘ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ＫＣ （１ １３）

其中：Ｃ——— 污染物的浓度，是时间ｔ和空间位置ｘ 的函数，［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｄｘ——— 纵向弥散系数，［Ｌ２·Ｔ－１］；

ｕｘ——— 断面的平均流速，［Ｌ·Ｔ－１］；

Ｋ——— 污染物的衰减速率常数，［Ｔ－１］。

① 当处于稳态条件下，即ｄＣ
ｄｔ＝０时，式（１ １３）变为：

Ｄｘ
２Ｃ
ｘ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ＫＣ ＝０ （１ １４）

这是一个二阶线性偏微分方程，特征方程为：

Ｄｘλ２－ｕｘλ－Ｋ ＝０
由此可求得特征根为：

λ１，２ ＝ ｕｘ

２Ｄｘ
（１±ｍ）

其中： ｍ ＝ １＋４ＫＤｘ

ｕ２槡 ｘ

则式（１ １４）的通解为：

Ｃ＝Ａｅλ１ｘ ＋Ｂｅλ２ｘ
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无论是对守恒还是非守恒性污染物，λ都不应取正值，若给定初始条件为：ｘ＝０时Ｃ＝
Ｃ０，则式（１ １４）的解为

Ｃ＝Ｃ０ｅｘｐｕｘｘ
２Ｄｘ

（１－ １＋４ＫＤｘ

ｕ２槡 ｘ
［ ］） （１ １５）

对于一般条件下的河流，由推流导致的污染物的迁移作用要比弥散作用大得多，因此在

稳态条件下可忽略弥散作用，则有：

Ｃ＝Ｃ０ｅｘｐ（－Ｋｘ
ｕｘ

） （１ １６）

式（１ １５）、（１ １６）中的Ｃ０ 可以按下式计算：

Ｃ０ ＝ＱＣ１＋ｑＣ２

Ｑ＋ｑ
（１ １７）

其中：Ｑ——— 河流的流量，［Ｌ３·Ｔ－１］；

ｑ——— 排入河流的污水的流量，［Ｌ３·Ｔ－１］；

Ｃ１——— 河流中污染物的本底浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｃ２——— 污水中污染物的浓度，［Ｍ·Ｌ－３］。

② 瞬时点源（非稳定源）排放时，若考虑弥散系数，则将式（１ １３）变换为：

Ｃ
ｔ－Ｄｘ

２Ｃ
ｘ２ ＋ｕｘ

Ｃ
ｘ＋ＫＣ ＝０

对上式可以通过拉普拉斯变换及其逆变换求解。若给定初始条件：ｘ＝０时Ｃ＝Ｃ０，ｔ→
∞ 时，Ｃ＝０，则可得到：

Ｃ（ｘ，ｔ）＝ ｕｘＣ０

４πＤｘ槡 ｔ
ｅｘｐ －

（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘｔ
ｅｘｐ（－Ｋｔ［ ］） （１ １８）

在瞬时投放的条件下，Ｃ０ ＝ Ｍ
Ｑ

，又Ｑ＝Ａｕｘ，代入上式，得到：

Ｃ（ｘ，ｔ）＝ Ｍ
Ａ ４πＤｘ槡 ｔ

ｅｘｐ －
（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘｔ
ｅｘｐ（－Ｋｔ［ ］） （１ １９）

其中：Ｍ——— 瞬时投放的污染物的量，［Ｍ］；

Ａ——— 断面平均面积，［Ｌ２］；其余符号同前。
若忽略弥散作用，即Ｄｘ ＝０，则式（１ １３）可变为：

Ｃ
ｔ＋ｕｘ

Ｃ
ｘ＋ＫＣ ＝０ （１ ２０）

上式可以用特征线法求解，将其写为两个微分方程：

ｄｘ
ｄｔ＝ｕｘ

ｄＣ
ｄｔ＝－ＫＣ
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由于忽略了弥散作用，污染物质是瞬时出现在某一位置，上式的解为：

Ｃ（ｘ，ｔ）＝Ｃ０ｅｘｐ（－Ｋｔ）＝Ｃ０ｅｘｐ（－Ｋｘ
ｕｘ

） （１ ２１）

在实际中瞬时点源的 排 放 往 往 不 太 可 能 实 现 真 正 的“瞬 时”，此 时 假 定 排 放 的 时 段 为

Δｔ，也即在０≤ｔ≤Δｔ时，投入质量为 Ｍ 的污染物质，此时下游任意空间和时间的污染物浓

度可用下式计算：

Ｃ（ｘ，ｔ）＝∫
Δｔ

０

ｕｘＣ０

４πＤｘ槡 ｔ
ｅｘｐ －

（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘ
［ ］ｔ ｄｔ （１ ２２）

其中：Ｃ０ ＝ Ｍ
Ｑ·Δｔ

，表示在０≤ｔ≤Δｔ时投放点处河流中的污染物浓度，［Ｍ·Ｌ－３］。

于是有：

Ｃ（ｘ，ｔ）＝∫
Δｔ

０

Ｍ
ＡΔｔ ４πＤｘ槡 ｔ

ｅｘｐ －
（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘ
［ ］ｔ ｄｔ （１ ２３）

其中：Ｍ——— 在Δｔ时段内投放的污染物总量，［Ｍ］；

Ｑ——— 河流的流量，［Ｌ３·Ｔ－１］；

Ａ——— 河流的断面面积，［Ｌ２］。
式（１ ２３）的解为：

Ｃ（ｘ，ｔ）＝Ｃ０

２
［ｅｘｐ（Ａ１）ｅｒｆｃ（Ａ２）＋ｅｘｐ（Ａ３）ｅｒｆｃ（Ａ４）］ｅｘｐ（ｕｘｘ

２Ｄｘ
）

－Ｃ０

２
［ｅｘｐ（Ａ１）ｅｒｆｃ（Ａ５）＋ｅｘｐ（Ａ３）ｅｒｆｃ（Ａ６）］ｅｘｐ（ｕｘｘ

２Ｄｘ
）θ（ｔ－Δｔ） （１ ２４）

θ（ｔ－Δｔ）＝
０，当ｔ≤Δｔ

１，当ｔ＞Δ
烅
烄

烆 ｔ

其中：Ａ１ ＝ ｘ
Ｄ槡 ｘ

＝ ｕ２
ｘ

４Ｄｘ
＋槡 Ｋ

Ａ２ ＝ ｘ
２ Ｄｘ槡 ｔ

＋ ｕ２
ｘｔ

４Ｄｘ
＋槡 Ｋｔ

Ａ３ ＝－Ａ１

Ａ４ ＝ ｘ
２ Ｄｘ槡 ｔ

－ ｕ２
ｘｔ

４Ｄｘ
＋槡 Ｋｔ

Ａ５ ＝ ｘ
２ Ｄｘ（ｔ－Δｔ槡 ）

＋ ｕ２
ｘ（ｔ－Δｔ）
４Ｄｘ

＋Ｋ（ｔ－Δｔ槡 ）

Ａ６ ＝ ｘ
２ Ｄｘ（ｔ－Δｔ槡 ）

－ ｕ２
ｘ（ｔ－Δｔ）
４Ｄｘ

＋Ｋ（ｔ－Δｔ槡 ）
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ｅｒｆｃ（ｘ）称为余误差函数，与误差函数ｅｒｆ（ｘ）有如下关系：

ｅｒｆｃ（ｘ）＝１－ｅｒｆ（ｘ） （１ ２５）

ｅｒｆ（ｘ）＝ ２
槡π∫

ｘ

０
ｅ－ｕｄｕ （１ ２６）

也可通过级数计算误差函数：

ｅｒｆ（ｘ）＝ｘ－ ｘ３

１！·３＋ ｘ５

２！·５－ ｘ７

３！·７＋… （１ ２７）

（３）二维模型

当污染物的浓度在ｘ 方向和ｙ 方向都存在显著的差异时，可以参考一维模型的建立思

路，同时考虑体积微元在两个方向上的质量平衡，得到二维模型：

Ｃ
ｔ＝Ｄｘ

２Ｃ
ｘ２ ＋Ｄｙ

２Ｃ
ｙ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ｕｙ

Ｃ
ｙ－ＫＣ （１ ２８）

其中：Ｄｙ———ｙ坐标方向的弥散系数，［Ｌ２·Ｔ－１］；

ｕｙ———ｙ方向的流速分量，［Ｌ·Ｔ－１］；

其余符号同前。

① 在稳态条件，即Ｃ
ｔ＝０时，式（１ ２９）为：

Ｄｘ
２Ｃ
ｘ２ ＋Ｄｙ

２Ｃ
ｙ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ｕｙ

Ｃ
ｙ－ＫＣ ＝０ （１ ２９）

对于水环境系统水质模拟的二维模型，将会涉及到有边界影响和无边界影响两类情况。

ａ 无边界的连续点源排放：在均匀流场中，点源排放到无限宽的水体中（如图１ ２所

示），则式（１ ２９）的解析解为：

Ｃ（ｘ，ｙ）＝ Ｍ
４πｈ（ｘ／ｕｘ）２ ＤｘＤ槡 ｙ

ｅｘｐ －
（ｙ－ｕｙｘ／ｕｘ）２

４Ｄｙｘ／ｕ［ ］
ｘ

ｅｘｐ －Ｋｘ
ｕ（ ）ｘ

（１ ３０）

其中：Ｍ——— 单位时间内排放的污染物量，即源强，［Ｍ·Ｔ－１］；

ｈ——— 平均水深，［Ｌ］；
其余符号同前。

如果忽略Ｄｘ 和ｕｙ（比如对于顺直河道，当水深变化不大的情况下，其横向流速很小可

近似为零，纵向扩散项远远小于推流的影响，此时的Ｄｘ 和ｕｙ 项可忽略），则式（１ ２９）化简

为：

Ｄｙ
２Ｃ
ｙ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ＫＣ ＝０ （１ ３１）

解析解为：

Ｃ（ｘ，ｙ）＝ Ｍ
ｕｘｈ ４πＤｙｘ／ｕ槡 ｘ

ｅｘｐ －ｕｘｙ２

４Ｄｙ
（ ）ｘ ｅｘｐ －Ｋｘ

ｕ（ ）ｘ
（１ ３２）
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　 图１ ２　 宽度无限的点源排放 　　　　　 图１ ３　 宽度有限的中心点源排放

ｂ 在有边界的连续点源排放中，污染物的扩散会受到边界的阻碍而产生反射，这种反

射可以通过设立虚源来模拟（图１ ３），即设想边界为一面镜子，镜子后面有一个与实际源强

度相同、距离相同的虚拟反射源。当有两个边界时，反射会成为连锁式的。如果污染源处于两

个边界的中间，则式（１ ３２）就成为：

　Ｃ（ｘ，ｙ）＝ Ｍ
ｕｘｈ ４πＤｙｘ／ｕ槡 ｘ

ｅｘｐ －ｕｘｙ２

４Ｄｙ
（ ）［ ｘ

＋∑
∞

ｎ＝１
ｅｘｐ －ｕｘ（ｎＢ－ｙ）２

４Ｄｙ
（ ）ｘ ＋∑

∞

ｎ＝１
ｅｘｐ －ｕｘ（ｎＢ＋ｙ）２

４Ｄｙ
（ ）］ｘ ｅｘｐ －Ｋｘ

ｕ（ ）ｘ

（１ ３３）

如果污染源处在边界上，对于宽度无限大的环境（图１ ４ａ），则有：

Ｃ（ｘ，ｙ）＝ ２Ｍ
ｕｘｈ ４πＤｙｘ／ｕ槡 ｘ

ｅｘｐ －ｕｘｙ２

４Ｄｙ
（ ）ｘ ｅｘｐ －Ｋｘ

ｕ（ ）ｘ
（１ ３４）

如果水环境的宽度为Ｂ（图１ ４ｂ），同样可以通过假设对应的虚源来模拟边界的反射作

用，则有：

　Ｃ（ｘ，ｙ）＝ ２Ｍ
ｕｘｈ ４πＤｙｘ／ｕ槡 ｘ

ｅｘｐ －ｕｘｙ２

４Ｄｙ
（ ）［ ｘ

＋∑
∞

ｎ＝１
ｅｘｐ －ｕｘ（２ｎＢ－ｙ）２

４Ｄｙ
（ ）ｘ ＋∑

∞

ｎ＝１
ｅｘｐ －ｕｘ（２ｎＢ＋ｙ）２

４Ｄｙ
（ ）］ｘ ｅｘｐ －Ｋｘ

ｕ（ ）ｘ

（１ ３５）

虚源的作用随着ｎ的增大衰减得很快，通常计算４－５次反射即可满足计算精度的要

求。
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图１ ４　 边界上排放污染物的二维扩散

② 瞬时点源排放时，假定所研究的问题处于ｘ、ｙ平面上，即Ｃ
ｚ ＝０，当无边界约束时，

给定边界条件为：当ｙ＝±∞ 时，Ｃ
ｙ＝０，则有：

Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Ｍ
４πｈ ＤｘＤｙｔ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘｔ －
（ｙ－ｕｙｔ）２

４Ｄｙ
［ ］ｔ ｅｘｐ（－Ｋｔ） （１ ３６）

在有边界条件时，式（１ ３６）需要增加边界的反射作用，这种反射作用仍可以用一个虚

点源来模拟（图１ ５）。将边界看作一个反射镜面，在实源的对称位置设立一个源强与实源相

等的虚源。
则式（１ ３６）的修正形式为：

Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Ｍ
４πｈ ＤｘＤｙｔ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘｔ －
（ｙ－ｕｙｔ）２

４Ｄｙ
［ ］｛ ｔ

＋ｅｘｐ －
（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘｔ －
（２ｂ＋ｙ－ｕｙｔ）２

４Ｄｙ
［ ］｝ｔ ｅｘｐ（－Ｋｔ） （１ ３７）

式中：ｂ——— 点源到边界的距离，［Ｌ］。
当点源的位置逐步向边界移动，当ｂ＝０，即在边界上排放时，可以得到：

Ｃ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ２Ｍ
４πｈ ＤｘＤｙｔ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ－ｕｘｔ）２

４Ｄｘｔ －
（ｙ－ｕｙｔ）２

４Ｄｙ
［ ］｛ ｝ｔ

·ｅｘｐ（－Ｋｔ） （１ ３８）

（４）三维模型

当污染物在空间各方向上均存在浓度梯度时，就需要采用三维模型。三维模型的建模思

路与一维、二维相似，需要注意的是：在三维模型中，因为不采用段面的平均值，所以不出现

弥散系数而采用湍流扩散系数。三维模型的基本形式如下：

Ｃ
ｔ＝Ｅｘ

２Ｃ
ｘ２ ＋Ｅｙ

２Ｃ
ｙ２ ＋Ｅｚ

２Ｃ
ｚ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ｕｙ

Ｃ
ｙ－ｕｚ

Ｃ
ｚ－ＫＣ （１ ３９）

其中：ｕｚ———ｚ坐标方向的流速分量，［Ｌ·Ｔ－１］；

Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ———ｘ、ｙ、ｚ方向的湍流扩散系数，［Ｌ２·Ｔ－１］。
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图１ ５　 边界上排放污染物的二维扩散 　　　　　 图１ ６　 均匀湍流场中的三维扩散

三维模型在理论上是完整和完善的，但在实际应用中，求解较困难。所以，可以针对污染

物的混合状况作各种简化。

① 在稳态条件下，即Ｃ
ｔ＝０时，式（１ ３９）将变为：

Ｅｘ
２Ｃ
ｘ２ ＋Ｅｙ

２Ｃ
ｙ２ ＋Ｅｚ

２Ｃ
ｚ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ｕｙ

Ｃ
ｙ－ｕｚ

Ｃ
ｚ－ＫＣ ＝０ （１ ４０）

对于一个连续稳定排放的点源，当ｕｘ ≥１ｍ／ｓ时，可以忽略纵向扩散的影响以及在ｙ方

向和ｚ方向上的流动，即Ｅｘ ＝０、ｕｙ ＝０、ｕｚ ＝０，则式（１ ４０）又可简化为：

Ｅｙ
２Ｃ
ｙ２ ＋Ｅｚ

２Ｃ
ｚ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ＫＣ ＝０ （１ ４１）

该式的解析解为：

Ｃ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ Ｍ
４πｘ ＥｙＥ槡 ｚ

ｅｘｐ －ｕｘ

４ｘ
ｙ２

Ｅｙ
＋ｚ２

Ｅ（ ）［ ］
ｚ

ｅｘｐ －Ｋｘ
ｕ（ ）ｘ

（１ ４２）

其中：　　Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ———ｘ、ｙ、ｚ方向的湍流扩散系数，［Ｌ２·Ｔ－１］。

② 当无边界的瞬时点源排放时，则式（１ ３９）的解析解为：

Ｃ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ Ｍ
８ （πｔ）３ＥｘＥｙＥ槡 ｚ

ｅｘｐ －１
４ｔ

（ｘ－ｕｘｔ）２

Ｅ［｛ ｘ

＋
（ｙ－ｕｙｔ）２

Ｅｙ
＋

（ｚ－ｕｚｔ）２

Ｅ ］｝ｚ
ｅｘｐ（－Ｋｔ） （１ ４３）

其中：Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ———ｘ、ｙ、ｚ方向的湍流扩散系数，［Ｌ２·Ｔ－１］。

污染物进入水环境系统后的运动、变化十分复杂，以河流为例，当污水排入河流后，从污

水排放口到污染物在河流横断面上达到均匀分布，通常需要经历竖向混合和横向混合两个

阶段。在竖向混合阶段，所研究的问题涉及到空间的三个方向，所以又常称为三维混合问题。
而横向混合过程可以看作二维混合问题。当横向混合完成后，污染物在整个断面达到均匀分

布，故可以作为一维问题进行处理。在实际研究和工作中，应该对水环境系统进行分析，采用

相应合理的模拟模型。
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（二）随机模拟模型

自然界中各种现象的变化都具有不确定性，水环境系统也不例外。水环境系统因子的变

化会引起水环境系统状态的变化，从而引起污染物浓度的波动。因此，某种污染物进入水环

境系统之后，其变化是相当复杂的。再加上外界影响因素存在着不确定性。所以，仅仅采用确

定性的模拟模型往往不能描述水环境系统所具有的随机特性，因此随机模拟模型越来越受

到环境工作者和研究者的重视。
目前，随机模拟模型一般分为两类：随机微分方程模型和离散随机过程模型。

１ 随机微分方程模型

随机微分方程于１９０２年提出，１９６９年用于水质规划［４］。其模型方程的形式和确定性方

程的形式相同，但它在描述水质变化动力系统特性时采用系数观测值（或识别值）的现实分

布，来研究方程解的统计特性和各种可能出现的结果。同时随机微分方程还可以描述水质变

化过程的随机紊动和考虑了系统的随机输入、初值、边界值的随机变化等对系统的影响状

况。下面对随机微分方程的一维耦合随机模型和二维随机水质模型分别进行说明。
（１）耦合模型法随机模拟［５］

耦合模型随机模拟的思路为：首先分别建立确定性水质模型和有关影响因素的随机模

拟模型，然后将随机模拟的有关影响因素的变化过程同步地输入确定性模型，从而模拟出一

个长序列的水质浓度过程。对此统计分析，绘出浓度概率分布曲线，就可看出超过某一浓度

的持续时间长短和机会的大小，以便为水质规划管理提供丰富的决策信息。
依据上述思路，耦合模型法的基本程序为：

① 建立确定性水质模型

对于进入水环境的污染物，随其性质不同，降解转化规律也不同，因此模拟采用的模型

也将各异。这就需要针对具体情况，通过理论分析确定模型结构，进行参数率定和系统检验，
建立适合的确定性模型。比如当河流系统断面不很宽时，污染物浓度在断面上的分布基本均

匀，可简化为一维模型计算；如果计算时段内河川径流和排污量比较稳定，则可以进一步采

用一维稳态水质模型模拟一定时间内浓度沿流程的变化情况。

② 随机变量的概率分布

这里所指的是影响河流水质变化的随机变量，主要有流量、水温、上断面的污染物浓度、
排污流量和浓度等。其概率分布形式不尽相同，常采用正态分布和皮尔逊 Ⅲ 型分布进行描

述。比如河流月平均流量的变化可以采用对数正态分布或皮尔逊 Ⅲ 型分布描述。而排污流

量及其浓度则可能是围绕平均情况上下波动，如果主要是由控制生产的技术性能不稳定造

成，则其变化与测验误差的波动较类似，可以采用正态分布或截头尾的正态分布描述。为叙

述其一般性，以ｘｉｊ 代表第ｉ年第ｊ月的随机变量值，如月平均水温、月平均流量等。

ａ 正态分布。正态分布是将实测的某月同类变量ｘｉｊ 作经验频率计算，在概率格纸上点

绘经验频率点，若其分布近似为直线，则说明属正态分布。
正态分布密度函数为：

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ－
（ｘ－μ）２

２σ２ （１ ４４）

在实际中，通常用样本均值ｘ估计均值μ，用样本方差Ｓ２ 估计方差σ２。则有两个随机变
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量：均值ｘ，方差Ｓ２，可有下列公式计算：

ｘｊ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ （１ ４５ａ）

Ｓ２
ｘｊ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉｊ －ｘｊ） （１ ４５ｂ）

Ｃｖｘｊ ＝Ｓｘｊ

ｘｊ

（１ ４５ｃ）

其中：ｘｊ、Ｓｘｊ、Ｃｖｘｊ——— 分别为第ｊ月某一随机变量ｘ 的均值、均方差和离势系数；ｉ＝１，２，
…，ｎ，ｎ为实测资料的年数；ｊ＝１，２，…，１２为月数。

当绘在概率格纸上的经验频率曲线ｘ－ｐ明显不为直线时，则说明其分布为偏态，可考

虑对数正态分布，皮尔逊 Ⅲ 型分布进行配线，以确定其概率分布。分布的偏态程度可由偏态

系数反映：

Ｃｓｘｊ ＝ １
ｎ－３Ｓ

３
ｘｊ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉｊ －ｘｊ） （１ ４６）

式中的Ｃｓｘｊ 为第ｊ月随机变量ｘｉｊ 的偏态系数。由于实测资料的年数常只有几十年，用该式计

算的Ｃｓｘｊ 误差很大，故计算值仅作参考，实用中则是在分布函数形式选定后用配线法确定。

ｂ 皮尔逊 Ⅲ 型分布。皮尔逊 Ⅲ 型分布是我国水文计算中广泛使用的随机变量概率分

布类型，大量资料显示对于降水、径流的概率分布都可采用这种形式。皮尔逊 Ⅲ 型分布的密

度函数为：

ｆ（ｘ）＝ βα

Γ（α）（ｘ－ｂ）α－１ｅ－β（ｘ－ｂ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１ ４７）

α＝ ４
Ｃ２

ｓ
，β＝ ２

ｘＣｖｘＣｓｘ

，ｂ＝ｘ（１－２Ｃｖｘ

Ｃｓ
）　　　　　　 　　　　　　　　　　（１ ４８

烅

烄

烆
）

式中的均值ｘ、离势系数Ｃｖｘ、偏态系数Ｃｓｘ 按式（１ ４５ａ）、（１ ４５ｃ）、（１ ４６）计算。

③ 有关变量的随机过程模拟

在上述成果基础上，可以选择适当的随机模拟模型来模拟逐年逐月的河流河段上断面

流量、水质浓度、水温和排污流量、浓度等。随机模拟模型视具体情况选用。例如当ｘｉｊ 服从正

态分布并与上一时段变量ｘｉ，ｊ－１ 关系比较密切时可以考虑采用季节性一阶自回归模型模拟：

ｘｉｊ ＝ｘｊ＋ｒｘｊ ＋ Ｓｘｊ

Ｓｘ，ｊ－１
（ｘｘ，ｊ－１－ｘｊ－１）＋ ｔｉｊＳｘｊ（１－ｒ２

ｘｊ槡 ） （１ ４９）

其中：ｒｘｊ——— 变量ｘ上月（即ｊ－１月）的值ｘｉ，ｊ－１ 与该月（即ｊ月）的值ｘｉｊ 间的相关系数，称

为一阶自相关系数；

ｔｉｊ——— 标准正态分布 Ｎ（０，１）下模拟的第ｉ年第ｊ月的随机数；其他符号同前。
当模拟时段为一个月时，全年每月都有一个模拟方程式（１ ４９）。采用下式计算ｒｘｊ：

ｒｘｊ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ，ｊ－１－ｘｊ－１）（ｘｉｊ －ｘｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ，ｊ－１－ｘｊ－１）２∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉｊ －ｘｊ槡 ）

（１ ５０）
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采用变换抽样法，任意多次抽取两个相互独立的［０，１］均匀分布的随机数ｕ１、ｕ２，按下

式计算ｔｉｊ：

ｔｉｊ ＝
（－２ｌｎｕ１）１／２ｃｏｓ（２πｕ２）

（－２ｌｎｕ１）１／２ｓｉｎ（２πｕ２

烅
烄

烆 ）
（１ ５１）

模拟是由逐月资料计算的ｘｊ、ｒｘｊ、Ｓｘｊ、Ｓｘ，ｊ－１ 带入式（１ ４９）的逐月的ｘｉｊ 模拟方程。给定

一个初值ｘ１１，依次循环使用这些方程，即可模拟出ｘ逐年逐月的随机过程。为保证模拟的正

确性，还必须对模拟的随机过程进行检查，看其统计参数和频率曲线是否与实测资料一致，
如果相符，则可认为模拟的随机过程是正确的，否则需检查原因进行修改。

当ｘｉｊ 为皮尔逊 Ⅲ 型分布时，随机过程的季节性一阶自回归模型为：

ｘｉｊ ＝ｘｊ＋ｒｘｊ
Ｓｘｊ

Ｓｘ，ｊ－１
（ｘｉ，ｊ－１－ｘｊ－１）＋ｉｊ Ｓｘｊ（１－ｒ２

ｘｊ槡 ） （１ ５２ａ）

ｉｊ ＝ ２
Ｃｓｊ

（１＋Ｃｓｊｔｉｊ

６ －Ｃｓｊ

３６
）３－ ２

Ｃｓｊ
（１ ５２ｂ）

Ｃｓｊ ＝ （Ｃｓｘｊ －ｒ３
ｘ，ｊ－１Ｃｓｘ，ｊ－１）／（１－ｒ２

ｘｊ）３／２ （１ ５２ｃ）

已知ｘｉｊ 逐月的统计参数：ｘｊ、ｒｘｊ、Ｓｘｊ、Ｃｓｘ，ｊ，且概率分布服从皮尔逊 Ⅲ 型，便可按上式建

立逐月的ｘｉｊ 随机模拟模型，假设初值后，依次循环使用这些模型便可得到这种情况下的逐

年逐月变化过程。

④ 水质参数变化的随机模拟

根据水质实验、监测资料可以确定水质参数的概率分布。联系已经模拟的流量、水温等

过程，便可以模拟出同步的水质参数变化的随机过程。其模拟的一般形式为：

Ｋｉｊ ＝Ｋ（Ｑｉｊ，Ｔｉｊ，…）＋ｔｉｊＳＫ （１ ５３）

其中：Ｋ——— 某种水质参数，如大气复氧系数 Ｋ２；

Ｋｉｊ——— 第ｉ年第ｊ月的Ｋ 值；

Ｋ（Ｑｉｊ，Ｔｉｊ，…）——— 通过 Ｋ 与Ｑ、Ｔ… 的关系式计算的 Ｋ 值；

ｔｉｊ——— 标准正态分布 Ｎ（０，１）下模拟的第ｉ年第ｊ月的随机数；

ＳＫ———Ｋ（Ｑｉｊ，Ｔｉｊ，…）偏离的均方差。

由于该式前一项已经考虑了Ｑ、Ｔ 的影响，因此当ｔｉｊＳＫ 不大时，可以不计ｔｉｊＳＫ 的作用，
从而减小 Ｋ 值随机模拟的工作量。

⑤ 河流水质变化的随机过程模拟

将 ③、④ 两步模拟的河流径流量、水温、上断面或起始断面水质浓度、水质参数和排污

流量、浓度等的随机过程同步输入到确定性水质模型中，便可以模拟或预测出涉及地点的水

质浓度变化过程。

⑥ 设计断面水质浓度分布曲线

对上述模拟设计断面的某一水质浓度随机过程Ｃ（ｔ）如Ｌ（ｔ），设一浓度值Ｃ，统计出大
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于等于该值的持续时间ｔＣ，除以模拟的整个时间ｔＳ，得超过该值的概率ｐ＝ｔＣ／ｔＳ，依此求得

一系列Ｃ 值的概率Ｐ，即可绘出设计断面的水质浓度分布曲线，根据水质标准Ｃ′，便可以在

图上查得超标的概率Ｐ′。
这种耦合随机模拟模型可以为水环境水质规划管理提供参考依据。
（２）二维随机水质模拟模型［６］［７］

在顺直的或微弯的河道上，二维稳态模型可用式（１ ３１）表示：

Ｄｙ
２Ｃ
ｙ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ＝０

其中：ｕｘ——— 河道沿纵向的平均流速，［Ｌ·Ｔ－１］；

Ｃ——— 污染物垂向的平均浓度值，［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｄｙ——— 河道横向的平均扩散参数，［Ｌ２·Ｔ－１］；

Ｋ——— 污染物的降解（衰减）速率常数，［Ｔ－１］；

ｘ，ｙ——— 河道纵横方向上的距离，［Ｌ］。
扩散系数可以用下式计算：

Ｄｙ ＝ａｕｈ５／６ｎ槡ｇ （１ ５４）

式中：ａ——— 经验系数；

ｈ——— 河道的平均水深，［Ｌ］；

ｎ——— 糙率；

ｇ——— 重力加速度，［Ｌ·Ｔ－２］；其余符号同前。
如果将式（１ ３１）中的Ｋ 和式（１ ５４）中的ａ视为随机变量，则式（１ ３１）便转变为一个

随机微分方程。给定坐标值（ｘ，ｙ）后，浓度Ｃ将是一个随机变量。求解式（１ ３１）的目的就是

要根据Ｋ、ａ及边界值的已知概率分布，推求污染带内任一点Ｃ（ｘ，ｙ）的概率分布。对排污口

位于河道中心，且沿河深方向，单位时间逸出的质量为 Ｍ 的线源来讲，污染带内任一点的污

染物浓度Ｃ 与随机变量Ｍ、Ｋ、ａ的关系可以通过求解式（１ ３１）得到：

Ｃ＝Ｃ（ｘ，ｙ，ａ）＝ Ｍ
ｕｘｈ ４πＤｙｘ／ｕ槡 ｘ

ｅｘｐ －ｕｘｙ２

４Ｄｙ
（ ）ｘ ｅｘｐ －Ｋｘ

ｕ（ ）ｘ
（１ ５５）

式（１ ５５）的符号同式（１ ３１）和式（１ ５４）。
如果排污口位于河道旁侧，且岸界边壁对污染物能完全反射，则Ｃ 与Ｍ、Ｋ、ａ的关系如

下：

Ｃ＝Ｃ（ｘ，ｙ，ａ）＝ ２Ｍ
ｕｘｈ ４πＤｙｘ／ｕ槡 ｘ

ｅｘｐ －ｕｘｙ２

４Ｄｙ
（ ）ｘ ｅｘｐ －Ｋｘ

ｕ（ ）ｘ
（１ ５６）

根据随机变量的函数及其分布的理论，当排污强度 Ｍ、降解系数 Ｋ、扩散经验系数ａ这

三个随机变量相互独立，且它们的概率密度函数分别为ｆ１（Ｍ）、ｆ２（Ｋ）、ｆ３（ａ）时，随机变量

Ｃ 小于某一指定数值Ｂ 的概率可表达为：

Ｐ（Ｃ＜Ｂ）＝Ｐ［Ｃ（Ｍ，Ｋ，ａ）＜Ｂ］＝∫∫∫
Ｃ（Ｍ，Ｋ，ａ）

ｆ１（Ｍ）ｆ２（Ｋ）ｆ３（ａ）ｄＭｄＫｄａ （１ ５７）
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联立求解式（１ ５７）、（１ ５４）、（１ ５５）［或（１ ５６）］，便可以把Ｃ 的概率分布计算出来

式（１ ５７）的数值求解可采用 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ方法［６］［７］，该法也称随机模拟法。它的基本

思想是将问题概化成概率模型或随机过程，使它的参数等于问题的解；然后通过对模型或过

程的观察或抽样试验来计算所求参数的统计特征，最后给出所求解的近似值。用 Ｍｏｎｔｅ－
Ｃａｒｌｏ方法求解式（１ ５７）的步骤为：

① 任意给出Ｂ的数值（为了提高计算机的有效性，Ｂ的取值区间应大致等于Ｃ 的变化范

围）；

② 采用随机变量的抽样方法，从密度函数ｆ１（Ｍ），ｆ２（Ｋ），ｆ３（ａ）中各抽取ｍ 个变量值；

③ 检查积分 区 域，将 抽 取 的 随 机 变 量 值 及 相 应 的 已 知 确 定 值 代 入 式（１ ５４）、（１
５５）［或（１ ５６）］，可计算得到ｍ 个Ｃ 值，如Ｍ 个Ｃ 值中有ｎ个Ｃ 值小于给定的Ｂ 值，那么用

ｎ／ｍ 作为Ｐ（Ｃ＜Ｂ）的近似值，Ｐ（Ｃ＜Ｂ）≈ ｎ
ｍ

。

如果任意给出一连串的Ｂ值，并且重复步骤 ② 与 ③，那么就可以将某给定点的污染物

浓度Ｃ的概率分布求出来。有关 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ方法的详细介绍可以参考相关的专业书籍。
上述计算步骤中的抽样数目ｍ 可根据柯尔莫哥洛夫定理求出。该定理的内容为：若总

体ε的分布函数Ｆ（ｘ）连续，经验分布函数为Ｆ′ｍ（ｘ），统计量为：

Ｄｍ ＝ｓｕｐ｜Ｆ′ｍ（ｘ）－Ｆ（ｘ）｜，（－∞ ＜ｘ＜ ∞）

（即经验分布于总体分布的误差上界），并记Ｑｍ（μ）为槡ｍＤｍ 的分布函数，则：

Ｑｍ ＝Ｐ（槡ｍＤｍ ＜μ），μ＞０

分布函数的Ｑｍ（μ）的极度值为：

ｌｉｍ
ｍ→∞

Ｑｍ（μ）＝Ｑ（μ）＝１－２∑
∞

ｋ＝１

（－１）ｋ－１ｅｘｐ（－２ｋ２
μ

２），μ＞０ （１ ５８）

故对于给定的显著水平β，有：

Ｐ（槡ｍＤｍ ＜μβ）＝Ｐ（Ｄｍ ＜μβ／槡ｍ）＝１－β （１ ５９）
上式中的μβ 可由Ｑ（μβ）＝１－β这个方程解出，常用的β及μβ 值见表１ １。上式表示在

显著性水平为β的情况下，经验分布与总量分布的最大误差Ｄｍ 不会超过μβ／槡ｍ，于是抽样

数目ｍ 的估计式为：

ｍ ＝μ
２
β／Ｄ２

ｍ （１ ６０）

由式（１ ６０）可知，只要给出误差值大小Ｄｍ 与显著水平β，便可计算出抽样数目ｍ，ｍ值

的大小与具体抽得的样本数据无关。

表１ １　 常用的β－μβ 关系数据表

β ０２０ ０１０ ００５ ００１

μβ １０７ １２２ １３６ １６３
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　　２ 离散随机过程模型

这类方法通常是将影响水质变化的因素或水质变化过程看作一个离散的随机过程，然

后用随机过程的理论或方法来建立概率模型。常用的方法有马尔可夫过程、时间序列过程。
（１）马尔可夫方法

马尔可夫法实际上是一种随机过程预测法，其状态和时间参数都是离散的，可以用于描

述某种复杂系统状态的转移。它已经在股票预测［８］［９］、降雨量［１０］［１１］、环境预测与管理［１２］［１３］

等许多领域得到应用并取得了不错的效果。水环境系统由于受诸多因素的影响而成为一个

复杂的系统，其中有人为因素，也有自然环境自身的因素，而这些因素又都具有许多的不确

定性。因此采用马尔可夫法进行模拟预测是比较适合的。马尔可夫法的特点是：无需依据大

量的历史统计资料而通过对近期情况的分析可以预测出将来的情况，为制定长远规划和对

策提供参考信息。因此，这 种 方 法 也 已 经 运 用 于 水 环 境 系 统 的 模 拟，并 且 在 水 质 模 拟 预 测

中［１４］［１５］ 取得了不错的效果。
（２）时间序列过程方法

时间序列是指按时间顺序排列的一组数据。广义而言即指一组有序的随机数据，这组随

机数据既可按时间先后顺序排列，也可按空间的前后顺序排列，还可按其他物理量顺序排

列［１６］。时间序列分析方法属于统计学范畴，通过研究、分析和处理时间序列，提取出系统的

相关信息，从而揭示时间序列本身的结构与规律，认识系统的固有特性，掌握系统与外界的

联系，推断出系统在将来的变化和行为。因此，时间序列分析方法已经不仅仅是一种数据处

理的方法，它已演变为一种系统分析研究的方法。水环境系统的变化可被看作是时间序列，
例如对某一监测站点的水质指标监测值将随时间的推进发生改变，通过对相关监测值建立

时间序列模型，以历史资料进行参数估值后就可以对该监测指标进行预测了。

时间序列分析法的主要思路就是根据预测对象的数据，利用数理统计方法加以处理，以

预测事物的发展趋势。这类预测方法的基本原理是：（ａ）从事物发展的延续性，运用过去的

时间序列数据进行统计分析，就能推测事物的发展趋势，做出定量预测；其特点是简便易行，

但准确性较差；（ｂ）考虑了事物发展中随机因素的影响和干扰，为了消除事物发展的不规律

性的影响，将历史时间序列数据作为随机变量序列。运用统计分析中的加权平均的方法进行

趋势预测。下面简单介绍时间序列法中的几种基本方法［２］。

① 滑动平均法

这种方法通过不断引进新数据来修改平均值，以消除变动的偶然因素影响，得出事物发

展的主导趋势，其实质是对时间序列的修均。滑动平均法的预测模型为：

Ｆｔ ＝ｘｔ－１＋ｘｔ－２＋Ｋ＋ｘｔ－ｎ

ｎ
（ｔ≥ｎ） （１ ６１）

其中：ｔ——— 资料的时间期限，如年、季、日；

Ｆｔ———ｔ时间的预测值；

ｘ——— 实际值；

ｎ——— 预测资料期（滑动平均的时间长）。
滑动平均法预测误差的大小取决于时段长ｎ的选择，ｎ值愈大对实际位的修均作用愈

强，灵敏度愈差；反之，ｎ值愈小，预测值愈接近实际值，灵敏度愈高。
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该方法很简单，但需要有足够的历史数据。ｎ值主要取决于预测的目的和实际数据的特

点。一般地，如果要求预测精度比较高，预测值比较精确，ｎ取得小一点较好（如３－５之间）；
如果只要得到事物变化的大体趋势，ｎ值可取得大一点（如可取１０左右）；如果实际数据上下

波动较大，ｎ值也可取得大一点。

② 加权滑动平均法

加权滑动平均法就是利用不同的权数来反映数据的作用。一般距预测值较近的数据对

预测值的影响较大，其权值也应大一些；而离预测值较远的数据，其影响相对较小，权值可以

小一些。加权滑动平均法的模型如下：

Ｆｔ ＝ ∑
ｔ－１

ｉ＝ｔ－ｎ
ωｉｘｉ （１ ６２）

其中：ωｉ——— 与ｘｉ 相应的加权值，满足∑ωｉ ＝１，且０≤ωｉ ≤１；

Ｆｔ———ｔ时间的预测值；

ｘｉ——— 实测值。

一般地，采用加权滑动平均法预测能比较好地反映实际值的变化情况，其误差比滑动平

均法的小。
（３）指数平均法

指数平均法是在滑动平均法的基础上发展得到的一种时间序列预测方法。其特点是以

以前的交际值和预测值为依据，经修改后得到本次的预测值。该法实际上也是一种加权平均

法，只不过它的权与加权滑动平均法的权不同，后者权的选取带有经验性，而前者的权值由

实际值与预测值的误差来确定，且它在整个时间序列中是有规律排列的。指数平均法的数学

模型如下：

Ｆｔ ＝Ｆｔ－１＋α（ｘｔ－１－Ｆｔ－１） （１ ６３）

其中：α——— 平滑系数，且０≤α≤１；其他符号同前。

采用该式计算预测值时，其大小主要取决于前期的实际值和预测值的误差（ｘｔ－１－Ｆｔ－１）

以及权值α。一般说来，当前期的预测值与实际值的误差较大时，则α要取得大一些；反之，当

误差较小时，则α可以取得较小些。α的作用是修正误差，目的是使预测值更接近于实际值。

如α＝０２，则表示２０％ 误差需要修正。
用指数平均法进行预测，α的取值将直接影响预测的精度。一般地，当时间序列的前期

数 据对近期发展影响不大，或者时间序列的波动较大时，一般取α为０３～０５或更大些。当

时间序列变动缓慢，长期趋势较稳定时，α取较小的值，一般为００５～０３。在估计α的取值

时最好通过试算来决定。例如，对同 — 个预测对象分别用α＝０３、０５、０７（或０９）进行试

算，看哪一个α值修正前期预测值与实际值的绝对误差小，即可把这个值确定为平滑系数。
（４）其他方法

人工神经网络（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，简记作 ＡＮＮｓ），是对人类大脑系统的一种

描述；它是一个并行、分布处理结构，由处理单元及信号通道互连而成；它也是一个数学模

型，可以用电子线路来实现，也可以用计算机程序来模拟。它具有通过学习获取知识解决问

题的能力，是人工智能的一种重要研究方法。当前，利用人工神经网络对水质进行模拟已成
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为环境工作者的重要课题之一［１７］［１８］［１９］。随着计算机技术的不断发展，特别是在人工智能领

域研究的不断深入，人工神经网络作为一种重要的研究方法将会与水质模拟结合更加紧密。
目前还有大量其他模拟预测方法如自组织法［２０］、多元回归模型［２１］、混沌预测［２２］、未确

知理论［２３］ 等引入到水环境系统模拟预测中，取得了不错的结果。

二、水环境系统最优化模型［１］［２］

前面介绍的模拟模型的研究和开发有助于研究者和环境工作者、决策者了解污染物在

环境介质中迁移转化规律和变化发展的趋势。但建立模拟数学模型的目的不仅仅在于探索

环境质量变化的规律，更重要的是在掌握这些规律的基础上，建立环境质量管理模型，对环

境污染控制系统各组成部分进行有的放矢的优化管理。因此如何实现对水环境系统的优化

管理和规划将对于保护水环境系统具有十分重要的意义，而最优化模型的建立则是实现这

一目标的重要手段。
（一）水污染控制系统规划

水污染控制系统规划是水环境系统管理的基础工作，对水环境系统的保护有着非常重

要的意义，其规划模型是水环境管理的技术核心。水污染控制系统规划的目标就是协调水环

境系统内部各组成部分之间的关系，从而以最低的水污染控制系统费用满足水环境管理目

标和水环境质量的要求。

１ 水污染控制系统的组成

水污染控制系统属于开放的复合动态系统。一般，它由四大部分组成：污染源子系统（污

染物发生子系统）、污染物的收集、输送子系统、污水处理子系统和纳污水体子系统。
（１）污染源子系统

污染源子系统就是进入水环境系统的污染物的来源。水污染的主要来源有工业污染源

和城镇生活污染源。虽然水环境系统的污染物有成千上万种但重点研究的是那些具有共性

的污染物的排放与治理问题。一般区域（城市）污水处理厂可以处理的污水应采用集中处理

以降低成本。而区域污水处理厂不能处理的污染物应在污染源内部处理或经预处理后再进

行集中处理。
（２）污水收集、输送子系统

污水的收集、输送系统是指将污水由污染源集中并输送到污水厂的污水输送管道和提

升泵站组成的污水转输网络系统，也可指把污水从一个区域输送到另一个区域的转输系统。
对一个区域（城市）而言，污水的收集、输送系统的投资在水污染控制系统中约占７０％ 的比

例。
（３）污水处理子系统

污水处理子系统是对污水进行处理、减轻其对水体污染程度的核心部分。污水处理的方

法很多，比如按处理方法可分为物理处理、化学处理、生化处理等，按处理程度可分为一级、
二级、三级处理。在水污染控制系统规划中主要是通过调节污水处理程度和处理量来调节污

染物的排放量，从而达到水质控制的目标。
（４）纳污水体子系统

纳污水体子系统是污水的最终归宿，这些水体包括河流、湖泊、海湾等。水体都具有一定

的自净功能，在满足环境质量的约束条件下合理利用水体的自净能力可以节省巨额的污水
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处理费用。
水污染控制的方法很多。早期是针对每个小区的排水修建污水处理厂，控制污染物的排

放量；随着经济发展和技术进步，区域性污水处理厂日益增多。合理选择水污染控制方法可

以最大限度的发挥水环境系统的自净能力，节约资金，因此要建立合理的水污染控制系统就

必须针对当地条件，选择适合的水污染控制方法。

２ 水污染控制系统规划的分类

水污染控制系统规划可以按规划的层次、规划的方法和解决问题的途径进行分类。
（１）按规划的层次分类

按照规划的层次，水污染控制系统规划可分为流域规划、区域规划和设施规划。

① 流域规划

流域规划是指在一个流域范围内确定水污染控制的战略目标，包括环境质量目标和经

济目标，并在流域范围内协调各个重要污染源（城市或区域）之间的关系，以保证流域范围

内的各个水环境系统（湖泊、河段和支流等）满足水质要求。水质要求是根据水环境系统所

处的空间、时间条件所确定的功能制订的。
流域规划可以为各个污染源（城市或区域）进行排放总量控制提供依据，是区域规划和

设施规划的基础。它是高层次的规划。

② 区域规划

区域规划是指流域范围内具有复杂的污染源的城市或工业区的水污染控制规划。区域

规划以流域规划为指导，将排放总量分配给各个污染源，并制定具体的方案提供给环境管理

部门。
区域规划既要满足流域规划对该区域提出的限制，又要为设施规划提供依据。

③ 设施规划

设施规划是按照区域规划的结果，提出合理的污水处理设施，并且所选的污水处理设施

既要满足污水处理效率的要求，又要使污水处理的费用最低。
（２）按规划的方法分类

按规划的方法，可以将水污染控制系统规划分为：排放口处理最优规划、均匀处理最优

规划和区域处理最优规划。

① 排放口处理最优规划

排放口处理最优规划是在水体水质条件约束下，以各个小区污水处理厂的规模为基础，
寻求满足水体水质要求的各排放口的污水处理效率的最佳组合，从而使各排放口的污水处

理费用之和最低。这类问题研究得最早，又称为水质规划问题，目前对其研究较深入，求解的

数学方法较多也较成熟。在做排放口最优规划时，各个污水处理厂的处理规模不变，等于各

个小区收集的污水量。

② 均匀处理最优规划

均匀处理最优规划也称为污水处理的厂群规划问题。其目的是在污水处理效率同一的

条件下，在区域范围内寻求最佳的污水处理厂的位置与规模的组合，使污水处理和管道输送

费用的总和最低。均匀处理最优规划中各个污水处理厂都取相同的处理效率，从而使许多水

体未能充分发挥其自净作用。

③ 区域处理最优规划
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区域处理最优规划是排放口最优规划和均匀处理最优规划的总和，要求综合考虑水体

自净、污水处理、管道输水三种因素。在区域处理最优规划中，既要考虑寻求污水处理厂的最

佳位置和容量，又要考虑每座污水处理厂的最佳处理效率的组合。所以，区域处理最优规划

方法不但充分发挥了污水处理系统的经济效能，还合理利用了水体的自净能力。
（３）按解决问题的途径分类

根据解决污染问题的途径，可以将水污染控制系统规划分为最优规划和方案选优两大

类。

① 最优规划

最优规划就是应用数学规划方法，科学地组织污染物的排放或科学地协调各个治理环

节，以尽量小的人为代价达到规定的水质目标。以上介绍的各种规划实际上都属于最优规划

的范畴。最优规划的特点是根据污染源、水体、污水处理厂和输水管线提供的信息，一次求出

水污染控制的最佳方案。只有在资料详尽、技术具备的地方才能顺利地应用最优规划方法。
由最优规划得出的方案是理想化的方案。

② 方案选优法

当最优规划的条件不完全具备，或者由于采用了某种特殊的污水处理方法，致使问题的

目标函数和约束条件不能反映这种特殊情况，此时就选用方案选优的规划方法。
方案选优法应首先进行污水收集与处理系统的设计，做出各种规划方案，然后对各种方

案的污水排放与水体水质之间的关系进行水质模拟，检验规划方案的可行性；最后通过损益

分析或其他决策分析方法选择最合理的解。
由方案选优法得到的解一般不是最优解，结果的“好”与“坏”在很大程度上取决于规划

人员的经验和能力。在采用方案选优法时，要尽可能多地提出一些初步的规划方案，以供规

划人员进一步筛选。

３ 规划的依据

（１）水污染控制系统的费用构成及性质

在水污染控制系统规划中，规划的目标是在满足水质约束条件下使水污染控制的费用

最低。一般地，水污染控制系统的总费用Ｃ 可以表示为：

Ｃ＝Ｃ１＋Ｃ２ （１ ６４）

其中：Ｃ——— 污水处理的总费用；

Ｃ１——— 整个系统的污水处理费用；

Ｃ２——— 污水输送费用。

水体的自然净化（同化）能力、污水处理与输送的规模经济效应和污水处理效率的经济

效应对水污染控制系统的费用有决定性影响。

① 水体的自净能力

水体的自净能力指水体能够同化污染物质而保证水质满足某种功能要求的能力，它与

水体自身的特性、对水质的要求、污水的排放方式（如排放点的位置、分散排放或集中排放）
等因素有关。水体自净能力是一种有限的自然环境资源。因此，在规划水污染控制系统时要

合理开发和利用水体的自净能力，协调平衡节省水污染控制费用与防止水体污染之间的关

系。
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在决定水体自净能力的诸因素中，水体自身的特性是不可控制的，制定合理的水质标

准、合理进行污水排放点的位置布设是合理利用水体自净能力的保证。

② 污水处理与输送的规模经济效应

污水处理的费用函数反映了污水处理规模、效率的经济特征。目前所使用的费用函数还

只能作为一种经验模型来处理，污水处理费用Ｃ１ 与污水处理量Ｑ和污水处理效率η有关，常

用的函数形式为：

Ｃ１ ＝Ｋ１ＱＫ２ ＋Ｋ３ＱＫ２η
Ｋ４ （１ ６５）

其中：Ｃ１——— 系统的污水处理费用；

Ｑ——— 污水处理的规模；

η——— 污水处理的效率；

Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３、Ｋ４——— 费用函数的参数。
当污水处理效率不变，即η为常数时，式（１ ６５）可写为：

Ｃ１ ＝αＱＫ２ （１ ６６）

其中：α＝Ｋ１＋Ｋ３η
Ｋ４ 为常数。

研究表明，参数Ｋ２ 的值在０７～０８范围内。由于０＜Ｋ２ ≤１，说明随着污水处规模的

增大，处理单位污水的成本降低（如图１ ７所示）。费用与规模的这种关系称为污水输送规模

的经济效应，Ｋ２ 称为污水处理规模的经济效应指数。
污水输送费用Ｃ２ 与污水输送量Ｑｉｊ 和输送距离（或管线长度）ｌｉｊ 有关，关系式为：

Ｃ２ ＝Ｋ５ＱＫ６ｉｊＬｉｊ （１ ６７）

其中：Ｋ５、Ｋ６——— 费用函数的参数。
由于０＜Ｋ６ ≤１，说明对于输水管道也存在类似的经济效应，随着输水量的增加，输送

单位污水的成本也将降低，这称为污水输送规模的经济效应，Ｋ６ 称为污水处理规模的经济

效应指数。
由于存在污水处理规模的经济效应，大型污水处理厂在经济上有优势地位，一般倾向于

建立大型的污水处理厂以集中处理污水来降低单位污水的处理费用。如果以一个地区建设

污水处理厂的数量为变量，随着污水处理厂数量由大变小，即由分散处理逐步过渡到集中处

理，系统的污水处理费用将有明显的下降，但污水输送的费用将会迅速上升，如图１ ８所示。

③ 污水处理效率的经济效应

如果污水处理的规模不变，即Ｑ 为常数，则式（１ ６５）可以写为：

Ｃ１ ＝ａ＋ｂη
Ｋ４ （１ ６８）

式 中：ａ＝Ｋ１ＱＫ２，ｂ＝Ｋ３ＱＫ２ 均为常数，其函数曲线如图１ ９所示。研究表明：Ｋ４ ＞１。所以

处理单位污染物所需要的费用将随着污水处理效率的增加而增加。而它们之间的这种关系

称为污水处理效率的经济效应。Ｋ４ 称为污水处理效率的经济效应指数。
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图１ ７　 污水处理量的费用函数关系曲线 　　　　 图１ ８　 水污染控制系统的组成

由于污水处理效率的经济效应的存在，在规划水污染控制系统时，首先应致力于解决那

些尚未处理的污水的治理，或者首先提高那些低水平处理的污水处理程度，然后再进行污水

的更高级的处理。

水体的自净能力、污水处理规模的经济效应和污水处理效率的经济效应，在水污染控制

系统中是相互影响、相互制约的。例如，为了充分利用污水处理规模的经济效应，需要建设集

中污水处理厂；但由于污水的集中排放，反而不利于合理利用水体的自净能力。而当提高集

中污水处理厂的处理效率以满足水体水质要求时，又会受到污水处理效率经济效应的制约。

因此，对于一个具体的系统来说，水污染控制系统规划的出发点与归宿就是在适当的位置建

设适当规模和具有适当处理效率的污水处理厂，在满足水体的水质要求的同时，又使系统的

费用最低。
（二）排放口处理最优规划模型

排放口处理最优规划是在各小区污水处理厂的规模固定的条件下（Ｑ 为常数），寻求满

足水体水质要求的各污水处理厂最佳处理效率的组合。

１ 排放口处理最优规划模型

排放口最优化处理模型的表达式为：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ（ηｉ）

ｓ．ｔ

ＵＬ＋ｍ ≤ Ｌ０

ＶＬ＋ｎ ≥ Ｏ０

Ｌ ≥０

η
１
ｉ ≤ηｉ ≤η

２

烅

烄

烆 ｉ

（１ ６９）

其中：Ｃｉ（ηｉ）——— 第ｉ个小区的污水处理费用；

ηｉ——— 第ｉ个小区的污水处理效率；

Ｕ、Ｖ——— 水环境系统ＢＯＤ 和ＤＯ 的响应矩阵；
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Ｌ０——— 水环境系统（如河流各断面）的ＢＯＤ 约束组成的ｎ 维向量；

Ｏ０——— 水环境系统（如河流各断面）的ＤＯ 约束组成的ｎ 维向量；

Ｌ——— 由输入水环境系统（如河流各断面）的ＢＯＤ 组成的ＢＯＤ 约束向量；

ｍ、ｍ——— 水环境系统模型中的常数向量；

η
１
ｉ、η

２
ｉ——— 对各污水处理厂效率的技术约束。

式（１ ６９）目标函数中的变量是污水处理效率ηｉ，而约束条件中的变量是污染物的排放

浓度Ｌｉ，ηｉ 和Ｌｉ 之间的关系可以表示为：

ηｉ ＝１－Ｌｉ

Ｌ０
ｉ

Ｌｉ ＝ （１－ηｉ）Ｌ０
ｉ

（１ ７０）

其中：Ｌ０
ｉ——— 第ｉ小区的污水初始ＢＯＤ 浓度。

２ 目标函数线性化模型

由于目标函数是非线性形式，在实际应用中为了能用线性规划模型求解排放口处理最

优规划问题，常将费用函数线性化。为使线性函数更好地代表原函数，通常采用分段线性化

方法，即将污水处理效率分成几个区间，每一区间用一线性函数代表原函数。

假定在０≤η＜１的区间里，用ｎ段线性函数来近似原函数。效率η的分段为η０、η１、η２、
…ηｎ；每一段直线的斜率分别为ｓ１、ｓ２、…ｓｎ（图１ １０）。

C

O 0.5 1 η

　　　

C

S

O

S1

S2

η1 η2

图１ ９　 污水处理效率费用函数关系曲线 　　 图１ １０　 费用函数的分段线性化

对于每一段线性费用函数的近似表达式为：

第一段Ｃ１ ＝ａ＋ｓ１（η－η０），η０ ≤η＜η１

第二段Ｃ２ ＝ａ＋ｓ１（η１－η０）＋ｓ２（η－η１），η１ ≤η＜η２

…

第ｉ段

Ｃｉ ＝ａ＋∑
ｉ－１

ｊ＝１
Ｓｊ（ηｊ－ηｊ－１）＋Ｓｉ（η－ηｉ－１），ηｉ－１ ≤η＜ηｉ

·５３·第一章 　 水环境系统模拟模型



为了使每一段直线与原函数的误差最小，要求直线与原曲线之间所夹的面积最小，应满

足如下的目标函数：

ｍｉｎ∫
ηｉ

ηｉ－１
ｄＺ＝∫

ηｉ

ηｉ－１
ａ＋∑

ｉ－１

ｊ＝１
Ｓｊ（ηｊ－ηｊ－１）＋Ｓｉ（η－ηｉ－１）－（ａ＋ｂη

Ｋ４［ ］）２
ｄη

令

ｄ∫
ηｉ

ηｉ－１
ｄＺ

ｄｓｉ
＝０，可以求得各段直线的斜率：

ｓｉ ＝Ａ１＋Ａ２＋Ａ３

１
３

（ηｉ－ηｉ－１）３
（１ ７１）

其中：Ａ１ ＝ ｂ
Ｋ４＋２

（η
Ｋ４＋２ｉ －η

Ｋ４＋２ｉ－１ ）

Ａ２ ＝－ ｂηｉ－１

Ｋ４＋１
（η

Ｋ４＋１ｉ －η
Ｋ４＋１ｉ－１ ） （１ ７２）

Ａ３ ＝－
（ηｉ－ηｉ－１）２

２ ∑
ｉ－１

ｊ＝１
ｓｊ（ηｊ－ηｊ－１）

３ 线性规划模型

对目标函数作线性化处理后，可以将式（１ ６９）转变为一个线性规划模型：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ０＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｓｉｊηｉ［ ］ｊ

ｓ．ｔ

ＵＬ ≤ Ｌ０ －ｍ

ＶＬ ≥ Ｏ０ －ｎ

Ｌ ≥０

η
１
ｉｊ ≤ηｉｊ ≤η

２
ｉ

烅

烄

烆 ｊ

（１ ７３）

其中：ｉ＝１，…，ｎ是污水处理厂的编号；

ｊ＝１，…，ｍ 是费用函数线性化的段数；

ａｉ０、ｓｉｊ——— 第ｉ个污水处理厂的费用函数的常数项；

ηｉｊ——— 第ｉ个污水处理厂第ｊ段线性函数的处理效率。
将式（１ ７０）代入式（１ ７３）得到：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａ′ｉ０＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｓ′ｉｊ（－Ｌｉｊ［ ］）
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ｓ．ｔ

ＵＬ ≤ Ｌ０ －ｍ

ＶＬ ≥ Ｏ０ －ｎ

Ｌ ≥０

η
１
ｉｊ ≤ηｉｊ ≤η

２
ｉ

烅

烄

烆 ｊ

（１ ７４）

一个实际问题形成线性规划后可用单纯形方法编程求解。
非线性规划问题还可以用动态规划、约束梯度法（微分算法）等方法求解，也可以使用

一些专门的工具软件或某些软件的优化工具箱求解，如 Ｍａｔｌａｂ。
（三）均匀处理最优规划模型

均匀处理最优规划是在污水处理效率已知的条件下，通过寻求污水处理厂的最佳位置

和规模的组合来使区域的污水处理和管道输水的总费用最低。在均匀处理最优规划问题中，
由于污水处理效率已知，费用函数只是污水处理规模的函数，在约束条件中不出现水质约

束。描述最优化均匀处理的模型可以用下述一组数学式来表示：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ（Ｑｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊ（Ｑｉｊ）

ｓ．ｔ

ｑｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
Ｑｊｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
Ｑｉｊ －Ｑｉ ＝０

Ｑｉ，ｑｉ ≥０

Ｑｊｉ，Ｑｊｉ ≥０

ｉ，

烅

烄

烆 ｊ

（１ ７５）

其中：Ｃｉ（Ｑｉ）——— 第ｉ个污水处理厂的污水处理费用，它是污水处理规模的单值函数；

Ｃｉｊ（Ｑｉｊ）——— 由ｉ地输往ｊ地的污水输送的费用，它是输水量的Ｑｊｉ 函数；

Ｑｉｊ——— 由ｉ地输往ｊ地的污水量，Ｑｊｉ ＝－Ｑｉｊ；

ｑｉ——— 在ｉ地收集的污水量；

Ｑｉ——— 在ｉ地处理的污水量。
由于费用函数是非线性函数，所以均匀处理最优规划模型是非线性模型。
对于第ｉ个小区的污水处理费用可由式（１ ６５）改写为

Ｃｉ１ ＝Ｋ１ＱＫ２ｉ ＋Ｋ３ＱＫ２ｉ η
Ｋ４ｉ ＝αｉＱＫ２ｉ （１ ７６）

其中：Ｃｉ１——— 第ｉ个小区的污水处理费用；

Ｑｉ——— 第ｉ个小区的污水处理量；

ηｉ——— 第ｉ个小区的污水处理效率。
对于一条线路确定的管线，由第ｉ小区不处理情况下转输到第ｉ＋１小区的输水费用可

写为：

Ｃｉ２ ＝Ｋ５ＱＫ６ｉ，ｉ＋１ｌｉ，ｉ＋１ （１ ７７）
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其中：Ｃｉ２——— 第ｉ个小区的污水转输费用；

Ｑｉ，ｉ＋１——— 由ｉ小区转输至ｉ＋１的污水处理量；

ｌｉ，ｉ＋１——— 输水管线的长度。

对一个包含ｎ个小区的水污染控制系统，总费用可表示为：

Ｚ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｃｉ１＋Ｃｉ２）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
αｉＱＫ２ｉ ＋Ｋ５ＱＫ６ｉ，ｉ＋１ｌｉ，ｉ＋１ （１ ７８）

约束条件为：

Ｑｉ，ｉ＋１ ＝Ｑｉ－１，ｉ＋ｑｉ－Ｑｉ

Ｑｎ，ｎ＋１ ＝０
（１ ７９）

其中：ｑｉ——— 第ｉ个小区的当地产生的污水量。

定义拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数：

Ｌ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｃｉ１＋Ｃｉ２）＋∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｉ（Ｑｉ－１，ｉ＋ｑｉ－Ｑｉ，ｉ－１）＋ｎ（Ｑｎ－１，ｎ＋ｑｎ－Ｑｎ） （１ ８０）

为验证 Ｑｉ 和 Ｑｉ，ｉ＋１ 的变化对目标函数的影响，计算拉格朗日的海森（Ｈｅｓｓｉａｎ）矩阵：

２Ｌ
Ｑ２ ＝

２Ｌ
Ｑ２

１
０ … … … … … ０

０ ２Ｌ
Ｑ２

２
… …

… … … … …

… … ２Ｌ
Ｑ２

ｎ
… …

… … ２Ｌ
Ｑ２

１，２
… …

… … ２Ｌ
Ｑ２

２，３
… …

… … … ０

０ … … … … … ０ ２Ｌ
Ｑ２

ｎ－１，

熿

燀

燄

燅ｎ

（１ ８１）

在海森矩阵中，除对角线元素外其余全为０。由于污水处理和输送的规模效应存在，Ｋ２

和 Ｋ６ 都是大于０小于１的数，所以有：

２Ｌ
Ｑ２

ｉ，ｉ＋１
＝ ２Ｃｉ２

Ｑ２
ｉ，ｉ＋１

＜０

２Ｌ
Ｑ２

ｉ
＝２Ｃｉ１

Ｑ２
ｉ

＜０

（１ ８２）
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由于海森矩阵主对角线上的元素全部小于０，其余全为０，因此海森矩阵的奇数阶主子

式全小于０，而偶数阶主子式全大于０。根据多元函数的极值定理，原函数也即区域水污染控

制 系统的总费用在区间０＜Ｑｉ＜（Ｑｉ－１，ｉ＋ｑｉ）内可取最大值。均匀处理最优规划的目标函数

实际上是由两个凸函数的加和构成。因此目标函数的费用关系曲线也是由两条凸曲线叠加

而成的一条凸曲线。这意味着对于ｉ小区而言，将全部污水（包括当地收集的污水和其他小

区转输来的污水）分为两部分，一部分处理，另一部分转输到其他小区去处理的策略是不经

济 的。只有在Ｑｉ＝０（全不处理），或Ｑｉ＝Ｑｉ－１，ｉ＋ｑｉ（全部处理）时，水污染控制系统的总费用

才取得极小值。根据这种性质确定的就是“全不处理或全部处理”的策略。这个结论对水污

染控制系统的规划有着重要的意义。运用这个结论来研究水污染控制系统内部结构的分解

组合，可以大大缩小问题的解空间，可以把一个具有无穷多组流量组合的问题变成一个有限

多组解的问题。一个小区的污水可以被作为一个整体或者全部就地处理，或者全部转输到另

一个小区去进行联合处理。
一个包含ｎ个小区（或节点）的系统，可能的最大污水量组合数目是２ｎ－１。当ｎ较小时

可以采用枚举法列举出所有可能的污水量组合方案。但当ｎ增大时方案数会迅速增加，采用

枚举法进行求解就很困难。此时可采用混合整数规划法求解。
目前，整数规划和混合整数规划模型尚只能运用于线性模型，因此，必须首先对污水处

理系数的费用函数（包括污水处理和污水输送的费用函数）进行线性化。我们将式（１ ７８）中

的Ｑｉ 和Ｑｉｊ 都分成三个区间，进行分段线性化，如图１ １１ａ、ｂ所示。设污水处理费用函数分

段线性化的斜率分别为ａ１、ａ２、ａ３，各线段在纵坐标上的截距分别为ａ０
１、ａ０

２ 和ａ０
３；污水的输送

费用函数分段线性化的斜率分别为ｂ１、ｂ２、ｂ３，各线段在纵坐标上的截距分别为ｂ０
１、ｂ０

２ 和ｂ０
３。

Ci

a03

a02

a01

a3

a2

Q1
i Q2

i Q3
i Qi Q1

ij Q2
ij Q3

ij Qij

b0
3

b0
2

b0
1

b3

b2

b1
a1

Cij

a.%%处理费用线性化 b.%%输水费用线性化

图１ １１　 目标函数的线性化

线性化后的污水处理费用为：

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
３

ｋ＝１
αｉｋＱｉｋ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
３

ｋ＝１
α０

ｉｋγｉｋ （１ ８３）

污水输送的费用是：
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　　∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
∑
３

ｋ＝１
ｂｉｊｋＱｉｊｋ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
∑
３

ｋ＝１
ｂ０

ｉｊｋδｉｊｋ （１ ８４）

其中：γｉｋ 和δｉｊｋ 为逻辑变量，特性如下：

γｉｋ ＝
０，当Ｑｉｋ ＝０

１，当Ｑｉｋ ≠
烅
烄

烆 ０

δｉｊｋ ＝
０，当Ｑｉｊｋ ＝０

１，当Ｑｉｊｋ ≠
烅
烄

烆 ０

（１ ８５）

脚标ｋ表示费用函数线性化的分段区间。则均匀处理的水污染控制系统最优规划的目标函

数就是污水处理费用和输送费用之和，即：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
３

ｋ＝１

（αｉｋＱｉｋ ＋α０
ｉｋγｉｋ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
∑
３

ｋ＝１

（ｂｉｊｋＱｉｊｋ ＋ｂ０
ｉｊｋδｉｊｋ） （１ ８６）

上述目标函数的最优化必须满足下列约束条件：

ｓｔ１：ｑｉ＋∑
ｎ

ｉ＝１
∑
３

ｋ＝１
Ｑｊｉｋ －∑

ｎ

ｉ＝１
∑
３

ｋ＝１
Ｑｉｊｋ －∑

３

ｋ＝１
Ｑｉｋ ＝０，ｉ

ｓｔ２：∑
３

ｋ＝１
Ｑｉｋ ≤μｉｋγｉｋ，ｉ

ｓｔ３：∑
３

ｋ＝１
Ｑｉｊｋ ≤Ｖｉｊｋδｉｊｋ，ｉ，ｊ

ｓｔ４：∑
３

ｋ＝１
γｉｋ ≤１，ｉ

ｓｔ５：∑
３

ｋ＝１
δｉｊｋ ＋∑

３

ｋ＝１
δｊｉｋ ≤１，ｉ，ｊ

ｓｔ６：Ｑｉｊｋ ≥０，ｉ，ｊ，ｋ

ｓｔ７：Ｑｉｋ ≥０，ｉ，ｋ

ｓｔ８：γｉｋ，δｉｊｋ ＝０或１，ｉ，ｊ，ｋ

（１ ８７）

其中：ｓｔ１代表节点的流量平衡约束。ｓｔ２表示在某小区建设的污水处理厂的规模不应大于

允许在该地区排入水体的流量，μｉｋ 代表允许排入水体的污水量。ｓｔ３表示管线的输水能力约

束，Ｖｉｊｋ 代表给定管线的最大输水能力。ｓｔ４是为每一小区至多只建造一座污水处理厂的约

束。ｓｔ５代表流向约束，即污水管线上只允许污水单方向流动。ｓｔ６、７为变量的非负约束；ｓｔ８
为逻辑变量约束。

上述目标函数与约束条件一起构成了一个混合整数规划问题，求解这个模型可以得到

系统的总费用（包括污水的处理费用和输送费用）、最佳的污水处理厂的位置、规模、输水管

线的走向和输水量等。
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（四）区域处理最优规划模型

区域处理最优规划是排放口处理最优规划和均匀处理最优规划的综合，要求综合考虑

水体自净能力、污水处理、输水线路三种因素的作用。也就是说既要考虑污水处理厂的最佳

位置和规模，又要考虑每座污水处理厂的最佳处理效率。其一般形式为：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ（Ｑｉ，ηｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊ（Ｑｉｊ）

ｓｔ

ＵＬ＋ｍ ≤ Ｌ０

ＶＬ＋ｎ ≥ Ｏ０

ｑｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
Ｑｊｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
Ｑｉｊ －Ｑｉ ＝０，ｉ

Ｑｉ，ｑｉ ≥０，ｉ

Ｑｉｊ，Ｑｊｉ ≥０，ｉ，ｊ

Ｌ ≥０

η
１
ｉ ≤ηｉ ≤η

２
ｉ，

熿

燀 ｉ

（１ ８８）

其中：Ｃｉ（Ｑｉ，ηｉ）为第ｉ个小区的污水处理费用，它既是污水处理规模（Ｑｉ）的函数，又是污水

处理效率（ηｉ）的函数。目前还没有比较成熟的技术求解这类问题，试探分解法是较为常用的

处理方法。
试探分解法的基础是“全不处理或全部处理”的策略。根据这个策略，可以把任一个小

区的污水作为一个决策变量，或者就地处理，或者试探着把它送到其他相邻节点去进行共同

处理。通过对产生的结果（系统总费用）进行直接比较，选出使系统总费用最低的解作为当

前最优解，并作为下一次试探的初始目标，这种试探按一定的规则反复进行，直至预定的程

序结束。
在进行每一次试探之后，原问题就分解成了两个新的子问题 ——— 排放口最优化处理问

题与输水管线的最优计算问题，这两个问题可以独立计算。它们的费用之和就是一次试探后

的系统总费用，把这个总费用返回原问题，与上一次保留的最优解进行比较，舍劣存优。然后

按一定步骤重复进行分解和协调，不断使目标获得改进，直至取得满意的解。
试探法是一种直接最优化方法，它没有固定的运算程序，其目标就是在试探过程中包含

尽可能多的组合方案，从中选出目标值最优的解。试探法可以从任意一个初始可行解开始，
较常用的方法是由开放节点试探、封闭节点试探与最优输水路线试探求出解。

１ 开放节点试探

开放节点是指那些建有污水处理厂的小区，负责处理本小区的污水和由其他小区转输

来的污水。所谓开放节点试探就是将被试节点的污水送到相邻的开放节点去处理，而将原来

的污水处理厂关闭，以考察封闭污水处理系统中每一个开放节点的可能性（能否使费用降

低）。若所试探的节点是ｉ，与其相邻的另一个开放节点是ｊ（ｊ可以在ｉ的上游，也可以在ｉ的

下游）。试探的结果用下式判定：
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Ｃｉ（Ｑｉ，ηｉ）＋Ｃｊ（Ｑｊ，ηｊ）＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ，ｊ

Ｃｋ（Ｑｋ，ηｋ［ ］）－

Ｃ′ｊ（Ｑｉ＋Ｑｊ，ηｊ′）＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ，ｊ

Ｃｋ′（Ｑｋ，ηｋ′）＋Ｃｉｊ（Ｑｉｊ［ ］）＞０？ （１ ８９）

其中：ｉ——— 试探开放节点的编号；

ｊ——— 相邻开放节点的编号；

ｋ——— 其余节点的编号；

Ｃｉｊ——— 污水转输的费用；

Ｃｉ、Ｃｊ、Ｃｋ——— 污水处理的费用；

Ｑｉ、Ｑｊ、Ｑｋ——— 污水处理的规模；

ηｉ、ηｊ、ηｋ——— 污水处理的效率；

Ｑｉｊ——— 污水转输的流量。
上述判断式左边第一个方括号内表示的是试探前的污水处理总费用，第二个方括号内

表示的是试探后的污水处理费用和转输费用总和。试探过程不仅改变了流量的组合，也使污

水处理效率的组合发生变化。Ｃ′ｊ 和Ｃ′ｋ 可由排放口最优规划计算，Ｃｉｊ 由转输管线的费用函

数计算。
若上述不等式成立，说明节点ｉ应该封闭，因为节点ｉ封闭后，系统总费用将下降；否则

节点ｉ将继续开放。开放节点试探根据节点编号依次进行，对系统中所有开放节点进行一次

试探称为开放节点的一次试探循环。若一个循环产生了费用改进，就返回第一个开放节点继

续探讨；否则进入下一子程序 ——— 封闭节点试探。

２ 封闭节点试探

封闭节点又称为转输节点，是指那些不建设污水处理厂，而将污水送到邻近小区去处理

的小区（节点）。封闭节点试探是开放节点试探的反过程，它的任务是试探开放原先封闭节点

的可能性。一个封闭节点一旦重新开放，则该节点处收集的本小区的污水及经由该节点转输

的污水全部在该节点处进行处理。一个封闭节点是否应该开放，由下式判断：

Ｃｊ（Ｑｉ＋Ｑｊ，ηｊ′）＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ，ｊ

Ｃｋ（Ｑｋ，ηｋ′）＋Ｃｉｊ（Ｑｉｊ［ ］）－

Ｃｉ（Ｑｉ，ηｉ）＋Ｃｊ（Ｑｊ，ηｊ）＋∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ，ｊ

Ｃｋ（Ｑｋ，ηｋ［ ］）＞０？ （１ ９０）

若上述不等式成立，则ｉ节点应该开放；否则应继续封闭。
与开放节点试探一样，封闭节点试探也根据节点编号依次进行。若在一个封闭节点试探

循环中产生任何的目标改进，就返回第一个子程序 ——— 开放节点试探；否则进入下一个子

程序 ——— 输水路线试探。

３ 输水线路试探

输水路线试探是要探索一种输水捷径。开放节点试探和封闭节点试探都是按节点的编

号依次进行的。实际上一个节点的污水输送到另 — 个节点，有可能并不必经过中间节点转

输，在两个节点之间有可能存在捷径（图１ １２）。图中假设ｉ和ｋ是两个封闭节点，ｊ是开放节
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点。根据开放节点试探和封闭节点试探的结果，ｉ节点的污水经由ｋ 节点，与ｋ节点的本地污

水汇合以后共同输往ｊ节点。现在的问题是：如果由ｉ节点到ｊ节点存在捷径，则ｉ节点的污

水是直接输往ｊ节点好还是原先的路径好？这个问题可以由以下判别原则解决：

［Ｃｉｋ（Ｑｉ）＋Ｃｋｙ（Ｑｉ＋Ｑｋ）］－［Ｃｉｊ（Ｑｉ）＋Ｃｋｊ（Ｑｋ）］＞０？ （１ ９１）

若不等式成立，则表明ｉ节点的污水应直接输送到ｊ节点；否则仍需转至节点ｋ再输至

ｊ。
输水路线试探对每一个封闭节点依次进行，计算结束输出系统的一个满意解及其相应

的费用。

i
j

k

ij

k
污水转输节点
污水处理厂

图１ １２　 输水路线试探

试探法是一种直接最优化方法，它原理简单，方法易行。试探法本身对目标函数的形式

没有特别要求，在处理水污染控制系统的规划问题时，试探法的应用十分灵活，尤其是对于

大型、复杂的水污染控制规划问题，在其他优化技术不能或很难施展时，试探法不失为一种

有力而实用的工具。
（五）水资源 － 水质系统规划模型

水体的自净能力体现在对污染物的稀释和生化降解两方面。如果进入水环境系统的污

染物浓度过高，会很快消耗完水环境中的溶解氧，使水体中的生化反应从好氧转化为缺氧直

至厌氧，水质变坏。一般来说，污水及污染物的排放在时间上的分布比河流水文条件的变化

要均匀很多。由于河流的径流量直接影响到河流的稀释净化能力，因此，比较严重的污染一

般都发生在河流的低流量时如枯水期。为了解决低流时污染严重的问题，可以强化污染物的

处理，以最不利的水文条件来确定污水处理构筑物的容量和运行效率。但这样会使污水处理

厂的建设费用和运行费用很高；同时在除了低流量以外的大多数时间里，污水处理构筑物的

容量将变得多余，造成经济上的不合理。另外，还可以对河流的径流量进行适当的调节，放大

低流时的流量，提高河流的稀释自净能力，以减轻污染、降低污水处理费用。
显然，这就需要在河流上游修建可进行流量调节的构筑物，这项工作除可以发挥污染控

制效益外，还可以在诸如洪水控制、水力发电、农田灌溉等方面提供效益。对于这样一个多功

能的问题，要确定流量调节的费用函数是比较困难的。１９７６年ＪＲＭｃＮａｍａｒａ以１０年连续

７天的最低平均流量的倍数作为变量，建立了流量调节的费用函数：

Ｃ＝ｃｒａｂｒ （１ ９２）

且有

ａ＝Ｑ１１′－Ｑ１１

Ｑ１１
（１ ９３）
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其中：ｃｒ，ｂｒ——— 常数，且ｃｒ ＞０，ｂｒ ＞１，它们可根据水库调节的费用进行估算；

ａ——— 低流放大倍数；

Ｑ１１——— 河流低流时的流量；

Ｑ′１１——— 经水库调节后的河流低流流量。

在水库调节条件下，并在一定低流放大倍数下，对于排放口处理最优规划，其目标函数

的构成为：

ｍｉｎＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ（ηｉ）＋ｃｒａｂｒ

ｓｔ

ＵＬ＋ｍ ≤ Ｌ０
２

ＶＬ＋ｎ ≥ Ｏ０
２

Ｌ ≥０

η
１
ｉ ≤ηｉ ≤η

２

熿

燀 ｉ

（１ ９４）

这个模型最简单的求解方法是假定一系列的ａ值，如令ａ＝０１，０２，…，１，２，…，１０，然

后计算原问题得到相应总费用Ｚ与ａ的关系曲线。在曲线上可找到总费用最低时的低流放

大倍数ａ﹡ ，以及相应的污水处理效率ηｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。

对于区域处理最优规划问题也可用相似的方法处理。

第二节 　 水环境系统物理模拟模型

物理模拟是以模型和原型之间的物理或几何相似为基础的一种模拟方法。它以再现原

型中发生的物理过程为追求目标。物理模拟的最重要问题在于如何建立物理模型以及如何

根据其研究（包括实验研究）结果判断在所谓的“自然条件”下所发生（或可能发生）的现象。

物理模拟的优点是可以将原型中发生的综合过程在模型中全面反映出来，这些复杂的过程

往往不是简单的数学方程式所能表示的［２４］。

目前水环境系统的物理模拟分为地表水的物理模拟和地下水的物理模拟。地表水的物

理模拟，主要有室内实验模拟和河工模拟试验［２５］［２６］。室内模拟是在实验室内利用水槽或者

转动的圆筒来模拟河流中水 的 流 动，利 用 自 动 检 测 装 置，定 期 检 测 水 中 的 ＢＯＤ５、ＤＯ 的 变

化。根据ＢＯＤ５、ＤＯ随时间变化的曲线，计算水流中有机污染物的生化降解系数 Ｋ１ 和大气

复氧系数 Ｋ２。水槽或者圆筒中的水样采自所研究的水体，水体的深度、流速以及温度可以自

动控制，因此实验得到的 Ｋ１、Ｋ２ 的数值具有代表性。河工模型试验是根据相似原理，模拟天

然河流、河口等水体的现象和过程，在实验室条件下进行观测和研究，然后将观测研究得到

的结果用同样的比尺加以放大，得到天然原型的过程。模型的设计和制作必须根据原型实测

资料，按照一定的缩尺比例来重现原型。利用河工模型，可以在室内条件下模拟研究污染物

在天然河道中的迁移扩散规律，同时还可以模拟自然界中一些很少出现的现象如特大洪水、

严重干旱发生时的水污染等。
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一、物理模拟的理论基础

（一）相似现象

自然界的相似现象是指在几何相似的系统中，各相应点上发生着物理本质相同的过程，
并可用相同的物理方程来描述。在相应点上，同名的物理量（如流速，流量，作用力等）之间

具有相同的比例关系。对相似，可以将一个现象的每一个物理量的大小，以一定的倍数转换

成另一个现象对应点上的同名物理量的数值。
当表示现象特性各量互成比例，而且一定种类的量，在系统的所有点上，其比例系数具

有恒定的数值时，则可以决定现象为相似。对不同种类的量，其比例系数不同。这就是说，如

果两种力学系统具有相似的现象，则具有共同的物理规律性，这两个现象必可用共同的数学

物理方程描述。
（二）相似理论

自然界现象的相似要具备一定的条件，只有当这些现象的形成因素相同时才可能产生

相同的演变。这就是相似理论的根据。相似理论是物理实验的科学依据也是模型试验的理论

基础。
为了讨论相似定理。先介绍一些基本的概念：表征两个相似现象的同名物理量应该有一

个常数的比例关系，这个比例值叫做相似常数，常称比尺，如两个系统相应点之间的流速比

以λｕ 表示，相应点的距离比以λｌ 表示，密度比以λρ 表示，作用力比以λＦ 表示等，则相似常数

就是这些比例值：

λｕ ＝
ｕ′
ｕ′′

，λｌ ＝
ｌ′
ｌ′′

，λρ ＝ρ′
ρ′′

，λＦ ＝
Ｆ′
Ｆ′′

式中的撇号表示该量属于第一个现象或第二个现象。所谓相似准数，是指在相似现象中，由

某些不同物理量表示的单值条件组成的无量纲的综合数，例如雷诺数Ｒｅ＝ｖｄ
ν

等。

描述某一现象的物理方程可以有一般的解，也可以有特定的解，在特定的条件下有一对

应的特定解。两个流动现象如果相似．就意味着它们具有相似的单值解，造成单值解的条件

即是单值条件。流动现象的单值条件包括以下几个方面：

１ 现象的几何条件，如河床的几何形状．河床与河岸的粗糙程度等；

２ 边界条件，如河底是否固定，表面是否与大气相接触，是否具有清混水交接面等；

３ 起始条件，指现象起始的时刻及相应的流动状态，如流动的速度场、浓度场、压力场

及流动形态等。流动的起始状态会影响以后的流动，而恒定过程则不会。

４ 介质的物理特性及主要的特性常数，如密度、粘性、加速度、混掺物（泥沙、气体等）的

容重、阻力系数、粗糙系数等。
（１）相似第一定理

由牛顿（ＮＮｅｗｔｏｎ）于１６８６年提出，别尔特兰（ＪＢｅｒｔｒａｎｄ）１８４８年给出证明。假设有两

个呈相 似 运 动 的 力 学 系 统，根 据 牛 顿 第 二 定 理，设 第 一 系 统 为 原 型，以 ｐ 表 示 有Ｆｐ ＝

ｍｐ
ｄｕｐ

ｄｔｐ
；设第二系统为模型，以ｍ 表示可有：Ｆｍ ＝ｍｍ

ｄｕｍ

ｄｔｍ
。因为两个系统运动相似，故有相

似比尺关系，即
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λＦ ＝Ｆｐ

Ｆｍ
，λｍ ＝ ｍｐ

ｍｍ
，λｕ ＝ｕｐ

ｕｍ
，λｔ ＝ｔｐ

ｔｍ

亦即：

Ｆｐｔｐ

ｍｐｕｐ
＝ Ｆｍｔｍ

ｍｍｕｍ
＝ｉｄｅｍ（同一数值）

这一由单位条件所组成的无量纲数Ｆｔ
ｍｕ ＝Ｎｅ 称为牛顿数，为一相似准数，是判别现象

相似的一种标志，也即两个相似系统中牛顿数必相同。这样相似第一定理可以表述为：“相似

现象中的牛顿数必相等”或者“具有相同物理过程的相似现象，其相似准数的数值相等”。
（２）相似第二定理

对两个相似的现象，描述其物理过程的方程式必然是一样的，只是各物理量的数值大小

不同而已，这种方程可以改写成为各无量纲准数，如管道流动的阻力问题，其物理量之间关

系式为：

ｆ（Δｐ，ｖ，μ，ｌ，ｄ，ｋ）＝０

表示为无量纲的相似准数的关系式为

Ｆ Δｐ
ρｖ

２，
ｕｄ
γ

，ｌ
ｄ

，ｋ（ ）ｄ ＝０

即常见的阻力公式

Δｈ＝ｆ（Ｒｅ，ｋ
ｄ

）ｌ
ｄ

υ２

２ｇ＝λｌ
ｄ

υ２

２ｇ

这样相似第二定理就可以表述为：“描述自然界现象的各物理量间的方程式，常可表示

为各相似准数（无量纲的特征数）间的函数关系。”
（３）相似第三定理

相似第一定理和第二定理说明了相似现象的共同性质。但是怎样的现象才能成为相似

呢？应当找到现象相似的必要和充分条件。若在几何相似的系统中有两个现象，且由同一个

物理方程式描述，这就构成了两者相似的第一个必要条件。若使两个现象相似，它们的单值

量的相似是必要的，因为单值条件决定着现象的系统某部分的性能，这一部分不相似则现象

就不能互相相似，因此，单值条件的相似，是两者相似的另一个必要条件。在两种现象间，由

单值量所组成的相似准数，也应是相等的，这就构成了现象相似的充分条件。
综上所述，相似第三定理可表述为：“发生在几何相似系统中的现象，服从于同一个物理

方程，其单值量是常数的比例现象，且由之组成的相似准数相等时，则现象为相似。”
上述三个定理是相似理论的基础。它说明了在进行实验研究时应该量测包括在相似准

数中的哪一些量。并且以相似准数间的关系来整理实验所得的数据。而在将实验结果应用到

其他同一性质的现象上去时，只要知道单值条件相似以及相似准数相等这两个条件，就可以

确定该现象与研究过的现象相似，将实验所得结果应用上去。总之，相似理论不但能指导实

验以及处理实验结果，而且还能指出实验结果推广应用的区域。所以相似理论是模型试验的

理论基础。
但是，在自然界的现象中，要保持第三定理中所有单值条件的相似以及相似准数数值的
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相等，常常是困难的，所以就运用了近似相似的方法。近似相似的方法，是根据实验的要求，
以及各个因素对现象影响的大小，抓住起主导作用的因素，忽略次要的因素，来进行实验及

处理实验结果。
（三）流动的相似条件

当两种流动相似时，两种流动相应点上所有表征流动状况的相应物理量都各具有一定

的比例关系。所以流动的力学相似的三个条件：几何和边界相似，运动相似和动力相似。

１ 几何和边界相似

几何和边界相似是指原型和模型两个流动的几何形状相似和两个流动的边界 条 件 相

同。几何形状相似要求原型和模型两个流动中对应部位的长度保持一定的比例关系，即模型

水流各对应几何尺寸都是按同一比例尺由原型水流塑制而成。设Ｌｐ 为原型某一部位的长

度，Ｌｍ 为模型对应部位的长度，则几何相似要求长度比例尺λＬ 为：

λＬ ＝Ｌｐ

Ｌｍ
（１ ９５）

长度比例尺λＬ 在原型和模型任何对应的部位都是相同的，它既可以代表长度比例尺，
也可以代表宽度比例尺和高度比例尺。因此，有了长度比例尺，就可以引出面积比例尺和体

积比例尺：

λω ＝ωｐ

ωｍ
＝λ２

Ｌ

λＶ ＝Ｖｐ

Ｖｍ
＝λ３

Ｌ

可以看山，几何相似是通过长度比尺来表达的。边界条件相同，就是要求边界上的流动

条件相同，如模型的进流条件和出流条件应和原型水流是相同的等等。

２ 运动相似

运动相似是指原型和模型两个流动中各对应质点的运动情况是相似的，即要求原型和

模型对应质点的速度方向相同、大小保持同一比例，也就是要求两者的速度和加速度相似。
设ｕｐ 为原型流动某一点的流速，ｕｍ 为模型流动对应点的流速，则流速比尺为：

λｕ ＝ｕｐ

ｕｍ
＝λＬ

λｔ
（１ ９６）

式中λｔ 为时间比尺。若流速采用断面平均流速υ，则流速比尺为：

λυ ＝υｐ

υｍ
＝λＬ

λｔ
（１ ９７）

有了流速比尺λυ，就可以引入加速度比尺：

λｕ ＝αｐ

αｍ
＝λυ

λｔ
＝λＬ

λ２
ｔ

（１ ９８）

可以看出，运动相似是通过长度比尺和时间比尺来表达的。

３ 动力相似

动力相似是指作用于原型和模型两个流动相应点的各种不同性质的作用力都各自成同
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一的比例关系。作用于流体的力有重力、粘滞力、惯性力、表面张力、弹性力等。如以Ｆｐ 代表

原型流动某点的作用力，以Ｆｍ 代表模型流动中相应点上的同样性质的作用力，则动力相似

要求

λＦ ＝αＦｐ

Ｆｍ
（１ ９９）

流体运动的变化发展就是各种物理力与惯性力相互作用的结果。因此各物理力之间的

比例关系应以之为一方，分别以它对其他物理力的比例来表示，要想达到两种流动相似，则

这种比例应该保持固定不变。
已知惯性力等于质量乘以加速度，即Ｆ＝ｍａ＝ρＶａ

其中：ρ——— 密度，［Ｍ·Ｌ－３］；Ｖ——— 体积，［Ｌ３］；ａ——— 加速度，［Ｌ·Ｔ－２］。因此惯性力可用下

式衡量：

ρＬ
３ Ｌ
ｔ２ ＝ρＬ

２ν２ （１ １００）

式中ρＬ
２υ代表单位时间流过某一断面的质量，而ρＬ

２υ·υ代表单位时间内流过某一断面的流

体质量所具有的动量。也即流体的惯性力。这个量的大小能反映出流动的惯性抵抗改变运动

状况的能力。如果企图改变运动状态的其他物理力用Ｆ表示，则各物理力之间的比例关系为

Ｆ
ρＬ

２ν２，通常把这个无量纲数 Ｆ
ρＬ

２ν２ 叫做牛顿数，用Ｎｅ表示。若原型和模型两种流动成为动力

相似，则两者的牛顿数必然相等，即

Ｎｅ＝ Ｆ
ρＬ

２ν２ ＝ 常数 （１ １０１）

或可写为 　　　Ｎｅｐ ＝Ｎｅｍ

即
Ｆｐ

ρｐＬ２ｐν２
ｐ
＝ Ｆｍ

ρｍＬ２ｍ２
ｍ

对上式做变化可得：

λＦ ＝Ｆｐ

Ｆｍ

ρｐＬ２ｐν２
ｐ

ρｍＬ２ｍν２
ｍ
＝λρλ２

Ｌλ２
ν

或写为

λＦ

λｐλ２
Ｌλ２ｖ＝１ （１ １０２）

上式对作用于流体的任意物理力都是适用的。若将作用于二相流动的某种物理力代入

上式的λＦ 中，即可得物理力相似时的比例关系。
（四）水动力现象相似的相似准数

要获得水动力现象的相似所要求的相似准数，必须先要有描述该种流动现象的方程式，
然后才能导出确定该种流动相似所需要的相似准数。

下面讨论不可压缩粘性流体运动的相似准数。不可压缩粘性流体的运动方程是连续方

程式和纳维埃斯托克斯运动方程式：
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连续方程υｘ

ｘ＋νｙ

ｙ＋νｚ

ｚ ＝０ （１ １０３）

运动方程

υｘ

ｘ＋υｘ
υｘ

ｘ＋υｙ
υｙ

ｙ＋υｚ
υｚ

ｚ ＝ｇｘ －１
ρ

ｐ
ｘ＋υ２υｘ

υｙ

ｔ＋υｘ
ｘ
ｘ＋υｙ

υｙ

ｙ＋υｚ
υｚ

ｚ ＝ｇｙ －１
ρ

ｐ
ｙ＋υ２υｙ

υｚ

ｔ＋υｘ
ｘ
ｘ＋υｙ

υｙ

ｙ＋υｚ
υｚ

ｚ ＝ｇｙ －１
ρ

ｐ
ｚ＋υ２υ

烅

烄

烆 ｚ

（１ １０４）

其中：υｘ、υｙ、υｚ——— 流速υ在ｘ、ｙ、ｚ各轴方向上的分量；

ｇｘ、ｇｙ、ｇｚ——— 单位体积力在各轴方向的分量；

ｐ——— 压力；ｖ——— 运动粘滞系数；

２ ＝ ２

ｘ２ ＋ ２

ｙ２ ＋２

ｚ２——— 拉普拉斯算子。

假定两种流动（原型和模型变量分别以脚标ｐ 和ｍ 表示）的任何相应点处流体质点的

运动都遵从不可压缩粘性流体运动方程，若两种流动现象相似，则可写出其单值条件间相似

的比例关系（相似常数）如下（设λ表示原型值与模型值的比例即比例尺）：

ｘｐ

ｘｍ
＝ｙｐ

ｙｍ
＝ｚｐ

ｚｍ
＝λｌ

υｘｐ

υｘｍ
＝υｙｐ

υｙｍ
＝υｚｐ

υｚｍ
＝λυ

ｇｘｐ

ｇｘｍ
＝ｇｐ

ｇｍ
＝λｇ

ｔｐ

ｔｍ
＝λｔ，ρｐ

ρｍ
＝λρ，

λｐ

λｍ
＝λ

烅

烄

烆 λ

（１ １０５）

若两种流体运动相似，则λｔ、λｌ 可以是任何数，不受任何限制。通过对原型流动和模型流

动分别改写，并加以比较，可得：

λｌ

λｔλυ
＝λｇλｌ

λ２
υ

＝ λｐ

λρλ２
υ
＝ λλ

λυλｌ
＝１ （１ １０６）

于是４个方程式联系着水动力学方程式中的７个物理量的相似常数，显然只允许其中３
个相似常数可以任意选择。将式（１ １０５）代入式（１ １０６），可得相似准数：

υｐｔｐ

ｌｐ
＝υｍｔｍ

ｌｍ
，ｏｒυｔ

ｌ ＝ｉｄｅｍ

υ２
ｐ

ｇｐｌｐ
＝ υｍ
ｇｍｌｍ

，ｏｒυ
ｇｌ＝ｉｄｅｍ

ｐｐ

ρｐυ２
ｐ
＝ ｐｍ

ρｍυ２
ｍ
，ｏｒｐ

ρυ
２ ＝ｉｄｅｍ

υｐｌｐ

ｖｐ
＝υｍｌｍ

ｖｍ
，ｏｒυｌ

ｖ ＝ｉｄｅｍ

（１ １０７）
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由此可见，水动力现象的相似应保持式（１ １０７）中的４个等式成立，也即有４个无量纲

的相似准数。相似准数υｔ
ｌ

称为斯特鲁哈数，常以Ｓｔ表示，它表示两种非恒定流动在流速对时

间关系上是否相似，反映流动的非恒定程度。准数υ２

ｇｌ
称为弗劳德数，常以Ｆｒ 表示，它表示惯

性力与重力之比，说明重力影响的大小。准数 ｐ
ρυ

２ 称为欧拉数，以Ｅｕ 表示，有时可用Δｐ 代替

压力ｐ，因此准数就具有Δｐ
ρυ

２ 的形式，它反映压力或压差与惯性力之比，表示压力的影响。准

数υｌ
ｖ

称为雷诺数，以Ｒｅ表示，反映惯性力与粘滞力之比，表示粘滞力的影响，Ｒｅ数很大就说

明惯性力大大超过粘滞力。从而式（１ １０７）可写为：

Ｓｔｐ ＝Ｓｔｍ　 或 　Ｓｔ＝ｉｄｅｍ

Ｆｒｐ ＝Ｆｒｍ　 或 　Ｆｒ＝ｉｄｅｍ

Ｅｕｐ ＝Ｅｕｍ　 或 　Ｅｕ＝ｉｄｅｍ

Ｒｅｐ ＝Ｒｅｍ　 或 　Ｒｅ＝ｉｄｅｍ

（１ １０８）

根据式（１ １０８）所述，两种粘性流动现象达到相似需要４个相似准数相等，对于非恒定

流，可以用４个相似准数相等所确定的函数式表示：

ｆ（Ｓｔ，Ｆｒ，Ｒｅ，Ｅｕ）＝０ （１ １０９）

而对于恒定流则可去掉表示非恒定程度的Ｓｔ准数，故可写为：

ｆ（Ｓｔ，Ｒｅ，Ｅｕ）＝０ （１ １１０）

式（１ １０９）和式（１ １１０）称为准数方程式，当运动现象的各种类型的力被确定后，相似

现象的各相似准数存在着确定关系时，这种关系可用描述这个现象的微分方程式描述。
（五）几种常用的模型相似准则

流体的各种物理性质引起不同的作用力。当原型与模型两个水流维持动力相似时，要求

两个水流中各种物理力保持固定的比例关系，但要求所有作用力同时保持相似的比例关系

是很困难的。此时就根据某一具体水流中起主导作用的力，确定其相似条件。表示水流运动

中某种起主导作用的物理力的相似条件，叫做相似准则，也叫模型相似律。

１ 重力相似准则

若原型与模型中对水流运动起主导作用的力为重力，而将运动中次要的作用力略去不

计时，则两种水流动力相似就按重力相似处理。作用于水流的重力Ｇ＝ｍｇ ＝ρＶｇ，分别用

Ｇｐ 和Ｇｍ 代表原型和模型中作用的重力，则两种水流保持动力相似应具有下列关系：

λＧ ＝Ｇｐ

Ｇｍ
＝ρｐｇｐＶｐ

ρｍｇｍＶｍ
＝λρλｇλ３

Ｌ （１ １１１）

根据液流相似条件，欲达到动力相似，可将牛顿数中的Ｆ 值代以Ｇ，即在式（１ １０２）中

用λＧ 代替λＦ，可得：
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λＧ

λρλ２
Ｌλ２

υ
＝１

λρλｇλ３
Ｌ ＝λρλ２

Ｌλ２
υ

也即 　 λ２
υ

λｇλＬ
＝１　 或 　 λυ

λｇλ槡 Ｌ

＝１ （１ １１２）

这说明重力起主导作用的两种水流保持动力相似时，要求原型和模型中的弗劳德数Ｆｒ
相等，即所谓弗劳德相似准则。在这种情况下，相似准数为弗劳德数。弗劳德数相等意味着原

型与模型的流速水头沿程变化相等。

在重力相似准则下，流速比尺、流量比尺和时间比尺分别为：

λυ ＝λ１／２
Ｌ

λＱ ＝λωλυ ＝λ５／２
Ｌ

λｔ ＝λＬ

λυ
＝λＬ

λ
１
２Ｌ

＝λ１／２
Ｌ

（１ １１３）

２ 阻力相似准数

当研究压力隧洞、有压管道及潜体绕流等问题时，水流主要受阻力作用，原型与模型的

动力相似按阻力相似准则考虑。水流阻力包括因粘滞性而产生的粘滞阻力和因质点混掺动

量交换而产生的紊流混掺阻力两部分。设水流阻力为Ｔ，粘滞阻力可以μω
ｄｕ
ｄｎ

表示。紊流混掺

阻力以τχｌ＝ （λＲＪ）χｌ表示，故有：

Ｔ＝μω
ｄｕ
ｄｎ＋（γＲＪ）χｌ （１ １１４）

其中：μ——— 动力粘滞系数；

ω——— 过流断面；

ｄｕ
ｄｎ

——— 流速梯度；

Ｒ——— 水力半径；

τ——— 沿紊流边界的紊流切应力，τ＝γＲＪ；

χ——— 过流边界的湿周；

ｌ——— 过流边界的长度；

Ｊ——— 水力坡度。
当水流处于层流状态时，上式右边第二项为０；水流处于阻力平方区时，等号右边第一

项为０。
（１）水流为层流状态，粘滞阻力为主要作用力时

Ｔ＝μω
ｄｕ
ｄｎ

通过原型与模型比例相似可得：
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λμλＬλν ＝λρλ２
Ｌλ２

ν

λＬλν

λμ
＝λＬλν

λｖ
＝１

或写为

νｐＬｐ

ｖｐ
＝νｍＬｍ

ｖｍ

Ｒｅｐ ＝Ｒｅｍ

（１ １１５）

上式说明流动的粘滞力作用若相似，则其雷诺数必相等，此即粘滞力相似准则，相似准

数为雷诺数。在该准则下，流速比尺、流量比尺和时间比尺分别为：

λν ＝ １
λＬ

，λＱ ＝λωλν ＝λＬ，λｔ ＝λＬ

λν
＝λ２

Ｌ （１ １１６）

（２）当水流处于紊流的阻力平方区，紊流为主要作用力时，即Ｔ＝λＲＪχｌ，将λ＝ρｇ，Ｊ＝

λ２
ν

ｃ２Ｒ
代入得Ｔ ＝ρｇＲχｌ

ν２

ｃ２Ｒ＝ρχｌν
２ｇ
ｃ２，由水力学的达西和谢才公式，可得ｃ＝ ８ｇ槡λ

，即ｇ
ｃ２ ＝

λ
８

，代入ｃ，Ｔ＝ρχｌν
２ λ
８

，因而可得：

λＴ ＝λρλ２
Ｌλ２

υλ２
λ （１ １１７）

在牛顿数中，令λＦ ＝λＴ，则可得

λλ ＝１或λｐ ＝λｍ （１ １１８）

上式说明：与保持原型与模型的紊流阻力相似，除两者流动均处于阻力平方区外，还需

要λｐ ＝λｍ，即要求两种水流的阻力系数相等。
（３）重力和阻力同时相似

当研究河道水流运动和溢洪道过水能力等问题时，需同时考虑重力和阻力的作用。所以

在模型试验时，原型和模型同时满足重力和阻力的相似。在这种情况下，水流多处于紊流状

态，因此，原型和模型两种水流中所有相应点上的重力比尺λＧ 应等于紊流阻力比尺λＴ，并均

应等于牛顿数的比尺λＦ，即

λＧ ＝λＴ ＝λＦ

将式（１ １１１）和式（１ １１７）分别代入式（１ １０２）得：

λ２
υ

λｇλＬ
＝１和λλ ＝１ （１ １１９）

这就是重力和阻力相似所要满足的条件。上式第一项为弗劳德准则，是满足重力相似必

须遵守的相似准则；第二项λλ ＝１，即得λｐ ＝λｍ 是满足紊流阻力的相似准则。由上二式可

知，在按重力相似准则设计模型时，同时满足λｐ ＝λｍ 的要求，就可以同时满足重力和紊流阻

力相似的要求。
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二、河流水体中污染物混掺和输移的模型试验［２６］

（一）概述

我们在制订水污染控制规划和水质管理措施时，需要了解研究水体的水污染程度并对

未来水质变化作一定的预测，在进行模拟预测时就必须掌握污染物质在水体中的混掺和输

移规律。水质问题的研究涉及到水动力学、化学、生物学、气象学以及土壤学等方面的知识，

而水环境中污染物质的处理则涉及到河流、水库、河口、海洋等许多领域。为说明问题，这里

重点介绍河流中污染物质的混合和输移的试验研究问题。

研究水质的水动力学问题，可以利用原型观测、数学模拟和物理模拟等方法。河流中比

重较大的杂质和金属的输移，原则上可以按照河流泥沙的研究方法处理。

污水排入河流形成污染带，与河水逐渐混掺，会显示出污染浓度或温度的垂向、横向以

及纵向上的分布情况。首先是水出流后由初始动量和浮力在受纳水体中进行稀释，动量和浮

力作用即行减弱；继而污水主要由于受纳水体的紊动作用在河道中进行横向混掺，一般将污

水的回流区和过渡区称为近区。最后当河流横向充分混掺后，则纵向剪切流动的离散过程将

使浓度趋向均匀，这个河段被称为远区。

城市污水和电厂废热水排放所要研究的问题可分为：

１ 在平面上污染带的沿程变化以及在深度上和横向上的浓度变化或温度变化；

２ 排水建筑物附近的水流情况，包括排出水流的方向、流量和流速及其对污染带和浓

度分布的影响；

３ 排出水流形成的流速，一般规定不大于０３ｍ／ｓ，以免影响航行；

４ 电厂常在上游布置取水口以引取冷水。排水口输出的温水一般与河水存在温度差，

并易于产生温差异重流。取水口与排水建筑物的间距不能过小，以免中间的回流将温水带进

取水口。

目前，在工程和环境上受到重视的是工业冷却水的废热水排放。工业冷却水的废热水排

放与一般城市大型排污口废水排放还有所异同。两者在温度水体的混合、扩散、输送、异重上

浮下潜等物理现象上，都遵循相同的基本方程。但市政污水排放的特点是污水排放不总是集

中排放，排放数量也较少，受纳水体很少引起水温升高，不对表面气象条件产生影响。在实际

工程中，大型排污口一般采用多孔长管潜没出流。而电厂废热水排放的影响因素较为复杂，

排放水量很大，且基本上是连续排放。

根据混掺过程的不同，在各种流区里不同的参数起着支配作用。在紧靠着出口建筑物附

近的近区，速度场和浓度场是由出流的参数决定的，因此这个区域的情况受出口建筑物设计

的影响。远区就没有动力学的影响，这里的流场是由河道的参数决定的，混掺是比较缓慢的。
（二）模型的相似条件和模型设计的一些说明

１ 为了准确地模拟近区污染物的混掺现象和重力影响应采用正态模型并遵循弗劳德

相似准则：

λＦｒ ＝ λυ

（λｇλｈ）１／２
＝１ （１ １２０）

这确定了速度比尺，并保证了平均流速分布的相似。
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２ 因为混掺现象不仅受对流输移的影响，而且受紊动扩散的影响。而紊动是由粘性及

惯性的相比作用引起的，所以要用雷诺数Ｒｅ＝υｄ
ｖ

来表征。在具有和原型相同的雷诺数的模

型中，紊流脉动能自动地得以正确重现。因此，只要模型流动的雷诺数超过临界雷诺数（对于

明渠流，Ｒｅ≈３０００）就不致影响紊流的结构。也即在弗劳德模型中只要主流保证是紊流，就

能模拟紊动的输移过程。

３ 研究扩散过程，假如必须考虑浮力，则模型和原型的密度弗劳德数必须相等，即

λＦｒｄ ＝ λυ

（λΔｐｇｈ／ρ）１
／２ ＝１ （１ １２１）

４ 在密度分层的流动中，交界面的阻力必须准确地模拟。假如能准确地模拟了河床阻

力，即阻力系数λｆ ＝１，则在较大的Ｒｅ数情况下，交界面的阻力就可做到足够精度的相似。

５ 对于物理、化学或生物交换过程的模拟，需要流动和交换过程的时间比尺一致。

６ 一般认为正态的近区物理模型和远区的数学模型相结合，对于研究河流中的混掺过

程是有利的。实践还表明，河道断面形状正态而对混掺现象还能保持一定的相似精度时，对

近区模型采用正态也是可以被接受的。在目前仍然没有能够代替试验的普遍适用的近区数

学模型。

７ 应该指出，由于因素复杂、污染物混掺和输移的模型相似律还远不够完善，只能抓住

污水系统的现象本质和现象的主要影响因素，正确处理边界条件，进行深入研究与模拟。对

于已经试验获得的成果，还应通过大量原型测验资料，对模型试验结果予以验证。

三、地下水污染系统的物理模拟

地下水系统是一个复杂的大系统，物理模拟在地下水系统的各种问题研究中非常普遍，
对于地下水运动的模拟目前已有砂槽模拟、窄缝槽模拟、连续型电模拟和离散型电模拟等多

种方法，对这些方法的具体操作和原理可以参考文献［２７］。
下面重点介绍地下水污染系统的物理模拟方法。通过物理模拟不仅可以为数学模型提

供各种准确的参数值，为求解复杂的数学模型、定量阐述各单元污染物的迁移、转化过程创

造条件，还可深入揭示污染物在地下水系统中的迁移、转化机理。因此物理模拟已经成为研

究地下水系统中污染物迁移、转化的主要内容。按照模拟范围物理模拟可以分为单元模拟和

整体模拟两种［２８］。
（一）单元物理模拟

虽然地下水污染系统本身是一个完整的体系，但由于各单元的影响因素有明显的不同，
加之系统的空间范围较大，整体试验的安装操作不便，因此首先按单元分别进行模拟试验，
然后建立各自相应的模式，最后将各单元模式联结起来进行整体系统的计算。

１ 表土层的模拟试验

模拟表土层的试验通常采用盆栽的方法，装置参见图１ １３。盆体一般用陶瓷盆（筒）或

塑料盆（筒），尽量不采用泥制盆（筒）。土样高２０～３０ｃｍ，直径２０ｃｍ 左右，盆底最好成漏斗

形，土质依研究区域而定，盆底装粘性较耕作层稍大的土壤，厚约６～８ｃｍ，用于模拟犁底

层，其下设尼龙滤网和砂垫层。试验可分静态和动态两种：
静态试验：定期加入浓度为Ｃ０ 的污水，底部不取样，待植物成熟、收割后再分别测定污
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染物在土壤的不同深度和植物的不同部位（根、茎、叶、实）的累积量。该试验成果用于研究

C0（进水浓度）

耕作层土样

粘性稍大的犁底层

尼龙网

砂垫层

调节阀
C1（出水浓度）

图１ １３　 盆栽试验示意图

不同浓度的污水 对 植 物 和 土 壤 的 影 响、各 种 不 同 污 染

物对植物和土壤影响的差别及不同污染物在不同植物

和不同土壤中的积累转化特性等。
动态试验：定期加入浓度为Ｃ０ 的污水，从底部出水

管定期取样分析，以作出污染物在土样中运转的Ｃ－ｔ
穿透曲线。动态试验除可达到静态试验的研究目的外，
还可建立表土层（耕作层）污染物的 运 移 模 型。但 考 虑

到污染物质在该 层 的 迁 移 复 杂 性，在 实 际 工 作 中 常 根

据质量守恒原理和达西定律采用黑箱模拟。
盆栽试验 的 水 利 条 件 可 以 是 饱 水 条 件（是 模 拟 地

表被水体淹没如水 稻 田、地 面 水 池 等 的 情 况），也 可 以

是非饱水情况（模拟旱田灌溉、大气降水等间歇入渗后

的非饱水状态）。对于某些挥发性污染物要注意挥发作用的影响。挥发性的大小常用传质系

数 ＫＬ 来表征：

ＫＬ ＝－ ｄ×ｌｎＣｔ＋Δｔ

Ｃ（ ）ｔ
／Δｔ （１ １２２）

其中：ＫＬ——— 液相总传质系数，［Ｌ·Ｔ－１］；

ｄ——— 平均水深，［Ｌ］；

Ｃｔ———ｔ时刻污染物的浓度，（ｐｐｍ）；

Ｃｔ＋Δｔ———ｔ＋Δｔ时刻污染物的浓度，（ｐｐｍ）。

２ 犁底层的模拟试验

犁底层通常是由于耕种农机具的压力和入渗水流的淀积以及粘粒的淋失综合作用的结

果，厚约６～８ｃｍ，常呈片状结构，甚至有明显的水平层理，致密坚硬、孔隙度小，通水透气性

差，其导水率（渗透系数）远小于表土层，一般也小于下部的下包气带土层。

犁底层对污染物起阻隔作用，表征的综合指标是导水率ｋ值，测定方法如下：

为比较犁底层和表土层及下包气带土层的导水性能，可在同一地点分别对上述三层土

取至少三组以上的原状土样，取样器直径和高度均宜在１０ｃｍ 左右，表层土取样深度５～
１５ｃｍ，犁底层取样深度２０～３ｃｍ，下包气带取样深度３０～４０ｃｍ。取样后在室内用“导水率测

定仪”分别测定各自导水率ｋ。

３ 下包气带的模拟试验

在室内进行下包气带土层的模拟试验时，通常采用土柱试验。土柱的管材一般采用塑料

管和陶瓷管，不能用瓦管和有机玻璃管，柱直径可由几厘米到二、三十厘米，土样高应保持在

土样直径的２倍以上，以保证试验时水流均匀流动。试验装置如图１ １４所示。

土样的装填有原状土和扰动土两种：原状土法是将天然土层拨去表土层及犁底层之后，

在不破坏土层的天然结构条件下将土样压入管内；扰动土法是在取土样同时测定其容重，取

土样后晾干粉碎，按天然状态下土壤容重装入管内，即用相同容重使扰动土的结构接近天然

土的结构。土柱试验的水动力条件可以是饱水条件或非饱水条件。
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通过土柱试验可以模拟污染物在下包气带迁移、转化的条件，如测定土壤解职的渗透系

C1
保护层

取样或
安装仪器孔

土样

承龙网

尼龙网

调节阀
C2

图１ １４　 土柱模拟试验装置

数、水分特性曲线、有效孔隙度、弥散系数以及吸附、降解常

数等。在此基础上可建立污染物在下包气带的运移模型。研

究污染物在土壤介质中的转化机理时也可采用土柱试验，具

体方法可参见文献［２８］。

４ 含水层的模拟试验

含水层依据所依托介质的不同有孔隙含水层和裂隙含

水层。孔隙含水层由松散颗粒组成，与非饱和带介质相比，颗

粒较大，颗粒的比表面积较小，因此对污染物的吸附容量不

大。裂隙含水层中污染物运移受控于裂隙水运动，在模拟裂

隙介质水污染运移时，传统的理论框架如Ｄａｒｃｙ定律和Ｆｉｃｋ
定律遇到困难，因此裂隙含水系统中水流和物质迁移机理研

究是目前国际上研究的热点［２９－３３］。此外，含水层中有机物的

降解也较微弱，在研究中常为简化而忽略不计。但污染物在

含水层中的运移受水动力条件影响大，而水动力条件又受含

水层厚度、天然流场、人工开采等因素制约。如含水层厚度较大时应考虑垂向弥散，厚度较薄

时则可看作是水平二维问题等。因此，模拟污染物在含水层中的运移，实质上是模拟污染物

在多孔介质中的对流和弥散问题。具体测定方法有室内渗槽法和野外现场测定法。
（二）整体物理模拟

地下水污染系统在自然界是一个系统，但由于条件限制有时将其分开模拟。如有可能进

行整体模拟更加合理，特别是对可降解的有机物在地下水污染系统中的运移模拟，采用分段

模拟可能会得出不合理的结论。
当然，并不是说对任何情况下都得进行整体模拟试验。事实上，只有那些只在土壤的表

层进行输移、转化的污染物质才应当进行整体的模拟试验，如可生化降解的有机物、重金属

如铅、镉等。而对那些难降解而又可在土壤介质中被均匀吸附的有机物和铬、砷等重金属则

完全可分段进行单元模拟。
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第二章　水环境系统最优化方法的理论基础

第一节　概　　述

系统分析是从系统观点出发，应用各种技术方法，对系统进行定性和定量分析，它是从

运筹学派生出来的一门实用学科。和运筹学相比，系统分析更适用于对情况比较复杂、不确

定因素较多的系统进行分析。随着应用数学的发展和大容量、高速度电子计算机的出现，系

统分析发展到了一个新的水平，已经成为系统工程的基本处理方法。

一、系统及其特征［１］［２］

（一）系统的概念

自然界和人类社会中的一切事物都不是孤立存在的，而是相互制约和相互联系的，它们

形成各式各样的系统。系统这一概念来源于人类的长期社会实践，最早出现于古希腊语中，
是部分组成整体的意思。

“系统”，指的是一个复杂的（研究）对象。这个对象处于一定的环境中，由两个或两个以

上相互独立又相互制约的组成部分（或元素）结合而成的执行特定功能的有机整体，如工业

系统、农业系统、环境系统、排水系统、供水系统等。系统的组成部分又称子系统，而每个子

系统又包含若干更小的子系统；同样，每一个系统又是它所从属的一个更大系统的子系统。
（二）系统的分类

系统广泛地存在于自然界，为便于研究需对系统进行分类。系统的分类方法很多，这里

仅介绍以下几种：

１．按系统的成因可以分为：自然系统、人工系统和复合系统。自 然 系 统 指 存 在 于 自 然

界，不受人类活动干预的系统，如由矿物、植物、动物等自然物质构成的海洋系统、生态系统、
矿藏系统等。人工系统指由人工建造、执行某一特定功能的系统，如排水系统、给水系统、管

道系统等。复合系统介于自然系统和人工系统之间，是人们借助于认识和利用自然规律为

人类服务而建造的系统，如气象预报系统等。

２．按系统所处的状态，可分为静态（稳态）系统和动态系统。系统的状态不随时间而变

化的系统，称为静态（稳态）系统；否则称为动态系统，动态系统的状态变量是时间的函数。

３．按与周围环境的关系，系统可分为开放系统和封闭（闭环）系统。开放系统与外界环

境有能量、物质、信息的交流，而封闭系统则没有。

４．其他分类还有：按系统内变量之间的关系，可分为线性系统和非线性系统；按参数的

分布特征，可分为集中参数系统和分布参数系统；按规模可分为小型系统、中型系统、大型系

统和超大型系统等。
以上各种系统形态的分类并不是绝对的，同一个系统按不同的分类方法可分为不同的

类型，所以系统之间是相互交叉，相互渗透的。对于不同类型的系统要采用不同的 处 理 方
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法。
（三）系统的特征

一个系统一般具有如下几个特征：

１．整体性　也即集合性。系统不是各个要素的简单拼凑，而是具有统一性的一个系统

整体。因此即使每个要素并不很完善，但它们也可以综合、统一成具有良好功能的系统。反

之，即使每个要素是良好的，但它们构成的整体却不具有某种良好的功能，那么这个系统就

不是一个完善的系统。

２．相关性　系统内的各要素是相互依赖、相互制约的。只有具有这种相关关系的要素

才能构成系统。同时，系统中任何一个要素的变化都会对其他要素产生影响。

３．目的性　系统通常是多目的性的，一个目的可以用一个或多个具体的目标来表示，而

为达到规定的目的，系统就具有一定的功能。没有明确目的的系统，不是系统工程研究的对

象。这样，就把那些目前人类还不能改造和控制的自然系统从系统工程中排除了。

４．环境适应性　环境是指存在于系统以外的事物（消息、物质、气象等）的总称，任何一

个系统都存在于一定的物质环境中，它必须适应外部环境的变化。在研究系统的时候，环境

往往起着重要的作用，它会对系统及对组成系统的诸要素产生约束。

５．阶层性　系统是相互作用的要素的集合，内部存在着一定的层次结构。一个系统可

以包含若干个一级子系统，每个一级子系统又可以包含若干个二级子系统等等。在系统和

子系统以及各子系统之间存在着物质、能量和信息交换。系统的层次结构是实现系统递阶

控制和目标管理的基础。
根据系统的定义和特征，可得出如下三条结论：（１）整体中每一个组成部分的性质或行

为将影响整体的性质和行为；（２）每一组成部分的性质或行为及其影响整体的途径依赖于其

他一个或几个组成部分的性质或行为；（３）每一组成部分对整体都不具备独立的影响，所以

系统不能分出独立的子系统。

二、系统分析［１］［２］［３］

（一）系统分析的基本概念

“系统分析（ＳｙｓｔｅｍＡｎａｌｙｓｉｓ）”一词最早是在２０世纪３０年代提出的，当时是以管理问

题为主要应用对象。到了２０世纪４０年代，由于它的应用获得成功，得到了进一步的发展。
随着系统分析在各个领域和各种类型问题中的应用不断扩展，不同专业领域的工作者和专

家结合本身经验应用系统的思想，摸索出了多种多样的分析和解决问题的方法。
系统分析的目的在于通过分析比较各种替在方案的费用、效益、功能和可靠性等各项技

术经济指标，得出可供决策者决策所必须的信息和资料，以获得最优方案（图２ １）。
系统分析的任务与传统的工程学科方法的任务不同，它除了要研究系统中各要素的具

体性质，解决系统要素的具体问题外，还着重研究和揭示各个要素之间的有机联系，使系统

中各个要素的关系协调融洽，达到系统总目标最优。
系统分析的过程是对系统的分解和综合。所谓分解，就是研究和描述组成系统的各个

要素的特征，掌握各要素的变化规律；而综合就是研究各要素之间的联系和有机组合，达到

系统的总目标最优。系统分解和综合的过程都要建立和运用数学模型。各种数学方法是系

统分析必备的手段。
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图２ １　系统分析的目的示意图

系统分析研究的对象是复杂的大系统。这种大系统在系统中存在着许多矛盾因素和不

确定因素。大系统的物质流、能量流和信息流的量很大，而且随着研究的深入，系统分析必

将面临日趋复杂的问题。
所以，系统分析是对研究对象进行有目的、有步骤地探索和研究过程，它运用科学的方

法和工具，确定一个系统所具备的功能和相应的环境条件，以实现系统目标的最佳方案，同

时帮助决策者提高对所研究的问题认识的清晰程度，以便决策者选择行动方案。
（二）系统分析的步骤

系统分析包括的内容有：确定系统的功能和目标，调查系统的环境约束和资源条件，研

究系统的要素并对其模型化，实现系统的综合（最优化）并为系统设计和系统实施提供最优

方案。系统分析不同于一般的技术经济分析，作为一种解决问题的方法，它可以帮助决策者

对大量可行性方案进行鉴别从而选择一个最合适的方案，以在满足所有约束的条件下，最优

地达到系统设计者和决策者的总目标，一般说来，系统分析可以按照如下步骤进行：

１．明确问题的范围和性质

根据问题的范围和性质确定问题的各要素间的相互关系，以及它们和 环 境 间 的 关 系。
根据具体条件，实事求是地反映系统内部结构及其与外界的联系。

２．明确目的，设立目标

对某一系统进行分析，要明确所分析问题的目的和当前目标。所谓目的，多偏重于原则

性、理想的期待；而目标则是在特定目的下，具有实际可行的具体的期待，是决策者希望实现

的理想。目的一般要由多个目标来完成。明确目的和确定目标非常重要，如果目的和目标

不明确，那无论怎样进行分析也不会得到正确的结果。确定目标通常要考虑将来的效果、全

局的可行性、经济性等。
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３．收集分析资料

数据的监测和收集是系统分析的基础工作，在进行此项工作时，需要调查影响目的的各

种因素的现状及其历史，收集国内外有关问题的各种资料，确定影响目的的各个因素并进行

资料收集。

４．系统的模型化和系统的最优化

系统的模型化是掌握系统各个功能以及功能间的相互关系，通过说明系统的构成和行

为，用适当的数学方程、图像甚至是物理的形式来表达系统实体的一种科学方法。环境系统

的模型化尤为重要，在建立模型时要识别主要元素，简明扼要，避免繁琐复杂。
系统的最优化一般通过模型进行的，它的作用在于运用最优化的理论和方法，对若干替

换模型进行最优化，求出几个替换解。

５．制定系统的评价标准

根据最优化所得到的替换解，考虑前提条件、假定条件和约束条件，在经验和知识的基

础上决定最优解，从而为选择最优系统设计方案提供足够的信息。对于水环境系统管理决

策系统的评价，通常包括如下标准：
（１）若所能支付的费用已定，则应选择在此费用下效益最大的方案；
（２）若效益标准已定，则应选择为实现既定效益所需费用最低的方案；
（３）若所能支付的费用和应达效益都无法确定时，则应选择效益、费用比最大的方案；
（４）在多目标条件下，一般没有唯一标准，问题决策与决策者的偏好关系很大。

６．综合分析

运用数学模型和电子计算机，综合协调各子系统之间的关系，分析研究系统的各种可能

的方案，并提出系统分析的最终结果。
（三）系统分析的准则

一个系统由很多元素组成，它既受系统内各元素的影响，又受外部环境的制约，形成错

综复杂、影响广泛的关系。所以，在进行系统分析时，要处理好这种复杂关系应遵循下列原

则：

１．外部条件与内部条件相结合

在进行系统分析时，必须将系统内、外部各种有关因素相结合起来进行综合分析，才能

实现方案的最优化。

２．当前利益与长远利益相结合

选择一个最优方案，不仅要从当前利益出发，而且还要考虑到将来的利益。所采用的方

案如对当前利益和长远利益都有利，这无疑是最理想的方案。但在实际工作中，当前利益和

长远利益常常会发生矛盾，通常在处理这些矛盾时，应以长远利益为主，兼顾当前利益，力争

把长远利益和当前利益结合起来，在服从长远利益的前提下，将当前利益的损失减少到最低

限度。

３．局部利益与整体利益相结合

系统与子系统的关系就是整体与局部的关系。如果每个局部效益都好，则整体效益自

然得到保证。但实际情况并非都是这样，有时会出现局部利益好而整体效益却不好，或者某

些局部利益不好而整体效益好的情况。在系统分析中，强调局部服从整体，在确保系统整体

效益最优的前提下，将局部利益和整体利益结合起来。
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４．定量分析与定性分析相结合

所谓定量分析，指对那些可以用数量表示的指标的分析。定性分析是指对那些不容易

用数量表示的指标如环境污染对人类健康、经济、环境等的影响的分析，通常需要根据经验

统计分析和主观判断来解决。
系统分析不仅要进行定量分析，而且要进行定性分析，在探索各种系统对象时，通常遵

循的是“定性—定量—定性”这一循环过程。定性分析是定量分析的基础，而定量分析则是

对定性分析的量化。不了解系统各个方面的性质，也就不能建立起探讨定量关系的数学模

型。但定量分析是否成功，还要经过验证和评价。这一循环往复过程只有将定性、定量两者

结合起来进行分析，才能达到优化目的。
（四）系统评价的指标

系统的优劣通常是相对的，对一个系统的评价是看其对预定目标的满意程度。评价一

个系统的主要因素包括：

１．系统的功能

功能目标评价是系统评价的重要内容。所谓功能，指系统所起的作用与所应完成的任

务。人们总希望建立一个高功能系统，而一个系统的功能可能是多方面的。

２．系统的可靠性

可靠性是指系统的各个层次和组成部分，在预定期限和正常条件下运 行 成 功 的 概 率。
可靠性的要求往往与实现系统功能的费用密切相关。

３．系统实现的时间

建立一个系统所需的时间也是一个主要的评价指标，在较短时间内可发挥投资效益，是

每一个决策者的共同愿望，也是一个系统所追求的目标之一。

４．系统的费用

费用包括建立一个系统所需的物化劳动、活劳动、流动费用以及各种内部和外部的损失

费用等。在满足一定功能的条件下，低费用的系统比高费用的系统更受欢迎。

５．系统的可维护性

一个好的系统在长期运行过程中，应便于维护管理。

６．系统的外部影响

一项工程的外部影响常常很大，因此对于诸如生态平衡影响、资源和能源消耗等，都应

该建立相应的评价指标和评价标准。

三、系统的最优化概述

系统最优化是进行系统分析的重要方法和手段，它通常是通过最优化数学模型实现的。
系统的最优化，就是对所有可行方案，进行分析、判断比较，再从中找出一种最理想的，即最

佳方案来。
最优化问题普遍地存在于人类活动的各个领域、各行各业。随着水环境系统的管理规

划日益得到重视，最优化技术也越来越多地被用于水环境系统的各种工作中，比如在区域水

质管理问题中，选取什么样的系统设计方案，使上水系统净水厂和下水系统污水处理厂，有

最优处理能力，既使水质满足标准，又使处理费用最小；再如水处理领域中水处理设备的设

计、制造、安装及运行方式的最优选取，水处理工艺的优化工艺选择和确定、药剂投加量最优
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值的确定等都涉及到最优化问题。
人们探索解决最优化问题的途径，已有几个世纪之久，但是在电子数字 计 算 机 问 世 之

前，人们解决最优化问题的方法，只限于古典的微分法和变分法，而这种方法解决的问题是

十分有限的。直到１９４６年，大型电子数字计算机在美国宾州大学变成现实，求解非常大型

的现实生活中的优化问题，才有了实用工具。从而促进了优化理论和算法的迅速发展，形成

了一门新学科。近三十年来，优化理论和方法在各个领域得到了广泛的应用。实践证明，应

用优化理论和方法可节省材料１０％～４０％。美国５００家有财力的公司中，８５％的公司都曾

应用了优化方法。所以，优化方法不论对于盈利性公司、企业还是对于水环境系统的管理规

划，都将具有重要的意义。
优化方法是以优化理论为基础，借助电子计算机，自动完成对参数的调优，得到在一定

条件下的最优方案。这种方法，可大大缩短选优方案的周期，提高设计质量，把人们从繁琐

计算中和大量的重复劳动中解放出来，去从事更有价值的创造性的工作。

第二节　系统分析的理论基础

上节介绍了系统分析的一般步骤，若对其进行某些改进，则可使系统分析方法具有更好

的性质。
一种改进是强调定量分析。虽然有时采用定性的、描述性的形式来强调定量分析，但是

如果采用数学模型往往可以得出更具说服力的定量分析的结果。如果系统各组成部分、目

标和决策等以数学式描述，就便于系统分析者交换相互的分析结果，还便于决策者理解问题

的解。定量分析虽然并不能完全取消主观判断，但至少能防止出现模糊不清的结果。对系

统分析的另一个改进是由定量决策引出的。除较简单的系统之外，系统中各组成部分之间

通常存在着多种组合，形成不同的决策方案。这些组成部分之间的相互作用可以用数学模

型来描述。分析者可以通过改变模型的参数，利用模型的输出，预测实际系统的变化。最后

一个改进是引入一些提高分析效果所必需的条件，使模型得出所需形式的解。大多数数学

模型能够评价多个方案，然而分析需要的是能满足目标和约束条件的最佳可行方案，这种方

案可以通过最优化技术和层次分析法等方法获得。

一、系统最优化

系统分析是解决环境问题的十分有用的技术之一，如果系统分析问题具备以下一些特

性：

１．目标清楚且可定量化；

２．能用一个合理的、易解的数学模型描述；

３．有充分的数据说明不同解的影响；

４．不存在明显的最优解；
则可以使最优化技术与系统的数学模型相结合，形成最优化模型。

最优化模型一般形式为：
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ｍａｘ（ｍｉｎ）ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

ｓ．ｔ．ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）≥ （＝，≤）ｂｉ

ｉ＝１，２，…，ｍ

（２ １）

最优化模 型 由 决 策 变 量（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）、目 标 函 数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）和 约 束 条 件

ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），（ｉ＝１，２，…，ｍ）构成。其中可使目标函数ｚ最大化或最小化，约束条件方

程组决定了决策变量的可行值，它可以是等式或不等式，其中ｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）为常数。满

足式（２ １）约束条件的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的任何组合均为最优化模型的可行解，使ｚ最大或最小

的可行解就是整个模型的最优解。

二、层次分析法［２］［５］

层次分析法（ＡｎａｌｙｔｉｃａｌＨｉｅｒａｒｃｈｙＰｒｏｃｅｓｓ，简称ＡＨＰ）由美国运筹学家、匹兹堡大学萨

蒂（Ｔ．Ｌ．Ｓａａｔｙ）教授于２０世纪７０年代提出。ＡＨＰ将分析人员的经验判断进行量化，是目前

系统工程处理定性与定量相结合问题的比较简便易行且又行之有效的一种系统分析方法。

ＡＨＰ法将问题分解为不同的要素，并将这些要素归并为不同的层次，以构成多层次结

构，在每一层次可按某一规定准则，对该层元素进行逐对比较，建立判断矩阵。通过计算判断

矩阵的最大特征值及对应的正交化特征向量，得出该层要素对于该准则的权重。在此基础上

进而计算出各层次要素对于总体目标的组合权重，从而得出不同设想方案的权值，为选择最

优方案提供依据。运用层次分析法解决问题一般分五个步骤：
（一）明确问题

首先要明确问题的范围、提出具体要求、问题包含的因素、各因素之间的关系，以确定所

需资料是否己满足要求。
（二）建立系统的层次分析模型

把所研究的问题层次化、条理化，构造出一个层次模型。在模型中，复杂问题被分解为人

们称之为元素的组成部分，这些元素又按属性分为若干组，形成不同层次。同一层次下的元

素作为准则对下一层的某些元素起支配作用，同时它又受上层次的元素支配。
层次可以分为三类：

１．最高层：这一层次中只有一个元素，它是问题的预定目标或理想结果，因此也称为目

标层。

２．中间层：这一层次包括了为实现目标所设计的中间环节、所需要考虑的准则。该层可

由若干层次组成，因此有准则和子准则之分。这一层也称为准则层。

３．最底层：这一层次包括为实现目标可供选择的各种措施、决策方案等，因此也称为措

施层或方案层。
上层元素对下层元素的支配关系所形成的层次结构就称为递阶层次结构。当然上一层

的元素可以支配下一层的所有元素，但也可能只支配其中部分元素。层次结构图如图２ ２所

示。
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方案 1 方案 2 方案 n

子准则 m2子准则 2子准则 1

决策目标

准则 1 准则 2 准则 m1…

…

… … …
方案层

准则层

目标层

图２ ２　 递阶层次结构示意图

（三）建立判断矩阵和最大特征根及对应特征向量的计算

１．判断矩阵的构造

当建立了分析层次后，即可逐层逐项进行两两比较，通常利用评分办法来比较它们的优

劣。在进行比较时可以先从最低层（方案层）开始。例如对图２ ２中的决策目标以Ａ表示，准

则层各准则以Ｃｊ（ｊ＝１，２，…ｍ）表示，方案层各方案以Ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）表示。方案Ｐｉ（ｉ＝
１，２，…，ｎ）以准则Ｃｊ（ｊ＝１，２，…ｍ）进行两两比较，得

Ｃｊ Ｐ１ Ｐ２ … Ｐｎ

Ｐ１ ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ

Ｐ２ ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ

   

Ｐｎ ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ

得判断矩阵

Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ

ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ

  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

判断矩阵中ｂｉｊ 系数值确定如下：对于准则Ｃｊ，
如Ｐｉ 与Ｐｊ 优劣相等，则ｂｉｊ ＝１；
如Ｐｉ 稍优于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝３；
如Ｐｉ 优于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝５；
如Ｐｉ 甚优于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝７；

如Ｐｉ 极优于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝９。
同样，如Ｐｉ 劣于Ｐｊ，则有：

如Ｐｉ 稍劣于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝ １
３

；

如Ｐｉ 劣于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝ １
５

；
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如Ｐｉ 甚劣于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝ １
７

；

如Ｐｉ 极劣于Ｐｊ，则ｂｉｊ ＝ １
９

。

这里引用了１－９标度的方法，如两方案相比较，为上述数学判断折中值时，可采用２、４、

６、８等数字。
对判断矩阵Ｂ，显然有：

ｂｉｊ ＝１，当ｉ＝ｊ时；

ｂｉｊ ＝ １
ｂｊｉ

ｉ＝１，２，…，ｎ

ｊ＝１，２，…，

烄

烆

烌

烎ｎ

故ｎ阶判断矩阵，只要求出ｎ（ｎ－１）
２

个元素就可以了。ｂｉｊ 是根据资料、专家意见和分析

人员的经验反复研究而确定的。
以 上对每一准则Ｃｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）列出了Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 的判断矩阵。同样对目标（Ａ）

来说，在ｍ 个准则中其重要程度如何，也要通过两两比较，以求得判断矩阵。

２．计算判断矩阵的最大特征根及其对应的特征向量

计算判断矩阵的最大特征根及其对应的特征向量，其方法通常有三种：
（１）方根法

① 计算判断矩阵每一行元素的乘积 Ｍｉ：

Ｍｉ ＝ ∏
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２ ２）

② 计算 珨Ｗｉ 的ｎ 次方根

珨Ｗｉ ＝
ｎ
Ｍ槡 ｉ （２ ３）

③ 将向量Ｗ ＝ （珨Ｗ１，珨Ｗ２，…，珨Ｗｎ）Ｔ 正规化

Ｗｉ ＝
珨Ｗｉ

∑
ｎ

ｊ＝１

珨Ｗｊ

（２ ４）

则Ｗ ＝ （Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ）Ｔ 即为所求的特征向量。

④ 计算判断矩阵最大特征根λｍａｘ

λｍａｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ＢＷｉ）
ｎＷｉ

（２ ５）

其中ＢＷｉ 表示向量ＢＷ 的第ｉ个分量。
（２）正规化求和法

① 将判断矩阵每一列正规化

珔ｂｉｊ ＝ ｂｉｊ

∑
ｎ

ｋ＝１
ｂｋｊ

（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （２ ６）
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正规化后，每列各元素之和为１。

② 各列正规化后的判断矩阵按行相加

珨Ｗｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

珔ｂｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２ ７）

③ 对向量 珨Ｗ ＝ （珨Ｗ１，珨Ｗ２，…，珨Ｗｎ）Ｔ 按式（２ ４）正规化

则得新向量Ｗ ＝ （Ｗ１，Ｗ２，…，Ｗｎ）Ｔ 即为所求的特征向量。

④ 计算判断矩阵最大特征根λｍａｘ 同式（２ ５）
（３）求和法

① 将判断矩阵的每一列相加

∑
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ ＝Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

② 对向量Ｖ ＝ （Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｎ）Ｔ 正规化

Ｗｉ ＝ Ｖｉ

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｖｉ

（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２ ８）

③ 按式（２ ５）计算矩阵最大特征根λｍａｘ。
（四）层次单排序和判断矩阵一致性检验

由计算得到的Ｗ 向量即为同一层次相应因素对与上一层次某一因素相对重要性的权

值，这一过程称为层次单排序。
应用层次分析法应保证判断矩阵有完全一致性，所谓一致性，即判断矩阵Ｂ 应满足：

ｂｉｊ·ｂｊｋ ＝ｂｉｋ（ｉ，ｊ，ｋ＝１，２，…，ｎ） （２ ９）
由矩阵论知识，可知在满足上述完全一致的条件下，矩阵具有唯一非零的最大特征根

λｍａｘ ＝ｎ，除λｍａｘ 外，其余特征根皆为零。
当判断矩阵具有完全一致性时，它的最大特征根稍大于矩阵阶数ｎ，且其余特征根接近

于零。因此，引入判断矩阵的最大特征根以外的其余特征根的负平均数，作为度量判断矩阵

偏离一致性指标，即

ＣＩ＝λｍａｘ－ｎ
ｎ－１

（２ １０）

为了度量不同阶判断矩阵是否具有完全一致性，这里引入判断矩阵的平均随机一致性

指标ＲＩ 值，对１－９阶判断矩阵，ＲＩ 值见表２ １。

表２ １　１－９阶判断矩阵的ＲＩ 值

ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

ＲＩ ０．００ ０．００ ０．５８ ０．９０ １．１２ １．２４ １．３２ １．４１ １．４５

判断矩阵的一致性指标ＣＩ 与同阶平均随机一致性指标ＲＩ 之比称为随机一致性比率，
记为：

ＣＲ ＝ＣＩ
ＲＩ

（２ １１）
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当ＣＲ ＜０．１０时，即认为判断矩阵具有完全的一致性，否则就需要调整判断矩阵，使其

满足条件ＣＲ ＜０．１０。
（五）层次总排序和一致性检验

１．层次总排序

层次总排序利用层次单排序的计算结果，综合出对更上一层次的优劣顺序。仍以图２ ３
为例说明，若已分别得到Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 对Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 的顺序和Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 对Ａ 的顺

序，则Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 对Ａ 的顺序可用表２ ２说明。

表２ ２　Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 对Ａ 的顺序

　　　 层次Ｃ
层次Ｐ　　　

Ｃ１ Ｃ２ … Ｃｍ

ａ１ ａ２ … ａｍ

总排序权值

Ｐ１ Ｗ１１ Ｗ１２ … Ｗ１ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ａｊＷ１ｊ

Ｐ２ Ｗ２１ Ｗ２２ … Ｗ２ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ａｊＷ２ｊ

    

Ｐｎ Ｗｎ１ Ｗｎ２ … Ｗｎｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ａｊＷｎｊ

表２ ２中，层次Ｃ对层次Ａ 已完成单排序，其单排序权值分别为ａ１，ａ２，…，ａｍ；层次Ｐ对

层次Ｃ 各元素Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 的单排序权值分别为 Ｗ１１，Ｗ２１，…，Ｗｎ１；Ｗ１２，Ｗ２２，…，Ｗｎ２；…；

Ｗ１ｍ，Ｗ２ｍ，…，Ｗｎｍ。总排序的权值为表２ ２右列公式列出。

２．层次总排序的一致性检验

这一过程也是从高到低逐层进行的。如Ｐ层次某些因素对于Ｃｊ 单排序的一致性指标为

Ｃｉｊ，相应的平均随机一致性指标为Ｒｉｊ，则Ｐ 层总排序随即一致性比率为：

ＣＲ ＝
∑
ｍ

ｊ＝１
ａｊＣｉｊ

∑
ｍ

ｊ＝１
ａｊＲｉｊ

（２ １２）

如果ＣＲ ＜０．１０，则认为层次总排序结果具有满意的一致性，否则需要重新调整判断矩

阵的元素使取值达到ＣＲ ＜０．１０。

三、环境问题的费用 — 效益分析［２］

（一）基本原理

费用 — 效益分析（ＣｏｓｔＢｅｎｅｆｉｔＡｎａｌｙｓｉｓ）是环境经济学应用的一种基本方法。

１９５８年费用 — 效益分析首先应用于污染控制方面。近十几年来，在环境问题上得到广

泛应用，但由于环境问题复杂多变，总的来说对环境影响的经济评价至今还不十分完善。
目前费用 — 效益分析在环境经济领域中尚不能做到完全的最优化分析。它在进行经济

评价和方案选定时能向决策者提供许多有参考价值的信息。另外费用 — 效益分析在环境经

济管理与规划中也起着重要作用，但它对环境污染造成的经济损失、社会危害分析还较少。
环境的污染究竟能引起多大的经济损失要定量化表示出来，并纳入经济指标中，才能把环境
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效益和经济效益真正统一起来，为制定国民经济发展目标和环境目标提供科学依据。
在环境经济学的范畴内，污染被看作一种单纯的外部影响。从理论上讲，最好的解决方

法是按市场价格把它内部化，从而使环境质量成为一种商品，以恢复价格机制的作用。费用

— 效益分析法的基本原则是效益必须大于费用。现以图２ ３说明其应用原理。

最佳污染点 xO

边际效益

边际费用

︵
费
用
或
效
益
︶

金额 y

图２ ３　 费用 — 效益分析原理图

图２ ３中，ｙ轴表示每降低一个单位污染的

社会边际费用和社会边际效益；ｘ 轴代表污染治

理的程度，越 往 右 代 表 污 染 治 理 程 度 越 高。图 中

的边际效益线从左往右向下倾斜，这说明当环境

处于严重污染时，人们愿意为消除一个单价的污

染而付出较高的费用。也即此时社会边际效益很

高。但当污染有所减轻，对健康基本无影响时，人

们就不再愿意继续为减少污染而支付费用。也即

此时的社 会 边 际 效 益 下 降 了。与 此 相 反，边 际 费

用曲线从左往右向上倾斜，它说明当污染严重开

始治理时，社会为减少一个单位的污染所支付的费用较小，而随着污染的逐步治理，每减少

一个单位的污染，所支付的社会边际费用会日益增大。因此从经济学的观点看，最佳环境政

策并不是不惜一切代价地彻底消除污染。图２ ３中的边际费用曲线和边际效益曲线的交叉

点，正好是社会边际费用等于社会边际效益，此时对社会最有利，进一步消除污染的做法只

会给社会带来不利。从经济可行性的观点出发，某种程度的污染可能需要忍受。但究竟什么

样的污染水平可以忍受，即所谓达到最佳污染水平，则取决于污染的危害程度，以及所需费

用的可行性范围及其优选区间，这正是费用 — 效益分析方法所要解决的问题。
费用 — 效益分析法与最优化问题有联系，但又不同于最优化，一般它仅比较两种或有

限几种的经济方案，得出何者为“最优”的结论，而其“结论”本身并不一定是最优的，所以我

们将它称之为“准优法”。这一特点决定了该法并不能代替决策。另外，费用 — 效益分析与投

入 — 产出、最优化分析不同，一般不需要建立模型，而是着重于费用和效益两方面的计算和

多方案比较。在进行分析时，通常也不需要考虑谁承担费用，谁获得效益，即社会福利的再分

配问题。
（二）费用 — 效益分析在环保中的应用

费用 — 效益分析在实际应用中，一般包括下列七个步骤：

１．确定分析系统所要达到的目标

经济分析的基本目标应该是对系统所选定的方案能取得最大的净效益，由于环境影响

的经济评价涉及生态和社会的环境目标、环境质量标准、技术和经济可行性等诸多因素，在

确定分析目标时应结合当地社会、经济、技术等方面的因素进行综合研究。

２．确定为达到上述目标，在发展规划或建设项目中可能实施的各种备选方案，特别地，
这些方案在当时当地一般条件下应该是可行的。

３．尽可能定量地将各方案对环境影响包括社会环境等的全部影响进行分析。在分析时

除了考虑直接影响外，还应考虑间接的、二次的影响。

４．估计各备选方案的环保费用与效益，尽量用货币形式来表示，对于一时难以货币值估

计的，也要作出定性描述，并对效益与损失出现的概率进行恰当的分析，提出预防措施及其
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概略费用。

５．计算出各备选方案的净效益

在分配投资额已确定的条件下，应使方案的总费用控制在预算投资范围内，并争取净效

益最大。

６．对于不能用币值表示的影响因素，则可以采取半定量的排序或定性及权重排列等方

法，进行综合比较并指明其先后序列。

７．将以上估算与分析评价的结果及建议意见提供给领导部门参考，作为决策时的科学

依据。
（三）环境问题的费用与效益估算

环境问题中，费用 — 效益分析的费用就是指环保费用。环保费用一般都能获得以货币表

示的估值，对具体的环保建设工程或规划项目来讲，其费用或投资包括基建费用和运转费用。
一般说来环境效益是指社会采取环保措施后，环保费用以外的其他环境损失的减少，因

此其币值的估计事实上就是对其环境损失的币值估计。下面介绍四种估算环境效益的方法。

１．生产率法

这种方法把环境质量看成一个生产要素。环境质量的变化导致生产率和生产成本的变

化，从而又导致价格和生产水平的变化并由此估定其币值。

２．机会成本法

很多不同的估算环保效益的方法都可以归属于机会成本法。特别在不能直接估算出环

境效益时，此法更为有用，比较简便易行。

３．调查评定法

在缺乏市场价格数据时，可利用调查的方法，求得环境效益的币值。在国外，已用此法来

估算环境资源的经济价值。此法大致可分为两种，即群众调查和专家咨询。

４．赔偿法

环境损害的赔偿有时可由法院判决来确定。这种判决的结果影响因素很多，看来不易获

得环境损失的实质性社会经济价值，即使接近于理想也往往说不清其取得的道理，或者它所

代表的是什么。此外在应用生产数字和产品市价计算时，采用的市价是否合理也是一个问

题。因此，虽然此法有时可能反映了人们遭受的环境经济损失，但是依据的客观性和科学性

较差，因而估定的效果不好。

第三节 　 最优化方法的理论基础［１］［２］［６］

优化技术是从所有可能的方案中选择最佳方案，以达到最优目标的科学。这种技术是近

二三十年来随着电子计算机的普通应用而发展起来的，推广运用这门技术将会取得显著的

经济效果。
本节仅扼要介绍线性规划、非线性规划、动态规划等有关内容。

一、线性规划

（一）线性规划概述

线性规划（ＬｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）是运筹学的一个重要分支。它所研究的问题主要有两
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个方面：一是确定一项任务，如何统筹安排，以尽量做到用最少的资源来完成它；二是如何利

用一定量的人力、物力和资金等资源来完成最多的任务。线性规划的模型可以叙述为：在满

足一组线性约束和变量为非负的限制条件下，求多变量线性函数的最优值（求最大值和最小

值）。
例如，某工厂单位时间内生产ｘ个产品，每个产品的售价１０元，生产成本是每个２．７元。

在生产每个产品同时，产生三个单位的污水。废水必须排走，废水的一部分ｙ 可以直接排入

一条河里，其余的可以经过附近一个处理效率为８５％ 的处理厂处理后再排入河里（图２
４）。若该处理厂的最大处理能力为每个时间单位处理９个污水单位；处理成本是每单位污水

０．５０元，而环保部门对排入河流的废水单位收费１．７６元，同时根据环境标准还进一步要求

该厂单位时间内最多排入河流２．２５个单位污水。为了得到最大的净收益，工厂应如何选择

生产与排污方式呢？

河流

处理后排入
(1-0.85)(3x-y)不处理排入 y

污水
处理厂工厂

处理费用 0.5(3x-y)产品收入 10x
产品成本 2.7x

3x-y3x

图２ ４　 污水排放示意图

按题意，设工厂单位时间内净收入费用为ｆ，建立目标函数如下：

ｆ＝１０ｘ－２．７ｘ－０．５（３ｘ－ｙ）－１．７６［ｙ＋（１－０．８５）（３ｘ－ｙ）］＝５ｘ－ｙ（为方便起

见，小数点后四舍五入）
必须使这个函数在下述条件下取最大值：
处理厂能力限制：

３ｘ－ｙ≤９
排入河流的污水量限制：

ｙ＋（１－０．８５）（３ｘ－ｙ）≤２．２５
即 ９ｘ＋１７ｙ≤４５
进入处理厂的流量不应为负，因此有：

３ｘ－ｙ≥０或写为ｙ－３ｘ≤０
ｘ≥０，ｙ≥０
综上所述，这个环保问题可归结为：
满足约束条件

３ｘ－ｙ≤９
９ｘ＋１７ｙ≤４５

ｙ－３ｘ≤０
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ｘ，ｙ≥０
使得

ｆ＝５ｘ－ｙ最大。
从上例可以看出：它属于线性规划问题。本质上，它是一类特殊的条件极值问题，且具有

以下特征：

１．每一个问题都由一组未知数（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）表示某一方案，这组未知数的一组定值

就代表一个具体方案，通常要求这些未知数取值为非负；

２．存在一定的限制条件（即约束条件），这些限制条件都可以用一组线性等式或线性不

等式来表达；

３．都有一个目标要求，并且这个目标可表示为上述这组未知数的线性函数。按所研究的

问题不同，要求目标函数实现最大化或者最小化。
由此可知，线性规划数学模型的一般形式是：
目标函数：

ｍａｘ（ｍｉｎ）ｆ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋…＋ｃｎｘｎ （２ １３）

约束条件：

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ≤ （＝、≥）ｂ１

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ≤ （＝、≥）ｂ２

…

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ ≤ （＝、≥）ｂｍ

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ≥０

（２ １４）

上述数学模型也可写为：
在约束为：

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ（＝、≥ｂｉ）ｉ＝１，２，…，ｍ）

ｘｊ ≥０，（ｊ＝１，２，…，ｎ）
（２ １５）

在这些条件下，求目标函数

ｍａｘ（ｍｉｎ）ｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ （２ １６）

上述给出的线性规划问题数学模型，常有各种具体不同的表达形式，为了以后讨论问题

的方便，我们规定以下形式的数学模型为线性规划问题的标准型：

ｍａｘｆ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋…＋ｃｎｘｎ
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ｓ．ｔ．

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２

…

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ ＝ｂｍ

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ≥

烅

烄

烆 ０

（２ １７）

这里要求ｂｉ ≥０（ｉ＝１，２，…，ｍ），并且一般ｍ ＜ｎ。
也可写为：

ｍａｘｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ （２ １８）

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｊ ≥０，ｊ＝１，２，…，ｎ

（２ １９）

经常地，为了书写表达和说明问题的需要，线性规划的数学模型还采用如下的矩阵表达

形式：

ｍａｘｆ＝ＣＸ

ＡＸ ＝Ｂ

Ｘ ≥
烅
烄

烆 ０
（２ ２０）

其中：

Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ

Ｃ＝ （ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）

Ｂ＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ）Ｔ

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

对任意给出的非标准形式的线性规划问题，总可以经过如下步骤化为标准线性规划问题。

１．若为极小化问题 ｍｉｎｆ，只需将目标函数乘以 －１，则转化为 ｍａｘ（ｆ′＝ －ｆ），即可求

得原问题的最优解，再对所求得的目标函数值反号，ｍｉｎｆ＝ －ｍａｘｆ′，这样即为原问题的最

小目标函数值；

２．当某些ｂｉ 不满足ｂｉ ≥０的要求时，可对相应的约束条件两端同乘以 －１来得到；

３．约束条件若是不等式，这可有两种情况：当为“≤”形式的不等式时，可在“≤”号左端

加入新的非负变量（称为松弛变量）；当为“≥”形式的不等式时，则可在“≥”号左端减去非

负变量（称为剩余变量），经此处理，即可将不等式约束变为等式约束。需要指出的是：要使新
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添加的变量不影响原目标函数，只要在目标函数中对新增加的变量系数取零就可以了。

４．若线性规划问题存在着无非负要求的变量ｘｋ，为适应标准线性规划模型对变量的非

负要求，可令ｘｋ ＝ｘｋ′－ｘｋ″，其中ｘｋ′、ｘｋ″≥０，将此代入原问题即可。
在讨论线性规划问题的求解前，以式（２ １８）和（２ １９）为例了解一下线性规划解的概念。
可行解 　 满足约束条件（２ １９）的解Ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，称为线性规划问题的可行

解，而使目标函数达到最大值的可行解叫最优解。
基 　 设Ａ 是约束方程组的ｍ×ｎ维系数矩阵，其秩为ｍ。Ｂ 是矩阵Ａ 中ｍ×ｍ 阶非奇

异子矩阵（｜Ｂ｜≠０），则称Ｂ 是线性规划问题的一个基。也就是说，矩阵Ｂ 是由ｍ 个线性独

立的列向量组成。
基可行解 　 满足非负条件ｘｊ ≥０，（ｊ＝１，２，…，ｎ）的基解，称为基可行解，其非零分量

的数目不大于ｍ，并且都是非负的。
对应于基可行解的基，称为可行解。基解中的非零分量的个数小于 ｍ 个时，这基解是退

化解，以下讨论中假设不出现退化情况。
（二）线性规划问题的图解法

下面介绍上例线性规划问题的图解法，并以此考察线性规划问题求解中的特点。

x
AO

B(3.3,0.9)

3x-y=9

f=15.6

f=10

C

3x-y=0

f=0

y

图２ ５　 线性规划问题图解法

在以ｘ、ｙ为坐标轴的直角坐标系中，非负条件ｘ≥０
就 代表ｙ轴和它的右侧的半平面；而非负条件ｙ≥０就代

表ｘ轴和它以上的半平面。这两个条件同时存在就指第

一象限。同样道理，例中的每一个约束条件都代表一个半

平面。如约束条件３ｘ－ｙ≥９是代表以直线３ｘ－ｙ＝９边

界的左边的半平面。例中的所有约束条件为半平面的交

汇区域是 ＯＡＢＣ，见图２ ５的阴影部分。
区域 ＯＡＢＣ（阴影 部 分）中 的 每 一 点（包 括 边 界 点）

都是这个线 性 规 划 问 题 的 一 个 解（可 行 解），因 此 区 域

ＯＡＢＣ是该线性规划问题的解的集合（可行域）。
现在我们再来分析目标函数ｆ＝５ｘ－ｙ。在坐标平

面ｘ－ｙ上，它表示以ｆ为参数的一族平行线，位于同一直线上的点，具有相同的目标函数

值，因而也称它为“等值线”。当ｘ值由小变大时，直线ｆ＝５ｘ－ｙ沿其法线方向向右移动，当

移动到右下角Ｂ 点时，ｆ的取值最大，这就得到最优解，Ｂ 的坐标为（３．３，０．９），于是由计算

得ｆ＝１５．６。即该工厂在单位时间内生产３．３件产品，而未经处理直接排入河流的污水是

０．９个单位，输送到污水厂的污水为９个单位时可获得最大净收益１５．６元。
通常线性规划问题的最优解会出现以下几种情况：

１．不可能有解；

２．可有一个有限最优解；

３．可有一个无限最优解（无界解）；

４．可有无穷多个最优解。
但是，若线性规划问题存在有限最优解的话，它一定会在可行域的顶点上取得。虽然图

解法具有直观、简便等优点，但很明显，当变量超过两个后，即在高维情况下它就无能为力

了。因此，在实际中普遍采用的方法是单纯形法。
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（三）单纯形法

单纯形法的基本思路是：根据问题的标准，从可行域中某个基可行解（一个顶点）开始，
转换到另一个基可行解（顶点），并且使目标函数达到最大值，问题得到解决。

下面讨论单纯形法的一般实现步骤，为便于理解计算关系，常采用单纯形表。为说明其

具体的计算步骤，以如下特殊约束条件形式的最优化模型进行考察。

ｍａｘｆ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋…＋ｃｎｘｎ

ｘ１＋…＋ａ１，ｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１

　ｘ２＋…＋ａ２，ｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２

　　……

　　　ｘｍ ＋ａｍ，ｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ａｍｎｘｎ ＝ｂｍ

　　　　ｘｊ ≥０，ｊ＝１，２，…，ｎ

（２ ２１）

将式（２ ２１）与目标函数组成ｎ＋１个变量，ｍ＋１个方程的方程组：

ｘ１＋…＋ａ１，ｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１

　ｘ２＋…＋ａ２，ｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２

　　……

　　　ｘｍ ＋ａｍ，ｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ａｍｎｘｎ ＝ｂｍ

－ｆ＋ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋…＋ｃｍｘｍ ＋ｃｍ＋１ｘｍ＋１＋…＋ｃｎｘｎ ＝０

为了便于迭代计算，可将上述方程组写成增广矩阵

－ｆ ｘ１ ｘ２ … ｘｍ ｘｍ＋１ … ｘｎ ｂ

０ １ ０ … ０ ａ１，ｍ＋１ … ａ１ｎ ｂ１

０ ０ １ … ０ ａ２，ｍ＋１ … ａ２ｎ ｂ２



０ ０ ０ … １ ａｍ，ｍ＋１ … ａｍｎ ｂｍ

１ ｃ１ ｃ２ … ｃｍ ｃｍ＋１ … ｃｎ

熿

燀

燄

燅０
若将ｆ看作不参与基变换的基变量，它与ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 的系数构成一个基，这时可采用

行初等变换将ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ 变换为零，使其对应的系数矩阵为单位矩阵。得到：

－ｆ ｘ１ ｘ２ … ｘｍ ｘｍ＋１ … ｘｎ ｂ

０ １ ０ … ０ ａ１，ｍ＋１ … ａ１ｎ ｂ１

０ ０ １ … ０ ａ２，ｍ＋１ … ａ２ｎ ｂ２



０ ０ ０ … １ ａｍ，ｍ＋１ … ａｍｎ ｂｍ

１ ０ ０ … ０ ｃｍ＋１－∑
ｍ

ｉ＝１
ｃｉａｉ，ｍ＋１ … ｃｎ－∑

ｍ

ｉ＝１
ｃｉａｉｎ －∑

ｍ

ｉ＝１
ｃｉｂ

熿

燀

燄

燅
ｉ
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在增广矩阵设计计算表（见表２ ３）中填入以下内容：

ＸＢ 列中填入基变量，这里是ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ；

ＣＢ 列中填入基变量的价值系数，这里是ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ；它们是与基变量相对应的。

ｂ列中填入约束方程组右端的常数；

ｃｊ 行中填入基变量的价值系数ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ；

θｉ 列中的数字是在确定换入变量后，按θ规则计算后填入；
最后一行称为检验数行，对应各非基变量ｘｊ 的检验数是

ｃｊ－∑
ｍ

ｉ＝１
ｃｉａｉｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ

表２ ３称为初始单纯形表，每迭代一步构造一个新单纯形表。

表２ ３　 增广矩阵设计计算表

ｃｊ → ｃ１ … ｃｍ ｃｍ＋１ … ｃｎ

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ … ｘｍ ｘｍ＋１ … ｘｎ
θｉ

ｃ１ ｘ１ ｂ１ １ … ０ ａ１，ｍ＋１ … ａ１ｎ θ１

ｃ２ ｘ２ ｂ２ ０ … ０ ａ２，ｍ＋１ … ａ２ｎ θ２

    …   …  

ｃｍ ｘｍ ｂｍ ０ … １ ａｍ，ｍ＋１ … ａｍｎ θｍ

－ｆ －∑
ｍ

ｉ＝１
ｃｉｂｉ ０ … ０ ｃｍ＋１－∑

ｍ

ｉ＝１
ｃｉａｉ，ｍ＋１ … ｃｎ－∑

ｍ

ｉ＝１
ｃｉａｉｎ

计算步骤为：

１．找出初始可行基，确定初始基可行解，建立初始单纯形表。

２．检验各非基变量ｘｊ 的检验数σｊ ＝ｃｊ－∑
ｍ

ｉ＝１
ｃｉａｉｊ，若σｊ ≤０，ｊ＝ｍ＋１，…，ｎ；则已得到

最优解，可停止计算，否则转入下一步。

３．在σｊ ＞０，ｊ＝ｍ＋１，…，ｎ中，若有某个σｋ 对应ｘｋ 的系数列向量Ｐｋ ≤０，则此问题无

解，可停止计算，否则，转入下一步。

４．根据 ｍａｘ（σｊ ＞０）＝σｋ，确定ｘｋ 为换入变量，按θ规则计算

θ＝ ｍｉｎ ｂｉ

ａ（ｉｋ
ａｉｋ ＞ ）０ ＝ｂｌ

ａｌｋ

可确定ｘｌ 为换出变量，转入下一步。

５．以ａｌｋ 为主元素进行迭代（即用高斯消去法或称为旋转变量），把ｘｋ 所对应的列向量

Ｐｋ ＝

ａ１ｋ

ａ２ｋ



ａｌｋ



ａ

烄

烆

烌

烎ｍｋ

→
变换为

０
０


１


烄

烆

烌

烎０
将 ＸＢ 列中的ｘｌ 换为ｘｋ，得到新的单纯形表。重复 ②－⑤，直到终止。
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对于单纯形法的详细讲解可以参考文献［６］。
（四）线性规划的对偶问题

所谓“对偶”就是等价的意思。对于任一线性规划问题都有一个与之密切相关的另一个

线性规划问题，称为它的对偶问题（ＤｕａｌｉｔｙＰｒｏｂｌｅｍ）。如果称最初给出的问题为原问题，则

与其对应的线性规划问题就称为原问题的对偶问题。若给定原问题：

ｍａｘｆ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋…＋ｃｎｘｎ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

…

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

≤

ｂ１

ｂ２



ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ≥

烅

烄

烆 ０

（２ ２２）

则其对偶问题的表达形式是

ｍｉｎｗ ＝ｙ１ｂ１＋ｙ２ｂ２＋…＋ｙｍｂｍ

（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

…

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

≥ （ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）

ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ ≥

烅

烄

烆 ０

（２ ２３）

这里ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ 为对偶线性规划的变量，称为对偶变量。
以上就是线性规划原问题与对偶问题的标准形式，它们之间的转换关系可用表２ ４表

示。

表２ ４

　　　　ｘｊ

ｙｉ　　　　
ｘ１ ｘ２ … ｘｎ 原关系 ｍｉｎｗ

ｙｉ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ≤ ｂ１

ｙ２ ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ≤ ｂ２

 …  

ｙｍ ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ ≤ ｂｍ

对偶关系 ≥ ≥ … ≥

ｍａｘｆ ｃ１ ｃ２ … ｃｎ

ｍａｘｆ＝ ｍｉｎｗ

一般线性规划问题中，常会遇到非标准形式的情况。如原问题的约束条件中包含有等式

约束条件，则可将每一个等式约束条件分解为两个不等式约束条件，然后按标准形式求其对

偶问题的表达形式。
假设如下约束条件是等式线性规划问题：

·７７·第二章　水环境系统最优化方法的理论基础



ｍａｘｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ

ｘｊ ≥０，ｊ＝１，２，，…，ｎ

（１）先将等式约束条件分解为两个不等式的约束条件，这时上述规划问题可表示为：

ｍａｘｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ， （ａ）

－（∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ）≤－ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ， （ｂ）

ｘｊ ≥０，ｊ＝１，２，…，ｎ

令 　ｙｉ′为对应不等式组（ａ）的对偶变量（ｉ＝１，２，…，ｍ）

ｙｉ″为对应不等式组（ｂ）的对偶变量（ｉ＝１，２，…，ｍ）
（２）由标准形式的变换关系即可写出原问题的对偶问题：

ｍａｘｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｙｉ′＋∑

ｍ

ｉ＝１

（－ｂｉ）ｙｉ″

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｙｉ′＋∑

ｍ

ｉ＝１

（－ａｉｊ）ｙｉ″≥ｃｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ

ｙｉ′，ｙｉ″≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ

整理上述各式有：

ｍａｘｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉ（ｙｉ′－ｙｉ″）

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊ（ｙｉ′－ｙｉ″）≥ｃｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ

ｙｉ′，ｙｉ″≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ

（２ ２４）

再令ｙｉ ＝ｙｉ′－ｙｉ″，将ｙｉ 代入各式中，则对偶规划问题可进一步简化为：

ｍａｘｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｙｉ

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｙｉ ≥ｃｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ

（２ ２５）

在上面的简化过程中，因为ｙｉ′，ｙｉ″≥０，可知ｙｉ 不受正、负约束。因此，带等式约束条件
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的原问题，其对偶问题中相应等式约束条件的对偶变量无正、负要求。反之，如在线性规划的

原问题中，若变量取值范围不受正、负约束限制的话，则其在对偶问题中对应于该变量的约

束条件应取等式。
对于线性规划的原、对偶问题，下面给出它们的一些基本性质。

１．对偶问题的对偶是原问题；

２．若 Ｘ 是原问题的可行解，Ｙ 是对偶问题的可行解，则有ｃＸ ≤Ｙｂ；

３．设Ｘ 是原问题的可行解，Ｙ 是对偶问题的可行解，当ｃＸ ＝Ｙｂ时，则Ｘ、Ｙ 分

别为线性规划原、对偶问题的最优解；

４．若原问题有最优解，则对偶问题也存在最优解，且二者目标函数值相等；

５．若 Ｘ、Ｙ 分别是原问题和对偶问题的可行解，则ＸｓＹ ＝０，ＸＹｓ ＝０的充分条件

是 Ｘ、Ｙ 分别为原、对偶问题的最优解，其中 Ｘｓ、Ｙｓ 为原、对偶问题的松弛、剩余变量。

二、整数规划

在前面讨论的线性规划模型中，一般地，其最优解可能是分数或小数，也可能是整数。但

在实际问题中，常要求解必须是整数，例如所求解是机器的台数、完成工作的人数或装货的

车数等，这时如采用非整数解就不合理了。为满足决策变量取整数解，初看起来，似乎只要对

非整数解采取“舍入取整”的办法就能解决问题，但这样往往是不恰当的，因为化整后不一

定是可行解；或者即使是可行解，也不一定是最优解。因此，对所求最优化整数解的问题，有

必要 另 行 研 究， 我 们 称 这 种 求 取 最 优 整 数 解 的 规 划 问 题 为 整 数 规 划 （Ｉｎｔｅｇｅｒ
Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ），简称ＩＰ。

整数规划中如果所有 的 变 数 都 限 制 为（非 负）整 数，就 称 为 纯 整 数 规 划（ＰｕｒｅＩｎｔｅｇｅｒ
Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）或全整数规划（ＡｌｌＩｎｔｅｇｅｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）；如果仅一部分变数限制为整数，
则称为混合整数规划（ＭｉｘｅｄＩｎｔｅｇｅｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）。当变数取值仅限于０或１时，就称为

０－１规划。
对于整数规划的解法有很多种，这里进行简要介绍。
（一）分枝定界解法

在求解整数规划时，采取穷举变量所有可能整数组合的方式是不可取的。现有解决问题

的思路一般都是通过检 查 可 行 整 数 组 合 中 的 一 部 分 以 确 定 出 最 优 的 整 数 解，分 枝 定 界 法

（ＢｒａｎｃｈａｎｄＢｏｕｎｄＭｅｔｈｏｄ）就是这种方法中一种。
分枝定界法是２０世纪６０年代由ＬａｎｄＤｏｉｇ和 Ｄａｋｉｎ等人提出的，它十分灵活且便于计

算机求解，已成为整数规划的重要方法。设有最大化的整数规划问题 Ａ，与它相应的线性规

划问题Ｂ，从解问题Ｂ 开始，若其最优解不符合Ａ 的整数条件，则Ｂ 的最优目标函数必是Ａ
的最优目标函数ｆ 的上界，记为珚ｆ；而Ａ 的任意可行解的目标函数值将是ｆ 的一个下界

ｆ。分枝定界法就是将Ｂ的可行域分成子区域（称为分枝）的方法，逐步减小珚ｆ和增大ｆ，最终

达到ｆ。现以下例进行说明。
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ｍａｘｆ＝４０ｘ１＋９０ｘ２

９ｘ１＋７ｘ２ ≤５６， （ａ）

７ｘ１＋２０ｘ２ ≥７０， （ｂ）

ｘ１，ｘ２ ≥０， （ｃ）

ｘ１，ｘ２ 为整数， （ｄ

烅

烄

烆 ）

先不考虑条件（ｄ），得到最优解

ｘ１ ＝４．８１，ｘ２ ＝１．８２，ｆ０ ＝３５６，即为图２ ６中的Ｂ点，可见它不符合整数条件（ｄ）。这

时是问题Ａ 的最优目标函数ｆ 的上界，记作珚ｆ，而ｘ１ ＝０，ｘ２ ＝０时，显然是问题Ａ 的一个

整数可行解，这时ｆ＝０，是一个下界，记作ｆ＝０，即０≤ｆ ≤３５６。

x1
109876543210

1

2

3

4

5

6

7

8
x2

7x1+20x2=70
B

f=40x1+90x2

9x1+7x2=56

R1

图２ ６　 图解示意图

分枝定界 法 的 解 法，首 先 注 意 其 中 一 个 非 整 数 变 量 的 解，如 ｘ１，在 问 题 Ｂ 的 解 中

ｘ１ ＝４．８１，于是对原问题的最优整数解应满足：

R2

R3

6543210

1

2

3

4

5

问题 B2问题 B1

x2

x1

图２ ７　 分解示意图

ｘ１ ≤４，或ｘ１ ≥５
可将原问题分解为两个子问题Ｂ１ 和Ｂ２（即两枝），给

每枝增加一个约束条件，如图２ ７所示。这并不影响问题

Ａ 的可行域，不考虑整数条件解问题Ｂ１ 和Ｂ２，称此为第

一次迭代，得到最优解为：

问题Ｂ１ 问题Ｂ２

ｆ１ ＝３４９ ｆ２ ＝３４１
ｘ１ ＝４．００ ｘ１ ＝５．００
ｘ２ ＝２．１０ ｘ２ ＝１．５７

显然没有得到全部变量是整数的解。因为ｆ１ ＞ｆ２，
故将珚ｆ 改为３４９，则必存在最优整数解，得到ｆ，并且

０≤ｆ ≤３４９
继续对问题Ｂ１ 和Ｂ２ 进行分解，因ｆ１ ＞ｆ２，故先分解Ｂ１ 为两枝。增加条件ｘ２ ≤２者，

称为问题Ｂ３；增加条件ｘ２ ≥３者，称为问题Ｂ４。故在图２ ７中再舍去２＜ｘ２ ＜３之间的可

行域，再进行第二次迭代，解题过程的结果列在图２ ８中。可见问题Ｂ３ 的解已都是整数，它
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的目标函数值ｆ３ ＝３４０，可取为ｆ，而它大于ｆ４ ＝３２７。所以再分解Ｂ４ 已无必要。而问题Ｂ２

的解ｆ２ ＝３４１，所以ｆ 可能在３４０≤ｆ ≤３４１之间有整数解，于是对Ｂ２ 分解，得问题Ｂ５，

即非整数解，且ｆ５ ＝３０８＜ｆ３，问题Ｂ５ 无可行解。于是可以断定

ｆ３ ＝ｆ＝ｆ ＝３４０
问题Ｂ３ 的解ｘ１ ＝４．００，ｘ２ ＝２．００为整数规划的最优整数解。

从以上解题过程可得用分枝定界法求解整数规划（最大化）问题的步骤为：
开始将要求解的整数规划问题称为问题Ａ，将与它相应的线性规划问题称为问题Ｂ。

１．解问题Ｂ，可能得到以下情况之一：
（１）Ｂ 没有可行解，这时Ａ 也没有可行解，则停止。
（２）Ｂ 有最优解，并符合问题Ａ 的整数条件，Ｂ 的最优解即为Ａ 的最优解，则停止。
（３）Ｂ 有最优解，但不符合Ａ 的整数条件，记它的目标函数值为珚ｆ。

×

x1=5.44
x2=1.00
f5=308

问题 B5

无可行解

问题 B6

x1=1.42
x2=3.00
f4=327

问题 B4

x1=4.00
x2=2.00
f3=340

问题 B3

x1=5.00
x2=1.57
f2=341

问题 B2

x1=4.00
x2=2.10
f1=349

问题 B1

x1=4.81
x2=1.82
f0=356

问题 B

x2≥2x2≤1x2≥3x2≤2 f=340,%%f=341-
-

x1≤5x1≤4

f=0,%%f=349-

f=0,%%f=356-

f=340=f *

-
×× ×

图２ ８　 分枝定界法分解图

２．用观察法找问题Ａ 的一个整数可行解，一般可取ｘｊ ＝０，ｊ＝１，…，ｎ试探，求得其目

标函数值，并记作ｆ，以ｆ 表示问题Ａ 的最优目标函数值，此时有

ｆ≤ｆ ≤珚ｆ
进行迭代。

第一步：分枝，在Ｂ的最优解中任选一个不符合整数条件的变量ｘｊ，其值为ｂｊ，以［ｂｊ］表

示小于ｂｊ 的最大整数，构造两个约束条件

ｘｊ ≤ ［ｂｊ］　（ａ）和ｘｊ ≥ ［ｂｊ］＋１ （ｂ）

将这两个约束条件分别加入问题Ｂ，求两个后继规划问题Ｂ１ 和Ｂ２，不考虑整数条件求

解这两个后继规划问题。
定界，以每个后继问题为一分枝表明求解的结果，从其他问题的解的结果中，找出最优

目标函数值最大者作为新的上界珚ｆ。从已符合整数条件的各分枝中，找出目标函数值最大者

作为新的下界ｆ，若无作用则ｆ＝ｆ
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第二步：比较与剪枝，各分枝的最优目标函数中若有小于ｆ 者，则剪掉这枝（用打 × 表

示），即以后不再考虑了。若大于ｆ，且不符合整数条件则重复第一步骤，一直到最后得到ｆ

＝ｆ为止，得到最优整数解ｘ
ｊ ，ｊ＝１，…，ｎ。

用分枝定界法可解纯整数规划问题和混合整数规划问题，比穷举法优越且计算量小。但

变量数很大时，计算工作量也是相当可观的。
（二）割平面法

整数规划的割平面法（ＣｕｔｔｉｎｇＰｌａｎｅＭｅｔｈｏｄ）是从１９５８年开始形成的，它可以用来求

解完全整数规划和混合整数规划的问题。
割平面法（又称切约束平面法）的基本思路是，把整数线性规划的变量中为整数的约束

先略去，得到一个一般的线性规划问题，称之为“关连的线性规划”，然后对此关连线性规划

的可行解所在的约束凸集，通过逐次增加一个约束条件（割平面）以实现逐次割去其非整数

可行解中的某一部分，以最后得到一个所求的全部整数可行解；换言之，对关连线性规划的

最优解，当不符合全整数的要求时，引入一个约束条件（对某一非整数的那一变量），这相当

于将关连线性规划的非整数的那一块角锥体切去。
割平面法基本运算步骤如下：

１．解整数规划时，先忽略整数的约束要求，用单纯形法解线性规划问题；

２．如果最优解是整数值，则该整数规划问题已解完，否则，转向３；

３．引入一个附加约束，即割掉一部分可行域，从而压缩原来的可行解集合，并返回１。
对于混合整数规划问题，只需对那些受整数约束的变量进行整值调整就行了，其他方面

与完全整数规划问题的解法是一样的。
求解整数规划问题的方法常见的还有隐枚举法等，对于这些方法的深入讲解可参看文

献［６］。应该指出：在实际求解整数规划问题时，应根据问题的特点，选择适当的求解方法或

将某些方法结合使用，可能会取得更好的效果。

三、非线性规划

在水环境系统规划、管理中，不少实际问题可以归结或简化为线性规划问题的优化模

型，其目标函数和约束条件都是决策变量的一次函数。而当规划模型的目标函数或约束条件

中，若存在至少有一个决策变量的非线性函数，就称这种规划模型为非线性规划模型。例如

在进行环境的成本 － 效益分析时，若考虑问题的经济性，比如污水处理中规模与效率的经

济效应：即随着污水处理厂的规模增大，处理单位污水所需要的基建费用与运行费用都会相

对下降；而去除单位污染物所需要的费用，却随着污水处理效率的提高而增加。包含这种非

线性关系的优化问题，涉及到非线性规划的方法。
（一）非线性规划及其基本概念

一般，我们可以将非线性规划的数学模型表示为如下形式：

ｍｉｎｆ（Ｘ）

ｇｉ（Ｘ）≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ （２ ２６）

其中：Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ 是ｎ 维欧氏空间Ｅｎ 中的向量（点）；ｆ（Ｘ）称为目标函数，ｇｉ（Ｘ）

≥０为约束条件，一般它们均为决策变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的多元函数。
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在非线性规划中，由于函数的性质复杂，往往很难得到问题的全局最优解，因此了解非

线性规划解的特性就显得十分重要。
设ｆ（Ｘ）为定义在ｎ维欧氏空间Ｅｎ 中某一区域Ｒ 上的ｎ 元实函数，其中Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，

…，ｘｎ）Ｔ 对于Ｘ ∈Ｒ，如果存在ε＞０，使得Ｒ中一切Ｘ ≠Ｘ 当｜Ｘ－Ｘ｜＜ε时有ｆ（Ｘ）

≥ｆ（Ｘ）成立，则称 Ｘ 为函数ｆ（Ｘ）在Ｒ 上的局部极小点，ｆ（Ｘ）为局部极小值。

若当上述定义仅要求严格不等号“＞”成立，则称Ｘ 为函数ｆ（Ｘ）在Ｒ上的严格局部极

小点，ｆ（Ｘ）为严格局部极小值。

如果对Ｒ中一切Ｘ ≠Ｘ，有ｆ（Ｘ）≥ｆ（Ｘ）成立，则称Ｘ 为函数ｆ（Ｘ）在Ｒ上的全

局最小点，ｆ（Ｘ）为全局最小值。类似地，仅当ｆ（Ｘ）＞ｆ（Ｘ）成立，则称Ｘ 为函数ｆ（Ｘ）

在Ｒ 上的严格全局最小点，ｆ（Ｘ）为严格全局最小值。

将上述诸定义中不等式反号，即可有相应极大（最大）点和极大（最大）值定义。下面仅

就极小点和极小值加以说明。
以下说明极值点存在的必要条件和充分条件。
必要条件：设Ｒ 是ｎ 维欧氏空间Ｅｎ 上的某一开集，ｆ（Ｘ）在Ｒ 上有一阶连续偏导数，且

在点 Ｘ ∈Ｒ 取得局部极值，则必有：

ｆ（Ｘ）
ｘ１

＝ｆ（Ｘ）
ｘ２

＝ … ＝ｆ（Ｘ）
ｘｎ

＝０ （２ ２７）

或
Δ

ｆ（Ｘ）＝０ （２ ２８）

其中：

Δ

ｆ（Ｘ）＝ ｆ（Ｘ）
ｘ１

，ｆ（Ｘ）
ｘ２

，…，ｆ（Ｘ）
ｘ（ ）ｎ

Ｔ

为函数ｆ（Ｘ）在点 Ｘ 处的梯度。

充 分条件：设Ｒ是ｎ维欧氏空间Ｅｎ 上的某一开集，ｆ（Ｘ）在Ｒ上有二阶连续偏导数，Ｘ

∈Ｒ，若

Δ

ｆ（Ｘ）＝０，且对任何非零向量Ｚ∈Ｅｎ 有：

ＺＴＨ（Ｘ）Ｚ＞０ （２ ２９）

则称 Ｘ 为函数ｆ（Ｘ）在Ｒ 上的严格局部极小点。此处 Ｈ（Ｘ）为ｆ（Ｘ）在点Ｘ 处的

海森（Ｈｅｓｓｉｏｎ）矩阵。

Ｈ（Ｘ）＝

２ｆ（Ｘ）
ｘ２

１

２ｆ（Ｘ）
ｘ１ｘ２

… ２ｆ（Ｘ）
ｘ１ｘｎ

２ｆ（Ｘ）
ｘ２ｘ１

２ｆ（Ｘ）
ｘ２

２
… ２ｆ（Ｘ）

ｘ２ｘｎ

… …

２ｆ（Ｘ）
ｘｎｘ１

２ｆ（Ｘ）
ｘｎｘ２

… ２ｆ（Ｘ）
ｘ２

熿

燀

燄

燅ｎ

（２ ３０）

函数的最优值与极值是有区别的，前者是就全区域而言，而后者为局部的性质。一般地，
在区域内部，最优点必是极值点，反之结论却并不一定成立。但是，在特定条件下，最优点与
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极值点是相同的，这涉及到凸集、凸函数和凸函数的极值性质的一些基本概念。

凸集：设集合Ｃ∈Ｅｎ，如果Ｃ 中任意两点ｕ１、ｕ２ 的任意凸组合ｕ＝α１ｕ１＋α２ｕ２（α１＋α２

＝１，且０≤αｉ ≤１，ｉ＝１，２）仍在Ｃ 中，则称集合Ｃ 为凸集。

凸函数的定义：设ｆ（Ｘ）是定义在ｎ维欧氏空间Ｅｎ 某凸集Ｒ 上的函数。若对任何实数

α（０＜α＜１）及Ｒ 中任意两点Ｘ１ 和 Ｘ２，恒有：

ｆ（αＸ１＋（１－α）Ｘ２）≤αｆ（Ｘ１）＋（１－α）ｆ（Ｘ２）

则称ｆ（Ｘ）为定义在Ｒ 上的凸函数。

若对任何α（０＜α＜１），当集合Ｒ 中任意两点Ｘ１ ≠Ｘ２，恒有

ｆ（αＸ１＋（１－α）Ｘ２）＜αｆ（Ｘ１）＋（１－α）ｆ（Ｘ２）

则称ｆ（Ｘ）为定义在Ｒ 上的严格凸函数。

对于凸函数有：
若ｆ（Ｘ）为定义在凸集Ｒ 上的凸函数，则其任一极小值就是它在Ｒ 上的最小值。进一

步，如ｆ（Ｘ）为定义在凸集Ｒ 上的严格凸函数，则ｆ（Ｘ）具有唯一的最小值。
（二）非线性规划优化方法

非线性规划优化方法大体可以分为两类。

１．解析法

解析法要求用数学方程的形式来描述一个非线性规划问题。它首先按照函数极值的必

要条件

Δ

ｆ（Ｘ）＝０，用数学方法求出其解析解。然后，按照极值存在的充分条件或问题的实

际意义确定其最优解。这类间接的寻优方法适用于求解目标函数和约束条件具有简单而明

确数学表达形式的非线性规划问题。而对于目标函数较复杂且具有各种形式约束条件的情

况，则难以解析处理，往往需借助于数值法。

２．数值法

又称为直接法或搜寻法，基本上是根据函数在某一局部区域的性质（一阶或二阶导数条

件等）或一些已知的函数值，来确定一有规律的迭代步骤，改善目标函数，逐步搜索、逼近，

最后达到最优点。由于许多问题的实际复杂性，大量的非线性规划的寻优求解还是通过数值

法进行的。

考虑到非线性规划的各种情况：从决策变量个数看，有单变量、多变量之分；从约束条件

个数看有无约束、有约束之分；从约束条件性质看，有等式约束、不等式约束、线性约束、非线

性约束等等。这里仅介绍几种最基本的非线性规划求解办法。
为了确定起见，以后总假定所研究对象为非线性规划模型式（２ ２６）形式，且所讨论的

问题一般为严格凸规划，即在它的解的可行域内，规划问题具有唯一最小点。
（１）单变量函数的优化方法 ———０．６１８法

单变量优化又称为一维搜索，它是沿某一已知直线方向寻求目标函数极值的方法。对于

不少多变量优化计算，往往可归结为反复地一维搜索过程。因此，单变量函数的寻优方法就

成为解非线性规划问题的基础，这里重点介绍基于缩小搜索区间思想的０．６１８法。
我们知道一条线段的黄金分割点应取在其０．６１８处。对于区间［０，Ｌ］上的单变量函数ｙ

＝ｆ（ｘ），假如它在此区间上具有唯一极小点ｘ，显然，它可出现在［０，Ｌ］上的任意位置，寻
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找该点的一个很自然的想法就是设法将区间［０，Ｌ］不断缩小，同时却使ｘ 始终留在未被消

去的保留区间中，通常这并不难做到。现在此区间中任取两点ｘ１，ｘ２，ｘ１ ＜ｘ２，并计算其函数

值ｆ（ｘ１）和ｆ（ｘ２），可能会出现两种情况：

①ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），这时极小点ｘ 必在区间［０，ｘ２］内，如图２ ９ａ。

②ｆ（ｘ１）≥ｆ（ｘ２），这时极小点ｘ 必在区间［ｘ１，Ｌ］内，如图２ ９ｂ。

这说明：只要在区间［０，Ｌ］内任取两个不同点，计算出其函数值并予以比较，就可以将

极小点ｘ 的存在范围缩小。则如果要继续缩小极小点ｘ 存在的范围，只需在其现存区间

［０，ｘ２］或［ｘ１，Ｌ］内再取一新点并计算出该点相应的函数值加以比较，进行区间去留即可。

只要被缩小的保留区间包含该极小点ｘ，仿上述做法，则会使得含ｘ 的区间越缩越短，也

就越接近函数ｆ（ｘ）在区间［０，Ｌ］内的极小点ｘ。

x
bO

x2x*x1

f(x)

a
x

O
x2x*x1

f(x)

图２ ９　 极小点示意图

若要尽快求得极小点ｘ，则每次区间的消除部分较大为好，但由于要保留的区间即极

小点ｘ 的存在区间［０，ｘ２］（或［ｘ１，Ｌ］）是哪一部分事先并不能确定，因 此 取 消［０，ｘ２］或

［ｘ１，Ｌ］（保留［０，ｘ２］或 ［ｘ１，Ｌ］）的可能性应是一样的。所以最有利的方式是要求被消去区

间部分是等长度的，即

Ｌ－ｘ２ ＝ｘ１ （２ ３１）

另一方面，在逐步缩小保留区间的过程中，为能利用已有点及其计算信息，且使每次点

的取舍有规律，希望其保留点在现存区间的位置，应具有区间被缩小前消去点所处的位置性

质。也即：如果丢掉的是区间［ｘ２，Ｌ］，保留［０，ｘ２］，则其中保留点ｘ１ 在［０，ｘ２］中位置应与原

来ｘ２ 在［０，Ｌ］的位置相仿，即比例关系不变

ｘ２

Ｌ ＝ｘ１

ｘ２

结合式（２ ３１）有：

ｘ２

Ｌ ＝Ｌ－ｘ２

ｘ２
（２ ３２）

由上式可看出满足上述要求的两个点之一ｘ２ 正是给定一直线段的黄金分割点。而这种
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求取单变量函数最小值的寻优方法就是０．６１８法，又称黄金分割法。它的实质是根据斐波那

契序列，使用对称搜索方法，逐步缩短所考察区间，以尽量少的次数，达到某一预定的缩短率

的近似方法。
对某区间［ａ，ｂ］上的具有唯一极小点的函数ｆ（ｘ），给定收敛精度ε，使用０．６１８法的具

体计算方法及步骤如下：

① 在初始区间［ａ，ｂ］，计算

ｘ１ ＝ａ＋０．３８２（ｂ－ａ）　　ｙ１ ＝ｆ（ｘ１）

ｘ２ ＝ａ＋０．６１８（ｂ－ａ）　ｙ２ ＝ｆ（ｘ２）

② 对ｆ（ｘ１）和ｆ（ｘ２）比较大小，

若ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），则 　ａ＝ｘ１，ｘ１ ＝ｘ２，ｙ１ ＝ｙ２

ｘ２ ＝ａ＋０．６１８（ｂ－ａ）

ｙ２ ＝ｆ（ｘ２），转 ③
若ｆ（ｘ１）≤ｆ（ｘ２），则 ｂ＝ｘ２，ｘ２ ＝ｘ１，ｙ２ ＝ｙ１

ｘ１ ＝ａ＋０．３８２（ｂ－ａ）

ｙ１ ＝ｆ（ｘ１），转 ③
③ 根据给定精度和收敛条件，判断，例如：ｂ－ａ≤ε
④③ 中条件满足，则可得极小值点ｘ 和极小值ｙ。

ｘ ＝ １
２

（ｂ＋ａ）

ｙ ＝ｆ（ｘ）
否则转步骤 ②。
（２）无约束极值问题 ——— 梯度法

以下的无约束机制问题是指多变量函数的优化问题，这种问题可表述为：

ｍｉｎＺ＝ｆ（Ｘ），Ｘ ∈Ｅｎ （２ ３３）

原则上，求解多变量无约束极值问题，可借助极值存在的必要与充分条件，通过求解方

程组

Δ

ｆ（Ｘ）＝０进行。但该方程组通常是非线性的，求解相当困难，甚至无法实施。而采用数

值法迭代求解时，由于决策变量个数不止一个，会存在无数路径通向最优点，若仍继续考虑

类似单变量的消去区域的方式寻优，已不易进行。因此，大量解决这类问题的基本思路则主

要是依据函数的某些特征（导数、函数值等），从某一已知点Ｘ０ 出发，按照某种方式确定一使

函数值有所下降的搜索方向，循此方向，前进到一新位置 Ｘ１，如此形成一系列新点 Ｘ１、Ｘ２、
…Ｘｋ…，以逐步逼近最小点 Ｘ。围绕这种为形成点列｛ｘｋ｝而构造搜索方向问题，就产生了

各种优化方法的研究。其中利用一阶梯度作为搜索方向的方法是最古老但又十分基本的一

种数值方法，它迭代过程简单，使用方便，又是理解其他许多无约束解法的基础。
假定无约束极值问题式（２ ３３）中的目标函数ｆ（Ｘ）有一阶连续偏导数，具有极小点

Ｘ。以 Ｘ（ｋ） 表示极小点的第ｋ次近似，为了求其第ｋ＋１次近似点 Ｘ（ｋ＋１），在 Ｘ（ｋ） 点沿方向

Ｐ（ｋ） 作射线

Ｘ ＝Ｘ（ｋ）＋λＰ（ｋ）　（λ≥０）

·６８· 水环境系统模拟



现将ｆ（Ｘ）在 Ｘ（ｋ） 点处展成泰勒级数

ｆ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ（ｋ）＋λＰ（ｋ））＝ｆ（Ｘ（ｋ））＋λ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））ＴＰ（ｋ）＋ｏ（λ）

对于充分小的λ，只要

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））ＴＰ（ｋ）＜０ （２ ３４）

即可保证ｆ（Ｘ（ｋ）＋λＰ（ｋ））＜ｆ（Ｘ（ｋ））。这时若取

Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）＋λＰ（ｋ）

就能使目标函数得到改善。
考察不同的方向Ｐ（ｋ）。假定Ｐ（ｋ） 的模一定（且不为零），并设

Δ

ｆ（Ｘ）≠０（否则 Ｘ（ｋ） 是平

稳点），使式（２ ３４）成立的Ｐ（ｋ） 有无限多个。为使目标函数值能得到尽量大的改善，必须寻

求使

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））ＴＰ（ｋ） 取最小值的Ｐ（ｋ）。由线性代数知识可知当

Ｐ（ｋ）＝－

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））

时也即Ｐ（ｋ） 取负梯度方向，它是使函数值下降最快的方向（在 Ｘ（ｋ） 的某一小范围内）。
为了得到下一个近似极小点，在选定了搜索方向之后，还要确定步长λ。当采用可接收

点算法时，就是取某一λ进行试算，看是否满足不等式

ｆ（Ｘ（ｋ）－λ

Δ

ｆ（ｘ（ｋ）））＜ｆ（Ｘ（ｋ）） （２ ３５）

若上述不等式成立，就可以迭代下去。否则，缩小λ值使满足不等式（２ ３５）。由于采用负梯度

方向，满足不等式 （２ ３５）的λ总是存在的。
现简要总结一下梯度法解无约束极值问题的步骤：

① 给定初始近似点Ｘ（０）及精度ε＞０，若 ‖

Δ

ｆ（Ｘ（０））‖２ ≤ε，则Ｘ（０）即为近似极小点。

② 若 ‖

Δ

ｆ（Ｘ（０））‖２ ＞ε，求步长λ０，并计算

Ｘ（１）＝Ｘ（０）－λ０

Δ

Ｆ（ｘ（０））

求步长可用一维搜索法、微分法或试算法。若求最佳步长，则应使用前两种方法。

③ 一般地，若 ‖

Δ

ｆ（Ｘ（０））‖２≤ε，则即为所求近似解；若 ‖

Δ

ｆ（Ｘ（０））‖２＞ε，则求步长

λｋ，并确定下一个近似点

Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）－λｋ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））

如此继续，直至达到要求的精度为止。
若ｆ（Ｘ）具有二阶连续偏导数，在 Ｘ（ｋ） 作ｆ（Ｘ（ｋ）－λ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ）））的泰勒展开：

ｆ（Ｘ（ｋ）－λ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ）））≈ｆ（Ｘ（ｋ））－

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））Ｔλ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））

＋１
２λ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））ＴＨ（Ｘ（ｋ））λ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））

对λ求导并令其为零，得到近似最佳步长：

λｋ ＝

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））Ｔ

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ）

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））ＴＨ（Ｘ（ｋ））

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））
（２ ３６）
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（３）有约束极值问题 ——— 拉格朗日乘子法

实际工作中遇到的大多数优化问题，其变量的取值多少有一定限制，这种限制由约束条

件体现。对于含有约束条件（特别是不等式约束条件）的非线性规划问题，由于函数特性复

杂，约束条件形式多样，寻优更加困难，方法也不成熟。这类问题的求解大致可分为三类：ａ．
在解的可行域内仅通过函数值相比较而进行极值搜索的直接方法；ｂ．将有约束问题化为无

约束极值问题；ｃ．对非线性规划线性化。拉格朗日乘子法是一种常见的消去约束条件的求解

方法。
对仅含有等式约束条件的非线性规划问题

ｍｉｎｆ（Ｘ）

ｇｉ（Ｘ）＝０，ｉ＝１，２，…，
烅
烄

烆 ｍ
（２ ３７）

设非线性规划问题（２ ３７）中函数ｆ（ｘ）及ｇｉ（ｘ）（ｉ＝１，２，…，ｍ）均具有连续的偏导数，

且设矩阵：

ｇｉ（Ｘ）
ｘ（ ）

ｊ
，ｉ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ（ｍ ＜ｎ）

中 有某个ｍ 阶子行列式Ｘ ＝（ｘ
１ ，ｘ

２ ，…ｘ
ｎ ）处不为零，则函数ｆ（Ｘ）在条件ｇｉ（Ｘ）＝０（ｉ

＝１，２，…，ｍ）下于Ｘ 处有极值的必要条件是：存在一组常数λ１，λ２，…，λｍ，使当Ｘ＝Ｘ 时

下式成立：

ｆ
ｘｊ

＋λ１
ｇ１

ｘｊ
＋λ２

ｇ２

ｘｊ
＋…＋λｍ

ｇｍ

ｘｊ
＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ

ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝０，ｉ＝１，２，…，
烅

烄

烆 ｍ

（２ ３８）

式（２ ３８）中的常数λｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）称为拉格朗日乘子。

求 解由式（２ ３８）构成的联立方程组，可得出ｘ，λ，即可求出规划问题（２ ３７）的极值

点，方程组（２ ３８）的求解等价于求解一个新的无约束函数：

Ｌ（Ｘ，λ）＝ｆ（Ｘ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
λｉｇｉ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ）＋λＴｇ（Ｘ）

的极值点。此函数极值存在的必要条件是：

Ｌ
ｘｊ

＝ｆ（Ｘ）
ｘｊ

＋∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ

ｇｉ（Ｘ）
ｘｊ

＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ

Ｌ
λｉ

＝ｇｉ（Ｘ）＝０，ｉ＝１，２，…，
烅

烄

烆 ｍ

（２ ３９）

这正是式（２ ３８）表达的结果。这个新定义的函数Ｌ（Ｘ，λ）称为拉格朗日函数。
通过应用拉格朗日乘子，可使求等式约束条件下函数ｆ（Ｘ）的极小点问题，转化为寻求

拉格朗日函数Ｌ（Ｘ，λ）的稳定点问题，这种引进待定乘子λ，构成拉格朗日函数求解等式约

束条件下函数极值的优化方法称为拉格朗日乘子法。

方程组（２ ３８）或（２ ３９）共有ｍ＋ｎ个方程，其中待求变量ｘｊ，（ｊ＝１，２，…ｎ），λｉ（ｉ＝
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１，２，…，ｍ）也有ｍ＋ｎ个，故方程组一定能够求解。但是经常地，式（２ ３９）表现为非线性方

程组的形式，为求解带来了相当的困难，为便于在计算机上利用前面介绍的无约束极值优化

迭代算法，可再引入一新的函数

Ｚ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

Ｌ
ｘ（ ）ｊ

２

＋∑
ｍ

ｉ＝１

［ｇｉ（Ｘ）］２

直接对函数Ｚ 求极小值，同样可得原问题的最优解。

四、动态规划

在一般最优决策问题中，包含有目标函数和约束条件，并在静态条件下求得某些最优结

果。但在实际工作中，有时会碰到最优决策是由一系列部分决策构成的，即一个系统的最优

决策包含有多阶段的决策。求解这类问题通常采用本节介绍的动态规划方法。

在最优化问题的研究中，有一类问题是一种随着时间而变化的活动过程。它可以按照时

间过程划分成若干个相互联系的阶段，每个阶段都需要作一定的决策。但是每个阶段最优决

策的选择不能只是孤立地考虑本阶段所取得的效果如何，而必须把整个过程中的各阶段联

系起来考虑，要求所选择的各个阶段决策的集合 ——— 策略（Ｐｏｌｉｃｙ）能使整个过程的总效果

达到最优。这类问题叫做多阶段决策问题，２０世纪５０年代由美国数学家贝尔曼等人根据这

类多阶段决策优化问题的特性，提出了解决这类问题的优化方法。由于它是在时间过程中，

依次分阶段选取一些决策，来解决整个动态过程的最优化问题，所以称之为“动态规划”。
实际工作中有一些问题，虽然不直接随时间变化而是空间位置上的变化，但是我们也可

以把这种位置上的变化过程比拟为随时间而变的“动态过程”，而采用动态规划的方法求最

优策略。
还有一些问题例如水质规划、投资分配、某些结构物的优化设计问题等，本是一些与时

间因素无关的静态多变量优化决策问题，但我们也可以人为地把这种静态多维决策问题引

入“时间因素”化为多阶段决策过程问题，而用动态规划的方法来研究。

因此，动态规划的方法就是把一个“动态过程”的优化决策问题分成段以后，把每一个

阶段作为一个静态的问题来分析。
（一）动态规划的几个基本概念

１．阶段

对我们所研究问题的过程，根据其特性往往可以将其恰当地划分为若干个相互联系的

阶 段，以便于求解。表示阶段的量称为阶段变量。假设有活动划分为Ａ－Ｂ，Ｂ－Ｃ，Ｃ－Ｄ，Ｄ－
Ｅ，Ｅ－Ｆ，Ｆ－Ｇ六阶段，若记阶段变量为ｋ，则ｋ＝６即代表Ｆ－Ｇ阶段。

２．状态和状态变量

状态表示某段的出发位置。它既是该段某支路的始点，同时也是前一段的终点。通常一

个阶段包含着若干状态。

描述过程状态的变量称为状态变量，它可用一个数、一组数或一个向量来描述，常用ｘｋ

表示在ｋ 阶段的某一状态。一般某阶段的起点不止一个，或说存在有若干个状态。这样第ｋ
阶段所有状态就形成一个状态集合Ｘｋ

Ｘｋ ＝ ｛ｘ（ｉ）
ｋ ｝
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３．决策和决策变量

决策就是在某阶段状态给定以后，从该状态演变到下一阶段某状态的选择。
描述决策的变 量 称 为 决 策 变 量。它 也 可 用 一 个 数、一 组 数 或 一 个 向 量 来 描 述。常 用

Ｕｋ（ｘｋ）表示第ｋ段当状态处于ｘｋ 时的决策变量。在实际问题中，决策变量的取值往往被限

制在某一范围内，此范围称为允许决策集合。通常以Ｄｋ（ｘｋ）表示第ｋ段的允许决策集合，则

有

Ｕｋ（ｘｋ）∈Ｄｋ（ｘｋ）

４．策略

由过程的第一阶段开始到终点的过程，称为问题的全过程。由每段的决策

Ｕｉ（ｘｉ）　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

组成的决策函数序列Ｐｉｎ（ｘｉ）＝ ｛Ｕｉ（ｘｉ）｝（ｉ＝１，２，…，ｎ）就称为全过程策略，简称策略。
由第ｋ段开始到终点的过程称为原过程的后部子过程，其决策函数序列称为ｋ子过程

策略，简称子策略。实际问题中，可供选择的策略范围称为允许策略集合，动态规划的任务就

是从允许策略集合中找到最优效果的最优策略。

５．指标函数和最优指标函数

在多阶段决策过程中衡量所实现过程优劣的数量指标称为指标函数。它是一个定义在

全过程和所有后部子过程上的确定数量函数，常用Ｖｋ，ｎ 表示。它可表示为距离、利润、费用、
产品、产量或资源的消耗等。以ｄｋ（ｘｋ，ｕｋ）表示阶段指标。

指标函数Ｖｋ，ｎ 的最优值，称为相应的最优指标函数，记为ｆｋ（ｘｋ）。
（二）最短路线问题及求解方法

如图２ １０所示，如何选择一条从Ａ点到Ｅ点的污水管线，使得管道铺设总距离为最短

（两点连线为可允许铺设线路，连线上数字表示两点间的距离）。
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图２ １０　 最短路线问题

对此污水管路网络，可视为一多阶段决策问题。从 Ａ 点到Ｅ点可分为四个阶段：Ａ－Ｂ，

Ｂ－Ｃ，Ｃ－Ｄ，Ｄ－Ｅ。从Ａ出发到Ｂ为第一阶段，这时可有两种选择：一是将污水管线铺设到

Ｂ１，另一是铺设到Ｂ２。若选择Ａ到Ｂ２ 这条路线，则Ｂ２ 点就是第一阶段决策选择下的结果。它

既是这一阶段管线铺设的终点，同时也是下一阶段（Ｂ－Ｃ阶段）的起点。在第二阶段，应从

Ｂ２ 出发。对应于Ｂ２ 点，则存在一个可供选择的终点集合｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３｝，如果选择由Ｂ２ 到Ｃ２ 为

第二阶段的决策，则Ｃ２ 就是第二阶段的终点，同时它又是第三阶段的起点。类似地递推下

去，不难看出，各个阶段的决策不同，所形成的污水管线就会不同。很明显，当某阶段的起始

点给定时，它直接影响着后面各阶段污水管线的铺设和整个管线距离的长短，而其后各阶段
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路线的发展则不受这点以前各阶段线路的影响。这里所要解决的问题正是上述四阶段中的

每一阶段选取一个恰当的决策，使由这些决策组成的策略所确定的污水管线总距离最短。
当然，可以采用穷举的方法找出所有１２条线路，比较最短者得出问题的解。显然，这样

的计算方式是繁琐的，特别是当活动阶段数目很多、各阶段的决策选择也很多时，计算工作

量将变得非常庞大，甚至电子计算机都实现不了。与此相反，动态规划的方法则会使计算量

大大减少，求解简便。

根据实践经验，启发人们寻求铺设最短污水管线问题的解决思路：先从最后一阶段开

始，用由后向前逐步递推的方式，求出ｋ阶段，ｋ－１阶段，… 最后第一阶段到终点的最短污

水线路，这也正是动态规划求解多阶段过程问题的基本方法。
下面按照上述思路，对污水管线进行寻优计算。

首先从最后一阶段开始，当ｋ＝４时，可有两点Ｄ１、Ｄ２ 到终点Ｅ，即存在着两种到达Ｅ的

初始状态。分别考察它们到Ｅ的最短距离ｆ４（ｘ４），显见如果ｘ４ ＝Ｄ１，则从Ｄ１ 到Ｅ的最短距

离是ｆ４（Ｄ１）＝４，同理，ｆ４（Ｄ２）＝３。

向上递推，ｋ＝３即Ｃ－Ｄ阶段，该阶段共有三种状态，允许状态集Ｘ３＝｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３｝，再

计算这阶段从不同三点到终点 Ｅ的最短距离ｆ３（ｘ３）。

若 从Ｃ１ 出发，共有两种允许的选择，即Ｄ３（Ｃ１）＝｛Ｄ１，Ｄ２｝。因此决策Ｕ３（Ｃ１）也只能有

两个，分别应是Ｕ３（Ｃ１）＝Ｄ１ 和Ｕ３（Ｃ１）＝Ｄ２，这时从Ｃ１ 出发的决策选择或说状态转移的阶

段效益ｄ３（Ｃ１，Ｄ１）＝３，ｄ３（Ｃ１，Ｄ２）＝５。由于从第４阶段各起点状态到终点的最短距离（最

优效益ｆ４（ｘ４））已经计算出，所以在第３阶段从状态 Ｃ１ 到终点 Ｅ的 最 短 距 离（最 优 效 益

ｆ３（Ｃ１））计算，只需将本阶段的阶段效益与其后对应的最优效益相加，比较即可得出，故：

ｆ３（Ｃ１）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ１，Ｄ１）＋ｆ４（Ｄ１）

ｄ３（Ｃ１，Ｄ２）＋ｆ４（Ｄ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝ ｍｉｎ

３＋４

５＋
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
＝７

这就是说，如果从Ｃ１ 铺设污水管到 Ｅ点的话，应选择经 Ｄ１ 点，其最优策略Ｐ３，４（Ｃ１）＝
｛Ｄ１，Ｅ｝，这时距离最短，长度为７。

类似地，若从Ｃ２ 出发，Ｄ３（Ｃ２）＝ ｛Ｄ１，Ｄ２｝。

ｆ３（Ｃ２）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ２，Ｄ１）＋ｆ４（Ｄ１）

ｄ３（Ｃ２，Ｄ２）＋ｆ４（Ｄ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝ ｍｉｎ

５＋４

２＋
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
＝５

所以Ｕ３（Ｃ２）＝Ｄ２ 时，Ｐ３，４（Ｃ２）＝｛Ｄ２，Ｅ｝，这时最短污水管线是Ｃ２ Ｄ２－Ｅ，距离为５。

若从Ｃ３ 出发，Ｄ３（Ｃ３）＝ ｛Ｄ１，Ｄ２｝。

ｆ３（Ｃ３）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ３，Ｄ１）＋ｆ４（Ｄ１）

ｄ３（Ｃ３，Ｄ２）＋ｆ４（Ｄ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝ ｍｉｎ

６＋４

６＋
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
＝９

所以Ｕ３（Ｃ３）＝Ｄ２ 时，Ｐ３，４（Ｃ３）＝ ｛Ｄ２，Ｅ｝，这时最短距离为９。

这样就计算出了第３阶段在不同状态下的最优效益及其相应的策略。

同理，ｋ＝２时，Ｘ２ ＝ ｛Ｂ１，Ｂ２｝

若从Ｂ１ 出发，Ｄ２（Ｂ１）＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３｝
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ｆ２（Ｂ１）＝ ｍｉｎ

ｄ２（Ｂ１，Ｃ１）＋ｆ３（Ｃ１）

ｄ２（Ｂ１，Ｃ２）＋ｆ３（Ｃ２）

ｄ２（Ｂ１，Ｃ３）＋ｆ３（Ｃ３

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

＝ ｍｉｎ

２＋７

３＋５

６＋

烅

烄

烆

烍

烌

烎９

＝８

所以Ｕ２（Ｂ１）＝Ｃ２ 时，Ｐ２，３（Ｂ１）＝ ｛Ｃ２，Ｄ２，Ｅ｝，ｆ２（Ｂ１）＝８
若从Ｂ２ 出发，ｆ２（Ｂ２）＝１２，Ｕ２（Ｂ２）＝Ｃ２，而Ｐ２，３（Ｂ２）＝ ｛Ｃ２，Ｄ２，Ｅ｝

ｋ＝１时，出发点只有一个Ａ 点，它的决策集合为｛Ｂ１，Ｂ２｝，则对于不同状态的选择：

ｆ１（Ａ）＝ ｍｉｎ
ｄ１（Ａ，Ｂ１）＋ｆ２（Ｂ１）

ｄ１（Ａ，Ｂ２）＋ｆ２（Ｂ２

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝ ｍｉｎ

５＋８

３＋
烅
烄

烆
烍
烌

烎１２
＝１３

即这一阶段的决策应为Ｕ１（Ａ）＝Ｂ１，对应的策略是Ｐ１，４（Ａ）＝ ｛Ｂ１，Ｃ２，Ｄ２，Ｅ｝。至此，
已将污水管线铺设的最短路线问题计算完毕。由定义符号可知，当按照Ａ－Ｂ１－Ｃ２－Ｄ２－
Ｅ 线路布设污水管线，其总距离最短，长度为１３。

动态规划寻优方向

活动过程行进方向

A
4321

E

图２ １１　 动态规划寻优

总结上述计算过程，可看出：在解决污水管线铺设问题时，使按照图２ １１所示顺序，利

用了ｋ阶段与ｋ＋１阶段的下述关系：

ｆｋ（ｘｋ）＝ ｍｉｎ｛ｄｋ（ｘｋ，Ｕｋ）＋ｆｋ＋１（Ｕｋ）｝，ｋ＝１，２，…，６

ｆ０（Ｇ）＝０，（或ｆ１（ｘ１）＝ｄ１（ｘ１，Ｇ
烅
烄

烆 ））
（２ ４０）

这一递推关系也称为动态规划的函数基本方程。
以上对最优化技术和系统分析的基本内容进行了简要介绍，这两部分的内容都在不断

发展中，因此为了能了解更新的内容，可以查阅相关的书刊文献。

参 　 考 　 文 　 献

［１］程声通，陈毓玲．环境系统分析．北京：高等教育出版社，１９９０
［２］韦鹤平．环境系统工程．上海：同济大学出版社，１９９３
［３］顾培亮．系统分析与协调．天津：天津大学出版社，１９９８
［４］郑大素，江允正．最优化方法及实用程序．哈尔滨：哈尔滨工程大学出版社，１９９７
［５］任善强，雷鸣．数学模型．重庆：重庆大学出版社，１９９６
［６］甘应爱，田丰，李维铮等．运筹学．北京：清华大学出版社，１９９０
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第三章　水 质 模 拟

对水环境系统开展规划管理、进行污染综合防治等方面的工作，不可缺少的一项基础性

工作就是对水环境质量的变化趋势进行模拟、预测，从而为决策者提供进行规划管理、制定

综合防治措施的基础资料。另一方面，无论是对连续的或突发性的排污进行水质影响的描述

和评价，还是对开发建设的工程项目进行水环境质量的预测评价，也无论在制订区域水污染

控制系统规划或进行污染控制的系统分析，还是在制订地区水污染物排放标准或确定水体

各排污口的容许排污量和削减率，以减轻水环境系统的污染程度等过程中，都涉及到水环境

质量在空间和时间上的变化问题，也即需要解决水质的定量预测问题。因此，对水质进行定

量模拟和预测已经越来越受到环境工作者和决策制定者的关注。
前已述及，对水环境系统进行模拟一般有物理模拟和数值模拟两大类方法。虽然物理模

拟较为直接、形象，但往往要消耗较多的人力、物力和财力，而且在模拟水质方面还难以达到

相当的真实性。而数值模拟与其他形式的模拟相比，它不需要过多的专门设备和工具，因此

可以节省大量的试验费用。现代计算机技术的高速发展，又使数值模拟的运算速度和精度有

了很大提高，同时数值模拟可以在一个受控的环境中进行各种状态及其影响因素的考察，从

而使研究者在深度和广度上取得更有意义的模拟和预测数据。数学模拟本身所具有的灵活

性也远胜于物理模拟方法，它可以根据各种各样的需要和可能性作出多方案的模拟和比较，
为决策者提供大量的信息和多种选择的可能。

第一节 　 概 　　 述

水环境系统从大的方面分为两大组成部分：地表水环境系统和地下水环境系统。本节将

分别介绍地表水的水质过程和污染物在地下水环境系统的各种作用。

一、地表水环境系统水质过程的分析［１］［２］［３］［４］

根据污染物在水环境中输移、衰减（降解）的特点以及它们的预测模式，一般可以将污

染物分为四大类。

１持久性污染物 　 指所有在水环境中难降解、毒性较大，以及长期积累的有毒物质，例

如重金属、芳香烃类有机物等。

２ 非持久性污染物 　 指在水环境中能通过自身衰变能力衰减的放射性物质和在微生

物作用下可较迅速被生化降解的有机物类物质。

３ 酸碱类物质 　 该类物质可能会改变水环境系统的ｐＨ 值。

４ 可引起热污染类物质 　 比如某些较高温度的废水、冷却水等，可改变水环境系统的

温度。
在建模的准备阶段，进行水质调查时常选择的水质参数一般包括两类：一类是常规的水

质参数，这类参数可反映水环境系统水质的一般状况；另一类是特征水质参数，它能代表建
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设项目未来排放的水质特征。
常规水质参数以 ＧＢ３８３８中所提出的水温、ｐＨ 值、悬浮物（ＳＳ）、溶解氧（ＤＯ）、生化用氧

量（ＢＯＤ）、化学需氧量（ＣＯＤ）、总氮或 氨 氮（ＮＨ３－Ｎ）、挥 发 酚、石 油 类、氰 化 物、总 磷、总 镉

（Ｃｄ）、总砷（Ａｓ）、总汞（Ｈｇ）、六价铬（Ｃｒ６＋）等为基础，根据水环境系统类别、评价等级、污染

源状况进行适当的删减。
地表水与地球上的其他圈层的交互作用最为直接和显著，具有明显的地带性和节律性。

因此地表水的水质也受着多方面因素的影响，虽然不同的水体各具特性，但也存在着很多共

性，所以在建立具体的水质模型时可以根据当地水体的特性对共性模型进行修正。
对地表水水质产生影响的过程可分为物理过程、生化过程和水体的耗氧与复氧。
（一）物理过程

物理过程主要是指污染物在水体中的混合、扩散稀释、输移、沉淀、悬浮、吸附、解吸、挥

发等对污染物的分布形式有影响但对污染物的总量不产生影响的过程。
在水质基本模型的建立过程中，为使模型简化易解，通常认为污染物与水可以互溶并具

有与水相同的水力学特性，这样的假设就暂不考虑沉降、悬浮、吸附、解吸、挥发等作用对水

体中污染物的影响。在水质基本模型中，物理过程中的输移与扩散项是影响污染物时空状态

的主要因素，而其他的则作为源汇项在实际应用时对水质基本模型进行修正。
在第一章中已经介绍了污染物的输移、扩散等的数学模型，而沉淀、悬浮（或再悬浮）、吸

附等的影响则在基本的模型基础上相应引入沉降系数、悬浮系数（或再悬浮系数）、吸附系数

等项进行修正即可。
（二）生化作用

污染物进入水体后，在水体中各种微生物作用下会产生一系列生物化学反应，这样就可

以使一些有机污染物得到氧化分解而逐步降解或转化为较简单的分子；但同时也会使水环

境系统中的溶解氧不断消耗。如果排入过量的污染物，水体中的溶解氧将会很快消耗，当溶

解氧消耗殆尽时将会导致鱼类甚至原生动物死亡、细菌大量繁殖，从而使水质恶化、生态循

环遭到破坏。
一般有机物在好氧细菌的作用下，在水体中发生的生物化学降解过程可用图３ １表示。

BOD（mg/L）

250

100

200

0 2 5 10 20

yC

LC

yN

LN

2

1

y0（N）

L0（N）

1-碳化合物分解曲线 2-硝化曲线

图３ １　 有机物（ＢＯＤ）的氧化分解曲线
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在水体中，首先是含碳的有机化合物发生氧化分解（以 ＣＢＯＤ表示），如曲线１，然后是

含氮的有机化合物发生氧化分解（以 ＮＢＯＤ表示），如曲线２。前者是好氧性细菌对碳化合物

的氧化，后者（一般又称为硝化阶段）是兼氧和厌氧菌对氨的氧化。以主要考虑碳质 ＢＯＤ去

除的活性污泥处理厂出水为例，硝化菌的作用开始是被抑制的，几乎一直到含碳氧化过程末

期硝化细菌才开始占优势。因此一般在１０天左右才进入第二阶段的氧化分解 ——— 硝化反

应。而对于ＢＯＤ浓度较低的河流，有机污染物一进入河中，硝化作用则会马上发生。
生化反应常常包括一系列复杂的中间反应，而ＢＯＤ又是以混合的和种类不确定的有机

物进行测定的，因此通常将有机物由于生物降解所产生的浓度变化用一级反应式来表示，即

假定ＢＯＤ的降解近似于下式：

ｄＬ
ｄｔ＝－Ｋ１Ｌ （３ １）

得到其解析式为：

Ｌ＝Ｌ０ｅｘｐ（－Ｋ１ｔ） （３ ２）

其中：Ｌ———ｔ时刻的含碳有机物的剩余生物化学需氧量（ＢＯＤ），［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｌ０——— 初始时刻的含碳有机物的总生物化学需氧量（ＢＯＤ），［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｋ１——— 含碳有机物的降解速度常数，也称为耗氧系数，［Ｔ－１］。

Ｋ１ 的数值是温度的函数。它和温度之间的关系可以表示为：

Ｋ１，Ｔ

Ｋ１，Ｔ１

＝θＴ－Ｔ１ （３ ３）

若取Ｔ１ ＝２０℃，以 Ｋ１，２０ 为基准，则任意温度 Ｔ的 Ｋ１ 值为：

Ｋ１，Ｔ ＝Ｋ１，２０θＴ－２０ （３ ４）

式中θ称为Ｋ１ 的温度系数，θ＝１．０２～１．０６，一般取１．０４７左右（Ｔ＝１０℃ ～３５℃）。在实

验中测定ＢＯＤ和时间的关系，可以估计 Ｋ１ 的值。
对Ｋ１ 的测定经常使用实验室测定法，但在实验室里的耗氧过程在很大程度上依赖于水

样中偶然捕获的微生物群落种类，因此确定的 Ｋ１ 值常与实际水体如河流等的 Ｋ１ 值不同。

Ｂｏｓｋｏ得出了在实验室里测定的 Ｋ１，Ｌ 与河流里的实际耗氧速度Ｋ１，Ｒ 之间的一个关系：

　　　

表３ １　 河床活度系数

河流坡度

（ｍ／ｋｍ）

河床活度系数

ｎａ

０．４７ ０．１０
０．９５ ０．１５
１．８９ ０．２５
４．７３ ０．４０
９．４７ ０．６０

Ｋ１，Ｒ ＝Ｋ１，Ｌ ＋ｎａ
ｕ
Ｈ

（３ ５）

其中：ｕ——— 河流流速，［ｍ／ｓ］；Ｈ——— 平均水深，［ｍ］；

Ｋ１，Ｌ，Ｋ１，Ｒ——— 分别为实验室测定的耗氧系数和河

流中的耗氧系数，［ｄ－１］；

ｎａ——— 河 床 的 活 度 系 数 （Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｒｉｖｅｒｂｅｄ
ａｃｔｉｖｉｔｙ），见表３ １。

一般 ＢＯＤ 实 验 的 相 对 误 差 较 大，重 现 性 也 不 好。

ＣＯＤ是一种较容易测定的指标，然而 ＣＯＤ 和氧的饱和

浓度之间没有像ＢＯＤ与氧之间那样的直接关系，故在关
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于氧的模型中仍使用ＢＯＤ指标。一般在以后所讲的Ｋ１ 都是指实际水体如河流的耗氧系数。
（三）水体中的耗氧与复氧过程

当污染物进入水环境系统后，随着污染物在水体中的迁移转化过程，水体中的溶解氧主

要通过以下一些过程被不断消耗掉。
（１）水体中含碳化合物的氧化分解引起耗氧。
（２）水体中含氮化合物的氧化分解引起耗氧。
（３）进入水体中的其他还原性污染物或还原性物质引起水体的耗氧。
（４）底栖动物和沉淀物质的耗氧。
河床底泥耗氧是由返回到水中的底泥耗氧物质和底泥顶层耗氧物质的氧化分 解 引 起

的。一般底泥很容易造成缺氧环境，底泥中的有机物在缺氧条件下发生厌氧分解，产生有机

酸和甲烷、二氧化碳、氨等气体，当这些物质释放到水体中时，将消耗水体中的溶解氧而造成

环境缺氧。
目前，对于底泥耗氧的机理尚未完全阐明，费尔（Ｆａｉｒ）用阻尼反应来表达底泥的耗氧速

度：

ｄＣ
ｄ（ ）ｔ ｄ

＝－ｄＬｄ

ｄｔ ＝－（１＋ｒｃ）－１ＫｂＬｄ （３ ６）

其中：Ｌｄ——— 河床的ＢＯＤ 面积负荷；Ｋｂ——— 河床的ＢＯＤ 耗氧速度常数；

Ｃ——— 水体中的溶解氧；

ｒｃ——— 底泥耗氧的阻尼系数。底泥耗氧速度常数是温度的函数，温度修正系数的常用

值为１．０７２（５－３０℃）。
（５）水生植物（藻类）的呼吸作用。
晚间光合作用停止时，水生植物（如藻类）因呼吸作用而消耗水体中的溶解氧。通常把

藻类呼吸耗氧速度看作常数，即

Ｃ
（ ）ｔ ｒ

＝－Ｒ （３ ７）

在一般情况下，Ｒ的值在０～５ｍｇ／（ｌ·ｄ）之间。光合作用的产氧速度和呼吸作用的耗氧

速度可以用黑白瓶试验求得。
试验在白天进行，将水体水样分散在两个密封的碘量瓶中，其中一个用黑幕罩住，同时

置入河水中。黑瓶用以模拟黑夜的呼吸作用，白瓶模拟白天的呼吸作用和光合作用。根据两

个瓶中的溶解氧在试验周期中的变化，可以写出黑瓶和白瓶的氧平衡方程。

对于白瓶： ２４（Ｃ１－Ｃ０）
Δｔ ＝Ｐ－Ｒ－ＫＣＬ０ （３ ８）

对于黑瓶： ２４（Ｃ２－Ｃ０）
Δｔ ＝－Ｒ－ＫＣＬ０ （３ ９）

其中：Ｃ０——— 试验开始时水样的溶解氧浓度（ｍｇ／ｌ）；

Ｃ１、Ｃ２——— 试验终了时白瓶中的水样和黑瓶中的水样的溶解氧浓度（ｍｇ／ｌ）；

ＫＣ——— 在试验温度下得ＢＯＤ降解速度常数（ｄ－１）；

Δｔ——— 试验延续的时间（ｈ）；Ｌ０——— 试验开始时的水体ＢＯＤ值（ｍｇ／ｌ）。
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求解式（３ ８）、（３ ９），可以得到水体中的光合作用产氧速度Ｐ（ｍｇ／ｌ·ｄ）和呼吸耗氧速

度 Ｒ（ｍｇ／ｌ·ｄ）。

水体中的溶解氧主要来自如下几方面。
（１）上游水体或潮汐河段海水带来的溶解氧。
（２）排入水体的废水所带来的溶解氧。
（３）大气复氧。

大气中的氧向水体中扩散溶解，这是目前水体中溶解氧的主要来源。氧气从大气进入水

中的质量传递速度可以表示为：

ｄＣ
ｄｔ＝ＫＬＡ

Ｖ
（Ｃｓ－Ｃ） （３ １０）

其中：Ｃ——— 水体中的溶解氧浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｃｓ——— 水体中饱和溶解氧的浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

ＫＬ——— 质量传递系数，［Ｌ·Ｔ－１］；

Ａ——— 气体扩散的表面积，［Ｌ２］；

Ｖ——— 水的体积，［Ｌ３］。

对于河流，Ａ／Ｖ ＝１／Ｈ，Ｈ 是平均水深，（Ｃｓ－Ｃ）表示河水中的溶解氧不足量，称为氧

亏，一般用Ｄ 表示，则（３ １０）可以写为：

ｄＤ
ｄｔ ＝－ＫＬ

ＨＤ ＝－Ｋ２Ｄ （３ １１）

其中：Ｋ２——— 大气复氧速度常数，也称复氧系数，１／ｄ。

Ｋ２ 是水体流态和温度等的函数。如果以２０℃ 为基准，则任意温度时的大气复氧速度常

数可写为：

Ｋ２，Ｔ ＝Ｋ２，２０θ′Ｔ－２０ （３ １２）

其中：θ′称为Ｋ２ 的温度系数，θ′＝１．０１５～１．０４７，一般取１．０２４左右。

欧康那（Ｄ．ＯＣｏｎｎｅｒ）和多宾斯（Ｗ．Ｄｏｂｂｉｎｓ）在１９５８年提出了根据河流的流速、水深

计算大气复氧速度常数的方法，其一般形式为：

Ｋ２ ＝ｃｕｎ

Ｈｍ （３ １３）

其中：ｕ——— 河流的平均流速（ｍ／ｓ）；

Ｈ——— 河流的平均水深（ｍ）。

式（３ １３）中的Ｋ２ 的单位是ｄ－１（２０℃）。很多研究者对其中的参数ｃ、ｎ、ｍ 进行了研究。
（４）光合作用

水体中繁殖的光合自养型水生植物（如藻类）白天通过光合作用释放出氧气溶解于水

中，这是水体溶解氧的另一个重要来源。欧康那假定光合作用的速度随着光照强弱的变化而

变化，中午光照最强时，产氧速度最快；夜晚没有光照时，产氧速度为零。

欧康那假定光合作用产氧满足下列的速度规律：
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ｐｔ ＝ｐｍｓｉｎ ｔ
Ｔ（ ）π ，对０≤ｔ≤Ｔ

ｐｔ ＝０，对其余时间

（３ １４）

其中：Ｔ——— 白天发生光合作用的持续时间，如１２ｈ；

ｔ——— 光合作用开始以后的时间；

ｐｍ——— 一天中最大的光合作用产氧速度，其值随水体条件变化很大，对河流而言，其

范围在０～３０ｍｇ／ｌ·ｄ之间。
对于一个时间平均模型，可以将产氧速度取为一天中的平均值，即产氧速度值为一常

数：

Ｃ
（ ）ｔ ｐ

＝Ｐ （３ １５）

其中：Ｐ——— 一天中产氧速度的平均值。
图３ ２表示的是水体中的耗氧与得氧的途径。
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图３ ２　 水体的耗氧与得氧

二、污染物在地下水系统中的物理、化学及生物作用［２］［５］

随着工农业的发展，环境的污染日趋严重，地下水也受到不同程度的污染。为了寻找优

质地下水及防止地下水的污染，需要对地下水的形成和污染的成因、过程等相关因素进行

研究。
污染物在地下水系统中的迁移、转化过程是复杂的，是物理、化学及生物综合作用的结

果。地表的污染物进入含水层时，一般都要经过表土层及下包气带，而表土层和下包气带对

污染物不仅有输送和储存功能，而且还有延续或衰减污染的效应。实际上由于污染物经过表

土层及下包气带时，产生了一系列的物理、化学和生物作用，使一些污染物降解为无毒无害

的组分；一些污染物由于过滤吸附和沉淀而截留在土壤里；还有一些污染物被植物吸收或合
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成到微生物体内，结果使污染物浓度降低，这称为自净作用。但是，污染物在上述过程中，还

可能发生与自净作用相反的现象，即有些作用会增加污染物的迁移性能，使浓度增加；或从

一种污染物转化成另一种污染物，如污水中的 ＮＨ３－Ｎ，经过表土层及下包气带中的硝化作

用会变成为 ＮＯ３－Ｎ，使得 ＮＯ３－Ｎ 浓度增高。
（一）物理、化学作用

１ 机械过滤和稀释

机械过滤作用主要取决于土壤介质的性质和污染物颗粒的大小。一般土壤粒径愈小，过

滤效果愈好。过 滤 效 果 主 要 是 去 除 悬 浮 物，其 次 是 细 菌。此 外，一 些 主 要 组 分 的 沉 淀 物 如

ＣａＣＯ３、ＣａＳＯ４ 等，一些次要及微量组分的沉淀物如Ｆｅ（ＯＨ）３、Ａｌ（ＯＨ）３ 以及有机物如粘土

絮凝剂也可被去除。在松散的地层中，悬浮物一般在１ｍ 内即能被去除，而在某些裂隙地层

中，悬浮物有时可迁移几公里。在砂土中，过滤对细菌的去除无效，而在粘土或粉土地层中，
或含粘土或粉土的地层中，过滤对细菌的去除是有效的，而对病毒无效或效果很差。但当细

菌和病毒附着在悬浮物中，这样过滤可有效地去除细菌和病毒。
影响过滤的因素很多，如水动力学作用、分子扩散、沉积作用等运移过程以及范德华力、

电作用力等截留因素和有关化学过程。因此，要精确地表示过滤过程是很困难的，目前一般

都是利用质量守恒和考虑运动学定律来描述固体物质的总过滤过程。对于单位体积孔隙介

质质量所截留的物质以下式表示：

－ｄＣ
ｄＺ＝ １

υｆ
·ｄｍＶ

ｄｔ
（３ １６）

其中：ｍＶ——— 单位孔隙介质体积所截留的物质质量，［Ｍ·Ｌ－３］；

Ｚ——— 过滤长度，［Ｌ］；ｔ——— 时间，［Ｔ］；

Ｃ——— 固体浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；υｆ——— 渗透速度，［Ｌ·Ｔ－１］。

对于最初无积累或沿渗滤长度均匀积累的过滤介质，固体物质浓度的沿程变化可表示

为：

－ｄＣ
ｄＺ＝λ·Ｃ 或Ｃ ＝Ｃ０ｅｘｐ（－λＺ） （３ １７）

其中：Ｃ０——— 进入过滤介质的固体物质浓度，［Ｍ·Ｌ－３］；

λ——— 过滤介质参数。
孔隙介质所截留的固体物质，最初起着有利于过滤的作用，但随着时间的延长，则可能

堵塞孔隙通道使渗透能力减弱，而且还可能由于化学过程和生物过程加剧堵塞现象。当污水

与地下水相混合时，或当雨水下渗通过包气带补给地下水时，或污染物在含水层中产生弥散

作用时，均会产生稀释作用，它可使地下水中污染物浓度降低，但这并不意味着污染物已被

去除。

２ 物理吸附

土壤介质特别是土壤中的胶体颗粒具有巨大的表面能，它能够借助于分子引力把地下

水中的某些分子态的物质吸附在自己的表面上，这种吸附称为物理吸附。物理吸附具有下列

特征：
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（１）吸附时土壤胶体颗粒的表面能降低，是放热反应。
（２）吸附基本上不具选择性，即对于各种不同的物质，只不过是分子间力的大小有所不

同，分子引力随分子量的增加而加大；对于同 — 系列化合物，吸附随分子量的增加而增加。
（３）不产生化学反应，因此不需要高温。
（４）由于热运动，被吸附的物质可以在胶体表面做某些移动，亦即解吸。
基于上述特征，凡是能降低表面能的物质，如有机酸、无机盐等，都可以被土壤胶粒表面

所吸附，称为正吸附；能够增加表面能的物质，如无机酸及其盐类 ——— 氯化物、硫酸盐、硝酸

盐等，则受土壤胶粒的排斥，称为负吸附。此外，土壤胶粒还可吸附 Ｈ２、ＮＨ３ 和ＣＯ２ 等气态

分子。

３ 物理化学吸附（离子代换）
土壤胶体带有双电层，其扩散层的补偿离子可以和地下水中同电荷的离子进行等当量

代换，这是一种物理化学现象，故称物理化学吸附，亦称离子代换吸附。它是土壤中吸附污染

物的主要方式。土壤中的离子代换吸附作用分为如下两种。
（１）土壤中的阳离子代换吸附作用

土壤胶体一般带负电，所以能够吸附保持阳离子，其扩散层的阳离子可被地下水中的阳

离子代换出来，故称为代换吸附，其反应式如下：

土壤胶体
·Ｃａ２＋

·Ｎａ２＋＋３ＮＨ４Ｃｌ幑幐
　　

土壤胶体 ·３ＮＨ４
＋ ＋Ｃａ２＋ ＋Ｎａ＋

当离子交换达到平衡状态时，可用下列数学表达式：

Ｃ０－Ｃ＝Ｋ Ｃ
Ｃ０－（ ）Ｃ

１
ｐ （３ １８）

其中：Ｃ０——— 初始阳离子浓度（ｍｇ／Ｌ）；Ｃ——— 平衡时阳离子浓度（ｍｇ／Ｌ）；Ｋ、１／ｐ均为常数。
土壤阳离子吸附作用具有以下特征：① 是一种能迅速达到动态平衡的可逆反应，离子

代换速度虽因胶体种类而异，但在数分钟内即达到平衡；② 阳离子的代换是等当量代换。
所谓离子代换能力，是指一种阳离子将另一种阳离子从胶体上取代出来的能力，其强弱

取决于：

① 电荷价：根据库仑定律，离子的电价愈高，受胶体电性的吸引力愈大，因而离子代换

能力亦愈强。

② 离子半径及水化程度：同价离子中，离子半径愈大，代换能力愈强。因为在电荷价相

同的情况下，离子半径较大，单位表面积上电荷量较小，电场强度较弱，对水分子的吸引力即

水化力弱，离子外围的水膜薄，受到胶体的吸力就较大，因而具有较强的代换能力。

③ 离子浓度：代换作用受质量作用定律支配。代换力弱的离子，在浓度较大的情况下，
也可代换出低浓度的代换力强的离子。

土壤阳离子的代换量（ＣＥＣ）是 指 单 位 质 量 土 壤 吸 附 保 持 阳 离 子 的 最 大 数 量，通 常 用

ｍｅｑ／ｋｇ土表示。应当注意，阳离子吸附容量与重金属的土壤容量不是同一概念，后者是指在

发生污染危害之前土壤重金属含量的最高值，它主要取决于各种重金属元素的毒性大小及

其在土壤中有效浓度的高低。而土壤阳离子代换量的大小取决于土壤负电荷数量的多少。单

位质量土壤负电荷愈多，对阳离子的吸附量亦愈大。土壤胶体的数量、种类和土壤ｐＨ 值三
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者共同决定土壤负电荷的数量。因此，土壤质地越粘、有机质含量越高、土壤的ｐＨ 值愈大，
土壤的负电荷数量就愈大，阳离子的代换量也就愈大。

（２）土壤中阴离子的代换吸附作用

对于阴离子吸附起作用的是带正电的胶体，它比阳离子代换吸附作用要弱得多。阴离子

代换吸附作用也是可逆的反应，能很快达到平衡，平衡的转移也受质量作用定律支配。但是，
土壤中阴离子代换吸附常常与化学吸附作用同时发生，两者不易区别清楚，所以相互代替的

离子之间没有明显的当量关系。各种不同的阴离子，其代换能力亦有差别。
土壤阴离子代换量与粘土矿物成分和土层反应有关。含水氧化铁、铝的阴离子代换量在

土壤溶液ｐＨ 值为５时，可达１００ｍｅｑ／１００ｇ土，高岭石含量高的土壤，阴离子代换量亦较大。
阴离子代换量随着土壤ｐＨ 值的升高而降低，并在某一ｐＨ 值时会出现负吸附。

４ 化学吸附

化学吸附是土壤颗粒表面的物质与污染物质之间，由于化学键力发生了化学作用，使得

化学性质有所改变。原来在土壤溶液中的可溶性物质，经化学反应后可转变为难溶性化合物

的沉淀物。因为在地下水中常含有大量的氯离子、硫酸根离子、重碳酸根离子等离子和硫化

氢等还原性物质，所以，一旦有重金属污染物进入，在一定的氧化 － 还原电位和ｐＨ 值条件

下，则可产生相应的氢氧化物、硫酸盐或碳酸盐而发生沉淀现象。此外，还可能有石灰吸附空

气中的ＣＯ２，形成ＣａＣＯ３ 沉淀及锌粒吸附污水中的汞形成锌汞齐合金等。
沉淀析出的盐类，在ｐＨ 值和氧化还原电位改变时，还可能再溶解。这将会影响水动力

学过程，从而间接影响水动力过程制约的其他形式的去除作用。同时，沉淀会形成新的吸附

面积，溶解则会减少吸附面积，所以沉淀过程会影响吸附性能。
化学吸附的特点是：吸附热大；吸附有明显的选择性；化学键大时，吸附是不可能的。

５ 沉淀和溶解

污染物在包气带及含水层中迁移时，其浓度常常受某些难溶化合物溶解度的控制。如果

其离子活度积大于溶度积，便产生沉淀，从而降低污染物浓度。越容易生成难溶盐沉淀的污

染成分，其迁移能力也越小。在研究溶解度对污染物浓度的控制时，一般只考虑难溶盐（即溶

解度小于１ｇ／Ｌ的盐类）。难溶盐的沉淀除受溶度积控制外，还与ｐＨ 值、氧化还原条件等密

切相关，除了与无机络合离子（如离子对）有关外，还与有机络合离子（螯合物）有关。
在总溶解固体浓度大的地下水中，即在离子强度大于０．１，或者比０．１小得多的地下水

中，常常出现络合组分。这些络合组分可被看作是热力学上的统一体，而且它们与自由离子

处于动平衡状态。络合是中心原子的阳离子与阴离子或分子的结合，如 ＣａＣＯ３
０、ＣａＨＣＯ３

＋

等。无论是无机络合还是有机络合，都可能改变某些化合物的溶解度。例如，在土壤水中，与

富里酸、柠檬酸等形成的络合物是易溶的，它们可增加某些化合物的溶解度；而与腐殖酸形

成的螯合物是难溶的，它们可降低某些化合物的溶解度。腐殖酸的总键合能力是比较大的，
每１００ｇ的腐殖酸约键合２００－６００ｍｅｑ金属，所键合的阳离子是不可逆的并与腐殖酸固定在

— 起，具有这种键合性质的阳离子约占其键合能力的２／３。因此，富里酸的存在，可增加某些

组分的迁移能力；而腐殖酸则降低某些组分的迁移能力。

６ 氧化 — 还原反应

地下水系统中有不少元素具有多种氧化态，氧化还原反应直接影响其迁移性能。具有多

种氧化态的元素主要有 Ｎ、Ｓ、Ｆｅ、Ｍｎ、Ｃｒ、Ｈｇ、Ａｓ等。即使有些只有一种氧化态的 元 素（如
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Ｃｕ、Ｐｂ、Ｃｄ、Ｚｎ），其迁移性能也明显地受氧化还原条件的影响，只是影响程度较小。
在饮用水水质标准所规定的组分中，根据浅层的地下水所具有的ｐＨ－Ｅｈ，可知最易迁

移的组分是 Ｃｒ、Ａｓ、Ｓｅ。在氧化条件下，在具有正常的ｐＨ 值的浅层水中，Ｃｒ和 Ａｓ以一价或

二价阴离子形式存在，Ｓｅ的情况也如此，Ｅｈ很低时才产生难溶的硫化物沉淀，而在氧化条件

下，其迁移不受溶解度的控制。在化学上常用ｐＨ－Ｅｈ图判断氧化还原条件，虽然ｐＨ－Ｅｈ
图对各种元素在不同的ｐＨ－Ｅｈ条件下的迁移能力提供一个总的情况，但并不能直接利用

它们来预测地下水中污染物的迁移能力。因为要把ｐＨ－Ｅｈ图直接应用于鉴别各种污染物

的迁移性能，就必须准确地测定ｐＨ 和Ｅｈ值；此外，地下水中的细菌也得查清，因为细菌对

氧化还原往往影响很大。但是，由于很难准确地测定地下水系统中的Ｅｈ值，同时缺乏细菌的

定量数据，所以很难应用ｐＨ－Ｅｈ图定量地确定地下水污染系统中某组分的存在形式及其

迁移性能。
在固体废物堆放地点下受污染的地下水中，往往具有很低的氧化还原电位，属还原条

件，而其周围未被污染的地下水，则具有较高的氧化还原电位。

Ｏ２ 在水中的溶解度低（２５℃ 为９ｍｇ／Ｌ，５℃ 为１１ｍｇ／Ｌ），又因为地下环境中的 Ｏ２ 补给

受限制，所以只要有少量有机质存在就能耗尽地下水中的溶解氧。有机质的氧化反应如下

（以最简单的碳水化物 ＣＨ２Ｏ代表有机物）：

ＣＨ２Ｏ＋Ｈ２（气）
　　

ＣＯ２（气）＋Ｈ２Ｏ

据质量守恒关系算得，只要８．４Ｍｇ／ＬＣＨ２Ｏ被氧化，就能消耗９ｍｇ／Ｌ的 Ｏ２，这样水中

的溶解氧就被耗尽了。但是，即使地下水中的氧全部被耗尽，仍然可产生有机质的氧化，这时

的氧化剂是地下水中的ＳＯ４２－、ＮＯ３
－、Ｆｅ（ＯＨ）３ 等。

７ｐＨ 值的影响（酸碱反应）
地下水污染系统的ｐＨ 值对污染物的迁移有明显的影响，由于ｐＨ 值的变化，可能引起

某些污染物的沉淀，同时也可能引起某些污染组分的吸附，从而降低这些组分的迁移能力。
由于一般地下水均含有定量的溶解ＣＯ２ 和ＨＣＯ３

－ 而组成了一个缓冲系统，使得天然地

下水的ｐＨ值一般多在６～９之间。ｐＨ值很高的地下水，通常是碳酸钠含量高的地下水；ｐＨ
值很低的地下水通常是酸性矿山排水，这是硫化物氧化成硫酸盐，而硫酸盐进一步溶解的结

果。当有酸性污染水或酸雨渗入含水层时，地层中碳酸盐及硅酸盐的溶解可起到明显的缓冲

作用，使ｐＨ 值升高。据地下水系统的碳酸平衡原理，随着碳酸盐的溶解，水中的 ＨＣＯ３
－ 和

ｐＨ值增加。同样，硅铝酸盐溶解消耗水中的 Ｈ＋，结果使水中增加Ｃａ２＋、Ｍｇ２＋、Ｎａ＋ 和Ｋ＋，同

时ｐＨ 值和 ＨＣＯ３
－ 也上升。

因此，酸性废水或酸雨的入渗不一定会引起地下水的ｐＨ 值降低，它可能溶解地层中某

些矿物，增加其迁移能力；同时，如产生碳酸盐及硅铝酸盐的溶解，也可能使ｐＨ 值升高，有

利于某些金属离子形成氢氧化物或碱式盐沉淀。

８ 化学降解

化学降解是一些污染物在没有微生物参加情况下的分解。一般来说，化学降解是针对有

机物而言的。有机物通过化学降解可以转变为另一种形式，如毒性小或无毒的形式。例如，某

些农药（包括马拉硫磷、丁烯磷、莠去津、敌草隆等）通过化学降解强烈地被消耗。当然，在酸

性土壤里，所产生的化学脱氮作用（无微生物参加的化学还原）去除 ＮＯ３
－ 的过程也属于化
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学降解。
除上述化学作用外，光分解也是一种减少污染物迁移的化学作用。光辐射到地面上，可

使一些有机污染物变为无毒形式。目前资料证明能进行光分解的有机物有三氟化物、五氯

酚、异狄氏剂、杀扑磷等。
（二）生物作用

１ 微生物作用产生的降解和转化过程

实践早已表明，无论是在包气带土壤中还是埋藏不深的潜水中，甚至１００ｍ 或更大深度

的地下水中，都有微生物在活动，而且在零下几十度和零上８５～１００℃ 的不同温度的地下

水中，微生物都能繁殖。微生物的种类包括细菌、放线菌、真菌和寄生虫。在污水灌溉或使用

其他固体废物（如污泥等）和有机农药、化肥的土壤里，以及受污染的地下水中，其有机污染

物可作为微生物的碳源和能源，微生物在消耗有机物的同时，其群体密度亦在增大。因此，地

下水污染系统中，在微生物参与下可使有机物降解或向无机物转化。
所谓微生物降解，是指复杂的有机物（大分子有机物）通过微生物活动使其变成简单的

产物（ＣＯ２、Ｈ２Ｏ等），如糖类在好氧条件下的降解：

Ｃ６Ｈ１２Ｏ６＋６Ｏ２
　 好氧细菌

→
　

６ＣＯ２＋６Ｈ２Ｏ

无机物的转化是指一种形式的无机物通过微生物的活动，使其转化为另一种形式的无

机物。在好氧的地下水系统中，能使 Ｈ２Ｓ氧化成硫酸：

２Ｈ２Ｓ＋Ｏ２
　 硫酸细菌

→
　

２Ｈ２Ｏ＋Ｓ２

Ｓ２＋３Ｏ２＋２Ｈ２Ｏ
　 硫酸细菌

→
　

２Ｈ２ＳＯ４

如果地下水系统中同时有碳酸盐存在，则可生成硫酸盐沉淀析出：

Ｈ２ＳＯ４＋ＣａＣＯ３ →
　　

ＣａＳＯ４↓＋Ｈ２Ｏ＋ＣＯ２↑

无论是有机物的降解还是无机物的转化，都可在较深的地下水系统中的厌氧条件下通

过厌氧细菌进行，只是降解速率要比好氧条件下较小而已。在厌氧环境里，微生物可通过还

原含氧的化合物（特别是 ＮＯ３
－、ＳＯ２－

４ ）获得所必需的氧。所以，不含氧、水解常数小的有机物

（如卤代烃类）在地下水系统中的厌氧条件下难降解，而含氧的有机化合物（如乙醇、乙醚及

脂类等）相对较易降解，如在厌氧条件下氨化和反硝化细菌的转化过程为：

８（Ｈ）＋Ｈ＋ ＋ＮＯ－
３

　 氨化细菌
→
　

ＮＨ＋
４ ＋ＯＨ－＋２Ｈ２Ｏ

１０（Ｈ）＋２Ｈ＋＋２ＮＯ－
３

　 反硝化细菌
→
　

Ｎ２＋６Ｈ２Ｏ

２ 生物积累和植物摄取

（１）生物积累

生物积累是指地下水中的污染物被有机体吸收。这是一种消除地下水有害物质的重要

因素，但如果生物中积累的微量元素超过一定浓度时，则可能产生毒害作用而使生物从繁殖

生长状态转化为死亡状态，于是，原先积累在生物体中的物质则可能重新释放。
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在水生生物中，通常用一个富集系数ｆＡ 来表示生物积累程度，即

ｆＡ ＝Ｃｏｒｇ

ＣＷ

ｍｇ／ｋｇ
ｍｇ／（ ）Ｌ

（３ １９）

其中：Ｃｏｒｇ 和ＣＷ 分别表示所讨论的物质在有机体和周围水体中的浓度。
（２）植物摄取

某些污染物可作为植物的养分被植物根系吸收，由于植物生长过程的不断摄取，使一部

分污染物 被 去 除。植 物 易 摄 取 的 有 Ｎ、Ｐ、Ｋ、Ｃａ、Ｍｇ、Ｓ、Ｆｅ、Ｂ、Ｃｕ、Ｚｎ、Ｍｏ、Ｎｉ、Ｍｎ以 及 某 些

农药。

第二节 　 地表水水质模拟

地表水环境系统包括的水体很广泛，大到海洋、小到小河，既包括自然水体也包括人工

修建的水库等。目前对地表水各水体的研究深度不同，研究得最早也最完善的水体是与人们

生活密切相关的河流水环境系统。本节将重点介绍河流水质模型，同时还将介绍其他地表水

体，包括河口、湖泊与水库、近海水域等的水质模型。

一、河流水质模型

河流作为地球上分布最广泛的一种水体，其显著的特点就是在三维空间尺度上存在着

巨大的差异，并且沿程的水文条件一般变化较大。确定性基本模型都是建立在均匀流场假设

基础上的，而从河流全程这一宏观角度看，几乎找不到一条可称得上是均匀流场的河流。因

此，就要把河流进行分段，使每一河段尽量满足流态稳定这一基本条件，分别建立单一河段

的水质模型，再将各河段模型通过质量平衡原则联系起来，这样就可以组建整条河流的水质

联立模型。
用于水质评价的常规水质参数很多，从水质组分看，有机污染物是一种典型的水体污染

物，而综合反应耗氧有机物的ＢＯＤ－ＤＯ模型具有普遍的重要意义，也是较成熟的模型。
（一）单一河段水质模型［２］［３］［４］［６］

在所研究的河段内只有一个排放口时，称该河段为单一河段。在研究单一河段时，一般

把排放口置于河段的起点，即定义排放口处的纵向坐标ｘ＝０；上游河段的水质视为河流水

质的本底值。单一河段的模型一般都比较简单，是研究各种复杂模型的基础。

１Ｓｔｒｅｅｔｅｒ－Ｐｈｅｌｐｓ模型

１９２５年，斯特里斯（Ｈ．Ｓｔｒｅｅｔｅｒ）和菲尔普斯（Ｅ．Ｐｈｅｌｐｓ）建立了第一个描述河流水质的模

型，Ｓ－Ｐ模型，它是第一个真正意义上的水质模型，被广泛地应用于河流水质的模拟预测中。

Ｓ－Ｐ模型是在以下几个基本假设基础上建立的：
（１）ＤＯ浓度仅取决于ＢＯＤ反应与复氧过程，并认为有厌氧微生物参与的ＢＯＤ衰变反

应符合一级反应动力学；
（２）水中溶解氧的减少是由于含碳有机物在ＢＯＤ反应中的细菌分解引起，与ＢＯＤ降解

有相同速率；
（３）由于氧亏和湍流而引起复氧，复氧速率与水中氧亏成正比。
由以上假设得出的模型方程是：
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Ｌ
ｔ＋ｕＬ

ｘ＝Ｄｘ
２Ｌ
ｘ２ －Ｋ１Ｌ （３ ２０）

其中：Ｌ，Ｃ——— 河水中的ＢＯＤ、ＤＯ浓度，［Ｍ／Ｌ３］；

ｕ——— 河水流速，［Ｌ／Ｔ］；

Ｃｓ——— 河水中饱和溶解氧浓度，与温度有关，［Ｍ／Ｌ３］；

Ｄｘ——— 弥散系数，［Ｌ２／Ｔ］；

Ｋ１，Ｋ２——— 河水中ＢＯＤ降解速度常数，复氧速度常数，［Ｔ－１］。
在考虑弥散时的稳态解（温度 Ｔ是常数）：
此时ＢＯＤ方程变为：

Ｄｘ
ｄ２Ｌ
ｄｘ２ －ｕｄＬ

ｄｘ－Ｋ１Ｌ＝０ （３ ２１）

假设有一条无限长的河流，它在ｘ＝０处有一个排放ＢＯＤ的污染源，边界条件为Ｌ（０）

＝Ｌ０，Ｌ（∞）＝０，则在ｘ＝０和ｘ＝ ∞ 之间的方程（３ ２１）的解是：

Ｌ＝Ｌ０ｅ
ｕｘ
２Ｄｘ

（１－ １＋４ＤｘＫ１／ｕ槡 ２）＝Ｌ０ｅβ１ｘ （３ ２２）

其中

β１ ＝ ｕ
２Ｄｘ

１－ １＋４ＤｘＫ１

ｕ槡（ ）２
（３ ２２ａ）

ＤＯ方程变为：

Ｄｘ
ｄ２Ｃ
ｄｘ２ －ｕｄＣ

ｄｘ－Ｋ２Ｃ＝Ｋ１Ｌ０ｅβ１ｘ －Ｋ２Ｃｓ （３ ２３）

对于边界条件为Ｃ（０）＝Ｃ０，Ｃ（∞）＝Ｃｓ，得到式（３ ２３）的解是：

Ｃ＝Ｃｓ－（Ｃｓ－Ｃ０）ｅβ２ｘ ＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ１－Ｋ２
（ｅβ１ｘ －ｅβ２ｘ） （３ ２４）

其中：

β２ ＝ ｕ
２Ｄｘ

１－ １＋４ＤｘＫ２

ｕ槡（ ）２
（３ ２４ａ）

在不考虑弥散求稳态解时，由于ｕＬ
ｘ＝Ｌ

ｔ
，ｕＣ

ｘ＝Ｃ
ｔ

，式（３ ２０）变为：

ｄＬ
ｄｔ＝－Ｋ１Ｌ

ｄＣ
ｄｔ＝－Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）

（３ ２５）

若以Ｄ ＝Ｃｓ－Ｃ 表示氧亏，则式（３ ２５）可表示为：

ｄＬ
ｄｔ＝－Ｋ１Ｌ

ｄＤ
ｄｔ ＝Ｋ１Ｌ＋Ｋ２Ｄ

（３ ２６）
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根据单一河段的基本含义，有初始条件ｘ＝０时，Ｌ＝Ｌ０、Ｄ＝Ｄ０，则式（３ ２６）的解析

式为：
对ＢＯＤ：

Ｌ＝Ｌ０ｅ－Ｋ１ｔ （３ ２７）

Ｄ ＝Ｄ０ｅ－Ｋ２ｔ＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ２－Ｋ１
［ｅ－Ｋ１ｔ－ｅ－Ｋ２ｔ］ （３ ２８）

其中：ｔ＝ｘ／ｕ，表示河水的流行时间。
若以溶解氧浓度表示，则式（３ ２８）变为：

Ｃ＝Ｃｓ－（Ｃｓ－Ｃ０）ｅ－Ｋ２ｔ＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ１－Ｋ２
［ｅ－Ｋ１ｔ－ｅ－Ｋ２ｔ］ （３ ２９）

以上各式中的符号同前。
式（３ ２９）称为Ｓ－Ｐ氧垂公式，根据该式绘制的溶解氧沿程变化曲线就称为氧垂曲线。
在很多情况下，人们希望能找到溶解氧浓度的最低点 ——— 临界点。在临界点，河水的氧

亏值最大，且变化速度为零，则

ｄＤ
ｄｔ ＝Ｋ１Ｌ－Ｋ２Ｄｃ ＝０

得到：

Ｄｃ ＝Ｋ１

Ｋ２
Ｌ０ｅ－Ｋ１ｔｃ （３ ３０）

其中：Ｄｃ——— 临界点的氧亏值，［Ｍ／Ｌ３］；ｔｃ——— 由起始点到达临界点的流行时间，［Ｔ］。

将ｔ＝ｘ／ｕ带入式（３ ２８）后，将该式中的Ｄ 对ｘ求导，并令ｄＤ
ｄｔ＝０，可求得临界氧亏的

位置：

ｘｃ ＝ ｕ
Ｋ２－Ｋ１

ｌｎ Ｋ２

Ｋ１
１－Ｄ０（Ｋ２－Ｋ１）

Ｋ１Ｌ［ ］｛ ｝０
（３ ３１）

令Ｆ＝Ｋ２

Ｋ１
，一般称Ｆ 为水体的自净速率，将Ｆ 代入式（３ ３１），则得：

ｘｃ ＝ ｕ
Ｋ１（Ｆ－１）·ｌｎＦ（１－（Ｆ－１）Ｄ０

Ｌ０
［ ］） （３ ３２）

由此容易计算出临界氧亏发生的时间ｔｃ

ｔｃ ＝ １
Ｋ２－Ｋ１

ｌｎ Ｋ２

Ｋ１
１－Ｄ０（Ｋ２－Ｋ１）

Ｋ１Ｌ［ ］｛ ｝０
（３ ３３）

若用式（３ ３２）代入式（３ ２９），得到：

Ｃｃ ＝Ｃｓ
Ｌ０

Ｆ Ｆ（１－（Ｆ－１））Ｄ０

Ｌ［ ］
０

１
１－Ｆ

（３ ３４）

假设Ｌ０ 相当大，则用上式得出的Ｃｃ 就可能变为负值，这是Ｓ－Ｐ模型不能令人满意的特

性。它主要是由于“氧的消耗速度与氧的浓度无关”的假设造成的。在低溶解氧浓度时，这个

·６０１· 水环境系统模拟



假设是有疑问的。为弥补这个缺陷，Ｓｈａｓｔｒｙ等人提出了一个非线性模型，如下所示：

Ｌ
ｔ＋ｕＬ

ｘ＝－珦Ｋ１ＬＣ

Ｃ
ｔ＋ｕＣ

ｘ＝－珦Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）
（３ ３５）

式中的 珦Ｋ１ 是常数，采用这个模型不会产生负的溶解氧的浓度值。

Ｓ－Ｐ模型是关于河流ＢＯＤ和ＤＯ耦合的基本水质模型，它忽略了源汇项对河流水质的

影响，因此在实际应用中，可根据河流的具体情况，利用下述考虑了源汇项等因素的Ｓ－Ｐ模

型的修正式。

２Ｔｈｏｍａｓ（托马斯）模型

对于沉降作用明显的河流，托马斯在Ｓ－Ｐ模型的基础上引进了沉淀系数 Ｋ３ 以将沉降

作 用对ＢＯＤ去除的影响考虑进去，其推导过程就是用Ｋ１＋Ｋ３ 代替Ｓ－Ｐ模型ＢＯＤ部分中

的 Ｋ１，如下式所示：

Ｌ
ｔ＋ｕＬ

ｘ＝Ｄｘ
２Ｌ
ｘ２ －（Ｋ１＋Ｋ３）Ｌ

Ｃ
ｔ＋ｕＣ

ｘ＝Ｄｘ
２Ｃ
ｘ２ －Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）

（３ ３６）

处于稳态并忽略弥散影响时，上式变为：

ｄＬ
ｄｔ＝－（Ｋ１＋Ｋ３）Ｌ

Ｃ
ｔ＝－Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）或Ｄ

ｔ ＝Ｋ１Ｌ－Ｋ２Ｄ

（３ ３７）

在初始条件Ｌ（０）＝Ｌ０，Ｄ（０）＝Ｄ０ 下，得托马斯修正式的解析解为：

Ｌ＝Ｌ０ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ

Ｄ ＝Ｄ０ｅ－Ｋ２ｔ＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ２－（Ｋ１＋Ｋ３）
ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ－ｅ－Ｋ２［ ］ｔ

（３ ３８）

若用溶解氧表示

Ｌ＝Ｌ０ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ

Ｃ＝Ｃｓ－（Ｃｓ－Ｃ０）ｅ－Ｋ２ｔ＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ１＋Ｋ３－Ｋ２
ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ－ｅ－Ｋ２［ ］ｔ

（３ ３９）

３Ｄｏｂｂｉｎｓ－Ｃａｍｐ（多宾斯 － 康布）修正式

此模型考虑了因底泥释放ＢＯＤ和地表径流所引起的ＢＯＤ变化，以ＳＬ 表示；同时还考虑

了藻类光合作用和呼吸作用引起的溶解氧变化，以Ｐ－Ｒ表示。模型如下：

Ｌ
ｔ＋ｕＬ

ｘ＝Ｄｘ
２Ｌ
ｘ２ －（Ｋ１＋Ｋ３）Ｌ＋ＳＬ

Ａ

Ｃ
ｔ＋ｕＣ

ｘ＝Ｄｘ
２Ｃ
ｘ２ －Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）＋（Ｐ－Ｒ）

（３ ４０）
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处于稳态并忽略弥散影响时，上式变为：

ｄＬ
ｄｔ＝－（Ｋ１＋Ｋ３）Ｌ＋ＳＬ

Ａ

Ｃ
ｔ＝－Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）＋（Ｐ－Ｒ）或Ｄ

ｔ ＝Ｋ１Ｌ－Ｋ２Ｄ－（Ｐ－Ｒ）
（３ ４１）

在初始条件Ｌ（０）＝Ｌ０，Ｄ（０）＝Ｄ０ 下，得多宾斯 － 康布修正式的解析解为：

　

Ｌ＝ Ｌ０－ ＳＬ

Ａ（Ｋ１＋Ｋ３（ ））ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ＋ ＳＬ

Ａ（Ｋ１＋Ｋ３）

Ｄ ＝Ｄ０ｅ－Ｋ２ｔ＋ Ｋ１

Ｋ２－（Ｋ１＋Ｋ３）
Ｌ０－ ＳＬ

Ａ（Ｋ１＋Ｋ３（ ）） ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ－ｅ－Ｋ２［ ］ｔ

＋Ｋ１

Ｋ２

ＳＬ

Ａ（Ｋ１＋Ｋ３）－
Ｐ－Ｒ
Ｋ（ ）１

（１－ｅ－Ｋ２ｔ）

（３ ４２）

显然，Ｄｏｂｂｉｎｓ－Ｃａｍｐ模型中若忽略ＳＬ／Ａ、Ｐ－Ｒ即是 Ｔｈｏｍａｓ模型；若再忽略Ｋ３，则

简化为Ｓ－Ｐ模型。

４ＯＣｏｎｎｏｒ修正式

此模型假定总的ＢＯＤ是由含碳ＢＯＤ和含氮ＢＯＤ两项组成，增加的ＬＮ 代表含氮ＢＯＤ
降解速度常数。模型如下：

ＬＣ

ｔ ＋ｕＬＣ

ｘ ＝Ｄｘ
２ＬＣ

ｘ２ －（Ｋ１＋Ｋ３）ＬＣ ＋ＳＬ

Ａ

ＬＮ

ｔ ＋ｕＬＮ

ｘ ＝Ｄｘ
２ＬＮ

ｘ２ －ＫＮＬＮ

Ｃ
ｔ＋ｕＣ

ｘ＝Ｄｘ
２Ｃ
ｘ２ －Ｋ１ＬＣ －ＫＮＬＮ ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）＋（Ｐ－Ｒ）

（３ ４３）

处于稳态并忽略弥散影响时，上式变为：

ｄＬＣ

ｄｔ ＝－（Ｋ１＋Ｋ３）ＬＣ ＋ＳＬ

Ａ

ｄＬＮ

ｄｔ ＝－ＫＮＬＮ

ｄＣ
ｄｔ＝－Ｋ１ＬＣ －ＫＮＬＮ ＋Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）＋（Ｐ－Ｒ）

（３ ４４）

用氧亏表示，且当Ｐ＝０、Ｒ＝０、ＳＬ ＝０时，式（３ ４４）则为：

ｄＬＣ

ｄｔ ＝－（Ｋ１＋Ｋ３）ＬＣ

ｄＬＮ

ｄｔ ＝－ＫＮＬＮ

ｄＤ
ｄｔ ＝Ｋ１ＬＣ ＋ＫＮＬＮ －Ｋ２Ｄ

（３ ４５）
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当初始条件为ｔ＝０（或ｘ＝０）、ＬＣ ＝ＬＣ０、ＬＮ ＝ＬＮ０、Ｄ ＝Ｄ０ 时，该模型的解析式为：

ＬＣ ＝ＬＣ０ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ

ＬＮ ＝ＬＮ０ｅ－ＫＮｔ （３ ４６）

Ｄ ＝Ｄ０ｅ－Ｋ２ｔ＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ２－（Ｋ１＋Ｋ３）
ｅ－（Ｋ１＋Ｋ３）ｔ－ｅ－Ｋ２［ ］ｔ ＋ ＫＮＬＮ０

Ｋ２－ＫＮ
ｅ－ＫＮｔ－ｅ－Ｋ２［ ］ｔ

一般情况下，含氮有机物的ＢＯＤ值ＬＮ 可以用氨氮的需氧量来表示。由氨的氧化反应方

程 式ＮＨ３＋２Ｏ２
　　

ＨＮＯ３＋Ｈ２Ｏ可知，若ＮＨ３－Ｎ被完全氧化，则氧化１ｇ氨氮需要４．５７ｇ
氧，即１ｇ氨氮的需氧量为４．５７ｇ。

（二）一维多河段水质模型［２］［３］

环境质量基本模型和单一河段水质基本模型都是建立在流场是均匀、稳定的这一基本

假设基础上的。然而，几乎没有任何一条实际河流能在整个流程满足这一基本假设。因此，在

建立一条实际河流的水质模型时，一般要把河流分成若干河段，使得每一河段的水文条件基

本上保持均匀稳定，满足基本模拟模型和单一河段水质基本模型的基本假设。
一般，可按以下原则划分河段、设置断面。

① 在河流断面形状发生剧烈变化处，这种变化导致河流的流态（流速、流量及水深分布

等）发生相应的变化；

② 支流或污水的输入处；

③ 河流取水口处；

④ 其他需要设立断面的地方，如桥涵附近便于采样的地方、现有的水文站附近等。
河流断面确定之后，就可以根据水流与污染物的输入、输出条件，做出河流水质计算的

概化图，如图３ ３所示。

Q3i
L3i
C3i

Q1i
L1i
C1i

Q10
L10
C10

0 i-1 i

Qi
Li
Ci i+1 n

Q2n
L2n
C2n

Q2i
L2i
C2i

，K1i，li
，K2i，ui
，K3i，ti

图３ ３　 多段河流的概念化

Ｑｉ——— 第ｉ断面进入河流的污水（或支流）的流量；Ｑ１ｉ——— 由上游进入断面ｉ的流量；

Ｑ２ｉ——— 由断面ｉ输出到下游的流量；Ｑ３ｉ——— 在断面ｉ处的取水量；

Ｌｉ、Ｃｉ——— 在断面ｉ处进入河流的污水或支流的ＢＯＤ和 ＤＯ的浓度；

Ｌ１ｉ、Ｃ１ｉ——— 由上游进入断面ｉ的ＢＯＤ和 ＤＯ的浓度；

Ｌ２ｉ、Ｃ２ｉ——— 由断面ｉ向下游输出的ＢＯＤ和 ＤＯ的浓度；
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Ｋ１ｉ、Ｋ２ｉ、Ｋ３ｉ——— 断面ｉ下游河段的水质模型参数，其中 Ｋ１ｉ 为ＢＯＤ的衰减速度常数；

Ｋ２ｉ 为大气复氧速度常数；Ｋ３ｉ 为悬浮物的沉淀与再悬浮速度常数；

ｌｉ——— 断面ｉ下游河段的长度；ｕｉ——— 断面ｉ下游河段的平均流速；

ｔｉ——— 断面ｉ下游河段内的流行时间。
在根据一维多河段水质模型概化图建立多河段水质模型时，要明确河流水质的特点：其

中一点是上游每一个排放口排放的污染物对下游每一断面的水质都会产生一个增量，而下

游的水质对上游不会产生影响，因此，河流每 — 个断面的水质状态都可以视为上游每一个

断面排放的污染物和本断面排放的污染物的影响的总和。这里所建立的ＢＯＤ多河段模型也

可以应用于性质与ＢＯＤ类似的其他污染物的模拟。
由Ｓ－Ｐ模型可以写出河流ＢＯＤ的变化规律：

Ｌ＝Ｌ０ｅ－Ｋ１ｔ

根据图３ ３中的符号定义及水流连续性原理和质量守恒原理，可以写出每个断面流量、

ＢＯＤ的平衡关系式：

Ｑ２ｉ ＝Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ＋Ｑｉ （３ ４７）

Ｑ１ｉ ＝Ｑ２，ｉ－１ （３ ４８）

Ｌ２ｉＱ２ｉ ＝Ｌ１ｉ（Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ）＋ＬｉＱｉ （３ ４９）

另外，由Ｓ－Ｐ模型可以写出由ｉ－１断面至ｉ断面间的ＢＯＤ衰减关系：

Ｌ１ｉ ＝Ｌ２，ｉ－１ｅ－Ｋ１，ｉ－１ｔｉ－１ （３ ５０）

令 αｉ ＝ｅ－Ｋ１ｉｔｉ （３ ５１）

代入式（３ ５０），得：

Ｌ１ｉ ＝αｉ－１Ｌ２，ｉ－１ （３ ５２）

同时，由式（３ ４９）和式（３ ５２）可以写出：

Ｌ２ｉ ＝Ｌ２，ｉ－１αｉ－１（Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ）
Ｑ２ｉ

＋Ｑｉ

Ｑ２ｉ
Ｌｉ （３ ５３）

令 αｉ－１ ＝αｉ－１（Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ）
Ｑ２ｉ

（３ ５４）

ｂｉ ＝ Ｑｉ

Ｑ２ｉ
（３ ５５）

由式（３ ５３）、式（３ ５４）、式（３ ５５）可以写出任一断面的ＢＯＤ表达式：

Ｌ２１ ＝ａ０Ｌ２０＋ｂ１Ｌ１

Ｌ２２ ＝ａ１Ｌ２１＋ｂ２Ｌ２



Ｌ２ｉ ＝ａｉ－１Ｌ２，ｉ－１＋ｂｉＬｉ



Ｌ２ｎ ＝ａｎ－１Ｌ２，ｎ－１＋ｂｎＬｎ
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这一组递推式可以用一个矩阵方程来表达：

ＡＬ２ ＝ＢＬ ＋ｇ （３ ５６）

其中：Ａ、Ｂ 是ｎ 阶矩阵：

Ａ＝

１ ０ … … … ０
－ａ１ １ ０ 

０  １  
 ０ －ａｉ－１  ０ 
   １ ０
０ … … ０ －ａｎ－１

熿

燀

燄

燅１

　　Ｂ＝

ｂ１ ０ … … … ０
０ ｂ２ ０ 
    
 ０ ｂｉ ０ 
   ０
０ … … … ０ ｂ

熿

燀

燄

燅ｎ

Ｌ２ ＝ （Ｌ２１，Ｌ２２，…，Ｌ２ｎ）Ｔ，Ｌ

＝ （Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ）Ｔ

ｇ ＝ （ｇ１，ｇ２，…，ｇｎ）Ｔ，且ｇｉ ＝
ａ０Ｌ２０，ｉ＝１

０，ｉ＝２，３，…，
烅
烄

烆 ｎ

由式（３ ５６）可得：

Ｌ２ ＝Ａ－１ＢＬ ＋Ａ－１Ｌ （３ ５７）

若令 Ｕ ＝Ａ－１Ｂ （３ ５８）

ｍ ＝Ａ－１ｇ （３ ５９）

则式（３ ５７）可表示为：

Ｌ２ ＝ＵＬ ＋ｍ （３ ６０）

矩阵（３ ６０）表示 每 一 个 断 面 向 下 游 输 出 的 ＢＯＤ（Ｌ２ 向 量）与 各 个 节 点 输 入 河 流 的

ＢＯＤ（Ｌ 向量）之间的关系。在水质模拟和预测时，Ｌ 是一组已知量，Ｌ２ 是需要模拟的量；在水

污染控制规划中，作为河流ＢＯＤ约束Ｌ２ 是一组已知量，而Ｌ 则是需要确定的量。

同理，也可以推导出表示每一个断面向下游输出的溶解氧（Ｃ２ 向量）与各个节点输入河

流的ＢＯＤ（Ｌ 向量）及溶解氧（Ｃ 向量）之间关系的矩阵方程。

令

γｉ ＝ｅ－Ｋ２ｉｔｉ

βｉ ＝Ｋ１ｉ（αｉ－γｉ）
Ｋ２ｉ－Ｋ１ｉ

δｉ ＝Ｃｓ（１－γｉ）
（３ ６１）

再令

ｃ′ｉ－１ ＝Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ

Ｑ２ｉ
γｉ－１

ｄｉ－１ ＝Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ

Ｑ２ｉ
βｉ－１
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ｆｉ－１ ＝Ｑ１ｉ－Ｑ３ｉ

Ｑ２ｉ
δｉ－１ （３ ６２）

　　　　　　　　　　　　 　ｈｉ ＝
ｃ′０Ｃ２０－ｄ０Ｌ２０，ｉ＝１

０，ｉ＝２，３，…，
烅
烄

烆 ｎ

则溶解氧关系式可写为：

Ｃ′Ｃ２ ＝－ＤＬ２＋ＢＣ ＋ｆ

＋ｈ （３ ６３）

其中：

Ｃ′＝

１ ０ … … … ０

－ｃ′１ １ ０ 

０  １  

 ０ －ｃ′ｉ－１  ０ 

   １ ０

０ … … ０ －ｃ′ｎ－１

熿

燀

燄

燅１

　Ｄ ＝

０ ０ … … … ０

ｄ１ ０ ０ 

０ ｄ２ ０  

 ０   ０ 

   ０ ０

０ … … ０ ｄｎ－１

熿

燀

燄

燅０

ｆ

＝ （ｆ０，ｆ１，…，ｆｎ－１）Ｔ　　　　ｈ ＝ （ｈ１，ｈ２，…，ｈｎ）Ｔ

则式（３ ６３）可解得：

　　　　　　Ｃ２ ＝Ｃ′－１ＢＣ －Ｃ′－１ＤＬ２＋Ｃ′－１（ｆ

＋ｈ）

＝Ｃ′－１ＢＣ －Ｃ′－１ＤＡ－１ＢＬ ＋Ｃ′－１（ｆ

＋ｈ）－Ｃ′－１ＤＡ－１ｇ （３ ６４）

令

Ｖ ＝－Ｃ′－１ＤＡ－１Ｂ （３ ６５）

ｎ ＝Ｃ′－１ＢＣ ＋Ｃ′－１（ｆ

＋ｈ）－Ｃ′－１ＤＡ－１ｇ （３ ６６）

则（３ ６４）可写为：

Ｃ２ ＝ＶＬ ＋ｎ （３ ６７）

将式（３ ６０）与式（３ ６７）联立，得

Ｌ２ ＝ＵＬ ＋ｍ

Ｃ２ ＝ＵＬ ＋ｎ
（３ ６８）

式（３ ６８）就是描述多段河流的ＢＯＤ－ＤＯ耦合关系的矩阵模型，其中，Ｕ 和Ｖ 是两个

由给定数据计算的ｎ阶下三角矩阵，ｍ 和ｎ 是两个由给定数据计算的ｎ维向量。每输入一组

污水的ＢＯＤ（Ｌ）值，就可以获得一组对应的河流ＢＯＤ值和ＤＯ值（Ｌ２ 和Ｃ２）。由于Ｕ 和Ｖ 反
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映了这种因果关系，因此称Ｕ 为河流ＢＯＤ稳态响应矩阵，Ｖ 为河流 ＤＯ稳态响应矩阵。
对于含支 流 的 河 流，当 支 流 和 干 流 要 作 为 一 个 整 体 考 虑 时，可 以 对 支 流 写 出 与 式

（３ ６８）相似的矩阵方程，然后插入主流的矩阵方程，形成新的矩阵方程。
如 图３ ４所示，设干流含有ｎ个断面，各断面编号为１，２，…，ｉ，…，ｎ；支流含有ｍ个断面

（不含支 流 汇 入 主 流 处 的 断 面），各 断 面 的 编 号 为１（ｉ），２（ｉ），…，ｊ（ｉ），…，ｍ（ｉ）；汇 合 断 面

ｍ（ｉ）在干流上的编号为ｉ。

n 干
i 流

2
l

m（i）

2（i）

l（i）

支

流

图３ ４　 含支流的河流系统

首先分别写出干流和支流的ＢＯＤ－ＤＯ耦合关系方程：

对干流：　
Ｌ２ ＝ＵＬ ＋ｍ

Ｃ２ ＝ＶＬ ＋ｎ
烅
烄

烆


对支流：　
Ｌ２′＝Ｕ′Ｌ′＋ｍ′

Ｃ２′＝Ｖ′Ｌ′＋ｎ
烅
烄

烆 ′

上式干流中，Ｌ ＝ （Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｉ，…，Ｌｎ）Ｔ。其 中 Ｌｉ 为 支 流 的Ｌ２′ 中 的 最 后 一 个 元 素

Ｌ２ｍ′，即Ｌｉ ＝Ｌ２ｍ′。可由下式计算Ｌ２ｍ′

Ｌ２ｍ′＝λＴ（Ｕ′Ｌ′＋ｎ′） （３ ６９）

式中：λ＝ （０　０　…　０　１）Ｔ 为ｍ 维算子向量。
（三）二维多河段河流水质模型［２］［３］

对于排放到河流中的污染物在完成横向混合前这段过程，污染物在纵向和横向都存在

浓度梯度，这时就需要采用二维模型对其进行描述。
当河床形状较为规则、水量稳定，可利用第一章介绍的二维模型及其解析解进行模拟，

这样既可满足计算精度的要求，又可大大简化计算过程。然而，在一般情况下，由于河床非常

不规则，解析解的应用受到限制，常常采用数值解。目前常用的数值解法很多，如有限差分

法、有限单元法、有限分析法等，本书将在下一章对这些数值方法进行介绍。这里简要介绍有

限单元法在建立并求解二维水质模型中的应用。
有限单元法在二维水质模型中应用的基本思路是把一个连续的环境空间根据一定的原

则划分为若干单元，每个单元都可以视为一个完全混合的子系统；然后通过对每一个单元建

立质量平衡方程，从而建立起整个体系的联立方程数学模型。

１ 正交曲线坐标系统的建立

在一个给定的河段中，沿水流方向将河宽分成 ｍ 个流带；同时，在垂直水流方向，将河
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段分为ｎ个子河段，构成一个含有ｍ×ｎ个有限单元的平面网格系统，如图３ ５所示。
对每一个有限单元来说，水质变化的原因包括：由纵向或横向水流的携带作用造成的输

入与输出；由纵向及横向弥散作用形成的输入与输出；污染物的转化与衰减；系统外部的输

入。根据这些关系，可以针对每一个有限单元体写出质量平衡方程，然后联立求解 ｍ×ｎ个

方程，就可以获得二维系统中的污染物分布。

断面线

流管

y

O

i=1，2，…，n
x

流线

j=
1，
2，
…
，m 　　

B

b

h

　　 图３ ５　 正交曲线坐标系统 图３ ６　 河流断面

二维系统中的横向水流分量的确定是非常困难的。如果在划分流带时使得每条流带的

流量保持恒定，就可以忽略横向的水流交换。为保持流带内的流量恒定，流带的宽度就必然

要随河流的形状不断变化。假定河流的计算流量为Ｑ，河宽为Ｂ，横断面的面积为Ａ，断面形

状如图３ ６所示，则河流断面上任一单位宽度上的流量可表示为：

ｑ＝ａ ｈ（ ）Ｈ
ｂＱ
Ｂ

（３ ７０）

其中：ｑ——— 河流断面上某一单位宽度上的流量，［Ｌ３·Ｌ－１］；

ｈ——— 河流断面上某一单位宽度上的局部水深，［Ｌ］；

Ｈ——— 河流断面的平均水深，［Ｌ］；

Ｑ——— 河流流量，［Ｌ３］；

Ｂ——— 河流断面的水面宽度，［Ｌ］；

ａ、ｂ——— 根据断面流量分布估计的参数。
休姆（Ｓｉｕｍ）根据河流中观测的数据给出了ａ、ｂ的取值范围。
（１）在平直河道中，若５０≤Ｂ／Ｈ ＜７０，ａ＝１．０，ｂ＝５／３；若７０≤Ｂ／Ｈ，ａ＝０．９２，ｂ＝

７／４。
（２）在弯曲河道中，当５０≤Ｂ／Ｈ ＜１００时，０．８０≤ａ≤０．９５，１．７８≤ｂ≤２．４８。
确定河流断面的单宽流量后，就可求出断面上的横向累积流量，作出横向累积流量曲线

（如图３ ７）。根据累积流量曲线，可确定相对于某一确定流量的流带的宽度。
流带宽度确定之后，就可给出流带的形状，然后垂直各流带的分界线（流线）作出断面

线。由流线和断面线构成一个正交曲线坐标系统（图３ ５）。这个系统共含有ｍ×ｎ个单元，单

元的长度为ｘｉ，宽度为ｙｉ，深度为ｈｉ。如果假定在一个单元内部的浓度是均匀的，就可对每个

单元写出质量平衡方程，从而建立起系统的水质模型。
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图３ ７　 断面累积流量曲线

２ＢＯＤ二维模型

从图３ ５中取出任意一个有限单元（设为ｉ、ｊ单元），通过该单元的质量平衡关系，可写

出一个差微分方程。
由水流输入、输出该单元的ＢＯＤ总量为

ｑｊ（Ｌｉ－１，ｊ－Ｌｉｊ）

由纵向弥散作用输入、输出该单元的ＢＯＤ总量为

Ｄ′（ｉ－１，ｊ），ｉｊ（Ｌｉ－１，ｊ－Ｌｉｊ）－Ｄ′ｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）（Ｌｉｊ －Ｌｉ＋１，ｊ）

由横向弥散作用输入、输出该单元的ＢＯＤ总量为

Ｄ′（ｉ，ｊ－１），ｉｊ（Ｌｉ，ｊ－１－Ｌｉｊ）－Ｄ′ｉｊ（ｉ，ｊ＋１）（Ｌｉｊ －Ｌｉ，ｊ＋１））

在ｉ，ｊ单元内的ＢＯＤ衰减量为ＶｉｊＫ１ｉｊＬｉｊ

由系统外输入的ＢＯＤ总量为ＷＬ
ｉｊ

其中：

Ｄ′（ｉ－１，ｊ），ｉｊ ＝Ｄ（ｉ－１，ｊ），ｉｊ
Ａ（ｉ－１，ｊ），ｉｊ
珚ｘ（ｉ－１，，ｊ），ｉｊ

Ｄ′ｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）＝Ｄｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）
Ａｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）

珚ｘｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）

Ｄ′（ｉ，ｊ－１），ｉｊ ＝Ｄ（ｉ，ｊ－１），ｉｊ
Ａ（ｉ，ｊ－１），ｉｊ
珔ｙ（ｉ，ｊ－１），ｉｊ

Ｄ′ｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）＝Ｄｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）
Ａｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）

珔ｙｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）

式中：ｑｊ——— 第ｊ个流带中的流量；Ｌｉｊ——— 第ｉｊ个单元中的ＢＯＤ浓度；
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Ｖｉｊ——— 第ｉｊ个单元的容积；Ｋ１ｉｊ——— 第ｉｊ个单元中ＢＯＤ的衰减速度常数；

Ｄｉｊ，ｋｌ——— 单元ｉｊ和ｋｌ间的弥散系数；Ａｉｊ，ｋｌ——— 单元ｉｊ和ｋｌ间界面面积；
珚ｘｉｊ，ｋｌ——— 上下游相邻单元间的平均距离；珔ｙｉｊ，ｋｌ——— 横向相邻单元间的平均距离。

对ｉｊ单元写出质量平衡关系：

Ｖｉｊ
ｄＬｉｊ

ｄｔ ＝ｑｊ（Ｌｉ－１，ｊ－Ｌｉｊ）＋Ｄ′（ｉ－１，ｊ），ｉｊ（Ｌｉ－１，ｊ－Ｌｉｊ）－Ｄ′ｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）（Ｌｉｊ －Ｌｉ＋１，ｊ）

　＋Ｄ（ｉ，ｊ－１），ｉｊ（Ｌｉ，ｊ－１－Ｌｉｊ）－Ｄ′ｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）（Ｌｉｊ －Ｌｉ，ｊ＋１）－ＶｉｊＫ１ｉｊＬｉｊ ＋ＷＬ
ｉｊ

（３ ７１）

研究稳态问题时，ｄＬ
ｄｔ＝０，则

　
－ｑｊ（Ｌｉ－１，ｊ－Ｌｉｊ）－Ｄ′（ｉ－１，ｊ），ｉｊ（Ｌｉ－１，ｊ－Ｌｉｊ）＋Ｄ′ｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）（Ｌｉｊ －Ｌｉ＋１，ｊ）

－Ｄ′（ｉ，ｊ－１），ｉｊ（Ｌｉ，ｊ－１－Ｌｉｊ）＋Ｄ′ｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）（Ｌｉｊ －Ｌｉ，ｊ＋１）＋ＶｉｊＫ１ｉｊＬｉｊ ＝ＷＬ
ｉｊ

（３ ７２）

如果将所有有限单元中的ＢＯＤ值写为一个ｍ·ｎ维向量：

Ｌ ＝ （Ｌ１１Ｌ１２…Ｌ１ｍＬ２１Ｌ２２…Ｌ２ｍ…Ｌｉｊ…Ｌｎｍ）Ｔ

将所有的系统外输入也写为一个ｍ·ｎ维向量：

ＷＬ


＝ （ＷＬ
１１ＷＬ

１２…ＷＬ
１ｍＷＬ

２１ＷＬ
２２…ＷＬ

２ｍ…ＷＬ
ｉｊ…ＷＬ

ｎｍ）Ｔ

则对整个河段可写为矩阵方程：

ＧＬ ＝ＷＬ


（３ ７３）

Ｇ 是一个ｍ·ｎ阶矩阵，称为二维河流的ＢＯＤ 变换矩阵。根据式（３ ６２），可计算出矩阵

Ｇ 的各个元素ｇｋｌ（ｋ＝１，…ｍ，ｌ＝１，…ｎ）的一般形式为：

对ｌ＝ｋ，　ｇｋｌ ＝ｑｊ＋Ｄ′（ｉ，ｊ－１），ｉｊ ＋Ｄ′ｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）＋Ｄ′（ｉ－１，ｊ），ｉｊ ＋Ｄ′ｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）＋ＶｉｊＫ１ｉｊ

对ｌ＝ｋ＋１，　ｇｋｌ ＝Ｄ′ｉｊ，（ｉ，ｊ＋１）

对ｌ＝ｋ－１，　ｇｋｌ ＝Ｄ′（ｉ，ｊ－１），ｉｊ

对ｌ＝ｋ＋ｍ，　ｇｋｌ ＝－Ｄ′ｉｊ，（ｉ＋１，ｊ）

对ｌ＝ｋ－ｍ，　ｇｋｌ ＝－ｑｊ－Ｄ′（ｉ－１，ｊ），ｉｊ

对其余元素，　ｇｋｌ ＝０

由上面各式可看出，矩阵Ｇ 的元素是河流流带的流量、弥散系数、各单元的几何尺寸、

ＢＯＤ衰减速度常数的函数，它们可通过各种测量和计算方法得到。因此，当系统外部的ＢＯＤ
输入已知时，就可用下式求解河流的ＢＯＤ分布：

Ｌ ＝Ｇ－１ＷＬ


（３ ７４）

式中的Ｇ－１ 称为二维河流的ＢＯＤ响应矩阵。
类似的，也可以求出二维河流的 ＤＯ分布求解矩阵和 ＤＯ的响应矩阵，具体可参看文献

［３］的相关章节。
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（四）ＱＵＡＬ综合水质模型［３］［４］［７］

美国环保局（ＵＳＥＰＡ）于１９７０年推出ＱＵＡＬ－Ⅰ 水质综合模型，１９７３年开发出ＱＵＡＬ

－Ⅱ 模型，其后又经多次修订和增强，推出了 ＱＵＡＬ２Ｅ、ＱＵＡＬ２Ｅ－ＵＮＣＡＳ、ＱＵＡＬ２Ｋ版

本。ＱＵＡＬ模型可按用户所希望的任意组合方式模拟１５种水质成分，这些组分包括：溶解

氧；生化需氧量；温度；叶绿素ａ藻；有机氮；氨氮；亚硝酸氮；硝酸氮；有机磷；溶解磷；大肠杆

菌；任意一种非保守性物质；三种保守性物质。

以 ＱＵＡＬ－Ⅱ 模型为例，该模型将河流系统表达为一系列河段构成的网络，用节点将

这些河段联系在一起，同时假定在同一河段里水力学参数保持不变。每一个河段又被分为许

多小节（小段），这些节的长度即为选定的空间坐标计算步长。这样就把河流系统概化为一系

列完全混合反应器组成的系统。每一个小节都是一个反应器，用平移和弥散将这些反应器联

系在一起。对每一个小节和每一种水质参数，利用物料平衡都能得到一个方程，这些方程构

成一个模型方程组，解这个方程组就可以得到水质参数的浓度分布。在ＱＵＡＬ－Ⅱ 模型中，

为了便于建立物料平衡关系，把所有节点分为七种类型：① 源头节（主流和支流的第一节）；

② 正常节；③ 支流入口的上游节；④ 支流入口节；⑤ 河系的末节；⑥ 含有点源的节；⑦ 有出

流的节。

模型假设物质在河流中的主要迁移方式是平移和弥散，且认为这种迁移只发生在河道

或水道的纵轴方向上，因此是一维水质综合模型。其基本方程是一个平移 － 弥散质量迁移

方程，同时考虑了水质组分间的相互作用以及组分外部源和汇对组分浓度的影响。对任意的

水质变量Ｃ，方程均可写为如下形式（方程右边的４项分别代表扩散、平流、组分反应和组分

外部源汇项）：

Ｍ
ｔ ＝

（ＡｘＤＬ
Ｃ
ｘ

）

ｘ
ｄｘ－（Ａｘ珔ｕＣ）

ｘ
ｄｘ＋（Ａｘｄｘ）ｄＣ

ｄｔ＋ｓ （３ ７５）

式中：Ｍ——— 所考察的物质质量，［Ｍ］；Ｃ——— 组分浓度，［Ｍ／Ｌ３］；

ｘ——— 所考察的距离，［Ｌ］；ｔ——— 时间，［Ｔ］；

Ａｘ——— 距离ｘ处的河流断面面积，［Ｌ２］；ＤＬ——— 纵向弥散系数，［Ｌ２／Ｔ］；
珔ｕ——— 平均流速，［Ｌ／Ｔ］；ｓ——— 组分的外部源和汇，［Ｍ／Ｔ］。

从式（３ ７５）这一基本形式出发，可以写出各种水质组分的表达式。

１ 叶绿素 －ａ（浮游藻类）

描述藻类（叶绿素 －ａ）生长与产量的微分方程

ｄＣＡ

ｄｔ ＝ （μ－ρＡ －σ１

Ｈ
）ＣＡ （３ ７６）

其中：μ——— 局部的藻类比生长率，随温度而变化；ρＡ——— 藻类呼吸速率常数，随温度变化；

σ１——— 藻类沉淀速率常数；Ｈ——— 平均水深。

２ 氮的循环

在 ＱＵＡＬ－ Ⅱ 模 型 中 考 虑 了 三 种 形 态 的 氮：氨 氮（ＣＮ１）、亚 硝 酸 氮（ＣＮ２）和 硝 酸 氮

（ＣＮ３）。关于它们的反应式如下：
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ｄＣＮ１

ｄｔ ＝ａ１ρＡＣＡ －ＫＮ１ＣＮ１＋σ３

Ａ

ｄＣＮ２

ｄｔ ＝ＫＮ１ＣＮ１－ＫＮ２ＣＮ２

ｄＣＮ３

ｄｔ ＝ＫＮ２ＣＮ２－ａ１μＣＡ

（３ ７７）

其中：ａ１——— 藻类生物量中氨氮的分数；σ３——— 水底生物的氨氮释放速率；

Ａ——— 平均横截面积；ＫＮ１——— 氨氮氧化速率常数；

ＫＮ２——— 亚硝酸氮氧化的速率常数；其他符号同前。

３ 磷循环

在 ＱＵＡＬ－Ⅱ 模型中关于磷循环的模型不像氮循环模型那么复杂，该模型只考虑了溶

解性磷和藻类的相互关系，以及底泥释放磷的项，模型如下：

ｄＣｐｈ

ｄｔ ＝ａ２ρＡＣＡ －ａ２μＣＡ ＋σ２

Ａ
（３ ７８）

其中：ａ２——— 藻类生物量中磷所占的分数；

σ２——— 底泥释放磷的释放速率；

Ｃｐｈ——— 磷酸盐（换算成磷）的浓度；其他符号同前。

４ 碳化合物的生物氧化：

ｄＬ
ｄｔ＝－（Ｋ１＋Ｋ３）Ｌ （３ ７９）

其中：Ｋ１——— 含碳化合物降解的速度常数，与温度有关；

Ｋ３——— 由于沉淀作用引起的含碳化合物的消耗速度常数；

５ 溶解氧

在 ＱＵＡＬ－Ⅱ 模型中描述溶解氧变化速度的微分方程如下：

　　　　ｄＣ
ｄｔ＝Ｋ２（Ｃｓ－Ｃ）＋（ａ３μ－ａ４ρＡ）ＣＡ －Ｋ１Ｌ

－Ｋ４

Ａ －ａ５ＫＮ１ＣＮ１－ａ６ＫＮ２ＣＮ２ （３ ８０）

其中：ａ３——— 单位藻类的光合作用产氧率；

ａ４——— 单位藻类的呼吸作用的耗氧率；

ａ５——— 单位氨氮氧化时的耗氧率；

ａ６——— 单位亚硝酸氮氧化时的耗氧率；

Ｋ２——— 大气复氧系数；Ｋ４——— 水底耗氧常数。

６ 大肠杆菌

大肠杆菌在河水里的死亡可用以下方程：

ｄＣＳ

ｄｔ ＝－Ｋ５Ｃｓ （３ ８１）
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其中：ＣＳ——— 大肠杆菌浓度；Ｋ５——— 大肠杆菌死亡率。

７ 任意可降解物质

ｄＣＲ

ｄｔ ＝－Ｋ６ＣＲ （３ ８２）

其中：ＣＲ——— 任意可降解物质的浓度；Ｋ６——— 降解速度常数。
对于 ＱＵＡＬ模型的详细介绍可参看文献［７］。
（五）其他河流水质模型

１ＷＡＳＰ模型体系

ＷＡＳＰ（ＷａｔｅｒＱｕａｌｉｔｙＡｎａｌｙｓｉｓＳｉｍｕｌａｔｉｏｎＰｒｏｇｒａｍ）是美国环境保护局提出的水质模

型系统，可用于对河流、湖泊、河口、水库、海岸的水质进行模拟。ＷＡＳＰ最原始的版本是于

１９８３年发布的［８］，之后又经过几次修订，如 ＷＡＳＰ４［９］、ＷＡＳＰ５［１０］ 及 ＷＡＳＰ６［１１］。ＷＡＳＰ包

括两个独立的计算程序：水动力学程序 ＤＹＮＨＹＤ和水质程序 ＷＡＳＰ，它们可以联合运行，
也可以独立运行。ＤＹＮＨＹＤ是一个简单的网络水力动态模型，可以处理变化潮汐周期、风

力和不稳定流动的水力动态学，产生一个输出文件，为 ＷＡＳＰ提供流量和体积参数。ＷＡＳＰ
是水质程序，是一个动态模型模拟体系，基于质量守恒原理，待研究的水质组分在水体中以

某种形态存在，在时空上追踪某种水质组分的变化。它由 ＥＵＴＲＯ（用来分析传统的水质指

标项）和ＴＯＸＩ（可以模拟固体类物质和有毒物质的污染）两个子模型组成，它们可以装入水

质程序中。ＷＡＳＰ在其基本程序中反映了对流、弥散、点杂质负荷与扩散杂质负荷以及边界

的交换等随时间变化的过程。ＷＡＳＰ模型可以模拟１）保守性物质如示踪剂，用ＴＯＸＩ模拟；

２）底质传输，用 ＴＯＸＩ模拟；３）溶解氧，用ＥＵＴＲＯ分四个层次模拟，Ｓ－Ｐ模型；改进的ＳＰ
模型，将ＢＯＤ分为ＣＢＯＤ，ＮＢＯＤ；完全线性ＤＯ方程，将 ＮＢＯＤ分为无机化和硝化两部分，
并增加了浮游植物的光合呼吸作用；非线性 ＤＯ 方程，增加了 ＤＯ 反馈项；４）富营养化，用

ＥＵＴＲＯ模拟，包括四个相互作用的系统：浮游植物动力反应，Ｐ、Ｎ循环，ＤＯ平衡；５）简单有

毒物质和复杂化学物质，采用 ＴＯＸＩ模块，简单反应使用一级衰减常量和平衡系数，复杂反

应用二级衰减方程和非线性吸收等温线或一级吸收和释放率常量。
经简化，ＷＡＳＰ常用如下模型：


ｔ

（ＡＣ）＝ 
ｘ

（－ＵｘＡＣ＋ＥｘＡＣ
ｘ

）＋Ａ（ＳＬ ＋ＳＢ）＋ＡＳＫ

其中：Ｃ——— 组分浓度，［Ｍ／Ｌ３］；ｔ——— 时间，［Ｔ］；Ａ——— 横截面积，［Ｌ２］；

Ｕｘ——— 纵向速度，［Ｌ／Ｔ］；Ｅｘ——— 纵向弥散系数，［Ｌ２／Ｔ］；

ＳＬ、ＳＢ、ＳＫ——— 弥散负荷率、边界负荷率、总动力输移率，［Ｍ／（Ｌ３·Ｔ）］。

目前，ＷＡＳＰ水质模型已广泛被用于对水质进行模拟［２１］－［２３］。

２ＢＡＳＩＮＳ模型体系［１２］

ＢＡＳＩＮＳ（ＢｅｔｔｅｒＡｓｓｅｓｓｍｅｎｔＳｃｉｅｎｃｅｉｎＩｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｐｏｉｎｔａｎｄＮｏｎｐｏｉｎｔＳｏｕｒｃｅｓ）是由

美国环保局发布的多目标环境分析系统，基于 ＧＩＳ环境，可对水系和水质进行模拟。它最初

用 ＨＳＰＦ［１０］［２５］（ＨｙｄｒｏｌｏｇｉｃａｌＳｉｍｕｌａｔｉｏｎＰｒｏｇｒａｍ－Ｆｏｒｔｒａｎ即水文模拟ＦＯＲＴＲＡＮ程序作

为水动力和水质模型），后来集成了河流水质模型ＱＵＡＬ２Ｅ和其他模型，同时使用了土壤水

质评价工具 ＷＥＡＴ和 ＡＲＣＶＩＥＷ 界面，可使用 ＧＩＳ从数据库抽取数据。该系统由６个相互
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关联的能对水系和河流进行水质分析、评价的组件组成，它们分别是国家环境数据库、评价

模块、工具、水系特性报表、河流水质模型、非点源模型和后处理模块。

３ＯＴＩＳ模型体系

ＯＴＩＳ［１３］ 是由 ＵＳＧＳ开发的可用于对河流中溶解物 质 的 输 移 进 行 模 拟 的 一 维 水 质 模

型，带有内部调蓄节点，状态变量是痕迹金属。这个模型能模拟河流的调蓄作用，还可用于模

拟示踪剂试验。它只研究用户自定义水质组分，还提供了参数优化器。ＯＴＩＳ模型如下：

Ｃ
ｔ＝－Ｑ

Ａ
Ｃ
ｘ＋１

Ａ

ｘ

（ＡＤＣ
ｘ

）＋ｑＬＩＮ

Ａ
（ＣＬ －Ｃ）＋α（ＣＳ －Ｃ）

ＣＳ

ｔ ＝αＡ
ＡＳ

（Ｃ－ＣＳ）

式中：Ａ、ＡＳ——— 主要渠道横截面积、储蓄区横截面积，［Ｌ２］；ｘ——— 距离，［Ｌ］；

Ｃ、ＣＬ、ＣＳ——— 主 要 渠 道 溶 解 物 浓 度、侧 向 入 流 溶 解 物 浓 度、储 蓄 区 溶 解 物 浓 度，

［Ｍ／Ｌ３］；

Ｄ——— 弥散系数，［Ｌ２／Ｔ］；Ｑ——— 流量率，［Ｌ３／Ｔ］；

ｑＬＩＮ ——— 侧向流量率，［Ｌ３／（Ｔ·Ｌ）］；ｔ——— 时间，［Ｔ］；α——— 储蓄区交换系数。

４ＭＩＫＥ模型体系

这一模型 体 系 由 丹 麦 水 动 力 研 究 所（ＤＨＩ）开 发，包 括 ＭＩＫＥ１１［１４］、ＭＩＫＥ２１［１５］［１６］ 和

ＭＩＫＥ３［１７］。ＭＩＫＥ１１是一维动态 模 型，能 用 于 模 拟 河 网、河 口、滩 涂 等 多 种 地 区 的 情 况，

ＭＩＫＥ２１是二维动态模型，用来模拟在水质预测中垂向变化常被忽略的湖泊、河口、海岸地

区。ＭＩＫＥ３与 ＭＩＫＥ２１类似，但它能 处 理 三 维 空 间。ＭＩＫＥ 模 型 体 系 在 中 国 也 已 有 应 用 实

例。以一维 ＭＩＫＥ模型为例：

Ｃ
ｔ＝Ｅｘ

２Ｃ
ｘ２ －珔ｕＣ

ｘ－Ｋ１Ｌ＋Ｋ２（ＣＳ －Ｃ）－ＳＲ

Ｌ
ｔ＝Ｅｘ

２Ｌ
ｘ －珔ｕＬ

ｘ－（Ｋ１＋Ｋ３）Ｌ＋ＬＡ

式中：Ｃ、Ｌ、ＣＳ——— 分别为横断面 ＤＯ和ＢＯＤ浓度及当时水温下饱和溶解氧，［Ｍ／Ｌ３］；

Ｅｘ——— 沿流向扩散系数，［Ｌ２／Ｔ］；ｘ——— 横断面沿程距离，［Ｌ］；
珔ｕ——— 平均流速，［Ｌ／Ｔ］；ｔ——— 时间，［Ｔ］；

Ｋ１、Ｋ２——— 分别为生化耗氧系数和河水曝气复氧系数，［Ｔ－１］；

ＳＲ——— 由水生生物光合作用、呼吸作用和河床底泥耗氧等引起的ＤＯ增减率，［Ｍ／（Ｌ３

·Ｔ）］；

ＬＡ——— 当地径流或吸着有机物的底泥重新悬浮引起的ＢＯＤ增减率，［Ｍ／Ｌ３Ｔ］。

５ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｗ２模型体系［１８］

ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｗ２模型是二维水质和水动力学模型，由 ＵＳＡＣＥ（美国陆军工程兵团）

水道试验站开发。这一模型由直接耦合的水动力学模型和水质输移模型组成。ＣＥ－ＱＵＡＬ

－Ｗ２模型可模拟包括 ＤＯ、ＴＯＣ、ＢＯＤ、大肠杆菌、藻类等在内的１７种水质变量浓度变化。

ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｗ２水质模型如下：
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ＢＣ
ｔ ＋ＵＢＣ

ｘ ＋ＷＢＣ
ｚ －

（ＢＤｘ（Ｃｘ
））

ｘ －
（ＢＤｚ（Ｃｚ

））

ｚ ＝ＣｑＢ＋ＳＢ

其中：Ｂ——— 时间空间变化的层宽，［Ｌ］；Ｃ——— 横向平均的组分浓度，［Ｍ／Ｌ３］；

Ｕ，Ｗ——— 分别为ｘ方向（水平）、ｚ方向（竖直）的横向平均流速，［Ｌ／Ｔ］；

Ｄｘ，Ｄｚ——— 分别为ｘ，ｚ方向上温度和组分的扩散系数，［Ｌ２／Ｔ］；

Ｃｑ——— 入流或出流的组分的物质流量率，［Ｍ／（Ｌ３·Ｔ）］；

Ｓ——— 相对组分浓度的源汇项，［Ｍ／（Ｌ３·Ｔ）］。

６ＥＦＤＣ模型体系［１９］［２０］

ＥＦＤＣ（ＥｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌＦｌｕｉｄＤｙｎａｍｉｃｓＣｏｄｅ）即环境流体动态代码，它由ＪｏｈｎＨａｍｒｉｃｋ
开发，目前已由 ＵＳＥＰＡ 支持，可用于模拟来自点源非点源的污染物、有机物迁移、归趋等。

ＥＦＤＣ模型可以用于模拟包括 ＣＯＤ、氨氮、总磷、藻 类 在 内 的２２种 水 质 变 量 的 浓 度 变 化。

ＥＦＤＣ模型如下：

Ｃ
ｔ＋（ｕＣ）

ｘ ＋（ｖＣ）
ｙ ＋（ｗＣ）

ｚ ＝ 
ｘ

（Ｋｘ
Ｃ
ｘ

）＋ 
ｙ

（Ｋｙ
Ｃ
ｙ

）＋
ｚ

（Ｋｚ
Ｃ
ｚ

）＋ＳＣ

其中：Ｃ——— 水质变量浓度，［Ｍ／Ｌ３］；ｕ，ｖ，ｗ——— 分别为ｘ，ｙ，ｚ方向的速度分量，［Ｌ／Ｔ］；

Ｋｘ，Ｋｙ，Ｋｚ———ｘ，ｙ，ｚ方向上的湍流扩散系数，［Ｌ２／Ｔ］；

ＳＣ——— 每单位体积上的内部外部源汇项，［Ｍ／（Ｌ３·Ｔ）］。
另外，其他国家如德国、荷兰等也分别开发了比较有效的水质模型，在水质模拟和环境

管理中发挥了重要作用。关于其他河流水质模型和相关软件的介绍可参考文献［２］［２１］［２２］。

二、河口水质模型［２］［３］

河口，是指入海河流受到潮汐作用的一段水体，它与一般河流的最大差别是其受到潮汐

的影响，水质显示出明显的时变特征。
潮汐对于河口水质的影响具有两重性：一方面，随着海潮的涌入，大量的 Ｃｌ－ 及携带的

泥沙进入河口段，Ｃｌ－ 及泥沙吸附污染物，使其相对密度增大而沉降；同时海水也带来了大

量的溶解氧，增强了河口段的同化能力。另一方面，由于潮流的顶托作用，使污水上溯，从而

扩大了污染的范围，延长了污染物在河口的停留时间，有机物的降解会进一步降低水中的溶

解氧，使水质下降。此外，潮汐也使河口的含盐量增加。
在通航的河口，其宽度一般都较大，也较深。在无组织排放的条件下，可能有很多排放口

伸入河口，因而污染物要经过很长距离才能完成横向混合，并且其混合输移的过程也要比河

流更复杂。因此，对河口水文特征进行分析是建立与应用河口水质模型的必要前提。
（一）河口的水文特征

河口是一个受潮汐影响、上有淡水输入、下与外海自由相连的半封闭水体。如同河流中

的混合一样，潮流混合是由于小尺度的紊动扩散和大尺度平均流速场共同作用的结果。但由

于河口潮流区引起水流情况变化的因素比河道要多，除一般的重力作用外，还有潮汐和浮力

的作用，另外，河口潮流区受风的影响更大，地形也更不规则，这就使得潮流中的混合比河道

要复杂很多。
与河流相比，一般潮流混合有以下几个特点。
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１ 混合的非恒定性

对河道来说，一般情况下（除洪水外）在较长时期内可按恒定流考虑。但在潮流区，由于

每天２次（或１次）的潮汐变化使水流来回流动，时涨时退；加上河口地区一般都比较开阔，

风对流动有较明显的影响，在任意周期的风力变化作用下，水流在半天（或１ｄ）内周期性变

化的同时，还有低周期的随机变化。流动的非恒定性使水体的混合情况也随时间而明显地

变化。

２ 潮汐的抽吸和阻滞作用

潮流除引起紊动混合外还产生较大尺度的流动。较大尺度的流动除引起类似于河流中

的剪切离散外还引起其他一些环流，这类环流对河口中的混合产生抽吸作用和阻滞作用。

所谓抽吸作用，是指潮汐作用产生的环流，就好像在水域中放置水泵使水体循环的现

象。而 Ｈ．Ｂ．Ｆｉｓｃｈｅｒ则将在潮汐作用下因岸边低速水流引起的物质分散现象称为潮汐的阻

滞作用。在一些河口中，它可能是引起纵向离散的主要原因。

３ 密区分层与斜压环流作用

河口中有来自河流的淡水和来自海洋的咸水，在浮力作用下密度小的淡水和密度大的

海水将分别趋向水面和河底，促使发生分层流动。而潮汐的作用则促使水体混合，对分层起

破坏作用，这就是密区分层。对一个局部分层的河口来说，密度等值线的顶部倾向海洋而底

部倾向陆地。这意味着潮周平均流速在表层朝向海洋，而在底层朝向陆地，从而在水流内部

产生一个因密度变化引起的环流。为与等密度流动中所发生的“正压环流”相区别，把它叫

做“斜压环流”。斜压环流是河口混合中需要分析确定的一个问题，是分层河口中混合的一个

重要机理。
（二）河口水质模型基本方程

污染物在河口潮流区的混合输移过程是在三维空间上进行的，其水质模型的基本方程

形式如下：

Ｃ
ｔ＝Ｅｔ，ｘ

２Ｃ
ｘ２ ＋Ｅｔ，ｙ

２Ｃ
ｙ２ ＋Ｅｔ，ｚ

２Ｃ
ｚ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ｕｙ

Ｃ
ｙ－ｕｚ

Ｃ
ｚ－ＫＣ＋∑Ｓｉ

（３ ８３）

由于该式求解困难，加上在河口水质的预测方面人们更关心潮周平均、高潮平均和低潮

平均的水质，因此有必要、也可以忽略掉一些次要因素；假设污染物在竖向或横向的浓度分

布是均匀的，从而可以用一维或二维模型来描述河口水质的变化规律。

１ 一维动态混合衰减模型

尽管在整个周期里净水流是向下游流动的，但潮汐作用使水流在涨潮时向上游运动。在

充分混合段的一维河口中，纵向弥散是主要影响因素。

如果取污染物浓度的潮周平均值，可写出充分混合段的一维河口水质模型：

Ｃ
ｔ＋ｕｘ

Ｃ
ｘ＝ １

Ａ

ｘ

ＡＭｌ
Ｃ
（ ）ｘ －Ｋ１Ｃ＋Ｓｐ （３ ８４）

对于连续稳定排放，Ｃ
ｘ＝０，有
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Ｍｌ
２Ｃ
ｘ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－Ｋ１Ｃ＋Ｓｐ ＝０ （３ ８５）

其中：Ｓｐ——— 污染源强，（ｍｇ／Ｌ）；

Ｍｌ——— 断面的纵向混合系数，（ｍ２／ｓ），它是河口潮流区各种弥散作用的综合反映。
欧康奈尔对于定常的断面积和淡水流量的均匀河口，给出了上式的解析解：
均匀河口，上游（ｘ＜０，自ｘ＝０处排入）：

Ｃ＝Ｃｈ＋ ＣｐＱｐ

（Ｑｈ＋Ｑｐ）Ｍ
ｅ

ｕｘ
２Ｍｌ

（１＋Ｍ） （３ ８６）

下游（ｘ＞０）：

Ｃ＝Ｃｈ＋ ＣｐＱｐ

（Ｑｈ＋Ｑｐ）Ｍ
ｅ

ｕｘ
２Ｍｌ

（１－Ｍ） （３ ８７）

Ｍ ＝ １＋４Ｋ１Ｍｌ

ｕ２槡 ｘ
（３ ８８）

其中：Ｃｈ——— 河流上游污染物浓度，（ｍｇ／Ｌ）；Ｃｐ——— 污染物排放浓度，（ｍｇ／Ｌ）；

Ｑｈ——— 河流流量，（ｍ３／ｓ）；Ｑｐ——— 废水排放量，（ｍ３／ｓ）；其余符号同前。

对于断面面积与距离成正比（Ａ＝ Ａ０

Ｘ０ｘ
）的河口

ｘ＜ｘ０ 时 　Ｃ＝Ｃｈ＋ＣｐＱｐｘ０

Ａ０Ｍｌ
ＮＥ ｘ０

Ｋ１

Ｍ（ ）ｌ

１／［ ］２

ＪＥ ｘ Ｋ１

Ｍ（ ）ｌ

１／２ ｘ
ｘ（ ）０

［ ］Ｅ
（３ ８９）

ｘ＞ｘ０ 时 　Ｃ＝Ｃｈ＋ＣｐＱｐｘ０

Ａ０Ｍｌ
ＪＥ ｘ０

Ｋ１

Ｍ（ ）ｌ

１／［ ］２

ＮＥ ｘ Ｋ１

Ｍ（ ）ｌ

１／２ ｘ
ｘ（ ）０

［ ］Ｅ
（３ ９０）

Ｅ＝ ＱｈＸ０

２Ａ０Ｍｌ

其中：Ａ０———ｘ＝ｘ０ 处河流的断面面积，（ｍ２）；ＪＥ——— 第一类Ｅ 阶贝塞尔函数；

ＮＥ——— 第二类Ｅ 阶贝塞尔函数；Ｅ——— 贝塞尔函数的阶数。

２ＢＯＤ－ＤＯ耦合模型

对于一维稳态问题，描述河口氧亏的基本模型为：

Ｍｌ
２Ｄ
ｘ２ －ｕｘ

Ｄ
ｘ－Ｋ２Ｄ＋Ｋ１Ｌ＝０ （３ ９１）

若给定边界条件，当ｘ＝±∞ 时Ｄ ＝０，上式的解为：
对于排放口上游（ｘ＜０）

Ｄ ＝ Ｋ１ＣｐＱｐ

（Ｋ２－Ｋ１）Ｑｈ
［Ａ１－Ｂ１］ （３ ９２）

对于排放口下游（ｘ＞０）

Ｄ ＝ Ｋ１ＣｐＱｐ

（Ｋ２－Ｋ１）Ｑｈ
［Ａ２－Ｂ２］ （３ ９３）
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其中：

　　　　Ａ１ ＝
ｅｘｐ

ｕｘ

２Ｍｌ
（１＋ｊ１）［ ］ｘ

ｊ１
　Ａ２ ＝

ｅｘｐ
ｕｘ

２Ｍｌ
（１＋ｊ２）［ ］ｘ

ｊ２

　　　　Ｂ１ ＝
ｅｘｐ

ｕｘ

２Ｍｌ
（１－ｊ１）［ ］ｘ

ｊ１
　Ｂ２ ＝

ｅｘｐ
ｕｘ

２Ｍｌ
（１－ｊ２）［ ］ｘ

ｊ２

　　　　ｊ１ ＝ １＋４Ｋ１Ｍｌ

ｕ２槡 ｘ
　ｊ２ ＝ １＋４Ｋ２Ｍｌ

ｕ２槡 ｘ

式中符号同前。
由式（３ ９２）和式（３ ９３）就可以绘出河口区排放口上、下游的氧亏分布图（图３ ８）。由

图中的氧亏 分 布 曲 线 可 见，涨 潮 时（虚 线）由 于 潮 水 的 顶 托，河 水 的 流 动 趋 于 静 止（ｕｘ ＝
０．０１ｍ／ｓ），最大氧亏值出现在排放口附近；同时由于潮水带来大量的溶解氧，临界氧亏值要

比河流中的小很多。
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图３ ８　 一维潮汐河口的氧亏

３ 二维动态混合衰减数值模型

对于污染物在河口区的混合过程段，可以采用二维动态混合衰减模型预测水质变化，二

维模型的基本形式如下：

Ｃ
ｔ＝Ｍｘ

２Ｃ
ｘ２ ＋Ｍｙ

２Ｃ
ｙ２ －ｕｘ

Ｃ
ｘ－ｕｙ

Ｃ
ｙ－ＫＣ＋∑Ｓｉ （３ ９４）

由于河口水文条件的复杂性，难以求得上式的解析解，在实际研究过程中多采用有限差

分等数值解法。关于河口水质模型的其他形式可以参考相关的书籍，有限差分等数值解法在

本书第四章将有介绍。

三、湖泊与水库水质模型［２］［３］［４］

天然湖泊与人工水库均系占有陆地较封闭洼地的蓄水体，水面积一般较大、水流缓慢、
换水周期长，水体的自净能力是地表水中最弱的一类，随地表径流进人到湖库中的污染物累
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积效应明显，与河流相比存在诸多不同的环境问题。
（一）湖泊和水库的水质特征

水在水库和湖泊中的停留时间较长，一般可达数月至数年。湖库一般属于静水环境，湖

泊和水库中的化学和生物学过程保持一个比较稳定的状态。由湖泊和水库的边缘至中心，由

于水深的不同产生明显的水生植物分层。在浅水区生长有挺水植物。往深处，生长着扎根湖

底，但茎叶不露出水面的沉水植物。此外，浮游动植物、自游动植物在各处都可以看到。
由于湖泊和水库属于静水环境，所以一般水流速度很低、停留时间很长，水体的大气复

氧能力极为有限，进入湖泊和水库中的营养物质在其中不断积累。因而在湖泊与水库中，最

突出的水质问题就是下层厌氧状态的发生和水体富营养化。
所谓富营养化是指这样一种过程：低浮游生物生产率（低营养物输入）的湖泊与水库变

成高浮游生物生产率（高营养物输入）的湖泊与水库。在这一过程中，先是出现少量的硅藻

和绿藻，接着大量的蓝绿藻开始繁殖，致使水体发臭水质变坏，使本来是天蓝色的水体变成

绿色的水体。
从湖泊的发展过程看，由贫营养向富营养的过渡是一个正常的过程，所有的天然湖泊都

会经历这一典型的“老化”过程。只是在自然状态下，这个过程进展非常缓慢，通常需要用地

质年代的时间尺度来衡量。进人湖泊的河水，输入了沉淀物和溶解物质，沉淀物质沉积在湖

泊底部，而溶解物质中的营养物使水中的藻类大量繁殖，藻类的繁殖又造成营养物在湖泊中

的积累，使得湖泊的生物产率越来越高，营养越来越丰富。富营养化的结果使有机物生长繁

茂，湖底堆积物越来越多，水深越来越浅，最后变成沼泽。
人类的干预活动（如大规模的生产活动）可以急剧地缩短湖泊的“老化”过程，加速湖泊

的富营养化。使湖泊的发生、发展和消亡的周期大大缩短。
根据湖泊和水库中营养物含量的高低，可以把它们分为富营养型和贫营养型。一般，高

山地区和水温较低的深水湖泊和水库大多是贫营养型的，而水深较浅、生产率高的湖泊和水

库，通常属于富营养型。
对于所有的深度较大的湖泊和水库，几乎都发生热分层现象。如果在较深的湖泊和水库

中，贮蓄水量比年流量大得多，那么在一年的大部分时间里，这些湖泊中的等温线是水平的，
而且在夏末和秋初形成稳定的分层。在秋末冬初和春末夏初湖库表层水温受气温影响急剧

下降，使表层水密度大于底层水密度，发生“翻池”现象。一般地，早春时节，湖库中的水温接

近等温状态；在春季和夏季热分层明显，在冬季又恢复到初始状态。
湖库的水温结构，大致可分为分层型和混合型两种。分层型湖库的水温结构与湖库温

度、气温、水体流动特性有密切关系，并受进水口位置、高程、水库调度、水文状况等复杂关系

的影响。分层型湖库内水的滞留时间长，水质现象比较显著。混合型湖库出现在湖库内水流

急、掺混强的中小型湖库，一年中湖库的水温分布大致相同。混合型湖库，湖库内滞留时间

短，一般水质问题并不严重。
（二）湖泊与水库的营养源与营养负荷

湖泊、水库的基本水质问题是富营养化，富营养化的一个重要标志是某些营养物质的刺

激，使浮游生物，特别是某些蓝藻、绿藻和硅藻大量繁殖，在水面形成稠密的藻被层；同时，大

量死亡的藻类沉积在底部进行耗氧分解，使水中溶解氧下降，引起鱼类和其他水生生物的

死亡。
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由雷比格（Ｌｉｅｂｉｇ）的最小值定理可知：任何一种有机物的产率都由该种有机物所必需

的、在环境中的丰度最低的物质所决定。所谓丰度指环境中的各种营养物质满足藻类生长的

程度。描述微生物的营养闲置的莫诺得（Ｍｏｎｏｄ）模型，反映了这一关系：

μ＝μｍａｘ
Ｓ

ＫＳ＋Ｓ
（３ ９５）

其中：μ——— 微生物的生长速率；μｍａｘ——— 微生物的最大生长速率；

Ｓ——— 营养物质的实际浓度；ＫＳ——— 营养物质的半饱和浓度。
在自然界所提供的养分中，磷的丰度一般偏低，往往是富营养化问题的制约因素。但在

工业化和城市化程度不断提高的今天，人类活动对于湖库的影响越来越大，使得磷作为控制

因素的情况正在发生改变。同时经实际观察证明，藻类的生长可能受到一种以上因素的制

约。在一种营养物消耗殆尽之前，藻类并不是以最大速度增长，直至一种营养物枯竭时停止

增长；而是以一个较低的速度消耗着各种营养物质。假定碳、氮和磷都是藻类生长的主要成

分，则藻类的增长速率可用下式表示：

μ＝μｍａｘ
ＰＳ

ＫＰ＋ＰＳ
· ＮＳ
ＫＮ ＋ＮＳ

· ＣＳ
ＫＣ＋ＣＳ

（３ ９６）

其中：ＰＳ、ＮＳ、ＣＳ——— 分别是可以用于光合作用的溶解态的磷、氮和碳的含量；

ＫＰ、ＫＮ、ＫＣ——— 分别是相应的半饱和浓度。
在多种营养成分条件下，藻类的增长速率要比单一成分时低得多。
对于湖泊和水库的营养源（营养物的来源），目前一般考虑三个方面：由地面径流输入的

营养源；由降水、降尘输入的营养源；以及由城市或工业污水输入的营养源。
而对于湖泊和水库的总营养负荷（湖泊、水库在单位时间内接受的营养物质的量，一般

单位时间可取一年），可由下式表示：

Ｉｊ ＝Ｉｊｌ＋Ｉｊｐ ＋Ｉｊｓ＋Ｉｊｋ （３ ９７）

其中：Ｉｊ——— 湖泊、水库的第ｊ种营养物的总负荷，（ｇ／ａ）；

Ｉｊｌ——— 地面径流引起的第ｊ种营养物的负荷，（ｇ／ａ）；

Ｉｊｐ——— 由降水输入的第ｊ种营养物的负荷，（ｇ／ａ）；

Ｉｊｓ——— 流入湖泊或水库的生活污水中的第ｊ种营养物的负荷，（ｇ／ａ）；

Ｉｊｋ——— 由第ｋ种工业废水输入的第ｊ种营养物的负荷，（ｇ／ａ）；
且有：

Ｉｊｌ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ＡｉＥｉｊ

式中：Ａｉ——— 第ｉ种土地利用类型的面积，（ｍ２）；ｍ——— 土地利用类型的总数；

Ｅｉｊ——— 第ｉ种土地利用类型的单位面积上第ｊ种营养物的流失量，（ｇ／ｍ２）。

Ｉｊｐ ＝ＣｊＰＡｓ

式中：Ａｓ——— 湖库的水面面积，（ｍ２）；Ｐ——— 年降水量，（ｍ／ａ）；

Ｃｊ——— 第ｊ种营养物在降水中的含量，（ｇ／ｍ３）。

·６２１· 水环境系统模拟



Ｉｊｓ ＝ｓＥｊｓ

式中：ｓ——— 产生污水的人数，人；Ｅｊｓ——— 每人产生的第ｊ种营养物的量，（ｇ／人·ａ）。

Ｉｊｋ ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ＱｋＥｊｋ

式中：Ｑｋ——— 第ｋ种废水的排放量，（ｍ３／ａ）；ｎ——— 含第ｊ种营养物的污水的污染源数；

Ｅｊｋ——— 第ｋ种废水中第ｊ种营养物的含量，（ｇ／ｍ３）。
（三）湖泊与水库的箱式水质模型

湖泊、水库的箱式水质模型最早是由沃伦威得尔（Ｒ．Ａ．Ｖｏｌｌｅｎｗｅｉｄｅｒ）在２０世纪７０年

代研究北美大湖时提出的。箱式模型把输入湖泊的某一水质组分的总量、湖泊中该水质组分

的浓度与湖泊的自然特征，如平均水深、水利停留时间等建立关系。箱式模型并不描述发生

在湖泊内的物理、化学和生物过程，同时也不考虑湖泊和水库的热分层。它是从宏观上研究

湖泊、水库中营养平衡的输入 － 产出关系的模型。

１ 完全混合箱式模型

由于目前湖库所面临的主要水质问题是富营养化问题，而在富营养化发生的过程中，很

长的水力停留时间使排入的污染物有足够的时间扩散到水体的各个位置。因而对湖库水质

的研究更多的是关注湖库中的污染物的平衡浓度，这样对于中小型湖库，就可以通过较长的

时间尺度来忽略掉污染物在各个方向上的浓度梯度，而将湖库视为一个完全混合的反应器，

用零维模型来描述。
（１）沃伦威得尔（Ｖｏｌｌｅｎｗｅｉｄｅｒ）模型

Ｖｏｌｌｅｎｗｅｉｄｅｒ假定，对于停留时间较长、水质基本处于稳定状态的湖库，可以被作为一

个均匀混合的水体进行研究。其中污染物浓度随时间的变化率是输入、输出和在湖库内沉积

衰减的该种污染物的量的函数。其基本方程形式如下：

ＶｄＣ
ｄｔ＝Ｉｃ－ｓＣＶ－ＱＣ （３ ９８）

其中：Ｃ——— 某种营养物质的浓度，（ｇ／ｍ３）；Ｖ——— 湖泊或水库的容积，（ｍ３）；

Ｉｃ——— 某种营养物质的总负荷，（ｇ／ａ）；Ｑ——— 湖库水流出量，（ｍ３／ａ）；

ｓ——— 营养物在湖泊或水库中沉积速度常数，（１／ａ）。

如果引入冲刷速度常数ｒ＝ Ｑ
Ｖ

，同时改写式（３ ９８），可得

ｄＣ
ｄｔ＝Ｉｃ

Ｖ －ｓＣ－ｒＣ （３ ９９）

在给定的初始条件，当ｔ＝０，Ｃ＝Ｃ０ 时，式（３ ９９）的解析解为：

Ｃ＝ Ｉｃ

Ｖ（ｓ＋ｒ）＋
Ｖ（ｓ＋ｒ）Ｃ０－Ｉｃ

Ｖ（ｓ＋ｒ） ｅｘｐ［－（ｓ＋ｒ）ｔ］ （３ １００）

在湖泊、水库的出流、入流流量及营养物质输入稳定的情况下，当ｔ→ ∞ 时，可达到营养

物质的平衡浓度Ｃｐ：
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Ｃｐ ＝ Ｉｃ

Ｖ（ｓ＋ｒ） （３ １００ａ）

如果进一步令

ｔｗ ＝ １
ｒ ＝Ｖ

Ｑ
和Ｖ ＝Ａｓｈ

将以上两式代入式（３ １００ａ）得到：

Ｃｐ ＝ Ｌｃ

ｓｈ＋ｈ／ｔｗ
（３ １０１）

式中：ｔｗ——— 湖泊或水库的水力停留时间，（ａ）；Ａｓ——— 湖泊或水库的水面面积，（ｍ２）；

ｈ——— 湖泊或水库的平均水深，（ｍ）；

Ｌｃ——— 湖泊或水库的单位面积营养负荷，Ｌｃ ＝Ｉｃ／Ａｓ，（ｇ／ｍ２·ａ）。
（２）吉柯奈尔 － 迪龙（Ｋｉｒｃｈｎｅｒ－Ｄｉｌｌｏｎ）模型

式（３ １０１）是 Ｖｏｌｌｅｎｗｅｉｄｅｒ提出的湖泊营养物浓度预测模型。该模型应用的困难在于

确定营养物在水库中的沉积速度常数ｓ。为此，Ｋｉｒｃｈｎｅｒ和Ｄｉｌｌｏｎ在１９７５年引入了滞留系数

Ｒｃ，成功解决了这一困难。所谓滞留系数是指营养物在湖泊或水库中的滞留分数，根据滞留

系数的定义，Ｋｉｒｃｈｎｅｒ－Ｄｉｌｌｏｎ模型可写为：

ｄＣ
ｄｔ＝Ｉｃ（１－Ｒｃ）

Ｖ －ｒＣ （３ １０２）

在给定的初始条件，当ｔ＝０，Ｃ＝Ｃ０ 时，式（３ １０２）的解析解为：

Ｃ＝Ｉｃ（１－Ｒｃ）
ｒＶ ＋ Ｃ０－Ｉｃ（１－Ｒｃ）［ ］ｒＶ ｅ－ｒｔ （３ １０３）

若湖泊、水库的入流、出流与污染物的输入处在稳定状态，当ｔ→ ∞ 时，可得式（３ １０３）
的平衡浓度Ｃｐ：

Ｃ＝Ｉｃ（１－Ｒｃ）
ｒＶ ＝Ｌｃ（１－Ｒｃ）

ｒｈ
（３ １０４）

滞留系数Ｒｃ 可根据流入和流出的支流的流量和营养物浓度近似计算：

Ｒｃ ＝１－
∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｏｊＯｏｊ

∑
ｎ

ｋ＝１
ｑｉｋＯｉｋ

（３ １０５）

其中：ｑｏｊ——— 第ｊ条支流的出流量；Ｃｏｊ——— 第ｊ条支流的营养物浓度；

ｑｉｋ——— 由第ｋ条支流输入湖库的流量；Ｃｉｋ——— 第ｋ条支流的营养物浓度；

ｍ——— 流入湖库的支流数；ｎ——— 流出湖库的支流数。

２ 分层箱式模型

湖库的一个显著的水文特征就是夏季的温度分层，由于上高下低的温度所造成的密度

差导致了夏季湖库水质强烈的分层。对于这种情况，需要用分层箱式模型来描述水质的变化
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趋势。
分层箱式模型把上层和下层各视为完全混合模型，在上下层之间存在着紊流扩散的传

递作用。分层箱式模型分为夏季模型和冬季模型：夏季模型考虑上、下层的分层现象；冬季模

型则考虑上下层的循环作用。分层箱式模型所包含的水质组分为正磷酸盐（Ｐｏ）和偏磷酸盐

（Ｐｐ）。
（１）分层期模型（夏季模型）
表层正磷酸盐Ｐｏｅ

Ｖｅ
ｄＰｏｅ

ｄｔ ＝ ∑ＱｊＰｏｊ －ＱＰｏｅ －ＰｅＶｅＰｏｅ ＋Ｋｔｈ
珚Ｚｔｈ

Ａｔｈ（Ｐｏｈ －Ｐｏｅ） （３ １０６）

表层偏磷酸盐Ｐｐｅ

Ｖｅ
ｄＰｐｅ

ｄｔ ＝ ∑ＱｊＰｐｊ －ＱＰｐｅ －ＳｅＡｔｈＰｐｅ ＋ＰｅＶｅＰｏｅ －Ｋｔｈ
珚Ｚｔｈ

Ａｔｈ（Ｐｐｈ －Ｐｐｅ） （３ １０７）

下层正磷酸盐Ｐｏｈ

Ｖｈ
ｄＰｏｈ

ｄｔ ＝ｒｈＶｈＰｐｈ ＋Ｋｔｈ
珚Ｚｔｈ

Ａｔｈ（Ｐｏｅ －Ｐｏｈ） （３ １０８）

下层偏磷酸盐Ｐｐｈ

Ｖｈ
ｄＰｐｈ

ｄｔ ＝ＳｅＡｔｈＰｐｅ －ＳｈＡｓＰｐｈ －ｒｈＶｈＰｐｈ －Ｋｔｈ
珚Ｚｔｈ

Ａｔｈ（Ｐｐｅ －Ｐｐｈ） （３ １０９）

其中：下标ｅ和ｈ分别代表上层和下层；下标ｔｈ和ｓ分别表示斜温区和底部沉淀区的界面；Ｐ
和ｒ表示净产生和衰减的速度常数；Ｋ 表示竖向扩散系数，包括湍流扩散和分子扩散，也包

括内波、表面风波以及其他过程对热传递或物质穿越斜温层的影响；珚Ｚ 是平均水深；Ｖ 是箱

的体积；Ａ 是界面面积；Ｑｊ 是由河流流入湖泊的流量；Ｑ 是流出湖泊的流量；Ｓ是磷的沉淀速

度常数。
在冬季，由于上部水温下降，密度增加，产生上、下层的水量循环，由富营养区（上部）和

贫营养区（下部）之间磷的平衡，可得如下方程：
对全湖内的正磷酸盐Ｐｏ：

ＶｄＰｏ

ｄｔ ＝ＱｊＰｏｊ －ＱＰ０－ＰｅｕＶｅｕＰｏ＋ｒＶＰｐ （３ １１０）

对全湖内的偏磷酸盐Ｐｐ：

ＶｄＰｐ

ｄｔ ＝ＱｊＰｐｊ －ＱＰｐ ＋ＰｅｕＶｅｕＰｏ－ｒＶＰｐ －ＳＡｓＰｐ （３ １１１）

其中：下标ｅｕ 代表富营养区，其余符号同前。
夏季的分层模型和冬季的循环模型，可用秋季和春季的“翻池”过程形成的完全混合状

态的边界条件联系起来，在完全混合时，整个湖库的浓度是均匀分布的，即

Ｐｏ ＝ＰｏｅＶｅ＋ＰｏｈＶｈ

Ｖ

Ｐｐ ＝ＰｐｅＶｅ＋ＰｐｈＶｈ

Ｖ

（３ １１２）

式（３ １１２）可作为夏季分层模型和冬季循环模型的初始条件。

·９２１·第三章　水 质 模 拟



（四）非完全混合水质模型

对于水域宽阔的大湖泊，当其主要污染源来自某些入湖河道或沿湖厂、矿时，污染往往

仅出现在入湖河口与排污口附近的水域，污染物浓度梯度明显。这时若采用均匀混合型水质

模型往往会造成很大的误差，因而需要研究污染物在湖水中稀释、扩散规律，采用不均匀混

合水质模型进行描述。

污染物在开阔湖面的湖水中的稀释扩散现象较为复杂，不宜简单套用河流中一维扩散

方程，一般可用有限容积模型，而且扩散系数应当考虑风浪等更多因素影响。在研究湖泊水

质模型时，采用圆柱形坐标较为简便，这样湖泊中的二维扩散问题可简化为一维扩散问题。

１ 湖泊扩散的水质模型

Ａ．Ｂ．卡拉乌舍夫在研究难降解污染物在湖水中心稀释扩散规律时采用了圆柱形坐标，

应用质量平衡原理推得如下的扩散方程：

Ｃｒ

ｔ ＝ Ｍｒ－Ｑｐ

（ ）Ｈ
１
ｒ

Ｃｒ

ｒ ＋Ｍｒ
２Ｃｒ

ｒ２ （３ １１３）

其中：Ｃｒ——— 所求计算点的污染物浓度，（ｍｇ／Ｌ）；

Ｍｒ——— 径向湍流混合系数，（ｍ２／ｄ）；

Ｑｐ——— 排入湖中的废水量，（ｍ３／ｄ）；

Φ——— 废水在湖库中的扩散角（根据湖库岸边形状和水流状况确定，中心排放取２π弧

度，在开阔、平直和与岸边垂直时取π弧度）；

ｒ——— 湖内某计算点到排出口距离，（ｍ）。

当为稳定排放，且边界条件取距排放口充分远的某点ｒ０ 处的现状值 Ｃｒ０，将式（３ １１３）

积分得：

Ｃｒ ＝Ｃｐ －（Ｃｐ －Ｃｒ０）ｒ
ｒ（ ）０

Ｑｐ
ＨＭｒ （３ １１４）

对于径向湍流混合系数 Ｍｒ，考虑到风浪的影响，可采用下述经验公式计算：

Ｍｒ ＝ρＨ
２／３ｄ１／３

ｆ０ｇ
ｕｈ
π（ ）Ｈ

２

＋珔ｕ槡 ２ （３ １１５）

其中：ρ——— 水的密度；Ｈ——— 计算范围内湖库的平均水深；

ｄ——— 湖底沉积物颗粒的直径；ｇ——— 重力加速度；ｈ——— 波高；

ｆ０——— 经验系数；珔ｕ——— 风浪和湖流造成的湖水平均流速。

２ 易降解物质简化的水质模型

当湖水流速很小、风浪不大、湖水稀释扩散作用较弱的情况下，可将式（３ １１３）中的扩

散项忽略，并考虑污染物的降解作用，这样即可得到稳态条件下污染物在湖库中推流和生化

降解共同作用下的基本方程：

Ｑｐ
ｄＣｒ

ｄｒ ＝－Ｋ１ＣｒＨｒ （３ １１６）

当边界条件取ｒ＝０时，Ｃｒ ＝Ｃｒ０（Ｃｒ０ 为排出口浓度），则其解析解为：
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Ｃｒ ＝Ｃｒ０ｅｘｐ － Ｋ１Ｈｒ
２

１７２８００Ｑ（ ）
ｐ

（３ １１７）

当考察湖库的水质指标溶解氧时，并只考虑ＢＯＤ的耗氧因素与大气的复氧因素，可在

前面的条件下推导出湖库的氧亏方程：

Ｑｐ
ｄＤ
ｄｒ ＝ （Ｋ１Ｌ－Ｋ２Ｄ）Ｈｒ （３ １１８）

其解析解为：

Ｄ ＝Ｄ０ｅｘｐ －Ｋ２Ｈｒ
２

２Ｑ（ ）
ｐ

＋ Ｋ１Ｌ０

Ｋ２－Ｋ１
ｅｘｐ －Ｋ１Ｈｒ

２

２Ｑ（ ）
ｐ

－ｅｘｐ －Ｋ２Ｈｒ
２

２Ｑ（ ）［ ］
ｐ

（３ １１９）

式中的Ｄ０ 为排放口处的氧亏量。
（五）狭长湖库移流衰减模型

对于形状狭长、污水从顶端入口附近排入的湖库，可近似看作是一条河流，其水质变化

状况可用移流衰减模型来描述和计算：

Ｃｌ ＝ＣｐＱｐ

Ｑｈ
ｅｘｐ －Ｋ１

Ｖ
８６４００Ｑ（ ）ｈ

＋Ｃｈ （３ １２０）

其中：Ｃｌ——— 狭长湖库出口处污染物的平均浓度，（ｍｇ／Ｌ）；

Ｃｈ——— 湖库中污染物的现状浓度，（ｍｇ／Ｌ）；

Ｖ——— 湖库的容积，（ｍ３）；Ｑｈ——— 湖水的出流量（ｍ３／ｓ）。

Ｃｐ、Ｑｐ——— 分别是废水的浓度（ｍｇ／Ｌ）和排放量（ｍ３／ｓ）。
（六）湖库环流二维稳态混合衰减模型

对于近岸环流显著的大型湖库，横向弥散混合作用显著，可降解污染物的运动转化状况

需用二维模型来描述。
岸边稳态排放：

Ｃ（ｘ，ｙ）＝ Ｃｈ＋ ＣｐＱｐ

Ｈ πＭｙ槡 ｘｕ
ｅｘｐ － ｕｙ２

４Ｍｙ（ ）［ ］ｘ ｅｘｐ －Ｋ１
ｘ

８６４００（ ）ｕ
（３ １２１）

非岸边稳态排放：

　Ｃ（ｘ，ｙ）＝ Ｃｈ＋ ＣｐＱｐ

２Ｈ πＭｙ槡 ｘｕ
ｅｘｐ － ｕｙ２

４Ｍｙ（ ）ｘ ｅｘｐ －ｕ（２ａ＋ｙ）２
４Ｍｙ（ ）［ ］｛ ｝ｘ ｅｘｐ －Ｋ１

ｘ
８６４００（ ）ｕ

（３ １２２）

其中：ａ——— 排放口到岸边的距离，（ｍ）；ｕ——— 环流的速度，（ｍ／ｓ）；

Ｍｙ——— 横向混合系数，（ｍ２／ｓ）。
可采用爱 － 兰（Ｅｌｄｅｒ－Ｌｅｅｎｄｅｒｔｓｅ）公式估计：

Ｍｙ ＝１８．５７υｈ／Ｃｚ （３ １２３）

其中：υ——— 横向的湖流速度，（ｍ／ｓ）；ｈ——— 预测区域的平均湖水深度，（ｍ）；

Ｃｚ———Ｃｈｅｚｙ（谢才）系数，（ｍ１／２／ｓ）。
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（七）其他湖泊、水库的水质模型及软件

１ＳＥＬＥＣＴ
美国陆军工程兵团水道实验站的一维模型ＳＥＬＥＣＴ 可以预测已知密度的水库取水时

的垂向范 围 与 分 布，以 及 给 定 流 量 时 的 水 质 分 布。利 用 这 种 模 型 对 取 水 区 的 预 测 时，

ＳＥＬＥＣＴ把一些参数（诸如温度、溶解氧和铁）当作守恒性物质来处理、计算其放水的水质，
它可以做单一的程序，也可以以子程序的形式结合到其他模型中去，下述的 ＣＥ－ＱＵＡＬ－
Ｒ１也是如此。

２ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｒ１
一维ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｒ１模型用于确定水质参数垂向位置随时间变化的值。它将一个水

库概括为垂直方向一系列的水平层，且每一层内的热能和杂质都均匀分布。它所模拟的基本

物理过程包括水面热传递、短波与长波辐射与贯透、对流混合、风与水流诱生的混合、因抽水

蓄能的入流而使周围的水体渗气、入流的异重流位置、选择性取水以及温度异重流和溶解

的、悬移的固体所造成的分层现象。ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｒ１所模拟的化学和生物过程，包括大气

交换、光合作用、吸收有机质、分解氮的硝化作用以及还原物质的化学氧化对溶解氧的影响；
对磷和氯的吸取、排泄和再生；在需氧和厌氧条件下的硝化和脱硝作用；碳的循环与碱度、

ｐＨ 值、ＣＯ２ 的相互作用；浮游植物的营养关系；穿过较高营养层次的传递；岩屑和有机泥沙

的聚集与分解；大肠杆菌的致命程度；锰、铁、硫在厌氧条件下的积累与再氧化等。

３ＣＯＯＲＳ和ＬＡＲＭ
ＣＯＯＲＳ（水库分层计算模型）和ＬＡＲＭ（横向平均的水库模型）都是求解水库中直立平

面内的二维对流扩散方程，二者都具备预测很深的水库在１年内分层循环中的温度结构的

功能。这两个模型还能够提供水库随时间和空间变化的水动力学条件，以供水质模型对流部

分用。

４ＣＥ－ＱＵＡＬ－Ｗ２
前面在讲河流 水 质 模 型 中 已 经 提 到 过 ＣＥ－ＱＵＡＬ－ Ｗ２模 型，事 实 上，最 初 ＣＥ－

ＱＵＡＬ－Ｗ２的建立是针对水库的，该模型也是一个二维模型。
其他相关的水库湖泊模型及软件可参考文献［２］［２１］［２２］。

四、近海水域水质模型［２］

随着沿海工业、近海工程以及海洋开发的迅速发展，近海水域遭到越来越严重的污染，
使海域环境质量明显下降，生态环境日趋恶化，并对生物资源和人体健康产生严重影响。近

海水域的污染已成为世界各国所共同关心的环境问题。
为了阐明污染物在近海水域或沿岸水域内的输运规律以及污染物浓度的分布和变化，

一般要运用流体动力学过程来进行描述。而环境流体动力学则普遍采用数值模型和计算机

模拟现实的流场和浓度场。
在近海水域环境影响预测中，为了做到正确选用近海水域流场模型，需充分考虑海域的

主要特征。
（一）二维流体动力学模型

对于沿岸浅海，特别是半封闭海湾，其基本运动是由外来潮波引起的潮汐运动，即胁振

潮。因此，我们主要研究潮波及潮余流。余流是指经过一个潮汐周期海水微团的净位移。
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描述潮波运动的参考坐标系，被置于所谓的“ｆ－ 平面”上，即不考虑地球曲率的影响。
这种近似描述适用于水平范围远小于地球半径的海域，这对于沿岸海域和海湾是适用的。

通常，选用一个固着于“ｆ－平面”上的直角坐标系（ｘｏｙ－平面）和静止海面重合，组成

右手坐标系，ｚ轴向上为正，则描述垂向充分混合海域的平均运动可用下式表示：

　　　　ｚ
ｔ＋ 

ｘ
［（ｈ＋ｚ）ｕ］＋ 

ｙ
［（ｈ＋ｚ）υ］＝０

　　　　ｕ
ｔ＋ｕｕ

ｘ＋ｕｕ
ｙ－ｆυ＋ｇｚ

ｘ＋ｇｕ ｕ２＋υ槡 ２

Ｃ２
ｚ（ｈ＋ｚ）＝０ （３ １２４）

　　　　υ
ｔ＋υυ

ｘ＋υυ
ｙ＋ｆυ＋ｇυ ｕ２＋υ槡 ２

Ｃ２
ｚ（ｈ＋ｚ）＝０

其中：Ｃｚ———Ｃｈｅｚｙ（谢才）系数，可按曼宁（Ｍａｎｎｉｎｇ）公式计算，（ｍ１／２／ｓ）；

ｆ——— 柯氏参量，反映地球自转影响，ｆ＝２ωｓｉｎφ，ω为地球自转角速度，φ为北纬纬度；

ｈ——— 自静止水面算起的海水深度；

ｚ——— 自静止水面算起的水位高度，即代表潮位涨落；

ｕ，υ——— 分别对应ｘ、ｙ轴的流速分量；其余符号同前。
在实际计算中，无论二维问题还是三维问题，由于浅海较强的湍流耗散作用，总是取零

值初始条件。因为任何初始能量，经过一定时间后总要耗散掉，故当计算达到一定时间以后

初始效应总会消失，而只是由胁振潮在起作用。因此计算可做如下处理。

１ 初值

可以从零开始，也可以利用过去的计算结果或实测值直接输入计算。

２ 边界条件

（１）陆边界 边界的法线方向流速为零。
（２）水边界 可以输入根据开边界上已知潮汐周和常数的水位表达式或边界点上的实

测水位过程。
（３）有水量流入的水边界 当流量较大时，边界点的连续方程应增加ΔｔＱｈｉ／（２Δｘ·Δｙ）

项；当流量较小时可以忽略（Ｑｈｉ 为流入水量）。
（二）潮流混合模型

海湾中污染物的输运模型是在潮流流场模型基础上建立的，它用以预测有新的污染负

荷进入时海域污染物的浓度分布。常用的二维平流 － 扩散物质输运模型如下：

　　　　［（ｈ＋ｚ）Ｃ］
ｔ ＋［（ｈ＋ｚ）ｕＣ］

ｘ ＋［（ｈ＋ｚ）ｕＣ］
ｙ

　　　　　 ＝ 
ｘ

（ｈ＋ｚ）Ｍｘ
Ｃ
［ ］ｘ ＋ （ｈ＋ｚ）Ｍｙ

Ｃ
［ ］ｙ ＋Ｓｐ （３ １２５）

其中：Ｍｘ、Ｍｙ——— 分别是纵向和横向混合系数；Ｓｐ——— 污染源的源强。

上式一般用于预测持久性污染物的浓度分布，对于非持久性污染物在浓度Ｃ 和进入的

污染源源强Ｓｐ 中应考虑污染物的衰减，具体处理方法类似于河流或湖泊的处理。

由于海域实际边界的复杂性，也由于运动方程包含了非线性项，其求解十分困难，一般
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只能采用有限差分等数值解法。

第三节 　 地下水水质模拟

随着工农业生产的发展和人们生活水平的提高，人们对地下水资源数量和质量有更高

的要求。然而，与此同时地下水的污染越来越严重。在有些地区，地下水的污染已经达到相当

严重的程度，不仅限制了生产建设，还对人体健康造成了很大威胁。
以往对地下水的研究主要侧重于地下水运动问题，有关地下水流运动方面的内容可参

考相关书籍［２３］［２４］［２５］。本书将主要介绍有关地下水的水质模型，从而为制定地下水污染防治

对策以及地下水系统规划管理提供理论基础。

一、地下水水质模拟的基本原理［２］［５］

（一）地下水污染物迁移转化

人类活动所产生的各种污染物质绝大多数是从地面随下渗水流经土层，进入含水层，而

直接向淡水含水层排泄废弃污染物的情况很少。
污染物进入地下水之后将会发生三种变化：
（１）稀释 在通常的情 况 下 含 水 层 中 的 地 下 水 水 体 要 远 比 含 污 染 物 质 的 下 渗 水 大 得

多，因为含水层厚度可由几米到几十米，所以污染物进入地下含水层后会由于稀释作用使其

浓度大大地降低。
（２）转化 含水层的颗粒一般比较粗大，比表面积小，只具有较小的吸附能力，还可发

生一些厌氧条件下的转化。
（３）运移 当污染物质进人地下水之后，会产生沿地下水流向（ｘ方向）的纵向弥散和垂

直于流向（ｙ方向）平行于地下水面的横向弥散以及沿含水层厚度的竖向（ｚ方向）弥散。此

外，随着水体的流动还会产生对流扩散。
（二）地下水质量的数学模拟

１ 模拟所需条件

数学模拟法基本上就是合成 — 种实际的或抽象的系统，这个系统的输出被认为在一定

的程度上接近原型的输出。模拟模型用来再现原型的某些特点，然后按一定的目标函数对所

选的方法或政策进行评价。
一般来说，在制定数学模型时必须具备以下资料：
（１）有关现象的定律或关系；
（２）初始条件和边界条件。

２ 模拟的一般过程

地下水污染数值模拟，过程一般分为：
（１）模拟目标和任务的确定

数值模拟的目标和任务常与所研究区域的污染源类型、污染途径或方式、污染现状以及

污染趋势有关。如城镇厂矿供水水源地地下水污染的趋势与治理方案的最优选择、各种废水

排放和废物堆放可能对地下水造成的污染预测、污染的地表水体对地下水污染的影响及其

预测、残留在土壤中的农药化肥及污水灌溉可能对地下水造成的污染预测、人工回灌条件下
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对地下水水质造成的影响、海水入侵对滨海地区地下水水质的影响和土地盐碱化等问题的

预测等。由于问题不同，数值模拟的目标和任务也各异。针对不同的污染问题需要提出不同

的模拟任务：如选择可避免污染的水源地或确定合理的开采水量及开采方式；预测已遭污染

的含水层天然或人工净化所需时间、补给的水量和位置；圈定污染范围及发展趋势等。
（２）数学模型的选择

数学模型的选择主要取决于研究的目的、所要求的精度和已有或可能取得的基础资料。
如当研究区域的污染源分布广泛，即面源污染（如农田的化肥、农药或污灌引起的污染），且

有些污染运移机理不易搞清（包括植物根系吸收、土壤与污染物间的吸收、降解、离子交换等

作用过程），预测目的仅限于预测较大范围内水质的长期变化或预测通过包气带或含水层系

统后的水质和水量等，则可采用黑箱型水质模型，这种模型只需较少的输入数据。假如研究

局部或中等规模的问题，而且精度要求较高，则要采用对流 － 弥散型模型，因为这类模型可

预测污染物在包气带土层或含水层中的时空运移规律，具有普遍性，是目前的研究重点。
（３）地下水质模型的建立

在弄清水文地质条件基础上，如掌握含水层的层次、性质、相互之间的水动力联系、地下

水的流向、边界条件等内容后，通过对实体进行概化，建立地下水水质模型。
（４）求解数学模型

一般采用数值模拟求解地下水污染模型，因此需要编制相应问题的计算机程序，程序的

编制内容取决于所处理的具体问题的条件和所使用的计算机性能。使用前应准备好程序要

求输入的数据。
（５）模型的识别、检验及预报

在建立了水量和水质模型后需进行参数识别，将已确定的参数的初值和定解条件代入

模型中，对野外试验和区域内已有污染情况进行模拟，看模拟结果是否与野外试验和已有实

际污染情况相一致，否则，就要用参数调试法或其他最优化方法进行修正，直到满足精度要

求为止。模型参数识别以后，需要对模型进行检验，检验后的模型方可用于预报。

３ 污染物在地下水中迁移的基本理论［２］

污染了的地下水在含水层中的分布是时间和空间的函数。污染物在地下水运移过程中

的变化是相当复杂的。
在理解污染物在地下水中的迁移过程时，需要了解以下作用过程：
（１）水动力弥散

当多孔介质中两种流体相接触时，某种物质从含量较高的流体向含量较低的流体迁移，
使两种流体分界面处形成 — 个过渡混合带，混合带不断发展扩大，趋于成为均质的混合物

质，这种现象称为水动力弥散现象。形成弥散现象的作用称为弥散作用，主要是渗透分散和

分子扩散作用。
（２）分子扩散

两种含某种组分浓度不同的液体在多孔介质中接触时，即使在整个液体静止的条件下

也会发生物质的迁移，分界面逐渐变得模糊不清，形成一个过渡带，并随着时间推移逐渐扩

大，直到两种液体中的物质浓度完全均匀一致为止。这就是分子扩散所引起的弥散现象。分

子扩散作用是由于液体中浓度差（浓度梯度）的物理 － 化学势引起的，是分子布朗运动的一

种现象。如果迁移的距离大于数米或要求预报的期限不是太长时，则在计算预报污染物的分
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布时可以不考虑分子扩散作用；只有在没有渗流的条件下研究很短距离的迁移时，或在实验

室研究中，才应考虑分子扩散作用。
（３）渗透分散

物质随渗透水流一同迁移时速度不均所产生的弥散现象称为渗透分散，这常常是自然

界引起弥散的主要原因。渗透分散的机制可分为微观的和宏观的。

① 微观渗透分散

从微观来看，渗透分散的机制可以分为三种情况：在多孔介质中，对单个孔管而言，由于

液体的粘滞性，受介质表面的摩擦阻力而形成抛物面的实际流速分布，管的中轴线处流速最

大；由于孔隙直径的大小不同而使沿孔轴的最大速度发生差异；质点的流线在沿流向方向上

弯曲起伏的情况不同，即所走路程的长短不同而引起的沿流向前进速度的差异。这三种情况

是同时发生的，综合起来就形成了渗透分散。

② 宏观渗透分散

从地质的观点看微观渗透分散发生在认为是均质的岩石中。自然界除均质岩石外，更多

的情况是非均质的，在非均质的岩石中由于各部分岩石的渗透性不同而引起的弥散现象称

为宏观渗透分散。宏观渗透分散的机制原则上与微观渗透分散是一致的，仍然是以流速不均

匀为主要原因，只不过所研究的单元更大而已。如各层透水性不同的层状含水层，污染水便

沿渗透性强的岩层呈舌状侵入，延伸较远。裂隙或溶隙宽度不等的岩石中，污染水沿宽大裂

隙或溶隙弥散的很快，而且可以达到很远的距离。在含有透水性不同的局部包裹体的岩石中

也会发生舌状弥散。

二、地下水运动［２］

地下水在土壤孔隙中的流速因孔径和相应的土水势不同而在各个方向上有所变化，难

按其真实情况处理。所以在研究地下水的流速时，只能是在一定容积的土层中取其流速的全

部平均值来进行研究。
地下水在多孔介质中运动被称为渗流，一般情况下，可使用达西定律对其加以描述。达

西定律表达式见式（３ １２６）

ｑ＝－ＫｄＨ
ｄｘ

（３ １２６）

式中：ｘ——— 水的流程；ｑ——— 地下水的通量；ｄＨ／ｄｘ——— 水力梯度；Ｋ——— 渗透系数。
（３ １２６）式右端的负号表明水流方向由水压或土水势高处向低处流动。Ｋ 由两方面的

性质决定：一是土壤本身的导水难易；二是水的性质，如粘滞度及密度等。当为简化而设地下

水的粘滞度及密度为定值时，则 Ｋ 值只随土壤的导水难易变化。
达西定律运用于地下水的饱水流动和非饱水流动时不尽相同。在饱水流动中土水势为

零，Ｋ 为常数（不随水压值的大小而变化）；但在非饱水流动中，Ｋ 是变数，当土壤水吸力不同

时，Ｋ 值也随之变化。
（一）饱水条件下的地下水运动

在饱水条件下地下水运动的特点是地下水流动的动力是重力（势）和静水压（势）梯度。
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L

驻H

Z鄄０

图３ ９　 垂直向下的流动

１ 垂直向下流动

垂直向下流动如 图３ ９所 示，表 面 有 稳 定 的 水

层，水头为 Ｈ，土柱下端在一个固定的水槽上，土柱完

全饱水，水流通过土柱的长度为Ｌ。
根据达西定律，则

ｑ＝ＫΔＨ
Ｌ ＝ＫＨ１＋Ｌ

Ｌ ＝ＫＨ１

Ｌ ＋Ｋ

（３ １２７）

其中：Ｈ１，Ｌ——— 以水柱高度为单位的水头。

２ 垂直向上的流动

同理可得：

ｑ＝ＫΔＨ
Ｌ ＝ＫＨ１－Ｌ

Ｌ ＝ＫＨ１

Ｌ －Ｋ

（３ １２８）

３ 水平流动

水平流动如图３ １０所示，则有：

ｑ＝ＫＨｐＬ －Ｈｐ０

Ｌ ＝ＫＨ１－Ｈ０

Ｌ ＝ＫΔＨ
Ｌ

（３ １２９）

驻H

Hl

Hp

Hr Hr0

H0

Hp0
L

水平差

横截面

图３ １０　 水平流动

影响饱和渗透系数（导水率）的主要因素是孔隙的孔径和数量。一般土壤的实效孔径 ＞
０．３ｍｍ（土水势 ＜－１０ｍｂａｒ的孔隙，１ｂａｒ＝１０５Ｐａ），则水可自由通过；当实效孔径在０．０３－
０．０６ｍｍ 以上至０．３ｍｍ的孔径（土水势在－５０至－１００ｍｂａｒ到－１０ｍｂａｒ），在重力作用下，
水也较易通过；当实效孔径为０．０１ｍｍ 时（土水势约为 －３００ｍｂａｒ），水的通过就很慢了。孔
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隙的状况是由土壤的质地、结构和密实度决定的。砂土和结构明显的土壤，其粗大孔隙较多，
渗透系数（Ｋ）也较大。当土壤中裂缝、虫穴、根孔较多时，饱和渗透系数（导水率）也较大。

（二）非饱水条件下的地下水运动

１ 非饱水流的基本特点

在非饱水条件下，土壤中水流动的推动力主要是基质势梯度（或基质吸力梯度），也有重

力作用。基质吸力包括弯月面力和吸附力，在非饱和流动中，土壤水总是从水膜厚处流向水

膜薄处、或由弯月面曲率半径大处流向曲率半径小处、由土壤水吸力低处向土壤水吸力高处

流动。当一个干燥的土壤变湿润时，湿润前锋的推动力最大，比由重力决定的推动力大几千

倍。在饱水条件下所有孔隙都充满水，即都可导水，导水率达最高值。然而在非饱水流动中，
则是土壤中的部分孔隙（一般首先是大孔隙）的水被排出，而以空气取代，于是土壤横截面

中导水面积相应减少；同时，充水的是导水率较小的细孔隙，因此导水率会大大降低。此外，
由于充气的粗孔阻隔作用，土壤中的水必须经过更加曲折的途径向前流动，这样流动途径更

加长了。质地粗的砂土当粗孔中的水被排干后，常在土粒接触处存在有楔状的弯月水面（也

称为触点水或衔接水）。它们彼此不相连接（团粒间孔隙中也有类似情况），于是在饱水条件

下是导水最好的通道，而在非饱水时则成了土壤中水流动的阻碍。由于上述原因，一般的土

壤由饱水到不饱水后，其导水率都急剧下降。
在饱水条件下，导水性最好的是粗孔多的土壤，但在非饱和条件下，正好相反，是细孔多

的土壤（如粘土和壤土）比砂土的导水性好。这是因为在相同的土壤水吸力下，细孔多的土

壤充水孔隙多，土壤水的连续程度好。

２ 非饱和水运动的表达式

有人曾把用于饱水流的达西定律应用到非饱水流中，但这时的导水率变为土壤水吸力

或土水势的函数，即 Ｋ（Ψ），对于一维情况可写为：

ｑ＝－Ｋ（Ψ）ｄＨ
ｄｘ

（３ １３０）

其中：非饱水流中的ｄＨ 包括ψｍ 和ψｇ 两个分势。

三、污染物在地下水中运移的数学模型［２］

用数学方法描述物质在地下水中的运移模型可分为确定性模型、随机模型和黑箱模型

三类。下面分述：
（一）污染物在地下水中运移的确定性数学模型

Δz

Δx

Δy

Px（x+Δx，y，z，t）
Px（x，y，z，t）

图３ １１　 微元体示意图

取含水层的 一 个 微 元 体 为 研 究 对 象，如

图３ １１所示。因为在地下水运动过程中，所

含某物 质 的 浓 度 是 时 间 和 空 间 的 函 数，可 记

为Ｃ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），其变化由弥散作用（包括分子

扩散和渗透分 散）、对 流 项（由 于 液 体 平 均 整

体运动而引起的物质通量）和总的吸收作用，
即所谓的源 汇 项（源 指 由 于 溶 解 和 解 吸 附 是

物质从固相转入水中，汇指物质从水中沉淀和被吸附等减少的作用）三方面作用引起。
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１ 弥散项

设ｐ为单位弥散率 ——— 单位时间在单位渗透介质面积上由于弥散而通过的物质含量。
有弥散基本定律：

ｐ＝－Ｄ·ｇｒａｄＣ （３ １３１）
式中：Ｄ——— 弥散系数，包括分子扩散项和渗透分散项，［Ｌ２·Ｔ－１］；

ｇｒａｄＣ——— 浓度梯度，负号表示物质向浓度降低的方向迁移，无量纲。
在ｏｘｙｚ 坐标系中：

ｐｘ ＝－ＤＣ
ｘ

；　ｐｙ ＝－ＤＣ
ｙ

；　ｐｚ ＝－ＤＣ
ｚ

在ｘ方向上由于弥散而引起微元体内浓度的变化，即ｘ断面与ｘ＋Δｘ 断面上某物质含

量之差 Ｍｘ′为：

Ｍｘ′＝－ｐｘ

ｘΔｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

同理在ｙ、ｚ方向上有：

Ｍｙ′＝－ｐｙ

ｙΔｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

Ｍｚ′＝－ｐｚ

ｚΔｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

则在时间ｔ内由于弥散使整个微元体中物质浓度的改变量为：

Ｍ′＝－ ｐｘ

ｘ ＋ｐｙ

ｙ ＋ｐｚ

（ ）ｚ Δｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

２ 对流项

令ｑ为单位渗流量，则根据达西定律：

ｑ＝－Ｋ·ｇｒａｄｈ （３ １３２）

其中：Ｋ——— 渗透系数；ｈ——— 水位。
由水的平均整体运动引起微元体内物质浓度的改变量为：

Ｍｘ″＝－（Ｃ·ｑｘ）
ｘ Δｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

Ｍｙ″＝－（Ｃ·ｑｙ）
ｙ Δｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

Ｍｚ″＝－（Ｃ·ｑｚ）
ｚ Δｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

则有：

Ｍ″＝－ （Ｃ·ｑｘ）
ｘ ＋（Ｃ·ｑｙ）

ｙ ＋（Ｃ·ｑｚ）
（ ）ｚ Δｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ

３ 源汇项

微元体内由于岩石吸收或从岩石释放出来的物质引起的物质浓度的改变量记为 Ｗ，设
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微元体内浓度随时间的变化为Ｃ
ｘ

，则在Δｔ时段内，微元体内总的浓度改变量 Ｍ 为

Ｍ ＝ｎＣ
ｔ

·Δｘ·Δｙ·Δｚ·Δｔ （３ １３３）

其中：ｎ——— 有效孔隙度。
根据质量守恒定律，有：

Ｍ＋Ｗ ＝Ｍ′＋Ｍ″

将以上各式代入可得：

ｐｘ

ｘ ＋ｐｙ

ｙ ＋ｐｚ

ｚ ＋（Ｃ·ｑｘ）
ｘ ＋（Ｃ·ｑｙ）

ｙ ＋（Ｃ·ｑｚ）
ｚ ＋Ｗ ＝－ｎ＋Ｃ

ｔ
（３ １３４）

对上式进行简化：
（１）若弥散主方向与坐标轴一致，则有：

ｐｘ

ｐｙ

ｐ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝

Ｄｘｘ ０ ０

０ Ｄｙｙ ０

０ ０ Ｄ

熿

燀

燄

燅ｚｚ

－Ｃ
ｘ

－Ｃ
ｙ

－Ｃ


熿

燀

燄

燅ｚ

＝

－Ｄｘｘ
Ｃ
ｘ

－Ｄｙｙ
Ｃ
ｙ

－Ｄｚｚ
Ｃ


熿

燀

燄

燅ｚ

（２）若地下水的主渗方向与坐标轴一致，则有：

ｑｘ

ｑｙ

ｑ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝

Ｋｘｘ ０ ０

０ Ｋｙｙ ０

０ ０ Ｋ

熿

燀

燄

燅ｚｚ

－ｈ
ｘ

－ｈ
ｙ

－ｈ


熿

燀

燄

燅ｚ

＝

－Ｋｘｘ
Ｃ
ｘ

－Ｋｙｙ
Ｃ
ｙ

－Ｋｚｚ
Ｃ


熿

燀

燄

燅ｚ

（３）假定在坐标轴的方向上Ｄｘｘ、Ｄｙｙ、Ｄｚｚ 和Ｋｘｘ、Ｋｙｙ、Ｋｚｚ 分别为常量。
按照以上三个假定，则式（３ １３４）可简化为：

Ｄｘｘ
２Ｃ
ｘ２ ＋Ｄｙｙ

２Ｃ
ｙ２ ＋Ｄｚｚ

２Ｃ
ｚ２ ＋Ｋｘｘ


ｘ

Ｃｈ
（ ）ｘ ＋Ｋｙｙ


ｙ

Ｃｈ
（ ）ｙ ＋Ｋｚｚ


ｚ

Ｃｈ
（ ）ｚ

　 ＝Ｗ ＋ｎＣ
ｔ

（３ １３５）

由于渗透速度υ与单位流量ｑ 是相等的，所以上式也可写为：

Ｄｘｘ
２Ｃ
ｘ２ ＋Ｄｙｙ

２Ｃ
ｙ２ ＋Ｄｚｚ

２Ｃ
ｚ２ －υｘｘ

Ｃ
ｘ－υｙｙ

Ｃ
ｙ－υｚｚ

Ｃ
ｚ＝Ｗ ＋ｎＣ

ｔ
（３ １３５ａ）

此即物质在地下水流迁移中，带有源汇项的三维弥散基本偏微分方程，是含有两个未知

函数Ｃ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）和υ（或ｈ）的非线性二阶偏微分方程，其解相当复杂，目前还没有精确的解
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析解。在实际应用中，可通过做一些合理的简化得出较为实用的近似解。

考虑密度变化，对于无源汇项的基本弥散方程也可表示为：

ｄｉｖ Ｋ′ρ ｇｒａｄＣ（ ）［ ］ρ
－ｄｉｖ（ｕＣ）＝Ｃ

ｔ
（３ １３５ｂ）

式中：ｄｉｖ——— 散度符号；Ｋ′——— 弥散系数，Ｋ′＝Ｄ／ｎ；ρ——— 液体密度；

ｕ——— 液体的实际流速；其余符号同前。
（二）污染物在地下水中运移的随机模型

质点从多孔介质中某一点进入，大体沿流向的轨迹运动，但由于各种随机因素则可能偏

离轨迹。若投入物质的浓度为Ｃ０，Ａ 点的浓度为Ｃ（ｎ，ｋ），则Ａ 点的概率为：

Ｐ（ｎ，ｋ）＝Ｃ（ｎ，ｋ）

Ｃ０
（３ １３６）

相对浓度在横向上的分布可用二项式的系数来描述，以伯努里二项分布表示为：

Ｐｋ ＝Ｐ（ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ，（ｋ＝０，１，２，…，ｎ） （３ １３７）

且∑
ｎ

ｋ＝０
Ｐｋ ＝１

式中：ｘ——— 随机值的分布，其已知值ｋ＝０，１，２，…，ｎ时，具有概率Ｐｋ；

ｐ——— 分布的参数，是该研究事件的概率，这里有ｐ＝１／２，ｑ＝１－ｐ＝１／２；

Ｃ——— 二项式系数。

当ｎ较大时，二项分布近似为正态分布。文献［２］中根据实验当ｎ＝１５时用正态分布描

述为：

Ｃ（ｎ，ｋ）＝０８Ｃ０

槡ｎ
ｅｘｐ －ｋ２

２（ ）ｎ
（３ １３７）

在轴上的浓度Ｃ（ｎ，０）（即当ｋ＝ｎ／２）为：

Ｃ（ｎ，ｋ）＝０８Ｃ０

槡ｎ
，（ｎ＞５） （３ １３８）

正态分布中的参数之一是离差σ，在这里反映的是物质弥散的程度，由式（３ １３６）应为

σ２ ＝ｎ，表明弥散程度随远离物质投放点的距离而有规律地增加。式（３ １３７）表示轴线上的

浓度（即横断面上的最大浓度）随ｎ增大而减少，即横向弥散程度愈大，轴上的浓度愈小。

式（３ １３６）表示的分布函数是一个不连续的函数，因ｎ和ｋ都只能取整数，可通过下列

简单的修正变为连续函数：

令 ｘ＝γ１·ｋ·ｄ； ｙ＝γ２·ｎ·ｄ

其中：γ１、γ２———ｘ、ｙ轴的介质材料系数，对均匀介质γ１＝γ２；

ｄ——— 孔隙介质的颗粒直径。

经变换可得连续分布的公式：
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Ｃ（ｘ，ｙ）＝０８Ｃ０ γ２槡 ｄ
槡ｙ

ｅｘｐ － ｘ２γ２

２γ２
１ｙ（ ）ｄ

（３ １３９）

（三）污染物在地下水中运移的黑箱模型

污染物输入输出的含水层可看作一个黑箱，箱子的内部结构可以不明确，可以通过研究

输入输出的关系得到其综合效应。知道了黑箱的综合效应后，就可根据输入信息来预报输出

结果，或根据输出的观测资料反求出潜在的输入。这对于研究侵入某些污染物的复杂大型体

系是很适合的。例如对于一个由含水层和一些河流组成的流域单元，河水可饮用；含水层中

的地下水有可能被雨水淋滤后的工厂废物污染；地下水是河水的补给源，则从地下水中带出

的污染物又会污染河水而影响河水水质。此时含水层可看作一个黑箱，其特征（综合效应）
为Ａ，从废物中进入的污染物是输入ｅ（ｔ），而从含水层排放出的污染物则是输出ｓ（ｔ）。如果

通过观测研究得到含水层的最大允许输出ｓ（ｔ），来反求允许的潜在输入量ｅ（ｔ），则可据此限

定工厂废物的堆放量和存放时间。
黑箱模型的基本原理是把污染物的进入比作输入信息ｅ（ｔ）（为时间ｔ的函数），在含水层

中，由于物理、化学、生物等作用及弥散作用使污染物浓度发生变化，将这些复杂的作用综合

为一个算符Ａ 来表示。变化后的污染情况可作为输出信息ｓ（ｔ）（也是时间ｔ的函数），则可表

示为：

ｓ＝Ａｅ （３ １４０）

通常作如下假定：

１ 转化ｅ→ｓ存在，即这里有一个算符Ａ，则ｓ＝Ａｅ；

２ｓ是ｅ的线性函数，即Ａ 为线性系统，所以如果有ｅ→ｓ，则有λｅ→λｓ（λ是常数），且如

果有ｅ１ →ｓ１ 和ｅ２ →ｓ２，则ｅ１＋ｅ２ →ｓ１＋ｓ２；

３ 输入ｅ在时间上的任一变化使输出ｓ也在时间上发生相应的变化（即由ｅ→ｓ的变化

形式转化为事件的变换）；

４变换Ａ是连续的，即如果当ｎ趋于无限时，序列ｅｎ（ｔ）趋近于０，则序列ｓｎ（ｔ）－Ａｅｎ（ｔ）
也趋近于０。在数学上可以证明，这种线性系统的变换是一个卷积，记为

ｓ＝Ａｅ
算符Ａ 反映了模型的特征。Ａ 可称为含水层对于污染的“脉冲 － 响 应”或“单 位 － 响

应”，也即传递函数。输入ｅ称为激励或激励函数，而输出ｓ称为响应或响应函数。只要求出

Ａ，则这个模型可用于两方面：当ｅ已知，可计算出ｓ（这是卷积）；当ｓ已知，则可计算ｅ（反卷

积）。虽然卷积的数学运算并不复杂，但反卷积却是一个不稳定的数值运算，需要一些特殊的

方法才能取得较好的效果。
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３：Ｓ１９７－Ｓ２０９
［２１］孙颖，陈肇和，范晓娜等．河流及水库水质模型与通用软件综述．水资源保护，２００１，２：７－１１
［２２］徐祖信，廖振良．水质数学模型研究的发展阶段与空间层次［Ｊ］．上海环境科学，２００３，２２（２）：７９－８５
［２３］薛禹群．地下水动力学原理．北京：地质出版社，１９８６
［２４］孙讷正．地下水污染 ——— 数学模型和数值方法．北京：地质出版社，１９８９
［２５］钱家忠，汪家权 中国北方型裂隙岩溶水模拟及水环境质量评价 合肥：合肥工业大学出版社，２００３
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第四章　水环境系统模拟数值方法

第一节　概　　述

对所建立的数学模型只有极少数的简单情况可以求得解析解。虽然解析解是精确解，
但对于绝大多数的实际问题是无法求得解析解的，因而用模拟方法（ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ）求解是一种

很好的选择。模拟分为物理模拟（ａｎａｌｏｇ）和数值模拟（ｍｏｄｅｌｉｎｇ）两类。
水环境系统的数学模拟，就是把实际的水环境系统各类问题，进行简化和概化，用一个

数学模型来描述，然后对数学模型求解。模型的求解方法主要有解析法和数值法。由于解

析法只适用于非常简单的条件，所以对于大多数的实际问题，要用数值法来求解。
数值方法随其在 各 领 域 的 应 用 得 到 了 不 断 发 展［１］［２］［３］。从 最 初 的 有 限 差 分 法（Ｆｉｎｉｔｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，简称ＦＤＭ）和有限单元法（ＦＥＭ），发展到后来的有限差分法（ＦＤＭ）、有

限单元法（Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，简称 ＦＥＭ）、边 界 单 元 法（Ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，简

称ＢＥＭ）和有限分析法（Ｆｉｎｉｔｅａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄ，简称ＦＡＭ）等多种方法并存。每一种数值

方法本身在解决具体问题的过程中也不断地被发展和完善，例如从有限单元法中派生出的

混合有限元法（ＨＦＥＭ）、特征有限元法（ＣＦＥＭ）以及随机有限元法（ＳＦＥＭ）等等。下面简

单介绍有限差分法、有限元方法及其应用。

第二节　有限差分法

有限差分法是一种古典的近似的数值计算方法，其理论浅显易懂、编写程序简单、计算

方便。随着计算机技术的普及与发展，有限差分法已被广泛地应用于科研、生产中。
以地下水流动及溶质运移问题为例进行说明。利用有限差分法求解这些问题的基本步

骤是：（１）对计算区和计算时间进行剖分，以有限个空间离散点和时间离散点分别替代连续

的计算区和计算时间；（２）在这些离散点上，按照数学上差商（ΔＦ／Δｘ，或ΔＦ／Δｔ）替代微商

（ｄＦ／ｄｘ，或ｄＦ／ｄｔ）的方法，将描述地下水流动及溶质运移的数学模型化为差分方程即线性

代数方程组；（３）求解线性代数方程组，可得到数学模型在离散点上的近似解。因此可见，离

散化、差分方程的建立以及实际问题的处理尤为重要，下面阐述：

一、离散化

如果我们将一个三维的含水层系统划分为一个三维网格系统，整个含水层被剖分为若

干层（ｌａｙ），每一层又剖分为若干行（ｒｏｗ）和若干列（ｃｏｌｕｍｎ），这样含水层就被剖分成许多

小长方体，如图４ １。每一个小长方体称为单元（格点）。把各长方体的交点或长方体的中心

点称为节点。
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含水层边界

驻vk 厚度
驻ci 列间距
驻rj 行间距

驻rj 行间距

驻ci 列间距

驻vk 厚度

987654321

5
4

3
2

1

5
4
3
2
1

层(K)
Layers(K)
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列(J)
Columns(J)

图４ １　 三维含水层的空间离散

首先我们对编号作一些约定：行次序是沿ｙ 方向，编号为ｉ，行距为Δｒｊ（Δｙ），行的延伸

方向和ｘ轴平行，下标ｊ随ｘ 值而增加。列次序是沿ｘ方向，编号为ｊ，列距为Δｃｉ（Δｘ），列的

延伸方向和ｙ轴平行，下标ｉ随ｙ 值 的 增 加 而 增 加。层 次 序 是 自 上 而 下，编 号 为ｋ，间 距 为

Δｖｋ。

二、地下水稳定运动方程的差分近似

设在图４ １中选取任一层ｋ，该层的水头 Ｈ（ｘ，ｙ，ｋ）如图４ ２（ａ）所示。

设（ｉ，ｊ）点的水头为 Ｈｉ，ｊ，则在ｉ行其邻域（ｉ，ｊ－１）点和（ｉ，ｊ＋１）点的水头 Ｈｉ，ｊ－１ 和

Ｈｉ，ｊ＋１ 可利用泰勒（Ｔａｙｌｅｒ）级数展开：

Ｈｉ，ｊ＋１ ＝Ｈｉ，ｊ＋ΔｘＨｘ ｉ，ｊ
＋

（Δｘ）２
２！

２Ｈ
ｘ２

ｉ，ｊ
＋

（Δｘ）３
３！

３Ｈ
ｘ３

ｉ，ｊ
＋…… （４ １）

Ｈｉ，ｊ－１ ＝Ｈｉ，ｊ＋（－Δｘ）Ｈ
ｘ ｉ，ｊ

＋
（－Δｘ）２

２！
２Ｈ
ｘ２

ｉ，ｊ
＋

（－Δｘ）３
３！

３Ｈ
ｘ３

ｉ，ｊ
＋…… （４ ２）

经整理后有

Ｈ
ｘ ｉ，ｊ

＝ Ｈｉ，ｊ＋１－Ｈｉ，ｊ

Δｘ －Δｘ
２！

２Ｈ
ｘ２

ｉ，ｊ
－…… （４ ３）

或

Ｈ
ｘ ｉ，ｊ

＝ Ｈｉ，ｊ－Ｈｉ，ｊ－１

Δｘ ＋Δｘ
２！

２Ｈ
ｘ２

ｉ，ｊ
－…… （４ ４）

在（４ ３）和（４ ４）式中，如右端仅取一项，则存在截断误差，该二式变为

Ｈ
ｘ ｉ，ｊ

＝ Ｈｉ，ｊ＋１－Ｈｉ，ｊ

Δｘ ＋０（Δｘ） （向前差分）　（４ ５）
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Ｈ
ｘ ｉ，ｊ

＝ Ｈｉ，ｊ－Ｈｉ，ｊ－１

Δｘ ＋０（Δｘ） （向后差分）　（４ ６）

符号０（Δｘ）表示当Δｘ 足够小时，截断误差的绝对值小于ｃΔｘ（ｃ为任意常数）。将式（４
３）和（４ ４）相加，消去二阶导数以上的项，得到中心差分的表达式

Ｈ
ｘ ｉ，ｊ

＝ Ｈｉ，ｊ＋１－Ｈｉ，ｊ－１

２Δｘ ＋０（Δｘ２） （４ ７）

如果将式（４ ３）和式（４ ４）相减，得到

２Ｈ
ｘ２

ｉ，ｊ
＝ Ｈｉ，ｊ＋１－２Ｈｉ，ｊ＋Ｈｉ，ｊ－１

（Δｘ）２ ＋０（Δｘ２） （４ ８）

或

２Ｈ
ｘ２

ｉ，ｊ，ｋ
≈

Ｈｉ，ｊ＋１，ｋ－２Ｈｉ，ｊ，ｋ＋Ｈｉ，ｊ－１，ｋ

（Δｘ）２
（４ ９）

类似地

２Ｈ
ｙ２

ｉ，ｊ，ｋ
≈

Ｈｉ－１，ｊ，ｋ－２Ｈｉ，ｊ，ｋ＋Ｈｉ＋１，ｊ，ｋ

（Δｙ）２
（４ １０）

２Ｈ
ｚ２

ｉ，ｊ，ｋ
≈

Ｈｉ，ｊ，ｋ＋１－２Ｈｉ，ｊ，ｋ＋Ｈｉ，ｊ，ｋ－１

（Δｚ）２
（４ １１）

因此，当Δｘ ＝Δｙ 为方形网格时，二维拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）方程

２Ｈ
ｘ２ ＋２Ｈ

ｙ２ ＝０

的差分格式为

Ｈｉ，ｊ ＝ Ｈｉ－１，ｊ＋Ｈｉ＋１，ｊ＋Ｈｉ，ｊ－１＋Ｈｉ，ｊ＋１

４
（４ １２）

上式表明，地下水作二维 稳 定 运 动 时，某 一 节 点 的 水 头 为 相 邻 节 点 水 头 的 平 均 值。式

（４ １２）称为五点格式。类似的，当Δｘ ＝Δｙ＝Δｚ 时，三维拉普拉斯方程的差分格式为

Ｈｉ，ｊ，ｋ ＝ Ｈｉ－１，ｊ，ｋ＋Ｈｉ＋１，ｊ，ｋ＋Ｈｉ，ｊ－１，ｋ＋Ｈｉ，ｊ＋１，ｋ＋Ｈｉ，ｊ，ｋ－１＋Ｈｉ，ｊ，ｋ＋１

６
（４ １３）

有限差分的计算模式有两种，一种为块中心节点，即节点为各个单元的中心，为格点，此

时每个网格都是一个小均衡单元，因此这类剖分网格称为均衡网格；另一种称为网格中心节

点，节点为各单元的角点，这类剖分网格称节点网格。见图４ ２。必须注意，节点网格本身并

非小均衡单元。
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（b）网格中心节点（a）块中心节点

(i+1,j)

(i,j+1)(i,j)(i,j-1)

(i-1,j)

x

yj

i

y

(i+1,j)

(i,j+1)(i,j)(i,j-1)

(i-1,j)

x

图４ ２　 有限差分法的计算模式（据Ｐ．Ｓ．Ｈｕｙａｋｏｒｎ和 Ｇ．Ｆ．Ｐｉｎｄｅｒ，１９８３）［１］

实际的二维地下水运动常常有抽水井和垂向补给Ｗ，此时的微分方程为

Ｔ２Ｈ
ｘ２ ＋Ｔ２Ｈ

ｘ２ ＋Ｗ －Ｑδ（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）＝０ （４ １４）

式中

Ｔ——— 导水系数；

Ｗ——— 垂向补给强度；

Ｑ——— 固定的抽水量。
令

Ｒ＝Ｗ － Ｑ
Δｘ２　　　　　 抽水井节点

　　Ｗ　　　　　　　　
烅
烄

烆 其他节点

（４ １５）

则地下水运动的微分方程变为泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）方程：

２Ｈ
ｘ２ ＋２Ｈ

ｙ２ ＝－Ｒ
Ｔ

（４ １６）

当Δｘ ＝Δｙ 时的差分方程为

Ｈｉ，ｊ ＝ Ｈｉ－１，ｊ＋Ｈｉ＋１，ｊ＋Ｈｉ，ｊ－１＋Ｈｉ，ｊ＋１＋（Δｘ）２Ｒ／Ｔ
４

（４ １７）

三、地下水非稳定运动方程的差分近似

设有如下的二维非稳定运动的方程

２Ｈ
ｘ２ ＋２Ｈ

ｙ２ ＝μ

Ｔ
Ｈ
ｔ －Ｒ

Ｔ
（４ １８）

式中２Ｈ
ｘ２ 和２Ｈ

ｙ２ 的差分表达式和前述相同。对时间的偏导数可表达为

Ｈ
ｔ ＝ Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ －Ｈｋ
ｉ，ｊ

Δｔ
（４ １９）

μ——— 贮水系数，［Ｌ－１］；
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Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ ———（ｉ，ｊ）点在ｋ＋１时刻的水头，［Ｌ］；

Ｈｋ
ｉ，ｊ———（ｉ，ｊ）点在ｋ时刻的水头，［Ｌ］。

那么对于空间导数２Ｈ
ｘ２ 和２Ｈ

ｙ２ 也有取哪一时刻水头的问题，因此可以有几 种 差 分 格

式。

１．显式差分格式

此时对空间导数都取ｋ时刻的水头，则式（４ １８）的差分表达式为

Ｈｋ
ｉ，ｊ＋１－２Ｈｋ

ｉ，ｊ＋Ｈｋ
ｉ，ｊ－１

Δｘ２ ＋Ｈｋ
ｉ＋１，ｊ－２Ｈｋ

ｉ，ｊ＋Ｈｋ
ｉ－１，ｊ

Δｙ２ ＝μ

Ｔ
Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ －Ｈｋ
ｉ，ｊ

Δｔ －Ｒｋ
ｉ，ｊ

Ｔ
（４ ２０）

式（４ ２０）称为显式差分格式（Ｅｘｐｌｉｃｉｔｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）。

如果令Δｘ ＝Δｙ＝ａ，并且因为ｋ 时刻的水头已知，移到方程的右端，得

Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ ＝ （１－４ＴΔｔ

μａ２）Ｈｋ
ｉ，ｊ＋４ＴΔｔ

μａ２
Ｈｋ

ｉ＋１，ｊ＋Ｈｋ
ｉ－１，ｊ＋Ｈｋ

ｉ，ｊ＋１＋Ｈｋ
ｉ，ｊ－１（ ）４ ＋Ｒｋ

ｉ，ｊΔｔ
μ

（４ ２１）

显式差分格式易于计算，但解的收敛和稳定是有条件的。在二维情况下只有当

ＴΔｔ
μａ２ ≤０．２５　 时，

其解才收敛和稳定，当前这一格式已很少应用。

２．隐式差分格式

隐式差分取２Ｈ
ｘ２ 和２Ｈ

ｙ２ 的水头时，不再用前一时刻ｋ的值，而是取ｋ 时刻和ｋ＋１时刻

的加权平均，如

２Ｈ
ｘ２ ＝αＨｋ＋１

ｉ，ｊ＋１－２Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ ＋Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ－１

Δｘ ＋（１－α）Ｈ
ｋ
ｉ，ｊ＋１－２Ｈｋ

ｉ，ｊ＋Ｈｋ
ｉ，ｊ－１

Δｘ２ （４ ２２）

式中α为权重，其值在０－１之间。当α＝０时，即为显示格式，当α＝１时，式（４ ２２）右

端第二项为０，即 Ｈ 完全取ｋ＋１时刻的未知水头，称为全隐式格式，当α＝ １
２

时，Ｈ 中ｋ时

刻和ｋ＋１时刻的水头各占一半，称为克兰克一尼柯尔松（Ｃｒａｎｋ—Ｎｉｃａｌｓｏｎ）格式。

２Ｈ
ｙ２ 和２Ｈ

ｚ２ 也可类似处理。方程式（４ １８）的全隐式差分表达式为

Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ＋１－２Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ ＋Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ－１

Δｘ２ ＋Ｈｋ＋１
ｉ＋１，ｊ－２Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ ＋Ｈｋ＋１
ｉ－１，ｊ

Δｙ２ ＝μ

Ｔ
Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ －Ｈｋ
ｉ，ｊ

Δｔ －Ｒｋ
ｉ，ｊ

Ｔ
（４ ２３）

式（４ ２３）中包含有５个未知数Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ ，Ｈｋ＋１

ｉ－１，ｊ，Ｈｋ＋１
ｉ＋１，ｊ，Ｈｋ＋１

ｉ，ｊ－１，Ｈｋ＋１
ｉ，ｊ＋１，因而不能直接求解。而

必须对每一时间水平上的所有节点都写出类似式（４ ２３）的方程，形成一个线性代数方程

组，然后用迭代法或消去法求解。

四、边界条件的处理

块中心节点和网格中心节点在处理边界条件时稍有不同，下面作一介绍。
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图４ ３　 边界条件的有限差分处理（朱学愚等，１９８７）［２］

１．节点；２．虚节点；（ａ）网络中心节点；（ｂ）块中心节点

１．第一类边界条件

第一类边界条件，边界上的水头已经给出。如为网格中心节点，ｊ列位于边界上，则

Ｈｉ，ｊ ＝Ｈｂ （４ ２４）

如为块中心节点，区域边界和块边界一致，则要在区域外半个空间步长（Δｘ／２）处引进

一列虚节点，如图４ ３（ｂ），虚节点为ｊ＋１列，则有

１
２

（Ｈｉ，ｊ＋Ｈｉ，ｊ＋１）＝Ｈｂ （４ ２５）

２．第二类边界条件

先考虑网格中心节点，设边界条件为

Ｈ
Ｘ ＝ １

Ｔｑｂ （４ ２６）

ｑｂ 为已知的单宽流量。如果区域边界和最右面一列（ｊ列）节点吻合，则要在边界外映射

出一列虚节点ｊ＋１列，见图４ ３（ａ），则边界条件式（４ ２６）表达为

Ｈｉ，ｊ＋１－Ｈｉ，ｊ－１

２Δｘ ＝ １
Ｔｑｂ （４ ２７）

如为不透水边界，ｑｂ ＝０，则有

Ｈｉ，ｊ＋１ ＝Ｈｉ，ｊ－１ （４ ２８）

如为块中心节点，则在区域外Δｘ／２映射一列虚节点（ｊ＋１列），则边界条件为

Ｈｉ，ｊ＋１－Ｈｉ，ｊ

Δｘ ＝ １
Ｔｑｂ （４ ２９）

对于不透水边界，有

Ｈｉ，ｊ＋１ ＝Ｈｉ，ｊ （４ ３０）
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第三节 　 有限单元法

一、有限单元法的基本概念

（一）概述

有限单元法（Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ）简称有限元法或ＦＥＭ，是采用“分片逼近”来近似

求解偏微分方程的一种数值方法。该方法想象解区域由有限个小的、相互联系的亚区域组

成。这些亚区域常采用简单的形状（如三角形，四边形，四面体，立方体等），称为单元。这些单

元集合起来，代表不同几何形状的解区域。假定在每一单元内，函数（如地下水运动中的水

头）取简单的表达式。如二维问题，单元内水头假定满足平面方程。我们用有限个单元的拼

合平面拟合实际的水头平面。

本书以地下水流动问题介绍有限单元法的基本原理。有限元法在地下水流动问题中的

应用始于１９６８年，并逐渐成为解决实际的复杂水文地质问题的有效方法。有限单元法是通

过剖分和插值的方法将描述地下水流动的定解问题化为代数方程组进行求解的。依据建立

代数方程组的途径不同，有限单元法又分为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元法、变分有限元法和均衡法。
变分有限元法也称Ｒｉｔｚ有限元法。该方法以变分原理和剖分插值为基础。首先应用变分

原理把定解问题的求解等价为求某个泛函的极小值问题，再用剖分插值把求泛函极小值的

问题化成求解线性方程组。

Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元法以剩余加权法为基础。首先，利用剖分、插值将定解问题离散化，提出

一含有若干未知数的近似解（此处未知数为未知结点的水头值）。将该近似解代入原定问题

后产生的误差，称之为剩余函数。使剩余函数在区域内的加权积分为零，导出相应的代数方

程组，并求解从而得出近似解。
均衡有限元法是利用均衡原理，对区域剖分后形成每一个小均衡子域，并建立相应的水

均衡方程，将方程联立形成一代数方程组。
尽管以上三种有限元法所依据的原理不同，但当三者采用相同的剖分和插值解决同一

地下水流动问题时，最终所得到的代数方程组是一致的。三种方法各有优缺点。Ｒｉｔｚ有限元

法便于误差估 计 和 收 敛 性 讨 论，但 对 某 些 问 题 却 很 难 找 到 与 之 对 应 的 泛 函 极 值 问 题。

Ｇａｌｅｒｋｉｎ法不便于误差分析等理论研究，但不需要寻找相应的泛函形式。均衡法简单、直观，
但在数学上认为是不严密的。由于Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元法在反映水文地质概念方面比较清楚，又

无需寻找相应的泛函形式，因此在水文地质计算中应用较广。故本节重点阐述。
（二）伽辽金法的基本原理

伽辽金法也即权剩余法。设有一微分方程定义于由边界ΓΩ 围成的区域上：

Ｌ（ｕ）－ｆ＝０ （４ ３１）

式中：Ｌ——— 微分算子；

ｕ——— 未知函数；

ｆ——— 常数项。
首先用试函数ｕ^代替ｕ
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ｕ^＝ ∑
ｎ

ｌ＝１
ＮｌＣｌ （４ ３２）

式中：Ｎｌ——— 定义于整个解区域的线形无关的基函数；

Ｃｌ——— 待求的未知参数。
因为ｕ^仅仅是ｕ的近似值，不能完全满足式（４ ３１），将它代入式（４ ３１）后，存在一个剩

余

ε＝Ｌ（^ｕ）－ｆ （４ ３３）

然后将剩余ε在整个解区域 Ω上求数值积分，并令它等于零，即

∫
Ω

Ｗ１εｄΩ＝∫
Ω

Ｗｌ［Ｌ（^ｕ）－ｆ］ｄΩ＝０　　　（ｌ＝１，２，…，ｎ） （４ ３４）

式中的Ｗｌ 为权函数。如果取权函数为基函数，即

Ｗｌ ＝Ｎｌ

则

∫
Ω

Ｎｌ［Ｌ（^ｕ）－ｆ］ｄΩ＝０ （４ ３５）

当待求函数为水头 Ｈ 时，并取未知函数Ｃｌ 为各单元节点的水头值，则试函数为

Ｈ^ ＝ ∑
ｎｅ

ｌ＝１
ＮｌＨｌ （４ ３６）

式中：

Ｎｌ——— 在单元ｅ上分片定义的基函数；

Ｈｌ——— 单元节点上的水头值；

ｎｅ——— 单元节点的数目，三角形单元为３，四边形单元为４，六面体单元为８。
将式（４ ３６）式的 Ｈ^ 代替式（４ ３５）式中的ｕ^，得

∫
Ω

Ｎｌ［Ｌ（^Ｈ）－ｆ］ｄΩ＝ ∑
Ｍ

ｅ＝１
Ｎｌ［Ｌ（^Ｈ）－ｆ］ｄΩ＝０ （４ ３７）

这样得到一个方程组。求解方程组即可得到各节点的水头值。
（三）变分法的基本原理

变分法是将求解偏微分方程问题等价于寻找泛函的极小值问题。泛函

Ｅ＝∫
Ω

Ｆ（ｘ，ｕ，ｄｕ
ｄｘ

，ｄ
２ｕ

ｄｘ２，…）ｄｘ （４ ３８）

接着把区域 Ω离散成 Ｍ 个单元，每一单元记作 Ωｅ，在每一单元中，未知函数用试函数

（Ｔｒｉａｌｆｕｃｔｏｎ）^ｕ代替

ｕ^＝ ∑
ｎｅ

ｅ＝１
Ｎｌ（ｘ）ｕｌ （４ ３９）
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式中

Ｎｌ（ｘ）——— 基函数，是一套线性无关的函数；

ｕｌ——— 单元各节点上的ｕ值；

ｎｅ——— 单元的节点数。
假定总泛函等于各单元泛函之和，即

Ｅ＝ ∑
Ｍ

ｅ＝１
Ｅｅ （４ ４０）

式中

Ｅｅ——— 单元ｅ的泛函；

Ｍ——— 区域 Ω内单元的总数。
要使泛函Ｅ为极小，其必要条件为对节点函数值的导数为零。如果取未知函数ｕ为水头

Ｈ，则

Ｅ
Ｈｌ

＝ ∑
Ｍ

ｅ＝１

Ｅｅ

Ｈｌ
＝０ （４ ４１）

对每一单元求导数后，可得

［Ｇ］ｅ｛Ｈ｝ｅ－｛Ｆ｝ｅ ＝０ （４ ４２）

式中

［Ｇ］ｅ——— 单元渗透矩阵；
｛Ｆ｝ｅ——— 常数项列向量；
｛Ｈ｝ｅ——— 水头列向量。
最后对各单元求和，得到总渗透矩阵：

［Ｇ］｛Ｈ｝＝ ｛Ｆ｝ （４ ４３）

虽然伽辽金法和变分法的推导方法不同，但最后的结果是完全一样的。所以下面本书只

介绍伽辽金法，首先介绍基函数。
（四）基函数

基函数一般用各次多项式表示。其中，线性函数用得最多。

１．一维问题

一维问题的ｍ 阶多项式为

Ｐｍ（ｘ）＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
αｉｘｉ－１ （４ ４４）

当ｍ ＝２时，即为一维的线性插值公式

Ｐ２（ｘ）＝ Ｈ^ ＝α１＋α２ｘ （４ ４５）

在节点上试函数应取节点上的水头，有

Ｈ^（ｘ１）＝Ｈ１；^Ｈ（ｘ２）＝Ｈ２ （４ ４６）

于是有
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Ｈ１

Ｈ

熿

燀

燄

燅２
＝

１　ｘ１

１　ｘ

熿

燀

燄

燅２

α１

α
烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（４ ４７）

解出

α１

α

熿

燀

燄

燅２
＝ １

Ｌ

ｘ２ －ｘ１

－

熿

燀

燄

燅１ １

Ｈ１

Ｈ
烅
烄

烆
烍
烌

烎２

式中Ｌ＝ｘ２－ｘ１。将式（４ ４７）代回式（４ ４５），得

Ｈ^（ｘ）＝ １
Ｌ

（ｘ２－ｘ）Ｈ１＋１
Ｌ

（ｘ－ｘ１）Ｈ２ （４ ４８）

可求出单元基函数为

Ｎｅ
１ ＝ １

Ｌ
（ｘ２－ｘ）

Ｎｅ
２ ＝ １

Ｌ
（ｘ－ｘ１

烅

烄

烆
）
　　　 当ｘ１ ≤ｘ≤ｘ２ 时 （４ ４９）

其图形见图４ ４。

(d)
x

HĤ
和
H

(c)

(b)(a)

i+2i+1

Ni+1

Ni

N2N1

1

21

X=X2X=X1

21

Ĥ

ii-1

图４ ４　 一维单元和线性基函数

ａ）一维线性单元；ｂ）单元基函数；ｃ）节点ｉ和ｉ＋１的基函数；

ｄ）用试函数 Ｈ^ 逼近Ｈ（据Ｐ．Ｓ．Ｈｕｙａｋｏｒｎ和 Ｇ．Ｆ．Ｐｉｎｄｅｒ，１９８３）

当我们把单元集合在一起时，总的基函数表达式为
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Ｎｌ ＝

ｘ－ｘｌ－１

ｘｌ－ｘｌ－１
　　　 当ｘｌ－１ ≤ｘ≤ｘｌ 时

ｘｌ＋１－ｘ
ｘｌ＋１－ｘｌ

　　　 当ｘｌ ≤ｘ≤ｘｌ＋１

烅

烄

烆
时

（４ ５０）

基函数的形状像一顶帽子。在本节点取值为１，而在相邻节点取值为零。在两节点之间

的点，如在ｉ和ｉ＋１之间的点Ｎｉ 和Ｎｉ＋１ 的取值都在０到１之间，图４ ４ｃ。因此 Ｈ^ 仅仅是真

实水头的分片线性近似。

２．二维三角形单元

对于二维问题，一般表达式为

Ｐｍ（ｘ，ｙ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
αｋｘｉｙｊ　　　ｉ＋ｊ＝ｍ （４ ５１）

当ｍ ＝１时为线性插值公式

Ｐ１（ｘ，ｙ）＝ Ｈ^（ｘ，ｙ）＝α１＋α２ｘ＋α３ｙ （４ ５２）

对于典型的三角形单元，节点ｉ，ｊ，ｋ按逆时针的顺序编号。在三角形的三个接点ｉ，ｊ，ｋ
上的试函数取该点的水头值（Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３），则有

Ｈ１

Ｈ２

Ｈ

烅

烄

烆

烍

烌

烎３

＝

１　ｘ１　ｙ１

１　ｘ２　ｙ２

１　ｘ３　ｙ

熿

燀

燄

燅３

α１

α２

α

烅

烄

烆

烍

烌

烎３

（４ ５３）

经推导可求得：

Ｈ^（ｘ，ｙ）＝ １
２Ａ

［（ａｊ＋ｂｉｘ＋ｃｉｙ）Ｈｉ＋（ａｉ＋ｂｊｘ＋ｃｊｘ）Ｈｊ＋（ａｋ＋ｂｋｘ＋ｃｋｙ）Ｈｋ］

（４ ５４）
式中：

ａｉ ＝ｘｊｙｋ－ｘｋｙｊ　ｂｉ ＝ｙｊ－ｙｋ　ｃｉ ＝ｘｋ－ｘｊ

ａｊ ＝ｘｋｙｉ－ｘｉｙｋ　ｂｊ ＝ｙｋ－ｙｉ　ｃｊ ＝ｘｉ－ｘｋ

ａｋ ＝ｘｉｙｊ－ｘｊｙｉ　ｂｋ ＝ｙｉ－ｙｊ　ｃｋ ＝ｘｊ－ｘ
烅
烄

烆 ｉ

（４ ５５）

Ａ 为三角形单元ｉ，ｊ，ｋ的面积，计算公式为

Ａ＝ １
２

１　ｘｉ　ｙｉ

１　ｘｊ　ｙｊ

１　ｘｋ　ｙｋ

（４ ５６）

由式（４ ３６）和式（４ ５４）的对比，可知

Ｎｌ ＝ １
２Ａ

（ａｌ＋ｂｌｘ＋ｃｌｙ）　　　（ｌ＝ｉ，ｊ，ｍ） （４ ５７）
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三角形单元上的基函数有如下性质：
（１）Ｎｌ 在节点ｌ上（ｌ可分别为ｉ，ｊ，ｋ）为１，在其他两个节点上为零。
（２）Ｎｌ 沿着三角形的边随距离作线形变化。
（３）在三角形中心处，Ｎｌ ＝１／３。
（４）在节点ｌ的对边，Ｎｌ ＝０
（５）在单元内的任一点，都有 Ｎｉ＋Ｎｊ＋Ｎｋ ＝１
（６）单元内任一点的坐标（ｘ，ｙ），都可由基函数及三节点的坐标求得

ｘ＝ｘｉＮｉ＋ｘｊＮｊ＋ｘｋＮｋ

ｙ＝ｙｉＮｉ＋ｙｉＮｊ＋ｙｋＮ
烅
烄

烆 ｋ

（４ ５８）

把节点ｌ周围的所有三角形都集合在一起形成一个拼块Ｄ。在Ｄ中基函数 Ｎｌ 是各单元

分片定义的，在节点ｌ上都是１，但在拼块Ｄ的边界Ｂ上及边界以外都是零。其形状如同一个

角锥，如图４ ５。
将式（４ ５７）代入式（４ ５４），得

Ｈ^（ｘ，ｙ）＝ＮｉＨｉ＋ＮｊＨｊ＋ＮｋＨｋ （４ ５９）

l

Bl

l
Dl

(a) (b)

图４ ５　 三角形单元和线形基函数

ａ）以节点ｌ为中心的拼块 　　ｂ）拼块上单元基函数 Ｎｌ 的图形

３．二维四边形单元

对于任意的四边形单元，依其四条边的形状可分为双线形单元、二次边单元和三次边单

元。双线形单元的四条边都是直线，节点在四边形的顶点；二次边单元，除四角为节点外，在

每条边的中点各加一个节点，一个单元有８个节点；三次边单元的每条边的次数和节点数不

同，见图４ ６。对于任意四边形单元一般用等参有限元法求解。
下面介绍双线形单元，即４个节点的单元。首先进行坐标变换。引进局部坐标（ξ，η），该

坐标也称“等参”坐标。原坐标（ｘ，ｙ）称为总体坐标。利用坐标变换可把总体坐标下的形状不

规则的四边形变换成（ξ，η）坐标系中的２×２的正方形区域。原来四边形的四个角点ｉ，ｊ，ｋ，ｍ
在（ξ，η）坐标中为（－１，－１），（１，－１），（１，１），（－１，１）。见图４ ７。
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(a) (b)

(c) (d)
xO

y

xO

y

xO

y

xO

y

图４ ６　 几种典型的任意四边形单元

ａ）双线形单元；ｂ）二次边单元；ｃ）三次边单元；ｄ）混合边单元

孜

浊

(1,-1)
21

(b)局部坐标(a)总体坐标

2
1

(孜i,浊i)=(-1,-1)

34
(1,1)(-1,1)

(x3,y3)(x4,y4)

x

y

34

(x2,y2)
(x1,y1)

图４ ７　 双线形四边形单元

总体坐标和局部坐标之间的变换公式为

ｘ＝Ｎｉ（ξ，η）ｘｉ＋Ｎｊ（ξ，η）ｘｊ＋Ｎｋ（ξ，η）ｘｋ＋Ｎｍ（ξ，η）ｘｍ

ｙ＝Ｎｉ（ξ，η）ｙｉ＋Ｎｊ（ξ，η）ｙｊ＋Ｎｋ（ξ，η）ｙｋ＋Ｎｍ（ξ，η）ｙ
烅
烄

烆 ｍ

（４ ６０）

基函数也应具有如下性质

Ｎｌ（ξ，η）＝
１　　 在ｌ节点，ｌ＝ｉ，ｊ，ｋ，ｍ

０　　
烅
烄

烆 在其他节点

∑
ｌ＝ｉ，ｊ，ｋ，ｍ

Ｎｌ ＝１ （４ ６１）

四边形单元的节点编号也和三角形单元一样，是逆时针的。编号从左下角开始，依次为

ｉ，ｊ，ｋ，ｍ。因此
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Ｎｉ（ξ，η）＝ １
４

（１－ξ）（１－η）

Ｎｊ（ξ，η）＝ １
４

（１＋ξ）（１－η）

Ｎｋ（ξ，η）＝ １
４

（１＋ξ）（１＋η）

Ｎｍ（ξ，η）＝ １
４

（１－ξ）（１＋η

烅

烄

烆
）

（４ ６２）

或写成一般的表达式

Ｎｌ（ξ，η）＝ １
４

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ） （４ ６３）

以ｌ点为中心的拼块上的基函数形状也是一角锥。四边形单元内任一点的水头，可按下

式求得

Ｈ^ ＝Ｎｉ（ξ，η）Ｈｉ＋Ｎｊ（ξ，η）Ｈｊ＋Ｎｋ（ξ，η）Ｈｋ＋Ｎｍ（ξ，η）Ｈｍ （４ ６４）

如果需要提高精度，单元的边可选用二次或三次曲线，因而一个单元上有更多的节点。
此时角点的基函数为

Ｎｌ（ξ，η）＝αｌβｌ （４ ６５）

式中

αｌ ＝ １
４

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ）

βｌ ＝βξ＋βη

（４ ６６）

βξ 和βη 的取值见表４ １。

表４ １　 参数βξ 和βη

边的次数 βξ βη

线性的
１
２

１
２

二次的 ξξｌ－ １
２ ηηｌ－ １

２

三次的
９
８ξ

２－ ５
８

９
８η

２－ ５
８

（１）二次单元

角点

Ｎｌ（ξ，η）＝ １
４

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ）（ξξｌ＋ηηｌ－１） （４ ６７）

边中点节点
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Ｎｌ（ξ，η）＝ １
２

（１－ξ
２）（１＋ηηｌ） 当ξ＝０，η＝±１时

Ｎｌ（ξ，η）＝ １
２

（１－ξξｌ）（１＋η
２） 当ξ＝±１，η＝０

烅

烄

烆
时

（４ ６８）

（２）三次单元

角点

Ｎｌ（ξ，η）＝ １
３２

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ）［９（ξ
２＋η

２）－１０］ （４ ６９）

边１／３处节点

Ｎｌ（ξ，η）＝ ９
３２

（１－ξ
２）（１＋９ξξｌ）（１＋ηηｌ） 当ξｌ ＝±１

３
，ηｌ ＝±１时

Ｎｌ（ξ，η）＝ ９
３２

（１＋ξξｌ）（１－η
２）（１＋９ηηｌ） 当ξｌ ＝±１，ηｌ ＝±１

３

烅

烄

烆
时

（４ ７０）

４．三维四面体单元

把空间区域Ｄ 剖分为有限个四面体单元，每个单元有四个节点，编号为ｉ，ｊ，ｋ，ｍ。其编

号顺序按右手螺旋法则，见图４ ８。如水头在四个顶点的值依次为 Ｈｉ，Ｈｊ，Ｈｋ，Ｈｍ。而在四

面体内部近似假设水头按线形函数分布。和前面类似，水头试函数为

Ｈ^ ＝ＮｉＨｉ＋ＮｊＨｊ＋ＮｋＨｋ＋ＮｍＨｍ （４ ７１）

y

x

z

i

me

k

j

图４ ８　 四面体单元

基函数为：

Ｎｉ ＝ １
６Ｖ

１ ｘ ｙ ｚ
１ ｘｊ ｙｊ ｚｊ

１ ｘｋ ｙｋ ｚｋ

１ ｘｍ ｙｍ ｚｍ

（４ ７２）
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Ｎｊ ＝ １
６Ｖ

１ ｘ ｙ ｚ
１ ｘｋ ｙｋ ｚｋ

１ ｘｍ ｙｍ ｚｍ

１ ｘｉ ｙｉ ｚｉ

（４ ７３）

Ｎｋ ＝ １
６Ｖ

１ ｘ ｙ ｚ
１ ｘｍ ｙｍ ｚｍ

１ ｘｉ ｙｉ ｚｉ

１ ｘｊ ｙｊ ｚｊ

（４ ７４）

Ｎｍ ＝ １
６Ｖ

１ ｘ ｙ ｚ
１ ｘｉ ｙｉ ｚｉ

１ ｘｊ ｙｊ ｚｊ

１ ｘｋ ｙｋ ｚｋ

（４ ７５）

式中：Ｖ 为四面体单元的体积

Ｎ ＝ １
６

１ ｘｉ ｙｉ ｚｉ

１ ｘｊ ｙｊ ｚｊ

１ ｘｋ ｙｋ ｚｋ

１ ｘｍ ｙｍ ｚｍ

（４ ７６）

基函数也有下列性质

Ｎｌ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）＝
１　　 当ｉ＝ｌ时

０　　 当ｉ≠ｌ
烅
烄

烆 时
（４ ７７）

Ｎｉ＋Ｎｊ＋Ｎｋ＋Ｎｍ ＝１ （４ ７８）

５．三维六面体单元

对于任意的六面体单元，也可用前述的“等参”的办法处理。任一个单元有８个节点，设

其编号为１，２，３，４，５，６，７，８。见图４ ９。将整体坐标ｘ，ｙ，ｚ上的任意形状的六面体单元变换

为 局部坐标ξ，η，ζ上的立方体单元。相应点的坐标为１（－１，－１，－１），２（１，－１，－１），３（１，

１，－１），４（－１，１，－１），５（－１，－１，１），６（１，－１，１），７（１，１，１），８（－１，１，１）。

32

1 4
孜

灼

浊

8

76

5

3

4

8

2

1

7
y

x

z
5

6

图４ ９　 空间等参数单元

基函数的表达式由单元的方次决定。
（１）线性单元。此时节点仅仅为８个角点。有

Ｎｌ ＝ １
８

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ）（１＋ζζｌ）　　（ｌ＝１，２，…，８） （４ ７９）
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此时在单元ｅ上的变量变换公式为

ｘ＝ ∑
８

ｅ＝１
ｘｌＮｌ

ｙ＝ ∑
８

ｅ＝１
ｙｌＮｌ

ｚ＝ ∑
８

ｅ＝１
ｚｌＮ

烅

烄

烆 ｌ

（４ ８０）

ｅ上的水头试函数为

Ｈ^ ＝ ∑
８

ｅ＝１
ＨｌＮｌ （４ ８１）

（２）二次单元。此时除了８个角点为节点外，每一个边的中点也是节点，共１６个节点。
角点：

Ｎｌ ＝ １
８

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ）（１＋ζζｌ）（ξξｌ＋ηηｌ＋ζζ－２） （４ ８２）

边中点：

Ｎｌ ＝ １
４

（１－ξ
２）（１＋ηηｌ）（１＋ζζｌ）　 当ξｌ ＝０，ηｌ ＝ζｌ ＝±１时 （４ ８３）

其余的边中点依次类推。
（３）三次单元。此时除８个角点为节点外，每边的三等分分点处各有二个节点，每个单元

共２４个节点。
角点：

Ｎｌ ＝ １
６４

（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ（１＋ζζｌ）［９（ξ
２＋η

２＋ζ
２）－１９］ （４ ８４）

边点：位于ξｌ ＝±１
３

，ηｌ ＝±１，ζｌ ＝±１处

Ｎｌ ＝ ９
６４

（１－ξ
２）（１＋ξξｌ）（１＋ηηｌ）（１＋ζζｌ） （４ ８５）

其余的点类推。

二、地下水问题的有限单元法

（一）二维稳定流问题，三角形单元，线性插值。
在非均质各向同性含水层中，二维流动的数学模型如下：


ｘ

（ＴＨ
ｘ

）＋ 
ｙ

（ＴＨ
ｙ

）＝０ 在 Ω内

Ｈ ＝Ｈｂ（ｘ，ｙ） 在Γ１ 上

ＴＨ
ｘ

ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ＴＨ
ｙ

ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ｑ 在Γ２

烅

烄

烆
上

（４ ８６）
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式中

Ω——— 计算区域；

Γ１——— 第一类边界；

Γ２——— 第二类边界；

Ｈｂ——— 第一类边界上的已知水头；

ｎ——— 第二类边界的外法线方向；

ｑ——— 第二类边界上的法向单宽流量，流入为正，流出为负。
方程（４ ８６）的权剩余方程为

∫∫
Ω

Ｎｌ

ｘ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

）＋ 
ｙ

（Ｔ^Ｈ
ｙ［ ］）ｄｘｄｙ＝０　　（ｌ＝１，２，…，ＮＮ） （４ ８７）

式 中ＮＮ 为区域Ω中剖分的节点数。因为基函数Ｎｌ 仅在拼块Ｄｌ 内不为零，在区域Ω的其他

部分均为零，因此式（４ ８７）变为

∫∫
Ｄｌ

Ｎｌ

ｘ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

）＋ 
ｙ

（Ｔ^Ｈ
ｙ［ ］）ｄｘｄｙ＝０　　（ｌ＝１，２，…，ＮＮ） （４ ８８）

对上式进行分部积分，得

∫∫
Ｄｌ


ｘ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ）＋ 
ｙ

（Ｔ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ［ ］）ｄｘｄｙ－∫∫
Ｄｌ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ

ｘ ＋Ｔ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ

ｙ
）ｄｘｄｙ＝０

对上式的第二项应用格林公式（Ｇｒｅｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ），把在拼块 Ｄｌ 上的二重积分化为该

拼块边界Ｂｌ 上的曲线积分，即

∫∫
Ｄｌ


ｘ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ）＋ 
ｙ

（Ｔ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ［ ］）ｄｘｄｙ＝∮
Ｂｌ

ＮｌＴ^Ｈ
ｎ

ｄｓ （４ ８９）

在所有的内节点上，Ｂｌ 上的Ｎｌ 均为零，故∮
Ｂｌ

ＮｌＴ^Ｈ
ｎ

ｄｓ＝０，只有在边界Ｂｌ 和第二类边

界Γ２ 的部分，Ｎｌ ≠０，而Ｔ^Ｈ
ｎ ＝ｑ，因此

∫
Γ２

Ｎｌｑｄｓ－∫∫
Ｄｌ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ

ｘ ＋Ｔ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ

ｙ
）ｄｘｄｙ＝０ （４ ９０）

因为基函数 Ｎｌ 是按单元分片定义的，上式可写作：

∑
Ｍ

ｅ＝１∫∫ｅ （Ｔｅ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ

ｘ ＋Ｔｅ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ

ｙ
）ｄｘｄｙ－∫

Γ２

Ｎｌｑｄ［ ］ｓ ＝０　（ｌ＝１，２，…，ＮＮ）（４ ９１）

式中

Ｍ——— 区域中的单元数；

ｅ——— 区域中某一单元。

因为由式（４ ５９）
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Ｈ^ ＝ＮｉＨｉ＋ＮｊＨｊ＋ＮｋＨｋ

^Ｈ
ｘ ＝Ｎｉ

ｘ
Ｈｉ＋Ｎｊ

ｘ
Ｈｊ＋Ｎｋ

ｘ
Ｈｋ

Ｎｉ

ｘ ＝ 
ｘ

１
２Ａ

（ａｉ＋ｂｉｘ＋ｃｉｙ［ ］）＝ １
２Ａｂｉ （４ ９２）

类似地

Ｎｊ

ｘ ＝ １
２Ａｂｊ　　Ｎｋ

ｘ ＝ １
２Ａｂｋ

Ｎｉ

ｙ ＝ １
２Ａｃｉ，Ｎｊ

ｙ ＝ １
２Ａｃｊ，

Ｎｋ

ｙ ＝ １
２Ａｃｋ （４ ９３）

故

^Ｈ
ｘ ＝ １

２Ａ
（ｂｉＨｉ＋ｂｊＨｊ＋ｂｋＨｋ） （４ ９４）

类似地

^Ｈ
ｙ ＝ １

２Ａ
（ｃｉＨｉ＋ｃｊＨｊ＋ｃｋＨｋ） （４ ９５）

对于每一单元，有

Ｑｅ
ｌ ＝∫∫

ｅ

（Ｔｅ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ

ｘ ＋Ｔｅ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ

ｙ
）ｄｘｄｙ－∫

Γｅ２

Ｎｌｑｄｓ （４ ９６）

将式（４ ９２）至式（４ ９５），代入式（４ ９６），得

Ｑｅ
ｌ ＝Ｔｅ

Ａ２［（ｂｉＨｉ＋ｂｊＨｊ＋ｂｋＨｋ）ｂｉ＋（ｃｉＨｉ＋ｃｊＨｊ＋ｃｋＨｋ）ｃｉ］∫∫
ｅ

ｄｘｄｙ－∫
Γｅ２

ｑＮｌｄｓ

（４ ９７）

∫∫
ｅ

ｄｘｄｙ＝Ａ （４ ９８）

另∫
Γｅ２

ｑＮｌｄｓ＝Ｆｌ，则

Ｑｅ
ｉ ＝Ｔｅ

Ａ
［（ｂｉｂｉＨｉ＋ｂｉｂｊＨｊ＋ｂｉｂｋＨｋ）ｂｉ＋（ｃｉｃｉＨｉ＋ｃｉｃｊＨｊ＋ｃｉｃｋＨｋ）ｃｉ］－Ｆｉ

经整理后，得

Ｑｅ
ｉ

Ｑｅ
ｊ

Ｑｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

＝ Ｔｅ

４Ａ

ｂｉｂｉ＋ｃｉｃｉ ｂｉｂｊ＋ｃｉｃｊ ｂｉｂｋ＋ｃｉｃｋ

ｂｊｂｉ＋ｃｊｃｉ ｂｊｂｊ＋ｃｊｃｊ ｂｊｂｋ＋ｃｊｃｋ

ｂｋｂｉ＋ｃｋｃｉ ｂｋｂｊ＋ｃｋｃｊ ｂｋｂｋ＋ｃｋｃ

熿

燀

燄

燅ｋ

Ｈｉ

Ｈｊ

Ｈ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

－

Ｆｉ

Ｆｊ

Ｆ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

（４ ９９）

或简化为

｛Ｑｅ｝＝ ［Ｇ］ｅ｛Ｈ｝ｅ－｛Ｆ｝ｅ （４ １００）
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矩阵［Ｇ］ｅ 称为单元渗透矩阵。
伽辽金方法要求在整个解区域上的权积分为零，即要求

∑
Ｍ

ｅ＝１
Ｑｅ ＝０ （４ １０１）

或条件

∑
Ｍ

ｅ＝１

［Ｇ］ｅ｛Ｈ｝ｅ ＝ ∑
Ｍ

ｅ＝１

｛Ｆ｝ｅ （４ １０２）

上式的左端就是把各单元渗透矩阵集合起来，形成总渗透矩阵。图４ １０就是由单元矩

阵形成总渗透矩阵的一个例子。该例共有六个单元８个节点，边界上均为第二类边界节点。
单元和节点的编号见图４ １０。把每一单元的渗透矩阵计算出来，并安放到总渗透矩阵的相

应位置上，然后相加，得到总渗透矩阵。

总矩阵e=6e=5
7
7
5
5
3
3
k

8
6
6
4
5
2
j

6
5
4
3
2
1
i

6
5
4
3
2
1

结 点
单 元

单元矩阵

jkikji

k
j
i kji

j
k
i+

jki
e=4

j
k

i
+

j ki
e=3

j
k
i

+

jki
e=2

j
k

i
+

j ki
e=1

2
1 4

6

8

3
41

2
5
7

5
3 6

=
j
k
i+

k
j
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图４ １０　 由单元渗透矩阵形成总渗透矩阵示意图（根据 Ｃｈｅｎｇ）［３］

L′
q2

q1

q1

q3

e1

e2

L

m

i

图４ １１　 有限元法处

理第二类边界示意图

式（４ １０２）写作

［Ｇ］｛Ｈ｝＝ ｛Ｆ｝ （４ １０３）

式中［Ｇ］即为总渗透矩阵。
对于第一类边界条件，因为水头是已知值，不用计算。下面仅对

第二类边界条件作些讨论。图４ １１表示了第二类边界的两种情况。

１．每一单元边界上ｑ为常数。设ｉｌｍ 为和第二边界重合的单元边界。
单 元ｅ１ 的边界流量为ｑ１，单元ｅ２ 为ｑ２。与节点ｌ有关的单元只有ｅ１ 和

ｅ２，故总渗透方程中

Ｆｌ ＝∫
ｌ

ｉ
ｑ１Ｎｌｄｓ＋∫

ｍ

ｌ
ｑ２Ｎｌｄｓ （４ １０４）
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因为 Ｎｌ 按线形规律变化，在ｌ节点为１，在ｉ，ｍ 节点为零，故有

Ｆｌ ＝ｑ１∫
Ｌ１

０
（１－ｓ

Ｌ１
）ｄｓ＋ｑ２∫

Ｌ２

０
（１－ｓ

Ｌ２
）ｄｓ （４ １０５）

式中

Ｌ１——— 单元ｅ１ 上的ｉｌ边长；

Ｌ２——— 单元ｅ２ 上的ｌｍ 边长；

Ｓ——— 由点ｌ算起的距离。
式（４ １０５）积分后得

Ｆｌ ＝ １
２ｑ１Ｌ１＋１

２ｑ２Ｌ２ ＝ １
２

（ｑ１Ｌ１＋ｑ２Ｌ２） （４ １０６）

２．各单元边界上的ｑ按线形规律变化

在ｅ１ 上，ｑ＝ｑ１＋ｓ
Ｌ１

（ｑ２－ｑ１）

在ｅ２ 上，ｑ＝ｑ１＋ｓ
Ｌ２

（ｑ３－ｑ１）

因此

Ｆｌ ＝∫
ｌ

ｉ
ｑＮｌｄｓ＋∫

ｍ

ｌ
ｑＮｌｄｓ

＝∫
Ｌ１

０
ｑ１＋ｓ

Ｌ１
（ｑ２－ｑ１［ ］） １－ｓ

Ｌ［ ］
１

ｄｓ＋∫
Ｌ２

０
ｑ１＋ｓ

Ｌ２
（ｑ３－ｑ１［ ］） １－ｓ

Ｌ［ ］
２

ｄｓ

＝Ｌ１

２ ｑ１＋ｑ２－ｑ１［ ］３ ＋Ｌ２

２ ｑ１＋ｑ３－ｑ１［ ］３
（４ １０７）

（二）二维非稳定流问题，三角形单元，线形插值

在非均质各向同性含水层中，二维地下水非稳定流的数学模型如下：


ｘ

（ＴＨ
ｘ

）＋ 
ｙ

（ＴＨ
ｙ

）＋Ｒ＝ＳＨ
ｔ　　　 在 Ω内

Ｈ ＝Ｈ０（ｘ，ｙ） 当ｔ＝０时

Ｈ ＝Ｈ０（ｘ，ｙ，ｔ） 在Γ１ 上

ＴＨ
ｘ

ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＋ＴＨ
ｙ

ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ｑ 在Γ２

烅

烄

烆
上

（４ １０８）

式中

Ｒ——— 单位时间、单位面积上垂直方向的水交换量，包括各种入渗补给、潜水蒸发和面

平均的水井抽水，［ＬＴ－１］；

Ｓ——— 贮水系数，［Ｌ－１］；或给水度，无量纲；

Ｈ０——— 初始水头，［Ｌ］；

ｎ——— 第二类边界的外法线方向；

ｑ——— 第二类边界上的法线方向单宽流量，［Ｌ２Ｔ －１］。
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式（４ １０８）的权剩余方程为

∫∫
Ω

Ｎｌ

ｘ

（Ｔ^Ｈ
ｘ

）＋ 
ｙ

（Ｔ^Ｈ
ｙ

）＋［ ］Ｒ ｄｘｄｙ＝∫∫
Ω

ＮｌＳ^Ｈ
ｔ

ｄｘｄｙ （４ １０９）

和稳定流类似处理，进行分部积分并运用格林公式，可得

∑
Ｍ

ｅ＝１∫∫ｅ （Ｔｅ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ

ｘ ＋Ｔｅ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ

ｙ
）ｄｘｄｙ∫∫

ｅ

ＮｌＳｅＨ
ｔ

ｄｘｄｙ－∫∫
ｅ

ＮｌＲｄｘｄｙ－∫
Γｅ２

Ｎｌｑｄ｛ ｝ｓ ＝０

（４ １１０）

对于任意的三角形单元的ｉ节点，有

Ｑｅ
ｉ ＝ Ｔｅ

４Ａ
［（ｂｉｂｉ＋ｃｉｃｉ）Ｈｉ（ｔ）＋（ｂｉｂｊ＋ｃｉｃｊ）Ｈｋ（ｔ）］＋Ｓｅ［ｄＨｉ（ｔ）

ｄｔ ∫∫
ｅ

ＮｉＮｉｄｘｄｙ

＋ｄＨｊ（ｔ）
ｄｔ ∫∫

ｅ

ＮｉＮｊｄｘｄｙ＋ｄＨｋ（ｔ）
ｄｔ ∫∫

ｅ

ＮｉＮｋｄｘｄｙ］－Ｒ∫∫
ｅ

Ｎｉｄｘｄｙ－∫Γｅ２
Ｎｌｑｄｓ （４ １１１）

通过坐标变换，可求得基函数的积分值

∫∫
ｅ

Ｎｉｄｘｄｙ＝∫∫
ｅ

Ｎｊｄｘｄｙ＝∫∫
ｅ

Ｎｋｄｘｄｙ＝ １
３Ａ

∫∫
ｅ

ＮｉＮｉｄｘｄｙ＝∫∫
ｅ

ＮｊＮｊｄｘｄｙ＝∫∫
ｅ

ＮｋＮｋｄｘｄｙ＝ １
６Ａ

∫∫
ｅ

ＮｉＮｊｄｘｄｙ＝∫∫
ｅ

ＮｊＮｋｄｘｄｙ＝∫∫
ｅ

ＮｉＮｋｄｘｄｙ＝ １
１２Ａ

将以上结果代入式（４ １１１），则对于单元ｅ有

Ｑｅ
ｉ

Ｑｅ
ｊ

Ｑｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

＝ Ｔｅ

４Ａ

ｂｉｂｉ＋ｃｉｃｉ ｂｉｂｊ＋ｃｉｃｊ ｂｉｂｋ＋ｃｉｃｋ

ｂｊｂｉ＋ｃｊｃｉ ｂｊｂｊ＋ｃｊｃｊ ｂｊｂｋ＋ｃｊｃｋ

ｂｋｂｉ＋ｃｋｃｉ ｂｋｂｊ＋ｃｋｃｊ ｂｋｂｋ＋ｃｋｃ

熿

燀

燄

燅ｋ

Ｈｉ（ｔ）

Ｈｊ（ｔ）

Ｈｋ（ｔ

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

　＋Ａ
１２Ｓ

ｅ

２　１　１

１　２　１

１　１　

熿

燀

燄

燅２

其后乘以

ｄＨｉ（ｔ）
ｄｔ

ｄＨｉ（ｔ）
ｄｔ

ｄＨｋ（ｔ）
ｄ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｔ

－Ａ
３Ｒｅ烅

烄

烆

烍

烌

烎

１

１

１

－

Ｆｉ

Ｆｊ

Ｆ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｋ

（４ １１２）

伽辽金方法要求在整个 Ω上权积分为零，即

∑
Ｍ

ｅ＝１
Ｑｅ ＝０

则有
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∑
Ｍ

ｅ＝１

［Ｇ］ｅ｛Ｈ（ｔ）｝ｅ＋∑
Ｍ

ｅ＝１

［Ｃ］ｅ ｄＨ（ｔ）
ｄ｛ ｝ｔ

ｅ

＝ ∑
Ｍ

ｅ＝１

｛Ｒ｝ｅ＋∑
Ｍ

ｅ＝１

｛Ｆ｝ｅ （４ １１３）

或简记为

［Ｇ］｛Ｈ（ｔ）｝＋［Ｃ］ｄＨ（ｔ）
ｄ｛ ｝ｔ ＝ ｛Ｒ｝＋｛Ｆ｝ （４ １１４）

上式与稳定流公式最大的差别在于水头是时间ｔ的连续函数。求解时要对时间 Ｈ（ｔ）进

行离散。离散情况如图４ １２所示。因为初始条件是给定的，故当时间ｔ＝０或时间水平为１
时的水头值已知，可利用它求出ｔ＝１·Δｔ即时间水平２时的水头值，如此重复做下去，可求

得全部时间水平的水头值。时间水平一般用上标表示。

(b)

(a)
时间水平

时间值

k+1k+琢

Hi
k+1

Hi
k+琢

k

Hi
k

k+1kk-14321

k驻t(k-1)驻t(k-2)驻t3驻t2驻t驻t0

图４ １２　 时间近似

ａ）离散化，　ｂ）Ｈｋ＋α
ｉ 值估计 　（根据Ｐ．Ｓ．Ｈｕｙａｋｏｒｍ 和 Ｇ．Ｆ．Ｐｉｎｄｅｒ）

如果时间水平ｋ的水头为已知水头，ｋ＋１为待求的水头。则式（４ １１３）中 Ｈ（ｔ）应当取

二者之间ｋ＋α的时刻的值，０≤α≤１。

Ｈｋ＋α ＝ （１－α）Ｈｋ＋αＨｋ＋１ （４ １１５）

如果假设在ｋ和ｋ＋１之间的时段，水头线形变化，有

ｄＨ
ｄ（ ）ｔ

ｋ＋α

＝ ＨＫ＋１－Ｈｋ

Δｔ
（４ １１６）

如果Ｒ和ｑ在一个时间段内变化不大，将式（４ １１５）和式（４ １１６）代入式（４ １１４），得

［Ｇ］｛（１－α）Ｈｋ＋αＨｋ＋１｝＋［Ｃ］Ｈｋ＋１－Ｈｋ

Δ｛ ｝ｔ ＝ ｛Ｒ｝＋｛Ｆ｝ （４ １１７）

把未知项都放在左边，已知项放在右边，得

α［Ｇ］｛Ｈｋ＋１｝＋１
Δｔ

［ｃ］｛Ｈｋ＋１｝＝ １
Δｔ

［ｃ］｛Ｈｋ｝－（１－α）［Ｇ］｛Ｈｋ｝＋｛Ｒ｝＋｛Ｆ｝

（４ １１８）

当α取不同值时，得到不同格式的时间近似：
（１）当α＝０时，为显式格式，此时式（４ １１８）变为
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１
Δｔ

［Ｃ］｛Ｈｋ＋１｝＝ １
Δｔ

［Ｃ］｛Ｈｋ｝－［Ｇ］｛Ｈｋ｝＋｛Ｒ｝＋｛Ｆ｝ （４ １１９）

（２）当α＝１时，为全隐式格式，此时有

（［Ｇ］＋１
Δｔ

［Ｃ］）｛Ｈｋ＋１｝＝ １
Δｔ

［Ｃ］｛Ｈｋ｝＋｛Ｒ｝＋｛Ｆ｝ （４ １２０）

（３）当α＝ １
２

时，为克兰克 — 尼柯耳松格式，此时有

（１
２

［Ｇ］＋１
Δｔ

［Ｃ］）｛Ｈｋ＋１｝＝ （１
Δｔ

［Ｃ］－１
２

）｛Ｈｋ｝＋｛Ｒ｝＋｛Ｆ｝ （４ １２１）

（２）和（３）两种格式是无条件稳定的，故用得较多。
（三）三维非稳定流问题，六面体单元，等参８节点

设有如下的三维非稳定流问题


ｘ

（ＫＨ
ｘ

）＋ 
ｙ

（ＫＨ
ｙ

）＋
ｚ

（ＫＨ
ｚ

）＋Ｗ ＝Ｓｓ
Ｈ
ｔ　（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ω

Ｈ（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝Ｈ０（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｈ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝φ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） （ｘ，ｙ，ｚ）∈ｓ１

ＫＨ
ｎ ＝ｑ （ｘ，ｙ，ｚ）∈ｓ

烅

烄

烆 ２

（４ １２２）

式中

Ｋ——— 渗透系数，［ＬＴ－１］

Ｈ——— 水头，［Ｌ］；

Ｓｓ——— 贮水率，［Ｌ－１］；

Ｗ——— 源、汇项，［Ｔ－１］；

Ω——— 研究的空间区域；

Ｓ１——— 第一类边界曲面；

Ｓ２——— 第二类边界曲面；

Ｈ０——— 初始水头，［Ｌ］；

φ——— 第一类边界上水头，［Ｌ］；

ｑ——— 第二类边界上的单位面积流量，流入为正，流出为负，［ＬＴ－１］。

我们将空间区域Ω剖分为有限个六面体单元，取单元的８个角点为节点。和二维情况类

似，对式（４ １２２）写出权剩余方程，进行分部积分并运用格林公式，得

∑
Ｍ

ｅ＝１

｛∫∫∫
ｅ　

（Ｋｅ^Ｈ
ｘ

Ｎｌ

ｘ ＋Ｋｅ^Ｈ
ｙ

Ｎｌ

ｙ ＋Ｋｅ^Ｈ
ｚ

Ｎｌ

ｚ
）ｄｘｄｙｄｚ＋∫∫∫

ｅ　

ＮｌＳｅ
ｓ
^Ｈ
ｔ

ｄｘｄｙｄｚ

　－∫∫∫
ｅ　

ＮｌＷｄｘｄｙｄｚ－∫∫Ｓｅ２
Ｎｌｑｄｓ＝０　　（ｌ＝１，２，…，８） （４ １２３）

从（４ ８１）式，单元ｅ上的水头试函数为
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Ｈ^ ＝ ∑
８

ｉ＝１
ＨｉＮｉ

则

^Ｈ
ｘ ＝ 

ｘ
（∑

８

ｉ＝１
ＨｉＮｉ） （４ １２４）

^Ｈ
ｔ ＝ ∑

８

ｉ＝１
Ｎｉ

ｄＨｉ

ｄｔ
（４ １２５）

式（４ １２３）可简记为

∑
Ｍ

ｅ＝１
Ｑｅ ＝０

每一Ｑｅ 单元上有８个节点，将式（４ １２４）、式（４ １２５）代入式（４ １２３）

Ｑｅ
ｌ ＝ ∑

８

ｉ＝１
Ｈｅ

ｉ∫∫∫
ｅ　

Ｋｅ Ｎｉ

ｘ
Ｎｌ

ｘ ＋Ｎｉ

ｙ
Ｎｌ

ｙ ＋Ｎｉ

ｚ
Ｎｌ

［ ］ｚ ｄｘｄｙｄｚ

　　＋∑
８

ｉ＝１

ｄＨｉ

ｄｔ∫∫∫
ｅ　

Ｓｅ
ｓＮｉＮｌｄｘｄｙｄｚ＋∫∫∫

ｅ　

ＮｌＷｅｄｘｄｙｄｚ－∫∫Ｓｅ２
Ｎｌｑｄｓ （Ｌ＝１，２，…，８）

（４ １２６）

对于单元ｅ，有

Ｑｅ
１

Ｑｅ
２



Ｑｅ
７

Ｑｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎８

＝

ｇ１１ ｇ１２ … ｇ１８

ｇ１１ ｇ２２ … ｇ２８

   

ｇ７１ ｇ７２ … ｇ７８

ｇ８１ ｇ８２ … ｇ

熿

燀

燄

燅８８

Ｈｅ
１

Ｈｅ
２



Ｈｅ
７

Ｈｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎８

＋

ｓ１１ ｓ１２ … ｓ１８

ｓ１１ ｓ２２ … ｇ２８

   

ｓ７１ ｓ７２ … ｓ７８

ｓ８１ ｓ８２ … ｓ

熿

燀

燄

燅８８

ｄＨｅ
１

ｄｔ
ｄＨｅ

２

ｄｔ


ｄＨｅ
７

ｄｔ
ｄＨｅ

８

ｄ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｔ

－

Ｅｅ
１

Ｅｅ
２



Ｅｅ
７

Ｅｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎８

－

Ｑ１′
Ｑ２′
烅

烄

烆

烍

烌

烎
０
０

（４ １２７）
式中

ｇｉｌ ＝∫∫∫
ｅ　

Ｋｅ Ｎｉ

ｘ
Ｎｌ

ｘ ＋Ｎｉ

ｙ
Ｎｌ

ｙ ＋Ｎｉ

ｚ
Ｎｌ

［ ］ｚ ｄｘｄｙｄｚ （４ １２８）

Ｓｉｌ ＝∫∫∫
ｅ　

Ｓｅ
ｓＮｉＮｌｄｘｄｙｄｚ （４ １２９）

Ｅｌ ＝∫∫∫
ｅ　

ＷｅＮｌｄｘｄｙｄｚ （４ １３０）

Ｑ１′和Ｑ２′为边界流入量。
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因为单元为任意形状的六面体，在总体坐标下对它求三重积分比较困难。所以我们通过

坐标变换，把它变换为局部坐标（ξ，η，ζ）下的正方形，用等参有限元方法求解。
在两种坐标系中，基函数的导数有如下关系：

Ｎｌ

ξ
＝Ｎｌ

ｘ
ｘ
ξ

＋Ｎｌ

ｙ
ｙ
ξ

＋Ｎｌ

ｚ
ｚ
ξ

Ｎｌ

η
＝Ｎｌ

ｘ
ｘ
η

＋Ｎｌ

ｙ
ｙ
η

＋Ｎｌ

ｚ
ｚ
η

Ｎｌ

ζ
＝Ｎｌ

ｘ
ｘ
ζ

＋Ｎｌ

ｙ
ｙ
ζ

＋Ｎｌ

ｚ
ｚ
ζ

若记

［Ｊ］＝

ｘ
ξ

ｙ
ξ

ｚ
ξ

ｘ
η

ｙ
η

ｚ
η

ｘ
ζ

ｙ
ζ

ｚ


熿

燀

燄

燅ζ

（４ １３１）

称为雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵。则有

Ｎｌ

ξ
Ｎｌ

η
Ｎｌ



烅

烄

烆

烍

烌

烎ζ

＝ ［Ｊ］

Ｎｌ

ｘ
Ｎｌ

ｙ
Ｎｌ



烅

烄

烆

烍

烌

烎ｚ

（４ １３２）

Ｊ称为雅可比行列式

Ｊ＝

ｘ
ξ

ｙ
ξ

ｚ
ξ

ｘ
η

ｙ
η

ｚ
η

ｘ
ζ

ｙ
ζ

ｚ
ζ

（４ １３３）

和三角形单元的公式（４ ５８）类似，空间单元内任一点（ｘ，ｙ，ｚ）的坐标也可由８个节点

的坐标和基函数求得

ｘ＝ ∑
８

ｉ＝１
ｘｅ

ｉＮｉ

ｙ＝ ∑
８

ｉ＝１
ｙｅ

ｉＮｉ

ｚ＝ ∑
８

ｉ＝１
ｚｅ

ｉＮ

烅

烄

烆 ｉ

（４ １３４）

则

·９６１·第四章　水环境系统模拟数值方法



ｘ
ξ

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
Ｎｉ

ξ

ｙ
ξ

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
Ｎｉ

ξ

ｚ
ξ

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
Ｎｉ



烅

烄

烆 ξ

（４ １３５）

ｘ
η

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
Ｎｉ

η

ｙ
η

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
Ｎｉ

η

ｚ
η

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
Ｎｉ



烅

烄

烆 η

（４ １３６）

ｘ
ζ

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
Ｎｉ

ζ

ｙ
ζ

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
Ｎｉ

ζ

ｚ
ζ

＝ ∑
８

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
Ｎｉ



烅

烄

烆 ζ

（４ １３７）

为了把ｇｉｌ 在（ｘ，ｙ，ｚ）坐标系中的表达式（４ １２８）转变为（ξ，η，ζ）坐标系中的表达式，要

对每一项都进行转换。

Ｎｉ

ｘ ＝ １
Ｊ

Ｎｉ

ξ
ｙ
ξ

ｚ
ξ

Ｎｉ

η
ｙ
η

ｚ
η

Ｎｉ

ζ
ｙ
ζ

ｚ
ζ

　　（ｌ＝１，２，…，８） （４ １３８）

Ｎｉ

ｙ ＝ １
Ｊ

ｘ
ξ

Ｎｉ

ξ
ｚ
ξ

ｘ
η

Ｎｉ

η
ｚ
η

ｘ
ζ

Ｎｉ

ζ
ｚ
ζ

　　（ｌ＝１，２，…，８） （４ １３９）

Ｎｉ

ｚ ＝ １
Ｊ

ｘ
ξ

ｙ
ξ

Ｎｉ

ξ
ｘ
η

ｙ
η

Ｎｉ

η
ｘ
ζ

ｙ
ζ

Ｎｉ

ζ

　　（ｌ＝１，２，…，８） （４ １４０）

参数坐标系和原坐标系体积元素之间的关系为

ｄｘｄｙｄｚ＝｜Ｊ｜ｄξｄηｄζ （４ １４１）

·０７１· 水环境系统模拟



式中

｜Ｊ｜为雅可比行列式的绝对值。
在参数坐标系（ξ，η，ζ）中，式（４ １２８）变为

ｇｉｌ ＝∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
Ｋｅ Ｎｉ

ｘ
Ｎｌ

ｘ ＋Ｎｉ

ｙ
Ｎｌ

ｙ ＋Ｎｉ

ｚ
Ｎｌ

｛ ｝ｚ ｜Ｊ｜ｄξｄηｄζ （４ １４２）

相应地，

ｓｉｌ ＝∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
Ｓｅ

ｓＮｉＮｌ｜Ｊ｜ｄξｄηｄζ （４ １４３）

Ｅｌ ＝∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
ＷｅＮｉＮｌ｜Ｊ｜ｄξｄηｄζ （４ １４４）

公式（４ １４２）中的Ｎｉ

ｘ
，Ｎｉ

ｙ
，Ｎｉ

ｚ
在参数坐标系中的值，按公式（４ １３８）、（４ １３９）、（４

１４０）计算。雅可比行列式Ｊ用式（４ １３３）计算。
下面讨论第二类边界条件。如单元ｅ的一个面（如１２３４面）落在第二类边界面ｓ２ 上。该

面在参数坐标系上为ζ＝－１。曲面１２３４的参数方程为

ｘ＝ ∑
８

ｉ＝１
ｘｅ

ｉＮ［ ］ｉ
ζ
＝－１

ｙ＝ ∑
８

ｉ＝１
ｙｅ

ｉＮ［ ］ｉ
ζ
＝－１

ｚ＝ ∑
８

ｉ＝１
ｚｅ

ｉＮ［ ］ｉ
ζ
＝－１

如用 ＮＤｉ 表示曲面１２３４上的基函数，Ｄ 表示该曲面，则

ＮＤｉ（ξ，η）＝ ［Ｎｉ（ξ，η，ζ］ζ＝－１ ＝ １
８

（１＋ξξｉ）（１＋ηηｉ）（１－ζｉ）　　（ｉ＝１，２，３，４）

（４ １４５）

在１２３４面上任一点坐标为

ｘ＝ ∑
４

ｉ＝１
ｘｅ

ｉＮＤｉ（ξ，η）

ｙ＝ ∑
４

ｉ＝１
ｙｅ

ｉＮＤｉ（ξ，η）

ｚ＝ ∑
４

ｉ＝１
ｚｅ

ｉＮＤｉ（ξ，η

烅

烄

烆 ）

（４ １４６）

水头 Ｈ 在该面上的插值公式为

Ｈ^ ＝ ∑
４

ｉ＝１
Ｈｅ

ｉＮＤｉ（ξ，η） （４ １４７）
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　　 因此，式（４ １２６）中的

∫∫
ｓｅ２

Ｎｌｑｄｓ＝∫∫
Ｄ

ｑＮＤｄｓ

Ｄ 指１２３４面。

ｄｓ＝ ＥＧ－Ｆ槡 ２ｄξｄη （４ １４８）

式中

Ｅ＝（ｘ
ξ

）２＋（ｙ
ξ

）２＋（ｚ
ξ

）２＝（∑
４

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
ＮＤｉ

ξ
）２＋（∑

４

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
ＮＤｉ

ξ
）２＋（∑

４

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
ＮＤｉ

ξ
）２（４ １４９）

Ｇ＝（ｘ
η

）２＋（ｙ
η

）２＋（ｚ
η

）２＝（∑
４

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
ＮＤｉ

η
）２＋（∑

４

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
ＮＤｉ

η
）２＋（∑

４

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
ＮＤｉ

η
）２（４ １５０）

Ｆ＝ｘ
ξ

ｘ
η

＋ｙ
ξ

ｙ
η

＋ｚ
ξ

ｚ
η

＝（∑
４

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
ＮＤｉ

ξ
）（∑

４

ｉ＝１
ｘｅ

ｉ
ＮＤｉ

η
）＋（∑

４

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
ＮＤｉ

ξ
）（∑

４

ｉ＝１
ｙｅ

ｉ
ＮＤｉ

η
）

　　＋（∑
４

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
ＮＤｉ

ξ
）（∑

４

ｉ＝１
ｚｅ

ｉ
ＮＤｉ

η
） （４ １５１）

因此

ＱＬ′＝∫∫
Ｄ

ｑＮＤｄｓ＝∫
１

－１∫
１

－１
ｑＮＤｌ ＥＧ－Ｆ槡 ２ｄξｄη （４ １５２）

对于每一个单元都可写出如式（４ １２７）的表达式。式中许多在参数坐标系下的三重积

分，用高斯求积公式计算。然后将各单元的结果相加，并令其等于零。得到

［Ｇ］｛Ｈ（ｔ）｝＋［Ｓ］ｄＨ
ｄ｛ ｝ｔ ＝ ｛Ｅ｝＋｛Ｑ｝ （４ １５３）

式中的
ｄＨ
ｄ｛ ｝ｔ

和二维情况同样处理。如取全隐式格式，有

（［Ｇ］＋１
Δｔ

［Ｓ］）｛Ｈｋ＋１｝＝ １
Δｔ

［Ｓ］｛Ｈｋ｝＋｛Ｅ｝＋｛Ｑ｝ （４ １５４）

即可求解。

第四节 　 水环境系统模拟实例

根据中国北方裂隙岩溶地下水的大量研究成果表明，虽然溶蚀裂隙发育不均匀，但地下

水流具有统一的水面，可以近似地运用多孔介质渗流理论模型来描述［１０］［１１］［１２］。考虑到如果

采用二维模型计算裂隙岩溶含水层，很难求出含水层之间的越流补给量，故采用非均质各向

异性三维非稳定流数学模型，并利用等参有限元技术进行数值求解。本次研究是在详细调查

研究区水文地质资料的基础上，将数学模型应用于济南泉群区域裂隙岩溶地下水流数值模

拟，并严格按照《地 下 水 资 源 管 理 模 型 工 作 要 求（简 称 工 作 要 求）》（ＧＢ／Ｔ１４４９７—９３）来 进

行。
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一、水文地质概念模型

（一）模拟范围

地下水流场模拟范围的确定，应该以研究区水文地质条件为依据，同时还应充分考虑地

下水系统的完整性和独立性。济南泉群区域地下水系统的形成和发育，均位于一个比较完整

的地下水系统内，在较长时期内，有相对固定的补给量和排泄量。其模拟范围为：在平面上，
西部以马山断裂为界；北部从马山断裂北端长清县城北 — 平安店 — 小金庄，折向北至小清

河，以小清河为界，东北部边界以５００米埋深灰岩顶板线为界线；东部以文祖断裂西侧的埠

村向斜轴为界；南边界至泰山北麓山脊线，即以分水岭为界。模拟面积２６１４．９０ｋｍ２。在垂向

上，考虑到裂隙岩溶一般在浅部较为发育（在断裂带和岩体接触带可达 －２００ｍ 以下），所以

本次模拟垂向范围上起潜水面，下至 －１６０ｍ 水平标高深度，研究区北部最小垂向计算深度

１８０ｍ，而在研究区南部，最高计算深度达４００ｍ。
（二）含水层结构的概化

从水文地质角度分析，研究区含水系统主要包括第四系孔隙含水层和裂隙岩溶含水层。
对研究区的含水系统来说，研究重点为裂隙岩溶含水系统，该系统在地貌上分为两部分，一

部分是裸露和半裸露的岩溶丘陵区，主要分布于研究区的中、南部；另一部分为浅埋于冲、
洪、湖积平原之下的隐伏岩溶区，分布于研究区的北部。尽管由于隔水地层的分割阻挡，但由

于裂隙、断层切割，各层间有一定的水力联系，仍可将裂隙岩溶含水层概化为单一的、存在越

流补给的裂隙岩溶含水系统处理。
岩溶含水系统在裸露或半裸露区为潜水，在数值计算中分为两部分处理，上层为潜水，

下层为承压水；而在覆盖区为承压水。由于研究区岩溶岩性及构造控水特性明显，岩溶发育

程度及富水程度不均匀，渗透特征沿方向变化大，因此岩溶分布具有明显的水平和垂直分带

特征。考虑到研究区存在分层取水，自来水厂、工矿企业用水大部分取自承压的裂隙岩溶含

水层，而农业、农村的生活及灌溉用水大部分取自埋深较浅的潜水含水层。岩溶水除在裸露

或半裸露区直接接收大气降水补给以外，还接受第四系越流、水库渗漏、河流侧渗侧向补给

等，地下水就存在垂向分运动。另外，研究区内有分层观测孔（岩溶水２７眼，孔隙水９眼），因

此，本研究区裂隙岩溶 含 水 系 统 的 结 构 及 水 动 力 学 条 件 可 概 化 为 非 均 质 各 向 异 性 的 无 压

——— 承压三维非稳定流。
（三）边界条件

研究区的边界条件可概化为两类边界条件：隔水边界和径流边界即第一类边界和第二

类边界，具体如下：
北部边界：沿长清县城北 — 平安店 — 小金庄、向北至小清河的一段，在现状条件下，与

黄河冲积平原形成的含水层有水量交换，可作为补给边界或径流边界。小清河作为北部边界

的一段，与研究区地下水有水量交换，枯水期，小清河水位低于研究区内第四系水位，起排泄

地下水的作用。丰水期，小清河水位升高，可以补给研究孔隙水含水层，所以小清河一段亦可

作为径流边界。由于地下５００ｍ 灰岩顶板上覆盖孔隙含水层，灰岩可作为隔水边界，但其上

部覆盖的孔隙含水层与研究区外地下水有水量交换，所以第一层为径流边界，第二层为隔水

边界。
东部边界：为文祖断裂附近，埠村向斜分布在断裂西侧，是一条隔水断裂，可作为隔水边

·３７１·第四章　水环境系统模拟数值方法



界。
南部边界：泰山北麓山脊线可作为零流量边界。
西部边界：在马山断裂南端，季家庄 — 马东 — 岗辛庄一线，为隔水断裂，可作为隔水边

界；岗辛庄 — 新周庄，经勘查试验证明具有弱透水性，断裂两侧有微量的水量交换，看作径

流边界；新周庄 — 老屯，经抽水试验，断裂两侧水位同上下，透水性较强，亦作为径流边界处

理。研究区的边界条件见图４ １３中。
此外，为增强模型的收敛性，位于研究区边界上的历城区１４号、历城区３８号及历城区

Ｓ—５１号观测孔作为第一类边界条件上定点动水位处理。
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图４ １３　 研究区边界条件示意图

（ａ）第一层计算边界条件；（ｂ）第二、三层计算边界条件

（四）地下水补给及排泄项的处理

１．地下水开采量

现状条件下，研究区地下水开采以城市自来水、工矿企业自备井开采、农村农业生活灌

溉用水以及乡镇企业用水为主。目前济南市各城区的企业自备开采井有３２０多眼，采水量主

要集中在东郊水源地及济南市南郊、西郊等地，济南市有大小水厂９座，均开采岩溶地下水，
主要分布在西郊水源地、东郊水源地以及市区的几座水厂，尽管目前市区部分自来水厂已停

止取水，但其余部位开采的地下水量仍很可观。历城区、长清县及章丘市还分布着数量众多

的农村生活和农业灌溉井、城镇用水开采井。对于开采井，在剖分时将其放在节点上处理，以

简化计算。

２．入渗及越流补给量

垂向入渗及越流补给量主要包括降雨入渗，地表水体的渗漏以及第四系孔隙水的越流

补给等。在碳酸盐岩裸露半裸露区，裂隙岩溶含水层直接接受大气降水的入渗补给。另外，还

接受地表水如水库的入渗补给，在三维数值模拟时，这些仅发生在地表一层。在有第四系孔

隙含水层覆盖的研究区北部以及南部山区部分区域，孔隙水不同程度的补给岩溶水，其补给

量可通过三维数值模拟求出。由于研究区内各处的入渗强度不一，所以应根据地层构造、岩

石特性、地形地貌特征等进行参数分区，分别赋给初始值，在模拟过程中给予识别，并最终确

定。
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３．蒸发量

研究区岩溶水位埋深一般接近或超过蒸发临界值，计算时不必考虑岩溶水的蒸发量，但

是蒸发量对孔隙水的影响很大，尤其在有第四系孔隙含水层覆盖的区域及西部的平原地区，

地下水埋深一般较浅（小于５米），潜水蒸发量较大。从地下水系统的观点出发，蒸发量的大

小影响了孔隙水水位的变化，进一步影响了岩溶水水位的变化，因此在模拟过程中，本文对

潜水蒸发系数给予分区、赋值和识别。

４．侧渗量

侧渗量是指由外部流入或流出研究区的侧向交换量。模拟过程中首先给出各流量边界

面上的单元流量，经模拟识别，并最终确定。

综上所述，对研究区水文地质条件概化后，模型可归结为：非均质各向异性的无压 ———

承压裂隙岩溶三维非稳定流数学模型。

二、计算区剖分及坐标系选取

（一）剖分方法

根据研究区水文地质特性建立的数学模型，很难求得其解析解，只能借助于计算机强大

的计算功能，编制程序求其数值解，本文应用有限元技术求解。首先对研究区进行平面四边

形剖分。在剖分过程中，把开采井、观测孔定为节点，研究区内有奥陶系、寒武系、变质岩以及

第四系等含水层分界线，由西向东，依次分布有炒米店断裂、千佛山断裂、东梧断裂、港沟断

裂等，剖分时以这些边界线为控制线，避免一个单元格跨越岩体界线。在泉群分布区域，为提

高数值模拟精度，适当加密剖分。
（二）剖分图样及说明

根据水文地质概念模型，对计算研究区进行六面体单元剖分并进行线性插值。根据第四

系地层与碳酸盐岩地层的分布关系，同时考虑岩溶的垂直分带特征，将研究区分为三层：第

一层，无压水面至其以下５０米深度；第二层，无压水面下５０米至 －８０米标高水平面；第三

层，－８０米标高水平面至 －１６０米标高水平面。在山区与平原交接地带，由于孔隙水与岩溶

水垂向补给关系密切，所以将其处理为具有统一的地下水面。这样，研究区共剖分为三层，

３２９４个单元，４６８０个节点。第一、二、三层网格分布俯视图相同，只是纵向坐标不同而已，第

二层剖分网格及观测孔位置见图４ １４。
（三）坐标系的选取

根据研究区的地质及水文地质条件，通常认为渗透系数张量的一个主轴方向与岩层的

走向大致相同，另一个方向与岩层的走向大致垂直，即补给济南市泉群的地下水流动优势流

方向。因此本文中计算时，将标准直角坐标系沿逆时针方向旋转１０°，使坐标系ｘ、ｙ方向分别

与 Ｋｘｘ、Ｋｙｙ 方向一致，这样可以简化第一节中介绍的数学模型。

三、数值模拟及模型校正

对地下水流动系统进行数值模拟的全部意义在于：用数学模型可“真实”地反映客观实

体，以解释过去，说明现在和预测未来。只完成建立数学模型及其求解过程，数学模拟尚未结

束，还需要进行模型参数识别和检验，这是数学模拟必不可少的重要一步。
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图４ １４　 模拟研究区第二层单元剖分及观测孔

（黑点为岩溶地下水观测孔）

模型参数识别也即解逆问题，它是根据抽水试验资料或实际开采量和水位资料，进行数

值计算，求得水文地质参数，从而验证数学模型。由于解逆问题的不适定性，长期以来它一直

是建模工作者不能很好解决的问题。参数分区是参数识别过程中关键的一步，本文根据模拟

研究区的地质构造、岩石特性及岩溶发育程度等，并结合长期以来对我国北方型裂隙岩溶水

演变规律的研究成果将模拟研究区的渗透系数、贮水率、给水度、降水入渗系数及蒸发系数

等分为若干参数分区。见图４ １５，图４ １６，图４ １７，图４ １８。
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图４ １８　 研究区降水入渗系数及蒸发系数分区图

模型参数的识别采用间接法，即假定同一个参数分区内水文地质参数相同。首先给每个

参数分区分别赋参数初值，带入有限元模型中计算出观测孔的水头，并将观测孔的计算水头

与实测水头进行比较，使数据差别达到最小，其评价函数的表达式为：

Ｅ＝ ∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｗｊ Ｈｃ

ｉｊ －Ｈ０
ｉ（ ）ｊ

２ （４ １５５）

式中：

Ｍ——— 时段总数；

Ｎ——— 观测孔总数；

Ｗｊ——— 各观测孔的权函数；

Ｈｃ
ｉｊ———ｉ时段末ｊ号观测孔中某点的计算水头，对于岩溶水观测孔取第二层和第三层

间的节点，第四系孔隙水观测孔取第一层节点；

Ｈ０
ｉｊ———ｉ时段末ｊ号观测孔的实测水头。

调整参数，当目标函数 Ｅ达到“最小”，同时根据《工作要求》（ＧＢ／Ｔ１４４９７—９３）中规定

“对于降深小的地区，要求水位拟合小于０．５ｍ 的绝对误差必须占已知水位节点的７０％ 以

上；对于降深较大的地区（大于５ｍ），要求水位拟合小于１０％ 的相对误差节点必须占已知水

位节点的７０％ 以上”，则认为参数达到了“最优”。同时还要注意到“对水文地质条件复杂的

地区，拟合精度可适当降低”。对于研究区来说，地形、岩性变化强烈，尤其是千佛山断裂、马

山断裂、玉符河沿线流域以及东、西郊水源地一带，岩浆岩分布凌乱，侵入体以“舌状”包围

奥陶系灰岩，岩体附近多为富水区，地下水开采量大，岩性、地形变化大，数值模拟时，计算值

和实际观测值相对误差控制在１０％ 以内的占已知水位节点总数的７０％ 以上。对于市区泉

群附近的观测孔，是本文数值模拟的重点区域，模拟过程中予以较高的误差要求。
模型的拟合时间从２００１年１月１日起，至２００１年１２月３１日结束。２００１年是一个比较

典型的水文年，研究区内平均年降水量５７０．０３３ｍｍ，属平水年份，另外２００１年８月１８日至

２００１年９月４日，从卧虎山水库放水，进行玉符河人工补源回灌试验后，以玉符河崔马段为

·８７１· 水环境系统模拟



中心，地下水位有不同程度的上升。在这一年中，济南岩溶地下水系统加入了大量的人工调

控因素，选用这一年为数学模拟阶段，更能体现济南泉群研究区域地下水系统的动态变化。
时间步长以１旬计算，全年共３６个时段。２００１年的水位模拟结束后，采用２００２年全年的水位

资料进行模型校正，时间步长和时段数与模拟阶段相同。在整个拟合校正过程中，以研究区

内观测孔实际观测水位作为模型识别的依据。
模型识别后各种有关裂隙岩溶含水层的参数见表４ ２和表４ ３。经模型识别的各种参

数基本符合水文地质勘察结果。根据２００１年１月１日各观测孔水位，经计算机仿真刻画的济

南市岩溶地下水计算初始流场，也基本反映了研究区在该时刻地下水流场的实际状况。

表４ ２　 济南泉群研究区降水入渗系数及蒸发系数拟合参数

分区号 １ ２ ３ ４ ５ ６

降水入渗系数 ０．２７ ０．１９ ０．２１ ０．２９ ０．２６ ０．２５

蒸发系数 ０．１９ — — — — ０．０２３

分区号 ７ ８ ９ １０ １１ １２

降水入渗系数 ０．２６ ０．２７ ０．３２ ０．２１ ０．３８ ０．３１

蒸发系数 — ０．２４ — ０．０２３ — —

分区号 １３ １４ １５ １６ １７ １８

降水入渗系数 ０．０９ ０．３３ ０．３１ ０．３８ ０．２２ ０．３２

蒸发系数 — ０．００８８ — — ０．００８８ ０．０２３

　　　　 注：表中“—”符号表示不考虑蒸发
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表４ ３　 济南泉群研究区域地下水流数值模拟拟合参数

剖分层号
分区

编号

主轴方向渗透系数（ｍ／ｄ）

Ｋｘｘ Ｋｙｙ Ｋｚｚ

给水度或

贮水率
主要地层代号及构造带

第

一

剖

分

层

１ １．１２ １．３６ ０．００９ ０．０５２ Ｑ　 马山断裂带

２ ０．０６５ ０．０７７ ０．０００４ ０．０５６ Ｑ

３ ０．１８ ０．３１ ０．０００４ ０．０３６ Ｑ　 炒米店断裂带

４ ０．３９ ０．７６ ０．０００９ ０．０３８ Ｑ　 千佛山断裂带

５ ０．２８ ０．４９ ０．００２８ ０．０５５ Ｏ　 千佛山断裂带

６ ０．７８ ０．５２ ０．００３６ ０．０４９ Ｑ　 港沟断裂带

７ ０．０２１ ０．０３６ ０．０１１ ０．０３８ Ｏ　 千佛山断裂带

８ ０．４０ ０．６７ ０．０３９ ０．０５３ ∈ 　 马山断裂带

９ ０．０２３ ０．０３５ ０．００２ ０．０４８ Ｏ

１０ ０．０２１ ０．０２６ ０．００８ ０．０４１ ∈

１１ １．０２ １．１２ ０．００００５ ０．０４６ Ｑ

１２ １．１８ １．２６ ０．０２３３ ０．０５８ Ｑ

１３ ０．４９ ０．７２ ０．００１９ ０．０５１ Ｏ

１４ ２．９６ １．８６ ０．０８８ ０．０４２ Ｏ

１５ １．４８ ０．５８ ０．０００５ ０．０６１ Ｏ

１６ １．３８ ０．３８ ０．０００３ ０．０５８ ∈

１７ ０．００１１ ０．００１８ ０．０００２ ０．０４１ Ａｒｔ

１８ ０．００２ ０．０６９ ０．００１ ０．０３３ Ａｒｔ

１９ ０．１２ ０．２６ ０．０００１ ０．０５８ Ｏ　 千佛山断裂带

２０ ０．２４ ０．３７ ０．１６ ０．０４３ ∈

２１ ２．７６ ４．３８ ０．００３８ ０．０３８ Ｑ

２２ １．６８ １．７８ ０．０１７８ ０．０４２ Ｃ３ｔ

２３ ２．５６ ４．０９ ０．０５８ ０．０５２ Ｃ３ｔ

２４ ０．７５ ０．８９ ０．０１９６ ０．０３６ Ｃ３ｔ

２５ ０．７６ １．６２ ０．００５ ０．０４４ Ｏ　 港沟、东梧断裂带

２６ １．８５ ２．９６ ０．００３８ ０．０４６ Ｑ

２７ ８．５８ １２．５６ ０．１８８ ０．０５２ Ｑ

２８ １．３２ １．５８ ０．１６ ０．０５８ Ｑ

２９ １．２５ ２．７９ ０．１２ ０．０５６ Ｏ

３０ １．１１ １．２４ ０．０６２ ０．０６８ Ｏ

３１ ０．３６ ０．２２ ０．１８ ０．０５２ ∈

３２ ０．０８ ０．１７ ０．０１７８ ０．０６２ Ａｒｔ

９９ ０．１０ ０．１１ ０．１２ ０．０４ Ｃ３ｔ

１０８ ３．９８ ５．０６ ０．０１４ ０．０５２ Ｑ
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（续表）

剖分层号
分区

编号

主轴方向渗透系数（ｍ／ｄ）

Ｋｘｘ Ｋｙｙ Ｋｚｚ

给水度或

贮水率
主要地层代号及构造带

第

二

剖

分

层

３３ ０．８８ １．１８ ０．１６ ０．０００３ ∈３ｆ—Ｏ　 马山断裂带

３４ ３．０８ ４．１６ ０．１９ ０．００００４ ∈３ｆ—Ｏ
３５ ２．２９ ３．４１ ０．０７ ０．０００３ ∈３ｆ—Ｏ
３６ １．８ ３．８ ０．０４ ０．００００９ Ｏ２　 炒米店断裂带

３７ ３．２ ３．０６ ０．９６ ０．０００２６ ∈２

３８ ０．５２ ４．５６ １．９５ ０．００００９ ∈２　 炒米店断裂带

３９ ０．５８ ０．１８ ０．０６６ ０．０００３ ∈２　 马山断裂带

４０ ０．０３１ ０．２２ ０．０２５ ０．０００３ ∈２　 马山断裂带

４１ １．４１ ０．８１ ０．６２ ０．００００９ 变质岩

４２ ３．２８ １．２３ ０．８８ ０．０００３ 变质岩

４３ ２．５９ ０．６８ ０．３２ ０．００００９ ∈２ｚ

４４ ０．７９ １．８ ０．５９ ０．０００１ Ｏ
４５ ８６．８ ７０．６ ４．６ ０．０００２ Ｏ
４６ ０．０００１ ０．０００１ ０．０００１ ０．００００１ 火成岩

４７ ０．８８ ２．１６ １．０５ ０．０００３ 火成岩 　 千佛山断裂带

４８ ３．０６ １５．８ ２．１９ ０．０００１ ∈３—Ｏ　 千佛山断裂带

４９ ２５８．０ ２９９．０ ４．６８ ０．００００１８ ∈３—Ｏ　 泉群位置

５０ １２．８ １８．８ ３．２０ ０．０００２ ∈３—Ｏ
５１ ２．５０ ８．８０ ２．２５ ０．０００５ Ｏ　 东梧断裂带

５２ １２．８ １０．８ １．２３ ０．００００９ Ｏ
５３ ３８．０ ４９．３ ３．１８ ０．０００３ Ｃ
５４ ６０．４ １０４．６ １０．８ ０．０００５ Ｏ　 港沟断裂带

５５ １５．６ ２５．２ ３．３６ ０．０００４ ∈３—Ｏ　 港沟、东梧断裂带

５６ ４．８ ６．８ ２．２８ ０．０００５ ∈３—Ｏ
５７ ４．４８ ４．９６ １．９６ ０．０００２ ∈３—Ｏ　 千佛山断裂带

５８ ４．１６ ５．３８ ２．３６ ０．０００１ 变质岩

５９ １．６５ ３．７７ ０．８４ ０．０００３ 变质岩

６０ ２５．６ ２０．４ ６．２０ ０．０００３ ∈２

６１ ８．８ ９．３ １．８ ０．００００６ Ｏ
６２ ２７．７ ２８．８ ２．４０ ０．０００２ Ｏ
６３ ２．９０ ３．８０ ０．８６ ０．０００１ Ｏ
９５ ３８．７ ４２．８ ４．２０ ０．０００６ Ｏ
９７ ２０．８ ２６．２ ２．０８ ０．０００４ Ｏ
１００ ８．８０ １０．９ ２．４０ ０．００００３ ∈３—Ｏ
１０２ ０．３５ ５．０ ２．６０ ０．０００４ 火成岩

１０４ １６．８ ２２．８ １．３３ ０．００００１２ ∈３—Ｏ
１０６ ３．８０ ４．８０ ２．３０ ０．００００５ ∈２

１０９ ４８．８ ４７．９ ５．８０ ０．００００３ Ｏ
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（续表）

剖分层号
分区

编号

主轴方向渗透系数（ｍ／ｄ）

Ｋｘｘ Ｋｙｙ Ｋｚｚ

给水度或

贮水率
主要地层代号及构造带

第

三

剖

分

层

６４ ０．３８ １．０８ ０．１９ ０．００００７ ∈３ｆ—Ｏ　 马山断裂带

６５ １．９６ １．７２ ０．７７ ０．０００５ ∈３ｆ—Ｏ
６６ ２．１９ ２．１６ ０．９８ ０．０００３ ∈３ｆ—Ｏ
６７ １．６ ５．２０ ０．０１８ ０．００００８ Ｏ２　 炒米店断裂带

６８ ３．６０ ４．８０ ０．７２ ０．０００４ ∈２

６９ ０．３９ ３．５６ １．５２ ０．０００４ ∈２　 炒米店断裂带

７０ ０．２３ ０．０９５ ０．０２１ ０．００００８ ∈２　 马山断裂带

７１ ０．０２８ ０．０５９ ０．０１８ ０．０００３ ∈２　 马山断裂带

７２ ０．３２ ０．６９ ０．１８ ０．０００３ 变质岩

７３ ２．０６ １．５３ ０．４１ ０．０００４ 变质岩

７４ １．７０ ０．５９ ０．４０ ０．０００８ ∈２ｚ

７５ ０．６３ １．０８ ０．０２６ ０．０００２ Ｏ
７６ ７３．８ ６３．６ ２．５５ ０．０００２ Ｏ
７７ ０．１０５ ０．０８８ ０．０３１ ０．０００１ 火成岩

７８ １．０２ ３．５２ ０．０２１ ０．０００５ 火成岩 　 千佛山断裂带

７９ １．９５ １２．８ １．７０ ０．０００２ ∈３—Ｏ　 千佛山断裂带

８０ ２２８．０ ２５２．０ １．８８ ０．００００２４ ∈３—Ｏ　 泉群位置

８１ １０．６ １５．８ ２．２０ ０．０００３ ∈３—Ｏ
８２ １．６０ ６．８０ １．７８ ０．００００６ Ｏ　 东梧断裂带

８３ １．８０ ２．８０ ０．５８ ０．００００８ Ｏ
８４ ３６．８ ３７．５ ２．８７ ０．０００５ Ｃ
８５ ５６．６ ９７．６ １０．８ ０．０００６ Ｏ　 港沟断裂带

８６ １４．８ ２３．６ ３．２４ ０．０００３ ∈３—Ｏ　 港沟、东梧断裂带

８７ ３．８０ ５．９０ ０．０７７ ０．０００４ ∈３—Ｏ
８８ １．８６ ３．２６ １．２４ ０．０００２ ∈３—Ｏ　 千佛山断裂带

８９ ２．５８ ３．６６ １．５８ ０．０００１ 变质岩

９０ １．４６ １．７０ ０．８０ ０．０００３２ 变质岩

９１ ２０．１ ２１．６ １．９５ ０．０００３ ∈２

９２ ５．８ ８．８０ １．２０ ０．００００５ Ｏ
９３ ２８．６ ２４．９ １．４２ ０．０００２ Ｏ
９４ １．３２ ２．６３ ０．０９ ０．０００４ Ｏ
９６ ３３．８ ３８．６ ４．８８ ０．０００４ Ｏ
９８ １８．２ １７．６ １．８６ ０．０００３ Ｏ
１０１ ６．８０ ８．５０ １．８０ ０．０００２ ∈３—Ｏ
１０３ ０．２６ ４．２０ １．８０ ０．０００３ 火成岩

１０５ １５．６ １８．６ １．０７ ０．００００１３ ∈３—Ｏ
１０７ ２．８０ ３．９０ １．５０ ０．００００６ ∈２

１１０ ３８．６ ４７．９ ３．６８ ０．０００２ Ｏ

模型识别结果：在数值模拟的时间段，观测孔总数为３６个，其中有４个位于第一类边界

条件上，作为第一类边界上定点动水位来处理，其余的３２个观测孔中，包括１６个岩溶水观
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测孔，７个遥测井岩溶水观测孔，９个孔隙水观测孔。观测孔在各时段的相对误差全部小于

１０％ 的为２５个，占总的观测孔数的７８．１％，其中趵突泉和黑虎泉两个遥测井观测孔的绝对

误差在０．５ｍ 以内的时段数在占该孔在模拟阶段的７７．８％ 和８０．６％。其余观测孔拟合相对

误差虽然不是全部小于１０％，但大于１０％ 的时段数均在１０个以内，平均合格率达到８０．
６％。用２００２年的地下水观测孔水位进行模型校正时，有效观测孔数变为２９个，岩溶水观测

孔１５个，孔隙水观测孔７个，遥测井数不变，占拟合时观测孔数的９０．６％，（其中岩溶水和孔

隙水占 各 自 观 测 孔 的 比 率 分 别 为９５．６％ 和７７．８％），将 所 有 观 测 孔 的 相 对 误 差 控 制 在

１０％，合格的观测孔数为２１个（包括岩溶水观测孔１５个，孔隙水观测孔５个），合格率为７２．
４％。如果将相对误差提高到１５％，则合格的观测孔数增加为２４个，合格率为７９．３％。

上述所描述的误差控制相对于总面积为２６１４．９ｋｍ２ 的济南泉群研究区域来说，因为地

形地貌、岩性变化强烈，有些观测孔的年内变幅达３０ｍ 以上，甚至在相临两个时段水位变化

有１０ｍ 之多，这些都反映了济南地区岩溶地下水时空变化强烈，在如此大的研究区域内，农

村、农业灌溉用水和岩溶水开采量的统计，在数字统计上表现为不完全精确，也会影响数值

模拟 的 精 度。在 本 文 中，模 拟 结 果 所 达 到 的 精 度 在 《地 下 水 资 源 管 理 模 型 工 作 要

求》（ＧＢ／Ｔ１４４９７—９３）中是允许的。造成误差的原因除了模型误差和计算误差以外，计算值

为节点即某一深度上的点的水位，例如，岩溶水观测孔在模型中处于第二层和第三层之间的

节点，该点标高为－８０ｍ，则计算值即为该深度处的水位，而实测水位则为全部孔所在位置，
即观测孔汇水高度的平均水位，两者之间有一定的差别，也是增加误差的因素。

根据国标《地下水资源管理模型工作要求》（ＧＢ／Ｔ１４４９７—９３）规定：对于水文地质条件

复杂的地区，地下水位和水质浓度的拟合精度均可适当降低。本文仅考虑地下水位，济南泉

群研究区域的水文地质条件相当复杂，符合国标可适当降低拟合精度的条件，将相对误差提

高至１０％，上述结果完全符合标准。根据模型计算，２００１年模拟的初始时刻、４月份（一般情

况地下水位最低）、１０月份（一般情况下，经过雨季地下水位上升）及年底时刻的流场分布均

与实际情况有较好的吻合，表明数学模型具有较高的可信度。
研究区模拟识别和模型校正的计算结果见图４ １９至图４ ２１。
由图可知，模拟拟合效果良好，误差较大的点一般在３—６月份之间的计算点，究其原

因，这主要与济南地区的降雨量分布有关，在这一阶段，一年中的降雨丰水期还没到来，实际

地下水水位一般在这时达到最低。误差也可能是由于模型本身和观测孔的结构状况造成的。
从总体上看，模型校正阶段误差比２００１年模拟阶段稍大，但误差效果仍比较令人满意。

误差分析如下：２００２年属于罕见的干旱年份，年降水量仅为３７９．３ｍｍ，部分地区大量开采地

下水以弥补因降水量缺少导致地表水蓄水量不足的问题，有些区域地下水陡然下降，水位波

动较大，一般情况下，模拟误差也较大，造成上述误差的原因也可能是与含水介质局部强烈

的非均质性有关，在降水量等外来补给源严重不足时，含水介质强烈的局部非均质性对地下

水流场的影响表现为特别强烈，模型难以细致的“模拟”局部。

·３８１·第四章　水环境系统模拟数值方法
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图４ １９　 模拟校正阶段典型岩溶水观测孔水位拟合对比曲线（一）
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图４ ２０　 模拟校正阶段典型岩溶水观测孔水位拟合对比曲线（二）
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图４ ２１　 模拟校正阶段典型岩溶水观测孔水位拟合对比曲线（三）

为了检验模型的“仿真”程度，表４ ４给出了模拟阶段地下水系统水量均衡关系。由于

２００１年属于平水年份，表现为地下水位稍微抬升。在模拟期间，岩溶水地下水的总补给量大

于排泄量，相应地，观测孔水位表现为总体升高。上述结果反映在模拟期内，模型与实际情况

具有良好的吻合性，模拟结果合理，表明模型可用来预报地下水动态。

表４ ４　 模型模拟阶段地下水量均衡关系 单位：ｍ３

均衡期
Ⅰ：补给项 ＝ ①＋②＋③＋④ Ⅱ：排泄项 ＝ ⑤＋⑥

① ② ③ ④ ⑤ ⑥

Ⅰ－Ⅱ
均衡项

２００１ ２８７７８６９００ １４８９９８００ １３６５４０００ １２１４４００ ２４５３６３５００ ７２１７００００ ２１６００

２００２ ２０７８６２３８０ １５８６６４００ ８６２１０００ ８９２６００ ２０１７４１０００ ４０８３６０００ －９３４６２０

注：①—⑥ 分别代表降水入渗补给、流量边界侧渗、地表水渗漏、第四系垂向补给、人工开采以及自流排泄。其中人工开采

包括工业、农业和镇村生活用水。
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第五章　水环境系统管理模型

随着社会经济的发展，管理的地位和作用显得更加突出，管理的对象和规模也越来越

大，在层次结构上也越来越复杂，从而使预测、决策、控制和协调等管理活动越来越复杂和困

难。因此，决策者和管理者不能仅仅依靠在实践中摸索经验，也不可能仅仅凭借自己的经验

和直觉进行管理，而是必须熟悉现代管理理论和管理科学，掌握科学的管理方法，才能使管

理工作稳定、有序地顺利进行。

第一节 　 概 　　 述

水环境系统是与人们生产生活息息相关的重要系统，因此对水环境系统进行有效合理

地管理，不论对当前还是对今后都具有十分重要的意义。
水环境管理模型是环境科学和管理学的重要内容，是这两个学科的有机组合。水环境管

理的对象是水环境系统，涉及到经济系统和社会系统。对水环境系统进行管理，需要对环境

管理方法有一定研究。比如对于水污染控制，过去一直是采用浓度控制的环境管理方法来控

制工业企业的排污和防治环境污染。但是，水体的环境容量是有限的，当某水体所受纳的污

染物超过该水体的环境容量时，就会造成水环境污染。而浓度控制法，只考虑污染物的浓度

是否达到规定的排放标准，不考虑纳污水体的环境容量。而现在推行的总量控制方法则克服

了浓度控制的弊端，以环境容量作为控制排污的依据，使环境污染控制效果更佳。所以，开展

环境管理方法研究，对于提高环境管理的水平和效果具有重要的意义。而进行水环境系统的

总体规划控制则涉及到水环境管理模型。通常的水环境管理模型主要是指水环境管理的数

学方法和模型的应用。这是由于环境保护工作实行环境管理定量化的需要，是环境管理中不

可缺少的工具和手段。
水环境管理是要实现系统的最优化，因此与最优化理论、遗传算法理论等优化技术结合

得较为紧密。由于前面已对最优化的理论基础进行了介绍，本章主要采用一些实际的例子来

介绍具体的水环境管理模型。

第二节 　 线性规划管理模型

水环境系统线性规划管理模型，将线性规划的基础理论与水环境系统的控制管理目标

结合，具体过程如下：

一、水污染控制中的线性规划［１］

有若干排污口流入某江，各口有污水处理站，江面各段的流量和污水浓度分别为Ｑｋ 和

Ｃｋ，工厂污水的流量和浓度为ΔＱｋ 和ｕｋ，污水处理站流出的流量和浓度分别为ΔＱｋ 和ｕ
ｋ （如

·８８１· 水环境系统模拟



图５ １所示）。其中流量单位：ｍ３／ｓ；浓度单位：ｍｇ／Ｌ。
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图５ １　 分段治理江水污染示意图

污染物浓度的递推关系应满足水质自净方程：

Ｃｋ＋１ ＝ Ｑｋ

Ｑｋ＋１
Ｃｋ＋ΔＱｋ

Ｑｋ＋１
ｕ（ ）ｋ ｅ－αｋ （５ １）

其中：αｋ 是与江段地理位置相关的系数，称βｋ ＝ｅ－αｋ 为自净系数。

尽管国家对各种排污有严格的标准，但由于经济原因不可能使整个江面全面达到标准，
因此，要考虑一种合理的安排尽量使居民点处的江水合乎标准，这样就有一个对排污口的位

置安排问题，以及灵活考虑排污口的治理问题。比如有个排污口离居民点较远，尽管排污超

标，但通过流水的自净作用在到达居民点前已合乎标准了，那么为了节约资金，也可暂时不

予治理，或者提出一个更宽松的标准。于是希望解决如下问题：

１ 根据流来的江水水质和国家规定的水质标准，来确定各排污口的排放量和最大允许

污染物浓度；

２在使各段检测点（居民点）的污染物浓度不超过国家标准Ｃ的条件下，使投入污水处

理的总资金最少；

３ 如果不考虑Ｃ１、Ｃ２ 只考虑使Ｃ３ 符合标准Ｃ（重点控制方案），标准如何制定？

４ 设计一些最简的数据来计算分析。
（一）模型的假设和说明

该问题是在一定约束条件下的最优化问题，并且约束条件是线性的，因此可以用线性规

划模型加以解决。为了使问题简化，做如下假设：

１ 国家的污染控制标准是多指标的，取其主要的一项，以污染物浓度来表示；

２ 各排污口排出的污水量和污水的污染物浓度一定，即Ｑｋ 和ｕｋ 为常数；

３ 污染处理即要降低污染物浓度，一般说来，使污水处理的污水浓度差ｕ－ｕ 越大，
（ｕ 为处理后的污水浓度）要求的投入越多（包括技术、设备及能耗等），这种投入以资金投

入计算。为了简单起见，不妨设污水处理费用与污水浓度差ｕ－ｕ 成正比，也与污水水量

ΔＱｋ 成正比，即

Ｔｋ ＝ｒｋΔＱｋ（ｕｋ－ｕ
ｋ ） （５ ２）

其中：ｒｋ——— 比例系数，实际上表示了第ｋ个污水处理站的每流量单位降低每个浓度单位所
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需的资金，ｒｋ 的大小可 以 反 映 污 水 处 理 的 技 术 水 平，在 这 里 暂 不 讨 论，一 般 可 将ｒｋ 看 作

常数。

４ 污水浓度递推关系满足水质自净方程（５ １），可改写为：

Ｃｋ＋１ ＝βｋＣ
ｋ

Ｃ
ｋ ＝ １

Ｑｋ＋１
（ＱｋＣｋ＋ΔＱｋｕ

ｋ ）
（５ ３）

显然，有ｏ＜βｋ＜１。βｋ 为自净因子（也可称为自净系数）与河流状态（水量、污染程度、地

质状况、温度等）有关，在某一段江水中，由于地理位置相差不大可以看作常数。自净因子的

获取可以利用监测数据等资料，采用参数估计的方法计算获得。

５定义单位时间流过某一断面的污染物的总量为此断面的污染通量Ｖｋ，显然污水治理

站的流入污水通量为：

Ｖｋ ＝ΔＱｋｕｋ （５ ４）

流出通量为：

Ｖ
ｋ ＝ΔＱｋｕ

ｋ （５ ５）

定义

λｋ ＝Ｖｋ－Ｖ
ｋ

Ｖｋ
（５ ６）

为第ｋ个污水处理站的治理系数。显然λｋ 反映了治理能力，一般０≤λｋ ＜１，λｋ ＝０表示

未治理，而越接近于１，则其治理效果也越好。治理系数也可看作是对污水治理要求达到的

一项指标，与投资也是密切相关的。将式（５ ６）改写为：

Ｖ
ｋ ＝ （１－λｋ）Ｖｋ （５ ７）

将式（５ ４）、（５ ５）代入式（５ ２）得到：

Ｔｋ ＝ｒｋ（Ｖｋ－Ｖ
ｋ ）＝ｒｋＶｋλｋ （５ ８）

由此可见，污水处理的费用与处理系数λｋ 成正比，与污水的污染通量Ｖｋ 成正比。

６ 设定ΔＱｋ 比Ｑｋ 小得多，即污水的流量比江水流量小得多，且在整个一段范围内流量

Ｑｋ 为常数。即Ｑｋ＋ΔＱｋ ＝Ｑ，则污水进入江水混合后的浓度为：

Ｃ
ｋ ＝ＱｋＣｋ＋ΔＱｋｕ

ｋ

Ｑｋ＋ΔＱｋ
＝Ｃｋ＋１

ＱΔＱｋｕ
ｋ

＝Ｃｋ＋１
Ｑ

（１－λｋ）Ｖｋ ＝Ｃｋ＋Ｖｋ

Ｑ －Ｖｋ

Ｑλｋ

（５ ９）

则自净方程简化为：

Ｃｋ＋１ ＝Ｃ
ｋβｋ （５ １０）

（二）全面水质控制模型（模型Ａ）
本模型要求使江水水质全面达到质量标准，即使各污染点的污水与江水均匀混合后都
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能达到卫生标准，也即Ｃ
ｋ ≤Ｃ。

建立控制模型：

ｍｉｎＴ＝ ∑ｒｋΔＱｋ（ｕｋ－ｕ
ｋ ）

ｓｔ

Ｃ
ｋ ≤Ｃ

Ｃ
ｋ ＝Ｃｋ＋ΔＱｋ

Ｑ ｕ
ｋ

Ｃｋ＋１ ＝Ｃ
ｋβｋ

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ １１）

将ｕｋ 作为已知（污 染 点 的 污 染 浓 度），将 治 理 系 数λｋ 作 为 变 量，再 由 式（５ ８）和 式

（５ ９），则模型Ａ 可以改写为：

ｍｉｎＴ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｒｋＶｋλｋ

ｓｔ

Ｃ
ｋ ≤Ｃ

Ｃ
ｋ ＝Ｃｋ＋Ｖｋ

Ｑ －Ｖｋ

Ｑλｋ

Ｃｋ＋１ ＝Ｃ
ｋβｋ

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ １２）

显然，目标函数是关于λｋ 的线性函数，而约束条件关于λｋ 也是线性的，于是本模型归结

为线性规划问题得以解决。下面设计一些简单的数据进行计算和分析。

模型Ａ１ 设

Ｃ１ ＝１（ｍｇ／Ｌ），Ｑ＝１０００（１０１２Ｌ／ｍｉｎ）

ｕ１ ＝ｕ２ ＝ｕ３ ＝１００（ｍｇ／Ｌ）

ΔＱ１ ＝ΔＱ２ ＝ΔＱ３ ＝５（１０１２Ｌ／ｍｉｎ）

β１ ＝β２ ＝０９

ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｒ３ ＝１（每个流量单位，每降低一个浓度单位需１万元）

Ｃ＝

烅

烄

烆 １

（５ １３）

则

ｒｋＶｋ ＝ｒｋΔＱｋｕｋ ＝５００＝Ｖｋ

Ｃ１ ≤１

Ｃ
１ ＝１＋５００

１０００－５００
１０００λ１ ＝１５－０５λ１
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Ｃ２ ＝０９Ｃ
１ ＝１３５－０４５λ１

Ｃ
２ ＝１３５－０４５λ１＋０５－０５λ２ ＝１８５－０４５λ１－０５λ２

Ｃ３ ＝０９Ｃ
２ ＝１６６５－０４０５λ１－０４５λ２

Ｃ
３ ＝１６６５－０４０５λ１－０４５λ２＋０５－０５λ３ ＝２１６５－０４０５λ１－０４５λ２－０５λ３

因此，可归结为：

ｍｉｎＴ＝５００∑
３

ｋ＝１
λｋ

ｓｔ

Ｃ
１ ＝１５－０５λ１ ≤１

Ｃ
２ ＝１８５－０４５λ１－０５λ２ ≤１

Ｃ
３ ＝２１６５－０４０５λ１－０４５λ２－０５λ３ ≤１

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ １４）

采用计算机求解得到：

λ１ ＝０２７，λ２ ＝０８０，λ３ ＝０８０ （５ １５）

ｍｉｎＴ＝９３６（万元） （５ １６）

模型Ａ２ 改变自净系数

Ｃ１ ＝１（ｍｇ／Ｌ），Ｑ＝１０００（１０１２Ｌ／ｍｉｎ）

ｕ１ ＝ｕ２ ＝ｕ３ ＝１００（ｍｇ／Ｌ）

ΔＱ１ ＝ΔＱ２ ＝ΔＱ３ ＝５（１０１２Ｌ／ｍｉｎ）

β１ ＝０９，β２ ＝０８

ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｒ３ ＝１

Ｃ＝

烅

烄

烆 １

（５ １７）

该问题可归结为：

ｍｉｎＴ＝５００∑
３

ｋ＝１
λｋ

ｓｔ

Ｃ
１ ＝１５－０５λ１ ≤１

Ｃ
２ ＝１８５－０４５λ１－０５λ２ ≤１

Ｃ
３ ＝１９８－０３６λ１－０４λ２－０５λ３ ≤１

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ １８）

解得：

λ１ ＝０２７，λ２ ＝０８０，λ３ ＝０６０ （５ １９）
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ｍｉｎＴ＝８３５（万元） （５ ２０）

模型Ａ３ 改变各污染点的污染浓度

Ｃ１ ＝１（ｍｇ／Ｌ），Ｑ＝１０００（１０１２Ｌ／ｍｉｎ）

ｕ１ ＝８０，ｕ２ ＝１００，ｕ３ ＝１２０（ｍｇ／Ｌ）

ΔＱ１ ＝ΔＱ２ ＝ΔＱ３ ＝５（１０１２Ｌ／ｍｉｎ）

β１ ＝β２ ＝０９

ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｒ３ ＝１

Ｃ＝

烅

烄

烆 １

（５ ２１）

则

ｒ１Ｖ１ ＝ΔＱ１ｕ１ ＝４００＝Ｖ１

ｒ２Ｖ２ ＝ΔＱ２ｕ２ ＝５００＝Ｖ２

ｒ３Ｖ３ ＝ΔＱ３ｕ３ ＝６００＝Ｖ３

该问题归结为：

ｍｉｎＴ＝１００（４λ１＋５λ２＋６λ３）

ｓｔ

Ｃ
１ ＝１４－０４λ１ ≤１

Ｃ
２ ＝１７６－０３６λ１－０５２λ２ ≤１

Ｃ
３ ＝２１８４－０３２４λ１－０４５λ２－０６λ３ ≤１

０≤λｋ ＜１，ｋ＝１，２，

烅

烄

烆 ３

（５ ２２）

用计算机求解得到：

λ１ ≈０７２，λ２ ≈０２７，λ３ ≈０８３ （５ ２３）

ｍｉｎＴ＝９２１（万元） （５ ２４）

下面对三组模型的解进行分析。由式（５ １４）可知，污水在各排放点之后与江水混合后

的水质要求（Ｃ
ｊ ）合乎标准，即使江水全面符合标准。

比较式（５ １３）中的β１ ＝β２ ＝０９和式（５ １７）中的β１ ＝０９，β２ ＝０８，显然β２ 减少，

实际上江水的自净能力更强（或江道距离更长等因素造成的），这样使Ｃ
ｉ （ｉ＝１，２，３）都达

到标准所需，总需由９３６万元降至８３５万元。
比 较式（５ １３）中的ｕ１ ＝ｕ２ ＝ｕ３ ＝１００和式（５ ２１）中的ｕ１ ＝８０，ｕ２ ＝１００，ｕ３ ＝１２０，

式（５ ２１）是将污染较严重的ｕ３ ＝１２０放在下游，污染较轻的放在上游的方案，这样使Ｃ
ｉ

（ｉ＝１，２，３）都达到标准Ｃ时，总费用由９３６万元减少至９２１万元。在规划污染源时，应该考

虑在上游不宜新建污染较严重的工厂。
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　　（三）居民点水质控制模型（模型Ｂ）
模型Ａ 的要求是使江水各点水质都达到质量标准，即Ｃ

ｉ （ｉ＝１，２，３）≤Ｃ。现在将此条

件放宽，使居民点前的水质达到标准，即Ｃｉ≤Ｃ，也就是说，污染源后的水质不管，只要求经

过自然净化，使居民点前面的取水处符合标准即可。
在参数为式（５ １３）的条件下

模型Ｂ１

ｍｉｎＴ＝５００∑
３

ｋ＝１
λｋ

ｓｔ

Ｃ１ ≤１

Ｃ２ ＝１３５－０４５λ１ ≤１

Ｃ３ ＝１６６５－０４０５λ１－０４５λ２ ≤１

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ ２５）

由计算机计算得到：

λ１ ≈０７８，λ２ ≈０７８，λ３ ＝０

ｍｉｎＴ＝７８０（万元）

模型Ｂ２ 在参数为式（５ １７）的条件下

ｍｉｎＴ＝５００∑
３

ｋ＝１
λｋ

ｓｔ

Ｃ１ ≤１

Ｃ２ ＝１３５－０４５λ１ ≤１

Ｃ３ ＝１４８－０３６λ１－０４λ２ ≤１

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ ２６）

计算得到：

λ１ ≈０７８，λ２ ≈０５，λ３ ＝０

ｍｉｎＴ＝６４０（万元）

模型Ｂ３ 在参数式（５ ２１）的条件下

ｍｉｎＴ＝１００（４λ１＋５λ２＋６λ３）

ｓｔ

Ｃ１ ≤１

Ｃ２ ＝１２６－０３６λ１ ≤１

Ｃ３ ＝１５８４－０３２４λ１－０４５λ２ ≤１

０≤λｋ ＜

烅

烄

烆 １

（５ ２７）

计算得到：

λ１ ＝０７８，λ２ ＝０７８，λ３ ＝０

ｍｉｎＴ＝７８０（万元）

模型Ｂ与模型Ａ 比较，由于水质控制的范围缩小了，由全面水质污染控制缩小为居民点

（上游）水质控制，使治理费用也随之减少，这是充分利用了江水自净功能的结果。
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（四）重点城市水质控制模型（模型Ｃ）
考虑重点城市Ｃ３ 符合标准，这样可得

模型Ｃ１（以式（５ １３）为参数）

ｍｉｎＴ＝５００∑
３

ｋ＝１
λｋ

ｓｔ
Ｃ３ ＝１６６５－０４０５λ１－０４５λ２ ≤１

０≤λｋ ＜
烅
烄

烆 １
（５ ２８）

计算得到：

λ１ ≈０７８，λ２ ≈０５，λ３ ≈０

ｍｉｎＴ＝４００（万元）

模型Ｃ２（以式（５ １７）为参数）

ｍｉｎＴ＝５００∑
３

ｋ＝１
λｋ

ｓｔ
Ｃ３ ＝１４８－０３６λ１－０４λ２ ≤１

０≤λｋ ＜
烅
烄

烆 １
（５ ２９）

计算得到：

λ１ ≈０２２，λ２ ≈０２７，λ３ ≈０

ｍｉｎＴ＝２４５（万元）

模型Ｃ３（以式（５ ２１）为参数）

ｍｉｎＴ＝１００（４λ１＋５λ２＋６λ３）

ｓｔ
Ｃ３ ＝１５８４－０３２４λ１－０４５λ２ ≤１

０≤λｋ ＜
烅
烄

烆 １
（５ ３０）

计算得到：

λ１ ＝０４１，λ２ ＝０２７，λ３ ＝０

ｍｉｎＴ＝２９５（万元）

模型Ｃ２ 与模型Ｃ１ 比较，由于β２ 从０９降为０８，所以总费用由４００万元降为２４５万元。模

型Ｃ３ 与模型Ｃ１ 比较，由于ｕ１ ＝１００变为ｕ１ ＝８０，所以总费用由４００万元减少至２９５万元。
从模型Ａ 到模型Ｂ 到模型Ｃ，都是由于控制范围的逐渐缩小而使得总费用降低。当然，

这里的数据是设定的，不一定合乎实际，但是计算结果反映了对江水污染控制的规律，是合

乎人们的常识的。在实际中可以根据实际数据，用此模型算出各污染点的治理系数。这些数

据可以作为控制污染的参考数据。λｋ 越大，说明这个污染点越需要加强治理，λｋ 越小，治理的

要求就可以降低，这样也可以得出治理的轻重缓解。
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二、线性规划在滇池草海污染目标控制优化决策中的应用［２］

综合整治滇池草海污染的目的，就是使滇池水质在一定时期内达到某个污染控制目标

以确保其得到改善。但由于造成滇池污染的因素较多，治理措施因此也是多种多样的。为了

实现总目标，需要上马一系列的工程措施，使各子目标得以实现，并在保证总目标实现的前

提下使费用（工程投资）最节省。这实际上就转变为一个目标优化问题，因此可将实际问题

进行适当的归纳和分析，按照线性规划的原理建立数学模型求解最优规划方案。
（一）滇池草海污染治理工程最优目标控制规划模型的建立

１ 目标函数的确定

综合治理草海水污染最优目标控制决策的目的是保证工程上马以后使草海水质达到或

优于预期等级，同时又使用于各项工程的投资最节省。其数学表达式如下：

ｍｉｎＺ＝ ｍｉｎ∑
ｎ

ｊ＝１
ＺｊＸｊ （５ ３１）

其中：

Ｚｊ———ｊ项工程投资费用；

Ｘｊ———ｊ项工程的决策变量。

２ 决策变量的分析

整治草海污染目标规划的决策变量所代表的就是所有单项治理工程，这些单项工程的

规模，由于受其他条件的限制，只能给出有限的几种选择。但究竟在综合治理系统中选择哪

个规模上马尚未确定，这取决于线性规划模型的计算结果。而对每个具体的工程而言，在规

划中只能有两种可能，即上马或是不上马。具体对ｊ项工程决策变量Ｘｊ 来说，取“０”表示该

工程不上马，取“１”表示上马。则所有决策变量可以表达为：

Ｘｊ ＝０或 Ｘｊ ＝１　　（ｊ＝１，２，…，ｎ）

３ 约束条件的分析

（１）项目选择约束

在滇池草海水污染治理工程中，各种污染物决定了工程项目的多样性，而对每一项工程

而言，又有多种规模选择。假定对策ｉ项工程有ｍ 个可选的规模，根据对决策变量取值范围

的分析，整个规划在项目选择上将受到下列约束方程的作用：

∑
ｍ

ｊ＝１
Ｘｊ ≤１

∑
２ｍ

ｊ＝ｍ＋１
Ｘｊ ≤１

∑
３ｍ

ｊ＝２ｍ＋１
Ｘｊ ≤１
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∑
ｉｍ

ｊ＝（ｉ－１）ｍ＋１
Ｘｊ ≤１

（２）水质目标约束

水质目标约束就是保证草海水质经工程治理获得改善的程度一定要达到或者优于计划

中水质目标的控制值。在这里，治理工程与水质的响应关系研究已由中国环科院承担完成。
他们提供的关系式如下：

ａ·ｗｉｎ＋ｂ·Ａｓ＋ｃ·Ａｐ ＋ｄ≤ ［ｃ］ （５ ３２）

其中：
［ｃ］——— 草海水质目标控制值；

Ａｓ——— 规划的底泥疏挖面积；

Ａｐ——— 规划的水生生物净化工程水面面积；

ａ＝１／（Ｑ＋Ｋｓ·Ｖ）；

ｂ＝－Ｋｓ／（Ｑ＋Ｋｓ·Ｖ）；

ｃ＝－ｄ／（Ｑ＋Ｋｓ·Ｖ）；

ｄ＝Ａ０·Ｋｓ／（Ｑ＋Ｋｓ·Ｖ）。

式中：Ａ０——— 湖泊底泥面积（近似取湖底面积）；

Ｋｓ——— 底泥 Ｎ·Ｐ 释放速率（ｍｇ／（ｍ２·ｄ））；

Ｑ——— 草海入水流量；

Ｖ——— 草海容积。
为了满足线性规划的形式，对（５ ３２）式作如下约定：

ｗｉｎ＝ｗ０１＋ｗ０２＋…＋ｗ０ｎ－ｗ１Ｘ１－ｗ２Ｘ２－ｗ３Ｘ３－…－ｗｎＸｎ

其中：

ｗｉｎ——— 排放入草海的污染负荷；

ｗ０１、ｗ０２、…ｗ０ｎ——— 单项工程可能面对的污染负荷；

ｗ１、ｗ２、…ｗｎ——— 单项工程可能削减的污染负荷。

Ａｓ ＝Ａｓ１·Ｘ１＋Ａｓ２·Ｘ２＋…＋Ａｓｎ·Ｘｎ

其中：

Ａｓ１、Ａｓ２、…Ａｓｎ——— 单项工程底泥疏挖面积；

Ａｐ ＝Ａｐ１·Ｘ１＋Ａｐ２·Ｘ２＋…＋Ａｐｎ·Ｘｎ

其中：

Ａｐ——— 规划的水生生物面积。
因为目标控制规划需要考虑ＴＰ、ＴＮ、ＢＯＤ５、ＣＯＤ这四个水质指标，故（５ ３２）式的约束

方程有四个。
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　　（二）规划模型的求解计算

草海水污染目标控制规划计算需要处理较大量的数据，计算工作量大，一般而言手工计算

难于实现。通过将该规划的计算过程编写成计算机程序，整个计算过程就能在微机上完成。

１ 决策变量的拟定

根据各部门提出的治理规划和目标，拟出综合整治草海水污染的决策变量及目标函数

（见表５ １）；模型中需要的其他参数经过充分论证并已确定，计算之前以数据表的形式存入

计算机中。

表５ １　 综合整治草海水污染决策变量及目标函数表

工程编号 决策变量 工程名称 工艺
规划规模

１０４ｍ３／ｄ
目标函数

（亿元）

１ Ｘ１ 一污水处理厂 一级处理 ４ ０２
２ Ｘ２ 一污水处理厂 二级处理 ４ ０６
３ Ｘ３ 一污水处理厂 三级处理 ４ １０
４ Ｘ４ 三污水处理厂 一级处理 ２ ０２５
５ Ｘ５ 三污水处理厂 二级处理 ２ ０７５
６ Ｘ６ 三污水处理厂 三级处理 ２ １１５
７ Ｘ７ 东风坝前置库 ３０ｋｍ２ ００５
８ Ｘ８ 底泥疏挖 ３０１ｋｍ２ １０８７
９ Ｘ９ 大型水生生物 ０７５ｋｍ２ ００３９８

２ 最优目标控制决策方案的确定

规划的目的就是要在上述决策变量中找出满足水质控制要求的最优目标控制方案。由

模型计算获得综合整治草海水污染中期最优目标控制决策（见表５ ２）。表５ ２中的结果是

从２９ 个预选方案中选出的。

表５ ２　 最优目标控制规划方案

工程组合 投资（亿元） 控制项目 预测水质（ｍｇ／Ｌ） 控制目标（ｍｇ／Ｌ）

２５８９ ２４７６８

ＴＰ

ＴＮ

ＢＯＤ５

ＣＯＤ

０１９３

２８２９

８６１１

９１１４

０３

３

１０

１０

（三）小结

以数学规划模型的计算结果为选择优化方案的手段，这在一定程度上可减少人为判断

的片面性影响，逻辑上增加方案的科学性和客观性。值得注意的是，这类模型在从实际问题

归纳为数学方程的阶段是至关重要的，它直接影响所获得的数学函数对实际问题反应的真

实性。各类参数的使用要有充分的论证和实验基础，否则模型的使用效果就会受到影响。

第三节 　 非线性规划管理模型

将非线性规划的基础理论与水环境系统的控制管理目标相结合，可组成水环境系统非线性

规划管理模型，本节采用了活性污泥法系统方案的优化设计这一例子具体说明其应用过程［３］。
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目前，活性污泥法工艺系统的方案设计大多采用基于经验取值和直觉估计上的传统设

计法进行。显然，这种设计方法形成的方案效果是保守和粗略的。此处将非线性规划的方法

和系统最优化的思想引入活性污泥法 Ａ２／Ｏ 工艺系统的方案设计中，试图用数值求解方法

并借助高速电脑的计算功能，直接获得一个“最优“工艺系统设计方案的近似数值解。
（一）污水处理工艺设计的最优化问题

１ 活性污泥法系统的数学模型

以一个典型的适合中、大型城市污水处理厂采用的具有除磷脱氮功能的常规 Ａ２／Ｏ 工

艺系统（见图５ ２）作为建构系统数学模型的基本概念（框架）模型。该系统包括了污水、污

泥、外（内）回流、旁流等多级子系统。作为系统优化问题的外部条件 ——— 系统污染物特性组

分及流量详见表５ ３。表５ ３中各污染物特性组分均基于ＩＡＷＱ—ＡＳＭ 理论进行划分，其

取值为典型的城市污水水质。在此基础上，建构了包含各污染物特性组分物料平衡关系以及

出水水质约束关系在内的完整 Ａ２／Ｏ工艺系统数学模型。该系统模型由１０５个变量（状态变

量、决策变量和中间变量）及９７个独立系统方程构成，其中属于等式约束条件的系统方程有

８９个（略），属于不等式约束条件的系统方程有８个。本文仅对有关出水水质约束的系统边界

方程作一简述，见式（５ ３３）。

进水

初沉池
（A）

厌 氧
释磷池
（B）

缺 氧
反硝化池
（C）

好 氧
曝气池
（D）

二沉池
（E）

出水
Q5%,%S5%,%X5

Q16%,%X16
污水
混合液
污泥

污泥干化场
（H）

污 泥
压滤器
（G）

污 泥
浓缩池
（F）

Q0%,%S0%,%X0

图５ ２　 常规 Ａ２／Ｏ工艺系统流程

ＳＮＨ＋
４ ，ｅ＋ＳＮＯ－

３
，ｅ＋ｆＮＸＶＳＳ，ｅ ≤ＣＮＴ，标 准

ＳＰＯ３－
４ ，ｅ＋ｆＸＶＳＳ，ｅ ≤ＣＴＰ，标 准

Ｓ１，ｅ＋ＳＳ，ｅ＋ｆＣＶＸＶＳＳ，ｅ ≤ＣＣＯＤ，标 准

ＸＴＳＳ，ｅ ≤ＸＴＳＳ，标 准

（５ ３３）

其中：
下标ｅ——— 表示出水组分；

ｆＮ——— 表示挥发性悬浮物中 Ｎ 的密度；

ｆＰ——— 表示挥发性悬浮物中Ｐ的密度；

ｆＣＶ——— 表示挥发性悬浮物浓度与 ＣＯＤ单位的转换比例；
不等式右边代表污水综合排放一级标准；式（５ ３３）中其余符号含义见表５ ３。
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表５ ３　 模型中的污染物特性组分及水量

组分 组分的简明定义 数值

溶
解
性
组
分

１ ＳＯ２
／ｇＯ２／ｍ３

溶解氧 ０
２ ＳＳ／ｇＣＯＤ／ｍ３ 快速生物降解基质 １５０
３ ＳＮＨ＋

４
／ｇＮ／ｍ３

氨氮 ２５
４ ＳＮＯ－

３
／ｇＮ／ｍ３

硝态氮 ０
５ ＳＰＯ３－４

／ｇＰ／ｍ３
磷酸盐（溶解性无机正盐） ３５

６ Ｓ１／ｇＣＯＤ／ｍ３ 惰性不可生物降解基质 ３０
７ ＳＡＬＫ／ｍｏｌＨＣＯ－

３／ｍ３ 碱度（以 ＨＣＯ－
３ 计） ５

颗
粒
性
组
分

８ Ｘ１／ｇＣＯＤ／ｍ３ 惰性不可生物降解有机物 ８０
９ ＸＳ／ｇＣＯＤ／ｍ３ 慢速可生物降解有机物 １８０
１０

１１
ＸＢ

ＸＨ／ｇＣＯＤ／ｍ３

ＸＳ／ｇＣＯＤ／ｍ３

异养菌微生物

自养菌微生物

６０

０

综
合
性
指
标

１２ ＣＣＯＤ／ｇＣＯＤ／ｍ３ 总 ＣＯＤ含量 ５００
１３ ＣＴＮ／ｇＮ／ｍ３ 总 Ｎ含量 ４３６
１４ ＣＴＰ／ｇＰ／ｍ３ 总Ｐ含量 ６５
１５ ＸＮＶＳＳ／ｇＴＳＳ／ｍ３ 非挥发性悬浮物浓度 ８０
１６ ＸＶＳＳ／ｇＴＳＳ／ｍ３ 挥发性悬浮物浓度 ２１６
１７ ＸＴＳＳ／ｇＴＳＳ／ｍ３ 总颗粒悬浮物含量 ２９６
１８ Ｑ０／ｍ３／ｈ 进水水量（稳态均值） ４１６７

２ 优化设计目标的数学描述（目标函数）
目标函数模型：

Ｆ＝ω１ｆＴＣ ＋ω２ｆＯＭ ＝ω１∑
Ｎ

ｉ＝１
ＣＣｉ＋ω２τ∑

Ｎ

ｉ＝１
ＯＭｉ （５ ３４）

其中：

Ｆ——— 系统总费用；

ＣＣｉ——— 第ｉ个单元构筑物的初始投资费用；

ＯＭｉ——— 第ｉ个单元构筑物的运行维护费用；

Ｎ——— 概念模型中的８个单元构筑物；

ω１、ω２——— 两级子目标权重系数；

τ——— 工艺系统设计生命周期内的折现因子。

其中，各种费用均通过各单元构筑物的费用函数（模型）予以表达，单元构筑物的费用

函数模型用幂函数形式表示为：

Ｃｊ ＝ａｊＸｂｊｊ （５ ３５）

其中：

Ｃｊ——— 第ｊ个单元构筑物的建设投资费用或运行维护费用；

Ｘｊ——— 第ｊ个单元构筑物的建设投资费用或运行维护费用影响最大的关键设计变量；

ａｊ、ｂｊ——— 分别为第ｊ个工艺单元费用函数中的回归参数。

表５ ４是系统模型中对优化目标函数影响最大的８个决策变量（Ｘｊ）。
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表５ ４　 对目标函数影响最大的关键决策变量

工艺单元构筑物 关键决策变量

初始投资费用 运行、维护费用

初沉池（Ａ） ＡＡ ＡＡ

厌氧释磷池（Ｂ） ＶＢ ＶＢ

缺氧反硝化池（Ｃ） ＶＣ ＶＣ

好氧曝气池（Ｄ） ＶＤ，ＡＦＲ ＶＤ，ＡＦＲ
二次沉淀池（Ｅ） ＡＥ ＡＥ

污泥浓缩池（Ｆ） ＡＦ ＡＦ

污泥压滤器（Ｇ） ＡＧ ＡＧ

污泥干化场（Ｈ） ＡＨ ＡＨ

注：Ａ为构筑物有效面积；Ｖ为构筑物的有效容积；ＡＦＲ为系统总曝气量；下标表示相应的构筑物。

３ 最优化问题的形成

前述两部分共同构成一个具有标准形态的最优化问题，该问题的数学表达式为：

ｍｉｎＦ（ｘ）

ｓｔ
ｈｉ（ｘ）＝０，ｉ＝１，２，…，ｌ１

ｇｉ（ｘ）≤０，ｉ＝ｌ１＋１，…，
烅
烄

烆 ｌ
（５ ３６）

其中：

ｘ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ——— 代表最优化问题中的状态变量、决策变量或中间变量；

ｈｉ（ｘ）＝０——— 表示（１）节中的工艺系统设计需要的各个严格等式约束集合；

ｇｉ（ｘ）≤０——— 表示满足（１）节中工艺系统包含出水水质标准在内的各个不等式约束集合。
当式（５ ３６）中只要有一个为非线性函数关系式时，此时的最优化问题就可以用非线性

规划方法予以求解。这里构件的最优化问题在形态上不具有特殊性，因此属于一般的非线性

约束优化问题。
（二）非线性约束最优化问题的求解

序列（逐步）二次规划法（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＳＱＰ）是一类重要而有效

的求解一般大型非线性约束优化问题的数学规划方法，简称ＳＱＰ法。对于１节中污水工艺设

计所形成的一般非线性约束最优化问题，ＳＱＰ的求解思路是形成基于拉格朗日函数二次近

似的二次规划子问题。

１ＳＱＰ法寻优求解步骤

（１）给定初始数据。给定初始点（初始可行解）ｘ０，初始的 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵Ｂ０，惩罚因子ｒ，
收敛精度ε。令ｋ＝０。

（２）求解二次规划子问题

ｍｉｎ

Δ

ｆ（ｘｋ）Ｔｄ＋０５ｄＴＢｋｄ

ｓｔ
ｇｉ（ｘｋ）＋

Δ

ｇｉ（ｘｋ）Ｔｄ ≤０，ｉ＝１，…，ｌ１

ｈｉ（ｘｋ）＋

Δ

ｈｉ（ｘｋ）Ｔｄ ≤０，ｉ＝ｌ１＋１，…，
烅
烄

烆 ｌ
（５ ３７）

设 得解ｄ^ｋ 和ｋＴ 乘子^μ
ｋ
ｉ（ｉ＝１，…，ｌ）。若ｄ^ｋ≤（ε，…，ε）Ｔ ∈Ｒｎ，停止计算，输出ｘｋ。否则，
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进行下一步。
（３）求解二次规划子问题。求解

ｍｉｎｐｋＴｄ＋０５ｄＴＢｋｄ

ｓｔ
ｇｉ（ｘｋ）＋ｑｋＴ

ｉｄ ≤０，ｉ＝１，…，ｌ１

ｈｉ（ｘｋ）＋ｑｋＴ
ｉｄ ＝０，ｉ＝ｌ１＋１，…，

烅
烄

烆 ｌ
（５ ３８）

其中：

ｐｋ ＝

Δ

ｆ（ｘｋ）－０５∑
ｌ１

ｉ＝１
μ^

ｋ
ｉ［

Δ

ｇｉ（ｘｋ＋ｄ^ｋ）－

Δ

ｇｉ（ｘｋ）］

－０５∑
ｌ

ｉ＝ｌ１＋１
μ^

ｋ
ｉ［

Δ

ｈｉ（ｘｋ＋ｄ^ｋ）－

Δ

ｈｉ（ｘｋ）］

（５ ３９）

ｑｋ
ｉ ＝

０５［

Δ

ｇｉ（ｘｋ＋ｄ^ｋ）＋

Δ

ｇｉ（ｘｋ）］，ｉ＝１，…，ｌ１

０５［

Δ

ｈｉ（ｘｋ＋ｄ^ｋ）＋

Δ

ｈｉ（ｘｋ）］，ｉ＝ｌ１＋１，…，
烅
烄

烆 ｌ
（５ ４０）

解得最优解ｄ^ｋ。
（４）求迭代步长。
令

Ｆｒ（ｘ，ｄ）＝ｆ（ｘ）＋

Δ

ｆ（ｘ）Ｔｄ＋０５ｄＴＢｋｄ

＋ｒ ∑
ｌ１

ｉ＝１
ｍａｘ｛０，ｇｉ（ｘ）＋

Δ

ｇｉ（ｘ）Ｔｄ｝＋ ∑
ｌ

ｉ＝ｌ１＋１
｜ｈｉ（ｘ）＋

Δ

ｈｉ（ｘ）Ｔｄ［ ］｜

（５ ４１）

Ｆｒ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｒ ∑
ｌ１

ｉ＝１
ｍａｘ｛０，ｇｉ（ｘ）｝＋ ∑

ｌ

ｉ＝ｌ１＋１
｜ｈｉ（ｘ）［ ］｜ （５ ４２）

ｘ（α）＝ｘｋ＋α^ｄｋ＋α２（^ｄｋ ＝珚ｄｋ） （５ ４３）

求αｋ，使

Ｆｒ（ｘ（αｋ））≤Ｆｒ（ｘｋ）＋σαｋ［珚Ｆｒ（ｘｋ，^ｄｋ）－Ｆｒ（ｘｋ）］，０＜σ＜１ （５ ４４）

（５）求下一个迭代点和迭代矩阵

ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋αｋ珚ｄｋ＋（αｋ）２（^ｄｋ－珚ｄｋ） （５ ４５）

在ｘｋ＋１ 处用拟牛顿法中的ＢＦＧＳ（由Ｂｒｏｙｄｅｎ，Ｆｌｅｔｃｈｅｒ，Ｇｏｌｄｆａｒｂ和Ｓｈａｎｎｏ等独立提出

的拟牛顿法称为ＢＦＧＳ法）更新矩阵Ｂｋ，得到Ｂｋ＋１。令ｋ＝ｋ＋１转入第 ② 步。

采用ＳＱＰ法求解非线性约束优化问题时的迭 代 次 数 通 常 较 少，这 是 因 为 在 搜 索 区 域

内，ＳＱＰ法可以自动获得最佳的搜索方向和搜索步长信息。

２ 非线性规划方法的 Ｍａｔｌａｂ实现

Ｍａｔｌａｂ强大的数值分析及非线性优化编译功能为求解活性污泥工艺系统设计的最优

化问题提供了强有力的计算支持平台。基于非线性约束最优化的基本数学原理，Ｍａｔｌａｂ中

·２０２· 水环境系统模拟



ＳＱＰ法的计算程序实现将分为以下三个步骤。
（１）拉格朗日函数 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵Ｂｋ 的更新：
在每一次主要迭代过程中，都将用到前述ＢＦＧＳ法计算拉格朗日函数的Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的

拟牛顿近似矩阵Ｂｋ＋１。其更新公式为：

Ｂｋ＋１ ＝Ｂｋ＋ｑｋ（ｑｋ）Ｔ
（ｑｋ）ＴＳｋ －

（Ｂｋ）ＴＢｋＴ

（Ｓｋ）ＴＢｋＳｋ

Ｓｋ ＝ｘｋ＋１－ｘｋ

ｑｋ ＝

Δ

ｆ（ｘｋ＋１）＋∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ

Δ

ｇｉ（ｘｋ＋１）－

Δ

ｆ（ｘｋ）＋λｉ

Δ

ｇｉ（ｘｋ（ ））

（５ ４６）

其中：

λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为拉格朗日乘子的估计。
（２）二次规划问题的求解：采用前面介绍的方法求解。
（３）一维搜索和目标函数的计算：由 Ｍａｔｌａｂ自动完成。
在寻优求解过程中，Ｍａｔｌａｂ可以直接调用的模块函数包括：ｆｍｉｎｃｏｎ函数，其功能是求

解多变量有约束非线性函数的最小值；ｎｏｎｌｃｏｎ函数，其功能是用来计算非线性不等式约束

或者非线性等式约束。
主函数程序及子函数程序均以 Ｍ 文件编写。ｆｍｉｎｃｏｎ函数作为主控函数对两个子程序

函数进行调用。子程序函数分别由系统模型中的各种等式或不等式约束以及非线性目标函

数构成；程序中同时还定义了模型参数矩阵Ｐ（８ｌ，１）以及模型变量矩阵 Ｘ（１０５，１）等。
（三）活性污泥法系统工艺方案优化算例

在稳态下，根据图５ ２流程以及表５ ３中的进水水质水量对 Ａ２／Ｏ除磷脱氨工艺系统

处理城市污水的可行性方案进行设计（设计规模１０万 ｍ３／ｄ）。在运行优化模型之前，需要确

定一组模型变量（关键设计变量）的初始可行解。根据传统的经验设计方法计算获得一组工

艺控制参数，并以此作为程序运行所需的寻优初始可行点ｘ０
ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）以及方案结果

比较的参考值。模型求解时取定的目标权重系数ω１、ω２ 分别为０８和０２，工艺系统的设计

生命周期为２０ａ，折现因子τ＝９８２。
方案优化结果

表５ ５对比了经寻优求解后的方案结果与传统设计方案结果。从表５ ５可知，在系统模

型约束范围内，优化设计方案对工艺系统中各关键工艺参数进行了自适应调整，使优化后方

案比原传统设计方案节省投资及运行维护费用（以等年值计）达１９２％，从而大大提高了设

计方案的经济可行性。
这里将活性污泥法除磷脱氮 Ａ２／Ｏ工艺方案设计过程整合为一个非线性约束规划的最

优化问题，并在 Ｍａｔｌａｂ平台上，借助ＳＱＰ的寻优方法，探索研究了求解“最优”工艺设计方

案的方法，取得了优于传统设计方案的效果。同时，活性污泥工艺系统方案的传统设计方法

发展为系统设计方法奠定了一定的理论基础。所提出的优化模型及寻优求解方法，不仅适用

于对活性污泥法工艺系统方案进行优化设计，同时还可发展用于对设计方案的经济性评估

提供决策参考，也可以根据需要对整个活性污泥工艺过程进行仿真和模拟。
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表５ ５　 传统设计方案与优化方案的比较

关键设计变量
初始可行解

（传统设计方案）
优化方案

初沉池面积ＡＡ／ｍ２ ２０８４ １５３６１
厌氧释磷池容积ＶＢ／ｍ３ ５０００ ５３４７５

缺氧池容积ＶＣ／ｍ３ ２１１１２ ２１０６３７

好氧曝气池
ＶＤ／ｍ３

ＡＦＲ／ｍ３ 空气／ｈ

４５０００

８６８３８

３９３８４２

７２８０４２
二次沉淀池面积ＡＥ／ｍ２ ４１６７ ４５８３３
污泥浓缩池面积ＡＦ／ｍ２ １１０６ ７９０６
污泥压滤器面积ＡＧ／ｍ２ １４３３ ９６３４
污泥干化场面积ＡＨ／ｍ２ １１１０ ８３８７

工艺方案总费用Ｆ／万元／ａ １４８９６２ １２０３６４
部分

工艺

设计

参数

的优

化调

整

初沉池表面负荷ｑＡ／ｍ３／（ｍ２·ｈ） ２０ ２４８
混合也回流比Ｒ内 ３５ ２９８

污泥回流比Ｒ外 ０２ ０２８
系统总泥龄θ总 ／ｈ ２１９ ２３６７６

二沉池表面负荷ｑＥ／ｍ３／（ｍ２·ｈ） １０ １０６
污泥混合液浓度／ｇ／ｍ３ ３２８７６ ３７８４３８

第四节 　 动态规划管理模型

将动态规划的基础理论与水环境系统的控制管理目标相结合，即可组成水环境系统动

态规划管理模型，本节采用两个例子说明其应用的具体过程。

一、动态规划及其在水资源工程中的应用［４］

现代水环境系统分析在实际应用中会遇到许多问题，如其目标函数和约束方程大多是

非线性的，系统输入也经常是随机的，这就很难用线性规划求解，且水资源开发利用中的不

少问题具有动态性。首先，这些问题本身是动态的，需要连续决策，如运行问题、水库优化调

度问题等；其次，规划初期可供使用的资料总是有限的，随着时间的推移，逐渐累积资料以及

信息的反馈，需要不断地修改决策，采用线性规划很不方便。要了解问题最优解的结构和动

态变化过程，必须考虑采用另外的方法。最合适的方法是动态规划法。
在最优化问题中，常有这样一类问题，它是一种随时间而变化的活动过程，可以按时间

过程将其划分成若干个互相联系的连续阶段，对每一个阶段都要作出一定的决策，但每个阶

段的最优决策的选择不能只孤立地考虑本阶段所取得的效果，必须把整个过程中的各个阶

段联系起来考虑，要求所选择的各个阶段决策的集合 ——— 策略，能使整个过程的总效果达

到最优，这样一种解决整个动态过程的最优化问题的方法称为动态规划法，它是数学规划的

一个重要分支。
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　　（一）连续决策过程的最优化

多阶段连续决策过程是一个系统从起始状态Ｓ１ 开始，经过一系列变化，到达终状态Ｓｎ，

其状态变化经历ｎ个连续的阶段，对每一个阶段需要作出决策ｄｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），从而得到

整个过程的一个决策系列 ——— 最优策略，使系统取得最优效益（图５ ３）。第ｉ阶段的效益函

数 ＮＢｉ ＝ＮＢｉ（Ｓｉ，ｄｉ）和第ｉ阶段末的状态Ｓｉ＋１ ＝Ｓ（Ｓｉ，ｄｉ）都是第ｉ阶段初始状态Ｓｉ 和第

ｉ阶段所作决策ｄｉ 的函数，这就是系统的状态转移方程。

NB1 NB2 NBi NBn

S1 S2 S3 Si Si+1 Sn Sn+1

dndid2d1

1 2 … … ni

图５ ３　ｎ个阶段的连续决策过程

系统的总效益ＮＢ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ＮＢｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ＮＢｉ（Ｓｉ，ｄｉ）。对于一个有ｎ个阶段的连续决策问题，

每 个策略Ｄ 是一个ｎ维向量，即Ｄ＝ （ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ）。若每个阶段的决策变量有ｍ 种可能取

值，则可能的策略数有 ｍｎ 个。动态规划的任务就是要从这些众多的策略中选择一个最优策

略Ｄ ＝ （ｄ
１ ，ｄ

２ ，…，ｄ
ｎ ），以使系统的总效益最优。实际工作中有两类这样的分阶段连续

决策问题：一类是前述的按时间划分阶段的动态问题，如系统运行、水库调度及系统扩容等

问题。另一类则以空间域或物理实体（工程结构）划分阶段，如输水管道的线路选择、投资分

配、水量分配、能源分配以及结构物的优化设计等问题，这是一类与时间因素无关的静态多

变量优化的决策问题，但可比拟为随时间而变的动态过程，即人为地把这种静态的、多变量

决策问题引入“时间因素”，化为多阶段决策过程，用动态规划法求解。
典型的动态规划问题的数学模型具有如下形式：

最优化Ｚ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｚｉ（ｘｉ）

ｓｔ
∑
ｎ

ｉ＝１
ｇｉ（ｘｉ）≤Ｇ

ｘｉ ≥０，ｉ＝１，２，…，
烅
烄

烆 ｎ

（５ ４７）

Ｚ 是所研究问题的目标函数，Ｚｉ（ｘｉ）仅是ｎ个决策变量之一（ｘｉ）的函数，这些函数仅需

满足单值函数的一般要求，它们并不受线性、凸性甚至连续性的限制。

动态规划的解能揭示问题最优解的内在结构和动态过程，这是动态规划的最大优点。然

而，并非所有多阶段连续决策问题均可应用动态规划求解，而只限于一些特定形式的目标函

数可应用动态规划求解。动态规划考虑每个决策在连续决策过程中的独立影响，必须要求目

标函数是一系列函数的代数和，而每个函数仅是一个决策变量的函数，因此动态规划的实质

是把一个较复杂的动态过程优化决策问题转化为许多阶段的单变量的静态规划问题。为说

明连续决策过程最优化的原理和应用动态规划求解问题的方法，讨论一个具有代表性的问
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题 ——— 水量分配问题。设现有Ｑ的水量可供分配至ｎ个供水用户，用户分别用序号ｉ＝１，２，
…，ｎ表 示。已 知 分 配 ｘｉ 水 量 至 用 户ｉ 所 获 得 的 净 收 益 是 分 配 水 量ｘｉ 的 非 线 性 函 数

ＮＢｉ（ｘｉ）（图５ ４）。问题是要决定分配给每个用户ｉ的水量ｘｉ 以使整个供水系统的总净效益

ＮＢ 最大。

可供水量 Si

分配水量 Xi

用户 i

净收益 NBi（xi）

S1=Q S2=S1-x1 S3=S2-x2 剩余水量 Sn-xn

xnx3x2x1

1 2 3 …… n

…… NBn（xn）NB3（x3）NB2（x2）NB1（x1）

图５ ４　 水量的连续分配过程

对上述问题，可以如下数学模型表述：

ｍａｘ∑
ｎ

ｉ＝１
ＮＢｉ（ｘｉ）

ｓｔ
∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ≤Ｑ

ｘｉ ≥０，ｉ＝１，２，…，
烅
烄

烆 ｎ

（５ ４８）

这个模型与前述的一般动态规划模型式（５ ４７）几乎完全一样，只是约束ｇｉ（ｘｉ）代之于

简单的ｘｉ 而已。这是一个水量分配的连续决策问题。这里，分配至用户ｉ的水量ｘｉ（ｉ＝１，２，
…，ｎ）是待定的决策量，而对每个用户的水量分配，可视为决策过程的一个决策阶段。状态

变量Ｓｉ（可供水量）定义为可供余下的（ｎ－ｉ＋１）个用户（或阶段）分配使用的总水量。而状

态转移方程Ｓｉ＋１ ＝Ｓｉ－ｘｉ 定义下阶段的状态，它是当前状态Ｓｉ 和当前分配水量（或决策）ｘｉ

的函数。作了上述定义后，现在可逐阶段地讨论水量的最优分配过程。
分配过程始于第１阶段。先假定仅有一个用户接受水量的各种分配方案，各种分配方案

中使净效益最大的目标函数值Ｆ
１ （Ｓ１）可用下式表示：

Ｆ
１ （Ｓ１）＝ ｍａｘ［ＮＢ１

０≤ｘ１≤Ｓ１
０≤Ｓ１≤Ｑ

（ｘ１）］ （５ ４９）

确定Ｆ
１ （Ｓ１）的方法：先在允许范围内计算相应于ｘ１ 与Ｓ１ 的所有可能组合的ＮＢ１（ｘ１）

值，然后进行比较，选择其中最大的ＮＢ１（ｘ１）值为Ｆ
１ （Ｓ１），其相应的决策ｘ

１ （Ｓ１）即为最优

决策。显然，ｘ
１ （Ｓ１）和Ｆ

１ （Ｓ１）都是状态变量Ｓ１ 的函数。
现考虑在决策过程中有两个决策阶段的情况。第１阶段（用户）已经由式（５ ４９）作了优

化决策，不管有多少水量ｘ２ 要分配在第２阶段使用，在第２阶段作出决策后，剩余的水量（Ｓ２

－ｘ２）显然应以最优的方式在第１阶段使用，即ｘ
１ （Ｓ２－ｘ２），产生最优目标值Ｆ

１ （Ｓ２－ｘ２）。
对于这两个阶段总的净收益就是每阶段净收益之和，故

Ｆ
２ （Ｓ２）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘ２≤Ｓ２
０≤Ｓ２≤Ｑ

［ＮＢ２（ｘ２）＋Ｆ
１ （Ｓ２－ｘ２）］ （５ ５０）
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如在决策过程中存在２个以上的阶段（用户），则其分析方法完全相同。一般对于有ｋ个

阶段的连续决策过程，则有下式：

Ｆ
ｋ （Ｓｋ）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘｋ≤Ｓｋ
０≤Ｓｋ≤Ｑ

［ＮＢｋ（ｘｋ）＋Ｆ
ｋ－１（Ｓｋ－ｘｋ）］ （５ ５１）

求解式（５ ５１）即可得ｘ
ｋ （Ｓｋ）和Ｆ

ｋ （Ｓｋ）。显然，对于最后的用户（第ｎ阶段），则有下

式：

Ｆ
ｎ （Ｓｎ）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘｎ≤Ｓｎ
０≤Ｓｎ≤Ｑ

［ＮＢｎ（ｘｎ）＋Ｆ
ｎ－１（Ｓｎ－ｘｎ）］ （５ ５２）

求解式（５ ５２）可得ｘ
ｎ （Ｓｎ）和Ｆ

ｎ （Ｓｎ）。整个水量分配问题的求解可得一系列最优决策

ｘ
ｉ （Ｓｉ），（ｉ＝１，２…，ｎ）及相应的总的最大净收益Ｆ

ｎ （Ｓｎ）。

从上述用动态规划求解水量分配问题的过程，可归纳如下三点：

１由式（５ ４９）～（５ ５２）可知，总最大净收益由两部分组成，即现阶段决策所致的净收

益和其余各阶段的最大净收益。

２ 式（５ ４９）～ （５ ５２）通常称为迭代（或递推）方程，因为它们必须严格地按次序求

解，每个迭代方程代表一个阶段，作出一个阶段的最优决策，但每个方程的求解又取决于它

们以前方程的解，第１个迭代方程（５ ４９）对于求得问题的完全解是十分必需的，从某种意

义上说，它也是解题的边界条件，是独立的。

３ 前述的解法是从第１阶段开始至第ｎ阶段结束，以顺序向前的方式求解，称为顺序

法。同样也可从第ｎ个阶段开始后退至第１阶段，以逆序向后的方式求解，称为逆序法。上述

水量分配问题的逆序动态规划求解的迭代方程如下：

Ｆ
ｎ （Ｓｎ）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘｎ≤Ｓｎ
０≤Ｓｎ≤Ｑ

［ＮＢｎ（ｘｎ）］ （５ ５３）

Ｆ
ｎ－１（Ｓｋ）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘｎ－１≤Ｓｎ－１
０≤Ｓｎ－１≤Ｑ

（５ ５４）

……

Ｆ
ｋ （Ｓｋ）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘｋ≤Ｓｋ
０≤Ｓｋ≤Ｑ

［ＮＢｋ（ｘｋ）＋Ｆ
ｋ＋１（Ｓｋ－ｘｋ）］ （５ ５５）

……

Ｆ
１ （Ｓ１）＝ 　ｍａｘ

０≤ｘ１≤Ｓ１
０≤Ｓ１≤Ｑ

［ＮＢ１（ｘ１）＋Ｆ
２ （Ｓ１－ｘ１）］ （５ ５６）

应该指出，对有些问题采用顺序法和逆序法可得出相同的结果，但对某些问题则有时只

能使用其中之一，求得问题的最优解。
（二）动态规划法的最优化原理

建立递推方程组是动态规划的核心，一个与多阶段连续决策过程相关联的最优化问题

至少包含有和阶段数相等的未知决策变量，递推关系式把整个问题变成一系列比较简单的

子问题，每个子问题只包含一个未知的决策变量。这样使设计过程十分简单，因为求解许多
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单变量问题要比求解一个复杂的多变量问题容易得多，也快得多。整个递推方程组的建立是

以动态规划的下述最优化原理为根据的：“一个过程的最优决策具有这样的性质，即无论其

初始状态和初始决策如何，从这一决策所导致的新状态开始，以后的一系列决策必须是最优

的。”回顾和检验前述的每个递推方程，不难发现每个递推方程的结构都是严格遵循最优化

原理的。
（三）示例

研究一个污水处理工厂，它包含五道连续工序，经过这些工序的处理，至少可净化输入

污 水的９０％。假定Ｒｉ（ｉ＝１，２，…，５）是第ｉ道工序净化的污水量，必须满足的条件是：０≤Ｒ１

≤３０，０≤Ｒ２ ≤３０，０≤Ｒ３ ≤１０，０≤Ｒ４ ≤２０，０≤Ｒ５ ≤３０。每道工序的费用Ｃｉ（Ｉｉ，Ｒｉ）是

个非线性函数，取决于进入该工序ｉ的污水量Ｉｉ 和通过该工序净化的污水量Ｒｉ（％），如表５

６所示。

表５ ６　 费用函数

工序ｉ １　２　３　４　５ 工序ｉ １　２　３　４　５
进入污水量Ｉｉ 净化污水量Ｒｉ 年费用Ｃｉ（Ｉｉ，Ｒｉ） 进入污水量Ｉｉ 净化污水量Ｒｉ 年费用Ｃｉ（Ｉｉ，Ｒｉ）

１００ ２０ ５ ６０ ３０ ９

１００ ３０ １０ ５０ １０ ７　３　４

８０ １０ 　　３　３　１ ５０ ２０ ５　８

８０ ２０ 　　９　　 ２ ５０ ３０ １０

８０ ３０ 　　１３ ４０ １０ ８　５　５

７０ １０ 　　４　５　２ ４０ ２０ ７　１２

７０ ２０ 　　１０　　３ ４０ ３０ １８

７０ ３０ 　　１５ ３０ １０ ８　８

６０ １０ ６　２　３ ３０ ２０ １０　１２
６０ ２０ ４　６ ２０ １０ ８

本问题是寻求每道工序的最佳净化污水量Ｒｉ，以使总净化污水量达９０％，而所需费用

最小。污水处理流程如图５ ５所示。

净化污水量

进入污水量

费用

R1 R2 R3 R4 R5

1 2 3 4 5

C1（I1%,%R1） C2（I2%,%R2） C3（I3%,%R3） C4（I4%,%R4） C5（I5%,%R5）

I5-R5＜10I5=I4=I3=I2=I1=100
I1-R1 I2-R2 I3-R3 I4-R4

图５ ５　 污水处理过程示意图

本问题可视为一个多阶段的连续决策问题，这里的每道工序作为一个阶段，进入每道工

序的污水量Ｉｉ 是状态变量，净化的污水量Ｒｉ 是决策变量。这样，上述问题的数学模型为：

ｍｉｎ
５

ｉ＝１
Ｃｉ（Ｉｉ，Ｒｉ）
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ｓｔ

∑
５

ｉ＝１
Ｒｉ ≤９０

０≤Ｒ１ ≤３０

０≤Ｒ２ ≤３０

０≤Ｒ３ ≤１０

０≤Ｒ４ ≤２０

０≤Ｒ５ ≤

烅

烄

烆 ３０

模型可用逆序动态规划法求解，其递推方程为：

Ｆ
５ （Ｉ５）＝ ｍｉｎ

０≤Ｒ５≤３０
Ｃ５（Ｉ５，Ｒ５）

Ｆ
４ （Ｉ４）＝ ｍｉｎ

０≤Ｒ４≤２０
［Ｃ４（Ｉ４，Ｒ４）＋Ｆ

５ （Ｉ４－Ｒ４）］

Ｆ
３ （Ｉ３）＝ ｍｉｎ

０≤Ｒ３≤１０
［Ｃ３（Ｉ３，Ｒ３）＋Ｆ

４ （Ｉ３－Ｒ３）］

Ｆ
２ （Ｉ２）＝ ｍｉｎ

０≤Ｒ２≤３０
［Ｃ２（Ｉ２，Ｒ２）＋Ｆ

３ （Ｉ２－Ｒ２）］

Ｆ
１ （Ｉ１）＝ ｍｉｎ

０≤Ｒ１≤３０
［Ｃ１（Ｉ１，Ｒ１）＋Ｆ

２ （Ｉ１－Ｒ１）］

求解离散动态规划问题的最好方法是表解法，决策过程的每个阶段的计算均列表进行。
表５ ７至表５ １１相应于上述５个迭代方程。

表５ ７　Ｉ５－Ｆ
５ （Ｉ５）－Ｒ

５

状态变量Ｉ５ ２０ ３０ ４０
Ｆ

５ （Ｉ５） ８ １２ １８
Ｒ

５ １０ ２０ ３０

表５ ８　Ｉ４－Ｆ
４ （Ｉ４）－Ｒ

４

状态变量 Ｃ４（Ｉ４，Ｒ４）＋Ｆ
５ （Ｉ４－Ｒ４）

Ｉ４ Ｒ４∶１０ ２０
Ｆ

４ （Ｉ４） Ｒ
４

３０ ８＋８＝１６ １６ １０
４０ ５＋１２＝１７ ７＋８＝１５ １５ ２０
５０ ３＋１８＝２１ ５＋１２＝１７ １７ ２０
７０ ４＋１８＝２２ ２２ ２０

表５ ９　Ｉ４－Ｆ
４ （Ｉ４）－Ｒ

４

状态变量Ｉ３ ４０ ５０ ６０ ７０
Ｆ

３ （Ｉ３） ８＋１６＝２４ ７＋１５＝２２ ６＋１７＝２３ ５＋２２＝２７
Ｒ

３ １０ １０ １０ １０
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表５ １０　Ｉ２－Ｆ
２ （Ｉ２）－Ｒ

２

状态变量 Ｃ２（Ｉ２，Ｒ２）＋Ｆ
２ （Ｉ２－Ｒ２）

Ｉ２ Ｒ２∶１０ ２０ ３０

Ｆ
２ （Ｉ２） Ｒ

２

７０ ４＋２３＝２７ １０＋２２＝３２ １５＋２４＝３９ ２７ １０

８０ ３＋２７＝３０ ９＋２３＝３２ １３＋２２＝３５ ３０ １０

表５ １１　Ｉ１－Ｆ
１ （Ｉ１）－Ｒ

１

状态变量 Ｃ２（Ｉ２，Ｒ２）＋Ｆ
３ （Ｉ２－Ｒ２）

Ｉ１ Ｒ１∶２０ ３０
Ｆ

１ （Ｉ１） Ｒ
１

１００ ５＋３０＝３５ １０＋２７＝３７ ３５ ２０

从表５ １１得最小费用Ｆ
１ （Ｉ１）＝３５，其相应的决策变量：第１道工序的净化污水量Ｒ

１

＝２０。再根据图５ ５所示的污水处理过程，其他四道工序的最佳净化污水量分别为：Ｒ
２ ＝

１０，Ｒ
３ ＝１０，Ｒ

４ ＝２０，Ｒ
５ ＝３０，这就是导致净化污水至少９０％ 的最小费用的最佳策略。再

检验一下最佳策略，发现它确实满足所有的约束条件。
（四）多维动态规划

以上讨论的问题限于每个阶段具有一个决策变量和一个约束条件，这是一维动态规划。

若每个阶段具有多个决策变量，约束条件也多于一个，则这类问题称为多状态决策问题，即

所谓多维动态规划。为便于说明，也不失一般性，研究一个二维问题，其数学模型的一般形式为：

ｍａｘ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｂｉ（ｘｉ，ｙｉ）

ｓｔ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ≤Ｑ１

∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ ≤Ｑ２

ｘｉ ≥０，ｉ＝１，２，…，ｎ

ｙｉ ≥０，ｉ＝１，２，…，

烅

烄

烆 ｎ

（５ ５７）

此时，适用于一维问题求解的迭代方程组必须进行修改，即考虑两个决策变量（ｘｉ，ｙｉ）

和两个状态变量（Ｓ１，Ｓ２），具有如下形式：

对于第１阶段

Ｆ
１ （Ｓ１１，Ｓ２１）＝ 　　ｍａｘ

０≤ｘ１≤Ｓ１１，０≤ｙ１≤Ｓ２１
０≤Ｓ１１≤Ｑ１，０≤Ｓ２１≤Ｑ２

［Ｂ１（ｘ１，ｙ１）］ （５ ５８）

式中状态变量Ｓ的第１个下标与决策变量相对应（即ｘ→１，ｙ→２），第２个下标表示阶段序

（下同）。

对于第２阶段：
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Ｆ
２ （Ｓ１２，Ｓ２２）＝ 　　ｍａｘ

０≤ｘ２≤Ｓ１２，０≤ｙ２≤Ｓ２２
０≤Ｓ１２≤Ｑ１，０≤Ｓ２２≤Ｑ２

［Ｂ２（ｘ２，ｙ２）＋Ｆ
１ （Ｓ１２－ｘ２，Ｓ２２－ｙ２）］ （５ ５９）

……

对于第ｋ阶段：

Ｆ
Ｋ （Ｓ１Ｋ，Ｓ２Ｋ）＝ 　　ｍａｘ

０≤ｘＫ≤Ｓ１Ｋ，０≤ｙＫ≤Ｓ２Ｋ
０≤Ｓ１Ｋ≤Ｑ１，０≤Ｓ２Ｋ≤Ｑ２

［ＢＫ（ｘＫ，ｙＫ）＋Ｆ
Ｋ－１（Ｓ１Ｋ －ｘＫ，Ｓ２Ｋ －ｙＫ）］

（５ ６０）

从概念上说，推导上述迭代方程是不难的，只要取ｘｉ、ｙｉ、Ｓ１ｉ 和Ｓ２ｉ 的所有可能组合即可

求解，然而实际计算远比一维问题复杂得多。

在水环境系统管理水资源工程中，更为常见和一般的情况是从多个水库（水源）向多个

不同的需水用户供水的问题，这就是一个多维动态规划的典型实例。多维动态规划问题的求

解，在理论上和方法上均无多大困难。然而实践表明，当维数大于４时，用一般的动态规划方

法求解，其计算工作量大得惊人，即使应用现代高速大容量电子计算机也难于胜任，因为随

着状态变量数（维数）的增加，每个阶段需要检验的状态组合数及计算工作量将按指数律急

剧地增加，这就是通常所谓的多状态决策动态规划问题的“维数灾”。它限制了动态规划的应

用。近年来，不少学者作了大量的研究工作，力图克服这一实用上的障碍，但至今尚未见有通

用的、令人满意的解决办法。

二、水资源系统的动态管理模型［５］

（一）概述

多阶段管理问题一多阶段决策最优化问题，就是使有限的资源量发挥最大的效益。设

ｘｋ、ｙｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）分别表示地表水资源和地下水资源的决策变量。ｇｋ（ｘｋ，ｙｋ）表示资源

利用得到的效益函数，ｋ表示阶段划分标号，并假定地表水资源允许（最大）开发量为Ｑ１，地

下水资源允许开采量为Ｑ２，则上述问题的数学规划模型为：

ｍａｘ∑
ｎ

ｋ＝１
ｇｋ（ｘｋ，ｙｋ）

ｓｔ

∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｋ ≤Ｑ１

∑
ｎ

ｋ＝１
ｙｋ ≤Ｑ２

ｘｋ ≥０，ｋ＝１，２，…，ｎ

ｙｋ ≥０，ｋ＝１，２，…，

烅

烄

烆 ｎ

（５ ６１）

由最优化原则［６］ 可得到如下递推方程：
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ｆｋ（ｑｘｋ，ｑｙｋ）＝ ｍａｘ｛ｇｋ（ｘｋ，ｙｋ）＋ｆｋ－１（ｑｘｋ －ｘｋ，ｑｙｋ －ｙｋ）｝

０≤ｘｋ ≤ｑｘｋ，ｋ＝２，…，ｎ

０≤ｘｋ ≤ｑｘｋ，ｋ＝２，…，ｎ

ｆ１（ｑｘｋ，ｑｙｋ）＝ｇ１（ｑｘｋ，ｑｙｋ），ｋ＝１，…，

烅

烄

烆 ｎ

（５ ６２）

对 于水资源实际问题来讲，ｘｋ、ｙｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）求解递推方程，必须对式（５ ６２）采用

离散化的格式。［０，Ｑ１］分割成ｍ１个等份，［０，Ｑ２］分割成ｍ２个等份。
经过上述离散后，式（５ ６２）变为：

ｍａｘ∑
ｎ

ｋ＝１

珚ｇｋ（珚ｘｋ，珔ｙｋ）

ｓｔ

∑
ｎ

ｋ＝１

珚ｘｋ ＝ｍ１

∑
ｎ

ｋ＝１

珔ｙｋ ＝ｍ２

０≤珚ｘｋ ≤ｍ１，珚ｘｋ 为整数，ｋ＝１，２，…ｎ

０≤珔ｙｋ ≤ｍ２，珔ｙｋ 为整数，ｋ＝１，２，…

烅

烄

烆 ｎ

（５ ６３）

式（５ ６３）已成为离散化的格式，可以借助计算机求解。
（二）应用实例

河北邯郸东部水资源开发区，可以对地表水和地下水综合利用。地表水（主要指河流）
和地下水的动态变化表现出受气侯和降水等因素的影响，四季变化分明。经过实地调查、分

析和计算，得知该开采区域，地表水资源允许开发量为４０２２万立方米／年，地下水资源允

许开采量为１９９６５万立方米／年。
以上问题应用动态规划方法来求解，具体步骤如下：

１ 建立模型

由题意知道，可划分为四个阶段，即ｎ＝４，同时知道，Ｑ１ ＝４０２２≈４０，Ｑ２ ＝１９９６５≈
２００。此处近似取值是为了处理问题方便且不会影响应用效果。因此该区域水资源管理问题

的数学模型为：

ｍａｘ｛ｇ１（ｘ１，ｙ１）＋ｇ２（ｘ２，ｙ２）＋ｇ３（ｘ３，ｙ３）＋ｇ４（ｘ４，ｙ４）｝

ｓｔ

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４ ≤４０

ｙ１＋ｙ２＋ｙ３＋ｙ４ ≤２００

ｘｋ ≥０，ｙｋ ≥０，ｋ＝１，２，３，

烅

烄

烆 ４

２ 决策变量离散化

根据实际问题，对地表水来说，将［０，４０］分割成四个等份，即得到Ｐｘ ＝４＋１＝５离散

点（值）；对地下水来说，将［０，２００］分割成二十等份，得到Ｐｙ ＝２０＋１＝２１个离散点。因为

现在考虑的是二维问题，所以共构成２１×５＝１０５个离散点（交叉点）。
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３ 效益函数的具体化

根据具体问题，将效益函数表示成如下形式：

ｇｋ（ｘｋ，ｙｋ）＝ａｋｘｋ＋ｂｋｙｋ

其中：ａｋ、ｂｋ 分别表示地表水和地下水的综合效益系数。一般情况下，综合效益系数与单位水

资源的收益、水资源的动态变化特征、水资源量的供需平衡状态、资源开发的难易程度、水资

源输送的途径等有关。究竟哪个因素占主导地位，要视具体问题而定。
这里计算所用的综合效益系数如表５ １２、表５ １３所示。表中综合效益系数的确定主要

考虑了区域水资源的动态变化特征及相互转化关系。

表５ １２　 地表水综合效益系数表

决策量 ０ １０ ２０ ３０ ４０
ｋ＝１ ０ １０５ １０５ １０４ １０４
ｋ＝２ ０ １１０ １１０ １０８ １０８
ｋ＝３ ０ １５０ １５０ １４５ １４５
ｋ＝４ ０ １０５ １１０ １００ １０５

表５ １３　 地下水综合效益系数表

决策量 ０ １０－５０ ６０－１００ １１０－１５０ １６０－２００
ｋ＝１ ０ １５０ １５１ １５０ １４５
ｋ＝２ ０ １３０ １３１ １３０ １２８
ｋ＝３ ０ １０４ １０５ １０４ １０３
ｋ＝４ ０ １１０ １１１ １１０ １０８

４ 求解决策变量

经计算机程序解算，最后得到四个阶段的最优决策过程如表５ １４所示：

表５ １４　 最优决策过程表

阶段 地表水 地下水 效益值

ｋ＝１ ０ ９０
ｋ＝２ ０ １０６
ｋ＝３ ３８ ０
ｋ＝４ ２ ４

最大效益值 ３８４００

最终结果表明，在每年的第一季度和第二季度应尽可能地开采地下水；而到了第三季

度，要充分利用地表水，使地下水得到一个补给的机会；到了第四季度（冬季），需要量较小，
可将地表水和地下水各调用一部分。这个结论，与当地调查的情况是相符合的。

通过这个实例，得到以下几点结果：
（１）用动态规划方法解决水资源管理的多阶段决策问题，效果是显著的。这是因为它能

够反映出水资源本身及其效益因素随时间变化的客观实际。
（２）这里提出的综合效益系数实质上是个权数。具体问题一旦给定，合理地确定综合效

益系数是十分重要的。建议以后用模糊数学方法对有关因素进行综合评判后再给出综合效
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益系数。还应指出，效益函数在不同的条件下可以采用不同的构造形式。
（３）实例在涉及地表水和地下水的物理模型时，采用了单个单元模型［７］。对于多个单元

的多阶段管理模型来说，仍可运用动态规划方法求解。

第五节 　 遗传算法管理模型

遗传算法是模拟生物在自然环境中的遗传和进化过程而形成的一种自适应全局优化概

率搜索算法。它最早由美国密执安大学的 Ｈｏｌｌａｎｄ教授提出，起源于２０世纪６０年代对自然

和人工自适应系统的研究。２０世纪７０年代ＤｅＪｏｎｇ基于遗传算法的思想在计算机上进行了

大量的纯数值函数优化计算实验。在 — 系列研究工作的基础上，２０世纪８０年代由Ｇｏｌｄｂｅｒｇ
进行归纳总结，形成了遗传算法的基本框架［８］。

一、遗传算法概述

生命的基本特征包括生长、繁殖、新陈代谢和遗传与变异。生命是进化的产物，现代的生

物是在长期进化过程中发展起来的。
遗传算法模拟的是怎样的生物进化模型呢？假设对相当于自然界中的一群人的一个种

群进行操作，第一步的选择是以现实世界中的优胜劣汰现象为背景的；第二步的重组交叉则

相当于人类的结婚和生育；第三步的变异则与自然界中偶然发生的变异是一致的。人类偶然

出现的返祖现象便是一种变异。由于包含着对模式的操作，遗传算法不断地产生出更加优良

的个体，正如人类向前进化一样。所采用的遗传操作都与生物尤其是人类的进化过程相对

应。如果再仔细分析遗传算法的操作对象种群，实际上它对应的是一群人，而不是整个人类。
一群人随着时间的推移而不断地进化，并具备越来越多的优良品质。然而，由于他们的生长、
演变、环境和原始祖先的局限性，经过相当一段时间后，他们将逐渐进化到某些特征相对优

势的状态，定义这种状态为平衡态。当一个种群进化到这种状态，这种种群的特性就不再有

很大的变化了。一个简单的遗传算法，从初始化开始，并且各项参数都设定，也会达到平衡

态。此时种群中的优良个体仅包含了某些类的优良模式，因为该遗传算法的设置特性参数使

得这些优良模式的各个串位未能得到平等的竞争机会。

对一个最优化问题，遗传算法将ｎ维决策向量Ｘ ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］Ｔ 用ｎ个记号Ｘｉ（ｉ＝
１，２，…，ｎ）所组成的符号串 Ｘ 来表示：

Ｘ ＝Ｘ１Ｘ２…ＸｎＸ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］Ｔ

把每一个Ｘｉ 看作一个遗传基因，它的所有可能取值称为等位基因，这样，Ｘ 就可看做是

由ｎ个遗传基因所组成的一个染色体。一般情况下，染色体的长度ｎ是固定的，但对一些问

题ｎ也是可以变化的。根据不同的情况，这里的等值基因可以是一组整数，也可以是某一范

围内的实数值，或者是纯粹的一个记号。最简单的等位基因是由０和１这两个整数组成的，
相应的染色体就可表示为一个二进制符号串。这种编码所形成的排列形式 Ｘ 是个体的基因

型，与它对应的 Ｘ 值是个体的表现型。通常个体的表现型和其基因型是一一对应的，但有时

也允许基因型和表现型是多对 — 的关系。染色体Ｘ 也称为个体Ｘ，对于每一个个体Ｘ，要按

照一定的规则确定出其适应度。个体的适应度与其对应的表现型Ｘ 的目标函数值相关联，Ｘ
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越接近于目标函数的最优点，其适应度越大；反之，其适应度越小。
遗传算法中，决策变量Ｘ组成了问题的解空间。对问题最优解的搜索是通过对染色体Ｘ

的搜索过程来进行的，从而由所有的染色体 Ｘ 就组成了问题的搜索空间。
生物的进化是以集团为主体的。与此相对应，遗传算法的运算对象是由 Ｍ 个个体所组

成的集合，称为群体。与生物一代一代的自然进化过程相类似，遗传算法的运算过程也是一

个 反复迭代过程，第ｔ代群体记做Ｐ（ｔ），经过一代遗传和进化后，得到第ｔ＋１代群体，它们也

是由多个个体组成的集合，记做Ｐ（ｔ＋１）。这个群体不断地经过遗传和进化操作，并且每次

都按照优胜劣汰的规则将适应度较高的个体更多地遗传到下一代，这样最终在群体中将会

得到一个优良的个体 Ｘ，它所对应的表现型 Ｘ 将达到或接近于问题的最优解Ｘ。

生物的进化过程主要是通过染色体之间的交叉和染色体的变异来完成的。与此相对应，遗

传算法中最优解的搜索过程也模仿生物的这个进化过程，使用所谓的遗传算子（Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
Ｏｐｅｒａｔｏｒｓ）作用于群体Ｐ（ｔ）中，进行下述遗传操作，从而得到新一代群体Ｐ（ｔ＋１）。

选择（Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ）：根据各个个体的适应度，按照一定的规则或方法，从第ｔ代群体Ｐ（ｔ）
中选择出一些优良的个体遗传到下一代群体Ｐ（ｔ＋１）中。

交叉（Ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ）：将群体Ｐ（ｔ）内的各个个体随机搭配成对，对每一对个体，以某个概

率（称为交叉概率，ＣｒｏｓｓｏｖｅｒＲａｔｅ）交换它们之间的部分染色体。
变异（Ｍｕｔａｔｉｏｎ）：对群体Ｐ（ｔ）中的每一个个体，以某一概率（称为变异概率，Ｍｕｔａｔｉｏｎ

Ｒａｔｅ）改变某一个或某一些基因座上的基因值为其他的等位基因。
基于对自然界中生物遗传与进化机理的模仿，针对不同的问题，很多学者设计了许多不

同的编码方法来表示问题的可行解，开发出了许多种不同的遗传算子来模仿不同环境下的

生物遗传特性。这样，由不同的编码方法和不同的遗传算子就构成了各种不同的遗传算法。
但这些遗传算法都有共同的特点，即通过对生物遗传和进化过程中选择、交叉、变异机理的

模仿，来完成对问题最优解的自适应搜索过程。基于这个共同特点，Ｇｏｌｄｂｅｒｇ总结出了 — 种

统一的最基本的遗传算法 ——— 基本遗传算法（ＳｉｍｐｌｅＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，简称ＳＧＡ［１０］）。

基本遗传算法只使用选择算子、交叉算子和变异算子这三种基本遗传算子，其遗传进化操作

过程简单，容易理解，是其他一些遗传算法的雏形和基础，它不仅给各种遗传算法提供了一

个基本框架，同时也具有一定的应用价值。

１ 基本遗传算法的构成要素

（１）染色体编码方法

基本遗传算法使用固定长度的二进制符号串来表示群体中的个体，其等位基因是由二值

符号集｛０，１｝所组成的。初始群体中各个个体的基因值可用均匀分布的随机数来生成，如：

Ｘ ＝１１０１０１０１１０１０１００１

就可表示一个个体，该个体的染色体长度是ｎ＝１６。
（２）个体适应度评价

基本遗传算法根据与个体适应度成正比的概率来决定当前群体中每个个体遗传到下一

代群体中的机会多少。为正确计算这个概率，这里要求所有个体的适应度必须为正数或零。
这样，根据不同种类的问题，必须预先确定好由目标函数值到个体适应度之间的转换规则，
特别是要预先确定好当目标函数值为负数时的处理方法。
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（３）遗传算子

基本遗传算法使用下述三种遗传算子：

 选择运算使用比例选择算子；

 交叉运算使用单点交叉算子；

 变异运算使用基本位变异算子或均匀变异算子。
（４）基本遗传算法的运行参数

基本遗传算法有下述４个运行参数需要提前设定：

Ｍ：群体大小，即群体中所含个体的数量，一般取为２０－１００。

Ｔ：遗传运算的终止进化代数，一般取为１００－５００。

ｐｃ：交叉概率，一般取为０４－０９９。

ｐｍ：变异概率，一般取为００００１－０１。

需要说明的是，这４个运行参数对遗传算法的求解结果和求解效率都有一定的影响，但

目前尚无合理选择它们的理论依据。在遗传算法的实际应用中，往往需要经过多次试算后才

能确定出这些参数合理的取值大小或取值范围。

２ 基本遗传算法描述

下面给出基本遗传算法的伪代码描述。
基本遗传算法可定义为一个８元组：

ＳＧＡ ＝ （Ｃ，Ｅ，Ｐ０，Ｍ，φ，Γ，Ψ，Ｔ） （５ ６４）

其中：

Ｃ——— 个体的编码方法；

Ｅ——— 个体适应度评价函数；

Ｐ０——— 初始群体；

Ｍ——— 群体大小；

Ф——— 选择算子；

Г——— 交叉算子；

Ψ——— 变异算子；

Ｔ——— 遗传运算终止条件。

３ 基本遗传算法的实现

根据上面对基本遗传算法构成要素的分析和算法描述，可以很方便地用计算机语言来

实现这个基本遗传算法。现对具体实现过程中的问题作以下说明。
（１）个体适应度评价

在遗传算法中，以个体适应度的大小来确定该个体被遗传到下一代群体中的概率。个体

的适应度越大，该个体被遗传到下一代的概率也越大；反之，个体的适应度越小，该个体被遗

传到下一代的概率也越小。基本遗传算法使用比例选择算子来确定群体中各个个体遗传到

下一代群体中的数量。为正确计算不同情况下各个个体的遗传概率，要求所有个体的适应度

必须为正数或零，不能是负数。
对于求目标函数最小值的优化问题，理论上只需简单地对其增加一个负号就可将其转

化为求目标函数最大值的优化问题，即：
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ｍｉｎｆ（Ｘ）＝ ｍａｘ（－ｆ（Ｘ）） （５ ６５）

当优化目标是求函数最大值，并且目标函数总取正值时，可以直接设定个体的适应度

Ｆ（ｘ）就等于相应的目标函数值ｆ（ｘ），即：

Ｆ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ） （５ ６６）

但实际优化问题中的目标函数值有正也有负，优化目标有求函数最大值，也有求函数最

小值，显然上面两式保证不了所有情况下个体的适应度都是非负数这个要求。所以必须寻求

出一种通用且有效的由目标函数值到个体适应度之间的转换关系，由它来保证个体适应度

总取非负值。
为满足适应度取非负值的要求，基本遗传算法一般采用下面两种方法之一将目标函数

值ｆ（ｘ）变换为个体的适应度Ｆ（ｘ）。
方法一：对于求目标函数最大值的优化问题，变换方法为：

Ｆ（Ｘ）＝
ｆ（Ｘ）＋Ｃｍｉｎ，　ｉｆ∶ｆ（Ｘ）＋Ｃｍｉｎ ＞０

０，　ｉｆ∶ｆ（Ｘ）＋Ｃｍｉｎ ≤
烅
烄

烆 ０
（５ ６７）

式中，Ｃｍｉｎ 为一个适当地相对比较小的数，它可用下面几种方法来选取。

 预先指定的一个较小的数。

 进化到当前代为止的最小目标函数值。

 当前代或最近几代群体中的最小目标函数值。
方法二：对于求目标函数最小值的优化问题，变换方法为：

Ｆ（Ｘ）＝
Ｃｍａｘ－ｆ（Ｘ），　ｉｆ∶ｆ（Ｘ）＜０

０，　ｉｆ∶ｆ（Ｘ）≥Ｃ
烅
烄

烆 ｍａｘ

（５ ６８）

式中，Ｃｍａｘ 为一个适当地相对比较大的数，它可用下面几种方法之一来选取：

 预先制定的一个较大的数。

 进化到当前代为止的最大目标函数值。

 当前代或最近几代群体中的最大目标函数值。
（２）比例选择算子

选择算子或复制算子的作用是从当前代群体中选择出一些比较优良的个体，并将其复

制到下一代群体中。最常用和最基本的选择算子是比例选择算子。所谓比例选择算子，是指

个体被选中并遗传到下一代群体中的概率与该个体的适应度大小成正比。
比例选择实际上是一种有退还随机选择，也叫做赌盘（ＲｏｕｌｅｔｔｅＷｈｅｅｌ）选择，因为这种

选择方式与赌博中的赌盘操作原理颇为相似。整个赌盘（如图５ ６所示）被分为大小不同的

一些扇面，分别对应着价值各不相同的一些赌博物品。当旋转着的赌盘自然停下来时，其指

针所指扇面上的物品就归赌博者所有。虽然赌盘的指针具体停止在哪一个扇面是无法预测

的，但指针指向各个扇面的概率却是可以估计的，它与各个扇面的圆心角大小成正比：圆心

角越大，停在该扇面的可能性也越大；圆心角越小，停在该扇面的可能性也越小。与此类似，
在遗传算法中整个群体被各个个体所分割，各个个体的适应度在全部个体的适应度之和中

所占比例也大小不一，这个比例值瓜分了整个赌盘盘面，它们也决定了各个个体被遗传到下

·７１２·第五章　水环境系统管理模型



一代群体中的概率。

铁

金

银

铜

30%
20%
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图５ ６　 赌盘示意图

比例选择算子的具体执行过程是：

① 先计算出群体中所有个体的适应度的总和；

② 其次计算出每个个体的相对适应度的大小，即为个体被遗传到下一代群体中的概率；

③ 最后再使用模拟赌盘操作（即０到１之间的随机数）来确定各个个体被选中的次数。
（３）单点交叉算子

单点交叉算子是最常用和最基本的交叉操作算子。算子的具体执行过程如下：

① 对群体中的个体进行两两随机配对

若群体大小为 Ｍ，则共有［Ｍ／２］对相互配对的个体组。其中［ｘ］表示不大于ｘ的最大的

整数。

② 对每一对相互配对的个体，随机设置某一基因座之后的位置为交叉点。若染色体的

长度为ｎ，则共有（ｎ－１）个可能的交叉点位置。

③ 对每一对相互配对的个体，依设定的交叉概率ｐｃ 在其交叉点处相互交换两个个体的

部分染色体，从而产生两个新的个体。
单点交叉运算的示意如下所示：

Ａ：１０１１０１１１
Ｂ：



０００１１１００
００
１１ →

单点交叉 Ａ′：１０１１０１１１
Ｂ′：



０００１１１００
１１
００

交叉点

（４）基本位变异算子

基本位变异算子是最简单和最基本的变异操作算子。对于基本遗传算法中用二进制编

码符号串所表示的个体，若需要进行变异操作的某一基因座上的原有基因值为０，则变异操

作将该基因值变为１；反之，若原有基因值为１，则变异操作将其变为０。
基本位变异算子的具体执行过程是：

① 对个体的每一个基因座，依变异概率ｐｍ 指定其为变异点；

② 对每一个指定的变异点，对其基因值做取反运算或用其他等位基因值来代替，从而

产生出一个新的个体。
基本位变异运算的示意如下所示：
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Ａ： １０１０ １ ０１０１０ →
基本位变异

Ａ′： 


１０１０ ０ ０１０１０

变异点

（５）遗传算法的应用步骤

遗传算法提供了一种求解复杂系统优化问题的通用框架，它不依赖于问题的领域和种类。对

一个需要进行优化计算的实际应用问题，一般可按下述步骤来构造求解该问题的遗传算法。
第一步：确定决策变量及其各种约束条件，即确定出个体的表现型 Ｘ 和问题的解空间。

第二步：建立优化模型，即确定出目标函数的类型（是求目标函数的最大值还是求目标

函数的最小值？）及其数学描述形式或量化方法。

第三步：确定表示可行解的染色体编码方法，也即确定出个体的基因型 Ｘ 及遗传算法

的搜索空间。
第四步：确定解码方法，即确定出由个体基因型Ｘ 到个体表现型Ｘ 的对应关系或转换方法。

第五步：确定个体适应度的量化评价方法，即确定出由目标函数值ｆ（Ｘ）到个体适应度

Ｆ（Ｘ）的转换规则。

第六步：设计遗传算子，即确定出选择运算、交叉运算、变异运算等遗传算子的具体操作

方法。

第七步：确定遗传算法的有关运行参数，即确定出遗传算法的 Ｍ、Ｔ、ｐｃ、ｐｍ 等参数。

由上述构造步骤可以看出，可行解的编码方法、遗传算子的设计是构造遗传算法时需要

考虑的两个主要问题，也是设计遗传算法时的两个关键步骤。对不同的优化问题需要使用不

同的编码方法和不同操作的遗传算子，它们与所求解的具体问题密切相关，因而对所求解问

题的理解程度是遗传算法应用成功与否的关键。

图５ ７所示为遗传算法的主要构造过程示意图。

最优化问题描述

确定决策变量、约束条件第一步 建立优化模型 第二步

个体表现型 X 目标函数 f（X）

第三步
编码方法 解码方法

第四步

个体基因型 X

设计遗传算子

适应度 F（X）

第五步

第六步

第七步

确定适应度转换规则

确定运行参数

遗 传 算 法

图５ ７　 遗传算法的主要构造过程示意图
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二、遗传算法管理模型

遗传算法是一种优化算法，将其应用于水环境系统的各种管理模型中就形成了遗传算

法水环境系统的管理模型。在此，以例子予以说明。
（一）分布参数地下水管理模型的遗传算法研究［１１］

地下水管理模型是地下水科学管理的有效工具，它运用优化方法，给出系统目标的最优

决策方案。１９５９年 Ｔｏｄｄ［１２］ 提出了地下水管理的概念，１９７０年 Ｍａｄｄｏｃｋ［１３］ 提出线性地下水

系统的单位脉冲响应函数，并用响应矩阵法建立了分布参数地下水水力管理模型；１９７４年

Ａｇｕａｄａ［１４］ 将地下水有限单元模型与线性规划结合，用嵌入法建立了地下水管理模型。２０世

纪８０年代以来，随着水资源短缺以及不合理使用产生的问题日益突出，地下水管理问题受

到重视，管理模型研究得到了长足的进展。地下水问题涉及社会、经济、环境、技术等方面，因

而管理模型往往具有多目标、多层次、非线性、大系统特点。因此，寻求对各类复杂地下水管

理模型的求解方法，成为该研究领域的一个重要方面。非线性地下水管理模型是研究的难点

和热点。基于梯度的寻优方法，目前尚无通用的、有效的求解方法。由于遗传算法是一种基于

生物进化原理的全局优化方法，可解决非线性、不连续的优化问题，在这里将讨论该算法在

分布参数地下水管理模型中的应用。

１ 分布参数地下水管理模型

分布参数系统的参数以及系统的输入、输出与空间位置有关。分布参数地下水系统的水

力状态方程为：

ｄｉｖ（Ｋ·ｇｒａｄφ）＋ｑ＝Ｓφ
ｔ

（５ ６９）

其中：

φ——— 地下水位，（ｍ）；

Ｋ——— 含水层的渗透系数，（ｍ／ｄ），Ｋ ＝ （Ｋｘ，Ｋｙ，Ｋｚ）；

Ｓ——— 含水层的重力给水度（无压含水层）或弹性给水度（承压含水层）；

ｑ——— 系统的源点或汇点。
上式加入初始和边界条件，即形成地下水流的定解问题。可采用数值方法，如有限单元

法、有限差分法或边界元法建立模拟模型。其目的是：① 用已有观测数据对地下水系统进行

识别；② 给定系统输入，预测地下水状态；③ 与管理模型耦合，控制地下水状态。
对于单目标分布参数地下水管理模型，一般可表示为：

ｍｉｎｚ＝ｆ（Ｘ，φ）

ｓｔ
ｇｉ（Ｘ，φ）＝０，（ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｗ（Ｘ，φ）＝
烅
烄

烆 ０
（５ ７０）

其中：

Ｘ——— 决策变量向量，包括工程设施变量、产业结构变量以及地下水开采有关的运行决

策变量；

φ——— 地下水系统的状态变量，如水位；
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ｇｉ（Ｘ，φ）＝０为ｎ个约束条件，如资源、需求、环境等方面的约束；

ｗ（Ｘ，φ）＝０为地下水均衡约束，即地下水的状态方程式（５ ６９）。对于分布参数系统，

可运用解析法或数值法建立模拟模型，表示地下水系统的输入 — 输出关系。

有两种方法将模拟模型耦合到地下水管理模型之中。嵌入法将模拟模型整体（如有限单

元法所形成的线性方程组）作为管理模型的等式约束，隐式给出地下水系统的输入 － 输出

关系。如果目标函数和其他约束条件都是线性的，则可用线性规划求解。该方法的优点是简

单直观，直接将模拟模型耦合到管理模型之中，误差小；缺点是对于解决离散点多、多时段的

管理问题，管理模型的状态变量和约束条件过多，模型规模大，以至于数学上难以求解。响应

矩阵法假设地下水系统为线性的，用模拟模型求出地下水系统的单位脉冲响应函数，地下水

系统状态表示为决策变量的线性组合，称之为代数技术函数［１３］，显式给出了系统输入 － 输

出关系。该方法只将所需控制点的代数技术函数作为约束条件，与嵌入法相比，模型规模大

大减小，是目前解决实际问题时被广泛应用的方法。但当地下水系统为高度非线性时，通过

线性化处理所求出的单位脉冲响应函数误差很大。对于这种情况，用嵌入法建立管理模型较

为合理。

当管理模型（５ ７０）为线性时，可用线性规划求解；当为非线性时，传统的数学规划方法

无通用的求解方法。大部分地下水系统以及所建立的管理模型为非线性的，因此研究非线性

分布参数地下水管理模型的求解方法具有普遍意义。

２ 实例

羊庄盆地位于山东省西南，为一完整的岩溶水系统，汇流区面积１６０ｋｍ２。为了对地下水

位进行预调和控制，用有限单元法建立了汇流区平面二维地下水流模拟模型，共剖分１７５个

结点、３０１个单元。

以模拟区内３个水源地总抽水量最大为目标，约束条件是为了控制水位下降并保证一

定的供水量。采用嵌入法建立分布参数地下水管理模型，将有限单元模拟模型耦合到遗传算

法中求解。作为比较，用响应矩阵法建模，用线性规划求解。结果证明（表５ １５），两种算法所

得解、最优值以及地下水流场十分接近，说明遗传算法可用于解决分布参数地下水管理模型。

表５ １５　 两种算法优化抽水量计算结果比较

结点 水源地
抽水量／１０４ｍ３·ｄ－１

遗传算法 单纯形法

１１ 龙山头 １９８ ２１０
３７ 魏庄 ２１６ ２６５
５０ 魏庄 ３３０ ２６５
５３ 羊庄 ９６８ ９７０
１１１ 后石湾 １２０ １００
１３０ 后石湾 ０７０ １００
总计 １９０２ １９１０

此外，还建立了以抽水费用最低为目标的管理模型。非线性的目标函数为：

ｍｉｎｚ∑
Ｔ

ｋ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１

１
（１＋ｒ）ｋＣＱｉ（Ｄｉ－ｈｉ）
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其中：

ｍ——— 抽水井点总数，此处 ｍ＝２８；

Ｔ——— 管理期限，Ｔ＝１５；

ｒ——— 折旧率；

Ｑｉ——— 决策变量，即各井点地下水开采量（ｍ３／ｄ）；

Ｄｉ——— 第ｉ结点地面标高，（ｍ）；

ｈｉ——— 井水位标高，（ｍ）；

Ｄｉ –ｈｉ——— 水泵扬程；

Ｃ——— 将单位体积的地下水量提升单位高度所需费用，（元／ｍ３·ｄ）。
管理模型的约束条件主要有：（１）水均衡约束。将所建立的分布参数岩溶水系统数学模

型作为水均衡约束，直接代入管理模型之中；（２）水位约束。对各结点水位降深及泉排量进

行约束；（３）水量约束。对各水源地开采量进行约束。目标函数和约束条件共同构成羊庄岩

溶水系统水资源经济管理模型。根据遗传算法进行运算求解。优化结果表明，用遗传算法可

以很好地解决动态非线性地下水管理问题，充分体现了遗传算法的广泛适用性。
（二）遗传算法在水污染控制系统规划中的应用［１５］

在水污染控制系统规划中研究最多、技术上最为成熟的一类问题就是排放口最优化处

理问题，下面就以这类问题作为主要研究对象．
１ 排放口最优化处理的数学模型

排放口最优化处理是在一定的水质约束和技术约束条件下，寻求各污水处理厂最佳处

理效率的组合。这个问题的基础是各污染源的污水处理规模不变，通过调整各个处理厂的处

理效率，使得整个区域的污水处理费用最低，这里根据所研究的堵河沿岸３个主要排污口污

水处理效率的最优化问题，其数学模型表达如下：

ｍｉｎＦ＝９２７３２７η
２
１＋４６１１３４η

２
２＋８６１５１４η

２
３＋４４９９９５万元

ｓｔ

η１ ≥０８９９，

η２＋４７１７η１－５０７７≥０

η３＋０７６７η１＋０１６３η２－０８４８≥０

０≤ηｉ ≤１，（ｉ＝１，２，３

烅

烄

烆 ）

其中：

ηｉ——— 第ｉ个排放口的污水处理效率。
此非线性规划模型是个典型的二次规划问题，采用二次规划算法，求得其精确最优解为：

η１ ＝０９８７，η２ ＝０４２１，η３ ＝００２３，Ｆｍｉｎ ＝１４３５４４７万元

２ 用遗传算法求解排放口最优化处理问题

应用遗传算法求解堵河的排放口最优化处理问题，目标函数与约束条件均不变，具体步

骤如下：
（１）整理模型

此模型为一有约束的非线性规划模型，而遗传算法一般只能直接求解无约束优化问题，
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因此，采用罚函数的办法将约束条件纳入原目标函数中，得出新的目标函数．以Ｆ 表示原目

标函数，Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３ 分别表示约束集中的前３个约束条件，最后一个处理效率的上下限约束将

在随后的编码步骤中考虑，在此可暂时不讨论。这样可得一个新的目标函数：

ｍｉｎ｛Ｆ′＝Ｆ＋∑
３

ｉ＝１
Ｍｉ｝

ｉ，若满足约束Ｓｉ，则 Ｍｉ ＝０，否则 Ｍｉ ＝１０００００。
（２）确定编码方式

模 型中共有３个决策变量，即３个排污口的污水处理效率，由约束可知，０≤ηｉ≤１，因此

可用一个１０位的二进制串表示一个变量，这样在区间［０，１］中可得２１０ ＝１０２４个离散点，每

个点的取值为：

Ｘｊ ＝ １
１０２４－１×（ｊ－１），（ｊ＝１，２，…，１０２４）

由于有３个决策变量，所以总共需３０位二进制串表示一个解，我们的任务就是要求出

这个由１０２４３ 个解组成的解空间中的最优解。虽然这个最优解不一定是原问题伪精确最优

解，但它至少将非常接近于精确最优解。事实上，若要追求更高的精度并不难，可采用更多位

的二进制串表示一个变量。所以从理论上看，遗传算法求得的最优解可无限逼近精确最优

解，当然精度越高，计算工作量就越大．对排放口最优化处理问题而言，将区间［０，１］均匀离

散为１０２４个点，其精度已足以满足要求。
（３）ｔ＝０时，随机产生包括１００个染色体的初始种群。
（４）对１００个染色体进行解码，然后根据目标函数Ｆ′对它们进行评价，若１００个解中的

最优解连续１０代保持不变，而且种群的平均适应度在连续１０代中变化小于１０－８，则转第（９）
步，否则转第（５）步。

（５）根据染色体的适应度进行选种，共选出５０对染色体。
（６）进行杂交，产生１００个新染色体。
（７）以概率ｐｍ ＝００２从１００个新染色体中选取２条染色体进行突变操作。
（８）ｔ＝ｔ＋１时，转入第 ④ 步。
（９）得出最优解，计算终止。
在此，得出的最优解如下：

η１ ＝０９８８，η２ ＝０４１５，η３ ＝００２３，Ｆｍｉｎ ＝１４３５７２０万元

显然，此解与用二次规划算法求得的精确最优解十分接近，目标函数值的相对误差仅为

００１９％，足以满足工程规划的精度要求。
当然，也可将遗传算法应用于其他的非线性规划问题的求解中。
以上各小节分别结合具体的例子介绍了线性规划、非线性规划、动态规划和遗传算法管

理模型。在今后的水环境系统管理中，可以将更多的先进的管理技术和方法引入，从而建立

更加合理的管理模型，实现系统目标的最优化。
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第六章　随机模拟模型及求解方法

随机模拟方法通常是将影响水环境组成因子变化的因素或因子变化过程的本身看作一

个离散的随机过程，采用一系列随机方法进行模拟预测。随机模拟方法主要是采用数学方法

研究水环境系统，一般并没有考虑影响水环境系统变化的物理、化学和生物等因素，没有阐

明其变化的内在机理，但由于采用随机模拟模型一般是针对某一个特定的水环境系统，加之

其理论自身的完善性，常常在模拟水环境中也能取得较好的效果。因此，随机模拟模型也被

大量地应用对水环境系统的模拟预测中。

第一节 　 概 　　 述

建立数学模型、进行定量分析计算（其中也包含计算机模拟和优化技术）是近代工程，
包括实验室模型技术的主要方法。然而，不管模拟的精度如何，它们总是在一些理想化的假

定或条件下进行预测或估算的。于是所获得的资料就未必能完全反映真实的情况。
在实际的水环境系统模拟中，水环境因素变化受复杂的自然因素影响，许多与自然过程

或自然现象有关的现象本身就具有随机的性质，因此采用确定性的观点来处理可能会引起

一些结果的偏离。当这些随机因素的影响不可忽略时，采用随机方法进行处理可能会得到更

好的模拟效果。
马尔可夫法是一种随机过程预测法，其状态和时间参数都是离散的，可以用于描述某种

复杂系统状态的转移。马尔可夫法的特点是：无需依据大量的历史统计资料而通过对近期情

况的分析可以预测出将来的情况，为制定长远规划和对策提供参考信息。目前，采用马尔可

夫法进行未来状态的预测，取得了较好的效果。
人工神经网络（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，简记作 ＡＮＮｓ），是对人类大脑系统的一种

描述；它是一个并行、分布处理结构，它由处理单元及信号通道互连而成；它也是一个数学模

型，可以用电子线路来实现，也可以用计算机程序来模拟。它具有通过学习获取知识解决问

题的能力，是人工智能的一种重要研究方法。随着计算机技术的不断发展，特别是在人工智

能领域研究的不断深入，人工神经网络作为一种重要的研究方法将会与水环境系统模拟结

合得更加紧密。
非线性科学发展迅速，近年来最重要的两个体系是分形理论和混沌理论，人们把分形

论、耗散理论和混沌理论称为２０世纪科学史上的三大发现，混沌和分形这两个理论既有相

对的独立性，其相互之间又有一定联系。混沌理论揭示了客观世界系统结构或系统行为有序

与无序的相对性，它从动力学观点研究不可积系统轨道的不稳定性，有助于消除确定论和随

机论两套对立理论体系的鸿沟。
分形理论创立于２０世纪７０年代，其研究对象是自然界和社会活动中广泛存在的无序

（无规则）而具有自相似性的系统。分形理论借助于自相似原理，考察隐藏于混乱现象中的

精细结构；为人们从局部认识整体、从有限认识到扩展认识提供新的方法；同时也为现代科
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学技术提供新的思想和方法。

第二节 　 马尔可夫法

一、马尔可夫法基本概念

（一）马尔可夫过程

马尔可夫过程是研究某一事件的状态及状态之间转移规律的随机过程，是随机过程的

一个分支。其最基本的特征是“无后效性”，即已知某一随机过程在“现在”的条件下，其“将

来”与“过去”是相互独立的，也即某一序列将来的状态或取值只与它现在的状态及取值有

关，而与以前状态无关，它 是 一 个 时 间 和 状 态 离 散 的 时 间 序 列。马 尔 可 夫 过 程 可 以 定 义 如

下［１］［２］：给定随机过程｛Ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ｝，如果对于参数中任意ｎ个时刻ｔｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｔ１ ＜ｔ２

＜ … ＜ｔｎ，有

Ｐ｛Ｘ（ｔｎ）＜ｘｎ｜Ｘ（ｔ１）＝ｘ１，Ｘ（ｔ２）＝ｘ２，Ｋ，Ｘ（ｔｎ－１）＝ｘｎ－１｝

＝Ｐ｛Ｘ（ｔｎ）＜ｘｎ｜Ｘ（ｔｎ－１）＝ｘｎ－１｝
（６ １）

其中，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为相应时刻ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ 时对Ｘ（ｔ）的观测值。
一个马尔可夫过程相当于一组轨道，当在其所有过去的观测值一致的条件下，在规定时

刻状态值的条件概率只与最近过去值相关，而与到达此过去值的历史无关。若假定一个马尔

可 夫过程｛ｘｎ，ｎ∈Ｔ｝，其参数集Ｔ为离散时间序列：Ｔ＝｛１，２，…，ｎ｝，则相应ｘｎ 可能取值的

全体组成的状态空间是一离散的状态集Ｅ＝ ｛ｘｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ｝。
（二）马尔可夫链［１］

设｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝为随机序列，其状态空间为Ｅ＝｛０，１，２，…｝。如果对于任意非

负整数ｋ及ｎ１ ＜ｎ２ ＜ … ＜ｎｌ ＜ｍ 以及ｉｎ１
，ｉｎ２

，…，ｉｎ１
，ｉｍ，ｉｍ＋ｋ ∈Ｅ，其马尔可夫性

Ｐ｛Ｘ（ｍ＋ｋ）＝ ｛ｉｍ＋ｋ｜Ｘ（ｎ１）＝ｉ１，Ｋ，Ｘ（ｎ１）＝ｉｎ１
，Ｘ（ｍ）＝ｉｍ｝

＝Ｐ｛Ｘ（ｍ＋ｋ）＝ｉｍ＋ｋ｜Ｘ（ｍ）＝ｉｍ｝
（６ ２）

成立，则称｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝为离散参数马尔可夫链，简称为马氏链。马氏链是马

尔可夫过程的一种特殊情况，它表明事物的状态由过去转变为现在，又由现在向将来发展，
就像一根链条一样一环接一环，没有后效性。

（三）转移概率［１］

设｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝为马尔可夫链，Ｅ＝ ｛０，１，２，…｝，称条件概率

Ｐｉｊ（ｍ，ｋ）＝Ｐ｛Ｘ（ｍ＋ｋ）＝ｊ｜Ｘ（ｍ）＝ｉ｝ （６ ３）

为马氏链｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝在ｍ 时刻的ｋ 步转移概率。其直观意义为质点于ｍ 时

刻处于状态ｉ，再经过ｋ步或ｋ 个单位时间后处于状态ｊ 的条件概率。特别地，当ｋ＝１时，

Ｐｉｊ（ｍ，１）＝Ｐ｛Ｘ（ｍ＋１）＝ｊ｜Ｘ（ｍ）＝ｉ｝称为一步转移概率，简称为转移概率。将矩阵称

为 马氏链｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝在时刻ｍ时的ｋ步转移矩阵，而将一步转移矩阵Ｐ（ｍ，１）简

称为转移矩阵。
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Ｐ（ｍ，ｋ）＝ （ｐｉｊ（ｍ，ｋ））（ｉ，ｊ∈Ｅ）＝

ｐ００（ｍ，ｋ） ｐ０１（ｍ，ｋ） … ｐ０ｎ（ｍ，ｋ） …

ｐ１０（ｍ，ｋ） ｐ１１（ｍ，ｋ） … ｐ１ｎ（ｍ，ｋ） …

… … …

ｐｎ０（ｍ，ｋ） ｐｎ１（ｍ，ｋ） … ｐｎｎ（ｍ，ｋ

熿

燀

燄

燅） …

（四）齐次马尔可夫链［１］

若马氏链｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝的转移概率ｐｉｊ（ｍ，ｋ）与ｍ 无关，即有下式

ｐｉｊ（ｍ，ｋ）＝Ｐ｛Ｘ（ｍ＋ｋ）＝ｊ｜Ｘ（ｍ）＝ｉ｝＝ｐｉｊ（ｋ）

ｐｉｊ（ｍ，１）＝Ｐ｛Ｘ（ｍ＋１）＝ｊ｜Ｘ（ｍ）＝ｉ｝＝ｐｉｊ（１）
（６ ４）

成立，则称马氏链｛Ｘ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…｝为齐次马尔可夫链，简称齐次马氏链。其ｋ步转

移矩阵记为Ｐ（ｍ，ｋ）＝Ｐ（ｋ）＝ （ｐｉｊ（ｋ））　ｉｊ∈Ｅ
齐次马尔可夫链的转移概率性质如下：

①０≤ｐｉｊ（ｋ）≤１，∑
ｊ∈Ｅ

ｐｉｊ（ｋ）＝１；②ｐｉｊ（ｋ＋ｌ）＝ ∑
ｒ∈Ｅ

ｐｉｒ（ｋ）·ｐｒｊ（ｌ）

二、马尔可夫水质预测模型

（一）非加权式马尔可夫水质预测模型

１ 模型的建立

假设初始时刻ｔ＝０时事件处于状态ｉ的概率为Ｐｉ（０），从状态ｉ转移到状态ｊ的概率为

Ｐｉｊ，在ｔ＝１时处于状态ｊ的概率为Ｐｊ（１），则有Ｐｊ（１）＝Ｐｉ（０）Ｐｉｊ。

同理可得：Ｐｊ（ｎ＋１）＝Ｐｉ（ｎ）Ｐｉｊ

若在ｔ＝ｎ时刻事件有１，２，…，Ｎ 种状态，则该事件在ｔ＝ｎ＋１时转入状态ｊ的概率为

Ｐｊ（ｎ＋１）＝Ｐ１（ｎ）Ｐ１ｊ＋Ｐ２（ｎ）Ｐ２ｊ＋…＋ＰＮ（ｎ）ＰＮｊ ＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐｉ（ｎ）Ｐｉｊ；（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ）

称Ｐ（０）＝ （Ｐ１（０），Ｐ２（０），……，ＰＮ（０））为初始状态概率向量，其中∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｐｊ（０）＝１，且

Ｐ（ｎ）＝ （Ｐ１（ｎ），Ｐ２（ｎ），……，ＰＮ（ｎ））

则非加权式马尔可夫预测模型可表示为：

Ｐ（ｎ＋１）＝Ｐ（ｎ）×Ｐ （６ ５）

其中，Ｐ＝

Ｐ１１ Ｐ１２ … Ｐ１Ｎ

Ｐ２１ Ｐ２２ … Ｐ２Ｎ

… … …

ＰＮ１ ＰＮ２ … ＰＮＮ

由切普曼－柯尔莫哥洛夫（Ｃｈａｐｍａｎ－Ｋｏｌｏｇｏｒｏｖ）方程［３］ 可以导出ｎ步转移概率公式，得
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Ｐ（ｎ）＝Ｐ（０）×Ｐｎ （６ ６）

２ 概率转移矩阵Ｐ 的构造

一般地，对 某 观 测 断 面 的 某 观 测 指 标，其 实 测 数 据 可 构 成 原 始 时 间 序 列｛Ｘ（ｑ）｝＝
｛Ｘ（１），Ｘ（２），…，Ｘ（ｑ），…｝，（其中ｑ为实测数据Ｘ（ｑ）的观测时刻）。根据预报内容的特点

和实际要求，可将上述实测值划分为 Ｎ 个区间，得到状态空间Ｑ ＝ ｛１，２，……，Ｎ｝。假设已

知 时刻为ｙ１，ｙ２，……，ｙｍ，ｍ时段中水体某水质指标为状态ｉ的总数是Ｍｉ，第ｙｍ 时刻水质指

标为状态ｉ的数目是ｍｉ。则应有不等关系存在：０≤ｍｉ ≤１；０≤Ｍｉ ≤ｍ；１≤ｉ≤Ｎ。

再 设这ｍ时段中相邻时刻各段面水质指标由状态ｉ变为状态ｊ的总数是ｎｉｊ，则有０≤ｎｉｊ

≤ｍ－１，（其中ｉ，ｊ＝１，２，……Ｎ）。令Ｐｉｊ ＝ｎｉｊ／（Ｍｉ－ｍｉ），则Ｐｉｊ 满足：

（１）０≤Ｐｉｊ ≤１，ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；（２）∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐｉｊ ＝１，ｉ＝１，２，…，Ｎ

至此，水质预测非加权式马尔可夫过程模型的状态概率转移矩阵构造完成。

３ 应用

以淮河安徽段的水质模型为例，对本方法作一应用介绍，选取淮河安徽段石头埠监测站点

２００１年的溶解氧２０周监测值作实例分析，溶解氧值（浓度单位为 ｍｇ／Ｌ）和状态见表６ １。

表６ １　 溶解氧周监测值及状态

时段 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０
ＤＯ ７１４ ８０１ ７６２ ７７５ ６７１ ７０８ ６７７ ６０１ ５６６ ４１
状态 ２ １ １ １ ２ ２ ２ ２ ３ ３
时段 １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０
ＤＯ ４４４ ３９ ２６４ ３１６ ３６３ ３１７ １３７ ３４５ ３４８ ３２８
状态 ３ ４ ５ ４ ４ ４ ５ ４ ４ ４

（１）数据处理及模型的建立

参照 ＧＢ３８３８－２００２的五类水质标准，将 ＤＯ浓度序列分为五个级别，某些级别数据根

据 ＤＯ实际浓度分布进行了调整。见下表：

表６ ２　ＤＯ状态分类

状态 １ ２ ３ ４ ５
数值区间 ｘ≥７５ ６≤ｘ＜７５ ４≤ｘ＜６ ３≤ｘ＜４ ｘ＜３

以１－１７周的数据为基础，预测后３周的状态。根据前１７周的状态分类，可得：

　　　ｎ１１ ＝２　ｎ１２ ＝１　ｎ１３ ＝０　ｎ１４ ＝０　ｎ１５ ＝０　Ｍ１ ＝３　ｍ１ ＝０

ｎ２１ ＝１ ｎ２２ ＝３ ｎ２３ ＝１ ｎ２４ ＝０ ｎ２５ ＝０ Ｍ２ ＝５ ｍ２ ＝０

ｎ３１ ＝０ ｎ３２ ＝０ ｎ３３ ＝２ ｎ３４ ＝１ ｎ３５ ＝０ Ｍ３ ＝３ ｍ３ ＝０

ｎ４１ ＝０ ｎ４２ ＝０ ｎ４３ ＝０ ｎ４４ ＝２ ｎ４５ ＝２ Ｍ４ ＝４ ｍ４ ＝０

ｎ５１ ＝０ ｎ５２ ＝０ ｎ５３ ＝０ ｎ５４ ＝１ ｎ５５ ＝０ Ｍ５ ＝２ ｍ５ ＝１

·８２２· 水环境系统模拟



构造出的状态转移矩阵为：Ｐ＝

２／３ １／３ ０ ０ ０

１／５ ３／５ １／５ ０ ０

０ ０ ２／３ １／３ ０

０ ０ ０ ２／４ ２／４

０ ０ ０ １／１ ０

（２）模型预报

以第１７周为基准，预测１８－２０周的ＤＯ浓度变化趋势，取Ｐ（０）＝ （００００１），由预报

模型分别得到１８－２０周的 ＤＯ浓度变化趋势见表６ ３。

表６ ３　１８ ２０周的 ＤＯ浓度变化的状态向量

预报周 Ｐ（ｎ）
状态向量

１ ２ ３ ４ ５ ∑
１８ Ｐ（１） ０ ０ ０ １ ０ １０００
１９ Ｐ（２） ０ ０ ０ ０５００ ０５００ １０００
２０ Ｐ（３） ０ ０ ０ ０７５０ ０２５０ １０００

（３）模型可靠性检验

从表６ ３可以看出，第１８周、１９周和２０周的ＤＯ状态分别为状态４、介于状态４和５之

间、状态４，对照表６ １可知预测正确。总体来看，马尔可夫预测模型的可信度还是较高的，
但为了保证其预测的准确性，应该及时为模型增加信息，这对通过较少数据建立的模型来说

更加重要。
（二）加权式马尔可夫水质预测模型

由于各阶自相关系数能够刻画各种滞时下的水质指标间的相关关系及其强弱程度，因

此可以考虑先分别依据前面若干时段的水质指标对该时段指标进行预测，然后按照前面各

时段与该时段的相应关系的强弱加权求和，这就是加权马尔可夫链的预测思想［４］。采用加权

马尔可夫思想进行预测可以充分利用已有信息，达到合理预测的目的。

１ 加权马尔可夫预测的基本步骤

基于以上思路，加权马尔可夫预测实现的基本步骤可分为：
（１）计算水质指标序列的各阶自相关系数ｒｋ；
（２）对各阶自相关系数进行归一化处理，并将处理后的系数作为各种滞时（步长）的马

尔可夫链的权重；
（３）对水质指标的监测指按照标准确定各时段指标的状态；
（４）按前述方法计算各种滞时下的转移矩阵；
（５）根据状态矩阵结合权重进行预测。

２ 实例分析

取石头埠监测站点２００１年的溶解氧２０周监测值，溶解氧值（浓度单位为ｍｇ／Ｌ）和状态

同表６ １。
取１－１７周作预测，１８－２０周作检验。
（１）由于序列本身并不长，阶数取得过高意义并不显著，为说明加权马尔可夫方法，取３
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阶进行计算，自相关系数分别为：ｒ１ ＝０７８２，ｒ２ ＝０６３９，ｒ３ ＝０５２９
（２）将各阶自相关 系 数 归 一 化 后 作 为 各 种 滞 时 的 马 尔 可 夫 链 的 权 重，分 别 为ω１ ＝

０４０１，ω２ ＝０３２８，ω３ ＝０２７１
（３）参照 ＧＢ３８３８－２００２的五类水质标准，将 ＤＯ浓度序列分为五个级别，同表２ ２。
（４）经计算得到各种滞时的转移矩阵，如下：

Ｐ１ ＝

２／３ １／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ ３／５ １／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ ２／３ １／３ ０／３

０／４ ０／４ ０／４ ２／４ ２／４

０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１

　Ｐ２ ＝

１／３ ２／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ ２／５ ２／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ １／３ １／３ １／３

０／３ ０／３ ０／３ ２／３ １／３

０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１

Ｐ３ ＝

０／３ ３／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ １／５ ３／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ ０／３ ２／３ １／３

０／２ ０／２ ０／２ １／２ １／２

０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１

（５）根据第１５，１６，１７周的ＤＯ浓度及其相应的状态转移矩阵对第１８周的ＤＯ状态进行

预测，结果见表６ ４。

表６ ４　 第１８周 ＤＯ状态预测

初始周 滞时（周） 初始状态
权重

状态 １ ２ ３ ４ ５

１７ １ ５ ０４０１ ０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１
１６ ２ ４ ０３２８ ０／３ ０／３ ０／３ ２／３ １／３
１５ ３ ４ ０２７１ ０／２ ０／２ ０／２ １／２ １／２

Ｐｉ 加权求和 ０ ０ ０ ０７５５ ０２４５

知第１８周状态为４，查表得确为４。将第１８周的状态代入，以第１６－１８周的状态对第１９
周进行预测，转移矩阵分别为：

Ｐ′１ ＝

２／３ １／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ ３／５ １／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ ２／３ １／３ ０／３

０／４ ０／４ ０／４ ２／４ ２／４

０／２ ０／２ ０／２ ２／２ ０／２

　Ｐ′２ ＝

１／３ ２／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ ２／５ ２／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ １／３ １／３ １／３

０／４ ０／４ ０／４ ３／４ １／４

０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１
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Ｐ′３ ＝

０／３ ３／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ １／５ ３／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ ０／３ ２／３ １／３

０／２ ０／３ ０／３ ２／３ １／３

０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１

将 加入第１８周后的序列重新计算自相关系数，并归一化，得ω１＝０４１１，ω２＝０３２３，ω３

＝０２６６。根据第１６，１７，１８周的ＤＯ浓度及其相应的状态转移矩阵对第１９周的ＤＯ状态进

行预测，结果见表６ ５。

表６ ５　 第１９周 ＤＯ状态预测

初始周 滞时（周） 初始状态
权重

状态 １ ２ ３ ４ ５

１８ １ ４ ０４１１ ０／４ ０／４ ０／４ ２／４ ２／４
１７ ２ ５ ０３２３ ０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１
１６ ３ ４ ０２６６ ０／３ ０／３ ０／３ ２／３ １／３

Ｐｉ 加权求和 ０ ０ ０ ０７０６ ０２９４

判断第１９周ＤＯ状态为４，经查表知第１９周ＤＯ的状态确为４。将第１９周的状态代入，
以第１７－１９周的状态对第２０周进行预测，转移矩阵分别为：

Ｐ″１ ＝

２／３ １／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ ３／５ １／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ ２／３ １／３ ０／３

０／５ ０／５ ０／５ ３／５ ２／５

０／２ ０／２ ０／２ ２／２ ０／２

　Ｐ″２ ＝

１／３ ２／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ ２／５ ２／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ １／３ １／３ １／３

０／４ ０／４ ０／４ ３／４ １／４

０／２ ０／２ ０／２ ２／２ ０／２

Ｐ″３ ＝

０／３ ３／３ ０／３ ０／３ ０／３

１／５ １／５ ３／５ ０／５ ０／５

０／３ ０／３ ０／３ ２／３ １／３

０／４ ０／４ ０／４ ３／４ １／４

０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１

将 加入第１９周后的序列重新计算自相关系数，并归一化，得ω１＝０３９８，ω２＝０３３７，ω３

＝０２６６。根据第１７，１８，１９周的ＤＯ浓度及其相应的状态转移矩阵对第２０周的ＤＯ状态进

行预测，结果见表６ ６。
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表６ ６　 第２０周 ＤＯ状态预测

初始周 滞时（周） 初始状态
权重

状态 １ ２ ３ ４ ５

１９ １ ４ ０３９８ ０／５ ０／５ ０／５ ３／５ ２／５
１８ ２ ４ ０３３７ ０／４ ０／４ ０／４ ３／４ １／４
１７ ３ ５ ０２６６ ０／１ ０／１ ０／１ １／１ ０／１

Ｐｉ 加权求和 ０ ０ ０ ０７５８ ０２４２

判断第２０周 ＤＯ状态为４，经查表知第２０周 ＤＯ的状态确为４。

三、讨论

１ 无论是非加权式马尔可夫模型还是加权式马尔可夫模型，都不能准确地预测未来时

间段中预测指标的具体数值，而只能给出一个状态区间，该状态区间反映了指标的变化趋

势。但可以设想如果对状态区间不断细分，则采用马尔可夫模型确定指标的变化状态区间可

不断向具体数值趋近。

２ 当数据量较小时，往往所作出的转移矩阵并不能真实地反映出变化趋势，状态矩阵

随机性较强，数据越少越易受到单个样本值的影响，可能会出现真实变化概率较小而转移概

率反而大的异常现象。因此，为了能更准确的构造状态转移矩阵，应尽可能多地收集资料，以

更真实地反映变化趋势。

３ 对于非加权式马尔可夫模型，单步预测可能会受到基准年份状态的影响，若取的基

准年份状态较异常，可能影响预测效果，所以在资料较充足的情况下可以采取多基准年份迭

加预测的方法增加预测精度。

４ 对于加权式马尔可夫模型，在预测中考虑了不同滞时下的状态转移，用归一化后的

自相关系数做权重可以比较充分地利用现有数据，达到较合理的预测目的。

第三节 　 人工神经网络

一、人工神经网络概述

当今科学技术发展的重要标志之一是采用计算机代替人脑的部分劳动，现代计算机的

电子元件运算速度为纳秒（１０－９ 秒）级，比人脑神经细胞毫秒（１０－３ 秒）级的反应时间要快得

多；但在图像识别、判断、联想、记忆回溯、语言理解和决策等方面人脑往往只需一秒左右即

可完成复杂的处理，而现有任何计算机决不可能在如此时间限制中完成类似任务，所以人们

希望能得到一种既可高速运算又可拥有类似人类决策识别能力的新型处理系统，人工神经

网络也就应运而生。
所谓人工神经网络（ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋ，简称 ＡＮＮ）是一种在模拟大脑神经网

络结构和功能基础上所构建的信息处理网络，也可以看作是对人脑神经网络构建的理论化

的数学模型。人工神经网络是由大量简单元件相互连接而成的复杂网络系统，具有高度的非

线性，因而可以进行复杂的逻辑操作和非线性关系的实现等功能［５］。
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（一）人工神经网络生物学基础

人工神经网络［５］［６］是在对人脑神经网络系统模拟基础上产生的，为深入认识其原理，有

必要对其生物学原型进行了解。

１ 人脑神经系统结构

自生命诞生以来，生物脑神经系统经过漫长发展特别是人类直立行走以后，使人脑的神

经系统达到了高度的智能。人脑可分为左、右两个半球，称为大脑，担负认知、语言、记忆等功

能；其后部的一小块称为小脑担负高级运动控制等功能。大、小脑表面覆盖一层脑皮质，下面

连接有众多的神经纤维。神经纤维是人脑的重要组成部分，在脑与感觉器官、运动器官之间

起联络作用，包括上行性和下行性神经。

２ 神经元

神经系统的基本构造单元是神经细胞，也即神经元，一个复杂的神经网络是由各种类型

不同的神经元按不同的结合方式构成的。通过神经元的可塑性使人脑具有学习、记忆和认知

等不同的智能行为。每个神经元包含三个主要组成部分：细胞体、树突和轴突（也称为轴索），
在两个神经细胞之间的相互接触点称为突触，神经元网络图参见图６ １。

（2）

（1）

（2）
（1）

（3）

（3）（4）

（b）

（a）

（1）———细胞体；（2）———树突；（3）———轴突；（4）———突触
（b）简化的网络示意图（a）神经元网络图

f（·）∑

图６ １　 神经元网络结构图及其简化结构图

细胞体：是神经元的控制中心，它响应并解释来自各个树突的信息，并通过轴突输出信息。
树突：是神经元的信息接收器，其作用为接受并解释来自其他神经细胞或细胞轴突的信

息，这些信息或者刺激（激励）、或者可抑制一个树突。当树突接受一定的信息组合后将会向

细胞体发出信号。
轴突：作为神经元信息的传输器，它将动作信号传送出去，解放化学物质去刺激或抑制

相邻神经元的树突。一个神经元的轴突可分枝延伸，与不同类型的神经元连接状态不同。
信息在神经元中的处理过程如下：一个神经细胞的树突在突触处从其他神经细胞接收

信号（刺激性或抑制性），所有树突接收到的信号都传输到细胞体进行处理。若在一个时间间

隔中，某一细胞接受到的刺激信号量足够大，以致使该细胞被激活而产生一个脉冲信号。这

一信号将沿着细胞的轴突传输出去，并通过突触传递到其他神经细胞中，各个神经细胞（神

经元）相互连接形成神经网络处理信息。人们根据人脑神经网络的基本构造和功能，建立人

工神经网络ＡＮＮ 模拟人脑处理信息。
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（二）人工神经网络的特点

人工神经网络由于是建立在生物神经网络基础上，因而具有许多优点［５］［６］［７］。

１ 高度的并行分布处理：由于信息的处理依靠结构简单且相同的大量神经元同时协同

完成，对信息的存储和学习功能则依靠其相互之间连接强度的变化实现，虽然每个单元功能

简单有限，但大量单元并行处理，使其处理能力和运行速度大大提高。

２ 具有自组织、自适应、自学习能力：人工神经网络并不是被动地执行预编程序，而是

通过训练和学习获取网络的权值和结构，使网络行为适应于规定任务，呈现出很强的自学

习、自适应能力。

３ 高度非线性全局作用：从全局看，人工神经网络的整体性能并不是网络局部性能的

简单迭加，而是某种集体性行为。每个神经元接受其他神经元的输入并通过并行网络产生输

出，影响其他神经元，从而实现了从输入状态到输出状态的空间非线性映射。

４ 将信息处理和存储单元合二为一，通过改变权值进行控制，且可以处理模拟的、模糊

的和随机的信息。

５ 人工神经网络采用分布式的存储方式使得网络容错性能良好，并具有联想记忆功能。
（三）人工神经网络的应用

正是由于人工神经网络具备了如此多的优点，其应用领域也较为广泛，主要适应于 ①
最优化问题的计算，包括路由选择、货物调度、系统规划等组合优化、条件约束优化问题的求

解；② 模式识别与模式信息处理，包括图形图像识别、语音识别、雷达声纳识别、药物结构关

系识别等；③ 信息智能化处理，包括市场分析、模糊评判、逻辑推理、语言翻译、知识表达等；

④ 信号处理，包括噪声抑制、数据压缩、自适应均衡、预测估值、通信编码解码等内容；⑤ 复

杂控制和实时优化控制，如机器人控制系统、智能及鲁棒控制、变结构优化控制等。目前国内

外在这些领域的研究很广泛［８］［９］［１０］［１１］。
随着神经网络研究的不断深入和在其他领域的广泛应用，环境工作者也已经开始关注

其在环境领域的应用。目前已经有不少关于人工神经网络在水质模拟预测方面的报道，比如

魏文秋等［１２］ 引入神经网络技术建立水质预测模型，在四川沱江的实际应用中取得了较好的

预测精度。郭劲松等人［１３］ 将人工神经网络方法引入到河流水质模型建模中，采用长江干流

重庆段的实测水质样本进行训练和检验，建立了 ＢＯＤ－ＤＯ 耦合 ＢＰ人工神经网络水质模

型，获得了较好的预测效果。此外还有一些应用［１４］［１５］ 也取得了较好的模拟预测效果，可见

人工神经网络的确为水质模拟预测提供了一种新的精度较高的方法。

二、人工神经网络基本原理

在本节中将简要介绍人工神经网络的基本原理［５］［６］［７］。
（一）几个基本概念

P1

P2

Pr
b

Wr

W2

W1

n f a∑

…

…

…

图６ ２　 单个人工神经元模型图

１ 单个人工神经元模型

类似于人脑神经元，单个人工神经元模型也是

人工神经网络的基本单元，其最基本的结构为多输

入 － 单输出的非线性元件，如图６ ２所示。该神经

元具有ｒ个输入分量ｐｊ（ｊ＝１，２，…，ｒ），每个输入具

有相应的权值分量ｗｊ（ｊ＝１，２，…，ｒ），在建模中常
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加入一个额外输入分量ｂ，称为偏差或阈值。输入分量与权值分量相乘求和后成为激活函数

ｆ的一个输入，另一输入为偏差ｂ。以矩阵形式表示输入ｐ与权值ｗ 为：Ｐ＝［ｐ１ｐ２…ｐｒ］Ｔ，Ｗ
＝ ［ｗ１ｗ２…ｗｒ］，则单个人工神经元模型输出矢量为

Ａ＝ｆ（ＷＰ＋ｂ）＝ｆ（∑
ｒ

ｊ＝１
ｗｊｐｊ＋ｂ） （６ ７）

２ 激活函数（Ａｃｔｉｖａｔｉｏｎｔｒａｎｓｆｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ）
激活函数可以看作是人工神经元和神经网络的核心，它可控制输入对输出的激活作用、

对输入输出进行函数转换，并在很大程度上决定了神经网络的性能。下面是实际中常见的激

活函数：
（１）阈值型：可将任意输入转化为０或１的输出，激活函数ｆ为单位阶跃函数，其输入输

出关系为Ａ＝ｆ（ＷＰ＋ｂ）＝
１，ＷＰ＋ｂ≥０
０，ＷＰ＋ｂ＜｛ ０

（２）线性型：其输入输出关系为Ａ＝ｆ（ＷＰ＋ｂ）＝ＷＰ＋ｂ
（３）Ｓｉｇｍｏｉｄ型（Ｓ型）：Ｓ型激活函数将任意输入压缩到（０，１）范围内，形成类似Ｓ形状的

图形。Ｓ型激活函数一般包括两种，一种为对数Ｓ型函数，函数关系为ｆ＝ １
１＋ｅ－ｘ

；一种为双

曲正切Ｓ型函数，关系式为ｆ＝１－ｅ－２ｘ

１＋ｅ－２ｘ
。Ｓ型激活函数具有非线性放大增益，对任意输入的

增 益等于在输入 — 输出曲线中该点处的曲线斜率，当输入由－∞ 增为０，其增益由０增为最

大；当输入由０增为 ＋∞，其增益又由最大逐渐降为０，且总为正。

３ 神经网络模型

将两个或两个以上简单神经元并联使每个神经元具有相同输入矢量 Ｐ，则组成一个神

经元层，其中每个神经元产生一个输出，这样构成一个单层神经元网络。将两个以上的单层

神经网络连接，前一层网络的输出成为后一层网络的输入，这样就组成了一个人工神经网

络，其每一层都有一个权矩阵Ｗ，一个偏差矢量Ｂ 和一个输出矢量Ａ。多层神经网络每一层

起不同的作用，其最后一层成为网络输出层，其他层构成隐含层。
按照网络拓扑结构可将人工神经网络分为前向网络和反馈网络。前向网络特点是信号

的流向是从输入指向输出，而反馈网络的输出信号则通过与输入连接返回到输入端，形成

回路。
（二）反向传播（ＢＰ）人工神经网络

P1

P2

Pr

w1ij
a1i

w2ki a21

a22

a2s2

i=1%,%2%,%… ,%s1;
k=1%,%2%,%… ,%s2 输入层 隐含层 输出层

…

…

…

图６ ３　ＢＰ人工神经网络结构图

反 向 传 播 网 络 （Ｂａｃｋ－ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ
Ｎｅｔｗｏｒｋ，即ＢＰ网络）是一种多层前向神

经网络，它将δ学习规则（也称为Ｗ－Ｈ 规

则）一般化，并使误差反向传播。目前大部

分人工神经网络模型采用的是 ＢＰ网络或

其变化形式，本 书 实 例 也 采 用 ＢＰ网 络 模

拟水质，因此对ＢＰ神经网络作一介绍。
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１ＢＰ神经网络基本构造

一个ＢＰ神经网络模型可分为输入层、隐含层和输出层，各层间采用全连接方式，同一层

单元之间不连接。图６ ３是一个含一个隐含层的ＢＰ神经网络模型结构。

ＢＰ网络经常采用Ｓ型对数或正切激活函数和线性函数，由于Ｓ型激活函数是比较光滑

的任意界面，使得ＢＰ网络的容错性能较好。且由于激活函数连续可微，可以严格利用梯度法

进行推算，其权值修正的解析式十分明确，这种算法即为误差反向传播法，简称ＢＰ算法。

２ＢＰ网络学习规则及网络训练［５］

ＢＰ网络学习规则属于δ学习规则，其基本思想为：对ｒ个输入学习样本Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ，

与其对应的输出样本为Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｒ。学习的目的是用网络的实际输出Ａ１，Ａ２，…，Ａｒ 与目

标输出Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｒ 间的误差修改权值，使Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）与期望的Ｔｉ 尽可能接近，即

使网络输出层的误差平方和最小。它通过不断在相对于误差函数斜率下降方向上计算网络

权值和偏差的变化来逼近目标值，每次权值和偏差的改变与网络误差的影响成正比，并以反

向传播方式传递到每一层。因此包括两部分内容：信息正向传递和误差反向传播。

以图６ ３为例，为说明方便，设输入为Ｐ，包含神经元ｒ个，隐含层含ｓ１个神经元，其激

活函数为ｆ１；输出层含ｓ２个神经元，相应于激活函数ｆ２；输出为Ａ，目标输出为Ｔ。
（１）信息正向传递

设隐含层中第ｉ个神经元的输出为

ａ１ｉ ＝ｆ１（∑
ｒ

ｊ＝１
ｗ１ｉｊｐｊ＋ｂ１ｉ），ｉ＝１，２，…，ｓ１ （６ ８）

输出层第ｋ个神经元的输出为

ａ２ｋ ＝ｆ２（∑
ｓ１

ｉ＝１
ｗ２ｋｉａ１ｉ＋ｂ２ｋ），ｋ＝１，２，…，ｓ２ （６ ９）

定义的误差函数为

Ｅ（Ｗ，Ｂ）＝ １
２∑

ｓ２

ｋ＝１

（ｔｋ－ａ２ｋ）２ （６ １０）

（２）权值变化

① 输出层的权值变化计算：对从第ｉ个输入到第ｋ 个输出的权值为

Δｗ２ｋｉ ＝－η
Ｅ

ｗ２ｋｉ
＝－η

Ｅ
ａ２ｋ

·ａ２ｋ

ｗ２ｋｉ
＝η（ｔｋ－ａ２ｋ）·ｆ２′·ａ１ｉ ＝η·δｋｉ·ａ１ｉ

（６ １１）

其中：
δｋｉ ＝ （ｔｋ－ａ２ｋ）·ｆ２′＝ｅｋ·ｆ２′

ｅｋ ＝ｔｋ－ａ２ｋ

η为神经网络的学习速率，在实际运用中，η取值不宜过大，η值越大每次权值的改变越

激烈，可能导致学习过程中发生振荡。η值的适宜选择可以达到快速准确的选择结果。

类似地对于偏差的变化有：
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Δｂ２ｋｉ ＝－η
Ｅ
ｂ２ｋｉ

＝－η
Ｅ
ａ２ｋ

·ａ２ｋ

ｂ２ｋｉ
＝η（ｔｋ－ａ２ｋ）·ｆ２′＝η·δｋｉ （６ １２）

② 隐含层的权值变化计算：对从第ｊ个输入到第ｉ个输入的权值有

Δｗ１ｉｊ ＝－η
Ｅ

ｗ１ｉｊ
＝－η

Ｅ
ａ２ｋ

·ａ２ｋ

ａ１ｉ
·ａ１ｉ

ｗ１ｉｊ

＝η∑
ｓ２

ｋ＝１

（ｔｋ－ａ２ｋ）·ｆ２′·ｗ２ｋｉ·ｆ１′·ｐｊ ＝η·δｉｊ·ｐｊ

（６ １３）

其中：δｉｊ ＝ｅｉ·ｆ１′，ｅｉ ＝ ∑
ｓ２

ｋ＝１
δｋｉｗ２ｋｉ，δｋｉ ＝ｅｋ·ｆ２′，ｅｋ ＝ｔｋ－ａ２ｋ

类似地可以得到偏差的变化为：

Δｂ１ｉ ＝η·δｉｊ （６ １４）

③ 误差的反向传播

误差反向传播过程实质上是通过计算输出层的误差ｅｋ，将其与输出层激活函数的一阶

导数ｆ２′相乘得到δｋｉ。隐含层中并没有直接给出目标矢量，故利用输出层的δｋｉ 进行误差反

向传播求出隐含层权值变化量Δｗ２ｋｉ。然后计算ｅｉ＝∑
ｓ２

ｋ＝１
δｋｉｗ２ｋｉ，并通过将ｅｉ 与该层激活函数

的一阶导数ｆ１′相乘得到δｉｊ，以此为基础求出前层权值变化量Δｗ１ｉｊ。如果含有一层以上的

隐含层则不断利用此方法以此类推，直到将输出误差ｅｋ 层层反推到第一层为止。

④ＢＰ神经网络的训练

对一个ＢＰ神经网络，在训练时需计算网络的加权输入矢量、网络输出矢量和误差矢量，
然后求误差平方和。当训练矢量的误差平方和小于目标误差平方和时，训练停止，否则在输

出层计算误差变化并用反向传播学习规则调整权值，反复此过程直到满足要求为止。
因此一个典型的ＢＰ学习算法步骤如下：

① 初始化神经网络及学习参数（如设置网络的初始权值矩阵、学习速率η等）；

② 采用训练模式训练网络直到满足学习的要求；

③ 信息前向传递：对给定的训练模式计算网络的输出并与期望输出进行比较，如有误

差则转入执行 ④，否则返回 ②；

④ 误差反向传播：首先计算同一层单元的误差，然后修正权值，返回到 ②。

３ＢＰ网络训练的优化算法［５］

ＢＰ网络训练的实质是一个非线性目标函数的优化问题，传统的 ＢＰ算法采用的是梯度

下降法求权值变化，训练速度较慢。因此本文介绍几种基于数值优化方法的网络训练算法。
（１）拟牛顿法

拟牛顿法是一种常见的快速优化方法，利用了一阶和二阶导数的信息，基本形式为：第

一次迭代的搜索方向确定为负梯度方向，即搜索方向Ｓ（Ｘ（０））＝－

Δ

ｆ（Ｘ（０）），以后各次迭代

搜索方向由Ｓ（Ｘ（ｋ））＝－（Ｈ（ｋ））－１

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））确定，其中Ｈ（ｋ）为二阶导数矩阵（海森矩阵）。则

Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）＋η
（ｋ）Ｓ（Ｘ（ｋ））＝Ｘ（ｋ）－η

（ｋ）（Ｈ（ｋ））－１

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ）） （６ １５）

拟牛顿法克服了梯度下降法收敛较慢的缺点，但由于神经网络参数众多常导致海森矩
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阵计算复杂，人们提出了正割拟牛顿法和ＢＦＧＳ拟牛顿法改进。
（２）共轭梯度法

共轭梯度法首先沿负梯度方向Ｓ（Ｘ（０））＝－

Δ

ｆ（Ｘ（０））搜索，然后沿当前搜索方向的共

轭方向搜索以迅速达到最优值，搜索方向由下式确定。

Ｓ（Ｘ（ｋ））＝－

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ））＋β
（ｋ）Ｓ（Ｘ（ｋ－１））

Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）＋η
（ｋ）Ｓ（Ｘ（ｋ））

（６ １６）

共轭梯度法收敛速度比常规梯度下降法要快，适于权值较多的网络。
（３）Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法实际上是梯度下降法与牛顿法的结合。其搜索方向为

Ｓ（Ｘ（ｋ））＝－（Ｈ（ｋ）＋λ（ｋ）Ｉ）－１

Δ

ｆ（Ｘ（ｋ）） （６ １７）

若令η
（ｋ）＝１，则Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）＋Ｓ（Ｘ（ｋ））。初始时λ可取一个很大的数，此时Ｌ－Ｍ 法相

当于步长很小的梯度下降法；随着最优点的不断接近，λ减小到０，则Ｓ（Ｘ（ｋ））从负梯度方向

转向牛顿法方向。一般地，当ｆ（Ｘ（ｋ＋１））＜ｆ（Ｘ（ｋ）），减小λ，否则需增大λ。虽然Ｌ－Ｍ 法也需

计算海森矩阵，但由于ＢＰ 网络训练时目标函数常具有平方和形式，则海森矩阵可通过雅可

比矩阵进行近似计算 Ｈ ＝ＪＴＪ，而利用标准的反向传播技术计算雅可比矩阵比计算海森矩

阵相对要容易很多。当网络权值较少时采用 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法收敛非常迅速。
由于建立的水质神经网络并不复杂，所以本书中的例子将采用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ

法进行网络的训练，收敛速度较快。

三、实例研究

以水质的模拟预测为例，虽然水质模型机理较为清晰，但它将影响水质变化的诸多因素

加以考虑，就需要大量的监测资料，这样模型中需要测量的环境因子就很多，且有时难于测

量，并且环境的水文条件具有很大的随机性也会导致水环境数学模型输出的不确定性，同时

河流水质系统中许多机理尚未完全清楚使得很多过程还不能或较难用数学模型表述，这也

是现在水质模拟中的一个瓶颈。相反，神经网络方法是一种基本上可以不依赖于模型的方

法，通过模拟人脑神经网络而具有较强的自适应和自学习功能，比较适用于那些具有不确定

性和高度非线性的对象，因此可以被用于进行水质模拟预测。
本小节尝试采用ＢＰ神经网络，用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法加速网络样本训练。模拟河段

为淮河淮南段，水质监测自上游到下游共设了５个监测断面，依次为：峡山口断面、凤台渡口断

面、石头埠断面、胡大涧断面、新城口断面。所用的监测资料取自文献［１５］，共选取了１４组监测数

据，分别为１９９６年枯水期、丰水期，１９９７－２０００各年枯水期、平水期和丰水期的水质监测数据。
为说明ＢＰ神经网络的应用，以对凤台渡口断面ＤＯ、ＣＯＤＭｎ、ＢＯＤ５ 的预测为例。

峡山口断面位于凤台渡口断面上游，故其中的水质因子将影响下游的水质变化，以峡山

口断面水质监测指标为输入，样本共有１４组数据，选取前１２组数据用于训练网络，后两组

数据检验预测。输入变量包括：ｐＨ、溶解氧 ＤＯ、ＣＯＤＭｎ、ＢＯＤ５、非离子氨、亚硝酸盐 和 硝 酸

盐，其值见表６ ７。
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表６ ７　 峡山口断面水质指标监测数据

数据序号 ｐＨ 溶解氧 ＣＯＤＭｎ ＢＯＤ５ 非离子氨 亚硝酸盐 硝酸盐

１ ７８ ６６５ ７６５ ３ ００８７ ０１２８ ０６
２ ６９４ ３４ ４６ ３ ００１４ ００７５ ０７１
３ ８ １０１５ ６２２ ３８３ ００６４ ００８２ ０８９
４ ８３５ ５９ ５６７ ５１７ ０２８１ ０１８４ １０６
５ ７４３ ４３ ４９８ ３ ００４４ ０１１５ ０７８
６ ７５６ ８９７ ６３３ ３３３ ００２２ ００９５ １３２
７ ７２６ ６４ ５１８ ３５ ００１８ ０１４７ ０８６
８ ７０６ ５ ５１５ １ ００２４ ００９３ ０７５
９ ６９３ ８７ ６４ ３２ ０００４ ０１４８ ０８４
１０ ７３４ ３７ ３８ １７ ００１６ ０１４８ １９６
１１ ７７４ ５ ４５ ２３ ００４１ ０１２ １０５
１２ ７６３ １０６５ ４２１ ２４２ ００１１ ００４４ ０７７
１３ ６７４ ６１９ ５５ ６３３ ０００４ ００７２ １４２
１４ ７５ ３７５ ４６ ３２７ ０００２ ０１５３ ０７２

注：上表各指标单位除ｐＨ 外均为 ｍｇ／Ｌ。数据序号１代表１９９６年枯水期，２为１９９６年丰水期，３－５分

别代表１９９７年枯、平、丰水期，７－９分别代表１９９８年枯、平、丰水期，以此类推。

建立ＢＰ神经网络，输入节点为７个，逐个输出即输出节点为１。虽然隐含层层数和节点

数尚没有较统一的计算方法，但在实际设计中一般应优先考虑包含１个隐含层的３层ＢＰ网

络。一般地，通过增加隐含层节点数来获得较低的误差，其训练效果比增加隐含层数目更易

实现。本文中隐含层节点数可以通过文献［１６］ 所列出的方法和规则初步确定节点数，并进行

增加节点的试算，经试算采用１个隐含层５个节点的结构。应用 ＭＡＴＬＡＢ软件调用工具箱

并编制相应程序，隐含层采用“ｔａｎｓｉｇ”函数，输出层采用“ｐｕｒｅｌｉｎ”函数，训练选取Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ
－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法，训练目标采用均方误差 ＭＳＥ，在本文设为００００１。分别计算了用峡山口水

质监测数据模拟凤台渡口断面的 ＤＯ、ＣＯＤＭｎ 和ＢＯＤ５，结果参见表６ ８。

表６ ８　 凤台渡口断面训练及预测检验结果

数据序号 溶解氧 拟合值 相对误差 ％ ＣＯＤＭｎ 拟合值 相对误差 ％ ＢＯＤ５ 拟合值 相对误差 ％
１ ６１７ ６１７ ０ ７６ ７５８ ０２６ ４１７ ４１７ ０
２ ４１８ ４１７ ０２４ ５１５ ５１７ －０３９ ４００ ４００ ０
３ １０２５ １０２５ ０ ６３０ ６３１ －０１６ ３６７ ３６７ ０
４ ５８５ ５８５ ０ ５４０ ５４０ ０ ５００ ５００ ０
５ ４２３ ４２６ －０７１ ４９２ ４９１ ０２０ ３１７ ３１７ ０
６ ８９５ ８９５ ０ ６８０ ６８０ ０ ４６７ ４６７ ０
７ ６７０ ６７０ ０ ５３０ ５２９ ０１９ ３３３ ３３３ ０
８ ４８０ ４８０ ０ ５０３ ５０３ ０ １３３ １３１ １５０
９ ８６０ ８６０ ０ ６００ ６００ ０ ２５０ ２５０ ０
１０ ３４０ ３４０ ０ ４００ ４００ ０ ２３０ ２３０ ０
１１ ４２０ ４１９ ０２４ ４６０ ４６０ ０ １３０ １３２ －１５４
１２ １０７３ １０７３ ０ ４３２ ４３２ ０ ２５９ ２５９ ０
１３ ５９４ ５９９ －０８４ ５５９ ５４０ ３４０ ６６７ ６６６ ０１５
１４ ３７２ ３８２ －２６７ ５００ ５２２ －４４０ ３５２ ３５３ －０２８
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模拟凤台渡口各水质指标时相应的训练过程误差记录参 见 图６ ４、６ ５、６ ６。由 于

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ法训练时收敛速度很快，在模拟ＤＯ、ＣＯＤＭｎ、ＢＯＤ５ 时分别经过６２１、

１９７和３９步即达到了训练目标。
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　 图６ ４　 网络训练过程误差记录（模拟 ＤＯ）　　　 图６ ５　 网络训练过程误差记录（模拟 ＣＯＤＭｎ）
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图６ ６　 网络训练过程误差记录（模拟ＢＯＤ５）

从结果可以看出，采用ＢＰ神经网络法对水质进行模拟可以取得较好的效果，尤其是训

练数据模拟效果很好，预测检验的结果也都在可以接受的范围内。结果表明采用神经网络法

对水质进行模拟预测是可行的。当然，ＢＰ神经网络结构的选择、样本的多少都可能会影响到

预测的效果和达到目标所花费的时间，所以在实际中应该结合具体情况使用该方法。

四、小结

人工神经网络法是一种非线性的不依靠数学模型的模拟预测方法，它通过模拟人脑结

构和处理问题的方式以简单的神经元组成了神经网络，可用于处理各种复杂的问题。水质模

拟预测涉及到许多方面的因素，是很复杂的非线性系统模拟预测，因此将人工神经网络引入

到河流水质模拟预测工作中将会对预测的精度提高有一定的价值。同时如何合理地选择神

经网络结构、优化其在水质模拟、水环境系统模拟中的应用是今后环境工作者需要深入研究

的课题之一。可以预见人工神经网络将在水环境系统模拟预测中逐渐发挥重要作用。
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第四节 　 混沌预测法在水质模拟预测中的应用

混沌（Ｃｈａｏｓ）是１９７５年首次作为科学名词出现在科技文献中的，其发展非常迅速，被许

多科学家推崇，如著名物理学家ＪＦｏｒｄ认为是它是２０世纪与量子力学、相对论并称的物理

学的三次大革命之一［１８］，而混沌科学的倡导者之一 ＭＳｈｌｅｓｉｎｅｒ也曾说过：“２０世纪科学将

永远铭记的只有三件事，那就是相对论，量子力学与混沌”［１９］。作为物质科学与数学科学相

融合的边缘科学，混沌学讨论了很多方面的问题，如系统对初值的敏感依赖性、拓扑传递性

和混合性、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、分维数、吸引子（包括周期吸引子、拟周期吸引子和奇怪吸引子）

等，在许多方面得到了广泛而深入的应用，比如生物学、心理学、物理学、天文学、气象学、经

济学、地震预报、化学反应的混沌现象甚至音乐、艺术等领域［２０］［２１］［２２］［２３］。

在实际中，我们所面对的可能常常不是具备固定的或较完备数学表达形式的水环境系

统（比如河流系统，可能很多河流并未建立起较理想的水质模型），而是一些离散的监测数

据。这些监测值的时间序列一方面是原始的粗糙的但同时也是最为客观真实的，可以检验一

切模型的正误。因此，从这些时间序列出发寻找并研究客观现象的动力学性质并应用于预

测，将具有重要的实用价值。所以采用对复杂系统有较好解释和预测能力的混沌理论进行水

环境系统的模拟预测应该是一种比较有实际意义的尝试。

一、混沌理论概述

（一）混沌的概念

可以说，混沌时刻存在于我们生活之中：气候的变化、飞行中的飞机性态、地下油管内油

的流动性态、点燃的香烟的烟纹涡卷、自来水龙头滴水的花样由稳态变为随机等都会出现混

沌现象，这些性态的变化也都会遵循同一条或同一类新发现的定律。

所谓的混沌，就是一种貌似无规则的运动，在确定性非线性系统中不需附加任何随机因

素就可出现的类随机行为［２４］。事实上，混沌现象是介于确定关系和随机关系之间的，是一种

对现有确定性模式的推广与拓宽。决定论规律的非线性是混沌存在的必要条件；而非线性系

统的内在对称性则赋予混沌行为以某种结构和秩序［１８］。一般地，对于确定的初始值，如果明

确其动力系统则可以推知该系统的长期行为甚至可追溯其过去的行为及性态。但大量的实

例也证明：由于这种内在随机性的存在，造成了很多非线性系统对初值依赖的敏感性，即会

产生“蝴蝶效应”。因此，混沌行为的最本质特点 ——— 非线性系统对初始条件的极端敏感性

造成了系统长期预测的不准确性。但是由于系统在貌似随机的运动过程中可能会遵循一条

简单的规则又说明了混沌现象具有短期预测的可能性。
（二）有关混沌的例子

有关混沌的最主要的例子是 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射［１８］［１９］。Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射有时也被称为虫口模型，

可以用于反映昆虫变化。通常认为在某一范围内在不受其他物种影响下单一种类的昆虫繁

衍，其子代数量远大于亲代数量，即许多昆虫的种群是由单一世代构成的，在历代间无重叠。

设ｘｎ 是某种昆虫第ｎ年内的个体数目，ｎ只取整数，第ｎ＋１年数目为ｘｎ＋１，则二者关系可描

述为
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ｘｎ＋１ ＝ｆ（ｘｎ），（ｎ＝１，２，…） （６ １８）

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射是最简单的虫口模型，其表述为：

ｘｎ＋１ ＝ｘｎ（ａ－ｂｘｎ），（ｎ＝１，２，…） （６ １９）

设ａ＝ｂ＝μ，则有：

ｘｎ＋１ ＝μｘｎ（１－ｘｎ），（ｎ＝１，２，…） （６ ２０）

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射具有确定的数学表达，通过计算机处理可以得到变量ｘ的值随μ值的变化

而变化的情况。图６ ７是对初值ｘ０ 取０５后，对μ取０４、２７、３２和３９９得到的虫口模型

的时间序列，μ为０４和２７时Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射处于定态，当μ为３２时Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射处于周期

状 态，而当μ为３９９时Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射处于混沌状态。可见一个简单的迭代模型当参数发生变

化后经迭代会产生不同的结果，其状态会由周期转变为混沌。
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图６ ７　Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的时间序列

（三）混沌吸引子及其特征量

当一个混沌系统产生的轨迹经一定时间的变化后最终会产生一种有规则的、有形的轨

迹，这种轨迹是混沌系统最终形成的运动状态在相空间中的不变流形或点集，被称为混沌吸

引子。混沌吸引子的特征量［１８］ 是刻画吸引子某个方面的特征量，从微观角度是指构成吸引

子的骨架的不稳定周期的数目、种类及其特征值；从宏观层次上是指使用对整个吸引子或无

穷长的轨道平均后得到的特征量，如Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数、维数等。

１Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数［１８］

混沌运动的基本特点是对初值条件的敏感性，两个很靠近的初值产生的轨道可以随时
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间推移按指数方式分离，这一现象可以采用Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数描述。正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数意味着

混沌，也即Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的重要作用之一是判断系统的混沌行为。

在一维动力系统ｘｎ＋１ ＝Ｆ（ｘｎ）中，导数
ｄＦ
ｄｘ

的值决定了初始两点迭代后的分离或靠

拢。当初始两点在迭代一次后，若 ｄＦ
ｄｘ ＞１则迭代使两点分离；若 ｄＦ

ｄｘ ＜１则迭代使两点靠

拢。但在不断的迭代过程中
ｄＦ
ｄｘ

的值随时发生变化，从而使轨迹有时分离有时靠拢。为表示

从总体看相邻两状态的分离情况，必须对时间或迭代次数取平均。为此，可设平均每次迭代

所引起的指数分离中的指数为λ，则原来相距为ε的两点经ｎ 次迭代后相距为

εｅｎλ（ｘ０）＝｜Ｆｎ（ｘ０＋ε）－Ｆｎ（ｘ０）｜

取极限ε→０，ｎ→ ∞，则有

λ（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｉｍ
ε→０

１
ｎｌｎ Ｆｎ（ｘ０＋ε）－Ｆｎ（ｘ０）

ε ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎｌｎｄＦｎ（ｘ）

ｄｘ ｘ＝ｘ０

化简为λ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ ∑

ｎ－１

ｉ＝０
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图６ ８　 迭代过程

经这样计算得到的λ值即为Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，它表示系统在多次迭代过程中的平均每次

迭代引起的指数分离中的指数。若λ＜０则表示相邻点最终靠拢为一点，这对应于稳定的不

动点和周 期 运 动；当λ＞０ 则 意 味 相 邻 点 最 终 要 分 离，对 应 于 轨 道 的 局 部 不 稳 定。在

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数中，最小的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数决定了轨道收缩的快慢，最大的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数决

定了轨道发散的快慢。当最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于０时则系统具有混沌特性。

２ 关联维数

非线性系统的相空间可能维数很高甚至无穷，而吸引子的维数一般低于相空间维数。关

联维数也即吸引子维数，是对反映系统自相似结构的混沌吸引子的表征，度量了吸引子中一

个数据点的存在对另一个数据点状态的影响程度。一个混沌系统的主要动态总可以由有限

个一阶微分方程刻画，这些必须的微分方程的最少个数就是该系统的自由度。当一个相空间

维数达到自由度时若再增加维数，则关联维数就已经没有显著意义了。因此，有限、低维、非

整数维数是反映系统混沌性的重要标志［２５］。在非线性动力学中通常采取用关联积分函数计

算关联维数的方法来鉴别混沌过程和随机过程。对于关联维数的具体计算在下面章节中有

较详细叙述。
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二、混沌时间序列的判别方法［１８］

在实际测量过程中，由于方法和计算工具等的限制，使得时间序列不可避免的带有噪

声。这些噪声的出现将引起时间序列分析的困难甚至结论的错误。因此，如何区分噪声和服

从确定规律的信号（特别是混沌）是非常有意义的。
（一）功率谱方法

频率ｆ与相应的功率Ｅ（ｆ）间的指数关系，在一些物理现象的某些频率中是适用的。如

设β为功率谱指数，β＝０对应白噪声；β＝２对应褐色噪声；０＜β＜１５对应于１
ｆ

杂音，这

是功率谱与振动数的倒数成正比摆动的总称。对应于湍流的惯性区，β＝５／３。

Ｅ（ｆ）＝｜^ｘ（ｆ）｜２∞ｆ－β （６ ２１）

故有

Ｅ（λｆ）＝λ－βＥ（ｆ） （６ ２２）

功率谱的幂函数形式说明，物理系统的观测资料在频率ｆ空间中跨越很宽的尺度，却有

自相似结构。时间序列的图像看上去是不规则的，但其功率谱却可能呈现出规则性。

１ 谱图若具有单峰（或几个峰），则对应于周期（和拟周期）序列；

２ 若无明显的峰值或峰连成一片，则对应于湍流或混沌序列。
实验中可直接测量的对象之一，是时间序列ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ 的功率谱。对 Ｎ 个采样值加

上周期条件ｘＮ＋ｊ ＝ｘｊ，计算自关联函数（离散卷积）

Ｃｊ ＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｘｉ＋ｊ （６ ２３）

然后对Ｃｊ完成离散傅氏变换，计算傅氏系数

Ｐｋ ＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｃｊｅ

ｉ２πｋｊ
Ｎ （６ ２４）

如果应用快速傅氏变换算法（ＦＦＴ），可以直接由ｘｉ作快速傅氏变换，得到系数

ａｋ ＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｃｏｓπｉｊ

Ｎ

ｂｋ ＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｓｉｎπｉｊ

烅

烄

烆 Ｎ

（６ ２５）

然后计算Ｐ′ｋ ＝ａ２
ｋ ＋ｂ２

ｋ，由许多组｛ｘｉ｝得到一批｛Ｐ′ｋ｝，求平均后即趋近于前面定义的

功率谱Ｐｋ。为有效地使用快速傅氏变换算法，时间序列的长度 Ｎ 应取２的幂次。
时间序列自然的包含了两个“时间常数”，即采样间隔τ和总采样时间Ｎτ，这两个时间

常数的倒数，分别决定两个特征频率：

ｆｍａｘ ＝ １
２τ

ｆｍｉｎ ＝Δｆ ＝ １
Ｎτ

（６ ２６）
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这里ｆｍｉｎ 是以此种采样数据所能观测的最高频率。为反映高频部分，就必须缩短采样间

隔。ｆｍｉｎ ＝Δｆ 是两个相邻傅立叶系数的频率差。
采用离散采样永远不能单值地确定被研究的系统的频率结构。离散采样时总会出现虚

假的高频部分。由于周期性的边界条件，这些虚假的高峰会“反射”回频率区间（０，ｆｍａｘ）内，
造成所谓混淆现象（ａｌｉａｓｉｎｇ）。混淆现象原则上不能消除，只能设法减弱。常用方法是令ｆｍａｘ

显著地超过系统的实际主频率ｆ０，如

ｆｍａｘ ＝ｋｆ０

其中ｋ＝４－８，然后在所得的频率谱中只取ｆ０ 以下部分。这样就可将来自混淆现象的

假峰有效地降低甚至小到背景以下。
另一方面，分频的出现对于识别混沌具有重要意义。设计功率谱计算方案时，就必须要

求能分辨出一定的分频。所谓“分辨出”，就是要求相应的峰由若干个点（如ｓ个点）构成，在

功率谱中形成有把握确认的结构。因此有

ｓΔｆ ＝ｆ０

ｐ
（６ ２７）

从以上几个简单的数学关系式消去τ和ｆ０，得到

Ｎ ＝２ｋｓｐ

通常 Ｎ 由计算机的能力决定。
这样，进行功率谱分析之前必须做如下工作：

１ 对于系统基频ｆ０ 和计算能力允许的 Ｎ，要做到心中有数。

２ 定ｋ，确定 采 样 间 隔τ＝ １
２ｋｆ０

。对 于 实 验 工 作，就 确 定 了 应 当 选 用 的 模 数 转 换 器

（ＡＤＣ）的频率；对于理论计算，就决定了每次迭代几次或积分几步采一个点，而决不是把所

有的迭代点都送去做傅立叶变换。

３在ｓ和ｐ 中寻求妥协。在通常的研究过程中，可在经验基础上尽量减少ｓ，以达到较高

的频率分辨。为绘制供发表的频谱时，就不得不增加ｓ而牺牲ｐ，或一味地取相当大的 Ｎ。

４ 若原始数据来自包含 大 量 噪 声 与 外 界 干 扰 的 测 量，还 应 当 考 虑 适 当 的 滤 波 或 光 滑

化。
（二）主分量分析（ＰＣＡ 分布）
主分量分析（ＰＣＡ）是近年来提出的一种能有效识别混沌和噪声的方法。其具体计算步

骤如下：若已知给定的一维时间序列为｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝，采样间隔为τｓ 进行相空间重构，选

取的嵌入维数为ｄ，则由该时间序列形成的轨线矩阵 Ｘｌ×ｄ（ｌ＝Ｎ－（ｄ－１））如下

Ｘｌ×ｄ ＝ １
ｌ

１
２

ｘ１ ｘ２ … ｘｄ

ｘ２ ｘ３ … ｘｄ＋１

… … …

ｘｌ ｘｌ＋１ … ｘ

熿

燀

燄

燅Ｎ

＝ １
ｌ

１
２

Ｘ１

Ｘ２

…

Ｘ

熿

燀

燄

燅ｌ
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计算协方差矩阵Ａ 为：

Ａｄ×ｄ ＝ １
ｌＸＴ

ｌ×ｄＸｌ×ｄ （６ ２８）

然 后计算协方差矩阵Ａ的特征值λｉ（ｉ＝１，２，…，ｄ）和相应的特征向量Ｕｉ（ｉ＝１，２，…，

ｄ）。将特征值按大小排列：

λ１ ≥λ２ ≥ … ≥λｄ

则特征值λｉ 和特征向量Ｕｉ 称为主分量。求出所有特征值的和γ为

γ＝ ∑
ｄ

ｉ＝１
λｉ （６ ２９）

以指标ｉ为Ｘ 轴，ｌｎ（λｉ／γ）为Ｙ 轴得到的图，称为主分量谱。由于混沌信号和噪声的主分

量分布之间存在着显著差异，即噪声的主分量谱图应是一条与 Ｘ 轴接近平行的直线，而混

沌信号的主分量应是一条过定点且斜率为负的直线。所以可用主分量分布标准方差σｐ 作为

识别混沌和噪声的一种特征。
（三）Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面法

在相空间中适当选取一截面（要有利于观察系统的运动特征和变化，如截面不能和轨线

相切，更不能包含轨线），称此截面为Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，相空间的连续轨迹与Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面的交

点称为截点。设纪录得到的Ｐｏｉｎｃａｒｅ点为：Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｎ，…。这样就在Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上让系

统连续运动，降为低维的离散点之间的映射

Ｂｎ＋１ ＝ＴＢｎ （６ ３０）

上述Ｔ 称为Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射。
通过观察Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上截点的情况可以判断是否发生混沌。当Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上有且

仅有一个不动点或少数离散点时，运动是周期的；当Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上是一封闭曲线时，运动

是准周期的；当Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上是一些成片的具有分形结构的密集点时，运动便是混沌的。
（四）Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数作为沿轨道长期平均的结果，是一种整体特征，其值总是实数，可正、可

负，也可能为零。
在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指 数λ＜０的 方 向，相 体 积 收 缩，运 动 稳 定，且 对 初 始 条 件 不 敏 感；在

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λ＞０的方向轨道迅速分离，长时间行为对初始条件敏感，运动成混沌状态；λ
＝０对应于稳定边界，属于一种临界情况，若系统最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λ＞０，则该系统一定

是混沌的。所以，时间序列的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是否大于零可作为该时间序列是否为混沌

的一个判定依据。
奇怪吸引子是不稳定（λ＞０）和耗散（λ＜０）两种因素竞争的结果。
（五）指数衰减法

因为混沌时间序列的关联积分是指数衰减的，而噪声时间序列是指数衰减的，因此可以

通过考察关联积分Ｃ（ｒ）的图形判断其是混沌或噪声序列。
（六）频闪法

对于相平面上的连续运动轨道，每隔一定时间间隔观测一次轨道上的代表点，可以得到
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一系列的离散点，研究轨道运动，就归结为研究这些离散点的运动。观测的时间间隔称为采

样周期，观测到的轨道上的代表点称为采样点。每隔一定时间间隔观测一次，相当于上一次

的频闪。这样，对于定态，观测到的是一个固定点；对于周期运动，因轨道是闭曲线，所以观测

到的是一个不动点。若采样点是分布于一定区域内的密集点，并且具有层次结构，则相应的

运动是混沌的。
其他混沌的判断方法还包括Ｃ－Ｃ 方法、局部可变神经网络法、代替数据法等，可参考

文献［１８］。

三、时间序列的重构相空间［１８］

在确定性基础上，对序列动力学因素的分析，目前广泛采用的是延迟坐标状态空间重构

法。一般来说，非线性系统的相空间可能维数很高，甚至无穷，但在大多数情况下维数并不知

道。在实际问题中，对于给定的时间序列ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１，ｘｎ，…，通常是将其扩展到三维甚至

更高维的空间中去，以便把时间序列中蕴藏的信息充分显露出来，这就是延迟坐标状态空间

重构法。
最初提出相空间重构的目的在于在高维相空间中恢复混沌吸引子。系统任意分量的演

化是由与混沌吸引子相互作用着的其他分量所决定的。因此，这些相关分量的信息就隐含在

任意分量的发展过程中。这样，就可以从某一分量的一批时间序列数据中提取和恢复出系统

原来的规律，这种规律是高维空间下的一种轨迹。也即，由一个混沌系统产生的轨迹经过一

定时期的变化后，最终会做一种有规律的运动，产生一种有规则的、有形的轨迹（混沌吸引

子），这种轨迹在经过类似拉伸和折叠后转化成与时间相关的序列时，却呈现出混乱的、复杂

的规律。由混沌系统的策动因素是相互影响的，因而在时间上先后产生的数据点也是相关

的。Ｐａｃｋａｒｄ等建议用原始系统中的某变量的延迟坐标来重构相空间，Ｔａｋｅｎｓ证明了可以找

到一个合适的嵌入维，即如果延迟坐标的维数ｍ≥２ｄ＋１，ｄ是动力系统的维数，在这个嵌入

维空间里可以把有规律的轨迹（吸引子）恢复出来。也即在重构的Ｒｍ 空间里的轨线上原动

力系统保持微分同胚，从而为混沌时间序列的预测奠定了坚实的理论基础。

Ｔａｋｅｎｓ定理：Ｍ 是ｄ 为流形，φ∶Ｍ →Ｍ，φ是一个光滑的微分同胚，ｙ∶Ｍ →Ｒ，ｙ有二

阶连续导数，（φ，ｙ）∶Ｍ →Ｒ２ｄ＋１，其中

（φ，ｙ）＝ （ｙ（ｘ），ｙ（φ（ｘ）），ｙ（φ
２（ｘ）），…，ｙ（φ

２ｄ（ｘ）））

则（φ，ｙ）是 Ｍ 到Ｒ２ｄ＋１ 的一个嵌入。

Ｇ－Ｐ算法，对于时间序列ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１，ｘｎ，…，如果能适当选定嵌入维数ｍ和时间延

滞τ，重构相空间

Ｙ（ｔｉ）＝ ［ｘ（ｔｉ，ｘ（ｔｉ＋τ），ｘ（ｔｉ＋２τ），…，ｘ（ｔｉ＋（ｍ－１）τ）　ｉ＝１，２，…

按照 Ｔａｋｅｎｓ定理就可以在拓扑等价的意义下恢复吸引子的动力学特性了。
一个比较适用的方法是由Ｇｒａｓｓｂｅｒｇｅｒ和Ｐｒｏｃｃａｃｉａ提出的，Ｇ－Ｐ算法的主要步骤如下：
（１）利用时间序列，先给定一个较小的值ｍ０，对应一个重构的相空间。
（２）计算关联函数Ｃ（ｒ）。
（３）对于ｒ的某个适当范围，吸引子的维数ｄ与累计分布的函数Ｃ（ｒ）应满足对数线性
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关系，即ｄ（ｍ）＝ｌｎＣ（ｒ）／ｌｎｒ。从而由拟合求出对应于ｍ０ 的关联维数估计值ｄ（ｍ０）。
（４）增加嵌入维数ｍ１ ＞ｍ０，重复计算步骤 ② 和 ③，直到相应的维数估计值ｄ（ｍ）不再

随着ｍ 增长而是在一定误差范围内不变为止。此时得到的ｄ即为吸引子的关联维数。如果ｄ
随着ｍ 的增长而增长，并不收敛于一个稳定的值，则表明所考虑的系统是一个随机时间序列。

在重构相空间中，时间延迟τ和嵌入维数ｍ 的选取具有十分重要的意义，同时这种选取

也是很困难的。由多种方法可以选取时间延迟τ和嵌入维数ｍ，可参考相关文献。在这里介

绍一种方法：

１ 嵌入滞时τ的确定

虽然嵌入理论并未对嵌入滞时τ进行限制，但在实际工作中嵌入滞时τ不宜过大也不宜

过小。如果τ值过小，将会使重建的系统相空间轨道由于相关性较强而挤压在对角线方向

上，从而不能正确展示系统的动力特征，此即冗余重合现象（Ｒｅｄａｎｄａｎｃｅ）。τ值过大，将使系

统中一个时刻的状态和其后的状态在因果关系上变得毫不相关，使轨道上相邻点投影到不

相关方向，引起不恰当组合（Ｉｒｒｅｌｅｖａｎｃｅ），这样使得即使很简单的轨道看上去也极为复杂并

且也将减少可使用的有效数据点［２６］。对嵌入滞时的选取有自相关函数法、广义相关函数法、

互信息法等，例如采用自相关函数法，τ值选择自相关函数第一次小于１／ｅ＝０３６８或小于０
时所对应的滞时［２６］。

２ 关联维数与嵌入维数ｍ
关联维数也即吸引子维数，本文采用Ｇｒａｓｓｂｅｒｇｅｒ和Ｐｒｏｃａｃｃｉａ提出的Ｇ－Ｐ算法计算关

联维数。

对重构ｍ 维相空间的Ｎ 个相点，取任意一点 Ｘｉ，计算其余 Ｎ－１个点到ｘｉ 的距离。ｒｉｊ

＝｜Ｘｉ，Ｘｊ｜＝ｄ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝ ∑
ｍ－１

ｋ＝０

（ｘｉ＋ｋτ －ｘｊ＋ｋτ）［ ］２
１
２ 。对所有Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）重复这一过

程，得到关联 积 分 函 数：Ｃｍ（ｒ）＝ １
Ｎ２ ∑

Ｎ

ｉ，ｊ＝１
Ｈ（ｒ－ｒｉｊ），式 中，Ｈ 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函 数：Ｈ（ｘ）＝

０，ｘ≤０
１，ｘ＞｛ ０

。如果一个时间序列存在吸引子，则有Ｃｍ（ｒ）＝ｒＤ，其中 Ｄ 即为关联维数，且有 Ｄ

＝ｌｎＣｍ（ｒ）
ｌｎｒ

。

由上式可看出，固定维数ｍ，随着ｒ的增长，Ｃｍ（ｒ）应以速率ｒＤ 增长。给定一些ｍ 值，分

别考察ｌｎＣｍ（ｒ）与ｌｎｒ的拟合关系，随着ｍ 值的不断增加，Ｄ 值通常会最终收敛到其真实值。

收敛的维数ｍ 即为饱和嵌入维数，相应的Ｄ 即为系统的关联维数。

四、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的计算

混沌运动的基本特点是运动对初始条件极为敏感。相空间中的相邻两点所产生的轨道，

随时间推移 按 指 数 方 式 分 离，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指 数 就 是 定 量 描 述 这 一 现 象 的 量。一 般 地，正 的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数代表的方向对吸引子起支撑作用，而负的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数对应的收缩方向在

抵消膨胀方向的 作 用 后 贡 献 吸 引 子 维 数 的 分 数 部 分。在 实 际 应 用 中 不 需 要 计 算 所 有 的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数而只需计算最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数就足够了，１９８３年，格里波基证明只要最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于零，就可以肯定系统混沌现象的存在了［１８］。对于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的计算
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除了定义法外，还有其他计算方法，可查阅文献［１８］。这里重点介绍两种方法：
（一）Ｗｏｌｆ方法

Ｗｏｌｆ等人提出的直接基于相轨线、相平顺、相体积等演化来计算最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，
具体计算步骤如下：

设混沌时间序列ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ，…，嵌入维数ｍ，时间延迟τ，则重构相空间

Ｘ（ｔｉ）＝ （ｘ（ｔｉ），ｘ（ｔｉ＋τ），…，ｘ（ｔｉ＋（ｍ－１）τ））　（ｉ＝１，２，…，Ｎ）

取初始点 Ｘ（ｔ０），设其与最近邻点 Ｘ０（ｔ０）的距离为Ｌ０，追踪这两点的时间演化，直到ｔ１

时刻，其间距超过某规定值ε＞ｏ，Ｌ′０ ＝｜Ｘ（ｔ１）－Ｘ０（ｔ１）｜＞ε，保留Ｘ（ｔ１），并在Ｘ（ｔ１）邻近

另找一个点 Ｘ１（ｔ１），使得Ｌ１ ＝｜Ｘ（ｔ１）－Ｘ１（ｔ１）｜＜ε，并使之夹角尽可能的小，继续上述过

程，直至 Ｘ（ｔ）到 达 时 间 序 列 的 终 点 Ｎ，这 时 追 踪 演 化 过 程 的 总 迭 代 次 数 为 Ｍ，则 最 大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为σ＝ １
ｔＭ －ｔ０ ∑

Ｍ

ｉ＝０
ｌｎＬ′ｉ

Ｌｉ
。图６ ９是 Ｗｏｌｆ方法的计算示意图。

L0

t0

t1
t2

t3

L0′
L1

L1′

L2

L2′

图６ ９　Ｗｏｌｆ方法示意图

（二）ｐ－ 范数方法

ｐ－范数方法是１９９３年ＧｙｏｒｇｙＢａｒｎａ 和ＩｃｈｉｒｏＴｓｕｄａ提出的一种计算Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

的改进方法，这种方法的目的是在 Ｗｏｌｆ方法和Ｊａｃｏｂｉａｎ方法间建立桥梁。如果选择适当的

参数ｐ，可以避免 Ｗｏｌｆ方法和Ｊａｃｏｂｉａｎ方法的共同不足：（ａ）对轨道分布不均匀情况计算效

果差；（ｂ） 对生物系统效果差。
采用ｐ－ 范数方法的具体步骤如下：

１用时间延迟τ和嵌入维ｍ 重构时间序列，不妨设相空间为ｍ 维轨道上Ｎ 个离散时间

间隔为Δｔ的点；

２ 设相空间中点ｘ（ｔ）处的单位切向量为ｅ，选取较小的ε＞０；

３ 在点ｘ（ｔ）选取邻近点ｘ（ｌｉΔｔ），构成小向量ｘｉ，即

ｘｉ ＝ｘ（ｌｉΔｔ）－ｘ（ｔ０），（ｉ＝１，２，…，ｎ）

其中ｌｉ 满足条件

｜ｘ（ｌｉΔｔ）－ｘ（ｔ０）｜＜ε，ｌｉ ∈ ｛１，２，…，Ｎ｝

构造矩阵 　　Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
不妨设特定的线性组合ｙ满足条件

Ｘｙ≈ｅ，ｙ∈Ｒｎ，Ｘ′ｙ≈ｅ′

其中ｅ′是ｅ的演变值，Ｘ′是Ｘ 的经过时间Δｔ后的演变矩阵。即

Ｘ′＝ （ｘ′１，ｘ′２，…，ｘ′ｎ）
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这里ｘ′ｉ 满足条件

ｘ′ｉ ＝ｘ（ｌｉ＋１）Δｔ）－ｘ（ｔ＋Δｔ），（ｉ＝１，２，…，ｎ）

４ 选取适当的参数ｐ值，解下列范数方程

‖ｙ‖ｐ ＋γ‖珦Ｘｙ－ｅ‖２ ＝ ｍｉｎ，ｐ∈ ［０，＋∞］，γ→ ∞

这里有

珟ｘｉ ＝ω（‖ｘｉ‖２）ｘｉ，ｘ∈Ｘ，珟ｘ∈珦Ｘ

其中全函数的选取比较灵活，目的是使 Ｘ 中的向量ｘ 单位化，如

ω（ｚ）＝

１
ｚ

，ｉｆ∶ｒｍｉｎ ＜ｚ＜ｒｍａｘ

０，
烅
烄

烆 其他

或ω（ｚ）＝
１，ｉｆ∶ｒｍｉｎ ＜ｚ＜ｒｍａｘ

０，
烅
烄

烆 其他

５ 计算得到Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λ＝ １
ＮΔｔ∑

Ｎ－１

ｊ＝０
ｌｎ‖ｅ（ｊ＋１）Δｔ‖

‖ｅ（ｊΔｔ）‖
（６ ３１）

五、混沌时间序列的预测［１８］

随着混沌科学的发展，使得可以不必事先建立主观模型，而直接根据数据序列本身所计

算出来的客观规律（Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数）进行预测，这样可以避免预测的人为主观性，提高预测

的精度和可信度。
（一）全域预测法

当对混沌时间序列进行预测时，应该注意到混沌是确定的，即混沌服从一定的规则。实

际上它具有有限的预测能力。虽然它们对初始条件极为敏感，同时也不可能得到完全准确的

测量，然而在它们的可预测能力丢失之前，对于一个短的时间长度，对它们的预测还是可以

获得的，并可能比基于一般统计方法的预测能力要好。
设时间序列为｛ｘ（ｔ），ｔ＝１，２，…｝，嵌入维数为ｍ，延迟时间为τ，则重构相空间为

Ｙ（ｔ）＝ （ｘ（ｔ），ｘ（ｔ＋τ），…，ｘ（ｔ＋（ｍ－１）τ）∈Ｒｍ，其中ｔ＝１，２，…，Ｎ

根据 Ｔａｋｅｎｓ定理：对合适的嵌入维数及延迟时间，重构相空间在嵌入空间中的“轨线”
在微分同胚意义下与原系统是“动力等价”的［１８］。因此存在一个光滑映射ｆ：Ｒｍ →Ｒｍ，使得：

Ｙ（ｔ＋１）＝ｆ（Ｙ（ｔ）），　　ｔ＝１，２，…

或（ｘ（ｔ＋τ），ｘ（ｔ＋２τ），…，ｘ（ｔ＋ｍτ）＝ｆ（（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ＋τ），…，ｘ（ｔ＋（ｍ－１）τ））

ｔ＝１，２，…
这样的ｆ在理论上应该唯一，但实际上由于数据的有限性使得真正的ｆ不可能求出，而
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只 能由有限数据构造映射ｆ^∶Ｒｍ →Ｒｍ，使ｆ^充分逼近ｆ。所谓全域法就是将相轨迹中的全部

点作为拟合对象，找 出 其 中 规 律，拟 合 一 个 光 滑 的 函 数 或 ｍ 维 曲 面，使∑
Ｎ

ｔ＝０

［Ｙ（ｔ＋１）－

ｆ^（Ｙ（ｔ）］２ 达到最小值的ｆ^∶Ｒｍ →Ｒｍ。
上述方法即称为全域预测法。全域法一般适用于ｆ不是很复杂，同时噪声干扰比较小的

时候。对于其他情况，可考虑采用局域法。
（二）局域预测法［１８］
局域法是将相空间轨迹的最后一点作为中心点，把离中心点最近的若干轨迹点作为相

关点，然后对相关点作出拟合，再估计轨迹下一点的走向，最后从预测出的轨迹点的坐标中

分离出所需要的预测值。相对全域法，局域法在大多数情况下适用。
采用相空间重构预测算法，就是要寻找“历史上情况最相似之处”。以一阶局域法［１８］ 为

例，所谓一阶局域法，就是指以Ｘ（ｔ＋１）＝ａ＋ｂＸ（ｔ）来拟合第ｎ点周围的小邻域。设第ｎ点

的邻域包括点ｔ１，ｔ２，…，ｔｐ，则上式可表示为

Ｘ（ｔ１＋１）

Ｘ（ｔ２＋１）
…

Ｘ（ｔｐ ＋１

熿

燀

燄

燅）

＝ａ＋ｂ

Ｘ（ｔ１）

Ｘ（ｔ２）
…

Ｘ（ｔｐ

熿

燀

燄

燅）

，可用最小二乘法

计算ａ和ｂ，在通过Ｘ（Ｎ＋１）＝ａ＋ｂＸ（Ｎ）得到相空间中轨迹的趋势，从而从Ｘ（Ｎ＋１）中

分离出时间序列的预测值。
（三）基于混沌吸引子的预测模型

混沌吸引子之外的任一状态点都有与其邻近状态点共同运动的趋势，进入吸引子域；吸

引子内的任一状态点与其邻近状态点都有保持在该吸引子域内形成分形结构的运动趋势。
因此通过找出预测点的若干临近相关点，用这些相关点与其后续时间序列的函数关系近似

代替预测点与其后续时间序列的函数关系，可以估计下一点的走向，并分离出预测值［２７］。本

文采用文献［２７］所提出的预测模型如下

Ｘ（Ｎ＋１）＝
∑
ｐ

ｉ＝１
ＸＮｉ

Ｒ－ｄｉ

Ｒ－ｄｍ

∑
ｐ

ｉ＝１

Ｒ－ｄｉ

Ｒ－ｄｍ

（６ ３２）

其中：Ｘ（Ｎ＋１）为预测得到的空间轨迹点；ＸＮｉ 为预测点Ｘ（Ｎ）邻域内的各点，ｐ为邻域内

点的个数；ｄｉ 和ｄｍ 分别为邻域内各点到预测点的空间距离和最小距离；Ｒ为邻域半径。当计

算得到 Ｘ（Ｎ＋１）后将其最后一维取出即得到ｘｎ＋１ 的预测值。
（四）基于最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的预报模式［１８］

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数作为量化对初始轨道的指数发散和估计系统的混沌量，是系统的一个很

好的预报参数。其预报模式如下：
不妨设ＹＭ 为 预 报 的 中 心 点，相 空 间 中 的 最 近 的 邻 点 为Ｙｋ，其 距 离 为 ｄＭ（０），最 大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为λ１，即

ｄＭ（０）＝ ｍｉｎ
ｊ^

‖ＹＭ －Ｙ^ｊ‖ ＝ ‖ＹＭ －Ｙｋ‖

‖ＹＭ －ＹＭ＋１‖ ＝｜Ｙｋ－Ｙｋ＋１‖ｅλ１

（６ ３３）
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其中ＹＭ＋１ 点只有最后一个分量ｘ（ｔｎ＋１）未知，故ｘ（ｔｎ＋１）是可预测的。
其余的混沌预测方法可以参考相关的混沌理论及应用方面的专业书籍和文献。

第五节 　 分 形 理 论

一、引言

在人类社会和自然界（包括本文所研究的河流水质系统）中都广泛存在着混乱、无序、

不规则的复杂现象，近年来非线性科学的兴起对研究这些现象提供了不同于传统方法的研

究途径。分形理论是非线性科学的重要组成部分之一，它的提出为描述和揭示隐藏于复杂或

混乱现象中的本质结构提供了理论基础。分形是诞生于２０世纪７０年代的一个新兴理论，当

ＢｅｎｏｉｔＢＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ首次通过对英国海岸线长度的测量而提出“英国的海岸线有多长”这

个简单而深刻的问题时，就已预示了分形理论及分形几何学的强大生命力。如果用分形的观

点看待自然界及事物的发展变化，人们就可以发现这个世界上很多用传统理论难以圆满解

释的自然现象及社会现象采用分形理论则能得到较合理的解释。作为一种新兴理论，分形理

论仍存在许多需要完善和改进的地方，但随着众多科学工作者的努力其理论本身也日趋成

熟。现在分形理论正在越来越多地被引入到众多学科（如化学、物理学、医学、材料学、图形学

等）的研究［２８］［２９］［３０］［３１］ 中，推动这些学科的发展。由于采用分形理论还发现了各学科现象间

的相似性，因此分形学有可能成为连接各学科的结合部，从而为各学科的交互发展提供契

机。
虽然分形理论已经在许多领域中得到了较好的应用，但目前在水环境系统模拟预测这

一方面还未见有较系统和深入的应用报道。而现在模拟预测方面所使用的分形方法大都是

定性预测某一现象的发展趋势，虽然效果较好，但需要较多的资料数据且并不能给出定量

值。对决策者而言则常常希望在对水环境系统进行模拟时得到比较确切的定量化预测结果，
因此本节将从其他方面着手采用分形理论进行定量预测模拟。

二、分形理论概述

（一）分形的概念

分形（ｆｒａｃｔａｌ）一词最早由ＢｅｎｏｉｔＢＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ从拉丁文ｆｒａｃｔｕｓ创造出来，其核心是标

度不变性，即在任何标度下物体的性质不变［３２］。在无标度区，子体数目 Ｎ（ｒ）与线性尺度（ｒ）

间存在幂函数关系：

Ｎ（ｒ）＝Ｃｒ－Ｄ （６ ３４）

其中：Ｄ 为分形的特征量 ——— 分维数。
分形理论的自相似性最初指形态或结构的相似性，ＢｅｎｏｉｔＢＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ把自然现象各

组成部分以一定方式与自身整体相似的形态称为分形［３３］。随着协同论等新学科的出现，这

种自相似概念得以充实与拓展，把信息、功能和时间上的具有自相似性的客体称为广义分

形。从数学角度看，分形实际上是一种具有无穷嵌套结构的极限图形，突出特点是不存在特

征尺度；而在现实中，分形只是在一定的标度范围内呈现出自相似或自仿射特性，这一标度
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范围也就是现实分形的无标度区［３２］。

分形理论和混沌理论都是非线性科学的重要组成部分，混沌理论是从动力学观点研究

不可积系统轨道的不稳定性，有助于消除确定论和随机论两套对立理论体系的鸿沟；而分形

理论则是从几何角度出发，研究不可积系统几何图形的自相似性质，可以成为描述复杂无规

则现象的有力工具，它承认世界的局部可能在一定条件下在某一方面（比如信息、结构、形态

等）表现出与整体的相似，也承认空间维数的变化可以连续也可以分散，从而拓宽了研究问

题的视野。
（二）分形的性质

分形揭示了自然界中的复杂现象所隐藏的有组织的结构，以具有自相似性的无序结构

为主要研究对象，其维数是可以变化的。分形因此具有以下一些基本性质［３２］［３４］：

１ 自相似性：一个系统的自相似性是指某种结构或过程的特征从不同的空间尺度或时

间尺度来看都是相似的，或者某系统或结构的局域在性质、结构、形态、信息、功能等方面与

整体类似。

２ 标度不变性：又被称为伸缩对称性，是指在分形上任选一局部区域，对它进行放大或

缩小，其结构、形态、复杂程度、不规则性等各种特性均不会发生变化。

３ 分形的维数可以为整数或分数。

４ 自然现象仅在一定尺度范围一定层次中表现分形特征，也即不同尺度范围或不同层

次上的分形特征不同。
（三）分维数

维数是一定时空的数值特征，分维数［３２］ 是定量描述分形系统自相似性的参数，通过具

体计算得出，可以是整数或分数，以 Ｄ 表示。根据研究的具体对象，分维数的具体形式和命

名也不相同，常见的有相似维或容量维、信息维、关联维等。

１ 相似维（ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）或容量维（ｃａｐａｃｉｔｙｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）：假设某一研究时段的

子段为ｒ（标度），在研究时段内现象出现的子段数为 Ｎ（ｒ），则分维数为：

Ｄ ＝ｌｉｍ
ｒ→０

（ｌｎＮ（ｒ）／ｌｎ（１／ｒ） （６ ３５）

可以证明此分维数与豪斯道夫维相等，在本章中分维数采用相似维的形式。

２ 信息维（ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）Ｄ１：是以概率形式表现出的分维数，当用边长为ｒ的

小盒子覆盖分形结构时，Ｐｉ 是分形结构中某些点落入小盒子的概率，也即通常意义上的覆

盖概率，表达为：

Ｄ１ ＝ｌｉｍ
ｒ→０∑ｉ （ＰｉｌｎＰｉ／ｌｎ（ｒ）） （６ ３６）

３ 关联维（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）Ｄ２：就是前一节中提到的关联维数，在此

Ｄ２ ＝ｌｉｍ
ｒ→０

（ｌｎＣ（ｒ）／ｌｎ（ｒ）） （６ ３７）

４ 广义维（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）Ｄｑ：Ｐｉ 是覆盖概率，当ｑ取值不同时分维数也不同。

Ｄｑ ＝ｌｉｍ
ｒ→０

ｌｉｍ
ｑｉ→ｑ

（１／（ｑｉ－１）∑
ｉ

（ｐｑｉｉ／ｌｎｒ）），ｑ＝－∞，…，－１，０，１，…，∞ （６ ３８）
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三、分段变维分形方法

（一）分段变维分形法

由前述可知，分形分布可通过幂指数分布描述，先对其中的各参数进一步说明。对Ｎ（ｒ）

＝Ｃｒ－Ｄ，ｒ为特征线度，如时间，距离等；Ｎ（ｒ）为与ｒ相关的物理量，如价格、股票指数、测量

值等；Ｃ为不随ｒ变化的待定常数；Ｄ为分维数。在传统几何中，维数为整数，而在分形中维数

可以不为整数，这极大地丰富了传统理论。在一般的分形方法中，分维数是不变的，这虽然有

助于简化分析问题，但由于在自然界中并不存在严格满足这种分维关系的现象而使得有些

复杂现象不能采用一般的分维方法进行处理。因此付昱华等［３５］［３６］ 在一般分形理论基础上

提出了一种变维分形方法。

对常维分形的分维数Ｄ和待定常数Ｃ可由下面方法确定。设特征线度ｒＡ 和ｒＢ 所对应的

物理量为 ＮＡ 和ＮＢ，由分形分布函数可得：

ｌｎＮＡ ＝ｌｎＣ－ＤｌｎｒＡ　　ｌｎＮＢ ＝ｌｎＣ－ＤｌｎｒＢ

解得

Ｄ ＝ｌｎ（ＮＡ／ＮＢ）
ｌｎ（ｒＢ／ｒＡ）　　Ｃ＝ＮＡｒＤ

Ａ ＝ＮＢｒＤ
Ｂ （６ ３９）

当全部数据点不能与一条分形直线基本符合时，常维分形法就不能应用。而分段变维分

形法则采用首尾相连的分段折线拟合全部数据点。对每一线段的Ｃ和Ｄ 的值，均可采用该线

段两端点应用上式确定，这样每一线段的分维数将可能不相同，因此构成了分段变维。
（二）分段变维分形法的改进

对于分段变维法在求出各段的分维数后可以采用平均分维数进行预测，但往往效果可

能不够理想，因此可通过对原始数据进行变换的方法构造更好的分形直线来处理［３６］。

首先构造原始序列和各阶累计和序列。令

｛Ｎｉ｝＝ ｛Ｎ１，Ｎ２，……，Ｎｎ｝（ｉ＝１，２，……，ｎ）

｛Ｎ１ｉ｝＝ ｛Ｎ１１，Ｎ１２，……，Ｎ１ｎ｝（ｉ＝１，２，……，ｎ）

｛Ｎ２ｉ｝＝ ｛Ｎ２１，Ｎ２２，……，Ｎ２ｎ｝（ｉ＝１，２，……，ｎ） （６ ４０）

｛Ｎ３ｉ｝＝ ｛Ｎ３１，Ｎ３２，……，Ｎ３ｎ｝（ｉ＝１，２，……，ｎ）

｛Ｎ４ｉ｝＝ ｛Ｎ４１，Ｎ４２，……，Ｎ４ｎ｝（ｉ＝１，２，……，ｎ）

其中：Ｎ１ｉ ＝ ∑
ｉ

ｊ＝１
Ｎｊ；Ｎ２ｉ ＝ ∑

ｉ

ｊ＝１
Ｎ１ｊ；Ｎ３ｉ ＝ ∑

ｉ

ｊ＝１
Ｎ２ｊ；Ｎ４ｉ ＝ ∑

ｉ

ｊ＝１
Ｎ３ｊ。

构造好各序列后，将数据点绘制于双对数坐标系中，得到离散的分形模型，由ｎ个数据

点 共可得到ｎ－１条线段组成的分段变维分形模型，各段的分维数Ｄ和常数Ｃ均可由（６ ３９）
式计算得出。

根据求得的分维数选择变换效果最好的分形模型确定相应的分形参数，当分形参数确

定之后就可以采用外插计算的方法进行预测了。
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四、分形插值

在水质模拟中，如果采用图形显示方式往往更加直观，所以本节也将对采用分形插值思

想模拟绘制监测值曲线做一初步探讨。
分形插值是由美国数学家 ＭＦＢａｒｎｓｌｅｙ于１９８６年提出的，这种拟合数据的新思想，不

仅为函数逼近理论开辟了崭新的研究领域，而且为计算机图形学提供了有效的工具，目前应

用也较为广泛。
（一）分形插值函数

分形插值函数的详细内容可以参考文献［３７］［３８］，现对其基本思想简述如下。给定Ｒ２

中的一组数据坐标｛（ｘｉ，ｙｉ）｝，ｉ＝０，１，２，…，Ｎ，ｘｉ ∈ ［ｘ０，ｘＮ］，ｙｉ ∈ ［ａ，ｂ］。则找到的一个分

形 插值函数ｆ（ｘ）应该满足：ｆ（ｘ）：［ｘ０，ｘＮ］→［ａ，ｂ］是连续函数，且ｆ（ｘｉ）＝ｙｉ，ｉ＝０，１，２，
…，Ｎ。对ｉ＝ （１，２，…，Ｎ），定义

Ｌｉ（ｘ）＝ｘｉ－１＋（ｘｉ－ｘｉ－１）（ｘ－ｘ０）／（ｘＮ －ｘ０）

Ｆｉ（ｘ，ｙ）＝ｂｉｘ＋Ｈｙ＋ｋ
烅
烄

烆 ｉ

（６ ４１）

其中 Ｈ 为 Ｈｕｒｓｔ系数，且有

ｂｉ ＝ ［ｙｉ－ｙｉ－１－Ｈ（ｙＮ －ｙ０）］／（ｘＮ －ｘ０）

ｋｉ ＝ｙｉ－１－Ｈｙ０－ｂｉｘ
烅
烄

烆 ０

　　ｉ＝ （１，２，…，Ｎ） （６ ４２）

令 Ｔｉ（ｘ，ｙ）＝ （Ｌｉ（ｘ），Ｆｉ（ｘ，ｙ）），ｉ＝ （１，２，…，Ｎ）

则｛Ｔｉ（ｘ，ｙ）｝，ｉ＝ （１，２，…，Ｎ）形成一迭代函数系，其吸引子就是分形插值函数ｆ（ｘ）
的图像。由上述定义，对ｉ＝ （１，２，…，Ｎ），显然应有

Ｌｉ（ｘ０）＝ｘｉ－１

Ｌｉ（ｘＮ）＝ｘｉ

Ｆｉ（ｘ０，ｙ０）＝ｙｉ－１

Ｆｉ（ｘＮ，ｙＮ）＝ｙ

烅

烄

烆 ｉ

（６ ４３）

由定义可以看出Ｌｉ（ｘ）、Ｆｉ（ｘ）均为线性，故称ｆ（ｘ）为线性分形插值函数。
由于ｆ（ｘ）是一个迭代函数吸引子的图像，则它就是一个由观察数据｛（ｘｉ，ｙｉ）｝，ｉ＝（０，

１，２，…，Ｎ）对应的分形集，且该迭代函数系是由仿射变换组成的。
（二）Ｈｕｒｓｔ系数

１Ｒ／Ｓ分析

Ｒ／Ｓ（ｒｅｓｃａｌｅｄｒａｎｇｅａｎａｌｙｓｉｓ）分析是由自仿射分形衍生，通过改变时间尺度的大小研

究时间序列统计规律的变化特征，近年来已经在多个学科中得到应用［３９］［４０］。
在Ｒ／Ｓ分析中，Ｈｕｒｓｔ指数（简称 Ｈ指数）具有十分重要的意义。Ｈｕｒｓｔ指数首先由赫斯

特引入，他通过研究发现自然现象是一个随机游走的有偏过程，根据统计特性，当 Ｈ ＝１／２
时观测序列是白噪声序列，变化没有规律；当 Ｈ≠１／２时观测序列不独立，具有一定的规律

性，每个之中都包含以前的影响。当 Ｈ＜０５时是反持续的时间序列，其反持续性行为的程
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度依赖于 Ｈ 距离０的程度；当０５＜ Ｈ＜１０时是持续性序列，其持续性行为依赖于 Ｈ 与

１０的距离。
此外，ＢｅｎｏｉｔＢＭａｎｄｅｌｂｒｏｔ等人给出了分形布朗运动，定义了自相关函数Ｃｔ 与Ｈ 的关

系：Ｃｔ ＝２２Ｈ－１－１。这些工作都使 Ｒ／Ｓ分析在分形中得到应用。

２Ｈ 指数的计算

计算 Ｈ 指数需要与 Ｒ／Ｓ分析相联系。Ｒ／Ｓ分析的基本思路如下［４１］：将原序列｛ｘｔ｝，ｔ＝
１，２，…，ｎ，分成若干段（子区间），设ｌ＝２，３，…，Ｌ为子区间的长度，Ｌ是子区间的最大长度，

ｎｊ ＝ ［ｎ／ｌ］。设子区间长度为ｌ，定义第ｊ个子区间的均值、累计偏差、极差、标准差分别为：

珚ｘｌｊ ＝ １
ｌ ∑

ｌ

ｉ＝１
ｘ（ｊ－１）×ｌ＋ｉ

珚ｘｌｊｔ ＝ ∑
ｔ

ｉ＝１

（ｘ（ｊ－１）×ｌ＋ｉ－珚ｘｉｊ），ｔ＝１，２，…，ｌ

Ｒｌｊ ＝ ｍａｘ
１≤ｔ≤ｌ

（ｘｌｊｔ）－ｍｉｎ
１≤ｔ≤ｌ

（ｘｌｊｔ）

Ｓｌｊ ＝ １
ｌ ∑

ｌ

ｉ＝１

（ｘ（ｊ－１）×ｌ＋ｉ－珚ｘｉｊ）（ ）２
１
２
，ｊ＝１，２，…，ｎｌ

（６ ４４）

而当｛ｘｔ｝，ｔ＝１，２，…，ｎ不相互独立时则有
Ｒｌｊ

Ｓｌｊ
∝ｌＨ。显然上述结果与子区间长度ｌ有

关，考虑波动幅度在ｎｊ 个子区间上的平均值，记为ｙｌ ＝ １
ｎｌ ∑

ｎｌ

ｊ＝１

Ｒｌｊ

Ｓｌｊ
，其中ｌ＝２，３，…，Ｌ，则有

ｌｎｙｌ ＝ｌｎα＋ｈｌｎｌ＋εｔ，ｌ＝２，３，…，Ｌ （６ ４５）

取Ｌ＝ｎ，计算所得的ｈ^ｎ 即为Ｈ 指数。

五、多维分形模型［３２］

（一）多维分形模型

设多维分形模型：

Ｙ ∝ＸＦ（Ｄ） （６ ４６）

其中：Ｙ 为单变量，Ｘ 为多自变量，根据具体问题可以代表不同的意义；Ｆ（Ｄ）称为分维数函

数，也可称为一般分维数，Ｄ 可谓多维参数，Ｆ（Ｄ）选取怎样的函数形式，根据具体研究问题

而定。式（６ ４６）推出许多具体模型。

１ 取Ｙ ＝Ｎ（覆盖的盒子数目），Ｘ＝ｂ（盒子的大小或尺寸），Ｆ（Ｄ）＝－Ｄ。得到盒子数

目与盒子的大小或尺寸关系：

Ｎ ∝ｂ－Ｄ

２ 取Ｙ ＝Ｌ（τ）（轨迹的长度），Ｘ ＝τ（步长大小），Ｆ（Ｄ）＝１－Ｄ。得到划分关系：

Ｌ（τ）∝τ１－Ｄ
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３ 取Ｙ ＝Ｐ（ω）（功率），Ｘ ＝ω（频率），Ｆ（Ｄ）＝－（５－２Ｄ）。得到功率谱与频率关系：

Ｐ（ω）∝ω－（５－２Ｄ）

４ 取Ｙ ＝Ｎ（Ｒ）（功率），Ｘ ＝Ｒ（频率），Ｆ（Ｄ）＝Ｄ。得到扩散限制凝聚（ＤＬＡ 模型）：

Ｎ（Ｒ）∝ＲＤ

式（６ ４６）可改写为下面的模型：

Ｙ ＝ＣＸＦ（Ｄ） （６ ４７）

此模型就是非线性回归模型，Ｃ为未知参数，Ｆ（Ｄ）可看作参数函数。对分维数Ｄ的研究

可以转化为对分维数函数的研究，其效果是一致的，因为Ｆ（Ｄ）是Ｄ 的一个一一变换。
（二）多维自仿射分布函数

以下是多维自仿射分布函数的定义。

１ｎ维自仿射（Ⅰ 型）分布

如果ｎ维随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的联合密度函数为

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）＝ ∏

ｎ

ｊ＝１
ａｊｋａｊｊｘ－（ａｊ＋１）

ｊ ，ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ（６ ４８）

则随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）服从ｎ维自仿射（Ⅰ 型）分布。其中ａｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）称为

形状参数，ｋｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）称为尺度参数。
由式（６ ４８）可得ｎ维自仿射（Ⅰ 型）分布函数与互补分布函数（超越率函数）

ＦＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）＝Ｐ（Ｘ１ ≤ｘ１，…，Ｘｎ ≤ｘｎ）＝∫

ｘ１

－∞

…∫
ｘｎ

－∞

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ２…ｄｘｎ

＝ ∏
ｎ

ｊ＝１

［１－（ｘｊ

ｋｊ
）－ａｊ］

ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ４９）

Ｐ（Ｘ１ ≥ｘ１，…，Ｘｎ ≥ｘｎ）＝∫
＋∞

ｘ１

…∫
＋∞

ｘｎ

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝ ∏

ｎ

ｊ＝１

（ｘｊ

ｋｊ
）－ａｊ

ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ５０）

在低端截尾条件下，（ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋ′ｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ），可推得下式：

Ｐ（Ｘ１）≥ｘ１，…，Ｘｎ ≥ｘｎ｜Ｘ１ ≥ｋ′１，…，Ｘｎ ≥ｋ′ｎ）＝
∏
ｎ

ｊ＝１

（ｘｊ

ｋｊ
）－ａｊ

∏
ｎ

ｊ＝１

（ｋ′ｊ

ｋｊ
）－ａｊ

＝ ∏
ｎ

ｊ＝１

（ｘｊ

ｋ′ｊ
）－ａｊ

ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋ′ｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ５１）
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上式表明ｎ维自仿射（Ⅰ 型）分布在低端截尾条件下具有分形性质。

Ｐ（Ｘ１ ≥ｘ１，…，Ｘｎ ≥ｘｎ｜Ｘ１ ≥ｋ′１，…，Ｘｎ ≥ｋ′ｎ

＝Ｐ（Ｘ１ ≥ｃｘ１，…，Ｘｎ ≥ｃｘｎ｜Ｘ１ ≥ｃｋ′１，…，Ｘｎ ≥ｃｋ′ｎ）

ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋ′ｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ５２）

上式表明ｎ维自仿射（Ⅰ 型）分布具有尺度不变的特征。其中ｋ′ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）为尺度

参数，ｃ为任意正的常数。

由式（６ ４８）可求得边缘分布密度函数和边缘分布函数：

ｆＸｊ
（ｘｊ）＝ａｊｋａｊｊｘ－（ａｊ＋１）

ｊ ，ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ５３）

ＦＸｊ
（ｘｊ）＝１－（ｘｊ

ｋｊ
）－ａｊ，ａｊ ＞０；ｘｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ５４）

上式即为一维帕累托分布（Ｐａｒｅｔｏｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）的密度函数和分布函数。

它们的数学期望和方差为：

Ｅ（Ｘｊ）＝ａｊｋｊ（ａｊ－１）－１，ａｊ ＞１；ｘｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ５５）

Ｄ（Ｘｊ）＝ａｊｋ２
ｊ（ａｊ－２）－１（ａｊ－１）－２，ａｊ ＞２；ｘｊ ＞ｋｊ ＞０；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ５６）

因为

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）＝ｆＸ１

（ｘ１）…ｆＸｎ
（ｘｎ）

所以ｎ维自仿射（Ⅰ 型）随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立。

２ｎ维自仿射（Ⅱ 型）分布

如果ｎ维随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的联合密度函数

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）＝ ∏

ｎ

ｊ＝１
ａｊｋａｊｊｘａｊ－１ｊ ，ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ５７）

则随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）服从ｎ维自仿射（Ⅱ 型）分布。其中ａｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）称为

形状参数，ｋｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）称为尺度参数。

由式（６ ５７）可得ｎ维自仿射（Ⅱ 型）分布函数与互补分布函数（超越率函数）

ＦＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）＝Ｐ（Ｘ１ ≤ｘ１，…，Ｘｎ ≤ｘｎ）

＝∫
ｘ１

－∞

…∫
ｘｎ

－∞

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ

＝ ∏
ｎ

ｊ＝１

（ｘｊ

ｋｊ
）ａｊ

ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ５８）
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Ｐ（Ｘ１ ≥ｘ１，…，Ｘｎ ≥ｘｎ）＝∫
＋∞

ｘ１

…∫
＋∞

ｘｎ

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝ ∏

ｎ

ｊ＝１

［１－（ｘｊ

ｋｊ
）ａｊ］

ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ５９）

在高端截尾条件下，（ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋ′ｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ），可推得下式：

Ｐ（Ｘ１ ≤ｘ１，…，Ｘｎ ≤ｘｎ｜Ｘ１ ≤ｋ′１，…，Ｘｎ ≤ｋ′ｎ）＝
∑
ｎ

ｊ＝１

（ｘｊ

ｋｊ
）ａｊ

∏
ｎ

ｊ＝１

（ｋ′ｊ

ｋｊ
）ａｊ

＝ ∏
ｎ

ｊ＝１

（ｘｊ

ｋ′ｊ
）ａｊ

ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋ′ｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ６０）

上式表明ｎ维自仿射（Ⅱ 型）分布在高端截尾条件下具有分形性质。

Ｐ（Ｘ１ ≤ｘ１，…，Ｘｎ ≤ｘｎ｜Ｘ１ ≤ｋ′１，…，Ｘｎ ≤ｋ′ｎ）

＝Ｐ（Ｘ１ ≤ｃｘ１，…，Ｘｎ ≤ｃｘｎ｜Ｘ１ ≤ｃｋ′１，…，Ｘｎ ≤ｃｋ′ｎ）

ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋ′ｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ

（６ ６１）

上式表明ｎ维自仿射（Ⅱ 型）分布具有尺度不变的特征。其中ｋ′ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）为尺度

参数，ｃ为任意正的常数。
由式（６ ５７）可求得边缘分布密度函数和边缘分布函数：

ｆＸｊ
（ｘｊ）＝ａｊｋ－ａｊｊ ｘａｊ－１ｊ ，ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ６２）

ＦＸｊ
（ｘｊ）＝ （ｘｊ

ｋｊ

ａｊ，ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ６３）

上式即为一维幂函数分布（Ｐｏｗｅｒ－ｆｕｎｃｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）的密度函数和分布函数。
它们的数学期望和方差为：

Ｅ（Ｘｊ）＝ａｊｋｊ（ａｊ＋１）－１，ａｊ ＞０；０＜ｘｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ６４）

Ｄ（Ｘｊ）＝ａｊｋ２
ｊ（ａｊ＋２）－１（ａｊ＋１）－２，ａｊ ＞２；０＜ｘｊ ＜ｋｊ；ｊ＝１，２，…，ｎ （６ ６５）

因为

ｆＸ１，…，Ｘｎ
（ｘ１，…，ｘｎ）＝ｆＸ１

（ｘ１）…ｆＸｎ
（ｘｎ）

所以ｎ维自仿射（Ⅱ 型）随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立。
多维自仿射分布是自仿射分形的数学基础，它研究统计分形体各向异性的情况，即在不

同方向具有不同标度因子，应用较为广泛。
以上介绍了分形理论的一些基础知识，为了更深入地了解和应用分形理论，可以参看相

关的专业书籍。采用分形理论对水环境系统进行定量化的模拟预测，这本身就是一种尝试性

的探讨，分形方法在定量化模拟中还存在许多值得进一步研究的地方，比如可将 Ｒ／Ｓ分析
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与分段变维分形相结合进行预测，为使精度提高而对变维预测法的进一步改进，其他定量化

方法的标准化等。但可预想，随着分形理论的不断完善，其在水环境系统模拟中的应用将会

不断深入。
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第七章　ＭＡＴＬＡＢ在水环境系统模拟中的应用

ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司推出的 ＭＡＴＬＡＢ是一个为科学和工程计算而专门设计的高级交互

式的数学软件包。ＭＡＴＬＡＢ环境集成了图示与精确的数值计算，是一个可以完成各种计算

和数据可视化的有力工具。ＭＡＴＬＡＢ语言简洁紧凑，编程效率高，用户操作界面方便，图形

图像处理功能强大，运算符丰富，工具箱全面且可以随时扩充，因此深受科学工作者和广大

用户的喜爱。目前，ＭＡＴＬＡＢ已经在应用数学、物理、化学、工程技术、医药、金融、通信 工

程、系统仿真及其他涉及到复杂数值计算的应用领域发挥了重要作用。本章将对 ＭＡＴＬＡＢ
进行简要地介绍，并通过举例说明其在水环境系统模拟中的应用。

第一节 　 概 　 述

在本节中，将对 ＭＡＴＬＡＢ的发展历史、主要特点、操作界面等作一介绍［１］［２］［３］［４］。

一 、ＭＡＴＬＡＢ的历史背景及影响

ＭＡＩＬＡＢ名字由矩阵（ＭＡＴｒｉｘ）和实验室（ＬＡＢｏｒａｔｏｒｙ）两词的前三个字母组合而成。

２０世纪７０年代后期，时任美国新墨西哥大学计算机科学系主任的 ＣｌｅｖｅＭｏｌｅｒ教授和同事

开发了ＥＩＳＰＡＣＫ和ＬＩＮＰＡＣＫ的ＦＯＲＴＲＡＮ 子程序库，主要用于求解现性方程组。其后，

ＣｌｅｖｅＭｏｌｅｒ教 授 出 于 减 轻 学 生 编 程 负 担 的 动 机，为 学 生 设 计 了 一 组 调 用 ＥＩＳＰＡＣＫ 和

ＬＩＮＰＡＣＫ库程序的“通俗易用”的接口，此即用ＦＯＲＴＲＡＮ编写的萌芽状态的 ＭＡＴＬＡＢ。
此后几年，ＭＡＴＬＡＢ主要作为一种免费软件在大学里使用，并在校际流传。１９８３年的

春天，一个偶然的机会，ＣｌｅｖｅＭｏｌｅｒ教授到Ｓｔａｎｆｏｒｄ大学讲学，他的 ＭＡＴＬＡＢ深深吸引了

一位名叫ＪｏｉｎＬｉｔｔｌｅ的工程师。在这次讲课过程中，ＪｏｉｎＬｉｔｔｌｅ敏锐地察觉到了 ＭＡＴＬＡＢ在

工程领域的广阔前景。于是他与ＣｌｅｖｅＭｏｌｅｒ一起，用Ｃ语言开发了 ＭＡＴＬＡＢ的第二代专

业版本。
在Ｌｉｔｔｌｅ的推动下，由Ｌｉｔｔｌｅ、Ｍｏｌｅｒ、ＳｔｅｖｅＢａｎｇｅｒｔ合作，于１９８４年成立了 ＭａｔｈＷｏｒｋｓ

公司，正式把 ＭＡＴＬＡＢ推向市场，并继续 ＭＡＴＬＡＢ的研发工作。从这时起，ＭＡＴＬＡＢ的内

核采用Ｃ语言编写，而且除原有的数值计算能力外，还新增了数据图视功能。１９９３年，Ｍａｔｈ
Ｗｏｒｋｓ公司推出 ＭＡＴＬＡＢ４０；１９９５年，ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司 ＭＡＴＬＡＢ４２Ｃ版；１９９７年推出

了 ＭＡＴＬＡＢ５０版；１９９９年，推出了 ＭＡＴＬＡＢ５３版本；２０００年１０月，ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司推

出了 ＭＡＴＬＡＢ６０版；２００２年８月，新版本 ＭＡＴＬＡＢ６５开始发布。ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司的每

一次版本的推出都使 ＭＡＴＬＡＢ产生长足的进步，其界面越来越友好，内容越来越丰富，功

能也越来越强大。

ＭＡＴＬＡＢ以商品形式出现后，仅短短几年．就以其良好的开放性和运行的可靠性，使

原先控制领域里的封闭式软件包（如英国的 ＵＭＩＳＴ，瑞 典 的 ＬＵＮＤ 和 ＳＩＭＮＯＮ，德 国 的

ＫＥＤＤＣ）纷纷被淘汰，而改以 ＭＡＴＬＡＢ为平台加以重建。进入２０世纪９０年代，ＭＡＴＬＡＢ
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已经成为国际控制界公认的标准计算软件。２０世纪９０年代初期，在国际上３０多个数学类科

技应用软件中，ＭＡＴＬＡＢ在数值计算方面独占鳌头。
在欧美大学里，诸如应用代数、数理统计、自动控制、数字信号处理、模拟与数字通信、时

间序列分析、动态系统仿真等课程的教科书，都把 ＭＡＴＬＭＢ作为内容。这几乎成了２０世纪

９０年代教科书与旧版书籍的区别性标志。在那里，ＭＡＴＬＡＢ是攻读学位的大学生、硕士生、
博士生必须掌握的基本工具。

在国际学术界，ＭＡＴＬＡＢ已经被确认为准确、可靠的科学计算标准软件。在许多国际

一流学术刊物上（尤其是信息科学刊物），都可以看到 ＭＡＩＬＡＢ的应用。
在设计研究单位和工业部门，ＭＡＴＬＡＢ被认作进行高效研究、开发的首选软件工具，

如美国 ＮａｔｉｏｎａｌＩｎｓｔｒｕｍｅｎｔｓ公司信号测量、分析软件ＬａｂＶＩＥＷ，Ｃａｄｅｎｃｅ公司信号和通信

分析设计软件ＳＰＷ 等，或者直接建筑在 ＭＡＴＬＡＢ之上，或者以 ＭＡＴＬＡＢ为主要支撑。

二 、ＭＡＴＬＡＢ语言的特点

第三代计算机语言如 Ｃ和ＦＯＲＴＲＡＮ 语言等，使人们摆脱了对计算机硬件的操作。而

第四代计算机语言 ＭＡＴＬＡＢ具有不同于其他高级语言的特点，它使人们从繁琐的程序代

码中解放出来。其丰富的函数使开发者无需重复编程，只要简单地调用和使用既可。作为计

算机计算的强有力工具，ＭＡＴＬＡＢ以矩阵作为数据操作的基本单位，因此是以矩阵运算为

主要工作方式 的 数 理 统 计、自 动 控 制、数 字 信 号 处 理、动 态 系 统 仿 真 等 方 面 的 重 要 工 具。

ＭＡＴＬＡＢ除具有强大数值计算和图形功能外，它还有其他语言难以比拟的功能，此外，它

和其他语言的接口能够保证它可以和各种各样的强大计算机软件相结合，发挥更大的作用。

ＭＡＴＬＡＢ的特点主要体现在以下几个方面：
（一）用户使用方便

ＭＡＴＬＡＢ语言是一种解释执行 的 语 言（在 没 有 被 专 门 的 工 具 编 译 之 前），它 方 便、灵

活、操作简单，其调试程序的手段丰富，调试速度快，对用户而言，短时间内即可学会。
一般而言，人们使用任何一种语言编写和调试程序都要经过５个步骤：编辑、编译、连

接、执行和调试。各个步骤之间是顺序关系，编程的过程就是在它们之间作瀑布型的循环。与

其他语言相比 ＭＡＴＬＡＢ语言，把编辑、编译、连接和执行融为一体，较好地解决了上述问

题。它能在同一画面上进行灵活操作，快速排除输入程序中的书写错误、语法错误以及语言

错误，从而加快了用户编写、修改和调试程序的速度，从编程和调试过程来看，ＭＡＴＬＡＢ比

面向对象的 ＶＢ语言还要简单。
当 ＭＡＴＬＡＢ运行时，如直接在命令行输入 ＭＡＴＬＡＢ语句命令，包括调用 Ｍ 文件，每

输入一条 语 句，就 立 即 对 其 进 行 处 理，完 成 编 译、连 接 和 运 行 的 全 过 程。又 比 如，将

ＭＡＴＬＡＢ源程序编译为 Ｍ 文件，由于 ＭＡＴＬＡＢ磁盘文件也是 Ｍ 文件，所以编译后的源文

件就可以直接运行，而不需要进行编译和连接。在运行 Ｍ 文件时，如果有错，计算机屏幕上

会给出详细的出错信息，用户经过修改后再执行，直到正确为止。可以说，ＭＡＴＬＡＢ语言不

仅是一种高级语言，广义上讲它还是一种语言开发系统，即语言调试系统。
（二）编程效率高

ＭＡＴＬＡＢ语言是一种面向科学和工程计算的高级语言，允许用数学形式的语言编写

程序，且比 ＢＡＳＩＣ、ＦＯＲＴＲＡＮ 和 Ｃ语言等更加接近于人们书写计算公式的思维方式。用
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ＭＡＴＬＡＢ编写程序就好像是在演算纸上排列出公式和求解问题，因此 ＭＡＴＬＡＢ语言也被

通俗地称为演算纸式科学算法语言。由于 ＭＡＴＬＡＢ本身编写简单，所以编程效率高，无论

对初学者还是专业人员都易学易懂。
（三）扩充能力强

ＭＡＴＬＡＢ语言经过了很多版本，每一次的版本更新都对其功能有很大扩充。高版本的

ＭＡＴＬＡＢ语言有丰富的库函数，在进行复杂的数学运算时可以直接调用，而且 ＭＡＴＬＡＢ
的库函数在形式上与用户文件一样，用户文件也可作为 ＭＡＴＬＡＢ的库函数来调用。因此，
用户可以根据自己的需要方便地建立和扩充新的库函数，以便提高 ＭＡＴＬＡＢ使用效率和

扩充 ＭＡＴＬＡＢ的功能。此外，其他高级语言由于各自具备不同的特点和优势，也都有广泛

的应用，为了充分地利用已有的ＦＯＲＴＲＡＮ、Ｃ语言等资源，可以通过建立 Ｍｅｘ调用文件格

式，混合编程，这能够方便地调用有关ＦＯＲＴＲＡＮ、Ｃ语言的子程序。良好的交互性使得程序

书写者可以使用以前编写过的程序，减少重复性工作，也使现在编写的程序具有重复利用的

价值。
（四）语句简单

ＭＡＴＬＡＢ语言中最基本、最重要的成分是函数，其一般形式为［ａ，ｂ，ｃ，…］＝ｆｕｎ（ｈ，ｉ，

ｊ，…），即一个函 数 有 函 数 名、输 入 变 量ｈ，ｉ，ｊ，… 和 输 出 变 量ａ，ｂ，ｃ，… 组 成。同 一 函 数 名

ｆｕｎ，不同数目的输入变量（包括无输入变量）及不同数目的输出变量，代表着不同的含义。
这不仅使 ＭＡＴＬＡＢ的库函数更加丰富，而且大大减少了所需的磁盘空间，使得 ＭＡＴＬＡＢ
编写的 Ｍ 文件简单、短小而实用。

（五）矩阵和数组运算高效方便

ＭＡＴＬＡＢ语言像ＢＡＳＩＣ、ＦＯＲＴＲＡＮ、Ｃ语言一样规定了矩阵的算术运算符、关系运算

符、逻辑运算符、条件运算符及赋值运算符，而且这些运算符大部分可以毫无改变地照搬到

数组建的运算，有些运算符（如算术运算符）只要适当改变形式就可用于数组间的运算。此

外，ＭＡＴＬＡＢ不需定义数组的维数，并给出了矩阵函数、特殊矩阵专门的库函数，使在求解

诸如信号处理、建模、系统识别、控制、优化等领域的问题时，显得极为简捷、高效、方便，这也

是其他高级语言所不能够比拟的。
（六）方便的绘图功能

ＭＡＴＬＡＢ的绘图功能是十分方便的，它有一系列绘图函数（命令），例如线性坐标、对

数坐标、半对数坐标及极坐标等，可方便地绘制出二维图形和三维图形。只需调用相应的函

数（命令），就可以在图上标出图题、ＸＹ轴标注，格栅绘制也只需要调用相应的命令即可，简

单易行。此外，在调用绘图函数时调整自变量可绘出不同颜色的点、线、复线或多重线等。这

种为科学研究着想的设计是通用编程语言所不及的。
（七）移植性好，源程序开放

ＭＡＴＬＡＢ是用Ｃ语言编写的，而Ｃ语言的可移植性很好。因此，ＭＡＴＬＡＢ可以很方便

地移植到运行 Ｃ语言的操作平台上。ＭＡＴＬＡＢ适合的工作平台有：Ｗｉｎｄｏｗｓ系列、ＵＮＩＸ、

Ｌｉｎｕｘ、ＶＭＳ６１、ＰｏｗｅｒＭａｃ。
开放性也许是 ＭＡＴＬＡＢ最受人们欢迎的特点。除了内部函数以外，所有 ＭＡＴＬＡＢ的

核心文件和工具箱文件都是刻度可改的源文件，用户可通过对源文件的修改以及加入自己

的文件来构成新的工具箱。
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２００２年 ＭａｔｈＷｏｒｋｓ公司发布的 ＭＡＴＬＡＢ最新产品６５版，其特点在于全新的桌面和

各种不同领域的集成工具，使用户易于使用。多种新工具简化了一般的工作，如资料输入、快

速分析，并可创造出高品质且具有实用性的图表分析等。ＭＡＴＬＡＢ６５包含了ＪＩＴ 加速度

计。ＪＩＴ加速度计极大地加快了 ＭＡＴＬＡＢ中的许多操作的计算速度。其他的新的特色包括

以下几方面：

１ 外部接口

（１）改进了自动化客户接口：新的查看和修改属性用户接口，增强了事件和例外句柄。
（２）增强了网络集成：读 ＵＲＬ的内容，在 ＭＡＴＬＡＢ中发送Ｅ－ｍａｉｌ及解压缩文件。

２ 开发环境

（１）新的 Ｍ－ 文件接口，能更好地理解 Ｍ－ 代码。
（２）新的启动按钮，易于执行共同的命令。
（３）增强了数组编辑器：与Ｅｘｃｅｌ之间剪切、复制、删除和交换单元的新功能，支持更大

的数组。
（４）改进了编辑和调试工具。
（５）支持新的图形用户接口，可以从 ＨＤＦ或 ＨＤＦ－ＥＯＳ文件导入数据。
（６）改进了文件和目录管理工具。
（７）ＪＶＭ１３１支持 Ｗｉｎｄｏｗｓ、Ｌｉｎｕｘ和Ｓｏｌａｒｉｓ平台

（８）改进与ＰＣ平台的控制接口。

３ 编程和数据类型

（１）增加了变量名、函数名和文件名的最大长度：变量名、函数名、子函数名、结构域名、

Ｍ 文件名、ＭＥＸ文件名和 ＭＤＬ文件名可以达到６３个字节。
（２）支持６４位的文件偏移量，能够为大于２ＧＢ的数据文件实现低层次的Ｉ／Ｏ函数。
（３）支持是用动态域名来访问和修改结构数组。
（４）简化了 ＡＮＤ和 ＯＲ逻辑运算。
（５）支持有符号和无符号的６４位整数。
（６）改进了音频支持。
（７）支持新的 ＭＡＴＬＡＢ定时器，而不是定时执行 ＭＡＴＬＡＢ命令。
（８）加强了警告和错误提示功能，支持格式化的字符串和消息标识符。

４ 数学

（１）新的数学计算和算法改进。
（２）在Ｐｅｎｔｉｕｍ４上更快地计算许多函数，比如矩阵乘法、矩阵转置和线性代数运算。

５ 图形

提高了图形性能：新的彩色图形编辑器，改进了图形特性编辑器。
当然须指出的是：许多新特色并不是适合于所有的平台。

三 、ＭＡＴＬＡＢ的构成

ＭＡＴＬＡＢ是一种用于工程计算 的 高 级 语 言，它 集 成 了 计 算 功 能，可 实 现 数 据 的 可 视

化。ＭＡＴＬＡＢ一般主要包括５部分的内容：ＭＡＴＬＡＢ的工作环境、ＭＡＴＬＡＢ的数学函数

库、ＭＡＴＬＡＢ语言、句柄图形和 ＭＡＴＬＡＢ的应用程序接口（ＡＰＩ）。
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（一）ＭＡＴＬＡＢ工作环境

ＭＡＴＬＡＢ的工作环境是一个集成了许多应用程序和工具的工作空间。在这个工作空

间中，用户或程序开发者可以应用不同的功能完成他们的工作。

ＭＡＴＬＡＢ工作环境给用户提供了在工作空间内管理变量和输入、输出数据的功能，并

给用户提供了不同的工具用以管理、调试 Ｍ 文件和 ＭＡＴＬＡＢ应用程序。

ＭＡＴＬＡＢ工作环境主要包括以下几部分：

１ 命令窗口

命令窗口是 ＭＡＴＬＡＢ提供给用户的操作界面，在命令窗口中，用户可实现 ＭＡＴＬＡＢ
的各种功能。

２Ｍ 文件编辑器（Ｍ 文件是 ＭＡＴＬＡＢ所特有的使用该语言编写的磁盘文件）

Ｍ 文件编辑器是 ＭＡＴＬＡＢ为用户提供的用于编辑 Ｍ 文件的程序。

３Ｍ 文件调试器

同其他高级语言类似，ＭＡＴＬＡＢ为用户提供了用于调试 Ｍ 文件的程序。

４ＭＡＴＬＡＢ工作空间

ＭＡＴＬＡＢ工作空间是显示用户在 ＭＡＴＬＡＢ中通过命令行进行操作的变量的集合的

窗口。

５ 在线帮助文档

ＭＡＴＬＡＢ为用户提供了强大的在线帮助。通过使用 ＭＡＴＬＡＢ提供的帮助，用户不仅

可以查询函数的用法，学习 ＭＡＴＬＡＢ的使用，还可以从一个 ＭＡＴＬＡＢ的初学者逐渐变为

精通 ＭＡＴＬＡＢ的高手。
（二）ＭＡＴＬＡＢ数学函数库

ＭＡＴＬＡＢ数学函数库包含了大量的数学函数，该函数库既包含了如求和（ｓｕｍ）、正弦

（ｓｉｎ）、余弦（ｃｏｓ）等基本函数，还包含了转置矩阵、快速傅立叶变换等复杂函数。

ＭＡＴＬＡＢ数学函数通过两种方式提供给用户：

１ 内部函数

ＭＡＴＬＡＢ内部数学函数是一些较简单的函数，因为这些函数是直接内置于 ＭＡＴＬＡＢ
核心中的，所以其执行效率很高。

２ 以 Ｍ 文件的形式提供的函数

ＭＡＴＬＡＢ中以 Ｍ 文 件 的 形 式 提 供 的 函 数 极 大 地 扩 展 了 ＭＡＴＬＡＢ 的 功 能，使 得

ＭＡＴＬＡＢ能够应用于越来越多的领域。
（三）ＭＡＴＬＡＢ语言

ＭＡＴＬＡＢ语言是一种高级矩阵语言。随着研究的不断深入，ＭＡＴＬＡＢ语言已成带有

独特的数据结构、输入输出、流程控制语句和函数，并且面向对象的高级语言。

ＭＡＴＬＡＢ语言在工程计算方面具有无可比拟的优异性能。它集计算、数据可视化和程

序设计于一体，并能将问题和解决方案以用户熟悉的数学符号表示出来。
（四）句柄图形

句柄图形是 ＭＡＴＬＡＢ的图形系统，它包括对二维和三维数据的可视化、图像处理、动

画制作等高层次的绘图命令，也包括可以完全修改局部和编制完整图形界面的较低层次的

绘图命令。
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（五）ＭＡＴＬＡＢ应用程序接口（ＡＰＩ）

ＭＡＴＬＡＢ应用程序接口（ＡＰＩ）实际上是一个让 ＭＡＴＬＡＢ语言同Ｃ、ＦＯＲＴＲＡＮ等其

他高级语言进行交互的函数库。该函数库的函数通过动态链接来读写 ＭＡＴＬＡＢ文件。

ＭＡＴＬＡＢ应用程序接口的主要功能如下：

１ 从 ＭＡＴＬＡＢ中调用Ｃ和ＦＯＲＴＲＡＮ 程序；

２ 从 ＭＡＴＬＡＢ中输入输出数据；

３ 在 ＭＡＴＬＡＢ和其他应用程序之间建立客户机／服务器关系。

四、ＭＡＴＬＡＢ的桌面和桌面工具

ＭＡＴＬＡＢ既是一种语言，又是一个编程环境。作为一个编程环境，ＭＡＴＬＡＢ为用户提

供了很多方便管理的工具，分别是命令窗口、命令历史窗口、开始菜单、帮助浏览器、当前目

录浏览器、工作空间浏览器、数组编辑器、程序编辑器等。这里将结合 ＭＡＴＬＡＢ６５简要介

绍这些桌面工具。
（一）命令窗口和命令历史窗口

命令 窗 口 是 ＭＡＴＬＡＢ 的 重 要 组 成 部 分，是 用 户 和 ＭＡＴＬＡＢ 交 互 的 工 具，也 是

ＭＡＴＬＡＢ执行函数命令的窗口。
要打开命令窗口，只要选取“Ｖｉｅｗ”的“ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ”即可。在 ＭＡＴＬＡＢ的高版

本中，用户可通过菜单对命令窗口进行管理，同时也可通过命令对命令窗口进行控制。
命令历史窗口是 ＭＡＴＬＡＢ命令的执行日志，在命令窗口中每执行一条命令，都会在命

令历史窗口记录下来。反之，在命令历史窗口中要查看曾经执行过的命令，只需双击某条命

令，该 命 令 就 会 在 命 令 窗 口 重 新 执 行 一 次。要 打 开 命 令 历 史 窗 口，只 需 选 取“Ｖｉｅｗ”的

“ＣｏｍｍａｎｄＨｉｓｔｏｒｙ”即可。
（二）开始菜单

ＭＡＴＬＡＢ的开始菜单为用户提供了同 ＭＡＴＬＡＢ工具箱、演示界面和帮助系统的直接

联系，用户只需双击菜单项便可进入相应的工具箱、演示界面或帮助系统。
若要打开开始菜单，只需选取“Ｖｉｅｗ”的“ＬａｕｎｃｈＰａｄ”即可。
（三）帮助浏览器

ＭＡＴＬＡＢ新版本的帮助界面是以浏览器的形式给出的，察看帮助信息是十分方便的。
帮助浏览器由两部分组成：帮助导航窗口面板位于窗口的左边，用于搜索信息，包括产品过

滤器、目录框和搜索框；信息显示面板位于窗口的右边，用于查看文档内容。
（四）当前目录浏览器

ＭＡＴＬＡＢ将许多内部函数分门别类地放在不同的子目录下，因此它在工作时将依次

搜索这些子目录。搜索时，ＭＡＴＬＡＢ首先查看当前目录，然后查看搜索路径中的目录。任何

需要执行的文件都须放在当前目录或搜索路径中，文件才能顺利运行。
一种改变当前目录快速而又高效的方法是使用 ＭＡＴＬＡＢ桌面上的目录工具条。
若要搜索、查看、打开或改变 ＭＡＴＬＡＢ的目录或文件，则要使用 ＭＡＴＬＡＢ当前目录浏

览器。而在 ＭＡＴＬＡＢ中使用ｐａｔｈ命令则可以查看 ＭＡＴＬＡＢ默认的搜索路径。
（五）工作空间浏览器

在 ＭＡＴＬＡＢ中，工作空间是一个很重要的概念。工作空间是由运行 ＭＡＴＬＡＢ程序或
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命令生成 的 所 有 变 量 和 ＭＡＴＬＡＢ 提 供 的 常 量 所 构 成 的 空 间。每 打 开 一 次 ＭＡＴＬＡＢ，

ＭＡＴＬＡＢ将会自动 建 立 一 个 工 作 空 间，工 作 空 间 在 ＭＡＴＬＡＢ运 行 期 间 一 直 存 在，关 闭

ＭＡＴＬＡＢ后工作空间将自动消失。刚打开的工作空间只有 ＭＡＴＬＡＢ提供的几个常量。
要打开工作空间，只需选取“Ｖｉｅｗ”的“Ｗｏｒｋｓｐａｃｅ”即可。
双击工作空间的变量，将打开一个数组编辑器。
（六）程序编辑器

ＭＡＴＬＡＢ提供了一个内置的具有编辑和调试功能的程序编辑器。使用程序编辑器能

够编辑和调试 Ｍ 文件。
要打开程序编辑器，只需选取“Ｆｉｌｅ”的“Ｎｅｗ”，调用“Ｍ－Ｆｉｌｅ”命令即可。在程序编辑器

中，不同的文本内容分别用不同颜色的字体显示，以便于调试程序。

五 、ＭＡＴＬＡＢ语言入门［５］［６］

（一）矩阵

ＭＡＴＬＡＢ中最重要也是最基本的功能就是矩阵的运算。
在 ＭＡＴＬＡＢ中，一个矩阵既可以是普通数学意义上的矩阵，也可以是标量或向量。对

于 标量（一个数）可以将之作为１×１的矩阵，而向量则可认为是１×ｎ或ｎ×１的矩阵。此外，
一个０×０矩阵在 ＭＡＴＬＡＢ中被称为空矩阵。

在 ＭＡＴＬＡＢ语言中，要表示一个矩阵是很容易的事。例如，矩阵

Ａ
熿

燀
＝

９ ８ ７
６ ５ ４

燄

燅３ ２ １
可以由下面的 ＭＡＴＬＡＢ语句直接输入到工作空间中。

＞＞ Ａ＝ ［９８７；６５４；３２１］

Ａ ＝
９ ８ ７
６ ５ ４
３ ２ １

矩阵的内容由方括号括起来的部分表示，而在方括号中的分号表示矩阵的换行，逗号或

空格表示同一行矩阵元素间的分隔。给出了上面的命令，就可以在 ＭＡＴＬＡＢ的工作空间中

建立一个 Ａ 变量了。
在 ＭＡＴＬＡＢ编程中有一个约定，如果在一个赋值语句后面没有分号，则所得出的结果

将在 ＭＡＴＬＡＢ命令窗口中显示出来，显示的格式如上面所示。如果不想显示中间结果，则

应该在语句后面加一个分号，如：

＞＞ Ａ＝ ［９８７；６５４；３２１］；
当然，ＭＡＴＬＡＢ也可通过“Ｌｏａｄ”命令加载外部数据文件创建矩阵。
如，对于一个全部由数据组成的文本文件

１０ ２０ ３０ ４０ ５０
６０ ７０ ８０ ９０ １００
用户将上述文本另存为Ｂｍａｔ，然后在 ＭＡＴＬＡＢ的命令窗口中输入命令：
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＞＞ｌｏａｄＢｍａｔ
则 ＭＡＴＬＡＢ将自动创建一个变量名为Ｂ的矩阵。
而 ＭＡＴＬＡＢ语言为用户提供了产生基本矩阵和特殊矩阵的函数，其中包括

·ｚｅｒｏｓ函数（产生元素全为０的矩阵）
·ｏｎｅｓ函数（产生元素全为１的矩阵）
·ｒａｎｄ函数（产生统一分布随机元素矩阵）
·ｒａｎｄｎ函数（产生正式分布随机元素矩阵）
·ｍａｇｉｃ函数（产生 Ｎ 阶方阵，其行、列和对角线元素之和相等）
·ｄｉａｇ函数（产生对角矩阵）
·ｔｒｉｕ函数（产生上三角矩阵）
·ｔｒｉｌ函数（产生下三角矩阵）
·ｅｙｅ函数（产生指定行数和列数的单位矩阵）
·ｓｉｚｅ函数（返回指定矩阵的行数和列数）
（二）运算符

１ ＭＡＴＬＡＢ的算术运算符

表７ １　 算术运算符

操作符 解释 操作符 解释

＋ 加 ^ 数组乘方

－ 减 ＼ 矩阵左除

﹡ 矩阵乘 ＼ 数组左除

﹡ 数组乘 ／ 矩阵右除

＾ 矩阵乘方 ／ 数组右除

２ＭＡＴＬＡＢ的关系运算符

表７ ２　 关系运算符

操作符 解释 操作符 解释

＝＝ 等于 ＜ 小于

～＝ 不等于 ＞＝ 大于等于

＞ 大于 ＜＝ 小于等于

３ＭＡＴＬＡＢ的逻辑运算符

表７ ３　 逻辑运算符

操作符 解释

＆ 逻辑和

｜ 逻辑或

～ 逻辑非

　　４ＭＡＴＬＡＢ中的其他操作符
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表７ ４　 其他操作符

操作符 解释 操作符 解释

： 冒号，在 ＭＡＴＬＡＢ中非常重要  小数点或域访问符

； 分号，用于分隔行  父目录

， 逗号，用于分隔列 … 用于语句行尾端表示该行未完

（） 圆括号，指出在算术表达式中的先后次序 ％ 用于注释

［］ 方括号，用于构成向量和矩阵 ！ 用于调用操作系统命令

｛｝ 大括号，用于构成单元数组 ＝ 用于赋值

下面对一些重要符号进行说明。
（１）矩阵的左除

ＭＡＴＬＡＢ定义了除法运算，它涉及到矩阵的求逆运算。ＭＡＴＬＡＢ还定义了矩阵的左

除及右除，在这里只给出一般的等效关系。

ＭＡＴＬＡＢ中用“＼”运算符号表示两个矩阵的左除，Ａ＼Ｂ即由Ｇａｕｓｓ消去法来获得线性

方程ＡＸ ＝Ｂ的解Ｘ，亦即Ｘ＝Ａ－１Ｂ。如果Ａ 矩阵不是方阵，也可以求出Ａ＼Ｂ，这时将使用

最小二乘法来求取ＡＸ ＝Ｂ的解Ｘ 矩阵。用这种方法得出的解可能与使ｐｉｎｖ（）函数得出伪

逆后再求出的结果不一致，所以使用时应该注意。ＭＡＴＬＡＢ中矩阵的左除运算还可由函数

ｍｌｄｉｖｉｄｅ（Ａ，Ｂ）得出。
（２）矩阵的右除

ＭＡＴＬＡＢ中定义了“／”符号，用于表示两个矩阵的右除，相当于求方程ＸＡ ＝Ｂ 的解。

Ａ 为非奇异矩阵时Ｂ／Ａ为ＢＡ－１，但在计算方法上存在差异，更精确地，有Ｂ／Ａ＝（Ａ′＼Ｂ′）′。

ＭＡＴＬＡＢ中矩阵的右除运算还可由函数 ｍｒｄｉｖｉｄｅ（Ａ，Ｂ）得出。
（３）点运算

ＭＡＴＬＡＢ中定义了一种特殊的运算，即所谓的点运算。两个矩阵之间的点运算是它们

相应元素的直接运算。例如Ｃ＝Ａ ﹡Ｂ 表示Ａ 和Ｂ 矩阵的相应元素之间直接进行乘法运

算，然后将结果赋给Ｃ矩阵，即ｃｉｊ ＝ａｉｊｂｉｊ。这种点乘积运算又称为 Ｈａｄａｍａｒｄ乘积。注意，点

乘积运算要求Ａ 和Ｂ 矩阵的维数相同。可以看出，这种运算和普通乘法运算是不同的。
（三）变量

ＭＡＴＬＡＢ不要求 用 户 在 输 入 变 量 时 进 行 声 明，也 不 需 要 指 定 其 阶 数。当 用 户 在

ＭＡＴＬＡＢ工作空间内输入一个新的变量时，ＭＡＴＬＡＢ会自动给该变量分配适当的内存，
若用户输入的变量已经存在，则 ＭＡＴＬＡＢ将使用新输入的变量替换原有的变量。

１ 变量命名规则

ＭＡＴＬＡＢ的变量命名规则如下：
·变量名应以字母开头

·变量名可以由字母、数字和下划线混合组成

·组成变量名的字符长度应不大于３１个

·ＭＡＴＬＡＢ区分大小写

２ 固定变量
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在 ＭＡＴＬＡＢ中，存在一些固定变量，如表７ ５所示。
表７ ５　 固定变量

变量名 说明 变量名 说明

ｉ 虚数单位，定义为ｉ＝ －槡 １ ｒｅａｌｍｉｎ 最小的正浮点数

ｊ 虚数单位，作用同ｉ ｒｅａｌｍａｘ 最大的正浮点数

ｐｉ 圆周率 ｉｎｆ 无穷大

ｅｐｓ 浮点相对精度 ＮａＮ Ｎｏｔ－ａ－Ｎｕｍｂｅｒ，表示不定值

３ 全局变量

同其他编程语言一样，在使用 ＭＡＴＬＡＢ进行编程的过程中，有时会需要某个变量作用

在多个函数上，这时只要将 该 变 量 声 明 为 全 局 变 量，即 在 该 变 量 前 添 加 关 键 字“ｇｌｏｂａｌ”即

可。

全局变量必须在使用前声明，而且作为一个约定俗成的规则，ＭＡＴＬＡＢ程序员应尽量

用大写字母书写全局变量，尽管这不是必须的。

例如：

ｇｌｏｂａｌＰＩ
ＰＩ＝３１３１５；
（四）数值

在 ＭＡＴＬＡＢ中数值的表示方法有很多。ＭＡＴＬＡＢ可以使用传统的十进制计数法来表

示一个数，也可以使用科学计数法表示一个数。

ＭＡＴＬＡＢ可以对复数进行运算。在 ＭＡＴＬＡＢ中，复数单位ｉ＝ｓｑｒｔ（－１），在工作空间

中显示其值为：

ｉ＝
０＋１００００ｉ

复数的生成可利用下面语句：

ｚ＝ａ＋ｂｉ
或

ｚ＝ｒ﹡ｅｘｐ（θ﹡ｉ），其中ｒ是复数的模，θ是复数辐角的弧度数。
（五）数组

在 ＭＡＴＬＡＢ中，数组也是一个比较重要的概念，因为在线性代数的范围内，矩阵实际

上可以被看作二阶的数值型数组。但在 ＭＡＴＬＡＢ中，数组和矩阵的运算却有较大的区别。

１ 数组的加减运算

数组的加减运算和矩阵的加减运算是相同的，数组的加减运算也就是数组的相应元素

的加减运算。

２ 数组的乘除运算

数组的乘法是用“ ﹡”表示，即在乘号前加一个点来表示数组的乘法运算。数组的乘法

运算必须在具有相同阶数的数组间进行，其结果是数组的相应元素间相乘的结果构成的新

数组。
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例如，对于数组

Ａ＝
９ ８ ７
６ ５ ４
３ ２ １

Ｂ＝
９ ６ ３
８ ５ ２
７ ４ １

在 ＭＡＴＬＡＢ命令窗口中输入：Ａ ﹡Ｂ，结果为：

ａｎｓ＝
８１ ４８ ２１
４８ ２５ ８
２１ ８ １

可见，数组的乘法与矩阵的乘法遵循的运算规则是不同的，但在 ＭＡＴＬＡＢ中，可以对

数组使用矩阵的运算符号，也可以对矩阵使用数组的运算符号。当对数组使用矩阵的运算符

号时，实际上是将数组当作矩阵进行运算；同样，对矩阵使用数组的运算符号，实际是把矩阵

当作数组进行运算。
数组的除法与矩阵的除法的运算法则也是不相同的。
对于上述数组Ａ 和Ｂ，在 ＭＡＴＬＡＢ命令窗口中输入：Ａ＼Ｂ，结果为：

ａｎｓ＝
１００００００００００００００ ０７５００００００００００００ ０４２８５７１４２８５７１４３
１３３３３３３３３３３３３３３ １００００００００００００００ ０５０００００００００００００
２３３３３３３３３３３３３３３ ２００００００００００００００ １００００００００００００００

可见，数组的除法也是对应元素间的相除。
除此之外，数组的除法没有左除和右除的区分，即符号“＼”和“／”表示的作用是一致

的，这一点不同于矩阵的除法。而数组与一个标量间的乘除运算就是指该数组的每个元素与

这个标量分别进行乘除运算。

３ 数组的乘方

数组的乘方使用运算符“^”进行表示。数组的乘方运算实际上是以前一个数组为底，后

一个数组为指数，其对应的元素分别进行指数运算得到的结果。显然，数组间的乘方运算只

有在阶数相同的数组间才能进行。例如在 ＭＡＴＬＡＢ命令窗口输入：

＞＞ Ｘ＝ ［１；２；３］；Ｙ＝ ［２；３；４］；

＞＞ Ｘ^Ｙ
则结果为：

ａｎｓ＝
１
８
８１
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（六）字符串

在 ＭＡＴＬＡＢ中，字符串是作为字符数组用单引号输入到程序中的。
例如，用户可以输入

Ｔ＝＇ＩＬＯＶＥＭＡＴＬＡＢ＇
则在窗口显示结果为：

Ｔ ＝
ＩＬＯＶＥＭＡＴＬＡＢ
需要注意的是，在 ＭＡＴＬＡＢ 内 部，字 符 是 以 数 值 的 格 式 存 储 的，用 户 可 以 通 过 使 用

ｃｈａｒ（）函数将 ＡＳＣＩＩ码的相应数字转化为字符。
（七）Ｍ 文件

Ｍ 文件是 ＭＡＴＬＡＢ所特有的使用该语言编写的磁盘文件。所有的 Ｍ 文件都是以“ｍ”
作为文件的扩展名。ＭＡＴＬＡＢ中的 Ｍ 文件可以分为两种类型，一种是脚本，一种是函数。

１ 脚本

在 ＭＡＴＬＡＢ中，既不接受输入参数，也不返回输出参数的 Ｍ 文件称为脚本。这种 Ｍ 文

件是在 ＭＡＴＬＡＢ的工作空间内对数据进行操作的。
当用户在 ＭＡＴＬＡＢ中调用一个脚本文件，ＭＡＴＬＡＢ将执行在该脚本文件中所有可识

别的命令。脚本文件不仅能够对工作空间内已经存在的变量进行操作，还能够使用这些变量

创建新的数据。
尽管脚本不能返回输出参数，但其建立的新的变量却能够保存在 ＭＡＴＬＡＢ的工作空

间中，并且能够在之后的计算中被使用。此外，脚本文件还能够使用 ＭＡＴＬＡＢ的绘图函数

来产生图形输出结果。

２ 函数

ＭＡＴＬＡＢ中的函数是指那些能够接收并输出参数的 Ｍ 文件。在 ＭＡＴＬＡＢ中，函数名

和 Ｍ文件名可以是相同的，但函数对变量的操作是在其函数体内，这种操作与 ＭＡＴＬＡＢ在

工作空间内对变量的操作性质是不同的。
可以调用“ｔｙｐｅ”命 令 查 看 ＭＡＴＬＡＢ 中 的 函 数。一 般 函 数 代 码 的 最 后 一 部 分，就 是

ＭＡＴＬＡＢ中实现该函数功能的执行语句。这部分代码实际上才是函数代码的主体。函数体

中的所有参数都是函数内部变量，这些变量与 ＭＡＴＬＡＢ工作空间内的变量是分离的。

ＭＡＴＬＡＢ中为用户提供了功能各异的函数。按照函数类型将之分为：
（１）基本数学函数

ＭＡＴＬＡＢ基本数学函数可以实现较为简单的数学计算，如求绝对值、平方根等。由于

ＭＡＴＬＡＢ中支持复数运算，所以对复数进行开方和作对数运算，在 ＭＡＴＬＡＢ中不会发生

错误，而且将给出适当的复数结果。

ＭＡＴＬＡＢ的基础数学函数包括：三角函数、指数函数、复数函数和舍入函数。
（２）专用数学函数

ＭＡＴＬＡＢ在为用户提供较为基本的数学函数的同时，也为用户提供了更多、功能更强

大的专 用 数 学 函 数。ＭＡＴＬＡＢ 提 供 的 专 用 数 学 函 数 有 贝 塞 尔 函 数 等。几 乎 全 部 的

ＭＡＴＬＡＢ数学函数都能进行复数运算。
专用数学函数包括了：特殊数学函数、数论函数和坐标变换函数。
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（３）矩阵函数

ＭＡＴＬＡＢ的矩阵函数主要包括以下几方面：
矩阵分析函数

线性方程函数

奇异值分解函数

特征值函数

（４）绘图函数

ＭＡＴＬＡＢ的绘图功能非常强大。ＭＡＴＬＡＢ为用户提供了许多用于绘制二维图形、三

维图形以及特殊图形的绘图函数。
用于绘制二维图形的函数包括以下几种类型：
绘制 Ｘ－Ｙ坐标图的函数

坐标控制函数

用于给图形添加注解的函数

复制和打印图形的函数

（５）多项式函数

（６）数据分析函数

（７）各种功能的工具箱函数

以上这几种函数数量巨大、功能各异，不可能对其功能和特点进行详细介绍，如果需要

更加详细地了解这些函数，可以参阅一些专门的 ＭＡＴＬＡＢ应用书籍或参阅 ＭＡＴＬＡＢ帮

助。
（八）流程控制语句

ＭＡＴＬＡＢ提供了简明的流程控制语句以便于用户使用。表７ ６列出了流程控制语句

的关键字。
表７ ６　 流程控制语句关键字

关键字 解释 关键字 解释

ｉｆ 条件执行语句 ｂｒｅａｋ 终止循环

ｅｌｓｅｉｆ ｉｆ语句条件 ｓｗｉｔｃｈ 开关语句

ｅｌｓｅ ｉｆ语句条件 ｃａｓｅ 列出不同情况

ｅｎｄ 终止作用域 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ 否则语句

ｆｏｒ 指定次数的循环 ｒｅｔｕｒｎ 返回到调用函数

ｗｈｉｌｅ 不指定次数的循环

１ｉｆ－ｅｌｓｅ语句

ｉｆ语句将计算所跟逻辑表达式的 值，若 该 逻 辑 表 达 式 的 值 为 真，将 继 续 执 行 后 面 的 语

句。关键字ｅｌｓｅｉｆ和ｅｌｓｅ提供ｉｆ语句条件，关键字ｅｎｄ用来终止ｉｆ语句的作用域。

ｉｆ语句的最简单的格式为：

ｉｆｌｏｇｉｃａｌ＿ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ

·４７２· 水环境系统模拟



ｅｎｄ
如果该逻辑表达式为真，ＭＡＴＬＡＢ将执行“ｉｆ”和“ｅｎｄ”之间的所有语句；如果该逻辑表

达式为假，ＭＡＴＬＡＢ将跳过“ｉｆ”和“ｅｎｄ”之间的所有语句，并且继续执行下面的语句。

２ｓｗｉｔｃｈ－ｃａｓｅ语句

ｓｗｉｔｃｈ语句将根据关键字“ｓｗｉｔｃｈ”后的表达式的值来执行确定的语句。

ｓｗｉｔｃｈ－ｃａｓｅ语句的一般格式为：

ＳＷＩＴＣＨｓｗｉｔｃｈ＿ｅｘｐｒ
ＣＡＳＥｃａｓｅ＿ｅｘｐｒ，

ｓｔａｔｅｍｅｎｔ，…，ｓｔａｔｅｍｅｎｔ
ＣＡＳＥ｛ｃａｓｅ＿ｅｘｐｒ１，ｃａｓｅ＿ｅｘｐｒ２，ｃａｓｅ＿ｅｘｐｒ３，…｝

ｓｔａｔｅｍｅｎｔ，…，ｓｔａｔｅｍｅｎｔ
ＯＴＨＥＲＷＩＳＥ

Ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ
ＥＮＤ

ｓｗｉｔｃｈ－ｃａｓｅ语句与ｉｆ－ｅｌｓｅ语句类似，都属于决策控制语句。ｓｗｉｔｃｈ＿ｅｘｐｒ可以是任意

合法的 ＭＡＴＬＡＢ表达式，当ｓｗｉｔｃｈ＿ｅｘｐｒ与ｃａｓｅ语句后的任何一个分支相匹配，则相应执

行该ｃａｓｅ语句后的程序代码；如果与所有的分支都不匹配，则执行 ＯＴＨＥＲＷＩＳＥ后的程序

代码。

３ｆｏｒ循环

ｆｏｒ循环语句的一般格式为：

ＦＯＲｖａｒｉａｂｌｅ＝ｅｘｐｒ
ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ

ＥＮＤ
ｆｏｒ循环可以执行制定次数的循环，该语句首先将一个表达式赋予一个变量，表达式的

通常格式为 Ｘ：Ｙ，然后按照表达式的列来执行ＦＯＲ和ＥＮＤ之间的语句。

４ｗｈｉｌｅ循环

ｗｈｉｌｅ循环语句的一般格式为：

ＷＨＩＬＥｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ

ＥＮＤ
与ｆｏｒ循环不同的是，ｗｈｉｌｅ循环不能指定循环的次数，当表达式中的所有元素为真时，

就执行 ｗｈｉｌｅ和ｅｎｄ之间的程序代码。
以上对 ＭＡＴＬＡＢ 语 言 进 行 了 简 要 地 介 绍，通 过 这 些 介 绍，读 者 可 以 初 步 了 解

ＭＡＴＬＡＢ的强大功能和简单易学的特性。当然，想要深入了解 ＭＡＴＬＡＢ的各种功能和工

具箱，真正达到活学活用，还需要参考相关的应用专著，同时也可通过 ＭＡＴＬＡＢ的帮助信

息来学习。
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第二节 　ＭＡＴＬＡＢ的应用举例

在本节中，将采用 ＭＡＴＬＡＢ编制的几个程序举例说明其在水环境系统模拟中的应用

情况。当然，编程的形式、算法的选取因人而异，本书中的例子只是想起到一个抛砖引玉的作

用，以启发读者进一步将 ＭＡＴＬＡＢ应用到水环境系统的模拟中。

一、多河段水质模拟

以文献［７］ 中的例题为例，其理论部分的讲解详见本书第三章中的第二节地表水水质模

拟。
已知某一维 河 流 的 输 入、输 出 数 据 如 图７ １所 示。设 河 流 的 饱 和 溶 解 氧 值 为 Ｏｓ＝

１０ｍｇ／ｌ。试用多河段矩阵模型模拟河流的ＢＯＤ和 ＤＯ。

Q1=0.5 Q2=0.3 Q3=0.4 Q4=0.5

Q20=10

L1=200
L2=200

L3=200 L4=200

L20=2

O1=1
O2=1

O3=1 O4=1

O20=8

K10=0.3

0

K11=0.3 K12=0.3 K13=0.3

K20=0.6 K21=0.6 K23=0.6

t0=0.5

K22=0.6

t1=1 t2=1 t3=1

Q31=0.2 Q32=1 Q33=0 Q34=1

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

单位：Ｑ－ｍ３／ｓ，Ｌ－ｍｇ／Ｌ，Ｏ－ｍｇ／Ｌ，Ｋ１－ｄ－１，Ｋ２－ｄ－１，ｔ－ｄ
图７ １　 例题附图

为使编程更一般化，采用了流速和距离来替代直接使用时间，读者可根据具体情况修改

使用。下面给出采用 ＭＡＴＬＡＢ语言编制的源程序代码。

ｃｌｃ；

ｃｌｅａｒ；

％ 这是一个ｓ－ｐ不带弥散项的水质模型

％ 输入断面数

ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔ；

ｌｏａｄｄｍｓｊｄａｔ；

ｎｄｍ＝ｄｍｓｊ（１）；Ｑｕ＝ｄｍｓｊ（２）；ｑｘ＝ｄｍｓｊ（３）；

Ｌｕ＝ｄｍｓｊ（４）；Ｌｘ＝ｄｍｓｊ（５）；Ｏｕ＝ｄｍｓｊ（６）；Ｏｘ＝ｄｍｓｊ（７）；
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Ｑ０＝Ｑｕ＋ｑｘ；

％Ｌｕ，Ｌｘ，Ｑｕ，Ｑｘ分别为上游来水及旁侧、入流浓度的ＢＯＤ，ＤＯ值

％Ｑｕ，ｑｘ分别为上游流入河段流量和旁侧入流流量

％ 以下是计算初始ＢＯＤ，ＤＯ浓度

Ｌ０＝ （ＱｕＬｕ＋ｑｘＬｘ）／（Ｑｕ＋ｑｘ）；

Ｏ０＝ （ＱｕＯｕ＋ｑｘＯｘ）／（Ｑｕ＋ｑｘ）；

％ 以下对各流量赋值其中 Ｑ（ｉ）为污水流量，Ｑ１（ｉ）为上游流到断面ｉ的径流量

％Ｑ２（ｉ）为ｉ断面向下游流出的径流量；Ｑ３（ｉ）为断面ｉ引走的径流量

％Ｋ１（ｉ）是耗氧系数；Ｋ２（ｉ）是复氧系数；

％Ｔ１（ｉ）是各断面河水水温；Ｌ１（ｉ）是河段长度；Ｕ１（ｉ）是河段平均流速

％Ｔ（ｉ）是时间，ＯＳ（ｉ）是饱和溶解氧

ｌｏａｄｌｉｕｌｄａｔ
Ｑ１（１）＝Ｑ０；

ｆｏｒｉｉｉ＝１：ｎｄｍ
Ｑ（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（１，ｉｉｉ）；

Ｑ３（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（２，ｉｉｉ）；

Ｋ１（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（３，ｉｉｉ）；

Ｋ２（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（４，ｉｉｉ）；

Ｔ１（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（５，ｉｉｉ）；

Ｌ１（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（６，ｉｉｉ）；

Ｕ１（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（７，ｉｉｉ）；

Ｏ（ｉｉｉ）＝ｌｉｕｌ（８，ｉｉｉ）；

ｅｎｄ
ｆｏｒｉｉ＝１：ｎｄｍ

Ｑ２（ｉｉ）＝Ｑ１（ｉｉ）＋Ｑ（ｉｉ）－Ｑ３（ｉｉ）；

Ｑ１（ｉｉ＋１）＝Ｑ２（ｉｉ）；

Ｋ１（ｉｉ）＝Ｋ１（ｉｉ）１０４７^（Ｔ１（ｉｉ）－２０）；

Ｋ２（ｉｉ）＝Ｋ２（ｉｉ）１０４７^（Ｔ１（ｉｉ）－２０）；

Ｔ（ｉｉ）＝Ｌ１（ｉｉ）／Ｕ１（ｉｉ）；

ＯＳ（ｉｉ）＝１０；

ｅｎｄ

％ 以下是计算 ＡＢＣＤ矩阵及ｆｇｈ向量

Ａ＝ｅｙｅ（ｎｄｍ）；Ｂ＝ｚｅｒｏｓ（ｎｄｍ）；

Ｃ＝ｅｙｅ（ｎｄｍ）；Ｄ＝ｚｅｒｏｓ（ｎｄｍ）；

ｆｏｒｉｉ＝１：ｎｄｍ
Ｂ（ｉｉ，ｉｉ）＝Ｑ（ｉｉ）／Ｑ２（ｉｉ）；
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ｅｎｄ
ｆｏｒｉｉ＝１：ｎｄｍ

ａｌｆ（ｉｉ）＝ｅｘｐ（－Ｋ１（ｉｉ）Ｔ（ｉｉ））；ｇａｍａ（ｉｉ）＝ｅｘｐ（－Ｋ２（ｉｉ）Ｔ（ｉｉ））；

ｂｅｔａ（ｉｉ）＝Ｋ１（ｉｉ）（ａｌｆ（ｉｉ）－ｇａｍａ（ｉｉ））／（Ｋ２（ｉｉ）－Ｋ１（ｉｉ））；

ｓｉｇａ（ｉｉ）＝ＯＳ（ｉｉ）（１－ｇａｍａ（ｉｉ））；

ｅｎｄ
ｇ（１）＝Ｌ０ａｌｆ（１）（Ｑ１（１）－Ｑ３（１））／Ｑ２（１）；

ｈ（１）＝ Ｏ０ｇａｍａ（１）（Ｑ１（１）－ Ｑ３（１））／Ｑ２（１）－ Ｌ０ｂｅｔａ（１）（Ｑ１（１）－
Ｑ３（１））／Ｑ２（１）；

ｆｏｒｉｉ＝１：ｎｄｍ－１
ａ（ｉｉ）＝ａｌｆ（ｉｉ＋１）（Ｑ１（ｉｉ＋１）－Ｑ３（ｉｉ＋１））／Ｑ２（ｉｉ＋１）；

ｃ（ｉｉ）＝ｇａｍａ（ｉｉ＋１）（Ｑ１（ｉｉ＋１）－Ｑ３（ｉｉ＋１））／Ｑ２（ｉｉ＋１）；

ｄ（ｉｉ）＝ｂｅｔａ（ｉｉ＋１）（Ｑ１（ｉｉ＋１）－Ｑ３（ｉｉ＋１））／Ｑ２（ｉｉ＋１）；

ｇ（ｉｉ＋１）＝０；ｈ（ｉｉ＋１）＝０；

ｅｎｄ

ｆｏｒｉｉ＝１：ｎｄｍ
ｆ（ｉｉ）＝ （Ｑ１（ｉｉ）－Ｑ３（ｉｉ））／Ｑ２（ｉｉ）ｓｉｇａ（ｉｉ）；

ｅｎｄ

ｆｏｒｉｉ＝２：ｎｄｍ
Ａ（ｉｉ，ｉｉ－１）＝－ａ（ｉｉ－１）；Ｃ（ｉｉ，ｉｉ－１）＝－ｃ（ｉｉ－１）；

Ｄ（ｉｉ，ｉｉ－１）＝ｄ（ｉｉ－１）；

ｅｎｄ

Ｕ＝ｉｎｖ（Ａ）Ｂ；Ｖ＝－ｉｎｖ（Ｃ）Ｄｉｎｖ（Ａ）Ｂ；

ｍ＝ｉｎｖ（Ａ）ｇ＇；

ｎ＝ｉｎｖ（Ｃ）ＢＯ＇＋ｉｎｖ（Ｃ）（ｆ＇＋ｈ＇）－ｉｎｖ（Ｃ）Ｄｉｎｖ（Ａ）ｇ＇；

％ 以下是计算ＢＯＤ和 ＤＯ的值

ｌｏａｄｂｏｄｖｄａｔ
ｆｏｒｉｉ＝１：ｎｄｍ

Ｌ（ｉｉ）＝ｂｏｄｖ（ｉｉ）；

ｅｎｄ
Ｌ２＝ ＵＬ＇＋ｍ；

Ｏ２＝ＶＬ＇＋ｎ；

Ｕ；Ｖ；

ｍ；ｎ；
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Ｌ２
Ｏ２

其中数据文件事先输入，存储于与源程序相同的目录下。通过调试，得到的结果如下：

Ｌ２＝
１１３４６６
１４３９３１
１８２３６２
２３３２５０

Ｏ２＝
７９２５３
６５０５２
５１４５７
３６８５３

其中中间运算的数据有：

Ｕ ＝
００４８５ ０ ０ ０
００３４８ ００３１２ ０ ０
００２４８ ００２２２ ００４００ ０
００１７４ ００１５６ ００２８１ ００５２６

Ｖ ＝
０ ０ ０ ０

－０００９０ ０ ０ ０
－００１１２ －０００５８ ０ ０
－００１０３ －０００７０ －０００７３ ０

ｍ ＝
１６３７９
１１７５４
０８３６０
０５８６７

ｎ＝
７９２５３
８３１１０
８５３３５
８６１１８

二、二维水质模型数值计算

二维水质模拟的基本理论可参见第三章第二节“地表水水质模拟”中的“二维多河段河

流水质模型”。在这里采用插值法对ＢＯＤ进行了模拟［８］［９］。程序中的各变量的具体说明可参

考文献［８］［９］。给出 ＭＡＴＬＡＢ程序如下：
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ｃｌｃ；ｃｌｅａｒ；

％Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｆｉｎｉｔｅｓｅｃｔｉｏｎｐｒｏｇｒａｍ
ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔ；

％Ｉｎｐｕｔｏｆｄａｔａ
％（１）ｎｕｍｂｅｒｏｆｒｏｗｍ
ｍ＝２３；

％ｍ１（ｎ＋１）ｔｈｅｒｅａｌｓｅｃｔｉｏｎ
ｍ１＝ ［２３２３２３２３２３２３２３２３２３２３２３］；％１１个

ｓ＝０；

ｎ＝１０；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
ｓ＝ｓ＋ｍ１（ｉ）；

ｅｎｄ

％（２）ｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｌｕｍｎｎａｎｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｓｔａｎｃｅｘ（ｍ）

ｘ０＝１００；

％（３）ｔｏｔａｌｖｏｌｕｍｎＱ
Ｑ＝１９１；％ 最枯年水量

％（４）ｗｉｄｔｈｏｆｓｅｃｔｉｏｎＢ（ｎ＋１）
Ｂ＝ ［４８０４８０４８０４８０４８０４８０４８０４８０４８０４８０４８０］；％１１个

％（５）ｄｅｐｔｈｏｆｕｎｉｔｓｈ（ｎ＋１，ｍ）
ｈ＝ ［具体数据］；

％（６）Ｄ＇ｙ（１１，２３）

Ｄｙ＝０１４ｏｎｅｓ（ｎ＋１，ｍ）；％ 纵向弥散系数

％（７）Ｄ＇ｘ（１０，２４）

Ｄｘ＝０１４ｏｎｅｓ（ｎ，ｍ＋１）；％ 横向弥散系数

％（８）Ｋｄ（ｉ，ｊ）

Ｋｄ＝０２２／（２４３６００）；％ 衰减速度常数

％（９）Ｗ（１，ｍｎ）

Ｗ ＝ ［具体数据］；
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％ａｖｅｒａｇｅｈ＝Ｈ
Ｈ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｎ＋１）；

Ｈ１＝ｚｅｒｏｓ（１，ｎ＋１）；

％ｑ（ｊ）

ｑ１＝Ｑ／ｍ；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

Ｈ１（ｉ）＝ Ｈ１（ｉ）＋ｈ（ｉ，ｊ）；

ｅｎｄ
Ｈ（ｉ）＝ Ｈ１（ｉ）／ｍ；

ｅｎｄ
％ｑ（ｉ，ｊ）ｏｆｅｖｅｒｙｕｎｉｔ

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｉｆＢ（ｉ）／Ｈ（ｉ）＞＝０＆Ｂ（ｉ）／Ｈ（ｉ）＜７０
ａ＝１０；ｂ＝５／３；

ｅｌｓｅ
ａ＝０９２；ｂ＝７／４；

ｅｎｄ
ｑ（ｉ，ｊ）＝ａ（ｈ（ｉ，ｊ）／Ｈ（ｉ））^ｂＱ／Ｂ（ｉ）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

％ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｙ（ｉ，ｊ）＝ｂ（ｉ，ｊ）

％ｌａｎｇｒａｎｇｅ
ｙ＝ｚｅｒｏｓ（ｎ＋１，ｍ）；

ｙｙ＝ｚｅｒｏｓ（ｎ＋１，ｍ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｋ＝１：ｍ

ｆｏｒｊ＝１：ｋ
ｙ（ｉ，ｋ）＝ｙ（ｉ，ｋ）＋ｑ（ｉ，ｊ）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ ％ 累计流量

ｆｏｒｋ＝１：ｍ
ｘ（ｉ，ｋ）＝ｋＢ（ｉ）／ｍ；
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ｅｎｄ ％ 累积宽度，即为横坐标

ｆｏｒｋ＝１：ｍ
ｘｘ（ｉ，ｋ）＝ （ｋ－０５）Ｂ（ｉ）／ｍ；

ｅｎｄ ％ 中点坐标

ｆｏｒｋ＝１：ｍ

ｙｙ（ｉ，ｋ）＝ｋｙ（ｉ，ｍ）／ｍ；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｋ＝１：ｍ

ｘｂ（ｉ，ｋ）＝ｉｎｔｅｒｐ１（ｘ（ｉ，１：ｍ），ｙ（ｉ，１：ｍ），ｘｘ（ｉ，ｋ），＇ｓｐｌｉｎｅ＇）；

ｅｎｄ
ｆｏｒｋ＝１：ｍ

ｘａ（ｉ，ｋ）＝ｉｎｔｅｒｐ１（ｘｂ（ｉ，１：ｍ），ｘｘ（ｉ，１：ｍ），ｙｙ（ｉ，ｋ），＇ｓｐｌｉｎｅ＇）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｋ＝１：ｍ

ｉｆｋ＝＝１
ｄｙ（ｉ，１）＝ｘａ（ｉ，１）；

ｅｌｓｅ
ｄｙ（ｉ，ｋ）＝ｘａ（ｉ，ｋ）－ｘａ（ｉ，ｋ－１）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ ％ 赋予ｄｙ值

ｄｙ；

％ｒｅｓｕｌｔｏｆＤ＇，Ｖ

％ｙ＇
ｙ１（１，１）＝ｄｙ（１，１）；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｉｆｊ＝＝１
ｙ１（ｉ，１）＝ｄｙ（ｉ，１）；
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ｅｌｓｅ
ｙ１（ｉ，ｊ）＝ （ｄｙ（ｉ，ｊ－１）＋ｄｙ（ｉ，ｊ））／２；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｙ１（ｉ，ｍ＋１）＝ｄｙ（ｉ，ｍ）；

ｅｎｄ

％Ａ（ｉ，ｊ）

ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１
ｆｏｒｊ＝１：ｍ

ｉｆｉ＝＝１
Ａｙ（１，ｊ）＝ｄｙ（１，ｊ）ｈ（１，ｊ）；

ｅｌｓｅ
Ａｙ（ｉ，ｊ）＝ｄｙ（ｉ，ｊ）（ｈ（ｉ－１，ｊ）＋ｈ（ｉ，ｊ））／２；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：ｎ

ｆｏｒｊ＝１：ｍ
ｉｆｊ＝＝１

Ａｘ（ｉ，１）＝ｘ０ｈ（ｉ，１）；

ｅｌｓｅ
Ａｘ（ｉ，ｊ）＝ｘ０（ｈ（ｉ，ｊ－１）＋ｈ（ｉ，ｊ））／２；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
Ａｘ（ｉ，ｍ＋１）＝ｘ０ｈ（ｉ，ｍ）；

ｅｎｄ

％Ｄ
ｆｏｒｉ＝１：ｎ＋１

ｆｏｒｊ＝１：ｍ
Ｄｙ１（ｉ，ｊ）＝Ｄｙ（ｉ，ｊ）Ａｙ（ｉ，ｊ）／ｘ０；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：ｎ

ｆｏｒｊ＝１：ｍ＋１
Ｄｘ１（ｉ，ｊ）＝Ｄｘ（ｉ，ｊ）Ａｘ（ｉ，ｊ）／ｙ１（ｉ，ｊ）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
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％Ｖ
ｆｏｒｉ＝１：ｎ

ｆｏｒｊ＝１：ｍ
Ｖ（ｉ，ｊ）＝ｄｙ（ｉ，ｊ）ｈ（ｉ，ｊ）ｘ０；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

％ＩｎｐｕｔｏｆＧ
ｍ２＝０；

ｇ＝ｚｅｒｏｓ（ｓ，ｓ）；

ｆｏｒｉ＝０：ｎ－１
ｉｆｉ＞０

ｍ２＝ ｍ１（ｉ）＋ｍ２；

ｅｎｄ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ１（ｉ＋１）

ｇ（ｍ２＋ｊ，ｍ２＋ｊ）＝ｑ１＋Ｄｘ１（ｉ＋１，ｊ）＋Ｄｘ１（ｉ＋１，ｊ＋１）＋Ｄｙ１（ｉ＋１，ｊ）＋
Ｄｙ１（ｉ＋２，ｊ）＋Ｖ（ｉ＋１，ｊ）Ｋｄ；

ｉｆｍ２＋ｊ＋１＜＝ｓ
ｇ（ｍ２＋ｊ，ｍ２＋ｊ＋１）＝－Ｄｘ１（ｉ＋１，ｊ＋１）；

ｅｎｄ
ｉｆｍ２＋ｊ＋ｍ１（ｉ＋１）＜＝ｓ

ｇ（ｍ２＋ｊ，ｍ２＋ｊ＋ｍ１（ｉ＋１））＝－Ｄｙ１（ｉ＋２，ｊ）；

ｅｎｄ
ｉｆｍ２＋ｊ－１＞０

ｇ（ｍ２＋ｊ，ｍ２＋ｊ－１）＝－Ｄｘ１（ｉ＋１，ｊ）；

ｅｎｄ
ｉｆｍ２＋ｊ－ｍ１（ｉ＋１）＞０

ｇ（ｍ２＋ｊ，ｍ２＋ｊ－ｍ１（ｉ＋１））＝－ｑ１－Ｄｙ１（ｉ＋１，ｊ）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｅｎｄ

％ＲｅｓｕｌｔｏｆＬ＇
Ｌ１＝ｉｎｖ（ｇ）（Ｗ＇）；

Ｌ＝Ｌ１＇；

Ｌ；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
ｆｏｒｊ＝１：ｍ
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ＬＬ（ｉ，ｊ）＝Ｌ（ｊ＋ｍｉ－ｍ）；

ｅｎｄ
ｅｎｄ
ＬＬ＇
输入具体数据后得到结果如下：

ａｎｓ＝
１０７４１ ２４６３４ ３１５４９ ３４９３４ ３６４６２ ３６９８２ ３６９４１ ３６５８８ ３６０４９ ３４８２６

１３１２３ １６２７２ １９７５０ ２２６０６ ２４７２３ ２６２１２ ２７２１６ ２７８６０ ２８２２７ ２７８１６

１３６７５ １４５４０ １６０７６ １７７７７ １９３６４ ２０７２６ ２１８４０ ２２７２０ ２３３８７ ２３３７３

１３８３６ １４０８２ １４７５４ １５６９３ １６７３４ １７７５９ １８７０３ １９５３４ ２０２３４ ２０３６３

１３８９２ １３９３４ １４１９３ １４６５５ １５２５８ １５９３１ １６６１９ １７２８２ １７８８８ １８０２８

１３９０６ １３８８１ １３９５３ １４１４４ １４４４５ １４８３０ １５２６６ １５７２５ １６１７６ １６２４０

１３９０９ １３８６４ １３８５９ １３９１４ １４０３８ １４２２８ １４４７１ １４７５２ １５０４８ １５０１１

１３９１５ １３８６３ １３８２６ １３８１９ １３８５１ １３９２７ １４０４４ １４１９７ １４３７３ １４２４７

１３９２９ １３８７０ １３８１９ １３７８３ １３７６９ １３７８１ １３８２３ １３８９３ １３９８２ １３７９６

１３９３５ １３８７２ １３８１５ １３７６６ １３７２９ １３７０８ １３７０４ １３７２１ １３７５２ １３５１９

１３９２１ １３８６２ １３８０５ １３７５１ １３７０４ １３６６６ １３６３８ １３６２４ １３６１７ １３３３６

１３８９８ １３８４５ １３７９２ １３７３９ １３６８８ １３６４３ １３６０４ １３５７３ １３５４６ １３２２６

１３８９４ １３８４２ １３７９０ １３７３８ １３６８７ １３６４０ １３５９８ １３５６２ １３５２７ １３１９６

１３９０７ １３８５４ １３８０２ １３７５１ １３７０２ １３６５８ １３６１９ １３５８６ １３５５４ １３２３４

１３９３０ １３８７５ １３８２３ １３７７５ １３７３２ １３６９５ １３６６５ １３６４３ １３６２４ １３３３１

１３９５０ １３８９７ １３８５０ １３８１０ １３７７９ １３７５８ １３７４７ １３７４８ １３７５２ １３４９６

１３９６８ １３９２１ １３８８５ １３８６４ １３８５９ １３８７０ １３８９７ １３９３７ １３９８３ １３７７３

１３９７８ １３９５０ １３９４８ １３９７３ １４０２６ １４１０２ １４１９８ １４３０７ １４４２１ １４２６６

１３９９３ １４０２４ １４１１１ １４２４７ １４４２２ １４６２２ １４８３７ １５０５６ １５２６８ １５１６９

１４０９４ １４３２４ １４６６２ １５０６１ １５４８６ １５９０９ １６３１３ １６６８７ １７０１８ １６９５８

１４６３０ １５５７６ １６５６７ １７４９６ １８３１９ １９０２２ １９６０７ ２００８４ ２０４５４ ２０２６５

１８０７２ ２０９５８ ２２９４３ ２４３０３ ２５２１９ ２５８１７ ２６１８６ ２６３８４ ２６４４２ ２５７６９

６５８８０ ６１４３４ ５７６２５ ５４３２７ ５１４４６ ４８９１０ ４６６６１ ４４６５４ ４２８５２ ４１１６１

三、矩法计算河流弥散系数

算法简介：

第一步，计算染料晕分布的零次矩、一次矩和二次矩如下：

ｍ０ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ△ＴＳｉ

ｍ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＴＳｉ△ＴＳｉ／ｍ０

ｍ２ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ（ＴＳｉ－ｍ１）２△ＴＳｉ／ｍ０

第二步，计算方差

σ２ ＝ｍ２·ｘ２／ｍ２
１
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σ２
ｙ ＝ｍ２

第三步，计算弥散系数

Ｄｘ ＝σ２
ｘ／２ｍ１

Ｄｙ ＝σ２
ｙ／２（ｘ／ｕ）

其中：

Ｃｉ——— 实测点的浓度数据；　　ＴＳｉ——— 实测点至岸边的距离；

ｘ ——— 试验段的纵向距离； ｕ——— 河流的平均流速。

以文献［７］附录中的例题进行说明：
在河流中心处投放示踪剂，在投放点下游１５００米处测的示踪剂的横向分布如下表：

表７ ７　 示踪剂横向浓度分布

ｙｉ ３０ ８０ １３０ １６０ １８０ １９０ ２００ ２１０ ２２０ ２３０

Ｃｉ ０ １０ ２２ ９８ １６２ ２２１ ２９３ ３２０ ３５３ ３６１

ｙｉ ２４０ ２５０ ２６０ ２７０ ２８０ ３００ ３３０ ３８０ ４３０

Ｃｉ ３５０ ３１２ ２８３ ２１６ １５３ ７６ １１ ００２ ０

已知河流的平均流速为１０ｍ／ｓ，求横向弥散系数。

在编制程序前，先将各数据整理成相应的数据文件。编制的源程序见下：

ｃｌｃ；

ｃｌｅａｒ；

％ 这是一个矩法计算河流弥散系数的程序

％ 读入数据

ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔ；

ｌｏａｄｎｖａｌｕｅｄａｔ；

ｎ＝ｎｖａｌｕｅ（１）；

ｌｏａｄｙｖａｌｕｅｄａｔ；

ｆｏｒｉ１＝１：ｎ

ｙ（ｉ１）＝ｙｖａｌｕｅ（ｉ１）；

ｅｎｄ
ｌｏａｄｃｖａｌｕｅｄａｔ；

ｆｏｒｉ２＝１：ｎ
ｃ（ｉ２）＝ｃｖａｌｕｅ（ｉ２）；

ｅｎｄ
ｌｏａｄｏｔｈｅｒｖａｌｕｅｄａｔ；

ｘ＝ｏｔｈｅｒｖａｌｕｅ（１）；ｕ＝ｏｔｈｅｒｖａｌｕｅ（２）；

％ 计算零次矩、一次矩和二次矩

ｄｅｌｔａｙ（１）＝０；
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ｆｏｒｉ＝１：ｎ－１
ｄｅｌｔａｙ（ｉ＋１）＝ａｂｓ（ｙ（ｉ＋１）－ｙ（ｉ））；

ｅｎｄ
ｍ０＝０；ｍ１＝０；ｍ２＝０；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
ｍ０＝ ｍ０＋ｃ（ｉ）ｄｅｌｔａｙ（ｉ）；

ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：ｎ

ｍ１＝ ｍ１＋ｃ（ｉ）ｙ（ｉ）ｄｅｌｔａｙ（ｉ）／ｍ０；

ｅｎｄ
ｆｏｒｉ＝１：ｎ

ｍ２＝ ｍ２＋ｃ（ｉ）（ｙ（ｉ）－ｍ１）（ｙ（ｉ）－ｍ１）ｄｅｌｔａｙ（ｉ）／ｍ０；

ｅｎｄ

％ 计算方差

ｅｐｃｘ＝ ｍ２ｘｘ／（ｍ１^２）；

ｅｐｃｙ＝ ｍ２；

％ 计算弥散系数

Ｄｘ＝ｅｐｃｘ／（２ｍ１）；

Ｄｙ＝ｅｐｃｙ／（２ｘ／ｕ）；

％ 显示结果

Ｄｙ
计算得到的结果为：

Ｄｙ＝
０６２６４（ｍ２／ｓ）

四、线性规划问题的求解

在 ＭＡＴＬＡＢ中有专门的优化工具箱，可以处理各种优化问题，其中，用于求解线性规

划的函数有ｌｉｎｐｒｏｇ，用法如下：
【语法】

ｘ＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）

ｘ＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ，ｌｂ，ｕｂ）

ｘ＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ，ｌｂ，ｕｂ，ｘ０）

ｘ＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ，ｌｂ，ｕｂ，ｘ０，ｏｐｔｉｏｎｓ）
［ｘ，ｆｖａｌ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（…）
［ｘ，ｆｖａｌ，ｅｘｉｔｆｌａｇ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（…）
［ｘ，ｆｖａｌ，ｅｘｉｔｆｌａｇ，ｏｕｔｐｕｔ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（…）
［ｘ，ｆｖａｌ，ｅｘｉｔｆｌａｇ，ｏｕｔｐｕｔ，ｌａｍｂｄａ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（…）
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【说明】

ｆ：是优化参数ｘ的系数矩阵；

ｌｂ，ｕｂ：设置优化参数ｘ的上下界；

ｆｖａｌ：返回目标函数在最优解ｘ点的函数值；

ｅｘｉｔｆｌａｇ：返回算法的终止标志；

ｏｕｔｐｕｔ：返回优化算法信息的一个数据结构。
以第二章第三节的例２－１进行说明。根据要求建立的模型如下：

ｍａｘｆ＝５ｘ－ｙ
３ｘ－ｙ≤９

９ｘ＋１７ｙ≤４５

ｙ－３ｘ≤０
ｘ，ｙ≥０

采用 ＭＡＴＬＡＢ语言编 制 的 程 序 如 下（需 注 意 的 是：ＭＡＴＬＡＢ 的 标 准 形 式 是 求 最 小

值）：

ｃｌｃ；

ｃｌｅａｒ；

％ 线性规划举例

Ｃ＝ ［－５；１］；

Ａ＝ ［３－１；９１７；－３１］；

ｂ＝ ［９；４５；０］；

ｌｂ＝ｚｅｒｏｓ（２，１）；
［ｘ，ｆｖａｌ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（Ｃ，Ａ，ｂ，［］，［］，ｌｂ）；

％ 输出数据

ｘ
ｆ＝－ｆｖａｌ
在命令窗口运行该 Ｍ 文件，得到：

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｔｅｒｍｉｎａｔｅｄｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ
ｘ＝

３３０００
０９０００

ｆ＝
１５６０００

以上所举的几个例子，分别从不同的角度展示了 ＭＡＴＬＡＢ在水环境系统模拟中的应

用。相信，随着读者对 ＭＡＴＬＡＢ的不断熟悉和练习，一定可以编制出更加有效的模拟程序，
使得 ＭＡＴＬＡＢ与水环境系统模拟结合得更加紧密。
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第八章 　 地下水环境污染与修复技术

第一节 　 地下水环境污染概述

一、地下水污染的概念

地下水是水环境系统的一个重要组成部分，是人类赖以生存的物质基础条件之一。地下

水污染是指地下水受到人类活动的影响，从而导致地下水水质变差，以至于不再适合使用。
国外文献对地下水污染的划分分为两种概念 ——— 污染和沾染（或传染）。其中污染一词

是通用术语，包括作为一种污染类型的沾染在内，认为：水质在化学物质、热能或细菌影响下

恶化到即使对人体健康不经常构成威胁，也对其在日常生活、市政公用、农业和工业利用方

面有不利影响的程度者就是污染；而沾染（或传染）则是指水质由于化学物质或细菌污染而

变坏，在居民中间造成中毒或疾病传播的情况［１］。
判断地下水是否污染及其污染程度，往往比较复杂。首先需要有一个判断标准，这个标

准最好是地区背景值（或本底值）。但现今人类活动的影响遍及全球，未受污染的区域环境难

以找到，该值很难获得，因此，背景值只是一个相对概念。实践中常用历史水质数据或无明显

污染来源的水质对照值来判断地下水是否受到污染［２－３］。
地下水污染一方面受人类社会经济活动影响较大，另一方面，它的污染对生态环境，尤

其是生态安全包括人类生命安全产生严重威胁。因此，加强地下水污染研究，意义重大。

二、地下水中污染物质与污染类型

（一）地下水中的污染物质

引起地下水污染的物质称为污染物质。地下水受人类活动影响较大，其污染物质种类繁

多，主要包括：合成有机化合物，碳氢化合物，无机阴阳离子，病原体，热量以及放射性物质

等。这些物质中，大部分溶解于水，具有不同的溶解度；但是有些有机化合物溶解度较小，介

于溶与不溶之间，随地下水流动而迁移。
地下水中的污染物含量多少可以通过取样分析检测出来，其价格十分昂贵。例如根据

２０世纪９０年代初美国的水质分析价格：做一个水样分析，其总价格为１７００美元，其中尚未

包括水样收集的费用。见表８ １。
水质分析价格随着分析目标含量下限的降低而增加。目前地下水中污染物浓度的检测

下限在十亿分之几的水平，如果仔细检测，有些污染物能够被量化到万亿分之几的水平。为

了便于理解这一数量大小，我们可以借助合乎透视原理的例子：地球至月球距离的万亿分之

一约为０４ｍｍ。
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表８ １　 单个地下水水样分析价格

检测项目
价 　 格

（美元）

１３７种合成有机物 ９６５
２３种金属元素 ２７０

氰化物 ４０
放射性化合物 ２７５

细菌分析 ３６
ＣＩ－ １０
Ｆ－ １８

硝酸盐 １５
亚硝酸盐 １５
ＮＨ４

＋ １５
ＴＰ １９

硫酸盐 １６

ｐＨ ６
合 　 计 　 １７００

（Ｗｉｓｃｏｎｓｉｎ－ｃｅｒｔｉｆｉｅｄｌａｂ，１９９２）
（二）地下水污染类型

一般根据物质成分及其对人体的影响将地下水污染类型划分为地下水细菌污染与地下

水化学污染两大类。随着社会经济的发展以及人类对核能的开发利用程度加大，地下水的热

污染和放射性污染日益严重，并成为地下水污染的另外两种不同类型。比较而言，细菌污染、

热污染以及放射性污染的时间和范围均有限；而化学污染则常常具有区域性分布特点，时间

上长期稳定，难以消除。

１ 地下水的细菌污染

地下水的细菌污染对人体健康构成严重威胁。世界上曾由于地下水细菌污染而多次爆

发严重的传染病流行事件。这种污染是指水体中出现了病原体。判断水是否遭到细菌污染的

主要方法是大肠杆菌总数或细菌指数方法。按现行的卫生部标准，１升水中大肠杆菌的数量

（菌度）不超过３个或者一个大肠杆菌所占有的毫升水量（菌值）大于３３３时即为净水。

鉴于病原体在地下水中的生存时间有限，可知细菌污染扩散面积不大，而且属于暂时性

污染。在大多数情况下，受细菌污染的含水层部位很浅，常常只是潜水受污染。平原地下水埋

藏浅，受到污染的可能性很大。

２ 地下水的化学污染

平原地下水的化学污染是指地下水中出现了新的污染组分或已有的活性组分含量增大

而构成污染。一般采用化学分析手段测定水中化学组分含量来判断水体是否遭到化学污染。

当这些污染物质在含水层内的运移过程中不能自净时，就会长期存在于地下水中。平原地下

水的化学污染给人们带来的危害是很大的。

３ 地下水的热污染

平原地下水热污染是指平原地区工业企业或热电站的冷却循环热水进入地下水而引起

的污染。一般认为热水进入含水层后会形成固定的增温带，破坏原有的水热动力平衡状态。
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与地表水的热污染相比，地下水的热污染却从未被看作是个大问题，然而，由于水资源的世

界性危机，地下水库的调节作用被越来越看中，因此，地下水的热污染机理、热污染后果等将

会越来越受到人们的高度重视。

４ 地下水的放射性污染

地下含水层的放射性污染根据放射性核素来源不同分为两种不同的形式。一种是自然

的形式，其放射性核素是天然来源的，如放射性矿床；另一种是人为的形式，其放射性核素是

人为的，如核电厂、核武器试验的散落物以及实验室和医院等部门使用的放射性同位素。特

别是近年来世界各国对核废料地质处置的关注，因此，放射性污染物进入地下含水层的几率

日益增大。一般来说，放射性核废料的地质处置场地往往选在山区，但山区是平原区地下水

的补给区，因此，地下水放射性污染将成为地下水污染的主要形式之一。
需要说明的是，上述四种污染类型有时会相伴发生。例如，由工业“三废”所造成的地下

水化学污染，有时与城镇居民点、牲畜圈的生活污水导致的地下水细菌污染结合，成为两种

类型污染并存的形式。此外，生活污水也可以造成持久的地下水化学污染。因为它们含有大

量的在日常生活中广泛应用的表面活性物质。在工业企业地区，由于公开储存的废水废渣与

大气降水渗滤溶解或存在水管泄流，固体废物以及某些原料和废水可以渗入含水层并直接

污染含水层。

三、地下水污染源及污染途径

（一）地下水污染源分析

按照污染源的成因，地下水污染源可以分为天然污染源和人为污染源。而根据美国国会

技术评估办公室（ＯＴＡ）和Ｆｅｔｔｅｒ（１９９２）等分类，总共可分为下面六类。

１ 设计用以排放废物的源

这类污染源包括化粪池、注水深井以及土地利用。
化粪池是用来排放生活污水的。来自于盥洗室、洗澡、洗碗以及洗衣服的水等进入化粪

池，经过沉淀和一些厌氧分解，通过排放系统排放到土壤中。这一过程不仅带来了大量的有

机和无机污染物，同时含有如三氯乙烯、苯等合成有机化合物的化粪池清洁物也被排放到地

下，从而构成地下水的污染来源。
注水深井用来将液体废物或其他液体注入到地下水面某个区域。被注入的液体一般包

括：危险废物、源自油井的盐水、雨水、市政污水、矿山废水等等。如果被注入的废水进入饮用

水含水层，就会形成地下水污染。
用处理的或未经处理的市政和工业污水灌溉土地，或用污泥肥田，这样会带来大量有机

污染物，构成地下水污染来源。

２ 设计用以贮藏、处理与处置废物的源

这类污染源包括垃圾填埋场、露天垃圾堆、贮藏、住宅区的垃圾堆、地表污水坑、矿山开

采废物、固体物料堆、坟场、动物埋藏场所、地表储藏箱、地下储藏箱、各种容器、露天火葬场、
爆炸试验场以及放射性废物处理堆等。

３ 在运输过程中设计用以保留废物的源

这类污染源包括运输管道渗漏以及材料的运输和运移。
运输管道主要包括输油管道及输气管道，一般在断面和接头处发生渗漏；另外，钢管容
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易产生锈蚀，由开始的锈蚀，可能逐渐发展成为管道渗漏。由于石油中含有多种有害的有机

物，而且不易降解，所以常常成为地下水污染来源。
物质材料的运输和运移污染源常常由产品和废物的运输而产生。其污染场所通常是卡

车和火车的运输通道以及载重设备的副场所。污染羽通常是由交通事故或者设备故障引起

的。

４ 人类有计划活动所导致的污染源

这些污染源来自于人类有计划的活动，主要包括农业灌溉、杀虫剂的使用、肥料的使用、
农家肥的使用、高速公路上盐的使用、生活用水软化剂、城市地表径流、大气污染物的渗透以

及矿山排水等。这些污染源通过人类有计划的活动从而对地下水造成污染。他们是地下水体

的间接污染源，当具有直接的补给通道，如钻孔、天然陷落柱等情况，他们可以通过包气带或

地表水体，作用于地下水。

５ 为污染的水体进入含水层提供管道的源

这类污染源主要有生产井、监测井、开采孔以及工程开挖的基坑。
生产井主要指石油、天然气、地热能以及地下水的开采井。在开采期间，污染物质能够被

引入地下，进入含水层。监测井和勘探孔是为探矿和设计开采而设置的。这些井和钻孔使含

水层存在交叉污染的危险。而开挖基坑由于开挖出表层天然的隔水保护层，从而导致地下水

污染。

６ 由人类活动产生或加剧的自然污染源

这类污染源有地表水与地下水的相互作用、自然溶滤、海水入侵等。
地表水与地下水相互作用是指地表水在一定条件下可以补给地下水，而地下水也可以

在一定的条件下补给地表水。地表水与地下水的相互作用，使得天然污染物质相互扩散。自

然溶滤是指地下水在天然条件下，将岩石或土壤中的矿物质溶解使之进入到水中，其中包含

一些不为人们期望的阴阳离子。由于受人类活动影响，导致大气中发生酸沉降，而酸雨的形

成加剧了地下水的溶滤作用。
（二）地下水污染的通道

地下水污染通道根据成因不同可以分为自然通道、人为通道。根据水动力学特点，可分

为四类，下面简要说明。

１ 间歇入渗型

间歇入渗型的特点是：污染物通过大气降水或灌溉水的淋滤，从污染源（固体废物或表

土层）中周期性的通过包气带渗入含水层；其渗入形式多半是呈非饱和状态的淋雨状渗流，
或者呈短时间的饱水状态连续渗流。这种途径的污染组分是固态的，来自固体废物或土壤，
因此，研究时要分析固体废 物 或 土 壤 的 成 分，最 好 能 取 得 包 气 带 的 淋 滤 液，才 能 查 明 污 染

来源。
间歇入渗型的主要污染对象是潜水。

２ 连续入渗型

连续入渗型的特点是：污染物随污水或污染溶液连续不断地渗入含水层，其污染组分是

液态的。常见的有污 水 积 聚 地（如 污 水 池、污 水 渗 坑、污 水 快 速 处 理 场 和 污 水 管 道 等）的

渗漏。
连续入渗型的主要污染对象是潜水。
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３ 越流型

越流型的特点是：被污染含水层的污染物通过层间越流形式转入其他含水层。转移途径

可以是天然的或是人为的。人工开采下部承压水，引起水动力条件的变化而改变越流方向，
使上部已受污染潜水含水层中的污染物通过弱透水层转移到下部承压含水层。该类的研究

难点是查清越流地点及地质部位。

４ 侧向补给型

侧向补给型的特点是：污染物通过地下水径流的形式进入含水层。各种污水或被污染的

地表水，通过废水处理井或巨大岩溶通道进入含水层，并随地下径流在各含水层中迁移而形

成污染带。其污染物有人为的和天然来源，污染对象是潜水或承压水。污染范围可能不很大，
但污染程度由于缺乏自然净化作用而十分严重。海水入侵是海岸区地下淡水超量开采而造

成海水向陆地流动的径流型污染途径之一。

四、地下水污染调查

（一）地下水污染的调查方法

在地下水污染调查研究方法与控制技术以及防治措施中，监测工作占有重要的位置。实

践表明：地下水污染治理是一个复杂的难题，即使采取了耗资昂贵的措施，也只能起到预防

污染物质继续进入含水层以及在其中蔓延的作用。一旦发生了污染再来采取限制与恢复措

施，则远比预防措施复杂。因此加强地下水污染调查与监测工作应成为防患于未然的重要

措施。
地下水污染调查内容一般包括；（１）查明污染源与污染途径；（２）研究地层地质结构和

渗透特性及污染物质在包气带和含水层中的运移、降解与去除过程；（３）检测地下水动态，
预报地下水污染的发展趋势；（４）提出防止与控制地下水污染的具体措施。在防治地下水源

污染的调查中尤应注意进行含水层中污染物质运移规律的理论研究，在此基础上明确水文

地质调查的方向，以查明地下水污染的条件，并制定出预防和消除地下水污染的综合性防渗

措施及其他工程措施。
有关地下水污染调查的具体工作方法，基本调查工作与所采取的手段与一般性水文地

质调查是类似的，因此，有关测绘、勘探、试验、实验等详细内容可以参考相关书籍。这里仅就

有关地下水污染源及其危害性问题略作补充阐述。
除自然环境因素外，当今人类活动已成为地下水污染的主导因素。因此，地下水污染调

查重点是对人类生活、人类生产活动所产生的污染源进行调查。在调查地下水污染源时，要

着重调查污染源的分布范围，规模、性质、类别及其危害程度，污染源所处的地理位置，及发

展趋势等。
（二）地下水污染的监测

地下水污染监测实质上是地下水污染的长期调查，是查明地下水污染组分与含量随时

间变化、预测其发展趋势的重要工作内容，也是防治地下水污染的关键性措施之一。监测工

作是在地下水污染调查或环境水文地质调查的基础上，根据区域水文地质条件与环境水文

地球化学特征，结合已掌握的污染情况，通过定时定点采样分析并对资料进行综合分析研

究。所布置的监测点网应能准确及时地反映出所监测地区地下水水质形成的水文地质条件

与水文地球化学环境及其天然和人为影响因素，能进一步查明地下水的污染原因，污染源与

·４９２· 水环境系统模拟



污染途径以及污染范围、污染程度，能掌握地下水中化学组分，特别是污染物质的时空变化

规律与发展趋向，从而为地下水污染发展趋势预报，论证防治地下水污染的措施服务。
地下水污染监测点网布置的基本原则是：（１）在查明监测区水文地球化学环境与污染

物质组分及主要污染源基础上布点；（２）点网应能控制城市居民区，工矿企业区及现有的和

拟建的供水水源地；（３）在重 点 调 查 区，如 严 重 污 染 区、水 源 地、主 要 污 染 源 等 地 区 加 密 布

点，其他地区可以稀些；（４）对于地表水系应能控制主要支流的汇入，并能与水文观测配合，
掌握河流水质变化特征；（５）在非污染区布置监测点作为对照点。

关于监测点的数量可以考虑下列建议：（１）在水文地质条件复杂、水源地已受污染、地

表地质结构遭到严重破坏的地区，平均每平方公里布置１个点；在污染程度很重的地区，平

均每平方公里布置１～２个点；（２）水文地质条件的复杂程度中等、地下水遭到中等程度污

染、地表地质结构破坏较轻的地区，平均每平方公里布置０５～１个点；（３）在水文地质条件

简单、局部地区受到轻微污染，地表地质结构破坏程度轻的地区，平均每平方公里布置０２５

～０５个点；（４）在河渠系统沿岸地区，为了控制污染源，应在废污水流入河道地点的上、下

游布点。在水面窄、流量小的河水中，可设单个监测点在河心取水样。反之则应设多点（通常

设河床断面上的左、中、右三点）取水样。下游取水样地点应在废污水排放口下游１～５公里

处布置。为了控制注入河流的支流，应在支流或渠道汇入主流进出口处布点。河流自上游向

下游通常可每隔５公里布设一个取水断面或取水样点。对于上述取水样原则，不应机械掌

握，而应因地制宜地增多或减少取样点数。
对于取水样时间，一般要注意在排污前后，枯水、丰水、平水与冰冻期或其他有特定意义

的时间取样，可根据不同的调查目的确定。对监测数据要及时分析研究，以掌握污染动态变

化趋势。其他有关监测井选样、采样的具体要求与方法等内容可参照一般的地下水动态观测

规范。
（三）地下水污染图件的编制

在地下水污染调查中，常编制防止地下水污染的专门水文地质图系或图件。这些图件的

名称不一，有地下水污染图、地下水保护图、环境水文地质图等等。自２０世纪６０年代以来，
世界上许多国家都在积极编制地下水保护图。这类图件尽管在名称上有些差异，但图件的实

质大体上是一样的，都表示出地下水污染的现状及今后可能发生污染趋势的预报，图的比例

尺为１∶１００万到１∶５万。有关这类图件的编图原则、内容与方法可参阅有关参考书。

第二节 　 地下水环境污染修复技术

近年来，地下水污染修复技术研究已经成为世界各国所共同关心的课题。治理污染含水

层是对固体介质和运动的地下水体同时进行处理的一项难度较大的技术，许多方法尚处于

探索阶段，许多技术同时涉及多种方法。一般地下水环境污染修复技术分为：物理处理法、化

学处理法以及生物修复技术等，而这三种方法在实际应用中往往是相互配合使用的。

一、物理处理法

物理处理法作为地下水环境修复的传统技术，包括水力学方法以及一些现代的物理处

理技术。水力学方法包括抽注地下水、排出地下水、设置低水力传导系数的屏障。这些方法可
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以单独使用或者联合使用来控制地下水污染。
抽出处理法是应用最广的一种物理处理方法。抽出处理法在应用初期取得了良好成效，

后来随着地下水中有机污染物种类的增多，这种方法的弱点日益显现出来。因为它能去除有

机污染物中的轻非水液体（ＬＮＡＰＬ），而对重非水相液体（ＤＮＡＰＬ）的治理效果甚微。此外，
地下水系统的复杂性和污染物在地下的复杂行为常常干扰此方法的有效性。例如，１９９４年

对美国７７个抽出处理系统的运行情况的调查表明，只有８个是成功的，其余的６９处均未达

到净化目标。

二、化学处理法

（一）氧化还原法处理技术

氧化还原法（Ｖｙｒｅｄｏｘ法）处理技术是利用向抽水井周围的含水层注入氧气来形成高氧

化还原和高的ｐＨ 值，图８ １是利用该法经典的处理模式［３］。

地面 经净化处理
除空气充氧

地下水位

Mn沉淀带

Fe 沉淀带

Eh
600 mV

200 mV

100 mV

图８ １　 高氧化还原电位条件下去除Ｆｅ、Ｍｎ的原理示意图

（二）反应性渗透墙技术

反应性渗透墙技术（Ｐｅｒｍｅａｂｌｅｒｅａｃｔｉｖｅｂａｒｒｉｅｒｓｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｅｓ）是由加拿大学者 Ｒ Ｗ
Ｇｉｌｌｈａｍ 提出的一种地下水污染治理的新技术：该技术是一种利用零价铁的渗透性反应屏

障技术［４］，是一种原地处理技术。
反应性渗透墙是最近几年才兴起的新技术。该技术是在污染区域内垂直于地下水流方

向建一道渗透墙。针对不同类型的污染物，渗透墙内部可以结合物理、化学或者生物处理方

面的各种技术，例如吹脱、抽提、好氧降解、吸附、化学氧化、金属还原例如铁屑还原和沉淀

等。加拿大学者 Ｏ’Ｈａｎｎｅｓｉａｎ和Ｇｉｌｌｈａｍ对此进行了系统研究。他们在治理地下水中的挥发

性有机污染物时，采用５５ｍ×１６ｍ×２２ｍ 反应墙（墙体由２２％ 的铁粒和７８％ 的粗砂组

成）。其降解三氯乙烯和四氯乙烯的量分别为９０％ 和８６％。世界上第一个也是最成功的地下

水污染试验场 ——— 安大略省的Ｂｏｒｄｅｎ场址的持续数年现场试验证明这种方法是有效的。
（三）电动力学修复技术

电动力学修复技术（Ｅｌｅｃｔｒｏｄｙｎａｍｉｃｓｒｅｍｅｄｉａｔｉｏｎ）是通过电流的作用，提高土壤的 Ｅｈ
和阴阳两极附近的土壤溶液中聚集大量的 Ｈ＋ 和 ＯＨ－，调节土壤的ｐＨ 值，这样有利于重金
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属离子的去除。Ｌｉ等在１９９７年提出在阴性和土壤间保持一定溶液，从而使聚集作用在溶液

中发生，保证在土壤内的酸性环境，有利于污染物的去除。实验结果表 明，在 沙 土 内 Ｐｂ２＋、

Ｃｒ３＋ 等重金属离子的去除率可达９０％ 以上，而且所需操作也大为缩短。Ｈａｅｒｕ在１９９６年研

究了电修复技术处理土壤中的六价铬，以石墨为阴极、铁为阳极，在土壤基质两端加上直流

电场。阳极的铁溶解成为Ｆｅ２＋，含六价铬的阳离子迁移到阳极附近氧化 Ｆｅ２＋ 而六价铬被还

原成三价铬。
（四）臭氧处理技术

臭氧处理技术是：向含水层输入臭氧可以形成分解石油的微生物生长环境，减少溶解有

机酸的含量，同时又可促使氰分解。德国曾用此法净化被石油污染的含水层，即用４眼深井

抽水时，在井底安装臭氧混合装置，使抽到地表的水已与臭氧均匀混合，然后再把抽出的水

灌入污染带周围的注水井，在注水井下部使地下水位抬高形成一道水墙，阻止了污染地下水

的扩散，从而成功地清除了含水层中的石油和氰。
（五）用高锰酸钾清除砷

Ａｓ５＋ 和Ｃａ２＋ 和一些亚离子形式的化合物溶解性很差，因而在氧化条件下所产生的大量

Ａｓ５＋ 的化合物就会从地下水中沉淀出来。

三、生物修复技术

生物修复（Ｂｉｏｒｅｍｅｄｉａｔｉｏｎ，又称Ｂｉｏｒｅｃａｌｍａｔｉｏｎ）是指采用工程方法，利用微生物，将土

壤、地下水和海洋中有毒有害污染物“就地”（Ｉｎ－ｓｉｔｅ或ｏｎ－ｓｉｔｅ）降解成ＣＯ２ 和水，或转化

成为无害物质的方法。该法费用低、环境影响小、降低污染物能力强，是今后环境修复技术发

展的主要方向。
生物恢复技术分为自然生物恢复和强化生物恢复。自然生物恢复是处理场地的微生物

利用周围环境中的营养物质和电子受体对污染物降解的过程，其降解速度受到营养物质种

类、数量及电子受体接受电子能力大小和其他物理条件的限制。强化生物恢复技术是通过提

供适宜的营养物质、电子受体及改善其他限制生物恢复速度的因素，达到提高生物恢复速

度、加速污染物降解的目的。用于治理土壤和地下水污染的现场强化生物恢复技术主要有生

物吹脱法、土地处理法、空 气 鼓 泡 法 和 液 体 输 送 法 等［５］。各 种 技 术 的 实 施 过 程 及 适 用 范 围

不同。
（一）生物吹脱技术

生物吹脱是通过空气压缩机等设备向土壤中注入空气，将原有的空气赶走并为微生物

提供氧气，利用细菌等微生物的降解作用来减少土壤污染。土壤中的许多好氧细菌能利用各

种有机物作为食物及能源，其他微生物则产生一些酶，将污染物部分分解，最终达到降解污

染物的目的。生物吹脱系统在设计时有时采用单独的空气注入井；有时和空气回收井共同使

用；若要加快生物降解速度，可 以 将 回 收 井 放 在 污 染 最 严 重 的 地 区，并 且 采 用 较 低 的 空 气

流速。
生物吹脱法是将污染物分解而不是将其转移到其他介质中，因此它的突出特点是不需

要尾气处理装置。在大多数现场处理中，每口井费用为２０００～５０００美元。若包括空压机、控

制器、电器、设备室、保障设备等，每口井费用则为２００００～５００００美元。若采取尾气处理工

艺，处理费用将由１３美元／ｍ３ 升高到５２～７８美元／ｍ３。
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（二）土地处理技术

土地处理是将废物、污泥或污染土壤置于未污染土壤的表面，通过种植作物或翻耕将这

些物质混入土壤，污染物在土壤中经过水解、光解、化学降解、生物降解等作用最终得以去

除。现场土地处理能降解有机废物，固定无机废物，并能避免废物的生物累积，以免威胁人类

健康及环境。
土地处理适用于处理以下废物：焦炭汽化及液化产生的废物；食品加工、鞣革、造纸、石

油提炼、木材防腐产生的废物；城市污水及污泥；超基质污泥及污染土壤。此方法在美国、欧

洲及加拿大的许多水力和气候条件变化较大的地区都已得到应用。
土地处理的优点如下：
（１）有机及无机污染物集中处理，而不是简单的处置；
（２）投资及运行费用低，人工费及维护费低或中等，非常规处置没有长期的不利条件；
土地处理的缺点如下：
（１）超负荷运转时效果不好，有机及无机污染物会渗漏到土地处理单元下面；
（２）需要大量土地，必须严格控制挥发性有机物挥发到大气中。
在土地处理设计及操作过程中，有许多参数是非常重要的，只有在充分考虑这些参数的

基础上设计和运行的处理系统才是稳定可靠的。这些参数包括：
（１）废水特性参数：物理组成、ｐＨ 值、有机物、金属、盐类、营养物质的含量；
（２）场地因素：土壤性质（孔隙率、水分、ｐＨ 等）、气候条件（温度、沉积情况等）、水力条

件（季节性最高水位等）；
（３）操作因素：废物的应用（有机负荷、水力负荷、应用频率、应用方法等）、暴雨时系统

管理、土壤恢复、监测项目（废物特征、土壤、泄漏等）。
通常土壤中微生物及其酶只有在水溶液中才能发挥作用，而有机物的水溶性小，所以给

微生物降解带来困难，因此一些化学结构允许生物降解的有机化合物由于水的限制而降解

速度降低。金属和其他无机化合物能被土壤固定，并不是降解或转移出处理场地。因此，含有

重金属元素的废物（如电镀污泥），对土地处理来说并不是最好的处理物。对于被烃类污染的

废物和土壤，石油烃类总的去除率为９０％ ～９９％，萘、苊、芴等聚合芳香烃类去除率为８０％

～９５％，多环聚合芳香烃类去除率为３０％ ～７０％。
（三）液体输送技术

液体输送处理技术与传统的污水处理有类似之处，电子受体通常是氧气，并加入营养物

质以强化生物反应器中污染物降解过程，但不像污水处理那样是在有限的、容易管理的生物

反应器中进行，而是在无限的、无法预测的生物反应器中进行处理。
液体输送技术原理是：在污染地区注入压缩空气和营养盐，微生物在含有营养盐的富氧

地下水中通过新陈代谢作用将污染物降解，在地下水流向的下游地区用泵将地下水抽出地

面，可以用其溶解营养盐后再回灌到地下水中，若需要时也可对其进一步进行处理。
液体输送技术的优点如下：
（１）避免挖掘土方工程；
（２）可以处理沉积物吸附和夹带的污染物；
（３）避免污染沉积物的迁移。
液体输送技术的缺点如下：

·８９２· 水环境系统模拟



（１）对场地有特殊要求（只有在 Ｋ值大于１０－４ｃｍ／ｓ的场地才能使用），且土壤中孔隙极

易堵住，需要更长的时间处理污染物；
（２）污染物浓度高时，会阻碍生物恢复的进行；
（３）产生的地下水不能循环利用，很难得到排放许可。
液体输送技术可处理溶解态污染物和沉积物中夹带的污染物。污染物的类型、数量、范

围是决定费用的主要因素。系统设计时应提供足够的氧气和营养物给可降解污染物的微生

物，因此氧气的来源将影响处理费用。使用 Ｈ２Ｏ２ 作氧源比氧气贵得多，但需要在很短时间

内处理污染物时，利用 Ｈ２Ｏ２ 作氧化剂则总费用可能降低。
地下水中原有微生物有利于污染物的降解。微生物的相对数量取决于沉淀特性、污染物

的类型和浓度、营养盐。使污染物降解速度最大的无机营养物种类和浓度的研究正在进行，
但在营养物添加方案正式提出前，要考虑地面下存在的天然营养物，如氮、磷和微量元素镁

和锰。例如某地汽油泄漏，以 Ｈ２Ｏ２ 作氧源，采用液体输送技术进行处理。１５周后注入井周围

的石油烃类浓度下降很快，由原来的３１ｍｇ／Ｌ降至５ｍｇ／Ｌ；３５周后周围地区石油烃类浓度均

降至２ｍｇ／Ｌ以下，表明生物恢复措施已经成功。
（四）空气鼓泡技术

空气鼓泡是将空气引入饱和地区，以便将挥发性物质转移到非饱和地区进行生物降解。
当空气在许多通道中向上向外流动时，挥发性物质转移到非饱和地区，被土壤吸附并被微生

物降解。空气注入井通常位于含水层的底部。
饱和地区空气鼓泡处理化合物的机理取决于生物降解的相对容易程度及其从含水层中

去除的相对容易程度。生物降解的程度取决于污染物性质、场地特征及系统的设计。由于含

水层土壤条件的差异，进行场地实验并借鉴其他场地的数据来设计安全可靠的生物恢复系

统是非常必要的。由于向饱和地区注入空气可以赶走水，因此可以利用地下水回收系统阻止

溶解性污染物的转移，一部分回收的水可以用于溶解营养盐并回注入水中。地下水回收与再

利用的另一个好处是有利于水在空气通道之间运动，以增加溶解氧在水中的运动。
总之，现场强化生物修复技术是一种很有潜力的污染治理技术。随着研究的深入和技术

的发展，必将在未来的水和土壤污染治理中发挥更大的作用。
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