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自　　序

近年来，我所在的学校提出了“稳定、拓展、上层次”的发展方针，作为学校的一员，我为

学校近年来的发展步伐所鼓舞，也想为学校的进一步发展尽绵薄之力。思虑再三，决定汇

编这本论文集，既是作为展示学校整体发展实力的一个细胞，也是对自己的一种激励。

（一）

我的科研之路平凡而不平坦。尽管青少年时期也曾有过种种的幻想，尽管我也曾为中

学名校的尖子生，也曾就读于名牌大学，但上个世纪那场“轰轰烈烈”的“革命”中断了我的

学业，８年的中教生涯使我离科研前沿越来越远。在“科学的春天”里，已过而立之年的我有

幸重回母校，在被人们戏称为“回炉班”的进修班中才修完了大学本科的主要课程。正当我

在为此而庆幸 的 时 候，命 运 之 神 又 给 了 我 双 重 打 击。新 婚 不 久 的 前 妻 染 上 了“不 死 的 癌

症”———类风湿性关节炎，先是关节强直，生活不能自理，继而瘫痪在床，日常生活全靠我来

护理，这样的生活延续了２０年；我的双眼患有先天性白内障，由于长期生活的艰辛，就在回

炉班期间视力下降到左眼０．１和右眼０．０１。就在我极度苦闷之际，是恩师———北京大学力

学系的王大钧教授给我引了路，在他多次动员而我终未能去就读他的研究生的情况下，为

我设计了后来的科研之路：偏重理论、偏重数学。在回炉班没有毕业论文任务的情况下，他

带我做了可以算得上做毕业论文的工作，教我查文献，指导我如何一步一步地做科研；在我

回到家乡的这所地方性师范院校从教后，又不失时机地给我寄来资料和最新出版物，指导

我选定科研课题；在我形成论文初稿后，逐字逐句地审阅，甚至帮我改正错别字；在我为生

活而迷茫的时候，给我压担子，指方向；为了扩大我的视野，多次资助我出席国内、国际学术

会议。……正是有了恩师的指引，我的科研才有了一点点成绩，可以说，这本论文集本身就

包含了恩师的心血，值此文集出版之际，我最要说的就是：谢谢恩师。

（二）

这本文集收录了我２０年来的主要科研成果，分为４个专题，共计收录了２８篇专题学术

论文，全部在国内外公开出版物上发表过。其中第一专题“弹性结构振动的定性性质”和第

二专题“弹性结构振动的反问题”基本上是在王大钧教授指导下完成的；第三专题“特征值

的包含定理”早期也曾得到过恩师的指导，只有第四专题“泛复变函数方法在力学与物理中

的应用”完全是个人的独立工作。有关这些专题研究的价值，笔者在此不敢自吹自擂，相信

读者自有公正的评价。



需要说明的是，文集中收录的论文包括本人独撰的论文１４篇，作为第一作者的论文１３

篇。出于对合作者的尊重，对所有合著的论文，我都在该文的第一页下方做了注释。至于

收入本文集的唯一一篇本人仅为第二作者的论文，其理由也在该部分的序言和该首页的下

方做了说明。

文集并未包含作者的全部学术论文，本人作为第二作者及排名更后的论文理所当然地

没有收入，作者在教学研究领域和近几年在声学领域的一些成果，由于难以纳入这本文集

的专题之下也未收入。

（三）

科学的道路是漫长的，我在这条道路上已经走过了２０多年，虽有一点成绩，但与众多的

同行相比，相距甚远。出版这本文集的目的，更在于向众多的同行请教。如果能够得到诸

位同行尤其是大师级的同行的指教，笔者不胜感激！

（四）

本文集的出版得到安庆师范学院学科专业建设基金的资助，在此表示诚挚的感谢！

作　者

２００５年８月２８日于安庆
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第一专题

弹性结构振动的定性性质

研 究 结 构 的 固 有 振 动 的 定 性 性 质 具 有 重 要

的理论意义 和 应 用 价 值。首 先，定 性 性 质 的 理 论

是讨论振动反问题的基础，在这类问题中利用频

率和模态数 据 确 定 结 构 的 物 理 参 数；其 次，利 用

定性 性 质 的 理 论 可 有 助 于 判 断 频 率 和 模 态 的

真伪。

在这一部分中，收录了笔者作为第一作者或

独撰的学术论文共９篇，其中发表在国家核心期

刊上的论文５篇。该部分着重研究了任意支承条

件下的杆 和 梁 的 离 散 系 统 刚 度 矩 阵 以 及 相 应 连

续系统格林函数的振荡特性，导出了这些系统频

谱的离散性和相间性；证明了位移模态和应变模

态的充分必要 条 件；修 正 了 梁 的 正 系 统 的 定 义；

验证了离 散 系 统 刚 度 矩 阵 和 相 应 连 续 系 统 格 林

函数之间的极限关系；阐明了由离散系统刚度矩

阵的符号 振 荡 性 直 接 导 出 相 应 连 续 系 统 格 林 函

数振荡性的 极 限 过 渡 法。此 外，也 汇 集 了 均 匀 各

向同性弹 性 圆 柱 体 的 各 种 振 动 模 式 以 及 边 界 参

数变动对梁的频率和模态的影响。



　　

各向同性弹性圆柱体的固有振动

摘 要 　 本文以严密的数学形式导出了各向同性弹性圆柱体固有振动方程

的通解，在侧面自由的边条件下证明了通解与历史上已有的 Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ解的一

致性。在此基础上全面给出了圆柱体振动问题的各种可能的振型和相应的频率方

程。

关键词 　 圆柱体 　 固有振动 　 侧面自由 　 振型 　 频率方程

一 　 引 言

关于各向同性弹性圆柱体的固有振动的问题，早在１８７６年，Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ即在文献［１］

中进行了研究，给出了方程的一组解（以下简称Ｐｏ－ 解）。随后出现的各种文献资料都没有

超出Ｐｏ－解的范围，只是在频率分析、振型分析、有限元分析及其他近似解法等方面作了大

量工作。鉴于Ｐｏ－解的导出过程并无严格的数学依据，本文从分离变量法入手，首先导出了

各向同性弹性圆柱体固 有 振 动 方 程 组 的 通 解，证 明 了 在 圆 柱 侧 面 自 由 边 条 件 下 通 解 化 为

Ｐｏ－ 解；在此基础上，对圆柱固有振动问题进行了全面系统的振型分析和频率分析。

二 　 基本方程组及其通解

各向同性弹性圆柱体固有振动方程是［２，３］

ρｕ
··＝ （λ＋２μ）ｇｒａｄｄｉｖｕ－μｒｏｔｒｏｔｕ （２．１）

在柱坐标ｒ、θ、ｚ下，它的分量形式是

ρüｒ ＝ （λ＋２ｕ）ε０

ｒ－２μ
ｒ

ωｚ

θ ＋２μ
ωθ

ｚ

ρüθ ＝ （λ＋２ｕ）１
ｒ

ε０

θ－２μ
ωｒ

ｚ ＋２μ
ωｚ

ｒ

ρüｚ ＝ （λ＋２ｕ）ε０

ｚ－２μ
ｒ


ｒ

（ｒωθ）＋２μ
ｒ

ωｒ



烅

烄

烆
θ

（２．２）

式中ρ是柱体材料的密度，ｕ＝ （ｕｒ，ｕθ，ｕｚ），是位移矢量，λ、μ是弹性常数，“·”表示对时

间的微商，而

 本文原载于《安庆师范学院学报》（自然科学版），１９８４年第１期。
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ε０ ＝ｄｉｖｕ＝ １
ｒ


ｒ

（ｒｕｒ）＋１
ｒ

ｕθ

θ＋ｕｚ

ｚ
（２．３）

　　　　　　ω＝ （ωｒ，ωθ，ωｚ）＝ｒｏｔｕ／２

＝ １
２

１
ｒ

ｕｚ

θ －ｕθ

ｚ
，ｕｒ

ｚ－ｕｚ

ｒ
，１
ｒ

（ｒｕθ）
ｒ －１

ｒ
ｕｒ

［ ］θ
（２．４）

对（２．１）式两边取散度，由于ｄｉｖｒｏｔω＝０，我们有

ρ̈ε０ ＝ （λ＋２μ）

Δ

２ε０ （２．５）

利用分离变量法，不难求得

ε０ ＝－Ａ ρｐ
２

λ＋２μ
Ｊｍ（ｈｒ）ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αｚ＋β）ｅｉｐｔ （２．６）

式中

ｈ２ ＝ ρｐ
２

λ＋２μ
－α２ （２．７）

而Ａ 是积分常数，ｐ是圆频率，由于周期性可知ｍ 必为整数，α则由端面条件来决定。

再对（２．１）式两边取旋度，由于ｒｏｔｇｒａｄε０ ＝０，我们有

ρω
·· ＝－μｒｏｔｒｏｔω＝－μ（ｇｒａｄｄｉｖω－
Δ

２ω）

因

ｄｉｖω＝ １
２ｄｉｖｒｏｔｕ＝０ （２．８）

故有

ρω
·· ＝μ

Δ

２ω （２．９）

这是个矢量方程，它的Ｚ 向（轴向）方程是

ρωｚ ＝μ

Δ

２ωｚ （２．１０）

相应的分离变量形式的解是

２ωｚ ＝Ｂｋ２Ｊｍ′（ｋｒ）ｓｉｎ（ｍ′θ＋θ１）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）ｅｉｐｔ （２．１１）

式中

ｋ２ ＝ρｐ
２

μ
－α１

２ （２．１２）

其余各量意义同前，只是ｍ′、α１ 是独立于ｍ、α的本征值。（２．９）式的径向分量式是

ρω
··

ｒ ＝μ（

Δ

２ωｒ－２
ｒ２

ωθ

θ －ωｒ

ｒ２）
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由（２．８）式

１
ｒ

ωθ

θ ＝－１
ｒ


ｒ

（ｒωｒ）－ωｚ

ｚ
（２．１３）

故有

ρｒω··ｒ ＝μｒ

Δ

２ωｒ＋１
ｒ


ｒ

（ｒωｒ）＋２ωｚ

ｚ －ωｒ［ ］ｒ ＝μ

Δ

２ ｒωｒ＋２ωｚ

（ ）［ ］ｚ
（２．１４）

为了消去２ωｚ

ｚ ＝－Ｂｋ２α１Ｊｍ′（ｋｒ）ｓｉｎ（ｍ′θ＋θ１）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）ｅｊｐｔ 的非齐次项，我们可令

ｒωｒ ＝ｆ１（ｒ，θ，ｚ，ｔ）＋ｆ２（ｒ，θ，ｚ，ｔ）

不难验证，相应于上述非齐次项的特解是：

２ｆ２ ＝－Ｂα１ｒｄＪｍ′（ｋｒ）
ｄｒ ｓｉｎ（ｍ′θ＋θ１）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）ｅｉｐｔ

而ｆ１ 满足齐次方程

ρｆ
··

１ ＝μ

Δ

２ｆ１

于是解得：

２ｆ１ ＝－Ｃρｐ
２

μ
ｍ″Ｊｍ″（ｋ′ｒ）ｓｉｎ（ｍ″θ＋θ２）ｓｉｎ（α２ｚ＋β２）ｅｉｐｔ

式中

ｋ′２ ＝ρｐ
２

μ
－α２

２ （２．１５）

这样，我们得到

　　　２ωｒ ＝－Ｃρｐ
２

μ
ｍ″
ｒＪｍ″（ｋ′ｒ）ｓｉｎ（ｍ″θ＋θ２）ｓｉｎ（α２ｚ＋β２）ｅｉｐｔ

－Ｂα１
ｄ
ｄｒＪｍ′（ｋｒ）ｓｉｎ（ｍ′θ＋θ１）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）ｅｉｐｔ （２．１６）

最后，由（２．１３）式不难求得

　　　２ωθ ＝－Ｃｄ
ｄｒＪｍ″（ｋ′ｒ）ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）ｓｉｎ（α２ｚ＋β２）ｅｉｐｔ

－Ｂα１ｍ１

ｒ Ｊｍ′（ｋｒ）ｃｏｓ（ｍ′θ＋θ１）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）ｅｉｐｔ （２．１７）

以（２．６）、（２．１１）、（２．１６）、（２．１７）式代入方程组（２．２）并对ｔ积分，立即得到：
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ｕ１ ＝ ＡｄＪｍ（ｈｒ）
ｄｒ ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｍ′

ｒＪｍ′（ｋｒ）ｃｏｓ（ｍ′θ＋θ１）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）｛ ＋

　　　　　　　　Ｃα２
ｄＪｍ″（ｋ′ｒ）

ｄｒ ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）ｃｏｓ（α２ｚ＋β２ ｝）ｅｉｐｔ

ｕθ ＝ －Ａｍ
ｒＪｍ（ｈｒ）ｓｉｎ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αｚ＋β）－ＢｄＪｍ′（ｋｒ）

ｄｒ ｓｉｎ（ｍ′θ＋θ１）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１｛ ）

　　　　　　　　－Ｃα２ｍ″
ｒ Ｊｍ″（ｋ′ｒ）ｓｉｎ（ｍ″θ＋θ２）ｃｏｓ（α２ｚ＋β２ ｝）ｅｉｐｔ

ｕｚ ＝ ｛－ＡαＪｍ（ｈｒ）ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｓｉｎ（αｚ＋β）

　　　　　　　　＋Ｃｋ′２Ｊｍ″（ｋ′ｒ）ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）ｓｉｎ（α２ｚ＋β２）｝ｅｉｐｔ　　　　　　 　（２．１８

烅

烄

烆 ）

这就是各向同性弹性圆柱体固有振动方程组的通解，这里Ａ、Ｂ、Ｃ 是积分常数，它由初

始条件来决定；Ｊｍ、Ｊｍ′、Ｊｍ″ 都是贝塞尔函数；ｍ、ｍ′、ｍ″及α、α１、α２ 是各自独立的本征值。

三 　 频 率 方 程

在导出圆柱固有振动方程的通解以后，下面我们来证明，在圆柱侧面自由的边条件下，

ｍ ＝ｍ′＝ｍ″，θ０ ＝θ１ ＝θ２，α＝α１ ＝α２，β＝β１ ＝β２，从而解式（２．１８）化为Ｐｏ－ 解。

圆柱侧面自由的边条件是

σｒｒ｜ｒ＝ａ ＝σｒθ｜ｒ＝ａ ＝σｒｚ｜ｒ＝ａ ＝０

这里ａ是圆柱半径，以ｕ的表达式代入，并记ｄ
ｄｒＪｍ（ｈｒ）｜ｒ＝ａ 为ｄ

ｄｒＪｍ（ｈａ）等等，则有

　　　Ａｆ１１（ａ）ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ１２（ａ）ｃｏｓ（ｍ′θ＋θ１）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）

＋Ｃｆ１３（ａ）ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）ｃｏｓ（α２ｚ＋β２）＝０ （３．１）

　　　Ａｆ２１（ａ）ｓｉｎ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ２２（ａ）ｓｉｎ（ｍ′θ＋θ１）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）

＋Ｃｆ２３（ａ）ｓｉｎ（ｍ″θ＋θ２）ｃｏｓ（α２ｚ＋β２）＝０ （３．２）

　　　Ａｆ３１（ａ）ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｓｉｎ（αｚ＋β）＋Ｂｆ３２（ａ）ｃｏｓ（ｍ′θ＋θ１）ｓｉｎ（α１＋β１）

＋Ｃｆ３３（ａ）ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）ｓｉｎ（α２ｚ＋β２）＝０ （３．３）

其中：

ｆ１１（ａ）＝－ρｐ
２λ

λ＋２μ
Ｊｍ（ｈａ）＋２μ

ｄ２Ｊｍ（ｈａ）
ｄａ２

ｆ１２（ａ）＝２μｍ′ｄ
ｄａ

Ｊｍ′（ｋａ）
ａ 　　　ｆ１３（ａ）＝２μα２

ｄ２Ｊｍ″（ｋ′ａ）
ｄａ２

ｆ２１（ａ）＝ｍ ２
ａ

ｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ －２Ｊｍ（ｈａ）

ａ［ ］２ 　　ｆ２２（ａ）＝ｍ′２

ａ２Ｊｍ′（ｋａ）＋ａｄ
ｄａ

１
ａ

ｄＪｍ′（ｋａ）
ｄ（ ）ａ
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ｆ２３（ａ）＝ａ２ｍ″ ２
ａ

ｄＪｍ″（ｋ′ａ）
ｄａ －２Ｊｍ″（ｋ′ａ）

ａ［ ］２

ｆ３１（ａ）＝－２αｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ 　　ｆ３２（ａ）＝－α１ｍ′

ａ Ｊｍ′（ｋａ）　　ｆ３３（ａ）＝ （ｋ′２－α２
２）ｄＪｍ″（ｋ′ａ）

ｄａ

为了证明我们的结论，我们首先指出以下几点事实：

（１）（２１８）式对一切０≤θ≤２π和０≤ｚ≤ｌ都成立；

（２）矩阵｛ｆｉｊ（ａ）｝３×３ 具有这样两条性质：

性质１　 它的每一列中三个元素不同时为０?。

事实上，矩阵的每一个元素都可以改写成Ｊｍ 与ｄＪｍ／ｄａ的线性组合，如果它的某一列三

个元素同时为０，则必有Ｊｍ ＝ｄＪｍ／ｄａ＝０，这与贝塞尔函数的性质矛盾。

性质２　 当ｍ ＝ｍ′＝ｍ″，α＝α１ ＝α２ 时，矩阵的每两列是线性无关的。?

这可由以下事实来证明，即用数值解法不难验证
ｆ１１　ｆ１ｊ

ｆ２１　ｆ２ｊ

与
ｆ１１　ｆ１ｊ

ｆ３１　ｆ３ｊ

（ｊ＝２．３）以

及
ｆ１２　ｆ１３

ｆ２２　ｆ２３

与
ｆ１２　ｆ１３

ｆ３２　ｆ３３

没有公共根。

从这些事实出发，即可证明我们的结论。首先我们证明ｍ ＝ｍ′＝ｍ″，我们用反证法。

假如结论不真，则可分为两种情况：

情况一：ｍ、ｍ′、ｍ″各不相同。

此时，ｍ、ｍ′、ｍ″中至少有一个不为０，不妨设ｍ ≠０，因：

ｃｏｓ（ｍ′θ＋θ１）＝ｃｏｓθ１－ｍ′
ｍθ（ ）０ ｃｏｓｍ′θ＋θ０（ ）ｍ －ｓｉｎθ１－ｍ′

ｍθ（ ）０ ｓｉｎｍ′θ＋θ０（ ）ｍ

ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）＝ｃｏｓθ２－ｍ″
ｍθ（ ）０ ｃｏｓｍ″θ＋θ０（ ）ｍ －ｓｉｎθ２－ｍ″

ｍθ（ ）０ ｓｉｎｍ″θ＋θ０（ ）ｍ

由三角函数的正交性，以ｃｏｓｍ θ＋θ０（ ）ｍ
乘以（３．１）式两边并对θ由０至２π积分得到

Ａｆ１１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＝０

同理有

Ａｆ２１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＝０　　　Ａｆ３１（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β）＝０

由 矩阵｛ｆｉｊ（ａ）｝的性质１和ｚ的任意性，可以推得Ａ＝０，同理可以推得Ｂ＝Ｃ＝０，这

与Ａ、Ｂ、Ｃ 不全为０矛盾。

情况二：ｍ、ｍ′、ｍ″中有两个相等，不妨设ｍ ＝ｍ′≠ｍ″；
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有 三种例外：（１）ｍ＝α＝０；（２）ｍ′＝０；（３）α２＝０。这时，相应的列的三元素可以同时为零，但这不影响我们的结

论。

以 上两条性质在ｋ′＝０时是例外，但在ｋ′＝０时方程的解已不再含贝塞尔函数，必须另加讨论，但不会给出新的

结果。



　　

此时，如果ｍ ≠０，则以ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）乘以（１７．１）式两边并对θ积分有

　　　　Ａｆ１１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ１２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）ｃｏｓ（θ１－θ０）＝０ （３．４）

同理有

　　　　Ａｆ２１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ２２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）ｃｏｓ（θ１－θ０）＝０ （３．５）

　　　　Ａｆ３１（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β）＋Ｂｆ３２（ａ）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）ｃｏｓ（θ１－θ０）＝０ （３．６）

又以ｓｉｎ（ｍθ＋θ０）乘以（３．１）式两边并积分可得

Ｂｆ１２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）ｓｉｎ（θ１－θ０）＝０ （３．７）

同理有

Ｂｆ２２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β）ｓｉｎ（θ１－θ０）＝０ （３．８）

Ｂｆ３２（ａ）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）ｓｉｎ（θ１－θ０）＝０ （３．９）

如果θ１ ≠θ０，鉴于它们是初相位，不妨设｜θ１－θ０｜＜π，于是ｓｉｎ（θ１－θ０）≠０，由（３．７）

式 －（３．９）式和矩阵｛ｆｉｊ｝的性质１即得Ｂ＝０，再由（３．４）式 －（３．６）式可得Ａ＝０，而由

（３．１）式 －（３．３）式得Ｃ＝０，这同样是矛盾的。

如果θ１ ＝θ０，则（３．４）式 －（３．６）式成为

　　　　　　

Ａｆ１１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ１２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）＝０

Ａｆ２１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ２２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β１）＝０

Ａｆ３１（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β）＋Ｂｆ３２（ａ）ｓｉｎ（α１ｚ＋β１）＝

烅

烄

烆 ０

（３．１０）

这时，如果α≠α１，完全类似地讨论给出Ａ＝Ｂ＝Ｃ＝０，从而矛盾，如果α＝α１，此时必

有β＝β１（证明见后），于是消去公因子后与矩阵｛ｆｉｊ（ａ）｝的性质２矛盾。

如果ｍ ＝ｍ′＝０，（３．１）式 －（３．３）式成为

　　

Ａｆ１１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）ｃｏｓθ０＋Ｃｆ１３（ａ）ｃｏｓ（α２ｚ＋β２）ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）＝０

Ｂｆ２２（ａ）ｃｏｓ（α１ｚ＋β）ｓｉｎθ１＋Ｃｆ２３（ａ）ｃｏｓ（α２ｚ＋β２）ｓｉｎ（ｍ″θ＋θ２）＝０

Ａｆ３１（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β）ｃｏｓθ０＋Ｃｆ３３（ａ）ｓｉｎ（α２ｚ＋β２）ｃｏｓ（ｍ″θ＋θ２）＝

烅

烄

烆 ０

（３．１１）

这 时对参数的不同情况的讨论或者给出Ａ＝Ｂ＝Ｃ＝０的矛盾结果，或Ａ、Ｂ、Ｃ虽不全为０，

但并未超出Ｐｏ－ 解的范围。

综合以上情况，只能得出结论ｍ ＝ｍ′＝ｍ″。同理可以得α＝α１ ＝α２。

更进一步，我们可以证明θ０ ＝θ１ ＝θ２，分别以ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）和ｓｉｎ（ｍθ＋θ０）乘以（３．１）

式 －（３．３）式的各式并积分，注意到业已证明ｍ ＝ｍ′＝ｍ″，α＝α１ ＝α２，则有
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Ａｆ１１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ１２（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β１）ｃｏｓ（θ１－θ０）

　　　　　　　　＋Ｃｆ１３（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β２）ｃｏｓ（θ２－θ０）＝０

Ａｆ２１（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β）＋Ｂｆ２２（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β１）ｃｏｓ（θ１－θ０）

　　　　　　　　＋Ｃｆ２３（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β２）ｃｏｓ（θ２－θ０）＝０

Ａｆ３１（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β）＋Ｂｆ３２（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β１）ｃｏｓ（θ１－θ０）

　　　　　　　　＋Ｃｆ３３（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β２）ｃｏｓ（θ２－θ０）＝

烅

烄

烆 ０

（３．１２）

及 　

Ｂｆ１２（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β１）ｓｉｎ（θ１－θ０）＋Ｃｆ１３（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β２）ｓｉｎ（θ２－θ０）＝０

Ｂｆ２２（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β１）ｓｉｎ（θ１－θ０）＋Ｃｆ２３（ａ）ｃｏｓ（αｚ＋β２）ｓｉｎ（θ２－θ０）＝０

Ｂｆ３２（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β１）ｓｉｎ（θ１－θ０）＋Ｃｆ３３（ａ）ｓｉｎ（αｚ＋β２）ｓｉｎ（θ２－θ０）＝

烅

烄

烆 ０

（３．１３）

如果θ０、θ１、θ２ 互 不 相 等，则ｓｉｎ（θ１ －θ０）≠０，ｓｉｎ（θ２ －θ０）≠０，由（３．１３）式 及 矩 阵

｛ｆｉｊ（ａ）｝的性质２推出Ｂ＝Ｃ＝０，同时也有Ａ＝０，从而矛盾；如果θ０、θ１、θ２ 中只有两个相

等，例如θ０ ＝θ１，则由（３．１３）式推得Ｃ＝０，再由（３．１２）式得Ａ＝Ｂ＝０，仍旧矛盾，这就表

明θ０＝θ１＝θ２，同理也有β＝β１＝β２。这就完成了全部证明，即在圆柱侧面自由的边条件下，

解式（２．１８）化成Ｐｏ－ 解。

ｕｒ ＝ ＡｄＪｍ（ｈｒ）
ｄｒ ＋Ｂｍ

ｒＪｍ（ｋｒ）＋ＣαｄＪｍ（ｋｒ）
ｄ［ ］ｒ ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αｚ＋β）ｅｉｐｔ

ｕθ ＝ －Ａｍ
ｒＪｍ（ｈｒ）－ＢｄＪｍ（ｋｒ）

ｄｒ －ＣαｍＪｍ（ｋｒ）［ ］ｒ ｓｉｎ（ｍθ＋θ０）ｃｏｓ（αａ＋β）ｅｉｐｔ

ｕｚ ＝ －ＡαＪｍ（ｈｒ）＋Ｃｋ２Ｊｍ（ｋｒ［ ］）ｃｏｓ（ｍθ＋θ０）ｓｉｎ（αｚ＋β）ｅｉｐ

烅

烄

烆 ｔ

（３．１４）

相应的频率方程是：

－λρｐ
２

λ＋２μ
Ｊｍ（ｈａ）＋２μ

ｄ２Ｊｍ（ｈａ）
ｄａ２ ２μｍ ｄ

ｄａ
Ｊｍ（ｋａ）

ａ ２μα
ｄ２Ｊｍ（ｋａ）

ｄａ２

ｍ ２
ａ

ｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ －２Ｊｍ（ｈａ）

ａ［ ］２
ｍ２

ａ２Ｊｍ（ｋａ）＋ａｄ
ｄａ

（１
ａ

ｄＪｍ（ｋａ）
ｄａ

） αｍ ２
ａ

ｄＪｍ（ｋａ）
ｄａ －２Ｊｍ（ｋａ）

ａ［ ］２

－２αｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ －αｍＪｍ（ｋａ）

ａ
（ｋ２－ａ２）ｄＪｍ（ｋａ）

ｄａ

＝０

（３．１５）

式中：

ｈ２ ＝ ρｐ
２

λ＋２μ
－α２　　　ｋ２ ＝ρｐ

２

μ
－α２
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四 　 振型分析

从（３．１４）式、（３．１５）式出发，可以得到圆柱体自由振动的一系列振型及相应的频率方

程。首先，它当然包含人们熟悉的扭振、纵振动和横振动。

１ 扭振

当ｍ ＝β＝０，θ０ ＝π／２时，ｕｒ ＝ｕｚ ＝０，

ｕθ ＝－ＢｄＪ０（ｋｒ）
ｄｒ ｃｏｓαｚｅｉｐｔ ＝Ｂ′Ｊ１（ｋｒ）ｃｏｓαｚｅｉｐｔ （４．１）

相应的频率方程是行列式（３．１５）的中心元素

ｄ
ｄａ

Ｊ１（ｋａ）
ａ ＝０ （４．２）

它的一个解是ｋ＝０，即

ｐ＝ｎπ
ｌ 槡μ

ρ
　（ｎ＝１，２，３，…） （４．３）

这时，ｕθ 应由原方程重新计算可得

ｕθ ＝Ｂｒｃｏｓαｚｅｉｐｔ （４．４）

式中波数

α＝ｎπ
ｌ 　（ｎ＝１，２，…） （４．５）

这就是人们熟悉的扭转振动。

２ 纵振动

取ｍ ＝θ０ ＝０，β＝０或π
２

，即有

ｕθ ＝０

ｕｒ ＝ ＡｄＪ０（ｈｒ）
ｄｒ ＋ＣａｄＪ０（ｋｒ）

ｄ［ ］ｒ ｃｏｓａｚｅｉｐｔ

ｕｚ ＝ －ＡａＪ０（ｈｒ）＋Ｃｋ２Ｊ０（ｋｒ［ ］）ｓｉｎａｚｅｉｐ

烅

烄

烆 ｔ

（４．６）

相应的频率方程是行列式（３．１５）的四角元素构成的二阶主子式：

－λ ρｐ
２

λ＋２μ
Ｊ０（ｈａ）＋２μ

ｄ２Ｊ０（ｈａ）
ｄａ２ ２μαｄ２Ｊ０（ｋａ）

ｄａ２

－２αｄＪ０（ｈａ）
ｄａ

（ｋ２－α２）ｄＪ０（ｋａ）
ｄａ

＝０ （４．７）

展开后，即得Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ方程
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（ｋ２－α２）２ｇ１（ｈａ）＋４ｈ２α２ｇ１（ｋａ）＝２（ｋ２＋α２）ｈ２ （４．８）

式中ｇ１（ｘ）＝ｘＪ０（ｘ）／Ｊ１（ｘ），这就是纵振动。顺便指出，在其基频取近似值ｐ≈α Ｅ／槡 ρ（Ｅ＝

μ
３λ＋２μ
λ＋μ

是弹性模量）时，ｈ为纯虚数，Ｊ０（ｈｒ）应为虚宗量贝塞尔函数Ｉ０（ｈｒ）所代替。

３ 横振动

当取ｍ ＝１，θ０ ＝β＝０时有

ｕｒ ＝ ＡｄＪ１（ｈｒ）
ｄｒ ＋Ｂ１

ｒＪ１（ｋｒ）＋ＣαｄＪ１（ｋｒ）
ｄ［ ］ｒ ｃｏｓθｃｏｓαｚｅｉｐｔ

ｕθ ＝ －ＡＪ１（ｈｒ）
ｒ －ＢｄＪ１（ｈｒ）

ｄｒ －ＣαＪ１（ｋｒ）［ ］ｒ ｓｉｎθｃｏｓαｚｅｉｐｔ

ｕｚ ＝ －ＡαＪ１（ｈｒ）＋Ｃｋ２Ｊ１（ｋｒ［ ］）ｃｏｓθｓｉｎαｚｅｉｐ

烅

烄

烆 ｔ

（４．９）

相应的频率方程是

α２－ｋ２＋ ２
ａ（ ）２ Ｊ１（ｈａ）－ ２

ａ
ｄＪ１（ｈａ）

ｄａ ２ １
ａ

ｄＪ１（ｋａ）
ｄａ －Ｊ１（ｋａ）

ａ［ ］２ －２α １
ａ

ｄＪ１（ｋａ）
ｄａ ＋ ｋ２－ １

ａ（ ）２ Ｊ１（ｋａ［ ］）
２ １

ａ
ｄＪ１（ｈａ）

ｄａ －Ｊ１（ｈａ）
ａ［ ］２

２
ａ２ －ｋ（ ）２ Ｊ１（ｋａ）－ ２

ａ
ｄＪ１（ｋａ）

ｄａ ２α １
ａ

ｄＪ１（ｋａ）
ｄａ －Ｊ１（ｋａ）

ａ［ ］２

－２αｄＪ１（ｈａ）
ｄａ －αＪ１（ｋａ）

ａ
（ｋ２－α２）ｄＪ１（ｋａ）

ｄａ

＝０

（４．１０）

这一方程的根在给定细长比αａ 和泊松比ν 的情况下可以通过数值计算而求得。在αａ 很小

时，取Ｊ１（ｘ）＝ ｘ
２－ｘ３

１６＋ｘ５

３８４
（第二行只需前两项）可以求得基频近似值为

ｐ２ ＝α４ａ２Ｅ
４ρ

这与材料力学中作为一维模型的梁的横振动的基频很好地吻合。事实上，在圆柱振动过程

中，其轴线ｒ＝０没有轴向位移，运动是在垂直轴线的平面内由初始条件所决定的方向上进

行，也和纵振动相似。在基频振动时，ｈ、ｋ均为纯虚数。

除了以上人们熟悉的三种振型外，Ｐｏ－ 解还包括以下振型：

４ 类薄膜振动

当θ０ ＝α＝０，β＝ π
２

时，ｕｒ ＝ｕθ ＝０，而

ｕｚ ＝ＣＪｍ（ｋｒ）ｃｏｓｍθｅｉｐｔ （４．１１）

这时，圆柱的横截面像薄膜一样在垂直截面的方向上振动。在这种情况下，圆柱侧面自由的

边条件中，σｒｒ ＝σｒｚ ＝０自动满足，由σｒθ ＝０推得频率方程是

ｄＪｍ（ｋａ）
ｄａ ＝０ （４．１２）
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由于此时ｋ２ ＝ρｐ
２

μ
，ｋ＝０不代表振动，所以其基频为

ｐ＝ δ
ａ 槡μ

ρ
（４．１３）

式中δ是方程Ｊ′ｍ（δ）＝０的非０最低根。当ｍ＝０时，正好和三型理论［５］中的最低阶的轴剪

振型相一致。

由于这种情况不能满足圆柱端部自由的边条件，所以它只适用于无限长圆柱体。

５ 横截面变形振动

在α＝β＝０，θ０ ＝０或π
２

时，ｕｚ ＝０，而

ｕｒ ＝ ＡｄＪｍ（ｈｒ）
ｄｒ ＋ＢｍＪｍ（ｋｒ）［ ］ｒ ｃｏｓｍθｅｉｐｔ

ｕθ ＝ －ＡｍＪｍ（ｈｒ）
ｒ －ＢｄＪｍ（ｋｒ）

ｄ［ ］ｒ ｓｉｎｍθｅｉｐ

烅

烄

烆
ｔ

（４．１４）

圆柱截面在自身平面内振动，呈现平面应力状态。圆柱侧面自由的边条件中σｒｚ ＝０自

动满足，而由σｒｒ｜ｒ＝ａ ＝σｒθ｜ｒ＝ａ ＝０给出频率方程为：

　

－ ｋ２－２ｍ２

ａ（ ）２ Ｊｍ（ｈａ）－２
ａ

ｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ ２ｍ ｄ

ｄａ
Ｊｍ（ｋａ）

ａ

２ｍ １
ａ

ｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ －Ｊｍ（ｈａ）

ａ［ ］２ ２ｍ２

ａ２ －ｋ（ ）２ Ｊｍ（ｋａ）－２
ａ

ｄＪｍ（ｋａ）
ｄａ

＝０ （４．１５）

这里

ｈ２ ＝ ρｐ
２

λ＋２μ
，　ｋ２ ＝ρｐ

２

μ
（４．１６）

作为这种振动的例子，考虑无限薄柱即薄板，在其周边自由时，在薄板自身平面内所作

的振动就是这种情况。

６ 径向振动和切向振动

作为上述横截面变形振动的更特殊的情况，当ｍ ＝θ０ ＝０时，我们得到径向振动。

ｕθ ＝ｕｚ ＝０，而ｕｒ ＝ＡｄＪ０（ｈｒ）
ｄｒ ｅｉｐｔ （４．１７）

相应的频率方程是

ｋ２Ｊ０（ｈａ）＋２
ａ

ｄＪ０（ｈａ）
ｄａ ＝０ （４．１８）

其基频为

ｐ０ ＝ ｘ
ａ

λ＋２μ槡ρ
（４．１９）
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其 中ｘ是方程γ２ｇ１（ｘ）＝２的最低根，而γ２ ＝λ＋２μ
μ

＝２１－ν
１－２ν

。这和三型理论［５］中最低径

向振型的结论一致。

同样，当ｍ ＝０，θ０ ＝ π
２

时，我们得到切向振型：

ｕｒ ＝ｕｚ ＝０；　ｕθ ＝－ＢｄＪ０（ｋｒ）
ｄｒ ｅｉｐｔ （４．２０）

相应的频率方程是：

ｋ２Ｊ０（ｋａ）＋２
ａ

ｄＪ０（ｋａ）
ｄａ ＝０ （４．２１）

或

ｇ１（ｋａ）＝０ （４．２２）

对于上述径向振动和切向振动，由于ｒ＝０时分别有ｕｒ ＝０和ｕθ ＝０，即圆柱轴线始终

静止。所以圆柱可以看作是在上下两底中心固定的。径向振动形成的弹性波是纵波而切向

振动形成的波是横波。

五 　 小 结

我们从各向性弹性圆柱体固有振动的基本方程组出发，首先导出了方程组的通解，接

着在圆柱侧面自由的边条件下证明了通解化为 Ｐｏ－ 解，并给出了频率方程的一般表达式

（３．１５）式；随后我们讨论了圆柱固有振动的各种振型，有关振型的要点列表附书后。

本文准备过程中得到北京大学王大钧教授的指导，作者谨致谢意。
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Ｅｕｌｅｒ梁的模态和频谱的一些定性性质

摘 要 　 本文讨论了Ｅｕｌｅｒ梁的离散模型在任意边界支承（固支、铰支、滑支

和自由）下的固有频率和模态的定性性质。文中指出梁的非零频率是分离的，并给

出了梁的单个非刚体模态满足的充要条件。

关键词 　 梁 　 频率 　 模态 　 定性性质

一 　Ｅｕｌｅｒ梁的离散模型

研究结构的固有振动的定性性质具有重要的理论意义和应用价值。首先，定性性质的

理论是讨论振动反问题的基础［１］，在这类问题中利用频率和模态数据确定结构的物理参数。

其次，利用定性性质的理论可有助于判断频率和模态的真伪。本文将在一般的支承条件下

（固支、滑支、铰支和自由），讨论Ｅｕｌｅｒ梁离散模型的固有振动的一些重要的定性性质。本文

用振荡矩阵的理论及共轭梁的概念证明，在上述各种支承下，梁的非零频率是分离的，关于

变号数Ｓｕ 和Ｓｗ 的限制是梁的非刚体模态满足的必要条件。最后又证明，这一限制也是梁的

非刚体模态所满足的充分条件。

文［２］ 已证明，梁 的 差 分 离 散 模 型 等 价 于 图１所 示 的 弹 簧 — 质 点 — 刚 杆 系 统。图 中

（ｍｒ）Ｎ０ 和（ｋｒ）Ｎ０ 分别是质点质量和弹簧刚度，（ｌｒ）Ｎ１ 是刚杆长度。系统的固有振动方程为

λＭｕ＝ＥＴＬ－１ＥＫＥＴＬ－１Ｅｕ＋ＥＴＬ－１Ｅ（ｋ０θ０ｅ（１）－ｋＮθＮ＋１ｅ（Ｎ＋１）） （１）

茁１

k0

m0

h1 m1

k1

k2

m2

k3

m3

kn-2

mn-2

mn-1

kn-1

mn

kn

h2

茁2

图１　 与梁的差分离散模型等价的弹簧 ─ 质点 ─ 刚杆系统

其中 Ｍ ＝ｄｉａｇ（ｍ０，…，ｍＮ），Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ０，…，ｋＮ），Ｌ＝ｄｉａｇ（ｌ１，…，ｌＮ），

 本文原载于《振动工程学报》１９９０年第４期，原文作者为王其申、何北昌、王大钧（北京大学力学系）。
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ｅ（１）＝

１

０


烅

烄

烆

烍

烌

烎０ （Ｎ＋１）

，　　ｅ（Ｎ＋１）＝

０


烅

烄

烆

烍

烌

烎

０

１ （Ｎ＋１）

Ｅ＝

１ －１ ０ … ０ ０

０ １ －１ … ０ ０
… … … …

０ ０ ０ … １ －

烄

烆

烌

烎１ Ｎ×（Ｎ＋１）

而λ是系统的特征值（圆频率的平方），ｕ＝ （ｕ０，…，ｕＮ）Ｔ 是质点组的位移矢量，θ０ 和θＮ＋１ 分

别是弹簧ｋ０ 的左端和弹簧ｋＮ 的右端虚拟杆的转角。下面以左端为例说明系统的边界支承：

１ 固支：ｍ０ → ∞，θ０ ＝０。这时，由（１）的第一个分量方程得到ｕ０ →０；

２ 铰支：ｍ０ → ∞，ｋ０ →０。这时同样可以得到ｕ０ →０；

３ 自由：ｋ０ →０；

４ 滑支：θ０ ＝０。

因此，在固支、铰支、自由和滑支这四类端点条件下，方程（１）均可化为

λＭｕ＝ＥＴＬ－１ＥＫＥＴＬ－１Ｅｕ＝Ａｕ （２）

其中 Ａ＝ （ａｉｊ）Ｎ＋１
１ ＝ＥＴＬ－１ＥＫＥＴＬ－１Ｅ

令 Ａ１ ＝ （ａｉｊ）Ｎ＋１
２ ，　ＡＮ＋１ ＝ （ａｉｊ）Ｎ１ ，　Ａ１，Ｎ＋１ ＝ （ａｉｊ）Ｎ２

容易验证： ｜Ａ｜＝０，　｜Ａ１，Ｎ＋１｜＞０，　ａｒ，ｒ＋１ ＝ａｒ＋１，ｒ ＜０

若ｋ０ ＞０，则｜Ａ１｜＞０；若ｋＮ ＞０，则｜ＡＮ＋１｜＞０。借助上述记号，可以写出各种支承下的

梁的刚度矩阵和质量矩阵：

两端铰支 　　　　　Ａｐ ＝Ａ１，Ｎ＋１｜ｋ０＝ｋＮ＝０，Ｍｐ ＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ－１）

固支 自由 Ａｃｆ ＝Ａ１｜ｋｎ＝０，Ｍｃｆ ＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ）

铰支 滑支 　 Ａｐｓ ＝Ａ１｜ｋ０＝０，Ｍｐｓ ＝Ｍｃｆ

两端固支 　 Ａｃ ＝Ａ１，Ｎ＋１，Ｍｃ ＝Ｍｐ

铰支 固支 　 Ａｐｃ ＝Ａ１，Ｎ＋１｜ｋ０＝０，Ｍｐｃ ＝Ｍｐ

固支 滑支 　 Ａｃｓ ＝Ａ１，Ｍｃｓ ＝Ｍｃｆ

两端自由 　 Ａｆ ＝Ａ｜ｋ０＝ｋＮ＝０，Ｍｆ ＝Ｍ

铰支 自由 　 Ａｐｆ ＝Ａ１｜ｋ０＝ｋＮ＝０，Ｍｐｆ ＝Ｍｃｆ

自由 滑支 　 Ａｆｓ ＝Ａ｜ｋ０＝０，Ｍｆｓ ＝Ｍ

两端滑支 　 Ａｓ ＝Ａ，Ｍｓ ＝Ｍ
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二 　 共轭梁和梁的刚度矩阵的振荡性

引入 　　　　θ＝－Ｌ－１Ｅｕ，　ｗ＝ＥＴθ，　τ＝Ｋｗ，　φ＝Ｌ－１Ｅτ （３）

这里

θ＝ （θ１，…，θＮ）Ｔ，　ｗ＝ （ｗ０，…，ｗＮ）Ｔ，　τ＝ （τ０，…，τＮ）Ｔ，　φ＝ （φ１，…，φＮ）Ｔ

它们都有着非常明确的几何、物理意义：θ在弹簧 — 质点 — 刚杆系统中表示刚杆的转

角，它是梁的挠曲线的斜率的差分近似；ｗ 是连接同一弹簧的两个刚杆之间的相对转角，它

是相应于梁的广义应变的一个量；τ是作用于弹簧上的弯矩；而φ是作用于刚杆上的剪力。利

用式（３）可以把方程（２）写为

λ珨Ｍτ＝ＥＴＬ－１Ｅ珚ＫＥＴＬ－１Ｅτ＝珚Ａτ （４）

其中 珨Ｍ ＝Ｋ－１，珚Ｋ＝Ｍ－１，珚Ａ＝ＥＴＬ－１Ｅ珚ＫＥＴＬ－１Ｅ

此式与方程（２）形式相同。于是，类似于梁的连续模型，完全可以对梁的离散模型引入共轭

梁的概念，它是具有参数（ｌｒ）Ｎ１ 、（珡ｍｒ ＝１／ｋｒ）Ｎ０ 和（珔ｋｒ ＝１／ｍｒ）Ｎ０ 的弹簧 — 质点 — 刚杆系统，

而τ＝Ｋｗ 是它的位移矢量。类似于第一节，可以讨论共轭梁的边界支承以及考虑到端点条

件后的刚度矩阵和质量矩阵，进而得出原梁和共轭梁的边界条件之间的关系：

原 　 梁 固支 铰支 自由 滑支

共轭梁 自由 铰支 固支 滑支

记 珟Ｌ－１ ＝ｄｉａｇ（ｌ－１
１ ，…，ｌ－１

Ｎ ，０）　珟ＥＴ ＝ ［ＥＴ，ｅ（Ｎ＋１）］

可以验证 珟ＥＴ珟Ｌ－１珟Ｅ＝ＥＬ－１Ｅ

考虑Ａ的符号倒换矩阵Ａ ＝（（－１）ｉ＋ｊａｉｊ）Ｎ＋１
１ 。由于Ｋ、珟Ｅ 和（Ｌ－１） 都是完全非负矩阵（即

它们的各阶子式均非负），故Ａ 也是完全非负矩阵，进而Ａ 的截断矩阵Ａ
１ 、Ａ

Ｎ＋１ 和Ａ
１，Ｎ＋１

都是完全非负的。可以直接验证，这些矩阵的次对角线上的元素均为正数。又注意到上一节

中关于Ａ 的截断矩阵的奇异性的讨论和振荡矩阵的定义［４］［５］，便得出结论：Ａ１，Ｎ＋１ 是符号振

荡矩阵；而当ｋ０ 和ｋＮ 大于零时，Ａ１ 和ＡＮ＋１ 也分别是符号振荡矩阵。

为了以后讨论方便，下面研究方程（２）的另一些变形形式

λθ＝Ｌ－１ＥＭ－１ＥＴＬ－１ＥＫＥＴθ （５）

λφ ＝Ｌ－１ＥＫＥＴＬ－１ＥＭ－１ＥＴφ （６）

与前面类似，可以说明（ＥＫＥＴ） 和（ＥＭ－１ＥＴ） 都是完全非负矩阵，其次对角 元 素 为

正。当ｋ０＋ｋＮ ≠０且１／ｍ０ ＋１／ｍＮ ≠０时，ｄｅｔ（ＥＫＥＴ） 和ｄｅｔ（ＥＭ－１ＥＴ） 均非零，从而

ＥＫＥＴ 和ＥＭ－１ＥＴ 都是符号振荡矩阵。又Ｌ－１ 是正定的对角矩阵，于是可以得出结论：当ｋ０＋

ｋＮ ≠０且１／ｍ０＋１／ｍＮ ≠０时，矩阵Ｌ－１ＥＭ－１ＥＴＬ－１ＥＫＥＴ 和Ｌ－１ＥＫＥＴＬ－１ＥＭ－１ＥＴ 都是符
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号振荡的。

三 　Ｅｕｌｅｒ梁的固有振动的一些定性性质

１．在利用振荡矩阵的理论及共轭梁的概念讨论梁的定性性质之前，先不加证明地引进

三个引理。

令ｙ＝－Ｌ－１Ｅｘ，ｚ＝ＫＥＴｙ，这 里ｘ＝ （ｘ０，…，ｘＮ）Ｔ，ｙ＝ （ｙ１，…，ｙＮ）Ｔ，ｚ＝ （ｚ０，…，

ｚＮ）Ｔ。于是有

引理１　 若向量ｘ的最小变号数满足Ｓ－
ｘ ＝ｊ，则

Ｓ－
ｙ ≥ｊ＋１－Ｈ（ｘ０）－Ｈ（ｘＮ）

且 Ｓ－
ｚ ≥ｊ＋Ｈ（ｋ０）－Ｈ（ｘ０）－Ｈ（ｘＮ）＋Ｈ（ｋＮ）

这里 Ｈ（ｔ）＝
１　（ｔ≠０）

０　（ｔ＝０
烅
烄

烆 ）

代表端点条件的影响。

引理２　 若向量ｚ的最大变号数满足Ｓ＋
ｚ ＝ｊ，则Ｓ＋

ｙ ≤ｊ－１，进而有Ｓ＋
ｘ ≤ｊ。

引理３　 若向量ｙ的变号数满足Ｓｙ ＝ｊ，则有Ｓ＋
ｘ ≤ｊ＋１且Ｓ－

ｚ ≥ｊ－１＋Ｈ（ｋ０）＋
Ｈ（ｋＮ）。

２．下面先讨论受静定约束的梁做固有振动时的定性性质。

由前两节可知，两端铰支梁及其共轭梁的刚度和质量矩阵都是符号振荡的，于是利用

振荡矩阵的理论可以说明：两端铰支梁的 Ｎ－１个频率（λｐ
ｉ）Ｎ－１

１ 是分离的，即

λｐ
１ ＜λｐ

２ ＜ … ＜λｐ
Ｎ－１

另外，有如下关于变号数的等式

Ｓｕ
（ｉ）
ｐ ＝Ｓｗ

（ｉ）
ｐ ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

由此及边界条件得到

Ｓ－
ｕ
（ｉ） ＝ｉ－１　Ｓ＋

ｗ
（ｉ） ＝ｉ＋１　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

再利用引理１和引理２，便得到

Ｓ－
θ
（ｉ）
ｐ ≥ｉ，　Ｓ＋

θ
（ｉ）
ｐ ≤ｉ　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

于是有 Ｓθ
（ｉ）
ｐ ＝ｉ　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

同理，可以证明：固支 自由梁的 Ｎ 个频率（λ（ｃｆ）
ｉ ）Ｎ１ 是分离的，并且有

Ｓｕ
（ｉ）
ｃｆ ＝Ｓｗ

（ｉ）
ｃｆ ＝Ｓθ

（ｉ）
ｃｆ ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ）

铰支 滑支梁的 Ｎ 个频率是分离的，并且有

Ｓｕ
（ｉ）
ｐｓ ＝Ｓｗ

（ｉ）
ｐｓ ＝Ｓθ

（ｉ）
ｐｓ ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ）
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３．现在讨论两端滑支梁的一些定性性质。因为这时有ｋ０＋ｋＮ ≠０且１／ｍ０＋１／ｍＮ ≠０，

由式（５）、（６）和第二节的讨论及振荡矩阵的理论可知

λｓ
２ ＜λｓ

３ ＜ … ＜λｓ
Ｎ＋１

Ｓθ
（ｉ）
ｓ ＝Ｓφ

（ｉ）
ｓ ＝ｉ－２　（ｉ＝２，…，Ｎ＋１）

根据引理３，有

Ｓ＋
ｕ
（ｉ）
ｓ ≤ｉ－１，　Ｓ－

ｗ
（ｉ）
ｓ ≥ｉ－１，　Ｓ＋

ｗ
（ｉ）
ｓ ≤ｉ－１， （７）

又因为 λｓ
ｉｕ（ｉ）

ｓ ＝－Ｍ－１
ｓ ＥＴφ

（ｉ）
ｓ ＝－珚ＫｓＥＴφ

（ｉ）
ｓ

故由引理３可以得到

Ｓ－
ｕ
（ｉ）
ｓ ≥ｉ－１ （８）

于是，式（７）和（８）给出

Ｓｕ
（ｉ）
ｓ ＝Ｓｗ

（ｉ）
ｓ ＝ｉ－１　（ｉ＝２，…，Ｎ＋１）

４．最后，讨论受其他约束的梁在固有振动时的定性性质。

由前两节可知，两端固支梁的刚度矩阵是振荡的，因此，它的Ｎ－１个频率是分离的，即

λｃ
１ ＜λｃ

２ ＜ … ＜λｃ
Ｎ－１

并且有 Ｓｕ
（ｉ）
ｃ ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

考虑包含端点位移的矢量ｕ（ｉ）＝ （０，ｕ（ｉ）
ｃ１ ，…，ｕ（ｉ）

ｃ，Ｎ－１，０）Ｔ，便有

Ｓ＋
ｕ
（ｉ） ＝ｉ＋１，　　Ｓ－

ｕ
（ｉ） ＝ｉ－１

利用引理１得出

Ｓ－
θ
（ｉ）
ｃ ≥ｉ，　　Ｓ－

ｗ
（ｉ）
ｃ ≥ｉ＋１ （９）

又因为 λｉｕ（ｉ）＝－Ｍ－１ＥＴＬ－１Ｅτ（ｉ）＝－珚ＫＥＴＬ－１Ｅτ（ｉ），ｗ（ｉ）＝ＥＴθ（ｉ）

由引理２立即得到

Ｓ＋
ｗ

（ｉ）
ｃ ＝Ｓ＋

τ
（ｉ）
ｃ ≤ｉ＋１，　　Ｓ＋

θ
（ｉ）
ｃ ≤ｉ （１０）

于是，式（９）和（１０）给出

Ｓθ
（ｉ）
ｃ ＝ｉ，　　Ｓｗ

（ｉ）
ｃ ＝ｉ＋１　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

因为两端自由梁和两端固支梁共轭，故可以直接得出如下结论：两端自由梁的Ｎ－１个

频率是分离的，λｆ
３ ＜λｆ

４ ＜ … ＜λｆ
Ｎ＋１，其非刚体模态的变号数满足

Ｓｕ
（ｉ）
ｆ ＝ｉ－１，　Ｓθ

（ｉ）
ｆ ＝ｉ－２，　Ｓｗ

（ｉ）
ｆ ＝ｉ－３　（ｉ＝３，…，Ｎ＋１）

类似地，可以证明：铰支 固支梁的 Ｎ－１个频率（λｐｃ
ｉ ）Ｎ－１

１ 是分离的，并且有

Ｓｕ
（ｉ）
ｐｃ ＝ｉ－１，　Ｓθ

（ｉ）
ｐｃ ＝Ｓｗ

（ｉ）
ｐｃ ＝ｉ　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

铰支 自由梁的 Ｎ－１个非零频率（λｐｆ
ｉ ）Ｎ２ 是分离的，而其非刚体模态满足
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Ｓｕ
（ｉ）
ｐｆ ＝Ｓθ

（ｉ）
ｐｆ ＝ｉ－１，　Ｓｗ

（ｉ）
ｐｆ ＝ｉ－２　（ｉ＝２，…，Ｎ）

固支 滑支梁的 Ｎ 个频率（λｃｓ
ｉ ）Ｎ１ 是分离的，并且有

Ｓｕ
（ｉ）
ｃｓ ＝Ｓθ

（ｉ）
ｃｓ ＝ｉ－１，　Ｓｗ

（ｉ）
ｃｓ ＝ｉ　（ｉ＝１，…，Ｎ）

自由 滑支梁的 Ｎ 个非零频率（λｆｓ
ｉ ）Ｎ＋１

２ 是分离的，而它的非刚体模态的变号数满足

Ｓｕ
（ｉ）
ｆｓ ＝ｉ－１，　Ｓθ

（ｉ）
ｆｓ ＝Ｓｗ

（ｉ）
ｆｓ ＝ｉ－２　（ｉ＝２，…，Ｎ＋１）

四 　 单个模态满足的充分必要条件

１．给定向量ｕ和ｌｉ ＞０（ｉ＝１，…，Ｎ），由此可以构造向量ｗ。在一定的边界约束下，ｕ成

为以（ｌｉ）Ｎ１ 为杆长的弹簧 — 质点 — 刚杆系统的模态的充分必要条件是Ｓｕ 和Ｓｗ 满足上节给

出的关系式。例如，对两端铰支梁，该条件是Ｓｕ＝Ｓｗ；如果特别要求ｕ是两端铰支梁的第ｉ个

振型，则该条件成为

Ｓｕ ＝Ｓｗ ＝ｉ－１　（１≤ｉ≤Ｎ－１）

前一节中已经论证了上述条件的必要性，而在本节中将证明这些条件也是充分的。为此，先

不加证明地引入一条引理。

引理４　 设ａｉ ＞０（ｉ＝１，…，ｋ＋１）；又设（ｄｒ）ｋ１ 为一组常数，其中至少有一个数的值为

ｄ（ｄ＞０），而其他数的值或为 －εｄ（ε＞０）或为零，则方程组

（ａ１＋ａ２）ｘ１－ａ２ｘ２ ＝ｄ１

－ａｒｘｒ－１＋（ａｒ＋ａｒ＋１）ｘｒ－ａｒ＋１ｘｒ＋１ ＝ｄｒ（ｒ＝２，…，ｋ－１）

－ａｋｘｋ－１＋（ａｋ＋ａｋ＋１）ｘｋ ＝ｄｋ

（１１）

的解存在，并且具有形式

ｘｒ ＝ξｒｄ　（ｒ＝１，…，ｋ）

其中ξｒ 是常数，当ε充分小时有ξｒ ＞０。

２．下面证明，若向量ｕ和ｗ 满足

Ｓｕ ＝Ｓｗ ＝ｉ－１

则以它们为第ｉ个模 态 的 两 端 铰 支 梁 存 在。为 此，先 说 明 条 件Ｓｕ ＝Ｓｗ ＝ｉ－１（１≤ｉ≤
Ｎ－１）的几何意义。

考虑分段线性函数

ｕｒ（ξ－Ｌｒ－１）／ｌｒ＋ｕｒ－１（Ｌｒ－ξ）／ｌｒ　（ｒ＝１，…，ｎ） （１２）

其中

Ｌ０ ＝０，　Ｌｒ ＝ ∑
ｒ

ｐ＝１
ｌｐ，　Ｌｒ－１ ≤ξ≤Ｌｒ；　ｕ０ ＝０＝ｕＮ
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这实际上就是图１所示系统在两端铰支条件下振动时刚杆所构成的曲线。由于Ｓｕ ＝ｉ－１，

故曲线（１２）有ｉ－１个节点。于是可以把它分成ｉ段，在每一段中函数（１２）非零并且具有相

同符号，而相邻两段的符号相反。因而，可以在每一段中找到一处极值ｕαｊ ≠０（ｊ＝１，…，ｉ）；

当ｕαｊ ＞０时，这是极大值。而当ｕαｊ ＜０时，这是极小值。又由于Ｓｗ ＝ｉ－１，故不能出现ｕαｊ－１

＝ｕαｊ ＝ｕαｊ＋１
的情形，于是

ｗαｊ
·ｕαｊ ＜０　（ｊ＝１，…，ｉ）

进而可以得出结论：在（ｗαｊ
，…，ｗαｊ＋１

）中有且仅有一次符号改变，这里１≤ｊ≤ｉ－２；而在

（ｗ１，…，ｗα１
）和（ｗαｉ－１

，…，ｗＮ－１）中均无符号改变。因此，可以把ｗ的分量分类。非零的ｗ 分

量可以分成ｉ组。在第ｊ（１≤ｊ≤ｉ）组中，下列不等式成立：

ｗｓｊ－１ｗαｊ ≤０，　ｗｒｗαｊ ＞０　（ｒ＝ｓｊ，…，αｊ，…，ｔｊ）

ｗｔｊ＋１ｗαｊ ≤０

对每个ｊ（１≤ｊ≤ｉ），考察方程组

－ １
ｌｓｊ

＋ １
ｌｓｊ＋

（ ）１
τｓｊ ＋

τｓｊ＋１

ｌｓｊ＋１
＝λｍｓｊｕｓｊ －

τｓｊ－１

ｌｓｊ

τｒ－１

ｌｒ
－ １

ｌｒ
＋ １
ｌｒ＋（ ）１

τｒ＋τｒ＋１

ｌｒ＋１
＝λｍｒｕｒ　（ｒ＝ｓｊ＋１，…，ｔｊ－１）

τｔｊ－１

ｌｔｊ
－ １

ｌｔｊ
＋ １
ｌｔｊ＋

（ ）
１

τｔｊ ＝λｍｔｊｕｔｊ －
τｔｊ＋１

ｌｔｊ＋

烍

烌

烎１

（１３）

其中

τｓ１－１ ＝０＝τｔｉ＋１

若

ｕｓｊ ≠０　 或 　ｗｓｊ－１ ＝０
并且

ｕｔｊ ≠０　 或 　ｗｔｊ＋１ ＝０
则取

ｍｒ ＝

－ｗａｊρｊ＋δｓｊｒ
τｓｊ－１

ｌｓｊ
＋δｔｊｒ

τｔｊ＋１

ｌｔｊ＋
（ ）

１
／（λｕｒ） （ｗｒｕｒ ＜０）

εｊｗαｊρｊ＋δｓｊｒ
τｓｊ－１

ｌｓｊ
＋δｔｊｒ

τｔｊ＋１

ｌｔｊ＋
（ ）

１
／（λｕｒ） （ｗｒｕｒ ＞０）

１ （ｕｒ ＝０

烅

烄

烆 ）

（１４）

其中参数

ρｊ、εｊ ＞０；　ｒ＝ｓｊ，…，ｔｊ；　δαβ ＝
１　α＝β

０　α≠
烅
烄

烆 β
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适当地选取εｊ，由引理４，可以解出

τｒ ＝ξｒρｊｗａｊ　（ξｒ ＞０；ｒ＝ｓｊ，…，ｔｊ）

从而（ｋｒ）ｔｊｓｊ 均为正数。显然，（ｍｒ）ｔｊ－１ｓｊ＋１
为正数。现在来看ｍｓｊ

：若ｗｓｊ－１ ＝０或ｗｓｊｕｓｊ ＜０，则ｍｓｊ

显然是正数；若

ｗｓｊ－１ ≠０

且 ｗｓｊｕｓｊ ＞０

这时 ｔｊ－１ ＝ｓｊ－１

且 ｗｔｊ－１ｕｔｊ－１ ＜０

则 　ｍｓｊ ＝ （εｊｗαｊρｊ＋τｓｊ－１
／ｌｓｊ

）／（λｕｓｊ
）＝ （εｊｗαｊρｊ＋ξｔｊ－１ρｊ－１ｗαｊ－１

／ｌｓｊ
）／（λｕｓｊ

）

只要选取ρｊ－１／ρｊ 值充分大，便有ｍｓｊ ＞０；而不管ρｊ－１／ρｊ 取什么样的正值，恒有ｍｔｊ－１ ＞０。类

似地，可以说明，上面解出的ｍｔｊ ＞０为正数或通过适当地选取ρｊ／ρｊ＋１ 的值可使得ｍｔｊ
为正

数。

若ｕｓｊ ＝０且ｗｓｊ－１ ≠０，或者ｕｔｊ ＝０且ｗｔｊ＋１ ≠０，需要对上面的证明过程作一些修改。

不失一般性，假定ｕｓｊ ＝０且ｗｓｊ－１ ≠０，而ｕｔｊ ≠０或ｗｔｊ＋１ ＝０，这时必有

ｔｊ－１ ＝ｓｊ－１，ｗｓｊ－１ｕｓｊ－１ ＜０

且 ｗｓｊ＋１ｕｓｊ＋１ ＜０

另外式（１３）中关于ｍｓｊ
的方程成为

１
ｌｓｊ

＋ １
ｌｓｊ＋

（ ）１
τｓｊ ＝

τｓｊ－１

ｌｓｊ
＋
τｓｊ＋１

ｌｓｊ＋１
（１５）

取

ｍｒ ＝

－ｗａｊρｊ＋δｓｊ＋１，ｒ
τｓｊ

ｌｓｊ＋１
＋δｔｊｒ

τｔｊ＋１

ｌｔｊ＋
（ ）

１
／（λｕｒ） （ｗｒｕｒ ＜０）

εｊｗαｊρｊ＋δｔｊｒ
τｔｊ＋１

ｌｔｊ＋
（ ）

１
／（λｕｒ） （ｗｒｕｒ ＞０）

１ （ｕｒ ＝０

烅

烄

烆 ）

（１６）

其 中ｒ＝ｓｊ，…，ｔｊ。同前，可以说明：适当地选取正数εｊ 可使（ｋｒ）ｔｊｓｊ＋１ 为正数；（ｍｒ）ｔｊｓｊ＋２ 和ｍｓｊ
为

正数或通过适当地选取ρｊ／ρｊ＋１ 可使得它们为正数。下面考虑ｍｓｊ＋１
，由式（１５）和式（１６）得到

ｍｓｊ＋１ ＝
ｌｓｊ

ｌｓｊ ＋ｌｓｊ＋１
－
ｌｓｊ ＋ｌｓｊ＋１

ｌｓｊ

ｗαｊρｊ＋
τｓｊ＋１

ｌｓｊ＋１
＋
τｓｊ－１

ｌｓ
（ ）

ｊ

· １
λｕｓｊ＋１

（１７）

为使τｓｊ
、ｍｓｊ＋１ ＞０，由式（１５）和式（１７）可知，应选取ρｊ－１／ρｊ 满足不等式

－
ｗαｊ

ｗαｊ－１

·
ｌｓｊ

ξｔｊ－１

ξｓｊ＋１

ｌｓｊ＋１
－
ｌｓｊ ＋ｌｓｊ＋１

ｌｓ
（ ）

ｊ

＜ρｊ－１

ρｊ
＜－

ｗαｊ

ｗαｊ－１

·
ｌｓｊ

ξｔｊ－１
·ξｓｊ＋１

ｌｓｊ＋１
（１８）
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显然，满足上式的ρｊ－１／ρｊ 总存在。因为 ｗｔｊ－１ｕｔｊ－１ ＜０，所以不需要改变ρｊ－１／ρｊ 的值即可使

ｍｔｊ－１ ＞０。对于其他情形，完全可以类似地讨论。

若向量ｗ的某个分量ｗｎ ＝０，则必然存在某个ｊ（１≤ｊ≤ｉ－２），使得ｎ－１＝ｔｊ 而ｎ＋１

＝ｓｊ＋１，这时ｋｎ 可取任意值。前面的讨论未包括第ｎ个质点的运动方程。为满足该方程，应取

ｍｎ ＝
（τｎ－１／ｌｎ＋τｎ＋１／ｌｎ＋１）／（λｕｎ） （ｕｎ ≠０）

１ （ｕｎ ＝０
烅
烄

烆 ）
（１９）

由于 τｎ－１ ＝ξｔｊｗαｊρｊ

且 τｎ＋１ ＝ξｓｊ＋１ｗαｊ＋１ρｊ＋１

故可以适当调节ρｊ／ρｊ＋１ 的值，使得

（τｎ－１／ｌｎ＋τｎ＋１／ｌｎ＋１）／ｕｎ ＞０　（ｕｎ ≠０）

或者 τｎ－１／ｌｎ＋τｎ＋１／ｌｎ＋１ ＝０　（ｕｎ ＝０）

如前所述，这时不需改变ρｊ／ρｊ＋１，就能使ｍｔｊ
、ｍｓｊ＋１ ＞０。

于是说明了条件Ｓｕ ＝Ｓｗ 能够保证两端铰支梁的结构参数取正数。

３．以上证明方法不难推广到其他支承的情况，下面以左端为例加以说明。

若左端为自由端，取ｓ１ ＝１，τｓ１－１ ＝０，结构参数的算法同前，只是ｍ０ ＝ｋ１ｗ１／（λｕ０ｌ１）。

利用关于变号数Ｓｕ 和Ｓｗ 的条件可以说明ｗ１ｕ０ ＞０，因而ｍ０ ＞０。

若左端为滑支端，α１ ＝ｓ１ ＝１且τｓ１－１ ＝０，结构参数的确定方法同前。

若左端为固支端，则（ｍｒ）ｓ１－１１ 和（ｋｒ）ｓ１－１０ 的确定需要单独处理，而其他结构参数的取法同

前。利用关于变号数Ｓｕ 和Ｓｗ 的条件可以说明，在固支条件下有

ｗα１ｗｒ－１ ＜０

和 ｗα１ｕｒ ＜０　（ｒ＝１，…，ｓ１－１）

另外 ｗα１ｗｓ１－１ ≤０，　ｗｓ１ｕｓ１ ＜０

这说明按照式（１４）定出的ｍｓ１
总是正的，不受τｓ１－１

的值的影响。适当地选取ｋ０，…，ｋｓ１－１
的

值，使之依次递减，就能保证

ｍｒ ＝ τｒ－１

ｌｒ
－ １

ｌｒ＋１
＋１
ｌ（ ）ｒ

τｒ＋τｒ＋１

ｌｒ＋
［ ］

１
· １
λｕｒ

　（ｒ＝１，…，ｓ１－１） （２０）

为正数。

至此，已经说明：关于变号数Ｓｕ 和Ｓｗ 的条件也是单模态数据满足的充分条件。
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二阶连续系统的离散模型频率和

振型的定性性质

　　 摘 要 　 本文论述了振动中的二阶连续系统（诸如非均匀杆的纵振动、非均

匀轴的扭转振动、非均匀弦的横振动）的离散模型固有频率和振型的如下定性性

质：频率的分离性；位移振型和内力振型的节点分布规律；位移振型的充分必要条

件等。

一 　 引 言

大多数有关振动理论的研究是用计算或实验方法作定量分析的。但是对振动系统的频

率和振型的定性性质的研究也有其重要意义。例如，它可以验证由计算或实验得到的频率

和振型是否是这个系统可能的固有频率和振型；帮助制定简化的计算或实验方案；保证在

结构设计中对频率和振型所提出的要求的合理性；考察连续系统的离散模型的合理性；对

某些只需定性知识的工程问题避免复杂的定量分析等。

关于振动系统定性性质的研究，Ｇｌａｄｗｅｌｌ［１］曾作过综述。本文作者也曾研究过梁的定性

性质［２］。本文对诸如非均匀杆的纵振动、非均匀轴的扭转振动、非均匀弦的横振动等二阶连

续系统所对应的离散系统的定性性质作了系统论述。主要结果是：频率的分离性；位移振型

和内力振型的节点分布规律；振型的充分必要条件以及位移振型的形态等。鉴于上述几种

系统的动力学方程完全类似，故以下只对杆的离散系统进行讨论，结果同样适用于轴、弦及

其他类似的系统。

二 　 离散模型的位移振型的方程

图１所示非均匀连续杆，其横截面面积Ａ、弹性模量Ｅ、体密度ρ都是轴向坐标ｘ 的函

数：Ａ＝Ａ（ｘ），Ｅ＝Ｅ（ｘ），ρ＝ρ（ｘ）。一般的边条件是杆的两端都有弹簧相连。当弹簧常数为

０或无穷时，相应端点分别是自由端或固定端。

k0
m0

k1
m1

kN+1
mN

kN

mN-1

　　　　　　 图１　 连续杆 　　　　　 　　　　　　　 图２　 杆的离散系统１

 本文原载于《振动与冲击》１９９２年第３期，原文作者为王其申和王大钧（北京大学力学系）。
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不难验证，采用物理离散化，或用对空间进行三点差分的离散模型，或用有限单元法的

一次型函数和集中质量矩阵的模型都可将连续杆离散化为图２所示的弹簧质点系统。图中

｛ｍｒ｝Ｎ０ 是结点质量而｛ｋｒ｝Ｎ＋１
０ 则是弹簧伸长系数。记各质点的纵向位移向量为｛ｘ｝＝（ｘ０，ｘ１，

…，ｘＮ）Ｔ，各弹簧的伸长组成的向量为｛ε｝＝｛ε０，ε１，…，εＮ＋１｝Ｔ ＝（ｘ０，ｘ１－ｘ０，…，ｘＮ－ｘＮ－１，

－ｘＮ）Ｔ，系统的质量矩阵［Ｍ］＝ｄｉａｇ（ｍ０，…，ｍＮ），弹簧常数矩阵［Ｋ］＝ｄｉａｇ（ｋ０，…，ｋＮ＋１），

引入（Ｎ＋１）×（Ｎ＋２）阶常矩阵：

［Ｅ］＝

１ －１ ０ … ０ ０

０ １ －１ … ０ ０

 

０ ０ ０ １ －１ ０

０ ０ ０ … １ －

烄

烆

烌

烎１

则各弹簧的伸长向量｛ε｝与内力向量｛Ｔ｝可以表示为：

｛ε｝＝ ［Ｅ］Ｔ｛ｘ｝　　｛Ｔ｝＝ ［Ｋ］｛ε｝＝ ［Ｋ］［Ｅ］Ｔ｛ｘ｝ （１）

离散系统中每个质点自由振动的方程是：

ｍｒｘ··ｒ ＝Ｔｒ＋１－Ｔｒ　（ｒ＝０，…，Ｎ） （２）

或者可以写成矩阵形式：

［Ｍ］｛ｘ··｝＝－［Ｅ］｛Ｔ｝＝－［Ｅ］［Ｋ］［Ｅ］Ｔ｛ｘ｝ （３）

令ｘｒ ＝ｕｒｅｉωｔ，那么固有圆频率ω和固有振型｛ｕ｝＝ （ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ）Ｔ 所满足的方程则

是：

［Ｃ］｛ｕ｝＝ω２［Ｍ］｛ｕ｝ （４）

其中［Ｃ］＝ ［Ｅ］［Ｋ］［Ｅ］Ｔ ＝ ｛Ｃｉｊ｝Ｎ０ 是 Ｎ＋１阶方阵。

如 果连续系统左端固定，可取ｋ０ →∞，ｕ０ ＝０；如果连续系统右端固定，则取ｋＮ＋１ →∞，

ｕＮ ＝０。当这两种情况之一出现时，方程（４）分别化为 Ｎ 阶方程：

［Ｃ０］｛ｕ｝＝ω２［Ｍ０］｛ｕ｝ （５）

［ＣＮ］｛ｕ｝＝ω２［ＭＮ］｛ｕ｝ （６）

这里［Ｃ０］＝ ｛Ｃｉｊ｝Ｎ１ ，［ＣＮ］＝ ｛Ｃｉｊ｝Ｎ－１
０ ，［Ｍ０］＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ），［ＭＮ］＝ｄｉａｇ（ｍ０，…，

ｍＮ－１）。

如果系统左端自由，取ｋ０ ＝０；如果系统右端自由，则取ｋＮ＋１ ＝０。在这两种情况之一出

现时，离散系统的运动方程仍为（４）式，只是其中ｋ０ 或ｋＮ＋１ 为０。

考察以下三种典型的系统及其运动方程：

（１）两端自由的系统，其运动方程即为（４）式。其中

［Ｃｆｆ］＝ ［Ｃ］｜ｋ０＝０＝ｋＮ＋１
，［Ｍｆｆ］＝ ［Ｍ］
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（２）左端固定右端自由的系统，运动方程即为（５）式。其中

［Ｃｃｆ］＝ ［Ｃ０］｜ｋＮ＋１＝０，［Ｍｃｆ］＝ ［Ｍ０］

（３）两端固定的系统，其运动方程是 Ｎ－１阶方程：

［Ｃｃｃ］｛ｕ｝＝ω２［Ｍｃｃ］｛ｕ｝ （７）

其中［Ｃｃｃ］＝ ［Ｃ０Ｎ］＝ ｛Ｃｉｊ｝Ｎ－１
１ ，［Ｍｃｃ］＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ－１）。

容易写出：

［Ｃｆｆ］＝

ｋ１ －ｋ１ ０ … ０ ０ ０

－ｋ１ ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ … ０ ０ ０

… … … …

０ ０ ０ … －ｋＮ－１ ｋＮ－１＋ｋＮ －ｋＮ

０ ０ ０ … ０ －ｋＮ ｋ

烄

烆

烌

烎Ｎ

因ｄｅｔ［Ｃｆｆ］＝０，当｛ｕ｝＝（１，１，…，１）Ｔ 时，系统的势能Ｖ＝ １
２

｛ｕ｝Ｔ［Ｃｆｆ］｛ｕ｝＝０，系统是半

正定的。但

［Ｃｃｆ］＝

ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ ０ … ０ ０ ０

－ｋ２ ｋ２＋ｋ３ －ｋ３ … ０ ０ ０

… … …

０ ０ ０ … －ｋＮ－１ ｋＮ－１＋ｋＮ －ｋＮ

０ ０ ０ … ０ －ｋＮ ｋ

烄

烆

烌

烎Ｎ

［Ｃｃｃ］＝

ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ ０ … ０ ０ ０

－ｋ２ ｋ２＋ｋ３ －ｋ３ … ０ ０ ０

… … …

０ ０ ０ … －ｋＮ－２ ｋＮ－２＋ｋＮ－１ －ｋＮ－１

０ ０ ０ … ０ －ｋＮ－１ ｋＮ－１＋ｋ

烄

烆

烌

烎Ｎ

都是正定的。

三 　 内力振型方程

由于应力是一些工程问题中重要而又易于测量的力学量，因此内力的定性性质也需予

以充分的重视。

以［Ｅ］Ｔ［Ｍ］－１ 乘方程（３）的两边并注意到［Ｔ］的定义式（１），即得内力向量所满足的方
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程：

［Ｋ］－１｛̈Ｔ｝＝－［Ｅ］Ｔ［Ｍ］－１［Ｅ］｛Ｔ｝ （８）

或者记内力向量的幅值为｛σ｝，即｛Ｔ｝＝ ｛σ｝ｅｉωｔ，称｛σ｝为与｛ｕ｝相应的内力振型。则｛σ｝满

足：

［珚Ｃ］｛σ｝＝ω２［珨Ｍ］｛σ｝ （９）

其中

［珚Ｃ］＝ ［Ｅ］Ｔ［Ｍ］－１［Ｅ］＝ ｛珚Ｃｉｊ｝Ｎ＋１
０

＝

ｍ－１
０ －ｍ－１

０ ０ … ０ ０ ０

－ｍ－１
０ ｍ－１

０ ＋ｍ－１
１ －ｍ－１

１ … ０ ０ ０

… … …

０ ０ ０ … －ｍ－１
Ｎ－１ ｍ－１

Ｎ－１＋ｍ－１
Ｎ －ｍ－１

Ｎ

０ ０ ０ … ０ －ｍ－１
Ｎ ｍ－１

烄

烆

烌

烎Ｎ

［珨Ｍ］＝ ［Ｋ］－１ ＝ｄｉａｇ（ｋ－１
０ ，…，ｋ－１

Ｎ＋１）

方程（８）或（９）表明，原离散系统的内力对应于一个新系统的位移。新系统的质点质量

正好是原系统的弹簧常数的倒数，新系统的弹簧常数则是原系统的质点质量的倒数，称此

k0-1

m0
-1

k1-1

m1
-1

kN-1

mN
-1mN+1

-1

kN+1-1

　 图３　 共轭系统

新系统为原系统的共轭系统，如图３所示。

原系统和共轭系统的边条件之间以及三种典型

系统的运动方程之间存在如表１所示的对应关系。

　　　 表１　 原系统和共轭系统之间的对应关系

原系统 共轭系统

自由：ｋｒ ＝０，σｒ ＝０（ｒ＝０或 Ｎ＋１，下同） 固定：ｋ－１
ｒ → ∞

固定：ｋｒ → ∞，ｕｒ ＝０ 自由：ｍ－１
ｒ ＝０

自由 — 自由：Ｎ＋１维方程

［Ｍｆｆ］＝ｄｉａｇ（ｍ０，…，ｍＮ）

［Ｃｆｆ］＝ ［Ｃ］｜ｋ０＝０＝ｋＮ＋１

固定 — 固定：Ｎ 维方程

［珨Ｍｃｃ］＝ｄｉａｇ（ｋ－１
１ ，…，ｋ－１

Ｎ ）

［珚Ｃｃｃ］＝ ｛珚Ｃｉｊ｝Ｎ１

固定 — 自由：Ｎ 维方程

［Ｍｃｆ］＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ）

［Ｃｃｆ］＝ ［Ｃ０］｜ｋＮ＋１＝０

自由 — 固定：Ｎ 维方程

［珨Ｍｆｃ］＝ｄｉａｇ（ｋ－１
１ ，…，ｋ－１

Ｎ ）

［珚Ｃｆｃ］＝ ｛珚Ｃｉｊ｝Ｎ１ ｜ｍ－１
０ ＝０

固定 — 固定：Ｎ－１维方程

［Ｍｃｃ］＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ－１）

［Ｃｃｃ］＝ ［Ｃ０Ｎ］

自由 — 自由：Ｎ 维方程

［珨Ｍｆｆ］＝ｄｉａｇ（ｋ－１
１ ，…，ｋ－１

Ｎ ）

［珚Ｃｆｆ］＝ ｛珚Ｃｉｊ｝Ｎ１ ｜ｍ－１
０ ＝０＝ｍ－１

Ｎ
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四 　 固有频率的定性性质

由于各种端条件下原系统和对应的共轭系统的质量矩阵（即方程（４）中的［Ｍ］和方程

（９）中的［珨Ｍ］）都是具有正元素的对角阵，刚度矩阵［Ｃ］和［珚Ｃ］都是三对角矩阵，且其主对角

元素以及次主对角元素非０，于是都可化为Ｊａｃｏｂｉ矩阵的标准特征值问题。

Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征值和特征向量具有一系列重要而又优美的定性性质。它们的证明可

以从文献［３］ 的第三章中找到。这里首先列出有关特征值的三个结果：

（１）Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征值是分离的。即不论其元素是什么，都不会有重特征值。

（２）设［Ａ］为 Ｎ 阶Ｊａｃｏｂｉ矩阵，［Ａ］除其右下角元素ａ
ＮＮ 异于［Ａ］的右下角元素ａＮＮ

外，其余元素均相同。则当ａ
ＮＮ ＞ａＮＮ 时，［Ａ］的特征值｛λｉ｝Ｎ１ 与［Ａ］的特征值｛λ

ｉ ｝Ｎ１ 互相交

错。即

λ１ ＜λ
１ ＜λ２ ＜λ

２ ＜ … ＜λＮ ＜λ
Ｎ （１０）

（３）Ｊａｃｏｂｉ矩阵［Ａ］与其去掉第 Ｎ 行第Ｎ 列所得的截短矩阵［Ａ０］的特征值交错。即

λ１ ＜λ０
１ ＜λ２ ＜λ０

２ ＜ … ＜λＮ－１ ＜λ０
Ｎ－１ ＜λＮ （１１）

根据以上三个结论，可得图２所示离散系统１的固有频率的定性性质：

（１）固有频率是分离的。即

ω１ ＜ω２ ＜ … ＜ωｐ （１２）

这里ｐ为Ｎ－１（ｋ０ ＝ｋＮ＋１ ＝ ∞）、Ｎ（ｋ０、ｋＮ＋１ 之一为无穷，另一个有限）或Ｎ＋１（ｋ０、ｋＮ＋１ 均

有限），下同。

（２）系统２与系统１的差别只在于ｋＮ＋１ ＜ｋ
Ｎ＋１，则此两系统频率交错：

ω１ ＜ω
１ ＜ … ＜ωｐ ＜ω

ｐ （１３）

又若ｋＮ＋１ ＜ｋ
Ｎ＋１ ＝ ∞，则

ω１ ＜ω０
１ ＜ … ＜ωｐ－１ ＜ω０

ｐ－１ ＜ωｐ （１４）

（３）系统３与系统１的差别只在于其右端处质量ｍ
Ｎ ＞ｍＮ，两者之ｋＮ＋１ ＝０，则两系统

频率交错：

ω
１ ＜ω１ ＜ … ＜ω

ｐ ＜ωｐ （１５）

五 　 固有振型的定性性质

为了区别起见，我们称｛ｕ｝为位移振型而称｛σ｝为内力振型。下面分别讨论其定性性质。

（一）位移振型

文献［３］ 的第三章中证明了Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征向量的一些重要性质。它们是：
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（１）相应于λｉ 的特征向量恰有ｉ－１个节点（端点固定时相应的位移０点不计在内）；

（２）两个相邻特征向量的节点交错而不重合。

由此，可得系统１的固有振型的性质：

（１）与ωｉ 相应的位移振型恰有ｉ－１个节点；

（２）两相邻位移振型的节点交错；

文献［４］ 证明了由两个模态数据及相应频率可以唯一地构造出一个系统１。从这个意义

上我们可以给出如下重要性质：

（１）系统１只有两个独立的振型及相应频率；

（２）系统１的任意两个位移振型｛ｕ（ｉ）｝、｛ｕ（ｊ）｝之间应该满足某种相容关系。若记

ｗｒ ＝ｕｒ－ｕｒ－１ ＝σｒ／ｋｒ　（ｒ＝１，…，Ｎ） （１６）

ｐｒ ＝ω２
ｊｕｒｊｗｒ＋１，ｉ－ω２

ｉｕｒｉｗｒ＋１，ｊ

ｑｒ ＝ω２
ｊｕｒｊｗｒｉ－ω２

ｉｕｒｉｗｒｊ

Ｒｒ ＝ｗｒｊｗｒ＋１，ｉ－ｗｒｉｗｒ＋１，

烍

烌

烎ｊ

　（ｒ＝１，…，Ｎ－１）

则ｐｒ、ｑｒ、Ｒｒ（ｒ＝１，…，Ｎ－１）必取同样的符号或同时为０。又在自由端处，应有ｐ０ ＝０或ｑＮ

＝０。

此外，直接从方程（４）出发并利用上述性质（１），还能推出有关位移振型形态的如下性

质：

（１）相邻两质点不可能同时为节点；

（２）相邻三质点的位移振幅不可能相等；

（３）振幅的极大（极小）值ｕｒ 只能发生在ｕｒ ＞０（ｕｒ ＜０）处，不可能发生在ｕｒ ＜０（ｕｒ ＞
０处）；

（４）相邻两质点振幅相等只能发生在极值处；

（５）在自由端处，必有ｕ０ｗ１ ＜０或ｕＮｗＮ ＞０。

（二）内力振型

对 两端自由的系统，由第三节中的分析，｛ｕ｝的Ｎ＋１维方程（４）（其中ｋ０＝０＝ｋＮ＋１）对

应内力振型的 Ｎ 维方程：

［珚Ｃｃｃ］｛σ｝＝ω２［珨Ｍｃｃ］｛σ｝ （１７）

｛ｕ｝的第一振型｛ｕ（１）｝＝ （１，…，１）Ｔ 对应的｛τ（１）｝＝ ｛０｝是平凡解，因此｛ｕ（ｉ）｝对应的内力振

型｛σ（ｉ）｝是方程（１７）的第ｉ－１个特征向量。根据Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征向量的性质（１），｛σ（ｉ）｝的

节点数应为（ｉ－１）－１＝ｉ－２。所以两端自由的系统的第ｉ个内力振型的节点数为ｉ－２（ｉ

＝２，…，Ｎ＋１）而｛σ（１）｝＝ ｛０｝。

对固定 — 自由的系统，方程（５）和（１７）（其中ｍ－１
０ ＝０）都是Ｎ 维方程，它们的频率及排

序完全相同，从而｛ｕ（ｉ）｝所对应的｛σ（ｉ）｝也是方程（１７）的第ｉ振型。这样固定 — 自由系统第ｉ
内力振型的节点数仍为ｉ－１。

对 固定 — 固定的系统，与Ｎ－１维方程（７）的第ｉ振型｛ｕ（ｉ）｝相应的内力振型｛σ（ｉ）｝是方
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程（１７）（其中ｍ－１
０ ＝ｍ－１

Ｎ ＝０）的第ｉ＋１振型，方程（１７）此时的第一振型｛σ（１）｝＝（１，…，１）Ｔ

不与方程（７）的任一解对应。所以两端固定系统的第ｉ内力振型的节点数是ｉ。

归纳为公式，第ｉ内力振型的节点数是：

Ｓσ
（ｉ） ＝ｉ－２＋Ｈ（ｋ０）＋Ｈ（ｋＮ＋１） （１８）

这里

Ｈ（ｓ）＝
１　（ｓ≠０）

０　（ｓ＝０
烅
烄

烆 ）

上述关于位移振型的性质（２）至（８）同样适用于内力振型。

六 　 结 束 语

离散系统１是连续杆的离散模型。离散系统和连续系统在频率和振型的定性性质方面

有何异同？比较文献［３］ 第八章中关于连续杆的性质和本文关于离散系统的性质，可以看出：

对于连续杆和相应的离散系统，除了固有频率和振型一个是无限对，一个是有限对这一重

要区别外，在其他定性性质如频率的分离性、交错性、振型节点的个数（或者说变号数）及分

布规律、振型的形态等方面，二者是相同的或者说是相对应的。也就是说，连续杆的离散系

统１保持了连续系统频率和振型的定性性质，在定性性质方面，这种离散化是合理的。

本文仅论述了最简单的连续系统的最简单的离散模型的定性性质，对于广泛的连续系

统及其各种离散系统的定性性质的研究是有意义的，而首要的问题是采取什么样的研究途

径。胡海昌教授给我提出了方向性的建议，我将进一步进行研究，并对胡海昌教授表示衷心

感谢。
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杆、梁差分离散系统的柔度矩阵及其极限

摘 要 　 本文导出了任意边条件的杆和悬臂梁、简支梁的格林函数及杆、梁

离散系统的柔度矩阵，验证了柔度系数和格林函数之间的极限关系。

关键词 　 杆 　 梁 　 柔度系数 　 格林函数

引 言

杆和梁的运动方程可表达为

Ｌｕ（ｘ，ｔ）＝－ρ
２ｕ（ｘ，ｔ）

ｔ２ ＋ｆ（ｘ，ｔ） （１）

式中，ｕ为杆的轴 向 位 移 或 梁 的 横 向 位 移，Ｌ 代 表 杆 的 弹 性 算 子 － 
ｘ

ＥＡ 
（ ）ｘ

或 梁 算 子

２

ｘ２ ＥＪ ２

ｘ（ ）２ 。

对于具有某种边条件的杆或梁，在ｘ＝ｓ处，受静态单位集中力，其余点不受力的情况

下，任意点ｘ处的静态位移记为Ｇ（ｘ，ｓ），数学上称为具有某种边条件的方程（１）的格林函

数。

连续系统可用许多方法离散化，其离散系统由有限个广义坐标ｕｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）组

成向量｛ｕ｝描述。对空间坐标ｘ运用差分法，可以将杆的偏微分方程离散成常微分方程组，

它相当于一个弹簧 — 质量串连的力学系统［１］。梁被差分离散后，对应一个弹簧 — 质量 — 刚

性杆系统［２］。它们的运动方程可统一写为

［Ａ］｛ｕ（ｔ）｝＝－［Ｍ］｛ｕ··（ｔ）｝＋｛ｆ（ｔ）｝ （２）

这里［Ａ］是刚度矩阵，［Ｍ］是质量矩阵。

刚度矩阵［Ａ］的逆矩阵

［Ｒ］＝ ［Ａ］－１ ＝ ［ｒｉｊ］Ｎ×Ｎ

称为柔度矩阵，其元素ｒｉｊ 的物理意义是仅在第ｊ个质点上施以单位力而引起的第ｉ质点的

位移，称为柔度系数或影响系数。

一个自然的推测是：随着差分点趋于无穷多，所有差分步长一致趋于零时，柔度系数应

以由方程（１）表达的连续系统的格林函数为极限。严格证明这一推测属于微分方程理论的

任务，本文避开从数学上一般性的证明，对工程上常用的任意边条件的杆和悬臂梁、简支梁

 本文原载于《力学与实践》１９９６年第５期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。
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给出一个构造性的证明，即分别导出它们的柔度矩阵和格林函数，然后直接验证了以上推

测的正确性。

这个结论至少有两点意义。一是由此结论可知，杆、梁的上述差分离散系统的任意静力

解收敛到杆、梁连续系统的对应解。二是利用此结论以及离散系统的柔度矩阵的振荡性，可

以证明，连续系统的积分方程的核也具有振荡性。这在研究杆、梁的振动的定性性质以及振

动反问题中有重要的意义。

一 　 任意支承杆的柔度矩阵和格林函数

１．１　 任意支承杆差分离散系统的刚度矩阵是［１］

　［Ａ］＝

Ｋ０＋Ｋ１ －Ｋ１

－Ｋ１ Ｋ１＋Ｋ２ －Ｋ２

－Ｋ２ Ｋ２＋Ｋ３



－ＫＮ－２ ＫＮ－２＋ＫＮ－１ －ＫＮ－１

－ＫＮ－１ ＫＮ－１＋Ｋ

熿

燀

燄

燅Ｎ

（３）

式 中，Ｋ０＝０对应于左端自由；Ｋ０＝（Ｅ０Ａ０＋Ｅ１Ａ１）／（２ｌ０）时对应于左端固定；而当Ｋ０

≠０且与杆的截面物理参数无关时代表弹性支承，这时Ｋ０ 表示左端支承弹簧的线刚度。ＫＮ

的情况类似。又

Ｋｒ ＝ （ＥｒＡｒ＋Ｅｒ＋１Ａｒ＋１）／（２ｌｒ）　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （４）

这 里及以下Ｅ＝Ｅ（ｘ）是材料的弹性模量，Ａ＝Ａ（ｘ）是杆的横截面面积，ＥｒＡｒ ＝ＥＡ｜ｘ＝ｘｒ
，

ｌｒ ＝ｘｒ＋１－ｘｒ ＝Δｘｒ＋１（ｒ＝０，１，…，Ｎ）为差分步长。不难验证，杆的差分模型的柔度矩阵

［Ｒ］＝ ［ｒｉｊ］Ｎ×Ｎ 的元素即柔度系数是

ｒｉｊ ＝

∑
ｉ－１

α＝０
Ｋ－１

α ·∑
Ｎ

β＝ｊ
Ｋ－１（ ）β ／∑

Ｎ

γ＝０
Ｋ－１

γ 　（ｉ≤ｊ）

∑
ｊ－１

α＝０
Ｋ－１

α ·∑
Ｎ

β＝ｉ
Ｋ－１（ ）β ／∑

Ｎ

γ＝０
Ｋ－１

γ 　（ｉ＞ｊ

烅

烄

烆
）

（５）

这一公式对于杆的任意支承方式都适用。特别地，当杆存在自由端时上式更为简单。例

如固定 — 自由杆，因 ＫＮ ＝０，其柔度系数化为

ｒｉｊ ＝
∑
ｉ－１

α＝０
Ｋ－１

α 　（ｉ≤ｊ）

∑
ｊ－１

α＝０
Ｋ－１

α 　（ｉ＞ｊ

烅

烄

烆 ）

（６）
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１．２　 任意支承杆的格林函数满足如下方程

－（ＥＡＧ′）′＝δ（ｘ－ｓ）　（０＜ｘ，ｓ＜ｌ）

Ｇ′（０，ｓ）－ｈＧ（０，ｓ）＝０＝Ｇ′（ｌ，ｓ）＋ＨＧ（ｌ，ｓ
烅
烄

烆 ）
（７）

不难解得

Ｇ（ｘ，ｓ）＝

Ｃ１∫
ｘ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｅ０Ａ０（ ）ｈ 　　（ｘ≤ｓ）

（１－Ｃ１）∫
ｌ

ｘ

ｄｔ
ＥＡ＋ １

ＥｌＡｌ（ ）Ｈ 　（ｘ＞ｓ
烅

烄

烆
）

（８）

式中，常数

Ｃ１ ＝ １
ＥｌＡｌＨ ＋∫

ｌ

ｓ

ｄｔ（ ）ＥＡ ／ １
Ｅ０Ａ０ｈ＋∫

ｌ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

ＥｌＡｌ（ ）Ｈ
（９）

此处，Ｅ０Ａ０ ＝ＥＡ｜ｘ＝０，ＥｌＡｌ＝ＥＡ｜ｘ＝ｌ。注意到边条件中ｈ＝Ｋｌ／Ｅ０Ａ０，Ｈ ＝Ｋｒ／ＥｌＡｌ，

Ｋｌ、Ｋｒ 是左、右端点处支承弹簧的线刚度，那么上式可以改写为

Ｇ（ｘ，ｓ）＝

１
Ｋｌ

＋∫
ｘ

０

ｄｔ（ ）ＥＡ
１
Ｋｒ

＋∫
ｌ

ｓ

ｄｔ（ ）ＥＡ ／ １
Ｋｌ

＋∫
ｌ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋ（ ）ｒ
　（ｘ≤ｓ）

１
Ｋｌ

＋∫
ｓ

０

ｄｔ（ ）ＥＡ
１
Ｋｒ

＋∫
ｌ

ｘ

ｄｔ（ ）ＥＡ ／ １
Ｋｌ

＋∫
ｌ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋ（ ）ｒ
　（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

（１０）

１．３　 现在我们来证明，对于任意支承杆的差分离散模型，随着分法的细密，其柔度系

数确以相应连续模型的格林函数为极限。

事实上，对于任意确定的ｘ，ｓ∈［０，ｌ］，在差分过程中必有这样的ｉ，ｊ存在，使ｘｉ－１≤ｘ≤
ｘｉ，ｘｊ－１ ≤ｓ≤ｘｊ（１≤ｉ，ｊ≤Ｎ），且当ｘ＜ｓ时ｉ＜ｊ，而ｘ＞ｓ时ｉ＞ｊ。又随着分法的细密

即 Ｎ → ∞，ｍａｘΔｘα →０时，这样的ｉ，ｊ亦同时趋于无穷。另一方面，对工程实际中的杆，ＥＡ
必为连续或至多有有限个第１类间断点的分段连续函数，从而１／ＥＡ 可积并成立如下公式

２
ＥｒＡｒ＋Ｅｒ＋１Ａｒ＋１

＝ １＋ｂｒ

Ｅ（ξｒ）Ａ（ξｒ）　
（ｘｒ ≤ξｒ ≤ｘｒ＋１） （１１）

式中，ｂｒ ＝０（ＥＡ 在［ｘｒ，ｘｒ＋１］内连续）或有界（ＥＡ 在［ｘｒ，ｘｒ＋１］内有间断点）。于是当左端固

定时成立如下极限

∑
ｉ－１

α＝０
Ｋ－１

α ＝ ∑
ｉ－１

α＝０

Δｘα＋１

Ｅ（ξα）Ａ（ξα）
＋∑

ｉ－１

α＝０

ｂαΔｘα＋１

Ｅ（ξα）Ａ（ξα）→∫
ｘ

０

ｄｔ
ＥＡ

（１２）

注意只有有限个ｂα ≠０，所以第二个和数极限为零。

又当左端为弹性支承时，Ｋ０ ＝Ｋｌ，这样

∑
ｉ－１

α＝０
Ｋ－１

α →∫
ｘ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋｌ
（１３）

当视 Ｋｌ → ∞ 相应于固定端时，以上结果可以统一记为（１３）式。同理

３３第一专题 　 弹性结构振动的定性性质



　　

∑
Ｎ

β＝ｊ
Ｋ－１

β →∫
ｌ

ｓ

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋｒ

∑
Ｎ

γ＝０
Ｋ－１

γ → １
Ｋｌ

＋∫
ｌ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋｒ

∑
ｊ－１

α＝０
Ｋ－１

α →∫
ｓ

０

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋｌ

∑
Ｎ

β＝ｉ
Ｋ－１

β →∫
ｌ

ｘ

ｄｔ
ＥＡ＋ １

Ｋｒ

比较（５）式与（１０）式，以上讨论表明，当杆端固定或弹性连接时，ｒｉｊ →Ｇ（ｘ，ｓ）。至于自由端，

例如固定 — 自由杆，其ｒｉｊ 由（６）式表出，而其格林函数也是（１０）式的特例。因此时Ｋ－１
ｌ ＝０，

Ｋ－１
ｒ → ∞，故

Ｇ（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

ｄｔ
ＥＡ　（０≤ｘ，ｓ≤ｌ） （１４）

由上面的讨论显然亦有ｒｉｊ →Ｇ（ｘ，ｓ）。对弹性支承 — 自由杆结论同样成立。唯一例外是两端

自由杆，不过这时方程（７）的非平凡解也不存在。

二 　 悬臂、简支梁的柔度系数和格林函数

梁的支承方式比较复杂，最有实用价值的则是固支 — 自由梁，即悬臂梁和两端铰支梁，

也即简支梁。下面只对这两种梁的情况加以讨论。

１ 文［２］ 已经给出固支 — 自由梁差分模型的刚度矩阵是

［Ａ］＝ ［Ｅ］［Ｌ］－１［Ｅ］［Ｋ］［Ｅ］Ｔ［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ （１５）

这里［Ｌ］＝ｄｉａｇ（ｌ０，…，ｌＮ－１），［Ｋ］＝ｄｉａｇ（Ｋ０，…，ＫＮ－１）。

Ｋ０ ＝２Ｅ０Ｉ０

ｌ０
，　Ｋｒ ＝ ２ＥｒＩｒ

ｌｒ－１＋ｌｒ
　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （１６）

微分矩阵［Ｅ］和它的逆［Ｆ］分别是

［Ｅ］＝

１ －１

１ －１

 

１ －１

熿

燀

燄

燅１ Ｎ×Ｎ

　　［Ｆ］＝

１ １ １ … １ １

１ １ … １ １

…

１ １

熿

燀

燄

燅１ Ｎ×Ｎ

这样

［Ｒ］＝ ［Ｆ］Ｔ［Ｌ］［Ｆ］Ｔ［Ｋ］－１［Ｆ］［Ｌ］［Ｆ］ （１７）

其元素则是
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ｒｉｊ ＝
∑
ｉ－１

α＝０
∑
ｉ－１

ｐ＝α
ｌ（ ）ｐ Ｋ－１

α ∑
ｊ－１

ｑ＝α
ｌ（ ）ｑ 　（ｉ≤ｊ）

∑
ｊ－１

α＝０
∑
ｉ－１

ｐ＝α
ｌ（ ）ｐ Ｋ－１

α ∑
ｊ－１

ｑ＝α
ｌ（ ）ｑ 　（ｉ＞ｊ

烅

烄

烆 ）

（１８）

如同对于杆的讨论一样，在差分过程中总存在这样的ｉ，ｊ，使对任意的ｘ、ｓ有

ｘｉ－１ ≤ｘ≤ｘｉ，　　ｘｊ－１ ≤ｓ≤ｘｊ

于是

∑
ｉ－１

ｐ＝α
ｌｐ ＝ｘ－ｘα＋ｂｉΔｘｉ，　　∑

ｊ－１

ｑ＝α
ｌｑ ＝ｓ－ｘα＋ｂ′ｊΔｘｊ

Ｋ－１
α ＝ １

２
Δｘα

Ｅ（ｘα）Ｉ（ｘα）
＋ Δｘα＋１

Ｅ（ｘα）Ｉ（ｘα
［ ］）

这里ｂｉ、ｂ′ｊ 均为小于１的正数。这样随着差分点的无限增加，所有差分步长一致趋于零时，

（１８）式的极限形式就是

　　　　ｒｉｊ ＝ ∑
ｍｉｎ（ｉ，ｊ）－１

α＝０

（ｘ－ｘα＋ｂｉΔｘｉ）Δｘα＋Δｘα＋１

２Ｅ（ｘα）Ｉ（ｘα）
（ｓ－ｘα＋ｂ′ｊΔｘｊ）

→∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
Ｅ（ｔ）Ｉ（ｔ） ｄｔ（０≤ｘ，ｓ≤ｌ） （１９）

后者正是文［３］所给出的固支 — 自由梁的格林函数表达式。在本节中Ｉ＝Ｉ（ｘ）是梁截面的二

次矩。

２ 再来考察两端铰支梁。

文［４］ 给出的简支梁的刚度矩阵是

［Ａ］＝ ［珟Ｅ］［Ｌ］－１［珟Ｅ］Ｔ［Ｋ］［珟Ｅ］［Ｌ］－１［珟Ｅ］Ｔ （２０）

这里［Ｌ］＝ｄｉａｇ（ｌ０，…，ｌＮ），［Ｋ］＝ｄｉａｇ（Ｋ１，…，ＫＮ），Ｎ×（Ｎ＋１）阶矩阵［珟Ｅ］＝ ［Ｅ，ｅＮ］，

ｅＮ ＝ （０，…，０，１）Ｔ。因为［珟Ｅ］［Ｌ］－１［珟Ｅ］Ｔ 的形状恰好就是（３）式，只是应以ｌ－１
ｉ 代替（３）中的

Ｋｉ，这样若记（［珟Ｅ］［Ｌ］－１［珟Ｅ］Ｔ）－１ ＝ ｛ｂｉｊ｝Ｎ×Ｎ，则

ｂｉｊ ＝

∑
ｉ－１

ｐ＝０
ｌｐ·∑

Ｎ

ｑ＝ｊ
ｌｑ／∑

Ｎ

ｔ＝０
ｌｔ ＝ｘｉ（ｌ－ｘｊ）

ｌ 　（ｉ≤ｊ）

∑
ｊ－１

ｐ＝０
ｌｐ·∑

Ｎ

ｑ＝ｉ
ｌｑ／∑

Ｎ

ｔ＝０
ｌｔ ＝ｘｊ（ｌ－ｘｉ）

ｌ 　（ｉ＞ｊ

烅

烄

烆
）

（２１）

我们得到两端铰支梁的柔度系数是
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　　　　ｒｉｊ ＝

∑
ｉ－１

α＝１

ｘα（ｌ－ｘ）（Δｘα＋Δｘα＋１）ｘα（ｌ－ｓ）
２ＥＩｌ２ ＋

　∑
ｊ－１

α＝ｉ

ｘα（ｌ－ｘα）（Δｘα＋Δｘα＋１）ｘα（ｌ－ｓ）
２ＥＩｌ２ ＋

　∑
Ｎ

α＝ｊ

ｘ（ｌ－ｘα）（Δｘα＋Δｘα＋１）ｓ（ｌ－ｘα）
２ＥＩｌ２ 　（ｉ≤ｊ）

∑
ｊ－１

α＝１

ｘα（ｌ－ｘ）（Δｘα＋Δｘα＋１）ｘα（ｌ－ｓ）
２ＥＩｌ２ ＋

　∑
ｉ－１

α＝ｊ

ｓ（ｌ－ｘα）（Δｘα＋Δｘα＋１）ｘα（ｌ－ｘ）
２ＥＩｌ２ ＋

　∑
Ｎ

α＝ｉ

ｘ（ｌ－ｘα）（Δｘα＋Δｘα＋１）ｓ（ｌ－ｘα）
２ＥＩｌ２ 　（ｉ＞ｊ

烅

烄

烆
）

（２２）

式中略去了二阶以上小量而ＥＩ＝Ｅ（ｘα）Ｉ（ｘα）。当Ｎ→ ∞ 且所有Δｘα →０时，ｉ、ｊ、Ｎ－

ｉ、Ｎ－ｊ、ｊ－ｉ都同时趋于 ∞，于是

　　　ｒｉｊ →

∫
ｘ

０

（ｌ－ｘ）（ｌ－ｓ）
ｌ２ ·ｔ２

ＥＩｄｔ＋

　　∫
ｓ

ｘ

ｘ（ｌ－ｓ）
ｌ２ ·ｔ（ｌ－ｔ）

ＥＩ ｄｔ＋∫
ｌ

ｓ

ｘｓ
ｌ２·（ｌ－ｔ）２

ＥＩ ｄｔ　（ｘ≤ｓ）

∫
ｓ

０

（ｌ－ｘ）（ｌ－ｓ）
ｌ２ ·ｔ２

ＥＩｄｔ＋

　　∫
ｘ

ｓ

ｓ（ｌ－ｘ）
ｌ２ ·ｔ（ｌ－ｔ）

ＥＩ ｄｔ＋∫
ｌ

ｘ

ｘｓ
ｌ２·（ｌ－ｔ）２

ＥＩ ｄｔ　（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

（２３）

另一方面，直接解如下边值问题

（ＥＩＧ″）″＝δ（ｘ－ｓ）　（０＜ｘ，ｓ＜ｌ）

Ｇ（０，ｓ）＝Ｇ″（０，ｓ）＝０＝Ｇ（ｌ，ｓ）＝Ｇ″（ｌ，ｓ
烅
烄

烆 ）

求出连续到二阶导数的格林函数则是

Ｇ（ｘ，ｓ）＝

ｌ－ｓ
ｌ∫

ｘ

０

ｔ（ｔ－ｘ）
ＥＩ ｄｔ＋ｘ

ｌ∫
ｓ

０

（ｌ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ＋ｘｓ

ｌ２∫
ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ＥＩ ｄｔ　（ｘ≤ｓ）

ｌ－ｘ
ｌ∫

ｓ

０

ｔ（ｔ－ｓ）
ＥＩ ｄｔ＋ｓ

ｌ∫
ｘ

０

（ｌ－ｔ）（ｘ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ＋ｘｓ

ｌ２∫
ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ＥＩ ｄｔ　（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

（２４）

易于验证，（２３）式就是（２４）式，即简支梁的差分离散模型的柔度系数也以相应的格林

函数为极限。
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三 　 结 束 语

以上我们证明了任意支承杆和两种常用梁的差分离散模型的柔度系数在差分点无限

增多且差分步长一致趋于零时，以其相应的格林函数为极限。这里使用的方法原则上也可

以用来讨论其他支承方式的静定、超静定梁的同 类 问 题，只 不 过 更 加 繁 琐。而 在 实 际 应 用

中，本文的讨论已经具有相当的广泛性。
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杆、梁离散和连续系统的振动

定性性质的统一论证

　　 摘 要 　 采用极限过渡法，从杆、梁差分离散系统刚度矩阵的符号振荡性导

出相应系统格林函数的振荡性，从而统一论证了离散与连续系统的固有频率和模

态的定性性质。

关键词 　 杆 　 梁 　 极限过渡 　 定性性质

引 　　 言

研究振动系统的固有频率和振型的定性性质有其重要的理论意义和应用价值。对一般

结构，其定性性质的研究十分困难，目前只对单跨杆、梁的研究比较成熟，有许多重要而漂

亮的结果［１－４，６］，但 也 存 在 一 些 重 要 的 缺 陷。不 能 将 离 散 和 连 续 系 统 作 统 一 论 证 就 是 其 中

之一。

考察以下特征值问题

Ｌｙ＝λρｙ　　　（ｘ∈Ｉ） （１）

Ｂ１ｙ｜ｘ＝０ ＝０，　Ｂ２ｙ｜ｘ＝ｌ ＝０ （２）

这里Ｌ是结构动力学中几类常见的二阶（杆）或四阶（梁）微分算子，Ｂ１、Ｂ２ 是相应的边界算

子，点集Ｉ＝ ｛ｘ｜ｘ∈ ［０，ｌ］∪ｙ（ｘ）≠０｝。

方程（１）、（２）可以离散为如下特征值问题［１］

［Ａ］｛ｕ｝＝ω２［Ｍ］｛ｕ｝ （３）

这里［Ａ］是刚度矩阵，［Ｍ］是质量矩阵。对静定或超静定的杆和梁，文献［２－４］ 已证明［Ａ］是

符号振荡矩阵，由此可得杆、梁离散系统有以下基本特性：

① 系统的频率是分离的，可按递增次序排列为：（０）＜ω１ ＜ω２ ＜ … ＜ωＮ；

② 相应于ωｉ 的位移模态在Ｉ 上恰有ｉ－１个变号数；

③ 称以点（ｘｒ，ｕｒ）（ｒ＝０，…，Ｎ＋１）为顶点的折线为振型线，则两相邻序号的振型线的

节点彼此相间。

方程（１）、（２）也可化为积分方程特征值问题

ｙ（ｘ）＝ω２∫
ｌ

０
Ｇ（ｘ，ｓ）ρ（ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ （４）

 本文原载于《力学学报》１９９７年第１期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。
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借助振荡核理论［５］，可证静定、超静定的杆和梁的格林函数是振荡核，从而杆、梁连续系

统的频率模态有与离散系统完全类似的基本特性。

研读文献［４，５］ 后发现，为了阐明频率和模态的基本性质，离散系统依据符号振荡矩阵的

理论而连续系统则依据振荡核理论，二者不协调。其次，证明杆、梁连续系统格林函数属于

振荡核的过程冗长繁杂，而且杆和梁的推理过程差别很大。能否从离散模型直接过渡到连

续模型？为此本文全面考察了两种模型之间的对应关系，通过极限过渡，成功地由离散模型

的基本特性直接导出了连续模型的相应特性。

一 　 从柔度矩阵到格林函数

极限过渡法首先必须解决数学模型之间的对应关系。即从离散系统的何种特性过渡到

连续系统的相应特性。

显然，差分方程（３）通过极限过程可以逼近微分方程（１）［７］。但由极限理论，在此过程中

上节的性质 ① 和性质 ③ 不一定能保持。

考察另一途径。从（３）式的改写形式

｛ｕ｝＝ω２［Ｒ］［Ｍ］｛ｕ｝ （５）

通过极限过渡去逼近积分方程（４）。这里［Ｒ］＝ ［Ａ］－１ ＝ ｛ｒｉｊ｝Ｎ１ 是离散系统的柔度矩阵。

事实上，方程（５）的分量形式是

ｕｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ＝１
ω２ｒｉｊｍｊｕｊ ＝ω２∑

Ｎ

ｊ＝１
ｒｉｊρｊｕｊ（ｌｊ－１＋ｌｊ）／２　（ｉ＝１，…，Ｎ） （６）

式 中ｌｒ ＝ｘｒ＋１－ｘｒ ＝Δｘｒ＋１（ｒ＝０，…，Ｎ）是差分步长。当分点无限增多且ｌｒ 同时趋于零时，

文献［６］ 已证明对任意的ｘ，ｓ∈Ｉ，总存在这样的ｉ，ｊ使ｘｉ－１ ≤ｘ≤ｘｉ，ｘｊ－１ ≤ｓ≤ｘｊ（０≤ｉ，

ｊ≤Ｎ＋１）并有ｒｉｊ →Ｇ（ｘ，ｓ）≈Ｇ（ｘｉ，ｘｊ）。又由连续性有ρｊ ＝ρ（ｘｊ）→ρ（ｓ），ｕｉ＝ｙ（ｘｉ）→

ｙ（ｘ），ｕｊ →ｙ（ｓ）。这样，代数方程（５）以积分方程（４）为极限。

二 　 关于极限过渡的一个定理

在极限过渡法中，为使系统频率和模态的基本特性得以保持，如上所述，单靠极限过程

不行。改而考虑这样的问题：如果方程（５）中的柔度矩阵是振荡矩阵，与之对应的格林函数

Ｇ（ｘ，ｓ）是否是振荡核？为此给出下述定理。

定理 　 设有代数特征值问题

｛ｕ｝＝λ［Ｒ］［Ｍ］｛ｕ｝ （７）

式中｛ｕ｝是定义在［０，ｌ］上的分点０＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜ … ＜ｘＮ ＜ｘＮ＋１ ＝ｌ上并去掉端点处可能

的零分量后的列向量，若当 Ｎ→ ∞ 且 ｍａｘ
１≤ｒ≤Ｎ＋１

Δｘｒ →０时［Ｒ］的元素ｒｉｊ 以Ｇ（ｘ，ｓ）为极限，则

当［Ｒ］为振荡矩阵时Ｇ（ｘ，ｓ）为克劳格核。
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证明 　 根据克劳格核的定义［５］，我们只要证明，对［０，ｌ］内任意确定的点集｛ξｒ｝ｎ１，｛ｓｒ｝ｎ１

∈Ｉ，成立下列不等式

　　　　Ｇ
ξ１，…，ξｎ

ｓ１，…，ｓ

烄

烆

烌

烎ｎ
＝ｄｅｔ｛Ｇ（ξｉ，ｓｊ）｝ｎ１ ≥０　 ０≤

ξ１ ＜ … ＜ξｎ

ｓ１ ＜ … ＜ｓｎ

≤
烄

烆

烌

烎
ｌ （８）

Ｇ
ξ１，…，ξｎ

ξ１，…，ξ

烄

烆

烌

烎ｎ
＞０　（０≤ξ１ ＜ … ＜ξｎ ≤ｌ） （９）

为此，把任意点集｛ξｒ｝ｎ１ ∪｛ｓｒ｝ｎ１ 从小到大重新排列，注意，如果某个ξｒ ＝ｓｋ 时，二者合为

一个分点，这样得新点集｛ηｒ｝ｍ１（ｍ ＜２ｎ）。以此为基础插入新分点组成满足定理条件的点集

｛ｘｒ｝Ｎ＋１
０ （Ｎ ＞ｍ）。与此对应的离散系统具有特征值方程 （７），相应的矩阵［Ｒ］是振荡矩阵。

因振荡矩阵是完 全 非 负 矩 阵，故 其 子 式 Ｒ
ｉ１，…，ｉｎ

ｊ１，…，ｊ

烄

烆

烌

烎ｎ
≥０。这 里ｉｒ，ｊｒ 分 别 是ξｒ，ｓｒ 在 点 集

｛ｘｒ｝Ｎ＋１
０ 中的序号数。又当 Ｎ → ∞ 且 ｍａｘ

１≤ｒ≤Ｎ＋１
Δｘｒ →０时ｒｉｊ →Ｇ（ｘ，ｓ），取极限即得（８）式。

为了证明（９）式，我们借助结构动力学中应变能正定这一事实。

设想在点ξｊ 上各作用一个集中力Ｆｊ（ｊ＝１，…，ｎ），则由格林函数定义，系统内ｓｉ 处的位

移是ｕｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｒｉｊＦｊ，系统内的应变能是

Ｖ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｒｉｊＦｉＦｊ／２ （１０）

只要系统静定或超静定，都有Ｖ ＞０，故（１０）式右端为正定二次型，亦即（９）式成立。定理

证毕。

需要指出，上述定理只能证明相应的格林函数是克劳格核。从应用角度看，这已够了，

因为在由核的振荡性进一步推导频率和模态的基本特性时只用到（８），（９）两式［４］。

三 　 杆、梁连续系统核的振荡性

综上所述，杆、梁差分离散系统的柔度系数ｒｉｊ 以相应格林函数为极限，柔度形式的离散

系统运动方程组（５）趋于积分方程（４）；另一方面，静定、超静定的杆、梁离散系统的刚度矩

阵是符号振荡矩阵，它的逆即柔度矩阵必为振荡矩阵［５］。这样根据上节定理得出结论：静定、

超静定的杆、梁连续系统的格林函数是克劳格核。从核Ｇ（ｘ，ｓ）的振荡性到对称核Ｋ（ｘ，ｓ）＝

Ｇ（ｘ，ｓ） ρ（ｘ）ρ（ｓ槡 ）的振荡性的证明是显然的。

致谢 　 本文的写作得到胡海昌教授的启发和帮助，笔者谨向胡海昌教授致谢。
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书书书

梁的正系统的补充定义及其格林函数振荡性的证明

摘 要 本文对文［１］给出的欧拉—贝努利系统的定义作了补充，证明了补充

定义的正系统的格林函数的振荡性。

关键词 梁的正系统 格林函数 振荡性

一 引 言

关于梁的连续系统的振动频率和模态的定性性质及有关反问题，文［１］作了相当详细而

又精彩的定性分析，给出了正的欧拉—贝努利系统的定义，证明了梁的正系统的格林函数

的振荡性，进而确定了静定、超静定梁的频率和位移模态的一系列基本特性并讨论了梁的

连续系统的振动反问题。然而文［１］这部分的论述却有一个重要的疏漏：它所定义的正系统

没有包含工程上极有价值的两端弹性支承梁和简支梁。为此，本文修正了文［１］有关梁的正

系统的定义，并就补充定义的梁的正系统的格林函数的振荡性作了证明。

二 梁的正系统的定义

长为ｌ，具有抗弯刚度ＥＪ（ｘ）和线密度ρ（ｘ）的欧拉 — 贝努利梁的位移模态满足的方程是

［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］″＝ω２
ρ（ｘ）ｕ（ｘ） （１）

这里ω是圆频率，ｕ（ｘ）是位移模态。梁的模态满足的端条件可以一般地记为

［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１ｕ（０）＝０＝ ［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２ｕ（ｌ） （２）

ＥＪ（０）ｕ″（０）－ｋ１ｕ′（０）＝０＝ＥＪ（ｌ）ｕ″（ｌ）＋ｋ２ｕ′（ｌ） （３）

为节约篇幅，本文不效法文［１］，未将方程（１）—（３）无量纲化。（２）、（３）两式中ｈ１、ｈ２ 是约

束线位移的弹簧线刚度，ｋ１、ｋ２ 则是限制梁端角位移的旋转弹簧刚度，它们均为非负数。常见

约束方式自由、滑支、铰支和固支以左端为例分别对应于ｈ１ ＝０＝ｋ１；ｈ１ ＝０，ｋ１ ＝ ∞；ｈ１ ＝

∞，ｋ１ ＝０；ｈ１ ＝ ∞ ＝ｋ１。

文［１］ 给出的方程（１）—（３）所组成的系统为正的定义是

ｈ１＋ｈ２ ＞０，ｋ１＋ｋ２ ＞０ （４）

这一定义包含了固支 — 自由、固支 — 滑支、固支 — 铰支、两端固支和铰支 — 滑支等五

 本文原载于《安庆师范学院学报》（自然科学版）１９９７年第１期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。

２４ 弹性动力学的几个专题



种静定、超静定梁，却未包含工程上最常见的两端弹性支承梁以及两端铰支梁（ｋ１ ＝０＝

ｋ２），这是文［１］ 的一个疏漏。

鉴于两端铰支梁的工程价值，且它显然属于正系统（无刚体运动模态和零频率），笔者

提出以下完整的定义：若

ｈ１＋ｈ２ ＞０，ｋ１＋ｋ２ ＞０ （４）

或者

ｈ１·ｈ２ ＞０ （５）

则称由方程（１）、（２）和（３）所描述的系统为正系统。

式（４）意味着ｈ１、ｈ２ 不能同时为零，同时ｋ１、ｋ２ 也不能同时为零；式（５）意味着允许ｋ１ 和

ｋ２ 都为零，但在此种情况下ｈ１ 和ｈ２ 全不为零。这就包含了两端弹性支承以及铰支的情况。我

们来证明，这样定义的正系统的确排除了刚体运动模态和零频率。

事实上，若记

Ｂｕ＝ ［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］″

则由方程（１）、（２）和（３）可得

（Ｂｕ，ｕ）＝λ（ρｕ，ｕ） （λ＝ω２） （６）

（Ｂｕ，ｕ）＝ｈ１ｕ２（０）＋ｈ２ｕ２（ｌ）＋ｋ１［ｕ′（０）］２＋ｋ２［ｕ′（ｌ）］２＋∫
ｌ

０
ＥＪ（ｘ）［ｕ″（ｘ）］２ｄｘ （７）

这样λ≥０，但是只有在（４）、（５）两式均不成立的情况下，才可能存在不全为零的ｃ和ｄ，

使得

ｕ（ｘ）＝ｃｘ＋ｄ，λ＝０

同时满足端条件（２）和（３）。这就是说，只要（４）、（５）两式之一成立，就有λ＞０。

三 梁的格林函数的振荡性

文［１］ 通过定理１０．２．１— 定理１０．２．５的准备，在定理１０．２．６中证明了当（４）式成立时

梁的格林函数属于振荡核。注意到定理１０．２．４与１０．２．５的成立与端条件无关，所以这里需

要补充证明的就是定理１０．２．１— 定理１０．２．３在（５）式成立且ｋ１、ｋ２ 都为零时也成立。

与文［１］ 定理１０．２．１相对应的是

定理１ 设ｈ１·ｈ２ ＞０，ｋ１ ＝０＝ｋ２，则在端条件（２）和（３）下，梁的格林函数ｕ（ｘ）＝

Ｇ（ｘ，ｓ）满足

Ｍ′（ｘ）＝ ［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′＝
－ｃ（０≤ｘ＜ｓ）

１－ｃ（ｓ＜ｘ≤ｌ
烅
烄

烆 ）
（８）

其中０＜ｃ＜１。
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证明 由格林函数的定义，ｕ（ｘ）满足（２）、（３）两式及方程

Ｍ″（ｘ）＝ ［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］″＝δ（ｘ－ｓ）

积分一次即有（８）式。现在要证的只是０＜ｃ＜１。

因为ｋ１ ＝０＝ｋ２，Ｍ（０）＝０＝Ｍ（ｌ）。若ｃ＜０，则Ｍ′（ｘ）＞０（０＜ｘ＜ｌ），这就构成了

矛盾。同样若ｃ＞０，则 Ｍ′（ｘ）＜０（０＜ｘ＜ｌ），仍然构成矛盾。定理１得证。

与文［１］ 定理１０．２．２相对应的是

定理２ 在ｈ１·ｈ２ ＞０且ｋ１ ＝０＝ｋ２ 并满足端条件（２）和（３）的情况下，梁的格林函

数满足

Ｇ（ｘ，ｓ）＞０ （ｘ，ｓ∈Ｉ）

式中集合Ｉ＝ ｛ｘ｜ｘ∈ ［０，ｌ］；ｕ（ｘ）≠０｝。

证明 因为此时有Ｍ（０）＝０＝Ｍ（ｌ），由定理１有Ｍ（ｘ）＜０（０＜ｘ＜ｌ）。这样当ｕ′（ｘ）

＞０（０＜ｘ＜ｌ）时，ｕ（ｘ）从ｕ（０）＞０单调上升，而当ｕ′（ｘ）＜０（０＜ｘ＜ｌ）时，ｕ（ｘ）单调

下降至ｕ（ｌ）＞０，又若ｕ′（ｘ）从ｕ′（０）＞０单调下降至ｕ′（ｌ）＜０，ｕ（ｘ）从ｕ（０）＞０先单调

上升再单调下降至ｕ（ｌ）＞０，在这三种情况下都有ｕ（ｘ）＝Ｇ（ｘ，ｓ）＞０。至于ｈ１ 和ｈ２ 之一

或同时为 ∞ 时，ｕ（０）或ｕ（ｌ）为零，但此时ｘ＝０或ｘ＝ｌ已不属于集合Ｉ。证毕。

为了证明与文［１］ 定理１０．２．３相应的定理，我们首先给出以下引理。

引理 设φ′（ｘ）在（０，ｌ）上改变符号ｎ次，则连续函数φ（ｘ）在（０，ｌ）上改变符号不超过

ｎ＋１次。若φ（０）φ′（０）＞０或φ（ｌ）φ′（ｌ）＜０，则φ（ｘ）的变号数还将各减少１。

证明 记φ′（ｘ）的变号点为｛ｘｒ｝ｎ１，则在子区间［ｘｒ，ｘｒ＋１］（ｒ＝０，１，…；ｘ０ ＝０，ｘｎ＋１ ＝ｌ）

上应用罗尔定理及反证法可知，φ（ｘ）最多各有一个变号点，从而φ（ｘ）的变号数不超过ｎ＋

１。当φ（０）φ′（０）＞０时，在［０，ｘ１］上φ（ｘ）从正值单调上升至极大值或从负值单调下降至极

小值，即在［０，ｘ１］上不改变符号。同理当φ（ｌ）φ′（ｌ）＜０时φ（ｘ）在［ｘｎ，ｌ］上不改变符号。引

理得证。

显然φ（０）＝０或φ（ｌ）＝０时引理后一半成立。

利用上述引理，我们不难证明

定理３ 在｛ｓｉ｝ｎ１（０≤ｓ１ ＜ … ＜ｓｎ ≤ｌ）处的ｎ个力｛Ｆｉ｝ｎ１ 的作用下，梁的位移的变号数

不超过ｎ－１。

证明 在｛Ｆｉ｝ｎ１ 的作用下，梁的位移是

ｕ（ｘ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＦｉＧ（ｘ，ｓｉ）

而由材料力学［２］ 可知，ｕ（ｘ）满足以下剪力方程

Ｍ′（ｘ）＝ ［ＥＪ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′＝

Ｃ０ （０≤ｘ＜ｓ１）

Ｃｉ （ｓｉ ＜ｘ＜ｓｉ＋１；ｉ＝１，…，ｎ－１）

Ｃｎ （ｓｎ ＜ｘ≤ｌ

烅

烄

烆 ）
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其中Ｃｉ ＝Ｃ０ ＋∑
ｉ

ｊ＝１
Ｆｊ（ｉ＝１，…，ｎ）。上式表明，Ｍ′（ｘ）最多只在外力作用点处改变符号一

次，从而其变号数不超过ｎ。在ｋ１ ＝０＝ｋ２，Ｍ（０）＝０＝Ｍ（ｌ）的情况下，由引理可知 Ｍ（ｘ）

的变号数不超过ｎ－１，ｕ′（ｘ）和ｕ（ｘ）的变号数不超过ｎ和ｎ＋１。但 在ｈ１、ｈ２ 有 限 时，若

ｕ（０）ｕ′（０）＞０，则ｕ（ｘ）的变号数少１；若ｕ（０）ｕ′（０）＜０，因ｕ（０）Ｍ′（０）＜０，Ｍ′（０）Ｍ（０＋）

＞０，那么 Ｍ（０＋）ｕ（０）＞０，则ｕ′（ｘ）及相应的ｕ（ｘ）的变号数也少１。ｘ＝ｌ的情况类似。当

ｈ１、ｈ２ 为 ∞ 时，ｕ（０）或ｕ（ｌ）为０，ｕ（ｘ）的变号数还是各减少１。总之，ｕ（ｘ）的变号数不超过

ｎ－１。证毕。

在证明了以上三个定理以后，仿照文［１］ 即可得到结论：补充定义后的梁的正系统的格

林函数属于振荡核。进而即可推证梁的频谱和模态的一系列基本特性。
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任意支承梁的固有频谱和模态的定性性质

摘 要 确定了任意支承方式 下 欧 拉 梁 横 振 动 时 其 频 谱 和 位 移、转 角、应 变

模态的一些重要特性，阐明了梁的位移模态的充分必要条件。

关键词 任意支承梁 频谱 模态 定性性质

引 言

梁是重要的工程构件之一。梁作横向振动时频谱和模态的定性性质是对梁的频谱和模

态的规律性认识，它是检验实验和计算结果的可靠性的重要依据；也可保证动态设计、结构

修改和振动反问题中给定数据的合理性；又是检验连续系统的离散模型是否合理的一个基

本方面。有鉴于此，许多作者给予结构振动的定性性质以极大的关注。就梁而言，文［１－５］ 尤其

是文［１］ 作了大量卓越的工作。

细长梁振动的模态方程是

［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］″＝ω２
ρ（ｘ）ｕ（ｘ） （０≤ｘ≤ｌ） （１）

式中ｒ（ｘ）＝ＥＪ（ｘ）是梁横截面的抗弯刚度，ρ（ｘ）是梁沿杆轴分布的线密度，ω是圆频

率，ｕ（ｘ）是相应的位移模态函数。梁的支承方式一般地表示为

［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１ｕ（０）＝０＝ ［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２ｕ（ｌ）

ｒ（０）ｕ″（０）－ｋ１ｕ′（０）＝０＝ｒ（ｌ）ｕ″（ｌ）＋ｋ２ｕ′（ｌ）
（２）

此处ｈ１、ｈ２ 是约束梁端线位 移 的 弹 簧 刚 度，ｋ１、ｋ２ 则 是 约 束 梁 端 角 位 移 的 扭 转 弹 簧 刚

度，它们都是非负数。通常所说的梁端支承方式为自由、滑支、铰支和固支，以左端ｘ＝０为

例，分别对应于ｈ１ ＝０＝ｋ１；ｈ１ ＝０，ｋ１ ＝ ∞；ｈ１ ＝ ∞，ｋ１ ＝０和ｈ１ ＝ ∞ ＝ｋ１。

业已证明，欧拉 — 贝努利算子Ｂｕ＝ ［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］″在端条件（２）下是自伴的［１］，因而方

程（１）在端条件（２）下的特征值λ＝ω２ 全是实数。为使上述系统的特征值全是正数，必须且

只须

｛ｈ１＋ｈ２ ＞０，ｋ１＋ｋ２ ＞０｝ 或 ｈ１·ｈ２ ＞０ （３）

称这样的系统为正的欧拉 — 贝努利系统，以下简称梁的正系统。它们不含刚体运动模

态。据此定义，固支 — 自由、固支 — 滑支、固支 — 铰支、两端固支、两端铰支和铰支 — 滑支

梁均属正系统，文［１，２，５］ 证明了包含上述六种梁在内的梁的正系统的格林函数属于振荡核。

 本文原载于《力学学报》１９９７年第５期，原文作者为王其申和王大钧（北京大学力学系）。
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根据振荡核的理论［３］，梁的正系统的频谱和位移模态具有以下基本特征：

１）系统的频率是严格分离的，即有

（０＜）ω０ ＜ω１ ＜ … ＜ωｎ ＜ …

２）设｛φｉ（ｘ）｝∞
０ 是系统的位移模态族，则在区间Ｉ＝ ｛ｘ｜ｘ∈ ［０，ｌ］｝上φｉ（ｘ）（ｉ＝０，１，

…）有且仅有ｉ个节点，从而改变符号ｉ次，记作Ｓφｉ ＝ｉ。

３）相邻两模态φｉ 和φｉ＋１ 的节点彼此相间。

以前的结果未涉及转角、应变模态的规律，更未给出存在刚体运动的梁，包括自由梁这

样的重要系统的结果。本文首先确定了六种静定、超静定梁的转角、弯矩（应变）和剪力模态

的节点规律；接着通过引入共轭梁的概念，导出了存在刚体运动模态的梁的频率的分离性

和各种模态的节点规律；最后采用构造法证明了任意支承梁位移模态的充分必要条件。

一 预备知识

首先给出以下定义和引理。

称ｕ（ｘ－
０）ｕ（ｘ＋

０）＜０的点ｘ０ 为函数ｕ（ｘ）的节点。ｕ（ｘ）在区间Ｉ上的节点的总数称为

ｕ（ｘ）在Ｉ上的节点数，记作Ｓｕ。

引理１ 设ｕ（ｘ）在Ｉ上可微且以｛ξｍ｝ｉ１ 为其顺次节点，则Ｓｕ′ ≥ｉ－１；如果ｕ（０）ｕ′（０）＞
０或ｕ（ｌ）ｕ′（ｌ）＜０，则ｕ′（ｘ）的节点数将至少各增加１。

引理１的前半部分直接由罗尔（Ｒｏｌｌｅ）定理推出。如果ｕ（０）ｕ′（０）＞０，ｕ（ｘ）在（０，ξ１）上

至少有一个极值点，即Ｓｕ′ 至少增加１。同理ｕ（ｌ）ｕ′（ｌ）＜０也使Ｓｕ′ 至少增加１。

ｕ（０）＝０或ｕ（ｌ）＝０时引理１后一半显然也成立。

引理２ 设ｕ′（ｘ）在Ｉ 上 以｛ηｍ｝ｉ１ 为 其 节 点，则Ｓｕ ≤ｉ＋１；如 果ｕ（０）ｕ′（０）＞０或

ｕ（ｌ）ｕ′（ｌ）＜０，则ｕ（ｘ）的节点数将各减少１。

事实上，由罗尔定理并用反证法可知，在子区间（ηｍ，ηｍ＋１）（ｍ＝０，…，ｉ；η０ ＝０，ηｉ＋１ ＝ｌ）

内，ｕ（ｘ）最多只有一个节点，故Ｓｕ ≤ｉ＋１；又当ｕ（０）ｕ′（０）＞０时，ｕ（ｘ）或者从正数单调增

至极大值或者从负数单调降至极小值，即在（０，η１）内不变号。同理当ｕ（ｌ）ｕ′（ｌ）＜０时ｕ（ｘ）

在（ηｉ，ｌ）内不改变符号。

ｕ（０）＝０或ｕ（ｌ）＝０时引理２的后一半也成立。

二 静定、超静定梁的模态的节点数

从以上引理出发，我们不难证明：

性质１ 设φ（ｘ）是 正 的 欧 拉 — 贝 努 利 系 统 的 相 应 于ωｉ 的 位 移 模 态，记 Ｍ（ｘ）＝

ｒ（ｘ）φ″（ｘ），则 Ｍ′（ｘ），Ｍ（ｘ），φ′（ｘ）在Ｉ上的节点数分别满足

ｉ－１＋Δ（ｈ－１
１ ）＋Δ（ｈ－１

２ ）≤ＳＭ′ ≤ｉ＋１－Δ（ｈ１）－Δ（ｈ２） （４）
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ｉ－Δ（ｋ１）－Δ（ｋ２）＋Δ（ｈ－１
１ ）＋Δ（ｈ－１

２ ）≤ＳＭ ≤ｉ＋２－Δ（ｋ１）－Δ（ｋ２）－Δ（ｈ１）－Δ（ｈ２）

（５）

ｉ－１＋Δ（ｈ－１
１ ）＋Δ（ｈ－１

２ ）≤Ｓφ′ ≤ｉ＋１－Δ（ｈ１）－Δ（ｈ２） （６）

其中Δ（０）＝１，而当ｔ≠０时Δ（ｔ）＝０。

事实上，由于φ（ｘ）是相应于ωｉ 的位移模态，则Ｓφ ＝ｉ且φ′（ｘ），Ｍ（ｘ），Ｍ′（ｘ）均连续。

注意到端条件（２），由引理１依次可得（４）—（６）式的左半部分。又因 Ｍ″（ｘ）＝λｉρ（ｘ）φ（ｘ），

故由引理２依次可得（４）—（６）式的右半部分。

由此性质立即可得六种静定、超静定梁的剪力 Ｍ′ｉ，弯矩 Ｍｉ，转角φ′ｉ（ｘ）等模态均有确定

的变号数。具体规律列于表１的第１—６行。而弹性支承梁的模态的节点数与弹簧常数有关。

表１ 任意支承梁相应于非零频率的第ｉ阶模态的节点数

Ｔａｂｌｅ１ Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｎｏｄｅｓｏｆｔｈｅｉｔｈｍｏｄｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｎｏｎｚｅｒｏｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒｂｅａｍｓｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｓｕｐｐｏｒｔｓ

Ｔｙｐｅｏｆｓｕｐｐｏｒｔｓ ｈ１ ｋ１ ｈ２ ｋ２ ＳＭ′ ＳＭ Ｓφ′ Ｓφ

ｆｉｘｅｄ－ｆｒｅｅ ∞ ∞ ０ ０ ｉ ｉ ｉ ｉ

ｆｉｘｅｄ－ｓｌｉｄｉｎｇ ∞ ∞ ０ ∞ ｉ ｉ＋１ ｉ ｉ

ｆｉｘｅｄ－ｐｉｎｎｅｄ ∞ ∞ ∞ ０ ｉ＋１ ｉ＋１ ｉ＋１ ｉ

ｆｉｘｅｄ－ｆｉｘｅｄ ∞ ∞ ∞ ∞ ｉ＋１ ｉ＋２ ｉ＋１ ｉ

ｐｉｎｎｅｄ－ｐｉｎｎｅｄ ∞ ０ ∞ ０ ｉ＋１ ｉ ｉ＋１ ｉ

ｐｉｎｎｅｄ－ｓｌｉｄｉｎｇ ∞ ０ ０ ∞ ｉ ｉ ｉ ｉ

ｆｒｅｅ－ｐｉｎｎｅｄ ０ ０ ∞ ０ ｉ ｉ－１ ｉ ｉ

ｆｒｅｅ－ｓｌｉｄｉｎｇ ０ ０ ０ ∞ ｉ－１ ｉ－１ ｉ－１ ｉ

ｆｒｅｅ－ｆｒｅｅ ０ ０ ０ ０ ｉ－１ ｉ－２ ｉ－１ ｉ

ｓｌｉｄｉｎｇ－ｓｌｉｄｉｎｇ ０ ∞ ０ ∞ ｉ－１ ｉ ｉ－１ ｉ

注：当栏中数为负数时对应刚体运动模态。

设｛ξｍ｝ｉ１ 是φｉ（ｘ）在Ｉ上的顺次节点，则由性质１可得以下推论。首先（６）式清楚地显示：

性质２ 自由或滑支端的存在将使φ′ｉ（ｘ）的节点数减少１。于是当梁左端（ｘ＝０）自由

或滑支时，有

φ（０）φ′ｉ（ｘ）＜０ （０≤ｘ≤ξ１） （７）

当梁右端（ｘ＝ｌ）自由或滑支时，有

φ（ｌ）φ′ｉ（ｘ）＞０ （ξｉ ＜ｘ≤ｌ；ｉ＝１，２，…） （８）

对基模态，（７）、（８）两式的成立范围是（０＜ｘ＜ｌ）。

性 质３ 对于表１中的各种梁，位移模态φｉ 和转角模态φ′ｉ，φ′ｉ 和弯矩模态Ｍｉ，Ｍｉ 和剪

力模态 Ｍ′ｉ 的节点彼此相间。
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事实上，由表１的节点数和罗尔定理即可得到上述性质。

性质４ 这些模态的极大值处振幅为正，极小值处振幅为负。例如，如φ′ｉ（ηｍ）＝０，则有

Ｍｉ（ηｍ）≠０，且φｉ（ηｍ）Ｍｉ（ηｍ）＜０。

三 存在刚体运动模态的梁的定性性质

为了确定这类梁的振动的基本特性，和离散模型一样［４］，我们引入共轭梁的概念。记

珔ｕ（ｘ）＝Ｍ（ｘ）＝ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ） （９）

则方程（１）可改写为

［ｒ（ｘ）珔ｕ″（ｘ）］″＝λρ珔ｕ（ｘ） （１０）

它可视为定义在区间［０，ｌ］上，具有参数

ｒ（ｘ）＝ρ－１（ｘ） ρ（ｘ）＝ｒ－１（ｘ）

的某种“梁”的模态方程，称此“梁”为原梁的共轭梁，共轭梁的“位移”模态就是原梁的弯矩

模态。

在变换（９）下，因有

珔ｕ″（ｘ）＝λρ（ｘ）ｕ（ｘ）， ［ｒ（ｘ）珔ｕ″（ｘ）］′＝λｕ′（ｘ）

所以原梁与共轭梁的支承方式及各种模态之间存在如下对应关系：

原梁 固支 铰支 滑支 自由 位移 转角 弯矩 剪力

共轭梁 自由 铰支 滑支 固支 弯矩 剪力 位移 转角

由此即得三种存在刚体运动模态梁的如下特性：

１）自由 — 铰支和自由 － 滑支梁，它们的共轭梁就是固支 — 铰支和固支 — 滑支梁。所

以其非零频率是分离的：０＝ω０ ＜ω１ ＜ … ＜ωｎ ＜ …；相应于ωｉ 的弯矩模态在Ｉ上有确定

的节点数ｉ－１。其剪力、位移、转角模态均有确定的节点数，具体规律列于表１中７、８两行。

２）两端自由梁，它的共轭梁是两端固支梁。其非零频率是分离的：０＝ω０ ＝ω１ ＜ … ＜
ωｎ ＜ …；相应于ωｉ（ｉ＝２，３，…）的弯矩模态在Ｉ上有确定的节点数ｉ－２。其模态的变号数

列于表１第９行。

３）对两端滑支梁，改写方程（１）为

［ｒ（ｘ）ｖ′（ｘ）］′＝Ｑ（ｘ） （ｖ（ｘ）＝ｕ′（ｘ）） （１１）

［ρ－１（ｘ）Ｑ′（ｘ）］′＝λｖ（ｘ） （１２）

相应的端界条件可表示为

ｖ（０）＝０＝ｖ（ｌ）， Ｑ（０）＝０＝Ｑ（ｌ） （１３）

注意到（１１）、（１２）式的左端正好是斯图谟 — 刘维尔算子，在端条件（１３）下都是正的自
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伴算子。记其格林函数分别为Ｇ１（ｘ，ｓ）和Ｇ２（ｘ，ｓ），那么方程

［ρ－１（ｘ）（ｒ（ｘ）ｖ′（ｘ））″］′＝λｖ（ｘ） （１４）

在端条件（１３）下的格林函数则是

Ｇ（ｘ，ｓ）＝∫
ｌ

０
Ｇ１（ｘ，ｔ）Ｇ２（ｔ，ｓ）ｄｔ （１５）

因为Ｇ１（ｘ，ｓ），Ｇ２（ｘ，ｓ）都是振荡核［１，３］，通过引入核Ｇ（ｘ，ｓ）的ｐ重相伴核并应用文［１］

中相伴核的性质定理８．９．１，即可证明Ｇ（ｘ，ｓ）也是振荡核［３］，进而推得两端滑支梁的基本

振动特性是：１）非零频率是严格分离的，即０＝ω０ ＜ω１ ＜ … ＜ωｎ ＜ …；２）相应于ωｉ（ｉ＝
１，２，…）的转角模态φ′ｉ（ｘ）在Ｉ上有确定的节点数ｉ－１；３）鉴于引理１，２的成立与系统是

否为正无关，故从性质２）出发，仿照性质１的推理，同样可知两端滑支梁的弯矩、剪力、位移

模态均有确定的节点数，结果列于表１第１０行。

四 梁的位移模态的充分必要条件

性质４ 表１所列的１０种梁的位移模态的充分必要条件是：１０ 满足相应的端条件；２０ 至

少存在三阶连续导数；３０
φｉ（ｘ）和φ″ｉ（ｘ）有如表１所列的节点数。

条件的必要性已于上述，我们采用构造法来证明条件的充分性。即设有满足上述条件

２０ 和表１所列１０种端条件之一的函数ｕ（ｘ），当ｕ和ｕ″在Ｉ上的节点数也满足表１的相应要

求时，存在某一真实梁（不是唯一的），此梁以ｕ（ｘ）作为自己的第ｉ（＝Ｓｕ）阶位移模态。

记ｕ（ｘ），ｕ″（ｘ）的顺序节点为｛ξｍ｝ｉ１，｛ｘｍ｝Ｎ２Ｎ１
，这里 Ｎ１ 取０（固定端）、１（铰支和滑支）或

２（自由端），Ｎ２ 取ｉ＋１（固定端）、ｉ（铰支和滑支）或ｉ－１（自由端）。在区间［ｘｋ，ｘｋ＋１］（ｋ＝
Ｎ１，…，Ｎ２－１）内把运动方程（１）积分两次有

ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）＝ｒ（ｘｋ）ｕ（ｘｋ）（ｘ－ｘｋ）＋λ∫
ｘ

ｘｋ
ｄｚ∫

ｚ

ｘｋ
ρ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ （１６）

记ｘ′ｋ ＝ ｍｉｎ（ｘｋ，ξｋ），ｘ″ｋ ＝ ｍａｘ（ｘｋ，ξｋ），因有

ｕ″（ｘ）ｕ（ｘｋ）＞０，（ｘｋ ＜ｘ＜ｘｋ＋１）

ｕ″（ｘ）ｕ（ｘ）＜０，（ｘ″ｋ ＜ｘ＜ｘ′ｋ＋１）

ｕ″（ｘ）ｕ（ｘ）＞０，（ｘ′ｋ ＜ｘ＜ｘ″ｋ 或ｘ′ｋ＋１ ＜ｘ＜ｘ″ｋ＋１）

为获得正函数ｒ（ｘ），可分四种情况选取ρ（ｘ）：

ａ）当ξｋ ≤ｘｋ ≤ｘｋ＋１ ≤ξｋ＋１ 时，可取

ρ（ｘ）＝ｄｋ （ｘｋ ＜ｘ≤ｘｋ＋１）

ｂ）当ｘｋ ＜ξｋ ＜ｘｋ＋１ ≤ξｋ＋１ 时，可取

ρ（ｘ）＝
εｋ１ｄｋ （ｘｘ ＜ｘ＜ξｋ）

ｄｋ （ξｋ ≤ｘ≤ｘｋ＋１

烅
烄

烆 ）
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ｃ）当ξｋ ≤ｘｋ ＜ξｋ＋１ ＜ｘｋ＋１ 时，可取

ρ（ｘ）＝
ｄｋ （ｘｘ ＜ｘ≤ξｋ＋１）

εｋ２ｄｋ （ξｋ＋１ ＜ｘ≤ｘｋ＋１

烅
烄

烆 ）

ｄ）当ｘｋ ＜ξｋ ＜ξｋ＋１ ＜ｘｋ＋１ 时，可取

ρ（ｘ）＝

εｋ１ｄｋ （ｘｘ ＜ｘ≤ξｋ）

ｄｋ （ξｋ ＜ｘ≤ξｋ＋１）

εｋ２ｄｋ （ξｋ＋１ ＜ｘ≤ｘｋ＋１

烅

烄

烆 ）

这里ｄｋ，εｋ１，εｋ２ 都是待调节的正常数。对于这样选取的ρ（ｘ），在以上四种情况下，函数

Ｆ（ｘ）＝λ∫
ｘ

ｘｋ
ｄｚ∫

ｚ

ｘｋ
ρ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ （１７）

的图形如图１（ａ）～ （ｄ）所示。图中假定ｕ（ｘｋ）＜０。在相反的情况下图形特征不变，只是正

好反向。因Ｆ（ｘ），Ｆ′（ｘ）均正比于ｄｋ，故只要取εｋ１，εｋ２ 足够小并适当调节ｄｋ，即可做到

（d）（c）

（b）（a）
孜i xi xi+1

孜i xi xi+1孜i+1 孜i
xi xi+1孜i+1

孜i
xi xi+1 孜i+1

图１

ｒ（ｘｋ）ｕ（ｘｋ）（ｘｋ＋１－ｘｋ）＋Ｆ（ｘｋ＋１）＝０

ｒ（ｘ）＝ ［ｒ（ｘｋ）ｕ（ｘｋ）（ｘ－ｘｋ）＋Ｆ（ｘ）］／ｕ″（ｘ）＞０（ｘｋ ＜ｘ＜ｘｋ＋１） （１８）

ｒ（ｘｋ＋１）＝ ［ｒ（ｘｋ）ｕ（ｘｋ）＋Ｆ′（ｘｋ＋１）］／ｕ（ｘｋ＋１）＞０ （１９）

以上讨论不仅适用于ｋ＝Ｎ１，…，Ｎ２－１的区段，也完全适用于ｕ″（ｘ）的最后一个同号

段［ｘＮ２
，１］。同样当梁的左端（ｘ＝０）自 由 或 铰 支 时，以 上 讨 论 还 适 用 于［０，ｘＮ１

］段（这 时

ｒ（０）可取任意正数）。只当梁的左端滑支或固支时需另行讨论。

当梁左端（ｘ＝０）滑支时，（１）式的积分形式是

ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）＝ｒ（０）ｕ″（０）＋λ∫
ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ρ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ （２０）

这时ｕ″（０）ｕ（ｘ）＜０（０≤ｘ≤ｘ１），故只要按上面的情况ａ或ｃ选取ρ（ｘ），则函数

ｆ（ｘ）＝λ∫
ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ρ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ （２１）
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的图形如图１（ａ）或（ｃ）所示，而Ａ＝ｒ（０）ｕ″（０）是常数。这样只要取ε０２ 足够小并适当选取ｄ０

即有

Ａ＋ｆ（ｘ１）＝０

ｒ（ｘ）＝ ［Ａ＋ｆ（ｘ）］／ｕ″（ｘ）＞０ （０＜ｘ＜ｘ１） （２２）

ｒ（ｘ１）＝ｆ′（ｘ１）／ｕ（ｘ１）＞０ （２３）

孜1x0O

-Bx

图２

当梁左端固支时，式（１）的积分形式是

ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）＝Ａ＋Ｂｘ＋ｆ（ｘ）

此时ｕ″（０）ｕ（ｘ）＞０（０＜ｘ＜ｘ０）；ｕ″（０）ｕ（ｘ０）＜０，取

ρ（ｘ）＝ｄ－１（０≤ｘ≤ｘ０），ｒ（０）取任意正数，选取ｒ′（０）以使

Ｂ＝ ［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝０ 与Ａ 异号，则Ａ＋ｆ（ｘ）与 －Ｂｘ 的图

形如图２所示，可见调节ｄ－１ 就可做到

Ａ＋Ｂｘ０＋ｆ（ｘ０）＝０

ｒ（ｘ）＝ ［Ａ＋Ｂｘ＋ｆ（ｘ）］／ｕ″（ｘ）＞０ （０＜ｘ＜ｘ０）

ｒ（ｘ０）＝ ［Ｂ＋ｆ′（ｘ０）］／ｕ（ｘ０）＞０

我们获得了整个梁段上的正的ｒ（ｘ）。至此性质４得证。

五 结 束 语

以上我们获得了梁作横振动时频谱和模态的一系列定性性质。需要指出的是，因为梁

的弯曲应力、应变与弯矩成正比，所以文中获得的有关弯矩模态的定性性质同样适用于应

力和应变模态。
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静定、超静定梁的柔度系数和格林函数

摘 要 本文导出了左端固支右端自由、滑支、铰支、固支以及左端铰支右端铰

支、滑支这六种梁的柔度系数和相应的格林函数，验证了二者之间的极限关系。

关键词 杆 梁 柔度系数 格林函数

一 引 言

无论是对梁的平衡问题，还是对梁的振动问题，柔度系数和格林函数都是两个重要的

概念，不过它们分属于离散系统和连续系统。柔度系数和格林函数之间的关系如何？就物理

意义而言，后者应为前者的极限形式，前者则是后者的离散近似。但从数学上严格证明这一

结论，则尚属少见。此前，笔者曾在文［１］中证明过两种常见梁 ——— 悬臂梁和简支梁的差分柔

度系数当差分点无限增多且所有差分步长一致趋于０时确以相应的格林函数为极限。作者

在本文中将扩大以上成果，导出了固支 — 自由、固支 — 滑支、固支 — 铰支、两端固支、两端

铰支及铰支 — 滑支等六种静定、超静定梁的柔度系数和格林函数，并验证了它们之间的极

限关系。

二 静定、超静定梁的格林函数

长为ｌ，线密度为ρ（ｘ）、抗弯刚度为ｒ（ｘ）＝ＥＩ（ｘ）的Ｅｕｌｅｒ梁的横振动方程是

［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］″＝ω２
ρ（ｘ）ｕ（ｘ） （０≤ｘ≤ｌ） （１）

端点支承条件可以统一表示为

［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１ｕ（０）＝０＝ ［ｒ（ｘ）ｕ″（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２ｕ（ｌ） （２）

ｒ（０）ｕ″（０）－ｋ１ｕ′（０）＝０＝ｒ（ｌ）ｕ″（ｌ）＋ｋ２ｕ′（ｌ） （３）

式中ω是圆频率，ｈ１、ｈ２ 是约束梁端线位移的拉伸弹簧刚度，ｋ１、ｋ２ 是约束梁端角位移的

扭转弹簧刚度，它们均为正数。［２］ 已证明，当

｛ｋ１＋ｋ２ ＞０，ｈ１＋ｈ２ ＞０｝ 或 ｈ１ｈ２ ＞０ （４）

时，系统为正的 ＥｕｌｅｒＢｅｌｌｏｗｎｉ系统。当ｋｉ、ｈｉ 取不同组合时，梁的正系统包括以下六种：

固支 — 自由梁 ｋ１ ＝ｈ１ ＝ ∞，ｋ２ ＝ｈ２ ＝０；

 本文原载于《安庆师范学院学报》１９９８年第２期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。
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固支 — 滑支梁 ｋ１ ＝ｈ１ ＝ ∞，ｋ２ ＝ ∞，ｈ２ ＝０；

固支 — 铰支梁 ｋ１ ＝ｈ１ ＝ ∞，ｋ２ ＝０，ｈ２ ＝ ∞；

固支 — 固支梁 ｋ１ ＝ｈ１ ＝ ∞，ｋ２ ＝ ∞，ｈ２ ＝ ∞；

铰支 — 铰支梁 ｋ１ ＝ｋ２ ＝０，ｈ１ ＝ｈ２ ＝ ∞
铰支 — 滑支梁 ｋ１ ＝０，ｈ１ ＝ ∞，ｋ２ ＝ ∞，ｈ２ ＝０。

为了寻求上述六种梁的格林函数，我们只要在端条件（２）、（３）下求解如下方程

［ｒ（ｘ）Ｇ″（ｘ，ｓ）］″＝δ（ｘ－ｓ） （０≤ｘ、ｓ≤ｌ） （５）

积分一次有

［ｒ（ｘ）Ｇ″（ｘ，ｓ）］′＝
Ｃ１ （ｘ＜ｓ）

１＋Ｃ１ （ｘ＞ｓ
烅
烄

烆 ）
（６）

此式表明，所谓格林函数，就是在梁上ｓ点作用一个单位集中力而形成的梁的静位移。继续

积分三次有

Ｇ（ｘ，ｓ）＝
∫

ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

Ｃ１ｔ＋Ｃ２

ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ６ （ｘ＜ｓ）

∫
ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

（Ｃ１＋１）ｔ＋Ｃ３

ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ５ｘ＋Ｃ７ （ｘ＞ｓ
烅

烄

烆
）

（７）

由ｘ＝ｓ处位移、转角、弯矩的连续性条件求得

Ｃ３ ＝Ｃ２－ｓ，Ｃ５ ＝Ｃ４－∫
ｓ

０

ｔ－ｓ
ｒ（ｔ）ｄｔ

，Ｃ７ ＝Ｃ６－∫
ｓ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

ｔ－ｓ
ｒ（ｔ）ｄｔ

这样

Ｇ（ｘ，ｓ）＝
∫

ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

Ｃ１ｔ＋Ｃ２

ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ６ （ｘ＜ｓ）

∫
ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

Ｃ１ｔ＋Ｃ２

ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ６＋∫
ｘ

ｓ
ｄｚ∫

ｚ

ｓ

ｔ－ｓ
ｒ（ｔ）ｄｔ

（ｘ＞ｓ
烅

烄

烆
）

（８）

采用分部积分消除中间变量ｚ有

Ｇ（ｘ，ｓ）＝
∫

ｘ

０

（ｘ－ｔ）（Ｃ１ｔ＋Ｃ２）
ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ６ （ｘ＜ｓ）

∫
ｘ

０

（ｘ－ｔ）（Ｃ１ｔ＋Ｃ２）
ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ６＋∫

ｘ

ｓ

（ｘ－ｔ）（ｔ－ｓ）
ｒ（ｔ） ｄｔ （ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

（９）

下面，根据具体端条件来求得积分常数。

ａ）固支 — 自由梁，容易求得

Ｃ４ ＝Ｃ６ ＝０， Ｃ１ ＝－１， Ｃ２ ＝ｓ
于是

Ｇ（ｃｆ）（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ （１０）
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ｂ）固支 — 滑支梁，它的积分常数是

Ｃ４ ＝Ｃ６ ＝０， Ｃ１ ＝－１， Ｃ２ ＝ｓ－∫
ｓ

０

ｓ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ／∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

于是

Ｇ（ｃｓ）（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ

·∫
ｓ

０

ｓ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ／∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

（１１）

ｃ）固支 — 铰支梁，它的积分常数是

Ｃ４ ＝Ｃ６ ＝０， Ｃ１ ＝－１＋∫
ｓ

０

（ｌ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ／∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ，

Ｃ２ ＝ｓ－ｌ∫
ｓ

０

（ｌ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ／∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ

代入有

Ｇ（ｃｐ）（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

ｘ

０

（ｌ－ｔ）（ｘ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ

·∫
ｓ

０

（ｌ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ／∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ

（１２）

ｄ）两端固支梁，它的积分常数满足

Ｃ４ ＝Ｃ６ ＝０

（Ｃ１＋１）∫
ｌ

０

ｌ－ｔ
ｒ（ｔ）ｔｄｔ＋（Ｃ２－ｓ）∫

ｌ

０

ｌ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｓ

０

（ｌ－ｔ）（ｔ－ｓ）
ｒ（ｔ） ｄｔ

（Ｃ１＋１）∫
ｌ

０

ｔｄｔ
ｒ（ｔ）＋

（Ｃ２－ｓ）∫
ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）＝∫

ｓ

０

ｔ－ｓ
ｒ（ｔ）ｄｔ

这样有

Ｇ（ｃｃ）（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

ｘ

０

ｔ（ｘ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ∫

ｓ

０

ｔ（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ）ｄｔ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ［ ·

　∫
ｓ

０

ｓ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ∫

ｌ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｘ

０

ｔ（ｘ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ∫

ｓ

０

ｓ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ∫

ｓ

０

ｔ（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ）ｄ（ ）ｔ∫

ｌ

０

ｔｄｔ
ｒ（ｔ ］）／Δ （１３）

式中，Δ＝∫
ｌ

０

ｔ２

ｒ（ｔ）ｄｔ
·∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｌ

０

ｔ
ｒ（ｔ）ｄ（ ）ｔ

２

ｅ）两端铰支梁，它的积分常数满足

Ｃ２ ＝Ｃ６ ＝０， （Ｃ１＋１）ｌ－ｓ＝０

∫
ｌ

０

（ｌ－ｔ）Ｃ１ｔ
ｒ（ｔ） ｄｔ＋Ｃ４ｌ＋∫

ｌ

ｓ

（ｌ－ｔ）（ｔ－ｓ）
ｒ（ｔ） ｄｔ＝０

故有
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Ｇ（ｐｐ）（ｘ，ｓ）＝

ｘｓ
ｌ２∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ－ｌ－ｓ

ｌ∫
ｘ

０

ｔ（ｘ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－ｘ

ｌ∫
ｓ

０

（ｌ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ（ｘ＜ｓ）

ｘｓ
ｌ２∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ－ｌ－ｘ

ｌ∫
ｓ

０

ｔ（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ）ｄｔ－ｓ

ｌ∫
ｘ

０

（ｌ－ｔ）（ｘ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

（１４）

ｆ）铰支 — 滑支梁，它的积分常数是

Ｃ２ ＝Ｃ６ ＝０， Ｃ１ ＝－１， Ｃ４ ＝∫
ｓ

０

ｔｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｌ

ｓ

ｓｄｔ
ｒ（ｔ）

相应的格林函数就是

Ｇ（ｐｓ）（ｘ，ｓ）＝

ｘｓ∫
ｌ

ｓ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋ｘ∫

ｓ

ｘ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）

（ｘ＜ｓ）

ｘｓ∫
ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋ｓ∫

ｘ

ｓ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｓ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）

（ｘ＞ｓ
烅

烄

烆
）

（１５）

三 静定、超静定梁的差分柔度系数

由方程（１）—（３）所描述的Ｅｕｌｅｒ梁，在二阶中心差分格式下，可以化为图１所示的质点

— 弹簧 — 刚杆系统［３］。上节所述六种梁的离散系统运动方程可以统一表示为

Ａｕ＝ＥＴＬ－１ＥＫＥＴＬ－１Ｅｕ＝λＭｕ （１６）

茁１

k0

m0

h1 m1

k1

k2

m2

k3

m3

kn-2

mn-2

mn-1

kn-1

mn

kn

h2

茁2

图１ 与梁的差分离散模型等价的弹簧 ─ 质点 ─ 刚杆系统

式中λ＝ω２（圆频率的平方）是特征值，Ｌ＝ｄｉａｇ（ｌ１，…，ｌＮ＋１），Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ０，…，ｋＮ），

Ｅ＝

１ －１

１ －１

 

１ －１

１ －

熿

燀

燄

燅１ Ｎ×（Ｎ＋１）

ｕ＝ （ｕ１，…，ｕＮ）Ｔ 是系统的位移矢量。记

Ａ＝ ｛ａｉｊ｝Ｎ＋１
１ ＝ＥＴＬ－１ＥＫＥＴＬ－１Ｅ

６５ 弹性动力学的几个专题



Ａ１ ＝ ｛ａｉｊ｝Ｎ＋１
２ ，ＡＮ ＝ ｛ａｉｊ｝Ｎ１ ，Ａ１Ｎ ＝ ｛ａｉｊ｝Ｎ２

则上节所述六种梁的刚度矩阵分别是

固支 — 自由梁 Ａ（ｃｆ）＝Ａ１｜ＫＮ＝０ 固支 — 固支梁 Ａ（ｃｃ）＝Ａ１Ｎ

固支 — 滑支梁 Ａ（ｃｓ）＝Ａ１ 铰支 — 铰支梁 Ａ（ｐｐ）＝Ａ１Ｎ｜ｋ０＝ｋＮ＝０

固支 — 铰支梁 Ａ（ｃｐ）＝ＡＮ｜ｋＮ＝０ 铰支 — 滑支梁 Ａ（ｐｓ）＝Ａ１｜ｋ０＝０

容易验证，ｄｅｔＡ１Ｎ ＞０，当ｋ０＋ｋＮ ＞０时ｄｅｔＡ１ ＞０，ｄｅｔＡＮ ＞０。这样，它们均可逆且其逆

正是我们需要的柔度矩阵。为了求出以上六种梁的柔度系数，除了我们已在文［１］ 中讨论过

的悬臂梁和简支梁外，下面分两种办法导出其余４种梁的柔度系数。

１）对固支 — 滑支梁，直接求逆给出：

Ｒ（ｃｓ）＝ＦＴＬ（ＥＫＥＴ）－１ＬＦ

这里

Ｆ＝

１ １ １ … １ １

１ １ … １ １

…

１ １

熿

燀

燄

燅１

（ＥＫＥＴ）－１ 正好是文［１］ 中两端固定杆的柔度矩阵，利用文［１］ 的结果马上给出：

ｒ（ｃｓ）
ｉｊ ＝

∑
ｉ－１

ｎ＝１
ｌｎ ∑

ｎ

ｍ＝１
ｌｍ∑

ｍ－１

ｐ＝０
ｋ－１

ｐ ∑
Ｎ

ｑ＝ｎ
ｋ－１

ｑ ＋ ∑
ｉ

ｍ＝ｎ＋１
ｌｍ∑

ｎ－１

ｐ＝０
ｋ－１

ｐ ∑
Ｎ

ｑ＝ｍ
ｋ－１［｛ ］ｑ

＋∑
ｊ

ｎ＝ｉ
ｌｎ∑

ｎ

ｍ＝１
ｌｍ∑

ｍ－１

ｐ＝０
ｋ－１

ｐ ∑
Ｎ

ｑ＝ｎ
ｋ－１｝ｑ ∑

Ｎ

ｒ＝０
ｋ－１

ｒ （ｉ≤ｊ）

∑
ｊ

ｎ＝１
ｌｎ ∑

ｎ

ｍ＝１
ｌｍ∑

ｍ－１

ｐ＝０
ｋ－１

ｐ ∑
Ｎ

ｑ＝ｎ
ｋ－１

ｑ ＋ ∑
ｉ

ｍ＝ｎ＋１
ｌｍ∑

ｎ－１

ｐ＝０
ｋ－１

ｐ ∑
Ｎ

ｑ＝ｍ
ｋ－１［ ］ｑ ∑

Ｎ

ｒ＝０
ｋ－１

ｒ （ｉ＞ｊ

烅

烄

烆
）

（１７）

类似地，对于固支 — 滑支梁，有

Ｒ（ｐｓ）＝ＦＴＬ（珚ＥＴ珚Ｋ珚Ｅ）－１ＬＦ

其中，珚Ｅ是Ｅ 划去最后一列所得的方阵，珚Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，…，ｋＮ），（珚ＥＴ珚Ｋ珚Ｅ）－１ 正好是文［１］中固定

— 自由杆的柔度矩阵。于是，直接计算给出

ｒ（ｐｓ）
ｉｊ ＝

∑
ｉ

ｎ＝１
ｌｎ ｌ１ｎ∑

Ｎ

ｐ＝ｎ
ｋ－１

ｐ ＋ ∑
ｉ

ｍ＝ｎ＋１
ｌｍ∑

Ｎ

ｐ＝ｍ
ｋ－１［ ］ｐ ＋ ∑

ｊ

ｎ＝ｉ＋１
ｌｎｌ１ｉ∑

Ｎ

ｐ＝ｎ
ｋ－１

ｐ （ｉ≤ｊ）

∑
ｊ

ｎ＝１
ｌｎ ｌ１ｎ∑

Ｎ

ｐ＝ｎ
ｋ－１

ｐ ＋ ∑
ｉ

ｍ＝ｎ＋１
ｌｍ∑

Ｎ

ｐ＝ｍ
ｋ－１［ ］ｐ （ｉ＞ｊ

烅

烄

烆
）

（１８）
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２）对固支 — 铰支梁和两端固支梁，可用数学归纳法证明其柔度系数分别是

ｒ（ｃｐ）
ｉｊ ＝ ∑

α

ｎ＝１
ｌｎｉｌｎｊｋ－１

ｎ－１－∑
ｉ

ｎ＝１
ｌｎｉｌｎＮｋ－１

ｎ－１·∑
ｊ

ｎ＝１
ｌｎｊｌｎＮｋ－１

ｎ－１ ∑
Ｎ

ｎ＝１
ｌ２

ｎＮｋ－１
ｎ－１ （１９）

ｒ（ｃｃ）
ｉｊ ＝ ∑

α

ｎ＝１
ｋ－１

ｎ－１∑
Ｎ

ｐ＝β＋１
ｋ－１

ｐ ∑
α

ｑ＝ｎ
ｌ２

ｎｑｌｉ＋１，ｐｌｊ＋１，ｐｋ－１
ｑ ＋ ∑

β－１

ｑ＝α＋１
ｌｍｌｎｑｌｑ＋１，ｐｌｊ＋１，ｐｋ－１（［ ｑ

＋∑
ｐ－１

ｑ＝β

ｌｎｉｌｎｊｌ２
ｑ＋１，ｐｋ－１）］ｑ ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｋ－１

ｎ－１∑
ｎ

ｍ＝１
ｌ２

ｍｎｋ－１
ｍ－１ （２０）

以上几式中，α＝ ｍｉｎ（ｉ，ｊ），β＝ ｍａｘ（ｉ，ｊ），ｌｓｔ ＝ ∑
ｔ

ｎ＝ｓ
ｌｎ。

为了证明（１９）、（２０）式的正确性，以（１９）式为例对离散系统的自由度数 Ｎ 做归纳法证

明如下：

首先，令 Ｎ ＝３，即对只有两个质点运动的固支 — 铰支梁，其刚度矩阵是

Ａ（ｃｐ）
３ ＝

ｋ０

ｌ２
１
＋ｋ１

１
ｌ１

＋１
ｌ（ ）２

２

＋ｋ２

ｌ２
２

－ｋ１

ｌ２

１
ｌ１

＋１
ｌ（ ）２

－ｋ２

ｌ２

１
ｌ２

＋１
ｌ（ ）３

－ｋ１

ｌ２

１
ｌ１

＋１
ｌ（ ）２

－ｋ２

ｌ２

１
ｌ２

＋１
ｌ（ ）３

ｋ１

ｌ２
２
＋ｋ１

１
ｌ２

＋１
ｌ（ ）

烄

烆

烌

烎３

易于算得

ｄｅｔＡ（ｃｐ）
３ ＝ｋ０ｋ１ｋ２

ｌ２
１ｌ２

２ｌ２
３

ｌ２
３

ｋ２
＋ｌ２

２３

ｋ１
＋ｌ２

１３

ｋ（ ）０
（２１）

ｒ（ｃｐ）
３，１１ ＝ｌ２

１ｋ－１
０ －ｌ２

１ｋ－１
０ ·ｌ２

１３ｋ－１
０ ∑

３

ｎ＝１
ｌ２

ｎ３ｋ－１
ｎ－１

ｒ（ｃｐ）
３，１２ ＝ｒ（ｃｐ）

３，２１ ＝ｌ１ｌ３ｋ－１
０ （ｌ１２ｌ３ｋ－１

２ ＋ｌ１ｌ２３ｋ－１
１ ）∑

３

ｎ＝１
ｌ２

ｎ３ｋ－１
ｎ－１

＝ｌ１ｌ１２ｋ－１
０ －（ｌ１２ｌ１３ｋ－１

０ ＋ｌ２ｌ２３ｋ－１
１ ）ｌ１ｌ１３Ｋ－１

０ ∑
３

ｎ＝１
ｌ２

ｎ３ｋ－１
ｎ－１

ｒ（ｃｐ）
３，２２ ＝ｌ２

３（ｌ２
２ｋ－１

１ｋ－１
２ ＋ｌ２

１２ｋ－１
０ｋ－１

２ ＋ｌ２
１ｋ－１

０ｋ－１
１ ）∑

３

ｎ＝１
ｌ２

ｎ３ｋ－１
ｎ－１

＝ｌ２
１２ｋ－１

０ ＋ｌ２
２ｋ－１

１ －（ｌ１２ｌ１３ｋ－１
０ ＋ｌ２ｌ２３ｋ－１

１ ）２ ∑
３

ｎ＝１
ｌ２

ｎ３ｋ－１
ｎ－１

完全符合（１９）式。现在假定（１９）式以及

ｄｅｔＡ（ｃｐ）
Ｎ ＝ｋ０…ｋＮ－１

ｌ２
１ｌ２

２…ｌ２
Ｎ ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｌ２

ｎＮｋ－１
ｎ－１ （２２）

对Ｎ 个差分区段的情况成立，我们来证明当差分区段为Ｎ＋１时（１９）、（２２）式仍成立。

注意到固支 — 铰支梁与两端铰支梁的刚度矩阵的差别仅在于ｋ０ ≠０，由此有

ｄｅｔＡ（ｃｐ）
Ｎ＋１ ＝ｄｅｔＡ（ｐｐ）

Ｎ＋１ ＋ｋ０

ｌ２
１
ｄｅｔ珚Ａ（ｃｐ）

Ｎ
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此处珚Ａ（ｃｐ）
Ｎ 是差分段为Ｎ ＋１的系统截去ｌ１ 段后所得系统的刚度矩阵，故

ｄｅｔＡ（ｃｐ）
Ｎ＋１ ＝ ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１ｌ２

２…ｌ２
Ｎ＋１

ｌ２
１，Ｎ＋１＋ｋ０

ｌ２
１
·ｋ１…ｋＮ

ｌ２
２…ｌ２

Ｎ ∑
Ｎ

ｎ＝２

ｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
＝ｋ０ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１ｌ２

２…ｌ２
Ｎ ∑

Ｎ＋１

ｎ＝１

ｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１

此式也可以把它看作是具有Ｎ＋１个差分区段的固支 — 自由梁的刚度矩阵的右下角最

末一个元素的代数余子式而得到，即

ｄｅｔＡ（ｃｐ）
Ｎ＋１ ＝ （Ａ（ｃｆ）

Ｎ＋１）Ｎ＋１，Ｎ＋１

完全类似的有

Ａ（ｃｐ）
Ｎ＋１，ｉｊ ＝Ａ（ｐｐ）

Ｎ＋１，ｉｊ ＋ｋ０

ｌ２
１

珚Ａ（ｃｐ）
Ｎ，ｉ－１，ｊ－１

此处第一个下标表示差分区段数，第二、三个下标才是相应元素的行、列号。由两端铰

支梁的柔度系数公式［１］ 有

Ａ（ｐｐ）
Ｎ＋１，ｉｊ ＝ｒ（ｐｐ）

Ｎ＋１，ｉｊ·ｄｅｔＡ（ｐｐ）
Ｎ＋１

＝ ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１…ｌ２

Ｎ＋１
∑
α

ｎ＝２

ｌ２
１，ｎ－１ｌｉ＋１，Ｎｌｊ＋１，Ｎ

ｋｎ－１
＋ ∑

β

ｎ＝α＋１

ｌ１αｌ１，ｎ－１ｌｎ，Ｎ＋１ｌβ＋１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
＋ ∑

Ｎ＋１

ｎ＝β＋１

ｌ１ｉｌ１ｊｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
（ ）１

而由归纳法假设有

ｋ０

ｌ２
１

珚Ａ（ｃｐ）
Ｎ，ｉ－１，ｊ－１ ＝ｋ０

ｌ２
１
·ｋ１…ｋＮ

ｌ２
２…ｌ２

Ｎ＋１
∑
α

ｎ＝２

ｌｎｉｌｎｊ

ｋｎ－１
·∑

Ｎ＋１

ｎ＝２

ｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－∑

ｉ

ｎ＝２

ｌｎｉｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
·∑

ｊ

ｎ＝２

ｌｎｊｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
（ ）１

＝ｋ０ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１ｌ２

２…ｌ２
Ｎ＋１

∑
α

ｎ＝１

ｌｎｉｌｎｊ

ｋｎ－１
－ｌ１ｉｌ１ｊ

ｋ（ ）０ ∑
Ｎ＋１

ｎ＝１

ｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－ｌ２

１，Ｎ＋１

ｋ（ ）０
［ －

∑
ｉ

ｎ＝１

ｌｎｉｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－ｌ１ｉｌ１，Ｎ＋１

ｋ（ ）０ ∑
ｊ

ｎ＝１

ｌｎｊｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－ｌ１ｊｌ１，Ｎ＋１

ｋ（ ）］０

＝ ｋ０…ｋＮ

ｌ２
１…ｌ２

Ｎ＋１
∑
α

ｎ＝１

ｌｎｉｌｎｊ

ｋｎ－１
·∑

Ｎ＋１

ｎ＝１

ｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－∑

ｉ

ｎ＝１

ｌｎｉｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
·∑

ｊ

ｎ＝１

ｌｎｊｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
（ ）［

１
＋

１
ｋ０ ∑

ｉ

ｎ＝１

ｌｎｉｌｎ，Ｎ＋１ｌ１ｊｌ１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
＋∑

ｊ

ｎ＝１

ｌｎｊｌｎ，Ｎ＋１ｌ１ｉｌ１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－∑

α

ｎ＝１

ｌｎｉｌｎｊｌ２
１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－∑

Ｎ＋１

ｎ＝１

ｌ１ｉｌ１ｊｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
（ ）］１

中括号内的第一项正是我们需要的，考察第二项：

Ⅱ ＝ ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１…ｌ２

Ｎ＋１
∑
α

ｎ＝１

ｌｎαｌｎ，Ｎ＋１ｌ１βｌ１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
＋∑

β

ｎ＝１

ｌｎβｌｎ，Ｎ＋１ｌ１αｌ１，Ｎ＋１

ｋｎ－
（ １

－

∑
α

ｎ＝１

ｌｎαｌｎβｌ２
１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－∑

β

ｎ＝１

ｌ１αｌ１βｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－ ∑

Ｎ＋１

ｎ＝β＋１

ｌ１ｉｌ１ｊｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
）１

＝ ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１…ｌ２

Ｎ＋１
∑
α

ｎ＝１

ｌｎαｌ１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
（ｌ１βｌｎ，Ｎ＋１－ｌｎβｌ１，Ｎ＋１［ ）＋

　　∑
β

ｎ＝１

ｌ１αｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
（ｌｎβｌ１，Ｎ＋１－ｌ１βｌｎ，Ｎ＋１）－ ∑

Ｎ＋１

ｎ＝β＋１

ｌ１ｉｌ１ｊｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
］

１
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＝ ｋ１…ｋＮ

ｌ２
１…ｌ２

Ｎ＋１
∑
α

ｎ＝２

ｌｎαｌ１，Ｎ＋１－ｌ１αｌｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－１
（ｌ１βｌｎ，Ｎ＋１－ｌｎβｌ１，Ｎ＋１［ ）－

　　∑
β

ｎ＝α＋１

ｌ１αｌｎ，Ｎ＋１ｌ１，Ｎ＋１ｌβ＋１，Ｎ＋１

ｋｎ－１
－ ∑

Ｎ＋１

ｎ＝β＋１

ｌ１ｉｌ１ｊｌ２
ｎ，Ｎ＋１

ｋｎ－
］

１
＝－Ａ（ｐｐ）

Ｎ＋１，ｉｊ

这里用到了诸如ｌ１ｉｌ１ｊ ＝ｌ１αｌ１β 的转换，（１９）式得证。

采用完全类似的方法，并注意以下事实：

ｄｅｔＡ（ｃｃ）
Ｎ ＝ｄｅｔＡ（ｃｐ）

Ｎ ＋ｋＮ

ｌ２
Ｎ
ｄｅｔ珟Ａ（ｃｃ）

Ｎ－１

即可证明（２０）式的成立。此处珟Ａ（ｃｃ）
Ｎ－１ 是从珟Ａ（ｃｃ）

Ｎ 中划去最后一行和最后一列所得的矩阵。

四 极限关系的验证

和文［１］ 一样，当差分点无限增多，所有差分步长一致趋于零时，我们有

当ｉ≤ｊ时，

ｌｉｍｒ（ｃｓ）
ｉｊ ＝∫

ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ｄｕ∫

ｕ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ
ｄｕ∫

ｌ

ｕ

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ［ ］｛ ）＋

∫
ｓ

ｘ
ｄｚ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｘ

０
ｄｕ∫

ｕ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ ｝）∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝∫
ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

ｚ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ（ ））＋ ｘ∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）－ｚ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ（ ）［｛ ）

·∫
ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ ］）＋ ｓ∫

ｌ

ｓ

ｄｔ
ｒ（ｔ）－ｘ∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｓ

ｘ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）∫

ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄ｝ｔ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝∫
ｘ

０
ｚ∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）ｄｚ－ｘ∫

ｘ

０

ｔｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－ｚ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

０

ｔｄｔ
ｒ（ｔ（｛ ）＋

ｘ∫
ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ ））＋ ｓ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｓ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ（ ））－ｘ∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｓ

ｘ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）∫

ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄ｝ｔ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝∫
ｘ

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

ｓ

０

ｓ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ

·∫
ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

（ｘ≤ｓ）

当ｉ＞ｊ时，

ｌｉｍｒ（ｃｓ）
ｉｊ ＝∫

ｓ

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ｄｕ∫

ｕ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ
ｄｕ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝∫
ｓ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ（ ））＋ ｘ∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）－ｚ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ（ ））∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝－ｓ∫
ｓ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｓ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｓ

０
ｄｚ∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）ｘ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｘ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ（ ））＋∫

ｘ

ｚ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝∫
ｓ

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

ｓ

０

ｓ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ

·∫
ｘ

０

ｘ－ｔ
ｒ（ｔ）ｄｔ∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

（ｘ＞ｓ）

即

ｌｉｍｒ（ｃｓ）
ｉｊ ＝Ｇ（ｃｓ）（ｘ，ｓ）
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同理有

ｌｉｍｒ（ｐｓ）
ｉｊ ＝

∫
ｘ

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ｄｕ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ
ｄｕ∫

ｌ

ｕ

ｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）＋∫

ｓ

ｘ
ｄｚ∫

ｘ

０
ｄｕ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）

（ｘ≤ｓ）

∫
ｓ

０
ｄｚ∫

ｚ

０
ｄｕ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ
ｄｕ∫

ｌ

ｕ

ｄｔ
ｒ（ｔ［ ］） （ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

＝
∫

ｘ

０
ｄｚｚ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋ｘ∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）－ｚ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）＋∫

ｓ

ｘ
ｘ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ（ ））ｄｚ （ｘ≤ｓ）

∫
ｓ

０
ｘ∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

ｚ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ［ ］）ｄｚ （ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

＝
ｘ２∫

ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｘ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）＋ｘｚ∫

ｌ

ｚ

ｄｔ
ｒ（ｔ）｜

ｓ

ｘ
＋∫

ｘ

ｚ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ（ ）） （ｘ≤ｓ）

ｘｓ∫
ｌ

ｘ

ｄｔ
ｒ（ｔ）＋ｓ∫

ｘ

ｓ

ｔｄｔ
ｒ（ｔ）＋∫

ｓ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）

（ｘ＞ｓ
烅

烄

烆
）

＝Ｇ（ｐｓ）（ｘ，ｓ）

ｌｉｍｒ（ｃｐ）
ｉｊ ＝∫

ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ－

∫
ｘ

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ∫

ｓ

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ

＝Ｇ（ｃｐ）（ｘ，ｓ）

ｌｉｍｒ（ｃｃ）
ｉｊ ＝∫

α

０

ｄｕ
ｒ（ｕ）∫

ｌ

β

ｄｖ
ｒ（ｖ）∫

α

ｕ

（ｔ－ｕ）２（ｖ－ｘ）（ｖ－ｓ）
ｒ（ｔ） ｄｔ［ ＋

∫
β

α

（α－ｕ）（ｔ－ｕ）（ｖ－ｔ）（ｖ－β）
ｒ（ｔ） ｄｔ＋∫

ｖ

β

（ｘ－ｕ）（ｓ－ｕ）（ｔ－ｖ）２
ｒ（ｔ） ｄ］ｔ

∫
ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ

＝∫
α

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

α

ｚ

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ·∫

ｌ

β

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ＋∫

α

０

α－ｕ
ｒ（ｕ｛ ）·

∫
ｌ

β

ｖ－β
ｒ（ｖ）∫

β

α

（ｖ－ｔ）（ｔ－ｕ）
ｒ（ｔ） ｄ（ ）ｔｄ［ ］ｖ ｄｕ

＋∫
α

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄｔ·∫

ｌ

β

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

β

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄ｝ｔ∫

ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ （２３）

这里α＝ ｍｉｎ（ｘ，ｓ），β＝ ｍａｘ（ｘ，ｓ）。因为

∫
ｌ

β

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

β

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ＝∫

ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

β

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

β

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

β

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ

＝∫
ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

β

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ－∫

β

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

β

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ （２４）

而

∫
ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ＝∫

ｌ

０∫
ｚ

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄ［ ］ｔｄ∫

ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

＝∫
ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ｒ（ｔ）ｄｔ·∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｌ

０∫
ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）

·∫
ｚ

０

２（ｚ－ｔ）
ｒ（ｔ） ｄ［ ］ｔｄｚ
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ｌ

０
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ｌ
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ｚ

０

ｔｄｔ
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ｚ

０

ｄｔ
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ｌ

０
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ｒ（ｔ）－∫

ｌ

０∫
ｚ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｚ
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ｒ（ｔ）ｄ（ ）ｔｄｚ

这样

∫
ｌ

０

ｄｚ
ｒ（ｚ）∫

ｚ

０

（ｚ－ｔ）２
ｒ（ｔ） ｄｔ＝∫

ｌ

０

ｔ２ｄｔ
ｒ（ｔ）∫

ｌ

０

ｄｔ
ｒ（ｔ）－∫

ｌ

０

ｔｄｔ
ｒ（ｔ（ ））２

＝Δ

可见，由（２３）式中大括号内第三项和（２４）式第一项即给出（１３）式的第一项，再把大括

号内其余所有项“化整为零”后合并同类项即可完全证明

ｌｉｍｒ（ｃｃ）
ｉｊ ＝Ｇ（ｃｃ）（ｘ，ｓ）

五 结 束 语

以上我们分别导出了六种静定、超静定梁的格林函数和柔度系数，验证了它们之间的

极限关系。这一结果将被用来从离散系统的定性性质直接导出相应连续系统的定性性质。

参考文献
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梁的截面形状误差对其频率和模态的影响

摘 要 本文讨论了由于加工等原因引 起 的 截 面 形 状 误 差 对 其 固 有 振 动 的

频率和模态的影响，并就简支梁、悬臂梁和固支 — 滑支梁的情况进行了敏度分析。

关键词 梁 截面形状误差 频率 模态 敏度分析

一 引 言

近来，人 们 对 结 构 形 状 变 化 对 其 固 有 振 动 的 特 征 量 （频 率 和 模 态）的 影 响 很 感 兴

趣［１—４］，这是因为这一工作有着重要的工程应用价值。对于一维和二维结构，结构形状包括

两个方面，一是横截面的形状，它对结构振动的影响主要表现在方程中；二是结构的边界形

状、位置及支承方式，它们对振动的影响主要表现在边界条件上。关于结构形状对其频率的

敏度分析，应用变分法［１］ 或摄动法［２，３］ 均可获得有效的结论。但要同时对频率和模态进行敏

度分析，文［４］ 所提出的方法似乎更加适用。因此，本文仿照文［４］ 的方法，讨论了由于加工、安

装需要等原因引起的截面形状误差对梁的频率和模态的影响，给出了任意支承梁的频率、

模态关于形状误差的导数的分析表达式。结果表明，当梁端固支、铰支或自由时，文［１］ 的结

论完全正确。而当梁含有滑支端时，文［１］ 有关频率的敏度分析表达式需加修正。

二 频率和模态关于截面形状误差的导数的确定

长为ｌ、横截面抗弯刚度Ｓ０（ｘ）＝ＥＪ０（ｘ）、线密度为ρ０（ｘ）的梁的位移模态所满足的方

程是：

［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］″＝λｉρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ） （０≤ｘ≤ｌ） （１）

［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１ｕｉ（０）＝０＝ ［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２ｕｉ（ｌ） （２）

Ｓ０（０）ｕ″ｉ（０）－ｋ１ｕ′ｉ（０）＝０＝Ｓ０（ｌ）ｕ″ｉ（ｌ）＋ｋ２ｕ′ｉ（ｌ） （３）

这里“’”表示对空间变量ｘ的导数。λｉ ＝ω２
ｉ 是第ｉ个特征值，ｕｉ（ｘ）是相应的位移模态。

设想由于加工误差等原因导致刚度和线密度出现增量τｆ（ｘ）、τｇ（ｘ），这里τ是个小量，即

Ｓ（ｘ）＝Ｓ０（ｘ）＋τｆ（ｘ），ρ（ｘ）＝ρ０（ｘ）＋τｇ（ｘ） （４）

此处ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）均为有界已知函数。则方程（１）—（３）变为：

 本文原载于《安庆师范学院学报》１９９８年第４期，这里文字略有改动。
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［Ｓ（ｘ）ｕ″ｉτ（ｘ）］″＝λｉτρ（ｘ）ｕｉτ（ｘ） （５）

［Ｓ（ｘ）ｕ″ｉτ（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１ｕｉτ（０）＝０＝ ［Ｓ（ｘ）ｕ″ｉτ（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２ｕｉτ（ｌ） （６）

Ｓ（０）ｕ″ｉτ（０）－ｋ１ｕ′ｉτ（０）＝０＝Ｓ（ｌ）ｕ″ｉτ（ｌ）＋ｋ２ｕ′ｉτ（ｌ） （７）

定义特征量关于τ的导数为

λｉ ＝ｌｉｍ
τ→０

λｉτ －λｉ

τ
，ｕｉ ＝ｌｉｍ

τ→０

ｕｉτ －ｕｉ

τ
（ｉ＝１，２，…） （８）

则把（５）—（７）式对τ求导后并令τ→０得

［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］″－λｉρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ）＝λｉρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋λｉｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］″ （９）

［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１
ｕｉ（０）＝－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０

［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２
ｕｉ（ｌ）＝－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝

烍
烌

烎ｌ

（１０）

Ｓ０（０）ｕ″ｉ（０）－ｋ１
ｕ′ｉ（０）＝－ｆ（０）ｕ″ｉ（０）， Ｓ０（ｌ）ｕ″ｉ（ｌ）＋ｋ２

ｕ′ｉ（ｌ）＝－ｆ（ｌ）ｕ″ｉ（ｌ）

（１１）

不同于方程（１）—（３），λｉ 与ｕｉ 所满足的方程（９）—（１１）是非齐次的。为了消除非齐次边

条件，我们引入辅助函数ｆｉ（ｘ）并让它满足

［Ｓ０（ｘ）ｆ″ｉ（ｘ）］″＝０ （１２）

［Ｓ０（ｘ）ｆ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１ｆｉ（０）＝－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０

［Ｓ０（ｘ）ｆ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２ｆｉ（ｌ）＝－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝

烍
烌

烎ｌ

（１３）

Ｓ０（０）ｆ″ｉ（０）－ｋ１ｆ′ｉ（０）＝－ｆ（０）ｕ″ｉ（０）， Ｓ０（ｌ）ｆ″ｉ（ｌ）＋ｋ２ｆ′ｉ（ｌ）＝－ｆ（ｌ）ｕ″ｉ（ｌ）

（１４）

它的物理意义是在边界力－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０、ｌ 和边界弯矩［－ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］ｘ＝０、ｌ 的作用

下产生的位移。它的解不难通过直接积分（１２）式而求得。一旦ｆｉ（ｘ）被确定后，则由线性微

分方程的叠加原理可设

ｕｉ（ｘ）＝Ｚｉ（ｘ）＋ｆｉ（ｘ） （ｉ＝１，２，…） （１５）

而将问题（９）—（１１）转化为

［Ｓ０（ｘ）Ｚ″ｉ（ｘ）］″－λｉρ０（ｘ）Ｚｉ（ｘ）＝λｉρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋

λｉｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］″＋λｉρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）
（１６）

［Ｓ０（ｘ）Ｚ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝０＋ｈ１Ｚｉ（０）＝０＝ ［Ｓ０（ｘ）Ｚ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ－ｈ２Ｚｉ（ｌ） （１７）

Ｓ０（０）Ｚｉ（０）－ｋ１Ｚ′ｉ（０）＝０＝Ｓ０（ｌ）Ｚ″ｉ（ｌ）＋ｋ２Ｚ′ｉ（ｌ） （１８）

对于这样一个非齐次方程齐次边条件的物理问题，不难利用所谓模态叠加法即数学上

的按特征函数族展开法求解如下：
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令

Ｚｉ（ｘ）＝ ∑
∞

ｊ＝１
Ｃｊｕｊ（ｘ） （１９）

将此代入（１６）式并注意到ｕｊ（ｘ）满足方程（１），我们得到

∑
∞

ｊ＝１

（λｊ－λｉ）Ｃｊρ０（ｘ）ｕｊ（ｘ）

＝λｉρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋λｉｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］″＋λｉρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）
（２０）

利用｛ｕｉ（ｘ）｝∞
１ 的正交归一关系：

∫
ｌ

０
ρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ）ｕｊ（ｘ）ｄｘ＝δｉｊ （２１）

我们得到λｉ、系数Ｃｊ（ｊ≠ｉ）的如下表达式

λｉ ＝ ［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｕｉ（ｘ）｜ｌ
０－ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）ｕ′ｉ（ｘ）｜ｌ

０＋

∫
ｌ

０
ｆ（ｘ）［ｕ″ｉ（ｘ）］２ｄｘ－λｉ∫

ｌ

０
［ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋ρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）］ｕｉ（ｘ）ｄｘ

（２２）

Ｃｊ ＝ １
λｊ－λｉ

λｉ∫
ｌ

０
［ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋ρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）］ｕｊ（ｘ）ｄｘ－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｕｊ（ｘ）｜ｌ｛ ０＋

ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）ｕ′ｊ（ｘ）｜ｌ
０－∫

ｌ

０
ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）ｕ″ｊ（ｘ）ｄ ｝ｘ

（２３）

为了确定Ｃｉ，我们利用ｕｉτ（ｘ）的归一关系

∫
ｌ

０
ρ（ｘ）ｕ２

ｉτ（ｘ）ｄｘ＝１ （ｉ＝１，２，…）

两边对τ求导后并令τ→０得

２∫
ｌ

０
ρ０（ｘ）ｕｉ（ｘ）ｕｉ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕ２

ｉ（ｘ）ｄｘ＝０

注意到（１５）—（１９）和｛ｕｉ（ｘ）｝∞
１ 的正交性，我们得到

Ｃｉ ＝－１
２∫

ｌ

０
［ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋２ρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）］ｕｉ（ｘ）ｄｘ （２４）

至此，ｕｉ（ｘ）对τ的导数是

ｕｉ（ｘ）＝ ∑
∞

ｊ＝１
Ｃｊｕｊ（ｘ）＋ｆｉ（ｘ） （ｉ＝１，２，…） （２５）

其中Ｃｊ 由（２３）、（２４）式确定而ｆｉ（ｘ）是（１２）—（１４）式的解。
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三 举 例

作为例子，我们来看三种最常见的梁：两端铰支、固支 — 自由和固支 — 滑支梁的情况。

１．对两端铰支梁，由于ｕｉ（０）＝ｕｉ（ｌ）＝ｕ″ｉ（０）＝ｕ″ｉ（ｌ）＝０，因而（１２）—（１４）式给出

ｆｉ（ｘ）≡０（ｉ＝１，２，…），这样

λｉ ＝∫
ｌ

０
ｆ（ｘ）［ｕ″ｉ（ｘ）］２ｄｘ－λｉ∫

ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕ２

ｉ（ｘ）ｄｘ （２６）

这与文［１］ 的结果完全一致。同时还有

Ｃｊ ＝ １
λｊ－λｉ

λｉ∫
ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）ｕｊ（ｘ）ｄｘ－∫

ｌ

０
ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）ｕ″ｊ（ｘ）ｄ［ ］ｘ

（ｊ＝１，…，ｉ－１，ｉ，ｉ＋１，…）

Ｃｉ ＝－１
２∫

ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕ２

ｉ（ｘ）ｄｘ

和

ｕｉ ＝－１
２ｕｉ（ｘ）∫

ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕ２

ｉ（ｘ）ｄｘ＋

　　　　∑
∞

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

１
λｊ－λｉ

λｉ∫
ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）ｕｊ（ｘ）ｄｘ－∫

ｌ

０
ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）ｕ″ｊ（ｘ）ｄ［ ］ｘｕｊ（ｘ） （２７）

２．对固支 — 自由梁，由于ｕｉ（ｘ）满足的边条件是ｕｉ（０）＝ｕ′ｉ（０）＝０，Ｓ０（ｌ）ｕ″ｉ（ｌ）＝０，

［Ｓ０（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ－ｌ ＝Ｓ０（ｌ）ｕｉ（ｌ）＋Ｓ′０（ｌ）ｕ″ｉ（ｌ）＝０。但对工程实际中的梁Ｓ０（ｌ）≠０而有

ｕ″ｉ（ｌ）＝０＝ｕｉ（ｌ）。这样［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ ＝０。故与简支梁一样，对固支 — 自由梁也有

ｆｉ（ｘ）≡０（ｉ＝１，２，…），这就得出：

λｉ ＝∫
ｌ

０
ｆ（ｘ）［ｕ″ｉ（ｘ）］２ｄｘ－λｉ∫

ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕ２

ｉ（ｘ）ｄｘ

与文［１］ 结果完全一致。同时ｕｉ 亦由（２７）式表示。

３．对固支 — 滑支梁，［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ ≠０，由（１２）—（１４）式可以求得：

ｆｉ（ｘ）＝∫
ｘ

０∫
ξ

０

［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ（ｌ－ｔ）
Ｓ０（ｔ）

ｄｔｄξ （ｉ＝１，２，…） （２８）

其中ｕｉ（ｘ）是由方程（１）—（３）当ｈ１ ＝ ∞ ＝ｋ１ ＝ｋ２，ｈ２ ＝０时所确定的第ｉ阶位移模

态。进而可得：

λｉ ＝ ［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌ·ｕｉ（ｌ）＋∫
ｌ

０
ｆ（ｘ）［ｕ″ｉ（ｘ）］２ｄｘ－

λｉ∫
ｌ

０
ｇ（ｘ）ｕ２

ｉ（ｘ）ｄｘ－∫
ｌ

０
ρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）ｕｉ（ｘ）ｄｘ

（２９）
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与文［１］ 结果相比，这里多出了一、四两项。第一项反映了由于截面参数变动引起边界力

的变化对频率的影响；第四项反映了由于结构参数变动引起模态变动对频率的影响。

至于模态导数，则有

ｕｉ（ｘ）＝ ∑
∞

ｊ＝１
Ｃｊｕｊ（ｘ）＋ｆｉ（ｘ） （ｉ＝１，２，…）

其中

Ｃｊ ＝ １
λｊ－λｉ

λｉ∫
ｌ

０
［ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）＋ρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）］ｕｊ（ｘ）ｄｘ－［ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）］′ｘ＝ｌｕｊ（ｌ｛ ）－

∫
ｌ

０
ｆ（ｘ）ｕ″ｉ（ｘ）ｕ″ｊ（ｘ）ｄ ｝ｘ （ｊ＝１，…，ｉ－１，ｉ＋１，…）

（２３）

Ｃｉ ＝－１
２∫

ｌ

０
［２ρ０（ｘ）ｆｉ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕｉ（ｘ）］ｕｉ（ｘ）ｄｘ

四 结 束 语

以上我们从梁的模态方程出发，直接导出了频率和模态对梁的截面参数变动的导数。

结果表明，对由固支、铰支或自由端组成的梁，文［１］ 的结果完全正确，但对含有滑支端的梁，

参数变动引起模态和边界力的变动的影响不可忽略，必须用本文（２９）式代替文［１］ 的（１９．２）

式。
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第二专题

弹性结构振动的反问题

振动反问题是２０世纪中后期学术界一个非

常活跃的领域。它在工程领域中的应用价值是人

所共知的，至今这一领域仍有许多新的成果在不

断涌现。笔者有幸和自己的导师王大钧一起较早

涉及了这一领域。而在这一领域中的工作又是和

弹性结构振动的定性性质密不可分的。

在这一部分中，收录了笔者作为第一作者或

独撰的学术论文共８篇，其中发表在国家核心期

刊上的论文４篇，国 际 学 术 会 议 上 宣 读 的 论 文１
篇。该 部 分 着 重 研 究 了 两 端 铰 支 梁 的 频 谱 反 问

题；在国内率先研究了任意支承条件下的杆和梁

的离散系统以及相应连续系统的模态反问题；与

二阶离散系统密切相关的Ｊａｃｏｂｉ矩阵的两类新的

反问题；杆梁组合单支结构以及弹性基础上的杆

的模态反问题等。



弹簧 — 质点系统的逆特征值问题

摘 要 本文讨论了几种特定情况下弹簧 — 质点系统物理参数的计算方法，

并指出了弹簧 — 质点系统逆特征值问题的一些特点。

一 引 言

对于雅可比矩阵的逆特征值问题，文献［１］、［２］、［３］作了详细的讨论。作为其力学模型，考虑

图１所示的弹簧 — 质点系统，其自由振动归结为广义特征值问题：

KnKn-1

mn

K2K1

m2m1
x

图１ 一端固定一端自由的弹簧 — 质点系统

（ω２Ｍ－Ｋ）Ｘ＝０ （１）

式中，ω是圆频率，质量矩阵 Ｍ ＝ｄｉａｇ｛ｍｉ｝ｎ１，刚度矩阵Ｋ 是Ｊａｃｏｂｉ矩阵：

Ｋ＝

Ｋ１ －Ｋ１ ０ … ０ ０

－Ｋ１ Ｋ１＋Ｋ２ －Ｋ２ … ０ ０

０ －Ｋ２ Ｋ２＋Ｋ３ … ０ ０

… … … …

０ ０ ０ … Ｋｎ－２＋Ｋｎ－１ －Ｋｎ－１

０ ０ ０ … －Ｋｎ－１ Ｋｎ－１＋Ｋ

烄

烆

烌

烎ｎ

而Ｘ是位移矢量，Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］Ｔ。这个问题也可表达为等价的非对称三对角矩阵的标

准特征值问题：

（λＩ－Ｊ）Ｘ＝０ （２）

这里Ｉ是单位阵，而

 本文原载于《安庆师范学院学报》１９８７年第１期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。

 本文曾在全国第一次逆特征值问题讨论会上宣读。
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Ｊ＝

ａ１ －ｂ１ ０ … ０ ０

－ｃ１ ａ２ －ｂ２ … ０ ０

０ －ｃ２ ａ３ … ０ ０

… … … …

０ ０ ０ … ａｎ－１ －ｂｎ－１

０ ０ ０ … －ｃｎ－１ ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

（３）

其中

ａｉ ＝Ｋｉ－１＋Ｋｉ

ｍｉ

ｂｉ ＝Ｋｉ／ｍｉ

ｃｉ－１ ＝Ｋｉ－１／ｍ

烍

烌

烎ｉ

（ｉ＝１，２，…，ｎ；Ｋ０ ＝０） （４）

显然有

ａｉ ＝ｂｉ＋ｃｉ－１ （５）

作为一般的非对称三对角矩阵的逆特征值问题，从纯数学的角度看来，似乎需要（３ｎ－２）个

参数才能唯一确定其全部元素，但此处考虑到其力学背景，矩阵（３）的元素之间存在约束关

系（５）式，因而实际需要的参数将少于这种数学估计。我们讨论以下四种情况：

（１）一般的弹簧 — 质点系统，即对系统的质量分布与弹簧常数事先不加任何限制。这时

需要２ｎ个参数可以唯一确定系统本身。

（２）事先假定系统内质量均匀分布；
（３）事先假定系统内弹簧常数均相同；

在这两种情况下，当另一组物理参数（弹簧常数或质量分布）不同时，需要（ｎ＋１）个已

知参数亦可唯一确定系统本身。

（４）如果事先假定系统内质量均匀分布而弹簧常数也相同。这时仅需两个已知参数即

可唯一确定系统本身。

下面，首先讨论一下矩阵（３）的两条性质。

二 预备知识

为了叙述弹簧 — 质点系统物理参数的计算方法，我们首先给出以下两个引理。

引理１ 对于附有约束条件（５）的正定矩阵（３），成立如下公式：

ｂｉ ＝Δｉ／Δｉ－１ （ｉ＝１，２，…，ｎ－１） （６）

这里Δｉ 是Ｊ 的顺序主子式，即

Δ０ ＝１， Δ１ ＝ａ１

Δ２ ＝
ａ１ －ｂ１

－ｃ１ ａ２

…
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Δｎ－１ ＝

ａ１ －ｂ１ ０ … ０ ０

－ｃ１ ａ２ －ｂ２ … ０ ０
… … … …

０ ０ ０ … ａｎ－２ －ｂｎ－２

０ ０ ０ … －ｃｎ－２ ａｎ－

烄

烆

烌

烎１

（７）

证明 由矩阵（３）的正定性，显然Δｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）。以下我们采用数学归纳法

证明引理。

对于ｂ１，显然有ｂ１ ＝ａ１ ＝Δ１／Δ０；

同样，ｂ２ ＝ａ２－ｃ１ ＝ａ１（ａ２－ｃ１）／ａ１ ＝Δ２／Δ１；

现在设当ｉ＝ｋ时有ｂｋ ＝Δｋ／Δｋ－１，那么

ｂｋ＋１ ＝ａｋ＋１－ｃｋ ＝ （ａｋ＋１－ｃｋ）Δｋ／Δｋ ＝ （ａｋ＋１Δｋ－ｃｋ·ｂｋΔｋ－１）／Δｋ ＝Δｋ＋１／Δｋ

按归纳法，引理证毕。顺便指出，按上面的推理，同样有

ｂｎ ＝ａｎ－ｃｎ－１ ＝Δｎ／Δｎ－１

引理２ 对于附有约束条件（５）的正定矩阵（３），成立下述公式：

（ｕｉ－ｕｉ＋１）Ｋｉ ＝λ∑
ｉ

ｊ＝１
ｍｊｕｊ （ｉ＝１，２，…，ｎ） （８）

这里λ是（３）的任一特征值。而（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ）Ｔ 是相应的特征矢量。

证明 因λ是Ｊ 的特征值，而｛ｕ｝＝ （ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ）Ｔ 是相应的特征矢量：

Ｊ｛ｕ｝＝λ｛ｕ｝

具体写出来就是：

ａ１ｕ１－ｂ１ｕ２ ＝λｕ１

－ｃｉ－１ｕｉ－１＋ａｉｕｉ－ｂｉｕｉ＋１ ＝λｕｉ （ｉ＝２，…，ｎ）

以（４）式关系代入并取ｕｎ＋１ ＝０，则有

Ｋ１（ｕ１－ｕ２）＝λｍ１ｕ１

－Ｋｉ－１（ｕｉ－１－ｕｉ）＋Ｋｉ（ｕｉ－ｕｉ＋１）＝λｍｉｕｉ

（ｉ＝２，３，…，ｎ

烍

烌

烎）

（９）

把前ｉ个式子相加，即得：

（ｕｉ－ｕｉ＋１）Ｋｉ ＝λ∑
ｉ

ｊ＝１
ｍｊｕｊ （ｉ＝１，２，…，ｎ）

这就是所要证明的。

上面导出的公式虽然简单，但是从它可以推出特征矢量的一系列重要性质。不过这不

是本文的重点，因而不拟一一介绍，仅只介绍以下几点：
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推论一 相应于基频的振型从自由端算起是严格递减的。即

ｕ（１）
１ ＞ｕ（１）

２ ＞ … ＞ｕ（１）
ｎ （＞０） （１０）

这是因为右端的和数恒正且 Ｋｉ ＞０。

推论二 相应于最高频率的振型｛ｕ（ｎ）｝的分量满足

（－１）ｓ－１∑
ｓ

ｊ＝１
ｍｊｕ（ｎ）

ｊ ＞０ （１１）

这里已经假设各振型的第一分量取正值。这时，ｕ（ｎ）
ｓ ＝ （－１）ｓ－１｜ｕ（ｎ）

ｓ ｜，而 Ｋｓ ＞０。

推论三 相应于第ｉ个本征值的特征矢量｛ｕ（ｉ）｝的分量满足

１）当ｕ（ｉ）
ｓ ≠ｕ（ｉ）

ｓ＋１ 时，∑
ｓ

ｊ＝１
ｍｊｕ（ｉ）

ｊ ≠０；

当ｕ（ｉ）
ｓ ＝ｕ（ｉ）

ｓ＋１ 时，必有∑
ｓ

ｊ＝１
ｍｊｕ（ｉ）

ｊ ＝０。

在作了以上准备以后，下面我们转入正题。

三 弹簧 — 质点系统物理参数的算法

１ 一般情况，即对系统物理参数事先不加任何限制，这时有：

定理１ 设给定２ｎ个正数（λｉ）ｎ１、（μｉ）ｎ－１１ 与Ａ，满足λｉ ＜μｉ ＜λｉ＋１（ｉ＝１，２，…，ｎ－１），

则存在唯一的图１所示的弹簧 — 质点系统，它以（λｉ）ｎ１ 为其固有圆频率的平方，而以（μｉ）ｎ－１１

为固定ｍ１ 所得系统固有圆频率的平方，并以Ａ 为系统的总质量。

证明 事实上，可以用各种算法，由数组（λｉ）ｎ１ 和（μｉ）ｎ－１１ 唯一确定对称元素的雅可比阵

Ｊ（ａ，ｄ，ｎ），例如文献［２］、［４］。余下的问题是确定系统的物理参数 ｍｉ、Ｋｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。为此

我们首先将Ｊ（ａ，ｄ，ｎ）非对称化

ｂｊｃｊ ＝ｄ２
ｊ （ｉ＝１，２，…，ｎ－１）

这不改变矩阵Ｊ及各阶主子式的本征值，我们按以下程序：

令ｂ１ ＝ａ１，于是ｃ１ ＝ｄ２
１／ｂ１。一般地则有

ｂｉ ＝ａｉ－ｃｉ－１ （ｉ＝２，３，…，ｎ－１） （１２）

ｃｉ ＝ｄ２
ｉ／ｂｉ （ｉ＝２，３，…，ｎ－１） （１３）

由引理１，这样得到的ｂｉ ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ－１），从而ｃｉ ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）。

为了确定参数ｍｉ、Ｋｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），由（４）式

ｍｉ＋１／ｍｉ ＝ｂｉ／ｃｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ－１） （１４）

于是

ｍ２ ＝ｂ１

ｃ１
ｍ１，ｍ３ ＝ｂ１ｂ２

ｃ１ｃ２
ｍ１，…，ｍｎ ＝ｂ１ｂ２…ｂｎ－１

ｃ１ｃ２…ｃｎ－１
ｍ１ （１５）
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按已知，∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ ＝Ａ，于是可以求得ｍ１，进而可以算出全部ｍｉ。

其次，Ｋｉ ＝ｍｉｂｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），这就可以定出全部弹簧常数。

以上计算每一步都是唯一确定的，从而定理成立。

上面的讨论可以推广到以下情况：

ａ．两端固定的弹簧 — 质点系统

此时，唯一改变之处是矩阵（３）的元素ａ１ 变为

ａ１ ＝Ｋ０＋Ｋ１

ｍ１
（Ｋ０ ≠０）

这时，类似地有

定理１′ 设给定两组相间的正数：０＜λ１ ＜μ１ ＜λ２ ＜μ２ ＜ … ＜λｎ ＜μｎ 和正常数Ａ，

则存在唯一的两端固定的弹簧 — 质点系统，它以（μｉ）ｎ１ 为其固有圆频率的平方，而以（λｉ）ｎ１ 为

与其相应的左端自由的弹簧 — 质点系统固有圆频率的平方，系统的总质量为Ａ。

事实上，当给定两组频谱（λｉ）ｎ１、（μｉ）ｎ１ 时，业已证明，可以同时构造标准正定对称Ｊａｃｏｂｉ

阵Ｊ（ａ，ｄ，ｎ）与Ｊ（ａ，ｄ，ｎ），二者唯一不同之点在于ａ
１ ＝ａ１＋ａ０

１，其余元素均相同（参见文

献［１］）。这样为了构造系统，马上可以得出

ａ０
１ ＝Ｋ０

ｍ１
＝ ∑

ｎ

ｊ＝１
μｊ－∑

ｎ

ｉ＝１
λｉ

系统其余参数的确定方法可由Ｊ（ａ，ｄ，ｎ）按定理１所述方法进行。

ｂ．两端自由的弹簧 — 质点系统

此时，只要将定理１的条件稍加修改，即

０＝λ１ ＜μ１ ＜λ２ ＜ … ＜λｎ－１ ＜μｎ－１ ＜λｎ

则定理１所叙述的结论及参数计算方法完全适用于两端自由的系统。

需 要指出的是，从理论上讲ｂｎ＝ａｎ－ｃｎ－１＝Δｎ／Δｎ－１（按引理１）＝０，从而必有ｃｎ－１＝ａｎ，

Ｋｎ ＝０代表两端自由系统。但在实际计算中，由于积累误差的存在难于做到ｃｎ－１ ＝ａｎ，而这

意味着 Ｋｎ 不等于０，这当然不合实际，这就要求尽量做到ｃｎ－１ 与ａｎ 相差极小，可以忽略不

计。为了保证计算精度，减小积累误差，可以采取相应措施。

２．考虑系 统 内 质 量 均 匀 分 布 的 情 况。这 时 由 于 系 统 参 数 受 到 限 制，问 题 归 结 为 对 称

Ｊａｃｏｂｉ阵的逆特征值问题。系统物理参数仅有（ｎ＋１）个，因而上述定理１不适用于这种情

况。事实上，如果仍然给出２ｎ个已知参数，满足条件的系统很可能是不存在的。

对于质量均匀分布的系统，我们有

定理２ 设给定（ｎ＋１）个实数：λ＞０，Ａ＞０，（１＞）ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ－１，满足

（ｕｓ－ｕｓ＋１）∑
ｓ

ｊ＝０
ｕｊ ＞０ （ｓ＝０，１，２，…，ｎ－１；ｕ０ ＝１，ｕｎ ＝０），

则存在唯一的质量均匀分布的图１所示的弹簧 — 质点系统，它以λ为其第ｉ个固有圆频率的
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平方，而以｛ｕ｝＝ （１，ｕ１，…，ｕｎ－１）Ｔ 为其第ｉ个振型，Ａ 是系统的总质量。这里ｉ是｛ｕ｝的分量

序列的变号数加１。

证明 事实上，由引理２，在定理所给条件下，我们马上可以得到

ｍ１ ＝ｍ２ ＝ … ＝ｍｎ ＝ｍ ＝ Ａ
ｎ

Ｋｓ＋１ ＝λｍ∑
ｓ

ｊ＝０
ｕｊ／（ｕｓ－ｕｓ＋１） （ｓ＝０，１，２，…，ｎ－１） （１６）

这样确定的 Ｋｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ）全是正数．同时显然有

Ｊ｛ｕ｝＝λ｛ｕ｝

定理得证。应该指出，对于这种情况，如果给定系统的频谱与总质量，逆问题不一定有解，即

使有解，也不一定唯一。我们考察两个质点的情况。这时矩阵（３）成为

Ｊ＝

Ｋ１

ｍ －Ｋ１

ｍ

－Ｋ１

ｍ
Ｋ１＋Ｋ２

烄

烆

烌

烎ｍ

（１７）

要使这样的系统具有特征值λ１ ＝ω２
１，λ２ ＝ω２

２，λ１、λ２ 必须满足λ２／λ１ ≥３＋ 槡２ ２或ω２／ω１

≥槡２＋１。当等号成立时，相应的系统是唯一的。如果上述条件不满足，则逆问题的解不存

在。在质点多于两个的情况下，判断逆问题的解是否存在及唯一变得十分困难。

３．系统内弹簧常数均相同而质量分布不均匀的情况，这时类似地有：

定理３ 设给定（ｎ＋１）个实数：λ＞０，Ａ＞０，（１＞）ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ－１，满足

２－ｕｉ－１＋ｕｉ＋１

ｕｉ
＞０ （ｉ＝２，３，…，ｎ－１；ｕ０ ＝１，ｕｎ ＝０） （１８）

则存在唯一的图一所示的弹簧常数均相同的弹簧 — 质点系统，它以λ为其第ｉ个固有

圆频率的平方，而以｛ｕ｝＝（１，ｕ１，…，ｕｎ－１）Ｔ 为其第ｉ个振型，系统的总质量等于Ａ。这里ｉ等

于｛ｕ｝的变号数加１。

证明 事实上，由定理条件和（９）式可得

ｍ１ ＝１－ｕ１

λ
Ｋ

ｍｉ＋１ ＝ （２－ｕｉ－１

ｕｉ
－ｕｉ＋１

ｕｉ
）Ｋ／λ（ｉ＝１，２，…，ｎ－１；ｕｎ ＝０

烍

烌

烎
）

（１９）

而由∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ ＝Ａ，即

２ｎ－１－∑
ｎ－１

ｊ＝１

ｕｊ－１

ｕｊ
＋ｕｊ＋１

ｕ（ ）［ ］
ｊ

Ｋ
λ ＝Ａ （２０）

由于（１９）式中Ｋ／λ的系数均大于０，从而（２０）式中括号内的数为正数，这样，即可定出正数
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Ｋ，进而定出全部ｍｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。定理证毕。

有意思的是，这里顺便给出不等式：对弹簧常数相同的系统，其第一振型还满足

２ｎ－２＜ ∑
ｎ－１

ｊ＝１

ｕｊ－１

ｕｊ
＋ｕｊ＋１

ｕ（ ）
ｊ

＜２ｎ－１ （２１）

和第二种情况中我们指出过的一样，如果给定系统的频谱和总质量，逆问题的解不一

定存在，即使存在也不一定唯一。

４．对于质量分布与弹簧常数均相同的系统，不难想象，其实际需要的已知参数仅需两

个，例如系统的总质量Ａ 和任一固有圆频率ωｉ。因为在这种情况下归结为常矩阵

１ －１ ０ … ０ ０

－１ ２ －１ … ０ ０

０ －１ ２ … ０ ０
… … … …

０ ０ ０ … ２ －１

０ ０ ０ … －

烄

烆

烌

烎１ ２
的特征值问题，设其特征值为λ１ ＜λ２ ＜ … ＜λｎ，则

ｍ１ ＝ｍ２ ＝ … ＝ｍｎ ＝ｍ ＝ Ａ
ｎ

ω２
ｉ ＝λｉＫ／ｍ （ｉ＝１，２，…，ｎ）

四 结 语

以上讨论表明，弹簧 — 质点系统的逆特征值问题与纯数学的Ｊａｃｏｂｉ阵的逆特征值问题

是不同的，前 者 以 后 者 为 基 础 但 由 于 真 实 系 统 参 数 之 间 存 在 联 系，从 而 归 结 为 受 约 束 的

Ｊａｃｏｂｉ阵的逆问题。
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由部分模态及频率数据构造杆件离散系统

摘 要 杆件的固有振动问题，可用有限元方法或差分法离散化为一个弹簧

— 质点串联系统的固有振动问题。本文给出了由部分模态和相应频率构造任意端

条件（两端固定，一端固定一端自由，两端自由以及两端有弹性支承）下的离散系

统的逆特征值问题解的存在、唯一性和解法。

关键词 逆问题 离散系统 模态

杆的纵向振动问题，可用有限元方法或差分法离散为一个弹簧 — 质点串联系统的固有

振动问题。对于这种系统，由给定两组严格相间的 频 率 数 据 构 造 物 理 参 数 的 问 题，借 助 于

Ｊａｃｏｂｉ矩阵的逆特征值问题已获得解决［１］［２］。鉴于测量高阶离散系统的完整的频谱并非易

事，有些工程问题给有模态信息，甚至是主要的信息，因此讨论另一类逆问题，即由部分模

态及频率数据构造物理参数，是很有实际意义的。文［３］处理过一端固定一端自由的弹簧 — 质

点系统。本文讨论了上述系统两端边界条件任意的逆特征值问题的解的存在、唯一性及解法。

系统固有振动的方程为

［Ｅ］［Ｋ］［Ｅ］Ｔ｛ｕ｝＝ω２［Ｍ］｛ｕ｝ （１）

其中ω是圆频率，［Ｋ］＝ｄｉａｇ（ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ＋１），ｋｉ 是弹簧常数；［Ｍ］＝ｄｉａｇ（ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ），

ｍｉ 是集中惯性常数；［Ｅ］矩阵为

［Ｅ］＝

１ －１ ０ … ０ ０

０ １ －１ … ０ ０

… … … …

０ ０ ０ … １ －

烄

烆

烌

烎１ ｎ×（ｎ＋１）

一 构造两端固定的杆的离散模型

由方程（１），令ω２
ｉ ＝λｉ，ｗ（ｉ）

ｊ ＝ｕ（ｉ）
ｊ －ｕ（ｉ）

ｊ－１（ｕ（ｉ）
０ ＝ｕ（ｉ）

ｎ＋１ ＝０），得

ｋｊ

ｍｊ
ｗ（ｉ）

ｊ －ｋｊ＋１

ｍｊ
ｗ（ｉ）

ｊ＋１ ＝λｉｕ（ｉ）
ｊ

ｋｊ

ｍｊ
ｗ（ｓ）

ｊ －ｋｊ＋１

ｍｊ
ｗ（ｓ）

ｊ＋１ ＝λｓｕ（ｓ）
烍

烌

烎ｊ

（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２）

 本文原载于《振动工程学报》１９８７年第１期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。

 本文曾在全国第三届振动理论及应用学术会议上宣读。
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记

Ｐ（ｉ，ｓ）
ｊ ＝λｓｕ（ｓ）

ｊ ｗ（ｉ）
ｊ＋１－λｉｕ（ｉ）

ｊ ｗ（ｓ）
ｊ＋１

Ｑ（ｉ，ｓ）
ｊ ＝λｓｕ（ｓ）

ｊ ｗ（ｉ）
ｊ －λｉｕ（ｉ）

ｊ ｗ（ｓ）
ｊ

Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ ＝ｗ（ｓ）

ｊ ｗ（ｉ）
ｊ＋１－ｗ（ｉ）

ｊ ｗ（ｓ）
ｊ＋１

则有

ｋｊ

ｍｊ
＝Ｐ（ｉ，ｓ）

ｊ

Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ

， ｋｊ＋１

ｍｊ
＝Ｑ（ｉ，ｓ）

ｊ

Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ

（３）

这表明若给定两 个 正 数λｉ ＜λｓ，及 两 个 向 量｛ｕ（ｉ）｝＝ （ｕ（ｉ）
１ ，ｕ（ｉ）

２ ，…，ｕ（ｉ）
ｎ ）Ｔ 和｛ｕ（ｓ）｝＝

（ｕ（ｓ）
１ ，ｕ（ｓ）

２ ，…ｕ（ｓ）
ｎ ）Ｔ，它们的变号数分别为ｉ－１和ｓ－１，且ｉ＜ｓ，并且满足：当ｊ＝１，ｎ时

Ｐ（ｉ，ｓ）
ｊ 、Ｑ（ｉ，ｓ）

ｊ 、Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ 三者同号，当ｊ＝２，３，…，ｎ－１时三者同号或同时为零。那么，由式（３）可得

正值的ｍｊ、ｋｊ。即存在一个两端固定的杆的离散模型，它以｛ｕ（ｉ）｝和｛ｕ（ｓ）｝为模态，对应的圆

频率为 λ槡ｉ 和 λ槡ｓ。

如果对每个ｊ，Ｐ（ｉ，ｓ）
ｊ 、Ｑ（ｉ，ｓ）

ｊ 、Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ 都同号，系统将能唯一确定。如果对某个ｊ三者为零，则

相应的ｍｊ、ｋｊ＋１ 存在而不唯一，物理参数中增加一待定常数因子，这就需要用另给的模态数

据来确定它们。当所给两个向量的变号数恰好差１，即ｓ＝ｉ＋１时，可以证明Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ ＞０（ｊ＝

１，２，…，ｎ），故只要Ｐ（ｉ，ｓ）
ｊ 、Ｑ（ｉ，ｓ）

ｊ 也恒正，解存在唯一。

二 构造一端固定一端自由的杆的离散模型

此时两端的弹簧常数之一为零，设ｋｎ＋１ ＝０，由方程（１）有

ｋｎｗ（ｉ）
ｎ ＝λｉｍｎｕ（ｉ）

ｎ ，ｋｎｗ（ｓ）
ｎ ＝λｓｍｎｕ（ｓ）

ｎ （４）

从而得

ｗ（ｉ）
ｎ

λｉｕ（ｉ）
ｎ

＝ ｗ（ｓ）
ｎ

λｓｕ（ｓ）
ｎ

＞０ （５）

这表明ｕ（ｉ）
ｎ 、ｕ（ｉ）

ｎ－１、ｕ（ｉ）
ｎ 、ｕ（ｉ）

ｎ－１、λｉ、λｓ 之间必须满足这一关系。

总之，如果给定的两组频率和模态数据满足式（５），并且对ｊ＝２，３，…，ｎ－１有Ｐ（ｉ，ｓ）
ｊ 、

Ｑ（ｉ，ｓ）
ｊ 、Ｒ（ｉ，ｓ）

ｊ 同号或同时为零，对ｊ＝１三者同号，则存在一个一端固定一端自由杆的离散模

型，以所给数据为两组圆频率的平方和模态。

三 构造两端自由的杆的离散模型

此时ｋ１ ＝ｋｎ＋１ ＝０，若给定的｛ｕ（ｉ）｝、｛ｕ（ｓ）｝和λｉ、λｓ 满足：①ｗ（ｉ）
２ ／λｉｕ（ｉ）

１ ＝ｗ（ｓ）
２ ／λｓｕ（ｓ）

１ ＜０；

②ｗ（ｉ）
ｎ ／λｉｕ（ｉ）

ｎ ＝ｗ（ｓ）
ｎ ／λｓｕ（ｓ）

ｎ ＞０；③Ｐ（ｉ，ｓ）
ｊ 、Ｑ（ｉ，ｓ）

ｊ 、Ｒ（ｉ，ｓ）
ｊ （ｊ＝２，…，ｎ－１）同号或同时为零，则存

在一个两端自由杆的离散模型，以｛ｕ（ｉ）｝、｛ｕ（ｓ）｝为两个模态，以 λ槡ｉ 和 λ槡ｓ 为相应的圆频率。

顺便指出，刚体运动模态不能利用。
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四 质量均匀分布的情况

此时ｍｊ ＝ｍ（ｊ＝１，…，ｎ）。若给定一个变号数为ｉ－１的向量｛ｕ｝＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ）Ｔ 和

正数λ，满足（ｕｓ－ｕｓ－１）∑
ｎ

ｊ＝ｓ
ｕｊ ＞０（ｓ＝１，２，…，ｎ；ｕ０ ＝０），则存在唯一的质量均匀分布的一

端固定一端自由的杆，它以｛ｕ｝为第ｉ个模态，以槡λ为相应的圆频率。

事实上，对于右端为自由端的弹簧质点系统，第ｓ个弹簧的弹性力和右边部分所有质点

的惯性力平衡，即

ｋｓ（ｕｓ－ｕｓ－１）＝λ∑
ｎ

ｊ＝ｓ
ｍｊｕｊ ＝λｍ∑

ｎ

ｊ＝ｓ
ｕｊ

于是

ｋｓ ＝λｍ∑
ｎ

ｊ＝ｓ
ｕｊ／ｗｓ

上面的讨论可推广到两端固定的情形，只要补充一个已知参数即可，例如ｋｎ＋１。应当注

意，当杆的质量均匀，刚度又具有某种对称性时，其模态分量中常含一个或几个ｕｓ＝ｕｓ－１，这

时参数不能唯一确定。不过利用对应最高频率的模态，不会出现ｕｓ ＝ｕｓ－１，总可唯一确定参

数。

五 刚度均匀的情况

此时 ｋｊ ＝ ｋ（ｊ ＝ １，…，ｎ）。若 给 定 正 数 λ 和 一 个 向 量 ｛ｕ｝，满 足：①２｜ｕｓ ｜≥

｜ｕｓ－１＋ｕｓ＋１｜（ｓ＝１，…，ｎ－１；ｕ０ ＝０），且等号只在ｕｓ＝０时成立；②ｕｎ－１／ｕｎ ＜１，则存在一

个一端固定一端自由的刚度均匀的杆，它以｛ｕ｝为模态，以槡λ为相应的圆频率。

事实上，在方程（２）的第一式中取ｊ＝ｎ，得

ｍｎ ＝ （１－ｕｎ－１／ｕｎ）ｋ／λ＞０

取ｊ＝ｓ，有

ｍｓ ＝ ［２－（ｕｓ－１＋ｕｓ＋１）／ｕｓ］ｋ／λ＞０

如某个ｕｓ ＝０，则ｍｓ 不能唯一确定而需另换模态数据。上述结果也可推广到两端固定

的情形。幸运的是，利用第一模态总可以构造一个刚度均匀的杆。

最后说明一点：本文所谓物理参数唯一确定都应理解为可以差一个常数因子。

０８ 弹性动力学的几个专题



六 算 例

根据以上讨论的解法编制了程序并计算了许多例子。仅举以下数例。表１是两端固定等

截面杆的有限元离散模型，给出第一和第二模态的计算结果。表２是以杆的半长为界的两段

等截面杆组成的阶梯形杆的有限元模型，用第一和第四模态的结果。表３是两端自由的锥形

杆，用第二、三模态的计算结果。表４为两端固定、刚度均匀、质量也均匀的杆，用第一和第二

模态分别计算的结果。结果表明，前者远远优于后者。表中ＯＭＫＩ、ＯＭＫＪ 是输入的频率数

据，ＵＩ（Ｎ）、ＵＪ（Ｎ）是输入的模态数据，Ｋ（Ｎ）、Ｍ（Ｎ）分别为弹簧常数和质量的计算结果，

ＫＥ（Ｎ）、ＭＥ（Ｎ）为相应的精确值。计算结果表明尤以弹簧系数的结果为佳，而两端固定、两

端自由的杆的精度高于一端固定一端自由的杆的精度。

表１ 两端固定的等截面杆

ＯＭＫＩ＝０．２５５９０Ｅ＋０４ ＯＭＫＪ ＝０．５０５５１Ｅ＋０４

ＵＩ（Ｎ） ＵＪ（Ｎ） Ｍ（Ｎ） Ｋ（Ｎ） ＭＥ（Ｎ） ＫＥ（Ｎ）

０．４９４８Ｅ－０１
０．９４１２Ｅ－０１
０．１２９６Ｅ＋００
０．１５２３Ｅ＋００
０．１６０１Ｅ＋００
０．１５２３Ｅ＋００
０．１２９６Ｅ＋００
０．９４１２Ｅ－０１
０．４９４８Ｅ－０１

０．９４１６Ｅ－０１
０．１５２３Ｅ＋００
０．１５２２Ｅ＋００
０．９４１２Ｅ－０１
０．１５０３Ｅ－０３

－０．９４１５Ｅ－０１
－０．１５２６Ｅ＋００
－０．１５２３Ｅ＋００
－０．９３６０Ｅ－０１

０．７８１５Ｅ－０２
０．７８０６Ｅ－０２
０．７７９１Ｅ－０２
０．７８０６Ｅ－０２
０．７７６８Ｅ－０２
０．７７７８Ｅ－０２
０．７８４７Ｅ－０２
０．７８３７Ｅ－０２
０．７５５８Ｅ－０２

０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０５９Ｅ＋０８
０．２０５６Ｅ＋０８
０．２０６３Ｅ＋０８
０．２０６４Ｅ＋０８
０．２０５８Ｅ＋０８
０．２０５６Ｅ＋０８
０．２０５７Ｅ＋０８
０．２０６２Ｅ＋０８
０．２０５６Ｅ＋０８

０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２

０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８

表２ 两段等截面的阶梯杆

ＯＭＫＩ＝０．２５５９０Ｅ＋０４ ＯＭＫＪ ＝０．９６１５４Ｅ＋０４

ＵＩ（Ｎ） ＵＪ（Ｎ） Ｍ（Ｎ） Ｋ（Ｎ） ＭＥ（Ｎ） ＫＥ（Ｎ）

０．５７１４Ｅ－０１
０．１０８７Ｅ＋００
０．１４９６Ｅ＋００
０．１７５９Ｅ＋００
０．１８４９Ｅ＋００
０．１７５９Ｅ＋００
０．１４９６Ｅ＋００
０．１０８７Ｅ＋００
０．５７１３Ｅ－０１

０．１２４３Ｅ＋００
０．７６８５Ｅ－０１

－０．７６８５Ｅ－０１
－０．１２４４Ｅ＋００
－０．１２３６Ｅ－０５
０．２４８７Ｅ＋００
０．１５３７Ｅ＋００

－０．１５３７Ｅ＋００
－０．２４８７Ｅ＋００

０．７７９８Ｅ－０２
０．７８０４Ｅ－０２
０．７８０２Ｅ－０２
０．７８０７Ｅ－０２
０．５８２９Ｅ－０２
０．３９０４Ｅ－０２
０．３９０６Ｅ－０２
０．３９０３Ｅ－０２
０．３９０２Ｅ－０２

０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０５６Ｅ＋０８
０．２０６４Ｅ＋０８
０．１０３２Ｅ＋０８
０．１０２８Ｅ＋０８
０．１０３１Ｅ＋０８
０．１０３０Ｅ＋０８
０．１０３１Ｅ＋０８

０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．５９５０Ｅ－０２
０．３９００Ｅ－０２
０．３９００Ｅ－０２
０．３９００Ｅ－０２
０．３９００Ｅ－０２

０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．２０６０Ｅ＋０８
０．１０３０Ｅ＋０８
０．１０３０Ｅ＋０８
０．１０３０Ｅ＋０８
０．１０３０Ｅ＋０８
０．１０３０Ｅ＋０８

１８第二专题 弹性结构振动的反问题



表３ 两端自由的锥形杆

ＯＭＫＩ＝０．３０９４０Ｅ＋０４ ＯＭＫＪ ＝０．５５４２９Ｅ＋０４

ＵＩ（Ｎ） ＵＪ（Ｎ） Ｍ（Ｎ） Ｋ（Ｎ） ＭＥ（Ｎ） ＫＥ（Ｎ）

０．１３１１Ｅ＋００
０．１２１８Ｅ＋００
０．１０７０Ｅ＋００
０．８５９２Ｅ－０１
０．６０３２Ｅ－０１
０．３２７３Ｅ－０１
０．５８９８Ｅ－０２

－０．１７５８Ｅ－０１
－０．３５５９Ｅ－０１
－０．４６６８Ｅ－０１
－０．５０２７Ｅ－０１

０．１８９７Ｅ＋００
０．１４６２Ｅ＋００
０．８６９５Ｅ－０１
０．１９４３Ｅ－０１

－０．３６４５Ｅ－０１
－０．６５０４Ｅ－０１
－０．６１２４Ｅ－０１
－０．３２０６Ｅ－０１
０．６８９１Ｅ－０２
０．３８３５Ｅ－０１
０．４９８６Ｅ－０１

０．１７０８Ｅ－０２
０．８２０７Ｅ－０２
０．１５３８Ｅ－０１
０．２３３８Ｅ－０１
０．３１１６Ｅ－０１
０．３９００Ｅ－０１
０．４６７６Ｅ－０１
０．５４２５Ｅ－０１
０．６２８９Ｅ－０１
０．７１１５Ｅ－０１
０．３５７６Ｅ－０１

０．００００Ｅ＋０１
０．９０９８Ｅ＋０７
０．３１２４Ｅ＋０８
０．５１４４Ｅ＋０８
０．７２０２Ｅ＋０８
０．９２５７Ｅ＋０８
０．１１３２Ｅ＋０９
０．１３３８Ｅ＋０９
０．１５４４Ｅ＋０９
０．１７４４Ｅ＋０９
０．１８９２Ｅ＋０９
０．００００Ｅ＋０１

０．１９５０Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．１５６０Ｅ－０１
０．２３４０Ｅ－０１
０．３１２０Ｅ－０１
０．３９００Ｅ－０１
０．４６８０Ｅ－０１
０．５４６０Ｅ－０１
０．６２４０Ｅ－０１
０．７０２０Ｅ－０１
０．３７０５Ｅ－０１

０．００００Ｅ＋０１
０．１０３０Ｅ＋０８
０．３０９０Ｅ＋０８
０．５１５０Ｅ＋０８
０．７２１０Ｅ＋０８
０．９２７０Ｅ＋０８
０．１１３３Ｅ＋０９
０．１３３９Ｅ＋０９
０．１５４５Ｅ＋０９
０．１７５１Ｅ＋０９
０．１９５７Ｅ＋０９
０．００００Ｅ＋０１

表４ 两端自由、均匀质量、均匀刚度的杆

ＯＭＫＩ＝０．２５５９０Ｅ＋０４ Ｋ ＝０．２０６０Ｅ＋０８ ＯＭＫＪ ＝０．５０５５１Ｅ＋０４

ＵＩ（Ｎ） ＭＩ（Ｎ） ＭＥ（Ｎ） ＵＪ（Ｎ） ＭＪ（Ｎ）

０．４９４８Ｅ－０１
０．９４１２Ｅ－０１
０．１２９６Ｅ＋００
０．１５２３Ｅ＋００
０．１６０１Ｅ＋００
０．１５２３Ｅ＋００
０．１２９６Ｅ＋００
０．９４１２Ｅ－０１
０．４９４８Ｅ－０１

０．７７９４Ｅ－０２
０．７７５５Ｅ－０２
０．７８５８Ｅ－０２
０．７７９６Ｅ－０２
０．７７６４Ｅ－０２
０．７７９６Ｅ－０２
０．７８５８Ｅ－０２
０．７７５５Ｅ－０２
０．７７９４Ｅ－０２

０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２
０．７８００Ｅ－０２

０．９４１６Ｅ－０１
０．１５２３Ｅ＋００
０．１５２２Ｅ＋００
０．９４１２Ｅ－０１
０．１５０３Ｅ－０３

－０．９４１５Ｅ－０１
－０．１５２６Ｅ＋００
－０．１５２３Ｅ＋００
－０．９３６０Ｅ－０１

０．７８１１Ｅ－０２
０．７８０８Ｅ－０２
０．７７７９Ｅ－０２
０．７７８６Ｅ－０２
０．１０００Ｅ＋２１
０．７７７５Ｅ－０２
０．７８６１Ｅ－０２
０．７８３０Ｅ－０２
０．７６１４Ｅ－０２
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书书书

由频谱数据构造两端铰支梁的差分离散系统

摘 要 　 本文讨论了两端铰支梁的差分离散系统固有振动的若干定性性质，

证明了左端铰支、右端反共振、铰支、固支这三种梁的频谱的相间性。据此给出了

由三组严格相间的频谱数据构造简支梁差分离散系统物理参数的算法和算例，并

讨论了逆问题解存在的充要条件。

关键词 　 简支梁 　 频谱 　 逆问题

一 　 引 言

对基于悬臂梁的频谱逆问题，我们已在文［１］ 中获得了圆满的结论。鉴于在工程问题中

简支梁占有同样重要的地位，因此本文讨论基于简支梁的差分离散系统的频谱逆问题。

文［１］ 获得的梁的物理模型如图１所示：
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茁2

图１

这里ｍｒ、ｋｒ（ｒ＝０，１，…，Ｎ）分别为集中在结点处的质量和弹簧常数，ｌｒ（ｒ＝１，…，Ｎ）

为刚杆长度。若记第ｒ个质点的位移振幅为ｕｒ（ｒ＝０，１，…，Ｎ）和

θｒ ＝ （ｕｒ－ｕｒ－１）／ｌｒ（ｒ＝１，…，Ｎ）

τｒ ＝ｋｒ（θｒ＋１－θｒ）（ｒ＝１，…，Ｎ－１）

φｒ ＝ （τｒ－１－τｒ）／ｌｒ（ｒ＝１，…，Ｎ－１

烍

烌

烎）

（１）

则两端铰支梁的横振动方程是

ω２ｍｒｕｒ ＝φｒ＋１（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （２）

 本文原载于《工程力学》１９９１年第４期，原文作者为王其申、王大钧、何北昌（北京大学力学系）。
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写成矢量形式是

｛θ｝＝ （θ１，θ２，…，θＮ）Ｔ ＝ ［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ｛ｕ｝

｛τ｝＝ （τ１，τ２，…，τＮ－１）Ｔ ＝－［Ｋ］［Ｅ］｛θ｝

｛φ｝＝ （φ１，φ２，…，φＮ）Ｔ ＝－［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ｛τ

烍

烌

烎｝

（３）

和

ω２［Ｍ］｛ｕ｝＝ ［Ｅ］｛φ｝＝ ［Ｃ］｛ｕ｝ （４）

式中，ω是圆频率，｛ｕ｝＝ （ｕ１，…，ｕＮ）Ｔ，［Ｍ］＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ－１），［Ｋ］＝ｄｉａｇ（ｋ１，…，

ｋＮ－１），［Ｌ］＝ｄｉａｇ（ｌ１，…，ｌＮ），（Ｎ－１）×Ｎ 阶常矩阵

［Ｅ］＝

１ －１ ０ … ０ ０ ０

０ １ －１ … ０ ０ ０

０ … … … … … ０

０ ０ ０ … １ －１ ０

０ ０ ０ … ０ １ －

烄

烆

烌

烎１

而

［Ｃ］＝ ［Ｅ］［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ［Ｋ］［Ｅ］［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ （５）

相应的边条件是

ｕ０ ＝０＝τ０，ｕＮ ＝０＝τＮ （６）

说 明一点：为了与差分模型一致，图１中梁的左、右端点保留了弹簧ｋ０ 与ｋＮ 及虚拟杆ｌ０

与ｌＮ＋１。当τ０ ＝０＝τＮ 时，则认为θ０ ＝θ１，θＮ ＝θＮ＋１。

以下我们首先给出差分简支梁固有横振动的若干定性性质，着重考察了当右端支承条

件改变时，相应频谱与简支梁频谱之间的相间关系，并以此为基础讨论了由三组严格相间

的频谱数据构造差分简支梁物理参数的条件和算法。

二 　 差分简支梁固有横振动的若干定性性质

可以证明：差分简支梁作横振动时的刚度矩阵［Ｃ］是符号振荡矩阵。而由振荡矩阵的理

论知：

１ 简支梁的频谱是严格分离的，从而可记：（０＜）ω１ ＜ω２ ＜ … ＜ωＮ－１。

２ 相应于ωｉ 的模态｛ｕ（ｉ）｝＝ （ｕ（ｉ）
１ ，…，ｕ（ｉ）

Ｎ－１）Ｔ 恰有ｉ－１个变号数。这又暗含着ｕ（ｉ）
１ ≠０，

ｕ（ｉ）
Ｎ－１ ≠０。

下面，我们进一步证明：

４８ 弹性动力学的几个专题



３ｕ（ｉ）
１θ（ｉ）

１ ＞０，ｕ（ｉ）
１τ（ｉ）

１ ＜０，ｕ（ｉ）
１ φ

（ｉ）
１ ＞０（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

事实上，ｕ（ｉ）
１θ（ｉ）

１ ＝ｕ（ｉ）
１ ·ｕ（ｉ）

１ ／ｌ１＞０。为了证明后两个不等式，不妨设ｕ（ｉ）
１ ＞０并用反证法，

即τ（ｉ）
１ ＞０。于是存在一个ｓ使ｕ（ｉ）

ｒ ＞０（ｒ＝１，…，ｓ）而ｕ（ｉ）
ｓ＋１ ≤０，这样θ（ｉ）

ｓ＋１ ＜０。

另一方面由运动方程有φ
（ｉ）
１ ＞φ

（ｉ）
２ ＞ … ＞φ

（ｉ）
ｓ＋１，因φ

（ｉ）
１ ＝－τ（ｉ）

１ ／ｌ１ ＜０，这样就有０＜τ（ｉ）
１

＜τ（ｉ）
２ ＜ … ＜τ（ｉ）

ｓ＋１ 和０＜θ（ｉ）
１ ＜ … ＜θ（ｉ）

ｓ＋１，这与上文矛盾。在ｕ（ｉ）
１ ＜０，τ（ｉ）

１ ＜０时可以导出同

样的矛盾。这就表明ｕ（ｉ）
１τ（ｉ）

１ ＜０，同时即有ｕ（ｉ）
１ φ

（ｉ）
１ ＞０。完全类似地可得：

ｕ（ｉ）
Ｎ－１θ（ｉ）

Ｎ ＜０，ｕ（ｉ）
Ｎ－１τ（ｉ）

Ｎ－１ ＜０，ｕ（ｉ）
Ｎ－１φ

（ｉ）
Ｎ ＜０　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

由此推出

θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ ＞０　（ｉ＝１，…，Ｎ－１） （７）

４∑
Ｎ－１

ｉ＝１

θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ

＜ １
ｌＮ

证明 　 记 ［Ｕ］＝ ［｛ｕ（１）｝，｛ｕ（２）｝，…，｛ｕ（Ｎ－１）｝］和 ［Λ］＝ ｄｉａｇ（ω２
１，…，ω２

Ｎ－１）并 满 足

［Ｕ］Ｔ［Ｍ］［Ｕ］＝ｄｉａｇ（１，１，…，１），则有

［Ｕ］Ｔ［Ｃ］［Ｕ］＝ ［Ｕ］Ｔ［Ｅ］［Φ］＝ ［Λ］

或

［Θ］Ｔ［Ｌ］［Φ］＝ ［Λ］ （８）

这里［Θ］＝ ［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ［Ｕ］，［Φ］＝ ［Ｌ］－１［Ｅ］Ｔ［Ｋ］［Ｅ］［Θ］都是 Ｎ×（Ｎ－１）阶矩阵。

引入｛ｅ｝＝ （－１，－１，…，－１）Ｔ 并记

［珟Θ］＝ ［｛ｅ｝，｛θ（１）｝，…，｛θ（Ｎ－１）｝］，［珟Φ］＝ ［｛ｅ｝，｛φ
（１）｝，…，｛φ

（Ｎ－１）｝］，ｌ＝ ∑
Ｎ

ｒ＝１
ｌｒ

不难验证：［珟Θ］Ｔ［Ｌ］［珟Φ］＝ ［珟Λ］＝ｄｉａｇ（ｌ，ω２
１，…，ω２

Ｎ－１），这样

［Ｌ］－１ ＝ ［珟Φ］［珟Λ］［珟Θ］Ｔ （９）

其最后一个元素给出

１
ｌＮ

＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ

＋１
ｌ

（１０）

结论得证。

三 　 右端支承改变时频谱的相间性

考虑以下三种情况下频谱的相间性：梁的左端为铰支（ｕ０ ＝０＝τ０），右端分别为

１）反共振（ｕＮ ＝０＝φＮ），相应频谱记为｛υｉ｝Ｎ－１
１ ；

２）铰支（ｕＮ ＝０＝τＮ），相应频谱记为｛ωｉ｝Ｎ－１
１ ；

３）固支（ｕＮ ＝０＝θＮ＋１），相应频谱记为｛μｉ｝Ｎ－１
１ 。
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为了确定这三组频谱的相间性，我们考察图１所示简支梁右端受外力偶矩ＴＮ 作用时的

强迫振动问题。强迫振动的方程是：

ω２［Ｍ］｛ｕ｝＝ ［ｃ］［ｕ］＋ＴＮ

ｌＮ
｛ｅ（Ｎ－１）｝

其中｛ｅ（Ｎ－１）｝＝ （０，０，…，０，１）Ｔ 是（Ｎ－１）阶单位矢量。强迫振动的任意解可以表示成

｛ｕ｝＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１
αｉ｛ｕ（ｉ）｝。利用正交归一关系，不难确定系数如下：

αｉ ＝ＴＮθ（ｉ）
Ｎ／（ω２

ｉ －ω２）　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）

于是

｛ｕ｝＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

ＴＮθ（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ －ω２｛ｕ

（ｉ）｝ （１１）

｛θ｝＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

ＴＮθ（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ －ω２｛θ

（ｉ）｝ （１２）

｛φ｝＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

ＴＮθ（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ －ω２｛φ

（ｉ）｝－ＴＮ

ｌＮ
｛ｅ（Ｎ）｝ （１３）

这样，当右端反共振时，φＮ ＝０，式（１３）给出：

∑
Ｎ－１

ｉ＝１

θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ －ω２ －１

ｌＮ
＝０ （１４）

这就是υｉ（ｉ＝１，…，Ｎ－１）满足的方程。为了确定υｉ 的位置，记函数

ｆ（ω２）＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ －ω２

的零点为｛υ
ｉ ｝Ｎ－２

１ 。由式（７），θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ ＞０，因而在（ωｉ，ωｉ＋１）内，ｆ（ω２）从 －∞ 严格单调递增至

＋∞，故有一根即ωｉ ＜υ
ｉ ＜ωｉ＋１（ｉ＝１，…，Ｎ－２），如图２所示。又在（－∞，ω１）内，ｆ（ω２）

从０递增至 ＋∞，这样，ｆ（ω２）＝１／ｌＮ 的根恰好分布为：

1/lN

棕1

0 υ1%
x

棕2 棕3 棕
υ2xυ1 υ2

图２

０＜υ１ ＜ω１ ＜υ
１ ＜υ２ ＜ω２ ＜ … ＜ωＮ－２

 ＜υＮ－１ ＜ωＮ－１

式（１０）保证了第一个不等号的成立。

完全类似地，当右端固支时，θＮ＋１ ＝０，因
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θＮ ＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｉ －ω２ＴＮ，ＴＮ ＝－ｋＮθＮ

故｛μｉ｝Ｎ－１
１ 满足的方程是：

∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｉ －ω２ ＝－ １

ｋＮ
（１５）

这样，

ｇ（ω２）＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｉ －ω２

的根｛μ
ｉ ｝Ｎ－２

１ 分布为ωｉ ＜μ
ｉ ＜ωｉ＋１（ｉ＝１，…，Ｎ－２），更有

ω１ ＜μ１ ＜μ
１ ＜ω２ ＜μ２ ＜ … ＜ωＮ－２ ＜μＮ－２ ＜ωＮ－１ ＜μＮ－１ （１６）

为确定｛υｉ｝Ｎ－１
１ 与｛μｉ｝Ｎ－１

１ 的相间性，设｛ｖ（ｊ）｝（ｊ＝１，…，Ｎ－１）是铰支 — 反共振梁的模

态，考察方程

υ２［Ｍ］｛ｖ｝＝ ［Ｃ′］｛ｖ｝－φ′Ｎ｛ｅ（Ｎ－１）｝

［Ｃ′］是铰支 — 反共振梁的刚度矩阵。完全同样地处理，可得上述方程的任意解为：

｛ｖ｝＝ ∑
Ｎ－１

ｊ＝１

φ′Ｎｖ（ｊ）
Ｎ－１

υ２
ｊ －υ２ ｛ｖ（ｊ）｝

与之相应的

｛θ′｝＝ ∑
Ｎ－１

ｊ＝１

φ′Ｎｖ（ｊ）
Ｎ－１

υ２
ｊ －υ２ ｛θ′（ｊ）｝

｛τ′｝＝ ∑
Ｎ－１

ｊ＝１

φ′Ｎｖ（ｊ）
Ｎ－１

υ２
ｊ －υ２ ｛τ′（ｊ）｝

对铰支 — 反共振梁，因θ′Ｎ＋１ ＝０，故

τ′Ｎ ＝－ｋＮθ′Ｎ ＝ ∑
Ｎ－１

ｊ＝１

ｖ（ｊ）
Ｎ－１θ′（ｊ）

Ｎ

υ２
ｊ －υ２ｋＮφ′Ｎ

另一方面，

τ′Ｎ ＝τ′Ｎ－１＋ｌＮφ′Ｎ ＝－φ′Ｎ ∑
Ｎ－１

ｊ＝１

ｖ（ｊ）
Ｎ－１τ′（ｊ）

Ｎ－１

υ２
ｊ －υ２ －ｌ（ ）Ｎ

两式联立即得铰支 — 固支梁的又一频率方程：

∑
Ｎ－１

ｊ＝１

ｖ（ｊ）
Ｎ－１［ｋＮθ′（ｊ）

Ｎ ＋τ′（ｊ）
Ｎ－１］

υ２
ｊ －υ２ ＝ｌＮ （１７）

而由（１１）、（１２）式，
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ｖ（ｊ）
Ｎ－１ ＝ｕＮ－１｜ω＝υＪ ＝－ｌＮＴＮ∑

Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｊ －υ２

ｊ

θ′（ｊ）
Ｎ ＝θＮ｜ω＝υＪ ＝ＴＮ∑

Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｉ －υ２

ｊ

τ′（ｊ）
Ｎ－１ ＝τＮ－１｜ω＝υＪ ＝ＴＮ（φＮ ＝０

烍

烌

烎）

　（ｊ＝１，…，Ｎ－１） （１８）

记Ｐｊ ＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｉ －υ２［ ］

ｊ
∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（θ（ｉ）
Ｎ ）２

ω２
ｉ －υ２

ｊ
＋ １
ｋ［ ］

Ｎ
Ｔ２

Ｎ　（ｊ＝１，…，Ｎ－１），（１７）式成为：

∑
Ｎ－１

ｊ＝１

Ｐｊ

υ２
ｊ －υ２ ＝－ １

ｋＮ
（１９）

首先，Ｐｊ ≠０（ｊ＝１，…，Ｎ－１），否则（１９）式的根将少于（Ｎ－１）个，这与前文矛盾。据

此，υｊ ≠μ
ｊ－１，υｊ ≠μｊ－１。

其次，注意到Ｐ１ ＞０，我们分三种情况考察υ２ 与μ１ 的相对位置：

（１）ω１ ＜υ２ ＜μ１，此时Ｐ２ ＞０，方程（１９）在（υ１，υ２）内至少应有一根，这矛盾。

（２）μ１ ＜υ２ ＜μ
１ ，此时Ｐ２ ＜０，方程（１９）在（υ１，υ２）内无根或有偶数个根，这同样矛盾。

（３）μ
１ ＜υ２ ＜ω２，此时Ｐ２ ＞０，方程（１９）在（υ１，υ２）内至少应有一根，注意到（１６）式即

有：ω１ ＜μ１ ＜μ
１ ＜υ２ ＜ω２。

依此类推，可以证明总有Ｐｊ ＞０（ｊ＝２，…，Ｎ－１）和０＜υ１ ＜ω１ ＜μ１ ＜υ２ ＜ω２ ＜
… ＜ωＮ－２ ＜μＮ－２ ＜υＮ－１ ＜ωＮ－１ ＜μＮ－１

四 　 逆问题的提法和算法

以上讨论表明：如果给定三组严格相间的正数０＜υ１ ＜ω１ ＜μ１ ＜ … ＜υＮ－１ ＜ωＮ－１ ＜

μＮ－１，则存在一离散化的简支梁，它以｛ωｉ｝Ｎ－１
１ 为其频谱，而以｛υｉ｝Ｎ－１

１ 、｛μｉ｝Ｎ－１
１ 为与它相应的

左端铰支、右端反共振或固支的梁的频谱。其物理参数的计算方法是：

由｛ωｉ｝Ｎ－１
１ 、｛μｉ｝Ｎ－１

１ 并由（１５）式确定θ（ｉ）
Ｎ 　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）；

由｛ωｉ｝Ｎ－１
１ 、｛υｉ｝Ｎ－１

１ 并由（１４）式确定φ
（ｉ）
Ｎ 　（ｉ＝１，…，Ｎ－１）；

由于（１４）、（１５）式中含有ｌＮ 与ｋＮ，所以在以上解答中含有两个正常数因子。以下计算

按递推步骤进行：

（１）令ｎ＝Ｎ，ｕ（ｉ）
ｎ ＝０＝τ（ｉ）

ｎ ，θ（ｉ）
Ｎ ，φ

（ｉ）
Ｎ 已求出，

１
ｌ ＝ １

ｌＮ
－∑

Ｎ－１

ｉ＝１

θ（ｉ）
Ｎφ

（ｉ）
Ｎ

ω２
ｉ

（２０）

（２）ｕ（ｉ）
ｎ－１ ＝ｕ（ｉ）

ｎ －ｌｎθ（ｉ）
ｎ ，τ（ｉ）

ｎ－１ ＝τ（ｉ）
ｎ ＋ｌｎφ

（ｉ）
ｎ 　（ｉ＝１，…，Ｎ－１） （２１）

１
ｍｎ－１

＝ ∑
Ｎ－１

ｉ＝１

（ｕ（ｉ）
ｎ－１）２，ｋｎ－１ ＝ ∑

Ｎ－１

ｉ＝１

（τ（ｉ）
ｎ－１）２

ω２
ｉ

（２２）
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φ
（ｉ）
ｎ－１ ＝φ

（ｉ）
ｎ ＋ω２

ｉｍｎ－１ｕ（ｉ）
ｎ－１，θ（ｉ）

ｎ－１ ＝θ（ｉ）
ｎ －τ（ｉ）

ｎ－１

ｋｎ－１
（ｉ＝１，…，Ｎ－１） （２３）

１
ｌｎ－１

＝ １
ｌ ＋∑

Ｎ－１

ｉ＝１

θ（ｉ）
ｎ－１φ

（ｉ）
ｎ－１

ω２
ｉ

（２４）

（２１）式的推导参见文献［２］，式（２４）由式（９）给出。

（３）令ｎ＝ｎ－１，当ｎ＞１时重复步骤（２），当ｎ＝１时停止。

五 　 解的存在条件及说明

在上述算法中，ｍｒ、ｋｒ（ｒ＝１，…，Ｎ－１）大于０是显然的，问题在于｛ｌｒ｝Ｎ－１
１ 。为了保证

ｌｒ ＞０，对所给频谱数据还应附加下述限制条件：

前已指出：［Ｃ］是符号振荡矩阵，据文献［２］ 之定理５７３，须有

［ｕＮ－Ｐ，ｕＮ－Ｐ＋１，…，ｕＮ－１］＝Ｕ
Ｎ－Ｐ Ｎ －Ｐ＋１ … Ｎ－１

ｉ１ ｉ２ … ｉ

熿

燀

燄

燅Ｐ

＞０

（Ｐ＝１，…，Ｎ－１；１＜ｉ１ ＜ … ＜ｉＰ ≤Ｎ－１）

对简支梁，不难验证：

［ｕＮ－Ｐ，…，ｕＮ－１］＝ （－１）ＰｌＮ－Ｐ＋１…ｌＮ［θＮ－Ｐ＋１，…，θＮ］

于是应有：

（－１）Ｐ［θＮ－Ｐ＋１，…，θＮ］＞０

（－１）Ｐ［φＮ－Ｐ＋１，…，φＮ］＞
烍
烌

烎０
　（Ｐ＝１，…，Ｎ－１） （２５）

利用前面定义的［Θ］、［Φ］，（２５）式可以表示为：

（－１）Ｐ［θＮ－Ｐ＋１，…，θＮ］＝ （－１）ＰΘ
Ｎ－Ｐ＋１， …， Ｎ

ｉ１， …，ｉ

熿

燀

燄

燅Ｐ

＞０

（－１）Ｐ［φＮ－Ｐ＋１，…，φＮ］＝ （－１）ＰΦ
Ｎ－Ｐ＋１， …， Ｎ

ｉ１， …，ｉ

熿

燀

燄

燅Ｐ

＞

烍

烌

烎
０

（２６）

（Ｐ＝１，…，Ｎ－１；１≤ｉ１ ＜ … ＜ｉＰ ≤Ｎ－１）

在逆问题中，这些不等式均可用已知频谱数据来表示，例如

［θＮ－１，θＮ］＝ θＮ －τＮ－１

ｋＮ－１
，θ［ ］Ｎ ＝－ １

ｋＮ－１
［ｌＮφＮ，θＮ］＝ ｌＮ

ｋＮ－１
［θＮ，φＮ］

［φＮ－１，φＮ］＝ ［ω２ｍＮ－１ｕＮ－１，φＮ］＝ｍＮ－１［ω２（－ｌＮθＮ），φＮ］＝ｌＮｍＮ－１［φＮ，ω２θＮ］

因此加给原始数据的限制条件是：
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［θＮ，φＮ，ω２θＮ，ω２
φＮ，…，ωＰ－１θＮ］＜０

［φＮ，ω２θＮ，ω２
φＮ，ω４θＮ，…，ωＰ－１φＮ］＜

烍
烌

烎０
（Ｐ 是奇数） （２７）

［θＮ，φＮ，ω２θＮ，ω２
φＮ，…，ωＰ－２θＮ，ωＰ－２φＮ］＞０

［φＮ，ω２θＮ，ω２
φＮ，ω４θＮ，…，ωＰ－２φＮ，ωＰ－２θＮ］＞

烍
烌

烎０
（Ｐ 是偶数） （２８）

这些条件对于存在一个真实的简支梁离散系统既是必要的也是充分的。关于充分性的

证明从略。

最后说明一点：上述计算中包含两个常数因子ｌＮ 与ｋＮ，它们可以直接给出。如果不能事

先 给出，则在计算时先令ｌＮ ＝ｋＮ ＝１，相应的解记为｛珡ｍｒ，珔ｋｒ，珋ｌｒ｝Ｎ－１
１ 。再令ｌＮ ＝α，ｋＮ ＝β，则：

ｍｒ ＝ β
α２

珡ｍｒ，ｋｒ ＝β珔ｋｒ，ｌｒ ＝α珋ｌｒ　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （２９）

至于α、β可用各种办法确定，例如系统的总质量和全长。

六 　 算例·结束语

按 §４的步骤我们编制Ｆｏｒｔｒａｎ程序进行了实例计算，原始数据通过解正问题得出。

１均匀正方形截面梁，长４ｍ，取１１个差分点，结点处集中质量ｍｒ＝１００，弹簧刚度ｋｒ＝

１０５，采用８位有效数字，计算结果见表１。

表１

Ｐ－Ｐ Ｐ－Ｃ Ｐ－Ｒ Ｍ（Ｎ） Ｋ（Ｎ） Ｌ１（Ｎ）

０５９８８６６１０００００Ｄ＋０２０１４２０６７９０００００Ｄ＋０３０１９６０３３２０００００Ｄ＋０２０９７０３７Ｄ＋０２０９７０３２Ｄ＋０５０３９９８７Ｄ＋００

０９１１８６２６０００００Ｄ＋０３０１３８９６９１０００００Ｄ＋０４０５５７４０５２０００００Ｄ＋０３０１０１４７Ｄ＋０３０１０１４７Ｄ＋０６０４００１０Ｄ＋００

０４２４８０２５０００００Ｄ＋０４０５４６３４４２０００００Ｄ＋０４０３１９３５３３０００００Ｄ＋０４０９９３４６Ｄ＋０２０９９３４７Ｄ＋０５０４０００２Ｄ＋００

０１１９３６４４０００００Ｄ＋０５０１３９８６２２０００００Ｄ＋０５０９９９２６３７０００００Ｄ＋０４０１００２９Ｄ＋０３０１００２９Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

０２５００００００００００Ｄ＋０５０２７６０７５１０００００Ｄ＋０５０２２３７８７９０００００Ｄ＋０５０９９９４０Ｄ＋０２０９９９４０Ｄ＋０５０４００００Ｄ＋００

０４２８３８１３０００００Ｄ＋０５０４５４４４８５０００００Ｄ＋０５０４０１０９８００００００Ｄ＋０５０９９９９５Ｄ＋０２０９９９９５Ｄ＋０５０４００００Ｄ＋００

０６３０２６５５０００００Ｄ＋０５０６５０５０１３０００００Ｄ＋０５０６０８４８４３０００００Ｄ＋０５０１００００Ｄ＋０３０１００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

０８１８１３５６０００００Ｄ＋０５０８２９３２８００００００Ｄ＋０５０８０５８６３４０００００Ｄ＋０５０１００００Ｄ＋０３０１００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

０９５１６５５３２００００Ｄ＋０５０９５４８３２６８００００Ｄ＋０５０９４８１３４３８００００Ｄ＋０５０１００００Ｄ＋０３０１００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

０２００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

２ 正方形截面阶梯梁，中段（从１ｍ 至３ｍ）截面面积是两端的两倍，跨长、密度、弹性模

量、分点同例１，计算结果见表２。

０９ 弹性动力学的几个专题



表２

Ｐ－Ｐ Ｐ－Ｃ Ｐ－Ｒ Ｍ（Ｎ） Ｋ（Ｎ） Ｌ１（Ｎ）

０８８１４３３５０００００Ｄ＋０２０１６１７２５７０００００Ｄ＋０３０２５７９９９２０００００Ｄ＋０２０１００１５Ｄ＋０３０１００１６Ｄ＋０６０３９９９１Ｄ＋００
０１０１８８８２４００００Ｄ＋０４０１５９０９１５３００００Ｄ＋０４０６４８４９９６０００００Ｄ＋０３０９９９３４Ｄ＋０２０９９９１５Ｄ＋０５０４０００１Ｄ＋００
０５８８０６２８７００００Ｄ＋０４０７３２０２５８９００００Ｄ＋０４０４６３４４６１５００００Ｄ＋０４０２０００４Ｄ＋０３０４００１１Ｄ＋０６０４０００８Ｄ＋００
０１８７３０６１１００００Ｄ＋０５０２１３８６６６８７０００Ｄ＋０５０１５６３６１５０９０００Ｄ＋０５０１９９９９Ｄ＋０３０３９９９８Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０３５２５５５２３５０００Ｄ＋０５０３９１９４６０８００００Ｄ＋０５０３１４４４４８３８０００Ｄ＋０５０２００００Ｄ＋０３０４０００１Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０５５２３６９１２８０００Ｄ＋０５０５８１８７１０６８０００Ｄ＋０５０５２７３７１３２４０００Ｄ＋０５０２００００Ｄ＋０３０４００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０９１１１１２２２８０００Ｄ＋０５０９１８４６５６３００００Ｄ＋０５０９００９４８０６５０００Ｄ＋０５０２００００Ｄ＋０３０４００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０１４０５０８５７８６００Ｄ＋０６０１４０７５０３３０４００Ｄ＋０６０１４０３０１１２８５００Ｄ＋０６０１００００Ｄ＋０３０１００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０１８３２８９４５８５００Ｄ＋０６０１８１１３１７８４８００Ｄ＋０６０１８３２２７５００２００Ｄ＋０６０１００００Ｄ＋０３０１００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

０２００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

３ 正方形截面锥形梁，跨长、密度、弹性模量、分点同例１，截面面积从端部至中点线性

递增两倍，其计算结果见表３。

表３　 两端自由的锥形杆

Ｐ－Ｐ Ｐ－Ｃ Ｐ－Ｒ Ｍ（Ｎ） Ｋ（Ｎ） Ｌ１（Ｎ）
０９８２９５２７１００００Ｄ＋０２０１７８１１２０７００００Ｄ＋０３０３０６５２０９４００００Ｄ＋０２０１２００５Ｄ＋０３０１４４０６Ｄ＋０５０４０００２Ｄ＋００
０１３２３６７１９６０００Ｄ＋０４０１８１０５９８１５０００Ｄ＋０４０８０２８８０４６００００Ｄ＋０３０１３９９７Ｄ＋０３０１９５９６Ｄ＋０６０３９９９９Ｄ＋００
０６４５３９２８０２０００Ｄ＋０４０７７３１００１９９０００Ｄ＋０４０４８６４９０３９００００Ｄ＋０４０１６００１Ｄ＋０３０２５６０２Ｄ＋０５０４０００１Ｄ＋００
０１７６４１１８０１３００Ｄ＋０５０１９７４６９５０９６００Ｄ＋０５０１４９００８１４９５００Ｄ＋０５０１８０００Ｄ＋０３０３２４００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０３７４２０２５７１９００Ｄ＋０５０３９９０５５２３１７００Ｄ＋０５０３３８３０９４８３３００Ｄ＋０５０１９９９４Ｄ＋０３０４０００１Ｄ＋０５０４００００Ｄ＋００
０６３１６２３３３１９００Ｄ＋０５０６５３６３７９７２３００Ｄ＋０５０５９８４４４２５０８００Ｄ＋０５０１８００１Ｄ＋０２０３２４００Ｄ＋０５０４００００Ｄ＋００
０９４６８６０５１２２００Ｄ＋０５０９５９７６３７８８５００Ｄ＋０５０９２４８５３２３８０００Ｄ＋０５０１６０１０Ｄ＋０３０２５６００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０１２５１３９６６４４１０Ｄ＋０６０１２５５８６０１８７９０Ｄ＋０６０１２４２７４８７６８２０Ｄ＋０６０１４０００Ｄ＋０３０１９６００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００
０１６８４３７３７１４７０Ｄ＋０６０１６８４８１１１８３００Ｄ＋０６０１６８３２７９２９２１０Ｄ＋０６０１２３３３Ｄ＋０３０１４４００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

０２００００Ｄ＋０６０４００００Ｄ＋００

以上算例充分表明：由频谱数据构造简支梁离散模型是可行的。至于稳定性问题，我们

已在文［１］ 中作过分析，此处不再重复。
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ｏｆａｒｏｄｗｉｔｈｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｎｓｉｔｙρａｎｄ ｍｏｄｕｌｕｓｏｆｅｌａｓｔｉｃｉｔｙＥｆｒｏｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄａｔａａｒｅ

ｇｉｖｅｎＴｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ，ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅ ｖｅｒｙ ｓｅｎｓｉｔｉｖｅｔｏ ｃｈａｎｇｅｓｉｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄａｔａ，ｓｏｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｉｓ

ｉｎｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｉｎｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓＩｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｎｄｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＡ（ｘ），ρ（ｘ），Ｅ（ｘ）ｏｆａｒｏｄｆｒｏｍｓｐｅｃｉｆｉｅｄｍｏｄｅｓｄａｔａＴｈｉｓａｌｓｏｈａｓｔｈｅ

ａｄｖａｎｔａｇｅｔｈａｔｉｔｉｓｌｉｎｅａｒｐｒｏｂｌｅｍ

ＳｏｍｅＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａＭｏｄｅ

Ｆｏｒａｍｏｄｅｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｒｏｄｉｎｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ，ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｉｓ

（ＥＡΦ′（ｘ））′＋ω２
ρＡΦ（ｘ）＝０ （１）

ｗｈｅｒｅωａｎｄΦ（ｘ）ａｒｅｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｍｏｄｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａｎｄＥ，ρａｎｄＡａｒｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｘＴｈｅｅｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｃａｎｂｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

Φ′（０）－ｈΦ（０）＝０，Φ′（ｌ）＋ＨΦ（ｌ）＝０ （２）

ｗｈｅｒｅｌｉｓｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｒｏｄ，ｈ，Ｈ ≥０Ｔｈｅｅｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓｆｒｅｅｗｈｅｎｈ（ｏｒＨ）ｉｓｅｑｕａｌ

ｔｏｚｅｒｏ，ａｎｄｆｉｘｅｄｗｈｅｎｈ（ｏｒＨ）ｔｅｎｄｓｔｏｗａｒｄｓｉｎｆｉｎｉｔｙ

Ｉｔｈａｓｂｅｅｎｐｒｏｖｅｄ［Ｒｅｓ１］ｔｈａｔｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆａｒｏｄａｒｅｄｉｓｔｉｎｃｔｉｖｅ：０≤ω１ ＜ω２ ＜ …，

ｗｈｅｎｈ＋Ｈ ＞０，ａｎｄｔｈａｔｔｈｅｉｔｈｍｏｄｅｈａｓｉ－１ｎｏｄｅｓ，ｉｅ
（１）ＳΦｉ ＝ｉ－１ （３）

Ｂｅｓｉｄｅｓ，ｗｅｇｉｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｍｏｄｅ：

 本文原载于《’９４北京国际振动工程学术会议论文集》（１９９４６），原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。
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（２）Φｉ（０）Φ′ｉ（０）≥０，Φｉ（ｌ）Φ′ｉ（ｌ）≤０ （４）

（３）ＴｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｎｏｄｅｓｏｆΦ′ｉｉｓ

ＳΦ′Ｉ ＝ｉ－Δ（ｈ）－Δ（Ｈ） （５）

ｗｈｅｒｅΔ（０）＝１，Δ（ｔ）＝０（ｔ≠０）

Ｌｅｔξ１，ξ２，…，ξｉ－１ｂｅｔｈｅｎｏｄｅｓｏｆｔｈｅｉｔｈｍｏｄｅΦｉ，ｘ０，ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ－１ｂｅｔｈｅｎｏｄｅｓｏｆ

Φ′ｉ（ｘ０ｏｒｘｉ－１ｎｏｄｅｄｏｅｓｎｏｔｅｘｉｓｔｉｆｈｏｒＨｅｑｕａｌｓｚｅｒｏ），ｓｏ

０≤ｘ０ ＜ξ１ ＜ｘ１ ＜ξ２ ＜ｘ２ ＜ … ＜ξｉ－１ ＜ｘｉ－１ ≤ｌ （６）

ＴｈｉｓｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｂｙｔｈｅｕｓｅｏｆｔｈｅＲｏｌｌｅｔｈｅｏｒｅｍ
（４）Ｆｒｏｍｅｑ（１），ｉｔｆｕｒｔｈｅｒｈｏｌｄｓｔｈａｔ

Φｉ（ｘｊ）Φ′ｉ（ｘｊ）＜０　ｉ＝１，２，…，；ｊ＝０，１，…，ｉ－１ （７）

ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＣｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌ
ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｆｒｏｍＯｎｅＭｏｄｅＤａｔａ

ＦｏｒａｇｉｖｅｎｐｏｓｉｔｉｖｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙωａｎｄａｍｏｄｅｆｕｎｃｔｉｏｎΦ（ｘ）ｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｉｎ （０，ｌ），ａｎｄａｌｓｏｒｅｑｕｉｒｉｎｇｔｈａｔΦ（ｘ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｅｘｐ（３）ｔｏｅｘｐ（７）Ｔｈｅｎｔｈｅｓｐｒｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｆｔｈｅｅｎｄｓｏｆｔｈｅｒｏｄｃａｎｂｅ

ｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｅｑ（２），ｈ＝Φ′（０）／Φ（０），Ｈ ＝－Φ′（ｌ）／Φ（ｌ）
Ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｃｒｏｓｓ－ｓｅｃｔｉｏｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｃａｎｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｔｈｒｅｅｃａｓｅｓ：

（１）Ａ，ρａｒｅｋｎｏｗｎ，ｔｈｅｎｆｒｏｍｅｑ（１），ｗｅｈａｖｅ

Ｅ（ｘ）＝ ［Ｅ（０）Ａ（０）Φ′（０）－ω２∫
ｘ

０
ρＡΦ（ｓ）ｄｓ］／ＡΦ′（ｘ）

ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｔｈａｔΦ（ｘ）ｓｈｏｕｌｄｓａｔｉｓｆｙ

ω２∫
ｘｊ

０
ρＡΦ（ｓ）ｄｓ＝Ｂ　（ｊ＝０，１，…；Φ′（ｘｊ）＝０）

ｗｈｅｒｅＢｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ，ａｎｄｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅＢａｎｄΦ′（０）ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｓｉｇｎｏｒａｒｅｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ
ｚｅｒｏ，ｈｅｎｃｅ

Ｅ（ｘ）＝
［Ｂ－ω２∫

ｘ

０
ρＡΦ（ｓ）ｄｓ］／ＡΦ′（ｘ）　ｘ≠ｘｊ

－ω２
ρ（ｘｊ）Φ（ｘｊ）／Φ″（ｘｊ）　ｘ＝ｘ

烅
烄

烆 ｊ

（２）ＩｆＥ，ρａｒｅｋｎｏｗｎ，ｔｈｅｎｆｒｏｍｅｑ （１），ｗｅｈａｖｅ

Ａ（ｘ）＝ｃｅｘｐ｛－∫
ｘ

０
［（ω２

ρΦ（ｓ）＋ＥΦ″（ｓ））／（ＥΦ′（ｓ））］ｄｓ｝

ｗｈｅｒｅｃｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔＩｔｉｓｓｈｏｗｎｔｈａｔｗｈｅｎｔｈｅｌｉｍｉｔｏｆｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｎｄｅｘｉｓｔｓａｔｘ

＝ｘｊ，Ａ（ｘ）ｃａｎｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｕｎｉｑｕｅｌｙａｐａｒｔｆｒｏｍａｃｏｎｓｔａｎｔｆａｃｔｏｒ
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（３）ＩｆＥ，Ａａｒｅｋｎｏｗｎ，ｔｈｅｎｆｒｏｍｅｑ （１），ｗｅｏｂｔａｉｎ

ρ（ｘ）＝－［ＥＡΦ′（ｘ）］′／（ω２ＡΦ（ｘ））

Ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔｉｆ［ＥＡΦ′（ｘ）］′／（ω２ＡΦ（ｘ））＜０，ａｔｘ≠ξｉ，ａｎｄｉｆａｔｘ＝ξｊｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓｌｉｍｉｔｗｈｉｃｈｉｓａｎｅｇａｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒ，ｔｈｅｎρ（ｘ）ｃａｎｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ

Ｅｘａｍｐｌｅ１　ＯｎｅｍｏｄｅｉｓｇｉｖｅｎａｓΦ（ｘ）＝ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ，ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ：ＳΦ ＝ＳΦ′ ＝１，ｈ＝Φ′（０）／Φ（０）＝１，Φ′（５π／４）＝０Ｓｏ
（１）Ｉｆρ，Ａａｒｅｃｏｎｓｔａｎｔｓ，ｔｈｅｎＥ＝ω２

ρ
（２）ＩｆＥ，Ａａｒｅｃｏｎｓｔａｎｔｓ，ｔｈｅｎρ＝Ｅ／ω２
（３）Ｉｆρ，Ｅａｒｅｃｏｎｓｔａｎｔｓ，ａｎｄωｇｉｖｅｎａｓω２ ＝Ｅ／ρ，ｔｈｅｎＡ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ

Ｔｈｉｓｅｘａｍｐｌｅｓｈｏｗｓω＝ Ｅ／槡 ρａｎｄΦ（ｘ）ａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｔｈｅ２ｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｍｏｄｅ

ｏｆｔｈｅｒｏｄｗｉｔｈｃｏｎｓｔａｎｔＥ，Ａａｎｄρ Ｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｒｏｄｉｓ５π／４，ｔｈｅｌｅｆｔｅｎｄｂｅｉｎｇ
ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｗｉｔｈｋ＝１，ｒｉｇｈｔｅｎｄｂｅｉｎｇｆｒｅｅ

ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＣｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌ
ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｆｒｏｍＴｗｏＭｏｄｅＤａｔａ

Ｔｗｏｐｏｓｉｔｉｖｅｓｑｕａｒｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓλ，μ ａｎｄｔｗｏ ｍｏｄｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓΦ（ｘ），Ψ（ｘ）ｗｉｔｈ

ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅａｒｅ ｇｉｖｅｎ，Φ（ｘ）ａｎｄ Ψ（ｘ）ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅ

ｎｅｃｅｓｓａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｅｘｐ （３）ｔｏｅｘｐ （７），ａｎｄ

Φ（０）Ψ′（０）－Φ′（０）Ψ（０）＝０，Φ（ｌ）Ψ′（ｌ）－Φ′（ｌ）Ψ（ｌ）＝０

Ｉｔｉｓｅｘｐｅｃｔｅｄｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｕｎｉｑｕｅｒｏｄ ｗｈｉｃｈｈａｓ ｍｏｄｅｓΦ（ｘ）ａｎｄ Ψ（ｘ）ａｎｄ

ａｓｓｏｃｉａｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ槡λａｎｄ槡μＴｈｅｙｓｈｏｕｌｄｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ

Φ″（ｘ）＋Φ′（ｘ）（ＥＡ）′／（ＥＡ）＋λρΦ（ｘ）／Ｅ＝０

Ψ″（ｘ）＋Ψ′（ｘ）（ＥＡ）′／（ＥＡ）＋λρΨ（ｘ）／Ｅ＝０
（８）

ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

ρ／Ｅ＝ｚ｛ｘ｝／ｆ（ｘ），ＥＡ ＝ｃｅｘｐ｛－∫
ｘ

０
［ｇ（ｓ）／ｆ（ｓ）］ｄｓ｝ （９）

ｗｈｅｒｅ

ｆ（ｘ）＝μΦ′（ｘ）Ψ（ｘ）－λΦ（ｘ）Ψ′（ｘ）

ｇ（ｘ）＝μΦ″（ｘ）Ψ（ｘ）－λΦ（ｘ）Ψ″（ｘ）

ｚ（ｘ）＝Φ″（ｘ）Ψ′（ｘ）－Φ′（ｘ）Ψ″（ｘ）

Ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｔｈａｔｉｆｚ（ｘ），ｆ（ｘ）ａｒｅａｌｌｎｏｎｚｅｒｏａｎｄｔｈｅｓａｍｅｓｉｇｎ，ｏｒｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙｚｅｒｏ

ａｔａｎｙｐｏｉｎｔｘｏｎ（０，ｌ）；ｇ（ｘ）／ｆ（ｘ）ｈａｓｆｉｎｉｔｅｌｉｍｉｔ，ａｎｄｚ（ｘ）／ｆ（ｘ）ｈａｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｌｉｍｉｔａｔ

ｐｏｉｎｔｓｗｈｅｒｅｆ（ｓ）＝０，ｔｈｅｎＥＡａｎｄρＡｃａｎｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｕｎｉｑｕｅｌｙａｐａｒｔｆｒｏｍａｓｉｎｇｌｅ

ｓｃａｌｅｆａｃｔｏｒ

Ｅｘａｍｐｌｅ２　Φ（ｘ）＝ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ，ψ（ｘ）＝ｃｏｓ３ｘ＋ｓｉｎ３ｘ＋ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘｏｎ（０，π／２），
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λ＝１，μ＝３ａｒｅｇｉｖｅｎ，ｔｈｅｎ

ｚ（ｘ）＝８＋１２ｓｉｎ２ｘ（１－ｓｉｎ２ｘ）＞０　　ｆ（ｘ）＝４＋４ｓｉｎ２ｘ＞０

ｇ（ｘ）＝４ｃｏｓ２ｘ（３ｓｉｎ２ｘ＋１）

ｈｅｎｃｅ

ＥＡ ＝Ｅ０Ａ０（１＋ｓｉｎ２ｘ）ｅｘｐ（－３ｓｉｎ２ｘ／２） （１０）

ρＡ ＝Ｅ０Ａ０［２＋３ｓｉｎ２ｘ（１－ｓｉｎ２ｘ）］ｅｘｐ（－３ｓｉｎ２ｘ／２） （１１）

Ａｎｄ

ｈ＝Φ′（０）／Φ（０）＝１，Ｈ ＝－Φ′（ｌ）／Φ（ｌ）＝１

ＩｔｃａｎｂｅｖｅｒｉｆｉｅｄΦａｎｄΨａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｔｈｅ１ｓｔａｎｄ２ｎｄｍｏｄｅｏｆｔｈｅｒｏｄｗｉｔｈｔｈｅ

ＥＡａｎｄρＡｄｅｓｃｒｉｂｅｄｉｎｅｘｐ （１０）ａｎｄｅｘｐ （１１），ｈ＝Ｈ ＝１

Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆａｒｏｄｆｒｏｍｔｗｏｓｔｒａｉｎｍｏｄｅｓｄａｔａｉｓａｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｐｒｏｂｌｅｍ，ｂｅｃａｕｓｅｉｎ

ｓａｍｅｃａｓｅｓ，ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆｓｔｒａｉｎｉｓｍｏｒｅａｃｃｕｒａｔｅｔｈａｎｔｈａｔｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ，ｏｒ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆａｓｙｓｔｅｍｗｈｉｃｈｈａｓｓｐｅｃｉｆｉｅｄｓｔｒａｉｎｍｏｄｅｓｉｓｅｘｐｅｃｔｅｄ Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｎｔｈｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｚ（ｘ），ｇ（ｘ）ａｎｄｆ（ｘ），ｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆ

ｇｉｖｅｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄｅｓｈａｖｅｔｏｂｅｃａｒｒｉｅｄｏｕｔ，ｂｕｔｏｎｌｙｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅａｎｄａ

ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆｇｉｖｅｎｓｔｒａｉｎｍｏｄｅｓａｒｅｎｅｅｄｅｄｔｏｂｅｃｏｍｐｕｔｅｄｆｏｒｔｈｅｓｔｒａｉｎｍｏｄｅｄａｔａ，ａｎｄ

ｔｈｅｅｒｒｏｒｉｎｔｈｅｆｏｒｍｅｒｃａｓｅｉｓｇｅｎｅｒａｌｌｙｍｏｒｅｔｈａｎｔｈａｔｉｎｔｈｅｌａｔｔｅｒｃａｓｅＴｈｉｓｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

ｈａｓｂｅｅｎｖｅｒｉｆｉｅｄｆｒｏｍｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓ

Ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｎｏｔｅｄ，ｂｅｃａｕｓｅａｉｎｔｅｇｒａｎｄｍａｙｈａｖｅａｃｏｎｓｔａｎｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆΦ（０）

ｃａｎｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｆｒｏｍΦ（０）＝Φ′（０）／ｈ，ｓｏｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｈｓｈｏｕｌｄｂｅｇｉｖｅｎ

Ａｉｍｐｏｒｔａｎｔｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｓｔｈａｔａｒｏｄｃａｎｂｅｕｎｉｑｕｅｌｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｆｒｏｍｔｗｏｍｏｄｅｓ

ｄａｔａ，ｓｏｉｎｓｏｍｅｓｅｎｓｅ，ｔｈｅｒｅａｒｅｏｎｌｙｔｗｏｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｍｏｄｅｓｆｏｒａｒｏｄ

Ｔｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙ ＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎａｎｄ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ

ＣｏｍｍｉｔｔｅｅｏｆＣｈｉｎａ

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］ＧＭＬＧｌａｄｗｅｌｌ，ＩｎｖｅｒｓｅＰｒｏｂｌｅｍｓｉｎＶｉｂｒａｔｉｏｎ，ＭａｒｔｉｎｕｓＮｉｊｈｏｆｆＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，１９８６
［２］ＷａｎｇＱｉｓｈｅｎ，ＷａｎｇＤａｊｕｎ，ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅＤｉｓｃｒｅｔｅＳｙｓｔｅｍｆｏｒｔｈｅＲｏｄｂｙｔｈｅ

ＰａｒｔｉａｌＮａｔｕｒａｌＭｏｄｅｓａｎｄＦｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓＤａｔａ，ＪｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｖｏｌ１
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ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＢｅａｍ ＶｉａＴｗｏＳｅｔｓｏｆ ＭｏｄｅｓａｎｄｔｈｅＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＦｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ，Ａｃｔａ
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两类Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征反问题及其应用

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓａｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄｉｎ ｗｈｉｃｈａＪａｃｏｂｉｍａｔｒｉｘｉｓ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍａｎｄｍａｘｉｍｕｍｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｉｔｓａｌｌｏｒｄｅｒｍａｉｎｓｕｂｍａｔｒｉｃｅｓ

ｏｒｂｙｉｔｓｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｅｉｇｅｎｖａｌｕｅａｎｄｍｉｎｉｍｕｍｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

ｏｆｉｔｓａｌｌｏｒｄｅｒｍａｉｎｓｕｂｍａｔｒｉｃｅｓ Ｔｈｅｉｒｓｏｌｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄａｎｄｓｏｍｅｅｘａｍｐｌｅｓａｒｅｇｉｖｅｎ

Ａｌｓｏｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｏｂｌｅｍｓａｒｅｓｔｕｄｉｅｄｆｏｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｖｉｂｒａｔｉｏｎ

一 　 引 言

对于Ｊａｃｏｂｉ矩阵（对称三对角矩阵）的特征反问题，文［１］ 作了相当全面的阐述。纵观已

有的成果，基本 上 集 中 在 由 两 组 频 谱 或 两 个 特 征 对（指 特 征 值 及 相 应 的 特 征 向 量）构 造

Ｊａｃｏｂｉ矩阵的元素这样两类问题上，习惯上称之为频谱型或特征向量型反问题。对于反问题

的第三类型 ——— 混合型，即由一组频谱数据和一个特征向量构造矩阵元素的问题，尚未见

诸文献。此外，Ｊａｃｏｂｉ矩阵的顺序主子阵在Ｊａｃｏｂｉ矩阵的理论中占有十分重要的地位。基于

这两点，本文提出并求解了以下两类有关Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征反问题。

问题１　 给定（２Ｎ－１）个正数０＜λ（Ｎ）
１ ＜λ（Ｎ－１）

１ ＜ … ＜λ（１）
１ ＜λ（２）

２ ＜ … ＜λ（Ｎ）
Ｎ ，构造

如下标准形式的Ｊａｃｏｂｉ矩阵：

ＪＮ（ａｒ，ｂｒ）＝

ａ１ －ｂ１ ０ … ０ ０ ０

－ｂ１ ａ２ －ｂ２ … ０ ０ ０

０ －ｂ２ ａ３ … ０ ０ ０

… … …

０ ０ ０ … －ｂＮ－２ ａＮ－１ －ｂＮ－１

０ ０ ０ … ０ －ｂＮ－１ ａ

烄

烆

烌

烎Ｎ

（１）

其中ａｒ ＞０（ｒ＝１，…，Ｎ），ｂｒ ＞０（ｒ＝１，…，Ｎ－１），使其第ｒ阶顺序主子阵恰以λ（ｒ）
１ 、

λ（ｒ）
ｒ 为它们的最低、最高特征值。

问题２　 给定正数０＜λ（Ｎ）
１ ＜ … ＜λ（１）

１ 和正向量｛ｘ｝＝ ｛ｘ１，…，ｘＮ｝Ｔ，其中ｘ１ ＝１，ｘｒ

＞０（ｒ＝２，…，Ｎ），构造一个标准形式的Ｊａｃｏｂｉ矩阵ＪＮ（ａｒ，ｂｒ），使其第ｒ阶顺序主子阵恰以

λ（ｒ）
１ 为其最低特征值，而以｛ｘ｝为ＪＮ（ａｒ，ｂｒ）的相应于λ（Ｎ）

１ 的特征向量。

 本文原载于《高等学校计算数学学报》１９９５年第４期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。
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为了求解以上两类反问题，我们首先摘引了Ｊａｃｏｂｉ矩阵的三条有关性质，接着给出了以

上反问题的解法，继而讨论了它们在结构振动问题中的应用，最后附有几个成功的算例。

二 　 问题的解法

为了求解上述问题，我们不加证明地指出Ｊａｃｏｂｉ矩阵的几条重要特性。有关这些性质的

证明可以参见文献［２］。

性质１　 对于Ｊａｃｏｂｉ矩阵ＪＮ（ａｒ，ｂｒ），成立如下三项递推关系

Ｄｒ（λ）＝ （ａｒ－λ）Ｄｒ－１（λ）－ｂ２
ｒ－１Ｄｒ－２（λ）　（ｒ＝２，…，Ｎ） （２）

此处Ｄｒ（λ）＝ｄｅｔ｛Ｊｒ－λＩ｝，Ｊｒ 是ＪＮ 的第ｒ阶顺序主子阵，Ｄ０（λ）＝１。

性质２　 序列

ＤＮ（λ），ＤＮ－１（λ），…，Ｄ２（λ），Ｄ１（λ），Ｄ０（λ）

构成Ｓｔｕｒｍ 序列，由此可以进一步推证

（１）　Ｄ０（λ）不改变符号（Ｄ０（λ）＝１）；

（２）　Ｄｒ（λ）（ｒ＝１，…，Ｎ）有且仅有ｒ个零点，并且这些零点都是节点；

（３）　Ｄｒ（λ）与Ｄｒ＋１（λ）的节点彼此相间。

作为这一性质的直接推论，又有

推论 　 记Ｄｒ（λ）的最小节点为λ（ｒ）
１ ，最大节点为λ（ｒ）

ｒ ，则

（１）　λ（Ｎ）
１ ＜λ（Ｎ－１）

１ ＜ … ＜λ（１）
１ ＜λ（２）

２ ＜ … ＜λ（Ｎ）
Ｎ

（２） 当μ＜λ（ｒ）
１ 时，必有Ｄｒ（μ）＞０；当μ＞λ（ｒ）

ｒ 时，必有（－１）ｒＤｒ（μ）＞０　（ｒ＝１，…，

Ｎ）。

需要指出的是，性质２及其推论的成立仅与ｂｒ（ｒ＝１，…，Ｎ－１）是否为零有关，而与ａｒ

的值无关。

性质３　 设Ｊａｃｏｂｉ矩阵ＪＮ（ａｒ，ｂｒ）的特征值按递增次序排列为：λ１ ＜λ２ ＜ … ＜λＮ，相

应的特征向量记为｛ｘ（ｒ）｝＝ ｛ｘｒ１，…，ｘｒＮ｝Ｔ　（ｒ＝１，…，Ｎ），则有

ｘｒｊ ＝ｘｒ１Ｄｊ－１（λｒ）／ｂ１ｂ２…ｂｊ－１　（ｒ＝１，…，Ｎ；ｊ＝２，…，Ｎ） （４）

这里ｘｒ１ 是任意非零常数，当特征向量首一规范化时，可取ｘｒ１ ＝１。

利用这些性质，我们不难采用构造性解法求解上节提出的两个反问题。

（一）问题１的解法

由（２）式和问题１的提法马上可以写出

ａ１ ＝λ（１）
１ ＞０ （５）

Ｄｒ（λ（ｒ）
１ ）＝ （ａｒ－λ（ｒ）

１ ）Ｄｒ－１（λ（ｒ）
１ ）－ｂ２

ｒ－１Ｄｒ－２（λ（ｒ）
１ ）＝０

Ｄｒ（λ（ｒ）
ｒ ）＝ （ａｒ－λ（ｒ）

ｒ ）Ｄｒ－１（λ（ｒ）
ｒ ）－ｂ２

ｒ－１Ｄｒ－２（λ（ｒ）
ｒ ）＝０

（ｒ＝２，…，Ｎ）
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由此解得

ａｒ ＝Δｒａ／Δｒ，ｂ２
ｒ－１ ＝Δｒｂ／Δｒ　（ｒ＝２，…，Ｎ） （６）

式中

Δｒ ＝Ｄｒ－１（λ（ｒ）
ｒ ）Ｄｒ－２（λ（ｒ）

１ ）－Ｄｒ－１（λ（ｒ）
１ ）Ｄｒ－２（λ（ｒ）

ｒ ）

Δｒａ ＝λ（ｒ）
ｒ Ｄｒ－１（λ（ｒ）

ｒ ）Ｄｒ－２（λ（ｒ）
１ ）－λ（ｒ）

１ Ｄｒ－１（λ（ｒ）
１ ）Ｄｒ－２（λ（ｒ）

ｒ ）（ｒ＝２，…，Ｎ）

Δｒｂ ＝ （λ（ｒ）
ｒ －λ（ｒ）

１ ）Ｄｒ－１（λ（ｒ）
ｒ ）Ｄｒ－１（λ（ｒ）

１

烅

烄

烆 ）

（７）

由 上面的推论知Ｄｒ－１（λ（ｒ）
１ ）＞０，Ｄｒ－２（λ（ｒ）

１ ）＞０，当ｒ为偶数时，Ｄｒ－１（λ（ｒ）
ｒ ）＜０，Ｄｒ－２（λ（ｒ）

ｒ ）

＞０，这样显然有

Δｒ ＜０，Δｒａ ＜０，Δｒｂ ＜０　（ｒ＝２，４，…）

从而有ａｒ ＞０，ｂ２
ｒ－１ ＞０（ｒ＝２，４，…）。

同 理可知当ｒ为奇数时，Δｒ、Δｒａ、Δｒｂ 同时大于０，从而亦有ａｒ＞０，ｂ２
ｒ－１ ＞０（ｒ＝３，５，…）。

于是（５）、（６）两式就是问题１的解。因为，构造过程显示，所给（２Ｎ－１）个正数的确是所得矩

阵的各阶顺序主子阵的特征值，而由性质２，它们只能是最小和最大特征值。

（二）问题２的解法

在问题２的提法下，和问题１类似地有

ａ１ ＝λ（１）
１ ＞０ （８）

（ａｒ－λ（ｒ）
１ ）Ｄｒ－１（λ（ｒ）

１ ）－ｂ２
ｒ－１Ｄｒ－２（λ（ｒ）

１ ）＝０　（ｒ＝２，…，Ｎ） （９）

又由性质３有

ｂｒ－１ ＝ Ｄｒ－１（λ（Ｎ）
１ ）

ｂ１ｂ２…ｂｒ－２ｘｒ
＝Ｄｒ－１（λ（Ｎ）

１ ）
Ｄｒ－２（λ（Ｎ）

１ ）·
ｘｒ－１

ｘｒ
　（ｒ＝２，…，Ｎ） （１０）

由问题２的条件和性质２的推论显然可见ｂｒ ＞０（ｒ＝１，…，Ｎ－１）。又由（９）式解得

ａｒ ＝λ（ｒ）
１ ＋ｂ２

ｒ－１Ｄｒ－２（λ（ｒ）
１ ）／Ｄｒ－１（λ（ｒ）

１ ）　（ｒ＝２，…，Ｎ） （１１）

由归纳法可见，问题２的解存在，且所求得的ａｒ（ｒ＝１，…，Ｎ）、ｂｒ（ｒ＝１，…，Ｎ－１）均

为正数。

和问题１一样，由性质２，这样构造出的矩阵只能以｛λ（ｒ）
１ ｝Ｎ１ 为其各阶顺序主子阵的最低

特征值。同时直接验算将会表明，所给向量｛ｘ｝的确是被构造的矩阵的相应于λ（Ｎ）
１ 的特征向

量。
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三 　 反问题的应用

诸多文献［３，４］ 已经指出，图１所示的弹簧 — 质量系统的运动方程是

k0 k1 kN

m1 m2 mN

图１

［Ａ］｛ｕ｝＝ω２［Ｍ］｛ｕ｝ （１２）

这里｛ｕ｝＝ ｛ｕ１，…，ｕＮ｝Ｔ 是位移 振 幅 向 量，ω 是 系 统 的 固 有 圆 频 率，质 量 矩 阵［Ｍ］＝

ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ），刚度矩阵［Ａ］是标准形式的Ｊａｃｏｂｉ矩阵：

［Ａ］＝

ｋ０＋ｋ１ －ｋ１ ０ … ０ ０ ０

－ｋ１ ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ … ０ ０ ０

０ －ｋ２ ｋ２＋ｋ３ … ０ ０ ０

… … …

０ ０ ０ … －ｋＮ－２ ｋＮ－２＋ｋＮ－１ －ｋＮ－１

０ ０ ０ … ０ －ｋＮ－１ ｋＮ－１＋ｋ

烅

烄

烆

烌

烎Ｎ

当ｋ０ 或ｋＮ 为０时相应支承方式为自由端，ｋ０、ｋＮ 不为０时相应于固定端。上述方程可以

简单地转化为非对称的Ｊａｃｏｂｉ矩阵的特征值问题

ＪＮ｛ｕ｝＝λ｛ｕ｝ （１３）

式中λ＝ω２，

ＪＮ（ａｒ，ｂｒ，ｃｒ）＝

ａ１ －ｂ１ ０ … ０ ０ ０

－ｃ１ ａ２ －ｂ２ … ０ ０ ０

０ －ｃ２ ａ３ … ０ ０ ０

… … …

０ ０ ０ … －ｃＮ－２ ａＮ－１ －ｂＮ－１

０ ０ ０ … ０ －ｃＮ－１ ａ

烄

烆

烌

烎Ｎ

（１４）

其中

ａｒ ＝ｋｒ－１＋ｋｒ

ｍｒ
　（ｒ＝１，…，Ｎ）

ｂｒ ＝ｋｒ

ｍｒ
，ｃｒ ＝ ｋｒ

ｍｒ＋１
　（ｒ＝１，…，Ｎ－１

烅

烄

烆
）

（１５）
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它也可以转化为对称三对角矩阵的标准特征值问题

ＪＮ｛ｘ｝＝λ｛ｘ｝ （１６）

ＪＮ 的形式仍如（１），只是此时

ａｒ ＝ｋｒ－１＋ｋｒ

ｍｒ
　（ｒ＝１，…，Ｎ）

ｂｒ ＝ ｋｒ

ｍｒｍｒ＋槡 １

　（ｒ＝１，…，Ｎ－１
烅

烄

烆
）

（１７）

同时注意，｛ｘ｝＝ ［Ｍ］１／２｛ｕ｝已经不是系统的固有模态。

基于以上事实，与引言中所叙述的两个反问题相对应，我们有

应用问题１　 给定（２Ｎ－１）个正数０＜λ（Ｎ）
１ ＜λ（Ｎ－１）

１ ＜ … ＜λ（１）
１ ＜λ（２）

２ ＜ … ＜λ（Ｎ）
Ｎ ，

构造一个自由 — 固定的弹簧 — 质量系统，使此系统的前ｒ个质点所组成的截断系统分别以

λ（ｒ）槡１ 、λ（ｒ）槡ｒ 为其最低及最高圆频率。

事实上，由第二部分，我们可由λ（１）
１ ∪｛λ（ｒ）

１ ，λ（ｒ）
ｒ ｝Ｎ２ 构造对称三对角矩阵ＪＮ（ａｒ，ｂｒ）。但要

由此利用（１７）式进一步确定系统的物理参数｛ｍｒ，ｋｒ｝Ｎ１ 却存在这样的困难：如何证明所求得

的｛ｋｒ｝Ｎ２ 是正数？为 了 避 开 这 一 点，我 们 采 用 在 文［５］ 中 曾 经 使 用 过 的 方 法。注 意 到 元 素 由

（１５）式表出的非对称三对角矩阵ＪＮ（ａｒ，ｂｒ，ｃｒ）与由（１７）式表出的对称三对角矩阵ＪＮ（ａｒ，

ｂｒ）的各阶顺序主子阵有完全相同的特征多项式，我们可先把已求得的对称矩阵ＪＮ（ａｒ，ｂｒ）

按下述规则非对称化：

ａ′ｒ ＝ａｒ　（ｒ＝１，…，Ｎ） （１８）

ｂ′ｒ ＝ ｄｒ

ｄｒ－１
，ｃ′ｒ ＝ｂ２

ｒ

ｂ′ｒ
　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （１９）

这里ｄｒ 是ＪＮ 的第ｒ阶顺序主子式，ｄ０ ＝１。

因为ＪＮ 的最低特征值λ（Ｎ）
１ ＞０，所以ｄｒ ＞０（ｒ＝１，…，Ｎ），这样ｂ′ｒ ＞０，ｃ′ｒ ＞０（ｒ＝

１，…，Ｎ－１）。同时我们不难验证，这样求得的ａ′ｒ、ｂ′ｒ、ｃ′ｒ 满足（１５）式所要求的约束关系，即

ｂ′１ ＝ｄ１ ＝ａ１

ｃ′ｒ＋ｂ′ｒ＋１ ＝ｃ′ｒ＋ｄｒ＋１

ｄｒ
＝ｂ２

ｒ

ｂ′ｒ
＋ａｒ＋１ｄｒ－ｂ２

ｒｄｒ－１

ｄｒ
＝ａ′ｒ＋１（ｒ＝１，…，Ｎ－２

烅

烄

烆
）

最后，因为ａＮｄＮ－１－ｂ２
Ｎ－１ｄＮ－２ ＞０，又有

ａ′Ｎ ＝ａＮ ＞
ｂ２

Ｎ－１ｄＮ－２

ｄＮ－１
＝ｃ′Ｎ－１

至此，在相差一个常数因子的意义上，我们即可求得待构造的自由 — 固定的弹簧 — 质

量系统的全部物理参数：

ｋｒ ＝ｍｒｂ′ｒ，ｍｒ＋１ ＝ｋｒ

ｃ′ｒ
　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （２０）
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ｋＮ ＝ｍＮ（ａ′Ｎ －ｃ′Ｎ－１） （２１）

我们再看问题２的应用。

应 用问题２　 给定正数０＜λ（Ｎ）
１ ＜ … ＜λ（１）

１ 和正向量｛ｘ｝＝｛１，ｘ２，…，ｘＮ｝Ｔ，构造自由

— 固定或两端固定的弹簧 — 质量系统，使其前ｒ个质点组成的截断系统以 λ（ｒ）槡１ 为其最低

圆频率，而以｛ｘ｝为构造系统的基模态。

这一问题的可解性条件较为苛刻，限于篇幅，其可解性条件及其解法将另文讨论。

四 　 算 例

为了验证上面的结果，我们编制微机程序计算了几个实例。

例１　 给定１９个正数如表１的２、３列，构造一个１０阶标准形式的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，计算结

果列于表１的４、５两列。

表１　 由两组特征值构造的Ｊａｃｏｂｉ矩阵

ｒ λ（ｒ，１） λ（ｒ，ｒ） ａ（ｒ） ｂ（ｒ）

１ １０００ｅ＋０１ １０００ｅ＋０１ ３１６２ｅ＋００
２ ９０００ｅ＋００ ２０００ｅ＋０１ １９００ｅ＋０１ ９１６５ｅ＋００
３ ８０００ｅ＋００ ３０００ｅ＋０１ ２２００ｅ＋０１ １１２６ｅ＋０１
４ ７０００ｅ＋００ ４０００ｅ＋０１ ３０９０ｅ＋０１ １５５７ｅ＋０１
５ ６０００ｅ＋００ ５０００ｅ＋０１ ３２７９ｅ＋０１ １８４２ｅ＋０１
６ ５０００ｅ＋００ ６０００ｅ＋０１ ４０８７ｅ＋０１ ２１８７ｅ＋０１
７ ４０００ｅ＋００ ７０００ｅ＋０１ ４３４７ｅ＋０１ ２４８８ｅ＋０１
８ ３０００ｅ＋００ ８０００ｅ＋０１ ５０７１ｅ＋０１ ２８１３ｅ＋０１
９ ２０００ｅ＋００ ９０００ｅ＋０１ ５３６４ｅ＋０１ ３１１４ｅ＋０１
１０ １０００ｅ＋００ １０００ｅ＋０２ ６０５０ｅ＋０１

例２　 原始数据同例１，构造一个自由 — 固定的弹簧 — 质量系统，计算结果列于表２的

４、５列。

表２　 由两组特征值构造的弹簧 — 质量系统

ｒ λ（ｒ，１） λ（ｒ，ｒ） ｍ（ｒ） ｋ（ｒ）

１ １０００ｅ＋０１ ７８００ｅ＋０２ ７８００ｅ＋０２
２ ９０００ｅ＋００ ２０００ｅ＋０１ ７８００ｅ＋０３ １４０４ｅ＋０４
３ ８０００ｅ＋００ ３０００ｅ＋０１ ３００９ｅ＋０４ ５２１５ｅ＋０４
４ ７０００ｅ＋００ ４０００ｅ＋０１ ７１２６ｅ＋０４ １６８０ｅ＋０５
５ ６０００ｅ＋００ ５０００ｅ＋０１ １６３５ｅ＋０５ ３６８３ｅ＋０５
６ ５０００ｅ＋００ ６０００ｅ＋０１ ２４４５ｅ＋０５ ６３０８ｅ＋０５
７ ４０００ｅ＋００ ７０００ｅ＋０１ ３４０４ｅ＋０５ ８４８９ｅ＋０５
８ ３０００ｅ＋００ ８０００ｅ＋０１ ３４２１ｅ＋０５ ８８５９ｅ＋０５
９ ２０００ｅ＋００ ９０００ｅ＋０１ ２８９８ｅ＋０５ ６６８８ｅ＋０５
１０ １０００ｅ＋００ １０００ｅ＋０２ １５９２ｅ＋０５ ２９４２ｅ＋０５
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例３　 给定１０个正数和一个１０维正向量如表３之２、３列，构造一个１０阶标准对称

Ｊａｃｏｂｉ矩阵，计算结果列于表３的４、５两列。

为了进一步验证本文的正确性，我们又以表１至表３的４、５两列所列数据作为Ｊａｃｏｂｉ矩

阵的元素解特征值正问题，求出相应各阶顺序主子阵的最小、最大特征值以及对应λ（Ｎ）
１ 的基

模态，计算结果分别列于表４至表６。以上算例的结果显示，本文推理是正确的。

表３　 由一组特征值和一个特征向量构造Ｊａｃｏｂｉ矩阵

ｒ λ（ｒ，１） ｘ（ｒ） ａ（ｒ） ｂ（ｒ）
１ １０００ｅ＋０１ １０００ｅ＋０１ １０００ｅ＋０１ ６０００ｅ＋００
２ ９０００ｅ＋００ １５００ｅ＋０１ ４５００ｅ＋０１ ３３３３ｅ＋０１
３ ８０００ｅ＋００ １８００ｅ＋０１ ６６４８ｅ＋０１ ３５７２ｅ＋０１
４ ７０００ｅ＋００ １９００ｅ＋０１ ８３１９ｅ＋０１ ４５９３ｅ＋０１
５ ６０００ｅ＋００ ２０００ｅ＋０１ ９８６７ｅ＋０１ ５４０３ｅ＋０１
６ ５０００ｅ＋００ ２０００ｅ＋０１ １１０５ｅ＋０２ ５８３６ｅ＋０１
７ ４０００ｅ＋００ １９００ｅ＋０１ １１３９ｅ＋０２ ５４３６ｅ＋０１
８ ３０００ｅ＋００ １８００ｅ＋０１ ９５７５ｅ＋０１ ４４８４ｅ＋０１
９ ２０００ｅ＋００ １５００ｅ＋０１ ７６８１ｅ＋０１ ３２９９ｅ＋０１
１０ １０００ｅ＋００ １０００ｅ＋０１ ５０４８ｅ＋０１

表４ 表５ 表６
ｒ λ（ｒ，１） λ（ｒ，ｒ） λ（ｒ，１） λ（ｒ，ｒ） λ（ｒ，１） ｘ（ｒ）

１ １０００ｅ＋０１ １０００ｅ＋０１ １０００ｅ＋０１ １８８３ｅ＋００
２ ９０００ｅ＋００ ２０００ｅ＋０１ ９０００ｅ＋００ ２０００ｅ＋０１ ９０００ｅ＋００ ２８２４ｅ＋００
３ ８０００ｅ＋００ ３０００ｅ＋０１ ８０００ｅ＋００ ２９９８ｅ＋０１ ８０００ｅ＋００ ３３８９ｅ＋００
４ ７００１ｅ＋００ ４０００ｅ＋０１ ６９９９ｅ＋００ ４０００ｅ＋０１ ７００１ｅ＋００ ３５７７ｅ＋００
５ ６００１ｅ＋００ ５０００ｅ＋０１ ６０００ｅ＋００ ５０００ｅ＋０１ ６００１ｅ＋００ ３７６５ｅ＋００
６ ４９９９ｅ＋００ ６０００ｅ＋０１ ５０００ｅ＋００ ６０００ｅ＋０１ ５００２ｅ＋００ ３７６６ｅ＋００
７ ３９９８ｅ＋００ ７０００ｅ＋０１ ４０００ｅ＋００ ７０００ｅ＋０１ ４００３ｅ＋００ ３５７９ｅ＋００
８ ２９９６ｅ＋００ ８０００ｅ＋０１ ３０００ｅ＋００ ７９９９ｅ＋０１ ３００３ｅ＋００ ３３９１ｅ＋００
９ １９９６ｅ＋００ ９０００ｅ＋０１ ２０００ｅ＋００ ９０００ｅ＋０１ ２００３ｅ＋００ ２８２５ｅ＋００
１０ ９９６７ｅ－０１ １０００ｅ＋０２ ９９９９ｅ－０１ １０００ｅ＋０２ １００３ｅ＋００ １８８４ｅ＋００
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杆梁组合单支结构的振动反问题

摘 要 　 本文证明了杆梁组合单支结构差分离散系统固有振动的刚度矩阵

的符号振荡性，导出了其频率和模态的若干定性性质，进而讨论了由两组位移或

应变模态及相应频率构造其物理参数的条件、方法和算例。

关键词 　 杆梁组合单支结构 　 定性性质 　 模态反问题

一 　 引言：运动方程组

对弹性直杆和 Ｅｕｌｅｒ梁的振动反问题，文［１］－［４］ 已获得较为满意的结果，而对工程实际

中广泛应用的杆梁组合结构则尚缺乏研究。鉴于此，本文研究了杆梁组合结构差分离散系

统固有振动的运动方程组，结果发现，对杆梁组合 单 支 结 构，其 刚 度 矩 阵 属 于 符 号 振 荡 矩

阵，因而频谱是分离的，其模态具有确定的变号数，但对一般的杆梁组合结构，则未必保持

上述特性。

A
E1I

E2A

C

B
k0 m1

l1 k1 l2
m2

k2
kp-1

mp-1

lp
mp

mp+1

mN

kN

图１　　　　　　　　　　　　　　　　 图２

考察图１所示杆梁组合单支结构，当梁作横振动并用二阶中心差分［２］，柱作纵振动并用

一阶差分时，相应物理模型如图２所示。图中｛ｍｒ｝Ｎ０ 为各结点质量，｛ｋｒ｝ｐ－１０ 为梁的转动弹簧

刚度，｛ｋｒ｝Ｎｐ 为柱的线刚度，｛ｌｒ｝Ｎ＋１
１ 为差分步长。ｍｒ、ｋｒ 和相应结点处的线密度ｄｒ 及抗弯（抗

拉）刚度的关系是：

 本文原载于《安庆师范学院学报》（自然科学版）１９９５年第４期。
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ｍｒ ＝ｌｒ＋ｌｒ＋１

２ ｄｒ（ｒ＝１，…，ｐ－１，ｐ＋１，…，Ｎ）　ｍ０ ＝ｌ１ｄ０

２

ｍｐ ＝ １
２

（ｌｐｄ（ｂ）
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ｐ ）　ｋ０ ＝ ２
ｌ１
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（ｒ＝１，…，ｐ－１）　ｋｓ ＝
（ＥＡ）ｓ
ｌｓ＋１

（ｐ，…，Ｎ

烍

烌

烎
）

（１）

为简略起见，本文直接从物理模型出发。控制图２所示系统的运动方程组是

ω２ｍｒｕｒ ＝ｋｒ－１
ｗｒ－１

ｌｒ
－ｋｒｗｒ

１
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＋ １
ｌｒ＋（ ）１
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（ｒ＝１，…，ｐ－２）
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ｗｐ－２

ｌｐ－１
－ｋｐ－１ｗｐ－１

１
ｌｐ－１

＋１
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ｌｐ
－ｋｐｗｐ

ω２ｍｓｕｓ ＝ｋｓ－１ｗｓ－１－ｋｓｗｓ（ｓ＝ｐ＋１，…，Ｎ）

（２）

这里ω是圆频率，ｕ＝ （ｕ１，…，ｕＮ）Ｔ 是位移模态，量

ｗｒ ＝ｕｒ－１

ｌｒ
－ １

ｌｒ
＋ １
ｌｒ＋（ ）１

ｕｒ＋ｕｒ＋１

ｌｒ＋１
（ｒ＝０，１，…，ｐ－１；ｕ－１ ＝ｕ０ ＝０）

ｗｓ ＝ｕｓ＋１－ｕｓ　（ｓ＝ｐ，…，Ｎ；ｕＮ＋１ ＝０
烍

烌

烎）

（３）

是一组与结点ｘｒ 处的应变εｒ 相应的量

ｗ０ ＝－ｌ１ε０

ｈ
，　　ｗｒ ＝－ｌｒ＋ｌｒ＋１

２ｈ εｒ（ｒ＝１，…，ｐ－１）

ｗｓ ＝ｌｓ＋１εｓ（ｓ＝ｐ，…，Ｎ
烍
烌

烎）

（４）

此处ｈ是梁横截面的高度。当ｋ０ ≠０时相应于梁左端固支，ｋ０ ＝０相应于梁左端铰支。
因为不论是用差分法处理振动问题，还是实际测量结构的模态和频率，｛ｌｒ｝Ｎ＋１

１ 与ｈ均为

已知正数。这样｛ｗｒ｝Ｎ０ 和｛εｒ｝Ｎ０ 是两组可互换的量，以下亦称｛ｗｒ｝Ｎ０ 为系统的应变模态。

二 　 杆梁组合结构固有振动的定性性质

当ｋ０ ＝０即梁左端铰支时，（２）式的矢量形式是

ω２Ｍｕ＝ＥＮＬ－１ＦＴＫＦＬ－１ＥＴ
Ｎｕ （５）

式中 Ｍ ＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ），Ｌ＝ｄｉａｇ（ｌ１，…，ｌｐ，１，…，１），Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，…，ｋＮ），ｎ×（ｎ
＋１）阶常矩阵Ｅｎ 和Ｎ ×（Ｎ＋１）阶矩阵Ｆ 是

Ｅｎ ＝

１ －１ ０ … ０ ０

０ １ －１ … ０ ０

… … … …

０ ０ ０ … １ －

烄

烆

烌

烎１

，Ｆ＝
Ｅｐ ０

０ －

烄

烆

烌

烎Ｉ
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Ｉ则是单位阵。

记Ｂ＝｛ｂｉｊ｝Ｎ×（Ｎ＋１）＝ＥＮＬ－１ＦＴ，则不难验证Ｂ ＝｛（－１）ｉ＋ｊｂｉｊ｝是完全非负矩阵，Ａ ＝

ＢＫ（ＢＴ） 也是完全非负矩阵。直接验算还表明ｄｅｔＡ＞０，ａｒ，ｒ＋１ ＝ａｒ＋１，ｒ ＜０（ｒ＝１，…，Ｎ－

１）。这样由振荡矩阵理论即知，Ａ是符号振荡矩阵。又当ｋ０ ≠０时，方程（２）的刚度矩阵
槇Ａ与

Ａ的唯一差别是珘ａ１１ ＝ａ１１＋ｋ０／ｌ２
１，易见这不影响

槇Ａ的符号振荡性。于是不论梁左端铰支或固

支都有：

１杆梁组合单支结构固有振动的频率是离散的，即（０＜）ω１ ＜ω２ ＜ … ＜ωＮ。且有ω（ｐ）
ｉ

＜ω（ｃ）
ｉ （ｉ＝１，…，Ｎ），这里上标ｐ、ｃ分别代表铰支和固支。

２ 相应于ωｉ 的位移模态恰有ｉ－１个变号数，记作Ｓｕ
（ｉ） ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ）。

需要指出的是，对于非单支的杆梁组合结构，由于其刚度矩阵必有某些次主对角元素

为０，因而必非符号振荡矩阵。

３ 记τ＝ＫＦＬ－１ＥＴ
Ｎｕ，则τ满足方程：

ω２Ｋ－１τ＝ＦＬ－１ＥＴ
ＮＭ－１ＥＮＬ－１ＦＴτ＝Ａ１τ （６）

称它为以｛珡ｍｒ，珔ｋｒ，珋ｌｒ｝＝ ｛ｋ－１
ｒ ，ｍ－１

ｒ ，ｌｒ｝为参数的共轭杆梁组合单支结构的运动方程。同

样可以验证ｄｅｔＡ１ ＞０，Ａ１ 的次主对角元素全小于零，Ａ
１ ＝ （ＢＴ）Ｍ－１Ｂ 也是完全非负矩

阵。这样，当左端铰支时，Ａ１ 也是符号振荡矩阵，从而与ωｉ 相应的应力模态τ（ｉ）以及相应的应

变模态ｗ（ｉ） 亦有确定的变号数，即Ｓτ
（ｉ） ＝Ｓｗ

（ｉ） ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ）。

以上讨论表明，当梁左端铰支时，杆梁组合单支结构位移模态的必要条件是：矢量ｕ与

由（３）式确定的ｗ＝ （ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ）Ｔ 应有相同的变号数。如果进一步要求ｕ为系统的第ｉ
模态，则必要条件是Ｓｕ ＝Ｓｗ ＝ｉ－１　（ｉ＝１，…，Ｎ）。

如果梁的左端固支，此时τ＝（τ０，τ１，…，τＮ）。按照文［４］，共轭结构的左端就为自由端。这

样共轭结构将有０本征值，刚度矩阵不是振荡矩阵。不过仍可推论，共轭结构与原结构频率

之间的关系是珔ωｉ＋１ ＝ωｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）。因而应有Ｓτ
（ｉ） ＝Ｓｗ

（ｉ） ＝ｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）。实例计算证

明了这一点。详细证明从略。

三 　 反问题的提法和限制条件

考虑如下反问题：

给定两个矢量和两个正数λ、μ，试确定两组正数｛ｍｒ、ｋｒ｝Ｎ１ ，使以 ｍｒ、ｋｒ 为其截面物理参

数的杆梁组合单支结构以给定矢量为其两个不同的位移（或应变）模态，而以槡λ、槡μ 为相应

的圆频率。

为了求解这一反问题，必须解决这样两个问题：① 所给矢量和正数λ、μ 应满足什么条

件？② 当此条件满足时，如何确定这两组正数ｍｒ、ｋｒ？本节和下节将分别回答这两个问题。正

如前文所述，在下面的讨论中｛ｌｒ｝Ｎ＋１
１ 将视为已知。

假设给定位移模态ｕ＝ （ｕ１，…，ｕＮ）Ｔ、ｖ＝ （ｖ１，…，ｖＮ）Ｔ，则由（３）式即可确定相应的应
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变模态ｗ和ｚ。只是当左端固支时，ｗ＝ （ｗ０，ｗ１，…，ｗＮ）Ｔ，ｚ＝ （ｚ０，ｚ１，…，ｚＮ）Ｔ。反之，如果

给定ｗ，则ｕ的分量是

ｕｓ ＝－∑
Ｎ

ｉ＝ｓ
ｗｉ　（ｓ＝Ｎ，…，ｐ）

ｕｐ－１ ＝ １－ｌｐ（ ）ｌ ｕｐ －ｌｐ

ｌ ∑
ｐ－１

ｉ＝１
ｌｉ∑

ｐ－１

ｊ＝ｉ
ｗｊ

ｕｒ－１ ＝ｌｒｗｒ＋ １＋ｌｒ

ｌｒ＋
（ ）１

ｕｒ－ｌｒ

ｌｒ＋１
ｕｒ＋１（ｒ＝ｐ－１，…，２

烍

烌

烎
）

（７）

式中ｌ＝ ∑
ｐ

ｉ＝１
ｌｉ 是梁段的全长。由ｚ求ｖ类同。

同一质点对应不同频率的运动方程是

λｍｒｕｒ ＝ｗｒ－１

ｌｒ
ｋｒ－１－ １

ｌｒ
＋ １
ｌｒ＋（ ）１

ｗｒｋｒ＋ｗｒ＋１

ｌｒ＋１
ｋｒ＋１　（ｒ＝１，…，ｐ－２）

μｍｒｖｒ ＝ｚｒ－１

ｌｒ
ｋｒ－１－ １

ｌｒ
＋ １
ｌｒ＋（ ）１

ｚｒｋｒ＋ｚｒ＋１

ｌｒ＋１
ｋｒ＋１

λｍｐ－１ｕｐ－１ ＝ｗｐ－２

ｌｐ－１
ｋｐ－２－ １

ｌｐ－１
＋１
ｌ（ ）ｐ

ｗｐ－１ｋｐ－１

μｍｐ－１ｖｐ－１ ＝ｚｐ－２

ｌｐ－１
ｋｐ－２－ １

ｌｐ－１
＋１
ｌ（ ）ｐ

ｚｐ－１ｋｐ－１

λｍｐｕｐ ＝ｗｐ－１

ｌｐ
ｋｐ－１－ｗｐｋｐ

μｍｐｖｐ ＝ｚｐ－１

ｌｐ
ｋｐ－１－ｚｐｋ

烍

烌

烎ｐ

（８）

λｍｓｕｓ ＝ｗｓ－１ｋｓ－１－ｗｓｋｓ

μｍｓｖｓ ＝ｚｓ－１ｋｓ－１－ｚｓｋ
烍
烌

烎ｓ

　（ｓ＝ｐ＋１，…，Ｎ） （９）

这就是反问题的出发方程。式中λ＝ω２
ｉ，μ＝ω２

ｊ 是两个不同的特征值。引入

ａｒ ＝λｕｒｚｒ－１－μｖｒｗｒ－１

ｂｒ ＝λｕｒｚｒ－μｖｒｗｒ

ｅｒ ＝ｚｒｗｒ－１－ｗｒｚｒ－

烍

烌

烎１

　（ｒ＝１，…，Ｎ） （１０）

ｃｒ ＝λｕｒｚｒ＋１－μｖｒｗｒ＋１

ｆｒ ＝ｚｒ＋１ｗｒ－１－ｗｒ＋１ｚｒ－

烍
烌

烎１
　（ｒ＝１，…，ｐ－２） （１１）

则（８）、（９）两式可以改写成
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ａｓｋｓ－１－ｂｓｋｓ ＝０　（ｓ＝Ｎ，…，ｐ＋１）

ａｐｋｐ－１－ｌｐｂｐｋｐ ＝０

ａｐ－１ｋｐ－２－ １＋ｌｐ－１

ｌ（ ）
ｐ

ｂｐ－１ｋｐ－１ ＝０

ａｒｋｒ－１－ １＋ｌｒ

ｌｒ＋
（ ）１

ｂｒｋｒ＋ｌｒ

ｌｒ＋１
ｃｒｋｒ＋１ ＝０（ｒ＝ｐ－２，…，１

烍

烌

烎
）

（１２）

和

ａｓｍｓ－ｅｓｋｓ ＝０　（ｓ＝Ｎ，…，ｐ）

ａｐ－１ｍｐ－１－ １
ｌｐ－１

＋１
ｌ（ ）ｐ

ｅｐ－１ｋｐ－１ ＝０

ａｒｍｒ－ １
ｌｒ

＋ １
ｌｒ＋（ ）１

ｅｒｋｒ
１

ｌｒ＋１
ｆｒｋｒ＋１ ＝０（ｒ＝ｐ－２，…，１

烍

烌

烎）

（１３）

由此解得

ｋｓ－１ ＝ｂｓ

ａｓ
ｋｓ　ｍｓ ＝ｅｓ

ａｓ
ｋｓ　（ｓ＝Ｎ，…，ｐ＋１）

ｋｐ－１ ＝ｌｐｂｐ

ａｐ
ｋｐ　ｍｐ ＝ｅｐ

ａｐ
ｋｐ

ｋｒ－１ ＝ｄｅｔＣ（ｒ）
１ ·ｋｐ－１　ｍｒ ＝ｄｅｔＣ（ｒ）

２ ｋｐ－１（ｒ＝ｐ－１，…，１

烍

烌

烎）

（１４）

这里 Ｃ（ｒ）
１ 和 Ｃ（ｒ）

２ 都 是 三 对 角 矩 阵，其 主 对 角 元 素 分 别 是
ｂｊ

ａｊ
＋ １＋ｌｊ

ｌｊ＋
（ ）｛ ｝１

ｐ－１

ｒ
和

ｅｒ

ａｒ

１
ｌｒ

＋ １
ｌｒ＋（ ）１

，ｂｒ＋１

ａｒ＋１
１＋ｌｒ＋１

ｌｒ＋
（ ）２

，…，ｂｐ－１

ａｐ－１
１＋ｌｐ－１

ｌ（ ）｛ ｝
ｐ

，左次主对角元素均为 －１，右次主对角

元素分别是 － ｃｊｌｊ

ａｊｌｊ＋
｛ ｝１

ｐ－２

和 －ｆｒ

ａｒｌｒ＋１
，－ｃｒ＋１ｌｒ＋１

ａｒ＋１ｌｒ＋２
，…，－ｃｐ－２ｌｐ－２

ａｐ－１ｌｐ－
｛ ｝１

。鉴于结构物理参数恒正，所

以作为反问题的已知数据必须满足

（１）所给矢量必须有确定的变号数，且当λ＜μ时，

Ｓｗ ＝Ｓｕ＋２－ｒ０ ＜Ｓｚ ＝Ｓｖ＋２－ｒ０

（２）ａｓ、ｂｓ、ｅｓ（ｓ＝Ｎ，…，ｐ）同号且ａｒ ≠０（ｒ＝１，…，Ｎ）；

（３）Ｃ（ｒ）
２ 为正定矩阵而Ｃ（ｒ）

１ 为正定（ｋ０ ≠０）或半正定矩阵（ｋ０ ＝０）。上面ｒ０ ＝１（ｋ０ ≠０）

或ｒ０ ＝０（ｋ０ ＝０）。

以上讨论表明：在相差一个常数因子的意义上，存在唯一的杆梁组合单支结构，它以所

给矢量为其位移（或应变）模态，而以槡λ、槡μ 为相应圆频率。
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四 　 算法和算例

根据上节的讨论，当给定两个位移模态和差分步长时，由（３）式算出相应的应变模态；

当给定应变模态和差分步长时，则由（７）式计算相应的位移模态。再由（１０）、（１１）两式算出

相应的ａｒ、ｂｒ、ｅｒ、ｃｒ、ｆｒ，并由（１０）、（１１）两式按指标递减次序在指定ｋＮ 后即可求出全部物理

参数。

按照以上递推算法，我们编制了微机程序并计算了若干实例。

例１　 长为４ｍ的等截面梁和杆，均取９个等分点，梁左端固支，结点质量ｍｒ ＝１００（ｒ

＝１，…，７），ｍ８ ＝２５０，ｍｓ ＝４００（ｓ＝９，…，１５）。取正问题一、二阶模态（位移模态５位有

效 数字，应变模态３位有效数字）为输入数据，计算结果见表１、表２。表中第一栏为输入本

征值和差分步长。由表可知，结点质量计算值误差不超过５％ 和１０％，刚度计 算 值 误 差 则

很小。

ＮＯ１ 　　７８８９６Ｅ＋０４　　　５９２９３Ｅ＋０５　　　５００Ｅ＋００

ｒ Ｕ（ｒ） Ｖ（ｒ） Ｍ（ｒ） Ｋ（ｒ）

０ ９９９９Ｅ＋０７

１ １０２４１Ｅ－０１ ２０３２８Ｅ－０１ １０２８Ｅ＋０２ ９９９６Ｅ＋０７

２ ２９０１８Ｅ－０１ ５３７００Ｅ－０１ ９９６８Ｅ＋０１ １０００Ｅ＋０８

３ ５４６４２Ｅ－０１ ９３１３５Ｅ－０１ ９９４５Ｅ＋０１ ９９９６Ｅ＋０７

４ ８５４８６Ｅ－０１ １３２４５Ｅ＋００ ９９７３Ｅ＋０１ ９９９０Ｅ＋０７

５ １２００３Ｅ＋００ １６６８３Ｅ＋００ １０２６Ｅ＋０２ １００３Ｅ＋０８

６ １５６９１Ｅ＋００ １９３４５Ｅ＋００ ９４８０Ｅ＋０１ ９９３５Ｅ＋０７

７ １９５０３Ｅ＋００ ２１１９２Ｅ＋００ １０４７Ｅ＋０２ １０１１Ｅ＋０８

８ ２３３５６Ｅ＋００ ２２４７６Ｅ＋００ ２４８５Ｅ＋０２ ８０００Ｅ＋０７

９ ２２９９１Ｅ＋００ １５４９１Ｅ＋００ ４００１Ｅ＋０２ ８００２Ｅ＋０７

１０ ２１７１９Ｅ＋００ ３９１３９Ｅ－０１ ３９９６Ｅ＋０２ ８００１Ｅ＋０７

１１ １９５９１Ｅ＋００ －８８２３６Ｅ－０１ ４００４Ｅ＋０２ ７９９９Ｅ＋０７

１２ １６６８９Ｅ＋００ －１８９４５Ｅ＋００ ３９９８Ｅ＋０２ ８００２Ｅ＋０７

１３ １３１３０Ｅ＋００ －２３４５０Ｅ＋００ ４０００Ｅ＋０２ ７９９９Ｅ＋０７

１４ ９０５１８Ｅ－０１ －２１００３Ｅ＋００ ４０００Ｅ＋０２ ８０００Ｅ＋０７

１５ ４６１７０Ｅ－０１ －１２３２９Ｅ＋００ ４０００Ｅ＋０２ ８０００Ｅ＋０７
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ＮＯ２ 　　７８８９６Ｅ＋０４　　　５９２９３Ｅ＋０５　　　５００Ｅ＋００
ｒ Ｗ（ｒ） Ｚ（ｒ） Ｍ（ｒ） Ｋ（ｒ）

０ ２０５０Ｅ－０１ ４０７０Ｅ－０１ １００３Ｅ＋０８
１ １７１０Ｅ－０１ ２６１０Ｅ－０１ １１０８Ｅ＋０２ １００２Ｅ＋０８
２ １３７０Ｅ－０１ １２１０Ｅ－０１ １０１８Ｅ＋０２ １００３Ｅ＋０８
３ １０４０Ｅ－０１ －２４６０Ｅ－０３ ９９０８Ｅ＋０１ １００７Ｅ＋０８
４ ７３９０Ｅ－０２ －９８６０Ｅ－０２ １０１７Ｅ＋０２ １００４Ｅ＋０８
５ ４６９０Ｅ－０２ －１５５０Ｅ－０１ ９８９２Ｅ＋０１ １００４Ｅ＋０８
６ ２４６０Ｅ－０２ －１６３０Ｅ－０１ １００９Ｅ＋０２ １００２Ｅ＋０８
７ ８４４０Ｅ－０３ －１１３０Ｅ－０１ １００６Ｅ＋０２ １００２Ｅ＋０８
８ －３６５０Ｅ－０２ －６９８０Ｅ－０１ ２５０９Ｅ＋０２ ８０３２Ｅ＋０７
９ －１２７０Ｅ－０１ －１１６０Ｅ＋００ ３９６３Ｅ＋０２ ７９６９Ｅ＋０７
１０ －２１３０Ｅ－０１ －１２７０Ｅ＋００ ４０５４Ｅ＋０２ ８０１３Ｅ＋０７
１１ －２９００Ｅ－０１ －１０１０Ｅ＋００ ３９８８Ｅ＋０２ ８０１１Ｅ＋０７
１２ －３５６０Ｅ－０１ －４５００Ｅ－０１ ４００１Ｅ＋０２ ８００６Ｅ＋０７
１３ －４０８０Ｅ－０１ ２４５０Ｅ－０１ ４００６Ｅ＋０２ ８００３Ｅ＋０７
１４ －４４３０Ｅ－０１ ８６７０Ｅ－０１ ４０１３Ｅ＋０２ ８０１７Ｅ＋０７
１５ －４６２０Ｅ－０１ １２３０Ｅ＋００ ３９６１Ｅ＋０２ ８０００Ｅ＋０７

例２　 长各为４ｍ 的变截面梁和等截面杆，梁左端铰支，分法同上例。ｋｒ ＝ （３２－０２ｒ）

×１０８（ｒ＝１，…，７），ｍｒ ＝３２０－２０ｒ（ｒ＝１，…，７），ｍ８ ＝２７０，ｋｓ＝１５×１０８（ｓ＝８，…，１５），

ｍｓ＝３７５（ｓ＝９，…，１５）。以正问题１、３模态（位移模态取６位有效数字，应变模态取５位有效

数字）为输入模态，计算结果列于表３、表４。由表可知，结点处质量计算误差较大，刚度计算

值误差很小。

ＮＯ３ 　　１０８４８Ｅ＋０５　　　１５９８５Ｅ＋０５　　　５００Ｅ＋００
ｒ Ｕ（ｒ） Ｖ（ｒ） Ｍ（ｒ） Ｋ（ｒ）

０ ００００Ｅ＋００
１ ６０１３９０Ｅ－０１ １３４８０１Ｅ＋００ １５７１Ｅ＋０３ ２８７１Ｅ＋０９
２ １１８９８３Ｅ＋００ ２４４０５４Ｅ＋００ ２８３１Ｅ＋０３ ２７６１Ｅ＋０９
３ １７５２２７Ｅ＋００ ３０４３３５Ｅ＋００ ２６２９Ｅ＋０３ ２５８８Ｅ＋０９
４ ２２７７１２Ｅ＋００ ２９９１１８Ｅ＋００ ２４５２Ｅ＋０３ ２３９９Ｅ＋０９
５ ２７５６０１Ｅ＋００ ２２２２９５Ｅ＋００ ２２１５Ｅ＋０３ ２２０１Ｅ＋０９
６ ３１８５７８Ｅ＋００ ７９６９２３Ｅ－０１ １９９９Ｅ＋０３ ２００１Ｅ＋０９
７ ３５７０８７Ｅ＋００ －１１１９３１Ｅ＋００ １７９９Ｅ＋０３ １８０１Ｅ＋０９
８ ３９２６３０Ｅ＋００ －３２８５５２Ｅ＋００ ２７０１Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
９ ３７０７２０Ｅ＋００ －３５４０１０Ｅ＋００ ３７５２Ｅ＋０３ １５０１Ｅ＋０９
１０ ３３８７７０Ｅ＋００ －２３７９９０Ｅ＋００ ３７４６Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１１ ２９７６２０Ｅ＋００ －２６８７５０Ｅ－０１ ３７４９Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１２ ２４８４００Ｅ＋００ １９４９８０Ｅ＋００ ３７４９Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１３ １９２４５０Ｅ＋００ ３３８９２０Ｅ＋００ ３７５０Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１４ １３１２７０Ｅ＋００ ３４７４２０Ｅ＋００ ３７５０Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１５ ６６５３８０Ｅ－０１ ２１７０９０Ｅ＋００ ３７５０Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
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ＮＯ４ 　　１０８４８Ｅ＋０５　　　１５９８５Ｅ＋０５　　　５００Ｅ＋００
ｒ Ｗ（ｒ） Ｚ（ｒ） Ｍ（ｒ） Ｋ（ｒ）

０ ０００００Ｅ＋００ ０００００Ｅ＋００ ００００Ｅ＋００
１ ２５９００Ｅ－０２ ５１０９４Ｅ－０１ ２８２３Ｅ＋０３ ２９８６Ｅ＋０９
２ ５２００２Ｅ－０２ ９７９４５Ｅ－０１ ２８０９Ｅ＋０３ ２７９７Ｅ＋０９
３ ７５１７８Ｅ－０２ １３１００Ｅ＋００ ２６０５Ｅ＋０３ ２６００Ｅ＋０９
４ ９１９１９Ｅ－０２ １４３２１Ｅ＋００ ２４０７Ｅ＋０３ ２４０１Ｅ＋０９
５ ９８２３３Ｅ－０２ １３１５６Ｅ＋００ ２２０１Ｅ＋０３ ２２０１Ｅ＋０９
６ ８９３６９Ｅ－０２ ９８０４１Ｅ－０１ ２００２Ｅ＋０３ ２００１Ｅ＋０９
７ ５９３２６Ｅ－０２ ４９９９４Ｅ－０１ １８００Ｅ＋０３ １８０１Ｅ＋０９
８ ２１９１０Ｅ－０１ ２５４５０Ｅ－０１ ２７０２Ｅ＋０３ １５０１Ｅ＋０９
９ ３１９６０Ｅ－０１ －１１６００Ｅ＋００ ３７５１Ｅ＋０３ １５０１Ｅ＋０９
１０ ４１１５０Ｅ－０１ －２１１１０Ｅ＋００ ３７５０Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１１ ４９２２０Ｅ－０１ －２２１９０Ｅ＋００ ３７４３Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１２ ５５９５０Ｅ－０１ －１４３９０Ｅ＋００ ３７５２Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１３ ６１１７０Ｅ－０１ －８５０００Ｅ－０２ ３７５０Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１４ ６４７３０Ｅ－０１ １３０３０Ｅ＋００ ３７４９Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９
１５ ６６５４０Ｅ－０１ ２１７１０Ｅ＋００ ３７５１Ｅ＋０３ １５００Ｅ＋０９

五 　 结 束 语

综上所述，杆梁组合单支结构的频率和模态具有振荡特性，而由两个位移（或应变）模

态及相应频率构造其物理参数是可行的。其实本文正是文［１］、［３］ 的综合与推广，文［１］、［３］ 则可

视为本文的特例。顺便指出，在 文［１］ 中，我 们 仅 讨 论 了 由 位 移 模 态 构 造 杆 件 离 散 系 统 的 问

题，这里采用与文［１］ 表１相应的应变模态（两位有效数字）作为输入数据，获得了令人满意

的结果（见表５）。

ＮＯ５ 　　２５８５２Ｅ＋０９　　　３６５００Ｅ＋１０　　　５００Ｅ＋００

ｒ Ｗ（ｒ） Ｚ（ｒ） Ｍ（ｒ） Ｋ（ｒ）

０ ５７００Ｅ－０１ １２００Ｅ＋００ ２１６８Ｅ＋０８

１ ５２００Ｅ－０１ －４７００Ｅ－０１ ７９８３Ｅ－０２ ２１５１Ｅ＋０８

２ ４１００Ｅ－０１ －１５００Ｅ＋００ ８０２０Ｅ－０２ ２１７７Ｅ＋０８

３ ２６００Ｅ－０１ －４７００Ｅ－０１ ８４１２Ｅ－０２ ２１７８Ｅ＋０８

４ ９０００Ｅ－０２ １２００Ｅ＋００ ８２０６Ｅ－０２ ２１４２Ｅ＋０８

５ －９０００Ｅ－０２ ２５００Ｅ＋００ ５９６７Ｅ－０２ １０２８Ｅ＋０８

６ －２６００Ｅ－０１ －９５００Ｅ－０１ ３８９８Ｅ－０２ １０３８Ｅ＋０８

７ －４１００Ｅ－０１ －３１００Ｅ＋００ ３８６９Ｅ－０２ １０２４Ｅ＋０８

８ －５２００Ｅ－０１ －９５００Ｅ－０１ ３９０１Ｅ－０２ １０１９Ｅ＋０８

９ －５７００Ｅ－０１ ２５００Ｅ＋００ ３８８３Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８
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最后我们指出，本文的讨论可以推广到更为一般的杆梁组合结构，例如单杠（图３）结构。

B CEI

E1A1 E2A2

A D

图３
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弹性基础上的杆的离散系统频谱和模态的

定性性质及其模态反问题

摘 要 　 本文讨论了具有弹性基础的杆件离散系统频谱和模态的若干定性性质，提出

并求解了由系统的一个特征对（位移或应变模态及相应频率）确定基础刚度、由两

个特征对确定基础及杆件刚度、由三个特征对确定基础及杆件刚度和结点质量等

三个模态反问题。

关键词 　 杆件离散系统 　 弹性基础 　 定性性质 　 模态反问题

一 　 引 言

关于任意支承条件下杆件离散系统频谱和模态的定性性质，我们已在文［１，２］ 中作过详

细讨论。但在工程实际中还有另外一类杆，它们在沿杆长方向上与弹性基础相连，例如研究

埋入土中的桩的纵向振动时就会遇到这类问题。针对这一事实，本文讨论了沿长度方向与

弹性基础相连接的杆的离散系统的数学模型和运动方程组，确定了这种系统固有振动的频

谱和模态的若干定性性 质，指 出 其 频 谱 和 模 态 仍 满 足 一 般 杆 件 离 散 系 统 都 具 有 的 基 本 特

性，着重阐明了基础刚度对系统频率和模态的影响。在此基础上提出并求解了这种系统的

如下反问题。

问题１　 已知杆的刚度、质量分布及与基础相连后的一个特征对（指位移或应变模态及

相应频率，下同），确定基础的刚度分布。

问题２　 已知杆的质量分布及与基础相连后的两个特征对，确定杆及基础的刚度分布。

问题３　 已知与基础相连后杆的三个特征对，确定杆的刚度和质量分布及基础刚度。

文中详细讨论了以上三个反问题的解的存在条件、解法并附有计算实例。

二 　 系统的数学模型及运动方程组

诸多文献已经指出，杆的离散系统可以用弹簧 — 质量系统来表示。当杆沿长度方向与

基础相连时，基础对杆的纵振动的影响同样可以用加在结点质量上的附加弹簧来表示。因

此本文所考察的离散系统的数学模型如图１所示。图中｛ｍｒ｝Ｎ１ 、｛ｋｒ｝Ｎ＋１
１ 分别表示杆的结点质

量和连接弹簧的刚度系数，｛ｃｒ｝Ｎ１ 代表弹性基础加在结点质量上的弹簧常数。这种系统的运

动方程组是

 本文原载于《安庆师范学院学报》１９９７年第２期，原文作者为王其申、王大钧（北京大学力学系）。
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k1 k2

m1 c2 m2 cN-1 mN-1

kN-1 kN

cN mN

kN+1

图１

ω２ｍ１ｕ１ ＝ （ｃ１＋ｋ１＋ｋ２）ｕ１－ｋ２ｕ２

ω２ｍｒｕｒ ＝－ｋｒｕｒ－１＋（ｃｒ＋ｋｒ＋ｋｒ＋１）ｕｒ－ｋｒ＋１ｕｒ＋１（ｒ＝２，…，Ｎ－１）

ω２ｍＮｕＮ ＝－ｋＮｕＮ－１＋（ｃＮ ＋ｋＮ ＋ｋＮ＋１）ｕ

烍

烌

烎Ｎ

（１）

式中ω是圆频率，当ｋ１ 或ｋＮ＋１ 为０时表示除基础的影响外不再另有约束。为了确定起

见，下面只就ｋＮ＋１ ＝０的情况加以讨论。

引入

ｐｒ ＝ｕｒ－ｕｒ－１（ｒ＝１，…，Ｎ；ｕ０ ＝０） （２）

称｛ｐ｝＝（ｐ１，…，ｐＮ）Ｔ 为位移模态｛ｕ｝＝（ｕ１，…，ｕＮ）Ｔ 相对应的应变模态并记λ＝ω２，

则（１）式可以改写为

λｍｒｕｒ ＝ｃｒｕｒ＋ｋｒｐｒ－ｋｒ＋１ｐｒ＋１（ｒ＝１，…，Ｎ－１）

λｍＮｕＮ ＝ｃＮｕＮ ＋ｋＮｐ
烍
烌

烎Ｎ

（３）

（１）、（３）两式就是下文讨论模态反问题的出发方程，（２）式则是应变模态与位移模态的

互换式。

三 　 系统模态和频谱的若干定性性质

（１）式的矩阵形式是

［Ａ］｛ｕ｝＝λ［Ｍ］｛ｕ｝ （４）

其中［Ｍ］＝ｄｉａｇ（ｍ１，…，ｍＮ），刚度矩阵

［Ａ］＝

ｃ１＋ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ ０ … ０ ０ ０

－ｋ２ ｃ２＋ｋ２＋ｋ３ －ｋ３ … ０ ０ ０

… … … … …

０ ０ ０ … －ｋＮ－１ ｃＮ－１＋ｋＮ－１＋ｋＮ －ｋＮ

０ ０ ０ … ０ －ｋＮ ｃＮ ＋ｋ

烄

烆

烌

烎Ｎ

是对称三对角矩阵。由Ｊａｃｏｂｉ矩阵的理论［３］ 立刻可以指出系统的频谱和模态具备以下三条

基本特性：

１ 系统的频谱是严格分离的，按递增次序可将它们排列为：（０＜）ω１ ＜ … ＜ωＮ；

２对应于ωｉ（ｉ＝１，…，Ｎ）的模态｛ｕ（ｉ）｝恰有（ｉ－１）个变号数，记作Ｓｕ
（ｉ） ＝ｕ－１。这条

性质等价于：｛ｕ（ｉ）｝— 线（即以（ｊ，ｕ（ｉ）
ｊ ）为顶点的折线）有且仅有（ｉ－１）个零点，并且所有这
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些零点都是节点。

作为性质２的推论有：ｕ（ｉ）
１ ≠０，ｕ（ｉ）

Ｎ ≠０（ｉ＝１，…，Ｎ）。不失一般性以下假设ｕ（ｉ）
１ ＞０（ｉ

＝１，…，Ｎ）。

３｛ｕ（ｉ）｝— 线与｛ｕ（ｉ＋１）｝— 线的节点彼此相间。

除了满足以上基本特性外，下面我们着重考察ｃｒ（ｒ＝１，…，Ｎ）对系统频谱和模态的影响。

记［Ｕ］＝ ｛ｕ（ｉ）
ｒ ｝Ｎ×Ｎ。由于［Ａ］是正定对称矩阵，可取［Ｕ］为带权［Ｍ］的正交矩阵。这样

［Ｖ］＝ （［Ｕ］Ｔ）－１ 且有

［Ｖ］［Ａ］［Ｕ］＝ｄｉａｇ（λ１，…，λＮ）

λｊ ＝ ∑
Ｎ

ｒ、ｓ＝１
ａｒｓｕｓｊｖｒｊ　（ｊ＝１，…，Ｎ） （５）

上式两边对ａｉｋ 求导有

λｊ

ａｉｋ
＝ｕｋｊｖｉｊ ＋∑

Ｎ

ｒ、ｓ＝１
ａｒｓ ｕｓｊ

ｖｒｊ

ａｉｋ
＋ｕｓｊ

ａｉｋ
ｖｒ（ ）ｊ

因有

∑
Ｎ

ｓ＝１
ａｒｓｕｓｊ ＝λｊｍｒｕｒｊ，∑

Ｎ

ｒ＝１
ａｒｓｖｒｊ ＝λｊｍｒｖｓｊ　（ｊ＝１，…，Ｎ）

对任意的ｉ、ｊ、ｋ＝１，…，Ｎ，我们得到

λｊ

ａｉｋ
＝ｕｋｊｖｉｊ ＋λｊ


ａｉｋ ∑

Ｎ

ｒ＝１
ｍｒｕｒｊｖｒｊ ＝ｕｋｊｖｉｊ （６）

在本文的情况下，ａｉｉ ＝ｃｉ＋ｋｉ＋ｋｉ＋１（ｉ＝１，…，Ｎ），这样

４ 基频ω１ 是ｃｒ（ｒ＝１，…，Ｎ）的严格递增函数，即弹性基础的存在将使基频升高；

５ωｉ（ｉ＝２，…，Ｎ）是ｃ１、ｃＮ 的严格增函数，是ｃｒ（ｒ＝２，…，Ｎ－１）的增函数。

考虑特殊情况，当ｃｒ／ｍｒ ＝λ０ ＞０时，则有λｒ（λ０）＝λ０＋λｒ（０）。这里λｒ（ｘ）（ｒ＝１，…，Ｎ）

表示当λ０ ＝ｘ时方程（１）的相应特征值。注意，在此特殊情况下系统频率一致升高但趋密集。

关于基础刚度对模态的影响我们只想指出一点：对于不具弹性基础的弹簧 — 质量系

统，文［１］ 已指出它的应变模态｛ｐ（ｉ）｝同样具有确定的变号数。这一性质在存在弹性基础特别

是基础刚度极不均匀时不再保持。考虑两种特殊情况：

ａ 在某个中间结点ｘｒ 处，ｃｒ ｃｊ（ｊ＝１，…，ｒ－１，ｒ＋１，…，Ｎ；ｒ≠１，Ｎ）。这时ｃｒ 的作

用相当于一个固定约束，ｕｒ →０。这样的系统Ｓｐ
（ｉ） 将从没有弹性基础时的０变到３，Ｓｐ

（ｊ）（ｊ＝

２，…，Ｎ）也将增加１或３，视ｕｒ 是否为相应模态的节点而定。这就导致不确定性。

ｂ对于上文指出的ｃｒ／ｍｒ ＝λ０ 的特殊情况，（１）式表明，弹性基础的存在将使杆的右端

支承方式相当于弹性支承，从而应变模态的变号数Ｓｐ
（ｊ） ＝ｊ（ｊ＝１，…，Ｎ），除非ｃＮ ＝０。

所以一般情况下，弹性基础的存在使得应变模态的变号数变得难以确定，因而也就无

法给出这种系统位移模态的充分必要条件。
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四 　 具有弹性基础的杆的离散系统的模态反问题

现在着手求解本文开始提出的三个反问题。

１ 问题１：已知杆的刚度、质量分布及与基础相连后的一个特征对，确定基础刚度。

根据问题１的提法，由（３）式立即给出

ｃｒ ＝λｍｒ－ｋｒ
ｐｒ

ｕｒ
＋ｋｒ＋１

ｐｒ＋１

ｕｒ
（ｒ＝１，…，Ｎ－１）

ｃＮ ＝λｍＮ －ｋＮ
ｐＮ

ｕ

烍

烌

烎Ｎ

（７）

可见由系统的任一位移（或应变）模态及足够高的相应频率即可完全确定与杆相连的

弹性基础刚度。只是注意一点，如果所给模态的某个中间分量ｕｒ＝０时，应有ｋｒｐｒ＝ｋｒ＋１ｐｒ＋１

且ｕｒ－１ｕｒ＋１ ＜０。

例１　 两段长度相等的等截面阶梯杆，其截面物理参数分别为｛ｍｒ｝１０１ ＝ ｛４（０００７８），

０００５８５，４（０００３９），０００１９５｝，｛ｋｒ｝１０１ ＝ ｛５（０２０６×１０８），５（０１０３×１０８）｝，令 ｛ｃｒ｝１０１ ＝
｛５（０１×１０８），５（０１２×１０８）｝解正问题，再以正问题的第一应变模态及相应频率为输入数

据，计算所得的基础刚度值列于表１。输入模态的精度取三位有效数字，计算结果令人满意。

表１

Ｎ ｐ（Ｎ） ｍ（Ｎ） ｋ（Ｎ） ｃ（Ｎ）

１ ２６８Ｅ＋００ ７８００Ｅ－０２ ２０６０Ｅ＋０８ ９９７３Ｅ＋０７

２ ２１６Ｅ＋００ ７８００Ｅ－０２ ２０６０Ｅ＋０８ １００１Ｅ＋０８

３ １２３Ｅ＋００ ７８００Ｅ－０２ ２０６０Ｅ＋０８ ９９９２Ｅ＋０７

４ ５８０Ｅ－０２ ７８００Ｅ－０２ ２０６０Ｅ＋０８ １００１Ｅ＋０８

５ １１２Ｅ＋００ ５８５０Ｅ－０２ ２０６０Ｅ＋０８ ９９８４Ｅ＋０７

６ ２４８Ｅ＋００ ３９００Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８ １２００Ｅ＋０８

７ １２５Ｅ＋００ ３９００Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８ １１９９Ｅ＋０８

８ ６２９Ｅ－０１ ３９００Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８ １１９８Ｅ＋０８

９ ３１４Ｅ－０１ ３９００Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８ １２００Ｅ＋０８

１０ １５１Ｅ－０１ １９５０Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８ １１９５Ｅ＋０８

λ１ １７９１Ｅ＋１０

２ 问题２：已知杆的质量分布及与基础相连后的两个特征对，确定杆及基础的刚度分

布。

当给定两个特征对（λ，｛ｕ｝）与（η，｛ｖ｝）时，由（２）式有

ｐｒ ＝ｕｒ－ｕｒ－１，ｑｒ ＝ｖｒ－ｖｒ－１　（ｒ＝１，…，Ｎ；ｕ０ ＝ｖ０ ＝０））

再由（３）式有
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λｍｒｕｒ ＝ｃｒｕｒ＋ｋｒｐｒ－ｋｒ＋１ｐｒ＋１　（ｒ＝１，…，Ｎ－１）

λｍＮｕＮ ＝ｃＮｕＮ ＋ｋＮｐ
烍
烌

烎Ｎ

（８）

ηｍｒｖｒ ＝ｃｒｖｒ＋ｋｒｑｒ－ｋｒ＋１ｑｒ＋１　（ｒ＝１，…，Ｎ－１）

ηｍＮｖＮ ＝ｃＮｖＮ ＋ｋＮｑ
烍
烌

烎Ｎ

（９）

记

ａｒ ＝ｕｒｑｒ－ｖｒｐｒ

ｂｒ ＝λｕｒｑｒ－ηｖｒｐｒ

ｇｒ ＝ （η－λ）ｕｒｖ

烍

烌

烎ｒ

　（ｒ＝１，…，Ｎ） （１０）

ｆｒ ＝ｐｒ＋１ｑｒ－ｐｒｑｒ＋１

ｈｒ ＝ｕｒｑｒ＋１－ｖｒｐｒ＋

烍
烌

烎１

　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （１１）

则得

ｃｒ ＝ｂｒ

ａｒ
ｍｒ＋ｆｒ

ａｒ
ｋｒ＋１

ｋｒ ＝ｇｒ

ａｒ
ｍｒ＋ｂｒ

ａｒ
ｋｒ＋

烍

烌

烎１

　（ｒ＝２，…，Ｎ） （１２）

这就是待求量的递推公式。注意，由于ｐ１ ＝ｕ１，故只当ｍ１ｇ１＋ｈ１ｋ２ ＝０时，

ｃ１＋ｋ１ ＝λｍ１＋ｐ２ｋ２／ｕ１ （１３）

如果进一步记

Ａ（ｒ）
ｊ ＝ｇｊ

ａｊ ∏
ｊ－１

ｉ＝ｒ

ｈｉ

ａｉ
　（ｊ＝ｒ，…，Ｎ；ｒ＝２，…，Ｎ；∏

ｒ－１

ｉ＝ｒ
αｉ ＝１） （１４）

则问题２有解的充分必要条件是：

①｛ｕ｝、｛ｖ｝有确定的变号数且当λ＜η时Ｓｕ ＜Ｓｖ；②ａｒ ≠０（ｒ＝２，…，Ｎ）；③ｋｒ ＝

∑
Ｎ

ｊ＝ｒ
Ａ（ｒ）

ｊ ｍｊ ＞０（ｒ＝２，…，Ｎ）；④ｃｒ ＝ｂｒ

ａｒ
ｍｒ＋ｆｒ

ａｒ ∑
Ｎ

ｊ＝ｒ＋１
Ａ（ｒ＋１）

ｊ ｍｊ ≥０（ｒ＝２，…，Ｎ）但其中至

少有一个等号不成立；⑤ｇ１ｍ１＋ｈ１∑
Ｎ

ｊ＝２
Ａ（２）

ｊ ｍｊ ＝０。

问题２的具体算法是：由已知数据计算ａｒ、ｂｒ、ｆｒ、ｇｒ、ｈｒ，然后由（１２）式按递减次序递推

求出｛ｃｒ、ｋｒ｝Ｎ２ ，再由（１３）式计算ｃ１＋ｋ１，这两个量在问题２的提法下不唯一确定。

例２　 矩 形 截 面 锥 形 杆，其 截 面 物 理 参 数 为｛ｍｒ｝１０１ ＝ ｛０７０２，０６２４，０５４６，０４６８，

０３９，０３１２，０２３４，０１５６，００７８，００１９５｝×１０－２，｛ｋｒ｝１０１ ＝ ｛１９５７，１７５１，１５４５，１３３９，１１３３，

９２７，７２１，５１５，３０９，１０３｝×１０５，给定基础刚度｛ｃｒ｝１０１ ＝ ｛１８，１８，１６，１６，１４，１４，１２，１２，１０，１０｝

×１０６ 解正问题，再以正问题的一、三位移模态及相应频率和结点质量为输入数据并指定ｋ１，

计算结果列于表２。表中输入模态的精确度取４位有效数字。
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表２

Ｎ ｕ（Ｎ） ｖ（Ｎ） ｍ（Ｎ） ｋ（Ｎ） ｃ（Ｎ）

１ ６０６２Ｅ－０１ １３６１Ｅ＋００ ７０２０Ｅ－０１ １９５７Ｅ＋０９ １７７７Ｅ＋０８

２ １１９６Ｅ＋００ １６３９Ｅ＋００ ６２４０Ｅ－０１ １７５０Ｅ＋０９ １８１３Ｅ＋０８

３ １７０７Ｅ＋００ ４６８７Ｅ－０１ ５４６０Ｅ－０１ １５４４Ｅ＋０９ １５９５Ｅ＋０８

４ ２０７１Ｅ＋００ －１３１０Ｅ＋００ ４６８０Ｅ－０１ １３３８Ｅ＋０９ １６０３Ｅ＋０８

５ ２２６７Ｅ＋００ －２２２６Ｅ＋００ ３９００Ｅ－０１ １１３３Ｅ＋０９ １４０３Ｅ＋０８

６ ２２６２Ｅ＋００ －１３０９Ｅ＋００ ３１２０Ｅ－０１ ９２６１Ｅ＋０８ １３９７Ｅ＋０８

７ ２０９１Ｅ＋００ １０５０Ｅ＋００ ２３４０Ｅ－０１ ７２１０Ｅ＋０８ １１９９Ｅ＋０８

８ １７５３Ｅ＋００ ３３９０Ｅ＋００ １５６０Ｅ－０１ ５１４７Ｅ＋０８ １２０２Ｅ＋０８

９ １３２７Ｅ＋００ ４２７０Ｅ＋００ ７８００Ｅ－０２ ３０９３Ｅ＋０８ ９９９４Ｅ＋０７

１０ ７１５４Ｅ－０１ ２８６３Ｅ＋００ １９５０Ｅ－０２ １０２８Ｅ＋０８ ９９９４Ｅ＋０７

ω２
ｉ ６１６０Ｅ＋０９ ２５３３Ｅ＋１０

顺便指出，对于由两 个 特 征 对 和 杆 的 刚 度 分 布 以 确 定 杆 的 质 量 及 基 础 刚 度 分 布 的 问

题；由两个特征对和基础刚度以确定杆的质量、刚 度 分 布 的 问 题，完 全 可 以 进 行 类 似 的 讨

论。限于篇幅，这里从略。

３ 问题３：已知与基础相连后杆的三个特征对，确定杆的质量、刚度分布及基础刚度。

当给定三个特征对时，由（２）式可以获得６个向量｛ｕ｝—｛ｐ｝、｛ｖ｝—｛ｑ｝、｛ｗ｝—｛Ｒ｝，它

们满足如下方程组

λｍｒｕｒ ＝ｃｒｕｒ＋ｋｒｐｒ－ｋｒ＋１ｐｒ＋１

ηｍｒｖｒ ＝ｃｒｖｒ＋ｋｒｑｒ－ｋｒ＋１ｑｒ＋１

μｍｒｗｒ ＝ｃｒｗｒ＋ｋｒＲｒ－ｋｒ＋１Ｒｒ＋

烍

烌

烎１

　（ｒ＝１，…，Ｎ－１） （１５）

λｍＮｕＮ ＝ｃＮｕＮ ＋ｋＮｐＮ

ηｍＮｖＮ ＝ｃＮｖＮ ＋ｋＮｑＮ

μｍＮｗＮ ＝ｃＮｗＮ ＋ｋＮＲ

烍

烌

烎Ｎ

（１６）

记

ｄｒ ＝

ｕｒ ｐｒ ｐｒ＋１

ｖｒ ｑｒ ｑｒ＋１

ｗｒ Ｒｒ Ｒｒ＋１

　　ｄ１ｒ ＝

λｕｒ ｐｒ ｐｒ＋１

ηｖｒ ｑｒ ｑｒ＋１

μｗｒ Ｒｒ Ｒｒ＋１

ｄ２ｒ ＝

ｕｒ λｕｒ ｐｒ＋１

ｖｒ ηｖｒ ｑｒ＋１

ｗｒ μｗｒ Ｒｒ＋１

　　ｄ３ｒ ＝－

ｕｒ ｐｒ λｕｒ

ｖｒ ｑｒ ηｖｒ

ｗｒ Ｒｒ μｗ

烍

烌

烎ｒ

　（ｒ＝１，…，Ｎ） （１７）
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易见

ｃｒ

ｍｒ
＝ｄ１ｒ

ｄｒ
，ｋｒ

ｍｒ
＝ｄ２ｒ

ｄｒ
，ｋｒ＋１

ｍｒ
＝ｄ３ｒ

ｄｒ
　（ｒ＝２，…，Ｎ－１） （１８）

另一方面，因ｄ１ ＝０，这就要求ｄ２１ ＝０。当此条件满足时，可由（１５）式的前两式令ｒ＝

１解得

ｃ１＋ｋ１

ｍ１
＝ｅ１

ｈ１
，ｋ２

ｍ１
＝ｇ１

ｈ１
（１９）

这里ｇ１、ｈ１ 由（１０）、（１１）式定义而ｅ１ ＝λｕ１ｑ２－ηｖ１ｐ２。

同样，因应有ｄ３Ｎ ＝０而（ｕＮ，ｖＮ，ｗＮ）∥（λｕＮ，ηｖＮ，μｗＮ），故ｍＮ、ｋＮ、ｃＮ 中有一个是自由

未知量，例如可取ｍＮ 为自由未知量，这时

ｋＮ ＝ｇＮ

ａＮ
ｍＮ，ｃＮ ＝ｂＮ

ａＮ
ｍＮ （２０）

式中ａＮ、ｂＮ、ｇＮ 由（１０）式定义。

这样，当以下条件：１）｛ｕ｝、｛ｖ｝、｛ｗ｝均有确定的变号数，且当λ＜η＜μ时Ｓｕ ＜Ｓｖ ＜
Ｓｗ；２）ｄ２１ 且ｇ１、ｈ１、ｅ１ 同号；３）ｄｒ、ｄ１ｒ、ｄ２ｒ、ｄ３ｒ（ｒ＝２，…，Ｎ－１）同号或同时为零；４）ｄ３Ｎ ＝０
且ａＮ、ｂＮ、ｇＮ 同号均满足时，即 可 构 造 出 杆 件 离 散 系 统 及 与 之 相 连 的 基 础 刚 度 系 数。又 当

ｄｒ（ｒ＝２，…，Ｎ－１）均不为零时，除ｃ１、ｋ１ 外，在相差一个常数因子的意义上，构造系统是唯

一确定的。

例３　 杆及基础刚度同例２，分别取正问题的一、二、三位移模态和应变模态及相应频率

为输入数据，计算结果列于表３、表４。

表３

Ｎ ｕ（Ｎ） ｖ（Ｎ） Ｗ（Ｎ） ｍ（Ｎ） ｋ（Ｎ） ｃ（Ｎ）

１ ６０６２４Ｅ－０１ １０１６０Ｅ＋００ １３６０６Ｅ＋００ ７１０５Ｅ－０１ １９８３Ｅ＋０９ １８００Ｅ＋０８

２ １１９６４Ｅ＋００ １６９０５Ｅ＋００ １６３９２Ｅ＋００ ６３２０Ｅ－０１ １７７２Ｅ＋０９ １８２７Ｅ＋０８

３ １７０７０Ｅ＋００ １７０４０Ｅ＋００ ４６８６９Ｅ－０１ ５５２８Ｅ－０１ １５６４Ｅ＋０９ １６２０Ｅ＋０８

４ ２０７１３Ｅ＋００ ９５８５７Ｅ－０１ －１３１００Ｅ＋００ ４７３９Ｅ－０１ １３５６Ｅ＋０９ １６２０Ｅ＋０８

５ ２２６７３Ｅ＋００ －３３６７２Ｅ－０１－２２２６２Ｅ＋００ ３９４９Ｅ－０１ １１４７Ｅ＋０９ １４１７Ｅ＋０８

６ ２２６１６Ｅ＋００ －１７７４１Ｅ＋００－１３０９５Ｅ＋００ ３１６０Ｅ－０１ ９３８６Ｅ＋０８ １４１９Ｅ＋０８

７ ２０９０７Ｅ＋００ －２９００７Ｅ＋００１０５０５Ｅ＋００ ２３６９Ｅ－０１ ７３０１Ｅ＋０８ １２１４Ｅ＋０８

８ １７５３３Ｅ＋００ －３３２４２Ｅ＋００３３９００Ｅ＋００ １５７９Ｅ－０１ ５２１６Ｅ＋０８ １２１５Ｅ＋０８

９ １３２６５Ｅ＋００ －２９９１１Ｅ＋００４２６９９Ｅ＋００ ７９１３Ｅ－０２ ３１３１Ｅ＋０８ １０２０Ｅ＋０８

１０ ７１５４０Ｅ－０１ －１７５１２Ｅ＋００２８６３３Ｅ＋００ １９５０Ｅ－０２ １０３０Ｅ＋０８ １０００Ｅ＋０８

ω２
ｉ ６１６０２Ｅ＋０９ １３８８３Ｅ＋１０ ２５３３４Ｅ＋１０
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表４

Ｎ ｐ（Ｎ） ｑ（Ｎ） Ｒ（Ｎ） ｍ（Ｎ） ｋ（Ｎ） ｃ（Ｎ）

１ ６０６２Ｅ－０１ １０１６Ｅ＋００ １３６１Ｅ＋００ ７０６６Ｅ－０１ １９７１Ｅ＋０９ １８００Ｅ＋０８

２ ５９０２Ｅ－０１ ６７４５Ｅ－０１ ２７８６Ｅ－０１ ６３２１Ｅ－０１ １７６２Ｅ＋０９ １８７０Ｅ＋０８

３ ５１０６Ｅ－０１ １３５１Ｅ－０２ －１１７０Ｅ＋００ ５５２０Ｅ－０１ １５６２Ｅ＋０９ １６１７Ｅ＋０８

４ ３６４３Ｅ－０１ －７４５４Ｅ－０１ －１７７９Ｅ＋００ ４７３６Ｅ－０１ １３５４Ｅ＋０９ １６２０Ｅ＋０８

５ １９６０Ｅ－０１ －１２９５Ｅ＋００ －９１６２Ｅ－０１ ３９４７Ｅ－０１ １１４６Ｅ＋０９ １４１７Ｅ＋０８

６ －５６３０Ｅ－０３ －１４３７Ｅ＋００ ９１６８Ｅ－０１ ３１５６Ｅ－０１ ９３７８Ｅ＋０８ １４１６Ｅ＋０８

７ －１７１０Ｅ－０１ －１１２７Ｅ＋００ ２３６０Ｅ＋００ ２３７０Ｅ－０１ ７２９１Ｅ＋０８ １２１６Ｅ＋０８

８ －３３７４Ｅ－０１ －４２３５Ｅ－０１ ２３４０Ｅ＋００ １５７７Ｅ－０１ ５２０３Ｅ＋０８ １２１４Ｅ＋０８

９ －４２６７Ｅ－０１ ３３３１Ｅ－０１ ８７９９Ｅ－０１ ７８７６Ｅ－０２ ３１１９Ｅ＋０８ １０１３Ｅ＋０８

１０ －６１１１Ｅ－０１ １２４０Ｅ＋００ １４０７Ｅ＋００ １９５０Ｅ－０２ １０３２Ｅ＋０８ １００２Ｅ＋０８

ω２
ｉ ６１６０２Ｅ＋０９ １３８８３Ｅ＋１０ ２５３３４Ｅ＋１０

比较以上两表可见，采用应变模态所需数据精度较低，这与我们以往的结论［２］、［４］ 完全一致。

五 　 结 束 语

以上我们确定了具有弹性基础的杆件离散系统频谱和模态的若干定性性质，并成功地

求解了三个模态反问题。本文显示，由位移或应变模态数据构造具有弹性基础的杆件离散

系统是相当有效的。
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由基模态构造任意支承杆的多项式型轴向刚度

摘 要 　 本文给出了当杆的横截面积均匀而材料线密度为已知多项式时，由

基模态构造任意支乘方式下杆的多项式型的轴向刚度系数的方法，证明了所得轴

向刚度的正值性，拓展了文［１］ 的结果。

关键词 　 基模态 　 构造 　 变参数杆 　 轴向刚度

引 言

随着复合材料和其他新型材料的出现，变参数杆在工程实际中获得了广泛应用，这就

为利用结 构 动 力 学 参 数 构 造 结 构 的 几 何、物 理 参 数 提 供 了 用 武 之 地。基 于 这 一 背 景，

ＩＥｌｉｓｈａｋｏｆｆ等人近期发表了一组这方面的文章［１］、［３］。在文［１］ 中，他们假定杆的横截面积是

常数，并取均匀杆在均布荷载作用下的静位移为杆做纵振动时的基模态，由此出发，讨论了

由已知杆的多项式型线密度分布函数构造同样为多项式型的杆的轴向刚度的方法，并讨论

了为使圆频率的平方为正数的条件。鉴于文［１］ 只讨论了固定 — 自由杆和两端固定杆的情

况，而在实际问题中弹性支承也是重要和常见的 支 承 方 式 之 一，因 此，本 文 推 广 他 们 的 工

作，讨论了任意支承条件下的同类问题。结果发现，这样做，不仅包含了文［１］ 的全部结果，而

且进一步获得了固定 — 弹性支乘杆做纵振动时轴向刚度的构造问题。同时，我们还证明了

所得弹性模量的正值性。

一 　 基本关系式

长为ｌ的杆的纵振动的运动微分方程是：


ｘ

Ｅ（ｘ）Ａ（ｘ）珔ｕ
［ ］ｘ ＝ρ（ｘ）Ａ（ｘ）

２珔ｕ
ｔ２　（０≤ｘ≤ｌ） （１）

这里珔ｕ（ｘ，ｔ）是轴向位移，它是轴向坐标ｘ和时间ｔ的函数；Ｅ是材料的弹性模量，ρ是材料

的线密度，它们都是轴向坐标ｘ的函数；Ａ 是杆的横截面面积，本文以下假设它是常数。对于振

动问题，分离掉时间变量ｔ后，采用无量纲坐标ξ＝ｘ／ｌ，则位移模态ｕ（ξ）所满足的方程是：

ｄ
ｄξ

Ｅ（ξ）ｄｕ
ｄ［ ］ξ

＋ω２ｌ２
ρ（ξ）ｕ＝０　（０≤ξ≤ｌ） （２）

 本文的压缩稿原载于《力学学报》２００３年第３期。
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式中，ω是圆频率。至于支承方式，本文考虑最一般的情况 ——— 两端均为弹性支承，即

ｕ′（０）－ｈｕ（０）＝０，ｕ′（ｌ）＋Ｈｕ（ｌ）＝０ （３）

在这样的边界条件下，刚度均匀的杆在均布载荷作用下的静位移是：

ｕ＝ｗ０＋ｗ１ξ＋ｗ２ξ
２ （４）

其中

ｗ０ ＝ｗ１／ｈ　ｗ２ ＝－１＋Ｈ＋Ｈ／ｈ
２＋Ｈ ｗ１ （５）

我们讨论如下振动反问题：对任意支承杆，当杆的线密度ρ（ξ）为ξ的已知多项式和杆的

圆频率ω也已知时，它的材料的弹性模量Ｅ（ξ）应为什么样的多项式，才能使杆以（４）式中的

位移作为它做纵振动时的基模态。

二 　 主要结果

和文［１］ 一样，我们分三种情况进行讨论。

１ 密度均匀的变参数杆

在密度均匀即ρ（ξ）＝ａ０ ＞０的情况下，容易看出，弹性模量应设为二次函数：

Ｅ（ξ）＝ｂ０＋ｂ１ξ＋ｂ２ξ
２ （６）

把（４）、（６）两式和密度函数代入方程（２）并记ｋ＝ω２ｌ２ 有：

ｄ
ｄξ

［（ｂ０＋ｂ１ξ＋ｂ２ξ
２）（ｗ１＋２ｗ２ξ）］＋ｋａ０（ｗ０＋ｗ１ξ＋ｗ２ξ

２）＝０ （７）

比较同幂次项系数有：

ｂ１ｗ１＋２ｂ０ｗ２＋ｋａ０ｗ０ ＝０

４ｂ１ｗ２＋２ｂ２ｗ１＋ｋａ０ｗ１ ＝０

６ｂ２ｗ２＋ｋａ０ｗ２ ＝

烍

烌

烎０

（８）

由此解得：

ｂ０ ＝ｋａ０
ｗ２

１－６ｗ０ｗ２

１２ｗ２
２

，ｂ１ ＝－ｋａ０
ｗ１

６ｗ２
，ｂ２ ＝－１

６ｋａ０ （９）

于是材料的弹性模量是：

Ｅ（ξ）＝－１
６ｋａ０（－ｗ２

１－６ｗ０ｗ２

２ｗ２
２

＋ｗ１

ｗ２
ξ＋ξ

２） （１０）

此式从几何上看是开口向下的抛物线，而由（５）式易于检验

Ｅ（０）＝ｋａ０
ｗ２

１－６ｗ０ｗ２

１２ｗ２
２

＞０
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Ｅ（１）＝ｋａ０

６
ｗ２

１

２ｗ２
２
－ ３

ｈ ＋（ ）１ ｗ１

ｗ２
－［ ］１

＝ｋａ０

６
ｗ２

１

２ｗ２
２
＋

（３／ｈ＋１）（２＋Ｈ）－（１＋Ｈ＋Ｈ／ｈ）
１＋Ｈ＋Ｈ／［ ］ｈ ＞０

于 是，对于任意的不同时为零的ｈ和Ｈ，上面求得的Ｅ（ξ）＞０（０≤ξ≤１），从而（１０）式

就是要求的弹性模量表达式。对于左端固定的杆，ｈ→ ∞ 从而ｗ０ ＝０，这样上式简化为：

Ｅ（ξ）＝－１
６ｋａ０（－ ｗ２

１

２ｗ２
２
＋ｗ１

ｗ２
ξ＋ξ

２） （１１）

特别地，对固定 — 自由杆，Ｈ ＝０从而ｗ２ ＝－ｗ１／２，相应的弹性模量是

ＥＣ－Ｆ（ξ）＝ １
６ｋａ０（２＋２ξ－ξ

２） （１２）

又对固定 — 固定杆，Ｈ → ∞ 从而ｗ２ ＝－ｗ１，相应的弹性模量是

ＥＣ－Ｃ（ξ）＝ １
１２ｋａ０（１＋２ξ－２ξ

２） （１３）

这与文［１］ 的结果完全一致。

２ 密度线性分布的变参数杆

在线密度线性分布即ρ（ξ）＝ａ０＋ａ１ξ＞０的情况下，弹性模量应设为三次函数：

Ｅ（ξ）＝ｂ０＋ｂ１ξ＋ｂ２ξ
２＋ｂ３ξ

３ （１４）

把（４）、（１４）两式和密度函数代入方程（２）并记ｋ＝ω２ｌ２ 有

ｄ
ｄξ

［（ｂ０＋ｂ１ξ＋ｂ２ξ
２＋ｂ３ξ

３）（ｗ１＋２ｗ２ξ）］＋ｋ（ａ０＋ａ１ξ）（ｗ０＋ｗ１ξ＋ｗ２ξ
２）＝０

比较同幂次项系数有

２ｂ０ｗ２＋ｂ１ｗ１＋ｋａ０ｗ０ ＝０

４ｂ１ｗ２＋２ｂ２ｗ１＋ｋ（ａ０ｗ１＋ａ１ｗ０）＝０

６ｂ２ｗ２＋３ｂ３ｗ１＋ｋ（ａ０ｗ２＋ａ１ｗ１）＝０

８ｂ３ｗ２＋ｋａ１ｗ２ ＝

烍

烌

烎０

（１５）

由此解得

ｂ０ ＝ｋａ０

１２
ｗ２

１

ｗ２
２
－６ｗ０

ｗ（ ）２
－ｋａ１

８
ｗ１

ｗ２

５
２４

ｗ２
１

ｗ２
２
－ｗ０

ｗ（ ）２

ｂ１ ＝－ｋａ０

６
ｗ１

ｗ２
＋ｋａ１

４
５
２４

ｗ２
１

ｗ２
２
－ｗ０

ｗ（ ）２

ｂ２ ＝－ｋａ０

６ －５ｋａ１

４８
ｗ１

ｗ２
　ｂ３ ＝－ｋａ１

烍

烌

烎８

（１６）
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为了检验这样给出的弹性模量恒为正值，注意到这里的Ｅ（ξ）可以分解为

Ｅ（ξ）＝Ｅ０（ξ）＋Ｅ１（ξ）　（０≤ξ≤１）

式中，下标“０”、“１”分别表示仅与ａ０ 及ａ１ 相应的部分。易见Ｅ０（ξ）就是上段密度均匀时

所求得的弹性模量，业已证明它恒正。至于Ｅ１（ξ），可以验证，Ｅ１（０）＞０，Ｅ１（１）＞０，Ｅ′１（ξ）

在区间［０，１］上或者恒正或者先正后负，这样必有Ｅ１（ξ）＞０。于是在区间［０，１］上成立

Ｅ（ξ）＞０

和上段一样，当杆的左端固定时，也有

Ｅ（ξ）＝ｋａ０

６
（ｗ

２
１

２ｗ２
２
－ｗ１

ｗ２
ξ－ξ

２）－ｋａ１

８
（５
２４

ｗ３
１

ｗ３
２
－５
１２

ｗ２
１

ｗ２
２
ξ＋５

６
ｗ１

ｗ２
ξ

２＋ξ
３） （１７）

于是，进一步有

ＥＣ－Ｆ（ξ）＝ｋａ０

６
（２＋２ξ－ξ

２）＋ｋａ１

２４
（５＋５ξ＋５ξ

２－３ξ
３） （１８）

ＥＣ－Ｃ（ξ）＝ｋａ０

１２
（１＋２ξ－２ξ

２）＋ｋａ１

２４
（５
８＋５

４ξ＋５
２ξ

２－３ξ
３） （１９）

这与文［１］ 结果一致。顺便指出，文［１］ 中的（３６）式有误。

３ 密度按ｍ（ｍ ≥２）次多项式分布的情况

当密度取为ｍ（ｍ ≥２）次多项式

ρ（ξ）＝ａ０＋ａ１ξ＋…＋ａｍξ
ｍ　（ｍ ＝２，３，…） （２０）

时，相应地，弹性模量应取为ｍ＋２次多项式

Ｅ（ξ）＝ｂ０＋ｂ１ξ＋…＋ｂｍ＋２ξ
ｍ＋２　（ｍ ≥２） （２１）

把（４）、（２０）、（２１）三式代入方程（２）并记ｋ＝ω２ｌ２ 有

ｄ
ｄξ

［（ｗ１＋２ｗ２ξ）∑
ｍ＋２

ｉ＝０
ｂｉξ

ｉ］＋ｋ（ｗ０＋ｗ１ξ＋ｗ２ξ
２）∑

ｍ

ｉ＝０
ａｉξ

ｉ ＝０

比较同幂次项系数有

ｂ１ｗ１＋２ｂ０ｗ２＋ｋａ０ｗ０ ＝０

２（ｂ２ｗ１＋２ｂ１ｗ２）＋ｋ（ａ０ｗ１＋ａ１ｗ０）＝０

（ｉ＋１）（ｂｉ＋１ｗ１＋２ｂｉｗ２）＋ｋ（ａｉ－２ｗ２＋ａｉ－１ｗ１＋ａｉｗ０）＝０　（ｉ＝２，３，…，ｍ）

（ｍ＋２）（ｂｍ＋２ｗ１＋２ｂｍ＋１ｗ２）＋ｋ（ａｍ－１ｗ２＋ａｍｗ１）＝０

（ｍ＋３）·２ｂｍ＋２ｗ２＋ｋａｍｗ２ ＝０

（２２）

由此解得

ｂｍ＋２ ＝－ ｋａｍ

２（ｍ＋３），ｂｍ＋１ ＝－ｋ
２

ｍ＋４
２（ｍ＋２）（ｍ＋３）

ｗ１

ｗ２
ａｍ ＋ １

ｍ＋２ａｍ－［ ］１ （２３）
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ｂｍ－ｉ ＝－ｋ
２ ∑

ｉ

ｊ＝０
－ ｗ１

２ｗ（ ）２

ｉ－ｊ １
ｍ＋１－ｊ

ｗ０

ｗ２
－ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ｗ２
１

ｗ（ ）［ ２
２
·

ａｍ－ｊ＋ ｍ＋３－ｊ
２（ｍ＋１－ｉ）（ｍ＋２－ｉ）

ｗ１

ｗ２
ａｍ－１－ｉ＋ １

ｍ＋１－ｉａｍ－２－ ］ｉ 　（ｉ＝０，１，…，ｍ－２）

（２４）

ｂ１ ＝－ｋ
２ ∑

ｍ－１

ｊ＝０
－ ｗ１

２ｗ（ ）２

ｉ－ｊ １
ｍ＋１－ｊ

ｗ０

ｗ２
－ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ｗ２
１

ｗ（ ）２
２
ａｍ－ｊ＋１

６
ｗ１

ｗ２
ａ［ ］０

（２５）

ｂ０ ＝－ｋ
２ ∑

ｍ

ｊ＝０
－ ｗ１

２ｗ（ ）２

ｉ－ｊ １
ｍ＋１－ｊ

ｗ０

ｗ２
－ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ｗ２
１

ｗ（ ）２
２
ａｍ－ｊ （２６）

其实，只要在（２４）式中令ｉ＝０，１，…，ｍ；ａ－１ ＝ａ－２ ＝０，（２４）式也适用于ｂ１ 和ｂ０。

有了这些系数以后，我们就获得了Ｅ（ξ）的表达式。如前所述，注意到Ｅ（ξ）是所有ａｉ 的

线性函数，而与ａ０、ａ１ 相应的部分Ｅ０（ξ）、Ｅ１（ξ）业已证明均大于零，这样只要适当调节ａｉ 的

比例，即可保证在区间［０，１］上Ｅ（ξ）＞０。

特别地，当杆左端固定时，（２３）式 —（２６）式成为

ｂｍ＋２ ＝－ ｋａｍ

２（ｍ＋３），ｂｍ＋１ ＝－ｋ
２

ｍ＋４
２（ｍ＋２）（ｍ＋３）

ｗ１

ｗ２
ａｍ ＋ １

ｍ＋２ａｍ－［ ］１ （２７）

ｂｍ－ｉ ＝－ｋ
２ ∑

ｉ

ｊ＝０
－ ｗ１

２ｗ（ ）２

ｉ－ｊ

－ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ｗ２
１

ｗ（ ）２
２
ａｍ－［ ｊ

＋ ｍ＋３－ｉ
２（ｍ＋１－ｉ）（ｍ＋２－ｉ）

ｗ１

ｗ２
ａｍ－１－ｉ＋ １

ｍ＋１－ｉａｍ－２－ ］ｉ （ｉ＝０，１，…，ｍ－２）

（２８）

ｂ１ ＝－ｋ
２ ∑

ｍ－１

ｊ＝０
－ ｗ１

２ｗ（ ）２

ｉ－ｊ

－ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ｗ２
１

ｗ（ ）２
２
ａｍ－ｊ＋１

６
ｗ１

ｗ２
ａ［ ］０

（２９）

ｂ０ ＝－ｋ
２ ∑

ｍ

ｊ＝０
－ ｗ１

２ｗ（ ）２

ｉ－ｊ

－ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ｗ２
１

ｗ（ ）２
２
ａｍ－ｊ （３０）

而对固定 — 固定杆和固定 — 自由杆，则有

ＥＣ－Ｃ（ξ）＝ ｋ
２ ∑

ｍ

ｊ＝０
（ ）１
２

ｍ－ｊ ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）ａｍ－ｊ＋ ∑

ｍ－１

ｊ＝０
（ ）１
２

ｍ－１－［｛ ｊ

·

ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）ａｍ－ｊ＋１

３ａ ］０ ξ＋∑
ｍ

ｉ＝２
∑
ｍ－ｉ

ｊ＝０
（ ）１
２

ｍ－ｉ－［ ｊ
·
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ｍ＋４－ｊ
４（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）ａｍ－ｊ＋ ｉ＋３

２（ｉ＋１）（ｉ＋２）ａｉ－１－ １
ｉ＋１ａｉ－ ］２ ξ

ｉ

＋ ｍ＋４
２（ｍ＋２）（ｍ＋３）ａｍ － １

ｍ＋２ａｍ－［ ］１ ξ
ｍ＋１－ １

ｍ＋３ａｍξ
ｍ＋ ｝２

ＥＣ－Ｆ（ξ）＝ ｋ
２ ∑

ｍ

ｊ＝０

ｍ＋４－ｊ
（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ａｍ－ｊ＋ ∑
ｍ－１

ｊ＝０

ｍ＋４－ｊ
（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）

ａｍ－ｊ＋１
３ａ［ ］０｛ ξ

＋∑
ｍ

ｉ＝２
∑
ｍ－ｉ

ｊ＝０

ｍ＋４－ｊ
（ｍ＋２－ｊ）（ｍ＋３－ｊ）ａｍ－ｊ

ｉ＋３
（ｉ＋１）（ｉ＋２）ａｉ－１－ １

ｉ＋１ａｉ－［ ］２ ξ
ｉ

＋ ｍ＋４
（ｍ＋２）（ｍ＋３）ａｍ － １

ｍ＋２ａｍ－［ ］１ ξ
ｍ＋１－ １

ｍ＋３ａｍξ
ｍ＋ ｝２

三 　 结 束 语

以上我们成功地由已知横截面积均匀杆的纵振动的基模态、相应频率和多项式型的线

密度函数构造出同样为多项式型的材料弹性模量。与文［１］ 不同的是，我们是在最一般的支

承方式下进行研究并获得结论的，文［１］ 可以看作本文的特例。不仅如此，当 ｍ ≥２时，文［１］

没有证明所得弹性模量的正值性，本文对此给予了证明。与文［４］ 相比，该文构造的弹性模量

是分段函数，这在工程上难于实现，所以本文方法更接近于实际应用。

感谢美国佛罗里达州大西洋大学机械工程系的ＩＥｌｉｓｈａｋｏｆｆ教授提供的资料。
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第三专题

特征值的包含定理及应用

关于特征值的包含定理的研究由来已久，我

国著名科 学 家 胡 海 昌 院 士 在 这 一 领 域 有 过 一 系

列非常 有 影 响 的 工 作。也 正 是 响 应 胡 先 生 的 号

召，笔者 参 与 了 这 一 领 域 的 研 究 工 作。笔 者 在 这

一领域的第一篇文章，就曾有幸经胡先生过目并

得到过鼓励。

在这一部分中，收录了笔者独撰的学术论文

共６篇，其中发表在国家核心期刊上的论文３篇。

该部分着 重 研 究 了 实 矩 阵 的 特 征 值 的 一 些 包 含

关系，特别是在工程实际中有广泛背景的正矩阵

以及正定对称矩阵的最大、最小特征值的包含关

系。同时，笔 者 还 把 矩 阵 特 征 值 的 包 含 定 理 推 广

到与之相关的积分方程特征值的包含关系，这是

国内较少有人研究的一个领域。



　　

代数本征值的两个界限定理

摘 要 　 本文提出了同步矢量和伴生矩阵的概念。借此给出了任意实矩阵的

实本征值的两个界限定理，并对定理的使用作了必要的说明。

一 　 引 言

确定矩阵本征值的上、下限，有着重要的理论意义和实用价值。文献［１］ 指出，这方面的

有效方法还不多，比较简便可行的就是Ｃｏｌｌａｔｚ定理。文献［１］发展了这一定理，提出了不变形

式的包含定理。本文则从另一角度改造了这一定 理，既 保 持 了 简 便 性，又 对 其 结 果 有 所 改

进，并适用于任意实矩阵的实本征值问题。

本文首先给出了同步矢量的概念，接着叙述了利用同步矢量确定矩阵本征值上、下限

的定理。在此基础上，作者构造了一个ｎ维矢量的完备同步矢量族，进而构造了一个ｎ阶实

方阵的伴生矩阵，从而得出确定矩阵本征值上、下限的定理。最后对这两个定理的应用作了

必要的说明。

二 　 利用同步矢量确定本征值的上、下限

我们首先给出同步矢量的定义：

定义１　 设有矢量Ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，Ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）Ｔ，如果ｘｉｙｉ ≥０且ｘｉ ≠
０（ｉ＝１，２，…，ｎ），则称矢量Ｘ 是矢量Ｙ 的同步矢量。

按照同步矢量的定义，我们不难证明下述定理：

定理１　 设有实矩阵Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ ｎ×ｎ，λ是它的一个实本征值，矢量Ｖ＝ （υ１，υ２，…，υｎ）Ｔ 是

Ａ 的转置矩阵ＡＴ 的相应于λ的本征矢量，则：

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

（ＡＸ）ｉ
ｘｉ

≤λ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ＡＸ）ｉ
ｘｉ

这里Ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ 是Ｖ 的同步矢量，而

（ＡＸ）ｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

 本文原载于《振动与冲击》１９８８年第１期，这里订正了个别文字。
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是矢量（ＡＸ）的分量。

证明 　ＡＴ 与Ａ 有完全相同的本征多项式：

｜Ａ－λＩ｜＝｜ＡＴ －λＩ｜（Ｉ是单位阵）

从而必有相同的本征值。因此

ＡＴＶ ＝λＶ

以与Ｖ 同步的矢量Ｘ 对上式两边作内积有：

λ＝
（ＡＴＶ，Ｘ）
（Ｖ，Ｘ） ＝

（ＡＸ，Ｖ）
（Ｖ，Ａ） ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
νｉｘｉｚｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
νｉｘｉ

（１）

这里

ｚｉ ＝
（ＡＸ）ｉ
ｘｉ

　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

由于νｉｘｉ ≥０（ｉ＝１，２，…，ｎ），（１）式表明，λ是数轴上ｚｉ 点处质量为νｉｘｉ 的质点组的质

心。由质心性质，有：

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｚｉ ≤λ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｚｉ

这就是所要证明的。

作为对比，我们不妨引述 Ｃｏｌｌａｔｚ定理如下：

设Ａ 是实对称正定（或半正定）矩阵，Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ ｎ×ｎ，Ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ 是任取的非０
矢量。记

λ－ ＝ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

（ＡＸ）ｉ
ｘｉ

　　λ＋ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ＡＸ）ｉ
ｘｉ

则在区间［λ－，λ＋］内至少含有Ａ 的一个本征值。

可以看出，与Ｃｏｌｌａｔｚ定理比较，定理１有两点改进：

（１）定理１对矩阵的要求较宽而对右乘矢量要求较严。

（２）在Ｃｏｌｌａｔｚ定理中，矢量Ｘ 与所包含的本征值没有直接关系，而在定理１中，则存在

直接对应关系。

三 　 关于矩阵本征值的整体上、下限

以定理１为基础，我们来导出关于矩阵本征值的整体上、下限的定理。

ｎ阶方阵的本征矢量（当然，此处是指相应于实本征值的本征矢量，下同。）是一个ｎ维

矢量。它必属于ｎ维空间的某一卦限，在其含有０元素时则属于某个广义坐标面。我们就在

这个卦限（在后一种情况下，则在以该广义坐标面为边界的某一卦限）内取一代表性矢量与
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之同步。这样的代表性矢量可以取成其元素仅为１与－１的矢量，例如（１，１，…，１）Ｔ、（－１，１，

…，１）Ｔ 等。考虑到就其几何意义而言，本征矢量表征一个特征方向。因此，在取来作为代表

性矢量的元素中，规定 －１的个数不多于１的个数，从而共需２ｎ－１ 个矢量即可布及ｎ维空间

的上半空间的每一卦限。我们称这组矢量为本征矢量的完备同步矢量族。写成矩阵形式就

是

［Ｂ］＝ ［Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂ［ｎ／２］］

其中

Ｂ０ ＝ （１，１，…，１）Ｔ

Ｂ１ ＝

－１ １ １ … １

１ －１ １ … １

１ １ －１ … １

… … …

１ １ １ … －

烄

烆

烌

烎１

，　Ｂ２ ＝

－１ －１ … １ １

－１ １ … １ １

１ －１ … １ １

    

１ １ … １ １

１ １ … －１ －

烄

烆

烌

烎１

其余照此类推。在ＢＫ 中，其每列的负元素恰好为Ｋ 个（Ｋ ＝０，１，…，［ｎ／２］），从而第Ｋ 个子

块 共有ＣＫ
ｎ 列。不过，对最后一个子块Ｂ［ｎ／２］要分两种情况。其构成方法同前，只是当ｎ为奇数

时，它是满的；而当ｎ为偶数时只需取一半。以ｎ＝４为例，因（－１，－１，１，１）Ｔ 与（１，１，－１，

－１）Ｔ，（－１，１，１，－１）Ｔ 与（１，－１，－１，１）Ｔ 实际上代表同一方向。在ｎ为偶数时都有这种情

况，所以只需保留具有代表性的一半。

从完备同步矢量族的构成不难看出，ｎ阶矩阵的任一本征矢量必有［Ｂ］的一个列矢量

与之同步，应用完备同步矢量族，我们得到

定义２　 设Ｘ是［Ｂ］的任意列矢量，则以（ＡＸ）ｉ／ｘｉ 为元素，其行号为ｉ，列号与Ｘ相同所

得到的矩阵称为Ａ 的伴生矩阵。记作

［Ａ］＝ ［Ａ０，Ａ１，…，Ａ［ｎ／２］］

若记ａｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ），则

Ａ０ ＝

ａ１

ａ２

ａ３



ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

，　Ａ１ ＝

２ａ１１－ａ１ ａ１－２ａ１２ … ａ１－２ａ１ｎ

ａ２－２ａ２１ ２ａ２２－ａ２ … ａ２－２ａ２ｎ

ａ３－２ａ３１ ａ３－２ａ３２ … ａ３－２ａ３ｎ

   

ａｎ－２ａｎ１ ａｎ－２ａｎ２ … ａｎ－２ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ
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　Ａ２ ＝

２（ａ１１＋ａ１２）－ａ１ ２（ａ１１＋ａ１３）－ａ１ … ａ１－２（ａ１，ｎ－１＋ａ１ｎ）

２（ａ２１＋ａ２２）－ａ２ ａ２－２（ａ２１＋ａ２３） … ａ２－２（ａ２，ｎ－１＋ａ２ｎ）

ａ３－２（ａ３１＋ａ３２） ２（ａ３１＋ａ３３）－ａ３ … ａ３－２（ａ３，ｎ－１＋ａ３ｎ）

   

ａｎ－１－２（ａｎ－１，１＋ａｎ－１，２） ａｎ－１－２（ａｎ－１，１＋ａｎ－１，３） … ２（ａｎ－１，１＋ａｎ－１，ｎ）－ａｎ－１

ａｎ－２（ａｎ１＋ａｎ２） ａｎ－２（ａｎ１＋ａｎ３） … ２（ａｎ，ｎ－１＋ａｎｎ）－ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

余类推。关于［Ａｎ／２］的说明同前。

定理２　 实矩阵Ａ的伴生矩阵［Ａ］中，其元素的最小值为Ａ的最小本征值的下界；其元

素的最大值为Ａ 的最大本征值的上界。

证明 　 由上面的推理可知，对ＡＴ 的任一本征矢量，可以从［Ｂ］中找到与之同步的矢

量。而由定理１，相应的本征值（同时也是Ａ的本征值）的上、下限必含在［Ａ］的某一列中。由

任意性，即知Ａ 的任一本征值必大于［Ａ］的最小元而小于［Ａ］的最大元。定理证毕。

四 　 几点说明

（１）这里给出的两个定理虽然看起来与Ｃｏｌｌａｔｚ定理相似，但有一点本质区别：它们是在

Ａ 是任意实矩阵的条件下获得的，适用于对称或非对称矩阵，正定或非正定矩阵。只要这个

矩阵存在实本征值。

（２）本文给出的结果在低阶矩阵情况下与Ｃｏｌｌａｔｚ定理一样简便。在高阶矩阵时，对于定

理１，虽然存在着难于确定同步矢量的问题，但在一些特殊情况下，它仍不失其意义（见下文

的例４、例５），至于定理２，虽然［Ａ］的元素很多，但由于仅为加减运算，而且相当规则，适于

编制程序由计算机运行，因而仍不失其简便性。

（３）值得指出的是：对实际力学问题，其振型往往可以根据系统的特征加以大致估计，

从而能够确定与某一振型同步的同步矢量，并由定理１得出相应频率的上、下限。在所有振

型都可以粗略估计的情况下，我们就可获得相应每一振型的本征值的上、下限。

（４）与此相反，在已知某一振动频率时，通过计算［Ａ］，有时也能粗略估计出相应振型的

要点。

五 　 应用举例

为说明上述定理的价值，现举例如下：

例１　 求Ａ＝
１ ３

－
烄

烆

烌

烎１ ６
的本征值的上、下限。

因：［Ａ］＝
４ －２烄

烆

烌

烎５ ７
，［ＡＴ］＝

０ ２烄

烆

烌

烎９ ３
，故０≤λ１、λ２ ≤７。
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事实上，λ＝ （７± 槡１３）／２，符合上述估计。由于［ＡＴ］的第二列中不含本征值，说明Ａ的

本征矢量必与（１，１）Ｔ 同步。不难直接验证这一点。

例２　 求Ａ＝
１＋ｓｉｎ２θ ｓｉｎθｃｏｓθ
ｓｉｎθｃｏｓθ １＋ｃｏｓ２

烄

烆

烌

烎θ
的本征值的上、下限。

此时，［Ａ］＝
１＋ｓｉｎθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ） １＋ｓｉｎθ（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ）

１＋ｃｏｓθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ） １＋ｃｏｓθ（ｃｏｓθ－ｓｉｎθ

烄

烆

烌

烎）

在Ａ对称的情况下，可以证明：如把［Ａ］的４个元素按大小次序记为ａ１≤ａ２≤ａ３≤ａ４，

则ａ１ ≤λｍｉｎ ≤ａ２，ａ３ ≤λｍａｘ ≤ａ４。于是

当０≤θ≤π／８时：１＋ｓｉｎθ（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ）≤λｍｉｎ ≤１＋ｓｉｎθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）

１＋ｃｏｓθ（ｃｏｓθ－ｓｉｎθ）≤λｍａｘ ≤１＋ｃｏｓθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）

当π／８≤θ≤π／４时：１＋ｓｉｎθ（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ）≤λｍｉｎ ≤１＋ｃｏｓθ（ｃｏｓθ－ｓｉｎθ）

１＋ｓｉｎθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）≤λｍａｘ ≤１＋ｃｏｓθ（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）

在π／４≤θ≤３π／８与３π／８≤θ≤π／２时可以写出类似的不等式。具体数值显示，这些估

计式有较好的精度。

对上述矩阵Ａ，文献［１］ 曾指出以下现象：取

Ｘ ＝ （ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ／５－ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ／５）Ｔ

它 是相应于λ１ ＝１的近似解，应用Ｃｏｌｌａｔｚ定理，结果发现，当０≤θ＜ａｒｃｔｇ（１／５）时，所

求得的区间［λ－，λ＋］内竟不含λ１。这从本文的讨论易于得到解释。因当０≤θ＜ａｒｃｔｇ（１／５）

时，Ｘ是（１，１）Ｔ 型，而精确解却是（１，－１）Ｔ 型。这恰好说明，为了包含所需要的本征值，应用

Ｃｏｌｌａｔｚ定理所需的矢量必须与精确解同步。

例３　 有一弹簧 质点系统，质点质量均为 ｍ，弹簧常数均为ｋ，求此系统固有频率的

上、下限。

这个问题等价于求

Ａ＝

１ －１ ０ ０

－１ ２ －１ ０

０ －１ ２ －１

０ ０ －

烄

烆

烌

烎１ １

ｋ
ｍ

的本征值的上、下限。这有两种方法：一是通过计算［Ａ］，即可得出４个固有频率的上、下限。

第二种方法是根据系统具有对称性的特点，从定性分析可知：

存在刚体平移，振型是（１，１，１，１）Ｔ 型，求得ω１ ＝０；

存在对称振型（－１，１，１，－１）Ｔ，求得ω２
３ ＝２ｋ／ｍ；

存 在反对称振型，其同步矢量应为（－１，－１，１，１）Ｔ 与（－１，１，－１，１）Ｔ，从而可得０＜ω２
２

＝２ｋ／ｍ，２ｋ／ｍ ＜ω２
４ ＝４ｋ／ｍ。
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以上结论与事实吻合。在高阶类似情况下后一方法相当有用。

例４　 对标准Ｊａｃｏｂｉ矩阵

Ｊ＝

ａ１ －ｂ１ ０ … ０ ０

－ｃ１ ａ２ －ｂ２ … ０ ０

０ －ｃ２ ａ３ … ０ ０

… … … …

０ ０ ０ … －ｃｎ－１ ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

（ａｋ、ｂｋ、ｃｋ ＞０；ｋ＝１，２，…，ｎ－１，ａｎ ＞０）

文献［２］（Ｐ８５定理１）指出：当记其本征值为λ１ ＜λ２ ＜ … ＜λｎ 时，相应于λｋ 的本征矢量的分

量序列中恰好改变符号（ｋ－１）次。据此，相应其最小本征值的本征矢量必与（１，１，…，１）Ｔ 同

步，相应其最大本征值的本征矢量必与（１，－１，１，…，（－１）ｎ－１）Ｔ 同步。由此断定：

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

（ａｉ－ｂｉ－ｃｉ－１）≤λ１ ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ａｉ－ｂｉ－ｃｉ－１）

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

（ａｉ＋ｂｉ＋ｃｉ－１）≤λｎ ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（ａｉ＋ｂｉ＋ｃｉ－１）

这里ｃ０ ＝ｂｎ ＝０。

例５　 当一个完全非负矩阵的某次幂Ａｌ（ｌ是自然数）是完全正矩阵时，Ａ 称为振荡矩

阵。对振荡矩阵Ａ，若记其本征值为λ１ ＞λ２ ＞ … ＞λｎ，相应于λｋ 的本征矢量的分量序列中

也恰好改变符号（ｋ－１）次（参见文献［２］，Ｐ１０５）。于是

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ ≤λ１ ≤ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ∑

ｎ

ｊ＝１

（－１）ｉ＋ｊａｉｊ ≤λｎ ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ∑

ｎ

ｊ＝１

（－１）ｉ＋ｊａｉｊ

Ｊａｃｏｂｉ矩阵和振荡矩阵都是结构计算中常见的矩阵。

六 　 结 束 语

综上所述，利用同步矢量的概念以确定矩阵本征值的上、下限是一种可行的方法。它在

低阶矩阵的情况下有明显的价值，在高阶情况下虽有缺点但仍有其意义。

本文在准备过程中得到北京大学王大钧教授的指导，笔者谨致谢意。

参考文献
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［２］Ф．Р．Гантмахер иМ．Г．Крейн：Осцилляцонные Матрицы и Ядра и

Малые　Колебания Механических Систем，Москва １９５０
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包含定理与矩阵特征对的计算

摘 要 　 本文以正交化理论和按矩阵基向量展开为依托，从包含定理出发给

出了计算矩阵实特征对的一种算法 ——— 正交迭代包含法。

关键词 　 矩阵特征对 　 包含定理 　 正交包含迭代法

实对称矩阵特征对（特征值和相应的特征向量）的计算是工程数学中的基本课题之一，

有着重要的理论意义和应用价值，这方面的成果也极为丰富［１］。鉴于工程问题中有时仅需估

计某一阶或某几阶频率的近似值，这就导致了特征值的包含定理的研究［２］。综观已有的特征

值包含定理，其主旨通常只在于给出特征值的分布规律，它们在形式上往往相当简便，例如

著名的Ｃｏｌｌａｔｚ定理。但其结果，即某个特征值的包含区间往往太宽，而且有时“事与愿违”：

本来想确定第ｎ阶特征值的上、下界，而所得的包含区间却根本不包含第ｎ阶特征值，它所

包含的是另外一阶特征值。针对前一缺点，笔者在文［３］ 中采用迭代法可以大大改进其结果。

针对后一缺点，笔者曾经提出一种对 Ｃｏｌｌａｔｚ定理的修正方法，即用“同步向量”［４］ 代替任意

向量。但对一般实对称矩阵的任意一阶特征值，要确定与它相应的特征向量的“同步向量”

仍是一个难于解决的问题。

为了清晰地说明问题，在此不妨引述一下文［２］３９页上所采用的一个例子。

例１　 试求矩阵

Ａ＝

５．０００００ －１．４１４２０ ０

－１．４１４２０ １．５００００ －０．４０８２０

０ －０．４０８２０ ０．

烄

烆

烌

烎３３３３３

（１）

的各阶特征值的包含区间。

文［２］ 作者在求解这一问题时采用了如下特征向量的近似解

Ｙ（１）＝ （０．１３０００，０．４４０００，１．０００００）Ｔ

Ｙ（２）＝ （０．３７０００，１．０００００，－０．４８０００）Ｔ

Ｙ（３）＝ （１．０００００，－０．３５０００，０．０３０００）Ｔ
（２）

并由Ｃｏｌｌａｔｚ定理获得特征值的包含区间如下

ｌ－
１ ＝０．１５３７＜λ１ ＜０．２１３５＝ｌ＋

１

ｌ－
２ ＝１．１７２７＜λ２ ＜１．１８３７＝ｌ＋

２

ｌ－
３ ＝５０９５７＜λ３ ＜５．５７５６＝ｌ＋

３

（３）

 本文原载于《安庆师范学院学报》（自然科学版）１９９９年第２期。
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式中

ｌ－＝ ｍｉｎ（ＡＹ）ｉ／Ｙｉ，　ｌ＋＝ ｍａｘ（ＡＹ）ｉ／Ｙｉ （４）

这个例子表明，一方面，Ｃｏｌｌａｔｚ定理的确可以用来区分特征值的分布范围，而其结果的精度

完全取决于所选近似特征向量的精度。这就提出了两个问题：

（１）近似特征向量即（２）式是如何产生的？

（２）如何改进其精度？

对于第一个问题，文［２］ 作者未作回答。对于第二个问题，文献作者暗示可以用迭代法。

然而文［１］ 已证明，文［２］（３．１６）式所表示的迭代法

ｘｎ＋１ ＝Ａｘｎ　 或 　ｘｎ＋１ ＝Ａ－１ｘｎ

实际上只适用于与绝对值最大（或最小）的特征值相应的特征向量，对其余的“中间”特征向

量是不适用的。鉴于此，本文采用正交迭代过程，成功地解决了以上与包含定理有关的两个

问题。

一 　 正交迭代包含定理

鉴于工程问题中经常遇到的基本上都是实对称矩阵，又因实对称矩阵通过“平移”，即

设Ａ 为实对称矩阵，适当选取正数μ，即可使

Ｂ＝Ａ＋μＩ　　（Ｉ为单位矩阵） （５）

为正定矩阵，且Ａ、Ｂ 有完全相同的特征向量族。所以以下只讨论正定矩阵。

设Ａ是ｎ阶正定矩阵，其特征值可按从小到大的次序排列为λ１ ≤λ２ ≤ … ≤λｎ，与λｊ 相

应的特征向量记为Ｘ（ｊ）＝ （ｘ１ｊ，…，ｘｎｊ）Ｔ，又记εｉ ＝Ｓｉｇｎ（ｘｉｎ），则由文［４］ 的定义知Ｙ＝ （ε１，

…，εｎ）Ｔ 与Ｘ（ｎ） 同步，而由文［４］ 定理１知

ｌ－
ｎ ＝ ｍｉｎ

ｉ
（ＡＹ）ｉ／εｉ ≤λｎ ≤ ｍａｘ

ｉ
（ＡＹ）ｉ／εｉ ＝ｌ＋

ｎ （６）

上 式所获得的λｎ 的上、下界可能太宽，为此不妨以ＡｍＹ 代替ＡＹ。文［１，３］已证明，ＡｍＹ 是较ＡＹ
更接近的Ｘ（ｎ） 的近似向量，这里ｍ 是自然数。同时有

ｍｉｎ
ｉ

（ＡｍＹ）ｉ／εｉ ≤λｎ ≤ ｍａｘ
ｉ

（ＡｍＹ）ｉ／εｉ （７）

或

ｍｉｎ（ＡｍＹ）ｉ／（Ａｍ－１Ｙ）ｉ ≤λｎ ≤ ｍａｘ（ＡｍＹ）ｉ／（Ａｍ－１Ｙ）ｉ （８）

即通过迭代，我们可以获得λｎ 的越来越精确的上、下界，同时获得Ｘ（ｎ） 的近似解。

再取任一异于ＡｍＹ 的新向量Ｚ 并把它与ＡｍＹ 施行正交化，记为Ｙ１０

Ｙ１０ ＝Ｚ－（Ｚ，ＡｍＹ）ＡｍＹ／（ＡｍＹ，ＡｍＹ） （９）

这里（Ｘ，Ｙ）表示向量Ｘ 与Ｙ 的数量积。则因

ＡＹ１０ ＝Ａ（∑
ｎ

ｊ＝１
ＣｊＸ（ｊ））＝ ∑

ｎ－１

ｊ＝１
ＣｊλｊＸ（ｊ）＋εＸ（ｎ） （１０）
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从而ＡＹ１０ 是较Ｙ１０ 更好的Ｘ（ｎ－１） 的近似向量，进而有

ｍｉｎ（ＡＹ１０）ｉ／（Ｙ１０）ｉ ≤λｎ－１ ≤ ｍａｘ（ＡＹ１０）ｉ／（Ｙ１０）ｉ （１１）

与前一样，这样获得的λｎ－１ 的界限可能过宽，为缩小区间长度，我们继续迭代。但在迭代之

前，为确保迭代收敛于Ｘ（ｎ－１），则应再次正交化以除去因ＡｍＹ 只是Ｘ（ｎ） 的近似向量而带来的

（１０）式中的εＸ（ｎ） 项。

Ｙ１１ ＝ＡＹ１０－（ＡＹ１０，ＡｍＹ）ＡｍＹ／（ＡｍＹ，ＡｍＹ） （１２）

于是ＡＹ１１ 是较ＡＹ１０ 更为接近的Ｘ（ｎ－１） 的近似向量且有

ｍｉｎ（ＡＹ１１）ｉ／（Ｙ１１）ｉ ≤λｎ－１ ≤ ｍａｘ（ＡＹ１１）ｉ／（Ｙ１１）ｉ （１３）

这一过程可以反复进行，只要ｍ 足够大，ＡｍＹ 是Ｘ（ｎ） 的足够精确的近似向量，那么一般地

Ｙ１Ｋ ＝ＡＹ１，Ｋ－１－（ＡＹ１，Ｋ－１，ＡｍＹ）ＡｍＹ／（ＡｍＹ，ＡｍＹ） （１４）

ＡＹ１Ｋ 就是较ＡＹ１，Ｋ－１ 更好的Ｘ（ｎ－１） 的近似向量且

ｌ－
ｎ－１ ＝ ｍｉｎ（ＡＹ１Ｋ）ｉ／（Ｙ１Ｋ）ｉ ≤λｎ－１ ≤ ｍａｘ（ＡＹ１Ｋ）ｉ／（Ｙ１Ｋ）ｉ ＝ｌ＋

ｎ－１ （１５）

将给出λｎ－１ 的越来越精确的上界ｌ＋
ｎ－１。

需要说明的是，在交叉使用（１４）、（１５）两式进行迭代的过程中，如果精确的Ｘ（ｎ－１）没有０
分量，那么（１５）式中作为下界的ｌ－

ｎ－１ 也将收敛于λｎ－１。但若Ｘ（ｎ－１） 中存在０分量，例如Ｘ（ｎ－１）
ｓ

＝０而Ｘ（ｎ－２）
ｓ ≠０（１≤ｓ≤ｎ），那么ｌ－

ｎ－１ ＝ （ＡＹ１Ｋ）ｓ／（Ｙ１Ｋ）ｓ 将收敛于λｎ－２ 而不是λｎ－１。理由

如下

因 Ｘ（ｎ－１）
ｓ ＝０，所以

（ＡＹ１Ｋ）ｓ ＝ ∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｄｊλｊＸ（ｊ）

ｓ ＋εＸ（ｎ）
ｓ ＝ ∑

ｎ－２

ｊ＝１
ｄｊλｊＸ（ｊ）

ｓ ＋εＸ（ｎ）
ｓ

（Ｙ１Ｋ）ｓ ＝ ∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｄｊＸ（ｊ）

ｓ ＝ ∑
ｎ－２

ｊ＝１
ｄｊＸ（ｊ）

ｓ

式中ε是个很小的量。于是

（ＡＹ１Ｋ）ｓ／（Ｙ１Ｋ）ｓ ＝λｎ－２＋αＫ （１６）

式中αＫ 是随迭代次数Ｋ 的增加而趋于０的小量。这里，（１６）式中出现的是λｎ－２ 而不是λｎ－１。

以上推理 过 程 还 表 明，如 果 Ｘ（ｎ－１）
ｓ ＝ … ＝ Ｘ（ｎ－ｍ）＋１

ｓ ＝０ 而 Ｘ（ｎ－ｍ）
ｓ ≠０（１≤ｓ≤ｎ），则

（ＡＹ１ｋ）ｓ／（Ｙ１Ｋ）ｓ 将收敛于λｎ－ｍ。实际计算也证明了这一点。当这一情况出现时，为了获得λｎ－１

的下界，我们不妨采用瑞利商：

ｌ－
ｎ－１ ＝ （ＡＹ１Ｋ，Ｙ１Ｋ）／（Ｙ１Ｋ，Ｙ１Ｋ）≤λｎ－１ （１７）

仿照以上过程，任取异于ＡｍＹ、ＡＹ１Ｋ 的向量Ｚ１，把它与ＡｍＹ、ＡＹ１Ｋ 正交化，所得向量记为

Ｙ２０，再把ＡＹ２０ 与ＡｍＹ、ＡＹ１Ｋ 正交化而得向量Ｙ２１，…，这样循环下去，亦可获得Ｘ（ｎ－２） 的越来

越精确的近似向量ＡＹ２ｍ 和λｎ－２ 的越来越精确的上界。
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ｌ＋
ｎ－２ ＝ ｍａｘ（ＡＹ２ｍ）ｉ／（Ｙ２ｍ）ｉ ≤λｎ－２ （１８）

至于下界，在Ｘ（ｎ－２） 无０分量时取

ｌ－
ｎ－２ ＝ ｍｉｎ（ＡＹ２ｍ）ｉ／（Ｙ２ｍ）ｉ （１９）

或者在Ｘ（ｎ－２） 存在０分量时可取

ｌ－
ｎ－２ ＝ （ＡＹ２ｍ，Ｙ２ｍ）／（Ｙ２ｍ，Ｙ２ｍ） （２０）

依次类推，可以一一求出其余特征值的上、下界及其相应的近似向量，不再一一赘述。这就

是本文所提出的正交迭代包含定理。

二 　 算 例

为了清晰地说明以上过程和便于比较，我们仍以上文提到的例１为例。

例２　 试用正交迭代包含定理求例１中的矩阵Ａ 的特征值的上、下界及其近似特征向

量。

解 　 业已证明［５］，矩阵Ａ的三个特征向量分别具有０、１、２个变号数，故取Ｙ＝（１，－１，

１）Ｔ，则

Ａ３Ｙ ＝ （２０４．１５１７２，－７４．１８９８６，６．３９５０８）Ｔ

Ａ４Ｙ ＝ （１１２５．６７７９，－４０２．６０６６２，３２．４１５９７）Ｔ

Ａ５Ｙ ＝ （６１９７．７５５８，－２２０９．０７５８，１７５．１４９２４）Ｔ ～ （１，－０．３５６４３，０．０２８２６０）Ｔ

应用（８）式于Ａ５Ｙ 可得

５．４０３１８＜λ３ ＜５．５０５８６

结果已优于文［２］。如果再迭代一次，

Ａ６Ｙ ＝ （３４１１２．８５４，－１２１４９．９７６，９６０．１２７２４）Ｔ ～ （１，－０．３５６１７，０．０２８１４６）Ｔ

并应用（８）式于Ａ６Ｙ 可得

５．４８１７７＜λ３ ＜５．５０４０７，Ｘ（３）≈ （１，－０．３５６２，０．０２８１５）Ｔ

为了计算λ２ 的上、下界，我们取Ｚ＝ （１，１，－１）Ｔ 并应用正交迭代过程：

Ｙ１０ ＝ＡＺ ＝ （３．５８５８，０．４９４０，－０．７４１５３）Ｔ

Ｙ１１ ＝Ｙ１０－（Ｙ１０，Ａ５Ｙ）Ａ５Ｙ／（Ａ５Ｙ，Ａ５Ｙ）＝ （０．５８２１，１．５６４６１，－０．６５６６５）Ｔ

ＡＹ１１ ＝ （０．６９７８３，１．７９１７５，－０．８５７５５）Ｔ

应用（１３）式有１．１４５１７＜λ２ ＜１．３０５９５，继续正交迭代

Ｙ１２ ＝ （０．６６６８３，１．８０２８０，－０．８５８４３）Ｔ

ＡＹ１２ ＝ （０．７８４６３，２．１１１５８，－１．０２２０４）Ｔ
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Ｙ１３ ＝ （０．７８１８７，２．１１２５６，－１．０２２１２）Ｔ

ＡＹ１３ ＝ （０．９２１７７，２．４８０３２，－１．２０３０５）Ｔ

应用（１３）式有１．１７４０８＜λ２ ＜１．１７８９３，结果已优于文［２］。如果再迭代一次

Ｙ１４ ＝ （０．９１８４８，２．４８１４９，－１．２０３１４）Ｔ

ＡＹ１４ ＝ （１．０８３０８，２．９１４４４，－１．４１３９９）Ｔ

此时有１．１７４４７＜λ２ ＜１．１７９２１。容易发现，虽然λ２ 的下界有了明显改善，而λ２ 的上界却变

坏了。问题何在？分析一下不难发现，问题出在正交化过程中采用Ａ５Ｙ 作为Ｘ（３） 的近似向量

精度不够，如果采用Ａ６Ｙ 重复上面最后一次迭代

Ｙ′１４ ＝ＡＹ１３－（ＡＹ１３，Ａ６Ｙ）Ａ６Ｙ／（Ａ６Ｙ，Ａ６Ｙ）＝ （０．９１７７９，２．４８１７４，－１．２０３１６）Ｔ

ＡＹ′１４ ＝ （１．０７９２９，２．９１５８０，－１．４１４１０）Ｔ

即可得到相当满意的结果：

１．１７４９０＜λ２ ＜１．１７５９５

Ｘ（２）≈Ｙ１５ ＝ＡＹ′１４－（ＡＹ′１４，Ａ６Ｙ）Ａ６Ｙ／（Ａ６Ｙ，Ａ６Ｙ）

～ （０．３６９８２，１，－０．４８４９４）Ｔ

至于λ１ 与Ｘ（１），我们取Ｚ１ ＝ （１，１，１）Ｔ 并令

Ｙ２０ ＝Ｚ１－（Ｚ１，Ａ６Ｙ）Ａ６Ｙ／（Ａ６Ｙ，Ａ６Ｙ）－（Ｚ１，Ｙ１５）Ｙ１５／（Ｙ１５，Ｙ１５）

＝ （０．１６５５６，０．５６７２６，１．２９６０１）Ｔ

则

ＡＹ２０ ＝ （０．０２５５８１，０．０８７７２４，０．２００４４）Ｔ

应用（１３）式于ＡＹ２０，即有０．１５４５１＜λ１ ＜０．１５４６６，结果已相当令人满意。

例３　 求矩阵

Ａ＝

７ －２ －４

－２ １０ －２

－４ －

烄

烆

烌

烎２ ７
全体特征值的上、下界。

解 　 取Ｙ ＝ （１，－１，１）Ｔ，则

Ａ６Ｙ ＝ （５９０５６３，－２３６２０６０，５９０５６３）Ｔ ～ （１，－３．９９７，１）Ｔ ≈Ｘ（３）

相应的上、下界是１０．９９６４＜λ３ ＜１１．０００４５。

又取Ｚ＝ （１，１，－１）Ｔ，ＡＺ ＝ （９，１０，－１３）Ｔ

Ｙ１０ ＝ （１１．２２，０．２２，－１０．７８）Ｔ　　ＡＹ１０ ＝ （１２１．２２，１．１２，－１２０．７８）Ｔ

Ｙ１１ ＝ （１２１．４４４５，０．２２２２４５，－１２０．５５５５）Ｔ
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ＡＹ１１ ＝ （１３３１．８８９，０．４４４５５，－１３３０．１１１）Ｔ

～ （１．０００６７８，０．０００３３４，－０．９９９３３２）Ｔ

ｌ－
２ ＝２．０００２７，　　ｌ＋

２ ＝１１．０３３１８４

容易看出，此处ｌ＋
２ 是λ２ 的上界而ｌ－

２ ≈λ１ ＝２。这是因ＡＹ１１ 显示Ｘ（２）存在０分量，事实上Ｘ（２）

＝ （１，０，－１）Ｔ，λ２ ＝１１是重特征值。

取瑞利商有

ｌ－
２ ＝ （ＡＹ１１，Ｙ１１）／（Ｙ１１，Ｙ１１）＝１０．９９９８６３

这个例子表明：① 以上讨论适用于重特征值的情况；② 当用（１５）式求得的ｌ－
ｎ－１ 与ｌ＋

ｎ－１ 不

收敛于同一极限时，表明Ｘ（ｎ－１） 中必有某一或某几个分量为０。

三 　 结 束 语

以上我们讨论了正交迭代法在特征值的估计以及特征对的计算中的应用。还要指出以

下两点：

（１）对于阶数不太高的矩阵，我们可以按照以上方法计算绝对值较大的几阶特征值及

其近似特征向量，而由Ｂ＝Ａ－１ 用同样方法计算绝对值较小的若干阶特征值及其近似特征

向量，这是因为λ（Ｂ）＝１／λ（Ａ）。

（２）在迭代过程中，一旦某阶特征向量的近似式的各分量的正负号不再改变，那就表明

我们已经获得了该向量的“同步向量”。
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关于正矩阵的最大特征值的包含定理及其应用

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｔ’ｓｏｂｔａｉｎｅｄｔｈａｔ ｍｏｒｅｅｘａｃｔｉｎｃｌｕｓｉｖｅｔｈｅｏｒｅｍ

ａｂｏｕｔｔｈｅｍａｘｉｍａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆａｐｏｓｉｔｉｖｅｍａｔｒｉｘａｎｄｔｗｏｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ

ａｂｏｕｔｔｈｅｍａｘｉｍａｌｅｉｇｅｎｐａｉｒｏｆａｎｏｎｄｅｒｏｇａｔｏｒｙｐｏｓｉｔｉｖｅｍａｔｒｉｘ．Ｔｈｅｎａｎｅｗ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｂｏｕｔａｌｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆａｎｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ ｍａｔｒｉｘｉｓｇｉｖｅｎｂｙ
ａｐｐｌｙｉｎｇａｂｏｖｅｉｎｃｌｕｓｉｖｅｔｈｅｏｒｅｍ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｍａｔｒｉｘ； ｍａｘｉｍａｌ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ；ｉｎｃｌｕｓｉｖｅ ｔｈｅｏｒｅｍ；

ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

一 　 引 言

由于矩阵特征值问题在弹性动力学和自动控制等领域均已获得广泛的应用，所以关于

矩阵特征值的计算方法及其上、下界的估计均为人们所关注。随着计算机的发展，有关矩阵

特征值的各种有效算法应运 而 生［１］。至 于 特 征 值 的 上、下 界 的 估 计 问 题，虽 然 也 有 很 多 成

果［２－４］，且它们在数学上都有一定的理论意义和应用价值，但常因其界限太宽而缺少工程价

值。鉴于此，笔者利用文［３］ 引入的同步向量这一概念，讨论了正矩阵的最大特征值的上、下

界的确定问题，获得了这类矩阵最大特征值的较为精确的包含定理，又与幂法［１］ 相结合，给

出了非亏损正矩阵的最大特征值的两种算法。然后，把以上结果应用于工程上的一类常见

矩阵 — 振荡矩阵，给出了振荡矩阵及弹性结构离散系统的柔度矩阵全体特征值的一种新的

算法，并就这一新算法的优劣及应用前景作了评估。

二 　 关于正矩阵的最大特征值的包含定理

定义１　 设有ｎ阶方阵Ａ ＝ ａｉ｛ ｝ｊ
ｎ
１，如果ａｉｊ ≥０（＞０），则称Ａ 为非负（正）矩阵。

如果Ａ 的所有子式非负（或 ＞０），则称Ａ 为完全非负（正）矩阵。

定义２　 设Ａ为完全非负矩阵，如果存在自然数ｍ，使得Ａｍ 为完全正矩阵，则称Ａ为振

荡矩阵。如果Ａ ＝ （－１）ｉ＋ｊａｉ｛ ｝ｊ
ｎ
１ 是振荡矩阵，则称Ａ 为符号振荡矩阵。

注意上面定义的这些矩阵都可以是对称或非对称矩阵。

对于正矩阵，Ｐｅｒｒｏｎ定理［５］ 指出，它有唯一的一个绝对值最大的单重正特征值η，且相

 本文原载于《高等学校计算数学学报》２０００年第２期。
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应的特征向量可以取为分量全大于零的正向量。

另一方面，文［３］ 证明了如下的包含定理：

设λ是实矩阵的实特征值，Ｘ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ 是Ａ的转置矩阵ＡＴ 的相应于λ的特征向

量，向量Ｙ ＝ （ｙ１，…，ｙｎ）Ｔ 与向量Ｘ 同步，即ｘｉｙｉ ≥０且ｙｉ ≠０，则

ｍｉｎ
（ＡＹ）ｉ
ｙｉ

≤λ≤ ｍａｘ
（ＡＹ）ｉ
ｙｉ

（１）

这里（ＡＹ）ｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙｊ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

根据以上两个定理，我们马上得出：

定理１　 设Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ
ｎ
１ 是正矩阵，Ｙ＝ （ｙ１，…，ｙｎ）Ｔ 是正向量，则Ａ 的最大特征值η满

足

ｄ１ ＝ ｍｉｎ
（ＡＹ）ｉ
ｙｉ

≤η≤ ｍａｘ
（ＡＹ）ｉ
ｙｉ

＝Ｄ１ （２）

特别地，成立以下包含关系

ｍｉｎａｉ ≤η≤ ｍａｘａｉ（ａｉ ＝ａｉ１＋…＋ａｉｎ） （３）

定理的前半部分是显然的。取Ｙ ＝ （１，１，…，１）Ｔ，即得（３）式。

显然，向量Ｙ 选取得与特征向量Ｘ 越接近，（２）式的效果越好。至于（３）式，其优点显而

易见，但其结果往往不尽人意，现改进如下：

设（η，Ｘ）是Ａ 的一个特征对，那么（η
ｍ，Ｘ）是Ａｍ 的一个特征对。故（２）、（３）两式可以改

写为：

ｄｍ ＝ ｍｉｎ
（ＡｍＹ）ｉ
ｙｉ

≤η
ｍ ≤ ｍａｘ

（ＡｍＹ）ｉ
ｙｉ

＝Ｄｍ （４）

ｍｉｎａ（ｍ）
ｉ ≤η

ｍ ≤ ｍａｘａ（ｍ）
ｉ （５）

式中，ａ（ｍ）
ｉ 是Ａｍ 的第ｉ行元素之和。需要证明的是，随着ｍ的增大，（４）式或（５）式给出的上、

下界越来越接近。事实上

（Ａ２Ｙ）ｉ ＝ ∑
ｎ

ｓ＝１
ａｉｓ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｓｊｙｊ ＝ ∑

ｎ

ｓ＝１
ａｉｓｙｓ［∑

ｎ

ｊ＝１
ａｓｊｙｊ／ｙｓ］

∑
ｎ

ｓ＝１
ａｉｓｙｓｄ１ ＜ （Ａ２Ｙ）ｉ ＜ ∑

ｎ

ｓ＝１
ａｉｓｙｓＤ１

即

ｄ２
１ ＜ｄ２ ≤Ｄ２ ＜Ｄ２

１

仿此，利用数学归纳法即可证明

ｍ
ｄ槡 ｍ ＜

ｍ＋１
ｄｍ＋槡 １ ≤η≤

ｍ＋１
Ｄｍ＋槡 １ ＜

ｍ
Ｄ槡 ｍ （６）
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又当Ｙ 为正向量时，ＡｍＹ 也是正向量，这样又成立

ｍｉｎＳｉ ≤η≤ ｍａｘＳｉ　　 Ｓｉ ＝
（Ａｍ＋１Ｙ）ｉ
（ＡｍＹ）（ ）

ｉ
（７）

例１　 设Ａ＝

３ ５ １

１ ２ ４

烄

烆

烌

烎２ ２ ２

，取Ｙ ＝ （１，１，１）Ｔ，有

ｄ４ ＝２２７８，Ｄ４ ＝３４５７，４
ｄ槡 ４ ＝６．９＜

４
Ｄ槡 ４ ＝７．６６

取其平均值７．２６作为η的近似值，误差不超过２％。若取Ｙ ＝ （３，２，２）Ｔ 并应用（４）式，有

ｄ′２ ＝５０，Ｄ′２ ＝５３．５， ｄ′槡 ２ ＝７．０７＜η＜ Ｄ′槡 ２ ＝７．３１

其平均值η＝７．１９已十分接近真值。若采用（７）式，更可以得到７．１３３＜η＜７．２３８，或η≈
７．１８６。

三 　 非亏损正矩阵最大特征对的计算

上节的讨论表明， ｍ
ｄ槡｛ ｝ｍ

∞
１ 、 ｍ

Ｄ槡｛ ｝ｍ
∞
１ 分别构成单调递增或递减有界序列从而必有极

限ｄ和Ｄ。问题在于ｄ或Ｄ 是否就等于η？在一般情况下难于证明这一点，但若Ａ是非亏损正

矩阵，则可以证明以下定理

定理２　 设Ａ 是非亏损的正矩阵，则

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
ｄ槡 ｍ ＝η＝ｌｉｍ

ｍ→∞

ｍ
Ｄ槡 ｍ

证明 　 根据定理条件，不妨设Ａ的特征值满足η≥｜λｎ－１｜≥ … ≥｜λ１｜，相应的特征向

量族为Ｘｎ，Ｘｎ－１，…，Ｘ１，并记Ｘｊ ＝（ｘ１ｊ，…，ｘｎｊ）Ｔ（ｊ＝１，２，…，ｎ），它们构成ｎ维向量空间中

的一组基，于是向量Ｙ 可表为

Ｙ ＝Ｃ１Ｘ１＋…＋ＣｎＸｎ

这样

ｄｍ ＝ ｍｉｎ［（Ｃ１λ１
ｍ ＋…＋Ｃｎ－１λｍ

ｎ－１ｘｉ，ｎ－１＋Ｃｎη
ｍ
ｘｉｎ）／ｙｉ

Ｄｍ ＝ ｍａｘ［（Ｃ１λ１
ｍ ＋…＋Ｃｎ－１λｍ

ｎ－１ｘｉ，ｎ－１＋Ｃｎη
ｍ
ｘｉｎ）／ｙｉ

前已证明，Ｄｍ ≥η
ｍ。这样

ｍａｘ［（Ｃ１
λｍ

１

η
ｍ ＋…＋Ｃｎ－１λλ

ｍ
ｎ－１

η
ｍｘｉ，ｎ－１＋Ｃｎｘｉｎ）／ｙｉ］≥１

对任意正整数ｍ 成立。故当ｍ 足够大时，绝对值占优项ｍａｘ（Ｃｎｘｉｎ／ｙｉ）＞０。又Ｘｎ 与Ｙ 同步，
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ｘｉｎｙｉ ＞０，故必有ｃｎ ＞０。这时

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
ｄ槡 ｍ ＝ｌｉｍ

ｍ→∞
η

ｍ
Ｃｎ·ｍｉｎ（ｘｉｎ／ｙｉ槡 ）＝η （８）

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
Ｄ槡 ｍ ＝ｌｉｍ

ｍ→∞
η

ｍ
Ｃｎ·ｍａｘ（ｘｉｎ／ｙｉ槡 ）＝η （９）

定理２证毕。

注意到定理２的证明与幂法的证明［１］ 十分相似，我们立刻得到非亏损的正矩阵的最大

特征对的以下算法，笔者称之为新幂法。

算法一 　 设有非亏损的正矩阵Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ
ｎ
１，

１０　 对任意给定的正向量Ｘ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ，令ｍ ＝１，Ｙ（ｍ）＝Ｘ；

２０　 计算

Ｙ（ｍ＋１）＝ＡＹ（ｍ），ｄｍ ＝ ｍｉｎ（ｙ（ｍ＋１）
ｉ ／ｘｉ）

Ｄｍ ＝ ｍａｘ（ｙ（ｍ＋１）
ｉ ／ｘｉ），Δ＝

ｍ
Ｄ槡 ｍ －

ｍ
ｄ槡 ｍ

３０　 在Δ 小于预先给定的足够小的正数ε时转４０，否则令ｍ 增加１重复步骤２０、３０；

４０ 　η＝ （ｍ
Ｄ槡 ｍ ＋

ｍ
ｄ槡 ｍ）／２，Ｘｎ ＝Ｙ（ｍ＋１）。

鉴于新幂法的收敛速度较慢，注意到（７）式，我们又有

算法二 　 设有非亏损的正矩阵Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ
ｎ
１，

１０　 任给正向量Ｙ，计算Ｙ１ ＝ＡＹ；

２０　 由（２）式计算ｄ１，Ｄ１ 和Δ＝Ｄ１－ｄ１

３０　 若Δ 小于预先给定的足够小的正数ε时转４０，否则以Ｙ１ 代Ｙ 重复步骤１０、２０、３０；

４０ 　η＝ （ｄ１＋Ｄ１）／２，Ｘｎ ＝Ｙ１。

算法一的收敛性已由定理２保证。关于算法二，注意到它实质是一种迭代算法，其证明

是熟知的，这里从略。

上述两个算法稍加修改还可用来计算非亏损实矩阵的最大特征对。首先对所给矩阵施

以平移变换将其最大特征值改造为绝对值占优特征值，再将起始向量取为ＡＴ 的最大特征值

所对应的特征向量的同步向量，即可应用算法一或二计算改造后的占优特征值，求得结果

后再还原为原矩阵的最大特征值。不过，在Ａ 是任意实矩阵的条件下，判断Ｙ 是否同步向量

有时存在困难从而限制了以上算法的效用。

四 　 振荡矩阵特征值的计算

对于振荡矩阵，文［５］ 指出它有ｎ个不同的特征值０＜λ１ ＜ … ＜λｎ，相应于λｎ 的特征向

量Ｘｎ 不改变符号，因而可以取为正向量。这样，上节两个算法完全适用于振荡矩阵。另一方

面，引入矩阵Ａ 的ｐ 阶相伴矩阵Ａ（ｐ），它由Ａ 的ｐ 阶子式所组成，故为Ｃｐ
ｎ 阶。根据振荡矩阵
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的理论，Ａ（ｐ） 仍为振 荡 矩 阵 且 Ａ（ｐ）
ｍａｘ ＝λｎ－ｐ＋１λｎ－ｐ＋２…λｎ 是 其 最 大 特 征 值。又 Ａ（ｎ） ＝ｄｅｔＡ ＝

λ１λ２…λｎ。于是我们有：

算法三 　 设有振荡矩阵Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ
ｎ
１，

１０　 由算法一或算法二计算（λｎ，Ｘｎ）；

２０　 计算Ａ（ｐ），再由算法一（或二）计算λ（ｐ）
ｍａｘ；

３０　λｎ－ｐ ＝λ（ｐ＋１）
ｍａｘ ／λ（ｐ）

ｍａｘ　　（ｐ＝１，２，…，ｎ－１）。

为了说明算法三的应用，我们考察杆、梁差分离散系统。文［６］、［７］ 证明了静定、超静定的

杆、梁差分离散系统的刚度矩阵是符号振荡矩阵，其逆即柔度矩阵是振荡矩阵。于是上述算

法可以用来计算杆、梁离散系统的频率，尤其是基频，因为它正好是柔度矩阵最大特征值的

倒数的平方根。

例２　 考察两端固定的等截面直杆，它的５自由度差分离散系统的刚度、柔度矩阵是

Ａ＝

２ －１ ０ ０ ０

－１ ２ －１ ０ ０

０ －１ ２ －１ ０

０ ０ －１ ２ －１

０ ０ ０ －

烄

烆

烌

烎１ ２

，Ｒ＝ １
６

５ ４ ３ ２ １

４ ８ ６ ４ ２

３ ６ ９ ６ ３

２ ４ ６ ８ ４

烄

烆

烌

烎１ ２ ３ ４ ５

取Ｙ１ ＝ （１，１．７，２，１．７，１）Ｔ 并施于Ｒ，由（４）式求得

ｄ１ ＝３．７，Ｄ１ ＝３．７６４７，取均值λ′５ ＝３．７３２３５

ｄ２ ＝１３．８，Ｄ２ ＝１４．０５９，开方后取均值λ″５ ＝３．７３２１５。

又Ｒ 的二阶、四阶相伴矩阵分别为

Ｒ（２）＝ １
６

４ ３ ２ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

３ ６ ４ ２ ３ ２ １ ０ ０ ０

２ ４ ６ ３ ２ ４ ２ ２ １ ０

１ ２ ３ ４ １ ２ ３ １ ２ １

０ ３ ２ １ ６ ４ ２ ０ ０ ０

０ ２ ４ ２ ４ ８ ４ ４ ２ ０

０ １ ２ ３ ２ ４ ６ ２ ４ ２

０ ０ ２ １ ０ ４ ２ ６ ３ ０

０ ０ １ ２ ０ ２ ４ ３ ６ ３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ ０ ０ ２ ０ ３ ４

，　Ｒ（４）＝ １
６

２ １ ０ ０ ０

１ ２ １ ０ ０

０ １ ２ １ ０

０ ０ １ ２ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ ２
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分别令Ｙ２ ＝ （１，２．７，３．７，２．７，２．７，４．７，３．７，２．７，２．７，１）Ｔ 和Ｙ４ ＝ （１，１．７，２，１．７，１）Ｔ，可以

相应地求得

ｄ（２）
１ ＝３．７，Ｄ（２）

１ ＝３．７４０７４，取均值λ′５λ′４ ＝３．７２０３７

ｄ（２）
２ ＝１３．８，Ｄ（２）

２ ＝１４．０６，开方后取均值λ′５λ′４ ＝３．７３２２２

ｄ（４）
１ ＝３．７／６，Ｄ（４）

１ ＝３．７６４７／６，取均值λ′５λ′４λ′３λ′２ ＝０．６２２０６

ｄ（４）
２ ＝２．３／６，Ｄ（４）

２ ＝１４．０５９／３６，开方后取均值λ′５λ′４λ′３λ′２ ＝０．６２２０３

又λ１λ２λ３λ４λ５ ＝１／６，这样解得

λ′５ ＝３．７３２３５，λ′４ ＝０．９９６７７，λ′１ ＝０．２６７９３；

λ″５ ＝３．７３２１５，λ″４ ＝１．００００２，λ″１ ＝０．２６７９４。

本来还应计算λ（３）
ｍａｘ 进而求出λ３ 与λ２，因计算量较大也可改用以下方法：因

λ３λ２ ＝λ（４）
ｍａｘ／λ（２）

ｍａｘ，λ３＋λ２ ＝ｔｒＲ－（λ１＋λ４＋λ５）

这样容易求得结果是

λ′３ ＝０．５０４７５，λ″３ ＝０．４９９６８；λ′２ ＝０．３３２３５，λ″２ ＝０．３３３５４。

与 精确值｛λｉ｝５１ ＝ ｛２－槡３，１／３，１／２，１，２＋槡３｝相比，误差不超过１％ 和０．１％。以上Ｙ１、Ｙ２ 与

Ｙ４ 是取Ｙ０ ＝ ｛１，１，…，１｝Ｔ 并用相应矩阵迭代两次后取两位有效数字并考虑到对称性给出

的。

五 　 结 束 语

以上我们成功地给出了正矩阵的最大特征值的包含定理以及由此产生的三个算法。指

出以下三点：

（１）本文有关特征值问题的讨论还可以应用于这样一些矩阵，它们本身不是正矩阵或

振荡矩阵，但 可 以 转 换 为 正 矩 阵（非 负 矩 阵）或 振 荡 矩 阵。如 矩 阵
３ －１烄

烆

烌

烎０ ２
可 以 转 换 为

３ １烄

烆

烌

烎０ ２
，

３ －１ －１

－１ １ １

－

烄

烆

烌

烎１ １ ２

可以转换为

３ １ １

１ １ １
烄

烆

烌

烎１ １ ２

而不改变其特征值。

（２）就计算量而言，本文算法未必优于其他算法如 ＱＲ算法。但在只需计算少量特征值

的情况下，例２显示，本文的算法有一定价值。

（３）鉴于算法一、二 收 敛 速 度 较 慢，可 以 把 本 文 的 算 法 一、二 与 其 他 成 熟 算 法 如 逆 幂

法［１］ 结合使用以加快收敛速度。
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积分方程特征值的一个下界估计式及其应用

摘 要 　 导出了具有正定对称核的积分方程最小特征值的一个下界估计式。

以此为基础，获得了相应特征值的一种算法。

关键词 　 积分方程 　 最小特征值 　 下界估计 　 应用

鉴于从微分方程经格林函数到积分方程的特征值问题在物理、力学和工程问题中均有

广泛应用，而在工程实际中常需估计这类问题特征值的分布范围，尤其是最小特征值的上、

下界。为此，本文采用一种简单方法导出了具有正定对称核的积分方程最小特征值的一个

下界估计式，丰富了积分方程特征值的包含关系方面的成果［１］。以此为基础，笔者证明了上

述估界过程的收敛性，进而获得了积分方程特征值及最小特征对的一种新算法。文中给出

了算例。

一 　 正定对称核的最小特征值的下界估计

考虑如下积分方程特征值问题

ｙ（ｘ）＝λ∫
ｌ

０
Ｋ（ｘ，ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ　（０≤ｘ≤ｌ） （１）

对正定对称核，业已证明［２］，成立以下绝对且一致收敛的广义傅立叶级数

Ｋ（ｘ，ｓ）＝ ∑
∞

ｉ＝１
φｉ（ｘ）φｉ（ｓ）／λｉ （２）

这里｛φｉ（ｘ）｝∞
１ 是相应的归一特征函数族。若记

Ｋ（１）（ｘ，ｓ）＝Ｋ（ｘ，ｓ）

Ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）＝∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ－１）（ｘ，ｔ）Ｋ（ｔ，ｓ）ｄｔ

则同样成立绝对且一致收敛的级数展开式

Ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）＝ ∑
∞

ｉ＝１
φｉ（ｘ）φｉ（ｓ）／λｍ

ｉ （３）

由此即得

 本文原载于《力学与实践》２０００年第４期。
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∫
ｌ

０
Ｋｍ（ｘ，ｘ）ｄｘ＝ ∑

∞

ｉ＝１
λ－ｍ

ｉ （４）

在正定核的条件下，所有λｉ ＞０，这样我们得到最小特征值的如下估计式

λｌ ＞ １
ｍ

∫
ｌ

０
Ｋｍ（ｘ，ｘ）ｄ槡 ｘ

（ｍ ＝１，２，…） （５）

特别地，令ｍ ＝２ｎ（ｎ＝０，１，２，…）并记

Δｎ ＝∫
ｌ

０
Ｋ２ｎ（ｘ，ｘ）ｄｘ　（ｎ＝０，１，２，…） （６）

则有

λ１ ＞Δ－２－ｎ

ｎ 　（ｎ＝０，１，２，…） （７）

值得注意的是，在式（５）、式（７）中，λ１ 的下界均随ｍ、ｎ的增加而上升，从而给出λ１ 的越

来越精确的下界。现以式（５）为例证明之。

事实上，由式（４）

ｍ

∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｘ）ｄ槡 ｘ＝ １

λ１

ｍ

∑
∞

ｉ＝１

λ１

λ（ ）ｉ槡
ｍ

＞

１
λ１

ｍ＋１

∑
∞

ｉ＝１

λ１

λ（ ）ｉ

ｍ＋

槡
１

＝
ｍ＋１

∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ＋１）（ｘ，ｘ）ｄ槡 ｘ

　（ｍ ＝１，２，…）

这就证明了１／
ｍ

∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｘ）ｄ槡 ｘ 是ｍ 的增函数。

例１　 对梁长ｌ＝１的均匀等截面悬臂梁，文［３］ 给出它的格林函数是

Ｇ（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ （８）

若取梁的线密度ρ（ｘ）＝１，刚度ＥＩ＝１，则其振动微分方程等价于

ｙ（ｘ）＝λ∫
ｌ

０
Ｇ（ｘ，ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ

现在我们利用式（７）求相应于基频的特征值λ１ 的下界。在上面的假设下，不难求得

Ｇ（ｘ，ｓ）＝

ｘ２

２ｓ－ｘ３

６
（ｘ＜ｓ）

ｘ
２ｓ

２－ｓ３

６
（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

Ｇ（２）（ｘ，ｓ）＝

１
１２ｘ２ ｓ２－ｓ３

２＋ｓ５（ ）２０ －ｘ３ ｓ２

２－ｓ３

３＋ｓ４（ ）１２ ＋ｘ６

６０ｓ－ｘ７［ ］４２０
（ｘ＜ｓ）

１
１２ｓ２ ｘ２－ｘ３

２ ＋ｘ５（ ）２０ －ｓ３ ｘ２

２ －ｘ３

３ ＋ｘ４（ ）１２ ＋ｓ６

６０ｘ－ｓ７［ ］４２０
（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）
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Δ０ ＝∫
ｌ

０
Ｇ（ｘ，ｘ）ｄｘ＝ １

１２
，　λ１ ＞１２

Δ１ ＝∫
ｌ

０
Ｇ（２）（ｘ，ｘ）ｄｘ＝ １１

１６８０
，　λ１ ＞１２．３５８２８８

作为下限，这里的结果已相当精确。如果进一步计算，则有

　　Ｇ（４）（ｘ，ｘ）＝ １
１４４

２６４１
３４６５０ｘ

４－６６１
９４５０ｘ

５＋１３
８１０ｘ

６＋ １１
２１００ｘ

８－ １３
３７８０ｘ［ ９

＋ １
２１００ｘ

１０＋ １
９４５０ｘ

１２－ １
２０７９０ｘ

１３＋ １
１４５５３０ｘ

１４－ １
７０９４５８７５ｘ ］１５

Δ２ ＝０．４２８１４８３，　λ１ ＞１２．３６２３６２

事实上，最后这一结果完全可以取作λ１ 的值而误差极微。顺便指出，如需确定λ１ 的上界，则

可任取一个在［０，ｌ］上的正函数 并 用 瑞 利 商 即 可 求 得。如 取ｙ（ｘ）＝ｘ２／５，则 可 求 得λ１ ＜
１２．４６１５４。

例２　 两端铰支梁的格林函数是［３］、［４］

Ｇ（ｘ，ｓ）＝

ｘｓ
ｌ２∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ＥＩ ｄｔ－ｌ－ｓ

ｌ∫
ｘ

０

ｔ（ｘ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ－ｘ

ｌ∫
ｓ

０

（ｓ－ｔ）（ｌ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ　（ｘ＜ｓ）

ｘｓ
ｌ２∫

ｌ

０

（ｌ－ｔ）２
ＥＩ ｄｔ－ｌ－ｘ

ｌ∫
ｓ

０

ｔ（ｓ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ－ｓ

ｌ∫
ｘ

０

（ｘ－ｔ）（ｌ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ　（ｘ＞ｓ

烅

烄

烆
）

试估计梁长ｌ＝１，ρ（ｘ）＝１，ＥＩ＝１的两端铰支梁的相应于基频的特征值λ１ 的下界。

和例１类似，由式（７）有

Ｇ（ｘ，ｓ）＝

１
６

［ｘ（２ｓ－３ｓ２＋ｓ３）－ｘ３（１－ｓ）］　（ｘ＜ｓ）

１
６

［ｓ（２ｘ－３ｘ２＋ｘ３）－ｓ３（１－ｘ）］　（ｘ＞ｓ
烅

烄

烆
）

Ｇ（２）（ｘ，ｘ）＝ １
３６

８
１０５ｘ

２－４
１５ｘ

４＋８
１５ｘ

６－１６
３５ｘ

７＋４
３５ｘ（ ）８

Ｇ（４）（ｘ，ｘ）＝ １
１２９６

６４
２２５２２５ｘ

２－ ２２１１２
２３６４８６２５ｘ

４＋ ６４
５１９７５ｘ

６－ １６
１８３７５ｘ

８（ ＋

６４
１６５３７５ｘ

１０－ ３２
２５９８７５ｘ

１２＋ ６４
１５７６５７５ｘ

１４－ ６４
３９４１６１５ｘ

１５＋ １６
７８８２８７５ｘ ）１６

Δ０ ＝∫
ｌ

０
Ｇ（ｘ，ｘ）ｄｘ＝ １

９０
，　λ１ ＞９０

Δ１ ＝∫
ｌ

０
Ｇ（２）（ｘ，ｘ）ｄｘ＝ １

９４５０
，　λ１ ＞９７．２１１１１

Δ２ ＝∫
ｌ

０
Ｇ（４）（ｘ，ｘ）ｄｘ＝１４．３９５

３６０００２，　λ１ ＞９７．４０８８３１
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最后这一下界对应的基频是ω１ ＝３．１４１５９０６，与精确值ω１ ＝π的误差已可忽略不计。

以上两例说明，在像梁的振动这类问题中，由于边界条件已经内含于格林函数之中，本

文所述方法有很好的应用价值。

二 　 正定对称核的最小特征对的计算

上节证明了１／
ｍ

∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｘ）ｄ槡 ｘ是ｍ 的单调增函数，现在我们进一步来证明它收敛于

λ１。

事实上，不妨设λ１ 是核Ｋ（ｘ，ｓ）的ｐ重特征值，即λ１ ＝λ２ ＝ … ＝λｐ ＜λｐ＋１ ≤ …，ｐ应

为有限整数，则

ｍ

∑
∞

ｉ＝１
λ－ｍ

槡 ｉ ＝ １
λ１

ｍ

ｐ＋ ∑
∞

ｉ＝ｐ＋１

（λ１／λｉ）槡
ｍ

由式（４）对任意ｍ 收敛可知，存在正数 Ｍ１、Ｍ２ 使

Ｍ１ ≤ ∑
∞

ｉ＝ｐ＋１

（λ１／λｉ）ｍ ≤Ｍ２

因为当ｍ → ∞ 时显然有
ｍ
ｐ＋Ｍ槡 １ →１，ｍ

ｐ＋Ｍ槡 ２ →１，于是

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ

∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ槡 ）（ｘ，ｘ）ｄｘ＝λ－１

１ （９）

证毕。上节的两个例子也验证了这一事实。

从核 Ｋ（ｘ，ｓ）的迭代核出发，我们不仅可以求得λ１，同时还可以求得与之相应的特征函

数φ１（ｘ）。

由式（３）及其右端级数的一致收敛性有

　　　ｌｉｍ
ｍ→∞

λｍ
１∫

ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）ｄｓ＝

　　　ｌｉｍ
ｍ→∞

φ１（ｘ）∫
ｌ

０
φ１（ｓ）ｄｓ＋∑

∞

ｉ＝２

λ１

λ（ ）ｉ

ｍ

φｉ（ｘ）∫
ｌ

０
φｉ（ｓ）ｄ［ ］ｓ

＝φ１（ｘ）∫
ｌ

０
φ１（ｓ）ｄｓ＋∑

∞

ｉ＝２
ｌｉｍ
ｍ→∞

λ１

λ（ ）ｉ

ｍ

∫
ｌ

０
φｉ（ｓ）ｄ［ ］ｓφｉ（ｘ）

作为归一化的函数族，∫
ｌ

０
φｉ（ｓ）ｄｓ（ｉ＝２，３，…）显然有界，从而上式和号中每一项极限为零，

故有

ｌｉｍ
ｍ→∞

λｍ
１∫

ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）ｄｓ＝∫

ｌ

０
φ１（ｓ）ｄ［ ］ｓφ１（ｘ） （１０）
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可见，在相差一个常数因子的意义上，∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）ｄｓ收敛于φ１（ｘ）。当然，这里假定了λ１ 是

单特征值。在重特征值的条件下可以证明类似的结论。

据此，可以验证例１中的函数

Ｙ０（ｘ）＝∫
ｌ

０
Ｇ（２）（ｘ，ｓ）ｄｓ＝ １３

７２０
ｘ２－６

１３ｘ
３＋１

２６ｘ
６－１

９１ｘ
７＋ ３

７２８ｘ（ ）８

在相差一个常数因子的意义上就是相应于λ１ 的一个近似特征函数，亦即悬臂梁的近似基模

态。

事实上，有

　Ｙ１（ｘ）＝∫
ｌ

０
Ｇ（ｘ，ｓ）Ｙ０（ｓ）ｄｓ＝ ５２９７

６５５２０×

ｘ２－２４３０
５２９７ｘ

３＋１８２
５２９７ｘ

６－ ３６
５２９７ｘ

７＋ ｘ１０

１０５９４－ ｘ１１

５２９７×１１＋ ｘ１２

５２９７×（ ）４４

＝ １
１２．３６９２６Ｙ０（ｘ）（１＋０．００２７８８２ｘ＋０．００１２８６８６ｘ２＋…）

最后一步是用带余除法得到的。这表明，Ｙ０（ｘ）的确是与λ１ 相应的近似基模态。

三 　 其他特征值的计算

以上过程还可以用来确定核 Ｋ（ｘ，ｓ）的其他特征值。具体过程如下：由式（４）

∫
ｌ

０
Ｋ（ｍ）（ｘ，ｘ）ｄｘ－λ－ｍ

１ ＝ ∑
∞

ｉ＝２
λ－ｍ

ｉ （１１）

引用式（６）的记号，即有

Δｎ－λ－２ｎ
１ ＝λ－２ｎ

２ ∑
∞

ｉ＝２

（λ２／λｉ）２
ｎ

因为由式（９），λ－１
１ ＝ｌｉｍ

ｍ→∞

２ｎ＋１Δｎ＋槡 １，这样，仿照式（９）的证明，对上式取极限即有

ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｎ

Δｎ－ Δｎ＋槡槡 １ ＝λ－１
２ （１２）

同理，可以求得

ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｎ

Δｎ－ Δｎ＋１－ Δｎ＋槡槡 ２ －
４
Δｎ＋槡槡 ２ ＝λ－１

３ （１３）

仿照这一过程，从理论上讲，我们可以求得核 Ｋ（ｘ，ｓ）的全体特征值的近似值。

例３　 求例１中的梁的第二特征值。

由例１，Δ１ ＝ １１
１６８０

，Δ２ ＝０．００６１６５３３５６
１４４

，故
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λ２ ≈１／ Δ１－ Δ槡槡 ２ ＝４８１．４１５３９

就特征值而言，这里的误差不超过０．１％，但就频率而言，ω２ ＝
４
λ槡２，这里的精度尚不够。这

是因为悬臂梁的频率方程ｃｏｓωｌ·ｃｈωｌ＋１＝０非常敏感的缘故。而要改进精度，则可用

λ２ ≈１／ Δ２－ Δ槡槡 ３

这就需要计算∫
ｌ

０
Ｋ（８）（ｘ，ｘ）ｄｘ。由例１可知，这个积分的计算主要是 Ｋ（８）（ｘ，ｘ）的计算十分

繁琐，所以一般而言，本过程只有理论意义，实用价值不大。当然，如果 Ｋ（２ｎ）（ｘ，ｘ）易于计算

时则是例外。

四 　 结 束 语

以上我们导出了具有正定对称核的积分方程最小特征值的下界估计式，进而获得了相

应的最小特征对以及其他特征值的一种算法。应该补充说明的是：本文不仅适用于正定对

称核，也适用于正核和只有有限多个负特征值的对称核，不过，此时求得的是绝对值最小的

特征值和相应特征对。
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关于积分方程特征值的包含定理及应用

摘 要 　 利用同号函数这一概念，导出了积分方程特征值的一个包含定理。

然后将它应用于具有正核和振荡核的积分方程特征值问题，获得了确定前者最小

特征值的精密上下界的方法以及后者全体特征值的一种算法。

关键词 　 积分方程 　 特征值 　 正核 　 振荡核 　 包含定理 　 算法

一 　 引 言

关于矩阵特征值的包含定理已有大量成果［１］、［２］，而积分方程特征值的包含定理相对较

少。鉴于微分方程特征值问题常可等价于一个积分方程特征值问题，所以研究积分方程特

征值的包含定理非常必要。为此，笔者仿照文［２］ 中的作法，首先引入一个称之为“同号函数”

的概念，由此给出积分方程特征值的一个包含定理。然后，把它应用于具有正核的积分方程

特征值问题，获得了它的最小特征值的一个相当精确的包含定理，进而证明了在存在完备

特征函数族的条件下上述过程的收敛性，给出了具有振荡核的积分方程全体特征值的一种

算法。

二 　 积分方程特征值的包含定理

定义１　 已知定义在区间［ａ，ｂ］上的连续函数ｆ（ｘ），函数ｇ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上定义并

满足：当ｆ（ｘ）≠０时ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞０（ｘ∈ ［ａ，ｂ］），而当ｆ（ｘ）在某点ｘ０ 为零时ｇ（ｘ０）亦为

零或第一类间断点，则称ｇ（ｘ）为ｆ（ｘ）的同号函数。

利用这一概念，可以证明以下定理：

定理１　 设有积分方程特征值问题

ｙ（ｘ）＝λ∫
ｌ

０
ｋ（ｘ，ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ　（０≤ｘ≤ｌ） （１）

这里ｋ（ｘ，ｓ）是ｘ，ｓ的实函数。又设（η，Ｙ（ｘ））是它的一个实特征对，ｐ（ｘ）是Ｙ（ｘ）的同号函

数并与ｋ（ｓ，ｘ）满足同样的边条件，则

ｍｉｎｇ（ｘ）≤η－１ ≤ ｍａｘｇ（ｘ）　（０≤ｘ≤ｌ） （２）
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其中

ｇ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｘ，ｓ）ｐ（ｓ）ｄｓ／ｐ（ｘ）　（０≤ｘ≤ｌ） （３）

证明 　 由定理条件有

Ｙ（ｘ）＝η∫
ｌ

０
ｋ（ｘ，ｓ）Ｙ（ｓ）ｄｓ

以ｐ（ｘ）对上式两边作内积有

　　∫
ｌ

０
Ｙ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｌ

０
η∫

ｌ

０
ｋ（ｘ，ｓ）Ｙ（ｓ）ｄ［ ］ｓｐ（ｘ）ｄｘ＝

η∫
ｌ

０
Ｙ（ｓ）∫

ｌ

０
ｋ（ｘ，ｓ）ｐ（ｘ）ｄ［ ］ｘ ｄｓ＝η∫

ｌ

０
Ｙ（ｓ）ｐ（ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ

这里ｇ（ｘ）由（３）式 定 义，在 定 理 的 条 件 下，ｇ（ｘ）在［０，ｌ］上 最 多 存 在 有 限 个 间 断 点。又

Ｙ（ｘ）ｐ（ｘ）≥０，这样

ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ

ｇ（ｘ）≤η－１ ＝∫
ｌ

０
Ｙ（ｓ）ｐ（ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ／∫

ｌ

０
Ｙ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ≤ ｍａｘ

０≤ｘ≤ｌ
ｇ（ｘ）

注意 　 当ｋ（ｘ，ｓ）是对称核时，ｋ（ｘ，ｓ）＝ｋ（ｓ，ｘ），核与Ｙ（ｘ）满足同样的边条件。这时定

理１的条件中，“ｐ（ｘ）与ｋ（ｘ，ｓ）满足同样的边条件”可以改为“ｐ（ｘ）与Ｙ（ｘ）满足同样的边

条件”。

还应指出，若记ｄ１ ＝ ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ

ｇ（ｘ），Ｄ１ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ≤ｌ

ｇ（ｘ），显然ｄ１、Ｄ１ 均为ｐ（ｘ）的泛函。

ｐ（ｘ）的选取将会影响区间［ｄ１，Ｄ１］在实轴上的位置，区间宽度乃至η－１ 与该区间的相

对位置。然而定理１断言的是这样一个事实：只要ｐ（ｘ）满足定理１的条件，则必有

η－１ ∈ ［ｄ１，Ｄ１］

三 　 具有正核的积分方程的最小特征值的包含定理

定理１的缺点是：当ｐ（ｘ）存在零点时，ｄ１ 或Ｄ１ 可能趋于无穷而失去实际意义。但在本

节所讨论的问题中则将显示定理１的价值。

文［３］ 叙述了这样一个定理：

Ｐｅｒｒｏｎ定理 　 若连续核ｋ（ｘ，ｓ）满足：ｋ（ｘ，ｓ）≥０，ｋ（ｘ，ｘ）＞０（０≤ｘ，ｓ≤ｌ），则积分

方程φ（ｘ）＝λ∫
ｌ

０
Ｋ（ｘ，ｓ）φ（ｓ）ｄｓ的绝对值最小的特征值λ０ 是正的并且是单的，相应的特征函

数φ０（ｘ）在（０，ｌ）内不改变符号。

把定理１应用于Ｐｅｒｒｏｎ定理所关心的具有正核的积分方程的最小特征值，我们有

定理２　 设连续核ｋ（ｘ，ｓ）满足：ｋ（ｘ，ｓ）≥０，ｋ（ｘ，ｘ）＞０（０≤ｘ，ｓ≤ｌ），λ０ 是积分方程

（１）的绝对值最小的特征值，ｐ（ｘ）在（０，ｌ）内不改变符号，则

ｄ１ ＝ ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ

ｇ（ｘ）≤λ－１
０ ≤ ｍａｘ

０≤ｘ≤ｌ
ｇ（ｘ）（这里ｇ（ｘ）仍由（３）式定义） （４）
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特别地取ｐ（ｘ）＝１，有

ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ∫

ｌ

０
ｋ（ｓ，ｘ）ｄｓ≤λ－１

０ ≤ ｍａｘ
０≤ｘ≤ｌ∫

ｌ

０
ｋ（ｓ，ｘ）ｄｓ （５）

（４）、（５）两式所给出的λ０ 的上、下界可能过宽而无工程应用价值，为此改进如下：

定义２　 记ｋ（１）（ｘ，ｓ）＝ｋ（ｘ，ｓ），而

ｋ（ｍ＋１）（ｘ，ｓ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｘ，ｔ）ｋ（ｔ，ｓ）ｄｔ　（ｍ ＝１，２，…）

则称ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）为ｋ（ｘ，ｓ）的ｍ 重迭代核。

作为熟知的事实是：若（λ０，Ｙ（ｘ））是积分方程（１）的一个特征对，则（λｍ
０，Ｙ（ｘ））是积分

方程ｙ（ｘ）＝λ∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ的一个特征对。这样作为定理２的推论有

推论１　 在定理２的条件下，成立不等式

ｄｍ ＝ ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ

ｇｍ（ｘ）≤λ－ｍ
０ ≤ ｍａｘ

０≤ｘ≤ｌ
ｇｍ（ｘ）＝Ｄｍ （６）

这里

ｇｍ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｓ，ｘ）ｐ（ｓ）ｄｓ／ｐ（ｘ）　（ｍ ＝１，２，…） （７）

或更简单的

ｇｍ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｓ，ｘ）ｄｓ　（ｍ ＝１，２，…） （８）

（６）式的成立是显然的。需要证明的是：（６）式给出的λ０ 的上、下界随ｍ 增大而越发精确。取

ｍ ＝２，因

∫
ｌ

０
ｋ（２）（ｓ，ｘ）ｐ（ｓ）ｄｓ／ｐ（ｘ）＝∫

ｌ

０∫
ｌ

０
ｋ（ｓ，ｔ）ｋ（ｔ，ｘ）ｄ［ ］ｔｐ（ｓ）ｄｓ／ｐ（ｘ）

＝∫
ｌ

０
ｋ（ｔ，ｘ）ｐ（ｔ）∫

ｌ

０
ｋ（ｓ，ｔ）ｐ（ｓ）ｄｓ／ｐ（ｔ［ ］）ｄｔ／ｐ（ｘ）

于是，除非ｇ（ｘ）＝ 常数，否则

ｄ１∫
ｌ

０
ｋ（ｔ，ｘ）ｐ（ｔ）ｄｔ／ｐ（ｘ）≤ｇ２（ｘ）≤Ｄ１∫

ｌ

０
ｋ（ｔ，ｘ）ｐ（ｔ）ｄｔ／ｐ（ｘ） （９）

进而有

ｄ２
１ ≤ｄ２ ≤λ－２

０ ≤Ｄ２ ≤Ｄ２
１ （１０）

仿此，利用数学归纳法即可证明：

ｍ
ｄ槡 ｍ ≤

ｍ＋１
ｄｍ＋槡 １ ≤λ－１

０ ≤
ｍ＋１

Ｄｍ＋槡 １ ≤
ｍ
Ｄ槡 ｍ （１１）

这 一推论的实质是一种迭代逼近。尽管ｄｍ、Ｄｍ 仍是ｐ（ｘ）的泛函，然而推论１表明，只要

ｐ（ｘ）不改变符号，则λ－ｍ
０ 必属于区间［ｄｍ，Ｄｍ］。同时，随着每一次迭代，序列ｄ１， ｄ槡 ２，

３
ｄ槡 ３，
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… 和Ｄ１， Ｄ槡 ２，
３
Ｄ槡 ３，… 都将从左右两侧向不动点λ－１

０ 逼近，从而获得越来越精确的λ０ 的

上、下界。

注意到当ｐ（ｘ）在［０，ｌ］上不改变符号时，

ｐｍ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｓ，ｘ）ｐ（ｓ）ｄｓ　（ｍ ＝１，２，…） （１２）

也不改变符号。这样又有

推论２　 在定理２的条件下，成立不等式

ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ

［ｐｍ＋１（ｘ）／ｐｍ（ｘ）］≤λ－１
０ ≤ ｍａｘ

０≤ｘ≤ｌ
［ｐｍ＋１（ｘ）／ｐｍ（ｘ）］ （１３）

例１　 均匀等截面悬臂梁的格林函数是［３］

Ｇ（ｘ，ｓ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０

（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）
ＥＩ ｄｔ　（０≤ｘ，ｓ≤ｌ）

试求其基频的上、下界。

解 　 不失一般性可设ＥＩ＝１，ｌ＝１，线密度ρ（ｘ）＝１，问题等价于寻求积分方程

ｙ（ｘ）＝λ∫
ｌ

０
Ｇ（ｘ，ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ

的最小特征值的上下界。为此取ｐ（ｘ）＝ｘ２，则

Ｇ１（ｘ）＝∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０ ∫
ｍｉｎ（ｘ，ｓ）

０
（ｘ－ｔ）（ｓ－ｔ）ｄ［ ］ｔｐ（ｓ）ｄｓ＝ １

８
１－４

９ｘ＋１
４５ｘ（ ）４

Ｇ２（ｘ）＝ ５９
５７６０

１－５６８
１２３９ｘ＋２

５９ｘ
４－ ８

１２３９ｘ
５＋ １

１８５８ｘ（ ）８

Ｇ３（ｘ）＝ １２８９
１５５５２００

１－４１４０
９０２３ｘ＋１７７

５１５６ｘ
４－ ４２６

６３１６１ｘ
５＋ ３

３６０９２ｘ
８－ １

９９２５３ｘ
９＋（ ）…

这样由（１１）式求得：

８＜λ′０ ＜１３．８４６，９．８８＜λ″０ ＜１３．１３，１０．６５＜λ０ ＜１２．９５

取最后一式的均值１１．８０作为λ０ 的近似值已十分接近其真值１２．３６（＝１．８７５４）。

应指出，在选取函数ｐ（ｘ）的具体表达式时，必须让它严格满足结构位移模态必须满足

的位移边条件。如在以上例子中，应取ｐ（ｘ）＝ｘ２ｆ（ｘ）且ｆ（ｘ）＞０（０≤ｘ≤ｌ）即可。不过

考虑到极值计算的难易，这里取ｆ（ｘ）≡１。如果取ｐ（ｘ）＝ｘ，则λ－ｍ
０ 的下界ｄｍ 始终为０；而

取ｐ（ｘ）＝ｘ３，则λ－ｍ
０ 的上界Ｄｍ 将始终为 ∞，故均不适宜。

四 　 具有正核的积分方程的最小特征对的计算

上节我们只是证明了
ｍ
ｄ槡 ｍ、

ｍ
Ｄ槡 ｍ 构成单调递增或递减序列，现在我们进一步来证明：

定理３　 设方程（１）的核是正的对称核并且具有完备正交特征函数族｛ｙｎ（ｘ）｝∞
０ ，其中

ｙｉ（ｘ）是与λｉ 相应的特征函数。则对任意与ｙｎ（ｘ）（ｎ＝０，１，２，…）在端点处零点阶数完全相
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同的同号函数Ｐ（ｘ），有

１０　ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
ｄ槡 ｍ ＝λ－１

０ ＝ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
Ｄ槡 ｍ （１４）

２０　Ｐｍ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）Ｐ（ｓ）ｄｓ　（ｍ ＝１，２，…） （１５）

在相差一个常数因子的意义上收敛于ｙ。（ｘ）。

证明 　 在定理的条件下，Ｐ（ｘ）可以展成如下绝对且一致收敛的广义傅立叶级数［４］：

Ｐ（ｘ）＝ ∑
∞

ｎ＝０
Ｃｎｙｎ（ｘ）

当核ｋ（ｘ，ｓ）对称时，ｋ（ｍ）（ｓ，ｘ）＝ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）。这样

Ｐｍ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｍ）（ｘ，ｓ）∑

∞

ｎ＝０
Ｃｎｙｎ（ｓ［ ］）ｄｓ＝ ∑

∞

ｎ＝０
Ｃｎλ－ｍ

ｎ ｙｎ（ｘ）

＝λ－ｍ
０ Ｃ０ｙ０（ｘ）＋∑

∞

ｎ＝１

λ０

λ（ ）ｎ

ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ［ ］） （１６）

首先，由Ｐｅｒｒｏｎ定理，λ０ 是单根，０＜λ０ ＜｜λ１｜≤ …，从而｜λ０／λｎ｜＜１。这样上式右端的级

数是一致收敛的。于是当ｍ → ∞ 时，

ｌｉｍ
ｍ→∞

λｍ
０Ｐｍ（ｘ）＝Ｃ０ｙ０（ｘ）＋∑

∞

ｎ＝１
ｌｉｍ
ｍ→∞

λ０

λ（ ）ｎ
［ ］ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ）＝Ｃ０ｙ０（ｘ） （１７）

此式表明，在相差一个常数因子的意义上，当ｍ → ∞ 时，Ｐｍ（ｘ）以ｙ０（ｘ）为极限。又因

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
ｄ槡 ｍ ＝ｌｉｍ

ｍ→∞

ｍ

ｍｉｎ ∑
∞

ｎ＝０

λ０

λ（ ）ｎ

ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ［ ］）／Ｐ（ｘ槡 ）·λ－１
０

由于Ｐ（ｘ）与ｙｎ（ｘ）在端点处的零点阶数相同而在其他点上均不为零，则由（１７）式有

ｌｉｍ
ｍ→∞∑

∞

ｎ＝１

λ０

λ（ ）ｎ

ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ）＝０

故对足够大的ｍ，成立不等式

－α
２ ＜ ∑

∞

ｎ＝１

λ０

λ（ ）ｎ

ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ）／Ｐ（ｘ）＜ α
２

（α＝ ｍｉｎ［Ｃ０ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ）］） （１８）

我们来证明α＞０。因为Ｐ（ｘ）与ｙ０（ｘ）在端点处有相同阶数的零点且为同号函数，故有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ）＝Ａ＞０，ｌｉｍ
ｘ→ｌ

ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ）＝Ｂ＞０

进一步，存在δ１ ＞０，δ２ ＞０，使得

ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ）＞Ａ／２（０≤ｘ≤δ１），ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ）＞Ｂ／２（δ２ ≤ｘ≤ｌ）

又记α１ ＝ ｍｉｎ
δ１≤ｘ≤δ２

ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ），则

α＝ ｍｉｎ
０≤ｘ≤ｌ

［Ｃ０ｙ０（ｘ）／Ｐ（ｘ）］≥ ｍｉｎ ＡＣ０

２
，ＢＣ０

２
，α１Ｃ（ ）０ ＞０
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这样对足够大的ｍ，成立不等式：

α
２ ＜ ∑

∞

ｎ＝１

λ０

λ（ ）ｎ

ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ）／Ｐ（ｘ）＜３α
２

α显然不趋于 ∞，这样

ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ

ｍｉｎ ∑
∞

ｎ＝０

λ０

λ（ ）ｎ

ｍ

Ｃｎｙｎ（ｘ［ ］）／Ｐ（ｘ槡 ）＝１

即有ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
ｄ槡 ｍ ＝λ－１

０ 。同理可证ｌｉｍ
ｍ→∞

ｍ
ｄ槡 ｍ ＝λ－１

０ 。

根据这一定理，可得以下算法：

算法一 　 设方程（１）的核是正的对称核，函数Ｐ（ｘ）为正函数并与核满足同样边条件，则

１０　 令ｍ ＝１，按（１５）式计算Ｐｍ（ｘ）及

ｄｍ ＝ ｍｉｎ［Ｐｍ（ｘ）／Ｐ（ｘ）］，Ｄｍ ＝ ｍａｘ［Ｐｍ（ｘ）／Ｐ（ｘ）］

２０　 若Δ＝
ｍ
Ｄ槡 ｍ －

ｍ
ｄ槡 ｍ 小于预先给定的正数ε时，取

λ０ ＝２／（ｍ
Ｄ槡 ｍ ＋

ｍ
ｄ槡 ｍ），ｙ０（ｘ）＝δＰｍ（ｘ）（δ是一个适当常数因子）后停止；若Δ＞ε，则

将ｍ 增加１后重复上述过程。

对应定理２的推论２，我们又有

算法二 　 核与Ｐ（ｘ）同算法一，

１０　ｇ（ｘ）＝∫
ｌ

０
ｋ（ｘ，ｓ）Ｐ（ｓ）ｄｓ，ｄ＝ ｍｉｎ［ｇ（ｘ）／Ｐ（ｘ）］，Ｄ ＝ ｍａｘ［ｇ（ｘ）／Ｐ（ｘ）］；

２０　 当Δ＝Ｄ－ｄ小于预先给定的正数ε时，取λ０ ＝２／（Ｄ＋ｄ），ｙ０（ｘ）＝ｇ（ｘ）后停

止；若Δ＞ε，令Ｐ（ｘ）＝ｇ（ｘ）重复以上过程。

经验表明，就收敛速度而言，算法二较算法一为优，但算法二中ｄ与Ｄ 的计算复杂些。

例２　 继续考察例１所提出的问题。为了采用（１３）式即算法二同时减少极值计算的困

难，注意到本例涉及之函数均为有理函数，可以利用带余除法将Ｐｍ（ｘ）／Ｐ（ｘ）展开为幂级数

Ｐ１（ｘ）／Ｐ（ｘ）＝ｇ２（ｘ）＝ １
８

（１－０．４４４４４４４ｘ＋０．０２２２２２２ｘ４）

Ｐ２（ｘ）／Ｐ１（ｘ）＝ｇ２（ｘ）／ｇ１（ｘ）

＝ ５９
７２０

（１－０．０１３９８９８ｘ－０．００６２２２２ｘ２－０．００２７６７３ｘ３＋…）

由此求得１２．２０３＝７２０／５９＜λ０ ＜１２．４９６，这样可取

λ０ ＝１２．３５，ｙ２（ｘ）＝ｘ２－５６８
１２３９ｘ

３＋２
５９ｘ

６－ ８
１２３９ｘ

７＋ １
１８５８５ｘ

１０

与例１相比，这里的改进是明显的。
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五 　 振荡核的情况

文［３］ 给出的振荡核的定义是

定义３　 设核ｋ（ｘ，ｓ）在（０≤ｘ，ｓ≤ｌ）上满足

１０ 　ｋ（ｘ，ｓ）＞０；

２０ 　ｋ
ｘ１， …， ｘｎ

ｓ１， …， ｓ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝ｄｅｔ｛ｋ（ｘｉ，ｓｊ）｝ｎ１ ≥０　 ０≤
ｘ１ ＜ … ＜ｘｎ

ｓ１ ＜ … ＜ｓｎ

≤
烄

烆

烌

烎
ｌ ；

３０ 　ｋ
ｘ１， …， ｘｎ

ｘ１， …， ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
＞０　（０≤ｘ１ ＜ … ＜ｘｎ ≤ｌ）

这里ｎ是自然数，则称核ｋ（ｘ，ｓ）为振荡核。

振荡核具有以下性质［３］：
（１）它的所有特征值是正的和离散的，可以排列为：（０＜）λ０ ＜λ１ ＜ … ＜λｎ ＜ …；
（２）对应于λｉ 的特征函数φｉ（ｘ）在（０，ｌ）上恰有ｉ个变号数（节点）且φｉ 与φｉ＋１ 的节点

彼此相间。

把上节的定理应用于振荡核，我们有：

算法三 　 设ｋ（ｘ，ｓ）是振荡核，则方程（１）的特征值可以计算如下：

１０　 由算法一或算法二计算（λ０，ｙ０（ｘ））；

２０　 对ｎ＝１，２，…，任给正函数Ｙ（ｘ１，…，ｘｎ＋１），计算

ｇ（ｘ１，…，ｘｎ＋１）＝∫
ｌ

０
…∫

ｌ

０
ｋ

ｘ１， …， ｘｎ＋１

ｓ１， …， ｓｎ＋

烄

烆

烌

烎１

Ｙ（ｓ１，…，ｓｎ＋１）ｄｓ１…ｄｓｎ＋１

ｄ＝ ｍｉｎｇ（ｘ１，…，ｘｎ＋１）／Ｙ（ｘ１，…，ｘｎ＋１）

Ｄ ＝ ｍａｘｇ（ｘ１，…，ｘｎ＋１）／Ｙ（ｘ１，…，ｘｎ＋１）

３０　 当Δ＝Ｄ－ｄ小于事先给定的正数ε时，取λ０ ＝２／（Ｄ＋ｄ）后转４０，否则置Ｙ（ｘ１，
…，ｘｎ＋１）＝ｇ（ｘ１，…，ｘｎ＋１）后重复步骤２０、３０；

４０　λｎ ＝λｎ０／λｎ－１，０（ｎ＝１，２，…；λ００ ＝λ０）。

从理论上讲，这一算法可以计算一个振荡核的任意阶特征值，并可随意求其中的某几个特

征值。不过，由于重积分及多元函数极值的计算相当繁琐，所以要用此法计算高阶特征值是

有困难的。

六 　 结 束 语

以上我们给出了积分方程特征值的一个包含定理，由此产生了计算正核的最小特征对
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和振荡核的全体特征值的三个算法。鉴于弹性结构振动的微分方程等价于某个包含格林函

数的积分方程，本文对于确定结构振动频率的上下界应有一定的价值。
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实对称矩阵特征值的估计及应用

摘 要 　 本文给出了实对称矩阵最大与最小特征值的一种估计方法及其应用。

关键词 　 实对称矩阵 　 特征值 　 上下界

众所周知，对于矩阵特征值的估计的研究，无论在理论上还是在应用上都有极其重要

的意义。这方面的研究成果，最著名的要数 Ｇｅｒｓｇｏｒｉｎ圆盘定理［１］ 和Ｃｏｌｌａｔｚ定理［２］。前者断

言ｎ阶矩阵的特征值必被包含在复平面上的ｎ 个圆盘的并集内，这在实际应用中并不方便。

后者则是针对实对称矩阵的特征值，其内容是：

定理１　（Ｃｏｌｌａｔｚ）设Ａ 为ｎ 阶实对称矩阵，Ｘ＝ ｘ１，…，ｘ｛ ｝ｎ
Ｔ 是一任意ｎ维向量，记Ｙ

＝ＡＸ，则至少有Ａ 的一个特征值λ 满足

ｍｉｎ（ｙｉ／ｘｉ）≤λ≤ ｍａｘ（ｙｉ／ｘｉ） （１）

这一定理形式简单且便于应用，但也有不足，就是它不知道被包含的到底是一个还是

哪几个特征值，而且往往所得界限太宽。针对第一个缺点，笔者提出了同步向量的概念，推

广了上述定理［３］。针对后一缺点，笔者指出［４］ 可以应用迭代法和基于同步向量的包含定理，

获得正矩阵的最大与最小特征值的包含关系。继以上工作，本文给出了任意实对称矩阵最

大与最小特征值的可以逐步收敛的又一包含关系，由此进一步给出了矩阵特征值的一种新

算法并分析了这种新算法的利弊和计算实例。

一 　 实对称矩阵特征值的总体上、下界

业已证明，实对称矩阵的特征值全是实数。注意到当Ａ 是实对称矩阵时，Ａ２ 是正定或半

正定矩阵；而对适当选取的正数μ，Ａ＋μＩ 必为正定矩阵，这里Ｉ是单位阵。又在经过以上两

种转换后，Ａ２ 与Ａ＋μＩ 均与Ａ 有相同的特征函数族。基于这些事实，以下只讨论正定矩阵。

设Ａ 是正定矩阵，则Ａｋ 仍为正定矩阵。记Ｔｋ ＝ｔｒＡｋ（ｋ＝１，２，…），显然

Ｔｋ ＝λｋ
１＋λｋ

２＋…＋λｋ
ｎ（ｋ＝１，２，…） （２）

这里λ１ ≤λ２ ≤ … ≤λｎ 是Ａ 的ｎ 个特征值。

定理２　
ｋ
Ｔ槡 ｋ（ｋ＝１，２，…）构成严格单调下降序列。

证明 　 因为

 本文原载于《安庆师范学院学报》（自然科学版）２００４年第４期。
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Ｔｋ ＝λｋ
ｎ １＋ λｎ－１

λ（ ）ｎ

ｋ

＋…＋ λ１

λ（ ）ｎ
［ ］ｋ

（３）

设λｎ 是Ａ 的ｍ 重特征值（１≤ｍ ≤ｎ，即λｎ ＝λｎ－１ ＝ … ＝λｎ－ｍ＋１ ＞λｎ－ｍ，则

ｋ＋１
Ｔｋ＋槡 １ ＝λｎ

ｋ＋１

ｍ＋ λｎ－ｍ

λ（ ）ｎ

ｋ＋１

＋…＋ λ１

λ（ ）ｎ

ｋ＋

槡
１

＜λｎ

ｋ

ｍ＋ λｎ－ｍ

λ（ ）ｎ

ｋ

＋…＋ λ１

λ（ ）ｎ槡
ｋ

＝
ｋ
Ｔ槡 ｋ

以上步骤对ｋ＝１，２，… 均成立，定理证毕。

注意到ｌｉｍ
ｋ→∞

λｉ

λ（ ）ｎ

ｋ

＝０　（ｊ＝ｎ－ｍ，…，２，１），于是我们进一步有：

推论１　λｎ ＜
ｋ
Ｔ槡 ｋ（ｋ＝１，２，…）。

推论２　ｌｉｍ
ｋ→∞

ｋ
Ｔ槡 ｋ ＝λｎ。

这表明，ｋ
Ｔ槡 ｋ 不仅是λｎ 的上界，而且是随ｋ的增长越来越精确的上界。又由本节开始的

讨论，这里的推论１、２稍作修改也适用于任意实对称矩阵的绝对值占优的特征值。至于Ａ的

特征值的整体下界，在Ａ 正定的条件下，Ａ－１ 的特征值是λ－１
１ ≥λ－１

２ ≥λ－１
ｎ 。这样又有：

推论３　λ１ ＜ １
ｋ
Ｔ－槡 ｋ

（ｋ＝１，２，…）。

推论４　λ１ ＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
ｋ
Ｔ－槡 ｋ

。

此处Ｔ－ｋ ＝ｔｒ（Ａ－１）ｋ（ｋ＝１，２，…）。

例１　 考察矩阵Ａ＝

２ １ １

１ ２ １

烄

烆

烌

烎１ １ ４

，其特征值是λ１ ＝１，λ２ ＝２，λ３ ＝５。因

Ａ４ ＝

１１０ １０９ ２０３

１０９ １１０ ２０３

烄

烆

烌

烎２０３ ２０３ ４２２

，　Ａ－４ ＝ １
１０４

５２１１ －４７８９ －２０３

－４７８９ ５２１１ －２０３

－２０３ －

烄

烆

烌

烎２０３ ２１９

　　Ｔ８ ＝６５１９０×２＋２６０５０２＝３９０８８２，　　　　λ３ ＜５．０００４１２

　　Ｔ－８ ＝ （５０１３０２５１×２＋１３０３７９）／１０８ ＝１．００３９０８８，λ１ ＞０．９９９５

这里Ｔ８ 与Ｔ－８ 是Ａ４ 与Ａ－４ 的所有元素的平方和。

除由推论４计算λ１ 外，注意到对适当的正数ξ，λ１ 亦可由矩阵Ｂ＝ξＩ－Ａ 来估计。若记

Ｂ 的特征值为η１ ≤ … ≤ηｎ，显然有
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λ１＋ηｎ ＝ξ （４）

于是可由推论１、２估计ηｎ 再转换得λ１ 的下界。

例２　 矩阵Ａ 同例１，取ξ＝４，则，

Ｂ＝４Ｉ－Ａ＝

２ －１ －１

－１ ２ －１

－１ －

烄

烆

烌

烎１ ０

，　　Ｂ８ ＝

３３６６ －３１９５ －８５

－３１９５ ３３６６ －８５

－８５ －

烄

烆

烌

烎８５ ８６

则η３ ＝
１６
Ｔ槡 １６ ＝３．０００２８５３，由此得到λ１ ＞０．９９９７１。

二 　 实对称矩阵最大、最小特征值的包含关系

上节只是导出了实对称矩阵最大特征值的上界与最小特征值的下界。至于最大特征值

的下界，注意到在寻求λｎ 的上界时，我们计算了Ａｋ。业已证明［５］，Ａｋ 的第一列就是与λｎ 相应

的特征向量Ｘｎ 的近似值。这样，可以采用以下两种方法之一获得λｎ 的下界：

方法一 　 由瑞利商

λｎ ＞ （ＡＹｋ，Ｙｋ）／（Ｙｋ，Ｙｋ）（ｋ＝１，２，…） （５）

这里Ｙｋ 是Ａｋ 的第一列。

方法二 　 由Ｃｏｌｌａｔｚ定理

λｎ ＞ｌｉｍ
ｋ→∞

（ＡＹｋ）ｊ／（Ｙｋ）ｊ （６）

至于λ１ 的上界，同样可以由（Ａ－１）ｋ 的第一列用以上两种方法之一来获取，也可以通过

对Ｂ＝ξＩ－Ａ 应用以上两种方法之一来获取。

例３　 矩阵Ａ 同例１，由Ａ４ 与Ａ－４ 的表达式可以求得ＡＹ４ ＝ （５３２，５３１，１０３１）Ｔ，于是由

瑞利商得λ３ ＞４．９９６０。而由（６）式得λ３ ＞４．８３６４。类似地因

Ａ－１Ｙ－４ ＝ （０．５１０４７，－０．４８９５３，－０．０１０３１）Ｔ，

由瑞利商得λ１ ＜１．００１３。如利用Ｂ＝ξＩ－Ａ，则ＢＹ８ ＝ （１００１２，－９６７１，－１７１）Ｔ，于是由瑞

利商有η３ ＞２．９９８９８６，即λ１ ＜１．００１０１４。

比较例２、例３的结果可知，为求λ１ 的上下界，平移法较之求逆法更佳。

三 　 基于矩阵迹的矩阵特征值的一种算法

以上结果还可以被用来计算实对称矩阵的其他特征值。事实上，由 §１有

Ｔｋ ＝λｋ
１＋…＋λｋ

ｎ（ｋ＝１，２，…）

不妨取ｋ＝２ｍ 并记Δｍ ＝ｔｒＡ２ｍ （ｍ ＝０，１，２，…），则
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　　　λｎ－１ ＝ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｍ－１

λ２ｍ－１

１ ＋…＋λ２ｍ－１

ｎ－槡 １

＝ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｍ－１

Δｍ－１－λ２ｍ－１槡 ｎ ＝ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｍ－１

Δｍ－１－ Δ槡槡 ｍ

类似地

　　　λｎ－２ ＝ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｍ－２

λ２ｍ－２

１ ＋…＋λ２ｍ－２

ｎ－槡 １

＝ｌｉｍ
ｍ→∞

２ｍ－２

Δｍ－２－
４
Δ槡 ｍ － Δｍ－１－ Δ槡槡槡 ｍ

理论上讲，可以依此类推下去，计算正定矩阵Ａ的全体特征值。不过，考虑到收敛速度与计算

量，这一方法对高阶矩阵没有太大的优越性。但在矩阵阶数不太高时，利用两面“夹击”，即

由Ａ的幂求λｎ，λｎ－１，λｎ－２，…，而由Ｂ＝ξＩ－Ａ求λ１，λ２，λ３，…，还是可以较快算出全部特征值

的。

例４　 计算矩阵

２ －１ ０ ０ ０

－１ ２ －１ ０ ０

０ －１ ２ －１ ０

０ ０ －１ ２ －１

０ ０ ０ －

烄

烆

烌

烎１ ２

的全体特征值。

解 　 容易算出

Δ１ ＝２８，　　Δ２ ＝２９２，　　Δ３ ＝４４４５２，

Δ４ ＝１．４５９４２９×１０９，　　Δ５ ＝２．００７８８８×１０１８

由此得

λ５ ＝３．７３２１６１，　λ４ ＝２．９９７２９，　λ′
３ ＝２．０３５９０３

另一方面，容易看出Ｂ＝４Ｉ－Ａ 与Ａ 有完全相同的迹，于是

λ１ ＝０．２６７８４，　λ２ ＝１．００２７１，　λ″３ ＝１．９６４１０

与真值（２－槡３，１，２，３，２＋槡３）相比，除λ３ 外，误差已不超过０．３％。至于λ３，若取λ′３ 与λ″３ 的

均值，显然有λ３ ＝２即为精确值。

四 　 结 束 语

以上我们获得了实对称矩阵最大、最小特征值的上下界的一种估计方法以及基于矩阵

迹的矩阵特征值的一种新算法。它们在工程计算中均有一定的价值。
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第四专题

泛复变函数方法在力学和物理中的应用

泛 复 变 函 数 理 论 是 我 国 数 学 家 熊 锡 金 教 授

首创的一个新的数学分支。笔者有幸较早地接触

到这一理论，受 熊 先 生 的 启 发，发 现 这 一 理 论 在

力学和物理学中有着广阔的应用前景，从而在此

领域独立开展了一些工作。

在这一部分中，收录了笔者独撰的学术论文

共４篇，全部发表在国家核心期刊上。该部分着重

应用泛复变函数方法求解了二维双调和方程，获

得了在弹 性 力 学 平 面 问 题 中 十 分 有 用 的 平 面 应

力函数的一 系 列 特 解；求 解 了 多 重 调 和 方 程，确

定了多重调和方程通解的结构及其纯特解；求解

了三维调和方程，导出了在物理学中广泛应用的

任意阶球函数。

由于后面两项工作的需要，这里收录了笔者

指导的一篇本科学生的毕业论文，也是本文集收

录的唯一一篇本人为第二作者的论文。



　　

多项式型平面应力函数及其应用

摘 要 　 本文以泛复函为工具，通过引入双调和函数，构造出各阶多项式型

平面双调和数，进而给出了狭长矩形梁的弯曲应力解。

关键词 　 双调和函数 　 矩形梁 　 应力解

一 　 由泛复函生成平面双调和函数

平面直角坐标系下的双调和方程是

４
φ

ｘ４ ＋２ ４
φ

ｘ２ｙ２ ＋４
φ

ｙ４ ＝０ （１）

考虑以ｚ＝ｘ＋ｅｙ 为自变量的泛复函数ｆ（ｚ），为使ｆ（ｚ）满足方程（１），不难发现，非实

域的数ｅ应满足：

１＋２ｅ２＋ｅ４ ＝０ （２）

于 是任意广义解析的泛复函数ｆ（ｚ）＝ｆ（ｘ＋ｅｙ）都满足（１）式。ｆ（ｚ）的任意实分蘖同

样满足方程（１），记其分蘖形式为［１］：

ｆ（ｚ）＝φ０（ｘ，ｙ）＋ｅφ１（ｘ，ｙ）＋ｅ２
φ２（ｘ，ｙ）＋ｅ３

φ３（ｘ，ｙ） （３）

φ０、φ１、φ２、φ３ 分别为ｆ（ｚ）的第一、二、三、四实分蘖，它们都是平面直角坐标系下的双调

和 函数。我们称以ｚ＝ｘ＋ｅｙ为自变量的广义解析泛复函数ｆ（ｚ）为平面双调和函数的生成

函数。

二 　 多项式型平面双调和函数

乍看起来，任意平面双调和函数都可以由生成函数给出，其实不然。困难在于对任意广

义解析泛复函，其实分蘖难于进行。只在一类特殊情况下才易于做到。令

ｆ（ｚ）＝ｚｎ ＝ （ｘ＋ｅｙ）ｎ ＝φｎ０＋ｅφｎ１＋ｅ２
φｎ２＋ｅ３

φｎ３

注意到ｅ４ ＝－１－２ｅ２，则有

 本文原载于《力学与实践》１９９０年第３期，个别文字有所改动。
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φ００ ＝１，φ１０ ＝ｘ，φ１１ ＝ｙ，φ２０ ＝ｘ２，φ２１ ＝２ｘｙ，φ２２ ＝ｙ２

前三阶的其余分量为０；

φｎ０ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ｃ２ｍ
ｎｘｎ－２ｍｙ２ｍ

φｎ１ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ｃ２ｍ＋１
ｎ ｘｎ－２ｍ－１ｙ２ｍ＋１

φｎ２ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１ｍＣ２ｍ
ｎｘｎ－２ｍｙ２ｍ

φｎ３ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１ｍＣ２ｍ＋１
ｎ ｘｎ－２ｍ－１ｙ２ｍ＋

烍

烌

烎
１

　　（ｎ＝３，４，…） （４）

因

ｆ（ｚ）
ｘ ＝ｎｚｎ－１，ｆ（ｚ）

ｙ ＝ｎｚｎ－１·ｅ

易见

φｎｉ

ｘ ＝ｎφｎ－１，ｉ　　（ｎ＝１，２，…；ｉ＝０，１，２，３） （６）

φｎ０

ｙ ＝－ｎφｎ－１，３　　　　　　φｎ１

ｙ ＝ｎφｎ－１，０

φｎ２

ｙ ＝ｎ（φｎ－１，１－２φｎ－１，３）　φｎ３

ｙ ＝ｎφｎ－１，

烍

烌

烎２

　　（ｎ＝１，２，…） （７）

三 　 特解在狭长矩形梁弯曲问题上的应用

狭长矩形截面梁，上下底面作用有多项式型的分布荷载，梁端满足圣维南边条件，无体

力作用，求其弯曲解。这一问题文［２］ 讨论了解的存在唯一性并给出了级数解法。现在我们利

用上述特解φｎｉ（ｉ＝０，１，２，３）来 重 解 此 问 题。采 用 与 文 献［２］ 相 同 的 坐 标 系。这 时，边 条 件

记为

y

a

a
x

1l

O

图１
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σｙ｜ｙ＝ａ ＝ ∑
ｐ

ｎ＝０
ａｎｘｎ，　σｙ｜ｙ＝－ａ ＝ ∑

ｐ

ｎ＝０
ｂｎｘｎ

τｘｙ｜ｙ＝ａ ＝ ∑
ｐ＋１

ｎ＝０
ｃｎｘｎ，　τｘｙ｜ｙ＝－ａ ＝ ∑

ｐ＋１

ｎ＝０
ｄｎｘ

烍

烌

烎ｎ
（８）

式中，ａｐ、ｂｐ、ｃｐ＋１、ｄｐ＋１ 中至少有一个不为０。设应力函数为φ（ｘ，ｙ），因

σｘ ＝２
φ

ｙ２，　　σｙ ＝２
φ

ｘ２，　　τｘｙ ＝－ ２
φ

ｘｙ
（９）

故取

φ＝ ∑
ｐ＋２

ｎ＝２
Ａｎφｎ０＋∑

ｐ＋３

ｎ＝２
Ｂｎφｎ１＋∑

ｐ＋４

ｎ＝２
Ｄｎφｎ２＋∑

ｐ＋５

ｎ＝２
Ｅｎφｎ３ （１０）

于是

σｙ ＝ ∑
ｐ

ｎ＝０
Ａｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ０＋∑

ｐ＋２

ｎ＝１
Ｂｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ１＋

　　　　∑
ｐ＋２

ｎ＝２
Ｄｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ２＋∑

ｐ＋３

ｎ＝３
Ｅｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ３ （１１）

－τｘｙ ＝－∑
ｐ

ｎ＝３
Ａｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ３＋∑

ｐ＋１

ｎ＝０
Ｂｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ０＋

　　　∑
ｐ＋２

ｎ＝１
Ｄｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）（φｎ１－２φｎ３）＋∑

ｐ＋３

ｎ＝２
Ｅｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ２ （１２）

注意到φｎ０、φｎ２是ｙ的偶函数而φｎ１、φｎ３是ｙ的奇函数，把（１１）、（１２）式代入（８）式可得

∑
ｐ

ｎ＝０
Ａｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ０＋∑

ｐ＋２

ｎ＝２
Ｄｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ２ ＝ ∑

ｐ

ｎ＝０

ａｎ＋ｂｎ

２ ｘｎ （１３）

∑
ｐ＋１

ｎ＝１
Ｂｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ１＋∑

ｐ＋３

ｎ＝３
Ｅｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ３ ＝ ∑

ｐ

ｎ＝０

ａｎ－ｂｎ

２ ｘｎ （１４）

∑
ｐ＋１

ｎ＝０
Ｂｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ０＋∑

ｐ＋３

ｎ＝２
Ｅｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ２ ＝－∑

ｐ＋１

ｎ＝１

ｃｎ＋ｄｎ

２ ｘｎ （１５）

∑
ｐ

ｎ＝３
Ａｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）φｎ３＋∑

ｐ＋２

ｎ＝１
Ｄｎ＋２（ｎ＋２）（ｎ＋１）（２φｎ３－φｎ１）＝∑

ｐ＋１

ｎ＝０

ｃｎ－ｄｎ

２ ｘｎ　（１６）

以上四式中各阶φ 均在ｙ＝ａ处取值。

　　 比较（１４）、（１５）式中同幂次项的系数有

∑
ｉｎ

ｍ＝０

（ｎ＋２ｍ＋３）（ｎ＋２ｍ＋２）（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ｃ２ｍ＋１
ｎ＋２ｍ＋１ａ２ｍ＋１Ｂｎ＋２ｍ＋３＋

∑
ｉｎ＋１

ｍ＝１

（ｎ＋２ｍ＋３）（ｎ＋２ｍ＋２）（－１）ｍ－１ｍＣ２ｍ＋１
ｎ＋２ｍ＋１ａ２ｍ＋１Ｅｎ＋２ｍ＋３ ＝ａｎ－ｂｎ

２
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（ｎ＝０，１，…，ｐ） （１７）

∑
ｋｎ

ｍ＝０

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ｃ２ｍ
ｎ＋２ｍａ２ｍＢｎ＋２ｍ＋２＋

∑
ｋｎ＋１

ｍ＝１

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍ－１ｍＣ２ｍ
ｎ＋２ｍａ２ｍＥｎ＋２ｍ＋２ ＝－ｃｎ＋ｄｎ

２

（ｎ＝０，１，…，ｐ＋１） （１８）

式中，ｉｎ ＝ ｐ－ｎ［ ］２
，ｋｎ ＝ ｐ＋１－ｎ［ ］２

，以下约定当 求 和 下 标 大 于 上 标 时 该 求 和 项 视

为０。记

ｕｎ ＝ ∑
ｉｎ

ｍ＝２

（ｎ＋２ｍ＋３）（ｎ＋２ｍ＋２）（－１）ｍ（ｍ－１）Ｃ２ｍ＋１
ｎ＋２ｍ＋１ａ２ｍ＋１Ｂｎ＋２ｍ＋３＋

　　　　　　　∑
ｉｎ＋１

ｍ＝２

（ｎ＋２ｍ＋３）（ｎ＋２ｍ＋２）（－１）ｍｍＣ２ｍ＋１
ｎ＋２ｍ＋１ａ２ｍ＋１Ｅｎ＋２ｍ＋３

νｎ ＝ ∑
ｋｎ

ｍ＝２

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍ（ｍ－１）Ｃ２ｍ
ｎ＋２ｍａ２ｍＢｎ＋２ｍ＋２＋

　　　　　　　∑
ｋｎ＋１

ｍ＝２

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍｍＣ２ｍ
ｎ＋２ｍａ２ｍＥｎ＋２ｍ＋

烍

烌

烎２

（１９）

联立（１７）、（１８）式解得：

Ｂｎ＋３ ＝３（ａｎ－ｂｎ＋２ｕｎ）＋（ｎ＋１）ａ（ｃｎ＋１＋ｄｎ＋１－２νｎ＋１）
２（ｎ＋３）（ｎ＋２）（ｎ＋１）ａ

Ｅｎ＋５ ＝ －３（ａｎ－ｂｎ＋２ｕｎ）－３（ｎ＋１）ａ（ｃｎ＋１＋ｄｎ＋１－２νｎ＋１）
２（ｎ＋５）（ｎ＋４）（ｎ＋３）（ｎ＋２）（ｎ＋１）ａ

烍

烌

烎３

（ｎ＝０，１，…，ｐ）　 （２０）

于是可按下标递减的次序确定除 Ｂ２、Ｅ３、Ｅ４ 外的全部 Ｂｎ、Ｅｎ，至于 Ｂ２、Ｅ４，在（１８）式中

令ｎ＝０有

２Ｂ２＋１２ａ２Ｅ４ ＝ν０－ｃ０＋ｄ０

２
（２１）

又由ｘ＝０处边条件∫
ａ

－ａ
［τｘｙ］ｘ＝０ｄｙ＝－Ｆｙ，注意到函数的奇偶性和ｘ＝０，有

∑
ｋ０

ｍ＝２

（－１）ｍ－１２（ｍ２－１）ａ２ｍ＋１Ｂ２ｍ＋２＋∑
ｋ０＋１

ｍ＝１

（－１）ｍ－１２ｍ（ｍ＋１）ａ２ｍ＋１Ｅ２ｍ＋２ ＝Ｆｙ

２

或 ２Ｂ２＋４ａ２Ｅ４ ＝ｔ０ （２２）

这里
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ｔ０ ＝ ∑
ｋ０

ｍ＝２

（－１）ｍ２（ｍ２－１）ａ２ｍＢ２ｍ＋２＋∑
ｋ０＋１

ｍ＝２

（－１）ｍ２ｍ（ｍ＋１）ａ２ｍＥ２ｍ＋２＋Ｆｙ

２ａ
（２３）

联立（２１）、（２２）式即得：

Ｂ２ ＝ ３ｔ０－ν０＋ｃ０＋ｄ０（ ）２ ／４

Ｅ４ ＝ ν０－ｃ０＋ｄ０

２ －ｔ（ ）０／８ａ
烍

烌

烎
２

（２４）

我们再来确定系数Ａｎ、Ｄｎ。首先比较（１６）式中ｘｐ＋１ 与ｘｐ 项系数，立得：

Ｄｐ＋４ ＝ ｄｐ＋１－ｃｐ＋１

２（ｐ＋４）（ｐ＋３）（ｐ＋２）ａ　　　Ｄｐ＋３ ＝ ｄｐ －ｃｐ

２（ｐ＋３）（ｐ＋２）（ｐ＋１）ａ
（２５）

接着比较（１３）式中ｘｐ与ｘｐ－１项系数可得：

Ａｐ＋２ ＝２（ａｐ ＋ｂｐ）－（ｐ＋１）（ｄｐ＋１－ｃｐ＋１）
４（ｐ＋２）（ｐ＋１）

Ａｐ＋１ ＝２（ａｐ－１＋ｂｐ－１）－ａｐ（ｄｐ －ｃｐ）
４（ｐ＋２）（ｐ＋１）

回到 （１６）式，比较ｘｐ－１与ｘｐ－２项系数有

Ｄｐ＋２ ＝
（ｄｐ－１－ｃｐ－１）＋４（ｐ＋４）（ｐ＋３）Ｃ３

ｐ＋２ａ３Ｄｐ＋４

２（ｐ＋２）（ｐ＋１）ｐａ

Ｄｐ＋１ ＝
（ｄｐ－２－ｃｐ－２）＋４（ｐ＋３）（ｐ＋２）Ｃ３

ｐ＋１ａ３Ｄｐ＋３

２（ｐ＋１）ｐ（ｐ＋１）ａ

依此类推，一般地则有：

Ａｎ＋２ ＝
（ａｎ＋ｂｎ）＋２ｒｎ

２（ｎ＋２）（ｎ＋１）　　（ｎ＝０，…，ｐ） （２６）

Ｄｎ＋２ ＝
（ｄｐ－１－ｃｐ－１）－２ｓｎ

２（ｎ＋２）（ｎ＋１）ｎａ　　（ｎ＝１，…，ｐ＋１） （２７）

其中

ｒｎ ＝ ∑
ｉｎ

ｍ＝２

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍ（ｍ－１）Ｃ２ｍ
ｎ＋２ｍａ２ｍＡｎ＋２ｍ＋２＋

　　　　　　　∑
ｉｎ＋１

ｍ＝１

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍｍＣ２ｍ
ｎ＋２ｍａ２ｍＤｎ＋２ｍ＋２ （２８）

ｓｎ ＝ ∑
ｉｎ

ｍ＝１

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍｍＣ２ｍ＋１
ｎ＋２ｍａ２ｍ＋１Ａｎ＋２ｍ＋２＋

　　　　　　　∑
ｉｎ＋１

ｍ＝１

（ｎ＋２ｍ＋２）（ｎ＋２ｍ＋１）（－１）ｍ（ｍ＋１）Ｃ２ｍ＋１
ｎ＋２ｍａ２ｍ＋１Ｄｎ＋２ｍ＋２ （２９）

至此，只有Ｄ２、Ｅ３待定。由ｘ＝０处另外两个边条件：
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∫
ａ

－ａ
［σｘ］ｘ＝０ｄｙ＝－Ｆｘ　　 和 　　∫

ａ

－ａ
［σｘ］ｘ＝０ｙｄｙ＝Ｍ

因

σｘ｜ｘ＝０ ＝ ∑
ｉ０＋１

ｍ＝２

（－１）ｍ－１（ｍ－１）（Ａ２ｍｙ２ｍ ＋Ｂ２ｍ＋１ｙ２ｍ＋１）”

　　　　　　　＋∑
ｉ０＋２

ｍ＝１

（－１）ｍ－１ｍ（Ｄ２ｍｙ２ｍ ＋Ｅ２ｍ＋１ｙ２ｍ＋１）”

故有

∑
ｉ０＋１

ｍ＝２

（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ａ２ｍ２ｍａ２ｍ－１＋∑
ｉ０＋２

ｍ＝１

（－１）ｍ－１２ｍ２Ｄ２ｍａ２ｍ－１ ＝－Ｆｘ

２

则

Ｄ２ ＝ ∑
ｉ０＋１

ｍ＝２

（－１）ｍｍ（ｍ－１）ａ２ｍ－２Ａ２ｍ ＋∑
ｉ０＋２

ｍ＝２

（－１）ｍｍ２ａ２ｍ－２Ｄ２ｍ －Ｆｘ

４ａ
（３０）

类似地有

Ｅ３ ＝ ∑
ｉ０＋１

ｍ＝２

（－１）ｍｍ（ｍ－１）ａ２ｍ－２Ｂ２ｍ＋１＋∑
ｉ０＋２

ｍ＝２

（－１）ｍｍ２ａ２ｍ－２Ｅ２ｍ＋１＋ Ｍ
４ａ２ （３１）

至此，系数全部确定。为了说明这一方法的适用性，我们举例如下：

例１　 图２所示简支梁，受有二次分布荷载ｑ＝４ｑ０

ｌ２ ｘ－ｌ（ ）２
２
，求弯曲解。

q0

Fy

O

y

q
a

a

q0

x

l

图２

由图可知：

ｐ＝２，　ａ０ ＝ｃ０ ＝ｄ０ ＝０，　ｂ２ ＝－４ｑ０

ｌ２ ，　ｂ１ ＝４ｑ０

ｌ
，　ｂ０ ＝－ｑ０

设

φ＝ ∑
４

ｎ＝２
Ａｎφｎ０＋∑

５

ｎ＝２
Ｂｎφｎ１＋∑

６

ｎ＝２
Ｄｎφｎ２＋∑

７

ｎ＝２
Ｅｎφｎ３
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反复运用（２７）、（２６）及（２０）式即得：

Ｄ６ ＝Ｄ５ ＝０，Ａ４ ＝－ｑ０

６ｌ２，Ａ３ ＝－ｑ０

３ｌ
，Ｄ４ ＝Ｄ３ ＝０，Ａ２ ＝－ｑ０

４

Ｂ５ ＝ ｑ０

２０ｌ２ａ
，Ｅ７ ＝－ ｑ０

４２０ｌ２ａ３，Ｂ４ ＝－ｑ０

８ｌａ
，Ｅ６ ＝ ｑ０

１２０ｌａ３

Ｂ３ ＝ｑ０

８ａ－１４ａ４Ｅ７ ＝ １
８ａ＋ ａ

３０ｌ（ ）２ ｑ０

Ｅ５ ＝－ ｑ０

８０ａ３ ＋４２
５ａ２Ｅ７ ＝－ １

８０ａ３ ＋ １
５０ｌ２（ ）ａｑ０

最后由（２４）、（３０）、（３１）式有：

Ｂ２ ＝－６ａ４Ｅ６－ｌｑ０

１６ａ＝－ ａ
２０ｌ＋ ｌ

１６（ ）ａｑ０

Ｅ４ ＝６ａ２Ｅ６＋ｌｑ０

９６ａ３ ＝ １
２０ｌａ＋ ｌ

９６ａ（ ）３ ｑ０

Ｄ３ ＝２ａ２Ａ４ ＝－ａ２ｑ０

３ｌ２

Ｅ３ ＝２ａ２Ｂ５＋４ａ２Ｅ５－９ａ４Ｅ７ ＝ ２９ａ
７００ｌ２ － １

２０（ ）ａｑ０

这样

φ＝－ ｑ０

４２０ｌ２ａ３（Ｃ４
７ｘ４ｙ３－２Ｃ２

７ｘ２ｙ５＋３ｙ７）＋ ｑ０

１２０ｌ２ａ３（Ｃ３
６ｘ３ｙ３－２Ｃ１

６ｘｙ５）＋

ｑ０

２０ｌ２ａ
（Ｃ１

５ｘ４ｙ－ｙ５）－ ｑ０

８０ａ３ ＋ ｑ０

５０ｌ２（ ）ａ
（Ｃ３

５ｘ２ｙ３－２ｙ５）－

ｑ０

６ｌ２（ｘ４－ｙ４）－ｑ０

８ｌａＣ
１
３ｘ３ｙ＋ ｑ０

２０ｌａ－ｌｑ０

９６ａ（ ）３ Ｃ３
４ｘｙ３＋

ｑ０

３ｌｘ
３＋ ｑ０

８ａ＋ａｑ０

３０ｌ（ ）２ Ｃ１
４ｘ２ｙ＋ ２９ａ

７００ｌ２ － １
２０（ ）ａｑ０ｙ３－

ｑ０

４ｘ２－ ａ
２０ｌ＋ ｌ

１６（ ）ａｑ０·２ｘｙ－ａ２ｑ０

３ｌ２ｙ２

计算结果与文［２］之例２相同。可以看出由于（１０）式预先已满足协调方程，即文［２］之（４）

式，所以未知量的个数与计算量大为减少。

以上讨论表明，多项式型平面双调和函数有其应用价值，而其通式相当规则不难记住。
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由泛复函构造弹性力学平面问题的特解

摘 要 　 本文以泛复变函数（简称泛复函）为工具，通过引入双调和数，构造

出直角坐标和极坐标下平面应力函数的一系列特解。其中有些是以往文献中尚未

出现的。

关键词 　 泛复变函数 　 双调和数 　 平面应力函数

人们一直关注如何构造作为弹性力学平面问题特解的双调 和 函 数［１］，著 名 的 Ｇｏｕｓａｔ
公式

Ｕ ＝Ｒｅ｛ｚφ（ｚ）＋χ（ｚ）｝ （１）

给出了由复变解析函数生成双调和函数的实用方法，但它并未完全揭示出双调和函数的内

在结构。在文［２］ 中笔者曾以泛复函为工具，通过引入双调和数，成功地构造出任意正整数阶

平面双调和函数族。与此相仿，本文进一步导出了直角坐标系中相应于基本初等函数的各

阶双调和函数，揭示了它们的内在结构。通过坐标变换，又导出了极坐标下各阶双调和函数

的通式。其中有些超出了文［１］ 所列文献的成果。

一 　 由泛复函生成平面应力函数

为使以泛复数ｚ＝ｘ＋ｋｙ 为宗量的泛复函数ｆ（ｚ）满足平面双调和方程

４
φ

ｘ４ ＋２ ４
φ

ｘ２ｙ２ ＋４
φ

ｙ４ ＝０ （２）

非实域的数ｋ应满足

１＋２ｋ２＋ｋ４ ＝０ （３）

称这样的ｋ为双调和数。由泛复函理论［３］，只要ｋ 满足（３）式，则任意广义解析的函数

ｆ（ｚ）＝ｆ（ｘ＋ｋｙ）必满足（２）式。同时若记

ｆ（ｚ）＝φ０（ｘ，ｙ）＋ｋφ１（ｘ，ｙ）＋ｋ２
φ２（ｘ，ｙ）＋ｋ３

φ３（ｘ，ｙ） （４）

则φｉ（ｉ＝０，１，２，３）也满足方程（２）式，即ｆ（ｚ）的实分蘖都是平面双调和函数。

文献［３］、［４］ 已证明，以ｚ＝ｘ＋ｋｙ 为宗量的基本初等函数（幂函数、指数函数、三角函数

 本文原载于《力学与实践》１９９５年第４期，个别文字有所改动。
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和对数函数）在其有定义的区域上都是广义解析的。所以，为了生成平面应力函数，只需对

上述函数及其复合函数、导数、积分等进行实分蘖。

注意到调和数ｉ满足ｉ２＋１＝０，所以调和函数必为双调和函数，而（４）式中的φｉ满足：

φ０－φ２ ＝Ｒｅｆ（ｘ＋ｉｙ），　　　　φ１－φ３ ＝Ｉｍｆ（ｘ＋ｉｙ）

二 　 直角坐标下的平面应力函数

１ 整数阶幂函数

根据上述方法，由ｆ（ｚ）＝ｚｎ（ｎ＝０，１，２，…），文［２］ 已经给出直角坐标下多项式型平面

应力函数为

φｎ０ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ｃ２ｍ
ｎｘｎ－２ｍｙ２ｍ

φｎ１ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１（ｍ－１）Ｃ２ｍ＋１
ｎ ｘｎ－２ｍ－１ｙ２ｍ＋１

φｎ２ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１ｍＣ２ｍ
ｎｘｎ－２ｍｙ２ｍ

φｎ３ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｍ＝０

（－１）ｍ－１ｍＣ２ｍ＋１
ｎ ｘｎ－２ｍ－１ｙ２ｍ＋

烍

烌

烎
１

　（ｎ＝０，１，２，…） （５）

并且指出

φｎｉ

ｘ ＝ｎφｎ－１，ｉ　　　　（ｉ＝０，１，２，３；ｎ＝１，２，…） （６）

φｎ０

ｙ ＝－ｎφｎ－１，３　　　　φｎ１

ｙ ＝ｎφｎ－１，０

φｎ２

ｙ ＝ｎ（φｎ－１，１－２φｎ－１，３）　φｎ３

ｙ ＝ｎφｎ－１，

烍

烌

烎２

　（ｎ＝１，２，…） （７）

为将以上结果推广到负整数次幂，引入：

定义 　 对任意泛复数ｚ＝ｘ＋ｋｙ，若有这样的泛复数ｚ 存在，使得ｚｚ 为非负数Ａ ，

则称ｚ 与ｚ共轭，并称 槡Ａ 为ｚ 的模，记作｜ｚ｜。

由此定义并注意到（３）式，不难求得

ｚ ＝ （ｘ－ｋｙ）１＋ｋ２ ｙ２

ｘ２＋２ｙ（ ）２ （８）

｜ｚ｜＝ ｘ２＋ｙ２

ｘ２＋２ｙ槡 ２
（９）

于是由ｚ－ｎ ＝ｚｎ／（ｚｚ）ｎ导出负整数阶平面应力函数的通式为
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φ－ｎ，０ ＝ φｎ０

（ｘ２＋ｙ２）ｎ ＋ ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１Ｒｅ
（ｘ＋ｉｙ）ｎ

φ－ｎ，１ ＝ －φｎ１

（ｘ２＋ｙ２）ｎ － ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１Ｉｍ
（ｘ＋ｉｙ）ｎ

φ－ｎ，２ ＝ φｎ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ ＋ ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１Ｒｅ
（ｘ＋ｉｙ）ｎ

φ－ｎ，３ ＝ －φｎ３

（ｘ２＋ｙ２）ｎ － ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１Ｉｍ
（ｘ＋ｉｙ）

烍

烌

烎
ｎ

（ｎ＝１，２，…） （１０）

同时，（６）、（７）两式对负整数的ｎ仍然成立。

２ 指数函数和三角函数

采用人们熟知的幂级数来定义以ｚ＝ｘ＋ｋｙ为宗量的指数函数ｅｚ、三角函数ｓｉｎｚ、ｃｏｓ

ｚ，通过实分蘖，可以得出

φｅ０ ＝ｅｘ（ｃｏｓｙ＋ｙｓｉｎｙ／２）

φｅ１ ＝ｅｘ（３ｓｉｎｙ－ｙｃｏｓｙ）／２

φｅ２ ＝ｅｘｙｓｉｎｙ／２

φｅ３ ＝ｅｘ（ｓｉｎｙ－ｙｃｏｓｙ）／

烍

烌

烎２

（１１）

φｓ０ ＝ｓｉｎｘ（ｃｈｙ－ｙｓｈｙ／２）

φｓ１ ＝ｃｏｓｘ（３ｓｈｙ－ｙｃｈｙ）／２

φｓ２ ＝ｓｉｎｘ（－ｙｓｈｙ）／２

φｓ３ ＝ｃｏｓｘ（ｓｈｙ－ｙｃｈｙ）／

烍

烌

烎２

（１２）

φｃ０ ＝ｃｏｓｘ（ｃｈｙ－ｙｓｈｙ／２）

φｃ１ ＝－ｓｉｎｘ（３ｓｈｙ－ｙｃｈｙ）／２

φｃ２ ＝ｃｏｓｘ（－ｙｓｈｙ）／２

φｃ３ ＝－ｓｉｎｘ（ｓｈｙ－ｙｃｈｙ）／

烍

烌

烎２

（１３）

以上三式等价于给出平面双调和函数族

　　　　　　　　ｅｘｃｏｓｙ，　ｅｘｓｉｎｙ，　ｃｏｓｘｃｈｙ，　ｃｏｓｘｓｈｙ，

ｓｉｎｘｃｈｙ，　ｓｉｎｘｓｈｙ，　ｅｘｙｃｏｓｙ，　ｅｘｙｓｉｎｙ，

ｃｏｓｘ·ｙｃｈｙ，　ｃｏｓｘ·ｙｓｈｙ，　ｓｉｎｘ·ｙｃｈｙ，　ｓｉｎｘ·ｙｓｈｙ

３ 对数函数
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我们定义指数函数ｅｗ ＝ｚ 的反函数为对数函数，仍然记ｗ ＝ｌｎｚ。设

ｌｎｚ＝φｌ０＋ｋφｌ１＋ｋ２
φｌ２＋ｋ３

φｌ３

代入定义有ｅｗ ＝ｅφｌ０ｅｋφｌ１ｅｋ２φｌ２ｅｋ３φｌ３ ＝ｚ，把后三个因子作泰勒展开后进行实分蘖，可得φｌｉ（ｉ

＝０，１，２，３）所满足的方程，在相差一常数因子的意义上解得

φｌ０ ＝ｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２ －１
２

ｙ２

ｘ２＋ｙ２

φｌ１ ＝ ３
２ａｒｃｔａｎｙ

ｘ －１
２

ｘｙ
ｘ２＋ｙ２

φｌ２ ＝－１
２

ｙ２

ｘ２＋ｙ２

φｌ３ ＝ １
２ａｒｃｔａｎｙ

ｘ －１
２

ｘｙ
ｘ２＋ｙ

烍

烌

烎２

（１４）

这一结果也可以由积分ｌｎｚ＝∫
ｚ

ｚ０

ｄｚ
ｚ

进行实分蘖后计算４个线积分得到。以上结果等

价于给出平面双调和函数族

ｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２，ａｒｃｔａｎｙ
ｘ

， ｙ２

ｘ２＋ｙ２，
ｘｙ

ｘ２＋ｙ２

４ 一般幂函数

当ζ＝α＋ｋβ是任意泛复数时，定义

ｚζ ＝ｅζｌｎｚ ＝φζ０＋ｋφζ１＋ｋ２
φζ２＋ｋ３

φζ３ （１５）

以ｌｎｚ 的分蘖式代入，可得如下实分蘖

φζ０ ＝ｅＲ［（ｕ＋１）ｃｏｓｔ＋νｓｉｎｔ］

φζ１ ＝ｅＲ［（ｕ＋３／２）ｓｉｎｔ－νｃｏｓｔ］

φζ２ ＝ｅＲ［ｕｃｏｓｔ＋νｓｉｎｔ］

φζ３ ＝ｅＲ［（ｕ＋１／２）ｓｉｎｔ－νｃｏｓｔ

烍

烌

烎
］

（１６）

式中

Ｒ＝αｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２ －βａｒｃｔａｎｙ
ｘ

ｔ＝αａｒｃｔａｎｙ
ｘ ＋βｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２

（１７）

ｕ＝－α
２

ｙ２

ｘ２＋ｙ２ ＋β
２

ａｒｃｔａｎｘ
ｙ ＋ ｘｙ

ｘ２＋ｙ（ ）２

ν＝ α
２

ｘｙ
ｘ２＋ｙ２ ＋β

２
ｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＋ ｙ２

ｘ２＋ｙ（ ）
烍

烌

烎２

（１８）
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三 　 极坐标下的平面应力函数

上节导出的（５）、（１０） 、（１４）、（１６）式相当复杂，很难记忆。如果利用坐标 变 换 ｘ＝ｒ

ｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ把它们转化到极坐标中，情况大为改观。即

φｎ０ ＝ｎｃｏｓ（ｎ－２）θ＋（４－ｎ）ｃｏｓｎθ
４ ｒｎ

φｎ１ ＝ｎｓｉｎ（ｎ－２）θ＋（６－ｎ）ｓｉｎｎθ
４ ｒｎ

φｎ２ ＝ｎｃｏｓ（ｎ－２）θ－ｎｃｏｓｎθ
４ ｒｎ

φｎ３ ＝ｎｓｉｎ（ｎ－２）θ＋（２－ｎ）ｓｉｎｎθ
４ ｒ

烍

烌

烎
ｎ

（ｎ＝０，±１，±２，…） （１９）

φｌ０ ＝ｌｎｒ－１
２ｓｉｎ２θ，　φｌ１ ＝ ３

２θ－１
２ｓｉｎθｃｏｓθ

φｌ２ ＝－１
２ｓｉｎ２θ，　　　φｌ３ ＝ １

２θ－１
２ｓｉｎθｃｏｓ

烍

烌

烎θ

（２０）

φζ０ ＝ｒαｅ－βθ［（ｕ＋１）ｃｏｓｔ＋νｓｉｎｔ］

φζ１ ＝ｒαｅ－βθ［（ｕ＋３／２）ｓｉｎｔ－νｃｏｓｔ］

φζ２ ＝ｒαｅ－βθ［ｕｃｏｓｔ＋νｓｉｎｔ］

φζ３ ＝ｒαｅ－βθ［（ｕ＋１／２）ｓｉｎｔ－νｃｏｓｔ

烍

烌

烎］

（２１）

只是此时

Ｒ＝αｌｎｒ－βθ，　ｔ＝αθ＋βｌｎｒ （２２）

ｕ＝－α
２ｓｉｎ２θ＋β

２
（θ＋ｓｉｎθｃｏｓθ）

ν＝ α
２ｓｉｎθｃｏｓθ＋β

２
（ｌｎｒ＋ｓｉｎ２θ

烍

烌

烎
）

（２３）

（１９）、（２０）式等价于给出双调和函数族：ｌｎｒ，ｒｎｃｏｓｎθ，ｒｎｓｉｎｎθ，ｒｎｃｏｓ（ｎ－２）θ，ｒｎｓｉｎ（ｎ

－２）θ（ｎ＝０，±１，±２，…）。至于（２１）式，还可以分别讨论α＝０或β＝０的特殊情况，从而

给出一系列重要的双调和函数。限于篇幅，具体讨论从略。
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四 　 结 束 语

通过对以上基本初等函数的和差积商及其有限次复合而成的初等函数乃至它们的导

数、积分进行实分蘖，本文所获得的双调和函数族还可以大为扩充。这表明，以泛复函为工

具构造平面应力函数是切实可行的。
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由泛复函生成多项式型空间调和函数和球函数

摘 要 　 本文以泛复函数为工具，成功地构造出多项式型空间调和函数族。

通过坐标变换和正交化过程，进而又获得了球函数。

关键词 　 泛复函 　 调和函数 　 球函数

一 　 引 　　 言

调和函数是物理学中应用极为广泛的一类函数。借助复变解析函数这一工具，人们完

全掌握了平面调和函数；通过分离变数并求解ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ方程，人们又获得了球坐标

和柱坐标的调和函数 ——— 球函数和柱函数。自然会问：是否存在类似复变解析函数那样的

函数，从它出发可以直接导出空间调和函数族？有无新的方法获得球函数？

２０世纪８０年代初出现的泛复变函数这一新的数学分支为我们寻求上述问题的答案提

供了工具。此前，笔者曾以泛复函为工具，成功地构造过二维双调和函数族［１，２］，本文则将继

续利用这一工具，构造多项式型空间调和函数族。然后通过坐标变换并对变换后的函数族

进行正交化，又成功地导出了球函数，包括勒让德多项式和连带（缔合）勒让德函数。

二 　 由泛复函构造多项式型空间调和函数

空间直角坐标系下的调和方程是

φｘｘ ＋φｙｙ ＋φｚｚ ＝０ （２１）

为了寻求（２１）式的多项式型解，考虑以ｕ＝ｘ＋ｋｙ＋ｓｚ 为宗量的任意广义解析函数

ｆ（ｕ）＝ｆ（ｘ＋ｋｙ＋ｓｚ）。显然，要使ｆ（ｕ）满足（２１）式，除了ｆｕｕ ＝０的特殊情况外，必须且

只须：

１＋ｋ２＋ｓ２ ＝０ （２２）

这里ｋ，ｓ是非实域的泛复常数。

根据 泛 复 函 理 论［３］，只 要 ｋ，ｓ 满 足 （２２）式，不 仅 任 意 广 义 解 析 的 泛 复 函 数

ｆ（ｘ＋ｋｙ＋ｓｚ）必满足（２１）式，而 且 它 的 实 分 蘖 也 满 足（２１）式，即 它 们 必 为 空 间 调 和

函数。

 本文原载于《应用数学和力学》１９９７年第９期，这里略有改动。
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　　 考虑最简单的广义解析函数ｕｎ ＝ （ｘ＋ｋｙ＋ｓｚ）ｎ（ｎ＝０，１，２，…），按二项式定理，不难

将其展开为：

ｕｎ ＝ ∑
ｎ

ｍ＝０
∑
ｎ－ｍ

ｌ＝０
Ｃｍ

ｎＣｌ
ｎ－ｍｘｎ－ｍ－ｌｙｌｚｍｋｌｓｍ （２３）

考虑到（２２）式，ｋｌｓｍ（ｍ＝０，…，ｎ；ｌ＝０，…，ｎ－ｍ）中只有 （２ｎ＋１）个是独立的，其余

均可化为它们的组合，例如：

ｋ２ｌｓｍ ＝ （－１）ｌ∑
ｌ

ｑ＝０
Ｃｑ

ｌｓｍ＋２ｑ　　　 ｌ＝０，…，ｎ－ｍ［ ］（ ）２

ｋ２ｌ＋１ｓｍ ＝ （－１）ｌ∑
ｌ

ｑ＝０
Ｃｑ

ｌｋｓｍ＋２ｑ　 ｌ＝０，…，ｎ－ｍ－１［ ］（ ）２

于是（２３）式可以实分蘖为２ｎ＋１个分支：

ｕｎ ＝ ∑
ｎ－１

Ｎ＝０

（φ
Ｎ
ｎ１ｓＮ ＋φ

Ｎ
ｎ２ｋｓＮ）＋φｎｎｓｎ （２４）

其中

φ
Ｎ
ｎ１ ＝ ∑

ｍ＋２ｑ＝Ｎ
Ｃｍ

ｎ∑
Ｌ

ｌ＝ｑ

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎ－ｍＣｑ

ｌｘｎ－ｍ－２ｌｙ２ｌｚｍ

φ
Ｎ
ｎ２ ＝ ∑

ｍ＋２ｑ＝Ｎ
Ｃｍ

ｎ∑
Ｌ′

ｌ＝ｑ

（－１）ｌＣ２ｌ＋１
ｎ－ｍＣｑ

ｌｘｎ－ｍ－２ｌ－１ｙ２ｌ＋１ｚｍ

φｎｎ ＝ ∑
ｍ＋２ｌ＝ｎ

（－１）ｌＣｍ
ｎｙ２ｌｚｍ

（Ｎ ＝０，…，ｎ－１；Ｌ＝ ［（ｎ－ｍ）／２］，Ｌ′ ＝ ［（ｎ－ｍ－１）／２］）

（２５）

这就是ｎ 阶多项式型空间调和函数族。

三 　 球坐标、正交化和球函数

有意思的是，从上节导出的ｎ阶多项式型空间调和函数族（２５）可以导出球函数族。

首先，作球坐标变换，令

ｘ＝ｒｓｉｎθｃｏｓφ，ｙ＝ｒｓｉｎθｓｉｎφ，ｚ＝ｒｃｏｓθ

则（２５）式转化为：
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φ
Ｎ
ｎ１ ＝ｒｎ ∑

ｍ＋２ｑ＝Ｎ
∑
Ｌ

ｌ＝ｑ

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎ－ｍＣｑ

ｌｃｏｓｎ－ｍ－２ｌφｓｉｎ２ｌ［ ］φ Ｃｍ
ｎｓｉｎｎ－ｍθｃｏｓｍθ

φ
Ｎ
ｎ２ ＝ｒｎ ∑

ｍ＋２ｑ＝Ｎ
∑
Ｌ′

ｌ＝ｑ

（－１）ｌＣ２ｌ＋１
ｎ－ｍＣｑ

ｌｃｏｓｎ－ｍ－２ｌ－１φｓｉｎ２ｌ＋１［ ］φＣｍ
ｎｓｉｎｎ－ｍθｃｏｓｍθ

φｎｎ ＝ｒｎ ∑
ｍ＋２ｌ＝ｎ

（－１）ｌＣｍ
ｎｓｉｎ２ｌθｃｏｓｍθ

　　　Ｎ ＝ （０，…，ｎ－１）

（３１）

为了证明上述函数族等 价 于 球 函 数 族，我 们 先 以 引 理 形 式 不 加 证 明 地 给 出 两 个 重 要

公式。

引理１　 成立如下三角级数展开式［４］：

∑
［ｎ／２］

ｌ＝ｑ

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎＣｑ

ｌｃｏｓｎ－２ｌφｓｉｎ２ｌ
φ＝ ∑

ｑ

ｊ＝０
Ａｊｃｏｓ（ｎ－２ｊ）φ

∑
［（ｎ－１）／２］

ｌ＝ｑ

（－１）ｌＣ２ｌ＋１
ｎ Ｃｑ

ｌｃｏｓｎ－２ｌ－１φｓｉｎ２ｌ＋１φ＝ ∑
ｑ

ｊ＝０
Ｂｊｓｉｎ（ｎ－２ｊ）φ

式中

Ａｑ ＝ （－１）ｑＣｑ
ｎ／４ｑ ＝Ｂｑ　　（ｑ＝０，…，［ｎ／２］或［（ｎ－１）／２］） （３２）

引理２　 对于任意自然数ｎ 和ｊ（ｊ＜ｎ），成立如下恒等式：

∑
［ｊ／２］－ｔ

ｐ＝０
２ｊ－２ｔ－２ｐＣｊ－２ｔ－２ｐ

ｎ Ｃｔ＋ｐ
ｎ－ｊ＋２ｔ＋２ｐＣｐ

ｔ＋ｐ ＝Ｃｔ
ｎＣｊ－２ｔ

２ｎ－２ｔ　　（ｔ＝０，…，［ｊ／２］）

现在我们来证明函数族（３１）可以正交化为球函数族，采用数学归纳法。

首先，不难看出：

φ
０
ｎ１ ＝ｒｎｓｉｎｎθｃｏｓｎφ＝α０ｒｎＰｎ

ｎ（ｃｏｓθ）ｃｏｓｎφ

φ
０
ｎ２ ＝ｒｎｓｉｎｎθｓｉｎｎφ＝α０ｒｎＰｎ

ｎ（ｃｏｓθ）ｓｉｎｎφ

φ
１
ｎ１ ＝ｒｎｓｉｎｎ－１θｃｏｓθｃｏｓ（ｎ－１）φ＝α１ｒｎＰｎ－１

ｎ （ｃｏｓθ）ｃｏｓ（ｎ－１）φ

φ
１
ｎ２ ＝ｒｎｓｉｎｎ－１θｃｏｓθｓｉｎ（ｎ－１）φ＝α１ｒｎＰｎ－１

ｎ （ｃｏｓθ）ｓｉｎ（ｎ－１）φ

它们正如所期望的那样属于球函数族［５］。记：

ΦＮ
ｎｉ ＝φ

Ｎ
ｎｉ（Ｎ ＝０，１；ｉ＝１，２）

（ｆ，ｇ）＝∫
２π

０
ｆ（ｒ，θ，φ）ｇ（ｒ，θ，φ）ｄφ／π

并假定对所有的 Ｎ ＜ｊ，φ
Ｎ
ｎｉ 均已正交化为：

ΦＮ
ｎｉ ＝αＮｒｎＰｎ－Ｎ

ｎ （ｃｏｓθ）ｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋Ｎ）φ　（ｉ＝１，２）
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我们来证明：

Φｊ
ｎｉ ＝φｊ

ｎｉ－∑
［ｊ／２］

ｑ＝１

（φｊ
ｎｉ，Φｊ－２ｑ

ｎｉ ）／（Φｊ－２ｑ
ｎｉ ，Φｊ－２ｑ

ｎｉ ）

＝αｊｒｎＰｎ－ｊ
ｎ （ｃｏｓθ）ｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｊ）φ　（ｊ＝２，３，…，ｎ－１；ｉ＝１，２）

事实上，由引理１可知：

φｊ
ｎｉ ＝ｒｎ ∑

ｍ＋２ｑ＝ｊ
Ｃｍ

ｎｓｉｎｎ－ｍθｃｏｓｍθ∑
ｑ

ｈ＝０
Ａｈｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｍ＋２ｈ）φ

这样，考虑到（３２）式并利用引理２有：

Φｊ
ｎｉ ＝ｒｎ ∑

ｍ＋２ｑ＝ｊ

（－１）ｑＣｑ
ｎ－ｍｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｊ）φＣ

ｍ
ｎｓｉｎｎ－ｍθｃｏｓｍθ／４ｑ

＝ｒｎｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｊ）φｓｉｎｎ－ｊθ∑
［ｊ／２］

ｑ＝０
∑
ｑ

ｐ＝０

（－１）ｐ＋ｑＣｊ－２ｑ
ｎ Ｃｑ

ｎ－ｊ＋２ｑＣｐ
ｑｃｏｓｊ－２ｑ＋２ｐθ／４ｑ

＝２－ｊｒｎｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｊ）φｓｉｎｎ－ｊθ

　　·∑
［ｊ／２］

ｔ＝０

（－１）ｔｃｏｓｊ－２ｔθ∑
［ｊ／２］－ｔ

ｐ＝０
２ｊ－２ｐ－２ｔＣｊ－２ｔ－２ｐ

ｎ Ｃｔ＋ｐ
ｎ－ｊ＋２ｔ＋２ｑＣｐ

ｔ＋ｐ

＝２－ｊｒｎｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｊ）φｓｉｎｎ－ｊθ∑
［ｊ／２］

ｔ＝０

（－１）ｔＣｔ
ｎＣｊ－２ｔ

２ｎ－２ｔｃｏｓｊ－２ｔθ

＝αｊｒｎＰｎ－ｊ
ｎ （ｃｏｓθ）ｓｉｎ（ｉπ／２－ｎ＋ｊ）φ　（ｊ＝２，３，…，ｎ－１；ｉ＝１，２）

式中，αｊ ＝２ｎ－ｊｎ！／（２ｎ－ｊ）！（ｊ＝０，…，ｎ－１）。类似地

Φｎｎ ＝φｎｎ －∑
［ｎ／２］

ｑ＝１

（φｎｎ，Φｎ－２ｑ
ｎ１ ）／Φｎ－２ｑ

ｎ１ ，Φｎ－２ｑ
ｎ（ ）１

＝ｒｎ ∑
ｍ＋２ｌ＝ｎ

（－１）ｌＣｌ
２ｌＣｍ

ｎｓｉｎ２ｌθｃｏｓｍθ／４ｌ

＝ （ｒ／２）ｎ∑
［ｎ／２］

ｔ＝０

（－１）ｔｃｏｓｎ－２ｔθ∑
［ｎ／２］－ｔ

ｐ＝０
２ｎ－２ｔ－２ｐＣｎ－２ｔ－２ｐ

ｎ Ｃｔ＋ｐ
２ｔ＋２ｐＣｐ

ｔ＋ｐ

＝ （ｒ／２）ｎ∑
［ｎ／２］

ｔ＝０

（－１）ｔＣｔ
ｎＣｎ－２ｔ

２ｎ－２ｔｃｏｓｎ－２ｔθ＝ｒｎＰｎ（ｃｏｓθ）

至此，结论成立。
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四 　 举 　　 例

设ｎ＝５，这时共有１１个调和函数，它们是

φ
０
５１ ＝ｘ５－１０ｘ３ｙ２＋５ｘｙ４ ＝ｒ５ｓｉｎ５θｃｏｓ５φ

φ
０
５２ ＝５ｘ４ｙ－１０ｘ２ｙ３＋ｙ５ ＝ｒ５ｓｉｎ５θｓｉｎ５φ

φ
１
５１ ＝５（ｘ４－６ｘ２ｙ２＋ｙ４）ｚ＝５ｒ５ｓｉｎ４θｃｏｓθｃｏｓ４φ

φ
１
５２ ＝５（４ｘ３ｙ－４ｘｙ３）ｚ＝５ｒ５ｓｉｎ４θｃｏｓθｓｉｎ４φ

φ
２
５１ ＝１０（ｘ３－３ｘｙ２）ｚ２－１０（ｘ３ｙ２－ｘｙ４）

＝１０ｒ５［ｓｉｎ３θｃｏｓ２θｃｏｓ３φ－ｓｉｎ５θ（ｃｏｓ３
φｓｉｎ２

φ－ｃｏｓφｓｉｎ４
φ）］

＝１０ｒ５［ｃｏｓ３φｓｉｎ３θ（９ｃｏｓ２θ－１）／８＋ｃｏｓ５φｓｉｎ５θ／８］

φ
２
５２ ＝１０（３ｘ２ｙ－ｙ３）ｚ２－１０ｘ２ｙ３＋２ｙ５

＝ｒ５［１０ｓｉｎ３θｃｏｓ２θｃｏｓ３φ－ｓｉｎ５θ（１０ｃｏｓ２
φｓｉｎ３

φ－２ｓｉｎ５
φ）］

＝１０ｒ５［ｓｉｎ３φｓｉｎ３θ（９ｃｏｓ２θ－１）／８＋３ｓｉｎ５φｓｉｎ５θ／８］

φ
３
５１ ＝１０（ｘ２－ｙ２）ｚ３－５（６ｘ２ｙ２－２ｙ４）ｚ

＝ｒ５［１０ｓｉｎ２θｃｏｓ３θｃｏｓ２φ－５ｓｉｎ４θｃｏｓθ（６ｃｏｓ２
φｓｉｎ

３
φ－２ｓｉｎ４

φ）］

＝１０ｒ５［ｃｏｓ２φｓｉｎ２θ（３ｃｏｓ３θ－ｃｏｓθ）／２＋ｃｏｓ４φｓｉｎ４θｃｏｓθ／２］

φ
３
５２ ＝２０ｘｙｚ３－２０ｘｙ３ｚ

＝１０ｒ５［ｓｉｎ２θｃｏｓ３θｓｉｎ２φ－２ｓｉｎ４θｃｏｓθｃｏｓφｓｉｎ３
φ］

＝１０ｒ５［ｓｉｎ２φｓｉｎ２θ（３ｃｏｓ３θ－ｃｏｓ）／２＋ｓｉｎ４φｓｉｎ４θｃｏｓθ／２］
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φ
４
５１ ＝５ｘｚ４－３０ｘｙ２ｚ２＋５ｘｙ４

＝５ｒ５（ｓｉｎθｃｏｓ４θｃｏｓφ－６ｓｉｎ３θｃｏｓ２θｃｏｓφｓｉｎ２
φ＋ｓｉｎ５θｃｏｓφｓｉｎ４

φ）

＝５ｒ５［ｃｏｓφｓｉｎθ（２１ｃｏｓ４θ－１４ｃｏｓ２θ＋１）／８

＋３ｃｏｓ３φｓｉｎ３θ（９ｃｏｓ２θ－１）／１６＋ｃｏｓ５φｓｉｎ５θ／１６］

φ
４
５２ ＝５ｙｚ４－１０ｙ３ｚ２＋ｙ５

＝ｒ５（５ｓｉｎθｃｏｓ４θｓｉｎφ－１０ｓｉｎ３θｃｏｓ２θｓｉｎ３
φ＋ｓｉｎ５θｓｉｎ５

φ）

＝５ｒ５［ｓｉｎφｓｉｎθ（２１ｃｏｓ４θ－１４ｃｏｓ２θ＋１）／８

＋３ｓｉｎ３φｓｉｎ３θ（９ｃｏｓ２θ－１）／１６＋ｓｉｎ５φｓｉｎ５θ／１６］

φ５５ ＝ｚ５－１０ｙ２ｚ３＋５ｙ４ｚ

＝ｒ５（ｃｏｓ５θ－１０ｓｉｎ２θｃｏｓ３θｓｉｎ２
φ＋５ｓｉｎ４θｃｏｓθｓｉｎ４

φ）

＝ｒ５［（６３ｃｏｓ５θ－７０ｃｏｓ３θ＋１５ｃｏｓθ）／８＋

５ｃｏｓ２φｓｉｎ２θ（３ｃｏｓ３θ－ｃｏｓθ）／２＋５ｃｏｓ４φｓｉｎ４θｃｏｓθ／８］

除前４个函数外，其余７个函数的正交化过程与结果是显然的。
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多重调和方程解的结构及其纯特解

摘 要 　 本文以泛复函为工具，确定了平面多重调和方程 ２ｒｕ＝０（ｒ＝１，

２，…）解的结构及其一系列纯特解。

关键词 　 泛复函 　 多重调和方程 　 通解 　 纯特解

一 　 引 　　 言

平面调和和双调和方程，由于它们在力学和物理学中的广泛应用，已被人们深入进行

过研究［１—３］。作为这两种方程的一种推广，考虑如下一般方程：

２ｒｕ＝ ２

ｘ２ ＋２

ｙ（ ）２

ｒ

ｕ＝０　（ｒ＝１，２，…） （１）

称此方程为多重（ｒ重）调和方程，并称它的解为ｒ重调和函数。对于方程（１），当ｒ≥３
时人们研究甚少。除了分离变数法外，还有什么方法可以统一求解这一方程？它的通解结构

如何？高重（ｒ≥３）调和函数与调和、双调和函数之间存在何种关系？回答这些问题，不仅具

有数学意义，而且也有应用价值。基于这一认识，仿照［３］，本文采用泛复函方法［４］ 成功地求

解了方程（１），确定了其通解的结构，并构造出满足ｒ重而不满足低于ｒ 的多重调和方程的

特解。以下称具有这种性质并有最简形式的特解为ｒ重调和方程的纯特解。

二 　 多重调和方程解的结构

考虑以ｚ＝ｘ＋ｓｙ 为宗量的广义解析泛复函数ｆ（ｚ），其中ｓ是非实域的泛复常数。为使

ｆ（ｚ）满足方程（１），必须且只需ｓ满足

（１＋ｓ２）ｒ ＝０　（ｒ＝１，２，…） （２）

称这样的ｓ为ｒ 重调和数。

据泛复函理论［４］，当ｓ满足（２）式时，不仅广义解析的泛复函数ｆ（ｚ）满足方程（１），其

实分蘖也满足方程（１）。记

ｆ（ｚ）＝ ∑
２ｒ－１

ｊ＝０
φ

（ｒ）
ｊ （ｘ，ｙ）ｓｊ （３）

 本文原载于《武汉大学学报》（数学物理方法专集）１９９５年第１０期，个别文字有所改动。
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则φ
（ｒ）
ｊ （ｘ，ｙ）（ｊ＝０，１，…２ｒ－１）均为ｒ重调和函数。于是方程（１）的通解可以表示为：

ｕ＝ ∑
２ｒ－１

ｊ＝０
αｊφ

（ｒ）
ｊ （ｘ，ｙ） （４）

为了进一步讨论方程（１）的 通 解 的 结 构，首 先 给 出 如 下 的 引 理，其 证 明 可 用 归 纳 法 进

行。

引理 　 对于满足（２）式的数ｓ，成立公式：

ｓ２（ｒ＋ｍ）＝ （－１）ｍ＋１∑
ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｊ

ｒ＋ｍＣｍ
ｒ＋ｍ－ｊ－１ｓ２ｌ（ｍ ＝０，１，…） （５）

利用这一引理，我们指出ｒ重调和函数的如下特性

定理１　 对于由（３）式所确定的φ
（ｒ）
ｊ （ｘ，ｙ），

φ
（ｒ）
２ｊ －Ｃｊ

ｒ－１φ
（ｒ）
２ｒ－２，　　φ

（ｒ）
２ｊ＋１－Ｃｊ

ｒ－１φ
（ｒ）
２ｒ－１，　　（ｊ＝０，１，…，ｒ－２）

均为ｒ－１重调和函数。

证明 　 在（３）式中令ｓ２ｒ－２ ＝－∑
ｒ－２

ｊ＝０
Ｃｊ

ｒ－１ｓ２ｊ，即有

ｆ（ｚ）＝ ∑
ｒ－２

ｊ＝０

［（φ
（ｒ）
２ｊ －Ｃｊ

ｒ－１φ
（ｒ）
２ｒ－２）ｓ２ｊ＋（φ

（ｒ）
２ｊ＋１－Ｃｊ

ｒ－１φ
（ｒ）
２ｒ－１）ｓ２ｊ＋１］ （６）

问题归结为需证此式就是ｓ满足（１＋ｓ２）ｒ－１ ＝０时ｆ（ｚ）的实分蘖表达式。

任意一个广义解析函数ｆ（ｚ）作实分蘖的基本方法是：

（１）把ｆ（ｚ）展成泰勒级数或罗朗级数，进而表示为

ｆ（ｚ）＝ ∑
∞

ｍ＝０
αｍ（ｘ，ｙ）ｓｍ （７）

对于泰勒级数，显然易于做到这一点。下文将表明，对罗朗级数亦可做到这一点，并且展开

系数αｍ 是唯一的。

（２）应用引理１，收缩掉（７）式中ｓ２ｒ－１以后的所有项。

现在有两种收缩过程。

Ａ：在（７）式中直接令ｓ满足（１＋ｓ２）ｒ－１ ＝０进行收缩，获得与ｒ－１重调和数相对应的

实分蘖式：

ｆ（ｚ）＝ ∑
２ｒ－３

ｊ＝０
φ

（ｒ－１）
ｊ （ｘ，ｙ）ｓｊ （８）

Ｂ：先令ｓ满足（１＋ｓ２）ｒ ＝０由（８）式收缩为（３）式，再令ｓ满足（１＋ｓ２）ｒ－１ ＝０由（３）式

收缩为（６）式。

要证（６）式与（８）式的系数相等，容易看出，只需考察以上两种收缩过程中ｓ２ｌ的变换系

数是否相同。

事实上，按过程Ａ，
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ｓ２ｌ ＝ （－１）ｌ－ｒ∑
ｒ－２

ｊ＝０
Ｃｊ

ｌＣｌ－ｒ＋１
ｌ－ｊ－１ｓ２ｊ（ｌ＝ｒ，ｒ＋１，…）

而按过程Ｂ，则有

ｓ２ｌ ＝ （－１）ｌ－ｒ＋１∑
ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｊ

ｌＣｌ－ｒ
ｌ－ｊ－１ｓ２ｊ

＝ （－１）ｌ－ｒ＋１∑
ｒ－２

ｊ＝０
Ｃｊ

ｌＣｌ－ｒ
ｌ－ｊ－１ｓ２ｊ＋（－１）ｌ－ｒＣｒ－１

ｌ ∑
ｒ－２

ｊ＝０
Ｃｊ

ｒ－１ｓ２ｊ

＝ （－１）ｌ－ｒ∑
ｒ－２

ｊ＝０

（Ｃｒ－１
ｌ Ｃｊ

ｒ－１－Ｃｊ
ｌＣｌ－ｒ

ｌ－ｊ－１）ｓ２ｊ

＝ （－１）ｌ－ｒ∑
ｒ－２

ｊ＝０
Ｃｊ

ｌ（Ｃｌ－ｒ＋１
ｌ－ｊ －Ｃｌ－ｒ

ｌ－ｊ－１）ｓ２ｊ

＝ （－１）ｌ－ｒ∑
ｒ－２

ｊ＝０
Ｃｊ

ｌＣｌ－ｒ＋１
ｌ－ｊ－１ｓ２ｊ

定理得证。

由定理１，进一步有

推论 　φ
ｒ－ｊ
２（ｒ－ｊ－１）＝φ

（ｒ）
２ｒ－２ｊ－∑

ｊ

ｔ＝０

（－１）ｔＣｔ
ｒ－ｊ＋ｔ－１φ

ｒ－ｊ
２（ｒ－ｊ＋ｔ－１）（ｊ＝０，１，…，ｒ－１）。

现在，（４）式可以改写为：

ｕ＝ ∑
ｒ－２

ｊ＝０

［α２ｊ（φ
（ｒ）
２ｊ －Ｃｊ

ｒ－１φ
（ｒ）
２ｒ－２）＋α２ｊ＋１（φ

（ｒ）
２ｊ＋１－Ｃｊ

ｒ－１φ
（ｒ）
２ｒ－１）］＋

β２ｒ－２φ
（ｒ）
２ｒ－２＋β２ｒ－１φ

（ｒ）
２ｒ－１ （９）

受此启发，利用归纳法立即可证：

定理２　ｒ重调和方程的通解可以表示为：

ｕ＝ ∑
ｒ－１

ｊ＝０

（ｂｊφ
（ｊ）＋ｃｊψ

（ｊ）） （１０）

这里φ
（ｊ）、ψ

（ｊ）（ｊ＝１，２，…，ｒ）是ｊ重调和方程的两个独立的纯特解。特别地可取

φ
（ｊ）＝φ

（ｊ）
２ｊ－２，ψ

（ｊ）＝φ
（ｊ）
２ｊ－１（ｊ＝１，２，…，ｒ） （１１）

三 　ｒ重调和方程相应于基本初等函数的纯特解

１ 仿照文［３］，首先考虑平面直角坐标系下正整数次幂函数ｚｎ（ｎ＝０，１，２，…，ｒ），利用

二项式定理和引理，容易导出：
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φ
（ｒ）
２ｒ－２ ＝ ∑

［ｎ／２］

ｌ＝ｒ－１

（－１）ｌ－ｒ＋１Ｃ２ｌ
ｎＣｒ－１

ｌ ｘｎ－２ｌｙ２ｌ

φ
（ｒ）
２ｒ－１ ＝ ∑

Ｌ

ｌ＝ｒ－１

（－１）ｌ－ｒ＋１Ｃ２ｌ＋１
ｎ ｘｎ－２ｍ－１ｙ２ｌ＋

烍

烌

烎１
ｒ＝０，１，…，ｎ［ ］２

；Ｌ＝ ｎ－１［ ］（ ）２
（１２）

有趣的是，把上式转换为极坐标形式，我们发现［５］：

φ
（ｒ）
２ｒ－２ ＝ρ

ｎ∑
［ｎ／２］

ｌ＝ｒ－１

（－１）ｌ－ｒ＋１Ｃ２ｌ
ｎＣｒ－１

ｌ ｃｏｓｎ－２ｌφｓｉｎ２ｌ
φ

＝ρ
ｎ∑

ｒ－１

ｌ＝０
Ａｌｃｏｓ（ｎ－２ｌ）φ

φ
（ｒ）
２ｒ－１ ＝ρ

ｎ∑
ｒ－１

ｌ＝０
Ｂｌｓｉｎ（ｎ－２ｌ）

烍

烌

烎φ

（１３）

由此推论，相应于ｚｎ（ｎ＝１，２，…）的ｒ重调和方程在极坐标下的纯特解就是

ρ
ｎｃｏｓ（ｎ－２ｒ＋２）φ，　　ρ

ｎｓｉｎ（ｎ－２ｒ＋２）φ （１４）

前文提及罗朗展式的实分蘖问题，这就需要讨论ｚ－ｎ（ｎ＝１，２，…）的分蘖式。为此引入

定义：

定义１　 对于由ｒ重调和数形成的任意泛复数ｚ＝ｘ＋ｋｙ，如果存在同类泛复数ｚ，使

得ｚｚ ＝Ａ 为非负实数，且只当ｚ＝０时Ａ 才为零，则称ｚ 是ｚ 的共轭泛复数。

根据此定义，容易求得

ｚ ＝ （ｘ－ｓｙ）（Ｂ１＋Ｂ２ｓ２＋…＋Ｂｒｓ２ｒ－２）／Ｂ１ （１５）

ｚｚ ＝ （ｘ２＋ｙ２）ｒ／Ｂ１ （１６）

式中

Ｂｉ ＝ ∑
ｒ

ｌ＝ｉ
Ｃｌ－ｉ

ｒ ｘ２ｒ－２ｌｙ２ｌ－２　（ｉ＝１，…，ｒ） （１７）

这样，我们有

ｚ－１ ＝ ｚ

ｚｚ ＝ ｘ－ｓｙ
（ｘ２＋ｙ２）ｒ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｂｉｓ２ｉ－２ （１８）

把此式直接应用于由ｒ重调和数形成的任意泛复数ｚ ，我们得到

ｚ－１ ＝ ｘ－ｓｙ
（ｘ２＋ｙ２）ｒ－１∑

ｒ－１

ｉ＝１
ｂｉｓ２ｉ－２

此处

ｂｉ ＝ ∑
ｒ－１

ｌ＝ｉ
Ｃｌ－ｉ

ｒ－１ｘ２ｒ－２ｌ－２ｙ２ｌ－２

又，若在（１８）式中令ｓ２ｒ－２ ＝－∑
ｒ－１

ｊ＝１
Ｃｊ－１

ｒ－１ｓ２ｊ－２，则得
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ｚ－１ ＝ ｘ－ｓｙ
（ｘ２＋ｙ２）ｒ∑

ｒ－１

ｉ＝１

（Ｂｉ－Ｃｉ－１
ｒ－１Ｂｒ）ｓ２ｉ－２

利用 Ｃｌ
ｒ ＝Ｃｌ

ｒ－１＋Ｃｌ－１
ｒ－１，有

Ｂｉ－Ｃｉ－１
ｒ－１Ｂｒ ＝ ∑

ｒ－１

ｌ＝ｉ
Ｃｌ－ｉ

ｒ ｘ２ｒ－２ｌｙ２ｌ－２＋（Ｃｒ－ｉ
ｒ －Ｃｉ－１

ｒ－１）ｙ２ｒ－２

＝ （ｘ２＋ｙ２）∑
ｒ－１

ｌ＝ｉ
Ｃｌ－ｉ

ｒ－１ｘ２ｒ－２ｌ－２ｙ２ｌ－２ ＝ （ｘ２＋ｙ２）ｂｉ

可见ｚ－１关于ｓ的展开式与其展开过程无关，这正是上节需要补充证明的。前文提及罗

朗级数也可以表成（４）式，正是根据上述ｚ－１的表达式，并且ｚ－１的表达式是唯一的。

有了ｚ－１ 的实分蘖式，进而即可获得ｚ－ｎ（ｎ＝１，２，…）的实分蘖式。不过这样做相当繁

琐，且从寻求纯特解的角度看也无必要，下节我们则按另一途径直接导出与ｚ－ｎ 相应的纯特

解。

２ 指数函数和三角函数

我们这样定义指数函数和三角函数：

ｅｚ ＝ ∑
∞

ｎ＝０

ｚｎ

ｎ！
（１９）

ｃｏｓｚ＝ ∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
（２ｎ）！ｚ

２ｎ （２０）

ｓｉｎｚ＝ ∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
（２ｎ＋１）！ｚ

２ｎ＋１ （２１）

这里ｚ＝ｘ＋ｓｙ ，ｓ是ｒ 重调和数。可以由此直接寻求它们的实分蘖。不过，与ｚ－ｎ 一样，

为了避免繁琐，我们将在下节给出与这三个函数相应的纯特解。

３ 对数函数

我们定义ｅｗ ＝ｚ 的反函数为对数函数，记作ｗ ＝ｌｎｚ。可以利用下面的线积分来寻求

它的实分蘖：

ｌｎｚ＝∫ｄｚ
ｚ ＝∫ ｘ－ｓｙ

（ｘ２＋ｙ２）ｒ ∑
ｒ

ｉ＝１
Ｂｉｓ２ｉ－（ ）２ （ｄｘ＋ｓｄｙ） （２２）

以 Ｂｉ 的表达式代入并令ｕ＝ｙ／ｘ 可得：

φ
（ｒ）
ｌ，２ｒ－２ ＝∫ｘｙ２ｒ－２ｄｘ－ｘ２ｙ２ｒ－３ｄｙ

（ｘ２＋ｙ２）ｒ ＝－∫ ｕ２ｒ－３

（１＋ｕ２）ｒｄｕ

＝ １
２（ｒ－１）

ｕ２ｒ－４

（１＋ｕ２）ｒ－１ －（２ｒ－４）∫ ｕ２ｒ－２

（１＋ｕ２）ｒｄ［ ］ｕ

φ
（ｒ）
ｌ，２ｒ－１ ＝∫－ｙ２ｒ－１ｄｘ＋ｘｙ２ｒ－２ｄｙ

（ｘ２＋ｙ２）ｒ ＝－∫ ｕ２ｒ－２

（１＋ｕ２）ｒｄｕ

＝ １
２（１－ｒ）

ｕ２ｒ－３

（１＋ｕ２）ｒ－１ －（２ｒ－３）∫ ｕ２ｒ－４

（１＋ｕ２）ｒ－１ｄ［ ］ｕ
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由此推得与ｌｎｚ 相对应的ｒ 重调和方程的纯特解是

ｘ２ｙ２ｒ－４／（ｘ２＋ｙ２）ｒ－１ 与ｘｙ２ｒ－３／（ｘ２＋ｙ２）ｒ－１（ｒ＝２，３，…）。

四 　 三重调和函数族及其推论

把上节的讨论应用于ｒ＝３的情况即有

φ
（３）
ｎ４ ＝ ∑

［ｎ／２］

ｌ＝２

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎＣ２

ｌｘｎ－２ｌｙ２ｌ

φ
（３）
ｎ５ ＝ ∑

［（ｎ－１）／２］

ｌ＝２

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎＣ２

ｌｘｎ－２ｌ－１ｙ２ｌ＋１

（２３）

ｚ ＝ （ｘ－ｓｙ）１＋ ｘ２ｙ２＋３ｙ４

ｘ４＋３ｘ２ｙ２＋３ｙ４ｓ２＋ ｙ４

ｘ４＋３ｘ２ｙ２＋３ｙ４ｓ（ ）４ （２４）

ｚ－１ ＝ （ｘ－ｓｙ）［（ｘ４＋３ｘ２ｙ２＋３ｙ４）＋（ｘ２ｙ２＋３ｙ４）ｓ２＋ｙ４ｓ４］／（ｘ２＋ｙ２）３ （２５）

记Ｂ１ ＝ｘ４＋３ｘ２ｙ２＋３ｙ４，Ｂ２ ＝ｘ２ｙ２＋３ｙ４，Ｂ３ ＝ｙ４，可以证明

（Ｂ１＋Ｂ２ｓ２＋Ｂ３ｓ４）ｎ ＝Ａｎ
１＋Ｃ１

ｎＡｎ－１
１ Ａ２（１＋ｓ２）＋

（Ｃ１
ｎＡｎ－１

１ Ａ３＋Ｃ２
ｎＡｎ－２

１ Ａ２
２）（１＋ｓ２）２ （２６）

其中 Ａ１ ＝Ｂ１－Ｂ２＋Ｂ３，Ａ２ ＝Ｂ２－２Ｂ３，Ａ３ ＝Ｂ３。于是可以导出ｚ－ｎ 的全部６支实分

蘖的表达式。不过，如前所述，作为纯特解，我们只关心最后两支，即

φ
（３）
－ｎ，４ ＝ φ

（３）
ｎ４

（ｘ２＋ｙ２）ｎ ＋ Ｃ１
ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１
（φ

（３）
ｎ２ －２φ

（３）
ｎ４ ＋ Ｃ２

ｎ＋１ｙ４

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋２
（φ

（３）
ｎ０ －φ

（３）
ｎ２ ＋φ

（３）
ｎ４ ）

φ
（３）
－ｎ，５ ＝ －φ

（３）
ｎ５

（ｘ２＋ｙ２）ｎ － Ｃ１
ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１
（φ

（３）
ｎ３ －２φ

（３）
ｎ５ ）－ Ｃ２

ｎ＋１ｙ４

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋２
（φ

（３）
ｎ１ －φ

（３）
ｎ３ ＋φ

（３）
ｎ５ ）

或者简写为

φ
（３）
－ｎ，４ ＝ １

（ｘ２＋ｙ２）ｎφ
（３）
ｎ４ ＋ Ｃ１

ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１φ
（２）
ｎ２ ＋ Ｃ２

ｎ＋１ｙ４

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋２φ
（１）
ｎ０

φ
（３）
－ｎ，５ ＝ －１

（ｘ２＋ｙ２）ｎφ
（３）
ｎ５ － Ｃ１

ｎｙ２

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋１φ
（２）
ｎ３ － Ｃ２

ｎ＋１ｙ４

（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋２φ
（１）
ｎ１ （２７）

这一结果可以推广到高重调和函数的情况，即ｒ重调和方程对应于ｚ－ｎ的纯特解是：
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φ
（ｒ）
－ｎ，２ｒ－２ ＝ ∑

ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｊ

ｎ＋ｊ－１ｙ２ｊφ
（ｒ－ｊ）
ｎ，２ｒ－２ｊ－２／（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋ｊ （２８）

φ
（ｒ）
－ｎ，２ｒ－１ ＝－∑

ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｊ

ｎ＋ｊ－１ｙ２ｊφ
（ｒ－ｊ）
ｎ，２ｒ－２ｊ－１／（ｘ２＋ｙ２）ｎ＋ｊ （２９）

对ｎ 采用归纳法证明这一结果。先证（２８）式。当ｎ＝１时φ
（１）
１０ ＝ｘ，φ

（ｊ）
１，２ｊ－２ ＝０（ｊ＝２，

３，…，ｒ）。这样（１８）式给出

φ
（ｒ）
－１，２ｒ－２ ＝ Ｂ１ｘ

（ｘ２＋ｙ２）ｒ ＝ ∑
ｒ－１

ｊ＝０
Ｃｊ

１＋ｊ－１ｙ２ｊφ
（ｒ－ｊ）
１，２ｒ－２ｊ－２／（ｘ２＋ｙ２）１＋ｊ

即（２８）式成立。现假设当ｎ＝ｍ 时（２８）式成立，我们来证ｎ＝ｍ＋１时该式也成立。事

实上，由于


ｘ

１
ｚｍ ＝ －ｍ

ｚｍ＋１
，

故

φ
（ｒ）
－ｍ－１，２ｒ－２ ＝ １

－ｍ
φ

（ｒ）
－ｍ－１，２ｒ－２

ｘ ＝ ∑
ｒ－１

ｊ＝０

Ｃｊ
ｍ＋ｊ－１ｙ２ｊ

－ｍ

ｘ

φ
（ｒ－ｊ）
ｍ，２ｒ－２ｊ－２

（ｘ２＋ｙ２）ｍ＋ｊ

　　　　 ＝ ∑
ｒ－１

ｊ＝０

Ｃｊ
ｍ＋ｊｙ２ｊφ

（ｒ－ｊ）
ｍ，２ｒ－２ｊ－２·２ｘ

（ｘ２＋ｙ２）ｍ＋ｊ＋１ －Ｃｊ
ｍ＋ｊ－１ｙ２ｊφ

（ｒ－ｊ）
ｍ－１，２ｒ－２ｊ－２·２ｘ

（ｘ２＋ｙ２）ｍ＋［ ］ｊ

　　　　 ＝ ∑
ｒ－１

ｊ＝０

Ｃｊ
ｍ＋ｊ－１ｙ２ｊ

（ｘ２＋ｙ２）ｍ＋１＋ｊφ
（ｒ－ｊ）
ｍ＋１，２ｒ－２ｊ－２

这就证明了（２８）式对ｎ＝ｍ＋１成立，由归纳法，（２８）式成立。同理可证（２９）式成立。

再看指数函数和三角函数。由于（１９）式定义的ｅｚ满足公式：

ｅｚ１＋ｚ２ ＝ｅｚ１·ｅｚ２

我们只需对ｅｓｙ 进行实分蘖。于是

φ
（３）
ｅ４ ＝ｅｘ∑

∞

ｌ＝２

（－１）ｌＣ２
ｌ

（２ｌ）！ｙ２ｌ ＝ｅｘ

８
（ｙｓｉｎｙ－ｙ２ｃｏｓｙ）

φ
（３）
ｅ５ ＝ｅｘ∑

∞

ｌ＝２

（－１）ｌＣ２
ｌ

（２ｌ＋１）！ｙ
２ｌ＋１ ＝ｅｘ

８
（－３ｓｉｎｙ＋３ｙｃｏｓｙ－ｙ２ｓｉｎｙ）

（３０）

因 为ｅｘｃｏｓｙ，ｅｘｓｉｎｙ是调和函数，ｅｘｙｃｏｓｙ，ｅｘｙｓｉｎｙ是双调和函数［３］，我们发现，与ｅｚ
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相对应的三重调和方程的纯特解可以取为ｅｘｙ２ｃｏｓｙ，ｅｘｙ２ｓｉｎｙ 。由此还可推论，相应于ｅｚ

的ｒ 重调 和 方 程 的 纯 特 解 是 ｅｘｙｒ－１ｃｏｓｙ，ｅｘｙｒ－１ｓｉｎｙ 。这 一 点 不 难 利 用 归 纳 法 并 计 算

２（ｅｘｙｒ－１ｃｏｓｙ）与 ２（ｅｘｙｒ－１ｓｉｎｙ）予以证明。

完全类似地将发现，与ｃｏｓｚ、ｓｉｎｚ 相应的ｒ 重调和方程的纯特解是

ｃｏｓｘ·ｙｒ－１ｃｈｙ，ｃｏｓｘ·ｙｒ－１ｓｈｙ，ｓｉｎｘ·ｙｒ－１ｃｈｙ，ｓｉｎｘ·ｙｒ－１ｓｈｙ

五 　 结 束 语

以上我们确定了ｒ重调和方程解的结构并成功地构造出它的一系列纯特解。这表明，泛

复函方法在力学和物理学中确有应用价值。

参考文献

［１］郭敦仁 数学物理方法 北京：高等教育出版社

［２］丁皓江，王 敏 中 在 极 坐 标 中 构 造 平 面 弹 性 力 学 特 解 的 一 种 方 法 力 学 与 实 践，

１９８２（１），６８－６９
［３］王其申 由泛复函构造弹性力学平面问题的特解 力学与实践，１９９５（４）

［４］熊锡金 泛复变函数及其在数学和物理中的应用 长春：东北师范大学出版社，１９８８
［５］盛敏高，王其申 一组特殊函数的傅立叶级数展开 安庆师范学院学报，１９９６（１）
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一组特殊函数的傅立叶级数展开

摘 要 　 本文给出了一组特殊函数

ｆｎ，ｉ（φ）＝ ∑
［ｎ／２］

ｌ＝ｉ

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎＣｉ

ｌｃｏｓｎ－２ｌφｓｉｎ
２ｌ
φ

ｇｎ，ｉ（φ）＝ ∑
［（ｎ－１）／２］

ｌ＝ｉ

（－１）ｌＣ２ｌ＋１
ｎ Ｃｉ

ｌｃｏｓｎ－２ｌ－１φｓｉｎ
２ｌ＋１φ

的傅立叶展开式的具体形式，确定了展开式系数的组成规律。

关键词 　 一组特殊函数 　 生成函数 　 傅氏级数

一 　 引 　　 言

考虑二项展开式

（ｃｏｓφ＋ｋｓｉｎφ）ｎ ＝Ｃ０
ｎｃｏｓｎ

φ＋Ｃ１
ｎｃｏｓｎ－１φｋｓｉｎφ＋

　　　　　　　　　　　Ｃ２
ｎｃｏｓｎ－２φｋ

２ｓｉｎ２
φ＋…＋Ｃｎ

ｎｋｎｓｉｎｎ
φ

在某些问题的讨论中需设ｋ２ ＝－１－ｓ２，利用此式我们将上式改写成以ｓ２ｉ，ｋｓ２ｉ 为因子

的表达式

（ｃｏｓφ＋ｋｓｉｎφ）ｎ ＝ ∑
［ｎ／２］

ｉ＝０
ｆｎ，ｉｓ２ｉ＋ ∑

［（ｎ－１）／２］

ｉ＝０
ｇｎ，ｉｋｓ２ｉ （１）

其中

ｆｎ，ｉ（φ）＝ ∑
［ｎ／２］

ｌ＝ｉ

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎＣｉ

ｌｃｏｓｎ－２ｌφｓｉｎ２ｌ
φ（ｉ＝０，１，２，…，［ｎ／２］） （２）

ｇｎ，ｉ（φ）＝ ∑
［（ｎ－１）／２］

ｌ＝ｉ

（－１）ｌＣ２ｌ＋１
ｎ Ｃｉ

ｌｃｏｓｎ－２ｌ－１φｓｉｎ２ｌ＋１φ（ｉ＝０，１，２，…，［（ｎ－１）／２］） （３）

这就是本文所要讨论的函数族。（１）式表明，可以称（ｃｏｓφ＋ｋｓｉｎφ）ｎ 为ｆｎ，ｉ，ｇｎ，ｉ 的生成

函数，容易验证

 本文原载于《安庆师范学院学报》（自然科学版）１９９６年第１期，原作者为盛敏高、王其申。

 本文是第二作者所指导的第一作者的毕业论文，由于本组论文有两篇引用了此文，故收入本文集。
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ｆｎ，０ ＝ｃｏｓｎφ，　ｇｎ，０ ＝ｓｉｎｎφ
文［１］ 已证明

ｆｎ，１ ＝ｎｃｏｓｎφ－ｎｃｏｓ（ｎ－２）φ
４

（４）

ｇｎ，１ ＝
（ｎ－２）ｓｉｎｎφ－ｎｓｉｎ（ｎ－２）φ

４
（５）

二 　 预备知识

首先给出本文将要用到的如下引理：

引理 　 成立如下傅氏展开式

ｓｉｎ２ｍ
φ＝ １

２２ｍ Ｃｍ
２ｍ ＋∑

ｍ－１

ｊ＝０

（－１）ｍ－ｊ·２·Ｃｊ
２ｍｃｏｓ（２ｍ－２ｊ）［ ］φ （ｍ ＝０，１，２，…） （６）

ｓｉｎ２ｍ＋１φ＝ １
２２ｍ∑

ｍ

ｊ＝０

（－１）ｍ－ｊ·２·Ｃｊ
２ｍ＋１ｓｉｎ（２ｍ＋１－２ｊ）φ（ｍ ＝０，１，２，…） （７）

证明 　 运用数学归纳法

对于（６）式，当ｍ ＝０时（６）式明显成立。

设ｍ ＝ｔ时（６）式成立。

当ｍ ＝ｔ＋１时，

　　ｓｉｎ２ｔ＋２φ＝ｓｉｎ２
φｓｉｎ２ｔ

φ

　　　　 ＝ １
２２ｔ＋２

（２－２ｃｏｓ２φ）Ｃｔ
２ｔ＋∑

ｔ－１

ｊ＝０

（－１）ｔ－ｊ·２·Ｃｊ
２ｔｃｏｓ（２ｔ－２ｊ）［ ］φ

对此式运用积化和差公式并整理得

ｓｉｎ２ｔ＋２φ＝ １
２２ｔ＋２ Ｃｔ＋１

２ｔ＋２＋∑
ｔ

ｊ＝０

（－１）ｔ＋１－ｊ·２·Ｃｊ
２ｔ＋２ｃｏｓ（２ｔ＋２－２ｊ）［ ］φ

表明ｍ ＝ｔ＋１时（６）式成立。

综上所述，对所有自然数ｍ，（６）式成立。

同理可以证明（７）式成立。引理证毕。

注意到当ｎ为偶数时，ｆｎ，ｉ 仅由含ｓｉｎ２ｌ
φ 的项组成，则由引理并结合（４）式我们猜测，对

任意的ｉ＝０，１，２，…，［ｎ／２］，

ｆｎ，ｉ（φ）＝
（－１）ｉ

２２ｉ ∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊαｊ
ｎ，ｉＣｉ

ｎｃｏｓ（ｎ－２ｊ）φ （８）

同 样注意到当ｎ为奇数时，ｇｎ，ｉ 仅由含ｓｉｎ２ｌ＋１φ的项所组成，由引理并结合（５）式我们猜

测，对任意的ｉ＝０，１，２，…，［（ｎ－１）／２］，
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ｇｎ，ｉ（φ）＝
（－１）ｉ

２２ｉ ∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊｂｊ
ｎ，ｉＣｉ

ｎｓｉｎ（ｎ－２ｊ）φ （９）

式（８）、（９）正是本文所需要的傅氏级数展开式，其中αｊ
ｎ，ｉ、ｂｊ

ｎ，ｉ 是待定系数。

三、系数αｊ
ｎ，ｉ、ｂｊ

ｎ，ｉ 的组成规律

为了确定（８）、（９）式中系数αｊ
ｎ，ｉ、ｂｊ

ｎ，ｉ 的组成规律，我们进行了大量实例计算并列出如下

系数表。

表１　ｂｊ
ｎ，ｉ 的值

ｎ　
ｉ
ｊ

０
０

１
１　０

２
２　１　０

３
３　２　１　０

４
４　３　２　１　０

１ １
２ １
３ １ １　１
４ １ １　２
５ １ １　３ １　１　１
６ １ １　４ １　２　３
７ １ １　５ １　３　６ １　１　１　１
８ １ １　６ １　４　１０ １　２　３　４
９ １ １　７ １　５　１５ １　３　６　１０ １　１　１　１　１

表２　αｊ
ｎ，ｉ 的值

ｎ　
ｉ
ｊ

０
０

１
１　０

２
２　１　０

３
３　２　１　０

４
４　３　２　１　０

１ １
２ １ １　２
３ １ １　３
４ １ １　４ １　２　２
５ １ １　５ １　３　５
６ １ １　６ １　４　９ １　２　２　２
７ １ １　７ １　５　１４ １　３　５　７
８ １ １　８ １　６　２０ １　４　９　１６ １　２　２　２　２
９ １ １　９ １　７　２７ １　５　１４　３０ １　３　５　７　９

据此可以推测ｂｊ
ｎ，ｉ、αｊ

ｎ，ｉ 的可能表达式为

ｂｊ
ｎ，ｉ ＝Ｃｉ－ｊ

ｎ－ｉ－ｊ－１（ｎ≥２ｉ＋１，ｊ＝ｉ，ｉ－１，…，１，０） （１０）

αｊ
ｎ，ｉ ＝Ｃｉ－ｊ

ｎ－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－１
ｎ－ｉ－ｊ－１（ｎ≥２ｉ，，ｊ＝ｉ，ｉ－１，…，１，０） （１１）

四 　ｆｊ
ｎ，ｉ、ｇｊ

ｎ，ｉ 的傅氏展开式

现在我们以定理的形式给出本文的主要结论。

定理 　 对于任意自然数ｎ，函数族

ｆｎ，ｉ（φ）＝ ∑
［ｎ／２］

ｌ＝ｉ

（－１）ｌＣ２ｌ
ｎＣｉ

ｌｃｏｓｎ－２ｌφｓｉｎ２ｌ
φ （２）
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ｇｎ，ｉ（φ）＝ ∑
［（ｎ－１）／２］

ｌ＝ｉ

（－１）ｌＣ２ｌ＋１
ｎ Ｃｉ

ｌｃｏｓｎ－２ｌ－１φｓｉｎ２ｌ＋１φ （３）

具有如下傅氏级数

ｆｎ，ｉ（φ）＝
（－１）ｉ

２２ｉ ∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊ（Ｃｉ－ｊ－１
ｎ－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－１

ｎ－ｉ－ｊ－１）Ｃｉ
ｎｃｏｓ（ｎ－２ｊ）φ （１２）

ｇｎ，ｉ（φ）＝
（－１）ｉ

２２ｉ ∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊＣｉ－ｊ
ｎ－ｉ－ｊ－１Ｃｉ

ｎｓｉｎ（ｎ－２ｊ）φ （１３）

证明 　 对ｉ作归纳法证明。

当ｉ＝０时，前面已指出，对任意自然数ｎ有

ｆｎ，０ ＝ｃｏｓｎφ，ｇｎ，０ ＝ｓｉｎｎφ

定理显然成立。

假设对任意ｉ≤ｔ时，定理成立。我们来证明ｉ＝ｔ＋１时定理亦成立。

在以上定理中，注意到对ｆｎ，ｉ 而言ｎ≥２ｉ，　 对ｇｎ，ｉ 而言ｎ≥２ｉ＋１，我们再对ｎ作归

纳法。

当ｎ＝２（ｔ＋１）时，由引理（６）式知定理（１２）式成立。

当ｎ＝２（ｔ＋１）＋１时，由引理（７）式知定理（１３）式成立。

设ｎ＝２（ｔ＋１）＋ｍ＝Ｎ 时定理成立，则ｎ＝２（ｔ＋１）＋ｍ＋１＝Ｎ＋１时，由于（ｃｏｓ

φ＋ｋｓｉｎφ）ｎ 是ｆｎ，ｉ，ｇｎ，ｉ 的生成函数，所以比较式

（ｃｏｓφ＋ｋｓｉｎφ）Ｎ＋１ ＝ （ｃｏｓφ＋ｋｓｉｎφ）（ｃｏｓφ＋ｋｓｉｎφ）Ｎ

的ｓ２ｉ 项系数得

ｆＮ＋１，ｉ ＝ｆＮ，ｉｃｏｓφ－ｇＮ，ｉｓｉｎφ－ｇＮ，ｉ－１ｓｉｎφ

ｇＮ＋１，ｉ ＝ｆＮ，ｉｃｏｓφ＋ｇＮ，ｉｓｉｎφ

故

ｆｎ＋１，ｉ ＝
（－１）ｉ

２２

熿

燀
ｉ ∑

ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊ（Ｃｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－ｉ

Ｎ－ｉ－ｊ－１）Ｃｉ
ｎｃｏｓ（Ｎ－２ｊ）φ·ｃｏｓφ－

　　　∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊＣｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ－１Ｃｉ

Ｎｓｉｎ（Ｎ－２ｊ）φ·ｓｉｎφ＋

　　　４∑
ｉ－１

ｊ＝０

（－１）ｉ－１－ｊＣｉ－ｊ－１
Ｎ－ｉ－ｊＣｉ

Ｎｓｉｎ（Ｎ－２ｊ）φ·ｓｉｎ
燄

燅
φ

ｇＮ＋１，ｉ ＝
（－１）ｉ

２２

熿

燀
ｉ ∑

ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊ（Ｃｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－ｉ

Ｎ－ｉ－ｊ－１）Ｃｉ
ｎｃｏｓ（Ｎ－２ｊ）φ·ｓｉｎφ＋

　　　∑
ｉ－１

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊＣｉ－ｊ－１
Ｎ－ｉ－ｊＣｉ

Ｎｓｉｎ（Ｎ－２ｊ）φ·ｃｏｓ
燄

燅
φ
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对ｃｏｓ（Ｎ＋１－２ｊ）φ的系数进行整理得

１
２

（－１）ｉ－ｊ｛［（Ｃｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－１

Ｎ－ｉ－ｊ－１）＋Ｃｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ－１＋４Ｃｉ－ｊ－１

Ｎ－ｉ－ｊ］Ｃｉ
Ｎ ＋

　　　［－（Ｃｉ－ｊ＋１
Ｎ－ｉ－ｊ＋１＋Ｃｉ－ｊ

Ｎ－ｉ－ｊ）＋Ｃｉ－ｊ＋１
Ｎ－ｉ－ｊ＋４Ｃｉ－ｊ＋１

Ｎ－ｉ－ｊ＋１］Ｃｉ－１
Ｎ ｝

　　　 ＝ （－１）（Ｃｉ－ｊ
Ｎ＋１－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－１

Ｎ－ｉ－ｊ）Ｃｉ
Ｎ＋１

于是

ｆＮ＋１，ｉ（φ）＝
（－１）ｉ

２２ｉ ∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊ（Ｃｉ－ｊ
Ｎ＋１－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－１

Ｎ＋１－ｉ－ｊ－１）Ｃｉ
Ｎ＋１ｃｏｓ（Ｎ＋１－２ｊ）φ

即ｎ＝Ｎ＋１时（１２）式成立。

同样，对ｓｉｎ（Ｎ＋１－２ｊ）φ的系数进行整理得

１
２

（－１）ｉ－ｊ｛［（Ｃｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ＋Ｃｉ－ｊ－１

Ｎ－ｉ－ｊ－１）＋Ｃｉ－ｊ
Ｎ－ｉ－ｊ－１］Ｃｉ

Ｎ＋１＋

　　　［（Ｃｉ－ｊ＋１
Ｎ－ｉ－ｊ＋１＋Ｃｉ－ｊ

Ｎ－ｉ－ｊ）－Ｃｉ－ｊ＋１
Ｎ－ｉ－ｊ］Ｃｉ－１

Ｎ ｝＝ （－１）ｉ－ｊＣｉ－ｊ
Ｎ＋１－ｉ－１Ｃｉ

Ｎ＋１

于是

ｇＮ＋１，ｉ（φ）＝
（－１）ｉ

２２ｉ ∑
ｉ

ｊ＝０

（－１）ｉ－ｊＣｉ－ｊ
Ｎ＋１－ｉ－ｊ－１Ｃｉ

Ｎ＋１ｓｉｎ（Ｎ＋１－２ｊ）φ

即ｎ＝Ｎ＋１时（１３）式成立。

总之，对ｉ＝ｔ＋１，当自然数ｎ满足条件时，（１２）、（１３）式均成立。

综上所述，对任意自然数ｎ，对ｆｎ，ｉ 而言，ｉ＝０，１，２，…，［ｎ／２］有（１２）式成立。对ｇｎ，ｉ 而

言，ｉ＝０，１，２，…，［（ｎ－１）／２］有（１３）式成立。定理证毕。

五 　 结 束 语

本文的结论在空间调和函数和高重调和函数表达式中将有应用。

参考文献

［１］王其申 由泛复函生成弹性力学平面问题的特解 力学与实践，１９９５（４）
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附表：圆柱体固有振动各种振型要点一览表

ｍ θ α β 位移表达表 频 率 方 程 基 　　 频

０ ０ ０ ０

径向振动：　　ｕθ ＝ｕｚ ＝０

ｕｒ ＝ＡｄＪ０（ｈｒ）
ｄｒ ｅｉｐｔ

行列式（３１５）的第一个一阶主子式

　　γ２ｇ１（ｈａ）＝２
Ｐｏ＝ δ

ａ 槡μ
ρ

，其 中 δ 是

γ２ｇ１（ｘ）＝２的最低根。

０ π
２ ０ ０

切向振动：　　ｕｒ ＝ｕｚ ＝０

ｕθ ＝－ＢｄＪ０（ｋｒ）
ｄｒ ｅｉｐｔ

行列式（３１５）的中心元素：

　　ｇ１（ｋａ）＝２
Ｐｏ＝ ｘ

ａ 槡μ
ρ

，其 中 ｘ 是

ｇ１（ｘ）＝２的最低根。

自
然
数

０

或

π
２

０ ０

横截面变形振动：　　ｕｚ ＝０

ｕｒ ＝ ＡｄＪｍ（ｈｒ）
ｄｒ ＋Ｂｍ

ｒＪｍ（ｋｒ［ ］）ｃｏｓｍθｅｉｐｔ

ｕθ ＝ －ＡｍＪｍ（ｈｒ）
ｒ －ＢｄＪｍ（ｋｒ）

ｄ［ ］ｒ ｓｉｎｍθｅｉｐｔ

行列式（３１５）的第一个二阶主子式：

（２ｍ
２

ａ２ －ｋ２）Ｊｍ（ｈａ）－ ２
ａ

ｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ 　　　２ｍ ｄ

ｄａ
Ｊｍ（ｋａ）

ａ

２ｍ １
ａ

ｄＪｍ（ｈａ）
ｄａ －Ｊｍ（ｈａ）

ａ［ ］２ 　（２ｍ２

ａ２ －ｋ２）Ｊｍ（ｋａ）－ ２
ａ

ｄＪｍ（ｋａ）
ｄａ

＝０

０ π
２

ｎπ
１

０或

π
２

扭转振动：　　ｕｒ ＝ｕｚ ＝０

ｕθ ＝Ｂｒｃｏｓαｚｅｉｐｔ

ｄＪ１（ｋａ）
ｄａ ＝０

Ｐｏ＝ｎπ
ｌ 槡μ

ρ
（ｎ是自然数）

自
然
数

０ ０ π
２

类薄膜振动：　　ｕｒ ＝ｕθ ＝０

ｕｚ ＝ＣＪｍ（ｋｒ）ｃｏｓｍθｅｉｐｔ

行列式（３１５）的第三个一阶主子式：

ｄＪｍ（ｋａ）
ｄａ ＝０

Ｐｏ＝ δ
ａ 槡μ

ρ
，其 中 δ 是

Ｊ′ｍ（δ）＝０的最低根。

０ ０ ｎπ
１

０或

π
２

纵振动：　　

ｕθ ＝０

ｕｒ ＝ ＡｄＪ０（ｈｒ）
ｄｒ ＋ＣａｄＪ０（ｋｒ）

ｄ［ ］ｒ ｃｏｓαｚｅｉｐｔ

ｕｚ ＝ －ＡａＪ０（ｈｒ）＋Ｃｋ２Ｊ０（ｋｒ［ ］）ｓｉｎαｚｅｉｐ

烅

烄

烆 ｔ

行列式（３１５）的第二个二阶主子式：

（ｋ２－α２）２ｇ１（ｈａ）＋４ｈ２α２ｇ１（ｋａ）＝２（ｋ２＋α２）ｈ２

在αａ 很小时：

Ｐｏ＝ｎπ
ｌ

Ｅ槡ρ
，其 中ｎ是 自

然数。

１ ０ ｎπ
１ ０

横振动：

ｕｒ ＝ ＡｄＪ１（ｈｒ）
ｄｒ ＋ＢｄＪ１（ｋｒ）

ｒ ＋ＣａｄＪ１（ｋｒ）
ｄ［ ］ｒ ｃｏｓθｃｏｓαｚｅｉｐｔ

ｕθ ＝ －ＡＪ１（ｈｒ）
ｒ －ＢｄＪ１（ｋｒ）

ｄｒ －ＣａＪ１（ｋｒ）［ ］ｒ ｓｉｎθｃｏｓαｚｅｉｐｔ

ｕｚ ＝ －ＡαＪ１（ｈｒ）＋Ｃｋ２Ｊ１（ｋｒ［ ］）ｃｏｓθｓｉｎαｚｅｉｐｔ

行列式（３１５）中令 ｍ ＝１即（４１０）式： 在αａ 很小时：

Ｐｏ≈α２ａ
２

Ｅ槡ρ

备注：ｈ２ ＝ ρｐ
２

λ＋２μ
－α２，　　ｋ２ ＝ρｐ

２

μ
－α２，　　γ２ ＝λ＋２μ

μ
＝２１－ν

１－２ν
，　　ｇ１（ｘ）＝ｘＪ０（ｘ）

Ｊ１（ｘ）；　　Ｅ＝μ
３λ＋２μ
λ＋μ

是弹性模量，ν是泊松比。
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