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序   言

21 世纪,随着现代科学技术的飞速发展,人类历史即将进入一个崭新的时

代———信息时代,其鲜明的时代特征是,支撑这个时代的诸如能源、交通、材料和信

息等基础产业均将得到高度发展,并能充分满足社会发展和人民生活的多方面需

求 . 作为信息科学的基础,微电子技术和光电子技术同属于教育部本科专业目录

中的一级学科“电子科学与技术”. 微电子技术伴随着计算机技术、数字技术、移动

通信技术、多媒体技术和网络技术的出现得到了迅猛的发展,从初期的小规模集成

电路(SSI)发展到今天的巨大规模集成电路(GSI),成为使人类社会进入信息化时

代的先导技术 . 20 世纪 60 年代初出现的激光和激光技术以其强大的生命力推动

着光电子技术及其相关产业的发展,光电子技术集中了固体物理、波导光学、材料

科学、半导体科学技术和信息科学技术的研究成就,成为具有强烈应用背景的新兴

交叉学科,至今光电子技术已经应用于工业、通信、信息处理、检测、医疗卫生、军

事、文化教育、科学研究和社会发展等各个领域 . 可以预言,光电子技术将继微电

子技术之后再次推动人类科学技术的革命和进步 . 因此,本世纪将是微电子和光

电子共同发挥越来越重要作用的时代,是电子科学与技术飞速发展的时代 .
电子科学与技术对于国家经济发展、科技进步和国防建设都具有重要的战略

意义 . 今天,面对电子科学与技术的飞速发展,世界上发达国家像美国、德国、日

本、英国、法国等都竞相将微电子技术和光电子技术引入国家发展计划 . 我国对微

电子技术和光电子技术的研究也给予了高度重视 . 在全国电子科学与技术的科

研、教学、生产和使用单位的共同努力下,我国已经形成了门类齐全、水平先进、应
用广泛的微电子和光电子技术的科学研究领域,并在产业化方面形成了一定规模,
取得了可喜的进步,为我国科学技术、国民经济和国防建设做出了积极贡献,在国

际上也争得了一席之地 . 但是我们应该清醒地看到,在电子科学与技术领域,我国

与世界先进水平仍有不小的差距,尤其在微电子技术方面的差距更大 . 这既有历

史、体制、技术、工艺和资金方面的原因,也有各个层次所需专业人才短缺的原因 .
为了我国电子科学与技术事业的可持续发展和抢占该领域中高新技术的制高

点,就必须统筹教育、科研、开发、人才、资金和市场等各种资源和要素,其中人才培

养是极其重要的一环 . 根据教育部加强高等学校本科教育的有关精神,电子科学

与技术教学指导委员会和科学出版社,经过广泛而深入的调研,组织出版了这套电

子科学与技术本科专业系列教材 .
本系列教材具有以下特色:



1 . 多层次 . 考虑到多层面的需求(普通院校、重点院校或研究型大学、应用型

大学),根据不同的层次,有针对性地编写不同的教材,同层次的教材也可能出版多

种面向的教材 .
2 . 延续传统、更新内容,基础精深、专业宽新 . 教材编写在准确诠释基本概

念、基本理论的同时,注重反映该领域的最新成果和发展方向,真正使教材能够达

到培养“厚基础、宽口径、会设计、可操作、能发展”人才的目的 .
3 . 拓宽专业基础,加强实践教学 . 适当拓宽专业基础知识的范围,以增强培

养人才的适应性;注重实践环节的设置,以促进学生实际动手能力的培育 .
4 . 适应教学计划,考虑自学需要 . 教材的编写完全按照教学指导委员会最新

的课程设置和课程要求的指示精神,同时给学生留有更大的选择空间,以利于学生

的个性发展和创新能力的培养 .
5 . 立体化 . 教材的编写是立体的,包括主教材、学习辅导书、教师参考书和多

媒体课件等等 .
本系列教材的编写集中了全国高校的优势资源,突出了多层次与适应性、综合

性与多样性、前沿性与先进性、理论与实践的结合 . 在教材的组织和出版过程中得

到了相关学校教务处及学院的帮助,在此表示衷心的感谢 .
根据电子科学与技术专业发展战略的要求,我们将对这套系列教材不断更新,

以保持教材的先进性和适用性 . 热忱欢迎全国同行以及关注电子科学与技术领域

教育及发展前景的广大有识之士对我们的工作提出宝贵意见和建议 .

教育部“电子科学与技术”教学指导委员会主任

中国科学院院士,天津大学教授
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前   言

21 世纪属于信息时代 . 信息学科与信息产业的迅猛发展促使传统的光学仪

器学科向光电信息学科扩展 . 现代光电信息学科及其产业的发展要求新一代科学

研究与工程技术人员具有扎实的电磁理论基础,具有应用电磁理论来解决光电信

息学科及现代光学中各种问题的能力,成为知识结构新和创新精神强的高层次人

才 . 本书将电磁理论与传统的经典光学及现代光电信息技术相结合,力求形成理

工结合、经典理论与现代学科紧密结合的新体系 .
本书从电磁场理论出发,用麦克斯韦方程组对不同介质以及不同边界条件下

的电子波(光波)求解,对电磁波在各种媒介(包括在分层介质、多层膜、金属及有损

介质、金属波导、介质波导)及各类光纤(包括阶跃及渐变折射率光纤、变折射率介

质、晶体及其他各向异性介质)中的传播特性及部分非线性光学效应进行了系统而

深入的分析,并对现代光电信息技术中的典型应用实例进行分析 .
希望读者通过对本书的学习,达到如下目的:
1)掌握电磁场理论的基本知识,学习在不同边界条件下求解麦克斯韦方程组

的基本方法 .
2)利用电磁场理论分析、求解光学中的基本问题 .
3)利用电磁场理论分析、求解现代光学特别是前沿学科中出现的光学现象及

应用问题 .
本书作者特别希望通过针对各部分理论与现代光电信息技术中的许多典型应

用实例以及相关技术相结合,进行深入的理论分析,使得教材内容更加生动与充

实,也使读者对相应的理论有更深入的理解,并更能引起读者的兴趣 . 本书在内容

上涉及电动力学、工程电磁学、物理光学、波导及光纤、晶体及非线性光学等多内

容,较为深入地将电磁理论与现代光学结合起来,用电磁理论对现代光学及在光电

信息学科中的基础知识及出现的新现象、新问题进行求解与分析 . 作者希望通过

这样一种思路与方法,使电磁理论与光学、光学工程、光电信息技术等相关方面相

结合,力求该教材在内容与体系上有新的突破 .
本书是在作者对浙江大学光电工程系的研究生学位课程“光学电磁理论”进行

了十余年教学以及对教材做多次修改之后写成的 . 从历届我系毕业的研究生反馈

的信息获知,这类书籍在他们走上工作岗位以后仍然起着很好的参考书作用 . 特

别是如果这些研究生曾经用过此书上课,查阅此书会使他们更感到熟悉、方便和快

捷,可以借助于此书的许多内容及解法思路,创造出适合于其研究与工作实践的方



法,收到很好的效果 .
此书也可作为从事光学、光电子、光通信等专业技术人员的参考书籍 . 经过 5

年的电化教学实践,作者编制的课堂用教学软件取得了比较好的教学效果,这一教

学软件与本书配套出版,以便于现代电化教学及远程教学 . 对于本书中可能有的

错误与整体结构的不足,作者十分诚恳希望读者能及时指出并告知,以便使本书得

以不断地修正与提高 .
(E-mail:chenjun1@ zju . edu . cn)

作  者

2005 年 6 月 26 日

于浙江大学求是园
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1  电磁场理论基础及麦克斯韦方程组

光是一种电磁波,到目前为止,用电磁场理论来处理光的各种问题仍是光学中

的一个重要方法 . 麦克斯韦在总结了从库仑、安培到法拉第等前人的电磁学定律

的基础上,以严格完美的数学形式提出了麦克斯韦方程组,建起了电磁场理论的大

厦 . 这一方程组描写了电磁场的空间分布、随时间的变化、各场量相互间的联系以

及运动情况 . 在任意条件下以任意形式传播的电磁波均可以用这一方程组描写,
并通过给定的初始条件及边界条件对电磁场求解 .

本书就是以电磁场理论为出发点,对光波在各种情况下的传播求解,从而得出

光在这些条件下的传播特性 . 因此,电磁场理论是本门课程的基础,而场的概念及

其数学表达与运算是基本工具 .

1 .1  场 论 基 础

所谓场,是指带有某种物理量的空间 . 用数学语言来描述,即为:如果空间或

部分空间中每一点对应于某一量的值,则这样的空间称之为场 . 如果对应的该物

理量是标量,则这种场称为标量场或数量场:u(P)= u(x,y,z)或 u(ρ,φ,z)或 u(r,
θ,φ). 若该量为矢量,则这种场就称为矢量场:V(P)= V(x,y,z)或 V(ρ,φ,z)或

V(r,θ,φ).
以上写法采用了三种坐标系,即直角坐标系、柱坐标系及球坐标系 . 这是在电

磁场理论中用得 多的坐标系 . 下面介绍场论中的几个基本概念 .
1 .1 .1  方向导数

设定一标量场 u(P)= u(x,y,z). 为直观观察场的变化,将具有同一函数值 C
的点集合在一起,这些点组成一曲面,即 u(P)= C(C 为常数),这样的曲面称之为

等位面或等量面 . 例如点电荷 q(坐标为 0,0,0)产生的电位场为 u = q / 4π εr,它的

等位面方程为 q / 4π εr = C,或
x2 + y2 + z2 = (q / 4π εC)2

这是一簇以原点为球心的球面 . 通常选择常数 C 为等差级数,此时在任何切割平

面上都能得到等位线图形 . 等位线密度给出了关于在场的各个方向上 u 变化情况

的清晰概念 . 由于 C取的是等差级数,显见等位线越密,u的空间变化速率越大 .



偏导数
u
 x P0

、  u
 y P0

、  u
 z P0

能表达标量场 u 中 P0 点沿 x、y、z 轴方向变

化的大小;而对于标量场 u(P),需要研究某一点沿任一方向的变化情况,故定义方

向导数的概念如下:

图 1 .1 .1  方向导数示意

定义 1 .1  设 Γ 是通过场 u(P)中某一点 P 的

任一条曲线,l是 Γ 曲线在 P 点的切线(图 1 . 1 .1),
若极限

u
 l = lim

P1 → P

u(P1 )- u(P)
P1 P

(1 .1 .1)
存在,则称此极限为场 u(P)在 P 点沿 l 方向的方向

导数,记作为
u
 l . 可见

u
 x、 u

 y、u
 z是 u(P)沿 x、y、z

方向的方向导数,且有关系式

u l = u x· x l +  u y· y l +  u z· z l
= u

 xcosα + u
 ycosβ +  u

 zcosγ (1 .1 .2)
这就是方向导数的解析表示式,其中 cosα、cosβ、cosγ 为切线 l 的方向余弦 . 场

u(P)在某点 P 上沿不同方向具有不同的方向导数值,即沿不同方向其变化率不

同 . 由此引出了 大变化率即梯度的概念 .
1 .1 .2  梯度

引入矢量u xi + u y j + u z k,并记之为 grad u 或Δ u,设 l 方向上单位矢量为 L,
即

L = cosα i + cosβ j + cosγ k (1 .1 .3)
则有

 u
 l = (Δ u)· L = Δ l u (1 .1 .4)

上式表明数量场 u(P)在任一点 P 处沿任一方向 l 的方向导数是矢量Δ u 在该方

向上的投影 . 由此可知,当 l 的方向与Δ u 的方向重合时,方向导数 u l值为 大 .
由此得出结论:矢量Δ u的方向是使 u(P)在 P 点上方向导数 大的方向,而Δ u 的

模就是 大的方向导数值 . 矢量Δ u就称为数量场 u(P)在 P 点的梯度 .
梯度与等位面的关系:由于在等位面上 u(P)为常量,故有u

 l = 0,即(Δ u)·L
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= 0 . 可见,梯度Δ u垂直于等位面的切平面,即梯度Δ u 与等位面的法线平行 .
结论  场 u(P)在 P 点的梯度Δ u 具有如下性质:
(1)Δ u= u

 xi +  u
 y j + u

 z k,Δ u为矢量 .
(2)Δ u的方向沿着过 P 点的等位面之法线方向(一般指向为 u(P)的增加方

向).
(3)Δ u的大小即为沿等位面法线方向的方向导数值,也是 P 点的 大方向导

数值 .
引入

Δ = 
 xi + 

 y j + 
 zk (1 .1 .5)

称之为哈密顿(Hamilton)算子 . 它既是一个微分算子,又是一个矢量,故也称之为

矢性微分算子 .
1 .1 .3  散度

散度是针对矢量场而言的 . 首先引入流量概念:对任意矢量场 A(P),称式

∮ S
A·d s =∮ S

A· Nd s (1 .1 .6)
为通过封闭曲面 S 的流量 . 其中 N是曲面 S 的外法线方向单位矢量 .

设场 A(P)是一个稳定的不可压缩的流体流速场,这样,在任一时刻内在曲面

S 中储藏的流体量保持不变,通过封闭曲面 S 的净流量也不变 .
(1)当∮ S

A·d s = 0 时,曲面 S 内无沟也无源 .
(2)当∮ S

A·d s > 0 时,曲面 S 内有源 .
(3)当∮ S

A·d s < 0 时,曲面 S 内有沟 .
设封闭曲面 S 包围的体积 V 中只有源,则∮ S

A·d s > 0 表示由曲面 S 内的源

所发出的液量,亦即表示源的强弱 . 而∮ S
A·d s / V 表示单位体积内的源所发出

的液量大小,即表示 V 中源的平均强度 . 当曲面以任意方式压缩成点 P时,上式之

极限即表示点 P 处源的强度,称之为矢量 A 在 P 点的散度,记作 divA或Δ ·A .
散度定义

divA = lim
D (V )→ 0

∮ S
A·d s
V   P ∈ V (1 .1 .7)
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由定义知散度是一个数量场,其值仅与点 P 的位置有关,而与坐标系统选择无关 .
在直角坐标系中有

divA = Δ ·A =  A x

 x +  Ay

 y +  Az

 z (1 .1 .8)
其中

A = A x i + A y j + Az k
  散度有如下两个基本性质:

图 1 .1 . 2  管量场中的矢量管

(1 )Δ · (αA + β B) = αΔ · A
+β Δ ·B (α、β 为常数).

(2)Δ · (uA)= uΔ ·A + A·Δ u (u
为数量场).

若在矢量场 A(P)中处处有Δ ·A =
0,则称 A(P)为无源场或管量场 . 在管量

场中,通过由力线构成的矢量管上任两

个截面σ1 和 σ2 的通量 (流量)是一个定

值,此流量称矢量管的强度(图 1 .1 .2).
1 .1 .4  旋度

对于具有通量源的矢量场,可以用通量及散度(div)表示,而对于具有旋涡源

图 1 .1 .3  环流及旋度

的矢量场,则可以用环流量及旋度(rot)表示 (图
1 .1 .3). 引入环流及环流密度的概念 .

环流———在矢量场 A(P)中,矢量 A 沿封闭曲

线Γ 路径的线积分∮ Γ A·d l =∮ Γ Acosθd l,称之为矢

量 A 沿Γ 曲线的环流量 . 对于具体的场,环流量有

其具体的意义,例如 A为力场,则∮ Γ A·d l是力沿封

闭曲线 Γ 所做的功 .
环流密度———矢量场中给定一点 P(x,y,z),通过 P 点有一小曲面 S,边界为

Γ ,法线为 n,则∮ Γ A·d l
S 表示了在此面积上环流的平均值 . 当曲面 S 按任意方式

缩成一点时,若上式的极限存在,则称之为场 A在 P 点在 n 方向上的环流密度

Wn (P)= lim
D(S)→ 0

∮ Γ A·d l
S   P ∈ S (1 .1 .9)
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环流密度 Wn (P)不仅与点 P 的位置有关,还与法线 n的方向有关 . 同一点 P 上不

同方向上的环流密度是不同的 . 其中使场 A在该点具有 大环流密度的方向即为

旋度的方向,而其 大环流密度的模即为该点旋度的模,由此定义旋度 . 它是一个

矢量,记作 rot A或Δ × A .

ro t A = Δ × A =
i j k


 x


 y


 z

Ax A y A z

(1 .1 .10)

设 N = cosα i + cosβ j + cosγ k 是曲面法线 n 的单位矢量,则可以由斯托克斯公式证

明

(Δ × A)· N=  A z

 y -  Ay

 z cosα +  A x

 z -  Az

 x cosβ +  Ay

 x -  A x

 y cosγ

= lim
S → 0
∮ I′ A·d l

S = Wn (P) (1 .1 .11)
由此可见,n方向上的环流密度是旋度Δ × A 在该方向上的投影 .

结论  矢量场 A(P)在 P 点的旋度Δ × A 具如下性质:

(1)Δ × A = rot A =
i j k
 x

 y
 z

A x A y A z

,Δ × A是矢量 .

(2)Δ × A 的方向是该点环流密度 大的方向 .
(3)Δ × A 的大小即为该点 大环流密度值 .
旋度的基本性质:
(1)Δ × (αA + β B)= αΔ × A +βΔ × B   (α、β 为常数)
(2)Δ × (uA)= uΔ × A + Δ u× A   (u为数量场)

1 .1 .5  势函数,势量场

据前所述,梯度Δ u(P)是数量场 u(P)的梯度场,梯度场是矢量场 . 例如,若有

温度场 u(P),则梯度Δ u(P)代表了各点温度变化 大的方向及大小,即温度场的

梯度场是矢量场 . 实际中这类场是大量存在的 .
定义 1 .2  对于矢量场 A(P),如果存在单值函数 u(P),使得 A = Δ u,则称

A(P)为势量场,u(P)称为势量场 A(P)的势函数 . 用数学式表达为

A = Ax i + A y j + Az k = Δ u =  u xi + u y j +  u zk (1 .1 .12)
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  定义 1 .3  设矢量 A 的三个分量 A x 、Ay 、A z 在单连通域 D 中连续且具有连续

偏导数,则在 D 中以下断语相当:
(1)A 是一个势量场,又称保守场 .
(2)Δ × A = 0,A 必是无旋场(因为Δ × Δ u≡0).
(3)∮ Γ A·d l = 0,回路积分为零 .
(4)∫b

aΓ 1
A·d l = ∫b

aΓ 2
A·d l,线积分∫b

aΓ
A·d l与路径无关 .

(5)势量场 A 的势函数 u 为保守函数 .
例如,重力场、静电场均为势量场 . 点电荷产生的电场强度 E = q

4π εr3 · r . 可

以证明具有这种中心场形式的场 A= f(r)· r 必为势量场,或称保守场 .
对于无旋场 A,它的势函数 u是标量,故又称 u是矢量场 A 的标势 . 对于无源

场,必有Δ ·B = 0,故可定义一个矢势 A,使得 B= Δ × A,由于Δ · (Δ × A)= 0,故
对任一无源场必存在一矢势 A.

标势(无旋场)          矢势(无源场)
Δ × Δ u = 0 Δ ·(Δ × A)= 0
A = Δ u→Δ × A = 0 B= Δ × A→Δ ·B = 0
u 为 A 的标势 A 为 B 的矢势

有关时变电磁场的动态标势及矢势将在有源波动方程一节中详细讨论 .

1 .2  静电场、静磁场基本定律

1 .2 .1  静电场

1 . 库仑定律

  两点电荷带电量为 q1 、q2 ,相距为 r,则电荷 1 对电荷 2 的作用力为

F2 1 = 1
4π ε0 εr

· q1 q2
r2 · r0 (1 .2 .1)

式中,r0 为 r的单位矢量;ε0 = 8 .85× 10 - 1 2 法拉 / 米(F / m);εr 为相对介电常数 .
作用力叠加原理:i个点电荷作用在第 j 个电荷上的作用力为

Fj = 
i
Fi = 1

4π ε0 εr
·

i

q i q j

(rij )2 · ri j 0 (1 .2 .2)
式中,rij 为第 i 个电荷到第 j 个电荷的距离;ri j0 是 ri j 的单位矢量 .

当电荷为连续分布时,设电荷密度为 ρ(r),则体电荷对电荷 qj 的作用力为
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F j = 1
4π ε0 εr ∫V

q j ·ρ(r)· rj0 d v
r2j (1 .2 .3)

式中,rj 为体元 d v 到 q j 的距离;r j0 为 rj 的单位矢量 .
2 . 电场

从场的观点出发则认为,F2 1 是由 q1 产生静电场对点电荷 q2 产生的电场力 .
由 q1 产生的电场强度为

E1 = q1
4π ε0 εr

· r0
| r | 2 (1 .2 .4)

则 q2 在电场 E1 中所受的电场力为

F2 = E1 · q2 (1 .2 .5)
  电场叠加原理:由 i个点电荷产生的合电场为

E(r)= 1
4π ε0 εr

·
i

qi (r - ri)
| r - ri | 3 (1 .2 .6)

由体电荷产生的电场为

E(r)= 1
4π ε0 εr ∫V

ρ(r) r′
| r′ | 3 ·d v (1 .2 .7)

其中 r′为体元到场内任一点 P 的距离矢量,r为任一点 P(x,y,z)的位置矢量 .
3 . 高斯定理

通过闭合曲面 S 的总电感通量 Φ e 等于曲面 S 所包围的电荷总量 Q,即
∮ S

D·d s = 
i
qi = Q (1 .2 .8)

高斯定理的微分形式可由取极限求得

lim
D(V )→ 0

∮ S
D·d s
V
 

= lim
D(V)→ 0

Q
V (1 .2 .9)

得到微分形式

Δ ·D = ρ (1 .2 .10)
4 . 静电场的场特性

(1)由Δ · D= ρ 得,静电场散度为 ρ,静电场是有源场,源的强度与该点电荷

密度有关 .
(2)静电场是中心场,故Δ × E = 0,即静电场是无旋场,沿闭合曲线一周电场

力做功为零 . 电场力做功仅与起止点位置有关 .
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(3)静电场是保守场,故存在一势函数,即电势 . 定义 E= Δ (- u),由Δ ·E =
ρ/ ε可得

Δ 2 u = - ρ/ ε (1 .2 .11)
这就是电势 u的泊松方程 . 在自由体电荷密度 ρ= 0 的区域内,上式变为

Δ 2 u = 0 (1 .2 .12)
这就是电势 u的拉普拉斯方程 .

所有静电场问题都可以归结为求解泊松方程或拉普拉斯方程的问题 . 在已知

电荷密度分布 ρ(r)(或 ρ= 0),并已知边界条件下,求得相应方程的解 u(r),便可求

得全空间的电场分布 E(r). 有关静电场的各种解法在此不作详细讨论 .
1 .2 .2  静磁场

1 . 电流、电荷、连续性方程

  (1)电流密度 J = ρV,表示单位时间穿过单位面积的电量,单位为 C / s·cm2 .
V 为电荷流动速度(cm / s).

(2)电流强度 I = ∫S
J·d s ,表示单位时间内垂直穿过导线截面 S 的电量,单

位为 C / s .
(3)电荷守恒,连续性方程 .
取一封闭曲面 S,单位时间内穿出 S 流走的电量等于 S 曲面内单位时间内减

少的电量,这就是电荷守恒定律,即
∮ S

J·d s = ∫V

- ρ
 t d v (1 .2 .13)

V 为封闭曲面 S 所围的体积 . 若取 V→0,得到微分形式的连续性方程

Δ · J + ρ
 t = 0 (1 .2 .14)

2 . 微分形式欧姆定律

由欧姆定律 I = V / R,R = 1
σ · l

S ,其中σ 为电导率,可得微分形式的欧姆定律

| J | = I
S = V / 1

σ · l
S

S
J = σE (1 .2 .15)

3 . 毕奥 萨伐尔 拉普拉斯定律

如图 1 .2 .1 所示,由电流强度为 I 的载流导线产生的磁场 B 可由毕奥 萨伐
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尔 拉普拉斯定律求得

B = ∫L

μ 0
4π

Id l× r0
| r | 2 (1 .2 .16)

式中,μ0 = 4π× 10 - 7 亨利 / 米(H / m),为真空中的磁导率;| r | 为线元 d l 到该点的距

离;r0 为 r的单位矢量 .

图 1 .2 .1  载流导线产生的磁场 图 1 . 2 .2  载流导线在磁场中受力

4 . 安培力公式

如图 1 .2 .2,载流导线在磁场 B 中受力可表示为

d f = I·d l× B (1 .2 .17)
若磁场 B(r)是由图 1 .2 .1 中的载流导线 L1 产生,则载流导线 L2 的线元 d l2 上受

的磁场力可表示为

d f = μ0
4π I2 d l2 × ∫L 1

I1 d l1 × r0
r2 (1 .2 .18)

5 . 磁通连续性原理———磁场中的高斯定理

通过闭合曲面 S 的磁通量为零,即
∮ S

B·d s = 0 (1 .2 .19)
或以微分形式

Δ ·B = 0 (1 .2 .20)
表示磁场是无源场,不存在“磁荷”,磁力线是无头无尾的闭合曲线 .

6 . 安培环路定律(图 1 .2 .3)
设有一闭合曲线 L,被其环住的电流为 I1 ,I2 ,…,Ii ,它们产生的磁场为 B,则
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图 1 .2 .3  安培环路定律

    ∮ L
B·d l = μ0 

i
I i (1 .2 .21)

微分形式为

Δ × B = μ0 J (1 .2 .22)
表示磁场的旋度不为零,磁场是有旋场 . 由电流

激发的磁场以涡旋形式出现,这是与静电场截然

不同的场 .
小结  静磁场的特性为:
(1)静磁场为无源有旋场,磁力线闭合,无头

无尾 .
(2)磁场为非保守场,电流激发磁场以涡旋形式出现 .
(3)由Δ ·B = 0,因为有Δ ·(Δ × A)≡0,故存在着磁场矢势 A,有

B = Δ × A

1 .3  时变电磁场

在导电媒质中,静电场和静磁场可以同时存在而构成静态电磁场 . 这时由静

电场形成恒稳电流的流动,继而又由恒稳电流激励起静磁场 . 静磁场只是一种结

果,它并不出现在电场的计算中 . 因此,在静态情况下,E 和 D 与静磁场中的 B 和

H 是相互独立的矢量对,它们互不相关 .
但当电场或磁场随时间而变化,即为时变电磁场的情况下,变化的电场可以激

励出时变的磁场,而时变的磁场又可激励出时变电场 . 这时电场矢量 E 和 D 与磁

场矢量 B 和 H 之间就存在着一定的相互联系 . 这一联系是以法拉第电磁感应定

律为基础的 . 在此基础上引入位移电流概念之后对安培环路定律进行修正, 终

导出了描写时变电磁场变化规律的麦克斯韦方程组 .
1 .3 .1  法拉第电磁感应定律

变化的磁场可以在闭合回路 L 中产生感生电动势 ε
ε = - dΦ

d t = - d
d t∫S

B·d s (1 .3 .1)
式中,Φ 为磁通量 .

而另一方面,在闭合回路 L 中,感生电动势可以通过电场强度 E 沿闭合回路

的积分求得

ε =∮ L
E·d l (1 .3 .2)
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由式(1 .3 .1)、式(1 .3 .2)得
∮ L

E·d l = - ∫S

B
 t d s (1 .3 .3)

取微分形式,得
Δ × E = - B

 t (1 .3 .4)
由此引入了一个“涡旋电场”的概念:与静电场不同,当磁场为时变的情况时,Δ × E
不再为零,此时产生的电场不再是无旋场,而是可以有涡旋的,封闭回路 L 中 E 的

线积分即环流量不再为零 . 这是时变电、磁场与静电、磁场的主要区别之一 .
1 .3 .2  全电流定律,位移电流的引入

如图 1 .3 .1 所示回路,交流电源交变地对电容器充放电 . 如图虚线所示作一

图 1 .3 .1  全电流定律

封闭曲面 S 将电容器的一块平板包围在里面 .
倘若 1 .2 节中的安培环路定律在现在的时变

情况下仍然成立,则由式(1 .2 .22)有
Δ × B = μ0 J (1 .3 .5)

式中,B 为导线上电流产生的磁感强度;J 为

导线上传导电流密度,在下面暂记为 JC . 这

时,由 恒 等 式 Δ · (Δ × B)≡ 0,必 有

Δ ·(μ0 JC )= 0,即Δ · JC = 0,但另一方面从

连续性方程知Δ · JC = -  ρ
 t . 在现在时变的

情形下,封闭曲线 S 内的电荷密度 ρ 显然是随时间在变化的,即ρ
 t≠0,这就与连续

性方程发生了矛盾 . 因此必须修改安培环路定律,使之适合于时变电磁场的情况 .
由连续性方程Δ · J +  ρ

 t = 0,设想由变化的电场产生一个位移电流 JD ,使得

Δ ·(JC + JD )= 0 (1 .3 .6)
这里暂把 JC 记为传导电流,以区别于位移电流 JD 及总电流密度 J .

将式(1 .3 .6)与连续性方程比较,且假设静电场中的高斯定理此处仍成立,则
有

Δ · JD =  ρ
 t = Δ ·D t

故有位移电流
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JD = D
 t (1 .3 .7)

这样,安培环路定律在时变电磁场情况下就变成了如下形式

Δ × B = μ0 J = μ0 (JC + JD )= μ0 JC + μ0 D
 t (1 .3 .8)

式中,JC 为传导电流密度;JD 为位移电流密度;J 为总电流密度 . 而通常为简便起

见,把传导电流 JC 简记为 J,这样便得时变电磁场中的全电流定律

Δ × B = μ0 J + μ0 D
 t (1 .3 .9)

1 .4  真空中的麦克斯韦方程组

至此,麦克斯韦在总结了这些电磁学基本定律的基础上,得到了一组完美的描

写时变电磁场基本规律的数学表达式,即麦克斯韦方程组 .
微分形式

Δ × E = -  B
 t       (1)法拉第电磁感应定律

Δ × B = μ0 J + μ0 ε0 E t   (2)全电流定律

Δ ·E = ρ/ ε0       (3)高斯定理

Δ ·B = 0        (4)磁场高斯定理

(1 .4 .1)

其相应的积分形式为

∮ L
E·d l = - ∫S

dB
d t·d s = - dΦ B

d t   (1)

∮ L
B·d l = μ0 I + μ0 ε0 dΦE

d t     (2)

∮ S
E·d s = Q / ε0          (3)

∮ S
Bd s = 0            (4)

(1 .4 .2)

以上为真空中的麦克斯韦方程组 . 与之相应的真空中物质方程为

D = ε0 E   (1)
B = μ0 H   (2)
J = σE   (3)

(1 .4 .3)

在真空中σ = 0,因此真空中无传导电流 . 由式(1 .4 .1)可见,E 和 B 为电磁场的两
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个 初基本量 .

1 .5  介质中的麦克斯韦方程组

当传播空间充满介质时,由于介质在电场及磁场中将发生极化及磁化,使麦克

斯韦方程组相对于真空时将作相应的变化 . 以下将从物质的微观结构、介质的极

化和磁化出发导出介质中的麦克斯韦方程组 .
1 .5 .1  介质的极化、极化电荷、极化电流

在外加电场 E 的作用下,介质的分子被极化;无极分子则其正负电荷中心在

外场 E作用下被拉开 l 距离而形成偶极子,有极分子则在 E 作用下重新趋向而与

E 方向更趋一致 . 无论何种极化均会在介质中产生剩余电荷 . 当电场是均匀时,若
介质是均匀的,则在界面上产生剩余电荷;若介质是不均匀的,或介质均匀而电场

不均匀,则会在介质内部产生剩余电荷 . 这种剩余体电荷就叫作束缚电荷,它与自

由电荷不同 . 束缚电荷是由外加电场在介质中产生极化引起的,它们是被束缚的,
不能在物质内部穿行,唯一可能的运行就是正负电荷朝着相反的方向作位移,位移

量一般比原子的尺度还小,极化分子具有感生偶极矩,这些偶极矩又产生它们自己

的电场,叠加在外加电场之上,使介质中的电场与真空中情况不同 . 这时麦克斯韦

方程组中的第三式的电荷密度 ρ 应当包括自由电荷与束缚电荷两项,即
Δ ·E = ρ/ ε0 = ρf + ρP

ε0
(1 .5 .1)

式中,ρP 代表束缚电荷,它与介质的极化有关 . 可以证明有下式成立

ρP = - Δ · P (1 .5 .2)
此外 P 为介质的极化强度,它表示了在某一体元 Δ V 内的分子偶极矩的平均值

P = 
i
p i

Δ V (1 .5 .3)
其中分子偶极矩

pi = qi l (1 .5 .4)
综上所述,外电场对介质极化造成了偶极子,而偶极子的存在又在介质中形成了束

缚电荷 .
式(1 .5 .2)证明:取介质中由封闭曲面 S 包围的体积 V,由于极化及电场或介质的不均匀

性,在 V 内造成了一定的剩余体电荷 . 从极化观点看,在 V 内剩余的负电荷总数应等于极化在

S 界面上穿出 S 曲面的正电荷数 . 设 V 中剩余电荷密度为 ρP ,则 V 内总剩余负电荷总量为

- ∫V
ρ P ·d v . 穿出 S 曲面的正电荷量可如此求出:作一小体元 d v,使其长度正好等于偶极子长
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图 1 . 5 .1  小体元中的偶极子

度 l,方向则以与电场方向相同为正,其端面正好落在 S 曲

面上,端面面积为 d s,其法线方向向外为正(图 1 . 5 . 1). 则

在此小体元中,在外场 E 作用下偶极子穿出面元 ds的正电

荷量为 nql·d s,其中 n 为单位体积内的分子数,q为每个偶

极子所带的正(或负)电荷量 . 因此,穿出 S 曲面净正电荷

总量为∮ S
nql·d s ,积分中的矢积已考虑了 l 与 d s的方向 .

故得到的为净的正电荷数 . V 内剩余负电荷数与穿出 S 面

正电荷数相等,则有

∮ S
nql·d s = - ∫V

ρP d v
而上式左端积分号内 nql 正是极化强度 P,故证得

∮ S
P·ds = - ∫V

ρ P d v
取其微分形式,得到

ρP = - Δ · P
证毕 .

将式(1 .5 .2)代入式(1 .5 .1),得
ε0 Δ ·E = ρP + ρf = ρf - Δ ·P

或写作

Δ ·(ε0 E + P)= ρ f (1 .5 .5)
令 ε0 E + P= D,且把上式中自由电荷密度 ρf 简记为 ρ,则有

Δ ·D = ρ (1 .5 .6)
这就是介质中的高斯定理 .

当电场较弱时,电场与极化成线性关系,可表示为

P = χε0 E (1 .5 .7)
其中 χ 为电极化率 . 将式(1 .5 .7)代入式(1 .5 .6)得

D = ε0 E + P = ε0 E + ε0 χE = ε0 (1 + χ)E = ε0 εrE = εE (1 .5 .8)
Δ · D = ρ或Δ ·E = ρ/ ε (1 .5 .9)

上式即为介质中的麦克斯韦方程的第三方程,其中

ε = ε0 εr (1 .5 .10)
εr = 1 + χ

εr 为相对介电常数,它包含了介质的极化 . 要注意式(1 . 5 . 9)中的 ρ 是指自由电

荷,而电极化引起的束缚电荷已包括在极化项 P中,即包括在电位移矢量 D中了 .
下面再讨论极化电流 . 当外加电场随时间而发生变化时,介质的极化强度 P

也发生变化 . 可以设想为偶极子的距离 l 即偶极距 p 随时间而变,这样必相应于
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一个电流,其电流密度为 JP ,求法如下 .
总极化强度 P = [

i
qi l i]/Δ V ,它随时间变化

P t =

 ti

q i l i

Δ V = 
i
q i vi

Δ V = JP (1 .5 .11)
上式右端表示了单位体积、单位时间内流过的电荷量,即电流密度,这一电流是极

化引起的 . 故得极化电流密度

JP = P
 t (1 .5 .12)

1 .5 .2  介质的磁化,磁化电流

在外磁场作用下,由于分子电流取向更有规律,形成宏观的磁化电流 . 极化电

流和磁化电流的产生,使得麦克斯韦方程组中的第二方程中电流密度 J 除了包括

传导电流外,还应包括极化电流与磁化电流 .

图 1 .5 .2  分子电流圈与磁化电流

磁化电流与介质的磁化有如下关系

JM = Δ × M
  证明  考察在磁场 B中由封闭曲线 L 围住的一介质面积 S,当场不均匀时,在 S 面内穿入

与穿出的分子电流数不等,故通过该 S 面的净电流密度不为零,此值即为磁化电流密度 . 其中

被边界 L 环链的净分子总电流和(矢量和)即为从 S 面背面流向前面的电流 I M ,而在 L 内部未

被 L 环链住的分子电流其流入与流出电流总和为零 .
被 L 环链的分子电流矢量和可用类似于求束缚电荷时的考虑方法求得:在边界 L 上作一

小柱体,其截面积正好等于分子电流圈面积 a,其轴线正落在边界 L 上,长度为 d l,则只要分子

电流圈中心落在柱体内的这些分子电流必环链住边界 L,它们就都对磁化电流有贡献 . 设介质

内单位体积中分子个数为 n,则由这一小柱体中所有分子电流环链 L 的总电流为 nia·d l,其中

i为分子电流,矢量积表示净的流出电流(图 1 . 5 . 2). 对

封闭曲线 L 作线积分,求得与整个边界 L 曲线环链的总

分子电流值为

IM =∮ L
nia·d l (1 .5 .13)

IM 就是通过截面 S 的总磁化电流强度,它在数值上应等

于在此 S 面上对磁化电流密度的积分,故有

∮ L
n ia·d l = ∫S

J M ·d s (1 .5 .14)
而上式左端又可改写为

∮ L
nia·d l =∮ L

nm·d l =∮ L
M·d l (1 .5 .15)

其中 M为磁化强度
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M = [
i
m i ]/Δ V = 

i
ii a i

Δ V (1 . 5 .16)
比较式(1 .5 .14)与式(1 .5 .15)得

∫S
J M ·d s =∮ L

M·d l (1 . 5 .17)
写成微分形式

JM = Δ × M (1 . 5 .18)
证毕 .

综上所述,外磁场对介质产生磁化,造成了磁偶极子,而磁化的结果形成了磁

化电流 JM .
将极化电流 JP 式(1 .5 .12)与磁化电流 JM 式(1 .5 . 18)代入真空中的麦克斯

韦方程组(1 .4 .1)中的(2)
Δ × B = μ0 J + μ0 ε0 E

 t
此时式中 J 应包括了传导电流密度 J C 、极化电流密度 JP 、磁化电流密度 JM ,即

J = JC + JP + JM (1 .5 .19)
即得

Δ × B = μ0 (JC + JP + JM )+ μ0 ε0 E
 t

= μ0 JC + P
 t + Δ × M + μ0 ε0  E t (1 .5 .20)

将上式整理,得
Δ × B

μ 0
- M = JC + 

 t(P + ε0 E) (1 .5 .21)
令

B
μ 0

- M = H (1 .5 .22)
且有 D= P + ε0 E,并将传导电流 JC 简记为 J,则得

Δ × H = J + D
 t (1 .5 .23)

这就是介质中的全电流定律,其中的Δ × H 项中包含了磁化电流,D
 t 项中包含了

极化电流及位移电流项,而 J 则只代表了传导电流 . 这也正是介质中的麦克斯韦

方程组的第二方程 .
1 .5 .3  介质中的麦克斯韦方程组及物质方程

综合上述讨论,至此可以写出介质中的麦克斯韦方程组
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Δ × E = - B
 t    (1)

Δ × H = J + D
 t   (2)

Δ · D = ρ      (3)
Δ ·B = 0      (4)

(1 .5 .24)

采用国际单位制(SI)时,传导电流密度 J 的单位为安培 / 米2 (A / m2 ),自由电荷密

度 ρ的单位为库仑 / 米2 (C / m2 ). 同时得到了电磁场对材料介质作用的关系式,即
物质方程(或称本构方程)

D = εE = ε0 E + P
B = μH = μ0 (H + M)
J = σE

(1 .5 .25)

  麦克斯韦方程及物质方程描写了整个电磁场空间及全时间过程中电磁场的分

布及变化情况 . 在这组方程中包含了下列参数

E、D、B、H      电场、磁场

Δ 即 
 x、

 y、
 z   场空间分布情况

t 及  t       时间变化情况

ρ、J、ε、μ       场中介质特性

因此,所有关于电磁波的产生及传播问题,均可归结到在给定的初始条件和边界条

件下求解麦克斯韦方程组的问题,这也正是本书用以解决光波在各种介质、各种边

界条件下传播问题的关键及核心 .
1 .5 .4  电磁性质的本构关系及各类物质的参数特征

为了清楚地表示电磁性质的本构关系,将其列于表 1 .5 .1 中 .
表 1 .5 .1  电磁性质的本构关系

电场 、极化 磁场、磁化

偶极矩 p = q l

极化强度 p =

i
p i

Δ V

磁偶极矩 M = ia

磁化强度 M =

i
m i

Δ V

线性关系 P = ε0 χ eE
电极化率 χ e

线性关系 M = χ mH
磁化率 χ m
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续表

电场 、极化 磁场、磁化

电感强度

D= ε0 E + P = ε0 E + ε0χ eE = ε0 (1 + χ e)E
= ε0 εrE = εE

相对介电常数 εr = 1 + χ e

磁场强度

B = μ0 (H + M)= μ0 H + μ0 χ mH = μ0 (1 + χ m)H
= μ0 μ rH = μH

相对磁介常数 μ r = 1 + χ m

表 1 .5 .1 说明:
(1)在高频电磁场中,电磁场随时间变化极快,以致极化和磁化跟不上场的变

化而减小 . 此时,电极化率 χ e 或介电常数 ε、磁化率 χ m 或磁介常数 μ 均为场变化

频率ω 的函数,即
ε = ε(ω), μ = μ(ω)

  (2)铁电、铁磁物质在电磁场中不再呈线性极化及磁化 .
(3)强光(电磁场)作用下介质将出现非线性极化 .
表 1 .5 .2 归纳了各类物质的参数特征以及变化趋势 .

表 1 .5 .2  各类物质的参数特征

真空
介质

理想介质 电介质

半导体

(不良导体)
导体

(非完纯导体)
理想导体

(完纯导体)
电导率 σ σ = 0 σ = 0 σ≠ 0 σ≠ 0 渐大 σ≠0,大 σ = ∞
相对介电

常数 εr
εr = 1 εr ≠1 εr ≠1 εr ≠1 εr ≠1 εr ≠1

相对磁导率

μ r
μ r = 1 μ r≠1 μ r ≠1 μ r ≠1 μ r≠ 1 μ r ≠1

传导电流 JC JC = 0 JC = 0 JC 小 JC 渐大 JC 大 只有 JC

位移电流 JD — 只有 JD J D 大 JD 渐小 J D 小 JD = 0

表 1 .5 .2 说明:
(1)对于像玻璃、空气等光学介质,可近似为理想介质,其光学吸收近似为零 .

这是因为对理想介质有σ = 0,光波(电磁波)通过介质时无传导电流,故没有焦耳

热损耗,即没有吸收 . 而对于任何σ≠0 的实际介质,光波通过介质时都会有传导

电流产生,必伴随有焦耳热损耗 ,这时就有吸收存在 .
(2)介质中传导电流 JC 大大小于位移电流 J D ,而在半导体中 JC 与 J D 几近

相等,在导体中传导电流显著地大于位移电流 . 若是理想导体,只存在传导电流而

没有位移电流 .
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(3)μ r ≠1 的物质叫磁性物质 . 当 μ r ≥ 1 时为顺磁物质,如锰、铬、氮、氧等,
μ r ≤1时为逆磁物质,如金、银、铜、水、氢、氯等 . 而当 |μ r | 1 时则为铁磁物质,如
铁、镍、钴、钆等 .
1 .5 .5  不同介质中物质方程的表示

1 . 均匀、各向同性介质

D= εE
B = μH

此处 ε、μ 均为常数 .
2 . 非均匀、各向同性介质

此时 ε(r)、μ(r)均为 r的函数,但对某一定点的 ε、μ 值则是各向等值的 .
D(r)= ε(r)E(r) (1 .5 .26)
B(r)= μ(r)H(r)

3 . 均匀、各向异性介质

此时 ε 为一张量,但不是 r的函数

D = [εi j ]E  i,j = 1,2,3
εi j 为二阶张量,或写作

D1

D2

D3

=
ε1 1 ε1 2 ε1 3

ε2 1 ε2 2 ε2 3

ε3 1 ε3 2 ε3 3

E1

E2

E3

(1 .5 .27)

式中,D1 、D2 、D3 为矢量 D的三个分量,E1 、E2 、E3 为矢量 E 的三个分量 .
4 . 非均匀、各向异性介质

此时 ε 不仅是二阶张量,而且又是 r的函数,于是

D1 (r)
D2 (r)
D3 (r)

= [εi j (r)]
E1 (r)
E2 (r)
E3 (r)

(1 .5 .28)

5 . 强场作用下的非线性介质

在强场作用下,非线性介质的极化强度 P 不再与 E 成线性关系,而与之成非

线性关系,写为幂级数形式
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D = ε0 E + P = ε0 E + ε0 [χ (1) E + χ (2) E2 + χ(3) E3 + …] (1 .5 .29)
式中,χ (1)、χ(2)、χ (3) 分别为二阶、三阶、四阶张量电极化率 .

1 .6  电磁边界条件

在 ε 和μ 均为连续的空间区域内,麦克斯韦方程是可解的,光学中往往处理由

ε和μ 表征的物理性质在一个或多个光滑表面上发生突变的情况 . 在两介质之间

光滑表面上一点,在界面一边介质中的场矢量与界面另一边的场矢量可以由边界

条件联系起来,而边界条件可直接由麦克斯韦方程推出 .
1 .6 .1  电磁场矢量在媒介分界面上的边界条件

由于两介质分界面上在某些情况下场矢量 E、D、B、H 发生跃变,因此这些量

的导数往往不连续 . 这时不能在界面上直接应用微分形式的麦克斯韦方程组,而
必须由积分形式的麦克斯韦方程组出发导出界面上的边界条件 .

1 . 对于电场强度 E(电场矢量 E)
由介质中的麦克斯韦方程组(1 .5 .24)的第一方程,写为积分形式为

∮ L
E·d l = - d

d t∫S
B·d s (1 .6 .1)

考虑由两种介质组成的界面(图 1 .6 .1). 假若取回路积分的路径为 L,这是一个环

绕边界表面的长方形闭合回路,两个长边分别位于区域 1 和 2,且平行于界面,边
长为Δ l,高为 Δ h . 当取 Δ h→0 时,积分回路中二段 Δ h 上的积分总贡献为零,则

式(1 .6 .1)积分式的左端为

∮ L
E·d l = E1 t ·Δ l - E2 t ·Δ l = (E1 t - E2 t)·Δ l (1 .6 .2)

在作积分时,其中回路的两个 Δ h 边段与 E t 垂直,矢积为零 . 式(1 . 6 .1)右端假设

dB
d t在这一小范围内均匀的条件下为

- d
d t∫S

B·d s = - B
 tΔ l·Δ h (1 .6 .3)

令Δ h→0,上式的右边趋向于零,这意味着长方形宽度无限小,两个长边任意接近

边界,这时由式(1 .6 .2)与式(1 .6 .3)相等,即得

E1 t = E2 t (1 .6 .4)
写成矢量形式为

n× (E2 - E1 )= 0 (1 .6 .5)
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图 1 .6 .1  两种介质界面上,电场强度切向量 Et 连续

可见,在两种介质界面上电场强度矢量的切向分量连续 .
2 . 对于磁场强度 H(磁场矢量)
将介质中的麦克斯韦方程组第二方程,写为积分形式

∮ L
H·d l = I + d

d t∫S
D·d s (1 .6 .6)

如图 1 .6 .2 取类似的积分回路 L,对于 H 作回路积分,且考虑到当 Δ h→0 时两段

Δ h 上积分为零,可得

∮ L
H·d l = (H1 t - H2 t )Δ l (1 .6 .7)

图 1 .6 .2  两种介质分界面上磁场强度关系

式(1 .6 .6)右端在假设小范围内
D
 t 是均匀的,并设界面上的面传导电流的线密度

为α,可得

I + ∫S

D
 t ·d s = Δ l·α + D

 t ·Δ l·Δ h (1 .6 .8)
当Δ h→0 时,有

·12·1  电磁场理论基础及麦克斯韦方程组



H1 t - H2 t = α (1 .6 .9)
写成矢量形式为

n× (H2 - H1 )= α (1 .6 .10)
当界面上无传导电流时,α = 0,此时 H 的切向分量连续;否则其切向分量不连续 .

3 . 对于电位移矢量 D

由介质中的麦克斯韦方程组第三方程,写为积分形式

∮ S
D·d s = Q (1 .6 .11)

取一个如图 1 .6 .3 所示的围绕边界表面的小圆柱体,高度为 Δ h,底面积为 Δ S,当
使得Δ h→0 时圆柱体收缩为面,上式积分中柱体侧面上的积分为零,故有

(D2 n - D1 n)·Δ S = Q (1 .6 .12)
令Δ S→0,可得极限情况

D2 n - D1 n = σ (1 .6 .13)

图 1 . 6 .3  两种介质界面上的电位移矢量关系

当Δ h→0 时,σ 为界面上的自由电荷面密度 . 写成矢量形式为

n·(D2 - D1 )= σ (1 .6 .14)
4 . 对于磁感应矢量 B

由介质中麦克斯韦方程组第四方程,写为积分形式

∮ S
B·d s = 0 (1 .6 .15)

取类似于图 1 .6 .3 的小圆柱体 S,当使得圆柱体高 Δ h→0 时,上式积分中圆柱体侧

面上积分为零,可得上述积分式对于磁感应矢量 B的法向分量 Bn ,有
(B2 n - B1 n)·Δ S = 0 (1 .6 .16)
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设Δ S→0,可得极限情况

B2 n - B1 n = 0 (1 .6 .17)
写成矢量形式为

n·(B2 - B1 )= 0 (1 .6 .18)
可见,B 矢量的法向分量在界面上连续 .

在解光波(电磁波)在界面上的传播状况时均要利用这些边界条件 .
1 .6 .2  两种无损耗媒介的分界面上的边界条件

在无损介质中电导率σ = 0,故不可能存在传导电流而只可能有束缚电荷及位

移电流 . 因此在无损介质的界面上必有 ρ= 0,J = 0,因此有 α = 0,此时得到无损介

质分界面上边界条件为

D1 n = D2 n ,   B1 n = B2 n

E1 t = E2 t ,   H1 t = H2 t
(1 .6 .19)

在一般情况下,实际媒质均有一点损耗,即两种媒质的电导率 σ 不为零而有一定

值 . 此时电流是由体电流密度定义的,它分布在有限厚度内,表面电流为零,分界

面上不存在自由面电流,故仍有 J = 0 . 由此得出结论,在跨越几乎所有的实际媒

质边界时,均有 J = 0,即 H 的切向分量 H t 连续 .
1 .6 .3  电介质与导体分界面上的边界条件

1 . 理想导体

  在理想导体内部不存在电场,而在时变情况下,由麦克斯韦方程组描述的(E、
D)和(B、H)之间的关系将保证在时变情况下导体内部的 B 和 H 也为零 . 这与静

态场不同,在静态时,导体中的稳定电流将产生静磁场,而这一静磁场并不影响电

场 . 因此,当 E和 D 在导体内为零时,静态的 B 和 H 可以不为零 . 而在时变情况

下,理想导体内部则有

E2 = 0,  H2 = 0,  D2 = 0,  B2 = 0 (1 .6 .20)
所有的电荷只存在于导体表面,导体在电场作用下可以有电荷流动,可以存在自由

电荷及表面传导电流 . 故理想导体边界条件为

D1 n = ρ
E1 t = 0
B1 n = 0
H1 t = α

(1 .6 .21)
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2 . 实际导体

上述边界条件是对理想导体而言的,如:对于超导体,分界面上 H1 t不与 H 2 t 连

续;而对于实际导体或电导率不为∞ 的任何实际介质,则磁场矢量 H 的切向分量

在边界上实际上是连续的 . 理由正如在 1 .6 .2 节所述,电流是在导体内部流动的

(除非是超导体),它分布在有限的厚度内,表面电流是零 . 而在导出边界条件时,
如图 1 .6 .2 中作的闭合回路,当它的两个长边无限靠近界面时,则回路中包含的电

流就为零了,因此分界面两侧 H 切向分量必定相等,故实际导体有 H1 t = H2 t ,类似

地有

E1 t = E2 t

D1 n = D2 n (1 .6 .22)
B1 n = B2 n

1 .7  无源波动方程

1 .7 .1  无源波动方程一般形式

  在光学的一般情况中,我们更多的是关心电磁波的传播问题,即研究无源空间

中的电磁波传播过程 . 简单的情况是在真空中的传播,此时真空中无自由电荷

及传导电流,麦克斯韦方程组简化为

Δ × E = - B
 t    (1)

Δ × B = μ0 ε0 E t   (2)
Δ · E = 0     (3)
Δ ·B = 0     (4)

(1 .7 .1)

把式(1 .7 .1)中的式(1)两边取旋度并用式(2)代入,得
Δ × Δ × E = - μ0 ε0 2 E

 t2 (1 .7 .2)
应用矢量公式

Δ × Δ × E = Δ (Δ ·E)- Δ 2 E (1 .7 .3)
又由式(3)有Δ ·E = 0,故得Δ × Δ × E = - Δ 2 E . 因此可得

Δ 2 E - ε0μ0 2 E
 t2 = 0 (1 .7 .4)

同样,可得
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Δ 2 B - ε0μ0 2 B
 t2 = 0 (1 .7 .5)

若令 C= 1
ε0 μ0

,得

Δ 2 E - 1
C2 ·2 E

 t2 = 0

Δ 2 B - 1
C2 ·2 B

 t2 = 0
(1 .7 .6)

这就是真空中的波动方程,常数 C 就是电磁波在真空中传播的速度,从 ε0 =
8 .8542× 10 - 1 2 F / m 及 μ0 = 4π × 10 - 7 H / m,求得 C = 2 .9979× 108 m / s,这正是光在

真空中传播的速度 . 麦克斯韦由此预言,光必是一种电磁波 .
从介质中的麦克斯韦方程组式(1 .5 .24)出发,用类似的方法可以导出介质中

的电磁波波动方程

Δ 2 E - 1
v2

2 E
 t2 = 0 (1 .7 .7)

Δ 2 H - 1
v2

2 H
 t2 = 0 (1 .7 .8)

其中

v = 1
εμ = 1

ε0 εrμ 0 μ r
(1 .7 .9)

1 .7 .2  时谐电磁场,定态波动方程

如果电磁场场矢量的每一个坐标分量都随时间 t 以相同频率ω 作简谐变化,
则称这类电磁场为时谐电磁场 . 任何复杂变化的场都可以用傅里叶积分的方法分

解为许多简谐变化的场的叠加,因此讨论简谐电磁场的波动方程是 具普遍意义

的 .
对于简谐电磁场,电场矢量可写为

 E(x,y,z,t)
= iA x0 (x,y,z)cos[ω t + φ x (x,y,z)]+ jA y 0 (x,y,z)cos[ω t + φ y (x,y,z)]
 + kA z0 (x,y,z)cos[ω t + φ z (x,y,z)] (1 .7 .10)

或用复数表达 E= Re[E0 eiω t ];或直接写作

E = E0 eiω t (1 .7 .11)
则有

E = Ex i + Ey j + Ez k = E0 eiω t
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其中

Ex = Ex0 eiω t = Ax0 ei (ω t + φ x)

Ey = Ey0 eiω t = A y0 ei (ω t + φ y)

Ez = Ez0 eiω t = Az0 ei (ω t + φ z)
(1 .7 .12)

其中 Ex0 = A x0 eiφ x ,Ey 0 = Ay0 eiφ y ,Ez0 = Az0 eiφ z . 它们均为复数,称为之复振幅 . 类似

地也可对 H写出时谐表达式 .
谐变矢量对时间求导可表示为

E t = iωE,   即  t → iω (1 .7 .13)
2 E
 t2 = - ω2 E,  即 2

 t2 → - ω2 (1 .7 .14)
此时,时谐电磁场的麦克斯韦方程组成为如下形式

Δ × E = - iωB = - iωμH   (1)
Δ × H = iωD = iωεE    (2)
Δ ·H = 0         (3)
Δ ·E = 0         (4)

(1 .7 .15)

此处假设介质中无自由电荷及传导电流 .
同样,对上式的式(1)取旋度并将式(2)代入之,就得到对时谐电磁场下的定态

波动方程,即亥姆霍兹方程

Δ 2 E + K2 E = 0
Δ 2 H + K2 H = 0 (1 .7 .16)

其中

K = 2π
λ = 2π ν

V = ω· μ ε

1 .7 .3  非均匀介质中的波动方程

当介质为非均匀且各向同性时,有 ε= ε(r),于是

D(r)= ε(r)·E(r) (1 .7 .17)
这时

Δ · D = ε(r)Δ ·E(r)+ E(r)·Δ ε(r) (1 .7 .18)
当介质中无自由电荷时,ρ= 0,则有Δ ·D= 0,于是

Δ ·E = - E·Δ εε ≠ 0 (1 .7 .19)
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在导出波动方程过程中可见

Δ × (Δ × E)= Δ (Δ ·E)- Δ 2 E = - Δ E·Δ εε - Δ 2 E (1 .7 .20)
由此得到非均匀介质中的波动方程为

Δ 2 E + Δ E·Δ ε
ε = μ ε 2 E

 t2 (1 .7 .21)
类似地,可以得到关于 H 的非均匀介质中波动方程为

Δ 2 H + Δ ε× (Δ × H)
ε = μ ε 2 H

 t2 (1 .7 .22)
此时仅假设 ε 是 r 的函数,而 μ 在全空间内均为常数 .

1 .8  有源波动方程

上节讨论的无源波动方程涉及电磁波在空间的传播,而电磁波的辐射往往是

由变速运动电荷产生的 . 这就是由有源波动方程,即非齐次波动方程所描写的交

变电流辐射电磁场的规律,辐射源就是变化的电荷分布和电流分布 . 本节将从引

入电磁场的动态标势和矢势概念出发,通过研究标、矢势的解———推迟势———引出

相互作用的有限传播速度这一概念,并利用推迟势导出 基本的电偶极辐射的辐

射电磁场计算公式 .
1 .8 .1  电磁波的标势、矢势

与 1 .1 .5 节所述的静电场及静磁场类似,在变化的电磁场中也存在着标势与

矢势 .
在时变电磁场中,仍有Δ ·B = 0,故由矢量恒等式Δ ·(Δ × A)≡0 可以断言,

必存在一个 A,使得 B= Δ × A,而仍满足麦克斯韦方程组第三方程Δ ·B = 0,故称

A为矢势,或称动态矢量位 . 同样也可导出电磁场的动态标量位(动态标势).
将Δ × E = -  B

 t变换为

Δ × E +  t(Δ × A)= 0 (1 .8 .1)
令

E + A
 t = - Δφ (1 .8 .2)

则式(1 .8 .1)成为Δ × (- Δφ)= 0,可见Δφ 这个梯度场是一个无旋场,φ 即为势函

数 . 当然 φ 是时变磁场的标势,故称动态标势 . 综上所述,得到电磁场的标、矢势
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与场矢量的关系为

E = - Δ φ - A t
B = Δ × A

(1 .8 .3)

1 .8 .2  洛伦兹规范和库仑规范

经式(1 .8 .3)这样的替换后,A与φ 并不能唯一地确定电磁场,这是因为当

Δ × E +  A t = 0 (1 .8 .4)
成立时,若任意加上一个Δ × ψ = 0 的函数 ψ,仍满足

Δ × E + A
 t + ψ = 0 (1 .8 .5)

故仍不能解出一个确定的 E . 因此应加上一个约束条件,即规范 . 常用的规范有两

种:
1)洛伦兹规范

辅助条件为

Δ ·A + 1
C2

φ
 t = 0 (1 .8 .6)

  2)库仑规范

辅助条件为

Δ ·A = 0 (1 .8 .7)
在这种规范下,A 为无源场,因而电场表达式(1 .8 . 3)中第二项 - A

 t为无源场,而
第一项(- Δφ)为无旋场 . - A

 t项对应于感应电场,即变化磁场产生的涡旋电场,
而 - Δφ 项对应于库仑场 .

不同的规范对应着不同的一组(A,φ),但不同规范又对应着同一的 E 和 B,因
此,如果用势来描述电磁场,与规范选择无关,势作不同的规范变换,所有的物理量

和物理规律都应保持不变,这种不变性称为规范不变性 . 从数学上解悉这种规范

变换的自由性是由于在势的定义式(1 .8 .3)中只给出了 A 的旋度而没有给出 A 的

散度 . 仅有旋度是不足以确定一个矢量场的,为确定 A 必须再给出 A 的散度 . 而

电磁场 E和 B 本身对 A 的散度没有任何限制 . 因此作为确定势的辅助条件,我们

可以取Δ ·A为任意值,每一种选择就对应一种规范,但不同的规范都对应着同一

E和 B . 从计算方便考虑,不同的问题可以采用不同的规范 .
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1 .8 .3  达朗贝尔方程———有源波动方程

把式(1 .8 .3)表示的 E 与 B 代入麦克斯韦第二方程

Δ × H = J + D
 t (1 .8 .8)

得到了动态标势 φ 与矢势 A 所满足的方程

1μ Δ × Δ × A = J +  t ε - Δ φ - A
 t (1 .8 .9)

利用

Δ × Δ × A = Δ (Δ ·A)- Δ 2 A (1 .8 .10)
将式(1 .8 .9)化为

Δ 2 A - μ ε 2 A
 t2 = - μJ + Δ Δ ·A + μ ε φ

 t (1 .8 .11)
  同样,把式(1 .8 .3)代入麦克斯韦第三方程Δ ·E = ρ/ ε,得到

- Δ 2 φ -  tΔ ·A = ρ/ ε (1 .8 .12)
由式(1 .8 .11)与式(1 .8 .12)确定的 A与φ 的方程是适用于任何规范的一般式,下
面对具体规范条件下的方程作讨论 .

1 . 采用库仑规范

由库仑规范条件Δ ·A= 0 得到

Δ 2 A - μ ε 2 A
 t2 - μ ε 

 tΔ φ = - μJ

Δ 2 φ = - ρ/ ε
(1 .8 .13)

这种规范的特点是标势φ 满足的方程与静电场电势 u 满足的泊松方程(1 .2 .11)相

同,其解是库仑势,解出 φ 后代入第一式即可解出 A,从而确定辐射电磁场 .
2 . 采用洛伦兹规范

由洛伦兹规范条件Δ · A+ 1
C2 ·φ t = 0,在介质中可改写为Δ ·A + μ ε φ

 t = 0,
将此式代入式(1 .8 .11)与式(1 .8 .12)得到

Δ 2 A - μ ε 2 A
 t2 = - μJ

Δ 2 φ - μ ε 2 φ
 t2 = - ρ/ ε

(1 .8 .14)
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这就是矢势与标势的有源波动方程,即达朗贝尔方程,第一式表示了电流 J 产生

的矢势波,第二式表示了由电荷 ρ 产生的标势波 . 当电流及电荷随时间变化时,产
生的矢势波及标势波在空间传播,由此产生交变的电磁场 E 及 B .
1 .8 .4  达朗贝尔方程的解,推迟势

求解关于 φ 及 A 的达朗贝尔方程,就是求解由给定的电荷源及电流源产生的

电磁辐射场问题 . 以洛伦兹规范下的非齐次波动方程(1 . 8 .14)为例,这两个方程

具有完全相同的形式,故可以以求解其中之一的标势达朗贝尔方程为例,另一方程

可照此求解 .
由式(1 .8 .14)表示的标势波动方程中,ρ 为空间自由电荷密度,这是一个线性

方程,因此由空间电荷密度 ρ(r′ ,t)产生的势 φ 可以看作由许多体元内的变化电荷

(点电荷)产生的势的叠加 . 现考虑位于 M′ (r′)点的变化电荷 Q(r′ ,t),它的电荷密

度可以用狄拉克函数与点电荷乘积表示

ρ(r′ ,t)= Q(t)·δ(r - r′ ) (1 .8 .15)
因此点电荷的标势达朗贝尔方程可写为

Δ 2 φ - μ ε 2 φ
 t2 = - 1

ε Q(t)δ(r - r′) (1 .8 .16)
解此方程便可求得由位于 M′ (r′)点的变化电荷 Q(r′ ,t)在观察点 M(r)所产生的

势 φ(r,t). 为求解 φ(r,t),可以先考虑当 M′点位于坐标原点时的情况,如图1 .8 .1

图 1 .8 .1  点电荷位于坐标原点时

在 M 点产生的势φ (r,t)

所示 . 由于点电荷辐射的球对称性,式(1 .8 .16)
可采用球坐标下的表达形式

1
r2 ·  r r2 φ

 r - 1
v2 ·2 φ

 t2 = - 1ε Q(t)δ(r)
(1 .8 .17)

与该方程相应的齐次方程的通解为

φ(r,t)= f t - r
v

r + g t + r
v

r
(1 .8 .18)

可以假设非齐次方程(1 .8 .17)的解也具有式(1 .8 .18)类似的形式,考虑到点电荷

辐射是向外辐射的球面波,故取式(1 .8 . 18)的第一项为非齐次方程解的形式 . 再

考虑到由静电荷 Q 激发的静电势为 u = Q
4π εr,当 Q(t)为变化电荷时,方程

(1 .8 .17)具有如下形式的解
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φ(r,t)= Q t - r
v

4π εr (1 .8 .19)
将试解形式代回式(1 .8 .17)可知,不论在 r = 0 的点或 r≠0 的点,该解均满足达朗

贝尔方程 . 其中 r 为矢径 r 的模 .
再考虑 M′点不位于原点时的一般情况,可得解的一般式为

φ(r,t)=
Q r′ ,t - rM M′

v
4π εrM M′

(1 .8 .20)
或写为狄拉克函数形式

φ(r,t)=
Q(r,t′)·δ(r - r′)·δ t′ - t + rM M ′

v
4π εrM M′

(1 .8 .21)
其中 M(r)为观察点,点电荷位于 M′ (r′)点,rM M ′ 为观察点 M 到点电荷坐标点 M′
的矢径

rM M ′ = (x - x′)2 + (y - y′ )2 + (z - z′)2 (1 .8 .22)
如图 1 .8 .2 所示 .

图 1 .8 .2  连续体电荷产生的推迟势

当电荷为连续分布时,其电荷密度为 ρ(r′ ,t),由场的叠加性,它所激发的标势

为

φ(r,t)= ∫V′

ρ r′ ,t - rMM ′
v4π εr MM ′

d v′ (1 .8 .23)
或写作狄拉克函数的形式
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φ (r,t)= ∫∞

- ∞

ρ(r,t′ )·δ(r - r′ )·δ t′ - t + rMM ′
v4π εr MM ′

d x′ d y′ d z′ d t′
(1 .8 .24)

  类似地,可以由求解矢势 A 的达朗贝尔方程得到变化的电流分布 J(r′ ,t)所激

发的矢势

A(r′ ,t)= ∫V′
μ
4π ·

J r′ ,t - rM M′
v

r M M′
d v′ (1 .8 .25)

由式(1 .8 .23)及式(1 .8 .25)给出了空间观察点 M(r)在 t 时刻的矢势和标势 . 它

意味着,M 点的势是由位于 V′中各点源 M′中的变化电荷或变化电流分布所激发

的 . M 点 t 时刻的势φ (r,t)是各 M′点在早一个时刻 t - rM M′
v 的电荷(电流)分布贡

献的总和 . 因此,M 点 t 时刻的电磁场是由源电荷、电流分布的各个不同点在不同

时刻所激发的总和 . 在 M′ i 点激发的势经过了
r M M′
v 时刻后才传到 M 点而激发 M

点的势,即 M 点的势比 M′点推迟了一个时间,所推迟的时间 rM M′
v 正是电磁波从 M′

点传播到 M 点所需的时间,v 是介质中电磁波传播的速度,若为真空中,这一推迟

时间即为 rM M′
C ,C为真空中电磁波传播速度 . 因此式(1 .8 .23)、式(1 . 8 .25)又称作

推迟势 . 求出这两个推迟势后,又可由式(1 .8 .3)求出任意空间点的电磁场矢量 E
与 B .
1 .8 .5  电偶极辐射

本节讨论 简单的真空中的电偶极辐射 .
当电流密度变化具有简谐振荡这一 简形式时

J(r′ ,t)= J(r′)·eiω t (1 .8 .26)
它可以是微观的激发态原子发光的振荡偶极子模型,或变速运动带电粒子辐射射

线的模型,也可以是宏观的交流电天线辐射长波长电磁波的情形 . 以宏观交流电

辐射为例,电偶极子由一对带± Q 的电荷构成,并用导线联结两电荷,电荷变化为

Q = Q0 eiω t (1 .8 .27)
体系偶极矩

p = Ql = Q0 leiω t = p0 eiω t (1 .8 .28)
相应的变化电流
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I = d Q
d t = iωQ0 eiω t (1 .8 .29)

对于这种简谐振荡电流,由式(1 .8 .25)得到在真空中的推迟势为

A(r,t)= μ0
4π ∫V

J(r′)e - i (K r M M′ - ω t)

rM M ′
d v′ (1 .8 .30)

式中,K = ω / C为波数 .
由远场(rM M ′ λ)且电荷分布区域的线度远小于波长时,可作如下近似 .
由 rM M ′ = r - r′ ,得近似线度

rM M′ ≈ r - r0 · r′ (1 .8 .31)
r0 为 r的单位矢量 . 代入式(1 .8 .30)得

A(r,t)= μ0
4π ∫V′

J(r′ )·e- i K (r - r0· r′ )·eiω t

r - r0 · r′ d v′

≈ μ0
4π rei (ω t - K r) ∫V′ J(r′)(1 + i Kr0 · r′ + …)d v′ (1 .8 .32)

积分号内级数展开式各项则对应于各级电、磁多极辐射 . 在作级数展开时,在积分

号内分母中的 r0 · r′项相对于 r 为小量,故可以略去 . 取级数展开的第一项,即相

应于电偶极辐射的矢势

A(r,t)= μ0 e- i K r

4π r ∫V′ J(r′ )·eiω t ·d v′ (1 .8 .33)
对于振荡偶极子,由式(1 .8 .27)～ 式(1 .8 .29)得

dp
d t = d

d t(Q· l)= I· l = ∫V′ J(r′ )eiω t ·d v′ (1 .8 .34)
将此式代入式(1 .8 .33),得

A(r,t)= μ0 e- i K r

4π r ·d p
d t = iμ0 ω p0

4π r e- i K r ·eiω t (1 .8 .35)
由此可求出电偶极辐射的磁场矢量

B = Δ × A = - iμ0 K
4π r e

- i K r · r0 × d p
d t (1 .8 .36)

由于

d2 p
d t2 = iω d pd t (1 .8 .37)

代入式(1 .8 .36)后可使系数为实数,得
  B = - iμ0 K

4π r·iω·e- i K r r0 × d2 p
d t2 = 1

4π ε0 C3 re
- i K r · d2 p

d t2 × r0  (1 .8 .38)
对于电场 E,由于 J(r′ ,t)具有时谐形式,而使电荷密度 ρ 也必为含 eiω t 的时谐形
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式,因此由洛伦兹规范下 A与φ 所具有完全相同的方程形式而得到形式相同的φ
解,继而求得 E . 当然,由于得知 B 与 E 均具有 eiω t 的时谐形式,则可直接由Δ ×
B= μ0 ε0 E

 t = iω
C2 E 求得

E = - i C
K Δ × B = - iC

K (- i K r0 × B)= CB × r0 (1 .8 .39)
将式(1 .8 .38)代入上式,得

E = e- i K r

4π ε0 C2 r
d2 p
d t2 × r0 × r0 (1 .8 .40)

若取球坐标原点在电荷分布区内,并以 p 方向为极轴,则由上述 E、B 解的表达式

可知,B 沿纬线振荡,E 沿经线振荡,则有一般表示式

B(r,t)= 1
4π ε0 C3 r

d2 p
d t2 e- i K r (sinθ)· eφ

E(r,t)= 1
4π ε0 C2 r

d2 p
d t2 e - i K r (sinθ)·eθ

(1 .8 .41)

图 1 .8 . 3
(a)振荡偶极子辐射的球面电磁波 ;(b)振荡偶极子在 ω t = π 的电力线,偶极子位于中心 ,方向是竖直的

这就是振荡偶极子的电偶极辐射电磁波解 . 它是一个单色球面波,并且是线偏振

的 . B 矢量振动方向垂直于传播方向,且在与 p 垂直的平面内,磁力线是纬线圆

周,B 永远垂直于 K,故 B 是横向的 . 而 E 由于要在空产满足Δ · E = 0,E 线必须

形成闭合曲线,如图 1 .8 .3 所示,电力线是经面上的闭合曲线,而在二极处又必须

为 0,因此,除了赤道线之外其他区域 E 就必含有纵向分量,可见 E 不是横向的 .
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因此,电偶极辐射是空间中的 T M 波,只有当传播到远场时才近似为 TEM 波 .
对于微观的变速运动带电粒子辐射,如原子自发辐射,按经典电子理论,是由

构成原子的正负电荷中心作偶极振荡形成的 . 此时,偶极子的偶极矩为

p = ql0 eiω t = ql (1 .8 .42)
d p
d t = qv = ∫V

J(r′ )eiω t d v′ (1 .8 .43)
对于一个振荡偶极子,不论 V 取多大,上式总是成立的,因此,仍与式(1 . 8 .34)一

致,求得由带± q电量的单个振荡偶极子产生的电磁场表达式与式(1 .8 .41)完全

相同的,只是此时的 p 表示单个振荡偶极子的偶极矩,而不是宏观变化电流情况

时的体系偶极矩 . 因此,原子自发辐射对应一个电偶极子作简谐振荡时,辐射出线

偏振单色球面波,即相当于无限长正弦波列 . 但实际上电偶极子既然辐射能量,必
作阻尼振荡,因此辐射准单色球面波,即波列为有限长度 . 而且实际光源是由大量

原子构成,不同原子的辐射或同一原子再次被激发后的不同时刻辐射,它们的频

率、位相、振动方向……均不可能相同,因此尽管单个振荡偶极子辐射单色线偏光,
但从大量原子发光的统计效应来看,其辐射的光振动在空间方向上概率相等,因此

宏观效果是自然光,并且具有较大的频率范围及无规的相位特性,是非相干光 .

1 .9  电磁场的能量

1 .9 .1  洛伦兹力

  带电粒子或系统在电磁场中不仅受电场力作用,而且受磁场力作用,二者总和

即为洛伦兹力 . 磁场中带电导线 d l 所受磁场力为

dFm = Id l× B (1 .9 .1)
相应的磁场力密度为

f m = dFm

dV = J× B (1 .9 .2)
电场中带电系统或电荷受电场力

dFe = QE (1 .9 .3)
相应的电场力密度

f e = ρE (1 .9 .4)
故有系统受电磁场的总力密度

f = f e + f m = ρE + J× B (1 .9 .5)
对于单个带电粒子,如电子 e,受电磁场力的总和为
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F = eE + ev× B (1 .9 .6)
即为带电粒子受的洛伦兹力 . e 为带电粒子的电量,v 为带电粒子的运动速度 .
1 .9 .2  电磁场的能量和能流

1 . 基本定义

  (1)能量密度

w(r,t)= dW
dV (J / m3 )

表示场内单位体积内的能量 .
(2)能流密度

S (W / m2 )
其方向就是能量传输的方向,数值等于单位时间内垂直流过单位截面的能量,即电

磁场传输的功率面密度,又称坡印亭矢量 S .
2 . 场和电荷系统的能量转化和守恒定律

设场内某区域有电荷分布 ρ 及电流分布 J,能量守恒定律表明单位时间内流

入区域 V 的能量等于场对 V 内电荷做功的功率与 V 内单位时间内电磁场能量增

加之和 .
现在有场对 V 内电荷做功功率为 ∫V

f·vd v,V内电磁场能量增加为 d
d t∫V

w d v,
流过区域界面Σ 进入 V内的能量为 -∮ Σ S·dσ ,这里取负号是因为规定法线向外为

正 . 故根据能量守恒定律有

-∮ Σ S·dσ = ∫V
f · vd v + d

d t∫V
w d v (1 .9 .7)

其微分形式

- Δ ·S = f· v +  w
 t (1 .9 .8)

又称坡印亭定理 .
1 .9 .3  能量密度 w及能流密度 S 的表达式

本节将从麦克斯韦方程,洛伦兹力及能量守恒定律导出 w、S与 E、H 之间的

关系 .
由式(1 .9 . 8),右端第一项 f· v 即为电磁场对电荷系统做的功,f 是系统受
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的洛伦兹力,故
f· v = ρE· v + (J× B)· v

应用 J = ρ· v 代入上式右端第二项,显然,第二项为零,于是上式改写为

f· v = E· J (1 .9 .9a)
由麦克斯韦第二方程Δ × H = J + D t ,用 E 乘其两边,得到该式左边为

E· (Δ × H)= - Δ ·(E× H)+ H·(Δ × E)
= - Δ ·(E× H)- H·B

 t (1 .9 .9b)
右边为

E· J + D
 t = E· J + E·D t (1 .9 .9c)

故得

E· J = - Δ ·(E× H)- E·D t + H· B t (1 .9 .10)
  由式(1 .9 .8)移项后,有

f· v = - Δ ·S -  w
 t (1 .9 .11)

比较式(1 .9 .10)与式(1 .9 .11),可得

S = E× H
 w
 t = E·D

 t + H·B
 t

(1 .9 .12)

式中的 S即为能流密度,又称坡印亭矢量 . 第二式可改写为一般形式

dw = E·dD + H·dB (1 .9 .13)
在线性介质中,利用物质方程,并对上式积分可得

w = ∫E·dD + ∫H·dB = 1
2 (E· D + H·B)= 1

2 εE 2 + 1
μ B2

(1 .9 .14)
由此即得能流密度 S及能量密度 w 的表达式 .

为进一步说明式(1 .9 .10)与式(1 .9 .11)作比较的正确性及坡印亭矢量定理的

物理意义,可将式(1 .9 .10)用于全空间,将区域 V 扩展到无穷远,并取其积分形式

∫V
E· Jd v = -∮ Σ E × Hdσ - d

d t∫V

1
2 (E·D + H·B)d v (1 .9 .15)

若场源分布在有限区域内,当 V→∞ 时在无穷远处封闭曲面 Σ 上的 E 及 H 场矢量
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趋向于零,故上式右端第一项的面积分为零 . 上式仅存两项 . 左端 ∫V
E· Jd v 是场

对电荷做功,根据能量守恒定律,它应当等于 V 内电磁场能量减少率,因此右端

d
d t∫V

1
2 (E·D + H·B)d v,就是电磁场能量减少率 . 而在式(1 .9 .10)中的 E× H则

就应当是能流密度了,故前述比较是正确的 .
1 .9 .4  电磁能量的传输

电磁波在传输过程中其能量是在场中传播的,即使是在稳恒电流或低频电流

的情况下,能量也是在场中传播而不是靠导线中带电粒子运行传输的 . 例如,在导

线中的直流电若按导线内电子运动的动能计算,当电流密度为 J = 1[A / mm2 ]时,
由 J =  ev = nev,金属内单位体积内自由电荷数 n 为 102 3 / cm3 数量级,e =
1 .6 × 10- 1 9 [C],可算得 | v | = 6× 10 - 5 [m / s],可见电子的平均漂移速度极小,电子

运动的动能极小,它并不是供给负载上消耗的能量,导线及负载上消耗的能量完全

是从场中传输的 . 导线上电流和周围空间的电磁场相互约制,使电磁波的能量在

导线附近的电磁场中沿一定方向传输 . 在传输过程中,一部分能量进入导线内部

变为焦耳热损耗 . 在负载电阻中,电磁能量从场中流入电阻内,供负载消耗 .
例如,有同轴电缆内导线半径 a、外导线半径 b,两线间为绝缘介质,当导线载

有稳恒电流 I,线间电压为 U 时,电磁波在两线间的介质空间中传播 . 因此其传输

的总功率为坡印亭矢量 S(即传输功率密度)在传输空间的截面积上积分,即
P = ∫Σ S·dσ = ∫Σ (E× H)·dσ (1 .9 .16)

此式适用于电磁波在任何空间中传输时的传输功率计算,只要将 S 对给定的传输

空间的全截面进行积分,这将在讨论全反射的倏逝波、金属波导及介质波导时被多

次应用 .

1 .10  麦克斯韦方程组的完备性、对偶性

1 .10 .1  完备性

  若在给定初始条件和边界条件下,体系的电磁运动规律完全由上述方程组唯

一决定,则称此方程组是完备的 . 麦克斯韦方程组即具有此完备性(证明略).
1 .10 .2  对偶性

在无源的空间区域,麦克斯韦方程组为
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Δ × E = - B
 t

Δ × H = D
 t

Δ · D = 0
Δ ·B = 0

(1 .10 .1)

我们来考虑满足上述方程的场 E、B,再考虑另一个场 E′ 、B′ ,若作如下替换

E = μ0
ε0 H′ ,   D = ε0

μ0
B′

μ 0
ε0

H = - E′ ,  ε0
μ0

B = - D′ (1 .10 .2)
可得

Δ × H′ = D′ t
Δ × E′ = - B′

 t
Δ ·B′ = 0
Δ · D′ = 0

(1 .10 .3)

这就是说,麦克斯韦方程组在上述变换下形式不变,只是方程次序有了变化 . 我们

称为 E′和 B′是 E 和 B 的对偶场 . 这一特性称为电磁场的对偶性 . 对偶性可由

图 1 .10 .1说明,其中 E线为实线,H 线为虚线 .

图 1 . 10 . 1  一对对偶的电磁场

在有源空间区域,由于有了自由电荷 ρ 及传导电流 J 这二项,使麦克斯韦方程

组的对偶性被破坏 . 产生破坏的根源在于方程组中源的不对称性,即存在着电荷

而不存在所谓的磁荷 . 所以物理学家都希望自然界存在磁单极而使麦克斯韦方程
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组具有更高程度的对称性 . 尽管迄今为止实验上还没有确凿证据肯定磁单极的存

在,但人们还是相信它应当存在 . 如果真的存在,那么麦克斯韦方程组就应当成为

如下的形式

Δ × E = - B
 t - μ0 Jm   (1)

Δ × H = D
 t + Je     (2)

Δ ·D = ρe        (3)
Δ ·B = μ0 ρm       (4)

(1 .10 .4)

式(1)中的负号(- μ0 Jm )是磁荷守恒定律的要求 . 此时,由式(1)求散度再利用式

(4),可得

 ρm

 t + Δ · Jm = 0 (1 .10 .5)
这就是磁荷守恒定律(连续性方程).

现在若从假设的完美的麦克斯韦方程组(1 .10 .4)式出发,再作上述的场对偶

变换(1 .10 .2)同时对源也作相应变换,得
ρe = ρ′ m / C,   Je = J′ m / C
ρm = - ρ′ e · C,  J′ m = - Je · C

(1 .10 .6)
则麦克斯韦方程组的变换后形式在有源时也不变,这时对有源场也完全对偶了 .

从对偶变换的不变性可以看出,对任何一个电磁体系,我们总可以找到其相应

的对偶体系,其场分布由对偶体系确定,即
E′ = - CB,  B′ = E / C (1 .10 .7)

例如,若有一纯电场 E(x,y,z)的体系,则一定存在一个纯磁场体系,其 B(x,y,z)
的函数形式与 E(x,y,z)完全相同,两者仅仅相差一个常数因子,反之亦然 . 又例

如在讨论辐射时,电偶极辐射与磁偶极辐射场之间完全对偶,这样,求出了电偶极

子的场 E的形式,则可以利用对偶性很方便地写出磁偶极子的 B 场,其函数形式

与 E完全一样,但相差一个系数 C . 因此,利用电磁场的对偶性在某些时候求解电

场或磁场时有许多方便之处 .
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2  电磁波在无限大均匀介质中的传播

在无限大均匀媒质中没有自由电荷和传导电流,场矢量的每一个直角分量 Ei

都满足齐次波动方程

Δ 2 Ei - 1
v2

2 Ei

 t2 = 0   i = x,y,z (2 .1)

Δ 2 Hi - 1
v2

2 Hi

 t2 = 0   i = x,y,z (2 .2)
这个方程可以有多种形式的解,其中 常见的是在直角坐标中的平面波解、在球坐

标下的球面波解以及在柱坐标系中的高斯光束解 .

2 .1  无限大均匀介质中的平面波解

在直角坐标系中,场矢量的各个分量 Ex 、Ey 、Ez 均满足式(2 .1)的标量方程 .
对于时谐电磁场 E= U(r)eiω t ,其各分量亥姆霍兹方程的标量方程为

Δ 2 Ui (r)+ K2 Ui (r)= 0 (2 .1 .1)
Ui (r)是 U(r)的各个分量(i = x,y,z). 上述标量方程为二阶常微分方程,其通解

为

Ui (r)= A1 ei K· r + A2 e- i K· r (2 .1 .2)
这两项代表了沿 + r及 - r 方向传播的波,在约定取 eiω t 为时谐场时间项时,e - i K· r

项代表了正向传播的平面波,并设 A1 = A2 = aeiω t ,则正向传播平面波矢量解为

E+ = U+ (r)eiω t = aei (ω t - K· r) (2 .1 .3)
而反向传播的波为

E- = U- (r)eiω t = aei (ω t + K· r) (2 .1 .4)
E+ 与 E- 为一对沿相反方向传播的波,假如两波的复振幅互为复数共轭,即

U+ (r)= [U- (r)] (2 .1 .5)
则称这一对波为位相共轭波 .

注意,这里的位相共轭波与通常说的 E+ 的复数共轭[E+ ] 的区别 . 后者有

[E+ ] = U+  (r)e- iω t (2 .1 .6)
由此得到正向传播平面波的实函数形式为



ε+ (r)= 1
2 [E+ (r,t)+ E+  (r,t)]= acos(ω t - K· r) (2 .1 .7)

有时为简化书写,常把复数共轭项简记为 C .C . (complex conjugate),故式(2 .1 .7)
可简写为

ε+ (r)= 1
2 [E+ (r,t)+ C .C .]

以下各场量实数表达式也都可类同上式来表达 . 反向传播的平面波的实函数表达

形式为

ε- (r,t)= 1
2 [E- (r,t)+ E-  (r,t)]= acos(ω t + K· r) (2 .1 .8)

2 .2  无限大均匀介质中的球面波解

球面波即波阵面为球面的光波,在球面坐标系中描写球面波是方便的,此时波

矢量 K 与半径 r 总是同方向的 . 因此,场矢量仅与位置 r有关而与方位 θ、φ 无关,
即球面波的波动方程及其解的相应表达式中的空间项为 r .

考虑代表球面波的解,其函数形式为

U = U(r,t)= U(r)eiω t (2 .2 .1)
其中

r = | r | = x2 + y2 + z2

在球面坐标系中,当 U 与 θ、φ 无关时,有如下微分关系

Δ 2 U(r)= 1
r2


 r r2 ·U(r) r = 2 U(r)

 r2 + 2
r ·U(r)

 r
= 1

r · 2

 r2 [rU(r)] (2 .2 .2)
因而波动方程成为

2

 r2 (rU)- 1
v2

2

 t2 (rU)= 0 (2 .2 .3)
对于以式(2 .2 .1)表达的时谐电磁场的球面波形式,则可将式(2 .2 . 3)代入亥姆霍

兹方程(1 .7 .16),得到在球面坐标系中的亥姆霍兹方程

2

 r2 [rU(r)]+ K2 [rU(r)]= 0 (2 .2 .4)
上述矢量方程的球坐标三分量标量方程仍具相同形式,因此可求出其标量解后求

得矢量解
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U+ (r)= a
r e - i K r (2 .2 .5)

及

U- (r)= a
r ei K r (2 .2 .6)

U + (r)表示由原点向外发散的球面波,U - (r)表示向原点会聚的球面波,则有发散

球面波解为

E+ (r)= a
r ei (ω t - K r) (2 .2 .7)

会聚球面波解为

E- (r)= a
r ei (ω t + K r) (2 .2 .8)

可见 U + (r)= [U - (r)] ,故发散球面波 E+ ,与会聚球面波 E- 也是一对位相共轭

波 .
对于发散球面波,其实函数形式为

ε+ = 1
2 [E+ (r,t)+ E+  (r,t)]= a

r cos(ω t - Kr) (2 .2 .9)
而对会聚球面波,其实函数形式为

ε- = 12 [E- (r,t)+ E-  (r,t)]= a
r cos(ω t + Kr) (2 .2 .10)

磁场也是完全类似的波动公式及解 .

2 .3  无限大均匀介质中柱坐标系下的高斯光束基模解

在无穷大均匀介质中取柱面坐标系下的亥姆霍兹方程的圆柱对称解,就是在

激光光学中常见的高斯光束基模解 .
当介质为均匀时,n(r)= n0 ,此时场矢量在柱坐标系下在垂直于 z 轴的平面上

各 r 方向上等同(r = x2 + y2 ),故横向关系仅与 r 有关而与 θ 无关 . 在这种圆柱对

称的情况下有如下微分关系

Δ 2 = Δ 2
t + 2

 z2 = 2

 r2 + 1
r

 r + 2

 z2 (2 .3 .1)
得到适合这种圆柱对称解的亥姆霍兹方程为

Δ 2
t U(r,z)+ 2

 z2 U(r,z)+ K2 U(r,z)= 0 (2 .3 .2)
现在考虑一种能流主要沿 z 方向传播的近似平面波,可以用标量波近似为
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U(x,y,z)= A(x,y,z)e- i K z = A(r,z)e- i K z (2 .3 .3)
之所以称之为近似平面波,是由于振幅 A(x,y,z)是沿 z 轴缓慢变化,且在与 z 垂
直的(x,y)平面上沿 r 为非均匀分布的 .

将此试解(2 .3 .3)代入亥姆霍兹方程,得
Δ 2

t A - 2i K  A z = 0 (2 .3 .4)
运算中由于已设 A 为 z 的缓变函数而略去了2 A

 z2 项 .
为了得到圆柱对称解,方便的办法是引入两个复函数 p(z)和 q(z),使 A 成为

如下形式

A = A0 exp - i p(z)+ K2 q(z)r2 (2 .3 .5)
把式(2 .3 .5)代入式(2 .3 .4),得

- K2

q2 r2 - 2 i K
q - K2 r2 1

q ′ - 2 K p′ = 0 (2 .3 .6)
式中撇号表示对 z 微分 . 如果上式对所有的 r 都成立,则 r 的不同幂的系统必须为

零,这样就导致

1
q ′ + 1

q
2 = 0 (2 .3 .7)

及

p′ = - i
q (2 .3 .8)

这样,对于柱面坐标系下的圆柱对称解,标量波动方程就可简化为式(2 . 3 . 7)及

式(2 .3 .8).
引入函数 V(z),使

1
q = 1

V · V
 z (2 .3 .9)

则得

2 V
 z2 = V

q ′ = 1
q2 + 1

q ′ V = 0 (2 .3 .10)
故有

V z = a,  V = az + b (2 .3 .11)
得

1
q = a

a z + b (2 .3 .12)
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其中 a,b为任意常数 . 可将式(2 .3 .12)写为

q = z + q0 (2 .3 .13)
其中 q0 为复常数,q0 = q(z = 0)= b / a . 由式(2 .3 .8)写得另一个复函数

p′ = - i
q = i

z + q0 (2 .3 .14)
故有

p(z)= - iln 1 + z
q0

(2 .3 .15)
将式(2 .3 .13)和式(2 .3 .15)一起代入式(2 .3 .5),得标量波动方程的下列圆柱对称

解

A = A0 e xp - i - iln 1 + z
q0 + K

2(q0 + z)· r2 (2 .3 .16)
现在用一个新常数 ω0 重新表示 q0 ,即

q0 = iπω20 n
λ ,  λ = 2π n

K (2 .3 .17)
利用式(2 .3 .17)这一表达,将式(2 .3 .16)代入式(2 . 3 .3),得到波动方程的圆柱对

称解

U(x,y,z)= U(r,z)= A0 ω0
ω(z)·exp - i K z + Kr22 R(z)- φ(z)

·exp - r2
ω2 (z) (2 .3 .18)

式中

R(z)= z 1 + πω20 n
λ z

2 = z 1 + z20
z2 (2 .3 .19)

ω(z)= ω20 1 + λ z
πω20 n

2 = ω20 1 + z2
z20 (2 .3 .20)

φ(z)= arctan λ z
πω20 n = arctan z

z 0
(2 .3 .21)

其中

z0 = πω20 n
λ (2 .3 .22)

以上就是在激光光学中经常出现的基模高斯光束 . 式(2 . 3 . 18)只是波动方程

(2 .3 .2)的一个特解,即基模解 . 光束参数 R(z)表示等相面曲率半径,ω(z)表示光

斑半径,ω0 为基模高斯光束的腰斑半径,φ(z)表示附加相位,z0 称为高斯光斑束的

共焦参数,或称瑞利焦深 . 当 z = z0 时,有 ω(z)= 2 ω0 ,即 z0 表示光斑半径增加
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到腰斑的 2倍处的位置 .
以上求解意味着,高斯光束也是麦克斯韦方程在无限大均匀介质中的一个传

播解 . 从激光器中产生的高斯基模光束在无损耗的均匀介质中完全可以以高斯基

模解的形式在无穷大均匀介质中稳定传播而保持其基模解形式 .
后还需指出,当无穷大介质的折射率是以圆柱对称的形式变化时,即

n2 (r)= n20 1 - K2 r2
K (2 .3 .23)

式中,K2 是一个代表介质特征的常数;n0 是对称轴处的折射率;r 是离对称轴的距

离 . 在这类被称作为类透镜介质的非均匀介质中,完全类似于在均匀介质中的推

导方法,仍可得到波动方程在这类圆柱对称形式变化的类透镜介质中有高斯基模

解,只不过方程(2 .3 .7)、方程(2 .3 .8)变为如下形式

1
q

2 + 1
q ′ + K2

K = 0 (2 .3 .24)

p′ = - i
q (2 .3 .25)

再继续解上述方程求得基模解 . 有关类透镜介质中的波动方程的高斯基模解,可
参看有关的激光原理方面书籍,在此不再详细推导 .

2 .4  单色平面波的基本特性

现在讨论正向传播的单色平面波 . 由 2 .1 节知,应具有如下实数表达形式

ε+ (r,t)= acos(ω t - K· r)= Re[aei (ω t - K· r)]
= 1

2 [E(r,t)+ E (r,t)] (2 .4 .1)
式中,E(r,t)= aei(ω t - K· r),为单色平面波的复数表达形式 .
2 .4 .1  单色平面波的等相面、相速度

由式(2 .4 .1),令其相位项为常数,得到等相面方程

ω t - K· r = φ (2 .4 .2)
φ 为常数 . 式(2 .4 .2)是一个以 K 为法线,到原点距离为(ω t - φ)/ | K| 的平面簇方

程 . 这意味着在任一时刻 t的等相面是一个与 K 垂直的平面 . 在某一时刻 t,所有

满足等相面矢量方程(2 .4 .2)的点 P(r)均位于与 K 垂直的平面上 . 因此,平面波

的等相面是与 K 垂直的平面(图 2 .4 .1).
等相面沿其法线方向移动的速度即为相速度,其大小为
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图 2 .4 .1  平面波的等相位面

vφ = d rK

d t (2 .4 .3)
方向为等向面法线方向 .

对于平面电磁波,法线方向为 K,故有相速度

vφ = d rK

d t = ω
K (2 .4 .4)

由上式可见,平面波的相速度就是波动方程中出现的光速 v,仅在各向同性均匀介

质中,光速才能和相速相等 .
2 .4 .2  单色平面波场矢量相互关系及横向性

1 . E与 K 的关系

  当介质中无源时有Δ ·E = 0,对于平面波解

E = E0 exp[i(w t - K· r)] (2 .4 .5)
亦满足此式,即

Δ ·E = Δ ·{E0 exp[i(w t - K· r)]}
= - iK·E0 exp[i(w t - K· r)]
= - iK·E = 0 (2 .4 .6)

故得

K·E = 0 (2 .4 .7)
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由此可见 E与 K 相互垂直,即平面电磁波是横电波,E的取向即为偏振方向,它可

以在与 K 垂直的平面上任意取向 .
2 . E与 B 的关系

由时谐电磁场的麦克斯韦第一方程(1 .7 .15)及物质方程得

Δ × E = - iωμH = - iωB (2 .4 .8)
故得

   B = i
ω Δ × E = i

ω Δ × E0 ei (ω t - K· r) = 1
ω K × E = μ ε K0 × E  (2 .4 .9)

式中,K0 是波矢 K 的单位矢量 . 此时有

K·B = K·K × Eω = 0 (2 .4 .10)
上式表明 K 与 B 垂直,可见平面电磁波又是横磁波 . 综括以上两点得出结论:平
面电磁波是横电磁波(TEM 波),E、B、K 三矢量相互垂直,组成右手直角系 .

由式(2 .4 .9)知 B与 E 同相位,其值之比为

E
B = 1

μ ε = v (2 .4 .11)
在真空中

E
B = 1

μ0 ε0
= C (2 .4 .12)

2 .4 .3  波阻抗 η 0 、η
真空中的波阻抗η0 定义为

η0 = μ0
ε0

= E
H = 4π × 10- 7

8 .85 × 10- 1 2 = 377(Ω) (2 .4 .13)
η0 又称为真空中的本征阻抗,它表示了真空中均匀平面波的电场强度与磁感强度

的振幅值之比 .
介质中的波阻抗η 为

η = μ
ε = E

H = μ r

εr
·η0 (2 .4 .14)

2 .5  平面电磁波的能量和能流密度

2 .5 .1  能量密度 w

  根据 1 .9 .3 节中导出的电磁场能量密度表达一般式(1 .9 .14),对于平面电磁
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波,由 E
H = 1

μ ε得μ εE2 = B2 ,代入能量密度一般式,得

w = 12 εE2 + 1
μ B2 = εE2 = 1μ B2 (2 .5 .1)

由上式可见,平面电磁波的电场能量与磁场能量相等 .
对于时谐电磁场平面波,电磁场能量密度为

w = εE2 = ε[Re(E0 ei (ω t - K· r))]2

= 12 εE20{1 + cos[2(ω t - K· r)]} (2 .5 .2)
以上表达的是瞬时能量密度,而实际感兴趣的往往是时间平均值,即对一个周期内

取时间平均值

〈w〉= 1
T ∫T

0 w(r,t)d t

= 1
T ∫T

0
εE 20
2 {1 + cos[2(ω t - K· r)]}d t = 1

2 εE20 (2 .5 .3)

2 .5 .2  能流密度(坡印亭矢量)
由式(1 .9 .12)表达的一般电磁场的能流密度(坡印亭矢量)瞬时值为 S = E×

H,对于平面电磁波,有 B= μ ε K0 × E,代入上式得到坡印亭矢量表达式为

S = E× H = μ εμ E × (K0 × E)= εμ E2 K0

= 1
εμ wK0 = vφ wK0 (2 .5 .4)

上式表示,在均匀的无限大介质中,平面电磁波①能流密度大小 = 能量密度× 相速

度,②能流密度方向为波矢量 K 的方向 .
同样,考察时间平均能流密度,其大小为

〈S〉 = vφ〈w〉 = 1
εμ · 1

2 εE20 = 1
2

ε
μ E20 (2 .5 .5)

其方向仍为波矢量 K 的方向 .
2 .5 .3  复数形式的时间平均能量密度及坡印亭矢量

在 1 .7 . 2 节中已提及时谐电磁场 . 单色平面波就是随时间正弦变化的时谐

场 . 即使是具有复杂频率谱的非单色波,也可分解为许多不同频率的单色波组合 .
讨论这类谐波的较方便的方法是把每个场矢量表示为复数 . 例如考虑场矢量的某
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个分量

a(t)= | A | cos(ω t + φ) (2 .5 .6)
式中 φ 为相位 . 如果定义 a(t)的复振幅

A = | A | eiφ (2 .5 .7)
则式(2 .5 .6)可写为

a(t)= Re[Aeiω t ] (2 .5 .8)
经常简单地用下式表示

a(t)= Aeiω t (2 .5 .9)
而不是用式(2 .5 .6)或式(2 .5 .8)表示 . 当然这样做是不严格的,仅仅为了计算及

书写时的简洁,它出现时,式(2 .5 .9)的意思总是理解为取 Aeiω t 的实部 . 要注意的

是,在大多数情形下用复数形式(2 .5 .9)表示场矢量,就线性数学运算(如微分、积
分、求和)而论是不成问题的,但当涉及场矢量乘积(或乘方)时,如能量密度和坡印

亭矢量,就会出现例外,这时必须采用物理量的实数形式 .
例如,考虑两个正弦函数 a(t)和 b(t)的乘积

a(t)= | A | cos(ω t + φ 1 )= Re[Aeiω t ] (2 .5 .10)
b(t)= | B | cos(ω t + φ 2 )= Re[Beiω t ] (2 .5 .11)

用实函数运算,可得

a(t)b(t)= 1
2 | AB | [cos(2ω t + φ 1 + φ 2 )+ cos(φ 1 - φ 2 )] (2 .5 .12)

但是,如果用复函数形式求积,则得

a(t)b(t)= ABei2 ω t = | AB | ei (2ω t + φ1 + φ2 ) (2 .5 .13)
这一结果与式(2 .5 .12)比较可以看出两者是不相等的 . 也就是说,如果 x 和 y 为

任意两个复数,则下面的不等式一般是正确的

Re[x]·Re[y]≠ Re[xy] (2 .5 .14)
因此,对于 a(t)与 b(t)两个正弦函数乘积的时间平均为

〈a(t)b(t)〉= 1
T ∫ T

0 | A | cos(ω t + φ 1 )| B | cos(ω t + φ 2 )d t

= 1
2 | AB |· 1

T ∫ T

0 [cos(2ω t + φ 1 + φ 2 )+ cos(φ 1 - φ 2 )]d t
式中,T = 2π / ω 为振荡周期,故在 T 时间内求平均时,含 cos(2ω t + φ1 + φ 2 )项对 T
平均为零,上式可改写为

〈a(t)b(t)〉 = 12 | AB | cos(φ 1 - φ 2 ) (2 .5 .15)
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如果用式(2 .5 .8)所示的 a(t)和 b(t)的复数表示形式,直接写成

〈Re[a(t)]Re[b(t)]〉 = 1
2 Re[a(t)·b (t)]= 1

2 Re[AB ] (2 .5 .16)
上式中表示复数共轭 .

将上面讨论的一般关系应用于场矢量,采用场矢量 E、H、D、B 的复函数形式,
对于时谐电磁场,由能量密度瞬时表达式 w = 1

2 (E·D + B· H),求得能量密度时

间平均为

〈w〉 = 1
4 Re[E·D + B· H ] (2 .5 .17)

由坡印亭矢量瞬时表达式 S = E× H,求得时间平均的坡印亭矢量为

〈S〉 = 1
2 Re[E× H ] (2 .5 .18)

同样,对于简谐平面电磁波的情况,由式(2 .5 . 3)写为复数形式的时间平均能量密

度为

〈w〉 = 1
2 εE(r,t)· E (r,t) (2 .5 .19)

而由式(2 .5 .5)得复数形式的平面电磁波时间平均坡印亭矢量

〈S〉 = 12 εμ E(r,t)·E (r,t) (2 .5 .20)
在光学中,常常把时间平均能流密度即时间平均坡印亭矢量的大小叫作光强 . 对

于平面波,有
I = 〈S〉 = 12 εμ · E20 (2 .5 .21)

由式(2 .4 .14)知
ε

μ = 1
η ,η 在真空中即为η 0 ,因此有

I = 1
2

1
η0

E20 = 1
2 · 1

377(Ω)E20 (2 .5 .22)

I 的量纲为 1
Ω ·V2

m2 = W
m2 ,这是功率密度的量纲 .

在平常的许多问题中,常常只考虑光的相对强弱,因而常略去常数因子而把光

强写作

I = E20 = E·E (2 .5 .23)
以上写法在严格计算光强时是不可取的,必须按
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I = 1
2 · 1

η E20 = 1
2

1
η E·E (2 .5 .24)

做计算 . η 是介质中的波阻抗,由式(2 .4 .14)给出 .

2 .6  准单色光波

2 .6 .1  准单色光波的物理意义

  在 1 .8 节中讨论的有源波动方程中,是以电偶极子作简谐振荡辐射线偏振单

色球面波的,相当于无限长正弦波列 . 但实际上电偶极子由于辐射能量而做阻尼

振荡,实际原子发光时,每个阻尼振荡电偶极子只能产生有限长波列,波列持续时

间典型值为 10 - 8 s(图 2 .6 .1(a)),将其写为数学表达式为

a(t)= Aei2π ν0 t   | t |≤ Δ t
2

0     其他

(2 .6 .1)

这种有限 长波列所含的频谱可以从对 a(t)作傅里叶变 换,并由 sinc 函数

sinc X = sinπ Xπ X ,求得

A(γ)= F [a(t)]= ∫∞

- ∞ a(t)e- i2π ν0 t d t

= A∫Δ t2
- Δ t2

ei2π ν0 t ·e- i2π ν0 t d t

= A·Δ t
sin (ω0 - ω)Δ t2

(ω0 - ω)Δ t
2

= A·Δ t·sinc(Δ ν·Δ t)

= A·Δ t·sinc Δω·Δ t2π
= A·Δ t·sinc(γΔ t) (2 .6 .2)

A(γ)表示 a(t)的频谱如图 2 .6 .1(b)所示,式中γ = ω0 - ω
2π = Δω

2π = Δ ν.
当πγΔ t= (ω0 - ω)·Δ t

2 =π 时,A(γ)= 0,称 Δω = ω0 - ω 为谱线宽度 .
谱线宽度可以有多种表达方式,常用谱线宽度的单位有:
频率宽度:Δ ν(s - 1 即 Hz),或 Δω(s - 1 )
波长宽度:Δλ(cm)
波数宽度:Δ粎λ(cm - 1 ) (2 .6 .3)
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图 2 .6 .1  波列及其光谱分布

它们之间的关系是

粎λ = 1λ   (波数) (2 .6 .4)

Δ粎λ = - Δλ
λ 2 = - Δλν2

C2 = Δ ν
C (2 .6 .5)

故有

Δλ = - C
ν2 Δ ν (2 .6 .6)

Δλ = - C2 Δ粎λ
ν2 (2 .6 .7)

例如 Nd:YAG 萤光半线宽为 6 .5cm - 1 ,则可由式(2 .6 .5)求出

Δ ν = C·Δ粎λ ≈ 2 × 101 1 H z = 200 GH z (2 .6 .8)
  当Δλλ 0 = Δωω 0 = Δ νν0 1 时,称之为准单色光 . 准单色光相应于一列长度 C·Δ t 很

长的波列 . 它的光谱线宽度 Δλ 极小,它所含的频率分布在一个极小的频谱范围

Δ ν中 . 也就是说,它的单色性很好,但又不像单色光那样理想地仅含一种频率,因
此,称之为准单色光波 . 这样的准单色光可看作是由分布在光谱线宽度 Δ ν 极小范

围内的所有各单色分量的叠加 . 这种光波又称波包 .
2 .6 .2  波包和群速

对于任何非单色光波,都可以利用傅里叶逆变换的方法分解为许多不同频率

的单色光波的叠加

E(r,t)= ∫∞

- ∞ A(ω)ei (ω t - K· r)dω (2 .6 .9)
基元函数 ei (ω t - K(ω)· r)代表了不同频率从而具有不同波数 K(ω)的单色波,A(ω)即

为相应的单色波振幅 . 如果一个波的傅里叶振幅 A(ω)仅在平均频率 粎ω 两侧很窄
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的范围内有值,即为上节所述的准单色波,或称波包 . 现在研究这类准单色波的

特点 .
先考虑两个单色平面波叠加的 简单情况 . 设有两个单色平面波沿 z 轴传

播,它们的振幅相同,频率及波数略有不同,这两个波叠加为

E(z,t)= E1 (z,t)+ E2 (z,t)= aei(ω t - K z) + aei[(ω + Δ ω)t- (K + Δ K)z]

= 2 acos 12 (Δω t - Δ K z)·ei (粎ω t - 粡K z) (2 .6 .10)
式中,粎ω = ω + Δω

2 为平均频率;粡K = K + Δ K
2 为平均波数 . 合成后的波式(2 .6 .10)可

以看作是一个变振幅的波

E(z,t)= A(z,t)ei (粎ω t - 粡K z) (2 .6 .11)
其变振幅 A(z,t)由下式确定

A(z,t)= 2acos 1
2 (Δω t - Δ Kz) (2 .6 .12)

这就是拍频现象,如图 2 .6 .2 所示 .

图 2 . 6 .2  简单波包

平面波位相函数 ei(粎ω t - 粡K z)变化频率为粎ω,而其振幅函数 cos 1
2 (Δω t - Δ K z) 的

变化频率为Δω2 ,通常有 Δω粎ω,因此振幅函数好像是一个调制波 .
由式(2 .6 .10)可以看到,各等振幅面传播速度

vg = Δω
Δ K ≈ dω

d K (2 .6 .13)
它代表了由振幅函数包络的波群的传播速度,因此又称群速度 . 群速与相速是两

个不同的物理概念,在一般情况下,群速往往代表了能量传播的速度,它是等振幅

面的传播速度;而相速则代表了等相位面传播的速度 .
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2 .6 .3  激光脉冲的传播及群速度

现在考虑激光脉冲的情况 . 由于激光脉冲的持续时间极短(10 - 9 ～ 10 - 1 2 s),从
而导致了频率(或等价的波长)的有限展宽 . 同样,可以将其表达为许多单色波的

叠加,这些单色波的频率连续地分布在

粎ω - Δω2 < ω < 粎ω + Δω2 (2 .6 .14)
这样,可以把激光脉冲表达为

E(z,t)= ∫Δ ω aω ei (ω t - K z)dω = ∫Δ ω aω ei[(ω - 粎ω )t - (K - 粡K z)] ei (粎ω t - 粡K z)dω (2 .6 .15)
上式表示的也是一个变振幅的平面波,完全类似于式(2 . 6 . 10)及式(2 . 6 . 11),
式(2 .6 .15)可改写为

E(z,t)= A(z,t)·ei (粎ω t - 粡K z) (2 .6 .16)
其振幅 A(z,t)由式(2 .6 .15)确定

A(z,t)= ∫Δ ω aω e[i(ω - 粎ω)t- (K - 粡K )z]dω (2 .6 .17)
由于

K - 粡K = d Kdω ·Δω = d Kdω | 粎ω · (ω - 粎ω) (2 .6 .18)
代入式(2 .6 .17)得

A(z,t)= ∫粎ω + Δ ω2
粎ω - Δ ω2

aω ei (ω - 粎ω ) t- z d Kdω 粎ω dω (2 .6 .19)
为讨论这一变振幅平面波,假定 简单的情况 aω = a 为常数,即假定该脉冲在 Δω
范围内各频谱分量的振幅相等 . 式(2 .6 .19)的积分结果为

A(z,t)= Δω a
sin 12Δω t - zd Kdω 粎ω

12 Δω t - zd K
dω 粎ω

(2 .6 .20)

A(z,t)随 t(或 z)的分布由图(2 .6 . 3)给出 . 它表示了这样一个波包:当在某一时

刻 t,其平面波振幅的空间如图分布所示,有一处振幅极大 . 振幅极大的条件为

t = zd Kdω 粎ω
(2 .6 .21)

而在振幅极大的两侧,满足

1
2 Δω t - zd Kdω 粎ω = ± π (2 .6 .22)

的两点(t固定)间隔内振幅有一定值,可将此作为波包的范围 . 或者可看作一个固
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图 2 .6 .3  波包 A(z,t)与 t(或 z)的关系

(横坐标上的值是相应于 z = 0(或 t = 0)时 t(或 z)的值)

定 z 的点,平面波振幅随时间变化,在由式 (2 . 6 . 21)确定的振幅极 大两侧

- 2π /Δω < t <2π /Δω 范围内振幅有值,即为波包范围 . 在此时间之外振幅均接近

为零 . 这就是激光脉冲的延续时间或脉冲宽度 .
群速度则为振幅 大值的等值面传播速度 . 由式(2 .6 .21)求得

vg = d z
d t = 1

d K
dω 粎ω

= dω
d K 粡K (2 .6 .23)

在介质没有明显色散的情况下,群速度代表了波群整体的传播速度,这时,它也代

表能量传播的速度 . 关于色散介质中的情况,将在第 4 章中做详细讨论 .

2 .7  任意简谐波及相速度

现在讨论更具有一般性的任意简谐波 . 设标量波动方程

Δ 2 E(r,t)- μ ε 2

 t2 E(r,t)= 0 (2 .7 .1)
的一个特解为如下一般形式的频率为 ω 的标量时间简谐波

E(r,t)= A(r)ei[ω t - g (r)] (2 .7 .2)
式中,A(r)为振幅,它是空间变量 r 的函数;g(r)是 r 的标量函数 . 由式(2 .7 .2)表

达的这一复杂波其等相面与等幅面显然是不一致的 . 这将导致在同一等相面上各

点振幅不相等 . 这种等相面与等幅面不重合的波称为非均匀波 . 该非均匀波的等

相面方程为

ω t - g(r)= φ (2 .7 .3)
式中 φ 为常数 . 利用 g(r)的全微分式
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dg(r)= Δ g(r)·d r = | Δ g(r)| d rcosα = | Δ g(r)| d rn (2 .7 .4)
式中,Δ g(r)为 g(r)的梯度;α 为 d r 与梯度方向间夹角;d rn = | d rn | ,为 d r 在梯度

方向的投影 .
非均匀波的相速是等相面沿其法线方向的传播速度,其法线方向即为Δ g(r)

的方向,因此,非均匀波的相速为

vΦ = d rn
d t = 1

| Δ g(r)|
d g(r)

d t (2 .7 .5)
对式(2 .7 .3)关于 t求导后代入上式,得

vΦ = ω
| Δ g(r)| (2 .7 .6)

这是一个关于相速的普遍表达式,它同样适用于平面波和球面波 . 如对于球面波,
其等相面方程为

ω t - kr + φ 0 = φ (2 .7 .7)
可知相应的有

g(r)= Kr - φ 0 (2 .7 .8)
Δ g(r)= Δ (Kr)= K (2 .7 .9)

故有球面波相速

vΦ = ω
| Δ g(r)| = ω

K (2 .7 .10)
  任意简谐波的空间部分和时间部分可以分离,即

E(r,t)= A(r)e[i (ω t - g (r)] = U(r)·eiω t (2 .7 .11)
式中

U(r)= A(r)e - i g (r) (2 .7 .12)
因此将式(2 .7 .11)代入波动方程(2 .7 .1),仍可得到 U(r)满足亥姆霍兹方程

Δ 2 U(r)+ K2 U(r)= 0 (2 .7 .13)
对于任何空间变量与时间变量可以分离的波函数,其空间部分均应满足上述亥姆

霍兹方程,即定态波动方程 .

2 .8  光波的偏振

2 .8 .1  偏振的概念

  光波是电磁场,对它作完整的描述需要 4 个基本场矢量 E、H、D、B . 但由于在

大多数光学介质中,介质与光波的物理相互作用往往涉及电场,在许多物质中(各
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向异性介质),折射率与电场矢量 E的振动方向有关 . 因此在研究光波的偏振问题

时,选择电场矢量 E 来确定光波的偏振态,这对于光波段的电磁波而言是合理的 .
而在一般的工程电磁学中,则用极化波,例如水平极化(E‖ 、H‖ ),垂直极化(E⊥ 、
H⊥ )等名词来表示电磁波的 E 及 H 振动状态 . 在今后几章中涉及的光波偏振状

态均指光波所相应的电场矢量 E的振动状态 .
2 .8 .2  波动的复数表示,两种表达方式及光波的位相关系

在光学中常用复数来表示光波 . 常常出现如下两种不同的表达方式

E = aei (ω t - K· r) (2 .8 .1)
及

E = ae- i (ω t - K· r) (2 .8 .2)
本章将就这两种表达方式作一详细讨论 .

1 . 振动与波动的复数表示,旋转复矢量

在由实轴 x 与虚轴 y 组成的复平面上,可以用一个复数 A = x + i y 来表示一

个点 P(x,y)的位置,所以复数 A 也可以看作是直角坐标系中的位置矢量 r(x,y)
(图 2 .8 .1). 也可将复数 A 表示的位置矢量写为极坐标形式

A = r(cosφ + isinφ) (2 .8 .3)
或写为指数形式

A = reiφ (2 .8 .4)
设点 B 沿 x 轴做简谐振动

V(t)= acos(ω t + δ) (2 .8 .5)
则这一振动可以用一个由复平面的复数

A = aei (ω t + δ) (2 .8 .6)
所代表的旋转矢量 OP 表示 . 矢量 OP 以角速度ω 绕 O 点逆时针转动(图 2 .8 .2).
按约定逆时针方向为 + ω 方向,或认为 ω 矢量方向为垂直纸面,向外,则矢径端点

P 在实轴 x 轴上的投影在 x 方向移动的情况正是由式(2 .8 .5)所描述的振动 .
对于沿 z 方向传播、振动方向沿 x 轴向的波动

E(z,t)= aei (ω t - K z) (2 .8 .7)
则仍可用上述旋转矢量的方法来描写在任一给定位置 z 上的振动情况 . 此时,该
点振动的相角 δ= - K z,不同的 z,具有不同的初相角 δ(z).

上述振动与波动的另一种表示方法分别为

A = ae- i (ω t + δ) (2 .8 .8)
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图 2 .8 .1  复平面上的点 图 2 . 8 .2  复平面上的旋转矢量 ω t 以
逆时针方向旋转

及

E(z,t)= ae- i (ω t - K z) = aei (K z - ω t) (2 .8 .9)

图 2 .8 .3  ω t 以顺时针方向旋转

的复旋转矢量

以式(2 .8 .9)描写的波动写为实数形式时常

表达为

E(z,t)= acos(K z - ω t)
(2 .8 .10)

这种表达方式就其振动与波动的本质而言

与式(2 .8 .7)完全一样,但在以旋转矢量表

达的形式上则表现为此时旋转矢量规定为

以顺时针方向旋转,ω 矢量方向为垂直纸面

向里 . 这时所有的相角均以顺时针方向为

正值 . 例如,对于 z = 0 点,δ0 = 0,当 z = z1
时,δ1 = - K z <0,z1 点振动落后于 z = 0 点

(图 2 .8 .3). 显然,波动正是沿 z 方向从 z =
0 点向 z = z1 点传播的 .

2 . 光波及电场振动的相应关系

设有两个简谐振动

a(t)= acos(ω t + Φa) (2 .8 .11)
b(t)= bcos(ω t + Φb ) (2 .8 .12)

其相位差

δ = Φb - Φa (2 .8 .13)
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当 Φb >Φa 时,b(t)相位超前 a(t),或者说 a(t)相位滞后 b(t). 例如,当 δ= π
2 时,假

设 Φa = 0,图 2 .8 .4 示出了这两个振动的时间 振幅曲线,此时 Φb = δ=π / 2,我们说

振动 b(t)位相超前 a(t)π / 2,b(t)振动在 t = 0 时刻的状态,a(t)在后一时刻 t= π /
2ω 时刻才达到 . 图 2 .8 .4 右方示出了 t= 0 时刻相应于 a(t)及 b(t)的两个旋转矢

量的位置 .

图 2 . 8 .4  两个简谐振动的相位差,b(t)超前 a(t)π
2

用复数方法表达的两个振动旋转矢量示于图 2 .8 .5 . 图 2 .8 .5(a)相应的复数

表达式为

a(t)= aei (ω t + Φa) (2 .8 .14)
b(t)= bei (ω t + Φ b) (2 .8 .15)

位相差

δ = Φb - Φa (2 .8 .16)
当 δ >0 时,Φb >Φa ,b(t)超前 a(t)一个位相 δ,此种表达下 ω t 以逆时针旋转为正,
所有相角或位相差均以与 ω t 相同的旋向即逆时针旋向为正 .

而图 2 .8 .5(b)相应的复数表达式为

a(t)= ae- i (ω t + Φ a) (2 .8 .17)
b(t)= be- i (ω t + Φ b) (2 .8 .18)

位相差

δ = Φb - Φa (2 .8 .19)
当 δ >0 时,Φb >Φa ,b(t)超前 a(t)一个位相 δ,此种情况下 ω t 以顺时针旋转为正,
所有相角或位相差均以顺时针旋转为正 .

在描写波动的位相时完全与上面类似 . 如果有两个光波

·06· 光学电磁理论



图 2 .8 .5  旋转矢量的相位差

(a)a(t)= aei (ω t + Φa),b(t)= bei(ω t + Φ b);(b)a(t)= ae - i(ω t + Φ a),b(t)= be - i(ω t + Φ b)

E1 = aei (ω t - K z) (2 .8 .20)
E2 = aei[ω t - K (z - d)] (2 .8 .21)

两光波的位相差

δ = Φ2 - Φ1 = - K(z - d)- (- Kz)= Kd (2 .8 .22)
δ >0,故有波动 E2 比 E1 超前 K d,或者说两个波动传播到同一点时,由 E2 引起的

振动相位超前 E1 引起的振动 .
对于以式(2 .8 .9)表达的光波

E1 = ae- i (ω t - K z) = ae- i (ω t + Φ1 ) (2 .8 .23)
E2 = ae- i[ω t - K (z - d)] = ae- i (ω t + Φ2) (2 .8 .24)

则以下式定义相角时

Φ1 = - K z
Φ2 = - K(z - d) (2 .8 .25)

相位差

δ = Φ2 - Φ1 = Kd (2 .8 .26)
仍有 Φ2 >Φ1 ,表示 E2 超前 E1 .
2 .8 .3  单色平面波的偏振态

考虑两个单色平面波,它们具有相同频率、相同传播方向,且其振动方向相互

垂直
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Ex = Ax cos(ω t - Kz + δx )
Ey = Ay cos(ω t - Kz + δy ) (2 .8 .27)

或有复数表示

Ex = Ax ei (ω t - K z + δ x )

Ey = Ay ei (ω t - K z + δ y) (2 .8 .28)
两波在 z 点的振动合成,即电矢量端点随时间变化所描述的曲线可由方程(2 . 8 .
27)消除 ω t - K z,得

Ex

A x

2 + Ey

A y

2 - 2 cosδ
A x A y

· Ex Ey = sin2 δ (2 .8 .29)
式中

δ = δy - δx (2 .8 .30)
所有相角限定在 -π <δ <π 范围内 .

方程(2 .8 .29)表示的是椭圆,它被限制在边长为 2 Ax 及 2 A y 的矩形内 . 将上

述二次方程对角化(或将椭圆主轴化),令 x′和 y′为沿椭圆主轴的新坐标轴,则新

坐标系中椭圆方程为

Ex′
a

2 + Ey′
b

2 = 1 (2 .8 .31)
式中,a 和 b 为椭圆主轴;Ex′ 和 Ey′ 为电场矢量在此主坐标系中的分量 .

令 Φ(0≤Φ <π)为主轴 x′与 x 轴之间的夹角,则主轴长度为

a2 = A2
x cos2 Φ + A2

y sin2 Φ + 2 Ax A y cosδcosΦsinΦ
b2 = A2

x sin2 Φ + A2
y cos2 Φ - 2 Ax A y cosδcosΦsinΦ (2 .8 .32)

其中 Φ 可由下式求得

tan2Φ = 2 Ax A y

A2
x - A2

y
cosδ (2 .8 .33)

图 2 .8 . 6 示出了偏振椭圆随位相差 δ 变化而变化的情况 . 应当指出,现在按式

(2 .8 .27)及式(2 .8 .30)的定义及约定,δ >0 意味着 δy >δx ,即 Ey 超前 E x ,而 δ <0
则意味着 Ey 滞后 Ex . 如果用其他的表示方法,如某些书中采用的

Ex = Ax cos(K z - ω t + δx )
Ey = Ay cos(Kz - ω t + δy ) (2 .8 .34)

时,由于上式中 δx 、δy 与ω t 项前面的符号相反,则会导致 δ 符号与椭圆旋向的关

系与图 2 .8 .6 相反 . 但不论何种表达,只要用位相超前或滞后的概念作统一标准,
椭圆的旋向就一致了 . 例如,下图中当 δ= δy - δx = π2 时,表示 δy 比 δx 超前π2 .
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图 2 .8 .6  各种相角 δ的偏振椭圆

(E x = A x cos(ω t - K z),Ey = A y cos(ω t - K z))

关于偏振的旋向,也有两种不同的定义 . 在大部分经典光学的书中均规定,当
观察者迎光方向观察偏振光电场矢量端点顺时针旋转时为右旋椭圆偏振光,而逆

时针旋转则为左旋偏振光 . 另一种规定则是,当光的传播方向(K 的方向)与圆偏

光的旋向符合右手螺旋规则时定为右旋光,而反之则为左旋光 . 这种规定的旋向

习惯是与近代物理中的术语即右旋圆偏振光的光子沿传播方向有正的角动量是一

致的 .
下面讨论偏振态 .
1 . 线偏振

当 δ= δy - δx = mπ,m = 0,1 时,椭圆将变成直线,此时的光称为线偏振光 .
2 . 圆偏振

当 A x = Ay ,且有 δ = δy - δx = ± 12 π 时,椭圆变成圆,按照经典光学的习惯,
则有:

(1)δ= - π
2 ,Ey 落后 Ex

π
2 ,电矢量逆时针转动,为左旋圆偏振光 .

(2)δ= π
2 ,Ey 超前 Ex

π
2 ,电矢量顺时针转动,为右旋圆偏振光 .
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3 . 椭圆偏振光

除上述两种情况外,其余均为椭圆偏振光,其旋向也如前面规定 .
尽管“左”、“右”旋向有两种不同规定,但旋向的顺时针或逆时针相对于 Ey 与

Ex 的超前滞后关系而言则是绝对的、完全一致的,因此,指明两波的相位关系及旋

转方向才是本质的东西 .
2 .8 .4  琼斯矢量表示法

1941 年,R .C .Jones 引入琼斯矢量,由其可有效地描述平面波的偏振状态 .
考虑某一偏振光,可以表达为光矢量沿 x 轴和 y 轴的两个线偏光

Ex = ax ei (ω t + δ x)

Ey = ay ei (ω t + δ y) (2 .8 .35)
的叠加 . 省略共同的时间因子项 eiω t ,可用复振幅表达这两个分量

A x = ax ei δ x

A y = ay ei δ y
(2 .8 .36)

因此任一偏振光可以用它的两个分量构成的一列矩阵,即琼斯矢量 J 来表示

J = Ax

Ay
= ax eiδ x

ay eiδ y
(2 .8 .37)

琼斯矢量含有电场矢量分量的振幅和相位的全部信息,因此它唯一地确定波的状

态 . 如果我们只关心波的偏振态,可以采用归一化琼斯矢量,即
J · J = 1 (2 .8 .38)

此时有

J = 1
a2

x + a2
y

ax eiδ x

ay eiδ y
= ax ei δ x

a2
x + a2

y

 1
ay

ax
eiδ (2 .8 .39)

其中

δ = δy - δx (2 .8 .40)
如果我们只关心两分量的相对位相及振幅比,则可取琼斯矢量如下形式

J = ax

a2
x + a2y

 1
ay

ax
eiδ (2 .8 .41)

或仅取其矩阵部分
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J =
 1
ay

ax
ei δ (2 .8 .42)

如对于由图 2 .8 .6 中所示的右旋圆偏振光,应有 Ey 超前 Ex 一个相位角π / 2,即

δ= δy - δx =π / 2,则得相应的琼斯矢量

R
∧ = JR = 1

2
1
ei π2

= 1
2

1
i (2 .8 .43)

而对左旋偏振光有

L
∧ = J L = 1

2
1
- i (2 .8 .44)

沿 x 轴振动的线偏光

X
∧ = 1

0 (2 .8 .45)
沿 y 轴振动的线偏光

Y
∧ = 0

1 (2 .8 .46)
几种典型偏振态的琼斯矢量如图 2 .8 .7 所列 .

应当注意的是,在应用这种方法时,应对给定的光波表达方式及左右旋向定义

等都有一预先的约定,以免混淆 . 例如在某些书中,其线偏振光采用了如下形式

Ex = ax ei (δ x - ω t) = ax e- i (ω t - δ x) (2 .8 .47)
Ey = ay ei (δ y - ω t) = ay e- i (ω t - δ y) (2 .8 .48)

而将共同因子 e - iω t 省去,采用复振幅

A x = ax ei δ x (2 .8 .49)
A y = ay ei δ y (2 .8 .50)

这时再采用与式(2 .8 .42)相同的琼斯矢量表达方式,就会与前述结果产生符号上

的差别,如对于右旋圆偏振,Ey 超前 Ex
π
2 ,由式(2 .8 .40)得 δx = 0,δy = - π

2 ,从而

使琼斯矢量成为

JR =  1
- i (2 .8 .51)

造成这种对于同一旋向的圆偏振具有两种不同表达形式的琼斯矢量的原因在于,
在后一种方法中,其光波的一般表示式中相位项 δx 、δy 与(- ω t)项符号相反,而在

·56·2  电磁波在无限大均匀介质中的传播



图 2 .8 . 7  某些典型偏振态的琼斯矩阵

位相差定义中却仍沿用了 δ= δy - δz . 这样势必造成超前落后概念与 δ 符号的相

悖 .
解决的方法:①认定与采用的琼斯矢量表达式相应的约定表达式 . 这当然并

不是一种普遍性较好的方法 . ②统一使光波表达式中ω t 项与位相项 δx 、δy 符号一

致,如用 ei (ω t + δ x),或用 e - i (ω t + δ x),二者均为标准形式,任何实际的位相正负符号都将

包括在 δx 项之内 . 这样,不论采用何种表达形式,都将具有与图 2 . 8 .7 所列出的

琼斯矢量完全一致的形式而不再出现混淆与错误 .
事实上,这种使 ω t 与 δx 符号一致的符号法则,也将使位相差的规定符号 δ =

δy - δx 与 E y 及 E x 的超前落后的概念完全归于一个统一的标准,也与旋转矢量

(图 2 .8 .5(a)及图 2 .8 .5(b))的相角概念相吻合 . 这样,在运算过程中就不必顾及

采用的是何种光波表达形式了 .
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2 .8 .5  琼斯矢量的叠加与分解

两个偏振光满足下列关系

E1 ·E2 = 0 (2 .8 .52)
时,称为正交 . 即有

E1 = A1

B1
, E2 = A2

B2
(2 .8 .53)

则

A1 A2 + B1 B2 = 0 (2 .8 .54)
两个矢量正交,其点积为零,从广义上说,两个矢量夹角为 90° .

例如沿 x 轴与 y 轴方向振动的线偏光满足

X
∧· Y

∧ = 0 (2 .8 .55)
故这两个偏振光正交 . 从几何狭义说,这两个偏振光振动方向成 90°角 .

对于右旋与左旋圆偏振光,也满足正交条件

R
∧· L

∧ = 0 (2 .8 .56)
因为琼斯矢量是一个二阶的列矩阵,可用任何一对正交琼斯矢量作为所有琼斯矢

量覆盖的数学空间的基 . 任一偏振可表示成两个相互正交偏振 X
∧

和 Y
∧

或 R
∧

和 L
∧

的叠加 . 尤其可以把基本的线偏振 X
∧

和 Y
∧

分解为两个圆偏振 R
∧

和 L
∧

的叠加,反
过来也一样 . 这些关系为

R
∧ = 1

2 (X
∧ + i Y∧)

L
∧ = 1

2 (X
∧ - i Y∧)

(2 .8 .57)

或

X
∧ = 1

2(R
∧ + L

∧)

Y
∧ = - i

2 (R
∧ - L

∧)
(2 .8 .58)

上述关系意味着,圆偏振是由两个等幅而相位差π
2 的沿 x 和 y 方向的线性振动叠

加而成 . 相似地,也可把线偏振看成是两个相反旋向的圆偏振的叠加 .
一般地,当电场矢量沿着与 x 轴成ψ 角的方向振动时,这一线偏光的琼斯矢

量为
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Jψ = cosψ
sinψ (2 .8 .59)

而与之正交的线偏光则电场矢量在沿与 x 轴成ψ + π
2 角度的方向上,它的琼斯矢

量为

Jψ + π2 = - sinψ
 cosψ (2 .8 .60)

这两个琼斯矢量正交,满足

Jψ · Jψ + π2 = 0 (2 .8 .61)
或说这两个线偏光的偏振方向相互垂直 .

容易证明,一般的椭圆偏振光可用下述琼斯矩阵表达

J(ψ,δ)= cosψ
eiδ sinψ (2 .8 .62)

此处ψ 仍代表与 x 轴所夹的角度,δ 为相位差 . 这个琼斯矢量代表的偏振态与复数

A = eiδ t anψ 所表示的偏振态相同 . 可以把式(2 .8 .62)理解为:有一个沿与 x 轴成ψ
角的线偏光,可以分解为 x 分量为 cosψ,y 分量为 sinψ 的两个线偏光,其中某一分

量如此处 y 分量在经过某一器件或光路后相位比 x 分量有一个超前量 δ,这样的

两个线偏光合成后显然就是椭圆偏振光 .
琼斯矢量 重要的应用是与琼斯计算法结合来研究具有任意偏振态的平面波

通过任意序列双折射元件和偏振器的传播 .
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3  电磁波在分层介质中的传播

3 .1  平面电磁波两介质界面上的反射和折射

3 .1 .1  矢量形式的折、反射定律

  考虑两种介质,折射率分别为 n1 及 n2 ,交界面为 xOy 平面,平面电磁波以

图 3 .1 . 1  平面波在界面上的反射和折射

xOz 面为入射面入射到交界面上,则在两

种介质中存在有 如下三个电磁 波 (图
3 .1 .1)

 
入射波   E = E0 ei (ω t - K· r)

反射波   E′ = E′ 0 ei (ω′ t - K′ · r)

折射波   E″ = E″ 0 ei (ω″ t - K″ · r)
(3 .1 .1)

  根据电磁场边界条件式(1 .6 .5),有
n× (E2 - E1 )= 0 (3 .1 .2)

在现在的情况下,在界面上方的介质 I 中

存在 E及 E′ ,即
E1 = E + E′ (3 .1 .3)

在介质 II 中

E2 = E″ (3 .1 .4)
代入边界条件,得

n× (E + E′ )= n× E″ (3 .1 .5)
式中 n为界面法线 .

把式(3 .1 .1)的各波表达式代入式(3 .1 .5),对于交界面有 z = 0,得
n× [Eei (ω t - K· r) + E′ 0 ei(ω′ t - K′· r)]| z = 0 = n× E″ 0 ei (ω″ t - K″ · r)]| z = 0 (3 .1 .6)

此式必须在整个界面上成立,也就是说在 z = 0 平面上对所有的 x,y 值均应成立 .
而 x,y、t又都是独立变量,要使式(3 .1 .6)对所有 x,y 值都成立,必须有

K· r = K′ · r = K″ · r (3 .1 .7)
及

ω = ω′ = ω″ (3 .1 .8)



同时由于式 (3 . 1 . 6)是对界面上的,故此 时式中的 r 必在 xO y 平 面上 . 由

式(3 .1 .7)得
r·(K′ - K)= 0 (3 .1 .9)
r·(K″ - K)= 0 (3 .1 .10)

这就是矢量形式的折、反射定律 .
结论  
(1)由 r· (K′ - K)= 0(矢量形式反射定律),可得 K′ - K 与 r 垂直,即 K′ - K

垂直于界面;又因为 | K| = | K′ | ,可知入射角 θ 与反射角 θ′相等,这时 Kx = K′ x . 这

就是大家熟知的反射定律 .
(2)由 r· (K″ - K)= 0(矢量形式折射定律),可得 K″ - K 与 r 垂直,即 K″ - K

垂直于界面,且有 Ksinθ= K″ sinθ″ ,θ″为折射角 . 又由 K″
K = n2

n1
,可得

n1 sinθ = n2 sinθ″ (3 .1 .11)
这就是大家熟知的折射定律,或称斯涅耳公式 .

由以上矢量形式折、反射定律可以引出作图法求折、反射波 . 图 3 .1 .2(a)是利

用(K′ - K)⊥ r(垂直于 xOy 平面),且 | K| = | K′ | 而求得反射波 K′ . 图 3 .1 .2(b)则

是利用 K″
K = n2

n1 及(K″ - K)⊥ r 而求得折射波 K″ .

图 3 .1 .2  矢量形式的反射定律(a)及折射定律(b)

3 .1 .2  菲涅耳公式

菲涅耳公式 初是菲涅耳利用了光是弹性以太的许多特殊性质才导出的 . 现

在我们利用电磁场边界条件来推导这组公式 . 推导中将利用的边界条件是:
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电矢量切向分量连续,则
E1 t = E2 t (3 .1 .12)

  磁矢量切向分量连续,则
H1 t = H2 t (3 .1 .13)

这里假设两介质是电介质,界面上无传导电流 .
为讨论方便,将一般振动方向的电矢量分解为平行于入射面(即入射光线与界

面法线组成的平面)的矢量 Ep 与垂直于入射面的矢量 Es ,然后分别对 Ep 、Es 作

讨论 .

图 3 . 1 .3  电磁波在两介质分界面上的折反射

(a)E垂直于入射面 ;(b)E 平行于入射面

1 . 对 Es

如图 3 .1 .3(a)所示 . Es 垂直入射面,它就是界面上的切向分量,在折、反射同

时存在的条件下,切向分量连续,Es 的振幅满足

E0 s + E′ 0 s = E″ 0 s (3 .1 .14)
与 Es 分量相应的 H 分量可由下式求得

H = 1μω K × E (3 .1 .15)
此时 H 在入射面上,即为 Hp ,它应满足由式(3 .1 .13)确定的 H 切向分量连续的边

界条件

1
μ1

[K× E0 + K′ × E′ 0 ]t = 1
μ2

[K″ × E″ 0 ]t (3 .1 .16)
上式角标 t表示切向分量 . 根据图 3 .1 .3 所示的几何关系,式(3 .1 .16)可写为
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1
μ1

(- KE0 s + K′ E′0 s )cosθ = 1
μ2

(- K″ E″ 0 s )cosθ″ (3 .1 .17)

2 . 对 Ep

如图 3 .1 .3(b)所示 . Ep 在入射面上,与之相应的 H 垂直于入射面,它就是界

面上的磁矢量切向分量,故应满足由式(3 .1 .3)确定的切向分量连续的边界条件

H0 s + H′0 s = H″ 0 s (3 .1 .18)
仍可由式(3 .1 .15)将上式改写为

1
μ1

[KE0 p + KE′ 0 p ]= 1
μ2

K″ E″ 0 p (3 .1 .19)
而 E0 p 则要满足其切向分量连续,应有

E0 p cosθ - E′ 0 p cosθ = E″ 0 p cosθ″ (3 .1 .20)
这样由式(3 .1 .14)、式(3 .1 .17)、式(3 .1 .19)、式(3 .1 .20)四式联立求解,可得如下

关系

E′ 0 s = Kμ 2 cosθ - K″μ 1 cosθ″
Kμ 2 cosθ + K″μ 1 cosθ″ E 0 s

E″ 0 s = 2μ2 Kcosθ
Kμ 2 cosθ + K″μ 1 cosθ″ E 0 s

E′ 0 p = K″μ1 cosθ - Kμ 2 cosθ″
K″μ1 cosθ + Kμ 2 cosθ″ E0 p

E″ 0 p = 2μ2 Kcosθ
K″μ1 cosθ + Kμ 2 cosθ″ E0 p

(3 .1 .21)

对于一般介质其导磁系数都接近于 μ0 ,即 μ1 ≈μ2 ≈μ0 ,且由 K / K″ = n1 / n2 =
ε1 / ε2 ,于是可将式(3 .1 .21)改写为如下形式

E′ 0 s = ε1 cosθ - ε2 cosθ″
ε1 cosθ + ε2 cosθ″ E 0 s

E″ 0 s = 2 ε1 cosθ
ε1 cosθ + ε2 cosθ″ E 0 s

E′ 0 p = ε2 cosθ - ε1 cosθ″
ε2 cosθ + ε1 cosθ″ E0 p

E″ 0 p = 2 ε1 cosθ
ε2 cosθ + ε1 cosθ″ E0 p

(3 .1 .22)

再利用折射定律 sinθ
sinθ″ = n2

n1
,代入上式并经化简,可得到关于反射系数 r及透射系数
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图 3 .1 .4  反射系数 rs 、rp ,透射系数 ts 、tp 对于入射角 θ的依赖关系

图 3 .1 .5  反射率 Rs 、Rp
对于入射角 θ的依赖关系

t 的菲涅耳公式

rs = E′ 0 s
E0 s

= - sin(θ - θ″)
sin(θ + θ″)

rp = E′0 p
E0 p

= tan(θ - θ″)
tan(θ + θ″)

ts = E″ 0 s
E0 s

= 2sinθ″ cosθ
sin(θ + θ″ )

tp = E″ 0 p
E0 p

= 2sinθ″ cosθ
sin(θ + θ″)cos(θ - θ″)

(3 .1 .23)
  根据菲涅耳公式 (3 . 1 . 23)得到如

图 3 .1 .4所示的 S 波及 P 波的反射系数

rs 、rp 及透射系数 ts 、tp 对于入射 θ的依赖

关系 .
若取强度反射率为 Rs = | rs | 2 ,Rp =

| rp | 2 ,则得强度反射率 Rs 、Rp 关于入射角 θ 的依赖关系,如图 3 . 1 .5 . 对于 P 波,
在 θ= θB 时有 Rp = 0,θB 即为布儒斯特角,此时 tanθB = n2

n1
,同时满足 θ+ θ″ = 90° . 可

见,当光波以布儒斯特角入射时,反射光为偏振光,振动方向垂直入射面,而透射光

则为部分偏振光,包含了 S 及 P 分量 .
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图 3 .1 .6(a)、(b)分别示出 S 波与 P 波在界面上反射时的相位变化对于入射

角的依赖关系 . 由图 3 .1 . 6(b)可见,对于 P 波,入射角在经过布儒斯特角时有π
的相位跃变 .

图 3 .1 .6  光波在界面上反射时的相位突变

(a)S 波;(b)P 波

图 3 .1 .7 示出了电场矢量在不同入射角时界面上反射前后的空间方向关系 .
它相应于图 3 .1 .6 所给出的位相关系 . 其中图 3 .1 .7(a)、(b)、(c)是关于 P 波,图
(d)、(e)、(f)是关于 S 波的反射情况 .

图 3 . 1 .7  光波在界面上反射时电矢量的空间位置关系

3 .2  全反射、倏逝波

3 .2 .1  倏逝波

  光波从折射率为 n1 的介质入射到 n2 介质 . 若 n1 > n2 ,当入射角大于临界角
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θc = arcsin n2
n1 时发生全反射,此时有 θ >θc ,即有

sinθ > n2
n1 (3 .2 .1)

  实验证明,此时虽然入射波能量被全部反射回 n1 介质,但在介质 n2 中的界面

附近表面极薄一层中仍存在着表面波,即称倏逝波 . 由电磁场理论可以证明,只有

在介质 n2 中存在表面波,方可在两介质边界上满足边界条件 . 下面就根据矢量形

式的折反射定律来导出倏逝波的电场矢量函数 E″的表达式 .

图 3 . 2 .1  当 n1 >n2 时界面上的折、反射

由矢量形式折反射定律

  K· r = K′ · r = K″ · r (3 .2 .2)
如图 3 .2 .1 入射面为 xO z,则有

K x = K′ x = K″ x (3 .2 .3)
  (1)当未发生全反射时,θ″ < 90°,
sinθ″ <1,则有

K″ = K n2
n1 = K sinθsinθ″  (3 .2 .4)

而

K″ x = Kx = Ksinθ (3 .2 .5)
比较上两式得

K″ > K″ x (3 .2 .6)
  (2)当发生全反射时,由于 sinθ > n2

n1 ,θ″ 无法在图中表示,它是一个复数,见

3 .2 .2节 . 比较式(3 .2 .4)及式(3 .2 .5)得

K″ < K″ x (3 .2 .7)
这就是发生全反射与未发生全反射时的区别 . 于是

K″ z = K″ 2 - K″ 2
x = K2 n2

n1
2 - K2 sin2 θ (3 .2 .8)

由于在全反射时 sin2 θ > n2
n1

2 ,故上式根号内为负值,可将它改写为

K″ z = ± i K sin2 θ - n2
n1

2 = ± iK (3 .2 .9)
式中

K = K sin2 θ - n2
n1

2 (3 .2 .10)
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将式(3 .2 .9)代入 E″表达式中得

E″ = E″ 0 ei(ω t - K″· r) = E″0 ei (ω t - K″ x x - K″ z z) = E″ 0 e± K z ei (ω t - K″ x x) (3 .2 .11)
上式代表一个非均匀波,它沿着入射面上的介质边界(x 方向)传播,而振幅随着与

界面的距离 z 作指数改变 . 当然式(3 .2 .11)中的 e± K z 项指数符号只有取负号才符

合物理状况,否则,若取正号,振幅就要随距离 z 的增加而趋向无穷了,这显然是不

可能发生的 . 由此得到,在介质 n2 中存在的表面波为

E″ = E″0 e- K z ei (ω t - K″ x x) (3 .2 .12)
这一波在沿 x 方向是一行波,沿 z 方向振幅是衰减的,随 z 增大振幅减小非常快,
故又称倏逝波 . 此时,K″ z = - iK.
3 .2 .2  倏逝波的性质

1 . 倏逝波是沿介质边界(即 x 方向)传播的行波

  倏逝波 E″是一个沿 x 方向传播的行波 . 由式(3 .2 .12)的 ei(ω t - K″ x x )项可以看出

这一性质 . 相应的相速度为

V″ Φ = d x
d t = ω

K″ x
= ω

K″ sinθ″ = V2
n1
n2 sinθ

(3 .2 .13)

式中 V2 = ω
K″ ,即为一般情况下平面电磁波在介质 n2 中传播的相速度 . 现在对于

倏逝波,由于在全反射时有 sinθ > n2
n1 ,因此必有 V″ Φ <V 2 . 可见,倏逝波沿 x 方向传

播的相速度比普通平面波在介质 n2 中沿 x 方向传播的相速度要慢,因此倏逝波又

称为慢波 .
2 . 倏逝波的穿透深度

由式(3 .2 .12)可知,E″的振幅在 z 方向按指数形式衰减,当振幅值衰减到原振

幅值的 e - 1 时,其相应的 z 值定义为倏逝波的穿透深度 z m ,由 e - K z m = e - 1 可得穿透

深度为

zm = 1
K = 1

K sin2 θ - n2
n1

2 (3 .2 .14)

式中,K = 2π
λ1

是电磁波在介质 n1 中的波矢模大小,故相应的λ1 是电磁波在介质 n1

中的波长 .
一般地,可以估算穿透深度 . 例如,光波从一折射率 n1 = 1 .5 的介质射入 n2 =
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1 的空气中,若入射角 θ= 70°,可算得穿透深度 z m =λ / 4,故倏逝波仅仅存在于介质

界面附近极薄的一层表面上,因此称之为表面波 . 稍深入 z 方向一点距离此波振

幅即趋于零,故称之为倏逝波 .
3 . 等相面及等幅面

对于沿 x 方向传播的行波式(3 .2 .12),等相面即为 K″ x x = 常数的面 . 当入射

角 θ一定,波数 K 一定时,表面波的等相面是 x 等于常数的面,这是一簇与 x 垂直

的等间隔平面簇(图 3 .2 .2).

图 3 .2 .2  倏逝波的等相面及等幅面

等幅面则是振幅为常数的面 . 对于倏逝波等幅面即为 e - K z = 常数的面 . 当 θ、
n1 、n2 、λ1 均为定值,而且介质 n2 中无吸收或衰减存在时,K为常数 . 故等幅面相应

于 z 等于常数的面 . 这是与 z 轴垂直的平面簇 . 振幅在 z = 0 处 大,沿 z 轴递减 .
当到达 z = zm 处时,振幅衰减至 E″ z = z m = 1e E″ z = 0 ,由此可见,倏逝波的等相面与等

幅面不重合 . 这种波称为非均匀波 . 倏逝波不是横电波,因为电矢量在其传播方

向(x 方向)上的分量不为零 .
4 . 倏逝波的能流密度(坡印亭矢量 S)
既然在介质 n2 中存在倏逝波,那么即使在界面上发生全反射时介质 n2 (光疏

介质)中仍存在能流 . 我们将分别求出沿 x 及 z 方向的能流密度 . 为计算简便,可
设 E在垂直于入射面方向振动,E = Ey j = E0 jei(ω t - K· r),H 方向如图 3 .2 .3 所示 .

在介质 n2 中也必有 E″ = E″ y j = j(E″ 0 ·ei(ω t - K″ · r)),H″及 S″也可分解为 x、z 方
向上的分量 . 由式(2 .5 .18)得时间平均能流密度为

〈S″〉= 1
2 Re[E″  × H″ ]
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图 3 .2 .3  倏逝波的能流

密度求法示意图

= 12 Re
i j k

E″ 
x E″ 

y E″ 
z

H″ x H″ y H″ z

= 12 Re(E″ 
y H″ z )i + 12 Re(- H″ x E″ 

y )k
(3 .2 .15)

故有

〈S″〉在 x 方向上的分量为

〈S″ x〉 = 1
2 Re(E″ 

y H″ z )
  〈S″〉在 z 方向上的分量为

〈S″ z〉 = 1
2 Re(- H″ x E″ 

y )
  对于倏逝波有

H″ x = H″ cosθ″ = ε2
μ2

E″ y 1 - sin2 θ″

= ε2
μ2 E″ y i sin2 θ″ - 1 (3 .2 .16)

因此

〈S″ z〉 = 1
2 Re(- H″ x E″ 

y )= 1
2 Re - E″ 

y
ε2
μ2

E″ y i sin2 θ″ - 1 = 0
(3 .2 .17)

上式括号内为纯虚数,故它的实部为零 .
类似地可以求出

〈S″ x〉= 1
2 Re(E″ 

y H″ z )= 1
2 Re ε2

μ2
E″ 

y E″ y sinθ″

= 1
2

ε2
μ2

| E″0 | 2 e- 2K z sinθ
n2 1

(3 .2 .18)
式中 n2 1 = n2 / n1 .

同样,如果 E 矢量在入射面内振动而 H 垂直于入射面,可作类似计算,得出完

全一致的结论 . 事实上,式(3 .2 .17)及式(3 .2 .18)的结论适用于 E 振动方向在任

意平面上的一般情况 .
结论  倏逝波在沿介质界面方向(x 方向)传播,在此方向有能量流动,能流密

度有值;而在与界面垂直的方向上(z 方向)则无能量流动,能流密度在该方向上的
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分量为零 .
以上所求的是时间平均能流密度 . 现在讨论倏逝波的能流密度瞬时值,为计

算简便,仍假设 E 在垂直于入射面的方向上振动 .
按能流密度瞬时值表达式

S″ = E″ × H″ (3 .2 .19)
由 2 .5 节讨论知,在用上式求 S″瞬时值时,式中的 E″ 及 H″ 均应采用实数表达式,
即

E″ = E″ y j = jRe[E″ 0 e - K z ei (ω t - K″ x x )]
= E″ 0 y e- K z cos(ω t - K″ x x) (3 .2 .20)

由

H″ = K″ × E″
ω″μ 2

= 1
ωμ 2

(- K″ z E″ y i + K″ x E″ y k) (3 .2 .21)
将 K″ z = - iK代入上式,并把 E″ y 表达式代入,得到 H″的 x、z 分量实数表达式

H″ x = - Kωμ 2
E″ 0 y e- K z sin(ω t - K″ x x) (3 .2 .22)

H″ z = 1
ωμ 2 K″ x E″ 0 y e- K z cos(ω t - K″ x x) (3 .2 .23)

而

E″ x = E″ z = H″ y = 0
E″ y = E″ 0 y e- K z cos(ω t - K″ x x)

代入式(3 .2 .19)后可得坡印亭矢量的瞬时值为

S″ = 1
2 | K″ |

ε2
μ2

E″ 20 [K″ x (1 + cos2α)i + | K″ z | (sin2α)k]e- 2 z / z m

(3 .2 .24)
式中α = ω t - K″ x x;z m = 1

K为穿透深度;E″ 0 在上述推导中就是 E″0 y ,而因为以上结

论适用于 E在任何平面的一般情况,故结论中的振幅 E″ 0 是对一般振动方向的电

矢量振幅 .
由式(3 .2 . 24)可见,从瞬时看,倏逝波在 x 方向和 z 方向均有流入流出的变

化,只不过这一变化是以 2ω 为频率的余弦及正弦简谐振动变化,因此对于 S″ z 的
时间平均值显然为零才有式(3 .2 .17)的结论,而对 S″ x ,则因含有的是(1 + cos2α)
因子而使时间平均不为零 .

5 . 关于全反射时的 θ″ 的意义

由于在全反射时有 sinθ″ = sinθ
n2 / n1 >1,可见显然没有一个实数的折射角 θ″可满
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足此式,θ″只可能是复数

θ″ = θ″ r + iθ″ i (3 .2 .25)
可见,此时 θ″已不再具有通常的折射角的意义,根据三角公式及双曲函数公式可知

sinθ″ = sinθ″ r coshθ″ i + icosθ″ r sin hθ″ i (3 .2 .26)
此处

coshθ″ i = eθ″ i + e- θ″ i

2
sinhθ″ i = eθ″ i - e - θ″ i

2
(3 .2 .27)

由于 sinθ″必是一个大于 1 的实数,故由式(3 .2 .26)知,只有当 θ″ r = π
2 时方可满足

sinθ″ >1 的实数条件 . 故有

θ″ = π
2 + iθ″ i (3 .2 .28)

复数 θ″的实部 θ″ r = π
2 可以理解为发生全反射时在介质 n2 中的倏逝波 K″沿 x 方向

传播,实部 θ″ r 好像具有在一般情况下的折射角类似含义,表示了在介质 n2 中的电

磁波即倏逝波波矢量与界面法线的夹角 . 而虚部则可由下式求得

sinθ″ = sin π
2 + iθ″ i = sin π2 coshθ″ i + icos π2 sinhθ″ i = coshθ″ i

(3 .2 .29)
又由 sinθ″ = n1

n2 sinθ,将其代入式(3 .2 .29)得

coshθ″ i = n1
n2

sinθ (3 .2 .30)
或

eθ″ i + e- θ″ i

2 = n1
n2

sinθ (3 .2 .31)
这是一个超越方程,由此可解得 θ″ i .
3 .2 .3  倏逝波的实验检测

牛顿曾用棱镜及凸透镜观察倏逝波的存在 . 如图 3 .2 . 4 所示,入射光线在棱

镜底面发生全反射,当透镜 3 不存在或远离棱镜 1 时,则在反射光方向观察到完整

的全反射光斑 . 当透镜逐渐向棱镜靠近时,两者间的空气间隙越来越小,当间隙小

于 4λ 厚度时,就可以观察到一部分表面波进入透镜而在全反射光波中看到了变
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化,间隙越小,被截取进入透镜的能量就越多 . 这意味着透镜 3 对表面波产生了干

扰,从而导致对全反射产生干扰,由此可知,全反射必须有一个表面波来引导 . 当

透镜与棱镜接触时,从实验测量到未发生全反射(反射斑在这部分变黑)的区域正

是按厚度范围到 4λ 时的球缺范围大小 .

图 3 .2 .4  牛顿用于证明倏逝

波的存在实验装置示意图

图 3 . 2 .5  倏逝波使基板上的感光乳胶感光

这种在全内反射过程中产生的倏逝波能穿过小间隙光疏介质而进入另一种光

密介质的现象叫做光学隧道效应,光学隧道显微镜正是应用了这一基本原理 .
另一个证实倏逝波存在的实验如图 3 . 2 .5 所示,将棱镜置于一涂有感光乳胶

的玻璃基板上,感光胶的折射率小于棱镜玻璃的折射率 . 如图 3 .2 .5 入射的光波

在棱镜底面发生全反射 . 但由于在乳胶介质中存在倏逝波,结果是使相应部位的

乳胶感光,冲洗后可以看到曝光部分的椭圆形黑斑 . 这说明有一部分能量进入了

第二介质中 . 这里说的有一部分能量进入第二介质是否与前面讨论的〈Sn
z〉= 0 有

矛盾呢?对此将作如下解释 .
由

cosθ″ = ± 1 - n1
n2

2 sin2 θ = ± i n1
n2

2 sin2 θ - 1 = ± i G (3 .2 .32)
可知 G为实数,即 cosθ″是一个纯虚数,将其代入菲涅耳公式,求反射系数

rs = E′ 0 s

E0 s
= Kμ2 cosθ - K″μ 1 cosθ″

Kμ2 cosθ + K″μ 1 cosθ″ = a - ibG
a + ibG (3 .2 .33)

故有 | rs | = 1 . 同理,可得 | rp | = 1 . 这正是全反射时的特有性质,入射光全部能量

返回介质 n1 中 . 既然全反射时能量全部返回介质 n1 中,那么介质 n2 中的倏逝波

能量又是如何从介质 n1 中进入的呢?原因在于实际上的入射光波是有限宽度的

而并非无穷大 . 因此在入射光的边缘光线入射点 A 及 B 点处必然伴随发生衍射

效应(图 3 .2 .6),通过衍射过程,就会有入射光的小部分能量从 A 点进入第二介

质,成为形成倏逝波的能量源 . 这部分能量沿界面传播形成倏逝波,在 A B 之间部

分是没有能量从第一介质进入第二介质的 . 当倏逝波到达 B 点时,仍通过在 B 点
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图 3 . 2 .6  有限宽光束全反射时的边缘效应及倏逝波的产生

发生的衍射效应而使这部分能量又返回介质 1 . 因此,在两端点 A 与 B 处在垂直

界面方向事实上是有时间平均能流密度值的,而在 A B 之间部分则倏逝波仅仅对

全反射起导引作用而没有能流越过界面,这部分界面上产生的是真正的全反射 .
当然若把 A 点与 B 点的进入和返回能量也作时间平均来对待,则仍可得出〈Sz〉=
0 的结论的 .

当然在理论上探讨倏逝波时,由于讨论的入射波是无穷大平面波,反射波亦为

无穷大,可以把两端的衍射效应设想在无穷远 . 这样就不再去探究其倏逝波 初

能量的来由,而只从边界条件出发导出倏逝波的表达式及性质 .
另一方面,也可从菲涅耳公式求出透射系数,例如

ts = 2 ε1 cosθ
ε1 cosθ + ε2 cosθ″ (3 .2 .34)

将 cosθ″ = ± iG 代入,可知 ts ≠0,ts 是一个复数 . 同理,也有 tp ≠0,tp 也是一个复

数 . 由此可知 E″ p 及 E″ s 必有值,因此,也可以由此得出在介质 n2 中必存在着电磁

场的结论,这一电磁场就是倏逝波 .
当然,由于 θ″是复数,导致 cosθ″是虚数,以及反射率 r、透射率 t 均为复数,从

而使反射光相位发生跃变以及导致倏逝波的一系列特性 .
3 .2 .4  全反射时的相位跃变

当入射光在界面上发生反射时,能量被全部反射,但反射波的相位相对于入射

波有一个跃变,这一相位差记作 δ,即
E′
E = ei δ (3 .2 .35)

这一相位差又随 E的振动方向不同而不同 .
对于垂直于入射面的振动分量(记为 S 分量)有

E′ s
Es

= eiδ s (3 .2 .36)
根据菲涅耳定理式(3 .1 .23)有
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rs = E′ s
Es

= - sin(θ - θ″ )
sin(θ + θ″ )= n1 cosθ - n2 cosθ″

n1 cosθ + n2 cosθ″
= cosθ - i sin2 θ - n22 1

cosθ + i sin2 θ - n22 1
= eiδ s (3 .2 .37)

将欧拉公式用于上式,可简化为

t an δs
2 = - sin2 θ - n22 1

cosθ (3 .2 .38)
同样可以对平行于入射面的 P 分量求出反射波与入射波之间的相位差 δp

t an δp
2 = - sin2 θ - n22 1

n22 1 cosθ (3 .2 .39)

图 3 . 2 .7  菲涅耳棱体

由于全反射时发生的相变与 S 波和 P 波

不同,故可用来改变光波的偏振状态 .
例如用于菲涅耳棱体中把线偏振光变成

圆偏振光 . 如图 3 . 2 . 7 所示,入射光偏

振方向与入射面成 45°,它可以分解为在

入射面中振动的 P 光及垂直入射面振动

的 S 光 . 在棱体中使之作两次全反射,
如果使 P 光与 S 光相位差正好等于π

2 ,
则出射后的光由原来的线偏振光变成了圆偏振光 . 此时菲涅耳棱体起了 1

4 波片的

作用 .
设 P 分量 S 分量在一次全反射后相位差为

δ = δp - δs (3 .2 .40)
则由式(3 .2 .39)及式(3 .2 .40)得

tan δ2 = - cosθ sin2 θ - n22 1
s in2 θ (3 .2 .41)

为使棱体在两次反射时成为 1
4 波片,应使 δ= 45°,这样只要将菱体折射率 n 的倒数

代入 n2 1 ,便可由式 (3 . 2 . 41)求出 θ 角,这就是棱体的倾角 α . 例如对于 λ =
1 .06μ m,用 K9 玻璃作菲涅耳棱体,n1 .0 6 4μ m = 1 . 5067,可以求得 θ1 = 54°16′ ,θ2 =
49°3′ . 以上两种切割参数都可以满足使这一棱体对于 1 .064μ m 波长的红外光成

为 14 波片的要求 .
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3 .2 .5  全反射的反射率、反射系数及相位跃变关于入射角 θ的依赖关系

光波从光密介质到光疏介质交界面上的反射系数仍可按菲涅耳公式(3 .1 .23)
求得 . 由此便可求得光强反射率 . 图 3 . 2 . 8 及图 3 . 2 . 9 分别示出了反射率 R =
I′ / I及反射系数 r = E′ / E 对于入射角 θ 的依赖关系 .

图 3 .2 .8  S 波及 P 波在从介质(n = 1 .54)到空气

的界面上的反射率 R 关于入射角 θ 的关系曲线

图 3 . 2 . 9  S 波及 P 波在从 介质

(n= 1 .54)到空气的界面上反射系

数曲线

同时,也可由求得的反射系数再求得不同入射角时的反射光波位相跃变 .
图 3 .2 .10(a)、(b)分别示出了 P 波及 S 波的相位跃变与入射角之间的关系 .

图 3 . 2 .10  全反射时的相位跃变 δp (a)及 δs (b)关于入射角 θ的关系曲线

P 波与 S 波之间的相位跃变量之差 δ= δp - δs 关于 θ的关系曲线如 (b)图中的虚线

3 .3  古斯 汉森位移

当有限宽光束在界面上作全内反射时,古斯 汉森发现,光束在界面上有一侧

向位移 . 他们的实验如图 3 .3 .1 所示:一束很窄的光从棱镜的一个面入射后到达
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图 3 .3 . 1  古斯 汉森位移实验

棱镜底面,在底面上的一条窄带上镀了银反射膜层 . 这样光带被分成了 I 和 II 两

个部分 . 其中 II 部分的光在底面上由于其大的入射角而发生全反射,全反射后的

光在侧向移过一个小距离后出射,而 I 部分的光则入射到银层上,由于银的吸收系

图 3 .3 .2  全反射时的古斯 汉森位移

数极高,光波仅能透入到几个纳米深的地

方(1nm = 10 - 6 mm),反射光在银反射膜

表面反射 . 这一深度比起全反射时倏逝

波的穿透深度小了两个数量级,因此在金

属层上反射后几乎看不到侧向位移 . 于

是在出射棱镜后观察,可以看到出射光的

I 与 II 区之间明显的错位,这就是古斯

汉森位移的实验证明 .
下面利用空间波包的位移的方法来

证明古斯 汉森位移的存在(图 3 .3 .2).
设入射光波由两个入射方向略为不

同的平面波组成,两平面波波矢的 x 分量

分别为

Kx 1 = β + Δβ
Kx 2 = β - Δβ (3 .3 .1)

设两波偏振方向一致,在此就可只以标量形式进行运算 . 在分界面上入射光波振

幅可写作

Ei = E1 + E2 = ei[ω t - (β + Δ β)x] + ei[ω t - (β - Δ β)x] (3 .3 .2)
若略去共同的 eiω t 因子,可得

Ei = 2cos(Δβx)e - iβ x (3 .3 .3)
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上式表示了一个波矢为β 的波,它在 x 方向上有振幅余弦的调制 . 这实际上就是

两个平面波的干涉条纹,或称空间的振幅(或强度)波包 .
两个平面波 E1 、E2 经全内反射后均有相应的相位跃变,设分别为

δ1 = δ +  δ
βΔβ

δ2 = δ -  δ
βΔβ

(3 .3 .4)

两波经全反射后的合成波为

E′ = E′ 1 + E′ 2 = e- i (β+ Δ β)x e- iδ1 + e- i (β- Δ β)x e- iδ2

= e- i (β+ Δ β)x e- i δ +  δβ·Δ β + e- i (β- Δ β)x e- i δ -  δβ·Δ β

= 2cos Δβ x +  δ
β e- i(β x + δ) (3 .3 .5)

式中,δ 是波矢为β 的波在该界面上的全反射相位跃变 .
若把式(3 .3 .5)与式(3 .3 .3)作比较,可以发现在 x 方向上的振幅分布大值,

即空间波包的顶点在全反射后位于

x = x0 = -  δβ (3 .3 .6)
处,这表明反射后光束在 x 方向有一侧向位移 x0 ,这样就证明了古斯 汉森位移 .

实验上为了看清这一位移,通常采用多次反射的方法,如图 3 . 3 . 3 将棱体加

长,将棱镜的反射面中一部分镀银,其余部位则发生全内反射,这样光经多次反射

后从镀银层反射的光与全反射的光就分离了 .

图 3 . 3 .3  多次全反射时的古斯 汉森位移
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3 .4  电磁波在分层介质上的反射和透射

光学薄膜是处理光学介质表面时常常碰到的,常见膜层有金属膜及介质膜 .
金属膜的吸收较大,因此其反射率不可能做得很高 . 而介质膜吸收很小,多层介质

膜 高反射率可达到 99 .99%或更高 .
所有多层膜的问题,实质上都是解决电磁场在边界上的折反射问题 . 本节将

对多层或单层介质膜应用电磁场在边界上的条件→介质中传播→边界……→在

后一层的界面上出射及反射,以求出膜系的反射率或透射率 .
3 .4 .1  单层膜的特征矩阵

膜系往往由许多层膜构成,层间的交界面可高达十几个到几十个 . 因此,应用

矩阵的方法来解决这一问题将具有许多优越性 . 特征矩阵就是把界面两边的场利

用边界条件相互联系起来的矩阵 . 单层膜是膜系的基本单元,也是一种 简单的

膜,因此先讨论单层膜的特征矩阵 .

图 3 .4 .1  单层介质膜

如图 3 .4 .1 所示的单层膜,nG 为基底的折射率,如玻璃 . n1 为介质层,n0 为空

气的折射率 . 整个膜层的两边分别有场矢量 E1 、H1 、E2 、H2 ,则它们的膜可以用特

征矩阵联系起来

E1

H1
= (M) E2

H2
(3 .4 .1)
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下面就单层膜情况来导出特征矩阵 M 的表达式 . 式(3 .4 .1)中 E1 、H1 表示在界面

I 的 n0 一侧的场矢量;E2 、H2 表示在界面 II 的 nG 一侧的场矢量 . 在交界面 I 上有

入射波 Ei1 、反射光波 Er 1 、折射光波 Et 1 以及由介质 n1 入射到界面 I 上的光波 E′ r2 .
假设介质中无自由电荷及传导电流,根据边界条件,则有 E 的切向分量连续、H

的切向分量连续 . 先假设 E1 垂直入射面,得
E1 = Ei1 + Er 1 = Et1 + E′ r 2

H1 = H i1 cosθi1 - H r1 cosθi1 = Ht 1 cosθi2 - H′ r 2 cosθi2
(3 .4 .2)

根据 Hi = εi

μ i
E i = ε0

μ0
Ei ni ,将上式第二式化为

H1 = ε0
μ0

(Ei1 - Er 1 )n0 cosθi1 = ε0
μ0

(Et1 - E′ r2 )n1 cosθi2 (3 .4 .3)
同样,在交界面 II 上也可以写出

E2 = Ei2 + Er 2 = Et2

H2 = H i2 cosθi2 - H r2 cosθi2 = H t2 cosθt2
(3 .4 .4)

上式第二式亦可改为

H2 = (Ei2 - Er 2 ) ε0
μ0

n1 cosθi2 = Et2
ε0
μ0

nG cosθt2 (3 .4 .5)
为求出特征矩阵,可将式(3 .4 .2)的第一式及式(3 .4 .3)稍加变换,求出 Et1 、E′ r2 与

E2 、H2 之间的关系 .
考察界面 I 上的透射场 Et 1 (x,y,z = 0)与界面 II 上的入射场 Ei2 (x,y,z = h1 )

Et 1 = Et1 0 e- i (K x x + K z z) | z = 0 (3 .4 .6)
Ei2 = Et 1 0 e- i (K x x + K z z) | z = h1 = Et 1 e- i K z h 1 = Et1 eiδ1 (3 .4 .7)

式中 δ1 = - K z h1 = - 2πλ0 n1 h1 cosθi2 ,表示波矢为 K 的平面波在薄膜中时,垂直横跨

过两个界面的相位差(即在 z 方向上的相位差).
同样,也可写出 E′ r2 与 Er 2 之间的关系

E′ r 2 = Er 2 eiδ1 (3 .4 .8)
因此有

E2 = Ei2 + Er 2 = Et1 ei δ1 + E′ r 2 e- i δ1 (3 .4 .9)
H2 = (Ei2 - Er2 ) ε0

μ0
n1 cosθi2 = (Et1 eiδ 1 - E′ r2 e- iδ1 ) ε0

μ0
n1 cosθi2   (3 .4 .10)

令

η1 = ε0
μ0

n1 cosθi2 (3 .4 .11)
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得到

Et 1 = e- i δ1
2 E2 + H2

η 1

E′ r2 = eiδ 1
2 E2 - H2

η1

(3 .4 .12)

将式(3 .4 .12)代入式(3 .4 .2)的第一式及式(3 .4 .3),得
E1 = E2 cosδ1 - H2

isinδ1
η1

H1 = - E2η 1 isinδ1 + H2 cosδ1

(3 .4 .13)

写为矩阵运算有

E1

H1
= cosδ1 - i

η1
sinδ1

- iη1 sinδ1 cosδ1

E2

H2
(3 .4 .14)

以上推导的是对于 E 振动与入射面垂直的情况,即对于 S 波所作 . 类似地,可以对

P 波作推导,得到类似于式(3 .4 .14)的结果,只是在 P 波情形下要把 η1 改写为

η 1 = ε0
μ0

· n1
cosθi2

(3 .4 .15)
故得单层薄膜的特征矩阵为

M1 = cosδ1 - i
η1

sinδ1

- iη1 sinδ1 cosδ1

(3 .4 .16)

图 3 .4 .2  多层介质膜

3 .4 .2  多层膜的特征矩阵

对于多层膜的情况(图 3 . 4 . 2),可逐层应用式(3 .4 .1)的单层膜特征矩阵求

得 . 例如,对于第二层膜 n2 在界面 III 以下层介质中场矢量为 E3 、H3 ,则有

E2

H2
= (M2 ) E3

H3
(3 .4 .17)

将此式代入式(3 .4 .1),得
  E1

H1
= (M1 ) E2

H2
= M1 M2

E3

H3
(3 .4 .18)

如此依次逐层类推,可得对 N 个界面的多层膜一般

式
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E1

H1
= M1 M2 … MN

EN + 1

H N + 1
= M

EN + 1

H N + 1
(3 .4 .19)

其中

M = M1 M2 … MN (3 .4 .20)
就是多层膜的特征矩阵,它等于各个单层膜特征矩阵之积 . 注意,矩阵运算不服从

交换率,故相乘次序不可以交换 .
3 .4 .3  膜系反射率的计算

由一系列膜层构成的膜系,其反射系数和透射系数可利用特征矩阵求出

  反射系数    r = Er1
Ei1 (3 .4 .21)

  透射系数    t = EtN + 1
Ei1

(3 .4 .22)
将式(3 .4 .19)改写为

E1

H1
= A  B

C  D
EN + 1

H N + 1
(3 .4 .23)

将单层膜公式(3 .4 .4)中第一式及式(3 .4 . 5)推广到 N 层膜的第 N 个界面,可写

为一般式

EN + 1 = Et N + 1 (3 .4 .24)
H N + 1 = ε0

μ0
Et N + 1 nG cosθt N + 1 = ηG Et N + 1 (3 .4 .25)

其中

ηG = ε0
μ0

nG cosθt N + 1 (3 .4 .26)
而在界上 I 上仍有

E1 = Ei1 + Er 1 (3 .4 .27)
H1 = ε0

μ0
(Ei1 - Er1 )n0 cosθi1 = η0 (Ei1 - Er 1 ) (3 .4 .28)

式中

η0 = ε0
μ0

n0 cosθi1 (3 .4 .29)
将以上各式中的 E1 、H1 、EN + 1 、H N + 1 代入式(3 .4 .23)得到
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Ei1 + Er1

η 0 (Ei1 - Er1 ) = A  B
C  D

Et N + 1

ηG Et N + 1
(3 .4 .30)

展开上式得

Ei1 + Er 1 = AE t N + 1 + Bη G Et N + 1

η0 (Ei1 - Er1 )= CE t N + 1 + Dη G Et N + 1

解此联立方程,求得

  反射系数   r = Er1
Ei1 = Aη0 + Bη0 ηG - C - DηG

Aη0 + Bη0 ηG + C + DηG
(3 .4 .31)

  透射系数   t = Et N + 1
Ei1

= 2η0

Aη0 + Bη0 ηG + C + DηG
(3 .4 .32)

反射率

R = r· r (3 .4 .33)
  例 3 .1  求基片 nG 上折射率为 n1 厚度为 h1 的单层膜反射率 .

解  单层膜特征矩阵

M1 = A  B
C  D

= cosδ1 - iη sinδ1

- iη1 sinδ1 cosδ1

其中

δ1 = - 2π
λ n1 h1 cosθi2

η1 =
ε0
μ0

n1 cosθi2   (S 波)
ε0
μ0

· n1
cosθi2   (P 波)

反射系数

r = Er
Ei

= Aη 0 + Bη 0 ηG - C - Dη G

Aη 0 + Bη 0 ηG + C + Dη G
= η1 (η 0 - ηG )cosδ1 - i(η0 ηG - η21 )sinδ1

η1 (η 0 + ηG )cosδ1 - i(η0 ηG + η21 )sinδ1

(3 .4 .34)
反射率

R = r· r =
(η0 - ηG )2 cos2 δ1 + η0 ηG

η1
- η1

2
sin2 δ1

(η0 + ηG )2 cos2 δ1 + η0 ηG

η1
+ η1

2
sin2 δ1

(3 .4 .35)

·19·3  电磁波在分层介质中的传播



对于正入射的情况,θ= 0,即 cosθi2 = cosθt N + 1 = 1,得 η1 = ε0
μ0 n1 ,ηG = ε0

μ0 nG ,η0 =
ε0
μ0

n0 ,代入式(3 .4 .35)得

R =
(n0 - nG )2 cos2 δ1 + n0 nG

n1
- n1

2
sin2 δ1

(n0 + nG )2 cos2 δ1 + n0 nG

n1
+ n1

2
sin2 δ1

(3 .4 .36)

  例 3 .2  多层高反膜在正入射下对控制波长λ0 的反射率 高反膜每层光学厚

度为
λ0
4 ,正入射时 δ = -π2 .
解  多层高反膜可表示为 G(H L)P H A,它的一个周期(H L)特征矩阵为

ML M H = cosδ1 - iη1
sinδ1

- iη1 sinδ1 cosδ1

cosδ2 - iη2
sinδ2

- iη2 sinδ2 cosδ2

δ = - π
2 0 iη L

iη L 0
0 iη H

iη H 0

=
η H

η L
0

0 η L

η H

=
nH

n L
0

0 nL

n H

(3 .4 .37)

P 个周期的特征矩阵为

(ML M H )P =
nH

nL

P 0

0 nL

n H

P
(3 .4 .38)

整个膜系的特征矩阵为

M = MH (ML M H )P = 0 iη H

iη H 0

η H

η L

P

0

0 η L

η H

P

·29· 光学电磁理论



=
0 i

η H

η L

η H

P

iη H
η H

η L

P

0
(3 .4 .39)

把 M 矩阵的各元代入式(3 .4 .31),求得 r 后再平方,得

R =
n0 - nH

nL

2 P n2
H

nG

n0 + nH

nL

2 P n2
H

nG

2

(3 .4 .40)
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4  电磁波在金属中的传播

前面讨论了非导电的各向同性介质中的光波传播 .本章讨论电磁波在金属中

的传播 .在金属传播中所用的有关研究方法,也适用于一般的有损耗介质中 .在有

损耗的实际介质中存在有一定值的电导率 .电导率与焦耳热的出现有关,这是一种

不可逆现象,其中电磁能被转化为热而消耗掉了,结果是造成了电磁波在传播过程

中的衰减 .金属中电导率很高,这种衰减如此之大,以致光频段电磁波衰减极快而

使金属几乎不透明 .
讨论这类有损耗介质的一个独特的方法就是引入复介电常数(或复折射率),

以便计及电导率的存在而描写出电磁波在金属及有损耗介质中的吸收 .

4 .1  复介电常数、复折射率

在一般金属中或一切有损耗介质中,由于电导率σ≠0,因此由 J = σE 可知,当
存在电场 E时实际金属或有损介质中必存在着传导电流 J .当然,当金属趋于理想

导体时,σ→∞ ,为使 J 不成为无穷大,必有理想导体内电场为零 .
对于时谐电磁场 E = E0 ei (ω t - K· r),必有E

 t = iωE,由此比较时谐场在理想介质

(σ = 0)与一般金属或有损耗介质 (σ ≠ 0)中的麦克斯韦第二方程的区别,如表

4 .1 .1 所示 .
表 4 .1 .1  理想介质与金属或有损介质在麦克斯韦第二方程中的区别

理想介质(σ = 0) 金属或有损介质 (σ≠0)
方程Δ × H =  D

 t Δ × H= J +  D
 t

定态Δ × H = iω εE Δ × H= σE + iω εE = (σ + iω ε)E = iω粍εE
亥姆霍兹方程Δ 2 E + K2 E = 0 Δ 2 E + 粨K2 E = 0
   K = ω εμ    粨K = ω 粍εμ
当 μ r = 1 时 n = εr 粔n = 粍εr

    n = c
v 粔n = c

粔v



  比较表中介质与金属的定态麦克斯韦第二方程可得

粍ε = σ + iω εiω = ε - iσω (4 .1 .1)
这就是复数形式的介电常数 .复介电常数的引入究其起因是因为金属中存在损耗

(σ≠0),为与理想介质的波动方程具有完全一致的数学表达形式而人为地引入 粍ε.
这样,在无损介质中的亥姆霍兹方程、波数、折射率、速度等在金属中相应地统统变

为了复数形式 .当然,此时的复参量粍ε、粍εr 、粨K、粔n、粔v 等均已不再具有相应实参量的原

有物理意义 .但由于方程形式的相同而可以在运算中沿用原有的公式形式,只要把

原来的实参量改为相应的复参量即可,这也正是引入复参量的目的 .
此时的亥姆霍兹方程仍具有类似的平面波解形式,只是此时的波数变成了复

数矢量 粠K,即有

E = E0 ei(ω t - 粠K· r) (4 .1 .2)
折射率公式仍适用,对一般介质 μ r = 1,则有

粔n = 粍εr μr = 粍εr (4 .1 .3)
可见折射率 粔n 也是复数,可假设如下形式

粔n = n(1 - iK)= n - i nK (4 .1 .4)
式中:K为消光系数;nK为吸收系数;n 为折射率的实部 .此时平面波解(设波在 z
方向传播)可写为

E = E0 ei (ω t - 粠K z z) = E0 e - i 2πn0 ·粔n z eiω t = E0 e- 2πλ 0 nK z ei (ω t - K z z) (4 .1 .5)
上式的第一部分为 e 的实数负次方,表示 E 振幅随传播深度 z 增大而不断衰减,第
二项为平面波传播中的相位项,其中 K z = 2π

λ 0
n为实数 .

考虑光强度 I∝ | E | 2 (此处未考虑
1
2 × 1

377Ω的系数),则有

I ∝ (E0 e- 2πλ0· n·K· z )2 ∝ I0 e- α z (4 .1 .6)
由此可得吸收率

α = 2·2πλ0
(nK) (4 .1 .7)

(在不同的书中有把α 称作吸收系数,或把 nK称作吸收系数 .)
根据

粔n = 粍εr = 粍ε
ε0

(4 .1 .8)
把式(4 .1 .1)代入上式,得

粔n2 = 粍ε
ε0

= 1
ε0 ε - i σ

ω (4 .1 .9)
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又由式(4 .1 .4)得
粔n2 = (n - i nK)2 = n2 - n2K2 - 2in2K (4 .1 .10)

比较式(4 .1 .9)及式(4 .1 .10),得
ε

ε0
= n2 - n2K2 (4 .1 .11)
σε0 ω = 2n2K (4 .1 .12)

将式(4 .1 .11)平方后与式(4 .1 .12)平方相加,得
n2 + n2K2 = ε

ε0

2 + σ
ε0 ω

2 (4 .1 .13)
将此式与式(4 .1 .11)联立,解得

n = 1
2

εε0

2 + σε0 ω
2 + ε

2ε0
(4 .1 .14)

nK = 12
ε

ε0

2 + σ
ε0 ω

2 - ε2ε0
(4 .1 .15)

这样就导出了电导率σ 与光学常数 n、nK之间的关系 .上两式还可写成如下形式

n = ε
ε0

1
2 1 + σεω

2 + 1
1 / 2

(4 .1 .16)

nK = ε
ε0

1
2 1 + σεω

2 - 1
1 / 2

(4 .1 .17)
式(4 .1 .16)、式 (4 . 1 . 17)表示了金属的色散及吸收 . 注意,以上讨论是假设在

式(4 .1 .3)中有 μ r = 1 的条件下进行的 .对于 μ r ≠1 的普遍性情况,有如下公式

n = εμε0 μ0
12 1 + σ

εω
2 + 1

1 / 2
(4 .1 .18)

nK = εμ
ε0 μ0

1
2 1 + σ

εω
2 - 1

1 / 2
(4 .1 .19)

4 .2  电磁波在金属界面上的折射

现在讨论电磁波在金属界面上的折射情况 .为讨论简单,假设光波从真空入射

到金属表面上,真空中波长为 λ0 (频率为 ω0 ),在金属中的折射率为 粔n,频率也为

ω0 ,光波从真空以入射角 φ 1 入射到界面上,入射面为 xO z 平面(图 4 .2 .1).
根据折射定律有
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图 4 .2 .1  电磁波在金属界面上的折射

sinφ 1

sinχ 2
= 粔n = n - inK (4 .2 .1)

因此有

sinχ 2 = sinφ 1
n - i nK (4 .2 .2)

可见 χ2 必为复数,此时 χ2 并不表示光波

在金属中的折射角 .记作 粔χ 2 以表示它为

复数 .光波在金属中传播“速度”为
粔v2 = C

粔n = C
n - inK = C(1 + iK)

n(1 + K2 )
(4 .2 .3)

此处 粔v2 是复数速度,它也并不表示光波的传播速度 .所有的复数参量仅仅是形式

上与原来的表达式一致而不再具有原有的物理意义 .原有的表达式仍可沿用,只要

把相应的物理量改为复数参量即可 .
因此,光波在金属中的电场矢量可写为如下形式

E2 = E2 0 eiω t - z s in粔χ 2 + zcos粔χ 2粔v2 (4 .2 .4)
(此处不用波矢 粠K2 表达是为了避免与以下的消光系数符号K混淆).

下面讨论如何求出光波在金属内的实折射角 φ2 ,即真正具有物理意义的折射

角 φ2 .为此,首先确定由式(4 .2 .4)所表达的光波的等相面 .为此将由式(4 .2 .2)表

达的 粔χ 2 代入式(4 .2 .4).由式(4 .2 .2)得
sin粔χ 2 = sinφ1

n(1 - iK) = sinφ 1 (1 + iK)
n(1 + K2 ) (4 .2 .5)

故有

cos粔χ 2 = 1 - sin2 粔χ 2 = n2 (1 + K2 )2 - (1 - K2 + 2iK)sin2 φ1
n2 (1 + K2 )2 (4 .2 .6)

cos粔χ 2 也是复数,可写作

cos粔χ 2 = ρe- i δ = ρ(cosδ - isinδ) (4 .2 .7)
则可求得

n2 (1 + K2 )2 - (1 - K2 )sin2 φ 1
n2 (1 + K2 )2 = ρ2 cos2δ (4 .2 .8)
2Ksin2 φ 1

n2 (1 + K2 )2 = ρ2 sin2δ (4 .2 .9)
以上两式将用于求出参数 ρ 及 δ,由于求解复杂,在此不予列出 .
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把式(4 .2 .5)及式(4 .2 .6)的 sin粔χ 2 和 cos粔χ 2 、式(4 .2 .3)的 粔v2 代入 E2 的表达式

(4 .2 .4),得
E2 ≈ eiω t- xsinφ1

c - z ρ n
c

(c o s δ - Ks in δ) e- 2π ρ z n
λ (s in δ + Kc o s δ) (4 .2 .10)

上式中的第一个指数项表示相位传播因子,第二个指数项表示吸收因子即振幅的

衰减 .
由第一指数项可以求出光波在金属中的折射角 φ 2 ,为此,可以根据这一指数

项写出等相面方程

xsinφ 1 + zρn(cosδ - Ksinδ)= 常数 (4 .2 .11)
而等幅面方程则由第二个指数项得出,显见等幅面方程为 z = 常数 .当然,我们也

可以把等相面方程用实数折射角 φ2 来表达

xsinφ 2 + zcosφ 2 = 常数 (4 .2 .12)
比较式(4 .2 .11)与式(4 .2 .12)得

sinφ 1 = Asinφ2 (4 .2 .13)
ρn(cosδ - Ksinδ)= Acosφ 2 (4 .2 .14)

将上两式平方后相加,便可求得比例常数

A = sin2 φ 1 + ρ2 n2 (cosδ - Ksinδ)2 (4 .2 .15)
由式(4 .2 .13)可求出在金属中折射的实数形式折射定律

sinφ1
sinφ2

= A = sin2 φ 1 + ρ2 n2 (cosδ - Ksinδ)2 = nφ1 (4 .2 .16)
上式则真正表示了光线的偏折情况,φ1 是光从真空到金属界面的实数入射角 .φ 2
是光线在金属内的实数折射角,它们的正弦值之比就是在过去理想介质界面上折

射情况中的折射率 nφ 1 .从式(4 .2 .16)可知,这一实数折射率 nφ1 依赖于入射角 φ 1 ,
不同的入射角 φ1 具有不同的折射率 nφ1 ,从而导致 sinφ1 / sinφ 2 的比值不是常数而

是一个与入射角 φ1 有关的函数 . 这正是在金属中折射与在介质中折射的不同

之处 .
这样,金属中光波 E2 的表达式(4 .2 .10)中第一个指数因子为

eiω t - xsinφ2 + zcosφ2
c / nφ1

由此可得,光波在金属中的实数速度(即相速度)为
vφ 1 = c

nφ1
= c

sin2 φ 1 + ρ2 n2 (cosδ - Ksinδ)2 (4 .2 .17)
而从光波 E2 表达式(4 . 2 . 10)的第二个指数因子即衰减因子可以求得实数衰减

系数
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Kφ 1 = ρ(sinδ + Kcosδ) (4 .2 .18)
后将式(4 .2 .8)及式(4 .2 .9)联立解出的 ρ 及 δ 代入以上各式,可以求出具有物

理意义的光学参数

n2φ 1 = [n2 - n2K2 + sin2 φ1 + 4n4K2 + (n2 - n2K2 - sin2φ 1 )2 ]/ 2
K2φ 1 = [- n2 + n2K2 + sin2 φ 1 + 4 n4K2 + (n2 - n2K2 - sin2φ 1 )2 ]/ 2
vφ 1 = c / nφ 1

(4 .2 .19)
可见,这时 nφ1 、Kφ1 ,vφ1 均是入射角 φ1 的函数,当 φ 1 = 0 即正入射时,nφ1 趋向于 n,
Kφ 1 趋于K,vφ1 趋于 c / n .因此,人们又把“光学常数”n 及 K称作主折射率及主吸

收率 .
研究者们,例如 D . Shea(1892)、R . B . Wilsey(1916)进行了大量实验来测定

光学常数 n和K.表 4 .2 . 1 给出了 Shea 的测量结果,表中列出了不同的金属在

λ = 640nm(红光)时不同入射角下的光学常数,其中 n、nK是在 φ 1 = 0°时的折射率

及吸收率,n1 0 、n2 0 、…、n9 0 表示在 φ 1 = 10°、20°、…、90°时的实数折射率 nφ 1 . 正如在

表中所示的,在金属中测量结果不可能像在透明体中那样精确 .在透明介质中折射

率可以测量到小数后 5 位的精确度,而在金属中,小数后第二位数已不是十分保险

了 .这一方面是由于测量的困难性,另一方面是由于要测量及观察反射,要求产生

一个纯的金属表面,而这几乎是不可能的 .因此不同的实验者给出的结果往往有较

大的差别 .
表 4 .2 .1  由 Shea给出的几种金属的光学常数

金属 n nK n1 0 n2 0 n3 0 n4 0 n50 n6 0 n70 n8 0 n90
Fe 3 .03 1 .78 3 .04 3 .04 3 .04 3 .05 3 .06 3 .06 3 .07 3 .07 3 .07
P t 1 .99 2 .03 2 .00 2 .01 2 .02 2 .04 2 .07 2 .09 2 .11 2 .12 2 .12
Cu 0 .48 2 .61 0 .51 0 .59 0 .69 0 .79 0 .89 0 .98 1 .04 1 .08 1 .10
A u 0 .35 1 .79 0 .39 0 .49 0 .61 0 .72 0 .83 0 .92 0 .99 1 .03 1 .05
A g 0 .26 2 .16 0 .31 0 .43 0 .56 0 .69 0 .80 0 .90 0 .97 1 .01 1 .03

观察上表,可以分为两部分 .第一部分包括 Fe(铁)、Pt(铂),二者均具有较大

的折射率(n >1),而 nφ1 随角度的变化不是很大,因此在这些金属中折射现象近似

地遵循惯用的折射定律 .
表格的第二部分包括 Cu(铜)、Ag(银)及 Au(金),它们在零度时的折射率 n <

1,同时可以看到不同角度下 nφ 1 值的改变十分显著 .这时的折射定律就完全不一样

了 .特别可以看到 Cu 相应的 nφ1 在 60°～ 70° 之间有 nφ1 = 1 的值;Ag 及 Au 在大角
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图 4 .2 . 2  几种金属的折射率

关于入射角 φ1 的依赖关系

度时会有一个 nφ1 = 1 的值 (对 Cu 在

62 .9°,Ag 在 71 .9°,Au 在 76 .2°).这意味

着,对一定的金属,这一波长的光对应于

某一角度入射时不被折射,这是这一类金

属所特有的一种非常奇特的性质 . Shea
在实验上证实了这种特性 .

图 4 .2 .2 给出了与表 4 . 2 . 1 相应的

几种金属的 nφ 1 -φ 1 曲线 .
为进一步讨论光在金属界面上折射

的一些特殊性质,我们再列出由 P . Drude
(1904)对几种金属在 D 线(λ = 589nm)所

测得的 n及 nK值(表 4 .2 .2,即均是在垂

直入射 φ 1 = 0° 时的 主 折 射率 及 主 吸

收率).
表 4 .2 . 2  由 Drude 给出的几种金属的光学常数 (λ = 589nm)

金属 n nK

Ag 0 .18 3 .67
Au 0 .37 1 .82
Pt 2 .06 4 .26
Cu 0 .64 2 .62
Na 0 .005(!) 2 .61
H g 1 .73 4 .96
钢 2 .41 3 .40

讨论  (1)该表中列出的几种金属中都有 n < nK,这意味着,对于这些金属,
在光频时有 ε <0,这可以由式(4 . 1 . 11)看出,只有当 n > nK时,如表 4 .2 .1 中的

Fe,才有 ε >0 .
(2)表中 Na(钠)的 n = 0 .005,则由式(4 .2 .19)可知此时相速度 vφ = 200 c,即

光波在钠中传播的相速度是真空中光速的 200 倍!当然,这样求出的是相速度,它
可以超过光速,而它并不能作为信号或能量传递的速度 .

以上讨论的是在光频情况(ω = 101 4 ～ 1 5 H z),倘若在长波长电磁波(如 ω = 101 3

H z 以下)或者说在满足良导体条件 σ
ω ε >>1(良导体条件将在 4 .4 节中讨论),可把

式(4 .1 .16)、式(4 .1 .17)改写为

n = nK = σ2ε0ω (4 .2 .20)
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这时把上式代入式(4 .2 .19)可以看到 nφ 1 、Kφ 1 几乎不随入射角而改变,即
nφ 1 = n
Kφ 1 = K (4 .2 .21)

这意味着在良导体中透射波(或称折射波)几乎与界面垂直,不论其入射角如何改

变,其透射波均在与界面垂直方向,等幅面与等相面重合 .这就是低频电磁波与光

频时的区别 .
后要说明的是,以上讨论的是电磁波在金属中传播 .金属一般具较大的电导

率σ,故具有大吸收系数α,尽管透明体的吸收比金属小得多,情况与金属有较大的

偏离,但以上讨论的结果在原则上仍适用于具有较小吸收(相对于金属而言)的所

有有损耗介质 .这可以应用于有色液体的折射率精确测量并与完纯透明体的理想

情况作比较,从其出现的差别就可以得以验证 .

4 .3  复数波矢粠K
由 4 .1 节知,对金属或有损介质,亥姆霍兹方程为

Δ 2 E + 粨K 2 E = 0 (4 .3 .1)
粨K 为复数波数

粨K = ω μ粍ε
于是平面波解

E = E0 ei(ω t - 粠K· r) (4 .3 .2)
粠K 是复数波矢,可记为 粠K =β - iα,其中β、α 是实矢量 .粠K 写为分量形式有

粨K x = β x - iα x

粨K y = β y - iα y (4 .3 .3)
粨K z = β z - iα z

将 粠K = β - iα 代入式(4 .3 .2),得到平面波解具有如下形式

E = E0 e- α· r ei (ω t - β· r) (4 .3 .4)
式中:第一部分 E0 e - α · r即为平面波的振幅,表明平面波沿 α 方向衰减,α 称为衰减

常数;第二部分中的 β· r 即为相位传播因子,β 称为相位常数 .
复数波矢 粠K 也可直接由麦克斯韦方程组取σ≠0 时解出

Δ × E = - B
 t (4 .3 .5)

Δ × H = σE + D t (4 .3 .6)
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对式(4 .3 .5)两边取旋变,并将式(4 .3 .6)代入,考虑到良导体内部有Δ · E = 0,则
得到波动方程

Δ 2 E - μσ E t - με 2 E
 t2 = 0 (4 .3 .7)

设此时仍有类似的平面波解

E = E0 ei (ω t - 粠K′· r) (4 .3 .8)
代入波动方程(4 .3 .7),得

- K′ 2 - iωμσ + ω2 εμ = 0 (4 .3 .9)
可见 K′必为复数方能满足上面方程,记作为

粠K = β - iα
由此证得在有损耗情况下平面波解的波矢 粠K 为复矢量 .

下面讨论几点:
(1)α、β 的大小 .
由 粠K = β - iα 得

(粠K)2 = | β | 2 - | α | 2 - 2iα·β = (粨K)2 (4 .3 .10)
而又有 粨K = ω μ粍ε,故

(粨K)2 = ω2 μ粍ε = ω2μ ε - iσ
ω (4 .3 .11)

比较上两式,可得

| β | 2 - | α | 2 = εμω 2

α·β = ω
2 μσ (4 .3 .12)

由式(4 .3 .12)第 2 式得

α xβ x + α xβ y + α zβ z = ωμσ2 (4 .3 .13)
考虑电磁波从空气入射到金属,由于空气中波矢 K 为实数,可知α x1 = 0,而由矢量

形式折射定理知 Kx = K″ x ,故可得金属中 α x 也必为零,且假设入射面为 xOz 平

面,y分量无值 .故可把式(4 .3 .13)写为

α zβ z = ωμσ
2 (4 .3 .14)

将式(4 .3 .14)与式(4 .3 .12)第 1 式联立,可解得

β z = ω με 12 1 + σ2

ω2 ε2 + 1
1 / 2

α z = ω με 1
2 1 + σ2

ω2 ε2 - 1
1 / 2 (4 .3 .15)
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事实上此式可由 4 .1 节中式(4 .1 .16)及式(4 .1 .17)的 n及 nK导出 .
对于良导体,σ

ω ε >>1,上式简化为

α z ≈ β z ≈ ωμσ2 (4 .3 .16)
  (2)穿透深度 .

波的振幅衰减到原振幅的 1 / e 时相应的传播矩离定义为穿透深度,或称集肤

深度,于是,由
e- α z z 0 = e- 1 (4 .3 .17)

得到穿透深度为

z0 = 1
α z

= 2
ωμσ (4 .3 .18)

由上式可见,当电导率σ、相对导磁率 μ r 或频率ω 增加时,穿透深度减小 .因此良导

体对光波总是不透明的,除非是极薄的膜 . 例如对于铝,频率 f = 60Hz 时,z0 =
1 .1cm,而当 f = 3GHz 时,z0 = 1 .6μ m .

(3)α、β 的方向 .
一般情况下,α 与β 方向不一致 .假设电磁波在空气中波矢为 K,在金属中为

粠K″ = β - iα,入射面为 xO z 平面 . 在空气中 K 为实矢量 . 根据折射定律,有 Kx =
K″ x .由 Kx 是实数可知必有α x = 0,因此,α = α z k,即 α 垂直于界面,而β x = K″ x =
Kx ,即β 有 x 分量,可见 α 与β 不重合 .这就是说,金属内的透射波其等幅面由 α
决定,它与界面平行,而等相面由β 决定 .一般情况下等幅面与等相面不一致,因此

在金属中的透射波是非均匀波 .
对于良导体,有 σ

ω ε >>1,故

α·β = α zβ z = 12 ωμσ = 12 ω2 με· σω ε > > 12 K2 (4 .3 .19)
这里 K = ω με是空气中的波矢 .由 Kx = β x 知必有

α zβ z > > β2
x (4 .3 .20)

而由α z ≈β z = ωμσ2 可得β z >>β x .这意味着 β 几乎接近 z 方向,即使入射波以一定

倾角入射,在 良导体中 的透射波仍 几乎与界 面垂直 . 这 也正是节 4 . 2 中式

(4 .2 .21)描述的情况 .
(4)相速度 .
等相面方程为 ω t - β· r = 常数 .相速度大小为 vφ = ω /β,方向与 β 一致 .对于
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良导体,β = ωμσ
2 ,故有

vφ = 2ω
μσ (4 .3 .21)

上式表明,当不同频率 ω 的电磁波在金属或有损介质中传播时,相速度不同,这就

是色散 .对于不良导体,σ≈0,由式(4 .3 .15)得β = ω με,因而有 vφ = 1
με,这就回

复到前面的无损介质的情况 .
相速度的方向代表了波在金属中的偏折方向,因此实折射角为

φ 2 = arc tan β x

β z
(4 .3 .22)

φ 2 可根据式(4 .2 .16)及式(4 .2 .19)求出,从而可确定一般情况下的波矢实数 β .
(5)电场与磁场的关系 .
由Δ × E = - iωμH 及Δ × E = - iK× E得

H = 1
ωμ K × E = 1

ωμ(β - iα)n× E (4 .3 .23)
n为指向导体内部的法线 .

在良导体情况下,把α =β = μωσ2 代入上式得

H = σ
ωμ e- i π4 (n× E) (4 .3 .24)

由此可见磁场比电场落后π / 4 相位角 .且由

μ
ε

H
E = σ

ω ε > > 1 (4 .3 .25)
得到在导体中

H
E > > εμ (4 .3 .26)

而在介质中有

H
E = ε

μ (4 .3 .27)
比较上两式可知,相对于真空或绝缘介质,金属导体中磁场的作用远比电场要大 .

4 .4  金属作为良导体的条件

在 4 .2 节中曾利用了良导体的如下条件
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σ
ω ε > > 1 (4 .4 .1)

本节将证明上式是作为良导体的检验条件 .
由麦克斯韦第三方程,假设导体内部有自由电荷密度 ρ,则Δ · E = ρ/ ε,而在

外场作用下产生传导电流为 J =σE,代入上式后得

Δ · J = σ
ε ρ (4 .4 .2)

上式表示:当导体内部有自由电荷时就有电流向外流动,体元内电荷密度就要减

少 .其变化规律遵循连续性方程Δ · J + ρ
 t = 0 .由此得

 ρ
 t = - Δ · J = - σρ

ε (4 .4 .3)
解上述方程得

ρ(t)= ρ0 e- σε t (4 .4 .4)
式中 ρ0 为 t= 0 时的电荷密度 .由上式知,当 ρ减小到 ρ0 的 1 / e 值时,衰减时间为

τ = ε
σ (4 .4 .5)

因此,只要电磁波的频率 ω 足够小,或者说周期 T 足够大,以致导体内电荷的衰减

时间比起电磁波周期来小得多,就可以认为在很短的时间内导体内部电荷衰减到

零 .因此,只要电磁波频率满足

ω < < 1τ = σε (4 .4 .6)
即

σ
ω ε > > 1 (4 .4 .7)

就可认为 ρ(t)= 0,即导体导电性能足够为良导体的要求 .因此式(4 .4 .7)就是判别

金属是否是良导体的条件 .对于一般金属,τ 的数量级为 10 - 1 7 s,因此,只要 ω <<
1017 H z,都可看作是良导体 .良导体内部没有自由电荷,电荷只能分布于导体表面

上而形成表层电流 .

4 .5  电磁波在金属表面的反射

4 .5 .1  电磁波从空气正入射到金属表面

  对无损介质,反射率公式为

R = n - 1
n + 1

2
(4 .5 .1)
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对金属或有损介质,上述公式中的折射率 n应代之以金属的复数折射率粔n,得到金

属表面反射率公式为

R = 粔n - 1
粔n + 1

2 = n(1 - iK)- 1
n(1 - iK)+ 1

2 = (n - 1)2 + n2K2

(n + 1)2 + n2K2 (4 .5 .2)
例如,按表 4 .2 .2 对铜(Cu)在钠光 D 线时,nK= 2 .26,n = 0 .64,求得 R= 75%;对银

(Ag),nK= 3 .67,n = 0 .18,得到 R = 95% .由上式也可大致估计,对于那些 nK >> n
的金属,如钠、银、铜、镁、金,其正入射时反射率都较大 .

对于良导体,利用式(4 .3 .24)可以证明,当正入射时,反射率为

R = 1 - 8ω ε0
σ (4 .5 .3)

可见电导率越高,反射率 R 越接近于 1,测量结果证实了上式的正确性 .如利用λ =
1 .2× 10 - 5 m 红外线测得铜的正入射反射率 R = 98 .4% ,这与用式(4 . 5 .3)算的结

果相符 .对于波长较长的微波或无线电波,R≈1,只有极小部分能量透入导体内被

吸收,绝大多数能量被反射掉 .因此也可反过来说,在微波或无线电波情形下,可以

把金属视为良导体,其反射率接近于 1 .
4 .5 .2  电磁波从介质 n1 正入射到金属或有损介质 粔n2

此时,反射率可以写成如下的一般式

R = 粔n2 - n1

粔n2 + n1

2
= n2 (1 - iK)- n1

n2 (1 - iK)+ n1
2

= (n2 - n1 )2 + n22K2

(n2 + n1 )2 + n22K2 (4 .5 .4)

4 .5 .3  电磁波从介质 n1 斜入射到金属 粔n2 上

根据菲涅耳公式,把其中第二介质的折射率 n2 用金属的复数折射率代入,可
得

rs = n1 cosθ1 - 粔n2 cos粍θ2

n1 cosθ1 + 粔n2 cos粍θ2
(4 .5 .5)

rp = 粔n2 cosθ1 - n1 cos粍θ2

粔n2 cosθ1 + n1 cos粍θ2
(4 .5 .6)

由于 粔n2 = n2 (1 - i k)是复数,可令

粔n2 cos粍θ2 = u2 - i v2 (4 .5 .7)
也为复数,将其代入菲涅耳公式,对 S 波可得

rs = | rs | ei δs = n1 cosθ1 - (u2 - i v2 )
n1 cosθ1 + (u2 - i v2 ) (4 .5 .8)

反射率为
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Rs = | rs | 2 = (n1 cosθ1 - u2 )2 + v22
(n1 cosθ1 + u2 )2 + v22

(4 .5 .9)
  幅角为

tanδs = 2 v2 n1 cosθ1
u22 + v22 - n21 cos2 θ1

(4 .5 .10)
对于 P 波有

rp = | rp | eiδp = 粔n22 cosθ1 - n1 (u2 - i v2 )
粔n22 cosθ1 + n1 (u2 - i v2 )

= [n22 (1 - K2 )- i2 n22K]cosθ1 - n1 (u2 - i v2 )
[n22 (1 - K2 )- i2 n22K]cosθ1 + n1 (u2 - i v2 ) (4 .5 .11)

则反射率为

| rp | 2 = [n22 (1 - K2 )cosθ1 - n1 u2 ]2 + [2 n22Kcosθ1 - n1 v2 ]2

[n22 (1 - K2 )cosθ1 + n1 u2 ]2 + [2 n22Kcosθ1 + n1 v2 ]2 (4 .5 .12)
幅角为

tanδp = 2n1 n22 cosθ1 2Ku2 - (1 - K2 )v2
n42 (1 + K2 )2 cos2 θ1 - n21 (u22 + v22 ) (4 .5 .13)

式中的 u2 、v2 可通过解式(4 .5 .7)、式(4 .1 .4)及折射定律 n1 s inθ1 = 粔n2 sin粍θ2 联立方

程求得 .
在正入射情况下,S 光与 P 光的反射率相同,且幅角也相同,上述算式简化为

R = (n1 - n2 )2 + n22K2

(n1 + n2 )2 + n22K2 (4 .5 .14)

tanδ = 2n1 n2K
n22 + n22K2 - n21 (4 .5 .15)

根据式(4 .5 .9)及式(4 .5 .12),可以作出金属表面反射率对于入射角的关系曲线,
图 4 .5 .1 示出金(Ag)与铜(Cu)的 R-θ 曲线 .根据式(4 . 5 .10)及式(4 .5 . 13),可以

作出幅角 δ 关于入射角的关系曲线,幅角 δ 就是反射波相对于入射波的相位跃变 .
我们感兴趣的是 P 波与 S 波之间的反射率幅角差 δp - δs .图 4 .5 .2 示出了(δp - δs )
对 θ的关系曲线 .对这些曲线的讨论:

(1)金属表面反射率曲线具有与介质反射率曲线类似的形状,P 波与 S 波在

入射角 θ1 = 0°及 90°处重合,但在 θ1 = 0°时金属的 R 显然比介质中 R 在 θ1 = 0°时增

大 .在 θ1 = 90°即掠入射处反射率接近为 1 .
(2)对于 S 波,当 θ1 = 0°时 R 值为极小值,但对于 P 波,存在一个入射角 θB ,在

这个角度入射时 P 波有极小值 R,对应的这一入射角 θB 称之为主入射角,类似于

介质中的布儒斯特角,区别只是在介质中 Rθ = θB = 0,而在金属中 R 在 θB 角处有极

小值,但不为零 .
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  图 4 .5 . 1  银和铜的反射率曲线    图 4 . 5 .2  金属表面反射时的相位跃变

图 4 .5 .3  主方位角 ψ

  (3)光波在金属表面反射后会产生相位跃变,P 分量与 S 分量的这一相位跃

变是不同的,因此反射后的 P 分量与 S 分量间将产生相位差而使反射前后的偏振

特性发生变化 .金属表面反射产生的这一相位差 δp - δs 将随入射角变化而作连续

变化,而对于介质,在不发生全反射的情况下,这一相位差在布儒斯特角处发生突

变 .图 4 .5 .2 中曲线 a 就是对介质给出的,而曲线 b、c、d 为金属,它们所相应的消

光系数大小为

Kb <Kc <Kd

即吸收从 b到 d 渐增,可见相位差随吸收增大而增大 .
(4)在主入射角处均有 δp - δs = 90°,定义主方位角 ψ

tanψ = E′ p
E′ s

(4 .5 .16)
假如有一与入射面成 45°的线偏光从主入射角入射到

金属表面,可分解为等振幅的 S 光与 P 光,其 Ep = Es ,
在金属表面反射后,有 δp - δs = 90°,其反射光振幅

E′ p = rp Ep

E′ s = rs Es
(4 .5 .17)

因此反射后光将成为椭圆偏振光,而主方位角ψ 正是

表示了这一椭偏光的椭圆程度,即表示了椭圆外接长

方形形状(图 4 .5 .3),有
tan ψ = rp

rs (4 .5 .18)
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4 .6  电磁波的色散

对于金属或有损介质(σ≠0),在不同的频率下有

粍ε = 粍ε(ω)
μ = μ(ω)
σ = σ(ω)

(4 .6 .1)

而由 粔n(ω)= 粍εr (ω)知,折射率不仅是复数,而且与频率有关 .以下几个事实就说明

了这一点 .
例如对纯水,以静电方法测得的静态相对介电常数为 εr = 81,这一值对频率在

108 H z 以下的电磁波均为正确的,但当在可见光频率范围(101 4 Hz)时,n = 1 .33 就

不再与静态的 n(= εr )相符了 .又如,银在低频时 σ = 6 . 1× 107 Ω ·m,它是良导

体,低频电磁波直至可见光波都是无法透射的,但当 ω 增加到 1015 ～ 1016 H z 即紫

外光时,σ 迅速减小,因而银对紫外光是可以透过的 . 这一现象可以用极化理论作

一简单说明 . ε 本身就描写了极化,对于静电场或缓变场,各类极化(包括电子位移

极化及偶极子转向极化)均可以建立,因此 ε 值 大 .频率逐渐升高时偶极子电矩

跟不上电场的迅速变化做相应转向,因而转向极化逐渐减小,故使 ε 值减小 .到了

光频时则只有电子位移极化而根本没有了转向极化,所光 ε光 很小,称之为光学介

电常数,相应的光学折射率则应当由 ε光 求出而不是从稳态 ε 求,即
n = ε光 (4 .6 .2)

例如,纯水在波长为 589nm 时,折射率 n = 1 . 33 .但当波长增加到 0 . 4cm 时,n =
5 .3,而在稳态即λ = ∞ 时,n = 9 .03,即稳态相对介电常数为 εr(稳 态 ) = n2 = 81 .
4 .6 .1  色散的经典理论

高频下电介质的色散经典理论是由洛伦兹首先提出的 .这一理论认为,在外电

场作用下介质分子极化形成偶极子,当电场作用周期性交变时,偶极子做周期性受

迫振荡,即成为振子模型 .利用经典力学方法解出振荡偶极子的位移解,从而求出

与之有关的介质在高频电磁场下的介电常数及光学常数 n、α .
根据牛顿运算定律 F = ma,可得做强迫振动的偶极子其带电粒子运动方程为

m d2 l
d t2 = qE - mω 20 l - mγ d l

d t (4 .6 .3)

qE 为外电场力,mω20 l为弹性胡克力,ω0 为振子的固有频率,mγ d l
d t为阻尼力,γ 为

衰减系数(或阻尼系数).
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当电场为时谐电场时,E = E0 eiω t ,代入式(4 .6 .3),得
d2 l
d t2 + γ d ld t + ω20 l = q

mE0 eiω t (4 .6 .4)
这里 q和 m 为电子的电荷量及质量 . l是偶极子的长度,即电子在外场作用下的位

移 .γ 为衰减系数,是与电导率σ 有关的量,即发热损耗,也就是阻尼系数 . 在稀薄

气体中,可忽略原子间的作用,作用于电子上的场就等于外场 .
为求解式(4 .6 .4)可假设方程的解具有如下形式

l = l0 eiω t (4 .6 .5)
将此解代入方程(4 .6 .4),得

(- ω2 + iγω + ω20 )l0 = q
m E0 (4 .6 .6)

由此可得

l0 = qE0 / m
(ω20 - ω2 + iγω)= (qE0 / m)[(ω20 - ω2 )- iγω]

(ω20 - ω2 )2 + γ 2ω2 (4 .6 .7)
由电偶极子的振荡产生振荡的极化强度

P = ∑
i
p i

Δ v = Nq l = Nql0 eiω t (4 .6 .8)
式中 N 为单位体积内的分子个数 .把式(4 .6 .7)代入上式可得

P = Nq2 E0 / m
(ω20 - ω2 + iγω)eiω t (4 .6 .9)

可见 P 也是一个复数 .由式(1 .5 .7)
P = ε0 粔χE (4 .6 .10)

及式(1 .5 .10)得

粔n = 1 + 粔χ = 1 + 12 粔χ (4 .6 .11)
求得

粔χ = P
ε0 E = Nq2

ε0 m
(ω20 - ω2 )- iγω

[(ω20 - ω2 )2 + γ2 ω2 ] = χ′ (ω)- iχ″ (ω) (4 .6 .12)
又由 粔n = Re(粔n)- i Im (粔n)= n - inK,得折射率

n = Re(粔n)= 1 + 12 Nq2

ε0 m
ω 20 - ω2

(ω20 - ω2 )2 + γ 2 ω2 (4 .6 .13)
吸收系数

α = 2·2πλ0
Im (粔n)= 2πλ · Nq2

ε0 m γω
(ω20 - ω2 )2 + γ2 ω2 (4 .6 .14)
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图 4 .6 .1  色散曲线 n(ω)及吸收曲线α(ω)

复数折射率 粔n 的实部 n 表示了波的

相位传播情况,虚部则表示了吸收情

况 .根据以上二式可画出实数折射率

n及吸收系数α 对于频率ω 的关系曲

线(图 4 .6 .1).由图 4 . 6 . 1 曲线可以

看出:
(1)在①与③部分曲线随 ω 增大

而上升,表示 ω 增加时折射率 n 增

大,即为正常色散区 .
(2)在①与③之间的②部分,n随ω 增大而减小,为反常色散区 .
(3)在 ω = ω0 点为共振吸收点,此处 α0 (ω0 )具有极大值 .
对于固体液体或压缩气体,考虑到周围分子在光场作用下被极化将对附近分

子产生影响,分子在此影响下又将产生附加极化及附加场,综合地作用在分子上的

有效场为

E′ = E + 1
3ε0 P (4 .6 .15)

这时求解振子只要将式(4 .6 .7)中的 E0 用上式中的 E′的振幅代替,就可得到适用

于固体或液体以及压缩气体的色散公式

粍εr = 1 + a
ω′20 - ω2 + iγω (4 .6 .16)

式中

a = Nq2

mε0

ω′ 20 = ω20 - a
3 = ω20 - Nq2

3mε0 (4 .6 .17)
或有

粔n2 = 1 + Nq2 / mε0
ω′ 20 - ω2 + iγω (4 .6 .18)

对于稀薄气体,单位体积内分子数极少,即 N 极小,则式(4 .6 .17)中的后一项可忽

略不计,于是对稀薄气体 ω′20 = ω20 ,则一般式(4 .6 .16)就化为

粍εr = 粔n2 = 1 + Nq2 / mε0
ω20 - ω2 + iγω (4 .6 .19)

  当振子系统具有多种固有频率 ω0 j (j = 1,2,3,…)时,若这些固有频率出现的

概率(或权重)为 f j ,则得

粔n2 = 1 + Nq2

mε0 ∑
j

f j

(ω2
j - ω2 + iγ jω) (4 .6 .20)

由 粔n = n(1 - iK)代入上式,按虚部实部各自相等可得
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n2 (1 - K2 )= 1 + Nq2

ε0 m∑
j

f j (ω2
j - ω2 )

(ω2
j - ω2 )2 + γ2

jω 2 (4 .6 .21)
2n2K = Nq2

ε0 m∑ f jγ jω
(ω2

j - ω2 )+ γ 2
jω 2 (4 .6 .22)

若对于固体、液体或高压气体,当含多个固有频率时则只需将上式中的 ω j 改为ω′ j

即可 .
图 4 .6 .2 示出了石英从红外到紫外区段的色散曲线(注意图中横坐标为 λ).

可以看到对应于多个固有频率的共振吸收波长 .

图 4 . 6 .2  石英的全波长色散曲线 n(λ)

4 .6 .2  相速度与群速度

下面再来讨论色散曲线中不同区域的相速度和群速度 .根据 2 .4 节及 2 .6 节

知,相速度 v = ω
K ,群速度 vg = dωd K,对于有损介质,由 4 .3 节知,相速度为

v = ω /β (4 .6 .23)
群速度为

vg = dω
dβ (4 .6 .24)

式中β 为复数波矢粨K 的实部

β = 2π
λ n (4 .6 .25)

其中 n为复数折射率粔n 的实部 .由上式可得

dβ = - 2π n
λ 2 ·dλ (4 .6 .26)

式中的λ 为真空中的波长 .
把式(4 .6 .23)代入式(4 .6 .24),得

vg = d(βv )
dβ = β d v

dβ + v (4 .6 .27)
再把式(4 .6 .23)、式(4 .6 .26)代入式(4 .6 .27),得
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vg = v - λ d v
dλ (4 .6 .28)

  对式(4 .6 .28)的讨论:
(1)正常色散区  此时折射率随波长增大而减小,即 dn

dλ <0,且由 v = c
n 可知

在正常区内有

d v
dλ > 0 (4 .6 .29)

因此可得
vg < v (4 .6 .30)

  (2)反常色散区  此时有 dn
dλ >0,故得

d v
dλ < 0 (4 .6 .31)

由此可得

vg > v (4 .6 .32)
  如果再观察色散曲线中反常区内 n <1 的这部分曲线,则由 v = c

n 可知,在此

处 v > c,即反常区内在 n <1 的这部分范围内相速度大于光速 .相速度大于光速这

在 4 .2 节关于某些金属(如钠)中就曾有过讨论 .但现在,由于 vg > v ,可见此时群

速亦大于光速 .按照一般情况,当群速有确定意义时,电磁波的能量传播速度应等

于群速 .但现在,在反常色散区的范围中由于 n(ω)随 ω 变化极大,也就是说色散极

大,因而波包在仅仅传播极小距离时就因为色散而扩散了,不再成为其波群了,因
而这时波的群速就不再具有确定的意义,这时的群速也就不再代表能量传播的速

度了 .

图 4 .6 .3  观察钠蒸气反常色散的实验装置

反常色散现象曾由 A . Kundt (1880) 早在钠蒸气中观察到,实验装置如

图 4 .6 .3 .金属钠在真空容器中被加热而上部被水冷却,形成的钠蒸气浓度从下至上
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减小,从而形成一个“钠蒸气棱镜”,这样当白光通过狭缝入射到这一蒸气棱镜时就产

生全光谱色散,利用第二个狭缝 S2 及棱镜 P 可以在屏上看到色散曲线 .图 4 . 6 .4
给出了实验中不同的钠蒸气浓度时不同色散曲线,其横坐标是由棱镜 P 形成,代
表了波长 .从图 4 .6 .4(b)中可以略微看到反常色散部分 .由于色散太快而使这部

分曲线极陡,因而光强很弱而只能由其趋势推断 .

图 4 .6 .4  钠蒸气的反常色散

(a)小色散;(b)中等色散 ;(c)强色散

4 .7  增益介质中的复数折射率粔n、复数极化率粔χ、增益系数 g

4 .6 .1 节中的经典理论的偶极子模型成功地解释了物质对光的吸收和色散现

象,当入射光接近振子系统的固有频率时,必然伴随着强烈的吸收,随着传播距离

的增加光强会逐渐衰减,而不可能获得增强 .而在某些情况下,如在激光介质中,在
外界能量的泵浦下,当介质中满足了粒子数反转条件,入射光得到放大,此时的介

质就是增益介质 .
与有损耗的介质情况相反,当介质中有增益时,表现为复数折射率的虚部符号

与有损耗介质的相反 .例如,当有损耗介质中复数折射率表达式为

粔n = n - iκn
则增益介质中的复数折射率表达式为

粔n = n + iγn
光波通过这类介质时,随着传播距离的增加,其光振幅不断增加 .表 4 . 7 .1 列出有

损耗介质中的吸收与增益介质中的光放大的比较 .
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表 4 .7 . 1  损耗介质的吸收与增益介质的光放大表达式比较

吸收 增益

复数折射率表达式 粔n = n - iκ n 粔n = n + i gn
光强表达式 I= I0 e - α z I = I0 e gz

系数表达式 α = - 1
I · d I

d z = 2 2π
λ 0 (nκ) g = 1

I · d I
d z = 2 2π

λ 0 (nγ )

含义
单位长 度内 光强 的 改变 量 (损

耗)占此处光强的百分比

单位 长度 内 光强 的 改变 量 (增
益)占此处光强的百分比

类比介质吸收的情况可以知道,类似地在增益介质中,其介电常数 ε、折射率

n、波矢 k、极化率 χ 等,以及相应的量,如传播速度 v,均成为复数,其虚部的符号与

有损耗介质表达式中的符号相反 .同样地,其相应的公式,如波动方程等,其表达形

式中相应的量也都成为复数形式,增益部分表达的复数量符号与吸收情况下相反 .
注意,虚部的正负取值视平面波表达形式取 eiω t 还是 e - iω t 而定 .当取为 eiω t 时,

如 4 .2 节所述,损耗介质应当为 粔n = n - iκ n,而此时,增益介质为 粔n = n+ iγ n .

图 4 .7 . 1  增益介质的

二能级原子系统

作为具体的例子,在图 4 .7 .1 所示的二能级原

子系统中,分布在下能级 E1 和上能级 E2 的原子数

分别为 N1 和 N2 ,系统的固有频率 ν0 满足 hν0 =
E2 - E1 .当入射光的频率满足 ν 接近 ν0 时,光强随

传输距离的变化关系为

Iν (z)= Iν (0)eg (ν)z (4 .7 .1)
其中增益系数 g 为

g(ν)= (N2 - N1 ) c2
8π n2 ν2 ts p o n

ξ (ν) (4 .7 .2)
式中:n 为介质的实数折射率;c是真空中的光速;ts p o n 是原子在能级 E2 的平均寿

命;ν 为激光频率,ξ (ν)为激光光强的线性函数 .上式意味着,当满足粒子数反转分

布时,N2 > N1 ,g >0,光强呈指数式递增,表现为增益;而当 N2 < N1 时,g <0,光
强快速衰减 .从物理图像上来看,入射光与物质发生了两种作用,一是 E1 能级的

原子受激吸收一个光子跃迁至 E2 能级,二是 E2 能级的原子受激辐射出一个光子

跃迁至 E1 能级 .当 N2 > N1 时,受激辐射的概率大于受激吸收的概率,这种情形相

应于增益介质对入射光的放大作用;当 N2 < N1 时,受激辐射的概率小于受激吸收

的概率,相应于处于热平衡的原子体系对光的吸收作用 .
例如,对于红宝石激光晶体(Al2 O3 中掺有 Cr3 + 离子)估算在谱线中心的增益

常数 .晶体的特性如下

N2 - N1 = 5 × 1017 / cm2
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Δ ν = 1 /ξ (ν)= 2 × 101 1 H z(300K)
ts p o n = 3 × 10- 3 s

ν = 4 .326 × 1014 Hz
c / n = 1 .69 × 1010 cm / s

代入式(4 .7 .2)计算得

g(ν)= 5 × 10- 2 / cm
  若取 z = 1cm,则有

I
I0 = e gz = e0 .0 5 = 1 .05127

这意味着在跃迁中心频率处的波通过单位厘米具有上述特性的红宝石激光介质

后,其强度将被放大约 5 .1% .
若取 z = 3cm,则有

I
I0 = e g z = e0 . 0 5× 3 = 1 .162

表示通过 3cm 长的上述红宝石激光介质后,其强度将被放大约 16 .2% .
增益系数 g 的概念并不只限于在激光放大中 .在受激散射中,散射光随着其

作用距离增加而不断放大,也可以用增益系数来描写 .此时表现为在非线性介质中

的三阶极化率 粔χ (3)的虚部起主要作用,如表 7 .10 .1 中所示,受激散射中的三阶极

化率 粔χ (3 )是一个负虚数 .也就是说,由于 粔χ (3)的虚部是负值,引起了受激散射强度随

着传播方向距离增加而增加,具有增益作用 .
在增益介质中的复数极化率 粔χ 的表达也与损耗介质不同 . 其形式如同式

(4 .6 .12)所表达的,但其虚部的符号应当与损耗介质的相反 .
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5  电磁波在金属波导中的传播

在 1 .9 节中曾讨论了电磁波的能量是在场中传输的 .在直流或低频电流的情

况下,能量是由传输双线周围空间的电磁场传输的 . 在传输高频电磁波时,为避免

电磁波向外辐射的损耗及对周围环境的干扰,传输线改为同轴电缆 .当需要传输更

高频率的电磁波时,同轴电缆的内导线中焦耳损耗及介质的热损耗更严重了,这时

就用波导管代替同轴电缆,以适用于微波段传输 .
所谓波导管,就是由金属做成的管子,它可以有各种截面形状 .此种单连通管

只能传输电磁波的能量,而不能传输直流电的功率 . 对于高频电磁波,由良导体的

穿透深度 Z0 = 2 / ωμσ,当 ω 极大,且电导率σ 趋于无穷时,穿透深度 Z0 趋于零,即
高频电磁波几乎全部被金属反射,金属管壁构成了对电磁波的引导,它就是构成电

磁波存在的边界条件 .波导问题实质上就是电磁波在有界空间的传播问题 .解这类

问题的出发点就是写出泛定方程及边界条件,由此求解方程 .

5 .1  波导管中的场方程及边界条件

1 . 场方程

  在下列假设条件下,波导管内的场方程为亥姆霍兹方程

Δ 2 E + K2 E = 0 (5 .1 .1)
  (1)波导管壁是理想导体,σ1 = ∞ ,因此电磁波在导体中有很强的衰减,波是

在波导内的介质中传播的 .
(2)波导内介质为理想介质,σ = 0,且介质为均匀的各向同性的线性介质 .
(3)传播媒介中无自由电荷,ρ= 0,故在介质中Δ ·E = 0 .
(4)电磁波在介质中传播时无衰减 .
(5)电磁波可分解为谐波,波沿波导方向 Z传播 .
2 . 金属波导表面上的边界条件

根据 1 .6 .3 节的电介质与理想导体分界面上的边界条件可以导出 n× E1 = 0,
即有

E1 t = E2 t = 0 (5 .1 .2)
由此得出结论,介质与金属波导壁交界面上电场矢量仅含法向分量,电力线垂直于



金属表面。又由边界条件 n·(B2 - B1 )= 0,且金属内磁场也为零,即 B2 = 0,可得

n·B1 = 0,即有

B1 n = B2 n = 0 (5 .1 .3)
这意味着在介质 1 中在交界面附近 B只有切向分量,交界面上磁力线切于导体表面 .

由于波导中的电流密度与其表面相切,由边界条件 n× H = α 知 H也必与金属

表面相切 .但由 1 .6 .3 节知,理想导体与介质的交界面上 H可以不连续,因此 H1 在

界面上可以有切向值 .这样把波导管的边界条件形象地化为上面的两条原则 .

图 5 .1 .1  矩形金属波导管

图 5 .1 .1 所示的矩形金属波导,可以按上

述原则写出各边界面上的边界条件:
(1)在 y = 0,b处只有 E y 分量,即 Ex = 0,

Ez = 0,且由介质中Δ ·E = 0 可得

 Ey

 y = 0 (5 .1 .4)
  (2)在 x = 0,a 处界面上则有

Ey = 0,Ez = 0
Ex

 x = 0 (5 .1 .5)

  综上所述,写为一般形式的边界条件为

n× E = 0 电力线垂直导体表面

n·B = 0 磁力线切于导体表面

由Δ ·E = 0 得 En

n = 0 n为界面法线

5 .2  矩形波导中的电磁波

现在求解如图 5 .1 .1 所示的矩形波导管内的电磁波解,也就是在上节给出的

矩形波导的边界条件下求解亥姆霍兹方程 .
设电磁波沿 z 轴方向传播,它应具有传播因子 ei (ω t - K z z) ,因此电磁波解的电场

矢量应具有如下形式

E(x,y,z,t)= E(x,y)e- i K z z eiω t (5 .2 .1)
将其定态解 E(x,y)e - i K z z 代入亥姆霍兹方程得

2

 x2 + 2

 y2 E(x,y)+ (K2 - K2
z )E(x,y)= 0 (5 .2 .2)

用直角坐标下的分离变量法,设 u(x,y)为电磁场的任一直角分量,它可以分离变

量写为如下形式
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u(x,y)= X(x)Y(y) (5 .2 .3)
则 u(x,y)应满足式(5 .2 .2),代入后可分解为相应的两个方程

d2 X
d x2 + K2

x X = 0 (5 .2 .4)
d2 Y
d y2 + K2

y Y = 0 (5 .2 .5)
其中,K2

x + K2
y + K2

z = K2 .求解式(5 .2 .4)及式(5 .2 .5),得到 u(x,y)的通解为

u(x,y)= (C1 cos Kx x + D1 s in Kx x)(C2 cos Ky y + D2 sin K y y) (5 .2 .6)
式中 C1 、D1 、C2 、D2 为任意常数 .对于 u(x,y)所表示的具体的各 E分量,可利用边

界条件对这些常数作出限制 .
根据边界条件

当 x = 0,a时  Ey = Ez = 0,  Ex

 x = 0
当 y = 0,b时  Ex = Ez = 0, Ey

 y = 0
对于 Ex 分量,由 x = 0 时

 Ex

 x = 0,得
 Ex

 x x = 0 = (- C1 Kx sin Kx x + D1 Kx cos Kx x)(C2 cos Ky y + D2 sin Ky y)| x = 0

= D1 Kx cos Kx x·(C2 cos Ky y + D2 s in Ky y)| x = 0

= 0
故必须使 D1 = 0 .而 Ex 又应满足当 y = 0 时 Ex = 0,即

Ex = C1 cos Kx x·(C2 cos Ky y + D2 sin Ky y)| y = 0

= C1 cos Kx x· C2 cos Ky y | y = 0

= 0 (5 .2 .7)
故必须使 C2 = 0 .对 Ey 、Ez 作类似计算,于是可得

Ex = A1 cos Kx x sin Ky ye- i K z z

Ey = A2 sin Kx xcos K y ye- i K z z

Ez = A3 s in Kx xsin Ky ye- i K z z

(5 .2 .8)

再考虑 x = a 及 y = b面上的边界条件,可得 Kx a 及 K y b 必须是π 的整数倍,即
Kx = mπ

a  Ky = nπ
b  m,n = 0,1,2,… (5 .2 .9)

式中 n、m分别代表了矩形波导中沿 a、b边方向上的半波的数目,即模式的阶数 .
对于式(5 .2 .8)代表的 E 还应满足条件Δ ·E = 0,由此得

Kx A 1 + Ky A2 + i K z A3 = 0 (5 .2 .10)
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因此,在 A1 、A2 、A3 中只有两个是独立的 .这意味着,对应于一组(m,n)值,可以有

两种独立的波型 .而 E 的三分量一般式求出后,H 的三个分量可以由

H = i
ωμ Δ × E (5 .2 .11)

求出 .
例如,对给定一组(m,n)值,若选 A3 = 0,即 Ez = 0,则 A1 、A2 就应满足 A1 / A2 =

- Ky / Kx ,由此求出一组波型的 E、H 各分量 .此时 Hz 必不为零 .而另一组波型必

有 Ez ≠0 .通常选择这样两种独立的波型:
Ez = 0,即电场在传播方向 z 上无纵向分量,故称之为横电波(T E 波,又称 H

波).
Hz = 0,即磁场在 z 方向无纵向分量,称之为横磁波(TM 波,又称 E 波).

  TE 波和 TM 波又按 m、n值不同分为 TE mn 波和 T M mn 波 .一般情形下,在波导

中可以存在这些电磁波的叠加 .
因此,在工程电磁学中,往往直接由时谐电磁场的麦克斯韦方程求出 Ex 、Ey 、

H x 、H y 与 E z 、H z 之间的关系,再分为 TE 波(Ez = 0)及 TM 波(H z = 0),分别求

出两种波型下的电磁场解 .下面用此种方法详细地对矩形波导求解 .
由

Δ × H = iω εE (5 .2 .12)
Δ × E = - iωμH (5 .2 .13)

将式(5 .2 .1)表示的电场矢量及类似的磁场矢量定态解的各分量代入式(5 .2 .12)
及式(5 .2 .13),展开后可得

iω εE x =  H z

 y + i Kz H y (1)
iω εE y = - i K z H x -  Hz

 x (2)
iω εE z =  H y

 x -  H x

 y (3)
- iωμ H x =  Ez

 y + i K z Ey (4)
- iωμ H y = - i K z Ex - Ez

 x (5)
- iωμ H z =  Ey

 x -  Ex

 y (6)

(5 .2 .14)

由式(5 .2 .14)的方程(1)、(5)可求得 Ex 和 H y ,由方程(2)、(4)求得 Ey 和 H x ,故
得
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Ex = - i
K2 - K2

z
Kz

Ez

 x + ωμ  H z

 y

Ey = - i
K2 - K2

z
K z

Ez

 y - ωμ  Hz

 x

Hx = i
K2 - K2

z
ω ε  Ez

 y - K z
 Hz

 x

Hy = - i
K2 - K2

z
ω ε  Ez

 x + K z
 Hz

 y

(5 .2 .15)

上式中 Ex 、Ey 、H x 、Hy 只依赖于 E z 、Hz ,这样可按 TE 波 Ez = 0 及 T M 波 Hz = 0
分为两种波型来求解电磁场 .

对 T E 波,Ez = 0,只要从 Hz 分量的亥姆霍兹方程解 出 H z ,便 可代入

式(5 .2 .15)求出所有各分量 .
由 H z 的亥姆霍兹分量方程Δ 2 Hz + K2 H z = 0,用分离变量法求解,设解为

H z (x,y,z)= X(x)Y(y)e - i K z z

代入上面的 H z 亥姆霍兹分量方程得

d2 X
d x2 + K2

x X = 0
d2 Y
d y2 + K2

y Y = 0
得到通解为

Hz (x,y)= X(x)Y(y)                
= (C1 cos Kx x + D1 sin Kx x)(C2 cos Ky y + D2 s in Ky y)

(5 .2 .16)
再由边界条件:在 x = 0,a处,Ey = 0,且对 TE 波有 Ez = 0,代入式(5 .2 .15)中第 2
式,得 H z

 x = 0;在 y = 0,b处,Ex = 0,且对 TE 波有 Ez = 0,代入式(5 .2 .15)中第 1
式,得 H z

 y = 0 .按上述边界条件,并将式(5 .2 .16)代入这二式中,可求得 D1 = 0,
D2 = 0,从而求得

Hz = H0 cos mπ
a x cos nπ

b y e- i K z z (5 .2 .17)
式中 H0 为常数,即磁场的 大振幅 .把上式的 H z 代入式(5 .2 .15),且 Ez = 0,便
可得到矩形金属波导中 TE 波的各分量解
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Ex = i ωμ
K 2 - K2

z

nπ
b H 0 cos mπ

a x sin nπ
b y e- i K z z

E y = - i ωμ
K 2 - K2

z

mπ
a H 0 sin mπ

a x cos nπ
b y e- i K z z

Ez = 0
H x = i K z

K 2 - K2
z

mπ
a H 0 sin mπ

a x cos nπ
b y e- i K z z

H y = i K z

K 2 - K2
z

nπ
b H0 cos mπ

a x sin nπ
b y e - i K z z

H z = H0 cos mπ
a x cos nπ

b y e - i K z z

(5 .2 .18)

对于 TM 波,用类似的方法亦可求得各分量解

Ex = - i K z

K 2 - K2
z

mπ
a E0 cos mπ

a x sin nπ
b y e- i K z z

E y = - i K z

K 2 - K2
z

nπ
b E0 sin mπ

a x cos nπ
b y e- i K z z

Ez = E0 sin mπ
a x sin nπ

b y e- i K z z

H x = i ω ε
K 2 - K2

z

nπ
b E0 s in mπ

a x cos nπ
b y e- i K z z

H y = - i ω ε
K 2 - K2

z

mπ
a E0 cos mπ

a x sin nπ
b y e- i K z z

H z = 0

(5 .2 .19)

式中

  K2 - K2
z = K2

x + K2
y = mπ

a
2 + nπ

b
2   m,n = 1,2,3,… (5 .2 .20)

由以上表达式(5 .2 .18)及式(5 .2 .19),可以对给定长宽为 a、b 的矩形波导求出所

有各种允许传播的波型的电磁场解 .
1 . 几点结论

(1)矩形波导中不可能存在 TE00 波 .这是因为当 m= n = 0 时,代入式(5 .2 .18)
得到所有各分量全部为零,也就无所谓电磁波存在了 .

(2)矩形波导中不可能存在 TM m0 、TM0 n 、TM0 0 波 .这同样可以由 m= 0 或 n = 0
代入式(5 .2 .19)得出 .

(3)矩形波导中不可能存在 T EM 波 .因为,由(1)与(2)知,既然 m 及 n 不可

能同时为零,故 Kx 及 K y 也不可能同时为零,即不可能使 Ez 及 H z 同时为零 .因
此矩形波导中不可能传播 TEM 波 .这一结论也适用于所有具有截面形状为有限
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的单连通的金属波导 .可以这样解释:如果此种波导内存在 TEM 波,则 E 与 H 矢

量必在同一平面内,即在有限的单连通截面内 .这时电力线与磁力线就不可能相互

交连而形成电磁波,即这种波在单连通条件下是不可能满足麦克斯韦方程组的,因
此,截面形状为有限的单连通的金属波导内不可能存在 T EM 波 .

2 . 几点讨论

(1)模式 .
由式(5 .2 .9)知,m、n只能取正整数,因此 K x 、Ky 的可能取值是离散的,不同

的 m、n取值及组合对应于不同的场分布结构,我们称之为不同的波型或模式,如
TE m n 、T M m n 模 .

(2)横向振荡特性 .
由式(5 .2 .18)、式(5 . 2 .19)可知,E 及 H 各分量沿横坐标(x,y)是驻波分布 .

而模式阶数 m为正整数,表示沿波导的宽边 a(在 x 方向)上分布的驻波的半波数,
n表示沿波导的窄边 b(在 y 方向)上分布的驻波的半波数 .

(3)截止频率 .
根据 K2

z = K2 - (K2
x + K2

y ),若被传输的电磁波频率高于波导内相应模式所允

许的频率,即被传输波的波数 K 大于波导内允许值 K c ,即
K2 > K2

x + K2
y = K2c (5 .2 .21)

则 K z 为实数,考虑正向传播的波,取 Kz 为正值,传播因子为 e - i K z z ,波导中能有

TE m n 波传输(或 TM m n 波传输).反之,若有

K2 < K2
x + K2

y (5 .2 .22)
则有 K2

z <0,K z 为虚数值,考虑到物理意义取为负值,即
Kz = - K2 - (K2

x + K2
y ) = - i | K z | (5 .2 .23)

则传播因子 e - i K z z 变成了 e - | K z | z ,这是一项衰减因子,被传输的波被衰减而无法以

固定的波型传输 .因此,由临界状态

K2
z = 0 即 K = K2

x + K2
y (5 .2 .24)

可以求出相应的截止频率

ω m,n,c = v· K = 1
μ ε· K2

x + K2
y = π

μ ε
m
a

2 + n
b

2 (5 .2 .25)
相应的截止波长

λ m,n ,c = 2π
ω · v = 2

m
a

2 + n
b

2 (5 .2 .26)
只有当电磁波频率大于截止频率,或波长小于截止波长时方能被波导传输,否则就
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无法在波导内传播而被截止 .
例如,对于波导 a = 7cm,b= 3cm,相应各波型的截止波长如下:

波型   TE10   T E2 0   TE30   TE01   T E02   TE1 1   TE21

λ c / cm 14 7 4 .7 6 3 5 .5 4 .6
可见,当电磁波波长λ 大于临界波长λ 1 ,0 ,c ,即大于 14cm 时,就根本不可能在这一

波导中传播;而当 14cm >λ >7cm 时,只可能以 T E10 波模式传播,此时得到单模传

输的情形 .
(4)相速度和群速度 .
由电磁波的相位因子(ω t - K z z)可得,波导中的电磁波沿 z 方向的相速度为

vφ = ω
K z

= cK / n
K 2 - (K2

x + K2
y ) (5 .2 .27)

式中:n 为波导中介质的折射率;K2
x + K2

y = mπ
a

2 + nπ
b

2 = K2c .式(5 .2 .27)又可

改写为

vφ = c / n
1 - Kc

K
2 (5 .2 .28)

Kc 为临界波数 .当波导内允许传播该模时,必有 K > Kc ,故 1 - Kc
K

2
为实数,

且小于 1 .对于 n = 1 的空气介质或真空,则有

vφ = c

1 - Kc
K

2 > c (5 .2 .29)

因此,传输模的相速度大于光速 .而群速度为

vg = dω
d K z

= d(cK / n)
d kz

(5 .2 .30)
仍讨论当 n= 1 时情况

vg = c dd K z
( K2

z + K2c )= cK z

K 2
z + K2c

= c K 2 - K2c

K2 = c 1 - Kc
K

2

(5 .2 .31)
由于上式的根号内为小于 1 的实数,故得

vg < c (5 .2 .32)
也就是说,当不考虑波导内介质的色散时,传输模的群速度即电磁场的能量传播速

度必小于光速 .
(5)矩形波导管内电磁场分布及管壁电流 .
TE1 0 波是矩形波导的 低次模,它的电磁场分布比较简单,故以 T E10 模为例

来讨论该波在波导管内传输时的管内电磁场分布及管壁电流 .
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将 m = 1、n= 0 以及 K2 - K2
z = K2

x + K2
y = π

a
2
代入式(5 .2 .18),得到 TE1 0 波

电磁场各分量

Ex = Ez = Hy = 0
Ey = - i ωμ a

π H0 sin π
a x e- i K z z

H x = i K z a
π H0 sin π

a x e - i K z z

H z = H0 cos π
a x e- i K z z

(5 .2 .33)

图 5 .2 .1  TE10 模的电场分布(a)及磁场分布(b)

按此式可画出 TE10 波电磁场分布,如图 5 .2 .1 所示 .其中,图(a)表示电场分布,图
(b)表示磁场分布 .相应的 T E10 波电磁场分布的立体图如图 5 .2 .2 所示 .
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图 5 . 2 .2  TE10 模的电磁场分布立体图

TE1 0 模的场分布分析的具体做法如下 .
将式(5 .2 .33)取实部,得到各个分量的实数表达式

Ey = Re - i ωμ aπ H0 sin π
a x e- i K z z = ARe sin π

a x (- i)(cos Kz z - isin Kz z)

= - Asin π
a x sin 2π

λ′ z

H x = Re i Kz a
π H0 sin π

a x e- i K z z = BRe sin π
a x (i)(cos Kz z - isin Kz z)

= Bsin π
a x sin 2π

λ′ z

H z = Re H0 cos π
a x e- i K z z = H0 Re cos π

a x (cos Kz z - isin Kz z)

= H0 cos π
a x cos 2πλ′ z (5 .2 .34)

在以上的图中和各式中记λ′ = λ0 / sinθ,表示等效波长,由 K x = Kcosθ,K z = Ksinθ,
K = 2π /λ0 ,则 Kz = 2π

λ0 sinθ= 2π /λ′ .
  为讨论简化,将常数记做 A 与 B,下面逐个讨论各个分量 .

① 对于 Ey (x,z).
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先讨论沿 z 轴方向的分布 .取 x = a / 2,由式(5 .2 .34)第 1 式得

Ey = - Asin π
a x sin Kz z | x = a / 2 = - Asin 2π

λ′ z (5 .2 .35)
当然,x也可以取为 0～ a之间的其他值 .当 x取为 0 及 a时,Ey 沿着 z 轴处处为 0 .

再讨论沿 x 轴方向的分布 .取 z = -λ′ / 4,由式(5 .2 .34)第 1 式得

Ey = - Asin π
a x sin K z z | z = - λ′ / 4 = Asin π

a x (5 .2 .36)
当然 z 也可以取为其他值 .但当 z 取为 0 及λ′ / 2 的整数倍时,Ey 沿着 x 轴方向处

处为 0 .
图 5 .2 .1(a)示出了 Ey 在 x = a / 2 处沿 z 轴方向的分布,以及 Ey 在 z = -λ′ / 4

处沿 x 轴方向的分布 .其中的俯视图中黑点表示矢量由纸面穿出指向读者,黑叉

表示矢量向纸面穿入远离读者 .
② 对于 H x (x,z).
先讨论沿 z 轴方向的分布 .取 x = a / 2,由式(5 .2 .34)第 2 式得

H x = Bsin π
a x sin K z z | x = a / 2 = Bsin 2π

λ′ z (5 .2 .37)
当然 x 也可以取为 0～ a之间的其他值 .当 x 取为 0 及 a时,则 Hx 沿着 z 轴处处为

0 .这也可以从图 5 .2 .1(b)中看出,沿着 z 轴在 x 取为 0 及 a处,H 的 x分量均为 0 .
再讨论沿 x 轴方向的分布 .取 z =λ′ / 4,由式(5 .2 .34)第 2 式得

H x = Bsin π
a x sin K z z | z = λ′ / 4 = Bsin π

a x (5 .2 .38)
当然 z 也可以取为其他值 .但当 z 取为 0 及λ′ / 2 的整数倍时,则 H x 沿着 x 轴方向

处处为 0 .
图 5 .2 .1(b)示出了 H x 在 x = a / 2 处沿 z 轴方向的分布,Hx 在 z = λ′ / 4 处沿

x 轴方向的分布,同时,图中示出 xO z 平面上的 H 磁力线分布形状 .
③ 对于 H z (x,z).
先讨论沿 z 轴方向的分布 .取 x = 0,由式(5 .2 .34)第 3 式得

Hz = H0 cos π
a x cos K z z | x = 0 = H0 cos 2πλ′ z (5 .2 .39)

当然 x 也可以取为 0～ a 之间的其他值 .当 x 取为 a / 2 时,H z 沿着 z 轴处处为 0 .
这也可以从图 5 .2 .1 (b)中看出,沿着 z 轴在 x 取为 a / 2 处,H 的 z 分量均为 0 .

再讨论沿 x 轴方向的分布 .取 z =λ′ / 4,由式(5 .2 .34)得
H z = H0 cos π

a x cos Kz z | z = 0 = H0 cos π
a x (5 .2 .40)

当然 z 也可以取为其他值 .但当 z 取为λ′ / 4 的整数倍时,则 Hz 沿着 x 轴方向处处

为 0 .
图 5 .2 .1(b)示出了 Hz 在 x = 0 处沿 z 轴方向的分布,以及 Hz 在 z = 0 处沿 x
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轴方向的分布 .
将以上讨论合在一起,在图 5 .1 .2 示出了 T E1 0 波的电磁场分布的立体图 .
当然,以上讨论的都是定态分布,如指 t = 0 时刻的分布 .事实上,当 t改变时,

这样的分布按 eiω t 规律向 z 方向传播,也就是说,在式(5 .2 .33)中添加 eiω t 项后,就
会出现 ei (ω t - k z z) 项 ,或 cos(ω t - kz z)项 ,因此可以看成以上的电磁场分布沿着 z 方
向在行进传播 .

图 5 .2 . 3  TE10 型波波导

壁上电流分布图

由式(5 .2 .33)求出磁场后按边界条件

n× H = α (5 .2 .41)
可得出理想导体的金属管壁上存在的传导电流

分布,如图 5 .2 .3 所示 .
为了探测波导内的电磁场分布,需要在波

导管壁上开槽 .这时必须注意,开的槽不能过多

地妨碍波导壁上的电流的流通,否则将严重地

破坏原来的场分布 .由图 5 .2 .3 可以看出,在宽

边的正中沿波的传播方向开一细槽将不会对内

部的场分布有大的影响 .
(6)矩形波导的传输功率 .
无限长理想波导所传输的功率等于坡印亭矢量在波导横截面上的积分,即

PΣ = 1
2 Re ∫S

(E× H )·d s (5 .2 .42)
将式(5 .2 .18)、式(5 .2 .19)表达的相应模各分量代入上式积分即可求得传输功率 .
仍以 TE10 波为例把由式(5 .2 . 33)表达的 T E1 0 波电磁场各分量代入上式,并考虑

到 d s = (d xd y)k,k为波导截面法线方向的单位矢量,即在 z 轴正向,则有

(E× H )·d s =
i j k
0 Ey 0
H

x 0 H
z

·d s

= - Ey H 
x d xd y (5 .2 .43)

而

Ey H 
x = - i ωμ a

π H0 sin π
a x e- i K z z - i K z a

π H0 sin π x
a ei K z z

= - ωμ K z
aH 0
π

2 s in2 π
a x (5 .2 .44)

故有

PΣ = - 1
2 Re∫S

E y H 
x d xd y = 1

2 ωμ K z
aH0
π

2 ∫b

0 ∫a

0 sin2 π
a x d xd y
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= ab
4 ωμ K z

aH 0
π

2 (5 .2 .45)
式中 ab即为波导截面积,可见传输功率与波导横截面积成正比 .当然也与初始电

磁场振幅有关,事实上式中 ωμ aH0 /π 正是由式(5 .2 .33)中第 2 式表达的电场的

大值,而 K z a H0 /π 则是 H x 的 大值 .因此,式(5 .2 .45)可改写为

PΣ = ab Ey m

2 · Hx m

2 (5 .2 .46)
式中

Ey m = ωμ a
π H0 (5 .2 .47)

H x m = K z a
π H0 (5 .2 .48)

5 .3  无穷大平板波导中的电磁波

矩形波导的一边扩展为无穷大(即 b = ∞ )时则成为无穷大平行平板波导(图
5 .3 .1).由于 b为无穷大,y 方向宽度无穷大,使 y方向上的限制消失,故此方向上

无边缘效应,场在 y 方向上均匀,即得对任意量均有 
 y = 0 .

图 5 .3 .1  无穷大平板金属波导

平板波导的解可以从式(5 .2 .18)、式(5 .2 .19)中得到 .令 b= ∞ ,且由于 y = 0、
b的边界限制消失,故其中所有含 y项都消失 .此时 K2 - K2

z = K2
x ,且由

E0
H0 = με ,

K2 = ω2 με,可得对 TE 波,平板波导的电磁场分量为
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Ex = Ez = H y = 0
Ey = - i K

K x
E0 sin mπ

a x e- i K z z

H x = i K
K x

· K z

ωμ E0 sin mπ
a x e- i K z z

H z = K
ωμ E0 cos mπ

a x e- i K z z

(5 .3 .1)

对于 TM 波,平板波导的电磁场分量为

Ey = H x = H z = 0
Ex = - i Kz

K 2 - K2
z

mπ
a E0 cos mπ

a x e- i K z z

Ez = E0 s in mπ
a e- i K z z

H y = - iωεE 0
K2 - K2

z

mπ
a cos mπ

a x e- i K z z

(5 .3 .2)

由上式可知,无穷大平板波导中不可能存在 T E0 模和 TM0 模(m = 0),否则,所有

场分量均为零 .
对于 TEM 波,在无穷大平板波导中可以存在 TEM 波 .从物理意义上可解释

为此时电力线与磁力线在无穷远处交连,从而可以满足麦克斯韦方程组,形成电磁

波 .其解可以从式(5 .2 .14)的一般式求出 .对于 TEM 波,有 Ez = 0,Hz = 0,且由无

穷大平板条件


 y = 0,得
Hz = 1

- iωμ· Ey

 x = 0 (5 .3 .3)
故有

 Ey

 x = 0,  Ey = 常数

又由边界条件,E 必须垂直于界面,故 E 不可能有切向分量,即 Ey = 0 .而由 Ez =
0,得

Ez = 1iω ε· H y

 x = 0 (5 .3 .4)

故有
 H y

 x = 0,H y = 常数 .
令 H y = H0 ,则有

Ex = 1
- iω ε· Hy

 z = K z

ω ε H0 (5 .3 .5)
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又因为对于 TEM 模 Ey = Ez = 0,E 只有 Ex 分量,而 K 必与 E x 垂直,故 K 必垂直

于 xO y 平面,Kx = K y = 0,故有 K z = K2 - K2
x = K,则

Ex = με H 0 (5 .3 .6)
因此得到无穷大平板波导中的 TEM 波解为

Ey = Ez = H x = Hz = 0
Ex = μ

ε H 0 e- i K z z = E0 e- i K z z

Hy = H0 e- i K z z = ε
μ E0 e- i K z z

(5 .3 .7)

由此可见,允许传播的 T EM 波只可能有一种偏振方向,即 E 在 x 方向振动(垂直

于平板界面的方向),H 在 y 方向振动(切于平板界面).

5 .4  圆形规则波导中的电磁波

圆形规则波导如图 5 .4 .1 所示 .由于其截面是一个圆,所以采用圆柱坐标(r、

图 5 .4 .1  圆形金属波导

φ、狕）比较方便 .由于波导截面仍是有限单连

通的,所以圆波导也不可能传输 T EM 波 .
圆形波导的分析方法与矩形波导一样,

先解亥姆霍兹方程,再由理想导体的边界条

件求出全部场的分量 .
5 .4 .1  圆形波导中的横电波(TE 波)

假定波向 z 方向传 播,对于 TE 波,
Ez = 0,Hz 满足亥姆霍兹方程

Δ 2 H z + K2 Hz = 0 (5 .4 .1)
把上述方程改写为柱坐标下的亥姆霍兹方程

2 Hz

 r2 + 1
r · Hz

 r + 1
r2 ·2 H z

φ 2 + 2 H z

 z2 + K2 H z = 0 (5 .4 .2)
应用分离变量法,H z 可写为

H z (r,φ,z)= R(r)Φ(φ)Z(z) (5 .4 .3)
把上式代入柱坐标下的亥姆霍兹方程(5 .4 .2)后分离变量可得
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1
Z(z)· d2 Z(z)

d z2 = β2

1
Φ(φ)· d2 Φ(φ)

dφ 2 = - m2   m = 0,1,2,…
1

R(r) r2 d2 R(r)
d r2 + r d R(r)

d r + r2 K2c R(r) = m2

(5 .4 .4)

式中 K2c = K2
x + K2

y = β2 + ω2 με,而根据 K2 = K2
x + K2

y + K2
z = ω2με 可得 K 2

z = - β2 .
按照物理意义要求,取β = i K z .

方程(5 .4 .4)第 1 式有下列形式的解

Z(z)= e- i K z z (5 .4 .5)
第 2 式的解是

Φ(φ)= sinmφ
cosmφ (5 .4 .6)

但因为圆波导的轴对称性,必须使

Φ(φ)= Φ(φ ± 2π) (5 .4 .7)
故 m 只能取整数 .

第 3 式是贝塞尔方程,它的解是 m阶贝塞尔函数

R(r)= Jm (Kc r)
Nm (Kc r) (5 .4 .8)

式中:Jm 为第一类贝塞尔函数;Nm 为第二类贝塞尔函数 .当 m = 0,1,2,3 时,这两

类贝塞尔函数的变化情形如图 5 .4 . 2、图 5 . 4 .3 所示 .因为第二类贝塞尔函数(诺
伊曼函数)当 r→0 时,Nm (Kc r)→∞ ,在包含 r = 0 的圆柱波导内这是不可能的,故
只能取式(5 .4 .8)的第一项,即只取第一类贝塞尔函数 Jm (Kc r).

图 5 .4 .2  第一类贝塞尔函数 Jm (Kc r)曲线

·231· 光学电磁理论



图 5 . 4 .3  第二类贝塞尔函数 Nm (Kc r)曲线

至此,式(5 .4 .3)表示的解 H z 可写为

H z = H0 Jm (Kc r)cosmφ e- i K z z (5 .4 .9)
及

H z = H0 J m (Kc r)sinmφ e- i K z z (5 .4 .10)
以式(5 .4 .9)所表示的这一套解为例,继续求解与之相应的电磁场其他各分量 .类
似于矩形波导的推导方法,可以把麦克斯韦方程及第二方程按柱坐标展开为分量

形式,即

Δ × H = 1
r

er reφ e z


 r


φ


 z

Hr r H φ H z

= iω εE (5 .4 .11)

其中
H = H r e r + Hφ eφ + H z e z

E = Er e r + Eφ eφ + Ez e z
(5 .4 .12)

同样,把Δ × E = - iωμH 也展开为分量形式,并考虑到  z - i Kz 的运算,可得

Er = - 1
K2c

i K z
 Ez

 r + iωμ
r · Hz

φ
Eφ = 1

K2c
- i K z

1
r · Ez

φ + iωμ  H z

 r

Hr = 1
K2c

iω ε
r ·Ez

φ - i K z  H z

 r

Hφ = - 1
K2c

iω ε Ez

 r + i kz

r · Hz

φ

(5 .4 .13)
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式中,K2c = K2 - K2
z . 这样,对于 TE 波,只 要将 Ez = 0 及 由式 (5 . 4 . 9)或

式(5 .4 .10)表示的 Hz 代入到以上四式中,就可求得电磁场各分量,其中的 Kc 由

边界条件确定 .
对于 TE 波,边界条件为:当 r = a 时,Eφ = 0 .由此,再考虑到式(5 . 4 .13)第 2

式,并因为 T E 波 Ez 处处为零,即 Ez

φ = 0,因此必有

 Hz

 r r = a
= 0 (5 .4 .14)

由式(5 .4 .9)对 Hz 求导后代入 r = a,可得

J′ m (Kc a)= 0 (5 .4 .15)
式中,J′ m 表示 J m 关于 r 的一阶导数 .因此,Kc a 应等于第一类贝塞尔函数一阶导

数的根 .用 u′ mn 表示第 m 阶贝塞尔函数一阶导数的第 n 个根,它们的数值可以从

图 5 .4 .2 所示的 Jm 函数曲线中求得 .因为对 m = 0 有

J′0 (Kc a)= - J1 (Kc a) (5 .4 .16)
一般形式为

J′ m (x)- mJm (x)
x = - Jm + 1 (x) (5 .4 .17)

这样可以由图示曲线求出 Jm + 1 的根,再按以上公式求出 J′ m 的根 u′ mn .
表 5 .4 .1 列出了几个 u′ m n 的数值 .

表 5 .4 . 1  u′ mn值表

n
方程 J′ m (u)= 0 的根,当 m 等于

0 1 2 3 4 5
1 3 .832 1 .841 3 .054 4 .201 5 .317 6 .416
2 7 .016 5 .332 6 .705 8 .015 9 .282 10 .520
3 10 .174 8 .536 9 .965 11 .344 12 .682 13 .987
4 13 .324 11 .706 13 .170 — — —

由此可得

Kc = u′ mn

a (5 .4 .18)
后,得到圆波导中 T E 波的电磁分量
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Er = iωμm
K 2c r H 0 J m (Kc r)sin(mφ )e- i K z z

Eφ = iωμ
K c

H0 J′ m (Kc r)cos(mφ )e - i K z z

Ez = 0
Hr = - i K z

K c
H0 J′ m (Kc r)cos(mφ)e- i K z z

Hφ = i K z m
K 2c r H 0 Jm (Kc r)sin(mφ)e- i K z z

H z = H0 Jm (Kc r)cos(mφ)e- i K z z

(5 .4 .19)

5 .4 .2  圆波导中 TE波的截止波长

由 Kz = K2 - K2c 知,只有当被传输波的波数 K2 > K2c (电磁波频率满足 ω2 με >
K2c )时,K z 为实数,e - i K z z 才是传播因子,TE mn 波才能在波导中传播 .所以截止频率

应满足

ωc μ ε = Kc = u′ m n

a (5 .4 .20)
截止波长应满足

λ c = 2π
Kc = 2π a

u′ m n
(5 .4 .21)

由此可见,波型不同,截止波长就不同 .由表 5 .4 .1 知,u′ 1 1 的数值 小,因此 TE1 1

波的截止波长 长,λ c = 3 .41a . TE11 波的电磁场分布如图 5 .4 .4 所示 .它可与矩形

波导中的 TE01 波相互转换,如图 5 .4 .5 所示 .

图 5 .4 .4  圆型金属波导中 TE11 波电磁场分布图 图 5 .4 .5  TE□11 与 TE○11 型波的相互转换
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5 .4 .3  圆形波导中的横磁波(TM 波)
对 TM 波,H z = 0,类似于 TE 波的分析,Ez 满足亥姆霍兹分量方程,在柱坐

标系中

Ez = E0 Jm (Kc r)cos(mφ )e- i K z z (5 .4 .22)
将式(5 .4 .22)代入式(5 .4 .13),得到 T M 波电磁场各分量为

Er = - i K z

K c
E0 J′ m (Kc r)cos(mφ)e- i K z z

Eφ = i Kz m
K 2c r E0 J m (Kc r)sin(mφ )e- i K z z

Ez = E0 J m (Kc r)cos(mφ )e- i K z z

H r = - iωε
K 2c

· m
r E0 Jm (Kc r)sin(mφ)e- i K z z

Hφ = - iω ε
K 2c

E0 J′ m (Kc r)cos(mφ )e- i K z z

H z = 0

(5 .4 .23)

式中

K2 = K2
z + K2c 或 ω2 μ ε = K2

z + K2c (5 .4 .24)
由圆波导 TM 波边界条件知,r = a 时 E z = 0 .由式(5 .4 .23)第 3 式知 Jm (Kc a)=
0,故 Kc a 是 m 阶贝塞尔函数的根,用 umn 表示第 n 个根,则

Kc = umn

a (5 .4 .25)
  表 5 .4 .2 列出了 m 阶贝塞尔函数的若干个根值 .

表 5 .4 . 2  Umn值表

n
Jm (u)= 0 方程的根,当 m等于

0 1 2 3 4 5
1 2 .405 3 .832 5 .136 6 .379 7 .586 8 .771
2 5 .520 7 .016 8 .417 9 .760 11 .065 12 .339
3 8 .654 10 .174 11 .620 13 .015 14 .372
4 11 .792 13 .324 14 .796

5 .4 .4  圆波导中 TM波的截止波长

由 K z = K2 - K2c 知,必须使 K2 > K2c 方可使 K z 成为实数,TM 波才能在波导
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中传播 .由临界状态

K2c = K2 = ω2 με (5 .4 .26)
所得截止频率应满足

ωc με = Kc = umn

a (5 .4 .27)
截止波长为

λ c = 2π
Kc

= 2π a
umn

(5 .4 .28)
由式(5 .4 .23)可见,m表示场在波导的半圆周范围内分布的驻波的半波数,n表示

场在波导的半径范围内分布的驻波半波数 .由表 5 .4 .2 可以看出,u0 1 的数值 小,
这说明 TM01 波的截止波长 长,λ c = 2 .62a .不同的模式其截止波长也不同 .

综上所述,圆波导中可以传输两类模式:T E mn 和 TM m n (m = 0,1,2,…;n = 1,
2,3,…),从其场分量表达式(5 .4 .19)及式(5 .4 .23)可知,电磁场沿圆周 φ 方向呈

三角函数式的驻波分布;沿矢径 r 方向呈贝塞尔函数式的驻波分布 .每一个模式都

有自己的截止波长,如图 5 .4 .6 所示 .由图可知:圆波导的优势模是 TE11 波,TE1 1

波单模传输的波长范围是 2 .62 a <λ <3 .41a,TE0 1 与 TM11 具有相同的截止波长,
通常称这种现象为“简并”,TE01 和 TM11 为简并模式(注:图中把 T E mn 波用 H mn 、把
TM m n 波用 Emn 标出).

图 5 .4 . 6  圆形金属波导的模式谱
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6  电磁波在介质波导中的传播

光波是一种频率高达 1014 H z 的电磁波,利用光波作介质所传递的通信容量原

则上应比微波高 104 ～ 105 倍 .近年来激光及低损耗光纤(<0 .2dB / km)的诞生使

光纤通信迅速发展成一种极大容量、极低损耗的新的通信手段 .光纤通信中的传输

及耦合问题以及集成光学中元件连接问题所涉及的基础理论就是光波(电磁波)在

介质波导中的传播,包括薄膜介质波导和圆形规则介质波导 .

6 .1  薄膜介质波导一般概念

图 6 .1 .1 表示了均匀介质薄膜波导的纵向剖面,它由三层均匀介质构成 .中间

层折射率为 n1 ,厚度为 h,一般 h = 1～ 10μ m,另外两层折射率分别为 n2 及 n3 ,即衬

底及覆盖敷层 .覆盖层也可以直接是 n3 = 1 的空气层 .为限制光波于介质中间传导

层中,应使 n1 大于 n2 和 n3 ,一般地设定 n1 > n2 > n3 .

图 6 .1 .1  介质薄膜波导

薄膜波导的横向宽度(y 向)一般

为 1～ 2cm,比薄膜波导的厚度 h大得

多,也比光波波长大得多,因此可以认

为薄膜波导是无限宽,光波在 y 方向

上不受限制 . 下面我们用射线法和波

动理论法来分析薄膜波导 .
射线法是把波导中的波看作是均

匀平面波在薄膜两个介面上全反射而

形成的,故界面 I、II 上的入射角应满

足临界条件

sinθI c = n3
n1 (6 .1 .1)

sinθI I c = n2
n1

(6 .1 .2)
若 n2 > n3 ,则取 θI Ic 为波导的临界角 .

波动理论法则是把薄膜波导中的波看作是满足介质平板波导边界条件的麦克

斯韦方程组的解 .此时,在波导的中间介质层中波以行波传输,衬底和覆盖层中则

是一种倏逝波,光波能量就是由介质表面引导下在波导内传输的,此时所传输的波



称之为导行波 .若当入射角小于临界角时,一部分能量由界面折射后不再回到介质

n1 中,此时无法导行光波 .这种波称为辐射波 .

6 .2  射线法分析薄膜波导

6 .2 .1  特征方程及横向谐振特性

  按射线法的原则,光波在薄膜波导中向 z 方向传播可看作是无限大均匀平面

波在界面 I 及 II 上依次反射,形成之字形传播路径 .
图 6 .2 .1 所示薄膜波导中光的入射面为 xO z 平面 .考察某一时刻经 A 反射后

向下传播的平面波,其波阵面到达 Σ(MC 所示),而 Σ 面又是在前一时刻传播的平

面波经 B 反射到达界面 I,又经 C 反射后的平面波波阵面 .这两个波在 Σ 面上重叠

会产生干涉,只有当两波相位差为 2mπ 时,干涉加强,方可在波导内形成振荡,即
可以在波导内存在并传播 .这两个波之间的相位差可从图 6 .2 .1 求得

δ = 2π n1
λ0

(AB + BC)+ δI + δI I - 2π n1
λ 0

AM

= 2πλ0
[2n1 hsecθi - 2n1 htanθi sinθi ]+ δI + δI I

= 2π
λ0

·2 n1 hcosθi + δI + δI I (6 .2 .1)
式中,δI 、δI I 是电磁波在界面 I 与 II 上作全反射时产生的相位跃变 .

图 6 .2 .1  射线法分析薄膜波导

对 S 波

tan δIS
2 = -

sin2 θi - n3
n1

2 1 / 2

cosθi
(6 .2 .2)
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tan δI I S
2 = -

sin2 θi - n2
n1

2 1 / 2

cosθi
(6 .2 .3)

对 P 波

tan δI P
2 = - n1

n3

2 sin2 θi - n3
n1

2 1 / 2

cosθi
(6 .2 .4)

tan δI I P
2 = - n1

n2

2 sin2 θi - n2
n1

2 1 / 2

cosθi
(6 .2 .5)

当满足干涉加强条件时,δ= 2mπ,故由式(6 .2 .1)可得

2 n1 hK 0 cosθi + δI + δI I = 2mπ   m = 0,1,2,3,… (6 .2 .6)
式中:K0 是传输光波在真空中的波数;n1 是介质波导的中间层折射率;θi 为波导

内的入射角 .式(6 .2 .6)称为薄膜波导的特征方程,或叫作薄膜波导的色散方程 .下
面来讨论这一方程的几点特征:

(1)特征方程中 2n1 hK0 cosθi = 2 Kx h,表示了电磁波在横跨薄膜(即沿 x 方

向)时的相位差 . δI 、δI I 是波在界面上的相位跃变,因此,特征方程(6 .2 .6)表示了由

波导中某点出发沿波导横向往复一次回到原处,总的相位变化应是 2π 的整数倍 .
这使原来的波加强,即相当于波在波导的横向谐振,因而称为波导的横向谐振条

件 .不仅薄膜波导,任意波导都具横向谐振特征 .若与金属波导相比较,金属波导也

具有这一横向谐振特征,其区别仅是金属波导中无界面相位跃变这两项,故在金属

波导中形成横向驻波 .
(2)波导中含三种色散 .
材料色散  指波导介质材料本身的色散,即当折射率随入射光波波长变化而

不同所带来的色散 .在光通信中,当所用材料色散较小时,此种色散不必在此考虑 .
模式色散  在多模介质波导中,一个信号同时激发不同的模式,即使是同一频

率(即同一波长),各模式的群速度也是不同的,它所引起的色散叫模式色散 .在色

散方程(6 .2 .6)中,对应于同一波长,不同的 m将有不同的 θi 值 .
波导色散  为满足特征方程,对同一个 m 值即同一个波导模,不同的波长对

应于不同的 θi 角 .这就是说,对于不同波长的光,即使没有材料色散存在,但由于

波导的谐振条件的要求,波在波导内经过一段距离传输后,将因为 θi 角不同而具

有不同的相位、出射角及出射波导的时间,因此将引起信号失真 .这种色散称为波

导色散,因此,特征方程又称为色散方程 .
6 .2 .2  导波的模式

由特征方程可对给定波导及工作波长对某一个 m 求出形成导波的 θ i 值 .特征
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方程中的 m可取不同的值,相应于不同的 θi ,确定一个 m值,与此相应的 θi 角入射

的平面波形成一个导波模式 .当 E 矢量或 H 矢量垂直入射面作振动,即 Ez = 0 或

Hz = 0 时,分别得到 TE 模或 T M 模 .当 m = 0,1,2,3,…时,分别可得 TE0 、TE1 、
TE2 、…、TM0 、TM1 、TM2 …模,m 表明各模式的阶数,称为波指数 .

当 m = 0 时,n1 hK0 cosθi = Kx h <π ,即其场沿 x 方向变化不足半个驻波 .
当 m = 1 时,π < Kx h <2π,其场沿 x 方向变化不足两个“半驻波”. m 越大,导

波的模次越高,m 表示了导波场沿 x 方向(薄膜横向)出现的完整半驻波个数 .
由特征方程还可以看出,在其他条件不变的情况下,当 m 增加时,θi 减小 .这

表明高次模是由入射角 θi 较小的平面波构成的 .当 θi 较小时,平面波的射线倾斜

比较严重,其横向相位常数 K x 大,驻波密集 . 导波模式的横向相位常数 Kx =
n1 K0 cosθi ,导波模式的轴向相位常数 K z = n1 K0 sinθi . 对于给定的波导和工作波

长,模次越高,θi 越小,因而 K z 越小 .在电磁场解法中将把 K z 记为β .所有模式中,
TE0 及 TM0 模次 低,故β 大 .
6 .2 .3  波导的截止波长

在射线法中,截止波长可直接由全反射的临界角求得 .按假定 n1 > n2 > n3 ,临
界角由下面衬底的折射率 n2 决定

sinθI I c = n2
n1

(6 .2 .7)
  当处于临界状态时,界面 II 上的相位跃变 δII = 0(可由式(6 .2 .7)代入式(6 .2 .3)
及式(6 .2 .5)得到),即 刚刚 发 生全 反射 时 的临 界 状态 的 入射 角 θi = θI Ic =
arcsin n2

n1 ,将此代入式(6 .2 .2)可得:对 S 波

δI = 2arctan - n22 - n23
n21 - n22

(6 .2 .8)
此时利用式(6 .2 .7),有

cosθi = 1 - sin2 θi = 1 - n2
n1

2 (6 .2 .9)
同样,应用式(6 .2 .9)于色散方程,并把式(6 .2 .8)的 δI 以及 δI I = 0 代入之,可得

2·2πλ0
hn1 · 1 - n2

n1
2 - 2arct an n22 - n23

n21 - n22
= 2mπ (6 .2 .10)

由上式可求得不同模式下的截止波长λ c .
对 TE0 模,m = 0,得
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λ c | m = 0 = 2π h n21 - n22

arctan n22 - n23
n21 - n22

(6 .2 .11)

当 m≠0 时

λ c | m = 2π h n21 - n22

arctan n22 - n23
n21 - n22 + mπ

< λ c | m = 0 (6 .2 .12)

由此可见,高阶模的临界波长更小些 .对传输工作波长的几种情况讨论如下:
(1)λ >λ c | m = 0 ,此光波大于 0 阶的临界波长,此波不能在波导内传播 .
(2)λ c | m = 1 <λ <λ c | m = 0 ,此时只有 m= 0 的零阶模可以传输,即单模运行 .
(3)λ <λ c | m ,这样的光波对 m及 m = 0 阶模均可被传输,发生多模传输 .
还需特别指出,对于对称薄膜波导 n2 = n3 ,由式(6 .2 .11)可见,λ c | m = 0 →∞ ,这

说明对称波导没有截止波长,任何波长的波均可在对称波导内传播 .这时特征方程

变成

2·2π
λ0

· h· n21 - n22 = 2mπ (6 .2 .13)
由此可算出对波长为λ0 的光波,该波导内所允许传播的模式个数为

m = 2h
λ 0

n21 - n22 (6 .2 .14)
  以上几节只讨论了一些变化规律,对于确定的解,则要对给定的波导介质(包
括 n1 、n2 、n3 的值)、厚度 h、入射波长及给定阶数 m,从特征方程解出 θI 值,从而就

可确定 Kx 及β 值 .特征方程是一个超越方程,后面将用图解法求解 .
虽然射线法讨论薄膜波导物理概念清楚易懂,获得了有价值的结论,这些结论

不仅适用于薄膜波导,对认识其他形式的介质波导也是很有价值的 .但对更详细的

场分布、传输功率、场方程等问题就无法解决 .因此,必须要用另一种方法———应用

电磁场理论———来求电磁波在介质波导这样一种特殊边界条件下的波动方程解,
在此基础上再去分析传播模的特性 .

6 .3  用电磁理论求解薄膜介质波导

用电磁理论分析薄膜介质波导,就是求满足边界条件时麦克斯韦方程的解,在
定态条件下就是求解亥姆霍兹方程

Δ 2 E + K2 E = 0
Δ 2 H + K2 H = 0 (6 .3 .1)
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在此基础上再分析其特性 .
6 .3 .1  薄膜波导中的 TE波和 TM波

类似于金属波导,在介质波导中的波型也可以存在 TE 波和 TM 波 .按照定

义,TE 波的 E矢量在波导的横截面上,在传播方向(z 方向)上只有磁场分量 .而
TM 波的 H 矢量在波导的横截面上,在传播方向上只有电场分量 .可以认为,薄膜

中的 TE 波是由垂直偏振的平面波即 S 波在薄膜边界上反射而成(图 6 .3 .1(a)),
而 TM 波是由 E为水平偏振(在入射面内振动)的平面波即 P 波在边界上反射而

成(图 6 .3 .1(b)).对于 TE 波,其电场只有 Ey 分量(Ez = 0),磁场包括了 H x 、H z

分量 .而 T M 波其磁场只有 H y 分量(H z = 0),而电场包括了 Ex 、Ez 分量 .
同样,类似于金属波导的讨论,可以由时谐电磁场的麦克斯韦第一、二方程

Δ × H = iω εE
Δ × E = - iωμ 0 H

图 6 .3 . 1  TE 波和 T M 波的形成

(a)TE 波;(b)T M 波

对于所讨论的各向同性的均匀介质,ε、μ0 都是标量,把 E、H 用直角坐标下的三分

量代入后展开,可得到式(5 .2 .14)的一般式 .
针对现在所讨论的无穷大平板介质波导,考虑到 y 方向无限大,场在该方向

不受限制,因而可得 
 y = 0;又考虑到光是沿 z 向传输,沿该方向场的变化可用一

个传输因子 e - i K z z 来表示 .为了普适地讨论电磁波在三层介质中的情况,记 β 为

K z 、K′ z 、K″ z ,表示实波矢的 z 分量 .由此得到导波的传播因子 e - iβ z ,因而有  z =
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- iβ,式中β 是 z 方向的相位常数 .将上述关系代入式(5 .2 .14),可得到 6 个标量方

程 .这 6 个标量方程又可分为两组,一组只含 Ey 、Hx 、H z 三个分量,另一组只含

H y 、Ex 、Ez 三个分量,即
βEy = - ωμ 0 H x

dEy

d x = - iωμ 0 H z

iβ H x + d H z

d x = - iω εEy

(6 .3 .2)

β H y = ω εEx

d H y

d x = iω εE z

iβEx + dEz

d x = iωμ0 Hy

(6 .3 .3)

这两组方程是完全独立的,可分别求解,得出两组独立的解 .第一组方程中电场矢

量只包含了 Ey 分量,因而解得的是 TE 模;第二组方程的磁场矢量只包含了 H y

分量,因而解出的是 TM 模 .对于 TE 模,求出 Ey 分量后,可由式(6 .3 .2)的第 1 式

及第 2 式中求出 H x 及 H z 分量,即
H x = - β

ωμ 0
Ey

H z = iωμ 0
dEy

d x
(6 .3 .4)

对于 TM 模,则求出了 H y 后可由式(6 .3 .3)的第 1、2 式求出 Ex 及 E z 分量 .
Ex = β

ω εH y

Ez = - i
ωε

d H y

d x
(6 .3 .5)

因此,求解薄膜介质波导问题归结为求 T E 模的 Ey 分量及 TM 模的 H y 分量 .
6 .3 .2  波导的场方程及其解

1 . TE 波

  对 TE 波应先求出 Ey ,由 TE 波的振动在波导的横截面上,即仅具 Ey 分量,
并考虑到在 z 方向的传播,具有传播因子 e - iβ z ,可写出其电场矢量为

E = Ey (x)e- iβ z j (6 .3 .6)
式中 j 为 y 方向单位矢量 .将其代入式(6 .3 .1)可得
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2 Ey (x)
 x2 - β2 Ey (x)+ K2

i E y (x)= 0 (6 .3 .7)
式中角标 i = 1,2,3,表示对应于介质波导的三层介质,其对应的折射率分别为 n1 、
n2 、n3 ,Ki 为不同介质中的波数,它们的关系可表示为

K2
i = n2i K 20 (6 .3 .8)

于是可写出在三层介质中的亥姆霍兹方程

d2 Ey (x)
d x2 + (n21 K20 - β2 )Ey (x)= 0   0 ≤ x ≤ h,在中间层 n1

d2 Ey (x)
d x2 + (n22 K20 - β2 )Ey (x)= 0   x ≤ 0,在衬底层 n2

d2 Ey (x)
d x2 + (n23 K30 - β2 )Ey (x)= 0   x ≥ h,在覆盖层 n3

(6 .3 .9)

按前面的分析我们已知,导波在 z 方向按 e - iβ z 传播 .而在横向,其振幅应可预见:在
中间薄膜层是驻波解,可用余弦函数表示;在衬底及覆盖层是倏逝波,应是衰减解,
用指数函数表示为 E= Ey (x)e - iβ z .于是有

Ey (x)=
A1 cos(K1 x x - φ) 0 ≤ x ≤ h,折射率为 n1
A2 e K′ 2 x x x ≤ 0,折射率为 n2

A3 e- K′ 3 x (x - h) x ≥ h,折射率为 n3
(6 .3 .10)

将上式各区域中 Ey 的表达式代入对应的各亥姆霍兹方程(6 .3 .9),可得

K21 x = K20 n21 - β2

K′ 22 x = β2 - K20 n22
K′ 23 x = β2 - K20 n23

(6 .3 .11)

由于 K1 x 、K′ 2 x 、K′ 3 x 都必须是正实数,这就限定

K0 n3 < K0 n2 < β < K0 n1
这与用射线得出的结果是一致的 .射线法中由 0 <sinθi <1 及 β = K0 n1 s inθi ,得β <
K0 n1 ,由 θi ≥ θic (θic 为临界角),sinθic = n2

n1 ,可得

K0 n3 < K0 n2 < β < K0 n1   (此处约定 n3 < n2 < n1 )
  下面再利用边界条件进一步求解式(6 .3 . 10)中的常数 A1 、A2 、A3 .薄膜波导

的边界条件为:在 x = 0、h 处,切向分量 Ey 连续,切向分量 H z 也连续,由此得
 Ey

 x
也连续 .

将此边界条件用式(6 .3 .10)中的场方程解代入,可得:
在 x = 0 处,E1 y = E2 y ,即
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A1 cos(- φ)= A2 (6 .3 .12)
  在 x = 0 处,Ey

 x 连续,即
A2 K′2 x e K′ 2 x x | x = 0 = - A1 K1 x sin(K1 x x - φ)| x = 0

得

A2 K′ 2 x = A1 K1 x sinφ (6 .3 .13)
  在 x = h处,Ey 连续,即

A3 = A1 cos(K1 x h - φ) (6 .3 .14)
  在 x = h处, Ey

 x 连续,即
A3 K′ 3 x = A1 K1 x sin(K1 x h - φ) (6 .3 .15)

  这样,从式(6 .3 .11)到式(6 .3 .15)整理后可得

β2 = K20 n21 - K21 x (6 .3 .16a)
K′ 22 x = (n21 - n22 )K20 - K21 x (6 .3 .16b)
K′ 23 x = (n21 - n23 )K20 - K21 x (6 .3 .16c)
tanφ = K′2 x

K 1 x
= (n21 - n22 )K20 - K21 x

K 1 x
(6 .3 .16d)

A2 = A1 cosφ = A1 K1 x

n21 - n22 K0
(6 .3 .16e)

A3 = A1 cos(K1 x h - φ)= A1 K1 x

n21 - n23 K0
(6 .3 .16f)

因此,只要求出 K1 x 就可求出其他各量 .式(6 .3 .16e)、式(6 . 3 . 16f)仅表示了 A1 、
A2 、A3 之间的相对大小,其中 A1 可以由输入波导的导波功率确定,是一常数 .

而 K1 x 则可由式(6 .3 .15)除以式(6 .3 .14)求出

tan(K1 x h - φ)= K′ 3 x

K 1 x
(6 .3 .17)

由于三角函数的周期性,上式可写为

K1 x h - φ - mπ = arctan K′3 x

K 1 x
(6 .3 .18)

利用式(6 .3 .16c)又可将上式改写为

K1 x h - φ - mπ = arctan (n21 - n23 )K20 - K21 x

K 1 x
(6 .3 .19)

其中 φ 又由式(6 .3 .16d)求出,这样式(6 .3 .19)可改写成
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K1 x h - arctan (n21 - n22 )K20 - K21 x

K 1 x
- arctan (n21 - n23 )K20 - K21 x

K 1 x
= mπ
(6 .3 .20)

参照 S 波在 I、II 界面上全反射相位跃变的式(6 .2 .2)、式(6 .2 .3),并考虑到 sin2 θi =
1 - cos2 θi 及 K 0 n1 cosθi = K1 x ,可知式(6 .3 .20)左边的后二项正是 S 波的相位跃变

之半,即 - δI I
2 及 - δI

2 ,因此式(6 .3 .20)可写为

K1 x h + δI
2 + δI I

2 = mπ
或

2n1 hK 0 cosθi + δI + δI I = 2mπ (6 .3 .21)
这就是式(6 .2 .6)表示的薄膜波导特征方程 .

由式(6 .3 .21)或式(6 .3 .20)表示的特征方程中对给定的 m 阶模可求出相应

的 K 1 x m ,角标 m表示相应于第 m 阶模的 K 1 x ,以下简记为 K1 x ,求出了 K1 x 后代入

式(6 .3 .16)联立方程,就可完全解出代表波导在三层介质中解的各个参数 φ 1 、A2 、
A3 、K1 x 、K′ 2 x 、K′ 3 x 、β,这样就得到了形如式(6 .3 .10)所代表的 TE 波的解了 . 当
然,要从特征方程(6 .3 .20)中解出 K1 x 并不是一件容易的事,因为这是一个超越方

程,在 6 .3 .3 节中将介绍这一超越方程的图解法 .
2 . TM 波

对于 TM 波,应先求出 H y . TM 模的电磁分量为 Hy 、Ez 、Ex ,其做法完全类似

于 TE 波求解 .写出磁场矢量为

H = Hy (x)e- iβ z j (6 .3 .22)
代入由式(6 .3 .1)表达的亥姆霍兹方程,得

d2 H y

d x2 + (K20 n2
i - β2 )Hy = 0   i = 1,2,3 (6 .3 .23)

依照 TE 模推导,设 H y 在三层介质中具有如下不同形式,即 H y 的解为

H y (x)=
B1 cos(K1 x x - φ)  0 ≤ x ≤ h,折射率为 n1
B2 e K′ 2 x x  x < 0,折射率为 n2

B3 e- K′ 3 x (x - h)  x > h,折射率为 n3
(6 .3 .24)

将上式代入式(6 .3 .23)得到与式(6 .3 .11)相同的关系 .考虑到薄膜波导的边界条

件:在上、下界面上 H y 及 E z 连续,在下界面 x = 0 处 B1 cos(- φ)= B2 ,以及 x = 0
处 Ez ∝ 1ωε· H y

 x ,即 1ω ε· H y

 x 连续,得
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1
ε2 B2 K′ 2 x e K′ 2 x x | x = 0 = - 1

ε1
B1 K1 x sin(K1 x x - φ)| x = 0

即

ε1 B2 K′ 2 x = ε2 B1 K1 x sinφ
在上界面 x = h处,B3 = B1 cos(K1 x h - φ),且在 x = h 处有

 H y

ε x 连续,得
ε1 B3 K′ 3 x = ε3 B1 K1 x sin(K1 x h - φ)

以下推导完全类似于 TE 波,导出的 H y 表达式及场分布与 TE 模形式相同,其特

征方程也有相同的形式

K1 x h + δI
2 + δI I

2 = mπ
只不过式中 δI 与 δI I 表达式应当取作 P 波的全反射时的相位跃变表达式(6 .2 .4)及

式(6 .2 .5).因此,波指数相同的 TE 和 T M 模的 K1 x 是不同的,从而求解出的波的

参数也不同 .
另外,从 TE 波(或 T M 波)求解过程中也可以看出,式(6 .3 .10)中的 φ 正是界

面 II 上的相位跃变半角
δI I
2 ,它是决定场分布极大值位置的参量 .

6 .3 .3  图解法求解特征方程

对于由式(6 .3 .21)表达的特征方程,只能通过图解法或数值法求解,本节将介

绍图解法求解这一超越方程 .
特征方程(色散方程)

2 2π
λ0

nhcosθi + δI + δI I = 2mπ (6 .3 .25)
以 TE 模为例,上式可改写为

  K1 x h - arctan
sin2 θi - n0

n
2

cosθi
- arct an

sin2 θi - nG
n

2

cosθi
= mπ (6 .3 .26)

式中 n为中间层折射率,nG 及 n0 分别为基底及覆盖层折射率 .利用三角公式

tan(α + β)= t anα + tanβ
1 - t anα·t anβ

把式(6 .3 .26)移项后两边取正切函数,可得

  tan(K1 x h)=
sin2 θi - n0

n
2 + sin2 θi - nG

n
2 cosθi

1 -
sin2 θi - n0

n
2

cosθi
·

sin2 θi - nG
n

2

cosθi

(6 .3 .27)

·841· 光学电磁理论



为将上式右端化为 K1 x h 的函数 F(K1 x h),可以利用以下关系式

cosθi = K1 x

K 0 · n

sin2 θi = 1 - K1 x

K 0 n
2

s in2 θi - n0
n

2 = K20 n2 - K21 x - n20 K20
K20 n2

将以上各式代入式(6 .3 .27)右端,得
 F(K1 x h)=

(K1 x h) [(n2 - n20 )(K0 h)2 - (K1 x h)2 ]1 / 2 + [(n2 - n2G )(K0 h)2 - (K1 x h)2 ]1 / 2

(K1 x h)2 - [(n2 - n20 )(K0 h)2 - (K1 x h)2 ]1 / 2 [(n2 - n2G )(K0 h)2 - (K1 x h)2 ]1 / 2

(6 .3 .28)
因此,特征方程(6 .3 .26)的解就是由 tan(K1 x h)与 F(K1 x h)的交点,即图 6 .3 .2 中实

线(tan(K1 x h))与虚线(F(K1 x h))的交点 .由此用图解法求出这一超越方程的解 .

图 6 .3 .2  特征方程(6 .3 .26)的图解法

图 6 .3 .2 中,从左到右各交点(原点除外)相应于 m = 0、1、2、…各阶模的解,从
这些交点的横坐标确定出 K1 x ,m h 的值,若薄膜厚度 h 已知,则通过

β2
m + K21 x ,m = K20 n2 (6 .3 .29)

求得 TE m 模的传播常数β m .
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6 .3 .4  截止波长

导波的截止波长也可从电磁场解法中导出 .从射线法观点看,出现衬底辐射模

的标志是 θi = θcI I ,而从电磁理论的观点看,出现衬底辐射模意味着 K′2 x 为虚数,此
时 E2 y 由原来的振幅沿 x 方向衰减的倏逝波变为由 ei K 2 x x 代表的辐射波,即在 n2 介

质中有向 x 方向传播的行波存在,这时能量从 n2 泄漏,此波便无法在薄膜波导中

传播,因此 K′ 22 x = 0 就是确定截止波长的条件 .由
K′22 x = β2 - K20 n22 = 0 (6 .3 .30)

得

β2 = K20 n22 = K22 (6 .3 .31)
可见,截止时传播常数β 等于介质 2 中的波数 .于是有

K1 x = n21 - n22 K0 (6 .3 .32)
将此关系代入式(6 .2 .2)、式(6 .2 .3),得

δIS = 2arctan - (n21 - n23 )K20 - K21 x

K 1 x
= 2arctan - n22 - n23

n21 - n22
(6 .3 .33)

δI IS = 2arctan - (n21 - n22 )K20 - K21 x

K 1 x
= 0 (6 .3 .34)

将此二式代入特征方程,并考虑到 K0 = 2π /λ c ,可得截止波长

λ c = 2π h n21 - n22

mπ + arctan n22 - n23
n21 - n22

(6 .3 .35)

这与用射线法求出的结果式(6 .2 .12)完全一致 .以上讨论是以 T E 模为例 .而对于

TM 模可作类似讨论,只需将式(6 .3 .32)代入到式(6 .2 .4)及式(6 .2 .5)求出 δI P 及

δI I P 后再作类似运算即可 .

6 .4  介质薄膜波导中的场分布

以 TE 波为例,薄膜波导中 TE 波的 Ey 分量为

Ey = e- i K z z ·
A1 cos(K1 x x - φ)  0 ≤ x ≤ h
A2 e K′ 2 x x  x ≤ 0
A3 e- K′ 3 x (x - h)  x ≥ h

(6 .4 .1)

以及薄膜波导中的特征方程

K1 x = mπ - δI
2 - δI I

2
h (6 .4 .2)
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δI 、δI I 可由式(6 .2 .2)、式(6 .2 .3)求得,它们是小于零的数 .
对于 TE0 模

K1 x = -
δI
2 + δI I

2
h (6 .4 .3)

且由式(6 .2 .2)、式(6 .2 .3)知 δI
2 + δI I

2 <π,可见,横跨薄膜的相位变化 K1 x h 小于

π,即场沿 x 方向的变化不足半个驻波 .
把式(6 .4 .3)的 K1 x 代入式(6 .4 .1)第 1 式,得

Ey ∝ cos -
δI
2 + δI I

2
h · x - φ (6 .4 .4)

按边界条件:
(1)x = 0 处

Ey ∝ cosφ = cos - δI I
2 (6 .4 .4a)

  (2)x = h 处

Ey ∝ cos δI
2 (6 .4 .4b)

  (3)中间层中,场变化极大值在 xm 处,即满足

- x m

δI
2 + δI I

2
h - φ = 0

故有

xm = - φh
δI
2 + δI I

2
=

δI I
2

δI
2 + δI I

2
· h (6 .4 .5)

且由 n1 >n2 > n3 ,可知在界面 I 上的相位移 δI 大于下界面的相移 δII ,即 δI / 2 >δI I / 2,
代入式(6 .4 .5)可知

xm < h / 2 (6 .4 .6)
这意味着场分布的极大值(波腹)偏向衬底 .

(4)由 K′ 2 x = (n1 - n22 )K20 - K21 x 及 K′ 3 x = (n1 - n23 )K20 - K21 x ,且 n2 > n3 ,可
知

K′ 2 x < K′ 3 x (6 .4 .7)
这表示场在覆盖层中衰减得比在下衬底中快 .

由以上四点,可以画出 T E0 模在波导截面上场分布情况,如图 6 .4 .1(a)所示 .
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图 6 .4 .1  薄膜波导中低阶模式的场分布

(a)T E0 ;(b)T E1 ;(c)T E2

类似地还可以导出 TE1 、TE2 、…模场分布特征,如对 T E1 波,中间层场在 x
向变化不足两个“半驻波”,阶数 m越大,在覆盖层及衬底中振幅衰减越缓慢,即能

量在 n2 和 n3 二介质中延伸部分越多,能量越分散 .

6 .5  介质平板波导的传输功率

导波的传输功率就是通过波导横截面的功率 .由于薄膜波导在 y 方向是无限

宽,故只计算在 y 方向上单位宽度上传输的功率,即计算宽度为 1,高度(x 方向

上)为 - ∞ → + ∞ 的条形面积上传输的功率 .
类似于金属波导中的求法,传输的功率等于〈S〉在要求的截面上的积分,即

PΣ = ∫Σ〈S〉dσ = 1
2 Re∫Σ (E× H )·dσ (6 .5 .1)

对于 TE 波,且考虑到单位宽度的条形面积 Σ,则得

PΣ = - 1
2 Re∫∞

- ∞ Ey H 
x d x = ∫∞

- ∞
β

2ωμ 0
| Ey | 2 d x (6 .5 .2)

把 Ey 在 x 上分布的式(6 .4 .1)代入上式,进行分段积分,得
PΣ = β

2ωμ 0 ∫h

0 A21 cos2 (K1 x x - φ)d x + ∫0

- ∞ A22 e2 K′ 2 x· x d x + ∫∞

h
A23 e- 2 K′ 3 x (x - h)d x

= β
4ωμ 0

· A21 · h + 1
K′2 x

+ 1
K′ 3 x

= 粖S· he (6 .5 .3)
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其中

粖S = β
4ωμ0

A21 (6 .5 .4)

he = h + 1
K′2 x

+ 1
K′3 x

(6 .5 .5)
粖S 是单位宽度的波导传输的平均功率密度,he 即为等效厚度 .由式(6 . 4 .1)中的第

2、3 式可知, 1
K′ 2 x

和 1
K′ 3 x

表示 E y 衰减到 e - 1 处的深度,这一深度正是全反射中的倏

逝波的穿透深度 z m (见式(3 .2 .14)).因此,式(6 .5 .3)表示的传输功率可以看作是

在厚度为 he 的平板波导中以平均功率密度粖S 传输 .而 x 方向上实际传输功率是变

化的,在波腹处传输的功率密度极大值为
β

2ωμ0
A21 .

对于 TM 波,利用

tan δI
2 = - n1

n2
2 (n21 - n22 )K20 - K21 x

K 1 x
(6 .5 .6)

tan δI I
2 = - n1

n3
2 (n21 - n23 )K20 - K21 x

K 1 x
(6 .5 .7)

可求得单位宽度的介质薄膜波导传输功率

PΣ (T M ) = β
4ω εH

21 he (6 .5 .8)
其中

he = h + 1
K′2 x

+ 1
K′3 x

(6 .5 .9)
上式在形式上与 T E 波类似,但要注意的是,其中的等效厚度 he 与 TE 波中的值不

图 6 .5 .1  介质平板波导中的古

斯 汉森位移及穿透深度

同,这是因为对于 TE 波与 T M 波,δI

与 δI I 的数值不同,从而由特征方程对

同一个 m 值及 K 0 值将有不同的 θ′ i

值,这是使 K1 x 、K′ 2 x 、K′ 3 x 的值对于 P
波与 S 波均不同而造成的 .

同样我们也可以证明,等效厚度

中的 1 / K′2 x 和 1 / K′ 3 x 就是在全反射

中用古斯 汉森位移所求出来的倏逝

穿透深度 .证明如下:
如图 6 .5 .1 所示,按式(3 .3 .6),光

束在全反射后的侧向位移 Δ = - δ
β .
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观察下表面 II,则有

Δ I I = -  δI I
β (6 .5 .10)

把式(6 .3 .16a)代入式(6 .3 .34)求得
δI I
2 ,并对β 求导得

 δI I
2

β = 
β arctan - β2 - K20 n22

K20 n21 - β2 = - tanθi

K′ 2 x
= - Δ I I

2 (6 .5 .11)
由图 6 .5 .1 几何关系知

tanθi = Δ I I
2 xI I

(6 .5 .12)
由式(6 .5 .11)、式(6 .5 .12)可得

xI I = Δ I I
2 tanθi

= 1
K′ 2 x

(6 .5 .13)
同样可得

xI = 1
K′ 3 x

(6 .5 .14)
xI 、xI I 就是倏逝波在介质 n3 与 n2 中的穿透深度 .

图 6 .6 . 1  两种光纤的剖面折射率分布

(a)均匀光纤 ;(b)非均匀光纤

6 .6  圆形介质波导(光纤)的一般概念

光纤实质上是一种圆形介质波导,按照其芯内介质结构,可分为均匀光纤及非

均匀光纤,图 6 .6 .1 示出了两种光纤剖面,其芯径为 2a,包层直径为 2 b .图(a)表示

均匀光纤,其芯子与包层中折射率分别呈均匀分布,而在交界面上折射率为一突
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变,故均匀光纤又称作为阶跃型光纤 . 图(b)表示非均匀光纤,其芯内折射率呈指

数分布,而包层中折射率为均匀分布,故非均匀光纤又被称为渐变型折射指数光

纤 .
对均匀光纤,先从射线概念对光在光纤中传输做一形象描述 .
在均匀光纤中可以存在两种光射线;
子午光线———光线处在过光纤轴线的子午面内 .
孤矢光线———不通过光纤轴的光线 .
对于子午光线,入射角(指光纤内光线与界面法线夹角)θi 应满足全反射条件

θi > θc = arcsin n2
n1

(6 .6 .1)
此时方可在光纤中传播 .式中,n1 为芯内折射率,n2 为包层折射率,n1 > n2 .

芯子和包层折射率之差直接影响到光纤的性能 .引入几个常用概念:
(1)相对折射率指数差 Δ .

Δ = n21 - n22
2n21

(6 .6 .2)
对于 n1 与 n2 相差极小的光纤,Δ 可近似为

Δ ≈ n1 - n2
n1

(6 .6 .3)
这种光纤称为弱导波光纤 .

 图 6 .6 .2  光纤的数

 值孔径 N A = n0 sinθ0

(2)数值孔径 NA .
数值孔径是描写允许进入光纤芯内形

成导波的光线范围参数,如图 6 . 6 . 2 所示 .
设光线以与光轴成 θ0 角度方向从光纤端面

入射,设光纤外的环境折射率为 n0 ,定义数

值孔径为

NA = n0 sinθ0 (6 .6 .4)
表示为 大允许的入射角范围,此时入射的

光处于光纤内壁全反射临界状态,在此光锥

之内的所有光线均可在光纤内传播,反之,入射到光纤内的光就会从 n1 与 n2 介质

的界面上折射到包皮中而逃逸 .
由全反射的临界条件

sinθi = n2
n1 (6 .6 .5)

以及在入射端面处的折射定律
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n0 sinθ0 = n1 sin(90° - θi )
运用三角公式,并把式(6 .6 .5)代入,得

NA = n0 sinθ0 = n1 cosθi = n1 1 - n2
n1

2 = n1 2Δ (6 .6 .6)
一般地,环境为空气,n0 = 1,故有

NA = sinθ0 = n1 2Δ (6 .6 .7)
θ0 表示能够进入光纤内传输的射线的 大入射角,或者说是光纤芯子所能捕捉到

的射线的 大入射角 . n1 与 n2 差别越大,Δ 值越大,相应的数值孔径越大,所谓的

“捕捉能力”就越强 .例如对于 NA = 0 .07 的石英光纤,相应的 θ= 4° .
除了上面所述的普通光纤外,另一类光纤为激活光纤 .这是用激光激活晶体或

玻璃拉成的,如 Nd:YAG 光纤、Nd:Glass 玻璃光纤,它主要是用作光纤激光器 .这
类光纤激光器,或者更普遍地包括半导体激光器(平板薄膜波导)及波导激光器,其
波导模式及理论基础也是本章前述的平板波导及圆形介质波导的电磁理论 .

6 .7  圆形介质波导的电磁理论解法

圆形介质波导中光波电磁矢量的严格解则仍是按照电磁场理论,求解满足均

匀圆形介质波导边界条件的麦克斯韦方程组(或亥姆霍兹方程). 同样,由于光纤

(圆形介质波导)的柱对称性,宜采用柱坐标(r,φ,z).其解的方法完全类似于第 5
章中的圆形金属波导的解法,把亥姆霍兹方程写为柱坐标下的形式(式(5 .4 . 2)),
只是在介质波导中,相应于芯子与包层其折射率分别为 n1 、n2 ,得到与之对应的方

程 .方程在芯子与包层中同时有解 .具体解法如下:
由麦克斯韦方程组第 1、2 式导出的柱坐标下 Er 、Eφ 、Hr 、Hφ 与 E z 、Hz 之间的

关系式(5 .4 .13)可知,首先求出 z 向场分量 E z 、H z ,就可利用式(5 . 4 .13)求出全

部电磁分量 . z 向场分量亥姆霍兹方程为

Δ 2 Ez + K20 n2 Ez = 0
Δ 2 H z + K20 n2 H z = 0 (6 .7 .1)

对圆柱坐标系亥姆霍兹方程则为

2 E
 r2 + 1

r ·Ez

 r + 1
r2 ·2 Ez

φ2 + 2 Ez

 z2 + K20 n2 Ez = 0
2 H z

 r2 + 1
r · H z

 r + 1
r2 ·2 Hz

φ 2 + 2 Hz

 z2 + K20 n2 Hz = 0
(6 .7 .2)

在芯子与包层中 n是不同的,将 n1 、n2 分别代替上式中的 n,就可以得到芯子与包

层中的对应方程 .解此方程使满足光纤的边界条件,即得到 Ez 、H z 的场方程 .解方
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程(6 .7 .2)仍应用分离变量法,以 Ez 为例,Ez 可写为

Ez = R(r)Φ(φ)Z(z) (6 .7 .3)
代入式(6 .7 .2)后可得到类似于第 5 章中式(5 .4 .4)的三个方程,其中关于 z 的方

程解具有传播因子形式

Z(z)= e- iβ z (6 .7 .4)
关于 φ 的方程解具有沿圆周方向驻波状态的变化形式

Φ(φ)= sinmφ
cosmφ (6 .7 .5)

关于 r 的方程在芯子与包层中分别为

r2 d2 R(r)
d r2 + r d R(r)d r + [(K20 n21 - β2 )r2 - m2 ]R(r)= 0  r ≤ a

r2 d2 R(r)
d r2 + r d R(r)

d r + [(K20 n22 - β2 )r2 - m2 ]R(r)= 0  r ≥ a
(6 .7 .6)

按照 5 .1 节中讨论的第一类贝塞尔函数 Jm (Kc r)与第二类贝塞尔函数 Nm (Kc r)
的特性,并考虑到光波在芯子与包层中的物理表现,可知在芯子中电磁场应当有驻

波解,即在 r→0 时取值应有限 .故在芯子中 R(r)应取第一类贝塞尔函数;而在包

层中场随 r 增加而单调减少,是衰减解,没有振荡起伏,因而取 R(r)为第二类修正

贝塞尔函数 Km (Kc r).第二类修正贝塞尔函数定义如下

Km (Kc r)= π
2 im + 1 [J m (i Kc r)+ i Nm (i Kc r)] (6 .7 .7)

Km 的渐近表达式为

lim
K c r→ ∞ Km (Kc r)≈ π2 Kc re- K c r (6 .7 .8)

由上式可知,当 r→∞ 时,Km (Kc r)→0 .这一结果符合光纤包层中当 r→∞ 时场应

当衰减至零的物理意义,因此取 Km (Kc r)作为 R(r)在包层中的解 .于是

R(r)= Jm ( K20 n21 - β2 · r)  r ≤ a

Km (β2 - K20 n22 · r)  r ≥ a
(6 .7 .9)

图 6 .7 .1 示出了 Jm (Kc r)及 Km (Kc r)的函数曲线 .
为简化计算,引入新的参量

u = a K 20 n21 - β2

w = a β 2 - K20 n22
(6 .7 .10)

u 为导波的径向归一化相位常数,w 为导波的径向归一化衰减常数,则式(6 .7 . 9)
可写为
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R(r)=
J m

u
a r   r ≤ a

Km
w
a r   r ≥ a

(6 .7 .11)

图 6 .7 . 1  Jm (Kc r)曲线与 Km (K c r)曲线

综合式(6 .7 .4)、式(6 .7 .5)及式(6 .7 .11),光纤中的 Ez 可表示为

Ez = e- iβ z sinmφ
A1 Jm

u
a r   r ≤ a

A2 Km
w
a r   r ≥ a

(6 .7 .12)

Ez = e - iβ z cosmφ
A1 Jm

u
a r   r ≤ a

A2 Km
w
a r   r ≥ a

(6 .7 .13)

下面以讨论第一套解(6 .7 .12)为例继续解电磁场 .为表达方便且应用方便,把 A1

改写为

A1 = A
J m (u) (6 .7 .14)

根据光纤的边界条件,在 r = a 处电场切向分量连续,即 Ez1 = Ez2 ,此处 Ez 1 、Ez2 分

别表示在光纤芯子和包层中的电场 z 分量 .将式(6 .7 .12)、式(6 .7 .14)代入上述边

界条件可得

A2 = A
K m (w) (6 .7 .15)
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将式(6 .7 .14)及式(6 .7 .15)代入式(6 .7 .12),可得电场矢量 z 分量的表达式

Ez = Ae- iβ z sinmφ
Jm

u
a r

J m (u)   r ≤ a

Km
w
a r

K m (w)   r ≥ a

(6 .7 .16)

同样,可得到磁场矢量的 z 分量 H z 的表达式

Hz = Be- iβ z cos mφ
J m

u
a r

J m (u)   r ≤ a

Km
w
a r

K m (w)   r ≥ a

(6 .7 .17)

在导出 H z 时用了 r = a处 H z1 = H z2 的边界条件 .这里只给出了 Ez 采用 sinmφ,H z

采用 cos mφ 表示的一套解 .当然还存在着 Ez 用 cosmφ 表示,Hz 用 sinmφ 表示的另

一套解 .但这两套解特性相似,只讨论其中的一套即可 .
求出了 Ez 及 H z 的表达式,其他的几个场分量可以利用式(5 .4 .13)表示的关

系求出 .只需把式(6 .7 .16)、式(6 .7 .17)这一套解的 Ez 、H z 代入式(5 .4 .13),就可

得到在芯子与包层中的电场和磁场的另四个分量 Er1 、Eφ1 、Hr1 、Hφ1 及 Er2 、Eφ2 、
Hr2 、Hφ2 ,而若把相应的另一套 Ez 、H z 的解代入式(5 .4 .13),则可得到与之相应的

另一套电磁场完整解 .下面给出一组与式(6 .7 .16)、式(6 .7 .17)相应的完整解的另

8 个电磁场分量表达式

Eφ1 = - i a
u

2 βm A
r · Jm

u
a r

J m (u) - ωμ 0 Bu
a · J′ m

u
a r

J m (u) cos mφ

Eφ2 = i a
w

2 βm A
r · Km

w
a r

K m (w) - ωμ 0 Bw
a · K′ m

w
a r

K m (w) cosmφ

Er1 = - i a
u

2 - ωμ 0 mB
r · Jm

u
a r

J m (u) + βA u
a · J′ m

u
a r

J m (u) sinmφ

Er2 = i a
w

2 - ωμ 0 mB
r · Km

w
a r

K m (w) - βA w
a · K′ m

w
a r

K m (w) sinmφ
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Hφ1 = - i a
u

2 - βmB
r · Jm

u
a r

J m (u) + ω ε0 n21 Au
a · J′ m

u
a r

J m (u) sinmφ

Hφ2 = i a
w

2 - βmB
r · Km

w
a r

K m (w) + ω ε0 n22 Aw
a · K′ m

w
a r

K m (w) sinmφ

H r1 = - i a
u

2 - ω ε0 n21 mA
r · Jm

u
a r

J m (u) + βBu
a · J′ m

u
a r

J m (u) cosmφ

H r2 = i a
w

2 - ωε0 n22 mA
r · Km

w
a r

K m (w) + βBw
a · K′ m

w
a r

K m (w) cosmφ

(6 .7 .18)
为了书写方便,在上式中省略了 e - iβ z 这一公共因子 .

形成导波时,要求 u、w 为正实数,因而有

w2 > 0   u2 > 0 (6 .7 .19)
由此得

n2 K0 < β < n1 K0 (6 .7 .20)
这就是说,导波的相位常数β 是介于纤芯材料和包层材料中平面波的波数之间的 .

必须强调的是,导波的β 必定大于 n2 K0 .这意味着,当β < n2 K0 时,波在包层

中将出现振荡解而形成辐射模,使导波截止 .因此

β = n2 K0 (6 .7 .21)
是导波截止的临界状态,此时参数 w = 0,引入参数 V,令

V = u2 + w2 = n21 - n22 K0 a = 2Δ n1 K0 a (6 .7 .22)
临界状态时有

u = V (6 .7 .23)
V 叫作光纤的归一化频率 .它概括了光纤的结构 (a、Δ、n1 )及工作波长(包含在

K0 = 2π
λ0 中),是一个重要的综合性参数,光纤的许多特性均与光纤归一化频率 V 有关 .
以上讨论的是用电磁理论对圆形介质波导作严格的矢量解 .

6 .8  矢量解的特征方程

在介质波导严格的矢量解式(6 .7 .16)～ 式(6 .7 .18)中,包含了参数 u、w、β,这
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三个参数可以利用式(6 .7 .10)的两个方程以及从边界条件中得出的特征方程来确

定 .下面将从光纤的边界条件求特征方程 .
光纤的边界条件是:在纤芯的边界上,电场和磁场的切向分量连续,即在 r = a

处有

Eφ 1 = Eφ 2 (1)
Hφ1 = Hφ2 (2)
Ez1 = Ez2 (3)
Hz 1 = Hz 2 (4)

(6 .8 .1)

把前面求出的场分量表达式代入式(6 .8 .1)的(1),得
ωμ 0 B 1

u· J′ m (u)
Jm (u) + 1

w · K′ m (w)
Km (w) = βm A 1

u2 + 1
w2 (6 .8 .2)

把场分量代入式(6 .8 .1)的(2),得
ωε0 A n21

u· J′ m (u)
Jm (u) + n22

w· K′ m (w)
Km (w) = βmB 1

u2 + 1
w2 (6 .8 .3)

把式(6 .8 .2)与式(6 .8 .3)相乘,得
ω2 μ0 ε0 1

u · J′ m (u)
J m (u) + 1

w · K′ m (w)
Km (w)

n21
u· J′ m (u)

Jm (u) + n22
w· K′ m (w)

Km (w)
= β2 m2 1

u2 + 1
w2

2 (6 .8 .4)
根据式(6 .7 .10),将上式中的β 消去并加以整理,得

1
u · J′ m (u)

Jm (u) + 1
w· K′ m (w)

Km (w)
n21
n22 u· J′ m (u)

Jm (u) + 1
w · K′ m (w)

Km (w)
= m2 1

u2 + 1
w2

n21
n22 u2 + 1

w2 (6 .8 .5)
上式包含了 u和 w 两个未知量,但由式(6 .7 .22)知

w2 = V2 - u2 = (n21 - n22 )k20 a2 - u2 (6 .8 .6)
可知式(6 .8 .5)可看作仅包含一个未知量 u(或 w)的方程,这一方程就是光纤中导

波的特征方程 .讨论光纤中导波的模式及其特性,都要以此为依据 .特征方程是超

越方程,一般只能以数值解法来求解 .
对于通信中常用的弱光纤,即 n1

n2 →1,芯与包层折射率相差极小,可近似地认为

n1
n2 = 1,把式(6 .8 .5)表示的特征方程变换形式,引入以下符号
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J = J′ m (u)
uJ m (u)

K = K′ m (w)
wK m (w)

(6 .8 .7)

得

J + K = ± m 1
u2 + 1

w2 (6 .8 .8)
再将 J、K 还原得

J′ m (u)
uJ m (u)+ K′ m (w)

wK m (w) = ± m 1
u2 + 1

w2 (6 .8 .9)
这就是弱导波光纤的近似特征方程 .上式具有两组解,当方程右端取正号时得一组

解,取负号时得另一组解 .

6 .9  矢量解的模式分类及特征方程

6 .9 .1  TE模及 TM模

  根据光纤矢量解表达式(6 . 7 . 16)知,对于 T E 模,必有 Ez = 0,因此有常数

A = 0,代入式(6 .8 .3)得
βmB 1

u2 + 1
w2 = 0

式中
1
u2 + 1

w2 不能等于零,相位常数β 及常数 B 均不可能为零,因此只能使 m =
0,这样就得出结论,光纤中的 T E 波只能在 m = 0 的情况下才能存在 .同样,可以

证明光纤中的 TM 波也只能在 m = 0 的情况下才能存在 .这就是说,光纤中只存在

m= 0 的 TE 波和 TM 波 .
在特征方程(6 .8 .9)中令 m = 0,就可得到 TE 波和 TM 波的特征方程

J′ 0 (u)
uJ0 (u) = - K′ 0 (w)

wK 0 (w) (6 .9 .1)
利用贝塞尔函数的递推公式

J′ 0 (u)= - J1 (u)
K′ 0 (w)= - K1 (u)

可把上式变换为

- J(u)
uJ 0 (u) = K1 (w)

wK 0 (w) (6 .9 .2)
这就是 TE 波和 TM 波共同的特征方程 .
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6 .9 .2  EH 模及 HE 模

当 m≠0 时,不能出现 TE 模和 TM 模,而只能是 Ez 、Hz 同时共存,其中 Ez 所

占的分量大时即为 EH 模,反之为 HE 模 .
EH 模的特征方程为

J′ m (u)
uJ m (u)+ K′ m (w)

wK m (w) = m 1
u2 + 1

w2 (6 .9 .3)
  HE 模的特征方程为

J′ m (u)
uJ m (u)+ K′ m (w)

wK m (w) = - m 1
u2 + 1

w2 (6 .9 .4)
应用贝塞尔函数递推公式

J′ m (u)= m
u J m (u)- Jm + 1 (u)= - m

u J m (u)+ Jm - 1 (u)
K′ m (w)= m

w K m (w)- Km + 1 (w)= - m
w K m (w)+ Km - 1 (w)

简化后的特征方程为

  EH 模       - J m + 1 (u)
uJ m (u) = Km + 1 (w)

w Km (w) (6 .9 .5)
  HE 模       J m - 1 (u)

u Jm (u)= Km - 1 (w)
w Km (w) (6 .9 .6)

  综上所述,在光纤中可存在四种类型的模式:T E 模、TM 模、EH 模、HE 模 .
TE 模、TM 模只在 m = 0 时存在,而 EH 模、HE 模在 m >0 时存在 .它们的特征方

程分别如式(6 .9 .2)、式(6 .9 .5)及式(6 .9 .6)所示 .同样,利用式(6 . 8 .6)可把以上

各模式的特征方程化为仅含一个未知量 u(或 w)的方程 .在给定工作波长情况下,
对应于一个 m,贝塞尔函数会有一系列解,求出的每一个 u 值的解就对应着一个模

式 .例如,对于 EH 模,对应一个 m的贝塞尔函数第 n 个根所相应的 u 值解就代表

了 EH m n 模 .因此,若光纤归一化频率 V 足够大时,光纤中可存在一系列的 TE 模、
TM 模和一系列的 EH 模、HE 模 .下节将结合导波的截止条件对各种矢量模的特

性作一详细分析 .

6 .10  矢量模的特性

矢量模的特性用三个特征参数 u、w、β 来描述 . 由式(6 . 7 . 10)表达的意义可

知:u 表示导波场在纤芯(n1 )内的横向分布;w 则表示了导波场在包皮(n2 )中的横

向分布;β 是轴向相位常数,表明了导波的轴向传输特性 .三者之间的关系就是由

·361·6  电磁波在介质波导中的传播



式(6 .7 .10)的两个方程以及特征方程来确定的 .由特征方程确定了 u(或 w)后,再
利用式(6 .7 .10)便可求出 w(或 u)及 β,从而得到完整的矢量解 .下面集中讨论 u
参数 .
6 .10 .1  导波的截止条件

类似于薄膜介质波导中对截止条件的讨论,当外包层中出现辐射模时即为导

波截止条件 . 在导波存在时,场在纤芯外的包层中是衰减解,即 w2 > 0 (见式

(6 .7 .19)).当 w2 <0 时,包层中为振荡解,即出现辐射模,芯内电磁场能量会不断

地从包层径向向外辐射, 终导致芯内无法存在振荡解而截止 .因此,w = 0 即为临

界状态,此时的 w 记为 w c ,表示导波截止条件,即 wc = 0,与之对应的径向归一化

相位常数为 uc ,归一化频率为 V C ,由式(6 .7 .22)得
V2C = u2c + w2c = u2c (6 .10 .1)

或

V C = uc (6 .10 .2)
根据特征方程求出 uc ,便可决定 V C ,从而决定各模式相应的截止频率 .
6 .10 .2  近截止时的模式分类、各模式的截止条件及归一化截止频率 VC

根据第二类修正贝塞尔函数特性知,在 w→0 时的近截止情况下,Km (w)的近

似式为

在 m = 0 时   K0 (w)= ln 2
w → ∞

在 m ≠ 0 时   Km (w)= 1
2 (m - 1)! 2

w
m

在 m = 1 时   K1 (w)= 1
w → ∞

(6 .10 .3)

下面对各种模式求截止条件,并讨论模式分类 .
1 . TE、TM 模

根据 TE、TM 模的特征方程式(6 .9 .2),把近截止时的 Km (w)的近似式(6 .10 .3)
第 1、3 式代入,并对 w→0 时运用洛必达法则得

- J1 (u)
uJ0 (u) = K1 (w)

wK 0 (w)= lim
w → 0

1
w2

ln 2
w

= lim
w → 0

1
w2 = ∞

从而得
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J0 (uc )= 0 (6 .10 .4)
这就是 T E、TM 模截止状态下的特征方程 . uc 的解就是零阶贝塞尔函数的根,它
可以从表 5 .2 查出 .如果用 μ0 n 表示贝塞尔函数的第 n 个根,则可写为

uc = μ0 n = 2 .405,5 .520,8 .654,…
各值对应于 n= 1、2、3、… .

所以,当 m = 0 时,求出一系列 uc 值,每个 uc 值对应于一定的场分布及轴向相

位常数β,就决定了一个 T E 模和一个 TM 模 .例如,当
uc = 2 .405 时, 得 TE01 、T M0 1 模

uc = 5 .520 时, 得 TE02 、T M0 2 模
(6 .10 .5)

m= 0 对应着一族 TE 模和一族 TM 模,它们可记为 TE0 n 、T M0 n 模,下标“0”是指贝

塞尔函数的阶数,“n”表示第几个根,即零阶贝塞尔函数根的序号 .
由截止条件下的 uc 值,就可以由式(6 .10 .2)求得各种模式的截止条件,即截

止时光纤的归一化频率

V C = uc = μ0 n

T E01 、TM01 模  V C = 2 .405
T E02 、TM02 模  V C = 5 .520
T E03 、TM03 模  V C = 8 .654

(6 .10 .6)

当实际的光纤归一化频率 V 大于归一化截止频率 V C ,即当 V >V C 时,此模可以在

该光纤中导行 .因此归纳为如下条件

导行条件   V > V C

截止条件   V < V C

临界条件   V = V C

注意:所有标号相同的 TE 模和 T M 模具有相同的 uc 值,它们是相互简并的 .在所

有 TE、TM 模中,TE01 模及 TM01 模的归一化截止频率 低,为 V C ,0 1 = 2 .405 .
2 . EH 模

根据 EH 模的特征方程式(6 .9 .5),把近截止时 Km (w)的近似式(6 .10 .3)代

入,得到

- Jm + 1 (uc )
uc Jm (uc ) = ∞

于是有

Jm (uc )= 0 (6 .10 .7)
这就是 EH 模截止状态下的特征方程 .从中解出 uc = μ m n ,式中 μ m n 是 m 阶贝塞尔
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函数的第 n 个根(这里 m≥1).对每一个 m、n的组合,可得到一个相应的 EH 模,
记作 EH m n 模 .例如,当 m = 1 时,得到一族 EH1 n 模,其 uc 为一系列值

uc = u1 n = 3 .832,7 .016,10 .173,…
每个 uc 值对应一个模式,即对应一个截止条件

EH11 模  V C = uc = 3 .832
E H12 模  V C = uc = 7 .016
E H13 模  V C = uc = 10 .173


(6 .10 .8)

当 m = 2 时得到一族 EH2 n 模,其 uc 值为二阶贝塞尔函数的根

uc = μ2 n = 5 .136,8 .417,11 .620,…
每个 uc 值对应一个模式,即对应一个归一化截止频率

EH21  模  V C = uc = 5 .136
EH22  模  V C = uc = 8 .417
EH23  模  V C = uc = 11 .620


(6 .10 .9)

其他依次类推 .
在所有的 E H mn 模中,EH11 模的归一化截止频率 低,为 VC = uc = 3 .832 .
3 . HE 模

根据 HE 模的特征方程(6 .9 .6),把近截止时 Km (w)的近似式(6 .10 .3)代入,
得

Jm - 1 (uc )
uc Jm (uc ) = Km - 1 (wc )

wc Km (wc ) = 12(m - 1)
下面对 m = 1 及 m >1 两种情况分别讨论 .

当 m = 1 时,截止状态的特征方程为

J0 (uc )
uc J(uc ) = ∞

于是             uc J1 (uc )= 0 (6 .10 .10)
得到 uc = 0 及 J1 (uc )= 0,其解为

uc = μ1 ,n - 1 = 0,3 .832,7 .016,10 .173,…
n由 1 算起 . 注意,这里的 uc = μ1 0 = 0 可以作为第一个根,这与前面讨论的 TE、
TM、EH 模情况不同 .这是因为 uc = 0 仍能使 HE 模截止时的特征方程得到满足,
而对于 TE、TM、EH 模的特征方程,uc = 0 就没有意义,故使 uc = 0 不能成为它们
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的根 .
每一个 uc = μ1 ,n - 1 的值对应一个模式,即对应一个归一化截止频率,得到一族

HE1 n 模如下:
HE11 模  VC = uc = μ1 0 = 0
H E12 模  VC = uc = μ1 1 = 3 .832
H E13 模  VC = uc = μ1 2 = 7 .016

(6 .10 .11)

讨论以上各模式:
(1)HE11 模的归一化截止频率为 V C = 0,这就是说 HE11 模没有截止现象,所

有频率(或波长)的光波均可在光纤中以 HE11 模式传输 .如果适当设计光纤结构,
使 HE11 模以外的高次模都被截止,便可得到单模传输,这种光纤就叫作单模光纤 .

(2)HE1 ,n + 1 与 EH1 n 模具有相同的归一化截止频率,它们在截止时是互相简

并的 .
当 m >1 时,讨论 HE 模 .利用贝塞尔函数递推公式:

2mJm (u)= uJ m - 1 (u)+ uJ m + 1 (u)
把式中阶数降 1,递推公式成为

2(m - 1)Jm - 1 (u)= uJ m - 2 (u)+ uJ m (u)
将其代入 HE 模的特征方程(6 .9 .6)式,经整理得

Jm - 2 (uc )
Jm (uc ) = 0

从而得到

Jm - 2 (uc )= 0 (6 .10 .12)
上式的解为 m - 2 阶贝塞尔函数的根,即

V C = uc = μm - 2 ,n

  当 m = 2 时,V C = uc = μ0 n = 2 .405,5 .520,8 .654,…
HE21 模  V C = uc = 2 .405
HE22 模  V C = uc = 5 .520
HE23 模  V C = uc = 8 .654
 

(6 .10 .13)

比较式(6 .10 .13)与式(6 .10 .6)可知,HE2 n 模在截止时与 TE0 n 、TM0 n 模简并 .
当 m = 3 时,得到 HE3 n 模,其 V C = uc = μ1 n = 3 .832,7 .016,10 . 173,…,它与

EH1 n 模及 HE1 ,n + 1 模在截止时简并 .
当 m >3 时,EH m n 模与 HE m + 2 ,n 模在截止时简并 .

6 .10 .3  光纤中单模传输的条件

从上节讨论的各种模式及其归一化条件中,比较各模式归一化截止频率可见,
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HE1 1 模归一化截止频率 低,其次为 T E01 、TM01 和 HE21 模,即
HE11 模 V C = 0
TE01 、TM0 1 、HE21 模 V C = 2 .405
E H11 、HE12 、HE31 模 V C = 3 .832
E H21 、HE41 模 V C = 5 .136
   

要保证光纤中只传输 HE11 单一模式,必须满足下列条件

V C (HE11 模) < V < V C (T E0 1 模)
即

0 < V < 2 .405 (6 .10 .14)
式中 V 即为所用光纤的归一化频率,这是光纤固有的值,V = 2Δ aK 0 n1 ,它是由光

纤的芯及包层的折射率 n1 、n2 和光纤内芯径 a 以及工作波长λ 0 所决定的 . 根据

式(6 .10 .14)来选择光纤的材料及尺寸,从而达到单模光纤的需要 .要注意的是,要
使光纤参数 V <2 .405 是不太容易的,因为光波波长λ0 很小,K0 值很大,这就要求

光纤有很小的芯径 a .但 a 过小势必使制作耦合连接等方面带来许多困难 .如果使

光纤的相对折射率指数差 Δ 做得极小,也可达到使 V 值较小的目的,这时可允许

有较大的芯径 .因此,制作单模光纤时常采用弱导波光纤 .
6 .10 .4  远离截止时导波的参数 u

光纤中导波的径向归一化相位参数 u 值是随着被传输模的频率而变化的 .
6 .10 .2 节中讨论的是在近截止情况下的传输模式,所得的 uc 值只适用于导波截

止时的情况,此时 w = 0 . 当 w >0 时,场在外包层是衰减的,产生导波 . 当 w >>0
时,即渐渐远离截止条件,此时 w 值越来越大,意味着包层中的径向衰减越来越

快,导波中的能量越来越集中在芯子中 .而 w 增大意味着光纤归一化频率 V 增大 .
当 V 和 w 足够大时,导波能量除靠近截止的几个高次模 i 外,基本集中在光纤芯

子当中 .这种状态称为远离截止的状态 .现在讨论 V→∞ 的极限情况 .
由 V = 2Δ n1 2π a

λ 0
,故有 V→∞ 时必有比值 a

λ 0
→∞ ,相当于芯径扩展为无穷,

光波在折射率为 n1 的无限大空间中传播,其传播的相位常数 β→ K0 n1 ,此时有

w = β2 - K20 n22 a = K20 n21 - K20 n22 a = n21 - n22 ·2π aλ 0
→ ∞

(6 .10 .15)
第二类修正贝塞尔函数 Km (w)可采用大宗量情况(w→∞ )下的近似式(6 .7 .8)
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Km (w)= π
2 w e- w (6 .10 .16)

上式对 m = 0 及 m >0 都适用 .类似于讨论截止区附近的情况,把上式代入各种模

式的特征方程中,得到相应模式在远离截止时的特征方程,便可由此求出解 u
的值 .

1 . TE 模及 TM 模

由 6 .9 节讨论知,光纤中只存在 m = 0 的 TE 波和 TM 波,因此,讨论的是

TE0 n 、T M0 n 模 .把式(6 .10 .16)代入 TE 模及 TM 模的特征方程(6 .9 .2),并考虑到

远离截止时有 w→∞ ,得
- J1 (u)
uJ0 (u) = K1 (w)

wK 0 (w)= 1
w = 0

从而得 J1 (u)= 0 .式中的解 u 是一阶贝塞尔函数的根

u = μ1 n = 3 .832,7 .016,10 .173,…

  图 6 .10 .1  n个低阶模 u 值变化范围

以上各值分别为 TE01 、T M0 1 模,TE02 、
TM02 模,T E0 3 、TM03 模…远离截止时

的 u值 .与 6 .10 .2 节中截止情况下的

u 值(即 uc 值)联系起来可以看出,
TE0 n 、T M0 n 模在截止时 u 值是零阶贝

塞尔函数的根 .因此,从截止到远离截

止,光纤传输的每一种模(w >0 的模)
所对应的 u 值必介于零阶贝塞尔函数

的第 n 个根与一阶贝塞尔函数的第 n
个根之间 . 图 6 . 10 . 1 中标出了 TE0 n

及 TM0 n 模的 u 值变化范围 .
2 . EH m n 模

把式(6 .10 .16)代入 EH 模的特征方程式(6 .9 .5),并使 w→∞ ,得到 EH 模在

远离截止时的特征方程

J m + 1 (u)= 0
上式的解 u 是 m + 1 阶贝塞尔函数的根,可写为 u = μ m + 1 ,n ,与截止情况联系起来考

虑可知,EH mn 模的 u 值是在 μ mn 和μ m + 1 ,n 之间变化,其变化范围部分地也示于图

6 .10 .1 中 .这表明,从截止到远离截止,对应于不同的频率,光纤传输的 EH 模每

一种模式所对应的 u值必介于 m 阶贝塞尔函数的第 n 个根与第 m + 1 阶贝塞尔函
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数的第 n个根之间 .
3 . HE m n 模

同样地可求得远离截止时 HE m n 模的特征方程为

J m - 1 (u)= 0
u 值是 m - 1 阶贝塞尔函数的根,可写作

u = μ m - 1 ,n

与截止情况联系起来考虑可知,当 m = 1 时,HE mn 的 u 值在 μ1 ,n - 1 与 μ0 n 范围内变

化,当 m >1 时,u 值在μ m - 2 ,n 与μ m - 1 ,n 范围内变化 . 如对于 HE1 n 模,远离截止时 u
值为 u = μ0 n ,而在截止时 uc 值为 μ1 ,n - 1 .故对从 w = 0 到 w→∞ ,u 值在μ1 ,n - 1 →μ0 n

范围变化 .
综合以上各节分析的各种情况,把结论列于表 6 .10 .1 中,从而清楚地表述了

各种模式在截止区、远离截止区以及其间各种情况的 u 值及变化范围 .
表 6 .10 . 1  均匀光纤中各模式 u值的变化范围

模式名称
T E0 n
T M0 n

EH mn
HE mn

m = 1 m >1

u 值
截止 μ0 n μm μ1,n - 1 μm - 2 ,n

远离截止 μ1 n μm - 1 ,n μ0 n μm - 1 ,n

图 6 .11 .1  光线在多层介质中的折射

6 .11  非均匀光纤

非均匀光纤芯子中折射率沿半径 r 方向是变化的,且包层中的折射率一般是

均匀的 .采用非均匀光纤的目的是减小光纤的模式色散,当折射率变化规律取得合

理,就有可能使全部射线以同样的轴向

速度在光纤中传输,从而消除了模式色

散 .这种光纤叫自聚焦光纤 .
6 .11 .1  非均匀光纤中子午射线轨迹方程

如图 6 .11 .1 所示的多层介质,各层

的折射率为 n0 、n1 、n2 、n3 、…,一条射线

以入射角 θ0 射到介质 n0 与 n1 的交界面

上,发生折射,继续进入不同的介质层

中 .按折射定律可得
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n0 sinθ0 = n1 sinθ1 = n2 sinθ2 = … (6 .11 .1)
当层厚趋于极小时,即折射率沿 x 方向连续变化时,有

n(x)sinθ(x)= n0 sinθ0 (6 .11 .2)
这时光线轨迹是一条光滑曲线 .取一段小弧 d s,则有 (d s)2 = (d z)2 + (d x)2 ,d z

d s =
sinθ.由此得

d sd z
2 = 1 + d xd z

2 = 1
sin2 θ(x)

上式中利用了关系

d x
d z

2 = co t2 θ = 1
sin2 θ - 1 (6 .11 .3)

对式(6 .11 .3)求导并利用式(6 .11 .2),可得

d
d z

d xd z
2 = d

d z
n2 (x)
n20 sin2 θ0 - 1 (6 .11 .4)

将上式展开,可得

d2 x
d z2 = 1

2n20 sin2 θ0 · d
d x[n(x)]2 (6 .11 .5)

这就是光线在非均匀介质中的轨迹方程 .当介质中的折射率 n(x)已知时,便可由

此方程求出 x 与 z 之间的关系,即光线的轨迹 .对于非均匀光纤,其折射率分布为

轴对称 .当已知其折射率分布 n(r)及光线在光轴处的入射角 θ0 时,按式(6 .11 .5)
就可求出子午面上的光线轨迹方程 .

例如,对于均匀介质,n(x)= 常数,其轨迹方程为 d2 x
d z2 = 0,由此得 x = A z + B,

这是一个直线方程,即光在均匀介质中的传播轨迹是直线 .
又如当折射率按抛物函数分布时

n2 (x)= n20 - n2 x2 (6 .11 .6)
代入式(6 .11 .5),得

d2 x
d z2 = 1

2n20 sin2 θ0
(- 2 n2 x)

解上述方程可得光线轨迹为

x = Asin n2
n0 sinθ0

· z + φ 0 (6 .11 .7)
由上式知,当( n2 / n0 sinθ0 )z + φ 0 = mπ 时 x = 0,因此,当光线束中各光线的入射

角 θ0 不同时,相应于 x = 0 点的 z 值亦不同,这意味着这些光线与光轴的交点位于
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不同的位置,也就是说光线并不能在这种变折射率光纤中自聚焦 .
对于自聚焦光纤,则具有如下折射率分布

n(r)= n(0)sech Ar = n(0)
cosh Ar (6 .11 .8)

这里双曲余弦函数 cosh Ar = (e A r + e - A r )/ 2 .
当 r = 0 时,光轴处的折射率为 n0 ,即 n(0)= n0 .由式(6 .11 .3)可得

d r
d z

2 = 1
sin2 θ - 1 = n2 (r)- n20 s in2 θ0

n20 sin2 θ0

从而求得

d z = n0 sinθ0

n2 (r)- n20 sin2 θ0 d r (6 .11 .9)
将式(6 .11 .8)表示的 n(r)分布代入式(6 .11 .9)并积分,得

z = 1
A arcsin n0 sinθ0 sinh(Ar)

n2 (0)- n20 s in2 θ0
+ c (6 .11 .10)

这里,sin h A r = (e A r - e - A r )/ 2 .由于当 r = 0 时 sinh Ar 值恒等于零,因此,对于 r = 0
的 z = 1

A arcsin0 + c = 1
A mπ + c,此值不依赖于入射角 θ0 ,即 z 每隔π / A 距离,就出

现光线与 z 轴相交于 r = 0 的会聚点,因此这种光纤能准确地自聚焦,称之为自聚

焦光纤 .除了能自聚焦这一优点之外,这类光纤中光的正弦传播路径比阶跃型光纤

中的锯齿形路径要短,且没有界面上的损耗,故渐变型光纤的透过率要比阶跃型光

纤高得多 .图 6 .11 .2 示出了自聚焦光纤子午面内的光线轨迹 .

图 6 .11 .2  自聚焦光纤子午面内的光线轨迹

6 .11 .2  非均匀光纤的标量解法

在非均匀光纤中,由于 n(r)是 r 的函数,故用电磁理论求解变得十分困难,目
前只对平方律分布折射率的光纤有标量近似解 .用标量近似法分析光纤有两种方
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法,即应用直角坐标系统或柱坐标系统 .为简单起见,我们应用直角坐标系统对子

午面 x-z 平面求解,在另一子午面 y-z 中解法全同,由此求得 E(r).
平方型折射率指数分布为

n(r)= n(0) 1 - 2Δ r
a

2 1 / 2
r ≤ a

n(a) r ≥ a
(6 .11 .11)

现作一近似,设 r≥ a 处仍按平方律变化,这种近似在远离截止频率时是可以的,因
为此时能量集中在光纤芯子中 .因此,只要讨论 n(x)= n(0) 1 - x2

x20

1 / 2
的情况即

可 .其中 x20 = a2 / 2Δ,取 x 是因为下面我们转为讨论一维的子午面上的情形 .
由非均匀介质中的波动方程

Δ 2 E + Δ E·Δ ε
ε = μ0 ε 2 E

2 t2 (6 .11 .12)
由于 ε 是 r 的缓变函数,在近似解中,假设Δ ε= 0,故在非均匀介质中电磁场仍满足

亥姆霍兹方程,且 E 在 z 方向传播,具有 e - i K z z 的传播因子 .假设对于 TE 波,E 只

具有 Ey 分量,则由亥姆霍兹分量方程Δ 2 Ey + K20 n2 Ey = 0 得

d2 Ey

d x2 + (K20 n2 - K2
z )Ey = 0

把 n(x)代入上式可得

d2 Ey

d x2 + K20 n2 (0) 1 - x2

x20
- K2

z E y = 0 (6 .11 .13)
将此方程作一变换,令

X = K20 n2 (0)
x20

1 / 4
x = x

s (6 .11 .14)
其中

s = K20 n2 (0)
x20

- 1 / 4
(6 .11 .15)

以及变换

(K20 n2 - K2
z )s2 = 2m + 1 (6 .11 .16)

则方程(6 .11 .13)变为

d2 Ey

d X2 + [(2m + 1)- X2 ]Ey = 0 (6 .11 .17)
这是标准的 Weber 方程形式,它的解为

Ey = Cm e- X2
2 Hm (X) (6 .11 .18)
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其中厄米多项式

Hm (X)= (- 1)m e X2 dm

d xm (e- X2 ) (6 .11 .19)
将 X 代回式(6 .11 .18)可得场分量 Ey 表达式

Ey (x)= Cm e- 12
K0 n(0)

x0 ·x 2 · Hm
K20 n2 (0)

x20

1 / 4 · x (6 .11 .20)
把 m = 0、1、2、3、…分别代入上式,又由厄米函数值可求出相应于各 m 的 E y (x)

m = 0  H0 (X)= 1   Ey (x)= C0 e- X2
2 (高斯函数)

m = 1  H1 (X)= 2 X   Ey (x)= C1 2 Xe- X2
2

m = 2  H2 (X)= 4 X2 - 2  Ey (x)= C2 (4 X2 - 2)e- X2
2

  类似地可以求出 Ey (y)的表达式,它具有与 Ey (x)的式(6 .11 .20)完全类似的

函数形式,仅仅把式中变量 x 改为 y 即可 .把式中的 x0 及 X 复原,综合 Ey (x)及

Ey (y)可得在平方律型折射率光纤中的场分布表达式为

Ey (r)= Cmn e- 2Δ K0 n(0)
2 a r 2 Hm

2Δ K 20 n2 (0)
a2

1 / 4
x H n

2Δ K 20 n2 (0)
a2

1 / 4
y

(6 .11 .21)
式中 Cmn 是与 m、n 有关的常数,给定阶数 m、n,便可求出相应模式的场分布 .

图 6 .11 . 3  平方律型折射率光纤中的 LP00 、LP11 模场分布

以上所作的讨论是对 Ey 分量的 .事实上,对其他任何分量,其做法完全一样

的 .因此可以把式(6 . 11 . 21)看作是任一场分量的解的表达式 . 简单的情况为

m= 0,n = 0,所得的模式称之为 LP00 模 .选择合适的光纤参数,使得光纤中只传输

LP0 0 模这一种模式,即为单模光纤 .将 m = 0,n = 0 代入式(6 .11 .21),可得 LP00 模

场的表示式
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Ei = C0 0 e- 2Δ K0 n(0)
2 a · r2 (6 .11 .22)

这是一个高斯函数,其分布情况如图 6 .11 .3 所示 .
上面所提到的 LP 模是线极化波的意思,它表示当入射光线几乎与光纤轴平

行而行进时,即在弱导波光纤中可近似地认为光的电场矢量及磁场矢量几乎在垂

轴的横截面上,且其横向场的极化方向在传播过程中基本保持不变 .这样的波极为

接近 TEM 波,我们称这种模式为标量模 .在均匀光纤及非均匀光纤的近似解法中

都采用了标量解法从而得到 LPm n 模 .有关这两种光纤的标量解法在此不再详述 .
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7  电磁波在晶体中的传播

7 .1  晶 体 基 础

7 .1 .1  晶体的结构对称性

  固体介质可按其内部结构分为晶体和非晶体两大类 .晶体是指内在结构有序

的固体,即指其某一微观结构宏观地重复 .因此,表现在外形上,晶体是有规则的 .
晶体的方位有着某种对称的配置 .由于其结构重复性的要求,尽管晶体的内部成分

(原子、离子、原子团或分子)可能千差万别,但其宏观上只可能存在某几种特定的

对称类型,即七大晶系:立方、四方、三方、六方、正交、单斜、三斜 .这些对称性是通

过一定的对称操作完成的,由这些不同对称操作形成组合形式,使所有晶体在宏观

上仅存在 32 种对称类型,即 32 种点群 .
由于结构上的对称性,晶体具有物理性质的对称性 .所谓物理性质的对称性,

可以这样来理解:设想我们对某种晶体沿某个参考轴测得某种物理性质(如介电常

数、弹性系数、折射率或吸收率等),然后把设想的某种对称要素作用于晶体 .再在

上述方向上重新测量此物理量,如果两次测量结果完全相同,则所测的物理性质具

有设想的对称性 .当然,这一设想的对称性不论是作用在晶体上(测量方向不变,晶
体位置按对称性改变)还是作用在被测物理量上(晶体不动,测量方向按对称性改

变),其效果是一样的 .对称操作包括以下几点:
(1)纯旋转对称操作 .指通过晶体中心旋转α 角度后与其自身重合,如果把转

角记为360°
n ,则这个对称元素称为 n 次旋转对称轴 .由于晶体无限重复性要求,旋

转轴不可能是任意次的,只可能有 n = 1、2、3、4、6 的五种转轴 .
(2)镜面反映对称操作 .指通过晶体中某一个假想平面,晶体作镜像反映后与

自身重合,记为 m .
(3)中心反映对称操作 .指晶体中任一点在它与中心连线延长线上等距离的

点周围情况完全相同,即中心点为对称中心 .
(4)晶体绕某个轴旋转α 角再作中心反映操作后得到复原的变换称为旋轴倒

反变换 .对应的对称元素称为旋轴倒反轴,记为 粎n .当然由晶体对称性要求,粎n 也只

可能有五种,即 1、2、3、4、6 .而实际上,1 次倒翻轴 1 等效于对称中心,2 次倒反轴

等效于对称面,3 次倒反轴等效于 3 次转轴加一个对称中心,6 次倒反轴等效于 3
次转轴加一个垂直于该轴的对称面 .这四个都不是独立的对称操作,只有 4 是独立



的对称操作 .因此晶体宏观对称性中只有 8 种基本的对称要素:1、2、3、4、6、1、m、4 .
这些对称元素可以组合起来,形成了共为 32 种不同形式的晶体类型,又称 32

个点群 .例如,NaCl 晶体属立方晶系,它具有 3 个 4 次轴,4 个 3 次轴和 6 个 2 次

轴,属 432 晶类 .
以上所述的晶体的各种对称操作可以用如下的矩阵描述,并用图示给出当坐

标固定不动,对一个点作各种操作时的坐标变换过程 .
1)旋转轴对称 .晶格绕轴转 2π / n 后,能够得到与原来相同的图形 .有 1、2、3、

4、6 次转轴,如 2 z 表示绕 z 轴转 2π / 2 度 .2 z 操作如图 7 .1 .1 所示 .

图 7 .1 .1  旋转轴对称 2 z 操作

这种旋转轴对称 2 z 操作也可用矩阵表示

2 z =
- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 1

  2)中心对称 1 以原点为中心作对称操作 .中心对称操作 1 如图 7 .1 .2 所示 .

图 7 . 1 .2  中心对称操作
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中心对称 1 的矩阵表示

1 =
- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

  3)旋转反演轴 .绕轴旋转后以该轴上某一点做中心反演,旋转可以是 1、2、3、
4、6 次转轴,绕轴做几度旋转后,再做中心反演 .例如,4 z 表示绕 z 轴转 2π / 4 弧度

旋转,再做中心对称 .4 z 操作如图 7 .1 .3 所示 .4 z 旋转反演操作的矩阵表示

4 z =
0 1 0

- 1 0 0
0 0 - 1

图 7 . 1 .3  旋转反演操作

例如,(x,y,z)点进行了以上变换后成为(x′ ,y′ ,z′ ),可以表示为

x′
y′
z′

=
0 1 0

- 1 0 0
0 0 - 1

x
y
z

=
y
- x
- z

  4)镜面对称操作 m . 晶格以某一平面为镜面得到与原来相同的图形例如,my

表示以 x z 平面为镜面做镜面对称 . my 的操作如图 7 .1 .4 所示 .
my 的镜面对称操作的矩阵表示
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图 7 .1 .4  镜面对称操作

my =
1 0 0
0 - 1 0
0 0 1

  以上操作也可以对所加电场进行,也

就是说,晶体不动(即点不动),而坐标进行

以上操作变换 . 例如对 42 类晶体,具有

[4]z 对称,可以将坐标系做对称变换,新老

坐标的关系可写为

x′ = - y,
y′ = x,
z′ = - z,

x′
y′
z′

=
0 - 1 0
1 0 0
0 0 - 1

x
y
z

因此,坐标绕 z 轴的四度象转轴的对称变

换矩阵为

[4]z =
0 - 1 0
1 0 0
0 0 - 1

坐标绕 z 轴的四度象转轴的对称变换如图 7 .1 .5 所示,先绕 z 轴转 90°,再以原点

作中心对称操作 .

图 7 .1 .5  坐标绕 z 轴的四度象转轴的对称变换

几种对称操作的两种不同表达方式见表 7 .1 . 1,晶体的 7 大晶系特点及结构

如表 7 .1 .2 所示 .其中的基矢 a、b、c以及与坐标轴夹角如图 7 .1 .6 所示 .
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表 7 . 1 .1  几种对称操作的两种不同表达方式

坐标(电场)转动 ,点(晶体)不动

变换矩阵 T

坐标 (电场)转动,点 (晶体)不动

变换矩阵 T - 1 = Tτ

一次转轴 1 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

同左

中心对称(反演) T =
- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

同左

x 方向 2 次转轴 2 x =
1 0 0
0 - 1 0
0 0 - 1

同左

y 方向 2 次转轴 2 y =
- 1 0 0
0 1 0
0 0 - 1

同左

x z 面镜面反射 my =
1 0 0
0 - 1 0
0 0 1

同左

z 方向 4 次转轴 4 z =
0 - 1 0
1 0 0
0 0 - 1

4 z =
0 1 0

- 1 0 0
0 0 1

旋转反演:z 方向 4 次转轴 ,
再作坐标反演(中心对称) 4 z =

0 1 0
- 1 0 0
0 0 - 1

4 z =
0 - 1 0
1 0 0
0 0 - 1

一般式 :当绕 z 轴转α 角时 A =
cosα - sinα 0
sinα cosα 0
0 0 1

A =
cosα sinα 0

- sinα cosα 0
0 0 1
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表 7 .1 .2  晶体的 7 大晶系特点及结构

晶系名称 结构图形 介电常数矩阵 结构特点

立方

ε1 1 0 0
0 ε1 1 0
0 0 ε11

a = b= c
α = β = γ = 90°

四方

(正方)

ε1 1 0 0
0 ε11 0
0 0 ε3 3

a = b≠ c
α = β = γ = 90°

三方

(三角)
ε1 1 0 0
0 ε1 1 0
0 0 ε33

a = b= c
α = β = γ ≠ 90°

六方

(六角)
ε1 1 0 0
0 ε1 1 0
0 0 ε33

a = b≠ c
γ = 120°

α = β

正交

ε1 1 0 0
0 ε2 2 0
0 0 ε33

a≠ b≠ c
α = β = γ = 90°

斜交

(单斜)
ε1 1 0 ε31
0 ε2 2 0

ε3 1 0 ε33

a≠ b≠ c
α = γ = 90°

β≠90°

三斜

ε1 1 ε1 2 ε13
ε1 2 ε2 2 ε23
ε1 3 ε2 3 ε33

a≠ b≠ c
α≠β≠γ ≠90°

7 .1 .2  介电张量

有些物理量在各向异性介质(晶体)中,一般需要 9 个或更多的分量才能表达

清楚 .如晶体中的介电常数 ε,它反映了晶体中电极化与电场的关系 . 在各向同性

介质中,ε 是标量,故由
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图 7 .1 . 6  晶体结构参数示意图

D = εE
可见,D与 E 具有相同的方向 .

但在各向异性介质中,D与 E 方向往往不一

致,实验表明 D的任一分量 Di 都与电场 E 的三

个分量 Ej (j = 1,2,3)有关,且其贡献各不相同,
可写为

D1

D2

D3

=
ε1 1 ε1 2 ε1 3

ε2 1 ε2 2 ε2 3

ε3 1 ε3 2 ε3 3

E1

E2

E3

(7 .1 .1)

或写成

Di = ∑3

j = 1
εi j E j   i,j = 1,2,3 (7 .1 .2)

其中两个下标分别表示分量 εi j 所在的行和列,这个以 9 个数表示的介电常数就是

二阶张量 .而标量、矢量则分别为零阶、一阶张量 .
三阶和三阶以上的张量为高阶张量,如在非线性光学中的极化强度 P 与电场

E 的关系可写为

P = ε0 χ (1 ) E + ε0 χ (2 ):EE + ε0 χ (3) :EEE + …
式中χ (1 )为二阶张量,表示线性极化,而χ (2 )为三阶张量,χ(3)为四阶张量…,它们可

分别表示为 χ(1)
i j ,χ (2)

i j k ,χ (3 )
i j k l ,… .三阶张量则包括了共 27 个元,以 3 个下标表示,由

ε0 χ(2):EE 表示的这一项二次非线性极化,可写为

Pi = ε0 ∑3

j 、k = 1
χ i j k E j E k   i,j,k = 1,2,3 (7 .1 .3)

  本章的前 6 节将着重讨论晶体的线性光学性质,从第 7 节起将对晶体中的非

线性极化以及非线性光学效应的电磁理论基础作介绍 .
晶体中的线性光学性质只与二阶介电张量(εi j )有关 .一般的二阶张量共有 9

个分量,但是可以证明,对于任何物质,介电张量必定是对称的 .所谓对称张量,是
指下标中有两个或多个下标交换位置而张量的分量值保持不变 .因此二阶介电张

量,其独立分量数就由 9 个减至 6 个 .下面将从麦克斯韦方程组及能量守恒定律出

发来证明介电张量的对称性 .
设对于一般物质,其物质方程(7 .1 .1)可写为如下形式

Dk = ∑
l

εk l El (7 .1 .4)
或
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D1 = ∑3

l = 1
ε1 l El

D2 = ∑3

l = 1
ε2 l El

D3 = ∑3

l = 1
ε3 l El

(7 .1 .5)

在一些书上,常把式(7 .1 .5)中求和号省去,即采用形式张量记号法

Dk = εk l El (7 .1 .6)
式中右边求积时两处出现的 l 应理解为对所有 l 求和 .

假定在第 1 章中的电能密度 we 、磁能密度 wm 以及坡印亭矢量(能流密度)S
的表达式统统有效

we = 1
2 E·D = 1

2 ∑
k,l

E k εk l El (7 .1 .7)

wm = 1
2 B· H = 1

2 μ H 2 (7 .1 .8)
S = E× H (7 .1 .9)

上式中假设了介质的磁导率μ 为常数 .当然也有磁晶体,但因为磁化对于光学现象

(快速振荡)的影响很小,所以在此可以把磁各向异性忽略 .如果非线性极化涉及低

速振荡的电磁场时,则磁各向异性应考虑在内 .
据麦克斯韦第一、第二方程

Δ × E = - B t
Δ × H = J + D

 t
在介质中,设 J = 0,把第二式点乘 E,减去第一式点乘 H,得

(Δ × H)·E - (Δ × E)·H = E·D
 t + H·B

 t
或改写为如下形式

- Δ · (E× H)= E·D + H·B (7 .1 .10)
式中用矢量上的黑点表示对时间的一阶导数 .

把式(7 .1 .5)表示的 D对 E 的关系代入上式,得
- Δ ·S = ∑

k,l
E k εklE l + 1

2 · d
d t(μH 2 ) (7 .1 .11)

上式左端为坡印亭矢量的散度,表示单位体积内电磁场能量的变化率,而等式右端
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的第二项表示磁能的变化率 .从能量守恒定律出发,应当使等式右端第一项成为单

位体积内电场能的变化率 .但是,从式(7 .1 .7)求出的单位体积的电场能变化率应

当为

d we
d t = 1

2 ∑
k,l

(Ekεk lEl + Elεkl E k ) (7 .1 .12)
将上式与式(7 .1 .11)右端第一项比较,可见它们并不相等,式(7 .1 .11)右端第一项

不是电能密度,把这一项作如下的变化

   ∑
k ,l

E kεk lE l = 1
2 ∑

k,l
εk l (EkE l + ElEk )+ 1

2 ∑
k,l

εk l (EkE l - ElEk )  (7 .1 .13)
若使上式中右端第二项等于零,即

12 ∑
k,l

εk l (EkEl - ElEk )= 0 (7 .1 .14)
那么式(7 .1 .11)的右端第一项即与 we 相等 .由于 k 和 l 都是傀标,k 和 l 都遍取

1、2、3 同样的值(即代表了 x、y、z 分量),因此在式(7 . 1 . 14)中的第二项中交换 k
和 l 时表达式不变,即变成如下形式

1
2 ∑

k,l
(εkl E kE l - εl k E kE l )= 0

或写为

12 ∑
k,l

[(εk l - εlk )EkE l ]= 0 (7 .1 .15)
不论场 E取何值,即不论 Ek 、El 取任何数值,等式(7 . 1 .15)都必须成立 .因此只可

能有

εk l = εl k (7 .1 .16)
这意味着,不论是具有对称性的晶体介质,或者是不具有对称性的其他介质,其介

电张量必定是对称的 .它只有 6 个而不是 9 个独立分量 .这一对称性质是能量守恒

定律的要求 .
因此,介电张量共具有 6 个独立参数

ε1 1 ε1 2 ε1 3

ε1 2 ε2 2 ε2 3

ε1 3 ε2 3 ε3 3

这是一个对称阵,可以通过对角化将其化为对角阵

[ε]=
ε1

ε2
ε3
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它们代表了三个不同轴向的不同的物理性质 .
对于双轴晶体:ε1 ≠ε2 ≠ε3 .
对于单轴晶体:ε1 = ε2 ≠ε3 .
对于立方晶体,即各向同性:ε1 = ε2 = ε3 .

7 .2  晶体中光波的结构

光波是一种电磁波,无论解决线性或非线性问题,光在晶体中的传播过程仍是

从麦克斯韦方程及物质方程出发 .对于晶体,一般地有 μ r = 1 及 σ = 0,因此晶体的

光学性质完全由 ε 所确定,而此时 ε 则为二阶张量,物质方程成为

D1

D2

D3

=
ε1

ε2

ε3

E1

E2

E3

(7 .2 .1)

7 .2 .1  晶体中光波的 E、D、H、K和 S 的关系

设晶体中的单色平面波为

E
D
H

=
E0

D0

H0

·ei(ω t - K· r) (7 .2 .2)

对这种时谐场,有  t→iω,Δ → - iK,Δ × → - iK× ,而晶体中的麦克斯韦方程组为

Δ × E = - μ0 H
 t   (1)

Δ × H = D t   (2)
Δ · D = 0   (3)
Δ · H = 0   (4)

(7 .2 .3)

由(1)可得

- iK× E = - μ0 (iω)H
由(2)可得

- iK× H = iωD
整理后可得

1
ω K × E = μ0 H (7 .2 .4)
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1
ω K × H = - D (7 .2 .5)

以及坡印亭矢量

S = E× H (7 .2 .6)
  按此三个关系式画出 E、D、H、K、S间相互关系如图 7 .2 .1 .综合式(7 .2 .4)～
式(7 .2 .6),可得出关于晶体中光波结构的重要结论:

(1)H⊥ D、E、K、S,且 D、E、K、S均位于与 H 垂直的同一平面内 .
(2)D、H、K 组成右手螺旋正交系统,K 是等相面波法线,因此光波的振动矢

量是 D .
(3)E、H、S组成另一组右手螺旋正交系统 .垂直于能流方向 S的矢量是 E .
(4)由于晶体中 D与 E 的方向一般不同,故 K 与 S 亦不同向 . D 与 E 的夹角

与 K 与 S 的夹角相等,称为离散角α .

图 7 .2 .1  晶体中光波的各电磁矢量间相对空间关系

波矢量 K 的方向代表了等相面传播的方向,即光波波阵面的传播方向,故称

光波法线方向 .等相面传播的速度即为相速度 vΦ ,它可表示为

vΦ = vΦ ·K0 = c
n ·K0 (7 .2 .7)

K0 为 K 方向上的单位矢量 .
坡印亭矢量 S的方向代表了等能面传播的方向,即光能量传递的方向,称之为

光波射线方向 .根据能流密度矢量 S 的物理意义,可以类似地定义光波射线速度

v S ,它可表示为

v S = vS · t = S
w = | S |

w · t (7 .2 .8)
t为 S 方向的单位矢量 .光波射线速度大小等于功率密度 S 除以能量密度,而方向

就是坡印亭矢量的方向 .
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可以证明波射线速度 vS 大小与相速度 vΦ 的大小有如下关系

vΦ = vS cosα (7 .2 .9)
  证明  由

w = 12 (E· D + B·H)

= 1
2 E· - K× H

ω + B· K × E
μ 0 ω (7 .2 .10)

利用矢量公式 a·(b× c)= (a× b)·c可把式(7 .2 .10)改写为

w = 1
2ω (E× H)· K + (- B× E)·Kμ 0

= | K |
ω (E× H)· K0 = 1

vΦ
S·K0 (7 .2 .11)

由 vS = S / w 可得

vΦ = vS cosα (7 .2 .12)
类似于折射率 n= c / vΦ ,我们定义射线折射率 nS 为

nS = c / vS = ncosα (7 .2 .13)
7 .2 .2  菲涅耳波法线方程及波射线方程

根据以上求得的晶体中光波各矢量间关系,可以求出波法线(或波射线)方程,
即当已知晶体特征张量[εi j ]时,若给定波法线矢量 K(或坡印亭矢量 S)时,求出光

波在晶体中的传播方向 K0 (t)、偏振态 E、(ES )、折射率 n(nS )、相速 vΦ (光线速度

vS).
用 K 乘以式(7 .2 .4),并用式(7 .2 .5)代入消去 H,得

D = - n2
μ0 c2 K0 × (K0 × E) (7 .2 .14)

这里 K0 是 K 的单位矢量 .利用矢量公式

A× (B× C)= B(A·C)- C(A·B)
式(7 .2 .14)可写为

D= ε0 n2 [E - K0 (K0 ·E)]
= ε0 n2 Dε0 εr

- K0 (K0 ·E) (7 .2 .15)
这就是晶体光学第一基本方程 .

式(7 .2 .15)可改写为

D
ε0 n2 - Dε0 εr

= - K0 (K0 · E) (7 .2 .16)
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或

D = ε0 K0 (K0 ·E)
1
εr

- 1
n2

(7 .2 .17)

写为分量形式

D =
D1

D2

D3

,  K0 =
K0 1

K0 2

K0 3

,  εr =
εr1

εr2

εr3

则式(7 .2 .17)可写为分量形式

D1 = ε0 K0 1 (K0 · E)
1
εr1

- 1
n2

D2 = ε0 K0 2 (K0 · E)
1εr2

- 1
n2

D3 = ε0 K0 3 (K0 · E)
1
εr3

- 1
n2

(7 .2 .18)

由于 K0 ⊥D,则 D·K0 = 0,即 D1 K0 1 + D2 K0 2 + D3 K0 3 = 0,把式(7 .2 .18)中三式分

别与 K0 三分量乘积并相加,可得

K20 1
1εr1

- 1
n2

+ K20 2
1εr2

- 1
n2

+ K20 3
1εr3

- 1
n2

= 0 (7 .2 .19)

或写成

K20 1
1
n21 - 1

n2
+ K20 2

1
n22

- 1
n2

+ K20 3
1
n23

- 1
n2

= 0 (7 .2 .20)

这就是菲涅耳波法线方程 .这里

n1 = εr1 ,  n2 = εr2 ,  n3 = εr3 (7 .2 .21)
是给定晶体的三个主折射率 .这样,当给定一个波法线方向 K0 (K0 1 ,K0 2 ,K0 3 )时,
就可以由菲涅耳波法线方程求出这一方向的光波在该方向上的折射率 n .当然,这
是一个四次方程,可以预料,n 必有多个值 .求 n 的方法也即求解菲涅耳波法线方

程的方法如下 .
通分式(7 .2 .20),得

(n2 - n22 )(n2 - n23 )n21 K20 1 + (n2 - n21 )(n2 - n23 )n22 K20 2

+ (n2 - n21 )(n2 - n22 )n23 K20 3 = 0 (7 .2 .22)
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把已知的 K0 1 、K0 2 、K0 3 值代入上式,就可求得两个不相等的实根(n′)2 和(n″ )2 ,由
此解得两个有物理意义的不相等的实根 n′和 n″ .

例如有一特殊波法线,其方向沿 x1 轴,即 K = (k,0,0),把 K0 1 = 1,K0 2 =
K0 3 = 0代入式(7 .2 .22),得

(n2 - n22 )(n2 - n23 )n21 = 0
可求得

n′ = ± n2  负值不合,舍去

n″ = ± n3  负值不合,舍去

由此解得光波 K(k、0、0)入射晶体时,可以有两个不同值的折射率,即意味着有两

个不同的光波相速度 .与这两个折射率所对应的两个偏振方向,可以将这两个折射

率值 n′与 n″分别代入式(7 . 2 . 18),就可求出相应的两个 D 矢量的振动方向 D′
与 D″ .

上例中将 n′ = n2 代入式(7 .2 .18)三个式中,可得

D′1 = 0(因为 D ⊥ K,K 为(k,0,0))
D′3 = 0(因为 K0 3 = 0)
D′2 则为有限值

因此,D′方向为平行于 x2 轴(即 y 轴).
再把 n″ = n3 代入式(7 .2 .18),可得出 D″方向平行于 x3 轴(z 轴).对应于一个

波法线方向 K,有两个相互垂直的电振动矢量方向 D′及 D″ ,它们在晶体中以不同

的相速度 c
n′ 及

c
n″ 传播 .以上当然是对一个特殊的入射方向所作的求解,对于一般情

况也可以如此求解 .可以证明在一般情况下有如下几点结论:
(1)晶体中给定一个波法线方向 K,只允许有两个特殊的线偏振光传播,它们

的电振动矢量相互垂直,即 D′ ⊥D″ ,且 D′ 、D″ ⊥K0 .
(2)这两个线偏光在晶体中传播速度不同,即相应的折射率不同,为 n′ 、n″ .
(3)对应于同一个 K 方向,与 D′ 、D″ 相应的 E 矢量方向也不相同,为 E′ 、E″ ,

与之对应的 S′与 S″也不同向 .
按以上三点结论,并考虑到 D、H、K 和 E、H、S各组成正交右手螺旋系统,以

及一般地 E′与 D′有离散角α′ 、E″与 D″有离散角α″ ,可以画出晶体中两线偏振光的

D、E、H、K、S之间的关系,如图 7 .2 .2 .
既然一个波法线方向对应于两个 S方向,那么用另一句话说,给定一个光波射

线方向 S,同样可求出与之对应的两个波法线方向 .在这两个方向上允许两种偏振

的单色平面波传播,这就是用菲涅耳射线方程求解晶体光学的出发点 .
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图 7 .2 .2  晶体中两个相互垂直的偏振光的各电磁矢量间相对空间关系

图 7 .2 .3  E‖ 、E⊥ 、D‖ 、D⊥ 与 E、D、K、S之间的关系

由晶体光学第一基本方程(7 .2 .15),D= ε0 n2 [E - K0 (K0 ·E)],由图 7 .2 .3 可

知 K0 (K0 ·E)= E‖ ,而[E - E‖ ]= E⊥ .因此,上述方程又可改写为

D = ε0 n2 E⊥ (7 .2 .23)
即

| D | = ε0 n2 | E | cosα
而 D⊥ 分量如图所示,且

| D⊥ | = | D | cosα = ε0 n2 cos2 α | E |
或写作

D⊥ = ε0 n2
s E (7 .2 .24)
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E = 1
ε0 n2

s
D⊥ (7 .2 .25)

同样,利用图中 D分量的关系有

t(t·D)= D‖ (7 .2 .26)
D - t(t· D)= D⊥ (7 .2 .27)

可将式(7 .2 .25)改写为

E = 1
ε0 n2s [D - t(t·D)] (7 .2 .28)

这就是晶体光学第二基本方程 .
类似于式(7 .2 .14)到式(7 .2 .20)的推导过程,可以导出菲涅耳波射线方程 .
当然,由式(7 2 23)与式(7 2 25)可以看出这两个方程完全是对偶的;同样,

晶体光学的第一基本方程(7 2 15)与第二基本方程(7 2 28)也完全是对偶的,只
要注意到它们之间的对偶原则

K - E、D、K0 、t、 c、μ、 vΦ 、n、εr1 、εr2 、εr3

S - D、E、- t、- K0 、1
c 、1

μ 、1
vs

、1
ns

、1
εr1

、1
εr2

、1
εr3

也可直接由菲涅耳波法线方程(7 2 20)写出菲涅耳波射线方程

t21
n21 - n2

s
+ t22

n22 - n2s + t23
n23 - n2s = 0 (7 .2 .29)

波射线方程解法则完全与前面解波法线方程时一样 .可以得到如下结论:
(1)对于一个给定的波射线方向 t,有两个光射线折射率 n′ S 和 n″ S .与之相应

的两个光射线速度分别为 v′ S 和 v″ S .
(2)沿给定的波射线方向 t,只有两个特许的线偏振电磁波在晶体中传播,它

们的电振动矢量 E′与 E″相互垂直 .
(3)对应于一个 S(即 t)方向,与 E′ 和 E″相对应的 D 矢量也具两个方向,即

D′ 、D″ ,相应于这两个 D矢量有两个不同方向的波法线矢量 K′及 K″ .

7 .3  电磁波在不同晶系的晶体中的传播

本节将从菲涅耳方程求解出发,讨论光在各类晶体中的传播情况 .
7 .3 .1  高级晶族(立方晶系)晶体

立方晶系的介电张量为
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ε =
ε1

ε1

ε1

(7 .3 .1)

即张量中三个主分量相等,故有 n1 = n2 = n3 = n0 ,其中 n0 满足

ε1 = ε2 = ε3 = ε0 n20 (7 .3 .2)
将此式代入菲涅耳波法线方程(7 .2 .20),可得(n2 - n20 )2 = 0,解此式得

n′ = n″ = n0 (7 .3 .3)
式(7 .3 .3)说明,在立方晶体中,沿任何方向入射的光波其折射率均相等 .同时可

求得

K·E = 0 (7 .3 .4)
因此,对立方晶体有 D∥E,S∥ K .这就是说,在立方晶系晶体中传播的光波如同在

各向同性介质中传播一样 .高级晶族(立方晶系)晶体常被称为光学各向同性体 .
7 .3 .2  中级晶族(三方、四方、六方晶系)晶体

1 . 求解 n′ 、n″
  中级晶族晶体的介电张量为

ε =
ε1

ε1

ε3
=

ε0 n21
ε0 n21

ε0 n23

令 n1 = n2 = n0 ,n3 = ne ,且 n0 ≠ ne ,选取主轴 x3 为高次对称轴,而晶体的主轴 x1 、x2

是由晶体结构决定的 .由于此时 ε1 = ε2 ,介电常数张量有旋转对称性,光波法线 K
绕 z 轴以定角旋转时其光学特性是等同的 .

因此,使光波法线 K 在 x 2 x3 平面内,这在中级晶体中是不失一般性的,则得

K0 = (0,sinθ,cosθ) (7 .3 .5)
将上式的 K0 三个分量代入式(7 .2 .22),可得

(n20 - n2 )[n20 n2e - n2 (n20 sin2 θ + n2e cos2 θ)]= 0 (7 .3 .6)
由此解得两个有物理意义的正实根

n′ = n0

n″ = n20 n2e
n20 sin2 θ + n2e cos2 θ

(7 .3 .7)

上式说明,在中级晶族晶体中,对于给定的波法线方向 K0 ,存在两种光波,它们的

折射率不同 .一种光波的折射率为 n′ = n0 ,它不受入射光波法线方向的影响,即寻
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常光 .另一种光波的折射率 n″ = ne (θ)是随入射光 K0 方向而变,即为 θ 角的函数 .
这里 θ角是 K0 与 x3 轴的锐角夹角,其大小由式(7 .3 .7)的第二式所定 .特别地,当
θ= 0°时,即 K0 沿 x3 主轴方向入射,则 n″ = n0 ,也即 n′ = n″ = n0 ,此时无双折射现

象 . x3 就是晶体的光轴 .当 θ= 90°时,n″ = ne ,n′ = n0 .当 θ 为其他任意角时,n″介于

n0 与 ne 之间,与之相应的光线即为非常光,或 e 光 .
2 . o 光与 e 光的偏振方向

晶体光学第一方程(7 .2 .15)可改写为关于 E的分量方程

n2
i E i = n2 [Ei - K0 i (K0 ·E)]  i = 1,2,3 (7 .3 .8)

整理后可得

[n21 - n2 (1 - K20 1 )]E1 + n2 K0 1 K0 2 E2 + n2 K0 1 K0 3 E3 = 0
n2 K0 2 K0 1 E1 + [n22 - n2 (1 - K20 2 )]E2 + n2 K0 2 K0 3 E3 = 0
n2 K0 3 K0 1 E1 + n2 K0 3 K0 2 E2 + [n23 - n2 (1 - K20 3 )]E3 = 0

(7 .3 .9)

任取 K(K0 1 ,K0 2 ,K0 3 )= K0 (0,sinθ,cosθ),并将 n1 = n2 = n0 ,n3 = ne 代入式

(7 .3 .9),并由此式讨论 o 光与 e 光的偏振态:
(1)o 光,n′ = no ,代入式(7 .3 .9)中的 n 中,得

(n2o - n2o )E1 = 0
(n2o - n2o cos2 θ)E2 + n2o sinθcosθE3 = 0
n2o sinθcosθE 2 + (n2e - n2o s in2 θ)E3 = 0

(7 .3 .10)

在一般情形下,θ≠0,θ≠90°,且 no ≠ ne ,则上式中第二、三两式的系数行列式不等

于零,故只有 E2 = E3 = 0,再由第一式知,要使 E(E1 ,E2 ,E3 )为非零解,只有使

E1 ≠0,即 E1 = E,故得

E = E(E,0,0) (7 .3 .11)
与 K0 点乘可知 E· K0 = 0,即此时 E⊥ K0 ,把这个与 n′ (o 光)相应的 E 矢量记为

E′ .由 D= [ε]E,知
D′1

D′2

D′3

=
ε0 n2o

ε0 n2o

ε0 n2e

E′ 1

E′ 2

E′ 3

(7 .3 .12)

将式(7 .3 .11)代入上式,可得

D′ = D′ (ε0 n2o E′ ,0,0) (7 .3 .13)
由此得出结论:寻常光(o 光)是线偏振光,其 E′ ∥ D′ ,因此 K′ ∥ S′ ,波法线与波射

线方向一致,E′垂直于主截面(由 K 与光轴 x3 组成的平面),它的折射率为 no .这
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些特性与光在各向同性的介质中表现完全一样,因此又叫寻常光 .
(2)e 光,有

n″ = ne (θ)= n2o n2e
n2o sin2 θ + n2e cos2 θ

将此值代入式(7 .3 .9)的 n 中,得
(n2o - n″ 2 )E″ 1 = 0
(n2o - n″ 2 cos2 θ)E″2 + n″ 2 sinθcosE″ 3 = 0
n″ 2 cosθsinθE″ 2 + (n2e - n″ 2 sin2 θ)E″3 = 0

(7 .3 .14)

由上式第一式,由于 n2o ≠ n″ 2 ,故必有

E″ 1 = 0
而式(7 .3 .14)中第二、三式的系数行列式为零,故 E″ 2 、E″3 必有非零解 .可以解得

有如下关系

E″ 2
E″ 3

= - n2e cosθ
n2o sinθ (7 .3 .15)

或写出 E矢量各分量

E″ = E″ (0,- An2e cosθ,An2o sinθ) (7 .3 .16)
其中 A 为任一常数 .可见 E″位于 x2 x3 平面上 .

而由 D″ i = εi E″ i ,i = 1,2,3,可得

D″ = D″ (0,- Aε0 n2o n2e cosθ,Aε0 n2o n2e sinθ)
由此得出结论:e 光 D矢量与 E 矢量均位于同一平面 x2 x3 平面内 .但因为 no ≠ ne ,
可知 D″与 E″不平行 .由此可知 K 与 S″也不平行,其夹角为离散角α .相应的折射率

为 n″ (θ),这就是非常光线 .
综上所述,对 o 光 e 光的各矢量间关系可用图 7 .3 .1 表示 .
讨论几种特殊情况:
(1)θ= π2 ,K0 = K0 (0,K0 y ,0),光沿 x2 轴入射 .代入式(7 .3 .16)可知 E″ = (0,

0,E″ 3 ).同样有 D″ = (0,0,D″3 ),可见 E″ ∥ D″ ,且 n″ = ne ,K∥S″ ,而对 o 光,n′ = no ,
K∥S′ ,这时光波经过晶体后 K∥S′ ∥S″ ,波法线与波射线方向一致,但传播的速度

则不相等,对于负轴晶,ne < no ,即 ve > vo ,正轴晶与之相反 .这就是常用的波片的

情况 .
(2)θ= 0°,K0 = (0,0,1),光沿 x3 轴入射 .此时 n′ = n″ = n0 ,代入式(7 .3 .9)

后得
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图 7 .3 .1  中级晶体中共波法线 K 的两个光波各矢量间的关系

(n2o - n2o )E1 = 0
(n2o - n2o )E2 = 0
n2e E3 = 0

求得

E = E(E1 、E2 ,0)
D = D(ε0 n2o E1 ,ε0 n2o E1 ,0)

可见此时,E∥ D,K∥ S,光波在晶体中不再分为二束,即 S′与 S″不分,且它们的折

射率相等,也就是说,当光沿这一特殊方向(x3 )传播时,晶体中的光并不分为两束

线偏振光,而仍是一束振动方向任意的(但要求 D·K = 0)、相应的折射率为 n0 的

光波 .这与各向同性介质中的光波并无区别 .由此可见,x3 轴(即中级晶族中唯一

的高次轴)是一个特殊的方向,光波法线与该轴平行时,晶体中的光波不产生双折

射现象,这一唯一的高次轴称为光轴 .中级晶体中只有一个光轴,故中级晶体又称

单轴晶 .
(3)离散角α .
离散角α 即为 e 光光波法线与光波射线的夹角 .
如图 7 .3 .2 所示设 E″的分量为(0,E″ 2 ,E″ 3 ),则有

tanθ′ = E″3
- E″ 2

= An2o s inθ
A n2e cosθ

= n2o
n2e tanθ (7 .3 .17)
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图 7 .3 . 2  离散角α = θ - θ′的求法

离散角

α = θ - θ′ (7 .3 .18)
因此有

t anα = tan(θ - θ′ )= tanθ - t anθ′
1 + tanθtanθ′

=
1 - n20

n2e
tanθ

1 + n20
n2e tan

2 θ

= 1
2

n2e - n20
n20 sin2 θ + n2e cos2 θsin2θ (7 .3 .19)

对于正单轴晶,ne > n0 ,由式(7 .3 .17)知 t anθ′ < tanθ,且规定 θ′ 及 θ 均在 0～ π2 之

间,故有 θ′ <θ,由此得出α = θ- θ′ >0 .因此,对正单轴晶 e 光的波射线比光波法线

更靠近光轴 x3 .同理,负单轴晶则光波射线比光波法线更远离光轴 x3 .可以证明,
当 K 满足方向 tanθ= ne

n0
时,具有 大的离散角,而当 θ= 0°或 90°时,由式(7 .3 .18)

知,α = 0,这时 K、S′ 、S″同方向无离散 .
7 .3 .3  低级晶族(正交、单斜、三斜晶系)晶体

低级晶族的介电张量为
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ε =
ε1

ε2

ε3

ε1 ≠ε2 ≠ε3 ,即 n1 ≠ n2 ≠ n3 ,有三个独立的主折射率,这类晶体称为双轴晶 .这类晶

体的解析法求解过程在此从略,其光学特性将在后面的图解法中作简单介绍 .

7 .4  晶体宏观光学性质的几何表示

7 .4 .1  晶体的光学示性面

  用解析法求出的光在晶体中传播规律可以用几何图形来表示,称之为“光学示

性面”,由这些示性面可以直观地看出光波矢量在晶体中的特征与相互间关系 .为
了明确系统地对所有的示性曲面作一统观,先将其列于表 7 .4 .1 中,然后作逐一的

分析 .
表 7 .4 .1  晶体的光学示性曲面

折射率椭球

(光率体)
(波法线椭球)

折射率曲面

(波矢面)
波法线面

(相速度面) 光线面
菲涅耳椭球

(光线椭球) 相速卵形面

方程 ∑3

i = 1
x2
i

n2
i

= 1 ∑3

i = 1
K20 i

1
n2 - 1

n2
i

= 0 ∑3

i = 1
K20 i

v 2Φ - v2i
= 0 ∑3

i = 1
t2i

1
v2s

- 1
v2i

= 0 ∑3

i = 1
x2
i

1
n2
i

= 1 ∑3

i = 1
x2
i
1
n2
i

= 1

矢径方向 D(d) K(K0 ) K(K0 ) S(t) E(e) D(d)
矢径长度 n n vΦ (n- 1 ) vs v s vΦ

记号 (d,n) (K0 ,n) (K0 ,vΦ ) (t,v s) (e,vs) (d,vΦ )
曲面结

构特点
单层 双层 双层 双层 单层 单层

   (d)、(k0 )、(t)、(e)表示 D、K、S、E 的单位矢量 .

7 .4 .2  折射率椭球

这是 常用的光学示性曲面,在主轴坐标系中其方程为

x21
n21 + x22

n22
+ x23

n23
= 1 (7 .4 .1)

  此曲面表示的意义为:
(1)由椭球中心出发的每一个矢径方向代表了光波的 D 矢量的一个振动
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方向 .
(2)这时的矢径长度代表了相应于该矢径方向偏振的 D矢量方向的光波折射

率,如与 D′相应的 n′大小 .
(3)E 矢量方向是在与相应的 D 矢量端点处的椭球法线的方向(图 7 .4 .1).

图 7 .4 .1  折射率椭球(a)及其 x2 Ox3 截面图(b)

该曲面具有两个重要性质:
(1)给定某一个波法线方向 K,过椭球中心 O 作 K 的垂面,截椭球为一椭圆截

交面 .该椭圆的长、短轴分别为 ra (K)、rb (K),它们的方向即表示了相应于给定 K
所允许存在的两个偏振光波的两个偏振方向 D′ 、D″ .这两个方向相互垂直 .

(2)该椭圆截交线的长、短轴长度即这两个相互垂直的矢径长度 ra 及 r b 正是

相应于这两个偏振方向 D′ 、D″光波的折射率大小 .
性质(1)可利用解析法证明如下:
由

E = D
ε0 [εr ]

将其代入电磁波能量表达式中,且考虑到当晶体中不存在吸收等损耗时,该能量密

度保持为常数恒定,故有

W = 12 D·E = 12ε0
D21
εr1

+ D22
εr2

+ D23
εr3

= C (7 .4 .2)
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由此可得

D21
εr1

+ D22
εr2

+ D23
εr3

= A (7 .4 .3)
将此方程作变换 x1 = D1 / A,x2 = D2 / A,x3 = D3 / A,即得

x21
n21 + x22

n22
+ x23

n23
= 1 (7 .4 .4)

这正是式(7 . 4 . 1)表示的椭球方程,椭球面上任一点 (x1 x2 ,x3 )的矢径 r,即为

D D1

A
,D2

A
,D3

A
的矢量方向,因此 D方向平行于 r,也就证明了折射率椭球的矢

径方向代表了 D矢量方向 .且 | r | = n,即矢径长度代表了具有这一 D矢量的光波

的折射率(图 7 .4 .1).
过球心作 K 的垂面与折射率椭球交一椭圆 .可以证明,其长轴长度 OT 正等于

由式(7 .3 .7)第二式表示的 e 光的折射率 n″ (θ),短轴长度 OS 则是 o 光的折射率

n′ .这样就证明了上面所说的第二个性质 .
下面根据单轴晶、双轴晶的折射率椭球方程来讨论在这两种晶体中光传播的

情况:
1 . 单轴晶

对于单轴晶,n1 = n2 = n0 ,n3 = ne ,代入式(7 .4 .1)可得单轴晶的折射率椭球方

程为

x21 + x22
n2o + x23

n2e = 1 (7 .4 .5)
  几点讨论:

(1)这是一个旋转椭球,x3 轴为旋转对称轴,即光轴 . 由于其旋转对称性,故

x1 、x2 轴可以任取,光沿 x3 方向传播时,按曲面性质,过椭球中心作一垂直于 K
(即 x3 轴)切面,则交椭球为一圆,因此无所谓长短轴,这就是 7 .3 节中讨论的中级

晶族晶体光沿光轴入射时的特殊情况,这时光波不产生双折射现象,任意振动方向

的光均可在此方向传播,其折射率相等,为 no .
(2)光沿在 x1 x2 平面上的任一方向在晶体中传播,即 K⊥ x3 轴,此时的截交

线为椭圆,长轴为 ne ,短轴为 n0 (负晶体则长短相反),这表示沿此方向传播的光只

可能存在两个偏振方向 D′ 、D″ ,它们相互垂直,分别在 x3 轴方向及在 x1 x2 平面上

与 K 垂直的方向上,相应的折射率为 ne 及 no .
(3)光沿任意方向入射,K 与 x3 轴成 θ 角度时,过 O 作 K 的垂面交椭球为一

椭圆,短轴方向为 D′方向,相应 n′ = no ,长轴方向为 D″方向,相应的折射率 n″ 即为

截交椭圆长轴长度 .对于负单轴晶,no > ne ,则椭圆的长轴为 no ,短轴为 n″ .
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2 . 双轴晶

双轴晶的折射率椭球为

x21
n21 + x22

n22
+ x23

n23
= 1 (7 .4 .6)

设定 n1 < n2 < n3 ,则可以对任意给定的光波法线方向 K,按上述方法做截交椭圆,
求出晶体内相应的两个偏振光振动方向及折射率 .

几点讨论:
(1)第一类光轴 C1 和 C2 .
考虑由 x1 x3 组成的截面,它与折射率椭球的截交线方程(令 x2 = 0)为

x21
n21 + x23

n23 = 1 (7 .4 .7)
如图 7 .4 .2 所示 .由于约定 n1 < n2 < n3 ,因此在 x1 轴与 x3 轴之间总可以找到一矢

径 r0 ,其长度正好等于 n2 ,这个 r0 相应于一个矢量 D″ ,与之相应的 K 矢量可由通

图 7 .4 .2  折射率椭球中的第一类

光轴 C1 和 C2

过 O 点作 r0 垂线求得(可证明,若按作图法过 O 点作 K 的垂面,则它与折射率椭

球的截交线是一个半径为 n2 的圆).因此,当光波沿这个 K 方向传播时晶体中两个

线偏振光的折射率相等,即 n′ = n″ = n2 ,这有点类似于单轴晶中光沿光轴 x3 传播

时 n′ = n″ = no 的情形 .
由此方法确定的 K 方向 C1 及相应的对

称方向上的 C2 方向,称之为双轴晶的第一

类光轴 C1 和 C2 .
(2)正双轴晶与负双轴晶 .
正双轴晶:n2 比较接近 n1 ,即 n3 - n2 >

n2 - n1 ,故 r0 矢量更靠近 x1 轴,φ0 <45°,故
第一类光轴 C1 、C2 更靠近 x3 轴 .

负双轴晶:n2 比较接近 n3 ,则 n3 - n2 <
n2 - n1 ,r0 矢量靠近 x3 轴,φ 0 > 45°,C1 、C2

靠近 x1 轴 .
(3)光轴角 2Ω .
光轴角 2Ω 定义为双轴晶两个第一类光

轴间所夹的锐角 .
正双轴晶:x3 轴是光轴角的锐角等分

线,即有 2Ω正 = 2φ 0 ,可以证明

tanΩ正 = n3
n1

n22 - n21
n23 - n22 (7 .4 .8)
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  负双轴晶:x1 轴是光轴角的锐角等分线,则有 2Ω负 =π - 2φ 0 ,故有

tanΩ负 = tan π2 - φ0 = n1
n3

n23 - n22
n22 - n21

(7 .4 .9)
  (4)双轴晶中的光波都是非常光 .

当光沿光轴方向传播时,虽然只有一个折射率 n2 ,但是它对应于无数个振动

方向互不相同而它们相应的 K 与 S 均不重合的线偏振光 .只有当 K 沿主轴 x 1 、x2 、
x3 之一时,K0 与 t 方向才一致 .可以在任何方向传播且具有同样折射率的偏振光

在双轴晶中是不存在的 .因此,不可能像单轴晶那样有一个寻常光存在 .关于双轴

晶的这一性质以及双轴晶中光沿着光轴传播的表现,将在本节的 后作详细的

讨论 .
7 .4 .3  折射率曲面(波矢面)

折射率曲面的方程就是菲涅耳方程

K20 1
1
n21 - 1

n2
+ K20 2

1
n22

- 1
n2

+ K20 3
1
n23

- 1
n2

= 0 (7 .4 .10)

由表 7 .4 .1 知,这里一个双层曲面,矢径为 K0 ,矢径长度为 n,由于方程(7 .4 .10)是

一个四次方程,故 n 具有四个根,符合物理意义的正实根有两个 .即给定一个波法

线方向 K,相应的矢径长度有两个值 n′ 及 n″ ,这表示了该方向传播光波的两个折

射率 .
设矢径为 r,则 r = nK0 ,即矢径长度为 | r | = (x21 + x22 + x23 )1 / 2 = n,写为分量形

式 r = nK0 1 i+ nK0 2 j + nK0 3 k,即得矢径各分量为

x1 = nK 0 1 ,  x2 = nK 0 2 ,  x3 = nK 0 3

把这些关系代入式(7 .4 .10),展开后可得

(n21 x21 + n22 x22 + n23 x23 )(x21 + x22 + x23 )- [n21 (n22 + n23 )x21

+ n22 (n23 + n21 )x22 + n23 (n21 + n22 )x23 ]+ n21 n22 n23 = 0 (7 .4 .11)
根据这一四次曲面方程,分别讨论各类晶体的折射率曲面的形式及特点:

(1)高级晶族晶体 .
由高级晶族晶体 n1 = n2 = n3 = no ,式(7 .4 .11)变为

x21 + x22 + x23 = n2o (7 .4 .12)
所以高级晶族晶体折射率曲面是一个半径为 no 的球面 .这表明,不论光波法线在

哪个方向,对任何振动方向的光折射率均为 no ,因此其表现是光学各向同性的 .
(2)中级晶族晶体(单轴晶).
这类晶体有 n1 = n2 = n0 ,n3 = ne ,代入式(7 .4 .11)得
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(x21 + x22 + x23 - n20 )[n2o (x21 + x22 )+ n2e x23 - n2o n2e ]= 0 (7 .4 .13)
上式等效于两个方程

x21 + x22 + x23 = n2o   球面

x21 + x22
n2e + x23

n2o
= 1   椭球面

(7 .4 .14)

上式第一式是一个球面,半径为 no ,说明在单轴晶中沿任一方向传播的两个光波

中,总有一个波的折射率与 K 方向无关,值为 no ,这就是寻常光(o 光).
式(7 .4 .14)中的第二式是一个长短半轴分别为 no 和 ne 的旋轴椭球面 .不同

的 K0 方向,矢径长度不等 .说明另一个光波的折射率与波法线方向 K0 有关,这就

是非常光线(e 光). e 光的折射率曲面是以 x3 轴为旋转轴的椭球 .与折射率椭球不

同的是,折射率曲面在 x3 方向的半径为 n0 ,而在 x1 、x2 方向上半径为 ne .
图 7 .4 . 3 与图 7 . 4 . 4 分别示出了正负单轴晶的折射率曲面 x2 x3 、x1 x2 截

面图 .

图 7 .4 .3  正单轴晶的折射率曲面截面图

图 7 .4 .4  负单轴晶的折射率曲面截面图
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对于正单轴晶,no < ne ,由式(7 .4 . 14)知,球面内接于椭球面,两球面在 x3 轴

处接顶,x3 上长度为 no .在 x2 x3 截面上则为一个半径为 no 的圆内接于一个长短

轴分别为 ne 和 no 的椭圆,如图 7 4 3(a)所示 .在 x1 x2 截面上,旋转椭球的截线是

半径为 ne 的圆,而球面的交线为半径为 no 的圆,如图 7 .4 .3(b)所示 .
对于负单轴晶,no > ne ,此时 o 光的球面大,它把 e 光的旋转椭球包在里面,而

在 x3 轴上接顶,接顶处矢径长度为 no ,如图 7 .4 .4 所示 .
当光波在与 x3 轴夹角为 θ 的任意方向传播时,K 方向与折射率曲面相交两

点,得到一个长度为 no 的矢径,代表了 o 光的折射率 no ,另一个矢径长度为

n′ e (θ)= n2o n2e
(n2o sin2 θ + n2e cos2 θ) (7 .4 .15)

代表了另一个偏振光 e 光的折射率 .
(3)低级晶族晶体(双轴晶).
此类晶体 n1 ≠ n2 ≠ n3 ,设 n1 < n2 < n3 ,则这类晶体的折射率曲面是一个复杂的

双层面,即由式(7 .4 .11)所确定的 n 的四次曲面 .下面分别从三个主截面上的截交

线来讨论曲面的特点:
x2 x3 截面:在式(7 .4 .11)中令 x1 = 0,得截交线方程为

(x22 - x23 - n21 ) x22
n23 + x23

n22 - 1 = 0 (7 .4 .16)
半径为 n1 的圆  a = n3 ,b = n2 的椭圆

交线为两个互不相接的圆与椭圆,如图 7 .4 .5 所示 .
x3 x1 面:令式(7 .4 .11)中 x2 = 0,得截交线方程为

(x23 + x21 - n22 ) x23
n21 + x21

n23 - 1 = 0 (7 .4 .17)
截交线为一个半径为 n2 的圆及一个长短轴为 n3 与 n1 的椭圆(图 7 .4 .6),两条曲线

图 7 .4 . 5  双轴晶的折射率曲面 x2 x3
截面图

图 7 . 4 .6  双轴晶折射率 x1 x3 截面图及

第一类光轴 C1 和 C2
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图 7 .4 .7  双轴晶的折射率曲面 x1 x2 截面图

相交四个点,两两连接并通过球心,所得

C1 、C2 即为第一类光轴 .
x1 x2 截面:令式(7 . 4 . 11)中 x3 =

0,得截交线方程为

(x21 + x22 - n23 ) x21
n22 + x22

n21 - 1 = 0
(7 .4 .18)

得到一个半径为 n3 的大圆套在一个长

短轴为 n2 及 n1 的椭圆外面(图 7 .4 .7).
将上面三个截面图拼在一起,得如

图 7 .4 .8 所示的 1 / 8 象限的双轴晶折射

率曲面 .这是一个十分复杂的曲面 .整个曲面为内外两层,外层类似于一个在 x3 方

向压扁的椭球,但在 x1 x3 截面的四个象限中有四个近似圆形的“颊窝”.它的内层

则类似于一个在 x1 方向拉长的椭球,在与外层四个颊窝相对的内层曲面上有四个

突出的角与外层窝底相接,通过球心 O 将四个接点两两相连,可得两条直线,这两

条直线的方向就是第一类光轴 C1 和 C2 .

图 7 .4 .8  双轴晶折射率曲面(1 / 8 象限)

可以证明,折射率曲面(波矢面)在任一矢径末端处的法线方向,即为与该矢径

所代表的波法线方向 K 相应的波射线方向 S .由于折射率曲面是双层曲面,所以当

K 为任意方向时,两个曲面相应于同一矢径 K 端点处的切面是不重合的,两个不

同切面的法线方向亦不重合,它们分别相应于两个相互垂直的电振动的波射线方

向 S1 及 S2 .下面来证明折射率曲面矢径末端的法线方向即为相应的波射线方向 S .
由晶体光学第一基本方程 (7 . 2 . 15),有 D = ε0 n2 [E - K0 · (K0 · E)],将
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r = nK0 代入,则有

1ε0
D = r2 E - r· (r· E) (7 .4 .19)

设 E变化一个小量 δE,相应地 D 和 r 变化 δD 及 δ r,而 δr 在波矢面上 . 将上式

微分

1ε0 δD = 2(r·δ r)E + r2 δE - δ r(E· r)
- r(δ r· E)- r(r·δE) (7 .4 .20)

在上式两边同乘 E,并考虑到

D·δE = ε1 E1 δE1 + ε2 E2 δE2 + ε3 E3 δE3 = E·δD
则式(7 .4 .20)变成

1
ε0 D·δE = δE·[r2 E - r(E· r)]+ 2δ r·[rE2 - E(E· r)]

由式(7 .4 .19)得

1
ε0

D·δE = δE· 1
ε0 D + 2δ r·[(E× r)× E]

上式意味着等号右端第二项必须等于零,即
δ r·[(E× r)× E]= 0

由 r = nK0 得

δ r·[(E× K0 )× E]= 0
因为 E× K0 必垂直于 E 与 K0 ,因此,(E× K0 )× E与 E、K0 共面,且垂直于 E .由晶

体中的光波矢量关系可知,(E× K0 )× E 也必然平行于坡印亭矢量 S,即平行于光

射线方向 S .因此,上式就变成了 S·δ r = 0,故有 δ r⊥ S .而 δ r 又是在波矢面的曲面

上,可见 S必定是曲面的法线 .从而得证 .
利用波矢面的这一特性,可以用作图法直接从波矢面求出与已知波矢 K 相应

的光波射线方向 S .
7 .4 .4  波法线面(相速度曲面)

由表 7 .4 .1 知,波法线面也是一个双层曲面,其矢径方向就是波法线矢量的方

向 K0 ,矢径长度为相速度 vΦ ,或由 n = c / vΦ ,可知矢径长度为 n- 1 .因此波法线面表

示了由晶体中某点发出的光,在单位时间内所到达的面,即等相面,可见,除了高级

晶族晶体外,一般地在晶体中单色点光源发出的等相面不再是球面,而是一个复杂

的双层曲面 .
将 x1 = | r| K0 1 ,x2 = | r| K0 2 ,x3 = | r| K0 3 及 | r| = n- 1 代入波法线面方程
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K20 1
1
n2 - 1

n21
+ K20 2

1
n2 - 1

n22

+ K20 3
1
n2 - 1

n23
= 0 (7 .4 .21)

得

n21 n22 n23 (x21 + x22 + x23 )3 - [n21 (n22 + n23 )x21 + n22 (n23 + n21 )x22 + n23 (n21 + n22 )x23 ]
× (x21 + x22 + x23 )+ (n21 x21 + n22 x22 + n23 x23 )= 0 (7 .4 .22)

分别写出三个主截面上的交线:
x2 x3 截面(x1 = 0)

[n21 (x22 + x23 )- 1][n22 n23 (x22 + x23 )2 - (n22 x22 + n23 x23 )]= 0 (7 .4 .23)
第一个中括号内表示半径为

1
n1 的圆,第二个中括号内表示一个四次卵形线 .

x3 x1 截面(x2 = 0)
[n22 (x23 + x21 )- 1][n23 n21 (x23 + x21 )2 - (n23 x23 + n21 x21 )]= 0 (7 .4 .24)

  x1 x2 截面(x3 = 0)
[n23 (x21 + x22 )- 1][n21 n22 (x21 + x22 )2 - (n21 x21 + n22 x22 )]= 0 (7 .4 .25)

  按以上三个主截面方程,对双轴晶作三个截面图,如图 7 .4 .9 所示 .同样,可由

三个截面图合为立体图并得到第一类光轴 C1 、C2 .对单轴晶的分析,则只需令 n1 =
n2 = no 、n3 = ne ,便可得出类似的三个截面图,在此不再赘述 .

图 7 .4 . 9  双轴晶的波法线面(相速度面)的三个截面图
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7 .4 .5  光线面(光波射线面)

光线面矢径方向即为光射线方向 S(或 t),其长度为 | r | = 1
nS

= vS / c,等于光射

线速度 .光线面本质上就是晶体中一个单色点光源的等能面,或称波面 .显然对于

o 光与 e 光,在某个方向上光射线速度一般是不相等的,因此光线面应该是一个双

层曲面,或者说,对于 e 光与 o 光它们的等能面是不同的 .
主轴坐标系下光线面的方程为

t21
1
v2

S
- 1

v21

+ t22
1
v2

S
- 1

v22

+ t23
1
v2

S
- 1

v23

= 0 (7 .4 .26)

利用 x1 = | r| t1 ,x2 = | r| t2 ,x3 = | r| t3 ,vi = c
ni

,把式(7 .4 .26)改写为

(n22 n23 x21 + n23 n21 x22 + n21 n22 x23 )(x21 + x22 + x23 )
- [(n22 + n23 )x21 + (n23 + n21 )x22 + (n21 + n22 )x23 ]+ 1 = 0 (7 .4 .27)

  类似前边的讨论方法,可以对单轴晶、双轴晶的光线面特征进行讨论,此处不

再赘述 .需要说明的是,由于现在是光射线面,对于双轴晶在 x1 x3 截面上两条截交

线的四个交点,两两连接并通过球心,得到两条直线(L1 、L2 ),在这两个方向上,两
个光波的光射线速度 vS 相等,称这两个直线 L1 、L2 的方向为第二类光轴 (图
7 4 10).

图 7 .4 .10  (a)双轴晶的折射率曲面 x1 x3 截面及第一类光轴 C1 和 C2 和

(b)光射线面 x1 x3 截面及第二类光轴 L1 和 L2
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图 7 . 4 .11  波法线面是波射线面

的垂足面

  光线面与波法线面的关系如图 7 .4 . 11 所

示,光线面的矢径

r = vS t (7 .4 .28)
波法线面的矢径

r′ = vΦ K0 (7 .4 .29)
光线速度与相速度间的关系

vΦ = vS cosα (7 .4 .30)
式中α 为离散角 .由式(7 .4 .30)可知,波法线面

是波射线面的垂足面 .从射线面上任一点作射

线面的切面,再由 O 点向切面引垂线交于 P′ ,
OP′就是与光线方向 OP 相应的波法线方向,

而 OP′正是法线面的矢径,满足关系

OP′ = vΦ = vS cosα
  光线面实际上就是我们常说的波面(或波阵面).设想在各向异性晶体中把一

个单色点光源引入到 O点,则光波向各方向传播时其能量正是按光线速度传播,
得到的光线面就是实际波面 .而实际上这个面也正是代表了由 O 点光源发出的光

波的等相位面形成的包络面,或者说是等相位点的轨迹 .这一点可以由图 7 4 11
所示的关系中看出 .

图 7 .4 .12  折射率椭球中 E、D、K、S
之间的关系

若是在色散介质中,当光波具一定线宽时,则能量传播速度由群速度决定,它
往往比相速度小 . 这时相应的波阵面 (光线

面)就比上述单色光无色散时的曲面稍小些 .
7 .4 .6  几个曲面表象中的 E、D、K、S作图法

综合前几节所述,本节将几个主要的曲

面表象中 E、D、K、S 之间的关系及作图法求

它们的相互位置作一归纳 .
1 . 折射率椭球(图 7 .4 .12)
矢径方向 D,长度 n,关系为 r = nD / | D | ;
E的方向为 D 矢量矢径顶点处的法线;
E⊥D矢径端点处于曲面的切面(图中为

垂直于切线 MM′ );
波法线 K 垂直于波射线 S 与曲面的交点

处的切面(图中垂直于切线 NN′).
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2 . 折射率曲面(波矢面)
矢径方向 K,长度 n,关系为 r = nK / | K| .
o 光的波法线方向 Ko 与光射线方向 So 重合,即为 K .
e 光的光射线方向 Se 为波法线 K 矢径在 e 光波矢面端点处的切面的法线,如

图 7 .4 .13 所示,图中为垂直于切线 A A′ .
3 . 波法线面(相速度曲面)

矢径方向 K,长度 vΦ (或 n- 1 ),关系为 r = 1
n K / | K | .

o 光的波法线 Ko 与光射线方向 So 重合 .
e 光的光射线方向求法为从 e 光波法线面任一矢径端点作波法线面的垂线与

光线面相交,得到相应的光射线矢径端点 M,连接 OM 即为光射线方向 Se .
4 . 光线面(波面)(图 7 .4 .14)

矢径方向 S,长度 vS (n- 1
S ),关系为 r = 1

nS
S / | S| .

o 光的波法线 Ko 与光射线方向 S重合 .
e 光的波法线方向求法为从 e 光光线面任一矢径端点作光线面的切面,由 o

点引作切面的垂线即为 e 光波法线方向 Ke .
以上几种作用方法将是以下讨论的光波在晶体表面的折反射作图法求解的基

础,根据光波入射到晶体界面或内部时的具体条件,选择合适的曲面,以求出光波

在晶体表面或内部折反射时的表现 .

图 7 .4 .13  折射率曲面及 K 与 S 的关系 图 7 .4 . 14  光线面中的 K与 S之间的关系
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7 .5  光波在晶体表面的折射和反射

前几节讨论了光波在晶体中传播时的特征以及各矢量之间的关系,而并未涉

及光在经过晶体表面的折射或在晶体内反射的情况 .在处理这类问题时,既要考虑

到界面上的折、反射定理,又要讨论在折、反射后在晶体内传播的情况 .
在 3 .1 .1 节中介绍的矢量形式的折反射定理(式(3 .1 .9)及式(3 .1 .10)),在晶

体中也同样适用 .而以矢量形式的折、反射定理为基础的图解法求解折、反射过程,
则表现在晶体光学中的两个特点:

(1)矢量形式折、反射定理

r·(K′ - K)= 0   反射

r·(K″ - K)= 0   折射
(7 .5 .1)

式中所涉及的是波法线矢量 K,因此用作图法所作的应是波矢面(折射率曲面).
(2)由于在晶体中存在着 o 光与 e 光两种光波,其传播特性一般不相同,故在

涉及晶体内的传播时,波法线矢量均相应为两个不同的方向,折射率曲面也为两个

不同的面 .
7 .5 .1  斯涅耳作图法

斯涅耳作图法如图 7 .5 .1 所示,假定光波沿 K 方向从各向同性介质射向晶体

图 7 .5 .1  斯涅耳作图法求光波在晶体界面上的折射

表面 .以晶体表面上一点 O 为原点,在晶体内分别画出光波在入射介质中的波矢

·012· 光学电磁理论



面 Σ(它是一个单层面)和光波在晶体中的波矢面 Σ″ a 及Σ″ b (双层面),图中画出的

为波矢面在入射面上的截交线 .将入射光线自 O 点延长与Σ 交于 A 点,过 A 点作

晶体表面的垂线,与晶体的波矢面 Σ″ a 及 Σ″ b 交于 B 点和 C 点,则 OB 和 OC 就是

所求的两个折射光波的波矢量 K″ a 及 K″ b .显见,K″ a 与 K″ b 均满足矢量形式的折射

定律

r·(K″ a - K)= 0 及 r·(K″ b - K)= 0
应当注意的是,当入射角 θ 改变时,折射角 θ″ a 及 θ″ b 也发生改变,一般情况下,
sinθ/ sinθ″ a 及 sinθ/ sinθ″ b 也随之改变而并非常量,因此不能像各向同性介质中一

样用一个常数折射率来记这一比例常数 .对于双轴晶,此时晶体中的折射光均为非

常光 .若对于单轴晶,则其中有一条折射光遵循 n= sinθ/ sinθ″为恒量,即为寻常光 .
当然,在一般情况下是很难作出在入射面上的波矢面截交线 Σ″ a 、Σ″ b 的,只有

在单轴晶或是在双轴晶的一些特殊截面上才可比较容易地作出交线,这时,应用斯

涅耳作图法求折射后的波法线方向才是方便的 .
利用斯涅耳作图法求解晶体中的反射情况也是同样适用的 .这时利用的是矢

量形式的反射定律,而作的波矢面截交线 Σ、Σ′ a 、Σ′ b 则应当是与反射前、后相应的

晶体折射率曲面与入射面截交线 .
以下为两个实际例子:
实例 1  如图 7 .5 .2 所示,一块正晶体(no < ne )置于空气中,光轴如图所示位

于纸面上 .线偏振光 A 与 B 垂直入射到晶体上 .用图解法求出 A、B 偏振光在晶体

内部以及出射到空气中所相应的 E、D、K、S矢量方向及光出射点 .
对于 A 光,为寻常光,垂直晶体表面入射后按原方向传播,垂直于后表面出

射 .EA′ 、DA′ 、KA′ 、SA′ 、EA″ 、DA″均按正常光处理,如图 7 .5 .2 所示 .

图 7 . 5 .2  实例 1 示意图
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  对于 B 光,为非常光,由于垂直于晶体表面入射,其透射光波矢 KB′仍按原方

向传播,垂直地入射到后表面 .同样地,由于 KB′垂直于晶体后表面入射,其透射光

波矢 KB″仍按原方向传播,垂直地从后表面出射到空气中 .关于波矢 K,A 光与 B
光是完全一致的,而 DB 始终与 K B 垂直,如图 7 .5 .2 所示 .要注意的是 SB 矢量 .在
晶体内部,由于晶体的双折射特性,可以用图解法求出其方向 .具体做法如下:画出

晶体的折射率曲面,为双层面 .它与纸面的截交线为圆和椭圆 . 其中圆为 o 光的折

射率曲面截交线,椭圆为 e 光的截交线 .由于是正晶体,它们在椭圆的短轴方向相

切 .过入射光 K 方向延长线与椭圆的交点作椭圆的切线,过椭圆中心向切线引垂

线,这个垂线的方向就是 e 光的坡印亭矢量 SB′的方向,它代表了 B 光的能量传播

方向 .假如以窄光束入射,那么 B 光束的能量出射点就应当在 S B′方向与后表面的

交点上 .而在后表面上的折射,仍应当由 B 光的波矢 K B′ 来决定 .由于 KB′ 垂直于

后表面,因此 B 光将无折射地透射,即在空气中的波矢方向仍然垂直于后表面 .由
于空气的各向同性,B 光的 S B″矢量在空气中必然与 K B″相同,而 DB″始终与 K B″ 垂
直 .由于空气中的 K 矢量与 S 矢量同方向,则 B 光出射后的 E B″ 与 DB″ 也同方向,
而在晶体内部的 EB′ 、DB′则分别与 B 光在晶体内的 S B′ 、KB′垂直 . 由此得到了各

个矢量的方向,见图 7 .5 .2 中 .

图 7 . 5 .3  实例 2 示意图

实例 2  如图 7 .5 .3 所示,两块相同的负晶体(no > ne )贴合在一起,置于空气

中,两块晶体的光轴相互垂直,位于纸面上 .线偏振光 A 与 B 垂直入射到晶体上 .
用图解法求出 A、B 偏振光在晶体内部以及出射到空气中所相应的 E、D、K、S矢量

方向及光出射点 .
对于 A 光,为寻常光,垂直晶体表面入射后按原方向传播,尽管两块晶体的光

轴方向不同,但对于 A 光而言,其折射率是相同的 .因此,按原方向通过两块晶体

的交界面后,垂直入射到后表面,并垂直出射 .相应的 EA′ 、DA′ 、KA′ 、SA′ 、EA″ 、DA″
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均按正常光处理,如图 7 .5 .3 所示 .
对于 B 光,为非常光,在前半块晶体中,由于垂直于晶体表面入射,且光轴与

入射光波矢也垂直,其透射光波矢 K 以及坡印亭矢量 S 仍然按原方向传播,如

图 7 5 3所示 .
入射到界面上时波矢与界面成 45°角 .利用折射率曲面,用图解法求出 e 光的

折射过程 .具体做法如下:分别画出两块晶体的折射率曲面,它们均为双层面 .它与

纸面的截交线为圆和椭圆 .圆为 o 光的折射率曲面截交线,椭圆为 e 光的截交线 .
第一块晶体中的截交线为如图所示的实线的圆与椭圆 .由于是负晶体,它们在第一

块晶体的光轴方向上即椭圆的长轴方向相切;而第二块晶体中 e 光的截交线为如

图所示的虚线的椭圆 .它与 o 光的截交线即仍为实线圆在椭圆的长轴方向相切 .
过入射光 K 方向延长线与实线椭圆的交点作晶体界面的垂线,交虚线椭圆于

一点 .连接圆心与交点,这个方向就是 e 光的 KB′方向;而 DB′则与 K B′垂直 .
过焦点作虚线椭圆的切线,由圆心向切线引垂线,这个垂线的方向就是 e 光的

坡印亭矢量 SB′的方向 . EB″与 SB′垂直 .
同样地,传播到后界面上可以用图解法求出出射后的 B 光各个矢量 . 要注意

的是,在求解出射波矢方向时仍用折射率曲面,但出射点则在 SB′与后界面的交点

处 .出射后的 B 光的 S B″矢量在空气中必然与 K B″相同 .由此得到了各个矢量的方

向,见图 7 .5 .3 .
在以上分析中,K 矢量只是一个方向,S矢量也是一个方向,但代表了能量传

播的方向 .假如以窄光束入射,那么 B 光束的能量出射点就应当在 S B″ 方向于与后

表面的交点上 .
7 .5 .2  惠更斯作图法求光射线方向

由于所求的是光射线的表现,因此在用作图法求解时应当选用 光线面

式(7 4 26),或写为

t21
n2

S - n21
+ t22

n2S - n22 + t23
n2

S - n23 = 0 (7 .5 .2)
各主截面上的椭圆交线方程可由式(7 .4 .27)求得并画出 .

以单轴晶光线一般斜入射情况为例,如图 7 .5 .4 给定光轴在纸面上 .设晶体主

折射率 n0 > ne (负单轴晶),则可作出晶体内光射线面在主截面上的交线,即 o 光与

e 光的波面截交线 .对 o 光波面为球面,图中以 A 为圆心,以
r = A′ O′ · n1

n0 (7 .5 .3)
为半径作圆 .此处 A′ O′由作图时取的光束宽度及入射角 θ 而定 . n1 为入射介质的

折射率,n0 为晶体中的主折射率 .
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图 7 .5 .4  惠更斯作图法求光波在晶体界面上折射后的 Ko 、Ke 、So 、Se

对于 e 光波面(光射线面),则是一个短轴在 x3 方向(即光轴方向),长度之半

与 o 光波面半径相等(即为 r),长轴方向与光轴垂直,长度之半为

R = A′ O′ · n1
ne

(7 .5 .4)
的椭圆 .

由 O′点向 o 光波面及 e 光波面作切线,切于 O 点与 E 点 .由此可知,O′ O 就是

光束在晶体中传播的 o 光波阵面,O′ E 则是光束在晶体中传播时 e 光的波阵面 .而
AO 为 o 光波面的矢径,故 AO 就是 o 光的光波射线方向 .同时,由于 AO 垂直于

OO′ ,即 AO 又是 o 光的波法线方向 .对于 e 光,AE 为 e 光波面的矢径,即 A E 为 e
光的光波射线方向 . e 光的波法线方向则可利用 7 .4 .5 节中所述的关系:光线面上

任一矢径端点的切面法线方向即为与该矢径代表的光射线所相应的波法线方向 .
因此由 A 点作 O′ E 的垂线,即为 e 光波法线方向 Ke .当然也可用式(7 .3 . 18)、式
(7 .3 .19)求出离散角后再求出 Ke 方向 .

若用解析法求解,则是按照上面所述的惠更斯作图法的步骤,先写出晶体中 e
光的光射线面的方程(此时取直角坐标系 xy,它并不与晶体的主轴坐标系重合)

(xcosφ - ysinφ)2

r2 + (xsinφ + ycosφ)2

R2 = 1 (7 .5 .5)
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将上式展开,并作变换

A = cos2 φ
r2

+ sin2 φ
R2 (7 .5 .6)

B = 2sinφcosφ 1
r2 - 1

R2 (7 .5 .7)

C = sin2 φ
r2 + cos2 φ

R2 (7 .5 .8)

则式(7 .5 .5)可写为

Ax2 - Bx y + Cy2 = 1 (7 .5 .9)
然后再写出过 O′点作椭圆切线的切线方程 .

先看由式(7 .5 .9)表示的椭圆上任一点(x,y)的切线斜率为

d yd x = 2 Ax - By
B x - 2Cy (7 .5 .10)

而 O′点斜率为 M 的直线方程为

y = Mx + l (7 .5 .11)
其中 l = AO′ ,而切点(xe ,ye )上的斜率应满足式(7 .5 .10).

将式(7 .5 .10)与式(7 .5 .11)联立,即可求得过 O′点向椭圆所引切线的斜率

M = B± (B2 - 4 AC)(1 - Cl2 )
2C = 2 Axe - Bye

Bx e - 2Cye
(7 .5 .12)

这样可得 e 光线折射角 θ″ e 为

tanθ″ e = ye
xe

= BM - 2 A
2CM - B (7 .5 .13)

把式(7 .5 .12)代入上式,M 的正负号视切线斜率正负而定,并把由式(7 5 6)～ 式

(7 .5 .7)作的变换再代回上式, 后可求得

tanθ″ e =
(n20 - n2e )sin2φ + 2n0 ne n1 s inθ

(n20 sin2 φ + n2e cos2 φ - n21 sin2 θ)1 / 2

2(n20 sin2 φ + n2e cos2 φ)
(7 .5 .14)

7 .6  双轴晶中的内锥折射和外锥折射

7 .6 .1  内锥折射

  由晶体的折射率椭球可求得双轴晶中第一类光轴 C1 、C2 的方向 .当光在晶体

中的波法线方向与第一类光轴一致时,与这一波法线方向相应的各个偏振方向的
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光波折射率相等,因为此时过 O 点作 C1 或 C2 垂面与椭球截交线是半径为 n2 的圆

(图 7 .6 .1).但是这些不同振动方向的偏振光在晶体中的 D矢量与 E 矢量方向不

同,即 K 矢量与 S 矢量不同向,例如位于 x1 x3 面上的 D‖ ⊥ K,过 B 点作折射率椭

球的切面,由 O 点向切面引垂线得 OF,则 OF 就是相应的 E‖ 方向 .再作 OF 的垂

线即得 S‖ 的方向 .一般地 K与 S 均不同向,只有当 D= D(0,D2 ,0),即 D在 x 2 方

向(记作 D⊥ )时,由
D1

D2

D3

=
ε1

ε2

ε3

0
Ey

0
可知,E⊥ = E(0,E2 ,0),即 E⊥ ∥ D⊥ ,亦有 K⊥ ∥ S⊥ .所有各种振动方向的偏振光具

有相同的 K,而其相应的 S矢量组成了一个斜锥面,顶点为 O,锥线与切面 A2 M2

的交点组成了一个圆 .图 7 .6 .2 示出了双轴晶内光线面(双层)与波法线面(双层),
其中两个面的球面是重合的 .光轴 C1 由波法线面的交点 A2 与 O 连线而成,由 A2

点向光线面作切面得到 M2 点 .这样就得到了这一光锥,锥面上的每条光射线均相

图 7 .6 .1  双轴晶折射率椭球 x1 x3 截面,
沿第一类光轴 C1 入射的光相应的

K、E‖ 、D‖ 、S‖ 之间的关系

图 7 .6 .2  双轴晶内的波法线面光线面及

光线锥和相应的偏振方向
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应有各自的偏振方向 .图 7 .6 .2 右上角上示出了切面与锥面截交所得的圆,这一切

面正是等相面,与各光射线方向相应的偏振方向示于这一截圆上 .当细光束入射到

晶片中时,可以看到在晶体内形成一个圆锥形光束而出射晶片之后形成圆筒形光

束,其截面为环状亮域 .这就是著名的内锥折射 .
图 7 .6 .3 示出了用实验观察内锥折射的示意图 .用两个可移动的小孔限制入

射到晶片上光束的方向,使得垂直于入射面振动的那支光的射线方向 S⊥ 在晶体内

正好与第一类光轴 C1 或 C2 平行时,从而就可以在出射晶片后看到环状光束截面 .

图 7 .6 .3  双轴晶中的内锥折射

7 .6 .2  外锥折射

若使自然光的光射线(坡印亭矢量)沿晶体中的第二类光轴在晶体内传播,则
这些不同方向振动的偏振光具有相同的光线折射率 nS ,即具有相同的光射线传播

速度 vS 及射线的能流方向 S,但与每一个偏振方向相应的波法线矢量则各不相

同,其中只有在 x2 方向振动光的 E⊥ 与 D⊥ 重合,即 S⊥ 与 K⊥ 重合,即沿 OM2 方

向 .而在 x1 x3 面内的振动方向 D‖ 与 E‖ 不重合,与之相应的 K‖ 在 ON2 方向 .其
他各偏振方向的光其相应的 K 矢量则落在以 O 为顶点的斜锥内,锥面上每一条光

线都有一个各自的偏振方向,如图 7 .6 .4 右上角所示,这就是外锥折射 .
图 7 .6 .5 示出了实现外锥折射的实验示意图 .实验中为了使所有不同偏振的

光在晶体内有同一个射线方向(S),必然相应地在空气中以及在晶体内均形成为

一光锥,即在入射到晶体下表面上的各偏振光的 K′ 矢量具有不同的方向,经折射

后射在空气中时 K″与 S″ 同方向,故 K″与 S″ 均成为一个锥状射线束,这就是外锥

折射 .
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图 7 .6 .4  双轴晶内的光线面及光线锥与相应的偏振方向

图 7 .6 .5  双轴晶中的外锥折射
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7 .7  晶体中的非线性效应

本章前 6 节所讨论的都是晶体中的线性光学效应及其性质 .这是在光场(电磁

场)较弱时的情况,也就是在经典光学中(或称 linear optic)的一般表现 .本节起将

对介质中的非线性光学效应,或更一般地,对介质中的非线性效应作一讨论 .
7 .7 .1  非线性效应的一般描述

前面所有讨论均为一般情况,即光场(电磁场)场强较弱,介质的极化强度 P
仅与光场 E 成线性关系的情况 . 自从激光出现以来,其极高的强度使得由 E 引起

的极化 P 不仅含线性项,而且其高次项也变得显著起来 .特别对于某些介质,这一

现象更为明显(称之为非线性介质).原则上讲,所有的介质均可能出现非线性效

应,只要所加的 E 足够强 .
非线性效应的理论基础是非线性极化及非线性介质中的麦克斯韦方程组 .由

于介质中存在的高阶非线性极化,使得从麦克斯韦方程组导出的波动方程带有非

线性极化项,由此产生了新的电磁波辐射 .
由麦克斯韦方程组一般形式

Δ × E = - B
 t

Δ × H = D
 t + J

Δ ·D = P
Δ ·B

(7 .7 .1)

以及描写电磁场对介质作用的本构方程

D = εE = ε0 E + P
B = μH = μ0 (H + M)
J = σE

(7 .7 .2)

当光场(或更一般的电磁场)足够强时,介质中由此产生的极化 P将包括线性极化

项 P L 及不可忽略的高次极化 P N L (非线性极化),即
P = PL + PN L (7 .7 .3)

此时的电位移矢量可写为

D = ε0 E + PL + PN L (7 .7 .4)
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将上述物质方程代入麦克斯韦方程组,并将方程组第一式两边取旋度,并把第二方

程代入,就可以导出一组包含波场强高次项,即包含非线性极化项的非线性电磁波

动方程组,其中的电场矢量波动方程为

Δ × Δ × E + μ0σ E t + μ0 2 DL

 t2 = - μ0 2 PN L

 t2 (7 .7 .5)
上式就是具有非线性极化时的波动方程一般式 .另一个关于磁矢量的波动方程不

在此列出 .
若介质中无自由电荷及传导电流,即 ρ= 0,则有Δ · D = 0 .将式(7 .7 . 4)代入

上式,得
Δ ·(ε0 E + ε0χE + PN L )= 0 (7 .7 .6)

注意到介质或晶体虽具有各向异性特性,但却是处处均匀的,也就是说,上式中的

电极化率 χ 及非线性极化 PN L 均不是 r 的函数,因此由式(7 .7 .6)可得到对于无自

由电荷及传导电流时Δ · E = 0,对于有非线性极化时仍成立 . 在这种情况下,
式(7 .7 .5)成为如下形式

Δ 2 E - μ0
2 DL

 t2 = μ0
2 PN L

 t2 (7 .7 .7)
式(7 .7 .5)、式(7 .7 .7)就是具有非线性极化的波动方程 .所有各类非线性光学效应

都将从波动方程出发进行讨论 .
波动方程描写了如何从非线性极化激发出新电磁波,这仅仅是光学非线性效

应的一半,另一半则是这一非线性极化是如何产生的 .
介质在弱光强(电磁场)作用下,极化过程与电场振幅成线性关系 .但是在强光

场(电磁场)作用下,极化过程并非与电场振幅成线性关系 .一般地,可以把极化 P
写为 E 的幂级数形式,即

P(E)= ε0 Eχ (E)= ε0 (χ(1) E + χ (2) E2 + χ(3) E3 + …) (7 .7 .8)
式中的 E表示作用在介质中的总电场 .通常地,E 可以是具有不同频率、不同偏振

态、不同波矢 K 的许多不同电场(E1 、E2 、E3 …)的总和,即
E = E1 + E2 + E3 + … (7 .7 .9)

更一般的情况,E1 、E2 …,甚至可以是高频的光场或低频的交变电场,如电光效应

就是属于这种情况 .因此,式(7 .7 .8)中的 E包括了许多项,而 E2 、E3 …则包含了更

多项,故在非线性极化的高次项中会出现各个不同电矢量的交叉项,从而使极化

P(E)的展开式中包括了各种可能的频率及波矢 .这就是形成各种非线性现象的原

因 .至于介质中究竟出现何种非线性现象,还要取决于相位匹配条件以及介质的光

学特性 .
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7 .7 .2  非线性极化及经典振子模型

光在介质中传播可以用两个参数表示,即折射率 n(ω)及吸收系数 α(ω).在弱

光(即线性光学)情况下,n、α 与入射光强度无关,是常数 .这时,反射、折射、传播速

度及衰减是不随入射光强而改变的,并且由此得到了两个 基本的原则,这是我们

在处理一般的光学问题时所常常碰到的 .
(1)叠加原理,或称不同光波的互不影响叠加 .这一原理说,光波可以相互没

有影响而互不干扰地叠加在一起,即一个光波传播时与那里有否第二个光波存在

无关,各自传播 .
(2)频率不变原理 .
认为光与物质相互作用时不会产生新频率的光,因此,光在介质中或介质外频

率不变 .
这两个原则仅仅在弱光强时成立,即普通光源发出的光都可以认为是弱光,都

符合这一原则 .当光强极高时,如激光出现之后,这两个原则就都不适用了 .
事实上,在经典光学中的弱光下,这两个原则已发现也有不适用的情况 .如拉

曼效应产生的频率改变、克尔效应及法拉第效应中观察到的电、磁场对光的影响 .
这时涉及的电场是稳态的或低频的 . 可以认为式(7 .7 .9)中的 E 包括了高频光场

与低频的电场,由于它的非线性效应不仅仅是对光场,而包含了低频电场,故更一

般地把这些效应视为非线性效应而不将之称为非线性光学效应 .
这些效应早就被知晓了,这是因为在低频范围内早就有办法产生足够强的功

率(或即低频电场矢量 E1 ),从而使非线性项比较强而成为可观察到的 .而在光学

范围内,即总电场 E 只包括各种光频的光场 E1 、E2 、E3 …而不包括低频电场、磁场,
光频ω 极高,产生足够强的 E(ω)就有困难了 .因此,光场对物质的影响在理论上早

在 1930 年就被提出了,而在实验上直到 1960 年发明了第一台激光器之后,在

1961 年才实现 .之后,一系列各种各样的非线性光学效应被不断发现,在 7 . 10 节

中将对其作一概括的介绍 .下面主要讨论非线性极化的振子模型及理论 .
7 .7 .3  非线性极化理论

1 . 光在透明介质中的传播

  经典的光传播模型———光场 E作用在弹性束缚电子上的电场力为

F = eE
当光场不强时,即在经典理论适合的范围中,在这一力作用下,介质中偶极子中较

轻的电子相对于较重的原子核以光频(1014 Hz)作简谐振荡 .这是一个振荡偶极子,
它的偶极矩为
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p = ex
介质中单位体积内偶极矩总和,即极化强度为

P = ∑
i
e i xi

V
在 简单的情况即线性光学的情况下,极化强度与激发电场 E 成正比,即线性

关系

P = ε0 χE (7 .7 .10)
式中:介电常数 ε0 = 8 .86× 10 - 1 2 F / m;电极化率 χ 为无量纲的物质常数, 简单情

况下是标量,各向异性介质中为张量;电场强度 E的量纲为[V / m];极化强度 P 量

纲为[C / m2 ].
电极化率 χ 在各向异性介质中为张量,表示了激发电场的方向与被激发出来

的极化强度的方向不一致 .振荡的电偶极子就是产生新电场(电磁波)的辐射源,即
赫兹偶极子 .它与激发电场具有相同的频率 .但由于弹性束缚电子的惯性而在相位

上有一个滞后 .激发电场和电偶极子辐射的电场重叠在一起,产生一个电场,它相

对于原始场总有一个位相滞后 .这一位相滞后在宏观上表现为光通过介质时光速

的显著改变,并通过折射率 n 及极化率χ 表示出来 .
综上所述,光在线性光学范围内传播可作如下描述:光波 E 通过介质传播,激

发出一个极化波 P,其频率与光波相同,极化波 P 又辐射出一个相同频率的光波 .
2 . 电子的特征线

上述表达的光传播的一个前提是:振子中电子为弹性束缚电子,即电子回到中

心位置的回复力是与其偏离 d 成正比的,即满足弹性振荡条件,所受的力为胡克

力 .换句话说,束缚电子处于抛物线势中,即势 U 正比于 d2 ,成二次(抛物线)关系,
此时方有回复力 F∝ d .

电子的偏移 d与电场 E 的关系可以通过电子特征线来表示 .显然,弹性束缚

电子的特征线是一条直线(图 7 .7 .1).
事实上,弹性束缚电子的模型仅仅是对实际状况的一种近似 .图 7 .7 .2 表示理

想的抛物势(即弹性束缚电子所具的势)与实际势之间的差异 .当振子的振动能量

高时,即在强光场激发时,这种差异就相当显著 .假如当振子振动能量超过束缚能

EB 时,电子甚至可以脱离束缚而成为自由电子,这就是我们熟知的光电效应 .这一

现象在实际势曲线中可清楚地体现出来,而若以理想的抛物势曲线描写,则仍认为

这时做简谐振动 .可见,作高能振动时抛物势已不再能正确描写实际振子的势了 .
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图 7 .7 . 1  弹性束缚电子的特征线
图 7 .7 .2  抛物势与实际势

  与实际势相应的电子特征线不再是直线,而是弯曲的(图 7 .7 .3),这与机械弹

簧振子在强激发力时情况相同,当强激发力超出胡克范围时,位移 d 与回复力不再

成线性关系 .

图 7 .7 . 3  非线性极化及高次谐波

对于普通光源,典型场强值 | E | ≈1V / cm,这时相应于电子运动位移量 | d | ≈
10 - 1 6 cm,这一数值相对于原子大小 10 - 8 cm 线度来说是一个极小的量 .因此,对普

通光源,电子特征线是直线,弹性束缚电子模型完全适用 .
对于强光源,如激光光源,电子的位移 d 可以为极大的,变得不可忽略了,以致

使电子特征线弯曲 .
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3 . 高场强时的极化

由于电子特征线的弯曲,电子在正弦外场激发下产生非简谐振动,这就是说移

动量 d或极化强度 P 中就含有高阶谐波成分 .图 7 .7 .3 示出了由正弦电场 E在非

直线部分的电子特征线下激发出非正弦的 P,从而可以把非简谐的 P 分解为直流

分量 P0 (0)、一阶(正弦)谐波 PL (ω)、二次谐波 PN L (2ω)、… .这时,P = ε0 χE 这一线

性表示式就不再适用,现在的 P是 E 的一个复杂表示式,可写为

P = ε0 χ (E)E
其中 χ = χ (E)可以用泰勒级数展开,近似地可写为

P = ε0 (χ (1 ) E + χ (2) E2 + χ (3) E3 + …) (7 .7 .11)
一般情况下,磁场也可以对极化产生影响,这时上式变为更一般地含 H 项或 EH
项的复杂情况,如在 7 .9 节中将要提到的法拉第旋光效应 .有关这类复杂情况,在
此就不再作详细讨论 .在固体中,一般 χ 具如下数量级

χ ≈ 1, χ (1 ) ≈ 10- 1 0 cm / V, χ (2) ≈ 10- 1 7 cm2 / V
4 . 高次非线性现象,高阶极化张量

正如前面所述,介质的感生极化与激发电场的强度并非成线性关系,而可以用

泰勒级数展开来表示,写为矢量形式一般式即为

P = ε0 χ (1) E + ε0 χ (2) E2 + ε0 χ (3) E3 + … (7 .7 .12)
其中,χ (1)、χ(2)、χ (3) 、…分别为二阶、三阶、四阶、…张量 . P为极化强度矢量,写为分

量形式

P = Px i i + Py j + Pz k (7 .7 .13)
E应当表示介质中所有存在的电场之和

E = ∑n

n = 1
En = E1 + E2 + E3 + … + En (7 .7 .14)

注意,以上角标 1,2,3,…,n表示第 1 个、第 2 个、…、第 n 个电场,而并非指分量 .
合电场 E又可用三个分量表示为

E = Ex i + Ey j + Ez k (7 .7 .15)
因此,式(7 .7 .12)可以用矢量的分量形式及张量的分量形式表示为

Pi = ε0 χ i j E j + 2χ i j k E j E k + 4χ i j k l E j E k El + … (7 .7 .16)
取式中 i = x,y,z;j = x,y,z;h = x,y,z;l = x,y,z,… .χ i j 是线性极化率,或一阶极

化率,它是二阶张量;χ i j k 、χ i j k l 、…分别为二阶、三阶、…非线性极化率,它们是三阶、
四阶张量 .
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注意到上式系数的取法 .第一项把 ε0 放在外面,而第二、三项把 ε0 包括在了

χ i j k 、χ i j k l 中 .这种做法完全是为了与目前国际上通用的有关极化率常数表格中给出

的参数一致而采用的 .而在前面诸如式(7 .7 .12)中所表示的则是原理性的一般式 .
由于高次极化公式过于复杂,故在式(7 . 7 .16)中的写法上为简洁而采用了形式张

量记号法并省去了求和号 ∑ ,式中右边对重复下标求和 .
假定系统是无损耗的,即介质为无色散的,此时响应是瞬时的,可以证明系数

χ i j 、χ i j k 、χ i j k l 、…的下标作重新排列时不变,即值与下标排列次序无关,例如:χ 1 2 3 1 =
χ 2 1 1 3 = … .

再考虑到 E= ∑n

n = 1
En 为 n 个电场的合电场,讨论其分量形式的极化强度以及

由此激发新的辐射光波 .
作为一般性方法,先考虑二阶非线性效应 .设有两个光场,分别具有频率 ω1 、

ω2 及波矢 K1 、K2 ,这两电场分别为

E1 = 1
2 E1 (ω1 )eiω1 t + C· C

= 12 A1 (ω1 )ei (ω1 t - K1· r) + C· C (7 .7 .17)

E2 = 1
2 E2 (ω2 )eiω2 t + C· C

= 1
2 A2 (ω2 )ei (ω2 t - K2· r2 ) + C· C (7 .7 .18)

入射到介质中 .两电场用分量复数形式表示为

E
ω11 j (r,t)= 1

2 Eω1j (r)eiω 1 t + C· C

E
ω22 k (r,t)= 1

2 Eω2k (r)eiω 2 t + C· C
(7 .7 .19)

入射到介质中的总电场为

E = Eω11 + Eω22 (7 .7 .20)
我们现在只关心二次非线性效应 .将上式表示的总电场代入式(7 .7 .12)中的二次

极化项,或用式(7 .7 .16)的分量形式表示,考虑其二次极化项为

Pi = 2 di j k E j E k = 2 dij k
1
2 Eω1j eiω1 t + 1

2 Eω2j eiω2 t + C· C

× 12 Eω 1k eiω 1 t + 12 Eω2
k eiω 2 t + C· C
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= 2 di j k
1
4 Eω 1j Eω 1k ei2ω 1 t + 1

4 Eω 2j Eω 1k ei (ω 2 + ω 1 ) t

+ 1
4 (Eω1j ) Eω 1k ei (ω 1 - ω 1 )t + 1

4 (Eω 2j ) Eω1k ei(ω 1 - ω 2)t + … (7 .7 .21)
上式总共包括了直流、ω21 、ω22 、ω1 + ω2 、ω1 - ω2 等各种可能的极化项 .若给以某一特

定的相位匹配条件,使其中的某一项二次极化占优势,就可实现这一特定的二次非

线性效应 .
以和频(ω1 + ω2 )与差频(ω1 - ω2 )效应为例 .对于和频,有

Pω 1 + ω 2i = 1
2 [di j k Eω 1j Eω 2k ei (ω 1 + ω 2 )t + di j k Eω 2j Eω 1k ei (ω 1 + ω 2 )t + C· C] (7 .7 .22)

把上式右端第二项下标交换,并不改变结果

Pω 1 + ω 2i = 12 [dij k Eω 1j Eω2k ei(ω 1 + ω2 )t + dik j Eω 2k Eω1j ei (ω 1 + ω 2)t + C· C]
考虑到 di j k = dik j ,把第二项的 dik j 改写为 d ij k ,则有

Pω 1 + ω 2i (r,t)= 12 [di j k Eω1j Eω 2k ei (ω1 + ω2 )t

+ dij k Eω 2k Eω1j ei (ω 1 + ω 2)t + C· C]
= dij k Eω 1j Eω2k ei (ω 1 + ω 2)t + C· C

= 1
2 Pω 1 + ω2i (r)ei (ω1 + ω2 )t + C· C (7 .7 .23)

式中

Pω 1 + ω 2i (r)= 2dij k Eω 1j Eω2k

为极化矢量分量的复振幅 .
令 ω3 = ω1 + ω2 ,这意味着由于和频效应在产生的非线性极化项中具有 ω3 的

频率,得
Pω3i = Pω 3 = ω 1 + ω 2i (r)= 2 dij k (- ω3 ,ω1 ,ω2 )Eω1j Eω2k

类似地得到由差频产生的非线性极化

Pω3 = ω 1 - ω 2i (r)= 2 dij k (- ω3 ,ω1 ,- ω2 )Eω 1j (Eω 2k )

完整的表达式为

和频   Pω3 = ω 1 + ω 2i (r,t)= dij k Eω1j Eω 2k ei (ω1 + ω2 )t + C· C
差频   Pω3 = ω 1 + ω 2i (r,t)= dij k Eω1j (Eω2k ) ei(ω 1 - ω 2)t - C· C

对于和频后,由 Pω 3 = ω1 + ω2 极化所激发的新辐射波为

Eω 3i (r,t)∝ di j k A j (ω1 )Ak (ω2 )ei (ω1 + ω2 )t ·e- i (K1 + K2 )· r + C· C (7 .7 .24)
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当满足相应匹配关系

ω3 = ω1 + ω2

K3 = K2 + K1
(7 .7 .25)

和频场各分量间相位是相干累加的,无动量损失,才有可能新产生的波场在传输过

程中不断加强,从而辐射出具有频率为 ω1 + ω2 的新光波,若不符合 K3 = K1 + K2

条件,在 K1 、K2 原激发波的传播过程中与被激发波在 K3 方向传播时有相位相消,
动量损失,就不可能使新产生的波不断增长而辐射 .这就是非线性光学中的一个极

其重要的相位匹配问题 .
由于 K = 2πλ0 n(ω),介质的折射率是频率的函数,因此,要满足

K3 (ω3 )= K1 (ω1 )+ K2 (ω2 ) (7 .7 .26)
并不容易 .下面以倍频效应为例说明相位匹配的实现 .
7 .7 .4  非线性效应中的相位匹配

本节以倍频效应为例说明如何实现相位匹配 .当入射光为仅包含频率为 ω1 的

强光时,出现极化项 dij k E j E k ei2ω 1 t ,即出现了频率为原入射光波频率 2 倍的二次极

化波 P(ω2 = 2ω1 ),这些极化波要发射与之同频率的电磁波(光波),即二次谐波倍

频光波 .
极化波 P 的传播速度与基频激发光波 E1 (ω1 )传播速度是相同的,因为基频光

传播到哪里,哪里就产生极化波 .
但由极化波激发的倍频光波 E2 (2ω1 )与基波 E1 (ω1 )传播速度常常是不同的,

因为在正常色散时,有 n(2ω)> n(ω),所以倍频光波 E2ω 传播得比基波 Eω 慢 .因此,
由前一时刻激发的 E2 ω 在传播过程中又会与后面由后一时刻 Eω 激发的 E2 ω 相互干

涉 .只有当不同时刻不同部位发射的二次谐波相位完全一致时,才能产生相长干

涉,使二次谐波不断增长 .若相位不一致,如 δ = π,则晶体中这两个不同部位的二

次谐波正好相互抵消,就不会有任何二次谐波输出 . 因此,要想得到较强的二次谐

波,就要求 Eω 1 与 E2ω 1 光在介质(晶体)中具有相同的传播速度,即
v(ω1 )= v(2ω1 ) (7 .7 .27)

也就是要求

n(ω1 )= n(2ω1 ) (7 .7 .28)
这是由动量守恒定理的要求所得到的 .由动量守恒要求

Δ K = K2 - K1 - K1 = 0 (7 .7 .29)
才没有动量损失 .这时有

K2 = 2 K1 (7 .7 .30)
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而由一般式

K = n(ω)ω
C K0

当 K2 = 2 K1 时,有
n2 (ω2 )ω2

C = 2n1 (ω1 )ω1
C

故得到

n2 (ω2 )= n1 (ω1 )
或写为

n2 (2ω1 )= n1 (ω1 ) (7 .7 .31)
这就是说,当满足

ω2 = 2ω1

K2 = 2 K1
(7 .7 .32)

即满足相位匹配条件,倍频光与基频光在晶体内传播速度相等,从而使各处发出的

二次谐波具有相同的相位,相互加强, 终实现倍频输出 .
实现上述相位匹配条件的方法有两种:方向匹配与温度匹配 .此处仅对方向匹

配作一简单介绍 .
利用折射率曲面来研究相位匹配是十分方便和明了的 .正如在 7 . 4 .3 节中所

述,折射率曲面是双层曲面,对于 o 光为球面,对 e 光可以是旋转椭球(单轴晶)或

一般的四次曲面(双轴晶).以单轴晶为例,有两种方向匹配型式 .
1 . I 型匹配(平行式位相匹配)
图 7 .7 .4(a)与(b)示出了正单轴晶与负单轴晶中频率为 ω1 及 2ω1 的折射率

曲面 .图中粗实线所示的球面是 o 光的折射率曲面,其中频率为 2ω1 的球面半径大

于频率为 ω1 的球面半径 .细实线所示的椭球面则是 e 光的折射率曲面 .从图(a)中

可以看出,对 ω1 的 e 光折射率曲面与对 2ω1 的 o 光折射率面(球面)有一交点 .这
意味着,在这个方向上必有

ne1 (ω1 )= no2 (2ω1 )
这就是说,使基频光沿 PM 方向入射,并使其偏振方向在入射面上(e 光),则在此

方向上可以激发出不断加强的倍频光 E(2ω1 ),其偏振方向垂直入射面(o 光),写
出动量守恒定律为

Δ K = 2K1 e - K2 o = 0
这类相位匹配又称(eeo)型相位匹配 .这是在正晶体中的匹配方式 .

从图 7 .7 .4(b)中可以看出,对于负单轴晶也可找到 PM 方向 (位相匹配方
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图 7 .7 .4  倍频效应中的 I 型相位匹配

(a)正单轴晶;(b)负单轴晶

向),它是从球心指向对 ω1 的 o 光折射率曲面(球面)与对 2ω1 的 e 光折射率曲面

(椭球面)的交点方向,故基频光为 o 光,倍频光为 e 光,这类匹配是对于负单轴晶

的,称为(ooe)型相位匹配,其动量守恒式为

Δ K = 2K1 o - K2 e = 0
2 . II 型匹配(正交式位相匹配)
这类匹配型式满足的动量守恒式为

正单轴晶   Δ K = (K1 e + K1 o )- K2 o = 0
负单轴晶   Δ K = (K1 o + K1 e )- K2 e = 0

其相应的折射率曲面分别示于图 7 .7 .5(a)与(b)中 .由这一动量守恒式导出的相位

图 7 .7 . 5  倍频效应中的 II 型相位匹配

(a)正单轴晶;(b)负单轴晶
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匹配条件为

正单轴晶   ne1 + no1 = 2 no2   (eoo)型

负单轴晶   no1 + ne1 = 2ne2   (oee)型

这样就可求出满足相位匹配条件的晶体中某一特殊方向(即 PM 方向).
双轴晶中也存在 I 型与 II 型匹配方式,在此就不再作详细讨论

7 .8  电 光 效 应

7 .8 .1  电光效应的一般描述

  电光效应是指晶体在低频外电场及光场作用下,其折射率发生改变的一种效

应 .电光效应就其本质而言,也属于一种非线性效应 .激发非线性极化的合电场中

包括高频光场 E(ω)、低频电场 E(Ω),即式(7 .7 .12)中的总电场

E = E(ω)+ E(Ω)
由于光场频率 ω 远大于外加低频电场频率 Ω,故可视为 Ω≈0,光场与外加电场耦

合后产生的光辐射频率不变 .按前一节所述方法,把合电场代入极化式(7 .7 . 12).
由于低频电场足够强,非线性极化项中仅考虑 E(ω)与 E(Ω)相互作用的交叉项,这
时可写出物质方程为

D(ω)= DL + PN L

= εo (ω)E(ω)+ αE(ω)E(Ω)+ β E(ω)E2 (Ω)+ …
= E(ω)[εo (ω)+ αE(Ω)+ β E2 (Ω)+ …]
= E(ω)[εo (ω)+ Δ ε(ω)] (7 .8 .1)

式中,εo (ω)= ε0 εo
r (ω)为未施加外电场时的光频介电常数 .施加外电场后的晶体的

介电常数为

ε(ω)= εo (ω)+ Δ ε(ω)
= εo (ω)+ αE(Ω)+ β E2 (Ω)+ … (7 .8 .2)

对于非磁性材料,有
n2 (ω)= ε(ω)εo

(7 .8 .3)
因此,介电常数 ε(ω)在式(7 .8 .2)中的高次项

Δ ε(ω)= αE(Ω)+ β E2 (Ω)+ … (7 .8 .4)
就表示了低频外电场 E(Ω)对加电场后的光频介电常数 ε(ω)的贡献 .换句话说,由
于低频电场的加入,使晶体的折射率发生了变化 .由式(7 .8 .2)知,ε(ω)是 E(Ω)的
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幂级数,因此,加外电场后晶体的折射率 n 也可以展开为外电场 E(Ω)的幂级数,
即  

n = no + Δ n(ω)
= no + aE(Ω)+ bE2 (Ω)+ … (7 .8 .5)

式中,no 表示未加外电场之前的晶体折射率,当然由于晶体的各向异性 . 在
式(7 8 2)中的介电常数 ε(ω)、εo (ω)及改变量Δ ε(ω)也都是张量 .后面将用张量的

分量形式进行讨论 .这种由外加电场引起的介质折射率变化的现象,称电光效应 .
式中 a为一次(线性)电光系数,aE(Ω)项为线性电光效应 . b 为二次电光系数,
bE2 (Ω)项为二次电光效应……可见,一次电光效应(线性电光效应)实质上是由二

次非线性极化引起的,它是二阶非线性光学效应的特殊情形 .而二次电光效应则是

一种三阶非线性光学效应…… .
若用介电隔离张量β 来表示,即

β i j = 1εi j
(7 .8 .6)

若式中 i、j = x,y,z,或用 i、j = 1,2,3 表示 x、y、z 分量标,则式(7 .8 .2)可表示为

β i j = β o
i j + ∑3

k = 1
γ i j k E k + ∑3

k,l = 1
hij k l E k El + …

= β o
i j + Δβ i j (7 .8 .7)

式中:Δβ i j 是外加电场对介电隔离张量的贡献;γ i j k 为线性电光系数或泡克耳斯

(Pockels)系数;hij k l 为二次电光系数或克尔(Kern)系数 .
7 .8 .2  线性电光效应(Pockels-effect)

由式(7 .8 .7),线性电光效应的方程可表示为

β i j = βo
i j + ∑3

k = 1
γ i j k E k (7 .8 .8)

这意味着,在外加电场 E(Ω)之前,晶体的折射率椭球为

βo1 x21 + βo2 x22 + βo3 x23 = 1 (7 .8 .9)
加了外加电场后,由于线性电光效应,介质的折射率即介电隔离张量发生了变化,
也即晶体的折射率椭球发生了变化,可用一般二次齐式来表示

∑3

i ,j = 1
β i j x i x j = 1   i,j = 1,2,3 (7 .8 .10)

或写为
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(x1 ,x2 ,x3 )
β1 1 β1 2 β1 3

β2 1 β2 2 β2 3

β3 1 β3 2 β3 3

x1

x2

x3

= 1 (7 .8 .11)

其介电隔离张量的变化量可由式(7 .8 .8)求出

Δβ i j = β i j - βo
i j = ∑3

k = 1
γ i j k E k (7 .8 .12)

为便于运算,也可记为

Δβ1 1 Δβ1 2 Δβ1 3

Δβ2 1 Δβ2 2 Δβ2 3

Δβ3 1 Δβ3 2 Δβ3 3

=
γ 1 1 1 γ 1 1 2 γ1 1 3

γ 1 2 1 γ 1 2 2 γ1 2 3

γ 1 3 1 γ 1 3 2 γ1 3 3

γ 2 1 1 γ2 1 2 γ2 1 3

γ 2 2 1 γ2 2 2 γ2 2 3

γ 2 3 1 γ2 3 2 γ2 3 3

γ 3 1 1 γ 3 1 2 γ3 1 3

γ 3 2 1 γ 3 2 2 γ3 2 3

γ 3 3 1 γ 3 3 2 γ3 3 3

E1

E2

E3

(7 .8 .13)

即

Δβ1 1 = ∑3

k = 1
γ 1 1 k E k = γ 1 1 1 E1 + γ 1 1 2 E2 + γ1 1 3 E3

Δβ1 2 = ∑3

k = 1
γ 1 2 k E k = γ 1 2 1 E1 + γ 1 2 2 E2 + γ1 2 3 E3

……
Δβ3 3 = ∑3

k = 1
γ 3 3 k E k = γ 3 3 1 E1 + γ 3 3 2 E2 + γ3 3 3 E3

(7 .8 .14)

由于晶体的对称性,则 Δβ i j 必定为对称张量,故[β i j ]中的 9 个元只有 6 个为独立

的,因而[γ i j k ]的 27 个元也因对称性而减至 18 个元 .将其简记为

[Δβ i j ]=
Δβ1 1 Δβ1 2 Δβ1 3

Δβ1 2 Δβ2 2 Δβ2 3

Δβ1 3 Δβ2 3 Δβ3 3

=
Δβ1 Δβ6 Δβ5

Δβ6 Δβ2 Δβ4

Δβ5 Δβ4 Δβ3

(7 .8 .15)

及

[γ mk ]=
γ1 1 γ1 2 γ1 3

γ2 1 γ2 2 γ2 3

  

γ6 1 γ6 2 γ6 3

(7 .8 .16)
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式(7 .8 .15)的标记约定也适用于[β i j ]张量简记为 β1 、β2 、…、β6 的形式 .这样,由

式(7 .8 .14)表示的线性电光效应可写为

Δβ1 1

Δβ2 2

Δβ3 3

Δβ2 3

Δβ1 3

Δβ1 2

=

Δβ1

Δβ2

Δβ3

Δβ4

Δβ5

Δβ6

=
γ 1 1 γ 1 2 γ 1 3

γ 2 1 γ 2 2 γ 2 3

  

γ 6 1 γ 6 2 γ 6 3

E1

E2

E3

(7 .8 .17)

其中

Δβ1 = β1 1 - βo1 1 = β1 - βo1 = γ 1 1 E1 + γ 1 2 E2 + γ 1 3 E3

Δβ2 = β2 2 - βo2 2 = β2 - βo2 = γ 2 1 E1 + γ 2 2 E2 + γ 2 3 E3

Δβ3 = β3 3 - βo3 3 = β3 - βo3 = γ 3 1 E1 + γ 3 2 E2 + γ 3 3 E3

Δβ4 = β2 3 - 0 = β4 = γ4 1 E1 + γ4 2 E2 + γ4 3 E3

Δβ5 = β1 3 - 0 = β5 = γ5 1 E1 + γ5 2 E2 + γ5 3 E3

Δβ6 = β1 2 - 0 = β6 = γ6 1 E1 + γ6 2 E2 + γ6 3 E3

(7 .8 .18)

这样,当已知晶体在加电场之前的折射率椭球式(7 .8 .9),即已知βo1 、βo2 、βo3 时,便可

由上式求得加电场后由于电光效应而产生的新的折射率椭球式(7 .8 . 10),且 β i j 的

对称性及式(7 .8 .15)的约定,可写出加电场后折射率椭球为

β1 x21 + β2 x22 + β3 x23 + 2β4 x2 x3 + 2β5 x3 x1 + 2β6 x1 x2 = 1 (7 .8 .19)
各种晶体的电光矩阵[γ mk ]可以从相应的手册上查出 .式(7 .8 .19)意味着,外加电

场通过电光效应使晶体折射率椭球的长、短轴的大小及取向发生变化 .利用这些变

化,可以实现光开关、相位及强度调制、光偏转等 .
7 .8 .3  42m类晶体的线性电光效应

42 m类晶体是单轴晶,主折射率为 no 和 ne ,其折射率椭球是以光轴(x3 )为旋

转轴的旋转椭球,即
x21 + x22

n20 + x23
n2e = 1 (7 .8 .20)

或写为

βo1 (x21 + x22 )+ βo3 x23 = 1 (7 .8 .21)
β o1 = βo2 = 1

n20
,  βo3 = 1

n2e (7 .8 .22)
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按式(7 .8 .6)定义的 β 与此处的β 有一比例系数 ε0 的差别,在以下均作此理解 .
42 m类晶体的电光系数矩阵可由表查出,仅含两个独立的元 γ4 1 、γ6 3 ,当施加任意

电场 E(E1 ,E2 ,E3 )时,该类晶体的线性电光效应可表达为

Δβ1

Δβ2

Δβ3

Δβ4

Δβ5

Δβ6

=

β1 - βo1

β2 - βo2

β3 - βo3

 β4

 β5

 β6

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

γ4 1 0 0
0 γ4 1 0
0 0 γ6 3

E1

E2

E3

(7 .8 .23)

因此可以求出

Δβ1 = β1 - βo1 = 0,  β1 = βo1 = 1
n2o

Δβ2 = β2 - βo2 = 0,  β2 = βo2 = 1
n2o

Δβ3 = β3 - βo3 = 0,  β3 = βo3 = 1
n2e

(7 .8 .24)
Δβ4 = β4 = γ4 1 E1

Δβ5 = β5 = γ4 1 E2

Δβ6 = β6 = γ6 3 E3

将β1 ,…,β6 值代入式(7 .8 .19),可得施加任意电场 E 后,42m 类晶体折射率椭球

方程为

β o1 (x21 + x22 )+ βo3 x23 + 2γ 4 1 (E1 x2 x3 + E2 x3 x1 )+ 2γ 6 3 E3 x1 x2 = 1
(7 .8 .25)

可见,折射率椭球由原来的式(7 .8 .20)表示的正旋转椭球变为三轴椭球,且三个椭

球轴与晶体的主轴有了倾斜角,即变为双轴晶 .
式(7 .8 .25)表明,42m 类晶体电光效应与 γ 4 1 与 γ 6 3 有关 .当外加电场 E 仅有

E3 分量时,电光效应与γ6 3 有关,当 E 仅有 E1 或 E2 分量时则电光效应与γ 4 1 有关 .
一般从晶体切割方式及运用方式分为两种,即电场加在光轴(x3 )方向及电场垂直

x3 方向 .而电场确定后,按其通光方向又可分为二类:纵向电光效应———通光方向

与电场一致;横向电光效应———通光方向与电场垂直 .
1 . γ6 3 纵向电光效应

由式(7 .8 .23)知,要利用 γ 6 3 而消除 γ 4 1 的影响,应使 E1 = E2 = 0,E3 ≠0,即电
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场沿 x3 (光轴)方向施加,此时折射率椭球方程(7 .8 .25)变为

β o1 (x21 + x22 )+ βo3 x23 + 2γ 6 3 E3 x1 x2 = 1 (7 .8 .26)
与加电场之前的折射率椭球相比,这是一个变了形且歪斜了的三轴椭球,新椭球的

三个主轴的长短及方向可以通过主轴化的方法求得 .即对(β i j )矩阵进行对角化

(β i j )=
βo1 γ6 3 E3 0

γ 6 3 E3 βo1 0
0 0 β o3

(7 .8 .27)

因而其特征方程为

βo1 - λ γ 6 3 E3 0
γ6 3 E3 βo1 - λ 0

0 0 β o3 - λ
= 0 (7 .8 .28)

由此解得三个特征值为

λ′ = β′1 = βo1 + γ 6 3 E3

λ″ = β′2 = βo1 - γ 6 3 E3

λ = β′ 3 = βo3

(7 .8 .29)

设 x′ 1 、x′ 2 、x′ 3 为新椭球的三个主轴,则在以(x′ 1 ,x′ 2 ,x′ 3 )为坐标轴的新坐标系

中,该椭球方程即为λ′ x′ 21 + λ″ x′ 22 +λx′ 23 = 1,即
(βo1 + γ6 3 E3 )x′ 21 + (βo1 - γ6 3 E3 )x′ 22 + βo3 x′ 23 = 1 (7 .8 .30)

这一椭球的三个主轴的方位可以通过求与三个特征值 λ′ 、λ″ 、λ相应的三个特征向

量得到,例如,对于λ′的特征方程为

βo1 - λ′ γ 6 3 E3 0
γ 6 3 E3 βo1 - λ′ 0

0 0 βo3 - λ′

x′ 1

x′ 2

x′ 3

= 0 (7 .8 .31)

由上述方程求得三个联立方程,即可解出 x′ 1 = x′ 2 ,x′ 3 = 0 .再将其归一化后可得

特征向量为 22 ,22 ,0 ,这表示新坐标系的 x′1 轴位于原坐标系的 x1 轴和 x2 轴

分角线上 .同样,可求出对应对 λ″ 的特征向量为 - 22 ,22 ,0 ,即 x′ 2 轴位于 - x1

轴和 x2 轴的分角线上,而对λ,求出特征向量为(0,0,1),它表示 x′ 3 轴与 x3 轴重

合 .由此得出结论,新坐标系绕 x3 轴逆时针转过 45°(图 7 .8 .1).
新椭球的长短轴可直接由式(7 .8 .30)求出

β′1 = βo1 + γ 6 3 E3 = 1
n20 + γ6 3 E2 (7 .8 .32)
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图 7 .8 .1  折射率椭球的主轴化

而

β′ 1 = 1
(n′ 1 )2 = 1

n20
+ γ 6 3 E3 (7 .8 .33)

故得

n′ 21 = n20
1 + n20 γ6 3 E3

(7 .8 .34)
  由于γ 6 3 1,利用级数展开式,有

1
1 + x

= 1 - 12 x + 1 × 32 × 4 x2 + … (7 .8 .35)
可求得

n′ 1 = n0

1 + n20 γ 6 3 E3
≈ n0 1 - 1

2 n20 γ6 3 E3 (7 .8 .36)
同理可求得 n′ 2 .由此可得
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Δ n1 = n′ 1 - n0 = - 1
2 n30 γ6 3 E3

Δ n2 = n′ 2 - n0 = 1
2 n30 γ 6 3 E3

n′ 3 = n3 = ne

(7 .8 .37)

  当纵向运用时,通光方向与电场方向平行,即平行于 x3 ,加电场后,振动方向

在 x′ 1 及 x′ 2 的两束偏振光折射率分别为 n′1 及 n′ 2 .设晶体 x3 方向厚度为 d,则光

通过晶片后产生的相位差为

Γ = 2π
λ (n′ 2 - n′ 1 )· d

= 2π
λ n30γ6 3 E3 d

= 2πλ n30γ6 3 V3 (7 .8 .38)
式中:λ 为真空中的光波长;V3 = E3 d 为加在晶体光轴(x3 )方向上的电压 .可见,由
E3 引起的位相差上只与加在晶体上电压 V3 有关,而与晶体厚度无关 .

若使引起的相位差 Γ = π,这时所需加的电压称半波电压 (Vπ 或 Vλ / 2 ),由

式(7 .8 .38)可得

Vπ = λ / (2n30γ 6 3 ) (7 .8 .39)

图 7 .8 . 2  电光晶体的 γ6 3 纵向运用

如图 7 .8 .2,使入射光偏振方向 D在 x2 方向,可分解为与 x′1 、x′ 2 平行的两个振动

方向,通过晶片后相差 Γ =π,即这两个相互垂直又有π 相位差的偏振光,合成后仍
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为偏振光,但偏振方向转过了 90°,在 x1 方向 .若在泡克耳斯盒后面再安放检偏器,
就可控制出射光的光强 .

如对 KDP 晶体,γ6 3 = - 10 .5 × 10 - 1 2 m / V,γ 4 1 = 8 . 6× 10 - 1 2 m / V,n0 = 1 .49,
ne = 1 .46,可以算得 γ6 3 纵向运用时 Vπ ≈15kV .

对 KD P 晶体,γ6 3 = - 26 . 4× 10 - 1 2 m / V,γ4 1 = 8 . 8× 10 - 1 2 m / V,n0 = 1 .49,
ne = 1 .46 .可算得 γ6 3 纵向运用时的半波电压 Vπ ≈5600V .

2 . γ6 3 横向电光效应

当γ 6 3 横向运用时,晶体按图 7 .8 .3 所示切割,电场加在 x3 方向,而光束则从

垂直于 x3 轴方向入射,一般地使 D与 x3 成 45°,D可分解为 x′2 及 x3 方向分量,
则通过长度为 l 的晶体后,D′2 方向振动的光与 D′ 3 方向振动的光产生相位差(式
(7 8 38))为

Γ = 2π
λ (n′2 - n′ 3 )l

= 2π
λ

12 γ 6 3 n30 E3 + n0 - ne l

= 2π l
λ (n0 - ne )+ π l

λ dγ 6 3 n30 V3

图 7 .8 . 3  电光晶体的 γ6 3 横向运用

式中:第一项是一个与外加电压无关,仅与晶体 n0 、ne 有关的常数项,但 n0 与 ne 则

随环境温度而变化,且这一变化较大,因此在实用中常采用两块等长但取向及电场

方向不同的晶体来实现温度补偿;第二项与 l
d 有关,称之为纵横比 .可见若使纵横
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比增加,可以使半波电压减少 .
3 . γ4 1 电光效应

要产生γ 4 1 电光效应,应使电场垂直于 x3 .例如,使电场加在 x2 方向(E = E2 ),
则式(7 .8 .25)的加电场后折射率椭球方程变为

β o1 (x21 + x22 )+ βo3 x23 + 2γ 4 1 E2 x1 x3 = 0 (7 .8 .40)
同样,利用主轴化求得新折射率椭球的[β′ i j ]主值为

β′ 1 = βo1 + γ24 1 E22
βo1 - βo3

β′ 2 = βo1

β′ 3 = βo3 - γ24 1 E22
βo1 - βo3

(7 .8 .41)

于是相应的主折射率为

n′ 1 = n0 + 1
2 · n50 n2e

n20 - n2e
(γ 4 1 E2 )2

n′ 2 = n0

n′ 3 = ne - 1
2 · n20 n5e

n20 - n2e (γ 4 1 E2 )2

(7 .8 .42)

若通光方向取 x2 ,即纵向运用,可得光通过晶体后两束光产生相位差为

Γ = 2π
λ (n′ 1 - n′3 )· d

= 2πλ (n0 - ne )d + πλ γ 24 1 n20 n2e (n30 + n3e )
n20 - n2e

·V22
d (7 .8 .43)

由于几乎所有晶体的 γ 4 1 均很小,其平方项更小,故 γ 4 1 的纵向电光效应极小,这种

运用实用价值不大 .
若通光方向取 x3 ,即横向运用,由式(7 .8 .40)令 x3 = 0,得到垂直于 x3 的椭球

截面为

βo1 (x21 + x22 )= 1 (7 .8 .44)
这是一个半径为 n0 的圆,与电光系数无关,因此不可能出现电光效应 .

一般地选取沿与 x1 和 x3 轴成 45°角的方向通光,这种运用比较复杂,在此不

作介绍 .
总结解线性电光效应问题可按如下步骤进行:
(1)查出晶体电光系数矩阵,按所加电场方向写出折射率椭球方程 .
(2)将加电场后折射率椭球的介电隔离张量(β i j )主轴化为(β′ i j ),求得主折射
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率 n′ 1 、n′2 、n′ 3 的大小及方向 .
(3)按给定的通光方向求出两个偏振光的相位差 .
(4)讨论加电场后晶体的光学性质 .

7 .8 .4  电光效应的应用

由式(7 .8 .5)知,晶体上加上电压时其折射率将发生变化,产生电光效应 .这种

变化虽然很小,但足以改变光在晶体中传播的许多特性 .因此可以通过外场来控制

光的传播方向、位相、强度、偏振态等 .电光效应的主要应用包括调制、开关、偏转

等,这在现代光学技术和信息技术中有着广泛的应用 .
1 . 振幅调制或强度调制

以 KD P 晶体 γ 6 3 纵向应用为例,如图 7 .8 . 4 所示 .当偏振光 D 通过晶体后,
由式(7 .8 .38)知两支偏振光 D′及 D″产生的相位差为

Γ = 2π
λ (n′ 2 - n′ 1 )d

= 2π
λ n30 γ 6 3 V3 (7 .8 .45)

图 7 .8 . 4  KD P 晶体 γ6 3 纵向运用作振幅调制

若外加电压 V3 随时间作正弦变化:
V3 (t)= V m sin(ω m t) (7 .8 .46)

则式(7 .8 .45)变为

Γ = 2π
λ · n2o γ6 3 V m sin(ω m t) (7 .8 .47)

将式(7 .8 .39)代入上式,得
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Γ = π
Vπ

V m sin(ω m t)= Γ m sin(ω m t) (7 .8 .48)

式中,Γ m = π
Vπ

V m .这样两支偏振光的相位差受到正弦调制 .如果在晶体后面安放

一检偏器,检偏方向为 x 方向,可以证明透过光强为

It = I0 sin2 Γ
2 (7 .8 .49)

从而透过光强也受到调制 .
为了使调制失真减少,往往人为地用插入波片或预置电压的方法引入一个“直

流”附加相位而使其工作在线性区域(图 7 .8 .5).因此,式(7 .8 . 49)中的 Γ 包含了

直流附加相位及交流调制项

Γ = Γ 0 + Γ 1 + Γ 2 (7 .8 .50)

图 7 .8 .5  振幅调制的偏置电压

式中:Γ 0 为自然双折射引起的相位差;Γ 1 为人为预置相位差;Γ 2 按式(7 . 8 .48)计

算所得 .一般使 Γ 0 + Γ 1 = π
2 ,则得

It
I0 = sin2 Γ2 = sin2 Γ 2

2 + π
4

= 1
2 (1 + sinΓ 2 )
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= 1
2 1 + sin π V m

Vπ
sin(ω m t) (7 .8 .51)

  讨论:
当 Γ m = π V m

Vπ 1(即 V m  Vπ )时

sin π V m

Vπ
sin(ω m t) ≈ π V m

Vπ
sin(ω m t) (7 .8 .52)

将此式代入式(7 .8 .51),得
It
I0 = 12 1 + π V m

Vπ
sin(ω m t) (7 .8 .53)

可见,输出光强仍为正弦变化,与调制电压信号变化规律相同,这时为不失真情况 .
当 Γ m 不太小时

It
Io = 12 + 12 sin[Γ m sin(ω m t)]

= 1
2 + J1 (Γ m )sin(ω m t)+ J3 (Γ m )sin(3ω m t)+ … (7 .8 .54)

这意味着当控制电压作正弦变化时,输出的光强除了有基频变化外,还有高次谐波

而产生失真 .其失真程度可以用各次谐波分量前系数(即权)与基波分量之比来衡

量,即 J m (Γ m )
J1 (Γ m ).基频信号的调制指数定义为

PM = 2 J1 (Γ m )
= 2 J1 π V m

Vπ
(7 .8 .55)

PM 意味着基频信号振幅与背景(直流)信号振幅
I0
2 之比 .例如,当 PM = 75% 时,可

求出相应的 V m ,由此求得

J3 π V m

Vπ

J1 π V m

Vπ

≈ 3%

可见失真是很小的 .
2 . 偏振态调制

由前面的讨论可得出结论,D′与 D″相位差为

Γ (t)= 2πλ n30 γ 6 3 V m sin(ω m t) (7 .8 .56)
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若不安置检偏器,则 D′与 D″光振动合成后所得的偏振态与它们间相位差有关,偏
振态与相位差的关系可参看本书第 2 章的图 2 .8 .6,由此得到了偏振态的调制 .而
在晶体内部看,若某一时刻 t,不同的 z 处亦具有不同的偏振态 .而在出射晶体之

后,则每一时刻对应于一种偏振态 .
3 . 相位调制

仍以 KD P 为例,若使入射光偏振方向落在 x′ ,γ 6 3 纵向运用,则经过晶体时

的折射率差为

Δ nx′ = - 1
2 n30γ6 3 E3 (7 .8 .57)

则输出光场为

E′ 光 = Acos ωc t - 2π
λ nd

= Acos ωc t - 2πλ (n0 + Δ nx′ )d (7 .8 .58)
  (1)设所加电场为正弦变化,即

E3 = E0 sin(ω m t)或 V3 = V0 sin(ω m t)= E3 d
则得输出光强为

E′ 光 = Acos ωc t + δsin(ω m t)- 2π
λ n0 d (2 .8 .59)

其中

δ = π
λ n30 γ6 3 E0 d (7 .8 .60)

为相位调制指数,由此可得相位的调制 .
利用三角分式展开及贝塞尔函数恒等式

cos(δsinω m t)= J0 (δ)+ 2 J2 (δ)cos2ω m t + 2 J4 (δ)cos4ω m t + …
sin(δsinω m t)= 2 J1 (δ)sinω m t + 2 J3 sin3ω m t + …

略去常相位因子,得
E′ 光 = A[J0 (δ)cosωc t + J1 (δ)cos(ωc + ω m )t - J1 (δ)cos(ωc - ω m )

+ J2 (δ)cos(ωc + 2ω m )t + J2 (δ)cos(ωc - 2ω m )+ …] (7 .8 .61)
这样,由于相位调制,使光频从原来单一频率 ωc 变到了含有多种频率 ωc ± ω m 、
ωc ± 2ω m 、…的非单色光 .各种频率分量的振幅则由 Jm (δ)决定 .适当选择相位调制

指数 δ,就能得到各频率分量的不同分布,如图 7 .8 .6 所示 .反之,若测出各种频率

分量的振幅大小,就可以求得 δ,从而由式(7 .8 .60)算出 γ6 3 电光系数 .这是测量电

光系数的一个重要方法 .
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图 7 . 8 .6  第一类贝塞尔函数 Jm (δ)曲线

(2)设所加电场为线性 .
V(t)= V0 + α V t (7 .8 .62)

仍讨论 KD P 晶体 γ 6 3 纵向运用,此时式(7 .8 .57)变为

Δ n′ x = - 12 n30 γ 6 3 V(t)
d (7 .8 .63)

由此产生相位差为

Γ = π
Vπ

· V(t)= π
Vπ

(V0 + α V t)
= Γ 0 + α t (7 .8 .64)

其中 Γ 0 = π V 0
Vπ

,α = π
Vπ

αV ,由此可写出输出光波表达式

E′ 光 = Acos(ωc t - Γ 0 - α t)
= Acos[(ωc - α)t - Γ 0 ] (7 .8 .65)

可见输出光的频率变为 ωc - α .
(3)设所加电压是 t2 的函数 .

V(t)= V0 + αV t2 (7 .8 .66)
则有

Γ = π
Vπ

V(t)= π
Vπ

(V0 + αV t2 )
= Γ 0 + α t2 (7 .8 .67)

输出光波为

E′ 光 = Acos(ωc t - Γ 0 - α t2 )= Acos[(ωc - α t)· t - Γ 0 ]
= Acos[ω t - Γ 0 ] (7 .8 .68)
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瞬时频率 ω = ωc -α t,可见输出光波的频率随时间而改变,这种现象叫做啁啾 .
4 . 电光开关

电光开关是利用晶体的电光效应实现透射光状态阶跃式变化,即实现开与关

两种状态 .它是电光调制的一个特殊情形 .它在激光技术中有极大的应用,如实现

激光腔调 Q、锁模激光序列的单个脉冲选通等 .
以 KD P 晶体 γ 6 3 纵向运用为例,由式(7 .8 .39)知半波电压为

Vπ = λ
2 n30 γ 6 3

(7 .8 .69)
在晶体沿 x3 轴施加此电压时,垂直于晶体表面入射的线偏光 D 仍沿 x3 传播,产
生的 o 光及 e 光之间产生π 相位差,出射后仍为线偏振光,但振动面转过了 90° .若
在晶体后放置检偏器,且其透过方向与出射光振动方向一致,则透过光强为极大,
这种安置称为加压式开关 .反之,则为退压式开关 .

当用于激光腔内作电光 Q 开关时,如图 7 .8 .7,一般地在电光晶体中加
λ
4 电

压,使电光晶体起到 14 波片作用 .当线偏光通过晶体后产生π2 相位差,或者说成为

圆偏振光,而再次返回经过晶体后,又产生π2 相位差,则成为线偏光而振动面转过

90°,布儒斯特窗片既起了起偏又起了检偏作用,使得加电压时返回的偏振光无法

通过检偏而被反射出腔外,这时腔内 Q 值极低,当电光开关上的
λ
4 电压撤去时,返

回偏振光振动方向不变,全部通过检偏而使 Q 值跃到 大值,实现 Q 开关作用,这
时为退压式 .

图 7 . 8 .7  激光器中的电光调 Q

5 . 电光偏转(方向调制)
(1)连续偏转 .
当介质在与光传播的垂直方向上有折射率梯度时,入射的光束将发生偏折 .如
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图 7 .8 . 8  电光晶体中的连续偏转

图 7 .8 .8 介质沿 x 方向有折射率梯度,设在一薄层中,折射率差为 n2 - n1 ,若 n2 <
n1 ,则光通过后产生的偏角为

θ ≈ Δ y
h (7 .8 .70)

其中

Δ y = c
n

l
c (n1 - n2 )

= lΔ n
n (7 .8 .71)

当折射率为连续变化时,则有

θ = tanθ = Δ y
h = l

n · dnd x (7 .8 .72)
考虑到在出射面上的折射,可得出射后的偏转角为

nsinθ = n′ sinθ′
θ′ ≈ nθ = l dnd x (7 .8 .73)

将两块劈形 KDP 晶体按图 7 .8 .9 安置,γ6 3 横向运用 .
在前一块晶体中,偏振方向在 x′的光在晶体中的折射率由式(7 .8 .36)得

nA = n0 - 12 n30 γ6 3 E3 (7 .8 .74)
后一块晶体中(上半块),偏振方向为 y′ ,在晶体中折射率则为

nB = n0 + 12 n30 γ 6 3 E3 (7 .8 .75)
因此

Δ n = nA - nB = - n30 γ6 3 E3 (7 .8 .76)
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图 7 .8 . 9  两块劈形晶体中的电光偏转

按式(7 .8 .73)可求得出射后的偏折角为

θ= l dnd x = l· - n30 γ6 3 E3
h

= - l
hd · n30 γ6 3 V3 (7 .8 .77)

若使 V3 连续变化,则得连续变化的偏折角 θ.
如果将多块晶体做成棱镜状按图 7 . 8 . 10 连接在一起,且使每块的光轴按图

7 .8 .10所示交叉地交换安置,则可使偏折连续地进行而得到较大的偏折角 .

图 7 . 8 .10  多块晶体中的电光偏转

(2)数字式偏转 .
简单的数字式偏转如图 7 .8 .11 所示,电光晶体纵向运用 .设入射光偏振方

向在 y 方向,当电光晶体上加 Vλ / 2 电压时,电光晶体相当于一个 1 / 2 波片,Ey 偏振

方向转过 90°,在 x 方向 .若在电光晶体后放一双折射晶体,则 Ey 或 E x 方向振动
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则在双折射晶体中有不同的能量传播方向,这样,加 Vλ / 2 或不加 Vλ / 2 就得到了两种

出射光线,形成 1 或 0 的信号输出 .

图 7 .8 .11  KDP 晶体用于数字式电光偏转

几个这种器件组合,便可形成多级的数字偏转,这在光学信息处理中有很大的

前途 .

7 .9  介质中的磁光效应

根据 7 .7 节所述,磁场也可以对介质的极化产生影响 .在极化的高次项中包含

了光场 E与磁场 H 的耦合项,从而产生高次极化项 .因此,在强磁场的作用下,介
质也会产生光学各向异性等现象,称之为磁光效应 .磁光效应的表现形式有多种,
法拉第旋光效应(或称磁致旋光效应)就是其中之一 .由于法拉第效应在现代光学

及激光技术中的重要应用,本节将对此作深入讨论 .法拉第效应可产生在晶体或一

般介质中 .
7 .9 .1  法拉第旋光效应的一般描述

19 世纪中叶,M .法拉第为了证实光是电磁波,设想外加磁场可以对光产生影

响而设计了一个实验,观察到了这一磁致旋光效应(图 7 .9 .1).
法拉第效应是透明材料的一种性质:当材料放在磁场中时,沿磁场方向传播的

光在通过介质后会发生偏振面旋转,而且旋转角度与磁场的强度及传播距离成正

比,即
θ = VB l (7 .9 .1)

式中,V 为韦尔代(Verdet)常数;B 为磁感应强度(韦伯 / 米2 ,即 Wb / m2 或用高斯
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图 7 .9 .1  法拉第旋光效应

(G)表示,1G = 10 - 4 W b / m2 ).表 7 .9 .1 列出了几种材料的韦尔代常数 .
表 7 .9 .1  λ = 586 .3nm时的韦尔代常数值

材料 T / ℃ V / ((°)/ G·mm)
水 20 2 .18× 10 - 5

氟石 1 .5× 10 - 6

金刚石 2 .0× 10 - 5

冕牌玻璃 2 .68× 10 - 5

火石玻璃 18 5 .28× 10 - 5

二硫化碳 (CS2 ) 20 7 .05× 10 - 5

磷 33 2 .21× 10 - 4

氯化钠 6 .0× 10 - 5

磁场可以由永久磁铁产生,也可以由通电螺线管产生 .当用通电螺丝管产生

时,磁感强度 B 可表示为

B = μ0 μ r mI (7 .9 .2)
式中 m 为螺丝管单位长度上的线圈匝数,I 为电流强度(A).由此得到偏振面旋转

角度

θ = Vμ oμ r m I l = V′ ·mI l (7 .9 .3)
式中 V′ = Vμ oμ r ,某些书上将此 V′也称为韦尔代常数,这时 V′ 的单位为(°)/ A .表
7 .9 .2 列出了某些材料的 V′值 .

表 7 . 9 .2  几种材料的韦尔代常数 V′值
材  料 V / ((′)/ A) 材  料 V′ / ((′ )/ A)

水 0 .0163 苯 C6 H6 0 .0380
水晶 0 .0209 CO2 0 .1083× 10 - 4

氯化钠 0 .0467 氧气 0 .0702× 10 - 4

C S2 0 .0529 氢气 0 .0675× 10 - 4

·942·7  电磁波在晶体中的传播



对法拉第效应的一般描述,可以从外磁场对偶极子的带电粒子的简谐运动的

影响来进行分析 .在光场 E 的作用下,介质中产生极化,偶极子的正负电荷中心做

简谐振动 .当外加一个磁场时,运动电荷将受到洛伦兹力(F = qE + qv× B)的作用,
由磁场 B产生的磁场力 qv× B 使振荡偶极子的运动改变方向 . 这时的物质方程

成为

D = εE + iε0 γB × E (7 .9 .4)
其中等式右边第二项就是由磁场造成的影响,从而使振子按 E 与 B× E 合成的方

向做振动,因子 i是由于速度与电场之间有π
2 的相位滞后造成的 .这一合成后新的

振荡偶极子使辐射出来的光场振动 E′相对于入射光 E 转过了一个角度 .这就是法

拉第效应的一般描述 .
磁致旋光的方向与磁场方向有关,而与光传播方向无关 .绝大多数物质的磁旋

光方向都是右旋的,即顺着磁场 B观察时,光的偏振方向顺时针旋转 .这种物质叫

正旋体,其韦尔代常数为正值 .但是也有一些物质是负旋体 .
7 .9 .2  法拉第旋光效应的经典理论模型

按照经典的振荡偶极子理论,对法拉第效应作如下分析:如图 7 .9 . 2 所示,在

图 7 .9 .2  x y平面的电场 E 及 z
方向上的磁场 B 对介质

中的偶极子的作用

xy 平面上偏振的光 E 沿 z 轴入射到介质中,并在

介质中沿 z 方向加强磁场 B(0,0,Bz ).偶极子的正

负电荷中心将受洛伦兹力(即电场力与磁场力)的

作用做简谐振荡 .此时谐振子的振荡方程完全类似

于色散经典理论中的偶极子振荡方程(4 6 3),只
是外力部分除了有电场力 qE 外,还增加了磁场对

运动电荷的作用力(qv× B);设偶极子振荡的位移

为 l,得到有外磁场时的偶极子振荡方程

m d2 l
d t2 = q d ld t × B + qE - mω 20 l - mγ d l

d t
(7 .9 .5)

若略去阻尼项 mγ d l
d t,并为简化书写用字母上加点

来代替对 t的导数,上式可改写为

ml + mω 20 l = q
i j k

x y z
Bz B y B z

+ qE (7 .9 .6)
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设磁场加在 z 方向,B = (0,0,Bz )光在 x y 平面某个方向偏振,有
E = (Ex ,Ey ,0)= EOx eiω l i + EO y ei ω l j

偶极子电荷运动速度 v = d x
d t,

d y
d t,

d z
d t .将以上关系代入式(7 .6 .5)得

m̈l + mω 20 l = q(yB z i - xB z j + EO x eiω t i + EOy eiω t j) (7 .9 .7)
按矢量各分量相等,得到以下两个方程

m̈x + mω 20 x - qy B z - qE Ox ei ω t = 0   (1)
m̈y + mω 20 y + qx B z - qEO y ei ω t = 0   (2) (7 .9 .8)

将式(7 .9 .8)的第(2)式乘上 i 与第一式相加,将式(7 .9 .8)的第(2)式乘上 i 与第一

式相减,并令

ξ = 1
2(x + i y)

η = 1
2(x - i y)

 
E0 + = 1

2(EO x + iEOy )

E0 - = 1
2(EO x - iEOy )

(7 .9 .9)

得到以下两式

ξ̈ + ω20 ξ + qB z

m iξ = q
m E0 + ei ω t

η̈ + ω20 η - qB z

m iη = q
m E0 - ei ω t

或写为

dξ 2

d t2 + i qB z

m · dξd t + ω20 ξ = qE0 +
m eiω t   (1)

d2η
d t2 - i qB z

m · dη
d t + ω20 η = qE0 -

m eiω t   (2)
(7 .9 .10)

为区别两个方程,分别把第(1)式的 ω 记作ω 1 ,把第(2)式中的ω 记作ω 2 ,再来讨论

这两个振动方程的解 .
这是两个受迫振动方程,可分别求出其解为

ξ = b+ ei (ω 1 t+ δ + )

η = b- ei (ω 2 t+ δ - ) (7 .9 .11)
其中

b+ = qE0 +

m (ω20 - ω21 )2 + i qB z

m
2 ω21

δ+ = arct an iqB zω / m
(ω21 - ω20 )
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b- = qE0 -

m (ω20 - ω22 )2 + i qB z

m
2
ω22

δ- = arctan - iqB zω / m
(ω22 - ω20 )

我们并不关心这一解的形式,而是关心它所带来的结果 . 把解 ξ 、η 代回原方

程(7 9 10)的(1)(2)式中,观察解中相应的 ω1 、ω2 与 ω0 之间的偏移 .例如,把 ξ 代

回式(7 .9 .10)(1)中,得
- ω21ξ + i i ω1 qB z

m ξ + ω20ξ = q
m E 0 + eiω 1 t

或写为

ω21 + qB z

m ω 1 = ω20 - qE0 +
mξ eiω 1 t

将 ξ 用式(7 .9 .11)的参数代入,并考虑到 ω1 极为接近 ω0 的情况,得
ω21 + qB z

m ω 1 = ω20 - m
qB zω 1

e - i δ +

假设 ω20  qBz

m ,则有

ω1 = ω20 - qB z

m ω 1 = ω0 1 - qB z

2m·ω1
ω20

+ …
取上式级数展开的头两项,得

ω1 = ω0 - qB z

2m = ω0 - Δω   右旋 (7 .9 .12)
类似地得

ω2 = ω0 + qB z

2m = ω0 + Δω   左旋 (7 .9 .13)
再观察式(7 .9 .9)所作的变换,可知这相当于在 2 .8 .4 节中描述的两个线偏振合成

为圆偏振的情况,即把 eiω t 考虑进去,ξ = 1
2 (x + i y)就相当于右旋的圆振动,η =

1
2 (x - i y)就相当于左旋圆振动 .由式(7 .9 . 12)可知,右旋圆偏光的光频比原来的

线偏光小 qBz / 2m;而左旋圆偏光则增加了微小量Δω .这一频率的小量改变是由于

外磁场对运动电荷作用力而引起的 .
因此,对左、右旋圆偏振光的折射率也将发生微小的改变 .这一微小改变显然

可以从未加磁场时的色散曲线求出
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nr = n + δn = n + dn
dω·Δω

nL = n - δn = n - dn
dω·Δω (7 .9 .14)

Δ n = nr - nL = 2Δω dndω (7 .9 .15)
图 7 .9 .3 示出了以上式子表示的关系,图(a)为未加磁场时以及加磁场后的右旋、
左旋偏振光的共振吸收曲线,图(b)为色散曲线,其中实线就是由不存在外磁场时

的偶极子有阻尼受迫振荡方程求得的色散曲线 .当存在外磁场时,线偏振分解为

右、左旋圆偏光,它们的频率分别为 ω1 = ω0 - Δω 及ω 2 = ω0 + Δω,由有磁场时的阻

尼受迫振荡方程求得的色散曲线如虚线所示,相对于 n,其极大值有一个平移 .因
此,对右旋圆偏振光(ω = ω1 ),其折射率为 nr ;对左旋圆偏振光(ω = ω2 ),其折射率

为 nL 利用 2 .8 .4 节中的琼斯矢量,这两种波的位移矢量振幅为

图 7 .9 .3  未加磁场时的色散曲线 n(ω)及加磁场时左、
右旋偏振光的色散曲线 nL (ω)及 nr (ω)

(a)未加磁场时,以及加磁场时的右旋 、左旋偏振光的共振吸收曲线 α(ω);(b)未加磁

场时的色散曲线 n(ω),以及加磁场时的右旋、左旋偏振光的色散曲线 nr (ω)及 nL (ω);
(c)右旋、左旋偏振光的色散曲线之差 ,表示了 nr - nL 随光频 ω 的变化关系
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右旋   R
∧ei ω t - zn r

c

左旋   L
∧ei ω t - zn L

c
(7 .9 .16)

  注意  上式中左、右旋光的频率仍记为 ω,这是因为Δω 极小,仅考虑它对折射

率(即对波传播的位相)的影响,而在频率上仍可用其平均频率值来表示 .式中 R
∧

及 L
∧

分别是右、左旋圆偏振光的琼斯矢量(见式(2 .8 .41)及式(2 .8 .42)).
若振幅为 D0 沿 x 方向偏振的光在 z = 0 处进入介质,由式(2 . 8 . 58)知 X

∧ =
1
2 (R∧ + L

∧),它将由振幅为 D0 / 2的右旋和左旋圆偏振光之和来表示 .在介质内在

磁场影响下,两者具有不同的频率即不同的折射率 nr 及 n L ,经过距离 z 之后,两波

之和成为

D0

2 eiω t [R
∧e- iω z n r / c + L

∧e- iω z n L / c] (7 .9 .17)
再利用

R
∧ = 1

2 (X
∧ + iY∧)

L
∧ = 1

2 (X
∧ + iY∧) (7 .9 .18)

式(7 .9 .17)改可写为

D0 P
∧ei ω t - z(nr + n L )

2 c (7 .9 .19)
其中

P
∧ = X

∧cos ω(nL - nr )
2 c z + Y

∧sin ω(nL - nr )
2 c z (7 .9 .20)

合成波的偏振正是由上式 P
∧

来表示的,它是一个线偏振波,当顺着磁场方向看时

偏振面以顺时针从 x 轴转过一个角度 θ = ω z(nr - nL)/ 2 c,或写为一般式

θ = π lλ Δ n (7 .9 .21)

式中:l即为光波通过加磁场介质(在磁场方向上)的长度;Δ n = nr - nL = 2Δω dn
dω .

由式(7 .9 .12)知,Δω = qBz

2m,并考虑到 dω = 2π c
λ 2 dλ .将这些关系代入式(7 .9 .21),得

θ = π l
λ ·2Δω dn

dω = q
2m· λ

c B z l dndλ (7 .9 .22)

式中:q / m正是电子的荷质比;q为电子的电量,即 q = - e;m 为电子质量;dndλ 为介
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质材料的色散 .
图 7 .9 .3(c)示出了右旋与左旋偏振光的色散曲线之差,表示 Δ n = nr - nL 随

光频ω 的变化关系,它是由图 7 .9 .3(b)中的右旋、左旋偏振光的色散曲线之差得

到的 .从图中可以看出,在 ω0 - Δω 与ω 0 + Δω 以外的范围内,nr - nL >0,因此旋光

角 θ >0 .在反常色散区,即 ω0 - Δω 与ω 0 + Δω 之间的范围内,nr - nL <0,因此旋光

角 θ <0;事实上,反常色散区是非常窄的,大多数旋光介质都应用在正常色散区吸

收峰附近,因为在 ω0 -Δω 与ω 0 + Δω 点上的 Δ n值 大,在其附近小范围内 Δ n 的

值也很大,由式(7 .9 .21)可知,应用在正常色散区吸收峰附近的这个范围上可以获

得较大的旋光角 .
与旋光物质不同,法拉第旋光效应的偏振面旋转方向与光的行进方向无关,因

为旋转是由磁场造成的,不论 K 在什么方向,同一个偏振方向的线偏光分散为两

个圆偏光,在磁场作用下造成的 ω 变化,以致 n 值变化都完全相同,合成后旋转角

度方向是一致的 .因此,按原来路程反射回来再次通过磁场中同一介质时,旋转增

加一倍 .如果是旋光介质,则旋转方向与传播方向有固定的关系,因此若光束按原

来路程反射回来再次通过同一旋光介质,则净旋转为零 .这是磁致旋光与天然旋光

介质的一个重要的区别 .
从宏观角度分析,可简单地认为,振子的直线振动分解为电子(带电粒子)做

右、左旋的圆周运动,而磁场对电子的作用力与其运动方向垂直,其中一个是指向

圆心,增加了其向心力,使圆周运动角速度加大,另一个则背离圆心而削弱了向心

力,使圆周运动角速度减小,这样两个圆周运动的合成成为一个直线振动,但振动

方向偏离原振动方向一个角度α .

图 7 .9 . 4  法拉第磁致旋光效应的解释

(a)未加磁场时,A A 方向的线偏振光分散为左 、右旋圆偏光;
(b)加磁场后导致左右旋偏振光的 ω 不同 ,合成线偏光后有角度偏转 θ

用光矢量未端运动轨迹表示,如图 7 .9 .4 所示,如有一偏振光垂直纸面向我们

传播,其偏振方向为 A A,它可以分解为左旋和右旋偏振光,它们的电矢量振幅相
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等 .当介质中未加磁场时,它们以相同的角速度 ω 沿同一圆周以相反方向做匀速

圆周运动,并且两圆偏振光的电矢量相对于 A A 是对称的(图 7 .9 .4).
当介质上沿光传播方向加上强磁场后,讨论进入介质中厚度为 l的一点 .加上

磁场后,右旋和左旋偏振光的电矢量末端沿同一圆周但分别以 ω1 = ω0 - Δω 及

ω 2 = ω0 + Δω 以相反方向做匀速圆周运动 .显然右旋圆偏光端点运动角速比左旋

慢,如当通过介质内磁场 l长度后,左旋光转过角度φ″ (逆时针)比右旋光转过角度

φ′ (顺时针)要大,两者合成线偏振后的偏振方向就不再在 A A 上,而是转过一个 θ
角,落在 BB 方向上振动,由图可知

θ = φ′ - φ″
2 = δ

2 = π
λ · l(nL - nr ) (7 .9 .23)

注意到磁场 B 是在 z 方向,当顺着磁场看时,即对着 - z 方向看,θ 角就是顺时针方

向,这正是 7 .9 .1 节中定义的正旋光性的情况 .
7 .9 .3  法拉第旋光效应的应用

法拉第旋光效应在现代光学中的一个重要应用就是作为光隔离器 .
在高功率固体激光放大系统中以及非线性光学实验中,如做受激散射的实验,

为了不使后向返回的光耦合到激光振荡器中产生有害的振荡,避免过高的功率密

度损伤激光介质,必须采用光学隔离器,利用法拉第效应制成的法拉第旋光盒

(Faraday rota to r)就可以达到光隔离的目的,如图 7 .9 .5 所示 .

图 7 .9 .5  法拉第效应的应用———光隔离器

选择合适的材料(V 常数)、外磁场强度及作用长度 l,使从左向右通过法拉第

盒的线偏振光,在通过后偏振面旋转 45° .第二个偏振棱镜安置成与第一个偏振棱

镜在旋光方向转过 45°,这样,从法拉第盒出射的线偏光全部能通过 P2 .这束光不

论以何种形式返回时,如由后级放大器向后向辐射的光、由受激散射产生的后向散

射光……也不论其后向行进光偏振态有何改变,当其再次通过 P2 后向左行进的

光偏振面与向右行进的一致,再次通过法拉第盒,使偏振面继续以同一旋向再旋转

过 45°,恰恰与 P1 的通光偏振方向垂直,从而被 P1 所拦截,达到了光隔离的目的 .
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7 .10  其他的非线性光学效应

正是由于极化包含了各个次方、各种可能的电场、磁场组合影响,导致了各种

不同类型的非线性效应 .因此,非线性光学包含的内容是十分丰富多彩的 .它一方

面包含了由于激光出现后而揭示出来的强光效应以及在现代光学中的各种应用,
另一方面又从这些效应及应用中大大丰富了光学理论以及电磁理论 .因此,非线性

光学已成为现代光学中的一个重要分支 .
表 7 .10 .1  二阶、三阶非线性效应一览

二阶非线性效应 χ (2) 极化 P(2)

倍频 (1961 年) 实数 P(2)(2ω)= ε0 χ (2)E2 (ω)
线性电光效应(1893 年)
线性斯塔克效应

实数

虚数
P(2)(ω)= ε0χ (2) E1 (0)E2 (ω)

参量放大(1962 年) 实数 P(2)(ω1 ± ω2 )= ε0χ (2)E1 (ω1 )E2 (ω2 )
法拉第效应 (1845 年) 复数 P(2)(ω)= ε0χ (2) E1 (ω)· H2 (0)
三波混频(1976 年) 实数 P(2)(ω1 - ω2 )= ε0 ·χ (2)E1 (ω1 )E2 (ω2 )

三阶非线性效应 χ (3) 极化 P(3)

三倍频 (1962 年) 实数 P(3)(3ω)= ε0 χ (3)E3 (ω)
自聚焦 (1964 年)、热效应 实数

可饱和吸收

可饱和放大
负虚数 P(3)(ω)= ε0χ (3) E(ω)< E2 (ω)>

双光子吸收 (1961 年) 正虚数

平方斯塔克效应

直流克尔效应

虚数

实数
P(3)(ω)= ε0χ (3) E1 (ω)E22 (0)

外场中的倍频(1962 年) 实数

实数

P(3)(2ω)= ε0 χ (3)E21 (ω)E2 (0)
P(3)(2ω)= ε0 χ (3)E21 (ω)H2 (0)

受激拉曼、布里渊、瑞利散射

(1962 年 / 1964 年) 负虚数 P(3)(ω± Ω)= ε0χ (3) E1 (ω ± Ω)E22 (ω)

四波混频(1977 年)
瞬态交流克尔效应

实数 P(3)(ω1 + ω2 - ω3 )= ε0 χ (3)E1 (ω1 )E2 (ω2 )E3 (ω)

本书不准备对这些非线性效应作详细介绍,而是把一些主要的二阶、三阶非线

性效应归纳成表 7 .10 .1,使这些效应的主要特点一目了然 .表中的电极化率 χ (2)或

χ (3) 为实数,表示该效应为弹性光效应,没有吸收,没有能量损耗,也没有能量转换
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为非光能;虚数电极化率表示非弹性过程,如受激布里渊散射是一种非弹性散射,
散射光与入射光有频率差,能量一部分转换为声子的能量 .对于受激布里渊散射,
χ (3)为负虚数,表示受激散射光的增益效果,如 4 .7 节所述,由于三阶非线性效应,
散射光随着散射方向传播距离的增加而不断增强(注:表 7 .10 .1 中所表明的 χ 的

正、负均是针对 E = E0 e - iω t 的表达形式而言的).
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