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内 容 简 介

本书用邓自立教授独创的现代时间序列分析方法提出了关于系统状态或信号的最优估计
和最优融合估计的新理论、新方法和新算法，并给出在目标跟踪系统中的仿真应用。

全书共分七章，包括时间序列 ＡＲＭＡ模型和状态空间模型，最小二乘法参数估计，ＡＲＭＡ
时间序列预报，经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论及多传感器最优信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波理论，基于现代时
间序列分析方法的最优滤波理论及最优信息融合滤波理论。内容新颖，理论严谨，并含有大量
仿真例子。

本书可作为高等学校控制理论与控制工程、信号处理、检测与估计等专业的研究生及本科
高年级学生教材，也可供在信号处理、控制、通信、航天、制导、雷达跟踪、石油地震勘探、故障诊
断、卫星测控、ＧＰＳ定位、多传感器信息融合、机器人、经济、生物医学等领域工作的科技人员参
考。
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前 言
最优估计问题有三类。第一类是建模或系统辨识中的模型参数估计问题。第二类是

时间序列、信号或状态预报、滤波和平滑问题，简称最优滤波问题。第三类是多传感器信
息融合状态或信号估计问题，简称融合估计问题。

传统的最优估计理论主要包括最小二乘法和经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论。本书以作者独
创的现代时间序列分析方法作为方法论，系统地提出了最优估计新理论、新方法和新算法
及其在跟踪系统中的应用，构成了现代最优估计理论，可应用于信号处理、控制、通信、航
天、制导、雷达跟踪、石油地震勘探、故障诊断、卫星测控、ＧＰＳ定位、多传感器信息融合、机
器人、经济、生物医学等领域。

全书分为七章。第一章介绍 ＡＲＭＡ模型和状态空间模型。第二章介绍最小二乘法
及由作者提出的多种两段最小二乘法算法。第三章介绍经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论及其新进
展，特别介绍了由作者提出的统一和通用的白噪声估计理论和时域 Ｗｉｅｎｅｒ方法。第四章
介绍经典的 ＡＲＭＡ时间序列预报方法，特别介绍了由作者提出的带观测噪声的 ＡＲＭＡ时
间序列预报方法及非平稳时间序列预报方法。第五章介绍由作者独创的最优滤波新的方
法论———现代时间序列分析方法。第六章介绍由作者提出的在线性最小方差意义下的三
种最优信息融合加权准则及基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的多传感最优信息融合滤波理论。第
七章介绍由作者提出的基于现代时间序列分析方法的多传感器最优信息融合滤波理论。
书中给出了大量仿真例子和算例，特别以目标跟踪系统为应用背景，给出了许多信息融合
跟踪滤波器的仿真例子，说明了所提出的结果的有效性和可应用性。

本书以现代时间序列分析方法、白噪声估计理论和所提出的多传感器最优信息融合
滤波新理论为特色。

继 Ｋａｌｍａｎ滤波方法和 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法之后，现代时间序列分析方法是解决最优滤波
问题新的方法论。作者的专著《最优滤波理论及其应用———现代时间序列分析方法》（哈
尔滨：哈尔滨工业大学出版社，２０００）、《卡尔曼滤波与维纳滤波———现代时间序列分析方
法》（哈尔滨：哈尔滨工业大学出版社，２００１）和《自校正滤波理论及其应用———现代时间序
列分析方法》（哈尔滨：哈尔滨工业大学出版社，２００３），以及本书构成了现代时间序列分析
方法的完整的理论体系。它以 ＡＲＭＡ新息模型和白噪声估计理论作为基本工具解决最
优估计问题。该方法是作者于 １９８９ 年在专著《现代时间序列分析及其应用———建模、滤
波、去卷、预报和控制》（北京：知识出版社，１９８９）中提出的，已故中科院院士张钟俊教授曾
给予高度评价（张钟俊 ．一门新兴边缘学科———现代时间序列分析 ．信息与控制，１９８８，１７
（４）：６２ ～ ６３）。同经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法和现代 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法相比，经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方
法是以 Ｒｉｃｃａｔｉ方程作为基本工具解决最优估计问题，而现代 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法（即多项式
方法）是以谱分解和 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程作为基本工具解决最优估计问题。对同一类滤波问
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题，用三种方法论所得滤波器的公式在形式上可能是完全不同的，但它们是等价的，即它
们在数值上是相同的。书中用大量数值仿真例子验证了这种等价性。作为新的方法论，
用现代时间序列分析方法可以解决用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法和 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法没有解决或不
容易解决的许多最优和自校正估计或融合估计问题，显示了其强大的生命力。

多传感器信息融合是 ２０世纪 ７０年代后产生的一门新兴边缘学科。它随着电子技术
和计算机应用技术的发展，特别是随着高科技武器（例如精确制导、远程打击及导弹拦截
武器）的出现，应运而生，目前已发展成十分活跃的热门领域，广泛应用于指挥、控制、通信
和情报系统。本书主要研究最优信息融合状态或信号估计问题。

本书系由作者主持的“多传感器信息融合最优和自校正滤波新理论和新方法”科研项
目（国家自然科学基金资助项目。项目批准号：６０３７４０２６；２００４ 年 １ 月起至 ２００６ 年 １２ 月
止）的研究成果。信息融合的核心问题是最优融合规则的确定。本书提出了按矩阵加权、
按对角阵加权和按标量加权三种分布式最优融合规则。解决最优融合估计问题的难点和
关键技术在于如何计算各局部估计误差方差和互协方差。这些信息被用于计算最优加
权。本书攻克了这一难题，提出了两种新的协方差信息融合滤波理论。

作者感谢国家自然科学基金委的资助。
作者深深感激已故中国科学院院士张钟俊教授生前对作者的鼓励和帮助。
还要感谢由作者指导的历届 ５０余名研究生们，其中包括高媛、王欣、李云、毛琳、杜洪

越、石莹、孟华等，他们对本书提出的新理论和新方法做了大量的仿真研究工作。
由于水平所限，书中缺点和疏漏之处在所难免，望读者批评指正。

著 者
２００５年元旦于哈尔滨
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绪 论
最优估计理论要解决的问题有三类 ．第一类最优估计问题是模型参数估计问题 ．建立

数学模型是对时间序列、信号或系统状态进行估计的基础 ．模型参数估计的最基本的方法
是最小二乘法（Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ Ｍｅｔｈｏｄ）．由于它的原理直观，算法简单，收敛性能好，且不要
求先验的统计知识，因而广泛被应用 ．最小二乘法是在 １７９５ 年由大数学家高斯（Ｃ． Ｆ．
Ｇａｕｓｓ）研究天体运动轨道问题时提出的 ．它的基本原理是实际观测值与模型计算值的误
差的平方和最小原理，由此得名“最小二乘”法 ．最小二乘法原理的启发性例子如下 ．
【例 ０ ．１】 动态快速椭圆检测 ．［２０］

在图像处理、机器人等领域，需要对运动图像中的椭圆曲线进行快速检测，这个问题
类似于当年高斯提出用最小二乘法确定天体运动轨道 ．几何上这个问题归结为确定其标
准型的五个参数，即椭圆中心位置（ｘｃ，ｙｃ），长短轴 ａ，ｂ 和旋转角θ，见图 ０ ．１所示 ．

图 ０ ．１ 椭圆曲线和检测点（ｘｉ，ｙｉ）

椭圆和其他二次曲线方程的一般形式为
ｘ２ ＋ ｇｘｙ ＋ ｃｙ２ ＋ ｄｘ ＋ ｅｙ ＋ ｆ ＝ ０ （０ ．１）

为了确定椭圆方程的未知参数（ｇ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ），如果能精确地检测到椭圆曲线上五个点的
坐标，则将它们代入上式即可得五个方程，解线性方程组即可得椭圆参数，然而通常检测
椭圆上的点的坐标是带有测量误差的，通常是微小的随机误差，用上述方法只能粗略地得
到椭圆参数，为此人们希望利用椭圆曲线上更多的点的坐标的检测得到较精确的椭圆参
数估计 ．设已知椭圆上 Ｎ 个点的坐标的检测值（ｘｉ，ｙｉ）（含有检测误差），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，将
每组检测值（ｘｉ，ｙｉ）代入上式，则有方程误差εｉ，即

ｘ２ｉ ＋ ｇｘｉｙｉ ＋ ｃｙ２ｉ ＋ ｄｘｉ ＋ ｅｙｉ ＋ ｆ ＝εｉ， ｉ ＝ １，…，Ｎ （０ ．２）
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方程误差εｉ 是由于对椭圆上点的坐标的检测误差引起的 ．通常 Ｎ远大于 ５ ．最小二乘法原
理就是用极小化方程误差的平方和来确定未知椭圆模型参数（ｇ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ），即它们极小
化性能指标

Ｊ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ε２

ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ２ｉ ＋ ｇｘｉｙｉ ＋ ｃｙ２ｉ ＋ ｄｘｉ ＋ ｅｙｉ ＋ ｆ）２ （０ ．３）

由极值原则，置

Ｊ
ｇ ＝ ０， Ｊ

ｃ ＝ ０， Ｊ
ｄ ＝ ０， Ｊ

ｅ ＝ ０， Ｊ
ｆ ＝ ０ （０ ．４）

可得关于（ｇ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ）的线性方程组，从而可解出（ｇ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ），进而由有关公式可立刻
求出标准型椭圆参数（ａ，ｂ，ｘｃ，ｙｃ，θ）．

因为采用了极小化方程误差平方和的原理，因此得名“最小二乘”法 ．
【例 ０ ．２】 对一个未知长度为θ的物体进行 Ｎ 次测量，设每次测量物体长度为 ｌｉ，

ｉ ＝ １，…，Ｎ，我们来求真实物体长度θ的估值 ．设每次测量误差为εｉ，则有关系
ｌｉ ＝θ＋εｉ， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ （０ ．５）

最小二乘法是选择θ的估值极小化测量误差平方和，即

ｍｉｎＪ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ε２

ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｌｉ －θ）２ （０ ．６）

置 Ｊ 关于θ的偏导数为零，即

Ｊ
θ ＝ － ２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｌｉ －θ）＝ ０ （０ ．７）

则有θ的最小二乘法估值为

θ^ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉ （０ ．８）

这是 Ｎ 次测量结果的算术平均值，与常识是一致的 ．
第二类最优估计问题是时间序列、信号或状态的最优估计问题 ．时间序列分析（Ｔｉｍｅ

Ｓｅｒｉｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ）是概率统计学科中的一个重要分支，广泛应用于气象、水文、金融、经济、信
号处理、通信和控制领域 ．时间序列分析的经典著作是 Ｇ． Ｅ． Ｐ． Ｂｏｘ和 Ｇ． Ｍ． Ｊｅｎｋｉｎｓ的书
《Ｔｉｍｅ Ｓｅｒｉｅｓ Ａｎａｌｙｓｉｓ，Ｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ》．［１］经典时间序列分析的主要内容是对时间序
列的建模及基于时间序列模型对时间序列进行预报和控制。依离散时间顺序排列的观测
序列 ｚｔ：ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ，…，叫时间序列 ．例如，某地降雨量时间序列，我国国民经济年增长率
时间序列，按天记股票价格时间序列，按秒采样导弹位置时间序列等 ．这些时间序列的取
值均带有随机性，因而叫统计时间序列 ．

由时间序列目前和过去的观测历史 ｚｔ，ｚｔ － １，ｚｔ － ２，…预报估计它的将来值 ｚｔ ＋ ｋ（ｋ ＞ ０）
叫预报，预报值记为 ｚ^ ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ ．例如气象预报（包括气温、降雨、降雪、沙尘暴等预报），水文预
报（包括水位、洪峰、河流流量预报等），经济预报（包括商品销量、产量、经济指标、股市行
情预报等），过程控制、目标跟踪、制导中的预报（包括温度、压力、体积、流量、产量、位置、
速度等的预报）．在控制领域有一个新分支叫预测控制，就是以预报作为基础的控制理论 ．

最优预报 ｚ^ ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ是指稳态线性最小方差预报，即理论上假设初始观测时刻 ｔｏ ＝ － ∞，
即已知无限过去观测历史，且预报估值（也叫预报器）^ｚｔ ＋ ｋ ｜ ｔ是由已知观测值 ｚｔ，ｚｔ － １，…的
线性组合构成，即
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ｚ^ ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
αｊ ｚｔ － ｊ （０ ．９）

应选择系数αｊ 极小化预报均方误差

ｍｉｎＪ ＝ Ｅ［（ｚｔ ＋ ｋ － ｚ^ ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）２］ （０ ．１０）
这个预报器 ｚ^ ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ由 ｚｔ，ｚｔ － １，…的无穷级数产生，从应用角度是不可取的，因为它要求存
贮全部无限个历史数据 ．为了克服这个缺点，人们给出了等价的递推预报器 ．

重要的最优预报方法有 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ［１］的递推预报方法和 ｓｔｒｍ［２］的预报方法，其中
Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器应用最广泛，但在理论研究中 ｓｔｒｍ预报器应用较多 ．

除了时间序列最优预报外还有信号和状态估计，也称最优滤波 ．
由被噪声污染的观测信号中，过滤噪声，求未知真实信号或状态最优估值叫滤波 ．“滤

波”这一术语最初来自无线电领域 ．
１９４１年，在第二次世界大战期间，以研究火炮打飞机控制系统为应用背景，控制论创

始人 Ｗｉｅｎｅｒ［３］提出了信号的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波理论 ．经典 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法是一种频域方法，其
局限性是限于处理平稳时间序列的滤波、预报问题 ．缺点是不能处理多变量、时变、非平稳
时间序列，且算法是非递推的，要求存贮全部历史数据，不便于工程应用 ．但自 １９７９ 年以
来流行的现代 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法———多项式方法［１６］可处理多维非平稳时间序列滤波问题 ．
【例 ０ ．３】 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题 ．
典型的 Ｗｉｅｎｅｒ信号滤波问题如图 ０ ．２所示 ．其中未知真实信号 ｓ（ｔ）被观测噪声 ｖ（ｔ）

污染，因而已知观测信号 ｚ（ｔ），即
ｚ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （０ ．１１）

图 ０ ．２ 信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题

问题是如何由观测信号 ｚ（ｔ）中，过滤噪声 ｖ（ｔ），在线性最小均方误差准则下，设计 Ｗｉｅｎｅｒ
滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ），它是 ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…的线性函数，且极小化均方误差 Ｊ ＝ Ｅ［ｅ２（ｔ）］，其中
Ｅ为均值号，ｅ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ）为滤波误差 ．

图 ０ ．３为二维信号 ｓ１（ｔ）和 ｓ２（ｔ）Ｗｉｅｎｅｒ滤波，其中图（ａ）中的 ｓｉ（ｔ）为原始信号，图
（ｂ）中 ｖｉ（ｔ）为观测噪声，图（ｃ）中 ｙｉ（ｔ）为观测信号，完全淹没了真实信号，图（ｄ）为信号 ｓｉ
（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ），它有效地过滤了观测噪声，还信号 ｓｉ（ｔ）的本来面目 ．

１９６０年美国数学家和控制论学者 Ｋａｌｍａｎ［４］针对 Ｗｉｅｎｅｒ滤波理论的上述缺点和局限
性，以及由于电子技术和计算机应用技术发展的需要，提出了 Ｋａｌｍａｎ滤波理论（状态估计
理论）． Ｋａｌｍａｎ滤波方法是一种时域方法，它基于状态空间模型和射影理论解决状态估计
问题 ． Ｋａｌｍａｎ滤波算法是递推算法，便于在计算机上实现，且可处理多变量、时变、非平稳
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图 ０ ．３ 信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题仿真例子

时间序列滤波问题，克服了 Ｗｉｅｎｅｒ滤波理论的局限性 ． Ｋａｌｍａｎ滤波被广泛应用于各种领
域，例如惯性导航、制导、ＧＰＳ 定位、目标跟踪、通信、信号处理、控制等 ．在 Ｋａｌｍａｎ滤波理
论中，系统状态可视具体问题来规定和定义，特别信号也可视为状态或状态的分量，因而
Ｋａｌｍａｎ滤波也可解决信号滤波问题 ．阿波罗登月计划和 Ｃ － ５Ａ 飞机导航系统的设计是
Ｋａｌｍａｎ早期应用中最成功的实例 ．

在 ２０世纪 ６０年代初由于电子计算机运算速度和存贮量的限制，要求能实时、快速实
现滤波算法，要求存贮量小、计算量小的滤波算法 ．满足这些要求的算法就是递推滤波算
法 ．以例 ０ ．２动态测量长度为θ的物体为例，记基于 Ｎ 个测量值对θ的估值为

θ^（Ｎ）＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉ （０ ．１２）

当测量次数 Ｎ 不断增加，即进行动态测量时，则基于（Ｎ ＋ １）个测量值对θ的估值为

θ^（Ｎ ＋ １）＝ １
Ｎ ＋ １∑

Ｎ＋１

ｉ ＝ １
ｌｉ （０ ．１３）

这种计算是非递推的，即彼此独立地计算估值θ^（Ｎ）和θ^（Ｎ ＋ １）．当 Ｎ 很大时，计算量增
加，而且计算θ^（Ｎ）与计算θ^（Ｎ ＋ １）有重复的加法运算 ．为了减小计算负担，是否能在

θ^（Ｎ）基础上来计算θ^（Ｎ ＋ １）？这就是递推算法的思想 ．事实上，

θ^（Ｎ ＋ １）＝ Ｎ
Ｎ ＋ １·

１
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉ ＋ ｌＮ＋( )１ ＝ １ － １

Ｎ ＋( )１ θ^（Ｎ）＋ １
Ｎ ＋ １ ｌＮ＋１ （０ ．１４）

即有递推公式

θ^（Ｎ ＋ １）＝θ^（Ｎ）＋ １
Ｎ ＋ １ ｌＮ ＋ １ －θ^（Ｎ[ ]） （０ ．１５）
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因而在估值θ^（Ｎ）的基础上，只需计算上式第二项就立刻得到估值θ^（Ｎ ＋ １），避免了非递
推算法（０ ．１３）的重复加法运算，大大减小了计算量和存贮量 ．对于非递推算法，计算机需
存贮（Ｎ ＋ １）个测量数据 ｌｉ，而对递推算法（０ ． １５），每次测量仅需存贮两个数据θ^（Ｎ）和
ｌＮ ＋ １就可实现估值θ^（Ｎ ＋ １）的计算 ．在（０ ．１５）中第二项为校正量，它是根据误差

εＮ ＋ １ ＝ ｌＮ ＋ １ －θ^（Ｎ） （０ ．１６）
的大小来进行校正估值θ^（Ｎ）的 ．因为估值θ^（Ｎ）已包含了前 Ｎ 次测量的信息，而 ｌＮ ＋ １是
第（Ｎ ＋ １）次测量值，估误差εＮ ＋ １ ＝ ｌＮ ＋ １ －θ^（Ｎ）包含了从第（Ｎ ＋ １）次测量中去掉了前 Ｎ
次测量的信息剩下的新的信息，故称为“新息”（Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ）．于是我们最终得到新息校正形
式的递推估值公式

θ^（Ｎ ＋ １）＝θ^（Ｎ）＋ Ｋ（Ｎ ＋ １）εＮ ＋ １ （０ ．１７）
其中 Ｋ（Ｎ ＋ １）＝ １ ／（Ｎ ＋ １）叫做新息校正系数或波滤增益 ．（０ ．１７）是递推 Ｋａｌｍａｎ滤波算
法的基本思想 ．

Ｋａｌｍａｎ滤波方法的基本特征和关键技术之一是状态空间模型 ． Ｋａｌｍａｎ滤波基于状态
空间模型设计 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ．而 Ｗｉｅｎｅｒ滤波理论采用的是传递函数模型 ．状态空间模型
可用机理或物理、运动定律导出，也可用系统辨识方法得到 ．

Ｋａｌｍａｎ滤波问题可用如下启发性的例子来说明 ．
【例 ０ ．４】 动态测量系统 Ｋａｌｍａｎ滤波问题，继例 ０ ．２ ．
考虑例 ０ ．２，对未知长度为θ的物体进行动态测量，即测量次数 ｔ 是变化的，ｔ ＝ １，

２，…，Ｎ，Ｎ ＋ １，… ．因长度θ为未知常数，故有θ的动态方程为

θ（ｔ ＋ １）＝θ（ｔ） （０ ．１８）
而第 ｔ 次对θ的测量值 ｌ（ｔ）含有随机误差ε（ｔ），故有对θ的观测方程为

ｌ（ｔ）＝θ（ｔ）＋ε（ｔ） （０ ．１９）
我们可将未知长度θ定义为系统的状态，则（０ ．１８）称为状态方程，它描写θ随 ｔ 变化

的规律，（０ ．１８）说明长度θ不随 ｔ 而变化，即θ为常数 ．而（０ ．１９）则是对状态θ的观测方
程，观测误差ε（ｔ）通常为零均值、方差为σ２

ε的正态白噪声 ．（０ ．１８）和（０ ．１９）构成最简单的
状态空间模型 ．Ｋａｌｍａｎ滤波问题：基于 ｔ 次观测（ｌ（１），…，ｌ（ｔ））求θ的线性最小方差估值

θ^（ｔ）．它与θ的最小二乘估值（０ ． ８）不同的是：最小二乘估值（０ ． ８）不要求已知观测误差

ε（ｔ）的统计（均值和方差）．而实现 Ｋａｌｍａｎ滤波则要求已知这些统计知识 ．
【例 ０ ．５】 雷达跟踪系统 Ｋａｌｍａｎ滤波问题 ．
考虑雷达跟踪系统，由运动定律有关系

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋·ｓ（ｔ）Ｔ ＋ Ｔ２

２ ｗ（ｔ） （０ ．２０）

·ｓ（ｔ ＋ １）＝·ｓ（ｔ）＋ Ｔｗ（ｔ） （０ ．２１）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （０ ．２２）

其中 Ｔ 为采样周期，ｓ（ｔ），·ｓ（ｔ）和 ｗ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ 运动目标（例如导弹、飞机、坦克、船
舰、汽车等）的位置、速度和加速度 ． ｙ（ｔ）是对位置 ｓ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）为观测噪声 ．假
设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）都是白噪声（即不相关的随机序列）．问题是基于到时刻 ｔ 为止的观测
（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１））求运动目标位置 ｓ（ｔ）和速度·ｓ（ｔ）的最优估值 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）和
·ｓ^（ｔ ｜ ｔ）．
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定义系统的状态变量 ｘ（ｔ）为

ｘ（ｔ）＝
ｓ（ｔ）
·ｓ（ｔ[ ]） ＝

位置[ ]速度
（０ ．２３）

则等价地有状态方程和观测方程

ｓ（ｔ ＋ １）
·ｓ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

１ Ｔ[ ]０ １
ｓ（ｔ）
·ｓ（ｔ[ ]） ＋

Ｔ２

２






Ｔ
ｗ（ｔ） （０ ．２４）

ｙ（ｔ）＝［１ ０］
ｓ（ｔ）
·ｓ（ｔ[ ]） ＋ ｖ（ｔ） （０ ．２５）

即我们有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （状态方程） （０ ．２６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （观测方程） （０ ．２７）

Φ ＝
１ Ｔ[ ]０ １

， Γ ＝
Ｔ２

２






Ｔ
， Ｈ ＝［１ ０］ （０ ．２８）

上述状态方程和观测方程统称为状态空间模型，Ｋａｌｍａｎ滤波问题就是基于到时刻 ｔ
观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１））求状态 ｘ（ｊ）的最优（线性最小方差）估值 ｘ^（ｊ ｜ ｔ），对 ｊ ＝ ｔ，
ｊ ＜ ｔ 或 ｊ ＞ ｔ，分别称 ｘ^（ｊ ｜ ｔ）为 Ｋａｌｍａｎ滤波器、平滑器或预报器 ．
【例 ０ ．６】 宇宙飞船制导问题 ．［５］

下图表示宇宙飞船发射的雷达制导系统，目的是把载人航天器送至位于指定点 Ｐ的
特定轨道上去 ．首先把来自宇宙飞船的遥测数据及雷达跟踪数据（例如距离、距离变化率、
俯仰角和方位角等测量数据）进行滤波处理，以估计出宇宙飞船的状态，然后把这些估计
结果提供给具有一定算法的控制器，经过计算产生制导命令 ．最后按制导命令去遥控宇宙
飞船 ．这个例子说明对系统进行状态估计的重要性 ．因为来自地面上或海面上对宇宙飞船
的遥测数据是含有噪声的，必须进行滤波处理 ．

图 ０．４ 雷达制导方块图

第三类最优估计问题是最优信息融合估计问题 ．随着电子技术和计算机应用技术的
发展和现代电子与信息战争及国防军事上的需要，为了提高对运动目标（导弹、飞机、卫
星、坦克、车辆、船舰等）的跟踪精度或对动态系统状态的估计精度，大量涌现具有不同应
用背景的多传感器系统 ．对目标跟踪而言，有各种类型测量运动目标位置、速度或加速度
的传感器 ．特别是 ２０世纪 ７０年代后，由于高技术武器的出现，尤其是由于精确制导武器、
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远程打击和导弹拦截武器的出现，使得依靠单传感器提供的信息很难满足目标跟踪或状
态估计精度的要求，因此必须对每个传感器提供的信息按某种最优融合准则进行最优融
合，才能提高对目标跟踪或状态估计的精度 ．早在 ２０ 世纪 ７０ 年代初美国海军就发现，对
多个独立的声纳信号进行融合处理后，能更准确地探测出敌方潜艇的位置 ．这一发现对现
代电子和信息战争产生了重大影响，早在 １９８８ 年美国国防部就把信息融合技术列为 ９０
年代重点研究开发的二十项关键技术之一，且列为最优先发展的 Ａ 类 ．近年来每年用于
信息融合技术的研究费用达上亿美元 ．信息融合技术在海湾战争、科索沃战争及伊拉克战
争中发挥了重要作用 ．在上述应用背景下，一门新兴学科———多传感器信息融合（Ｍｕｌｔｉ
ｓｅｎｓｏｒ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｆｕｓｉｏｎ）应运而生，３０多年来已发展成为倍受人们关注的热门领域，且在
军事领域现代 Ｃ３Ｉ（指挥、控制、通信和情报）系统中得到广泛应用 ．

在例 ０ ．６中就遇到对宇宙飞船状态的融合估计问题，因为在地面上或海面上同时有
多个遥测器（传感器）对飞船的状态进行观测 ．
【例 ０ ．７】 多传感器分布式信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器原理 ．
对于状态估计而言，每个传感器可用一个观测方程代表，问题是对一个状态方程在有

多个观测方程情形下，如何利用基于每个观测方程得到的局部 Ｋａｌｍａｎ滤波器进行加权融
合得到在某种性能指标下的最优融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器？它的精度应当比每个局部 Ｋａｌｍａｎ
滤波器的精度高 ．多传感器分布式信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器原理如图 ０ ．５所示 ．

图 ０．５ 多传感器分布式信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器原理

图中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）为对状态 ｘ（ｔ）的局部 Ｋａｌｍａｎ滤波器，Ｐｉ 为相应的局部滤波误差方差阵，Ｐｉｊ

为第 ｉ 传感器滤波误差与第 ｊ 传感器滤波误差的互协方差阵 ．这些方差阵 Ｐｉ 和互协方差
阵 Ｐｉｊ信息被用于计算最优融合加权阵Ａｉ。

对于第一类最优估计问题，本书重点介绍递推最小二乘法参数估计方法，特别介绍由
作者提出的单变量和多变量 ＡＲＭＡ模型的两段最小二乘法。此外，还介绍 ＭＡ模型参数
估计的 ＧｅｖｅｒｓＷｏｕｔｅｒｓ 算法，并首次从理论上证明了该算法的一致性和指数收敛性 ．
ＧｅｖｅｒｓＷｏｕｔｅｒｓ算法是建立 ＡＲＭＡ新息模型的重要工具，在现代时间序列分析方法［８，１３ ～ １５］

中起重要作用 ．
对于第二类最优估计问题，本书除了介绍如经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法和理论外，重点介
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绍由作者提出的现代时间序列分析方法［８，１３ ～ １５］，它为解决最优滤波问题提供了新的方法
论，不同于基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法［４，９ ～ １１，１８］．现代时间序列分析方法以
ＡＲＭＡ新息模型作为基本工具解决状态或信号最优滤波问题 ．

对于第三类最优估计问题，本书分别介绍了首次由作者提出的基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波
的多传感器协方差信息融合滤波理论和基于现代时间序列分析方法的多传感器协方差信
息融合滤波理论 ．它们利用局部估计误差协方差信息来计算最优融合估计的加权阵，因此
称为协方差信息融合滤波理论 ．书中以目标跟踪系统为应用背景，给出了大量的多传感器
最优信息融合跟踪滤波器的仿真应用例子。
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第一章 ＡＲＭＡ模型和状态空间模型

１ ．１ 引 言

时间序列最优预报的基本数学模型是自回归滑动平均（Ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ Ｍｏｖｉｎｇ Ａｖｅｒａｇｅ）
模型，简称 ＡＲＭＡ模型 ． ＡＲＭＡ模型不仅是时间序列预报的基本工具和方法论，而且也是
信号与状态最优估计的基本模型 ．在信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题中，被估信号和观测噪声，以及
观测信号均为随机信号［１］，通常用 ＡＲＭＡ模型来描写 ． ＡＲＭＡ模型可以描写一大类平稳和
非平稳信号［２］．

时间序列 ｚｔ 的 ＡＲＭＡ模型具有形式：
ｚｔ －φ１ ｚｔ － １ －… －φｐｚｔ － ｐ ＝ ａｔ －θ１ａｔ － １ －… －θｑａｔ － ｑ （１ ．１ ．１）

其中 ａｔ 为零均值、方差为σ２
ａ 的不相关随机序列，称为白噪声，即

Ｅａｔ ＝ ０， Ｅ［ａｔａｓ］＝σ２
ａδｔｓ （１ ．１ ．２）

其中 Ｅ为均值号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ），而φｉ 和θｉ 为模型参数，ｐ，ｑ 为模型的阶次 ．
由（１ ．１ ．１）看到 ｚｔ 与过去的历史 ｚｔ － １，…，ｚｔ － ｐ有关，这就是“自回归”一词的直观含

义 ．而（１ ．１ ．１）右端的随机项恰好为白噪声项 ａｔ，ａｔ － １，…，ａｔ － ｑ的加权（线性组合），这就是
“滑动平均”或“滑动和”一词的直观含义 ．用 ＡＲＭＡ模型描写一个时间序列，关键在于确
定模型参数φｉ，θｉ 和阶次 ｐ，ｑ，以及白噪声方差σ２

ａ ．本书第二章将介绍 ＡＲＭＡ模型参数

φｉ，θｉ 和σ２
ａ 估计的递推最小二乘法及其改进算法 ．

状态空间模型是 Ｋａｌｍａｎ滤波或状态估计的基本数学模型，类似于绪论中例 ０ ． ５ 雷达
跟踪系统的状态空间模型 ．一般的离散时间随机系统的状态空间模型具有如下形式：

ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （１ ．１ ．３）
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．１ ．４）

其中系统状态 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｔ 为离散时间，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ为观测信号，ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 为观测噪声，
ｗ（ｔ）∈Ｒｒ 为输入白噪声，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为 Ｑ（ｔ）和 Ｒ（ｔ）的独立的或
相关的白噪声，ｕ（ｔ）∈Ｒｓ 是已知的控制输入 ．Φ（ｔ），Ｂ（ｔ），Γ（ｔ），Ｈ（ｔ），Ｑ（ｔ），Ｒ（ｔ）各为
ｎ × ｎ，ｎ × ｓ，ｎ × ｒ 和ｍ × ｎ，ｒ × ｒ 和ｍ × ｍ 时变矩阵 ．因而称（１ ．１ ．３）和（１ ．１ ．４）为时变系
统，Φ（ｔ）被称为状态转移阵，Ｈ（ｔ）被称为观测阵 ．若Φ，Ｂ，Γ，Ｈ，Ｑ 和 Ｒ 均为常阵，则称
（１ ．１ ．３）和（１ ．１ ．４）为时不变系统或定常系统 ．Ｋａｌｍａｎ滤波问题就是基于被观测噪声 ｖ（ｔ）
污染的观测信号 ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，和控制 ｕ（ｔ － １），ｕ（ｔ － ２），…，求系统在时刻 ｊ 处的
状态 ｘ（ｊ）的最优估计 ｘ^（ｊ ｜ ｔ）．

线性系统理论［７］证明了 ＡＲＭＡ模型与状态空间模型是可以相互转化的 ．这种相互转
化是解决具体最优估计问题的有力杠杆 ．可以将 ＡＲＭＡ信号最优滤波问题转化为状态估
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计问题，也可将状态估计问题转化为构造 ＡＲＭＡ新息模型［１］．
本章介绍 ＡＲＭＡ模型和状态空间模型，以及它们的基本性质及相互转化 ．

１ ．２ 随机过程

本书所研究的时间序列是统计时间序列，即随机过程 ．随时间顺序演化的随机现象叫
随机过程，若时间是离散的，则也称为随机序列 ．

１ ．２ ．１ 随机过程概念

【例 １ ．２ ．１】 电网电压随机过程 ．
我们考察在相同一段时间 Ｔ 内电网电压Ｘ（ｔ）的波动，虽然标准电压是 ２２０ Ｖ，但实际

电压却随机地在 ２２０ Ｖ上下波动，这是因为各用电单位、各家庭、各用电的人的用电时间、
用电量都带有随机性，造成电网电压的随机波动，每做一次观察可得一条普通的定义在 Ｔ
上的电压波动曲线 ｘ（ｔ），叫样本函数或样本曲线，也叫实现 ．电压波动随机过程Ｘ（ｔ）可看
成是它的所有可能的定义在时间区间 Ｔ 上的实现族 ｘ（ｔ{ }）或样本函数族 ．样本族可能有
无穷个样本曲线 ．从另一观点来看，对于任意固定时刻 ｔ１∈Ｔ，电压值 Ｘ（ｔ１）是随机变量 ．
因为在这一时刻没到来之前，人们不可能预知在 ｔ１ 时刻的电压的准确值 ．因此当我们在
时间区间 Ｔ 上做一次观察时，由于每一随机变量 Ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ，均有一个具体的观测值，这
些观测值构成了在时间 Ｔ 上的一条样本曲线 ．
【定义 １ ．２ ．１】 随机过程 Ｘ（ｔ），ｔ∈ Ｔ，是定义在时间集合 Ｔ 上的随机变量族，记为

Ｘ（ｔ），ｔ∈{ }Ｔ ，等价地，随机过程 Ｘ（ｔ）是定义在时间集合 Ｔ 上的所有样本函数族
ｘ（ｔ），ｔ∈{ }Ｔ ．
时间 Ｔ 可以是区间，也可以是离散时间集合，可以是有限集合，也可以是无限集合 ．

例如常用的时间集合有
Ｔ ＝［ａ，ｂ］， Ｔ ＝（－ ∞，＋ ∞），

Ｔ ＝｛１，２，…，ｎ｝， Ｔ ＝［０，１，２，…］， Ｔ ＝｛…，－ ２，－ １，０，１，２，…｝
当 Ｔ 为离散时间集时，也称随机过程 Ｘ（ｔ）为随机序列 ．

从随机过程观点出发，时间序列可定义如下 ．
【定义 １ ．２ ．２】 依时间次序排列的随机变量序列 Ｚｔ，ｔ∈Ｔ，Ｔ 为离散时间集合，称为

时间序列 ．如果用
ｚ１，ｚ２，…，ｚＮ （１ ．２ ．１）

分别表示相应随机变量 Ｚ１，Ｚ２，…，ＺＮ 的观测值，则称其为时间序列 Ｚｔ 的一个容量为 Ｎ
的样本，也称长度为 Ｎ 的样本 ．

在实际应用问题中人们能得到的只是时间序列的有限的观测样本，甚至在某些应用
问题中只能得到时间序列的一个长度为 Ｎ 的有限的样本 ．例如，自有记录以来某地年降
雨量、某地年最高气温等时间序列，因为时间是不可倒退的，人们只能得到一个有限长度
的观测样本 ．时间序列分析的方法论就是根据它的一个有限长样本建立它的统计模型，然
后利用模型实现预报、滤波或控制的目的 ．
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１ ．２ ．２ 随机过程的数学期望（均值）函数、方差函数和相关函数

随机过程的数学期望是随机变量数学期望（均值）的推广，它由随机过程在每时刻的
均值构成的定义在时间区间 Ｔ 上的均值曲线来定义，它从总体上刻画随机过程取值的平
均 ．
【定义 １ ．２ ．３】 已给随机过程 Ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ，它的数学期望（均值）定义为在 Ｔ 上的一

个确定的时间函数，记为 ＥＸ（ｔ）或 ｍ（ｔ），
ｍ（ｔ）＝ Ｅ［Ｘ（ｔ）］， ｔ∈Ｔ （１ ．２ ．２）

其中 Ｅ为数学期望符号 ．
【定义 １ ．２ ．４】 已给随机过程 Ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ，它的方差函数定义为

σ２（ｔ）＝ Ｄ［Ｘ（ｔ）］＝ Ｅ［（Ｘ（ｔ）－ ｍ（ｔ））２］， ｔ∈Ｔ （１ ．２ ．３）
它是在 Ｔ 上的确定性的时间函数，其中 Ｄ 为方差符号，σ（ｔ）叫标准方差函数 ．

方差函数刻划了随机过程 Ｘ（ｔ）偏离其均值 ｍ（ｔ）的误差的平方的平均状况 ．

１ ．２ ．３ 随机过程的相关函数

数学期望和方差描写了随机过程在任意时刻 ｔ 的集中和离散程度，而随机过程的相
关函数则反映随机过程在任意两个不同时刻相应随机变量之间的联系 ．相关性概念表征
了随机过程在两时刻之间的关联程度，进而说明随机过程波动的快慢 ．
【定义 １ ．２ ．５】 已给随机过程 Ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ，它的相关函数 Ｒ（ｔ１，ｔ２），ｔ１∈Ｔ，ｔ２∈Ｔ，定

义为
Ｒ（ｔ１，ｔ２）＝ Ｅ［（Ｘ（ｔ１）－ ｍ（ｔ１））（Ｘ（ｔ２）－ ｍ（ｔ２））］ （１ ．２ ．４）

１ ．２ ．４ 平稳随机过程

有一类随机过程（例如电网电压、海浪波动幅度等）的样本函数具有如下特征，每个样
本函数都在某一固定值附近波动，且波动的平均偏差和快慢不变，即它的统计特性不随时
间推移而改变 ．这类随机过程叫平稳随机过程 ．
【定义 １ ．２ ．６】 已给随机过程 Ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ，若

Ｅ［Ｘ（ｔ）］＝常数 ＝ ｍ （１ ．２ ．５）
且相关函数 Ｒ（ｔ１，ｔ２）仅是τ＝ ｔ２ － ｔ１的函数，记为

Ｒ（ｔ１，ｔ２）＝ Ｒ（ｔ２ － ｔ１）＝ Ｒ（τ） （１ ．２ ．６）
则称 Ｘ（ｔ）为广义平稳随机过程，简称平稳随机过程 ．
【推论 １ ．２ ．１】 平稳随机过程有常数方差，即

σ２（ｔ）＝常数 ＝σ２ （１ ．２ ．７）
证明 对任意 ｔ∈Ｔ 有σ２（ｔ）＝ Ｅ［（Ｘ（ｔ）－ ｍ）２］＝ Ｒ（ｔ，ｔ）＝ Ｒ（０）＝σ２ □
不满足（１ ．２ ．５）和（１ ．２ ．６）的随机过程叫非平稳随机过程 ．
在现实中会遇到大量平稳和非平稳过程 ．常常一个随机过程在开始阶段和结尾阶段

呈现非平稳性，而在中间阶段具有平稳性，例如地震波 ．导弹飞行轨迹随目标而定，不是平
稳过程 ．股市行情曲线总体上呈非平稳性（带有一定趋势性），机械振动开始和结束阶段是
非平稳的，中间阶段是平稳的 ．人们利用平稳性和非平稳性的转化可以进行故障诊断 ．
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１ ．２ ．５ 平稳随机过程的遍历性

对于随机过程的数学期望和相关函数的近似计算，涉及到大量样本的统计平均，能否
寻求更简单的计算方法？对于一个平稳随机过程，能否由它的一个样本函数取时间平均
来计算它的均值和相关函数？这要看这个样本函数是否具有代表性？是否能充分体现过
程的统计特性 ．若平稳随机过程的每个样本函数都经历了它的各种可能状态，能充分代表
过程的统计特性，则称它为各态历经平稳随机过程 ．

用小写 ｘ（ｔ）表示平稳随机过程 Ｘ（ｔ）的一个样本函数 ．
【定义 １ ．２ ．７】 已给平稳随机过程 Ｘ（ｔ），ｔ∈［０，∞］，ｘ（ｔ）是它的任一个样本函数，

若

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ

０

ｘ（ｔ）ｄ ｔ ＝ ＥＸ（ｔ）＝ ｍ （１ ．２ ．８）

以概率 １成立，则称 Ｘ（ｔ）的均值具有遍历性或各态历经性 ．若以概率 １成立

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ

０

ｘ（ｔ）ｘ（ｔ ＋τ）ｄ ｔ ＝ Ｅ［Ｘ（ｔ）Ｘ（ｔ ＋τ）］ （１ ．２ ．９）

则称 Ｘ（ｔ）的相关函数具有遍历性 ．若 Ｘ（ｔ）的均值和相关函数均具有遍历性，则称 Ｘ（ｔ）
是各态历经平稳过程 ．
【定义 １ ． ２ ． ８】 已给平稳随机序列 Ｘ（ｔ），ｔ∈ １，２{ }，… ，若 ｘ（ｔ）是它的一个样本序

列，若

ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔ ∑

ｔ

ｉ ＝ １
ｘ（ｉ）＝ ＥＸ（ｔ）＝ ｍ （１ ．２ ．１０）

ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔ ∑

ｔ

ｉ ＝ １
ｘ（ｉ）ｘ（ｉ ＋τ）＝ Ｅ［Ｘ（ｔ）Ｘ（ｔ ＋τ）］ （１ ．２ ．１１）

以概率 １成立，则称它具有遍历性 ．
在较弱的条件下可证明平稳过程具有遍历性，大量的现实平稳过程均可近似看成各

态历经过程 ．例如某地年降雨量、心电图、脑电图、机械振动、海浪、电网电压、量测误差等 ．

１ ．２ ．６ 平稳随机序列

今后我们主要研究离散时间随机过程，即随机序列，记为 ｚｔ，ｔ∈ Ｔ ＝｛…，－ １，０，１，
２，…｝，时间集 Ｔ 遍历了从 － ∞到 ＋ ∞的所有整数 ．应注意，在不引起混淆情形下，今后将
不再用大字母 Ｚｔ 表示随机序列｛Ｚｔ，ｔ∈ Ｔ｝，用小写字母 ｚｔ 表示它的实现（样本）｛ｚｔ，ｔ∈
Ｔ｝，而统一用小写字母 ｚｔ 表示随机序列及其实现。这里｛ｚｔ，ｔ∈Ｔ｝既可表示随机序列，也
可表示它的实现 ．（ｚ１，ｚ２，…，ｚＮ）既可看成随机向量，也可看成｛ｚｔ，ｔ∈Ｔ｝的容量为 Ｎ 的样
本 ．平稳随机序列的相关函数记为

γｋ ＝ Ｅ［（ｚｔ － ｍ）（ｚｔ ＋ ｋ － ｍ）］， ｍ ＝ Ｅｚｔ （１ ．２ ．１２）
不失一般性，我们可假设平稳随机序列 ｚｔ 的均值为零，即

ｍ ＝ Ｅ［ｚｔ］＝ ０ （１ ．２ ．１３）
标准相关函数定义为
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ρｋ ＝
γｋ

γ０
（１ ．２ ．１４）

其中γ０ ＝ Ｅ［ｚ２ｔ］为 ｚｔ 的方差，即γ０ ＝σ２，相关函数γｋ 具有如下性质：
（１） γ０≥０ （１ ．２ ．１５）
（２） γｋ ＝γ－ ｋ（对称性） （１ ．２ ．１６）
（３） ｜γｋ ｜≤γ０ （１ ．２ ．１７）
（４）对任意自然数 ｎ 和不全为零的实数 ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ，有

∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｌｉｌｊγｉ － ｊ ≥ ０ （１ ．２ ．１８）

即如下矩阵Γｎ 为非负定阵

Γｎ ＝

γ０ γ１ … γｎ － １

γ１ γ０ … γｎ － ２

  

γｎ － １ γｎ － ２ … γ











０

≥０ （１ ．２ ．１９）

证明 γ０ ＝ Ｅ［ｚ２ｔ］≥０ （１ ．２ ．２０）

γｋ ＝ Ｅ［ｚｔｚｔ ＋ ｋ］＝ Ｅ［ｚｔ ＋ ｋｚｔ］＝γ－ ｋ （１ ．２ ．２１）

｜γｋ ｜ ＝ ｜ Ｅ［ｚｔｚｔ ＋ ｋ］｜≤ Ｅ［ｚ２ｔ］·Ｅ［ｚ２ｔ ＋ ｋ槡 ］＝γ０ （１ ．２ ．２２）
令 Ｌｔ ＝ ｌ１ ｚｔ ＋… ＋ ｌｎｚｔ － ｎ ＋ １，则有

Ｅ［Ｌ２ｔ］＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｌｉｌｊγ｜ ｉ － ｊ ｜ ≥ ０ （１ ．２ ．２３）

易知标准相关函数ρｋ 有性质：
（１）ρ０ ＝ １ （１ ．２ ．２４）
（２）｜ρｋ ｜≤１，ｋ ＝ ０，１，… （１ ．２ ．２５）
（３）ρｋ ＝ρ－ ｋ （１ ．２ ．２６）

（４）

１ ρ１ … ρｎ － １

ρ１ １ ρｎ － ２

  

ρｎ － １ ρｎ － ２ …











１

≥０ （１ ．２ ．２７）

【定义 １ ．２ ．９】 对于平稳随机序列 ｚｔ 长度为Ｎ 的一个样本（ｚ１，ｚ２，…，ｚＮ），定义：

采样均值 珋ｚ ＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
ｚｔ （１ ．２ ．２８）

采样方差 σ^＝ １
Ｎ ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
（ｚｔ －珋ｚ）２ （１ ．２ ．２９）

采样相关函数 γ^ｋ ＝
１
Ｎ ∑

Ｎ－ ｋ

ｔ ＝ １
（ｚｔ －珋ｚ）（ｚｔ ＋ ｋ －珋ｚ）， ｋ ＝ ０，１，２，… （１ ．２ ．３０）

采样标准相关函数 ρ^ｋ ＝
γ^ｋ

γ^０
， ｋ ＝ ０，１，２，… （１ ．２ ．３１）

假如 ｚｔ 具有遍历性，则由随机过程理论当 Ｎ→∞以概率 １成立
珋ｚ→ｍ， σ^２→σ２， γ^ｋ→γｋ， ρ^ｋ→ρｋ （１ ．２ ．３２）
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【定义 １ ．２ ．１０】 设 ａｔ，ｔ∈Ｔ ＝ …，－ １，０，１{ }，… ，是带零均值、方差为σ２的不相关随
机序列，即

Ｅａｔ ＝ ０， Ｅ［ａｔａｓ］＝σ２δｔｓ （１ ．２ ．３３）
其中δｔｔ ＝ １，δｔｓ ＝ ０（ｔ≠ ｓ），则称 ａｔ 是白噪声 ．

显然，白噪声相关函数为

γｋ ＝ Ｅ［ｚｔｚｔ ＋ ｋ］＝
σ２ ｋ ＝ ０
０ ｋ≠{ ０

（１ ．２ ．３４）

白噪声的标准相关函数为

ρｋ ＝
１ ｋ ＝ ０
０ ｋ≠{ ０

（１ ．２ ．３５）

因此白噪声是最简单的平稳随机序列 ．
【定义 １ ．２ ．１１】 如果一个白噪声序列 ａｔ 同时又是正态随机序列，即在每时刻 ｔ，ａｔ

均服从正态分布，则称其为正态白噪声 ．
白噪声在理论和应用上具有重要意义 ．在理论上，用白噪声的线性运算可构造一般的

平稳时间序列模型；在应用上，许多系统的观测噪声是白噪声，例如仪器或仪表的量测噪
声 ．图 １ ．２ ．１分别给出了正态 Ｎ（０，１）白噪声和正态 Ｎ（０，０ ．６４）白噪声的一个样本曲线 ．

图 １ ．２ ．１ 正态白噪声样本

１ ．３ 自回归滑动平均（ＡＲＭＡ）模型

对时间序列估计（预报和滤波）的基本方法就是建模 ．时间序列的预报器和滤波器的
设计是基于它的模型 ．本节介绍应用最广泛的时间序列模型———自回归滑动平均（ＡＲ
ＭＡ）模型 ．它可由白噪声的线性运算生成 ．

１ ．３ ．１ 自回归滑动平均模型

【例 １ ．３ ．１】 股市行情建模和预报问题 ．
每天股票价格的波动带有很大随机性，通常它也呈现出一定趋势性，但这种趋势也是

随机的和变化莫测的 ．股票价格波动的幅度常常也是很大的 ．因而股票价格时间序列本质
上是一个非平稳时间序列 ．用建模方法进行预报成为一个有较大难度的问题 ．关键在于建
立何种模型 ．有一种经验性预报方法是“对明天股票价格最好的预报是今天股票的价格”，
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这等价于用如下随机游动模型描写股票价格时间序列 ｚｔ，即
ｚｔ ＝ ｚｔ － １ ＋ ａｔ （１ ．３ ．１）

其中 ａｔ 是白噪声 ．这是说，明天股票价格 ｚｔ ＋ １等于在今天股票价格 ｚｔ 基础上加上随机波
动 ａｔ ＋ １ ．因为白噪声是不可预测的，因此由上面的随机游动模型引出明天股票价格最优预
报值 ｚ^ ｔ ＋ １ ｜ ｔ为

ｚ^ ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＝ ｚｔ （１ ．３ ．２）
即“对明天股票价格最优的预报就是今天股票的价格”．因为模型（１ ．３ ．１）描写了时间序列
现在的值与它自身过去的值之间的关系，故称（１ ． ３ ． １）为简单的自回归模型 ．因为现在的
值 ｚｔ 仅与前一时刻值 ｚｔ － １有关，故称其为一阶自回归模型。“自回归”顾名思义就是回顾
时间序列自身的历史，考虑它现在和过去的联系 ．

Ｂｏｘ和 Ｊｅｎｋｉｎｓ［２］考察了美国 ＩＢＭ普通股 １９６１年 ５月 １７日至 １９６２年 １１月 ２日的收盘
价格 ｚｔ 有 ３６９个数据，它呈现带随机趋势性的非平稳性，为了消除趋势性，化为平稳序
列，引入一阶差分序列为

ｙｔ ＝ ｚｔ － ｚｔ － １ （１ ．３ ．３）

计算 ｙｔ 的采样相关函数ρ^ｋ，发现ρ^０ ＝ １，^ρ１≠０，但对 ｋ ＞ １，^ρｋ 的绝对值很小，因而可近似
认为ρ^ｋ ＝ ０（ｋ ＞ １）．因此可认为 ｙｔ 是一个一步相关序列，即可用模型

ｙｔ ＝ ａｔ ＋θａｔ － １ （１ ．３ ．４）

描写 ｙｔ，这里 ａｔ 是零均值、方差为σ２的白噪声，θ为模型参数 ．容易验证模型（１ ．３ ．４）的相
关函数ρｋ 在 ｋ ＝ １处截尾，因而它是一步相关序列 ．我们称模型（１ ． ３ ． ４）为一阶滑动平均
模型，它由白噪声 ａｔ 和 ａｔ － １的线性组合生成，叫“滑动和”或“滑动平均”或“加权和”．

将（１ ．３ ．３）代入（１ ．３ ．４）可得改进的股票价格时间序列 ｚｔ 的模型
ｚｔ － ｚｔ － １ ＝ ａｔ ＋θａｔ － １ （１ ．３ ．５）

称（１ ．３ ．５）为一阶自回归滑动平均模型 ．它的左边含有自回归项，它的右边含有滑动平均
项 ．它改进了随机游动模型（１ ．３ ．１）．

在许多时间序列预报问题中，例如气象和水文预报，我们要预报某地明年年降雨量 ．
周知，明年年降雨量通常不仅与今年降雨量有关，而且与去年和前年降雨量均有关，这引
出如下 ｎ 阶自回归模型 ．
【定义 １ ．３ ．１】 若时间序列 ｚｔ 有模型

ｚｔ ＝φ１ ｚｔ － １ ＋φ２ ｚｔ － ２ ＋… ＋φｐｚｔ － ｐ ＋ ａｔ （１ ．３ ．６）
其中模型线差 ａｔ 是零均值、方差为σ２的白噪声，φ１，…，φｐ 为模型参数，则称式（１ ．３ ．６）为
ｐ 阶自回归模型，记为 ＡＲ（ｐ），ｐ 为它的阶次 ．

将非平稳序列用差分方法化为平稳序列后，这个平稳序列的相关函数有时是 ｑ 步相
关的，即它的相关函数ρｋ 具有性质ρｋ≠０，ｋ ＝ ０，１，…，ｑ；ρｋ ＝ ０，ｋ ＞ ｑ，即它的相关函数在
ｋ ＝ ｑ 处截尾，这种平稳序列可用如下滑动平均模型来描写 ．
【定义 １ ．３ ．２】 若时间序列 ｚｔ 有模型

ｚｔ ＝ ａｔ －θ１ａｔ － １ －… －θｑａｔ － ｑ （１ ．３ ．７）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２的白噪声，θ１，…，θｑ 是模型参数，则称式（１ ．３ ．７）为 ｑ 阶滑动
平均模型，记为 ＭＡ（ｑ），ｑ 为它的阶次 ．
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容易验证 ｚｔ 的相关函数ρｋ 在 ｋ ＝ ｑ 处截尾 ．
推广模型（１ ．３ ．５）有一般的自回归滑动平均（Ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ Ｍｏｖｉｎｇ Ａｖｅｒａｇｅ）模型的定义 ．
【定义 １ ．３ ．３】 若时间序列 ｚｔ 有模型

ｚｔ －φ１ ｚｔ － １ －… －φｐｚｔ － ｐ ＝ ａｔ －θ１ａｔ － １ －… －θｑａｔ － ｑ （１ ．３ ．８）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２的白噪声，则称（１ ．３ ．８）为自回归滑动平均模型，简记 ＡＲＭＡ
（ｐ，ｑ）模型，ｐ，ｑ 为它的阶次 ．

引入单位滞后算子 ｑ － １，ｑ － １ ｘｔ ＝ ｘｔ － １，ｑ － ｉｘｔ ＝ ｘｔ － ｉ，定义自回归和滑动平均算子多项
式分别为

φ（ｑ － １）＝ １ －φ１ ｑ － １ －… －φｐｑ － ｐ，

θ（ｑ － １）＝ １ －θ１ ｑ － １ －… －θｑｑ － ｑ （１ ．３ ．９）
则 ＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）模型（１ ．３ ．８）可简写为

φ（ｑ － １）ｚｔ ＝θ（ｑ － １）ａｔ （１ ．３ ．１０）

ＡＲ（ｐ）模型（１ ．３ ．６）可写为

φ（ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．３ ．１１）

ＭＡ（ｑ）模型（１ ．３ ．７）可写为
ｚｔ ＝θ（ｑ － １）ａｔ （１ ．３ ．１２）

１ ．３ ．２ ＡＲＭＡ模型的平稳性

【例 １ ．３ ．２】 ＡＲ（１）模型的平稳性 ．
考虑 ＡＲ（１）模型

ｚｔ ＝φｚｔ － １ ＋ ａｔ （１ ．３ ．１３）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２

ａ 的白噪声 ．
在什么条件下，ＡＲ（１）模型（１ ．３ ．１３）描写一个平稳随机序列？（１ ．３ ．１３）可写为

（１ －φｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．３ ．１４）

ｚｔ ＝
１

１ －φｑ － １ ａｔ （１ ．３ ．１５）

应用几何级数求和公式有无穷级数展式

ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊｑ － ｊａｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊａｔ － ｊ （１ ．３ ．１６）

这相当于把 ｚｔ 表为无穷阶次滑动平均模型 ＭＡ（∞）．
要使（１ ．３ ．１６）代表一个平稳序列，它必须在均方收敛意义下收敛，这要求如下数值级

数收敛，即

∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

２ ｊ ＜ ∞ （１ ．３ ．１７）

这等价于要求
｜φ ｜ ＜ １ （１ ．３ ．１８）

注意本例自回归多项式，φ（ｑ － １）＝ １ －φｑ － １，这等价于要求φ（ｘ）的零点位于单位圆外 ．
当 ｜φ ｜ ＜ １ 时，我们有级数（１ ． ３ ． １６）均方收敛 ．因为由均方收敛的 Ｃａｕｃｈｙ 准则，当

ｍ→∞，ｎ→∞时有
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Ｅ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｍ
φ

ｊａｔ －( )ｊ ２
＝σ２

ａ∑
ｎ

ｊ ＝ ｍ
φ

２ ｊ → ０ （１ ．３ ．１９）

其中 Ｅ为数学期望符号 ．于是我们有

Ｅｚｔ ＝ Ｅ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊａｔ － ｊ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊＥａｔ－ ｊ ＝ ０，

γｋ ＝ Ｅ［ｚｔｚｔ ＋ ｋ］＝ Ｅ ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊａｔ －( )ｊ ∑
∞

ｉ ＝ ０
φ

ｉａｔ ＋ ｋ－( )ｉ ＝

σ２
ａ∑

∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊ
φ

ｊ ＋ ｋ ＝σ２
ａφ

ｋ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

２ ｊ ＝ σ２
ａφ

ｋ

１ －φ
２ （１ ．３ ．２０）

这证明了在 ｜φ ｜ ＜ １条件下，ｚｔ 是一个带零均值、相关函数为γｋ 的平稳序列 ．取 ｋ ＝ ０可得
ｚｔ 的方差为

σ２
ｚ ＝γ０ ＝

σ２
ａ

１ －φ
２ （１ ．３ ．２１）

从而有 ｚｔ 的标准相关函数为

ρｋ ＝
γｋ

γ０
＝φ

ｋ （１ ．３ ．２２）

可证明：对一般的 ＡＲＭＡ模型（１ ．３ ．１０），它是平稳的（即它描写一个平稳随机序列），
充分条件是多项式φ（ｘ）的零点位于单位圆外，称这样的φ（ｑ － １）是稳定的多项式 ．
【例 １ ．３ ．３】 考虑 ＡＲ（１）模型

ｚｔ ＝ ０ ．８ ｚｔ － １ ＋ ａｔ （１ ．３ ．２３）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２

ａ ＝ １的正态白噪声 ．由式（１ ．３ ．２２）有 ｚｔ 的标准相关函数为

ρｋ ＝（０ ．８）ｋ （１ ．３ ．２４）

ｚｔ 的一个样本函数和 ｚｔ 的相关函数图形如图 １ ．３ ．１所示 ．

图 １ ．３ ．１ ｚｔ ＝ ０ ．８ ｚｔ － １ ＋ ａｔ 的样本函数和标准相关函数

【例 １ ．３ ．４】 考虑 ＡＲ（１）模型
ｚｔ ＝ － ０ ．８ ｚｔ － １ ＋ ａｔ （１ ．３ ．２５）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ １的正态白噪声 ．由式（１ ．３ ．２２）有 ｚｔ 的相关函数为

ρｋ ＝（－ ０ ．８）ｋ （１ ．３ ．２６）

ｚｔ 的一个样本函数和相关函数图形如图 １ ．３ ．２ 所示 ．对比图 １ ．３ ．１和图 １ ．３ ．２ 可看到，由

于两个自回归系数φ的符号相反，导致相应的标准相关函数有完全不同的特征 ．对例
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１ ．３ ．３，ρｋ 呈指数衰减趋于零，对例１ ．３ ．４，ρｋ 呈正、负交错指数衰减趋于零 ．因前者ρｋ ＞ ０，
故均为正相关，这引出它的样本函数波动较慢，而后者ρｋ 的符号正负交错，这引出它的样
本函数波动很快，呈来回正负交错激烈振荡形式 ．

图 １ ．３ ．２ ｚｔ ＝ － ０ ．８ ｚｔ － １ ＋ ａｔ 的样本函数和标准相关函数

１ ．３ ．３ ＡＲＭＡ模型的可逆性

【例 １ ．３ ．５】 考虑 ＭＡ（１）模型
ｚｔ ＝ ａｔ －θａｔ － １ （１ ．３ ．２７）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ 的白噪声 ．容易验证 ｚｔ 是一个平稳时间序列 ．事实上

Ｅｚｔ ＝ Ｅａｔ －θＥａｔ － １ ＝ ０ （１ ．３ ．２８）

γｋ ＝ Ｅ［ｚｔｚｔ ＋ ｋ］＝ Ｅ［（ａｔ －θａｔ － １）（ａｔ ＋ ｋ －θａｔ ＋ ｋ － １）］＝

（１ ＋θ２）σ２
ａ ｋ ＝ ０

－θσ２
ａ ｋ ＝ １

０ ｋ
{

＞ １

（１ ．３ ．２９）

这引出它的标准相关函数为

ρｋ ＝

１ ｋ ＝ ０

－ θ
１ ＋θ２ ｋ ＝ １

０ ｋ










＞ １

（１ ．３ ．３０）

可逆性是指：在什么条件下，白噪声 ａｔ 可通过 ｚｔ 来表示？由式（１ ．３ ．２７）有

ｚｔ ＝（１ －θｑ － １）ａｔ （１ ．３ ．３１）
形式上 ａｔ 可通过 ｚｔ 表示为

ａｔ ＝
１

１ －θｑ － １ ｚｔ （１ ．３ ．３２）

应用几何级数公式，有展式

ａｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
θｊｑ － ｊｚｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
θｊｚｔ － ｊ （１ ．３ ．３３）

这相当于将 ｚｔ 表为无穷阶自回归模型 ＡＲ（∞）．
由（１ ．３ ．２７）引出 ｚｔ 的方差σ２

ｚ 是有界的，事实上

σ２
ｚ ＝ Ｅ［ｚ２ｔ］＝ Ｅ［（ａｔ －θａｔ － １）２］＝（１ ＋θ２）σ２

ａ （１ ．３ ．３４）
由均方收敛的 Ｃａｕｃｈｙ准则，级数（１ ．３ ．３３）均方收敛的充要条件为当 ｍ→∞，ｎ→∞时，
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Ｅ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｍ
θｊｚｔ －( )ｊ ２

→ ０ （１ ．３ ．３５）

事实上

Ｅ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｍ
θｊｚｔ －( )ｊ ２

＝ Ｅ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｍ
θｊｚｔ －( )ｊ ∑

ｎ

ｓ ＝ ｍ
θｓｚｔ －( )[ ]ｓ ＝ ∑

ｎ

ｊ，ｓ ＝ ｍ
θｊθｓγｊ － ｓ （１ ．３ ．３６）

因由（１ ．３ ．２９）知γｋ 是有界的，即
｜γｋ ｜≤ ｒ， ｋ ＝ ０，± １，± ２，… （１ ．３ ．３７）

因此由（１ ．３ ．３６）引出（１ ．３ ．３５）成立的充要条件是
｜θ｜ ＜ １ （１ ．３ ．３８）

此时当 ｍ，ｎ 充分大后，（１ ．３ ．３６）右边的项的值可任意小，即（１ ．３ ．３５）成立 ．
条件 ｜θ｜ ＜ １等价于滑动平均多项式θ（ｑ － １）＝ １ －θｑ － １的零点（即θ（ｘ）的零点）位于

单位圆外 ．
对于一般的 ＡＲＭＡ模型（１ ．３ ．１０），可证明它可逆的充分条件为θ（ｘ）的零点位于单位

圆外，即θ（ｑ － １）是一个稳定的多项式 ．
【例 １ ．３ ．６】 考虑 ＭＡ（１）模型

ｚｔ ＝ ａｔ ＋ ０ ．５ａｔ － １ （１ ．３ ．３９）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２

ａ ＝ １的正态白噪声 ．显然模型（１ ．３ ．３９）是可逆的 ．由（１ ．３ ．３０）
有样本函数 ｚｔ 的标准相关函数为

ρｋ ＝
１ ｋ ＝ ０
０ ．４ ｋ ＝ １
０ ｋ

{
＞ １

（１ ．３ ．４０）

ｚｔ 的一个样本函数和标准相关函数ρｋ 图形如图 １ ．３ ．３所示 ．

图 １ ．３ ．３ ｚｔ ＝ ａｔ ＋ ０ ．５ ｚｔ － １的样本函数和标准相关函数

【例 １ ．３ ．７】 考虑 ＭＡ（１）模型
ｚｔ ＝ ａｔ － ０ ．５ａｔ － １ （１ ．３ ．４１）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２ ＝ １的正态白噪声 ．显然模型（１ ．３ ．４１）是可逆的 ．由（１ ．３ ．３０）
有 ｚｔ 的标准相关函数

ρｋ ＝
１ ｋ ＝ ０
－ ０ ．４ ｋ ＝ １
０ ｋ

{
＞ １

（１ ．３ ．４２）
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ｚｔ 的一个样本函数和标准相关函数ρｋ 图形如图 １ ．３ ．４所示 ．

图 １ ．３ ．４ ｚｔ ＝ ａｔ － ０ ．５ ｚｔ － １的样本函数和标准相关函数

比较图 １ ．３ ．３和图 １ ．３ ．４可看到，由于例 １ ．３ ．６中ρ１ ＝ ０ ．４ ＞ ０，故 ｚｔ 在相邻时刻取值
正相关，这引出 ｚｔ 取值的正负波动较缓慢，而由于例 １ ．３ ．７中ρ１ ＝ － ０ ．４ ＜ ０，故 ｚｔ 在相邻
时刻取值负相关，这引出 ｚｔ 取值的正负波动很快 ．

１ ．３ ．４ 几个平稳和非平稳 ＡＲＭＡ模型的样本曲线

用 ＭＡＴＬＡＢ语言和标准正态分布 Ｎ（０，１）随机数在计算机上可用递推计算生成
ＡＲＭＡ模型的样本函数 ．
【例 １ ．３ ．８】 非平稳 ＡＲ（１）模型———随机游动模型

（１ － ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．３ ．４３）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２

ａ ＝ ０ ．１的正态白噪声 ．因φ（ｑ － １）＝ １ － ｑ － １有零点 ｑ － １ ＝ １，故
ｚｔ 是非平稳的 ．它的一个样本函数如图 １ ．３ ．５所示 ．

图 １ ．３ ．５ 随机游动 ｚｔ ＝ ｚｔ － １ ＋ ａｔ 的样本函数

【例 １ ．３ ．９】 平稳可逆的 ＡＲＭＡ（１，１）模型
（１ － ０ ．９ｑ － １）ｚｔ ＝（１ － ０ ．５ｑ － １）ａｔ （１ ．３ ．４４）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ ０ ．３６的正态白噪声 ．因φ ＝ ０ ．９，θ＝ ０ ． ５，它们的绝对值小

于 １，故 ｚｔ 是平稳、可逆的 ．它的一个样本函数如图 １ ．３ ．６所示 ．
【例 １ ．３ ．１０】 平稳 ＡＲ（２）模型

（１ － ０ ．９ｑ － １）（１ － ０ ．５ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．３ ．４５）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ １的正态白噪声 ．它的一个样本函数如图 １ ．３ ．７所示 ．

·０２·



图 １ ．３ ．６ （１ － ０ ．９ｑ － １）ｚｔ ＝（１ － ０ ．５ｑ － １）ａｔ 的一个样本函数

图 １ ．３ ．７ 平稳模型（１ － ０ ．９ｑ － １）（１ － ０ ．５ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ 的一个样本函数

【例 １ ．３ ．１１】 平稳、可逆的 ＡＲＭＡ（２ ．１）模型
（１ － ０ ．８ｑ － １）（１ － ０ ．５ｑ － １）ｚｔ ＝（１ － ０ ．３ｑ － １）ａｔ （１ ．３ ．４６）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ ０ ．６４的正态白噪声 ．它的一个样本函数如图 １ ．３ ．８所示 ．

图 １ ．３ ．８ 平稳可逆模型（１ － ０ ．８ｑ － １）（１ － ０ ．５ｑ － １）ｚｔ ＝（１ － ０ ．３ｑ － １）ａｔ 的一个样本函数

【例 １ ．３ ．１２】 非平稳 ＡＲＭＡ（２，１）模型
（１ － ０ ．８ｑ － １）（１ － ｑ － １）ｚｔ ＝（１ － ０ ．３ｑ － １）ａｔ （１ ．３ ．４７）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ ０ ．６４的正态白噪声，因φ（ｑ － １）＝（１ － ０ ．８ｑ － １）（１ － ｑ － １）有

零点 ｑ － １ ＝ １，故式（１ ．３ ．４７）是非平稳的 ．它的一个样本函数如图 １ ．３ ．９所示 ．

１ ．３ ．５ 应用实例

【例 １ ．３ ．１３】 对某化学反应过程每两小时做一次观测，依次得到溶液浓度 ｚｔ 的 １９７
个数据［３］，如图 １ ．３ ．１０所示 ．显然 ｚｔ 是非平稳序列，因为它有曲线趋势 ．为了消除曲线趋
势，化 ｚｔ 为平稳序列，引入它的差分序列 ｙｔ 为

ｙｔ ＝ ｚｔ － ｚｔ － １ （１ ．３ ．４８）
·１２·



图 １ ．３ ．９ 非平稳模型（１ － ０ ．８ｑ － １）（１ － ｑ － １）ｚｔ ＝（１ － ０ ．３ｑ － １）ａｔ 的一个样本函数

它的图形如图 １ ．３ ．１１所示，可看到 ｙｔ 具有平稳序列的特征 ．

图 １ ．３ ．１０ 某化学反应过程中浓度 ｚｔ 的 １９７个数据

图 １ ．３ ．１１ 某化学反应过程中浓度差分序列 ｙｔ ＝ ｚｔ － ｚｔ － １

计算差分序列 ｙｔ 的采样相关函数和标准相关函数

γ^ ＝ １
１９７∑

１９７－ ｋ

ｔ ＝ ２
（ｙｔ －珋ｙ）（ｙ ＋ ｋ －珋ｙ）， ρ^ｋ ＝ γ^ｋ ／γ^０，

珋ｙ ＝ ∑
１９７

ｔ ＝ ２
ｙｔ ／ １９７ ＝ ０ ．００２ （１ ．３ ．４９）

计算结果为［３］

ρ^０ ＝ １， ρ^１ ＝ － ０ ．４１２ ９，

ρ^２ ＝ ０ ．０２０ １， ρ^３ ＝ － ０ ．０６８ ０， ρ^４ ＝ － ０ ．００８ ７，

ρ^５ ＝ － ０ ．０７６ ６， ρ^６ ＝ － ０ ．００８ ３， ρ^７ ＝ ０ ．１３５ ０，


（１ ．３ ．５０）
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显然ρ^１ 是非零的，而对 ｋ ＞ １，^ρｋ 的绝对值很小，故可近似认为ρ^ｋ ＝ ０（ｋ ＞ １）．于是可将 ｙｔ
看成是一步相关序列，即它的相关函数在 ｋ ＝ １ 处截尾，换言之，ｙｔ 的标准相关函数可看
成是

ρ０ ＝ １，ρ１≠０，ρｋ ＝ ０ （ｋ ＞ １） （１ ．３ ．５１）
显然它可用 ＭＡ（１）模型来描写，即

ｙｔ ＝ ａｔ －θａｔ － １ （１ ．３ ．５２）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ 的白噪声，θ是模型参数 ．σ２

ａ 和θ是未知的 ．
我们可用如下方法求方差σ２

ａ 和θ．由（１ ．３ ．３０）ＭＡ（１）模型，当 ｋ ＝ １时有

ρ１ ＝ － θ
１ ＋θ２ （１ ．３ ．５３）

由（１ ．３ ．５０），将ρ１ ＝ － ０ ．４１２ ７代入（１ ．３ ．５３），有关θ的一元二次方程为

θ２ － ２ ．４２３ ０６７ ６θ＋ １ ＝ ０ （１ ．３ ．５４）
解之可得使 ＭＡ（１）模型（１ ．３ ．５２）可逆的θ的估值为

θ^＝ ０ ．５２７ ５６４ ４ （１ ．３ ．５５）
又由 ｙｔ 数据可算出在 ｋ ＝ １时的相关函数值γ１的估值

γ^１ ＝ － ０ ．５２６ （１ ．３ ．５６）
由（１ ．３ ．２９）有关系

γ^１ ＝ －θ^^σ２
ａ （１ ．３ ．５７）

这引出σ２
ａ 的估值为

σ^２
ａ ＝ －γ^１ ／θ^＝ ０ ．１０６ ５２７ ２ （１ ．３ ．５８）

因而最终得到原非平稳序列 ｚｔ 的 ＡＲＭＡ模型为
ｚｔ － ｚｔ － １ ＝ ａｔ － ０ ．５２７ ５６４ ４ａｔ － １ （１ ．３ ．５９）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ ０ ．１０６ ５２９ ２的白噪声 ．

本例的建模过程完全类似于在例 １ ．３ ．１中的对 ＩＢＭ股票收盘价格时间序列的建模 ．

１ ．４ ＡＲＭＡ过程的展式

用 ＡＲＭＡ模型描写的随机序列称为 ＡＲＭＡ 过程 ． ＡＲＭＡ 过程本质上可看成是以白噪
声作为输入的一个动态系统的输出，输入与输出递推关系用 ＡＲＭＡ模型表示 ．本节研究
ＡＲＭＡ过程的非递推无穷级数表达式问题，可更进一步揭示 ＡＲＭＡ 过程的实质：平稳的
ＡＲＭＡ过程可用白噪声的线性运算来生成，这叫平稳性，即平稳 ＡＲＭＡ过程可展为白噪声
的无穷级数 ．反之，一个平稳可逆的 ＡＲＭＡ模型的输入白噪声总可用它的输出的线性运
算生成，这叫可逆性 ．这种关系级数展式在理论和应用研究中具有重要意义 ．

对于 ＡＲＭＡ过程从一种形态的表达式到另一种形态的表达式的转化，不是数学游
戏，而是解决问题强有力的杠杆 ．我们将揭示 ＡＲＭＡ过程、ＡＲ过程和 ＭＡ过程三者之间的
转化关系 ．将引入无穷阶 ＡＲ模型 ＡＲ（∞）和无穷阶 ＭＡ模型 ＭＡ（∞）概念，并指出平稳可
逆的 ＡＲＭＡ模型等价于 ＡＲ（∞）模型，也等价于 ＭＡ（∞）模型 ．我们指出，平稳的 ＡＲＭＡ模
型总可用高阶 ＡＲ模型逼近到任意精度 ．这就是为什么工程上乐于采用 ＡＲ模型近似描写
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平稳时间序列 ．我们也指出，平稳、可逆的 ＡＲＭＡ模型总可用高阶 ＭＡ模型逼近到任意精
度 ．

线性运算也叫线性“滤波器”（Ｆｉｌｔｅｒ）．平稳可逆 ＡＲＭＡ 过程与白噪声关系如图 １ ． ４ ． １
所示，其中由白噪声生成 ＡＲＭＡ 过程的滤波器叫“成形滤波器”，由 ＡＲＭＡ 过程生成白噪
声的滤波器叫“白化滤波器”．图中ψｊ 和βｊ 为滤波器系数 ．我们将给出它们的计算公式 ．

白噪声 ａ
→ｔ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊｑ － →ｊ ｚｔ（ＡＲＭＡ过程）

成形滤波器

ｚｔ（ＡＲＭＡ
→

过程）
∑
∞

ｊ ＝ ０
βｊｑ － →ｊ 白噪声 ａｔ

白化滤波器

图 １ ．４ ．１ ＡＲＭＡ过程与白噪声关系

我们将证明平稳可逆 ＡＲＭＡ模型、ＡＲ模型和 ＭＡ模型的关系如下：
ＡＲＭＡ模型 ＝ ＭＡ（∞）模型
ＡＲＭＡ模型≈高阶 ＭＡ（ｑ）
ＡＲＭＡ模型 ＝ ＡＲ（∞）模型
ＡＲＭＡ模型≈高阶 ＡＲ（ｐ）
ＡＲ模型 ＝ ＭＡ（∞）模型
ＭＡ模型 ＝ ＡＲ（∞）模型

ＡＲ模型≈高阶 ＭＡ（ｑ）模型
ＭＡ模型≈高阶 ＡＲ（ｐ）模型

上述精确表达式在理论分析时有重要作用，近似表达式在工程应用中和建模中有重
要意义 ．上述关系体现了有限与无限的转化、近似的与精确的转化 ．

１ ．４ ．１ 平稳 ＡＲＭＡ过程的ＭＡ（∞）展式

【例 １ ．４ ．１】 继例 １ ．３ ．２ 考虑平稳 ＡＲ（１）过程
（１ －φｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ， ｜φ ｜ ＜ １ （１ ．４ ．１）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ 的白噪声，现在我们用不同于例 １ ．３ ．２的方法求 ｚｔ 的展式 ．

设 ｚｔ 的展式为

ｚｔ ＝ １
１ －φｑ －１ ａｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊｑ － ｊａｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ （１ ．４ ．２）

其中ψｊ 为待定系数 ．由（１ ．４ ．２）有关系

１
１ －φｑ －１ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｉｑ － ｊ （１ ．４ ．３）

１ ＝（１ －φｑ －１）∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｉｑ － ｊ （１ ．４ ．４）

比较（１ ．４ ．４）两边 ｑ － ｊ系数有关系
·４２·



ψ０ ＝ １， ψｊ －φψｊ － １ ＝ ０， ｊ ＝ １，２，… （１ ．４ ．５）
这引出

ψ１ ＝φ， ψ２ ＝φ
２，…， ψｊ ＝φ

ｊ （１ ．４ ．６）
故有展式

ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊａｔ － ｊ （１ ．４ ．７）

它相同于例 １ ．３ ．２用几何级数求和方法所得结果，这种方法叫“待定系数法”．
考虑一般平稳 ＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）过程

φ（ｑ － １）ｚｔ ＝θ（ｑ － １）ａｔ （１ ．４ ．８）

其中 ａｔ 为零均值、方差为σ２
ａ 的白噪声，即

Ｅａｔ ＝ ０， Ｅ［ａｔａｓ］＝σ２
ａδｔｓ （１ ．４ ．９）

其中 Ｅ为均值号，δｔｔ ＝ １，δｔｓ ＝（ｔ≠ ｓ），ｑ － １为单位滞后算子，

φ（ｑ － １）＝ １ －φ１ ｑ － １ －… －φｐｑ － ｐ

θ（ｑ － １）＝ １ －θ１ ｑ － １ －… －θｑｑ － ｑ （１ ．４ ．１０）

设过程是平稳的，即多项式φ（ｘ）的零点位于单位圆外，考虑展式

ｚｔ ＝ θ（ｑ －１）
φ（ｑ －１）ａｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊｑ － ｊａｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ （１ ．４ ．１１）

它是一个无穷阶滑动平均过程，记为 ＭＡ（∞）．
如何求待定系统ψｊ？受例 １ ．４ ．１的启发，由（１ ．４ ．１１）有关系

θ（ｑ －１）
φ（ｑ －１）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊｑ － ｊ （１ ．４ ．１２）

θ（ｑ －１）＝ φ（ｑ －１）∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊｑ － ｊ （１ ．４ ．１３）

即
１ －θ１ ｑ － １ －… －θｑｑ － ｑ ＝（１ －φ１ ｑ － １ －… －φｐｑ － ｐ）（ψ０ ＋ψ１ ｑ － １ ＋… ＋ψｊｑ － ｊ ＋…）

（１ ．４ ．１４）
比较上式两边 ｑ － ｊ系数引出递推关系

ψ０ ＝ １

ψ１ －φ１ ＝ －θ１



ψｊ －φ１ψｊ － １ －… －φｐψｊ － ｐ ＝ －θｊ

（１ ．４ ．１５）

这引出如下定理 ．
【定理 １ ．４ ．１】 平稳 ＡＲＭＡ过程（１ ．４ ．８）有无穷阶 ＭＡ（∞）模型展式

ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ （１ ．４ ．１６）

其中系数ψｊ 有递推计算公式

ψｊ ＝φ１ψｊ － １ ＋… ＋φｐψｊ － ｐ －θｊ （１ ．４ ．１７）

其中规定ψ０ ＝ １，ψｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），θｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｑ）．特别，当 ｊ ＞ ｑ，有齐次差分方程
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ψｊ ＝φ１ψｊ － １ ＋… ＋φｐψｊ － ｐ， ｊ ＞ ｑ （１ ．４ ．１８）
即

φ（ｑ － １）ψｊ ＝ ０， ｊ ＞ ｑ （１ ．４ ．１９）
【推论 １ ．４ ．１】 平稳 ＡＲ（ｐ）过程φ（ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ 有 ＭＡ（∞）展式（１ ． ４ ． １６），其中系数

ψｊ 可递推计算为

ψｊ ＝φ１ψｊ － １ ＋… ＋φｐψｊ － ｐ， ｊ ＞ ０ （１ ．４ ．２０）
其中规定ψ０ ＝ １，ψｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０）．

注意由平稳性（φ（ｘ）的零点位于单位圆外）假设引出如下级数收敛

∑
∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ ＜ ∞ （１ ．４ ．２１）

从而展式（１ ．４ ．１６）均方收敛，由（１ ．４ ．２１）引出当 ｊ→∞时

ψｊ→０ （１ ．４ ．２２）
因而当取 ｎ０ 充分大时有近似 ＭＡ（ｎ０）展式为

ｚｔ ≈∑
ｎ０

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ （１ ．４ ．２３）

这引出如下重要定理 ．
【定理 １ ．４ ．２】 平稳 ＡＲＭＡ过程（１ ．４ ．８）可用高阶 ＭＡ（ｎ０）过程（１ ．４ ．２３）逼近到任意

精度，即当 ｎ０ 充分大，平稳 ＡＲＭＡ过程（１ ．４ ．８）可用高阶滑动平均过程 ＭＡ（ｎ０）（１ ． ４ ． ２３）
近似表示 ．
【例 １ ．４ ．２】 考虑平稳 ＡＲ（１）模型

（１ － ０ ．１ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．４ ．２４）
它有 ＭＡ（∞）展式

ｚｔ ＝ １
１ － ０ ．１ｑ －１ ａｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
（０ ．１）ｊａｔ － ｊ （１ ．４ ．２５）

于是有 ｚｔ 的近似 ＭＡ（１）模型为
ｚｔ ＝（１ ＋ ０ ．１ｑ － １）ａｔ （１ ．４ ．２６）

注意，定理 １ ．４ ．１的重要意义在于：任何平稳 ＡＲＭＡ 过程 ｚｔ 可用白噪声的线性运算
（无穷级数）来生成 ．定理 １ ．４ ．２有重要的工程应用意义 ．在应用中人们常常用更简单的近
似模型来描写一个时间序列 ．

１ ．４ ．２ 平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程的 ＡＲ（∞）展式

由式（１ ．４ ．８）有 ａｔ 可表为

ａｔ ＝ φ（ｑ －１）
θ（ｑ －１）ｚｔ ＝ １ － ∑

∞

ｊ ＝ １
πｊｑ －( )ｊ ｚｔ （１ ．４ ．２７）

其中πｊ 为待定系数 ．由式（１ ．４ ．２７）有关系

φ（ｑ －１）
θ（ｑ －１） ＝ － ∑

∞

ｊ ＝ ０
πｊ ｑ － ｊ， π０ ＝ － １ （１ ．４ ．２８）

用待定系数法，类似于定理 １ ．４ ．１的推导有如下定理 ．
【定理 １ ．４ ．３】 平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程（１ ．４ ．８）有无穷阶自回归模型 ＡＲ（∞）展式
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ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ １
πｊｚｔ － ｊ ＋ ａｔ （１ ．４ ．２９）

其中系数πｊ 可递推计算为

πｊ ＝θ１πｊ － １ ＋… ＋θｑπｊ － ｑ ＋φｊ， ｊ ＞ ０ （１ ．４ ．３０）

其中规定π０ ＝ － １，πｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），φｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｐ）．

【推论 １ ．４ ．２】 ＭＡ（ｑ）过程 ｚｔ ＝θ（ｑ － １）ａｔ 有 ＡＲ（∞）模型展式（１ ．４ ．２９），其中系数πｊ

有递推计算公式

θ（ｑ － １）πｊ ＝ ０， ｊ ＞ ０ （１ ．４ ．３１）

其中规定π０ ＝ － １，πｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０）．
注意由均方收敛的展式（１ ．４ ．２９）引出收敛级数

∑
∞

ｊ ＝ １
π２

ｊ ＜ ∞ （１ ．４ ．３２）

这引出

πｊ→０ （ｊ→∞） （１ ．４ ．３３）

因而当取 ｎ０ 充分大有近似展式

ｚｔ ≈∑
ｎ０

ｊ ＝ １
πｊｚｔ － ｊ ＋ ａｔ （１ ．４ ．３４）

这引出如下定理 ．
【定理 １ ．４ ．４】 平稳可逆 ＡＲＭＡ过程（１ ．４ ．８）可用高阶 ＡＲ（ｎ０）过程逼近到任意精度，

即当 ｎ０ 充分大，ＡＲＭＡ过程（１ ．４ ．８）可近似用高阶 ＡＲ（ｎ０）过程（１ ．４ ．３４）表示 ．
这一定理有重要应用意义，在许多应用中常常用高阶 ＡＲ模型代替一个 ＡＲＭＡ模型，

使处理问题简化 ．
【例 １ ．４ ．３】 考虑 ＭＡ（１）过程

ｚｔ ＝（１ － ０ ．５ｑ － １）ａｔ （１ ．４ ．３５）

则有 ＡＲ（∞）展式

ａｔ ＝ １
１ － ０ ．５ｑ －１ ｚｔ ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０
（０ ．５）ｊｚｔ － ｊ （１ ．４ ．３６）

取 ｎ０ ＝ ３，则 ｚｔ 有近似 ＡＲ（３）表达式

ｚｔ ＝ － ０ ．５ ｚｔ － １ － ０ ．２５ ｚｔ － ２ － ０ ．１２５ ｚｔ － ３ ＋ ａｔ （１ ．４ ．３７）

【例 １ ．４ ．４】 考虑平稳可逆的 ＡＲＭＡ（１ ．１）过程
（１ －φｑ － １）ｚｔ ＝（１ －θｑ － １）ａｔ， ｜φ ｜ ＜ １，｜θ｜ ＜ １ （１ ．４ ．３８）

由定理 １ ．４ ．３，它有 ＡＲ（∞）展式（１ ．４ ．２９），其中系数πｊ 由（１ ．４ ．３０）递推计算为

π０ ＝ － １， π１ ＝φ －θ， π２ ＝θ（φ －θ），…，πｊ ＝θｊ － １（φ －θ）， ｊ≥１ （１ ．４ ．３９）

于是它有 ＡＲ（∞）展式

ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ １
θｊ －１（φ －θ）ｚｔ － ｊ ＋ ａｔ （１ ．４ ．４０）
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１ ．５ ＡＲＭＡ过程的相关函数

研究不同类型平稳时间序列的相关函数特性和计算相关函数，具有重要的理论和应
用意义 ．在 ＡＲＭＡ模型建模中，常常根据时间序列的采样相关函数特点来决定模型类型
和阶次 ．例如若发现某时间序列的采样相关函数具有截尾特性，则可判定该时间序列可用
ＭＡ模型描写，其截尾长度 ｑ 就是ＭＡ模型的阶次 ．例如根据 ＡＲ模型或ＭＡ模型的相关函
数，人们可估计 ＡＲ或 ＭＡ模型参数 ．本节介绍平稳可逆 ＡＲＭＡ过程的相关函数非递推和
递推形式的两种算法［２］．

１ ．５ ．１ 利用 ＡＲＭＡ过程的ＭＡ（∞）展式计算相关函数

考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）过程（１ ．４ ．８）～（１ ．４ ．１０）．由定理 １ ．４ ．１，它有 ＭＡ（∞）
均方收敛展式

ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ， ψ０ ＝ １ （１ ．５ ．１）

其中系数ψｊ 可递推计算为

ψｊ ＝φ１ψｊ － １ ＋… ＋φｐψｊ － ｐ －θｊ （１ ．５ ．２）
其中规定ψ０ ＝ １，ψｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），θｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｑ）．由均方收敛级数性质和（１ ．４ ．９），这引出 ｚｔ 的
均值和相关函数分别为

Ｅｚｔ ＝ Ｅ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊＥａｔ－ ｊ ＝ ０ （１ ．５ ．３）

γｋ ＝ Ｅ［ｚｔｚｔ ＋ ｋ］＝ Ｅ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ －( )ｊ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ψｉａｔ ＋ ｋ－( )[ ]ｉ ＝σ２

ａ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊψｊ ＋ ｋ （１ ．５ ．４）

由 Ｃａｕｃｈｙ不等式

｜γｋ ｜≤σ２
ａ∑

∞

ｊ ＝ ０
｜ψｊ ｜ ｜ψｊ ＋ ｋ ｜≤ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψ

２( )ｊ
１
２ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ ＋( )ｋ

１
２ （１ ．５ ．５）

由（１ ．５ ．１）均方收敛，引出

∑
∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ ＜ ∞ （１ ．５ ．６）

从而由收敛级数性质有

∑
∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ ＋ ｋ → ０ （ｋ → ∞） （１ ．５ ．７）

故有

γｋ→０ （ｋ→∞） （１ ．５ ．８）
当 ｋ ＝ ０时，由（１ ．５ ．４）引出 ｚｔ 的方差σ２

ｚ ＝γ０ 为

σ２
ｚ ＝σ２

ａ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ （１ ．５ ．９）

综上所述有如下定理 ．
【定理 １ ．５ ．１】 平稳、可逆 ＡＲＭＡ过程（１ ． ４ ． ８）～（１ ． ４ ． １０）有零均值、相关函数γｋ 和
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方差σ２
ｚ 为

γｋ ＝σ２
ａ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψｊψｊ ＋ ｋ （１ ．５ ．１０）

σ２
ｚ ＝σ２

ａ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ （１ ．５ ．１１）

且相关函数有性质

γｋ→０ （ｋ→∞） （１ ．５ ．１２）
它的标准相关函数ρｋ 为

ρｋ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊψｊ ＋ ｋ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ （１ ．５ ．１３）

且也有

ρｋ→０ （ｋ→∞） （１ ．５ ．１４）
注意，在应用中性质（１ ．５ ．１２）常用来判断时间序列的平稳性 ．若某时间序列的采样标

准相关函数ρ^ｋ 不趋于零，则可判定该时间序列是非平稳的 ．通常若ρ^ｋ 不很快趋于零，则
可认为该时间序列是非平稳的 ．
【例 １ ．５ ．１】 考虑例 １ ．４ ．１的 ＡＲ（１）过程

（１ －φｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ， ｜φ ｜ ＜ １ （１ ．５ ．１５）
由（１ ．４ ．７），它有展式

ｚｔ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊａｔ － ｊ （１ ．５ ．１６）

由（１ ．５ ．１０）和（１ ．５ ．１１），它有相关函数γｋ 和方差σ２
ｚ ＝γ０ 为

γｋ ＝σ２
ａ∑

∞

ｊ ＝ ０
φ

ｊ
φ

ｊ ＋ ｋ ＝σ２
ａφ

ｋ∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

２ ｊ ＝ σ２
ａφ

ｋ

１ －φ
２ （１ ．５ ．１７）

σ２
ｚ ＝γ０ ＝

σ２
ａ

１ －φ
２ （１ ．５ ．１８）

它的标准相关函数为

ρｋ ＝φ
ｋ （１ ．５ ．１９）

【例 １ ．５ ．２】 考虑 ＡＲＭＡ（１ ．１）过程
（１ －φｑ － １）ｚｔ ＝（１ －θｑ － １）ａｔ， ｜φ ｜ ＜ １，｜θ｜ ＜ １ （１ ．５ ．２０）

由（１ ．５ ．２）有

ψ０ ＝ １， ψ１ ＝φ －θ， ψｊ ＝φ
ｊ － １（φ －θ） （１ ．５ ．２１）

于是由（１ ．５ ．１）有展式

ｚｔ ＝ ａｔ ＋ ∑
∞

ｊ ＝ １
（φ －θ）φ

ｊ －１ａｔ－ ｊ （１ ．５ ．２２）

由（１ ．５ ．１０）和（１ ．５ ．１１）有相关函数和方差

γｋ ＝σ２
ａψｋ ＋ ∑

∞

ｊ ＝ １
（φ －θ）φ

ｊ －１（φ －θ）φ
ｊ ＋ ｋ －１ ＝σ２

ａ ψｋ ＋（φ －θ）２
φ

ｋ １
１ －φ

[ ]２
（１ ．５ ．２３）

σ２
ｚ ＝γ０ ＝σ２

ａ １ ＋（φ －θ）２

１ －φ
[ ]２ （１ ．５ ．２４）

·９２·



１ ．５ ．２ ＭＡ（ｑ）过程相关函数

对于 ＭＡ（ｑ）过程，展式（１ ．５ ．１）成为

ｚｔ ＝ ∑
ｑ

ｊ ＝ ０
ψｊａｔ － ｊ， ψ０ ＝ １ （１ ．５ ．２５）

这相当于在无穷展式（１ ．５ ．１）中ψｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｑ）．于是由定理 １ ．５ ．１可得如下定理 ．
【定理 １ ．５ ．２】 对于 ＭＡ（ｑ）过程 ｚｔ，

ｚｔ ＝ ａｔ ＋ψ１ａｔ － １ ＋… ＋ψｑａｔ － ｑ （１ ．５ ．２６）
有在 ｋ ＝ ｑ 处截尾的相关函数

γｋ ＝σ２
ａ∑

ｑ－ ｋ

ｊ ＝ ０
ψｊψｊ ＋ ｋ， ｋ ＝ ０，１，…，ｑ （１ ．５ ．２７）

γｋ ＝ ０， ｋ ＞ ｑ （１ ．５ ．２８）
方差σ２

ｚ 为

σ２
ｚ ＝σ２

ａ∑
ｑ

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ （１ ．５ ．２９）

它的标准相关函数为

ρｋ ＝ ∑
ｑ－ ｋ

ｊ ＝ ０
ψｊψｊ ＋ ｋ ∑

ｑ

ｊ ＝ ０
ψ

２
ｊ， ｋ ＝ ０，１，…，ｑ （１ ．５ ．３０）

ρｋ ＝ ０， ｋ ＞ ｑ （１ ．５ ．３１）
对于 ＭＡ（ｑ）过程（１ ．５ ．２６），它的相关函数在 ｋ ＝ ｑ 处具有截尾性质：γｋ ＝ ０（ｋ ＞ ｑ）．当

已知γｋ，利用（１ ．５ ．２７）的（ｑ ＋ １）个方程，可解出（ｑ ＋ １）个未知参数ψｊ（ｊ ＝ １，…，ｋ）和σ２
ａ ．

但（１ ．５ ． ２７）是非线性方程组，它的解是不惟一的 ． 但使 ＭＡ 多项式ψ（ｑ － １）＝ １ ＋

ψ１ ｑ － １ ＋… ＋ψｑｑ － ｑ稳定（即ψ（ｘ）的零点全位于单位圆外）的（１ ． ５ ． ２７）的解是惟一的［２］，
即使ＭＡ（ｑ）过程（１ ．５ ．２６）可逆的参数ψｊ 和σ２

ａ 是惟一的 ．一般，已知γｋ，关于ψｊ 和σ２
ａ 的非

线性方程组（１ ．５ ．２７）没有解析解 ．但可以证明，对 ｑ ＝ １和 ｑ ＝ ２，非线性方程组（１ ．５ ．２７）有
解析解 ．下面以 ｑ ＝ １为例，我们来说明，如何由γ０和γ１ 求 ＭＡ（１）模型参数ψ１ 和白噪声
方差σ２

ａ ．
【例 １ ．５ ．３】 考虑可逆的 ＭＡ（１）过程

ｚｔ ＝ ａｔ ＋ψａｔ － １， ｜ψ ｜ ＜ １ （１ ．５ ．３２）
已知它的相关函数值γ０，γ１，试求它的模型参数ψ和白噪声 ａｔ 的方差σ２

ａ ．
由（１ ．５ ．２７）有关于ψ和σ

２
ａ 的非线性方程组

γ０ ＝σ２
ａ（１ ＋ψ

２） （１ ．５ ．３３）

γ１ ＝ψσ２
ａ （１ ．５ ．３４）

将（１ ．５ ．３４）被（１ ．５ ．３３）除，引出关系

ρ１ ＝ ψ
１ ＋ψ

２ （１ ．５ ．３５）

其中ρ１ ＝γ１ ／γ０ ．这引出关于未知参数ψ的一元二次方程

ψ
２ － １

ρ１ψ
＋ １ ＝ ０ （１ ．５ ．３６）
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它有判别式

Δ ＝ １
ρ

２
１
－ ４ ＝

１ － ４ρ
２
１

ρ
２
１

（１ ．５ ．３７）

下证Δ≥０，因而（１ ．５ ．３６）有相异实根 ．事实上，考察由（１ ．５ ．３５）给出的函数ρ１ ＝ρ１（ψ），注
意，置

ｄρ１
ｄψ

＝（１ ＋ψ
２）－ ２ψ

２

（１ ＋ψ
２）２ ＝ １ －ψ

２

（１ ＋ψ
２）２ ＝ ０ （１ ．５ ．３８）

有稳定点ψ＝ ± １ ．容易验证在ψ＝ １ 处有 ｄ２ρ１ ／ ｄψ
２ ＜ ０，故ψ ＝ １ 为ρ１（ψ）的极大值点，同

理ψ＝ － １为ρ１（ψ）的极小值点 ．注意当 ｜ψ ｜ ＜ １时有 ｄρ／ ｄψ ＞ ０，因而ρ１（ψ）是单调增加

函数 ．因当ψ＝ ± １时，由（１ ．５ ．３５）有ρ１ ＝ ± １
２，故当 ｜ψ ｜ ＜ １时有 ｜ρ１ ｜ ＜

１
２，因而 １ － ４ρ

２
１ ＞

１ － ４( )１
２

２
＝ ０，这引出Δ ＞ ０ ．方程（１ ．５ ．３６）有相异实根，由根与系数关系，这两个相异实

根之积等于常数项 １，因而方程（１ ．５ ．３６）必有一个的绝对值小于 １，另一根的绝对值大于
１，取绝对值小于 １的根为所求 ．它保证 ＭＡ（１）过程（１ ．５ ．３２）是可逆的，进而由式（１ ． ５ ． ３４）
可求得σ２

ａ 为

σ２
ａ ＝γ１ ／ψ （１ ．５ ．３９）

【例 １ ．５ ．４】 考虑带观测噪声的平稳 ＡＲ（１）过程
（１ ＋φｑ － １）ｓｔ ＝ ｗｔ， ｜φ ｜ ＜ １ （１ ．５ ．４０）

ｚｔ ＝ ｓｔ ＋ ｖｔ （１ ．５ ．４１）
其中 ｗｔ 和 ｖｔ 是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ｖ 的相互独立白噪声，ｓｔ 是原始信号，ｙｔ 是对 ｓｔ 的

观测信号，ｖｔ 为观测噪声 ．试求关于观测信号 ｚｔ 的 ＡＲＭＡ模型 ．
将（１ ．５ ．４０）代入（１ ．５ ．４１）引出关系

（１ ＋φｑ － １）ｚｔ ＝ ｗｔ ＋（１ ＋φｑ － １）ｖｔ （１ ．５ ．４２）
记（１ ．５ ．４２）右边的随机过程为

ｍｔ ＝ ｗｔ ＋（１ ＋φｑ － １）ｖｔ （１ ．５ ．４３）
且记它的相关函数为γｉ ＝ Ｅ［ｍｔｍｔ － ｉ］，则有

γ０ ＝σ２
ｗ ＋（１ ＋φ

２）σ２
ｖ （１ ．５ ．４４）

γ１ ＝φσ２
ｖ （１ ．５ ．４５）

γｉ ＝ ０ （ｉ ＞ １） （１ ．５ ．４６）
因此γｋ 在 ｋ ＝ １处截尾 ．根据 ＭＡ过程的特性，可将 ｍｔ 用一个等价的可逆的 ＭＡ（１）过程
表示为

（１ ＋ ｄｑ － １）εｔ ＝ ｗｔ ＋（１ ＋φｑ － １）ｖｔ （１ ．５ ．４７）
其中εｔ 是零均值、方差为σ２

ε的白噪声，且我们要求多项式（１ ＋ ｄｑ － １）是稳定的，这等价于
要求 ｜ ｄ ｜ ＜ １ ．在这里，我们定义两个随机过程等价是指它们具有相同的相关函数 ．问题转
化为如何求参数 ｄ 和σ２

ε？
计算（１ ．５ ．４７）两边随机过程的相关函数，有关系

（１ ＋ ｄ２）σ２
ε ＝γ０ （１ ．５ ．４８）

ｄσ２
ε ＝γ１ （１ ．５ ．４９）

·１３·



其中γ０，γ１ 由式（１ ．５ ．４４）和（１ ．５ ．４５）定义，消去σ２
ε有一元二次方程

ｄ２ －（γ０ ／γ１）ｄ ＋ １ ＝ ０ （１ ．５ ．５０）
将（１ ．５ ．４４）和（１ ．５ ．４５）代入上式有一元二次方程

φｄ２ －［（１ ＋φ
２）＋σ２

ｗ ／σ２
ｖ］ｄ ＋φ ＝ ０ （１ ．５ ．５１）

它有判别式Δ为

Δ ＝［（１ ＋φ
２）＋σ２

ｗ ／σ２
ｖ］２ － ４φ

２ ＝［（１ ＋φ
２）＋σ２

ｗ ／σ２
ｖ ＋ ２φ］［（１ ＋φ

２）＋σ２
ｗ ／σ２

ｖ － ２φ］＝
［（１ ＋φ

２）２ ＋σ２
ｗ ／σ２

ｖ］［（１ －φ
２）２ ＋（σ２

ｗ ／σ２
ｖ）］＞ ０ （１ ．５ ．５２）

因而（１ ．５ ．５１）有相异实根 ｄ１ 和 ｄ２ ．由根与系数关系有 ｄ１ｄ２ ＝φ ／φ ＝ １，因而必有一实根
绝对值大于 １，另一实根绝对值小于 １，取 ｜ ｄ ｜ ＜ １的根为所求 ．再将 ｄ 代入（１ ．５ ．４９）可得

σ２
ε ＝γ１ ／ ｄ （１ ．５ ．５３）

于是最终由（１ ．５ ．４２）和（１ ．５ ．４１）可得 ｚｔ 的平稳、可逆 ＡＲＭＡ模型为
（１ ＋φｑ － １）ｚｔ ＝（１ ＋ ｄｑ － １）εｔ （１ ．５ ．５４）

【例 １ ．５ ．５】 考虑 ＭＡ（２）过程
ｚｔ ＝（１ － ０ ．６ｑ － １）（１ － ０ ．５ｑ － １）ａｔ （１ ．５ ．５５）

或
ｚｔ ＝ ａｔ － １ ．１ａｔ － １ ＋ ０ ．３ａｔ － ２ （１ ．５ ．５６）

其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ ＝ １的正态白噪声 ．容易求得它的相关函数γｋ 为

γｋ ＝

２ ．３ ｋ ＝ ０
－ １ ．４３ ｋ ＝ １
０ ．３ ｋ ＝ ２
０ ｋ










＞ ２

（１ ．５ ．５７）

因而标准相关函数ρｋ ＝γｋ ／γ０ 为

图 １ ．５ ．１ ＭＡ（２）过程 ｚｔ 的样本函数和标准相关函数

ρｋ ＝

１ ｋ ＝ ０
－ ０ ．６２１ ７３９ １ ｋ ＝ １
０ ．１３０ ４３１ １７ ｋ ＝ ２
０ ｋ










＞ ２

（１ ．５ ．５８）

ｚｔ及其标准相关函数ρｋ 图形如图 １ ． ５ ． １ 所示，可看到ρｋ 在 ｋ ＝ ２ 处截尾 ．由于ρ１ ＝
－ ０ ．６２１ ７３９ １，因而 ｚｔ 的样本函数有较快的波动 ．
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１ ．５ ．３ 用差分方程递推计算平稳 ＡＲ（ｐ）过程相关函数

考虑 ＡＲ（ｐ）过程

φ（ｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．５ ．５９）

其中φ（ｑ － １）＝ １ －φ１ ｑ － １ －… －φｐｑ － ｐ，ａｔ 是零均值、方差为σ２
ａ 的白噪声，它可写为

ｚｔ ＝φ１ ｚｔ － １ ＋… ＋φｐｚｔ － ｐ ＋ ａｔ （１ ．５ ．６０）

上式两边乘 ｚｔ － ｋ（ｋ ＞ ０）取数学期望，有差分方程

γｋ ＝φ１γｋ － １ ＋φ２γｋ － ２ ＋… ＋φｐγｋ － ｐ， ｋ ＞ ０ （１ ．５ ．６１）

其中用到事实 Ｅ［ｚｔ － ｋａｔ］＝ ０（ｋ ＞ ０）．这一事实由展式（１ ．５ ．１）和 ａｔ 为白噪声得证 ．差分方
程（１ ．５ ．６１）可简写为

φ（ｑ － １）γｋ ＝ ０， ｋ ＞ ０ （１ ．５ ．６２）

用 ｚｔ 乘（１ ．５ ．６０）后取数学期望，并注意γｋ ＝γ－ ｋ，Ｅ［ｚｔａｔ］＝σ２
ａ（这一事实由展式（１ ． ５ ． １）

得到），则有 ｚｔ 的方差σ２
ｚ 为

σ２
ｚ ＝γ０ ＝φ１γ１ ＋φ２γ２ ＋… ＋φｐγｐ ＋σ２

ａ （１ ．５ ．６３）

由（１ ．５ ．６１）有标准相关函数ρｋ ＝γｋ ／γ０ 所满足的差分方程

ρｋ ＝φ１ρｋ － １ ＋φ２ρｋ － ２ ＋… ＋φｐρｋ － ｐ， ｋ ＞ ０ （１ ．５ ．６４）
或

φ（ｑ － １）ρｋ ＝ ０， ｋ ＞ ０ （１ ．５ ．６５）
由（１ ．５ ．６３）引出关系

１ ＝φ１ρ１ ＋φ２ρ２ ＋… ＋φｐρｐ ＋σ２
ａ ／σ２

ｚ （１ ．５ ．６６）

这引出 ｚｔ 的方差的另一表达式为

σ２
ｚ ＝

σ２
ａ

１ －φ１ρ１ －… －φｐρｐ
（１ ．５ ．６７）

在（１ ．５ ．６４）中取 ｋ ＝ １，…，ｐ，注意ρｋ ＝ρ－ ｋ，ρ０ ＝ １，可得到著名的 Ｙｕｌｅ － Ｗａｌｋｅｒ方程

ρ１ ＝φ１ρ０ ＋φ２ρ１ ＋… ＋φｐρｐ － １

ρ２ ＝φ１ρ１ ＋φ２ρ０ ＋… ＋φｐρｐ － ２



ρｐ ＝φ１ρｐ － １ ＋φ２ρｐ － ２ ＋… ＋φｐρ０

（１ ．５ ．６８）

引入记号

ρ＝

ρ１

ρ２



ρ











ｐ

， φ ＝

φ１

φ２



φ











ｐ

， Ｐρ ＝

１ ρ１ … ρｐ － １

ρ１ １ … ρｐ － ２

  

ρｐ － １ ρｐ － ２ …











１

（１ ．５ ．６９）

则 Ｙｕｌｅ － Ｗａｌｋｅｒ方程可简写为
Ｐρφ ＝ρ （１ ．５ ．７０）

因而 ＡＲ模型参数向量φ可由标准相关函数计算为

φ ＝ Ｐ － １
ρρ （１ ．５ ．７１）

·３３·



上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 １ ．５ ．３】 平稳 ＡＲ（ｐ）过程的相关函数满足差分方程（１ ．５ ．６１）或（１ ．５ ．６２），它的

方差由（１５ ．６３）计算 ．它的模型参数可由 Ｙｕｌｅ － Ｗａｌｋｅｒ方程式（１ ． ５ ． ７０）计算，计算公式为
（１ ．５ ．７１）．差分方程（１ ．５ ．６４）的初值（ρｐ － １ρｐ － ２…ρ１）可在（１ ． ５ ． ６４）中置 ｋ ＝ １，２，…，ｐ － １
后解线性方程组得到 ．
【例 １ ．５ ．６】 考虑例 １ ．５ ．１的平稳 ＡＲ（１）过程

（１ －φｑ － １）ｚｔ ＝ ａｔ， ｜φ ｜ ＜ １ （１ ．５ ．７２）

由定理 １ ．５ ．３，它的相关函数ρｋ 满足差分方程

ρｋ ＝φρｋ － １，ρ０ ＝ １ （１ ．５ ．７３）
这引出差分方程的解为

ρｋ ＝φ
ｋ （１ ．５ ．７４）

由（１ ．５ ．６７）有 ｚｔ 的方差为

σ２
ｚ ＝

σ２
ａ

１ －φρ１
＝ σ２

ａ

１ －φ
２ （１ ．５ ．７５）

上述结果相同于例 １ ．５ ．１用 ＭＡ（∞）展式所得结果 ．
【例 １ ．５ ．７】 考虑平稳 ＡＲ（２）过程

（１ －φ１ ｑ － １ －φ２ ｑ － ２）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．５ ．７６）
它的相关函数满足差分方程

ρｋ ＝φ１ρｋ － １ ＋φ２ρｋ － ２， ｋ ＞ ０ （１ ．５ ．７７）
置 ｋ ＝ １有线性方程

ρ１ ＝φ１ρ０ ＋φ２ρ１，ρ０ ＝ １ （１ ．５ ．７８）
可解出

ρ１ ＝ φ１
１ －φ２

（１ ．５ ．７９）

于是由（１ ．５ ．７７）带初值ρ１ ＝φ１ ／（１ －φ２）和ρ０ ＝ １可递推计算ρｋ ．
【例 １ ．５ ．８】 考虑平稳 ＡＲ（２）过程 ｚｔ，

（１ － １ ．２ｑ － １ ＋ ０ ．３ｑ － ２）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．５ ．８０）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２

ａ ＝ １ 的正态白噪声 ．φ（ｑ － １）的零点为 ｑ － １ ＝ １ ／ ０ ．４，ｑ － １ ＝
１ ／ ０ ．８位于单位圆外 ．故 ｚｔ 平稳 ．由（１ ．５ ．７７），它有标准相关函数

ρｋ ＝ １ ．２ρｋ － １ － ０ ．３ρｋ － ２ （１ ．５ ．８１）
由（１ ．５ ．７９）有

ρ１ ＝
１ ．２

１ ＋ ０ ．３２ ＝ ０ ．９０９ （１ ．５ ．８２）

注意ρ０ ＝ １，于是可用ρ０，ρ１ 作为初值由（１ ．５ ．８１）递推计算ρｋ ． ｚｔ 的一个样本曲线及它的
标准相关函数ρｋ 图形如图 １ ．５ ．２所示，可看到ρｋ 呈指数衰减趋于零，因而具有拖尾性质 ．
【例 １ ．５ ．９】 考虑平稳 ＡＲ（２）过程 ｚｔ，

（１ － ０ ．７５ｑ － １ ＋ ０ ．５ｑ － ２）ｚｔ ＝ ａｔ （１ ．５ ．８３）
其中 ａｔ 是零均值、方差为σ２

ａ ＝ １ 的正态白噪声 ．容易验证φ（ｘ）＝ ０ 有在单位圆外的复
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图 １ ．５ ．２ 平稳 ＡＲ（２）过程 ｚｔ 的样本函数和标准相关函数

根 ．类似于例 １ ．５ ．７可求得它的标准相关函数ρｋ 为

ρｋ ＝ ０ ．７５ρｋ － １ － ０ ．５ρｋ － ２ （１ ．５ ．８４）

ρ０ ＝ １，ρ１ ＝ ０ ．５ （１ ．５ ．８５）

ｚｔ 的一个样本曲线和ρｋ 曲线如图 １ ．５ ．３所示，可看到ρｋ 呈指数正弦衰减振荡趋于零，因
而也具有拖尾性质 ．

图 １ ．５ ．３ 平稳 ＡＲ（２）过程 ｚｔ 的样本函数和标准相关函数

１ ．５ ．４ ＡＲＭＡ过程相关函数的递推计算

考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）（１ ．４ ．８）～（１ ．４ ．１０），即
ｚｔ ＝φ１ ｚｔ － １ ＋… ＋φｐｚｔ － ｐ ＋ ａｔ －θ１ａｔ － １ －… －θｑａｔ － ｑ （１ ．５ ．８６）

定义相关函数

γｋ ＝ Ｅ［ｚｔ － ｋｚｔ］， γｚａ（ｉ）＝ Ｅ［ｚ（ｔ － ｉ）ａｔ］ （１ ．５ ．８７）
用 ｚｔ － ｋ左乘（１ ．５ ．８６）后取数学期望有递推关系

γｋ ＝φ１γｋ － １ ＋… ＋φｐγｋ － ｐ ＋γｚａ（ｋ）－θ１γｚａ（ｋ － １）－… －θｑγｚａ（ｋ － ｑ）（１ ．５ ．８８）
应用展式（１ ．５ ．１）有

γｚａ（ｉ）＝
０ ｉ ＞ ０

ψ－ ｉσ２
ａ ｉ≤{ ０

（１ ．５ ．８９）

由上两式引出如下定理 ．
【定理 １ ．５ ．４】 平稳可逆 ＡＲＭＡ过程（１ ． ４ ． ８）～（１ ． ４ ． １０）的相关函数γｋ 可递推计算

为
·５３·



γｋ ＝φ１γｋ － １ ＋… ＋φｐγｋ － ｐ ＋（θｋψ０ ＋θｋ ＋ １ψ１ ＋… ＋θｑψｑ － ｋ）σ２
ａ，

ｋ ＝ ０，１，…，ｑ （１ ．５ ．９０）
其中规定θ０ ＝ － １，ψ０ ＝ １ ．

γｋ ＝φ１γｋ － １ ＋… ＋φｐγｋ － ｐ， ｋ ＞ ｑ （１ ．５ ．９１）
在上两式中取 ｋ ＝ ０，１，…，ｐ，利用关系γｋ ＝γ－ ｋ，解线性方程组可解出γ０，γ１，…，

γｐ，将它们作为（１ ．５ ．９０）和（１ ．５ ．９１）的初值，便可递推计算γｋ ．
当 ｋ ＝ ０时有 ｚｔ 的方差σ２

ｚ 为

σ２
ｚ ＝γ０ ＝φ１γ１ ＋… ＋φｐγｐ ＋σ２

ａ（１ －θ１ψ－… －θｑψｑ） （１ ．５ ．９２）
【例 １ ．５ ．１０】 考虑 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｚｔ

ｚｔ －φ１ ｚｔ － １ ＝ ａｔ －θ１ａｔ － １， ｜φ１ ｜ ＜ １，｜θ１ ｜ ＜ １ （１ ．５ ．９３）
由定理 １ ．５ ．４有

γ０ ＝φ１γ１ －（－ １ ＋θ１ψ１）σ２
ａ （１ ．５ ．９４）

γ１ ＝φ１γ０ －θ１σ２
ａ （１ ．５ ．９５）

γｋ ＝φ１γｋ － １， ｋ ＞ １ （１ ．５ ．９６）
其中由（１ ．５ ．２）有ψ１ ＝γ１ －θ１ ．解方程组（１ ． ５ ． ９４）和（１ ． ５ ． ９５）可求得γ０ 和γ１，然后以γ１

作为初值由（１ ．５ ．９６）可递推计算γｋ ．

１ ．６ 状态空间模型

现代控制理论的创始人之一 Ｒ． Ｅ． Ｋａｌｍａｎ［４］的重大贡献之一是提出了描述动态系统
的状态空间方法 ．其核心思想有三点：（１）引入状态变量概念；（２）建立描述状态变化的模
型———状态方程；（３）给出了对状态进行观测的观测方程 ．状态变量是对动态系统特征的
概括，通常用 ｎ × １列向量表示，ｎ 叫状态的维数 ．在时刻 ｔ 状态 ｘ（ｔ）取值于 ｎ 维欧氏空
间 Ｒｎ 中的点，即 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，称 Ｒｎ 为状态空间 ．为了直观理解状态空间方法，考虑如下启
发性例子 ．
【例 １ ．６ ．１】 考虑雷达跟踪系统［１］

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋·ｓ（ｔ）Ｔ ＋［ｕ ＋ ｗ（ｔ）］Ｔ２ ／ ２ （１ ．６ ．１）
·ｓ（ｔ ＋ １）＝·ｓ（ｔ）＋［ｕ ＋ ｗ（ｔ）］Ｔ （１ ．６ ．２）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．３）
其中 Ｔ 为采样周期，ｓ（ｔ），·ｓ（ｔ）和［ｕ ＋ ｗ（ｔ）］各为在时刻 ｔＴ 运动目标的位置、速度和加速
度 ．其中 ｗ（ｔ）为随机加速度，它是零均值、方差为σ２

ｗ 的白噪声，而 ｕ 是常数机动加速度 ．
ｖ（ｔ）为零均值、方差为σ２

ｖ 的独立于 ｗ（ｔ）的观测白噪声，ｙ（ｔ）为对位置的观测信号 ．若我
们感兴趣的问题是对运动目标的位置和速度的估计问题，则可引入状态变量为

ｘ（ｔ）＝［ｓ（ｔ），·ｓ（ｔ）］Ｔ （１ ．６ ．４）
其中上角 Ｔ为转置号 ．于是由（１ ．６ ．１）～（１ ．６ ．３）有状态方程和观测方程分别为

ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ ＋Γｗ（ｔ） （１ ．６ ．５）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．６）

其中Φ 叫状态转移阵，Ｈ 叫观测阵，且显然有
·６３·



Ф ＝
１ Ｔ[ ]０ １

， Ｂ ＝
Ｔ２ ／ ２[ ]Ｔ

， Γ ＝
Ｔ２ ／ ２[ ]Ｔ

， Ｈ ＝［１ ０］ （１ ．６ ．７）

因而雷达跟踪问题化为基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）求状态 ｘ（ｔ）的最优估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）．
【例 １ ．６ ．２】 未知常量的测量估计问题 ．对某一未知常量 ｃ（ｃ 可代表长度、距离、半

径、体积等）进行测量，设在离散时刻 ｔ 对 ｃ 的测量值为 ｙ（ｔ），其中含有观测噪声 ｖ（ｔ）．取
状态为 ｘ（ｔ）＝ ｃ，则有状态方程和观测方程分别为

ｘ（ｔ ＋ １）＝ ｘ（ｔ） （１ ．６ ．８）
ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．９）

一般时不变（定常）线性离散随机系统的状态空间模型为
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （１ ．６ ．１０）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．１１）
其中 ｔ 为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，控制 ｕ（ｔ）∈Ｒｐ，输入噪声 ｗ（ｔ）∈Ｒｒ

和观测噪声 ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 是带零均值的相关白噪声

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ），ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ （１ ．６ ．１２）

其中 Ｑｗ 和Ｑｖ 各为ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）的方差阵，Ｓ 为它们的相关阵，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ），Ｅ为
数学期望号，称Φ 为状态转移阵，Ｈ 为观测阵 ．Φ，Ｂ，Γ，Ｈ 分别为 ｎ × ｎ，ｎ × ｐ，ｎ × ｒ，
ｍ × ｎ阵 ．特别地若 ｕ（ｔ）＝ ０，则状态空间模型有形式

ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （１ ．６ ．１３）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．１４）

１ ．６ ．１ 状态变量的非递推表达式

对状态空间模型（１ ． ６ ． １３）和（１ ． ６ ． １４）进行迭代，可得 ｘ（ｔ）是 ｘ（０），ｗ（０），…，
ｗ（ｔ － １）的线性组合，即

ｘ（ｔ）＝ Φｔｘ（０）＋ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
Φｔ － ｉΓｗ（ｉ － １） （１ ．６ ．１５）

当 ｔ ＞ ｊ 时，也类似可得到非递推表达式

ｘ（ｔ）＝ Φｔ － ｊｘ（ｊ）＋ ∑
ｔ

ｉ ＝ ｊ＋１
Φｔ － ｉΓｗ（ｉ － １） （１ ．６ ．１６）

上述 ｘ（ｔ）的表达式与初始状态 ｘ（０）或 ｘ（ｊ）有关 ．为了避免出现初始状态，设 ｔ０ ＝
－ ∞，考虑稳态情形 ．设Φ 为稳定矩阵，由（１ ．６ ．１３）有传递函数阵模型

ｘ（ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Φ）－ １Γｗ（ｔ － １） （１ ．６ ．１７）

利用展式

（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Φｊｑ － ｊ （１ ．６ ．１８）

则 ｘ（ｔ）可表为均方收敛的级数

ｘ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ΦｊΓｗ（ｔ － １ － ｊ） （１ ．６ ．１９）

·７３·



１ ．６ ．２ 可观性与可估计性

在什么条件下状态 ｘ（ｔ）是可估计的？由状态空间模型（１ ． ６ ． １３）和（１ ． ６ ． １４）迭代有
关系

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ











－ １

ｘ（ｔ）＝

ｙ（ｔ）－ ｖ（ｔ）
ｙ（ｔ ＋ １）－ ＨΓｗ（ｔ）－ ｖ（ｔ ＋ １）



ｙ（ｔ ＋β－ １）－ ∑
β－ ２

ｉ ＝ ０
ＨΦβ－ ２ － ｉΓｗ（ｔ ＋ ｉ）－

ｖ（ｔ ＋β－ １

















）

（１ ．６ ．２０）

为了使状态 ｘ（ｔ）能表为 ｙ（ｔ ＋ ｉ），ｗ（ｔ ＋ ｉ）和 ｖ（ｔ ＋ ｉ）的线性组合，要求βｍ × ｎ 阵

Ω ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ











－ １

（１ ．６ ．２１）

为列满秩，即 ｒａｎｋΩ ＝ ｎ，此时伪逆Ω ＋存在为Ω ＋ ＝（ΩＴΩ）－ １ΩＴ ．将伪逆Ω ＋分块表示
为

Ω ＋ ＝［Ω０，Ω１，…，Ωβ－ １］ （１ ．６ ．２２）

其中Ωｉ 为 ｎ × ｍ 阵，则 ｘ（ｔ）有非递推表达式

ｘ（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［ｙ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓｗ（ｔ ＋ ｊ）－ ｖ（ｔ ＋ ｉ）］ （１ ．６ ．２３）

其中规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），且 ｊ≥０，即规定当 ｉ ＝ ０，上式中括号内的第二项为零 ．
注意，由线性系统理论［５］Ω 是系统的可观阵，ｒａｎｋΩ ＝ ｎ 恰好是系统为完全可观的条

件 ．这里β是使 ｒａｎｋΩ ＝ ｎ 的最小自然数，称为可观性指数 ．因此，在系统完全可观条件
下，表达式（１ ．６ ．２３）成立 ．因而，可将状态 ｘ（ｔ）的估计问题转化为观测预报器和白噪声估
值器的计算 ．因此，系统完全可观条件也是系统状态可估计的充分条件 ．［１，１１］

１ ．６ ．３ 时变线性离散随机系统的非递推状态表达式

考虑时变线性随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ ＋ １）ｘ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （１ ．６ ．２４）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．２５）
其中Φ（ｔ），Γ（ｔ）和 Ｈ（ｔ）是时变的 ．当 ｔ ＞ ｊ 时，由上两式迭代有非递推状态表达式

ｘ（ｔ）＝ Φ（ｔ，ｊ）ｘ（ｊ）＋ ∑
ｔ

ｉ ＝ ｊ＋１
Φ（ｔ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １） （１ ．６ ．２６）

其中定义Φ（ｔ，ｔ）＝ Ｉｎ
Φ（ｔ，ｉ）＝Φ（ｔ）Φ（ｔ － １）…Φ（ｉ ＋ １）， ｔ ＞ ｉ （１ ．６ ．２７）

若将（１ ．６ ．２４）改为如下形式
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （１ ．６ ．２８）

则Φ（ｔ，ｉ）的定义应修改为
·８３·



Φ（ｔ，ｉ）＝Φ（ｔ － １）Φ（ｔ － ２）…Φ（ｉ），

Φ（ｔ，ｔ）＝ Ｉｎ （１ ．６ ．２９）

１ ．６ ．４ 并联状态空间模型

考虑信号滤波模型
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．３０）

其中 ｙ（ｔ）为观测信号，ｓ（ｔ）为待估信号，η（ｔ）为有色观测噪声，ｖ（ｔ）为白色观测噪声 ．设
ｓ（ｔ）与η（ｔ）的状态空间模型分别为

ａ（ｔ ＋ １）＝Φａ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （１ ．６ ．３１）
ｓ（ｔ）＝ Ｈ１ａ（ｔ） （１ ．６ ．３２）

β（ｔ ＋ １）＝ Ａβ（ｔ）＋ Ｃξ（ｔ） （１ ．６ ．３３）

η（ｔ）＝ Ｈ２β（ｔ） （１ ．６ ．３４）

其中 ｅ（ｔ）和ξ（ｔ）为白噪声 ．为了求 ｓ（ｔ）的最优滤波器，引入增广状态
ｘ（ｔ）＝［ａＴ（ｔ），βＴ（ｔ）］Ｔ （１ ．６ ．３５）

则有增广状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ｆｘ（ｔ）＋ Ｇｗ（ｔ） （１ ．６ ．３６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．３７）
其中定义

Ｆ ＝ Φ ０
０[ ]Ａ

， Ｇ ＝ Γ ０
０[ ]Ｃ

， Ｈ ＝［Ｈ１ Ｈ２］， ｗ（ｔ）＝
ｅ（ｔ）

ξ（ｔ[ ]） （１ ．６ ．３８）

并称其为并联增广状态空间模型，其中观测信号含有两模型的输出相加的信息 ．
【例 １ ．６ ．３】 考虑雷达跟踪系统

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋·ｓ（ｔ）＋ ｅ（ｔ）Ｔ２ ／ ２ （１ ．６ ．３９）
·ｓ（ｔ ＋ １）＝·ｓ（ｔ）＋ ｅ（ｔ）Ｔ （１ ．６ ．４０）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．４１）

η（ｔ ＋ １）＝ ａη（ｔ）＋ξ（ｔ） （１ ．６ ．４２）
其中 Ｔ 为采样周期，ｓ（ｔ），·ｓ 和 ｅ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ 运动目标的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）
为观测，η（ｔ）为有色观测噪声，服从 ＡＲ（１）模型，ｖ（ｔ）为白色观测噪声 ．问题是由被噪声
污染的对位置的观测信号 ｙ（ｔ）求位置 ｓ（ｔ）的最优滤波器 ．为此应建立增广状态空间模
型 ．由（１ ．６ ．３９）和（１ ．６ ．４０）有 ｓ（ｔ）的状态空间模型

ａ（ｔ ＋ １）＝Φａ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （１ ．６ ．４３）
ｓ（ｔ）＝ Ｈ１ａ（ｔ） （１ ．６ ．４４）

其中定义

Ф ＝
１ Ｔ[ ]０ １

， Γ ＝
Ｔ２ ／ ２[ ]Ｔ

， Ｈ ＝［１ ０］ （１ ．６ ．４５）

而有色观测噪声η（ｔ）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝ ａβ（ｔ）＋ξ（ｔ） （１ ．６ ．４６）

η（ｔ）＝β（ｔ） （１ ．６ ．４７）
·９３·



引入增广状态 ｘ（ｔ）＝［ａＴ（ｔ），β（ｔ）］Ｔ和增广噪声 ｗ（ｔ）＝［ｅ（ｔ），ξ（ｔ）］Ｔ 则有并联增广状
态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ Ｔ ０
０ １ ０
０ ０









ａ
ｘ（ｔ）＋

Ｔ２ ／ ２ ０
Ｔ ０









０ １
ｗ（ｔ） （１ ．６ ．４８）

ｙ（ｔ）＝［１ ０ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．４９）

１ ．６ ．５ 串联状态空间模型

考虑信号 ｓ（ｔ）的反卷积模型
ａ（ｔ ＋ １）＝Φａ（ｔ）＋Γｓ（ｔ） （１ ．６ ．５０）
ｙ（ｔ）＝ Ｈ１ａ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．５１）

β（ｔ ＋ １）＝ Ａβ（ｔ）＋ Ｃξ（ｔ） （１ ．６ ．５２）
ｓ（ｔ）＝ Ｈ２β（ｔ） （１ ．６ ．５３）

其中（１ ．６ ．５２）和（１ ．６ ．５３）为信号状态空间模型，（１ ．６ ．５０）和（１ ．６ ．５１）为对信号 ｓ（ｔ）的观
测模型，而 ｓ（ｔ）恰好为该观测模型的输入 ．因而由观测 ｙ（ｔ）求 ｓ（ｔ）的最优滤波问题叫反
卷积 ．为此，应引入增广状态空间模型 ．引入增广状态 ｘ（ｔ）＝［ａＴ（ｔ），βＴ（ｔ）］Ｔ，则有增广
状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ｆｘ（ｔ）＋ Ｇξ（ｔ） （１ ．６ ．５４）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．５５）

其中定义

Ｆ ＝
Φ ΓＨ２

０[ ]Ａ
， Ｇ ＝

０[ ]Ｃ
， Ｈ ＝［Ｈ１ ０］， （１ ．６ ．５６）

并称其为串联增广状态空间模型，其中一个模型的输出恰好为另一模型的输入 ．
【例 １ ．６ ．４】 考虑雷达跟踪系统

ａ（ｔ ＋ １）＝Φａ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （１ ．６ ．５７）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．５８）

ｅ（ｔ ＋ １）＝ ａｅ（ｔ）＋ξ（ｔ） （１ ．６ ．５９）
其中 Ｔ 为采样周期，ａ（ｔ）＝［ｓ（ｔ），·ｓ（ｔ）］Ｔ，ｓ（ｔ），·ｓ（ｔ）和 ｅ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ 运动目标的
位置、速度和加速度，且

Ф ＝
１ Ｔ[ ]０ １

， Γ ＝
Ｔ２ ／ ２[ ]Ｔ

， Ｈ ＝［１ ０］ （１ ．６ ．６０）

加速度 ｅ（ｔ）服从 ＡＲ（１）模型（１ ．６ ．５９），ｙ（ｔ）为对位置 ｓ（ｔ）的观测信号，ξ（ｔ）和 ｖ（ｔ）为白
噪声 ．问题是由 ｙ（ｔ）求加速度 ｅ（ｔ）的最优滤波器 ．为此，应建立串联状态空间模型 ．引入
增广状态 ｘ（ｔ）＝［ａＴ（ｔ），ｅ（ｔ）］Ｔ，容易验证串联增广状态空间模型为

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ Ｔ Ｔ２ ／ ２
０ １ Ｔ
０ ０









ａ
ｘ（ｔ）＋











０
０
１
ξ（ｔ） （１ ．６ ．６１）

ｙ（ｔ）＝［１ ０ ０］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．６２）
·０４·



１ ．６ ．６ 解耦状态空间模型

若状态空间模型具有形式
ｘ１（ｔ ＋ １）

ｘ２（ｔ ＋ １[ ]） ＝
Φ１ ０
０ Φ

[ ]
２

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋
Γ１ ０
０ Γ

[ ]
２

ｗ１（ｔ）

ｗ２（ｔ[ ]） （１ ．６ ．６３）

ｙ１（ｔ）

ｙ２（ｔ[ ]） ＝
Ｈ１ ０
０ Ｈ[ ]

２

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋
ｖ１（ｔ）

ｖ２（ｔ[ ]） （１ ．６ ．６４）

其中 ｗ１（ｔ）和 ｗ２（ｔ）不相关，噪声 ｖ１（ｔ）和 ｖ２（ｔ）不相关，则它可分解为两个独立的状态空
间模型

ｘ１（ｔ ＋ １）＝Φ１ｘ１（ｔ）＋Γ１ｗ１（ｔ） （１ ．６ ．６５）

ｙ１（ｔ）＝ Ｈ１ｘ１（ｔ）＋ ｖ１（ｔ） （１ ．６ ．６６）

ｘ２（ｔ ＋ １）＝Φ２ｘ２（ｔ）＋Γ２ｗ２（ｔ） （１ ．６ ．６７）

ｙ２（ｔ）＝ Ｈ２ｘ２（ｔ）＋ ｖ２（ｔ） （１ ．６ ．６８）
称其为解耦状态空间模型 ．它具有降低状态估值器维数，可减小计算负担的优点 ．

１ ．６ ．７ 状态空间模型转化为 ＡＲＭＡ新息模型

解决状态估计问题的一种新途径是借助于等价于观测信息（观测模型）的 ＡＲＭＡ新
息模型 ．它是由作者［１，６ ～ ８］提出的现代时间序列分析方法的基本工具 ．

为简单计，考虑单输入单输出定常系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （１ ．６ ．６９）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．７０）
其中状态 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，输出观测 ｙ（ｔ）∈Ｒ１ 为标量，输入 ｗ（ｔ）∈Ｒ１ 为标量，Φ，Γ，Ｈ 各为
ｎ × ｎ，ｎ × １和 １ × ｎ 常阵，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ｖ 的独立白噪声 ．假设

系统是完全可观、完全可控的［５］．由（１ ．６ ．６９），ｘ（ｔ）可表为
ｘ（ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Φ）－ １Γｗ（ｔ － １） （１ ．６ ．７１）

其中 ｑ － １是单位滞后算子 ．将上式代入（１ ．６ ．７０）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）－ １Γｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．７２）

将矩阵求逆公式
（Ｉｎ － ｑ － １Φ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）／φ（ｑ － １） （１ ．６ ．７３）

φ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Φ） （１ ．６ ．７４）
代入（１ ．６ ．７２）

ｙ（ｔ）＝
Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）Γ

φ（ｑ － １） ｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．７５）

由系统完全可观、完全可控的假设引出上式分母与分子无公因式相消 ．用φ（ｑ － １）乘上式
两边引出

φ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）Γｗ（ｔ － １）＋φ（ｑ － １）ｖ（ｔ） （１ ．６ ．７６）
上式右边的两个滑动平均（ＭＡ）过程可用一个等价的稳定的 ＭＡ过程表示

Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）Γｗ（ｔ － １）＋φ（ｑ － １）ｖ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （１ ．６ ．７７）

·１４·



其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，Ｄ（ｑ － １）是首系数为 １关于 ｑ － １的稳定多项式 ．

于是可得观测过程 ｙ（ｔ）的 ＡＲＭＡ模型

φ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （１ ．６ ．７８）
由第三章射影理论可证明白噪声ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）的新息过程，因而称（１ ．６ ．７８）为 ＡＲＭＡ新息
模型 ．其中 Ｄ（ｑ － １）和σ２

ε可用第二章给出的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【例 １ ．６ ．５】 考虑单输入单输出随机系统，它有状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ ０[ ]２ ０

ｘ（ｔ）＋ [ ]１１ ｗ（ｔ） （１ ．６ ．７９）

ｙ（ｔ）＝［１ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．８０）
其中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ ＝ ０ ．１和σ２
ｖ ＝ ０ ．１的独立白噪声 ．容易验证该系

统是完全可观、完全可控的，即

ｒａｎｋ
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＝ ｒａｎｋ
１ １[ ]３ ０

＝ ２ （１ ．６ ．８１）

ｒａｎｋ［Γ ΦΓ］＝ ｒａｎｋ
１ １[ ]１ ２

＝ ２ （１ ．６ ．８２）

应用矩阵求逆公式有

ｙ（ｔ）＝［１ １］
１ － ｑ － １ ０
－ ２ｑ － １[ ]

１

－ １[ ]１１ ｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．８３）

（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（２ ＋ ｑ － １）ｗ（ｔ － １）＋（１ － ｑ － １）ｖ（ｔ） （１ ．６ ．８４）
将上式右边两个 ＭＡ过程之和同一个等价的稳定的 ＭＡ过程表示

（１ ＋ ｄｑ － １）ε（ｔ）＝（２ ＋ ｑ － １）ｗ（ｔ － １）＋（１ － ｑ － １）ｖ（ｔ） （１ ．６ ．８５）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声 ．计算上式两边 ＭＡ过程的相关函数有
（１ ＋ ｄ２）σ２

ε ＝ ５σ２
ｗ ＋ ２σ２

ｖ （１ ．６ ．８６）

ｄσ２
ε ＝ ２σ２

ｗ －σ２
ｖ （１ ．６ ．８７）

将σ２
ｗ ＝ ０ ．１和σ２

ｖ ＝ ０ ．１代入上两式并消去σ２
ε可得一元二次方程

ｄ２ － ７ｄ ＋ １ ＝ ０ （１ ．６ ．８８）
可解出使（１ ＋ ｄｑ － １）稳定的 ｄ 为

ｄ ＝ 槡７ － ４９ － ４
２ ＝ ０ ．１４５ ８９８ （１ ．６ ．８９）

进而由（１ ．６ ．８７）可得

σ２
ε ＝ ０ ．６８５ ４１０ ３ （１ ．６ ．９０）

从而由（１ ．６ ．８４）和（１ ．６ ．８５）最后可得 ＡＲＭＡ新息模型
（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ０ ．１４５ ８９８ｑ － １）ε（ｔ） （１ ．６ ．９１）

在 Ｄ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｄ１ ｑ － １ ＋ … ＋ ｄｎｄｑ
－ ｎｄ的阶次 ｎｄ ＞ ２时，没有系数 ｄｉ 和σ２

ε的解析解，

需用第二章的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代算法［１，６，９，１０］求 Ｄ（ｑ － １）和σ２
ε．

１ ．６ ．８ 由 ＡＲＭＡ模型转化为状态空间模型

为了把信号滤波问题转化为状态估计问题，需要将信号的 ＡＲＭＡ模型化为状态空间
·２４·



模型 ．
【例 １ ．６ ．６】 继例 ０ ．４的雷达跟踪系统 ．
引入单位滞后算子 ｑ － １，则运动目标在时刻 ｔＴ 的位置 ｓ（ｔ）、速度·ｓ（ｔ）和加速度ｗ（ｔ）

有模型
（１ － ｑ － １）ｓ（ｔ）＝·ｓ（ｔ － １）Ｔ ＋ ｗ（ｔ － １）Ｔ２ ／ ２ （１ ．６ ．９２）

（１ － ｑ － １）·ｓ（ｔ）＝ ｗ（ｔ － １）Ｔ （１ ．６ ．９３）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．９４）

由上两式消去·ｓ（ｔ）可得关于位置 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：

（１ － ｑ － １）２ ｓ（ｔ）＝ Ｔ２

２ ｗ（ｔ － １）＋ Ｔ２

２ ｗ（ｔ － ２） （１ ．６ ．９５）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．９６）
若我们仅对目标位置 ｓ（ｔ）感兴趣，而不感兴趣它的速度，则可构造不同于（０ ． ２２）～

（０ ．２４）的状态空间模型 ．容易验证引入状态变量 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，其中
ｘ１（ｔ）＝ ｓ（ｔ） （１ ．６ ．９７）

ｘ２（ｔ）＝ － ｘ１（ｔ － １）＋ ｗ（ｔ － １）Ｔ２ ／ ２ （１ ．６ ．９８）
可将 ＡＲＭＡ模型（１ ．６ ．９５）化为等价的状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝
２ １[ ]－ １ ０

ｘ（ｔ）＋
Ｔ２ ／ ２
Ｔ２ ／

[ ]
２

ｗ（ｔ） （１ ．６ ．９９）

ｙ（ｔ）＝［１ ０］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （１ ．６ ．１００）
即由（１ ．６ ．９９）和（１ ．６ ．１００）可导出（１ ．６ ．９５）和（１ ．６ ．９６）．在这个状态空间模型中，第一个分
量 ｘ１（ｔ）＝ ｓ（ｔ）有明显的物理意义，但其第二个分量 ｘ２（ｔ）的定义（１ ．６ ．９８）却没有物理意
义 ．然而对估计位置 ｓ（ｔ）而言，我们对 ｘ２（ｔ）有无物理意义不感兴趣 ．故亦可采用状态空
间模型（１ ．６ ．９９）和（１ ．６ ．１００）将位置 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题（１ ． ６ ． ９５）和（１ ． ６ ． ９６）转化为
Ｋａｌｍａｎ滤波问题 ．其中被估信号 ｓ（ｔ）作为状态 ｘ（ｔ）的第一个分量 ．此例表明对同一个
ＡＲＭＡ模型，它的等价状态空间模型不是惟一的 ．所谓等价，是指它们具有相同的输出
ｙ（ｔ）．
在一般情形下我们有如下等价表示定理 ．
【定理 １ ．６ ．１】 向量 ＡＲＭＡ模型
ｓ（ｔ）＋ Ａ１ ｓ（ｔ － １）＋… ＋ Ａｎｓ（ｔ － ｎ）＝ Ｃ０ ｅ（ｔ）＋ Ｃ１ ｅ（ｔ － １）＋… ＋ Ｃｎｅ（ｔ － ｎ）

（１ ．６ ．１０１）
其中 ｓ（ｔ）∈Ｒｍ，ｅ（ｔ）∈Ｒｍ，Ａｉ 和Ｃｉ 为ｍ × ｍ 阵，它等价于如下块伴随形状态空间模型

ｘ１（ｔ ＋ １）

ｘ２（ｔ ＋ １）


ｘｎ（ｔ ＋ １











）

＝

－ Ａ１

－ Ａ２ Ｉ（ｎ － １）ｍ


－ Ａｎ ０ …











０

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ）


ｘｎ（ｔ











）

＋

Ｃ１ － Ａ１Ｃ０

Ｃ２ － Ａ２Ｃ０


Ｃｎ － ＡｎＣ













０

ｅ（ｔ）

（１ ．６ ．１０２）

·３４·



ｓ（ｔ）＝［Ｉｍ ０ … ０］

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ）


ｘｎ（ｔ











）

＋ Ｃ０ ｅ（ｔ） （１ ．６ ．１０３）

证明 由（１ ．６ ．１０３）有 ｓ（ｔ）＝ ｘ１（ｔ）＋ Ｃ０ ｅ（ｔ），利用（１ ． ６ ． １０２）和（１ ． ６ ． １０３）逐项代入
法可得（１ ．６ ．１０１）．详细推导从略 ．

我们以下面简单例子来说明定理 １ ．６ ．１的证明思路，用逐次迭代法 ．
【例 １ ．６ ．７】 纯量 ＡＲ（２）模型

（１ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋ ａ２ ｑ － ２）ｙ（ｔ）＝ ｅ（ｔ） （１ ．６ ．１０４）
可化为状态空间模型

ｘ１（ｔ ＋ １）

ｘ２（ｔ ＋ １[ ]） ＝
－ ａ１ １
－ ａ２

[ ]０
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋
－ ａ１
－ ａ[ ]

２
ｅ（ｔ） （１ ．６ ．１０５）

ｙ（ｔ）＝［１ ０］
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋ ｅ（ｔ） （１ ．６ ．１０６）

证明 由上两式逐次迭代有
ｙ（ｔ）＝ ｘ１（ｔ）＋ ｅ（ｔ）＝ － ａ１ ｘ１（ｔ － １）＋ ｘ２（ｔ － １）－ ａ１ ｅ（ｔ － １）＋ ｅ（ｔ）＝

－ ａ１ ｘ１（ｔ － １）－ ａ２ ｘ１（ｔ － ２）－ ａ２ ｅ（ｔ － ２）－ ａ１ ｅ（ｔ － １）＋ ｅ（ｔ）＝
－ ａ１［ｙ（ｔ － １）－ ｅ（ｔ － １）］－ ａ２［ｙ（ｔ － ２）－ ｅ（ｔ － ２）］－ ａ２ ｅ（ｔ － ２）－
ａ１ ｅ（ｔ － １）＋ ｅ（ｔ）＝

－ ａ１ ｙ（ｔ － １）－ ａ２ ｙ（ｔ － ２）＋ ｅ（ｔ） （１ ．６ ．１０７）
它相同于（１ ．６ ．１０４）．证毕 ． □
【定义 １ ．６ ．１】 我们称 ｎｍ × ｎｍ 矩阵Ａ 和ｍ × ｎｍ 矩阵Ｈ，

Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉ（ｎ － １）ｍ

－ Ａｎ ０ …









０
， Ｈ ＝［Ｉｍ ０ … ０］ （１ ．６ ．１０８）

为块伴随形（Ａ，Ｈ），其中 Ａｉ 为ｍ × ｍ 矩阵，０为 ｍ × ｍ 零阵，Ｉｒ 为 ｒ × ｒ 单位阵 ．块伴随形
（Ａ，Ｈ）在最优估计理论中具有重要作用，它的如下重要性质是今后经常用到的 ．

【定理 １ ．６ ．２】 （块伴随形矩阵的重要性质）若矩阵（Ａ，Ｈ）具有块伴随形（１ ．６ ．１０８），
若定义多项式矩阵

Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ａｎｑ － ｎ （１ ．６ ．１０９）
则有关系

? ｄｅｔ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）＝ ｅｔＡ（ｑ － １） （１ ．６ ．１１０）

? Ｈａｄｊ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）＝ ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］ （１ ．６ ．１１１）
证明 先证? ．利用分块矩阵求逆公式［１０］

Ａ１１ Ａ１２

０ Ａ[ ]
２２

－ １

＝
Ａ － １

１１ ，－ Ａ － １
１１ Ａ１２Ａ － １

２２

０ Ａ － １[ ]
２２

（１ ．６ ．１１２）

首先我们用数学归纳法证明如下求逆公式：定义 ｎｍ × ｎｍ 矩阵 Ｊｎ 为

·４４·



Ｊｎ ＝

Ｉｍ － ｑ － １ Ｉｍ ０ … … ０

０ Ｉｍ － ｑ － １ Ｉｍ ０
  
 ０  － ｑ － １ Ｉｍ
０ Ｉ

























ｍ

（１ ．６ ．１１３）

则有它的逆矩阵为

Ｊ － １
ｎ ＝

Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ， … … ｑ －（ｎ － １）Ｉｍ
０ Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ … ｑ －（ｎ － ２）Ｉｍ
   
 ０  ｑ － １ Ｉｍ
０ Ｉ

























ｍ

（１ ．６ ．１１４）

显然，我们有关系

Ｊｎ ＝

Ｉｍ － ｑ － １ Ｉｍ ０ … ０
０
 Ｊｎ － １



















０

（１ ．６ ．１１５）

置 ｎ ＝ ２，我们应用公式（１ ．６ ．１１２）有

Ｊ － １
２ ＝

Ｉｍ － ｑ － １ Ｉｍ
０ Ｉ



[ ]

ｍ

－ １

＝
Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ
０ Ｉ



[ ]

ｍ
（１ ．６ ．１１６）

即（１ ．６ ．１１３）成立 ．置 ｎ ＝ ３，应用公式（１ ．６ ．１１２）有

Ｊ － １
３ ＝

Ｉｍ － ｑ － １ Ｉｍ ０
０ Ｊ２















０

－ １

＝

Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ ｑ － ２ Ｉｍ
０ Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ
０ ０ Ｉ
















ｍ

（１ ．６ ．１１７）

即（１ ．６ ．１１３）成立 ．
假设（１ ． ６ ． １１３）对自然数 ｎ 成立，则它对（ｎ ＋ １）也成立 ．事实上应用（１ ． ６ ． １１２）和

（１ ．６ ．１１４）有

Ｊ － １
ｎ ＋ １ ＝

Ｉｍ － ｑ － １ Ｉｍ ０ … ０
０
 Ｊｎ



















０

＝

Ｉｍ ［ｑ － １ Ｉｍ０…０］Ｊ － １
ｎ

０
 Ｊ － １

ｎ



















０

＝

Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ … … ｑ － ｎＩｍ
０ Ｉｍ ｑ － １ Ｉｍ … ｑ －（ｎ － １）Ｉｍ
   
 ０  ｑ － １ Ｉｍ
０ Ｉ

























ｍ

（１ ．６ ．１１８）

由数学归纳法，（１ ．６ ．１１４）对任意自然数 ｎ 成立（规定 Ｊ１ ＝ Ｉｍ，Ｊ － １
１ ＝ Ｉｍ）．

·５４·



注意 Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ 可分块为

Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ ＝

Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ － ｑ － １ Ｉｍ ０ ０ ０

Ａ２ ｑ － １

 Ｊｎ － １
Ａｎｑ





















－ １


Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ



[ ]

２２
（１ ．６ ．１１９）

其中 Ｊｎ由（１ ．６ ．１１３）定义 ．应用分块矩阵行列式公式［１０］

ｄｅｔ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）＝ ｄｅｔＡ２２ｄｅｔ（Ａ１１ － Ａ１２Ａ － １
２２ Ａ２１） （１ ．６ ．１２０）

可得

ｄｅｔ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）＝ ｄｅｔ（Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ －［－ ｑ － １ Ｉｍ０…０］Ｊ － １
ｎ － １

Ａ２ ｑ － １



Ａｎｑ









－ １

）＝

ｄｅｔ（Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ ＋［ｑ － １ Ｉｍ，…，ｑ －（ｎ － １）Ｉｍ］
Ａ２ ｑ － １



Ａｎｑ









－ １

）＝

ｄｅｔ（Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ ＋ Ａ２ ｑ － ２ ＋… ＋ Ａｎｑ － ｎ）＝ ｄｅｔＡ（ｑ － １） （１ ．６ ．１２１）
这证明了? ．下证? ．

容易验证关系
［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）＝［Ａ（ｑ － １），０…０］＝ Ａ（ｑ － １）Ｈ

（１ ．６ ．１２２）
其中 Ａ，Ｈ，Ａ（ｑ － １）由（１ ．６ ．１０８）和（１ ．６ ．１０９）定义 ．于是用 ａｄｊＡ（ｑ － １）左乘上式有

ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）＝

ａｄｊＡ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）Ｈ ＝ ｄｅｔＡ（ｑ － １）ＩｍＨ （１ ．６ ．１２３）

又用（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）－ １右乘上式有

ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］＝ ｄｅｔＡ（ｑ － １）Ｈ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）－ １ ＝

ｄｅｔＡ（ｑ － １）Ｈａｄｊ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ）／ ｄｅｔ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ） （１ ．６ ．１２４）

但由?有 ｄｅｔＡ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ），于是有

ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎｍ － ｑ － １Ａ） （１ ．６ ．１２５）
这证明了? ．证毕 ． □
【推论 １ ．６ ．１】 对在 ｍ ＝ １情形的伴随形

Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎ － １
－ ａｎ ０ …









０
， Ｈ ＝［１ ０ … ０］ （１ ．６ ．１２６）

定义标量多项式
Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎｑ － ｎ （１ ．６ ．１２７）

则有

? ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）＝ Ａ（ｑ － １） （１ ．６ ．１２８）

·６４·



? Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）＝［１，ｑ － １，…，ｑ －（ｎ － １）］ （１ ．６ ．１２９）
证明 注意 Ａ － １（ｑ － １）＝ ａｄｊＡ（ｑ － １）／ ｄｅｔＡ（ｑ － １）＝ １ ／ Ａ（ｑ － １），故有 ａｄｊＡ（ｑ － １）＝ １，

ｄｅｔＡ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １），于是由定理 １ ．６ ．２３引出（１ ．６ ．１２８）和（１ ．６ ．１２９）．证毕 ． □
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第二章 最小二乘法参数估计
最小二乘法是系统辨识中参数估计的最基本方法 ．它是由数学家高斯于 １７９５ 年在研

究星体运动轨道时提出的 ．由于最小二乘法要求系统的先验统计知识少，算法简单，计算
量小，收敛性能好，因而被广泛应用于系统辨识、自适应信号处理、自适应滤波、自校正控
制等领域 ．本章目的是在递推最小二乘（Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ）法基础上，提出标量和向
量 ＡＲＭＡ模型参数估计的多种改进的快速最小二乘法算法，可实时应用 ．所谓快速算法
是指：同极大似然法等离线算法相比，计算量小，计算速度快，且收敛速度快，可实时（在
线）应用 ．

所提出的许多新算法是基于 ＡＲＭＡ模型可用高阶 ＡＲ模型逼近的原理 ．大量仿真例
子说明了新算法的有效性 ．

最小二乘法的基本原理是选择模型参数极小化模型误差（残差）平方和 ．并因此而得
名“最小二乘”法 ．所谓模型误差是指由模型计算的值与观测值之差，它体现了模型的精
度 ．因误差有正负号问题，为数学处理方便，故以误差平方大小衡量精度 ．为了在总体上选
择最优模型参数，故以极小化模型误差平方和为性能指标来选择模型参数 ．这就是最小二
乘法 ．

２ ．１ 递推最小二乘（ＲＬＳ）法

２ ．１ ．１ 非递推最小二乘法

为了说明最小二乘法参数估计原理，首先考虑一个简单的回归分析问题 ．
【例 ２ ．１ ．１】 雷达跟踪测速问题 ．［３４］

考虑雷达跟踪直线水平匀速飞行目标（飞机），要求估计飞行目标的速度 ｖ ．设目标初
始位为坐标原点，每分钟观测目标位置一次，如图 ２ ．１ ．１所示，共计观测 ５ 次，位置观测值
如表 ２ ．１ ．１所示。

表 ２ ．１ ．１ 雷达跟踪目标位置测量

时间 ｔ ／ｍｉｎ １ ２ ３ ４ ５

位置观测值
ｙ ／ ｋｍ

９ ．６ ２０ ．３ ３０ ．４ ３９ ．５ ５０ ．２

求飞行目标速度 ｖ 的最优估值 ．
由于雷达对目标位置的观测值带有随机误差（观测噪声），因而观测方程为

ｙ（ｔ）＝ ｖｔ ＋ ｅ（ｔ） （２ ．１ ．１）
其中 ｖ 是待估的飞行目标速度，ｅ（ｔ）为观测误差，ｖｔ 为在时刻 ｔ 位置真实值，ｙ（ｔ）为对飞

·８４·



行目标位置的观测值 ．按最小二乘法原理，速度 ｖ 的最优估值应使观测误差 ｅ（ｔ）的平方
和最小，即 ｖ 应极小化性能指标

图 ２ ．１ ．１ 雷达跟踪测速问题

Ｊ ＝ ∑
５

ｔ ＝ １
ｅ２（ｔ）＝ ∑

５

ｔ ＝ １
［ｙ（ｔ）－ ｖｔ］２ （２ ．１ ．２）

置Ｊ ／ｖ ＝ ０有

－ ２∑
５

ｔ ＝ １
［ｙ（ｔ）－ ｖｔ］ｔ ＝ ０ （２ ．１ ．３）

即

∑
５

ｔ ＝ １
ｙ（ｔ）ｔ ＝ ｖ∑

５

ｔ ＝ １
ｔ２ （２ ．１ ．４）

这引出 ｖ 的最小二乘估值为

ｖ^ ＝ ∑
５

ｔ ＝ １
ｙ（ｔ）ｔ ∑

５

ｔ ＝ １
ｔ２ （２ ．１ ．５）

将观测值 ｙ（ｔ）代入上式可求得最小二乘估值 ｖ^ 为
ｖ^ ＝ １０ ．００７ ２７２ ｋｍ ／ ｍｉｎ （２ ．１ ．６）

下面，利用上述原理来考虑 ＡＲ（ｎ）模型的非递推最小二乘法参数估计问题 ．考虑
ＡＲ（ｎ）模型

ｙ（ｔ）＝ ａ１ ｙ（ｔ － １）＋… ＋ ａｎｙ（ｔ － ｎ）＋ε（ｔ） （２ ．１ ．７）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε ＞ ０的白噪声，ｙ（ｔ）为观测，已知阶次 ｎ，但参数 ａｉ 和σ２
ε是

未知的 ．问题是基于到时刻 ｔ 的已知观测数据（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（０），…，ｙ（１ － ｎ）），求
ａｉ 和σ２

ε的估值 ａ^ ｉ（ｔ）和σ^２
ε（ｔ）．

（２ ．１ ．７）可写为向量形式
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ε（ｔ） （２ ．１ ．８）

其中 Ｔ为转置号，且定义向量

θ＝［ａ１，ａ２，…，ａｎ］Ｔ

φＴ（ｔ）＝［ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ － ｎ）］ （２ ．１ ．９）
模型残差为

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）θ （２ ．１ ．１０）
·９４·



最小二乘法原理是寻求未知参数向量θ的估值θ^（ｔ），使其极小化模型残差平方和

Ｊ ＝ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
ε２（ｉ）＝ ∑

ｔ

ｉ ＝ １
［ｙ（ｔ）－φＴ（ｉ）θ］２ （２ ．１ ．１１）

除了 ｙ（０），…，ｙ（１ － ｎ）之外，由观测 ｙ（１），…，ｙ（ｔ）有 ｔ 个等式
ｙ（ｉ）＝φＴ（ｉ）θ＋ε（ｉ）， ｉ ＝ １，…，ｔ （２ ．１ ．１２）

可将它们合成写成矩阵向量形式
Ｙ（ｔ）＝Φ（ｔ）θ＋Σ（ｔ） （２ ．１ ．１３）

其中定义

Φ（ｔ）＝
φＴ（１）


φＴ（ｔ









）
， Ｙ（ｔ）＝

ｙ（１）

ｙ（ｔ









）
， Σ（ｔ）＝

ε（１）


ε（ｔ









）

（２ ．１ ．１４）

于是性能指标 Ｊ 可写成
Ｊ ＝［Ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）θ］Ｔ［Ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）θ］ （２ ．１ ．１５）

令 Ｊ ／θ＝ ０，应用矩阵微分公式有
－ ２ΦＴ（ｔ）［Ｙ（ｔ）－Φ（ｔ）θ］＝ ０ （２ ．１ ．１６）

即θ满足的正规方程

ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）θ＝ΦＴ（ｔ）Ｙ（ｔ） （２ ．１ ．１７）
于是得到基于到时刻 ｔ 的观测θ的非递推最小二乘（ＬＳ）估值为

θ^（ｔ）＝［ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）］－ １ΦＴ（ｔ）Ｙ（ｔ） （２ ．１ ．１８）
【定理 ２ ．１ ．１】 ＡＲ（ｎ）模型（２ ．１ ．７）的非递推最小二乘法参数估值为

θ^（ｔ）＝［ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）］－ １ΦＴ（ｔ）Ｙ（ｔ） （２ ．１ ．１９）
其中假设矩阵ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）是非异的 ．
【注 ２ ．１ ．１】 矩阵微分公式
标量对向量求导数定义 ．
设 Ｊ ＝ Ｊ（θ），Ｊ 为标量，θ为列向量，θ＝（θ１，θ２，…，θｎ）Ｔ，定义 Ｊ 关于θ的导数Ｊ ／θ

为 Ｊ 的梯度，即

Ｊ
θ

＝

Ｊ
θ１



Ｊ
θ













ｎ

（２ ．１ ．２０）

它是一个列向量 ．
向量对向量求导数定义 ．
设 ｇ（θ）为 ｍ × １维列向量，且θ为 ｎ × １维列向量，即

ｇ（θ）＝
ｇ１（θ）

ｇｍ（θ









）
，θ＝

θ１



θ









ｎ

（２ ．１ ．２１）

定义 ｇ（θ）关于θ的导数 ｄｇ（θ）／ ｄθ为ｍ × ｎ 矩阵，它的第（ｉ，ｊ）元素ｇｉ（θ）／θｊ，即

ｄｇ（θ）
ｄθ

＝ ｇｉ（θ）
θ( )

ｊ ｍ × ｎ
（２ ．１ ．２２）

·０５·



显然有
ｄＡθ
ｄθ

＝ Ａ， ｄｃ
ｄθ

＝ ０ （２ ．１ ．２３）

其中 Ａ 为常阵，ｃ 为列向量 ．
复合函数求得公式

Ｊ ＝ ｇＴ（θ）ｇ（θ） （２ ．１ ．２４）

Ｊ
θ

＝ ２ ｄｇ（θ）
ｄ[ ]θ

Ｔ
ｇ（θ） （２ ．１ ．２５）

２ ．１ ．２ 递推最小二乘（ＲＬＳ）法

非递推最小二乘估值θ^（ｔ）（２ ． １ ． １８）的缺点是要求在每时刻计算 ｎ × ｎ 矩阵ΦＴ（ｔ）

Φ（ｔ）的逆矩阵，引起较大计算负担 ．从计算机实时应用观点，要求寻求估值θ^（ｔ）的递推
算法和避免求逆矩阵 ．本节应用矩阵求逆引理导出递推最小二乘法算法 ．

定义 ｎ × ｎ 矩阵 Ｐ（ｔ）为
Ｐ（ｔ）＝［ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）］－ １ （２ ．１ ．２６）

则（２ ．１ ．１８）成为

θ^（ｔ）＝ Ｐ（ｔ）ΦＴ（ｔ）Ｙ（ｔ） （２ ．１ ．２７）
注意

θ^（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １）ΦＴ（ｔ ＋ １）Ｙ（ｔ ＋ １） （２ ．１ ．２８）

Φ（ｔ ＋ １）＝
Φ（ｔ）

φＴ（ｔ ＋ １[ ]）， Ｙ（ｔ ＋ １）＝
Ｙ（ｔ）
ｙ（ｔ ＋ １[ ]） （２ ．１ ．２９）

于是有

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ ［ΦＴ（ｔ），φ（ｔ ＋ １）］
Φ（ｔ）

φＴ（ｔ ＋ １[ ][ ]）

－ １

＝

［ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）＋φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）］－ １ （２ ．１ ．３０）
这引出

Ｐ（ｔ ＋ １）＝［Ｐ － １（ｔ）＋φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）］－ １ （２ ．１ ．３１）
为了由（２ ．１ ．３１）导出 Ｐ（ｔ ＋ １）的递推公式，应用如下矩阵求逆引理 ．
矩阵求逆引理 设 Ａ，Ｂ，Ｃ 分别为 ｎ × ｎ，ｎ × ｍ，ｎ × ｍ 矩阵，且设 Ａ － １及（Ｉｍ ＋

ＣＴＡ － １Ｂ）－ １存在，则有
（Ａ ＋ ＢＣＴ）－ １ ＝ Ａ － １ － Ａ － １Ｂ（Ｉｍ ＋ ＣＴＡ － １Ｂ）－ １ＣＴＡ － １ （２ ．１ ．３２）

其中 Ｉｍ 为ｍ × ｍ 单位阵 ．
证明 令 Ｄ ＝ Ａ ＋ ＢＣＴ，则有

Ｉｎ ＝ Ｄ － １Ｄ ＝ Ｄ － １（Ａ ＋ ＢＣＴ）＝ Ｄ － １Ａ ＋ Ｄ － １ＢＣＴ （２ ．１ ．３３）

Ｄ － １ ＝ Ａ － １ － Ｄ － １ＢＣＴＡ － １ （２ ．１ ．３４）
由（２ ．１ ．３４）看到，为了求 Ｄ － １，要求计算 Ｄ － １Ｂ ．为此，用 Ｂ 右乘（２ ．１ ．３４）有

Ｄ － １Ｂ ＝ Ａ － １Ｂ － Ｄ － １ＢＣＴＡ － １Ｂ （２ ．１ ．３５）
Ｄ － １Ｂ（Ｉｍ ＋ ＣＴＡ － １Ｂ）＝ Ａ － １Ｂ （２ ．１ ．３６）

Ｄ － １Ｂ ＝ Ａ － １Ｂ（Ｉｍ ＋ ＣＴＡ － １Ｂ）－ １ （２ ．１ ．３７）
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将（２ ．１ ．３７）代入（２ ．１ ．３４）有
Ｄ － １ ＝ Ａ － １ － Ａ － １Ｂ（Ｉｍ ＋ ＣＴＡ － １Ｂ）－ １ＣＴＡ － １ （２ ．１ ．３８）

这证明（２ ．１ ．３２）． □
应用矩阵求逆公式（２ ．１ ．３２），置 Ａ ＝ Ｐ － １（ｔ），Ｂ ＝φ（ｔ ＋ １），ＣＴ ＝φＴ（ｔ ＋ １），则（２ ． １ ．

３１）化为递推形式，
Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）

（２ ．１ ．３９）
以下推导θ^（ｔ ＋ １）的递推公式 ．由（２ ．１ ．２８）和（２ ．１ ．２９）有

θ^（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １）［ΦＴ（ｔ），φ（ｔ ＋ １）］
Ｙ（ｔ）

ｙ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

Ｐ（ｔ ＋ １）［ФＴ（ｔ）Ｙ（ｔ）＋φ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １）］＝
［Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）］×

［ΦＴ（ｔ）Ｙ（ｔ）＋φ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １）］＝θ^（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １

φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）＋ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）
（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）＋

Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））ｙ（ｔ ＋ １）－
Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １）＝

θ^（ｔ）＋ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）］
（２ ．１ ．４０）

上述推导可概括为如下定理 ．
【定理 ２ ．１ ．２】 ＡＲ（ｎ）模型（２ ．１ ．７）的递推最小二乘法（ＲＬＳ）参数估值为

θ^（ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ）＋ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）］

（２ ．１ ．４１）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．１ ．４２）

θ^（０）＝θ０， Ｐ（０）＝ Ｐ０， ｙ（ｉ）＝ ０ （ｉ≤０） （２ ．１ ．４３）
由（２ ．１ ．１０）定义白噪声ε（ｔ）的估值ε^（ｔ）为

ε^（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θ（ｔ － １） （２ ．１ ．４４）

ε（ｔ）的方差σ２
ε的采样方差估值σ^２

ε（ｔ）定义为

σ^２
ε（ｔ）＝ １

ｔ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
ε^２（ｉ） （２ ．１ ．４５）

【定理 ２ ． １ ． ３】 ＡＲ（ｎ）模型（２ ． １ ． ７）的输入白噪声ε（ｔ）的方差σ２
ε的递推估值器

σ^２
ε（ｔ）为

σ^２
ε（ｔ）＝σ^２

ε（ｔ － １）＋ １
ｔ［ε^

２（ｔ）－σ^２
ε（ｔ － １）］ （２ ．１ ．４６）

带初值σ^２
ε（１）＝ε^２（１）．

证明 由非递推公式（２ ．１ ．４５）有
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σ^２
ε（ｔ）＝ １

ｔ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
ε^２（ｉ）＝ １

ｔ ∑
ｔ －１

ｉ ＝ １
ε^２（ｉ）＋ε^２（ｔ[ ]） ＝ ｔ － １

ｔ · １
ｔ － １∑

ｔ －１

ｉ ＝ １
ε^２（ｉ）＋ １

ｔε^
２（ｔ）＝

（１ － １
ｔ ）^σ

２
ε（ｔ － １）＋ １

ｔε^
２（ｔ）＝σ^２

ε（ｔ － １）＋ １
ｔ［ε^

２（ｔ）－σ^２
ε（ｔ － １）］ （２ ．１ ．４７）

即（２ ．１ ．４６）成立 ． □
【注 ２ ．１ ．２】 注意 １ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）是标量，因而 ＲＬＳ 避免了矩阵求逆运

算 ．在无观测数据 ｙ（０），ｙ（－ １），…，ｙ（１ － ｎ）时，可规定 ｙ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０），因而φ（ｔ），ｔ ＝
１，２，…是可计算的 ．
【注 ２ ．１ ．３】 初值θ^（０）和 Ｐ（０）有两种选取方法 ．
一种是利用少量观测数据（ｙ（１），…，ｙ（ｔ０）），利用非递推算法（２ ．１ ．２６）和（２ ．１ ．２７）预

先求得
Ｐ（ｔ０）＝［ΦＴ（ｔ０）Φ（ｔ０）］－ １ （２ ．１ ．４８）

θ^（ｔ０）＝ Ｐ（ｔ０）ΦＴ（ｔ０）Ｙ（ｔ０） （２ ．１ ．４９）

然后重置 Ｐ（０）＝ Ｐ（ｔ０），^θ（０）＝θ^（ｔ０）用 ＲＬＳ算法递推计算 ．为了保证 Ｐ（ｔ０）存在，要求
ｔ０ ＞ ｎ ．

另一种近似选取方法是取
Ｐ（０）＝ ａＩｎ，ａ 为很大实数，例如取 ａ ＝ １０５，

θ^（０）＝ ０ （２ ．１ ．５０）
这可证明如下：定义

Φ（０）＝
φ（０）


φＴ（－ ｔ０









）
， Ｙ（０）＝

ｙ（０）


ｙ（－ ｔ０









）
， ｔ０ ＞ ｎ （２ ．１ ．５１）

则由（２ ．１ ．２６）和（２ ．１ ．２７）有初始 ＬＳ估值

θ^（０）＝ Ｐ（０）ΦＴ（０）Ｙ（０）， Ｐ（０）＝［ΦＴ（０）Φ（０）］－ １ （２ ．１ ．５２）
因而基于合成观测 Ｙ（０）和 Ｙ（ｔ）有 ＬＳ估值

θ^（ｔ）＝ Ｐ（ｔ）［ΦＴ（ｔ），ΦＴ（０）］
Ｙ（ｔ）
Ｙ（０[ ]） ＝ Ｐ（ｔ）［ΦＴ（ｔ）Ｙ（ｔ）＋ Ｐ － １（０）^θ（０）］，

Ｐ（ｔ）＝ ［ΦＴ（ｔ），ΦＴ（０）］Φ（ｔ）

Φ（０[ ][ ]）

－ １

＝［ΦＴ（ｔ）ΦＴ（ｔ）＋ Ｐ － １（０）］－ １ （２ ．１ ．５３）

当取 Ｐ（０）＝ ａＩ 时，ａ ＞ ０ 很大，则 Ｐ － １（０）很小，且取θ^（０）＝ ０，则由（２ ． １ ． ５２）近似有

θ^（ｔ）≈θ^（ｔ），Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ），其中θ^（ｔ）和 Ｐ（ｔ）由（２ ．１ ．２６）和（２ ．１ ．２７）定义 ．这种初值给定

方法避免了 ｎ × ｎ 矩阵ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）的求逆运算，因而适于微机应用 ．
【注 ２ ．１ ．４】 由（２ ．１ ．８）在时刻 ｔ 处ε（ｉ）的估值也可定义为

ε^（ｉ）＝ ｙ（ｉ）－φＴ（ｉ）^θ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｔ （２ ．１ ．５４）
且有在时刻 ｔ 处ε（ｔ）的方差σ２

ε的采样估值为

σ^２
ε（ｔ）＝ １

ｔ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
ε^２（ｔ） （２ ．１ ．５５）

为便于实时应用，当 ｔ ＞ ｔｆ 时，ｔｆ 为截断长度，可用如下σ２
ε的采样估值
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σ^２
ε（ｔ）＝ １

ｔｆ ∑
ｔ

ｉ ＝ ｔ－ ｔｆ ＋１
ε^２（ｉ） （２ ．１ ．５６）

图 ２ ．１ ．２ ＲＬＳ算法程序框图

此时只需用（２ ． １ ． ５３）计算ε^（ｉ），ｉ ＝ ｔ，
ｔ － １，…，ｔ － ｔｆ ＋ １ 即可，而不必计算全部的

ε^（ｉ），ｉ ＝ ｔ，ｔ － １，…，１ ．
若在采样估值（２ ． １ ． ５５）中ε^（ｉ）不用（２ ．

１ ．４４）而用下式计算 ．
ε^（ｉ）＝ ｙ（ｉ）－φＴ（ｉ）^θ（ｉ）， ｉ ＝ １，２，…，ｔ

（２ ．１ ．５７）
则也有递推公式［１１］

σ^２
ε（ｔ）＝σ^２

ε（ｔ － １）＋ １
ｔ［ε^

２（ｔ）－σ^２
ε（ｔ － １）］

（２ ．１ ．５８）
一般来说估值ε^（ｔ）的公式（２ ． １ ． ５７）要比（２ ．
１ ．４４）精度高些 ．
【注 ２ ．１ ．５】 ＲＬＳ算法计算程序框图如

图 ２ ．１ ．２所示。

２ ．１ ．３ 指数加权最小二乘法———时变参数估计

当 ＡＲ（ｎ）模型参数随时间变化时，随观测数据增加用普通 ＲＬＳ算法参数估计误差较
大 ．这是因为新数据被旧数据淹没 ．为了体现系统的时变性，应强调新近数据的作用，而渐
渐遗忘陈旧数据的作用 ．为此在性能指标（２ ． １ ． １１）中对被求和的每项乘一个指数加权系
数λｔ － ｉ，０ ＜λ≤１，λ叫遗忘因子，有改进的性能指标

Ｊ（θ）＝ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
λｔ － ｉ［ｙ（ｉ）－φＴ（ｉ）θ］２ （２ ．１ ．５９）

当λ小于 １时，体现了在残差平方和中强调新近数据的作用 ．当λ＝ １时化为普通最小二
乘法 ．类似于定理 ２ ．１ ．２的推导有如下定理 ．
【定理 ２ ．１ ．４】 带时变参数的 ＡＲ（ｎ）模型（２ ．１ ．７）的指数加权 ＲＬＳ参数估值公式为

θ^（ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ）＋ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）］
λ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

，

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ １
λ

Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ

λ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １{ }） （２ ．１ ．６０）

带 ０ ＜λ≤１，^θ（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩｎ，ａ ＞ ０ ．
注意，对慢时变参数θ，应取较大的λ，例如λ＝ ０ ．９９，对快时变参数θ，应取较小的λ．

２ ．１ ．４ ＲＬＳ参数估计的收敛性

在什么条件下 ＲＬＳ参数估值收敛于相应的真实值？这是参数估计的一致性问题 ．下
面我们将证明：带白噪声ε（ｔ）的平稳 ＡＲ（ｎ）模型参数的非递推最小二乘法估值（２ ．１ ．１８）
的概率 １和均方收敛意义下收敛于真实参数 ．

将（２ ．１ ．１３）代入（２ ．１ ．１８）有
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θ^（ｔ）＝［ΦＴ（ｔ）Φ（ｔ）］－ １ΦＴ（ｔ）［Φ（ｔ）θ＋Σ（ｔ）］ （２ ．１ ．６１）
置 ｔ ＝ Ｎ 有

θ^（Ｎ）＝θ＋［ΦＴ（Ｎ）Φ（Ｎ）］－ １ΦＴ（Ｎ）Σ（Ｎ） （２ ．１ ．６２）
应用定义（２ ．１ ．１４）有

θ^（Ｎ）－θ ＝ ∑
Ｎ

ｔ ＝ １
φ（ｔ）φＴ（ｔ[ ]） －１∑

Ｎ

ｔ ＝ １
φ（ｔ）ε（ｔ） （２ ．１ ．６３）

将（２ ．１ ．６３）变形为采样平均形式

θ^（Ｎ）－θ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
φ（ｔ）φＴ（ｔ[ ]） －１ １

Ｎ∑
Ｎ

ｔ ＝ １
φ（ｔ）ε（ｔ） （２ ．１ ．６４）

由 ＡＲ（ｎ）模型平稳性假设，则 ｙ（ｔ）可表为在均方和以概率 １收敛意义下的级数

ｙ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊε（ｔ － ｊ） （２ ．１ ．６５）

其中ψｊ 可由（１ ．４ ．１８）递推计算为

ψｊ ＝ ａ１ψｊ － １ ＋… ＋ ａｎψｊ － ｎ， ｊ ＞ ０ （２ ．１ ．６６）
其中规定ψ０ ＝ １，ψｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０）．

由（２ ．１ ．６５）引出

Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ε（ｔ）］＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ψｊＥ［ε（ｔ － ｉ － ｊ）ε（ｔ）］＝ ０， ｉ ＞ ０ （２ ．１ ．６７）

其中 Ｅ为均值号 ．由平稳随机过程的遍历性，当 Ｎ→∞时有
１
Ｎ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
ｙ（ｔ － ｉ）ε（ｔ →） Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ε（ｔ）］＝ ０， ｉ ＞ ０ （２ ．１ ．６８）

１
Ｎ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
ｙ（ｔ － ｉ）ｙ（ｔ － ｊ →） Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ｙ（ｔ － ｊ）］＝ Ｒｙ（ｊ － ｉ） （２ ．１ ．６９）

其中定义相关函数 Ｒｙ（ｊ － ｉ）＝ Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ｙ（ｔ － ｊ）］．
这引出当 ｔ→∞时有

１
Ｎ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
φ（ｔ）ε（ｔ）＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｔ ＝ １

ｙ（ｔ － １）


ｙ（ｔ － ｎ









）
ε（ｔ）→

０










０
＝ ０ （２ ．１ ．７０）

１
Ｎ∑

Ｎ

ｔ ＝ １
φ（ｔ）φＴ（ｔ →） Ｅ［φ（ｔ）φＴ（ｔ）］＝ Ｒ （２ ．１ ．７１）

且 Ｒ 为正定阵 ．事实上由协方差阵定义，Ｒｙ（ｊ － ｉ）是 Ｒ 的第 ｊ 行第 ｉ 列元素，对任意实数
ｃｉ，ｉ ＝ １，…，ｎ，注意

Ｅ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉｙ（ｔ － ｉ[ ]） ２

＝ ∑
ｎ

ｉ，ｊ ＝ １
ｃｉｃｊＲｙ（ｊ － ｉ）≥ ０ （２ ．１ ．７２）

带 Ｒｙ（ｉ）＝ Ｒｙ（－ ｉ），表明 Ｒ 是非负定的 ．为了证明 Ｒ 的正定性，只要证明

Ｅ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉｙ（ｔ － ｉ[ ]） ２

＝ ０ （２ ．１ ．７３）

的充要条件是 ｃ１ ＝ ｃ２ ＝… ＝ ｃｎ ＝ ０ ．充分性是显然的 ．现证必要性，假设（２ ． １ ． ７３）成立，应
用（２ ．１ ．６５）有关系

Ｅ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉｙ（ｔ － ｉ[ ]） ２

＝ Ｅ［ｃ１ε（ｔ － １）＋ ｌ（ε（ｔ － ２），…，ε（ｔ － ｎ），…）］２ ≥ ｃ２１σ２
ε≥ ０

（２ ．１ ．７４）
·５５·



其中 ｌ（ε（ｔ － ２），…，ε（ｔ － ｎ），…）为ε（ｔ － ２），…，ε（ｔ － ｎ），…的线性组合项 ．由（２ ．１ ．７３）
和（２ ．１ ．７４）引出 ｃ１ ＝ ０ ．重复上述步骤可推出 ｃ２ ＝… ＝ ｃｎ ＝ ０ ．这证明了必要性，因而 Ｒ 正
定，故当 Ｎ 充分大在（２ ．１ ． ６４）中的逆矩阵存在 ．由（２ ． １ ． ６４）和（２ ． １ ． ７１）及（２ ． １ ． ７０）引出
（θ^（Ｎ）－θ）→０（Ｎ→∞）．即在以概率 １和均方意义下有θ^（Ｎ）→θ，Ｎ→∞ ．

【定理 ２ ．１ ．５】 对于带白噪声ε（ｔ）的平稳 ＡＲ（ｎ）模型（２ ．１ ．７），带初值（２ ．１ ．４９）的递
推最小二乘法参数估值（２ ．１ ．４１）和（２ ．１ ．４２）在以概率 １和均方意义下收敛于真实参数 ．

证明 在初值（２ ．１ ．４９）下，ＲＬＳ参数估值（２ ． １ ． ４１）在数值上恒同于相应的非递推 ＬＳ
参数估值（２ ．１ ．１９）．我们在上面证明了非递推 ＬＳ参数估值（２ ． １ ． １９）在以概率 １和均方意
义下收敛于真实值，故 ＲＬＳ参数估值也具有这种性质 ． □
【注 ２ ．１ ．６】 ＲＬＳ算法和带遗忘因子的 ＲＬＳ算法也可推广到估计如下 ＣＡＲ模型的常

的或时变参数：
ｙ（ｔ）＝ ａ１ ｙ（ｔ － １）＋… ＋ ａｎｙ（ｔ － ｎ）＋ ｂ０ｕ（ｔ）＋… ＋ ｂｎ（ｔ － ｎ）＋ε（ｔ）（２ ．１ ．７５）

其中 ｕ（ｔ）为已知的控制输入 ．在这种情形下上式有 ＬＳ结构
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ε（ｔ） （２ ．１ ．７６）

φＴ（ｔ）＝（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ － ｎ），ｕ（ｔ），…，ｕ（ｔ － ｎ）），

θＴ ＝（ａ１，…，ａｎ，ｂ０，…，ｂｎ） （２ ．１ ．７７）

ＲＬＳ算法（２ ．１ ．４１）和（２ ．１ ．４２）或（２ ．１ ．６０）形式不变 ．
【例 ２ ．１ ．２】 考虑 ＡＲ（２）模型

（１ － １ ．３ｑ － １ ＋ ０ ．４ｑ － ２）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （２ ．１ ．７８）
其中ε（ｔ）是均值、方差为σ２

ε ＝ １ ．２１的高斯白噪声 ．试由输出 ｙ（ｔ）用 ＲＬＳ算法估计 ＡＲ参
数 ａ１ ＝ － １ ．３，ａ２ ＝ ０ ．４ ．

ＲＬＳ参数估计收敛曲线如图 ２ ．１３和图 ２ ．１ ．４所示，其中直线代表真实值 ａ１ 或 ａ２，曲
线代表估值 ａ^１（ｔ）或 ａ^２（ｔ）．可看到 ＲＬＳ算法有较好的收敛性能 ．

图 ２．１ ．３ ａ１的 ＲＬＳ参数估计 ａ^１（ｔ）的收敛性 图 ２．１ ．４ ａ２的 ＲＬＳ参数估计 ａ^２（ｔ）的收敛性

【例 ２ ．１ ．３】 考虑带时变参数的 ＣＡＲ模型
ｙ（ｔ）＝ ａ（ｔ）ｙ（ｔ － １）＋ ｂ（ｔ）ｕ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （２ ．１ ．７９）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε ＝ ０ ．８１的高斯白噪声，控制 ｕ（ｔ）为在［－ １，１］上服从均匀

分布的随机变量的采样值，时变参数 ａ（ｔ）和 ｂ（ｔ）按如下方式发生阶跃变化：

ａ（ｔ）＝
－ ０ ．９ １≤ ｔ≤１ ０００
０ ．９ １ ０００ ＜ ｔ≤{ ２ ０００

ｂ（ｔ）＝
３ １≤ ｔ≤１ ０００
１ １ ０００ ＜ ｔ≤{ ２ ０００

（２ ．１ ．８０）

试由输出 ｙ（ｔ）用带遗忘因子的 ＲＬＳ算法估计时变参数 ａ（ｔ）和 ｂ（ｔ）．
·６５·



取遗忘因子λ＝ ０ ．９９，用 ＲＬＳ算法（２ ．１ ．６０）仿真结果如图 ２ ． １ ． ５ 所示 ．可看到经过一
段较短的过渡过程，ＲＬＳ参数估值 ａ^（ｔ）和 ｂ^（ｔ）能较快地跟踪 ａ（ｔ）和 ｂ（ｔ）的变化 ．

图 ２ ．１ ．５ 带遗忘因子的 ＲＬＳ算法参数估值对阶跃变化参数的跟踪性

【例 ２ ．１ ．４】 考虑带时变参数的 ＣＡＲ模型
ｙ（ｔ）＝ ａ（ｔ）ｙ（ｔ － １）＋ ｂ（ｔ）ｕ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （２ ．１ ．８１）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε ＝ １的高斯白噪声，ｕ（ｔ）为如下方波

ｕ（ｔ）＝

１ ０≤ ｔ ＜ １００
－ １ １００≤ ｔ ＜ ２００
１ ２００≤ ｔ ＜ ３００

－ １ ３００≤ ｔ










＜ ４００

（２ ．１ ．８２）

时变参数 ａ（ｔ）和 ｂ（ｔ）按如下规律变化
ａ（ｔ）＝ ０ ．５ － ０ ．１５ｓｉｎ（２πｔ ／ ２ ０００），
ｂ（ｔ）＝ ０ ．８１ － ０ ．２ｃｏｓ（２πｔ ／ ２ ０００） （２ ．１ ．８３）

试用带遗忘因子 ＲＬＳ算法估计 ａ（ｔ）和 ｂ（ｔ）．
取遗忘因子λ＝ ０ ．９９，应用（２ ．１ ．６０）的 ＲＬＳ参数估计如图 ２ ． １ ． ６ 所示，其中光滑曲线

为 ａ（ｔ）或 ｂ（ｔ），带高频扰动的曲线为 ａ^（ｔ）或 ｂ^（ｔ）．可看到 ＲＬＳ估值能跟踪其实值的变
化 ．

图 ２．１ ．６ 带遗忘因子的 ＲＬＳ算法参数估值对缓慢变化参数的跟踪性

２ ．２ 递推增广最小二乘（ＲＥＬＳ）法

考虑平稳可逆的 ＡＲＭＡ模型
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．２ ．１）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，

·７５·



Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎａｑ
－ ｎａ，

Ｄ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎｄｑ
－ ｎｄ （２ ．２ ．２）

设阶次 ｎａ，ｎｄ 已知，但参数 ａｉ，ｄｉ 及σ２
ε未知 ．为了应用 ＲＬＳ算法估计这些参数，将ε（ｔ －

ｉ）用其估值ε^（ｔ － ｉ）近似代替，由（２ ．２ ．１）有 ＬＳ结构
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ε（ｔ） （２ ．２ ．３）

φＴ（ｔ）＝［－ ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ － ｎａ），^ε（ｔ － １），…，^ε（ｔ － ｎｄ）］ （２ ．２ ．４）

θ＝［ａ１，…，ａｎａ，ｄ１，…，ｄｎｄ］
Ｔ （２ ．２ ．５）

则由 ＲＬＳ算法引出递推增广最小二乘（Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ）算法，简记 ＲＥＬＳ算
法，即

θ^（ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ）＋ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）］
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．２ ．６）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．２ ．７）

其中φＴ（ｔ ＋ １）中的ε^（ｊ），ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ － １ － ｎｄ，由下式计算

ε^（ｊ）＝ ｙ（ｊ）－φＴ（ｊ）^θ（ｊ － １）， ｊ ＝ ｔ，…，ｔ － ｎｄ ＋ １ （２ ．２ ．８）
且带初值θ^（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ 为很大正数，且规定

ε^（ｉ）＝ ０（ｉ≤０）， ｙ（ｉ）＝ ０ （ｉ≤０） （２ ．２ ．９）
可证明［１０］：在 Ｄ（ｑ － １）满足正实性条件下，ＲＥＬＳ算法参数估计是一致的，即θ^（ｔ）→

θ，ｔ→∞ ．
在时刻 ｔ 处σ２

ε的估值σ^２
ε（ｔ）为

σ^２
ε（ｔ）＝ １

ｔ ∑
ｔ

ｉ ＝ １
ε^２（ｊ） （２ ．２ ．１０）

由（２ ．２ ．１０）可引出递推公式

σ^２
ε（ｔ）＝σ^２

ε（ｔ － １）＋ １
ｔ［ε^

２（ｔ）－σ^２
ε（ｔ － １）］ （２ ．２ ．１１）

【注 ２ ．２ ．１】 在上述 ＲＥＬＳ算法中，φＴ（ｔ ＋ １）中的估值ε^（ｔ），^ε（ｔ － １），…，^ε（ｔ ＋ １ －
ｎｄ）是用（２ ．２ ．８）计算的，有些文献［４］用（２ ．１ ．５７）计算它们 ．
【注 ２ ．２ ．２】 循环 －递推增广最小二乘法 ．当数据长度 Ｎ 较短时，若基于 Ｎ 个观测

数据所得 ＲＥＬＳ参数估值常常不能令人满意的，特别 ＭＡ 参数估值收敛较慢 ．为了改进
ＲＥＬＳ参数估值精度，可循环应用已知的 Ｎ 个数据 ．取第一个循环最后时刻估值θ^（Ｎ）及
Ｐ（Ｎ）作为第二个循环的初值θ^（０）和 Ｐ（０），即取θ^（０）＝θ^（Ｎ），Ｐ（０）＝ Ｐ（Ｎ）．用这种循
环 － ＲＥＬＳ算法可充分利用已知信息改进估值精度 ．
【注 ２ ．２ ．３】 ＲＥＬＳ算法的缺点是 ＡＲＭＡ模型的 ＭＡ参数估值收敛较慢 ．这是因为白

噪声估值ε^（ｔ）与参数估值θ^（ｔ）通过（２ ． ２ ． ６）和（２ ． ２ ． ７）与（２ ． ２ ． ８）有相互耦合作用 ．因此
改进 ＲＥＬＳ算法的关键在于改进白噪声估值ε^（ｔ）的精度 ．
【注 ２ ．２ ．４】 ＲＥＬＳ算法（２ ．２ ．６）～（２ ．２ ．８）也适用于 ＣＡＲＭＡ模型

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｕ（ｔ）＋ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．２ ．１２）
其中 Ｂ（ｑ － １）＝ ｂ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｂｎｂｑ

－ ｎｂ，ｕ（ｔ）是已知控制输入 ．此时在 ＬＳ 结构（２ ． ２ ． ３）中应

·８５·



定义

φＴ（ｔ）＝［－ ｙ（ｔ － １），…，－ ｙ（ｔ － ｎａ），ｕ（ｔ － １），…，ｕ（ｔ － ｎｂ），^ε（ｔ － １），…，^ε（ｔ － ｎｄ）］

（２ ．２ ．１３）

θ＝［ａ１，…ａｎａ，ｂ１，…，ｂｎｂ，ｄ１，…，ｄｎｄ］
Ｔ （２ ．２ ．１４）

【例 ２ ．２ ．１】 考虑 ＡＲＭＡ（２ ．２）模型
（１ ＋ １ ．３ｑ － １ ＋ ０ ．４ｑ － ２）ｙ（ｔ）＝（１ － １ ．１ｑ － １ ＋ ０ ．３ｑ － ２）ε（ｔ） （２ ．２ ．１５）

图 ２ ．２ ．１ ＲＥＬＳ参数估计的收敛性

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε ＝ ０ ．８１的高斯（正态）白噪声，试利用输出 ｙ（ｔ）求模型参数

和噪声方差的 ＲＥＬＳ估值 ．注意输出 ｙ（ｔ）的采样值可由（２ ．２ ．１５）通过高斯白噪声ε（ｔ）的
采样值（可用计算机由正态 Ｎ（０，１）随机数生成）递推计算 ．

ＲＥＬＳ参数估计的收敛性如图 ２ ． ２ ． １ 所示，其中直线代表参数的真实值，曲线代表参
数估值 ．可看到 ＲＥＬＳ算法有良好的收敛性能 ．在 ｔ ＝ ６００步时，相应的参数估值为

·９５·



ａ^１ ＝ １ ．２７８ ７１７， ａ^２ ＝ ０ ．３８５ ５２３， ｄ^１ ＝ － １ ．１５８ ２８７，

ｄ^２ ＝ ０ ．３１７ ７３３， σ^２
ε ＝ ０ ．８５３ ８９０，

（２ ．２ ．１６）

２ ．３ ＡＲＭＡ模型参数估计的两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ算法
———改进的 ＲＥＬＳ算法

ＡＲＭＡ模型广泛出现在系统辨识、信号处理、状态估计、时间序列分析等领域 ．特别在
自校正滤波理论的应用中，ＡＲＭＡ模型参数估计问题是一项关键技术 ．用常规 ＲＥＬＳ算法
虽然简单，但其中采用了与 ＡＲＭＡ参数估值耦合的白噪声估值，因而影响了算法的精度
和收敛程度 ．通常 ＭＡ参数收敛较慢，这是由于白噪声估值精度低引起的 ．因此本节作
者［１２］提出对 ＡＲＭＡ模型用 ＲＬＳ算法拟合高阶 ＡＲ模型单独得到白噪声估值，并将它们用
于常规 ＲＥＬＳ算法中，得到一种改进的 ＲＥＬＳ算法，它由两段 ＲＬＳ算法组成，可实时实现，
克服了常规 ＲＥＬＳ算法的上述缺点，便于工程应用 ．虽然作者在文献［１］中也提出了改进
的递推增广最小二乘法，但它的算法是离线的，不能在线应用 ．

２ ．３ ．１ 用 ＲＬＳ算法拟合高阶 ＡＲ模型产生白噪声估值

考虑平稳可逆的 ＡＲＭＡ模型（２ ． １ ． １），假设、问题及记号同节 ２ ． ２ ．由平稳、可逆性假
设有 Ａ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）是稳定的，则 ＡＲＭＡ模型（２ ．１ ．１）等价于无穷阶 ＡＲ模型

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）
Ｄ（ｑ －１）ｙ

（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
βｊｙ（ｔ － ｊ） （２ ．３ ．１）

其中β０ ＝ １，βｊ→０，ｊ→∞，βｊ 可用递推公式（１ ．１ ．４５）计算 ．取 ｎ０ 充分大，例如 ｎ０ ＝ １０ ～ ２０，
则有近似的高阶 ＡＲ（ｎ０）模型

∑
ｎ０

ｊ ＝ ０
βｊｙ（ｔ － ｊ）＝ε（ｔ） （２ ．３ ．２）

它有 ＬＳ结构
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）β＋ε（ｔ） （２ ．３ ．３）

φＴ（ｔ）＝［－ ｙ（ｔ － １），…，－ ｙ（ｔ － ｎ０）］ （２ ．３ ．４）

β＝［β１，β２，…，βｎ０
］Ｔ （２ ．３ ．５）

于是由（２ ．１ ．４１）和（２ ．１ ．４２）可得β的 ＲＬＳ估值β^（ｔ ＋ １）为

β^（ｔ ＋ １）＝β^（ｔ）＋ ｒ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^β（ｔ）］ （２ ．３ ．６）
Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－ ｒ（ｔ ＋ １）［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ ＋ １）φ（ｔ）］Ｔ （２ ．３ ．７）

ｒ（ｔ ＋ １）＝ １ ／［１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １）φ（ｔ ＋ １）］ （２ ．３ ．８）
带初值β^（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ ＝ １０５，且规定 ｙ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０）．于是由（２ ．３ ． ３）可得在时刻
ｔ ＋ １白噪声ε（ｊ）的平滑估值

ε^（ｊ）＝ ｙ（ｊ）－φＴ（ｊ）^β（ｔ ＋ １）， ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ （２ ．３ ．９）

且方差σ２
ε的估值σ^２

ε（ｔ）可用（２ ．１ ． ４６）计算 ．注意，基于到时刻 ｔ ＋ １的观测信息估计在过
去时刻 ｊ（ｊ≤ ｔ）ε（ｊ）的估值ε^（ｊ），称其为平滑估值 ．注意，为简单计，在（２ ．１ ．４６）中，^ε（ｔ）可
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计算为

ε^（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－φＴ（ｔ）^β（ｔ）， ｔ ＝ １，２，… （２ ．３ ．１０）
２ ．３ ．２ 改进的递推增广最小二乘（ＲＥＬＳ）算法

在 ＡＲＭＡ模型的 ＬＳ结构（２ ．２ ． ３）～（２ ． ２ ． ５）中，若其中φＴ（ｔ ＋ １）中的白噪声平滑估
值ε^（ｊ），ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ － ｎｄ ＋ １，用（２ ．３ ．９）计算，则由 ＲＥＬＳ算法（２ ． ２ ． ６）和（２ ． ２ ． ７）有改
进的 ＲＥＬＳ算法

θ^（ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ）＋ ｒ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）］（２ ．３ ．１１）
Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－ ｒ（ｔ ＋ １）［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ （２ ．３ ．１２）

φＴ（ｔ ＋ １）＝［ｙ（ｔ），…，ｙ（ｔ ＋ １ － ｎｄ），^ε（ｔ），…，^ε（ｔ ＋ １ － ｎｄ）］ （２ ．３ ．１３）

ε^（ｊ）＝ ｙ（ｊ）－φＴ（ｊ）^β（ｔ ＋ １）， ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ （２ ．３ ．１４）

其中β^（ｔ ＋ １）由（２ ．３ ． ６）～（２ ． ３ ． ８）计算，且初值为θ^（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ ＝ １０５，且规定
ｙ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０），^ε（ｉ）＝ ０（ｉ≤０）．

因此改进的 ＲＥＬＳ算法由两段 ＲＬＳ算法（２ ． ３ ． ６）～（２ ． ３ ． ８）和（２ ． ３ ． １１）～（２ ． ３ ． １４）组
成 ．在每时刻 ｔ ＋ １，先实现（２ ．３ ．６）～（２ ．３ ．８），再实现（２ ．３ ．１１）～（２ ．３ ．１４），且后段不影响
前段结果 ．
【注 ２ ．３ ．１】 普通 ＲＥＬＳ算法与这里提出的改进的 ＲＥＬＳ算法的根本区别在于：在普

通 ＲＥＬＳ算法中φＴ（ｔ ＋ １）中的白噪声估值ε^（ｊ）是用（２ ．２ ．８）计算的，它与参数估值θ^（ｊ －
１）有相互耦合作用，即估值θ^（ｊ － １）通过（２ ．２ ．８）影响值ε^（ｊ），又通过 ＲＥＬＳ算法（２ ． ２ ． ６）
和（２ ．２ ．７）影响θ^（ｔ ＋ １）．但在改进的 ＲＥＬＳ算法中φＴ（ｔ ＋ １）中的白噪声估值ε^（ｊ）是用
（２ ．３ ．９）计算的，它与估值θ^（ｔ）无关，且被单独用 ＲＥＬＳ算法计算 ．只要所拟合的 ＡＲ（ｎ０）
的阶次 ｎ０ 充分大，则用（２ ． ３ ． ９）就可给出ε（ｊ）的高精度平滑估值ε^（ｊ），因而用改进的
ＲＥＬＳ算法可加快 ＭＡ参数收敛速度和提高 ＡＲＭＡ模型参数估计精度 ．
【注 ２ ．３ ．２】 上述改进的 ＲＥＬＳ算法是由两个简单的 ＲＬＳ参数估值器组成，因而可在

线（实时）实现 ．
【注 ２ ．３ ．３】 已知容量为 Ｎ 的一批观测数据 ｙ（ｉ），ｉ ＝ １，…，Ｎ，离线改进的 ＲＥＬＳ算

法为在改进的 ＲＥＬＳ 算法（２ ． ３ ． １１）～（２ ． ３ ． １４）中，φＴ（ｔ ＋ １）中的ε（ｊ）的估值用下式计
算［１］

ε^（ｊ）－ ｙ（ｊ）－φＴ（ｊ）^β（Ｎ）， ｊ ＝ Ｎ，…，１ （２ ．３ ．１５）
其中β^（Ｎ）是用高阶 ＡＲ（ｎ０）模型（２ ． ３ ． ３）拟合 ｙ（ｔ），在最终时刻 Ｎ 处的参数向量β的
ＲＬＳ估值 ．
【例 ２ ．３ ．１】 考虑 ＡＲＭＡ（２，１）模型

（１ － １ ．４ｑ － １ ＋ ０ ．４５ｑ － ２）ｙ（ｔ）＝（１ － ０ ．３ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．３ ．１６）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε ＝ １的高斯白噪声，试由输出 ｙ（ｔ）用两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ（也称
改进的 ＲＥＬＳ）算法估计模型（２ ．３ ．１６）的参数 ．

模型参数的两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ估值如图 ２ ． ３ ． １ 所示，其中直线代表参数真实值，曲线
代表参数估值 ．在 ｔ ＝ ６００处的参数估值为

ａ^１ ＝ － １ ．３９５ ６８６， ａ^２ ＝ ０ ．４４８ ２６５， ｄ^１ ＝ － ０ ．３６５ ５８５，ε^２
ε ＝ ０ ．８９５ ４８９（２ ．３ ．１７）
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它们近似于相应的真实值 ａ１ ＝ － １ ．４ａ，ａ２ ＝ ０ ．４５，ｄ１ ＝ － ０ ．３，σ２
ε ＝ １ ．

图 ２ ．３ ．１ 二段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ参数估计的收敛性

２ ．３ ．３ ＣＡＲＭＡ模型的两段 ＲＬＳ———ＲＥＬＳ参数估计算法

上述 ＡＲＭＡ模型的两段参数估计算法可推广到 ＣＡＲＭＡ模型情形 ．考虑 ＣＡＲＭＡ模型
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｕ（ｔ）＋ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．３ ．１８）

其中 ｙ（ｔ）为观测，ｕ（ｔ）为已知控制输入，Ａ（ｑ － １），Ｂ（ｑ － １），Ｄ（ｑ － １）为 ｑ － １的多项式，系数
ａ０ ＝ １，ｂ０ ＝ ０，ｄ０ ＝ １，其他系数 ａｉ，ｂｉ，ｄｉ 和白噪声ε（ｔ）的方差σ２

ε是未知的 ．设 Ａ（ｑ － １）和

Ｄ（ｑ － １）是稳定的，则由定理 １ ．４ ．４ ＣＡＲＭＡ模型（２ ． ３ ． １８）可用如下高阶 ＣＡＲ模型近似代
替 ．

∑
ｎ０

ｊ ＝ ０
ａｊｙ（ｔ － ｊ）－ ∑

ｎ０

ｊ ＝ ０
βｊｕ（ｔ － ｊ）＝ε（ｔ） （２ ．３ ．１９）

带 ａ０ ＝ １，β０ ＝ ０ ．它有 ＬＳ结构

ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）ρ＋ε（ｔ） （２ ．３ ．２０）

φＴ（ｔ）＝［－ ｙ（ｔ － １），…，－ ｙ（ｔ － ｎ０），ｕ（ｔ － １），…，ｕ（ｔ － ｎ０）］ （２ ．３ ．２１）

ρ＝［ａ１，…，ａｎ０，β１，…，βｎ０
］Ｔ （２ ．３ ．２２）

于是用 ＲＬＳ算法（２ ．１ ．４１）和（２ ．１ ．４２）可得ρ的 ＬＳ估值ρ^（ｔ ＋ １），从而可得ε（ｊ）的平滑估
值ε^（ｊ）为

ε^（ｊ）＝ ｙ（ｊ）－φＴ（ｊ）^ρ（ｔ ＋ １）， ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ （２ ．３ ．２３）

且可用（２ ．１ ．５８）得σ２
ε的估值σ^２

ε（ｔ）．
另一方面（２ ．３ ．１８）有 ＬＳ结构
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ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ε（ｔ） （２ ．３ ．２４）

φＴ（ｔ）＝［－ ｙ（ｔ － １），…，－ ｙ（ｔ － ｎａ），ｕ（ｔ － １），…，ｕ（ｔ － ｎｂ），^ε（ｔ － １），…，^ε（ｔ － ｎｄ）］
（２ ．３ ．２５）

θ＝［ａ１，…，ａｎａ，ｂ１，…，ｂｎｂ，ｄ１，…，ｄｎｄ］
Ｔ （２ ．３ ．２６）

将由（２ ．３ ．２３）计算的平滑估值ε^（ｔ），^ε（ｔ － １），…，^ε（ｔ ＋ １ － ｎｄ）代入φＴ（ｔ ＋ １）中，用 ＲＥＬＳ
算法（２ ．２ ．６）和（２ ．２ ．７）得到改进的 ＲＥＬＳ参数估值θ^（ｔ ＋ １）．
【例 ２ ．３ ．２】 考虑 ＣＡＲＭＡ模型

（１ － ０ ．９ｑ － １ ＋ ０ ．２ｑ － ２）ｙ（ｔ）＝ ０ ．５ｕ（ｔ － ２）＋（１ － ０ ．４ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．３ ．２７）

图 ２ ．３ ．２ 二段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ参数估计的收敛性

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε ＝ １的高斯（正态）白噪声，已知控制 ｕ（ｔ）是零均值、方差为

σ２
ｕ ＝ １的高斯白噪声的采样值，试用两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ算法由输入 ｕ（ｔ）和输出 ｙ（ｔ）估计

模型参数和噪声ε（ｔ）的方差 ．
二段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ参数估值的收敛性如图 ２ ． ３ ． ２ 所示，其中实线代表参数真实值，曲
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线代表参数估值 ．在 ｔ ＝ ６００处的参数估值为
ａ^１ ＝ － ０ ．９１７ １６９， ａ^２ ＝ ０ ．２１０ ３６１， ｂ^２ ＝ ０ ．４６５ ９７６，

ｄ^１ ＝ ０ ．３７７ ６０， σ^２
ε ＝ ０ ．９６６ ５７５

（２ ．３ ．２８）

它们近似于相应的真实值
ａ１ ＝ － ０ ．９， ａ２ ＝ ０ ．２， ｂ２ ＝ ０ ．５， ｄ１ ＝ ０ ．４，σ２

ε ＝ １ （２ ．３ ．２９）

２ ．４ ＡＲＭＡ模型参数估计的两段 ＲＬＳ － ＬＳ算法

Ｇｒａｕｐ［５，１５］提出的 ＡＲＭＡ模型参数估计方法是：用最小二乘法对 ＡＲＭＡ模型拟合高阶
ＡＲ模型，然后基于所拟合的 ＡＲ模型参数，用解一个相容代数方程组得到 ＡＲＭＡ模型参
数估值 ．该方法的缺点是只能得到 ＡＲＭＡ模型参数的粗糙估计 ．因为实际上所得到的线
性代数方程组是不相容的，即超定矛盾方程组 ．因而文献［１６］提出用最小二乘法（ＬＳ）求解
超定不相容代数方程组来改进参数估计精度 ．这引出两段 ＲＬＳ － ＬＳ算法 ．当 ＡＲＭＡ模型
的 ＭＡ参数个数不超过 ３时，这种两段 ＲＬＳ － ＬＳ算法还可实时实现 ．此时只需在线计算 ２
阶或 ３阶矩阵的逆矩阵 ．

２ ．４ ．１ 用 ＲＬＳ算法拟合高阶 ＡＲ模型

考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ模型（２ ．２ ．１），其中假设和记号同节 ２ ． ２，则它等价于无穷阶
ＡＲ（∞）模型

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）
Ｄ（ｑ －１）ｙ

（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
βｊｑ － ｊｙ（ｔ） （２ ．４ ．１）

其中β０ ＝ １，βｊ→０（ｊ→∞）．取 ｎ０ 充分大，例如取 ｎ０ ＝ １０ ～ ２０，则有近似的高阶 ＡＲ（ｎ０）模
型

β（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （２ ．４ ．２）

β（ｑ － １）＝ １ ＋β１ ｑ － １ ＋… ＋βｉｑ － ｎ０ （２ ．４ ．３）

比较（２ ．４ ．１）和（２ ．４ ．２）有近似关系
Ｄ（ｑ － １）β（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １） （２ ．４ ．４）

由（２ ．４ ．２）有 ＬＳ结构
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）β＋ε（ｔ） （２ ．４ ．５）

φＴ（ｔ）＝［－ ｙ（ｔ － １），…，－ ｙ（ｔ － ｎ０）］ （２ ．４ ．６）

β＝［β１，β２，…，βｎ０
］Ｔ （２ ．４ ．７）

于是用（２ ．３ ．６）～（２ ．３ ．８）可得在时刻 ｔ 处β的 ＲＬＳ估值β^（ｔ），且可由（２ ．１ ．５８）得方差σ２
ε

的估值σ^２
ε（ｔ）．

２ ．４ ．２ 用求不相容超定线性方程组的最小二乘解估计 ＡＲＭＡ模型参数

比较（２ ．４ ．４）两边 ｑ － ｉ的系数有关系
ａ ＝ ｄ ＋ Ｄ ｂ （２ ．４ ．８）
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Ｂｄ ＝ ｂ （２ ．４ ．９）
其中定义 ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ），βｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０或 ｉ ＞ ｎ０），且定义

ａ ＝［ａ１，ａ２，…，ａｎａ］
Ｔ

ｄ ＝［ｄ１，ｄ２，…，ｄｎａ］
Ｔ

ｂ ＝［β１，β２，…，βｎａ
］Ｔ

ｄ ＝［ｄ１，ｄ２，…，ｄｎｄ］
Ｔ

ｂ ＝［－βｎａ ＋ １
，…βｎ０

，０…０］Ｔ

Ｄ ＝

１ ０ … … ０
ｄ１ １ 

  ０
ｄｎａ － １ … … ｄ１













１

Ｂ ＝

βｎａ
… … βｎａ － ｎｄ ＋ １

βｎａ ＋ １
… … βｎａ － ｎｄ ＋ ２

 

βｎ０
… … βｎ０ － ｎｄ ＋ １

０ 
０ … ０ βｎ























０

（２ ．４ ．１０）

注意（２ ．４ ．８）和（２ ．４ ．９）对 ｎａ ＝ ｎｄ，ｎａ ＞ ｎｄ 和 ｎａ ＜ ｎｄ，三种情形均成立 ．将 ＲＬＳ估值β^（ｔ）
代入（２ ．４ ．９）可得在时刻 ｔ 的估值 Ｂ^，^ｄ 和 ｂ^ 有关系

Ｂ^ｄ^ ＝ ｂ^ （２ ．４ ．１１）
其中 Ｂ^ 为（ｎ０ ＋ ｎｄ － ｎａ）× ｎｄ 非方矩阵 ．由于关系式（２ ．４ ．４）是近似成立的，因而等式（２ ．
４ ．９）也近似成立，从而代入估值β^（ｔ）后使（２ ．４ ．１１）近似成立，即（２ ．４ ．１１）是不相容线性方
程组（也称矛盾方程组）．因 ｎ０ ＋ ｄｄ － ｎａ ＞ ｎｄ，故它是超定的 ．矛盾方程组（２ ．４ ．１１）的最小
二乘解 ｄ^ 应极小化方程误差（Ｂ^ｄ^ － ｂ^）的分量平方和，即 ｄ^ 应极小化最小二乘性能指标

ｍｉｎ
ｄ^
Ｊ ＝（Ｂ^ｄ^ － ｂ^）Ｔ（Ｂ^ｄ^ － ｂ^） （２ ．４ ．１２）

置Ｊ ／ｄ^ ＝ ０，应用求导公式（２ ．１ ．２５）有

Ｊ
ｄ^ ＝ ２Ｂ^Ｔ（Ｂ^ｄ^ － ｂ^）＝ ０ （２ ．４ ．１３）

这引出矛盾方程（２ ．４ ．１１）的最小二乘解为

ｄ^ ＝（Ｂ^ＴＢ^）－ １Ｂ^Ｔ ｂ^ （２ ．４ ．１４）
由估值 ｄ^ 可得估值 ｄ^ 和 Ｄ^，由估值β^（ｔ）可得估值 ｂ^，进而由（２ ．４ ．８）可得在时刻 ｔ 处

ａ 的估值 ａ^ 为

ａ^ ＝ ｄ^ ＋ Ｄ^ｂ^ （２ ．４ ．１５）

注意（Ｂ^ＴＢ^）是 ｎｄ × ｎｄ 方阵，通常 ｎｄ ＝ １ ～ ３，因而可在线计算逆矩阵（Ｂ^ＴＢ^）－ １，从而
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可在线计算 ｄ^ 和 ａ^ ．
应指出 Ｇｒａｕｐ［５］仅用线性方程组（２ ．４ ．１１）的前 ｎｄ 个方程求估值 ｄ^，舍去了其余方程，

损失了信息，因而只能得到 ＭＡ参数 ｄ 的粗糙估值，且其结果仅能处理 ｎａ≥ｎｄ 情形 ．

特别，当 Ａ（ｑ － １）＝ １，即 ｎａ ＝ ０时，对纯量 ＭＡ模型

ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．４ ．１６）
在（２ ．４ ．９）和（２ ．４ ．１０）中有

Ｂ ＝

１ ０ … ０

β１ １ ０

  

βｎｄ － １
… β１ １

 

βｎ０
… … βｎ０ － ｎｄ ＋ １

０ βｎ０
… βｎ０ － ｎｄ ＋ ２

 
０ … ０ βｎ































０

， ｂ ＝

－β１

－β２



－βｎ０

０































０

（２ ．４ ．１７）

仍可用（２ ．４ ．１４）得 ＭＡ参数估值 ｄ^ ．［２１］

特别对 ＭＡ（１）模型 ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｄ１ ｑ － １）ε（ｔ）有

Ｂ ＝

１

β１



βｎ０ － １

βｎ



















０

， ｂ ＝

－β１

－β２


－βｎ０

















０

（２ ．４ ．１８）

对 ＭＡ（２）模型 ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｄ１ ｑ － １ ＋ ｄ２ ｑ － ２）ε（ｔ）有

Ｂ ＝

１ ０

β１ １

β２ β１



βｎ０ βｎ０ － １

０ βｎ























０

， ｂ ＝

－β１

－β２


－βｎ０





















０
０

（２ ．４ ．１９）

应用（２ ．４ ．１４）和（２ ．４ ．１８）对 ＭＡ（１）模型有简单的二段 ＲＬＳ － ＬＳ参数估计公式

ｄ^１（ｔ）＝ － ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
β^ｉ（ｔ）^βｉ ＋１（ｔ）∑

ｎ０

ｉ ＝ ０
β^

２
ｉ（ｔ） （２ ．４ ．２０）

其中规定β^０（ｔ）＝ １，^βｉ（ｔ）＝ ０（ｉ ＞ ｎ０）．
【例 ２ ．４ ．１】 考虑 ＡＲＭＡ（１，２）模型

·６６·



（１ － ０ ．９ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ０ ．２ｑ － １ － ０ ．１５ｑ － ２）ε（ｔ） （２ ．４ ．２１）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε ＝ ０ ．８１的高斯白噪声，试由输出 ｙ（ｔ）用两段 ＲＬＳ － ＬＳ算法
求模型参数估值和噪声方差估值 ．

取 ｎ０ ＝ １０，模型参数和噪声方差的两段 ＲＬＳ － ＬＳ估值的收敛性如图 ２ ． ４ ． １ 所示，其
中直线代表真实值，曲线代表估值 ．在 ｔ ＝ ７２０处估值为

ａ^１ ＝ － ０ ．８９９ ０９５， ｄ^１ ＝ ０ ．２０８ ３８２， ｄ^２ ＝ － ０ ．１４６ ９４１， σ^２
ε ＝ ０ ．８１３ ７２１

（２ ．４ ．２２）
它们逼近于相应的真实值

ａ１ ＝ － ０ ．９， ｄ１ ＝ ０ ．２， ｄ２ ＝ － ０ ．１５，σ２
ε ＝ ０ ．８１ （２ ．４ ．２３）

图 ２ ．４ ．１ 二段 ＲＬＳ － ＬＳ参数估计的收敛性

【例 ２ ．４ ．２】 考虑 ＭＡ（３）模型

ｙ（ｔ）＝（１ － １ ．２ｑ － １ ＋ ０ ．４７ｑ － ２ － ０ ．０６ｑ － ３）ε（ｔ） （２ ．４ ．２４）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε ＝ ０ ．２５的高斯白噪声，试由输出 ｙ（ｔ）用两段 ＲＬＳ － ＬＳ算法
求模型参数和方差的估值 ．

取 ｎ０ ＝ １０，两段 ＲＬＳ － ＬＳ参数和方差估计收敛性如图 ２ ． ４ ． ２ 所示，其中直线代表真
实值，曲线代表估值 ．在 ｔ ＝ ６００处相应的估值为

ｄ^１ ＝ － １ ．２２２ ４２７， ｄ^２ ＝ ０ ．４６４ ３６６， ｄ^３ ＝ － ０ ．０６２ １３６， σ^２
ε ＝ ０ ．２３３ ０４１

（２ ．４ ．２５）
它们逼近于相应的真实值

ｄ１ ＝ － １ ．２， ｄ２ ＝ ０ ．４７， ｄ３ ＝ － ０ ．０６，σ２
ε ＝ ０ ．２５ （２ ．４ ．２６）
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图 ２ ．４ ．２ 二段 ＲＬＳ － ＬＳ参数估计的收敛性

２ ．５ ＣＡＲＭＡ模型的三段 ＲＬＳ － ＬＳ － ＬＳ参数估计算法

考虑（２ ．３ ．１８）式所示的 ＣＡＲＭＡ模型
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｕ（ｔ）＋ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．５ ．１）

假设 Ａ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）是稳定的，但 Ａ（ｑ － １），Ｂ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）的参数 ａｉ，ｂｉ，ｄｉ 和白噪
声ε（ｔ）的方差σ２

ε是未知的 ．这里已知阶次 ｎａ，ｎｂ，ｎａ，且 ａ０ ＝ １，ｄ０ ＝ １，ｂ０ ＝ ０ ．本节介绍用
三段最小二乘法估计 ＣＡＲＭＡ模型参数 ．第一段用 ＲＬＳ算法估计等价的高阶 ＣＡＲ模型参
数；第二段用求解不相容线性方程组的 ＬＳ算法估计 Ａ（ｑ － １）和 Ｂ（ｑ － １）的参数；第三段用
ＬＳ算法估计 Ｃ（ｑ － １）的参数 ．

２ ．５ ．１ 第一段———用 ＲＬＳ算法拟合高阶 ＣＡＲ模型

定义 ＭＡ过程 ｖ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ），由 Ｄ（ｑ － １）的稳定性有

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）ｖ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｃｊｑ － ｊｖ（ｔ） （２ ．５ ．２）

其中系数 ｃｊ 由（１ ．４ ．３０）递推计算，且 ｃ０ ＝ １，ｃｊ→０（ｊ→∞）．取 ｎｃ 充分大，于是 ｖ（ｔ）可用高
阶 ＡＲ（ｎｃ）近似代替：

Ｃ（ｑ － １）ｖ（ｔ）＝ε（ｔ）， Ｃ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｃｎｑ － ｎｃ （２ ．５ ．３）
由 ｖ（ｔ）的定义可将（２ ．５ ．１）化为

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｕ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （２ ．５ ．４）
由（２ ．５ ．３）和（２ ．５ ．４）ＣＡＲＭＡ模型（２ ．５ ．１）可用如下高阶 ＣＡＲ模型近似代替
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ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝β（ｑ － １）ｕ（ｔ）＋ε（ｔ） （２ ．５ ．５）
ａ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １），β（ｑ － １）＝ Ｂ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １） （２ ．５ ．６）

其中 ａ（ｑ － １）和β（ｑ － １）的系数分别为 ａｉ 和βｉ，且阶次分别为 ｎａ ＝ ｎａ ＋ ｎｃ，ｎβ ＝ ｎｂ ＋ ｎｃ，且
ａ０ ＝ １，β０ ＝ ０ ．

对 ＣＡＲ模型（２ ．５ ．５）应用 ＲＬＳ算法可得在时刻 ｔ 的参数估值 ａ^ ｉ（ｔ），^βｉ（ｔ）及σ^２
ε（ｔ）．

２ ．５ ．２ 第二段———用 ＬＳ算法估计 Ａ（ｑ － １）和 Ｂ（ｑ － １）

由（２ ．５ ．６）消去 Ｃ（ｑ － １）有关系
Ａ（ｑ － １）β（ｑ － １）＝ Ｂ（ｑ － １）ａ（ｑ － １） （２ ．５ ．７）

记未知参数向量θ为

θ＝［ａ１，…，ａｎａ，ｂ１，…，ｂｎｂ］
Ｔ （２ ．５ ．８）

比较（２ ．５ ．７）两边 ｑ － ｉ的系数引出不相容线性方程组

０ ０ １ ０
－β１  ａ１ 
－β２  ０ ａ２  １
  －β１   ａ１
－βｎ

β
 －β２ ａｎａ  ａ２

０   ０  
０ －βｎ

β
０ ａｎ



































ａ

ａ１
ａ２

ａｎａ
ｂ１
ｂ２

ｂｎ





























ｂ

＝

β１

β２




βｎ
β

０


























０

（２ ．５ ．９）

简记（２ ．５ ．９）为
Ｇθ＝ρ （２ ．５ ．１０）

则有最小二乘（ＬＳ）解为

θ＝（ＧＴＧ）－ １ＧＴρ （２ ．５ ．１１）
将估值 ａ^ ｉ（ｔ），^βｉ（ｔ）代入（２ ．５ ．１１）可得在时刻 ｔ 的估值

θ^（ｔ）＝［Ｇ^Ｔ（ｔ）Ｇ^（ｔ）］－ １Ｇ^Ｔ（ｔ）^ρ（ｔ） （２ ．５ ．１２）

２ ．５ ．３ 第三段———用 ＬＳ算法估计 Ｄ（ｑ － １）

由（２ ．５ ．２）和（２ ．５ ．３）有关系
Ｃ（ｑ － １）＝ Ｄ － １（ｑ － １） （２ ．５ ．１３）

将其代入（２ ．５ ．６）有关系
ａ（ｑ － １）Ｄ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １），β（ｑ － １）Ｄ（ｑ － １）＝ Ｂ（ｑ － １） （２ ．５ ．１４）

比较上式每个等式两边 ｑ － １系数列出不相容线性方程组
ＨＤ ＝δ （２ ．５ ．１５）

其中定义
ｄ ＝［ｄ１，ｄ２，…，ｄｎｄ］

Ｔ，

δ＝［ａ１ －α２，…ａｎａ －αｎａ
，－αｎａ ＋ １

，…，－αｎａ
，０，…，０，ｂ１ －β１，…，
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ｂｎｂ －βｎｂ
，－βｎｂ ＋ １

，…，－βｎ
β
，０，…，０］Ｔ，

Ｈ ＝

１ ０
ａ１  ０
  １
ａｎａ  ａ１

０  
０ ａｎａ
０ … ０

β１ ０
  ０

βｎ
β

 β１

０  
０ βｎ









































β

（２ ．５ ．１６）

于是 ｄ 的最小二乘解为
ｄ ＝（ＨＴＨ）－ １ＨＴδ （２ ．５ ．１７）

将估值 ａ^ ｉ（ｔ）和β^ｉ（ｔ）代入上式有估值
ｄ^（ｔ）＝［Ｈ^Ｔ（ｔ）Ｈ^（ｔ）］－ １Ｈ^Ｔ（ｔ）^δ（ｔ） （２ ．５ ．１８）

【例 ２ ．５ ．１】 考虑 ＣＡＲＭＡ模型
（１ － ０ ．９ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（２ｑ － １ ＋ ０ ．３ｑ － ２ － ０ ．１５ｑ － ３）ｕ（ｔ）＋

（１ － ０ ．４ｑ － １ － ０ ．３２ｑ － ２）ε（ｔ） （２ ．５ ．１９）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε ＝ ０ ．１６的高斯白噪声，ｕ（ｔ）为已知的在［－ １，１］上服从均
匀分布随机变量的采样值 ．试用三段 ＲＬＳ － ＬＳ － ＬＳ算法估计该模型参数 ．

取 ｎ０ ＝ ２０，三段 ＲＬＳ － ＬＳ － ＬＳ参数估计收敛性如图 ２ ． ５ ． １ 所示，其中直线代表真实
值，曲线代表估值 ．在 ｔ ＝ １ ５００处的参数估值为

ａ^１ ＝ － ０ ．９０２ １３１， ｂ^１ ＝ １ ．９９５ ８１４， ｂ^２ ＝ ０ ．２９２ １４８，

ｂ^３ ＝ － ０ ．１５３ １２， ｄ^１ ＝ － ０ ．３６７ ０８， ｄ^２ ＝ － ０ ．３１７ ０９５ （２ ．５ ．２０）
它们近似等于相应的真实值

ａ１ ＝ － ０ ．９，ｂ１ ＝ ２，ｂ２ ＝ ０ ．３，ｂ３ ＝ － ０ ．１５，ｄ１ ＝ － ０ ．４，ｄ２ ＝ － ０ ．３２（２ ．５ ．２１）

２ ．６ 向量 ＣＡＲ模型的多重 ＲＬＳ参数估计算法

考虑向量 ＣＡＲ模型

ｙ（ｔ）＝ ∑
ｎａ

ｊ ＝ １
Ａｊｙ（ｔ － ｊ）＋ ∑

ｎｂ

ｊ ＝ １
Ｂｊｕ（ｔ － ｊ）＋ε（ｔ） （２ ．６ ．１）

其中 ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），…，ｙｍ（ｔ）］Ｔ 是 ｍ × １输出（观测），ｕ（ｔ）＝［ｕ１（ｔ），…，ｕｐ（ｔ）］Ｔ 是 ｐ ×
１控制输入，ε（ｔ）＝［ε１（ｔ），…，εｍ（ｔ）］Ｔ 是 ｍ × １带零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，Ｔ为转
置号 ．问题是求未知参数阵 Ａｊ，Ｂｊ 和 Ｑε的 ＲＬＳ估值 ．记 Ａｊ ＝（ａｊ

ｉｓ），Ｂｊ ＝（ｂｊｉｓ），其中 ａｊ
ｉｓ和
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图 ２ ．５ ．１ 三段 ＲＬＳ － ＬＳ － ＬＳ参数估计的收敛性

ｂ ｊ
ｉｓ各为它们的第 ｉ 行第 ｓ 列元素 ．注意 Ａｊ 和 Ｂｊ 分别为 ｍ × ｍ 和 ｍ × ｐ 矩阵 ．将（２ ．６ ．１）改
写成分量形式有

ｙｉ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θｉ ＋εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｍ （２ ．６ ．２）
其中定义

θｉ ＝［ａ１ｉ１，…，ａ１ｉｍ，…，ａｎ
ｉ１ａ，…，ａｎ

ｉｍａ；ｂ１ｉ１，…，ｂ１ｉｐ；…；ｂｎｉ１ａ，…，ｂｎｉｐｂ］Ｔ，

φＴ（ｔ）＝［ｙＴ（ｔ － １），…，ｙＴ（ｔ － ｎａ），ｕＴ（ｔ － １），…，ｕＴ（ｔ － ｎｂ）］ （２ ．６ ．３）

对每个分量 ｙｉ（ｔ），用 ＲＬＳ算法（２ ．１ ．４１）和（２ ．１ ．４２）可得θｉ 的估值

θ^ｉ（ｔ ＋ １）＝θ^ｉ（ｔ）＋
Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）［ｙｉ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θｉ（ｔ）］

１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）
，

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ
［１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］

，

θ^ｉ（０）＝ ０， Ｐ（０）＝ ａＩ， ａ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｍ （２ ．６ ．４）
注意（２ ．６ ．４）为 ｍ 个 ＲＬＳ估值器，称为多重最小二乘法 ．
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由（２ ．６ ．２）有εｉ（ｔ）和ε（ｔ）的估值为

ε^ｉ（ｔ）＝ ｙｉ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｍ，

ε^（ｔ）＝［ε^１（ｔ），…，^εｍ（ｔ）］Ｔ （２ ．６ ．５）

Ｑε的采样估值定义为

Ｑ^ε（ｔ）＝ １
ｔ ∑

ｔ

ｊ ＝ １
ε^（ｊ）^εＴ（ｊ） （２ ．６ ．６）

它引出递推公式［１１］

Ｑ^ε（ｔ）＝ Ｑ^ε（ｔ － １）＋ １
ｔ［ε^（ｔ）^εＴ（ｔ）－ Ｑ^ε（ｔ － １）］ （２ ．６ ．７）

由单变量 ＲＬＳ算法参数估计的一致性引出上述向量 ＣＡＲ模型参数估计的多重 ＲＬＳ
算法是一致的，即 ＲＬＳ估值收敛于相应真实值 ．
【例 ２ ．６ ．１】 考虑二维 ＡＲ（１）模型

ｙ（ｔ）＝ Ａｙ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （２ ．６ ．８）
其中 ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ）］Ｔ，ε（ｔ）＝［ε１（ｔ），ε２（ｔ）］Ｔ，Ｑε ＝ ｄｉａｇ［σ２

ε１，σ２
ε２］，

Ａ ＝
０ ．９ ０
０ ．７ ０ ．[ ]５ ， Ｑε ＝

１ ０
０ ０ ．[ ]８１

（２ ．６ ．９）

试用多重 ＲＬＳ算法估计 Ａ 和Ｑε．
Ａ 和Ｑε中的未知参数的多重 ＲＬＳ估值 Ａ^（ｔ）和 Ｑ^ε如图 ２ ．６ ．１所示，其中直线表示未

知参数的真实值，曲线表示参数估值 ．在 ｔ ＝ ６００处各参数的多重 ＲＬＳ估值为

图 ２．６ ．１ 多段 ＲＬＳ参数估计的收敛性

ａ^１１ ＝ ０ ．８８４ ７０７， ａ^１２ ＝ ０ ．００４ ２７５， ａ^２１ ＝ ０ ．６８３ ７８１，

ａ^２２ ＝ ＝ ０ ．５１８ ４０４， σ^２
ε１ ＝ １ ．０４１ ６３４， σ^２

ε２ ＝ ０ ．７８０ １４５ （２ ．６ ．１０）
它们与相应的真实值

ａ１１ ＝ ０ ．９，ａ１２ ＝ ０，ａ２１ ＝ ０ ．７，ａ２２ ＝ ０ ．５，σ^２
ε１ ＝ １，σ^２

ε２ ＝ ０ ．８ （２ ．６ ．１１）
很相近 ．

２ ．７ 向量 ＣＡＲ模型的多维 ＲＬＳ参数估计算法

在节 ２ ．６ 将向量 ＣＡＲ模型参数估计问题转化为 ｍ 个标量 ＣＡＲ模型参数估计问题，
引出了多重 ＲＬＳ参数估计算法 ．本节用矩阵微分运算给出等价的多维 ＲＬＳ算法 ．并证明

·２７·



了它等价于多重 ＲＬＳ 算法 ．考虑向量 ＣＡＲ 模型（２ ． ６ ． １），引入未知参数阵Θ 和列向量

φ（ｔ）为

Θ ＝［Ａ１，…Ａｎａ
，Ｂ１，…，Ｂｎｂ

］，

φＴ（ｔ）＝［ｙＴ（ｔ － １），…，ｙＴ（ｔ － ｎａ），ｕＴ（ｔ － １），…，ｕＴ（ｔ － ｎｂ）］ （２ ．７ ．１）
则向量 ＣＡＲ模型（２ ．６ ．１）可写为

ｙ（ｔ）＝Θφ（ｔ）＋ε（ｔ） （２ ．７ ．２）
基于观测（ｙ（ｊ），ｕ（ｊ）），ｊ ＝ １，…，ｔ，Θ的最小二乘估值Θ^（ｔ）极小化性能指标

Ｊ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ（ｊ）－Θφ（ｊ）］Ｔ［ｙ（ｊ）－Θφ（ｊ）］＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｔｒａｃｅ［ｙ（ｊ）－Θφ（ｊ）］［ｙ（ｊ）－Θφ（ｊ）］Ｔ ＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｔｒａｃｅ［Θφ（ｊ）φＴ（ｊ）ΘＴ ＋ ｙ（ｊ）ｙＴ（ｊ）－Θφ（ｊ）ｙＴ（ｊ）－ ｙ（ｊ）φＴ（ｊ）ΘＴ］

（２ ．７ ．３）
应用矩阵迹的微分运算公式

ｔｒ（ＸＡＸＴ）
Ｘ ＝ ２ＸＡ （Ａ ＝ ＡＴ） （２ ．７ ．４）

ｔｒ（ＢＸＴ）
Ｘ ＝ Ｂ （２ ．７ ．５）

ｔｒ（ＸＢ）
Ｘ ＝ ＢＴ （２ ．７ ．６）

ｃ
Ｘ ＝ ０ （２ ．７ ．７）

其中 Ｘ，Ａ，Ｂ 为矩阵，ｃ 为常数 ．
置Ｊ ／Θ ＝ ０

２∑
ｔ

ｊ ＝ １
［Θφ（ｊ）φＴ（ｊ）－ ｙ（ｊ）φＴ（ｊ）］＝ ０ （２ ．７ ．８）

这引出最小二乘估值

Θ^（ｔ）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ）φＴ（ｊ[ ]） ∑

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ[ ]） －１ （２ ．７ ．９）

定义

Ｐ（ｔ）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ[ ]） －１ （２ ．７ ．１０）

则有

Θ^（ｔ）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ）φＴ（ｊ[ ]） Ｐ（ｔ） （２ ．７ ．１１）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）＋φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １[ ]） －１ （２ ．７ ．１２）

应用矩阵求逆公式（２ ．１ ．３２）可导出递推公式
Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））－ １φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）

（２ ．７ ．１３）
·３７·



或由 Ｐ（ｔ）＝ ＰＴ（ｔ）有

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．７ ．１４）

另一方面由（２ ．７ ．１１）有

Θ^（ｔ ＋ １）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ）φＴ（ｊ）＋ ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １[ ]） Ｐ（ｔ ＋ １） （２ ．７ ．１５）

将（２ ．７ ．１４）代入（２ ．７ ．１５）有

Θ^（ｔ ＋ １）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ）φＴ（ｊ）＋ ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １[ ]） ×

Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

Θ^（ｔ）＋ ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）－
∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ）φＴ（ｊ）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）

１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）
－

ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

＝

Θ^（ｔ）－Θ^（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

＋

（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

－

ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

＝

Θ^（ｔ）＋［ｙ（ｔ ＋ １）－Θ^（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．７ ．１６）

其中应用了定义：对矩阵 Ａ ＝（ａｉｊ），ｋＡ ＝（ｋａｉｊ），ｋ 为常数，且有

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）＝
ｙ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ） （２ ．７ ．１７）

因为φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）是标量 ．
上述推导可概括为如下定理 ．
【定理 ２ ．７ ．１】 向量 ＣＡＲ模型（２ ．６ ．１）参数的多维递推最小二乘估值为

Θ^（ｔ ＋ １）＝Θ^（ｔ）＋［ｙ（ｔ ＋ １）－Θ^（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．７ ．１８）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．７ ．１９）

带初值Θ^（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ ＞ ０为很大实数，规定 ｙ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０），ｕ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０）．
下面我们证明一个关系

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

＝φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １） （２ ．７ ．２０）

事实上，应用（２ ．７ ．１９）有

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １）＝φＴ（ｔ ＋ １） Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

·４７·



φＴ（ｔ ＋ １）［（１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １））Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）］
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

＝

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）］
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

－

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

＝

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．７ ．２１）

这引出（２ ．７ ．２０）成立 ．其中用到了事实

φＴ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）＝

φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ） （２ ．７ ．２２）
这是因为φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）是标量 ．因此定理 ２ ．７ ．１可简化为如下定理 ．
【定理 ２ ．７ ．２】 ＣＡＲ模型（２ ．６ ．１）参数的多维递推最小二乘估值为

Θ^（ｔ ＋ １）＝Θ^（ｔ）＋［ｙ（ｔ ＋ １）－Θ^（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １） （２ ．７ ．２３）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（２ ．７ ．２４）

带初值Θ^（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ ＞ ０为很大实数，规定 ｙ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０），ｕ（ｉ）＝ ０（ｉ≤０）．
对于时变参数Θ，用指数加权选择Θ^（ｔ）极小化

Ｊ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
λｔ － ｊ［ｙ（ｊ）－ Θ^φ（ｊ）］Ｔ［ｙ（ｊ）－ Θ^φ（ｊ）］ （２ ．７ ．２５）

带遗忘因子λ，０ ＜λ≤１，平行于上述推导有如下定理 ．
【定理 ２ ．７ ．３】 带时变参数 ＣＡＲ模型（２ ． ６ ． １）的带遗忘因子λ的多维 ＲＬＳ参数估计

算法为

Θ^（ｔ ＋ １）＝Θ^（ｔ）＋［ｙ（ｔ ＋ １）－Θ^（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ １
λ

Ｐ（ｔ）－［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］［Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）］Ｔ

λ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １{ }） （２ ．７ ．２６）

上述多维 ＲＬＳ算法（２ ．７ ．１８）～（２ ． ７ ． ２６）的优点是不要求矩阵求逆运算，因而可实时
应用 ．
【定理 ２ ．７ ．４】 （多维 ＲＬＳ算法与多重 ＲＬＳ算法的等价性）多维 ＲＬＳ算法（２ ． ７ ． ２３）和

（２ ．７ ．２４）等价于多重 ＲＬＳ算法（２ ．６ ．４）．
证明 由θｉ 的定义（２ ．６ ．３）和Θ的定义（２ ．７ ．１）有关系

Θ ＝
θＴ

１



θＴ









ｍ

， Θ^（ｔ）＝
θ^Ｔ

１（ｔ）



θ^Ｔ（ｔ









）

（２ ．７ ．２７）

应用（２ ．７ ．２０）将（２ ．７ ． ２７）和（２ ． ７ ． ２０）代入（２ ． ７ ． ２３）中并对（２ ． ７ ． ２３）两边转置，则可导出
（２ ．６ ．４）．证毕 ． □

定义ε（ｔ）的估值为

ε^（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－Θ^（ｔ）φ（ｔ） （２ ．７ ．２８）
它等价于定义（２ ．６ ．５），于是有 Ｑε的估值（２ ．６ ．７）．

·５７·



【注 ２ ．７ ．１】 Ｌｊｕｎｇ［１９］证明了多维 ＲＬＳ参数估计算法（２ ． ７ ． １１）和（２ ． ７ ． １２）是一致的，
即在较弱条件下，估值Θ^（ｔ）以概率 １收敛于真实值Θ，^Θ（ｔ）→Θ，ｔ→∞ ．
【例 ２ ．７ ．１】 考虑二维 ＣＡＲ模型

ｙ（ｔ）＝ Ａｙ（ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （２ ．７ ．２９）
其中ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的高斯白噪声，已知控制输入 ｕ（ｔ）＝［ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ）］Ｔ

为
ｕ１（ｔ）＝ ｓｉｎ（２πｔ ／ １００）， ｕ２（ｔ）＝ ｃｏｓ（２πｔ ／ １００） （２ ．７ ．３０）

且

Ａ ＝
－ ０ ．８ ０
－ ０ ．３ ０ ．[ ]３ ， Ｂ ＝

－ ０ ．３ ０
０ ．３ ０ ．[ ]５ ， Ｑε ＝

１ ０
０ ０ ．[ ]８１

（２ ．７ ．３１）

假设模型参数阵 Ａ，Ｂ 及方差Ｑε是未知的 ．试用多维 ＲＬＳ算法估计它们 ．
多维 ＲＬＳ参数估值 Ａ^（ｔ），^Ｂ（ｔ）和 Ｑ^ε（ｔ）的收敛性如图 ２ ．７ ．１ 所示，其中直线代表未

知参数真实值，曲线表示估值 ．在 ｔ ＝ ２ ０００处估值为

Ａ^ ＝
－ ０ ．７９３ ００７ － ０ ．０１２ ６１１
－ ０ ．３０４ ０５０ ０ ．[ ]２８４ ４２０

， Ｂ^ ＝
－ ０ ．２６８ ３３９ － ０ ．０２８ ７３６
０ ．３０５ ５９２ ０ ．[ ]５３０ １９４

，

Ｑ^ε ＝
０ ．９９６ ０７０ － ０ ．００６ ５３９
－ ０ ．００６ ５３９ ０ ．[ ]８０８ ７５０

（２ ．７ ．３２）

它们近似等于真实值（２ ．７ ．３１）．

图 ２ ．７ ．１ 多维 ＲＬＳ参数估计的收敛性

·６７·



２．８ 向量 ＣＡＲＭＡ模型的多重和多维 ＲＥＬＳ参数估计算法

考虑向量 ＣＡＲＭＡ模型
ｙ（ｔ）＝ Ａ１ ｙ（ｔ － １）＋… ＋ Ａｎａｙ（ｔ － ｎａ）＋ Ｂ１ｕ（ｔ － １）＋… ＋ Ｂｎｂｕ（ｔ － ｎｂ）＋

ε（ｔ）＋ Ｄ１ε（ｔ － １）＋… ＋ Ｄｎｄε（ｔ － ｎｄ） （２ ．８ ．１）
其中输出 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，控制 ｕ（ｔ）∈Ｒｐ，ε（ｔ）∈Ｒｍ 是带零均值和未知方差阵为 Ｑε的白噪
声。设 ｙｉ（ｔ），ｕｉ（ｔ），εｉ（ｔ）分别为 ｙ（ｔ），ｕ（ｔ），ε（ｔ）的第 ｉ 个分量，未知参数阵 Ａｉ，Ｂｉ 和

Ｄｉ 的第 ｒ 行、第 ｓ 列元素分别为 ａｉ
ｒｓ，ｂｉｒｓ，ｄｉ

ｒｓ ．

２ ．８ ．１ 多重 ＲＥＬＳ参数估计算法

向量 ＣＲＡＲＭＡ模型（２ ．８ ．１）按分量可化为 ｍ 个标量 ＣＡＲＭＡ模型 ．它们有 ＬＳ结构
ｙｉ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θｉ ＋εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｍ （２ ．８ ．２）

φＴ（ｔ）＝［ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － １），…ｙＴ（ｔ － ｎａ），ｕＴ（ｔ － １），…，

ｕＴ（ｔ － ｎｂ），^εＴ（ｔ － １），…，^εＴ（ｔ － ｎｄ）］ （２ ．８ ．３）

θｉ ＝［ａ１１１，…，ａ１１ｍ，…，ａｎａ１１，…，ａｎａ１ｍ；ｂ１１１，…，ｂ１１ｐ，…，ｂｎｂ１１，…，ｂｎｂ１ｐ；

ｄ１１１，…，ｄ１１ｍ，…，ｄｎｄ１１，…，ｄｎｄ１ｍ］Ｔ， ｉ ＝ １，…，ｍ （２ ．８ ．４）
于是用标量 ＲＥＬＳ算法（２ ． ２ ． ６）和（２ ． ２ ． ７）可得 ＲＥＬＳ估值θ^（ｔ ＋ １），其中在φ^（ｔ ＋ １）中

ε^（ｔ），…，^ε（ｔ ＋ １ － ｎｄ）用下式计算

ε^（ｊ）＝［ε^１（ｊ），…，^εｍ（ｊ）］Ｔ， ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ，

ε^（ｊ）＝ ｙｉ（ｊ）－φＴ（ｊ）^θｉ（ｊ － １）， ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ，ｉ ＝ １，…，ｍ （２ ．８ ．５）
而 Ｑε估值 Ｑ^ε（ｔ）由（２ ．６ ．７）计算 ．

２ ．８ ．２ 多维 ＲＥＬＳ参数估计算法

置未知参数阵为

Θ ＝［Ａｉ，…，Ａｎａ
，Ｂｉ，…，Ｂｎａ

，Ｄｉ，…，Ｄｎｄ
］ （２ ．８ ．６）

则（２ ．８ ．１）有 ＬＳ结构
ｙ（ｔ）＝Θφ（ｔ）＋ε（ｔ） （２ ．８ ．７）

φＴ（ｔ）＝［ｙＴ（ｔ － １），…，ｙＴ（ｔ － ｎａ），ｕＴ（ｔ － １），…，ｕＴ（ｔ － ｎｂ），…，

ε^Ｔ（ｔ － １），…，^εＴ（ｔ － ｎｄ）］ （２ ．８ ．８）

则由（２ ．７ ． ２３）和（２ ． ７ ． ２４）引出多维 ＲＥＬＳ 估值 Θ^（ｔ），其中在φＴ（ｔ ＋ １）中的ε^（ｔ），…，

ε^（ｔ ＋ １ － ｎｄ）用下式计算

ε^（ｊ）＝ ｙ（ｊ）－Θ^（ｊ － １）φ（ｊ）， ｊ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ （２ ．８ ．９）

估值 Ｑ^ε（ｔ）用（２ ．６ ．７）计算 ．
【例 ２ ．８ ．１】 考虑二维 ＡＲＭＡ模型

ｙ（ｔ）＝ Ａｙ（ｔ － １）＋ε（ｔ）＋ Ｄε（ｔ － １） （２ ．８ ．１０）
其中ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的高斯白噪声，ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ）］Ｔ，ε（ｔ）＝［ε１（ｔ），

·７７·



ε２（ｔ）］Ｔ

Ａ ＝
－ ０ ．８ ０
－ ０ ．３ ０ ．[ ]３ ， Ｂ ＝

－ ０ ．３ ０
０ ．３ ０ ．[ ]５ ， Ｑε ＝

１ ０
０ １ ．[ ]６２

（２ ．８ ．１１）

试用多重 ＲＥＬＳ算法求估值 Ａ^（ｔ），^Ｄ（ｔ），^Ｑε（ｔ）．
多重 ＲＥＬＳ参数估值 Ａ^（ｔ），^Ｄ（ｔ）和 Ｑ^ε（ｔ）的收敛性如图 ２ ．８ ．１ 所示，其中直线代表

未知参数真实值，曲线表示估值 ．在 ｔ ＝ ２ ０００处的估值为

Ａ^ ＝
－ ０ ．７９５ ９９２ － ０ ．０２１ ６３７
－ ０ ．３０９ ５１１ ０ ．[ ]２６９ ０１３

， Ｄ^ ＝
－ ０ ．２８２ ５０８ ０ ．０２８ ８４７
０ ．３０９ ２６４ ０ ．[ ]５２４ ３２５

，

Ｑ^ε ＝
０ ．９５２ １９８ ０

０ １ ．[ ]６５２ ６４７
（２ ．８ ．１２）

它们逼近相应的直实值（２ ．８ ．１１）．

图 ２ ．８ ．１ 多重 ＲＬＳ参数估计的收敛性

２ ．９ 向量 ＣＡＲＭＡ模型的两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ参数估计算法

在节 ２ ．８ ． ２ 给出的向量 ＣＡＲＭＡ 模型的多维 ＲＥＬＳ 算法的缺点是由（２ ． ８ ． ８）计算

φＴ（ｔ）时由（２ ．８ ．９）给出估值ε^（ｊ）与参数估值Θ^（ｊ － １）是互耦的 ．这将影响ε^（ｊ）估值精度
和值Θ^（ｔ）的收敛速度，特别将影响估值 Ｄ^（ｔ）收敛速度 ．为此本节提出用一个单独的 ＲＬＳ
估值器估计ε（ｊ），并利用所得估值ε^（ｊ）到 ＲＥＬＳ算法中，从而引出两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ算法，
可明显改进收敛速度和参数估计精度 ．

·８７·



２ ．９ ．１ 第一段———用 ＲＬＳ算法拟合高阶 ＣＡＲ模型产生白噪声估值

考虑向量 ＣＡＲＭＡ模型（２ ．８ ． １），其中假设多项式矩阵 Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ － Ａ１ ｑ － １ － … －
Ａｎａｑ

－ ｎａ和Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉｍ － Ｄ１ ｑ － １ － … － Ｄｎｄｑ
－ ｎｄ是稳定的 ．于是由定理 １ ． １ ． １０ 向量 ＣＡＲ

ＭＡ模型可用高阶向量 ＣＡＲ模型近似代替为

ｙ（ｔ）＝ 
ｎ０

ｊ ＝ １
Φｊ ｙ（ｔ － ｊ）＋ 

ｎ０

ｊ ＝ １
Ψｊ ｕ（ｔ － ｊ）＋ε（ｔ） （２ ．９ ．１）

用多维 ＲＬＳ算法（２ ．７ ．２３）和（２ ． ７ ． ２４）可得估值 Φ^ ｊ（ｔ ＋ １），Ψ^ ｊ（ｔ ＋ １），从而可得白噪声平
滑估值

ε^（ｉ）＝ ｙ（ｉ）－ 
ｎ０

ｊ ＝ １
Φ^（ｔ ＋ １）ｙ（ｉ － ｊ）＋ 

ｎ０

ｊ ＝ １
Ψ^（ｔ ＋ １）ｕ（ｉ － ｊ） （２ ．９ ．２）

其中 ｉ ＝ ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ ．估值 Ｑ^ε（ｔ ＋ １）可用（２ ．６ ．７）计算 ．

２ ．９ ．２ 第二段———改进的多维 ＲＥＬＳ算法

向量 ＣＡＲＭＡ模型（２ ．８ ．１）有 ＬＳ结构（２ ．８ ．７），将用（２ ．９ ．２）计算的白噪声ε（ｔ）的平滑
值ε^（ｉ），ｉ ＝，ｔ，ｔ － １，…，ｔ ＋ １ － ｎｄ，代入φＴ（ｔ ＋ １）中，则由（２ ．７ ．２３）和（２ ．７ ．２４）得改进的
多维 ＲＥＬＳ参数估值Θ^（ｔ ＋ １）．
【例 ２ ．９ ．１】 考虑二维 ＡＲＭＡ模型

ｙ（ｔ）＝ Ａｙ（ｔ － １）＋ε（ｔ）＋ Ｄ１ε（ｔ － １） （２ ．９ ．３）

其中ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的高斯白噪声，且

Ａ ＝
－ ０ ．８ ０
－ ０ ．３ ０ ．[ ]２ ， Ｄ ＝

－ ０ ．３ ０
０ ．２ ０ ．[ ]６ ， Ｑε ＝

１ ０
０ ０ ．[ ]８１

（２ ．９ ．４）

试用多维两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ算法求估值 Ａ^（ｔ），^Ｄ（ｔ）和 Ｑ^ε（ｔ）．
取 ｎ０ ＝ １０，即对 ｙ（ｔ）拟合 ＡＲ（１０），所得 Ｑε的估值 Ａ^（ｔ）如图 ２ ． ９ ． １（ｃ）所示，多维两

段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ估值 Ａ^（ｔ），^Ｄ（ｔ）和 Ｑ^ε（ｔ）如图 ２ ．９ ．１（ａ），（ｂ），（ｄ）所示 ．图中直线代表未知
参数真实值，曲线代表参数估值。 ｔ ＝ ２ ０００处的估值为

Ａ^ ＝
－ ０ ．７９９ ９９８ － ０ ．０２２ ２３４
－ ０ ．３０６ ４１３ ０ ．[ ]１８０ １１１

， Ｄ^ ＝
－ ０ ．２７５ ４４５ － ０ ．０２６ ６９９
０ ．２１０ ２５５ ０ ．[ ]６１４ ４８７

，

Ｑ^ε ＝
０ ．９０８ ４５８ － ０ ．０１８ ３８７
－ ０ ．０１８ ３８７ ０ ．０ ．[ ]７６１ ７７２

， Ｑ^ε ＝
０ ．９５７ ３３２ － ０ ．０２４ ４６２
－ ０ ．０２４ ４６２ ０ ．[ ]８０９ ２７４

（２ ．９ ．５）

其中前一个 Ｑ^ε为第一段 ＲＬＳ估值；后一个 Ｑ^ε为第二段 ＲＥＬＳ估值 ．它们与相应的真实值
（２ ．９ ．４）十分相近 ．

２ ．１０ 向量 ＡＲＭＡ模型的两段 ＲＬＳ － ＬＳ参数估计算法

本节将把节 ２ ．４标量 ＡＲＭＡ模型的两段 ＲＬＳ － ＬＳ参数估计算法推广到向量 ＡＲＭＡ模
型情形 ．考虑向量 ＡＲＭＡ模型

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．１０ ．１）
·９７·



图 ２ ．９ ．１ 多维两段 ＲＬＳ － ＲＥＬＳ算法的收敛性

其中ε（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，观测 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，且 Ａ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）
是稳定的多项式矩阵，

Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ ＋…Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋…Ｄｎｄ
ｑ － ｎｄ （２ ．１０ ．２）

Ａｉ 和Ｄｉ 为ｍ × ｍ 参数阵 ．问题是由观测（ｙ（ｔ），…，ｙ（１））求未知参数阵 Ａｉ，Ｄｉ，Ｑε的估
值 ．

２ ．１０ ．１ 用多维 ＲＬＳ算法拟合高阶向量 ＡＲ模型

无穷阶向量 ＡＲ（∞）模型

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ 
∞

ｊ ＝ ０
Πｊｑ － ｊｙ（ｔ） （２ ．１０ ．３）

其中Π０ ＝ Ｉｍ，Πｊ→０（ｊ→∞）．取 ｎ０ 充分大，则有近似的高阶 ＡＲ（ｎ０）模型

Π（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （２ ．１０ ．４）

Π（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋Π１ ｑ － １ ＋… ＋Πｎ０
ｑ － ｎ０ （２ ．１０ ．５）

比较（２ ．１０ ．３）与（２ ．１０ ．４）有近似关系
Ｄ（ｑ － １）Π（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １） （２ ．１０ ．６）

注意（２ ．１０ ．４）有 ＬＳ结构
ｙ（ｔ）＝Θφ（ｔ）＋ε（ｔ） （２ ．１０ ．７）

Θ ＝［Π１，Π２，…，Πｎ０
］ （２ ．１０ ．８）

φＴ（ｔ）＝［－ ｙＴ（ｔ － １），… － ｙＴ（ｔ － ｎ０）］ （２ ．１０ ．９）

·０８·



其中 Ｔ为转置号，于是多维 ＲＬＳ算法（２ ．７ ．２３）和（２ ．７ ．２４）可得估值Θ^（ｔ），即估值 Π^ ｉ（ｔ），
ｉ ＝ １，…，ｎ０，以及用（２ ．７ ．２８）和（２ ．６ ．７）得估值 Ｑ^ε（ｔ）．

２ ．１０ ．２ 用求矩阵线性方程组最小二乘解估计向量 ＡＲＭＡ模型参数

比较（２ ．１０ ．６）两边 ｑ － ｉ的系数阵有关系

ΘＡ ＝Γ ＋ ＧＰ （２ ．１０ ．１０）

ＭΘＤ ＝Δ （２ ．１０ ．１１）

其中定义 Ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ），Πｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎ０），Πｉ ＝ ０（ｉ ＜ ｎｄ），

ΘＡ ＝

Ａ１

Ａ２


Ａｎ













ａ

， Γ ＝

Ｄ１

Ｄ２


Ｄｎ













ａ

， Ｇ ＝

Ｉｍ ０ … ０
Ｄ１ Ｉｍ 
  ０

Ｄｎａ － １
… Ｄ１ Ｉ













ｍ

， Ｐ ＝

Π１

Π２



Πｎ













ａ

，

ΘＤ ＝

ＤＴ
１

ＤＴ
２



ＤＴ
ｎ















ｄ

， Ｍ ＝

ΠＴ
ｎａ

… ΠＴ
ｎａ － ｎｄ ＋ １

ΠＴ
ｎａ ＋ １

… ΠＴ
ｎａ － ｎｄ ＋ ２

 

ΠＴ
ｎｄ ＋ ｎ０ － １

… ΠＴ
ｎ















０

， Δ ＝

－ΠＴ
ｎａ ＋ １

－ΠＴ
ｎａ ＋ ２



－ΠＴ
ｎｄ ＋ ｎ















０

（２ ．１０ ．１２）

不相容矩阵线性方程组（２ ．１０ ．１１）的最小二乘解为

ΘＤ ＝（ＭＴＭ）－ １ＭＴΔ （２ ．１０ ．１３）

将 ＲＬＳ估值 Π^ ｉ（ｔ）代入 Ｍ 和Δ可得估值 Ｍ^（ｔ）和Δ^（ｔ），进而由（２ ．１０ ．１３）可得估值

Θ^Ｄ（ｔ）＝［Ｍ^Ｔ（ｔ）Ｍ（ｔ）］－ １Ｍ^Ｔ（ｔ）Δ^（ｔ） （２ ．１０ ．１４）

即可得估值 Ｄ^ｉ（ｔ）．再将估值 Ｄ^ｉ（ｔ）和 Π^ ｉ（ｔ）代入（２ ．１０ ．１０）可得估值

Θ^Ａ（ｔ）＝Γ^（ｔ）＋ Ｇ^（ｔ）Ｐ^（ｔ） （２ ．１０ ．１５）

即可得估值 Ａ^ ｉ（ｔ）．
特别，当 Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ，即 ｎａ ＝ ０，对向量 ＭＡ模型

ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．１０ ．１６）
仍可用（２ ．１０ ．１１）和（２ ．１０ ．１２）求 ＭＡ参数估值Θ^Ｄ（ｔ），但应在（２ ．１０ ．１２）Ｍ 和Δ的表达式
中置 ｎａ ＝ ０，Πｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）和Πｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎ０）．
【例 ２ ．１０ ．１】 考虑二级 ＡＲＭＡ模型

ｙ（ｔ）＝ Ａｙ（ｔ － １）＋ε（ｔ）＋ Ｄε（ｔ － １） （２ ．１０ ．１７）
其中ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的高斯白噪声，且

Ａ ＝
－ ０ ．８ ０
－ ０ ．３ ０ ．[ ]３ ， Ｄ ＝

－ ０ ．３ ０
０ ．３ ０ ．[ ]６ ， Ｑε ＝

０ ．１６ ０
０ ０ ．[ ]０９

（２ ．１０ ．１８）

试用多维二段 ＲＬＳ － Ｌ算法估计 Ａ，Ｄ 和Ｑε ．
在第一段中取 ｎ０ ＝ １０，即对 ｙ（ｔ）拟合 ＡＲ（１０）．二段 ＲＬＳ － ＬＳ 估值 Ａ^（ｔ），Ｄ^（ｔ）和

Ｑ^ε（ｔ）的收敛性如图 ２ ． １０ ． １ 所示，其中直线代表未知参数真实值，曲线表示估值 ．在

ｔ ＝ ３ ０００处的估值为
·１８·



图 ２ ．１０ ．１ 多维两段 ＲＬＳ － ＬＳ参数估计的收敛性

Ａ^ ＝
－ ０ ．８０１ ０８１ ０ ．００６ ０８６
－ ０ ．２８５ ７０７ ０ ．[ ]２６７ ２４５

， Ｄ^ ＝
－ ０ ．２８４ １０４ － ０ ．００６ ４３０
０ ．２８９ ０１２ ０ ．[ ]６２４ ３３０

，

Ｑ^ε ＝
０ ．１５０ ７０５ － ０ ．００１ ８１５
－ ０ ．００１ ８１５ ０ ．[ ]０８６ ３９３

（２ ．１０ ．１９）

它们近似等于相应的真实值（２ ．１０ ．１８）．
【例 ２ ．１０ ．２】 考虑二维 ＭＡ模型

ｙ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋ Ｄ２ ｑ － ２）ε（ｔ） （２ ．１０ ．２０）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为 Ｑε的高斯白噪声，且

Ｄ１ ＝
－ ０ ．７ ０ ．２
０ ．４ － １ ．[ ]１ ， Ｄ２ ＝

０ ．１４ － ０ ．１
－ ０ ．２４ ０ ．[ ]３

， Ｑε ＝
０ ．３６ ０
０ ０ ．[ ]４８

（２ ．１０ ．２１）
试用多维二段 ＲＬＳ － ＬＳ算法估计 Ｄ１，Ｄ２和 Ｑε．

取 ｎ０ ＝ １０，两段 ＲＬＳ － ＬＳ估值 Ｄ^１（ｔ），^Ｄ２（ｔ）的收敛性如图 ２ ．１０ ．２ 所示，直线代表未
知参数真实值，曲线表示估值曲线 ．

对本例用节 ２ ．８的多变量 ＲＥＬＳ算法估值收敛性如图 ２ ．１０ ．３所示 ．可看到对估计 ＭＡ
模型参数而言，二段 ＲＬＳ － ＬＳ算法的精度高于 ＲＥＬＳ算法的精度 ．为了便于比较，在 ｔ ＝
３ ０００处两种算法估值分别为

Ｄ^１ ＝
－ ０ ．７１４ ８７７ ０ ．１６８ ９００
０ ．３６０ ５６３ － １ ．[ ]１２４ ６６１

， Ｄ^２ ＝
０ ．１３１ ２７９ － ０ ．０９８ ２９４
－ ０ ．２３５ １２８ ０ ．[ ]３１３ ２３１

，

Ｑ^ε ＝
０ ．３５９ ７３３ ０ ．００７ ８３２
０ ．００７ ８３２ ０ ．[ ]４７４ ５７９

（２ ．１０ ．２２）

·２８·



Ｄ^１ ＝
－ ０ ．７１２ ４０８ ０ ．１６９ １９５
０ ．３２６ ４６１ － １ ．[ ]１１４ ９６３

， Ｄ^２ ＝
０ ．１０７ ４２１ － ０ ．０８５ ７９５
－ ０ ．１８３ ２５７ ０ ．[ ]３０５ ９６１

，

Ｑ^ε ＝
０ ．３７５ ５１３ ０ ．００４ ３５０
０ ．００４ ３５０ ０ ．[ ]４８６ ７１５

（２ ．１０ ．２３）

图 ２ ．１０ ．２ 多维两段 ＲＬＳ － ＬＳ算法 ＭＡ参数估计的收敛性

图 ２ ．１０ ．３ 多维 ＲＥＬＳ算法 ＭＡ参数估计的收敛性

２ ．１１ 偏差补偿递推最小二乘（ＢＣＲＬＳ）法

带观测噪声的 ＡＲ模型参数估计问题出现在许多应用领域，例如语音增强［２５ ～ ２７］．在
噪声环境下说话，例如长途电话语音增强问题是过滤噪音，求真实语音信号的最优滤波
器 ．为此需要由被噪声污染的观测信号估计原始语言信号（例如用 ＡＲ模型描写）的模型
参数 ．观测噪声（环境噪声或背景噪声）模型参数可以认为是已知的 ．因为在说话间断期间
人们可检测（观测）到噪声信号真实值，从而可对噪声信号建模，得到噪声模型参数 ．

周知［５］，当 ＡＲ模型的输入噪声是白噪声时，用普通递推最小二乘法可得到 ＡＲ参数
的一致估计，但输入噪声为有色噪声时，用普通递推最小二乘法将引出有偏的 ＡＲ参数估
计。为此，文献［２８，２９］提出了带白色观测噪声的 ＡＲ模型参数估计的偏差补偿最小二乘
（Ｂｉａｓ Ｃｏｍｐｅｎｓａｔｅｄ Ｌｅａｓｔ － Ｓｑｕａｒｅｓ）法 ．作者在文献［７，３０］提出了带有色观测噪声的 ＡＲ模型
参数估计的偏差补偿最小二乘法（ＢＣＬＳ），并严格证明了它的收敛性，推广了文献［２８，２９］
的结果 ．本节介绍上述结果，并给出了仿真例子 ．

·３８·



２ ．１１ ．１ 带白色观测噪声的 ＡＲ模型的 ＢＣＲＬＳ参数估计

考虑带白色观测噪声的平稳 ＡＲ模型
ｙ（ｔ）＝ ａ１ ｙ（ｔ － １）＋… ＋ ａｎｙ（ｔ － ｎ）＋ε（ｔ） （２ ．１１ ．１）

ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （２ ．１１ ．２）
其中 ｙ（ｔ）为真实信号，ｚ（ｔ）为观测信号，ｖ（ｔ）为零均值、方差为σ２

ｖ 的白色观测噪声，且独
立于带零均值、方差为σ２

ε的白噪声ε（ｔ）．已知σ２
ｖ，但 ａｉ 和σ２

ε 未知，问题是基于观测
（ｚ（１），… ｚ（ｔ））求 ＡＲ参数估值 ａ^ ｉ（ｔ）和σ^２

ε（ｔ）．将（２ ．１１ ．２）代入（２ ．１１ ．１）有 ＬＳ结构

ｚ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ ｍ（ｔ） （２ ．１１ ．３）

φＴ（ｔ）＝［ｚ（ｔ － １），…，ｚ（ｔ － ｎ）］ （２ ．１１ ．４）

θ＝［ａ１，ａ２，…ａｎ］Ｔ （２ ．１１ ．５）

ｍ（ｔ）＝ε（ｔ）＋ ｖ（ｔ）－ ａ１ ｖ（ｔ － １）－… － ａｎｖ（ｔ － ｎ） （２ ．１１ ．６）
其中 ｍ（ｔ）是有色噪声 ．于是用普通 ＲＬＳ可得有偏的θ的估值θ^ｂ（ｔ）为

θ^ｂ（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ － １）＋
Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）［ｚ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θｂ（ｔ － １）］

１ ＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）
（２ ．１１ ．７）

Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ － １）－［Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）］［Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）

（２ ．１１ ．８）

θ^ｂ（ｔ）＝ ０， Ｐ（０）＝ ａＩ， ａ ＞ ０ （２ ．１１ ．９）
现在我们分析 ＲＬＳ估值θ^ｂ（ｔ）的渐近偏差 ．应用（２ ．１ ．１７）相应于（２ ．１１ ．７）和（２ ．１１ ．８）

的非递推 ＬＳ估值的正规方程为


ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ[ ]）θ^ｂ（ｔ）＝ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｚ（ｊ） （２ ．１１ ．１０）

将（２ ．１１ ．３）代入（２ ．１１ ．１０）有


ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）［θ^ｂ（ｔ）－θ］＝ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｍ（ｊ） （２ ．１１ ．１１）

为了应用平稳随机序列的遍历性，上式两边除以 ｔ 有
１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）［θ^ｂ（ｔ）－θ］＝ １

ｔ 
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｍ（ｊ） （２ ．１１ ．１２）

由对 ｙ（ｔ）的平稳性假设，当 ｔ→∞时以概率 １有
１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）→ Ｍ ＝ Ｅ［φ（ｔ）φＴ（ｔ）］ （２ ．１１ ．１３）

注意，由（２ ．１１ ．２），（２ ．１１ ．４）和（２ ．１１ ．６）有

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｍ（ｊ）＝ １

ｔ 
ｔ

ｊ ＝ １

ｙ（ｊ － １）＋ ｖ（ｊ － １）


ｙ（ｊ － ｎ）＋ ｖ（ｊ － ｎ









）
×

［ε（ｊ）＋ ｖ（ｊ）－ ａ１ ｖ（ｊ － １）－… － ａｎｖ（ｊ － ｎ）］ （２ ．１１ ．１４）
由白噪声ε（ｔ）与 ｖ（ｔ）独立及 ｙ（ｔ）的遍历性，并注意 ｙ（ｔ）可展为

ｙ（ｔ）＝ 
∞

ｊ ＝ ０
ψｊε（ｔ － ｊ） （２ ．１１ ．１５）

·４８·



其中系数ψｊ 由（１ ．４ ．２０）递推计算为

ψｊ ＝ ａ１ψｊ － １ ＋… ＋ ａｎψｊ － ｎ， ｊ ＞ ０ （２ ．１１ ．１６）

其中规定ψ０ ＝ １，ψｊ ＝ ０（ｊ ＞ ０），当 ｔ→∞时我们有关系［８］

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ － ｉ）ε（ｊ）→ Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ε（ｔ）］＝ ０ （ｉ ＝ １，…，ｎ），

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｖ（ｊ － ｉ）ε（ｊ）→ Ｅ［ｖ（ｔ － ｉ）ε（ｔ）］＝ ０ （ｉ ＝ １，…，ｎ），

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｖ（ｊ － ｉ）ｖ（ｊ － ｉ）→ Ｅ［ｖ２（ｊ － ｉ）］＝σ２

ｖ （ｉ ＝ １，…，ｎ），

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｖ（ｊ － ｉ）ｖ（ｊ － ｋ）→ Ｅ［ｖ（ｔ － ｉ）ｖ（ｔ － ｋ）］＝ ０ （ｉ ≠ ｋ） （２ ．１１ ．１７）

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ － ｉ）ｖ（ｊ － ｋ）→ Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ｖ（ｔ － ｋ）］＝ ０ （ ｉ，ｋ）

于是由（２ ．１１ ．１４）和（２ ．１１ ．１７）引出，当 ｔ→∞有

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｍ（ｊ）→－σ２

ｖ

ａ１
ａ２

ａ













ｎ

＝ －σ２
ｖθ （２ ．１１ ．１８）

因而由（２ ．１１ ．１２）和（２ ．１１ ．１３）引出渐近偏差为
ｌｉｍ
ｔ→∞

θ^ｂ（ｔ）－θ ＝ －σ２
ｖＭ－１θ （２ ．１１ ．１９）

由 Ｐ（ｔ）的定义（２ ．１ ．２６），当 ｔ→∞有

ｔＰ（ｔ）＝［１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）］－１ → Ｍ－１ （２ ．１１ ．２０）

由（２ ．１１ ．１９）有

θ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

θ^ｂ（ｔ）＋σ２
ｖＭ－１θ （２ ．１１ ．２１）

在上式中当 ｔ 充分大，可近似用 ｔＰ（ｔ）代替 Ｍ － １，上式右边的θ可用估值θ^（ｔ － １）近似代
替，于是可得偏差补充递推最小二乘估值（ＢＣＲＬＳ）为

θ^（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ）＋σ２
ｖｔＰ（ｔ）^θ（ｔ － １） （２ ．１１ ．２２）

【定理 ２ ．１１ ．１】 （ＢＣＲＬＳ算法）带白色观测噪声 ＡＲ（ｎ）模型（２ ．１１ ．１）和（２ ．１１ ．２），偏
差补偿递推最小二乘参数估值θ^（ｔ）为

θ^ｂ（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ － １）＋
Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）［ｚ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θｂ（ｔ － １）］

１ ＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）
（２ ．１１ ．２３）

Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ － １）－［Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）］［Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）

（２ ．１１ ．２４）

θ^（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ）＋σ２
ｖｔＰ（ｔ）^θ（ｔ － １） （２ ．１１ ．２５）

带初值θ^ｂ（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ ＞ ０，^θ（０）＝ ０ ．
可证明：［３１，３２］当 ｔ→∞时，以概率 １有θ^（ｔ）→θ．
这里提出未知σ２

ε的一种估计值算法 ．由（２ ．１１ ．３）

·５８·



ｍ（ｔ）＝ ｚ（ｔ）－φＴ（ｔ）θ （２ ．１１ ．２６）
则有 ｍ（ｔ）为平稳随机过程，且有关系

ｍ（ｔ）＝ε（ｔ）＋ ｖ（ｔ）－ ａ１ ｖ（ｔ － １）－… － ａｎｖ（ｔ － ｎ） （２ ．１１ ．２７）

计算上式两边随机过程的方差，并注意ε（ｔ）与 ｖ（ｔ）独立，则有

σ２
ε ＝σ２

ｍ －σｖ（１ ＋ ａ２１ ＋…ａ２ｎ） （２ ．１１ ．２８）

其中定义 ｍ（ｔ）的方差σ２
ｍ 的采样估值为

σ^２
ｍ（ｔ）＝ １

ｔ 
ｔ

ｊ ＝ １
ｍ^２（ｊ）， ｍ^（ｊ）＝ ｚ（ｊ）－φＴ（ｊ）^θ（ｊ） （２ ．１１ ．２９）

则有递推公式

σ^２
ｍ（ｔ）＝σ^２

ｍ（ｔ － １）＋
ｍ^２

ｍ（ｔ）－σ^２
ｍ（ｔ － １）

ｔ （２ ．１１ ．３０）

将σ^２
ｍ（ｔ）和估值 ａ^２

ｉ（ｔ）代入（２ ．１１ ．２８）有在时刻 ｔ 的估值

σ^２
ε（ｔ）＝σ^２

ｍ（ｔ）－σ２
ｖ［１ ＋ ａ^２

１（ｔ）＋… ＋ ａ^２
ｎ（ｔ）］ （２ ．１１ ．３１）

２ ．１１ ．２ 带有色观测噪声的 ＡＲ模型的 ＢＣＲＬＳ参数估计
考虑带零均值的有色观测噪声 ｖ（ｔ）的 ＡＲ模型（２ ． １１ ． １）和（２ ． １１ ． ２），其中 ｖ（ｔ）是平

稳随机过程，它的相关函数 Ｒｖ（ｉ）＝ Ｅ［ｖ（ｔ）ｖ（ｔ － ｉ）］是已知的，且可表为均方收敛的级数

ｖ（ｔ）＝ 
∞

ｊ ＝ ０
βｊｗ（ｔ － ｊ），β０ ＝ １， 

∞

ｊ ＝ ０
β

２ ＜ ∞ （２ ．１１ ．３２）

其中 ｗ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｗ 的独立于ε（ｔ）的白噪声 ．条件（２ ．１１ ．３２）是很宽的，因为由

定理 １ ．４ ．１用 ＡＲＭＡ模型描写的平稳随机过程 ｖ（ｔ）均可展为（２ ．１１ ．３２）．这里不需要 ｖ（ｔ）
的具体表达式（２ ．１１ ．３２），只需已知其相关函数 Ｒｖ（ｉ）．显然 ｖ（ｔ）与ε（ｔ）和 ｙ（ｔ）是不相关

的 ．问题是由观测（ｚ（１），…，ｚ（ｔ））求 ＡＲ参数估值 ａ^ ｉ（ｔ）及σ^２
ε（ｔ）．

由（２ ．１１ ．３）有带偏差的θ的 ＲＬＳ估值θ^ｂ（ｔ）为（２ ．１１ ．７）和（２ ．１１ ．８）．
下面来求 ＲＬＳ估值θ^ｂ（ｔ）的渐近偏差 ．由（２ ．１ ．１７）递推 ＬＳ估值θ^ｂ（ｔ）的正规方程为


ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）^θｂ（ｔ）＝ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｚ（ｊ） （２ ．１１ ．３３）

将（２ ．１１ ．３）代入（２ ．１１ ．３３）后两边除以 ｔ 有
１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）（θ^ｂ（ｔ）－θ）＝ １

ｔ 
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｍ（ｊ） （２ ．１１ ．３４）

将（２ ．１１ ．６）代入上式，并注意在φ（ｊ）中的 ｚ（ｊ － ｉ）＝ ｙ（ｊ － ｉ）＋ ｖ（ｊ － ｉ），则有（２ ．１１ ．１４）式
成立 ．应用平稳随机序列的遍历性及（２ ．１１ ．１４）和（２ ．１１ ．３２），当 ｔ→∞时有［８］

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ － ｉ）ε（ｊ）→ Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ε（ｔ）］＝ ０ （ｉ ＝ １，…，ｎ），

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｖ（ｊ － ｉ）ε（ｊ）→ Ｅ［ｖ（ｔ － ｉ）ε（ｔ）］＝ ０ （ｉ ＝ １，…，ｎ），

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｖ（ｊ － ｉ）ｖ（ｊ － ｋ）→ Ｅ［ｖ（ｔ － ｉ）ｖ（ｔ － ｋ）］＝ Ｒｖ（ｋ － ｉ）＝ Ｒｖ（ｉ － ｋ）

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
ｙ（ｊ － ｉ）ｖ（ｊ － ｋ）→ Ｅ［ｙ（ｔ － ｉ）ｖ（ｔ － ｋ）］＝ ０ （ ｉ，ｋ）（２ ．１１ ．３５）
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应用（２ ．１１ ．３５）和（２ ．１１ ．１４），当 ｔ→∞有

１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）ｍ（ｊ）→

Ｒｖ（１）


Ｒｖ（ｎ









）
－

Ｒｖ（０）， …， Ｒｖ（ｎ － １）


Ｒｖ（ｎ － １）， …， Ｒｖ（０









）

ａ１

ａ









ｎ

（２ ．１１ ．３６）

又由（２ ．１１ ．２）有 ｚ（ｔ）也为平稳随机序列，故由遍历性有
１
ｔ 

ｔ

ｊ ＝ １
φ（ｊ）φＴ（ｊ）→ Ｅ［φ（ｔ）φＴ（ｔ）］＝ Ｍ （２ ．１１ ．３７）

当 ｔ→∞时，由上两式和（２ ．１１ ．３４）引出极限关系
Ｍ（ｌｉｍ

ｔ→∞
θ^ｂ（ｔ）－θ）＝ ｒ － Ｒθ （２ ．１１ ．３８）

其中定义

ｒ ＝

Ｒｖ（１）


Ｒｖ（ｎ









）
， Ｒ ＝

Ｒｖ（０）， …， Ｒｖ（ｎ － １）

 
Ｒｖ（ｎ － １）， …， Ｒｖ（０









）
，θ＝

ａ１

ａ









ｎ

（２ ．１１ ．３９）

因而有渐近偏差
ｌｉｍ
ｔ→∞

θ^ｂ（ｔ）－θ ＝ Ｍ－１［ｒ － Ｒθ］ （２ ．１１ ．４０）

这引出关系

θ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

θ^ｂ（ｔ）－ Ｍ－１ ｒ ＋ Ｍ－１Ｒθ （２ ．１１ ．４１）

应用（２ ．１１ ．２０），当 ｔ 充分大用 ｔＰ（ｔ）近似代替 Ｍ － １，用θ^（ｔ － １）近似代替（２ ． １１ ． ４１）右边
的θ，可得偏差补偿递推最小二乘估值为

θ^（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ）－ ｔＰ（ｔ）ｒ ＋ ｔＰ（ｔ）Ｒθ^（ｔ － １） （２ ．１１ ．４２）

这引出以下定理 ．
【定理 ２ ．１１ ．２】 （推广的 ＢＣＲＬＳ算法）带平稳有色观测噪声（２ ． １１ ． ３２）的 ＡＲ（ｎ）模型

（２ ．１１ ．１）和（２ ．１１ ．２），偏差补偿递推最小二乘（ＢＣＲＬＳ）参数估值θ^（ｔ）为

θ^ｂ（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ － １）＋
Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）［ｚ（ｔ）－φＴ（ｔ）^θｂ（ｔ － １）］

１ ＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）
（２ ．１１ ．４３）

Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ － １）－［Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）］［Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）］Ｔ
１ ＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ － １）φ（ｔ）

（２ ．１１ ．４４）

θ^（ｔ）＝θ^ｂ（ｔ）－ ｔＰ（ｔ）ｒ ＋ ｔＰ（ｔ）Ｒθ^（ｔ － １） （２ ．１１ ．４５）

带初值θ^ｂ（０）＝ ０，Ｐ（０）＝ ａＩ，ａ ＞ ０，^θ（０）＝ ０，ａ ＝ １０５ ．
可证明：［３１，３２］当 ｔ→∞时，以概率 １有θ^（ｔ）→θ．
【推论 ２ ．１１ ．１】 在白色观测噪声下，定理 ２ ．１１ ．１成立 ．
证明 在白色观测噪声 ｖ（ｔ）下，有 ｒ ＝ ０，Ｒ ＝σ２

ｖＩ，于是由（２ ． １１ ． ４２）引出（２ ． １１ ． ２２）．
证毕 ． □

下面给出σ２
ε的估值公式σ２

ε（ｔ）．当 ｖ（ｔ）为有色噪声时，计算（２ ．１１ ．２７）两边随机过程
的方差引出

σ２
ε ＝σ２

ｍ － 
ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０
ａｉａｊＲｖ（ｊ － ｉ） （２ ．１１ ．４６）
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将估值σ^２
ｍ（ｔ），^ａｉ（ｔ）代入上式可得估值σ^２

ε（ｔ）．
【例 ２ ．１１ ．１】 考虑带有色观测噪声的 ＡＲ模型

（１ － １ ．３ｑ － １ ＋ ０ ．４ｑ － ２）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （２ ．１１ ．４７）
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （２ ．１１ ．４８）

（１ － ０ ．３ｑ － １）ｖ（ｔ）＝ξ（ｔ） （２ ．１１ ．４９）
其中ε（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ε ＝ １，σ２
ξ ＝ ０ ． ０２的独立的高斯白噪声，ａ１ ＝ １ ． ３，

ａ２ ＝ ０ ．４和σ２
ε ＝ １未知，但σ２

ξ ＝ ０ ．０２，ｐ１ ＝ － ０ ．３已知，试求 ＢＣＲＬＳ参数估计 ．
由（２ ．１１ ．４９）可求得有色观测噪声 ｖ（ｔ）的相关函数 Ｒｖ（ｉ）＝ Ｅ［ｖ（ｔ）ｖ（ｔ － ｉ）］满足差

分方程
Ｒｖ（ｉ）＝ ０ ．３Ｒｖ（ｉ － １） （２ ．１１ ．５０）

这引出
Ｒｖ（ｉ）＝（０ ．３）ｉＲｖ（０） （２ ．１１ ．５１）

而由（２ ．１１ ．４９）可知

Ｒｖ（０）＝σ２
ｖ ＝

σ２
ξ

１ －（０ ．３）２ ＝ ０ ．２７４ ７２５ ２ （２ ．１１ ．５２）

这是因为由（２ ．１１ ．４９）ｖ（ｔ）有展式

ｖ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
（０ ．３）ｊ

ξ（ｔ － ｊ） （２ ．１１ ．５３）

故有

Ｒｖ（０）＝ Ｅ［ｖ２（ｔ）］＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
（０ ．３）２ ｊσ２

ξ ＝ σ２
ξ

１ －（０ ．３）２ （２ ．１１ ．５４）

由定理 ２ ．１１ ．２可求得 ＢＣＲＬＳ参数估计，仿真结果如图 ２ ． １１ ． １和图 ２ ． １１ ． ２ 所示，其中直
线代表未知参数真实值，曲线代表估值 ．图 ２ ． １１ ． １ 为应用普通 ＲＬＳ算法（２ ． １１ ． ４３）和（２ ．
１１ ．４４）的有偏参数估计 ａ^ｂ１（ｔ）和 ａ^ｂ２（ｔ）．图 ２ ． １１ ． ２ 为 ＢＣＲＬＳ参数估计 ａ^ ｉ（ｔ）及方差估计

值σ^２
ε（ｔ）．可见后者消除了偏差 ．

图 ２．１１．１ 普通 ＲＬＳ有偏参数估计

·８８·



图 ２．１１．２ 偏差补偿递推最小二乘法（ＢＣＲＬＳ）参数估计的收敛性

２ ．１２ 带有色观测噪声的 ＡＲ模型参数估计的 ＲＥＬＳ算法

考虑带 ＡＲＭＡ有色观测噪声的 ＡＲ模型参数估计问题：
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （２ ．１２ ．１）
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （２ ．１２ ．２）

Ｐ（ｑ － １）ｖ（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ξ（ｔ） （２ ．１２ ．３）
其中 ｚ（ｔ）为观测，ｙ（ｔ）为输出，ｖ（ｔ）为 ＡＲＭＡ有色观测噪声，ε（ｔ）和ξ（ｔ）是带零均值、方
差各为σ２

ε和σ２
ξ的独立白噪声，Ａ（ｑ － １），Ｐ（ｑ － １）和 Ｒ（ε－ １）是稳定的，且有形式

Ｘ（ｑ － １）＝ ｘ０ ＋ ｘ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｘｎｘｑ
－ ｎｘ （２ ．１２ ．４）

带 ａ０ ＝ １，ｐ０ ＝ １，ｒ０ ＝ １ ．已知系数 ｐｉ，ｒｉ 和σ２
ξ．问题是由观测（ｚ（１），…，ｚ（ｔ））求估值 ａ^ ｉ（ｔ）

和σ２
ε（ｔ）．
将（２ ．１２ ．１）和（２ ．１２ ．３）代入（２ ．１２ ．２）可得 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ － １）ｍ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １ ｅ（ｔ） （２ ．１２ ．５）
ｍ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （２ ．１２ ．６）

Ｄ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ － １）ε（ｔ）＋ Ａ（ｑ － １）Ｒ（ｑ － １）ξ（ｔ） （２ ．１２ ．７）
应用节 ２ ．２的 ＲＥＬＳ算法辨识 ＡＲＭＡ模型（２ ．１２ ．５）可得估值 ａ^ ｉ（ｔ），^ｄｉ（ｔ）及σ^２

ｅ（ｔ）．现在来
求估值σ^２

ε（ｔ）．记Ψ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｒ（ｑ － １），则 ｎψ ＝ ｎａ ＋ ｎｒ，且它的系数为ψ０ ＝ １，且

ψｉ ＝ 
ｊ

ｉ ＝ ０
ａｉｒｊ － ｉ （２ ．１２ ．８）

计算（２ ．１２ ．７）两边 ＭＡ过程的方差有
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σ２
ε ＝

σ２
ｅ∑

ｎｄ

ｊ ＝ ０
ｄ２ｊ －σ２

ξ∑
ｎ
ψ

ｊ ＝ ０
ψ

２[ ]ｊ

∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
ｐ２ｉ

（２ ．１２ ．９）

将估值 ａ^ ｉ（ｔ），^ｄｉ（ｔ）和σ^２
ｅ（ｔ）代入（２ ．１２ ．８）和（２ ．１２ ．９）可得估值σ^２

ε（ｔ）．
【例 ２ ．１２ ．１】 考虑带有色观测噪声的 ＡＲ模型

（１ ＋ １ ．２ｑ － １ ＋ ０ ．３５ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （２ ．１２ ．１０）
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （２ ．１２ ．１１）

（１ － ０ ．２ｑ － １）ｖ（ｔ）＝（１ － ０ ．１ｑ － １）ξ（ｔ） （２ ．１２ ．１２）
其中ε（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ε ＝ １，σ２
ξ ＝ ０ ． １ 的独立的高斯白噪声，ａ１ ＝ １ ． ２，

ａ２ ＝ ０ ．３５，σ２
ε ＝ １未知，但 ｐ１ ＝ － ０ ．２，ｑ１ ＝ － ０ ．１，σ２

ξ ＝ ０ ．１ 已知 ．试求 ＡＲ参数 ａ１，ａ２ 和σ２
ε

的 ＲＥＬＳ估计 ．
用本节方法的 ＲＥＬＳ参数估计收敛性如图 ２ ．１２ ．１所示，其中直线表示参数真实值，曲

线表示估值，在 ｔ ＝ ６００处参数估值为
ａ^１ ＝ １ ．２０５ ７６７， ａ^２ ＝ ０ ．３７２ ４４６， σ^２

ε ＝ １ ．０４１ ２４６ （２ ．１２ ．１３）
它们近似等于相应的真实值 ．

图 ２ ．１２ ．１ ＡＲ参数的 ＲＥＬＳ估计的收敛性

２ ．１３ 求 ＭＡ模型参数的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法

考虑可逆的 ＭＡ（ｎｄ）过程
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ｒ（ｔ）＝ε（ｔ）＋ ｄ１ε（ｔ － １）＋… ＋ ｄｎｄε（ｔ － ｎｄ） （２ ．１３ ．１）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声：

Ｅ［ε（ｔ）］＝ ０， Ｅ［ε（ｔ）ε（ｊ）］＝σ２
εδｔｊ （２ ．１３ ．２）

设初始时刻 ｔ０ ＝ － ∞，则 ｒ（ｔ）是一个平稳随机序列 ．已知 ｒ（ｔ）的阶次数 ｎｄ 和相关函数
Ｒｒ（ｋ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ｒ（ｔ － ｋ）］， ｋ ＝ ０，１，…，ｎｄ （２ ．１３ ．３）

Ｒｒ（ｋ）＝ ０， ｋ ＞ ｎｄ （２ ．１３ ．４）
问题是由 Ｒｒ（ｋ）求 ＭＡ参数 ｄ１，…，ｄｎｄ和σ

２
ε．

启发性分析如下：
关键思想是：稳态关系可通过非稳态关系取极限来实现 ．从而实现了稳态与非稳态的

转化，平稳和非平稳的转化 ．为此，先从分析稳态关系入手 ．
由（２ ．１３ ．１）和（２ ．１３ ．２）有

Ｅ［ｒ（ｔ）ε（ｔ － ｋ）］＝ ｄｋσ２
ε （２ ．１３ ．５）

这引出

ｄｋ ＝
Ｅ［ｒ（ｔ）ε（ｔ － ｋ）］

σ２
ε

（２ ．１３ ．６）

注意
Ｅ［ｒ（ｔ）ε（ｔ）］＝ Ｅ［ε（ｔ）ε（ｔ）］＝σ２

ε （２ ．１３ ．７）
引入记号

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ε（ｔ － ｋ）］ （２ ．１３ ．８）

Ｒε（ｔ，ｔ）＝ Ｅ［ε（ｔ）ε（ｔ）］ （２ ．１３ ．９）
则有稳态关系

ｄｋ ＝ Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ）／σ２
ε， ｋ ＝ １，…，ｎｄ （２ ．１３ ．１０）

σ２
ε ＝ Ｒｒε（ｔ，ｔ）＝ Ｒε（ｔ，ｔ） （２ ．１３ ．１１）

注意 ｔ０ ＝ － ∞，因此 Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ），Ｒｒε（ｔ，ｔ）与时间 ｔ 无关系 ．
由（２ ．１３ ．１）有

ｒ（ｔ － ｋ）＝ε（ｔ － ｋ）＋ ｄ１ε（ｔ － ｋ － １）＋… ＋ ｄｎｄε（ｔ － ｋ － ｎｄ） （２ ．１３ ．１２）

ε（ｔ － ｋ）＝ ｒ（ｔ － ｋ）－ ｄ１ε（ｔ － ｋ － １）－… － ｄｎｄε（ｔ － ｋ － ｎｄ） （２ ．１３ ．１３）

这引出
Ｅ［ｒ（ｔ － ｋ）ε（ｔ － ｋ － ｉ）］＝ ｄｉＥ［ε（ｔ － ｋ － ｉ）ε（ｔ － ｋ － ｉ）］ （２ ．１３ ．１４）

ｄｉ ＝
Ｒｒε（ｔ － ｋ，ｔ － ｋ － ｉ）

Ｒε（ｔ － ｋ － ｉ，ｔ － ｋ － ｉ）， ｉ ＝ １，…，ｎｄ （２ ．１３ ．１５）

由（２ ．１３ ．１３）和（２ ．１３ ．１５）Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ）有递推公式
Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ε（ｔ － ｋ）］＝

Ｅ ｒ（ｔ） ｒ（ｔ － ｋ）－ ∑
ｎｄ

ｉ ＝ １

Ｒｒε（ｔ － ｋ，ｔ － ｋ － ｉ）
Ｒε（ｔ － ｋ － ｉ，ｔ － ｋ － ｉ）ε（ｔ － ｋ － ｉ[ ]{ }） ＝

Ｒｒ（ｋ）－ ∑
ｎｄ － ｋ

ｉ ＝ １
Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ － ｉ）Ｒｒε（ｔ － ｋ，ｔ － ｋ － ｉ）／ Ｒε（ｔ － ｋ － ｉ，ｔ － ｋ － ｉ）＝
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Ｒｒ（ｋ）－ ∑
ｎｄ

ｓ ＝ ｋ＋１
Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｓ）Ｒｒε（ｔ － ｋ，ｔ － ｓ）／ Ｒε（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ） （２ ．１３ ．１６）

其中用到事实：当 ｊ ＞ ｎｄ，Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｊ）＝ ０ ．
在稳态（ｔ０→ － ∞）上述推导的 ｄｋ 和σ２

ε与时间 ｔ 无关 ．这个极限过程等价于置 ｔ０ ＝ ０，
令 ｔ→ ＋ ∞ ．

设初始时刻 ｔ０ ＝ ０，并设初值

ε（ｉ）＝ ０ （ｉ ＜ ０） （２ ．１３ ．１７）
则由（２ ．１３ ．１）有 ｒ（０）＝ε（０），于是

Ｅ［ｒ（０）ε（０）］＝ Ｅ［ε（０）ε（０）］＝ Ｅ［ｒ（０）ｒ（０）］ （２ ．１３ ．１８）
因而有初值

Ｒｒε（０，０）＝ Ｒｒε（０，０）＝ Ｒｒ（０） （２ ．１３ ．１９）

由（２ ．１３ ．１７）引出规定：
Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｓ）＝ ０ （ｓ ＞ ｔ） （２ ．１３ ．２０）

Ｒ － １
ε （ｔ － ｓ，ｔ － ｓ）＝ ０ （ｓ ＞ ｔ） （２ ．１３ ．２１）

则在上述初值下由（２ ．１３ ．１６）递推计算的 Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ）是时变的，与时间 ｔ 有关 ．为了消除
初值的影响，当 ｔ→ ＋ ∞，我们由（２ ．１３ ．１０）和（２ ．１３ ．１１）有

ｄｋ ＝ ｌｉｍ
ｔ→ ＋ ∞

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｋ）
Ｒｒε（ｔ，ｔ） ， ｋ ＝ １，…，ｎｄ （２ ．１３ ．２２）

σ２
ε ＝ ｌｉｍ

ｔ→ ＋ ∞
Ｒｒε（ｔ，ｔ） （２ ．１３ ．２３）

综上所述有如下定理 ．
【定理 ２ ．１３ ．１】 （Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ［３２］算法）考虑可逆的纯量 ＭＡ（ｎｄ）过程（２ ．１３ ．１），已

知它的相关函数 Ｒｒ（ｋ），ｋ ＝ ０，１，…，ｎｄ，则可用如下 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代算法求 ＭＡ参数

ｄｉ 和σ２
ε：

σ２
ε ＝ ｌｉｍ

ｔ→ ＋ ∞
Ｒｒε（ｔ，ｔ） （２ ．１３ ．２４）

ｄｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→ ＋ ∞

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｉ）
Ｒｒε（ｔ，ｔ） ， ｉ ＝ １，…，ｎｄ （２ ．１３ ．２５）

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｉ）＝ Ｒｒ（ｉ）－ ∑
ｎｄ

ｓ ＝ ｉ＋１
Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｓ）Ｒｒε（ｔ － ｉ，ｔ － ｓ）／ Ｒｒε（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ）

（２ ．１３ ．２６）
其中 ｔ ＝ ０，１，２，…，ｉ ＝ ｔ，ｔ － １，…，０，且规定

Ｒｒε（０，０）＝ Ｒｒ（０），

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｓ）＝ ０ （ｔ ＜ ｓ）

Ｒ － １
ｒε（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ），＝ ０ （ｔ ＜ ｓ） （２ ．１３ ．２７）

注意，规定（２ ．１３ ．２７）可保证 Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｉ）＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．
可以证明［３６］：在较弱的条件下，上述极限关系成立，且可保证 ＭＡ（ｎｄ）过程是可逆的 ．

应用上述 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｓ算法，取迭代次数 ｔ 充分大，则有在时刻 ｔ 估值

σ^２
ε（ｔ）＝ Ｒｒε（ｔ，ｔ） （２ ．１３ ．２８）
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ｄ^ ｉ（ｔ）＝ Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｉ）／ Ｒｒε（ｔ，ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｎｄ （２ ．１３ ．２９）
通常迭代次数 ｔ ＝ ５０ ～ １００便可达到参数估计误差不超 １０ － ３的满意精度 ．

上述单变量 ＭＡ参数估计的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可平行推广到多变量情形 ．［３２］

考虑可逆的多变量 ＭＡ过程 ｒ（ｔ），
ｒ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （２ ．１３ ．３０）

其中 ｒ（ｔ）∈Ｒｍ，ε（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，ｑ － １为单位滞后算子，且多
项式矩阵 Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋ … ＋ Ｄｎｄ

ｑ － ｎｄ是稳定的（即 ｄｅｔＤ（ｘ）的零点全位于单位

圆外）．记它的相关函数为 Ｒｒ（ｉ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ｒＴ（ｔ － ｉ）］，ｉ ＝ ０，１，…，ｎｄ；Ｒｒ（ｉ）＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．
已知它的相关函数 Ｒｒ（ｉ），但 Ｄ（ｑ － １）和 Ｑε 是未知的，下面的多变量 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算
法［３１，３２］解决由它的相关函数 Ｒｒ（ｉ）如何得到参数阵 Ｄｉ 和方差阵Ｑε的一致估计 ．
【定理 ２ ．１３ ．２】 （多维 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法［３２］）若可逆的 ＭＡ（２ ．１３ ．３０）的谱阵

Ｓｒ（ｑ）＝ ∑
ｎｄ

ｊ ＝ － ｎｄ

Ｒｒ（ｊ）ｑ － ｊ （２ ．１３ ．３１）

或等价地
Ｓｒ（ｑ）＝ Ｄ（ｑ － １）ＱεＤ

Ｔ（ｑ） （２ ．１３ ．３２）
在单位圆上处处非异，即 Ｓｒ（ｅｉｗ），－π≤ω≤π，为非异阵，则用如下多维 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ
算法可得到 Ｄｉ 和Ｑε的一致估计

Ｑε ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｒｒε（ｔ，ｔ） （２ ．１３ ．３３）

Ｄｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｉ）Ｒ － １
ｒε（ｔ，ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｎｄ （２ ．１３ ．３４）

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｉ）＝ Ｒｒ（ｉ）－ ∑
ｎｄ

ｓ ＝ ｉ＋１
Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｓ）Ｒ－１

ｒε（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ）ＲＴ
ｒε（ｔ － ｉ，ｔ － ｓ）

（２ ．１３ ．３５）
其中 ｔ ＝ ０，１，２，…，ｉ ＝ ｔ，ｔ － １，…０，且规定

Ｒｒε（０，０）＝ Ｒｒ（０） （２ ．１３ ．３６）

Ｒｒε（ｔ，ｔ － ｊ）＝ ０ （ｔ ＜ ｊ） （２ ．１３ ．３７）

Ｒｒε
－ １（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ）＝ ０ （ｔ ＜ ｓ） （２ ．１３ ．３８）

可保证［３１］这样得到的 ＭＡ过程（２ ．１３ ．３０）具有已知的相关函数 Ｒｒ（ｉ），且 Ｄ（ｑ － １）是稳定
的，ｒ（ｔ）是可逆的 ．

详细推导和证明见文献［３１，３２］，从略 ．
用 ＭＡＴＬＡＢ语言编制的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的通用程序如下 ．
为了编制 Ｇ － Ｗ 算法的 ＭＡＴＬＡＢ 程序，首先来分析一下如何计算 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）？

当 ｔ 和 ｉ变化时按什么次序计算 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）？以下设 ｎｄ ≥ １，由（２ ． １３ ． ３５）及规定

Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｊ）＝ ０（ｔ ＜ ｊ），Ｒ － １
ｒｅ（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ）＝ ０（ｔ ＜ ｓ），容易得到

Ｒｒｅ（０，０）＝ Ｒｒ（０）， Ｒｒｅ（１，０）＝ Ｒｒ（１），

Ｒｒｅ（１，１）＝ Ｒｒ（０）－ Ｒｒｅ（１，０）Ｒ － １
ｒｅ（０，０）ＲＴ

ｒｅ（１，０） （２ ．１３ ．３９）
因此计算 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）的次序为

Ｒｒｅ（０，０）
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Ｒｒｅ（１，０），Ｒｒｅ（１，１）
Ｒｒｅ（２，０），Ｒｒｅ（２，１），Ｒｒｅ（２，２）


Ｒｒｅ（ｔ，０）Ｒｒｅ（ｔ，１），…，Ｒｒｅ（ｔ，ｔ） （２ ．１３ ．４０）

按上述思路可得到用 ＭＡＴＬＡＢ 语言编制 Ｇ － Ｗ算法的程序清单：以下程序为计算
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － １），其中下标中的字母 ｅ代表字母ε．

Ｒｒｅ（１：ｍ，１：ｍ）＝ Ｒ（：，１：ｍ）
ｆｏｒ ｔ ＝ １：１００

Ｒｒｅ（ｔｍ ＋ １：ｔｍ ＋ ｍ，１：ｍ）＝ Ｒ（：，ｔｍ ＋ １：ｔｍ ＋ ｍ）；
ｆｏｒ ｉ ＝ ｔ － １：－ １：０ ｓｕｍ ＝ ｚｅｒｏｓ（ｍ，ｍ）；

ｆｏｒ ｊ ＝ ｉ ＋ １：ｍｉｎ（ｎｎ，ｔ）
ｓｕｍ ＝（ｓｕｍ ＋ Ｒｒｅ（ｔｍ ＋ １：ｔｍ ＋ ｍ，（ｔ － ｊ）ｍ ＋ １：（ｔ － ｊ）ｍ ＋ ｍ）…

 ｉｎｖ（Ｒｒｅ（（ｔ － ｊ）ｍ ＋ １：（ｔ － ｊ）ｍ ＋ ｍ，（ｔ － ｊ）ｍ ＋ １：（ｔ － ｊ）ｍ ＋ ｍ））…

 Ｒｒｅ（（ｔ － ｉ）ｍ ＋ １：（ｔ － ｉ）ｍ ＋ ｍ，（ｔ － ｊ）ｍ ＋ １：（ｔ － ｊ）ｍ ＋ ｍ）’；ｅｎｄ
Ｒｒｅ（ｔｍ＋１：ｔｍ＋ｍ，（ｔ － ｉ）ｍ＋１：（ｔ － ｉ）ｍ＋ｍ）＝Ｒ（：，ｉｍ＋１：ｉｍ＋ｍ）－ ｓｕｍ；

ｅｎｄ
ｅｎｄ

以下程序为计算 ｔ ＝ １００步处 Ｑε及Ｄ 估值
Ｑｅ ＝ Ｒｒｅ（１００ｍ ＋ １：１００ｍ ＋ ｍ，１００ｍ ＋ １：１００ｍ ＋ ｍ）；
ｆｏｒ ｉ ＝ ０：ｎｎ
Ｄ（１：ｍ，ｉｍ＋１：ｉｍ＋ｍ）＝ Ｒｒｅ（１００ｍ＋１：１００ｍ＋ｍ，（１００ － ｉ）ｍ＋１：
（１００ － ｉ）ｍ ＋ ｍ）ｉｎｖ（Ｑｅ）；
ｅｎｄ

注意在上述程序中将阶次 ｎｄ 记为 ｎｎ ．
【例 ２ ．１３ ．１】 考虑 ＭＡ（３）模型

ｒ（ｔ）＝（１ ＋ ０ ．５ｑ － １）３ε（ｔ）＝（１ ＋ １ ．５ｑ － １ ＋ ０ ．７５ｑ － ２ ＋ ０ ．１２５ｑ － ３）ε（ｔ）＝

ε（ｔ）＋ １ ．５ε（ｔ － １）＋ ０ ．７５ε（ｔ － ２）＋ ０ ．１２５ε（ｔ － ３） （２ ．１３ ．４１）
其中取σ２

ε ＝ １，容易算出它的相关函数为
Ｒｒ（０）＝ ３ ．８２８ １２５， Ｒｒ（１）＝ ２ ．７１８ ７５０

Ｒｒ（２）＝ ０ ．９３７ ５００， Ｒｒ（３）＝ ０ ．１２５ ０００ （２ ．１３ ．４２）

ＭＡ参数为
ｄ１ ＝ １ ．５， ｄ２ ＝ ０ ．７５， ｄ３ ＝ ０ ．１２５，σ２

ε ＝ １ （２ ．１３ ．４３）

应用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法（２ ．１３ ．２４）～（２ ．１３ ．２９）仿真结果如图 ２ ． １３ ． １ 所示，其中迭代次
数 ｔ ＝ １００次 ．可看到在 ｔ ＝ ２０以后估值 ｄ^ ｉ（ｔ）和σ^２

ε（ｔ）已几乎与相应的真实值重合 ．在 ｔ ＝
１００时，ＭＡ参数估值为

ｄ^１ ＝ １ ．５００ ０００， ｄ^２ ＝ ０ ．７５０ ０００， ｄ^３ ＝ ０ ．１２５ ０００， σ^２
ε ＝ １ ．０００ ０００ （２ ．１３ ．４４）

【例 ２ ．１３ ．２】 考虑二维可逆的 ＭＡ（２）过程
ｒ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋ Ｄ２ ｑ － ２）ε（ｔ） （２ ．１３ ．４５）
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图 ２ ．１３ ．１ 用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法 ＭＡ参数估计的收敛性

其中ε（ｔ）是零均值、方差为 Ｑε的白噪声，且

Ｄ１ ＝
０ ．２ ０ ．９
０ ．６ － ０ ．[ ]２ ， Ｄ２ ＝

－ ０ ．３５ － ０ ．４５
０ ．４２ － ０ ．[ ]０９

， Ｑε ＝
１ ０[ ]０ １

（２ ．１３ ．４６）

图 ２ ．１３ ．２ 用 Ｇ－ Ｗ算法 ＭＡ参数估值 Ｄ^１的收敛性

由 Ｒｒ（ｉ）利用多维 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法（２ ． １３ ． ３７）～（２ ． １３ ． ３９）可得在 ｔ ＝ １００ 处的 ＭＡ参
数估值为

Ｑ^ε ＝
１ ．０００ ０００ － ０ ．０００ ０００
－ ０ ．０００ ０００ １ ．[ ]０００ ０００

， Ｄ^１ ＝
０ ．２００ ０００ ０ ．９００ ００
０ ．６００ ０００ － ０ ．[ ]２００ ０００

，

Ｄ^２ ＝
－ ０ ．３５０ ０００ － ０ ．４５０ ０００
０ ．４２０ ０００ － ０ ．[ ]０９０ ０００

（２ ．１３ ．４７）
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图 ２ ．１３ ．３ 用 Ｇ－ Ｗ算法 ＭＡ参数估值 Ｄ^２的收敛性

图 ２ ．１３ ．４ 用 Ｇ－ Ｗ算法 ＭＡ参数估值 Ｑ^ε的收敛性
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第三章 Ｋａｌｍａｎ滤波

３ ．１ 引 论

滤波问题是如何从被噪声污染的观测信号中过滤噪声，尽可能消除或减小噪声影响，
求未知真实信号或系统状态的最优估计 ．在某些应用问题中甚至真实信号被噪声所淹没，
滤波的目的就是过滤噪声，还真实信号本来面目 ．这类问题广泛出现在信号处理、通信、目
标跟踪和控制等领域［６］．通常噪声和真实信号或状态均为随机过程，因而滤波问题本质上
是统计估计问题 ．常用的最优估计准则是线性最小方差估计，即要求信号或状态的最优估
值应与相应的真实值的误差的方差最小 ．这种滤波也叫最优滤波 ．

处理滤波问题的简单的硬件方法是在某些系统中可近似认为信号和噪声均为由不同
频率的周期函数的叠加合成的确定性信号，因而可用电阻、电容等器件组成低通滤波器
等，使有用低频信号无衰减地通过，而高频噪声受到抑制 ．这类用硬件实现的滤波器叫模
拟滤波器 ．它也可用集成电路芯片或用计算机通过算法实现，称为数字滤波器 ．

对于随机信号的统计滤波问题，用上述处理确定性信号滤波技术难以得到满意结果 ．
因此在第二次世界大战期间，针对空防战斗的需要，Ｗｉｅｎｅｒ用频域方法提出了 Ｗｉｅｎｅｒ滤
波器 ．它的缺点和局限性是适于处理一维平稳随机信号滤波问题，要求解维纳 － 霍普方
程，计算量和存储量大，限制了其工程应用 ．

由于信号和噪声往往是多维非平稳随机过程，Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题不能解决这类随机过
程的滤波问题 ．因此 １９６０年 Ｋａｌｍａｎ［１］用时域上的状态空间方法提出了 Ｋａｌｍａｎ滤波理论，
提出了便于计算机上递推实现的 Ｋａｌｍａｎ滤波算法，计算量和存储量小，克服了 Ｗｉｅｎｅｒ滤
波理论的缺点，解决了多维非平稳随机信号的滤波问题 ．

Ｋａｌｍａｎ滤波在工程实践中获得了广泛的应用，例如应用于制导、全球定位系统、目标
跟踪、石油地震勘探、通信和信号处理、信息融合等 ．

在状态空间方法中，引入了状态变量和状态空间概念 ．状态是比信号更广泛、更灵活
的概念，它非常适合处理多变量系统，也非常适合处理信号估计问题，信号可视为状态或
状态的分量 ．系统状态变量是能体现系统特征、特点和状况的变量 ．例如在目标跟踪问题
中，最简单情形是可把运动目标的位置视为状态，稍复杂些也可将位置和速度两者视为状
态，一般也可将位置、速度和加速度三者视为状态变量 ．状态变量的维数由具体问题和具
体要求而定 ．一个 ｎ维状态变量的取值属于ｎ维欧氏空间Ｒｎ，即 ｎ维状态变量的取值是Ｒｎ

中的“点”，称状态变量取值的欧氏空间 Ｒｎ 为状态空间 ．状态空间方法的关键技术包括状
态空间模型和基于射影理论的状态估计方法 ．状态方程是描写状态变化规律的模型，它描
写了相邻时刻的状态转移变化规律 ．观测方程描写对状态进行观测的信息，通常含有观测
噪声，且通常只能对部分状态变量进行观测 ． Ｋａｌｍａｎ滤波问题就是由观测方程所得到的
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观测信息求系统状态的最优估计 ．
从抽象的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间角度，状态变量和观测信号均可看成是抽象的由随机变量的线

性运算生成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的元素或“点”．因而 Ｋａｌｍａｎ滤波问题在几何上化为状态变量
在由观测信号生成的子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的射影 ．［２２］

以上阐述的就是 Ｋａｌｍａｎ滤波方法的关键思想 ．为了说明 Ｋａｌｍａｎ滤波方法，以下给出
三个启发性的应用例子 ．
【例 ３ ．１ ．１】 潜艇声纳目标跟踪预报问题 ．［３，２３］

如图 ３ ．１ ．１所示，潜艇在水下用声纳系统不断测量海面上沿 ｓ 轴方向直线匀速运动
的敌舰的位置 ｓ，设测量位置的采样周期为 Ｔ，而敌舰运动的速度 ｓ（常数）是未知的 ．设
ｓ（ｔ），ｓ（ｔ）和 ｙ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ 敌舰的位置、速度和位置的测量值 ．声纳系统可由在时
刻 ｔＴ 处矢径 ｒ 和方位角θ的观测值 ｒｍ（ｔ）和θｍ（ｔ）算出位置 ｓ（ｔ）的测量值 ｙ（ｔ）＝
ｒｍ（ｔ）ｃｏｓθｍ（ｔ）．因此真实位置 ｓ（ｔ）与它的测量值 ｙ（ｔ）有关系

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１ ．１）
其中 ｖ（ｔ）是在时刻 ｔＴ 的测量误差，也叫观测噪声，通常可认为它是零均值、方差为σ２

ｖ 的
正态白噪声 ．为了有效地发射鱼雷命中敌舰，问题是如何基于到时刻 ｔ 为止对敌舰位置的
观测数据（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１））求在未来时刻（ｔ ＋ ｋ）Ｔ 敌舰的真实位置 ｓ（ｔ ＋ ｋ）的最
优预报 ｓ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

图 ３ ．１ ．１ 潜艇声纳目标跟踪预报问题

按均速运动的敌舰有运动方程
ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ Ｔｓ（ｔ），
ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ） （速度 ｓ（ｔ）为常数） （３ ．１ ．２）

引入敌舰的状态变量为

ｘ（ｔ）＝
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ[ ]） （３ ．１ ．３）

则有状态空间模型
ｓ（ｔ ＋ １）
ｓ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

１ Ｔ[ ]０ １
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ[ ]），

ｙ（ｔ）＝［１ ０］
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ[ ]） ＋ ｖ（ｔ） （３ ．１ ．４）
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即有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ），

Φ ＝
１ Ｔ[ ]０ １

， Ｈ ＝［１ ０］ （３ ．１ ．５）

于是问题转化为对系统（３ ．１ ．５）求 ｘ（ｔ ＋ ｋ）最优 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）（ｋ ＞ ０），它的
第一个分量就是 ｓ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

现在讨论更实际的情形 ．由于海面上海风和海浪的影响，虽然理论上敌舰按均速运
动，但实际上敌舰运动的实际速度模型应由 ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）修改为

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ ｗ（ｔ） （３ ．１ ．６）
其中附加噪声 ｗ（ｔ）体现了海风和海浪对速度的随机影响，通常假设 ｗ（ｔ）是白噪声，这种
模型叫随机游运模型，它体现了在相邻采样间隔时间实际速度的随机变化 ．通常 ｗ（ｔ）的
方差σ２

ｗ 很小，因而在相邻时间速度 ｓ（ｔ）只有微小变化 ．在这种情况下，我们有敌舰运动
的状态空间模型

ｓ（ｔ ＋ １）
ｓ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

１ Ｔ[ ]０ １
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ[ ]） ＋ [ ]０１ ｗ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝［１ ０］
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ[ ]） ＋ ｖ（ｔ） （３ ．１ ．７）

即有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ），

ｘ（ｔ）＝
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ[ ]）， Φ ＝

１ Ｔ[ ]０ １
， Γ ＝ [ ]０１ ， Ｈ ＝［１ ０］ （３ ．１ ．８）

于是问题转化为对系统（３ ． １ ． ８）求状态 ｘ（ｔ ＋ ｋ）的最优 Ｋａｌｍａｎ 预报估值 ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）
（ｋ ＞ ０）问题 ．

图 ３ ．１ ．２ 地对空战斗中的 Ｋａｌｍａｎ
滤波问题

【例 ３ ．１ ．２】 地对空战斗的雷达跟踪问题 ．［１６］

考虑在对空战斗中，一架敌机正在径直向我方雷达俯
冲过来，见图 ３ ． １ ． ２ 所示 ．此时，为了命中敌机，要求立即
根据雷达发出的脉冲电磁波的反射时间的测量结果，对敌
机的距离 ｒ（ｔ）和速度 ｒ（ｔ）做出尽可能准确的估算，即要
求得出它们的最优估计 ．

文献［１６］用牛顿定律导出了敌机状态所满足的随机
微分方程 ．这里从运动定律出发导出不同于文献［１６］的离
散状态空间模型 ．

设采样周期为 Ｔ，用 ｒ（ｔ），ｒ（ｔ）和 ｗ（ｔ）分别表示在时
刻 ｔＴ 敌机与雷达的径向距离、速度和加速度，则由运动定
律有关系

ｒ（ｔ ＋ １）＝ ｒ（ｔ）＋ Ｔｒ（ｔ）＋ Ｔ２

２ ｗ（ｔ），
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ｒ（ｔ ＋ １）＝ ｒ（ｔ）＋ Ｔｗ（ｔ），
ｙ（ｔ）＝ ｒ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１ ．９）

其中 ｙ（ｔ）为径向距离 ｒ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）为观测噪声（即观测误差），通常视为白噪声 ．
由于高空中风力变化的随机干扰，加上驾驶员为逃避我方火力，故意采取随机操纵作法，
可将加速度 ｗ（ｔ）视为白噪声 ．

因为我们感兴趣飞机的距离 ｒ（ｔ）和速度 ｒ（ｔ），故本例可引入该系统的状态变量ｘ（ｔ）
为

ｘ（ｔ）＝
ｒ（ｔ）
ｒ（ｔ[ ]） （３ ．１ ．１０）

并且由（３ ．１ ．７）～（３ ．１ ．９）有状态方程和观测方程

ｒ（ｔ ＋ １）
ｒ（ｔ ＋ １[ ]） ＝

１ Ｔ[ ]０ １
ｒ（ｔ）
ｒ（ｔ[ ]） ＋

Ｔ２

２








Ｔ
ｗ（ｔ） （３ ．１ ．１１）

ｙ（ｔ） [ ]＝ １ ０
ｒ（ｔ）
ｒ（ｔ[ ]） ＋ ｖ（ｔ） （３ ．１ ．１２）

它可简写为状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．１ ．１３）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１ ．１４）
其中定义

Φ ＝
１ Ｔ[ ]０ １

， Γ ＝
Ｔ２

２








Ｔ
， Ｈ [ ]＝ １ ０ （３ ．１ ．１５）

因而 Ｋａｌｍａｎ滤波问题成为由状态空间模型（３ ． １ ． １３）和（３ ． １ ． １４），基于到时刻 ｔ 的观测
（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…），求状态 ｘ（ｔ）的最优（线性最小方差）估计 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）．

【例 ３ ．１ ．３】 ＧＰＳ车辆导航定位系统 ．［１６］

全球定位系统（ＧＰＳ—Ｇｌｏｂａｌ Ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍ）现已广泛应用于军事和国民经济各领
域 ． ＧＰＳ车辆导航定位系统如图 ３ ． １ ． ３ 所示 ．其原理是在地面上装有接收机的运动车辆
（载体）可接收到在轨的 ２４颗导航卫星播发的信号，通过采集安装于车辆上的接收机测得
的数据，可能算出作为接收机载体的车辆当前的位置和速度 ．但美国出于自身利益的考
虑，自 １９９１年 ７月起对在轨的 ２４ 颗导航卫星播发的信号加入高频振荡随机噪声干扰信
号，致使所有派生的卫星信号均产生高频抖动，致使 ＧＰＳ用户二维定位精度只有 ± １００ｍ
左右 ．因此，提高 ＧＰＳ定位精度是倍受人们关注的重要问题 ． Ｋａｌｍａｎ滤波方法是解决此问
题的有力工具 ．下面说明该问题如何化为 Ｋａｌｍａｎ滤波问题 ．

文献［１６］的 ＧＰＳ定位模型没有考虑驾驶员的机动操作 ．车辆运动是一个控制系统，现
在给出考虑驾驶员机动操作的 ＧＰＳ 定位模型，它更符合于情况，并包括文献［１６］的 ＧＰＳ
定位模型作为特殊情形 ．

通常可近似认为在城市道路上行驶的车辆在二维平面内运动 ．设采样周期为 Ｔ，在图
３ ．１ ．４中，车辆的运动可分解为东向运动和北向运动 ．车辆的运动状态变量可取为：

ｘｅ（ｔ）———在时刻 ｔＴ 东向位置；

·１０１·



图 ３．１ ．３ ＧＰＳ车辆定位导航系统

图 ３．１ ．４ 接收机载体（车辆）运动的分解

ｘ ｅ（ｔ）———在时刻 ｔＴ 东向速度；

ｘ̈ ｅ（ｔ）———在时刻 ｔＴ 东向加速度；

ｘｎ（ｔ）———在时刻 ｔＴ 北向位置；
ｘ ｎ（ｔ）———在时刻 ｔＴ 北向速度；

ｘ̈ ｎ（ｔ）—在时刻 ｔＴ 北向加速度。 （３ ．１ ．１６）
因而车辆运动的位置、速度和加速度完全被其东向
和北向运动的位置、速度和加速度决定 ．例如在时
刻 ｔＴ 处，车辆位置坐标为（ｘｅ（ｔ），ｘｎ（ｔ）），车辆距坐
标原点距离为

ρ（ｔ）＝ ｘ２ｅ（ｔ）＋ ｘ２ｎ（ｔ槡 ） （３ ．１ ．１７）

在时刻 ｔＴ 处车辆的速度为

ｖ（ｔ）＝ ｘ２ｅ（ｔ）＋ ｘ２ｎ（ｔ槡 ） （３ ．１ ．１８）

由均加速运动定律在东向和北向车辆的运动方程各为

ｘｅ（ｔ ＋ １）＝ ｘｅ（ｔ）＋ Ｔｘ ｅ（ｔ）＋ Ｔ２

２［ｘ̈ ｅ（ｔ）＋ ｕｅ］

ｘ ｅ（ｔ ＋ １）＝ ｘ ｅ（ｔ）＋ Ｔ［ｘ̈ ｅ（ｔ）＋ ｕｅ］

ｘ̈ ｅ（ｔ ＋ １）＝ ｘ̈ ｅ（ｔ）＋ ｗｅ（ｔ） （３ ．１ ．１９）

ｙｘｅ（ｔ）＝ ｘｅ（ｔ）＋ ｖｘｅ（ｔ），

ｙｖｅ（ｔ）＝ ｘ ｅ（ｔ）＋ ｖｖｅ（ｔ） （３ ．１ ．２０）

和

ｘｎ（ｔ ＋ １）＝ ｘｎ（ｔ）＋ Ｔｘ ｎ（ｔ）＋ Ｔ２

２［ｘ̈ ｎ（ｔ）＋ ｕｎ］

ｘ ｎ（ｔ ＋ １）＝ ｘ ｎ（ｔ）＋ Ｔ［ｘ̈ ｎ（ｔ）＋ ｕｎ］

ｘ̈ ｎ（ｔ ＋ １）＝ ｘ̈ ｎ（ｔ）＋ ｗｎ（ｔ） （３ ．１ ．２１）
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ｙｘｎ（ｔ）＝ ｘｎ（ｔ）＋ ｖｘｎ（ｔ），

ｙｖｎ（ｔ）＝ ｘ ｎ（ｔ）＋ ｖｖｎ（ｔ） （３ ．１ ．２２）
其中 ｕｅ和 ｕｎ 各为东向和北向由驾驶员决定的常的机动加速度 ．（３ ． １ ． １９）和（３ ． １ ． ２１）意
味着假设东向和北向随机加速度服从随机游动模型，其中 ｗｅ（ｔ）和 ｗｎ（ｔ）为相互独立的
白噪声 ．（３ ．１ ．２０）和（３ ．１ ．２２）为东向和北向位置和速度的观测方程，其中假设位置观测噪
声 ｖｘｅ（ｔ）和 ｖｘｎ（ｔ）为相互独立的白噪声，且假设速度观测噪声 ｖｖｅ（ｔ）和 ｖｖｎ（ｔ）为相互独立
的白噪声 ．因而有东向和北向的状态空间模型分别为

ｘｅ（ｔ ＋ １）
ｘ ｅ（ｔ ＋ １）

ｘ̈ ｎ（ｔ ＋ １









）
＝

１ Ｔ ０ ．５Ｔ２

０ １ Ｔ








０ ０ １

ｘｅ（ｔ）
ｘ ｅ（ｔ）

ｘ̈ ｅ（ｔ









）
＋

０ ．５Ｔ２

Ｔ








０
ｕｅ ＋











０
０
１

ｗｅ（ｔ） （３ ．１ ．２３）

ｙｘｅ（ｔ）

ｙｖｅ（ｔ[ ]） ＝
１ ０ ０[ ]０ １ ０

ｘｅ（ｔ）
ｘ ｅ（ｔ）

ｘ̈ ｅ（ｔ









）
＋

ｖｘｅ（ｔ）

ｖｖｅ（ｔ[ ]） （３ ．１ ．２４）

ｘｎ（ｔ ＋ １）
ｘ ｎ（ｔ ＋ １）

ｘ̈ ｎ（ｔ ＋ １









）
＝

１ Ｔ ０ ．５Ｔ２

０ １ Ｔ








０ ０ １

ｘｎ（ｔ）
ｘ ｎ（ｔ）

ｘ̈ ｎ（ｔ









）
＋

０ ．５Ｔ２

Ｔ








０
ｕｎ ＋











０
０
１

ｗｎ（ｔ） （３ ．１ ．２５）

ｙｘｎ（ｔ）

ｙｖｎ（ｔ[ ]） ＝
１ ０ ０[ ]０ １ ０

ｘｎ（ｔ）
ｘ ｎ（ｔ）

ｘ̈ ｎ（ｔ









）
＋

ｖｘｎ（ｔ）

ｖｖｎ（ｔ[ ]） （３ ．１ ．２６）

引入记号

Ｘｅ（ｔ）＝

ｘｅ（ｔ）
ｘ ｅ（ｔ）

ｘ̈ ｅ（ｔ









）
， Ｙｅ（ｔ）＝

ｙｘｅ（ｔ）

ｙｖｅ（ｔ[ ]）， Ｖｅ（ｔ）＝
ｖｘｅ（ｔ）

ｖｖｅ（ｔ[ ]） （３ ．１ ．２７）

Ｘｎ（ｔ）＝

ｘｎ（ｔ）
ｘ ｎ（ｔ）

ｘ̈ ｎ（ｔ









）
， Ｙｎ（ｔ）＝

ｙｘｎ（ｔ）

ｙｖｎ（ｔ[ ]）， Ｖｎ（ｔ）＝
ｖｘｎ（ｔ）

ｖｖｎ（ｔ[ ]） （３ ．１ ．２８）

和定义矩阵

Φ ＝
１ Ｔ ０ ．５Ｔ２

０ １ Ｔ








０ ０ １
， Ｂ ＝

０ ．５Ｔ２

Ｔ








０
， Γ ＝











０
０
１
， Ｈ ＝

１ ０ ０[ ]０ １ ０
（３ ．１ ．２９）

则东向和北向的状态空间模型各为
Ｘｅ（ｔ ＋ １）＝ΦＸｅ（ｔ）＋ Ｂｕｅ ＋Γｗｅ（ｔ） （３ ．１ ．３０）

Ｙｅ（ｔ）＝ ＨＸｅ（ｔ）＋ Ｖｅ（ｔ） （３ ．１ ．３１）
和

Ｘｎ（ｔ ＋ １）＝ΦＸｎ（ｔ）＋ Ｂｕｎ ＋Γｗｎ（ｔ） （３ ．１ ．３２）

Ｙｎ（ｔ）＝ ＨＸｎ（ｔ）＋ Ｖｎ（ｔ） （３ ．１ ．３３）
它们具有相同的形式 ．从物理意义上看，东向和北向运动的位置、速度和加速度之间没有
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必然联系，因而是解耦的 ．故可对东向和北向运动单独分别处理 ．车辆 ＧＰＳ 导航定位
Ｋａｌｍａｎ滤波问题是：基于东向和北向观测数据 Ｙｅ（ｔ），Ｙｅ（ｔ － １），…和 Ｙｎ（ｔ），Ｙｎ（ｔ － １），
…，分别求东向状态 Ｘｅ（ｔ）和北向状态 Ｘｎ（ｔ）的最优估值 Ｘ^ ｅ（ｔ ｜ ｔ）和 Ｘ^ ｎ（ｔ ｜ ｔ）．注意在观
测噪声 Ｖｅ（ｔ）和 Ｖｎ（ｔ）中考虑了 ＧＰＳ信号中含有的随机干扰噪声 ．上述状态空间模型包
括文献［１６］的 ＧＰＳ定位模型作为特殊情形，应注意，随机加速度 ｘ̈ ｅ（ｔ）和 ｘ̈ ｎ（ｔ）由风的变
化引起，而机动加速度 ｕｅ和 ｕｎ 由驾驶员决定 ．在文献［１６］中取 ｕｅ ＝ ０，ｕｎ ＝ ０ ．

３ ．２ 射影理论

Ｋａｌｍａｎ滤波器是线性最小方差估值器，也叫最优滤波器，在几何上 Ｋａｌｍａｎ滤波估值
可看出是状态变量在由观测生成的线性空间上的射影 ．因此射影理论是 Ｋａｌｍａｎ滤波推导
的基本工具 ．本节介绍射影和新息概念及其性质，以及射影公式 ．

３ ．２ ．１ 线性最小方差估计和射影

【定义 ３ ．２ ．１】 由 ｍ × １维随机变量 ｙ∈Ｒｍ 的线性函数估计 ｎ × １ 维随机变量 ｘ∈
Ｒｎ，记估值为

ｘ^ ＝ ｂ ＋ Ａｙ， ｂ∈Ｒｎ， Ａ∈Ｒｎ × ｍ （３ ．２ ．１）
若估值 ｘ^ 极小化性能指标为 Ｊ，

Ｊ ＝ Ｅ［（ｘ － ｘ^）Ｔ（ｘ － ｘ^）］ （３ ．２ ．２）
则称 ｘ^ 为随机变量 ｘ 的线性最小方差估计，其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号 ．

如何求待定 ｎ × １向量 ｂ 和 ｎ × ｍ 矩阵Ａ？
分析 将（３ ．２ ．１）代入（３ ．２ ．２）有

Ｊ ＝ Ｅ［（ｘ － ｂ － Ａｙ）Ｔ（ｘ － ｂ － Ａｙ）］ （３ ．２ ．３）
应选择 ｂ 和Ａ 极小化 Ｊ ．置Ｊ ／ｂ ＝ ０有

Ｊ
ｂ ＝ － ２Ｅ（ｘ － ｂ － Ａｙ）＝ ０ （３ ．２ ．４）

这引出
ｂ ＝ Ｅｘ － ＡＥｙ （３ ．２ ．５）

将（３ ．２ ．５）引入（３ ．２ ．３）并定义方差阵和协方差阵符号
Ｐｘｘ ＝ Ｅ［（ｘ － Ｅｘ）（ｘ － Ｅｘ）Ｔ］ （３ ．２ ．６）

Ｐｘｙ ＝ Ｅ［（ｘ － Ｅｘ）（ｙ － Ｅｙ）Ｔ］ （３ ．２ ．７）

易知有关系
Ｐｘｙ ＝ Ｐｙｘ

Ｔ （３ ．２ ．８）

Ｊ ＝ Ｅ［（（ｘ － Ｅｘ）－ Ａ（ｙ － Ｅｙ））Ｔ（（ｘ － Ｅｘ）－ Ａ（ｙ － Ｅｙ））］＝
ｔｒＥ［（（ｘ － Ｅｘ）－ Ａ（ｙ － Ｅｙ））（（ｘ － Ｅｘ）－ Ａ（ｙ － Ｅｙ））Ｔ］＝
ｔｒ［Ｐｘｘ － ＡＰｙｘ － ＰｘｙＡＴ ＋ ＡＰｙｙＡＴ］＝

ｔｒＰｘｘ ＋ ｔｒＡＰｙｘ － ｔｒＰｘｙＡＴ ＋ ｔｒＡＰｙｙＡＴ （３ ．２ ．９）

置Ｊ ／Ａ ＝ ０，应用矩阵迹求导公式有
·４０１·



Ｊ
Ａ ＝ － Ｐｙｘ

Ｔ － Ｐｘｙ ＋ ２ＡＰｙｙ ＝ ０ （３ ．２ ．１０）

利用关式（３ ．２ ．８）引出
Ａ ＝ ＰｘｙＰｙｙ

－ １ （３ ．２ ．１１）
上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ３ ．２ ．１】 由随机变量 ｙ∈Ｒｍ 对随机变量 ｘ∈Ｒｎ 的线性最小方差估值公式为

ｘ^ ＝ Ｅｘ ＋ ＰｘｙＰｙｙ
－ １（ｙ － Ｅｙ） （３ ．２ ．１２）

其中假设 Ｅｘ，Ｅｙ，Ｐｘｙ，Ｐｙｙ均存在 ．
【推论 ３ ．２ ．１】 （无偏性）Ｅｘ^ ＝ Ｅｘ ．
证明 Ｅｘ^ ＝ Ｅ［Ｅｘ ＋ ＰｘｙＰｙｙ

－ １（ｙ － Ｅｙ）］＝ Ｅｘ ＋ ＰｘｙＰｙｙ
－ １（Ｅｙ － Ｅｙ）＝ Ｅｘ （３ ．２ ．１３）

【推论 ３ ．２ ．２】 （正交性）Ｅ［（ｘ － ｘ^）ｙＴ］＝ ０ （３ ．２ ．１４）
证明 Ｅ［（ｘ － Ｅｘ － ＰｘｙＰｙｙ

－ １（ｙ － Ｅｙ））ｙＴ］＝
Ｅ［（ｘ － Ｅｘ － ＰｘｙＰｙｙ

－ １（ｙ － Ｅｙ））（ｙ － Ｅｙ）Ｔ］＝
Ｐｘｙ － ＰｘｙＰｙｙ

－ １Ｐｙｙ ＝ Ｐｘｙ － Ｐｘｙ ＝ ０ （３ ．２ ．１５）
【推论 ３ ．２ ．３】 珘ｘ ＝ ｘ － ｘ^ 与 ｙ 不相关 ．
证明 Ｅ［（ｘ － ｘ^）（ｙ － Ｅｙ）Ｔ］＝ Ｅ［（ｘ － ｘ^）ｙＴ］－ Ｅ［（ｘ － ｘ^）（Ｅｙ）Ｔ］＝ ０ ． □
【定义 ３ ．２ ．２】 我们称 ｘ － ｘ^ 与 ｙ 不相关为 ｘ － ｘ^ 与 ｙ 正交（垂直），记为（ｘ － ｘ^）⊥ ｙ，

并称 ｘ^ 为 ｘ 在 ｙ 上的射影，记为 ｘ^ ＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ）．

图 ３ ． ２ ． １ 线性最小方差
估计（射影）几
何意义

线性最小方差估值 ｘ^ 的几何意义如图 ３ ．２ ．１所示 ．
【定义 ３ ．２ ．３】 由随机变量 ｙ∈Ｒｍ 张成的线性流形（线性

空间）定义为如下形式随机变量 ｚ∈Ｒｎ 的集合 Ｌ（ｙ），
Ｌ（ｙ）＝｛ｚ ｜ ｚ ＝ Ａｙ ＋ ｂ，ｂ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ × ｍ｝

（３ ．２ ．１６）
【推论 ３ ．２ ． ４】 （ｘ － ｘ^）⊥ ｚ， ｚ∈ Ｌ（ｙ），记为（ｘ － ｘ^）⊥

Ｌ（ｙ）．
证明 Ｅ［（ｘ － ｘ^）ｚＴ］＝ Ｅ［（ｘ － ｘ^）（Ａｙ ＋ ｂ）Ｔ］＝

Ｅ［（ｘ － ｘ^）ｙＴ］ＡＴ ＋ Ｅ［（ｘ － ｘ^）］ｂＴ ＝ ０ （３ ．２ ．１７）
其中应用了推论 ３ ．２ ．１和推论 ３ ．２ ．２ ． □

设随机变量 ｘ∈Ｒｎ，随机变量 ｙ（１），…，ｙ（ｋ）∈Ｒｍ，引入合成随机变量 ｗ 为
ｗ ＝（ｙＴ（１），…，ｙＴ（ｋ））Ｔ∈Ｒｋｍ （３ ．２ ．１８）

【定义 ３ ．２ ．４】 由 ｙ（１），…，ｙ（ｋ）∈Ｒｍ 张成的线性流形 Ｌ（（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））定义为
Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））Ｌ（ｗ） （３ ．２ ．１９）

Ｌ（ｗ）＝｛ｙ ｜ ｙ ＝ Ａｗ ＋ ｂ，ｂ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ × ｋｍ｝ （３ ．２ ．２０）
引入分块矩阵

Ａ ＝［Ａ１，…，Ａｋ］， Ａｉ∈Ｒｎ × ｍ （３ ．２ ．２１）
则有

Ｌ（ｗ）＝｛ｙ ｜ ｙ ＝ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ａｉｙ（ｉ）＋ ｂ，Ａｉ ∈ Ｒｎ× ｍ，ｂ ∈ Ｒｎ｝＝ Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））

（３ ．２ ．２２）
·５０１·



【定义 ３ ．２ ．５】 基于随机变量 ｙ（１），…，ｙ（ｋ）∈Ｒｍ 对随机变量 ｘ∈Ｒｎ 的线性最小方
差估计 ｘ^ 定义为

ｘ^ ＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｗ）ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ）） （３ ．２ ．２３）
也称 ｘ^ 为 ｘ 在线性流形 Ｌ（ｗ）或 Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））上的射影 ．
【推论 ３ ．２ ．５】 设 ｘ∈Ｒｎ 为零均值随机变量，ｙ（１），…，ｙ（ｋ）∈Ｒｍ 为零均值，互不相

关（正交）的随机变量，则有

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ））＝ 
ｋ

ｉ ＝ １
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（ｉ）） （３ ．２ ．２４）

即 ｘ 在由 ｙ（１），…，ｙ（ｋ）张成的线性流形 Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））上的射影等于它在由每一个
ｙ（ｉ）张成的线性流形上的射影之和，即 ｘ 在全空间上的射影等于它在相互正交的子空间
上的射影之和 ．这大大简化了射影的计算 ．因此，若 ｙ（１），…ｙ（ｋ）是相关的（非正交的），问
题是如何使它们正交化 ．这将导致新息概念 ．

证明 记合成向量 ｗ ＝（ｙＴ（１），…，ｙＴ（ｋ））Ｔ∈Ｒｋｍ，注意 Ｅｘ ＝ ０，Ｅｗ ＝ ０，则应用射影
公式（３ ．２ ．１２）有

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ））＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｗ）＝ ＰｘｗＰ － １
ｗｗｗ ＝

Ｅ［ｘ（ｙＴ（１），…，ｙＴ（ｋ））］
Ｐ － １

ｙ（１）ｙ（１） ０


０ Ｐ － １

ｙ（ｋ）ｙ（ｋ









）

ｙ（１）

ｙ（ｋ









）
＝

∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｐｘｙ（ｉ）Ｐ－１

ｙ（ｉ）ｙ（ｉ）ｙ（ｉ）＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（ｉ）） （３ ．２ ．２５）

【推论 ３ ．２ ． ６】 设随机变量 ｘ∈Ｒｐ，ｚ∈Ｒｑ，随机变量 Ａｘ ＋ Ｂｚ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｒｎ × ｐ，Ｂ∈
Ｒｎ × ｑ，随机变量 ｙ∈Ｒｍ，则有

ｐｒｏｊ（Ａｘ ＋ Ｂｚ ｜ ｙ）＝ Ａｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ）＋ Ｂｐｒｏｊ（ｚ ｜ ｙ） （３ ．２ ．２６）
证明 应用射影公式（３ ．２ ．１２）得证，从略 ． □
【推论 ３ ．２ ．７】 设随机变量 ｘ∈Ｒｎ，随机变量 ｙ∈Ｒｍ，记 ｘ 的分量形式为

ｘ ＝
ｘ１

ｘ









ｎ

（３ ．２ ．２７）

则有关系

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ）＝
ｐｒｏｊ（ｘ１ ｜ ｙ）


ｐｒｏｊ（ｘｎ ｜ ｙ









）

（３ ．２ ．２８）

证明

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ）＝ Ｅｘ ＋ ＰｘｙＰｙｙ
－ １（ｙ － Ｅｙ）＝

Ｅｘ１

Ｅｘ









１

＋ Ｅ
ｘ１ － Ｅｘ１


ｘｎ － Ｅｘ









ｎ

（ｙ － Ｅｙ）ＴＰｙｙ
－ １（ｙ － Ｅｙ）＝

·６０１·



Ｅｘ１

Ｅｘ









１

＋

Ｐｘ１ ｙ


Ｐｘｎ











ｙ

Ｐｙｙ
－ １（ｙ － Ｅｙ）＝

Ｅｘ１ ＋ Ｐｘ１ ｙ
Ｐｙｙ

－ １（ｙ － Ｅｙ）



Ｅｘｎ ＋ Ｐｘｎｙ
Ｐｙｙ

－ １（ｙ － Ｅｙ











）
＝

ｐｒｏｊ（ｘ１ ｜ ｙ）


ｐｒｏｊ（ｘｎ ｜ ｙ









）

（３ ．２ ．２９）

这个性质说明随机变量 ｘ 在线性流形 Ｌ（ｙ）上的射影的每个分量必为 ｘ 的相应的分
量在线性流形 Ｌ（ｙ）上的射影 ．换言之，随机变量 ｘ 的线性最小方差估计的每个分量等于
ｘ 的相应的分量的线性最小方差估计，即全局最优估计等价于局部最优估计 ．

３ ．２ ．２ 新息序列

【定义 ３ ．２ ．６】 设 ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（ｋ），…∈Ｒｍ 是存在二阶矩的随机序列，它的新
息序列（新息过程）定义为

ε（ｋ）＝ ｙ（ｋ）－ ｐｒｏｊ（ｙ（ｋ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ － １））， ｋ ＝ １，２，… （３ ．２ ．３０）
并定义 ｙ（ｋ）的一步最优预报估值为

ｙ^（ｋ ｜ ｋ － １）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｋ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ － １）） （３ ．２ ．３１）
因而新息列可定义为

ε（ｋ）＝ ｙ（ｋ）－ ｙ^（ｋ ｜ ｋ － １）， ｋ ＝ １，２，… （３ ．２ ．３２）
其中规定 ｙ^（１ ｜０）＝ Ｅｙ（１），这保证 Ｅε（１）＝ ０ ．

图 ３ ．２ ．２ 新息ε（ｋ）的几何意义

新息的几何意义如图 ３ ． ２ ． ２ 所示，可看到

ε（ｋ）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ － １））．
【定理 ３ ．２ ．２】 新息序列ε（ｋ）是零均值白

噪声 ．
证明 由推论 ３ ．２ ．１射影是无偏差的，故有

Ｅε（ｋ）＝ Ｅｙ（ｋ）－ Ｅｙ^（ｋ ｜ ｋ － １）＝
Ｅｙ（ｋ）－ Ｅｙ（ｋ）＝ ０， ｋ≥１（３ ．２ ．３３）

设 ｉ≠ ｊ，不妨设 ｉ ＞ ｊ，因ε（ｉ）⊥ Ｌ（ｙ（１），…，
ｙ（ｉ － １）），且有 Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｊ）） Ｌ（ｙ（１），
…，ｙ（ｉ － １）），故有ε（ｉ）⊥ Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（（ｊ））．
而ε（ｊ）＝ ｙ（ｊ）－ ｙ^（ｊ ｜ ｊ － １）∈ Ｌ（ｙ（１），…，

ｙ（ｊ）），因而ε（ｉ）⊥ε（ｊ），即 Ｅ［ε（ｉ）εＴ（ｊ）］＝ ０，故ε（ｉ）是白噪声 ．证毕 ． □
定理 ３ ．２ ．２表明新息序列是正交（不相交）序列，通过引入新息序列实现了非正交（相

关）随机序列的正交化 ．由推论 ３ ． ２ ． ５，在由新息序列张成的线性流形上的射影将大大简
化射影的计算 ．但问题是是否 Ｌ（ε（１），…，ε（ｋ））＝ Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））？即新息序列ε（ｋ）
与原序列 ｙ（ｋ）是否含有相同的统计信息？下面定理回答了这个问题 ．
【定理 ３ ．２ ．３】 新息序列ε（ｋ）与原序列 ｙ（ｋ）含有相同的统计信息，即（ｙ（１），…，

ｙ（ｋ））与（ε（１），…，ε（ｋ））张成相同的线性流形，即
Ｌ（ε（１），…，ε（ｋ））＝ Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））， ｋ ＝ １，２，… （３ ．２ ．３４）

证明 由射影公式（３ ．２ ．１２）和定义（３ ．２ ．３１），每个ε（ｋ）是 ｙ（１），…，ｙ（ｋ）的线性组
合，这引出ε（ｋ）∈Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ）），从而有 Ｌ（ε（１），…，ε（ｋ））Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｋ））．

下证 ｙ（ｋ）∈Ｌ（ε（１），…，ε（ｋ））．
·７０１·



事实上，我们由（３ ．２ ．３１）用归纳法有
ｙ（１）＝ε（１）＋ Ｅｙ（１）∈Ｌ（ε（１）），
ｙ（２）＝ε（２）＋ ｐｒｏｊ（ｙ（２）｜ ｙ（１））∈Ｌ（ε（１），ε（２）），

ｙ（ｋ）＝ε（ｋ）＋ ｐｒｏｊ（ｙ（ｋ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ － １））∈Ｌ（ε（１），ε（２），…，ε（ｋ））

（３ ．２ ．３５）
这引出 Ｌ（ｙ（１），…ｙ（ｋ））Ｌ（ε（１），…，ε（ｋ））．故有（３ ．２ ．３４）成立 ． □
【推论 ３ ．２ ．７】 设随机变量 ｘ∈Ｒｎ，则有

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…ｙ（ｋ））＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ε（１），…，ε（ｋ）） （３ ．２ ．３６）
由于新息序列的正交性，这一推论将大大简化射影的计算 ．
【定理 ３ ．２ ．４】 （递推射影公式）设随机变量 ｘ∈Ｒｎ，随机序列 ｙ（１），…，ｙ（ｋ），…∈

Ｒｍ，且它们存在二阶矩，则有递推射影公式
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…ｙ（ｋ））＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ － １））＋ Ｅ［ｘεＴ（ｋ）］［Ｅ（ε（ｋ）εＴ（ｋ）］－ １ε（ｋ）

（３ ．２ ．３７）
证明 引入合成向量

ε＝
ε（１）


ε（ｋ









）

（３ ．２ ．３８）

应用（３ ．２ ．３６）和射影公式，并注意 Ｅε（ｉ）＝ ０，有
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ））＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ε（１），…，ε（ｋ））＝

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ε）＝ Ｅｘ ＋ ＰｘεＰ
－ １
εεε＝ Ｅｘ ＋ Ｅ［（ｘ － Ｅｘ）（εＴ（１），…，εＴ（ｋ））］×

Ｅ［ε（１）εＴ（１）］ ０


０ Ｅ［ε（ｋ）εＴ（ｋ









）］

ε（１）


ε（ｋ









）
＝

Ｅｘ ＋ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｅ［ｘεＴ（ｉ）］［Ｅ［ε（ｉ）εＴ（ｉ）］－１ε（ｉ）＝

Ｅｘ ＋ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ １
Ｅ［ｘεＴ（ｉ）］［Ｅ［ε（ｉ）εＴ（ｉ）］－１ε（ｉ）＋ Ｅ［ｘεＴ（ｋ）］［Ｅ（ε（ｋ）εＴ（ｋ）］－１ε（ｋ）＝

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ε（１），…，ε（ｋ － １））＋ Ｅ［ｘεＴ（ｋ）］［Ｅ［ε（ｋ）εＴ（ｋ）］－ １ε（ｋ）＝
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（１），…，ｙ（ｋ － １））＋ Ｅ［ｘεＴ（ｋ）］［Ｅ［ε（ｋ）εＴ（ｋ）］－ １ε（ｋ） （３ ．２ ．３９）

递推射影公式（３ ．２ ．３７）是推寻 Ｋａｌｍａｎ滤波器的递推算法的出发点 ．

３ ．３ Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器

考虑用如下状态空间模型描写的动态系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．３ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．３ ．２）
其中 ｔ 为离散时间，系统在时刻 ｔ 的状态为 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ 为对状态的观测信号，

·８０１·



ｗ（ｔ）∈Ｒｒ为输入白噪声，ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 为观测噪声 ．称（３ ． ３ ． １）为状态方程，称（３ ． ３ ． ２）为观
测方程 ．Φ，Γ，Ｈ 分别为已知的 ｎ × ｎ，ｎ × ｒ 和 ｍ × ｎ 矩阵 ．称Φ 为状态转移阵，Ｈ 为观
测阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为 Ｑ 和Ｒ 的不相关白噪声

Ｅｗ（ｔ）＝ ０， Ｅｖ（ｔ）＝ ０ （３ ．３ ．３）
Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｊ）］＝ Ｑδｔｊ， Ｅ［ｖ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ Ｒδｔｊ （３ ．３ ．４）

Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ ０，  ｔ，ｊ （３ ．３ ．５）
其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ）．
【假设 ２】 ｘ（０）不相关于 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ），

Ｅｘ（０）＝μ０，Ｅ［（ｘ（０）－μ０）（ｘ（０）－μ０）Ｔ］＝ Ｐ０ （３ ．３ ．６）

Ｋａｌｍａｎ滤波问题是：基于观测（ｙ（１），…，ｙ（ｔ）），求状态 ｘ（ｊ）的线性最小方差估值 ｘ^（ｊ ｜
ｔ），它极小化性能指标为

Ｊ ＝ Ｅ［（ｘ（ｊ）－ ｘ^（ｊ ｜ ｔ））Ｔ（ｘ（ｊ）－ ｘ^（ｊ ｜ ｔ））］ （３ ．３ ．７）
对于 ｊ ＝ ｔ，ｊ ＞ ｔ，ｊ ＜ ｔ，各称 ｘ^（ｊ ｜ ｔ）为 Ｋａｌｍａｎ滤波器、预报器和平滑器 ．
注意，在解决导弹拦截，卫星回收等问题时，涉及到导弹或卫星轨道预测，即涉及到

Ｋａｌｍａｎ预报问题 ．在解决卫星入轨初速度估计或卫星轨道重构问题时，涉及到 Ｋａｌｍａｎ 平
滑器 ．本节应用射影理论主要推导 Ｋａｌｍａｎ滤波器，并顺便给出 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．

在性能指标（３ ．３ ．７）下，问题归结为求射影
ｘ^（ｊ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｘ（ｊ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．８）

由递推射影公式（３ ．２ ．３７）有递推关系
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．９）

Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］［Ｅ（ε（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］－ １ （３ ．３ ．１０）
称 Ｋ（ｔ ＋ １）为 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 ．对（３ ．３ ．１）两边项取射影有

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋Γｐｒｏｊ（ｗ（ｔ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．１１）
由（３ ．３ ．１）迭代有

ｘ（ｔ）∈Ｌ（ｗ（ｔ － １），…，ｗ（０），ｘ（０）） （３ ．３ ．１２）
且应用（３ ．３ ．２）有

ｙ（ｔ）∈Ｌ（ｖ（ｔ），ｗ（ｔ － １），…，ｗ（０），ｘ（０）） （３ ．３ ．１３）
这引出

Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ））Ｌ（ｖ（ｔ），…，ｖ（１），ｗ（ｔ － １），…，ｗ（０），ｘ（０）） （３ ．３ ．１４）
由此式、假设 １和假设 ２有

ｗ（ｔ）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．１５）
应用射影公式（３ ．２ ．１２）及 Ｅｗ（ｔ）＝ ０可得

ｐｒｏｊ（ｗ（ｔ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ））＝ ０ （３ ．３ ．１６）
于是（３ ．３ ．１１）成为

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．１７）
对（３ ．３ ．２）取射影有

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｐｒｏｊ（ｖ（ｔ ＋ １）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．１８）
由假设 １、２和（３ ．３ ．１４）有
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ｖ（ｔ ＋ １）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．１９）
故有

ｐｒｏｊ（ｖ（ｔ ＋ １）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ））＝ ０ （３ ．３ ．２０）
于是有

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．２１）
这引出新息表达式

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．２２）
记滤波和预报估值误差及方差阵为

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．２３）
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ １）－ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．２４）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ）］ （３ ．３ ．２５）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］ （３ ．３ ．２６）

则由（３ ．３ ．２）和（３ ．３ ．２２）有新息表达式

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖ（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．２７）
且由（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．１７）有

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．３ ．２８）
由（３ ．３ ．９）有

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｋ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．２９）
将（３ ．３ ．２７）代入（３ ．３ ．２９）引出

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｋ（ｔ ＋ １）ｖ（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．３０）

其中 Ｉｎ 为 ｎ × ｎ 单位阵 ．因为
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）∈Ｌ（ｖ（ｔ），…，ｖ（１），ｗ（ｔ － １），…，ｗ（０），ｘ（０））（３ ．３ ．３１）

故有
ｗ（ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．３２）

这引出
Ｅ［ｗ（ｔ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ）］＝ ０ （３ ．３ ．３３）

于是由（３ ．３ ．２８）得到
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ΦＰ（ｔ ｜ ｔ）ΦＴ ＋ΓＱΓＴ （３ ．３ ．３４）

因为
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ １）－ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）∈Ｌ（ｖ（ｔ），…，ｖ（１），ｗ（ｔ），…，ｗ（０），ｘ（０））

（３ ．３ ．３５）
故有

ｖ（ｔ ＋ １）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．３６）
这引出

Ｅ［ｖ（ｔ ＋ １）珘ｘＴ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］＝ ０ （３ ．３ ．３７）
于是由（３ ．３ ．２７）得到新息方差阵为

Ｅ［ε（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］＝ ＨＰ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ ＋ Ｒ （３ ．３ ．３８）
且由（３ ．３ ．３０）可得
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Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Ｔ ＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ＲＫＴ（ｔ ＋ １）
（３ ．３ ．３９）

下面求 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋ（ｔ ＋ １）．为此，我们来求 Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］．注意，应
用（３ ．３ ．２７）有

Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］＝ Ｅ［（ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ））（Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖ（ｔ ＋ １））Ｔ］
（３ ．３ ．４０）

因为由射影正交性有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．４１）

且注意 ｖ（ｔ ＋ １）⊥ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），ｖ（ｔ ＋ １）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），于是由（３ ．３ ．４０）引出
Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ （３ ．３ ．４２）

将上式和（３ ．３ ．３８）代入（３ ．３ ．１０）有增益
Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ［ＨＰ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １ （３ ．３ ．４３）

现在用 Ｋ（ｔ ＋ １）的表达式（３ ．３ ．４３）简化 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）的公式（３ ．３ ．３９）．暂时略去（３ ．
３ ．３９）右端的时标，将（３ ．３ ．４３）代入（３ ．３ ．３９）有

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － ＫＨ］Ｐ － ＰＨＴＫＴ ＋ ＫＨＰＨＴＫＴ ＋ ＫＲＫＴ ＝
［Ｉｎ － ＫＨ］Ｐ － ＰＨＴＫＴ ＋ Ｋ（ＨＰＨＴ ＋ Ｒ）ＫＴ ＝
［Ｉｎ － ＫＨ］Ｐ － ＰＨＴＫＴ ＋ ＰＨＴＫＴ ＝
［Ｉｎ － ＫＨ］Ｐ

即
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．４４）

上述推导结果可概括为如下定理 ．
【定理 ３ ．３ ．１】 （Ｋａｌｍａｎ滤波器）系统（３ ． ３ ． １）和（３ ． ３ ． ２）在假设 １ ～ ２ 下，递推 Ｋａｌｍａｎ

滤波器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．４５）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．４６）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．４７）
Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ［ＨＰ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １ （３ ．３ ．４８）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ΦＰ（ｔ ｜ ｔ）ΦＴ ＋ΓＱΓＴ （３ ．３ ．４９）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．５０）

ｘ^（０ ｜０）＝μ０， Ｐ（０ ｜０）＝ Ｐ０ （３ ．３ ．５１）
【推论 ３ ．３ ．１】 在定理 ３ ．３ ．１条件下，Ｋａｌｍａｎ滤波器有另一种递推形式

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．５２）
证明 将（３ ．３ ．４６）和（３ ．３ ．４７）代入（３ ．３ ．４５）得（３ ．３ ．５２）． □
【注 ３ ．３ ．１】 初值取（３ ．３ ．５１）是为了保证估值的无偏性 ．事实上，将（３ ．３ ．４６）代入（３ ．

３ ．４５）且与（３ ．３ ．１）相减有误差方程
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Φ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．５３）

这引出差分方程
Ｅ珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ΦＥ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．５４）
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取初值（３ ．３ ．５１）有 Ｅ珘ｘ（０ ｜０）＝ ０，这引出 Ｅ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝ ０（ｔ ＞ ０），即 Ｅｘ（ｔ）＝ Ｅｘ^（ｔ ｜ ｔ）．这表明
估值是无偏的 ．

图 ３ ． ３ ． １ Ｋａｌｍａｎ滤波递推算
法框图

【注 ３ ．３ ．２】 Ｋａｌｍａｎ滤波器计算程序框图如图 ３ ． ３ ． １ 所
示 ．
【定理 ３ ．３ ．２】 （Ｋａｌｍａｎ预报器系统（３ ． ３ ． １）和（３ ． ３ ． ２）

在假设 １ ～ ２下，递推 Ｋａｌｍａｎ预报器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ）（３ ．３ ．５５）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．３ ．５６）
Ｋｐ（ｔ）＝ΦＫ（ｔ） （３ ．３ ．５７）

或
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Φ － Ｋｐ（ｔ）Ｈ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ）

（３ ．３ ．５８）
其中 Ｋｐ（ｔ）叫 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 ．预报误差方差阵满足 Ｒｉｃ
ｃａｔｉ方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ＨＰ（ｔ ｜ ｔ －
１）ＨＴ ＋ Ｒ）－ １ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）］ΦＴ ＋ΓＱΓＴ

（３ ．３ ．５９）
带初值 Ｐ（１ ｜０）＝ΦＰ（０ ｜０）ΦＴ ＋ΓＱΓＴ ．

证明 将（３ ．３ ．４５）代入（３ ．３ ．４６）有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ［ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）ε（ｔ）］（３ ．３ ．６０）

这引出（３ ．３ ．５５）～（３ ．３ ．５７）．将（３ ． ３ ． ５６）代入（３ ． ３ ． ５５）得（３ ．
３ ．５８）．将（３ ．３ ．４８）和（３ ．３ ．５０）代入（３ ．３ ．４９）得（３ ．３ ．５９）． □
【定理 ３ ．３ ．３】 （超前 ｋ 步 Ｋａｌｍａｎ预报器）系统（３ ．３ ．１）和（３ ． ３ ． ２）在假设 １ ～ ２ 下，超

前 ｋ ＞ １步 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝Φｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ １ （３ ．３ ．６１）

相应的 ｋ 步预报误差珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ ｋ）－珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差阵 Ｐ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋
ｋ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Φｋ－１Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）Φ（ｋ－１）Ｔ ＋ ∑
ｋ

ｊ ＝ ２
Φｋ－ ｊΓＱｗΓＴΦ（ｋ－ ｊ）Ｔ （３ ．３ ．６２）

其中 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由（３ ．３ ．５９）计算 ．
证明 由（３ ．３ ．１）和射影性质有

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋Γｐｒｏｊ（ｗ（ｔ ＋ １）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．６３）
由（３ ．３ ．１４）有

ｗ（ｔ ＋ １）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．３ ．６４）
这引出 ｐｒｏｊ（ｗ（ｔ ＋ １）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ））＝ ０，因而有

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．６５）
同理有

ｘ^（ｔ ＋ ３ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φ２ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．６６）
用归纳法得（３ ．３ ．６１）．
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由（３ ．３ ．１）迭代（ｋ － １）次有非递推关系

ｘ（ｔ ＋ ｋ）＝ Φｋ－１ｘ（ｔ ＋ １）＋ ∑
ｋ

ｊ ＝ ２
Φｋ－ ｊΓｗ（ｔ ＋ ｊ － １） （３ ．３ ．６７）

上式与（３ ．３ ．６１）相减引出

珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Φｋ－１珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ∑
ｋ

ｊ ＝ ２
Φｋ－ ｊΓｗ（ｔ ＋ ｊ － １） （３ ．３ ．６８）

因为 ｗ（ｔ ＋ ｊ － １）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）（ｊ≥２），故由（３ ．３ ．６８）得（３ ．３ ．６２）．证毕 ． □
定理 ３ ．３ ．１可推出到时变系统，即矩阵Φ，Ｈ，Γ，Ｑ，Ｒ 均为时变的情形，且可带控制

项 ．系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）叫定常（非时变）系统 ．
考虑时变系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （３ ．３ ．６９）
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．３ ．７０）

【假设 １】 Ｅｗ（ｔ）＝ ０，Ｅｖ（ｔ）＝ ０，Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ ０，， ｔ，ｊ，且
Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｊ）］＝ Ｑ（ｔ）δｔｊ， Ｅ［ｖ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ Ｒ（ｔ）δｔｊ （３ ．３ ．７１）

【假设 ２】 ｘ（０）不相关于 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ），
Ｅｘ（０）＝μ０， Ｅ［（ｘ（０）－μ０）（ｘ（０）－μ０）Ｔ］＝ Ｐ０ （３ ．３ ．７２）

【假设 ３】 ｕ（ｔ）∈Ｒｐ 是已知的控制输入 ．Φ（ｔ），Γ（ｔ），Ｈ（ｔ），Ｂ（ｔ），Ｑ（ｔ）和 Ｒ（ｔ）是
已知时变矩阵 ．
【定理 ３ ．３ ．４】 在上述假设 １ ～ ３下，时变系统（３ ．３ ．６９）和（３ ．３ ．７０）有 Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．３ ．７３）
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ） （３ ．３ ．７４）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．７５）
Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｒ（ｔ ＋ １）］－ １

（３ ．３ ．７６）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （３ ．３ ．７７）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．７８）

ｘ^（０ ｜０）＝μ０， Ｐ（０ ｜０）＝ Ｐ０ （３ ．３ ．７９）

证明 完全平行于定理 ３ ．３ ．１，从略 ． □
【定理 ３ ．３ ．５】 （Ｋａｌｍａｎ滤波与递推最小二乘法关系）ＡＲ（ｎ）模型未知参数的 Ｋａｌｍａｎ

滤波估值等价于递推最小二乘法估值 ．
证明 考虑 ＡＲ（ｎ）模型

ｙ（ｔ）＝ ａ１ ｙ（ｔ － １）＋… ＋ ａｎｙ（ｔ － ｎ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．３ ．８０）

其中 ｖ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｖ 的白噪声，参数 ａ１，…，ａｎ 是未知的 ．引入未知参数向量

θ＝［ａ１，…，ａｎ］Ｔ （３ ．３ ．８１）

并引入向量

φＴ（ｔ）＝［ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ － ｎ）］ （３ ．３ ．８２）
则（３ ．３ ．８０）有状态空间模型
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θ（ｔ ＋ １）＝θ（ｔ） （３ ．３ ．８３）
ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θ＋ ｖ（ｔ） （３ ．３ ．８４）

应用定理 ３ ．３ ．４有θ的 Ｋａｌｍａｎ滤波估值器

θ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］
（３ ．３ ．８５）

Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）φ（ｔ ＋ １）［φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）φ（ｔ ＋ １）＋σ２
ｖ］－ １（３ ．３ ．８６）

θ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．８７）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ），

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．３ ．８８）

引入记号
Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ）／σ２

ｖ， θ^（ｔ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ） （３ ．３ ．８９）

则有 ＲＬＳ算法

θ^（ｔ ＋ １）＝θ^（ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）［ｙ（ｔ ＋ １）－φＴ（ｔ ＋ １）^θ（ｔ）］ （３ ．３ ．９０）

Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（３ ．３ ．９１）

Ｐ（ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ） （３ ．３ ．９２）

或等价地有

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ）－ Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）
１ ＋φＴ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ）φ（ｔ ＋ １）

（３ ．３ ．９３）

这表明由 Ｋａｌｍａｎ滤波算法引出了 ＲＬＳ算法 ．此外，由（３ ． ３ ． ８９）看到，在 ＲＬＳ算法中 Ｐ（ｔ）
的意义是它刻划了估值误差方差阵 ．注意，实现 Ｋａｌｍａｎ滤波算法要求已知噪声方差σ２

ｖ，而

应用 ＲＬＳ算法不要求已知σ２
ｖ ． □

【例 ３ ．３ ．１】 考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．１ ０ ．１ ０
２ ０ ．２ ０
３ １ ０ ．









８
ｘ（ｔ）＋











１
２
３

ｗ（ｔ） （３ ．３ ．９４）

ｙ（ｔ）＝［１ １ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．３ ．９５）
其中状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑ ＝ ０ ． ８１ 和
Ｒ ＝ １的独立高斯白噪声 ．应用定理 ３ ．３ ．１最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）的仿真结果如图 ３ ．
３ ．２所示，其中实线表示真实状态 ｘｉ（ｔ），虚线表示 Ｋａｌｍａｎ滤波估值 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）．
【例 ３ ．３ ．２】 考虑系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．６ － ０ ．４
０ ．２ １ ．[ ]１

ｘ（ｔ）＋ [ ]１２ ｗ（ｔ） （３ ．３ ．９６）

ｙ（ｔ）＝［１ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．３ ．９７）
其中 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑ ＝ ０ ．６４和 Ｒ ＝ １的独立
白噪声 ．应用定理 ３ ．３ ．３ 可求最优 Ｋａｌｍａｎ 滤波器 ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝［ｘ^１（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ），^ｘ２（ｔ ＋ ２ ｜

ｔ）］Ｔ ．仿真结果如图 ３ ．３ ．３所示，其中实线代表真实值，虚线代表预报估值 ．
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图 ３ ．３ ．２ 状态 ｘ^ｉ（ｔ）和最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ）

图 ３．３ ．３ 状态 ｘｉ（ｔ）和最优 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^ｉ（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）

３ ．４ Ｋａｌｍａｎ平滑器

对于系统（３ ．３ ．１）和（３ ． ３ ． ２）在假设 １ ～ ２ 下，寻求 Ｋａｌｍａｎ 平滑估值 ｘ^（ｊ ｜ ｔ）（ｊ ＞ ｔ）问
题在许多应用问题中会遇到 ．例如发射导弹的初速度估计问题、化学反应过程溶液初始浓
度估计问题、发射人造地球卫星入轨初速度估计问题等，可归结为求平滑估值 ｘ^（ｔ０ ｜ ｔ０ ＋
Ｎ），其中初始时刻 ｔ０ 固定，但 Ｎ 是变化的，Ｎ ＝ １，２，…，这类平滑器叫固定点 Ｋａｌｍａｎ平滑
器 ．它是基于时刻 ｔ０ ＋ Ｎ 为止的观测信息求在时刻 ｔ０ 处的状态 ｘ（ｔ０）的最优估值 ． ｔ０ 叫固
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定点 ．在某些应用问题中要求求平滑估值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），其中 ｔ 是变化的，但 Ｎ 是固定的正
整数 ．这类平滑器叫固定滞后 Ｋａｌｍａｎ 平滑器，Ｎ 叫固定滞后 ．对于带有观测滞后 Ｎ 的系
统，固定滞后平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）可改善 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）的精度 ．发射人造地球卫星
后，需根据卫星环绕地球的轨道观测数据，重新更精确估算卫星的轨道，以便研究与预定
轨道的偏差 ．这类问题叫轨道重构或叫固定区间平滑问题，即求平滑估值 ｘ^（ｔ ｜ Ｎ），其中
Ｎ 是固定的，叫固定区间长度，ｔ ＝ ０，１，…，Ｎ 是变化的，并称 ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）为固定区间 Ｋａｌｍａｎ
平滑器 ．下面统一用记号 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），（Ｎ ＞ ０）表示固定滞后 Ｋａｌｍａｎ 平滑器（Ｎ 固定，ｔ 变
化）或固定点 Ｋａｌｍａｎ平滑器（ｔ 固定，Ｎ 变化），而用 ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）表示固定区间 Ｋａｌｍａｎ 平滑器
（Ｎ 固定，ｔ 变化，ｔ≤Ｎ）．

本节沿用节 ３ ．３的记号和公式 ．
【定理 ３ ．４ ．１】 系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）在假设 １ ～ ２ 下，最优递推固定点 Ｋａｌｍａｎ 平滑

器为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．４ ．１）

带初值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ），Ｎ ＝ １，２，…，且平滑增益 Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ ｉ）Ｈ］ＴΦ{ }Ｔ ×

ＨＴ［ＨＰ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １ （３ ．４ ．２）
其中ε（ｔ ＋ Ｎ）由 Ｋａｌｍａｎ 滤波器计算，Ｋ（ｔ ＋ ｉ）为 Ｋａｌｍａｎ 滤波器增益，Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）为
Ｋａｌｍａｎ预报误差方差阵，^ｘ（ｔ ｜ ｔ）为 Ｋａｌｍａｎ滤波估值 ．且规定

Ｋ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］＝ Ｋ（ｔ） （３ ．４ ．３）
估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］可递推计算为
Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）［ＨＰ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

（３ ．４ ．４）
带初值 Ｐ（ｔ ｜ ｔ）． Ｐ（ｔ ｜ ｔ）为 Ｋａｌｍａｎ滤波误差方差阵 ．

证明 应用递推射影公式（３ ．２ ．３７）得到（３ ．４ ．１），其中平滑增益为
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］［Ｅ（ε（ｔ ＋ Ｎ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ））］－ １ （３ ．４ ．５）

由（３ ．３ ．２７）有
ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．４ ．６）

而由（３ ．３ ．３８）有
Ｅ［ε（ｔ ＋ Ｎ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］＝ ＨＰ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）ＨＴ ＋ Ｒ （３ ．４ ．７）

因此求平滑增益 Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）归结为求 Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］．
将（３ ．３ ．２７）代入（３ ．３ ．５５）后，并与（３ ．３ ．１）相减引出误差系统

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．４ ．８）

Ψｐ（ｔ）＝Φ － Ｋｐ（ｔ）Ｈ ＝Φ －ΦＫ（ｔ）Ｈ ＝Φ［Ｉｎ － Ｋ（ｔ）Ｈ］ （３ ．４ ．９）
其中应用了关系（３ ．３ ．５７）．由（３ ．４ ．３）迭代 Ｎ 次有关系

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋１
Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）×

［Γｗ（ｉ － １）－ Ｋｐ（ｉ － １）ｖ（ｉ － １）］ （３ ．４ ．１０）
其中定义 Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｉｎ，
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Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）＝Ψｐ（ｔ ＋ Ｎ － １）…Ψｐ（ｉ）， ｉ ＜ ｔ ＋ Ｎ （３ ．４ ．１１）
应用（３ ．４ ．４）有

Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］＝ Ｅ［ｘ（ｔ）（Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］ （３ ．４ ．１２）
注意关系

ｘ（ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．４ ．１３）
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）⊥珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．４ ．１４）

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）⊥ｗ（ｊ），珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）⊥ｖ（ｊ）， ｊ≥ ｔ （３ ．４ ．１５）
将（３ ．４ ．８）和（３ ．４ ．１２）代入（３ ．４ ．１１）可得

Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）ＨＴ （３ ．４ ．１６）
应用（３ ．４ ．１１）引出

Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ （３ ．４ ．１７）

将（３ ．４ ．１７）和（３ ．４ ．５）代入（３ ．４ ．３）得（３ ．４ ．２）．
由（３ ．４ ．１）引出关系

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．４ ．１８）
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．４ ．１９）

由射影的正交性有
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ ＋ Ｎ）） （３ ．４ ．２０）

而 Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ ＋ Ｎ））＝ Ｌ（ε（１），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）），故有
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）⊥ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．４ ．２１）

因而由（３ ．４ ．１９）得
Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｅ［ε（ｔ ＋ Ｎ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

（３ ．４ ．２２）
将（３ ．４ ．６）代入（３ ．４ ．２２）引出（３ ．４ ．３）．证毕 ． □
【定理 ３ ．４ ．２】 系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）在假设 １ ～ ２ 下，有最优固定滞后 Ｋａｌｍａｎ 平滑

器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ＞ ０ （３ ．４ ．２３）

其中定义 Ｋ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋ（ｔ），Ｋ（ｔ）为 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益，而 Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）由（３ ． ４ ． ２）计算 ．平
滑误差方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）［ＨＰ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ ｉ － １）ＨＴ ×

＋ Ｒ］ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ） （３ ．４ ．２４）
证明 （３ ．４ ．２３）是（３ ．４ ．１）的非递推形式 ．类似于（３ ．４ ．４）的证明可证（３ ．４ ．２４）． □
【定理 ３ ．４ ．３】 系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）在假设 １ ～ ２下，有固定区间 Ｋａｌｍｗｎ平滑器为

ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ｒ（ｔ ｜ Ｎ） （３ ．４ ．２５）
其中 ｔ ＝ １，２，…，Ｎ，且有反向递推公式

ｒ（ｔ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ）ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＋ ＨＴ［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １ε（ｔ） （３ ．４ ．２６）

其中 ｔ ＝ Ｎ，Ｎ － １，…，１，且规定 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．平滑误差珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）的方
差阵 Ｐ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ Ｎ）］可递推计算为
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Ｐ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．４ ．２７）
带 ｔ ＝ Ｎ，Ｎ － １，…，１，且有反向递推公式

Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ）Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）Ψｐ（ｔ）＋ ＨＴ［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １Ｈ （３ ．４ ．２８）

带 ｔ ＝ Ｎ，Ｎ － １，…，１，且规定 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．
证明 注意 ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － ｔ），应用（３ ．４ ．２３）有

ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．４ ．２９）

简记新息ε（ｔ）的方差阵（３ ．３ ．３８）为 Ｑε（ｔ），即
Ｑε（ｔ）＝ ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｒ （３ ．４ ．３０）

将（３ ．４ ．２）和（３ ．４ ．３）代入（３ ．４ ．２９）有

ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ １
∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ[ ]{ ） ×

ＨＴＱ － １
ε （ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）＋ ＨＴＱ － １

ε （ｔ）ε（ｔ }） （３ ．４ ．３１）
定义 ｒ（ｔ ｜ Ｎ）为

ｒ（ｔ ｜ Ｎ）＝ ∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ １
∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ[ ]） ＨＴＱ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）＋ ＨＴＱ－１

ε（ｔ）ε（ｔ）

（３ ．４ ．３２）
则（３ ．４ ．３１）成为

ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ｒ（ｔ ｜ Ｎ） （３ ．４ ．３３）
它即（３ ．４ ．２５）．下证递推公式（３ ．４ ．２６）．事实上，在（３ ．４ ．３２）中置 ｔ ＝ ｔ ＋ １有

ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ∑
Ｎ－ ｔ－１

ｉ ＝ １
∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １ ＋ ｊ[ ]） ＨＴＱ－１
ε（ｔ ＋ １ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ １ ＋ ｉ）＋

ＨＴＱ － １
ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．４ ．３４）

而（３ ．４ ．３２）可写为

ｒ（ｔ ｜ Ｎ）＝ ∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ ２
∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ[ ]） ＨＴＱ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）＋

ΨＴ
ｐ（ｔ）ＨＴＱ － １

ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）＋ ＨＴＱ － １
ε （ｔ）ε（ｔ）＝

ΨＴ
ｐ（ｔ）∑

Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ ２
∏
ｉ －１

ｊ ＝ １
Ψｐ（ｔ ＋ ｊ[ ]） ＨＴＱ－１

ε（ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）＋ ＨＴＱ－１
ε（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １{ }） ＋

ＨＴＱ－１
ε（ｔ）ε（ｔ）＝ ΨＴ

ｐ（ｔ）∑
Ｎ－ ｔ－１

ｉ ＝ １
∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
Ψｐ（ｔ ＋ １ ＋ ｊ[ ]） ＨＴＱ－１

ε（ｔ ＋ １ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ １ ＋ ｉ）＋

ＨＴＱ － １
ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）＋ ＨＴＱ － １

ε （ｔ）ε（ｔ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ）ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＋ ＨＴＱ － １

ε （ｔ）ε（ｔ）
（３ ．４ ．３５）

即（３ ．４ ．２６）成立 ．由（３ ．４ ．３３）引出
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ｒ（ｔ ｜ Ｎ） （３ ．４ ．３６）

因为由（３ ．４ ．３２）有
ｒ（ｔ ｜ Ｎ）∈Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ ＋ １），…，ε（Ｎ）） （３ ．４ ．３７）

而由射影正交性有
珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）⊥Ｌ（ε（１），ε（２），…，ε（Ｎ）） （３ ．４ ．３８）

因此有
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ｒ（ｔ ｜ Ｎ）⊥珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ） （３ ．４ ．３９）
于是由（３ ．４ ．３６）得

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｐ（ｔ ｜ Ｎ）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．４ ．４０）
其中定义

Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ ｜ Ｎ）ｒＴ（ｔ ｜ Ｎ）］ （３ ．４ ．４１）
（３ ．４ ．４０）引出（３ ．４ ．２７）成立 ．应用（３ ．４ ．２６）有递推关系

Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ）Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋ Ｈ［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １ＨＴ （３ ．４ ．４２）
其中应用了由（３ ．４ ．３４）引出的事实

图 ３ ．４ ．１ 状态 ｘ^ｉ（ｔ）和最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）与 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

ε（ｔ）⊥ ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ） （３ ．４ ．４３）
在（３ ．４ ．２５）中取 ｔ ＝ Ｎ ＋ １引出应规定

ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ （３ ．４ ．４４）
在（３ ．４ ．４１）中置 ｔ ＝ Ｎ ＋ １，引出应规定

Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ （３ ．４ ．４５）
（３ ．４ ．４４）也可由在（３ ．４ ．２５）中置 ｔ ＝ Ｎ 导出，此时应有 ｒ（Ｎ ｜ Ｎ）＝ ＨＴＱ － １

ε （Ｎ）ε（Ｎ），这相
当于在（３ ．４ ．２６）中置 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ． □
【例 ３ ．４ ．１】 考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ ０
０ ．２ ０ ．[ ]６ ｘ（ｔ）＋ [ ]１２ ｗ（ｔ） （３ ．４ ．４６）

ｙ（ｔ）＝［１ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．４ ．４７）
其中 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑ ＝ ０ ．４和 Ｒ ＝ １０的

独立的高斯白噪声 ．应用定理 ３ ．４ ．１可得最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．仿
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真结果如图 ３ ．４ ．１所示，其中实线代表真实值 ｘｉ（ｔ），虚线代表其他的最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器
ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２），ｉ ＝ １，２ ．

３ ．５ 白噪声估值器及其在信号处理中的应用

白噪声估计理论的一个重要应用背景是石油地震勘探信号处理问题 ．这一问题曾被
美国学者 Ｍｅｎｄｅｌ［１０，１１］深入研究 ．石油地震勘探原理是利用埋在地表下的炸药爆炸后产生
的地震波在油层的反射系数序列提供的信息来判断是否有油田及油田几何形状大小 ．因
为反射系数序列可用 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声来表示，因而白噪声估计问题成为地震勘
探的关键问题 ．Ｍｅｎｄｅｌ［１０，１１］用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决这个问题，提出了系统的输入白噪声
估值器，也叫白噪声反卷积（Ｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）滤波器 ．但 Ｍｅｎｄｅｌ的白噪声估计理论的局限性
是没有解决系统的观测白噪声估计问题，因而不能构成统一的白噪声估计理论，且不能用
于解决状态估计问题 ．为了克服这一局限性，新近作者在文献［８，１２，１３］中系统地提出了基于
Ｋａｌｍａｎ滤波方法的统一的和通用的白噪声估计理论，其中解决了观测白噪声估计问题，
并将其应用于解决状态和信号估计问题［８］．
【例 ３ ．５ ．１】 在石油地震勘探中的输入白噪声估计问题 ．
石油地震勘探原理如图 ３ ．５ ．１，图 ３ ．５ ． ２及图 ３ ． ５ ． ３ 所示 ．炸药埋在地表下爆炸后产

生的反射地震波信号 ｓ（ｔ）由地面上的传感器接收，接收信号为 ｙ（ｔ），其中被观测噪声
ｖ（ｔ）污染，假设 ｖ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ｖ 的白噪声，可用如下卷积模型描写地震勘探系
统，［１０，１１］即

ｓ（ｔ）＝ 
ｎ

ｊ ＝ １
ｈｊｗ（ｔ － ｊ） （３ ．５ ．１）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．５ ．２）

图 ３ ．５ ．１ 石油地震勘探原理 图 ３ ．５ ．２ 反射系数序列———Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ －
Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ｗ（ｔ）

其中序列 ｈｊ 是与传感器有关的脉冲响应序列，而 ｗ（ｔ）是油层的“反射系数序列”．通常
ｗ（ｔ）可用如下 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声来描写

ｗ（ｔ）＝ ｂ（ｔ）ｇ（ｔ） （３ ．５ ．３）
其中 ｂ（ｔ）为取值 １和 ０的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ白噪声，取值概率为

Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝λ， Ｐ（ｂ（ｔ）＝ ０）＝ １ －λ， ０ ＜λ＜ １ （３ ．５ ．４）
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而 ｇ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｇ 的独立于 ｂ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ． ｗ（ｔ）的图形如图 ３ ．５ ．２所

示，其中实线端点纵坐标为 ｗ（ｔ）．可看到 ｗ（ｔ）只在个别处不为零，且非零 ｗ（ｔ）的幅度和
非零值出现的时刻 ｔ 都是随机的 ．由（３ ．５ ．１）知 ｗ（ｔ）取非零值的概率为λ．显然 ｗ（ｔ）有零
均值，注意 ｂ（ｔ）的方差为λ，故 ｗ（ｔ）的方差为σ２

ｗ ＝λσ２
ｇ ．

图 ３ ．５ ．３ 石油地震勘探作业

反射系数序列 ｗ（ｔ）提供了判断是否有油层及油层几何形状的重要信息 ．因此石油地
震勘探的目的是估计反射系数序列 ｗ（ｔ），特别感兴趣估计 ｗ（ｔ）的非零值发生的时刻 ｔ
和幅值 ．在图 ３ ．５ ．２中用实圆点纵坐标表示 ｗ（ｔ）的估值 ．这归结为由观测信号 ｙ（ｔ）估计
系统（３ ．５ ．１）和（３ ．５ ．２）的输入白噪声的问题，即要求解决输入估计问题 ．因（３ ． ５ ． １）为卷
积模型，故估计输入 ｗ（ｔ）也叫“反卷积”（Ｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）．

注意系统（３ ．５ ．１）和（３ ．５ ．２）有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．５ ．５）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．５ ．６）
其中定义 ｘ（ｔ）＝［ｗ（ｔ － １），…，ｗ（ｔ － ｎ）］Ｔ，Ｔ为转置号，且 ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ），

Φ ＝

０ … … … ０
１ ０ … … ０
 
０ … …











１ ０

， Γ ＝

１
０












０

， Ｈ ＝［ｈ１，…ｈｎ］ （３ ．５ ．７）

因此问题也可转化为估计状态空间模型（３ ．５ ．５）和（３ ．５ ．６）的输入白噪声 ｗ（ｔ）．
推广反卷积模型（３ ．５ ．１）和（３ ．５ ．２），可假设如下一般的反卷积模型［１９］

ｓ（ｔ）＋ ａ１ ｓ（ｔ － １）＋… ＋ ａｎｓ（ｔ － ｎ）＝ ｃ１ｗ（ｔ － １）＋… ＋ ｃｎｗ（ｔ － ｎ） （３ ．５ ．８）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．５ ．９）
由定理 １ ．６ ．１它也可写成状态空间模型（３ ．５ ．５）和（３ ．５ ．６）形式 ．其中 ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ），

Φ ＝

－ ａ１
－ ａ２ Ｉｎ － １

－ ａｎ ０ …











０

， Γ ＝

ｃ１
ｃ２

ｃ











ｎ

， Ｈ ＝［１，０，…，０］ （３ ．５ ．１０）

可用图 ３ ．５ ．４表示石油地震勘探白噪声反射系数序列最优估计问题 ．
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图 ３ ．５ ．４ 石油地震勘探白噪声反射系数序列最优估计问题

【例 ３ ．５ ．２】 带白色观测噪声的 ＡＲＭＡ信号最优滤波器和平滑器设计问题 ．
考虑典型的带白色观测噪声的多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：

ｓ（ｔ）＋ Ａ１ ｓ（ｔ － １）＋… ＋ Ａｎｓ（ｔ － ｎ）＝ Ｃ１ｗ（ｔ － １）＋… ＋ Ｃｎｗ（ｔ － ｎ）（３ ．５ ．１１）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．５ ．１２）
其中 ｓ（ｔ）∈Ｒｍ 为待估信号，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ 为对 ｓ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 为零均值、方差
阵为 Ｒ 的白色观测噪声，ｗ（ｔ）∈Ｒｒ 是零值、方差阵为 Ｑ 的独立于 ｖ（ｔ）的输入白噪声，
Ａｉ∈Ｒｍ × ｍ，Ｃｉ∈Ｒｍ × ｒ是模型参数阵 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…，ｙ（１））
求信号 ｓ（ｔ）的最优滤波器和平滑器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ≥０）．

对（３ ．５ ．１２）两边的项取射影运算有
ｙ（ｔ）＝ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．１３）

其中 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为最优观测白噪声估值器，即
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｐｒｏｊ（ｖ（ｔ）｜ ｙ（１），…，ｙ（ｔ ＋ Ｎ）） （３ ．５ ．１４）

因而有 ｓ（ｔ）的最优滤波器和平滑器为
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．１５）

于是问题归结为求观测白噪声估值器 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
由定理 １ ．６ ．１，系统（３ ．５ ．１１）和（３ ．５ ．１２）可表为等价的状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．５ ．１６）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．５ ．１７）

其中定义

Φ ＝

－ Ａ１

－ Ａ２ Ｉ（ｎ － １）ｍ


－ Ａｎ ０ …











０

， Γ ＝

Ｃ１

Ｃ２


Ｃ











ｎ

， Ｈ ＝［Ｉｍ，０，…，０］ （３ ．５ ．１８）

因此问题进一步转化为对用状态空间模型描写的随机系统，求观测白噪声滤波器和平滑
器 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ≥０）的问题 ．

上述例 ３ ．５ ．１和例 ３ ．５ ．２提出的问题可统一归结为对随机系统（３ ．１ ．１）和（３ ．１ ．２）在
假设 １ ～ ２下，求输入白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和观测白噪声估值器 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ≥０ ．
【定理 ３ ．５ ．１】 系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）在假设 １ ～ ２下，有最优输入白噪声估值器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ０ （３ ．５ ．１９）
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．５ ．２０）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ ＱΓＴＨＴＱ － １
ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．５ ．２１）

其中记新息ε（ｔ）的方差阵 Ｑε（ｔ）为
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Ｑε（ｔ）＝ ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ ＋ Ｒ （３ ．５ ．２２）
且有估值误差方差阵 Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［（ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））（ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］分
别为

Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ （Ｎ≤０） （３ ．５ ．２３）

Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｑ － ＱΓＴＨＴＱ － １
ε （ｔ ＋ １）ＨΓＱ （３ ．５ ．２４）

其中 Ｐ（ｔ ＋ １），Ｑε（ｔ ＋ １），ε（ｔ ＋ １）由定理 ３ ．３ ．１的 Ｋａｌｍａｎ滤波器计算 ．
证明 注意
Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ））Ｌ（ｖ（ｔ），…，ｖ（１），ｗ（ｔ － １），…，ｗ（ｔ － １），…，ｗ（０），ｘ（０））

（３ ．５ ．２５）
因而由假设 １ ～ ２有

ｗ（ｔ）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ）） （３ ．５ ．２６）
故有

ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｗ（ｔ）｜ ｙ（１），…ｙ（ｔ））＝ ０ （３ ．５ ．２７）
注意 ｗ（ｔ）⊥Ｌ（ｙ（１），…，ｙ（ｔ ＋ Ｎ）），Ｎ ＜ ０，故有

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｐｒｏｊ（ｗ（ｔ）｜ ｙ（１），…ｙ（ｔ ＋ Ｎ））＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．５ ．２８）
这说明输入白噪声滤波器和预报器为零 ．由递推射影公式有

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ １）］Ｑε
－ １（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．５ ．２９）

注意到

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖ（ｔ ＋ １） （３ ．５ ．３０）
进而由（３ ．４ ．８）有

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ［Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ）］＋ ｖ（ｔ ＋ １） （３ ．５ ．３１）
因 ｗ（ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １），应用假设 １ ～ ２引出

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ １）］＝ ＱＴΓＴＨ （３ ．５ ．３２）
将它代入（３ ．５ ．２９），见应用（３ ．５ ．１９）得（３ ．５ ．２１）．将（３ ．５ ．２１）代入 Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）定义中，利
用（３ ．５ ．３２）得（３ ．５ ．２４）．证毕 ． □
【定理 ３ ．５ ．２】 系统（３ ．３ ．１）和（３ ． ３ ． ２）在假设 １ ～ ２ 下，有最优输入白噪声递推平滑

器
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．３３）

带初值 ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ０，Ｎ ＝ １，２，…，且估值器增益为
Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ ＱΓＴＨＴＱε

－ １（ｔ ＋ １） （３ ．５ ．３４）

Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＱΓＴ 
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴＱε－１（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．３５）

且估值误差方差阵 Ｑｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）可递推计算为

Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＭＴ
ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．３６）

带初值 Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｑ ．Ψｐ（ｔ）由（３ ．４ ．９）定义 ．
证明 由递推射影公式有（３ ．５ ．３３），其中

Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］Ｑ － １
ε （ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．３７）

应用（３ ．４ ．１０）和（３ ．４ ．１１），且应用关系（３ ．４ ．６）有
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ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ｛Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ 
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋１
Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）×

［Γｗ（ｉ － １）－ Ｋｐ（ｉ － １）ｖ（ｉ － １）］｝＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．３８）
由假设 １ ～ ２和上式有

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］＝ ＱΓＴΨＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ＨＴ ＝ ＱΓＴ 
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ

（３ ．５ ．３９）
将（３ ．５ ．３９）代入（３ ．５ ．３７）得（３ ．５ ．３５）．由（３ ．５ ．３３）引出关系

珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．４０）
其中珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）．改写上
式为

珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．４１）
由射影正交性有珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）⊥ε（ｔ ＋ Ｎ），故有

Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＭＴ
ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（３ ．５ ．４２）

这引出（３ ．５ ．３６）．证毕 ． □
【推论 ３ ．５ ．１】 在定理 ３ ．５ ．２条件下，有最优非递推输入白噪声平滑器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ 
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ＞ ０ （３ ．５ ．４３）

且有误差方差阵

Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ － 
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＭＴ

ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ） （３ ．５ ．４４）

【定理 ３ ． ５ ． ３】 系统（３ ． ３ ． １）和（３ ． ３ ． ２）在假设 １ ～ ２ 下，最优观测白噪声估值器
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．５ ．４５）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＝ １，２，… （３ ．５ ．４６）

初值为
ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ＲＱ － １

ε （ｔ）ε（ｔ） （３ ．５ ．４７）
平滑增益 Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ － ＲＫＴ（ｔ）ΦＴＨＴＱ － １
ε （ｔ） （３ ．５ ．４８）

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － ＲＫＴ（ｔ）ΦＴ 
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴＱ－１
ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．５ ．４９）

且有误差方差阵
Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｒ （Ｎ ＜ ０） （３ ．５ ．５０）

Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＭＴ
ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ≥０

（３ ．５ ．５１）
其中定义 Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ）为

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ）＝ ＲＱ － １
ε （ｔ） （３ ．５ ．５２）

证明 类似于定理 ３ ．５ ．２，留给读者练习，从略 ． □
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【推论 ３ ．５ ．２】 在定理 ３ ．５ ．１条件下，有非递推最优观测白噪声平滑器

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ 
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．５ ．５３）

误差方差阵为

Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｒ － 
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＭＴ

ｖ（ｔ ＋ ｉ） （３ ．５ ．５４）

【定理 ３ ．５ ．４】 系统（３ ． ３ ． １）和（３ ． ３ ． ２）在假设 １ ～ ２ 下，有固定区间白噪声估值器
ｗ^（ｔ ｜ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ Ｎ）分别为

ｗ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ＱΓＴ ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ） （３ ．５ ．５５）
ｖ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｖ^（ｔ ｜ ｔ）－ ＲＫＴ（ｔ）ΦＴ ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ） （３ ．５ ．５６）

图 ３ ．５ ．５ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ｗ（ｔ）平滑器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ １，２，３

其中 ｔ ＝ Ｎ，Ｎ － １，…，１，且有反向递推公式
ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）＋ ＨＴＱ － １
ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．５ ．５７）

带初值 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０，相应的估值误差方差阵各为
Ｐｗ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｑ － ＱΓＴＳ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）ΓＱ （３ ．５ ．５８）

Ｐｖ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ）－ ＲＫＴ（ｔ）ΦＴＳ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）ΦＫ（ｔ）Ｒ （３ ．５ ．５９）
其中 Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）可递推计算为

Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ １）Ｓ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）Ψｐ（ｔ ＋ １）＋ ＨＴＱε（ｔ ＋ １）Ｈ （３ ．５ ．６０）

带初值 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０，ｔ ＝ Ｎ，Ｎ － １，…，１ ．
证明 推导方法类似于定理 ３ ．４ ．３，留给读者练习，从略 ． □

·５２１·



【例 ３ ．５ ．３】 考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ ０
０ ．３ － ０ ．[ ]５ ｘ（ｔ）＋

－ １[ ]２
ｗ（ｔ） （３ ．５ ．６１）

ｙ（ｔ）＝［１ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．５ ．６２）
其中 ｗ（ｔ）＝ ｂ（ｔ）ｇ（ｔ）是 Ｂｅｍｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ． ｂ（ｔ）是取值 １或 ０的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ白噪声
取值概率为 Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝λ，Ｐ（ｂ（ｔ）＝ ０）＝ １ －λ，ｇ（ｔ）是零、方差为σ２

ｇ 的独立于 ｂ（ｔ）的
高斯白噪声 ．应用定理 ３ ．５ ．１和定理 ３ ．５ ．２ 可得 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ 白噪声反卷积平滑器
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ １，２，３ ．仿真中取λ＝ ０ ．３，σ２

ｖ ＝ ０ ．１，σ２
ｇ ＝ ７，仿真结果如图 ３ ．５ ．５ 所示，其

中实线端点纵标代表真实值，圆点纵标代表平滑估值 ．可看到 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）精度较高 ．

３ ．６ 稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波

由节 ３ ．３我们看到，Ｋａｌｍａｎ滤波器是一种时变递推滤波器 ．这里时变是指 Ｋａｌｍａｎ滤
波器增益阵 Ｋ（ｔ）是时变的 ．实现最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器要求在每时刻计算增益 Ｋ（ｔ）阵，带
来较大计算负担 ．因为计算 Ｋ（ｔ）要求计算 ｍ × ｍ 维逆矩阵［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｒ］－ １ ．当
观测 ｙ（ｔ）的维数 ｍ 较大时，这将要求高维矩阵的逆矩阵，需要较大计算量 ．从工程应用
观点，这不便于实时应用 ．简化 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益计算的途径是考察 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益
阵是否趋于常阵？即当 ｔ→∞时增益 Ｋ（ｔ）是否有极限？若 Ｋ（ｔ）→Ｋ，ｔ→∞，Ｋ 为一个常
阵，则当 ｔ 充分大，则有 Ｋ（ｔ）≈Ｋ，因而在工程应用中可用常阵 Ｋ 近似代替最优时变增益
Ｋ（ｔ），就可得到稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器，它是带常增益阵 Ｋ 的 Ｋａｌｍａｎ 滤波器，是一种次优
Ｋａｌｍａｎ滤波器，它不需要在每时刻计算增益阵，因而大大减小在线计算负担，便于工程应
用 ．当 ｔ 增大时，它是渐近最优的，因为 Ｋ（ｔ）与 Ｋ 的误差可任意小 ．

由推论 ３ ．３ ．１最优时变 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １） （３ ．６ ．１）

Ψｆ（ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Φ （３ ．６ ．２）

它是时变滤波器，因为增益 Ｋ（ｔ）和转移阵Ψｆ（ｔ）均为时变矩阵 ．假如增益 Ｋ（ｔ）存在极限
ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｋ（ｔ）＝ Ｋ （３ ．６ ．３）

则稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｙ（ｔ ＋ １） （３ ．６ ．４）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － ＫＨ］Φ （３ ．６ ．５）

它是非时变滤波器，因为增益 Ｋ 和转移阵Ψｆ 是非时变的 ．
这里存在两个理论问题：一个是什么条件下，滤波增益 Ｋ（ｔ）存在极限？这是稳态

Ｋａｌｍａｎ滤波器存在的问题 ．注意稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ．６ ．４）是递推滤波器，它要求设置初
值 ｘ^（０ ｜０）．因此另一个问题是是否稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器的计算渐近地与初值 ｘ^（０ ｜ ０）的选
取无关？这是滤波器的渐近稳定性问题 ．

为了解决这两个问题我们看下面的启发性例子 ．
【例 ３ ．６ ．１】 一个启发性例子 ．考虑一维系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ ｘ（ｔ）＋ ｗ（ｔ） （３ ．６ ．６）
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ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．６ ．７）
其中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ ＝ １ 和σ２
ｖ ＝ １ 的独立白噪声 ．初值 Ｅｘ（０）＝ ０，

Ｅ［ｘ２（０）］＝ １ ．
由定理 ３ ．３ ．１和推论 ３ ．３ ．１有 Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝（１ － Ｋ（ｔ））^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．６ ．８）
ｘ^（０ ｜０）＝ ０， Ｐ（０ ｜０）＝ １ （３ ．６ ．９）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｐ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ １ （３ ．６ ．１０）

Ｋ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）
１ ＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．６ ．１１）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝［１ － Ｋ（ｔ）］Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．６ ．１２）
这引出 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ １ － ２Ｐ（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）
１ ＋ Ｐ（ｔ － １ ｜ ｔ － ２） （３ ．６ ．１３）

由（３ ．６ ．１１）～（３ ．６ ．１３），Ｋ（ｔ）存在极限问题归结为 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）是否存在极限？而且
若 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）存在极限，则 Ｐ（ｔ ｜ ｔ）也存在极限 ．现考察 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）的变化趋势，见表
３ ．６ ．１ ．

表 ３ ．６ ．１

ｔ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） Ｋ（ｔ） Ｐ（ｔ ｜ ｔ）

１ ２ ０ ．６６６ ０ ．６６８

２ １ ．６６６ ０ ．６２５ ０ ．６２５

３ １ ．６２５ ０ ．６１９ ０ ．６１９

４ １ ．６１９ ０ ．６１８ ０ ．６１８

５ １ ．６１８ ０ ．６１８ ０ ．６１８

直观上由表可看到 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １），Ｋ（ｔ），Ｐ（ｔ ｜ ｔ）三者均为单调下降，且均有一定变化趋势，
且收敛很快 ．可见预报误差方差 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）是非负递降的，因而存在极限

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝Σ （３ ．６ ．１４）

在（３ ．６ ．１３）两边取极限有稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ １ － ２Σ
１ ＋Σ

（３ ．６ ．１５）

它可化为一元二次方程

Σ２ －Σ － １ ＝ ０ （３ ．６ ．１６）
它有非负解

Σ ＝（ 槡１ ＋ ５）／ ２ ＝ １ ．６１８ ０３３ ９ （３ ．６ ．１７）
这就是说

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ １ ．６１８ ０３３ ９ （３ ．６ ．１８）

因而由（３ ．６ ．１１）Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋ（ｔ）有极限
ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｋ（ｔ）＝ Ｋ （３ ．６ ．１９）
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Ｋ ＝ Σ
１ ＋Σ

＝ 槡１ ＋ ５
槡３ ＋ ５

＝ ０ ．６１８ ０３３ ９ （３ ．６ ．２０）

且由（３ ．６ ．１２）滤波误差方差 Ｐ（ｔ ｜ ｔ）也有极限
ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ （３ ．６ ．２１）

Ｐ ＝（１ － Ｋ）Σ ＝ ０ ．６１８ ０３４ （３ ．６ ．２２）
我们称 Ｋ 为稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益，在时变 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ．６ ．８）中用 Ｋ 近似代替Ｋ（ｔ）
有稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝（１ － Ｋ）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｙ（ｔ） （３ ．６ ．２３）
对于从有限初始时刻 ｔ０ ＝ ０ 开始的最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ． ６ ． ８）而言，稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器
（３ ．６ ．２３）是次优的不是最优的 ．因为其增益 Ｋ 不是最优增益 Ｋ（ｔ）．滤波器的转移阵

Ψｆ ＝ １ － Ｋ也不是最优转移阵Ψ（ｔ）＝ １ － Ｋ（ｔ）．但由于当 ｔ→∞时，Ｋ（ｔ）→Ｋ，因而也有

Ψ（ｔ）→Ψ，从而当 ｔ→∞时（３ ．６ ．２３）是渐近最优的 ．
从工程应用观点，采用稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器的优点是避免了在线计算增益 Ｋ（ｔ），而稳

态增益 Ｋ 可一次性离线计算，因而简化了 Ｋａｌｍａｎ滤波器的计算，减小了在线计算负担，便
于实时应用 ．

下面考察稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ．６ ．２３）的稳定性问题，即稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ． ６ ． ２３）
的计算与初值 ｘ^（０ ｜０）的选取有何关系？初值 ｘ^（０ ｜ ０）是否可任意选取？是否初值的影响
可忽略不计？这个问题很重要，因为在实际应用中，滤波初值通常是未知的 ．为此，任取
（３ ．６ ．２３）的两个初值 ｘ^（１）（０ ｜０）和 ｘ^（２）（０ ｜ ０），记相应的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为 ｘ^（１）（ｔ ｜ ｔ）和
ｘ^（２）（ｔ ｜ ｔ），则有

ｘ^（１）（ｔ ｜ ｔ）＝（１ － Ｋ）^ｘ（１）（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｙ（ｔ） （３ ．６ ．２４）
ｘ^（２）（ｔ ｜ ｔ）＝（１ － Ｋ）^ｘ（２）（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｙ（ｔ） （３ ．６ ．２５）

记两个稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波估值误差为δ（ｔ），即

δ（ｔ）＝ ｘ^（１）（ｔ ｜ ｔ）－ ｘ^（２）（ｔ ｜ ｔ） （３ ．６ ．２６）
由（３ ．６ ．２４）减（３ ．６ ．２５）引出差分方程

δ（ｔ）＝（１ － Ｋ）δ（ｔ － １） （３ ．６ ．２７）
由（３ ．６ ．２７）迭代可得通解

δ（ｔ）＝（１ － Ｋ）ｔδ（０） （３ ．６ ．２８）
其中δ（０）＝ ｘ^（１）（０ ｜０）－ ｘ^（２）（０ ｜０）．因为 ０ ＜ １ － Ｋ ＜ １，故

ｌｉｍ
ｔ→∞

δ（ｔ）＝ ０ （３ ．６ ．２９）

这表明：无论稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ．６ ．２３）的初值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）如何选取，当 ｔ→∞时，它对稳态
Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）的影响将消失，即 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）渐近地与初值选取无关，故称稳态 Ｋａｌｍａｎ
滤波器（３ ．６ ．２３）是渐近稳定的 ．

在一般情形下，稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器（３ ．６ ．４）是渐近稳定的充要条件为：滤波器的转移
阵Ψｆ 是一个稳定矩阵，即Ψｆ 的所有特征值位于单位圆内 ．事实上，任取（３ ． ６ ． ４）的两个
初值 ｘ^（１）（０ ｜０）和 ｘ^（２）（０ ｜０），记相应稳定 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（１）（ｔ ｜ ｔ）和 ｘ^（２）（ｔ ｜ ｔ）的值之差为

δ（ｔ），δ（ｔ）＝ ｘ^（１）（ｔ ｜ ｔ）－ ｘ^（２）（ｔ ｜ ｔ），则类似于（３ ．６ ．２４）～（３ ．６ ．２７）的推导，可得向量差分
方程
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δ（ｔ）＝Ψｆδ（ｔ － １） （３ ．６ ．３０）
它有通解

δ（ｔ）＝Ψ ｔ
ｆδ（０） （３ ．６ ．３１）

由此式看到δ（ｔ）→０的充要条件是Ψ ｔ
ｆ→０（ｔ→∞），而这个条件等价于Ψｆ 是一个稳

定矩阵 ．
经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论已解决了上述两个问题，给出了如下充分条件：若系统（３ ． ３ ． １）

和（３ ．３ ．２）是完全可观、完全可控的或Φ 为稳定矩阵，则稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器存在，且是渐
近稳定的 ．

系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）是完全可观的等价于条件

ｒａｎｋ

Ｈ
ＨΦ


ＨΦｎ











－ １

＝ ｎ （３ ．６ ．３２）

系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）是完全可控的等价于条件
ｒａｎｋ［Γ，ΦΓ，…，Φｎ － １Γ］＝ ｎ （３ ．６ ．３３）

在定理 ３ ．３ ．１定理 ３ ．３ ．２和推论 ３ ．３ ．１中，令 ｔ→∞，我们有如下稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波定
理 ．
【定理 ３ ．６ ．１】 定常系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）在假设 １ ～ ２下，若系统是完全可观、完全

可控的，或Φ 为稳定矩阵，则对任意非负定矩阵 Ｐ（１ ｜０）≥０，矩阵 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．３ ．５９）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋

Ｒ）－ １ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）］ΦＴ ＋ΓＱΓＴ （３ ．６ ．３４）
总存在极限

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝Σ （３ ．６ ．３５）

其中极限Σ是如下稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的惟一非负定解：

Σ ＝Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｒ）－ １ＨΣ］ΦＴ ＋ΓＱΓＴ （３ ．６ ．３６）
其中极限Σ与初值 Ｐ（１ ｜０）选取无关，且也存在极限

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｋ（ｔ）＝ Ｋ， ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ （３ ．６ ．３７）

它们满足关系

Σ ＝ΦＰΦＴ ＋ΓＱΓＴ （３ ．６ ．３８）
Ｋ ＝ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｒ］－ １ （３ ．６ ．３９）

Ｐ ＝［Ｉｎ － ＫＨ］Σ （３ ．６ ．４０）
稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝Ψｆ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｙ（ｔ） （３ ．６ ．４１）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － ＫＨ］Φ （３ ．６ ．４２）
稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器为

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （３ ．６ ．４３）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．６ ．４４）
Ｋｐ ＝ΦＫ （３ ．６ ．４５）
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其中 Ｋｐ 叫稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 ．稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器也可表为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．６ ．４６）

Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ ＝Φ［Ｉｎ － ＫＨ］ （３ ．６ ．４７）
且转移阵Ψｆ 和Ψｐ 均为稳定矩阵，它们有相同的特征值 ．因而稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报
器是渐近稳定的 ．

证明 这个定理的严格理论证明超出本书范围，从略，见参考文献［５］． □
【注 ３ ．６ ．１】 由（３ ．６ ．３４）给出的迭代法给出了稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．６ ．３６）的迭代解 ．当

ｔ 充分大，有 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）≈Σ ．
【注 ３ ．６ ．２】 稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波是对定常（非时变）系统而言的 ．
【注 ３ ．６ ．３】 上述稳定 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器在初始观测时刻 ｔ０ ＝ １情形下，令 ｔ→

＋ ∞产生的 ．相对而言，它们也可用固定时刻 ｔ 组合 ｔ０→ － ∞的方式产生 ．此时我们也有
ｌｉｍ

ｔ→ － ∞
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Σ （３ ．６ ．４８）

而Σ满足（３ ．６ ．３６）．此时稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器也是当 ｔ０→ － ∞时的最优 Ｋａｌｍａｎ
滤波器和预报器 ．

类似地由节 ３ ．４和节 ３ ．５ 有关定理可得相应的稳态 Ｋａｌｍａｎ 平滑器和稳态白噪声估
值器 ．
【定理 ３ ．６ ．２】 完全可观、完全可控或Φ 为稳定的定常系统（３ ． ３ ． １）和（３ ． ３ ． ２）在假

设 １ ～ ２下，稳态固定滞后 Ｋａｌｍａｎ平滑器为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．６ ．４９）

且稳态平滑增益 Ｋｉ 为
Ｋｉ ＝Σ（ΨＴ

ｐ）ｉＨＴＱ － １
ε ＝Σ［（Ｉｎ － ＫＨ）ＴΦＴ］ｉＨＴＱ － １

ε （３ ．６ ．５０）

Ψｐ ＝Φ［Ｉｎ － ＫＨ］ （３ ．６ ．５１）

Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｒ （３ ．６ ．５２）

Ｋ０ ＝ΣＨＴＱ － １
ε ＝ Ｋ （３ ．６ ．５３）

其中 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Σ，Ｋ，Ψｐ，Ｑε均由稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器计算 ．稳态平滑误差方差阵为

ＰＮ ＝ Σ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＫｉＱεＫ

Ｔ
ｉ （３ ．６ ．５４）

【定理 ３ ．６ ．３】 完全可观、完全可控或Φ 为稳定的定常系统（３ ． ３ ． １）和（３ ． ３ ． ２）在假
设 １ ～ ２下，有超前 Ｎ 步稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ΦＮ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ＞ １ （３ ．６ ．５５）
且预报误差方差阵为

ＰＮ ＝ ΦＮ－１ΣΦ（Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
ΦＮ－ ｊΓＱｗΓＴΦ（Ｎ－ ｊ）Ｔ （３ ．６ ．５６）

其中 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），Σ由稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器计算 ．
【定理 ３ ．６ ．４】 完全可观、完全可控或Φ 是稳定的系统（３ ．３ ．１）和（３ ．３ ．２）在假设 １ ～

２下，稳态白噪声滤波器和平滑器为

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ 
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍｗ（ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ＞ ０ （３ ．６ ．５７）
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ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ 
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍｖ（ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （３ ．６ ．５８）

其中增益 Ｍｗ（ｔ）和 Ｍｖ（ｔ）分别为

Ｍｗ（１）＝ ＱΓＴＨＴＱ － １
ε （３ ．６ ．５９）

Ｍｗ（ｉ）＝ ＱΓＴ（ΨＴ
ｐ）（ｉ － １）ＨＴＱ － １

ε （３ ．６ ．６０）

Ｍｖ（０）＝ ＲＱ － １
ε （３ ．６ ．６１）

Ｍｖ（１）＝ － ＲＫＴΦＴＨＴＱ － １
ε （３ ．６ ．６２）

Ｍｖ（ｉ）＝ － ＲＫＴΦＴ（ΨＴ
ｐ）（ｉ － １）ＨＴＱ － １

ε （３ ．６ ．６３）
且相应的稳态估值误差方差阵为

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑ － 
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍｗ（ｉ）ＱεＭ

Ｔ
ｗ（ｉ） （３ ．６ ．６４）

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｒ － 
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍｖ（ｉ）ＱεＭ

Ｔ
ｖ（ｉ） （３ ．６ ．６５）

在上述公式中，ε（ｔ），Ｋ，Ψｐ，Ｑε均由稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器计算 ．
【例 ３ ．６ ．２】 考虑完全可观、完全可控系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．９ ０
－ ０ ．５ ０ ．[ ]２ ｘ（ｔ）＋ [ ]１２ ｗ（ｔ） （３ ．６ ．６６）

图 ３ ．６ ．１ 稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程迭代解的收敛性

ｙ（ｔ） [ ]＝ １ １ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．６ ．６７）
其中 ｘ（ｔ）＝［（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑ ＝ ０ ．８１和 Ｒ ＝ １的高斯
白噪声 ．应用定理 ３ ． ６ ． １ 可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）．仿真结果如图 ３ ． ６ ． １ 至图
３ ．６ ．３所示 ．图３ ．６ ．１表示用迭代算法（３ ．６ ．３４）的收敛性，其中置
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Ｐ（ｔ ｜ ｔ － ｔ）＝
σ^１１（ｔ）， σ^１２（ｔ）

σ^１２（ｔ）， σ^２２（ｔ[ ]）， Σ ＝
σ１１，σ１２

σ１２，σ[ ]
２２

（３ ．６ ．６８）

图 ３ ．６ ．２ 最优时变 Ｋａｌｍａｎ滤波器增 Ｋ（ｔ）＝［ｋ１（ｔ），ｋ２（ｔ）］Ｔ的收敛性

图 ３ ．６ ．３ 状态 ｘｉ（ｔ）和稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ）

在 ｔ ＝ ３００处可得稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．６ ．３６）的近似解Σ为

Σ ＝
１ ．００４ ６３３ ０１３ ３００ ４９ １ ．５２３ ０４８ ９３８ ７４０ ５２
１ ．５２３ ０４９ ９３８ ７４０ ５２ ３ ．[ ]３０８ ２８６ ５５１ ８８６ ３８

（３ ．６ ．６９）

应用（３ ．６ ．３９）可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋ 为

Ｋ ＝
ｋ１
ｋ[ ]
２

＝
０ ．３０２ ３８９ ８４０ ５９７ ６１
０ ．[ ]５７７ ９７８ ８７４ １６３ ５８

（３ ．６ ．７０）

【例 ３ ．６ ．３】 考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．３ － ０ ．９[ ]０ １

ｘ（ｔ）＋ [ ]１１ ｗ（ｔ） （３ ．６ ．７１）

ｙ（ｔ） [ ]＝ １ ０ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．６ ．７２）
其中 ｘ（ｔ）＝［（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑ ＝ ０ ．１和 Ｒ ＝ ６的独立
高斯白噪声 ．应用定理 ３ ．６ ．３可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）．仿真结果如图 ３ ．６ ．４
所示，其中实线代表真实值，虚线代表 Ｋａｌｍａｎ预报估值 ．
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图 ３．６ ．４ 状态 ｘｉ（ｔ）和稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^ｉ（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）

【例 ３ ．６ ．４】 考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ ．３ １
－ ０ ．[ ]４ ０

ｘ（ｔ）＋
１

－ ０ ．[ ]５ ｗ（ｔ） （３ ．６ ．７３）

ｙ（ｔ） [ ]＝ １ ０ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．６ ．７４）
其中 ｘ（ｔ）＝［（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑ ＝ １和 Ｒ ＝ １的独立高
斯白噪声 ．应用定理 ３ ．６ ．２可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．在 ｔ ＝ ３００ 处可求得稳
态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解为

Σ ＝
３ ．６９４ ２８８ ２３８ ６５２ ３ ０ ．５４４ ３８５ ８２５ ９５１ ７７
０ ．５４４ ３８５ ８２５ ９５１ ７７ １ ．[ ]１２５ ９１６ ０３０ ６０７ ６２

（３ ．６ ．７５）

应用（３ ．６ ．３９）可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋ 为

Ｋ ＝
０ ．７８６ ９７５ １９１ ２９７ ６４
０ ．[ ]１１５ ９６７ ６８６ ４３３ ６５

（３ ．６ ．７６）

仿真结果如图 ３ ．６ ．５所示，其中实线代表真实值，虚线代表平滑估值 ．

图 ３ ．６ ．５ 状态 ｘｉ（ｔ）和稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

【例 ３ ．６ ．５】 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ稳态白噪声平滑器，考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．１ １
０ ．[ ]８ ０

ｘ（ｔ）＋ [ ]１３ ｗ（ｔ） （３ ．６ ．７７）

ｙ（ｔ） [ ]＝ １ ０ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．６ ．７８）
其中 ｗ（ｔ）＝ ｂ（ｔ）ｇ（ｔ）为 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声，ｂ（ｔ）是取值 １或 ０，Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 白噪声，
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取值概率为 Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝λ，Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝ １ －λ，ｇ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｇ 的独立于

ｂ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ．应用定理 ３ ．６ ．４可求稳态白噪声平滑 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．
在 ｔ ＝ ３００处可求得稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解为

Σ ＝
２ ．７０６ ６８８ ６２１ ８８３ ８ ０ ．９０３ ４５７ ５２１ ９１０ ５０
０ ．９０３ ４５７ ５２１ ９１０ ５０ ２ ．[ ]７０６ ３７６ ４４１ ９１０ ２６

（３ ．６ ．７９）

进而可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益为

Ｋ ＝
０ ．９９６ ３１９ ０４８ ４７８ ７６
０ ．[ ]３３２ ５５８ ３３３ ９６４ ９５

（３ ．６ ．８０）

仿真结果如图 ３ ．６ ．６所示，其中实线端点纵标代表真实值 ｗ（ｔ），圆点纵标代表平滑
估值 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．可看到 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）的精度比 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）高 ．

图 ３ ．６ ．６ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ｗ（ｔ）和稳态平滑器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）及 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

３ ．７ 带相关噪声的时变系统最优 Ｋａｌｍａｎ滤波
和最优白噪声估值器

本节将推广节 ３ ．３和节 ３ ．４的结果到一般带相关噪声的时变系统情形 ．给出了两套
Ｋａｌｍａｎ滤波、预报和平滑算法，并证明了它们的等价性 ．

３ ．７ ．１ 最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器

考虑线性离散时变随机控制系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （３ ．７ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．７ ．２）
其中状态 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，控制 ｕ（ｔ）∈Ｒｐ，Φ（ｔ），Ｂ（ｔ），Γ（ｔ）和 Ｈ（ｔ）是已知
的时变的适当维数矩阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 是带零均值的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ）ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ（ｔ） Ｓ（ｔ）

ＳＴ（ｔ） Ｑｖ（ｔ[ ]）δｔｊ （３ ．７ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ）．
【假设 ２】 控制 ｕ（ｔ）是已知的时间序列，或是（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）的线性函数（反馈
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控制）．
【假设 ３】 ｘ（０）不相关于 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ），且 Ｅｘ（０）＝μ，ｃｏｖｘ（０）＝ Ｐ０，其中 ｃｏｖ为协方

差号 ．
问题是基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），… ｙ（１），ｙ（０））和 ｕ（ｔ － １），ｕ（ｔ － ２），…，ｕ（０）求状

态 ｘ（ｔ）的 Ｋａｌｍａｎ滤波器和 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．
定义基于观测（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（０））对状态 ｘ（ｔ）的线性最小方差估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）为

Ｋａｌｍａｎ预报器 ．由递推射影公式有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ － １）＋ Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ）］Ｅ［ε（ｔ）εＴ（ｔ）］－ １ε（ｔ）（３ ．７ ．４）

其中ε（ｔ）是新息过程，对（３ ．７ ．２）两边取射影运算有

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．７ ．５）
记预报误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），由（３ ．７ ．２）有

ε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （３ ．７ ．６）
由（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．６），并注意 ｘ（ｔ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），有

Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ）］＝ Ｅ［（Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ））（Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ））Ｔ］＝

Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ） （３ ．７ ．７）
其中定义预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］，并应用了假设 １和假
设 ２ ，以及 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）不相关于（正交）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）的事实 ．由（３ ．７ ．６）有新息方差阵为

Ｑε（ｔ）＝ Ｅ［ε（ｔ）εＴ（ｔ）］＝ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ） （３ ．７ ．８）

对（３ ．７ ．１）取射影运算有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ － １）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ） （３ ．７ ．９）

将（３ ．７ ．７）～（３ ．７ ．９）代入（３ ．７ ．４）有递推 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１０）

Ｋｐ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１１）

由（３ ．７ ．１），（３ ．７ ．６），（３ ．７ ．１０）引出预报误差递推方程
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．７ ．１２）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．１３）

这引出递推预报误差方差阵方程
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）［Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｔ ＋

［Γ（ｔ），－ Ｋｐ（ｔ）］
Ｑｗ（ｔ） Ｓ（ｔ）

ＳＴ（ｔ） Ｑｖ（ｔ[ ]） ΓＴ（ｔ）

－ ＫＴ
ｐ（ｔ[ ]） （３ ．７ ．１４）

或
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）［Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｔ ＋

Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ＳＴ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－

Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）Ｑｖ（ｔ）ＫＴ

ｐ（ｔ） （３ ．７ ．１５）
将（３ ．７ ．１）减（３ ．７ ．１０）引出

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１６）

因ε（ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），将上式右边第三项移到左边，这引出
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Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΦＴ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｑε（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）

（３ ．７ ．１７）
将（３ ．７ ．１１）代入（３ ．７ ．１７）后，上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ３ ．７ ．１】 系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下有最优递推 Ｋａｌｍａｎ预报器为

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１８）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．７ ．１９）
或

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．２０）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．２１）

带初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ ．Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ（ｔ）为

Ｋｐ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．２２）

Ｑε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ） （３ ．７ ．２３）

预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΦＴ（ｔ）－［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋

Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］［Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）］－ １［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）×

ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｔ ＋Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．２４）

带初值 Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．
注意，取初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ，Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ 是为了保证估值器的无偏性：Ｅｘ^（ｔ ｜ ｔ －

１）＝ Ｅｘ（ｔ）．
下面推导最优递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ．
由递推射影公式有

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）（３ ．７ ．２５）

应用 ｘ（ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）及（３ ．７ ．６）引出
Ｅ［ｘ（ｔ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．２６）

于是有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．２７）

其中滤波增益 Ｋｆ（ｔ ＋ １）为

Ｋｆ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １） （３ ．７ ．２８）

由（３ ．７ ．７）有滤波误差珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ（ｔ ＋ １）－ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）与预报误差珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）则
有关系

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）＋珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．２９）

利用珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）与ε（ｔ ＋ １）有正交性引出
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）×

［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １）］－ １Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．３０）

或
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）×

Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．３１）
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或
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．３２）

【定理 ３ ．７ ．２】 系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有最优递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．３３）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．３４）
Ｋｆ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １）］－ １

（３ ．７ ．３５）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．３６）

其中 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由定理 ３ ．７ ．１计算 ．
下面我们给出另一种形式的等价的 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器算法 ．推导原理是将带相

关噪声系统转化为带不相关噪声系统 ．
在（３ ．７ ．１）右边形式地加上一项等于零的项：

ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）＋
Ｊ（ｔ）［ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）－ ｖ（ｔ）］ （３ ．７ ．３７）

其中 Ｊ（ｔ）是待定矩阵，记
珡Φ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ），

珚ｗ（ｔ）＝Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．７ ．３８）
则状态方程（３ ．７ ．３７）化为

ｘ（ｔ ＋ １）＝珡Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）ｙ（ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （３ ．７ ．３９）
观测方程仍为（３ ．７ ．２），注意珚ｗ（ｔ）仍为白噪声，且有

Ｅ珚ｗ（ｔ）＝ ０， Ｅ［珚ｗ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝［Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｑｖ（ｔ）］δｔｊ （３ ．７ ．４０）
由上式看到，取 Ｊ（ｔ）为

Ｊ（ｔ）＝Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ） （３ ．７ ．４１）

则珚ｗ（ｔ）与 ｖ（ｔ）不相关，即
Ｅ［珚ｗ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ ０，  ｔ，ｊ （３ ．７ ．４２）

易知白噪声珚ｗ（ｔ）的协方差阵为
Ｅ［珚ｗ（ｔ）珚ｗＴ（ｊ）］＝Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １

ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）δｔｊ （３ ．７ ．４３）
对（３ ．７ ．３９）取射影运算引出滤波与预报关系

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．４４）
由（３ ．７ ．３９）减（３ ．７ ．４４）引出预报误差与滤波误差的关系

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （３ ．７ ．４５）
于是有关系

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）珡ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－
Ｓ（ｔ）Ｑ － １

ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．４６）
由（３ ．７ ．３８），（３ ．７ ．２７），（３ ．７ ．４４），（３ ．７ ．４５）和（３ ．７ ．６）引出滤波误差递推方程

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝珡Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋珚ｗ（ｔ）－ Ｋｆ（ｔ ＋ １）×
｛Ｈ（ｔ ＋ １）［珡Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋珚ｗ（ｔ）］＋ ｖ（ｔ ＋ １）｝ （３ ．７ ．４７）

即
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珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］珡Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋
［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］珚ｗ（ｔ）－ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ｖ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．４８）

注意（３ ．７ ．２７）和（３ ．７ ．６）有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｆ（ｔ）［Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ）］ （３ ．７ ．４９）

这引出
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｋｆ（ｔ）［Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ）］＝

［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｋｆ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．７ ．５０）
将它代入（３ ．７ ．４５）引出预报误差的另一种不同于（３ ．７ ．１２）的递推方程

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－
珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）ｖ（ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （３ ．７ ．５１）

注意（３ ．７ ．３９）和（３ ．７ ．４０），（３ ．７ ．４３），在（３ ．７ ．４８）中珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）与珚ｗ（ｔ）是不
相关的，显然 ｖ（ｔ ＋ １）不相关于珚ｗ（ｔ）和珘ｘ（ｔ ｜ ｔ），因此可得递推滤波误差方差阵方程
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）珘ｘＴ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）］为

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］×

Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋

Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｑｖ（ｔ ＋ １）ＫＴ
ｆ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．５２）

其中定义

Ψｆ（ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］珡Φ（ｔ） （３ ．７ ．５３）
同理由（３ ．７ ．５１）可得不同于（３ ．７ ．１５）的另一种形式的预报误差方差阵递推方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）＋珚Ｋｐ（ｔ）Ｑｖ（ｔ）珚ＫＴ

ｐ（ｔ）＋

Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．５４）

其中定义

Ψｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］＝珡Φ（ｔ）－珚Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．５５）
珚Ｋｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ） （３ ．７ ．５６）

由（３ ．７ ．２７）和（３ ．７ ．４４）还有另一种形式 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）ｙ（ｔ）＋珚Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ）（３ ．７ ．５７）

利用（３ ．７ ．１９）有相同于（３ ．７ ．２０）的表达式
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．５８）

其中定义预报增益为
Ｋｐ（ｔ）＝珚Ｋｐ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ） （３ ．７ ．５９）

比较（３ ．７ ．２０）和（３ ．７ ．２１）与（３ ．７ ．５６）和（３ ．７ ．５７）有关系

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）－珚Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）＝
珡Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］ （３ ．７ ．６０）

其中 Ｋｐ（ｔ）用（３ ．７ ．２２）定义，且它等值于（３ ．７ ．５９）定义的 Ｋｐ（ｔ）．
由（３ ．７ ．１９），（３ ．７ ．２０），（３ ．７ ．２７）和（３ ．７ ．４４）有递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｃ１（ｔ）ｕ（ｔ）＋
Ｃ２（ｔ）ｙ（ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．６１）

·８３１·



其中用（３ ．７ ．５３）定义Ψｆ（ｔ），且定义
Ｃ１（ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｂ（ｔ），

Ｃ２（ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｊ（ｔ） （３ ．７ ．６２）
【定理 ３ ．７ ．３】 系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下有最优递推 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．６３）

Ψｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）－珚Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ），珚Ｋｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ） （３ ．７ ．６４）

Ｋｐ（ｔ）＝珚Ｋｐ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ） （３ ．７ ．６５）
且预报误差方差阵有递推方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）＋珚Ｋｐ（ｔ）Ｑｖ（ｔ）珚ＫＴ

ｐ（ｔ）＋

Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．６６）

带初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ０，Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．
证明 见（３ ．７ ．５１）～（３ ．７ ．６０）． □
【定理 ３ ．７ ．４】 系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３ 下有最优递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．６７）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．６８）
Ｋｆ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １）］－ １

（３ ．７ ．６９）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）×

ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １）］－ １Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．７０）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．７１）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）珡ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １

ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）
（３ ．７ ．７２）

带初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ，Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．
合并（３ ．７ ．７０）和（３ ．７ ．７２）有 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足如下 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）（Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋

Ｑｖ（ｔ））－ １Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）］珡ΦＴ（ｔ）＋

Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．７３）

它等价于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．７ ．２４）．
证明 见（３ ．７ ．８），（３ ．７ ．２７），（３ ．７ ．２８），（３ ．７ ．３０），（３ ．７ ．４４），（３ ．７ ．４６）． □
【定理 ３ ．７ ．５】 系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下有最优递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｃ１（ｔ）ｕ（ｔ）＋

Ｃ２（ｔ）ｙ（ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．７４）

其中 Ｃ１（ｔ）和 Ｃ２（ｔ）由（３ ．７ ．６２）定义，Ψｆ（ｔ ＋ １）由（３ ．７ ．５３）定义，且有滤波误差方差递推
方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］×

Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋

Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｑｖ（ｔ ＋ １）ＫＴ
ｆ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．７５）

·９３１·



其中Ψｆ（ｔ ＋ １）由（３ ．７ ．５３）定义，初值 ｘ^（０ ｜０）和 Ｐ（０ ｜０）由（３ ．７ ．６７）和（３ ．７ ．７０）计算 ．
证明 见（３ ．７ ．５２）和（３ ．７ ．６１）． □
【定理 ３ ．７ ．６】 下述两组表达式是等价（等值）的：

Ｋｐ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．７６）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．７７）
与

Ｋｐ（ｔ）＝珚Ｋｐ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ），珚Ｋｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ） （３ ．７ ．７８）

Ψｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）－珚Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．７９）
其中 Ｋｆ（ｔ）由（３ ．７ ．６９）定义，珡Φ（ｔ），Ｊ（ｔ）由（３ ．７ ．３８）和（３ ．７ ．４１）定义 ．

证明 先证（３ ．７ ．７６）与（３ ．７ ．７８）相等 ．由（３ ．７ ．７６）和（３ ．７ ．２８）有
Ｋｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １

ε （ｔ） （３ ．７ ．８０）
另一方面，由（３ ．７ ．７８），（３ ．７ ．３８）和（３ ．７ ．４１）有

Ｋｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）＝［Φ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｋｆ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）＝

Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）［Ｉｎ － Ｈ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）］＝

Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）［Ｉｎ － Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）Ｑ － １

ε （ｔ）］＝

Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）［Ｉｍ －（Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １

ε（ｔ）＋ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）Ｑ － １
ε（ｔ））＋

Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）］＝Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １

ｖ （ｔ）Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）＝

Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．８１）

其中用到了由（３ ．７ ．２３）引出的事实
Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １

ε （ｔ）＋ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）＝

［Ｑｖ（ｔ）＋ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ）＝ Ｉｍ （３ ．７ ．８２）

这证明了（３ ．７ ．７６）等值于（３ ．７ ．７８）．
下证（３ ．７ ．７７）等值于（３ ．７ ．７９）．
将（３ ．７ ．７６）代入（３ ．７ ．７７）有

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）＋ Ｈ（ｔ）Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．８３）

另一方面将（３ ．７ ．７８）代入（３ ．７ ．７９），并应用定义（３ ．７ ．３８）和（３ ．７ ．４１）有

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ）－（Φ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ））Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）＝

Φ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ）－Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）＝

Φ（ｔ）－Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）×

［Ｉｍ － Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）］Ｈ（ｔ）＝

Φ（ｔ）－Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）［Ｉｍ －（Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １

ε （ｔ）＋
Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）Ｑ － １

ε （ｔ））＋ Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）］Ｈ（ｔ）＝

Φ（ｔ）－Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １

ε （ｔ）Ｈ（ｔ）＝

Φ（ｔ）－Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．８４）

比较（３ ．７ ．８３）与（３ ．７ ．８４）引出（３ ．７ ．７７）等值于（３ ．７ ．７９）．证毕 ． □
【推论 ３ ．７ ．１】 系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，若噪声是不相关的，即Ｓ（ｔ）＝

０，则有最优递推 Ｋａｌｍａｎ预报器
·０４１·



ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．８５）

Ｋｐ（ｔ）＝Ф（ｔ）Ｋｆ（ｔ） （３ ．７ ．８６）

Ｋｆ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）［Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）］－ １ （３ ．７ ．８７）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ）＝Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］ （３ ．７ ．８８）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）Ｑｖ（ｔ）ＫＴ

ｐ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）
（３ ．７ ．８９）

带初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ，Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．注意，将（３ ．７ ．８６）和（３ ．７ ．８７）代入（３ ．７ ．８９）后
的方程叫 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ．
【推论 ３ ．７ ． ２】 系统（３ ． ７ ． １）和（３ ． ７ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，若噪声是不相关的，即

Ｓ（ｔ）＝ ０，则有最优递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋

Ｋｆ（ｔ ＋ １）ｙ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．９０）

其中 Ｋｆ（ｔ）由（３ ．７ ．８７）定义，Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由（３ ．７ ．７２）定义，且

Ψｆ（ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Φ（ｔ） （３ ．７ ．９１）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］×

Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｑｖ（ｔ ＋ １）ＫＴ
ｆ（ｔ ＋ １）

（３ ．７ ．９２）
其中 ｘ^（０ ｜０）和 Ｐ（０ ｜０）的计算同定理 ３ ．７ ．４ ．
【推论 ３ ．７ ． ３】 系统（３ ． ７ ． １）和（３ ． ７ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，若噪声是不相关的，即

Ｓ（ｔ）＝ ０，则有最优递推 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．９３）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．９４）
Ｋｆ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １）］－ １

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）［Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）×
ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １）］－ １Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．９５）
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ） （３ ．７ ．９６）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．９７）

带初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ，Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ． Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足如下 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）［Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）（Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋
Ｑｖ（ｔ））－ １Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）］ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （３ ．７ ．９８）

它可将（３ ．７ ．９５）代入（３ ．７ ．９７）得到，也可由（３ ．７ ．２４）置 Ｓ（ｔ）＝ ０得到 ．
因为系统（３ ．７ ．３９）与（３ ．７ ．２）为带不相关噪声系统，利用定理 ３ ．３ ．４的标准 Ｋａｌｍａｎ滤

波器立刻得如下定理 ．
【定理 ３ ．７ ．７】 带相关噪声的时变系统（３ ． ７ ． １）和（３ ． ７ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有最优

Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．９９）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｊ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．１００）
·１４１·



ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１０１）
Ｋｆ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１０２）

Ｑε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ（ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１０３）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）珡ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）

（３ ．７ ．１０４）
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１０５）

带初值 ｘ^（０ ｜０）＝μ，Ｐ（０ ｜ ０）＝ Ｐ０ ．且珡Φ（ｔ）和 Ｊ（ｔ）由（３ ．７ ．３８）和（３ ．７ ．４１）定义 ．此外，将
（３ ．７ ．１０５）代入（３ ．７ ．１０４）可得 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足递推 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）［Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋
Ｑｖ（ｔ）］－ １Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）］珡ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）［Ｑｗ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）Ｑ － １

ｖ （ｔ）ＳＴ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）
（３ ．７ ．１０６）

【推论 ３ ．７ ．４】 对于定常系统（３ ． ７ ． １）和（３ ． ７ ． ２），即Φ（ｔ）＝Φ，Ｂ（ｔ）＝ Ｂ，Γ（ｔ）＝

Γ，Ｈ（ｔ）＝ Ｈ，Ｑｗ（ｔ）＝ Ｑｗ，Ｑｖ（ｔ）＝ Ｑｖ 和 Ｓ（ｔ）＝ Ｓ 均为常阵，在假设 １ ～ ３ 下，有最优
Ｋａｌｍａｎ滤波器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１０７）
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ ＋ Ｊｙ（ｔ） （３ ．７ ．１０８）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１０９）
Ｋ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴＱ － １

ε （ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１１０）

Ｑε（ｔ ＋ １）＝ ＨＰ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ ＋ Ｑｖ （３ ．７ ．１１１）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡ΦＰ（ｔ ｜ ｔ）珡ΦＴ ＋Γ［Ｑｗ － ＳＱ － １
ｖ ＳＴ］ΓＴ （３ ．７ ．１１２）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ ＋ １）Ｈ］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１１３）
珡Φ ＝Φ － ＪＨ， Ｊ ＝ΓＳＱ － １

ｖ （３ ．７ ．１１４）
且 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）］珡ΦＴ ＋

Γ（Ｑｗ － ＳＱ － １
ｖ ＳＴ）ΓＴ （３ ．７ ．１１５）

带初值 ｘ^（０ ｜０）＝μ，Ｐ（０ ｜０）＝ Ｐ０ ．
证明 见定理 ３ ．７ ．４ ． □
【推论 ３ ．７ ．５】 在推论 ３ ．７ ．４条件下有最优 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．１１６）

Ψｐ（ｔ）＝珡Φ －珚Ｋｐ（ｔ）Ｈ （３ ．７ ．１１７）
珚Ｋｐ（ｔ）＝珡ΦＫｆ（ｔ） （３ ．７ ．１１８）

Ｋｐ（ｔ）＝珚Ｋｐ（ｔ）＋ Ｊ （３ ．７ ．１１９）

Ｋｆ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １ （３ ．７ ．１２０）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．７ ．１１５）或
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋珚Ｋｐ（ｔ）Ｑｖ珚ＫＴ
ｐ（ｔ）＋Γ（Ｑｗ － ＳＱ － １

ｖ ＳＴ）ΓＴ

（３ ．７ ．１２１）
证明 见定理 ３ ．７ ．３ ． □

·２４１·



【推论 ３ ．７ ．６】 在推论 ３ ．７ ．４下有最优 Ｋａｌｍａｎ预报器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．１２２）

Ψｐ（ｔ）＝Φ － Ｋｐ（ｔ）Ｈ （３ ．７ ．１２３）

Ｋｐ（ｔ）＝［ΦＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ΓＳ］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１２４）

Ｑε（ｔ）＝ ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｑｖ （３ ．７ ．１２５）
而 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ΦＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ΦＴ －［ΦＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ΓＳ］［ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １ ×
［ΦＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ΓＳ］Ｔ ＋ΓＱｗΓＴ （３ ．７ ．１２６）

带初值 ｘ^（０ ｜ － １）＝μ０，Ｐ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．而相应 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ（ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１２７）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１２８）
Ｋｆ（ｔ ＋ １）＝ Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴＱ － １

ε （ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１２９）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ ＋ １）Ｈ］Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１３０）
证明 见定理 ３ ．７ ．１和定理 ３ ．７ ．２ ． □

３ ．７ ．２ 超前 Ｎ 步最优 Ｋａｌｍａｎ预报器

考虑 ｕ（ｔ）＝ ０的系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２），即
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （３ ．７ ．１３１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．７ ．１３２）
在假设 １和假设 ３下，有一步最优 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．７ ．１３３）
其中Ψｐ（ｔ），Ｋｐ（ｔ），Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由推论 ３ ．７ ．５或推论 ３ ．７ ．６计算 ．由式（３ ．７ ．１３１）和射影性
质，注意 ｗ（ｊ）⊥Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １）…，ｙ（０）），可得多步 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１３４）
ｘ^（ｔ ＋ ３ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ ２）^ｘ（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ ２）Φ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．７ ．１３５）

用归纳法可得
ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ＞ １ （３ ．７ ．１３６）

其中定义

Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ － １）Φ（ｔ ＋ Ｎ － ２）…Φ（ｔ），

Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｉｎ （３ ．７ ．１３７）
另一方面由（３ ．７ ．１３１）迭代有

ｘ（ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（３ ．７ ．１３８）
上式减（３ ．７ ．１３６）引出预报误差珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）为

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（３ ．７ ．１３９）
·３４１·



因 ｗ（ｊ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）（ｊ≥ ｔ ＋ １），于是有预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）
珘ｘＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）＋

∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）Ｑｗ（ｉ － １）ΓＴ（ｉ － １）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ） （３ ．７ ．１４０）

最优预报器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＜ － １）可表为类似形式 ．由（３ ．７ ．１３１）迭代可得关系

ｘ（ｔ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １）＋ ∑
ｔ

ｉ ＝ ｔ＋ Ｎ＋２
Φ（ｔ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（３ ．７ ．１４１）
类似可得预报器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ － １ （３ ．７ ．１４２）
上两式相减引出预报误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ΦＴ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）＋

∑
ｔ

ｉ ＝ ｔ＋ Ｎ＋２
Φ（ｔ，ｉ）Γ（ｉ － １）Ｑｗ（ｉ － １）ΓＴ（ｉ － １）ΦＴ（ｔ，ｉ）（３ ．７ ．１４３）

【定理 ３ ．７ ．８】 带相关噪声时变系统（３ ．７ ．１３１）和（３ ．７ ．１３２）在节 ３ ．７ 假设 １和假设 ３
下有超前 Ｎ 步 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ＞ １ （３ ．７ ．１４４）
或等价地

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ － １ （３ ．７ ．１４５）
预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）（Ｎ ＞ １）或 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＜ － １）由（３ ．７ ．１４０）或（３ ．７ ．１４３）给
出 ．
【推论 ３ ．７ ．７】 对于定常系统（３ ． ７ ． １３１）和（３ ． ７ ． １３２），即 Φ（ｔ）＝Φ，Ｈ（ｔ）＝ Ｈ，

Γ（ｔ）＝Γ，Ｑｗ（ｔ）＝ Ｑｗ，Ｑｖ（ｔ）＝ Ｑｖ，定理 ３ ．３ ．３成立 ．

３ ．７ ．３ 最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器

类似于定理 ３ ．４ ．１的推导，可得如下最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ．
【定理 ３ ．７ ．９】 带相关噪声时变系统（３ ． ７ ． １）和（３ ． ７ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有最优

Ｋａｌｍａｎ滤波器和平滑器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ≥０ （３ ．７ ．１４６）

带初值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Ｎ ＝ ０，１，２，…，见规定 Ｋ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋｆ（ｔ），而 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Ｋｆ（ｔ），Ｐ（ｔ ｜ ｔ －
１），ε（ｔ ＋ Ｎ）由定理 ３ ．７ ．３和定理 ３ ．７ ．４计算 ．平滑增益为

Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ １

（３ ．７ ．１４７）

Ψｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］ （３ ．７ ．１４８）

Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ（ｔ ＋ Ｎ）Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｑｖ（ｔ ＋ Ｎ）（３ ．７ ．１４９）

·４４１·



平滑误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）］为

Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（３ ．７ ．１５０）

证明 由递推射影公式有（３ ．７ ．１４６），其中
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］Ｑ － １

ε （ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１５１）

由（３ ．７ ．６）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ（ｔ ＋ Ｎ）珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１５２）
由（３ ．７ ．５１）有一步预报误差方程

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）ｖ（ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （３ ．７ ．１５３）

由此式迭代 Ｎ 次有关系

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋１
Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）×

［珚ｗ（ｉ － １）－珡Φ（ｉ － １）Ｋｆ（ｉ － １）ｖ（ｉ － １）］ （３ ．７ ．１５４）

其中定义

Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）＝Ψｐ（ｔ ＋ Ｎ － １）…Ψｐ（ｔ）， Ｎ ＞ ０

Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｉｎ （３ ．７ ．１５５）

由于 ｘ（ｔ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），而珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）⊥ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），又珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）⊥珚ｗ（ｊ）
（ｊ≥ ｔ），珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）⊥ ｖ（ｊ）（ｊ≥ ｔ），将（３ ．７ ．１５４）代入（３ ．７ ．１５２），再将（３ ．７ ． １５２）代入（３ ． ７ ．
１５１）引出

Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１５６）

由此立刻得（３ ．７ ．１４７）．由（３ ．７ ．１４６）引出误差方程
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１５７）

由于珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）⊥ε（ｔ ＋ Ｎ），将上式右边第二项移到左边后可得（３ ．７ ．１５０）．证毕 ． □
【推论 ３ ．７ ．８】 在定理 ３ ．７ ．９下，非递推 Ｋａｌｍａｎ平滑器为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．７ ．１５８）

且有平滑误差方差阵

Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）

（３ ．７ ．１５９）
【定理 ３ ．７ ．１０】 带相关噪声时变系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，有最优固定

区间 Ｋａｌｍａｎ平滑器
ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ｒ（ｔ ｜ Ｎ） （３ ．７ ．１６０）

其中 ｔ ＝ １，２，…，Ｎ，且有反向递推公式
ｒ（ｔ ｜ Ｎ）＝ΨＴ

ｐ（ｔ）ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＋ ＨＴ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１６１）

带 ｔ ＝ Ｎ，…，１，且规定 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．估值误差珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）方差阵 Ｐ（ｔ ｜
Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ Ｎ）］为

Ｐ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．７ ．１６２）
·５４１·



带 ｔ ＝ Ｎ，…，１，且有反向递推公式
Ｓ（ｔ ｜ Ｎ）＝ΨＴ

ｐ（ｔ）Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）Ψｐ（ｔ）＋ ＨＴ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．１６３）

带 ｔ ＝ Ｎ，…，１，且规定 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．定理中 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １），ε（ｔ），Ψｐ（ｔ）由定
理 ３ ．７ ．３和定理 ３ ．７ ．４计算 ．

证明 完全类似于定理 ３ ．４ ．３的推导，从略 ． □
【定理 ３ ．７ ．１１】 对带相关噪声时变系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，上述定理

３ ．７ ．９和定理 ３ ．７ ．１０仍成立，但其中Ψｐ（ｔ）不用（３ ．７ ．１４８）计算，而用（３ ．７ ．１３）计算，即

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．１６４）
其中 Ｋｐ（ｔ）由（３ ．７ ．２１）计算为

Ｋｐ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１６５）

而 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）由（３ ． ７ ． ２４）计算 ．就是说，用定理 ３ ． ７ ． １ 计算 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １），
Ｋｐ（ｔ），Ψｐ（ｔ），ε（ｔ）．由定理 ３ ．７ ．６知上述两种算法是等价（等值）的 ．
证明 应用一步预报误差（３ ．７ ．１２）

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．７ ．１６６）
其中Ψｐ（ｔ）和 Ｋｐ（ｔ）由（３ ．７ ．１６４）和（３ ．７ ．１６５）计算，应用定理 ３ ．７ ．１，平行于定理 ３ ．７ ．９和
定理 ３ ．７ ．１０的推导得定理 ３ ．７ ．１１ ． □

３ ．７ ．４ 最优白噪声估值器

下面将定理 ３ ．５ ．２和定理 ３ ． ５ ． ３ 给出的白噪声估值器推广到带相关噪声的时变系
统 ．［１３］

【定理 ３ ．７ ．１２】［１３］ 带相关噪声的时变系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有统一
的最优白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），统一记为θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），θ＝ ｗ，ｖ，

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．７ ．１６７）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１６８）
其中θ＝ ｗ，ｖ，Ｎ ＝ ０ ．１，２，…，且定义

Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１６９）

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１７０）

Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｄθ（ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１７１）

Ｄｗ（ｔ）＝ － Ｓ（ｔ）ＫＴ
ｆ（ｔ）珡ΦＴ（ｔ）＋ Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）ＪＴ（ｔ） （３ ．７ ．１７２）

Ｄｖ（ｔ）＝ － Ｑｖ（ｔ）ＫＴ
ｆ（ｔ）珡ΦＴ（ｔ） （３ ．７ ．１７３）

Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄθ（ｔ）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＞ １

（３ ．７ ．１７４）

Ψｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］ （３ ．７ ．１７５）
其中 Ｑε（ｔ ＋ Ｎ），Ｋｆ（ｔ），ε（ｔ），Ψｐ（ｔ）由定理 ３ ．７ ．７或定理 ３ ．７ ．３和定理 ３ ．７ ．４计算，且定
义

珡Φ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）Ｈ（ｔ）， Ｊ（ｔ）＝Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ｖ （ｔ） （３ ．７ ．１７６）

估值误差方差阵 Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为
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Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑｗ（ｔ）， Ｎ ＜ ０ （３ ．７ ．１７７）

Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑｖ（ｔ）， Ｎ ＜ ０ （３ ．７ ．１７８）

Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＭＴ
θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ≥０

（３ ．７ ．１７９）
证明 置θ＝ ｖ，因 ｖ（ｔ）⊥Ｌ（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），…，ｙ（１））（Ｎ ＜ ０），由射影性质有

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．７ ．１８０）
从而有 Ｐｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑｖ（Ｎ ＜ ０）．由递推射影公式有

ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｖ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１８１）

因 ｖ（ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １），且注意（３ ．７ ．６）

ε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （３ ．７ ．１８２）
可得

Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｔ）］＝ Ｑｖ（ｔ） （３ ．７ ．１８３）

这引出定理对θ＝ ｖ 和Ｎ ＝ ０成立 ．对 Ｎ ＝ １，由射影公式有
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ １）］Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１８４）

注意

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ（ｔ ＋ １）珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖ（ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１８５）
而由（３ ．７ ．５１）和（３ ．７ ．１７５）有

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－珡Φ（ｔ）Ｋｆ（ｔ）ｖ（ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （３ ．７ ．１８６）

因于 ｖ（ｔ）与珚ｗ（ｔ）是独立的，可得
Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ １）］＝ － Ｑｖ（ｔ）ＫＴ

ｆ（ｔ）珡ΦＴ（ｔ） （３ ．７ ．１８７）

这引出（３ ．７ ．１７１）对于θ ＝ ｖ 和 Ｎ ＝ １ 成立 ．由递推射影公式对一般情形有（３ ． ７ ． １６８）对

θ＝ ｖ成立，且有
Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］Ｑ － １

ε （ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１８８）

应用关系

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ（ｔ ＋ Ｎ）珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１８９）
及珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）的表达式（３ ．７ ．１５４），可得

Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］＝ － Ｑｖ（ｔ）ＫＴ
ｆ（ｔ）珡ΦＴ（ｔ）ΨＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）

（３ ．７ ．１９０）
由定义（３ ．７ ．１５５）和上式得（３ ．７ ．１７４）．同理对θ＝ ｗ，应用（３ ．７ ．１８６）和（３ ．７ ．１５４），并注意
定义（３ ．７ ．３８），珚ｗ（ｔ）＝Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｊ（ｔ）ｖ（ｔ），可证明定理对θ＝ ｗ 也成立 ． □
【推论 ３ ．７ ．９】 在定理 ３ ．７ ．１１条件下，有非递推白噪声估值器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１９１）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ）ε（ｔ） （３ ．７ ．１９２）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ＞ ０ （３ ．７ ．１９３）

且有估值误差方差阵
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Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑθ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＭＴ

θ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）（３ ．７ ．１９４）

下面给出不同于定理 ３ ．７ ．１１的另一种白噪声估值器算法，两者不同之处在于在定理
３ ．７ ．１２中是基于定理 ３ ．７ ．３或定理 ３ ． ７ ． ７计算白噪声估值器 ．而下面的定理是基于定理
３ ．７ ． １ 来计算白噪声估值器，因而得出不同算法，但可证明它们在数值上是等价（等值）
的 ．
【定理 ３ ．７ ．１３】 带相关噪声的时变系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，有统一的

最优白噪声估值器

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．７ ．１９５）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．７ ．１９６）
其中θ＝ ｗ，ｖ，Ｎ ＝ １，２，…，且定义

Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｓ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１９７）

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｑｖ（ｔ）Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．１９８）

Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｄθ（ｔ）ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １） （３ ．７ ．１９９）

Ｄｗ（ｔ）＝ Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ） （３ ．７ ．２００）

Ｄｖ（ｔ）＝ ＳＴ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｑｖ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ） （３ ．７ ．２０１）

Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄθ（ｔ）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＞ １

（３ ．７ ．２０２）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．２０３）
其中 Ｋｐ（ｔ），ε（ｔ）由定理 ３ ．７ ．１计算 ．

证明 由定理 ３ ．７ ．１，利用关系（３ ．７ ．１６６）及由它迭代引出的关系

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋１
Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）×

［Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）－ Ｋｐ（ｉ － １）ｖ（ｉ － １）］ （３ ．７ ．２０４）
得证，详细推导从略 ． □
【定理 ３ ．７ ．１４】 由定理 ３ ．７ ．１２和定理 ３ ．７ ．１３是等价的白噪声估计算法 ．
证明 只需证明由定理 ３ ． ７ ． １２ 计算的 Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）等于由定理 ３ ． ７ ． １３ 计算的

Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．由定理 ３ ．７ ．６我们已证明由（３ ．７ ．１７５）和（３ ．７ ．２０３）给出的Ψｐ（ｔ）是等值的 ．
因此剩下的问题只需证明由定理 ３ ．７ ． １２和定理 ３ ． ７ ． １３计算的 Ｄθ（ｔ）（θ ＝ ｗ，ｖ）是相等
的 ．由定理 ３ ．７ ．１２的（３ ．７ ．１７２）和 Ｊ（ｔ）的定义（３ ．７ ．４１）有

Ｄｗ（ｔ）＝ － ＳＱ － １
ε ＨＰ（ΦＴ － ＨＴＪＴ）＋ ＱｗΓＴ － ＳＪＴ ＝

－ ＳＱ － １
ε ＨＰΦＴ ＋ ＱｗΓＴ ＋ ＳＱ － １

ε ＨＰＨＴＪＴ － ＳＪＴ ＝
－ ＳＱ － １

ε ＨＰΦＴ ＋ ＱｗΓＴ ＋ ＳＱ － １
ε （ＨＰＨＴ ＋ Ｑｖ）ＪＴ － ＳＱ － １

ε ＱｖＪＴ － ＳＪＴ ＝
－ ＳＱ － １

ε ＨＰΦＴ ＋ ＱｗΓＴ ＋ ＳＪＴ － ＳＱ － １
ε ＱｖＱ － １

ｖ ＳＴΓＴ － ＳＪＴ ＝
－ ＳＱ － １

ε ＨＰΦＴ ＋ ＱｗΓＴ － ＳＱ － １
ε ＳＴΓＴ （３ ．７ ．２０５）

其中为推导简单计，省略了上式右端的时标 ｔ ．
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另一方面，由定理 ３ ．７ ．１３的（３ ．７ ．２００）和（３ ．７ ．２１）有
Ｄｗ（ｔ）＝ ＱｗΓＴ － ＳＱ － １

ε （ＨＰΦＴ ＋ ＳＴΓＴ）＝ ＱｗΓＴ － ＳＱ － １
ε ＨＰΦＴ － ＳＱ － １

ε ＳＴΓＴ

（３ ．７ ．２０６）
上两式证明了两种算法给出相同的 Ｄｗ（ｔ）．

最后由定理 ３ ．７ ．１２的（３ ．７ ．１７３）计算的 Ｄｖ（ｔ）为

Ｄｖ（ｔ）＝ － ＤｖＱ － １
ε ＨＰ（ΦＴ － ＨＴＱ － １

ｖ ＳＴГＴ）＝

－ ＱｖＱ － １
ε ＨＰΦＴ ＋ ＱｖＱ － １

ε ＨＰＨＴＱ － １
ｖ ＳＴГＴ ＝

－ ＱｖＱ － １
ε ＨＰΦＴ ＋ ＱｖＱ － １

ε （ＨＰＨＴ ＋ Ｑｖ）Ｑ － １
ｖ ＳＴГＴ）－

ＱｖＱ － １
ε ＱｖＱ － １

ｖ ＳＴГＴ ＝

－ ＱｖＱ － １
ε ＨＰΦＴ ＋ ＳＴГＴ － ＱｖＱ － １

ε ＳＴГＴ （３ ．７ ．２０７）

其中应用了事实 Ｑε ＝ ＨＰＨＴ ＋ Ｑｖ，Ｊ ＝ΓＳＱ － １
ｖ 和珡Φ ＝Φ － ＨＪ ．为了简单计，上式右端的时

标 ｔ 被省略 ．另一方面，由定理 ３ ．７ ．１３的（３ ．７ ．２０１）和 Ｋｐ（ｔ）的表达式（３ ．７ ．２１）有

Ｄｖ（ｔ）＝ ＳＴГＴ － ＱｖＱ － １
ε （ＨＰΦＴ ＋ ＳＴГＴ）＝ － ＱｖＱ － １

ε ＨＰΦＴ ＋ ＳＴГＴ － ＱｖＱ － １
ε ＳＴГＴ

（３ ．７ ．２０８）
因此（３ ．７ ．２０７）和（３ ．７ ．２０８）是相同的 ．证毕 ． □
【定理 ３ ．７ ．１５】［１３］ 带相关噪声系统（３ ．７ ．１）和（３ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有统一的固定

区间最优白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ Ｎ），统一记为θ^（ｔ ｜ Ｎ）（θ＝ ｗ，ｖ）为

θ^（ｔ ｜ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｄθ（ｔ）ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ） （３ ．７ ．２０９）
其中θ＝ ｗ，ｖ，ｔ ＝ Ｎ － １，…，１，且有反向递推式

ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ １）ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）＋ ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）（３ ．７ ．２１０）

带初值 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０，且ΨＴ
ｐ（ｔ）为

ΨＴ
ｐ（ｔ）＝珡Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］ （３ ．７ ．２１１）

其中 Ｋｆ（ｔ），Ｑε（ｔ），ε（ｔ）由定理 ３ ．７ ．７或定理 ３ ．７ ．３和定理 ３ ．７ ．４计算 ．平滑误差方差阵
为

Ｐθ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｐθ（ｔ ｜ ｔ）－ Ｄθ（ｔ）Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）ＤＴ
θ（ｔ） （３ ．７ ．２１２）

其中 ｔ ＝ Ｎ － １，…，１，且有反向递推式
Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）Ｓ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）Ψｐ（ｔ ＋ １）＋ ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）

（３ ．７ ．２１３）
带初值 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．初值θ^（ｔ ｜ ｔ）由（３ ．７ ．１９１）和（３ ．７ ．１９２）计算 ．

另一种等价的算法是

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．７ ．２１４）

Ｋｐ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．７ ．２１５）

其中 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １），ε（ｔ）由定理 ３ ．７ ．１计算 ．
证明 应用定理 ３ ．７ ．１２或推论 ３ ．７ ．９有

θ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ θ^（ｔ ｜ ｔ）＋ ∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ １
ＭＴ

θ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．７ ．２１６）

应用（３ ．７ ．１７４）ＭＴ
θ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）的表达式可将上式表为（３ ．７ ．２０９），其中定义
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ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）＋

∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ ２
∏
ｉ －１

ｊ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ ｉ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．７ ．２１７）

注意

∑
Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ ２
∏
ｉ －１

ｊ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ ｉ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）＝

Ψｐ（ｔ ＋ １）ＨＴ（ｔ ＋ ２）Ｑ － １
ε （ｔ ＋ ２）ε（ｔ ＋ ２）＋

ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ １）∑

Ｎ－ ｔ

ｉ ＝ ３
∏
ｉ －１

ｊ ＝ ２
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ ｉ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）＝

ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ １） ＨＴ（ｔ ＋ ２）Ｑ－１

ε（ｔ ＋ ２）ε（ｔ ＋ ２{ ）＋ ∑
Ｎ－ ｔ－１

ｉ ＝ ２
∏
ｉ －１

ｊ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １ ＋ ｊ[ ]） ×

ＨＴ（ｔ ＋ １ ＋ ｉ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ １ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ １ ＋ ｉ }） ＝ ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）
（３ ．７ ．２１８）

这证明（３ ．７ ．２１０）成立 ．在（３ ．７ ．２０９）中置 ｔ ＝ Ｎ 引出 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．由（３ ．７ ．２０９）有误差
关系

珘θ（ｔ ｜ ｔ）＝珘θ（ｔ ｜ Ｎ）＋ Ｄθ（ｔ）ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ） （３ ．７ ．２１９）
其中珘θ（ｔ ｜ ｊ）＝θ（ｔ）－珘θ（ｔ ｜ ｊ）．因珘θ（ｔ ｜ Ｎ）⊥ Ｌ（ｙ（Ｎ），…，ｙ（０）），故有珘θ（ｔ ｜ Ｎ）⊥ ｒ（ｔ ＋ １ ｜
Ｎ）．这引出（３ ．７ ．２１２），其中定义

Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）ｒＴ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）］ （３ ．７ ．２２０）
将（３ ．７ ．２１０）代入上式，注意ε（ｔ ＋ １）⊥ ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ），可得（３ ． ７ ． ２１３），由上式和 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜
Ｎ）＝ ０引出 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．证毕 ． □

３ ．８ 带相关噪声定常系统稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波和
稳态白噪声估值器

考虑带相关噪声的定常（时不变）系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．８ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．８ ．２）
其中状态 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，控制 ｕ（ｔ）∈Ｒｐ，Φ，Ｂ，Γ，Ｈ 是已知适当维数矩阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 是带零均值的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ）ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ （３ ．８ ．３）

【假设 ２】 控制 ｕ（ｔ）是已知的时间序列，或是（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）的线性函数（反馈
控制）．
【假设 ３】［２］ （珡Φ，Ｈ）为完全可观对，（珡Φ，Γ珚Ｑｗ）为完全能稳对，其中珡Φ ＝Φ － ＪＨ，Ｊ ＝

ΓＳＱ － １
ｖ ，Ｑｗ － ＳＱ － １

ｖ ＳＴ ＝珚Ｑｗ珚ＱＴ
ｗ，或假设珡Φ 是稳定的 ．

相应于定理 ３ ．７ ．１有如下稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．
·０５１·



【定理 ３ ．８ ．１】 带相关噪声定常系统（３ ． ８ ． １）和（３ ． ８ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有稳态
Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐε（ｔ） （３ ．８ ．４）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．８ ．５）
或在 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器形式下的 Ｋａｌｍａｎ预报器为

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．８ ．６）

Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ （３ ．８ ．７）

稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝（ΦΣＨＴ ＋ΓＳ）（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ （３ ．８ ．８）
其中稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器误差方差阵Σ是如下稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解，

Σ ＝ΦΣΦＴ －（ΦΣＨＴ ＋ΓＳ）（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １（ΦΣＨＴ ＋ΓＳ）＋ΓＱｗΓＴ （３ ．８ ．９）

且稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器（３ ．８ ．６）是渐近稳定的，即Ψｐ 是一个稳定矩阵（Ψｐ 的所有特征值位
于单位圆内）．
【定理 ３ ．８ ．２】 在定理 ３ ．８ ．１条件下，稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆε（ｔ ＋ １） （３ ．８ ．１０）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．８ ．１１）
Ｋｆ ＝ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １ （３ ．８ ．１２）

稳态滤波误差方差阵 Ｐ 为
Ｐ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Σ （３ ．８ ．１３）

其中 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）和Σ由定理 ３ ．８ ．１计算 ．
【注 ３ ．８ ．１】 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．８ ．９）可由非稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ． ７ ． ２４）带任意初值 Ｐ（１ ｜

０）＝ ａＩｎ，ａ ＞ ０，用迭代法求解 ．由关系
ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Σ （３ ．８ ．１４）

当取 ｔ 充分大，我们有近似解Σ≈Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．通常迭代次数 ｔ ＝ ５０ 左右即可达到满意的
精度 ．

相应于定理 ３ ．７ ．３、定理 ３ ．７ ．４和定理 ３ ．７ ．７有如下稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器和滤波器 ．
【定理 ３ ．８ ．３】 带相关噪声定常系统（３ ． ８ ． １）和（３ ． ８ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有稳态

Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．８ ．１５）

Ψｐ ＝珡Φ －珚ＫｐＨ，珚Ｋｐ ＝珡ΦＫｆ （３ ．８ ．１６）

Ｋｐ ＝珚Ｋｐ ＋ Ｊ （３ ．８ ．１７）
珡Φ ＝Φ － ＪＨ， Ｊ ＝ΓＳＱ － １

ｖ （３ ．８ ．１８）

Ｋｆ ＝ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １ （３ ．８ ．１９）
稳态预报误差方差阵Σ满足稳 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ＨΣ］珡Φ ＋Г（Ｑｗ － ＳＱ － １
ｖ ＳＴ）ΓＴ （３ ．８ ．２０）

它可由（３ ．７ ．７３）用迭代法求解 ．稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆε（ｔ ＋ １） （３ ．８ ．２１）
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ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．８ ．２２）
或由（３ ．７ ．５３）和（３ ．７ ．６１）有

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｃ１ｕ（ｔ）＋ Ｃ２ ｙ（ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ ＋ １） （３ ．８ ．２３）

Ｃ１ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｂ， Ｃ２ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｊ， Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］珡Φ （３ ．８ ．２４）
稳态滤波误差方差阵 Ｐ 为

Ｐ ＝［Ｉｎ － ＫＨ］Σ （３ ．８ ．２５）
且（３ ．８ ．１５）是渐近稳定的，即Ψｐ 是一个稳定矩阵 ．［２］

相应于定理 ３ ．７ ．８有如下定理 ．
【定理 ３ ．８ ．４】 对于带相关噪声定常系统（３ ． ８ ． １）和（３ ． ８ ． ２），设 ｕ（ｔ）＝ ０，在假设 １

和假设 ３下，有一步稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．８ ．２６）

其中Σ，Ψｐ 和Ｋｐ 由定理 ３ ．８ ．１或定理 ３ ．８ ．３计算 ．超前 Ｎ 步稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器为

ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ΦＮ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．８ ．２７）
稳态预报误差方差阵 ＰＮ ＝ Ｅ［（珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］，珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^（ｔ ＋
Ｎ ｜ ｔ），为

ＰＮ ＝ ΦＮ－１Σ（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
ΦＮ－ ｊΓＱｗΓＴ（ΦＮ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ≥ ２ （３ ．８ ．２８）

证明 由（３ ．７ ．１４０）有

ＰＮ ＝ ΦＮ－１Σ（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φｔ ＋ Ｎ－ ｉΓＱｗΓＴ（Φｔ ＋ Ｎ－ ｉ）Ｔ （３ ．８ ．２９）

置变换 ｊ ＝ ｉ － ｔ，则由（３ ．８ ．２９）立刻得（３ ．８ ．２８）． □
相应于定理 ３ ．７ ．９有如下稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ．
【定理 ３ ．８ ．５】 带相关噪声定常系统（３ ． ８ ． １）和（３ ． ８ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有稳态

Ｋａｌｍａｎ滤波器和平滑器（Ｎ≥０）为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ＫＮε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ≥０ （３ ．８ ．３０）

带初值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Ｎ ＝ ０，１，２，…，且规定 Ｋ０ ＝ Ｋｆ，而 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），Ｋｆ，Ψｐ，Σ，ε（ｔ ＋ Ｎ）由
定理 ３ ．８ ．１或定理 ３ ．８ ．３计算 ．稳态平滑增益阵 ＫＮ 为

ＫＮ ＝Σ（ΨＴ
ｐ）ＮＨＴＱ － １

ε （３ ．８ ．３１）
其中稳态新息方差 Ｑε为

Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ （３ ．８ ．３２）
其中由定理 ３ ．８ ．１

Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ， Ｋｐ ＝（ΦΣＨＴ ＋ΓＳ）Ｑ － １
ε （３ ．８ ．３３）

或由定理 ３ ．８ ．３
Ψｐ ＝珡Φ（Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ）， Ｋｆ ＝ΣＨＴＱ － １

ε （３ ．８ ．３４）
在（３ ．８ ．３３）中Σ用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．８ ．９）求解 ．在（３ ． ８ ． ３４）中Σ 由 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ． ８ ． ２０）求
解 ．稳态平滑误差方差阵 ＰＮ为

ＰＮ ＝ ＰＮ － １ － ＫＮＱεＫ
Ｔ
Ｎ （３ ．８ ．３５）

非递推稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器为
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ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （３ ．８ ．３６）

具有稳态平滑误差方差阵

ＰＮ ＝ Σ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＫｉＱεＫ

Ｔ
ｉ （３ ．８ ．３７）

相应于定理 ３ ．７ ．１２应用定理 ３ ．７ ．３和定理 ３ ．７ ．４有稳态白噪声估值器如下 ．
【定理 ３ ．８ ．６】 带相关噪声的定常系统（３ ． ８ ． １）和（３ ． ８ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有统一的

稳态白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），统一记θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（θ＝ ｗ，ｖ）为

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．８ ．３８）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍθ（Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．８ ．３９）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．８ ．４０）

其中θ＝ ｗ，ｖ，Ｎ ＝ ０，１，…，且定义
Ｍｗ（０）＝ ＳＱ － １

ε ， Ｍｖ（０）＝ ＱｖＱ － １
ε （３ ．８ ．４１）

Ｍθ（１）＝ ＤθＨ
ＴＱ － １

ε （３ ．８ ．４２）

Ｄｗ ＝ － ＳＫＴ
ｆ珡ΦＴ ＋ ＱｗΓＴ － ＳＪＴ （３ ．８ ．４３）

Ｄｖ ＝ － ＱｖＫＴ
ｆ珡ΦＴ （３ ．８ ．４４）

Ｍθ（Ｎ）＝ Ｄθ（ΨＴ
ｐ）Ｎ － １ＨＴＱ － １

ε ， Ｎ ＞ １ （３ ．８ ．４５）

Ψｐ ＝珡Φ［Ｉｎ － ＫｆＨ］ （３ ．８ ．４６）
珡Φ ＝Φ － ＪＨ， Ｊ ＝ΓＳＱ － １

ｖ （３ ．８ ．４７）

Ｋｆ ＝ΣＨＴＱ － １
ε ， Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ （３ ．８ ．４８）

其中Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ＨΣ］珡ΦＴ ＋Γ（Ｑｗ － ＳＱ － １
ε ＳＴ）ΓＴ （３ ．８ ．４９）

它可由（３ ．７ ．７３）用迭代法求解 ．而ε（ｔ）由如下稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器计算 ．
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．８ ．５０）

Ｋｐ ＝珡ΦＫｆ ＋ Ｊ （３ ．８ ．５１）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．８ ．５２）
相应的稳态估值器误差方差阵为

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑｗ， Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （３ ．８ ．５３）

Ｐθ（Ｎ）＝ Ｐθ（Ｎ － １）－ Ｍθ（Ｎ）ＱεＭθ（Ｎ） （３ ．８ ．５４）
或

Ｐθ（Ｎ）＝ Ｑθ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ＱεＭ

Ｔ
θ（ｉ）， Ｎ ≥ ０ （３ ．８ ．５５）

相应于定理 ３ ．７ ．１３，应用定理 ３ ．７ ．１有如下另一种形式稳态白噪声估值器 ．
【定理 ３ ．８ ．７】 带相关噪声系统（３ ．８ ．１）和（３ ． ８ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，有统一的稳态白

噪声估值器

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．８ ．５６）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍθ（Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．８ ．５７）
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或

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．８ ．５８）

其中θ＝ ｗ，ｖ，Ｎ ＝ １，２，…，且定义
Ｍｗ（０）＝ ＳＱ － １

ε ， Ｍｖ（０）＝ ＱｖＱ － １
ε （３ ．８ ．５９）

Ｍθ（Ｎ）＝ Ｄθ（ΨＴ
ｐ）Ｎ － １ＨＴＱ － １

ε ， Ｎ≥１ （３ ．８ ．６０）

Ｄｗ ＝ ＱｗΓＴ － ＳＫＴ
ｐ （３ ．８ ．６１）

Ｄｖ ＝ ＳＴΓＴ － ＱｖＫＴ
ｐ （３ ．８ ．６２）

Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ （３ ．８ ．６３）

Ｋｐ ＝［ΦΣＨＴ ＋ΓＳ］Ｑ － １
ε ， Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ （３ ．８ ．６４）

其中Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ΦΣΦＴ －［ΦΣＨＴ ＋ΓＳ］［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １［ΦΣＨＴ ＋ΓＳ］Ｔ ＋ΓＱｗΓＴ （３ ．８ ．６５）
它可由（３ ．７ ．２４）用迭代法求解：Σ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），因而当 ｔ 充分大有Σ≈Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．新

息ε（ｔ）可由如下稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器计算 ．
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．８ ．６６）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．８ ．６７）
带任意初值 ｘ^（１ ｜０）．稳态白噪声估值器误差方差阵由（３ ．８ ．５３）～（３ ．８ ．５５）计算 ．

３ ．９ 基于 Ｋａｌｍａｎ滤波的时域 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器设计方法

所谓 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器是指滤波器可表为以观测信号作为输入的传递函数形式 ．经典
Ｗｉｅｎｅｒ［１２］滤波方法是频域方法 ．本节介绍由作者［３８］提出的基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波器的时
域 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器设计方法 ．通过建立观测信号的 ＡＲＭＡ新息模型，以 ＡＲＭＡ新息模型作
为桥梁，由稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器可化为等价的 Ｗｉｅｎｅｒ估值器 ．这种 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器的优点是
它避免了计算最优初值，它是渐近稳定的，且可化为分量的解耦 Ｗｉｅｎｅｒ 滤波器 ．这种
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器是稳态滤波器，可统一处理滤波预报和平滑问题，是针对线性离散定常（时
不变）系统设计的 ．

３ ．９ ．１ ＡＲＭＡ新息模型

为简单计，本节考虑带相关噪声的定常系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．９ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．２）
它不带控制项 ｕ（ｔ），即 ｕ（ｔ）＝ ０ ．假设该系统满足节 ３ ．８的假设 １和假设 ３，于是存在稳
态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （３ ．９ ．３）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （３ ．９ ．４）
其中稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ，由节 ３ ．８通过解稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程可用两种算法求 Ｋｐ ．上
两式用状态空间模型描写了新息ε（ｔ）与观测 ｙ（ｔ）的关系，叫状态空间新息模型 ．将（３ ．９ ．
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４）代入（３ ．９ ．３）可得在 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器形式下的稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．９ ．５）

或写在传递函数形式下有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ） （３ ．９ ．６）

其中 ｑ － １为单位滞后算子 ．因上式具有以观测 ｙ（ｔ）作为输入、传递函数为（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １

的表达式，因此是 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．易知上式中Ψｐ 为

Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ （３ ．９ ．７）
状态空间新息模型（３ ．９ ．３）和（３ ．９ ．４）可化为如下 ＡＲＭＡ新息模型 ．
【定理 ３ ．９ ．１】 带相关噪声的定常系统（３ ．９ ．１）和（３ ．９ ．２）在节 ３ ．８的假设 １和假设 ３

下，有 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ψ（ｑ － １）ε（ｔ） （３ ．９ ．８）

其中分别定义多项式ψ（ｑ － １）和多项式矩阵 Ａ（ｑ － １）

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （３ ．９ ．９）

Ａ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ －Ψｐ）Ｋｐｑ － １ （３ ．９ ．１０）
且ψ（ｑ － １）是稳定的多项式（即ψ（ｘ）的所有零点位于单位圆外）．

证明 将（３ ．９ ．６）代入（３ ．９ ．４）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （３ ．９ ．１１）

将求逆公式（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）／ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）代入上式后，两边乘以

ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ），整理后得（３ ．９ ．８）～（３ ． ９ ． １０）．因为在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器（３ ． ９ ． ５）中Ψｐ

是稳定矩阵［２］，即Ψｐ 的特征值位于单位圆内，故有ψ（ｑ － １）为稳定的多项式 ． □
【注 ３ ．９ ．１】 注意ψ（ｑ － １）是标量多项式，记ψ（ｑ － １）＝ １ ＋ψ１ ｑ － １ ＋ … ＋ψｎ

ψ
ｑ － ｎ

ψ，而

ε（ｔ）是 ｍ × １ 维向量，在式（３ ． ９ ． ８）中应定义ψ（ｑ － １）ε（ｔ）＝ε（ｔ）＋ψ１ε（ｔ － １）＋ … ＋

ψｎ
ψ
ε（ｔ － ｎψ）．即ψ（ｑ － １ε（ｔ）＝ψ（ｑ － １）Ｉｍε（ｔ）．

３ ．９ ．２ 白噪声Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

由定理 ３ ．８ ．６或定理 ３ ．８ ．７的（３ ．８ ．４０）有稳态白噪声估值器

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０，θ ＝ ｗ，ｖ （３ ．９ ．１２）

【定理 ３ ．９ ．２】 带相关噪声定常系统（３ ． ９ ． １）和（３ ． ９ ． ２）在节 ３ ． ８的假设 １和假设 ３
下，有白噪声新息滤波器

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ Ｎ），θ＝ ｗ，ｖ （３ ．９ ．１３）
它的输入为新息ε（ｔ ＋ Ｎ），传递函数为

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ｑｉ－ Ｎ （３ ．９ ．１４）

它是多项式矩阵 ．因为θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０（Ｎ ＜ ０），故可定义
ＬθＮ（ｑ － １）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （３ ．９ ．１５）

而 Ｍθ（ｉ）由定理 ３ ．８ ．６或定理 ３ ．８ ．７计算 ．
稳态估值误差珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ（ｔ）－θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵 Ｐθ（Ｎ）为（３ ．８ ．５３），
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Ｐθ（Ｎ）＝ Ｑθ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ＱεＭ

Ｔ
θ（ｉ） （３ ．９ ．１６）

证明 由（３ ．９ ．１２）有

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍθ（ｉ）ｑｉ－ Ｎε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１７）

由定义（３ ．９ ．１４）和上式得（３ ．９ ．１３）． □
【定理 ３ ．９ ．３】 在定理 ３ ．９ ．２条件下，有白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
ＬθＮ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）

ψ（ｑ － １） ｙ（ｔ ＋ Ｎ），θ＝ ｗ，ｖ （３ ．９ ．１８）

或

ψ（ｑ － １）^θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫθＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１９）

ＫθＮ（ｑ － １）＝ ＬθＮ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １） （３ ．９ ．２０）
且（３ ．９ ．１８）或（３ ．９ ．１９）是渐近稳定的，因而可任意取θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的初值 ．

证明 由（３ ．９ ．８）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ａ（ｑ － １）
ψ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２１）

将其代入（３ ．９ ．１３）得（３ ．９ ．１８）和（３ ．９ ．１９）．由ψ（ｑ － １）是稳定的多项式引出（３ ．９ ．１８）或（３ ．
９ ．１９）的渐近稳定性 ． □

３ ．９ ．３ 统一的Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

在定理 ３ ．８ ．３ ～定理 ３ ．８ ．５基础上，有如下定理 ．
【定理 ３ ．９ ．４】 带相关噪声的定常系统（３ ．９ ．１）和（３ ．９ ．２）在节 ３ ．８的假设 １和假设 ３

下，有统一的 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）为

ΨＮ（ｑ － １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２２）
其中对 Ｎ ＝ ０定义

Ψ０（ｑ － １）＝ Ｉｎ － ｑ － １Ψｆ，

Ｋ０（ｑ － １）＝ Ｋｆ ＋［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｊｑ － １ （３ ．９ ．２３）
对 Ｎ ＞ ０定义

ΨＮ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １） （３ ．９ ．２４）

ＫＮ（ｑ － １）＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐｑ － １ － Ｎ ＋ Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １） （３ ．９ ．２５）

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉｑｉ － Ｎ （３ ．９ ．２６）

对 Ｎ ＝ － １定义

Ψ － １（ｑ － １）＝ Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ （３ ．９ ．２７）

Ｋ － １（ｑ － １）＝ Ｋｐ （３ ．９ ．２８）
对 Ｎ ＜ － １定义

ΨＮ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １） （３ ．９ ．２９）

ＫＮ（ｑ － １）＝Φ － Ｎ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ （３ ．９ ．３０）
其中Ψｐ，Ｋｐ 和Ψｆ，Ｋｆ 分别为稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器和滤波器的转移阵和增益阵，Ｋｉ 为稳态
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Ｋａｌｍａｎ平滑增益，详见定理 ３ ．８ ．３ ～ ３ ．８ ．５ ．ψ（ｑ － １）和 Ａ（ｑ － １）的 ＡＲＭＡ新息模型定义 ．
对 Ｎ ＝ － １，一步稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器误差方差阵为Σ ．对 Ｎ ＝ ０，稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器

误差方差阵为 Ｐ，且 Ｐ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Σ，它们已由定理 ３ ．８ ．３ ～ ３ ．８ ．５给出 ．
对 Ｎ ＞ ０，稳态平滑误差方差阵为

ＰＮ ＝ Σ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＫｉＱεＫ

Ｔ
ｉ （３ ．９ ．３１）

对 Ｎ ＜ － １，稳态 Ｋａｌｍａｎ预报误差方差阵为

ＰＮ ＝ Φ － Ｎ－１Σ（Φ － Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－ Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ － Ｎ－ ｊΓＱｗΓＴ（Φ － Ｎ－ ｊ）Ｔ （３ ．９ ．３２）

或等价地有

ＰＮ ＝ Φ － Ｎ－１Σ（Φ － Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－ Ｎ－２

ｉ ＝ ０
ΦｉΓＱｗΓＴΦｉＴ （３ ．９ ．３３）

证明 由（３ ．８ ．１５）和（３ ．８ ．２３）对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＝ － １ 定理显然成立 ．对 Ｎ ＞ ０，（３ ．８ ．３６）可
写为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．３４）

其中 Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）由（３ ．９ ．２６）定义 ．将（３ ． ９ ． ６）和（３ ． ９ ． ２１）代入（３ ． ９ ． ３４）得（３ ． ９ ． ２４）和 ３ ． ９ ．

２５）．对 Ｎ ＜ － １，由（３ ．９ ．１）和射影性质有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － ２）＝Φｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２），

ｘ^（ｔ ｜ ｔ － ３）＝Φｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ３）＝Φ２ ｘ^（ｔ － ２ ｜ ｔ － ３），


ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝Φ － Ｎ － １ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

（３ ．９ ．３５）

应用（３ ．９ ．６）有
ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．３６）

将上式代入（３ ．９ ．３５）得（３ ．９ ．２９）和（３ ．９ ．３０）．而（３ ．９ ． ３１）和（３ ． ９ ． ３２）见（３ ． ８ ． ３５）和（３ ． ８ ．
２８）． □

３ ．９ ．４ 状态分量解耦Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

注意，上述 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器的一个重要应用是用于设计状态分量的解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤
波器 ．在许多应用问题中，人们只是感兴趣状态的一部分分量或某个分量的估计问题，特
别对用增广状态方法引起的高维系统状态估计问题，就出现这种问题 ．为了减小计算负
担，人们只需计算感兴趣的状态分量 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器即可，而不必计算其他状态分量的滤
波器 ．文献［１８］用 ｚ变换和求解线性方程组解决了状态分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器设计问题，
没有解决解耦 Ｗｉｅｎｅｒ预报器和平滑器设计问题 ．文献［７］用现代时间序列分析方法统一
解决了状态分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ 预报器和平滑器设计问题 ．下面提出了统一的基于经典
Ｋａｌｍａｎ方法的状态分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器，可统一处理滤波、预报和平滑问题 ．
【定理 ３ ．９ ．５】 带相关噪声定常系统（３ ． ９ ． １）和（３ ． ９ ． ２）在节 ３ ． ８的假设 １和假设 ３

下，记状态 ｘ（ｔ）的分量形式为 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）］Ｔ，则有状态分量 ｘｉ（ｔ）的
解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＜ ０或 Ｎ ＞ ０）为

ψ（ｑ － １）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，ｎ （３ ．９ ．３７）
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其中对 Ｎ ＞ １和 Ｎ ＜ － １，ＫＮ（ｑ － １）由定理 ３ ．９ ．３的（３ ．９ ．２５）和（３ ．９ ．３０）定义，且定义

ＫＮ（ｑ － １）＝
ＫＮ１（ｑ － １）



ＫＮｎ（ｑ － １









）

（３ ．９ ．３８）

其中 １ × ｍ 行向量ＫＮｉ（ｑ － １）为 １ × ｍ 阵ＫＮ（ｑ － １）的第 ｉ 行向量 ．也可记为

ＫＮｉ（ｑ － １）＝ ｅｉＫＮ（ｑ － １） （３ ．９ ．３９）

ｅｉ ＝［０…０ １ ０…０］ （３ ．９ ．４０）

其中定义 １ × ｍ 行向量 ｅｉ 为第 ｉ 个元素为 １，其余元素为零的向量 ．
对于 Ｎ ＝ ０，分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器为

ψ（ｑ － １）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋ０ ｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｎ （３ ．９ ．４１）

Ｋ０ ｉ（ｑ － １）＝ ｅｉａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｆ）Ｋ０（ｑ － １） （３ ．９ ．４２）

其中 Ｋ０（ｑ － １）由（３ ．９ ．２３）定义 ．
对 Ｎ ＝ － １，分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ状态预报器为

ψ（ｑ － １）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｋ － １ ｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ － １）， ｉ ＝ １，…，ｎ （３ ．９ ．４３）

Ｋ － １ ｉ（ｑ － １）＝ ｅｉａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ （３ ．９ ．４４）

证明 将定理（３ ．９ ．３）中对 Ｎ ＞ ０和 Ｎ ＜ － １的（３ ．９ ．２４）和（３ ．９ ．２５）及（３ ．９ ．２９）和（３ ．
９ ．３０）写成分量形式即得（３ ． ９ ． ３７）～（３ ． ９ ． ４２）．对 Ｎ ＝ ０，由（３ ． ９ ． ２２）和（３ ． ９ ． ２３）有稳态
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｆ）－ １Ｋ０（ｑ － １）ｙ（ｔ） （３ ．９ ．４５）
由（３ ．８ ．１６）和（３ ．８ ．２４）有

Ψｐ ＝珡Φ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］， Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］珡Φ （３ ．９ ．４６）

因而有
ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｆ）＝ψ（ｑ － １） （３ ．９ ．４７）

将（Ｉｎ － ｑ － １Ψｆ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｆ）／ψ（ｑ － １）代入（３ ．９ ．４５）引出（３ ．９ ．４１）和（３ ．９ ．４２）．
对 Ｎ ＝ － １有 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ － １） （３ ．９ ．４８）

类似地，这引出（３ ．９ ．４３）和（３ ．９ ．４４）． □
【例 ３ ．９ ．１】 考虑雷达跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ Ｔ
０[ ]

ρ
ｘ（ｔ）＋ [ ]１０ ｗ（ｔ） （３ ．９ ．４９）

ｙ（ｔ）＝［１ ０］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．５０）
其中 ｘ（ｔ）＝［ｓ（ｔ），·ｓ（ｔ）］Ｔ，ρ为模型参数，ｓ（ｔ）和·ｓ（ｔ）各为运动目标在时刻 ｔＴ 的位置和
速度，Ｔ 为采样周期，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｖ 的独立白噪声 ．容易导出在
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器形式下的 Ｋａｌｍａｎ稳态滤波器为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝Ψｆ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ） （３ ．９ ．５１）

Ｋｆ ＝
α

β／[ ]Ｔ ， Ψｆ ＝
１ －α （１ －α）Ｔ
－β／ Ｔ ρ－[ ]

β
（３ ．９ ．５２）
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并称其为α－β滤波器 ．由定理 ３ ．９ ．５可得解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为
［１ －（１ －α＋ρ－β）ｑ

－ １ ＋ρ（１ －α）ｑ － ２］^ｓ（ｔ ｜ ｔ）＝［α＋（β－αρ）ｑ
－ １］ｙ（ｔ）

（３ ．９ ．５３）

［１ －（１ －α＋ρ－β）ｑ
－ １ ＋ρ（１ －α）ｑ － ２］^ｓ·（ｔ ｜ ｔ）＝［β（１ － ｑ － １）／ Ｔ］ｙ（ｔ）（３ ．９ ．５４）

３ ．９ ．５ 观测Ｗｉｅｎｅｒ预报器

【定理 ３ ．９ ．６】 带相关噪声定常系统（３ ． ９ ． １）和（３ ． ９ ． ２）在节 ３ ． ８的假设 １和假设 ３
下，有观测 ｙ（ｔ ＋ Ｎ）的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器为

ψ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＪＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （３ ．９ ．５５）
其中定义多项式矩阵 ＪＮ（ｑ － １）为

ＪＮ（ｑ － １）＝ ＨΦＮ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ， Ｎ ＞ ０，

ＪＮ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １）ＩｍｑＮ， Ｎ≤０ （３ ．９ ．５６）
稳态预报误差珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）的方差阵 ＰｙＮ ＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋
Ｎ ｜ ｔ）］为

ＰｙＮ ＝ ＨＰＮＨＴ ＋ Ｑｖ， Ｎ ＞ １ （３ ．９ ．５７）

其中 ＰＮ为状态预报 ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）的稳态方差阵，由（３ ．８ ．２８）定义为

ＰＮ ＝ ΦＮ－１Σ（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
ΦＮ－ ｊΓＱｗΓＴΦ（Ｎ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ＞ １ （３ ．９ ．５８）

对 Ｎ ＝ １有
Ｐｙ１ ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ （３ ．９ ．５９）

对 Ｎ≤０有
ＰｙＮ ＝ ０， Ｎ≤０ （３ ．９ ．６０）

证明 由（３ ．９ ．２）和射影性质，注意 ｖ（ｔ ＋ Ｎ）⊥（ｙ（ｔ），…，ｙ（１）），则有
ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）， Ｎ ＞ ０ （３ ．９ ．６１）

而注意
ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ΦＮ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １ ｙ（ｔ） （３ ．９ ．６２）
由此可得（３ ．９ ．５５）和（３ ．９ ．５６）的第一式 ．对 Ｎ≤０，我们有 ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ），这引出
（３ ．９ ．５５）和（３ ．９ ．５６）的第二式 ．对 Ｎ ＞ １，由（３ ．９ ．２）和（３ ．９ ．６１）相减引出

珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．６３）
易知 ｖ（ｔ ＋ Ｎ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ），故有（３ ．９ ．５９）成立 ．对 Ｎ≤０有 ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ），因而
珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ０，这引出（３ ．９ ．６０）成立 ． □

３ ．９ ．６ 多通道 ＡＲＭＡ信号Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

利用基于 Ｋａｌｍａｎ滤波的白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器和观测 Ｗｉｅｎｅｒ预报器，可以设计多通
道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器［７，８］．它可统一处理滤波、平滑和预报问题 ．

考虑多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题
Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｗ（ｔ） （３ ．９ ．６４）

·９５１·



ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．６５）
其中 ｓ（ｔ）∈Ｒｍ 为待估的多通道 ＡＲＭＡ信号，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ 为对 ｓ（ｔ）的观测信号，ｗ（ｔ）∈Ｒｒ

和 ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 为零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖ 的独立白噪声，ｑ － １为单位滞后算子，

Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｃ（ｑ － １）＝ Ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｃｎｃ
ｑ － ｎｃ （３ ．９ ．６６）

其中 ｍ × ｍ 阵 Ａｉ 和 ｍ × ｒ 阵 Ｃｉ 为系数阵，设阶次 ｎａ≥ ｎｃ，且多项式矩阵 Ａ（ｑ － １）和

Ｃ（ｑ － １）左素 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…），设计信号 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤
波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

由定理 １ ．６ ．１，式（３ ．９ ．６４）和（３ ．９ ．６５）有等价的状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．６７）
其中定义 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

Φ ＝

－ Ａ１

 Ｉｍ（ｎａ － １）

－ Ａｎａ
０ …











０
， Γ ＝

Ｃ１


Ｃｎ











ａ

， Ｈ ＝［Ｉｍ ０ … ０］ （３ ．９ ．６８）

由（Ａ（ｑ － １），Ｃ（ｑ － １））左素的假设引出系统（３ ． ９ ． ６６）和（３ ． ９ ． ６７）是完全可观、完全可控
的，因而存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ ｙ（ｔ） （３ ．９ ．６９）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （３ ．９ ．７０）
它引出 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ψ（ｑ － １）ε（ｔ） （３ ．９ ．７１）

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （３ ．９ ．７２）

Λ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐｑ － １ （３ ．９ ．７３）
其中Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ，Ｋｐ ＝ΦＫｆ，Ｋｆ ＝ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １，且Σ满足如下稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ＨΣ］ΦＴ ＋ΓＱｗΓＴ （３ ．９ ．７４）
它可用迭代法求解 ．由Ψｐ 是稳定矩阵［２］引出ψ（ｑ － １）是稳定多项式 ．应用定理 ３ ． ９ ． ３ 可
得白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ψ（ｑ － １）^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ － １）Λ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．７５）

由定理 ３ ．９ ．６可得 Ｗｉｅｎｅｒ观测预报器

ψ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．７６）
由（３ ．９ ．６３）和射影性质有

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．７７）
将（３ ．９ ．７５）和（３ ．９ ．７６）代入（３ ．９ ．７７）可得如下定理 ．
【定理 ３ ．９ ．７】 多通道 ＡＲＭＡ信号（３ ．９ ．６２）和（３ ．９ ．６３）有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ψ（ｑ － １）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．７８）
其中定义多项式矩阵 ＫＮ（ｑ － １）为

ＫＮ（ｑ － １）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ － １）－ Ｌｖ
Ｎ（ｑ － １）Λ（ｑ － １） （３ ．９ ．７９）

·０６１·



稳态滤波误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 ＰｓＮ ＝ Ｅ［珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

ＰｓＮ ＝ ＨＰＮＨＴ （３ ．９ ．８０）

其中状态估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的误差方差阵 ＰＮ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］由定理 ３ ．８ ．４和定理 ３ ．８ ．５给出为

ＰＮ ＝ Σ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＫｉＱεＫ

Ｔ
ｉ， Ｎ ≥ ０ （３ ．９ ．８１）

ＰＮ ＝ Φ － Ｎ－１Σ（Φ － Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ － Ｎ－ ｊΓＱｗΓＴ（Φ － Ｎ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ＜ － １ （３ ．９ ．８２）

Ｐ － １ ＝Σ （３ ．９ ．８３）

其中 Ｑε，Ｋｆ 由定理 ３ ．８ ．５计算 ．
证明 将（３ ．９ ．７５）和（３ ．９ ．７６）代入（３ ．９ ．７７）得（３ ．９ ．７８）和（３ ．９ ．７９）．由ψ（（ｑ － １）是稳

定的多项式引出（３ ．９ ．７８）是渐近稳定的 ．比较（３ ．９ ．６３）和（３ ．９ ．６７）有
ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （３ ．９ ．８４）

在上式两边取射影运算有
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．８５）

上两式相减引出
珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．８６）

这引出（３ ．９ ．８０）成立 ．于是应用定理 ３ ．８ ．４和定理 ３ ．８ ．５得（３ ．９ ．８１）～（３ ．９ ．８３）． □
【定理 ３ ．９ ．８】 多通道 ＡＲＭＡ信号（３ ．９ ．６４）和（３ ．９ ．６５）有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ψ（ｑ － １）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．８７）

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）＝ ＨＫＮ（ｑ － １）， Ｈ ＝［Ｉｍ ０ … ０］ （３ ．９ ．８８）

其中 ＫＮ（ｑ － １）由定理 ３ ．９ ．４计算，且估值误差方差阵 ＰｓＮ由（３ ．９ ．８０）～（３ ．９ ．８３）计算 ．
证明 由定理 ３ ．９ ．４有系统（３ ．９ ．６７）的 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

ψ（ｑ － １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．８９）
注意 ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ），因而有

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．９０）
将（３ ．９ ．８９）代入（３ ．９ ．９０）得（３ ．９ ．８７）和（３ ．９ ．８８）．由关系珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）引出
（３ ．９ ．８０）～（３ ．９ ．８３）．证毕 ． □

【例 ３ ．９ ．２】 考虑雷达跟踪系统
（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ１ ｑ － １ｗ（ｔ） （３ ．９ ．９１）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．９２）

Ａ１ ＝ －
１ Ｔ[ ]０ １

， Ｃ１ ＝
０ ．５Ｔ２[ ]Ｔ

（３ ．９ ．９３）

其中 ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）］Ｔ，ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ 运动目标的位置、速度和
加速度且 ｙ（ｔ）∈Ｒ２ 为对 ｓ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）∈Ｒ２ 为观测噪声 ．设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均
值、方差阵各为σ２

ｗ 和Ｑｖ 的独立白噪声 ．问题是求 Ｗｉｅｎｅｒ信号平滑器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）．在仿真
中取

Ｔ ＝ ０ ．５，σ２
ｗ ＝ １，

·１６１·



Ｑｖ ＝
４ ０
０ ６ ．[ ]２５

（３ ．９ ．９４）

应用定理 ３ ．９ ．７仿真结果如图 ３ ． ９ ． １ 所示，其中（ａ）为位置 ｓ１（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ 平滑器 ｓ^１（ｔ ｜
ｔ ＋ １），（ｂ）为速度 ｓ２（ｔ）和Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｓ^２（ｔ ｜ ｔ ＋ １），图中实线代表真实值，虚线代表平滑
估值 ．

图 ３ ．９ ．１ 位置 ｓ１（ｔ）和速度 ｓ２（ｔ）及它们的 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪平滑器

３ ．９ ．７ 随机控制系统的状态分量解耦Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

在许多应用问题中，人们有时只对状态的某个分量或某几个分量的估计感兴趣 ．例如
在以位置、速度和加速度为状态变量的雷达跟踪系统中，对目标位置跟踪而言，人们只对
目标的位置的估计感兴趣 ．又例如在解决带观测噪声的 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题时，
用状态空间方法构造相应的状态空间模型，待估 ＡＲＭＡ信号只是状态的一个分量 ．因此
用 Ｋａｌｍａｎ滤波器计算整个状态的估值会浪费了许多不必要的计算量，不便于实时应用，
而只需计算相应于待估 ＡＲＭＡ信号的那个状态分量的估值即可 ．这里将定理 ３ ． ９ ． ５的结
果推广到随机控制系统 ．

考虑随机控制系统（３ ．８ ．１）和（３ ．８ ．２）在假设 １ ～ ３下，有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐ ｙ（ｔ） （３ ．９ ．９５）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （３ ．９ ．９６）
【定理 ３ ．９ ．９】 带相关噪声的定常随机控制系统（３ ． ８ ． １）和（３ ． ８ ． ２）在假设 １ ～ ３ 下，

有受控的自回归滑动平均（ＣＡＲＭＡ）新息模型
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｕ（ｔ）＋ψ（ｑ － １）ε（ｔ） （３ ．９ ．９７）

其中定义

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （３ ．９ ．９８）

Ａ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐｑ － １ （３ ．９ ．９９）

Ｂ（ｑ － １）＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｂｑ － １ （３ ．９ ．１００）
证明 由（３ ．９ ．９５）有

ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １［Ｂｑ － １ｕ（ｔ）＋ Ｋｐｑ － １ ｙ（ｔ）］ （３ ．９ ．１０１）
将它代入（３ ．９ ．９６）可得（３ ．９ ．９７）～（３ ．９ ．１００）． □

·２６１·



【定理 ３ ．９ ．１０】 带相关噪声的定常随机控制系统（３ ．８ ．１）和（３ ．８ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，
记状态 ｘ（ｔ）的分量形式为 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）］Ｔ，则有状态分量 ｘｉ（ｔ）的解耦
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器和平滑器（Ｎ≥０）为

ψ（ｑ － １）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｕ
Ｎｉ（ｑ － １）ｕ（ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｋｙ

Ｎｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，ｎ
（３ ．９ ．１０２）

其中定义记号 ｅｉ ＝［０…０ １ ０…０］，它是 １ × ｎ 行向量，它的第 ｉ 个元素为 １，其余元素为
零，且定义

Ｋｕ
Ｎｉ（ｑ － １）＝ ｅｉＫｕ

Ｎ（ｑ － １）， Ｋｙ
Ｎｉ（ｑ － １）＝ ｅｉＫｙ

Ｎ（ｑ － １） （３ ．９ ．１０３）

Ｋｕ
Ｎ（ｑ － １）＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｂｑ － １ － Ｎ － ＢＫ ｓ

Ｎ（ｑ － １）Ｂ（ｑ － １） （３ ．９ ．１０４）

Ｋｙ
Ｎ（ｑ － １）＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐｑ － １ － Ｎ ＋ Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １） （３ ．９ ．１０５）

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉｑｉ － Ｎ （３ ．９ ．１０６）

稳态分量估值误差珓ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘｉ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差 ＰＮｉ ＝ Ｅ［珓ｘ２ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（Ｎ≥
０）为

ＰＮｉ ＝ ｅｉＰＮｅＴｉ， ｉ ＝ １，…，ｎ，Ｎ≥０ （３ ．９ ．１０７）
即 ＰＮｉ为ＰＮ的第（ｉ，ｉ）对角元素，ＰＮ为状态 ｘ（ｔ）的估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）的误差方差阵，ＰＮ，Ｋｉ，Ψｐ 均由节 ３ ．８有关公式计算 ．

对 Ｎ ＝ － １有解耦 Ｗｉｅｎｅｒ状态分量预报器（３ ．９ ．１０２），其中定义
Ｋｕ

－ １ ｉ（ｑ － １）＝ ｅｉａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｂ （３ ．９ ．１０８）

Ｋｙ
－ １ ｉ（ｑ － １）＝ ｅｉａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ （３ ．９ ．１０９）

稳态预报误差珓ｘｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘｉ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）的方差 Ｐ － １ ｉ ＝ Ｅ［珓ｘ２ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）］为

Ｐ－１ ｉ ＝ ｅｉΣｅＴｉ （３ ．９ ．１１０）
其中Σ为稳态 Ｋａｌｍａｎ预报误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）的方差阵，它由节 ３ ．８的
稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程决定 ．这表明 Ｐ － １ ｉ为Σ的第（ｉ，ｉ）对角元素 ．

证明 对 Ｎ≥０由节 ３ ．８有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１１１）
其中 Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ － １）由（３ ．９ ．１０６）定义，由（３ ．９ ．９７）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ψ
－ １（ｑ － １）［Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）－ Ｂ（ｑ － １）ｕ（ｔ ＋ Ｎ）］ （３ ．９ ．１１２）

将（３ ．９ ．１０１）和上式代入（３ ．９ ．１１１）可得 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器和平滑器

ψ（ｑ － １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｕ
Ｎ（ｑ － １）ｕ（ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｋｙ

Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ≥０ （３ ．９ ．１１３）
将它按分量表示，可得（３ ． ９ ． １０２）～（３ ． ９ ． １０６），对 Ｎ ＝ － １，由（３ ． ９ ． １０１）立即引出（３ ． ９ ．
１０８）和（３ ．９ ．１０９），且有

ψ（ｑ － １）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｋｕ
－ １ ｉ（ｑ － １）ｕ（ｔ － １）＋ Ｋｙ

－ １ ｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ － １）， ｉ ＝ １，…，ｎ
（３ ．９ ．１１４）

【例 ３ ．９ ．３】 考虑带相关噪声的随机控制系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．６ － ０ ．５
０ ０ ．[ ]９

ｘ（ｔ）＋ [ ]１３ ｕ（ｔ）＋
－ １[ ]２

ｗ（ｔ） （３ ．９ ．１１５）

ｙ（ｔ）＝［１ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．１１６）
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ｖ（ｔ）＝ ｗ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１１７）
ｕ（ｔ）＝ ｓｉｎ（２πｔ ／ ３００） （３ ．９ ．１１８）

其中状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｗ（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２ｗ ＝ １和σ２
ξ ＝ １的独

立高斯白噪声 ．显然有 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是相关的白噪声，相关系数为 Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ）］＝ Ｓ ＝
σ２

ｗ ＝ １ ．取 Ｎ ＝ ２，应用定理 ３ ．９ ．１０可求得分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ 平滑器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２），ｉ ＝ １，２ ．仿
真结果如图 ３ ．９ ．２所示，其中虚线代表真实值，实线代表平滑估值 ．

图 ３ ．９ ．２ 解耦 Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

３ ．９ ．８ 带有色观测噪声随机控制系统状态分量解耦Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

考虑带有色观测噪声的定常随机控制系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．９ ．１１９）

ｚ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋η（ｔ） （３ ．９ ．１２０）

η（ｔ ＋ １）＝ Ａη（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１２１）
其中状态 ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）］Ｔ，观测 ｚ（ｔ）∈Ｒｍ，控制 ｕ（ｔ）∈Ｒｐ，η（ｔ）为
有色观测噪声，服从模型（３ ． ９ ． １２１），ξ（ｔ）∈Ｒｍ，ｗ（ｔ）∈Ｒｒ 是零均值、方差阵各为 Ｑξ和
Ｑｗ 的相互独立白噪声，Φ，Ｂ，Γ，Ｈ０，Ａ 是适当维数常阵 ．且设 ｕ（ｔ）是有界的 ．问题是基
于观测（ｚ（ｔ ＋ Ｎ），ｚ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求状态分量 ｘｉ（ｔ）的解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），
ｉ ＝ １，…，ｎ ．

有色观测噪声η（ｔ）可表为
（Ｉｍ － ｑ － １Ａ）η（ｔ ＋ １）＝ξ（ｔ） （３ ．９ ．１２２）

在（３ ．９ ．１２０）中置 ｔ ＝ ｔ ＋ １后用（Ｉｍ － ｑ － １Ａ）左乘，再利用（３ ．９ ．１９）可得新的观测方程
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．１２３）

其中定义新的观测过程是 ｙ（ｔ），观测阵 Ｈ 和观测噪声 ｖ（ｔ）为
ｙ（ｔ）＝（Ｉｍ － ｑ － １Ａ）ｚ（ｔ ＋ １）－ Ｈ０Ｂｕ（ｔ） （３ ．９ ．１２４）

Ｈ ＝ Ｈ０Φ － ＡＨ０ （３ ．９ ．１２５）

ｖ（ｔ）＝ Ｈ０Γｗ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１２６）
对于等价系统（３ ．９ ．１１９）和（３ ．９ ．１２３），显然 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零均值白噪声，且它们

是相关的，即它们有相关阵 Ｓ 为
Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝ ＱｗΓＴＨＴ

０ （３ ．９ ．１２７）
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且 ｖ（ｔ）有方差阵
Ｑｖ ＝ Ｅ［ｖ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝ Ｈ０ΓＱｗΓＴＨＴ

０ ＋ Ｑξ （３ ．９ ．１２８）
带相关噪声的定常系统（３ ．９ ．１１９）和（３ ．９ ．１２３）显然具有（３ ．８ ．１）和（３ ．８ ．２）形式 ．假设

它满足节 ３ ．８的假设 １ ～ ３，则应用定理 ３ ．９ ．１０有分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为

ψ（ｑ － １）^ｘ ｙｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｕ
Ｎｉ（ｑ － １）ｕ（ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｋｙ

Ｎｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ），

ｉ ＝ １，…，ｎ，Ｎ ＝ － １或 Ｎ≥０ （３ ．９ ．１２９）
其中 ｘ^ ｙｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）表示基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）对 ｘｉ（ｔ）的估值 ．

用 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）表示基于原始观测（ｚ（ｔ ＋ Ｎ），ｚ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）对 ｘｉ（ｔ）的估值，由定
义（３ ．９ ．１２４）有相等的线性流形 Ｌ（ｚ（ｔ ＋ Ｎ），ｚ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）＝ Ｌ（ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），ｙ（ｔ ＋
Ｎ － ２），…），因而有

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^ ｙｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １） （３ ．９ ．１３０）
于是有如下定理 ．
【定理 ３ ．９ ．１１】 带有色观测噪声定常系统（３ ．９ ．１１９）和（３ ． ９ ． １２０），假设它的等价系

统（３ ．９ ．１１９）和（３ ．９ ．１２３）满足节 ３ ．８的假设 １ ～ ３，则有状态分量 ｘｉ（ｔ）的解耦 Ｗｉｅｎｅｒ滤波
器为

ψ（ｑ － １）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄｕ
Ｎｉ（ｑ － １）ｕ（ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｄｙ

Ｎｉ（ｑ － １）ｚ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，ｎ
（３ ．９ ．１３１）

其中定义多项式矩阵
Ｄｕ

Ｎｉ（ｑ － １）＝［Ｋｕ
（Ｎ － １）ｉ（ｑ － １）－ Ｋｙ

（Ｎ － １）ｉ（ｑ － １）Ｈ０Ｂ］ｑ － １ （３ ．９ ．１３２）

Ｄｙ
Ｎｉ（ｑ － １）＝ Ｋｙ

（Ｎ － １）ｉ（ｑ － １）（Ｉｍ － ｑ － １Ａ） （３ ．９ ．１３３）
其中 Ｋｕ

Ｎｉ（ｑ － １），Ｋｙ
Ｎｉ（ｑ － １），ψ（ｑ － １）应用定理 ３ ．９ ．１０ 求得，滤波误差方差 ＰＮｉ由（３ ．９ ．１０７）

给出 ．
证明 由（３ ．９ ．１２９）置 Ｎ ＝ Ｎ － １有

ψ（ｑ － １）^ｘ ｙｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ｋｕ
（Ｎ － １）ｉ（ｑ － １）ｕ（ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋｙ

（Ｎ － １）ｉ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １）
（３ ．９ ．１３４）

由（３ ．９ ．１２４）有
ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １）＝（Ｉｍ － ｑ － １Ａ）ｚ（ｔ ＋ Ｎ）－ Ｈ０Ｂｕ（ｔ ＋ Ｎ － １） （３ ．９ ．１３５）

将（３ ．９ ．１３５）代入（３ ．９ ．１３４）得（３ ．９ ．１３１）～（３ ．９ ．１３３）．证毕 ． □
【例 ３ ．９ ．４】 考虑带有色观测噪声的雷达跟踪控制系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ Ｔ[ ]０ １

ｘ（ｔ）＋
０ ．５Ｔ２[ ]Ｔ

ｕ（ｔ）＋
０ ．５Ｔ２[ ]Ｔ

ｗ（ｔ） （３ ．９ ．１３６）

ｙ（ｔ）＝［１ ０］ｘ（ｔ）＋η（ｔ） （３ ．９ ．１３７）

η（ｔ ＋ １）＝ ０ ．８η（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１３８）
其中 Ｔ 为采样周期，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｕ（ｔ）和 ｗ（ｔ）分别为在时刻 ｔＴ
运动目标的位置、速度、机动加速度和随机加速度，且已知 ｕ（ｔ）是幅度为 ± １，宽度为 ５０
的方波，即 ｕ（ｔ）＝ １，０≤ ｔ≤５０，ｕ（ｔ）＝ － １，５０≤ ｔ≤１００，余类推 ．取 Ｔ ＝ ０ ．０５，ｗ（ｔ）和ξ（ｔ）
是零均值、方差各为σ２ｗ ＝ １和σ２

ξ ＝ ０ ．３６的独立高斯白噪声 ．取 Ｎ ＝ ２应用定理 ３ ．９ ．１１ 可
求得分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２），ｉ ＝ １，２ ．仿真结果如图 ３ ．９ ．３ 所示，其中虚线代
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表真实值，实线代表估值 ．仿真中取初值 ｘ^１（０ ｜２）＝ １，^ｘ２（１ ｜３）＝ １ ．可看到在开始阶段平滑
估值对真实值的跟踪有一个过程，过渡过程的长短不仅与初值有关，而且还与Ψｐ 的特征
值的位置有关 ．若Ψｐ 的特征值均位于零点附近，则过渡过程很短，若Ψ 有接近于单位圆
周的特征值，则有较长的过渡过程 ．对本例Ψｐ 有特征值λ１，２ ＝ ０ ．９２５ ８ ± ０ ．０１９ ０６ ｉ 接近单
位圆周，故有较长过渡过程 ．

图 ３ ．９ ．３ 解耦 Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

３ ．９ ．９ 带有色观测噪声的多通道 ＡＲＭＡ信号Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

考虑带有色观测噪声和白噪声的多通道 ＡＲＭＡ信号
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１３９）
Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．１４０）

Ｐ（ｑ － １）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （３ ．９ ．１４１）
其中 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ 为观测信号，待估信号 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ 服从向量 ＡＲＭＡ 模型（３ ． ９ ． １４０），

η（ｔ）∈Ｒｍ 为有色观测噪声，服从 ＡＲＭＡ 模型（３ ． ９ ． １４１），ξ（ｔ）∈ Ｒｍ 为白色观测噪声 ．
Ａ（ｑ － １），…，Ｒ（ｑ － １）为形如 Ｘ（ｑ － １）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ － １ ＋ … ＋ Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ的多项式矩阵，ｎｘ 为阶

次，Ｘｉ 为系数阵 ．假设 ｎａ≥ｎｃ，ｎｐ≥ｎｒ，Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｐ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ Ｉｍ 或Ｃ０ ＝ ０，Ｒ０ ＝ Ｉｍ 或Ｒ０ ＝

０ ．假设ξ（ｔ），ｅ（ｔ）∈Ｒｒ 和 ｎ（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑξ，Ｑｅ 和Ｑｎ 的相互独立白噪
声 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求信号 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．这一 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题可用图 ３ ．９ ．４表示 ．

以下我们用状态空间方法基于 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决上述问题 ．
应用定理 １ ．６ ．１ＡＲＭＡ模型（３ ．９ ．１４０）和（３ ．９ ．１４１）各有块伴随形状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝珚Ａα（ｔ）＋珚Ｃｅ（ｔ） （３ ．９ ．１４２）
ｓ（ｔ ＋ １）＝珚Ｈ１α（ｔ）＋ Ｃ０ ｅ（ｔ） （３ ．９ ．１４３）

和

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｒｎ（ｔ） （３ ．９ ．１４４）

η（ｔ）＝珚Ｈ２β（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ） （３ ．９ ．１４５）

其中规定 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），Ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），
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图 ３ ．９ ．４ 一般多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题

珚Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉｍ（ｎａ － １）

－ Ａｎａ
０ …











０
，珚Ｃ ＝

Ｃ１ － Ａ１Ｃ０


Ｃｎａ

－ Ａｎａ
Ｃ









０

， 珚Ｈ１ ＝［Ｉｍ ０…０］ （３ ．９ ．１４６）

珔Ｐ ＝

－ Ｐ１

 Ｉｍ（ｎｐ － １）

－ Ｐｎｐ
０ …











０
，珚Ｒ ＝

Ｒ１ － Ｐ１Ｒ０


Ｒｎｐ

－ Ｐｎｐ
Ｒ









０

， 珚Ｈ２ ＝［Ｉｍ ０…０］ （３ ．９ ．１４７）

引入增广状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．９ ．１４８）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．１４９）
其中定义增广状态 ｘ（ｔ），增广噪声 ｗ（ｔ）和观测噪声 ｖ（ｔ）为

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， ｗ（ｔ）＝

ｅ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]）， ｖ（ｔ）＝ Ｃ０ ｅ（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１５０）

且定义

Φ ＝
珚Ａ ０
０ 珔[ ]Ｐ

， Γ ＝
珚Ｃ ０
０ 珚[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［珚Ｈ１，珚Ｈ２］ （３ ．９ ．１５１）

易知增广系统（３ ．９ ．１４８）和（３ ．９ ．１４９）是带相关噪声系统，易知 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零均值、
方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖ，相关阵为 Ｓ 的白噪声，且有

Ｑｗ ＝
Ｑｅ ０
０ Ｑ[ ]

ｎ
， Ｑｖ ＝ Ｃ０ＱｅＣＴ

０ ＋ Ｒ０ＱｎＲＴ
０ ＋ Ｑξ，

Ｓ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝
ＱｅＣＴ

０

ＱｎＲＴ[ ]
０

（３ ．９ ．１５２）

假设增广系统是完全可观、完全能稳［２］的或假设Φ 是稳定矩阵，则它存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预
报器，进而由本节前述定理可得增广系统的 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

ψ（ｑ － １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１５３）
且可求得白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ψ（ｑ － １）ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｗ
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１５４）

由（３ ．９ ．１４３）和射影性质引出
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珚Ｈ１α^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０ ｅ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１５５）

注意定义（３ ．９ ．１５０），它可写为
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｓｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０Ｈｅｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１５６）

·７６１·



其中定义 ｍ ×（ｎａ ＋ ｎｐ）阵 Ｈｓ 和 ｒ ×（ｒ ＋ ｍ）阵 Ｈｅ 分别当
Ｈｓ ＝［Ｉｍ ０…０］， Ｈｅ ＝［Ｉｒ ０］ （３ ．９ ．１５７）

【定理 ３ ．９ ．１２】 多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题（３ ．９ ．１３９）～（３ ．９ ． １４１）有 Ｗｉｅｎｅｒ
滤波器

ψ（ｑ － １）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１５８）

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）＝ ＨｓＫＮ（ｑ － １）＋ Ｃ０ＨｅＫｗ

Ｎ（ｑ － １） （３ ．９ ．１５９）
记对增广系统状态 ｘ（ｔ）的估值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和白噪声 ｗ（ｔ）的估值 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的误差方
差阵各为 ＰＮ 和Ｐｗ

Ｎ，则当 Ｎ≥０时，对信号 ｓ（ｔ）的估值 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方
差阵 Ｐ ｓ

Ｎ ＝ Ｅ［珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为
Ｐ ｓ
Ｎ ＝ ＨｓＰＮＨＴ

ｓ ＋ Ｃ０ＨｅＰｗ
ＮＨＴ

ｅＣＴ
０ ＋ ＨｓＲ珓ｘ珘ｗＨＴ

ｅＣＴ
０ ＋ Ｃ０ＨｅＲＴ

珓ｘ珘ｗＨＴ
ｓ， Ｎ≥０ （３ ．９ ．１６０）

其中 Ｒ珓ｘ珘ｗ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｒ珓ｘ珘ｗ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
［Ｉｎδ０ ｉ，－ Ｋｉ］

０ Σ（ΨＴ
ｐ）ｊＨＴ

ＨΨｉ －１
ｐ ＤＴ

ｗ Ｑεδ
[ ]

ｉｊ

Ｉｎδ０ ｊ

－ ＭＴ
ｗ（ｊ[ ]） （３ ．９ ．１６１）

当 Ｎ ＜ ０时，有
Ｐ ｓ
Ｎ ＝ ＨｓＰＮＨＴ

ｓ ＋ Ｃ０ＨｅＱｗＨＴ
ｅＣＴ

０ （３ ．９ ．１６２）
其中Ψｐ，Ｋｉ，Ｍｗ（ｊ）分别是为增广系统稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器的转移阵，稳态 Ｋａｌｍａｎ 平滑器
的平滑增益阵及白噪声 ｗ（ｔ）的稳态平滑估值增益阵，Σ和Ｋｐ 为 Ｋａｌｍａｎ一步预报稳态误
差主差阵和增益阵，Ｑε为稳态新息方差阵，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ），δｔｔ ＝ １，且

Ｄｗ ＝ ＱｗΓＴ － ＳＫＴ
ｐ （３ ．９ ．１６３）

证明 将（３ ． ９ ． １５３）和（３ ． ９ ． １５４）代入（３ ． ９ ． １５６）得（３ ． ９ ． １５８）和（３ ． ９ ． １５９）．由（３ ． ９ ．
１４３）有

ｓ（ｔ）＝ Ｈｓｘ（ｔ）＋ Ｃ０Ｈｅｗ（ｔ） （３ ．９ ．１６４）
其中 Ｈｓ，Ｈｅ 由（３ ．９ ．１５７）定义，又对上式取射影运算有

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｓ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０Ｈｅｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１６５）
上两式相减有

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｓ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０Ｈｅ珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１６６）
当 Ｎ≥０时我们有

Ｐ ｓ
Ｎ ＝ ＨｓＰＮＨＴ

ｓ ＋ Ｃ０ＨｅＰｗ
ＮＨＴ

ｅＣＴ
０ ＋ ＨｓＲ珓ｘ珘ｗＨＴ

ｅＣＴ
０ ＋ Ｃ０ＨｅＲＴ

珓ｘ珘ｗＨＴ
ｓ （３ ．９ ．１６７）

Ｒ珓ｘ珘ｗ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （３ ．９ ．１６８）
注意关系

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．９ ．１６９）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｍｗ（ｊ）ε（ｔ ＋ ｊ），珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

（３ ．９ ．１７０）
将上两式代入（３ ．９ ．１６８）中有

Ｒ珓ｘ珘ｗ ＝ Ｅ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
［Ｉｎδ０ ｉ，－ Ｋｉ］

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）

ε（ｔ ＋ ｉ[ ]( )） ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
［Ｉｎδ０ ｊ，－ Ｍｗ（ｊ）］

ｗ（ｔ）

ε（ｔ ＋ ｊ[ ]( )）[ ]Ｔ
（３ ．９ ．１７１）

·８６１·



容易导出关系式
Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）ｗＴ（ｔ）］＝ ０ （３ ．９ ．１７２）

Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）εＴ（ｔ ＋ ｊ）］＝Σ（ΨＴ
ｐ）ｊＨＴ （３ ．９ ．１７３）

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ ｉ）］＝ Ｄｗ（ΨＴ
ｐ）ｉ － １ＨＴ， ｉ ＞ ０，

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｔ）］＝ Ｓ （３ ．９ ．１７４）
将（３ ．９ ．１７２）～（３ ．９ ．１７４）代入（３ ．９ ．１７１）得（３ ．９ ．１６１）．
当 Ｎ ＜ ０时，^ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０，因而由珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ），故（３ ．９ ．１６６）成为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｓ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０Ｈｅｗ（ｔ） （３ ．９ ．１７５）
注意，ｗ（ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），故有（３ ．９ ．１６２）成立 ． □

注意，当 Ｃ０ ＝ ０时，估值误差方差阵的计算大大简化，此时有

Ｐ ｓ
Ｎ ＝ ＨｓＰＮＨＴ

ｓ （Ｃ０ ＝ ０） （３ ．９ ．１７６）

３ ．９ ．１０ 带有色观测噪声系统Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

用增广状态方法设计带有色观测噪声系统 Ｋａｌｍａｎ滤波器，要求计算增广状态 Ｋａｌｍａｎ
估值器，通常增广状态维数较大，因而对计算原始状态 Ｋａｌｍａｎ估值器而言，这增加了计算
负担，计算了我们不感兴趣的状态部分分量的 Ｋａｌｍａｎ 估值器，然而这对计算原始状态
Ｋａｌｍａｎ估值器而言，这又是必须的 ．因为 Ｋａｌｍａｎ估值器对状态分量或部分分量而言是非
解耦的 ．这里我们用设计 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器方法克服了上述缺点 ．将直接给出原始系统
状态的 Ｗｉｅｎｅｒ估值器，避免了计算其余增广状态分量的估值器 ．

考虑带有色观测噪声的定常随机系统
ｘ０（ｔ ＋ １）＝Φ０ｘ０（ｔ）＋Γ０ｗ０（ｔ） （３ ．９ ．１７７）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ０（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１７８）

Ｐ（ｑ － １）η（ｔ ＋ １）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （３ ．９ ．１７９）
其中状态 ｘ０（ｔ）∈Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，η（ｔ）∈Ｒｍ 是 ＡＲＭＡ 有色观测噪声，ｗ０（ｔ）∈ Ｒｒ，

ξ（ｔ）∈Ｒｍ 和 ｎ（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ０，Ｑξ和Ｑｎ 的相互独立白噪声，ξ（ｔ）是
白色观测噪声，Ｈ０，Φ０，Γ０ 为适当维常阵，且

Ｐ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｐ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｐｎｐ
ｑ － ｎｐ （３ ．９ ．１８０）

Ｒ（ｑ － １）＝ Ｒ０ ＋ Ｒ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｒｎｐ
ｑ － ｎｐ （３ ．９ ．１８１）

其中 Ｐｉ，Ｒｉ 为系数阵，Ｒ０ ＝ Ｉｍ 或 Ｒ０ ＝ ０ ．且设 ｎｐ≥ ｎｒ ．问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋
Ｎ － １），…）求状态 ｘ０（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．

（３ ．９ ．１７９）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｒｎ（ｔ） （３ ．９ ．１８２）

η（ｔ）＝ Ｈ１β（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ） （３ ．９ ．１８３）
其中 Ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），且

珔Ｐ ＝

－ Ｐ１

 Ｉ（ｎｐ － １）ｍ

－ Ｐｎｐ
０ …











０
，珚Ｒ ＝

Ｒ１ － Ｐ１Ｒ０


Ｒｎｐ

－ Ｐｎｐ
Ｒ









０

， 珚Ｈ１ ＝［Ｉｍ ０…０］ （３ ．９ ．１８４）
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引入增广状态 ｘ（ｔ），增广噪声 ｗ（ｔ）和合成观测噪声 ｖ（ｔ）为

ｘ（ｔ）＝
ｘ０（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， ｗ（ｔ）＝

ｗ０（ｔ）

ｎ（ｔ[ ]）
， ｖ（ｔ）＝ Ｒ０ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．１８５）

则有增广状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．９ ．１８６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．１８７）
其中定义

Φ ＝
Φ０ ０
０ 珔[ ]Ｐ

， Γ ＝
Γ０ ０
０ 珔[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［Ｈ０，Ｈ２］ （３ ．９ ．１８８）

增广系统是带相关白噪声系统，且有 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）的方差阵 Ｑｗ，Ｑｖ 及相关阵 Ｓ 为

Ｑｗ ＝
Ｑｗ０ ０
０ Ｑ[ ]

ｎ
， Ｑｖ ＝ Ｒ０ＱｎＲＴ

０ ＋ Ｑξ， Ｓ ＝
０

ＱｎＲＴ[ ]
０

（３ ．９ ．１８９）

对增广系统假设它是完全可观、完全能稳［２］的，则可用有关定理得到它的 Ｗｉｅｎｅｒ状
态滤波器

ψ（ｑ － １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１９０）
注意定义（３ ．９ ．１８５）我们有

ｘ０（ｔ）＝ Ｈｅｘ（ｔ）， Ｈｅ ＝［Ｉｎ ０］ （３ ．９ ．１９１）
记 ＰＮ 为 ｘ（ｔ）的估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵，则有如下定理

成立 ．
【定理 ３ ．９ ．１３】 带有色观测噪声系统（３ ．９ ．１７７）～（３ ．９ ．１７９）有 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

ψ（ｑ － １）^ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ０
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１９２）

其中 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０，且
Ｋ０

Ｎ（ｑ － １）＝ ＨｅＫＮ（ｑ － １） （３ ．９ ．１９３）
且滤波误差珘ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ０（ｔ）－ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐ０

Ｎ为

Ｐ０
Ｎ ＝ ＨｅＰＮＨＴ

ｅ （３ ．９ ．１９４）
证明 由（３ ．９ ．１９１）有

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｅ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１９５）
珘ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｅ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１９６）

由（３ ．９ ．１９０）有

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
ＫＮ（ｑ － １）

ψ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．１９７）

将上式代入（３ ．９ ．１９５）得（３ ．９ ．１９２）和（３ ．９ ．１９３）．由（３ ．９ ．１９６）得（３ ．９ ．１９４）．
注意，（３ ．９ ．１９４）表明 Ｐ０

Ｎ是 ＰＮ的 ｎ 阶主对角线子阵 ． Ｋ０
Ｎ（ｑ － １）是 ＫＮ（ｑ － １）的首 ｎ 行

子阵 ．由Ψｐ 的稳定性引出ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）是稳定多项式，因而（３ ． ９ ． １９２）是渐
近稳定的 ．证毕 ． □

３ ．９ ．１１ 多通道Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器

多通道反卷积问题是估计一个动态随机系统的输入信号［２０］，经常出现在通信、信号
·０７１·



处理和控制领域 ．文献［２０］用频域多项式方法将问题归结为求解两个耦合的 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ
方程 ．文献［７］［８］用现代时间序列分析方法基于 ＡＲＭＡ 新息模型解决问题 ．这里基于
Ｋａｌｍａｎ滤波方法，基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程设计多通道 Ｗｉｅｎｅｒ 反卷积滤波器，且给出了滤波器误
差方差阵的计算公式 ．

考虑多通道反卷积问题：
ｙ（ｔ）＝Π － １（ｑ － １）Ψ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＋ Ｌ － １（ｑ － １）Ｍ（ｑ － １）ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ）（３ ．９ ．１９８）

ｓ（ｔ）＝ Ａ － １（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．１９９）
其中 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ 为观测，ｓ（ｔ）∈Ｒｎ 为输入信号，Π（ｑ － １），Ψ（ｑ － １），…，Ｃ（ｑ － １）为单位滞
后算子 ｑ － １的多项式矩阵，形如 Ｘ（ｑ － １）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ － １ ＋ … ＋ Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ，Π０ ＝ Ｉｍ，Ｌ０ ＝ Ｉｍ，

Ａ０ ＝ Ｉｎ，ｎａ≥ｎｃ，ｎπ≥ｎψ，ｎｌ≥ｎｍ ．假设 ｅ（ｔ）∈Ｒｐ，ｎ（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值的相关白噪声：

Ｅ
ｅ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]）［ｅＴ（ｊ），ｎＴ（ｊ{ }）］ ＝

Ｑｅ Ｓ０

ＳＴ
０ Ｑ[ ]

ｎ
δｔｊ （３ ．９ ．２００）

且它们独立于带零均值、方差阵为 Ｑξ的白噪声ξ（ｔ）．
引入左素分解

Ｐ － １（ｑ － １）［Ｂ（ｑ － １），Ｒ（ｑ － １）］＝［Π － １（ｑ － １）Ψ（ｑ － １），Ｌ － １（ｑ － １）Ｍ（ｑ － １）］
（３ ．９ ．２０１）

带 Ｐ０ ＝ Ｉｍ，则系统（３ ．９ ．１９８）和（３ ．９ ．１９９）化为等价系统

Ｐ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ － １）ξ（ｔ） （３ ．９ ．２０２）
Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２０３）

问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求输入 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ 反卷积滤波器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．这类反卷积问题如图 ３ ．９ ．５所示 ．

图 ３ ．９ ．５ Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波问题

【例 ３ ．９ ．５】 考虑雷达跟踪系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ ｘ（ｔ）＋ ｓ（ｔ）Ｔ ＋ ｅ（ｔ）Ｔ２ ／ ２ （３ ．９ ．２０４）

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ ｅ（ｔ）Ｔ （３ ．９ ．２０５）
ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２０６）

其中 Ｔ 为采样周期，ｘ（ｔ），ｓ（ｔ）和 ｅ（ｔ）为在时刻 ｔＴ 运动目标的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）
为对位置 ｘ（ｔ）的观测信号，ξ（ｔ）为白色观测噪声 ．设 ｅ（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｅ

和σ２
ξ的独立白噪声 ．问题是求速度 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
容易验证该问题等价于如下单通道 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波问题，即
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ｙ（ｔ）＝ Ｔｑ － １

１ － ｑ － １ ｓ（ｔ）＋ Ｔ２ ｑ － １

２（１ － ｑ － １）ｎ
（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２０７）

（１ － ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｔｑ － １ ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２０８）
ｎ（ｔ）＝ ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２０９）

因为 ｎ（ｔ）＝ ｅ（ｔ），故有 ｎ（ｔ）与 ｅ（ｔ）是相关白噪声 ．

Ｅ
ｅ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]）［ｅ（ｊ），ｎ（ｊ{ }）］ ＝

σ２
ｅ σ２

ｅ

σ２
ｅ σ２[ ]

ｅ
δｔｊ （３ ．９ ．２１０）

即相关系数 ｓ０ 为

ｓ０ ＝ Ｅ［ｅ（ｔ）ｎ（ｔ）］＝σ２
ｅ （３ ．９ ．２１１）

由本例看到，在某些应用问题中假设相关噪声（３ ．９ ．２００）是有意义的 ．
下面解决一般多通道 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积问题 ．（３ ．９ ．２０３）有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝珚Ａα（ｔ）＋珚Ｃｅ（ｔ） （３ ．９ ．２１２）
ｓ（ｔ）＝珚Ｈ１α（ｔ）＋ Ｃ０ ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２１３）

（３ ．９ ．２０２）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｂｓ（ｔ）＋珚Ｒｎ（ｔ） （３ ．９ ．２１４）
ｙ（ｔ）＝珚Ｈ２β（ｔ）＋ Ｂ０ ｓ（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２１５）

其中规定 Ｂｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｂ），Ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），

珚Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉ（ｎａ － １）ｍ

－ Ａｎａ
０ …











０
，珚Ｃ ＝

Ｃ１ － Ａ１Ｃ０


Ｃｎａ

－ Ａｎａ
Ｃ









０

， 珚Ｈ１ ＝［Ｉｍ ０…０］ （３ ．９ ．２１６）

珔Ｐ ＝

－ Ｐ１

 Ｉ（ｎｐ － １）ｍ

－ Ｐｎｐ
０ …











０
，珚Ｒ ＝

Ｒ１ － Ｐ１Ｒ０


Ｒｎｐ

－ Ｐｎｐ
Ｒ









０

， 珚Ｈ２ ＝［Ｉｍ ０…０］ （３ ．９ ．２１７）

合并上述两个状态空间模型有增广系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．９ ．２１８）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．２１９）
其中定义

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， ｗ（ｔ）＝

ｅ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]）， ｖ（ｔ）＝ Ｂ０Ｃ０ ｅ（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ）（３ ．９ ．２２０）

Φ ＝
珚Ａ ０

珚Ｂ珚Ｈ１ 珔[ ]Ｐ
， Γ ＝

珚Ｃ ０
珚ＢＣ０ 珚[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［Ｂ０珚Ｈ１，珚Ｈ２］ （３ ．９ ．２２１）

显然，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零均值的相关白噪声，且有方差阵 Ｑｗ，Ｑｖ 和相关阵 Ｓ０分别为

Ｑｗ ＝
Ｑｅ Ｓ０

ＳＴ
０ Ｑ[ ]

ｎ
， Ｑｖ ＝ Ｂ０Ｃ０ＱｅＣＴ

０ＢＴ
０ ＋ Ｒ０ＱｎＲＴ

０ ＋ Ｑξ ＋ Ｂ０Ｃ０Ｓ０ＲＴ
０ ＋ Ｒ０ＳＴ

０ＣＴ
０ＢＴ

０，

Ｓ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝
ＱｅＣＴ

０ＢＴ
０ ＋ Ｓ０ＲＴ

０

Ｓ０ＣＴ
０ＢＴ

０ ＋ ＱｎＲＴ[ ]
０

（３ ．９ ．２２２）

假设增广系统是完全可观、完全能稳的，则存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器，在此基础上基于关于
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稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器误差方差阵Σ的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程可求得 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

ψ（ｑ － １）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２２３）
且可求得相应的稳态估值误差方差阵 ＰＮ，还可求得白噪声 ｗ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ψ（ｑ － １）ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｗ
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２２４）

及其他的稳态估值误差方差阵 Ｐｗ
Ｎ ．

【定理 ３ ．９ ．１４】 多通道反卷积系统（３ ．９ ．１９８）和（３ ．９ ．１９９）有 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器

ψ（ｑ － １）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２２５）

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ － １）＝ ＨｓＫＮ（ｑ － １）＋ Ｃ０ＨｅＫｗ

Ｎ（ｑ － １） （３ ．９ ．２２６）

Ｈｓ ＝［Ｉｍ０…０］， Ｈｅ ＝［Ｉｒ ０］ （３ ．９ ．２２７）
且有稳态估值误差方差阵 Ｐ ｓ

Ｎ为（３ ．９ ．１６０）～（３ ．９ ．１６２）．
证明 类似于定理 ３ ．９ ．１２，从略 ． □
【注 ３ ．９ ．１】 在单通道情形（ｍ ＝ １）Ｗｉｅｎｅｒ去卷问题为

ｙ（ｔ）＝Ψ（ｑ － １）
Π（ｑ － １）ｓ（ｔ）＋ Ｍ（ｑ － １）

Ｌ（ｑ － １）ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２２８）

Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２２９）
引入多项式互质分解

１
Ｐ（ｑ － １）

［Ｂ（ｑ － １），Ｒ（ｑ － １）］＝ Ψ（ｑ － １）
Π（ｑ － １）

，Ｍ（ｑ － １）
Ｌ（ｑ － １[ ]） （３ ．９ ．２３０）

则 Ｗｉｅｎｅｒ去卷问题化为
Ｐ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ － １）ξ（ｔ） （３ ．９ ．２３１）

Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２３２）
它等价于如下 Ｗｉｅｎｅｒ去卷问题

Ｐ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （３ ．９ ．２３３）
ｙ（ｔ）＝ ｚ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２３４）

Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２３５）
这里 ｚ（ｔ）表示通道输出信号，而 ｙ（ｔ）表示观测信号，ξ（ｔ）为白色观测噪声 ．而 Ｂ（ｑ － １）／
Ｐ（ｑ － １）为通道传递函数，η（ｔ）＝［Ｒ（ｑ － １）／ Ｐ（ｑ － １）］ｎ（ｔ）为有色观测噪声 ．这可由（３ ． ９ ．
２３３）的如下等价表示看出：

ｚ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ － １）
Ｐ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ － １）

Ｐ（ｑ － １）ｎ
（ｔ） （３ ．９ ．２３６）

特别当 Ｐ（ｑ － １）＝ Ｂ（ｑ － １）时，Ｗｉｅｎｅｒ反卷积问题化为 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ － １）
Ｐ（ｑ － １）ｎ

（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２３７）

Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２３８）
或等价地，它等价于 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２３９）
Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （３ ．９ ．２４０）
Ｐ（ｑ － １）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （３ ．９ ．２４１）

这里η（ｔ）代表有色观测噪声 ．
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３ ．９ ．１２ 带有色观测噪声的单通道白噪声Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器

在石油地震勘探中［１０，１１］最简单的情形归结为估计带白色观测噪声的单通道动态随
机系统的输入白噪声μ（ｔ），即白噪声反卷积模型为

Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）μ（ｔ） （３ ．９ ．２４２）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２４３）

Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎａｑ
－ ｎａ， Ｃ（ｑ － １）＝ ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｃｎｃｑ

－ ｎｃ （３ ．９ ．２４４）
假设系统还带有色观测噪声η（ｔ），

Ｐ（ｑ － １）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （３ ．９ ．２４５）
Ｐ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｐ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｐｎｐｑ

－ ｎｐ， Ｒ（ｑ － １）＝ ｒ０ ＋ ｒ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｒｎｒｑ
－ ｎｒ （３ ．９ ．２４６）

因而观测方程成为
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２４７）

这里假设μ（ｔ），ξ（ｔ），η（ｔ）是零均值、方差各为σ２
μ，σ

２
ξ和σ

２
ｎ 的独立白噪声 ．于是带白色和

有色观测噪声的反卷积模型成为（２ ．９ ．２４７），（２ ．９ ．２４２）和（２ ．９ ．２４５），即

ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）μ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ － １）

Ｐ（ｑ － １）ｎ
（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２４８）

问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求输入白噪声μ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器μ^（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．这类白噪声反卷积问题如图 ３ ．９ ．６所示 ．

图 ３ ．９ ．６ 白噪声μ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积问题

（３ ．９ ．２４２）有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝珚Ａα（ｔ）＋珚Ｃμ（ｔ） （３ ．９ ．２４９）
ｓ（ｔ）＝ Ｈ１α（ｔ） （３ ．９ ．２５０）

其中规定 ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

珚Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎａ － １

－ ａｎａ ０ …











０
，珚Ｃ ＝

Ｃ１


Ｃｎ











ａ

， Ｈ１ ＝［１ ０…０］ （３ ．９ ．２５１）

（３ ．９ ．２４５）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｒｎ（ｔ） （３ ．９ ．２５２）

η（ｔ）＝ Ｈ２β（ｔ）＋ ｒ０ｎ（ｔ） （３ ．９ ．２５３）

其中规定 ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），且
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珔Ｐ ＝

－ ｐ１
 Ｉｎｐ － １

－ ｐｎｐ ０ …











０
，珚Ｒ ＝

ｒ１ － ｐ１ ｒ０


ｒｎｐ － ｐｎｐｒ









０

， Ｈ２ ＝［１ ０…０］（３ ．９ ．２５４）

引入增广状态 ｘ（ｔ），增广输入噪声 ｗ（ｔ）和合成观测噪声 ｖ（ｔ）为

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）， ｗ（ｔ）＝ μ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]）， ｖ（ｔ）＝ ｒ０ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ） （３ ．９ ．２５５）

则有增广系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （３ ．９ ．２５６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．９ ．２５７）
其中

Φ ＝
珚Ａ ０
０ 珔[ ]Ｐ

， Γ ＝
珚Ｃ ０
０ 珚[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［Ｈ１，Ｈ２］ （３ ．９ ．２５８）

注意增广系统中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和σ２
ｖ，相关阵为 Ｓ 的相关白噪

声，且有

Ｑｗ ＝
σ２

μ ０

０ σ２[ ]
ｎ
，σ２

ｖ ＝ ｒ２０σ２
ｎ ＋σ２

ξ， Ｓ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ）］＝
０

ｒ０σ２[ ]
ｎ

（３ ．９ ．２５９）

假设增广系统完全可观、完全能稳［２］，则它存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．故基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程可
求得白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

ψ（ｑ － １）ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｗ
Ｎ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２６０）

且可求得相应的估值误差方差阵 Ｐｗ
Ｎ ＝ Ｅ［（ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））（ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］．

【定理 ３ ．９ ．１５】 带有色和白色观测噪声的单通道白噪声反卷积系统（３ ． ９ ． ２４８）有白
噪声 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器为

ψ（ｑ － １）^μ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫμＮ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．９ ．２６１）

ＫμＮ（ｑ － １）＝［１ ０］Ｋｗ
Ｎ（ｑ － １） （３ ．９ ．２６２）

且估值误差珘μ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝μ（ｔ）－μ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差 ＰμＮ ＝ Ｅ［珘μ
２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

ＰμＮ ＝［１ ０］Ｐｗ
Ｎ［１ ０］Ｔ （３ ．９ ．２６３）

即 ＰμＮ为 Ｐｗ
Ｎ的第（１，１）元素 ．

证明 注意μ（ｔ）＝［１ ０］ｗ（ｔ），这引出（３ ．９ ．２６１）～（３ ．９ ．２６３）． □

３．１０ 统一的和通用的 Ｋａｌｍａｎ滤波理论和白噪声估计理论

经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论［２ ～ ４］限于处理状态噪声和观测噪声均为白噪声，且它们在相同
时刻是相关的系统，这种系统不能满足理论和应用的要求 ．虽然用增广状态方法可处理带
有色噪声系统，但由于状态维数增加却大大增加了计算负担 ．为了避免增广状态，文献
［２１］直接用射影理论给出了一种推广的 Ｋａｌｍａｎ滤波器，它可处理系统噪声在相邻时刻是
相关的，且系统噪声和观测噪声在相同时刻和相邻时刻是相关的随机系统 ．本节对这类系
统用射影理论不仅给出了不同于文献［２１］的 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器新算法，而且还提出
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了最优 Ｋａｌｍａｎ 平滑器，且进一步提出了相应的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器、预报器和平滑器，构
成了统一的和通用的 Ｋａｌｍａｎ滤波理论［１４］．在此基础上，文献［１５］提出了统一和通用的白
噪声估计理论，推广了文献［８，１２，１３］的结果 ．

３ ．１０ ．１ 统一和通用的 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器

考虑一般的线性离散时变随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （３ ．１０ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１０ ．２）
其中状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，Φ（ｔ），Γ（ｔ）和 Ｈ（ｔ）是已知时变矩阵，系统噪声
ｗ（ｔ）∈Ｒｒ 是带零均值的有色噪声，它在相邻时刻是相关的，观测噪声 ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 是带零
均值白噪声，它在相同时刻和相邻时刻与 ｗ（ｔ）是相关的，即

Ｅｗ（ｔ）＝ ０， Ｅｖ（ｔ）＝ ０
Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｔ）］＝ Ｑｗ（ｔ）， Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｔ ＋ １）］＝ Ｑｗ１（ｔ），

Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｔ ＋ ｊ）］＝ ０ （ｊ≥２），
Ｅ［ｖ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ Ｑｖ（ｔ）δｔｊ，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ），

Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝ Ｓ（ｔ）， Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ ＋ １）］＝ Ｓ１（ｔ），

Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｊ）］＝ ０， Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ － ｊ）］＝ ０（ｊ≥１） （３ ．１０ ．３）
其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号 ．初始观测时刻 ｔ０ ＝ ０，且

Ｅｘ（０）＝μ， ｃｏｖｘ（０）＝ Ｐ０ （３ ．１０ ．４）
其中 ｃｏｖ为协方差号，且设 ｘ（０）不相关于 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）．

最优 Ｋａｌｍａｎ滤波问题是：基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），… ｙ（１））求状态 ｘ（ｔ）的
最优（线性最小方差）估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０ 或 Ｎ ＜ ０，分别称其为最优
Ｋａｌｍａｎ滤波器、平滑器或预报器 ．
【例 ３ ．１０ ．１】 一个纯量相邻时刻相关噪声的例子 ．
设 ｇ（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｇ 和σ２
ξ的相互独立白噪声，构造

ｗ（ｔ）＝ ｇ（ｔ）＋βｇ（ｔ － １） （３ ．１０ ．５）
ｖ（ｔ）＝αｇ（ｔ － １）＋ξ（ｔ） （３ ．１０ ．６）

其中α，β为常数，则有
Ｅｗ（ｔ）＝ ０，σ２

ｗ ＝ Ｅ［ｗ２（ｔ）］＝（１ ＋β
２）σ２

ｇ，

σ２
ｗ１ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｗ（ｔ ＋ １）］＝βσ

２
ｇ，

Ｅ［ｗ（ｔ）ｗ（ｔ ＋ ｊ）］＝ ０， ｊ≥２，
Ｅｖ（ｔ）＝ ０，σ２

ｖ ＝ Ｅ［ｖ２（ｔ）］＝α２σ２
ｇ ＋σ２

ξ，

Ｓ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ）］＝αβσ
２
ｇ，

Ｓ１ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ ＋ １）］＝ασ２
ｇ，

Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ ＋ ｊ）］＝ ０ （ｊ≥２），
Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ － ｊ）］＝ ０ （ｊ≥１） （３ ．１０ ．７）

注意在假设（３ ．１０ ．３）中，ｗ（ｔ）在相邻时刻的相关性是双向的，因为
Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｔ － ｊ）］＝ Ｅ［ｗ（ｔ － ｊ）ｗＴ（ｔ{ }）］ Ｔ， ｊ ＞ ０ （３ ．１０ ．８）
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而 ｗ（ｔ）与 ｖ（ｔ）在相邻时刻的相关性是单向的 ．
应用射影性质和（３ ．１０ ．３）有如下重要关系

Ｌ（ｙ（ｔ），…，ｙ（１）＝ Ｌ（ε（ｔ），…，ε（１）），

ε（ｔ）∈Ｌ（ｙ（ｔ），…，ｙ（１）），

ε（ｔ）⊥Ｌ（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１）），
ｖ（ｔ）⊥Ｌ（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１）），

ｗ（ｔ － １）⊥Ｌ（ｙ（ｔ － ２），…，ｙ（１）），

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．１０ ．９）
其中ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）的新息过程 ．应用（３ ．１０ ．１）引出

ε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１０ ．１０）
其中珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）．为了计算ε（ｔ）的方差阵，注意由（３ ．１０ ．１）有

Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）ｖＴ（ｔ）］＝ Ｅ［（ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １））ｖＴ（ｔ）］＝
Ｅ ［Φ（ｔ － １）ｘ（ｔ － １）＋Γ（ｔ － １）ｗ（ｔ － １）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）］ｖＴ（ｔ{ }） ＝

Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １） （３ ．１０ ．１１）
其中应用了事实 ｖ（ｔ）⊥ｘ（ｔ － １）． ｖ（ｔ）⊥ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）．这是因为 ｘ（ｔ － １）∈ Ｌ（ｗ（ｔ － ２），…
ｗ（０），ｘ（０）），^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）∈Ｌ（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１））．于是有新息方差 Ｑε（ｔ）为

Ｑε（ｔ）＝ Ｅ［ε（ｔ）εＴ（ｔ）］＝ Ｅ［（Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ））（Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ））Ｔ］＝

Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）＋ Ｈ（ｔ）Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）＋ ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ＨＴ（ｔ）

（３ ．１０ ．１２）
其中记 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］．由射影正交性有

Ｅ［ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］＝ ０ （３ ．１０ ．１３）
而注意应用（３ ．１０ ．１１）和（３ ．１０ ．１３）有

Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ）］＝ Ｅ［（ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １））（Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ））Ｔ］＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １） （３ ．１０ ．１４）

由射影性质有 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）ε（ｔ），

Ｋ（ｔ）＝ Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ）＝［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ）
（３ ．１０ ．１５）

在（３ ．１０ ．１）中置 ｔ ＋ １ ＝ ｔ 后两边取射影运算有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝Φ（ｔ － １）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ － １）ｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １） （３ ．１０ ．１６）

由递推射影公式有白噪声滤波器
ｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＝ ｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）＋ Ｅ［ｗ（ｔ － １）εＴ（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ － １）ε（ｔ － １）
（３ ．１０ ．１７）

由（３ ．１０ ．３）Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ － ｊ）］＝ ０（ｊ≥１）引出 ｗ（ｔ － １）⊥Ｌ（ｙ（ｔ － ２），…，ｙ（１））．这引出
ｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）＝ ０ （３ ．１０ ．１８）

注意 ｗ（ｔ － １）⊥ｘ（ｔ － ２），故有
Ｅ［ｗ（ｔ － １）ｘＴ（ｔ － １）］＝ Ｅ［ｗ（ｔ － １）（Φ（ｔ － ２）ｘ（ｔ － ２）＋

Γ（ｔ － ２）ｗ（ｔ － ２））Ｔ］＝ ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２） （３ ．１０ ．１９）
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且注意 ｗ（ｔ － １）⊥ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２），则有
Ｅ［ｗ（ｔ － １）εＴ（ｔ － １）］＝ Ｅ［ｗ（ｔ － １）（Ｈ（ｔ － １）ｘ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ － １）－

Ｈ（ｔ － １）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － ２））Ｔ］＝ ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２）ＨＴ（ｔ － １）＋ Ｓ（ｔ － １）

（３ ．１０ ．２０）
这引出

ｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＝［ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２）ＨＴ（ｔ － １）＋ Ｓ（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ － １）ε（ｔ － １）
（３ ．１０ ．２１）

故由（３ ．１０ ．１６）有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝Φ（ｔ － １）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ１（ｔ － １）ε（ｔ － １） （３ ．１０ ．２２）

Ｋ１（ｔ － １）＝Γ（ｔ － １）［ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２）ＨＴ（ｔ － １）＋ Ｓ（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ － １）
（３ ．１０ ．２３）

由（３ ．１０ ．１）减（３ ．１０ ．２２）引出
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝Φ（ｔ － １）珘ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ － １）ｗ（ｔ － １）－ Ｋ２（ｔ － １）ε（ｔ － １）

（３ ．１０ ．２４）
这引出预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］为

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝［Φ（ｔ － １），Γ（ｔ － １），－ Ｋ１（ｔ － １）］×

Ｅ
珘ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）

ｗ（ｔ － １）

ε（ｔ － １









）
［珘ｘＴ（ｔ － １ ｜ ｔ － １），ｗＴ（ｔ － １），εＴ（ｔ － １{ }）］

ΦＴ（ｔ － １）

ΓＴ（ｔ － １）

－ ＫＴ
１（ｔ － １









）

（３ ．１０ ．２５）
由（３ ．１０ ．１９）和（３ ．１０ ．２０），并注意 ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）⊥ｗ（ｔ － １），则有

Ｅ［珘ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）ｗＴ（ｔ － １）］＝
Ｅ［（ｘ（ｔ － １）－ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）－ Ｋ（ｔ － １）ε（ｔ － １））ｗＴ（ｔ － １）］＝

Ｅ［ｘ（ｔ － １）ｗＴ（ｔ － １）］－ Ｋ（ｔ － １）Ｅ［ε（ｔ － １）ｗＴ（ｔ － １）］＝

Γ（ｔ － ２）Ｑｗ１（ｔ － ２）－ Ｋ（ｔ － １）［Ｈ（ｔ － １）Γ（ｔ － ２）Ｑｗ１（ｔ － ２）＋ ＳＴ（ｔ － １）］＝
［Ｉｎ － Ｋ（ｔ － １）Ｈ（ｔ － １）］Γ（ｔ － ２）Ｑｗ１（ｔ － ２）－ Ｋ（ｔ － １）ＳＴ（ｔ － １） （３ ．１０ ．２６）

因 ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）∈ Ｌ（ｙ（ｔ － ２），… ｙ（１））＝ Ｌ（ε（ｔ － ２），…，ε（１）），故 ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）⊥
ε（ｔ － １）．于是应用（３ ．１０ ．１５）有

Ｅ［珘ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）εＴ（ｔ － １）］＝
Ｅ［（ｘ（ｔ － １）－ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）－ Ｋ（ｔ － １）ε（ｔ － １））εＴ（ｔ － １）］＝

Ｅ［ｘ（ｔ － １）εＴ（ｔ － １）］－ Ｋ（ｔ － １）Ｑε（ｔ － １）＝ ０ （３ ．１０ ．２７）
将（３ ．１０ ．２０），（３ ．１０ ．２６），（３ ．１０ ．２７）代入（３ ．１０ ．２５）可得

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝［Φ（ｔ － １），Γ（ｔ － １），－ Ｋ１（ｔ － １）］×

Ｐ（ｔ － １ ｜ ｔ － １） Δ１（ｔ － １） ０

ΔＴ
１（ｔ － １） Ｑｗ（ｔ － １） Δ２（ｔ － １）

０ ΔＴ
２（ｔ － １） Ｑε（ｔ － １









）

ΦＴ（ｔ － １）

ΓＴ（ｔ － １）

－ ＫＴ
１（ｔ － １









）

（３ ．１０ ．２８）

其中由（３ ．１０ ．２６）和（３ ．１０ ．２０）定义
·８７１·



Δ１（ｔ － １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ － １）Ｈ（ｔ － １）］Γ（ｔ － ２）Ｑｗ１（ｔ － ２）－ Ｋ（ｔ － １）ＳＴ（ｔ － １）
（３ ．１０ ．２９）

Δ２（ｔ － １）＝ ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２）ＨＴ（ｔ － １）＋ Ｓ（ｔ － １） （３ ．１０ ．３０）

下面来求 Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ）］，珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）．应用（３ ．１０ ．１５）有
Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｅ［（珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｋ（ｔ）ε（ｔ））（珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｋ（ｔ）ε（ｔ））Ｔ］＝

Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］＋ Ｋ（ｔ）Ｑε（ｔ）ＫＴ（ｔ）－
Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）εＴ（ｔ）］ＫＴ（ｔ）－ Ｋ（ｔ）Ｅ［ε（ｔ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］ （３ ．１０ ．３１）

因ε（ｔ）⊥ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）∈Ｌ（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１））＝ Ｌ（ε（ｔ － １），…，ε（１）），于是应用（３ ． １０ ．
１４）有

Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）εＴ（ｔ）］＝ Ｅ［（ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １））εＴ（ｔ）］＝ Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ）］＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １） （３ ．１０ ．３２）

由上两式引出
Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）Ｑε（ｔ）ＫＴ（ｔ）－［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］×

ＫＴ（ｔ）－ Ｋ（ｔ）［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］Ｔ （３ ．１０ ．３３）
上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ３ ．１０ ．１】 带相邻时刻相关噪声的系统（３ ． １０ ． １）和（３ ． １０ ． ２），在假设（３ ． １０ ． ３）

下，有最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）ε（ｔ） （３ ．１０ ．３４）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．１０ ．３５）
Ｋ（ｔ）＝［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ） （３ ．１０ ．３６）

Ｑε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）＋
Ｈ（ｔ）Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）＋ ＳＴ

１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ＨＴ（ｔ） （３ ．１０ ．３７）

ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝Φ（ｔ － １）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ１（ｔ － １）ε（ｔ － １） （３ ．１０ ．３８）

Ｋ１（ｔ － １）＝Γ（ｔ － １）［ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２）ＨＴ（ｔ － １）＋ Ｓ（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ － １）
（３ ．１０ ．３９）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝［Φ（ｔ － １），Γ（ｔ － １），－ Ｋ１（ｔ － １）］×
Ｐ（ｔ － １ ｜ ｔ － １） Δ１（ｔ － １） ０

ΔＴ
１（ｔ － １） Ｑｗ（ｔ － １） Δ２（ｔ － １）

０ ΔＴ
２（ｔ － １） Ｑε（ｔ － １









）

ΦＴ（ｔ － １）

ΓＴ（ｔ － １）

－ ＫＴ
１（ｔ － １









）

（３ ．１０ ．４０）

Δ１（ｔ － １）＝［Ｉｎ － Ｋ（ｔ － １）Ｈ（ｔ － １）］Γ（ｔ － ２）Ｑｗ（ｔ － ２）－ Ｋ（ｔ － １）ＳＴ（ｔ － １）
（３ ．１０ ．４１）

Δ２（ｔ － １）＝ ＱＴ
ｗ１（ｔ － ２）ΓＴ（ｔ － ２）ＨＴ（ｔ － １）＋ Ｓ（ｔ － １） （３ ．１０ ．４２）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）Ｑε（ｔ）ＫＴ（ｔ）－
［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］ＫＴ（ｔ）－
Ｋ（ｔ）［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］Ｔ （３ ．１０ ．４３）

ｘ^（１ ｜０）＝μ０， Ｐ（１ ｜０）＝ Ｐ０ （３ ．１０ ．４４）
下面提出一种封闭形式 Ｋａｌｍａｎ预报器算法 ．

·９７１·



应用（３ ．１０ ．３８）和（３ ．１０ ．３４）有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋ１（ｔ）ε（ｔ）＝

Φ（ｔ）（ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ（ｔ）ε（ｔ））＋ Ｋ１（ｔ）ε（ｔ）＝

Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋［Φ（ｔ）Ｋ（ｔ）＋ Ｋ１（ｔ）］［ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）］＝
［Φ（ｔ）－（Φ（ｔ）Ｋ（ｔ）＋ Ｋ１（ｔ））Ｈ（ｔ）］^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋［Φ（ｔ）Ｋ（ｔ）＋ Ｋ１（ｔ）］ｙ（ｔ）

（３ ．１０ ．４５）
定义

Ｋｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）Ｋ（ｔ）＋ Ｋ１（ｔ） （３ ．１０ ．４６）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．１０ ．４７）
则有封闭形式 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．１０ ．４８）
另一方面由（３ ．１０ ．４５）Ｋａｌｍａｎ预报器还有新息形式

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ） （３ ．１０ ．４９）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （３ ．１０ ．５０）
由（３ ．１０ ．１０）有

ε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１０ ．５１）
应用（３ ．１０ ．１）、（３１０ ．４９）和（３ ．１０ ．５１）有

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ）＝

Φ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）（Ｈ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖ（ｔ）））＝
（Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ））珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．１０ ．５２）

即
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ） （３ ．１０ ．５３）

于是有 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）为
Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［Ψｐ（ｔ），Γ（ｔ），－ Ｋｐ（ｔ）］×

Ｅ
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）
ｗ（ｔ － １）
ｖ（ｔ









）
［珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １），ｗＴ（ｔ），ｖＴ（ｔ{ }）］

ΨＴ
ｐ（ｔ）

ΓＴ（ｔ）

－ ＫＴ
ｐ（ｔ









）

（３ ．１０ ．５４）

应用（３ ．１０ ．３）和（３ ．１０ ．５３）有
Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）ｗＴ（ｔ）］＝Γ（ｔ － １）Ｑｗ１（ｔ － １） （３ ．１０ ．５５）

Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）ｖＴ（ｔ）］＝Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １） （３ ．１０ ．５６）
将上两式代入（３ ．１０ ．５４）得

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［Ψｐ（ｔ），Γ（ｔ），－ Ｋｐ（ｔ）］×
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） Γ（ｔ － １）Ｑｗ１（ｔ － １） Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）

ＱＴ
ｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １） Ｑｗ（ｔ） Ｓ（ｔ）

ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １） ＳＴ（ｔ） Ｑｖ（ｔ









）

ΨＴ
ｐ（ｔ）

ΓＴ（ｔ）

－ ＫＴ
ｐ（ｔ









）

（３ ．１０ ．５７）
【注 ３ ．１０ ．１】 因Ψｐ（ｔ）和 Ｋｐ（ｔ）中均含有 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １），将它们的表达式代入上式便

·０８１·



得到关于 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）的 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ．
上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ３ ．１０ ．２】 带相邻时刻相关噪声系统（３ ． １０ ． １）和（３ ． １０ ． ２）在假设（３ ． １０ ． ３）下，

有最优 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．１０ ．５８）

或
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ε（ｔ） （３ ．１０ ．５９）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．１０ ．６０）
其中 Ｋｐ（ｔ）是预报增益，

Ｋｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）Ｋ（ｔ）＋ Ｋ１（ｔ） （３ ．１０ ．６１）

Ψｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）Ｈ（ｔ） （３ ．１０ ．６２）

Ｋ（ｔ）＝［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．１０ ．６３）

Ｑε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）＋

Ｈ（ｔ）Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）＋ ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ＨＴ（ｔ） （３ ．１０ ．６４）

Ｋ１（ｔ）＝Γ（ｔ）［ＱＴ
ｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｓ（ｔ）］Ｑ － １

ε （ｔ） （３ ．１０ ．６５）

且 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）由（３ ．１０ ．５７）递推计算，带初值 ｘ^（１ ｜ ０）＝μ，Ｐ（１ ｜ ０）＝ Ｐ０ ．而 Ｐ（ｔ ｜ ｔ）由（３ ．
１０ ．４３）计算 ．
【推论 ３ ．１０ ．１】 带相关噪声系统（３ ．１０ ．１）和（３ ．１０ ．２）在假设（３ ．１０ ．３）下，若 Ｓ１（ｔ）＝

０，Ｑｗ１（ｔ）＝ ０，则有常规的 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙ（ｔ） （３ ．１０ ．６６）

Ｋｐ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ） （３ ．１０ ．６７）

Ｑε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ） （３ ．１０ ．６８）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）＋［Γ（ｔ），－ Ｋｐ（ｔ）］

Ｑｗ（ｔ） Ｓ（ｔ）

ＳＴ（ｔ） Ｑｖ（ｔ[ ]） ΓＴ（ｔ）

－ ＫＴ
ｐ（ｔ[ ]）

（３ ．１０ ．６９）
它等价于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΦＴ（ｔ）－［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］×
［Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）］－ １［Φ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓ（ｔ）］Ｔ ＋

Γ（ｔ）Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （３ ．１０ ．７０）

带初值 ｘ^（１ ｜０）＝μ ． Ｐ（１ ｜０）＝ Ｐ０ ．
【注 ３ ．１０ ．２】 在定理 ３ ．１０ ．１和定理 ３ ．１０ ．２中置 Ｓ（ｔ）＝ ０，Ｑｗ１（ｔ）＝ ０，可得带滞后相

关噪声（Ｓ１（ｔ）≠０）系统 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器［３］．
下面推导最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ．
由递推射影公式有

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．１０ ．７１）
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ）］Ｑ － １

ε （ｔ ＋ Ｎ） （３ ．１０ ．７２）

·１８１·



对 Ｎ ＝ ０，我们有
Ｋ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋ（ｔ）＝［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）］Ｑ － １

ε （ｔ）（３ ．１０ ．７３）
其中 Ｋ（ｔ）由（３ ．１０ ．３６）定义 ．

对 Ｎ ＝ １，注意
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ １）］Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．７４）
且应用（３ ．１０ ．５１）和（３ ．１０ ．５３）有

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ（ｔ ＋ １）［Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ）］＋ ｖ（ｔ ＋ １）
（３ ．１０ ．７５）

将上式代入（３ ．１０ ．７４），注意
Ｅ［ｘ（ｔ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （３ ．１０ ．７６）

Ｅ［ｘ（ｔ）ｗＴ（ｔ）］＝Γ（ｔ － １）Ｑｗ１（ｔ － １） （３ ．１０ ．７７）

Ｅ［ｘ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝ Ｅ［（Φ（ｔ － １）ｘ（ｔ － １）＋Γ（ｔ － １）ｗ（ｔ － １））ｖＴ（ｔ）］＝Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）
（３ ．１０ ．７８）

则有
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｑｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ）－

Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．７９）
对 Ｎ ＞ １情形，由（３ ．１０ ．５３）迭代 Ｎ 次有

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋１
Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）×

［Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）－ Ｋｐ（ｉ － １）ｖ（ｉ － １）］ （３ ．１０ ．８０）
其中定义Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｉｎ，且

Ψ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）＝Ψｐ（ｔ ＋ Ｎ － １），…Ψｐ（ｉ）， ｉ ＜ ｔ ＋ Ｎ （３ ．１０ ．８１）
由（３ ．１０ ．５１）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ（ｔ ＋ Ｎ）珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ｖ（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．１０ ．８２）
将（３ ．１０ ．８０）代入（３ ．１０ ．８２）后，再代入（３ ．１０ ．７２）可得

Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ）＋［Γ（ｔ － １）Ｑｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ）{ －

Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ΨＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １ }） ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ Ｎ）（３ ．１０ ．８３）
【定理 ３ ．１０ ．３】 带相邻时刻相关噪声系统（３ ．１０ ．１）和（３ ． １０ ． ２）在假设（３ ． １０ ． ３）下，

有最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．１０ ．８４）

其中 Ｎ ＝ ０，１，２，…，初值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）由定理 ３ ．１０ ．２给出，平滑增益 Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄｘ（ｔ）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ２

（３ ．１０ ．８５）
Ｄｘ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋Γ（ｔ － １）Ｑｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ）－Γ（ｔ － １）Ｓ１（ｔ － １）ＫＴ
ｐ（ｔ）

（３ ．１０ ．８６）
对 Ｎ ＝ ０和 Ｎ ＝ １，Ｋ（ｔ ｜ ｔ）分别由（３ ．１０ ．７３）和（３ ．１０ ．７９）给出 ．

估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜
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ｔ ＋ Ｎ）］为
Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（３ ．１０ ．８７）

带初值 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）．
证明 由（３ ．１０ ．８１）和（３ ．１０ ．８３）得（３ ．１０ ．８５）和（３ ．１０ ．８６）．由（３ ．１０ ．７１）有

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．１０ ．８８）
由珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）⊥ε（ｔ ＋ Ｎ），将上式右边第二项移到左边后，直接可得（３ ．１０ ．８７）． □
【推论 ３ ．１０ ．２】 在定理 ３ ．１０ ．３条件下，有非递推最优平滑器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （３ ．１０ ．８９）

且有估值误差方差阵

Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）

（３ ．１０ ．９０）
【定理 ３ ．１０ ．４】 带相邻时刻相关噪声系统（３ ．１０ ．１）和（３ ．１０ ． ２）在假设（３ ． １０ ． ３）下，

有最优固定区间 Ｋａｌｍａｎ平滑器（Ｎ ＞ ０）
ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｄｘ（ｔ）ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ） （３ ．１０ ．９１）

ｒ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ １）ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）＋ ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）（３ ．１０ ．９２）
带初值 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０，ｔ ＝ Ｎ － １，…，１ ．平滑误差珘ｘ（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）方差阵 Ｐ（ｔ ｜
Ｎ）为

Ｐ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ）－ Ｄｘ（ｔ）Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）ＤＴ
ｘ（ｔ） （３ ．１０ ．９３）

Ｓ（ｔ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ １）Ｓ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）Ψｐ（ｔ ＋ １）＋ ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １）Ｈ（ｔ ＋ １）
（３ ．１０ ．９４）

带初值 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０，ｔ ＝ Ｎ － １，…，１ ．
证明 类似于定理 ３ ．４ ．３的证明，从略 ． □
【注 ３ ．１０ ．３】 （３ ．１０ ．９０）稍不同于定理 ３ ．４ ．３，其中 ｘ^（ｔ ｜ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｐ（ｔ ｜ ｔ －

１）ｒ（ｔ ｜ Ｎ）．这是因为在（３ ．１０ ．８８）Ｋ（ｔ ｜ ｔ）中没有因式 Ｄｘ（ｔ）．为了使第二项能提出公因式
Ｄｘ（ｔ），应将（３ ．１０ ．８８）改写为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （３ ．１０ ．９５）

这导至（３ ．１０ ．９０）．
下面求 Ｎ 步 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．
由（３ ．１０ ．１）和射影性质有

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋Γ（ｔ ＋ １）ｗ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．１０ ．９６）
因 ｗ（ｔ ＋ １）⊥Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（１），故有 ｗ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ０，于是有

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （３ ．１０ ．９７）
用归纳法可求得

ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ≥２ （３ ．１０ ．９８）
其中定义

Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ － １）…Φ（ｔ ＋ １）， Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｉｍ（３ ．１０ ．９９）
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另一方面（３ ．１０ ．１）迭代有

ｘ（ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（３ ．１０ ．１００）
这引出预报误差珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）为

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（３ ．１０ ．１０１）
应用（３ ．１０ ．５３）且应用假设 Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ － ｊ）］＝ ０（ｊ≥１）可得

Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ｗＴ（ｔ ＋ １）］＝Γ（ｔ）Ｑｗ１（ｔ） （３ ．１０ ．１０２）

于是由上两式可得预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为
Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）＋

∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋１
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）Ｑｗ（ｉ － １）ΓＴ（ｉ － １）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）＋

Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）Γ（ｔ）Ｑｗ１（ｔ）ΓＴ（ｔ ＋ １）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ２）＋

ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ２）Γ（ｔ ＋ １）ＱＴ
ｗ１（ｔ）ΓＴ（ｔ）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．１０３）

上述推导可概括为如下定理 ．
【定理 ３ ．１０ ．５】 系统（３ ．１０ ．１）和（３ ．１０ ．２）在假设（３ ．１０ ．３）下，有超前 Ｎ 步 Ｋａｌｍａｎ预

报器
ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ≥２ （３ ．１０ ．１０４）

且预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）由（３ ．１０ ．１０３）给出 ． ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由定理 ３ ．１０ ．２给出 ．
应用定理 ３ ．１０ ．２的 Ｋａｌｍａｎ预报器和射影理论，可导出如下统一和通用的白噪声估

计定理，证明从略 ．
【定理 ３ ．１０ ．６】 系统式（３ ．１０ ．１）～（３ ． １０ ． ３）有统一的最优递推拟白噪声 ｗ（ｔ）和白

噪声 ｖ（ｔ）的平滑器θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），θ＝ ｗ，ｖ，

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （３ ．１０ ．１０５）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （３ ．１０ ．１０６）

Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄθ（ｔ ＋ １）∏
Ｎ－１

ｉ ＝ ２
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ{ }） ＨＴ（ｔ ＋ Ｎ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ２

（３ ．１０ ．１０７）
其中 Ｎ ＝ ０，１，…且规定当 Ｎ ＝ ２时，

∏
２－１

ｉ ＝ ２
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ）＝ Ｉｎ （３ ．１０ ．１０８）

且有
Ｄｗ（ｔ ＋ １）＝［ＱＴ

ｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）＋ Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－

Ｓ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｗ１（ｔ）ΓＴ（ｔ ＋ １）－ Ｓ１（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．１０９）

Ｄｖ（ｔ ＋ １）＝［ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋ ＳＴ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｑｖ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）
（３ ．１０ ．１１０）
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且有
Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ ＱＴ

ｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）[{ ＋ Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｓ（ｔ）ＫＴ

ｐ（ｔ ]） ×

ＨＴ（ｔ ＋ １）＋ Ｓ１（ｔ }） Ｑ － １
ε （ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．１１１）

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝［ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋

ＳＴ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｑｖ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ＨＴ（ｔ ＋ １）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．１１２）

Ｍｗ（ｔ ｜ ｔ）＝［ＱＴ
ｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｓ（ｔ）］Ｑ － １

ε （ｔ） （３ ．１０ ．１１３）

Ｍｖ（ｔ ｜ ｔ）＝［ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｑｖ（ｔ）］Ｑ － １

ε （ｔ） （３ ．１０ ．１１４）

估值误差珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝θ（ｔ）－θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵 Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
珘θＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）－ Ｍθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｑε（ｔ ＋ Ｎ）ＭＴ
θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

（３ ．１０ ．１１５）
带初值 Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑθ（ｔ），Ｎ ＜ ０，θ＝ ｗ，ｖ ．
【定理 ３ ．１０ ．７】 系统式（３ ． １０ ． １）～（３ ． １０ ． ３）有统一的最优递推固定区间拟白噪声

ｗ（ｔ）和白噪声 ｖ（ｔ）平滑器θ^（ｔ ｜ Ｎ）为

θ^（ｔ ｜ Ｎ）＝θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＋ Ｄθ（ｔ ＋ １）ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ），θ＝ ｗ，ｖ （３ ．１０ ．１１６）

ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ ２）ｒ（ｔ ＋ ３ ｜ Ｎ）＋ ＨＴ（ｔ ＋ ２）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ ２）ε（ｔ ＋ ２）
（３ ．１０ ．１１７）

带初值 ｒ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０，且定义
Ｄｗ（ｔ ＋ １）＝［ＱＴ

ｗ１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ΨＴ
ｐ（ｔ）＋ Ｑｗ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－

Ｓ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）＋ Ｑｗ１（ｔ）ΓＴ（ｔ ＋ １）－ Ｓ１（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．１１８）

Ｄｖ（ｔ ＋ １）＝［ＳＴ
１（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １）ΨＴ

ｐ（ｔ）＋ ＳＴ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｑｖ（ｔ）ＫＴ
ｐ（ｔ）］ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ １）
（３ ．１０ ．１１９）

且有估值误差珘θ（ｔ ｜ Ｎ）＝θ（ｔ）－θ^（ｔ ｜ Ｎ）的方差阵为
Ｐθ（ｔ ｜ Ｎ）＝ Ｐθ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｄθ（ｔ ＋ １）Ｓ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）ＤＴ

θ（ｔ ＋ １） （３ ．１０ ．１２０）

Ｓ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）＝ΨＴ
ｐ（ｔ ＋ ２）Ｓ（ｔ ＋ ３ ｜ Ｎ）Ψｐ（ｔ ＋ ２）＋ ＨＴ（ｔ ＋ ２）Ｑ － １

ε （ｔ ＋ ２）Ｈ（ｔ ＋ ２）
（３ ．１０ ．１２１）

其中 Ｓ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）ｒＴ（ｔ ＋ ２ ｜ Ｎ）］，初值为 Ｓ（Ｎ ＋ １ ｜ Ｎ）＝ ０ ．
注意，在上述两定理中置 Ｑｗ１（ｔ）＝ ０，Ｓ１（ｔ）＝ ０ 可引出文献［８］给出的带相关噪声系

统白噪声估值器作为特例 ．
【例 ３ ．１０ ．２】 仿真例子 ．
考虑随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ － ０ ．１
０ ０ ．[ ]８

ｘ（ｔ）＋
１
０ ．[ ]５ ｗ（ｔ） （３ ．１０ ．１２２）

ｙ（ｔ）＝［１ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （３ ．１０ ．１２３）
ｗ（ｔ）＝ ｇ（ｔ）＋αｇ（ｔ － １） （３ ．１０ ．１２４）

ｖ（ｔ）＝ ｇ（ｔ － １） （３ ．１０ ．１２５）
ｇ（ｔ）＝ ｂ（ｔ）ξ（ｔ） （３ ．１０ ．１２６）
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假设 ｂ（ｔ）是取值 １或 ０的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ白噪声，取值概率为 Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝λ，Ｐ（ｂ（ｔ）＝ ０）＝
１ －λ，ξ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ξ ＝ １ ．５的独立于 ｂ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ．求拟白噪声 ｗ（ｔ）
和 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ｖ（ｔ）的最优平滑器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）．应用定理 ３ ．１０ ．
６仿真结果如图 ３ ．１０ ．１和图 ３ ．１０ ．２所示，其中实线端点纵标为真实值 ｗ（ｔ）或 ｖ（ｔ），实圆
点纵标为平滑估值 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）或 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３），可看到它们有较高的精度 ．

图 ３ ．１０ ．１ 拟白噪声 ｗ（ｔ）和最优平滑器
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）

图３．１０．２ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ 观测白噪声
ｖ（ｔ）和最优平滑器 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）
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第四章 ＡＲＭＡ时间序列预报
已知时间序列的现在和过去的观测历史，预测（估计）其在将来时刻的取值，叫时间序

列预报 ．人们对这类预报问题有广泛的理论和应用兴趣 ．例如气象预报、水文预报、商品销
量预报、股市行情预报、目标跟踪预报、经济增长率预报等 ．因此，ＡＲＭＡ时间序列的预报
是经典时间序列分析的基本课题之一 ．［１ ～ ６］

经典时间序列分析预报［２］的局限性是没有考虑带观测噪声的 ＡＲＭＡ时间序列预报
问题 ．例如在对目标跟踪的雷达跟踪系统中，如何根据对目标位置 ｓ（ｔ）的观测信号 ｙ（ｔ）
来预测运动目标将来的运动轨迹问题就属带观测噪声的 ＡＲＭＡ信号预报问题 ．事实上，
设 Ｔ 为采样周期，ｓ（ｔ），ｓ（ｔ）和 ｗ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ 运动目标的位置、速度和加速度，则有
运动方程

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ ｓ（ｔ）Ｔ ＋ Ｔ２

２ ｗ（ｔ） （４ ．０ ．１）

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ Ｔｗ（ｔ） （４ ．０ ．２）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．０ ．３）

其中 ｖ（ｔ）是对位置的观测噪声，假设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２
ｗ和σ２

ｖ的独立白
噪声，问题是基于雷达对位置的观测信号（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １）…）求运动目标真实位置 ｓ（ｔ ＋
Ｎ）的最优预报器 ｓ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ），Ｎ ＝ １，２，３… ．这类问题与导弹拦截或打击空中或海上运动
目标（飞机、军舰等）有关 ．运动模型（４ ．０ ．１）～（４ ．０ ．３）可用算子形式改写为

（１ － ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ ｓ（ｔ － １）Ｔ ＋ Ｔ２

２ ｗ（ｔ － １） （４ ．０ ．４）

（１ － ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｔｗ（ｔ － １） （４ ．０ ．５）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．０ ．６）

其中 ｑ － １为单位滞后算子，ｑ － １ ｓ（ｔ）＝ ｓ（ｔ － １）．将（４ ．０ ．５）代入（４ ．０ ．４）消去 ｓ（ｔ － １）可得
运动目标位置 ｓ（ｔ）所满足的 ＡＲＭＡ模型

（１ － ｑ － １）２ ｓ（ｔ）＝ Ｔ２

２ ｑ － １（１ ＋ ｑ － １）ｗ（ｔ） （４ ．０ ．７）

即问题转化为对带白色观测噪声 ｖ（ｔ）的 ＡＲＭＡ信号 ｓ（ｔ）的预报问题：

（１ － ２ｑ － １ ＋ ｑ － ２）ｓ（ｔ）＝ Ｔ２

２ ｗ（ｔ）＋ Ｔ２

２ ｗ（ｔ － ２） （４ ．０ ．８）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．０ ．９）
一般的带观测噪声的 ＡＲＭＡ信号 ｓ（ｔ）的最优预报问题为

Ａ（ｑ － １）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｗ（ｔ） （４ ．０ ．１０）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （４ ．０ ．１１）
Ｐ（ｑ － １）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （４ ．０ ．１２）

其中待估 ＡＲＭＡ信号 ｓ（ｔ）带有白色观测噪声ξ（ｔ）和 ＡＲＭＡ有色观测噪声η（ｔ）．问题是
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基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）求 ｓ（ｔ ＋ Ｎ）的 Ｎ 步最优预报器 ｓ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）．利用 ＡＲＭＡ模
型与状态空间模型的转化，这个问题可用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决 ．

本章除了介绍经典 ＡＲＭＡ时间序列预报方法外，将提出解决这类预报问题的两种方
法 ．此外本章也将介绍指数平滑预报方法，它的优点是不需要建立时间序列的数学模型，
因而具有较大适用性 ．它的基本原理是由目前和过去观测数据（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）的加
权和来求一步预报器 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），即

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｃｉｙ（ｔ － ｉ） （４ ．０ ．１３）

将用渐消记忆指数加权法求加权系数 ｃｉ ．
从历史上看，线性最小方差预报理论几乎同时被 Ｗｉｅｎｅｒ［１］和 Ｋｏｌｍｏｓｇｏｒｏｖ［２］提出 ．

Ｗｉｅｎｅｒ预报理论的应用背景是在第二次世界大战期间 Ｗｉｅｎｅｒ研究火炮控制系统，要求对
飞机的轨道预测 ．该项目完成于 １９４０ 年，但由于军事上保密原因直到 １９４９ 年才发表 ．［１］

但 Ｗｉｅｎｅｒ和 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ［１，２］的预报方法是频域方法 ．本章只介绍时域预报方法 ． ２０ 世纪 ７０
年代初，Ｂｏｘ和 Ｊｅｎｋｉｎｓ［３］提出了著名的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报方法，ｓｔｒｍ［８］基于 Ｄｉｏｐｈａｎ
ｔｉｎｅ方程提出了 ｓｔｒｍ预报方法，并将其应用于过程控制 ．还有一种时间序列的重要预报
方法是 Ｋａｌｍａｎ预报方法 ．

经典时间序列预报方法［２，６］是对单变量时间序列而言的，本章将介绍单变量和多变
量 ＡＲＭＡ时间序列预报，并给出在目标跟踪系统中的应用 ．特别，提出带观测噪声的 ＡＲ
ＭＡ时间序列的两种预报方法———ＡＲＭＡ新息模型预报方法和 Ｋａｌｍａｎ预报方法 ．

本章作者将平稳时间序列预报理论和方法基于 Ｋａｌｍａｎ滤波理论和射影理论，推广到
非平稳时间序列情形，提出了非平稳时间序列预报理论和方法 ．

４ ．１ Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的射影运算

为了理论上的严谨，我们将用 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的射影理论解决最优预报问题 ．在考虑
时间序列预报问题时，为了理论研究方便，假设已知到目前时刻 ｔ 为止的全部过去观测历
史，即初始观测时刻为 ｔ０ ＝ － ∞，这样我们已知在时刻 ｔ 和时刻 ｔ 以前的无穷个观测数
据，基于这种信息来预报时间序列在将来时刻的值 ．这里我们考虑线性最优预报问题，即
用这无限个观测数据的线性运算预报时间序列将来的值 ．从统计观点，时间序列是随机过
程，也称随机序列，因而时间序列预报问题归结为构造基于到时刻 ｔ 为止的无限个观测随
机变量的线性函数作为时间序列将来值（随机变量）的最优预报器 ．这相当于在一个由无
限个随机变量的线性函数构成的线性流形（线性空间或 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间）中求一个随机变量
的最优估计 ．这等价于在无穷维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的射影问题 ．它是第三章节 ３ ．２中基于有限
个随机变量张成的线性流形中的射影理论的自然推广 ．

记带零均值且有二阶矩的随机变量全体所构成的集合为 Ｈ，对任意两个随机变量
ｘ，ｙ∈Ｈ，定义它们的内积为

（ｘ，ｙ）＝ Ｅ（ｘｙ） （４ ．１ ．１）
其中 Ｅ为均值号，且定义随机变量 ｘ∈Ｈ 的范数‖ｘ‖为

‖ｘ‖ ＝（ｘ，ｘ）
１
２ ＝ Ｅｘ( )２ １

２ （４ ．１ ．２）
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在这种范数下，随机变量序列的收敛性是指均方收敛 ．称这种规定范数的空间为 Ｈｉｌｂｅｒｔ
空间 ．下面介绍 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间射影理论的概要［１１，１２］．证明从略 ．

考虑 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ 中的时间序列｛ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…｝，设初始观测时刻为 ｔ０ ＝ － ∞，
则这个时间序列含有无限个随机变量 ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），… ．记 Ｌ ＝ Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）为
由它们张成的子 Ｈｌｉｂｅｒｔ空间，即 Ｌ 中的元素由 ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…的线性组合及其均方极
限组成 ．设随机变量 ｘ∈Ｈ，基于（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）对 ｘ 的线性最小方差估计 ｘ^ 是子空
间 Ｌ 中的元素，它极小化均方误差

Ｊ ＝ ｍｉｎ
ｚ∈Ｌ

‖ｘ － ｚ‖ ＝‖ｘ － ｘ^‖ （４ ．１ ．３）

并称 ｘ^ 为 ｘ 在子空间 Ｌ 上的射影，记为
ｘ^ ＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ Ｌ） （４ ．１ ．４）

【定理 ４ ．１ ．１】 （正交射影定理）^ｘ 为 ｘ 在 Ｌ 上的射影的充要条件为
Ｅ［（ｘ － ｘ^）ｚ］＝ ０，  ｚ∈Ｌ （４ ．１ ．５）

即（ｘ － ｘ^）与 ｚ 的内积为零，（ｘ － ｘ^，ｚ）＝ ０，就是说（ｘ － ｘ^）不相关（正交）于 ｚ，记为
（ｘ － ｘ^）⊥ ｚ， ｚ∈Ｌ （４ ．１ ．６）

记 ｙ（ｔ）在子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…）上的射影为 ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １），即
ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ）｜ ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ）｜ Ｌ） （４ ．１ ．７）

由（４ ．１ ．３）称它是基于（ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…）对 ｙ（ｔ）的线性最小方差一步预报估值 ．因
为 Ｌ 是由 ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…的有限线性组合及均方极限生成，且通常 ｙ（ｔ），ｙ（ｔ －
１），…为相关随机序列，求射影是困难和复杂的 ．故人们希望引出等价于（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ －
１），…）的正交（不相关）序列 ．称为新息序列 ．它大大简化了对射影计算 ．
【定义 ４ ．１ ．１】 随机序列 ｙ（ｔ）的新息序列定义为

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１ ．８）
【定理 ４ ．１ ．２】 新息序列ε（ｔ），ε（ｔ － １），…是带零均值的白噪声：

Ｅ［ε（ｔ）］＝ ０，  ｔ， Ｅ［ε（ｔ）ε（ｊ）］＝σ２
ε（ｔ）δｔｊ （４ ．１ ．９）

其中σ２
ε（ｔ）是ε（ｔ）的方差 ．这表明新息序列ε（ｔ），ε（ｔ － １），…是 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）中

的正交序列，即ε（ｔ）⊥ε（ｊ）（ｔ≠ ｊ）．
【定理 ４ ．１ ．３】 （射影公式）随机变量 ｘ∈Ｈ 在子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）上

的射影为

ｘ^ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０

Ｅ［ｘε（ｔ － ｉ）］
Ｅ［ε２（ｔ － ｉ）］ε

（ｔ － ｉ） （４ ．１ ．１０）

【定理 ４ ． １ ． ４】 （递推射影公式）随机变量 ｘ∈Ｈ 在子 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ －
１），…）上的射影可递推计算为

ｐｒｏｊ（ｘ ｜ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ε（ｔ － １），ε（ｔ － ２），…）＋
Ｅ［ｘε（ｔ）］［Ｅ（ε２（ｔ））］－ １ε（ｔ） （４ ．１ ．１１）

【定义 ４ ．１ ．２】 定义 ｍ × １ 维带零均值和分量有二阶矩的时间序列（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ －
１），…）的新息序列ε（ｔ）为

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １），
ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝［ｙ^１（ｔ ｜ ｔ － １），…，^ｙｍ（ｔ ｜ ｔ － １）］ （４ ．１ ．１２）

其中记 ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），…，ｙｍ（ｔ）］Ｔ，Ｔ为转置号，定义 Ｌ（ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － ２），…）为由一
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维随机序列 ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － ２），…张成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，且定义 ｙ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）为 ｙｉ（ｔ）在一
维子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － ２），…）上的射影，

ｙ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｐｒｏｊ（ｙｉ（ｔ）｜ ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － ２），…） （４ ．１ ．１３）

【定理 ４ ．１ ．５】 ｍ × １维新息序列（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）是带零均值白噪声：
Ｅ［ε（ｔ）］＝ ０，  ｔ， Ｅ［ε（ｔ）εＴ（ｊ）］＝ ０，  ｔ≠ ｊ （４ ．１ ．１４）

【定义 ４ ．１ ．３】 设 ｘ ＝［ｘ１，…，ｘｎ］Ｔ 为带零均值和有二阶矩的 ｎ × １ 维随机变量，定
义它在 ｍ × １维随机序列（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）张成的一维子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ －
１），…）上的射影为

ｘ^ ＝［ｘ^１，…，^ｘｎ］Ｔ （４ ．１ ．１５）

其中定义 ｘ^ ｉ（ｉ ＝ １，…，ｎ）为分量 ｘｉ 在一维子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）上的射
影

ｘ^ ｉ ＝ ｐｒｏｊ（ｘｉ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…） （４ ．１ ．１６）
也称 ｘ^ 为基于（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）对 ｘ 的线性最小方差估值，即

ｘ^ ＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…） （４ ．１ ．１７）
【定理 ４ ．１ ．６】 （多维正交射影定理）^ｘ 为线性最小方差估值

ｍｉｎ
ｘ^
Ｊ ＝ Ｅ［（ｘ － ｘ^）Ｔ（ｘ － ｘ^）］ （４ ．１ ．１８）

的充要条件为
Ｅ［（ｘ － ｘ^）ｙＴ（ｔ － ｊ）］＝ ０， ｊ ＝ ０，１，２，… （４ ．１ ．１９）

【定理 ４ ． １ ． ７】 （多维射影公式）ｎ × １ 维随机变量 ｘ 在子 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ（εＴ（ｔ），

εＴ（ｔ － １），…）上的射影为

ｘ^ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｅ［ｘεＴ（ｔ － ｉ）］Ｅ［ε（ｔ － ｉ）εＴ（ｔ － ｉ））］－１ε（ｔ － ｉ） （４ ．１ ．２０）

【定理 ４ ．１ ．８】 （多维递推射影公式）
ｐｒｏｊ（ｘ ｜εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜εＴ（ｔ － １），εＴ（ｔ － ２），…）＋

Ｅ［ｘεＴ（ｔ）］［Ｅ（ε（ｔ）εＴ（ｔ））］－ １ε（ｔ） （４ ．１ ．２１）
【定理 ４ ．１ ．９】 设 ｘ 为 ｎ × １随机变量，ｚ 为 ｐ × １随机变量，Ａ，Ｂ 为适当维矩阵，则

ｐｒｏｊ（Ａｘ ＋ Ｂｚ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ Ａｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＋
Ｂｐｒｏｊ（ｚ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…） （４ ．１ ．２２）

【定义 ４ ．１ ．４】 若由（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）张成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ －
１），…）等于由它的新息序列（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…）张成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ －
１），…），即

Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…） （４ ．１ ．２３）
则称新息序列是完全的 ．
【定理 ４ ．１ ．１０】 若（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）的新息序列（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…）是完全

的，则有
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…） （４ ．１ ．２４）

【定理 ４ ．１ ．１１】 若随机序列 ｙ（ｔ）的新息序列ε（ｔ）是完全的，则有递推射影公式
ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｘ ｜ ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － ２），…）＋
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Ｅ［ｘεＴ（ｔ）］［Ｅ（ε（ｔ）εＴ（ｔ））］－ １ε（ｔ） （４ ．１ ．２５）
注意，因为（ε（ｔ），ε（ｔ － １）…）是正交（不相关）序列，这给计算射影带来很大方便，大

大简化了射影计算，而且具有重要理论意义 ．递推射影公式（４ ． １ ． ２５）是递推 Ｋａｌｍａｎ滤波
器推导的出发点，它将问题归结为新息的计算 ．

４ ．２ 单变量 ＡＲＭＡ过程的 Ｗｉｅｎｅｒ － Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ预报器

这里用时域方法导出 Ｗｉｅｎｅｒ － Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ预报器［１，２］．
考虑平稳、可逆的单变量 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ）

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．２ ．１）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声，且

Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎａｑ
－ ｎａ，

Ｃ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｃｎｃｑ
－ ｎｃ （４ ．２ ．２）

其中 ｑ － １为单位滞后算子 ．假设 Ａ（ｑ － １）和 Ｃ（ｑ － １）是稳定的，因而（４ ． ２ ． １）是平稳、可逆
的，故 ｙ（ｔ）是平稳时间序列 ．设 ｔ０ ＝ － ∞，即已知无限观测历史（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）．问题
是求 ｙ（ｔ ＋ ｋ）（ｋ ＞ ０）的线性最小方差预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），它是（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）的线性
函数，且极小化性能指标

Ｊ ＝ Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］ （４ ．２ ．３）
由平稳性有

ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
αｊε（ｔ － ｊ）＝α（ｑ －１）ε（ｔ） （４ ．２ ．４）

其中定义级数

α（ｑ －１）＝ Ｃ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１） ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
αｊｑ － ｊ （４ ．２ ．５）

其中系数αｊ 可递推计算为

αｊ ＝ － ａ１αｊ － １ －… － ａｎａαｊ － ｎａ
＋ ｃｊ （４ ．２ ．６）

其中规定α０ ＝ １，αｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），ｃｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｃ）．由可逆性有

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）
Ｃ（ｑ －１）ｙ

（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
βｊｙ（ｔ － ｊ）＝β（ｑ －１）ｙ（ｔ） （４ ．２ ．７）

其中定义级数

β（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）
Ｃ（ｑ －１）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
βｊ ｑ － ｊ （４ ．２ ．８）

其中系数βｊ 可递推计算为

βｊ ＝ － ｃ１βｊ － １ －… － ｃｎｃβｊ － ｎｃ
＋ ａｊ （４ ．２ ．９）

其中规定β０ ＝ １，βｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），ａｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎａ）．
由（４ ．２ ．４）和（４ ．２ ．７）引出由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）生成的 Ｈｉｌｂｅｒ空间 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ －

１），…）等于由（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）生成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，即
Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…） （４ ．２ ．１０）
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注意极小化（４ ．２ ．３）的最优预报器（线性最小方差预报器）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）（ｋ ＞ ０）是 ｙ（ｔ ＋ ｋ）在
Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）上的射影，即

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）
（４ ．２ ．１１）

由（４ ．２ ．４）有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
αｊε（ｔ ＋ ｋ － ｊ）＝

ε（ｔ ＋ ｋ）＋α１ε（ｔ ＋ ｋ － １）＋… ＋αｋ － １ε（ｔ ＋ １）＋αｋε（ｔ）＋αｋ ＋ １ε（ｔ － １）＋…
（４ ．２ ．１２）

利用ε（ｔ）的正交（不相关）性有

ε（ｔ ＋ ｉ）⊥Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）， ｉ ＞ ０ （４ ．２ ．１３）
于是

ｐｒｏｊ（ε（ｔ ＋ ｉ）｜ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）＝ ０， ｉ ＞ ０ （４ ．２ ．１４）
取（４ ．２ ．１２）两边各项在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １）…）上射影
引出最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝αｋε（ｔ）＋αｋ＋１ε（ｔ － １）＋ … ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ｋ
αｊε（ｔ ＋ ｋ － ｊ） （４ ．２ ．１５）

最小均方预报误差为

Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝ Ｅ ∑
ｋ－１

ｊ ＝ ０
αｊε（ｔ ＋ ｋ － ｊ( )）[ ]２ ＝σ２

ε∑
ｋ－１

ｊ ＝ ０
α２

ｊ

（４ ．２ ．１６）
注意用 ｑｋ乘（４ ．２ ．５）两边有

ｑｋα（ｑ － １）＝ ｑｋ ＋α１ ｑｋ － １ ＋… ＋αｋ － １ ｑ ＋αｋ ＋αｋ ＋ １ ｑ － １ ＋… （４ ．２ ．１７）
去掉上式 ｑ 的正幂项，定义

［ｑｋα（ｑ － １）］－ ＝αｋ ＋αｋ ＋ １ ｑ － １ ＋αｋ ＋ ２ ｑ － ２ ＋… （４ ．２ ．１８）
则最优预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）可表为

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝［ｑｋα（ｑ － １）］－ε（ｔ） （４ ．２ ．１９）
应用（４ ．２ ．７）有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝［ｑｋα（ｑ － １）］－β（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．２ ．２０）
由（４ ．２ ．５）和（４ ．２ ．８）有关系

α（ｑ － １）β（ｑ － １）＝ １ （４ ．２ ．２１）
将（４ ．２ ．２１）代入（４ ．２ ．２０）有如下定理 ．
【定理 ４ ．２ ．１】 （Ｗｉｅｎｅｒ － Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ预报公式）平稳可逆的 ＡＲＭＡ过程（４ ． ２ ． １）有超

前 ｋ 步（ｋ ＞ ０）最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
［ｑｋα（ｑ － １）］－

α（ｑ － １） ｙ（ｔ） （４ ．２ ．２２）

且最小均方预报误差为（４ ．２ ．１６）．
【例 ４ ．２ ．１】 考虑平稳 ＡＲ（１）过程 ｙ（ｔ），

（１ － ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （４ ．２ ．２３）
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其中 ｜ ａ ｜ ＜ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声 ．求 ｙ（ｔ）的超前 ｋ 步预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

应用几何级数求和公式有

α（ｑ －１）＝ １
１ － ａｑ－１ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ａｊｑ － ｊ （４ ．２ ．２４）

［ｑｋα（ｑ － １）］－ ＝ ａｋ ＋ ａｋ ＋ １ ｑ － １ ＋… ＝ ａｋ（１ ＋ ａｑ － １ ＋ ａ２ ｑ － ２ ＋…）＝ ａｋ １
１ － ａｑ － １

（４ ．２ ．２５）
于是由（４ ．２ ．２２）有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋｙ（ｔ） （４ ．２ ．２６）
且由（４ ．２ ．１６）有预报误差方差为

Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝σ２
ε∑

ｋ－１

ｊ ＝ ０
ａ２ ｊ ＝σ２

ε
１ － ａ２ｋ
１ － ａ２

（４ ．２ ．２７）

【例 ４ ．２ ．２】 考虑可逆的 ＭＡ（１）过程 ｙ（ｔ），
ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ε（ｔ） （４ ．２ ．２８）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，｜ ｃ ｜ ＜ １ ．求最优 ｋ 步预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

注意

α（ｑ － １）＝ １ ＋ ｃｑ － １ （４ ．２ ．２９）
故有

［ｑα（ｑ － １）］－ ＝［ｑ ＋ ｃ］－ ＝ ｃ （４ ．２ ．３０）

［ｑｋα（ｑ － １）］－ ＝［ｑｋ ＋ ｃｑｋ － １］－ ＝ ０， ｋ ＞ １ （４ ．２ ．３１）

于是由（４ ．２ ．２２）有

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｃ
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．２ ．３２）

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ０， ｋ ＞ １ （４ ．２ ．３３）
且由（４ ．２ ．１６）有预报误差方差

Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝
σ２
ε ｋ ＝ １

σ２
ε（１ ＋ ｃ２） ｋ{ ＞ １

（４ ．２ ．３４）

【例 ４ ．２ ．３】 考虑平稳可逆的 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｙ（ｔ），
（１ － ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ε（ｔ） （４ ．２ ．３５）

其中 ｜ ａ ｜ ＜ １，｜ ｃ ｜ ＜ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声 ．求最优 ｋ 步预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

注意

α（ｑ － １）＝ １ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ （４ ．２ ．３６）

于是有
ｑｋ（１ ＋ ｃｑ－１）
１ － ａｑ－[ ]１

－
＝ ｑｋ∑

∞

ｊ ＝ ０
ａｊｑ －[ ]ｊ

－ ＋ ｑｋ（ｃｑ －１∑
∞

ｊ ＝ ０
ａｊｑ － ｊ[ ]）

－ ＝

（ａｋ ＋ ａｋ ＋ １ ｑ － １ ＋…）＋ ｃ（ａｋ － １ ＋ ａｋｑ － １ ＋…）＝（ａｋ ＋ ｃａｋ － １）（１ ＋ ａｑ － １ ＋ ａ２ ｑ － ２ ＋…）＝
ａｋ ＋ ｃａｋ － １
１ － ａｑ － １ （４ ．２ ．３７）
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故由（４ ．２ ．２２）和（４ ．２ ．３６）有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋ ＋ ｃａｋ － １
１ － ａｑ － １

１ － ａｑ － １

１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ）＝ ａｋ － １（ａ ＋ ｃ）
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．２ ．３８）

由（４ ．２ ．３６）α（ｑ － １）有展式

α（ｑ －１）＝ １
１ － ａｑ－１ ＋ ｃｑ－１

１ － ａｑ－１ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
αｊｑ － ｊ ＝

∑
∞

ｊ ＝ ０
ａｊｑ － ｊ ＋ ｃｑ －１∑

∞

ｊ ＝ ０
ａｊｑ － ｊ （４ ．２ ．３９）

用比较系数法有

α０ ＝ １，αｋ ＝ ａｋ － １（ａ ＋ ｃ）， ｋ≥１ （４ ．２ ．４０）

于是由（４ ．２ ．１６）有预报误差方差

Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ １）－ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ））２］＝σ２
ε

Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝σ２
ε １ ＋ ∑

ｋ－１

ｊ ＝ １
ａ２（ｊ －１）（ａ ＋ ｃ）[ ]２ ＝

σ２
ε １ ＋ ∑

ｋ－２

ｉ ＝ ０
ａ２ ｉ（ａ ＋ ｃ）[ ]２ ＝σ２

ε １ ＋（ａ ＋ ｃ）２ １ － ａ２（ｋ－１）

１ － ａ[ ]２ （４ ．２ ．４１）

４ ．３ 单变量 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器

【定理 ４ ．３ ．１】 对于平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程（４ ． ２ ． １）（即假设 Ａ（ｑ － １）和 Ｃ（ｑ － １）是
稳定的多项式，换言之，多项式 Ａ（ｘ）和 Ｃ（ｘ）的零点位于单位圆外），白噪声ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）
的新息过程，即

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．３ ．１）
其中 ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）是基于观测（ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…）对 ｙ（ｔ）的一步最优（线性最小方差）
预报估值 ．因而（４ ．２ ．１）是 ｙ（ｔ）的 ＡＲＭＡ新息模型 ．

证明 由平稳性有均方收敛的展式

ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
αｊε（ｔ － ｊ） （４ ．３ ．２）

其中系数αｊ 由（４ ．２ ．６）计算 ．由可逆性有展式

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）
Ｃ（ｑ －１）ｙ

（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
βｊｙ（ｔ － ｊ） （４ ．３ ．３）

其中系数βｊ 由（４ ．２ ．９）计算 ．上两式表明
ｙ（ｔ）∈Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…），

ε（ｔ）∈Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…） （４ ．３ ．４）
因而（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）与（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）张成相同的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，即

Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…） （４ ．３ ．５）
取（４ ．２ ．１）两边各项到 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…）上的射影，并注意（４ ．３ ．５），则
有
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ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ － ａ１ ｙ（ｔ － １）－… － ａｎａｙ（ｔ － ｎａ）＋ ｃ１ε（ｔ － １）＋… ＋ ｃｎｃε（ｔ － ｎｃ）

（４ ．３ ．６）
由（４ ．２ ．１）减（４ ．３ ．６）得（４ ．３ ．１）．其中用到了事实

ｐｒｏｊ（ε（ｔ）｜ ｙ（ｔ － １），ｙ（ｔ － ２），…）＝ ｐｒｏｊ（ε（ｔ）｜ε（ｔ － １），ε（ｔ － ２），…）＝ ０（４ ．３ ．７）
因为ε（ｔ）⊥ε（ｔ － ｉ），ｉ ＞ ０，从而有ε（ｔ）⊥Ｌ（ε（ｔ － １），ε（ｔ － ２），…）．证毕 ． □

现在推导 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器 ．在（４ ．２ ．１）中置 ｔ ＝ ｔ ＋ ｋ 有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ｔ ＋ ｋ － ｉ）＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ ０
ｃｉε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）， ｃ０ ＝ １ （４ ．３ ．８）

取上式两边各项在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）上的射影，应用射影性质和（４ ．３ ．５）
有

ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ － ｉ）｜ ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ － ｉ） （ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ），
ｐｒｏｊ（ε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）｜ ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ε（ｔ ＋ ｋ － ｉ） （ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ），
ｐｒｏｊ（ε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）｜ ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ ０ （ｔ ＋ ｋ － ｉ ＞ ｔ） （４ ．３ ．９）

进而可得如下 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器 ．
【定理 ４ ．３ ．２】 平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程（４ ．２ ．１）有 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ ｋ
ｃｉε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）， ｋ ≤ ｎｃ （４ ．３ ．１０）

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ｎｃ （４ ．３ ．１１）

其中规定 ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ － ｉ）（ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ）．
上述 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器可统一写为

Ａ（珓ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．３ ．１２）
其中规定ε（ｔ ＋ ｊ）＝ ０（ｊ ＞ ０），且定义 Ａ（珓ｑ － １）是只对 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）的时标（ｔ ＋ ｋ）运算的
Ａ（ｑ － １），即

Ａ（珓ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ ａ１ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ）＋… ＋ ａｎａｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｎａ ｜ ｔ）

（４ ．３ ．１３）
【例 ４ ．３ ．１】 考虑平稳 ＡＲ（１）过程 ｙ（ｔ），

（１ － ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝ε（ｔ） （４ ．３ ．１４）
其中 ｜ ａ ｜ ＜ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声 ．求最优 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．
应用定理 ４ ．３ ．２有

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ａｙ（ｔ） （４ ．３ ．１５）
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｙ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ） （ｋ ＞ １） （４ ．３ ．１６）

这引出
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋｙ（ｔ） （４ ．３ ．１７）

它相同于例 ４ ．２ ．１的结果 ．
【例 ４ ．３ ．２】 考虑可逆的 ＭＡ（１）过程 ｙ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ε（ｔ） （４ ．３ ．１８）
其中 ｜ ｃ ｜ ＜ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声 ．求 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．
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应用定理 ４ ．３ ．２有 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｃε（ｔ） （４ ．３ ．１９）

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ０， ｋ ＞ １ （４ ．３ ．２０）
注意由（４ ．３ ．１８）有

ε（ｔ）＝ １
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．３ ．２１）

将它代入（４ ．３ ．１９）得

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｃ
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．３ ．２２）

它相同于例 ４ ．２ ．２的结果 ．
【例 ４ ．３ ．３】 考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｙ（ｔ），

（１ － ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ε（ｔ） （４ ．３ ．２３）
其中 ｜ ａ ｜ ＜ １，｜ ｃ ｜ ＜ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声 ．求 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器 ｙ^（ｔ ＋
ｋ ｜ ｔ）．
应用定理 ４ ．３ ．２有 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ａｙ（ｔ）＋ ｃε（ｔ） （４ ．３ ．２４）
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｙ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ １ （４ ．３ ．２５）

这引出它的非递推形式为
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋ － １［ａｙ（ｔ）＋ ｃε（ｔ）］， ｋ≥１ （４ ．３ ．２６）

由（４ ．３ ．２３）有

ε（ｔ）＝ １ － ａｑ － １

１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．３ ．２７）

将它代入（４ ．３ ．２６）有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋ － １（ａ ＋ ｃ）
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．３ ．２８）

它相同于例 ４ ．２ ．３的结果 ．

４ ．４ 单变量 ｓｔｒｍ预报方法

【例 ４ ．４ ．１】 一个启发性例子 ．
考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｙ（ｔ），

（１ － ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ε（ｔ） （４ ．４ ．１）
其中 ｜ ａ ｜ ＜ １，｜ ｃ ｜ ＜ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声 ．最优预报器 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）和 ｙ^（ｔ ＋
２ ｜ ｔ）．

（４ ．４ ．１）可写成传递函数形式

ｙ（ｔ ＋ １）＝ １ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ε（ｔ ＋ １） （４ ．４ ．２）

为了预报 ｙ（ｔ ＋ １），用综合除法将 ｙ（ｔ ＋ １）分解为两部分：一部分是已知的，一部分是未知
的 ．
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１ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ ＝
１ － ａｑ － １ ＋ ａｑ － １ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ （４ ．４ ．３）

即有分解式
１ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ ＝ １ ＋
（ｃ ＋ ａ）ｑ － １

１ － ａｑ － １ （４ ．４ ．４）

将其代入（４ ．４ ．２）可将 ｙ（ｔ ＋ １）分解为

ｙ（ｔ ＋ １）＝ε（ｔ ＋ １）＋ ｃ ＋ ａ
１ － ａｑ － １ε（ｔ） （４ ．４ ．５）

而ε（ｔ）是已知的，可由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）计算为

ε（ｔ）＝ １ － ａｑ － １

１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．６）

将它代入（４ ．４ ．５）有分解

ｙ（ｔ ＋ １）＝ε（ｔ ＋ １）＋ ｃ ＋ ａ
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．７）

取上式两边各项在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）上的射影引
出最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｃ ＋ ａ
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．８）

预报误差方差为
Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ １）－ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ））２］＝ Ｅ［ε２（ｔ ＋ １）］＝σ２

ε （４ ．４ ．９）
类似地用综合除法进一步由（４ ．４ ．４）有

１ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ ＝ １ ＋（ｃ ＋ ａ）ｑ － １１ － ａｑ － １ ＋ ａｑ － １

１ － ａｑ － １ ＝ １ ＋（ｃ ＋ ａ）ｑ － １（１ ＋ ａｑ － １

１ － ａｑ － １）

（４ ．４ ．１０）
因而有分解式

１ ＋ ｃｑ － １

１ － ａｑ － １ ＝ １ ＋（ｃ ＋ ａ）ｑ － １ ＋ ａ（ｃ ＋ ａ）ｑ － ２

１ － ａｑ － １ （４ ．４ ．１１）

于是由（４ ．４ ．２）ｙ（ｔ ＋ ２）可分解为

ｙ（ｔ ＋ ２）＝ε（ｔ ＋ ２）＋（ｃ ＋ ａ）ε（ｔ ＋ １）＋ ａ（ｃ ＋ ａ）
１ － ａｑ － １ε（ｔ） （４ ．４ ．１２）

应用（４ ．４ ．６）有分解式

ｙ（ｔ ＋ ２）＝ε（ｔ ＋ ２）＋（ｃ ＋ ａ）ε（ｔ ＋ １）＋ ａ（ｃ ＋ ａ）
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．１３）

取上式两边各项在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）上的射影引出二步最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝ ａ（ｃ ＋ ａ）
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．１４）

且有预报误差方差
Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ２）－ ｙ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ））２］＝σ２

ε［１ ＋（ｃ ＋ ａ）２］ （４ ．４ ．１５）
在一般情形下有如下 ｓｔｒｍ预报器 ．
【定理 ４ ．４ ．１】 （ｓｔｒｍ预报器）平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程（４ ． ２ ． １）超前 ｋ 步 ｓｔｒｍ最

优预报器
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ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．４ ．１６）

它有递推形式
Ｃ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．４ ．１７）

其中 Ｇｋ（ｑ － １）连同 Ｆｋ（ｑ － １）由如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程决定

Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １） （４ ．４ ．１８）
其中 Ｆｋ（ｑ － １）为（ｋ － １）阶多项式，Ｇｋ（ｑ － １）的阶次为 ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｃ － ｋ），

Ｆｋ（ｑ － １）＝ ｆｋ０ ＋ ｆｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｆｋ，ｋ － １ ｑ －（ｋ － １），

Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇｋ０ ＋ ｇｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋ，ｎｇｑ
－ ｎｇ （４ ．４ ．１９）

预报误差为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．４ ．２０）

且有误报误差方差为

Ｅ［（珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝σ２
ε∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ｆｋｉ２ （４ ．４ ．２１）

证明 由（４ ．２ ．１）有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．４ ．２２）

用综合除法可将 Ｃ（ｑ － １）／ Ａ（ｑ － １）分解为

Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）＝ Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １）

Ａ（ｑ － １）
（４ ．４ ．２３）

用 Ａ（ｑ － １）乘上式两边引出 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程
Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １） （４ ．４ ．２４）

注意 Ｆｋ（ｑ － １）是（ｋ － １）阶多项式和 Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｑｋ［Ｃ（ｑ － １）－ Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）］，则有 ｎｇ ＝
ｍａｘ（ｎｃ － ｋ，ｎａ ＋（ｋ － １）－ ｋ）＝ ｍａｘ（ｎｃ － ｋ，ｎａ － １）．系数 ｆｋｉ和 ｇｋｉ可由 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 方程
（４ ．４ ．２４）用比较系数法求得 ．于是 ｙ（ｔ ＋ ｋ）可分解为

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １[ ]）ε（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）＋

Ｇｋ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ε（ｔ）

（４ ．４ ．２５）
由（４ ．２ ．１）和可逆性有

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ

（ｔ） （４ ．４ ．２６）

由上两式引出分解式

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）＋
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．４ ．２７）

因 Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）＝ ｆｋ０ε（ｔ ＋ ｋ）＋ ｆｋ１ε（ｔ ＋ ｋ － １）＋ … ＋ ｆｋ，ｋ － １ε（ｔ ＋ １）是未知的，取
（４ ．４ ．２７）两边各项在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）上的射影，有 ｓｔｒｍ最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．４ ．２８）

其中用到了事实 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）及事实
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Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ）∈Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…） （４ ．４ ．２９）

因而它是已知的 ．故有

ｐｒｏｊ
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ）｜ ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １( )），… ＝

Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．４ ．３０）

由（４ ．４ ．２７）减（４ ．４ ．２８）引出预报误差
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．４ ．３１）

这引出预报误差方差

Ｅ［（珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝ Ｅ［（ｆｋ０ε（ｔ ＋ ｋ）＋ … ＋ ｆｋ，ｋ－１ε（ｔ ＋ １））２］＝σ２
ε∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ｆ２ｋｉ

（４ ．４ ．３２）
证毕 ． □

在具体例子中，在不引起混淆情形下，简记 ｆｋｉ为 ｆｉ，ｇｋｉ为 ｇｉ ．
【例 ４ ．４ ．２】 对例 ４ ．４ ．１求 ｓｔｒｍ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），ｋ≥１ ．
因 ｎａ ＝ １，ｎｃ ＝ １，则有 ｎｇ ＝ ｍａｘ（０，１ － ｋ）＝ ０，故 Ｇ（ｑ － １）＝ ｇ０ ．Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程（４ ． ４ ．

２４）成为
１ ＋ ｃｑ － １ ＝（１ － ａｑ － １）（ｆ０ ＋ ｆ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｆｋ － １ ｑ －（ｋ － １））＋ ｑ － ｋｇ０ （４ ．４ ．３３）

用比较系数法，比较上式两边 ｑ － ｉ的系数有关系
ｆ０ ＝ １， ｃ ＝ ｆ１ － ａｆ０， ０ ＝ ｆｉ － ａｆｉ － １， ｉ ＞ １； ０ ＝ ｇ０ － ａｆｋ － １ （４ ．４ ．３４）

这引出
ｆ０ ＝ １， ｆｉ ＝ ａｉ － １（ｃ ＋ ａ）， ｉ ＝ １，…，ｋ － １； ｇ０ ＝ ａｋ － １（ｃ ＋ ａ） （４ ．４ ．３５）

于是由（４ ．４ ．１６）有 ｓｔｒｍ最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋ － １（ｃ ＋ ａ）
１ ＋ ｃｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．３６）

它相同于例 ４ ．３ ．３的结果 ．预报误差方差为

Ｅ （ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））[ ]２ ＝σ２
ε １ ＋ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ １
ａ２（ｉ －１）（ｃ ＋ ａ）[ ]２ ＝

σ２
ε １ ＋（ｃ ＋ ａ）２ １ － ａ２（ｋ － １）

１ － ａ[ ]２ （４ ．４ ．３７）

它相同于例 ４ ．２ ．３的结果（４ ．２ ．４１）．
【例 ４ ．４ ．３】 考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ（１，２）过程，

（１ ＋ ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋ ｃ２ ｑ － ２）ε（ｔ） （４ ．４ ．３８）
其中 ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声 ．下面用三种方法求它的最优预报器 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．
先用 ｓｔｒｍ方法 ．注意 ｎａ ＝ １，ｎｃ ＝ ２，ｋ ＝ １，故有 ｎｇ ＝ ｍａｘ（０，２ － １）＝ １，置 Ｆｋ（ｑ － １）＝

ｆ０，Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇ０ ＋ ｇ１ ｑ － １，有 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程

１ ＋ ｃ１ ｑ － １ ｃ２ ｑ － ２ ＝（１ ＋ ａｑ － １）ｆ０ ＋ ｑ － １（ｇ０ ＋ ｇ１ ｑ － １） （４ ．４ ．３９）
用比较系数法有

ｆ０ ＝ １， ｇ０ ＝ ｃ１ － ａ， ｇ１ ＝ ｃ２ （４ ．４ ．４０）
从而有 ｓｔｒｍ预报器

·００２·



ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
ｃ１ － ａ１ ＋ ｃ２ ｑ － １

１ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋ ｃ２ ｑ － ２ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．４１）

其次用 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ方法 ．由（４ ．４ ．３８）有 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ － ａｙ（ｔ）＋ ｃ１ε（ｔ）＋ ｃ２ε（ｔ － １） （４ ．４ ．４２）

由（４ ．４ ．３８）有

ε（ｔ）＝ １ ＋ ａｑ － １

１ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋ ｃ２ ｑ － ２ ｙ（ｔ） （４ ．４ ．４３）

将它代入（４ ．４ ．４２）整理后可得（４ ．４ ．４１）．
最后用 Ｗｉｅｎｅｒ － Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ预报器也可得到相同结果，详细从略 ．
【例 ４ ．４ ．４】 考虑平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ），

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．４ ．４４）
其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的白噪声，Ａ（ｑ － １）和 Ｃ（ｑ － １）由（４ ．２ ．２）定义 ．考虑由 ｙ（ｔ）
生成的信号 ｚ（ｔ），

ｚ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ － １）
Ｑ（ｑ － １）ｙ

（ｔ） （４ ．４ ．４５）

其中 Ｐ（ｑ － １）和 Ｑ（ｑ － １）为首系数为 １ 的 ｑ － １的稳定的多项式 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ），
ｙ（ｔ － １），…）求 ｚ（ｔ ＋ ｋ）的最优预报器 ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

将（４ ．４ ．４５）代入（４ ．４ ．４４）有 ｚ（ｔ）服从的平稳、可逆的 ＡＲＭＡ模型
Ａ（ｑ － １）Ｑ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．４ ．４６）

应用定理 ４ ．４ ．１有 ｓｔｒｍ预报器

ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）

Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．４ ．４７）

其中 Ｇｋ（ｋ）和 Ｆｋ（ｑ － １）由如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程决定

Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）Ｑ（ｑ － １）＝ Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋ Ｇｋ（ｑ － １）

Ａ（ｑ － １）Ｑ（ｑ － １）
（４ ．４ ．４８）

其中 Ｆｋ（ｑ － １）的阶次为（ｋ － １），ｎｇ ＝（ｎａ ＋ ｎｑ － １，ｎｐ ＋ ｎｃ － ｋ）．将（４ ． ４ ． ４５）代入（４ ． ４ ． ４７）
有最优预报器

ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）

Ｃ（ｑ － １）Ｑ（ｑ － １）ｙ
（ｔ） （４ ．４ ．４９）

预报误差方差为

Ｅ［（ｚ（ｔ ＋ ｋ）－ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））２］＝σ２
ε∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ｆｋｉ２ （４ ．４ ．５０）

其中 Ｆｋ（ｑ － １）＝ ｆｋ０ ＋ ｆｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｆｋ，ｋ － １ ｑ －（ｋ － １）．
【注 ４ ．４ ．１】 注意节 ４ ．２ ～ 节 ４ ．４ 介绍的三种最优预报方法是在假设 ＡＲＭＡ 过程是

平稳可逆条件下用射影理论推导的 ．可以证明［１７］对非平稳 ＡＲＭＡ过程所得结果也成立 ．
现在我们给出不同于文献［１７］的非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器的推导和证明 ．

４ ．５ 非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

周知，与经典 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法相比，Ｋａｌｍａｎ滤波方法的优点之一是可处理非平稳随
·１０２·



机过程 ．本节我们将用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法对非平稳 ＡＲＭＡ过程导出 Ｗｉｅｎｅｒ预报器，它具有
ｓｔｒｍ预报器的形式，并且给出计算预报器的算子多项式 Ｇｋ（ｑ － １）的新算法 ．

考虑非平稳 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ）
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．５ ．１）

其中 ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｅ的白噪声，Ａ（ｑ － １）是不稳定的多项式，Ｃ（ｑ － １）是稳定的多

项式，且
Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎａｑ

－ ｎａ

Ｃ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｃｎｃｑ
－ ｎｃ

设（Ａ（ｑ － １），Ｃ（ｑ － １））互质，且初始观测时刻 ｔ０ ＝ ０，问题是当 ｔ→∞时求稳态 Ｗｉｅｎｅｒ预报
器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．等价地，当 ｔ０→ － ∞时，求稳态 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），它具有以 ｙ（ｔ）
作为输入的传递函数表达式 ．

由定理 １ ．６ ．１，（４ ．５ ．１）有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （４ ．５ ．２）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｅ（ｔ） （４ ．５ ．３）

其中（Ａ，Ｈ）为伴随形，ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），且

Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎ － １
－ ａｎ ０ …









０
， Γ ＝

ｃ１ － ａ１


ｃｎ － ａ









ｎ

， Ｈ ＝［１ ０ … ０］ （４ ．５ ．４）

其中 ｎ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ）．注意系统（４ ．５ ．２）和（４ ．５ ．３）是带相关的观测噪声 ｅ（ｔ）和输入噪声

ｅ（ｔ）的系统，它可化为等价的带不相关噪声系统［１４］，其状态转移阵珡Φ ＝ Ａ － ＪＨ，Ｊ ＝Γ，
即

珡Φ ＝

－ ｃ１
 Ｉｎ － １
－ ｃｎ ０ …









０

（４ ．５ ．５）

注意珡Φ 是稳定矩阵，这是因为 Ｃ（ｑ － １）被假定是稳定的多项式且有关系 ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珡Φ）

＝ Ｃ（ｑ － １）．因（珡Φ，Ｈ）为完全可观对，这是因为（珡Φ，Ｈ）为伴随形，因此系统（４ ． ５ ． ２）和
（４ ．５ ．３）存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器［１５，１６］

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ａｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （４ ．５ ．６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．５ ．７）
其中白噪声ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）的新息过程 ．我们在下面将证明 Ｋｐ ＝Γ ．

现在我们揭示当 ｔ０ 为有限时，由 ＡＲＭＡ模型（４ ． ５ ． １）取初值（ｙ（ｔ０），…，ｙ（ｔ０ ＋ ｎ －
１），ｅ（ｔ０），…，ｅ（ｔ０ ＋ ｎ － １））递推计算 ｅ（ｔ），

ｅ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）－ ｃ１ ｅ（ｔ － １）－… － ｃｎｃｅ（ｔ － ｎｃ）， ｔ ＝ ｔ０ ＋ ｎ，ｔ０ ＋ ｎ ＋ １，…

（４ ．５ ．８）
其中 ｎ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ），与由等价的状态空间模型（４ ． ５ ． ２）和（４ ． ５ ． ３）取初值 ｘ（ｔ０）计算的
ｅ（ｔ），

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （４ ．５ ．９）
·２０２·



ｅ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈｘ（ｔ）， ｔ ＝ ｔ０ ＋ １，ｔ０ ＋ ２，… （４ ．５ ．１０）
有何关系？以及与由状态空间新息模型（４ ．５ ． ６）和（４ ． ５ ． ７）取初值 ｘ^（ｔ０ ｜ ｔ０ － １）计算的新
息ε（ｔ）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ａｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ）， Ｋｐ ＝Γ （４ ．５ ．１１）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）， ｔ ＝ ｔ０ ＋ １， ｔ０ ＋ ２，… （４ ．５ ．１２）
有何关系，事实上，由（４ ．５ ．２）和（４ ．５ ．３）迭代有关系

Ｈ
ＨＡ


ＨＡｎ











－ １

ｘ（ｔ０）＝

ｙ（ｔ０）－ ｅ（ｔ０）

ｙ（ｔ０ ＋ １）－ ＨΓｅ（ｔ０）－ ｅ（ｔ０ ＋ １）


ｙ（ｔ０ ＋ ｎ － １）－ ∑
ｎ－２

ｉ ＝ ０
ＨＡｎ － ２ － ｉΓｅ（ｔ０ ＋ ｉ）－ ｅ（ｔ０ ＋ ｎ － １













）

（４ ．５ ．１３）
因（Ａ，Ｈ）为伴随形，则（Ａ，Ｈ）为完全可观对，从而可解出 ｘ（ｔ０）与（４ ．５ ．１）初值关系

ｘ（ｔ０）＝

Ｈ
ＨＡ


ＨＡｎ











－ １

－ １ ｙ（ｔ０）－ ｅ（ｔ０）

ｙ（ｔ０ ＋ １）－ ＨΓｅ（ｔ０）－ ｅ（ｔ０ ＋ １）


ｙ（ｔ０ ＋ ｎ － １）－ ∑
ｎ－２

ｉ ＝ ０
ＨＡｎ － ２ － ｉΓｅ（ｔ０ ＋ ｉ）－ ｅ（ｔ０ ＋ ｎ － １













）

（４ ．５ ．１４）
由此我们得出结论：当状态空间模型（４ ． ５ ． ２）和（４ ． ５ ． ３）的初值 ｘ（ｔ０）由 ＡＲＭＡ 模型
（４ ．５ ．１）的初值（ｙ（ｔ０），…，ｙ（ｔ０ ＋ ｎ － １），ｅ（ｔ０），…，ｅ（ｔ０ ＋ ｎ － １））通过公式（４ ．５ ．１４）计算
时，则两种模型产生相同的 ｅ（ｔ）．

类似地，当取状态空间新息模型（４ ．５ ．６）和（４ ．５ ．７）的初值 ｘ^（ｔ０ ｜ ｔ０ － １）为由（４ ．５ ．１４）
计算的 ｘ（ｔ０）时，即取

ｘ^（ｔ０ ｜ ｔ０ － １）＝ ｘ（ｔ０） （４ ．５ ．１５）
其中 ｘ（ｔ０）由（４ ．５ ．１４）计算，则由（４ ．５ ．１１）和（４ ．５ ．１２）（即（４ ．５ ．６）和（４ ．５ ．７））计算的非稳
态新息ε（ｔ），恒同于由前两种模型计算的 ｅ（ｔ），即

ε（ｔ）＝ ｅ（ｔ）， ｔ ＝ ｔ０，ｔ０ ＋ １，… （４ ．５ ．１６）
因此我们可从 Ｋａｌｍａｎ滤波观点对非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．５ ．１）中的白噪声 ｅ（ｔ）意义给出如
下解释：在（４ ．５ ． １）中取初值（ｙ（ｔ０），…，ｙ（ｔ０ ＋ ｎ － １），ｅ（ｔ０），…，ｅ（ｔ０ ＋ ｎ － １））通过
（４ ．５ ．８）计算的 ｅ（ｔ）是 ｙ（ｔ）的非稳态新息过程（４ ．５ ．１６）．非稳态新息 ｅ（ｔ）具有时变方差
Ｑｅ（ｔ）＝ Ｅ［ｅ２（ｔ）］等于由状态空间新息模型（４ ．５ ．１１）和（４ ．５ ．１２）计算的非稳态新息ε（ｔ）
的时变方差 Ｑε（ｔ）＝ Ｅ［ε２（ｔ）］．将（４ ．５ ．３）代入（４ ．５ ．１２）引出

ε（ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｅ（ｔ） （４ ．５ ．１７）
记 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］，珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），由（４ ．５ ．２）有
ｅ（ｔ）⊥ｘ（ｔ），ｅ（ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １），则有关系

Ｑｅ（ｔ）＝ Ｑε（ｔ）＝ ＨＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋σ２
ｅ （４ ．５ ．１８）

因（珡Φ，Ｈ）为伴随形，则（珡Φ，Ｈ）为完全可观对，因而存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器（４ ．５ ．６）和（４ ．
·３０２·



５ ．７），且由（３ ．８ ．２０）稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程有

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｅ）－ １ＨΣ］珡ΦＴ ＋Γ（σ２

ｅ － Ｓσ－ ２
ｅ Ｓ）ΓＴ （４ ．５ ．１９）

因在（４ ．５ ．２）和（４ ．５ ．３）中输入噪声 ｅ（ｔ）和观测噪声 ｅ（ｔ）是相关的，即
Ｓ ＝ Ｅ［ｅ（ｔ）ｅ（ｔ）］＝σ２

ｅ （４ ．５ ．２０）
这引出（４ ．５ ．１９）右边的第二项为零，从而稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程化为

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｅ）－ １ＨΣ］珡Φ （４ ．５ ．２１）

它有非负定稳态解

Σ ＝ ０ （４ ．５ ．２２）
于是由（３ ．８ ．８）有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝（ＡΣＨＴ ＋ΓＳ）（ＨΣＨ ＋σ２
ｅ）－ １ ＝Γ （４ ．５ ．２３）

其中应用了Σ ＝ ０ ．由（４ ．５ ．２）和（４ ．５ ．３）有
ｘ（ｔ ＋ １）＝（Ａ －ΓＨ）ｘ（ｔ）＋Γｙ（ｔ） （４ ．５ ．２４）

由（４ ．５ ．６）和（４ ．５ ．７）有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ａ － ＫｐＨ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （４ ．５ ．２５）

注意 Ｋｐ ＝Γ，上两式相减有预报误差
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．５ ．２６）

其中由（４ ．５ ．２３）Ｋｐ ＝Γ引出

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ ＝ Ａ －ΓＨ （４ ．５ ．２７）
于是由（４ ．５ ．２６）有

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ΨｐＰ（ｔ ｜ ｔ － １）Ψｐ
Ｔ （４ ．５ ．２８）

注意

Ψｐ ＝ Ａ －ΓＨ ＝

－ ｃ１
 Ｉｎ － １
－ ｃｎ ０ …









０

（４ ．５ ．２９）

则有 ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）＝ Ｃ（ｑ － １），因 Ｃ（ｑ － １）是稳定的多项式，则Ψｐ 是稳定矩阵 ．由（４ ．５ ．
２６）迭代（ｔ － ｔ０）次有

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝Ψｔ － ｔ０ｐ Ｐ（ｔ０ ｜ ｔ０ － １）Ψ（ｔ － ｔ０）Ｔｐ （４ ．５ ．３０）
由Ψｐ 的稳定性引出

ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ０ （４ ．５ ．３１）

于是由（４ ．５ ．１８）有

σ２
ε ｌｉｍ

ｔ０→ － ∞
Ｑε（ｔ）＝ ｌｉｍ

ｔ０→ － ∞
Ｑｅ（ｔ）＝σ２

ｅ （４ ．５ ．３２）

其中σ２
ε和σ２

ｅ 为稳态新息方差 ．
当 ｔ０ 为有限时刻时，由递推射影公式有最优 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ － １）＋ Ｅ［ｘ（ｔ ＋ ｋ）ε（ｔ）］Ｑ － １
ε （ｔ）ε（ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．５ ．３３）

由（４ ．５ ．２）迭代有

ｘ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ａｋｘ（ｔ）＋ ∑
ｔ ＋ ｋ

ｉ ＝ ｔ＋１
Ａｔ ＋ ｋ － ｉΓｅ（ｉ － １） （４ ．５ ．３４）

·４０２·



注意关系（４ ．５ ．１７），因为 ｅ（ｔ）是白噪声，ｘ（ｔ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １），这引出非稳态关
系

Ｅ［ｘ（ｔ ＋ ｋ）ε（ｔ）］＝ Ａｋ － １Γσ２
ｅ ＋ ＡｋＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ （４ ．５ ．３５）

令 ｔ０→ － ∞，注意稳态新息ε（ｔ）＝ ｅ（ｔ），并注意（４ ．５ ．３１）和（４ ．５ ．３２），因而当 ｔ０→ － ∞时，
引出稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ａｘ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ａｋ － １Γｅ（ｔ），
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．５ ．３６）

其中第二式由（４ ．５ ．３）和射影性质得到 ．因为（Ａ，Ｈ）为伴随形，应用定理 １ ．６ ．１ 有等价的
稳态 ＡＲＭＡ预报器

Ａ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珔Ｇｋ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ １） （４ ．５ ．３７）

即有稳态 ｋ 步预报器
Ａ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．５ ．３８）

其中定义

Ａｋ － １Γ ＝
ｇｋ１

ｇ









ｋｎ

，

珔Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ － ｎ，

Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｑ珔Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇｋ１ ＋ ｇｋ２ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ －（ｎ － １） （４ ．５ ．３９）
注意（４ ．５ ．３６）也可直接由关系

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ａｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．５ ．４０）
及 Ｋａｌｍａｎ预报器（４ ．５ ．６）导出为

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ａｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ａｋ － １［Ａｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｐε（ｔ ＋ １）］＝

Ａｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ Ａｋ － １Ｋｐε（ｔ ＋ １） （４ ．５ ．４１）

因 Ｃ（ｑ － １）是稳定的，由（４ ．５ ．１）有

ｅ（ｔ）＝ １
Ｃ（ｑ － １）

（Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）） （４ ．５ ．４２）

将它代入（４ ．５ ．３７）后，两边消去 Ａ（ｑ － １）有稳态 ｋ 步预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．５ ．４３）

或表为 ＡＲＭＡ递推形式
Ｃ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．５ ．４４）

上两式具有 ｓｔｒｍ预报器形式，但它适用于非平稳 ＡＲＭＡ过程预报 ．
上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ４ ．５ ．１】 对非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ． ５ ． １），设 Ａ（ｑ － １）与 Ｃ（ｑ － １）互质，Ａ（ｑ － １）是

不稳定的多项式，Ｃ（ｑ － １）是稳定的多项式，ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，则有 ｋ 步

Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．５ ．４５）

·５０２·



其中 Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇｋ１ ＋ ｇｋ２ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ －（ｎ － １），且它的系数可用如下公式计算
ｇｋ１

ｇ









ｋｎ

＝ Ａｋ － １

ｃ１ － ａ１


ｃｎ － ａ









ｎ

（４ ．５ ．４６）

置
Ｇｋ ＝［ｇｋ１，…，ｇｋｎ］Ｔ （４ ．５ ．４７）

则有递推公式
Ｇｉ ＋ １ ＝ ＡＧｉ， ｉ ＝ １，…，ｋ － １
Ｇ１ ＝［ｃ１ － ａ１，…，ｃｎ － ａｎ］Ｔ （４ ．５ ．４８）

预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差为
Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝ ＨＰｋＨＴ ＋σ２

ｅ （４ ．５ ．４９）
其中稳态 Ｋａｌｍａｎ预报误差珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ ｋ）－ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差阵 Ｐｋ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）
珘ｘＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｋ ＝ Ａｋ－１Σ（Ａｋ－１）Ｔ ＋σ２
ｅ∑

ｋ－２

ｊ ＝ ０
ＡｊΓΓＴＡｊＴ （４ ．５ ．５０）

证明 只需证（４ ．５ ．４９）．这只是要注意关系珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ ｅ（ｔ ＋ ｋ）即
可 ．而（４ ．５ ．５０）由第三章给出 ． □
【注 ４ ． ５ ． １】 这里给出多项式 Ｇｋ（ｑ － １）的新算法，它不同于 ｓｔｒｍ预报器中用解

Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程方法求 Ｇｋ（ｑ － １），这里避免了求解 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ．
下面我们给出定理 ４ ．５ ．１的第二种推导方法 ．
在定理 ４ ．５ ．１条件下，存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）－ １Ｋｐｅ（ｔ） （４ ．５ ．５１）

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ａｘ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ） （４ ．５ ．５２）
ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ａｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．５ ．５３）

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ＨＡｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．５ ．５４）
因而稳态 ｋ 步预报器有传递函数表示

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ＨＡｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）－ １Ｋｐｅ（ｔ） （４ ．５ ．５５）
应用矩阵求逆公式

（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）－ １ ＝ Ｆ（ｑ － １）／ Ａ（ｑ － １），

Ａ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ），

Ｆ（ｑ － １）＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）＝ Ｉｎ ＋ Ｆ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｆｎ － １ ｑ －（ｎ － １） （４ ．５ ．５６）
且有关系

Ａ（ｑ － １）Ｉｎ ＝ Ｆ（ｑ － １）（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）Ｆ（ｑ － １） （４ ．５ ．５７）
这引出重要关系

ＡＦｉ ＝ Ｆｉ Ａ （４ ．５ ．５８）

Ａｋ － １Ｆ（ｑ － １）＝ Ｆ（ｑ － １）Ａｋ － １ （４ ．５ ．５９）
故（４ ．５ ．５５）成为

Ａ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ＨＦ（ｑ － １）Ａｋ － １Ｋｐｅ（ｔ） （４ ．５ ．６０）

·６０２·



因为（Ａ，Ｈ）为伴随形（４ ．５ ．４），由推论 １ ．６ ．１有
ＨＦ（ｑ － １）＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）＝［１，ｑ － １，…，ｑ －（ｎ － １）］ （４ ．５ ．６１）

定义

Ａｋ － １Ｋｐ ＝
ｇｋ１

ｇ









ｋｎ

，

Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇｋ１ ＋ ｇｋ２ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ －（ｎ － １） （４ ．５ ．６２）
则（４ ．５ ．６０）化为稳态 ｋ 步 ＡＲＭＡ预报器

Ａ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．５ ．６３）
将（４ ．５ ．４２）代入上式引出

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．５ ．６４）

它相同于定理 ４ ．５ ．１的结果 ．
下面给出非平稳 ＡＲＭＡ过程稳态 ｋ 步 ｓｔｒｍ预报器的另一种形式 ．
【定理 ４ ．５ ．２】 在定理 ４ ．５ ．１条件下，有非平稳 ＡＲＭＡ过程的稳态 ｋ 步预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．５ ．６５）

其中多项式 Ｇｋ（ｑ － １）＝ ｇｋ１ ＋ ｇｋ２ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ －（ｎ － １）定义为

Ｇｋ（ｑ － １）＝ ＨＡｋ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ （４ ．５ ．６６）

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ （４ ．５ ．６７）

Ｋｐ ＝［ｃ１ － ａ１，…，ｃｎ － ａｎ］Ｔ （４ ．５ ．６８）
其中 Ａ，Ｈ 由（４ ．５ ．４）定义 ．预报误差方差为（４ ．５ ．４９）和（４ ．５ ．５０）．

证明 由（４ ．５ ．６）和（４ ．５ ．７）有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （４ ．５ ．６９）

由（４ ．５ ．６９）有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ） （４ ．５ ．７０）

将上式代入（４ ．５ ．３６）和（４ ．５ ．４０）有
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ＨＡｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ） （４ ．５ ．７１）

应用（４ ．５ ．４）和（４ ．５ ．１５）有

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ ＝

－ ｃ１
 Ｉｎ － １
－ ｃｎ ０ …









０

（４ ．５ ．７２）

这引出［１７］

ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψ）＝ Ｃ（ｑ － １） （４ ．５ ．７３）
将（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）／ Ｃ（ｑ － １）代入（４ ．５ ．７１）引出（４ ．５ ．６５）和（４ ．５ ．６６）．证
毕 ． □
【定理 ４ ．５ ．３】 非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ． ５ ． １）在定理 ４ ． ５ ． １ 条件下，当 ｔ０→ － ∞或 ｔ→

＋ ∞有稳定关系
·７０２·



Ｅ［ｙ（ｔ ＋ ｋ）ε（ｔ）］＝ ＨＡｋ － １Γσ２
ｅ （４ ．５ ．７４）

证明 对有限的 ｔ０和 ｔ，由（４ ．５ ．３３）有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ ＨＡｋｘ（ｔ）＋ ∑
ｔ ＋ ｋ

ｉ ＝ ｔ＋１
ＨＡｔ ＋ ｋ － ｉΓｅ（ｉ － １） （４ ．５ ．７５）

利用关系

ε（ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｅ（ｔ） （４ ．５ ．７６）
其中 ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ｅ 的白噪声，利用关系
ｘ（ｔ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．５ ．７７）

我们可得到
Ｅ［ｙ（ｔ ＋ ｋ）ε（ｔ）］＝ ＨＡｋＰ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ ＨＡｋ － １Γσ２

ｅ （４ ．５ ．７８）

因为由（４ ．５ ．２９）有 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）→０，ｔ０→ － ∞或 ｔ→ ＋ ∞，故而引出

Ｅ［ｙ（ｔ ＋ ｋ）ε（ｔ）］＝ ＨＡｋ － １Γσ２
ｅ （４ ．５ ．７９）

证毕 ． □
【例 ４ ．５ ．１】 考虑非平稳 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｙ（ｔ）

（１ － ａｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ｅ（ｔ）， ｜ ａ ｜≥１，｜ ｃ ｜ ＜ １ （４ ．５ ．８０）
其中 ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ｅ的白噪声 ．求稳态 ｋ 步预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．
（４ ．５ ．８０）有状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝ ａｘ（ｔ）＋（ａ ＋ ｃ）ｅ（ｔ） （４ ．５ ．８１）
ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ ｅ（ｔ） （４ ．５ ．８２）

这引出它的稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益为
Ｋｐ ＝ ｃ ＋ ａ （４ ．５ ．８３）

应用（４ ．５ ．４７）和（４ ．５ ．４８）有
Ｇ１ ＝ ｃ ＋ ａ， Ｇｋ ＝ ａｋ － １（ｃ ＋ ａ） （４ ．５ ．８４）

从而
Ｇｋ（ｑ － １）＝ ａｋ － １（ｃ ＋ ａ） （４ ．５ ．８５）

于是应用（４ ．５ ．４４）ｋ 步稳态预报器为

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ａｋ － １（ｃ ＋ ａ）
１ ＋ ｃｑ － １ （４ ．５ ．８６）

它与用平稳 ＡＲＭＡ过程的 ｓｔｒｍｋ 步预报器公式得到相同的结果 ．

４ ．６ 带白色观测噪声的 ＡＲＭＡ过程的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

考虑带白色观测噪声 ｖ（ｔ）的 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ），
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．６ ．１）

ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．６ ．２）
Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ ａｎａｑ

－ ｎａ，

Ｃ（ｑ － １）＝ ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｃｎｃｑ
－ ｎｃ （４ ．６ ．３）

其中 ｑ － １为单位滞后算子，Ａ（ｑ － １）与 Ｃ（ｑ － １）互质，且 Ａ（ｑ － １）为稳定的多项式，ｖ（ｔ）和
·８０２·



ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｖ和σ２

ｅ的独立的白噪声 ．设 ｔ０→ － ∞，问题是基于观测（ｚ（ｔ），
ｚ（ｔ － １），…）求超前 ｋ 步稳态预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），ｋ ＞ ０ ．
本节将给出解决此问题两种预报方法，一种是基于 ＡＲＭＡ新息模型，这种方法叫现

代时间序列分析方法［１４，１７］．另一种是基于稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．

４ ．６ ．１ 基于 ＡＲＭＡ新息模型的预报方法

将（４ ．６ ．１）代入（４ ．６ ．２）有关系
Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ Ａ（ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．６ ．４）

上式右边两个 ＭＡ过程可用一个等价的 ＭＡ过程表示为
Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ Ａ（ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．６ ．５）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，且由（Ａ（ｑ － １），Ｃ（ｑ － １））互质引出 Ｄ（ｑ － １）＝ １ ＋

ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｄｎｄｑ
－ ｎｄ，是稳定的 ． Ｄ（ｑ － １）和σ２

ε可用定理 ２ ．１３ ．１的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求
得 ．于是由（４ ．６ ．４）和（４ ．６ ．５）引出 ｚ（ｔ）的 ＡＲＭＡ模型

Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．６ ．６）
因 Ａ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）是稳定的，则它是平稳、可逆的 ．因而ε（ｔ）是 ｚ（ｔ）的新息过程，故称
（４ ．６ ．６）为 ｚ（ｔ）的 ＡＲＭＡ新息模型 ．注意由（４ ．６ ．５）及 Ｄ（ｑ － １）的稳定性有展式

ε（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）
Ｄ（ｑ －１）ｅ

（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）
Ｄ（ｑ －１）ｖ

（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
αｊｅ（ｔ － ｊ）＋ ∑

∞

ｊ ＝ ０
βｊｖ（ｔ － ｊ）（４ ．６ ．７）

其中α０ ＝ １，β０ ＝ １，αｊ 和βｊ 可用公式（１ ．４ ．１７）和（１ ．４ ．３０）递推计算 ．由（４ ．６ ．２）和射影性质
有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）－ ｖ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．６ ．８）
注意由白噪声 ｅ（ｔ）和 ｖ（ｔ）的独立性和（４ ．６ ．７）引出
ｖ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｖ（ｔ ＋ ｋ）｜ ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｖ（ｔ ＋ ｋ）｜ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）＝ ０

（４ ．６ ．９）
其中用到了由（４ ．６ ．７）引出的事实 ｖ（ｔ ＋ ｋ）⊥Ｌ（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）（ｋ ＞ ０）．于是有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．６ ．１０）
基于 ｚ（ｔ）的平稳、可逆的 ＡＲＭＡ模型，用 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报方法或 ｓｔｒｍ预报方法可
求得 ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），从而可求得 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．
【定理 ４ ．６ ．１】 带白色观测噪声的平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．６ ．１）和（４ ．６ ．２），有稳态 ｋ 步预

报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．６ ．１１）

其中 ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）由 ＡＲＭＡ新息模型（４ ．６ ．６），
Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．６ ．１２）

可用 ｓｔｒｍ预报方法求得为

ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｄ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．６ ．１３）

其中 Ｇｋ（ｑ － １）和 Ｆｋ（ｑ － １）由如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程决定

Ｄ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １） （４ ．６ ．１４）
带阶次 ｎｆ ＝（ｋ － １），ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄ － ｋ）．从而有

·９０２·



ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）
Ｄ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．６ ．１５）

或
Ｄ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．６ ．１６）

预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）－ ｖ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．６ ．１７）

预报误差方差为

Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝σ２
ε∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ｆｋｉ２ －σ２

ｖ （４ ．６ ．１８）

证明 由（４ ．６ ．１０）和定理 ４ ．４ ．１得（４ ．６ ．１１）～（４ ．６ ．１６）．由（４ ．６ ．２）和（４ ．６ ．１１）引出
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）－ ｖ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．６ ．１９）

其中珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ（ｔ ＋ ｋ）－ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）．应用（４ ．６ ．７）注
意 Ｅ［ε（ｔ ＋ ｋ）ｖ（ｔ ＋ ｋ）］＝σ２

ｖ，则引出（４ ．６ ．１８）．证毕 ． □

４ ．６ ．２ 基于 Ｋａｌｍａｎ预报器的预报方法

由定理 １ ．６ ．１，系统（４ ．６ ．１）～（４ ．６ ．３）有等价的状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋ Ｃｅ（ｔ） （４ ．６ ．２０）

ｚ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．６ ．２１）
其中 ｎ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ），ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ）且

Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎ － １
－ ａｎ ０ …









０
， Ｃ ＝

ｃ１

ｃ









ｎ

， Ｈ ＝［１ ０…０］ （４ ．６ ．２２）

由（Ａ（ｑ － １），Ｃ（ｑ － １））互质引出系统（４ ．６ ．２０）和（４ ．６ ．２１）是完全可观、完全可控的，因而存
在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．６ ．２３）

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ （４ ．６ ．２４）

其中Ψｐ是一个稳定矩阵［１５，１６］且增益 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝ ＡΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－ １ （４ ．６ ．２５）

其中Σ是如下稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解

Σ ＝ Ａ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－ １ＨΣ］ＡＴ ＋σ２

ｅＣＣＴ （４ ．６ ．２６）

它可用迭代法求解 ．［１４］

置 ｔ ＝ ｔ ＋ ｋ，取（４ ．６ ．１２）两边各项在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…）上的射影有
ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．６ ．２７）

类似由（４ ．６ ．２）有
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．６ ．２８）

从而有
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．６ ．２９）

注意系统（４ ．６ ．２０）和（４ ．６ ．２１）有稳态 ｋ 步 Ｋａｌｍａｎ预报器
·０１２·



ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ａｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．６ ．３０）
由（４ ．６ ．２３）有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．６ ．３１）
于是我们有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ＨＡｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．６ ．３２）
记

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （４ ．６ ．３３）

Ｇｋ（ｑ － １）＝ ＨＡｋ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ ＝ ｇｋ１ ＋ ｇｋ２ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ －（ｎ － １）（４ ．６ ．３４）
将上两式代入（４ ．６ ．３２）可得如下定理 ．
【定理 ４ ．６ ．２】 带白色观测噪声的平稳或非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．６ ．１）～（４ ．６ ．３），其中

假设 Ａ（ｑ － １）是稳定的或不稳定的多项式，Ａ（ｑ － １）和 Ｃ（ｑ － １）互质，ｅ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均
值、方差各为σ２

ｅ和σ２
ｖ的独立的白噪声，有渐近稳定的超前 ｋ 步稳态 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ψ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．６ ．３５）
或

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）

ψ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．６ ．３６）

其中ψ（ｑ － １）和 Ｇｋ（ｑ － １）由（４ ．６ ．３３）和（４ ．６ ．３４）定义 ．Ψｐ 和 Ｋｐ 及Σ 由（４ ． ６ ． ２４）～（４ ． ６ ．
２６）计算 ．预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差为

Ｅ［珓ｙ２（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝ ＨＰｋＨＴ， Ｈ ＝［１，０…０］ （４ ．６ ．３７）
其中稳态状态预报误差珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ ｋ）－ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差阵 Ｐｋ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）
珘ｘＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｋ ＝ Ａｋ－１Σ（Ａｋ－１）Ｔ ＋σ２
ｅ∑

ｋ－２

ｊ ＝ ０
ＡｊＣＣＴＡｊＴ （４ ．６ ．３８）

证明 将（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）／ψ（ｑ － １）代入（４ ．６ ．３２）引出（４ ．６ ． ３５）或
（４ ．６ ．３６）．因Ψｐ 是一个稳定矩阵，［１５，１６］故ψ（ｑ － １）是一个稳定多项式，因而（４ ．６ ．３５）是渐
近稳定的 ．注意由（４ ．６ ．１）和（４ ．６ ．２）有

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （４ ．６ ．３９）
由（４ ．６ ．２９）和上式引出（４ ．６ ．３７）．由第三章有（４ ．６ ．３８）．证毕 ． □

由定理 ４ ．６ ．１和定理 ４ ．６ ．２给出的两种预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）是否等价？即它们是否是
恒同的？下述引理和定理回答了这个问题 ．
【引理 ４ ．６ ．１】 在定理 ４ ．６ ．２条件下，用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法可得 ｚ（ｔ）ＡＲＭＡ新息模型

为
Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ψ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．６ ．４０）

ψ（ｑ － １）＝ １ ＋ψ１ ｑ － １ ＋… ＋ψｎｑ － ｎ （４ ．６ ．４１）

ψｉ ＝ ｋｐｉ ＋ ａｉ， ｉ ＝ １，…，ｎ （４ ．６ ．４２）

Ｋｐ ＝
ｋｐ１

ｋ









ｐｎ

（４ ．６ ．４３）
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其中稳态新息ε（ｔ）等价于由稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器决定的稳态新息，
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ａｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （４ ．６ ．４４）

ε（ｔ）＝ ｚ（ｔ）－ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．６ ．４５）
带任意初值 ｘ^（１ ｜０）． Ｋｐ 由（４ ．６ ．２５）和（４ ．６ ．２６）给出 ．

证明 由上两式有
ｚ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）－ １Ｋｐε（ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．６ ．４６）

注意（４ ．６ ．２２）有
Ａ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ） （４ ．６ ．４７）

上两式引出
Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）Ｋｐε（ｔ － １）＋ Ａ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．６ ．４８）

因（Ａ，Ｈ）为伴随形（４ ．６ ．２２），故有［１７］

Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）＝［１，ｑ － １，…，ｑ －（ｎ － １）］ （４ ．６ ．４９）
将此式和（４ ．６ ．４３）代入（４ ．６ ．４８）引出 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ψ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．６ ．５０）
其中ψ（ｑ － １），ψｉ 由（４ ．６ ．４１）和（４ ．６ ．４２）定义 ．下面证明ψ（ｑ － １）是稳定的 ．事实上

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （４ ．６ ．５１）
这是因为由（４ ．６ ．２２）、（４ ．６ ．４２）和（４ ．６ ．４３）有

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ ＝

－（ａ１ ＋ ｋｐ１）
 Ｉｎ － １

－（ａｎ ＋ ｋｐｎ） ０









… …
＝

－ψ１

 Ｉｎ － １
－ψｎ ０









… …
（４ ．６ ．５２）

这引出（４ ．６ ．５１）成立 ．因为Ψｐ 为稳定矩阵，故ψ（ｑ － １）是稳定多项式，即ψ（ｘ）的零点全
位于单位圆外 ．证毕 ． □

比较（４ ．６ ．６）和（４ ．６ ．５０）引出

ψ（ｑ － １）＝ Ｄ（ｑ － １） （４ ．６ ．５３）
于是有如下定理 ．
【定理 ４ ．６ ．３】 由定理 ４ ．６ ．１和定理 ４ ．６ ．２给出的稳态 ｋ 步预报器（４ ．６ ．１５）与（４ ．６ ．

３６）是等价的 ．
证明 由（４ ． ６ ． ５３）得证 ．对平稳可逆 ＡＲＭＡ 过程（４ ． ６ ． １）～（４ ． ６ ． ３）情形，令 ｔ０ ＝

－ ∞，则（４ ．６ ．１５）和（４ ．６ ．３６）均为稳态最优预报器 ．由 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间射影惟一性引出这两个
预报器在数值上是恒同的 ．因而由（４ ．６ ．５３）引出由（４ ．６ ．１４）解 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ得到的Ｇｋ（ｑ － １）
与由（４ ．６ ．３４）Ｋａｌｍａｎ预报器得到的 Ｇｋ（ｑ － １）是恒同的 ．因而这两个 ｋ 步预报器是等价的 ．
证毕 ． □

４ ．７ 带有色观测噪声的 ＡＲＭＡ过程的稳态最优预报器

考虑带白色和有色观测噪声的 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （４ ．７ ．１）

·２１２·



Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．７ ．２）
Ｐ（ｑ － １）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （４ ．７ ．３）

其中 ｙ（ｔ）为被估 ＡＲＭＡ过程，ｚ（ｔ）是对 ｙ（ｔ）的观测，有色观测噪声η（ｔ）服从 ＡＲＭＡ模型
（４ ．７ ．３），ξ（ｔ）是白色观测噪声 ．设（Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １），Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １），Ａ（ｑ － １）Ｒ（ｑ － １））互
质，且ξ（ｔ），ｅ（ｔ）和 ｎ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ε，σ２
ｅ和σ２

ｎ的相互独立白噪声，ｑ － １是单位滞
后算子，Ａ（ｑ － １），…，Ｒ（ｑ － １）有形式 Ｘ（ｑ － １）＝ ｘ０ ＋ ｘ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｘｎｘｑ

－ ｎｘ，且 ａ０ ＝ １，ｐ０ ＝ １，

ｃ０ ＝ ０，ｒ０ ＝ ０ ．假设 Ａ（ｑ － １），Ｐ（ｑ － １）均为稳定的多项式，即 ｙ（ｔ）和η（ｔ）为平稳时间序列，
且设初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．问题是基于观测（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…），求 ｙ（ｔ）的稳态最优预
报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），ｋ ＞ ０ ．

本节推广节 ４ ．６的结果，将用两种方法解决这个问题 ．

４ ．７ ．１ 基于 ＡＲＭＡ新息模型的稳态最优预报器

将（４ ．７ ．２）和（４ ．７ ．３）代入（４ ．７ ．１）有

ｚ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ － １）

Ｐ（ｑ － １）ｎ
（ｔ）＋ξ（ｔ） （４ ．７ ．４）

上式两边同乘 Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）有
Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ Ａ（ｑ － １）Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ）＋

Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）ξ（ｔ） （４ ．７ ．５）
由互质性假设上式右边三个 ＭＡ过程可用一个等价的稳定的 ＭＡ过程表示为

Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ）＝Φ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋Ψ（ｑ － １）ｎ（ｔ）＋Λ（ｑ － １）ξ（ｔ） （４ ．７ ．６）

Φ（ｑ － １）＝ Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）， Ψ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｒ（ｑ － １）， Λ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）
（４ ．７ ．７）

其中稳定的多项式 Ｄ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｄｎｄｑ
－ ｎｄ，ｄ０ ＝ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε的

白噪声，Ｄ（ｑ － １）和σ２
ε可用定理 ２ ．１３ ．１给出的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．比较（４ ． ７ ． ５）和

（４ ．７ ．６）有 ＡＲＭＡ模型

Λ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．７ ．８）
因为 Ａ（ｑ － １）和 Ｐ（ｑ － １）是稳定的，故Λ（ｑ － １）也是稳定的，因而（４ ．７ ．８）是平稳可逆的，且

ε（ｔ）是 ｚ（ｔ）的新息过程，故称（４ ．７ ．８）为 ｚ（ｔ）的 ＡＲＭＡ新息模型 ．
由射影理论有
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）

（４ ．７ ．９）
由 Ｄ（ｑ － １）的稳定性和（４ ．７ ．６）ε（ｔ）可展为均方收敛的级数

ε（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
αｊｅ（ｔ － ｊ）＋ ∑

∞

ｊ ＝ ０
βｊｎ（ｔ － ｊ）＋ ∑

∞

ｊ ＝ ０
γｊξ（ｔ － ｊ） （４ ．７ ．１０）

其中系数αｊ，βｊ 和γｊ 可由（１ ．４ ．１７）递推计算为

αｊ ＝ － ｄ１αｊ － １ －… － ｄｎｄαｊ － ｎｄ
＋φｊ，

βｊ ＝ － ｄ１βｊ － １ －… － ｄｎｄβｊ － ｎｄ
＋ψｊ，

γｊ ＝ － ｄ１γｊ － １ －… － ｄｎｄγｊ － ｎｄ
＋λｊ （４ ．７ ．１１）

·３１２·



其中规定α０ ＝ ０，β０ ＝ ０，γ０ ＝ ０，αｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），βｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），γｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），φｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎφ），

ψｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎψ），λｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎλ）．由（４ ．７ ．２）和（４ ．７ ．３），ｙ（ｔ）和η（ｔ）有展式

ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）ｅ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ωｊｅ（ｔ － ｊ） （４ ．７ ．１２）

η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ －１）
Ｐ（ｑ －１）ｎ

（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
δｊｎ（ｔ － ｊ） （４ ．７ ．１３）

其中系数ωｊ 和δｊ 可递推计算为

ωｊ ＝ － ａ１ωｊ － １ －… － ａｎａωｊ － ｎａ
＋ ｃｊ （４ ．７ ．１４）

δｊ ＝ － ｐ１δｊ － １ －… － ｐｎｐδｊ － ｎｐ
＋ ｒｊ （４ ．７ ．１５）

其中ω０ ＝ ０，ωｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），ｃｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｃ）；δ０ ＝ ０，δｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），ｒｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｒ）．
由新息序列ε（ｔ）的正交性和射影性质有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ∑
∞

ｓ ＝ ０
ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ε（ｔ － ｓ））＝

∑
∞

ｓ ＝ ０
ｐｒｏｊ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ωｊｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ）｜ε（ｔ － ｓ( )） ＝

∑
∞

ｓ ＝ ０
∑
∞

ｊ ＝ ０
ωｊｐｒｏｊ（ｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ）｜ε（ｔ － ｓ））＝

∑
∞

ｓ ＝ ０
∑
∞

ｊ ＝ ０
ωｊＥ［ｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ）｜ε（ｔ － ｓ）］１

σ２
ε
ε（ｔ － ｓ）（４ ．７ ．１６）

应用（４ ．７ ．１０）和 ｅ（ｔ），ｎ（ｔ）和ξ（ｔ）的相互独立性有

Ｅ［ｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ）ε（ｔ － ｓ）］＝ Ｅ［ｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ）∑
∞

ｉ ＝ ０
αｉｅ（ｔ － ｓ － ｉ）］＝σ２

ｅαｊ － ｋ － ｓ

（４ ．７ ．１７）
将上式代入（４ ．７ ．１６）引出稳态 ｋ 步最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ σ２
ｅ

σ２
ε
∑
∞

ｓ ＝ ０
∑
∞

ｊ ＝ ０
ωｊαｊ － ｋ － ｓε（ｔ － ｓ） （４ ．７ ．１８）

因αｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），故有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ σ２
ｅ

σ２
ε
∑
∞

ｓ ＝ ０
∑
∞

ｊ ＝ ｋ＋ ｓ
ωｊαｊ － ｋ － ｓε（ｔ － ｓ） （４ ．７ ．１９）

【定理 ４ ．７ ．１】 带白色和有色观测噪声的 ＡＲＭＡ 过程（４ ． ７ ． １）～（４ ． ７ ． ３），若多项式
Ａ（ｑ － １）和 Ｐ（ｑ － １）是稳定的，则有稳态最优 ｋ 步预报器（４ ． ７ ． １９），其中新息ε（ｔ － ｓ）由
ＡＲＭＡ新息模型（４ ．７ ．８）计算为

ε（ｔ）＝ Λ（ｑ －１）
Ｄ（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
γｊｚ（ｔ － ｊ） （４ ．７ ．２０）

其中γｊ 由（４ ． ７ ． １１）计算 ．而误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）的方差 Ｐｙ
ｋ ＝

Ｅ［珓ｙ２（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｙ
ｋ ＝σ２

ｅ∑
∞

ｊ ＝ ０
ω２

ｊ －σ２
ε∑

∞

ｓ ＝ ０
（φ

（ｋ）
ｓ ）２ （４ ．７ ．２１）

其中定义
·４１２·



φ
（ｋ）
ｓ ＝ σ２

ｅ

σ２
ε
∑
∞

ｊ ＝ ０
ωｊαｊ － ｋ － ｓ （４ ．７ ．２２）

证明 只需证（４ ．７ ．２１）．由（４ ．７ ．１８）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）可表为

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ∑
∞

ｓ ＝ ０
φ

（ｋ）
ｓ ε（ｔ － ｓ） （４ ．７ ．２３）

其中φ
（ｋ）
ｓ 由（４ ． ７ ． ２２）定义 ．应用（４ ． ７ ． １２）和上两式，并应用表达式（４ ． ７ ． １０）及白噪声

ｅ（ｔ），ｎ（ｔ），ξ（ｔ）的相互独立性有

Ｐｙ
ｋ ＝ Ｅ［珓ｙ２（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝ Ｅ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ωｊｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ）－ ∑

∞

ｓ ＝ ０
φ

（ｋ）
ｓ ε（ｔ － ｓ( )）[ ]２ ＝

σ２
ｅ∑

∞

ｊ ＝ ０
ω２

ｊ ＋σ２
ε∑

∞

ｓ ＝ ０
（φ

（ｋ）
ｓ ）２ － ２Ｅ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ωｊｅ（ｔ ＋ ｋ － ｊ( )） ∑

∞

ｓ ＝ ０
φ

（ｋ）
ｓ ε（ｔ － ｓ( )[ ]） ＝

σ２
ｅ∑

∞

ｊ ＝ ０
ω２

ｊ ＋σ２
ε∑

∞

ｓ ＝ ０
（φ

（ｋ）
ｓ ）２ － ２σ２

ｅ∑
∞

ｓ ＝ ０
∑
∞

ｊ ＝ ０
φ

（ｋ）
ｓ ωｊαｊ － ｋ － ｓ ＝

σ２
ｅ∑

∞

ｊ ＝ ０
ω２

ｊ ＋σ２
ε∑

∞

ｓ ＝ ０
（φ

（ｋ）
ｓ ）２ － ２σ２

ε∑
∞

ｓ ＝ ０
φ

（ｋ）
ｓ
σ２

ｅ

σ２
ε
∑
∞

ｊ ＝ ０
ωｊαｊ － ｋ － ｓ ＝

σ２
ｅ∑

∞

ｊ ＝ ０
ω２

ｊ －σ２
ε∑

∞

ｓ ＝ ０
（φ

（ｋ）
ｓ ）２ （４ ．７ ．２４）

即（４ ．７ ．２１）成立 ． □
【注 ４ ．７ ．１】 在应用中可用有限项和近似代替无穷级数（４ ．７ ．１９），（４ ．７ ．２１）和（４ ． ７ ．

２２），即取自然 Ｎ 充分大有次优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ σ２
ｅ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
∑
Ｎ

ｊ ＝ ｋ＋ ｓ
ωｊαｊ － ｋ － ｓε（ｔ － ｓ），

Ｐｙ
ｋ ＝σ２

ｅ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
ω２

ｊ －σ２
ε∑

Ｎ

ｓ ＝ ０
（φ

（ｋ）
ｓ ）２，

φ
（ｋ）
ｓ ＝ σ２

ｅ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
ωｊαｊ － ｋ － ｓ （４ ．７ ．２５）

４ ．７ ．２ 基于 Ｋａｌｍａｎ预报器的稳态 ｋ 步预报器

以下推导的结果适用于非平稳 ＡＲＭＡ 过程 ｙ（ｔ）和非平稳有色观测噪声η（ｔ），即
Ａ（ｑ － １）和 Ｐ（ｑ － １）可以是不稳定的多项式 ．考虑带白色和有色观测噪声的 ＡＲＭＡ 过程
（４ ．７ ．１）～（４ ．７ ．３），（４ ．７ ．２）有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝珚Ａα（ｔ）＋珚Ｃｅ（ｔ），
ｙ（ｔ）＝珚Ｈ１α（ｔ） （４ ．７ ．２６）

其中 ｎ１ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ）ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

珚Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎ１ － １

－ ａｎ１ ０ …











０
，珚Ｃ ＝

ｃ１

ｃｎ











１

， 珚Ｈ１ ＝［１ ０…０］ （４ ．７ ．２７）

（４ ．７ ．３）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｒｎ（ｔ），
·５１２·



η（ｔ）＝珚Ｈ２β（ｔ） （４ ．７ ．２８）
其中规定 ｎ２ ＝ ｍａｘ（ｎｐ，ｎｒ），ｐｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｐ），ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），且

珔Ｐ ＝

－ ｐ１
 Ｉｎ２ － １

－ ｐｎ２ ０ …











０
，珚Ｒ ＝

ｒ１

ｒｎ











２

， 珚Ｈ２ ＝［１ ０…０］ （４ ．７ ．２９）

于是（４ ．７ ．１）～（４ ．７ ．３）有增广状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ），

ｚ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ξ（ｔ） （４ ．７ ．３０）
其中定义 ｎ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２，

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， Γ ＝

珚Ｃ ０
０ 珚[ ]Ｒ

， ｗ（ｔ）＝
ｅ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]），

Φ ＝
珚Ａ ０
０ 珔[ ]Ｐ

， Ｈ ＝［珚Ｈ１，珚Ｈ２］ （４ ．７ ．３１）

由 Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １），Ｐ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １），Ａ（ｑ － １）Ｒ（ｑ － １）互质的假设引出系统（４ ．７ ．３０）和（４ ．
７ ．３１）是完全可观、完全可控的［１４，１２］，因而存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器［１５］

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．７ ．３２）

Ψｐ ＝Φ － ＫｐＨ （４ ．７ ．３３）

Ｋｐ ＝ΦΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ξ］

－ １ （４ ．７ ．３４）
其中稳态预报误差方差阵Σ是如下稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解：

Σ ＝Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ξ）

－ １ＨΣ］ΦＴ ＋ΓＱｗΓＴ （４ ．７ ．３５）

Ｑｗ ＝
σ２

ｅ ０

０ σ２[ ]
ｎ

（４ ．７ ．３６）

Ｒｉｃｃａｔｉ方程（４ ．７ ．３５）可用迭代法求解［１４］．可证明［１５，１６］Ψｐ 是一个稳定矩阵 ．
由（４ ．７ ．２６）和（４ ．７ ．３１）有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ０ ｘ（ｔ）， Ｈ０ ＝［１ ０…０］ （４ ．７ ．３７）
因而有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ０ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．７ ．３８）
而由（４ ．７ ．３０）有

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝Φｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．７ ．３９）
于是有稳态 ｋ 步预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ０Φｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．７ ．４０）
将（４ ．７ ．３２）代入上式有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ０Φｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．７ ．４１）
于是有稳态 ｋ 步 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
Ｇｋ（ｑ － １）

ψ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．７ ．４２）

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （４ ．７ ．４３）

·６１２·



Ｇｋ（ｑ － １）＝ Ｈ０Φｋ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ ＝ ｇｋ１ ＋ ｇｋ２ ｑ － １ ＋… ＋ ｇｋｎｑ －（ｎ － １）（４ ．７ ．４４）
因Ψｐ 是稳定矩阵，故ψ（ｑ － １）是稳定多项式，故（４ ．７ ．４２）是渐近稳定的 ．

预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差为
Ｅ［珓ｙ２（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝ Ｈ０ＰｋＨＴ

０ （４ ．７ ．４５）

其中状态稳态预报误差珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ ｋ）－ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差阵 Ｐｋ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）
珘ｘＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］由第三章有

Ｐｋ ＝ Φｋ－１Σ（Φｋ－１）Ｔ ＋ ∑
ｋ－２

ｊ ＝ ０
ΦｊΓＱｗΓＴΦｊＴ， ｋ ＞ １ （４ ．７ ．４６）

带 Ｐ１ ＝Σ ．
【定理 ４ ．７ ．２】 带平稳或非平稳有色观测噪声的平稳或非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．７ ．１）～

（４ ．７ ．３）有渐近稳定的稳态 ｋ 步 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为（４ ．７ ．４２），相应的预防误差方
差为（４ ．７ ．４５）和（４ ．７ ．４６）．

下面提出不同于定理 ４ ．７ ．２的另一种基于 Ｋａｌｍａｎ滤波的推导方法 ．
由递推射影公式有 ｋ 步稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｋε（ｔ ＋ １）， ｋ ＞ ０ （４ ．７ ．４７）

Ｋｋ ＝ Ｅ［ｘ（ｔ ＋ ｋ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］Ｑ － １
ε （４ ．７ ．４８）

Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋σ２
ξ （４ ．７ ．４９）

其中Σ由（４ ．７ ．３５）计算，ε（ｔ ＋ １）是新息，Ｑε是稳定新息方差 ．由（４ ．７ ．３０）和射影性质有
ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．７ ．５０）

其中用到事实 ｗ（ｔ ＋ ｋ）⊥Ｌ（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…）．于是有递推 ｋ 步 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Φｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ Ｋｋε（ｔ ＋ １） （４ ．７ ．５１）

由定义（４ ．７ ．３１），且定义

Ｋｋ ＝
Ｋｋα

Ｋｋ
[ ]

β

（４ ．７ ．５２）

其中 Ｋｋα是 ｎ１ × １子块，则有子预报器

α^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝珚Ａα^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ Ｋｋαε（ｔ ＋ １） （４ ．７ ．５３）
在（４ ．７ ．２６）中置 ｔ ＝ ｔ ＋ ｋ 后取射影运算有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珚Ｈ１α^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．７ ．５４）

应用定理（１ ．６ ．１），因为（珚Ａ，珚Ｈ１）为块伴随形，则状态空间表示（４ ．７ ．５３）和（４ ．７ ．５４）等价于
ＡＲＭＡ递推预报器

Ａ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珔Ｋｋα（ｑ － １）ε（ｔ ＋ １） （４ ．７ ．５５）
珔Ｋｋα（ｑ － １）＝ Ｋｋα１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｋｋαｎ１

ｑ － ｎ１ （４ ．７ ．５６）

Ｋｋα ＝

Ｋｋα１


Ｋｋαｎ











１

（４ ．７ ．５７）

其中标量 Ｋｋαｉ为Ｋｋα的分量 ．（４ ．７ ．５５）可化为

Ａ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｋｋα（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．７ ．５８）
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Ｋｋα（ｑ － １）＝ Ｋｋα１ ＋ Ｋｋα２ ｑ － １ ＋… ＋ Ｋｋαｎ１
ｑ －（ｎ１ － １） （４ ．７ ．５９）

为了实现（４ ． ７ ． ５８）的计算，要求计算预报增益阵 Ｋｋ，从而可得到 Ｋｋα（ｑ － １）．注意
（４ ．７ ．４８），问题归结为 Ｅ［ｘ（ｔ ＋ ｋ ＋ １）ε（ｔ ＋ １）］．由（４ ．７ ．３０）迭代有关系

ｘ（ｔ ＋ ｋ ＋ １）＝ Φｋｘ（ｔ ＋ １）＋ ∑
ｔ ＋ ｋ＋１

ｉ ＝ ｔ＋２
Φｔ ＋ ｋ ＋１－ ｉΓｗ（ｉ － １） （４ ．７ ．６０）

又由第三章有

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ξ（ｔ ＋ １） （４ ．７ ．６１）
其中珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ １）－ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．由（４ ． ７ ． ６１）引出（４ ． ７ ． ４９）成立 ．将 ｘ（ｔ ＋ １）＝
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）代入（４ ．７ ．６０），并注意 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），ｗ（ｔ ＋ １）⊥珘ｘ（ｔ ＋
１ ｜ ｔ），ξ（ｔ ＋ １）⊥ｗ（ｔ ＋ ｉ）（ｉ ＞ ０），ξ（ｔ ＋ １）⊥ｘ（ｔ ＋ １），应用上两式可得

Ｅ［ｘ（ｔ ＋ ｋ ＋ １）εＴ（ｔ ＋ １）］＝ΦｋΣＨＴ （４ ．７ ．６２）
从而由（４ ．７ ．４８）有预报增益阵

Ｋｋ ＝ΦｋΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ξ］

－ １ （４ ．７ ．６３）
增益 Ｋｋ 的另一种推导方法如下：
注意关系（４ ．７ ．３９）

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝Φｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．７ ．６４）
置 ｔ ＝ ｔ ＋ １有

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Φｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ ＋ １） （４ ．７ ．６５）
而在新息滤波器形式下的稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器为

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （４ ．７ ．６６）
其中一步 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ 由（４ ．７ ．３４）计算 ．将上式代入（４ ．７ ．６５）引出

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Φｋ － １［Φｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｐε（ｔ ＋ １）］＝

Φｋｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋Φｋ － １Ｋｐε（ｔ ＋ １） （４ ．７ ．６７）
而注意（４ ．７ ．６４）上式化为

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝Φｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ Ｋｋε（ｔ ＋ １） （４ ．７ ．６８）
Ｋｋ ＝Φｋ － １Ｋｐ （４ ．７ ．６９）

将（４ ．７ ．３４）代入（４ ．７ ．６９）引出
Ｋｋ ＝ΦｋΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ξ］
－ １ （４ ．７ ．７０）

它相同于（４ ．７ ．６３）．
注意递推预报器（４ ．７ ．５８）是新息滤波器，它的缺点是当 Ａ（ｑ － １）不稳定（即 ｙ（ｔ）为非

平稳 ＡＲＭＡ信号）时，它是非渐近稳定的 ．因而不能用于递推计算 ．现在我们要将其化为
渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ．这要求建立 ｚ（ｔ）的 ＡＲＭＡ新息模型 ．注意

ｚ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．７ ．７１）
将（４ ．７ ．６６）代入上式有

ｚ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）－ １Ｋｐε（ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．７ ．７２）
由定义（４ ．７ ．３１）有

Ｉｎ － ｑ － １Φ ＝
Ｉｎ１ － ｑ － １珚Ａ ０

０ Ｉｎ２ － ｑ － １珔







Ｐ

（４ ．７ ．７３）
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而由（４ ．７ ．２７）和（４ ．７ ．２９），珚Ａ 和珔Ｐ 具有伴随形，故有
ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）ｄｅｔ（Ｉｎ２ － ｑ － １珔Ｐ）＝ Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）（４ ．７ ．７４）

将（Ｉｎ － ｑ － １Φ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）／ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）代入（４ ．７ ．７２）可得 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．７ ．７５）
其中定义多项式 Ｄ（ｑ － １）为

Ｄ（ｑ － １）＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）Ｋｐｑ － １ ＋ Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １） （４ ．７ ．７６）

对比（４ ．７ ．７５）与（４ ．７ ．８）可证明［１７］：Ｄ（ｑ － １）是稳定的（即 Ｄ（ｘ）的零点全位于单位圆外）．
由（４ ．７ ．７５）有

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）
Ｄ（ｑ － １） ｚ（ｔ） （４ ．７ ．７７）

将它代入（４ ．７ ．５８）可得如下定理 ．
【定理 ４ ．７ ．３】 带平稳或非平稳有色观测噪声的平稳或非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．７ ．１）～

（４ ．７ ．３）有渐近稳定的 ｋ 步 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
Ｄ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．７ ．７８）

其中定义多项式
Ｇｋ（ｑ － １）＝ Ｋｋα（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １） （４ ．７ ．７９）

Ｄ（ｑ － １）＝ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Φ）Ｋｐｑ － １ ＋ Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １） （４ ．７ ．８０）

且有预报误差方差为（４ ．７ ．４５）和（４ ．７ ．４６）．
证明 将（４ ． ７ ． ７７）代入（４ ． ７ ． ５８）后两边消去 Ａ（ｑ － １）得（４ ． ７ ． ７８）～（４ ． ７ ． ８０）．由

Ｄ（ｑ － １）的稳定性引出（４ ．７ ．７８）是渐近稳定的 ．证毕 ． □
下面我们将证明由定理 ４ ．７ ．２给出的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ． ７ ． ４２）是等价于由定理 ４ ． ７ ． ３

给出的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．７ ．７８）．
【定理 ４ ．７ ．４】 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．７ ．４２）与 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．７ ．７８）是等价的，即在数值

上它们是相同的，但计算 Ｇｋ（ｑ － １）和ψ（ｑ － １）或 Ｄ（ｑ － １）的算法不同 ．

证明 只需证明ψ（ｑ － １）＝ Ｄ（ｑ － １）即可 ．由（４ ．７ ．３２）有

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．７ ．８１）

将它代入（４ ．７ ．７１）有
ｚ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．７ ．８２）

将（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）／ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）代入上式得 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ψ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．７ ．８３）

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （４ ．７ ．８４）

Λ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １）－ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐｑ － １ （４ ．７ ．８５）

比较（４ ．７ ．７５）有
Ｄ（ｑ － １）＝ψ（ｑ － １） （４ ．７ ．８６）

Ａ（ｑ － １）Ｐ（ｑ － １）＝Λ（ｑ － １） （４ ．７ ．８７）
证毕 ． □
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４ ．８ 多变量 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器

考虑多变量平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．８ ．１）

其中 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，白噪声ε（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声：

Ｅ［ε（ｔ）］＝ ０， Ｅ［ε（ｔ）εＴ（ｊ）］＝ Ｑεδｔｊ （４ ．８ ．２）

Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ｑ － １ ＋… ＋ Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｃ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｃｎｃｑ
－ ｎｃ （４ ．８ ．３）

其中初始观测时刻 ｔ０→ － ∞，系数阵 Ａｉ，Ｃｉ 均为 ｍ × ｍ 阵 ．假设多项式矩阵 Ａ（ｑ － １）和

Ｃ（ｑ － １）是稳定的，即多项式 ｄｅｔＡ（ｘ）和 ｄｅｔＤ（ｘ）的零点全位于单位圆外 ．于是有展式

ｙ（ｔ）＝ Ａ－１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ψｊｑ － ｊε（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
Ψｊε（ｔ － ｊ） （４ ．８ ．４）

且有关系

Ａ－１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ψｊｑ － ｊ （４ ．８ ．５）

或

Ｃ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）∑
∞

ｊ ＝ ０
Ψｊｑ － ｊ （４ ．８ ．６）

用比较上式两边 ｑ － ｊ的系数阵方法引出Ψｊ 可递推计算为

Ψｊ ＝ － Ａ１Ψｊ － １ －… － ＡｎａΨｊ － ｎａ
＋ Ｃｊ （４ ．８ ．７）

其中规定Ψｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ｃｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｃ）．类似地有展式

ε（ｔ）＝ Ｃ －１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Πｊｑｊｙ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
Πｊｙ（ｔ － ｊ） （４ ．８ ．８）

其中用比较系数法 ｍ × ｍ 系数阵Πｊ 可递推计算为

Πｊ ＝ － Ｃ１Πｊ － １ －… － ＣｎｃΠｊ － ｎｃ
＋ Ａｊ （４ ．８ ．９）

其中规定Πｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ａｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎａ）．
由（４ ．８ ．４）和（４ ．８ ．８）引出由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）张成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ －

１），…）相同于由（ε（ｔ），ε（ｔ － １），…）张成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…），即
Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…） （４ ．８ ．１０）

由节 ４ ．１的射影理论有基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）的稳态最优预报器
ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…）＝

ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…） （４ ．８ ．１１）
它是线性最小方差预报器，极小化

Ｊ ＝ Ｅ［（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ））Ｔ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］ （４ ．８ ．１２）
因ε（ｔ）⊥Ｌ（εＴ（ｔ － １），εＴ（ｔ － ２），…）取（４ ．８ ．１）两边各项到 Ｌ（ｙＴ（ｔ － １），ｙＴ（ｔ － ２），…）上
射影引出
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ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ － Ａ１ ｙ（ｔ － １）－… － Ａｎａ
ｙ（ｔ － ｎａ）＋ Ｃ１ε（ｔ － １）＋… ＋ Ｃｎｃε（ｔ － ｎｃ）

（４ ．８ ．１３）
（４ ．８ ．１）减（４ ．８ ．１３）引出

ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ε（ｔ） （４ ．８ ．１４）
即ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）的新息过程 ．

节 ４ ．３的单变量 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器容易平行推广到多变量情形 ．
【定理 ４ ．８ ．１】 （多变量 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ 递推预报器）多变量平稳、可逆的 ＡＲＭＡ 过程

（４ ．８ ．１）～（４ ．８ ．３）有 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
Ａｉｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ ｋ
Ｃｉε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）， ｋ ≤ ｎｃ （４ ．８ ．１５）

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
Ａｉ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ｎｃ （４ ．８ ．１６）

其中规定 ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ － ｉ）（ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ），且ε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）由（４ ．８ ．８）计算 ．在
应用中ε（ｔ ＋ ｋ － ｉ）也可由（４ ．８ ．１）任取初值后递推计算为

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ Ａ１ ｙ（ｔ － １）＋… ＋ Ａｎａ
ｙ（ｔ － ｎａ）－ Ｃ１ε（ｔ － １）－… － Ｃｎｃε（ｔ － ｎｃ），

ｔ ＝ １，２，… （４ ．８ ．１７）
带初值（ε（０），…，ε（１ － ｎｃ），ｙ（０），…，ｙ（１ － ｎａ））．
【注 ４ ．８ ．１】 上述定理可推广到对非平稳 ＡＲＭＡ过程也成立 ．

４ ．９ 多变量 ＡＲＭＡ过程的 ｓｔｒｍ预报器

本节用多项式矩阵伪交换原理将单变量 ｓｔｒｍ预报器推广到多变量情形 ．
考虑多变量 ＡＲＭＡ过程（４ ．８ ．１）～（４ ． ８ ． ３），假设（Ａ（ｑ － １），Ｃ（ｑ － １））左素［１８］，初始观

测时刻 ｔ０ ＝ － ∞，且 Ａ（ｑ － １）和 Ｃ（ｑ － １）是稳定的，问题基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）求线
性最小方差最优预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），ｋ ＞ ０ ．

（４ ．８ ．１）可写为
ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ａ － １（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．９ ．１）

引入伪交换（右素分解）
Ｃ － １（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）＝珟Ａ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １） （４ ．９ ．２）

带 ｄｅｔＣ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １），且珟Ａ０ ＝ Ｉｍ，珟Ｃ０ ＝ Ｉｍ，ｎ珘ａ ＝ ｎａ，ｎ珓ｃ ＝ ｎｃ，
珟Ａ（ｑ － １）＝珟Ａ０ ＋珟Ａ１ ｑ － １ ＋… ＋珟Ａｎ珘ａ

ｑ － ｎ珘ａ，

珟Ｃ（ｑ － １）＝珟Ｃ０ ＋珟Ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋珟Ｃｎ珓ｃ
ｑ － ｎ珓ｃ （４ ．９ ．３）

则（４ ．９ ．１）成为
ｙ^（ｔ ＋ ｋ）＝珟Ｃ（ｑ － １）珟Ａ － １（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．９ ．４）

为了将上式右边分解为已知部分和未知部分，引入 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程
珟Ｃ（ｑ － １）＝ Ｆｋ（ｑ － １）珟Ａ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １） （４ ．９ ．５）

Ｆｋ（ｑ － １）＝ Ｆｋ０ ＋ Ｆｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｆｋ，ｋ － １ ｑ －（ｋ － １）， ｎｆ ＝ ｋ － １ （４ ．９ ．６）
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Ｇｋ（ｑ － １）＝ Ｇｋ０ ＋ Ｇｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｇｋｎｇ
ｑ － ｎｇ， ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｃ － ｋ） （４ ．９ ．７）

其中 Ｆｋ（ｑ － １）和 Ｇｋ（ｑ － １）可用比较系统法求得 ．将（４ ．９ ．５）代入（４ ．９ ．４）有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）＋ Ｇｋ（ｑ － １）珘Ａ － １（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．９ ．８）
由（４ ．８ ．１）和（４ ．９ ．２）有

ε（ｔ）＝ Ｃ － １（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝珟Ａ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．９ ．９）
将它代入（４ ．９ ．８）引出

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ）＋ Ｇｋ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．９ ．１０）
注意上式右边第一项是ε（ｔ ＋ １），…，ε（ｔ ＋ ｋ）的线性组合，是未知的，而第二项是已知的 ．
取上式两边各项到 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）上的射影，注意（４ ． ８ ． ２）和（４ ． ８ ．
１０）有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…） （４ ．９ ．１１）

ε（ｔ ＋ ｉ）⊥Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…）， ｉ ＞ ０ （４ ．９ ．１２）
Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…） （４ ．９ ．１３）

因而稳态最优 ｋ 步预报器为
ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．９ ．１４）

预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．９ ．１５）

预报误差方差阵为

Ｐｋ ＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
ＦｋｉＱεＦ

Ｔ
ｋｉ （４ ．９ ．１６）

上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ４ ．９ ．１】 （多变量 ｓｔｒｍ预报器）平稳、可逆的 ｍ × １ 维 ＡＲＭＡ过程（４ ． ８ ． １）～

（４ ．８ ．３）有渐近稳定的 ｓｔｒｍ稳态最优预报器
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １）ｙ（ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．９ ．１７）

带伪交换（４ ．９ ．２），且 Ｇｋ（ｑ － １）和 Ｆｋ（ｑ － １）由 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程（４ ．９ ．５）决定，预报误差为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．９ ．１８）

预报误差方差阵为

Ｐｋ ＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
ＦｋｉＱεＦ

Ｔ
ｋｉ （４ ．９ ．１９）

【注 ４ ．９ ．１】 因 ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １）＝ ｄｅｔＣ（ｑ － １），故由 Ｃ（ｑ － １）是稳定的引出珟Ｃ（ｑ － １）是稳定
的，从而（４ ．９ ．１７）是渐近稳定的 ．
【注 ４ ．９ ．２】 （４ ．９ ．１７）有递推形式

ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ａｄｊ珟Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．９ ．２０）
【例 ４ ．９ ．１】 考虑平稳、可逆的二维 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｙ（ｔ），

（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｃ１ ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．９ ．２１）
其中ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且

Ａ１ ＝
－ ０ ．８５ ０
０ ．８５ － ０ ．[ ]７９

， Ｃ１ ＝
－ ０ ．４２２ － ０ ．４５２
０ ．１４３ － ０ ．[ ]２３６

，
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Ｑε ＝
２ ．８４９ － ０ ．８６３
－ ０ ．８６３ ２ ．[ ]７９９

（４ ．９ ．２２）

问题是求 ｓｔｒｍ预报器 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．
注意 Ａ（ｑ － １）＝ Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １，Ｃ（ｑ － １）＝ Ｉ２ ＋ Ｃ１ ｑ － １，置

珟Ａ（ｑ － １）＝ Ｉ１ ＋珟Ａ１ ｑ － １，珟Ｃ（ｑ － １）＝ Ｉ２ ＋珟Ｃ１ ｑ － １ （４ ．９ ．２３）
由（４ ．９ ．２）有

（Ｉ２ ＋ Ｃ１ ｑ － １）（Ｉ２ ＋珟Ａ１ ｑ － １）＝（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）（Ｉ２ ＋珟Ｃ１ ｑ － １） （４ ．９ ．２４）
比较上式两边 ｑ － ｉ系数阵引出关系

Ｃ１ ＋珟Ａ１ ＝ Ａ１ ＋珟Ｃ１ （４ ．９ ．２５）

Ｃ１珟Ａ１ ＝ Ａ１珟Ｃ１ （４ ．９ ．２６）
它等价于矩阵方程组

Ｉ２ － Ｉ２
Ｃ１ － Ａ[ ]

１

珟Ａ１

珟Ｃ[ ]
１

＝
Ａ２ － Ｃ１[ ]０

（４ ．９ ．２７）

珟Ａ１

珟Ｃ[ ]
１

＝
Ｉ２ － Ｉ２
Ｃ１ － Ａ[ ]

１

－ １ Ａ１ － Ｃ１[ ]０
（４ ．９ ．２８）

经计算有

珟Ａ１ ＝
－ ２ ．６１６ １ ．９２７
－ １ ．６７２ ０ ．[ ]９７６

，珟Ｃ１ ＝
－ ２ ．１８８ １ ．４７５
－ ２ ．３７７ １ ．[ ]５２９

（４ ．９ ．２９）

解 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程（４ ．９ ．５）
（Ｉ２ ＋珟Ｃ１ ｑ － １）＝ Ｆ１０（Ｉ２ ＋珟Ａ１ ｑ － １）＋ ｑ － １Ｇ１０， （４ ．９ ．３０）

这引出

Ｆ１０ ＝ ０， Ｇ（ｑ － １）＝ Ｇ１０ ＝珟Ｃ１ －珟Ａ１ ＝
０ ．４２７ ９ － ０ ．４５１ ７
－ ０ ．７０６ ６ ０ ．[ ]５５３ ８

（４ ．９ ．３１）

故有 ｓｔｒｍ一步最优预报器
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｇ１０（Ｉ２ ＋珟Ｃ１ ｑ － １）－ １ ｙ（ｔ） （４ ．９ ．３２）

它可递推计算为
ｄｅｔ（Ｉ２ ＋珟Ｃ１ ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ１０ａｄｊ（Ｉ２ ＋珟Ｃ１ ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．９ ．３３）

４ ．１０ 多变量 Ｋｏｉｖｏ预报器

由 ｓｔｒｍ预报器（４ ．９ ．１７）不能直接引出递推形式，它的递推形式（４ ． ９ ． ２０）的缺点是
预报器的阶次增加，并且要求逆矩阵珟Ｃ － １（ｑ － １）．本节给出可直接表为 ＡＲＭＡ递推形式的
Ｋｏｉｖｏ预报器 ．
【定理 ４ ．１０ ．１】 （多变量 Ｋｏｉｖｏ预报器）［１７］平稳、可逆的 ｍ × １ 维 ＡＲＭＡ过程（４ ． ８ ． １）

～（４ ．８ ．３）有渐近稳定的 Ｋｏｉｖｏ稳态最优预报器
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珟Ｃ － １（ｑ － １）珟Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１０ ．１）

或表为 ＡＲＭＡ递推形式
珟Ｃ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珟Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１０ ．２）
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其中 Ｆｋ（ｑ － １）和 Ｇｋ（ｑ － １）由如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程决定

Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １） （４ ．１０ ．３）
其中 Ｆｋ（ｑ － １）和 Ｇｋ（ｑ － １）具有形式（４ ．９ ．６）和（４ ．９ ．７）．引入伪交换

Ｇｋ（ｑ － １）Ｆ － １
ｋ （ｑ － １）＝珟Ｆ － １

ｋ （ｑ － １）珟Ｇｋ（ｑ － １） （４ ．１０ ．４）
带 ｄｅｔＦｋ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ珟Ｆｋ（ｑ － １），珟Ｆｋ０ ＝ Ｉｍ ．定义

珟Ｃ（ｑ － １）＝珟Ｆｋ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋ珟Ｇｋ（ｑ － １） （４ ．１０ ．５）
则有

ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １）＝ ｄｅｔＣ（ｑ － １） （４ ．１０ ．６）
珟Ｃ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＝珟Ｆｋ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １） （４ ．１０ ．７）

预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１０ ．８）

预报误差方差阵为 Ｐｋ ＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｋ ＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
ＦｋｉＱεＦ

Ｔ
ｋｉ （４ ．１０ ．９）

证明 由（４ ．１０ ．３）和（４ ．１０ ．５）有
珟Ｆｋ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）＝珟Ｆｋ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋ珟Ｆｋ（ｑ － １）Ｇｋ（ｑ － １）（４ ．１０ ．１０）
珟Ｃ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＝珟Ｆｋ（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋ珟Ｇｋ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）（４ ．１０ ．１１）

应用（４ ．１０ ．４）引出（４ ．１０ ．７）成立 ．由（４ ．１０ ．７）有
ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １）ｄｅｔＦｋ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ珟Ｆｋ（ｑ － １）ｄｅｔＣ（ｑ － １） （４ ．１０ ．１２）

由 ｄｅｔＦｋ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ珟Ｆｋ（ｑ － １）引出（４ ．１０ ．６）成立 ．
由（４ ．８ ．１）有

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１０ ．１３）
用珟Ｆｋ（ｑ － １）左乘（４ ．１０ ．１３）并应用（４ ．１０ ．５）有

［珟Ｃ（ｑ － １）－ ｑ － ｋ珟Ｇｋ（ｑ － １）］ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝珟Ｆｋ（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１０ ．１４）
利用（４ ．１０ ．７）有

珟Ｃ（ｑ － １）ｙ（ｔ ＋ ｋ）－珟Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝珟Ｃ（ｑ － １）Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１０ ．１５）
这引出

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝珟Ｃ － １（ｑ － １）珟Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＋ Ｆｋ（ｑ － １）ε（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１０ ．１６）
取上式两边各项到 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）上的射影引出 Ｋｏｉｖｏ稳态最优预报
器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珟Ｃ － １（ｑ － １）珟Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１０ ．１７）
或表为 ＡＲＭＡ递推形式（４ ．１０ ．２），且预报误差为（４ ．１０ ．８），因而预报误差方差阵 Ｐｋ 为（４ ．
１０ ．９）．由（４ ．１０ ．６）知珟Ｃ（ｑ － １）是稳定的，故（４ ．１０ ．１）是渐近稳定的 ．证毕 ． □

４ ．１１ 多变量非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

考虑多变量非平稳 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ），
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１１ ．１）

·４２２·



其中 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，其中 ｅ（ｔ）∈Ｒｍ，ｅ（ｔ）∈Ｒｍ，是零均值、方差阵为 Ｑｅ 的白噪声，

Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ｑ － １ ＋… ＋ Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｃ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｃｎｃ
ｑ － ｎｃ （４ ．１１ ．２）

其中 Ａｉ，Ｃｉ 为 ｍ × ｍ 系数阵，Ａ（ｑ － １）是不稳定的（即 ｄｅｔＡ（ｘ）的零点不全位于单位圆
外），而 Ｃ（ｑ － １）是稳定的 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）求 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋
ｋ ｜ ｔ）．

问题的难点在于 Ａ（ｑ － １）是不稳定的，这引起当 ｔ→ ＋ ∞或 ｔ０→ － ∞，ｙ（ｔ）的方差阵
是无界的，因而不能利用无穷维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间射影理论解决问题 ．这相当于处理不稳定系
统的预报问题 ．用稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波理论可解决上述问题 ．因为 Ｋａｌｍａｎ滤波理论可处理不
稳定系统（状态转移阵是不稳定矩阵），可处理非平稳随机信号，可处理完全可观的随机系
统的状态估计问题 ．

非平稳 ＡＲＭＡ过程（４，１１，１）有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （４ ．１１ ．３）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｅ（ｔ） （４ ．１１ ．４）

其中 ｎ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ），Ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉｍ（ｎ － １）

－ Ａｎ ０ …









０
， Γ ＝

Ｃ１ － Ａ１


Ｃｎ － Ａ









ｎ

， Ｈ ＝［Ｉｍ ０…０］ （４ ．１１ ．５）

注意系统（４ ．１１ ．３）和（４ ．１１ ．４）是不稳定系统，因为 Ａ 是不稳定矩阵 ．这是由于
ｄｅｔ（Ｉｍ － ｑ － １Ａ）＝ ｄｅｔＡ（ｑ － １） （４ ．１１ ．６）

而 Ａ（ｑ － １）是不稳定的 ．还应注意该系统是带相关噪声系统，观测噪声 ｅ（ｔ）与输入白噪声
ｅ（ｔ）相关，即

Ｓ ＝ Ｅ［ｅ（ｔ）ｅＴ（ｔ）］＝ Ｑｅ （４ ．１１ ．７）
该系统可化为带不相关噪声系统［１４］，它的状态转移阵为珡Φ ＝ Ａ － ＪＨ，Ｊ ＝ΓＳＱ － １

ｅ ＝Γ，即

珡Φ ＝

－ Ｃ１

 Ｉｍ（ｎ － １）

－ Ｃｎ ０ …









０

（４ ．１１ ．８）

因（珡Φ，Ｈ）为块伴随形［１４］，故系统（４ ．１１ ．３）和（４ ．１１ ．４）存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器［１５］

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ａｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （４ ．１１ ．９）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．１１ ．１０）
其中白噪声ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的 ｙ（ｔ）的稳态新息过程 ．因由（４ ． １１ ． ５）
（Ａ，Ｈ）为块伴随形，故由定理 １ ．６ ．１上两式等价于 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１１ ．１１）
Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｄｎｄ

ｑ － ｎｄ， ｎｄ ＝ ｎ （４ ．１１ ．１２）

Ｋｐ ＝
Ｋｐ１


Ｋ









ｐｎ

（４ ．１１ ．１３）

·５２２·



Ｋｐｉ ＝ Ｄｉ － Ａｉ， ｉ ＝ １，…，ｎ （４ ．１１ ．１４）
或

Ｄｉ ＝ Ｋｐｉ － Ａｉ， ｉ ＝ １，…，ｎ （４ ．１１ ．１５）

且矩阵

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ ＝

－ Ｄ１

 Ｉｍ（ｎ － １）

－ Ｄｎ ０ …









０

（４ ．１１ ．１６）

是稳定矩阵［１５，１６］．注意［１７］

ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）＝ ｄｅｔＤ（ｑ － １） （４ ．１１ ．１７）

因而 Ｄ（ｑ － １）是稳定的多项式矩阵 ．比较（４ ．１１ ．１）与（４ ．１１ ．１１）有关系
Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１１ ．１８）

因为两个 ＭＡ过程 Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）与 Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ）有相同的相关函数，Ｃ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）均
为稳定的，且 Ｄ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ Ｉｍ，因而在谱等价（有相同的二阶矩）意义下有［３］

Ｃ（ｑ － １）＝ Ｄ（ｑ － １）， ｅ（ｔ）＝ε（ｔ）， Ｑｅ ＝ Ｑε （４ ．１１ ．１９）

注意，其中当 ｎａ ＞ ｎｃ 时，ｎ ＝ ｎａ，Ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ）．于是由（４ ．１１ ．１３）有

Ｋｐ ＝
Ｃ１ － Ａ１


Ｃｎ － Ａ









ｎ

（４ ．１１ ．２０）

注意（４ ．１１ ．１９）还可用另一种方法证明如下：
比较（４ ．１１ ．１）与（４ ．１１ ．１１），令 ｒ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ），则 ｒ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）且 ｒ（ｔ）＝

Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ），因而 Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）与 Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ）具有相同的相关函数，它们都等于 ＭＡ过
程 ｒ（ｔ）的相关函数 ．另一方面，稳态一步 Ｋａｌｍａｎ预报误差方差阵Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程［１４］

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｅ）－ １ＨΣ］珡Φ ＋Γ（Ｑｅ － ＳＱ － １
ｅ ＳＴ）ΓＴ （４ ．１１ ．２１）

因 Ｑｅ － ＳＱ － １
ｅ ＳＴ ＝ Ｑｅ － ＱｅＱ － １

ｅ Ｑｅ ＝ ０，则稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（４ ．１１ ．２１）化为

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｅ）－ １ＨΣ］珡ΦＴ （４ ．１１ ．２２）
它有非负定解

Σ ＝ ０ （４ ．１１ ．２３）
而稳态新息ε（ｔ）的方差阵 Ｑε为［１４］

Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｑｅ （４ ．１１ ．２４）
将（４ ．１１ ．２３）代入上式引出

Ｑε ＝ Ｑｅ （４ ．１１ ．２５）
又 Ｅ［ε（ｔ）］＝ Ｅ［ｅ（ｔ）］＝ ０，ε（ｔ）和 ｅ（ｔ）均为 ｍ × １维白噪声，因此在谱等价（即有相同的
二阶矩）意义下有

ε（ｔ）＝ ｅ（ｔ） （４ ．１１ ．２６）
再由 ＭＡ过程 Ｃ（ｑ － １）ε（ｔ）与 Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ）均为可逆的，即 Ｃ（ｑ － １）与 Ｄ（ｑ － １）均为稳定
的，且 Ｃ０ ＝ Ｄ０ ＝ Ｉｍ，故有［３］

Ｄ（ｑ － １）＝ Ｃ（ｑ － １） （４ ．１１ ．２７）
·６２２·



即首系数阵为 Ｉｍ 的具有已知相关函数的可逆的 ＭＡ过程的 ＭＡ多项式矩阵是唯一的［３］．
注意稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器（４ ．１１ ．９）和（４ ．１１ ．１０）可写为 Ｗｉｅｎｅｒ预报器形式

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ ｙ（ｔ） （４ ．１１ ．２８）
或表为传递函数形式

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐ ｙ（ｔ） （４ ．１１ ．２９）
注意由（４ ．１１ ．３）和（４ ．１１ ．４）及射影性质引出稳态预报器

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ａｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．１１ ．３０）
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．１１ ．３１）

于是有
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ＨＡｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｙ（ｔ） （４ ．１１ ．３２）

【定理 ４ ．１１ ．１】 多变量非平稳 ＡＲＭＡ 过程（４ ． １１ ． １），其中假设 Ａ（ｑ － １）是不稳定的
多项式矩阵，而 Ｃ（ｑ － １）是稳定的多项式矩阵，有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｄｅｔＣ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１１ ．３３）
其中定义多项式矩阵 Ｇｋ（ｑ － １）为

Ｇｋ（ｑ － １）＝ ＨＡｋ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ ＝ Ｇｋ０ ＋ Ｇｋ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｇｋ，ｎ － １ ｑ －（ｎ － １）

（４ ．１１ ．３４）
其中 Ｈ，Ａ，Ｋｐ分别由（４ ．１１ ．５），（４ ．１１ ．２０）计算，而由（４ ．１１ ．１６）Ψｐ为

Ψｐ ＝

－ Ｃ１

 Ｉｍ（ｎ － １）

－ Ｃｎ ０ …









０

（４ ．１１ ．３５）

其中规定 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ）．预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）方差阵 Ｐｙ
ｋ ＝

Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
Ｐｙ
ｋ ＝ ＨＰｋＨＴ ＋ Ｑｅ （４ ．１１ ．３６）

其中稳态 ｋ 步 Ｋａｌｍａｎ预报误差方差阵为 Ｐｋ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］，珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝
ｘ（ｔ ＋ ｋ）－ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），

Ｐｋ ＝ Ａｋ－１Σ（Ａｋ－１）Ｔ ＋ ∑
ｋ－２

ｊ ＝ ０
ＡｊΓＱｅΓＴＡｊＴ， ｋ ＞ １ （４ ．１１ ．３７）

证明 将（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）／ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）代入（４ ． １１ ． ３２），并应
用（４ ．１１ ．１６），（４ ．１１ ．１７），（４ ．１１ ．２７）得（４ ．１１ ．３３）～（４ ．１１ ．３５）．由（４ ．１１ ．４）和（４ ．１１ ．３１）有

珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１１ ．３８）
易知 ｅ（ｔ ＋ ｋ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），于是有（４ ． １１ ． ３６）成立 ．由第三章有关结果有（４ ． １１ ． ３７）．由
Ｃ（ｑ － １）是稳定的有 ｄｅｔＣ（ｑ － １）是稳定的多项式，故（４ ．１１ ．３３）是渐近稳定的 ．证毕 ． □
【注 ４ ．１１ ．１】 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ． １１ ． ３３）与多变量 ｓｔｒｍ预报器（４ ． ９ ． ２０）具有相同的

形式 ．这只要注意在（４ ．９ ．２０）中 ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １）＝ ｄｅｔＣ（ｑ － １）．

４．１２ 带白色观测噪声的多变量 ＡＲＭＡ过程的Ｗｉｅｎｅｒ预报器

本节把节 ４ ．６的带白色观测噪声的单变量 ＡＲＭＡ 过程 Ｗｉｅｎｅｒ预报器推广到多变量
·７２２·



情形 ．文献［３２］曾用频域法解决这个问题，这里介绍由作者提出的两种时域方法 ．［１４，１７］

考虑带白色观测噪声的多变量 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ）
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１２ ．１）

ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．１２ ．２）
其中 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ 为待估信号，ｚ（ｔ）∈Ｒｍ 为对 ｙ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）∈Ｒｍ 为白色观测噪
声，ｅ（ｔ）∈Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）是带零均值、方差各为 Ｑｅ 和 Ｑｖ 的独立白噪声，ｑ － １为单位滞后算
子，

Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ｑ － １ ＋… ＋ Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｃ（ｑ － １）＝ Ｃ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｃｎｃ
ｑ － ｎｃ （４ ．１２ ．３）

其中 Ａｉ 为 ｍ × ｍ 系数阵，Ｃｉ 为 ｍ × ｒ 系数阵 ．假设 Ａ（ｑ － １）是稳定的，且（Ａ（ｑ － １），

Ｃ（ｑ － １））左素，初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞，问题是基于观测（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…）求最优
Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．

４ ．１２ ．１ 基于多变量 ＡＲＭＡ新息模型的预报方法

将（４ ．１２ ．１）代入（４ ．１２ ．２）可得 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１２ ．４）

其中 Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｄｎｄ
ｑ － ｎｄ是稳定的，ｎｄ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ － １），新息ε（ｔ）∈Ｒｍ

是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有关系

Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ Ａ（ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．１２ ．５）
Ｄ（ｑ － １）和 Ｑε 可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．由 Ａ（ｑ － １）和 Ｄ（ｑ － １）都是稳定的，故（４ ．
１２ ．４）是平稳、可逆的 ＡＲＭＡ过程，于是有相同的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间

Ｌ（ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝ Ｌ（εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…） （４ ．１２ ．６）
且有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜ ｙＴ（ｔ），ｙＴ（ｔ － １），…）＝
ｐｒｏｊ（ｙ（ｔ ＋ ｋ）｜εＴ（ｔ），εＴ（ｔ － １），…） （４ ．１２ ．７）

由（４ ．１２ ．２）引出
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．１２ ．８）

由定理（４ ．９ ．１），基于（４ ．１２ ．４）有多变量 ｓｔｒｍ预报器为
ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）珟Ｄ － １ ｑ － １ ｚ（ｔ）， ｋ ＞ ０ （４ ．１２ ．９）

Ｄ － １（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）＝珟Ａ（ｑ － １）珟Ｄ － １（ｑ － １） （４ ．１２ ．１０）
珟Ｄ（ｑ － １）＝ Ｆｋ（ｑ － １）珟Ａ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧｋ（ｑ － １） （４ ．１２ ．１１）

ｄｅｔＤ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ珟Ｄ － １（ｑ － １） （４ ．１２ ．１２）
于是有如下定理 ．
【定理 ４ ． １２ ． １】 带白色观测噪声的平稳的多变量平稳 ＡＲＭＡ 过程有渐近稳定的

Ｗｉｅｎｅｒ预报器
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）珟Ｄ － １（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．１２ ．１３）

预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）－ ｖ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１２ ．１４）

·８２２·



珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ（ｔ ＋ ｋ）－ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝

Ｆｋ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ ｋ）＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
Ｆｋｉε（ｔ ＋ ｋ － ｉ） （４ ．１２ ．１５）

其中ε（ｔ ＋ ｋ）由 ＡＲＭＡ新息模型（４ ．１２ ．４）决定

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Πｊｑ － ｊｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
Πｊ ｚ（ｔ － ｊ）（４ ．１２ ．１６）

其中系数阵Πｊ 可递推计算为

Πｊ ＝ － Ｄ１Πｊ － １ －… － ＤｎｄΠｊ － ｎｄ
＋ Ａｊ （４ ．１２ ．１７）

其中规定Πｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ａｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎａ）．预报误差方差阵 Ｐｙ
ｋ ＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］

为

Ｐｙ
ｋ ＝ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ＦｋｉＱεＦ

Ｔ
ｋｉ － Ｑｖ （４ ．１２ ．１８）

证明 由（４ ．１２ ．８）和定理（４ ．９ ．１）引出（４ ．１２ ．１３）和（４ ． １２ ． １５）．由（４ ． １２ ． ２）和（４ ． １２ ．
８）引出（４ ．１２ ．１４）和（４ ．１２ ．１８）．这里用到了事实

Ｅ［珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）ｖＴ（ｔ ＋ ｋ）］＝ Ｑｖ， ｋ ＞ ０ （４ ．１２ ．１９）
因为珓ｚ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｚ（ｔ ＋ ｋ）－ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）＋ ｖ（ｔ ＋ ｋ）－ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），而 ｖ（ｔ ＋ ｋ）

⊥ｙ（ｔ ＋ ｋ），ｖ（ｔ ＋ ｋ）⊥ ｚ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．证毕 ． □
【注 ４ ．１２ ．１】 由（４ ．１２ ．１３）有 ＡＲＭＡ递推 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．１２ ．２０）
因 ｄｅｔＤ（ｑ － １）为稳定多项式，故（４ ．１２ ．２０）或（４ ．１２ ．９）是渐近稳定的 ．

４ ．１２ ．２ 基于 Ｋａｌｍａｎ预报器的预报方法

考虑多变量 ＡＲＭＡ过程（４ ．１２ ．１）～（４ ．１２ ．３），这里可以假设过程是非平稳的，即假设
Ａ（ｑ － １）是不稳定的 ．由定理 １ ．６ ．１该系统有状态空间模型

ｘ（ｔ ＝ １）＝珚Ａｘ（ｔ）＋珚Ｃｅ（ｔ） （４ ．１２ ．２１）
ｚ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．１２ ．２２）

其中 ｎ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ），Ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

珚Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉｍ（ｎ － １）

－ Ａｎ ０ …









０
，珚Ｃ ＝

Ｃ１


Ｃ









ｎ

， Ｈ ＝［Ｉｍ ０ … ０］ （４ ．１２ ．２３）

由（Ａ（ｑ － １），Ｃ（ｑ － １））左素的假设引出系统（４ ．１２ ．２１）和（４ ．１２ ．２２）是完全可观、完全可控
的 ．［１９］这是因为 ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）有传递函数表示

ｙ（ｔ）＝ Ｈ［Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）－ １珚Ｃｑ － １ ｅ（ｔ）＝
［Ｉｍ ０…０］ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）珚Ｃｑ － １

ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ） ｅ（ｔ）

ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］珚Ｃｑ － １

ｄｅｔＡ（ｑ － １） ＝ Ａ － １（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）（４ ．１２ ．２４）

其中注意（珚Ａ，Ｈ）为块伴随形，因而由定理 １ ．６ ．２有等式
Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）＝ ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］，

ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）＝ ｄｅｔＡ（ｑ － １） （４ ．１２ ．２５）

·９２２·



于是存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ ｚ（ｔ） （４ ．１２ ．２６）

Ψｐ ＝珚Ａ － ＫｐＨ （４ ．１２ ．２７）

Ｋｐ ＝珚ＡΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １ （４ ．１２ ．２８）
其中稳态预报误差方差阵Σ是如下稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的惟一正定解：

Σ ＝珚Ａ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ＨΣ］珚ＡＴ ＋珚ＣＱｅ珚ＣＴ （４ ．１２ ．２９）
它可用迭代法求解 ．此外可证明［１６］Ψｐ 是一个稳定矩阵 ．

比较（４ ．１２ ．２）和（４ ．１２ ．２２）有关系
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （４ ．１２ ．３０）

这引出
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．１２ ．３１）

且有预报误差系
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．１２ ．３２）

其中珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ ｋ）－珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．又由（４ ．１２ ．２１）和射影性质有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报
器

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝珚Ａｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．１２ ．３３）
由第三章有稳态误差方差阵 Ｐｋ ＝ Ｅ［珓ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｘＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｋ ＝ 珚Ａｋ－１Σ（珚Ａｋ－１）Ｔ ＋ ∑
ｋ－２

ｊ ＝ ０

珚Ａ ｊ珚ＣＱｅ珚ＣＴ珚Ａ ｊＴ， ｋ ＞ １ （４ ．１２ ．３４）

且 Ｐ１ ＝Σ ．由（４ ．１２ ．２６）有 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．１２ ．３５）
将它代入（４ ．１２ ．３１）和（４ ．１２ ．３３）有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ珚Ａｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．１２ ．３６）
定义

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （４ ．１２ ．３７）

Ｇｋ（ｑ － １）＝ Ｈ珚Ａｋ － １ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ （４ ．１２ ．３８）
则有 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ψ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．１２ ．３９）
且有预报误差方差阵 Ｐｙ

ｋ ＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｙ
ｋ ＝ ＨＰｋＨＴ （４ ．１２ ．４０）

其中 Ｐｋ 由（４ ．１２ ．３４）计算 ．由Ψｐ 为稳定矩阵引出ψ（ｑ － １）是一个稳定多项式，因而（４ ．１２ ．
３９）是渐近稳定的 ．

上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ４ ．１２ ．２】 带白色观测噪声的平稳或非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．１２ ．１）～（４ ． １２ ． ３）有

渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．１２ ．３９），预报误差方差阵为（４ ．１２ ．４０）和（４ ．１２ ．３４）．
下面我们证明：Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．１２ ．３９）与 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ． １２ ． ２０）是等价的，即用两

种方法引出相同的结果 ．
注意状态空间新息模型为

·０３２·



ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珚Ａｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （４ ．１２ ．４１）

ｚ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．１２ ．４２）
这引出

ｚ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）－ １Ｋｐε（ｔ）＋ε（ｔ） （４ ．１２ ．４３）
注意（珚Ａ，Ｈ）为块伴随形，于是有

ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）＝ ｄｅｔＡ（ｑ － １） （４ ．１２ ．４４）

Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）＝ ａｄｊＡ（ｑ － １）［Ｉｍ，Ｉｍｑ － １，…，Ｉｍｑ －（ｎ － １）］ （４ ．１２ ．４５）
引入分块表示

Ｋｐ ＝
Ｋｐ１


Ｋ









ｐｎ

（４ ．１２ ．４６）

其中 Ｋｐｉ为ｍ × ｍ 阵 ．将（Ｉｎ － ｑ － １Ａ）－ １ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）／ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珚Ａ）代入（４ ． １２ ． ４３）
并利用上面三个式子引出 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１２ ．４７）
其中 Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｄｎｑ － ｎ，且有关系

Ｄｉ ＝ Ｋｐｉ ＋ Ａｉ， ｉ ＝ １，…，ｎ （４ ．１２ ．４８）
比较用两种不同方法引出的 ＡＲＭＡ 新息模型（４ ． １２ ． ４）与（４ ． １２ ． ４７），在（４ ． １２ ． ４）中，
Ｄ（ｑ － １）的阶次为 ｎｄ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ － １），而在（４ ． １２ ． ４７）中 Ｄ（ｑ － １）的阶次为 ｎ ＝
ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ），可知后者在 ｎｃ － １ ＞ ｎａ 情况下，将有 Ｄｎ ＝ ０ ．注意，应用（４ ．１２ ．４８）有

Ψｐ ＝珚Ａ － ＫｐＨ ＝

－（Ａ１ ＋ Ｋｐ１）
 Ｉｍ（ｎ － １）

－（Ａｎ ＋ Ｋｐｎ） ０ …









０
＝

－ Ｄ１

 Ｉｍ（ｎ － １）

－ Ｄｎ ０ …









０

（４ ．１２ ．４９）
这引出

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）＝ ｄｅｔＤ（ｑ － １） （４ ．１２ ．５０）
于是 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．１２ ．３９）成为

ｄｅｔＤ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．１２ ．５１）
它与（４ ．１２ ．２０）具有相同形式 ．因为 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ － １）＝ ｄｅｔＤ（ｑ － １）．

这引出如下定理 ．
【定理 ４ ．１２ ．３】 用两种不同方法给出的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．１２ ．２０）与（４ ．１２ ． ３９）是等价

的 ．
【例 ４ ．１２ ．１】 考虑两通道系统

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１２ ．５２）
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．１２ ．５３）

其中待估信号 ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ）］Ｔ，观测信号 ｚ（ｔ）＝［ｚ１（ｔ），ｚ２（ｔ）］Ｔ，观测白噪声
ｖ（ｔ）＝［ｖ１（ｔ），ｖ２（ｔ）］Ｔ，ｅ（ｔ）＝［ｅ１（ｔ），ｅ２（ｔ）］Ｔ，和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为 Ｑε和 Ｑｖ

的独立白噪声，且
Ｑｅ ＝ ０ ．００ ２５Ｉ２， Ｑｖ ＝ Ｉ２ （４ ．１２ ．５４）
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Ａ（ｑ － １）＝ Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １，Ｃ（ｑ － １）＝ Ｃ１ ｑ － １，且

Ａ１ ＝
０ ．９ ０ ．４
０ ．４ － ０ ．[ ]９ ， Ｃ１ ＝

０ ．２ ０ ．９
０ ．９ ０ ．[ ]９ （４ ．１２ ．５５）

现在用节 ４ ．１２ ．１的方法求 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝［ｙ^１（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ），^ｙ２（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）］Ｔ ．可求
得 ＡＲＭＡ新息模型为

（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｚ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１２ ．５６）
其中新息ε（ｔ）∈Ｒ２ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可求得

Ｄ１ ＝
０ ．７６４ ７２３ ０ ．３３２ ４５１
０ ．３５２ ３６６ － ０ ．[ ]７７６ １１３

， Ｑε ＝
１ ．７７０ ０２１ ０ ．０１５ ８１６
０ ．０１５ ８１６ １ ．[ ]１６６ ８０５

（４ ．１２ ．５７）

应用公式（４ ．１２ ．２０）可得 Ｗｉｅｎｅｒ预报器
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝ Ｇ２（ｑ － １）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．１２ ．５８）

图 ４ ．１２ ．１ 信号 ｙ（ｔ），观测 ｚ（ｔ），观测噪声 ｖ（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）

其中 Ｄ（ｑ － １）＝ Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ － １，珟Ｄ（ｑ － １）和 Ｇ２（ｑ － １）由（４ ．１２ ．１０）和（４ ．１２ ．１１）计算 ．仿真结果
如图 ４ ．１２ ．１所示 ．由图（ａ）和图（ｃ）看到，真实信号 ｙ１（ｔ）和 ｙ２（ｔ）已分别被带白噪声的观
测信号 ｚ１（ｔ）和 ｚ２（ｔ）所淹没 ．由图（ａ）和图（ｄ）看到，Ｗｉｅｎｅｒ预报器 ｙ^１（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）和 ｙ^２（ｔ ＋ ２ ｜
ｔ）已基本上还原始真实信号 ｙ１（ｔ）和 ｙ２（ｔ）的本来面目，已有效地减小了噪声 ｖ１（ｔ）和
ｖ２（ｔ）的影响 ．
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４．１３ 带有色观测噪声的多变量 ＡＲＭＡ过程的Ｗｉｅｎｅｒ预报器

考虑带白色和有色观测噪声的多变量 ＡＲＭＡ过程
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （４ ．１３ ．１）
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１３ ．２）
Ｐ（ｑ － １）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ － １）ｎ（ｔ） （４ ．１３ ．３）

其中 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ 为待估信号，ｚ（ｔ）∈Ｒｍ 为观测信号，有色观测噪声η（ｔ）∈Ｒｍ 服从 ＡＲＭＡ
模型（４ ．１３ ．３），ξ（ｔ）∈Ｒｍ 为白色观测噪声 ．设ξ（ｔ），ｅ（ｔ）∈Ｒｒ 和 ｎ（ｔ）∈Ｒｓ 是零均值、方
差阵各为 Ｑξ，Ｑｅ 和Ｑｎ 的相互独立白噪声，ｑ － １为单位滞后算子，Ａ（ｑ － １），…，Ｒ（ｑ － １）是
形如 Ｘ（ｑ － １）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ － １ ＋ … ＋ Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ的多项式矩阵 ．设 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｐ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ ０ 或

Ｃ０ ＝ Ｉｍ，Ｒ０ ＝ ０或０ ＝ Ｉｍ ．问题是基于观测 ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…，求 ｙ（ｔ ＋ ｋ）的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），ｋ ＞ ０ ．
本节用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决上述问题，适用于非平稳有色观测噪声和非平稳 ＡＲＭＡ

信号，即 Ａ（ｑ － １）和 Ｐ（ｑ － １）可以是不稳定的多项式矩阵 ．
应用定理 １ ．６ ．１，（４ ．１３ ．２）和（４ ．１３ ．３）有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝珚Ａα（ｔ）＋珚Ｃｅ（ｔ） （４ ．１３ ．４）
ｙ（ｔ）＝珚Ｈ１α（ｔ）＋ Ｃ０ ｅ（ｔ） （４ ．１３ ．５）

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｒｎ（ｔ） （４ ．１３ ．６）

η（ｔ）＝珚Ｈ２β（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ） （４ ．１３ ．７）
其中规定 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），Ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），Ｐｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｐ），Ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），ｎ１ ＝ ｍａｘ（ｎａ，ｎｃ），
ｎ２ ＝ ｍａｘ（ｎｐ，ｎｒ），

珚Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉ（ｎ１ － １）ｍ

－ Ａｎ１
０ …











０
，珚Ｃ ＝

Ｃ１ － Ａ１Ｃ０


Ｃｎ１

－ Ａｎ１
Ｃ









０

， 珚Ｈ１ ＝［Ｉｍ ０…０］ （４ ．１３ ．８）

珔Ｐ ＝

－ Ｐ１

 Ｉ（ｎ２ － １）ｍ

－ Ｐｎ２
０ …











０
，珚Ｒ ＝

Ｒ１ － Ｐ１Ｒ０


Ｒｎ２

－ Ｐｎ２
Ｒ









０

， 珚Ｈ２ ＝［Ｉｍ ０…０］ （４ ．１３ ．９）

合并（４ ．１３ ．４）～（４ ．１３ ．７）有增广系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （４ ．１３ ．１０）

ｚ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．１３ ．１１）
其中定义

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， ｗ（ｔ）＝

ｅ（ｔ）
ｎ（ｔ[ ]）， ｖ（ｔ）＝ Ｃ０ ｅ（ｔ）＋ Ｒ０ｎ（ｔ）＋ξ（ｔ） （４ ．１３ ．１２）

Φ ＝
珚Ａ ０
０ 珔[ ]Ｐ

， Γ ＝
珚Ｃ ０
０ 珚[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［珚Ｈ１，珚Ｈ２］ （４ ．１３ ．１３）

显然增广系统是带相关噪声系统，白噪声 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）的方差阵 Ｑｗ 和 Ｑｖ 及相关阵 Ｓ 各
为
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Ｑｗ ＝
Ｑｅ ０
０ Ｑ[ ]

ｎ
， Ｑｖ ＝ Ｃ０ＱｅＣＴ

０ ＋ Ｒ０ＱｎＲＴ
０ ＋ Ｑξ，

Ｓ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝
ＱｅＣＴ

０

ＱｎＲＴ[ ]
０

（４ ．１３ ．１４）

它可化为转移阵为珡Φ 的带不相关噪声系统［１４］，且
珡Φ ＝Φ － ＪＨ， Ｊ ＝ΓＳＱ － １

ｖ （４ ．１３ ．１５）
假设（珡Φ，Ｈ）为完全可观对，且设增广系统是完全能稳的，则增广系统存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预
报器［１６］

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Ψｐ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ ｚ（ｔ） （４ ．１３ ．１６）
或在 Ｗｉｅｎｅｒ预报器形式下有

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．１３ ．１７）

其中 ｎ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２ 为增广状态维数 ．可证明［１５，１６］Ψｐ 是一个稳定矩阵，且有

Ψｐ ＝珡Φ －珚ＫｐＨ （４ ．１３ ．１８）

Ｋｐ ＝珚Ｋｐ ＋ Ｊ （４ ．１３ ．１９）
珚Ｋｐ ＝珡ΦＫ （４ ．１３ ．２０）

Ｋ ＝ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－ １ （４ ．１３ ．２１）
其中稳态 Ｋａｌｍａｎ预报误差方差阵Σ满足稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－ １ＨΣ］珡ΦＴ ＋Γ（Ｑｗ － ＳＱ － １
ｖ ＳＴ）ΓＴ （４ ．１３ ．２２）

它可用迭代法求解 ．
由（４ ．１３ ．１０）和射影性质有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝Φｋ － １ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．１３ ．２３）
且有预报误差珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ ｋ）－ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）．方差阵 Ｐｋ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋
ｋ ｜ ｔ）］为

Ｐｋ ＝ Φｋ－１Σ（Φｋ－１）Ｔ ＋ ∑
ｋ－２

ｊ ＝ ０
ΦｊΓＱｗΓＴΦｊＴ， ｋ ＞ １ （４ ．１３ ．２４）

由（４ ．１３ ．５）和定义（４ ．１３ ．１２）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋ Ｃ０ ｅ（ｔ）， Ｈ０ ＝［Ｉｍ ０…０］ （４ ．１３ ．２５）

这引出稳态 ｋ 步预报器
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ０ ｘ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ） （４ ．１３ ．２６）

其中应用了事实 ｅ（ｔ ＋ ｋ）⊥Ｌ（ｚＴ（ｔ），ｚＴ（ｔ － １），…），ｋ ＞ ０ ．将（４ ．１３ ．１７）和（４ ．１３ ．２３）代入
上式有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ０Φｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）－ １Ｋｐｚ（ｔ） （４ ．１３ ．２７）
这引出 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ψ（ｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋ（ｑ － １）ｚ（ｔ） （４ ．１３ ．２８）

ψ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ） （４ ．１３ ．２９）

Ｇｋ（ｑ － １）＝ Ｈ０Φｋ － １（Ｉｎ － ｑ － １Ψｐ）Ｋｐ （４ ．１３ ．３０）
因Ψｐ 为稳定矩阵，ψ（ｑ － １）是一个稳定多项式，因而（４ ．１３ ．２８）是渐近稳定的 ．
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由（４ ．１３ ．２５）和（４ ．１３ ．２６）引出预报误差珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）有关系
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｈ０珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＋ Ｃ０ ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１３ ．３１）

易知 ｅ（ｔ ＋ ｋ）⊥珘ｘ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ），ｋ ＞ ０，这引出预报误差方差阵 Ｐｙ
ｋ ＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋

ｋ ｜ ｔ）］为
Ｐｙ
ｋ ＝ Ｈ０ＰｋＨＴ

０ ＋ Ｃ０ＱｅＣＴ
０ （４ ．１３ ．３２）

上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ４ ．１３ ．１】 带平稳或非平稳有色观测噪声的平稳或非平稳多变量 ＡＲＭＡ 过程

有渐近稳定的 ｋ 步 Ｗｉｅｎｅｒ预报器（４ ．１３ ．２８），且有预报误差方差阵（４ ．１３ ．３２）．
【定理 ４ ．１３ ．２】 在定理 ４ ．１３ ．１条件下，记 ｙ（ｔ）的分量表示为

ｙ（ｔ）＝
ｙ１（ｔ）


ｙｍ（ｔ









）

（４ ．１３ ．３３）

定义 ｍ × ｍ 多项式矩阵Ｇｋ（ｑ － １）的分块表示为

Ｇｋ（ｑ － １）＝
Ｇｋ１（ｑ － １）



Ｇｋｍ（ｑ － １









）

（４ ．１３ ．３４）

其中 Ｇｋｉ（ｑ － １）为 １ × ｍ 向量，则有渐近稳定的解耦 Ｗｉｅｎｅｒ预报器

ψ（ｑ － １）^ｙｉ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇｋｉ（ｑ － １）ｚ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｍ （４ ．１３ ．３５）
【注 ４ ．１３ ．１】 该定理在应用中可减小计算负担，便于实时应用，因为在某些应用问

题中我们只感兴趣 ｙ（ｔ）的某个分量或某几个分量的预报，而不必计算其他分量的预报 ．

４ ．１４ 指数平滑预报器

周知，Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器，ｓｔｒｍ预报器和 Ｋａｌｍａｎ预报器均要求已知时间序列的模
型 ．若我们事先不知道时间序列的模型，如何利用它的目前和以往的观测值预报下一时刻
（超前一步）时间序列的值？指数平滑预报方法的基本思想是利用对时间序列目前和以往
的观测值的指数加权和来预报它的将来的值，故称为“指数平滑”预报方法 ．

４ ．１４ ．１ 指数平滑预报器的推导［１０，１１］

为理论推导方便，设初始观测时刻 ｔ０→ － ∞，即已知到时刻 ｔ 为止的无限个观测数据
（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…），问题是基于它们的加权和求一步预报器 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），即 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）可
表为

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｃｉｙ（ｔ － ｊ） （４ ．１４ ．１）

其中 ｃｊ 为加权系数序列 ．根据渐消记忆方法，应加大新近观测数据的权系数，减小陈旧数
据的权系数，以体现过程的时变性 ．例如对于短期预报商品销售而言，几年前的销量数据
对下一个月销售预报提供的信息甚微，而近几个月的销售数据对下一个月销售的预报关
系很大 ．因此应采用指数递降加权系数来满足上述要求，即
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ｃｊ ＝ ｃ０β
ｊ， ０ ＜β ＜ １， ｃ０ ＞ ０， ∑

∞

ｊ ＝ ０
ｃｊ ＝ １ （４ ．１４ ．２）

由几何级数求和公式和（４ ．１４ ．２）有

ｃ０∑
∞

ｊ ＝ ０
β

ｊ ＝
ｃ０

１ －β
＝ １， ｃ０ ＝ １ －β （４ ．１４ ．３）

因此指数平滑加权系数 ｃｊ 为

ｃｊ ＝（１ －β）β
ｊ， ｊ ＝ ０，１，２，… （４ ．１４ ．４）

注意预报器（４ ．１４ ．１）是目前和过去观测数据的加权平均，因而它具有“平滑”作用，故
叫指数平滑预报器 ．β叫遗忘因子，β越小，则越强调新的数据作用，例如取β＝ ０ ．１，则 ｃｊ
成为 ０ ．９，０ ．０９，０ ．００９，… ．在极端情形下，取β＝ ０，则以往数据对下一步预报没有任何影
响，此时

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ） （４ ．１４ ．５）
这种预报器的一个典型例子是股票价格的预报 ．预报器（４ ．１４ ．５）是说，对明天股票价

格的最好预报估值就是今天股票的价格 ．
上述推导可概括为如下定理 ．
【定理 ４ ．１４ ．１】 已知无限观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）时，ｙ（ｔ ＋ １）的指数平滑预报器

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）为

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
（１ －β）β

ｊｙ（ｔ － ｊ） （４ ．１４ ．６）

其中 ０ ＜β＜ １ ．
理论上，预报器（４ ．１４ ．６）是无限个观测数据的加权和，然而在应用中仅有有限个观测

数据是可利用的 ．而且非递推预报器（４ ．１４ ．６）在应用上不是方便的，它要求存贮全部过去
的观测数据 ．因此应推导等价的递推预报公式 ．
【定理 ４ ．１４ ．２】 递推指数平滑预报公式为

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（１ －β）ｙ（ｔ）＋β ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１４ ．７）
或

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋（１ －β）［ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）］ （４ ．１４ ．８）
带任意的初值 ｙ^（１ ｜０），且 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）关于初值 ｙ^（１ ｜０）是渐近稳定的，即 ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）的值渐
近地与初值 ｙ^（１ ｜０）选取无关 ．

证明 由（４ ．１４ ．６）有

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（１ －β）ｙ（ｔ）＋ ∑
∞

ｊ ＝ １
（１ －β）β

ｊｙ（ｔ － ｊ）＝

（１ －β）ｙ（ｔ）＋β∑
∞

ｊ ＝ １
（１ －β）β

ｊ －１ ｙ（ｔ － ｊ） （４ ．１４ ．９）

令 ｉ ＝ ｊ － １并应用（４ ．１４ ．６）得（４ ．１４ ．７）．任取（４ ．１４ ．７）两个初值 ｙ^（ｉ）（１ ｜ ０），设相应的指数
平滑预报器为 ｙ^（ｉ）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），令δ（ｔ）＝ ｙ^（１）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ ｙ^（２）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），由（４ ．１４ ．７）则有

（１ －βｑ － １）δ（ｔ）＝ ０ （４ ．１４ ．１０）
由（４ ．１４ ．１０）引出

δ（ｔ）＝β
ｔδ（０） （４ ．１４ ．１１）
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其中δ（０）＝ ｙ^（１）（１ ｜０）－ ｙ^（２）（１ ｜０）．因为 ０ ＜β＜ １，故有

δ（ｔ）→０， ｔ→∞ （４ ．１４ ．１２）

４ ．１４ ．２ 指数平滑预报器与 ＡＲＭＡ过程预报器的关系

【定理 ４ ．１４ ．３】 递推指数平滑预报器（４ ．１４ ．７）等价于如下非平稳 ＡＲＭＡ（１，１）过程
（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ －βｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１４ ．１３）

的一步最优 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ）－βε（ｔ） （４ ．１４ ．１４）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１４ ．１５）
证明 由（４ ．１４ ．７）有

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ）－β［ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）］ （４ ．１４ ．１６）
它引出（４ ．１４ ．１４）和（４ ．１４ ．１５）．证毕 ． □

定理【４ ．１４ ．４】 递推指数平滑预报器（４ ． １４ ． ７）等价于非平稳 ＡＲＭＡ 过程（４ ． １４ ． １３）
ｓｔｒｍ一步最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ １ －β
１ －βｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．１４ ．１７）

证明 由（４ ．１４ ．１３）和（４ ．１４ ．１４）有 ｓｔｒｍ预报器

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ）－β（１ － ｑ － １）
１ －βｑ － １ ｙ（ｔ）＝ １ －β

１ －βｑ － １ ｙ（ｔ） （４ ．１４ ．１８）

即（４ ．１４ ．１７）成立 ．由（４ ．１４ ．１７）有
（１ －βｑ － １）^ｙ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（１ －β）ｙ（ｔ） （４ ．１４ ．１９）

它等价于（４ ．１４ ．７）．证毕 ． □

４ ．１４ ．３ 指数平滑预报器与 Ｋａｌｍａｎ预报器的关系

考虑随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ ｘ（ｔ）＋ ｗ（ｔ） （４ ．１４ ．２０）
ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．１４ ．２１）

其中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２
ｗ和σ２

ｖ的独立白噪声，ｘ（ｔ）为状态，ｙ（ｔ）为观测 ．
【定理 ４ ．１４ ．５】 指数平滑预报器（４ ．１４ ．８）等价于系统（４ ．１４ ．２０）和（４ ．１４ ．２１）的稳态

Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），即
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．１４ ．２２）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （４ ．１４ ．２３）

Ｋｐ ＝ １ －β （４ ．１４ ．２４）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｙ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１４ ．２５）
而遗忘因子 ０ ＜β＜ １是如下二次方程

β
２ －δβ＋ １ ＝ ０ （４ ．１４ ．２６）

的根，其中δ＝（σ２
ｗ ＋ ２σ２

ｖ）／σ２
ｖ ＝ ２ ＋（σ２

ｗ ／σ２
ｖ）．

证明 将（４ ．１４ ．２１）代入（４ ．１４ ．２０）有
（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ ｗ（ｔ － １）＋（１ － ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．１４ ．２７）
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引入等价的滑动平均过程（１ －βｑ － １）ε（ｔ），
（１ －βｑ － １）ε（ｔ）＝ ｗ（ｔ － １）＋（１ － ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．１４ ．２８）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声 ．计算上式两边随机过程的相关函数引出

（１ ＋β
２）σ２

ε ＝σ２
ｗ ＋ ２σ２

ｖ （４ ．１４ ．２９）

βσ
２
ε ＝σ２

ｖ （４ ．１４ ．３０）
上两式相除引出（４ ．１４ ．２６）．容易证明（４ ．１４ ．２６）有相异实根，且有一根大于 １ ．又由（４ ．１４ ．
２６）知两根之积等于 １，故另一根为 ０ ＜β＜ １ ．由（４ ．１４ ．２７）和（４ ．１４ ．２８）有 ＡＲＭＡ新息模型

（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ －βｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１４ ．３１）
其中ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）．

因系统（４ ．１４ ．２０）和（４ ． １４ ． ２１）是完全可观、完全可控的，故存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
（４ ．１４ ．２３）和（４ ．１４ ．２５）．将（４ ．１４ ．２３）代入（４ ．１４ ．２５）有

ｙ（ｔ）＝
Ｋｐ

１ － ｑ － １ε（ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．１４ ．３２）

这引出 ＡＲＭＡ新息模型
（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｋｐε（ｔ － １）＋（１ － ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１４ ．３３）

比较（４ ．１４ ．３１）和（４ ．１４ ．３３）得
Ｋｐ － １ ＝ －β 或 Ｋｐ － １ －β （４ ．１４ ．３４）

由（４ ．１４ ．２１）和射影性质有
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．１４ ．３５）

将它代入（４ ．１４ ．２３）得（４ ．１４ ．８）．证毕 ． □

４ ．１４ ．４ 指数平滑递推预报器与信号检测滤波器关系

在炼油、化工、冶金等许多生产过程控制系统中，由于各种随机因素的影响使工艺参
数的检测信号被噪声污染 ．工艺参数 ｘ（ｔ）本身通常是低频信号，而对 ｘ（ｔ）的检测信号 ｙ
（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ）中含有高频干扰信号 ｖ（ｔ）．为了更好地控制生产过程，需要由信号 ｙ
（ｔ）得到真实信号 ｘ（ｔ）的最优估值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）．工艺参数 ｘ（ｔ）通常是慢时变的，因而近似用
随机游动模型（４ ．１４ ．２０）来描写其变化，而（４ ． １４ ． ２１）是观测方程，其中假设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）
是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ｖ 的独立白噪声 ．

基于检测（观测）（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）信号 ｘ（ｔ）的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ） （４ ．１４ ．３６）

其中 Ｋｆ 为稳态滤波增益，易知有
Ｋｆ ＝ Ｋｐ ＝ １ －β （４ ．１４ ．３７）

其中ε（ｔ），Ｋｐ 和β由定理 ４ ．１４ ．５给出 ．注意由（４ ．１４ ．２０）有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １） （４ ．１４ ．３８）

于是有信号 ｘ（ｔ）的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋（１ －β）［ｙ（ｔ）－ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）］ （４ ．１４ ．３９）

它具有指数平滑预报器（４ ．１４ ．８）的形式
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝β ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋（１ －β）ｙ（ｔ） （４ ．１４ ．４０）
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带任意初值 ｘ^（０ ｜ ０）．它是前一时刻信号估值与目前时刻信号观测的加权，且它具有一队
滤波器形式

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ １ －β
１ －βｑ － １ ｙ（ｔ）， ０ ＜β＜ １ （４ ．１４ ．４１）

【定理 ４ ．１４ ．６】 服从随机游动模型（４ ．１４ ．２０）和（４ ．１４ ．２１）信号 ｘ（ｔ），由被高频噪声
ｖ（ｔ）污染的信号 ｙ（ｔ）所得到的最优信号检测数字滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）具有指数平滑预报器形
式（４ ．１４ ．４０）或（４ ．１４ ．４１）．它关于初值 ｘ^（０ ｜０）是渐近稳定的 ．

４ ．１４ ．５ 仿真例子

设信号 ｘ（ｔ）和检测信号 ｙ（ｔ）服从随机游动模型（４ ．１４ ．２０）和（４ ．１４ ．２１），其中 ｗ（ｔ）
和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ ＝ ０ ．０９和σ２
ｖ ＝ ４的独立高斯白噪声 ．它的 ＡＲＭＡ新息模型

为
（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ －βｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１４ ．４２）

可求得真实值β＝ ０ ．８６０ ８２，于是它的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ一步预报器
ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ）－βε（ｔ） （４ ．１４ ．４３）

ε（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１４ ．４４）
即最优指数平滑预报器，且有 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．也可用（４ ．１４ ．４０）形式的指数平滑
预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝β ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）－（１ －β）ｙ（ｔ） （４ ．１４ ．４５）
仿真结果如图 ４ ．１４ ．１和图 ４ ．１４ ．２所示 ．图 ４ ． １４ ． １ 为信号，它是真实信号 ｘ（ｔ）与观

测噪声 ｖ（ｔ）的叠加 ．图 ４ ．１４ ．２为真实信号 ｘ（ｔ）与指数平滑预报器 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），它们几乎
重合，可看到指数平滑预报器 ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）能还真实信号 ｘ（ｔ）的本来面目，有效地过滤了噪
声 ｖ（ｔ）．

图 ４ ．１４ ．１ 检测信号 ｙ（ｔ） 图 ４ ．１４ ．２ 信号 ｘ（ｔ）和指数平滑预
报器 ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）

４ ．１５ 非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器
和 ｓｔｒｍ预报器

在节 ４ ． ５ 我们用 Ｋａｌｍａｎ 滤波方法由稳态 Ｋａｌｍａｎ 预报器导出了 ｓｔｒｍ 预报器，但
Ｇｋ（ｑ － １）的计算公式有所不同 ．本节我们用有限与无限的转化思想，通过对初始观测时刻
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ｔ０ 为有限的非平稳 ＡＲＭＡ过程的线性最小方差预报器当 ｔ０→ － ∞或 ｔ→ ＋ ∞取极限的方
法得到稳态最优 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器和 ｓｔｒｍ预报器 ．实现了有限与无限的转化和稳态
与非稳态的转化 ．但避免了 Ｋａｌｍａｎ滤波方法 ．

４ ．１５ ．１ 非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器

【例 ４ ．１５ ．１】 一个启发性例子 ．
考虑非平稳可逆的 ＡＲＭＡ（１，１）过程 ｙ（ｔ），

（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ － ｃｑ － １）ｅ（ｔ）， ｜ ｃ ｜ ＜ １ （４ ．１５ ．１）
其中 Ａ（ｑ － １）＝ １ － ｑ － １是不稳定的，它有在单位圆上的零点 ｑ － １ ＝ １，且设 ｅ（ｔ）是零均值、
方差为σ２

ｅ的白噪声 ．问题是当初始观测时刻 ｔ０→ － ∞时，求它的稳态最优预报器 ｙ^（ｔ ＋
ｋ ｜ ｔ）．

先暂时设 ｔ０ 是有限的，且设

Ｅ［ｙ（ｔ０）］＝ ０， Ｅ［ｙ２（ｔ０）］＜ ∞ （４ ．１５ ．２）
其中 Ｅ为数学期望，则由（４ ．１５ ．１）可递推引出

Ｅ［ｙ（ｔ）］＝ ０， ｔ ＞ ｔ０ （４ ．１５ ．３）
但 ｙ（ｔ）的方差却是无界的 ．事实上，

Ｅ［ｙ２（ｔ）］＝ Ｅ［ｙ（ｔ － １）＋ ｅ（ｔ）－ ｃｅ（ｔ － １）］［ｙ（ｔ － １）＋ ｅ（ｔ）－ ｃｅ（ｔ － １）］＝
Ｅ［ｙ２（ｔ － １）］＋（１ ＋ ｃ２）σ２

ｅ － ２σ２
ｅ ＝ Ｅ［ｙ２（ｔ － １）］＋（１ － ｃ）２σ２

ｅ （４ ．１５ ．４）
其中利用了事实

Ｅ［ｙ（ｔ － １）ｅ（ｔ － １）］＝ Ｅ［（ｙ（ｔ － ２）＋ ｅ（ｔ － １）－ ｃｅ（ｔ － ２））ｅ（ｔ － １）］＝σ２
ｅ，

Ｅ［ｙ（ｔ － １）ｅ（ｔ）］＝ Ｅ［（ｙ（ｔ － ２）＋ ｅ（ｔ － １）－ ｃｅ（ｔ － ２））ｅ（ｔ）］＝ ０ （４ ．１５ ．５）
于是我们有

Ｅ［ｙ２（ｔ）］＝ Ｅ［ｙ２（ｔ０）］＋（ｔ － ｔ０）（１ － ｃ）２σ２
ｅ （４ ．１５ ．６）

因此当 ｔ０→ － ∞时有

Ｅ［ｙ２（ｔ）］→ ＋ ∞ （４ ．１５ ．７）
即 ｙ（ｔ）有无穷大方差 ．因此我们不能直接应用节 ４ ．１无穷级 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间射影理论来解决
当 ｔ０ ＝ － ∞时 ｙ（ｔ ＋ ｋ）的稳态最优预报问题 ．因为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间理论要求随机变量 ｙ（ｔ）的
方差是有限的 ．但我们可用有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间取极限的方法得到稳态最优预报器 ．

在（４ ．１５ ．１）中任取常数初值（ｙ（ｔ０ － １），ｅ（ｔ０ － １）），则当 ｔ≥ ｔ０ 时，ｙ（ｔ）与 ｅ（ｔ）可相
互线性表示，因而由（ｙ（ｔ），…，ｙ（ｔ０））张成的线性流形（有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间）Ｌ（ｙ（ｔ），…，
ｙ（ｔ０））相同于由（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０））张成的线性流形（有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间）Ｌ（ｙ（ｔ），…，

ｙ（ｔ０））相同于由（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０））张成的线性流形 Ｌ（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０）），即

Ｌ（ｙ（ｔ），…，ｙ（ｔ０））＝ Ｌ（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０）） （４ ．１５ ．８）
在上述线性流形中 ｙ（ｔ），…，ｙ（ｔ０）的方差均为有限的 ．

在（４ ．１５ ．１）中取两端各项到线性流形 Ｌ（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ０））上的射影可得基于有限
个观测（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ０））的最优一步预报器

ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｙ（ｔ － １）－ ｃｅ（ｔ － １） （４ ．１５ ．９）
由（４ ．１５ ．１）减上式引出
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ｅ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１５ ．１０）
因而 ｅ（ｔ）是 ｙ（ｔ）的新息过程，但因 ｅ（ｔ）与 ｙ（ｔ）的计算均与初值（ｙ（ｔ０ － １），ｅ（ｔ０ － １））有
关，故 ｅ（ｔ）是 ｙ（ｔ）的非稳态新息过程 ．显然，由（４ ．１５ ．９）和（４ ．１５ ．１０）引出非稳态新息过
程 ｅ（ｔ）也满足（４ ．１５ ．１）．

类似地由（４ ．１５ ．１）可得非稳态 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ １ （４ ．１５ ．１１）

在（４ ．１５ ．１）中置新的观测过程
ｚ（ｔ）＝（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ（ｔ － １） （４ ．１５ ．１２）

则非平稳过程 ｙ（ｔ）（４ ．１５ ．１）转化为一个平稳 ＭＡ（１）过程 ｚ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝（１ ＋ ｃｑ － １）ｅ（ｔ）， ｜ ｃ ｜ ＜ １ （４ ．１５ ．１３）

因 ｚ（ｔ）是平稳 ＭＡ（１）过程，故 ｚ（ｔ）有界的方差
Ｅ［ｚ２（ｔ）］＝（１ ＋ ｃ２）σ２

ｅ，  ｔ （４ ．１５ ．１４）
且 ｅ（ｔ）是 ｚ（ｔ）的稳态新息过程，即当 ｔ０→ － ∞有均方收敛的级数

ｅ（ｔ）＝ １
１ － ｃｑ－１ ｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ｃｊｑ － ｊｚ（ｔ）＝

∑
∞

ｊ ＝ ０
ｃｊｚ（ｔ － ｊ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ｃｊ［ｙ（ｔ － ｊ）－ ｙ（ｔ － ｊ － １）］ （４ ．１５ ．１５）

容易证明当 ｔ０ ＝ － ∞时，由（４ ．１５ ．１５）定义的 ｅ（ｔ）也是 ｙ（ｔ）的稳态新息过程 ．事实上，记
由（４ ．１５ ．１５）计算的 ｅ（ｔ）为

ｅ（ｔ） ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．１６）
则 ｅ∞（ｔ）满足（４ ．１５ ．１），即

（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ － ｃｑ － １）ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．１７）
另一方面带初值（ｙ（ｔ０ － １），ｅ（ｔ０ － １））由（４ ．１５ ．１）计算的非稳态新息 ｅ（ｔ）也满足（４ ． １５ ．
１），即

（１ － ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（１ － ｃｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．１８）
上两式相减，令δ（ｔ）＝ ｅ（ｔ）－ ｅ∞（ｔ），则有

（１ － ｃｑ － １）δ（ｔ）＝ ０ （４ ．１５ ．１９）
这引出

δ（ｔ）＝ ｃｔ － ｔ０δ（ｔ０） （４ ．１５ ．２０）
因 ｜ ｃ ｜ ＜ １，这引出

δ（ｔ）＝ ｅ（ｔ）－ ｅ∞（ｔ）→０， ｔ０→ － ∞ （４ ．１５ ．２１）
即 ｅ∞（ｔ）是 ｙ（ｔ）的稳态新息过程，

ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．２２）

当 ｔ０→ － ∞时在（４ ．１５ ．９）和（４ ．１５ ．１１）两边取极限引出稳态最优 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器
为

ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｙ（ｔ － １）－ ｃｅ∞（ｔ － １），

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ １ （４ ．１５ ．２３）
其中 ｅ∞（ｔ）由（４ ．１５ ．１５）定义，即
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ｅ∞（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｃｊｚ（ｔ － ｊ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ｃｊ［ｙ（ｔ － ｊ）－ ｙ（ｔ － １ － ｊ）］ （４ ．１５ ．２４）

若用（４ ．１５ ．１５）和（４ ．１５ ．１６）定义 ｅ（ｔ），则非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ． １５ ． １）的稳态 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ
递推预报器为

ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｙ（ｔ － １）－ ｃｅ（ｔ － １） （４ ．１５ ．２５）
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ）， ｋ ＞ １ （４ ．１５ ．２６）

它与平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器具有相同形式 ．
利用上述原理和方法，读者可容易证明如下一般非平稳 ＡＲＭＡ 过程 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ 递

推预报器定理，它与平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器具有相同形式 ．
【定理 ４ ．１５ ．１】 （非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ的递推预报器）考虑非平稳、可

逆的 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ）
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．２７）

其中 ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｅ的白噪声，Ａ（ｑ － １）＝ １ ＋ ａ１ ｑ － １ ＋ … ＋ ａｎａｑ

－ ｎａ是不稳定的，

而 Ｃ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｃ１ ｑ － １ ＋ … ＋ ｃｎｃｑ
－ ｎｃ是稳定的，设初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞，则有 Ｂｏｘ －

Ｊｅｎｋｉｎｓ稳态最优递推预报器

ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ｔ ＋ １ － ｉ）＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｅ（ｔ ＋ １ － ｉ），

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ ｋ
ｃｉｅ（ｔ ＋ ｋ － ｉ）， １≤ ｋ ≤ ｎｃ

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）， ｉ ＞ ｎｃ （４ ．１５ ．２８）

其中规定 ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｉ － ｉ）（ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ），且稳态新息为
ｅ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１５ ．２９）

ｅ（ｔ）＝ １
Ｃ（ｑ －１）ｚｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
πｊｑ － ｊｚｔ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
πｊ ｚｔ － ｊ （４ ．１５ ．３０）

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１５ ．３１）
其中系数πｊ 可递推计算为

πｊ ＝ － ｃ１πｊ － １ －… － ｃｎｃπｊ － ｎｃ
， π０ ＝ １ （４ ．１５ ．３２）

而 ｅ（ｔ）可由（４ ．１５ ．２７）任取初值（ｅ（０），…，ｅ（１ － ｎｃ），ｙ（０），…，ｙ（１ － ｎｃ））递推近似计算为

ｅ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）－ ｃ１ ｅ（ｔ － １）－… － ｃｎｃｅ（ｔ － ｎｃ）， ｔ ＝ １，２，… （４ ．１５ ．３３）

它是非稳态新息 ．上述结果与平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器具有相同形式 ．
注意，定理 ４ ．１５ ．１也可平行推广到多变量非平稳 ＡＲＭＡ 过程的情形，可得到与多变

量平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器具有相同的形式的稳态最优预报器 ．
【定理 ４ ．１５ ．２】 （多变量非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器）考虑多变量

非平稳 ＡＲＭＡ过程
Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．３４）

其中 ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，ｅ（ｔ）∈Ｒｍ 是零均值、方差为 Ｑｅ 的白噪声，Ａ（ｑ － １）是不稳定的，Ｃ（ｑ － １）
是稳定的，且 Ａ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ａｎａ

ｑ － ｎａ，Ｃ（ｑ － １）＝ Ｉｍ ＋ Ｃ１ ｑ － １ ＋ … ＋ Ｃｎｃ
ｑ － ｎｃ，
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系数阵 Ａｉ，Ｃｉ 为ｍ × ｍ 阵，则当 ｔ０ ＝ － ∞时，有 ｙ（ｔ ＋ ｋ）的递推 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ递推预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
Ａｉ ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ ｋ
Ｃｉ ｅ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）（４ ．１５ ．３５）

其中规定
ｙ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ － ｉ）（ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ），

ｅ^（ｔ ＋ ｋ － ｉ ｜ ｔ）＝
ｅ（ｔ ＋ ｋ － ｉ） ｔ ＋ ｋ － ｉ≤ ｔ
０ ｔ ＋ ｋ － ｉ ＞{ ｔ

（４ ．１５ ．３６）

稳态新息 ｅ（ｔ）可由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）计算为

ｅ（ｔ）＝ Ｃ－１（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Πｊ ｚ（ｔ － ｊ），

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１５ ．３７）
系数阵Πｊ 可递推计算为

Πｊ ＝ － Ｃ１Πｊ － １ －… － ＣｎｃΠｊ － ｎｃ
， Π０ ＝ Ｉｍ，Πｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０） （４ ．１５ ．３８）

在应用中，ｅ（ｔ）可近似由（４ ．１５ ．３４）递推计算为
ｅ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）－ Ｃ１ ｅ（ｔ － １）－… － Ｃｎｃ

ｅ（ｔ － ｎｃ） （４ ．１５ ．３９）

带初值（ｙ（０），…，ｙ（１ － ｎａ），ｅ（０），…，ｅ（１ － ｎｃ），ｔ ＝ １，２，…，它是非稳态新息 ．
证明 留给读者，从略 ． □

４ ．１５ ．２ 非平稳 ＡＲＭＡ过程的 ｓｔｒｍ预报器

我们将证明非平稳 ＡＲＭＡ过程的稳态 ｓｔｒｍ预报器具有与平稳 ＡＲＭＡ过程的 ｓｔｒｍ
预报器相同的形式 ．但这里不采用 Ｋａｌｍａｎ预报方法，而采用从有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间射影出
发，当 ｔ０→ － ∞时，取极限的方法 ．

考虑非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．１５ ．２７），置 ｔ ＝ ｔ ＋ ｋ 有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．４０）

其中 ｅ（ｔ）是零均值、方差为σ２
ｅ的白噪声 ． Ａ（ｑ － １）是不稳定的 ．由多项式综合除法有

Ｃ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）＝ Ｆ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧ（ｑ － １）

Ａ（ｑ － １）
（４ ．１５ ．４１）

其中 Ｆ（ｑ － １）＝ ｆ１ ＋ ｆ１ ｑ － １ ＋ … ＋ ｆｋ － １ ｑ －（ｋ － １），Ｇ（ｑ － １）＝ ｇ０ ＋ ｇ１ ｑ － １ ＋ … ＋ ｇｎｇｑ
－ ｎｇ，ｎｇ ＝

ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｃ － ｋ），上式等价于 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程
Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧ（ｑ － １） （４ ．１５ ．４２）

暂时设初始观测时刻 ｔ０ 是有限的，对（４ ．１５ ．２７）任取常数初值
（ｙ（ｔ０ － １），…，ｙ（ｔ０ － ｎａ），ｅ（ｔ０ － １），…，ｅ（ｔ０ － ｎｃ）） （４ ．１５ ．４３）

则由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ０））张成的线性流形 Ｌ（ｙ（ｔ），…，ｙ（ｔ０））重合于由（ｅ（ｔ），…，
ｅ（ｔ０））张成的线性流形 Ｌ（ｅ（ｔ），ｅ（ｔ － １），…，ｅ（ｔ０）），即

Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ０））＝ Ｌ（ｅ（ｔ），ｅ（ｔ － １），…，ｅ（ｔ０）） （４ ．１５ ．４４）
将（４ ．１５ ．４１）代入（４ ．１５ ．４０）有

ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ）＋ Ｇ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．４５）

·３４２·



定义一个 ＡＲＭＡ过程η（ｔ）为

η（ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．４６）

任取常数实值（η（ｔ０ － １），…，η（ｔ０ － ｎａ）），易知η（ｔ）∈ Ｌ（ｅ（ｔ），ｅ（ｔ － １），…，ｅ（ｔ０）），取
（４ ．１５ ．４１）两边的项在线性流形 Ｌ（ｅ（ｔ），ｅ（ｔ － １），…，ｅ（ｔ））上射影有非稳态最优预报器
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）为

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．４７）

这是因为它与初值有关 ．它不仅与初值（ｅ（ｔ０ － １），…，ｅ（ｔ０ － ｎｃ））有关，而且还与初值
（ｙ^（ｔ０ ＋ ｋ － １ ｜ ｔ０ － １），…，^ｙ（ｔ０ － ｎｃ ＋ ｋ ｜ ｔ０ － ｎｃ））有关 ．对求稳态预报器而言，初值选取何
值是非本质的，当 ｔ０→ － ∞时，任何初值的影响将消失 ．

现在在（４ ．１５ ．４７）中令 ｔ０→ － ∞，由 Ｃ（ｑ － １）的稳定性（即 ＡＲＭＡ模型（４ ． １５ ． ２７）的可
逆性）有稳态 ｅ（ｔ）为

ｅ∞（ｔ）＝ １
Ｃ（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
πｊｑ － ｊｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
πｊ ｚ（ｔ － ｊ） （４ ．１５ ．４８）

其中
ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１５ ．４９）

且系数πｊ 用（４ ．１５ ．３２）计算，则有稳态最优 ｓｔｒｍ预报器为

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）
Ａ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．５０）

将（４ ．１５ ．４８）和（４ ．１５ ．４９）代入（４ ．１５ ．５０）消去 Ａ（ｑ － １）引出稳态最优 ｓｔｒｍ预报器为

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ

（ｔ） （４ ．１５ ．５１）

且由（４ ．１５ ．４７）和（４ ．１５ ．４５）有稳态预报误差为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．５２）

若记用（４ ．１５ ．４８）定义稳态新息 ｅ∞（ｔ）为

ｅ（ｔ）＝ １
Ｃ（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
πｊ ｚ（ｔ － ｊ） （４ ．１５ ．５３）

则稳态最优预报误差为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．５４）

其中 ｅ（ｔ ＋ ｋ）（４ ．１５ ．５３）计算 ．于是稳态最优预报误差方差为

Ｅ［珓ｙ２（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝σ２
ｅ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ｆｉ２， ｆ０ ＝ １ （４ ．１５ ．５５）

【定理 ４ ．１５ ．３】 （非平稳 ＡＲＭＡ过程 ｓｔｒｍ预报器）非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ． １５ ． ２７）与
平稳 ＡＲＭＡ过程的 ｓｔｒｍ预报器具有相同的形式，当 ｔ０ ＝ － ∞时有

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）
Ｃ（ｑ － １）ｙ

（ｔ） （４ ．１５ ．５６）

其中 Ｇ（ｑ － １）和 Ｆ（ｑ － １）由 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程（４ ．１５ ．４２）决定，且预报误差为
珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．５７）

其中 ｅ（ｔ）由（４ ．１５ ．５３）计算，预报误差方差为（４ ．１５ ．５５）．
·４４２·



证明 只需证明 ｅ∞（ｔ）是稳态新息 ．因为其他结论上面已推导 ．由（４ ． １５ ． ４５）和（４ ．
１５ ．４７）有非稳态最优预报器预报误差为珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ），取 ｋ ＝ １，注意 ｆ０ ＝
１，因而有

珓ｙ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｅ（ｔ ＋ １） （４ ．１５ ．５８）
即 ｅ（ｔ）是非稳态新息 ．下证

ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．５９）

因 ｅ（ｔ）和 ｙ（ｔ）均为由（４ ．１５ ．２７）取初值后递推计算的，即
ｙ（ｔ）＝ － ａ１ ｙ（ｔ － １）… － ａｎａｙ（ｔ － ｎａ）＋ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ），

ｅ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）－ ｃ１ ｅ（ｔ － １）… － ｃｎｃｅ（ｔ － ｎｃ） （４ ．１５ ．６０）

带初值（ｙ（ｔ０ － １），…，ｙ（ｔ０ － ｎａ），ｅ（ｔ０ － １），…，ｅ（ｔ０ － ｎｃ）），因而有 ｅ（ｔ）满足（４ ．１５ ．２７）即

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．６１）
另一方面由（４ ．１５ ．４８）和（４ ．１５ ．４９）有 ｅ∞（ｔ）满足（４ ．１５ ．２７）即

Ｃ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ）＝ ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１５ ．６２）
或

Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．６３）
引入误差δ（ｔ）＝ ｅ（ｔ）－ ｅ∞（ｔ），由 ４ ．１５ ．６１减（４ ．１５ ．６３）引出

Ｃ（ｑ － １）δ（ｔ）＝ ０ （４ ．１５ ．６４）
因 Ｃ（ｑ － １）为稳定的多项式，则由差分方程理论有

δ（ｔ）→０ （ｔ０→ － ∞） （４ ．１５ ．６５）
即我们有

ｌｉｍ
ｔ０→∞

ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．６６）

这表明 ｅ∞（ｔ）是非稳态新息 ｅ（ｔ）的稳态值，即稳态新息 ．证毕 ． □
定理 ４ ．１５ ．３可平行推广到多变量情形 ．
【定理 ４ ．１５ ．４】 （多变量非平稳 ＡＲＭＡ过程的 ｓｔｒｍ预报器）考虑多变量非平稳可

逆的 ＡＲＭＡ过程（４ ．１５ ．３４），其中 Ａ（ｑ － １）是不稳定的，Ｃ（ｑ － １）是稳定的，则有当 ｔ０ ＝ － ∞
时的 ｓｔｒｍ预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１５ ．６７）
Ｃ － １（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）＝珟Ａ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １） （４ ．１５ ．６８）

ｄｅｔＣ（ｑ － １）＝ ｄｅｔ珟Ｃ（ｑ － １） （４ ．１５ ．６９）
珟Ｃ（ｑ － １）＝ Ｆ（ｑ － １）珟Ａ（ｑ － １）＋ ｑ － ｋＧ（ｑ － １） （４ ．１５ ．７０）

其中 Ｆ（ｑ － １）＝ Ｆ０ ＋ Ｆ１ ｑ － １ ＋ … ＋ Ｆｋ － １ ｑ －（ｋ － １），Ｆ０ ＝ Ｉｍ，Ｇ（ｑ － １）＝ Ｇ０ ＋ Ｇ１ ｑ － １ ＋ … ＋
Ｇｎｇ

ｑ － ｎｇ，ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｃ － ｋ），

预报误差为
ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ ｋ）－ ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．７１）

预报误差方差为

Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）］＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
ＦｉＱｅＦｉ －１ （４ ．１５ ．７２）

·５４２·



ｅ（ｔ）由（４ ．１５ ．３７）和（４ ．１５ ．３８）计算 ．特别由（４ ．１５ ．３７）给出的 ｅ（ｔ）（即由（４ ．１５ ．７９）给出的
ｅ∞（ｔ））是稳态新息，即

ｙ（ｔ ＋ １）－ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｅ（ｔ ＋ １） （４ ．１５ ．７３）
且有稳态新息方差阵为 Ｑｅ ．

证明 暂时设 ｔ０ 为有限的，对（４ ．１５ ．３４）取初值（ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ０ － ｎａ），ｅ（ｔ０ － １），
…，ｅ（ｔ０ － ｎｃ）），则 ｙ（ｔ）和 ｅ（ｔ）可分别递推计算为

ｙ（ｔ）＝ － Ａ１ ｙ（ｔ － １）… － Ａｎａ
ｙ（ｔ － ｎａ）＋ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ），

ｅ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）－ Ｃ１ ｅ（ｔ － １）… － Ｃｎｃ
ｅ（ｔ － ｎｃ），

ｔ ＝ ｔ０，ｔ０ ＋ １ （４ ．１５ ．７４）
且由它们生成相同的线性流形

Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…，ｙ（ｔ０））＝ Ｌ（ｅ（ｔ），ｅ（ｔ － １），…，ｅ（ｔ０）） （４ ．１５ ．７５）

应用（４ ．１５ ．６８）和（４ ．１５ ．７０）ｙ（ｔ ＋ ｋ）可分解为
ｙ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ａ － １（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ）＝珟Ｃ（ｑ － １）珟Ａ － １（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ）＝

Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ）＋ Ｇ（ｑ － １）珟Ａ － １（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．７６）
取上式两边各项在线性流形 Ｌ（ｅ（ｔ），ｅ（ｔ － １），…，ｅ（ｔ０））上的射影，由 ｅ（ｔ）为白噪声可
得非稳态最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）珟Ａ － １（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．７７）
且非稳态预报误差为

珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．７８）
这是因为上两式均与初值有关 ．因而是非稳态的 ．

现在令 ｔ０→ － ∞，由（４ ．１５ ．３４）和 Ｃ（ｑ － １）的稳定性引出白噪声 ｅ（ｔ）的稳态值为

ｅ∞（ｔ）＝ Ｃ－１（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Πｊ ｑ － ｊｚ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
Πｊ ｚ（ｔ － ｊ） （４ ．１５ ．７９）

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ） （４ ．１５ ．８０）
事实上，令δ（ｔ）＝ ｅ（ｔ）－ ｅ∞（ｔ），因为 ｅ（ｔ）满足（４ ．１５ ．７４）或（４ ．１５ ．３４），即

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．８１）
又由（４ ．１５ ．７９）有

ｚ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．８２）
上两式相减引出

Ｃ（ｑ － １）δ（ｔ）＝ ０ （４ ．１５ ．８３）
因 Ｃ（ｑ － １）的稳定性和差分方程理论引出

δ（ｔ）→０ （ｔ０→ － ∞） （４ ．１５ ．８４）

即我们有
ｌｉｍ
ｔ０→∞

ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．８５）

于是在（４ ．１５ ．７７）和（４ ．１５ ．７８）中令 ｔ０→ － ∞有稳态最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）珟Ａ － １（ｑ － １）ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．８６）

及稳态预报误差
·６４２·



珓ｙ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１５ ．８７）
应用（４ ．１５ ．７０）、（４ ．１５ ．７９）和（４ ．１５ ．８０），（４ ．１５ ．８６）可化为 ｓｔｒｍ预报器

ｙ^（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）珟Ａ － １（ｑ － １）Ｃ － １（ｑ － １）ｚ（ｔ）＝
Ｇ（ｑ － １）珟Ｃ（ｑ － １）Ａ － １（ｑ － １）Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｇ（ｑ － １）珟Ｃ － １（ｑ － １）ｙ（ｔ）（４ ．１５ ．８８）

重新记 ｅ∞（ｔ）为 ｅ（ｔ），其中 ｅ（ｔ）由（４ ．１５ ．３７）～（４ ．１５ ．３８）计算，则由（４ ．１５ ．８６）有（４ ．１５ ．
７１）和（４ ．１５ ．７２）．在（４ ．１５ ．７２）中置 ｋ ＝ １ 引出（４ ． １５ ． ７３），即 ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ）是稳态新息过
程 ．下面证明

Ｑｅ∞Ｅ［ｅ∞（ｔ）ｅＴ∞（ｔ）］＝ Ｑｅ （４ ．１５ ．８９）

事实上，由（４ ．１５ ．７９）和（４ ．１５ ．８０）引出稳态新息 ｅ∞（ｔ）满足

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．９０）
另一方面由（４ ．１５ ．３４）有

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１５ ．９１）
因 Ｃ（ｑ － １）是稳定的，且首系数阵 Ｃ０ ＝ Ｉｍ ．因上述两个 ＭＡ过程 ｚ（ｔ）有相同的相关函数，
由定理 ２ ．１３ ．２给出的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法引出

Ｑｅ∞ ＝ Ｅ［ｅ∞（ｔ）ｅＴ∞（ｔ）］＝ Ｑｅ （４ ．１５ ．９２）

即稳态新息方差 Ｑｅ∞为 Ｑｅ ．证毕 ． □
【定理 ４ ．１５ ．５】 多变量非平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ． １５ ． ３４）在定理 ４ ． １５ ． ２ 条件下，当 ｔ０ ＝

－ ∞时有关系
Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］＝ Ｆｔ － ｊＱｅ，  ｔ，ｊ （４ ．１５ ．９３）

其中 ｍ × ｍ 系数阵Ｆｉ 由下式递推计算
Ｆｉ ＝ － Ａ１Ｆｉ － １ －… － Ａｎａ

Ｆｉ － ｎａ
＋ Ｃｉ （４ ．１５ ．９４）

其中规定 Ｆｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ）．稳定新息 ｅ（ｔ）由（４ ．１５ ．７９）置 ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ）定义 ．
证明 暂时假设初始观测时刻 ｔ０ 是有限的，取常的初值（ｙ（ｔ０ － １），…，ｙ（ｔ０ － ｎａ），

ｅ（ｔ０ － １），…，ｅ（ｔ０ － ｎｃ））由（４ ．１５ ．７４）可生成相等的有限维线性流形

Ｌ（ｙ（ｔ），…，ｙ（ｔ０））＝ Ｌ（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０）） （４ ．１５ ．９５）
因为 ｙ（ｔ）是非平稳时间序列，取自然数 ｐ 充分大，引入 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程

Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆ（ｑ － １）＋ ｑ － ｐＧ（ｑ － １） （４ ．１５ ．９６）
Ｆ（ｑ － １）＝ Ｆ０ ＋ Ｆ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｆｐ － １ ｑ －（ｐ － １），

Ｇ（ｑ － １）＝ Ｇ０ ＋ Ｇ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｇｎｇ
ｑ － ｎｇ，

ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｃ － ｐ） （４ ．１５ ．９７）

由（４ ．１５ ．３４）和（４ ．１５ ．９６）ｙ（ｔ）有分解式
ｙ（ｔ）＝ Ａ － １（ｑ － １）Ｃ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＝ Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ ｑ － ｐＡ － １（ｑ － １）Ｇ（ｑ － １）ｅ（ｔ）

（４ ．１５ ．９８）
在有限维线性流形（４ ．１５ ．９５）中因所有元素均有二阶矩，且因 ｅ（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑｅ

的白噪声，注意 ｙ（ｔ）∈Ｌ（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０）），ｅ（ｊ）⊥Ｌ（ｅ（ｔ），…，ｅ（ｔ０））（ｊ ＞ ｔ），于是有数学
期望

Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］＝ ０， ｔ ＜ ｊ （４ ．１５ ．９９）
·７４２·



当 ｊ≤ ｔ 时，取 ｐ 充分大使 ｔ － ｐ ＜ ｊ，于是有
Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］＝ Ｅ［（Ｆ（ｑ － １）ｅ（ｔ）＋ ｑ － ｐＡ － １（ｑ － １）Ｇ（ｑ － １）ｅ（ｔ））ｅＴ（ｊ）］＝

Ｅ ∑
ｐ－１

ｉ ＝ ０
Ｆｉｅ（ｔ － ｉ）ｅＴ（ｊ[ ]） ＝ Ｆｔ － ｊＱｅ（ｊ） （４ ．１５ ．１００）

其中定义非稳态新息 ｅ（ｔ）的方差阵为
Ｑｅ（ｔ）＝ Ｅ［ｅ（ｔ）ｅＴ（ｔ）］ （４ ．１５ ．１０１）

这是因为由（４ ．１５ ．７４）计算的非稳态新息 ｅ（ｔ）与初值（ｙ（ｔ０ － １），…，ｙ（ｔ０ － ｎａ），ｅ（ｔ０ －
１），…，ｅ（ｔ０ － ｎｃ））有关，因而它的方差阵是时变的 ．当 ｔ０→ － ∞，因为

ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

ｅ（ｔ）＝ ｅ∞（ｔ） （４ ．１５ ．１０２）

其中 ｅ∞（ｔ）是稳态新息，由（４ ．１５ ．７９）定义，从而由（４ ．１５ ．１０１）和（４ ．１５ ．９２）有

ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

Ｑｅ（ｔ）＝ Ｅ［ｅ∞（ｔ）ｅＴ∞（ｔ）］＝ Ｑｅ （４ ．１５ ．１０３）

在（４ ．１５ ．１００）中令 ｔ０→ － ∞并应用（４ ．１５ ．１０３）有极限关系

Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ∞（ｊ）］ ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］＝ ｌｉｍ
ｔ０→ － ∞

Ｆｔ － ｊＱｅ（ｊ）＝ Ｆｔ － ｊＱｅ （４ ．１５ ．１０４）

若将 ｅ∞（ｔ）记为 ｅ（ｔ），ｅ∞（ｔ） ｅ（ｔ），但 ｅ（ｔ）由（４ ． ５ ． ７９）定义，则（４ ． １５ ． １０４）即（４ ． １５ ．
９３）．因 Ｆｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），故（４ ．１５ ．９９）也是（４ ．１５ ．９３）的特例 ．证毕 ． □
【注 ４ ．１５ ．１】 定理 ４ ．１５ ．５的（４ ．１５ ．９３）Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］＝ Ｆｔ － ｊＱｅ 是一种从有限到无限

的极限关系 ．当 ｔ０→ － ∞，因 ｙ（ｔ）有无穷大方差，故在通常意义下数学期望 Ｅ［ｙ（ｔ）

ｅＴ（ｊ）］是不存在的 ．只能在（４ ．１５ ．１０４）的极限意义下来定义 Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］．在 Ｋａｌｍａｎ滤
波框架下的定理 ４ ．５ ．３也是在极限意义下定义 Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］．
【注 ４ ．１５ ．２】 由 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程（４ ． １５ ． ９６）决定的 Ｆ（ｑ － １），随不同的 ｐ，Ｆ（ｑ － １）的

阶次（ｐ － １）是不同的，但 Ｆ（ｑ － １）的系数阵并不随 ｐ 变化而变化，记取自然数 ｐ 时由 Ｄｉｏ
ｐｈａｎｔｉｎｅ方程（４ ．１５ ．９６）决定的 Ｆ（ｑ － １）和 Ｇ（ｑ － １）为 Ｆｐ（ｑ － １）和 Ｇｐ（ｑ － １），即

Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆｐ（ｑ － １）＋ ｑ － ｐＧｐ（ｑ － １） （４ ．１５ ．１０５）

Ｆｐ（ｑ － １）＝ Ｆ０ ＋ Ｆ１ ｑ － １ ＋… ＋ Ｆｐ － １ ｑ －（ｐ － １）， （４ ．１５ ．１０６）
记取自然数 ｐ ＋ １由（４ ．１５ ．９６）决定的 Ｆ（ｑ － １）和 Ｇ（ｑ － １）为 Ｆｐ ＋ １（ｑ － １）和 Ｇｐ ＋ １（ｑ － １），即

Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆｐ ＋ １（ｑ － １）＋ ｑ － ｐ ＋ １Ｇｐ ＋ １（ｑ － １） （４ ．１５ ．１０７）
可以容易证明

Ｆｐ ＋ １（ｑ － １）＝ Ｆｐ（ｑ － １）＋ Ｆｐｑ － ｐ （４ ．１５ ．１０８）
【注 ４ ．１５ ．３】 对多变量平稳 ＡＲＭＡ过程（４ ．１５ ．３７）而言，定理 ４ ． １５ ． ５自然成立 ．因为

Ａ（ｑ － １）是稳定的，当 ｔ０ ＝ － ∞时有均方收敛的无穷级数展式

ｙ（ｔ）＝ Ａ－１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｅ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｆｊ ｑ － ｊｅ（ｔ）＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
Ｆｊ ｅ（ｔ － ｊ）（４ ．１５ ．１０９）

由等式

Ａ－１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｆｊｑ － ｊ 或Ｃ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）∑

∞

ｊ ＝ ０
Ｆｊｑ － ｊ （４ ．１５ ．１１０）

用比较两边 ｑ － ｊ的系数阵可得系数阵Ｆｊ 的递推公式为
Ｆｊ ＝ － Ａ１Ｆｊ － １ －… － Ａｎａ

Ｆｊ － ｎａ
＋ Ｃｊ （４ ．１５ ．１１１）

·８４２·



其中规定 Ｆｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ｃｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎａ）．于是有 ｅ（ｔ）是白噪声有

Ｅ［ｙ（ｔ）ｅＴ（ｊ）］＝ Ｅ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｆｉｅ（ｔ － ｉ）ｅＴ（ｊ[ ]） ＝ Ｆｔ － ｊＱｅ （４ ．１５ ．１１２）

即定理 ４ ．１５ ．５成立 ．
在关键技术上，处理平稳和非平稳 ＡＲＭＡ 过程的区别是：对平稳情形我们可将 ｙ（ｔ）

展为 ｅ（ｔ）的均方收敛的无穷级数，而对非平稳情形，由于 Ａ（ｑ － １）不稳定，因而 ｙ（ｔ）不能
展成关于 ｅ（ｔ）的均方收敛级数，只能通过 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程得到有限形式的展开 ．前者等
价于无穷级数展式

Ａ－１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｆｊｑ － ｊ （４ ．１５ ．１１３）

后者等价于有限形式展式

Ａ－１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）＝ ∑
ｐ－１

ｊ ＝ ０
Ｆｊｑ － ｊ ＋ ｑ － ｐＡ－１（ｑ －１）Ｇ（ｑ －１） （４ ．１５ ．１１４）

上式两边左乘 Ａ（ｑ － １）即 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程
Ｃ（ｑ － １）＝ Ａ（ｑ － １）Ｆ（ｑ － １）＋ ｑ － ｐＧ（ｑ － １） （４ ．１５ ．１１５）

这等价于综合除法 ．
【注 ４ ．１５ ．４】 本节的技术关键是从非稳态新息 ｅ（ｔ）到稳态新息 ｅ∞（ｔ）的转化 ．这等

价于在状态空间模型下由稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器取初值后决定的非稳态新息到稳态新息的
转化 ．
【例 ４ ．１５ ．２】 带位置和速度观测的非平稳雷达跟踪预报系统 ．
考虑带位置和速度观测的二维雷达跟踪系统

（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｘ（ｔ）＝ Ｃ１ ｑ － １ｗ（ｔ） （４ ．１５ ．１１６）

ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （４ ．１５ ．１１７）
其中 Ｔ 为采样周期，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）是运动目标（飞机、导

弹、车辆等）在时刻 ｔＴ 的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）∈Ｒ２ 为对 ｘ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）∈Ｒ２

是观测噪声，设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为σ２
ｗ和Ｑｖ 的相互独立正态白噪声，且

Ａ１ ＝ －
１ Ｔ[ ]０ １

， Ｃ１ ＝
０ ．５Ｔ２[ ]Ｔ

，σ２
ｗ ＝ ０ ．０２５， Ｑｖ ＝

１ ０[ ]０ １
（４ ．１５ ．１１８）

因 Ａ（ｑ － １）＝ Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １是不稳定的多项式矩阵，即 ｄｅｔＡ（ｑ － １）有在单位圆上的零点

ｑ － １ ＝ １，故 ｘ（ｔ）是非平稳 ＡＲＭＡ过程 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…），求信号 ｘ（ｔ）
的稳态最优 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ预报器 ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）．

将（４ ．１５ ．１１６）代入（４ ．１５ ．１１７）引出关系
（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｙ（ｔ）＝ Ｃ１ ｑ － １ｗ（ｔ）＋（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．１５ ．１１９）

将上式右边两个 ＭＡ过程用一个等价的 ＭＡ过程表示引出 ＡＲＭＡ新息模型
（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｙ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ － １）ε（ｔ） （４ ．１５ ．１２０）

其中新息ε（ｔ）∈Ｒ２ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有关系

（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ － １）ε（ｔ）＝ Ｃ１ ｑ － １ｗ（ｔ）＋（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｖ（ｔ） （４ ．１５ ．１２１）

利用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可求得
·９４２·



Ｄ１ ＝
－ ０ ．７２０ ５９７ － ０ ．４３０ ６８２
０ ．０６６ ４９５ － ０ ．[ ]９６７ ９５

， Ｑε ＝
１ ．１２７ ４３０ ２ ０ ．１４１ ０２１
０ ．１４１ ０２１ １ ．[ ]０２７ １１０

（４ ．１５ ．１２２）
注意由（４ ．１５ ．１１７）有关系

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ） （４ ．１５ ．１２３）
因此归结为对非平稳 ＡＲＭＡ新息模型（４ ．１５ ．１２０）求 Ｂｏｘ － Ｊｅｎｋｉｎｓ最优递推预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ － Ａ１ ｙ（ｔ）＋ Ｄ１ε（ｔ），

ｘ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝ ｙ^（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）＝ － Ａ１ ｙ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （４ ．１５ ．１２４）

ε（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ － １）ｙ（ｔ）－ Ｄ１ε（ｔ － １），ε（０）＝ ０， ｙ（０）＝ ０， ｔ ＝ １，２，…
（４ ．１５ ．１２５）

仿真结果如图 ４ ．１５ ．１所示，可看到 ｘ^ ｉ（ｔ ＋ ２ ｜ ｔ）很好地跟踪 ｘｉ（ｔ）的变化，特别 ｘ^２（ｔ ＋
２ ｜ ｔ）明显地过滤了观测噪声 ｖ２（ｔ），从观测 ｙ２（ｔ）中还 ｘ２（ｔ）的本来面目 ．

图 ４．１５．１ 非平稳过程雷达跟踪预报器

４ ．１６ ＭＡ参数估计的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法收敛性分析

滑动平均（ＭＡ）模型广泛应用于时间序列分析、最优滤波、信号处理、通讯和系统辨识
等领域 ．ＭＡ参数估计问题等价于一个谱分解问题，是一个困难的非线性估计问题 ．大量
仿真结果表明，ＭＡ参数估计的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代算法具有快的收敛性 ．一般取迭代次
数为 ５０ ～ １００左右，ＭＡ参数估计误差可小于 １０ － ３ ．但是到目前为止，Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代
算法的收敛性和一致性问题没有解决，即 ＭＡ参数估值是否收敛到真实值？收敛速度是

·０５２·



什么？收敛速度由什么决定？本节应用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法证明了 ＭＡ参数估计的 Ｇｅｖｅｒｓ －
Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代算法的指数收敛性［２４］，即 ＭＡ参数估计误差以指数律衰减至零，且衰减速度
由 ＭＡ多项式的零点位置决定 ．

４ ．１６ ．１ 问题阐述

考虑可逆的 ＭＡ模型
ｒ（ｔ）＝ ｅ（ｔ）＋ ｄ１ ｅ（ｔ － １）＋… ＋ ｄｎｅ（ｔ － ｎ） （４ ．１６ ．１）

其中 ｔ 为离散时间，ｒ（ｔ）是输出（观测），ｄｉ 为模型参数。
【假设 １】 ｅ（ｔ）是零均值、方差σ２

ｅ 的白噪声，即

Ｅｅ（ｔ）＝ ０， Ｅ［ｅ（ｔ）ｅ（ｊ）］＝σ２
ｅδｔｊ （４ ．１６ ．２）

其中 Ｅ为均值号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ）．
式（４ ．１６ ．１）可写为

ｒ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ － １）ｅ（ｔ） （４ ．１６ ．３）
其中 ｑ － １为单位滞后算子，且 ＭＡ多项式 Ｄ（ｑ － １）为

Ｄ（ｑ － １）＝ １ ＋ ｄ１ ｑ － １ ＋… ＋ ｄｎｑ － ｎ （４ ．１６ ．４）
【假设 ２】 Ｄ（ｑ － １）是稳定的多项式，即 Ｄ（ｘ）的所有零点位于单位圆外，换言之，ＭＡ

模型是可逆的 ．
【假设 ３】 已知它的相关函数

Ｒｒ（ｉ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ｒ（ｔ － ｉ）］， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ
Ｒｒ（ｉ）＝ ０， ｉ ＞ ｎ （４ ．１６ ．５）

但参数 ｄｉ 和σ２
ｅ 是未知的 ．

【假设 ４】 初始时刻 ｔ０ ＝ ０，且假设
ｅ（ｉ）＝ ０， ｉ ＜ ０ （４ ．１６ ．６）

定义 ｒ（ｔ）的谱为

Ｓ（ｑ）＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ － ｎ
Ｒｒ（ｊ）ｑ － ｊ （４ ．１６ ．７）

其中 Ｒｒ（ｊ）＝ Ｒｒ（－ ｊ）．容易验证

Ｓ（ｑ）＝ Ｄ（ｑ － １）σ２
ｅＤ（ｑ） （４ ．１６ ．８）

定义 ｒ（ｔ）与 ｅ（ｔ － ｉ）的协方差函数为
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ｅ（ｔ － ｉ）］， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）＝ ０， ｉ ＞ ｎ （４ ．１６ ．９）

由假设 ４引出
Ｒｒｅ（０，０）＝ Ｒｒ（０） （４ ．１６ ．１０）

问题是由已知的 Ｒｒ（ｉ）求 ＭＡ参数 ｄｉ 和σ２
ｅ 的估值。这等价于在（４ ． １６ ． ８）中已知谱

Ｓ（ｑ）求 Ｄ（ｑ － １）和σ２
ｅ ．这个问题也叫谱分解问题 ．

令 ｔ０ ＝ － ∞，在稳态情形，由（４ ．１６ ．１）和（４ ．１６ ．２）有 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）与 ｔ 无关，且有
ｄｉ ＝ Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）／ Ｒｒｅ（ｔ，ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｎ

σ２
ｅ ＝ Ｒｒｅ（ｔ，ｔ） （４ ．１６ ．１１）

·１５２·



取 ｔ０ ＝ ０，在初始条件（４ ．１６ ．６）和（４ ．１６ ．１０）下，Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）和 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ）与 ｔ 有关，由
节 ２ ．１３可得到 ＭＡ参数估值的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法为

ｄｉ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ） ， ｉ ＝ １，…，ｎ

σ２
ｅ ＝ ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ） （４ ．１６ ．１２）

其中 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）可用迭代法计算为

Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）＝ Ｒｒ（ｉ）－ ∑
ｎ

ｓ ＝ ｉ＋１

Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｓ）Ｒｒｅ（ｔ － ｉ，ｔ － ｓ）
Ｒｒｅ（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ） （４ ．１６ ．１３）

其中定义
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｓ）＝ ０ （ｔ ＜ ｓ）
Ｒ － １

ｒｅ（ｔ － ｓ，ｔ － ｓ）＝ ０ （ｔ ＜ ｓ） （４ ．１６ ．１４）
其中 ｔ ＝ ０，１，２，…，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ ．定义 ｄｉ 和σ２

ｅ 的估值 ｄ^ ｉ（ｔ）和σ^２
ｅ（ｔ）及估值误差珘ｄｉ（ｔ）和

珓σ２
ｅ 分别为

ｄ^ ｉ（ｔ）＝ Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）／ Ｒｒｅ（ｔ，ｔ）， σ^２
ｅ ＝ Ｒｒｅ（ｔ，ｔ），

珘ｄｉ（ｔ）＝ ｄｉ － ｄ^ ｉ（ｔ），珓σ２
ｅ（ｔ）＝σ２

ｉ －σ^２
ｅ（ｔ） （４ ．１６ ．１５）

其中 Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）（ｉ ＝ ０，１，…，ｎ）由（４ ． １６ ． １３）和（４ ． １６ ． １４）计算。于是问题归结为证明：
当 ｔ→∞时

ｌｉｍ珘ｄｉ（ｔ）＝ ０， ｌｉｍ珓σ２
ｅ（ｔ）＝ ０ （４ ．１６ ．１６）

４ ．１６ ．２ ＭＡ模型与状态空间模型的等价性

（４ ．１６ ．１）有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝Φｘ（ｔ）＋ ｄｅ（ｔ） （４ ．１６ ．１７）

ｒ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｅ（ｔ） （４ ．１６ ．１８）
其中

Φ ＝
０
 Ｉｎ － １
０ ０ …









０
， ｄ ＝

ｄ１

ｄ









ｎ

， Ｈ ＝［１ ０ … ０］ （４ ．１６ ．１９）

将（４ ．１６ ．１８）代入（４ ．１６ ．１７）有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝珡Φｘ（ｔ）＋ ｄｒ（ｔ） （４ ．１６ ．２０）

ｒ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｅ（ｔ） （４ ．１６ ．２１）

珡Φ ＝Φ － ｄＨ ＝
－ ｄ１
 Ｉｎ － １
－ ｄｎ ０ …









０

（４ ．１６ ．２２）

注意（珡Φ，Ｈ）是伴随形，因而（珡Φ，Ｈ）为完全可观对 ．于是当 ｔ０ ＝ － ∞时存在稳态 Ｋａｌｍａｎ
预报器［１５］

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｄｒ（ｔ）＋珚Ｋｐε（ｔ） （４ ．１６ ．２３）
ｒ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．１６ ．２４）

珚Ｋｐ ＝珡ΦΣ （４ ．１６ ．２５）
其中ε（ｔ）是 ｒ（ｔ）的稳态新息过程，它是带零均值、方差为σ２

ε的白噪声，而Σ 是稳态预报

·２５２·



误差方差阵，满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
Σ ＝珡Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２

ｅ）－ １ＨΣ］珡ΦＴ （４ ．１６ ．２６）
其中 Ｔ为转置号，它有正半定解

Σ ＝ ０ （４ ．１６ ．２７）
注意（珡Φ，Ｈ）为完全可观对保证了 Ｒｉｃｃａｔｉ方程存在稳态解，［１５］从而存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报
器，于是由（４ ．１６ ．２５）和（４ ．１６ ．２７）引出

珚Ｋｐ ＝ ０ （４ ．１６ ．２８）
将（４ ．１６ ．２４）代入（４ ．１６ ．２３），且应用（４ ．１６ ．２２）和（４ ．１６ ．２７），可得稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｄε（ｔ） （４ ．１６ ．２９）
ｒ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．１６ ．３０）

它等价于 ＭＡ模型
ｒ（ｔ）＝ε（ｔ）＋ ｄ１ε（ｔ － １）＋… ＋ ｄｎε（ｔ － ｎ） （４ ．１６ ．３１）

它有与（４ ．１６ ．１）相同的形式，于是当 ｔ０ ＝ － ∞时有
ε（ｔ）＝ ｅ（ｔ），  ｔ （４ ．１６ ．３２）

这是因为由可逆性引出ε（ｔ）和 ｅ（ｔ）可表为关于 ｒ（ｔ）的相同的无穷级数展式 ．于是有
σ２
ε ＝σ２

ｅ ．
当 ｔ０ ＝ ０ 时，问题是由（４ ． １６ ． ２９）和（４ ． １６ ． ３０）取初值 ｘ^（０ ｜ － １）得到的非稳态新息

ε（ｔ）是否相同于由（４ ．１６ ．１）取初值（ｅ（０），…，ｅ（ｎ － １））得到的 ｅ（ｔ）？
【定理 ４ ．１６ ．１】 当 ｔ０ ＝ ０时，由（４ ．１６ ．１）取初值（ｅ（０），…，ｅ（ｎ － １））计算的非稳态新

息过程 ｅ（ｔ），即
ｅ（ｔ）＝ ｒ（ｔ）－ ｄ１ ｅ（ｔ － １）－… － ｄｎｅ（ｔ － ｎ）， ｔ ＝ ｎ，ｎ ＋ １，… （４ ．１６ ．３３）

数值上相同于由（４ ． １６ ． ２９）和（４ ． １６ ． ３０）按如下初值 ｘ^（０ ｜ － １）计算的非稳态新息过程
ε（ｔ），即

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｄε（ｔ） （４ ．１６ ．３４）
ｒ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （４ ．１６ ．３５）

带初值

ｘ^（０ ｜ － １）＝

ｒ（０）－ ｅ（０）
ｒ（１）－ Ｈｄｅ（０）－ ｅ（１）


ｒ（ｎ － １）－ 
ｎ－２

ｉ ＝ ０
ＨΦｎ－２－ ｉｄｅ（ｉ）－ ｅ（ｎ － １













）

（４ ．１６ ．３６）

即在上述初始条件下，有相同的非稳态新息过程
ｅ（ｔ）＝ε（ｔ）， ｔ － ０，１，…，ｎ － １，ｎ，ｎ ＋ １，… （４ ．１６ ．３７）

证明 重复应用（４ ．１６ ．２９）和（４ ．１６ ．３０）引出关系

Ｈ
ＨΦ

ＨΦｎ











－ １

ｘ^（０ ｜ － １）＝

ｒ（０）－ε（０）
ｒ（１）－ Ｈｄε（０）－ε（１）


ｒ（ｎ － １）－ 
ｎ－２

ｉ ＝ ０
ＨΦｎ－２－ ｉｄε（ｉ）－ε（ｎ － １













）

（４ ．１６ ．３８）

注意由（４ ．１６ ．１９）有
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Ｈ
ＨΦ


ＨΦｎ











－ １

＝ Ｉｎ （４ ．１６ ．３９）

其中 Ｉｎ 为 ｎ × ｎ 单位阵 ．于是有

ｘ^（０ ｜ － １）＝

ｒ（０）－ε（０）
ｒ（１）－ Ｈｄε（０）－ε（１）


ｒ（ｎ － １）－ 
ｎ－２

ｉ ＝ ０
ＨΦｎ－２－ ｉｄε（ｉ）－ε（ｎ － １













）

（４ ．１６ ．４０）

注意（４ ．１６ ．２９）和（４ ．１６ ．３０）取初值（４ ．１６ ．４０）计算ε（ｔ）等价于（４ ．１６ ．３１）取初值（ε（０），…，

ε（ｎ － １））计算ε（ｔ）．还应注意（４ ． １６ ． ３１）与（４ ． １６ ． １）有相同的形式。因此我们有（４ ． １６ ．
３７）成立，假如在（４ ．１６ ．４０）中取

ε（ｉ）＝ ｅ（ｉ）， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １ （４ ．１６ ．４１）
将上式代入（４ ．１６ ．４０）引出（４ ．１６ ．３６）．证毕 ． □

４ ．１６ ．３ 用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法的 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的收敛性分析

当初始时刻 ｔ０ ＝ ０时，在初值（４ ． １６ ． ６）下由（４ ． １６ ． ３３）可递推得到（ｅ（０），…，ｅ（ｎ －
１））．应用定理 ４ ．１６ ．１和（４ ．１６ ．３７）有非稳态协方差函数

Ｒｒｅ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ ＋ ｋ）ｅ（ｔ）］＝ Ｅ［ｒ（ｔ ＋ ｋ）ε（ｔ）］， ｋ≥０ （４ ．１６ ．４２）
重复应用（４ ．１６ ．１７）引出

ｘ（ｔ ＋ ｋ）＝ Φｋｘ（ｔ）＋ 
ｔ ＋ ｋ

ｉ ＝ ｔ＋１
Φｔ ＋ ｋ － ｉｄｅ（ｉ － １） （４ ．１６ ．４３）

由（４ ．１６ ．１８）和上式有

ｒ（ｔ ＋ ｋ）＝ ＨΦｋｘ（ｔ）＋ 
ｔ ＋ ｋ

ｉ ＝ ｔ＋１
ＨΦｔ ＋ ｋ － ｉｄｅ（ｉ － １）＋ ｅ（ｔ ＋ ｋ） （４ ．１６ ．４４）

将（４ ．１６ ．１８）代入（４ ．１６ ．３５）引出

ε（ｔ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｅ（ｔ） （４ ．１６ ．４５）
注意，在（４ ．１６ ．４４）和（４ ．１６ ．４５）中，像在（４ ．１６ ．１７）和（４ ．１６ ．１８）中一样，ｅ（ｔ）是带零均值、
方差为σ２

ｅ 白噪声，且珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）或
ｘ（ｔ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１６ ．４６）

其中 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）是带初值（４ ．１６ ．３６）的非稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器（４ ．１６ ．３４）和（４ ．１６ ．３５）．将（４ ．
１６ ．４６）代入（４ ．１６ ．４４），且将（４ ．１６ ．４４）和（４ ．１６ ．４５）代入（４ ．１６ ．４２），注意珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）不相关
于 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）和 ｅ（ｔ ＋ ｉ）（ｉ≥０），则有

Ｒｒｅ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）＝ ＨΦｋΣ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ ＨΦｋ － １ｄσ２
ｅ， ｋ≥０ （４ ．１６ ．４７）

其中定义预报误差方差阵为Σ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ － １）］．
【定理 ４ ．１６ ．２】 ＭＡ模型（４ ．１６ ．１）在假设 １ ～ ４和初值（ｅ（０），…，ｅ（ｎ － １））下，非稳

态协方差函数 Ｒｒｅ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）为

Ｒｒｅ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）＝ ＨΦｋΣ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋ ｄｋσ２
ｅ， ｋ≥０，ｄ０ ＝ １ （４ ．１６ ．４８）

·４５２·



证明 应用（４ ．１６ ．１９）引出
ＨΦｋ － １ ＝［０…０ １ ０…０］ （４ ．１６ ．４９）

它的第 ｋ 列元素为 １ ．应用（４ ．１６ ．１９）和（４ ．１６ ．４９），则（４ ．１６ ．４７）化为（４ ．１６ ．４８）．证毕 ． □
【定理 ４ ．１６ ．３】 在假设 １ ～ ４下，Σ（ｔ ｜ ｔ － １）满足特殊的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σ（ｔ ｜ ｔ － １）＝珡ΦΣ（ｔ ｜ ｔ － １）珡ΦＴ （４ ．１６ ．５０）
其中珡Φ 由（４ ．１６ ．２２）定义，且它是一个稳定矩阵，而珡Φ 的所有特征值λ１，…，λｎ 位于单位
圆内。Σ（ｔ ｜ ｔ － １）指数地衰减到零，即

‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖ ｓ≤ ｃρ
ｔ
０ （４ ．１６ ．５１）

其中‖·‖ ｓ 表示矩阵的谱范数，常数 ｃ ＞ ０，ρ０ ＝ρ
２，而ρ是珡Φ 的谱半径，即

０ ＜ρ＝ ｍａｘ（｜λ１ ｜，…，｜λｎ ｜）＜ １ （４ ．１６ ．５２）
（４ ．１６ ．５１）可用符号表示为

‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖ ＝ Ｏ（ρ
ｔ
０） （４ ．１６ ．５３）

证明 将（４ ．１６ ．３５）代入（４ ．１６ ．３４）引出非稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｄｒ（ｔ） （４ ．１６ ．５４）

由（４ ．１６ ．２０）减（４ ．１６ ．５４）有
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝珡Φ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １） （４ ．１６ ．５５）

它引出（４ ．１６ ．５０）．由（４ ．１６ ．２２）我们得到
ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ － １珡Φ）＝ Ｄ（ｑ － １） （４ ．１６ ．５６）

其中 Ｄ（ｑ － １）由（４ ．１６ ．４）定义 ．因假设 Ｄ（ｑ － １）是稳定的，故珡Φ 是一个稳定矩阵，即它的特
征值λｉ 满足关系

０ ＜ ｜λｉ ｜ ＜ １， ｉ ＝ １，…，ｎ （４ ．１６ ．５７）
将（４ ．１６ ．５０）迭代 ｔ 次有

Σ（ｔ ｜ ｔ － １）＝珡ΦｔΣ（０ ｜ － １）珡ΦＴｔ （４ ．１６ ．５８）
为证明简单起见，假设珡Φ 有 ｎ 个线性无关的特征向量，于是存在非异阵 Ｑ 使

Ｑ － １珡ΦＱ ＝ ｄｉａｇ（λ１，…，λｎ） （４ ．１６ ．５９）
这引出

珡Φｔ ＝ Ｑｄｉａｇ（λｔ
１，…，λｔ

ｎ）Ｑ － １ （４ ．１６ ．６０）
注意在矩阵谱范数意义下有

‖ｄｉａｇ（λｔ
１，…，λｔ

ｎ）‖ｓ＝ρ
ｔ （４ ．１６ ．６１）

其中ρ是珡Φ 的谱半径。于是有

‖珡Φｔ‖ｓ≤‖Ｑ‖ｓ‖ｄｉａｇ（λｔ
１，…，λｔ

ｎ）‖ｓ‖Ｑ － １‖ｓ （４ ．１６ ．６２）
它引出

‖珡Φｔ‖ｓ≤ ｃ１ρ
ｔ （４ ．１６ ．６３）

带 ｃ１ ＝‖Ｑ‖ｓ‖Ｑ － １‖ｓ．类似有

‖珚ΦＴｔ‖ｓ≤ ｃ２ρ
ｔ （４ ．１６ ．６４）

带 ｃ２ ＝‖ＱＴ‖ｓ‖Ｑ － Ｔ‖ｓ，其中记 Ｑ － Ｔ ＝（Ｑ － １）Ｔ ．于是由（４ ．１６ ．５８）和上两式有

‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖ｓ≤‖珡Φｔ‖ｓ‖Σ（０ ｜ － １）‖ｓ‖珡ΦＴｔ‖ｓ≤ ｃρ
ｔ
０ （４ ．１６ ．６５）

带 ｃ ＝ ｃ１ ｃ２‖Σ（０ ｜ － １）‖ｓ，ρ０ ＝ρ
２ ．证毕 ． □

·５５２·



【定理 ４ ．１６ ．４】 ＭＡ模型（４ ．１６ ．１）在假设 １ ～ ４ 下，Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法（４ ． １６ ． １２）～
（４ ．１６ ．１４）是一致的，且有指数收敛性，即 ＭＡ参数估计误差以指数律衰减至零，即

珘ｄｉ（ｔ）＝ Ｏ（ρ
ｔ
０），珓σ２

ｅ（ｔ）＝ Ｏ（ρ
ｔ
０）， ０ ＜ρ０ ＜ １ （４ ．１６ ．６６）

证明 由（４ ．１６ ．１５）和（４ ．１６ ．４８）有

ｄ^ ｉ（ｔ）＝
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ － ｉ）
Ｒｒｅ（ｔ，ｔ） ＝

ＨΦｉΣ（ｔ － ｉ ｜ ｔ － ｉ － １）ＨＴ ＋ ｄｉσ２
ｅ

ＨΦｉΣ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋σ２
ｅ

（４ ．１６ ．６７）

σ^２
ｅ（ｔ）＝ ＨΣ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ ＋σ２

ｅ （４ ．１６ ．６８）
由（４ ．１６ ．５１）引出当 ｔ→∞时有

Σ（ｔ ｜ ｔ － １）→０ （４ ．１６ ．６９）
于是由（４ ．１６ ．６７）～（４ ．１６ ．６９）引出当 ｔ→∞时有

ｄ^ ｉ（ｔ）→ｄｉ （ｉ ＝ １，…，ｎ）

σ^２
ｅ→σ２

ｅ （４ ．１６ ．７０）
这证明了算法的一致性 ．定义

δ（ｉ）（ｔ）＝ ＨΦｉΣ（ｔ － ｉ ｜ ｔ － ｉ － １）ＨＴ ／σ２
ｅ， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ （４ ．１６ ．７１）

记Σ（ｔ ｜ ｔ － １）为Σ（ｔ ｜ ｔ － １）＝（σｉｊ（ｔ）），其中σｉｊ（ｔ）为其第 ｉ 行第 ｊ 列元素，将（４ ．１６ ．１９）和
（４ ．１６ ．４９）代入（４ ．１６ ．７１）有

δ（ｉ）（ｔ）＝σｉ ＋ １，１（ｔ － ｉ）／σ２
ｅ， ｉ ＝ ０，…，ｎ － １

δ（ｎ）（ｔ）＝ ０ （４ ．１６ ．７２）
定义矩阵范数‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖为

‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜σｉｊ（ｔ）｜ （４ ．１６ ．７３）

应用矩阵范数的等价性，存在α＞ ０，β＞ ０使

α‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖ｓ≤‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖≤β‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖ｓ （４ ．１６ ．７４）
应用（４ ．１６ ．５１）和上两式引出

｜σｉｊ（ｔ）｜≤‖Σ（ｔ ｜ ｔ － １）‖≤ ｃ３ρ
ｔ
０， ｉ，ｊ ＝ １，…，ｎ （４ ．１６ ．７５）

带 ｃ３ ＝βｃ ．这意味着

σｉｊ（ｔ）＝ Ｏ（ρ
ｔ
０）， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ （４ ．１６ ．７６）

由（４ ．１６ ．７２）和（４ ．１６ ．７５）有
｜δ（ｉ）（ｔ）｜≤ ｃ４ ｉρ

ｔ
０， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ （４ ．１６ ．７７）

带 ｃ４ ｉ ＝ ｃ３ ／σ２
ｅρ

ｉ
０ ．这引出

δ（ｉ）（ｔ）＝ Ｏ（ρ
ｔ
０）， ｉ ＝ ０，１，…，ｎ （４ ．１６ ．７８）

由（４ ．１６ ．６７），（４ ．１６ ．６８）和（４ ．１６ ．７１）有

ｄ^ ｉ（ｔ）＝δ
（ｉ）（ｔ）＋ ｄｉ

δ（０）（ｔ）＋ １
，

σ^２
ｅ ＝σ２

ｅ（１ ＋δ（０）（ｔ）） （４ ．１６ ．７９）
注意σ１１（ｔ）≥０，且由（４ ．１６ ．７２）有δ（０）（ｔ）＝σ１１（ｔ）／σ２

ｅ≥０，于是有

｜珘ｄｉ（ｔ）｜ ＝ ｜ ｄｉ － ｄ^ ｉ（ｔ）｜ ＝
｜ ｄｉδ（０）（ｔ）－δ（ｉ）（ｔ）｜

１ ＋δ（０）（ｔ） ≤ ｜ ｄｉ ｜ ｜δ（０）（ｔ）｜ ＋ ｜δ（ｉ）（ｔ）｜

·６５２·



珓σ２
ｅ（ｔ）＝σ２

ｅ －σ^２
ｅ ＝ －σ２

ｅδ（０）（ｔ） （４ ．１６ ．８０）
由（４ ．１６ ．７７）和（４ ．１６ ．７８）引出

珘ｄｉ（ｔ）＝ Ｏ（ρ
ｔ
０），珓σ２

ｅ（ｔ）＝ Ｏ（ρ
ｔ
０） （４ ．１６ ．８１）

证毕。 □
【注 ４ ．１６ ．１】 这里基于 Ｋａｌｍａｎ预报器的预报误差方差阵的指数收敛性（４ ． １６ ． ６５）证

明了 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的指数收敛性，证明的核心思想是将 ＭＡ模型表为等价的状态
空间模型，进而将 ＭＡ过程在 ｔ０ ＝ ０和初值（４ ．１６ ．６）下的非稳态新息 ｅ（ｔ）用在状态空间
模型下的等价的非稳态新息ε（ｔ）代替，导出了时变协方差 Ｒｒｅ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）的表达式（４ ． １６ ．
４７），为进一步分析收敛性提供了关键技术 ．
【注 ４ ．１６ ． ２】 由（４ ． １６ ． ８１）看到 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的收敛速度由ρ０ ＝ρ

２ 大小决
定，而ρ是珡Φ 的谱半径。而由（４ ．１６ ．２２）引出珡Φ 的特征值即 Ｄ（ｘ）＝ ０的根的倒数 ．因此
假如 Ｄ（ｘ）是稳定的，即 Ｄ（ｘ）＝ ０的根位于单位圆外，且它的根远离单位圆周，则有珡Φ 的
特征值位于单位圆内，且接近于原点附近，此时珡Φ 的谱半径ρ将明显小于 １，因而可实现
估值误差快速衰减至零 ．这表明 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法收敛速度由 Ｄ（ｑ － １）的零点位置决
定 ．
【注 ４ ．１６ ．３】 本节结果可平行推广到多变量 ＭＡ模型情形，有关结果将另文报道 ．
【注 ４ ．１６ ．４】 在定理 ４ ．１６ ．３的证明中假设珡Φ 有 ｎ 个线性无关的特征向量 ．在一般

情况下可避免这个假设，用将珡Φ 化为约当形的方法亦可证明定理 ４ ．１６ ．３ 成立 ．具体证明
方法可参考文献［２５］．
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第五章 现代时间序列分析方法
及其应用

现代时间序列分析方法是由邓自立在专著《现代时间序列分析及其应用———建模、滤
波、去卷、预报和控制》（北京：知识出版社，１９８９）中提出的 ．它是最优滤波的一种新的方法
论 ．该书将现代控制理论与经典时间序列分析相结合，开拓了一门新兴边缘学科 ．已故中
科院院士张钟俊先生曾为该书撰写序言和发表书评（张钟俊：一门新兴的边缘学科———现
代时间序列分析、信息与控制，１９８８，１７（４）：６２ ～ ６３），给予高度评价 ．该书出版 １５ 年来，作
者在该领域进行一系列开拓性和创造性工作，在国内外发表学术论文 ３００ 余篇，其中所提
出的白噪声估计理论［３］发表于自动控制理论国际权威刊物《Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ》上 ．提出了关于状
态和信号最优滤波的一系列新理论、新方法和新结果，显示了现代时间序列分析方法的强
大的生命力 ．

现代时间序列分析方法的基本工具是自回归滑动平均（ＡＲＭＡ）新息模型［１７４］，它的理
论基础是白噪声估计理论［３］．

“新息”（Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ）概念在经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法中被用于推导 Ｋａｌｍａｎ滤波器，起到了
重要作用 ．但经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论仅导出了刻划观测过程与它的新息过程之间关系的状
态空间新息模型［１９７］，而没有发现揭示观测过程与它的新息过程之间关系的时间序列 ＡＲ
ＭＡ新息模型 ．

在信号最优估计问题中，最早 Ｈａｇａｎｄｅｒ和 Ｗｉｔｔｅｎｍａｒｌｅ［１６０］用构造观测信号的 ＡＲＭＡ新
息模型成功地解决了带白色观测噪声的单通道 ＡＲＭＡ信号的最优滤波器和平滑器设计
问题 ．其中构造 ＡＲＭＡ 新息模型问题等价于一个谱分解问题 ．进一步，作者［１６１］将文献
［１６０］的结果推广到多变量情形，问题归结为构造多变量 ＡＲＭＡ新息模型 ．该文只采用辨
识方法得到 ＡＲＭＡ新息模型的参数估计，而没有解决 ＡＲＭＡ新息模型参数的理论计算问
题 ．直到文献［１７０］提出用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法估计滑动平均（ＭＡ）参数，从而完全解决了
ＡＲＭＡ新息模型的构造（理论计算）问题 ． Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的优点是可保证 ＭＡ多项式
矩阵是稳定的［１７４］，且具有快速指数收敛性 ．［２１１］这是构造 ＡＲＭＡ新息模型的最简单的有
效算法 ．构造 ＡＲＭＡ新息模型本质上是一个谱分解问题［３］，因此除了 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算
法外，其他有效算法［１７５］也可用于构造 ＡＲＭＡ新息模型 ．本书第四章用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法首
次证明了 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的指数收敛速度，为 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法的快速收敛性提
供了理论根据 ．应指出，估计 ＭＡ参数等价于解非线性方程组，其解是不惟一的 ．用牛顿 －
拉斐森迭代法［１７６］是不可取的，因为它不能保证所求得的 ＭＡ参数使相应的 ＭＡ多项式是
稳定的 ．应注意，ＡＲＭＡ新息模型也可由状态空间新息模型通过变换被得到，因而也可用
经典 Ｋａｌｍａｎ 滤波方法，基于稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的迭代解得到 ＡＲＭＡ 新息模型［１７１，１７７］．以
ＡＲＭＡ新息模型作为桥梁，由稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器可引出等价的 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器，而从
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构成时域 Ｗｉｅｎｅｒ滤波新方法［１２６，１５６］．
以石油地震勘探为应用背景，Ｍｅｎｄｅｌ［１３ ～ １７］最早用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决动态系

统输入白噪声信号最优（线性最小方差）估计问题 ．著者［４］最早用 ＡＲＭＡ新息模型解决稳
态最优输入白噪声估计问题，其中提出了用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代算法构造 ＡＲＭＡ新息模
型 ．但其局限性是仅给出了输入白噪声估值器，没有给出观测白噪声估值器 ．在文献［２，３］
中提出了基于 ＡＲＭＡ新息模型的统一的和通用的白噪声估计理论 ．

基于 ＡＲＭＡ新息模型解决 ＡＲＭＡ信号最优反卷积滤波器设计问题见文献［１９］．
基于 ＡＲＭＡ新息模型解决状态估计问题的早期工作见文献［１５９，１７０，２］，其中 ＡＲＭＡ

新息模型的构造具有特殊性和局限性，即利用矩阵求逆或 Ｆａｄｅｅｖａ 公式导出的 ＡＲＭＡ新
息模型的自回归（ＡＲ）部分是标量多面式，适用于单输出单输入系统 ．更一般的 ＡＲＭＡ新
息模型导出方法应用了多项式矩阵左素分解，适用于多输入多输出系统［１，１７１，１７２］．基于
ＡＲＭＡ新息模型求稳态 Ｋａｌｍａｎ 滤波器或预报器增益的早期工作为 Ｔａｊｉｍａ［１６５］的稳态
Ｋａｌｍａｎ滤波器增益算法，以及文献［１，２，１６８，１７０，１７１，１７２］中给出的一些不同的新算法 ．
但这些算法严格地说仅适用于单输入单输出系统 ．本章将给出对多输入多输出稳定或不
稳定系统的稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器（滤波、预报、平滑）增益的通用和统一的公式 ．

对于一个线性离散随机系统，文献［３］揭示了状态、观测、白噪声三者之间的关系，提
出了基于白噪声估值器和观测预报器设计状态估值器的新的状态估计理论框架，在此框
架下，文献［１，１７１，１７２］系统地提出了基于 ＡＲＭＡ 新息模型的新的状态估计理论和方
法［１８，３０］．

同经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法相比［１７３］，Ｋａｌｍａｎ滤波方法的基本工具是 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ．对于
稳态最优 Ｋａｌｍａｎ滤波，现代时间序列分析方法用构造 ＡＲＭＡ新息模型取代了解稳态 Ｒｉｃ
ｃａｔｉ方程 ．在某些情形下构造 ＡＲＭＡ新息模型同解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程相比可明显减小计算负担 ．
在稳态最优信号估计问题中，用现代时间序列分析方法常常可更简单有效地解决问题，避
免了用引入带高维状态变量的状态空间模型带来的计算上的复杂性和增加的计算负担 ．
但经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法可处理时变系统或定常系统的非稳态最优滤波问题，而现代时间
序列分析方法仅适用于定常系统（时不变系统）的稳态最优滤波问题 ．但它的优点是基于
ＡＲＭＡ新息模型的递推参数估计可处理含有未知模型参数和噪声统计系统的自校正滤波
问题［１７２］．而经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法要求模型参数和噪声统计是完全精确已知的 ．

同现代 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法相比，现代 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法是一种频域方法，也称多项式方
法［７８ ～ ８０，８６ ～ ８８］，它的基本工具是 Ｄｉｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ．它将稳态最优滤波问题归结为解若干个
互耦的 Ｄｉｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ．求解过程较为复杂 ．对解决状态估计问题文献中报道甚少［１７８］，该
方法的适用性有一定局限性 ．

专著《最优滤波理论及其应用》［１］，《卡尔曼滤波与维纳滤波》［１７１］，《自校正滤波理论
及其应用》［１７２］及本书构成现代时间序列分析方法完整的理论体系，构成了独具特色的新
的最优滤波理论 ．现代时间序列分析方法成为继 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法和 Ｋａｌｍａｎ滤波方法之后
的最优滤波的一种新的方法论 ．

上述三种最优滤波方法是相互渗透的 ．白噪声估计理论是现代时间序列分析方法的
理论基础，ＡＲＭＡ新息模型是其基本工具 ．将它们渗透到经典 Ｋａｌｍａｎ 滤波理论中，文献
［１１５，１１９，１５４］进一步提出了基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波器的统一和通用的白噪声估计理论，发
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展了 Ｍｅｎｄｅｌ［１３ ～ １７］的输入白噪声估值器，在此基础上，利用基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程迭代解构造的
ＡＲＭＡ新息模型，可得到一系列新理论、新方法和新结果，发展了经典 Ｋａｌｍａｎ 滤波理
论［１２６，１５６，１３１，１３２，１３４］．

现代时间序列分析方法作为最优估计的一种新的方法论，产生的背景如下：
现代科学发展的重要特点是各学科、各领域、各分支之间的相互渗透，相互交叉，新兴

边缘学科像雨后春笋似地相继出现 ．
著者将时间序列分析与现代控制理论相结合、相交叉，以时间序列 ＡＲＭＡ模型与状

态空间模型的相互转化作为基本出发点，提出以 ＡＲＭＡ新息模型作为基本工具，以白噪
声估计理论作为理论基础的新的时域方法论，开拓了传统时间序列分析与现代控制理论
之间的新的边缘领域———现代时间序列分析 ．它从根本上更新了传统时间序列分析的研
究对象、内容和方法论 ．传统时间序列分析只研究了没有观测噪声的 ＡＲＭＡ时间序列预
报问题，而现代时间序列分析主要研究带观测噪声的时间序列的最优滤波、平滑和预报问
题 ．这些研究内容与现代控制理论中的状态估计理论（Ｋａｌｍａｎ滤波理论）有交叉，相重合，
但采用了以 ＡＲＭＡ新息模型作为基本工具的全新的时域方法———现代时间序列分析方
法 ．

因为所提出的新的方法论是以 ＡＲＭＡ新息模型作为基本工具，而 ＡＲＭＡ模型是时间
序列分析的基本模型，因此新方法论具有浓厚的时间序列分析色彩，故将新方法论取名为
现代时间序列分析方法，以区别于状态空间方法（Ｋａｌｍａｎ滤波方法）及经典时间序列分析
中的谱分析方法 ．

本章介绍现代时间序列分析方法的基本原理、理论基础及关键技术，并给出在跟踪系
统中的应用 ．

在文献［１６１］和［１６２］中用现代时间序列分析方法得到的结果，其后被 Ｍｏｉｒ和 Ｇｒｉｍ
ｂｌｅ［１６４］和 Ｍｏｉｒ［１６３］用频域 Ｗｉｅｎｅｒ滤波方法得到 ．文献［１７９ ～ １８２］用现代时间序列分析方法
提出了最优滤波与反卷积问题的 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程解，不同于用多项式方法所得到的解，避
免了求解两个耦合的 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方法，仅要求解单个 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ．而且用现代时间序
列分析方法还发现了许多用其他方法不容易得到的新结果，例如文献［１９］提出的多通道
最优反卷积时域方法，文献［１８］提出的广义 Ｗｉｅｎｅｒ 状态估值器，文献［３０］提出的广义
Ｋａｌｍａｎ估值器 ．其中都应用了 ＡＲＭＡ新息模型和白噪声估值器 ．

现代时间序列分析方法的特色是 ＡＲＭＡ新息模型和白噪声估值器 ． ＡＲＭＡ新息模型
含有最优估计所需的全部统计信息，它揭示了观测、新息、输入和观测白噪声之间的定量
关系 ．这就是以 ＡＲＭＡ新息模型作为最优滤波基本工具的理由 ．利用白噪声估值器允许
我们将复杂的最优滤波问题归结为简单的白噪声估计问题 ．

本章介绍现代时间序列分析方法的基本原理，基本结果及关键技术，并给出在跟踪系
统中的应用，并介绍现代时间序列分析方法的某些最新进展 ．例如将给出适用于不稳定系
统的稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器（滤波器、预报器、平滑器）增益公式的严格的证明和推导 ．将给出
在典型的跟踪系统中所遇到的利用多项式矩阵左素分解方法构造正确的 ＡＲＭＡ新息模
型，并指出若不进行左素分解，即不消去两多项式矩阵极大左因式，则将得到错误的 ＡＲ
ＭＡ新息模型，进而将引出错误滤波结果 ．还将给出最优滤波、预报、平滑估计误差协方差
阵的计算公式，可用于设计信息融合滤波器 ．［１９７ ～ ２０５］
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５ ．１ 统一的稳态最优白噪声估值器

本节介绍用现代时间序列分析方法对稳定和不稳定系统的输入白噪声和观测白噪声
提出了统一的稳态最优的白噪声估值器［３，１，１７１］．

考虑线性离散时间随机系统
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｃ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１）

其中 ｔ 为离散时间，输出（观测）ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，输入白噪声 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ，观测白噪声 ｖ（ｔ）∈
Ｒｍ，ｑ －１ 为单位滞后算子，ｑ －１ ｙ（ｔ）＝ ｙ（ｔ － １），Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１）为 ｑ －１的多项式
矩阵，形如

Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ （５ ．１ ．２）

其中 Ｘｉ 为系数阵，ｎｘ 为阶次，规定 Ｘｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｘ）．设 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ Ｉｍ，Ｉｍ 为ｍ × ｍ 单
位阵 ．
【假设 １】 系统是稳定的，即 Ａ（ｑ －１）是稳定的多项式矩阵（即 ｄｅｔＡ（ｘ）的零点全位

于单位圆外），或系统是不稳定的 ．
【假设 ２】 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖ、相关阵为 Ｓ 的白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ），ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ，

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．１ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ ≠ ｊ）．
【假设 ３】 （Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素，且（Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素或（Ｂ（ｑ －１），

Ｃ（ｑ －１））无行列式的零点在单位圆上的左因式 ．
【假设 ４】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞，即已知无限观测历史 ．
稳态最优（线性最小方差）白噪声估计问题是：基于无限观测历史（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋

Ｎ － １），…）分别求白噪声 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）的稳态最优（线性最小方差）估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），统一记为θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ，它们极小化性能指标

Ｊ ＝ Ｅ［（θ（ｔ）－θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｔ（θ（ｔ）－θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））］ （５ ．１ ．４）
对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０，各称θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ 为白噪声滤波器、平滑器或预报
器 ．

５ ．１ ．１ ＡＲＭＡ新息模型或ＭＡ新息模型

注意（５ ．１ ．１）右边为两个 ＭＡ过程之和，记
ｒ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｃ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．５）

记它的相关函数为
Ｒｒ（ｉ）＝ Ｅ［ｒ（ｔ）ｒＴ（ｔ － ｉ）］ （５ ．１ ．６）

为了计算相关函数 Ｒｒ（ｔ），可将（５ ．１ ．５）写成一个合成的 ＭＡ过程

ｒ（ｔ）＝［Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１）］
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

（５ ．１ ．７）

它可简写为
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ｒ（ｔ）＝ Ｍ（ｑ －１）η（ｔ） （５ ．１ ．８）

Ｍ（ｑ －１）＝［Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１）］， η（ｔ）＝
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

（５ ．１ ．９）

Ｍ（ｑ －１）＝ Ｍ０ ＋ Ｍ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｍｎｍ
ｑ － ｎｍ （５ ．１ ．１０）

ｎｍ ＝ ｍａｘ（ｎｂ，ｎｃ）， Ｍｉ ＝［Ｂｉ，Ｃｉ］ （５ ．１ ．１１）

Ｂｉ ＝ ０ （ｉ ＞ ｎｂ）， Ｃｉ ＝ ０ （ｉ ＞ ｎｃ） （５ ．１ ．１２）
由（５ ．１ ．３）和（５ ．１ ．８）可得 Ｒｒ（ｉ）为

Ｒｒ（ｉ）＝ ∑
ｎｍ

ｊ ＝ ｉ
ＭｊＱηＭ

Ｔ
ｊ － ｉ， ｉ ＝ ０，１，…，ｎｍ （５ ．１ ．１３）

其中η（ｔ）的方差阵 Ｑη 为

Ｑη ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

（５ ．１ ．１４）

将（５ ．１ ．１１）和（５ ．１ ．１４）代入（５ ．１ ．１３）引出

Ｒｒ（ｉ）＝ ∑
ｎｍ

ｊ ＝ ｉ
ＢｊＱｗＢＴ

ｊ － ｉ ＋ ∑
ｎｍ

ｊ ＝ ｉ
ＣｊＱｖＣＴ

ｊ － ｉ ＋ ∑
ｎｍ

ｊ ＝ ｉ
ＢｊＳＣＴ

ｊ － ｉ ＋ ∑
ｎｍ

ｊ ＝ ｉ
ＣｊＳＴＢＴ

ｊ － ｉ （５ ．１ ．１５）

由假设 ２ ～ ４，（５ ．１ ．５）右边的两个 ＭＡ 过程之和可用一个等价的稳定的 ＭＡ 过程
Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）表示为

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｃ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１６）
其中ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，且它的阶次 ｎｄ 为

ｎｄ ＝ ｍａｘ（ｉ ｜ Ｒｒ（ｉ）≠ ０）
即相关函数在 ｉ ＝ ｎｄ 处截尾 ．由定义（５ ．１ ．５）和关系（５ ．１ ．１６）引出

ｒ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１ ．１７）
问题归结为已知 ＭＡ 过程 ｒ（ｔ）的相关函数 Ｒｒ（ｉ）（它由（５ ．１ ．１５）计算），如何求稳定的

Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε．这等价于一个如下的谱分解问题：
定义 ｒ（ｔ）的谱阵为

Ｓｒ（ｑ）＝ ∑
ｎｄ

ｊ ＝ － ｎｄ

Ｒｒ（ｊ）ｑ － ｊ （５ ．１ ．１８）

容易验证 ｒ（ｔ）的谱阵为
Ｓｒ（ｑ）＝ Ｄ（ｑ －１）ＱεＤ

Ｔ（ｑ） （５ ．１ ．１９）
当 Ｒｒ（ｒ）已知时，由定义（５ ．１ ．１８）谱阵 Ｓｒ（ｑ）也是已知的 ． 因此问题归结为已知谱阵

Ｓｒ（ｑ）求满足（５ ．１ ．１９）的稳定的多项式矩阵 Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε．这叫谱分解问题［１，３，１７５］．
谱阵 Ｓｒ（ｑ）可由（５ ．１ ．８）和（５ ．１ ．１４）给出为

Ｓｒ（ｑ）＝ Ｍ（ｑ －１）ＱηＭ
Ｔ（ｑ） （５ ．１ ．２０）

应用定义（５ ．１ ．９）和（５ ．１ ．１０）引出
Ｓｒ（ｑ）＝ Ｂ（ｑ －１）ＱｗＢ（ｑ）＋ Ｃ（ｑ －１）ＱｖＣＴ（ｑ）＋ Ｂ（ｑ －１）ＳＣＴ（ｑ）＋ Ｃ（ｑ －１）ＳＴＢ（ｑ）

（５ ．１ ．２１）
Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ［１６９］算法是一种快速谱分解算法，在假设 １ ～ ４ 下［１］，由 Ｒｒ（ｉ）用
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Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法（２ ．１３ ．３３）～（２ ．１３ ．３８）可求得使 Ｄ（ｑ －１）稳定的系数阵 Ｄｉ 和方差
阵 Ｑε．于是由（５ ．１ ．１）和（５ ．１ ．１５）引出观测过程 ｙ（ｔ）的 ＡＲＭＡ模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１ ．２２）
可证明白噪声ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）的新息过程［１］，故称（５ ．１ ．２２）为 ＡＲＭＡ新息模型 ．由（５ ．１ ．２２）
和（５ ．１ ．１６）看到，ＡＲＭＡ新息模型揭示了观测 ｙ（ｔ），新息ε（ｔ）及输入白噪声 ｗ（ｔ）和观测
白噪声 ｖ（ｔ）四者之间的定量关系 ．它是寻求白噪声估值器的基本工具 ．

由假设 １，若系统是稳定的，则（５ ．１ ．２２）是平稳、可逆的ＡＲＭＡ模型，因而 ｙ（ｔ）是平稳
时间序列，且ε（ｔ）恰好为 ｙ（ｔ）新息过程，它可由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）计算为

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ψｊ ｙ（ｔ － ｊ） （５ ．１ ．２３）

其中由（４ ．８ ．９）系数阵Ψｊ 可递推计算为
Ψｊ ＝ － Ｄ１Ψｊ －１ － … － ＤｎｄΨｊ － ｎｄ ＋ Ａｊ （５ ．１ ．２４）

其中规定Ψｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ａｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎａ）．
在应用中，新息ε（ｔ）也可由（５ ．１ ．２２）任取初值（ε（０），…，ε（ｎｄ － １））后简单地递推

计算为

ε（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）－ Ｄ１ε（ｔ － １）－ … － Ｄｎｄ
（ｔ － ｎｄ） （５ ．１ ．２５）

其中 ｔ ＝ ｎｄ，ｎｄ ＋ １，… ．由 Ｄ（ｑ －１）的稳定性引出当 ｔ 增大时新息初值（ε（０），…，ε（ｎｄ －
１））的影响将渐渐消失，即用（５ ．１ ．２５）计算ε（ｔ）是渐近稳定的 ．

若系统（５ ．１ ．１）是不稳定的，即 Ａ（ｑ －１）是不稳定的多项式矩阵，此时 ｙ（ｔ）是非平稳
时间序列 ．当 ｔ０ ＝ － ∞ 时，对任意有限时刻 ｔ，ｙ（ｔ）有无穷大方差［１］．为了解决此矛盾，引
入新的观测过程 ｚ（ｔ）为

ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．１ ．２６）
则（５ ．１ ．１）化为

ｚ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｃ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．２７）
由于 ｚ（ｔ）是两个 ＭＡ过程之和，故 ｚ（ｔ）是平稳时间序列，且由（５ ．１ ．２２）引出 ｚ（ｔ）的 ＭＡ
新息模型

ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１ ．２８）
此时ε（ｔ）也是 ｚ（ｔ）的新息过程，且ε（ｔ）可由（ｚ（ｔ），ｚ（ｔ － １），…）计算为

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ψｊ ｚ（ｔ － ｊ） （５ ．１ ．２９）

其中系数阵Ψｊ 可递推计算为

Ψｊ ＝ － ＤΨｊ －１ － … － ＤｎｄΨｊ － ｎｄ
（５ ．１ ．３０）

其中规定Ψ０ ＝ Ｉｍ，Ψ ＝ ０（ｊ ＜ ０）．
在应用中新息ε（ｔ）可由（５ ．１ ．２８）取初值（ε（０），…，ε（ｎｄ － １））后递推计算为
ε（ｔ）＝ ｚ（ｔ）－ Ｄ１ε（ｔ － １）－ … － Ｄｎｄε（ｔ － ｎｄ）， ｔ ＝ ｎｄ，ｎｄ ＋ １，… （５ ．１ ．３１）

容易证明［１，３］：当 ｔ 增大时ε（ｔ）是渐近稳定的 ．

５ ．１ ．２ 统一的稳态最优白噪声估值器

由（５ ．１ ．２７）看到，对不稳定系统 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）仅与 ｚ（ｔ）有关，因此基于（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），
·４６２·



ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求最优白噪声估值器θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ，等价于基于（ｚ（ｔ ＋ Ｎ），
ｚ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）的最优估值器θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．注意对稳定系统（５ ．１ ．１），子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间有
关系

Ｌ（ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ），ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）＝ Ｌ（εＴ（ｔ ＋ Ｎ），εＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）
（５ ．１ ．３２）

而对不稳定系统，子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间有关系
Ｌ（ｚＴ（ｔ ＋ Ｎ），ｚＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）＝ Ｌ（εＴ（ｔ ＋ Ｎ），εＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…） （５ ．１ ．３３）

因此问题归结为求 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）在子 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（εＴ（ｔ ＋ Ｎ），εＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）上的
射影 ．由射影公式（４ ．１ ．２０）有

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｅ［θ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ － ｊ）］Ｑ－１

εε（ｔ ＋ Ｎ － ｊ），θ ＝ ｗ，ｖ

（５ ．１ ．３４）
由（５ ．１ ．１６）和 Ｄ（ｑ －１）的稳定性有均方收敛的展式［１７１］

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ－１）Ｂ（ｑ－１）ｗ（ｔ）＋ Ｄ－１（ｑ－１）Ｃ（ｑ－１）ｖ（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｆｊｗ（ｔ － ｊ）＋ ∑

∞

ｊ ＝ ０
Ｇｊｖ（ｔ － ｊ）

（５ ．１ ．３５）
其中用像节 ４ ．８的比较系数阵法 Ｆｊ 和Ｇｊ 可递推计算为

Ｆｊ ＝ － Ｄ１Ｆｊ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｆｊ － ｎｄ ＋ Ｂｊ，

Ｇｊ ＝ － Ｄ１Ｇｊ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｇｊ － ｎｄ ＋ Ｃｊ （５ ．１ ．３６）

其中规定 Ｆｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ｇｊ ＝ ０（ｊ ＜ ０），Ｂｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｂ），Ｃｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｃ）．
【定理 ５ ．１ ．１】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下，有关系

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λｗ
ｉ－ ｔ， Λｗ

ｉ ＝ ＱｗＦＴ
ｉ ＋ ＳＧＴ

ｉ （５ ．１ ．３７）

Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λｖ
ｉ－ ｔ， Λｖ

ｉ ＝ ＱｖＧＴ
ｉ ＋ ＳＴＦＴ

ｉ （５ ．１ ．３８）
证明 应用（５ ．１ ．３５）和假设 ２有

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｗ（ｔ）ｗＴ（ｉ － ｊ）］ＦＴ

ｊ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴ（ｉ － ｊ）］ＧＴ

ｊ ＝

ＱｗＦＴ
ｉ － ｔ ＋ ＳＧＴ

ｉ － ｔ ＝ Λｗ
ｉ－ ｔ （５ ．１ ．３９）

类似可证（５ ．１ ．３８）． □
【定理 ５ ．１ ．２】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下，有统一的稳态最优白噪声估值器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．４０）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｖ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．４１）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．４２）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．４３）

且稳态估值误差珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） ＝ θ（ｔ）－ θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵 Ｐθ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） ＝
Ｅ［珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘θＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑｗ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
εΛｗＴ

ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．４４）
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Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｖ

ｉＱ－１
εΛｖＴ

ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．４５）

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑｗ， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．４６）
Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．４７）

证明 将（５ ．１ ．３７）和（５ ．１ ．３８）代入（５ ．１ ．３４）引出

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Λθ

Ｎ－ ｊＱ－１
εε（ｔ ＋ Ｎ － ｊ），θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．１ ．４８）

由 Ｆｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）和 Ｇｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）引出Λθ
ｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）．于是（５ ．１ ．４８）成为

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Λθ

Ｎ－ ｊＱ－１
εε（ｔ ＋ Ｎ － ｊ）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０

（５ ．１ ．４９）
这证明了（５ ．１ ．４０）和（５ ．１ ．４１）．当 Ｎ ＜ ０时，由Λθ

Ｎ－ ｊ ＝ ０和（５ ．１ ．４８）引出θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
０ ．这证明了（５ ．１ ．４２）和（５ ．１ ．４３）．注意

Ｐθ（Ｎ）＝ Ｅ［θ（ｔ）θＴ（ｔ）］－ Ｅ［θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）θＴ（ｔ）］－ Ｅ［θ（ｔ）^θＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］＋
［θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）^θＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．５０）

将（５ ．１ ．４９）代入（５ ．１ ．５０）并利用（５ ．１ ．３７）和（５ ．１ ．３８）有

Ｐθ（Ｎ）＝ Ｑθ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εΛθＴ

ｉ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εΛθＴ

ｉ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εΛθＴ

ｉ ＝

Ｑθ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εΛθＴ

， θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．１ ．５１）

这证明了（５ ．１ ．４４）和（５ ．１ ．４５），将（５ ．１ ．４２）和（５ ．１ ．４３）代入 Ｐθ（Ｎ）中立刻得（５ ．１ ．４６）和
（５ ．１ ．４７）． □

【注 ５ ．１ ．１】 （５ ．１ ．４４）和（５ ．１ ．４５）也可更简单地证明如下：
应用（５ ．１ ．４９）引出

珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ θ（ｔ）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．５２）

由射影性质有珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）正交于线性流形 Ｌ（εＴ（ｔ ＋ Ｎ），εＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…），注意（５ ．１ ．
５２）可写成

θ（ｔ）＝珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．５３）

由此立刻引出

Ｑθ ＝ Ｐθ（Ｎ）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εΛθＴ

ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．５４）

这引出（５ ．１ ．４４）和（５ ．１ ．４５）．
【定理 ５ ．１ ．３】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下，由（５ ．１ ．９）定义的增广白噪声η（ｔ）的

稳态最优估值器为

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ΛηｉＱ－１

εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．５５）

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．５６）
其中定义
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Ληｉ ＝ ＱηＬ
Ｔ
ｉ （５ ．１ ．５７）

而 Ｑη 由（５ ．１ ．１４）定义，系数阵 Ｌｉ 可递推计算为
Ｌｊ ＝ － Ｄ１Ｌｊ －１ － … － Ｄｎｄ

Ｌｊ － ｍｄ
＋ Ｍｊ （５ ．１ ．５８）

而 Ｍｉ 由（５ ．１ ．１１）定义 ．稳态估值误差方差阵 Ｐη（Ｎ）＝ Ｅ［（η（ｔ）－η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（η（ｔ）－

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｔ］为

Ｐη（Ｎ）＝ Ｑη － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ΛηｉＱ－１

εΛηＴ
ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．５９）

Ｐη（Ｎ）＝ Ｑη， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．６０）
证明 由（５ ．１ ．８）、（５ ．１ ．１６）和（５ ．１ ．１７）有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｍ（ｑ －１）η（ｔ） （５ ．１ ．６１）
于是ε（ｔ）可展可

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）η（ｔ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｌｊη（ｔ － ｊ） （５ ．１ ．６２）

其中 Ｌｊ 由（５ ．１ ．５８）给出 ．应用射影公式（４ ．１ ．２０）有

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ｅ［η（ｔ）εＴ（ｔ ＋ Ｎ － ｊ）］Ｑ－１

εε（ｔ ＋ Ｎ － ｊ） （５ ．１ ．６３）

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱηＬ

Ｔ
ｉＱ－１

εε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．６４）

由定义（５ ．１ ．５７）和（５ ．１ ．６３）得（５ ．１ ．５５）． 类似于注 ５ ．１ ．１ 的推导可得（５ ．１ ．５９）和（５ ．１ ．
６０）． □
【定理 ５ ．１ ．４】 定理 ５ ．１ ．３与定理 ５ ．１ ．２是等价的，即由定理 ５ ．１ ．３的结果可推出定

理 ５ ．１ ．２的结果，反之亦然 ．
证明 现在我们证明由定理５ ．１ ．３可引出定理５ ．１ ．２的结果 ．注意η（ｔ）的定义（５ ．１ ．

９）和射影性质有

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ[ ]）

（５ ．１ ．６５）

由（５ ．１ ．５８）和 Ｍｊ 的定义（５ ．１ ．１１）引出
Ｌｊ ＝［Ｆｊ，Ｇｊ］ （５ ．１ ．６６）

从而（５ ．１ ．３６）成立 ．由（５ ．１ ．１４），（５ ．１ ．５５）和（５ ．１ ．５７）有

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

ＦＴ
ｊ

ＧＴ[ ]
ｊ
Ｑ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．６７）

应用定义（５ ．１ ．３７）和（５ ．１ ．３８）及关系（５ ．１ ．６５）立刻得（５ ．１ ．４０）和（５ ．１ ．４１）．由（５ ．１ ．５６）
和（５ ．１ ．６５）立刻引出（５ ．１ ．４２）和（５ ．１ ．４３）．

定义互协方差阵
Ｐｗｖ（Ｎ）＝ Ｅ［（ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））（ｖ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｔ］ （５ ．１ ．６８）

由（５ ．１ ．５７）和（５ ．１ ．５９）有分块表达式

Ｐη（Ｎ）＝
Ｐｗ（Ｎ） Ｐｗｖ（Ｎ）

ＰＴ
ｗｖ（Ｎ） Ｐｖ（Ｎ[ ]）

＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

－
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∑
Ｎ

ｉ ＝ ０

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

ＦＴ
ｊ

ＧＴ[ ]
ｊ
Ｑ－１
ε［Ｆｉ Ｇｉ］

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

（５ ．１ ．６９）

应用定义（５ ．１ ．３７）和（５ ．１ ．３８），这引出（５ ．１ ．４４）和（５ ．１ ．４５）．应用（５ ．１ ．６０）方刻得（５ ．１ ．
４６）和（５ ．１ ．４７）．反之，由定理 ５ ．１ ．２亦可推出定理 ５ ．１ ．３ ． □
【推论 ５ ．１ ．１】 若 Ｂ０ ＝ ０，Ｃ０ ＝ Ｉｍ，则有稳态最优白噪声滤波器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ＳＱ－１
εε（ｔ） （５ ．１ ．７０）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ＱｖＱ－１
εε（ｔ） （５ ．１ ．７１）

证明 由 Ｂ０ ＝ ０引出 Ｆ０ ＝ ０，注意 Ｇ０ ＝ Ｉｍ，取 Ｎ ＝ ０由定理 ５ ．１ ．１立刻得证 ．

□
【推论 ５ ．１ ．２】 若 ｗ（ｔ）与 ｖ（ｔ）不相关，即 Ｓ ＝ ０，则有稳态最优白噪声滤波器和平

滑器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｗＦＴ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．７２）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．７３）

相应的稳态误差方差阵为

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑｗ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｗＦＴ

ｉＱ－１
ε ＦｉＱｗ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．７４）

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ＧｉＱｖ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．７５）

【推论 ５ ．１ ．３】 系统（５．１．１）在假设 １ ～ ４下有稳态最优递推白噪声估值器为（Ｎ ＞ ０）
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋Λｗ

ＮＱ－１
εε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１ ．７６）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋Λｖ
ＮＱ－１

εε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１ ．７７）
其中初值分别为 ｗ^（ｔ ｜ ｔ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ），Ｎ ＝ １，２，…，且有递推误差方差阵

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｐｗ（Ｎ － １）－Λｗ
ＮＱ－１

εΛｗＴ
Ｎ （５ ．１ ．７８）

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｐｖ（Ｎ － １）－Λｖ
ＮＱ－１

εΛｖＴ
Ｎ （５ ．１ ．７９）

分别带初值 Ｐｗ（０）和 Ｐｖ（０），且
Ｐｗ（０）＝ Ｑｗ －Λｗ

０ Ｑ－１
εΛｗＴ

０ （５ ．１ ．８０）

Ｐｖ（０）＝ Ｑｖ －Λｖ
０Ｑ－１

εΛｖＴ
０ （５ ．１ ．８１）

其中 Ｇ０ ＝ Ｉｍ，Ｆ０ ＝ Ｂ０ ．特别当 Ｓ ＝ ０时有递推白噪声估值器（Ｎ ＞ ０）为
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ＱｗＦＴ

ｉ Ｑ－１
εε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１ ．８２）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｑｖ ＧＴ
ｉ Ｑ－１

εε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１ ．８３）
相应的估值误差方差阵各为

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｐｗ（Ｎ － １）－ ＱｗＦＴ
ＮＱ－１

ε ＦＮＱｗ （５ ．１ ．８４）

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｐｖ（Ｎ － １）－ ＱｖＧＴ
ＮＱ－１

ε ＧＮＱｖ （５ ．１ ．８５）
分别带初值 Ｐｗ（０）和 Ｐｖ（０），且

Ｐｗ（０）＝ Ｑｗ － ＱｗＦＴ
０ Ｑ－１

ε Ｆ０Ｑｗ （５ ．１ ．８６）

Ｐｖ（０）＝ Ｑｖ － ＱｖＱ－１
ε Ｑｖ （５ ．１ ．８７）
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【推论 ５ ．１ ．４】 对单输入单输出系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下，分别记 Ｆｉ，Ｇｉ，Ｑｗ，Ｑｖ，

Ｓ，Ｑε为 ｆｉ，ｇｉ，σ２
ｗ，σ２

ｖ，ｓ，σ２
ε，则稳态最优白噪声估值器为（Ｎ ≥ ０）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ σ２
ｗ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉε（ｔ ＋ ｉ）＋ ｓ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｇｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．８８）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ σ２
ｖ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｇｉε（ｔ ＋ ｉ）＋ ｓ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．８９）

特别若 ｆ０ ＝ ０（ｂ０ ＝ ０），ｃ０ ＝ １，则有

ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｓ
σ２
ε
ε（ｔ）， ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ σ２

ｖ

σ２
ε
ｅ（ｔ） （５ ．１ ．９０）

且误差方差分别为

Ｐｗ（Ｎ）＝σ２
ｗ － １

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
（σ２

ｗｆｉ ＋ ｓｇｉ）２ （５ ．１ ．９１）

Ｐｖ（Ｎ）＝σ２
ｖ －

１
σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
（σ２

ｖｇｉ ＋ ｓｆｉ）２ （５ ．１ ．９２）

Ｐｗ（０）＝σ２
ｗ － ｓ２

σ２
ε
， Ｐｖ（０）＝σ２

ｖ －
σ２

ｖ

σ２( )
ε

（５ ．１ ．９３）

特别若 ｗ（ｔ）与 ｖ（ｔ）不相关，即 ｓ ＝ ０，则有统一的稳态最优白噪声估值器（Ｎ≥ ０）为

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ σ２
ｗ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．９４）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ σ２
ｖ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｇｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．９５）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ０， ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ σ２
ｖ

σ２( )
ε
ε（ｔ） （５ ．１ ．９６）

相应的估值误差方差为

Ｐｗ（Ｎ）＝σ２
ｗ １ －σ

２
ｗ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｆｉ[ ]２ （５ ．１ ．９７）

Ｐｖ（Ｎ）＝σ２
ｖ １ －σ

２
ｖ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｇ２[ ]ｉ （５ ．１ ．９８）

Ｐｗ（０）＝σ２
ｗ， Ｐｖ（０）＝σ２

ｖ －
σ２

ｖ

σ２( )
ε

（５ ．１ ．９９）

且有平滑估值误差方差最大下界为

Ｐｗ（∞）＝σ２
ｗ １ －σ

２
ｗ

σ２
ε
∑
∞

ｉ ＝ ０
ｆｉ[ ]２ （５ ．１ ．１００）

Ｐｖ（∞）＝σ２
ｖ １ －σ

２
ｖ

σ２
ε
∑
∞

ｉ ＝ ０
ｇ２[ ]ｉ （５ ．１ ．１０１）

且有关系
Ｐｗ（∞）＜ Ｐｗ（Ｎ）， Ｐｖ（∞）＜ Ｐｖ（Ｎ） （５ ．１ ．１０２）

这表明当 Ｎ 增加时，平滑估值器的精度不能无限制地改善 ．
【注 ５ ．１ ．２】 考虑状态空间模型
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ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１ ．１０３）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１０４）

其中状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ

和 Ｑｖ，相关阵为 Ｓ的白噪声 ．问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求稳态最优白
噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

该状态空间模型可写为
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１０５）

其中 ｑ －１ 为单位滞后算子 ．引入左素分解
Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．１ ．１０６）

其中 Ａ（ｑ －１）和 Ｂ（ｑ －１）为 ｑ －１的多项式矩阵，Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｂ０ ＝ ０ ．将上式代入（５ ．１ ．１０５）有
动态系统（５ ．１ ．１）形式的动态系统

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１０７）
于是进一步可用本节方法求白噪声估值器 ．
【注 ５ ．１ ．３】 考虑带控项 ｕ（ｔ）∈ Ｒｐ 的线性随机控制系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１ ．１０８）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１０９）

其中Φ，Ｂ，Γ，Ｈ 为常阵，其他记号意义及假设同注 ５ ．１ ．２ ．问题是求白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．该状态空间模型可写为

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１［Ｂｑ －１ｕ（ｔ）＋Γｑ －１ｗ（ｔ）］＋ ｖ（ｔ）＝

［Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Ｂｑ －１，Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１］
ｕ（ｔ）
ｗ（ｔ[ ]） ＋ ｖ（ｔ）

（５ ．１ ．１１０）
引入左素分解

［Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Ｂｑ －１，Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１］＝ Ａ －１（ｑ －１）［Ｒ（ｑ －１），Ｐ（ｑ －１）］
（５ ．１ ．１１１）

其中 Ｒ０ ＝ ０，Ｐ０ ＝ ０ ．将它代入（５ ．１ ．１１０）引出动态系统
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｒ（ｑ －１）ｕ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１１２）

引入新的观测过程 ｚ（ｔ）为
ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）－ Ｒ（ｑ －１）ｕ（ｔ） （５ ．１ ．１１３）

形如（５ ．１ ．１）的动态系统
ｚ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１１４）

则有 ＭＡ新息模型
ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１ ．１１５）

其中新息ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有关系
Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１１６）

由此出发用本节方法可求白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
【注 ５ ．１ ．４】 考虑如下动态系统的白噪声估计问题：

ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｑ（ｑ －１）

Ｐ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．１ ．１１７）
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其中 ｙ（ｔ）是标量观测（输出），ｗ（ｔ），ｖ（ｔ）和ξ（ｔ）是标量白噪声，Ａ（ｑ －１），…，Ｑ（ｑ －１）是
标量多项式，且首系数 ａ０ ＝ １，ｐ０ ＝ １ ．问题是由观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １），…）求白噪
声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和ξ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

将（５ ．１ ．１１７）两边乘以 Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）有动态系统
Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｑ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋

Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．１ ．１１８）
假设多项式（Ｐ（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１），Ａ（ｑ －１）Ｑ（ｑ －１），Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１））互质，则上式右边三个 ＭＡ
过程之和可用一个等价的可逆的 ＭＡ过程表示［１］

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｑ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ）
（５ ．１ ．１１９）

其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的多项式，首系数 ｄ０ ＝ １，ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声 ．

Ｄ（ｑ －１）和σ２
ε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．于是可得 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１ ．１２０）
从（５ ．１ ．１１９）出发用类似于本节的方法可求白噪声估值器θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ，ξ．详细
推导留给读者 ．
【定理 ５ ．１ ．５】 考虑动态系统

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｃ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１ ．１２１）
其中观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，输入白噪声 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和观测白噪声 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 有非零均值

Ｅｗ（ｔ）＝ ｑｗ， Ｅｖ（ｔ）＝ ｑｖ （５ ．１ ．１２２）
且有协方差阵

Ｅ
ｗ（ｔ）－ ｑｗ
ｖ（ｔ）－ ｑ[ ]

ｖ
［ｗＴ（ｊ）－ ｑＴ

ｗ，ｖＴ（ｊ）－ ｑＴ
ｖ{ }］ ＝

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

（５ ．１ ．１２３）

ｑ －１ 为单位滞后算子，Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１）有形式 Ｘ（ｑ －１） ＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋
Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ，Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ Ｉｍ ．设（Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素，且

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．１ ．１２４）

则用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法有 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ρ ＋ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１ ．１２５）

其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗｃ（ｔ）＋ Ｃ（ｑ －１）ｖｃ（ｔ） （５ ．１ ．１２６）

ｗｃ（ｔ）＝ ｗ（ｔ）－ ｑｗ， ｖｃ（ｔ）＝ ｖ（ｔ）－ ｑｖ，

ρ ＝ Ｂ（１）ｑｗ ＋ Ｃ（１）ｑ０ （５ ．１ ．１２７）
稳态最优白噪声估值器（Ｎ ≥ ０）为

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｑｗ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．１２８）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｑｖ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｖ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１ ．１２９）

其中Λｗ
ｉ，Λｖ

ｉ，Ｆｉ，Ｇｉ，用公式（５ ．１ ．３６），（５ ．１ ．３７）和（５ ．１ ．３８）计算 ．新息可由（５ ．１ ．１２５）置
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ｚ（ｔ）＝ Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）计算为

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）ｚ（ｔ）－ Ｄ－１（１）ρ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
Ψｊ ｚ（ｔ － ｊ）－ Ｄ－１（１）ρ （５ ．１ ．１３０）

其中Ψｊ由（５ ．１ ．３０）递推计算 ．在应用中ε（ｔ）由（５ ．１ ．１２５）取初值（ε（０），…，ε（ｎｄ － １））后
递推计算为

ε（ｔ）＝ ｚ（ｔ）－ρ － Ｄ１ε（ｔ － １）－ … － Ｄｎｄε（ｔ － ｎｄ）， ｔ ＝ ｎｄ，ｎｄ ＋ １，…

（５ ．１ ．１３１）
相应的估值误差方差阵各为

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑｗ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
εΛｗＴ

ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．１３２）

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｖ

ｉＱ－１
εΛｖＴ

ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１ ．１３３）

当 Ｎ ＜ ０时有
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｑｗ， ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｑｖ （５ ．１ ．１３４）

Ｐｗ（Ｎ）＝ Ｑｗ， Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （５ ．１ ．１３５）
证明 类似于定理 ５ ．１ ．２的证明，从略 ． □

５ ．２ 白噪声新息滤波器与 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

【定义 ５ ．２ ．１】 一种估值器称为新息滤波器，假如它可表为以新息过程作为输入的
传递函数形式 ．一种估值器称为 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器，假如它可表为以观测信号作为输入的传
递函数形式 ．
【定义 ５ ．２ ．２】 称 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器是渐近稳定的，假如它的值渐近地与滤波器初值选

取无关，或它的值渐近地不依赖于滤波器初值的选取 ．
【定理 ５ ．２ ．１】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下有新息滤波器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．２）

其中新息过程ε（ｔ）由（５ ．１ ．２２）定义，且由（５ ．１ ．４０）或（５ ．１ ．４１）计算 ．定义传递函数阵
Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）和 Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）为

Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０ （５ ．２ ．３）

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｖ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０ （５ ．２ ．４）

Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （５ ．２ ．５）

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０ （Ｎ ＜ ０） （５ ．２ ．６）

证明 引入单位滞后算子 ｑ －１，ｑ －１ε（ｔ）＝ε（ｔ － １），并引入单位前进算子 ｑ，
ｑε（ｔ）＝ε（ｔ ＋ １）．由（５ ．１ ．４０）和（５ ．１ ．４１）有

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
ε ｑｉε（ｔ）＝
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∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎε（ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．７）

其中θ ＝ ｗ，ｖ ．由（５ ．１ ．４２）和（５ ．１ ．４３）引出（５ ．２ ．５）和（５ ．２ ．６）． □
【定理 ５ ．２ ．２】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下，有渐近稳定的最优白噪声Ｗｉｅｎｅｒ滤波

器（Ｎ ≥ ０）为
ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊＤ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．８）

ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）ａｄｊＤ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．９）

其中“ｄｅｔ”表示矩阵的行列式，“ａｄｊ”表示伴随阵 ．或等价地有
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１０）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１１）
证明 由（５ ．１ ．２２）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１２）
将它 代 入 （５ ．２ ．１） 和（５ ．２ ．２） 得 （５ ．２ ．１０） 和（５ ．２ ．１１）． 再 将 Ｄ－１（ｑ －１） ＝
ａｄｊＤ（ｑ －１）／ ｄｅｔＤ（ｑ －１）代入（５ ．２ ．１０）和（５ ．２ ．１１）得（５ ．２ ．８）和（５ ．２ ．９）．由 Ｄ（ｑ －１）的稳定
性引出 ｄｅｔＤ（ｑ －１）是一个稳定的多项式（即 ｄｅｔＤ（ｘ）的零点全位于单位圆外），这引出（５ ．
２ ．８）和（５ ．２ ．９）是渐近稳定的 ． □
【推论 ５ ．２ ．１】 对单输入单输出系统（ｍ ＝ １，ｒ ＝ １）（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４下，有渐近

稳定的白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器（Ｎ ≥ ０）为
Ｄ（ｑ －１）^ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１３）

Ｄ（ｑ －１）^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１４）

证明 由（５ ．２ ．１０）和（５ ．２ ．１１）两边乘 Ｄ（ｑ －１）得证 ． □
【定理 ５ ．２ ．３】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４ 下有渐近稳定的白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

（Ｎ ≥ ０）为
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１５）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１６）
其中珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｄ －１（ｑ －１）由如下伪交换（右素分解）决定

Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．２ ．１７）
带 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１），珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，珟Ａ０ ＝ Ｉｍ ．

证明 将（５ ．２ ．１７）代入（５ ．２ ．１０）和（５ ．２ ．１１）得（５ ．２ ．１５）和（５ ．２ ．１６）．由 Ｄ（ｑ －１）是
稳定的，引出珟Ｄ（ｑ －１）也是稳定的，从而（５ ．２ ．１５）和（５ ．２ ．１６）是渐近稳定的 ． □
【推论 ５ ．２ ．２】 系统（５ ．１ ．１）在假设 １ ～ ４ 下，有渐近稳定的白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

（Ｎ ≥ ０）为
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１８）

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．２ ．１９）

【例 ５ ．２ ．１】 考虑动态系统

ｙ（ｔ）＝ ｑ－１（１ ＋ ｂｑ－１）
（１ ＋ ａ１ ｑ －１）（１ ＋ ａ２ ｑ －１）ｗ

（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．２ ．２０）

（１ ＋ ｐｑ－１）ｖ（ｔ）＝ξ（ｔ） （５ ．２ ．２１）
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其中 ｙ（ｔ）为标量观测信号，输入白噪声 ｗ（ｔ）是 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声
ｗ（ｔ）＝ ｂ（ｔ）ｇ（ｔ） （５ ．２ ．２２）

其中 ｂ（ｔ）是取值 １或 ０的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 白噪声，取值概率为 Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝ λ，Ｐ（ｂ（ｔ）＝
０）＝λ，ｇ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ｇ的独立于 ｂ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声，有色观测噪声 ｖ（ｔ）
服从 ＡＲ（１）模型（５ ．２ ．２１），其中ξ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ξ独立于 ｗ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ 白噪
声 ．容易知道 ｗ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ｗ ＝λσ２
ｇ的取非零值稀疏的白噪声 ．取 Ｎ ＝ ３，问题

是求 ｗ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积平滑器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）．
仿真中取λ ＝ ０ ．３，σ２

ｇ ＝ １，ａ１ ＝ ０ ．５，ａ２ ＝ ０ ．１，ｂ ＝ ０ ．２，ｐ ＝ ０ ．１，σ２
ξ ＝ ０ ．０２和σ２

ξ ＝
０ ．１ ．将（５ ．２ ．２１）代入（５ ．２ ．２０）通分后可化为（５ ．１ ．１）形式的动态系统 ．应用推论（５ ．２ ．１）
可得白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积平滑器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）．对σ２

ξ ＝ ０ ．０２（情形 １）和σ２
ξ ＝ ０ ．１（情形 ２），

仿真结果分别如图 ５ ．２ ．１和图 ５ ．２ ．２所示，其中实线纵坐标代表真实值 ｗ（ｔ），圆点纵标代
表 Ｗｉｅｎｅｒ平滑估值 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ３）．可看出取情形 １比情形 ２精度高 ．从理论上对情形 １可求
得方差 Ｐｗ（３）＝ ０ ．０２７ ３８４，对情形 ２可求得 Ｐｗ（３）＝ ０ ．０８２ １０１ ．

图 ５ ．２ ．１ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声
ｗ（ｔ）反卷积和平滑器 ｗ^（ｔ

｜ ｔ ＋ ３）（σ２
ξ ＝ ０ ．０２情形）

图 ５ ．２ ．２ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声
ｗ（ｔ）反卷积和平滑器 ｗ^（ｔ

｜ ｔ ＋ ３）（σ２
ξ ＝ ０ ．１情形）

【注 ５ ．２ ．１】 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ｗ（ｔ）估计问题在石油地震勘探中有重要的
应用［１３ ～ １７］．在石油地震勘探信号处理中，埋于地表下的炸药爆炸后产生的地震波经油层
反射后引出的反射系数系列可用Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声来描写，它含有是否有油田和
油田几何形状的重要信息 ．因此估计Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声反射系数序列具有重要的
应用价值 ．Ｍｅｎｄｅｌ［１３ ～ １７］用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决白噪声估计问题，而这里用现代时间序列
分析方法给出白噪声估值器 ．两种方法本质不同是前者用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程而后者用 ＡＲＭＡ新
息模型来解决问题 ．对处理单通道白噪声反卷积问题，用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可快速构
造 ＡＲＭＡ新息模型，其中避免了矩阵求逆和矩阵运算，仅需标量的四则运算，因此可减小
计算负担 ．

５ ．３ 多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

多通道 ＡＲＭＡ信号在白色观测噪声下的最优滤波、预报和平滑问题广泛应用于信号
处理、通信、目标跟踪等领域［１６４，１７１，１７２］．第四章我们介绍了单通道和多通道 ＡＲＭＡ信号的
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预报器，本节利用白噪声估值器将进一步给出滤波器和平滑器，并且可在统一框架下处理
滤波、平滑和预报问题，并给出了相应的估计误差方差阵 ．虽然节 ３ ．９ ．７ 利用 Ｋａｌｍａｎ滤波
方法基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程和白噪声估值器给出了多通道 ＡＲＭＡ信号Ｗｉｅｎｅｒ滤波器，但采用等
价于 ＡＲＭＡ模型的状态空间模型增加了计算负担 ．

考虑多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．３ ．１）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．３ ．２）
其中观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，待估信号 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是观测噪声，ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 是输入噪
声，且 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑｗ 和Ｑｖ相互独立白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ），ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ ０
０ Ｑ[ ]

ｖ
δｔｊ （５ ．３ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ ≠ ｊ）．假设（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素，ｑ －１ 是
单位滞后算子，多项式矩阵 Ａ（ｑ －１）和 Ｃ（ｑ －１）有形式 Ｘ（ｑ －１） ＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋
Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ，且设 ｎａ ≥ ｎｃ，Ａ０ ＝ ＩｍＣ０ ＝ ０ ．设初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞，问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋

Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求信号 ｓ（ｔ）的最优Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０
或 Ｎ ＜ ０，各称其为 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器、平滑器或预报器 ．

将式（５ ．３ ．１）代入式（５ ．３ ．２）有
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．３ ．４）

由（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素，存在一个可逆的 ＭＡ过程 Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）使
Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．３ ．５）

其中 Ｄ０ ＝ Ｉｍ，Ｄ（ｑ －１）是稳定的，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声 ．
Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．于是由上两式引出 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．３ ．６）
【引理 ５ ．３ ．１】 对平稳或非平稳ＡＲＭＡ信号 ｓ（ｔ）（即 Ａ（ｑ －１）是稳定的或非稳定的多

项式矩阵），当 ｔ０ ＝ － ∞ 时，稳态最优滤波器 ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）有关系

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．７）
证明 当 Ａ（ｑ －１）稳定时，ｓ（ｔ），ｙ（ｔ）和 ｖ（ｔ）均为平稳时间序列，应用射影理论，取

（５ ． ３ ．２）两边各项在无穷维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ），ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）上的射影立刻得
（５ ．３ ．７）．当 Ａ（ｑ －１）不稳定时，ｓ（ｔ）和 ｙ（ｔ）是非平稳时间序列，当 ｔ０ ＝ － ∞ 时，ｓ（ｔ）和

ｙ（ｔ）的分量有无穷大方差［１，１７３］，因此不能直接应用射影理论 ． 此时由（ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ），
ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）的线性运算不能构成无穷维Ｈｉｌｂｅｒｅ空间，这是因为 ｙ（ｔ）的分量方差是
无界的 ．而无穷维 Ｈｉｌｂｅｒｅ空间是由具有二阶矩的随机变量生成的闭线性流形构成 ．在这
种情形下，可用 Ｋａｌｍａｎ滤波理论证明关系（５ ．３ ．７）．事实上（５ ．３ ．１）和（５ ．３ ．２）有状态空间
模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋ Ｃｗ（ｔ） （５ ．３ ．８）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．３ ．９）

ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （５ ．３ ．１０）
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其中定义 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉ（ｎａ －１）ｍ

－ Ａｎａ
０ …











０
， Ｃ ＝

Ｃ１


Ｃｎ











ａ

， Ｈ ＝［Ｉｍ ０…０］（５ ．３ ．１１）

由（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素的假设引出系统（５ ．３ ．８）～（５ ．３ ．１０）是完全可观、完全可控的，
故存在稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器［１７１］^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），且有关系

ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．１２）
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．１３）

上述稳定关系可由取初始观测时刻 ｔ０为有限时刻，基于有限个观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ －
１），…，ｙ（ｔ０））可生成有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），…，ｙ（ｔ０）），取（５ ．３ ．９）和（５ ．３ ．１０）
各项到Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），…，ｙ（ｔ０））上射影引出非稳态关系（５ ．３ ．１２）和（５ ．３ ．１３）．
再令 ｔ０ →－ ∞ 便得到稳态关系（５ ．３ ．１２）和（５ ．３ ．１３）．注意当取初值 ｘ（ｔ０）具有有限方差
阵时，由（５ ．３ ．８）和（５ ．３ ．９）可递推得到具有有限方差阵的观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），…，ｙ（ｔ０））． □

由引理 ５ ．３ ．１看到，为了求信号最优Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）要求计算观测预报器
ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＜ ０）．当 Ａ（ｑ －１）稳定时，平稳 ＡＲＭＡ过程（５ ．３ ．６）的 ｓｔｒｍ预报器已在
节 ４ ．９中用无穷维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间射影理论被导出 ．现在证明 Ａ（ｑ －１）不稳定时ｓｔｒｍ预报器
仍然成立 ．
【引理 ５ ．３ ．２】 （多变量非平稳 ＡＲＭＡ 过程的 ｓｔｒｍ预报器） 考虑多变量非平稳

ＡＲＭＡ过程（５ ．３ ．６），其中观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声 ．
假设 Ａ（ｑ －１）是不稳定的，Ｄ（ｑ －１）是稳定的，则有基于无穷个观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ －
１），…，）的超前 Ｎ ＞ ０步稳态最优（线性最小方差）Ｗｉｅｎｅｒ预报器为

ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＪＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．３ ．１４）
带伪交换

Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．３ ．１５）
其中珟Ａ０ ＝ Ｉｍ，珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，且 ｎ珘ａ ＝ ｎａ，ｎ珘ｄ ＝ ｎｄ，

ｄｅｔＤ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１） （５ ．３ ．１６）
而 ＪＮ（ｑ －１）和 ＥＮ（ｑ －１）由如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程决定：

珟Ｄ（ｑ －１）＝ ＥＮ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＋ ｑ－ ＮＪＮ（ｑ －１） （５ ．３ ．１７）
其中 Ｅ０ ＝ Ｉｍ

ＥＮ（ｑ －１）＝ Ｅ（Ｎ）
０ ＋ Ｅ（Ｎ）

１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｅ（Ｎ）
Ｎ－１ ｑ －（Ｎ－１），

ＪＮ（ｑ －１）＝ Ｊ（Ｎ）
０ ＋ Ｊ（Ｎ）

１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｊ（Ｎ）
ｎｊ

ｑ － ｎｊ （５ ．３ ．１８）
其中 ｎｊ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄ － Ｎ）．预报误差为

珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＥＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．１９）
预报误差方差阵 Ｐｙ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Ｐｙ（Ｎ）＝ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（Ｎ）Ｔ
ｉ ， Ｅ（Ｎ）

０ ＝ Ｉｍ （５ ．３ ．２０）

证明 由（５ ．３ ．６），（５ ．３ ．１５）和（５ ．３ ．１７）引出
ｙ（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）珟Ａ －１（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＝
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Ｅ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＋ ＪＮ（ｑ －１）珟Ａ －１（ｑ －１）ε（ｔ）＝
Ｅ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＋ ＪＮ（ｑ －１）珟Ａ －１（ｑ －１）Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝
Ｅ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＋ ＪＮ（ｑ －１）珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝
Ｅ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＋ ＪＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．３ ．２１）

上式右边第一项是ε（ｔ ＋ Ｎ），…，ε（ｔ ＋ １）的线性组合，而第二项是渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ滤
波器，可用已知观测（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）计算 ．注意ε（ｔ ＋ １），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）是白噪声在将
来时刻的值，是不可进一步由（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）来估计的 ．因为由（５ ．３ ．６）引出（ｙ（ｔ），
ｙ（ｔ － １），…）只与（ε（ｔ ＋ １），…，ε（ｔ － １），…）有关 ．这引出最优ｓｔｒｍ预报器（５ ．３ ．１４）和
预报误差（５ ．３ ．１９）及其方差阵（５ ．３ ．２０）． □
【注 ５ ．３ ．１】 Ａ（ｑ －１）不稳定情形下的 ｓｔｒｍ预报器（５ ．３ ．１４）相同于 Ａ（ｑ －１）稳定时

由节 ４ ．９导出的 ｓｔｒｍ预报器 ．但这里的证明没有用到射影理论 ．
【注 ５ ．３ ．２】 当 Ａ（ｑ －１）是不稳定时，ｙ（ｔ）是非平稳随机序列 ．但（５ ．３ ．１４）给出了渐

近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ预报器，即由（５ ．３ ．１６）和 Ｄ（ｑ －１）的稳定性引出 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）是稳定的多项
式，因而非平稳 ＡＲＭＡ过程 ｙ（ｔ）的 ｓｔｒｍ预报器可递推计算为

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＪＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．３ ．２２）

由 ｄｅｔＤ（ｑ －１）的稳定性引出（５ ．３ ．２２）的计算渐近地与预报器初值选取无关 ．这与不稳定
系统的稳态 Ｋａｌｍａｎ 一步预报器可表为渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ预报器形式类似 ．还应注意，
ｓｔｒｍ预报器（５ ．３ ．２２）等价于在节 ４ ．１１中用稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波方法导出的Ｗｉｅｎｅｒ预报器
（４ ．１１ ．３３）．这是因为关系（５ ．３ ．１６）成立 ．

【推论 ５ ．３ ．１】 在引理 ５ ．３ ．２条件下，对任意整数 Ｎ，有 ｓｔｒｍ预报器
ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＪＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．３ ．２３）

其中定义 ＪＮ（ｑ －１）为：由 Ｎ ＞ ０时，由（５ ．３ ．１７）决定 ＪＮ（ｑ －１）；若 Ｎ ≤ ０，定义 ＪＮ（ｑ －１）为

ＪＮ（ｑ －１）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）ｑＮ， Ｎ ≤ ０ （５ ．３ ．２４）

证明 当 Ｎ ＜ ０时有
ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．２５）

这引出（５ ．３ ．２４）． □
【推论 ５ ．３ ．２】 对平稳或非平稳 ＡＲＭＡ过程（５ ．３ ．６）有统一的 ｓｔｒｍ预报器

ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．２６）

其中 Ｊ － Ｎ（ｑ －１）定义为
珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＋ ｑＮＪ － Ｎ（ｑ －１）， Ｎ ＜ ０

Ｊ － Ｎ（ｑ －１）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）ｑ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．２７）

带 Ｊ － Ｎ（ｑ －１）的阶次 ｎｊ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄ ＋ Ｎ），ｎａ ＝ ｎ珘ａ，ｎｄ ＝ ｎ珘ｄ，有

Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．３ ．２８）
且有预报误差为

珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ）， Ｎ ＜ ０，
珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．２９）

相应的预报误差方差阵为
·７７２·



Ｐｙ（Ｎ）＝ ∑
－ Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（－ Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（－ Ｎ）Ｔ
ｉ ， Ｎ ＜ ０

Ｐｙ（Ｎ）＝ ０， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．３０）
【引理 ５ ．３ ．３】 （多变量平稳或非平稳 ＡＲＭＡ过程的 Ｋｏｉｖｏ预报器）对于平稳或非平

稳多变量 ＡＲＭＡ过程（５ ．３ ．６），其中 Ａ（ｑ －１）是稳定的或不稳定的多项式矩阵，Ｄ（ｑ －１）是
稳定的，ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，则有渐近稳定的 Ｋｏｉｖｏ
稳态最优预报器

ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ 珟Ｄ －１（ｑ －１）珟ＧＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ）， Ｎ ＞ ０ （５ ．３ ．３１）
或表为 ＡＲＭＡ递推形式

珟Ｄ（ｑ －１）^ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ 珟ＧＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ）， Ｎ ＞ ０ （５ ．３ ．３２）
或

ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）珟ＧＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ）， Ｎ ＞ ０ （５ ．３ ．３３）
其中 ＥＮ（ｑ －１）和 ＧＮ（ｑ －１）由如下 Ｄｉｏｐｈａｕｔｉｍｅ方程决定：

Ｄ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）ＥＮ（ｑ －１）＋ ｑ－ ＮＧＮ（ｑ －１） （５ ．３ ．３４）

ＥＮ（ｑ －１）＝ Ｅ（Ｎ）
０ ＋ Ｅ（Ｎ）

１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｅ（Ｎ）
Ｎ－１ ｑ －（Ｎ－１），

ＧＮ（ｑ －１）＝ Ｇ（Ｎ）
０ ＋ Ｇ（Ｎ）

１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｇ（Ｎ）
ｎｇ

ｑ － ｎｇ （５ ．３ ．３５）
其中 ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄ － Ｎ）．引入伪交换

ＧＮ（ｑ －１）Ｅ －１
Ｎ（ｑ －１）＝珟Ｅ －１

Ｎ（ｑ －１）珟ＧＮ（ｑ －１） （５ ．３ ．３６）
带 ｄｅｔＥＮ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ珟ＥＮ（ｑ －１），珟Ｅ（Ｎ）

０ ＝ Ｉｍ ．定义
珟Ｄ（ｑ －１）＝珟ＥＮ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＋ ｑ－ Ｎ珟ＧＮ（ｑ －１） （５ ．３ ．３７）

则有
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１），

珟Ｄ（ｑ －１）ＥＮ（ｑ －１）＝珟ＥＮ（ｑ －１）Ｄ（ｑ －１） （５ ．３ ．３８）
预报误差珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）为

珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝珟ＥＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＞ ０ （５ ．３ ．３９）
预报误差方差阵 Ｐｙ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Ｐｙ（Ｎ）＝ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（Ｎ）Ｔ
ｉ ， Ｅ（Ｎ）

０ ＝ Ｉｍ， Ｎ ＞ ０ （５ ．３ ．４０）

且当 Ｎ ≤ ０时，有
ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤ ０ （５ ．３ ．４１）

相应的预报误差方差阵为
Ｐｙ（Ｎ）＝ ０， Ｎ ≤ ０ （５ ．３ ．４２）

证明 类似于定理 ４ ．１０ ．１的推导和引理 ５ ．３ ．２的证明，得证 ．详细推导从略 ． □
【引理 ５ ．３ ．４】 带白色观测噪声的多通道ＡＲＭＡ信号（５ ．３ ．１）～（５ ．３ ．２）有观测白噪

声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｖ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．４３）
或

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｖ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．４４）

·８７２·



其中珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｄ（ｑ －１）由伪交换（５ ．３ ．１５）定义

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０，

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．４５）

其中系数阵 Ｇｉ 可递推计算为
Ｇｉ ＝ － Ｄ１Ｇｉ －１ － … － Ｄｎｄ

Ｇｉ － ｎｄ ＋ Ａｉ （５ ．３ ．４６）

其中规定 Ｇｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ）．估值误差方差阵 Ｐｖ（Ｎ）＝［Ｅ（ｖ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ））（ｖ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］为

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ＧｉＱｖ， Ｎ ≥ ０，

Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．４７）
【引理 ５ ．３ ．５】 带白色观测噪声的多通道ＡＲＭＡ信号（５ ．３ ．１）～（５ ．３ ．３）有观测白噪

声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊＤ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．４８）

其中 Ａ（ｑ －１），Ｄ（ｑ －１）由（５ ．３ ．６）定义 ．
引理 ５ ．３ ．４和引理 ５ ．３ ．５的证明见节 ５ ．２ ．
【定理 ５ ．３ ．１】 带白色观测噪声的多通道ＡＲＭＡ信号（５ ．３ ．１）～（５ ．３ ．３）有渐近稳定

的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．４９）

其中多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）定义为

ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１） （５ ．３ ．５０）

（５ ．３ ．４９）有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．５１）

其中 Ａ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１），Ｄ（ｑ －１）和珟Ｄ（ｑ －１）由（５ ．３ ．６）和（５ ．３ ．１５）定义，且有滤波误差方差
阵 Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［（ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））［（ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］为

Ｐ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ＧｉＱｖ， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．５２）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
－ Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（－ Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（－ Ｎ）Ｔ
ｉ － Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．５３）

其中 Ｅ（－ Ｎ）
ｉ 由（５ ．３ ．１７）计算，Ｇｉ 由（５ ．３ ．４６）计算 ．

证明 由（５ ．３ ．２）有
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．５４）

将（５ ．３ ．２６）和（５ ．３ ．４３）代入上式得（５ ．３ ．４９）和（５ ．３ ．５０），进而可得（５ ．３ ．５１）．由（５ ．３ ．７）
当 Ｎ ≥ ０时有

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．５５）
应用（５ ．３ ．５５）和（５ ．３ ．２）有估值误差

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － ｖ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．５６）
于是应用（５ ．３ ．４７）有

·９７２·



Ｐ（Ｎ）＝ Ｐｖ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ＧｉＱｖ， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．５７）

当 Ｎ ＜ ０时由引理 ５ ．３ ．４有 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０，Ｎ ＜ ０，于是由（５ ．３ ．７）引出
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．５８）

由此式和（５ ．３ ．２）有珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ（ｔ），故应用（５ ．３ ．２９）有

Ｐ（Ｎ）＝ Ｐｙ（Ｎ）＝ ∑
－ Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（－ Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（－ Ｎ）Ｔ
ｉ － Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．５９）

其中当 Ｎ ＜ ０时应用了事实 Ｅ［珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ｖＴ（ｔ）］＝ Ｅ［ｙ（ｔ）ｖＴ（ｔ）］＝ Ｑｖ ．证毕 ． □
【定理 ５ ．３ ．２】 带白色观测噪声的多通道ＡＲＭＡ信号（５ ．３ ．１）～（５ ．３ ．３）有渐近稳定

的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＭＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．６０）

其中定义
ＭＮ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１）Ｉｍｑ－ Ｎ － Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊＤ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１） （５ ．３ ．６１）
且有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）珟Ｇ － Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．６２）

其中珟Ｄ（ｑ －１），珟Ｇ － Ｎ（ｑ －１）由（５ ．３ ．３４），（５ ．３ ．３６），（５ ．３ ．３７）决定 ． 且有估值误差方差阵
Ｐ（Ｎ）为

Ｐ（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ＧｉＱｖ， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．６３）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
－ Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（－ Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（－ Ｎ）Ｔ
ｉ － Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．６４）

其中 Ｅ（－ Ｎ）
ｉ 由（５ ．３ ．３４）计算，Ｇｉ 由（５ ．３ ．４６）计算 ．

证明 当 Ｎ ≥ ０时，由（５ ．３ ．７）和（５ ．３ ．４８）有

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－
Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）ａｄｊＤ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）

ｄｅｔＤ（ｑ －１） ｙ（ｔ ＋ Ｎ）＝

ｄｅｔＤ（ｑ －１）Ｉｍｑ－ Ｎ － Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）ａｄｊＤ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）

ｄｅｔＤ（ｑ －１） ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．６５）

这引出（５ ．３ ．６０）和（５ ．３ ．６１）．
当 Ｎ ＜ ０时，由（５ ．３ ．７）和（５ ．３ ．３２）有

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ １
ｄｅｔＤ（ｑ －１）ａｄｊ

珟Ｄ －１（ｑ －１）珟Ｇ － Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）

（５ ．３ ．６６）
其中应用了（５ ．３ ．３８）．这引出（５ ．３ ．６２）．由（５ ．３ ．４７）和（５ ．３ ．３８）引出（５ ．３ ．６３）和（５ ．３ ．６４）．

□
【注 ５ ．３ ．３】 定理 ５ ．３ ．１和定理 ５ ．３ ．２的区别为后者不用伪交换（５ ．３ ．２８），但却用伪

交换（５ ．３ ．３６）．前者应用（５ ．３ ．４３）形式的白噪声估值器 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），后者应用（５ ．３ ．４８）
形式的白噪声估值器 ．前者用 ｓｔｒｍ预报器 ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＜ ０），后者用 Ｋｏｉｖｏ预报器 ．

现在进一步考虑带白色观测噪声和常的观测偏差的多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波
问题：

·０８２·



Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．３ ．６７）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｂ ＋ ｖ（ｔ） （５ ．３ ．６８）

除了（５ ．３ ．２）用（５ ．３ ．６８）代替，其中 ｂ 为常的观测偏差向量，ｂ ∈ Ｒｍ，其他假设同（５ ．３ ．１）
和（５ ．３ ．３）．

引入新的观测过程
ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｂ （５ ．３ ．６９）

则有等价的化为（５ ．３ ．２）形式的观测方程
ｚ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．３ ．７０）

系统（５ ．３ ．６７）和（５ ．３ ．７０）同系统（５ ．３ ．１）和（５ ．３ ．２）本质上是相同的 ．因此利用定理 ５ ．３ ．
１和定理 ５ ．３ ．２的结果有如下定理 ．
【定理 ５ ．３ ．３】 多通道（５ ．３ ．６７）和（５ ．３ ．６８）在变换 ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｂ 下有 ＡＲＭＡ新

息模型
Ａ（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．３ ．７１）

渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｚ（ｔ ＋ Ｎ）

或
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｚ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．７２）

估计误差方差阵 Ｐ（Ｎ）由（５ ．３ ．５２）和（５ ．３ ．５３）给出 ．所有符号含义同定理 ５ ．３ ．１ ．
【定理 ５ ．３ ．４】 多通道系统（５ ．３ ．６７）和（５ ．３ ．６８）在变换 ｚ（ｔ） ＝ ｙ（ｔ）－ ｂ 下，有

ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｚ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．３ ．７３）

渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为
ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＭＮ（ｑ －１）ｚ（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０，

ｄｅｔＤ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）珟Ｇ － Ｎ（ｑ －１）ｚ（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．７４）

且误差方差阵为（５ ．３ ．６３）和（５ ．３ ．６４）．所有符号含义同定理 ５ ．３ ．２ ．
在标量情形（单通道），分别记 Ｅ（Ｎ）

ｉ ，Ｇｉ，Ｑｗ，Ｑｖ，Ｑε为 ｅ（Ｎ）
ｉ ，ｇｉ，σ２

ｗ，σ２
ｖ，σ２

ε，由定理 ５ ．３ ．
１和定理 ５ ．３ ．２有如下推论 ．
【推论 ５ ．３ ．１】 对单通道（ｍ ＝ １）ＡＲＭＡ 信号（５ ．３ ．１） ～ （５ ．３ ．３），有渐近稳定的

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．７５）

其中定义多项式
ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ－ Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１） （５ ．３ ．７６）

其中 Ａ（ｑ －１），Ｄ（ｑ －１）由（５ ．３ ．６）决定，Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）定义为

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０

σ２
ｖ

σ２
ε
ｇｉｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０

Ｌｖ
Ｎ（ε－１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．７７）

Ｊ － Ｎ（ｑ －１）由如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程决定：

·１８２·



Ｄ（ｑ －１）＝ Ｅ－ Ｎ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＋ ｑＮＪ－ Ｎ（ｑ －１）， Ｎ ＜ ０，

Ｊ － Ｎ（ｑ －１）＝ Ｄ（ｑ －１）ｑ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．７８）

其中 Ｅ－ Ｎ（ｑ －１）和 Ｊ － Ｎ（ｑ －１）有形式（５ ．３ ．１８），分别带系数 ｅ（Ｎ）
ｉ 和 ｊ（Ｎ）

ｉ ．估值误差方差为

Ｐ（Ｎ）＝σ２
ｖ １ －σ

２
ｖ

σ２
ε
∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ｇ２[ ]ｉ ， Ｎ ≥ ０ （５ ．３ ．７９）

Ｐ（Ｎ）＝σ２
ε∑

－ Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（ｅ（－ Ｎ）

ｉ ）２， Ｎ ＜ ０ （５ ．３ ．８０）

证明 注意对单通道情形有珘Ａ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｄ（ｑ －１），由定理 ５ ．３ ．１立
刻得证 ． □
【推论 ５ ．３ ．２】 对单通道情形由定理 ５ ．３ ．２可引出推论 ５ ．３ ．１的结果 ．
【推论 ５ ．３ ．３】 对带白色观测噪声和常数观测偏差的单通道 ＡＲＭＡ信号（５ ．３ ．６７）和

（５ ． ３ ．６８），引入新的观测 ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｂ后有ＡＲＭＡ新息模型（５ ．３ ．７１），且有渐近稳定的
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为

Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｚ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．３ ．８１）

其中 ＫＮ（ｑ －１）由推论 ５ ．３ ．１计算，且有估值误差方差（５ ．３ ．７９）和（５ ．３ ．８０）．
【例 ５ ．３ ．１】 考虑二维跟踪系统

（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ１ ｑ －１ｗ（ｔ） （５ ．３ ．８２）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ）＋ ｂ （５ ．３ ．８３）

Ａ１ ＝ －
１ Ｔ０[ ]０ １

， Ｃ１ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０

（５ ．３ ．８４）

其中 Ｔ０为采样周期，ｂ为观测系统偏差信号，ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）］Ｔ，ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）
各为运动目标在时刻 ｔＴ０ 处的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）和 ｖ（ｔ）各为对 ｓ（ｔ）的观测信号
和观测噪声 ．假设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和 Ｑｖ 的相互独立的高斯白噪
声，且

Ｑｗ ＝σ２
ｗ， Ｑｖ ＝ ｄｉａｇ（σ２

ｖ１，σ２
ｖ２） （５ ．３ ．８５）

取 Ｎ ＝ ０和 Ｎ ＝ － １，问题是求最优Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）．在仿真
中取 Ｔ０ ＝ ０ ．３，σ２

ｗ ＝ ６，且 Ｑｖ ＝ ｄｉａｇ（５ ．６，５ ．０４），ｂ ＝［０ ．３，０］Ｔ，可得 ＡＲＭＡ新息模型

（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ －１）ｚ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．３ ．８６）

其中 ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｂ，且

Ｄ１ ＝
－ ０ ．７９２ ７ － ０ ．０９０ ９９７
０ ．０９６ ５７４ － ０ ．[ ]７９３ ２

， Ｑε ＝
６ ．９６７ １ ０ ．８４８ ２５
０ ．８４８ ２５ ６ ．[ ]４５７ ３

（５ ．３ ．８７）

且应用定理 ５ ．３ ．３求得 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）和 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １），且可求得相应的估计误差方差阵的迹为
ｔｒＰ（０）＝ ２ ．０６７ ９， ｔｒＰ（－ １）＝ ２ ．７８４ ３ （５ ．３ ．８８）

可见 ｔｒＰ（０）＜ ｔｒＰ（－ １）．这从理论上证明了 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）的精度比 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）的精度高 ．仿
真结果如图 ５ ．３ ．１和图 ５ ．３ ．２所示，其中实线代表信号真实值，虚线代表估值 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）或
ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）．我们可直观看到 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）的精度比 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）高 ．
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图 ５ ．３ ．１ 信号 ｓ（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）

图 ５ ．３ ．２ 信号 ｓ（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪预报波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）

５ ．４ 带 ＭＡ有色观测噪声的多通道 ＡＲＭＡ信号
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

本节推广节 ５ ．３的结果到带有色观测噪声情形 ．对于带 ＭＡ有色观测噪声情形，可直
接利用白噪声估值器解决 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题 ．考虑带 ＭＡ有色观测噪声和带白噪声的多通
道 ＡＲＭＡ信号

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．４ ．１）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．４ ．２）

η（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．４ ．３）
其中观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，待估信号 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是白色观测噪声，η（ｔ）∈ Ｒｍ 是有
色观测噪声，服从 ＭＡ模型（５ ．４ ．３），ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ，ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ和ξ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差
阵各为 Ｑｗ，Ｑｖ，Ｑξ的相互独立白噪声 ． Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１）和 Ｐ（ｑ －１）为 ｑ －１的多项式矩阵，
形如 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ，且 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ ０，Ｐ０ ＝ Ｉｍ，假设（Ａ（ｑ －１），

Ｃ（ｑ －１））左素，初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求
信号 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
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将（５ ．４ ．１）和（５ ．４ ．３）代入（５ ．４ ．２）可得
ｙ（ｔ）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．４ ．４）

上式两边左乘 Ａ（ｑ －１）引出 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．４ ．５）

其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有
关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．４ ．６）
其中 Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【引理 ５ ．４ ．１】 白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．７）

ξ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬξＮ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．８）

带伪交换
Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．４ ．９）

带珟Ａ０ ＝ Ｉｍ，珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１），且

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．１０）

ＬξＮ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱξΠ

Ｔ
ｉＱ－１

ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０

ＬξＮ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．１１）

其中系数阵 Ｇｉ 和Πｉ 可递推计算为
Ｇｉ ＝ － Ｄ１Ｇｉ －１ － … － Ｄｎｄ

Ｇｉ － ｎｄ ＋ Ａｉ （５ ．４ ．１２）

Πｉ ＝ － Ｄ１Πｉ －１ － … － ＤｎｄΠｉ － ｎｄ ＋珚Ａ ｉ （５ ．４ ．１３）

其中定义珚Ａ（ｑ －１） ＝ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），且规定：Ｇｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ）；Πｉ ＝
０（ｉ ＜ ０），珚Ａ ｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎ珔ａ）．白噪声新息滤波器为

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．１４）

ξ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬξＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．１５）

【引理 ５ ．４ ．２】 下述公式成立
Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ ＱｖＧＴ

ｉ － ｔ （５ ．４ ．１６）

Ｅ［ξ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ ＱξΠ
Ｔ
ｉ － ｔ （５ ．４ ．１７）

【定理 ５ ．４ ．１】 带ＭＡ有色观测噪声的多通道 ＡＲＭＡ信号（５ ．４ ．１）～（５ ．４ ．３）有渐近
稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）Ｄ－１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．１８）

其中定义多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）为

ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
ＰｉＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）－ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）（５ ．４ ．１９）

或表为 ＡＲＭＡ递推形式
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ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．２０）
其中 Ｊ － Ｎ（ｑ －１）由推论 ５ ．３ ．２计算，而 ＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１），Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１）由引理 ５ ．４ ．１
计算 ．估值误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），当 Ｎ ≥ ０时有表达式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ）＋ ∑

ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ（ｔ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．２１）
它可表为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｊ ＝ ０
［αｊ βｊ γｊ］

ξ（ｔ － ｊ）
ｖ（ｔ － ｊ）

ε（ｔ － ｎｐ ＋ ｊ









）
， Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．２２）

其中应用引理 ５ ．４ ．１合并了ξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）中ε（ｔ － ｎｐ ＋ ｊ）的同类项可
得系数阵γｊ，且定义αｊ ＝ － Ｐｊ，Ｐｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｐ），β０ ＝ Ｉｍ，βｊ ＝ ０（ｊ ＞ ０）．当 Ｎ ＜ ０时有表
达式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ）＋ ∑

ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ（ｔ），

Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．２３）
应用（５ ．３ ．２８）和（５ ．４ ．１５）合并ε（ｔ － ｉ）的同类项引出表达式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ）－ ｖ（ｔ）＋ ∑

ｎｈ

ｉ ＝ ０
ｈｉε（ｔ － ｉ）， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．２４）

其中 ｎｈ ＝ ｍａｘ（－ Ｎ － １，ｎｐ）．它可表为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｈ

ｊ ＝ ０
［αｊ βｊ ｈｊ］

ξ（ｔ － ｊ）
ｖ（ｔ － ｊ）

ε（ｔ － ｊ









）
， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．２５）

其中定义αｊ ＝ － Ｐｊ，Ｐｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｐ）；β０ ＝ Ｉｍ，βｊ ＝ ０（ｊ ＞ ０）；ｈｊ 由合并ε（ｔ － ｊ）的同类
项得到 ．估值误差方差阵 Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｊ ＝ ０
［αｉ βｉ γｉ］Ｑ

αＴ
ｊ

βＴ
ｊ

γＴ









ｊ

， Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．２６）

Ｑ ＝

Ｑξδｉｊ ０ ＱξΠ
Ｔ
ｉ ＋ ｊ － ｎｐ

０ Ｑｖδｉｊ ＱｖＧＴ
ｉ ＋ ｊ － ｎｐ

Πｉ ＋ ｊ － ｎｐ
Ｑξ Ｇｉ ＋ ｊ － ｎｐ

Ｑｖ Ｑεδ











ｉｊ

（５ ．４ ．２７）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎｈ

ｉ ＝ ０
∑
ｎｈ

ｊ ＝ ０
［αｉ βｉ ｈｉ］Ｑ

αＴ
ｊ

βＴ
ｊ

γＴ









ｊ

， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．２８）

Ｑ ＝

Ｑξδｉｊ ０ ＱξΠ
Ｔ
ｉ － ｊ

０ Ｑｖδｉｊ ＱｖＧＴ
ｉ － ｊ

Πｊ － ｉＱξ Ｇｊ － ｉＱｖ Ｑεδ









ｉｊ

（５ ．４ ．２９）
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证明 由（５ ．４ ．２）有关系
ｓ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－η（ｔ）－ ｖ（ｔ） （５ ．４ ．３０）

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．３１）
由（５ ．４ ．３）有

η（ｔ）＝ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ） （５ ．４ ．３２）

应用引理 ５ ．４ ．１有

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑

ｎｐ

ｉ ＝ ０
ＰｉＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）

（５ ．４ ．３３）
将（５ ．４ ．３３），（５ ．３ ．２４）和（５ ．４ ．７）代入（５ ．４ ．３１）得（５ ．４ ．１８）和（５ ．４ ．１９），进而有（５ ．４ ．２０）．
将（５ ．４ ．３０）与（５ ．４ ．３１）相减引出估值误差关系

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－珘η（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－珓ｖ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．３４）
即

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ）＋ ∑

ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

ｖ（ｔ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．３５）
而由（５ ．４ ．１５）有

ξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ＋ ｉ

ｊ ＝ ０
ＱξΠ

Ｔ
ｊＱ－１

ε ｑｊ－（Ｎ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ Ｎ）

（５ ．４ ．３６）
当 Ｎ ≥ ０时，珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ（ｔ）＝ ０，合并ε（ｔ － ｎｐ ＋
ｉ）的同类项得（５ ．４ ．２１）和（５ ．４ ．２２）．当 Ｎ ＜ ０时，应用（５ ．３ ．２９）有珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．４ ．３７）

它是ε（ｔ），ε（ｔ － １），…ε（ｔ ＋ Ｎ － １）的线性组合，当 ｎｐ ≥－ Ｎ，（５ ．４ ．３５）的右边第三项是

ε（ｔ － ｎｐ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）的线性组合，于是得（５ ．４ ．２４）和（５ ．４ ．２５）．进而应用引理 ５ ．４ ．２可
得（５ ．４ ．２６）～（５ ．４ ．２９）．证毕 ． □
【推论 ５ ．４ ．１】 带ＭＡ有色观测噪声的单通道（ｍ ＝ １）ＡＲＭＡ信号（５ ．４ ．１）～（５ ．４ ．３）

有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．３８）

其中定义多面式 ＫＮ（ｑ －１）为

ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ－ Ｎ（ｑ －１）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
ＰｉＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）－ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１） （５ ．４ ．３９）

且估值误差方差由（５ ．４ ．２６）～（５ ．４ ．２９）计算 ．
【推论 ５ ．４ ．２】 对带 ＭＡ有色观测噪声的多通道 ＡＲＭＡ信号

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．４ ．４０）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ） （５ ．４ ．４１）

η（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．４ ．４２）
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其中有关假设同对（５ ．４ ．１）～（５ ．４ ．３）的假设，有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．４３）

或
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．４４）

其中定义

ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
ＰｉＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１） （５ ．４ ．４５）

且有估值误差为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ）＋ ∑

ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０（５ ．４ ．４６）

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ（ｔ － ｉ）＋ ∑

ｎｐ

ｉ ＝ ０
Ｐｉξ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ ０

（５ ．４ ．４７）
合并同类项有表达式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｊ ＝ ０
［αｊ βｊ］

ξ（ｔ － ｊ）

ε（ｔ － ｎｐ ＋ ｊ[ ]）， Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．４８）

其中规定：αｊ ＝ － Ｐｊ，αｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｐ），βｊ 由合并ε（ｔ － ｎｐ ＋ ｊ）的同类项系数阵得到 ．同理
有

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｈ

ｊ ＝ ０
［αｊ ｈｊ］

ξ（ｔ － ｊ）

ε（ｔ － ｊ[ ]）
， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．４９）

其中定义αｊ ＝ － Ｐｊ，αｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎｐ），ｈｊ 由合并ε（ｔ － ｊ）系数阵得到 ．估值误差方差阵为

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｊ ＝ ０
［αｉ βｉ］

Ｑξδｉｊ ＱξΠ
Ｔ
ｉ ＋ ｊ － ｎｐ

Πｉ ＋ ｊ － ｎｐ
Ｑξ Ｑεδ







ｉｊ

αＴ
ｊ

βＴ[ ]
ｊ
， Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．５０）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎｈ

ｉ ＝ ０
∑
ｎｈ

ｊ ＝ ０
［αｉ ｈｉ］

Ｑξδｉｊ ＱξΠ
Ｔ
ｉ － ｊ

Πｊ － ｉＱξ Ｑεδ
[ ]

ｉｊ

αＴ
ｊ

ｈＴ[ ]
ｊ
， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．５１）

【推论 ５ ．４ ．３】 对带 ＭＡ有色观测噪声的单通道（ｍ ＝ １）ＡＲＭＡ信号（５ ．４ ．４０）～（５ ．
４ ．４２），分别记 Ｐｉ，Ｑξ，Ｑε，Πｉ 为 ｐｉ，σ２

ξ，σ
２
ε，πｉ，则有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为

Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．４ ．５２）
其中定义多项式

ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ－ Ｎ（ｑ －１）－ ∑
ｎｐ

ｉ ＝ ０
ｐｉＬξＮ＋ ｉ（ｑ －１）Ａ（ｑ －１） （５ ．４ ．５３）

且有估值误差为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
ｐｉξ（ｔ － ｊ）＋ ∑

Ｎ＋ ｎｐ

ｊ ＝ ０
βｉε（ｔ － ｎｐ ＋ ｊ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．５４）

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
ｐｉξ（ｔ － ｊ）＋ ∑

ｎｈ

ｊ ＝ ０
ｈｊε（ｔ － ｊ）， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．５５）

带 ｎｈ ＝ ｍａｘ（－ Ｎ － １，ｎｐ），其中βｊ，ｈｊ 由合并同类项系数得到 ．相应的估值误差方差为
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Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
ｐ２ｊσ２

ξ ＋ ∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｊ ＝ ０
β

２
ｊσ２

ε － ２∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
∑
Ｎ＋ ｎｐ

ｉ ＝ ０
ｐｊβｉσ２

ξπｉ ＋ ｊ － ｎｐ
， Ｎ ≥ ０ （５ ．４ ．５６）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
ｐ２ｊσ２

ξ ＋ ∑
ｎｈ

ｊ ＝ ０
ｈ２ｊσ２

ε － ２∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
∑
ｎｈ

ｉ ＝ ０
ｐｊｈｉσ２

ξπｊ － ｉ， Ｎ ＜ ０ （５ ．４ ．５７）

【例 ５ ．４ ．１】 考虑系统
（１ ＋ ａｑ－１）ｓ（ｔ）＝ ｗ（ｔ － １） （５ ．４ ．５８）

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｂ ＋ ｖ（ｔ） （５ ．４ ．５９）
ｖ（ｔ）＝（１ ＋ ｐｑ－１）ξ（ｔ） （５ ．４ ．６０）

其中 ｓ（ｔ）为待估信号，ｂ为观测系统偏差，ｙ（ｔ）为对 ｓ（ｔ）的观测信号，ｖ（ｔ）为ＭＡ有色观
测噪声，ξ（ｔ）和 ｗ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ξ和σ２
ｗ 的相互独立高斯白噪声，问题是求

Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）和预报器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）．
引入新的观测信号 ｚ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ ｂ，则有观测方程 ｚ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ），于是系统（５ ．

４ ．５８）～（５ ．４ ．６０）可化为系统（５ ．４ ．４０）～（５ ．４ ．４２）的形式 ．仿真中取 ａ ＝ － ０ ．９５，ｂ ＝
０ ．２，σ２

ｗ ＝ ０ ．１，σ２
ξ ＝ １，ｐ ＝ ０ ．９８ ．可得 ＡＲＭＡ新息模型

（１ － ０ ．９５ｑ －１）ｚ（ｔ）＝（１ ＋ ０ ．００５ ５８２ ４ｑ －１ － ０ ．７１５ １６ｑ －２）ε（ｔ） （５ ．４ ．６１）
其中新息方差σ２

ε ＝ １ ．３０１ ８ ．应用推论 ５ ．４ ．３可求得 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）和 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １），且可求得
估值误差方差各为

Ｐ（２）＝ ０ ．３６０ ３４， Ｐ（－ １）＝ １ ．８０９ ９ （５ ．４ ．６２）
于是 Ｐ（２）＜ Ｐ（－ １）．这说明 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）的精度比 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）高 ．仿真结果如图 ５ ．４ ．１
和图 ５ ．４ ．２所示，其中实线表示真实值 ｓ（ｔ），虚线表示估值 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）或 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）．比
较这两个图形也可看到 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）的精度高于 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）的精度 ．

图 ５ ．４ ．１ 信号 ｓ（ｔ）和Ｗｉｅｎｅｒ平滑器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

图 ５ ．４ ．２ 信号 ｓ（ｔ）和Ｗｉｅｎｅｒ预报器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）

５ ．５ 多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器

估计一个随机系统的输入信号叫反卷积（Ｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）或输入估计，广泛应用于信
号处理、通信与控制领域，文献［１３，１６，１９，２５，２９，３１，７１，７９，８７，８８］已用 Ｋａｌｍａｎ 滤波方
法［１３］，或多项式方法［７９，８７，８８］，或现代时间序列分析方法［１９］提出了不同的反卷积滤波器 ．
本节介绍文献［１］用现代时间序列分析方法，基于 ＡＲＭＡ新息模型和白噪声估值器提出
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的 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器，并提出了估值误差方差阵的计算公式 ．
考虑多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积问题：

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．５ ．１）
Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．２）

其中 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ为待估的ＡＲＭＡ信号，它作为输入被动态系统（５ ．５ ．２）观测，ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ是
观测信号，ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖ 的相互独立白噪声 ．
ｑ －１ 为单位滞后算子，多项式矩阵 Ａ（ｑ －１），…，Ｒ（ｑ －１）有形式 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ …

＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ，且 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｐ０ ＝ Ｉｍ ．设初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞，问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），

ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求 ｓ（ｔ）的Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜
０，各称其为反卷积滤波器、平滑器或预报器 ．

将（５ ．５ ．１）代入（５ ．５ ．２）引出
ｙ（ｔ）＝ Ｐ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｐ －１（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）（５ ．５ ．３）

引入左素分解
［Ｐ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），Ｐ －１（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）］＝ Λ－１（ｑ －１）［珚Ｂ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１）］

（５ ．５ ．４）

ｙ（ｔ）＝［Ｐ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），Ｐ －１（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）］
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]） ＝

Λ－１（ｑ －１）［珚Ｂ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１）］
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

（５ ．５ ．５）

这引出

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝珚Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珚Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．６）
假设［１］（珚Ｂ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１））左素或无行列式的零点在单位圆上的左因式，则有 ＡＲＭＡ新息
模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．５ ．７）
其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有
关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝珚Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珚Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．８）
【引理 ５ ．５ ．１】 白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．９）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．１０）

或
ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ（ε－１）ε（ｔ ＋ Ｎ）， ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ε－１）ε（ｔ ＋ Ｎ）（５ ．５ ．１１）

带伪交换
Ｄ－１（ｑ －１）Λ（ｑ －１）＝ 珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．５ ．１２）

珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，珟Λ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔＤ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１），ｎｄ ＝ ｎ珘ｄ，ｎλ ＝ ｎ珓λ ．

Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｗＦＴ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０

·９８２·



Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０； Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．５ ．１３）
Ｆｉ 和Ｇｉ 可递推计算为

Ｆｉ ＝ － Ｄ１Ｆｉ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｆｉ － ｎｄ ＋珚Ｂ ｉ，

Ｇｉ ＝ － Ｄ１Ｇｉ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｇｉ － ｎｄ ＋珚Ｒ ｉ （５ ．５ ．１４）

其中规定 Ｆｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｇｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），珚Ｂ ｉ ＝ ０（ｉ ＜ ｎ珋ｂ），珚Ｒ ｉ ＝ ０（ｉ ＜ ｎ珋ｒ）．
【引理 ５ ．５ ．２】 ｓｔｒｍ预报器为

ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．１５）
其中 Ｊ － Ｎ（ｑ －１）定义为

珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）＋ ｑＮＪ － Ｎ（ｑ －１）， Ｎ ＜ ０
Ｊ － Ｎ（ｑ －１）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）ｑ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （５ ．５ ．１６）

预报误差珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）计算为
珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．５ ．１７）

为了求 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），我们希望将问题归结为求白噪声估值器和预测预报器 ．由（５ ．５ ．
１）和（５ ．５ ．２）有关系

Ω

ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ － １）



ｓ（ｔ － ｎａ － ｎｂ ＋ １

















）

＝

Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）


Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ｎｂ ＋ １）

Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）－ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）


Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ － ｎａ ＋ １）－ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ － ｎａ ＋ １



















）

（５ ．５ ．１８）
其中Ω 是如下（ｎａ ＋ ｎｂ）ｍ ×（ｎａ ＋ ｎｂ）ｍ 矩阵：

Ω ＝

Ｉｍ Ａ１ Ａ２ …Ａｎａ －１
Ａｎａ

０ … ０

０ Ｉｍ Ａ１ Ａ２ …Ａｎａ －１
Ａｎａ

…


０ …０ Ｉｍ Ａ１ Ａ２ … Ａｎａ

Ｂ０ Ｂ１ Ｂ２ …Ｂｎｂ －１
Ｂｎｂ

０ … ０

０ Ｂ０ Ｂ１ Ｂ２ …Ｂｎｂ －１
Ｂｎｂ

…


０ …０ Ｂ０ Ｂ１ Ｂ２ … Ｂｎ





























ｂ

（５ ．５ ．１９）

这是结式矩阵或 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 矩阵 ． 为了保证 Ω 非异，在单通道情形（ｍ ＝ ｎ ＝ １），由
（Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１））互质可引出Ω 是非异方阵 ．在多通道情形，为了保证Ω 非异，应假设
（Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１））左素 ．于是由（５ ．５ ．１８）和（５ ．５ ．１９）有如下引理 ．

【引理 ５ ．５ ．３】 ｓ（ｔ）有非递推表达式

ｓ（ｔ）＝ ∑
ｎｂ －１

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ｉ）＋ ∑
ｎａ －１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ［Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ － ｉ）－ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ － ｉ）］

（５ ．５ ．２０）
·０９２·



其中Ω（１）
ｉ ，Ω（２）

ｉ 为ｍ × ｍ 阵，它们由如下分块表示定义：
［Ω（１）

０ …Ω（１）
ｎｂ －１Ω

（２）
０ …Ω（１）

ｎａ －１
］＝［Ｉｎ ０…０］Ω－１ （５ ．５ ．２１）

且有非递推最优反卷积滤波器

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｂ －１

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ ∑
ｎｃ

ｊ ＝ ０
Ｃｊｗ^（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑

ｎａ －１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ×

［∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
Ｐｊ ｙ^（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑

ｎｒ

ｊ ＝ ０
Ｒｊ ｖ^（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］

（５ ．５ ．２２）
证明 由Ω 为非异的假设，对（５ ．５ ．１８）取矩阵逆运算有
ｓ（ｔ）
ｓ（ｔ － １）

ｓ（ｔ － ｎａ － ｎｂ ＋ １











）

＝ Ω－１

Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）



Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ － ｎａ ＋ １）－ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ － ｎａ ＋ １











）

（５ ．５ ．２３）
由定义（５ ．５ ．２１）和（５ ．５ ．２３）引出（５ ．５ ．２０）．当 Ａ（ｑ －１）和 Ｐ（ｑ －１）稳定时，对（５ ．５ ．２０）取射
影运算立刻得（５ ．５ ．２２）．当 Ａ（ｑ －１）和 Ｐ（ｑ －１）至少有一个不稳定时，对 ｙ（ｔ）不能直接取
射影运算，可类似于引理 ５ ．３ ．２求 Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ － ｉ）的预报器，从而得到（５ ．５ ．２２）． □
【引理 ５ ．５ ．４】 下述公式成立

Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ ＱｖＧＴ
ｉ － ｔ （５ ．５ ．２４）

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ ＱｗＦＴ
ｉ － ｔ （５ ．５ ．２５）

【定理 ５ ．５ ．１】 多通道ＡＲＭＡ信号（５ ．５ ．１）和（５ ．５ ．２）有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤
波器

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．２６）
或等价地表为 ＡＲＭＡ递推形式

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．２７）
其中多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）定义为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
ｎｂ －１

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ ∑
ｎｃ

ｊ ＝ ０
ＣｊＬｗ

Ｎ＋ ｉ＋ ｊ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）＋

∑
ｎａ －１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ［∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
ＰｊＪ － ｉ － ｊ － Ｎ（ｑ －１）－ ∑

ｎｒ

ｊ ＝ ０
ＲｊＬｖ

Ｎ＋ ｉ ＋ ｊ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）］ （５ ．５ ．２８）

证明 将（５ ．５ ．９），（５ ．５ ．１０）和（５ ．５ ．１５）代入（５ ．５ ．２２）引出（５ ．５ ．２６）～（５ ．５ ．２８）．由
ｄｅｔＤ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）和 Ｄ（ｑ －１）的稳定性引出珟Ｄ（ｑ －１）是稳定的 ．因而（５ ．５ ．２６）或（５ ．
５ ．２７）是渐近稳定的 ． □
【定理 ５ ．５ ．２】 当 Ｎ ≥ ０时估值误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｂ －１

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ ∑
ｎｃ

ｊ ＝ ０
Ｃｊ［ｗ（ｔ － ｉ － ｊ）－ ｗ^（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］－

∑
ｎａ －１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ∑
ｎｒ

ｊ ＝ ０
Ｒｊ［ｖ（ｔ － ｉ － ｊ）－ ｖ^（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］， Ｎ ≥ ０

（５ ．５ ．２９）
·１９２·



它可等价地表为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
Ω（３）

ｊ ｗ（ｔ － ｊ）＋ ∑
ｎ２

ｊ ＝ ０
Ω（４）

ｊ ｖ（ｔ － ｊ）＋ ∑
ｎ０＋ Ｎ

ｊ ＝ ０
Ω（５）ε（ｔ － ｎ０ ＋ ｊ），

Ｎ ≥ ０ （５ ．５ ．３０）
其中Ω（ｉ）

ｊ ，ｉ ＝ ３，４，５，由合并（５ ．５ ．２９）同类项得到，且定义
ｎ１ ＝ ｎｂ ＋ ｎｃ － １， ｎ２ ＝ ｎａ ＋ ｎｒ － １， ｎ０ ＝ ｍａｘ（ｎ１，ｎ２） （５ ．５ ．３１）

也可将（５ ．５ ．３０）统一地表为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０＋ Ｎ

ｊ ＝ ０
［Ω（３）

ｊ ｗ（ｔ － ｊ）＋ Ω（４）
ｊ ｖ（ｔ － ｊ）＋ Ω（５）

ｊ ε（ｔ － ｎ０ ＋ ｊ）］，

Ｎ ≥ ０ （５ ．５ ．３２）
其中规定Ω（３）

ｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎ１），Ω（４）
ｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎ２）．

当 Ｎ ＜ ０时估值误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）有表达式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
Ω（３）

ｊ ｗ（ｔ － ｊ）＋ ∑
ｎ２

ｊ ＝ ０
Ω（４）

ｊ ｖ（ｔ － ｊ）＋ ∑
ｎ３

ｊ ＝ ０
Ω（６）

ｊ ε（ｔ － ｊ），

Ｎ ＜ ０， ｎ３ ＝ ｍａｘ（－ Ｎ － １，ｎ０） （５ ．５ ．３３）
或表为统一形式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ３

ｊ ＝ ０
［Ω（３）

ｊ ｗ（ｔ － ｊ）＋ Ω（４）
ｊ ｖ（ｔ － ｊ）＋ Ω（６）

ｊ ε（ｔ － ｊ）］，

Ｎ ＜ ０ （５ ．５ ．３４）
其中规定Ω（３）

ｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎ１），Ω（４）
ｊ ＝ ０（ｊ ＞ ｎ２）．

证明 当 Ｎ ≥ ０时，注意 ｙ^（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ － ｉ － ｊ），ｉ，ｊ ＝ ０，１，…，于是
由（５ ．５ ．２０）和（５ ．５ ．２２）引出（５ ．５ ．２９）．应用新息滤波器（５ ．５ ．１１），合并（５ ．５ ．２９）同类项系
数阵容易得到（５ ．５ ．３０），进而得（５ ．５ ．３２）．

当 Ｎ ＜ ０时，由（５ ．５ ．２０）和（５ ．５ ．２２）有项

∑
ｎａ －１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ∑
ｎｐ

ｊ ＝ ０
Ｐｊ珓ｙ（ｔ － ｉ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．３５）

是ε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １），…，ε（ｔ）的线性组合 ．而项

－ ∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
Ω（３）

ｉ ｗ^（ｔ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑
ｎ２

ｊ ＝ ０
Ω（４）

ｉ ｖ^（ｔ － ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．３６）

当 ｎ０≥－ Ｎ时才不为零，且是ε（ｔ － ｎ０），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）的线性组合 ．于是由（５ ．５ ．２０）和（５ ．
５ ．２２）及上两式得（５ ．５ ．３４）．证毕 ． □
【定理 ５ ．５ ．３】 估值误差方差阵 Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ０＋ Ｎ

ｉ ＝ ０
∑
ｎ０＋ Ｎ

ｊ ＝ ０
［Ω（３）

ｉ ，Ω（４）
ｉ ，Ω（５）

ｉ ］

Ｑｗδｉｊ ０ ＱｗＦＴ
ｉ ＋ ｊ － ｎ０

０ Ｑｖδｉｊ ＱｖＧＴ
ｉ ＋ ｊ － ｎ０

Ｆｉ ＋ ｊ － ｎ０
Ｑｗ Ｇｉ ＋ ｊ － ｎ０

Ｑｖ Ｑεδ











ｉｊ

Ω（３）
ｊ

Ω（４）
ｊ

Ω（５）











ｊ

， Ｎ ≥ ０

（５ ．５ ．３７）

·２９２·



Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ３

ｉ ＝ ０
∑
ｎ３

ｊ ＝ ０
［Ω（３）

ｉ ，Ω（４）
ｉ ，Ω（６）

ｉ ］
Ｑｗδｉｊ ０ ＱｗＦＴ

ｉ － ｊ

０ Ｑｖδｉｊ ＱｖＧＴ
ｉ － ｊ

Ｆｊ － ｉＱｗ Ｇｊ － ｉＱｖ Ｑεδ









ｉｊ

Ω（３）
ｊ

Ω（４）
ｊ

Ω（５）











ｊ

， Ｎ ＜ ０

（５ ．５ ．３８）
证明 当 Ｎ ≥ ０时（５ ．５ ．３２）可写为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０＋ Ｎ

ｊ ＝ ０
［Ω（３）

ｊ ，Ω（４）
ｊ ，Ω（５）

ｊ ］
ｗ（ｔ － ｊ）
ｖ（ｔ － ｊ）

ε（ｔ － ｎ０ ＋ ｊ









）
， Ｎ ≥ ０ （５ ．５ ．３９）

而当 Ｎ ＜ ０时（５ ．５ ．３５）可写为

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ３

ｊ ＝ ０
［Ω（３）

ｊ ，Ω（４）
ｊ ，Ω（６）

ｊ ］
ｗ（ｔ － ｊ）
ｖ（ｔ － ｊ）

ε（ｔ － ｊ









）
， Ｎ ＜ ０ （５ ．５ ．４０）

利用上两式和（５ ．５ ．２４）和（５ ．５ ．２５）得（５ ．５ ．３７）和（５ ．５ ．３８）． □
考虑多通道 ＡＲＭＡ信号 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．５ ．４１）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ） （５ ．５ ．４２）

Ｐ（ｑ －１）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．４３）
其中（５ ．５ ．４１）同（５ ．５ ．１），ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ 为观测信号，η（ｔ）为服从 ＡＲＭＡ模型（５ ．５ ．４３）的有
色观测噪声 ． ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）的假设同系统（５ ．５ ．１）和（５ ．５ ．２）．问题是基于理论（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），
ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求信号 ｓ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

问题可化为特殊的反卷积问题 ．事实上由（５ ．５ ．４２）～（５ ．５ ．４３）可得
Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．４４）

它是（５ ．５ ．２）取 Ｂ（ｑ －１）＝ Ｐ（ｑ －１）的特殊情形 ．于是有如下定理 ．
【定理 ５ ．５ ．４】 带ＡＲＭＡ有色观测噪声的多通道ＡＲＭＡ信号（５ ．５ ．４１）～（５ ．５ ．４３）有

渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ滤波器（５ ．５ ．２６）～（５ ．５ ．２８），其中推导中应置 Ｂ（ｑ －１）＝ Ｐ（ｑ －１）．而估
值误差方差阵由（５ ．５ ．３７）和（５ ．５ ．３８）计算 ．
【注 ５ ．５ ．１】 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．５ ．７）也可用引入如下伪交换得到：

Ｂ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）＝珟Ａ－１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１） （５ ．５ ．４５）
带 珟Ａ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔ珟Ａ（ｑ －１） ＝ ｄｅｔ珟Ａ（ｑ －１）． 设（珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１）

Ｒ（ｑ －１））左素，且（珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１））无行列式零点在单位圆上的左因式 ．
将（５ ．５ ．１）代入（５ ．５ ．２）有

Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．４６）
将（５ ．５ ．４５）代入上式有

珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）（５ ．５ ．４７）
这引出 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．５ ．４８）

Λ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１） （５ ．５ ．４９）
Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝珚Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珚Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．５０）
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珚Ｂ（ｑ －１）＝珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１） （５ ．５ ．５１）
【注 ５ ．５ ．２】 对于 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题（５ ．５ ．４１）～（５ ．５ ．４３），引入伪交换

Ｐ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）＝珟Ａ －１（ｑ －１）珘Ｐ（ｑ －１） （５ ．５ ．５２）
带珘Ｐ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔＡ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ珟Ａ（ｑ －１），也可导出 ＡＲＭＡ新息模型 ．事实上，将（５ ．５ ．４１）和
（５ ．５ ．４３）代入（５ ．５ ．４２）有

Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．５３）
将（５ ．５ ．５２）代入（５ ．５ ．５３）有 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．５ ．５４）
Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝珚Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珚Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．５５）

Λ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１） （５ ．５ ．５６）
珚Ｂ（ｑ －１）＝珘Ｐ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１） （５ ．５ ．５７）

其中假设（Λ（ｑ －１），珚Ｂ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１））左素，且（珚Ｂ（ｑ －１），珚Ｒ（ｑ －１））无行列式的零点位于单
位圆上的左因式 ．
【注 ５ ．５ ．３】 用本节方法可进一步解决如下一般反卷积问题［１，８８］：

ｓ（ｔ）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．５ ．５８）
ｙ（ｔ）＝ Φ －１（ｑ －１）Ψ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｌ －１（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．５ ．５９）

其中 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｓ（ｔ）∈ Ｒｎ，Φ（ｑ －１），…，Ｍ（ｑ －１）为 ｑ －１的多项式矩阵，且设首系阵Φ０ ＝
Ｉｍ，Ｌ０ ＝ Ｉｍ，Ａ０ ＝ Ｉｎ ．假设 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ，ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ，ξ（ｔ）∈ Ｒｍ 是带零均值白噪声，ξ（ｔ）
独立于 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ），但 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ） ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ，

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．５ ．６０）

引入左素分解
Ｐ －１（ｑ －１）［Ｂ（ｑ －１），Ｒ（ｑ －１）］＝［Φ －１（ｑ －１）Ψ（ｑ －１），Ｌ －１（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）］ （５ ．５ ．６１）

则化为等价的反卷积问题：
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）

Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．５ ．６２）
可进一步用本节方法解决反卷积问题 ．

可用如下雷达跟踪系统［１］来说明反卷积问题（５ ．５ ．５８）～（５ ．５ ．６０）的应用背景：
ｘ（ｔ ＋ １）＝ ｘ（ｔ）＋ ｓ（ｔ）Ｔ０ ＋ ｗ（ｔ）Ｔ２

０ ／ ２ （５ ．５ ．６３）

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ ｗ（ｔ）Ｔ０ （５ ．５ ．６４）

ｙ（ｔ）＝ ｘ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．５ ．６５）
其中 Ｔ０为采样周期，ｘ（ｔ），ｓ（ｔ），ｗ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ０运动目标的位置、速度和加速度，设

ｗ（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２
ｗ和σ２

ξ的独立白噪声 ． ｙ（ｔ）是对位置的观测信号，ξ（ｔ）
是观测噪声 ．问题是基于位置观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求速度 ｓ（ｔ）的Ｗｉｅｎｅｒ滤
波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．该问题等价于如下单通道反卷积问题：

ｙ（ｔ）＝
Ｔ０ ｑ －１

１ － ｑ－１ ｓ（ｔ）＋
Ｔ２
０ ｑ －１

２（１ － ｑ－１）ｖ
（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．５ ．６６）

（１ － ｑ－１）ｓ（ｔ）＝ Ｔ０ｗ（ｔ － １） （５ ．５ ．６７）

·４９２·



ｖ（ｔ）＝ ｗ（ｔ） （５ ．５ ．６８）
显然 ｖ（ｔ）与 ｗ（ｔ）是相关白噪声，即

Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ）］＝σ２
ｗ ＝ ｓ （５ ．５ ．６９）

即（５ ．５ ．６０）成立 ．
对于 单 通 道 系 统（５ ．５ ．１） 和（５ ．５ ．２）， 设（Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），

Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１））互质，且（Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１））无零点在单位圆上的左因式，
由注 ５ ．５ ．１，可得 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．５ ．７０）

Λ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），珔Ｂ（ｑ －１）＝ Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），
珔Ｒ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１） （５ ．５ ．７１）

【定理 ５ ．５ ．５】 对于单通道反卷积问题（５ ．５ ．１）和（５ ．５ ．２）有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ反卷
积滤波器

Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．５ ．７２）

其中多项式 ＫＮ（ｑ －１）由（５ ．５ ．２８）定义，但应置珟Λ（ｑ －１）＝ Λ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）．估计
误差方差由定理 ５ ．５ ．３计算 ．

证明 注意对单通道有珟Ａ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｄ（ｑ －１），由定理 ５ ．５ ．１得证 ．
【注 ５ ．５ ．４】 定理 ５ ．５ ．５的方法和结果可推广到处理如下单通道反卷积问题：

ｙ（ｔ）＝ Ψ（ｑ －１）
Φ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｍ（ｑ －１）

Ｌ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．５ ．７３）

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．５ ．７４）

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗ（ｊ） ｖ（ｊ{ }）］ ＝
σ２

ｗ ｓ

ｓ σ２[ ]
ｖ
δｔｊ （５ ．５ ．７５）

（５ ．５ ．６６）～（５ ．５ ．６９）就是这类单通道系统 ．引入多项式互质分解

Ψ（ｑ －１）
Φ（ｑ －１）

，Ｍ（ｑ －１）
Ｌ（ｑ －１[ ]） ＝ １

Ｐ（ｑ －１）
［Ｂ（ｑ －１），Ｒ（ｑ －１）］ （５ ．５ ．７６）

则原系统化为等价的反卷积系统
Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．５ ．７７）

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．５ ．７８）
【例 ５ ．５ ．１】 考虑跟踪系统

ｓ（ｔ ＋ １）＝ ｓ（ｔ）＋ Ｔ０
ｓ（ｔ） （５ ．５ ．７９）

ｓ（ｔ）＝ ａｓ（ｔ － １）＋ ｗ（ｔ） （５ ．５ ．８０）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ） （５ ．５ ．８１）

（１ ＋ ｐｑ－１）η（ｔ）＝（１ ＋ ｒｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．８２）
其中 Ｔ０ 为采样周期，ｓ（ｔ）和 ｓ（ｔ）各为在采样时刻 ｔＴ０ 处运动目标的位置和速度，ｙ（ｔ）是
对位置 ｓ（ｔ）的观测信号，η（ｔ）是 ＡＲＭＡ有色观测噪声，ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为

σ２
ｗ 和σ２

ｖ的相互独立高斯白噪声 ．取 Ｎ ＝ １和 Ｎ － １，问题是求位置信号 ｓ（ｔ）的Ｗｉｅｎｅｒ跟

踪滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）．
将（５ ．５ ．８０）代入（５ ．５ ．７９）消去 ｓ（ｔ）可得 ｓ（ｔ）的 ＡＲＭＡ模型
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（１ － ａｑ－１）（１ － ｑ－１）ｓ（ｔ）＝ Ｔ０ｗ（ｔ － １） （５ ．５ ．８３）
系统（５ ．５ ．８３），（５ ．５ ．８１）和（５ ．５ ．８２）具有（５ ．５ ．４１）～（５ ．５ ．４３）的形式 ．仿真中取 Ｔ０ ＝
０ ．１，ａ ＝ ０ ．９８，ｐ ＝ ０ ．７，ｒ ＝ ０ ．８，σ２

ｗ ＝ ０ ．１，σ２
ｖ ＝ ０ ．６，可得 ＡＲＭＡ新息模型为

（１ － ０ ．９８ｑ －１）（１ － ｑ－１）（１ ＋ ０ ．７ｑ －１）ｙ（ｔ）＝
（１ － ０ ．９２１ ７２ｑ －１ － ０ ．６２１ ７８ｑ －２ ＋ ０ ．６０４ ４４ｑ －３）ε（ｔ） （５ ．５ ．８４）

其中新息方差σ２
ε ＝ ０ ．７７８ ２４ ．于是由定理 ５ ．５ ．３和定理 ５ ．５ ．４可求得 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器

ｓ^（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １），且可求得估值误差方差各为
Ｐ（０）＝ ０ ．１５２ ７４６， Ｐ（－ １）＝ ０ ．１９８ １２ （５ ．５ ．８５）

可见 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）的精度高于 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）的精度 ．仿真结果如图 ５ ．５ ．１和图 ５ ．５ ．２所示，其中
实线代表真实值 ｓ（ｔ），虚线代表估值 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）或 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）．

图 ５ ．５ ．１ 信号 ｓ（ｔ）和Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤
波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ）

图 ５ ．５ ．２ 信号 ｓ（ｔ）和Ｗｉｅｎｅｒ跟踪预
报器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ － １）

【注 ５ ．５ ．１】 例 ５ ．５ ．１也可用状态空间方法基于经典稳态Ｋａｌｍａｎ滤波处理 ．（５ ．５ ．８３）
有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝
１ ＋ ａ １
－ ａ[ ]０ α（ｔ）＋

Ｔ０[ ]０
ｗ（ｔ） （５ ．５ ．８６）

ｓ（ｔ）＝［１ ０］α（ｔ） （５ ．５ ．８７）
（５ ．５ ．８２）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝ － ｐβ（ｔ）＋（ｒ － ｐ）ｖ（ｔ） （５ ．５ ．８８）

η（ｔ）＝β（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．５ ．８９）
于是有增广系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
１ ＋ ａ １ ０
－ ａ ０ ０
０ ０ －









ｐ
ｘ（ｔ）＋

Ｔ０ ０
０ ０
０ ｒ －









ｐ

ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

（５ ．５ ．９０）

ｙ（ｔ）＝［１ ０ １］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．５ ．９１）
其中定义 ｘ（ｔ）＝［αＴ（ｔ），β

Ｔ（ｔ）］Ｔ，且有关系
ｓ（ｔ）＝［１ ０ ０］ｘ（ｔ） （５ ．５ ．９２）

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［１ ０ ０］^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＝ ０，－ １ （５ ．５ ．９３）
记估值 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的误差方差阵各为 Ｐｓ（Ｎ）和 Ｐｘ（Ｎ），则有关系

Ｐｓ（Ｎ）＝［１ ０ ０］Ｐｘ（Ｎ）［１ ０ ０］Ｔ （５ ．５ ．９４）
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用稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波方法可求得
Ｐｓ（Ｎ）＝ ０ ．１５２ ７４６， Ｐｓ（－ １）＝ ０ ．１９８ １２ （５ ．５ ．９５）

它相同于应用定理 ５ ．５ ．３的结果（５ ．５ ．８５）．

５ ．６ 统一的 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器

经典稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波要求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，且稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波、平滑和预报尚无统一
算法 ．本节介绍用现代时间序列分析方法［１］，基于ＡＲＭＡ新息模型和白噪声估值器及观测
预报器提出的统一的 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器［１，１７１，１７２］，可统一处理状态滤波、平滑和预报问
题 ．避免了 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ．方法原理是利用系统可观性，可将系统状态表为白噪声和观测的
线性组合，因而可将状态估计问题转化为白噪声估计和观测预报问题 ．有关结果可见文献
［１８，２０，２７，３４，３６，３７，５８，６１，１７１，１７２］．特别本节还进一步提出了状态估计误差方差阵的
计算公式，可用于处理信息融合状态估计问题 ．［１９７ ～ ２０５］

考虑线性离散定常随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．６ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．６ ．２）
其中状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，Φ，Γ，Ｈ 为适当维数常阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖ、相关阵为 Ｓ 的

白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ），ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ，

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．６ ．３）

【假设 ２】 系统是完全可观的，即
ｒａｎｋΩ ＝ ｎ， Ω ＝［ＨＴ，（ＨΦ）Ｔ，…，（ＨΦβ－１）Ｔ］Ｔ （５ ．６ ．４）

其中β为可观性指数 ．还设系统是完全能稳的［１７３］．
【假设 ３】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
Ｗｉｅｎｅｒ状态估计问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求状态 ｘ（ｔ）的线性最

小方差（最优）Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），它具有以 ｙ（ｔ ＋ Ｎ）作为输入的传递函数
形式 ．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０，各称其为 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器、平滑器或预报器 ．

由（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．６ ．５）

其中 ｑ －１ 为单位滞后算子 ．引入左素分解
Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．６ ．６）

带 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｂ０ ＝ ０ ．将上式代入（５ ．６ ．４）引出

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．６ ．７）
由（Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１））左素和假设 １引出［１］存在 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．６ ．８）
其中新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ的零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，且有
关系
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Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．６ ．９）
Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．

从（５ ．６ ．７）～（５ ．６ ．９）出发可由节 ５ ．１ ．１和节 ５ ．１ ．２的公式求白噪声估值器 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）和 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），且由（５ ．６ ．８）可求观测预报器 ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ≤ ０）（５ ．３ ．２３）．
【引理 ５ ．６ ．１】 系统（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）在假设 １ ～ ３下，状态 ｘ（ｔ）有非递推表达式

ｘ（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［ｙ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓｗ（ｔ ＋ ｊ）－ ｖ（ｔ ＋ ｉ）］ （５ ．６ ．１０）

其中规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）且 ｊ ≥ ０，ｎ × ｍ 阵Ωｉ 定义为

Ω＋ ＝（ΩＴΩ）－１ΩＴ ＝［Ω０，Ω１，…，Ωβ－１］ （５ ．６ ．１１）
其中Ω 由（５ ．６ ．４）定义 ．非递推最优状态估值器为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［ｙ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓｗ^（ｔ ＋ ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

ｖ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （５ ．６ ．１２）
证明 重复应用（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）引出关系

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

ｘ（ｔ）＝

ｙ（ｔ）－ ｖ（ｔ）
ｙ（ｔ ＋ １）－ ＨΓｗ（ｔ）－ ｖ（ｔ ＋ １）


ｙ（ｔ ＋β － １）－ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
ＨΦβ－２－ ｉΓｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ｖ（ｔ ＋β － １













）

（５ ．６ ．１３）
应用假设２及分块表示（５ ．６ ．１１）引出（５ ．６ ．１０），其中规定当 ｉ ＝ ０时，（５ ．６ ．１０）右边中括号
内第二项为零，即规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）且 ｊ ≥ ０ ．

对于稳定系统（Φ 稳定），取（５ ．６ ．１０）两边各项到无穷维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ），
ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）上的射影得（５ ．６ ．１２）．对不稳定系统（Φ为不稳定矩阵），先取 ｔ０为有限
初始时刻，取（５ ．６ ．１０）两边各项到有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ），ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…，
ｙＴ（ｔ０））上的射影可得非稳态关系（５ ．６ ．１２），然后令 ｔ０ →－ ∞ 引出稳态估值关系（５ ．６ ．

１２），其中应用稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波理论［１７３］引出（５ ．６ ．１２）中各项稳态估值均存在 ． □
【引理 ５ ．６ ．２】 系统（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，有白噪声新息滤波器和

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器各为

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．６ ．１４）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．６ ．１５）
有观测预报器

ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ－１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．６ ．１６）

预报误差为
珓ｙ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．６ ．１７）

其中 ＬθＮ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１），Ｊ － Ｎ（ｑ －１），Ｅ － Ｎ（ｑ －１）用节 ５ ．１ ～ 节 ５ ．３有关公式计算 ．
【引理 ５ ．６ ．３】 下述公式成立

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λｗ
ｉ－ ｔ， Λｗ

ｉ ＝ ＱｗＦＴ
ｉ ＋ ＳＧＴ

ｉ
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Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λｖ
ｉ－ ｔ， Λｖ

ｉ ＝ ＱｖＧＴ
ｉ ＋ ＳＴＦＴ

ｉ （５ ．６ ．１８）
其中 Ｆｉ 和Ｇｉ 由（５ ．１ ．３６）置 Ｃｊ ＝ Ａｊ 计算 ．
【定理 ５ ．６ ．１】 系统（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）在假设 １ ～ ３下，有统一的渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ

状态估值器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．６ ．１９）

其中定义多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［Ｊｉ － Ｎ（ｑ －１）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓＬｗ

Ｎ－ ｊ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）－

Ｌｖ
Ｎ－ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）］ （５ ．６ ．２０）

其中规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）且 ｊ ≥ ０ ．它有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．６ ．２１）

证明 将（５ ．６ ．１４）～（５ ．６ ．１６）代入（５ ．６ ．１２）得（５ ．６ ．１９）和（５ ．６ ．２０）．将珟Ｄ －１（ｑ －１）
＝ ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）／ ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）代入（５ ．６ ．１９）得（５ ．６ ．２１）． 由 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１） ＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１），由
Ｄ（ｑ －１）的稳定性引出珟Ｄ（ｑ －１）是稳定的，因而（５ ．６ ．１９）或（５ ．６ ．２１）是渐近稳定的 ．证毕 ．

□
在某些应用中人们仅对状态的某个或某些分量的估值器感兴趣，为了减小计算负担，

只计算感兴趣状态分量估值器即可 ．这引出如下解耦 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．引入状态分量
表示

ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）］Ｔ （５ ．６ ．２２）

并将 ｎ × ｍ 多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）分块表示为

ＫＮ（ｑ －１）＝

ＫＮ１（ｑ －１）


ＫＮｍ（ｑ －１









）

（５ ．６ ．２３）

其中 ＫＮｉ（ｑ －１）为 １ × ｍ多项式矩阵，由定理 ５ ．６ ．１立刻得如下分量解耦 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值
器 ．
【定理 ５ ．６ ．２】 系统（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，有渐近稳定的分量解耦

Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮｉ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，ｎ （５ ．６ ．２４）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）是分量 ｘｉ（ｔ）的 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．
【注 ５ ．６ ．１】 所谓分量解耦状态估值器是指计算分量估值器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）时，不需要

计算 ｘ^ ｊ（ｔ － ｋ ｜ ｔ ＋ Ｎ － ｋ）（ｊ ≠ ｉ），ｋ ＝ １，３，… ．
下面来求估值误差表达式及估值误差方差阵 ．
由（５ ．６ ．１０）减（５ ．６ ．１２），用合并同类项 ｗ（ｔ ＋ ｊ）和 ｗ^（ｔ ＋ ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的系数阵方法，

可得估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ珓ｙ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑

β－２

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）－

∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ ｖ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．６ ．２５）
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其中Ωｉ 由（５ ．６ ．１１）定义，Ωｗ
ｉ 由合并（５ ．６ ．１０）和（５ ．６ ．１２）中的同类项 ｗ（ｔ ＋ ｉ）的系数阵

得到 ．因为由引理 ５ ．６ ．２珓ｙ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｗ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）均可用新
息ε（ｔ ＋ ｉ）的线性组合表示，可得下述定理给出的表达式 ．
【定理 ５ ．６ ．３】 系统（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）在假设 １ ～ ３ 下，估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝

ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）有如下表达式：

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

ｎ０

ｉ ＝ ０
Ωｃ

ｉε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０

（５ ．６ ．２６）
其中定义 ｎ０ ＝ ｍａｘ（β － １，Ｎ），Ωｃ

ｉ 由合并同类项系数阵得到 ．

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

ｎ１

ｉ ＝ ０
Ωｙ

ｉε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｉ），

Ｎ ＜ ０ （５ ．６ ．２７）
其中定义 ｎ１ ＝β － ２ － Ｎ，Ωｙ

ｉ 由合并同类项系数阵得到 ．
（５ ．６ ．２６）和（５ ．６ ．２７）可表为统一形式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｃ
ｉε（ｔ ＋ ｉ）］， Ｎ ≥ ０

（５ ．６ ．２８）
其中规定：Ωｗ

ｉ ＝ ０（ｉ ＞β － ２），Ωｉ ＝ ０（ｉ ＞β － １）．

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｙ
ｉε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｉ）］， Ｎ ＜ ０

（５ ．６ ．２９）
其中规定：Ωｗ

ｉ ＝ ０（ｉ ＞β － ２），Ωｉ ＝ ０（ｉ ＞β － １）．
证明 当 Ｎ ≥ ０ 时，（５ ．６ ．２５）右边的第四项和第五项，应用引理 ５ ．６ ．２，可表为

ε（ｔ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）的线性组合 ．另一方面（５ ．６ ．２５）右边第一项，当β－ １ ＞ Ｎ时由引理 ５ ．
６ ．２，可表为ε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １），…，ε（ｔ ＋β － １）的线性组合 ．合并这两种情形引出（５ ．６ ．２６）．
当 Ｎ ＜ ０时，应用引理 ５ ．６ ．２，（５ ．６ ．２５）右边的第四、第五项为零，而右边第一项为ε（ｔ ＋
Ｎ ＋ １），…，ε（ｔ ＋β － １）的线性组合，这引出（５ ．６ ．２７）．证毕 ． □
【定理 ５ ．６ ．４】 系统（５ ．６ ．１）和（５ ．６ ．２）在假设 １ ～ ３下，Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器（５ ．６ ．１９）

的估值误差方差阵 Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
∑
ｎ０

ｊ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，－ Ωｉ，Ωｃ
ｉ］

Ｑｗδｉｊ Ｓδｉｊ Λｗ
ｊ － ｉ

ＳＴδｉｊ Ｑｖδｉｊ Λｖ
ｊ－ ｉ

ΛｗＴ
ｉ － ｊ ΛｖＴ

ｉ － ｊ Ｑεδ











ｉｊ

ΩｗＴ
ｊ

－ ΩＴ
ｊ

ΩｃＴ











ｊ

， Ｎ ≥ ０

（５ ．６ ．３０）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，－ Ωｉ，Ωｙ
ｉ］

Ｑｗδｉｊ Ｓδｉｊ Λｗ
Ｎ＋１＋ ｊ － ｉ

ＳＴδｉｊ Ｑｖδｉｊ Λｖ
Ｎ＋１＋ ｊ － ｉ

ΛｗＴ
Ｎ＋１＋ ｉ － ｊ ΛｖＴ

Ｎ＋１＋ ｉ － ｊ Ｑεδ











ｉｊ

ΩｗＴ
ｊ

－ ΩＴ
ｊ

ΩｙＴ











ｊ

， Ｎ ＜ ０

（５ ．６ ．３１）
·００３·



其中 ｎ０ ＝ ｍａｘ（β － １，Ｎ），ｎ１ ＝β － ２ － Ｎ ．
证明 由（５ ．６ ．２８）和（５ ．６ ．２９）有简化表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，－ Ωｉ，Ωｃ
ｉ］

ｗ（ｔ ＋ ｉ）
ｖ（ｔ ＋ ｉ）

ε（ｔ ＋ ｉ









）
， Ｎ ≥ ０ （５ ．５ ．３２）

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，－ Ωｉ，Ωｙ
ｉ］

ｗ（ｔ ＋ ｉ）
ｖ（ｔ ＋ ｉ）

ε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｉ









）
， Ｎ ＜ ０ （５ ．５ ．３３）

由此利用（５ ．６ ．３）和（５ ．６ ．１８）引出（５ ．６ ．３０）和（５ ．６ ．３１）． □
【注 ５ ．６ ．１】 在（５ ．６ ．１０）中合并有关 ｗ（ｔ ＋ ｊ）的同类项可得到一般公式如下：记有

关ｗ（ｔ ＋ ｊ）的项为

ω（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
∑
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ΩｉＨΦｉ －１－ ｊΓｗ（ｔ ＋ ｊ） （５ ．６ ．３４）

合并同类项后可表为

ω（ｔ）＝ ∑
β－２

ρ＝ ０
Ｋρｗ（ｔ ＋ρ） （５ ．６ ．３５）

其中系数阵 Ｋρ为

Ｋρ ＝ ∑
β－１

ｉ ＝ρ＋１
ΩｉＨΦｉ －１－ρΓ，ρ ＝ ０，…，β － ２ （５ ．６ ．３６）

【例 ５ ．６ ．１】 考虑带有色观测噪声的跟踪系统
ｘ（ｔ）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．６ ．３７）
ｚ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋η（ｔ） （５ ．６ ．３８）

η（ｔ ＋ １）＝ ｐη（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．６ ．３９）

Φ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Γ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０
， Ｈ０ ＝［１ ０］ （５ ．６ ．４０）

其中 Ｔ０ 为采样周期，ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ是状态，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）各为在采样时
刻 ｔＴ０ 处运动目标的位置、速度和加速度，ｚ（ｔ）为对位置的观测信号，η（ｔ）为有色观测噪
声，ｗ（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ξ的相互独立高斯白噪声 ．取 Ｎ ＝ ０，－ １，１，

问题是求 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
仿真中取 Ｔ０ ＝ ０ ．２，ｐ ＝ ０ ．４，σ２

ｗ ＝ １，σ２
ξ ＝ ６ ．首先将上述带有色观测噪声系统化为带

白色观测噪声系统 ．为此，引入新的观测
ｙ（ｔ）＝ ｚ（ｔ ＋ １）－ ｐｚ（ｔ） （５ ．６ ．４１）

可得带白色观测噪声的观测方程
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．６ ．４２）

其中定义
Ｈ ＝ Ｈ０Φ － ｐＨ０

ｖ（ｔ）＝ Ｈ０Γｗ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．６ ．４３）
显然 ｖ（ｔ）是带零均值、方差为σ２

ｖ 的白噪声

σ２
ｖ ＝ Ｈ０ΓΓＴＨＴ

０σ２
ｗ ＋σ２

ξ （５ ．６ ．４４）

·１０３·



且 ｗ（ｔ）与 ｖ（ｔ）的相关系数为
Ｓ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖ（ｔ）］＝σ２

ｗΓＴＨＴ
０ （５ ．６ ．４５）

对系统（５ ．６ ．３７）和（５ ．６ ．４２），可得 ＡＲＭＡ新息模型
（１ － ｑ－１）２ ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｄ１ ｑ －１ ＋ ｄ２ ｑ －２）ε（ｔ） （５ ．６ ．４６）

其中 ｄ１ ＝ － １ ．８５９ ９，ｄ２ ＝ － ０ ．８６９ ０６，σ２
ε ＝ ６ ．９０３ ８ ．

应用定理 ５ ．６ ．２和定理 ５ ．６ ．４可得Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，－ １，１）及
相应的估值误差方差阵 Ｐ（Ｎ）．

Ｐ（０）＝
１ ．７３１ ５７８ ３１８ ０１４ ５７ ０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９１
０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９０ ０ ．[ ]４８７ ３３０ ２３５ ３８４ ２３

（５ ．６ ．４７）

Ｐ（－ １）＝
１ ．９８８ ５０１ ４４１ ５１９ ９６ ０ ．６９３ ５９４ ４０５ １０３ ４８
０ ．６９３ ５９４ ４０５ １０３ ４８ ０ ．[ ]５２６ ７２３ ６１０ ６６９ ９５

（５ ．６ ．４８）

Ｐ（１）＝
１ ．５１２ ９７０ ８２１ １４６ ３３ ０ ．５０１ ９４２ ６４５ ４５４ ８８
０ ．５０１ ９４２ ６４５ ４５４ ８７ ０ ．[ ]４４９ ４０９ ３８９ ３５０ ９３

（５ ．６ ．４９）

这引出
ｔｒＰ（０）＝ ２ ．２１８ ９， ｔｒＰ（－ １）＝ ２ ．５１５ ２， ｔｒＰ（１）＝ １ ．９６２ ３ （５ ．６ ．５０）

即平滑估值精度高于滤波估值精度，而滤波估值精度高于预报估值精度 ．仿真结果如图
５ ．６ ．１至图 ５ ．６ ．３所示，其中实线代表真实值 ｘ（ｔ），虚线代表估值 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

图 ５ ．６ ．１ 状态 ｘ（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）

【注 ５ ．６ ．１】 对系统（５ ．６ ．３７）和（５ ．６ ．４２）应用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法可求得

Ｐ（０）＝
１ ．７３１ ５７８ ３１８ ０１６ ２６ ０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９３
０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９３ ０ ．[ ]４８７ ３３０ ２３５ ３８８ １８

（５ ．６ ．５１）

Ｐ（－ １）＝
１ ．９８８ ５０１ ４４１ ５２２ １４ ０ ．６９３ ５９４ ４０５ １０３ ７８
０ ．６９３ ５９４ ４０５ １０３ ７８ ０ ．[ ]５２６ ７２３ ６１０ ６７４ ０５

（５ ．６ ．５２）

Ｐ（１）＝
１ ．５１２ ９７０ ８２１ １４７ ６９ ０ ．５０１ ９４２ ６４５ ４５４ ６０
０ ．５０１ ９４２ ６４５ ４５４ ６０ ０ ．[ ]４４９ ４０９ ３８９ ３５４ ７１

（５ ．６ ．５３）

可看到它们分别相同于（５ ．６ ．４７）～（５ ．６ ．４９），其中矩阵的每个元素的值仅末尾几位稍有
差别 ．这说明用两种方法求估值误差方差阵是功能等价的 ．

·２０３·



图 ５ ．６ ．２ 状态 ｘ（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）

图 ５ ．６ ．３ 状态 ｘ（ｔ）和 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）

５ ．７ 带白色和有色观测噪声的多通道反卷积滤波器

文献［８６ ～ ８８］用多项式方法分别提出了不同的多通道Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器 ．它们均
需求解矩阵 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ．文献［１９，２９，１，１７１］用现代时间序列分析方法提出了新的多
通道 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器，只需构造 ＡＲＭＡ新息模型，就可简单地设计多通道 Ｗｉｅｎｅｒ反
卷积滤波器 ．节 ５ ．５ 已提出一种基于 ＡＲＭＡ新息模型和白噪声估值器及观测预报器的
Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器设计方法 ．本节介绍基于 ＡＲＭＡ新息模型和状态空间模型设计反卷
积滤波器的方法［１７１］．关键思想是将反卷积问题转化为状态估计问题 ．从而可利用节 ５ ．６
的结果解决问题 ．

考虑一般的多通道反卷积系统
ｙ（ｔ）＝ Π －１（ｑ －１）Ψ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｌ －１（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．７ ．１）

ｓ（ｔ）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．７ ．２）
其中 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ为观测，ｓ（ｔ）∈ Ｒｎ 为输入信号，Π（ｑ －１），…，Ｃ（ｑ －１）为单位滞后算子 ｑ －１

的多项式矩阵，形如 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ，Π０ ＝ Ｉｍ，Ｌ０ ＝ Ｉｍ，Ａ０ ＝ Ｉｎ，

ｎａ ≥ｎｃ，ｎπ ≥ ｎ，ｎｌ ≥ ｎｍ ．
·３０３·



【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是带零均值的相关白噪声

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ），ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ，

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．７ ．３）

其中Ｅ为均值号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ≠ ｊ），Ｔ为转置号，且它们独立于带零均值、方差阵为 Ｑξ
的白噪声ξ（ｔ）．

引入左素分解
Ｐ －１（ｑ －１）［Ｂ（ｑ －１），Ｒ（ｑ －１）］＝［Π －１（ｑ －１）Ψ（ｑ －１），Ｌ －１（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）］（５ ．７ ．４）

带 Ｐ０ ＝ Ｉｍ，则（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）化为等价系统
Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．７ ．５）

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．７ ．６）
引入左素分解

Ｂ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）＝珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１） （珟Ａ０ ＝ Ｉｍ） （５ ．７ ．７）
【假设 ２】 设（珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１））左素，初始观测时刻

ｔ０ ＝ － ∞ ．
Ｗｉｅｎｅｒ反卷积问题是：基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求输入信号 ｓ（ｔ）的

Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．
将（５ ．７ ．６）代入（５ ．７ ．５）并利用（５ ．７ ．７），由假设 １和假设 ２可得 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．７ ．８）

Λ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１） （５ ．７ ．９）
其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有
关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ）
（５ ．７ ．１０）

Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ［１］算法求得 ．
【引理 ５ ．７ ．１】 系统（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）在假设 １ ～ ２下有白噪声滤波器

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．１１）

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ，ξ（５ ．７ ．１２）
其中定义

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λθ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０，θ ＝ ｗ，ｖ，ξ，

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０，

Λｗ
ｉ ＝ ＱｗＦｗＴ

ｉ ＋ ＳＦｖＴ
ｉ ，

Λｖ
ｉ ＝ ＱｖＦｖＴ

ｉ ＋ ＳＴＦｗＴ
ｉ ，

Λξｉ ＝ ＱξＦξ
Ｔ
ｉ （５ ．７ ．１３）

其中定义（ＦθＴ
ｉ ）＝（Ｆθｉ）Ｔ，Ｔ为转置号，Ｆθｉ 可递推计算为

Ｆθｉ ＝ － Ｄ１Ｆθｉ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｆθｉ － ｎｄ ＋ Ψθ

ｉ，θ ＝ ｗ，ｖ，ξ （５ ．７ ．１４）

其中规定 Ｆθｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ψθ
ｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎψθ），其中定义 ｎψθ为Ψθ（ｑ －１）的阶次，且Ψθ（ｑ －１）

定义为
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Ψｗ（ｑ －１）＝珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），Ψｖ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１），

Ψξ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１） （５ ．７ ．１５）
由如下伪交换定义珟Λ（ｑ －１）和珟Ｄ（ｑ －１）为

Ｄ－１（ｑ －１）Λ（ｑ －１）＝ 珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．７ ．１６）
带珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１）．
【引理 ５ ．７ ．２】 系统（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）在假设 １ ～ ２下有 ｓｔｒｍ预报器

ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．１７）
其中 Ｊ － Ｎ（ｑ －１）定义为

珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｅ － Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）＋ ｑＮＪ － Ｎ（ｑ －１）， Ｎ ＜ ０
Ｊ － Ｎ（ｑ －１）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）ｑ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （５ ．７ ．１８）

证明 详见引理 ５ ．３ ．２和推论 ５ ．３ ．２ ． □
【引理 ５ ．７ ．３】 系统（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）在假设 １ ～ ２下，有关系

Ｅ［θ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λθ
ｉ － ｔ，θ ＝ ｗ，ｖ，ξ （５ ．７ ．１９）

其中Λθ
ｉ 由（５ ．７ ．１３）给出 ．

下面将等价反卷积系统（５ ．７ ．５）和（５ ．７ ．６）用状态空间模型表示，从而可把反卷积问
题归结为状态估计问题，进而可应用节 ５ ．６的 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器解决问题 ．

由定理 １ ．６ ．１（５ ．７ ．６）有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝珚Ａα（ｔ）＋珚Ｃｗ（ｔ） （５ ．７ ．２０）
ｓ（ｔ）＝ 珚Ｈ１α（ｔ）＋ Ｃ０ｗ（ｔ） （５ ．７ ．２１）

其中定义 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），

珚Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉ（ｎａ －１）ｎ

－ Ａｎａ
０ …











０
，珚Ｃ ＝

Ｃ１ － Ａ１Ｃ０


Ｃｎａ － Ａｎａ

Ｃ









０

， 珚Ｈ１ ＝［Ｉｎ ０ … ０］

（５ ．７ ．２２）
（５ ．７ ．５）有状态空间模型

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｂｓ（ｔ）＋珚Ｒｖ（ｔ） （５ ．７ ．２３）
ｙ（ｔ）＝ 珚Ｈ２β（ｔ）＋ Ｂ０ ｓ（ｔ）＋ Ｒ０ ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．７ ．２４）

其中定义 Ｂｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｂ），Ｒｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｒ），且

珔Ｐ ＝

－ Ｐ１

 Ｉ（ｎｐ －１）ｍ

－ Ｐｎｐ
０ …











０
，珚Ｂ ＝

Ｂ１ － Ｐ１Ｂ０


Ｂｎｐ － Ｐｎｐ

Ｂ









０

，

珚Ｒ ＝

Ｒ１ － Ｐ１Ｒ０


Ｒｎｐ － Ｐｎｐ

Ｒ









０

， 珚Ｈ２ ＝［Ｉｍ ０ … ０］ （５ ．７ ．２５）

于是有增广状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｅ（ｔ） （５ ．７ ．２６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋δ（ｔ） （５ ．７ ．２７）
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其中定义

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， ｅ（ｔ）＝

ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

δ（ｔ）＝ Ｂ０Ｃ０ｗ（ｔ）＋ Ｒ０ ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ）

Φ ＝
珚Ａ ０

珚Ｂ珚Ｈ１ 珔[ ]Ｐ
， Γ ＝

珚Ｃ ０
珚ＢＣ０ 珚[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［Ｂ０珚Ｈ１，珚Ｈ２］ （５ ．７ ．２８）

可证明［３１］增广系统（５ ．７ ．２６）和（５ ．７ ．２７）是完全可观、完全可控的，设可观性指数为β．因
而存在稳态估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

由（５ ．７ ．２８）中白噪声 ｅ（ｔ）和δ（ｔ）的定义有
ｅ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｅ

Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．２９）

Ｌｅ
Ｎ（ｑ －１）＝

Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１[ ]） （５ ．７ ．３０）

δ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｂ０Ｃ０ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｒ０ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ξ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
ＬδＮ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．３１）

ＬδＮ（ｑ －１）＝ Ｂ０Ｃ０Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＋ Ｒ０Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）＋ ＬξＮ（ｑ －１） （５ ．７ ．３２）

对增广系统应用定理 ５ ．６ ．１有 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．３３）

其中多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）定义为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［Ｊｉ － Ｎ（ｑ －１）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓＬｅ

Ｎ－ ｊ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）－ ＬδＮ－ ｉ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）］

（５ ．７ ．３４）
其中规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０）且 ｊ ≥ ０，β为该系统可观性指数，

Ω ＝［ＨＴ，（ＨΦ）Ｔ，…，（ＨΦβ－１）Ｔ］Ｔ （５ ．７ ．３５）
且伪逆Ω＋ ＝（ΩＴΩ）－１ΩＴ分块表示为

Ω＋ ＝［Ω０，Ω１，…，Ωβ－１］ （５ ．７ ．３６）
由（５ ．７ ．２１）和射影性质引出

ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［Ｉｎ ０］^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．３７）

其中零为适当维数零阵 ．
【定理 ５ ．７ ．１】 多通道反卷积系统（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）或（５ ．７ ．５）和（５ ．７ ．６）在假设

１ ～ ２下有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．３８）

或表为 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．３９）

其中多项式矩阵 Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）定义为

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）＝［Ｉｎ ０］ＫＮ（ｑ －１）＋ Ｃ０Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１） （５ ．７ ．４０）

其中 ＫＮ（ｑ －１）由（５ ．７ ．３４）定义 ．
证明 将（５ ．７ ．１１）和（５ ．７ ．３３）代入（５ ．７ ．３７）有
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ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［Ｉｎ ０］ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ）＋
Ｃ０Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．４１）

这引出（５ ．７ ．３８）～（５ ．７ ．４０）．由 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）是稳定的多项式有（５ ．７ ．３８）或（５ ．７ ．３９）是渐
近稳定的 ． □

估值误差 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）有表达式
珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［Ｉｎ ０］珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ Ｃ０珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．４２）

其中定义
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），
珟ｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ）－ ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．４３）

对增广系统（５ ．７ ．２６）～（５ ．７ ．２８），由（５ ．６ ．２８）和（５ ．６ ．２９）有一般表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
［Ωｅ

ｉｅ（ｔ ＋ ｉ）－ Ωｉδ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｃ
ｉε（ｔ ＋ ｉ）］， Ｎ ≥ ０

（５ ．７ ．４４）

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｅ

ｉｅ（ｔ ＋ ｉ）－ Ωｉδ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｙ
ｉε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｉ）］，Ｎ ＜ ０

（５ ．７ ．４５）
其中 ｎ０ ＝ ｍａｘ（β － １，Ｎ），ｎ１ ＝β － ２ － Ｎ ．

由（５ ．７ ．１１）有

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （５ ．７ ．４６）
将（５ ．７ ．４４）～（５ ．７ ．４６）代入（５ ．７ ．４２）并合并同类项可得一般表达式

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
［Ω（１）

ｉ ｅ（ｔ ＋ ｉ）－ Ω（２）
ｉ δ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ω（３）

ｉ ε（ｔ ＋ ｉ）］， Ｎ ≥ ０

（５ ．７ ．４７）

珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ω（１）

ｉ ｅ（ｔ ＋ ｉ）－ Ω（２）
ｉ δ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ω（４）

ｉ ε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｉ）］，

Ｎ ＜ ０ （５ ．７ ．４８）
注意（５ ．７ ．２８）中 ｅ（ｔ）和δ（ｔ）的定义，由（５ ．７ ．３）引出 ｅ（ｔ）和δ（ｔ）是相关的白噪声，

它们的方差阵 Ｑｅ，Ｑδ和相关阵 Ｓ０分别为

Ｑｅ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
，

Ｑδ ＝ Ｂ０Ｃ０ＱｗＣＴ
０ＢＴ

０ ＋ Ｒ０ＱｖＲＴ
０ ＋ Ｑξ，

Ｓ０ ＝ Ｅ［ｅ（ｔ）δＴ（ｔ）］＝
ＱｗＣＴ

０ＢＴ
０ ＋ ＳＲＴ

０

ＳＴＣＴ
０ＢＴ

０ ＋ ＱｖＲＴ[ ]
０

（５ ．７ ．４９）

由（５ ．７ ．１９）和（５ ．７ ．２８）有
Ｅ［ｅ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λｅ

ｉ－ ｔ， Ｅ［δ（ｔ）εＴ（ｉ）］＝ Λδ
ｉ － ｔ （５ ．７ ．５０）
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Λｅ
ｉ－ ｔ ＝

Λｗ
ｉ－ ｔ

Λｖ
ｉ－

[ ]
ｔ
，

Λδ
ｉ － ｔ ＝ Ｂ０Ｃ０Λｗ

ｉ－ ｔ ＋ Ｒ０Λｖ
ｉ－ ｔ ＋Λξｉ － ｔ （５ ．７ ．５１）

【定理 ５ ．７ ．２】 在定理 ５ ．７ ．１条件下，当 Ｃ０ ≠ ０时，滤波误差方差阵 Ｐｓ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ（ｔ

｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｓ（Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
∑
ｎ０

ｊ ＝ ０
［Ω（１）

ｉ ，Ω（２）
ｉ ，Ω（３）

ｉ ］

Ｑｅδｉｊ Ｓ０δｉｊ Λｅ
ｊ－ ｉ

ＳＴ
０δｉｊ Ｑδδｉｊ Λδ

ｊ － ｉ

ΛｅＴ
ｉ － ｊ ΛδＴ

ｉ － ｊ Ｑεδ











ｉｊ

Ω（１）Ｔ
ｊ

Ω（２）Ｔ
ｊ

Ω（３）Ｔ











ｊ

， Ｎ ≥ ０

（５ ．７ ．５２）

Ｐｓ（Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
［Ω（１）

ｉ ，Ω（２）
ｉ ，Ω（４）

ｉ ］

Ｑｅδｉｊ Ｓ０δｉｊ Λｅ
Ｎ＋１＋ ｊ － ｉ

Ｓ０δｉｊ Ｑδδｉｊ Λδ
Ｎ＋１＋ ｊ － ｉ

ΛｅＴ
Ｎ＋１＋ ｉ － ｊ ΛδＴ

Ｎ＋１＋ ｉ － ｊ Ｑεδ











ｉｊ

Ω（１）Ｔ
ｊ

Ω（２）Ｔ
ｊ

Ω（３）Ｔ











ｊ

， Ｎ ＜ ０

（５ ．７ ．５３）
证明 由（５ ．７ ．４７）～（５ ．７ ．５１）类似于定理 ５ ．６ ．４的证明引出（５ ．７ ．５２）和（５ ．７ ．５３）．

□
【定理 ５ ．７ ．３】 对系统（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）或（５ ．７ ．５）和（５ ．７ ．６），当 Ｃ０ ＝ ０，Ｗｉｅｎｅｒ反

卷积滤波器（５ ．７ ．３８）或（５ ．７ ．３９）的滤波误差方差阵 Ｐｓ（Ｎ）为

Ｐｓ（Ｎ）＝［Ｉｎ ０］Ｐ（Ｎ）［Ｉｎ ０］Ｔ （５ ．７ ．５４）
其中 Ｐ（Ｎ）为状态估计误差方差阵，由定理 ５ ．６ ．４计算，即由（５ ．６ ．３０）和（５ ．６ ．３１）计算 ．

证明 当 Ｃ０ ＝ ０时，（５ ．７ ．４２）成为
珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［Ｉｎ ０］珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．５５）

这引出（５ ．７ ．５４）． □
【推论 ５ ．７ ．１】 单通道反卷积系统（５ ．７ ．１）和（５ ．７ ．２）或（５ ．７ ．５）和（５ ．７ ．６）有渐近稳

定的 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器为
Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｓ

Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．５６）
其中多项式 Ｋｓ

Ｎ（ｑ －１）定义为

Ｋｓ
Ｎ（ｑ －１）＝［１ ０ … ０］ＫＮ（ｑ －１）＋ ｃ０Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （５ ．７ ．５７）

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［Ｊｉ－ Ｎ（ｑ －１）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓＬｅ

Ｎ－ ｊ（ｑ －１）Λ（ｑ －１）－ ＬδＮ－ ｉ（ｑ －１）Λ（ｑ －１）］

（５ ．７ ．５８）
且Λ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），ＡＲＭＡ新息模型为

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．７ ．５９）
且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ）
（５ ．７ ．６０）

且估值误差方差 Ｐｓ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］由定理 ５ ．７ ．２和定理 ５ ．７ ．３计算 ．
证明 对单通道系统（ｎ ＝ １，ｍ ＝ １，ｒ ＝ １），有珟Ａ（ｑ －１） ＝ Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１） ＝
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Ｂ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｄ（ｑ －１），珟Λ（ｑ －１）＝ Λ（ｑ －１），由定理 ５ ．７ ．１ ～ 定理 ５ ．７ ．３得证 ． □
考虑如下多通道 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．７ ．６１）
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋η（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．７ ．６２）
Ｐ（ｑ －１）η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．７ ．６３）

其中 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ 为待估信号，ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ 是观测信号，η（ｔ）∈ Ｒｍ 为服从 ＡＲＭＡ模型（５ ．
７ ．６３）的有色观测噪声，且设ξ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ和ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 是零均值、方差为 Ｑξ，
Ｑｖ 和Ｑｗ 的相互独立白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ）

ξ（ｔ









）
［ｗＴ（ｊ） ｖＴ（ｊ） ξＴ（ｊ{ }）］ ＝

Ｑｗ ０ ０
０ Ｑｖ ０
０ ０ Ｑ











ξ

δｉｊ （５ ．７ ．６４）

问题是当 ｔ０ ＝ － ∞ 时基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…），求信号 ｓ（ｔ）的渐近稳
定的最优 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题（５ ．７ ．６１）～（５ ．７ ．６３）可看成是特殊的反卷积问题 ．事实上将（５ ．７ ．
６３）代入（５ ．７ ．６２）有如下等价的特殊反卷积系统（５ ．７ ．５）和（５ ．７ ．６）

Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ） （５ ．７ ．６５）
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．７ ．６６）

因此在定理 ５ ．７ ．１ ～ 定理 ５ ．７ ．３中置 Ｂ（ｑ －１）＝ Ｐ（ｑ －１）就可得到相应的渐近稳定的最优
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．由 Ｂ０ ＝ Ｐ０ ＝ Ｉｍ，Ｂｉ ＝ Ｐｉ，由（５ ．７ ．２５）有珚Ｂ ＝ ０，故状态空
间模型（５ ．７ ．２３）和（５ ．７ ．２４）成立

β（ｔ ＋ １）＝珔Ｐβ（ｔ）＋珚Ｒｖ（ｔ） （５ ．７ ．６７）
ｙ（ｔ）＝ 珚Ｈ２β（ｔ）＋ Ｒ０ ｖ（ｔ）＋ ｓ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．７ ．６８）

且在增广状态空间模型（５ ．７ ．２６）～（５ ．７ ．２８）中有

Φ ＝
珚Ａ ０
０ 珔[ ]Ｐ

， Γ ＝
珚Ｃ ０
０ 珚[ ]Ｒ

， Ｈ ＝［珚Ｈ１，珚Ｈ２］，

δ（ｔ）＝ Ｃ０ｗ（ｔ）＋ Ｒ０ ｖ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．７ ．６９）
伪交换（５ ．７ ．７）成为

Ｐ（ｑ －１）Ａ －１（ｑ －１）＝珟Ａ －１（ｑ －１）珘Ｐ（ｑ －１） （５ ．７ ．７０）
且由（５ ．７ ．５７）在（５ ．７ ．１３）中有

Λｗ
ｉ ＝ ＱｗＦｗＴ

ｉ ， Λｖ
ｉ ＝ ＱｖＦｖＴ

ｉ （５ ．７ ．７１）
且在（５ ．７ ．１５）中有

Ψｗ（ｑ －１）＝珘Ｐ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１） （５ ．７ ．７２）
上述推导可概括为如下定理 ．
【定理５ ．７ ．５】 多通道Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题（５ ．７ ．６１）～（５ ．７ ．６４）有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ滤

波器
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．７３）
或表为 ＡＲＭＡ递推形式

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．７４）
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其中多项式矩阵 Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）定义为

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）＝［Ｉｍ ０］ＫＮ（ｑ －１）＋ Ｃ０Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）珟Λ（ｑ －１） （５ ．７ ．７５）
而 ＫＮ（ｑ －１）由（５ ．７ ．３４）计算，其中β为增广系统（５ ．７ ．２６）和（５ ．７ ．２７）的可观性指数，Φ，

Γ，Ｈ，δ（ｔ）（５ ．７ ．６９）定义，且应用（５ ．７ ．７１）和（５ ．７ ．７２）计算 Ｌｗ
Ｎ－ ｊ（ｑ －１）和 Ｌｖ

Ｎ－ ｉ（ｑ －１）．滤
波误差方差阵 Ｐｓ（Ｎ）由定理 ５ ．７ ．２和定理 ５ ．７ ．３计算，但在有关公式（５ ．７ ．４７）～（５ ．７ ．５１）
中应置 Ｂ０ ＝ Ｉｍ，Ｓ ＝ ０ ．
【推论 ５ ．７ ．２】 单通道系统（５ ．７ ．６１）～（５ ．７ ．６４）有渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｓ
Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．７ ．７６）

它的 ＡＲＭＡ新息模型为

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）， Λ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１） （５ ．７ ．７７）
且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｐ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１）ξ（ｔ）
（５ ．７ ．７８）

而多项式 Ｋｓ
Ｎ（ｑ －１）为

Ｋｓ
Ｎ（ｑ －１）＝［１ ０ … ０］ＫＮ（ｑ －１）＋ ｃ０Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （５ ．７ ．７９）
其中多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）用（５ ．７ ．３４）计算，但应置珟Λ（ｑ －１） ＝ Λ（ｑ －１）．滤波误差方差
Ｐｓ（Ｎ）由定理 ５ ．７ ．５计算 ．
【推论 ５ ．７ ．３】 对于特殊的多通道反卷积问题

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （５ ．７ ．８０）
Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．７ ．８１）

其中观测 ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ，输入信号 ｓ（ｔ）∈ Ｒｎ，ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各
为 Ｑｗ 和Ｑｖ 的独立白噪声，Ａ（ｑ －１），…，Ｒ（ｑ －１）为形如 Ｘ（ｑ －１） ＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋

Ｘｎｘ
ｑ － ｎ

ｘ
的多项式矩阵，Ａ０ ＝ Ｉｎ，Ｐ０ ＝ Ｉｍ，ｎａ ≥ ｎｃ，ｎｐ ≥ ｎｂ，ｎｐ ≥ ｎｒ ．设由伪交换（５ ．７ ．７）

决定的珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）使（珟Ａ（ｑ －１）Ｐ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１），珟Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１））左素，则有
渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器（５ ．７ ．３８）～（５ ．７ ．４０），其中在有关公式计算中应置ξ（ｔ）
＝ ０，Ｓ ＝ ０，Ｌξｗ（ｑ －１）＝ ０，Ｑξ ＝ ０，且滤波误差方差阵由定理 ５ ．７ ．２和定理 ５ ．７ ．３计算 ．
【推论 ５ ．７ ．４】 对单通道反卷积问题（５ ．７ ．８０）和（５ ．７ ．８１）有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ反卷

积滤波器（５ ．７ ．５６）～（５ ．７ ．６０）且估计误差方差 Ｐｓ（Ｎ）由定理 ５ ．７ ．２和定理 ５ ．７ ．３计算，
但在有关公式中应置ξ（ｔ）＝ ０，Ｑξ ＝ ０，ＬξＮ（ｑ －１）＝ ０，Ｓ ＝ ０ ．

５ ．８ 广义系统 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器

广义系统大量出现在电网络、机器人、经济系统、航空航天、航海等领域，因而近年来
尤为人们所关注 ．用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法［９８，９９］解决广义系统状态估计问题报道很少，且
所得结果有较大局限性，不能统一处理滤波、预报和平滑问题 ．为此，作者用现代时间序列
分析 方 法［１］ 已 提 出 了 广 义 系 统 稳 态 Ｋａｌｍａｎ 估 值 器 的 多 种 新 方 法 和 新 结
果［１８，２２，２６，２７，３０，４４，４８，５９，６９］．显示了现代时间序列分析方法作为最优滤波的一种新的方法论
的优越性 ．它能解决用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法不能解决的难题 ．另一方面用现代 Ｗｉｅｎｅｒ滤
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波方法———多项式方法解决 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波问题报道也甚少，文献［１０３］用多项式方法
仅给出了常规系统的 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器设计方法，它要求解 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程，且不能处
理状态平滑和预报问题 ．用多项式方法解决广义系统状态估计尚未见报道 ．本节介绍文献
［１８］提出的广义系统 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．方法原理是：基于非递推稳态最优状态估值器
的递推变形引出 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器，其中应用了白噪声估值器和观测预报器 ．考虑到信
息融合理论的需要，将给出状态估计误差方差阵的计算公式 ．

考虑广义离散定常线性随机系统
Ｍｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．８ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．８ ．２）
其中 ｔ为离散时间，ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ状态，ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ为观测，Ｍ，Φ，Γ，Ｈ为已知适当维数的常
阵 ．
【假设 １】 Ｍ 为奇异方阵（ｄｅｔＭ ＝ ０）．
【假设 ２】 系统是正则的，即 ｄｅｔ（Ｍ － ｑ－１Φ） ０ ．
【假设 ３】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值相关白噪声 ．

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ），ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ，

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．８ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ ≠ ｊ）．
【假设 ４】 系统是完全可观的，即对任意复数 ｚ 有

ｒａｎｋ
ｚＭ －Φ[ ]Ｈ

＝ ｎ， ｒａｎｋ
Ｍ[ ]Ｈ

＝ ｎ （５ ．８ ．４）

【假设 ５】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
问题是基于观测（ｙ（ｔ ＋ Ｎ），ｙ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求状态 ｘ（ｔ）的稳态最优Ｗｉｅｎｅｒ状态

估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０，各称其为滤波器、平滑器或预报器 ．
假设 ４等价于如下可观阵Ω 为列满秩［９９］：

Ω ＝

－Φ Ｍ … ０ ０
   
０ ０ － Φ Ｍ
Ｈ ０ … ０ ０
   
０ ０ … ０



















}
Ｈ

（β － １）ｎ

}
ｒｏｗｓ

βｍ ｒｏｗｓ

（５ ．８ ．５）

其中Ω为［（β－ １）ｎ ＋βｍ］×βｎ矩阵，β是使Ω为列满秩的最小自然数，叫可观测性指数 ．
【注 ５ ．８ ．１】 若 Ｍ ＝ Ｉｎ，则（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）化为常规系统 ．若在（５ ．８ ．４）中取 Ｍ ＝

Ｉｎ，则可得常规系统的可观性 ＰＢＨ判据

ｒａｎｋ
ｚＩｎ － Φ[ ]Ｈ

＝ ｎ （５ ．８ ．６）

【注 ５ ．８ ．２】 可观性指数的引入具有减小计算负担的作用 ．
【引理 ５ ．８ ．１】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ２下存在左素分解

Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｑτ （５ ．８ ．７）
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其中 Ａ（ｑ －１）和 Ｂ（ｑ －１）是单位滞后算子 ｑ －１的多项式矩阵，形如 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋
… ＋ Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ，ｑ 为单位前进算子，ｑｗ（ｔ）＝ ｗ（ｔ ＋ １），Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｂ０ ≠ ０，τ为整数，τ ＝ ０，

τ ＞ ０或τ ＜ ０ ．
证明 由假设 ２引出存在非异矩阵 Ｒ 和 Ｐ 将原系统化为如下典范型

珡Ｍ珔ｘ（ｔ ＋ １）＝ 珡Φ珔ｘ（ｔ）＋珚Γｗ（ｔ） （５ ．８ ．８）
ｙ（ｔ）＝ 珚Ｈ珔ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．８ ．９）

其中
珔ｘ（ｔ）＝ Ｐ－１ｘ（ｔ）， 珚Ｈ ＝ ＨＰ， 珚Γ ＝ ＲΓ，

珡Ｍ ＝ ＲＭＰ ＝
Ｉｎ１ ０

０ 珚[ ]Ｎ
， 珡Φ ＝ ＲΦＰ ＝

Φ１ ０
０ Ｉｎ[ ]

２

（５ ．８ ．１０）

其中 ｎ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２，珚Ｎ 是 ｎ２ × ｎ２ 幂零阵，即存在自然数 ｋ 使珚Ｎｋ ＝ ０，这引出珚Ｎ 的所有特征
值为零［１０１］，即

ｄｅｔ（ｑ －１ Ｉｎ２ －珚Ｎ）＝ ｑ－ ｎ２ （５ ．８ ．１１）

这引出
ｄｅｔ（珚Ｎ － ｑ－１ Ｉｎ２）＝（－ １）ｎ２ ｑ － ｎ２ （５ ．８ ．１２）

容易验证
Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝ 珚Ｈ（珡Ｍ － ｑ－１珡Φ）－１珚Γｑ －１ （５ ．８ ．１３）

注意

（珡Ｍ － ｑ－１珡Φ）－１ ＝
（Ｉｎ１ － ｑ－１Φ１）－１ ０

０ （珚Ｎ － ｑ－１ Ｉｎ２）
－







１

（５ ．８ ．１４）

应用矩阵求逆公式有

（珡Ｍ － ｑ－１珡Φ）－１ ＝
珚Ｆ０ ＋珚Ｆ１ ｑ －１ ＋ … ＋珔Ｆｎ４

ｑ － ｎ４

１ ＋φ１ ｑ －１ ＋ … ＋φｎ３
ｑ － ｎ３

ｑｎ２ （５ ．８ ．１５）

其中φｎ３ ≠ ０，ｎ３ ≤ ｎ１，且 ｎ４ ≤ ｎ － １ ．于是有

Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝
Ｆｉ０ ＋ Ｆｉ０＋１

ｑ －１ ＋ … ＋ Ｆｎ４
ｑ －（ｎ４－ ｉ０）

１ ＋φ１ ｑ －１ ＋ … ＋φｎ３
ｑ － ｎ３

ｑτ （５ ．８ ．１６）

其中 Ｆｉ ＝ 珚Ｈ珚Ｆ ｉ珚Γ，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ４，ｉ０ ＝ ｍｉｎ（ｉ ｜ Ｆｉ ≠ ０），且

τ ＝ ｎ２ － ｉ０ － １ （５ ．８ ．１７）
（５ ．８ ．１６）可写成

Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝［（１ ＋φ１ ｑ －１ ＋ … ＋φｎ３
ｑ － ｎ３）Ｉｍ］－１ ×

［Ｆｉ０ ＋ Ｆｉ１
ｑ －１ ＋ … ＋ Ｆｎ４

ｑ －（ｎ４－ ｉ０）］ｑτ （５ ．８ ．１８）

为了实现左素分解，可求得最大左因式为 Ｃ（ｑ －１），即
（１ ＋φ１ ｑ －１ ＋ … ＋φｎ３

ｑ － ｎ３）Ｉｍ ＝ Ｃ（ｑ －１）珚Ａ（ｑ －１），

Ｆｉ０ ＋ Ｆｉ１
ｑ －１ ＋ … ＋ Ｆｎ４

ｑ －（ｎ４－ ｉ０） ＝ Ｃ（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．８ ．１９）

消去 Ｃ（ｑ －１）后有左素分解
·２１３·



Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝珚Ａ －１（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１）ｑτ （５ ．８ ．２０）
由（５ ．８ ．１９）有

Ｃ０珚Ａ０ ＝ Ｉｍ， Ｃ０珚Ｂ０ ＝ Ｆｉ０
（５ ．８ ．２１）

注意 ｄｅｔＣ０ｄｅｔ珚Ａ０ ＝ ｄｅｔＩｍ ＝ １，且 Ｆｉ０ ≠ ０于是珚Ａ０和 Ｃ０ 是非异的，且珚Ｂ０ ≠ ０，置

Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ０
－１珚Ａ（ｑ －１）， Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ０

－１珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．８ ．２２）
则有左素分解

Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｑτ （５ ．８ ．２３）
带 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｂ０ ＝珚Ａ－１

０ 珚Ｂ０ ＝ Ｆｉ０ ≠ ０ ．证毕 ． □
由（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．８ ．２４）
将（５ ．８ ．７）代入（５ ．８ ．２４）有

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｑτｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．８ ．２５）
这引出 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．８ ．２６）
其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｑτｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．８ ．２７）
其中 Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【引理 ５ ．８ ．２】 广义系统（５ ．８ ．１），（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下，对任意整数 ｔ，ｊ 有关系

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｊ）］＝ Λｗ
ｊ － ｔ （５ ．８ ．２８）

Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｊ）］＝ Λｖ
ｊ－ ｔ （５ ．８ ．２９）

Λｗ
ｉ ＝ ＱｗＦｗＴ

ｉ ＋（τ∨０）＋ ＳＦｖＴ
ｉ ＋（τ∨０） （５ ．８ ．３０）

Λｖ
ｉ ＝ ＱｖＦｖＴ

ｉ ＋（τ∨０）＋ ＳＴＦｗＴ
ｉ ＋（τ∨０） （５ ．８ ．３１）

其中定义（τ∨ ０）＝ ｍａｘ（τ，０），ＦθＴ
ｉ ＝（Ｆθｉ）Ｔ，θ ＝ ｗ，ｖ，Ｆθｉ 可递推计算为

Ｆθｉ ＝ － Ｄ１Ｆθｉ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｆθｉ － ｎｄ ＋ Ｘθｉ，θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．８ ．３２）

其中规定 Ｆθｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），且定义多项式矩阵

Ｘｗ（ｑ －１）＝ Ｂ（ｑ －１）ｑ（τ∧０）， Ｘｖ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）ｑ（－τ∧０） （５ ．８ ．３３）
其中定义（τ∧ ０）＝ ｍｉｎ（τ，０），且定义

Ｘθ（ｑ －１）＝ Ｘθ０ ＋ Ｘθ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘθｎｘθｑ
－ ｎｘθ，θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．８ ．３４）

并规定 Ｘθｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｘθ）．
证明 由（５ ．８ ．２７）和定义（５ ．８ ．３３），类似于（５ ．１ ．３５），ε（ｔ）有展式

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｑτｗ（ｔ）＋ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ）＝

∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｗ

ｋｗ（ｔ ＋ ｔτ － ｋ）＋ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｖ

ｋｖ（ｔ ＋ ｔτ － ｋ） （５ ．８ ．３５）

其中 Ｆｗ
ｋ 和Ｆｖ

ｋ 由（５ ．８ ．３２）计算，且定义
ｔτ ＝ ｍａｘ（τ，０）＝（τ∨ ０） （５ ．８ ．３６）

由定义（５ ．８ ．３３），展式（５ ．８ ．３５）等价于当τ ＞ ０时，按下式求ε（ｔ）展式：

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋τ）＋ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｑ －τｖ（ｔ ＋τ）（５ ．８ ．３７）
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且当τ≤ ０时按下式求ε（ｔ）展式：

ε（ｔ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｑτｗ（ｔ）＋ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．８ ．３８）
应用（５ ．８ ．３）和（５ ．８ ．３５）可得

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ（ｊ）］＝ ＱｗＦｗＴ
ｊ － ｔ ＋ ｔ

τ
＋ ＳＦｖＴ

ｊ － ｔ ＋ ｔ
τ

（５ ．８ ．３９）

Ｅ［ｖ（ｔ）εＴ（ｊ）］＝ ＱｖＦｖＴ
ｊ － ｔ ＋ ｔ

τ
＋ ＳＴＦｗＴ

ｊ － ｔ ＋ ｔ
τ

（５ ．８ ．４０）

由定义（５ ．８ ．３６）和上两式得（５ ．８ ．２８）～（５ ．８ ．３１）．证毕 ． □
【引理 ５ ．８ ．３】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有稳态最优白噪声估值

器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ － ｔτ

Λｗ
ｉＱ－１

εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥－ ｔτ （５ ．８ ．４１）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ － ｔτ

Λｖ
ｉＱ－１

εε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥－ ｔτ （５ ．８ ．４２）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ － ｔτ （５ ．８ ．４３）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ － ｔτ （５ ．８ ．４４）

它们具有统一的新息滤波器形式

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬθＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ），θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．８ ．４５）
其中定义多项式矩阵

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ － ｔτ

Λθ
ｉＱ－１

ε ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥－ ｔτ （５ ．８ ．４６）

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ － ｔτ，θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．８ ．４７）
证明 应用射影公式（４ ．１ ．２０）和引理 ５ ．８ ．２，并注意 Ｆθｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），则有Λθ

ｉ ＝
０（ｉ ＜ － ｔτ），于是当 Ｎ ≥－ ｔτ有

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ －∞
Ｅ［θ（ｔ）εＴ（ｔ ＋ ｉ）］Ｑ－１

εε（ｔ ＋ ｉ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ － ｔτ

Λθ
ｉ Ｑ－１

εε（ｔ ＋ ｉ）（５ ．８ ．４８）

其中θ ＝ ｗ，ｖ，且当 Ｎ ＜ － ｔτ有

θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０，θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．８ ．４９）
注意 ｑｉε（ｔ）＝ε（ｔ ＋ ｉ），故（５ ．８ ．４５）～（５ ．８ ．４７）成立 ．证毕 ． □
【引理 ５ ．８ ．４】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有白噪声Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ），

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．５０）

带伪交换
Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．８ ．５１）

其中珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔＤ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）．
【引理 ５ ．８ ．５】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５ 下白噪声估值误差珘θ（ｔ ｜

ｔ ＋ Ｎ）＝θ（ｔ）－θ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（θ ＝ ｗ，ｖ）的方差阵 Ｐθ（Ｎ）＝ Ｅ［珘θ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘θＴ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）］为

Ｐθ（Ｎ）＝ Ｑθ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ － ｔτ

Λθ
ｉＱ－１

εΛθＴ
ｉ ， Ｎ ≥－ ｔτ
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Ｐθ（Ｎ）＝ Ｑθ， Ｎ ＜ － ｔτ （５ ．８ ．５２）

【引理 ５ ．８ ．６】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有观测预报器
ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＪＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．８ ．５３）

其中珟Ａ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１）由（５ ．８ ．４１）定义，且 ＪＮ（ｑ －１）由下式决定：
珟Ｄ（ｑ －１）＝ ＥＮ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＋ ｑ－ ＮＪＮ（ｑ －１）， Ｎ ＞ ０

ＪＮ（ｑ －１）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）ｑＮ， Ｎ ≤ ０ （５ ．８ ．５４）

其中 ＥＮ（ｑ －１）和 ＪＮ（ｑ －１）的阶次见引理 ５ ．３ ．２，预报误差为
珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｙ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｙ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＥＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．５５）

预报误差方差阵 Ｐｙ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｙ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珓ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Ｐｙ（Ｎ）＝ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｅ（Ｎ）

ｉ ＱεＥ
（Ｎ）Ｔ
ｉ ， Ｅ（Ｎ）

０ ＝ Ｉｍ， Ｎ ＞ ０

Ｐｙ（Ｎ）＝ ０， Ｎ ≤ ０ （５ ．８ ．５６）

【定理 ５ ．８ ．１】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有非递推状态表达式

ｘ（ｔ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ［ｙ（ｔ ＋ ｉ）－ ｖ（ｔ ＋ ｉ）］ （５ ．８ ．５７）

且有非递推稳态最优状态估值器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ［ｙ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

ｖ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （５ ．８ ．５８）
其中可观阵Ω 由（５ ．８ ．５）定义，由假设 ４存在伪逆［１］

Ω＋ ＝（ΩＴΩ）－１ΩＴ （５ ．８ ．５９）

Ω＋ 的首 ｎ 行分块表示为
［Ｉｎ ０］Ω＋ ＝［Ω（１）

０ …Ω（１）
β－２，Ω（２）

０ …Ω（２）
β－１］ （５ ．８ ．６０）

其中Ω（１）
ｉ 为 ｎ × ｎ 阵，Ω（２）

ｉ 为 ｎ × ｍ 阵，０表示适当维数零阵 ．
证明 由（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）有关系

Ω

ｘ（ｔ）
ｘ（ｔ ＋ １）



ｘ（ｔ ＋β － １

















）

＝

Γｗ（ｔ）


Γｗ（ｔ ＋β － ２）
ｙ（ｔ）－ ｖ（ｔ）

ｙ（ｔ ＋β － １）－ ｖ（ｔ ＋β － １

















）

（５ ．８ ．６１）

上式两边对Ω 取伪逆运算引出

ｘ（ｔ）＝［Ｉｎ ０］Ω＋

Γｗ（ｔ）


Γｗ（ｔ ＋β － ２）
ｙ（ｔ）－ ｖ（ｔ）

ｙ（ｔ ＋β － １）－ ｖ（ｔ ＋β － １

















）

（５ ．８ ．６２）
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应用分块表示（５ ．８ ．６０）得（５ ．８ ．５７）．若 Ａ（ｑ －１）是稳定的，即 ｙ（ｔ）为平稳时间序列，则取
（５ ．８ ．５７）两边各项在无穷维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ（ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ），ｙＴ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）上的射影得（５ ．
８ ．５８）．若 Ａ（ｑ －１）是不稳定的，即 ｙ（ｔ）为非平稳时间序列，此时应用引理 ５ ．３ ．２给出的非
平稳时间序列 ｓｔｒｍ预报器，仍统一定义最优状态估值器为（５ ．８ ．５８）． □

下面求状态估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） ＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵 Ｐ（Ｎ） ＝
Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］．
【定理 ５ ．８ ．２】 在定理 ５ ．８ ．１条件下，有状态估值误差表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ 珓ｙ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ｖ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．６３）

进一步用合并同类项方法有表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑
ｔτ＋β－１

ｉ ＝ ０
Ωｃ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ），

ｔτ ＝ ｍａｘ（τ，０）， Ｎ ＜ ０ （５ ．８ ．６４）

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑
ｎ０＋ ｔτ

ｉ ＝ ０
Ωｄ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ），

ｎ０ ＝ ｍａｘ（β － １，Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．８ ．６５）
其中定义Ωｃ

ｉ，Ωｄ
ｉ 由合并同类项得到，合并（５ ．８ ．６４）和（５ ．８ ．６５）有

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑
ｎ０＋ ｔτ

ｉ ＝ ０
Ωｅ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ），

ｎ０ ＝ ｍａｘ（β － １，Ｎ） （５ ．８ ．６６）
证明 当 Ｎ ＜ ０时，由（５ ．８ ．４３）有 ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０（ｉ ＞ Ｎ ＋ ｔτ）．因此当 ｉ ≤

Ｎ ＋ ｔτ（Ｎ － ｉ ≥－ ｔτ）时，由（５ ．８ ．４１）有 ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ ｉ ＋ Ｎ － ｉ）是
（ε（ｔ ＋ ｉ － ｔτ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ））的线性组合 ．故当 Ｎ ＜ ０时（５ ．８ ．６３）右边第四项

∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｐ

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

ｐ ＝ ｍｉｎ（β － ２，Ｎ ＋ ｔτ），Ｎ ＜ ０ （５ ．８ ．６７）
是（ε（ｔ － ｔτ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ））的线性组合 ．同理（５ ．８ ．６３）右边第五项也是（ε（ｔ － ｔτ），…，

ε（ｔ ＋ Ｎ））的线性组合 ．
另一方面，当 Ｎ ＜ ０时，由（５ ．８ ．５５）引出（５ ．８ ．６３）右边第三项为（ε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １），…，

ε（ｔ ＋β － １））的线性组合 ．合并上述情形引出（５ ．８ ．６４）．
当 Ｎ ≥ ０时，由（５ ．８ ．４３）有 ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０（ｉ ＞ Ｎ ＋ ｔτ），故（５ ．８ ．６３）右边第

四项为

∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｒ

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ Γｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

ｒ ＝ ｍｉｎ（β － ２，Ｎ ＋ ｔτ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．８ ．６８）
此时 ｉ ≤ Ｎ ＋ ｔτ即Ｎ － ｉ ≥－ ｔτ，由（５ ．８ ．４１）引出上式是（ε（ｔ － ｔτ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ））的线
性组合 ．
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另一方面，当 Ｎ ≥ ０时由（５ ．８ ．５５）引出（５ ．８ ．６３）右边第三项，当β － １≤ Ｎ 时为零，
当β － １ ＞ Ｎ时为（ε（ｔ ＋ Ｎ ＋ １），…，ε（ｔ ＋β － １））的线性组合 ．合并上述情形引出（５ ．８ ．
６５）．因 Ｎ ＜ ０时由（５ ．８ ．６６）有 ｎ０ ＝β － １，故（５ ．８ ．６６）成立 ．证毕 ． □
【推论 ５ ．８ ．１】 广义系统状态估值误差（５ ．８ ．６６）可写成统一形式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｖ
ｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωε

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ）］，

ｎ１ ＝ ｎ０ ＋ ｔτ，ｎ０ ＝ ｍａｘ（β － １，Ｎ），ｔτ ＝ ｍａｘ（τ，０） （５ ．８ ．６９）
其中置Ωｗ

ｉ ＝ Ω（１）
ｉ Γ，Ωｗ

ｉ ＝ ０（ｉ ＞β － ２）；Ωｖ
ｉ ＝ － Ω（２）

ｉ ，Ωｖ
ｉ ＝ ０（ｉ ＞β － １）；Ωε

ｉ ＝ Ωｅ
ｉ ．

【定理 ５ ．８ ．３】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５ 下，稳态最优状态估值器
（５ ．８ ．５８）的误差方差阵 Ｐ（Ｎ）为

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，Ωｖ
ｉ，Ωε

ｉ］

Ｑｗδｉｊ Ｓδｉｊ Λｗ
ｊ － ｉ － ｔ

τ

ＳＴδｉｊ Ｑｖδｉｊ Λｖ
ｊ－ ｉ － ｔ

τ

ΛｗＴ
ｉ － ｊ － ｔ

τ
ΛｖＴ

ｉ － ｊ － ｔ
τ

Ｑεδ











ｉｊ

ΩｗＴ
ｊ

ΩｖＴ
ｊ

ΩεＴ











ｊ

（５ ．８ ．７０）

证明 由（５ ．８ ．６９）有

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，Ωｖ
ｉ，Ωε

ｉ］
ｗ（ｔ ＋ ｉ）
ｖ（ｔ ＋ ｉ）

ε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ









）

（５ ．８ ．７１）

应用（５ ．８ ．３）、（５ ．８ ．２８）和（５ ．８ ．２９）得（５ ．８ ．７０）． □
【定理 ５ ．８ ．４】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下，有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ状

态估值器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．７２）

其中多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）定义为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
Ω（１）

ｉ ΓＬｗ
Ｎ－ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＋ ∑

β－１

ｉ ＝ ０
Ω（２）

ｉ ［Ｊｉ － Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖ
Ｎ－ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）］

（５ ．８ ．７３）
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）也可表为 ＡＲＭＡ递推形式

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．７４）
证明 将（５ ．８ ．５０）和（５ ．８ ．５３）代入（５ ．８ ．５８）中引出（５ ．８ ．７２） ～ （５ ．８ ．７４）． 因

Ｄ（ｑ －１）是稳定的，由关系式 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１）引出 ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）是稳定的多项式，故
（５ ．８ ．７２）和（５ ．８ ．７４）是渐近稳定的 ． □

【推论 ５ ．８ ．２】 单输出广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５ 下有渐近稳定的
Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器

Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．７５）
其中多项式 ＫＮ（ｑ －１）用（５ ．８ ．７３）计算，但应置珟Ａ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）．

注意，完全可观性假设 ４等价于［９９］如下［（β－ １）ｎ ＋βｍ］×βｎ矩阵Θ为列满秩矩阵：
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Θ ＝

Ｍ －Φ … ０ ０
   
０ ０ … Ｍ －Φ
Ｈ ０ … ０ ０
   
０ ０ … ０

















Ｈ

（５ ．８ ．７６）

其中Θ为［（β－ １）ｎ ＋βｍ］×βｎ矩阵，β是使Θ为列满秩的最小自然数，叫可观测性指数 ．
类似于定理 ５ ．８ ．１有如下定理 ．
【定理 ５ ．８ ．５】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有非递推状态表达式

ｘ（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ（ｔ － ｉ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ［ｙ（ｔ － ｉ）－ ｖ（ｔ － ｉ）］ （５ ．８ ．７７）

且有非递推稳态最优状态估值器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ［ｙ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

ｖ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （５ ．８ ．７８）
其中可观阵Θ 由（５ ．８ ．７６）定义，且由假设 ４存在伪逆

Θ＋ ＝（ΘＴΘ）－１ΘＴ （５ ．８ ．７９）
且将Θ＋ 的首 ｎ 行分块表示为

［Ｉｎ ０］Θ＋ ＝［Θ（１）
１ …Θ（１）

β－１，Θ（２）
０ …Θ（２）

β－１］ （５ ．８ ．８０）
其中Θ（１）

ｉ 为 ｎ × ｎ 阵，Θ（２）
ｉ 为 ｎ × ｍ 阵 ．

证明 由（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）有关系

Θ

ｘ（ｔ）
ｘ（ｔ － １）



ｘ（ｔ －β ＋ １

















）

＝

Γｗ（ｔ － １）


Γｗ（ｔ －β ＋ １）
ｙ（ｔ）－ ｖ（ｔ）

ｙ（ｔ －β ＋ １）－ ｖ（ｔ －β ＋ １

















）

（５ ．８ ．８１）

其中Θ 由（５ ．８ ．７６）定义，因Θ 为列满秩，对上式实行Θ的伪逆运算得（５ ．８ ．７７）．若 ｙ（ｔ）
是平稳时间序列，则对上式实行射影运算得（５ ．８ ．７８）．若 ｙ（ｔ）是非平稳时间序列，由非平
稳时间序列的 ｓｔｒｍ预报器，仍定义 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为（５ ．８ ．７８）．证毕 ． □
【定理 ５ ．８ ．６】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ状

态估值器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．８２）

其中定义多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ ΓＬｗ
Ｎ－ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＋ ∑

β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ［Ｊ － ｉ － Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖ
Ｎ＋ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）］

（５ ．８ ．８３）
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）也可表为 ＡＲＭＡ递推形式

ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．８４）
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证明 类似于定理 ５ ．８ ．４的证明，从略 ． □
【定理 ５ ．８ ．７】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ（ｔ － ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ｖ（ｔ － ｉ）＋

∑
β－１＋ ｔτ＋ Ｎ

ｉ ＝ ０
Θ（３）

ｉ ε（ｔ －β ＋ １ － ｔτ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．８ ．８５）

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ（ｔ － ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ｖ（ｔ － ｉ）＋ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
Θ（４）

ｉ ε（ｔ － ｉ），

Ｎ ＜ ０， ｎ０ ＝ ｍａｘ（－ Ｎ － １，β － １ ＋ ｔｒ），ｔｒ ＝ ｍａｘ（τ，０） （５ ．８ ．８６）

其中定义Θ（３）
ｉ 和Θ（４）

ｉ 由合并同类项得到 ．
证明 当 Ｎ ≥ ０时有 ｙ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ － ｉ）（ｉ ≥ ０），于是有

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ（ｔ － ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ｖ（ｔ － ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋

∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ｖ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．８７）

由（５ ．８ ．４１）和（５ ．８ ．４２）上式右边第三和第四项是ε（ｔ －β ＋ １ － ｔτ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）的线性
组合，合并同类项后得（５ ．８ ．８５）．当 Ｎ ＜ ０时有

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ（ｔ － ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ｖ（ｔ － ｉ）－ ∑
β－１

ｉ ＝ １
Θ（１）

ｉ Γｗ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋

∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ 珓ｙ（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Θ（２）

ｉ ｖ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．８８）

由（５ ．８ ．５５）上式右边第四项为ε（ｔ ＋ Ｎ － １），…，ε（ｔ）的线性组合 ．另一方面注意白噪声
估值器

θ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ θ^（ｔ － ｉ ｜ ｔ － ｉ ＋ Ｎ ＋ ｉ），θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．８ ．８９）
由（５ ．８ ．４１）和（５ ．８ ．４２），取 ｉ ＝β － １，对 ｗ^（ｔ －β ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｖ^（ｔ －β ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）而
言，当 Ｎ ＋β － １≥－ ｔτ时，即β － １ ＋ ｔτ ＞ － Ｎ － １时，它们是ε（ｔ －β ＋ １ － ｔτ），…，

ε（ｔ ＋ Ｎ）的线性组合 ．于是引出（５ ．８ ．８６）．证毕 ． □
【推论 ５ ．８ ．３】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有估值误差表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Θｗ

ｉ ｗ（ｔ － ｉ）＋Θｖ
ｉｖ（ｔ － ｉ）＋Θ（５）

ｉ ε（ｔ －βτ ＋ ｉ）］，

Ｎ ≥ ０，ｎ１ ＝β － １ ＋ ｔτ ＋ Ｎ，βτ ＝β － １ ＋ ｔτ （５ ．８ ．９０）

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
［Θｗ

ｉ ｗ（ｔ － ｉ）＋Θｖ
ｉｖ（ｔ － ｉ）＋Θ（６）

ｉ ε（ｔ － ｉ）］，

Ｎ ＜ ０，ｎ０ ＝ ｍａｘ（－ Ｎ － １，β － １ ＋ ｔτ），ｔτ ＝ ｍａｘ（τ，０） （５ ．８ ．９１）
其中置Θｗ

ｉ ＝ Θ（１）
ｉ （ｉ ＝ １，…，β － １）；Θｗ

０ ＝ ０；Θｗ
ｉ ＝ ０（ｉ ＞β － １）；Θｖ

ｉ ＝ Θ（２）
ｉ （ｉ ＝ ０，…，

β － １）；Θｖ
ｉ ＝ ０（ｉ ＞β － １）；Θ（５）

ｉ ＝ Θ（３）
ｉ ；Θ（６）

ｉ ＝ Θ（４）
ｉ ．

证明 由（５ ．８ ．８５）和（５ ．８ ．８６）得证 ． □
【定理 ５ ．８ ．８】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５ 下，稳态最优状态估值器
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（５ ．８ ．７８）的误差方差阵 Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
［Θｗ

ｉ，Θｖ
ｉ，Θ（５）

ｉ ］

Ｑｗδｉｊ Ｓδｉｊ Λｗ
ｉ＋ ｊ －βτ

ＳＴδｉｊ Ｑｖδｉｊ Λｖ
ｉ＋ ｊ －βτ

ΛｗＴ
ｉ ＋ ｊ －βτ ΛｖＴ

ｉ ＋ ｊ －βτ
Ｑεδ











ｉｊ

ΘｗＴ
ｊ

ΘｖＴ
ｊ

ΘεＴ











ｊ

， Ｎ ≥ ０

（５ ．８ ．９２）

Ｐ（Ｎ）＝ ∑
ｎ０

ｉ ＝ ０
∑
ｎ０

ｊ ＝ ０
［Θｗ

ｉ，Θｖ
ｉ，Θ（６）

ｉ ］

Ｑｗδｉｊ Ｓδｉｊ Λｗ
ｉ－ ｊ

ＳＴδｉｊ Ｑｖδｉｊ Λｖ
ｉ－ ｊ

ΛｗＴ
ｊ － ｉ ΛｖＴ

ｊ － ｉ Ｑεδ











ｉｊ

ΘｗＴ
ｊ

ΘｖＴ
ｊ

Θ（６）Ｔ











ｊ

， Ｎ ＜ ０ （５ ．８ ．９３）

证明 应用（５ ．８ ．２８）和（５ ．８ ．２９），由推论 ５ ．８ ．３类似定理 ５ ．８ ．３的证明得证 ． □
【引理 ５ ．８ ．６】［１８７］ 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下，且设在（５ ．８ ．１０）中

ｎ２ ＞ ０，则存在 ｎ × ｍ 矩阵Ｋ 使

ｄｅｔ［ｚＭ －（Φ ＋ ＫＨ）］＝ γ≠ ０ （常数） （５ ．８ ．９４）
【推论 ５ ．８ ．４】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下，存在 ｎ × ｍ 矩阵Ｋ 使

ｄｅｔ［Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ）］＝ γｑ － ｎ， γ≠ ０ （常数） （５ ．８ ．９５）
证明 由（５ ．８ ．９４），注意关系

ｄｅｔ［ｑＭ －（Φ ＋ ＫＨ）］＝ ｄｅｔ［ｑ（Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ））］＝
ｑｎｄｅｔ［Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ）］＝ γ≠ ０ （５ ．８ ．９６）

这引出（５ ．８ ．９５）．证毕 ． □
【定理 ５ ．８ ．９】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有状态表达式
ｘ（ｔ）＝ Ｒ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｎ － １）－ Ｐ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ ｎ － １）＋ Ｐ（ｑ －１）ｖ（ｔ ＋ ｎ － １）

（５ ．８ ．９７）
其中定义

Ｒ（ｑ －１）＝ ａｄｊ［Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ）］Γ
γ

（５ ．８ ．９８）

Ｐ（ｑ －１）＝ ａｄｊ［Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ）］Ｋ
γ

（５ ．８ ．９９）

其中γ和Ｋ 由引理 ５ ．８ ．６决定，ａｄｊ为伴随阵符号 ．
证明 用 Ｋ 左乘（５ ．８ ．２）并与（５ ．８ ．１）相加有

Ｍｘ（ｔ ＋ １）＝（Φ ＋ ＫＨ）ｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｙ（ｔ）＋ Ｋｖ（ｔ） （５ ．８ ．１００）
这引出

ｘ（ｔ）＝［Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ）］－１［Γｗ（ｔ － １）－ Ｋｙ（ｔ － １）＋ Ｋｖ（ｔ － １）］
（５ ．８ ．１０１）

利用（５ ．８ ．９５）立刻得（５ ．８ ．９７）～（５ ．８ ．９９）．证毕 ． □
【定理 ５ ．８ ．１０】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有非递推稳态最优状态

估值器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｒｉｗ^（ｔ ＋ ｎ － １ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｐｉ ｙ^（ｔ ＋ ｎ － １ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋
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∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｐｉ ｖ^（ｔ ＋ ｎ － １ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．１０２）

证明 将（５ ．８ ．９７）右边展开有

ｘ（ｔ）＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｒｉｗ（ｔ ＋ ｎ － １ － ｉ）－ ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｐｉｙ（ｔ ＋ ｎ － １ － ｉ）＋ ∑

ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｐｉｖ（ｔ ＋ ｎ － １ － ｉ）

（５ ．８ ．１０３）
若 ｙ（ｔ）为平稳时间序列，则对上式两边取射影运算立刻得（５ ．８ ．１０２）．若 ｙ（ｔ）是非平稳时
间序列，应用引理 ５ ．３ ．２给出的非平稳时间序列的 ｓｔｒｍ预报器仍有（５ ．８ ．１０２）成立 ． □
【定理 ５ ．８ ．１１】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有状态估值误差珘ｘ（ｔ ｜

ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的表达式

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｖ
ｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωε

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ）（５ ．８ ．１０４）

其中定义Ωｗ
ｉ ＝ Ｒｎ－１－ ｉ，ｉ ＝ ０，…，ｎ － １，Ωｗ

ｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎ － １）；Ωｖ
ｉ ＝ Ｐｎ－１－ ｉ，ｉ ＝ ０，…，ｎ －

１，Ωｖ
ｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎ － １）；Ωε

ｉ 由合并同类项得到，且
ｎ１ ＝ ｎ０ ＋ ｔτ，ｎ０ ＝ ｍａｘ（ｎ － １，Ｎ）， ｔτ ＝ ｍａｘ（τ，０） （５ ．８ ．１０５）

证明 由定理 ５ ．８ ．２和推论 ５ ．８ ．１得证 ． □
【定理 ５ ．８ ．１２】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有稳态估值误差方差阵

Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为（５ ．８ ．７０）．
证明 应用（５ ．８ ．１０４）和定理 ５ ．８ ．３得证 ． □
【定理 ５ ．８ ．１３】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ状

态估值器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．１０６）

或表为 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．１０７）

其中定义多项式矩阵 ＫＮ（ｑ －１）为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
ＲｉＬｗ

Ｎ－ ｎ＋１＋ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）－ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
ＰｉＪｎ－１－ ｉ － Ｎ（ｑ －１）＋

∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
ＰｉＬｖ

Ｎ－ ｎ＋１＋ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１） （５ ．８ ．１０８）

其中 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．
证明 将（５ ．８ ．５０）和（５ ．８ ．５３）代入（５ ．８ ．１０２）得（５ ．８ ．１０６）～（５ ．８ ．１０８）．由珟Ｄ（ｑ －１）

的稳定性引出（５ ．８ ．１０６）或（５ ．８ ．１０７）是渐近稳定的 ．证毕 ． □
【推论 ５ ．８ ．５】 单输出广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ４ 下，有渐近稳定的

Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器
Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．８ ．１０９）

其中 ＫＮ（ｑ －１）为在（５ ．８ ．１０８）中置珟Ａ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）．
证明 对单输出系统有 ｍ ＝ １，故有珟Ａ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１），珟Ｄ（ｑ －１）＝ Ｄ（ｑ －１），由定理

５ ．８ ．１３立刻得证 ． □
【注５ ．８ ．３】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）的ＡＲＭＡ新息模型可基于左素分解（５ ．８ ．７）
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得到，也可用另一种方法得到，即基于表达式（５ ．８ ．９７）构造ＡＲＭＡ新息模型 ．事实上将（５ ．
８ ．９７）代入（５ ．８ ．２）有

ｙ（ｔ）＝ ＨＲ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｎ － １）－ ＨＰ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ ｎ － １）＋
ＨＰ（ｑ －１）ｖ（ｔ ＋ ｎ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．８ ．１１０）

即
ｙ（ｔ）＋ ＨＲ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ ｎ － １）＝ ＨＰ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｎ － １）＋

ＨＰ（ｑ －１）ｖ（ｔ ＋ ｎ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．８ ．１１１）
注意 Ｐ（ｑ －１）和 Ｒ（ｑ －１）的首系数阵 Ｐ０和 Ｒ０可能为零阵 ．将（５ ．８ ．１１１）左边的多项式矩阵
的首系数阵（可证明它是非异方阵）化为单位阵后可得到同样的ＡＲＭＡ新息模型（５ ．８ ．２６）
和（５ ．８ ．２７）．
【注 ５ ．８ ．４】 在引理 ５ ．８ ．６中矩阵 Ｋ和常数γ是非惟一的，可由等式（５ ．８ ．９５）用待定

系数法求得 ．详见仿真例子 ．
【例 ５ ．８ ．１】 考虑带相关噪声的广义随机系统

１ ０ ０
－ １ ０ １









０ ０ ０
ｘ（ｔ ＋ １）＝

０ ．９ ０ ０
－ ０ ．５ ０ ．５ ０
－ ０ ．２５ ０ ０ ．









２５
ｘ（ｔ）＋

１
－ １









０
ｗ（ｔ）（５ ．８ ．１１２）

ｙ（ｔ）＝［０ １ ０］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．８ ．１１３）
ｖ（ｔ）＝ ０ ．５ｗ（ｔ）＋ξ（ｔ） （５ ．８ ．１１４）

其中 ｗ（ｔ）和ξ（ｔ）是零均值相互独立的高斯白噪声，方差各为σ２
ｗ ＝ １和σ２

ｖ ＝ １ ．容易应
用（５ ．８ ．７）求得 ＡＲＭＡ新息模型为

（１ － ０ ．９ｑ －１）ｙ（ｔ）＝（１ － ０ ．５４０ ５ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．８ ．１１５）
其中新息ε（ｔ）是零均值、方差为σ２

ε ＝ ７ ．４４７ １的白噪声，且有关系
（１ － ０ ．５４０ ５ｑ －１）ε（ｔ）＝（２ － ０ ．８ｑ －１）ｗ（ｔ）＋（１ － ０ ．９ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．８ ．１１６）

记 Ｋ ＝［ｋ１，ｋ２，ｋ３］Ｔ，容易求得

ｄｅｔ［Ｍ － ｑ－１（Φ ＋ ＫＨ）］＝ ｋ３ ｑ －１ ＋（０ ．１２５ ＋ ０ ．２５ｋ２ － ０ ．９ｋ３）ｑ －２ － ０ ．１２５ｋ１ ｑ －３

（５ ．８ ．１１７）
为了得到满足（５ ．８ ．９５）的 Ｋ，在上式中应取

ｋ３ ＝ ０， ｋ２ ＝ － ０ ．５ （５ ．８ ．１１８）

而 ｋ１ 可任意取，例如可取 ｋ１ ＝ １，则有γ ＝ － ０ ．１２５，于是有

Ｋ ＝［１ － ０ ．５ ０］Ｔ， γ ＝ － ０ ．１２５ （５ ．８ ．１１９）
容易算得

Ｒ（ｑ －１）＝
０
－ ２









０
ｑ －１ ＋

－ ２
０ ．８
－









２
ｑ －２ （５ ．８ ．１２０）

Ｐ（ｑ －１）＝
０
－ １









０
ｑ －１ ＋

－ １
－ ０ ．１
－









１
ｑ －２ （５ ．８ ．１２１）

注意 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．８ ．１１５）也可用注 ５ ．８ ．３的方法求得 ．事实上，将（５ ．８ ．１２０）和
·２２３·



（５ ．８ ．１２１）及 Ｈ ＝［０ １ ０］代入（５ ．８ ．１１１）有
－ ｙ（ｔ ＋ １）＋ ０ ．９ｙ（ｔ）＝（－ ２ ＋ ０ ．８ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ １）－ ｖ（ｔ ＋ １）＋ ０ ．９ｖ（ｔ）

（５ ．８ ．１２２）
上式两边乘 － １化为首系数为 １的自回归多项式有

（１ － ０ ．９ｑ －１）ｙ（ｔ）＝（２ － ０ ．８ｑ －１）ｗ（ｔ）＋（１ － ０ ．９ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．８ ．１２３）
它相同于（５ ．８ ．１１６），且由上式引出 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．８ ．１１５）．

应用推论 ５ ．８ ．５，取 Ｎ ＝ ０，可得广义 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器
（１ － ０ ．５４０ ５ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋ０（ｑ －１）ｙ（ｔ） （５ ．８ ．１２４）

Ｋ０（ｑ －１）＝
０ ．０２６ ５
０ ．６９７ ９
０ ．









０２６ ５
＋

０ ．３３５ ７
－ ０ ．２６８ ６
０ ．









３３５ ７
ｑ －１ （５ ．８ ．１２５）

仿真结果如图 ５ ．８ ．１ 至图 ５ ．８ ．３ 所示，其中实线为 ｘｉ（ｔ），ｉ ＝ １，２，３，且 ｘ（ｔ） ＝
［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ）］Ｔ，虚线为估值 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ），ｉ ＝ １，２，３，且 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝［ｘ^１（ｔ ｜ ｔ），^ｘ２（ｔ ｜
ｔ），^ｘ３（ｔ ｜ ｔ）］Ｔ ．

图 ５ ．８ ．１ 状态 ｘ１（ｔ）和广义 Ｗｉｅｎｅｒ

状态滤波器 ｘ^１（ｔ ｜ ｔ）

图 ５ ．８ ．１ 状态 ｘ２（ｔ）和广义 Ｗｉｅｎｅｒ

状态滤波器 ｘ^２（ｔ ｜ ｔ）

图 ５ ．８ ．３ 状态 ｘ３（ｔ）和广义 Ｗｉｅｎｅｒ

状态滤波器 ｘ^３（ｔ ｜ ｔ）

【注 ５ ．８ ．５】 考虑广义系统（５ ．８ ．１１２），带有观测
方程

ｙ（ｔ）＝
０ １ ０[ ]１ ０ ０

ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ）（５ ．８ ．１２６）

其中 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑｖ 的独立于ｗ（ｔ）的白
噪声，观测 ｙ（ｔ）和观测噪声 ｖ（ｔ）均为二维随机过程 ．
为了求推论 ５ ．８ ．４中的 ３ × ２矩阵 Ｋ，可取 Ｋ 有如下形
式

Ｋ ＝

ｋ１ ０
ｋ２ ０
ｋ３









０

（５ ．８ ．１２７）

其中 ｋ１，ｋ２，ｋ３ 为待定系数，于是有
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ＫＨ ＝

ｋ１ ０
ｋ２ ０
ｋ３









０

０ １ ０[ ]１ ０ ０
＝

０ ｋ１ ０
０ ｋ２ ０
０ ｋ３









０

（５ ．８ ．１２８）

由例 ５ ．８ ．１可求得
ｋ１ ＝ １， ｋ２ ＝ － ０ ．５， ｋ３ ＝ ０ （５ ．８ ．１２９）

于是可得满足（５ ．８ ．９５）的 Ｋ 和γ为

Ｋ ＝
１ ０

－ ０ ．５ ０








０ ０
， γ ＝ － ０ ．１２５ （５ ．８ ．１３０）

５ ．９ 广义系统降阶 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器

考虑广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２），在节 ５ ．８的假设 １ ～ ５下，我们考虑广义系统的降
阶状态估计问题，即在一定变换下将广义系统分解为两个降阶的子系统，将广义系统状态
估计问题转化为子系统的状态估计问题，从而可减小计算负担，且为广义系统状态估计提
供了新的途径和方法 ．

由假设 １ ～ ２，存在非异矩阵 Ｐ，Ｑ 使

ＰＭＱ ＝
Ｉｎ１ ０

０ 珚[ ]Ｎ
， ＰΦＱ ＝

Φ１ ０
０ Ｉｎ[ ]

２

， ＰΓ ＝
Γ１

Γ
[ ]

２
，

ＨＱ ＝［Ｈ１，Ｈ２］ （５ ．９ ．１）
其中 ｎ１ ＋ ｎ２ ＝ ｎ，珚Ｎ 为幂零阵 ．令

ｘ（ｔ）＝ Ｑ
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） （５ ．９ ．２）

则原广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）化为典范形
Ｉｎ１ ０

０ 珚[ ]Ｎ

ｘ１（ｔ ＋ １）

ｘ２（ｔ ＋ １[ ]） ＝
Φ１ ０
０ Ｉｎ[ ]

２

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋
Γ１

Γ
[ ]

２
ｗ（ｔ） （５ ．９ ．３）

其中 ｘ１（ｔ）∈ Ｒｎ１和 ｘ２（ｔ）∈ Ｒｎ２ 为子系统的状态 ．由关系（５ ．９ ．２）求广义系统状态估值器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）转化为求子系统状态估值器 ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｘ^２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），且有关系

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ
ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

ｘ^２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ[ ]） （５ ．９ ．４）

（５ ．９ ．３）可分解为如下两个子系统
ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Φ１ｘ１（ｔ）＋Γ１ｗ（ｔ） （５ ．９ ．５）

Ｎｘ２（ｔ ＋ １）＝ ｘ２（ｔ）＋Γ２ｗ（ｔ） （５ ．９ ．６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈ１ｘ１（ｔ）＋ Ｈ２ｘ２（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．９ ．７）
因珚Ｎ 为幂零阵，则有它的全部特征值为零，即

ｄｅｔ（ｑ －１ Ｉｎ２ －珚Ｎ）＝ ｑ－ ｎ２ （５ ．９ ．８）

由（５ ．９ ．６）有
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ｘ２（ｔ）＝ －（ｑ －１ Ｉｎ２ －珚Ｎ）
－１Γ２ｗ（ｔ － １）＝ －

ａｄｊ（ｑ －１ Ｉｎ２ －珚Ｎ）Γ２

ｄｅｔ（ｑ －１ Ｉｎ２ －珚Ｎ）
ｗ（ｔ － １）＝

珚Ｒ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｎ２ － １） （５ ．９ ．９）
珚Ｒ（ｑ －１）＝ － ａｄｊ（ｑ －１ Ｉｎ２ －珚Ｎ）Γ２ （５ ．９ ．１０）

它的阶次 ｎ珋ｒ ＝ ｎ２ － １ ．将（５ ．９ ．９）代入（５ ．９ ．７）引出子系统（５ ．９ ．５）的观测方程
ｙ（ｔ）＝ Ｈ１ｘ１（ｔ）＋η（ｔ） （５ ．９ ．１１）

其中 ＭＡ有色观测噪声η（ｔ）为

η（ｔ）＝ Ｒ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｎ２ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．９ ．１２）

Ｒ（ｑ －１）＝ Ｈ２珚Ｒ（ｑ －１） （５ ．９ ．１３）
其中 Ｒ（ｑ －１）的阶次 ｎｒ ＝ ｎ２ － １ ．

子系统（６ ．９ ．５）和（６ ．９ ．１１）构成带 ＭＡ有色观测噪声的常规系统 ．
【引理 ５ ．９ ．１】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下，（Φ１，Ｈ１）为完全可观

对 ．
证明 对任意复数 ｚ 有

ｒａｎｋ
ｚＭ －Φ[ ]Ｈ

＝ ｒａｎｋ
Ｐ ０
０ Ｉ[ ]

ｍ

ｚＭ －Φ[ ]Ｈ
Ｑ ＝

ｒａｎｋ
ＰＭＱ － ＰΦＱ[ ]ＨＰ

＝ ｒａｎｋ

ｚＩｎ１ － Φ１ ０

０ ｚ珚Ｎ － Ｉｎ２
Ｈ１ Ｈ











２

＝ ｎ （５ ．９ ．１４）

其中应用了（５ ．９ ．１）．由矩阵秩的 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ［１０１］不等式引出

ｒａｎｋ
ｚＩｎ１ － Φ１

Ｈ[ ]
１

＝ ｎ１， ｒａｎｋ
ｚ珚Ｎ － Ｉｎ２

Ｈ[ ]
２

＝ ｎ２ （５ ．９ ．１５）

上式第一式即（Φ１，Ｈ１）为完全可观对 ． □
应注意，不同于节 ５ ．８求 ＡＲＭＡ新息模型的方法，这里可通过子系统（５ ．９ ．５）和（５ ．９ ．

１１）来求ＡＲＭＡ新息模型，因为处理低阶常规系统更为方便和简单 ．由（５ ．９ ．５）和（５ ．９ ．１１）
有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ１（Ｉｎ１ － ｑ－１Ф１）－１Γ１ ｑ －１ｗ（ｔ）＋η（ｔ） （５ ．９ ．１６）

引入左素分解
Ｈ１（Ｉｎ１ － ｑ－１Ф１）－１Γ１ ｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｃ（ｑ －１） （５ ．９ ．１７）

带 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ ０，将上式代入（５ ．９ ．１６）并由（５ ．９ ．１２）有

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝珚Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｎ２ － １）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ），
珚Ｂ（ｑ －１）＝ Ｃ（ｑ －１）ｑ －（ｎ２－１）＋ Ａ（ｑ －１）Ｒ（ｑ －１） （５ ．９ ．１８）

将珚Ｂ（ｑ －１）表为
珚Ｂ（ｑ －１）＝ ｑ－ ｉ０Ｂ（ｑ －１）， Ｂ０ ≠ ０， ｉ０ ≥ ０ （５ ．９ ．１９）

则（５ ．９ ．１８）成为
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｑτｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ），τ ＝ ｎ２ － １ － ｉ０ （５ ．９ ．２０）
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它们相同于（５ ．８ ．２５）．于是有 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．９ ．２１）

其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有
关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｑτｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．９ ．２２）
可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求 Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε．

应注意，ＡＲＭＡ新息模型（５ ．９ ．２１）完全相同于用节 ５ ．８方法求得的 ＡＲＭＡ新息模型
（５ ．８ ．２６）．

【引理 ５ ．９ ．２】 ＭＡ有色观测噪声η（ｔ）有新息滤波器

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬηＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．２３）
其中多项式矩阵 ＬηＮ（ｑ －１）定义为

ＬηＮ（ｑ －１）＝ ∑
ｎｒ

ｉ ＝ ０
ＲｉＬｗ

Ｎ＋ ｉ－τ０
（ｑ －１）＋ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１） （５ ．９ ．２４）

其中τ０ ＝ ｎ２ － １，Ｒｉ 为Ｒ（ｑ －１）的系数阵，Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）和 Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）由引理 ５ ．８ ．３的（５ ．８ ．４５）
定义 ．

证明 由（５ ．９ ．１２）和τ０ ＝ ｎ２ － １，ｎｒ ＝ ｎ２ － １ ＝τ０ 有

η（ｔ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０
Ｒｉｗ（ｔ ＋τ０ － ｉ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．９ ．２５）

上式两边取射影运算有

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０
Ｒｉｗ^（ｔ ＋τ０ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．２６）

应用白噪声新息滤波器（５ ．８ ．４５）有
ｗ^（ｔ ＋τ０ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ

Ｎ＋ ｉ－τ０
（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．２７）

将它们代入（５ ．９ ．２６）引出（５ ．９ ．２３）和（５ ．９ ．２４）． □
【引理 ５ ．９ ．３】 ＭＡ有色观测噪声η（ｔ）有 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

η^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＬηＮ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．２８）
带伪交换

Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （５ ．９ ．２９）
带珟Ｄ０ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１）．

证明 由（５ ．９ ．２１）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．３０）
将它们代入（５ ．９ ．２３）后，利用（５ ．９ ．２９）得（５ ．９ ．２８）． □
【定理 ５ ．９ ．１】 子系统（５ ．９ ．５）和（５ ．９ ．１１）有非递推状态表达式

ｘ１（ｔ）＝ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［ｙ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
Ｈ１Φｉ －１－ ｊ

１ Γ１ｗ（ｔ ＋ ｊ）－η（ｔ ＋ ｉ）］（５ ．９ ．３１）

其中β１ 为（Φ１，Ｈ１）的可观性指数，可观阵Ω 定义为

Ω ＝［ＨＴ
１，（Ｈ１Φ１）Ｔ，…，（Ｈ１Φβ１－１１ ）Ｔ］Ｔ （５ ．９ ．３２）
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且将伪逆Ω＋ ＝（ΩＴΩ）－１ΩＴ分块表示为

Ω＋ ＝［Ω０，Ω１，…，Ωβ１－１
］ （５ ．９ ．３３）

还规定Φｉ
１ ＝ ０（ｉ ＜ ０）且 ｊ≥ ０，即规定当 ｉ ＝ ０时（５ ．９ ．３１）中括号内第二项为零 ．非递推

稳态最优状态估值器为

ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［ｙ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
Ｈ１Φｉ －１－ ｊ

１ Γ１ｗ^（ｔ ＋ ｊ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

η^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （５ ．９ ．３４）
状态 ｘ２（ｔ）有非递推表达式（５ ．９ ．９），即

ｘ２（ｔ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珚Ｒ ｉｗ（ｔ ＋τ０ － ｉ） （５ ．９ ．３５）

其中τ０ ＝ ｎ２ － １，珚Ｒ ｉ 为由（５ ．９ ．１０）定义的珚Ｒ（ｑ －１）的系数阵 ．非递推稳态最优状态估值器
为

ｘ^２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珚Ｒ ｉｗ^（ｔ ＋τ０ － ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．３６）

证明 因由引理 ５ ．９ ．１（Φ１，Ｈ１）为完全可观对，故用定理 ５ ．８ ．１的证明方法得（５ ．９ ．
３１）～（５ ．９ ．３４）．由（５ ．９ ．９）引出（５ ．９ ．３５）和（５ ．９ ．３６）． □
【引理 ５ ．９ ．４】 子系统（５ ．９ ．５）和（５ ．９ ．１１）有状态估值误差珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ１（ｔ）－

ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）表达式

珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β１－１＋τ０

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ珓ｙ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

∑
β１－１＋τ０

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ ｖ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．３７）

证明 由（５ ．９ ．３１）减（５ ．９ ．３４），应用（５ ．９ ．１２），注意τ０ ＝ ｎ２ － １≥ ０，合并 ｗ（ｔ ＋ ｉ）
的同类项得系数阵Ωｗ

ｉ ． □
【定理 ５ ．９ ．２】 子系统（５ ．９ ．５）和（５ ．９ ．１１）有状态估值误差表达式

珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β１－１＋τ０

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

ｔτ＋β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｃ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ），

τ０ ＝ ｎ２ － １， ｔτ ＝ ｍａｘ（τ，０）， Ｎ ＜ ０ （５ ．９ ．３８）

珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β１－１＋τ０

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

ｎ０＋ ｔτ

ｉ ＝ ０
Ωｄ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ），

ｎ０ ＝ ｍａｘ（β１ － １，Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．９ ．３９）
其中Ωｃ

ｉ，Ωｄ
ｉ 由合并同类项得到 ．合并上两式有

珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
β１－１＋τ０

ｉ ＝ ０
Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

ｎ０＋ ｔτ

ｉ ＝ ０
Ωｅ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ）

（５ ．９ ．４０）
上式可统一写为

珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωｖ
ｉｖ（ｔ ＋ ｉ）＋ Ωε

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ）］（５ ．９ ．４１）
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ｎ１ ＝ ｍａｘ（β１ － １ ＋τ０，ｎ０ ＋ ｔτ） （５ ．９ ．４２）
证明 平行于定理 ５ ．８ ．２的证明可得定理 ５ ．９ ．２ ．详细推导从略 ． □
【定理 ５ ．９ ．３】 子系统（５ ．９ ．６）有状态估值误差珘ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ２（ｔ）－ ｘ^２（ｔ ｜ ｔ ＋

Ｎ）表达式

珘ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珟Ｒ ｉｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珟Ｒ ｉｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．４３）

其中珟Ｒ ｉ ＝珚Ｒτ０－ ｉ ．它可表为

珘ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珟Ｒ ｉｗ（ｔ ＋ ｉ）－ ∑
Ｎ＋ ｔτ

ｉ ＝ ０
Ωａ

ｉε（ｔ － ｔτ ＋ ｉ）， Ｎ ≥－ ｔτ （５ ．９ ．４４）

珘ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珟Ｒ ｉｗ（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ＜ － ｔτ （５ ．９ ．４５）

其中Ωａ
ｉ 由合并同类项得到 ．

证明 注意 ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ ｉ ＋ Ｎ － ｉ），由（５ ．８ ．４１）当 Ｎ － ｉ ≥
－ ｔτ时它是（ε（ｔ ＋ ｉ － ｔτ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ））的线性组合 ．由（５ ．８ ．４３）当 Ｎ － ｉ ＜ － ｔτ，^ｗ（ｔ ＋
ｉ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０ ．因此当 Ｎ ＜ － ｔτ引出Ｎ － ｉ ＜ － ｔτ（ｉ ＝ ０，１，…），从而有（５ ．９ ．４５）成立 ．当
Ｎ ＜ － ｔτ时有（５ ．９ ．４３）右边第二项是（ε（ｔ － ｔτ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ））的线性组合 ．故（５ ．９ ．４４）
成立 ． □
【定理 ５ ．９ ．４】 子系统（５ ．９ ．５）和（５ ．９ ．１１）有估值误差方差阵 Ｐ１（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋

Ｎ）珘ｘＴ
１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ１（Ｎ）＝ ∑
ｎ１

ｉ ＝ ０
∑
ｎ１

ｊ ＝ ０
［Ωｗ

ｉ，Ωｖ
ｉ，Ωε

ｉ］

Ｑｗδｉｊ Ｓδｉｊ Λｗ
ｊ － ｉ － ｔ

τ

ＳＴδｉｊ Ｑｖδｉｊ Λｖ
ｊ－ ｉ － ｔ

τ

ΛｗＴ
ｉ － ｊ － ｔ

τ
ΛｖＴ

ｉ － ｊ － ｔ
τ

Ｑεδ











ｉｊ

ΩｗＴ
ｊ

ΩｖＴ
ｊ

ΩεＴ











ｊ

（５ ．９ ．４６）

其中Λｗ
ｉ，Λｖ

ｉ 由（５ ．８ ．２８）计算 ．
证明 应用（５ ．９ ．４１）和定理 ５ ．８ ．３得证 ． □
【定理 ５ ．９ ．５】 子系统（５ ．９ ．６）有状态估值误差方差阵 Ｐ１（Ｎ） ＝ Ｅ［珘ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋

Ｎ）珘ｘＴ
２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ２（Ｎ）＝ ∑
ｎ２

ｉ ＝ ０
∑
ｎ２

ｊ ＝ ０
［珟Ｒ ｉ，珦Ωａ

ｉ］
Ｑｗδｉｊ Λｗ

ｊ － ｉ － ｔ
τ

ΛｗＴ
ｉ － ｊ － ｔ

τ
Ｑεδ







ｉｊ

珟ＲＴ
ｊ

珦ΩａＴ[ ]
ｊ

（５ ．９ ．４７）

ｎ２ ＝ ｍａｘ（τ０，Ｎ ＋ ｔτ）， Ｎ ≥－ ｔτ （５ ．９ ．４８）

其中规定珟Ｒ ｉ ＝ ０（ｉ ＞τ０），Ωａ
ｉ ＝ ０（ｉ ＞ Ｎ ＋ ｔτ）．而且

Ｐ２（Ｎ）＝ ∑
τ０

ｉ ＝ ０

珟Ｒ ｉＱｗ珟ＲＴ
ｖ， Ｎ ＜ － ｔτ （５ ．９ ．４９）

证明 Ｎ≥－ ｔτ，应用（５ ．８ ．２８）由（５ ．９ ．４４）得（５ ．９ ．４７）．当 Ｎ ＜ － ｔτ，由（５ ．９ ．４５）引出
（５ ．９ ．４９）． □

【定理 ５ ．９ ．６】 广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５ 下有渐近稳定的降阶
Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器
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ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（１）
Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．５０）

或
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（１）

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．５１）
其中多项式矩阵 Ｋ（１）

Ｎ（ｑ －１）定义为

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
β１－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［Ｊｉ － Ｎ（ｑ －１）－ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
Ｈ１Φｉ －１－ ｊ

１ Γ１Ｌｗ
Ｎ－ ｊ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）－ ＬηＮ－ ｉ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）］

（５ ．９ ．５２）
且有

ｘ^２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（２）
Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．５３）

或
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（２）

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．５４）
其中定义

Ｋ（２）
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

τ０

ｉ ＝ ０

珚Ｒ ｉＬｗ
Ｎ＋ ｉ－τ０

（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１） （５ ．９ ．５５）

证明 将（５ ．８ ．５０）、（５ ．８ ．５３）和（５ ．９ ．２８）代入（５ ．９ ．３４）和（５ ．９ ．３６）得证 ． 由
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）是稳定的多项式，引出估值器的渐近稳定性 ． □
【推论 ５ ．９ ．１】 对单输出广义系统（５ ．８ ．１）和（５ ．８ ．２）在假设 １ ～ ５下，有渐近稳定降

阶 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器
Ｄ（ｑ －１）^ｘ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（１）

Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．５６）

Ｄ（ｑ －１）^ｘ２（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（２）
Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．９ ．５７）

其中 Ｋ（１）
Ｎ（ｑ －１）和 Ｋ（２）

Ｎ（ｑ －１）由（５ ．９ ．５２）和（５ ．９ ．５５）置珟Ａ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）来计算 ．

５．１０ 基于 ＡＲＭＡ新息模型的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器

文献［１，１７１，１７２］提出了基于 ＡＲＭＡ新息模型的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器增益的
若干新算法 ．但算法的推导仅限于稳定系统（状态转置阵为稳定矩阵），或限于单输出系
统 ．本节利用 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程对系统输出进行有限展开，即将输出表为有限项之和形式，
而不要求展为无穷级数，证明了这些增益算法对不稳定系统也成立 ．

考虑线性离散时不变随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１０ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１０ ．２）
其中 ｔ为离散时间，ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ为状态，ｙ（ｔ）∈ Ｒｍ为观测，Φ，Γ，Ｈ为已知适当维数常阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和 ｖ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ和Ｑｖ的相关阵为Ｓ的

相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗＴ（ｊ） ｖＴ（ｊ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ
δｔｊ，

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

＞ ０ （５ ．１０ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ ≠ ｊ）．
【假设 ２】［１７３］ （Φ，Ｈ）为完全可观对，（珡Φ，ΓＱ０）为完全能稳对，其中珡Φ ＝ 珡Φ － ＪＨ，
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Ｊ ＝ ΓＳＱ－１
ｖ ，珚Ｑ ＝ Ｑｗ － ＳＱ－１

ｖ ＳＴ，珚Ｑ ＝ Ｑ０ＱＴ
０ ．

【假设 ３】 Φ 是稳定或不稳定矩阵 ．
【假设 ４】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
问题是求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器增益 ．

５ ．１０ ．１ ＡＲＭＡ新息模型

由（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１０ ．４）

其中 Ｉｎ 为 ｎ × ｎ 单位阵，ｑ －１ 为单位滞后算子 ．引入左素分解

Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．１０ ．５）

其中 Ａ（ｑ －１）和 Ｂ（ｑ －１）为形如 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ 的多项式矩阵，且

Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｂ０ ＝ ０ ．将上式代入（５ ．１０ ．４）引出

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１０ ．６）
应用谱分解定理［１］，上式右边的两个 ＭＡ 过程之和可用一个等价的可逆的 ＭＡ 过程
Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）表示为

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１０ ．７）
其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值，方差阵为 Ｑε的白噪声，且

Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗａｒｔｅｒｓ算法求得 ．于是由上两式可得 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１０ ．８）

５ ．１０ ．２ 稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器

【定理 ５ ．１０ ．１】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下有稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ ＋ １）＝ Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋（Ｉｎ － ＫｆＨ）Ｊｙ（ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ ＋ １）（５ ．１０ ．９）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］珡Φ， 珡Φ ＝ Φ － ＪＨ， Ｊ ＝ ΓＳＱ－１
ｖ （５ ．１０ ．１０）

其中Ψｆ 是稳定矩阵（即Ψｆ 的所有特征值位于单位圆内），滤波增益 Ｋ 为

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ Ｉｍ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ１ － ＨΓＳＱ－１
ε



Ｍβ－１ － ＨΦβ－２ΓＳＱ－１













ε

（５ ．１０ ．１１）

其中矩阵 Ｘ 的伪逆Ｘ ＋ 定义为
Ｘ ＋ ＝（ＸＴＸ）－１ＸＴ （５ ．１０ ．１２）

β为（Φ，Ｈ）的可观性指数，它是使可观阵Ω 为列满秩的最小自然数，即
ｒａｎｋΩ ＝ ｒａｎｋ［ＨＴ，（ＨΦ）Ｔ，…，（ＨΦβ－１）Ｔ］Ｔ ＝ ｎ （５ ．１０ ．１３）

矩阵 Ｍｉ 可递推计算为
Ｍｉ ＝ － Ａ１Ｍｉ －１ － … － Ａｎａ

Ｍｉ － ｎａ ＋ Ｄｉ， ｉ ＝ １，…，β － １ （５ ．１０ ．１４）

其中规定 Ｍ０ ＝ Ｉｍ，Ｍｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．
证明 由（５ ．１０ ．２）有 ｙ（ｔ）－ Ｈｘ（ｔ）－ ｖ（ｔ）＝ ０，则（５ ．１０ ．１）等价于
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ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ）＋ Ｊ［ｙ（ｔ）－ Ｈｘ（ｔ）－ ｖ（ｔ）］ （５ ．１０ ．１５）
其中 Ｊ 为待定矩阵 ．置

珡Φ ＝ Φ － ＪＨ，珚ｗ（ｔ）＝ Γｗ（ｔ）－ Ｊｖ（ｔ） （５ ．１０ ．１６）
则（５ ．１０ ．１５）成为

ｘ（ｔ ＋ １）＝ 珡Φｘ（ｔ）＋ Ｊｙ（ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （５ ．１０ ．１７）
且有

Ｅ［珚ｗ（ｔ）ｖＴ（ｋ）］＝（ΓＳ － ＪＱｖ）δｔｋ （５ ．１０ ．１８）
选取 Ｊ 为

Ｊ ＝ ΓＳＱ－１
ｖ （５ ．１０ ．１９）

则有
Ｅ［珚ｗ（ｔ）ｖＴ（ｋ）］＝ ０，  ｔ，ｋ （５ ．１０ ．２０）

即珚ｗ（ｔ）与 ｖ 是不相关的，且 ｗ（ｔ）是白噪声，
Ｅ珚ｗ（ｔ）＝ ０， Ｅ［珚ｗ（ｔ）ｖＴ（ｋ）］＝ Γ（Ｑｗ － ＳＱ－１

ｖ ＳＴ）ΓＴδｔｋ （５ ．１０ ．２１）
对于带不相关噪声的等价系统（５ ．１０ ．１７）和（５ ．１０ ．２）应用射影理论［１９３］有稳态

Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆε（ｔ ＋ １） （５ ．１０ ．２２）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ 珡Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｊｙ（ｔ） （５ ．１０ ．２３）

ε（ｔ ＋ １）＝ ｙ（ｔ ＋ １）－ Ｈｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （５ ．１０ ．２４）
其中 Ｋｆ 是待定的滤波增益阵 ．将（５ ．１０ ．２３）和（５ ．１０ ．２４）代入（５ ．１０ ．２２）引出（５ ．１０ ．９）．假
设 ２引出Ψｆ 是一个稳定矩阵［１７３］．另一方面，应用射影性质由（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）有

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋Γｗ^（ｔ ｜ ｔ） （５ ．１０ ．２５）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ） （５ ．１０ ．２６）

其中由节 ５ ．１有白噪声滤波器
ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ＳＱ－１

εε（ｔ）， ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ＱｖＱ－１
εε（ｔ） （５ ．１０ ．２７）

将（５ ．１０ ．２５）和（５ ．１０ ．２７）代入（５ ．１０ ．２２）有
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ΓＳＱ－１

εε（ｔ）＋ Ｋｆε（ｔ ＋ １） （５ ．１０ ．２８）
再将上两式代入（５ ．１０ ．２６）引出

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１［ΓＳＱ－１
εε（ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ）］＋ ＱｖＱ－１

εε（ｔ）（５ ．１０ ．２９）
因为Ф 可以是不稳定矩阵，因此可用引入如下 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程将上式展开为有限项之
和：

Ｉｎ ＝（Ｉｎ － ｑ －１Φ）Φ（ｑ －１）＋ ｑ－βＲ０ （５ ．１０ ．３０）

Φ（ｑ －１）＝ Φ０ ＋ Φ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Φβ－１ ｑ －（β－１） （５ ．１０ ．３１）
用比较（５ ．１０ ．３０）两边 ｑ － ｊ 的系数阵的方法可得

Φｉ ＝ Φｉ， Ｒ０ ＝ Φβ， ｉ ＝ ０，１，…，β － １ （５ ．１０ ．３２）
于是有有限展开式

（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１ ＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Φｉｑ － ｉ ＋ ｑ －β（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Φβ （５ ．１０ ．３３）

这一展式对Φ 稳定或Φ 不稳定两种情形均成立 ．将（５ ．１０ ．３３）代入（５ ．１０ ．２９）中可得
·１３３·



ｙ（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
ＨΦｉｑ － ｉ［ΓＳＱ－１

εε（ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ）］＋ ＱｖＱ－１
εε（ｔ）＋

Ｈｑ －β（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Φβ［ΓＳＱ－１
εε（ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ）］ （５ ．１０ ．３４）

因为在Φ 为不稳定阵情形Ａ（ｑ －１）是不稳定的多项矩阵，因此（５ ．１０ ．８）中 ｙ（ｔ）不能展成
关于ε（ｔ）的收敛的无穷级数，但可将 ｙ（ｔ）展成有限项和的形式 ．为此，引入 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ
方程

Ｄ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）＋ ｑ－βＧ（ｑ －１） （５ ．１０ ．３５）
Ｍβ（ｑ －１）＝ Ｍ０ ＋ Ｍ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｍβ－１ ｑ －（β－１） （５ ．１０ ．３６）

其中用比较（５ ．１０ ．３５）中 ｑ － ｉ 的系数阵方法可得（５ ．１０ ．１４），多项式矩阵 Ｇ（ｑ －１）的阶次
ｎｇ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄ －β）．于是由（５ ．１０ ．８）和（５ ．１０ ．３５）有展式

ｙ（ｔ）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｍβ（ｑ －１）ε（ｔ）＋ ｑ－βＡ －１（ｑ －１）Ｇ（ｑ －１）ε（ｔ）
（５ ．１０ ．３７）

比较展式（５ ．１０ ．３４）和（５ ．１０ ．３７）右边 ｑ － ｉ 的系数阵引出关系
Ｍ０ ＝ ＨＫｆ ＋ ＱｖＱ－１

ε ， Ｍ０ ＝ Ｉｍ，
Ｍｉ ＝ ＨΦｉ －１ΓＳＱ－１

ε ＋ ＨΦｉＫｆ， ｉ ＝ １，…，β － １ （５ ．１０ ．３８）
（５ ．１０ ．３８）可写成

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

Ｋｆ ＝

Ｉｍ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ１ － ＨΓＳＱ－１
ε



Ｍβ－１ － ＨΦβ－２ΓＳＱ－１













ε

（５ ．１０ ．３９）

对上式取伪逆运算得（５ ．１０ ．１１）． □
【推论５ ．１０ ．１】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设１ ～ ４下，若 Ｓ ＝ ０，即 ｗ（ｔ）与 ｖ（ｔ）

不相关，则有稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ ＋ １） （５ ．１０ ．４０）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Φ （５ ．１０ ．４１）

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ Ｉｍ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ１


Ｍβ－











１

（５ ．１０ ．４２）

其中 Ｍｉ 由（５ ．１０ ．１４）计算 ．
【注 ５ ．１０ ．１】 定理 ５ ．１０ ．１利用了输出 ｙ（ｔ）的有限展式，或利用（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１ 和

Ａ －１（ｑ －１）Ｄ（ｑ －１）的有限展式，用比较系数法得到 Ｋｆ 所满足的β个关系式，进而求得了
Ｋｆ ．这种有限项之和的展式适用于Φ 为稳定矩阵或Φ 为不稳定矩阵两种情形 ．实际上我
们只需要 Ｋｆ 所满足的β个关系式，因而并不要求无穷级数形式的展式 ．而对Φ 不稳定情
形，无穷级数展式是不收敛的，是无意义的 ．只有当Φ为稳定矩阵，这引出 Ａ（ｑ －１）是稳定
的多项式矩阵，我们才有收敛的无穷级数展式

（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Φｉｑ － ｉ （５ ．１０ ．４３）

·２３３·



Ａ －１（ｑ －１）Ｄ（ｑ －１）＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｍｉｑ － ｉ （５ ．１０ ．４４）

其中 Ｍｉ 由（５ ．１０ ．１４）计算 ．但既使在这种情形下，展为无穷级数也是不必要的，因为 Ｋｆ 被
展式的前β项惟一决定 ．注意，引入有限展式归结为解Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程，它相当于“综合除
法”．
【定理 ５ ．１０ ．２】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下，稳态滤波误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＝

ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）方差阵 Ｐ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ）］满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
Ｐ ＝ Ψｆ ＰΨＴ

ｆ ＋Δｆ （５ ．１０ ．４５）

Δｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Γ（Ｑｗ － ＳＱ－１
ｖ ＳＴ）ΓＴ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｔ ＋ Ｋｆ ＱｖＫＴ

ｆ （５ ．１０ ．４６）
它可用迭代法求解

Ｐ（ｔ ＋ １）＝ Ψｆ Ｐ（ｔ）ΨＴ
ｆ ＋Δｆ （５ ．１０ ．４７）

带任意初值 Ｐ（０）＝αＩｎ，α ＞ ０，则有
ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ｔ）＝ Ｐ （５ ．１０ ．４８）

带指数收敛速度

ｌｉｍ
ｔ→∞

‖δ（ｔ）‖
ρ

ｔ ＝ ０， ０ ＜ρ ＜ １ （５ ．１０ ．４９）

其中迭代误差δ（ｔ）＝ Ｐ － Ｐ（ｔ），且 ‖·‖ 表示任意矩阵范数，ρｆ 为矩阵Ψｆ 的谱半径，

０ ＜ρｆ ＜ １，而任取ρ０ 满足关系 ０ ＜ρｆ ＜ρ０ ＜ １，且定义ρ ＝ρ
２
０ ．上式用符号记为

‖δ（ｔ）‖ ＝ ｏ（ρ
ｔ） （５ ．１０ ．５０）

因而当 ｔ 充分大有
Ｐ ≈ Ｐ（ｔ） （５ ．１０ ．５１）

证明 由（５ ．１０ ．２）和（５ ．１０ ．２４）引出

ε（ｔ ＋ １）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖ（ｔ ＋ １） （５ ．１０ ．５２）
其中定义珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ １）－ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．由（５ ．１０ ．１７）减（５ ．１０ ．２３）引出

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ 珡Φ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋珚ｗ（ｔ） （５ ．１０ ．５３）
将（５ ．１０ ．２３）和上两式代入（５ ．１０ ．２２），且由（５ ．１０ ．１７）减（５ ．１０ ．２２）可得

珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ）＋［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］珚ｗ（ｔ）－ Ｋｆ ｖ（ｔ ＋ １）（５ ．１０ ．５４）
易知珘ｘ（ｔ ｜ ｔ），珚ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ ＋ １）互不相关，由此引出（５ ．１０ ．４５）和（５ ．１０ ．４６）．由（５ ．１０ ．４５）
减（５ ．１０ ．４７）引出

δ（ｔ ＋ １）＝ Ψｆδ（ｔ）ΨＴ
ｆ （５ ．１０ ．５５）

对上式迭代 ｔ 次引出

δ（ｔ）＝ Ψ ｔ
ｆδ（０）ΨＴｔ

ｆ （５ ．１０ ．５６）
由定理 ５ ．１０ ．１，Ψｆ 是一个稳定矩阵 ． 设 Ψ 的特征值为λ１，…，λｓ，λｉ 的重数为 ｎｉ，则有
ｎ１ ＋ … ＋ ｎ５ ＝ ｎ，且Ψｆ 的谱半径为ρｆ ＝ ｍａｘ（｜λ１ ｜，…，｜λｓ ｜），０ ＜ ρｆ ＜ １ ．由矩阵理
论［１０７］，存在非异矩阵 Ｐ 使Ψｆ 化为约当形，即

Ｐ－１Ψｆ Ｐ ＝ Ｊ０， Ｊ０ ＝ ｄｉａｇ（Ｊ１，…，Ｊｓ）

·３３３·



Ｊｉ ＝

λｉ １ … ０

 

 １
０ λ











ｉ ｎｉ × ｎｉ

（５ ．１０ ．５７）

于是有

Ψ ｔ
ｆ ＝ Ｐｄｉａｇ（Ｊｔ１，…，Ｊ ｔ

ｓ）Ｐ －１

Ｊ ｔ
ｉ ＝

λｔ
ｉ ｃ１ｉλｔ －１

ｉ … … ｃｎｉ －１ｉ λｔ － ｎｉ ＋１ｉ

λｔ
ｉ  

  

 ｃ１ｉλｔ －１
ｉ

０ λ

















ｔ

ｉ

（５ ．１０ ．５８）

其中定义 ｃ ｊｔ ＝ ｔ（ｔ － １）…（ｔ － ｊ ＋ １）／ ｊ！（ｊ ≤ ｔ）；ｃ ｊｔ ＝ ０（ｊ ＞ ｔ）． ｊ！＝ １ × ２ × … × ｊ ．
记Ψ ｔ

ｆ ＝（ψ
（ｔ）
ｒｊ ），它的元素为ψ

（ｔ）
ｒｊ ，ｒ，ｊ ＝ １，…，ｎ，则ψ

（ｔ）
ｒｊ 是形式为 ｔｋλｔ －μｉ 的项的线性

组合，其中 ｋ ＝ ０，１，…，ｎｍ － １，ｎｍ ＝ ｍａｘ（ｎ１，…，ｎｓ），ｉ ＝ １，…，ｓ，μ ＝ ０，１，…，ｎｍ － １ ．应
用公式：ｔｋλｔ → ０，ｔ → ∞，０ ＜λ ＜ １，注意 ｜λｉ ｜≤ρｆ ＜ρ０ ＜ １，则有

（ψ
（ｔ）
ｒｊ ／ρ

ｔ
０）→ ０， ｔ → ∞ （５ ．１０ ．５９）

记δ（ｔ）＝（δ（ｔ）
αβ），α，β ＝ １，…，ｎ，则δ（ｔ）

αβ 是形式为ψ
（ｔ）
ｒｊψ

（ｔ）
ｕｖ 的项的线性组合，于是有

（δ（ｔ）
αβ ／ρ

ｔ）→ ０，ρ ＝ρ
２
０， ｔ → ∞ （５ ．１０ ．６０）

定义 ｎ × ｎ 矩阵δ（ｔ）的范数‖·‖δ为

‖δ（ｔ）‖δ＝ ∑
ｎ

α＝ １
∑

ｎ

β＝ １
｜δ（ｔ）

αβ ｜ （５ ．１０ ．６１）

则有
（‖δ（ｔ）‖δ／ρｔ）→ ０， ｔ → ∞ （５ ．１０ ．６２）

应用矩阵范数的等价性，对任意矩阵范数‖·‖，有关系
ｃ１‖δ（ｔ）‖δ≤ ‖δ（ｔ）‖ ≤ ｃ２‖δ（ｔ）‖δ （５ ．１０ ．６３）

其中 ｃ１ ＞ ０，ｃ２ ＞ ０ ．由上两式立刻得（‖δ（ｔ）‖ ／ρ
ｔ）→ ０，ｔ → ∞ ．证毕 ． □

【推论 ５ ．１０ ．２】 在定理 ５ ．１０ ．２条件下，若 Ｓ ＝ ０，则 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程（４５）和（４６）成为
Ｐ ＝ Ψｆ ＰΨＴ

ｆ ＋Δｆ （５ ．１０ ．６４）

Δｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］ΓＱｗΓＴ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｔ ＋ Ｋｆ ＱｖＫＴ
ｆ （５ ．１０ ．６５）

其中 Ｋｆ 和Ψｆ 由推论 ５ ．１０ ．１计算 ．
【注 ５ ．１０ ．２】 在经典Ｋａｌｍａｎ滤波理论中，滤波误差方差阵 Ｐ是通过预报误差方差阵

Σ来计算的，且有公式 Ｐ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Σ，而Σ是由 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ 珡Φ［Σ －ΣＨ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－１ＨΣ］珡ΦＴ ＋Γ（Ｑｗ － ＳＱ－１
ｖ ＳＴ）ΓＴ （５ ．１０ ．６６）

来计算的 ．而这里避免了Ｒｉｃｃａｔｉ方程，在由ＡＲＭＡ新息模型求出 Ｋｆ 之后，用解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方
程求 Ｐ ．

５ ．１０ ．３ 稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

【定理 ５ ．１０ ．３】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
·４３３·



ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （５ ．１０ ．６７）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （５ ．１０ ．６８）
其中Ψｐ 是一个稳定矩阵，预报增益阵 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ Ｍ１

Ｍ２


Ｍβ－











１

（５ ．１０ ．６９）

其中 Ｍｉ 由（５ ．１０ ．１４）递推计算 ．稳态预报误差方差阵Σ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］满
足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σ ＝ ΨｐΣΨＴ
ｐ ＋Δｐ （５ ．１０ ．７０）

Δｐ ＝ ΓＱｗΓＴ － ＫｐＳＴΓＴ －ΓＳＫＴ
ｐ ＋ ＫｐＱｖＫＴ

ｐ （５ ．１０ ．７１）
证明 将（５ ．１０ ．２４），（５ ．１０ ．２５），（５ ．１０ ．２７）代入（５ ．１０ ．２２）有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （５ ．１０ ．７２）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１０ ．７３）
Ｋｐ ＝ ΦＫｆ ＋ΓＳＱ－１

ε （５ ．１０ ．７４）
下面将推导与 Ｋｆ 无关的Ｋｐ 的算法（５ ．１０ ．６９）．将（５ ．１０ ．７２）代入（５ ．１０ ．７３）引出

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Ｋｐε（ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１０ ．７５）
应用有限展式（５ ．１０ ．３３）有 ｙ（ｔ）的有限形式展式

ｙ（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
ＨΦｉｑ － ｉＫｐε（ｔ － １）＋ Ｈｑ －β（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１ΦβＫｐε（ｔ － １）＋ε（ｔ）

（５ ．１０ ．７６）
另一方面，类似于（５ ．１０ ．３５）和（５ ．１０ ．３６）引入 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程

Ｄ（ｑ －１）＝ Ａ（ｑ －１）Ｍ（ｑ －１）＋ ｑ－（β＋１）Ｇ（ｑ －１） （５ ．１０ ．７７）
Ｍβ＋１（ｑ －１）＝ Ｍ０ ＋ Ｍ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｍβｑ

－β （５ ．１０ ．７８）
用比较系数法可得 Ｍｉ 的递推公式为

Ｍｉ ＝ － Ａ１Ｍｉ －１ － … － Ａｎａ
Ｍｉ － ｎａ ＋ Ｄｉ， ｉ ＝ １，…，β （５ ．１０ ．７９）

其中规定 Ｍ０ ＝ Ｉｍ，Ｍｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ），于是由（５ ．１０ ．８）和（５ ．１０ ．７７）有展式

ｙ（ｔ）＝ Ｍβ＋１（ｑ －１）ε（ｔ）＋ ｑ－（β＋１）Ａ －１（ｑ －１）Ｇ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１０ ．８０）
比较（５ ．１０ ．７６）与（５ ．１０ ．８０）右边 ｑ － ｉ 的系数阵引出关系

Ｍｉ ＝ ＨΦｉ －１Ｋｐ， ｉ ＝ １，…，β （５ ．１０ ．８１）
于是有

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

Ｋｐ ＝

Ｍ１

Ｍ２


Ｍ













β

（５ ．１０ ．８２）

对上式取伪逆运算得（５ ．１０ ．６９）．
由（５ ．１０ ．１）减（５ ．１０ ．７２），并应用（５ ．１０ ．５２）可得
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珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｐｖ（ｔ） （５ ．１０ ．８３）
由此可得（５ ．１０ ．７０）和（５ ．１０ ．７１）． □
【注 ５ ．１０ ．３】 可以证明由（５ ．１０ ．３５）和（５ ．１０ ．３６）定义的 Ｍβ（ｑ －１）与由（５ ．１０ ．７７）和

（５ ．１０ ．７８）定义的 Ｍβ＋１（ｑ －１）有相同的系数阵 Ｍ０，Ｍ１，…，Ｍβ－１，而 Ｍβ＋１（ｑ －１）仅多了一
个新的系数阵 Ｍβ．
【注 ５ ．１０ ．４】 不同于用解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５ ．１０ ．６６）求Σ的方法，这里用解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方

程（５ ．１０ ．７０）求Σ ．因 Ｋｐ 可单独由ＡＲＭＡ新息模型计算，故Δｐ 是已知的 ．在经典Ｋａｌｍａｎ滤
波中，Ｋｐ 是由Σ来计算的，即 Ｋｐ ＝（ΦΣＨＴ ＋ΓＳ）［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－１ ．注意解 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
（５ ．１０ ．７０）要比求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５ ．１０ ．６６）简单 ．因为在（５ ．１０ ．６６）中要求计算（ＨΣＨ ＋
Ｑｖ）的逆矩阵 ．
【例 ５ ．１０ ．１】 考虑跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１０ ．８４）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１０ ．８５）

Φ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Γ ＝
０ ．５Ｔ２

Ｔ[ ]
０
， Ｈ ＝［１ ０］ （５ ．１０ ．８６）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）分别为在采样时
刻 ｔＴ０处运动目标的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）是对位置的观测信号，ｖ（ｔ）是观测噪声 ．假
设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ｖ 的相互独立高斯白噪声 ． 问题是用基于

ＡＲＭＡ新息模型和基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的两种方法求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ），并验证两
种方法的功能等价性 ．

在仿真中取 Ｔ０ ＝ ０ ．２，σ２
ｗ ＝ １，σ２

ｖ ＝ ４，可得 ＡＲＭＡ新息模型为
（１ － ｑ－１）２ ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｄ１ ｑ －１ ＋ ｄ２ ｑ －２）ε（ｔ） （５ ．１０ ．８７）

ｄ１ ＝ － １ ．８００ ７， ｄ２ ＝ ０ ．８１８ ８，σ２
ε ＝ ４ ．８８５ ２ （５ ．１０ ．８８）

该系统可观性指数β ＝ ２，应用公式（５ ．１０ ．１１）有滤波增益 Ｋｆ 为

Ｋｆ ＝
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

－１ １ －σ２
ｖ ／σ２

ｗ

Ｍ[ ]
１

＝
０ ．１８１ ２
０ ．[ ]０９０ ５

（５ ．１０ ．８９）

其中由（５ ．１０ ．１４）有 Ｍ１ ＝ ２ ＋ ｄ１ ．应用公式（５ ．１０ ．４５）有滤波误差方差阵 Ｐ满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
方程

Ｐ ＝ Ψｆ ＰΨＴ
ｆ ＋Δｆ （５ ．１０ ．９０）

Δｆ ＝［Ｉ２ － Ｋｆ Ｈ］Γσ２
ｗΓＴ［Ｉ２ － Ｋｆ Ｈ］Ｔ ＋σ２

ｖＫｆ ＫＴ
ｆ （５ ．１０ ．９１）

Ψｆ ＝［Ｉ２ － ＫｆＨ］Φ （５ ．１０ ．９２）
用迭代法可求得

Ｐ ＝
０ ．７２４ ８ ０ ．３６２ ０
０ ．３６２ ０ ０ ．[ ]３８０ ５

（５ ．１０ ．９３）

下面用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法求 Ｋｆ 和 Ｐ ．预报误差方差阵满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－１ＨΣ］＋σ２

ｗΓΓＴ （５ ．１０ ．９４）
用迭代法求得其解
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Σ ＝
０ ．８８５ ２ ０ ．４４２ １
０ ．４４２ １ ０ ．[ ]４２０ ５

（５ ．１０ ．９５）

增益 Ｋｆ 和滤波误差方差阵 Ｐ 各为

Ｋｆ ＝ ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ］－１ ＝

０ ．１８１ ２
０ ．[ ]０９０ ５

（５ ．１０ ．９６）

Ｐ ＝［Ｉ２ － Ｋｆ Ｈ］Σ ＝
０ ．７２４ ８ ０ ．３６２ ０
０ ．３６２ ０ ０ ．[ ]３８０ ５

（５ ．１０ ．９７）

它们分别相同于（５ ．１０ ．８９）和（５ ．１０ ．９３）．这验证了两种方法的功能等价性 ．仿真结果如图
５ ．１０ ．１和图 ５ ．１０ ．２所示，其中实线为真实值 ｘ１（ｔ）或 ｘ２（ｔ），虚线为 Ｋａｌｍａｎ 滤波估值
ｘ^１（ｔ ｜ ｔ）或 ｘ^２（ｔ ｜ ｔ）．

图 ５ ．１０ ．１ 位置 ｘ１（ｔ）和稳态

Ｋａｌｍａｎ 跟踪滤波器
ｘ^１（ｔ ｜ ｔ）

图 ５ ．１０ ．２ 速度 ｘ２（ｔ）和稳态

Ｋａｌｍａｎ 跟踪滤波器
ｘ^２（ｔ ｜ ｔ）

５ ．１１ 基于 ＡＲＭＡ新息模型的稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器
和多步 Ｋａｌｍａｎ预报器

考虑系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２），在假设 １ ～ ４下该系统存在稳态Ｋａｌｍａｎ滤波器 ．现在
考虑 Ｋａｌｍａｎ平滑 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＞ ０）．当初始观测时刻 ｔ０ 为有限时刻时，应用射影理论
有最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ＫＮ（ｔ）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．１）

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＝ Φｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋Γｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １ ＋ Ｎ）（５ ．１１ ．２）
这引出递推 Ｋａｌｍａｎ平滑器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋Γｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １ ＋ Ｎ）＋ ＫＮ（ｔ）ε（ｔ ＋ Ｎ）

（５ ．１１ ．３）
其中 ＫＮ（ｔ）为最优 Ｋａｌｍａｎ平滑增益阵 ．令 ｔ０ →－ ∞，则存在稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋Γｗ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １ ＋ Ｎ）＋ ＫＮε（ｔ ＋ Ｎ）
（５ ．１１ ．４）

其中 ＫＮ 为稳态平滑增益阵，且有
ＫＮ ＝ ｌｉｍ

ｔ０→－∞
ＫＮ（ｔ） （５ ．１１ ．５）
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在经典 Ｋａｌｍａｎ滤波理论中，稳态平滑增益 ＫＮ 的计算公式为［１７１］

ＫＮ ＝ ΣΨＴＮ
ｐ ＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－１ （５ ．１１ ．６）

其中Ψｐ 由（５ ．１０ ．６８）定义，Σ由 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５ ．１０ ．６６）计算，Ｋｐ ＝（ΦΣＨＴ ＋ΓＳ）［ＨΣＨＴ

＋ Ｑｖ］－１ ． ＫＮ 的计算完全建立在 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解Σ的基础上 ．
本节将提出基于ＡＲＭＡ新息模型的平滑增益 ＫＮ的算法 ．它适用于不稳定和稳定系统

（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）．推导方法首次在这里提出，不同于文献［１，１７１，１７２］的推导方法 ．文
献［１，１７１，１７２］的推导严格地说仅适用于稳定系统 ．因为在推导中用到了数学期望运算
Ｅ［ｘ（ｔ）εＴ（ｊ）］，Ｅ［ｙ（ｔ）εＴ（ｊ）］，对不稳定系统当 ｔ０ ＝ － ∞ 时，ｘ（ｔ）和 ｙ（ｔ）的分量均有无
穷大方差［１７３］，因而上述数学期望运算是无意义的 ．只有对稳定系统上述运算才有意义 ．
由（５ ．１１ ．４）有

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１［Γｑ －１ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ＫＮε（ｔ ＋ Ｎ）］（５ ．１１ ．７）

由节 ５ ．６的引理 ５ ．６ ．２和引理 ５ ．６ ．３有白噪声估值器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Λｗ

ｉＱ－１
ε ｑｉ－ Ｎε（ｔ ＋ Ｎ）＝

∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Λｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε ｑ － ｊε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．８）

ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Λｖ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε ｑ － ｊε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．９）

其中Λｗ
ｉ，Λｖ

ｉ 定义为

Λｗ
ｉ ＝ ＱｗＦＴ

ｉ ＋ ＳＧＴ
ｉ， Λｖ

ｉ ＝ ＱｖＧＴ
ｉ ＋ ＳＴＦＴ

ｉ （５ ．１１ ．１０）

其中 Ｆｉ 和Ｇｉ 可递推计算为
Ｆｉ ＝ － Ｄ１Ｆｉ －１ － … － Ｄｎｄ

Ｆｉ － ｎｄ ＋ Ｂｉ

Ｇｉ ＝ － Ｄ１Ｇｉ －１ － … － Ｄｎｄ
Ｇｉ － ｎｄ ＋ Ａｉ （５ ．１１ ．１１）

其中规定 Ｆ０ ＝ Ｂ０ ＝ ０，Ｆｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｇ０ ＝ Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｇｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｂｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｂ），
Ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ）．ＡＲＭＡ新息模型为（５ ．１０ ．８）．

由射影理论，先取 ｔ０ 为有限时刻，对（５ ．１０ ．２）两边取射影运算，再令 ｔ０ →－ ∞ 有稳态
关系

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （５ ．１１ ．１２）
应用有限形式展式（５ ．１０ ．３３），将（５ ．１１ ．７）～（５ ．１１ ．９）代入上式

ｙ（ｔ）＝｛∑
β－１

ｉ ＝ ０
［ＨΦｉΓｑ －（ｉ ＋１）∑

Ｎ

ｊ ＝ ０
Λｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε ｑ － ｊ ＋ ＨΦｉｑｉＫＮ］＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ ０
Λｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε ｑ － ｊ｝ε（ｔ ＋ Ｎ）＋

ｑ－βＨ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Φβ［Γｑ －１ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ＫＮε（ｔ ＋ Ｎ）］ （５ ．１１ ．１３）
由（５ ．１０ ．３７）有

ｙ（ｔ）＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ｍｉｑ － ｉ － Ｎε（ｔ ＋ Ｎ）＋ ｑ－β－ ＮＡ －１（ｑ －１）Ｇ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）（５ ．１１ ．１４）

引入变换 ｊ ＝ ｉ ＋ Ｎ，并注意 Ｍｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），则上式可表为

ｙ（ｔ）＝ ∑
β－１＋ Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｍｊ － Ｎｑ － ｊε（ｔ ＋ Ｎ）＋ ｑ－β－ ＮＡ －１（ｑ －１）Ｇ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）（５ ．１１ ．１５）

·８３３·



比较（５ ．１１ ．１３）和（５ ．１１ ．１５）右边第一项中含 ｑ － ｉ 的项，并令它们相等可得关系

Ｍｉ － Ｎｑ － ｉ ＝ ＨΦｉＫＮｑ － ｉ ＋ ∑
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓｑ －（ｉ － ｊ）Λｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε ｑ － ｊ ＋Λｖ

Ｎ－ ｉｑ － ｉ，

ｉ ＝ １，２，…，β － １ （５ ．１１ ．１６）
且当 ｉ ＝ ０时有关系

Ｍ－ Ｎｑ０ ＝ ＨＫＮｑ０ ＋Λｖ
ＮＱ－１

ε ｑ０ （５ ．１１ ．１７）
合并上述关系式有

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

ＫＮ ＝

Ｍ－ Ｎ －Λｖ
ＮＱ－１

ε

Ｍ１－ Ｎ － ＨΓΛｗ
ＮＱ－１

ε －Λｖ
Ｎ－１Ｑ－１

ε



Ｍβ－１－ Ｎ － ∑
β－２

ｊ ＝ ０
ＨΦβ－２－ ｊΓΛｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε －Λｖ

Ｎ－β＋１Ｑ－１













ε

（５ ．１１ ．１８）

由此引出如下定理 ．
【定理 ５ ．１１ ．１】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４ 下，有非递推稳态最优

Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ≥ ０）为

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１１ ．１９）

其中 Ｎ ＝ ０时，Ｋ０ ＝ Ｋｆ 为稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 ．有稳态最优递推 Ｋａｌｍａｎ平滑器为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ＫＮε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．２０）

稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑增益 ＫＮ 为

ＫＮ ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ Ｍ－ Ｎ －Λｖ
ＮＱ－１

ε

Ｍ１－ Ｎ － ＨΓΛｗ
ＮＱ－１

ε －Λｖ
Ｎ－１Ｑ－１

ε



Ｍβ－１－ Ｎ － ∑
β－２

ｊ ＝ ０
ＨΦβ－２－ ｊΓΛｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε －Λｖ

Ｎ－β＋１Ｑ－１













ε

（５ ．１１ ．２１）

特别对 Ｎ ＝ ０ 有稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋ０ 为（５ ．１０ ．１１），即 Ｋ０ ＝ Ｋｆ ． 稳态平滑误差
珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 ＰＮ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］有递推
公式

ＰＮ ＝ ＰＮ－１ － ＫＮＱεＫ
Ｔ
Ｎ， Ｎ ＝ ０，１，２，… （５ ．１１ ．２２）

带初值 Ｐ－１ ＝ Σ，Σ为由（５ ．１０ ．７０）的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程决定的 Ｋａｌｍａｎ预报误差方差阵 ．非递
推公式为

ＰＮ ＝ Σ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＫｉＱεＫ

Ｔ
ｉ （５ ．１１ ．２３）

证明 由射影理论有关系
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋ０ε（ｔ）， Ｋ０ ＝ Ｋｆ

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋ１ε（ｔ ＋ １）
 （５ ．１１ ．２４）

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ ＫＮε（ｔ ＋ Ｎ）
这引出（５ ．１１ ．１９）和（５ ．１１ ．２０）．对（５ ．１１ ．１８）取伪逆运算得（５ ．１１ ．２１）．当 Ｎ ＝ ０时，注意
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（５ ．１１ ．８）和（５ ．１１ ．１１），由 Ｂ０ ＝ ０引出 Ｆ０ ＝ ０，从而Λｗ
０ ＝ Ｓ，并注意 Ｍｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），在

（５ ． １１ ．１８）中置 Ｎ ＝ ０引出（５ ．１０ ．１１），即 Ｋ０ ＝ Ｋｆ，其中用到了事实Λｗ
ｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Λｖ

ｉ ＝
０（ｉ ＜ ０）．

由（５ ．１１ ．１９）有估值误差

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１１ ．２５）

或

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１１ ．２６）

由珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）不相关于（ε（ｔ ＋ Ｎ），…，ε（ｔ ＋ Ｎ）），由上式立刻得（５ ．１１ ．２３）和（５ ．１１ ．２２）．
注意对Φ 是不稳定矩阵情形，公式（５ ．１１ ．２２）和（５ ．１１ ．２３）的证明是通过先取初始时刻 ｔ０
为有限的，然后令 ｔ０ →－ ∞ 取极限来完成的 ． □
【定理 ５ ．１１ ．２】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４ 下，有稳态 Ｋａｌｍａｎ 平滑器

（５ ．１１ ．１９）或（５ ．１１ ．２０），其中 Ｋａｌｍａｎ平滑增益 ＫＮ 为
ＫＮ ＝ Σ（ΨＴ

ｐ）ＮＨＴＱ－１
ε ， Ｎ ≥ ０ （５ ．１１ ．２７）

Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ （５ ．１１ ．２８）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （５ ．１１ ．２９）
而 Ｋｐ 和Σ由定理 ５ ．１０ ．３的（５ ．１０ ．６９）和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程（５ ．１０ ．７０）计算 ．平滑误差方差阵
ＰＮ 由（５ ．１１ ．２３）计算 ．
证明 由定理 ３ ．８ ．５，定理 ５ ．１０ ．３和定理 ５ ．１１ ．１得证 ． □
下面给出不同于（５ ．１１ ．２２）的计算平滑误差方差阵 ＰＮ 的另外的计算公式［１７２］．注意

到稳态关系

ε（ｔ ＋ ｉ）＝ Ｈ珘ｘ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ ｉ － １）＋ ｖ（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１１ ．３０）
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｐｖ（ｔ） （５ ．１１ ．３１）

由（５ ．１１ ．３１）用迭代法有关系

珘ｘ（ｔ ＋ ｉ ｜ ｔ ＋ ｉ － １）＝ Ψ ｉ
ｐ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑

ｔ ＋ ｉ

ｓ ＝ ｔ＋１
Ψｔ ＋ ｉ － ｓ

ｐ ［Γｗ（ｓ － １）－ Ｋｐｖ（ｓ － １）］

（５ ．１１ ．３２）
将（５ ．１１ ．３０）和（５ ．１１ ．３２）代入（５ ．１１ ．２５），合并同类项有

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨＮ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｋｗ
ｉ ｗ（ｔ ＋ ｉ）＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｖ

ｉｖ（ｔ ＋ ｉ）（５ ．１１ ．３３）

ΨＮ ＝ Ｉｎ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ＫｉＨΨ ｉ

ｐ

Ｋｗ
ｉ ＝ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
ＫｊＨΨｊ － ｉ －１

ｐ Γ， ｉ ＝ ０，…，Ｎ － １； Ｋｗ
Ｎ ＝ ０

Ｋｖ
ｉ ＝ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
ＫｊＨΨｊ － ｉ －１

ｐ Ｋｐ － Ｋｉ， ｉ ＝ ０，…，Ｎ － １； Ｋｖ
Ｎ ＝ － ＫＮ （５ ．１１ ．３４）

于是（５ ．１１ ．３３）可表为

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨＮ珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
［Ｋｗ

ｉ，Ｋｖ
ｉ］

ｗ（ｔ ＋ ｉ）
ｖ（ｔ ＋ ｉ[ ]）

（５ ．１１ ．３５）
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因珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）不相关于 ｗ（ｔ ＋ ｉ）和 ｖ（ｔ ＋ ｉ）（ｉ ≥ ０），于是引出如下定理 ．
【定理 ５ ．１１ ．３】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下稳态Ｋａｌｍａｎ平滑器（５ ．１１ ．

１９）有稳态平滑误差方差阵 ＰＮ 为

ＰＮ ＝ ΨＮΣΨＴ
Ｎ ＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
［Ｋｗ

ｉ，Ｋｖ
ｉ］

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

ＫｗＴ
ｉ

ＫｗＴ[ ]
ｉ

（５ ．１１ ．３６）

证明 暂时取初始观测时刻 ｔ０ 是有限的，则应用射影理论有非稳态平滑误差

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ） （５ ．１１ ．３７）

且有当 ｔ０ →－ ∞ 时
ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）＝ Ｋｉ （５ ．１１ ．３８）

且有非稳态预报误差
珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｐ（ｔ）ｖ（ｔ） （５ ．１１ ．３９）

其中Ψｐ（ｔ）＝ Φ － Ｋｐ（ｔ）Ｈ，且
ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Ψｐ（ｔ）＝ Ψｐ， ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Ｋｐ（ｔ）＝ Ｋｐ （５ ．１１ ．４０）

由此可进一步导出非稳态平滑误差

珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨＮ（ｔ）珘ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
［Ｋｗ

ｉ（ｔ），Ｋｖ
ｉ（ｔ）］

ｗ（ｔ ＋ ｉ）
ｖ（ｔ ＋ ｉ[ ]）

（５ ．１１ ．４１）
且有关系

ｌｉｍ
ｔ０→－∞

ΨＮ（ｔ）＝ ΨＮ， ｌｉｍ
ｔ０→－∞

Ｋθｉ（ｔ）＝ Ｋθｉ，θ ＝ ｗ，ｖ （５ ．１１ ．４２）

由（５ ．１１ ．４０）引出非稳态平滑误差方差阵

ＰＮ（ｔ）＝ ΨＮ（ｔ）Σ（ｔ）ΨＴ
Ｎ ＋ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
［Ｋｗ

ｉ（ｔ），Ｋｖ
ｉ（ｔ）］

Ｑｗ Ｓ

ＳＴ Ｑ[ ]
ｖ

ＫｗＴ
ｉ（ｔ）

ＫｗＴ
ｉ（ｔ[ ]）（５ ．１１ ．４３）

其中Σ（ｔ）为非稳态预报误差方差阵，且有关系
ｌｉｍ

ｔ０→－∞
Σ（ｔ）＝ Σ （５ ．１１ ．４４）

令 ｔ０ → ∞，由（５ ．１１ ．４２）立刻引出（５ ．１１ ．３６）．证毕 ． □
【注 ５ ．１１ ．１】 上述证明是对Φ为不稳定矩阵，即对系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）是不稳

定的情形而言的 ．对稳定系统则可直接由稳态关系（５ ．１１ ．３５），通过取数学期望 Ｅ［珓ｘ（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）珓ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］立刻得到（５ ．１１ ．３６）．因为此时这个数学期望存在 ．
基于稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器（５ ．１１ ．１９），我们可以导出相应的渐近稳定的 Ｗｉｅｎｅｒ状态平

滑器 ．由（５ ．１０ ．６７）有
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）－１Ｋｐｙ（ｔ － １） （５ ．１１ ．４５）

将上式代入（５ ．１０ ．７３）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）－１Ｋｐｙ（ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１１ ．４６）

这引出另一种形式的 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ψ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１１ ．４７）

ψ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ） （５ ．１１ ．４８）
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Λ（ｑ －１）＝ ψ（ｑ －１）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１ （５ ．１１ ．４９）
类似于定理 ３ ．９ ．４有如下 Ｗｉｅｎｅｒ状态平滑器 ．
【定理 ５ ．１１ ．４】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ状态

平滑器

ψ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．５０）

ＫＮ（ｑ －１）＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１－ Ｎ ＋ Ｋｓ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （５ ．１１ ．５１）

Ｋｓ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉｑｉ － Ｎ （５ ．１１ ．５２）

稳态平滑误差方差阵 ＰＮ 由（５ ．１１ ．２３）计算，Ｋｐ，Ψｐ，Σ由定理 ５ ．１０ ．３计算，且 Ｑε由（５ ．１１ ．
２８）定义，Ｋｉ，Ψｐ 由定理 ５ ．１１ ．２计算 ．

证明 （５ ．１１ ．１９）可表为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｓ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．５３）

其中 Ｋｓ（ｑ －１）由（５ ．１１ ．５２）定义 ．由（５ ．１１ ．４７）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ ψ
－１（ｑ －１）Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （５ ．１１ ．５４）

将上式和（５ ．１１ ．４５）代入（５ ．１１ ．５３）得（５ ．１１ ．５０）和（５ ．１１ ．５１）． 由 Ψｐ 为稳定矩阵引出

ψ（ｑ －１）是稳定多项式，故（５ ．１１ ．５０）是渐近稳定的 ． □
【注 ５ ．１１ ．２】 定理 ５ ．１１ ．４与定理 ３ ．９ ．４不同之处在于这里基于 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．

１０ ．８）用（５ ．１０ ．６９）和（５ ．１０ ．７０）计算 Ｋｐ 和Σ，而定理 ３ ．９ ．４用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程计算Σ和Ｋｐ ．
【定理 ５ ．１１ ．５】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下有多步稳态Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ΦＮ－１ ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ≥ １ （５ ．１１ ．５５）
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （５ ．１１ ．５６）

其中 Ｋｐ，Ψｐ 和Σ由定理 ５ ．１０ ．３计算 ．预报误差方差阵 ＰＮ ＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜
ｔ）］，珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ），为

ＰＮ ＝ ΦＮ－１Σ（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
ΦＮ－ ｊΓＱｗΓＴ（ΦＮ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ≥ ２ （５ ．１１ ．５７）

其中 Ｐ１ ＝ Σ ．
证明 由定理 ３ ．７ ．８和定理 ３ ．８ ．４得证 ． □
【注 ５ ．１１ ．３】 定理 ５ ．１１ ．５与定理 ３ ．７ ．８和定理 ３ ．８ ．４ 不同之处在于这里用定理 ５ ．

１０ ． ３基于ＡＲＭＡ新息模型和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程计算 Ｋｐ，Ψｐ和Σ，而定理 ３ ．７ ．８和定理 ３ ．８ ．４基
于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程计算 Ｋｐ，Ψｐ 和Σ ．
【定理 ５ ．１１ ．６】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下有 Ｗｉｅｎｅｒ状态预报器

ψ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ）， Ｎ ≥ ２ （５ ．１１ ．５８）

ＫＮ（ｑ －１）＝ ΦＮ－１ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐ （５ ．１１ ．５９）
其中 Ｋｐ，Ψｐ 由定理 ５ ．１０ ．３计算 ．相应的预报误差方差阵 ＰＮ 由（５ ．１１ ．５７）计算 ．

证明 将（５ ．１１ ．４５）代入（５ ．１１ ．５５）且应用（５ ．１１ ．４８）得证 ．由ψ（ｑ －１）为稳定多项式
引出（５ ．１１ ．４３）是渐近稳定的 ． □
【注 ５ ．１１ ．４】 在定理 ５ ．１１ ．１中给出的平滑增益阵 ＫＮ 可表为

ＫＮ ＝ ∑
β－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［Ｍｉ － Ｎ － ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓΛｗ

Ｎ－ ｊＱ－１
ε －Λｖ

Ｎ－ ｉＱ－１
ε ］ （５ ．１１ ．６０）

·２４３·



其中规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），且 ｊ ≥ ０（即规定当 ｉ ＝ ０时上式中括号内第二项为零），且定义
分块矩阵Ωｉ 为

Ω＋ ＝（ΩＴΩ）－１ΩＴ ＝［Ω０，Ω１，…，Ωβ－１］ （５ ．１１ ．６１）

Ω ＝［ＨＴ，（ＨΦ）Ｔ，…，（ＨΦβ－１）Ｔ］Ｔ （５ ．１１ ．６２）
公式（５ ．１１ ．６０）相同于文献［１７１］中提出的公式，但证明方法是完全不同的 ． 文献

［１７１］的推导证明只适用于稳定系统 ．

５ ．１２ 单输出系统稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器增益算法

本节考虑对单输入单输出系统稳态 Ｋａｌｍａｎ 滤波器和预报器增益的几个特殊算
法［１，１７１，１７２］，算法的推导是基于矩阵求逆的 Ｆａｄｅｅｖａ公式 ．

考虑单输入单输出线性时不变离散随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１２ ．１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１２ ．２）
其中状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，观测（输出）ｙ（ｔ），白噪声输入 ｗ（ｔ）和观测白噪声 ｖ（ｔ）均为标量，

Φ，Γ和Ｈ 分别为 ｎ × ｎ，ｎ × １和 １ × ｎ 矩阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零均值、方差各为σ２

ｗ和σ２
ｖ 相关系数为 ｓ的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖ（ｔ[ ]）

［ｗ（ｊ），ｖ（ｊ{ }）］ ＝
σ２

ｗ ｓ

ｓ σ２[ ]
ｖ
δｔｊ （５ ．１２ ．３）

【假设 ２】 （Φ，Ｈ）为完全可观性，（Φ，Γ）为完全可控对，且（珡Φ，Γ珋σｗ）为完全能稳
对［１７３］，其中珡Φ ＝ Φ － ＪＨ，Ｊ ＝ Γｓ ／σ２

ｖ，珋σ２
ｗ ＝σ２

ｗ － ｓ２ ／σ２
ｖ ．

【假设 ２】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
【引理 ５ ．１２ ．１】 （矩阵求逆 Ｆａｄｅｅｖａ公式）矩阵求逆公式：

（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１ ＝ Ｆ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）

（５ ．１２ ．４）

其中Φ 为 ｎ × ｎ 矩阵，ｑ －１ 为单位滞后算子，Ａ（ｑ －１） ＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ －１Φ），Ｆ（ｑ －１） ＝
ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Φ），记

Ａ（ｑ －１）＝ １ ＋ ａ１ ｑ －１ ＋ … ＋ ａｎａｑ
－ ｎａ，ａｎａ ≠ ０，ｎａ ≤ ｎ；ａｉ ＝ ０，ｉ ＞ ｎａ，

Ｆ（ｑ －１）＝ Ｉｎ ＋ Ｆ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｆｎ－１ ｑ －（ｎ－１） （５ ．１２ ．５）
则系数 ａｉ 和系数阵Ｆｉ 可递推计算为

ａｉ ＝ －（１ ／ ｉ）ｔｒａｃｅ（ΦＦｉ －１）， ｉ ＝ １，…，ｎ，

Ｆｉ ＝ ΦＦｉ －１ ＋ ａｉＩｎ， ｉ ＝ １，…，ｎ － １； Ｆ０ ＝ Ｉｎ （５ ．１２ ．６）
由（５ ．１２ ．１）和（５ ．１２ ．２）有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１２ ．７）
将（５ ．１２ ．４）代入（５ ．１２ ．７）有

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ＨＦ（ｑ －１）Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１２ ．８）
由假设 ２引出（Ａ（ｑ －１），ＨＦ（ｑ －１）Γ）互质，于是由谱分解定理［１］有 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１２ ．９）
·３４３·



其中 Ｄ（ｑ －１）＝ １ ＋ ｄ１ ｑ －１ ＋ … ＋ ｄｎｄ 是稳定的，且（５ ．１２ ．８）右端的随机过程的相关函数

Ｒ（ｉ）在 ｉ ＝ ｎｄ 处截尾，新息ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ ＨＦ（ｑ －１）Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１２ ．１０）
另一方面由假设 ２和（５ ．１０ ．７２）～（５ ．１０ ．７４）存在稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （５ ．１２ ．１１）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１２ ．１２）
这引出

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Ｋｐｑ －１ε（ｔ）＋ε（ｔ） （５ ．１２ ．１３）
将（５ ．１２ ．４）代入上式有

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ＨＦ（ｑ －１）Ｋｐｑ －１ε（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１２ ．１４）

比较上式与（５ ．１２ ．９）的右边 ｑ － ｉ 系数引出关系
ｄｉ ＝ ＨＦｉ －１Ｋｐ ＋ ａｉ， ｉ ＝ １，…，ｎ （５ ．１２ ．１５）

其中规定 ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．上式可写成矩阵形式
Ｈ
ＨＦ

ＨＦｎ－











１

Ｋｐ ＝

ｄ１ － ａ１
ｄ２ － ａ２

ｄｎ － ａ











ｎ

（５ ．１２ ．１６）

由假设 ２引出可观性指数β ＝ ｎ，且由（５ ．１２ ．６）有关系
Ｈ
ＨＦ１


ＨＦｎ－











１

＝

１ ０ … … … ０
ａ１ １ ０ … … ０
 
ａｎ－１ ａｎ－２ ０ … ａ１











１

Ｈ
ＨΦ


ＨΦｎ－











１

（５ ．１２ ．１７）

由（Φ，Ｈ）为完全可观时，引出

ｒａｎｋ

Ｈ
ＨＦ

ＨＦｎ－











１

＝ ｒａｎｋ

Ｈ
ＨΦ


ＨΦｎ－











１

＝ ｎ （５ ．１２ ．１８）

于是可得如下定理 ．
【定理５ ．１２ ．１】［２，１７１，１７２］ 单输入单输出系统（５ ．１２ ．１）和（５ ．１２ ．２）在假设１ ～ ３下有稳

态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （５ ．１２ ．１９）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （５ ．１２ ．２０）

其中预报增益 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝

Ｈ
ＨＦ

ＨＦｎ－











１

－１ ｄ１ － ａ１
ｄ２ － ａ２

ｄｎ － ａ











ｎ

（５ ．１２ ．２１）

·４４３·



其中规定：ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ），ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．
证明 将（５ ．１２ ．１２）代入（５ ．１２ ．１１）引出（５ ．１２ ．１９）和（５ ．１２ ．２０）．对（５ ．１２ ．１６）取逆矩

阵运算得（５ ．１２ ．２１），因（５ ．１２ ．１８）保证了逆矩阵存在 ． □
【定理 ５ ．１２ ．２】［１７２］ Ｋａｌｍａｎ预报器（５ ．１２ ．１９）误差方差阵Σ满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σ ＝ ΨｐΣΨＴ
ｐ ＋Δｐ （５ ．１２ ．２２）

Δｐ ＝σ２
ｗΓΓＴ － ｓＫｐΓＴ － ｓΓＫＴ

ｐ ＋σ２
ｖＫｐＫＴ

ｐ （５ ．１２ ．２３）
证明 见定理 ５ ．１０ ．３ ． □
【定理 ５ ．１２ ．３】［１７２］ 单输入单输出系统（５ ．１２ ．１）和（５ ．１２ ．２）在假设 １ ～ ３下有稳态

Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｊｙ（ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ ＋ １）（５ ．１２ ．２４）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］珡Φ， 珡Φ ＝ Φ － ＪＨ， Ｊ ＝ Γｓ ／σ２
ｖ （５ ．１２ ．２５）

稳态滤波增益为

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨＦ

ＨＦｎ－











１

－１ １ －σ２
ｖ ／σ２

ε

ｄ１ － ＨΓｓ ／σ２
ε － ａ１σ２

ｖ ／σ２
ε


ｄｎ－１ － ＨＦｎ－２Γｓ ／σ２

ε － ａｎ－１σ２
ｖ ／σ２













ε

（５ ．１２ ．２６）

其中规定：ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ），ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ）．滤波误差方差阵 Ｐ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
Ｐ ＝ Ψｆ ＰΨＴ

ｆ ＋Δｆ （５ ．１２ ．２７）

Δｆ ＝（σ２
ｗ － ｓ２ ／σ２

ｖ）［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］ΓΓＴ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｔ ＋ Ｋｆ ＫＴ
ｆσ２

ｖ （５ ．１２ ．２８）
证明 由射影性质和（５ ．１２ ．１），（５ ．１２ ．２）有

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ） （５ ．１２ ．２９）

ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋Γｗ^（ｔ ｜ ｔ） （５ ．１２ ．３０）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ ｖ^（ｔ ｜ ｔ） （５ ．１２ ．３１）

又由（５ ．１ ．９０）有稳态最优白噪声滤波器
ｗ^（ｔ ｜ ｔ）＝（ｓ ／σ２

ε）ε（ｔ）， ｖ^（ｔ ｜ ｔ）＝（σ２
ｖ ／σ２

ε）ε（ｔ） （５ ．１２ ．３２）
于是可得

ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ Φｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｓ ／σ２
ε）ε（ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ） （５ ．１２ ．３３）

从而有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１［Γ（ｓ ／σ２

ε）ε（ｔ － １）＋ Ｋｆε（ｔ）＋（σ２
ｖ ／σ２

ε）ε（ｔ）
（５ ．１２ ．３４）

应用（５ ．１２ ．４），引出 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ＨＦ（ｑ －１）Γ（ｓ ／σ２

ε）ε（ｔ － １）＋ ＨＦ（ｑ －１）Ｋｆε（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）（σ２
ｖ ／σ２

ε）ε（ｔ）
（５ ．１２ ．３５）

将它与 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．１２ ．９）比较，比较两式右边 ｑ － ｉ 的系数可得关系
ｄｉ ＝ ＨＦｉ －１Γ（ｓ ／σ２

ε）＋ ＨＦｉＫｆ ＋ ａｉσ２
ｖ ／σ２

ε，

ｉ ＝ ０，１，…，ｎ － １；Ｆ －１ ＝ ０，Ｆ０ ＝ Ｉｎ，ａ０ ＝ １ （５ ．１２ ．３６）
因当 ｉ ＝ ０时（５ ．１２ ．３５）右边 ｑ０的系数只有 ＨＦ０Ｋｆ 和 ａ０σ２

ｖ ／σ２
ε两项，故在（５ ．１２ ．３６）中应

规定，Ｆ －１ ＝ ０ ．
·５４３·



上式可写成矩阵形式
Ｈ
ＨＦ１


ＨＦｎ－











１

Ｋｆ ＝

１ －σ２
ｖ ／σ２

ε

ｄ１ － ＨΓｓ ／σ２
ε － ａ１σ２

ｖ ／σ２
ε


ｄｎ－１ － ＨＦｎ－２Γｓ ／σ２

ε － ａｎ－１σ２
ｖ ／σ２













ε

（５ ．１２ ．３７）

其中规定 ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ），ａｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎａ）．可证明［１］：ｎｄ ≤ ｎ ．于是由（５ ．１２ ．３７）引出（５ ．
１２ ．２６）．由（５ ．１０ ．４５）和（５ ．１０ ．４６）得（５ ．１２ ．２７）和（５ ．１２ ．２８）． □
【推论 ５ ．１２ ．１】 单输入单输出系统（５ ．１２ ．１）和（５ ．１２ ．２）在假设 １ ～ ３下，若 ｓ ＝ ０，

则稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ ＋ １） （５ ．１２ ．３８）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Φ （５ ．１２ ．３９）
稳态滤波增益为

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨＦ１


ＨＦｎ－











１

－１ １ －σ２
ｖ ／σ２

ε

ｄ１ －σ２
ｖ ／σ２

ε


ｄｎ－１ － ａｎ－１σ２

ｖ ／σ２













ε

（５ ．１２ ．４０）

滤波误差方差阵 Ｐ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
Ｐ ＝ Ψｆ ＰΨＴ

ｆ ＋Δｆ （５ ．１２ ．４１）

Δｆ ＝σ２
ｗ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］ΓΓＴ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｔ ＋ Ｋｆ ＫＴ

ｆσ２
ｖ （５ ．１２ ．４２）

对单输入单输出系统，可观性指数β ＝ ｎ，因而在计算滤波或预报增益时可避免求伪
逆运算，化为求 ｎ × ｎ 矩阵的逆矩阵 ．应用定理 ５ ．１０ ．１和定理 ５ ．１０ ．３有如下定理 ．
【定理 ５ ．１２ ．４】 单输入单输出系统（５ ．１２ ．１）和（５ ．１２ ．２）在假设 １ ～ ３ 下有稳态

Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋｆ 为

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨΦ

ＨΦｎ－











１

－１ １ －σ２
ｖ ／σ２

ε

ｍ１ － ＨΓｓ ／σ２
ε


ｍｎ－１ － ＨΦｎ－２Γｓ ／σ２













ε

（５ ．１２ ．４３）

其中系数 ｍｉ 可递推计算为
ｍｉ ＝ － ａ１ｍｉ－１ － … － ａｎａｍｉ－ ｎａ ＋ ｄｉ （５ ．１２ ．４４）

其中规定 ｍｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝

Ｈ
ＨΦ

ＨΦｎ－











１

－１ ｍ１

ｍ２


ｍ











ｎ

（５ ．１２ ．４５）

滤波误差方差阵 Ｐ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程（５ ．１２ ．２７）和（５ ．１２ ．２８）．预报误差方差阵Σ 满足
Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程（５ ．１２ ．２２）和（５ ．１２ ．２３）．

特别，若 ｓ ＝ ０，则滤波增益成为
·６４３·



Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨΦ

ＨΦｎ－











１

－１ １ －σ２
ｖ ／σ２

ε

ｍ１


ｍｎ－











１

（５ ．１２ ．４６）

相应的滤波误差方差阵 Ｐ 由（５ ．１２ ．４１）和（５ ．１２ ．４２）计算 ．

５ ．１３ ＡＲＭＡ新息模型与状态空间新息模型关系

考虑系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２），在假设 １ ～ ４下由（５ ．１０ ．７２）和（５ ．１０ ．７３）我们有稳态
Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^（ｔ ＋ １）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （５ ．１３ ．１）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１３ ．２）

它描写了观测 ｙ（ｔ）与新息ε（ｔ）之间的关系，称为状态空间新息模型 ．非稳态新息ε（ｔ）可
由上两式取初值 ｘ^（０ ｜ － １）后递推计算 ．现在我们研究它与由（５ ．１０ ．８）给出的ＡＲＭＡ新息
模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１３ ．３）
之间有何关系？注意，因为ε（ｔ）是 ｙ（ｔ）的稳态新息过程，因而上述两种新息模型具有相
同的稳态新息ε（ｔ）．非稳态新息ε（ｔ）也可由 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．１３ ．３）取初值（ε（０），…，
ε（ｎｄ － １））后递推计算 ．用上述两种模型计算的非稳态新息ε（ｔ）有何对应关系？初值
ｘ^（０ ｜ － １）和（ε（０），…，ε（ｎｄ － １））有何对应关系？为此，我们首先研究系统可观性指数β
与 ＡＲＭＡ新息模型的 ＭＡ多项式矩阵 Ｄ（ｑ －１）的阶次 ｎｄ 有何关系？
【定理 ５ ．１３ ．１】 系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）的可观性指数β（β≤ ｎ）与 ＡＲＭＡ新息模

型的 ＭＡ多项式矩阵 Ｄ（ｑ －１）的阶次 ｎｄ 有关系
ｎｄ ≤β （５ ．１３ ．４）

证明 用反证法：设 ｎｄ ＞β由（５ ．１３ ．１）和（５ ．１３ ．２）迭代可得关系
ｙ（０）＝ Ｈｘ^（０ ｜ － １）＋ε（０），
ｙ（１）＝ ＨΦｘ^（０ ｜ － １）＋ ＨＫｐε（０）＋ε（１），


ｙ（ｎｄ － １）＝ ＨΦｎｄ －１ ｘ^（０ ｜ － １）＋ ∑
ｎｄ －２

ｉ ＝ ０
ＨΦｎｄ －２－ ｉＫｐε（ｉ）＋ε（ｎｄ － １）

（５ ．１３ ．５）

这引出初值 ｘ^（０ ｜ － １）与初值（ε（０），…，ε（ｎｄ － １））有关系

ｘ^（０ ｜ － １）＝

Ｈ
ＨΦ

ＨΦβ－１


ＨΦｎｄ －

















１

＋
ｙ（０）－ε（０）
ｙ（１）－ ＨＫｐε（０）－ε（１）


ｙ（β － １）－ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
ＨΦβ－２－ ｉＫｐε（ｉ）－ε（β － １）



ｙ（ｎｄ － １）－ ∑
ｎｄ －２

ｉ ＝ ０
ＨΦｎｄ －２－ ｉＫｐε（ｉ）－ε（ｎｄ － １























）

（５ ．１３ ．６）
·７４３·



因（Φ，Ｈ）为完全可观对，故上式中伪逆Ｍ＋ ＝（ＭＴＭ）－１ＭＴ存在 ．因而（５ ．１３ ．１）和（５ ．１３ ．
２）在初值 ｘ^（０ ｜ － １）由（５ ．１３ ．６）定义下所得非稳态新息ε（ｔ）恒同于（５ ．１３ ．３）在初值
（ε（０），…，ε（ｎｄ － １））下所得非稳态新息，即有恒同的ε（ｔ），ｔ ＝ ０，…，ｎｄ － １，ｎｄ，… ．

任取（５ ．１３ ．３）的两组不同的值
（ε（０），…，ε（β － １）；ε（ｉ）（β），…，ε

（ｉ）（ｎｄ － １））， ｉ ＝ １，２ （５ ．１３ ．７）

其中前β个分量相同，但后（ｎｄ －β）个分量不全相同，即（ε（１）（β），…，ε
（１）（ｎｄ － １））≠

（ε（２）（β），…，ε
（２）（ｎｄ － １）），则在初值（５ ．１３ ．６）下由（５ ．１３ ．１）和（５ ．１３ ．２）或在初值（５ ．１３ ．

７）下由（５ ．１３ ．３）引出两个不同的非稳态新息序列ε（１）（ｔ）和ε（２）（ｔ），即ε（１）（ｔ）≠
ε（２）（ｔ）．

另一方面，注意β为系统的可观性指数，因而在假设 ｎｄ ＞ β下由（５ ．１３ ．６）计算

ｘ^（０ ｜ － １）与分量（ε（β），…，ε（ｎｄ － １））无关，即与初值（５ ．１３ ．７）相应的初值 ｘ^（ｉ）（０ ｜ －
１），ｉ ＝ １，２，为

ｘ^（１）（０ ｜ － １）＝ ｘ^（２）（０ ｜ － １）＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ ｙ（０）－ε（０）
ｙ（１）－ ＨＫｐε（０）－ε（１）



ｙ（β － １）－ ∑
β－２

ｉ ＝ ０
ＨΦβ－２－ ｉＫｐε（ｉ）－ε（β － １













）

（５ ．１３ ．８）
这引出ε（１）（ｔ）≡ε（２）（ｔ）．这与上面推导的ε（１）（ｔ）ε（２）（ｔ）矛盾 ．故 ｎｄ ≤β０ ．证毕 ． □
【注 ５ ．１３ ．１】 这个定理的重要意义在于：用谱分解基于 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法构造

ＡＲＭＡ新息模型时，必须对有关多项式矩阵进行左素分解，否则可导致 ｎｄ ＞β，即构造了
错误的 ＡＲＭＡ新息模型 ．这将引出错误的或次优的滤波结果 ．

下面我们用稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （５ ．１３ ．９）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （５ ．１３ ．１０）

的渐近稳定性，即Ψｐ是一个稳定矩阵（即Ψｐ的所有特征值位于单位圆内），来证明（５ ．１３ ．
３）中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的多项式矩阵（即 ｄｅｔＤ（ｑ －１）是一个稳定的多项式，即 ｄｅｔＤ（ｘ）的零
点全位于单位圆外）．
【定理 ５ ．１３ ．２】 用谱分解和Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法构造的ＡＲＭＡ新息模型中的ＭＡ多

项式矩阵 Ｄ（ｑ －１）必须是稳定的 ．这个条件等价于稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器（５ ．１３ ．９）的渐近稳
定性条件：Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ 是一个稳定矩阵 ．

证明 任取（５ ．１３ ．３）的两组初值（ε（ｉ）（０），…，ε（ｉ）（ｎｄ － １）），ｉ ＝ １，２，应用（５ ．１３ ．６）
可求得相应的初值 ｘ^（１）（０ ｜ － １）和 ｘ^（２）（０ ｜ － １）．因由定理 ５ ．１３ ．１有 ｎｄ ≤β，故当 ｎｄ ＜β
时，应由（５ ．１３ ．３）由（ε（ｉ）（０），…，ε（ｉ）（ｎｄ － １））递推计算（ε（ｉ）（ｎｄ），…，ε（ｉ）（β － １））．于是
相应的 ｘ^（１）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）和 ｘ^（２）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足（５ ．１３ ．９）．这引出δ（ｔ）＝ ｘ^（１）（ｔ ｜ ｔ － １）－
ｘ^（２）（ｔ ｜ ｔ － １）满足

δ（ｔ ＋ １）＝ Ψｐδ（ｔ） （５ ．１３ ．１１）

·８４３·



因 Ｋａｌｍａｎ滤波理论已证明［１７３］：Ψ 是一个稳定矩阵，故有δ（ｔ）→ ０（ｔ → ∞）．从而由（５ ．
１３ ．２）引出相应的非稳态新息ε（１）（ｔ）与ε（２）（ｔ）之差 ｅ（ｔ）＝ε（１）（ｔ）－ε（１）（ｔ）有关系

ｅ（ｔ）＝ － Ｈδ（ｔ）→ ０ （ｔ → ∞） （５ ．１３ ．１２）
注意关系

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｉ）（ｔ）， ｉ ＝ １，２ （５ ．１３ ．１３）
这引出差分方程

Ｄ（ｑ －１）ｅ（ｔ）＝ ０ （５ ．１３ ．１４）
（５ ．１３ ．１４）有状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ｐｘ（ｔ） （５ ．１３ ．１５）
其中定义

ｘ（ｔ）＝［ｅＴ（ｔ），ｅＴ（ｔ － １），…，ｅＴ（ｔ － ｎｄ ＋ １）］Ｔ，

Ｐ ＝

－ Ｄ１ － Ｄ２ … － Ｄｎｄ

０
Ｉ（ｎｄ －１）ｍ















０

（５ ．１３ ．１６）

（５ ．１３ ．１５）由初值
ｘ（ｎｄ － １）＝［ｅＴ（ｎｄ － １），…，ｅＴ（０）］Ｔ （５ ．１３ ．１７）

决定 ．由初值（ε（ｉ）（０），…，ε（ｉ）（ｎｄ － １））的任意性引出初值 ｘ（ｎｄ － １）的任意性 ．注意对任
意初值 ｘ（ｎｄ － １）有

ｘ（ｔ）→ ０ （ｔ → ∞） （５ ．１３ ．１８）
这是因为由（５ ．１３ ．１２）有 ｘ（ｔ）的每个分量 ｅＴ（ｔ － ｉ）→ ０（ｔ → ∞），ｉ ＝ ０，…，ｎｄ － １ ．因此

系统（５ ．１３ ．１５）是全局渐近稳定的 ．这引出［１８４］Ｐ 是一个稳定矩阵 ．应用定理 １ ．６ ．２的（１ ．
６ ．１１０）有关系

ｄｅｔ（Ｉｎｄｍ － ｑ－１ＰＴ）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１） （５ ．１３ ．１９）

其中 Ｄ（ｑ －１）＝ Ｉｍ ＋ Ｄ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｄｎｄ
ｑ － ｎｄ ．因 Ｐ 为稳定矩阵，则 ＰＴ 也为稳定矩阵，从而

由（５ ．１３ ．１９）引出 Ｄ（ｑ －１）为稳定的多项式矩阵 ．证毕 ． □

５ ．１４ 基于 ＡＲＭＡ新息模型与基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的
稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器的功能等价性

【定理 ５ ．１４ ．１】 基于 ＡＲＭＡ新息模型的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器或预报器与基于 Ｒｉｃｃａｔｉ
方程的稳态Ｋａｌｍａｎ滤波器或预报器是功能等价的，即用两种方法计算的稳态Ｋａｌｍａｎ滤波
器增益是相同的，用两种方法计算的稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益也是相同的 ．

证明 回忆定理 ５ ．１０ ．１和定理 ５ ．１０ ．３的推导过程，推导是基于状态空间 Ｋａｌｍａｎ滤
波器和预报器与时间序列 ＡＲＭＡ新息模型的有限展式关系来完成的 ．若在稳态 Ｋａｌｍａｎ滤
波器或预报器中的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益或预报器增益是基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程计算的，则定

·９４３·



理 ５ ．１０ ．１和定理５ ．１０ ．３的（５ ．１０ ．１１）和（５ ．１０ ．６９）恰好证明了它们在数值上与基于ＡＲＭＡ
新息模型由（５ ．１０ ．１１）或（５ ．１０ ．６９）给出的公式的计算结果相同 ． □
【例 ５ ．１４ ．１】 考虑二维随机系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ １ ．５[ ]０ １

ｘ（ｔ）＋ [ ]１１ ｗ（ｔ） （５ ．１４ ．１）

ｙ（ｔ）＝［１ ０］ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．２）
其中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ ＝ １和σ２
ｖ ＝ １的独立白噪声 ．下面用两种方法

求稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 ．注意

ｒａｎｋ
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＝ ｒａｎｋ
１ ０
０ １ ．[ ]５ ＝ ２，

ｒａｎｋ［Γ，ΦΓ］＝ ｒａｎｋ
１ １ ．５[ ]１ １

＝ ２ （５ ．１４ ．３）

故系统是完全可观、完全可控的 ．因而存在稳态Ｋａｌｍａｎ预报器 ．求稳态Ｋａｌｍａｎ预报器增益
Ｋｐ 的一种方法是基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３ ．６ ．３６），即

Σ ＝ Φ［Σ －ΣＨ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－１ＨΣ］ΦＴ ＋σ２

ｗΓΓＴ （５ ．１４ ．４）

由（３ ．６ ．３９）和（３ ．６ ．４５）有
Ｋｐ ＝ ΦΣΗＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ｖ］－１ （５ ．１４ ．５）

置 Σ ＝
σ１１ σ１２

σ１２ σ[ ]
２２

（５ ．１４ ．６）

按分量写（５ ．１４ ．４）引出非线性方程组

σ２
１２ ＝σ１１ ＋ １，

σ１１ ＝ ２ ．２５σ２２ － １ ．２５，

σ１２ ＝ １ ．５σ２２ － ０ ．５

（５ ．１４ ．７）

这引出一元二次方程

σ２
１２ － １ ．５σ１２ － ０ ．５ ＝ ０ （５ ．１４ ．８）

它有正根

σ１２ ＝ １ ．５ ＋ ４ ．槡 ２５
２ ＝ １ ．７８０ ７７６ ４ （５ ．１４ ．９）

将它代入（５ ．１４ ．７）可求得

σ２２ ＝ １ ．５２０ ５１７ ６，σ１１ ＝ ２ ．１７１ １６４ ５ （５ ．１４ ．１０）

于是得到 Ｒｉｃｃａｔｉ方程解

Σ ＝
２ ．１７１ １６４ ５ １ ．７８０ ７７６ ４
１ ．７８０ ７７６ ４ １ ．[ ]５２０ ５１７ ６

（５ ．１４ ．１１）

将它代入（５ ．１４ ．５）得

Ｋｐ ＝
０ ．８４２ ３２９ ２
０ ．[ ]５６１ ５５２ ８

（５ ．１４ ．１２）

求增益 Ｋｐ 的另一种方法是基于 ＡＲＭＡ新息模型 ．为此需要首先构造 ＡＲＭＡ新息模

·０５３·



型 ．
由（５ ．１４ ．１）和（５ ．１４ ．２）有

ｙ（ｔ）＝［１ ０］
１ １ ．５ｑ －１

０ １ － ｑ－[ ]１
－１[ ]１１ ｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．１３）

这引出关系
（１ － ｑ－１）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ０ ．５ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋（１ － ｑ－１）ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．１４）

令
（１ ＋ ｄｑ－１）ε（ｔ）＝（１ ＋ ０ ．５ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋（１ － ｑ－１）ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．１５）

其中ε（ｔ）是零均值、方差为σ２
ε的白噪声，且多项式（１ ＋ ｄｑ－１）是稳定的 ．计算上式两边

ＭＡ过程的相关函数，且代入σ２
ｗ ＝ １和σ２

ｖ ＝ １，可得关系

（１ ＋ ｄ２）σ２
ε ＝ １ ．２５σ２

ｗ ＋ ２σ２
ｖ ＝ ３ ．２５ （５ ．１４ ．１６）

ｄσ２
ε ＝ ０ ．５σ２

ｗ － ２σ２
ｖ ＝ ０ ．５ （５ ．１４ ．１７）

消去σ２
ε引出一元二次方程

ｄ２ ＋ ６ ．５ｄ ＋ １ ＝ ０ （５ ．１４ ．１８）
取 ｜ ｄ ｜ ＜ １的根可保证（１ ＋ ｄｑ－１）是稳定的多项式，有

ｄ ＝（－ ６ ．５ ＋ （６ ．５）２ －槡 ４）／ ２ ＝ － ０ ．１５７ ６７０ ８ （５ ．１４ ．１９）
于是有 ＡＲＭＡ新息模型

（１ － ｑ－１）ｙ（ｔ）＝（１ － ０ ．１５７ ６７０ ８ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１４ ．２０）
且由（５ ．１４ ．１７）求得

σ２
ε ＝ ３ ．１７１１６４５ （５ ．１４ ．２１）

应用 Ｆｅｄｅｅｖａ公式可求得

Ｆ１ ＝ Φ － Ｉ２ ＝
－ １ １ ．５[ ]０ ０

（５ ．１４ ．２２）

应用公式（５ ．１２ ．２１）有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器增益 Ｋｐ 为

Ｋｐ ＝
Ｈ

ＨＦ[ ]
１

－１ ｄ ＋ １[ ]０
（５ ．１４ ．２３）

这引出

Ｋｐ ＝
ｄ ＋ １

（ｄ ＋ １）／ １ ．[ ]５ ＝
０ ．８４２ ３２９ ２
０ ．[ ]５６１ ５５２ ８

（５ ．１４ ．２４）

它相同于用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程得到（５ ．１４ ．１２）．
现在应用公式（５ ．１２ ．４５）求 Ｋｐ ．由（５ ．１４ ．２０）和（５ ．１２ ．４４）引出

ｍ１ ＝ １ ＋ ｄ， ｍ２ ＝ ｍ１ （５ ．１４ ．２５）

从而有

Ｋｐ ＝
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

－１ ｍ１

ｍ[ ]
２

＝
１ ０
０ １ ／ １ ．[ ]５

１ ＋ ｄ
１ ＋[ ]ｄ ＝

１ ＋ ｄ
（１ ＋ ｄ）／ １ ．[ ]５ ＝

０ ．８４２ ３２９ ２
０ ．[ ]５６１ ５５２ ８

（５ ．１４ ．２６）
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它与（５ ．１４ ．２４）结果相同 ．
用两种方法得到相同的增益 Ｋｐ的机理是用两种方法引出相同的ＡＲＭＡ新息模型 ．事

实上由状态空间新息模型（稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器）
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐε（ｔ） （５ ．１４ ．２７）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１４ ．２８）
其中 Ｋｐ 由 Ｒｉｃｃａｔｉ方程计算，即由（５ ．１４ ．１２）计算，我们有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）－１Ｋｐε（ｔ － １）＋ε（ｔ） （５ ．１４ ．２９）

这引出 ＡＲＭＡ新息模型为
（１ － ｑ－１）ｙ（ｔ）＝（１ － ０ ．１５７ ６７０ ８ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１４ ．３０）

另一方面，由谱分解［１］，将两个 ＭＡ过程用一个等价的稳定的 ＭＡ过程表示有 ＡＲＭＡ新息
模型（５ ．１４ ．２０）．可看到（５ ．１４ ．３０）与（５ ．１４ ．２０）是完全相同的 ．
【例 ５ ．１４ ．２】 考虑二维系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝
０ ．３ ２
０ ０ ．[ ]７ ｘ（ｔ）＋

１
０ ．[ ]１ ｗ（ｔ） （５ ．１４ ．３１）

ｙ（ｔ）＝
３ ０[ ]２ ５

ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．３２）

其中 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为σ２
ｗ 和Ｑｖ 的相互独立白噪声，且

σ２
ｗ ＝ ０ ．６４， Ｑｖ ＝

１ ０
０ ０ ．[ ]８１

（５ ．１４ ．３３）

下面用两种方法求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益 Ｋｆ ．先用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程法求 Ｋｆ ．我们有

Ｋｆ ＝ ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ］－１ （５ ．１４ ．３４）

其中Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－１ＨΣ］ΦＴ ＋ΓΓＴσ２
ｗ （５ ．１４ ．３５）

可解得

Ｋｆ ＝
０ ．１６４ ２ ０ ．１６９ １
０ ．０１６ ５ ０ ．[ ]０１７ ２

（５ ．１４ ．３６）

其次用 ＡＲＭＡ新息模型求 Ｋｆ ．
对本例 Ｈ为可逆矩阵，因而系统可观性指数β ＝ １ ．由定理 ５ ．１３ ．１引出ＡＲＭＡ新息模

型的 ＭＡ多项式 Ｄ（ｑ －１）的阶次 ｎｄ ＝ １，而不是 ｎｄ ＝ ２ ．由（５ ．１４ ．３１）和（５ ．１４ ．３２）有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）－１Γｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．３７）

引入左素分解（伪交换）
Ｈ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）－１ ＝（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）－１珟Ｈ （５ ．１４ ．３８）

其中珦Φ 和珟Ｈ 为待定的 ２ × ２矩阵 ．这引出关系
（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）Ｈ ＝ 珟Ｈ（Ｉ － ｑ－１Φ） （５ ．１４ ．３９）

比较上式 ｑ０和 ｑ －１的系数阵，并注意 Ｈ 为可逆阵，可得

珟Ｈ ＝ Ｈ ＝
３ ０[ ]２ ５

， 珦Φ ＝ ＨΦＨ －１ ＝
－ ０ ．５ １ ．２
－ ０ ．８ １ ．[ ]５ （５ ．１４ ．４０）

·２５３·



于是有
Ｈ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）－１Γ ＝（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）－１珟ＨΓ （５ ．１４ ．４１）

将上式代入（５ ．１４ ．３７）可得
（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）ｙ（ｔ）＝ ＨΓｗ（ｔ － １）＋（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．４２）

这引出 ＡＲＭＡ新息模型
（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）ｙ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１４ ．４３）

其中新息ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有关系
（Ｉ２ ＋ Ｄｑ －１）ε（ｔ）＝ ＨΓｗ（ｔ － １）＋（Ｉ２ － ｑ－１珦Φ）ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．４４）

用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可求得

Ｄ ＝
０ ．７４６ ８ － ０ ．９４４ ８
１ ．０２２ ３ － １ ．[ ]２６９ ８

， Ｑε ＝
６ ．８８４ ７ ４ ．９１２ ６
４ ．９１２ ６ ４ ．[ ]９１１ ９

（５ ．１４ ．４５）

应用（５ ．１０ ．１１）有稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波增益为

Ｋｆ ＝ Ｈ－１［Ｉ２ － ＱｖＱ－１
ε ］＝

０ ．１６４ ２ ０ ．１９９ １
０ ．０１６ ５ ０ ．[ ]０１７ ２

（５ ．１４ ．４６）

它相同于用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程所得结果（５ ．１４ ．３６）．
【注 ５ ．１４ ．１】 由（５ ．１４ ．３７）直接用矩阵求逆有关系

（１ － ０ ．３ｑ －１）（１ － ０ ．７ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｈａｄｊ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）Γｗ（ｔ － １）＋
（１ － ０ ．３ｑ －１）（１ － ０ ．７ｑ －１）ｖ（ｔ）（５ ．１４ ．４７）

用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可得 ｎｄ ＝ ２的 ＡＲＭＡ新息模型
（１ － ｑ－１ ＋ ０ ．２１ｑ －２）ｙ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ －１ ＋ Ｄ２ ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１４ ．４８）

其中

Ｄ１ ＝
－ ０ ．７５３ ２ ０ ．２５５ ２
０ ．２２２ ３ － ０ ．[ ]７６９ ８

， Ｄ２ ＝
０ ．１０６ ５ － ０ ．１０６ ５
－ ０ ．０８６ ３ ０ ．[ ]１２０ ９

，

Ｑε ＝
６ ．８８４ ７ ４ ．９１２ ６
４ ．９１２ ６ ４ ．[ ]９１１ ９

（５ ．１４ ．４９）

由于这一新息模型没有进行左素分解，因而在（５ ．１４ ．４８）两边有稳定的一阶左因式，
消去左因式后可化为一阶 ＡＲＭＡ新息模型（５ ．１４ ．４３）．但（５ ．１４ ．４８）两边有稳定的左因式
并不影响 Ｑε的值，因而基于（５ ．１４ ．４８）也引出相同的 Ｋｆ ．但理论上这一 ２阶ＡＲＭＡ新息模
型是不正确的 ．但有稳定左因式的ＡＲＭＡ新息模型并不影响计算结果 ．因此这种ＡＲＭＡ新
息模型也可以应用 ．
【例 ５ ．１４ ．３】 考虑跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１４ ．５０）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１４ ．５１）

Φ ＝

１ Ｔ０ ０ ．５Ｔ２
０

０ １ Ｔ０









０ ０ １

， Γ ＝










０
０
１
， Ｈ ＝［１ ０ ０］ （５ ．１４ ．５２）

其中 Ｔ０为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ）］Ｔ，且 ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｘ３（ｔ）分别为

·３５３·



在时刻 ｔＴ０处运动目标的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）为对位置的观测，ｖ（ｔ）为观测噪声 ．假

设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为σ２
ｗ 和σ２

ｖ 的相互独立高斯白噪声 ． 问题是求稳态
Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）和 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）．

首先基于ＡＲＭＡ新息模型解决这个问题 ．在仿真中取 Ｔ０ ＝ ０ ．２，σ２
ｗ ＝ ０ ．８，σ２

ｖ ＝ １０ ．容
易得到 ＡＲＭＡ新息模型为

（１ － ３ｑ －１ ＋ ３ｑ －２ － ｑ－３）ｙ（ｔ）＝（１ ＋ ｄ１ ｑ －１ ＋ ｄ２ ｑ －２ ＋ ｄ３ ｑ －３）ε（ｔ） （５ ．１４ ．５３）

ｄ１ ＝ － ２ ．５５２ ９， ｄ２ ＝ ２ ．２００ ２， ｄ３ ＝ － ０ ．６３８ ３，σ２
ε ＝ １５ ．６６７ ２ （５ ．１４ ．５４）

且由（５ ．１２ ．４４）可求得
ｍ１ ＝ ０ ．４４７ １， ｍ２ ＝ ０ ．５４１ ５， ｍ３ ＝ ０ ．６４５ ０ （５ ．１４ ．５５）

稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器分别为
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ Ψｆ ｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ） （５ ．１４ ．５６）

ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ψｐｘ^（ｔ － １ ｜ ｔ － ２）＋ Ｋｐｙ（ｔ － １） （５ ．１４ ．５７）

其中滤波增益 Ｋｆ 和预报增益Ｋｐ 由（５ ．１２ ．４３）和（５ ．１２ ．４５）给出为

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨΦ
ＨΦ









２

－１ １ －σ２
ｖ ／σ２

ε

ｍ１

ｍ









２

＝
０ ．３６１ ７
０ ．４０４ ３
０ ．









２２６ ０

（５ ．１４ ．５８）

Ｋｐ ＝

Ｈ
ＨΦ
ＨΦ









２

－１ ｍ１

ｍ２

ｍ









３

＝
０ ．４４７ １
０ ．４４９ ５
０ ．









２２６ ０

（５ ．１４ ．５９）

且可求得

Ψｆ ＝［Ｉ３ － Ｋｆ Ｈ］Φ， Ψｐ ＝ Φ［Ｉ３ － Ｋｆ Ｈ］ （５ ．１４ ．６０）

其中基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程求 Ｋｆ 和Ｋｐ ．

Ｋｆ ＝ ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ］－１ （５ ．１４ ．６１）

其中Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－１ＨΣ］ΦＴ ＋σ２

ｗΓΓＴ （５ ．１４ ．６２）

可求得

Σ ＝
５ ．６６７ ２ ６ ．３３４ ６ ３ ．５４０ ３
６ ．３３４ ６ ９ ．９０９ ０ ７ ．１１８ ８
３ ．５４０ ３ ７ ．１１８ ８ ７ ．









９５７ １

（５ ．１４ ．６３）

Ｋｆ ＝
０ ．３６１ ７
０ ．４０４ ３
０ ．









２２６ ０

（５ ．１４ ．６４）

它相同于基于 ＡＲＭＡ新息模型的结果（５ ．１４ ．５８），且有

Ｋｐ ＝ ΦＫｆ ＝
０ ．４４７ １
０ ．４４９ ５
０ ．









２２６ ０

（５ ．１４ ．６５）
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它相同于（５ ．１４ ．５９）．上述计算说明两种方法功能是等价的 ．
仿真结果如图 ５ ．１４ ．１至图 ５ ．１４ ．３所示，其中实线代表真实值 ｘｉ（ｔ），虚线代表预报值

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １），长划线代表滤波值 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）．

图 ５ ．１４ ．１ 位置 ｘ１（ｔ）及其 Ｋａｌｍａｎ跟

踪滤波器 ｘ^１（ｔ ｜ ｔ）和预报

器 ｘ^１（ｔ ｜ ｔ － １）

图 ５ ．１４ ．２ 速度 ｘ２（ｔ）及其 Ｋａｌｍａｎ跟

踪滤波器 ｘ^２（ｔ ｜ ｔ）和预报

器 ｘ^２（ｔ ｜ ｔ － １）

图 ５ ．１４ ．３ 加速度 ｘ３（ｔ）及其

Ｋａｌｍａｎ 跟踪滤波器

ｘ^３（ｔ ｜ ｔ）和预报器

ｘ^３（ｔ ｜ ｔ － １）

５ ．１５ 多项式矩阵左素分解与 ＡＲＭＡ新息模型

考虑一般随机系统（５ ．１０ ．１）和（５ ．１０ ．２）在假设 １ ～ ４下构造ＡＲＭＡ新息模型时，要求
对有理多项式矩阵实行左素分解

Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．１）

其中（Ａ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１））左素，否则若 Ａ（ｑ －１）与 Ｂ（ｑ －１）含有不稳定左因式时，将会引出
错误的 ＡＲＭＡ新息模型［１８５］，进而将会引出错误的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波增益，导至错误的或次
优的滤波结果 ．［３９，１８５］．
【引理 ５ ．１５ ．１】［１８６］ 具有相同行数的多项式矩阵珟Ａ（ｑ －１）与珟Ｂ（ｑ －１）左素的充要条件

是对一切复数 ｚ 有多项式矩阵［珟Ａ（ｚ），珟Ｂ（ｚ）］行满秩 ．
·５５３·



【引理 ５ ．１５ ．２】［１８４］ （求极大左因式方法）对多项式矩阵［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］实行一系
列的列初等变换，即对其右乘以一个单位模阵 Ｕ（ｑ －１），可将其化为

［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］Ｕ（ｑ －１）＝［Ｍ（ｑ －１），０］ （５ ．１５ ．２）
则 Ｍ（ｑ －１）是珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｂ（ｑ －１）的极大左因式 ．

下面以三个不稳定系统———目标跟踪系统为例，来说明如何进行左素分解及左素分
解的重要性 ．对不稳定系统不进行左素分解将导出错误的 ＡＲＭＡ新息模型 ．
【例 ５ ．１５ ．１】 考虑带位置和速度观测的跟踪系统［１８５］

ｘ（ｔ）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１５ ．３）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．４）

Φ ＝
１ Ｔ０ ０ ．５Ｔ２

０

０ １ Ｔ０









０ ０ １

， Γ ＝










０
０
１

， Ｈ ＝
１ ０ ０[ ]０ １ ０

（５ ．１５ ．５）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｘ３（ｔ）表示在时
刻 ｔＴ０ 处运动目标的位置、速度和加速度，观测 ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ）］Ｔ，ｙ１（ｔ）和 ｙ２（ｔ）各
为对位置和速度的观测信号，ｖ（ｔ）＝［ｖ１（ｔ），ｖ２（ｔ）］Ｔ为观测噪声 ．设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是带零
均值、方差阵各为σ２

ｗ 和 Ｑｖ 的独立高斯白噪声 ． 问题是基于 ＡＲＭＡ新息模型法和基于
Ｒｉｃｃａｔｉ方程法分别求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器，并验证它们是完全相同的 ．

由（５ ．１５ ．３）和（５ ．１５ ．４）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）－１Γｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．６）

由矩阵求逆公式有
（Ｉ３ － ｑ－１Φ）－１ ＝ ａｄｊ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）／ ｄｅｔ（Ｉ３ － ｑ－１Φ） （５ ．１５ ．７）

注意
ｄｅｔ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）＝（１ － ｑ－１）３，

ａｄｊ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）＝

（１ － ｑ－１）２ Ｔ０（１ － ｑ－１）ｑ －１ ０ ．５Ｔ２
０（１ － ｑ－１）ｑ －１

０ （１ － ｑ－１）２ Ｔ０（１ － ｑ－１）ｑ －１

０ ０ （１ － ｑ－１）









２

（５ ．１５ ．８）

这引出

Ｈａｄｊ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）Γ ＝
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）ｑ －１

Ｔ０（１ － ｑ－１）ｑ －[ ]１
（５ ．１５ ．９）

将（５ ．１５ ．７）代入（５ ．１５ ．６）并应用（５ ．１５ ．９）有

ｙ（ｔ）＝ １
（１ － ｑ－１）３

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１）

Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）
ｗ（ｔ － ２）＋ ｖ（ｔ）＝

［（１ － ｑ－１）３ Ｉ２］－１
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）
ｗ（ｔ － ２）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．１０）

注意

［（１ － ｑ－１）３ Ｉ２］－１
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）
＝

（１ － ｑ－１）３ ０
０ （１ － ｑ－１）[ ]３

－１ ０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１）

Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）
（５ ．１５ ．１１）

·６５３·



为了对（５ ．１５ ．１１）实现左素分解，现在的问题是求如下两个多项式矩阵

珟Ａ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）３ ０

０ （１ － ｑ－１）[ ]３ ，珟Ｂ（ｑ －１）＝
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）
（５ ．１５ ．１２）

的极大左因式 ．消去极大左因式后才能实现左素分解 ．
由引理 ５ ．１５ ．１，珟Ａ（ｑ －１）与珟Ｂ（ｑ －１）是非左素的，因为取 ｑ －１ ＝ １有

ｒａｎｋ［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］＝ ｒａｎｋ
０ ０ Ｔ２

０[ ]
０ ０ ０

＝ １ （５ ．１５ ．１３）

即［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］非行满秩 ．
应用引理 ５ ．１５ ．２，对［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］实行如下列初等变换

（１ － ｑ－１）３ ０ ０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）３ Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）

第 ３列乘 １ ／ Ｔ０

Ｅ →
ａ

（１ － ｑ－１）３ ０ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）３ １ － ｑ－[ ]１

第 ３列乘 －（１ － ｑ－１）２ 加到第 ２列

Ｅ →
ｂ

（１ － ｑ－１）３ － ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）（１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ ０ １ － ｑ－[ ]１

第 ２列乘 － ２ ／ Ｔ

Ｅ →
ｃ

（１ － ｑ－１）３ （１ － ｑ－１）２（１ ＋ ｑ－１） ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ ０ １ － ｑ－[ ]１

第 １列乘 － １

Ｅ →
ｄ

（ｑ －１ － １）３ （１ － ｑ－１）２（１ ＋ ｑ－１） ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ ０ １ － ｑ－[ ]１

第 ２列乘 － １加到第 １列

Ｅ →
ｅ

－ ２ ＋ ４ｑ －１ － ２ｑ －２ （１ － ｑ－１）２（１ ＋ ｑ－１） ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ ０ １ － ｑ－[ ]１

第 １列乘 － １ ／２

Ｅ →
ｆ

（１ － ｑ－１）２ （１ － ｑ－１）２（１ ＋ ｑ－１） ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ ０ １ － ｑ－[ ]１

第 １列乘 －（１ ＋ ｑ－１）加到第 ２列

Ｅ →
ｇ

（１ － ｑ－１）２ ０ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ ０ １ － ｑ－[ ]１

交换第 ２列和第 ３列

Ｅ →
ｈ

（１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１） ０

０ １ － ｑ－１[ ]０ （５ ．１５ ．１４）

这引出珘Ａ（ｑ －１）与珘Ｂ（ｑ －１）的极大左因式为

Ｍ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ １ － ｑ－[ ]１
（５ ．１５ ．１５）

相应的单位模阵 Ｕ（ｑ －１）为
Ｕ（ｑ －１）＝ Ｅａ Ｅｂ Ｅｃ Ｅｄ Ｅｅ Ｅｆ Ｅｇ Ｅｈ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １ ／ Ｔ









０

１ ０ ０
０ １ ０
０ －（１ － ｑ－１）２









１

１ ０ ０
０ － ２ ／ Ｔ ０









０ ０ １

－ １ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １
×

·７５３·



１ ０ ０
－ １ １ ０









０ ０ １

－ １ ／ ２ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １

１ － １ － ｑ－１ ０
０ １ ０









０ ０ １

１ ０ ０
０ ０ １









０ １ ０
＝

１ ／ ２ ０ － ０ ．５（１ ＋ ｑ－１）

－ １ ／ Ｔ０ ０ （－ １ ＋ ｑ－１）／ Ｔ０

（１ － ｑ－１）２ ／ Ｔ２
０ １ ／ Ｔ０ （１ － ｑ－１）３ ／ Ｔ









２

０

（５ ．１５ ．１６）

即

［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］Ｕ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ １ － ｑ－[ ]１
（５ ．１５ ．１７）

于是我们有
珟Ａ（ｑ －１）＝ Ｍ（ｑ －１）珚Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）＝ Ｍ（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．１８）

注意

Ｍ－１（ｑ －１）＝ １
（１ － ｑ－１）３

１ － ｑ－１ － ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）[ ]２
（５ ．１５ ．１９）

这引出

珚Ａ（ｑ －１）＝ Ｍ－１（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＝
１ － ｑ－１ － ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）[ ]２
，

珚Ｂ（ｑ －１）＝ Ｍ－１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝
０
Ｔ[ ]
０

（５ ．１５ ．２０）

注意（５ ．１５ ．２０）珚Ａ（ｑ －１）可写为
珚Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ０ ＋珚Ａ１ ｑ －１ ＋珚Ａ２ ｑ －２ ＝

１ － ０ ．５Ｔ０[ ]０ １
＋

－ １ － ０ ．５Ｔ０

０ －
[ ]２

ｑ －１ ＋
０ ０[ ]０ １

ｑ －２ （５ ．１５ ．２１）

它的首系数阵珔Ａ０ 不是单位阵 ．可将其化为首系数阵为单位阵的多项式矩阵 ．为此引入

Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ－１
０ 珚Ａ（ｑ －１）， Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ－１

０ 珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．２２）
由（５ ．１５ ．１８）和（５ ．１５ ．２３），从珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｂ（ｑ －１）中消去极大左因式 Ｍ（ｑ －１）后有左素分
解

珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ－１（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．２３）
其中 Ａ（ｑ －１）的首系数阵 Ａ０ ＝ Ｉ２ 为单位阵 ．由上两式可得

Ａ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋
－ １ － １ ．５Ｔ０

０ －
[ ]２

ｑ －１ ＋
０ ０ ．５Ｔ０[ ]０ １

ｑ －２， Ｂ（ｑ －１）＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０

（５ ．１５ ．２４）
由（５ ．１５ ．９）～（５ ．１５ ．１１）和（５ ．１５ ．２４）有
ｙ（ｔ）＝珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ２）＋ ｖ（ｔ）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ２）＋ ｖ（ｔ）

（５ ．１５ ．２５）
这引出关系

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ２）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．２６）
·８５３·



应用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可得 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１５ ．２７）

其中 Ｄ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ －１ ＋ Ｄ２ ｑ －１ 是稳定的，新息ε（ｔ）是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪
声，且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ２）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．２８）
在仿真中取

Ｔ０ ＝ ０ ．１，σ２
ｗ ＝ ４， Ｑｖ ＝

０ ．６２５ ０
０ ０ ．[ ]２５

（５ ．１５ ．２９）

由（５ ．１５ ．２４）有

Ａ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋
－ １ － ０ ．１５
０ －[ ]２

ｑ －１ ＋
０ ０ ．０５[ ]０ １

ｑ －２ （５ ．１５ ．３０）

且由 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可得

Ｄ１ ＝
－ ０ ．９３７ ５ － ０ ．０１１ １５２
０ ．０２３ ７６７ － １ ．[ ]１５１ １

， Ｄ２ ＝
－ ０ ．００１ ３３３ ４ － ０ ．０２０ ２６７
－ ０ ．０２６ ６６８ ０ ．[ ]４０５ ３４

，

Ｑε ＝
０ ．６６８ ０ ．０４３ ９４８

０ ．０４３ ９４８ ０ ．[ ]６１９ ６５
（５ ．１５ ．３１）

注意对本例由（５ ．１５ ．４）定义的 Ｈ 和Φ，易验证

ｒａｎｋ
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＝ ３ （５ ．１５ ．３２）

因此系统的可观性指数β ＝ ２ ．应用推论 ５ ．１０ ．１有稳态 Ｋａｌｍａｎ跟踪滤波器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ） （５ ．１５ ．３３）

Ψｆ ＝［Ｉ３ － Ｋｆ Ｈ］Φ （５ ．１５ ．３４）

Ｋｆ ＝
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＋ Ｉ２ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ[ ]
１

（５ ．１５ ．３５）

Ｍ１ ＝ － Ａ１Ｍ０ ＋ Ｄ１， Ｍ０ ＝ Ｉ２ （５ ．１５ ．３６）
由（５ ．１５ ．３５）和（５ ．１５ ．３６）可得滤波增益

Ｋｆ ＝
０ ．０５９ ９８１ ７４９ ５ ０ ．０６６ ６６９ ７２７ ８
０ ．０２６ ６６７ ８９１ １ ０ ．５９４ ６５７ ９９１ ２
－ ０ ．０２９ ０１３ ２３５ ６ ２ ．









５４２ ５９０ ４８９ ４

（５ ．１５ ．３７）

注意（５ ．１５ ．１５）极大左因式 Ｍ（ｑ －１）是不稳定的多项式矩阵，ｄｅｔＭ（ｑ －１）有在单位圆
上的零点 ｑ －１ ＝ １ ．若不消去极大左因式Ｍ（ｑ －１）构造ＡＲＭＡ新息模型是错误的，将引出错
误的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波增益和错误的或次优的滤波结果［３９］．此时有 Ａ（ｑ －１）＝（１ － ｑ－１）３，
可求得

Ｋｆ ＝
０ ．２８９ １５５ ８２８ ６ － ０ ．０２０ ７５９ ７１４ ２
０ ．０３８ １２６ ５９５ １ ０ ．５９０ ２８６ ５１９ １
－ ０ ．２６６ ６７８ ９０９ ８ ９ ．









８３２ １００ ８３２ ０

（５ ．１５ ．３８）

它不同于（５ ．１５ ．３７）．
另一方面，由第三章有基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益为

·９５３·



Ｋｆ ＝ ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－１ （５ ．１５ ．３９）

Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Φ［ΣΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－１ＨΣ］ΦＴ ＋ΓΓＴσ２
ｗ （５ ．１５ ．４０）

可求得

Ｋｆ ＝
０ ．０５９ ９８１ ７４９ ５ ０ ．０６６ ６６９ ７２７ ８
０ ．０２６ ６６７ ８９１ １ ０ ．５９４ ６５７ ９９１ ２
－ ０ ．０２９ ０１３ ２３５ ６ ２ ．









５４２ ５９０ ４８９ ４

（５ ．１５ ．４１）

它完全相同于基于 ＡＲＭＡ新息模型的由（５ ．１５ ．３７）给出的 Ｋｆ ．因此两种求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤
波器增益方法是功能等价的 ．
【例 ５ ．１５ ．２】 两传感器集中式观测融合Ｋａｌｍａｎ跟踪滤波器 ．考虑两传感器跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１５ ．４２）
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２ （５ ．１５ ．４３）

Φ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Γ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０
， Ｈ０ ＝［１ ０］ （５ ．１５ ．４４）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）表示在时刻 ｔＴ０

处的位置、速度和加速度，ｙｉ（ｔ）为第 ｉ 个传感器对目标位置的观测信号，ｖｉ（ｔ）为观测噪

声，ｉ ＝ １，２，ｗ（ｔ），ｖ１（ｔ）和 ｖ２（ｔ）是零均值相互独立白噪声，方差各为σ２
ｗ，σ２

ｖ１和σ２
ｖ２ ．仿真

中取
Ｔ０ ＝ ０ ．２，σ２

ｗ ＝ １，σ２
ｖ１ ＝ ４，σ２

ｖ２ ＝ ０ ．２５ （５ ．１５ ．４５）

ｙ（ｔ）＝
ｙ１（ｔ）

ｙ２（ｔ[ ]）， ｖ（ｔ）＝
ｖ１（ｔ）

ｖ２（ｔ[ ]）， Ｈ ＝
Ｈ０

Ｈ[ ]
０

＝
１ ０[ ]１ ０

（５ ．１５ ．４６）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．４７）
则 ｙ（ｔ）叫合成观测，合成观测噪声 ｖ（ｔ）有方差阵 Ｑｖ ＝ ｄｉａｇ（σ２

ｖ１，σ２
ｖ２）．

对系统（５ ．１５ ．４２）和（５ ．１５ ．４７）实行稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器叫集中式观测融合 Ｋａｌｍａｎ滤
波器 ．下面我们验证用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法，基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程所求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增
益相同于用现代时间序列分析方法，基于 ＡＲＭＡ新息模型求得的稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增
益，但求 ＡＲＭＡ新息模型时，必须对多项式矩阵实行左素分解 ．

应用经典Ｋａｌｍａｎ滤波方法，由公式（５ ．１５ ．３９）和（５ ．１５ ．４０）可求得稳态Ｋａｌｍａｎ滤波器
增益为

Ｋｆ ＝
０ ．０１９ ６ ０ ．３１３ ７
０ ．０１９ ８ ０ ．[ ]３１６ ９

（５ ．１５ ．４８）

下面基于 ＡＲＭＡ新息模型求 Ｋｆ ．由（５ ．１５ ．４２），（５ ．１５ ．４４）和（５ ．１５ ．４７）有

ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）－１Γｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．４９）

Ｈ（Ｉ２ － ｑ－１Φ）－１Γ ＝
（１ － ｑ－１）２ ０

０ （１ － ｑ－１）[ ]２
－１ ０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]） ＝珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）

（５ ．１５ ．５０）
其中定义珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｂ（ｑ －１）为

·０６３·



珟Ａ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）２ ０

０ （１ － ｑ－１）[ ]２ ，珟Ｂ（ｑ －１）＝
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]） （５ ．１５ ．５１）

因为当 ｑ －１ ＝ １时有 ｒａｎｋ［珟Ａ（１），珟Ｂ（１）］＝ １，由引理 ５ ．１５ ．１知珟Ａ（ｑ －１）与珟Ｂ（ｑ －１）非左素 ．
故需消去它们的极大左因式，以实现左素分解 ．这可用如下列初等变换方法实现：

（１ － ｑ－１）２ ０ ０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]） 第 ３列乘 １ ／０ ．５Ｔ２

０

Ｅ →
ａ

（１ － ｑ－１）２ ０ （１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）２ （１ ＋ ｑ－１[ ]）
第 ３列乘（３ － ｑ－１）加到第 ２列

Ｅ →
ｂ

（１ － ｑ－１）２ （３ － ｑ－１）（１ ＋ ｑ－１） （１ ＋ ｑ－１）

０ ４ （１ ＋ ｑ－１[ ]）
第 １列加第 ２列

Ｅ →
ｃ

（１ － ｑ－１）２ ４ （１ ＋ ｑ－１）

０ ４ （１ ＋ ｑ－１[ ]）
第 ２列乘 １ ／４

Ｅ →
ｄ

（１ － ｑ－１）２ １ （１ ＋ ｑ－１）

０ １ （１ ＋ ｑ－１[ ]）
第 ２列乘 －（１ ＋ ｑ－１）加到第 ３列

Ｅ →
ｅ

（１ － ｑ－１）２ １ ０[ ]０ １ ０
（５ ．１５ ．５２）

这引出珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｂ（ｑ －１）的极大左因式为

Ｍ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）２ １[ ]０ １

（５ ．１５ ．５３）

且有关系
珟Ａ（ｑ －１）＝ Ｍ（ｑ －１）珚Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）＝ Ｍ（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．５４）

可求得

珚Ａ（ｑ －１）＝ Ｍ－１（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＝
１ － １
０ （１ － ｑ－１）[ ]２ （５ ．１５ ．５５）

珚Ｂ（ｑ －１）＝ Ｍ－１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝
０

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]） （５ ．１５ ．５６）

消去左极大公因式有左素分解
珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ －１（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．５７）

由（５ ．１５ ．５５），注意珚Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ０ ＋珚Ａ１ ｑ －１ ＋珚Ａ２ ｑ －２ 为

珚Ａ（ｑ －１）＝
１ － １[ ]０ １

＋
０ ０
０ －[ ]２ ｑ －１ ＋

０ ０[ ]０ １
ｑ －２ （５ ．１５ ．５８）

它的首系数阵珔Ａ０ 不是单位阵 ．可用如下方法化为首系数阵为单位阵的左素分解：定义

Ａ（ｑ －１）和 Ｂ（ｑ －１）为

Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ －１
０ 珚Ａ（ｑ －１）， Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ －１

０ 珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．５９）

则有 Ａ（ｑ －１）的首系数阵为单位阵，

Ａ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋
０ － ２
０ －[ ]２ ｑ －１ ＋

０ １[ ]０ １
ｑ －２ （５ ．１５ ．６０）

·１６３·



Ｂ（ｑ －１）＝
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]） （５ ．１５ ．６１）

则最终有左素分解
珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．６２）

应用（５ ．１５ ．４９）～（５ ．１５ ．５１）和（５ ．１５ ．６２）引出关系
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．６３）

这引出 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１５ ．６４）

且有关系 Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ），其中新息ε（ｔ）是零均值、方差
阵为 Ｑε的白噪声，Ｄ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ －１ ＋ Ｄ２ ｑ －２是稳定的 ．用Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法可得

Ｄ１ ＝
０ ．０２３ ５６７ － １ ．６２２ ９
０ ．０２３ ５６７ － １ ．[ ]６２２ ９

， Ｄ２ ＝
－ ０ ．０１９ ６０６ ０ ．６８６ ３１
－ ０ ．０１９ ６０６ ０ ．[ ]６８６ ３１

，

Ｑε ＝
４ ．１１７ ６ ０ ．１１７ ６
０ ．１１７ ６ ０ ．[ ]３６７ ６

（５ ．１５ ．６５）

应用公式（５ ．１５ ．３５）和（５ ．１５ ．３６）可求得稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益

Ｋｆ ＝
０ ．０１９ ６ ０ ．３１３ ７
０ ．０１９ ８ ０ ．[ ]３１６ ９

（５ ．１５ ．６６）

它相同于基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程求得的由（５ ．１５ ．４８）给出的 Ｋｆ，即两种方法引出相同结果，但必
须完成上述左素分解 ．
【例 ５ ．１５ ．３】 考虑带位置和速度观测的跟踪系统

ｘ（ｔ）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （５ ．１５ ．６７）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．６８）

Φ ＝
１ Ｔ０ ０ ．５Ｔ２

０

０ １ Ｔ０









０ ０ １

， Γ ＝

Ｔ３
０ ／ ６

Ｔ２
０ ／ ２
Ｔ









０

， Ｈ ＝
１ ０ ０[ ]０ １ ０

（５ ．１５ ．６９）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｘ３（ｔ）分别为在
时刻 ｔＴ０处运动目标的位置、速度和加速度，ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ）］Ｔ是对位置和速度的观
测信号，ｖ（ｔ）为观测噪声 ．假设 ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差阵各为σ２

ｗ和Ｑｖ ＝ ｄｉａｇ（σ２
ｖ１，

σ２
ｖ２）的相互独立的高斯白噪声 ．问题是基于ＡＲＭＡ新息模型和基于Ｒｉｃｃａｔｉ方程两种方法，
分别求稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器增益，并验证它们分别相等，即两种方法是功能等价
的 ．

首先应用 ＡＲＭＡ新息模型法，由（５ ．１５ ．６７）和（５ ．１５ ．６８）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）－１Γｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．７０）

应用（５ ．１５ ．８）可得
ｄｅｔ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）＝（１ － ｑ－１）３ （５ ．１５ ．７１）

Ｈａｄｊ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）Γ ＝

Ｔ３
０
６（１ ＋ ４ｑ －１ ＋ ｑ－２）

Ｔ２
０
６（１ － ｑ－２











）

（５ ．１５ ．７２）

·２６３·



于是有
ｙ（ｔ）＝珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋ ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．７３）

其中定义多项式矩阵

珟Ａ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）３ ０

０ （１ － ｑ－１）[ ]３ ，珟Ｂ（ｑ －１）＝

Ｔ３
０
６（１ ＋ ４ｑ －１ ＋ ｑ－２）

Ｔ２
０
２（１ － ｑ－２











）

（５ ．１５ ．７４）
应用引理 ５ ．１５ ．２用列变换法求珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｂ（ｑ －１）的极大左因式：

［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］＝
（１ － ｑ－１）３ ０

Ｔ３
０
６（１ ＋ ４ｑ －１ ＋ ｑ－２）

０ （１ － ｑ－１）３ Ｔ２
０
２（１ － ｑ－２











）

第 ３列乘 ２ ／ Ｔ２
０

Ｅ →
ａ

（１ － ｑ－１）３ ０
Ｔ０
３（１ ＋ ４ｑ －１ ＋ ｑ－２）

０ （１ － ｑ－１）３ １ － ｑ－









２

第 ３列乘（３ － ｑ－１）加到第 ２列

Ｅ →
ｂ

（１ － ｑ－１）３
Ｔ０
３（１ ＋ ４ｑ－１ ＋ ｑ－２）（３ － ｑ－１）

Ｔ０
３（１ ＋ ４ｑ－１ ＋ ｑ－２）

０ ４（１ － ｑ－１） １ － ｑ－









２

第 １列乘－ Ｔ０
３ 加第 ２列

Ｅ →
ｃ

（１ － ｑ－１）３ （２Ｔ０
３ ＋

１４Ｔ０
３ ｑ －１ －

４Ｔ０
３ ｑ －２） Ｔ０

３（１ ＋ ４ｑ －１ ＋ ｑ－２）

０ ４（１ － ｑ－１） １ － ｑ－









２

第 ２列乘 １ ／４

Ｅ →
ｄ

（１ － ｑ－１）３ （Ｔ０
６ ＋

７Ｔ０
６ ｑ－１ －

Ｔ０
３ ｑ－２）

Ｔ０
３（１ ＋ ４ｑ－１ ＋ ｑ－２）

０ （１ － ｑ－１） １ － ｑ－









２

第 ２列乘 －（１ ＋ ｑ－１）加到第 ３列

Ｅ →
ｅ

（１ － ｑ－１）３ （Ｔ０
６ ＋

７Ｔ０
６ ｑ －１ －

Ｔ０
３ ｑ －２） （Ｔ０

６ －
Ｔ０
２ ｑ －２ ＋

Ｔ０
３ ｑ －３）

０ （１ － ｑ－１）









０

第 ３列乘 ３ ／ Ｔ０

Ｅ →
ｆ

（１ － ｑ－１）３ （Ｔ０
６ ＋

７Ｔ０
６ ｑ －１ －

Ｔ０
３ ｑ －２） （１

２ － ３
２ ｑ －２ ＋ ｑ－３）

０ （１ － ｑ－１）









０

第 ３列加到第 １列

Ｅ →
ｇ

３
２ － ３ｑ －１ ＋ ３

２ ｑ －２ （Ｔ０
６ ＋

７Ｔ０
６ ｑ －１ －

Ｔ０
３ ｑ －２） （１

２ － ３
２ ｑ －２ ＋ ｑ－３）

０ （１ － ｑ－１）









０

第 １列乘 ２ ／３

Ｅ →
ｈ

（１ － ２ｑ－１ ＋ ｑ－２） （Ｔ０
６ ＋

７Ｔ０
６ ｑ－１ －

Ｔ０
３ ｑ－２） （１

２ － ３
２ ｑ－２ ＋ ｑ－３）

０ （１ － ｑ－１）









０

第 １列乘
Ｔ０
３ 加第 ２列

Ｅ →
ｉ

（１ － ２ｑ －１ ＋ ｑ－２） （Ｔ０
２ ＋

Ｔ０
２ ｑ －１） （１

２ － ３
２ ｑ －２ ＋ ｑ－３）

０ （１ － ｑ－１）









０

第 １列乘 －（０ ．５ ＋ ｑ－１）加第 ３列

Ｅ →
ｊ

·３６３·



（１ － ｑ－１）２ Ｔ０
２（ｑ －１ ＋ １） ０

０ １ － ｑ－１









０

（５ ．１５ ．７５）

上述初等列变换等价于用一个单位模阵 Ｕ（ｑ －１）右乘［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］，即
［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］Ｕ（ｑ －１）＝［Ｍ（ｑ －１），０］ （５ ．１５ ．７６）

其中 Ｕ（ｑ －１）为
Ｕ（ｑ －１）＝ Ｅａ Ｅｂ Ｅｃ Ｅｄ Ｅｅ Ｅｆ Ｅｇ Ｅｈ Ｅｉ Ｅｊ ＝
１ ０ ０
０ １ ０

０ ０ ２
Ｔ











２０

１ ０ ０
０ １ ０
０ ３ － ｑ－１









１

１ －
Ｔ０
３ ０

０ １ ０











０ ０ １

１ ０ ０

０ １
４ ０











０ ０ １

１ ０ ０
０ １ － １ － ｑ－１









０ ０ １
×

１ ０ ０
０ １ ０

０ ０ ３
Ｔ











０

１ ０ ０
０ １ ０









１ ０ １

２ ／ ３ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １

１
Ｔ０
３ ０

０ １ ０











０ ０ １

１ ０ － １
２ － ｑ－１

０ １ ０











０ ０ １

＝

５
６ ＋ １

６ ｑ －１ ７Ｔ０
３６ ＋

Ｔ０
１８ ｑ

－１ － １
６ － ２

３ ｑ －１ － １
６ ｑ －２

－
Ｔ０
２（１ ＋ ｑ－１） １

１２ － １
６ ｑ －１ １ ＋ ｑ－２

２Ｔ０

（１ － ｑ－１）２

Ｔ３
０

１１ － ７ｑ －１ ＋ ２ｑ －２

６Ｔ２
０

（１ － ｑ－１）３

Ｔ

















３

０

（５ ．１５ ．７７）

由（５ ．１５ ．２）引出珟Ａ（ｑ －１）与珟Ｂ（ｑ －１）的极大左因式为

Ｍ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ １ － ｑ－[ ]１
（５ ．１５ ．７８）

即
珟Ａ（ｑ －１）＝ Ｍ（ｑ －１）珚Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）＝ Ｍ（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．７９）

Ｍ－１（ｑ －１）＝ １
（１ － ｑ－１）３

１ － ｑ－１ － ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）[ ]２
（５ ．１５ ．８０）

这引出

珚Ａ（ｑ －１）＝ Ｍ－１（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＝
１ － ｑ－１ － ０ ．５Ｔ０（１ ＋ ｑ－１）

０ （１ － ｑ－１）[ ]２
（５ ．１５ ．８１）

珚Ｂ（ｑ －１）＝ Ｍ－１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝
－ Ｔ３

０ ／ １２

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]） （５ ．１５ ．８２）

于是消去极大左因式 Ｍ（ｑ －１）有左素分解
珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ －１（ｑ －１）珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．８３）

注意珚Ａ（ｑ －１）可写为矩阵多项式形式
珚Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ０ ＋珚Ａ１ ｑ －１ ＋珚Ａ２ ｑ －２，

珚Ａ０ ＝
１ － ０ ．５Ｔ０[ ]０ １

，珚Ａ１ ＝
－ １ － ０ ．５Ｔ０

０ －
[ ]２

，珚Ａ２ ＝
０ ０[ ]０ １

（５ ．１５ ．８４）

·４６３·



它的首系数阵珔Ａ０ 不是单位阵，引入
Ａ（ｑ －１）＝珚Ａ－１

０ 珚Ａ（ｑ －１）， Ｂ（ｑ －１）＝珚Ａ－１
０ 珚Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．８５）

则有左素分解
珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （５ ．１５ ．８６）

其中 Ａ（ｑ －１）的首系数阵 Ａ０ ＝ Ｉｍ 为单位阵 ．易知

Ａ（ｑ －１）＝
１ ０[ ]０ １

＋
－ １ － １ ．５Ｔ０

０ －
[ ]２

ｑ －１ ＋
０ ０ ．５Ｔ０[ ]０ １

ｑ －２ （５ ．１５ ．８７）

Ｂ（ｑ －１）＝
（－ Ｔ３

０ ／ １２）＋ ０ ．２５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１）

０ ．５Ｔ２
０（１ ＋ ｑ－１[ ]）

（５ ．１５ ．８８）

将（５ ．１５ ．８６）代入（５ ．１５ ．７３）有
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．８９）

这引出 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （５ ．１５ ．９０）

其中 Ｄ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ －１ ＋ Ｄ２ ｑ －２ 是稳定的多项式矩阵，新息ε（ｔ）是零均值、方差阵为
Ｑε的白噪声，且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － １）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （５ ．１５ ．９１）
Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
在仿真中取 Ｔ０ ＝ ０ ．３８，σ２

ｗ ＝ １，Ｑｖ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１，０ ．２）可得 ＡＲＭＡ新息模型为（５ ．１５ ．
９０），其中

Ａ（ｑ －１）＝
１ ０[ ]０ １

＋
－ １ － ０ ．５７
０ －[ ]２

＋
０ ０ ．１９[ ]０ １

ｑ －２，

Ｄ（ｑ －１）＝
１ ０[ ]０ １

＋
－ ０ ．５０９ ７ － ０ ．２０５ ７
０ ．３５１ ０ － １ ．[ ]３４０ ３

ｑ －１ ＋
－ ０ ．０５８ ４ ０ ．１０４ ７
－ ０ ．３０７ ３ ０ ．[ ]５５１ ０

ｑ －２，

Ｑε ＝
０ ．１８２ １ ０ ．１０１ ６
０ ．１０１ ６ ０ ．[ ]４１９ ６

（５ ．１５ ．９２）

应用（５ ．１０ ．１４）可求得

Ｍ１ ＝
０ ．４９０ ３ ０ ．３６４ ３
０ ．３５１ ０ ０ ．[ ]６５９ ７

， Ｍ２ ＝
０ ．６３２ ０ ０ ．６５５ ０
０ ．３９４ ７ ０ ．[ ]８７０ ４

（５ ．１５ ．９３）

易知该系统可观性指数β ＝ ２，应用（５ ．１０ ．４２）有稳态滤波和预报增益各为

Ｋｆ ＝
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＋ Ｉ２ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ[ ]
１

＝
０ ．３６５ ３ ０ ．１５３ ６
０ ．３０７ ３ ０ ．４４９ ０
０ ．１１５ ０ ０ ．









５５４ ６

（５ ．１５ ．９４）

Ｋｐ ＝
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＋ Ｍ１

Ｍ[ ]
２

＝
０ ．４９０ ３ ０ ．３６４ ３
０ ．３５１ ０ ０ ．６５９ ７
０ ．１１５ ０ ０ ．









５５４ ６

（５ ．１５ ．９５）

其次基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（５ ．１５ ．４０）由（５ ．１５ ．３９）可求得

Ｋｆ ＝
０ ．３６５ ３ ０ ．１５３ ６
０ ．３０７ ３ ０ ．４４９ ０
０ ．１１５ ０ ０ ．









５５４ ６

（５ ．１５ ．９６）

·５６３·



它相同于（５ ．１５ ．９４），且有

Ｋｐ ＝ ΦＫｆ ＝
０ ．４９０ ３ ０ ．３６４ ３
０ ．３５１ ０ ０ ．６５９ ７
０ ．１１５ ０ ０ ．









５５４ ６

（５ ．１５ ．９７）

它相同于（５ ．１５ ．９５）．这验证了两种方法的功能等价性 ．
【注 ５ ．１５ ．１】 例 ５ ．１５ ．３的跟踪模型（５ ．１５ ．６７）～（５ ．１５ ．６９）要比例 ５ ．１５ ．１的跟踪模

型（５ ．１５ ．３）～（５ ．１５ ．５）更精确些 ．因为在例 ５ ．１５ ．１中意味着对位置 ｘ１（ｔ）用 Ｔａｙｌｏｒ展式
展开到 ｘ１（ｔ）的二阶导数为止，对速度 ｘ２（ｔ）展到 ｘ２（ｔ）的一阶导数为止 ．而例 ５ ．１５ ．３意
味着用 Ｔａｙｌｏｒ展式将 ｘ１（ｔ）展到 ｘ１（ｔ）的三阶导数项为止，对 ｘ２（ｔ）展到 ｘ２（ｔ）的二阶导
数项为止 ．换言之，在例 ５ ．１５ ．１中有

ｘ１（ｔ ＋ １）＝ ｘ１（ｔ）＋ ｘ１（ｔ）Ｔ０ ＋
ｘ̈１（ｔ）
２！ Ｔ２

０ （５ ．１５ ．９８）

ｘ２（ｔ ＋ １）＝ ｘ２（ｔ）＋ ｘ２（ｔ）Ｔ０ （５ ．１５ ．９９）

其中 ｘ２（ｔ）＝ ｘ１（ｔ），ｘ３（ｔ）＝ ｘ̈１（ｔ），ｘ２（ｔ）＝ ｘ３（ｔ）．在例 ５ ．１５ ．３中有

ｘ１（ｔ ＋ １）＝ ｘ１（ｔ）＋ ｘ１（ｔ）Ｔ０ ＋
ｘ̈１（ｔ）
２！ Ｔ２

０ ＋
ｘ
…

１（ｔ）
３！ Ｔ３

０ （５ ．１５ ．１００）

ｘ２（ｔ ＋ １）＝ ｘ２（ｔ）＋ ｘ２（ｔ）Ｔ０ ＋
ｘ̈２（ｔ）
２！ Ｔ２

０ （５ ．１５ ．１０１）

其中 ｘ２（ｔ）＝ ｘ１（ｔ），ｘ３（ｔ）＝ ｘ̈１（ｔ），ｗ（ｔ）＝ ｘ
…
（ｔ），ｘ２（ｔ）＝ ｘ３（ｔ）
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第六章 基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的
信息融合滤波理论

多传感器信息融合（Ｍｕｌｔｉｓｅｎｓｏｒ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｆｕｓｉｏｎ）也称多传感器数据融合（Ｍｕｌｔｉｓｅｎｓｏｒ
Ｄａｔａ Ｆｕｓｉｏｎ）是 ２０ 世纪 ７０ 年代以来发展起来的一门新兴边缘学科，目前已成为倍受人们
关注的热门领域 ．［１ ～ ７］

早在第二次世界大战期间人们就已把两传感器数据融合应用于火炮系统 ．当时在高
炮火控雷达上加装了光学测距系统，对用雷达和光学传感器给出的两种信息进行融合测
距，不仅提高了测距精度，而且增强了系统抗扰能力 ．但当时没有使用计算机进行融合处
理，仅限于人工计算 ． ２０世纪 ７０年代初，美国海军就发现，对多个独立的声纳信号进行融
合分析后，能够更准确地探测出敌方潜艇的位置 ．

２０世纪 ７０ 年代以来，随着各种先进武器系统的出现和发展，例如精确制导、远程打
击、导弹拦截等武器的出现，迫切要求提高对运动目标（导弹、飞机、卫星、坦克、车辆、船舰
等）跟踪的精度或对系统状态与信号估计的精度 ．为了解决这类问题，随着电子技术和计
算机应用技术的发展，出现了大量的具有不同应用背景的多传感器系统 ．例如对目标跟踪
而言，有各种类型测量运动目标位置、速度或加速度的传感器 ．这是因为依靠传统的单传
感器系统提供的信息很难满足目标跟踪或状态估计精度的要求 ．问题是如何对每个传感
器提供的信息按某种最优融合准则进行融合，得出最优融合估计 ．显然，最优融合估计的
基本性能应当是融合估计的精度应高于每个传感器估计的精度 ．

目前世界上许多科技发达国家都非常重视多传感器信息融合技术的开发和研究 ．早
在 １９８８年美国国防部就把信息融合技术列为 ９０年代重点研究开发的二十项关键技术之
一，且列为最优先发展的 Ａ 类 ．我国起步较晚，在 ２０ 世纪 ９０ 年代后才逐渐形成研究热
潮［５］．

多传感器信息融合状态估计［４，５］是多传感器信息融合学科的一个重要分支或领域 ．
目前基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的多传感器信息融合理论尚在发展中，尚不完善，有许多研究
课题有待进一步解决 ．目前有两种常用的信息融合方法［８］：一种方法是状态融合方法，另
一种方法是观测融合方法 ．状态融合方法又分集中式 Ｋａｌｍａｎ 滤波和分散化（分布式）
Ｋａｌｍａｎ滤波 ．集中式 Ｋａｌｍａｎ滤波虽然在理论上可获得全局最优融合状态估计，但它的缺
点是计算负担大，且容错性能差，而分散化 Ｋａｌｍａｎ滤波信息融合能克服这些缺点 ．在众多
分散化 Ｋａｌｍａｎ滤波算法中［５５，５９，６２］，以 Ｃａｒｌｓｏｎ［９ ～ １１］的联帮 Ｋａｌｍａｎ滤波器最受重视，它已被
美国空军容错导航系统“公共 Ｋａｌｍａｎ滤波器”计划选为基本算法 ．

Ｃａｒｌｓｏｎ的联帮 Ｋａｌｍａｎ滤波器的基本原理［９ ～ １１］是：在按矩阵加权线性最小方差最优
信息融合准则下，假设基于单个传感器的局部估计误差是不相关的，用加权最小二乘法导
出了多传感器按矩阵加权最优融合算法，并提出用“方差上界技术”使局部估计误差不相
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关，从而可实现全局最优信息融合估计 ．对实时应用而言，按矩阵加权最优融合算法要求
较大的计算负担 ．为了克服这个缺点，文献［１３］提出了在线性最小方差准则下按标量加权
最优信息融合估计算法，用计算最优加权系数取代了最优加权阵，大大减小了计算负担，
便于实时应用，但该算法的缺点是稍微损失了一点融合估计精度，且仍假设局部估计误差
不相关 ．为了克服假设局部估计误差不相关的局限性，Ｋｉｍ［１２］考虑了局部估计强差相关的
情形，用极大似然法导出了按矩阵加权极大似然融合估计算法 ．但其缺点和局限性是假设
局部估计误差服从联合正态分布 ．为了克服这个局限性，文献［１４］针对局部估计误差相关
情形，在线性最小方差准则下，用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘数法导出了按矩阵加权最优融合公式，导出
了相同于 Ｋｉｍ的融合公式，但去掉了估计误差服从联合正态分布的假设 ．同时，文献［３９］
考虑了局部估计误差相关时的标量加权最优融合算法，用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘数法导出了标量加
权最优融合公式，推广了文献［１３］的结果 ．文献［１５］，提出了按对角阵加权最优信息融合
估计算法，它的精度和计算量界于按矩阵加权融合算法和按标量加权融合算法之间 ．文献
［６４］给出了不同的按对角阵加权融合公式 ．文献［１６］给出了上述三种加权融合准则的统
一的简化的推导 ．上述三种加权分布式融合算法虽然计算量小，容错性强，但缺点是：它们
是局部最优的，且它们是全局次优的 ．［３５］

观测融合方法［８］有两种：一种是集中式观测融合方法，即将各传感器的观测方程合并
成一个扩维的观测方程，然后与状态方程一起用于实现集中式全局最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ．
但它的缺点是计算负担大 ．另一种是加权观测融合方法 ．该方法按线性最小方差准则对每
个传感器的观测方程加权得到一个融合的观测方程，其优点是不改变观测方程的维数，可
明显减小计算负担，且可获得全局最优状态估计 ．但其局限性是要求每个传感器具有相同
的观测阵 ．文献［８］证明了这两种观测融合方法是功能等价的，即用这两种观测融合方法
所得 Ｋａｌｍａｎ滤波估值是恒同的 ．这叫部分功能等价 ．文献［２０］进一步证明了完全功能等
价性，即用这两种方法所得 Ｋａｌｍａｎ 平滑估值、Ｋａｌｍａｎ预报估值、输入白噪声估值器，以及
与状态有关的信号估值器在数值上是恒同的 ．

目前基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的最优状态融合估计理论通常限于信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波
器的设计 ．关于信息融合 Ｋａｌｍａｎ平滑器和信息融合多步 Ｋａｌｍａｎ预报器的报道甚少 ．没有
形成可统一处理状态滤波、平滑和预报的统一的和通用的信息融合状态估计理论 ．关于这
方面，文献［１５，１９，２５，２７，６５］已有初步研究 ．

在许多应用问题中常常遇到信号估计问题 ．例如信号滤波、平滑和预报问题，信号反
卷积估计问题，白噪声信号反卷积问题等 ．信号估计可作为状态估计的一种特殊形式，例
如 ＡＲＭＡ信号估计可转化为一个状态估计问题，其中信号是状态的分量 ．因此在对信号
有多传感器进行观测情形，如何求最优信息融合信号估值器（滤波、平滑、预报）具有重要
理论和应用意义 ．然而目前在国内外文献中关于这方面的报道和研究甚少 ．文献［１５，１８，
２２，２３，２４，２９，３１，３２，３３，３７］在这方面做了一些初步工作 ．

针对现有基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的信息融合估计理论的上述缺点、局限性和问题，本
章将提出统一的和通用的信息融合状态和信号估计理论 ．可统一处理状态或信号信息融
合滤波、平滑和预报问题，可在按矩阵加权、按对角阵加权和按标类加权三种加权方法下
设计信息融合估值器 ．不仅提出了状态或信号的信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器，而且还提出了
它们的信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．难点或关键技术在于局部估计误差方差阵和局部估计误
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差之间的协方差阵的计算 ．它们被用于计算最优加权 ．除了 Ｒｉｃｃａｔｉ方程作为基本工具外，
本章将用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程解决上述关键技术 ．还可统一处理时变系统和时不变系统最优信
息融合问题，对时不变（定常）系统将提出相应的稳态信息融合滤波器 ．

综上所述，本章提出的基本经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的信息融合估计理论包括：在线性最小
方差意义下的按矩阵加权、按对角阵加权和按标量加权的三种最优信息融合准则和算法；
时变和时不变系统的状态或信号的信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器和Ｗｉｅｎｅｒ滤波器、Ｋａｌｍａｎ平滑
器和 Ｗｉｅｎｅｒ平滑器、Ｋａｌｍａｎ预报器和 Ｗｉｅｎｅｒ预报器；状态融合和观测融合；局部估计误差
互协方差的计算 ．该理论具有重要的理论和应用意义，且在国防、军事、导航、机器人、ＧＰＳ
定位、目标跟踪、通信、信号处理、控制等领域具有广泛的应用价值 ．

融合估计的两个主要问题是：融合规则和局部估计误差互协方差的计算 ．本章提出了
三种加权融合规则，并基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程解决了互协方差计算问题，从而解决了最优加权
的计算问题 ．应指出，上述三种加权融合算法是局部最优的、全局次优的 ．［３５］

６ ．１ 三种加权多传感器最优信息融合准则

本节提出在线性最小方差意义下的多传感器系统的按矩阵加权、按标量加权和按对
角阵加权的三种加权最优信息融合准则 ．“最优”是相对的，是在指定的加权方式下，在线
性最小方差意义下的“最优”．最初有两传感器按矩阵加权融合［５１］，为了克服计算最优加
权阵要求较大计算负担的缺点，文献［１３］提出了按标量加权最优融合准则和算法，并且文
献［１５］进一步提出了按对角阵加权最优融合准则和算法 ．它有明显的物理意义，这种准则
等价于对具有相同物理意义的分量按标量加权融合，实现了解耦信息融合 ．这三种加权最
优融合准则和算法是本章的理论基础和特色 ．文献［１４］推广了文献［５１］的结果到多传感
器情形 ．文献［３７］推广文献［１３］的结果到带非零互协方差情形 ．

６ ．１ ．１ 按矩阵加权线性最小方差最优融合准则和算法

设随机向量 ｘ ∈ Ｒｎ，基于 Ｌ 个传感器观测已知它的 Ｌ 个无偏估计为 ｘ^１，^ｘ２，…，^ｘＬ，即
Ｅｘ^ ｉ ＝ Ｅｘ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．１）

设已知估计误差珘ｘ ｉ ＝ ｘ － ｘ^ ｉ 的方差阵 Ｐｉ ＝ Ｅ［珘ｘ ｉ珘ｘＴ
ｉ］和协方差阵 Ｐｉｊ ＝ Ｅ［珘ｘ ｉ珘ｘＴ

ｊ］，ｉ，ｊ ＝
１，…，Ｌ，Ｐｉｉ ＝ Ｐｉ，Ｐｉｊ ＝ ＰＴ

ｊｉ，其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号 ．问题是寻求 ｘ的按矩阵加权无
偏融合估计 ｘ^０，Ｅｘ^０ ＝ Ｅｘ，

ｘ^０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ ｘ^ ｉ （６ ．１ ．２）

其中加权阵 Ａｉ 为 ｎ × ｎ 矩阵 ．在线性最小方差意义下，应选择加权阵 Ａｉ 极小化融合估计
误差的分量均方和 Ｊ，

Ｊ ＝ Ｅ［珘ｘＴ
０珘ｘ０］，珘ｘ０ ＝ ｘ － ｘ^０ （６ ．１ ．３）

它等价于
Ｊ ＝ ｔｒＰ０， Ｐ０ ＝ Ｅ［珘ｘ０珘ｘＴ

０］ （６ ．１ ．４）
其中符号 ｔｒ表示矩阵的迹 ．

由局部估计和融合估计的无偏性，由（６ ．１ ．２）引出约束条件
·７７３·



∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ ＝ Ｉｎ （６ ．１ ．５）

其中 Ｉｎ 为 ｎ × ｎ 单位阵 ．利用（６ ．１ ．５）有融合误差表达式

珘ｘ０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ珘ｘ ｉ （６ ．１ ．６）

引入 ｎ × ｎＬ 合成待定矩阵Ａ，
Ａ ＝［Ａ１，Ａ２，…，ＡＬ］ （６ ．１ ．７）

定义 ｎＬ × ｎＬ 矩阵 Ｐ 为以 Ｐｉｊ 为第（ｉ，ｊ）元素的分块矩阵，即

Ｐ ＝

Ｐ１１ … Ｐ１Ｌ

 
ＰＬ１ … Ｐ









ＬＬ

（６ ．１ ．８）

则性能指标 Ｊ 可简写为
Ｊ ＝ ｔｒＡＰＡＴ （６ ．１ ．９）

约束条件（６ ．１ ．５）可写为

Ａｅ ＝ Ｉｎ， ｅ ＝

Ｉｎ

Ｉ









ｎ

（６ ．１ ．１０）

因此问题归结为约束条件（６ ．１ ．１０）下求矩阵 Ａ 极小化性能指标（６ ．１ ．９）．
因为约束（６ ．１ ．１０）是一个矩阵等式，按矩阵元素它等价于 ｎ２ 个标量约束条件 ．为此

应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘数法，引入辅助函数

Ｆ ＝ Ｊ ＋ ｔｒ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λｉ（Ａｅ － Ｉｎ）ｅｉ （６ ．１ ．１１）

其中定义行向量
λｉ ＝［λｉ１，λｉ２，…，λｉｎ］， ｅＴｉ ＝［０ …０ １ ０ … ０］ （６ ．１ ．１２）

其中 ｅＴｉ 的第 ｉ 列元素为 １，其余元素为零 ．
辅助函数（６ ．１ ．１１）可解释为：矩阵约束 Ａｅ ＝ Ｉｎ 按分量等价于ｎ２个标量约束条件，而

（Ａｅ － Ｉｎ）ｅｉ 为矩阵（Ａｅ － Ｉｎ）的第 ｉ列列向量，λｉ 为相应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子行向量，这两个
向量内积λｉ（Ａｅ － Ｉｎ）ｅｉ 相当于引入了 ｎ 个标量约束条件的 ｎ 个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子λｉ ＝
［λｉ１，…，λｉｎ］，于是（６ ．１ ．１１）第二项相应于 ｎ２个约束条件引入了 ｎ２个 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子λｉｊ，ｉ，
ｊ ＝ １，…，ｎ ．
应用矩阵迹微分公式


Ｘ ｔｒ（ＸＢＸ）Ｔ ＝ ２ＸＢ（Ｂ ＝ ＢＴ）， 

Ｘ ｔｒ（ＡＸＢ）＝ ＡＴＢＴ （６ ．１ ．１３）

注意 Ｐ ＝ ＰＴ和（６ ．１ ．９），置Ｆ ／Ａ ＝ ０可得

２ＡＰ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λＴ

ｉ（ｅｅｉ）Ｔ ＝ ０ （６ ．１ ．１４）

上式左边第二项为

∑
ｎ

ｉ ＝ １
λＴ

ｉｅＴｉｅＴ ＝［λＴ
ｉ，…，λＴ

ｎ］
ｅＴｉ


ｅＴ









ｎ

ｅＴ ＝ ΛＴｅＴ （６ ．１ ．１５）

·８７３·



其中定义矩阵Λ 为

Λ ＝
λ１



λ









ｎ

＝（λｉｊ） （６ ．１ ．１６）

它的第 ｉ 行第 ｊ 列元素为λｉｊ ．
由（６ ．１ ．１４）转置和（６ ．１ ．１５）有关系

ＰＡＴ ＋ ｅＵＴ ＝ ０ （６ ．１ ．１７）
其中定义 ＵＴ ＝ Λ ／ ２ ．置Ｆ ／λｉ ＝ ０引出关系

ｅＴｉ（Ａｅ － Ｉｎ）Ｔ ＝ ０， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．１ ．１８）
它等价于

ｅＴＡＴ － Ｉｎ ＝ ０ （６ ．１ ．１９）
合并（６ ．１ ．１７）和（６ ．１ ．１９）有矩阵方程

Ｐ ｅ
ｅＴ[ ]０

ＡＴ

Ｕ
[ ]Ｔ ＝

０
Ｉ[ ]
ｎ

（６ ．１ ．２０）

由分块矩阵求逆公式或直接解（６ ．１ ．１７）和（６ ．１ ．１９）可得

ＡＴ

Ｕ
[ ]Ｔ ＝

Ｐ ｅ
ｅＴ[ ]０

－１ ０
Ｉ[ ]
ｎ

＝
Ｐ－１ ｅ（ｅＴＰ－１ ｅ）－１

－（ｅＴＰ－１ ｅ）－[ ]１
（６ ．１ ．２１）

事实上只要注意关系 ｅＴＰ －１ＰＡＴ ＝ Ｉｎ 即可 ．这引出

Ａ ＝［Ａ１，…，Ａｎ］＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ｅＴＰ －１ （６ ．１ ．２２）
引入定义

μ ＝

ｘ^１


ｘ^









Ｌ

（６ ．１ ．２３）

则有关系
ｘ^０ ＝ Ａμ， Ｅμ ＝ ｅＥｘ （６ ．１ ．２４）

于是有
Ｅｘ^０ ＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ｅＴＰ－１ ｅＥｘ ＝ Ｅｘ （６ ．１ ．２５）

即融合估计 ｘ^０ 是无偏的 ．注意关系

ｘ ＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ｅＴＰ－１ ｅｘ （６ ．１ ．２６）
珘ｘ０ ＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ｅＴＰ－１（ｅｘ －μ） （６ ．１ ．２７）

这引出最优融合误差方差阵 Ｐ０ ＝ Ｅ［珘ｘ０珘ｘＴ
０］为

Ｐ０ ＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ｅＴＰ－１ＰＰ－１ ｅ（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ （６ ．１ ．２８）
在（６ ．１ ．２）中置 Ａｉ ＝ Ｉｎ，Ａｊ ＝ ０（ｊ ≠ ｉ），由（６ ．１ ．４）引出

ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．２９）
这表明除了特殊情形（等号成立），融合估计精度高于每个局部估计精度 ．

用 Ｓｃｈｗａｒｔｚ不等式可以证明［１４］：当且仅当 Ｐｉ ＝ Ｐｊｉ（ｊ ＝ １，…，Ｌ）时，有 Ｐ０ ＝ Ｐｉ，此时在不
等式（６．１．２９）中等号成立 ．文献［１４］用 Ｓｃｈｗａｒｔｚ还证明了比（６．１．２９）更强的结果：Ｐ０ ≤ Ｐｉ ．

·９７３·



上述推导可概括为如下定理 ．
【定理 ６ ．１ ．１】［１４］ （按矩阵加权线性最小方差最优融合公式）已知基于 Ｌ个传感器的

随机向量 ｘ ∈ Ｒｎ 的 Ｌ 个无偏估计 ｘ^ ｉ，ｉ ＝ １，…，Ｌ，且已知估计误差协方差阵 Ｐｉｊ，ｉ，ｊ ＝
１，…，Ｌ，则极小化性能指标（６ ．１ ．４）的按矩阵加权线性最小方差无偏融合估计 ｘ^０ 为

ｘ^０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ ｘ^ ｉ （６ ．１ ．３０）

最优加权阵为
［Ａ１，…，ＡＬ］＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ ｅＴＰ－１ （６ ．１ ．３１）

最优融合估计误差方差阵 Ｐ０ 为

Ｐ０ ＝（ｅＴＰ－１ ｅ）－１ （６ ．１ ．３２）
且有关系

Ｐ０ ≤ Ｐｉ， ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．３３）
【推论６ ．１ ．１】［９］ 在定理６ ．１ ．１条件下，若 Ｐｉｊ ＝ ０（ｉ≠ ｊ），即局部估计误差不相关，则

最优融合估计为（６ ．１ ．３０），其中最优加权阵 Ａｉ 为

Ａｉ ＝（∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｐ －１

ｉ ）－１Ｐ －１
ｉ ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．３４）

其中 Ｐｉ ＝ Ｐｉｉ，且有最优融合误差方差阵 Ｐ０ 为

Ｐ０ ＝（∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｐ －１

ｉ ）－１ （６ ．１ ．３５）

且融合估计的精度高于每个局部估计精度，即
Ｐ０ ＜ Ｐｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．３６）

ｔｒＰ０ ＜ ｔｒＰｉ （６ ．１ ．３７）
证明 由定理 ６ ．１ ．１直接得（６ ．１ ．３４）和（６ ．１ ．３５）．现在证明（６ ．１ ．３６）．由（６ ．１ ．３５）有

Ｐ －１
０ ＝ Ｐ －１

１ ＋ Ｐ －１
２ ＋ … ＋ Ｐ －１

Ｌ （６ ．１ ．３８）
设 Ｐｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ，则有

Ｐ －１
０ ＞ Ｐ －１

ｉ （６ ．１ ．３９）
这引出［４０］

Ｐ０ ＜ Ｐｉ （６ ．１ ．４０）
从而引出 ｔｒＰ０ ＜ ｔｒＰｉ ．证毕 ． □
【推论 ６ ．１ ．２】［１５］ 对两传感器情形（Ｌ ＝ ２），最优融合估计为

ｘ^０ ＝ Ａ１ ｘ^１ ＋ Ａ２ ｘ^２ （６ ．１ ．４１）
最优加权阵为

Ａ１ ＝（Ｐ２ － Ｐ２１）（Ｐ１ ＋ Ｐ２ － Ｐ１２ － Ｐ２１）－１，

Ａ２ ＝（Ｐ１ － Ｐ１２）（Ｐ１ ＋ Ｐ２ － Ｐ１２ － Ｐ２１）－１ （６ ．１ ．４２）
最优融合误差方差阵为

Ｐ０ ＝ Ｐ１ －（Ｐ１ － Ｐ１２）（Ｐ１ ＋ Ｐ２ － Ｐ１２ － Ｐ２１）－１（Ｐ１ － Ｐ１２）Ｔ （６ ．１ ．４３）
或

Ｐ０ ＝ Ｐ２ －（Ｐ２ － Ｐ２１）（Ｐ１ ＋ Ｐ２ － Ｐ１２ － Ｐ２１）－１（Ｐ２ － Ｐ２１）Ｔ （６ ．１ ．４４）

·０８３·



且有关系 ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｉ，ｉ ＝ １，２ ．
【推论 ６ ．１ ．３】 对两传感器情形，若 Ｐ１２ ＝ ０，即局部估计误差不相关，则有按矩阵加

权线性最小方差融合公式
ｘ^０ ＝ Ａ１ ｘ^１ ＋ Ａ２ ｘ^２ （６ ．１ ．４５）

Ａ１ ＝ Ｐ２（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１， Ａ２ ＝ Ｐ１（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１ （６ ．１ ．４６）

最优融合误差方差阵为
Ｐ０ ＝ Ｐ１ － Ｐ１（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ１ （６ ．１ ．４７）

或
Ｐ０ ＝ Ｐ２ － Ｐ２（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ２ （６ ．１ ．４８）

且有关系 ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰ１，ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰ２ ． Ｐ０的更简单公式为

Ｐ０ ＝ Ｐ１（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ２ （６ ．１ ．４９）

或
Ｐ０ ＝ Ｐ２（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ１ （６ ．１ ．５０）

证明 由推论 ６ ．１ ．２引出（６ ．１ ．４５）～（６ ．１ ．４８）．注意（６ ．１ ．４７）可写为
Ｐ０ ＝ Ｐ１［Ｉｎ －（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ１］＝ Ｐ１［（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－

（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ１］＝ Ｐ１（Ｐ１ ＋ Ｐ２）－１Ｐ２ （６ ．１ ．５１）

同理有（６ ．１ ．５０）成立 ． □
【推论 ６ ．１ ．４】 在推论 ６ ．１ ．３情形下，若 Ｐ１２ ＝ ０，则最优融合估计为

ｘ^０ ＝ Ａ１ ｘ^１ ＋ Ａ２ ｘ^２ （６ ．１ ．５２）

最优加权阵为 Ａ１ ＝（Ｐ－１
１ ＋ Ｐ－１

２ ）Ｐ－１
１ ， Ａ２ ＝（Ｐ－１

１ ＋ Ｐ－１
２ ）Ｐ－１

２ （６ ．１ ．５３）
最优融合误差方差阵为

Ｐ０ ＝（Ｐ－１
１ ＋ Ｐ－１

２ ）－１ （６ ．１ ．５４）

且有精度关系 ｔｒＰ０ ＜ ｔｒＰ１，ｔｒＰ０ ＜ ｔｒＰ２ ．
证明 由推论 ６ ．１ ．１得证 ． □
【注 ６ ．１ ．１】 按矩阵加权融合公式（６ ．１ ．３１）和（６ ．１ ．３２）是新近作者在文献［１４］中提

出的，它相同于在局部估计误差服从联合正态分布假设下的极大似然融合估计算法［１２］，
但定理 ６ ．１ ．１避免了正态分布的假设 ．这里的推导稍不同于文献［１４］的推导 ．
【注 ６ ．１ ．２】 带 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子向量λｉ ＝［λｉ１，…，λ２ｎ］的辅助函数（６ ．１ ．１１）可简化为

带 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子矩阵Λ的辅助函数
Ｆ ＝ Ｊ ＋ ｔｒ（Ａｅ － Ｉｎ）Λ （６ ．１ ．５５）

其中 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子矩阵Λ 由（６ ．１ ．１６）定义，事实上，由（６ ．１ ．１１）有

Ｆ ＝ Ｊ ＋ ｔｒ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（Ａｅ － Ｉｎ）ｅｉλｉ ＝ Ｊ ＋ ｔｒ（Ａｅ － Ｉｎ）［ｅ１，…，ｅｎ］

λ１



λ









ｎ

（６ ．１ ．５６）

注意［ｅ１，…，ｅｎ］＝ Ｉｎ，于是有
Ｆ ＝ Ｊ ＋ ｔｒ（Ａｅ － Ｉｎ）Λ （６ ．１ ．５７）

容易验证采用辅助函数（６ ．１ ．５７）同样引出定理 ６ ．１ ．１的结果 ．
·１８３·



６ ．１ ．２ 按标量加权线性最小方差最优信息融合准则和算法

由（６ ．１ ．３１）看到，计算最优加权阵要求计算 Ｌｎ × Ｌｎ协方差阵Ｐ的逆矩阵，它由（６ ．１ ．
８）定义 ．当 ｎ 和 Ｌ 较大时，计算负担大，对实时应用是不方便的 ．为了克服这个缺点，本节
介绍由文献［１３，１５，１６，３９］提出的标量加权最优融合算法，它只需要计算加权系数，只要
求计算一个 Ｌ × Ｌ 矩阵的逆矩阵，显著地减小了计算负担，适于实时应用 ．
【定理 ６ ．１ ．２】 （按标量加权线性最小方差最优融合公式）设 ｘ^ ｉ，ｉ ＝ １，…，Ｌ，为对随

机向量 ｘ ∈ Ｒｎ 的 Ｌ 个无偏估计，设估计误差珘ｘ ｉ ＝ ｘ － ｘ^ ｉ 与珘ｘ ｊ ＝ ｘ － ｘ^ ｊ 的协方差阵 Ｐｉｊ，
ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，是已知的，且记 Ｐｉ ＝ Ｐｉｉ，则在线性最小方差意义下按标量加权最优融合无
偏估计为

ｘ^０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ ｘ^ ｉ （６ ．１ ．５８）

其中最优加权系数行向量 ａ ＝［ａ１，ａ２，…，ａＬ］为

ａ ＝
ｅＴＰ －１

ｔｒ

ｅＴＰ －１
ｔｒ ｅ

（６ ．１ ．５９）

其中定义 Ｌ × Ｌ 矩阵 Ｐ ｔｒ和 Ｌ × １列向量 ｅ 为

Ｐ ｔｒ ＝

ｔｒＰ１１ … ｔｒＰ１Ｌ

 
ｔｒＰＬ１ … ｔｒＰ









ＬＬ

， ｅ ＝
１










１

（６ ．１ ．６０）

相应的最优融合估计误差方差阵 Ｐ０ 为

Ｐ０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｉａｊＰｉｊ （６ ．１ ．６１）

且有关系
ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．６２）

证明 由无偏性假设有 Ｅｘ^０ ＝ Ｅｘ，Ｅｘ^ ｉ ＝ Ｅｘ，从而对（６ ．１ ．５８）两边取数学期望运算
引出约束关系

∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ ＝ １ （６ ．１ ．６３）

于是有最优融合误差表达式

珘ｘ０ ＝ ｘ － ｘ^０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ（ｘ － ｘ^ ｉ）＝ ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ珘ｘ ｉ （６ ．１ ．６４）

于是有融合估计误差方差阵 Ｐ０ 为

Ｐ０ ＝ Ｅ［珘ｘ０珘ｘＴ
０］＝ ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｉａｊＰｉｊ （６ ．１ ．６５）

最优加权系数向量应在线性最小方差意义下极小化性能指标
Ｊ ＝ ｔｒＰ０ （６ ．１ ．６６）

由 Ｐ ｔｒ的定义（６ ．１ ．６０）和 ａ 的定义，由上两式它可表为

Ｊ ＝ ａＰ ｔｒａＴ （６ ．１ ．６７）
约束条件（６ ．１ ．６３）成为
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ａｅ ＝ １ （６ ．１ ．６８）
应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，引入辅助函数

Ｆ ＝ Ｊ ＋λ（ａｅ － １） （６ ．１ ．６９）
其中λ为 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘数 ．置Ｆ ／ａ ＝ ０得

２ａＰ ｔｒ ＋λｅＴ ＝ ０ （６ ．１ ．７０）

对上式转置有
Ｐ ｔｒａＴ ＋ ｅλ ／ ２ ＝ ０ （６ ．１ ．７１）

置Ｆ ／λ ＝ ０得 ａｅ － １ ＝ ０，置转后有
ｅＴａＴ － １ ＝ ０ （６ ．１ ．７２）

上两式可写成矩阵方程形式
Ｐ ｔｒ ｅ

ｅＴ
[ ]

０
ａＴ

λ ／[ ]２ ＝ [ ]０１ （６ ．１ ．７３）

由分块矩阵求逆公式有

ａＴ

λ ／[ ]２ ＝
Ｐ ｔｒ ｅ

ｅＴ
[ ]

０

－１[ ]０１ ＝
Ｐ －１
ｔｒ ｅ（ｅＴＰ －１

ｔｒ ｅ）－１

－（ｅＴＰ ｔｒ ｅ）－[ ]１
（６ ．１ ．７４）

这引出
ａＴ ＝ Ｐ －１

ｔｒ ｅ（ｅＴＰ －１
ｔｒ ｅ）－１ （６ ．１ ．７５）

它引出（６ ．１ ．５９）．在（６ ．１ ．５８）中取 ａｉ ＝ １，ａｊ ＝ ０（ｊ≠ ｉ），立刻有 ｔｒＰ０≤ ｔｒＰｉ，ｉ ＝ １，…，Ｌ ．
证毕 ． □
【推论 ６ ．１ ．５】［１３］ 在定理 ６ ．１ ．２条件下，若局部估计误差是不相关的，即 Ｐｉｊ ＝ ０（ｉ≠

ｊ），则有按标量加权最优融合公式

ｘ^０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ ｘ^ ｉ （６ ．１ ．７６）

ａｉ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １

１
ｔｒＰ( )

ｉ

－１ １
ｔｒＰｉ
， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．７７）

最优融合误差方差阵为

Ｐ０ ＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａ２ｉＰｉ （６ ．１ ．７８）

且有关系 ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｉ，ｉ ＝ １，…，Ｌ ．
【推论６ ．１ ．６】［１５］ 对两传感器系统（Ｌ ＝ ２），在定理６ ．１ ．２条件下，按标量加权最优融

合估计算法为
ｘ^０ ＝ ａ１ ｘ^１ ＋ ａ２ ｘ^２ （６ ．１ ．７９）

ａ１ ＝
ｔｒＰ２ － ｔｒＰ１２

ｔｒＰ１ ＋ ｔｒＰ２ － ２ｔｒＰ１２
， ａ２ ＝

ｔｒＰ１ － ｔｒＰ１２
ｔｒＰ１ ＋ ｔｒＰ２ － ２ｔｒＰ１２

（６ ．１ ．８０）

最优融合估计误差方差阵为
Ｐ０ ＝ ａ２１Ｐ１ ＋ ａ２２Ｐ２ ＋ ２ａ１ａ２Ｐ１２ （６ ．１ ．８１）

且有关系 ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｉ，ｉ ＝ １，２ ．
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６ ．１ ．３ 按对角阵加权线性最小方差最优融合估计准则和算法

由标量加权融合公式（６ ．１ ．５８）看到，它等价于各局部估计的分量按相同系数加权的
融合估计 ．为了提高分量融合估计精度，各分量应采用不相同的加权系数 ．这引出按分量
标量加权或按对角阵加权的最优融合估计准则和算法 ．它是对节 ６ ．１ ．２ 按标量加权准则
的改进，同时在计算上又不增加很大负担，且比按矩阵加权计算负担小 ．
【定理 ６ ．１ ．３】 （按对角阵加权或按分量标量加权线性最小方差最优融合公式）设已

知对随机向量 ｘ ∈ Ｒｎ 的 Ｌ 个无偏估计 ｘ^ ｉ，且已知估计误差珘ｘ ｉ ＝ ｘ － ｘ^ ｉ 与珘ｘ ｊ ＝ ｘ － ｘ^ ｊ 的
协方差阵 Ｐｉｊ ＝ Ｅ［珘ｘ ｉ珘ｘＴ

ｊ］，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，^ｘ０ 为对 ｘ的融合估计 ．记 ｘ，^ｘ ｉ 和 ｘ^０的分量表示
为

ｘ ＝

ｘ１

ｘ









ｎ

， ｘ^ ｊ ＝

ｘ^ ｊ１

ｘ^









ｊｎ

， ｘ^０ ＝

ｘ^０１

ｘ^０









ｎ

（６ ．１ ．８２）

则极小化按对角阵加权融合估计性能指标
ｍｉｎＪ ＝ ｔｒＰ０， Ｐ０ ＝ Ｅ［珘ｘ０珘ｘＴ

０］，珘ｘ０ ＝ ｘ － ｘ^０ （６ ．１ ．８３）
的最优融合估计 ｘ^０，

ｘ^０ ＝ ∑
Ｌ

ｊ ＝ １
Ａｊ ｘ^ ｊ （６ ．１ ．８４）

其中加权阵 Ａｊ 为对角阵

Ａｊ ＝

ａｊ１ ０
ａｊ２


０ ａ











ｊｎ

（６ ．１ ．８５）

等价于 ｘ^ ｊ 的各分量按标量加权的最优融合估计

ｘ^０ ｉ ＝ ∑
Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ ｘ^ ｊｉ （６ ．１ ．８６）

其中最优加权系数向量
ａｉ ＝［ａ１ ｉ，ａ２ ｉ，…，ａＬｉ］， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．１ ．８７）

为

ａｉ ＝ ｅＴ（Ｐｉｉ）－１

ｅＴ（Ｐｉｉ）－１ ｅ
， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．１ ．８８）

其中定义 ｅＴ ＝［１，１，…，１］，且定义 Ｌ × Ｌ 矩阵

Ｐｉｉ ＝

Ｐ（ｉｉ）
１１ … Ｐ（ｉｉ）

１Ｌ

 

Ｐ（ｉｉ）
Ｌ１ … Ｐ（ｉｉ）









ＬＬ

（６ ．１ ．８９）

其中 Ｐ（ｉｉ）
ｋｊ 为Ｐｋｊ的第（ｉ，ｉ）对角元素 ．各分量的最小融合误差珓ｘ０ ｉ ＝ ｘｉ － ｘ^０ ｉ的方差Ｐ０ ｉ ＝

Ｅ［珓ｘ２０ ｉ］为

Ｐ０ ｉ ＝［ｅＴ（Ｐｉｉ）－１ ｅ］－１， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．１ ．９０）
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最小融合误差平方和为

ｔｒＰ０ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ０ ｉ （６ ．１ ．９１）

且有关系
Ｐ０ ｉ ≤ Ｐｉｉ

ｊｊ， ｉ ＝ １，…，ｎ；ｊ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．９２）

或
ｔｒＰ０ ≤ ｔｒＰｊｊ， ｊ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．９３）

证明 由定义（６ ．１ ．８２），记分量估计误差
珓ｘ０ ｉ ＝ ｘｉ － ｘ^０ ｉ，珓ｘｊｉ ＝ ｘｉ － ｘ^ｊｉ （６ ．１ ．９４）

并记对角阵加权参数向量 ａｉ 为（６ ．１ ．８７）．在线性最小方差意义下，我们的目的是选形如
（６ ．１ ．８５）的对角加权阵 Ａｊ 或形如（６ ．１ ．８７）的参数向量 ａｉ，ｉ ＝ １，…，ｎ，极小化全局性能
指标

Ｊ ＝ Ｅ［珘ｘＴ
０珘ｘ０］＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ（珓ｘ２０ ｉ）＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ（∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ珓ｘｊｉ）２ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｊｉ （６ ．１ ．９５）

其中定义局部性能指标

Ｊｉ ＝ Ｅ（∑
Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ珓ｘｊｉ）２ ＝ Ｅ（珓ｘ２０ ｉ）＝ ∑

Ｌ

ｋ，ｊ ＝ １
ａｋｉＰｉｉ

ｋｊａｊｉ ＝ ａｉＰｉｉａＴ
ｉ （６ ．１ ．９６）

由估值无偏性引出关系

∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ ＝ Ｉｎ （６ ．１ ．９７）

它等价于 ｎ 个标量约束关系

∑
Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ ＝ １， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．１ ．９８）

下面我们来证明，在约束（６ ．１ ．９７）下极小化全局性能指标 Ｊ 等价于 ｎ 个独立的分量
极小化问题：在约束（６ ．１ ．９８）下极小化分量性能指标 Ｊｉ，ｉ ＝ １，…，ｎ ． 事实上，应用
Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，引入辅助函数

Ｆ ＝ Ｊ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λｉ（∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ － １） （６ ．１ ．９９）

置

Ｊ
ａｉ

＝ Ｊｉ
ａｉ

＝ ０， Ｊ
λｉ

＝ ∑
Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ － １ ＝ ０， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．１ ．１００）

这恰好等价于 ｎ 个局部极小化问题：在约束（６ ．１ ．９８）下极小化形如（６ ．１ ．９６）的局部优化
性能指标 Ｊｉ，ｉ ＝ １，…，ｎ ．而极小化 Ｊｉ的问题又等价于分量按标量加权的最优融合估计问
题 ．故应用定理 ６ ．１ ．２直接引出（６ ．１ ．８８）～（６ ．１ ．９３）．证毕 ． □
【注 ６ ．１ ．３】 按对角阵加权融合估计本质上是对分量而言按标量加权融合估计，将

全局融合估计问题转化为局部（分量）按标量加权融合估计问题 ．在应用中，由于分量按
标量加权是具有相同物理意义的分量按标量加权，因而有直观的物理意义 ．这种加权方式
也叫解耦融合估计 ．

分别记定理 ６ ．１ ．１至定理 ６ ．１ ．３ 所述的三种加权融合估计误差方差阵为 Ｐｍ
０，Ｐｓ

０ 和
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Ｐｄ
０，则有如下定理 ．
【定理 ６ ．１ ．４】 定理 ６ ．１ ．１至定理 ６ ．１ ．３所述的按矩阵加权、按标量加权和按对角阵

加权最优融合估计误差方差阵有关系
ｔｒＰｍ

０ ≤ ｔｒＰｄ
０ ≤ ｔｒＰｓ

０ ≤ ｔｒＰｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．１ ．１０１）
证明 按标量加权可看成是按特殊形式对角矩阵 Ａｉ ＝ ａｉＩｎ 加权，而按对角阵加权

（即按分量标量加权）可看成是按特殊矩阵 Ａｉ ＝ ｄｉａｇ（ａｉ１，…，ａｉｎ）加权 ．第 ｉ个传感器子系
统的估计可看成是取加权阵 Ａｉ ＝ Ｉｎ，Ａｊ ＝ ０（ｊ ≠ ｉ）的融合估计 ．于是在统一的按矩阵加
权融合估计框架下有（６ ．１ ．１０１）成立 ．证毕 ． □

６．２ 时变系统多传感器信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器

考虑多传感器线性离散时变随机控制系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Г（ｔ）ｗ（ｔ） （６ ．２ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．２）
其中 ｔ 为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ 传感器的观测 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ，控制 ｕ（ｔ）∈ Ｒｐ，

Φ（ｔ），Ｂ（ｔ），Γ（ｔ）和 Ｈｉ（ｔ）是已知的适当维数时变矩阵 ． ｗ（ｔ）为输入噪声，ｖｉ（ｔ）为第 ｉ
传感器的观测噪声 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是带零均值的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ） ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑ（ｔ） Ｓｉ（ｔ）

ＳＴ
ｉ（ｔ） Ｒｉ（ｔ[ ]）δｔｋ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｋ ＝ ０（ｔ≠ ｋ），ｗ（ｔ）与 ｖｉ（ｔ）的方差阵和相关阵各
为 Ｑ（ｔ），Ｒｉ（ｔ）和 Ｓｉ（ｔ）．
【假设 ２】 观测噪声 ｖｉ（ｔ）与 ｖｊ（ｔ）是相关的，即

Ｅ
ｖｉ（ｔ）

ｖｊ（ｔ[ ]）［ｖＴｉ（ｋ） ｖＴｊ（ｋ{ }）］ ＝
Ｒｉ（ｔ） Ｒｉｊ（ｔ）

ＲＴ
ｉｊ（ｔ） Ｒｊ（ｔ[ ]）δｔｋ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．４）

且定义 Ｒｉ（ｔ）＝ Ｒｉｉ（ｔ）．
【假设 ３】 ｘ（０）不相关于 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，且 Ｅｘ（０）＝μ，ｃｏｖｘ（０）＝ Ｐ０，

其中 ｃｏｖ为协方差号 ．
【假设 ４】 ｕ（ｔ）是已知的时间序列，或 ｕ（ｔ）是（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）的线性函数（反

馈控制）．
问题是基于观测（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ － １），…，ｙｉ（０））和（ｕ（ｔ － １），ｕ（ｔ － ２），…，ｕ（０））求相

应于第 ｉ传感器的状态 ｘ（ｔ）的局部 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）和状态 ｘ（ｔ ＋ １）局部 Ｋａｌｍａｎ
预报器 ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，并在三种加权融合估计准则下分别求相应的信息融合
Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．
【定理 ６ ．２ ．１】 系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统有局部最

优递推 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐｉ（ｔ）ｙｉ（ｔ） （６ ．２ ．５）

Ψｐｉ（ｔ）＝ Φ（ｔ）－ Ｋｐｉ（ｔ）Ｈｉ（ｔ） （６ ．２ ．６）
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Ｋｐｉ（ｔ）＝［Φ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓｉ（ｔ）］Ｑ－１

εｉ（ｔ） （６ ．２ ．７）

Ｑεｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）＋ Ｒｉ（ｔ） （６ ．２ ．８）

其中预报误差方差阵 Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΦＴ（ｔ）－［Φ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓｉ（ｔ）］×
［Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｉ（ｔ）＋ Ｒｉ（ｔ）］－１ ×
［Φ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｓｉ（ｔ）］Ｔ ＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）
（６ ．２ ．９）

带初值 ｘ^ ｉ（０ ｜ － １）＝ μ，Ｐｉ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．
Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）的另一种等价算法为

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｉ（ｔ）＋［Γ（ｔ），－ Ｋｐｉ（ｔ）］×

Ｑ（ｔ） Ｓｉ（ｔ）

ＳＴ
ｉ（ｔ） Ｒｉ（ｔ[ ]） ΓＴ（ｔ）

－ ＫＴ
ｐｉ（ｔ[ ]） （６ ．２ ．１０）

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－

Ｋｐｉ（ｔ）ＳＴ
ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｉ（ｔ）ＫＴ

ｐｉ（ｔ）＋ Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉ（ｔ）ＫＴ
ｐｉ（ｔ） （６ ．２ ．１１）

预报误差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］为

Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ）＋［Γ（ｔ），－ Ｋｐｉ（ｔ）］×

Ｑ（ｔ） Ｓｊ（ｔ）

ＳＴ
ｉ（ｔ） Ｒｉｊ（ｔ[ ]） ΓＴ（ｔ）

－ ＫＴ
ｐｊ（ｔ[ ]） （６ ．２ ．１２）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，或
Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐｊ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－
Ｋｐｉ（ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）ＫＴ
ｐｊ（ｔ）＋ Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ

ｐｊ（ｔ） （６ ．２ ．１３）
特别当 ｉ ＝ ｊ 时（６ ．２ ．１２）化为（６ ．２ ．１０），其中记 Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）．初值为

Ｐｉｊ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．１４）
证明 由定理 ３ ．７ ．１有（６ ．２ ．５）～（６ ．２ ．９）．由（３ ．７ ．１２）有

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ） （６ ．２ ．１５）
注意珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）不相关于 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ），ｖｊ（ｔ），应用（６ ．２ ．３）和（６ ．２ ．４）得（６ ．２ ．１０）

～（６ ．２ ．１３）．由 ｘ^ ｉ（０ ｜ － １）＝ ｘ^ ｊ（０ ｜ － １）＝ μ引出Ｐｉｊ（０ ｜ － １）＝ Ｅ［（ｘ（０）－ ｘ^ ｉ（０ ｜ － １））
（ｘ（０）－ ｘ^ ｊ（０ ｜ － １））Ｔ］＝ Ｐ０ ．证毕 ． □

引入节 ３ ．７的记号
珡Φｉ（ｔ）＝ Φ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）Ｈｉ（ｔ） （６ ．２ ．１６）

Ｊｉ（ｔ）＝ Γ（ｔ）Ｓｉ（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ） （６ ．２ ．１７）

珚ｗ ｉ（ｔ）＝ Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ） （６ ．２ ．１８）
我们可以给出的不同于定理 ６ ．２ ．１的等价的局部Ｋａｌｍａｎ预报器及误差方差阵和协方差阵
的新算法 ．
【定理 ６ ．２ ．２】 系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统有局部最

优 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｋｐｉ（ｔ）ｙｉ（ｔ） （６ ．２ ．１９）
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Ψｐｉ（ｔ）＝ 珡Φｉ（ｔ）－珚Ｋｐｉ（ｔ）Ｈｉ（ｔ） （６ ．２ ．２０）
珚Ｋｐｉ（ｔ）＝ 珡Φｉ（ｔ）Ｋｆ ｉ（ｔ），Ｋｐｉ（ｔ）＝珚Ｋｐｉ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ） （６ ．２ ．２１）

Ｋｆ ｉ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）Ｑ－１

εｉ（ｔ） （６ ．２ ．２２）
其中新息方差 Ｑεｉ（ｔ）由（６ ．２ ．８）定义 ．预报误差方差阵 Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足 Ｒｉｃａｔｉ方程

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ 珡Φｉ（ｔ）［Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）（Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）×

ＨＴ
ｉ（ｔ）＋ Ｒｉ（ｔ））－１Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）］珡ΦＴ

ｉ（ｔ）＋

Γ（ｔ）［Ｑ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）］ΓＴ（ｔ） （６ ．２ ．２３）
带初值 Ｐｉ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ． Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）的另一种等价的递推公式为

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｉ（ｔ）＋珚Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉ（ｔ）珚ＫＴ

ｐｉ（ｔ）＋

Γ（ｔ）［Ｑ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）］ΓＴ（ｔ） （６ ．２ ．２４）
带初值 Ｐｉ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０，其中珚Ｋｐｉ（ｔ）和Ψｐｉ（ｔ）由（６ ．２ ．２０）～（６ ．２ ．２３）计算 ．

预报误差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）（ｉ ≠ ｊ）可递推计算为

Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ）＋［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ（ｔ）］×

Ｓ（１）
ｉｊ （ｔ） Ｓ（２）

ｉｊ （ｔ）

Ｓ（３）
ｉｊ （ｔ） Ｓ（４）

ｉｊ （ｔ[ ]） Ｉｎ
－珚ＫＴ

ｐｊ（ｔ[ ]） （６ ．２ ．２５）

带初值 Ｐｉｊ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，且定义
Ｓ（１）ｉｊ（ｔ）＝ Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）ＪＴｊ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴｊ（ｔ），

Ｓ（２）
ｉｊ （ｔ）＝ Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ），

Ｓ（３）
ｉｊ （ｔ）＝ ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ），

Ｓ（４）
ｉｊ （ｔ）＝ Ｒｉｊ（ｔ） （６ ．２ ．２６）
证明 （６ ．２ ．１９）～（６ ．２ ．２２）及（６ ．２ ．２４）由定理 ３ ．７ ．３给出 ．（６ ．２ ．２３）由（３ ．７ ．７３）给

出 ．下面证明（６ ．２ ．２５）和（６ ．２ ．２６）．事实上由（３ ．７ ．５１）有预报误差递推方程
珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋珚ｗ ｉ（ｔ）－珚Ｋｐｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ） （６ ．２ ．２７）

它可写成

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ（ｔ）］
珚ｗ ｉ（ｔ）

ｖｉ（ｔ[ ]）
（６ ．２ ．２８）

注意珚ｗ ｉ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ）是不相关的，且不相关于 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １），由（６ ．２ ．２７）可得（６ ．２ ．２４）．应
用（６ ．２ ．２８）可得（６ ．２ ．２５），其中

Ｓ（１）
ｉｊ （ｔ）＝ Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）珚ｗＴ

ｊ（ｔ）］，

Ｓ（２）
ｉｊ （ｔ）＝ Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｔ）］，

Ｓ（３）
ｉｊ （ｔ）＝ Ｅ［ｖｉ（ｔ）珚ｗＴ

ｊ（ｔ）］，

Ｓ（４）
ｉｊ （ｔ）＝ Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｔ）］ （６ ．２ ．２９）

由（６ ．２ ．３），（６ ．２ ．４）和（６ ．２ ．１８）容易得（６ ．２ ．２６）．证毕 ． □
【定理 ６ ．２ ．３】 系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统有局部稳

态最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）εｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．３０）

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ 珡Φｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ）ｙｉ（ｔ） （６ ．２ ．３１）

·８８３·



εｉ（ｔ ＋ １）＝ ｙｉ（ｔ ＋ １）－ Ｈｉ（ｔ ＋ １）^ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．３２）

Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）＝ Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ １）Ｑ－１

εｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．３３）

Ｑεｉ（ｔ ＋ １）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ １）＋ Ｒｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．３４）

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ 珡Φｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ）珡ΦＴ
ｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）［Ｑ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）Ｒ －１

ｉ （ｔ）ＳＴ
ｉ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）

（６ ．２ ．３５）
Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．３６）

ｘ^ ｉ（０ ｜ ０）＝ μ， Ｐｉ（０ ｜ ０）＝ Ｐ０ （６ ．２ ．３７）
证明 见定理 ３ ．７ ．４ ． □
【定理 ６ ．２ ．４】 系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４ 下，局部滤波误差协方差阵

Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）］有递推公式

Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ ｊ（ｔ ＋ １）＋Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｋｆ ｉ（ｔ）［Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴｊ（ｔ）－

ＳＴ
ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）］［Ｉｎ － Ｋｆ ｊ（ｔ ＋ １）Ｈｊ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×

［Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）］ＫＴ
ｆ ｊ（ｔ）ΨＴ

ｆ ｊ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×
［Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ

ｊ（ｔ）］×
［Ｉｎ － Ｋｆ ｊ（ｔ ＋ １）Ｈｊ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋ Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｒｉｊ（ｔ ＋ １）ＫＴ

ｆ ｊ（ｔ ＋ １）
（６ ．２ ．３８）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ 带初值 Ｐｉｊ（０ ｜ ０）＝ Ｐ０，且定义

Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］珡Φｉ（ｔ） （６ ．２ ．３９）
（６ ．２ ．３８）的另一种形式为
Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］｛珡Φｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）珡ΦＴ

ｊ（ｔ）＋

Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｊｊ（ｔ）Ｒｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉ（ｔ）ＪＴ

ｉ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ）＋

珚Φｉ（ｔ）Ｋｆ ｉ（ｔ）［Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴｊ（ｔ）－ ＳＴ
ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）］＋［Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）］ＫＴ

ｊ（ｔ）珚ΦＴ
ｊ（ｔ）｝×

［Ｉｎ － ＫｆＪ（ｔ ＋ １）ＨＪ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋ Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｒｉｊ（ｔ ＋ １）ＫＴ
ｆ ｊ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．４０）

证明 由（３ ．７ ．４８）有局部滤波误差递推公式
珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］珚ｗ ｉ（ｔ）－

Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）ｖｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．４１）
珘ｘ ｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｊ（ｔ ＋ １）珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｊ（ｔ ＋ １）Ｈｊ（ｔ ＋ １）］珚ｗ ｊ（ｔ）－

Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）ｖｊ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．４２）
于是有
Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ

ｆ ｊ（ｔ ＋ １）＋ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）珚ｗＴ
ｊ（ｔ）］×

［Ｉｎ － Ｋｆ ｊ（ｔ ＋ １）Ｈｊ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×
Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）珘ｘＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ）］ΨＴ
ｆ ｊ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×

Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）珚ｗＴ
ｊ（ｔ）］［Ｉｎ － Ｋｆ ｊ（ｔ ＋ １）Ｈｊ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋

Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｒｉｊ（ｔ ＋ １）ＫＴ
ｆ ｊ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．４３）

应用（６ ．２ ．３），（６ ．２ ．４），（６ ．２ ．１７）和（６ ．２ ．１８）容易求得
Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）珚ｗＴ

ｊ（ｔ）］＝ Ｅ［－ Ｋｆ ｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ）（Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｊｊ（ｔ）ｖｊ（ｔ））Ｔ］＝
·９８３·



－ Ｋｆ ｉ（ｔ）ＳＴ
ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）＋ Ｋｆ ｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ

ｊ（ｔ） （６ ．２ ．４４）

Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ）］＝ Ｅ［（Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ））（－ Ｋｆ ｊ（ｔ）ｖｊ（ｔ））Ｔ］＝

－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）ＫＴ
ｆ ｊ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ

ｆ ｊ（ｔ） （６ ．２ ．４５）

Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）珚ｗＴ
ｊ（ｔ）］＝ Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－

Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ

ｊ（ｔ） （６ ．２ ．４６）
将它们代入（６ ．２ ．４３）得（６ ．２ ．３８）．应用定义（６ ．２ ．１７）和（６ ．２ ．３９）由（６ ．２ ．３８）可得（６ ．２ ．
４０）．证毕 ． □
【注 ６ ．２ ．１】 在（６ ．２ ．３８）中置 ｉ ＝ ｊ 或直接应用（６ ．２ ．４１）可得不同于（６ ．２ ．３６）的

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）的另一种算法

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ ｉ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×

Γ（ｔ）［Ｑ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）］ΓＴ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）×
Ｈｉ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋ Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｒｉ（ｔ ＋ １）ＫＴ

ｆ ｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．４７）
【定理 ６ ．２ ．５】 系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４ 下，有局部滤波误差协方差阵

Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）为

Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ）Ｈｉ（ｔ）］Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）［Ｉｎ － Ｋｆ ｊ（ｔ）Ｈｊ（ｔ）］Ｔ ＋
Ｋｆ ｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ

ｆ ｊ（ｔ） （６ ．２ ．４８）
证明 将（６ ．２ ．２）代入（６ ．２ ．３２）有

εｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖｉ（ｔ） （６ ．２ ．４９）
将它代入（６ ．２ ．３０）引出

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ）Ｈｉ（ｔ）］珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｋｆ ｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ） （６ ．２ ．５０）
由此引出（６ ．２ ．４８）．证毕 ． □
【推论 ６ ．２ ．１】 时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ３下，若噪声是不相关的，即

Ｓｉ（ｔ）＝ ０，且 Ｒｉｊ（ｔ）＝ ０（ｉ ≠ ｊ），且 ｕ（ｔ）＝ ０，则第 ｉ传感器子系统有局部最优 Ｋａｌｍａｎ预
报器

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐ（ｔ）ｙｉ（ｔ），

Ψｐｉ（ｔ）＝ Φ（ｔ）－ Ｋｐｉ（ｔ）Ｈｉ（ｔ），

Ｋｐｉ（ｔ）＝ Φ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）Ｑ－１

εｉ（ｔ），

Ｑεｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）＋ Ｒｉ（ｔ） （６ ．２ ．５１）

其中预报误差方差阵 Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ）［Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｉ（ｔ）（Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｉ（ｔ）＋
Ｒｉ（ｔ））－１Ｈｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）］ΦＴ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （６ ．２ ．５２）

带初值 ｘ^ ｉ（０ ｜ － １）＝ μ，Ｐｉ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ ．
Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）的另一种等价算法为

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）＋ Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉ（ｔ）ＫＴ

ｐｉ（ｔ）
（６ ．２ ．５３）

预报误差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）有递推公式

Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （６ ．２ ．５４）

·０９３·



其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，初值 Ｐｉｊ（０ ｜ － １）＝ Ｐ０ ．
【推论 ６ ．２ ．２】 时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ３下，若 Ｓｉ（ｔ）＝ ０，Ｒｉｊ（ｔ）＝

０（ｉ ≠ ｊ），且 ｕ（ｔ）＝ ０，则第 ｉ 传感器子系统有局部最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）ｙｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．５５）

Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］Φ（ｔ） （６ ．２ ．５６）

Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）＝ Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ １）Ｑ－１

εｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．５７）

Ｑεｉ（ｔ ＋ １）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ １）＋ Ｒｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．５８）

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Φｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ）ΦＴ
ｉ（ｔ）＋Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ） （６ ．２ ．５９）

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．６０）

ｘ^ ｉ（０ ｜ ０）＝ μ， Ｐｉ（０ ｜ ０）＝ Ｐ０ （６ ．２ ．６１）

且 Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）的另一种算法为

Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ ｉ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×

Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］Ｔ ＋
Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｒｉ（ｔ ＋ １）ＫＴ

ｆ ｉ（ｔ ＋ １） （６ ．２ ．６２）

且局部滤波误差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）ΨＴ
ｆ ｊ（ｔ ＋ １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉ（ｔ ＋ １）Ｈｉ（ｔ ＋ １）］×

Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）［Ｉｎ － ＫＴ
ｆ ｊ（ｔ ＋ １）Ｈｊ（ｔ ＋ １）］Ｔ （６ ．２ ．６３）

带初值 Ｐｉｊ（０ ｜ ０）＝ Ｐ０ ．
根据节 ６ ．１的三种最优加权融合估计准则直接引出下述几个定理 ．
【定理 ６ ．２ ．６】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，按矩阵加权最

优信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ） （６ ．２ ．６４）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）为第 ｉ 传感器子系统局部 Ｋａｌｍａｎ滤波器，由定理 ６ ．２ ．３计算 ．最优加权阵
Ａｉ（ｔ）为

［Ａ１（ｔ），…，ＡＬ（ｔ）］＝（ｅＴＰ －１（ｔ ｜ ｔ）ｅ）－１ ｅＴＰ －１（ｔ ｜ ｔ） （６ ．２ ．６５）
其中 ｅＴ ＝［Ｉｎ，…，Ｉｎ］，且定义 ｎＬ × ｎＬ 矩阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ）为

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝

Ｐ１１（ｔ ｜ ｔ） … Ｐ１Ｌ（ｔ ｜ ｔ）
 

ＰＬ１（ｔ ｜ ｔ） … ＰＬＬ（ｔ ｜ ｔ









）

（６ ．２ ．６６）

其中定义 Ｐｉｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ），Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）由定理 ６ ．２ ．３和定理 ６ ．２ ．４计算 ．
最优融合滤波误差方差阵 Ｐ０（ｔ ｜ ｔ）为

Ｐ０（ｔ ｜ ｔ）＝（ｅＴＰ －１（ｔ ｜ ｔ）ｅ）－１ （６ ．２ ．６７）
且有关系

ｔｒＰ０（ｔ ｜ ｔ）≤ ｔｒＰｉ（ｔ ｜ ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．６８）
【定理 ６ ．２ ．７】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，按标量加权最

优信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器为
·１９３·



ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ） （６ ．２ ．６９）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）为由定理 ６ ．２ ．３给出的局部 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ．最优加权系数 ａｉ（ｔ）为

［ａ１（ｔ），…，ａＬ（ｔ）］＝
ｅＴＰ －１

ｔｒ（ｔ ｜ ｔ）
ｅＴＰ －１

ｔｒ（ｔ ｜ ｔ）ｅ
（６ ．２ ．７０）

Ｐ ｔｒ（ｔ ｜ ｔ）＝

ｔｒＰ１１（ｔ ｜ ｔ） … ｔｒＰ１Ｌ（ｔ ｜ ｔ）
 

ｔｒＰＬ１（ｔ ｜ ｔ） … ｔｒＰＬＬ（ｔ ｜ ｔ









）

（６ ．２ ．７１）

其中 ｅＴ ＝［１，…，１］，Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ）由定理 ６ ．２ ．３和定理 ６ ．２ ．４计算，且规定 Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐｉｉ（ｔ
｜ ｔ）．最优融合滤波误差方差阵为

Ｐ０（ｔ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｉ（ｔ）ａｊ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ） （６ ．２ ．７２）

且有关系
ｔｒＰ０（ｔ ｜ ｔ）≤ ｔｒＰｉ（ｔ ｜ ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．７３）

【定理 ６ ．２ ．８】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，按对角阵加权
（按分量标量加权）最优信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）＝［ｘ^０１（ｔ ｜ ｔ），…，^ｘ０ｎ（ｔ ｜ ｔ）］Ｔ （６ ．２ ．７４）

ｘ^０ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ（ｔ）^ｘｊｉ（ｔ ｜ ｔ） （６ ．２ ．７５）

其中局部 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ）＝［ｘ^ ｊ１（ｔ ｜ ｔ），…，^ｘｊｎ（ｔ ｜ ｔ）］Ｔ 由定理 ６ ．２ ．３给出 ．最优
加权系数 ａｊｉ（ｔ）为

［ａ１ ｉ（ｔ），…，ａＬｉ（ｔ）］＝ ｅＴ（Ｐｉｉ（ｔ ｜ ｔ））－１

ｅＴ（Ｐｉｉ（ｔ ｜ ｔ））－１ ｅ
， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．７６）

其中 ｅＴ ＝［１，…，１］，且定义 Ｌ × Ｌ 矩阵 Ｐｉｉ（ｔ ｜ ｔ）为

Ｐｉｉ（ｔ ｜ ｔ）＝

Ｐｉｉ
１１（ｔ ｜ ｔ） … Ｐｉｉ

１Ｌ（ｔ ｜ ｔ）
 

Ｐｉｉ
Ｌ１（ｔ ｜ ｔ） … Ｐｉｉ

ＬＬ（ｔ ｜ ｔ









）

（６ ．２ ．７７）

其中 Ｐｉｉ
ｊｋ（ｔ ｜ ｔ）为 Ｐｊｋ（ｔ ｜ ｔ）的第（ｉ，ｉ）对角元素 ．分量最优融合误差方差为

Ｐ０ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＝［ｅＴ（Ｐｉｉ（ｔ ｜ ｔ））－１ ｅ］－１， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．２ ．７８）
且有最优融合误差方差阵 Ｐ０（ｔ ｜ ｔ）的迹为

ｔｒＰ０（ｔ ｜ ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ０ ｉ（ｔ ｜ ｔ） （６ ．２ ．７９）

且有关系
ｔｒＰ０（ｔ ｜ ｔ）≤ ｔｒＰｉ（ｔ ｜ ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．８０）

上述三个定理的证明可直接由节 ６ ．１的三种加权最优融合准则和算法得出 ．
【定理 ６ ．２ ．９】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下有按矩阵加权

最优融合 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．８１）
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［Ａ１（ｔ），…，ＡＬ（ｔ）］＝（ｅＴＰ －１（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ｅ）－１ ｅＴＰ －１（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．８２）

Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）） （６ ．２ ．８３）

其中 Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）是以 Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）为第（ｉ，ｊ）元素的 ｎＬ × ｎＬ 分块矩阵，^ｘｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），
Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由定理 ６ ．２ ．１计算 ．最优融合预报误差方差阵为

Ｐ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（ｅＴＰ －１（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ｅ）－１ （６ ．２ ．８４）
按标量加权最优融合 Ｋａｌｍａｎ预报器为

ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ（ｔ）^ｘ１（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．８５）

［ａ１（ｔ），…，ａＬ（ｔ）］＝ ｅＴＰ －１
ｔｒ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）（ｅＴＰ －１

ｔｒ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ｅ）－１ （６ ．２ ．８６）

Ｐ ｔｒ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（ｔｒＰｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）） （６ ．２ ．８７）

其中 Ｐ ｔｒ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）是以 ｔｒＰｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）为第（ｉ，ｊ）元素的 Ｌ × Ｌ 矩阵 ．最优融合预报误差
方差阵为

Ｐ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｉ（ｔ）ａｊ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．８８）

按分量标量加权最优融合 Ｋａｌｍａｎ预报器为
ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［ｘ^０１（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），…，^ｘ０ｎ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］Ｔ （６ ．２ ．８９）

ｘ^０ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｊ ＝ １
ａｊｉ（ｔ）^ｘｊｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．２ ．９０）

其中局部 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^ ｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［ｘ^ ｊｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），…，^ｘｊｎ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］Ｔ，且有

［ａ１ ｉ（ｔ），…，ａＬｉ（ｔ）］＝ ｅＴ（Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ））－１

ｅＴ（Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ））－１ ｅ
， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．９１）

其中 Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）是以 Ｐ（ｉｉ）
ｋｊ （ｔ ＋ １ ｜ ｔ）为第（ｋ，ｊ）元素的 Ｌ × Ｌ 矩阵，而 Ｐ（ｉｉ）

ｋｊ （ｔ ＋ １ ｜ ｔ）
是 Ｐｋｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）的第（ｉ，ｉ）对角元素，即

Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝（Ｐ（ｉｉ）
ｋｊ （ｔ ＋ １ ｜ ｔ））Ｌ× Ｌ （６ ．２ ．９２）

按分量最优融合预报误差方差为
Ｐ０ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝［ｅＴ（Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ））－１ ｅ］－１， ｉ ＝ １，…，ｎ （６ ．２ ．９３）

且有最优融合预报误差方差阵 Ｐ０的迹为

ｔｒＰ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ０ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．２ ．９４）

在上述三种加权下，均有关系
ｔｒＰ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）≤ ｔｒＰｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．２ ．９５）

６．３ 时变系统多传感器信息融合超前 Ｎ 步 Ｋａｌｍａｎ预报器

考虑 ｕ（ｔ）＝ ０的多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （６ ．３ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．３ ．２）
假设 １ ～ ３同节 ６ ．２的假设 １ ～ ３ ．第 ｉ 传感器子系统有局部超前一步 Ｋａｌｍａｎ预报器
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ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｉ（ｔ）ｙｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．３ ．３）

其中Ψｐｉ（ｔ），Ｋｐｉ（ｔ）由定理 ６ ．２ ．１和定理 ６ ．２ ．２置 ｕ（ｔ）＝ ０来计算 ．
【定理 ６ ．３ ．１】 多传感器时变系统（６ ．３ ．１）和（６ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下，第 ｉ传感器子

系统有局部超前 Ｎ 步最优 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ， Ｎ ＞ １ （６ ．３ ．４）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由（６ ．３ ．３）计算，且定义

Φ（ｔ，ｉ）＝ Φ（ｔ － １）Φ（ｔ － ２）…Φ（ｉ），

Φ（ｔ，ｔ）＝ Ｉｎ （６ ．３ ．５）
最优超前 Ｎ 步预报误差珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）方差阵 Ｐｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）

＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ
ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Ｐｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）＋

∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）Γ（ｔ ＋ ｊ － １）Ｑ（ｔ ＋ ｊ － １）ΓＴ（ｔ ＋ ｊ － １）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）

（６ ．３ ．６）
其中一步预报误差方差阵 Ｐｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）由定理 ６ ．２ ．１和定理 ６ ．２ ．２计算 ．超前 Ｎ步预报误
差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ

ｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，为

Ｐｉｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）＋

∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）Γ（ｔ ＋ ｊ － １）Ｑ（ｔ ＋ ｊ － １）ΓＴ（ｔ ＋ ｊ － １）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）

（６ ．３ ．７）
特别当 ｉ ＝ ｊ 时，Ｐｉｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｐｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）同（６ ．３ ．６）一样 ．

证明 由（６ ．３ ．１）迭代有关系

ｘ（ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（６ ．３ ．８）
其中Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）由（６ ．３ ．５）定义 ．另一方面

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ＞ １，ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．３ ．９）
上两式相减有

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）×

Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）， Ｎ ＞ １ （６ ．３ ．１０）
在上式求和项引入变换 ｉ ＝ ｔ ＋ ｊ，由（６ ．３ ．１０）得

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）×

Γ（ｔ ＋ ｊ － １）ｗ（ｔ ＋ ｊ － １） （６ ．３ ．１１）
由此利用珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）不相关于 ｗ（ｔ ＋ １），…，ｗ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １），可得（６ ．３ ．６）和（６ ．３ ．７）．证
毕 ． □

超前 Ｎ 步预报器也可表为如下定理给出的等价形式 ．
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【定理 ６ ．３ ．２】 多传感器时变系统（６ ．３ ．１）和（６ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下，当 Ｎ ＜ ０时，
第 ｉ 子系统有局部超前（－ Ｎ）步最优 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）^ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤－ ２ （６ ．３ ．１２）
其中Φ（ｔ，ｉ）的定义同（６ ．３ ．５），相应的预报误差方差阵为

Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）Ｐｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ΦＴ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）＋

∑
－ Ｎ－２

ｊ ＝ ０
Φ（ｔ，ｔ － ｊ）Γ（ｔ － ｊ － １）Ｑ（ｔ － ｊ － １）ΓＴ（ｔ － ｊ － １）ΦＴ（ｔ，ｔ － ｊ）（６ ．３ ．１３）

而预报误差互协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）Ｐｉｊ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ΦＴ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）＋

∑
－ Ｎ－２

ｒ ＝ ０
Φ（ｔ，ｔ － ｒ）Γ（ｔ － ｒ － １）Ｑ（ｔ － ｒ － １）ΓＴ（ｔ － ｒ － １）ΦＴ（ｔ，ｔ － ｒ）

（６ ．３ ．１４）
证明 由（６ ．３ ．１）迭代有关系

ｘ（ｔ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １）＋ ∑
ｔ

ｉ ＝ ｔ＋ Ｎ＋２
Φ（ｔ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）

（６ ．３ ．１５）
由（６ ．３ ．１）和射影运算有

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）^ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤－ ２ （６ ．３ ．１６）
上两式相减引出预报误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

∑
ｔ

ｉ ＝ ｔ＋ Ｎ＋２
Φ（ｔ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １） （６ ．３ ．１７）

在上式求和时引入变换 ｒ ＝ ｔ － ｉ，上式化为
珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １）珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－

∑
－ Ｎ－２

ｒ ＝ ０
Φ（ｔ，ｔ － ｒ）Γ（ｔ － ｒ － １）ｗ（ｔ － ｒ － １） （６ ．３ ．１８）

由此引出（６ ．３ ．１３）和（６ ．３ ．１４）．证毕 ． □
【定理 ６ ．３ ．２】 多传感器时变系统（６ ．３ ．１）和（６ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下，有定理 ６ ．２ ．７

中的（６ ．２ ．８１）～（６ ．２ ．９５）形式的三种加权多传感器最优信息融合超前 Ｎ 步 Ｋａｌｍａｎ预报
器 ｘ^０（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ），但应将其中的 Ｎ ＝ １一步预报改为任意 Ｎ步（Ｎ ＞ １）预报，即各公式相
应地改动为

ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ ｘ^０（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）
Ｐｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐｉｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）， Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）

ｔｒＰｉｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ ｔｒＰｉｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）， Ｐ ｔｒ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐ ｔｒ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）
Ｐ（ｉｉ）

ｋｊ （ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐ（ｉｉ）
ｋｊ （ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｐｉｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐｉｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）

Ｐ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐ０（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）， Ｐ０ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）→ Ｐ０ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）（６ ．３ ．１９）

６ ．４ 时变系统多传感器信息融合 Ｋａｌｍａｎ平滑器

考虑多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２），在假设 １ ～ ４下我们考虑信息融合平滑估
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计问题 ．
【引理 ６ ．４ ．１】 时变系统（６ ．３ ．１）和（６ ．３ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统有局

部最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）εｉ（ｔ ＋ ｊ）， Ｎ ≥ １ （６ ．４ ．１）

其中 ｉ ＝ １，…，Ｌ ．平滑增益为

Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）＝ Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）｛∏
ｊ －１

ｋ ＝ ０
ΨＴ

ｐｉ（ｔ ＋ ｋ）｝ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ ｊ）Ｑ－１

εｉ（ｔ ＋ ｊ）， ｊ ≥ １

（６ ．４ ．２）
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋｆ ｉ（ｔ） （６ ．４ ．３）

其中Ψｐｉ（ｔ），Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １），Ｑεｉ（ｔ），Ｋｆ ｉ（ｔ），^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）的定义见定理 ６ ．２ ．１ ～ 定理 ６ ．２ ．
３，且有平滑误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）Ｑεｉ（ｔ ＋ ｊ）ＫＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）

（６ ．４ ．４）
证明 见定理 ３ ．７ ．９和推论 ３ ．７ ．８ ． □
【定理 ６ ．４ ．１】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器与

第 ｊ 传感器的平滑误差协方差阵Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）

为

Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）－∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）－

∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）ＫＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）ＫＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ） （６ ．４ ．５）

其中 Ｎ ＞ ０且定义Ψｐｉ（ｔ ＋ １，ｔ ＋ １）＝ Ｉｎ，

Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ － １）…Ψｐｉ（ｔ） （６ ．４ ．６）

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］ （６ ．４ ．７）

而当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０时 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）有公式

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋

∑
ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ν＝ １
Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ν）［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ（ｔ ＋ν － １）］×

Ｓ１１
ｉｊ（ｔ ＋ν － １） Ｓ１２

ｉｊ（ｔ ＋ν － １）

Ｓ２１
ｉｊ（ｔ ＋ν － １） Ｓ２２

ｉｊ（ｔ ＋ν － １[ ]） Ｉｎ
－珚ＫＴ

ｐｊ（ｔ ＋ν － １[ ]） ×

ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ ＋ν）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋ Ｒｉｊ（ｔ ＋ ｒ）δｒｓ （６ ．４ ．８）

其中
Ｓ１１
ｉｊ（ｔ）＝ Γ（ｔ）Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ）＋
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Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ），

Ｓ１２
ｉｊ（ｔ）＝ Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ），

Ｓ２１
ｉｊ（ｔ）＝ ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ），

Ｓ２２
ｉｊ（ｔ）＝ Ｒｉｊ（ｔ） （６ ．４ ．９）

当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０时有
Ｅｉｊ（１，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｊ（ｔ）＋
Ｈｉ（ｔ ＋ １）［Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）］－ Ｈｉ（ｔ ＋ １）珚Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ），

Ｅｉｊ（０，１，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １）＋
［ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴ
ｊ（ｔ）］ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １）－ Ｒｉｊ（ｔ）珚ＫＴ
ｐｊ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １），

Ｅｉｊ（０，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋ Ｒｉｊ（ｔ），

Ｅｉｊ（ｋ，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋

Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ １）［Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－ Ｊｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）－珚Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）］，

Ｅｉｊ（０，ｋ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｋ）＋
［ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）ＪＴｊ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）珔ＫＴ
ｐｊ（ｔ）］ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ １）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｋ）
（６ ．４ ．１０）

其中Ψｐｉ（ｔ），珚ＫＴ
ｐｊ（ｔ），ＰｉＪ（ｔ ｜ ｔ － １）由定理 ６ ．２ ．２计算 ．

证明 由（６ ．４ ．１）有

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）εｉ（ｔ ＋ ｒ） （６ ．４ ．１１）

珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）εｊ（ｔ ＋ ｓ） （６ ．４ ．１２）

注意

εｉ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）珘ｘ ｉ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ ＋ ｋ － １）＋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．１３）
应用（６ ．２ ．２７）有

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－珚Ｋｐｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ）＋珚ｗ ｉ（ｔ） （６ ．４ ．１４）
由它迭代引出关系

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ ＋ ｋ － １）＝ Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｋ

ν＝ １
Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ν）×

［珚ｗ ｉ（ｔ ＋ν － １）－珚Ｋｐｉ（ｔ ＋ν － １）ｖｉ（ｔ ＋ν － １）］（６ ．４ ．１５）
从而有

εｉ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｋ

ν＝ １
Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ν）×

［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ（ｔ ＋ν － １）］
珚ｗ ｉ（ｔ ＋ν － １）

ｖｉ（ｔ ＋ν － １[ ]） ＋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．１６）

于是有关系
Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）εＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）］＝ Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｉ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）Ｈｊ（ｔ ＋ ｓ）（６ ．４ ．１７）

Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ － １）］＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）ΨＴ

ｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）（６ ．４ ．１８）
应用（６ ．４ ．１１）～（６ ．４ ．１２）和（６ ．４ ．１７）～（６ ．４ ．１８）得（６ ．４ ．５）．应用（６ ．４ ．１６）和（６ ．４ ．８），其
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中
Ｓ１１
ｉｊ（ｔ）＝ Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）珚ｗＴ

ｊ（ｔ）］， Ｓ１２
ｉｊ（ｔ）＝ Ｅ［珚ｗ ｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｔ）］，

Ｓ２１
ｉｊ（ｔ）＝ Ｅ［ｖｉ（ｔ）珚ｗＴ

ｊ（ｔ）］， Ｓ２２
ｉｊ（ｔ）＝ Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｔ）］ （６ ．４ ．１９）

由珚ｗ ｉ（ｔ）的定义和（６ ．２ ．３），（６ ．２ ．４）可得（６ ．４ ．９）．
当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０时，我们有

Ｅｉｊ（１，０，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ １）εＴ
ｊ（ｔ）］＝ Ｅ［（Ｈｉ（ｔ ＋ １）珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖｉ（ｔ ＋ １））εＴ

ｊ（ｔ）］
（６ ．４ ．２０）

将（６ ．４ ．１３）置 ｋ ＝ ０和 ｉ ＝ ｊ后将其和（６ ．４ ．１４）代入（６ ．４ ．２０）中可得（６ ．４ ．１０）的第 １式 ．
还有

Ｅｉｊ（０，１，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ １）］＝

Ｅ［εｉ（ｔ）（Ｈｊ（ｔ ＋ １）珘ｘ ｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ｖｊ（ｔ ＋ １））Ｔ］ （６ ．４ ．２１）
类似地可求得（６ ．４ ．１０）的第 ２式 ．最后有

Ｅｉｊ（０，０，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ）εＴ
ｊ（ｔ）］＝ Ｅ［（Ｈｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋

ｖｉ（ｔ ＋ １））（Ｈｊ（ｔ）珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖｊ（ｔ ＋ １））Ｔ］ （６ ．４ ．２２）
由此可得（６ ．４ ．１０）的第 ３式 ．应用（６ ．４ ．１５）类似得（６ ．４ ．１０）的第 ４式和第 ５式 ． □

注意，推导定理 ６ ．４ ．１的关键是利用预报误差表达式（６ ．４ ．１４），它相应于定理 ６ ．２ ．２ ．
现在利用定理 ６ ．２ ．１中的预报误差表达式（６ ．２ ．１５）我们可得到等价于定理 ６ ．４ ．１的等价
新算法 ．
【定理 ６ ．４ ．２】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，局部平滑误差

协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）－∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）－

∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）ＫＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）ＫＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ） （６ ．４ ．２３）

其中 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １），Ψｐｉ（ｔ）由定理 ６ ．２ ．１计算 ．当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０时，Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｅ［ε（ｔ ＋
ｒ）εＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）］，有公式

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋

∑
ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ν＝ １
Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ν）［Γ（ｔ ＋ν － １），－ Ｋｐｉ（ｔ －ν － １）］×

Ｑ（ｔ ＋ν － １） Ｓｊ（ｔ ＋ν － １）

ＳＴ
ｉ（ｔ ＋ν － １） Ｒｉｊ（ｔ ＋ν － １[ ]） ΓＴ（ｔ ＋ν － １）

－ ＫＴ
ｐｊ（ｔ ＋ν － １[ ]） ×

ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ ＋ν）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋ Ｒｉｊ（ｔ ＋ ｒ）δｒｓ （６ ．４ ．２４）
若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０，则有

Ｅｉｊ（１，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－

Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ），

Ｅｉｊ（０，１，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １）＋ ＳＴ
ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １）－
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Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ
ｐｉ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １），

Ｅｉｊ（０，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋ Ｒｉｊ（ｔ），

Ｅｉｊ（ｋ，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋

Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ １）［Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－ Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）］，

Ｅｉｊ（０，ｋ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｋ）＋
［ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ
ｐｊ（ｔ）］ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ １）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．２５）

其中Ψｐｉ（ｔ），Ｋｐｉ（ｔ），Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）均由定理 ６ ．２ ．１计算 ．
证明 （４ ．６ ．２３）的推导同（６ ．４ ．５）的推导 ．应用（６ ．２ ．１５）类似于（６ ．４ ．１６）的推导有

εｉ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
ｋ

ν＝ １
Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ν）×

［Γ（ｔ ＋ν － １），－ Ｋｐｉ（ｔ ＋ν － １）］
ｗ（ｔ ＋ν － １）
ｖｉ（ｔ ＋ν － １[ ]） ＋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．２６）

这引出（４ ．６ ．２４），再应用（６ ．２ ．１５）可得（６ ．４ ．２５）．证毕 ． □
【定理 ６ ．４ ．３】 由定理 ６ ．４ ．１和定理 ６ ．４ ．２给出的两种 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的算法是等价

的，即它们的值是恒同的 ．
证明 注意 Ｋｐｉ（ｔ）＝珚Ｋｐｉ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ），应用（６ ．２ ．１５），用直接展开方法可验证（６ ．４ ．８）

恒同于（６ ．４ ．２４），（６ ．４ ．１０）恒同于（６ ．４ ．２５）．详细验证如下：
Ｅｉｊ（１，０，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ １）εＴ

ｊ（ｔ）］＝ Ｅ｛［Ｈｉ（ｔ ＋ １）（Ψｐｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋

Γ（ｔ）ｗ（ｔ）－ Ｋｐｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ））＋ ｖｉ（ｔ ＋ １）］［Ｈｊ（ｔ）珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖｊ（ｔ）］Ｔ｝＝
Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｊ（ｔ）＋ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－
Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ） （６ ．４ ．２７）

它相同于（６ ．４ ．１０）的第 １式 ．同理可得
Ｅｉｊ（０，１，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐｊ（ｔ）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ １）＋ ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ １）－

Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ
ｐｊ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １） （６ ．４ ．２８）
它相同于（６ ．４ ．１０）的第 ２式，而（６ ．４ ．２５）的第 ３式恰为（６ ．４ ．１０）第 ３式 ．应用（６ ．４ ．２６）类
似可得（６ ．４ ．２５）的第４式和第５式 ．最后利用（６ ．４ ．９）将（６ ．４ ．８）中的三个中括号内分块矩
阵相乘展开为

［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ］
Ｓ１１
ｉｊ Ｓ１２

ｉｊ

Ｓ２１
ｉｊ Ｓ２２[ ]

ｉｊ

Ｉｎ
－珚ＫＴ[ ]

ｐｊ
＝ Ｓ１１

ｉｊ －珚ＫｐｉＳ２１
ｉｊ － Ｓ１２

ｉｊ珚ＫＴ
ｐｊ －珚ＫｐｉＳ２２

ｉｊ珚ＫＴ
ｐｊ ＝

ΓＱΓＴ － ＪｉＳＴ
ｉΓＴ －ΓＳｊＪＴ

ｊ ＋ ＪｉＲｉｊＪＴ
ｊ －珚Ｋｐｉ（ＳＴ

ｉГＴ － ＲｉｊＪＴ
ｊ）－

（ΓＳｊ － ＪｉＲｉｊ）珚ＫＴ
ｐｊ ＋珚ＫｐｉＲｉｊ珚Ｋｐｊ （６ ．４ ．２９）

其中为简单计，省略了时标 ．
另一方面利用关系 Ｋｐｉ（ｔ）＝珚Ｋｐｉ（ｔ）＋ Ｊｉ（ｔ），将（６ ．４ ．２４）中三个中括号相乘项展开为

［Γ，－ Ｋｐｉ］
Ｑ Ｓｊ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉｊ

ΓＴ

－ ＫＴ[ ]
ｐｊ

＝（ΓＱ － ＫｐｉＳＴ
ｉ）ΓＴ －（ΓＳｊ － ＫｐｉＲｉｊ）ＫＴ

ｐｊ ＝

ΓＱΓＴ －珚ＫｐｉＳＴ
ｉΓＴ － ＪｉＳＴ

ｉΓＴ －ΓＳｊ（ＫＴ
ｐｊ ＋ ＪＴ

ｊ）＋
（珚Ｋｐｉ ＋ Ｊｉ）Ｒｉｊ（珚ＫＴ

ｐｊ ＋ ＪＴ
ｊ） （６ ．４ ．３０）
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容易验证（６ ．４ ．２９）相同于（６ ．４ ．３０）．这证明了（６ ．４ ．８）相同于（６ ．４ ．２４）．证毕 ． □
【推论 ６ ．４ ．１】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ３下，若 Ｓｉ（ｔ）＝ ０，

ｕ（ｔ）＝ ０，Ｒｉｊ（ｔ）＝ ０（ｉ ≠ ｊ），则局部 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ １）由推论 ６ ．２ ．１给出，局部
Ｋａｌｍａｎ平滑器由（６ ．４ ．１）和（６ ．４ ．２）给出，局部平滑误差方差阵 Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由（６ ．４ ．４）给
出，局部平滑误差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ≠ ｊ）由（６ ．４ ．２３）给出，其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）为

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋

∑
ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ν＝ １
Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ν）Γ（ｔ ＋ν － １）Ｑ（ｔ ＋ν － １）×

ΓＴ（ｔ ＋ν － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ ＋ν）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ） （６ ．４ ．３１）
其中 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０ ．若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０，则

Ｅｉｊ（１，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ １）Ψｐｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ），

Ｅｉｊ（０，１，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ １），
Ｅｉｊ（０，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｊ（ｔ），
Ｅｉｊ（ｋ，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｊ（ｔ），
Ｅｉｊ（０，ｋ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．３２）

下面我们将提出求 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的另一种新算法 ．应用（６ ．４ ．１１）有

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）εｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．３３）

将（６ ．４ ．２６）代入上式有

珓ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｘｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－∑
Ｎ

ｋ ＝０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）珓ｘｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－

∑
Ｎ

ｋ ＝１
∑

Ｋ

ν＝１
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ν）Γ（ｔ ＋ν － １）ｗ（ｔ ＋ν － １）＋

∑
Ｎ

ｋ ＝１
∑

Ｋ

ν＝１
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ν）Ｋｐｉ（ｔ ＋ν－ １）ｖｉ（ｔ ＋ν－ １）－

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）ｖｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．４ ．３４）

合并珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １），ｗ（ｔ ＋ρ）和 ｖｉ（ｔ ＋ρ）（ρ ＝ ０，１，…，Ｎ）的同类项，可将（６ ．４ ．３４）化简
为

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ρ＝ ０
Ｋｗ
ｉρ（ｔ）ｗ（ｔ ＋ρ）＋ ∑

Ｎ

ρ＝ ０
Ｋｖ

ｉρ（ｔ）ｖｉ（ｔ ＋ρ）

（６ ．４ ．３５）
其中定义

ΨｉＮ（ｔ）＝ Ｉｎ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ） （６ ．４ ．３６）

Ｋｗ
ｉρ（ｔ）＝ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ρ ＋ １）Γ（ｔ ＋ρ），

ρ ＝ ０，…，Ｎ － １； Ｋｗ
ｉＮ（ｔ）＝ ０ （６ ．４ ．３７）

Ｋｖ
ｉρ（ｔ）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ρ ＋ １）Ｋｐｉ（ｔ ＋ρ）＋ Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ρ），

·００４·



ρ ＝ ０，…，Ｎ － １；Ｋｖ
ｉＮ ＝ － Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．４ ．３８）

【定理 ６ ．４ ．４】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，平滑误差协方
差阵 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＞ ０）（ｉ ≠ ｊ），有公式

Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｊＮ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ρ＝ ０
［Ｋｗ

ｉρ（ｔ），Ｋｖ
ｉρ（ｔ）］

Ｑ（ｔ ＋ρ） Ｓｊ（ｔ ＋ρ）

ＳＴ
ｉ（ｔ ＋ρ） Ｒｉｊ（ｔ ＋ρ

[ ]） ＫｗＴ
ｊρ（ｔ）

ＫｖＴ
ｊρ（ｔ[ ]）

（６ ．４ ．３９）

特别对 ｉ ＝ ｊ 有 Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的不同于（６ ．４ ．４）的公式

Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｉＮ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ρ＝ ０
［Ｋｗ

ｉρ（ｔ），Ｋｖ
ｉρ（ｔ）］

Ｑ（ｔ ＋ρ） Ｓｊ（ｔ ＋ρ）

ＳＴ
ｉ（ｔ ＋ρ） Ｒｉ（ｔ ＋ρ

[ ]） ＫｗＴ
ｉρ（ｔ）

ＫｖＴ
ｉρ（ｔ[ ]）

（６ ．４ ．４０）

证明 （６ ．４ ．３５）可写为

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ρ＝ ０
［Ｋｗ

ｉρ（ｔ），Ｋｖ
ｉρ（ｔ）］

ｗ（ｔ ＋ρ）
ｖｉ（ｔ ＋ρ

[ ]）
（６ ．４ ．４１）

注意珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）不相关于 ｗ（ｔ ＋ρ）和 ｖｊ（ｔ ＋ρ），ρ ＝ ０，…，Ｎ，于是应用（６ ．２ ．３）和（６ ．
２ ．４）和上式可得（６ ．４ ．３９）和（６ ．４ ．４０）． □
【注 ６ ．４ ．１】 从计算角度（６ ．４ ．４）比（６ ．４ ．４０）简单 ．
【定理 ６ ．４ ．５】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，平滑误差协方

差阵 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ≠ ｊ）有另一种公式

Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｊＮ（ｔ）＋ ∑

Ｎ

ρ＝ ０
［Ｍ珔ｗ

ｉρ（ｔ），Ｍｖ
ｉρ（ｔ）］×

Ｓ１１
ｉｊ（ｔ ＋ρ） Ｓ１２

ｉｊ（ｔ ＋ρ）

Ｓ２１
ｉｊ（ｔ ＋ρ） Ｓ２２

ｉｊ（ｔ ＋ρ
[ ]） Ｍ珔ｗＴ

ｊρ（ｔ）

ＭｖＴ
ｊρ（ｔ[ ]）

（６ ．４ ．４２）

其中定义

ΨｉＮ（ｔ）＝ Ｉｎ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ）

Ｍ珔ｗＴ
ｉρ（ｔ）＝ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ρ ＋ １），

ρ ＝ ０，…，Ｎ － １， Ｍ珔ｗ
ｉＮ（ｔ）＝ ０

Ｍｖ
ｉρ（ｔ）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｋ）Ｈｉ（ｔ ＋ ｋ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ρ ＋ １）珔Ｋｐｉ（ｔ ＋ρ）－ Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ρ），

ρ ＝ ０，…，Ｎ － １， Ｍｖ
ｉＮ（ｔ）＝ － Ｋｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．４ ．４３）

其中 Ｓαβｉｊ（ｔ ＋ρ），α，β ＝ １，２，由（６ ．４ ．９）置 ｔ ＝ ｔ ＋ρ得到 ．
特别对 ｉ ＝ ｊ，有 Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的另一种公式

Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ（ｔ）Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｉＮ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ρ＝ ０
［Ｍ珔ｗ

ｉρ（ｔ），Ｍｖ
ｉρ（ｔ）］

Ｓ１１
ｉｉ（ｔ ＋ρ） ０

０ Ｒｉ（ｔ ＋ρ
[ ]） Ｍ珔ｗＴ

ｉρ（ｔ）

ＭｖＴ
ｉρ（ｔ[ ]）

（６ ．４ ．４４）

·１０４·



Ｓ１１
ｉｉ（ｔ ＋ρ）＝ Γ（ｔ ＋ρ）（Ｑ（ｔ ＋ρ）－ Ｓｉ（ｔ ＋ρ）Ｒｉ（ｔ ＋ρ）Ｓ

Ｔ
ｉ（ｔ ＋ρ））Γ

Ｔ（ｔ ＋ρ）
（６ ．４ ．４５）

证明 利用公式（６ ．４ ．１６）类似于定理 ６ ．４ ．１和定理 ６ ．４ ．２可得证 ． □
【定理 ６ ．４ ．６】 平滑误差协方差阵 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的两种算法（６ ．４ ．３９）～（６ ．４ ．４０）与

（６ ．４ ．４２）～（６ ．４ ．４３）是等价（等值）的 ．
证明 详细证明留给读者，从略 ． □
【定理 ６ ．４ ．７】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下有最优信息融

合 Ｋａｌｍａｎ平滑器珘ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｔ）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．４ ．４６）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为由引理 ６ ．４ ．１ 计算的局部 Ｋａｌｍａｎ 平滑器 ．在按矩阵加权准则下，
Ａｉ（ｔ）为加权阵；在按标量加权准则下，Ａｉ（ｔ）为加权系数，即 Ａｉ（ｔ）为特殊形式的加权阵

Ａｉ（ｔ）＝ ａｉ（ｔ）Ｉｎ，ａｉ（ｔ）为加权系数；在按分量标量加权准则下，Ａｉ（ｔ）是对角阵 ．利用由

引理 ６ ．４ ．１和定理 ６ ．４ ．１和定理 ６ ．４ ．２计算的平滑误差方差阵和协方差阵 Ｐｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和
Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），按节６ ．１的三种最优加权融合准则和公式可求得加权 Ａｉ（ｔ），且最优融合平

滑误差方差阵 Ｐ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）可用相应的公式求得，且有关系
ｔｒＰ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）≤ ｔｒＰｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．４ ．４７）

６ ．５ 时变系统多传感器信息融合白噪声估值器

白噪声估计问题在石油地震勘探中有重要的应用背景［４１，４２］．本节考虑时变系统多传
感器信息融合白噪声估值器设计问题 ．时变系统按标量加权信息融合白噪声反卷积滤波
器新近已由文献［３７］给出，但它不能处理平滑估计问题 ．本节在统一框架下提出了按矩
阵、对角阵和标量三种加权多传感器信息融合白噪声滤波器和平滑器，它包括文献［３７］
和［２４］的结果作为特例 ．

考虑多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２），在假设 １ ～ ４下，问题是求相应于第 ｉ 传
感器子系统的白噪声 ｗ（ｔ）的局部反卷积滤波器 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ≥ ０），ｉ ＝ １，…，Ｌ和信
息融合白噪声反卷积滤波器和平滑器 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），它由局部白噪声估值器 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）加权构成 ．注意，白噪声 ｗ（ｔ）是系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）的输入，由输出
估计系统的输入叫反卷积 ．解决问题的难点在于如何求各传感器白噪声估计误差的互协
方差阵 ．
【引理 ６ ．５ ．１】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子

系统有局部最优白噪声反卷积估值器

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）εｉ（ｔ ＋ ｊ）， Ｎ ≥ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．５ ．１）

其中定义
Ｍ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｓｉ（ｔ）Ｑ－１

εｉ（ｔ），

Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ｄｉ（ｔ）ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ １）Ｑ－１

εｉ（ｔ ＋ １），
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Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）＝ Ｄｉ（ｔ）｛∏
ｊ －１

ｋ ＝ １
ΨＴ

ｐｉ（ｔ ＋ ｋ）｝ＨＴ
ｉ（ｔ ＋ ｊ）Ｑ－１

εｉ（ｔ ＋ ｊ）， ｊ ＞ １（６ ．５ ．２）

其中 Ｄｉ（ｔ）有两种算法：

Ｄｉ（ｔ）＝ Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）ＫＴ
ｐｉ（ｔ） （６ ．５ ．３）

或
Ｄｉ（ｔ）＝ － Ｓｉ（ｔ）ＫＴ

ｆ ｉ（ｔ）珡ΦＴ
ｉ（ｔ）＋ Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）ＫＴ

ｐｉ（ｔ） （６ ．５ ．４）

其中Ψｐｉ（ｔ），Ｋｐｉ（ｔ），Ｋｆ ｉ（ｔ），珡Φｉ（ｔ），εｉ（ｔ），Ｑεｉ（ｔ）由定理６ ．２ ．１ ～ 定理６ ．２ ．３计算，且应用
Ｒｉｃｃａｔｉ方程（６ ．２ ．９）或（６ ．２ ．２３）．

局部估值误差 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ）－ ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐｗ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ

｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｗ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ（ｔ）－ ∑

Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）Ｑεｉ（ｔ ＋ ｊ）ＭＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ） （６ ．５ ．５）

其中 Ｎ ≥ ０ ．
证明 见定理 ３ ．７ ．１２，定理 ３ ．７ ．１３和推论 ３ ．７ ．９ ． □
【定理 ６ ．５ ．１】 多传感器时变系统（６ ．２ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，局部白噪声估

计误差互协方差阵 Ｐｗ
ｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）有公式

Ｐｗ
ｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ（ｔ）－ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｑεｉ（ｔ ＋ ｒ）ＭＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）－

∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）Ｑεｊ（ｔ ＋ ｓ）ＭＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）ＭＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ） （６ ．５ ．６）

其中 Ｎ ≥ ０ ．若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０，则有
Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋

∑
ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ｋ ＝ １
Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ ｋ）［Γ（ｔ ＋ ｋ － １），－ Ｋｐｉ（ｔ － ｋ － １）］×

Ｑ（ｔ ＋ ｋ － １） Ｓｊ（ｔ ＋ ｋ － １）

ＳＴ
ｉ（ｔ ＋ ｋ － １） Ｒｉｊ（ｔ ＋ ｋ － １[ ]） ΓＴ（ｔ ＋ ｋ － １）

－ ＫＴ
ｐｉ（ｔ ＋ ｋ － １[ ]） ×

ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ ＋ ｋ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ） （６ ．５ ．７）
若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０，则有

Ｅｉｊ（０，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋ Ｒｉｊ（ｔ），

Ｅｉｊ（０，ｓ，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ΨＴ
ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ）ＨＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）＋
［ＳＴ

ｉ（ｔ）ΓＴ（ｔ）－ Ｒｉｊ（ｔ）ＫＴ
ｐｊ（ｔ）］ΨＴ

ｐｊ（ｔ ＋ ｓ，ｔ ＋ １）ＨＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ），

Ｅｉｊ（ｒ，０，ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ
ｊ（ｔ）＋

Ｈｉ（ｔ ＋ ｒ）Ψｐｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ １）［Γ（ｔ）Ｓｊ（ｔ）－ Ｋｐｉ（ｔ）Ｒｉｊ（ｔ）］ （６ ．５ ．８）

其中 Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）由定理 ６ ．２ ．１和定理 ６ ．２ ．２计算 ．
证明 由 Ｐｗ

ｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的定义有

Ｐｗ
ｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ［（ｗ（ｔ）－ ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｗ（ｔ）－ ｗ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］＝
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Ｑ（ｔ）－ Ｅ［ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ｗＴ（ｔ）］－ Ｅ［ｗ（ｔ）^ｗＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｔ］＋

Ｅ［ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）^ｗＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （６ ．５ ．９）

由射影公式有
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）＝ Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ

ｉ（ｔ ＋ ｊ）］Ｑ－１
εｉ（ｔ ＋ ｊ） （６ ．５ ．１０）

这引出
Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ

ｉ（ｔ ＋ ｊ）］＝ Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）Ｑεｉ（ｔ ＋ ｊ） （６ ．５ ．１１）
于是应用（６ ．５ ．１）有

Ｅ［ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ｗＴ（ｔ）］＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｊ）ｗＴ（ｔ）］＝

∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ）Ｑεｉ（ｔ ＋ ｊ）ＭＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｊ） （６ ．５ ．１２）

Ｅ［ｗ（ｔ）^ｗＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］＝ ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）］ＭＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）＝

∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）Ｑεｊ（ｔ ＋ ｓ）ＭＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ） （６ ．５ ．１３）

Ｅ［ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）^ｗＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］＝ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）ＭＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｓ）

（６ ．５ ．１４）
其中定义 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）］．由（６ ．５ ．９）～（６ ．５ ．１４）得（６ ．５ ．６）．下面求
Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）．

当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０时，将（６ ．４ ．２６）代入 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］中可得（６ ．

５ ．７）．当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ） ＝ ０ 时，将（６ ．４ ．２６）代入 Ｅｉｊ（０，ｓ，ｔ） ＝ Ｅ［εｉ（ｔ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］中，并将

εｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖｉ（ｔ）也代入其中可得（６ ．５ ．８）的第 ２ 式 ． 将（６ ．４ ．２６）和

εｊ（ｔ）＝ Ｈｊ（ｔ）珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ｖｊ（ｔ）代入 Ｅｉｊ（ｒ，０，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ）］中可得（６ ．５ ．８）

的第 ３式 ．将εｉ（ｔ）和εｊ（ｔ）的上述表达式代入 Ｅｉｊ（０，０，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ）εＴ
ｊ（ｔ）］中可得（６ ．５ ．

８）的第 １式 ．证毕 ． □
【推论 ６ ．５ ．１】［３７］ 在定理 ６ ．５ ．１条件下，对 Ｎ ＝ ０，有局部白噪声反卷积滤波器误差

互协方差阵 Ｐｗ
ｉｊ（ｔ ｜ ｔ）为

Ｐｗ
ｉｊ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｑ（ｔ）－ Ｓｉ（ｔ）Ｑ－１

εｉ（ｔ）ＳＴ
ｉ（ｔ）－ Ｓｊ（ｔ）Ｑ－１

εｊ（ｔ）ＳＴ
ｊ（ｔ）＋

Ｓｉ（ｔ）Ｑ－１
εｉ（ｔ）［Ｈｉ（ｔ）Ｐｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ

ｊ（ｔ）＋ Ｒｉｊ（ｔ）］Ｑ－１
εｊ（ｔ）ＳＴ

ｊ（ｔ）
（６ ．５ ．１５）

【定理 ６ ．５ ．２】 多传感器时变系统（６ ．５ ．１）和（６ ．２ ．２）在假设 １ ～ ４下，有最优融合输
入白噪声估值器

ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ（ｔ）^ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．５ ．１６）

其中 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由引理６ ．５ ．１计算 ．在节６ ．１的三种加权最优融合准则下，加权 Ａｉ（ｔ）分
别为矩阵、对角阵或标量，可由节 ６ ．１的三种加权融合公式基于由（６ ．５ ．５）和（６ ．５ ．６）给出
的 Ｐｗ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 Ｐｗ
ｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）求得，且最优融合误差方差阵 Ｐｗ

０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）满足
ｔｒＰｗ

０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）≤ ｔｒＰｗ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．５ ．１７）
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【注 ６ ．５ ．１】 当 Ｎ ＜ ０时有
ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．５ ．１８）

Ｐｗ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ， Ｎ ＜ ０ （６ ．５ ．１９）

因而有最优融合白噪声估值器
ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．５ ．２０）

Ｐｗ
０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ， Ｎ ＜ ０ （６ ．５ ．２１）

６ ．６ 定常系统多传感器信息融合稳态 Ｋａｌｍａｎ
估值器和白噪声估值器

考虑多传感器定常（时不变）线性离散随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Гｗ（ｔ） （６ ．６ ．１）
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．２）

其中 ｔ 为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ传感器的观测 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ，控制 ｕ（ｔ）∈ Ｒｐ，Φ，
Ｂ，Γ和Ｈｉ 是已知的适当维数的常阵 ． ｗ（ｔ）为输入噪声，ｖｉ（ｔ）为观测噪声 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是带零均值的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｊ） ｖＴｉ（ｊ{ }）］ ＝

Ｑ Ｓｉ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉ
δｔｊ （６ ．６ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ ≠ ｊ），ｗ（ｔ）与 ｖｉ（ｔ）的方差阵和相关阵各
为 Ｑ，Ｒｉ 和 Ｓｉ ．
【假设 ２】 观测噪声 ｖｉ（ｔ）和 ｖｊ（ｔ）是相关的，即

Ｅ
ｖｉ（ｔ）

ｖｊ（ｔ[ ]）［ｖＴｉ（ｋ） ｖＴｊ（ｋ{ }）］ ＝
Ｒｉ Ｒｉｊ

ＲＴ
ｉｊ Ｒ[ ]

ｊ
δｔｋ （６ ．６ ．４）

且定义 Ｒｉ ＝ Ｒｉｉ ．
【假设 ３】［４３］ （Φ，Ｈｉ）为完全可观对，（珡Φ，Γ珚Ｑ１ ／２

ｉ ）为完全能稳对，其中珚Ｑｉ ＝ Ｑ －
ＳｉＲ －１

ｉ ＳＴ
ｉ，珚Ｑｉ ＝ 珚Ｑ１ ／２

ｉ （珚Ｑ１ ／２
ｉ ）Ｔ，珡Φｉ ＝ Φ － ＪｉＨｉ，Ｊｉ ＝ ΓＳｉＲ －１

ｉ ．
【假设 ４】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
【假设 ５】 ｕ（ｔ）是已知的时间序列，或 ｕ（ｔ）是（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ － １），…）的线性函数（反

馈控制）．
问题是基于无限观测历史（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ － １），…，ｕ（ｔ － １），ｕ（ｔ － ２），…），求局部稳态

最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，并在三种加权融合准则
下求相应的信息融合稳态最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ），并进一步
求信息融合稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器和多步预报器，并求局部和信息融合稳态白噪声估值器
ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

注意，假设 ３保证了各传感器子系统存在局部稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器 ．
应用节 ６ ．２的非稳态最优Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器，置初始时刻 ｔ０→ ∞ 可得相应的稳

态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器 ．
【定理 ６ ．６ ．１】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ传感器子系统有局
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部最优递推 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐｉ ｙｉ（ｔ） （６ ．６ ．５）

Ψｐｉ ＝ Φ － ＫｐｉＨｉ，

Ｋｐｉ ＝［ΦΣｉＨＴ
ｉ ＋ΓＳｉ］Ｑ－１

εｉ ，

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （６ ．６ ．６）

其中稳态预报误差方差阵Σｉ ＝ ｌｉｍＰｉ（ｔ ｜ ｔ － １）（ｔ０ →－ ∞ 或 ｔ → ∞）满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σｉ ＝ ΦΣｉΦＴ －［ΦΣｉＨＴ
ｉ ＋ΓＳｉ］［ＨｉΣｉＨＴ

ｉ ＋ Ｒｉ］－１ ×
［ΦΣｉＨＴ

ｉ ＋ΓＳｉ］Ｔ ＋ΓＱΓＴ （６ ．６ ．７）
它可由（６ ．２ ．９）用迭代法求解 ．

稳态预报误差互协方差阵Σｉｊ ＝ ｌｉｍＰｉｊ（ｔ ｜ ｔ － １）（ｔ０ →－ ∞或 ｔ → ∞）满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
方程

Σｉｊ ＝ ΨｐｉΣｉｊΨＴ
ｐｊ ＋Δｐｉｊ （６ ．６ ．８）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，且

Δｐｉｊ ＝［Γ，－ Ｋｐｉ］
Ｑ Ｓｊ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉｊ

ΓＴ

－ ＫＴ[ ]
ｐｊ

（６ ．６ ．９）

或等价地有

Δｐｉｊ ＝ ΓＱΓＴ － ＫｐｉＳＴ
ｉΓＴ －ΓＳｊＫＴ

ｐｊ ＋ ＫｐｉＲｉｊＫＴ
ｐｊ （６ ．６ ．１０）

定义Σｉ ＝ Σｉｉ，在（６ ．６ ．８）～（６ ．６ ．１０）中置 ｉ ＝ ｊ 有Σｉ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σｉ ＝ ΨｐｉΣｉΨＴ
ｐｉ ＋Δｐｉｉ （６ ．６ ．１１）

Δｐｉｉ ＝ ΓＱΓＴ ＋ ＫｐｉＳＴ
ｉΓＴ －ΓＳｉＫＴ

ｐｉ ＋ ＫｐｉＲｉＫＴ
ｐｉ （６ ．６ ．１２）

证明 由定理 ６ ．２ ．１令 ｔ → ∞ 得证 ． □
【定理 ６ ．６ ．２】 （Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程迭代解的指数收敛性）Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程（６ ．６ ．１０）可用如

下迭代法求解：

Σｉｊ（ｔ ＋ １）＝ ΨｐｉΣｉｊ（ｔ）ΨＴ
ｐｊ ＋Δｐｉｊ （６ ．６ ．１３）

带初值

Σｉｊ（０）＝ Ｐ０ 或 Σｉｊ（０）＝ ０ （６ ．６ ．１４）
我们有

ｌｉｍ
ｔ→∞

Σｉｊ（ｔ）＝ Σｉｊ， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ （６ ．６ ．１５）

且在任意矩阵范数‖·‖ 意义下有指数收敛速度为

‖δｉｊ（ｔ）‖ ≤ ａρ
ｔ， ０ ＜ρ ＜ １，ａ ＞ ０ （６ ．６ ．１６）

其中定义迭代误差阵δｉｊ（ｔ）＝ Σｉｊ －Σｉｊ（ｔ），即‖δｉｊ（ｔ）‖将以指数律ρ
ｔ的速度衰减为零 ．

证明 类似于定理 ５ ．１０ ．２的证明，由（６ ．６ ．１０）减（６ ．６ ．１３）引出

δｉｊ（ｔ ＋ １）＝ Ψｐｉδｉｊ（ｔ）ΨＴ
ｐｊ （６ ．６ ．１７）

将它迭代 ｔ 次有

δｉｊ（ｔ）＝ Ψ ｔ
ｐｉδｉｊ（０）ΨＴｔ

ｐｊ （６ ．６ ．１８）
由稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器性质［４３］有Ψｐｉ 为稳定矩阵，即它的特征值均位于单位圆内 ．设Ψｐｉ

的特征值为λｉ１，…，λｉｎ，｜λｉｒ ｜ ＜ １，ｒ ＝ １，…，ｎ，则Ψｐｉ 的谱半径为ρｉ０ ＝ ｍａｘ（｜λｉ１ ｜，…，
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｜λｉｎ ｜），且有 ０ ＜ρｉ０ ＜ １ ．应用矩阵理论［４４］，取εｉ ＞ ０使ρｉ ＝ρｉ０ ＋εｉ ＝ρｉ ＜ １，则存在

与Ψｐｉ 有关的矩阵范数‖·‖ｉ使

‖Ψｐｉ‖ｉ≤ρｉ０ ＋εｉ ＝ρｉ ＜ １ （６ ．６ ．１９）

因Ψｐｊ 是一个稳态矩阵，而ΨＴ
ｐｊ 与Ψｐｊ 有相同特征值，故ΨＴ

ｐｊ 也是稳定矩阵 ．因而

ｌｉｍ
ｔ→∞

ΨＴｔ
ｐｊ ＝ ０ （６ ．６ ．２０）

这引出
ｌｉｍ
ｔ→∞

‖ΨＴｔ
ｐｊ ‖ｉ ＝ ０ （６ ．６ ．２１）

故有

‖ΨＴｔ
ｐｊ ‖ｉ ＜ Ｍｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．２２）

由矩阵范数性质，对（６ ．６ ．１８）取范数运算有

‖δｉｊ（ｔ）‖ｉ≤ ‖Ψｐｉ‖ｔ
ｉ‖δｉｊ（０）‖ ｉ‖ΨＴｔ

ｐｊ ‖ｉ （６ ．６ ．２３）
应用（６ ．６ ．１９）和（６ ．６ ．２２）引出

‖δｉｊ（ｔ）‖ｉ≤ ｃρ
ｔ （６ ．６ ．２４）

其中ρ ＝ ｍａｘ（ρ１，…，ρＬ），０ ＜ρ ＜ １，ｃ ＝ ｍａｘ
ｉ，ｊ
（Ｍｉ‖δｉｊ（０）‖ｉ）．对任意矩阵范数‖·‖有

关系［４４］

α‖δｉｊ（ｔ）‖ｉ≤ ‖δｉｊ（ｔ）‖ ≤β‖δｉｊ（ｔ）‖ｉ （６ ．６ ．２５）
其中α ＞ ０，β ＞ ０ ．于是有（６ ．６ ．１６）成立，其中取 ａ ＝ ｃβ ＞ ０ ．证毕 ． □
【定理 ６ ．６ ．３】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ传感器子系统有局

部最优 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｋｐｉ ｙｉ（ｔ） （６ ．６ ．２６）

Ψｐｉ ＝ 珡Φｉ －珚ＫｐｉＨｉ （６ ．６ ．２７）
珡Φｉ ＝ Φ － ＪｉＨｉ，Ｊｉ ＝ ΓＳｉＲ －１

ｉ （６ ．６ ．２８）
珚Ｋｐｉ ＝ 珡ΦｉＫｆ ｉ， Ｋｆ ｉ ＝ ΣｉＨＴ

ｉＱ－１
εｉ ，

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ， Ｋｐｉ ＝珚Ｋｐｉ ＋ Ｊｉ （６ ．６ ．２９）

其中稳态预报误差方差阵Σｉ 满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σｉ ＝ 珡Φｉ［Σｉ －ΣｉＨＴ
ｉ（ＨΣｉＨＴ ＋ Ｒｉ）－１ＨｉΣｉ］珡Φｉ ＋

Γ（Ｑ － ＳｉＲ －１
ｉ ＳＴ

ｉ）ΓＴ （６ ．６ ．３０）
带初值Σｉ（０）＝ Ｐ０，可用迭代法求解 ．

稳态预报误差互协方差阵Σｉｊ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σｉｊ ＝ ΨｐｉΣｉｊΨＴ
ｐｊ ＋Δｐｉｊ （６ ．６ ．３１）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，且

Δｐｉｊ ＝［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ］
Ｓ（１）
ｉｊ Ｓ（２）

ｉｊ

Ｓ（３）
ｉｊ Ｓ（４）[ ]

ｉｊ

Ｉｎ
－珚ＫＴ[ ]

ｐｊ
（６ ．６ ．３２）

（６ ．６ ．３２）可用迭代法（６ ．６ ．１３）求解，其中初值取为Σｉｊ（０）＝ Ｐ０ 或任意取初值 ．在（６ ．６ ．
３２）中定义

Ｓ（１）
ｉｊ ＝ ΓＱΓＴ － ＪｉＳＴ

ｉΓＴ －ΓＳｊＪＴ
ｊ ＋ ＪｉＲｉｊＪＴ

ｊ，
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Ｓ（２）
ｉｊ ＝ ΓＳｊ － ＪｉＲｉｊ，

Ｓ（３）
ｉｊ ＝ ＳＴ

ｉΓＴ － ＲｉｊＪＴ
ｊ，

Ｓ（４）
ｉｊ ＝ Ｒｉｊ （６ ．６ ．３３）

证明 在定理 ６ ．２ ．２中令 ｔ０ → ∞ 或 ｔ → ∞，则引出定理 ６ ．６ ．３ ． □
【定理 ６ ．６ ．４】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ传感器子系统有局

部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｉε（ｔ ＋ １） （６ ．６ ．３４）

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ 珡Φｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋ Ｊｉ ｙｉ（ｔ） （６ ．６ ．３５）

εｉ（ｔ ＋ １）＝ ｙｉ（ｔ ＋ １）－ Ｈｉ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） （６ ．６ ．３６）

Ｋｆ ｉ ＝ ΣｉＨＴ
ｉＱ－１

εｉ ，

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ，

Ｐｉ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］Σｉ （６ ．６ ．３７）
其中Σｉ 由 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（６ ．６ ．９）或（６ ．６ ．３１）计算 ．初值 ｘ^（０ ｜ － １）可任意选取 ． Ｐｉ 为稳态局
部滤波误差方差阵 ． 稳态局部滤波误差互协方差阵 Ｐｉｊ ＝ ｌｉｍＰｉｊ（ｔ ｜ ｔ）（ｔ → ∞）满足
Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Ｐｉｊ ＝ Ψｆ ｉＰｉｊΨＴ
ｆ ｊ ＋Δｆｉｊ （６ ．６ ．３８）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，且定义

Δｆｉｊ ＝ Ψｆ ｉＫｆ ｉ［ＲｉｊＪＴ
ｊ － ＳＴ

ｉΓＴ］［Ｉｎ － Ｋｆ ｊＨｊ］Ｔ ＋
［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］［ＪｉＲｉｊ －ΓＳｊ］ＫＴ

ｆ ｊΨＴ
ｆ ｊ ＋

［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］［ΓＱΓＴ － ＪｉＳＴ
ｉΓＴ －ΓＳｊＪＴ

ｊ ＋ ＪｉＲｉｊＪＴ
ｊ］×

［Ｉｎ － Ｋｆ ｊＨｊ］Ｔ ＋ Ｋｆ ｉＲｉｊＫＴ
ｆ ｊ （６ ．６ ．３９）

其中定义

Ψｆ ｉ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］珡Φｉ （６ ．６ ．４０）
定义 Ｐｉ ＝ Ｐｉｉ，在（６ ．６ ．３８）和（６ ．６ ．３９）中置 ｉ ＝ ｊ 有 Ｐｉ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Ｐｉ ＝ ΨｆｉＰｉΨＴ
ｆｉ ＋Δｆｉｉ （６ ．６ ．４１）

Δｆｉｉ ＝［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］Γ（Ｑ － ＳｉＲ －１
ｉ ＳＴ

ｉ）ΓＴ［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］Ｔ ＋ ＫｆｉＲｉＫＴ
ｆｉ （６ ．６ ．４２）

证明 当 ｔ → ∞ 时由定理 ６ ．２ ．４得证 ． □
【注 ６ ．６ ．１】 稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器（６ ．６ ．３４）～（６ ．６ ．３６）也可表为另一种形式

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］Ｂｕ（ｔ）＋
［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］Ｊｉｙｉ（ｔ）＋ Ｋｆ ｉｙｉ（ｔ ＋ １） （６ ．６ ．４３）

【推论 ６ ．６ ．１】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ４下，若 Ｓｉ ＝ ０，Ｒｉｊ ＝ ０（ｉ ≠
ｊ），ｕ（ｔ）＝ ０，则第 ｉ 传感器子系统有局部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ预报器

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｉｙｉ（ｔ） （６ ．６ ．４４）

Ψｐｉ ＝ Φ － ＫｐｉＨｉ （６ ．６ ．４５）

Ｋｐｉ ＝ ΦΣｉＨＴ
ｉＱ－１

εｉ （６ ．６ ．４６）

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （６ ．６ ．４７）

其中Σｉ 满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

·８０４·



Σｉ ＝ Φ［Σｉ －ΣｉＨＴ
ｉ（ＨｉΣｉＨＴ

ｉ ＋ Ｒｉ）－１ＨｉΣｉ］ΦＴ ＋ΓＱΓＴ （６ ．６ ．４８）
而稳态预报误差互协方差阵Σｉｊ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σｉｊ ＝ ΨｐｉΣｉｊΨＴ
ｐｊ ＋ΓＱΓＴ （６ ．６ ．４９）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ ．
【推论 ６ ．６ ．２】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ４下，若 Ｓｉ ＝ ０，Ｒｉｊ ＝ ０（ｉ ≠

ｊ），ｕ（ｔ）＝ ０，则第 ｉ 传感器子系统有局部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｉ ｙ（ｔ ＋ １） （６ ．６ ．５０）

Ψｆ ｉ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］Φ （６ ．６ ．５１）

Ｋｆ ｉ ＝ ΣｉＨＴ
ｉＱ－１

εｉ ， Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （６ ．６ ．５２）

Ｐｉ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］Σｉ （６ ．６ ．５３）
其中 Ｐｉ 为局部稳态滤波误差方差阵，Σｉ 由（６ ．６ ．４８）计算 ．局部稳态滤波误差互协方差阵
Ｐｉｊ（ｉ ≠ ｊ）满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Ｐｉｊ ＝ Ψｆ ｉＰｉｊΨＴ
ｆ ｊ ＋Δｆｉｊ （６ ．６ ．５４）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，且

Δｆｉｊ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨｉ］ΓＱΓＴ［Ｉｎ － Ｋｆ ｊＨｊ］Ｔ （６ ．６ ．５５）
【定理 ６ ．６ ．５】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，局部滤波误差互协方差

阵 Ｐｉｊ 与局部预报误差互协方差阵Σｉｊ 有关系

Ｐｉｊ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ ｉＨ］Σｉｊ［Ｉｎ － Ｋｆ ｊＨ］Ｔ ＋ ＫｆｉＲｉｊＫＴ
ｆｊ （６ ．６ ．５６）

证明 由定理 ６ ．２ ．５得证 ． □
【定理 ６ ．６ ．６】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ４下，若 ｕ（ｔ）＝ ０，则第 ｉ传

感器子系统有超前（－ Ｎ）步局部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤－ ２ （６ ．６ ．５７）

其中稳态预报误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）珘ｘＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉ（Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１Σｉ（Φ － Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－ Ｎ－２

ｊ ＝ ０
ΦｊΓＱΓＴ（Φｊ）Ｔ， Ｎ ≤－ ２ （６ ．６ ．５８）

其中 ｉ ＝ １，…，Ｌ，而稳态预报互协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１Σｉｊ（Φ － Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－ Ｎ－２

ｊ ＝ ０
ΦｊΓＱΓＴ（Φｊ）Ｔ， Ｎ ≤－ ２ （６ ．６ ．５９）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，Σｉ和Σｉｊ 由（６ ．６ ．９）和（６ ．６ ．１０）计算，且 ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
由稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器递推计算为

ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ ＋ Ｎ － １）＋ Ｋｐｉｙｉ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．６ ．６０）
初始时刻取 ｔ０ ＝ － Ｎ，且任取 ｘ^ ｉ（０ ｜ － １）．

证明 注意Φ（ｔ）＝ Φ，Γ（ｔ）＝ Γ，Ｑ（ｔ）＝ Ｑ，由定理 ６ ．３ ．２立刻得证 ． □
【定理 ６ ．６ ．６】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ４下，若 ｕ（ｔ）＝ ０，则第 ｉ传

感器子系统有超前 Ｎ 步局部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ΦＮ－１ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ≥ ２ （６ ．６ ．６１）

相应的稳态预报误差珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ） ＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）方差阵Σｉ（Ｎ） ＝
·９０４·



Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ
ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Σｉ（Ｎ）＝ ΦＮ－１Σｉ（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ－２

ｋ ＝ ０
ΦｋГＱГＴ（Φｋ）Ｔ （６ ．６ ．６２）

稳态预报误差互协方差阵Σｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Σｉｊ（Ｎ）＝ ΦＮ－１Σｉｊ（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ－２

ｋ ＝ ０
ΦｋГＱГＴ（Φｋ）Ｔ （６ ．６ ．６３）

证明 由定理 ６ ．３ ．１有

Σｉ（Ｎ）＝ ΦＮ－１Σｉ（Ｎ）（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
ΦＮ－ ｊГＱГ（ΦＮ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ≥ ２ （６ ．６ ．６４）

稳态预报误差互协方差阵Σｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Σｉｊ（Ｎ）＝ ΦＮ－１Σｉｊ（Ｎ）（ΦＮ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
ΦＮ－ ｊГＱГＴ（ΦＮ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ≥ ２ （６ ．６ ．６５）

其中 ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ ．引入变换 Ｎ － ｊ ＝ ｋ 上两式化为（６ ．６ ．６２）和（６ ．６ ．６３）． □
注意（６ ．６ ．５８）和（６ ．６ ．５９）与（６ ．６ ．６２）和（６ ．６ ．６３）具有相同的形式 ．
【定理 ６ ．６ ．７】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ传感器子系统有局

部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＞ ０）为

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）εｉ（ｔ ＋ ｋ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．６６）

其中局部稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）由定理 ６ ．６ ．１计算 ．εｉ（ｔ）＝ ｙｉ（ｔ）－ Ｈｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜
ｔ － １），稳态平滑增益 Ｋｉ（ｋ）为

Ｋｉ（ｋ）＝ ΣｉΨＴｋ
ｐｉ ＨＴ

ｉＱ－１
εｉ ， ｋ ＝ ０，…，Ｎ （６ ．６ ．６７）

其中定义ΨＴｋ
ｐｉ ＝（ΨＴ

ｐｉ）ｋ，且有

Ψｐｉ ＝ Φ － ＫｐｉＨｉ，

Ｋｐｉ ＝（ΦΣｉＨＴ
ｉ ＋ΓＳｉ）Ｑ－１

εｉ ，

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （６ ．６ ．６８）

Σｉ 满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σｉ ＝ ΦΣｉΦＴ －（ΦΣｉＨＴ
ｉ ＋ΓＳｉ）（ＨｉΣｉＨＴ

ｉ ＋ Ｒｉ）－１（ΦΣｉＨＴ
ｉ ＋ΓＳｉ）Ｔ ＋ΓＱΓＴ

（６ ．６ ．６９）
稳态平滑误差方差阵 Ｐｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉ（Ｎ）＝ Σｉ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）ＱεｉＫＴ

ｉ（ｋ） （６ ．６ ．７０）

稳态平滑误差互协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Σｉｊ － ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋｉ（ｒ）ＨｉΨ ｒ

ｐｉΣｉｊ － ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
ΣｉｊΨＴｓ

ｐｊ ＨＴ
ｊＫＴ

ｊ（ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋｉ（ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＫＴ

ｊ（ｓ） （６ ．６ ．７１）

其中Σｉｊ（６ ．６ ．１０）计算，Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］有公式：当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０时有

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ＨｉΨ ｒ
ｐｉΣｉｊΨＴｓ

ｐｊ ＨＴ
ｊ ＋ ∑

ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ｋ ＝ １
ＨｉΨｒ － ｋ

ｐｉ ［Γ，－ Ｋｐｉ］×
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Ｑ Ｓｊ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉｊ

ΓＴ

－ ＫＴ[ ]
ｐｊ
ΨＴ（ｓ － ｋ）

ｐｊ ＨＴ
ｊ ＋ Ｒｉｊδｒｓ （６ ．６ ．７２）

若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０，则有
Ｅｉｊ（０，０）＝ ＨｉΣｉｊＨＴ

ｊ ＋ Ｒｉｊ （６ ．６ ．７３）

Ｅｉｊ（ｒ，０）＝ ＨｉΨ ｒ
ｐｉΣｉｊＨＴ

ｊ ＋ ＨｉΨｒ －１
ｐｉ［ΓＳｊ － ＫｐｉＲｉｊ］ （６ ．６ ．７４）

Ｅｉｊ（０，ｓ）＝ ＨｉΣｉｊΨＴｓ
ｐｊ ＨＴ

ｊ ＋［ＳＴ
ｉΓＴ － ＲｉｊＫＴ

ｐｊ］ΨＴ（ｓ －１）
ｐｊ ＨＴ

ｊ （６ ．６ ．７５）
证明 由引理 ６ ．４ ．１令 ｔ → ∞ 或 ｔ０ → ∞ 有（６ ．６ ．６４），（６ ．６ ．６５）和（６ ．６ ．７０）．由定理

６ ．４ ．２令 ｔ → ∞ 或 ｔ０ → ∞ 引出（６ ．６ ．７１）～（６ ．６ ．７５）． □
【定理 ６ ．６ ．８】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ传感器子系统有局

部稳态最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）εｉ（ｔ ＋ ｋ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．７６）

其中局部稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）由定理 ６ ．６ ．３计算 ．且新息εｉ（ｔ）＝ ｙｉ（ｔ）－
Ｈｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）．稳态平滑增益为

Ｋｉ（ｋ）＝ ΣｉΨＴｋ
ｐｉ ＨＴ

ｉＱ－１
εｉ （６ ．６ ．７７）

Ψｐｉ ＝ 珡Φｉ －珚ＫｐｉＨｉ （６ ．６ ．７８）
珡Φｉ ＝ Φ － ＪｉＨｉ， Ｊｉ ＝ ΓＳｉＲ －１

ｉ （６ ．６ ．７９）

Ｋｐｉ ＝珚Ｋｐｉ ＋ Ｊｉ （６ ．６ ．８０）
珚Ｋｐｉ ＝ 珡ΦｉＫｆ ｉ， Ｋｆ ｉ ＝ ΣｉＨＴ

ｉＱ－１
εｉ （６ ．６ ．８１）

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （６ ．６ ．８２）

Σｉ 满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σｉ ＝ 珡Φｉ［Σｉ －ΣｉＨＴ
ｉ（ＨｉΣｉＨＴ

ｉ ＋ Ｒｉ）－１ＨｉΣｉ］珡ΦＴ
ｉ ＋Γ（Ｑ － ＳｉＲ －１

ｉ ＳＴ
ｉ）ΓＴ（６ ．６ ．８３）

稳态局部平滑误差方差阵和互协方差阵各为

Ｐｉ（Ｎ）＝ Σｉ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）ＱεｉＫＴ

ｉ（ｋ） （６ ．６ ．８４）

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Σｉｊ － ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋｉ（ｒ）ＨｉΨ ｒ

ｐｉΣｉｊ － ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
ΣｉｊΨＴｓ

ｐｊ ＨＴ
ｊＫＴ

ｊ（ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋｉ（ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＫＴ

ｊ（ｓ） （６ ．６ ．８５）

其中Σｉｊ（６ ．６ ．３１）计算 ．当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０时有

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ＨｉΨ ｒ
ｐｉΣｉｊΨＴｓ

ｐｊ ＨＴ
ｊ ＋ ∑

ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ｋ ＝ １
ＨｉΨｒ － ｋ

ｐｉ ［Ｉｎ，－珚Ｋｐｉ］×

ΓＱΓＴ － ＪｉＳＴ
ｉΓＴ －ΓＳｊＪＴ

ｊ ＋ ＪｉＲｉｊＪＴ
ｊ， ΓＳｊ － ＪｉＲｉｊ

ＳＴ
ｉΓＴ － ＲｉｊＪＴ

ｊ Ｒ[ ]
ｉｊ

Ｉｎ
－珚ＫＴ[ ]

ｐｊ
ΨＴ（ｓ － ｋ）

ｐｊ ＨＴ
ｊ ＋ Ｒｉｊδｒｓ

（６ ．６ ．８６）
若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０，则有

Ｅｉｊ（０，０）＝ ＨｉΣｉｊＨＴ
ｊ ＋ Ｒｉｊ （６ ．６ ．８７）

Ｅｉｊ（ｒ，０）＝ ＨｉΨ ｒ
ｐｉΣｉｊＨＴ

ｊ ＋ ＨｉΨｒ －１
ｐｉ［ΓＳｊ － ＪｉＲｉｊ －珚ＫｐｉＲｉｊ］ （６ ．６ ．８８）
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Ｅｉｊ（０，ｓ）＝ ＨｉΣｉｊΨＴｓ
ｐｊ ＨＴ

ｊ ＋［ＳＴ
ｉΓＴ － ＲｉｊＪＴ

ｊ － Ｒｉｊ珚ＫＴ
Ｐｊ］ΨＴ（ｓ －１）

ｐｊ ＨＴ
ｊ （６ ．６ ．８９）

证明 由引理 ６ ．４ ．１和定理 ６ ．４ ．１，令 ｔ → ∞ 得证 ． □
【定理 ６ ．６ ．９】 由定理 ６ ．６ ．７和定理 ６ ．６ ．８给出的局部平滑增益 Ｋｉ（ｋ）和互协方差阵

Ｐｉｊ（Ｎ）的两种算法是等价（等值）的 ．
证明 由定理 ３ ．７ ．６引出两等 Ｋｉ（ｋ）算法是等价的 ．由定理 ６ ．４ ．３的证明，令 ｔ → ∞

立刻得两种 Ｐｉｊ（Ｎ）算法等价 ． □
【推论 ６ ．６ ．３】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，若 Ｓｉ ＝ ０，Ｒｉｊ ＝ ０，则局

部稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器及平滑误差方差阵和互协方差阵为在定理 ６ ．６ ．７中有关公式中置
Ｓｉ ＝ ０，Ｓｊ ＝ ０，Ｒｉｊ ＝ ０ ．
【定理 ６ ．６ ．１０】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ 传感器子系统有

局部稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器（６ ．６ ．６４）～（６ ．６ ．６９），平滑误差方差阵为（６ ．６ ．７０），而稳态平滑
误差互协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）有如下新公式：

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ΨｉＮΣｉｊΨＴ
ｉＮ ＋ ∑

Ｎ

ρ＝ ０
［Ｋｗ

ｉρ，Ｋ
ｖ
ｉρ］

Ｑ Ｓｊ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉｊ

ＫｗＴ
ｊρ

ＫｖＴ
ｊ

[ ]
ρ

（６ ．６ ．９０）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，定义

ΨｉＮ ＝ Ｉｎ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ

ｐｉ （６ ．６ ．９１）

Ｋｗ
ｉρ ＝ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ－ρ－１

ｐｉ Γ，ρ ＝ ０，…，Ｎ － １；Ｋｗ
ｉＮ（ｔ）＝ ０

Ｋｖ
ｉρ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ－ρ－１

ｐｉ Ｋｐｉ － Ｋｉ（ρ），ρ ＝ ０，…，Ｎ － １；Ｋｖ
ｉＮ ＝ － Ｋｉ（Ｎ）

（６ ．６ ．９２）
证明 由定理 ６ ．４ ．４的稳态形式得证 ． □
【定理 ６ ．６ ．１１】 定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ 传感器有局部稳

态 Ｋａｌｍａｎ平滑器（６ ．６ ．７６）～（６ ．６ ．８３），且平滑误差方差阵为（６ ．６ ．８４），而稳态平滑误差
互协方差阵为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ΨｉＮΣｉｊΨＴ
ｊＮ ＋ ∑

Ｎ

ρ＝ ０
［Ｍ珔ｗ

ｉρ，Ｍ
ｖ
ｉρ］

Ｓ１１
ｉｊ Ｓ１２

ｉｊ

Ｓ２１
ｉｊ Ｓ２２[ ]

ｉｊ

Ｍ珔ｗＴ
ｊρ

ＭｖＴ
ｊ

[ ]
ρ

（６ ．６ ．９３）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，且定义

ΨｉＮ ＝ Ｉｎ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ

ｐｉ （６ ．６ ．９４）

Ｍ珔ｗ
ｉρ ＝ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ－ρ－１

ｐｉ ，ρ ＝ ０，…，Ｎ － １，Ｍ珔ｗ
ｉＮ（ｔ）＝ ０

Ｍｖ
ｉρ（ｔ）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ－ρ－１

ｐｉ 珚Ｋｐｉ － Ｋｉ（ρ），ρ ＝ ０，…，Ｎ － １，Ｍｖ
ｉＮ ＝ － Ｋｉ（Ｎ）

（６ ．６ ．９５）
Ｓ１１
ｉｊ ＝ ΓＱΓＴ － ＪｉＳＴ

ｉΓＴ －ΓＳｊＪＴ
ｊ ＋ ＪｉＲｉｊＪＴ

ｊ，

Ｓ１２
ｉｊ ＝ ΓＳｊ － ＪｉＲｉｊ，
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Ｓ２１
ｉｊ ＝ ＳＴ

ｉΓＴ － ＲｉｊＪＴ
ｊ，

Ｓ２２
ｉｊ ＝ Ｒｉｊ （６ ．６ ．９６）

证明 由定理 ６ ．４ ．５和公式（６ ．４ ．９）令 ｔ → ∞ 引出（６ ．６ ．９３）～（６ ．６ ．９６）． □
【定理 ６ ．６ ．１２】 多传感器定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，第 ｉ 传感器

子系统有局部稳态最优白噪声反卷积估值器

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉ（ｋ）εｉ（ｔ ＋ ｋ）， Ｎ ≥ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．９７）

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．６ ．９８）
其中定义

Ｍｉ（０）＝ ＳｉＱ－１
εｉ （６ ．６ ．９９）

Ｍｉ（ｋ）＝ ＤｉΨＴ（ｋ－１）
ｐｉ ＨＴ

ｉＱ－１
εｉ ， ｋ ≥ １ （６ ．６ ．１００）

其中规定ΨＴ（ｋ－１）
ｐｉ ＝（ΨＴ

ｐｉ）ｋ－１，且定义

Ｄｉ ＝ ＱΓＴ － ＳｉＫＴ
ｐｉ （６ ．６ ．１０１）

或等价地定义
Ｄｉ ＝ － ＳｉＫＴ

ｆ ｉ珡ΦＴ
ｉ ＋ ＱΓＴ － ＳｉＪＴ

ｉ （６ ．６ ．１０２）
稳态估值误差方差阵 Ｐｗ

ｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝

ｗ（ｔ）－珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））为

Ｐｗ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉ（ｋ）ＱεｉＭＴ

ｉ（ｋ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．６ ．１０３）

Ｐｗ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑ， Ｎ ＜ ０ （６ ．６ ．１０４）

稳态局部估值误差互协方差阵 Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑ － ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｍｉ（ｒ）ＱεｉＭＴ

ｉ（ｒ）－ ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｊ（ｓ）ＱεｊＭＴ

ｊ（ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｉ（ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＭＴ

ｊ（ｓ） （６ ．６ ．１０５）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，Ｎ ≥ ０，Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）由（６ ．６ ．７２）～（６ ．６ ．７５）计算 ．当 Ｎ ＜ ０时有

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑ， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，Ｎ ＜ ０ （６ ．６ ．１０６）

证明 在引理 ６ ．５ ．１、定理 ６ ．５ ．１和定理 ６ ．５ ．２中令 ｔ → ∞ 或 ｔ０ → ∞ 得证 ． □
统一记第 ｉ个传感器子系统Ｋａｌｍａｎ估值器为 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０），

并记相应的估值误差互协方差阵为 Ｐｉｊ（Ｎ），并定义
Ｐｉ（Ｎ）＝ Ｐｉｉ（Ｎ）， Ｐｉ（０）＝ Ｐｉ， Ｐｉ（－ １）＝ Σｉ， Ｐｉｊ（－ １）＝ Σｉｊ （６ ．６ ．１０７）

【定理 ６ ．６ ．１３】 多传感器系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，有按矩阵加权最
优融合稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．６ ．１０８）

其中加权阵 Ａｉ 由下式计算
［Ａｉ，…，ＡＬ］＝（ｅＴＰ －１（Ｎ）ｅ）－１ ｅＴＰ －１（Ｎ） （６ ．６ ．１０９）

Ｐ（Ｎ）＝（Ｐｉｊ（Ｎ））ｎＬ× ｎＬ （６ ．６ ．１１０）
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其中 ｅＴ ＝［Ｉｎ，…，Ｉｎ］，Ｐ（Ｎ）是以 Ｐｉｊ（Ｎ）为第（ｉ，ｊ）元素的 ｎＬ × ｎＬ分块矩阵 ．最优融合
误差方差阵为

Ｐｍ
０（Ｎ）＝（ｅＴＰ －１（Ｎ）ｅ）－１ （６ ．６ ．１１１）

按标量加权最优融合稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．６ ．１１２）

其中加权系数 ａｉ 由下式计算
［ａ１，…，ａＬ］＝ ｅＴＰ －１

ｔｒ（Ｎ）（ｅＴＰ －１
ｔｒ（Ｎ）ｅ）－１ （６ ．６ ．１１３）

Ｐ ｔｒ（Ｎ）＝（ｔｒＰｉｊ（Ｎ））Ｌ× Ｌ （６ ．６ ．１１４）
其中 ｅＴ ＝［１，…，１］，Ｐ ｔｒ（Ｎ）是以 ｔｒＰｉｊ（Ｎ）为第（ｉ，ｊ）元素的 Ｌ × Ｌ矩阵 ．最优融合误差方
差阵为

Ｐｓ
０（Ｎ）＝ ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
ａｉａｊＰｉｊ（Ｎ） （６ ．６ ．１１５）

按对角阵加权（按分量标量加权）最优融合稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器为
ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［ｘ^０１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），…，^ｘ０Ｎ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］Ｔ （６ ．６ ．１１６）

ｘ^０ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ａｊｉ ｘ^ ｊｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．６ ．１１７）

ｘ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝［ｘ^ ｊ１（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），…，^ｘｊｎ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］Ｔ （６ ．６ ．１１８）
且最优加权为

［ａ１ ｉ，…，ａＬｉ］＝ ｅＴ（Ｐｉｉ（Ｎ））－１［ｅＴ（Ｐｉｉ（Ｎ））－１ ｅ］－１ （６ ．６ ．１１９）
其中 ｅＴ ＝［１，…，１］，Ｐｉｉ（Ｎ）为以 Ｐｉｉ

ｋｊ（Ｎ）为第（ｋ，ｊ）元素的 Ｌ × Ｌ 矩阵，而 Ｐｉｉ
ｋｊ（Ｎ）为

Ｐｋｊ（Ｎ）的第（ｉ，ｉ）对角元素 ．各分量最优融合估计误差方差为

Ｐ０ ｉ（Ｎ）＝［ｅＴ（Ｐｉｉ（Ｎ））－１ ｅ］－１ （６ ．６ ．１２０）
且最优融合误差方差阵 Ｐｃ

０（Ｎ）的迹为

ｔｒＰｃ
０（Ｎ）＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ０ ｉ（Ｎ） （６ ．６ ．１２１）

在上述三种加权下，有精度关系
ｔｒＰｍ

０（Ｎ）≤ ｔｒＰｄ
０（Ｎ）≤ ｔｒＰｓ

０（Ｎ）≤ ｔｒＰｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．１２２）
且在上述公式中 Ｐｉｊ（Ｎ），^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由定理 ６ ．６ ．１ ～ 定理 ６ ．６ ．８有关公式计算 ．注意上
述加权阵或加权系数均与 Ｎ 有关 ．

证明 由节 ６ ．１的三种加权融合公式得证 ． □
【注６ ．６ ．２】 同节６ ．２ ～ 节６ ．４的非稳态最优信息融合Ｋａｌｍａｎ估值器相比，信息融合

稳态 Ｋａｌｍａｎ估值的优点是可减小计算负担，便于实际应用 ．因为前者要求在每时刻计算
Ｋａｌｍａｎ估值器增益阵和最优融合加权，而后者增益阵和加权均为常的、非时变的，只需一
次性离散计算即可，不要求每时刻更新 ．
【定理 ６ ．６ ．１４】 多传感器定常系统（６ ．６ ．１）和（６ ．６ ．２）在假设 １ ～ ５下，有最优融合

稳态白噪声反卷积估值器

ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．６ ．１２３）
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ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．６ ．１２４）
其中 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由定理 ６ ．６ ．１２计算，在节 ６ ．１的三种加权融合准则下，Ａｉ分别为矩阵，
对角阵或标量，可分别由节 ６ ．１ 的三种加权公式基于（６ ．６ ．１０３） ～ （６ ．６ ．１０６）给出的
Ｐｗ
ｉ（Ｎ）和 Ｐｗ

ｉｊ（Ｎ）求得，且最优融合误差方差阵 Ｐｗ
０（Ｎ）满足

ｔｒＰｗ
０（Ｎ）≤ ｔｒＰｗ

ｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．６ ．１２５）
【例 ６ ．６ ．１】 考虑带有色观测噪声的三传感器雷达跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．６ ．１２６）
ｚｉ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋ηｉ（ｔ） （６ ．６ ．１２７）

ηｉ（ｔ ＋ １）＝ ｃｉηｉ（ｔ）＋ξｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３ （６ ．６ ．１２８）

Φ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Γ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０
， Ｈ０ ＝［１ ０］ （６ ．６ ．１２９）

其中 Ｔ０为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）分别为在时刻 ｔＴ０

处运动目标（飞机、导弹、坦克、战舰等）的位置、速度和加速度，ｚｉ（ｔ）为第 ｉ传感器对位置
的观测，ηｉ（ｔ）为有色观测噪声 ．设 ｗ（ｔ）和ξｉ（ｔ）是零均值相互独立的、方差各为σ２

ｗ和σ２
ξｉ

的白噪声 ．仿真中取
Ｔ０ ＝ ０ ．２，σ２

ｗ ＝ ４，σ２
ξ１ ＝ ４，σ２

ξ２ ＝ ８，σ２
ξ３ ＝ １６，

ｃ１ ＝ ０ ．５， ｃ２ ＝ ０ ．６， ｃ３ ＝ ０ ．８ （６ ．６ ．１３０）
系统可化为带白色观测噪声系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．６ ．１３１）
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３ （６ ．６ ．１３２）

其中定义
ｙｉ（ｔ）＝ ｚｉ（ｔ ＋ １）－ ｃｉｚｉ（ｔ） （６ ．６ ．１３３）

Ｈｉ ＝ Ｈ０Φ － ｃｉＨ０ （６ ．６ ．１３４）

ｖｉ（ｔ）＝ Ｈ０Γｗ（ｔ）＋ξｉ（ｔ） （６ ．６ ．１３５）
显然 ｖｉ（ｔ）是带零均值、方差为 Ｒｉ的相关于ｗ（ｔ）的白噪声，且 ｖｉ（ｔ）与 ｖｊ（ｔ）（ｉ ≠ ｊ）是相
关的，且容易得到

Ｒｉ ＝σ２
ｗＨ０ΓΓＴＨＴ

０ ＋σ２
ξｉ （６ ．６ ．１３６）

Ｓｉ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ｖＴｉ（ｔ）］＝σ２
ｗΓＴＨＴ

０ （６ ．６ ．１３７）

Ｒｉｊ ＝ Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｔ）］＝σ２
ｗＨ０ΓΓＴＨＴ

０， ｉ ≠ ｊ （６ ．６ ．１３８）
取 Ｎ ＝ ２，问题是求局部和融合的稳态 Ｋａｌｍａｎ 平滑 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）（ｉ ＝ １，２，３）和

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．
应用定理 ６ ．６ ．７，定理 ６ ．６ ．１０和定理 ６ ．６ ．１３可求得局部平滑误差方差阵的迹和按三

种方式加权融合平滑误差方差阵的迹分别为
ｔｒＰ１（２）＝ ２ ．３５５ ７， ｔｒＰ２（２）＝ ５ ．１００ ７， ｔｒＰ３（２）＝ ２１ ．４８８ ４，

ｔｒＰｍ
０（２）＝ １ ．９４３ ０， ｔｒＰｄ

０（２）＝ １ ．９５２ ３， ｔｒＰｓ
０（２）＝ １ ．９５４ ７ （６ ．６ ．１３９）

这引出精度关系
ｔｒＰｍ

０（２）＜ ｔｒＰｄ
０（２）＜ ｔｒＰｓ

０（２）＜ ｔｒＰｉ（２）， ｉ ＝ １，２，３ （６ ．６ ．１４０）
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即精度关系（６ ．６ ．１２２）成立 ．仿真结果如图 ６ ．６ ．１ ～ 图 ６ ．６ ．２ 所示，其中实线代表真实值
ｘｉ（ｔ），虚线代表其平滑估值 ．可直观看到每种融合平滑估计精度均高于每个局部平滑估
计精度，且三种加权融合平滑器的精度无显著区别 ．从理论上由（６ ．６ ．１３９）和（６ ．６ ．１４０）我
们也得到相同的结论 ．因此从实时应用观点，应采用按标量加权融合估计 ．

图 ６ ．６ ．１ 状态 ｘ（ｔ）和局部稳态 Ｋａｌｍａｎ跟踪平滑器 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

（ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）＝［ｘ^ｉ１（ｔ ｜ ｔ ＋ ２），^ｘｉ２（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）］Ｔ，ｉ ＝ １，２，３）
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图 ６ ．６ ．２ 状态 ｘ（ｔ）和按矩阵、对角和标量三种方式加权的信息融合稳态 Ｋａｌｍａｎ跟踪
平滑器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）

６．７ 基于 Ｋａｌｍａｎ滤波的两种观测融合方法的功能等价性

在节 ６ ．２ ～ 节 ６ ．４及节 ６ ．６中提出了状态融合 Ｋａｌｍａｎ估值器，它由局部 Ｋａｌｍａｎ滤波
器加权构成 ．在节 ６ ．１的三种加权准则下，状态融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器，也称分布式信息融合
Ｋａｌｍａｎ滤波器，并非全局最优（集中式）Ｋａｌｍａｎ滤波器，即三种加权信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波
器是次优的 ．本节介绍可得到全局最优估值的观测融合 Ｋａｌｍａｎ估值器［２０］．目前有两种最
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优观测融合方法［８］．一种方法（方法Ⅰ）是集中式观测融合 ，即用增加观测向量维数的方
法，合并各传感器的观测方程为一个增维的观测方程，这引出集中式 Ｋａｌｍａｎ滤波器，可获
得全局最优（线性最小方差）状态估值 ．但缺点是由于观测方程维数的增加，增加了计算
负担 ．另一种方法（方法Ⅱ）是在各传感器具有相同的观测阵的条件下，用基于线性最小
方差准则的加权方法合并各传感器的观测方程为一个新的观测方程，其中观测向量的维
数不变，这也叫加权观测融合方法 ．这种观测融合方法不增加计算负担 ．问题是这两种观
测融合方法是否功能等价？即用这两种观测融合方法所得 Ｋａｌｍａｎ估值器、信号和白噪声
估值器在数值上是否相同？新近文献［８］证明了两种方法是部分功能等价的，即用两种方
法得到的Ｋａｌｍａｎ滤波器和一步Ｋａｌｍａｎ预报器在数值上是分别相等的 ．但没有证明是否用
两种方法得到的 Ｋａｌｍａｎ平滑器、多步 Ｋａｌｍａｎ预报器、信号和白噪声估值器也是数值上分
别相同的？这叫两种方法的完全功能等价性 ．文献［２０］对稳态估值情形证明了两种方法
的完全功能等价性，推广了文献［８］的结果 ．

同方法Ⅰ 相比，方法Ⅱ 可明显减小计算负担，且可获得全局最优估计，具有全局最
优性，但它的缺点是要求各传感器具有相同的观测阵，然而这一要求并不是苛刻的限制，
例如在目标跟踪系统中各传感器均对目标位置或位置和速度进行观测就属这种情形 ．

本节对时变系统将提出不同于文献［８］的两种观测融合方法部分功能等价性的新的
推导方法，并进一步证明两种方法的完全功能等价性，并包括文献［２０］的结果作为特殊
情形 ．

６ ．７ ．１ 两种观测融合方法

考虑多传感器线性离散时变随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Γ（ｔ）ｗ（ｔ） （６ ．７ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ） （６ ．７ ．２）

ｓ（ｔ）＝ Ｆ（ｔ）ｘ（ｔ） （６ ．７ ．３）
其中 ｔ 为离散时间，ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ 为状态，ｕ（ｔ）∈ Ｒｐ 为控制，ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 为第 ｉ传感器的观

测，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 为观测噪声，ｓ（ｔ）∈ Ｒｎｓ 是有关于ｘ（ｔ）的信号，Φ（ｔ），Ｂ（ｔ），Γ（ｔ），Ｈｉ（ｔ）
和 Ｆ（ｔ）是已知的适当维数的时变矩阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ（ｉ ＝ １，…，Ｌ）是零均值、方差阵各为 Ｑ（ｔ）和

Ｒｉ（ｔ）＞ ０的相互独立的白噪声 ．
【假设 ２】 ｘ（０）独立于 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）．
【假设 ３】 ｕ（ｔ）是已知的确定性时间序列 ．
观测融合方法Ⅰ 是用增广观测向量方法合并各传感器观测方程为一个融合观测方

程
ｙ（Ⅰ）（ｔ）＝ Ｈ（Ⅰ）（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（Ⅰ）（ｔ） （６ ．７ ．４）

其中定义

ｙ（Ⅰ）（ｔ）＝

ｙ１（ｔ）


ｙＬ（ｔ









）
， Ｈ（Ⅰ）（ｔ）＝

Ｈ１（ｔ）


ＨＬ（ｔ









）
， ｖ（Ⅰ）（ｔ）＝

ｖ１（ｔ）


ｖＬ（ｔ









）

（６ ．７ ．５）
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显然合成观测白噪声 ｖ（Ⅰ）（ｔ）的方差阵为
Ｒ（Ⅰ）（ｔ）＝ ｄｉａｇ（Ｒ１（ｔ），…，ＲＬ（ｔ）） （６ ．７ ．６）

对系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．４）应用 Ｋａｌｍａｎ滤波可求得全局最优观测融合估值器 ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ），^ｗ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｓ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．

观测融合方法Ⅱ是用线性最小方差加权方法，即应用推论 ６ ．１ ．１，假设各传感器有相
同的观测阵，即

Ｈ１（ｔ）＝ Ｈ２（ｔ）＝ … ＝ ＨＬ（ｔ）＝ Ｈ０（ｔ） （６ ．７ ．７）
可将 ｙｉ（ｔ）视为对 Ｈ０（ｔ）ｘ（ｔ）的估计，ｖｉ（ｔ）为估计误差，由推论 ６ ．１ ．１，由 ｖｉ（ｔ）的相互独
立性，于是有最优加权观测融合方程为

ｙ（Ⅱ）（ｔ）＝ Ｈ（Ⅱ）（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（Ⅱ）（ｔ） （６ ．７ ．８）
其中定义 ｙ（Ⅱ）（ｔ）为对 Ｈ０（ｔ）ｘ（ｔ）的融合估计，ｖ（Ⅱ）（ｔ）为融合估计误差，

ｙ（Ⅱ）（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）ｙｉ（ｔ） （６ ．７ ．９）

Ｈ（Ⅱ）（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）Ｈｉ（ｔ）＝ Ｈ０（ｔ） （６ ．７ ．１０）

ｖ（Ⅱ）（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）ｖｉ（ｔ） （６ ．７ ．１１）

显然合成观测白噪声 ｖ（Ⅱ）（ｔ）有方差阵

Ｒ（Ⅱ）（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）］－１ （６ ．７ ．１２）

由假设 １，Ｒｉ（ｔ）＞ ０引出
（Ｒ（Ⅱ）（ｔ））－１ ＝ Ｒ －１

１ （ｔ）＋ … ＋ Ｒ －１
Ｌ（ｔ）＞ Ｒ －１

ｉ （ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．１３）
从而有

Ｒ（Ⅱ）（ｔ）＜ Ｒｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．１４）
这引出

ｔｒＲ（Ⅱ）（ｔ）＜ ｔｒＲｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．１５）
这表明融合观测方程（６ ．７ ．８）改善了每个观测方程的精度 ．但融合观测 ｙ（Ⅱ）（ｔ）的维数没
增加 ．对系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．８）应用Ｋａｌｍａｎ滤波可求得加权观测融合估值器 ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ），^ｗ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｓ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．

问题是要证明两种方法是完全功能等价的，即 ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），
ｗ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），^ｓ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０
或 Ｎ ＜ ０ ．

６ ．７ ．２ 两种观测融合方法的部分功能等价性

注意，观测融合方程（６ ．７ ．４）和（６ ．７ ．８）具有统一形式
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．１６）

其中记 ｖ（ｔ）的方差阵为 Ｒ（ｔ）．
【定理 ６ ．７ ．１】 多传感器时变系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．１６）在假设 １ ～ ３ 下，有最优

Ｋａｌｍａｎ预报器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）和最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ）为
·９１４·



ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Φ（ｔ － １）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｂ（ｔ － １）ｕ（ｔ － １） （６ ．７ ．１７）
ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＝ Ψｆ（ｔ）^ｘ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｂ（ｔ － １）ｕ（ｔ － １）＋

Ｋｆ（ｔ）ｙ（ｔ） （６ ．７ ．１８）

Ｋｆ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ） （６ ．７ ．１９）

Ψｆ（ｔ）＝［Ｉｎ － Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）］Φ（ｔ － １） （６ ．７ ．２０）
［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］＝ Ｉｎ － Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ） （６ ．７ ．２１）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Φ（ｔ － １）Ｐ（ｔ － １ ｜ ｔ － １）ΦＴ（ｔ － １）＋
Γ（ｔ － １）Ｑ（ｔ － １）ΓＴ（ｔ － １） （６ ．７ ．２２）
Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）

（６ ．７ ．２３）
带初值 ｘ^（０ ｜ － １），Ｐ（０ ｜ － １）或 ｘ^（０ ｜ ０），Ｐ（０ ｜ ０）．

证明 由定理 ３ ．３ ．４有（６ ．７ ．１７）、（６ ．７ ．１８）和（６ ．７ ．２２），其中
Ｋｆ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）［Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｒ（ｔ）］－１ （６ ．７ ．２４）

Ψｆ（ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Φ（ｔ － １） （６ ．７ ．２５）

Ｐ（ｔ ｜ ｔ）＝［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １） （６ ．７ ．２６）
应用矩阵求逆引理

（Ａ ＋ ＢＣＴ）－１ ＝ Ａ－１ － Ａ－１Ｂ（Ｉ ＋ ＣＴＡ－１Ｂ）－１ＣＴＡ－１ （６ ．７ ．２７）
可得（６ ．７ ．２３）．事实上，应用（６ ．７ ．２７）、（６ ．７ ．２４）和（６ ．７ ．２６）可引出（６ ．７ ．２３）．对（６ ．７ ．２４）
应用矩阵求逆引理和（６ ．４ ．２３）有
Ｋｆ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）［Ｒ －１（ｔ）－ Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）×

（Ｉ ＋ ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １））－１ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）］＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）｛Ｒ －１（ｔ）＋ Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）×
［（Ｉ ＋ ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １））Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ － １）］－１ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）｝＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）［ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）－ ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）×
（Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ）＋ ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ））－１ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）］＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）［Ｉ － ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ）］ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）［Ｉ －（Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ）－ Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ － １））Ｐ（ｔ ｜ ｔ）］ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）＝
Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ） （６ ．７ ．２８）

这证明了（６ ．７ ．１９）．将（６ ．７ ．１９）代入（６ ．７ ．２５）和（６ ．７ ．２６）得（６ ．７ ．２０）和（６ ．７ ．２１）．证毕 ．
□

由（６ ．７ ．２２）和（６ ．７ ．２３）看到，只要
Ｈ（Ⅰ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅰ）（ｔ））－１Ｈ（Ⅰ）（ｔ）＝ Ｈ（Ⅱ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅱ）（ｔ））－１Ｈ（Ⅱ）（ｔ） （６ ．７ ．２９）

且带相同初值 Ｐ（Ⅰ）（０ ｜ － １）＝ Ｐ（Ⅱ）（０ ｜ － １）或 Ｐ（Ⅰ）（０ ｜ ０）＝ Ｐ（Ⅱ）（０ ｜ ０），则用两种观
测融合方法引出相同的 Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）和 Ｐ（ｔ ｜ ｔ），即

Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ － １），Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ） （６ ．７ ．３０）
进一步由（６ ．７ ．１７）～（６ ．７ ．２１）看到，只要

Ｈ（Ⅰ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅰ）（ｔ））－１ ｙ（Ⅰ）（ｔ）＝ Ｈ（Ⅱ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅱ）（ｔ））－１ ｙ（Ⅱ）（ｔ） （６ ．７ ．３１）
且带相同的初值 ｘ^（Ⅰ）（０ ｜ － １）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ）或 ｘ^（Ⅰ）（０ ｜ ０）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ０），则两种观测融

·０２４·



合方法引出相同的 Ｋａｌｍａｎ预报器和滤波器，即
ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ － １）， ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ） （６ ．７ ．３２）

【定理 ６ ．７ ．２】 （部分功能等价性）系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，再假设各
传感器有相同的观测阵，即假设（６ ．７ ．７）成立，则用方法 Ⅰ 所得最优 Ｋａｌｍａｎ 滤波器
ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ － １）及相应的误差方差阵 Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ）和 Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ － １）
在数值上恒同于用方法Ⅱ 得到的最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ）和预报器 ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ －
１）及相应的误差方差阵 Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ）和 Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ － １），即

ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ）， Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ），  ｔ （６ ．７ ．３３）

ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ － １）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ － １），

Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ － １）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ － １），  ｔ （６ ．７ ．３４）
只要它们有相同的初值

ｘ^（Ⅰ）（０ ｜ ０）＝ ｘ^（Ⅱ）（０ ｜ ０）， Ｐ（Ⅰ）（０ ｜ ０）＝ Ｐ（Ⅱ）（０ ｜ ０） （６ ．７ ．３５）
或

ｘ^（Ⅰ）（０ ｜ － １）＝ ｘ^（Ⅱ）（０ ｜ － １）， Ｐ（Ⅰ）（０ ｜ － １）＝ Ｐ（Ⅱ）（０ ｜ － １） （６ ．７ ．３６）
证明 只要证明（６ ．７ ．２９）和（６ ．７ ．３１）即可 ．事实上，由（６ ．７ ．４）～（６ ．７ ．１２）和（６ ．７ ．

７）有

Ｈ（Ⅰ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅰ）（ｔ））－１Ｈ（Ⅰ）（ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ＨＴ

０（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ）Ｈ０（ｔ） （６ ．７ ．３７）

Ｈ（Ⅱ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅱ）（ｔ））－１Ｈ（Ⅱ）（ｔ）＝ ＨＴ
０（ｔ）∑

Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）Ｈ０（ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ＨＴ

０（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ）Ｈ０（ｔ）

（６ ．７ ．３８）
这引出（６ ．７ ．２９）成立 ．其次，注意

Ｈ（Ⅰ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅰ）（ｔ））－１ ｙ（Ⅰ）（ｔ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
ＨＴ

０（ｔ）Ｒ －１
ｉ （ｔ）ｙｉ（ｔ） （６ ．７ ．３９）

Ｈ（Ⅱ）Ｔ（ｔ）（Ｒ（Ⅱ）（ｔ））－１ ｙ（Ⅱ）（ｔ）＝ ＨＴ
０（ｔ）∑

Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ （ｔ）ｙｉ（ｔ）

（６ ．７ ．４０）
这引出（６ ．７ ．３０）成立 ．证毕 ． □

以上证明了两种观测融合方法的部分功能等价性，即它们引出相同的 Ｋａｌｍａｎ滤波器
和一步 Ｋａｌｍａｎ预报器 ．

６ ．７ ．３ 两种观测融合方法的完全功能等价性

我们进一步证明两种观测融合方法引出相同的 Ｋａｌｍａｎ平滑器、多步 Ｋａｌｍａｎ预报器、
输入白噪声估值器及信号估值器，这叫做完全功能等价性 ．

由定理 ３ ．７ ．９系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．１６）有 Ｋａｌｍａｎ平滑器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ）＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ １ （６ ．７ ．４１）

其中平滑增益 Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）为
·１２４·



Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）｛∏
ｉ －１

ｊ ＝ ０
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｉ）｝ＨＴ（ｔ ＋ ｉ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）， ｉ ≥ １

（６ ．７ ．４２）

Ψｐ（ｔ）＝ Φ（ｔ）［Ｉｎ － Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）］ （６ ．７ ．４３）

Ｑε（ｔ）＝ Ｈ（ｔ）Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）ＨＴ（ｔ）＋ Ｒ（ｔ） （６ ．７ ．４４）
且平滑误差方差阵 Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

Ｐ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＫＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）

（６ ．７ ．４５）
由（６ ．７ ．２４）有

ＨＴ（ｔ）Ｑ－１
ε（ｔ）ε（ｔ）＝ Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ － １）Ｋｆ（ｔ）ε（ｔ） （６ ．７ ．４６）

而
Ｋｆ（ｔ）ε（ｔ）＝ Ｋｆ（ｔ）［ｙ（ｔ）－ Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ － １）］ （６ ．７ ．４７）

由（６ ．７ ．１９）有
Ｋｆ（ｔ）ｙ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ ｜ ｔ）ＨＴ（ｔ）Ｒ －１（ｔ）ｙ（ｔ） （６ ．７ ．４８）

由（６ ．７ ．２６）有
Ｋｆ（ｔ）Ｈ（ｔ）＝［Ｐ（ｔ ｜ ｔ － １）－ Ｐ（ｔ ｜ ｔ）］Ｐ －１（ｔ ｜ ｔ － １） （６ ．７ ．４９）

由（６ ．７ ．３１）和（６ ．７ ．３０），由（６ ．７ ．４６）～（６ ．７ ．４９）有

Ψ（Ⅰ）
ｐ （ｔ）＝ Ψ（Ⅱ）

ｐ （ｔ） （６ ．７ ．５０）

Ｈ（Ⅰ）Ｔ（ｔ）（Ｑ（Ⅰ）
ε （ｔ））－１ε（Ⅰ）（ｔ）＝ Ｈ（Ⅱ）Ｔ（ｔ）（Ｑ（Ⅱ）

ε （ｔ））－１ε（Ⅱ）（ｔ） （６ ．７ ．５１）
进而有

Ｋ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（Ⅰ）（ｔ ＋ ｉ）＝ Ｋ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（Ⅱ）（ｔ ＋ ｉ） （６ ．７ ．５２）
于是由（６ ．７ ．４１）引出

ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．５３）
且由（６ ．７ ．４５）和（６ ．７ ．５２）得

Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．５４）
上述结果可概括为如下定理 ．
【定理 ６ ．７ ．３】 多传感器观测融合系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．１６）在假设 １ ～ ３下，若（６ ．７ ．

７）成立，用方法Ⅰ和方法Ⅱ所得观测融合 Ｋａｌｍａｎ平滑器及误差方差阵在数值上是恒同
的，即

ｘ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），  ｔ，Ｎ ＞ ０ （６ ．７ ．５５）
Ｐ（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．５６）

它们具有相同形式（６ ．７ ．４１）～（６ ．７ ．４５）．
下面研究超前 Ｎ（＞ ０）步预报问题 ．由（６ ．７ ．１）迭代有关系（３ ．７ ．１３８），即

ｘ（ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ １）＋ ∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Ｂ（ｉ － １）ｕ（ｉ － １）＋

∑
ｔ ＋ Ｎ

ｉ ＝ ｔ＋２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）Γ（ｉ － １）ｗ（ｉ － １）， Ｎ ≥ ２ （６ ．７ ．５７）
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Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｉ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ － １）…Φ（ｉ）， Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｉｎ （６ ．７ ．５８）
引入变换 ｉ ＝ ｔ ＋ ｊ，上式变为

ｘ（ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）ｘ（ｔ ＋ １）＋∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）Ｂ（ｔ ＋ ｊ － １）ｕ（ｉ ＋ ｊ － １）＋

∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）Γ（ｔ ＋ ｊ － １）ｗ（ｔ ＋ ｊ － １） （６ ．７ ．５９）

取上式两边各项到线性流形 Ｌ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ － １），…）上的射影，由假设 １ ～ ３有超前 Ｎ步预
报器

ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）^ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）×

Ｂ（ｔ ＋ ｊ － １）ｕ（ｉ ＋ ｊ － １） （６ ．７ ．６０）
上两式相减引出预报误差珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）为

珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）珘ｘ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）－ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）×

Γ（ｔ ＋ ｊ － １）ｗ（ｉ ＋ ｊ － １） （６ ．７ ．６１）
这引出预报误差方差阵 Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）珘ｘＴ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）］为

Ｐ（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）Ｐ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ １）＋∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ）×

Γ（ｔ ＋ ｊ － １）Ｑ（ｔ ＋ ｊ － １）ΓＴ（ｔ ＋ ｊ － １）ΦＴ（ｔ ＋ Ｎ，ｔ ＋ ｊ） （６ ．７ ．６２）
上述结果和 ｘ^（Ⅰ）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）引出如下定理 ．
【定理 ６ ．７ ．４】 多传感器观测融合系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．１６）在假设 １ ～ ３下，若（６ ．７ ．

７）成立，则用方法Ⅰ和方法Ⅱ所得观测融合超前 Ｎ步 Ｋａｌｍａｎ预报器及误差方差阵在数
值上是恒同的，即

ｘ^（Ⅰ）（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ^（Ⅱ）（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ），  ｔ，Ｎ ＞ ０ （６ ．７ ．６３）
Ｐ（Ⅰ）（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ Ｐ（Ⅱ）（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ） （６ ．７ ．６４）

它们具有相同形式（６ ．７ ．６０）和（６ ．７ ．６２）．
【定理 ６ ．７ ．５】 对多传感器观测融合系统（６ ．７ ．１），（６ ．７ ．３）和（６ ．７ ．１６），在假设 １ ～ ３

下，若（６ ．７ ．７）成立，则用方法Ⅰ和方法Ⅱ所得信号估值器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０，
Ｎ ＜ ０）在数值上是恒同的，即

ｓ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．６５）
且有相同的误差方差阵 ．

证明 由（６ ．７ ．３）有
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｆ（ｔ）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．６６）

根据定理 ６ ．７ ．２ ～ 定理 ６ ．７ ．４，由 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０，Ｎ ＜ ０）在两种方法下的功
能等价性引出（６ ．７ ．６５）． □

下面考虑白噪声估值器的功能等价性 ．对观测融合系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．１６），由定理
３ ．７ ．１２有输入白噪声估值器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ １ （６ ．７ ．６７）

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ≤ ０ （６ ．７ ．６８）
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Ｍ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）＝ Ｑ（ｔ）ΓＴ（ｔ）｛∏
ｉ －１

ｊ ＝ １
ΨＴ

ｐ（ｔ ＋ ｊ）｝ＨＴ（ｔ ＋ ｉ）Ｑ－１
ε（ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ １

（６ ．７ ．６９）
相应的估值误差方差阵为

Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ（ｔ）－ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）Ｑε（ｔ ＋ ｉ）ＭＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ ｉ）， Ｎ ≥ １

（６ ．７ ．７０）
Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ（ｔ）， Ｎ ≤ ０ （６ ．７ ．７１）

由关系（６ ．７ ．５０）和（６ ．７ ．５１），由（６ ．７ ．６７）～（６ ．７ ．７１）引出用两种方法所得白噪声估值器
的等价性 ．
【定理 ６ ．７ ．６】 对观测融合系统（６ ．７ ．１）和（６ ．７ ．１６）在假设 １ ～ ３ 下，若（６ ．７ ．７）成

立，则用两种方法所得白噪声估值器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）及其误差方差阵 Ｐｗ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）在数值
上是恒同的，即

ｗ^（Ⅰ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ^（Ⅱ）（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．７２）
Ｐ（Ⅰ）

ｗ （ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｐ（Ⅱ）
ｗ （ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．７３）

它们有相同的形式（６ ．７ ．６７）～（６ ．７ ．７１）．
【定理 ６ ．７ ．７】 （两种观测融合方法的完全功能等价性）多传感器系统（６ ．７ ．１）～（６ ．

７ ．３）在假设 １ ～ ３下，若各传感器有相同的观测阵，即（６ ．７ ．７）成立，则观测融合方法Ⅰ和
方法Ⅱ 是完全功能等价的，即它们得到在数值上相同的最优融合 Ｋａｌｍａｎ估值器、白噪声
估值器及信号估值器，并且具有相同的估值误差方差阵 ．

证明 由定理 ６ ．７ ．２ ～ 定理 ６ ．７ ．６得证 ． □
【注 ６ ．７ ．１】 定理 ６ ．７ ．７推广了文献［８］的两种观测融合方法的部分功能等价性，并

且证明部分功能等价性（两种方法分别引出相同的 Ｋａｌｍａｎ滤波器和一步 Ｋａｌｍａｎ预报器）
的方法也不同于文献［８］的方法 ．文献［８］用信息滤波器来证明部分功能等价性，这里避
免了信息滤波器 ．

６ ．７ ．４ 基于稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波的两种观测融合方法的完全功能等价性

考虑多传感器定常随机控制系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．７ ．７４）
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．７５）

ｓ（ｔ）＝ Ｆｘ（ｔ） （６ ．７ ．７６）
其中 ｔ 为离散时间，ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ 为状态，ｕ（ｔ）∈ Ｒｐ 为控制，ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为第 ｉ传感器的观

测，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｉ 为观测噪声，Ｌ 为传感器个数，各传感器有相同的观测阵 Ｈ，ｓ（ｔ）∈ Ｒｑ 为
有关于 ｘ（ｔ）的信号，Φ，Ｂ，Γ，Ｈ 和Ｆ 为适当维数常阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ（ｉ ＝ １，…，Ｌ）是零均值、方差阵各为 Ｑ和Ｒｉ ＞

０的相互独立的白噪声 ．
【假设 ２】 （Φ，Ｈ）为完全可观对，（Φ，Γ）为完全可控对 ．
【假设 ３】 ｕ（ｔ）是已知的确定性时间序列 ．
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注意，假设 ２保证了局部稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器存在 ．
【定理 ６ ．７ ．７】 多传感器定常随机控制系统（６ ．７ ．７４）～（６ ．７ ．７６）在假设 １ ～ ３下，用

方法Ⅰ和方法Ⅱ 所得稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器、信号估值器及输入白噪声估值器在数值上分
别相等，即它们是完全功能等价的 ．

证明 当 ｔ０ ＝ ０时，由定理 ６ ．７ ．７，只要两种方法的初值（６ ．７ ．３４）或（６ ．７ ．３５）相同，
则所得非稳态最优状态信号和输入白噪声估值器在数值上是相同的 ．当 ｔ０ ＝ － ∞ 时，这
等价于 ｔ０ ＝ ０，但 ｔ → ∞ ．在定理 ６ ．７ ．１ ～ ６ ．７ ．７中令 ｔ → ∞ 引出相应的稳态估值器也是
恒同的 ．证毕 ． □

６ ．７ ．５ 应用于多传感器观测融合最优信号估计问题

考虑带多传感器的多通道 ＡＲＭＡ信号
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （６ ．７ ．７７）

ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．７８）
其中 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ 为待估的 ＡＲＭＡ 信号，ｑ －１ 为单位滞后算子，多项式矩阵 Ａ（ｑ －１）和
Ｃ（ｑ －１）有形式

Ａ（ｑ －１）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｃ（ｑ －１）＝ Ｃ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｃｎｃ
ｑ － ｎｃ， ｎａ ≥ ｎｃ （６ ．７ ．７９）

ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为第 ｉ 个传感器对 ｓ（ｔ）的观测信号，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为观测噪声 ．假设（Ａ（ｑ －１），
Ｃ（ｑ －１））左素，且 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为零均值、方差阵各为 Ｑ和Ｒｉ的相互独立白
噪声 ．
【定理６ ．７ ．８】 带多传感器的多通道ＡＲＭＡ信号（６ ．７ ．７７）和（６ ．７ ．７８），当 ｔ０ ＝ － ∞时

用观测融合方法Ⅰ得到的全局最优稳态估值器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）在
数值上恒同于基于用观测融合方法Ⅱ 得到的融合观测方程

ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．８０）
的 ＡＲＭＡ信号（６ ．７ ．７７）的稳态最优估值器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），其中 ｙ（ｔ）为用方法Ⅱ的融合观
测，ｖ（ｔ）为用方法Ⅱ的融合观测噪声，Ｒ 为它的方差，即

ｙ（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ ］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ ｙｉ（ｔ） （６ ．７ ．８１）

ｖ（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ ］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ ｖｉ（ｔ） （６ ．７ ．８２）

Ｒ ＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｒ －１

ｉ ］－１ （６ ．７ ．８３）

证明 （６ ．７ ．７７）和（６ ．７ ．７８）有状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋ Ｃｗ（ｔ） （６ ．７ ．８４）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．８５）
ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （６ ．７ ．８６）

Ａ ＝

－ Ａ１

 Ｉｍ（ｎａ －１）

－ Ａｎａ
０ …











０
， Ｃ ＝

Ｃ１


Ｃｎ











ａ

， Ｈ ＝［Ｉｍ ０ … ０］（６ ．７ ．８７）
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其中规定 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），由（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素的假设引出系统（６ ．７ ．８４）和（６ ．７ ．
８５）是完全可观、完全可控的［３４］，因而稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器存在 ．因各传感器的观测方程
（６ ． ７ ．８５）有相同的观测阵 Ｈ，故系统（６ ．７ ．８４）～（６ ．７ ．８６）的用方法Ⅰ的全局最优估计问
题等价于用方法Ⅱ的观测融合系统的最优估计问题：

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋ Ｃｗ（ｔ） （６ ．７ ．８８）
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．８９）

ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （６ ．７ ．９０）
其中 Ａ，Ｃ，Ｈ，ｙ（ｔ），ｖ（ｔ）和 Ｒ由（６ ．７ ．８７）和（６ ．７ ．８１）～（６ ．７ ．８３）定义，而系统（６ ．７ ．８８）
～（６ ．７ ．９０）的最优估计问题等价于系统（６ ．７ ．７７）和（６ ．７ ．８０）的最优估计问题 ．证毕 ． □
【注 ６ ．７ ．２】 定理 ６ ．７ ．８的重要意义在于带多个观测方程的 ＡＲＭＡ信号最优估计问

题可转化为带一个观测融合方程的 ＡＲＭＡ信号最优估计问题，因而可明显减小计算负担
和计算复杂性，且还可获得全局最优估计 ．
【定理 ６ ．７ ．９】 多传感器多通道 ＡＲＭＡ信号（６ ．７ ．７７）和（６ ．７ ．７８）有全局最优加权观

测融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

ψ（ｑ －１）^ｓ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．９１）

其中 ｙ（ｔ）由（６ ．７ ．８１）定义，且 ｎ ＝ ｍｎａ，

ΨＮ（ｑ －１）＝ Ｈ［ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１－ Ｎ ＋ ＫＮ（ｑ －１）Λ（ｑ －１）］， Ｎ ≥ ０
（６ ．７ ．９２）

ΨＮ（ｑ －１）＝ ＨＡ － Ｎ－１ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐ， Ｎ ≤－ １ （６ ．７ ．９３）

ψ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ） （６ ．７ ．９４）

Λ（ｑ －１）＝ ψ（ｑ －１）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１ （６ ．７ ．９５）

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ （６ ．７ ．９６）

Ｋｐ ＝ ＡΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｒ］－１ （６ ．７ ．９７）
其中 Ｒ 由（６ ．７ ．８３）定义，且Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Ａ［Σ －ΣＨ（ＨΣＨＴ ＋ Ｒ）－１ＨΣ］ＡＴ ＋ ＣＱＣＴ （６ ．７ ．９８）
且由（６ ．７ ．８７）定义 Ａ，Ｈ，Ｃ，且定义

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｋｊ ｑｊ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．９９）

Ｋｊ ＝ ΣΨＴ ｊ
ｐ ＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｒ）－１ （６ ．７ ．１００）

且有最优融合误差方差阵 Ｐｓ０（Ｎ）为

Ｐｓ０（Ｎ）＝ ＨΣ（Ｎ）ＨＴ （６ ．７ ．１０１）
其中Σ（Ｎ）定义为

Σ（Ｎ）＝ Σ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｋｊ（ＨΣＨＴ ＋ Ｒ）ＫＴ

ｊ， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１０２）

Σ（Ｎ）＝ Ａ － Ｎ－１ΣＡ（－ Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ２
Ａ － Ｎ－ ｊＣＱＣＴＡ －（Ｎ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ＜ － １ （６ ．７ ．１０３）

Σ（－ １）＝ Σ （６ ．７ ．１０４）
证明 最优加权观测融合系统（６ ．７ ．７７）和（６ ．７ ．８０）～（６ ．７ ．８３）等价于状态空间模
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型（６ ．７ ．８８）～（６ ．７ ．９０）．它有稳态最优 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＝（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）－１Ｋｐ ｙ（ｔ － １） （６ ．７ ．１０５）

将它代入
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ε（ｔ） （６ ．７ ．１０６）

可得 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ψ（ｑ －１）ε（ｔ） （６ ．７ ．１０７）
由定理 ３ ．８ ．５有稳态最优 Ｋａｌｍａｎ平滑器

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ＫＮ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１０８）
由（６ ．７ ．１０７）有

ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ ψ
－１（ｑ －１）Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１０９）

将（６ ．７ ．１０５）和（６ ．７ ．１０９）代入（６ ．７ ．１０８），并应用
（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）－１ ＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）／ψ（ｑ －１） （６ ．７ ．１１０）

注意由（６ ．７ ．９０）有关系 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），可得（６ ．７ ．９１）和（６ ．７ ．９２），当
Ｎ ≤－ １时，由定理 ３ ．８ ．４有

ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ａ － Ｎ－１ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤－ １ （６ ．７ ．１１１）
利用（６ ．７ ．１０５）和上式可得（６ ．７ ．９１）和（６ ．７ ．９３）．由（６ ．７ ．９０）有 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ），于是有估值误差珓ｓ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵 Ｐｓ０（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ０（ｔ
｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］满足关系（６ ．７ ．１０１），其中Σ（Ｎ）为状态估计误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的方差阵Σ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，由定理 ３ ．８ ．４和
定理 ３ ．８ ．５得（６ ．７ ．１０２）～（６ ．７ ．１０４）．证毕 ． □
【定理６ ．７ ．１０】 多传感器多通道ＡＲＭＡ信号（６ ．７ ．７７）和（６ ．７ ．７８）有渐近稳定的全局

最优加权观测融合 Ｗｉｅｎｅｒ估值器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）为

ψ（ｑ －１）^ｓ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１１２）
其中加权融合观测 ｙ（ｔ）和融合噪声 ｖ（ｔ）由（６ ．７ ．８１）～（６ ．７ ．８３）定义，ψ（ｑ －１）由（６ ．７ ．
９４）定义，且

ΨＮ（ｑ －１）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （６ ．７ ．１１３）

Ｊｉ（ｑ －１）＝
ＨＡｉ －１ａｄｊ（Ｉｍｎａ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐ， ｉ ＞ ０

ψ（ｑ －１）Ｉｍｑｉ， ｉ ≤
{

０
（６ ．７ ．１１４）

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍｖ（ｉ）ｑｉ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１１５）

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．７ ．１１６）

Ｍｖ（ｉ）＝ － ＲＫＴＡＴΨＴ（ｉ －１）
ｐ ＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｒ］－１ （６ ．７ ．１１７）

Ｍｖ（０）＝ Ｒ［ＨΣＨＴ ＋ Ｒ］－１ （６ ．７ ．１１８）

Ｋ ＝ ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋ Ｒ］－１ （６ ．７ ．１１９）
且Λ（ｑ －１），Ｋｐ，Σ由（６ ．７ ．９５），（６ ．７ ．９７）和（６ ．７ ．９８）计算 ．相应的估值误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝
ｓ（ｔ）－ ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵 Ｐｓ０（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｓ０（Ｎ）＝ Ｒ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍｖ（ｉ）［ＨΣＨＴ ＋ Ｒ］ＭＴ

ｖ（ｉ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１２０）

·７２４·



Ｐｓ０（Ｎ）＝ ＨΣ（Ｎ）ＨＴ， Ｎ ＜ ０ （６ ．７ ．１２１）
其中Σ（Ｎ）由（６ ．７ ．１０３）和（６ ．７ ．１０４）定义 ．

证明 由（６ ．７ ．８０）有
ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１２２）

由定理 ３ ．８ ．４和定理 ３ ．８ ．７有
ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＨＡ － Ｎ－１ ｘ^（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤－ １ （６ ．７ ．１２３）

ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１２４）
ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｖ

Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１２５）
将（６ ．７ ．１０５）代入（６ ．７ ．１２３），并将（６ ．７ ．１０９）代入（６ ．７ ．１２５）后，由（６ ．７ ．１２２）可得（６ ．７ ．
１１２）～（６ ．７ ．１１４）． 而（６ ．７ ．１１５） ～ （６ ．７ ．１１９）由定理 ３ ．８ ．６ 给出 ． 当 Ｎ ≥ ０ 时易知有
Ｐｓ０（Ｎ）＝ Ｐｖ（Ｎ），其中 Ｐｖ（Ｎ）是 ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的估值误差方差阵，由定理 ３ ．８ ．６有（６ ．７ ．
１２０）．当 Ｎ ＜ ０时，（６ ．７ ．１２１）由（６ ．７ ．１０１）、（６ ．７ ．１０３）和（６ ．７ ．１０４）给出 ．因Ψｐ 为稳定矩
阵，则ψ（ｑ －１）是稳定的多项式，故（６ ．７ ．１１２）又是渐近稳定的 ．证毕 ． □

６ ．７ ．６ 应用于设计多传感器观测融合白噪声反卷积Ｗｉｅｎｅｒ估值器

考虑多传感器白噪声反卷积系统

ｙｉ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．１２６）

其中 ｗ（ｔ）是输入白噪声，观测 ｙｉ（ｔ）是第 ｉ 个传感器的输出，ｖｉ（ｔ）是观测噪声，且 ｗ（ｔ）
和 ｖｉ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ｖ 的相互独立白噪声 ． Ａ（ｑ －１）和 Ｂ（ｑ －１）为形如

Ｘ（ｑ －１）＝ ｘ０ ＋ ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ ｘｎｘｑ
－ ｎｘ 的单位滞后算子 ｑ －１的多项式，ａ０ ＝ １，ｂ０ ＝ ０，ｎａ ≥

ｎｂ，且 Ａ（ｑ －１）与 Ｂ（ｑ －１）互质 ．问题是求 ｗ（ｔ）的局部和全局最优加权观测融合白噪声

Ｗｉｅｎｅｒ反卷积估值器 ．
【定理 ６ ．７ ．１０】 多传感器白噪声反卷积系统（６ ．７ ．１２６）当 ｔ０ ＝ － ∞时的全局最优观

测融合白噪声反卷积 Ｗｉｅｎｅｒ估值器 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）在数值上恒
同于如下加权观测融合反卷积系统的稳态最优 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积估值器 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）
Ａ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．１２７）

其中 ｙ（ｔ）和 ｖ（ｔ）为用方法Ⅱ的加权融合观测和加权融合观测噪声，

ｙ（ｔ）＝（∑
Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
）－１∑

Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
ｙｉ（ｔ） （６ ．７ ．１２８）

ｖ（ｔ）＝（∑
Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
）－１∑

Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
ｖｉ（ｔ） （６ ．７ ．１２９）

且 ｖ（ｔ）为零均值、方差为σ２
ｖ 的白噪声，

σ２
ｖ ＝（∑

Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
）－１ （６ ．７ ．１３０）

证明 类似于定理 ６ ．７ ．８的证明，从略 ． □
下面基于 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决问题 ．（６ ．７ ．１２７）有状态空间模型

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Ａｘ（ｔ）＋ Ｂｗ（ｔ） （６ ．７ ．１３１）
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ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．１３２）
其中矩阵 Ａ，Ｂ，Ｈ 定义为

Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎａ －１

－ ａｎａ ０ …











０
， Ｂ ＝

ｂ１

ｂｎ











ａ

， Ｈ ＝［１ ０ … ０］（６ ．７ ．１３３）

其中规定 ｂｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｂ），易知系统（６ ．７ ．１３１）和（６ ．７ ．１３２）是完全可观、完全可控的 ．类似
于定理 ６ ．７ ．９中（６ ．７ ．１０５）～（６ ．７ ．１０７）的推导可得 ＡＲＭＡ新息模型

Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ ψ（ｑ －１）ε（ｔ） （６ ．７ ．１３４）

Λ（ｑ －１）＝ ψ（ｑ －１）－ Ｈａｄｊ（Ｉｎａ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１ （６ ．７ ．１３５）

ψ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ（Ｉｎａ － ｑ －１Ψｐ） （６ ．７ ．１３６）

Ψｐ ＝ Ａ － ＫｐＨ （６ ．７ ．１３７）

Ｋｐ ＝ ＡΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ］－１ （６ ．７ ．１３８）

其中Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Ａ［Σ －ΣＨ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－１ＨΣ］ＡＴ ＋σ２

ｗＢＢＴ （６ ．７ ．１３９）

它可用迭代法求解 ．
由定理 ６ ．６ ．１２有稳态最优白噪声反卷积估值器

ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）ε（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１４０）

Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｋ）ｑｋ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１４１）

Ｌｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．７ ．１４２）

Ｍ（０）＝ ０ （６ ．７ ．１４３）
Ｍ（ｋ）＝σ２

ｗＢＴΨＴ（ｋ－１）
ｐ ＨＴＱ－１

ε ， ｋ ≥ １ （６ ．７ ．１４４）

Ｑε ＝ ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ （６ ．７ ．１４５）

上述推导引出如下定理 ．
【定理 ６ ．７ ．１１】 多传感器白噪声反卷积系统（６ ．７ ．１２６）有渐近稳定的全局最优加权

观测融合白噪声 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积估值器

ψ（ｑ －１）^ｗ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋｗ
Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１４６）

Ｋｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｌｗ

Ｎ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （６ ．７ ．１４７）

且最优融合估值误差方差为

Ｐｗ
０（Ｎ）＝σ２

ｗ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ２（ｋ）Ｑε， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１４８）

Ｐｗ
０（Ｎ）＝σ２

ｗ， Ｎ ＜ ０ （６ ．７ ．１４９）

证明 由（６ ．７ ．１３４）有ε（ｔ ＋ Ｎ）＝ψ
－１（ｑ －１）Λ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ），由定理 ６ ．６ ．１２有（６ ．

７ ．１４０）～（６ ．７ ．１４５）．将ε（ｔ ＋ Ｎ）表达式代入（６ ．７ ．１４０）得（６ ．７ ．１４６）和（６ ．７ ．１４７）．因Ψｐ

为稳定矩阵，则ψ（ｑ －１）为稳定的多项式，故（６ ．７ ．１４６）是渐近稳定的 ．由（６ ．６ ．１０３）和（６ ．
６ ．１０４）得（６ ．７ ．１４８）和（６ ．７ ．１４９）． □

·９２４·



６ ．７ ．７ 应用于设计多传感器观测融合Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器

考虑多传感器反卷积系统

ｙｉ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）
Ｐ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．７ ．１５０）

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （６ ．７ ．１５１）
其中 ｙｉ（ｔ）是第 ｉ 传感的输出（观测），ｓ（ｔ）是待估输入信号，ｖｉ（ｔ）是观测噪声，Ａ（ｑ －１），
…，Ｐ（ｑ －１）是形如 Ｘ（ｑ －１）＝ ｘ０ ＋ ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ ｘｎｘｑ

－ ｎｘ 的单位滞后算子 ｑ －１ 的多项式，

ａ０ ＝ １，ｂ０ ＝ ０，ｃ０ ＝ ０，ｎａ ≥ ｎｂ，ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ）是零均值、方差各为σ２
ｗ 和σ２

ｖｉ 的相互独立
白噪声，（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））互质，（Ｐ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１））互质 ．问题是基于 ｙｉ（ｔ）求 ｓ（ｔ）的局
部反卷积滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）和全局最优加权观测融合反卷积滤波 ｓ^０（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）．
【定理 ６ ．７ ．１２】 多传感器反卷积系统（６ ．７ ．１５０）和（６ ．７ ．１５１）当 ｔ０ ＝ － ∞ 时的全局

最优观测融合 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）在数值上恒同于如下加权观测融合反卷
积系统的稳态最优 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器：

ｙ（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）
Ｐ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．１５２）

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （６ ．７ ．１５３）
其中 ｙ（ｔ）和 ｖ（ｔ）为用方法Ⅱ的加权融合观测和观测噪声，

ｙ（ｔ）＝（∑
Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
）－１∑

Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
ｙｉ（ｔ） （６ ．７ ．１５４）

ｖ（ｔ）＝（∑
Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
）－１∑

Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
ｖｉ（ｔ） （６ ．７ ．１５５）

且融合观测噪声 ｖ（ｔ）为零均值、方差为σ２
ｖ 的白噪声，

σ２
ｖ ＝（∑

Ｌ

ｉ ＝ １

１
σ２

ｖｉ
）－１ （６ ．７ ．１５６）

证明 类似于定理 ６ ．７ ．８的证明，从略 ． □
下面应用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法解决问题 ．（６ ．７ ．１５３）有状态空间模型

α（ｔ ＋ １）＝ Ａα（ｔ）＋ Ｃｗ（ｔ） （６ ．７ ．１５７）
ｓ（ｔ）＝ Ｈ１α（ｔ） （６ ．７ ．１５８）

其中规定 ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且

Ａ ＝

－ ａ１
 Ｉｎａ －１

－ ａｎａ ０ …











０
， Ｃ ＝

ｃ１

ｃｎ











ａ

， Ｈ１ ＝［１ ０ … ０］（６ ．７ ．１５９）

而（６ ．７ ．１５２）有状态模型

β（ｔ ＋ １）＝ Ｐβ（ｔ）＋ Ｂｓ（ｔ） （６ ．７ ．１６０）
ｙ（ｔ）＝ Ｈ２β（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．１６１）

其中规定 ｂｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｂ），且

·０３４·



Ｐ ＝

－ ｐ１
 Ｉｎｐ －１

－ ｐｎｐ ０ …











０
， Ｂ ＝

ｂ１

ｂｎ











ａ

， Ｈ２ ＝［１ ０ … ０］（６ ．７ ．１６２）

于是有增广系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．７ ．１６３）

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．１６４）
其中增广状态 ｘ（ｔ）的维数 ｎ ＝ ｎａ ＋ ｎｐ，且

ｘ（ｔ）＝ α（ｔ）

β（ｔ[ ]）
， Φ ＝

Ａ ０
ＢＨ１

[ ]Ｐ
， Γ ＝

Ｃ[ ]０
， Ｈ ＝［０ Ｈ２］（６ ．７ ．１６５）

注意（Ｐ（ｑ －１），Ｂ（ｑ －１））互质和（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））互质的假设保证了增广系统完全可观、
完全可控 ．由（６ ．７ ．１５８）有

ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ０ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１６６）

Ｈ０ ＝［１ ０ … ０］ （６ ．７ ．１６７）
【引理 ６ ．７ ．１】［１５，３５］ 增广系统（６ ．７ ．１６３）和（６ ．７ ．１６４）有渐近稳定的Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波

器

ψ（ｑ －１）^ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１６８）
其中

ψ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ） （６ ．７ ．１６９）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （６ ．７ ．１７０）

Ｋｐ ＝ ΦΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ］－１ （６ ．７ ．１７１）

Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Φ［Σ －ΣＨ（ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ）－１ＨΣ］ΦＴ ＋σ２

ｗΓΓＴ （６ ．７ ．１７２）

ＫＮ（ｑ －１）＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ωｉ［Ｊｉ－ Ｎ（ｑ －１）－Λｉ

Ｎ（ｑ －１）－Δｉ
Ｎ（ｑ －１）］ （６ ．７ ．１７３）

Λｉ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

ｉ －１

ｊ ＝ ０
ＨΦｉ －１－ ｊΓＬｗ

Ｎ－ ｊ（ｑ －１）Λ（ｑ －１）；Λ０
Ｎ（ｑ －１）＝ ０ （６ ．７ ．１７４）

Δｉ
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｌｖ

Ｎ－ ｉ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （６ ．７ ．１７５）

Λ（ｑ －１）＝ ψ（ｑ －１）－ Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１

Ｊｉ（ｑ －１）＝
ＨΦｉ －１ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐ， ｉ ＞ ０

ψ（ｑ －１）ｑｉ， ｉ ≤
{ ０

（６ ．７ ．１７６）

Ω ＝［ＨＴ，（ＨΦ）Ｔ，…，（ＨΦｎ－１）Ｔ］Ｔ （６ ．７ ．１７７）

Ω－１ ＝［Ω０，Ω１，…，Ωｎ－１］ （６ ．７ ．１７８）

其中 ｎ ＝ ｎａ ＋ ｎｐ 为增广系统的状态维数 ．

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｍθ（ｉ）ｑｉ－ Ｎ，θ ＝ ｗ，ｖ，Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１７９）

ＬθＮ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０
Ｍｗ（ｉ）＝σ２

ｗΓΨＴ（ｉ －１）
ｐ ＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ｖ］－１， ｉ ＞ ０
·１３４·



Ｍｖ（ｉ）＝ －σ２
ｖＫＴΦＴΨＴ（ｉ －１）

ｐ ＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２
ｖ］－１， ｉ ＞ ０

Ｍｗ（０）＝ ０， Ｍｖ（０）＝σ２
ｖ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ｖ］－１ （６ ．７ ．１８０）
且有估值误差珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）稳态方差阵 Ｐ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）珘ｘＴ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐ（Ｎ）＝ Σ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｋｉ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ｖ］ＫＴ
ｉ， Ｎ ≥ ０ （６ ．７ ．１８１）

Ｋｉ ＝ ΣΨＴｉ
ｐ ＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ｖ］－１， ｉ ≥ ０ （６ ．７ ．１８２）
其中定义 Ｋ ＝ Ｋ０ ＝ ΣＨＴ［ＨΣＨＴ ＋σ２

ｖ］－１ ．当 Ｎ ＝ － １时有 Ｐ（－ １）＝ Σ，且当 Ｎ ＜ － １时
有

Ｐ（Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１ΣΦＴ（－ Ｎ－１）＋σ２
ｗ∑

Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ － Ｎ－ ｊΓΓＴΦＴ（－ Ｎ－ ｊ） （６ ．７ ．１８３）

【定理６ ．７ ．１３】 多传感器反卷积系统（６ ．７ ．１５０）和（６ ．７ ．１５１）有全局最优加权观测融
合 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）为

ψ（ｑ －１）^ｓ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ０
Ｎ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （６ ．７ ．１８４）

Ｋ０
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｈ０ＫＮ（ｑ －１） （６ ．７ ．１８５）

其中 ＫＮ（ｑ －１）由（６ ．７ ．１７３）～（６ ．７ ．１８０）定义，且滤波误差珓ｓ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^０（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）稳态方差 Ｐｓ０（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ２０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｓ０（Ｎ）＝ Ｈ０Ｐ（Ｎ）ＨＴ
０ （６ ．７ ．１８６）

其中 Ｐ（Ｎ）由（６ ．７ ．１８１）和（６ ．７ ．１８３）定义 ．
证明 由（６ ．７ ．１６６）和（６ ．７ ．１６８）得（６ ．７ ．１８４）和（６ ．７ ．１８５）．由（６ ．７ ．１６６）有珓ｓ０（ｔ ｜

ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ０珘ｘ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），于是有（６ ．７ ．１８６）． □
【例 ６ ．７ ．１】 考虑三传感器系统

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （６ ．７ ．１８７）
ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３ （６ ．７ ．１８８）

Ａ（ｑ －１）＝ １ － １ ．８ｑ －１ ＋ １ ．０５ｑ －２ － ０ ．２ｑ －３， Ｃ（ｑ －１）＝ ｑ－１ ＋ ０ ．３ｑ －２

（６ ．７ ．１８９）
其中 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ ＝ ０ ．４５，σ２
ｖ１ ＝ ２，σ２

ｖ２ ＝ ６和σ２
ｖ３ ＝ １３的相互独

立高斯白噪声 ．问题是求 ｓ（ｔ）的局部滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）和加权观测融合滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）．
取 Ｎ ＝ ０，应用定理 ６ ．７ ．１０可求得 ｓ（ｔ）的加权观测融合滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）为

ψ（ｑ －１）^ｓ０（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋ０
０（ｑ －１）ｙ（ｔ） （６ ．７ ．１９０）

ψ（ｑ －１）＝ １ － ０ ．９１４ ８ｑ －１ ＋ ０ ．４３３ ３ｑ －２ － ０ ．０７０ ６ｑ －３ （６ ．７ ．１９１）
Ｋ０
０（ｑ －１）＝ ０ ．６４６ ８ － ０ ．２７９ １ｑ －１ ＋ ０ ．０６２ ５ｑ －３ （６ ．７ ．１９２）

其中 ｙ（ｔ）为由（６ ．７ ．１２８）定义的加权融合观测 ．
取 Ｎ ＝ ０，套用定理 ６ ．７ ．１０可求得局部滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ），ｉ ＝ １，２，３ ．应用（６ ．７ ．１２０）可

求得融合和局部滤波误差方差 Ｐｓｉ（０）＝ Ｅ［ｓ^２ｉ（ｔ ｜ ｔ）］，珓ｓｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^ｉ（ｔ ｜ ｔ），ｉ ＝ １，
２，３，分别为

Ｐｓ０（０）＝ ０ ．８６９ ９， Ｐｓ１（０）＝ １ ．１９２ ９， Ｐｓ２（０）＝ ２ ．６９８ ５， Ｐｓ３（０）＝ ４ ．５１１ ３
（６ ．７ ．１９３）

·２３４·



可从理论上看到加权观测融合滤波精度高于每个局部滤波精度，即
Ｐｓ０（０）＜ Ｐｓｉ（０）， ｉ ＝ １，２，３ （６ ．７ ．１９４）

仿真结果如图 ６ ．７ ．１ ～ 图 ６ ．７ ．４所示，其中实线代表真实值 ｓ（ｔ），虚线代表滤波估值
ｓ^（ｔ ｜ ｔ），也可直观上看到精度关系（６ ．７ ．１９４）成立 ．

图 ６ ．７ ．１ 信号 ｓ（ｔ）和观测融合Ｗｉｅｎｅｒ
滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）

图 ６ ．７ ．２ 信号 ｓ（ｔ）和传感器 １的局部
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^１（ｔ ｜ ｔ）

图 ６ ．７ ．３ 信号 ｓ（ｔ）和传感器 ２的局
部 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^２（ｔ ｜ ｔ）

图 ６ ．７ ．４ 信号 ｓ（ｔ）和传感器 ３的局
部 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^３（ｔ ｜ ｔ）

上述加权观测融合滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）的全局最优性可验证如下：
集中式观测融合系统有状态空间模型

ｘ（ｔ）＝ Ａｘ（ｔ）＋ Ｃｗ（ｔ） （６ ．７ ．１９５）
ｙｃ（ｔ）＝ Ｈｃｘ（ｔ）＋ ｖｃ（ｔ） （６ ．７ ．１９６）

ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （６ ．７ ．１９７）

ｙｃ（ｔ）＝

ｙ１（ｔ）

ｙ２（ｔ）

ｙ３（ｔ









）
， Ｈｃ ＝

Ｈ









Ｈ
Ｈ
， ｖｃ（ｔ）＝

ｖ１（ｔ）

ｖ２（ｔ）

ｖ３（ｔ









）
， Ｈ ＝［１ ０ ０］，

Ａ ＝
１ ．８ １ ０

－ １ ．０５ ０ １
０ ．









２ ０ ０
， Ｃ ＝

１
０ ．３









０

（６ ．７ ．１９８）

用解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的经典 Ｋａｌｍａｎ 滤波方法可求得集中式稳态全局最优 Ｋａｌｍａｎ 滤波器
·３３４·



ｘ^ｃ（ｔ ｜ ｔ），进而由（６ ．７ ．１９７）引出的关系 ｓ^ｃ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｈｘ^ｃ（ｔ ｜ ｔ）可求得集中式信号Ｗｉｅｎｅｒ
滤波器 ｓ^ｃ（ｔ ｜ ｔ）为

ψｃ（ｑ －１）^ｓｃ（ｔ ｜ ｔ）＝ Ｋｃ
０（ｑ －１）ｙｃ（ｔ） （６ ．７ ．１９９）

其中

ψｃ（ｑ －１）＝ １ － ０ ．９１４ ８ｑ －１ ＋ ０ ．４３３ ３ｑ －２ － ０ ．０７０ ６ｑ －３ （６ ．７ ．２００）

Ｋｃ
０（ｑ －１）＝

０ ．４３４ ９
０ ．１４５ ０
０ ．









０６６ ９

Ｔ

－
０ ．１８７ ７
０ ．０６７ ６
０ ．









０２８ ９

Ｔ

ｑ －１ ＋
０ ．０４２ ０
０ ．０１４ ０
０ ．









００６ ５

Ｔ

ｑ －２ （６ ．７ ．２０１）

且可求得集中式全局最优滤波误差方差为
Ｐｓｃ（０）＝ ０ ．８６９ ９ （６ ．７ ．２０２）

由（６ ．７ ．１９３）有
Ｐｓｃ（０）＝ Ｐｓ０（０） （６ ．７ ．２０３）

即加权观测融合滤波 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）具有全局最优性 ．
【例 ６ ．７ ．２】 考虑四传感器白噪声反卷积系统

ｙｉ（ｔ）＝ ｑ－１（１ － ０ ．８ｑ －１）
１ － ｑ－１ ＋ ０ ．２４ｑ －２ ｗ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３，４ （６ ．７ ．２０４）

其中 ｗ（ｔ）＝ ｂ（ｔ）ｇ（ｔ）是 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声，ｂ（ｔ）是取值 １或 ０的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ白
噪声，取值概率为 Ｐ（ｂ（ｔ）＝ １）＝λ，Ｐ（ｂ（ｔ）＝ ０）＝ １ －λ，ｇ（ｔ）是零均值、方差为σ２

ｇ独
立于 ｂ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声，于是 ｗ（ｔ）有零均值，且方差σ２

ｗ ＝λσ２
ｇ ．设 ｖｉ（ｔ）是零均值、

方差为σ２
ｖｉ 独立于ｗ（ｔ）的 Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ．取λ ＝ ０ ．２５，σ２

ｇ ＝ １，σ２
ｖ１ ＝σ２

ｖ２ ＝σ２
ｖ３ ＝σ２

ｖ４ ＝
０ ．０５，问题是求全局最优加权观测融合白噪声Ｗｉｅｎｅｒ反卷积平滑器 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和局部平
滑器 ｗ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）（ｉ ＝ １，２，３，４）．

应用定理 ６ ．７ ．１１可求得最优加权观测融合和局部平滑误差方差各为
Ｐｗ
０（１）＝ ０ ．０１２ ５， Ｐｗ

１（１）＝ Ｐｗ
２（１）＝ Ｐｗ

３（１）＝ Ｐｗ
４（１）＝ ０ ．０４３ ３（６ ．７ ．２０５）

这表明融合平滑估计精度高于每个局部平滑估计精度 ．仿真结果如图 ６ ．７ ．５和图 ６ ．７ ．６所
示 ．在图 ６ ．７ ．５中实线端点纵坐标为真实值 ｗ（ｔ），实圆点纵坐标为平滑估值 ｗ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
１）（ｉ ＝ ０，１，２，３，４）．可直观看到加权观测融合估计精度明显高于每个局部平滑估计精度 ．
在图 ６ ．７ ．６中给出了各平滑器的累积平滑误差平方比较曲线，其中实的曲线为观测融合
平滑误差平方累积曲线，可进一步说明融合估计精度明显高于每个局部估计精度 ．
【例 ６ ．７ ．３】 考虑四传感器反卷积系统

ｙｉ（ｔ）＝ ｑ－１

１ － １ ．３ｑ －１ ＋ ０ ．４ｑ －２ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３，４ （６ ．７ ．２０６）

（１ － ０ ．９ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ ｗ（ｔ － １） （６ ．７ ．２０７）
其中 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ ＝ ０ ．４５，σ２
ｖ１ ＝ ２，σ２

ｖ２ ＝ ６，σ２
ｖ３ ＝ １３，σ２

ｖ４ ＝ １０的
相互独立的高斯白噪声 ．问题是求全局最优加权观测融合Ｗｉｅｎｅｒ反卷积预报器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ －
２）．

可得加权观测融合系统增广状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．７ ．２０８）

·４３４·



图 ６ ．７ ．５ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ － Ｇａｕｓｓｉａｎ白噪声 ｗ（ｔ），局部Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｗ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和观测融

合 Ｗｉｅｎｅｒ平滑器 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ １）及它们的累积平滑误差平方曲线

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （６ ．７ ．２０９）
其中 ｙ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是由（６ ．７ ．１５４）和（６ ．７ ．１５５）计算的融合观测和融合观测噪声，且

Φ ＝
０ ．９ ０ ０
１ １ ．３ １
０ － ０ ．









４ ０
， Γ ＝











１
０
０
， Ｈ ＝［０ １ ０］ （６ ．７ ．２１０）

解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程（６ ．７ ．１７２）可求得
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Σ ＝
１ ．０６８０ １ ．０８９１ － ０ ．１１８０
１ ．０８９１ ２ ．７１８５ － ０ ．４９６６
－ ０ ．１１８０ － ０ ．４９６６ ０ ．









１３０９
，Ｋｐ ＝

０ ．２５２１
１ ．０６１２
－ ０ ．









２７９６
，Ψｐ ＝

０ ．９ － ０ ．２５２１ ０
１ ０ ．２３８８ １
０ － ０ ．









１２０４ ０

（６ ．７ ．２１１）

图 ６ ．７ ．６ 信号 ｓ（ｔ），局部和加权观测融合Ｗｉｅｎｅｒ反卷积预报器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ － ２），^ｓｉ（ｔ ｜ ｔ － ２）

及累积预报误差平方曲线

应用定理 ６ ．７ ．１３可求得全局最优加权观测融合 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积预报器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ － ２）为

·６３４·



ψ（ｑ －１）^ｓ０（ｔ ｜ ｔ － ２）＝ Ｋ０
－２（ｑ －１）ｙ（ｔ － ２） （６ ．７ ．２１２）

ψ（ｑ －１）＝ １ － １ ．１３８ ８ｑ －１ ＋ ０ ．５８７ ３ｑ －２ － ０ ．１０８ ３ｑ －３ （６ ．７ ．２１３）
Ｋ０

－２（ｑ －１）＝ ０ ．２２６ ９ － ０ ．２９４ ９ｑ －１ ＋ ０ ．０９０ ７ｑ －２ （６ ．７ ．２１４）

类似可求得局部Ｗｉｅｎｅｒ反卷积预报器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － ２），且可求得融合预报和局部预报误差方
差各为

Ｐｓ０（－ ２）＝ １ ．３１５ １， Ｐｓ１（－ ２）＝ １ ．３５６ ４， Ｐｓ２（－ ２）＝ １ ．４５４ １，

Ｐｓ３（－ ２）＝ １ ．５３３ ５， Ｐｓ４（－ ２）＝ １ ．４９４ ７ （６ ．７ ．２１５）
这引出精度关系

Ｐｓ０（－ ２）＜ Ｐｓｉ（－ ２）， ｉ ＝ １，２，３，４ （６ ．７ ．２１６）
即融合预报精度高于局部预报精度 ．仿真结果如图 ６ ．７ ．６所示，其中在图 ６ ．７ ．６（ａ）～（ｅ）
中实线代表真实值 ｓ（ｔ），虚线代表预报值 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － ２）（ｉ ＝ ０，１，２，３，４）．图 ６ ．７ ．６（ｆ）中各
曲线为累积预报误差平方比较曲线，也可看到观测融合预报精度最高 ．

６ ．８ 多通道 ＡＲＭＡ信号分布式信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ＡＲＭＡ信号滤波问题广泛出现在通讯、信号处理、目标跟踪、ＧＰＳ定位、语音增强等应
用问题中 ．新近文献［３２］用现代时间序列分析方法，基于ＡＲＭＡ新息模型提出了两传感器
单通道ＡＲＭＡ信号信息融合Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．本节用Ｋａｌｍａｎ滤波方法提出多通道ＡＲＭＡ信
号多传感器分布式信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．它是次优的，即它是非全局最优的 ．

考虑带白色观测噪声的多传感器多通道 ＡＲＭＡ信号 ｓ（ｔ）
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （６ ．８ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．２）
其中 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为第 ｉ 个传感器的观测信号，待估 ＡＲＭＡ信号 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ，白色观测噪声
ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和 ｖｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）为零均值、方差阵各为 Ｑ和Ｒｉ的相互独立
白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｊ） ｖＴｉ（ｊ{ }）］ ＝

Ｑ ０
０ Ｒ[ ]

ｉ
δｔｊ，

Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｋ）］＝ ０，  ｔ，ｋ，ｊ （６ ．８ ．３）
其中 Ｅ 为均值号，Ｔ 为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｊ ＝ ０（ｔ ≠ ｊ）． ｑ －１ 为单位滞后算子，Ａ（ｑ －１）和
Ｃ（ｑ －１）为多项式矩阵，

Ａ（ｑ －１）＝ Ｉｍ ＋ Ａ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ａｎａ
ｑ － ｎａ，

Ｃ（ｑ －１）＝ Ｃ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｃｎｃ
ｑ － ｎｃ， ｎａ ≥ ｎｃ （６ ．８ ．４）

且设（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素 ．问题是基于观测（ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ），ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求信号 ｓ（ｔ）
的局部最优Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，并求它们的分布式最优融合Ｗｉｅｎｅｒ
滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０，Ｎ ＜ ０，各称其为滤波器、平滑器和预报器 ．

为了应用 Ｋａｌｍａｎ滤波方法，首先将（６ ．８ ．１）和（６ ．８ ．２）写成状态空间模型
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．８ ．５）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．６）

·７３４·



ｓ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ） （６ ．８ ．７）
其中规定 Ｃｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｃ），且定义

Φ ＝

－ Ａ１

 Ｉｍ（ｎａ －１）

－ Ａｎａ
０ …











０
， Γ ＝

Ｃ１


Ｃｎ











ａ

， Ｈ ＝［Ｉｍ ０ … ０］（６ ．８ ．８）

【定理 ６ ．８ ．１】 第 ｉ传感器子系统（６ ．８ ．５）～（６ ．８ ．７）有局部稳态最优Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

ψ（ｑ －１）^ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ψ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．９）

其中定义 ｎ ＝ ｍｎａ，且

Ψ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｈ［ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐｉ）Ｋｐｉｑ －１－ Ｎ ＋ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）Λｉ（ｑ －１）］， Ｎ ≥ ０
（６ ．８ ．１０）

Ψ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ ＨΦ － Ｎ－１ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐｉ）Ｋｐｉ， Ｎ ≤－ １ （６ ．８ ．１１）

ψｉ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐｉ） （６ ．８ ．１２）

Λｉ（ｑ －１）＝ ψｉ（ｑ －１）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐｉ）Ｋｐｉｑ －１ （６ ．８ ．１３）

Ψｐｉ ＝ Φ － ＫｐｉＨ （６ ．８ ．１４）

Ｋｐｉ ＝ ΦΣｉＨＴＱ－１
εｉ （６ ．８ ．１５）

Ｑεｉ ＝ ＨΣｉＨＴ ＋ Ｒｉ （６ ．８ ．１６）

Ｋ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｊ ｑｊ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．１７）

Ｋ（ｉ）
ｊ ＝ ΣｉΨＴ ｊ

ｐｉＨＴＱ－１
εｉ ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．１８）

而Σ满足 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
Σｉ ＝ Φ［Σｉ －ΣｉＨＴ（ＨΣｉＨＴ ＋ Ｒｉ）－１ＨΣｉ］ΦＴ ＋ΓＱΓＴ （６ ．８ ．１９）

它可用迭代法求解 ．
估值误差珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的稳态方差阵 Ｐｓｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋

Ｎ）珓ｓＴｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为
Ｐｓｉ（Ｎ）＝ ＨΣｉ（Ｎ）ＨＴ （６ ．８ ．２０）

其中Σｉ（Ｎ）由下式计算

Σｉ（Ｎ）＝ Σｉ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｊ ＱεｉＫ
（ｉ）Ｔ
ｊ ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．２１）

Σｉ（Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１Σｉ（ΦＴ）（－ Ｎ－１）＋ ∑
－ Ｎ

ｊ ＝ ２
Φ － Ｎ－ ｊΓＱΓＴΦ －（Ｎ－ ｊ）Ｔ， Ｎ ＜ － １（６ ．８ ．２２）

Σｉ（－ １）＝ Σｉ （６ ．８ ．２３）
证明 见定理 ６ ．７ ．９的证明，从略 ． □
【定理 ６ ．８ ．２】 多传感器系统（６ ．８ ．１）和（６ ．８ ．２）局部估计误差珓ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）与珓ｓ ｊ（ｔ

｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ）的稳态协方差阵 Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］
为

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ ＨＰｉｊ（Ｎ）ＨＴ （６ ．８ ．２４）
其中估值误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）与珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ

ｊ（ｔ
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｜ ｔ ＋ Ｎ）］当 Ｎ ≥ ０时为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Σｉｊ － ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｒ ＨΨ ｒ
ｐｉΣｉｊ － ∑

Ｎ

ｓ ＝ ０
ΣｉｊΨｓＴ

ｐｊＨＴＫ（ｊ）Ｔ
ｓ ＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｒ Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）Ｋ（ｊ）Ｔ
ｓ ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．２５）

其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］为

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ＨΨ ｒ
ｐｉΣｉｊΨｓＴ

ｐｊＨＴ ＋ ∑
ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ｋ ＝ １
ＨΨｒ － ｋ

ｐｉ ΓＱΓＴΨ（ｓ － ｋ）Ｔ
ｐｊ ＨＴ （６ ．８ ．２６）

其中当 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０时应置上式中的第二项为零 ．
Σｉｊ ＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）珘ｘＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ － １）］满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σｉｊ ＝ ΨｐｉΣｉｊΨＴ
ｐｊ ＋ΓＱΓＴ （６ ．８ ．２７）

它可用迭代法求解 ．
当 Ｎ ＝ － １时记

Ｐｉｊ（－ １）＝ Σｉｊ （６ ．８ ．２８）
当 Ｎ ＜ － １时有

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１ΣｉｊΦ（－ Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－ Ｎ

ｋ ＝ ２
Φ － Ｎ－ ｋΓＱΓＴΦ －（Ｎ－ ｋ）Ｔ （６ ．８ ．２９）

证明 在定理６ ．６ ．７中的（６ ．６ ．７１）～（６ ．６ ．７５）中置 Ｓｉ ＝ ０，Ｒｉｊ ＝ ０得（６ ．８ ．２５）和（６ ．
８ ．２６），由推论 ６ ．６ ．１的（６ ．６ ．４９）得（６ ．８ ．２７），由珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），珓ｓ ｊ（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）得（６ ．８ ．２４）．证毕 ． □

注意，定理 ６ ．８ ．１和定理 ６ ．８ ．２的基本原理是将信号估计问题转化为状态估计问题 ．
下面给出另一方法，它将信号估计问题转化为白噪声估计和观测预报问题 ．
【定理 ６ ．８ ．３】 第 ｉ 传感器子系统（６ ．８ ．１）和（６ ．８ ．２）有渐近稳定的局部稳态最优

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ψ（ｑ －１）^ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ψ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．３０）

其中 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０，且定义

Ψ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｊ（ｉ）

－ Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖｉ
Ｎ（ｑ －１）Λｉ（ｑ －１） （６ ．８ ．３１）

其中定义

Ｊ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝

ＨΦＮ－１ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐｉ）Ｋｐｉ， Ｎ ＞ ０

ψｉ（ｑ －１）ＩｍｑＮ， Ｎ ≤
{ ０

（６ ．８ ．３２）

Ｌｖｉ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｋ ｑｋ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．３３）

Ｌｖｉ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．８ ．３４）

Ｍ（ｉ）
ｋ ＝ － ＲｉＫＴ

ｐｉΨＴ（ｋ－１）
ｐｉ ＨＴＱ－１

εｉ （６ ．８ ．３５）

Ｍ（ｉ）
０ ＝ ＲｉＱ－１

εｉ （６ ．８ ．３６）
且估值误差珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的稳态方差阵 Ｐｓｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）珓ｓＴｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｓｉ（Ｎ）＝ Ｒｉ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｋ ＱεｉＭ（ｉ）
ｋ ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．３７）
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Ｐｓｉ（Ｎ）＝ ＨΣｉ（Ｎ）ＨＴ， Ｎ ＜ ０ （６ ．８ ．３８）
其中Σ（Ｎ）由（６ ．８ ．２２）和（６ ．８ ．２３）定义 ．

证明 见定理 ６ ．７ ．１０，从略 ．
【定理 ６ ．８ ．４】 多传感器系统（６ ．８ ．１）和（６ ．８ ．２）的局部估计误差协方差阵

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ ΨｉＮΣｉｊΨＴ
ｊＮ ＋ ∑

Ｎ

ρ＝ １
α（ｉ）

ＮρＱα
（ｊ）Ｔ
Ｎρ ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．３９）

其中Σｉｊ 由（６ ．８ ．３７）决定，且定义

ΨｉＮ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｋ ＨΨｋ
ｐｉ （６ ．８ ．４０）

α（ｉ）
Ｎρ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ

Ｍ（ｉ）
ｋ ＨΨｋ－ρｐｉ Γ （６ ．８ ．４１）

β（ｉ）
Ｎρ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ

Ｍ（ｉ）
ｋ ＨΨｋ－ρｐｉ Ｋｐｉ，ρ ＝ ２，…，Ｎ （６ ．８ ．４２）

β（ｉ）
Ｎ１ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ

Ｍ（ｉ）
ｋ ＨΨｋ－１

ｐｉ Ｋｐｉ ＋ Ｍ（ｉ）
０ － Ｉｍ （６ ．８ ．４３）

且当 Ｎ ＜ ０时有
Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ ＨＰｉｊ（Ｎ）ＨＴ， Ｎ ＜ ０ （６ ．８ ．４４）

其中 Ｐｉｊ（Ｎ）由（６ ．８ ．２９）计算 ．
证明 由（６ ．８ ．２）和射影性质有

ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．８ ．４５）
当 Ｎ ≥ ０时 ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙｉ（ｔ），于是有

珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ －珓ｖ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ）－ ｖｉ（ｔ） （６ ．８ ．４６）

注意关系
εｉ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｈ珘ｘ ｉ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ ＋ ｋ － １）＋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．８ ．４７）

珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋Γｗ（ｔ）－ Ｋｐｉｖｉ（ｔ） （６ ．８ ．４８）
将上式迭代（ｋ － １）次有

珘ｘｉ（ｔ ＋ ｋ ｜ ｔ ＋ ｋ － １）＝ Ψｐｉ珘ｘｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋∑
ｋ

ｒ ＝ １
Ψｋ－ ｒ

ｐｉ ［Γｗ（ｔ ＋ ｒ － １）－ Ｋｐｉｖｉ（ｔ ＋ ｒ － １）］

（６ ．８ ．４９）
将（６ ．８ ．４７）和（６ ．８ ．４９）代入（６ ．８ ．４６）并合并同类项可得

珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΨｉＮ珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ρ＝ １
［α（ｉ）

Ｎρｗ（ｔ ＋ρ － １）＋β（ｉ）
Ｎρｖｉ（ｔ ＋ρ － １）］

（６ ．８ ．５０）
其中α（ｉ）

Ｎρ，β
（ｉ）
Ｎρ，ΨｉＮ 由（６ ．８ ．４０）～（６ ．８ ．４３）定义 ．将上式代入 Ｐｓｉｊ（Ｎ）定义中便得（６ ．８ ．

３９），其中用到事实珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）不相关于 ｗ（ｔ），ｗ（ｔ ＋ １），…，ｖｊ（ｔ），ｖｊ（ｔ ＋ １）… ．
当 Ｎ ＜ ０时，由（６ ．８ ．４５）有

ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （６ ．８ ．５１）
这引出
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珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖｉ（ｔ） （６ ．８ ．５２）
从而有

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｙＴｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （６ ．８ ．５３）
由（６ ．８ ．６）有

ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （６ ．８ ．５４）
这引出

珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｈ珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋ ｖｉ（ｔ） （６ ．８ ．５５）
于是有

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ ＨＰｉｊ（Ｎ）ＨＴ， Ｎ ＜ ０ （６ ．８ ．５６）
证毕 ． □
【定理 ６ ．８ ．５】 多传感器系统（６ ．８ ．１） ～ （６ ．８ ．３）有稳态局部估计误差协方差阵

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｒ Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）Ｍ（ｊ）Ｔ
ｓ ， Ｎ ≥ ０ （６ ．８ ．５７）

其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）由（６ ．８ ．２６）计算 ．
证明 由（６ ．８ ．２）有

ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．８ ．５８）
当 Ｎ ≥ ０有

ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ（ｔ）－ ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．８ ．５９）
这引出估值误差珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）与珓ｖ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｖ（ｔ）－ ｖ^ｉ（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）有关系

珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ －珓ｖ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．８ ．６０）
由推论 ３ ．５ ．２或定理 ３ ．８ ．６有白噪声估值器

珓ｖ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

Ｉ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｊ εｉ（ｔ ＋ ｊ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．６１）

这引出

Ｐｓｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ｛［ｖｉ（ｔ）－ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｒ εｉ（ｔ ＋ ｒ）］［ｖｊ（ｔ）－ ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍ（ｊ）

ｓ εｊ（ｔ ＋ ｓ）］Ｔ｝

（６ ．８ ．６２）
将上式展开，利用关系（６ ．８ ．４７）～（６ ．８ ．４９）可得（６ ．８ ．５７）和（６ ．８ ．２６），（６ ．８ ．２７）． □
【定理 ６ ．８ ．６】 多传感器多通道系统（６ ．８ ．１）和（６ ．８ ．２）有最优分布式信息融合

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ａｉ ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．８ ．６３）

在节 ６ ．１三种加权最优融合准则下，加权 Ａｉ 分别为矩阵、对角阵或标量，它们可分别由三
种加权融合公式通过 Ｐｓｉ（Ｎ）和 Ｐｓｉｊ（Ｎ）求得，^ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）可由定理 ６ ．８ ．１或定理 ６ ．８ ．３
求得 ．相应的最优融合误差方差阵 Ｐｓ０（Ｎ）满足关系

ｔｒＰｓ０（Ｎ）≤ ｔｒＰｓｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．８ ．６４）
证明 由节 ６ ．１的三种加权公式得证 ． □
【例 ６ ．８ ．１】 考虑两传感器二维跟踪系统
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（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ１ ｑ －１ｗ（ｔ） （６ ．８ ．６５）
ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２ （６ ．８ ．６６）

Ａ１ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Ｃ１ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０

（６ ．８ ．６７）

其中 ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）］Ｔ，Ｔ０ 为采样周期，ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）分别为在时刻 ｔＴ０ 处运
动目标的位置、速度和加速度，ｙｉ（ｔ）为第 ｉ 个传感器对 ｓ（ｔ）的观测信号，ｖｉ（ｔ）为观测噪
声 ．设 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ）是零均值、方差阵各为 Ｑ（标量）和 Ｒｉ 的相互独立白噪声，且取

Ｔ０ ＝ ０ ．３， Ｑ ＝ １， Ｑｖ１ ＝
１ ０
０ ２ ．[ ]２５

， Ｑｖ２ ＝
４ ０[ ]０ ９

（６ ．８ ．６８）

取 Ｎ ＝ １，问题是应用定理 ６ ．８ ．２和定理 ６ ．８ ．３求局部跟踪平滑器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）和最优按
矩阵加权融合跟踪平滑器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ １），可求得

ｔｒＰｓ１（１）＝ ０ ．４０９ ０， ｔｒＰｓ２（１）＝ １ ．０８３ ７， ｔｒＰｓ０（１）＝ ０ ．３６４ ０ （６ ．８ ．６９）
注意 ｔｒＰｓ０（１）＜ ｔｒＰｓｉ（１），ｉ ＝ １，２ ．这表明融合平滑器的精度高于局部平滑器的精度 ．仿真
结果如图 ６ ．８ ．１ ～ ６ ．８ ．６所示，其中实线代表真实值 ｓｉ（ｔ），虚线代表平滑估值 ｓ^ ｉｊ（ｔ ｜ ｔ ＋
１），即第 ｊ 个传感器对 ｓｉ（ｔ）的平滑估值 ．可看到融合估计精度高于局部估计精度 ．图 ６ ．８ ．
７和图 ６ ．８ ．８分别为位置和速度的累积平滑误差平方比较曲线，其中实曲线为融合平滑器
的累积误差平方曲线 ．可进一步看到融合平滑估计的精度高于局部平滑估计精度 ．

图 ６ ．８ ．１ 信号 ｓ１（ｔ）与局部Ｗｉｅｎｅｒ平滑

器 ｓ^１１（ｔ ｜ ｔ ＋ １）的比较图

图 ６ ．８ ．２ 速度 ｓ２（ｔ）与局部Ｗｉｅｎｅｒ平滑

器 ｓ^１２（ｔ ｜ ｔ ＋ １）的比较图

图 ６ ．８ ．３ 位置 ｓ１（ｔ）与局部Ｗｉｅｎｅｒ平滑

器 ｓ^２１（ｔ ｜ ｔ ＋ １）的比较图

图 ６ ．８ ．４ 速度 ｓ２（ｔ）与局部Ｗｉｅｎｅｒ平滑

器 ｓ^２２（ｔ ｜ ｔ ＋ １）的比较图
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图 ６ ．８ ．５ 位置 ｓ１（ｔ）与最优融合跟踪平

滑器 ｓ^０１（ｔ ｜ ｔ ＋ １）

图 ６ ．８ ．６ 位置 ｓ１（ｔ）与最优融合跟踪平

滑器 ｓ^０２（ｔ ｜ ｔ ＋ １）

图 ６．８．７ 位置估计误差平方和比较曲线 图 ６．８．８ 速度估计误差平方和比较曲线

６ ．９ 广义系统多传感器信息融合降阶状态估值器

广义系统大量出现在电网络、机器人、经济系统、航空航天、复杂化工过程控制等领
域，近年来尤为人们关注 ．文献［３４，３５］用现代时间序列分析方法提出了广义系统降阶状
态估值器 ．原理是通过变换将广义系统化为典范型，它由两个互耦的子系统组成 ．因而可
将整个系统状态估计问题转化为子系统状态估计问题 ．因为每个子系统的状态有较小维
数，故称子系统状态估值器为降维状态估值器 ．它具有计算量较小，便于实时应用的优点 ．
关于广义系统信息融合状态估值器目前尚未见国内外报道 ．本节对两种广义系统典范型
提出了相应的两种降阶状态估值器［６７］．它可转化为正常（非广义）系统的信息融合状态估
计问题，因而可利用本章节 ６ ．１ ～ 节 ６ ．７的有关结果解决问题 ．

６ ．９ ．１ 在典范型Ⅰ下的广义系统分布式信息融合降阶状态估值器［６７］

考虑多传感器线性离散时间定常广义随机系统
Ｍｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （６ ．９ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．２）
其中 ｔ 为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ 个传感器的观测为 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 为
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观测噪声 ．
【假设 １】 Ｍ 为奇异方阵（ｄｅｔＭ ＝ ０）．
【假设 ２】 系统是正则的，即 ｄｅｔ（Ｍ － ｑ－１Φ） ０ ．
【假设 ３】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ） ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｗ Ｓｉ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉ
δｔｋ，

Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｔ）］＝ ０，  ｉ，ｊ，ｔ，ｋ （６ ．９ ．３）
其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｋ ＝ ０（ｔ ≠ ｋ）．
【假设 ４】 系统是完全可观的，即对任意复数 ｚ 有

ｒａｎｋ
ｚＭ －Φ

Ｈ[ ]
ｉ

＝ ｎ， ｒａｎｋ
Ｍ
Ｈ[ ]

ｉ
＝ ｎ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．４）

问题是基于观测（ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ），ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ － １），…）求 ｘ（ｔ）的局部稳态状态估值器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）和信息融合稳态状态估值器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．对 Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０，称其为滤波器、
平滑器或预报器 ．

由假设 １和假设 ２，设 ｒａｎｋＭ ＝ ｎ１ ＜ ｎ，利用奇异值分解［４４］，存在非异阵 Ｐ，Ｑ 使

ＰＭＱ ＝ Σ ０[ ]０ ０
， Σ ＝

σ１ ０


０ σｎ











１

，σｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，…，ｎ１ （６ ．９ ．５）

引入分块表示

ＰΦＱ ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ[ ]
２２
， ＰΓ ＝

Γ１

Γ
[ ]

２
， ＨｉＱ ＝［Ｈｉ１，Ｈｉ２］ （６ ．９ ．６）

且引入状态变换

ｘ（ｔ）＝ Ｑ
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） （６ ．９ ．７）

则系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）化为典范型Ⅰ 为

Σ ０[ ]０ ０
ｘ１（ｔ ＋ １）

ｘ２（ｔ ＋ １[ ]） ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ[ ]
２２

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋
Γ１

Γ
[ ]

２
ｗ（ｔ） （６ ．９ ．８）

ｙｉ（ｔ）＝［Ｈｉ１，Ｈｉ２］
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．９）

其中 ｎ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２，ｘ１（ｔ）∈ Ｒｎ１，ｘ２（ｔ）∈ Ｒｎ２ ．它可写成互耦的子系统

ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Σ－１Ａ１１ｘ１（ｔ）＋Σ－１Ａ１２ｘ２（ｔ）＋Σ－１Γ１ｗ（ｔ） （６ ．９ ．１０）

０ ＝ Ａ２１ｘ１（ｔ）＋ Ａ２２ｘ２（ｔ）＋Γ２ｗ（ｔ） （６ ．９ ．１１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ１ｘ１（ｔ）＋ Ｈｉ２ｘ２（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．１２）
假设 Ａ２２ 非异，则由（６ ．９ ．１１）可解出

ｘ２（ｔ）＝ － Ａ －１
２２［Ａ２１ｘ１（ｔ）＋Γ２ｗ（ｔ）］ （６ ．９ ．１３）

将其代入（６ ．９ ．１２）有多传感器降阶子系统
ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Ａ０ｘ１（ｔ）＋Γ０ｗ（ｔ） （６ ．９ ．１４）
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ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ０ｘ１（ｔ）＋ηｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．１５）
其中定义

Ａ０ ＝ Σ－１（Ａ１１ － Ａ１２Ａ－１
２２ Ａ２１），

Γ０ ＝ Σ－１（Γ１ － Ａ１２Ａ－１
２２Γ２），

Ｈｉ０ ＝ Ｈｉ１ － Ｈｉ２Ａ－１
２２ Ａ２１，

ηｉ（ｔ）＝ ｖｉ（ｔ）－ Ｈｉ２Ａ－１
２２Γ２ｗ（ｔ） （６ ．９ ．１６）

注意 ｗ（ｔ）与ηｉ（ｔ）是相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）

ηｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ） ηＴ
ｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｗ Ｓｉ０

ＳＴ
ｉ０ Ｑη

[ ]
ｉ
δｔｋ （６ ．９ ．１７）

Ｓｉ０ ＝ Ｓｉ － ＱｗΓＴ
２Ａ －Ｔ

２２ ＨＴ
ｉ２ （６ ．９ ．１８）

Ｑηｉ ＝ Ｒｉ － Ｈｉ２Ａ －１
２２Γ２Ｓｉ － ＳＴ

ｉΓＴ
２Ａ －１

２２ ＨＴ
ｉ２ ＋ Ｈｉ２Ａ －１

２２Γ２ＱｗΓＴ
２Ａ －１

２２ ＨＴ
ｉ２ （６ ．９ ．１９）

可证明（Ａ０，Ｈｉ０）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）为完全可观对［３５］．因而子系统（６ ．９ ．１４）和（６ ．９ ．１５）存在稳
态 Ｋａｌｍａｎ估值器 ．

对于多传感器常规降阶子系统（６ ．９ ．１４）和（６ ．９ ．１５）用本章方法可求得 ｘ１（ｔ）的局部
稳态状态估值器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）和 ｗ（ｔ）的局部稳态白噪声估值器 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ），进而由（６ ．９ ．１３）可得 ｘ２（ｔ）的局部稳态估值器

ｘ^２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － Ａ －１
２２［Ａ２１ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＋Γ２ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］， ｉ ＝ １，…，Ｌ

（６ ．９ ．２０）
定义珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ１（ｔ）－ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ２（ｔ）－ ｘ^２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

Ｐｘ１ｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｘ２ｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
１ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｘ２ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
２ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （６ ．９ ．２１）

且定义珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ１（ｔ）－ ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

Ｐｗ
ｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｘ１ｗｉｊ （Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｗｘ１ｉｊ （Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
１ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （６ ．９ ．２２）

还定义珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），

Ｐｘ
ｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ

ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｘ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （６ ．９ ．２３）

Ｐｘ１ ｘ２ｉｊ （Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
２ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］，

Ｐｘ２ ｘ１ｉｊ （Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
１ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］ （６ ．９ ．２４）

由（６ ．９ ．７）有状态 ｘ（ｔ）的局部稳态估值器为

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ
ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

ｘ^２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ[ ]）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．２５）
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对第 ｉ 个传感器子系统（６ ．９ ．１４）和（６ ．９ ．１５）由节 ６ ．６有稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^１ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｉ ｙｉ（ｔ） （６ ．９ ．２６）

εｉ（ｔ）＝ ｙｉ（ｔ）－ Ｈｉ０ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．２７）
且当 Ｎ ≥ ０时有稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器和平滑器

ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．９ ．２８）

当 Ｎ ＜ － １有 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ａ － Ｎ－１

０ ｘ^１ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．９ ．２９）
且有 ｗ（ｔ）的局部白噪声估值器

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．９ ．３０）

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （６ ．９ ．３１）
其中Ψｐｉ，Ｋｐｉ，Ｋ（ｉ）

ｋ ，Ｍ（ｉ）
ｋ 及一步预报误差互协方差阵Σｉｊ，新息互协方差阵 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ），有关

估值误差方差阵和互协方差阵 Ｐｘ１ｉ（Ｎ），Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ），均可由节 ６ ．６的有关公式得到 ．
由（６ ．９ ．７）和（６ ．９ ．２５）有稳态局部估计误差为

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ
珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）
珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ[ ]） （６ ．９ ．３２）

由（６ ．９ ．２１）～（６ ．９ ．２４），这引出稳态局部估值误差方差阵和互协方差阵为

Ｐｘ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑ

Ｐｘ１ｉ（Ｎ） Ｐｘ１ ｘ２ｉｉ （Ｎ）

Ｐｘ２ ｘ１ｉｉ （Ｎ） Ｐｘ２ｉ（Ｎ[ ]）
ＱＴ （６ ．９ ．３３）

Ｐｘ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑ

Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ） Ｐｘ１ ｘ２ｉｊ （Ｎ）

Ｐｘ２ ｘ１ｉｊ （Ｎ） Ｐｘ２ｉｊ（Ｎ[ ]）
ＱＴ， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ （６ ．９ ．３４）

为了求最优融合估计 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），要求计算 Ｐｘ
ｉ（Ｎ）和 Ｐｘ

ｉｊ（Ｎ）．除了已由节 ６ ．６得到

Ｐｘ１ｉ（Ｎ）和 Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）外，需要进一步求 Ｐｘ２ｉ（Ｎ），Ｐｘ２ｉｊ（Ｎ），Ｐｘ１ ｘ２ｉｊ （Ｎ），Ｐｘ２ ｘ１ｉｊ （Ｎ），ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ ．
为了推导方便，以下推导假设子系统（６ ．９ ．１４）和（６ ．９ ．１５）是稳定的，即 Ａ０ 是稳定矩

阵，因而 ｘ１（ｔ）和 ｘ２（ｔ）均为平稳随机过程，故在推导中所有数学期望运算均有意义（即所
有数学期望值存在）．对 Ａ０ 不稳定情形，可设初始观测时刻为 ｔ０ ＝ ０，平行于 Ａ０ 稳定情形
的推导，可求得时变最优状态估值器及时变估值误差方差阵和协方差阵，再令 ｔ→∞取极
限可得相应的稳态估值器及稳态估值误差方差阵和协方差阵 ．有关公式同 Ａ０稳定情形的
公式完全一样 ．取 ｔ０ ＝ ０为有限的可保证推导中遇到的数学期望运算有意义 ．在取 ｔ０ ＝ ０
时，还应假设 ｘ１（０）与 ｗ（ｔ）和 ｖｉ（ｔ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，相互独立 ．
【定理 ６ ．９ ．１】 广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）在假设 １ ～ ４下，当 Ｎ ≥ ０时，有

Ｐｘ２ｉ（Ｎ）＝ Ａ －１
２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２ ＋ Ａ －１

２２Γ２Ｐｗ
ｉ（Ｎ）ΓＴ

２Ａ －Ｔ
２２ ＋

Ａ －１
２２ Ａ２１Ｐｘ１ｗｉｉ （Ｎ）ΓＴ

２Ａ －Ｔ
２２ ＋ Ａ －１

２２Γ２Ｐｗｘ１ｉｉ（Ｎ）ＡＴ
２１Ａ －Ｔ

２２ （６ ．９ ．３５）

Ｐｘ１ｗｉｉ （Ｎ）＝ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｉ ＱεｉＭ（ｉ）Ｔ
ｋ ， Ｐｗｘ１ｉｉ（Ｎ）＝ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｉ ＱεｉＫ（ｉ）Ｔ
ｋ （６ ．９ ．３６）

证明 由（６ ．９ ．１３）和（６ ．９ ．２０）有
珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － Ａ －１

２２ Ａ２１珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ Ａ －１
２２Γ２珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．９ ．３７）

·６４４·



由 Ｐｘ２ｉ（Ｎ）的定义（６ ．９ ．２１）得（６ ．９ ．３５），其中应用了定义（６ ．９ ．２２）．注意珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）正
交（不相关）于由（６ ．９ ．３０）给出的 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ≥ ０，并注意关系

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ
ｉ（ｔ ＋ ｋ）］＝ Ｍ（ｉ）

ｋ Ｑεｉ （６ ．９ ．３８）

并利用（６ ．９ ．２８）及 ｗ（ｔ）不相关于 ｘ１（ｔ）和 ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １），则当 Ｎ ≥ ０时有

Ｐｘ１ｗｉｉ （Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｗＴ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］＝ Ｅ［珘ｘ１ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｗ（ｔ）－ ｗ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）Ｔ］＝

Ｅ［（ｘ１（ｔ）－ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）ｗＴ（ｔ）］＝ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｋ ＱεｉＭ（ｉ）Ｔ
ｋ （６ ．９ ．３９）

而 Ｐｗｘ１ｉｉ（Ｎ）＝（Ｐｘ１ｗｉｉ （Ｎ））Ｔ ．证毕 ． □
【定理 ６ ．９ ．２】 广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）在假设 １ ～ ４下，当 Ｎ ≥ ０时，有

Ｐｘ２ｉｊ（Ｎ）＝ Ａ －１
２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２ ＋ Ａ －１

２２Γ２Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）ΓＴ

２Ａ －Ｔ
２２ ＋

Ａ －１
２２ Ａ２１Ｐｘ１ｗｉｊ （Ｎ）ΓＴ

２Ａ －Ｔ
２２ ＋ Ａ －１

２２Γ２Ｐｗｘ１ｉｊ （Ｎ）ＡＴ
２１Ａ －Ｔ

２２ （６ ．９ ．４０）

Ｐｘ１ｗｉｊ （Ｎ）＝ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｋ ＱεｉＭ（ｉ）Ｔ
ｋ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ΣｉｊΨｋＴ

ｐｊＨＴ
０ ｊＭ（ｊ）Ｔ

ｋ ＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｒ Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）Ｍ（ｊ）Ｔ
ｓ （６ ．９ ．４１）

Ｐｗｘ１ｉｊ （Ｎ）＝ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｊ）

ｋ ＱεｊＫ（ｊ）Ｔ
ｋ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｋ Ｈ０ ｉΨｋ
ｐｉΣｉｊ ＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍ（ｉ）

ｒ Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）Ｋ（ｊ）Ｔ
ｓ （６ ．９ ．４２）

其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］由（６ ．６ ．７２）～（６ ．６ ．７５）计算 ．

证明 应用（６ ．９ ．２８）和（６ ．９ ．３０），当 Ｎ ≥ ０且 ｉ ≠ ｊ 时有
Ｐｘ１ｗｉｊ （Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］＝

Ｅ［（珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）－ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｉ）

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ））（ｗ（ｔ）－ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍ（ｊ）

ｋεｊ（ｔ ＋ ｋ））Ｔ］

（６ ．９ ．４３）
将上式展开为四项，注意 ｗ（ｔ）正交（不相关）于 ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １），应用（６ ．９ ．３８），并应用由
（６ ．４ ．２６）引出的稳态表达式

εｉ（ｔ ＋ ｋ）＝ Ｈｉ０Ψｋ
ｐｉ珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑

ｋ

ｒ ＝ １
Ｈｉ０Ψｋ－ ｒ

ｐｉ ［Γ０ｗ（ｔ ＋ ｒ － １）－

Ｋｐｉηｉ（ｔ ＋ ｒ － １）］＋ηｉ（ｔ ＋ ｋ） （６ ．９ ．４４）

其中规定 ｋ ＝ ０时上式第二项为零，则立刻得（６ ．９ ．４１）．同理得（６ ．９ ．４２）． □
【定理 ６ ．９ ．３】 广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）在假设 １ ～ ４下，当 Ｎ ＜ ０时有

Ｐｘ２ｉ（Ｎ）＝ Ａ －１
２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －１
２２ ＋ Ａ －１

２２Γ２ＱｗΓＴ
２珚ＡＴ

２２ （６ ．９ ．４５）

Ｐｘ２ｉｊ（Ｎ）＝ Ａ －１
２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２ ＋ Ａ －１

２２Γ２ＱｗΓＴ
２Ａ －Ｔ

２２， ｉ ≠ ｊ （６ ．９ ．４６）

证明 注意当 Ｎ ＜ ０时有 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０，故有
珘ｘ２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ － Ａ －１

２２ Ａ２１珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ Ａ －１
２２Γ２ｗ（ｔ） （６ ．９ ．４７）

注意当 Ｎ ＜ ０时 ｗ（ｔ）不相关于珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），由定义（６ ．９ ．２１）直接引出（６ ．９ ．４５）和（６ ．
９ ．４６）．证毕 ． □

·７４４·



【定理 ６ ．９ ．４】 广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）在假设 １ ～ ４下有

Ｐｘ１ ｘ２
ｉｉ （Ｎ）＝ － Ｐｘ１ｉ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２ － Ｐｘ１ｗｉｉ （Ｎ）ΓＴ

２Ａ －Ｔ
２２， Ｎ ≥ ０ （６ ．９ ．４８）

Ｐｘ１ ｘ２
ｉｉ （Ｎ）＝ － Ｐｘ１ｉ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２， Ｎ ＜ ０ （６ ．９ ．４９）

Ｐｘ２ ｘ１
ｉｉ （Ｎ）＝ － Ａ －１

２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉ（Ｎ）－ Ａ －１
２２Γ２Ｐｗｘ１ｉｉ（Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．９ ．５０）

Ｐｘ２ ｘ１
ｉｉ （Ｎ）＝ － Ａ －１

２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉ（Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （６ ．９ ．５１）

Ｐｘ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑ

Ｐｘ１ｉ（Ｎ） Ｐｘ１ ｘ２ｉｉ （Ｎ）

Ｐｘ２ ｘ１ｉｉ （Ｎ） Ｐｘ２ｉ（Ｎ[ ]）
ＱＴ （６ ．９ ．５２）

证明 利用（６ ．９ ．３７）和定义（６ ．９ ．２４）立刻得（６ ．９ ．４８）和（６ ．９ ．５０）．当 Ｎ ＜ ０时利用
（６ ．９ ．４７）和 ｗ（ｔ）不相关于珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）引出（６ ．９ ．４９）和（６ ．９ ．５１）．由（６ ．９ ．３３）得（６ ．９ ．
５２）．证毕 ． □
【定理 ６ ．９ ．５】 广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）在假设 １ ～ ４下有

Ｐｘ１ ｘ２
ｉｊ （Ｎ）＝ － Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２ － Ｐｘ１ｗｉｊ （Ｎ）ΓＴ

２Ａ －Ｔ
２２， Ｎ ≥ ０ （６ ．９ ．５３）

Ｐｘ１ ｘ２
ｉｊ （Ｎ）＝ － Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）ＡＴ

２１Ａ －Ｔ
２２， Ｎ ＜ ０ （６ ．９ ．５４）

Ｐｘ２ ｘ１
ｉｊ （Ｎ）＝ － Ａ －１

２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）－ Ａ －１
２２Γ２Ｐｗｘ１ｉｊ （Ｎ）， Ｎ ≥ ０ （６ ．９ ．５５）

Ｐｘ２ ｘ１
ｉｊ （Ｎ）＝ － Ａ －１

２２ Ａ２１Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ）， Ｎ ＜ ０ （６ ．９ ．５６）

Ｐｘ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑ

Ｐｘ１ｉｊ（Ｎ） Ｐｘ１ ｘ２ｉｊ （Ｎ）

Ｐｘ２ ｘ１ｉｊ （Ｎ） Ｐｘ２ｉｊ（Ｎ[ ]）
ＱＴ， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．５７）

证明 利用（６ ．９ ．３７）和定义（６ ．９ ．２４），当 Ｎ ≥ ０时立刻得（６ ．９ ．５３）和（６ ．９ ．５５）．当
Ｎ ＜ ０时 ｗ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０，于是 ｗ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ），珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ）．注意当

Ｎ ＜ ０时 ｗ（ｔ）不相关于珘ｘ１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和珘ｘ１ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），于是 Ｐｘ１ｗｉｊ （Ｎ）＝ ０，Ｐｗｘ１ｉｊ （Ｎ）＝
０ ．这引出（６ ．９ ．５４）和（６ ．９ ．５６）．证毕 ． □
【定理 ６ ．９ ．６】 广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２）在假设 １ ～ ４下有局部稳态估值器

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ
ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

ｘ^２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ[ ]）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．５８）

在节 ６ ．１ 的三种线性最小方差加权准则下，有相应的三种分布式最优融合状态估值器
ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
βｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （６ ．９ ．５９）

其中βｉ分别为加权阵、加权对角阵或加权系数，它们可用节 ６ ．１的最优融合公式根据由定
理 ６ ．９ ．１ ～ 定理 ６ ．９ ．５所求得的 Ｐｘ

ｉ（Ｎ）和 Ｐｘ
ｉｊ（Ｎ）来计算，且最优融合误差方差阵 Ｐｘ

０（Ｎ）
满足精度关系

ｔｒＰｘ
０（Ｎ）≤ ｔｒＰｘ

ｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．６０）
证明 由节 ６ ．１的融合公式得证 ． □
【注 ６ ．９ ．１】 （６ ．９ ．２６）～（６ ．９ ．２９）系子系统 Ｋａｌｍａｎ 估值器，也可将其化为相应的

Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器［３５］．这样便可得到信息融合 Ｋａｌｍａｎ估值器或 Ｗｉｅｎｅｒ估值器 ．
·８４４·



６ ．９ ．２ 在典范型Ⅱ下的广义系统分布式信息融合降阶状态估值器

考虑广义系统（６ ．９ ．１）和（６ ．９ ．２），在假设 １ ～ ４下，设 ｒａｎｋＭ ＝ ｎ１ ＜ ｎ，则存在非异

矩阵［４５］Ｐ，Ｑ 使

ＰＭＱ ＝
Ｍ１ ０
Ｍ２

[ ]０ ， ＰΦＱ ＝
Ｔ１ ０
Ｔ２ Ｔ[ ]

３
（６ ．９ ．６１）

其中 Ｍ１ 为 ｎ１ × ｎ１ 非异下三角阵，Ｔ１ 为 ｎ１ × ｎ１ 拟下三角矩阵，Ｔ３ 为 ｎ２ × ｎ２ 非异下三角
阵，ｎ ＝ ｎ１ ＋ ｎ２ ．记

ＨｉＱ ＝［Ｈｉ１，Ｈｉ２］， ＰΓ ＝
Γ１

Γ
[ ]

２
（６ ．９ ．６２）

引入变换

ｘ（ｔ）＝ Ｑ
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） （６ ．９ ．６３）

其中 ｘ１（ｔ）∈ Ｒｎ１，ｘ２（ｔ）∈ Ｒｎ２，则原系统为如下典范型Ⅱ：
Ｍ１ ０
Ｍ２

[ ]０
ｘ１（ｔ ＋ １）

ｘ２（ｔ ＋ １[ ]） ＝
Ｔ１ ０
Ｔ２ Ｔ[ ]

３

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋
Γ１

Γ
[ ]

２
ｗ（ｔ） （６ ．９ ．６４）

ｙ（ｔ）＝［Ｈｉ１，Ｈｉ２］
ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ[ ]） ＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．６５）

即
Ｍ１ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Ｔ１ｘ１（ｔ）＋Γ１ｗ１（ｔ） （６ ．９ ．６６）

Ｍ２ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Ｔ２ｘ１（ｔ）＋ Ｔ３ｘ２（ｔ）＋Γ２ｗ（ｔ） （６ ．９ ．６７）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ１ｘ１（ｔ）＋ Ｈｉ２ｘ２（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．６８）

由（６ ．９ ．６６）有
ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Ｍ－１

１ Ｔ１ｘ１（ｔ）＋ Ｍ－１
１ Γ１ｗ（ｔ） （６ ．９ ．６９）

由（６ ．９ ．６７）有
ｘ２（ｔ）＝ Ｔ－１

３ Ｍ２ｘ１（ｔ ＋ １）－ Ｔ－１
３ Ｔ２ｘ１（ｔ）－ Ｔ－１

３ Γ２ｗ１（ｔ） （６ ．９ ．７０）

将它代入（６ ．９ ．６８），有子系统
ｘ１（ｔ ＋ １）＝ Ａ０ｘ１（ｔ）＋Γ０ｗ（ｔ） （６ ．９ ．７１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ０ｘ１（ｔ）＋ηｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．７２）

其中定义
Ａ０ ＝ Ｍ－１

１ Ｔ１ （６ ．９ ．７３）

Γ０ ＝ Ｍ－１
１ Γ１ （６ ．９ ．７４）

Ｈｉ０ ＝ Ｈｉ１ － Ｈｉ２Ｔ－１
３ Ｍ２Ｍ－１

１ Ｔ１ － Ｈｉ２Ｔ－１
３ Ｔ２ （６ ．９ ．７５）

ηｉ（ｔ）＝ Ｇｉｗ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．７６）

Ｇｉ ＝ Ｈｉ２Ｔ－１
３ Ｍ２Ｍ－１

１ Γ１ － Ｈｉ２Ｔ－１
３ Γ２ （６ ．９ ．７７）

显然 ｗ（ｔ）与ηｉ（ｔ）是带零均值的相关白噪声：
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Ｅ
ｗ（ｔ）

ηｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ） ηＴ（ｋ{ }）］ ＝
Ｑｗ Ｓηｉ

ＳＴ
ηｉ Ｑη

[ ]
ｉ
δｔｋ （６ ．９ ．７８）

其中
Ｓηｉ ＝ Ｅ［ｗ（ｔ）ηＴ

ｉ（ｔ）］＝ Ｓｉ ＋ ＱｗＧＴ
ｉ （６ ．９ ．７９）

Ｑηｉ ＝ Ｅ［ηｉ（ｔ）ηＴ
ｉ（ｔ）］＝ ＧｉＱｗＧＴ

ｉ ＋ Ｒｉ （６ ．９ ．８０）
可以证明在假设 １ ～ ４下（Ａ０，Ｈｉ０）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）为完全可观对［３４］．

对于多传感器常规系统（６ ．９ ．７１）和（６ ．９ ．７２），用本章方法可求得 ｘ１（ｔ）的局部状态
估值器 ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）和 ｗ（ｔ）的局部白噪声估值器 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），进而由
（６ ．９ ．７０）可求得 ｘ２（ｔ）的局部状态估值器

ｘ^２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｔ－１
３ Ｍ２ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ Ｔ－１

３ Ｔ２ ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－
Ｔ－１
３ Γ２ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．８１）

于是由（６ ．９ ．６３）有局部原始状态估值器

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｑ
ｘ^１ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）

ｘ^２ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ[ ]）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （６ ．９ ．８２）

类似于在典范型Ⅰ 下信息融合状态估值器的推导可得相应的三种分布式最优加权
融合状态估值器 ．详细推导留给读者 ．
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第七章 基于现代时间序列分析方法的
协方差信息融合滤波理论

在第六章我们提出了基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波的统一的、通用的和实用的最优信息融合
滤波理论 ．它的基本工具是经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法和 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ．所谓统一性是指该理论
既可处理时变系统最优信息融合状态估计问题，又可处理时不变（定常）系统的稳态最优
融合状态估计问题；既可处理状态融合估计问题，又可处理信号融合估计问题；既可处理
常规系统最优融合状态估计问题，又可处理广义系统融合状态估计问题；不仅可处理信息
融合状态或信号滤波问题，而且可处理状态或信号的融合预报和平滑问题，所谓通用性是
指该理论可带输入噪声和观测噪声相关和带相关的各传感器观测噪声的多传感器系统信
息融合最优估计问题，而且提出了适用于不同具体情况的三种最优信息融合准则及相应
的最优融合公式 ．所谓实用性是指该理论可直接应用于解决目标跟踪，石油地震勘探等许
多实际最优融合估计问题 ．该理论填补了在信息融合状态和信号估计领域中的许多空白 ．
许多在文献中未被研究和未被解决的问题首次在该理论被解决 ．例如信息融合 Ｋａｌｍａｎ平
滑估计问题，信息融合白噪声反卷积问题，信息融合信号估计问题，信息融合广义系统状
态估计问题等 ．最优融合估计的关键问题和难点问题在于各传感器局部估计误差方差阵
和互协方差阵的计算，该理论成功地解决了这个难题 ．

本章我们将提出基于第五章介绍的现代时间序列分析方法的新的最优信息融合滤波
理论 ．它的基本工具是 ＡＲＭＡ新息模型和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程，它避免了 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ．该理论仅
适用于处理定常（时不变）系统的稳态最优信息融合状态或信号估计问题，它不能处理时
变系统 ．但该理论的优点是不仅可处理用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法能解决的最优融合估计问
题，可得到完全不同形式的新结果，而且还可处理用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法不容易解决和
未解决的问题，可发现许多新结果 ． 该理论的特色是基于 ＡＲＭＡ 新息模型计算稳态
Ｋａｌｍａｎ估值器增益阵，避免了 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，且通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程来计算各传感器局部状
态或信号估计误差方差阵和协方差阵或直接通过计算输入白噪声、观测白噪声和新息三
者之间的互协方差阵来计算局部状态或信号估计误差方差阵和互协方差阵 ．该理论另一
优点是可处理含未知模型参数和噪声统计系统的自校正信息融合状态或信号估值
器［１，１９，２１，２２］．

该理论的基本框架首先在文献［１］中被提出，有关最新结果见文献［８ ～ １６，１８ ～ ２２，
２５ ～ ３５］．特别，文献［３５］系统地提出了信息融合稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波理论 ．

由于在现代时间序列分析方法中白噪声估计的重要性，它是信号和状态估计的基础，
本章提出的信息融合估计理论从白噪声融合估计开始，进而推广到信号融合估计，最后推
广到状态融合估计 ．本章在统一框架下解决多传感器系统信号或状态的局部估计误差方
差阵和互协方差阵计算问题，将该问题归结为简单地、统一地计算输入白噪声、观测白噪
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声、新息过程三者间的互协方差阵，即最终转化为三种白噪声的互协方差阵的计算 ．这个
问题可基于 ＡＲＭＡ新息模型来解决 ．在处理 Ｋａｌｍａｎ 估值器时，本章还提出了一种基于
ＡＲＭＡ新息模型计算稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器增益阵和基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程求多传感系统局部
估计误差互协方差阵的新方法 ．该方法完全不同于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
求稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器和计算局部估计误差互协方差阵 ．由于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程可用迭代法简
单地求解，且迭代解具有指数收敛速度［３３］，因而用迭代法可快速求解 ．由于本章研究信息
融合稳态估计问题，在节 ６ ．１的三种加权准则下，最优加权均为常量（常矩阵、常对角阵或
常系数），因而相应的最优信息融合估值器的计算较为简单，便于实时应用 ．因而本章理论
具有较大实用价值 ．我们将提出本章结果在目标跟踪系统中的仿真应用，说明其有效性 ．

综上所述，本章用现代时间序列分析方法首次系统提出了多传感器协方差信息融合
理论 ．该理论包括节 ６ ．１提出基于估计误差协方差的三种最优信息融合加权估计准则及
对白噪声、信号及状态估计误差协方差计算的方法和公式，以及信息融合估计算法 ．所谓
估计误差协方差包括局部估计误差的自协方差和局部估计误差之间的互协方差 ．协方差
信息融合理论的基本原理是根据局部估计误差协方差信息按三种最优加权准则可求得最
优加权，进而可求得由局部估计进行最优加权所得到的最优信息融合估计，也叫分布式融
合估计 ．应用现代时间序列分析方法本章提出了计算局部估计误差协方差的统一框架，即
将问题归结为计算输入白噪声、观测白噪声和新息三者之间的协方差 ．这个问题容易通过
ＡＲＭＡ新息模型来解决 ．应指出，三种加权 Ｋａｌｍａｎ融合器是全局次优的 ．［３５］

７ ．１ 多传感器信息融合白噪声估值器

考虑多传感器线性离散随机控制系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋ Ｂｕ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．１ ．１）
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．２）

其中 ｔ 为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ 个传感器的观测 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ，控制 ｕ（ｔ）∈ Ｒｐ，
ｖｉ（ｔ）为观测白噪声，ｗ（ｔ）为输入白噪声，Φ，Ｂ，Γ，Ｈｉ 为已知适当维数常数 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是带零均值的相关白噪声

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ），ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｗ Ｓｉ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉ
δｔｋ （７ ．１ ．３）

Ｅ
ｖｉ（ｔ）

ｖｊ（ｔ[ ]）［ｖＴ（ｋ），ｖＴｊ（ｋ{ }）］ ＝
Ｒｉ Ｒｉｊ

ＲＴ
ｉｊ Ｒ[ ]

ｊ
δｔｋ （７ ．１ ．４）

且定义 Ｒｉｉ ＝ Ｒｉ ．
【假设 ２】 ｕ（ｔ）是已知的时间序列，或 ｕ（ｔ）是（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ － １），…）的函数（反馈控

制）．
【假设 ３】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
该状态空间模型的输出 ｙｉ（ｔ）可写为

ｙｉ（ｔ）＝［Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Ｂｑ －１，Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１］
ｕ（ｔ）
ｗ（ｔ[ ]） ＋ ｖｉ（ｔ）

（７ ．１ ．５）
·５５４·



其中 ｑ －１ 为单位滞后算子 ．引入多项矩阵左素分解
［Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Ｂｑ －１，Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１］＝ Ａ －１

ｉ （ｑ －１）［Ｂｉ（ｑ －１），Ｐｉ（ｑ －１）］

（７ ．１ ．６）
其中 Ｘｉ（ｑ －１）＝ Ｘｉ０ ＋ Ｘｉ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｉｎｘ

ｑ － ｎｘｉ，且有 Ａｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，Ｂｉ０ ＝ ０，Ｐｉ０ ＝ ０ ．

【假设 ４】［３］ （Ａｉ（ｑ －１），Ｐｉ（ｑ －１））无零点位于单位圆上的左因式 ．
将（７ ．１ ．６）代入（７ ．１ ．５）引出第 ｉ 个传感器的 ＭＡ新息模型为

ｚｉ（ｔ）＝ Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．７）

其中定义新的观测为
ｚｉ（ｔ）＝ Ａｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）－ Ｂｉ（ｑ －１）ｕ（ｔ）

而 Ｄｉ（ｑ －１）是稳定的，且 Ｄｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，新息εｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且

有关系
Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）＝ Ｐｉ（ｑ －１）ｗｉ（ｔ）＋ Ａｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．８）

其中 Ｄｉ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
问题是基于局部 ＭＡ 新息模型（７ ．１ ．７）求局部白噪声反卷积估值器 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋

Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０），并求最优信息融合白噪声反卷积估值器 ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
注意，当 ｕ（ｔ）＝ ０时，这一问题在石油地震勘探［２３］有重要应用背景 ．当 Ｂ ＝Γ，ｕ（ｔ）

是已知的运动目标的机动加速度，ｗ（ｔ）是它的随机加速度，这一问题相当于求随机加速
度估计 ．
【引理 ７ ．１ ．１】 多传感器系统（７ ．１ ．１）和（７ ．１ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ 个传感器有局

部稳态最优白噪声反卷积估值器

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｗ

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ）， Ｎ ≥ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．９）

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．１０）

其中定义
Ｍｉｗ

ｋ ＝ Λｉｗ
ｋ Ｑ－１

εｉ ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．１１）

Λｉｗ
ｋ ＝ ＱｗＦ（ｉ）Ｔ

ｋ ＋ ＳｉＧ（ｉ）Ｔ
ｋ ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．１２）

其中上标 ｉ 为传感器序号，而系数阵 Ｆ（ｉ）
ｋ 和Ｇ（ｉ）

ｋ 可递推计算为

Ｆ（ｉ）
ｋ ＝ － Ｄｉ１Ｆ（ｉ）

ｋ－１ － … － Ｄｉｎｄｉ
Ｆ（ｉ）

ｋ－ ｎｄｉ ＋ Ｐｉｋ （７ ．１ ．１３）

Ｇ（ｉ）
ｋ ＝ － Ｄｉ１Ｇ（ｉ）

ｋ－１ － … － Ｄｉｎｄｉ
Ｇ（ｉ）

ｋ－ ｎｄｉ ＋ Ａｉｋ （７ ．１ ．１４）

其中定义 Ｆ（ｉ）
ｋ ＝ ０（ｋ ＜ ０），Ｇ（ｉ）

ｋ ＝ ０（ｋ ＜ ０），Ｐｉｋ ＝ ０（ｋ ＞ ｎｐｉ），Ａｉｋ ＝ ０（ｋ ＞ ｎａｉ）．定义

Ｌｉｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｗ

ｋ ｑｋ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０，

Ｌｉｗ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （７ ．１ ．１５）

则（７ ．１ ．９）和（７ ．１ ．１０）可写为新息滤波器形式
ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｉｗ

Ｎ（ｑ －１）εｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．１ ．１６）

相应的稳态估值误差方差阵为
·６５４·



Ｐｗ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑｗ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｗ

ｋ ＱεｉＭｉｗＴ
ｋ ， Ｎ ≥ ０， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．１７）

Ｐｗ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑｗ， Ｎ ＜ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．１８）

证明 见定理 ５ ．１ ．２ ． □
【定理 ７ ．１ ．１】 多传感器系统（７ ．１ ．１）和（７ ．１ ．２）在假设 １ ～ ４下有局部稳态白噪声

估值误差互协方差阵 Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑｗ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｗ

ｋ ＱεｉＭｉｗＴ
ｋ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｊｗ

ｋ ＱεｊＭｊｗＴ
ｋ ＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｉｗ

ｒ Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＭｊｗＴ
ｓ ， ｉ ≠ ｊ，Ｎ ≥ ０ （７ ．１ ．１９）

其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ
ｋ＋ ｓ － ｒ ＋ ∑

∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ＳｊＧ（ｊ）Ｔ
ｋ＋ ｓ － ｒ ＋

∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｋ ＳＴ
ｉＦ（ｊ）Ｔ

ｋ＋ ｓ － ｒ ＋ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｋ ＲｉｊＧ（ｊ）Ｔ
ｋ＋ ｓ － ｒ （７ ．１ ．２０）

且当 Ｎ ＜ ０时有

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑｗ， ｉ ≠ ｊ，Ｎ ＜ ０ （７ ．１ ．２１）

证明 由定义有
Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［（ｗ（ｔ）－ ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））（ｗ（ｔ）－ ｗ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］ （７ ．１ ．２２）

当 Ｎ ≥ ０时将 ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 ｗ^ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的表达式（７ ．１ ．９）代入上式后展开为四项 ．
由（５ ．１ ．３９）和（５ ．１ ．４０）有关系

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｋ）］＝ Ｍｗｊ

ｋ Ｑεｊ （７ ．１ ．２３）

由此式和（７ ．１ ．９）可引出（７ ．１ ．１９）．由（５ ．１ ．３５），（７ ．１ ．８）有展式

εｉ（ｔ）＝ Ｄ－１
ｉ （ｑ －１）Ｐｉ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｄ－１

ｉ （ｑ －１）Ａｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ）＝

∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ｗ（ｔ － ｋ）＋ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｋ ｖｉ（ｔ － ｋ） （７ ．１ ．２４）

其中 Ｆ（ｉ）
ｋ 和 Ｇ（ｉ）

ｋ 由（７ ．１ ．１３）和（７ ．１ ．１４）计算 ． 利用此式和（７ ．１ ．３）、（７ ．１ ．４）可得
（７ ．１ ．２０）．注意当 Ｎ ＜ ０时有 ｗ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０，故得（７ ．１ ．２１）．证毕 ． □

【定理 ７ ．１ ．２】 多传感器系统（７ ．１ ．１）和（７ ．１ ．２）在假设 １ ～ ４下有 ｗ（ｔ）的稳态最优
融合白噪声估值器

ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
αｉｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．１ ．２５）

其中在节 ６ ．１的三种最优加权融合准则下，αｉ分别为与Ｎ有关的加权阵、加权对角阵和加

权系数，它们可用相应的最优加权公式基于 Ｐｗ
ｉ（Ｎ）和 Ｐｗ

ｉｊ（Ｎ）（ｉ ≠ ｊ）求得，且最优融合估

值误差方差阵 Ｐｗ
０（Ｎ）满足关系

ｔｒＰｗ
０（Ｎ）≤ ｔｒＰｗ

ｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．１ ．２６）

证明 见节 ６ ．１ ． □
·７５４·



７．２ 多传感器多通道 ＡＲＭＡ信号信息融合Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

带白色观测噪声的多通道ＡＲＭＡ信号滤波问题在信号处理、通信、目标跟踪等领域经
常会遇到，节 ５ ．３已给出了它的Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．本节进一步考虑多传感器信息融合估计问
题 ．考虑带多传感器的多通道 ＡＲＭＡ信号最优融合滤波问题：

Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （７ ．２ ．１）
ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．２）

其中第 ｉ 个传感器的观测 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ，待估信号 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 是观测噪声，且
ｗ（ｔ）和 ｖ（ｔ）是零均值、方差各为 Ｑｗ 和Ｑｖｉ 的相互独立白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ），ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｗ ０
０ Ｑ[ ]

ｖｉ
δｔｋ （７ ．２ ．３）

Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｋ）］＝ ０，  ｉ，ｊ，ｔ，ｋ
其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｋ ＝ ０（ｔ ≠ ｋ）． ｑ －１ 为单位滞后算子，多项式矩阵
Ａ（ｑ －１）和 Ｃ（ｑ －１）有形式 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ

ｑ － ｎｘ，Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ ０ ．假设

（Ａ（ｑ －１），Ｃ（ｑ －１））左素，初始时刻 ｔ０ ＝ － ∞，问题是求 ｓ（ｔ）的局部滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）和最优融合滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）．

将（７ ．２ ．２）代入（７ ．２ ．１）可得基于第 ｉ 传感器的局部 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．４）

其中 Ｄｉ（ｑ －１）是稳定的，Ｄｉ（ｑ －１） ＝ Ｄｉ０ ＋ Ｄｉ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｄｉｎｄｉ
ｑ － ｎｄｉ，Ｄｉ０ ＝ Ｉｍ 新息

εｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑεｉ 的白噪声，且
Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ） （７ ．２ ．５）

而 Ｄｉ（ｑ －１）和 Ｑεｉ 可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【引理 ７ ．２ ．１】 第 ｉ 传感器有稳态最优观测预报器

ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｊ（ｉ）
－ Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１

ｉ （ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．６）
其中 Ｊ（ｉ）

－ Ｎ（ｑ －１）定义为
珟Ｄｉ（ｑ －１）＝ Ｅ（ｉ）

－ Ｎ（ｑ －１）珟Ａ ｉ（ｑ －１）＋ ｑＮＪ（ｉ）
－ Ｎ（ｑ －１）， Ｎ ＜ ０，

Ｊ（ｉ）
－ Ｎ（ｑ －１）＝ 珟Ｄｉ（ｑ －１）ｑ － Ｎ， Ｎ ≥ ０ （７ ．２ ．７）

Ｅ（ｉ）
－ Ｎ（ｑ －１）＝ Ｅ（ｉ）

－ Ｎ０ ＋ Ｅ（ｉ）
－ Ｎ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｅ（ｉ）

－ Ｎ，－ Ｎ－１ ｑＮ＋１，Ｅ（ｉ）
－ Ｎ０ ＝ Ｉｍ， Ｎ ＜ ０

（７ ．２ ．８）
Ｊ（ｉ）
－ Ｎ（ｑ －１）＝ Ｊ（ｉ）

－ Ｎ０ ＋ Ｊ（ｉ）
－ Ｎ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｊ（ｉ）

－ Ｎｎｊ
ｑ － ｎｊ， Ｎ ＜ ０ （７ ．２ ．９）

其中 ｎｊ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄｉ ＋ Ｎ），而
Ｄ－１

ｉ （ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ ｉ（ｑ －１）珟Ｄ －１
ｉ （ｑ －１） （７ ．２ ．１０）

且珟Ａ ｉ０ ＝ Ｉｍ，珟Ｄｉ０ ＝ Ｉｍ，且有
ｄｅｔ珟Ｄｉ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤｉ（ｑ －１） （７ ．２ ．１１）

预报误差为
珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙｉ（ｔ）－ ｙ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｅ（ｉ）

－ Ｎ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， Ｎ ＜ ０
珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ≥ ０ （７ ．２ ．１２）

·８５４·



预报误差方差阵为

Ｐｙ
ｉ（Ｎ）＝ ∑

－ Ｎ－１

ｋ ＝ ０
Ｅ（ｉ）

－ ＮｋＱεｉＥ（ｉ）Ｔ
－ Ｎｋ， Ｎ ＜ ０，

Ｐｙ
ｉ（Ｎ）＝ ０， Ｎ ≥ ０ （７ ．２ ．１３）

证明 见推论 ５ ．３ ．２ ． □
【引理 ７ ．２ ．２】 多传感器系统（７ ．２ ．１）～（７ ．２ ．３）的第 ｉ 个传感器有局部稳态最优观

测白噪声估值器

ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｖ

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ）， Ｎ ≥ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ

ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．１４）
其中系数阵 Ｍｉｖ

ｋ 为
Ｍｉｖ

ｋ ＝ ＱｖｉＧ（ｉ）Ｔ
ｋ Ｑ－１

εｉ （７ ．２ ．１５）
而系数阵 Ｇ（ｉ）

ｋ 可递推计算为
Ｇ（ｉ）

ｋ ＝ － Ｄｉ１Ｇ（ｉ）
ｋ－１ － … － Ｄｉｎｄｉ

Ｇ（ｉ）
ｋ－ ｎｄｉ ＋ Ａｋ （７ ．２ ．１６）

其中规定 Ｇ（ｉ）
ｋ ＝ ０（ｋ ＜ ０），Ａｉ ＝ ０（ｋ ＞ ｎａ）．

它可表为新息滤波器形式
ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｌｉｖ

Ｎ（ｑ －１）εｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．２ ．１７）
其中上、下标 ｉ 为传感器序号，且定义

Ｌｉｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｖ

ｋ ｑｋ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．１８）

Ｌｉｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．１９）

相应的估值误差方差阵为

Ｐｖ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑｖｉ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉｖ

ｋＱεｉＭｉｖＴ
ｋ ， Ｎ ≥ ０ （７ ．２ ．２０）

Ｐｖ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑｖｉ， Ｎ ＜ ０ （７ ．２ ．２１）

其中上标或下标 ｉ 为传感器序号 ．
证明 见定理 ５ ．１ ．２ ． □
【引理 ７ ．２ ．３】 多传感器系统（７ ．２ ．１）～（７ ．２ ．３）有 ｓ（ｔ）的基于第 ｉ个传感器的局部

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１
ｉ （ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．２ ．２２）

Ｋ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｊ（ｉ）

－ Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｉｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ ｉ（ｑ －１） （７ ．２ ．２３）

它有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄｉ（ｑ －１）^ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．２ ．２４）
且有滤波误差方差阵

Ｐ ｓ
ｉ（Ｎ）＝ Ｑｖｉ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ＱｖｉＧ（ｉ）Ｔ

ｋ Ｑ－１
εｉ Ｇ（ｉ）

ｋ Ｑｖｉ， Ｎ ≥ ０ （７ ．２ ．２５）

Ｐ ｓ
ｉ（Ｎ）＝ ∑

－ Ｎ－１

ｋ ＝ ０
Ｅ（ｉ）

－ ＮｋＱεｉＥ（ｉ）Ｔ
－ Ｎｋ － Ｑｖｉ， Ｎ ＜ ０ （７ ．２ ．２６）

证明 见定理 ５ ．３ ．１ ． □
·９５４·



【定理 ７ ．２ ．１】 多传感器系统（７ ．２ ．１） ～（７ ．２ ．３）有局部稳态估值误差珓ｓｉ（ｔ ｜ ｔ ＋
Ｎ）＝ ｓ（ｔ）－ ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）的互协方差阵 Ｐ ｓ

ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）
为

Ｐ ｓ
ｉｊ（Ｎ）＝ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｉｖ

ｒ Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＭｊｖＴ
ｓ ， Ｎ ≥ ０，ｉ ≠ ｊ （７ ．２ ．２７）

其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］为

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ
ｋ＋ ｓ － ｒ， ｉ ≠ ｊ （７ ．２ ．２８）

Ｐ ｓ
ｉｊ（Ｎ）＝ ∑

－ Ｎ－１

ｒ ＝ ０
∑
－ Ｎ－１

ｓ ＝ ０
Ｅ（ｉ）

－ ＮｒΣｉｊ（ｒ，ｓ）Ｅ（ｊ）Ｔ
－ Ｎｓ， Ｎ ＜ ０，ｉ ≠ ｊ （７ ．２ ．２９）

其中Σｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ － ｒ）εＴ
ｊ（ｔ － ｓ）］为

Σｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ
ｋ＋ ｒ － ｓ， ｉ ≠ ｊ （７ ．２ ．３０）

证明 当 Ｎ ≥ ０时，由（７ ．２ ．２）有 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙｉ（ｔ）－ ｖ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），
珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ －（ｖｉ（ｔ）－ ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））＝ －珓ｖ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．２ ．３１）

Ｐ ｓ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［（ｖｉ（ｔ）－ ｖ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））（ｖｊ（ｔ）－ ｖ^ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ））Ｔ］， ｉ ≠ ｊ （７ ．２ ．３２）

将（７ ．２ ．３２）展开为四项并应用（７ ．２ ．１４）和（７ ．２ ．３）得（７ ．２ ．２７）．由（７ ．２ ．５）有展式

εｉ（ｔ）＝ Ｄ－１
ｉ （ｑ －１）Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｄ－１

ｉ （ｑ －１）Ａ（ｑ －１）ｗｉ（ｔ）＝

∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ｗ（ｔ － ｋ）＋ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｋ ｖｉ（ｔ － ｋ） （７ ．２ ．３３）

其中 Ｆ（ｉ）
ｋ 和Ｇ（ｉ）

ｋ 由（７ ．１ ．１３）和（７ ．１ ．１４）计算，但应将 Ｐｉｋ改为Ｃｋ ．应用（７ ．２ ．３）和（７ ．２ ．３３）
得（７ ．２ ．２８）．

当 Ｎ ＜ ０时，由（７ ．２ ．２）有 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｙ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），故
珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖｉ（ｔ） （７ ．２ ．３４）

Ｐ ｓ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［（珓ｙ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖｉ（ｔ）（珓ｙ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）－ ｖｊ（ｔ））Ｔ］ （７ ．２ ．３５）

应用（７ ．２ ．３）和（７ ．２ ．１２）得（７ ．２ ．２９），且应用（７ ．２ ．３３）得（７ ．２ ．３０）．证毕 ． □
【注 ７ ．２ ．１】 注意无穷级数（７ ．２ ．２８）和（７ ．２ ．３０）在计算中可取其前有限项之和作为

级数和伪近似值 ．可证明系数阵 Ｆ（ｉ）
ｋ 当 ｋ → ∞ 时以指数律衰减至零，因此只要取有限项

的数目充分大，用级数的前有限项之和就可任意逼近级数和的真实值 ．
【定理 ７ ．２ ．２】 多传感器多通道 ＡＲＭＡ 信号（７ ．２ ．１） ～ （７ ．２ ．３）有最优信息融合

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

Ｉ ＝ １
αｉ ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．２ ．３６）

其中局部 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由引理 ７ ．２ ．３计算 ．在节 ６ ．１的三种最优加权融合准
则下，αｉ 分别为与Ｎ 有关的加权阵、加权对角阵和加权系数，分别可用相应的最优加权公
式，由引理 ７ ．２ ．３和定理 ７ ．２ ．１给出的 Ｐ ｓ

ｉ（Ｎ）和 Ｐ ｓ
ｉｊ（Ｎ）求得，且最优融合估值误差方差阵

Ｐｓ
０（Ｎ）有性质

ｔｒＰｓ
０（Ｎ）≤ ｔｒＰ ｓ

ｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．２ ．３７）
证明 见节 ６ ．１ ． □

·０６４·



７ ．３ 多传感器信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器

节 ５ ．６用现代时间序列分析方法提出了统一的 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．方法原理是将状
态估计问题转化为白噪声估计和观测预报问题，且将状态估值误差方差阵的计算问题转
化为计算白噪声与新息之间的协方差阵问题 ．本节在此基础上进一步提出计算局部状态
估值误差互协方差阵公式 ．这是解决信息融合状态估计问题的关键技术 ．方法原理仍为将
问题归结为计算各传感器系统白噪声与新息之间的互协方差阵问题 ．这可基于 ＡＲＭＡ新
息模型来解决 ．因为ＡＲＭＡ新息模型建立了新息与模型白噪声和观测白噪声之间的关系 ．

考虑多传感器线性离散定常随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．３ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．２）
其中状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ 个传感器的观测 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ，Φ，Γ，Ｈｉ 为适当维数常阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ和Ｑｖｉ、相关阵各为 Ｓｉ

和 Ｒｉｊ 的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ），ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｗ Ｓｉ

ＳＴ
ｉ Ｑ[ ]

ｖｉ
δｔｋ， ｉ ＝ １，…，Ｌ

Ｅ
ｖｉ（ｔ）
ｖｊ（ｔ[ ]）［ｖＴ（ｋ），ｖＴｊ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｖｉ Ｒｉｊ

ＲＴ
ｉｊ Ｑ[ ]

ｖｊ
δｔｋ， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．３）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｋ ＝ ０（ｔ ≠ ｋ）．
【假设 ２】 （Φ，Ｈｉ）为完全可观对，即

ｒａｎｋΩｉ ＝ ｎ， Ωｉ ＝［ＨＴ
ｉ，（ＨｉΦ）Ｔ，…，（ＨｉΦβｉ －１）Ｔ］Ｔ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．４）

其中βｉ 为第 ｉ 个传感器子系统的可观性指数 ．
【假设 ３】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
问题是求状态 ｘ（ｔ）的局部稳态最优Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０

或 Ｎ ＜ ０）和最优信息融合状态估值器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．
由（７ ．３ ．１）和（７ ．３ ．２）有

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ） （７ ．３ ．５）
其中 ｑ －１ 为单位滞后算子 ．引入左素分解

Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１
ｉ （ｑ －１）Ｂｉ（ｑ －１）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．６）

其中 Ａｉ（ｑ －１）和 Ｂｉ（ｑ －１）是形如 Ｘｉ（ｑ －１）＝ Ｘｉ０ ＋ Ｘｉ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｉｎｘｉ
ｑ － ｎｘｉ 的多项式矩阵，

且 Ａｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，Ｂｉ０ ＝ ０ ．将（７ ．３ ．６）代入（７ ．３ ．５）引出局部 ＡＲＭＡ新息模型

Ａｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．７）
其中 Ｄｉ（ｑ －１）是稳定的，Ｄｉ０ ＝ Ｉｍｉ

，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值、方差阵为 Ｑεｉ的白噪声，且
有关系

Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）＝ Ｂｉ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ） （７ ．３ ．８）
而 Ｄｉ（ｑ －１）和 Ｑεｉ 可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【引理 ７ ．３ ．１】 多传感器系统（７ ．３ ．１）和（７ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下，基于第 ｉ 个传感器

状态 ｘ（ｔ）的渐近稳定的局部 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器为
ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１
ｉ （ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．９）

·１６４·



它有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄｉ（ｑ －１）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．３ ．１０）
其中定义多项式矩阵 Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）为

Ｋ（ｉ）
Ｎ（ｑ－１）＝ ∑

βｉ －１

ｋ ＝ ０
Ω（ｉ）

ｋ ［Ｊ（ｉ）
ｋ－Ｎ（ｑ－１）－∑

ｋ－１

ｒ ＝ ０
ＨｉΦｋ－１－ ｒΓＬｉｗ

Ｎ－ ｒ（ｑ－１）珘Ａｉ（ｑ－１）－ Ｌｉｖ
Ｎ－ ｋ（ｑ－１）珘Ａｉ（ｑ－１）］

（７ ．３ ．１１）
其中规定Φｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），ｒ ≥ ０，且

Ｄ－１
ｉ （ｑ －１）Ａｉ（ｑ －１）＝珟Ａ ｉ（ｑ －１）珟Ｄ －１

ｉ （ｑ －１） （７ ．３ ．１２）
其中 Ａｉ０ ＝ Ｉｍｉ

，Ｄｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，ｄｅｔ珟Ｄｉ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤｉ（ｑ －１）．定义

Ｌｉθ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉθ

ｋ ｑｋ－ Ｎ， Ｎ ≥ ０，θ ＝ ｗ，ｖ （７ ．３ ．１３）

Ｌｉθ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０，θ ＝ ｗ，ｖ （７ ．３ ．１４）

Ｍｉθ
ｋ ＝ Λｉθ

ｋＱ－１
εｉ ，θ ＝ ｗ，ｖ （７ ．３ ．１５）

Λｉｗ
ｋ ＝ ＱｗＦ（ｉ）Ｔ

ｋ ＋ ＳｉＧ（ｉ）Ｔ
ｋ （７ ．３ ．１６）

Λｉｖ
ｋ ＝ ＱｖｉＧ（ｉ）Ｔ

ｋ ＋ ＳＴ
ｉＦ（ｉ）Ｔ

ｋ （７ ．３ ．１７）
其中上标 ｉ为传感器序号，系数阵 Ｆ（ｉ）Ｔ

ｋ 和Ｇ（ｉ）Ｔ
ｋ 可由（７ ．１ ．３）和（７ ．１ ．１４）递推计算，但应将

Ｐｉｋ 用Ｂｉｋ 代替 ． Ｊ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）由（７ ．２ ．７）～（７ ．２ ．９）定义 ． ｎ × ｍｉ 矩阵Ω（ｉ）

ｋ 定义为

Ω＋
ｉ ＝（ΩＴ

ｉΩｉ）－１ΩＴ
ｉ ＝［Ω（ｉ）

０ ，Ω（ｉ）
１ ，…，Ω（ｉ）

βｉ －１
］ （７ ．３ ．１８）

其中Ωｉ 由（７ ．３ ．４）定义 ．
证明 见定理 ５ ．６ ．１ ． □
【引理 ７ ．３ ．２】 系统（７ ．３ ．１）和（７ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下有局部协方差公式

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ
ｉ（ｋ）］＝ Λｉｗ

ｋ－ ｔ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．１９）
Ｅ［ｖｉ（ｔ）εＴ

ｉ（ｋ）］＝ Λｉｖ
ｋ － ｔ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．２０）

其中Λｉｗ
ｋ 和Λｉｖ

ｋ 由（７ ．３ ．１６）和（７ ．３ ．１７）定义 ．
证明 见定理 ５ ．１ ．１ ． □
【引理 ７ ．３ ．３】 多传感器系统（７ ．３ ．１）和（７ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下，有局部状态估计误

差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）表达式

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｉ０

ｋ ＝ ０
［Ωｉｗ

ｋ ｗ（ｔ ＋ ｋ）－ Ω（ｉ）
ｋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ）＋ Ωｉε

ｋεｉ（ｔ ＋ ｋ）］， Ｎ ≥ ０

（７ ．３ ．２１）

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎｉ１

ｋ ＝ ０
［Ωｉｗ

ｋ ｗ（ｔ ＋ ｋ）－ Ω（ｉ）
ｋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ）＋ Ωｉｙ

ｋεｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｋ）］， Ｎ ＜ ０

（７ ．３ ．２２）
其中上标和下标 ｉ 为传感器序号 ｎｉ０ ＝ ｍａｘ（βｉ － １，Ｎ），ｎｉ１ ＝βｉ － ２ － Ｎ，系数阵Ωｉｗ

ｋ ，Ωｉε
ｋ

和Ωｉｙ
ｋ 由合并同类项得到 ．相应的稳态估值误差方差阵 Ｐｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ

ｉ（ｔ ｜
ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉ（Ｎ）＝ ∑
ｎｉ０

ｋ ＝ ０
∑
ｎｉ０

ｒ ＝ ０
［Ωｉｗ

ｋ ，－ Ω（ｉ）
ｋ ，Ωｉε

ｋ ］
Ｑｗδｋｒ Ｓｉδｋｒ Λｉｗ

ｒ － ｋ

ＳＴ
ｉδｋｒ Ｑｖｉδｋｒ Λｉｖ

ｒ － ｋ

ΛｉｗＴ
ｋ－ ｒ ΛｉｖＴ

ｋ－ ｒ Ｑεｉδ









ｋｒ

ΩｉｗＴ
ｒ

－ Ω（ｉ）Ｔ
ｒ

ΩｉεＴ









ｒ

， Ｎ ≥ ０

（７ ．３ ．２３）
·２６４·



Ｐｉ（Ｎ）＝ ∑
ｎｉ１

ｋ ＝ ０
∑
ｎｉ１

ｒ ＝ ０
［Ωｉｗ

ｋ ，－Ω（ｉ）
ｋ ，Ωｉｙ

ｋ ］
Ｑｗδｋｒ Ｓｉδｋｒ Λｉｗ

Ｎ＋１＋ ｒ－ ｋ

ＳＴ
ｉδｋｒ Ｑｖｉδｋｒ Λｉｖ

Ｎ＋１＋ ｒ－ ｋ

ΛｉｗＴ
Ｎ＋１＋ ｋ－ ｒ ΛｉｖＴ

Ｎ＋１ｋ－ ｒ Ｑεｉδ









ｋｒ

ΩｉｗＴ
ｒ

－Ω（ｉ）Ｔ
ｒ

ΩｉｙＴ









ｒ

， Ｎ ＜ ０

（７ ．３ ．２４）
证明 见定理 ５ ．６ ．３和定理 ５ ．６ ．４ ． □
【定理 ７．３．１】 多传感器系统（７．３．１）和（７．３．２）在假设 １ ～ ３下，对 ｉ ≠ ｊ， ｔ，ｋ，有公式

Ｅｖε
ｊｉ（ｋ，ｔ）＝ Ｅ［ｖｊ（ｋ）εＴ

ｉ（ｔ）］＝ ＳＴ
ｊＦ（ｉ）Ｔ

ｔ － ｋ ＋ ＲＴ
ｉｊＧ（ｉ）Ｔ

ｔ － ｋ （７ ．３ ．２５）
Ｅｖε
ｉｊ（ｋ，ｔ）＝ Ｅ［ｖｉ（ｋ）εＴ

ｊ（ｔ）］＝ ＳＴ
ｉＦ（ｊ）Ｔ

ｔ － ｋ ＋ ＲｉｊＧ（ｊ）Ｔ
ｔ － ｋ （７ ．３ ．２６）

Ｅεεｉｊ（ｋ，ｔ）＝ Ｅ［εｉ（ｋ）εＴ
ｊ（ｔ）］＝ ∑

∞

ｒ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｒ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ
ｔ － ｋ ＋ ｒ ＋ ∑

∞

ｒ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｒ ＳｊＧ（ｊ）Ｔ
ｔ － ｋ ＋ ｒ ＋

∑
∞

ｒ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｒ ＳＴ
ｉＦ（ｊ）Ｔ

ｔ － ｋ ＋ ｒ ＋ ∑
∞

ｒ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｒ ＲｉｊＧ（ｊ）Ｔ
ｔ － ｋ ＋ ｒ （７ ．３ ．２７）

证明 由（７ ．３ ．８）εｉ（ｔ）有展式

εｉ（ｔ）＝ Ｄ－１
ｉ （ｑ －１）Ｂｉ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ｄ－１

ｉ （ｑ －１）Ａｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ）＝

∑
∞

ｒ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｒ ｗ（ｔ － ｒ）＋ ∑
∞

ｒ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｒ ｖｉ（ｔ － ｒ） （７ ．３ ．２８）

其中 Ｆ（ｉ）
ｒ 和Ｇ（ｉ）

ｒ 由（７ ．１ ．１３）和（７ ．１ ．１４）计算，但应将 Ｐｉｋ用Ｂｉｋ代替 ．应用上式和（７ ．３ ．３）
容易得到（７ ．３ ．２５）～（７ ．３ ．２７）． □
【定理 ７ ．３ ．２】 多传感器系统（７ ．３ ．１）和（７ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３下，有稳态局部估值误

差互协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ∑
ｎｉ０

ｋ ＝ ０
∑
ｎｊ０

ｒ ＝ ０
［Ωｗ

ｉｋ，－ Ωｉｋ，Ωｃ
ｉｋ］Ｑｉｊ（ｋ，ｒ）

ΩｗＴ
ｊｒ

－ ΩＴ
ｊｒ

ΩｃＴ









ｊｒ

， Ｎ ≥ ０ （７ ．３ ．２９）

Ｑｉｊ（ｋ，ｒ）＝

Ｑｗδｋｒ Ｓｊδｋｒ Λｊｗ
ｒ － ｋ

ＳＴ
ｉδｋｒ Ｒｉｊδｋｒ Ｅｖε

ｉｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ ｒ）

ΛｉｗＴ
ｋ－ ｒ ＥｖεＴ

ｊｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ ｋ） Ｅεεｉｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ ｒ









）

（７ ．３ ．３０）

且

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ∑
ｎｉ１

ｋ ＝ ０
∑
ｎｊ１

ｒ ＝ ０
［Ωｗ

ｉｋ，－Ωｉｋ，Ωｙ
ｉｋ］Ｒｉｊ（ｋ，ｒ）

ΩｗＴ
ｊｒ

－ΩＴ
ｊｒ

ΩｙＴ









ｊｒ

， Ｎ ＜ ０ （７．３．３１）

Ｒｉｊ（ｋ，ｒ）＝

Ｑｗδｋｒ Ｓｊδｋｒ Λｊｗ
Ｎ＋１＋ ｒ－ ｋ

ＳＴ
ｉδｋｒ Ｒｉｊδｋｒ Ｅｖε

ｉｊ（ｔ ＋ ｋ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｒ）

ΛｉｗＴ
Ｎ＋１＋ ｋ－ ｒ ＥｖεＴ

ｊｉ（ｔ ＋ ｒ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｋ） Ｅεεｉｊ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｋ，ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ＋ ｒ









）

（７ ．３ ．３２）
证明 应用（７．３．２１），（７．３．２２），（７．３．２５）～（７．３．２７），（７．３．１９）和（７．３．２０）得证 ． □
【定理 ７ ．３ ．３】 多传感器系统（７ ．３ ．１）和（７ ．３ ．２）在假设 １ ～ ３ 下有最优信息融合

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
αｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．３ ．３３）

·３６４·



其中 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由引理７ ．３ ．１给出 ．在节６ ．１的三种最优加权准则下，加权αｉ 为加权阵、加
权对角阵或加权系数，它们分别可由节 ６ ．１的三种最优融合加权公式根据由引理 ７ ．３ ．２和定
理 ７ ．３ ．２给出的 Ｐｉ（Ｎ）和 Ｐｉｊ（Ｎ）来计算，且最优融合估值误差方差阵 Ｐ０（Ｎ）满足关系

ｔｒＰ０（Ｎ）≤ ｔｒＰｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．３ ．３４）
【例 ７ ．３ ．１】 考虑三传感器跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．３ ．３５）
ｚｉ（ｔ）＝ Ｈ０ ｘ（ｔ）＋ηｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３ （７ ．３ ．３６）

ηｉ（ｔ ＋ １）＝ ｂｉηｉ（ｔ）＋ξｉ（ｔ） （７ ．３ ．３７）

Φ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Ｈ０ ＝［１ ０］， Γ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０

（７ ．３ ．３８）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）各为在时刻 ｔＴ０

处运动目标的位置、速度和加速度，ｚｉ（ｔ）为第 ｉ个传感器对位置的观测信号，ηｉ（ｔ）为有色
观测噪声，ｗ（ｔ）和ξｉ（ｔ）是零均值、方差各为σ２

ｗ 和σ２
ξｉ 的相互独立白噪声 ．问题是求局部

Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）和信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ状态滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）．
引入变换 ｙｉ（ｔ）＝ ｚｉ（ｔ ＋ １）－ ｂｉｚｉ（ｔ）可将观测方差（７ ．３ ．３６）化为带白色观测噪声

ｖｉ（ｔ）的观测方程
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３ （７ ．３ ．３９）

Ｈｉ ＝ Ｈ０Φ － ｂｉＨ０ （７ ．３ ．４０）
ｖｉ（ｔ）＝ Ｈ０Γｗ（ｔ）＋ξｉ（ｔ） （７ ．３ ．４１）

显然 ｖｉ（ｔ）是带零均值、方差为σ２
ｖｉ 的白噪声，

σ２
ｖｉ ＝σ２

ｗＨ０ΓΓＴＨＴ
０ ＋σ２

ξｉ （７ ．３ ．４２）
且 ｗ（ｔ）与 ｖｉ（ｔ）相关，即 Ｓｉ ≠ ０，ｖｉ（ｔ）与 ｖｊ（ｔ），（ｉ ≠ ｊ）相关，即 Ｒｉｊ ≠ ０ ．在仿真中取

Ｔ０ ＝ ０ ．２，σ２
ｗ ＝ １， ｂ１ ＝ ０ ．３， ｂ２ ＝ ０ ．５， ｂ３ ＝ ０ ．４，

σ２
ξ１ ＝ ０ ．８１，σ２

ξ２ ＝ ３，σ２
ξ３ ＝ ６ （７ ．３ ．４３）

对系统（７ ．３ ．３５）和（７ ．３ ．３９）应用引理 ７ ．３ ．１，引理 ７ ．３ ．３，定理 ７ ．３ ．２和定理 ７ ．３ ．３可得局
部 Ｗｉｎｅｎｅｒ滤波器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）（ｉ ＝ １，２，３）和按矩阵加权融合Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ），相应
的滤波误差方差阵 Ｐｉ（０）和 Ｐ０（０）各为

Ｐ１（０）＝
０ ．２５８ ６３３ ４２５ ３５８ ９９ ０ ．１５１ ９０３ ８９８ ８１４ ４８
０ ．１５１ ９０３ ８９８ ８１４ ４８ ０ ．[ ]２４７ ２６７ ５３４ ４６５ ０７

，

Ｐ２（０）＝
１ ．２５９ ４５８ ６８７ ８６０ ６５ ０ ．４６２ ８２１ ５４４ ４１７ ５８
０ ．４６２ ８２１ ５４４ ４１７ ５８ ０ ．[ ]４３０ ６８９ ０９４ １６８ ６６

，

Ｐ３（０）＝
１ ．７３１ ５７８ ３１８ ０１４ ５７ ０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９１
０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９１ ０ ．[ ]４８７ ３３０ ２３５ ３８４ ２３

，

Ｐ０（０）＝
０ ．２２４ ２１３ ０３０ ４４６ ９６ ０ ．１４０ ５４７ ９８２ ４２６ ７５
０ ．１４０ ５４７ ９８２ ４２６ ７５ ０ ．[ ]２４１ ２２８ ７４９ ６０７ ３３

（７ ．３ ．４４）

相应的迹各为
ｔｒＰ１（０）＝ ０ ．５０５ ９， ｔｒＰ２（０）＝ １ ．６９０ １，
ｔｒＰ３（０）＝ ２ ．２１８ ９， ｔｒＰ０（０）＝ ０ ．４６５ ４ （７ ．３ ．４５）

于是有精度关系 Ｐ０（０）＜ Ｐｉ（０），ｉ ＝ １，２，３，即融合估计精度高于每个局部估计精度 ．
为了验证上述方法的正确性，用经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法可得

·４６４·



Ｐ１（０）＝
０ ．２５８ ６３３ ４２５ ３５８ ９４ ０ ．１５１ ９０３ ８９８ ８１４ ４８
０ ．１５１ ９０３ ８９８ ８１４ ４３ ０ ．[ ]２４７ ２６７ ５３４ ４６４ ７７

，

Ｐ２（０）＝
１ ．２５９ ４５８ ６８７ ８５９ ７７ ０ ．４６２ ８２１ ５４４ ４１６ ８８
０ ．４６２ ８２１ ５４４ ４１６ ８８ ０ ．[ ]４３０ ６８９ ０９４ １６６ ９６

，

Ｐ３（０）＝
１ ．７３１ ５７８ ３１８ ０１６ ２６ ０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９３
０ ．５９２ ９９０ ８８１ １８９ ９３ ０ ．[ ]４８７ ３３０ ２３５ ３８８ １８

（７ ．３ ．４６）

图 ７ ．３ ．１ 状态 ｘ（ｔ）与局部 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ）

（ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ）＝［ｘ^ｉ１（ｔ ｜ ｔ），^ｘｉ２（ｔ ｜ ｔ）］Ｔ，ｉ ＝ １，２，３）

比较（７ ．３ ．４４）与（７ ．３ ．４６），可看到相应方差阵的每个分量仅小数点末尾三位数有所不同，这
是由计算机计算误差所引起 ．因而这证明了两种方法是功能等价的 ．仿真结果如图 ７ ．３ ．１和
图 ７ ．３ ．２所示，其中实线为真实值 ｘｉ（ｔ），虚线为估值 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ）（ｉ ＝ ０，１，２，３）．图７ ．３ ．３为局部

·５６４·



和融合滤波绝对误差累积比较曲线，也可看到融合估计精度高于每个局部估计精度 ．

图 ７ ．３ ．２ 状态 ｘ（ｔ）与按矩阵加权融合 Ｗｉｅｎｅｒ跟踪滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）

图 ７ ．３ ．３ 局部和融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器累积绝对误差曲线

７ ．４ 广义系统多传感器信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器

考虑带多传感器的广义随机系统
Ｍｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．４ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．２）
其中 ｔ 为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ 个传感器的观测（输出）ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ，ｖｉ（ｔ）为观
测噪声，Ｍ，Φ，Γ，Ｈ 为已知适当维数的常阵 ．
【假设 １】 Ｍ 为奇异方阵（ｄｅｔＭ ＝ ０）．
【假设 ２】 系统是正则的，即 ｄｅｔ（Ｍ － ｑ－１Φ） ０ ．
【假设 ３】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ），ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑｗ Ｓｉ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉ
δｔｋ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．３）

但 ｖｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）互不相关：
Ｅ［ｖｉ（ｔ）ｖＴｊ（ｋ）］＝ ０，  ｔ，ｋ，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．４）

其中 Ｅ为均值号，Ｔ为转置号，δｔｔ ＝ １，δｔｋ ＝ ０（ｔ ≠ ｋ）．
·６６４·



【假设 ４】 系统是完全可观的，即对任意复数 ｚ 有

ｒａｎｋ
ｚＭ －Φ

Ｈ[ ]
ｉ

＝ ｎ， ｒａｎｋ
Ｍ
Ｈ[ ]

ｉ
＝ ｎ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．５）

【假设 ５】 初始时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
【引理 ７ ．４ ．１】 第 ｉ 传感器子系统（７ ．４ ．１）和（７ ．４ ．２）在假设 １ ～ ５下有 ＡＲＭＡ新息

模型
Ａｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．６）

其中 Ａｉ（ｑ －１）和 Ｄｉ（ｑ －１）是单位滞后算子 ｑ －１ 的多项式矩阵，有形式 Ｘｉ（ｑ －１）＝ Ｘｉ０ ＋
Ｘｉ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｉｎｘ

ｑ － ｎｘｉ，Ａｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，Ｄｉ０ ＝ Ｉｍｉ

，Ｉｍｉ
为ｍｉ × ｍｉ 单位阵，Ｄｉ（ｑ －１）是稳定的，新

息εｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值、方差阵为 Ｑεｉ 的白噪声，且有关系
Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）＝ Ｂｉ（ｑ －１）ｑτｉｗｉ（ｔ）＋ Ａｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ） （７ ．４ ．７）

其中 Ｂｉ０ ≠ ０，τｉ ＝ ０，τｉ ＞ ０或τｉ ＜ ０，ｑ为单位前进算子 ． Ａｉ（ｑ －１）和 Ｂｉ（ｑ －１）由左素分解
Ｈｉ（Ｍ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１

ｉ （ｑ －１）Ｂｉ（ｑ －１）ｑτｉ （７ ．４ ．８）
决定，Ｄｉ（ｑ －１）和 Ｑεｉ 可由 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．

证明 见节 ５ ．８ ． □
【引理 ７ ．４ ．２】 广义系统（７ ．４ ．１）和（７ ．４ ．２）在假设 １ ～ ５下，对第 ｉ 个传感器，对任

意 ｔ，ｋ 有关系
Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ

ｉ（ｋ）］＝ Λｉｗ
ｋ－ ｔ （７ ．４ ．９）

Ｅ［ｖｉ（ｔ）εＴ
ｉ（ｋ）］＝ Λｉｖ

ｋ － ｔ （７ ．４ ．１０）

Λｉｗ
ｋ ＝ ＱｗＦｉｗＴ

ｋ＋ ｔ
τｉ
＋ ＳｉＦｉｖＴ

ｋ＋ ｔ
τｉ

（７ ．４ ．１１）

Λｉｖ
ｋ ＝ ＱｖｉＦｉｖＴ

ｋ＋ ｔ
τｉ
＋ ＳＴ

ｉＦｉｗＴ
ｋ＋ ｔ

τｉ
（７ ．４ ．１２）

其中上、下标 ｉ 为传感器序号，且定义
ｔτｉ ＝ ｍａｘ（τｉ，０）＝（τｉ ∨ ０）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．１３）

而系数阵 Ｆｉｗ
ｋ 和Ｆｉｖ

ｋ 可递推计算为
Ｆｉθ
ｋ ＝ － Ｄｉ１Ｆｉθ

ｋ－１ － … － Ｄｉｎｄｉ
Ｆｉθ
ｋ－ ｎｄｉ ＋ Ｘｉθ

ｋ，θ ＝ ｗ，ｖ，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．１４）

其中上标 ｉ 为传感器序号，规定 Ｆｉθ
ｋ ＝ ０（ｋ ＜ ０），Ｘｉθ

ｋ ＝ ０（ｋ ＞ ｎｘｉθ），且定义
Ｘｉｗ（ｑ －１）＝ Ｂｉ（ｑ －１）ｑ（τｉ∧０），Ｘｉｖ（ｑ －１）＝ Ａｉ（ｑ －１）ｑ（－τｉ∧０） （７ ．４ ．１５）

它们可统一记为
Ｘｉθ（ｑ －１）＝ Ｘｉθ

０ ＋ Ｘｉθ
１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｉθ

ｎｘｉθ
ｑ － ｎｘｉθ，θ ＝ ｗ，ｖ （７ ．４ ．１６）

证明 见引理 ５ ．８ ．２ ． □
【引理 ７ ．４ ．３】 广义系统（７ ．４ ．１）和（７ ．４ ．２）在假设 １ ～ ５下，对第 ｉ传感器有渐近稳

定的局部 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器
ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）珟Ｄ －１
ｉ （ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．１７）

它有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄｉ（ｑ －１）^ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Ｋ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．４ ．１８）
其中珟Ａ ｉ（ｑ －１）和珟Ｄｉ（ｑ －１）用如下伪交换定义：

Ｄ－１
ｉ （ｑ －１）Ａｉ（ｑ －１）＝珟Ａ ｉ（ｑ －１）珟Ｄ －１

ｉ （ｑ －１） （７ ．４ ．１９）
带 Ｄｉ０ ＝ Ｉｍｉ

，Ａｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，ｄｅｔ珟Ｄ －１

ｉ （ｑ －１）＝ ｄｅｔＤｉ（ｑ －１），且定义

·７６４·



Ｋ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

βｉ －２

ｋ ＝ ０
Ωｉ１

ｋΓＬｉｗ
Ｎ－ ｋ（ｑ －１）珟Ａ ｉ（ｑ －１）＋ ∑

βｉ －１

ｋ ＝ ０
Ωｉ２

ｋ［Ｊ（ｉ）
ｋ－ Ｎ（ｑ －１）－

Ｌｉｖ
Ｎ－ ｋ（ｑ －１）珟Ａ ｉ（ｑ －１）］ （７ ．４ ．２０）

其中βｉ 为第 ｉ 个传感器相应广义系统的可观性指数，且定义Ωｉ，Ωｉ１
ｋ，Ωｉ２

ｋ 为

Ωｉ ＝

－ Φ Ｍ … ０ ０
   
０ ０ … －Φ Ｍ
Ｈｉ ０ … ０ ０
   
０ ０ … ０ Ｈ

















ｉ

， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．２１）

Ω＋
ｉ ＝（ΩＴ

ｉΩｉ）－１ΩＴ
ｉ，

［Ｉｎ ０ … ０］Ω＋
ｉ ＝［Ωｉ１

０ … Ωｉ１
βｉ －２
，Ωｉ２

０ … Ωｉ２
βｉ －１

］ （７ ．４ ．２２）

且定义

Ｌｉθ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ － ｔτｉ

Λｉθ
ｋＱ－１

εｉ ｑｋ－ Ｎ， Ｎ ≥－ ｔτｉ，

Ｌｉθ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ － ｔτｉ，θ ＝ ｗ，ｖ （７ ．４ ．２３）

其中 ｉ ＝ １，…，Ｌ 为传感器序号 ． Ｊ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）由下式定义：

珟Ｄｉ（ｑ －１）＝ Ｅ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ ｉ（ｑ －１）＋ ｑ－ ＮＪ（ｉ）

Ｎ（ｑ －１）， Ｎ ＞ ０ （７ ．４ ．２４）
Ｊ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ 珟Ｄｉ（ｑ －１）ｑＮ， Ｎ ≤ ０ （７ ．４ ．２５）

Ｅ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｅ（ｉ）

Ｎ０ ＋ Ｅ（ｉ）
Ｎ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｅ（ｉ）

Ｎ，Ｎ－１ ｑ －（Ｎ－１）， Ｎ ＞ ０ （７ ．４ ．２６）
Ｊ（ｉ）
Ｎ（ｑ －１）＝ Ｊ（ｉ）

Ｎ０ ＋ Ｊ（ｉ）
Ｎ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｊ（ｉ）

Ｎｎｊ
ｑ － ｎｊ （７ ．４ ．２７）

ｎｊ ＝ ｍａｘ（ｎａｉ － １，ｎｄｉ － Ｎ） （７ ．４ ．２８）
证明 见定理 ５ ．８ ．４ ． □
【引理 ７ ．４ ．４】 广义系统（７ ．４ ．１）和（７ ．４ ．２）在假设 １ ～ ５ 下，Ｗｉｅｎｅｒ 状态估值器

（７ ．４ ．１７）有状态估值误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）表达式

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１ ｉ

ｋ ＝ １
［Ωｉｗ

ｋ ｗ（ｔ ＋ ｋ）＋ Ωｉｖ
ｋ ｖｉ（ｔ ＋ ｋ）＋ Ωｉε

ｋεｉ（ｔ － ｔτｉ ＋ ｋ）］

（７ ．４ ．２９）
其中上、下标 ｉ 为传感器序号，ｎ１ ｉ，ｔτｉ，Ωｉｗ

ｋ ，Ωｉε
ｋ 用定理 ５ ．８ ．２方法和推论 ５ ．８ ．１求得，且估

值误差方差阵 Ｐｉ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉ（Ｎ）＝ ∑
ｎ１ ｉ

ｋ ＝ ０
∑
ｎ１ ｉ

ｒ ＝ ０
［Ωｉｗ

ｋ ，－ Ωｉｖ
ｋ，Ωｉε

ｋ ］

Ｑｗδｋｒ Ｓｉδｋｒ Λｉｗ
ｒ － ｋ－ ｔ

τｉ

ＳＴ
ｉδｋｒ Ｑｖｉδｋｒ Λｉｖ

ｒ － ｋ－ ｔ
τｉ

ΛｉｗＴ
ｋ－ ｒ － ｔ

τｉ ΛｉｖＴ
ｋ－ ｒ － ｔ

τｉ
Ｑεｉδ











ｋｒ

ΩｉｗＴ
ｒ

－ ΩｉｖＴ
ｒ

ΩｉεＴ









ｒ

，

ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．３０）
证明 见定理 ５ ．８ ．２，定理 ５ ．８ ．３和定理 ５ ．８ ．４ ． □
【定理 ７ ．４ ．１】 广义系统（７ ．４ ．１）和（７ ．４ ．２）在假设 １ ～ ５下，有局部估值误差协方差

阵 Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｘｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｘＴｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

·８６４·



Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ∑
ｎｉ１

ｋ ＝０
∑
ｎ１ｊ

ｒ ＝０
［Ωｉｗ

ｋ ，Ωｉｖ
ｋ，Ωｉε

ｋ］

Ｑｗδｋｒ Ｓｊδｋｒ Λｊｗ
ｒ－ ｋ－ ｔτｊ

ＳＴ
ｉδｋｒ ０ ＳＴ

ｉＦｊｗＴ
ｒ － ｋ

ΛｉｗＴ
ｋ－ ｒ－ ｔτｉ

Ｆｉｗ
ｋ－ ｒＳｊ Ｅｉｊ（ｔτ０ － ｔτｉ ＋ ｋ，ｔτ０ － ｔτｊ ＋ ｒ











）

ΩｊｗＴ
ｒ

ΩｊｖＴ
ｒ

ΩｊεＴ









ｒ

，

ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ
ｔτ０ ＝ ｍａｘ（ｔτｉ，ｔτｊ） （７ ．４ ．３１）

其中定义 Ｅｉｊ（α，β）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋α）εＴ
ｊ（ｔ ＋β）］，且有

Ｅｉｊ（α，β）＝ ∑
∞

ｓ ＝ ０
Ｆｉｗ
ｓ ＱｗＦｊｗＴ

β＋ ｓ＋ ｔ
τｊ － ｔ

τｉ －α ＋ ∑
∞

ｓ ＝ ０
Ｆｉｖ
ｓ ＳＴ

ｉＦｊｗＴ
β＋ ｓ＋ ｔ

τｊ － ｔ
τｉ －α ＋

∑
∞

ｓ ＝ ０
Ｆｉｗ
ｓ ＳｊＦｊｖＴ

β＋ ｓ＋ ｔ
τｊ － ｔ

τｉ －α
（７ ．４ ．３２）

Ｅｉｊ（ｔτ０ － ｔτｉ ＋ ｋ，ｔτ０ － ｔτｊ ＋ ｒ）＝ ∑
∞

ｓ ＝ ０
Ｆｉｗ
ｓ ＱｗＦｊｗＴ

ｒ ＋ ｓ － ｋ ＋ ∑
∞

ｓ ＝ ０
ＦｉｗＳＴ

ｉＦｊｗＴ
ｒ ＋ ｓ － ｋ ＋

∑
∞

ｓ ＝ ０
Ｆｉｗ
ｓ ＳｊＦｊｗＴ

ｒ ＋ ｓ － ｋ （７ ．４ ．３３）

证明 由（７ ．４ ．２９）有

珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１ ｉ

ｋ ＝ ０
［Ωｉｗ

ｋ ，Ωｉｖ
ｋ，Ωｉε

ｋ ］
ｗ（ｔ ＋ ｋ）
ｖｉ（ｔ ＋ ｋ）

εｉ（ｔ － ｔτｉ ＋ ｋ









）

（７ ．４ ．３４）

珘ｘ ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ１ ｉ

ｒ ＝ ０
［Ωｊｗ

ｒ ，Ωｊｖ
ｒ，Ωｊε

ｒ ］
ｗ（ｔ ＋ ｒ）
ｖｊ（ｔ ＋ ｒ）

εｊ（ｔ － ｔτｊ ＋ ｒ









）

（７ ．４ ．３５）

且由（７ ．４ ．７），（７ ．４ ．１３）和（７ ．４ ．１５）有展式
εｉ（ｔ）＝ Ｄ－１

ｉ （ｑ －１）Ｘｉｗ（ｑ －１）ｗ（ｔ ＋ ｔτｉ）＋ Ｄ－１
ｉ （ｑ －１）Ｘｉｖ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ ＋ ｔτｉ）＝

∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆｉｗ
ｋ ｗ（ｔ ＋ ｔτｉ － ｋ）＋ ∑

∞

ｋ ＝ ０
Ｆｉｖ
ｋ ｖｉ（ｔ ＋ ｔτｉ － ｋ） （７ ．４ ．３６）

应用（７ ．４ ．３４）～（７ ．４ ．３６），（７ ．４ ．３），（７ ．４ ．９）和（７ ．４ ．１４）容易得到（７ ．４ ．３１）、（７ ．４ ．３３）．证
毕 ． □
【定理 ７ ．４ ．２】 多传感器系统（７ ．４ ．１）和（７ ．４ ．２）在假设 １ ～ ５ 下，有最优信息融合

Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
αｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．４ ．３７）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由引理 ７ ．４ ．３给出 ．在节 ６ ．１的三种最优加权准则下，加权αｉ 为与Ｎ有
关的加权阵、加权对角阵或加权系数，可由节 ６ ．１的三种最优加权公式，根据由（７ ．４ ．３０）
和（７ ．４ ．３１）给出的 Ｐｉ（Ｎ）和 Ｐｉｊ（Ｎ）来计算 ．最优融合估值误差方差阵 Ｐ０（Ｎ）满足关系

ｔｒＰ０（Ｎ）≤ ｔｒＰｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．４ ．３８）

【注 ７ ．４ ．１】 类似地，由定理 ５ ．８ ．６ ～ 定理 ５ ．８ ．１３ 可导出另外两种信息融合广义
Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．详细推导留给读者 ．
【注 ７ ．４ ．２】 应用定理 ７ ．４ ．１的方法，且应用节 ５ ．９广义系统降阶Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器

设计方法，容易设计广义系统信息融合降阶 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．详细推导留给读者 ．
·９６４·



７ ．５ 多传感器信息融合稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器

在节 ６ ．６提出了基于经典 Ｋａｌｍａｎ滤波方法的多传感器信息融合 Ｋａｌｍａｎ估值器（滤
波、预报和平滑）．方法特点是基于求解稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程来求稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器增益阵和
求估值误差方差阵和互协方差阵 ．本节提出基于现代时间序列分析方法的多传感器信息
融合Ｋａｌｍａｎ估值器 ．［３５］方法特点是基于ＡＲＭＡ新息模型来求稳态Ｋａｌｍａｎ估值器增益，且
用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程求估值误差方差阵和互协方差阵 ．该方法完全避免了 Ｒｉｃｃａｔｉ方程，用构
造 ＡＲＭＡ新息模型取代了求解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程 ． ＡＲＭＡ新息模型可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ迭代算
法得到 ．对于单输出系统该方法可明显减小计算负担，且该方法可用于设计含有未知噪声
统计系统的多传感器信息融合自校正 Ｋａｌｍａｎ估值器［１］．

考虑多传感器线性离散定常随机系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．５ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉ ｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．２）
其中 ｔ为离散时间，状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 为第 ｉ传感器的输出（观测），Φ，Γ，Ｈｉ 为
已知适当维数常阵，ｖｉ（ｔ）为观测噪声，ｗ（ｔ）为输入噪声 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是带零均值的相关白噪声：

Ｅ
ｗ（ｔ）
ｖｉ（ｔ[ ]）［ｗＴ（ｋ），ｖＴｉ（ｋ{ }）］ ＝

Ｑ Ｓｉ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉ
δｔｋ （７ ．５ ．３）

【假设 ２】 观测噪声 ｖｉ（ｔ）和 ｖｊ（ｔ）是相关的，即

Ｅ
ｖｉ（ｔ）
ｖｊ（ｔ[ ]）［ｖＴｉ（ｋ），ｖＴｊ（ｋ{ }）］ ＝

Ｒｉ Ｒｉｊ

ＲＴ
ｉｊ Ｒ[ ]

ｊ
δｔｋ （７ ．５ ．４）

且定义 Ｒｉｉ ＝ Ｒｉ ．
【假设 ３】 （Φ，Ｈｉ）为完全可观对，（珡Φｉ，ΓＱｉ０）为完全能稳对，其中珚Ｑｉ ＝ Ｑ －

ＳｉＲ －１
ｉ ＳＴ

ｉ，珚Ｑｉ ＝ Ｑｉ０ＱＴ
ｉ０，珡Φｉ ＝ Φ － ＪｉＨｉ，Ｊｉ ＝ ΓＳｉＲ －１

ｉ ．
【假设 ４】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
问题是基于第 ｉ 个传感器求局部稳态 Ｋａｌｍａｎ估值器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，并求

由它们加权构成的最优信息融合 Ｋａｌｍａｎ估值器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．
引入左素分解

Ｈｉ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１
ｉ （ｑ －１）Ｂｉ（ｑ －１） （７ ．５ ．５）

其中 ｑ －１ 为单位滞后算子，Ａｉ（ｑ －１）和 Ｂｉ（ｑ －１）有形式 Ｘｉ（ｑ －１） ＝ Ｘｉ０ ＋ Ｘｉ１ ｑ －１ ＋ … ＋
Ｘｉｎｘ

ｑ － ｎｘｉ，且有 Ａｉ０ ＝ Ｉｍｉ
，Ｂｉ０ ＝ ０ ．由节 ５ ．１０，第 ｉ 传感器有 ＡＲＭＡ新息模型

Ａｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．６）
其中 Ｄｉ（ｑ －１）是稳定的，Ｄｉ０ ＝ Ｉｍｉ

，新息εｉ（ｔ）∈ Ｒｍｉ 是零均值、方差阵为 Ｑεｉ 的白噪声，

Ｄｉ（ｑ －１）和 Ｑεｉ 可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【引理 ７ ．５ ．１】 多传感器系统（７ ．５ ．１）和（７ ．５ ．２）在假设 １ ～ ４ 下，第 ｉ 个传感器有

ｘ（ｔ）的局部稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＋（Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ）Ｊｉｙｉ（ｔ）＋ Ｋｆｉ ｙｉ（ｔ ＋ １）（７ ．５ ．７）

Ψｆｉ ＝［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］珡Φｉ （７ ．５ ．８）

·０７４·



其中Ψｆｉ 为稳定矩阵（即Ψｆｉ 的所有特征值位于单位圆内），滤波增益 Ｋｆｉ 为

Ｋｆｉ ＝

Ｈｉ

ＨｉΦ


ＨｉΦβｉ －











１

＋ Ｉｍｉ
－ ＲｉＱ－１

εｉ

Ｍ（ｉ）
１ － ＨｉΓＳｉＱ－１

εｉ


Ｍ（ｉ）

βｉ －１ － ＨｉΦβｉ －２ΓＳｉＱ－１
ε













ｉ

（７ ．５ ．９）

其中矩阵 Ｘ的伪逆Ｘ＋ 定义为 Ｘ＋ ＝（ＸＴＸ）－１ＸＴ，βｉ为（Φ，Ｈｉ）的可观性指数，系数阵Ｍ（ｉ）
ｋ

可递推计算为
Ｍ（ｉ）

ｋ ＝ － Ａｉ１Ｍ（ｉ）
ｋ－１ － … － Ａｉｎａｉ

Ｍ（ｉ）
ｋ－ ｎａｉ ＋ Ｄｉｋ （７ ．５ ．１０）

其中规定 Ｍ（ｉ）
０ ＝ Ｉｍｉ

，Ｍ（ｉ）
ｋ ＝ ０（ｋ ＜ ０），Ｄｉｋ ＝ ０（ｋ ＞ ｎｄｉ）．

稳态滤波误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）方差阵 Ｐｉ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
Ｐｉ ＝ ΨｆｉＰｉΨＴ

ｆｉ ＋Δｆｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．１１）

Δｆｉ ＝［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］Γ（Ｑ － ＳｉＲ －１
ｉ ＳＴ

ｉ）ΓＴ［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］Ｔ ＋ ＫｆｉＲｉＫＴ
ｆｉ （７ ．５ ．１２）

而稳态局部滤波误差互协方差阵 Ｐｉｊ ＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ）］（ｉ ≠ ｊ）满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Ｐｉｊ ＝ ΨｆｉＰｉｊΨＴ
ｆｊ ＋Δｆｉｊ， ｉ ≠ ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．１３）

其中Δｆｉｊ 定义为

Δｆｉｊ ＝ ΨｆｉＫｆｉ［ＲｉｊＪＴ
ｊ － ＳＴ

ｉΓＴ］［Ｉｎ － ＫｆｊＨｊ］Ｔ ＋［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］［ＪｉＲｉｊ －ΓＳｊ］ＫＴ
ｆｊΨＴ

ｆｊ ＋
［Ｉｎ － ＫｆｉＨｉ］［ΓＱΓＴ － ＪｉＳＴ

ｉΓＴ －ΓＳｊＪＴ
ｊ ＋ ＪｉＲｉｊＪＴ

ｊ］×
［Ｉｎ － ＫｆｊＨｊ］Ｔ ＋ ＫｆｉＲｉｊＫＴ

ｆｊ （７ ．５ ．１４）
证明 见定理 ５ ．１０ ．１，定理 ５ ．１０ ．２，定理 ６ ．２ ．４和定理 ６ ．６ ．４ ． □
【定理 ７ ．５ ．２】 多传感器系统（７ ．５ ．１）和（７ ．５ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统

有局部稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｉ ｙｉ（ｔ） （７ ．５ ．１５）

Ψｐｉ ＝ Φ － ＫｐｉＨｉ （７ ．５ ．１６）
其中Ψｐｉ 是一个稳定矩阵，预报增益阵 Ｋｐｉ 为

Ｋｐｉ ＝

Ｈｉ

ＨｉΦ


ＨｉΦβｉ －











１

＋ Ｍ（ｉ）
１

Ｍ（ｉ）
２


Ｍ（ｉ）

β













ｉ

（７ ．５ ．１７）

其中 Ｍ（ｉ）
ｋ 由（７ ．５ ．１０）计算，且局部稳态预报误差珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ １）－ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）

方差阵Σｉ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σｉ ＝ ΨｐｉΣｉΨＴ
ｐｉ ＋Δｐｉ， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．１８）

其中定义
Δｐｉ ＝ ΓＱΓＴ － ＫｐｉＳＴ

ｉΓＴ －ΓＳｉＫＴ
ｐｉ ＋ ＫｐｉＲｉＫＴ

ｐｉ （７ ．５ ．１９）
而局部稳态预报误差互协方差阵Σｉｊ ＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）珘ｘＴ

ｊ（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］（ｉ≠ ｊ）满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
方程

Σｉｊ ＝ ΨｐｉΣｉｊΨＴ
ｐｊ ＋Δｐｉｊ， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ （７ ．５ ．２０）

其中定义
Δｐｉｊ ＝ ΓＱΓＴ － ＫｐｉＳＴ

ｉΓＴ －ΓＳｊＫＴ
ｐｊ ＋ ＫｐｉＲｉｊＫＴ

ｐｉ （７ ．５ ．２１）

·１７４·



证明 见定理 ５ ．１０ ．３和定理 ６ ．６ ．１ ． □
【注 ７ ．５ ．１】 上述信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器与定理 ６ ．６ ．１和定理 ６ ．６ ．３给出

的信息融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器和预报器的根本区别是在这里我们基于 ＡＲＭＡ新息模型求滤
波和预报增益，而定理 ６ ．６ ．１和定理 ６ ．６ ．３是基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程求滤波和预报增益 ．相同点
是计算局部估计误差互协方差阵的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程是一样的 ．
【定理 ７ ．５ ．３】 多传感器系统（７ ．５ ．１）和（７ ．５ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统

有超前（－ Ｎ）步局部稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１ ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）， Ｎ ≤－ ２，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．２２）

相应的局部稳态预报误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵为

Ｐｉ（Ｎ）＝ Φ － Ｎ－１ΣｉｊΦ －（Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
－ Ｎ－２

ｊ ＝ ０
ΦｊΓＱΓＴΦｊＴ， Ｎ ≤－ ２ （７ ．５ ．２３）

其中上标 Ｔ为转置号，Σｉ，Σｉｊ 由定理 ７ ．５ ．１和定理 ７ ．５ ．２计算 ． ｘ^ ｉ（ｔ ＋ Ｎ ＋ １ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由定
理 ７ ．５ ．２计算 ．

证明 见定理 ６ ．６ ．５ ． □
【定理 ７ ．５ ．４】 多传感器系统（７ ．５ ．１）和（７ ．５ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统

有局部稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＞ ０）为

ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）εｉ（ｔ ＋ ｋ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．２４）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）和εｉ（ｔ）＝ ｙｉ（ｔ）－ Ｈｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ － １）由定理 ７ ．５ ．２计算 ．平滑增益 Ｋｉ（ｋ）
为

Ｋｉ（ｋ）＝ ΣｉΨＴｋ
ｐｉ ＨＴ

ｉＱ－１
εｉ （７ ．５ ．２５）

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （７ ．５ ．２６）

Ｋｐｉ ＝（ΦΣｉＨＴ
ｉ ＋ΓＳｉ）Ｑ－１

εｉ （７ ．５ ．２７）

Ψｐｉ ＝ Φ － ＫｐｉＨｉ （７ ．５ ．２８）
其中Σｉ 由定理 ７ ．５ ．２计算 ．局部稳态平滑误差珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方
差阵为

Ｐｉ（Ｎ）＝ Σｉ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）ＱεｉＫＴ

ｉ（ｋ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．２９）

而局部稳态平滑误差互协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珘ｘ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珘ｘＴ
ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Σｉｊ － ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋｉ（ｒ）ＨｉΨ ｒ

ｐｉΣｉｊ － ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
ΣｉｊΨＴｓ

ｐｊ ＨｊＫＴ
ｊ（ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｋｉ（ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＫＴ

ｊ（ｓ）， ｉ ≠ ｊ （７ ．５ ．３０）

其中Σｉｊ 由（７ ．５ ．２０）计算，Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ ＋ ｓ）］为

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ＨｉΨ ｒ
ｐｉΣｉｊΨＴｓ

ｐｊ ＨＴ
ｊ ＋ ∑

ｍｉｎ（ｒ，ｓ）

ｋ ＝ １
ＨｉΨｒ － ｋ

ｐｉ ［Γ，－ Ｋｐｉ］×

Ｑ Ｓｊ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉｊ

ΓＴ

－ ＫＴ[ ]
ｐｊ
ΨＴ（ｓ － ｋ）

ｐｊ ＨＴ
ｊ ＋ Ｒｉｊδｒｓ， ｉ ≠ ｊ，ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＞ ０

（７ ．５ ．３１）
若 ｍｉｎ（ｒ，ｓ）＝ ０，则有

Ｅｉｊ（０，０）＝ ＨｉΣｉｊＨＴ
ｊ ＋ Ｒｉｊ （７ ．５ ．３２）

·２７４·



Ｅｉｊ（ｒ，０）＝ ＨｉΨ ｒ
ｐｉΣｉｊＨＴ

ｊ ＋ ＨｉΨｒ －１
ｐｉ［ΓＳｊ － ＫｐｉＲｉｊ］ （７ ．５ ．３３）

Ｅｉｊ（０，ｓ）＝ ＨｉΣｉｊΨＴｓ
ｐｊ ＨＴ

ｊ ＋［ＳＴ
ｉΓＴ － ＲｉｊＫＴ

ｐｊ］ΨＴ（ｓ －１）ＨＴ
ｊ （７ ．５ ．３４）

证明 见定理 ６ ．６ ．７ ． □
【注 ７ ．５ ．２】 在定理 ７ ．５ ．４中 Ｐｉｊ（Ｎ）（ｉ ≠ ｊ）也可用如下公式计算：

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ΨｉＮΣｉｊΨＴ
ｉＮ ＋ ∑

Ｎ

ρ＝ ０
［Ｋｗ

ｉρ，Ｋ
ｖ
ｉρ］

Ｑ Ｓｊ

ＳＴ
ｉ Ｒ[ ]

ｉｊ

ＫｗＴ
ｊρ

ＫｖＴ
ｊ

[ ]
ρ

（７ ．５ ．３５）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，且定义

ΨｉＮ ＝ Ｉｎ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ

ｐｉ

Ｋｗ
ｉρ ＝ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ－ρ－１

ｐｉ Γ，ρ ＝ ０，…，Ｎ － １； Ｋｗ
ｉＮ ＝ ０，

Ｋｖ
ｉρ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ρ＋１
Ｋｉ（ｋ）ＨｉΨｋ－ρ－１

ｐｉ Ｋｐｉ － Ｋｉ（ρ），ρ ＝ ０，…，Ｎ － １，

Ｋｖ
ｉＮ ＝ － Ｋｉ（Ｎ） （７ ．５ ．３６）

这个公式的证明见定理 ６ ．４ ．４和定理 ６ ．６ ．１０ ．
在节 ７ ．１我们提出了一种信息融合白噪声反卷积估值器，在这里我们提出一种新的

信息融合白噪声反卷积估值器 ．
【定理 ７ ．５ ．５】 多传感器系统（７ ．５ ．１）和（７ ．５ ．２）在假设 １ ～ ４下，第 ｉ传感器子系统

有局部稳态最优白噪声反卷积估值器

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉ（ｋ）εｉ（ｔ ＋ ｋ）， Ｎ ≥ ０，ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．３７）

ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （７ ．５ ．３８）
其中定义

Ｍｉ（０）＝ ＳｉＱ－１
εｉ （７ ．５ ．３９）

Ｍｉ（ｋ）＝ ＤｉΨＴ（ｋ－１）
ｐｉ ＨＴ

ｉＱ－１
εｉ （７ ．５ ．４０）

Ｄｉ ＝ ＱΓＴ － ＳｉＫＴ
ｐｉ （７ ．５ ．４１）

Ｑεｉ ＝ ＨｉΣｉＨＴ
ｉ ＋ Ｒｉ （７ ．５ ．４２）

其中Σｉ 由定理 ７ ．５ ．２计算 ．局部稳态估值误差珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｗ（ｔ）－ ｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方
差阵为

Ｐｗ
ｉ ＝ Ｑ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｉ（ｋ）ＱεｉＭＴ

ｉ（ｋ）， Ｎ ≥ ０ （７ ．５ ．４３）

Ｐｗ
ｉ ＝ Ｑ， Ｎ ＜ ０ （７ ．５ ．４４）

而局部稳态估值误差互协方差阵 Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珟ｗ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珟ｗＴ

ｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑ － ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｍｉ（ｒ）ＱεｉＭＴ

ｉ（ｒ）－ ∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｊ（ｓ）ＱεｊＭＴ

ｊ（ｓ）＋

∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
Ｎ

ｓ ＝ ０
Ｍｉ（ｒ）Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）ＭＴ

ｊ（ｓ）， Ｎ ≥ ０ （７ ．５ ．４５）

其中 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，Ｎ ≥ ０ ． Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）由（７ ．５ ．３１）～（７ ．５ ．３４）计算，Σｉｊ 由定理 ７ ．５ ．
２计算 ．当 Ｎ ＜ ０时有

Ｐｗ
ｉｊ（Ｎ）＝ Ｑ， ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｌ，ｉ ≠ ｊ，Ｎ ＜ ０ （７ ．５ ．４６）
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信息融合白噪声反卷积估值器为

ｗ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
αｉｗ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．５ ．４７）

其中αｉ 为与Ｎ 有关的加权阵、加权对角阵或加权系数，可由 Ｐｗ
ｉ（Ｎ）和 Ｐｗ

ｉｊ（Ｎ）根据节 ６ ．１
的三种最优加权公式计算 ．最优融合估值误差方差阵 Ｐｗ

０（Ｎ）满足关系
ｔｒＰｗ

０（Ｎ）≤ ｔｒＰｗ
ｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．４８）

证明 见定理 ６ ．６ ．１２和节 ６ ．１ ． □
【定理 ７ ．５ ．６】 多传感器系统（７ ．５ ．１）和（７ ．５ ．２）在假设 １ ～ ４下，最优信息融合稳态

Ｋａｌｍａｎ估值器为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
Ｌ

ｉ ＝ １
αｉ ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ） （７ ．５ ．４９）

其中 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）由定理 ７ ．５ ．１ ～ 定理 ７ ．５ ．４计算，αｉ 为与Ｎ有关的加权阵、对角加权阵
或加权系数，可分别用节 ６ ．１ 的三种最优加权公式由定理 ７ ．５ ．１ ～ 定理 ７ ．５ ．４ 给出的
Ｐｉ（Ｎ）和 Ｐｉｊ（Ｎ）计算 ．最优加权融合估计误差方差阵 Ｐ０（Ｎ）满足关系

ｔｒＰ０（Ｎ）≤ ｔｒＰｉ（Ｎ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．５ ．５０）
【例 ７ ．５ ．１】 考虑带有色观测噪声的两传感器跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．５ ．５１）
ｚｉ（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋ηｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２ （７ ．５ ．５２）

ηｉ（ｔ ＋ １）＝ ｂｉηｉ（ｔ）＋ξｉ（ｔ） （７ ．５ ．５３）

Φ ＝
１ Ｔ０[ ]０ １

， Γ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０
， Ｈ０ ＝［１ ０］ （７ ．５ ．５４）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）各为时刻 ｔＴ０ 处
运动目标（飞机，导弹，坦克等）的位置、速度和加速度 ． ｚｉ（ｔ）为第 ｉ传感器对位置的观测，

ηｉ（ｔ）为有色观测噪声，ｗ（ｔ）和ξｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，２）是零均值、方差各为σ２
ｗ和σ２

ξｉ的相互独立
高斯白噪声 ．问题是求 ｘ（ｔ）的局部稳态 Ｋａｌｍａｎ跟踪平滑器 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）（ｉ ＝ １，２）和加
权信息融合 Ｋａｌｍａｎ跟踪平滑器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．

引入新的观测过程 ｙｉ（ｔ）＝ ｚｉ（ｔ ＋ １）－ ｂｉｚｉ（ｔ），有观测方程
ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｉｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ） （７ ．５ ．５５）

Ｈｉ ＝ Ｈ０Φ － ｂｉＨ０ （７ ．５ ．５６）
ｖｉ（ｔ）＝ Ｈ０Γｗ（ｔ）＋ξｉ（ｔ） （７ ．５ ．５７）

显然 ｖｉ（ｔ）是带零均值、方差为σ２
ｖｉ 的白噪声，且

σ２
ｖｉ ＝σ２

ｗＨ０ΓΓＴＨＴ
０ ＋σ２

ξｉ， ｉ ＝ １，２ （７ ．５ ．５８）
且 ｖｉ（ｔ）与 ｗ（ｔ）是相关的，即 Ｓｉ ≠ ０，ｖ１（ｔ）与 ｖ２（ｔ）是相关的，即 Ｒｉｊ ≠ ０ ．因此对系统
（７ ．５ ．５１）和（７ ．５ ．５５）应用定理 ７ ．５ ．４和定理 ７ ．５ ．６可得 ｘ（ｔ）的局部 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^ ｉ（ｔ
｜ ｔ ＋ ２）和三种加权融合 Ｋａｌｍａｎ 平滑器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）．在仿真中取 Ｔ０ ＝ ０ ．１，σ２

ｗ ＝ ５，

σ２
ξ１ ＝ １，σ２

ξ２ ＝ １０，ｂ１ ＝ ０ ．１，ｂ１ ＝ ０ ．３，Ｎ ＝ ２ ．可求得局部平滑误差方差阵的迹为
ｔｒＰ１（２）＝ ０ ．４５５ ５， ｔｒＰ２（２）＝ ２ ．１９５ ８ （７ ．５ ．５９）

且可求得三种加权融合 Ｋａｌｍａｎ平滑器为
ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）＝ Ａ１ ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）＋ Ａ２ ｘ^１（ｔ ｜ ｔ ＋ ２） （７ ．５ ．６０）

按矩阵加权，可求得最优加权阵
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Ａ１ ＝
０ ．９４０ ９ － ０ ．００２ ４
０ ．２５１ ５ ０ ．[ ]４３２ ４

， Ａ２ ＝
０ ．０５９ １ ０ ．００２ ４
－ ０ ．２５１ ５ ０ ．[ ]５６７ ６

（７ ．５ ．６１）

且有融合平滑误差方差阵的迹为
ｔｒＰｍ

０（２）＝ ０ ．２６５ ５ （７ ．５ ．６２）
按对角阵加权，可求得最优对角加权阵

Ａ１ ＝ ｄｉａｇ（ａ１１，ａ１２）， Ａ２ ＝ ｄｉａｇ（ａ２１，ａ２２），
ａ１１ ＝ ０ ．９４０ ３， ａ２１ ＝ ０ ．０５９ ７， ａ１２ ＝ ０ ．５４７ ８， ａ２２ ＝ ０ ．４５１ ２ （７ ．５ ．６３）

且有融合平滑误差方差阵的迹为
ｔｒＰｄ

０（２）＝ ０ ．２９６ ７ （７ ．５ ．６４）
按标量加权，可求得最优加权系数为

Ａ１ ＝ ａ１ ＝ ０ ．７４５ ３， Ａ２ ＝ ａ２ ＝ ０ ．２５４ ７ （７ ．５ ．６５）
且有融合平滑误差方差阵的迹为

ｔｒＰｓ
０（２）＝ ０ ．３７８ ３ （７ ．５ ．６６）

于是有精度关系
ｔｒＰｍ

０（２）＜ ｔｒＰｄ
０（２）＜ ｔｒＰｓ

０（２）＜ ｔｒＰｉ（２）， ｉ ＝ １，２ （７ ．５ ．６７）
仿真结果如图７ ．５ ．１和图７ ．５ ．２所示，其中实线代表真实值 ｘｉ（ｔ），虚线代表Ｋａｌｍａｎ平

滑估值 ｘ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ ２）（ｉ ＝ ０，１，２）．图７ ．５ ．３为三种加权融合平滑误差平方累积比较曲线，可
进一步看到精度关系（７ ．５ ．６７）成立 ．

图 ７ ．５ ．１ 状态 ｘ（ｔ）与局部稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ １）

（ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）］Ｔ，^ｘｉ（ｔ ｜ ｔ）＝［ｘ^ｉ１（ｔ ｜ ｔ），^ｘｉ２（ｔ ｜ ｔ）］Ｔ，ｉ ＝ １，２）
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图 ７ ．５ ．２ 状态 ｘ（ｔ）与标量，对角阵和矩阵三种方式加权的融合 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ １）

图 ７ ．５ ．３ 三种加权融合累积平滑误差平方比较曲线
（虚线为按矩阵加权融合情形，点划线为按对角阵加权融合情形，实线为按标量加权融合情形）
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７ ．６ 多传感器多通道 ＡＲＭＡ信号全局最优
加权观测融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

考虑多通道多传感器 ＡＲＭＡ信号
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （７ ．６ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．６ ．２）

其中 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ 为待估的信号，ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为第 ｉ 个传感器的观测信号，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为白

色观测噪声 ．假设 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ和ｖｉ（ｔ）是零均值、方差阵各为 Ｑｗ和Ｑｖｉ的相互独立白噪声，

且 ｖｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）也相互独立 ． Ａ（ｑ －１）和 Ｃ（ｑ －１）为单位滞后算子 ｑ －１ 的多项式矩

阵，有形式 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ，Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｃ０ ＝ ０ ．

问题是当 ｔ０ ＝ － ∞时求 ｓ（ｔ）的全局最优加权观测融合Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），
Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０ ．
在节７ ．２的定理７ ．２ ．２中，我们已提出了分布式加权融合Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

它的缺点是对三种加权准则的每种加权准则，相应的融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器均不是全局最优
的，即分布式融合滤波误差方差阵的迹大于集中式最优融合滤波误差方差阵的迹，而且分
布式融合要求计算每个局部 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ），计算负担较大 ．

本节利用定理 ６ ．７ ．８证明的多通道多传感器 ＡＲＭＡ信号的加权观测融合稳态估值器
具有全局最优性的功能等价性定理，提出了不同于定理 ６ ．７ ．９ 的新的加权观测融合
Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．它的特点是基于 ＡＲＭＡ新息模型来解决融合估计问题，避免了 Ｒｉｃｃａｔｉ方
程 ．而且同节 ７ ．２的分布式融合滤波器相比，不要求计算局部滤波器，显著地减小了计算
负担，且可获得全局最优融合估计 ．

由节 ６ ．７的加权观测融合方法，引入等价于（７ ．６ ．２）的加权融合观测方程
ｙ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （７ ．６ ．３）

其中融合观测 ｙ（ｔ）和融合观测白噪声 ｖ（ｔ）及其方差阵 Ｑｖ 分别为

ｙ（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ｙｉ（ｔ） （７ ．６ ．４）

ｖ（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ｖｉ（ｔ） （７ ．６ ．５）

Ｑｖ ＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ］－１ （７ ．６ ．６）

由节 ６ ．７加权观测融合功能等价性，带融合观测方程（７ ．６ ．３）的 ＡＲＭＡ信号（７ ．６ ．１）的稳
态最优 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）就是带多传感器（７ ．６ ．２）的 ＡＲＭＡ信号（７ ．６ ．１）的全
局最优 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ．

将（７ ．６ ．３）代入（７ ．６ ．１）可得融合观测的 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （７ ．６ ．７）

其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有
关系
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Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （７ ．６ ．８）
Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．

引入伪交换
Ｄ－１（ｑ －１）Ａ（ｑ －１）＝珟Ａ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１） （７ ．６ ．９）

带珟Ｄ ＝ Ｉｍ，珟Ａ ＝ Ｉｍ，ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）＝ ｄｅｔＤ（ｑ －１）．
引入 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程

珟Ｄ（ｑ －１）＝ ＥＮ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１）＋ ｑ－ ＮＪＮ（ｑ －１）， Ｎ ＞ ０
可解得

ＥＮ（ｑ －１）＝ ＥＮ０ ＋ ＥＮ１ ｑ －１ ＋ … ＋ ＥＮ，Ｎ－１ ｑ －（Ｎ－１） （７ ．６ ．１０）

ＪＮ（ｑ －１）＝ ＪＮ０ ＋ ＪＮ１ ｑ －１ ＋ … ＋ ＪＮｎｊｑ
－ ｎｊ （７ ．６ ．１１）

其中 ｎｊ ＝ ｍａｘ（ｎａ － １，ｎｄ － Ｎ）．当 Ｎ ≤ ０时定义

ＪＮ（ｑ －１）＝ 珟Ｄ（ｑ －１）ｑＮ， Ｎ ≤ ０ （７ ．６ ．１２）

应用引理 ７ ．２ ．３有如下定理 ．
【定理７ ．６ ．１】 多传感器多通道系统（７ ．６ ．１）和（７ ．６ ．２）有 ｓ（ｔ）的全局稳态最优加权

观测融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器
ｓ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．６ ．１３）

ＫＮ（ｑ －１）＝ Ｊ － Ｎ（ｑ －１）－ Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）珟Ａ（ｑ －１） （７ ．６ ．１４）

它有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｓ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．６ ．１５）

其中定义

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｍｖ

ｋＱεＭ
ｖＴ
ｋ， Ｎ ≥ ０，

Ｌｖ
Ｎ（ｑ －１）＝ ０， Ｎ ＜ ０ （７ ．６ ．１６）

Ｍｖ
ｋ ＝ ＱｖＧＴ

ｋＱ－１
ε （７ ．６ ．１７）

而系数阵 Ｇｋ 可递推计算为
Ｇｋ ＝ － Ｄ１Ｇｋ－１ － … － Ｄｎｄ

Ｇｋ－ ｎｄ ＋ Ａｋ （７ ．６ ．１８）

其中定义 Ｇｋ ＝ ０（ｋ ＜ ０），Ａｋ ＝ ０（ｋ ＞ ｎａ）．全局最优融合滤波误差方差阵为

Ｐｓ
０（Ｎ）＝ Ｑｖ － ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ＱｖＧＴ

ｋＱ－１
ε ＧｋＧｋ， Ｎ ≥ ０ （７ ．６ ．１９）

Ｐｓ
０（Ｎ）＝ ∑

－ Ｎ－１

ｋ ＝ ０
Ｅ － ＮｋＱεＥ

Ｔ
－ Ｎｋ － Ｑｖ， Ｎ ＜ ０ （７ ．６ ．２０）

且（７ ．６ ．１３）和（７ ．６ ．１５）是渐近稳定的 ．

７ ．７ 多传感器全局最优加权观测融合状态估值器

节 ６ ．７证明了对于各传感器带有相同观测阵的多传感器系统，用加权观测融合方法
可获得全局最优融合估计，即融合估计精度相同于集中式观测融合估计精度，这叫做完全
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功能等价性 ．本节利用加权观测融合方法基于 ＡＲＭＡ新息模型提出新的加权观测融合
Ｋａｌｍａｎ估值器（滤波、平滑和预报）和 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ．文献［４］曾应用经典 Ｋａｌｍａｎ滤
波方法基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程提出了非稳态加权观测融合 Ｋａｌｍａｎ滤波器和一步 Ｋａｌｍａｎ预报
器 ．而本节采用的方法是现代时间序列分析方法，所提出的最优融合估值器是稳态估值
器，且可处理平滑和多步预报，并且除了 Ｋａｌｍａｎ估值器外，还提出了最优融合Ｗｉｅｎｅｒ状态
估值器并给出了一个加权观测融合 Ｋａｌｍａｎ跟踪滤波器的仿真例子，并验证了其全局最优
性 ．

考虑带相同观测阵的多传感器系统
ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．７ ．１）

ｙｉ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．７ ．２）

其中状态 ｘ（ｔ）∈ Ｒｎ，第 ｉ 个传感器的观测 ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｖｉ（ｔ）为观测噪声，各传感器观测
方程有相同的观测 Ｈ，Φ，Γ和Ｈ 为已知常阵 ．
【假设 １】 ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖｉ 的相互独立白

噪声，且 ｖｉ（ｔ），ｉ ＝ １，…，Ｌ，也相互独立 ．
【假设 ２】 （Φ，Ｈ）为完全可观对，（Φ，Γ）为完全可控对 ．
【假设 ３】 初始观测时刻 ｔ０ ＝ － ∞ ．
问题是求加权观测融合稳态 Ｋａｌｍａｎ 估值器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和 Ｗｉｅｎｅｒ 状态估值器

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）．

应用节 ６ ．７的加权观测融合方法，引入等价于（７ ．７ ．２）的加权融合观测方程
ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （７ ．７ ．３）

其中融合观测 ｙ（ｔ），融合观测白噪声 ｖ（ｔ）及其方差阵 Ｑｖ 分别为

ｙ（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ｙｉ（ｔ），

ｖ（ｔ）＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ］－１∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ｖｉ（ｔ） （７ ．７ ．４）

Ｑｖ ＝［∑
Ｌ

ｉ ＝ １
Ｑ－１

ｖｉ ］－１ （７ ．７ ．５）

由（７ ．７ ．１）和（７ ．７ ．３）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （７ ．７ ．６）

其中 ｑ －１ 为单位滞后算子，引入左素分解

Ｈ（Ｉｎ － ｑ －１Φ）－１Γｑ －１ ＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （７ ．７ ．７）

其中 Ａ（ｑ －１）和 Ｂ（ｑ －１）是形如 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ 的多项式矩阵，且

Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｂ０ ＝ ０ ．将上式代入（７ ．７ ．６）引出 ＡＲＭＡ新息模型

Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （７ ．７ ．８）
其中 Ｄ（ｑ －１）是稳定的，Ｄ０ ＝ Ｉｍ，新息ε（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵为 Ｑε的白噪声，且有
关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （７ ．７ ．９）
·９７４·



Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ算法求得 ．
【定理 ７ ．７ ．１】 多传感器系统（７ ．７ ．１）和（７ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有全局最优加权观

测融合稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器
ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ ＋ １）＝ Ψｆ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ） （７ ．７ ．１０）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Φ （７ ．７ ．１１）

Ｋｆ ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ Ｉｍ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ１


Ｍβ－













１

（７ ．７ ．１２）

其中Ψｆ 为稳定阵，而 Ｘ＋ 表示矩阵 Ｘ的伪逆，定义为 Ｘ＋ ＝（ＸＴＸ）－１ＸＴ ．Ｍｉ 可递推计算为
Ｍｉ ＝ － Ａ１Ｍｉ －１ － … － Ａｎａ

Ｍｉ － ｎａ ＋ Ｄｉ （７ ．７ ．１３）

其中规定 Ｍｉ ＝ ０（ｉ ＜ ０），Ｄｉ ＝ ０（ｉ ＞ ｎｄ）．β为可观性指数 ．最优加权融合稳态滤波误差
珘ｘ０（ｔ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）方差阵 Ｐ０ ＝ Ｅ［珘ｘ０（ｔ ｜ ｔ）珘ｘＴ

０（ｔ ｜ ｔ）］满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Ｐ０ ＝ Ψｆ Ｐ０ΨＴ
ｆ ＋Δｆ （７ ．７ ．１４）

其中定义

Δｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］ΓＱｗΓＴ［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Ｔ ＋ Ｋｆ ＱｖＫＴ
ｆ （７ ．７ ．１５）

证明 见推论 ５ ．１０ ．１和推论 ５ ．１０ ．２，及定理 ６ ．７ ．７ ． □
【定理 ７ ．７ ．２】 多传感器系统（７ ．７ ．１）和（７ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有全局最优加权观

测融合稳态一步 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）＝ Ψｐ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｐｙ（ｔ） （７ ．７ ．１６）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （７ ．７ ．１７）

Ｋｐ ＝

Ｈ
ＨΦ


ＨΦβ－











１

＋ Ｍ１

Ｍ２


Ｍ













β

（７ ．７ ．１８）

其中Ψｐ 为稳定阵，Ｍｉ 由（７ ．７ ．１３）计算，且稳态预报误差珘ｘ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ） ＝ ｘ（ｔ ＋ １）－
ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）方差阵Σ０ ＝ Ｅ［珘ｘ０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）珘ｘＴ

０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）］满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Σ０ ＝ ΨｐΣ０ΨＴ
ｐ ＋Δｐ （７ ．７ ．１９）

其中定义

Δｐ ＝ ΓＱｗΓＴ ＋ ＫｐＱｖＫＴ
ｐ （７ ．７ ．２０）

且有全局最优加权观测融合超前 Ｎ 步稳态 Ｋａｌｍａｎ预报器
ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ΦＮ－１ ｘ^０（ｔ ＋ １ ｜ ｔ）， Ｎ ≥ ２ （７ ．７ ．２１）

相应的预报误差珘ｘ０（ｔ ＋ Ｎ ｜ ｔ）＝ ｘ（ｔ ＋ Ｎ）－ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵Σ０（Ｎ）为

Σ０（Ｎ）＝ ΦＮ－１Σ０Φ（Ｎ－１）Ｔ ＋ ∑
Ｎ－２

ｊ ＝ ０
ΦｊΓＱｗΓＴΦｊＴ， Ｎ ≥ ２ （７ ．７ ．２２）

证明 见定理 ７ ．５ ．３ ． □
·０８４·



【定理 ７ ．７ ．３】 多传感器系统（７ ．７ ．１）和（７ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有全局最优加权观
测融合稳态 Ｋａｌｍａｎ平滑器 ｘ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＞ ０）为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ － １）＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｋ）ε（ｔ ＋ ｋ） （７ ．７ ．２３）

Ｋ（ｋ）＝ Σ０ΨＴｋ
ｐ ＨＴＱ－１

ε （７ ．７ ．２４）

Ｑε ＝ ＨΣ０ＨＴ ＋ Ｑｖ （７ ．７ ．２５）

Ψｐ ＝ Φ － ＫｐＨ （７ ．７ ．２６）

其中 Ｋｐ 由（７ ．７ ．１８）计算，^ｘ０（ｔ ｜ ｔ － １）和Σ０ 由定理 ７ ．７ ．２ 计算，且相应的平滑误差
珘ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ｘ（ｔ）－ ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）方差阵为

Ｐ０（Ｎ）＝ Σ０ － ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｋ）ＱεＫ

Ｔ（ｋ） （７ ．７ ．２７）

证明 见定理 ７ ．５ ．４ ． □
【定理 ７ ．７ ．４】 多传感器系统（７ ．７ ．１）和（７ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有全局最优加权观

测融合 Ｗｉｅｎｅｒ状态估值器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或 Ｎ ＜ ０）为

ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．７ ．２８）

它有 ＡＲＭＡ递推形式
ｄｅｔ珟Ｄ（ｑ －１）^ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ａｄｊ珟Ｄ －１（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．７ ．２９）

其中 ＫＮ（ｑ －１）和珟Ｄ（ｑ －１）由定理 ５ ．６ ．１ 定义，且相应的估值误差方差阵 Ｐ０（Ｎ）由定理
５ ．６ ．４给出 ．

证明 见定理 ５ ．６ ．１和定理 ５ ．６ ．４ ． □
【定理 ７ ．７ ．５】 多传感器系统（７ ．７ ．１）和（７ ．７ ．２）在假设 １ ～ ３下，有全局最优加权观

测融合 Ｗｉｅｎｅｒ状态平滑器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）（Ｎ ＞ ０）为

ψ（ｑ －１）^ｘ０（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮ（ｑ －１）ｙ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．７ ．３０）

其中定义
ＫＮ（ｑ －１）＝ ａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１－ Ｎ ＋ Ｋ ｓ

Ｎ（ｑ －１）Λ（ｑ －１） （７ ．７ ．３１）

Λ（ｑ －１）＝ ψ（ｑ －１）Ｉｍ － Ｈａｄｊ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ）Ｋｐｑ －１ （７ ．７ ．３２）

ψ（ｑ －１）＝ ｄｅｔ（Ｉｎ － ｑ －１Ψｐ） （７ ．７ ．３３）

Ｋ ｓ
Ｎ（ｑ －１）＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｋ（ｋ）ｑｋ－ Ｎ （７ ．７ ．３４）

其中 Ｋｐ，Ｋ（ｋ）和Ψｐ 由（７ ．７ ．１８），（７ ．７ ．２４）和（７ ．７ ．２６）计算，且平滑误差方差阵由（７ ．７ ．
２７）计算 ．

证明 见定理 ５ ．１１ ．３和定理 ５ ．１１ ．４ ． □
【例 ７ ．７ ．１】 全局最优加权观测融合 Ｋａｌｍａｎ跟踪滤波器 ．
考虑带两传感器的目标跟踪系统

ｘ（ｔ ＋ １）＝ Φｘ（ｔ）＋Γｗ（ｔ） （７ ．７ ．３５）
ｙ１（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ１（ｔ） （７ ．７ ．３６）

ｙ２（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ２（ｔ） （７ ．７ ．３７）

·１８４·



Φ ＝

１ Ｔ０ ０ ．５Ｔ２
０

１ Ｔ０Ｔ０









０ ０ １

， Γ ＝










０
０
１
， Ｈ ＝

１ ０ ０[ ]０ １ ０
（７ ．７ ．３８）

其中 Ｔ０ 为采样周期，状态 ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ３（ｔ）］Ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）和 ｘ３（ｔ）各为在时
刻 ｔＴ０ 处运动目标（例如导弹，飞机，坦克等）的位置、速度和加速度，ｙｉ（ｔ） ＝ ［ｙｉ１（ｔ），

ｙｉ２（ｔ）］Ｔ，ｉ ＝ １，２，ｙｉ１（ｔ）和 ｙｉ２（ｔ）各为第 ｉ个传感器对位置和速度的观测 ．输入噪声 ｗ（ｔ）

和观测噪声 ｖｉ（ｔ）为零均值、方差阵各为σ２
ｗ 和Ｑｖｉ 的相互独立的高斯白噪声 ．问题是基于

观测（ｙｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ － １），…），ｉ ＝ １，２，求全局最优加权观测融合跟踪滤波器 ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）．
由（７ ．７ ．３）～（７ ．７ ．６）有最优加权观测融合方程

ｙ（ｔ）＝ Ｈｘ（ｔ）＋ ｖ（ｔ） （７ ．７ ．３９）
ｙ（ｔ）＝（Ｑ－１

ｖ１ ＋ Ｑ－１
ｖ２）－１Ｑ－１

ｖ１ ｙ１（ｔ）＋（Ｑ－１
ｖ１ ＋ Ｑ－１

ｖ２）－１Ｑ－１
ｖ２ ｙ２（ｔ） （７ ．７ ．４０）

ｖ（ｔ）＝（Ｑ－１
ｖ１ ＋ Ｑ－１

ｖ２）－１Ｑ－１
ｖ１ ｖ１（ｔ）＋（Ｑ－１

ｖ１ ＋ Ｑ－１
ｖ２）－１Ｑ－１

ｖ２ ｖ２（ｔ） （７ ．７ ．４１）

而融合观测噪声 ｖ（ｔ）的方差阵 Ｑｖ 为

Ｑｖ ＝（Ｑ－１
ｖ１ ＋ Ｑ－１

ｖ２）－１ （７ ．７ ．４２）

对系统（７ ．７ ．３５）和（７ ．７ ．３９）有全局最优加权融合稳态 Ｋａｌｍａｎ跟踪滤波器
ｘ^０（ｔ ｜ ｔ）＝ Ψｆ ｘ^０（ｔ － １ ｜ ｔ － １）＋ Ｋｆ ｙ（ｔ） （７ ．７ ．４３）

Ψｆ ＝［Ｉｎ － Ｋｆ Ｈ］Φ （７ ．７ ．４４）

其中 Ｋｆ 为稳态 Ｋａｌｍａｎ跟踪滤波器增益 ．
下面我们用基于 ＡＲＭＡ新息模型和基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程两种方法求增益 Ｋｆ，并验证两种

方法引出相同的 Ｋｆ ．
首先用 ＡＲＭＡ新息模型法 ．由（７ ．７ ．３５）和（７ ．７ ．３９）有
ｙ（ｔ）＝ Ｈ（Ｉ３ － ｑ－１Φ）－１Γｑ －１ｗ（ｔ）＋ ｖ（ｔ）＝珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ２）＋ ｖ（ｔ）

（７ ．７ ．４５）
其中 ｑ －１ 为单位滞后算子，Ｉ３ 为 ３ × ３单位阵，且定义

珟Ａ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）３ ０

０ （１ － ｑ－１）[ ]３ ，珟Ｂ（ｑ －１）＝
０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

Ｔ０（１ － ｑ－１[ ]）
（７ ．７ ．４６）

因为当 ｑ －１ ＝ １时有 ｒａｎｋ［珟Ａ（ｑ －１），珟Ｂ（ｑ －１）］＝ １，由多项式矩阵理论［２４］，可知珟Ａ（ｑ －１）
和珟Ｂ（ｑ －１）非左素，因此必须进行左素分解 ．根据求极大左因式方法［２４］，用例 ５ ．１５ ．１的列
初等变换方法，可求得珟Ａ（ｑ －１）和珟Ｂ（ｑ －１）的极大左因式为

Ｍ（ｑ －１）＝
（１ － ｑ－１）２ ０ ．５Ｔ２

０（１ ＋ ｑ－１）

０ １ － ｑ－[ ]１
（７ ．７ ．４７）

消去极大左因式，可得左素分解
珟Ａ －１（ｑ －１）珟Ｂ（ｑ －１）＝ Ａ －１（ｑ －１）Ｂ（ｑ －１） （７ ．７ ．４８）

其中可化 Ａ（ｑ －１）的首系数阵为单位阵，可得

Ａ（ｑ －１）＝
１ ０[ ]０ １

＋
－ １ － １ ．５Ｔ０

０ －
[ ]２

ｑ －１ ＋
０ ０ ．５Ｔ０[ ]０ １

ｑ －２ （７ ．７ ．４９）
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即 Ａ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ －１ ＋ Ａ２ ｑ －２，且可得

Ｂ（ｑ －１）＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０

（７ ．７ ．５０）

将（７ ．７ ．４８）代入（７ ．７ ．４５）可得 ＡＲＭＡ新息模型
Ａ（ｑ －１）ｙ（ｔ）＝ Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ） （７ ．７ ．５１）

其中 Ｄ（ｑ －１）＝ Ｉ２ ＋ Ｄ１ ｑ －１ ＋ Ｄ２ ｑ －２ 是稳定的，新息ε（ｔ）∈ Ｒ２ 是零均值、方差阵为 Ｑε的
白噪声，且有关系

Ｄ（ｑ －１）ε（ｔ）＝ Ｂ（ｑ －１）ｗ（ｔ － ２）＋ Ａ（ｑ －１）ｖ（ｔ） （７ ．７ ．５２）
而 Ｄ（ｑ －１）和 Ｑε可用 Ｇｅｖｅｒｓ － Ｗｏｕｔｅｒｓ［２］算法求得 ．

容易验证系统（７ ．７ ．３５）和（７ ．７ ．３９）是完全可观的，可观性指数为β ＝ ２，于是由（７ ．１ ．
１２）有增益 Ｋｆ 为

Ｋｆ ＝
Ｈ
Ｈ[ ]
Φ

＋ Ｉ２ － ＱｖＱ－１
ε

Ｍ[ ]
１

（７ ．７ ．５３）

且由（７ ．７ ．１３）和 Ｍ０ ＝ Ｄ０ ＝ Ｉ２ 有
Ｍ１ ＝ － Ａ１ ＋ Ｄ１ （７ ．７ ．５４）

其次用 Ｒｉｃｃａｔｉ方程法有
Ｋｆ ＝ ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－１ （７ ．７ ．５５）

其中Σ满足稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ ＝ Φ［Σ －ΣＨＴ（ＨΣＨＴ ＋ Ｑｖ）－１ＨΣ］ΦＴ ＋σ２
ｗΓΓＴ （７ ．７ ．５６）

滤波误差方差阵 Ｐ 为
Ｐ ＝［Ｉ３ － Ｋｆ Ｈ］Σ （７ ．７ ．５７）

为了验证全局最优性，考虑集中式观测融合观测方程

ｙ０（ｔ）＝ Ｈ０ｘ（ｔ）＋ ｖ０（ｔ） （７ ．７ ．５８）

其中定义

ｙ０（ｔ）＝
ｙ１（ｔ）

ｙ２（ｔ[ ]）， Ｈ０ ＝
Ｈ[ ]Ｈ
， ｖ０（ｔ）＝

ｖ１（ｔ）

ｖ２（ｔ[ ]） （７ ．７ ．５９）

则有融合观测噪声 ｖ０（ｔ）的方差阵为

Ｑｖ０ ＝
Ｑｖ１ ０

０ Ｑｖ
[ ]

２
（７ ．７ ．６０）

于是可得全局稳态最优 Ｋａｌｍａｎ滤波器增益为

Ｋｆ０ ＝ Σ０Ｈ０（Ｈ０Σ０ＨＴ
０ ＋ Ｑｖ０）－１ （７ ．７ ．６１）

其中Σ０ 满足稳态 Ｒｉｃｃａｔｉ方程

Σ０ ＝ Φ［Σ －Σ０ＨＴ
０（Ｈ０Σ０ＨＴ

０ ＋ Ｑｖ０）－１Ｈ０Σ０］ΦＴ ＋σ２
ｗΓΓＴ （７ ．７ ．６２）

全局最优滤波误差方差阵 Ｐ０ 为

Ｐ０ ＝［Ｉ３ － Ｋｆ０Ｈ０］Σ０ （７ ．７ ．６３）
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基于 ＡＲＭＡ新息模型由（７ ．７ ．５３）可求得增益

Ｋｆ ＝
０ ．１２４ ９ ０ ．１１１ ０
０ ．１９４ ２ ０ ．５１３ ６
０ ．０６０ ９ １ ．









０４０ ４

（７ ．７ ．６４）

基于 Ｒｉｃｃａｔｉ新息模型，由（７ ．７ ．５５）可求得增益

Ｋｆ ＝
０ ．１２４ ９ ０ ．１１１ ０
０ ．１９４ ２ ０ ．５１３ ６
０ ．０６０ ９ １ ．









０４０ ４

（７ ．７ ．６５）

这验证了用两种方法引出相同的增益 Ｋｆ ．
由（７ ．７ ．５７）可求得加权观测融合滤波误差方差阵为

Ｐ ＝
０ ．２０４ ６ ０ ．１８５ ０ ０ ．０５８ ０
０ ．１８５ ０ ０ ．８５５ ９ １ ．７３３ ９
０ ．０５８ ０ １ ．７３３ ９ １０ ．









３７５ ３

（７ ．７ ．６６）

而应用（７ ．７ ．６１）～（７ ．７ ．６３）可求得全局最优滤波增益和误差方差阵各为

Ｋｆ０ ＝
０ ．２０４ ６ ０ ．０９２ ５ ０ ．０１０ ２ ０ ．０１８ ５
０ ．１８５ ０ ０ ．４２８ ０ ０ ．００９ ２ ０ ．０８５ ６
０ ．０５８ ０ ０ ．８６７ ０ ０ ．００２ ９ ０ ．









１７３ ４

（７ ．７ ．６７）

Ｐ０ ＝
０ ．２０４ ６ ０ ．１８５ ０ ０ ．０５８ ０
０ ．１８５ ０ ０ ．８５５ ９ １ ．７３３ ９
０ ．０５８ ０ １ ．７３３ ９ １０ ．









３７５ ３

（７ ．７ ．６８）

于是有

Ｐ ＝ Ｐ０ （７ ．７ ．６９）

这证明了加权观测融合稳态 Ｋａｌｍａｎ滤波器的全局最优性 ．
仿真结果见图 ７ ．７ ．１ ～ ７ ．７ ．３ 所示，其中实线代表真实值，虚线代表 Ｋａｌｍａｎ滤波估

值 ．

图 ７ ．７ ．１ 位置 ｘ１（ｔ）和加权观测融合

Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^０１（ｔ ｜ ｔ）

图 ７ ．７ ．２ 速度 ｘ２（ｔ）和加权观测融合

Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^０２（ｔ ｜ ｔ）
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图 ７ ．７ ．３ 加速度 ｘ３（ｔ）和加权观测融合

Ｋａｌｍａｎ滤波器 ｘ^０３（ｔ ｜ ｔ）

７ ．８ 多传感器分布式信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ反卷积滤波器

考虑多通道多传感器信息融合反卷积问题
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （７ ．８ ．１）

Ｐｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｂｉ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．８ ．２）

其中 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ 为待估的多通道 ＡＲＭＡ信号，它作为观测系统的输入被间接观测，ｙｉ（ｔ）

是第 ｉ 个传感器的输出（观测），ｙｉ（ｔ）∈ Ｒｍ，ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 是观测噪声 ． ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）

是零均值、方差各为 Ｑｗ 和Ｑｖｉ 的相互独立的噪声 ． Ｐｉ（ｑ －１），Ｂｉ（ｑ －１），Ｒｉ（ｑ －１）是单位滞后

算子 ｑ －１的多项式矩阵，形如 Ｘｉ（ｑ －１）＝ Ｘｉ０ ＋ Ｘｉ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｉｎｘｉ
ｑ － ｎｘｉ，Ａ（ｑ －１）和 Ｃ（ｑ －１）

形如 Ｘ（ｑ －１）＝ Ｘ０ ＋ Ｘ１ ｑ －１ ＋ … ＋ Ｘｎｘ
ｑ － ｎｘ，且 Ａ０ ＝ Ｉｍ，Ｐ０ ＝ Ｉｍ ．问题是求 ｓ（ｔ）的局部

反卷积滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）和分布式融合反卷积滤波器 ｓ^（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ），Ｎ ＝ ０，Ｎ ＞ ０或
Ｎ ＜ ０ ．

由节 ５ ．５可求得各传感器子系统的 ＡＲＭＡ新息模型

Λｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．８ ．３）

且由定理 ５ ．５ ．１可求得局部反卷积 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器为
ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ＫＮｉ（ｑ －１）珟Ｄ －１

ｉ （ｑ －１）ｙｉ（ｔ ＋ Ｎ） （７ ．８ ．４）

由定理 ５ ．５ ．２可求得局部滤波误差为

珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ０ ｉ ＋ Ｎ

ｓ ＝ ０
［Ω３ ｉ

ｓ ｗ（ｔ － ｓ）＋ Ω４ ｉ
ｓ ｖｉ（ｔ － ｓ）＋ Ω５ ｉ

ｓεｉ（ｔ － ｎ０ ｉ ＋ ｓ）］， Ｎ ≥ ０

（７ ．８ ．５）

珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）＝ ∑
ｎ３ ｉ

ｓ ＝ ０
［Ω３ ｉ

ｓ ｗ（ｔ － ｓ）＋ Ω４ ｉ
ｓ ｖｉ（ｔ － ｓ）＋ Ω６ ｉ

ｓεｉ（ｔ － ｓ）］， Ｎ ＜ ０

（７ ．８ ．６）
由左素分解（５ ．５ ．４）有关系

Ｄｉ（ｑ －１）εｉ（ｔ）＝珚Ｂ ｉ（ｑ －１）ｗ（ｔ）＋珚Ｒ ｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ） （７ ．８ ．７）
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于是有展式

εｉ（ｔ）＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ｗ（ｔ － ｋ）＋ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｇ（ｉ）

ｋ ｖｉ（ｔ － ｋ） （７ ．８ ．８）

其中 Ｆ（ｉ）
ｋ 和Ｇ（ｉ）

ｋ 用公式（５ ．５ ．１４）计算 ．由引理 ５ ．５ ．４有关系
Ｅ［ｖｉ（ｔ）εＴ

ｉ（ｋ）］＝ ＱｖｉＧ（ｉ）Ｔ
ｋ－ ｔ （７ ．８ ．９）

Ｅ［ｗ（ｔ）εＴ
ｉ（ｋ）］＝ ＱｗＦ（ｉ）Ｔ

ｋ－ ｔ （７ ．８ ．１０）
上 述 ｎ０ ｉ，ｎ３ ｉ，Ω３ ｉ，Ω４ ｉ，Ω５ ｉ，Ω６ ｉ，Λｉ（ｑ －１），Ｇ（ｉ）

ｋ ，Ｆ（ｉ）
ｋ ，ＫＮｉ（ｑ －１），珟Ｄｉ（ｑ －１），珚Ｂ ｉ（ｑ －１），

珚Ｒ ｉ（ｑ －１）均由节 ５ ．５有关公式计算，并附上标或下标 ｉ，以表示第 ｉ 个传感器子系统 ．
【定理 ７ ．８ ．１】 多传感器系统（７ ．８ ．１）和（７ ．８ ．２）有局部估计误差方差阵 Ｐｉ（Ｎ）＝

Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］为

Ｐｉ（Ｎ）＝ ∑
ｎ０ｉ ＋ Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
ｎ０ｉ ＋ Ｎ

ｓ ＝ ０
［Ω３ｉ

ｒ ，Ω４ｉ
ｉ ，Ω５ｉ

ｒ ］

Ｑｗδｒｓ ０ ＱｗＦ（ｉ）Ｔ
ｒ ＋ ｓ－ ｎ０ｉ

０ Ｑｖｉδｒｓ ＱｖｉＧ（ｉ）Ｔ
ｒ ＋ ｓ－ ｎ０ｉ

Ｆ（ｉ）
ｒ ＋ ｓ－ ｎ０ｉ

Ｑｗ Ｇ（ｉ）
ｒ ＋ ｓ－ ｎ０ｉ

Ｑｖｉ Ｑεｉδ











ｒｓ

Ω３ｉＴ
ｓ

Ω４ｉＴ
ｓ

Ω５ｉＴ











ｓ

， Ｎ ≥ ０

（７ ．８ ．１１）

Ｐｉ（Ｎ）＝ ∑
ｎ３ ｉ

ｒ ＝ ０
∑
ｎ３ ｉ

ｓ ＝ ０
［Ω３ ｉ

ｒ ，Ω４ ｉ
ｉ ，Ω６ ｉ

ｒ ］

Ｑｗδｒｓ ０ ＱｗＦ（ｉ）Ｔ
ｒ － ｓ

０ Ｑｖｉδｒｓ ＱｖｉＧ（ｉ）Ｔ
ｒ － ｓ

Ｆ（ｉ）
ｓ － ｒＱｗ Ｇ（ｉ）

ｓ － ｒＱｖｉ Ｑεｉδ











ｒｓ

Ω３ ｉＴ
ｓ

Ω４ ｉＴ
ｓ

Ω６ ｉＴ











ｓ

， Ｎ ＜ ０

（７ ．８ ．１２）
证明 见定理 ５ ．５ ．３ ． □
【定理 ７ ．８ ．２】 多传感器系统（７ ．８ ．１）和（７ ．８ ．２）有局部估计误差互协方差阵

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ Ｅ［珓ｓ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）珓ｓＴｊ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）］（ｉ ≠ ｊ）为

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ∑
ｎ０ｉ ＋ Ｎ

ｒ ＝ ０
∑
ｎ０ｊ ＋ Ｎ

ｓ ＝ ０
［Ω３ｉ

ｒ ，Ω４ｉ
ｉ ，Ω５ｉ

ｒ ］

Ｑｗδｒｓ ０ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ
ｒ ＋ ｓ－ ｎ０ｊ

０ ０ ０
Ｆ（ｉ）

ｒ ＋ ｓ－ ｎ０ｉ
Ｑｗ ０ Ｅｉｊ（ｎ０ － ｎ０ｉ ＋ ｒ，ｎ０ － ｎ０ｊ ＋ ｓ











）

Ω３ｊＴ
ｓ

Ω４ｊＴ
ｓ

Ω５ｊＴ











ｓ

，

ｎ０ ＝ ｍａｘ（ｎ０ ｉ，ｎ０ ｊ），Ｎ ≥ ０ （７ ．８ ．１３）

Ｐｉｊ（Ｎ）＝ ∑
ｎ３ ｉ

ｒ ＝ ０
∑
ｎ３ ｊ

ｓ ＝ ０
［Ω３ ｉ

ｒ ，Ω４ ｉ
ｉ ，Ω６ ｉ

ｒ ］
Ｑｗδｒｓ ０ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ

ｒ － ｓ

０ ０ ０
Ｆ（ｉ）

ｓ － ｒＱｗ ０ Ｅｉｊ（－ ｒ，－ ｓ









）

Ω３ ｊＴ
ｓ

Ω４ ｊＴ
ｓ

Ω６ ｊＴ











ｓ

， Ｎ ＜ ０

（７ ．８ ．１４）
其中 Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ Ｅ［εｉ（ｔ ＋ ｒ）εＴ

ｊ（ｔ ＋ ｓ）］为

Ｅｉｊ（ｒ，ｓ）＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
Ｆ（ｉ）

ｋ ＱｗＦ（ｊ）Ｔ
ｓ － ｒ ＋ ｋ （７ ．８ ．１５）

证明 由 ｗ（ｔ）与 ｖｉ（ｔ）（ｉ ＝ １，…，Ｌ）的相互独立性，应用（７ ．８ ．８）可得（７ ．８ ．１５）．应
用（７ ．８ ．５），（７ ．８ ．６）和（７ ．８ ．１５）容易得（７ ．８ ．１３）和（７ ．８ ．１４），其中用到了事实
Ｅ［εｉ（ｔ － ｎ０ｉ ＋ ｒ）εＴ

ｊ（ｔ － ｎ０ｊ ＋ ｓ）］＝ Ｅ［εｉ（ｔ － ｎ０ ＋ ｎ０ － ｎ０ｉ ＋ ｒ）εＴ
ｊ（ｔ － ｎ０ ＋ ｎ０ － ｎ０ｊ ＋ ｓ）］＝

Ｅｉｊ（ｎ０ － ｎ０ ｉ ＋ ｒ，ｎ０ － ｎ０ ｊ ＋ ｓ） （７ ．８ ．１６）
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Ｅ［εｉ（ｔ － ｒ）εＴ
ｊ（ｔ － ｒ）］＝ Ｅｉｊ（－ ｒ，－ ｓ） （７ ．８ ．１７）

【注 ７ ．８ ．１】 考虑多传感器多通道 ＡＲＭＡ信号融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：
Ａ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ（ｑ －１）ｗ（ｔ） （７ ．８ ．１８）

ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ηｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，…，Ｌ （７ ．８ ．１９）

Ｐｉ（ｑ －１）ηｉ（ｔ）＝ Ｒｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ） （７ ．８ ．２０）
其中 ｓ（ｔ）∈ Ｒｍ 为待估的 ＡＲＭＡ信号，ηｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 为 ＡＲＭＡ有色观测噪声，观测 ｙｉ（ｔ）∈
Ｒｍ，ｗ（ｔ）∈ Ｒｒ 和 ｖｉ（ｔ）∈ Ｒｍ 是零均值、方差阵各为 Ｑｗ 和Ｑｖｉ 的相互独立白噪声 ．

问题可化为特殊的反卷积问题 ．事实上，由（７ ．８ ．１９）和（７ ．８ ．２０）有观测系统
Ｐｉ（ｑ －１）ｙｉ（ｔ）＝ Ｐｉ（ｑ －１）ｓ（ｔ）＋ Ｒｉ（ｑ －１）ｖｉ（ｔ） （７ ．８ ．２１）

它是（７ ．８ ．２）取 Ｂｉ（ｑ －１）＝ Ｐｉ（ｑ －１）的特殊情形 ．于是有如下定理 ．
【定理７ ．８ ．３】 多传感器Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题（７ ．８ ．１８）～（７ ．８ ．２０）有局部Ｗｉｅｎｅｒ滤波器

ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）为（７ ．８ ．４），局部滤波误差方差阵 Ｐｉ（Ｎ）为（７ ．８ ．１１）和（７ ．８ ．１２），局部滤波误
差互协方差阵 Ｐｉｊ（Ｎ）（ｉ ≠ ｊ）为（７ ．８ ．１３）和（７ ．８ ．１４），但在所有公式中应置 Ｂｉ（ｑ －１）＝
Ｐｉ（ｑ －１）来计算 ．
【例 ７ ．８ ．１】 考虑带三传感器的二维跟踪系统的信息融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波问题：

（Ｉ２ ＋ Ａ１ ｑ －１）ｓ（ｔ）＝ Ｃ１ｗ（ｔ － １） （７ ．８ ．２２）

ｙｉ（ｔ）＝ ｓ（ｔ）＋ ｖｉ（ｔ）， ｉ ＝ １，２，３ （７ ．８ ．２３）
（Ｉ２ ＋ Ｐｉ１ ｑ －１）ｖｉ（ｔ）＝（Ｉ２ ＋ Ｒｉ１ ｑ －１）ξｉ（ｔ） （７ ．８ ．２４）

Ａ１ ＝ －
１ Ｔ０[ ]０ １

， Ｃ１ ＝
０ ．５Ｔ２

０

Ｔ[ ]
０

（７ ．８ ．２５）

其中 Ｔ０为采样周期，ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）］Ｔ为待估信号，ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）和 ｗ（ｔ）分别为在时
刻 ｔＴ０ 处运动目标的位置、速度和加速度，ｙｉ（ｔ）为第 ｉ 个传感器对位置和速度的观测信
号，ｖｉ（ｔ）为有色观测噪声，ｗ（ｔ）和ξｉ（ｔ）是零均值、方差阵各为σ２

ｗ和Ｑξｉ的相互独立高斯
白噪声 ．在仿真中取 Ｔ０ ＝ ０ ．２５，σ２

ｗ ＝ ０ ．５，Ｑξ１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．０３，０ ．０５），Ｑξ２ ＝ ｄｉａｇ（０ ．０９，０ ．１５），
Ｑξ３ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１８，０ ．３），Ｐ１１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１２，０ ．１５），Ｐ２１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１２，０ ．１），Ｐ３１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１５，

０ ．１），Ｒξ１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１，０ ．２），Ｒ２１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１５，０ ．１２），Ｒ３１ ＝ ｄｉａｇ（０ ．１，０ ．１２）．问题是求 ｓ（ｔ）
的局部和融合滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ）（ｉ ＝ １，２，３）和 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）．

由定理 ７ ．８ ．３，可求得各子系统局部Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^ ｉ（ｔ ｜ ｔ ＋ Ｎ）及相应的误差方差阵
Ｐｉ（０）的迹为

ｔｒＰ１（０）＝ ０ ．０３３ ３， ｔｒＰ２（０）＝ ０ ．０７１ ７， ｔｒＰ３（０）＝ ０ ．１１０ ５ （７ ．８ ．２６）
可求得按矩阵、对角阵和标量加权融合滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）及相应误差方差阵 Ｐｍ

０（０），Ｐｄ
０（０）

和 Ｐｓ
０（０）的迹为

ｔｒＰｍ
１（０）＝ ０ ．０２７ ６７， ｔｒＰｄ

０（０）＝ ０ ．０２７ ７１， ｔｒＰｓ
０（０）＝ ０ ．０２７ ７７ （７ ．８ ．２７）

这引出精度关系
ｔｒＰｍ

０（０）＜ ｔｒＰｄ
０（０）＜ ｔｒＰｓ

０（０）＜ ｔｒＰｉ（０）， ｉ ＝ １，２，３ （７ ．８ ．２８）
即融合估计精度高于每个局部估计精度，且按矩阵加权融合估计精度相对较高，而按标量
融合估计精度相对较低，且按对角阵加权融合估计精度介于两者之间 ．但由仿真结果图
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图 ７ ．８ ．１ 信号 ｓ（ｔ）和按三种方式加权融合 Ｗｉｅｎｅｒ滤波器 ｓ^０（ｔ ｜ ｔ）

（ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ）］Ｔ，^ｓ０（ｔ ｜ ｔ）＝［ｓ^０１（ｔ ｜ ｔ），^ｓ０２（ｔ ｜ ｔ）］Ｔ）

７ ．８ ．１和图 ７ ．８ ．２可看到，三种加权融合估计精度并无显著差异 ．因此从工程实时应用角
度，采用按标量加权融合估计只稍微损失了一点精度，但却可显著减小计算负担，便于实
时应用 ．在图 ７ ．８ ．１中，实线代表真实值 ｓｉ（ｔ），虚线代表在三种加权下的融合滤波估值
ｓ^０ ｉ（ｔ ｜ ｔ），ｉ ＝ １，２ ．图 ７ ．８ ．２为局部滤波和三种加权融合滤波绝对误差累积曲线，从中可
看到三种加权融合滤波绝对误差累积曲线均在每个局部滤波绝对误差累积曲线下方，即
它们的精度高于每个局部估计精度，但三条融合估计绝对误差累积曲线几乎相重合，这说
明对本例三种加权融合估计精度无显著差别 ．
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图 ７ ．８ ．２ 局部和融合滤波绝对误差累积曲线
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