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前　　言

线性代数是大学理工科学生重要的必修基础课程之一，它 的

基本概念、基本理论和基本运算具有较强的逻辑性、抽象性和广泛

的应用性 该课 程 概 念 多，定 理 多，内 容 抽 象，很 多 学 生 在 学 习 中

普遍感到在分析问 题、解 决 问 题 方 面 缺 乏 思 路 同 济 大 学 应 用 数

学系《线性代 数》编 写 组 编 写 的３学 时《线 性 代 数》一 书 中 习 题 较

多，而且有些习题 难 度 较 大，为 此，我 们 特 意 编 写 了 与 该 教 材 配 套

的习题解答书
本书分两部分，第 一 部 分 是３学 时《线 性 代 数》教 材 中 习 题 的

选解，内容的章节安 排 与 教 材 一 致，共 分２６节 习 题 编 号 自 成 一

体，并在题号后括号 内 表 示 该 题 在 教 材 中 的 原 题 号 第 二 部 分 是

２００２—２００５年研究生入学考试（线性代数）试题精解
本书可供大学理 工 科 学 生 和 研 究 生 学 习“线 性 代 数”时 参 考，

也可供其他读者学习“线性代数”时参考
笔者衷心地希望本书能够成为广大读者学习“线性代数”的很

好的辅导书 由于编者水平所限，书中不妥之处在所难免，恳请广

大读者及同行批评指正

编　者

２００５７
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§０　预备知识

０１（原题２）　设 ＭＮ，证明：Ｍ∩Ｎ＝Ｍ，Ｍ∪Ｎ＝Ｎ．
证明　设ｘ∈Ｍ∩Ｎ，则ｘ∈Ｍ 且ｘ∈Ｎ，从而 Ｍ∩ＮＭ．反之，设ｘ∈

Ｍ，因为 ＭＮ，所以ｘ∈Ｎ，从而ｘ∈Ｍ∩Ｎ，故 ＭＭ∩Ｎ．综上所述，有

Ｍ∩Ｎ＝Ｍ．
设ｘ∈Ｍ∪Ｎ，则ｘ∈Ｍ 或ｘ∈Ｎ．又 由 于 ＭＮ，所 以，ｘ∈Ｎ，从 而 Ｍ

∪ＮＮ．反之，设ｘ∈Ｎ，由于 ＭＮ，所以ｘ∈Ｍ∪Ｎ，从 而 ＮＭ∪Ｎ．
综上所述，有 Ｍ∪Ｎ＝Ｎ．

０２（原题４）　在Ｒ 上定义σ（ａ）＝
ａ ａ≠１，

ｂ ａ＝｛ １
这里，ｂ２＝１，σ是 不 是Ｒ 到

Ｒ 的一个映射？为什么？

解　σ不是Ｒ 到Ｒ 的一个映射．因为ｂ２＝１，从而有ｂ＝１或ｂ＝－１．当ａ
＝１时，ａ在σ下的像不是惟一的．

§１　矩阵及其运算

１１（原题４）　若ＡＢ＝ＢＡ，矩 阵Ｂ 就 称 为 与Ａ 可 交 换，设Ａ＝
１ １［ ］０ １

，

求所有与Ａ 可交换的矩阵．

解　设矩阵Ｂ＝
ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

满足ＡＢ＝ＢＡ，即

１ １［ ］０ １

ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

＝
ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

１ １［ ］０ １
，

即

ｘ１＋ｘ３ ｘ２＋ｘ４

ｘ３ ｘ［ ］
４

＝
ｘ１ ｘ１＋ｘ２

ｘ３ ｘ３＋ｘ［ ］
４

由矩阵相等的定义可得

ｘ１＋ｘ３＝ｘ１

ｘ２＋ｘ４＝ｘ１＋ｘ２

ｘ４＝ｘ３＋ｘ
烅
烄

烆 ４

，　　解得
ｘ１＝ｘ４

ｘ３＝｛ ０
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所以与Ａ 可交换的所有矩阵为
ｘ ｙ
０［ ］ｘ

，ｘ，ｙ∈Ｒ 是任意常数．

１２（原题５）　设Ａ 是实对称矩阵，如果Ａ２＝０，那么，Ａ＝０．
证明　设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ．因为Ａ 是实对称矩阵，所以，ａｉｊ＝ａｊｉ，（ｉ≠ｊ）．设

Ａ２＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ，则

ｂｉｉ＝
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋａｋｉ＝

ｎ

ｋ＝１
ａ２

ｉｋ＝０　　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

从而ａｉｊ＝０（１≤ｉ，ｊ≤ｎ）．故Ａ＝０．
１３（原题７）　Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，证明：
（１）ＡＢ 的主对角线元素之和＝ＢＡ 的主对角线元素之和；
（２）ＡＢ－ＢＡ≠Ｅ．
证明　 设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ，ＡＢ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ，ＢＡ＝（ｄｉｊ）ｎ×ｎ，则

ｃｉｉ＝
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｉ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

ｄｉｉ＝
ｎ

ｋ＝１
ｂｉｋａｋｉ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

（１）ＡＢ 的主对角线元素之和为


ｎ

ｉ＝１
ｃｉｉ＝

ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｉ，

ＢＡ 的主对角线元素之和为


ｎ

ｉ＝１
ｄｉｉ＝

ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｋ＝１
ｂｉｋａｋｉ＝

ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｋ＝１
ａｋｉｂｉｋ，

所以，
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｉ＝

ｎ

ｉ＝１
ｄｉｉ，即ＡＢ 的主对角线元素之和＝ＢＡ 的主对角线元素之和．

（２）用反证法．假设ＡＢ－ＢＡ＝Ｅ，则ＡＢ＝ＢＡ＋Ｅ，从而
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｉ＝ｎ＋

ｎ

ｉ＝１
ｄｉｉ．

因ｎ≠０，由（１）可知这与
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｉ＝

ｎ

ｉ＝１
ｄｉｉ矛盾．所以，ＡＢ－ＢＡ≠Ｅ．

１４（原题８）　利用等式

１７ －６
３５ －［ ］１２

＝
２ ３［ ］５ ７

２ ０［ ］０ ３
－７ ３
５ －［ ］２

，

－７ ３
５ －［ ］２

２ ３［ ］５ ７
＝

１ ０［ ］０ １

计算
１７ －６
３５ －［ ］１２

５

．

解

１７ －６
３５ －［ ］１２

５

＝
２ ３［ ］５ ７

２ ０［ ］０ ３
－７ ３
５ －［ ］［ ］２

５
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＝
２ ３［ ］５ ７

２ ０［ ］０ ３
… ２ ０［ ］０ ３

－７ ３
５ －［ ］２

＝
２ ３［ ］５ ７

２ ０［ ］０ ３

５ －７ ３
５ －［ ］２

＝
５×３６－７×２６ ３×２６－２×３６

３５×３５－３５×２５ １５×２５－１４×３［ ］５

＝
３１９７ －１２６６
７３８５ －［ ］２９２２

１５（原题９）　设Ａ＝
１ ０ ０
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０

，证明：当ｎ≥３时，恒有Ａｎ＝Ａｎ－２＋Ａ２

－Ｅ，并利用它计算Ａ１００．
证明　 当ｎ＝３时，经直接验证可知，Ａ３＝Ａ３－２＋Ａ２－Ｅ＝Ａ＋Ａ２－Ｅ．
假设ｎ－１时等式成立，即Ａｎ－１＝Ａｎ－３＋Ａ２－Ｅ，则

Ａｎ＝ＡＡｎ－１＝Ａ（Ａｎ－３＋Ａ２－Ｅ）＝Ａｎ－２＋Ａ３－Ａ＝Ａｎ－２＋Ａ２－Ｅ
所以，当ｎ≥３时，恒有Ａｎ＝Ａｎ－２＋Ａ２－Ｅ．

Ａ１００＝Ａ９８＋Ａ２－Ｅ＝Ａ９６＋２Ａ２－２Ｅ＝…＝Ａ２＋４９Ａ２－４９Ｅ＝５０Ａ２－４９Ｅ

＝５０
１ ０ ０
１ １ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ １
－

４９ ０ ０
０ ４９ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ４９
＝

１ ０ ０
５０ １ ０

熿

燀

燄

燅５０ ０ １

§２　分块矩阵与初等阵

２１（原题１）　设Ａ 是ｍ×ｎ矩 阵，对 任 意ｎ维 列 向 量Ｘ，有ＡＸ＝０，证

明：Ａ＝０．
证明　 令ｅｉ 是第ｉ个分量为１，其余分量都为０的ｎ维列向量．由假设

知，Ａｅｉ＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ．从而

Ａ＝ＡＥ＝Ａ（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）＝（Ａｅ１，Ａｅ２，…，Ａｅｎ）＝０．

２２（原题３）　找一个３阶矩阵Ｑ，使它左乘矩阵Ａ 相当于对Ａ 连续施行

了下述两个行初等变换：
（１）用（－ｂ）乘Ａ 的第１行并加到第３行上去；
（２）再调换第２，３两行．

—３—



其中， Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ

熿

燀

燄

燅３４

．

解　对矩阵Ａ 先施行第一种行初等变换，相当于在Ａ 的左端乘以初等阵

Ｐ（１（－ｂ），３）；再对Ａ 施行第二种行初等变换，相当于在Ｐ（１（－ｂ），３）Ａ 的左

端再乘以初等阵Ｐ（２，３），因而矩阵Ｑ 是 初 等 阵Ｐ（１（－ｂ），３）与Ｐ（２，３）的 乘

积，即

Ｑ＝Ｐ（２，３）Ｐ（１（－ｂ），３）＝
１ ０ ０
－ｂ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０

２３（原题５）　设Ａ＝
０ Ｅｎ－１

１［ ］０
，证 明：Ａｋ＝

０ Ｅｎ－ｋ

Ｅｋ
［ ］０

，ｋ＝１，２，…，

ｎ－１，Ａｎ＝Ｅｎ．
证明　设ｅｊ 是第ｊ个分量为１，其余分量都为０的ｎ维 列 向 量，则 可 证

Ａｅｊ 是矩阵Ａ 的第ｊ列．将矩阵Ａ 按列分块，Ａ＝（ｅｎ，ｅ１，…，ｅｎ－１），从而

Ａ２ ＝ＡＡ＝Ａ（ｅｎ，ｅ１，…，ｅｎ－１）＝（Ａｅｎ，Ａｅ１，…，Ａｅｎ－１）

＝（ｅｎ－１，ｅｎ，ｅ１，…，ｅｎ－２）＝
０ Ｅｎ－２

Ｅ２
［ ］０

假设Ａｋ－１＝
０ Ｅｎ－ｋ＋１

Ｅｋ－１
［ ］０

，１≤ｋ－１＜ｎ－１，则

Ａｋ ＝ＡＡｋ－１＝Ａ
０ Ｅｎ－ｋ＋１

Ｅｋ－１
［ ］０

＝Ａ（ｅｎ－ｋ＋２，ｅｎ－ｋ＋３，…，ｅｎ，ｅ１，…，ｅｎ－ｋ＋１）

＝（Ａｅｎ－ｋ＋２，Ａｅｎ－ｋ＋３，…，Ａｅｎ，Ａｅ１，…，Ａｅｎ－ｋ＋１）

＝（ｅｎ－ｋ＋１，ｅｎ－ｋ＋２，…，ｅｎ－１，ｅｎ，ｅ１，…，ｅｎ－ｋ）

＝
０ Ｅｎ－ｋ

Ｅｋ
［ ］０

（１≤ｋ≤ｎ－１），

Ａｎ＝ＡＡｎ－１＝
０ Ｅｎ－１

１［ ］０

０ １
Ｅｎ－１
［ ］０

＝
Ｅｎ－１ ０

０［ ］１
＝Ｅｎ

２４（原题６）　如果Ａ 是 对 称 矩 阵，那 么，任 意 对 调Ａ 的 两 列 及 相 同 的 两

行，所得的矩阵仍为对称矩阵．
证明　 设Ｂ 是对调Ａ 的第ｉ，ｊ两列 及 第ｉ，ｊ两 行 后 所 得 的 矩 阵，则Ｂ＝

Ｐ（ｉ，ｊ）ＡＰ（ｉ，ｊ）．由于Ｐ（ｉ，ｊ）是对称矩阵，Ａ 也是对称矩阵，从而

—４—



ＢＴ＝（Ｐ（ｉ，ｊ）ＡＰ（ｉ，ｊ））Ｔ＝Ｐ（ｉ，ｊ）ＴＡＴＰ（ｉ，ｊ）Ｔ＝Ｐ（ｉ，ｊ）ＡＰ（ｉ，ｊ）＝Ｂ，
所以Ｂ 仍为对称矩阵．

§３　可逆矩阵

３１（原题１）　求矩阵的逆矩阵

５ ２ ０ ０
２ １ ０ ０
０ ０ ８ ３

熿

燀

燄

燅０ ０ ５ ２

．

解 　 设 Ａ ＝

５ ２ ０ ０
２ １ ０ ０
０ ０ ８ ３

熿

燀

燄

燅０ ０ ５ ２

＝
Ａ１ ０

０ Ａ［ ］
２

，其 中 Ａ１ ＝
５ ２［ ］２ １

，

Ａ２＝
８ ３［ ］５ ２

，由于

（Ａ１，Ｅ）＝
５ ２ １ ０［ ］２ １ ０ １

→
若干次行初等变换 １ ０ １ －２

０ １ －［ ］２ ５
，

（Ａ２，Ｅ）＝
８ ３ １ ０［ ］５ ２ ０ １

→
若干次行初等变换 １ ０ ２ －３

０ １ －［ ］５ ８
，

所以Ａ１ 与Ａ２ 可逆，且Ａ－１
１ ＝

１ －２
－［ ］２ ５

，Ａ－１
２ ＝

２ －３
－［ ］５ ８

，从而Ａ 可逆且

Ａ－１＝
Ａ－１

１ ０

０ Ａ－１［ ］
２

＝

１ －２ ０ ０
－２ ５ ０ ０
０ ０ ２ －３
０ ０ －

熿

燀

燄

燅５ ８
３２（原题２）　解矩阵方程：

Ｘ
２ １ －１
２ １ ０
１ －

烄

烆

烌

烎１ １
＝

１ －１ ３［ ］４ ３ ２

解　令Ａ＝
２ １ －１
２ １ ０
１ －

熿

燀

燄

燅１ １

，Ｂ＝
１ －１ ３［ ］４ ３ ２

，则原方程为ＸＡ＝Ｂ，可先
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用行初等变 换 求Ａ－１，再 作 矩 阵 乘 法ＢＡ－１来 求 Ｘ．另 外，可 由 原 方 程 ＸＡ＝Ｂ
得到一个新的矩阵方程ＡＴＸＴ＝ＢＴ，由

（ＡＴ，ＢＴ）＝
２ ２ １ １ ４
１ １ －１ －１ ３
－

熿

燀

燄

燅１ ０ １ ３ ２
→

１ ０ ０ －２ －８
３

０ １ ０ ２ ５

０ ０ １ １ －

熿

燀

燄

燅
２
３

可得ＸＴ＝

－２ －８
３

２ ５

１ －

熿

燀

燄

燅
２
３

，从而Ｘ＝
－２ ２ １

－８
３ ５ －

熿

燀

燄

燅
２
３



３３（原题３）　利用逆矩阵解线性方程组：

ｘ１ －ｘ２ －ｘ３＝２，

２ｘ１ －ｘ２－３ｘ３＝１，

３ｘ１＋２ｘ２－５ｘ３＝
烅
烄

烆 ０

解　系数矩阵为Ａ＝
１ －１ －１
２ －１ －３
３ ２ －

熿

燀

燄

燅５
，未知数列向量Ｘ＝

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
，常数列向

量为ｂ＝
烄

烆

烌

烎

２
１
０

，则线性方程组等价于矩阵方程ＡＸ＝ｂ．因为

（Ａ，ｂ）＝
１ －１ －１ ２
２ －１ －３ １
３ ２ －

熿

燀

燄

燅５ ０
→

１ －１ －１ ２
０ １ －１ －３
０ ５ －２ －

熿

燀

燄

燅６
→

１ ０ －２ －１
０ １ －１ －３

熿

燀

燄

燅０ ０ ３ ９

→
１ ０ －２ －１
０ １ －１ －３

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ３
→

１ ０ ０ ５
０ １ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ３

所以Ａ 可逆，且Ｘ＝Ａ－１ｂ＝
烄

烆

烌

烎

５
０
３

．

３４（原题４）　设Ａｋ＝０（ｋ为 正 整 数），证 明：（Ｅ－Ａ）－１＝Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋…

＋Ａｋ－１

证明　因为
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　　　　（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｋ－１）　　　　　　　　
＝Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｋ－１－Ａ－Ａ２－Ａ３－…－Ａｋ－１－Ａｋ

＝Ｅ，
所以， （Ｅ－Ａ）－１＝Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｋ－１

３５（原题５）　设Ａ，Ｂ 都是可逆矩阵，求矩阵的逆：

Ａ ０［ ］Ｃ Ｂ

解　设Ｘ＝
Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ［ ］
４

满足ＡＸ＝Ｅ，即

Ａ ０［ ］Ｃ Ｂ

Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ［ ］
４

＝
ＡＸ１ ＡＸ２

ＣＸ１＋ＢＸ３ ＣＸ２＋ＢＸ［ ］
４

＝
Ｅ１ ０

０ Ｅ［ ］
２

从而可得方程组

ＡＸ１＝Ｅ１ 　　　　　　　　　　　　　（１）

ＡＸ２＝０ （２）

ＣＸ１＋ＢＸ３＝０ （３）

ＣＸ２＋ＢＸ４＝Ｅ２ （４

烅

烄

烆 ）

因为Ａ，Ｂ 是可逆矩阵，从而由式（１）与式（２）可得Ｘ１＝Ａ－１，Ｘ２＝０，由式（３）与

式（４）可得ＢＸ３＝－ＣＡ－１，ＢＸ４＝Ｅ２，即Ｘ３＝－Ｂ－１ＣＡ－１，Ｘ４＝Ｂ－１．

所以
Ａ ０［ ］Ｃ Ｂ

－１

＝
Ａ－１ ０

－Ｂ－１ＣＡ－１ Ｂ－［ ］１

３６（原题６）　验证矩阵等式（假设下式中出现的各量都有意义）
（Ａ＋Ｂ）－１＝Ａ－１－Ａ－１（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１

解法１　因为

　　　（Ａ＋Ｂ）［Ａ－１－Ａ－１（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１］

＝Ｅ－（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１＋ＢＡ－１－ＢＡ－１（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１

＝Ｅ－［Ａ（Ａ－１＋Ｂ－１）］－１＋ＢＡ－１－ＢＡ－１［Ａ（Ａ－１＋Ｂ－１）］－１

＝Ｅ－（Ｅ＋ＡＢ－１）－１＋ＢＡ－１－ＢＡ－１（Ｅ＋ＡＢ－１）－１

＝（Ｅ＋ＢＡ－１）－（Ｅ＋ＢＡ－１）（Ｅ＋ＡＢ－１）－１

＝（Ｅ＋ＢＡ－１）［Ｅ－（Ｅ＋ＡＢ－１）－１］

＝（Ａ＋Ｂ）Ａ－１［（Ｅ＋ＡＢ－１）（Ｅ＋ＡＢ－１）－１－（Ｅ＋ＡＢ－１）－１］

＝（Ａ＋Ｂ）Ａ－１（Ｅ＋ＡＢ－１－Ｅ）（Ｅ＋ＡＢ－１）－１

＝（Ａ＋Ｂ）Ｂ－１（ＢＢ－１＋ＡＢ－１）－１

＝（Ａ＋Ｂ）Ｂ－１Ｂ（Ｂ＋Ａ）－１

—７—



＝Ｅ，

所以，（Ａ＋Ｂ）－１＝Ａ－１－Ａ－１（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１．
解法２

　Ａ－１－Ａ－１（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１＝Ａ－１［Ｅ－（Ａ－１＋Ｂ－１）－１Ａ－１］

＝Ａ－１［Ｅ－（Ｅ＋ＡＢ－１）－１］＝Ａ－１（Ｅ＋ＡＢ－１－Ｅ）（Ｅ＋ＡＢ－１）－１

＝Ｂ－１（ＢＢ－１＋ＡＢ－１）－１＝Ｂ－１Ｂ（Ｂ＋Ａ）－１＝（Ａ＋Ｂ）－１

３７（原题７）　已知Ａ，Ｂ 与Ａ＋Ｂ 皆可逆，证明：

（Ａ＋Ｂ）－１＝Ｂ－１（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１

证明　因为

　　（Ａ＋Ｂ）［Ｂ－１（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１］

＝ＡＢ－１（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１＋ＢＢ－１（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１

＝（ＡＢ－１＋Ｅ）（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１＝（ＡＢ－１＋ＡＡ－１）（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１

＝Ａ（Ｂ－１＋Ａ－１）（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１＝Ｅ，

所以（Ａ＋Ｂ）－１＝Ｂ－１（Ｂ－１＋Ａ－１）－１Ａ－１

３８（原题８）　证明：如果５阶矩阵Ｂ 是对调５阶 矩 阵Ａ 的 第３行 与 第５
行得到的，那么，Ｂ－１是对调Ａ－１的第３列与第５列得到的．

证明　设Ｂ 是对调Ａ 第３行与第５行得到的，则Ｂ＝Ｐ（３，５）Ａ，其中Ｐ（３，

５）是对应的初等阵．从而Ｂ－１＝Ａ－１Ｐ（３，５）－１＝Ａ－１Ｐ（３，５），即Ｂ－１是对调Ａ－１

的第３列与第５列得到的．

§４　线性方程组

４１（原题３）　问ａ，ｂ为 何 值 时，线 性 方 程 组

ｘ１＋２ｘ２ ＝３

４ｘ１＋７ｘ２ ＋ｘ３＝１０

ｘ２ －ｘ３＝ｂ

２ｘ１＋３ｘ２＋ａｘ３＝

烅

烄

烆 ４

．有 惟

一解，无解，无穷多解？

解　对增广矩阵作行初等变换，有

珟Ａ＝

１ ２ ０ ３
４ ７ １ １０
０ １ －１ ｂ
２ ３ ａ

熿

燀

燄

燅４

→

１ ２ ０ ３
０ －１ １ －２
０ １ －１ ｂ
０ －１ ａ －

熿

燀

燄

燅２
—８—



→

１ ２ ０ ３
０ １ －１ ２
０ ０ ０ ｂ－２
０ ０ ａ－

熿

燀

燄

燅１ ０

→

１ ２ ０ ３
０ １ －１ ２
０ ０ ａ－１ ０
０ ０ ０ ｂ－

熿

燀

燄

燅２
当ｂ－２≠０，即ｂ≠２时，方程组无解；当ｂ－２＝０且ａ－１≠０，即ｂ＝２且ａ≠１
时，方程组有惟一解；当ｂ－２＝０且ａ－１＝０，即ｂ＝２且ａ＝１时，方 程 组 有 无

穷多解．
４２（原题４）　证明：当 ｍ＜ｎ时，ｍ 个 方 程ｎ 个 未 知 数 的 线 性 方 程 组（不

一定是齐次）有解的话，就一定有无穷多解．
证明　对 ｍ 个方程ｎ 个未知数的线性方程组的增广矩阵作行初等变换，

有

珟Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ｂ１

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ｂ２

    

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ ｂ

熿

燀

燄

燅ｍ

　　　　

→
行初等变换

ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｒ … ｃ１ｎ ｄ１

ｃ２２ … ｃ２ｒ … ｃ２ｎ ｄ２

   

ｃｒｒ … ｃｒｎ ｄｒ

ｄｒ＋

熿

燀

燄

燅１
因为，此线性方程组有解，所以，一定有ｄｒ＋１＝０，又由 ｍ＜ｎ可知，ｒ≤ｍ＜ｎ，从

而此线性方程组一定有无穷多解．
４３（原题５）　证明：齐次线性方程组有一个非零解时，必有无穷多解．
证明　 设齐次线性方程组 为ＡＸ＝０，若 它 有 一 个 非 零 解α，则 对 任 意 常

数ｋ，都有Ａ（ｋα）＝ｋ（Ａα）＝ｋ０＝０，即ｋα 也是ＡＸ＝０的非零解．由常数ｋ的任

意性可知，此线性方程组必有无穷多解．

§５　行列式的定义与性质

５１（原题１）　求

ａ １ ２ ３
ｂ －１ ０ １
ｃ ０ ２ ３
ｄ １ －１ －２

的第一列元素的代数余子式，并求
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出此行列式的值．

解　Ａ１１＝（－１）１＋１

－１ ０ １
０ ２ ３
１ －１ －２

＝－１，

Ａ２１＝（－１）２＋１

１ ２ ３
０ ２ ３
１ －１ －２

＝１，

Ａ３１＝（－１）３＋１

１ ２ ３
－１ ０ １
１ －１ －２

＝２，

Ａ４１＝（－１）４＋１

１ ２ ３
－１ ０ １
０ ２ ３

＝２

此行列式的值为 Ｄ＝ａＡ１１＋ｂＡ２１＋ｃＡ３１＋ｄＡ４１＝ｂ－ａ＋２ｃ＋２ｄ．

５２（原题３）　｜Ａ｜＝

－１ ５ ７ －８
１ １ １ １
２ ０ －９ ６
－３ ４ ３ ７

，证明Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４＝０．

证明

Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４＝１·Ａ４１＋１·Ａ４２＋１·Ａ４３＋１·Ａ４４

＝

－１ ５ ７ －８
１ １ １ １
２ ０ －９ ６
１ １ １ １

＝０

５３（原题６）　设 Ａ 是 反 对 称 矩 阵，证 明 奇 数 阶 反 对 称 矩 阵 的 行 列 式 是

零．
证明　设Ａ 是反对称矩阵，即ＡＴ＝Ａ－１，若阶数ｎ是奇数，则有

｜Ａ｜＝｜ＡＴ｜＝｜－Ａ｜＝（－１）ｎ｜Ａ｜＝－｜Ａ｜，
所以有｜Ａ｜＝０．

５４（原 题 ８）　 （１）已 知 Ｄ＝

１ ２ ７ １９ ０
０ ７ －２ －１ ３
８ ０ ４ ２ １１
０ ０ ５ ２ ２２
０ ０ ０ ３ １００

＝１０，　Ｄ１ ＝

—０１—



１ ２ ７ １９ ０
０ ７ －２ －１ ３
８ ０ ４ ２ ７
０ ０ ５ ２ ２２
０ ０ ０ ３ １００

，求 Ｄ１ 的值．

（２）证明

ｂ＋ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

＝２

ａ ｂ ｃ
ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

解　（１）将 Ｄ 及Ｄ１ 均按第５列展开，有

Ｄ＝３Ａ２５＋１１Ａ３５＋２２Ａ４５＋１００Ａ５５＝１０
Ｄ１ ＝３Ａ２５＋７Ａ３５＋２２Ａ４５＋１００Ａ５５

＝３Ａ２５＋１１Ａ３５＋２２Ａ４５＋１００Ａ５５－４Ａ３５

＝１０－４Ａ３５＝－４１０
（２）设

Ｄ ＝

ｂ＋ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

　　　　　　　　　　　　　　

＝

ｂ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｂ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｂ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

＋

ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｃ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｃ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

＝Ｄ１＋Ｄ２

因为

Ｄ１ ＝

ｂ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｂ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｂ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

ｃ３－ｃ


１
ｂ ｃ＋ａ ａ
ｂ１ ｃ１＋ａ１ ａ１

ｂ２ ｃ２＋ａ２ ａ２

ｃ２－ｃ


３
ｂ ｃ ａ
ｂ１ ｃ１ ａ１

ｂ２ ｃ２ ａ２

ｃ２ｃ３

ｃ１ｃ


２

ａ ｂ ｃ
ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

，

Ｄ２ ＝

ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｃ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｃ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

ｃ２－ｃ


１
ｃ ａ ａ＋ｂ
ｃ１ ａ１ ａ１＋ｂ１

ｃ２ ａ２ ａ２＋ｂ２

ｃ３－ｃ


２
ｃ ａ ｂ
ｃ１ ａ１ ｂ１

ｃ２ ａ２ ｂ２

ｃ１ｃ２

ｃ２ｃ


３

ａ ｂ ｃ
ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

，
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所以

ｂ＋ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１

ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２

＝２

ａ ｂ ｃ
ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

５５（原题９）　计算：

（１）

１ １ －１ －１
１ －１ １ －１
１ －１ －１ １
１ １ １ １

，　（２）

１＋ｘ １ １ １
１ １－ｘ １ １
１ １ １＋ｙ １
１ １ １ １－ｙ

解　（１）

１ １ －１ －１
１ －１ １ －１
１ －１ －１ １
１ １ １ １

ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ１

ｒ４－ｒ


１

１ １ －１ －１
０ －２ ２ ０
０ －２ ０ ２
０ ０ ２ ２

　　
ｒ３－ｒ


２

１ １ －１ －１
０ －２ ２ ０
０ ０ －２ ２
０ ０ ２ ２

ｒ４＋ｒ


３

１ １ －１ －１
０ －２ ２ ０
０ ０ －２ ２
０ ０ ０ ４

＝１×（－２）×（－２）×４＝１６
（２）解法１

１＋ｘ １ １ １
１ １－ｘ １ １
１ １ １＋ｙ １
１ １ １ １－ｙ

ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ１

ｒ４－ｒ


１

１＋ｘ １ １ １
－ｘ －ｘ ０ ０
－ｘ ０ ｙ ０
－ｘ ０ ０ －ｙ

＝

１ １ １ １
－ｘ －ｘ ０ ０
－ｘ ０ ｙ ０
－ｘ ０ ０ －ｙ

＋

ｘ ０ ０ ０
－ｘ －ｘ ０ ０
－ｘ ０ ｙ ０
－ｘ ０ ０ －ｙ

ｃ１－ｃ


２

０ １ １ １
０ －ｘ ０ ０
－ｘ ０ ｙ ０
－ｘ ０ ０ －ｙ

＋ｘ２ｙ２

—２１—



ｒ３－ｒ４

ｒ２＋ｘｒ


１

０ １ １ １
０ ０ ｘ ｘ
０ ０ ｙ ｙ
－ｘ ０ ０ －ｙ

＋ｘ２ｙ２＝０＋ｘ２ｙ２＝ｘ２ｙ２

解法２
１＋ｘ １ １ １
１ １－ｘ １ １
１ １ １＋ｙ １
１ １ １ １－ｙ

ｒ２－ｒ１

ｒ４－ｒ


３

１＋ｘ １ １ １
－ｘ －ｘ ０ ０
１ １ １＋ｙ １
０ ０ －ｙ －ｙ

ｃ１－ｃ２

ｃ３－ｃ


４

ｘ １ ０ １
０ －ｘ ０ ０
０ １ ｙ １
０ ０ ０ －ｙ

ｒ２＋ｘｒ


３

ｘ １ ０ １
０ ０ ｘｙ ｘ
０ １ ｙ １
０ ０ ０ －ｙ

＝ｘ

ｘ １ ０ １
０ ０ ｙ １
０ １ ｙ １
０ ０ ０ －ｙ

＝－ｘ

ｘ １ ０ １
０ １ ｙ １
０ ０ ｙ １
０ ０ ０ －ｙ

＝ｘ２ｙ２

§６　ｎ阶行列式的计算

６１（原题１）　计算

（１）

ａ １ ０ ０
－１ ｂ １ ０
０ －１ ｃ １
０ ０ －１ ｄ

；　（２）

１ －１ １ ｘ－１
１ －１ ｘ＋１ －１
１ ｘ－１ １ －１

ｘ＋１ －１ １ －１

；

（３）

０ ａ ｂ ａ
ａ ０ ａ ｂ
ｂ ａ ０ ａ
ａ ｂ ａ ０

；　（４）

ａ ｂ ｂ ｂ
ａ ｂ ａ ｂ
ａ ａ ｂ ｂ
ｂ ｂ ｂ ａ

；

（５）

１ １ １ １
１６ ８ ２ ４
８１ ２７ ３ ９
２５６ ６４ ４ １６

；　（６）

０ ａ ｂ ｃ
ａ ０ ｃ ｂ
ｂ ｃ ０ ａ
ｃ ｂ ａ ０

；

—３１—



（７）

ａ ｂ ｃ ｄ
ｄ ａ ｂ ｃ
ｃ ｄ ａ ｂ
ｂ ｃ ｄ ａ

；　（８）
ａ＋ｂ＋ｃ －ｃ －ｂ

－ｃ ａ＋ｂ＋ｃ －ａ
－ｂ －ａ ａ＋ｂ＋ｃ

．

解　（１）

ａ １ ０ ０
－１ ｂ １ ０
０ －１ ｃ １
０ ０ －１ ｄ

＝

０ １＋ｂａ ａ ０
－１ ０ １＋ｃｂ ｂ
０ －１ ０ １＋ｃｄ
０ ０ －１ ｄ

＝

０ ０ ａ （１＋ｃｄ）（ａ＋ａｂ）

－１ ０ １＋ｃｂ ｂ
０ －１ ０ １＋ｃｄ
０ ０ －１ ｄ

＝

０ ０ ０ （１＋ｃｄ）（ａ＋ａｂ）＋ａｄ
－１ ０ １＋ｃｂ ｂ
０ －１ ０ １＋ｃｄ
０ ０ －１ ｄ

＝－

－１ ０ １＋ｃｂ ｂ
０ －１ ０ １＋ｃｄ
０ ０ －１ ｄ
０ ０ ０ （１＋ｃｄ）（ａ＋ａｂ）＋ａｄ

＝（１＋ｃｄ）（１＋ａｂ）＋ａｄ＝１＋ａｂ＋ｃｄ＋ａｂｃｄ＋ａｄ

（２）

１ －１ １ ｘ－１
１ －１ ｘ＋１ －１
１ ｘ－１ １ －１

ｘ＋１ －１ １ －１

＝

ｘ －１ １ ｘ－１
ｘ －１ ｘ＋１ －１
ｘ ｘ－１ １ －１
ｘ －１ １ －１

＝ｘ

１ －１ １ ｘ－１
１ －１ ｘ＋１ －１
１ ｘ－１ １ －１
１ －１ １ －１

＝ｘ

１ －１ １ ｘ－１
０ ０ ｘ －ｘ
０ ｘ ０ －ｘ
０ ０ ０ －ｘ

＝－ｘ

１ －１ １ ｘ－１
０ ｘ ０ －ｘ
０ ０ ｘ －ｘ
０ ０ ０ －ｘ

＝ｘ４

—４１—



（３）

０ ａ ｂ ａ
ａ ０ ａ ｂ
ｂ ａ ０ ａ
ａ ｂ ａ ０

＝

２ａ＋ｂ ａ ｂ ａ
２ａ＋ｂ ０ ａ ｂ
２ａ＋ｂ ａ ０ ａ
２ａ＋ｂ ｂ ａ ０

＝（２ａ＋ｂ）

１ ａ ｂ ａ
１ ０ ａ ｂ
１ ａ ０ ａ
１ ｂ ａ ０

＝（２ａ＋ｂ）

１ ａ ｂ ａ
０ －ａ ａ－ｂ ｂ－ａ
０ ０ －ｂ ０
０ ｂ－ａ ａ－ｂ －ａ

＝（２ａ＋ｂ）
－ａ ａ－ｂ ｂ－ａ
０ －ｂ ０

ｂ－ａ ａ－ｂ －ａ

＝（２ａ＋ｂ）（－ｂ） －ａ ｂ－ａ
ｂ－ａ －ａ

＝（２ａ＋ｂ）（－ｂ）［ａ２－（ｂ－ａ）２］＝ｂ２（ｂ－２ａ）（ｂ＋２ａ）

（４）

ａ ｂ ｂ ｂ
ａ ｂ ａ ｂ
ａ ａ ｂ ｂ
ｂ ｂ ｂ ａ

＝

ａ ｂ ｂ ｂ
０ ０ ａ－ｂ ０
０ ａ－ｂ ０ ０

ｂ－ａ ０ ０ ａ－ｂ

＝

ａ＋ｂ ｂ ｂ ｂ
０ ０ ａ－ｂ ０
０ ａ－ｂ ０ ０
０ ０ ０ ａ－ｂ

＝－

ａ＋ｂ ｂ ｂ ｂ
０ ａ－ｂ ０ ０
０ ０ ａ－ｂ ０
０ ０ ０ ａ－ｂ

＝（ｂ－ａ）３（ｂ＋ａ）

（５）

１ １ １ １
１６ ８ ２ ４
８１ ２７ ３ ９
２５６ ６４ ４ １６

＝

１ １ １ １

２４ ２３ ２ ２２

３４ ３３ ３ ３２

４４ ４３ ４ ４２

＝２４

１ １ １ １

２３ ２２ １ ２

３３ ３２ １ ３

４３ ４２ １ ４

＝－２４

１ １ １ １

１ ２ ２２ ２３

１ ３ ３２ ３３

１ ４ ４２ ４３

—５１—



＝－２４（４－３）（４－２）（４－１）（３－２）（３－１）（２－１）＝－２８８

（６）

０ ａ ｂ ｃ
ａ ０ ｃ ｂ
ｂ ｃ ０ ａ
ｃ ｂ ａ ０

ｃ１＋ｃ２

ｃ１＋ｃ３
ｃ１＋ｃ



４

（ａ＋ｂ＋ｃ） ａ ｂ ｃ
（ａ＋ｂ＋ｃ） ０ ｃ ｂ
（ａ＋ｂ＋ｃ） ｃ ０ ａ
（ａ＋ｂ＋ｃ） ｂ ａ ０

ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ１

ｒ４－ｒ



１

（ａ＋ｂ＋ｃ） ａ ｂ ｃ
０ －ａ ｃ－ｂ ｂ－ｃ
０ ｃ－ａ －ｂ ａ－ｃ
０ ｂ－ａ ａ－ｂ －ｃ

ｃ２＋ｃ


４

（ａ＋ｂ＋ｃ） ａ＋ｃ ｂ ｃ
０ ｂ－ａ－ｃ ｃ－ｂ ｂ－ｃ
０ ０ －ｂ ａ－ｃ
０ ｂ－ａ－ｃ ａ－ｂ －ｃ

ｒ４－ｒ


２

（ａ＋ｂ＋ｃ） ａ＋ｃ ｂ ｃ
０ ｂ－ａ－ｃ ｃ－ｂ ｂ－ｃ
０ ０ －ｂ ａ－ｃ
０ ０ ａ－ｃ －ｂ

ｃ３＋ｃ


４

（ａ＋ｂ＋ｃ） ａ＋ｃ ｂ＋ｃ ｃ
０ ｂ－ａ－ｃ ０ ｂ－ｃ
０ ０ ａ－ｂ－ｃ ａ－ｃ
０ ０ ａ－ｂ－ｃ －ｂ

ｒ４－ｒ


３

（ａ＋ｂ＋ｃ） ａ＋ｃ ｂ＋ｃ ｃ
０ ｂ－ａ－ｃ ０ ｂ－ｃ
０ ０ ａ－ｂ－ｃ ａ－ｃ
０ ０ ０ ｃ－ａ－ｂ

＝（ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ－ｂ＋ｃ）（ａ－ｂ－ｃ）（ａ＋ｂ－ｃ）

（７）

ａ ｂ ｃ ｄ
ｄ ａ ｂ ｃ
ｃ ｄ ａ ｂ
ｂ ｃ ｄ ａ

ｃ１＋ｃ２

ｃ１＋ｃ３

ｃ１＋ｃ



４

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ｂ ｃ ｄ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ａ ｂ ｃ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ｄ ａ ｂ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ｃ ｄ ａ

ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ１
ｒ４－ｒ



１

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ｂ ｃ ｄ

０ ａ－ｂ ｂ－ｃ ｃ－ｄ

０ ｄ－ｂ ａ－ｃ ｂ－ｄ

０ ｃ－ｂ ｄ－ｃ ａ－ｄ
—６１—



ｃ２＋ｃ


４

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ｂ＋ｄ ｃ ｄ

０ ａ－ｂ＋ｃ－ｄ ｂ－ｃ ｃ－ｄ

０ ０ ａ－ｃ ｂ－ｄ

０ ａ－ｂ＋ｃ－ｄ ｄ－ｃ ａ－ｄ

ｒ４－ｒ


２

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ ｂ＋ｄ ｃ ｄ

０ ａ－ｂ＋ｃ－ｄ ｂ－ｃ ｃ－ｄ

０ ０ ａ－ｃ ｂ－ｄ

０ ０ ｄ－ｂ ａ－ｃ

＝（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）
ａ－ｂ＋ｃ－ｄ ｂ－ｃ ｃ－ｄ

０ ａ－ｃ ｂ－ｄ

０ ｄ－ｂ ａ－ｃ

＝（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）（ａ－ｂ＋ｃ－ｄ）［（ａ－ｃ）２＋（ｂ－ｄ）２］

（８）
ａ＋ｂ＋ｃ －ｃ －ｂ

－ｃ ａ＋ｂ＋ｃ －ａ

－ｂ －ａ ａ＋ｂ＋ｃ

ｃ１＋ｃ２

ｃ１＋ｃ


３

ａ＋ｂ －ｂ－ｃ －ｂ

ａ＋ｂ ｂ＋ｃ －ａ

－ａ－ｂ ｂ＋ｃ ａ＋ｂ＋ｃ

ｒ２－ｒ１

ｒ３＋ｒ


１

ａ＋ｂ －ｂ－ｃ －ｂ

０ ２（ｂ＋ｃ） ｂ－ａ

０ ０ ａ＋ｃ

＝２（ａ＋ｂ）（ｂ＋ｃ）（ｃ＋ａ）

６２（原题２）　证明

（１）ａ≠ｂ时，三对角行列式

ａ＋ｂ ｂ

ａ ａ＋ｂ ｂ

ａ ａ＋ｂ ｂ

  

ａ ａ＋ｂ ｂ

ａ ａ＋ｂ

＝ａｎ＋１－ｂｎ＋１

ａ－ｂ

（２）ａ１ａ２…ａｎ≠０时，

ａ０ １ １ … １

１ ａ１ ０ … ０

１ ０ ａ２ … ０

   

１ ０ ０ … ａｎ

＝ａ１ａ２…ａｎ ａ０－
ｎ

ｉ＝１

１
ａ（ ）

ｉ

—７１—



（３）

１ ａ１ ａ２ … ａｎ

１ ａ１＋ｂ１ ａ２ … ａｎ

１ ａ１ ａ２＋ｂ２ … ａｎ

   

１ ａ１ ａ２ … ａｎ＋ｂｎ

＝ｂ１ｂ２…ｂｎ

（４）

ｘ －１ ０ … ０ ０
０ ｘ －１ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｘ －１
ａｎ ａｎ－１ ａｎ－２ … ａ１ ａ０

＝ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ

证明　（１）方法１

Ｄｎ＝

ａ＋ｂ ｂ
ａ ａ＋ｂ ｂ

ａ ａ＋ｂ ｂ
  

ａ ａ＋ｂ ｂ
ａ ａ＋ｂ

按第１


行展开

（ａ＋ｂ）Ｄｎ－１－ｂ

ａ ｂ
ａ＋ｂ ｂ
ａ ａ＋ｂ ｂ

  
ａ ａ＋ｂ ｂｘ

ａ ａ＋ｂ
按第１


列展开
（ａ＋ｂ）Ｄｎ－１－ａｂＤｎ－２

即 Ｄｎ＝（ａ＋ｂ）Ｄｎ－１－ａｂＤｎ－２，从而由递推公式可得

Ｄｎ－ｂＤｎ－１＝ａ（Ｄｎ－１－ｂＤｎ－２）

＝ａ２（Ｄｎ－２－ｂＤｎ－３）

＝…

＝ａｎ－２（Ｄ２－ｂＤ１）

＝ａｎ－２［（ａ＋ｂ）２－ａｂ－ｂ（ａ＋ｂ）］

＝ａｎ

所以 Ｄｎ＝ａｎ＋ｂ（ａｎ－１＋ｂＤｎ－２）＝ａｎ＋ｂａｎ－１＋ｂ２Ｄｎ－２

＝…＝ａｎ＋ａｎ－１ｂ＋ａｎ－２ｂ２＋…＋ａｂｎ－１＋ｂｎ＝ａｎ＋１－ｂｎ＋１

ａ－ｂ
—８１—



书书书

　　方法２

Ｄｎ ＝

ａ ｂ
ａ ａ＋ｂ ｂ

ａ ａ＋ｂ ｂ
  

ａ ａ＋ｂ ｂ
ａ ａ＋ｂ

　＋

ｂ ０
ａ ａ＋ｂ ｂ

ａ ａ＋ｂ ｂ
  

ａ ａ＋ｂ ｂ
ａ ａ＋ｂ

＝

ａ ｂ
０ ａ ｂ

０ ａ ｂ
  

０ ａ ｂ
０ ａ

＋ｂＤｎ－１

＝ａｎ＋ｂＤｎ－１＝ａｎ＋ｂ（ａｎ－１＋ｂＤｎ－２）＝ａｎ＋ｂａｎ－１＋ｂ２Ｄｎ－２

＝…＝ａｎ＋ａｎ－１ｂ＋ａｎ－２ｂ２＋…＋ａｂｎ－１＋ｂｎ＝ａｎ＋１－ｂｎ＋１

ａ－ｂ
（２）

Ｄｎ＋１＝

ａ０ １ １ … １

１ ａ１ ０ … ０

１ ０ ａ２ … ０
   

１ ０ ０ … ａｎ

ｃ１－
１
ａ１

ｃ２－
１
ａ２

ｃ３－… －１
ａｎ

ｃｎ＋


１

ａ０－
１
ａ１

－１
ａ２

－… －１
ａｎ

１ １ … １

０ ａ１ ０ … ０

０ ０ ａ２ … ０
   

０ ０ ０ … ａｎ

＝ａ１ａ２…ａｎ ａ０－
ｎ

ｉ＝１

１
ａ（ ）

ｉ

—９１—



（３）将第１行乘以－１，再分别加到第２行，第３行，…，第ｎ＋１行，可得

Ｄｎ＋１＝

１ ａ１ ａ２ … ａｎ

１ ａ１＋ｂ１ ａ２ … ａｎ

１ ａ１ ａ２＋ｂ２ … ａｎ

   

１ ａ１ ａ２ … ａｎ＋ｂｎ

＝

１ ａ１ ａ２ … ａｎ

０ ｂ１ ０ … ０

０ ０ ｂ２ … ０
   

０ ０ ０ … ｂｎ

＝ｂ１ｂ２…ｂｎ

（４）从第ｎ＋１列开始，依次将后一列乘以ｘ加到前一列：

Ｄｎ＋１＝

ｘ －１ ０ … ０ ０
０ ｘ －１ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｘ －１
ａｎ ａｎ－１ ａｎ－２ … ａ１ ａ０

＝

０ －１ ０ … ０ ０
０ ０ －１ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ０ －１

ａ０ｘｎ＋…＋ａｎ ａ０ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ ａ０ｘｎ－２＋…＋ａｎ－２ …ａ０ｘ＋ａ１ ａ０

＝（－１）ｎ（－１）ｎ（ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ）

＝ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ

６３（原题３）　设Ａ（ｘ）＝
２－ｘ ３ ４
０ ４－ｘ －５
１ －１ ３－

熿

燀

燄

燅ｘ
，求｜Ａ（ｘ）｜和ｄ｜Ａ（ｘ）｜

ｄｘ ．

解

｜Ａ（ｘ）｜＝
２－ｘ ３ ４
０ ４－ｘ －５
１ －１ ３－ｘ

＝
２－ｘ ５－ｘ ４
０ ４－ｘ －５
１ ０ ３－ｘ

＝
０ ５－ｘ ４＋（３－ｘ）（ｘ－２）

０ ４－ｘ －５
１ ０ ３－ｘ

＝
５－ｘ ４＋（３－ｘ）（ｘ－２）

４－ｘ －５
＝－ｘ３＋９ｘ２－１７ｘ－１７

ｄ｜Ａ（ｘ）｜
ｄｘ ＝－３ｘ２＋１８ｘ－１７

—０２—



６４（原题４）　已知三维列向量α，β，γ组成的三阶行列式｜α，β，γ｜＝ｍ，求

下述三阶行列式的值：
（１）｜α＋β，β＋γ，γ＋α｜；　（２）｜α，２α＋２β，３α＋３β＋３γ｜．
解　（１）

｜α＋β，β＋γ，γ＋α｜＝｜α，β＋γ，γ＋α｜＋｜β，β＋γ，γ＋α｜
＝｜α，β，γ｜＋｜β，γ，α｜
＝２｜α，β，γ｜
＝２ｍ

（２）

｜α，２α＋２β，３α＋３β＋３γ｜＝６｜α，α＋β，α＋β＋γ｜
＝６｜α，β，γ｜
＝６ｍ

６５（原题５）　若Ａ，Ｂ 是两个ｎ 阶矩阵，证明
Ａ Ｂ
Ｂ Ａ

＝｜Ａ＋Ｂ｜｜Ａ－Ｂ｜．

证明

Ａ Ｂ
Ｂ Ａ

＝
Ａ Ｂ＋Ａ
Ｂ Ａ＋Ｂ

＝
Ａ－Ｂ ０
Ｂ Ａ＋Ｂ

＝｜Ａ＋Ｂ｜｜Ａ－Ｂ｜

６６（原题６）　设行列式 Ｄ＝

３ ０ ４ ０
２ ２ ２ ２
０ －７ ０ ０
５ ３ －２ ２

，求第４行各元素的余子

式的和及代数余子式的和．
解

Ｍ４１＋Ｍ４２＋Ｍ４３＋Ｍ４４＝－Ａ４１＋Ａ４２－Ａ４３＋Ａ４４

＝

３ ０ ４ ０
２ ２ ２ ２
０ －７ ０ ０
－１ １ －１ １

＝－２８

Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４＝

３ ０ ４ ０
２ ２ ２ ２
０ －７ ０ ０
１ １ １ １

＝０

６７（原题７）　设α＝
１
０
－

烄

烆

烌

烎１
，矩阵Ａ＝ααＴ，ｎ为正整数，求｜ａＥ－Ａｎ｜．
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解　因为

Ａｎ ＝（ααＴ）ｎ＝α（αＴα）…（αＴα）αＴ＝α（αＴα）ｎ－１αＴ

＝２ｎ－１ααＴ＝２ｎ－１

１ ０ －１
０ ０ ０
－

熿

燀

燄

燅１ ０ １
所以

｜ａＥ－Ａｎ｜＝｜ａＥ－２ｎ－１ααＴ｜＝
ａ－２ｎ－１ ０ ２ｎ－１

０ ａ ０

２ｎ－１ ０ ａ－２ｎ－１

＝ａ２（ａ－２ｎ）

§７　伴随矩阵与Ｃｒａｍｅｒ法则

７１（原题２）　设Ａ＝（ａｉｊ）３×３是非零实矩阵，若Ａｉｊ＝ａｉｊ（Ａｉｊ是ａｉｊ的 代 数

余子式）．证明｜Ａ｜≠０，并求｜Ａ｜和Ａ－１．
证明　因为Ａｉｊ＝ａｉｊ，所以Ａ ＝ＡＴ．假设｜Ａ｜＝０，则有

ＡＡＴ＝ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ＝０．
设ＡＡＴ＝（ｂｉｊ）３×３，则ｂｉｉ＝ａ２

ｉ１＋ａ２
ｉ２＋ａ２

ｉ３＝０（ｉ＝１，２，３），从而

ａｉ１＝ａｉ２＝ａｉ３＝０　　（ｉ＝１，２，３），

即Ａ＝０，与Ａ 是非零实矩阵矛盾．所以｜Ａ｜≠０．于是由ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ 可得

｜Ａ｜｜Ａ｜＝｜Ａ｜｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜２＝｜｜Ａ｜Ｅ｜＝｜Ａ｜３

故｜Ａ｜＝１，且Ａ－１＝Ａ ＝ＡＴ．
７２（原题３）　设ｎ阶矩阵Ａ 的伴随矩阵为Ａ ，证明：
（１）若｜Ａ｜＝０，则｜Ａ｜＝０；　（２）｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ－１．
证明　（１）用 反 证 法．若｜Ａ｜≠０，则｜Ａ｜可 逆，由 ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ，可 得

ＡＡ ＝０．在等式 的 左、右 两 端 同 时 右 乘 上（Ａ ）－１，可 得 Ａ＝０，有 矛 盾，所 以

｜Ａ｜＝０．
（２）当｜Ａ｜＝０时，显然成立；当｜Ａ｜≠０时，在ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ 的 左、右 两 端

同时取行列式，有｜Ａ｜｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ，从而｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ－１．

７３（原题４）　由Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

 ，求下列矩阵的逆矩阵：

（１） １ ２［ ］２ ５
； （２）

２ －２ ３
１ １ １
１ ３ －

熿

燀

燄

燅１
；
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（３）
ｉ －２ ２
３ｉ －５ ７
１ ｉ －２

熿

燀

燄

燅ｉ
； （４）

１ ｉ ０
－ｉ ２ １

熿

燀

燄

燅０ １ ３
．

解　（１）设 Ａ＝
１ ２［ ］２ ５

，｜Ａ｜＝
１ ２
２ ５

＝１≠０，故Ａ 可逆．

Ａ１１＝（－１）１＋１５＝５，Ａ１２＝（－１）１＋２２＝－２，

Ａ２１＝（－１）２＋１２＝－２，Ａ２２＝（－１）２＋２１＝１．

故Ａ ＝
Ａ１１ Ａ２１

Ａ１２ Ａ［ ］
２２

＝
５ －２
－［ ］２ １

，从而Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

 ＝Ａ ＝
５ －２
－［ ］２ １

．

类似地可求（２），（３），（４）题．
７４（原题５）　设矩阵Ａ 可逆，证明Ａ 也可逆，并求（Ａ）－１．
证明　因为Ａ 可逆，所以｜Ａ｜≠０，从 而 由 题７２（２）知｜Ａ｜≠０，故Ａ 可

逆．在ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ 的 左，右 两 端 同 时 左 乘 Ａ－１，得 Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１，从 而

（Ａ）－１＝（｜Ａ｜Ａ－１）－１＝ １
｜Ａ｜Ａ．

７５（原题６）　ｎ阶矩阵Ａ 满足Ａ２－Ａ－２Ｅ＝０，证明Ａ 和Ａ＋２Ｅ 都可逆，
并求Ａ－１和（Ａ＋２Ｅ）－１．

证明　将Ａ２－Ａ－２Ｅ＝０变形得Ａ（Ａ－Ｅ）＝２Ｅ，从 而Ａ １
２

（Ａ－Ｅ）＝Ｅ，

所以Ａ 可逆，且Ａ－１＝１
２

（Ａ－Ｅ）．

将Ａ２－Ａ－２Ｅ＝０变形为Ａ２＋２Ａ－３Ａ－６Ｅ＋４Ｅ＝０，从而

Ａ（Ａ＋２Ｅ）－３（Ａ＋２Ｅ）＝－４Ｅ，

故－１
４

（Ａ－３Ｅ）（Ａ＋２Ｅ）＝Ｅ，所以Ａ＋２Ｅ 可逆，且（Ａ＋２Ｅ）－１＝１
４

（３Ｅ－Ａ）．

７６（原题９）　利用 Ｃｒａｍｅｒ法则证明一个ｎ次多项式不 可 能 有 多 于ｎ 个

互异的零点．
证明　设ｆ（ｘ）＝ｃ０＋ｃ１ｘ＋…＋ｃｎｘｎ 是 一 个ｎ 次 非 零 多 项 式．用 反 证 法

证明ｆ（ｘ）不可能有多于ｎ个互异的零点．
假设ａ１，ａ２，…，ａｎ，ａｎ＋１是ｆ（ｘ）的ｎ＋１个 互 异 的 零 点，则 有 齐 次 线 性 方

程组

ｃ０＋ｃ１ａｉ＋…＋ｃｎａｎ
ｉ＝０，　　ｉ＝１，２，…，ｎ＋１

其系数行列式｜Ａ｜是一个ｎ＋１阶 范 德 蒙 行 列 式，由ａ１，ａ２，…，ａｎ，ａｎ＋１互 异 可

知｜Ａ｜≠０，故由 Ｃｒａｍｅｒ法则知线性方程组只有零解ｃ０＝ｃ１＝…＝ｃｎ＝０，从而

这个ｎ次多项式ｆ（ｘ）只能是零 多 项 式，有 矛 盾．所 以 一 个ｎ次 多 项 式 不 可 能
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有多于ｎ 个互异的零点．
７７（原题１０）　利用 Ｃｒａｍｅｒ法则解线性方程组：

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ＋ｂ＋ｃ，

ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２，

ｂｃｘ＋ｃａｙ＋ａｂｚ＝３ａｂｃ
烅
烄

烆 ；

其中ａ，ｂ，ｃ两两互异．
解　因为

Ｄ ＝
１ １ １
ａ ｂ ｃ
ｂｃ ｃａ ａｂ

＝
１ １ １
０ ｂ－ａ ｃ－ａ
０ ｃａ－ｂｃ ａｂ－ｂｃ

＝
１ １ １
０ ｂ－ａ ｃ－ａ
０ ０ ｂ（ａ－ｃ）＋ｃ（ｃ－ａ）

＝（ｂ－ａ）［ｂ（ａ－ｃ）＋ｃ（ｃ－ａ）］＝（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）（ａ－ｃ）≠０
所以方程组有惟一解，又因为

Ｄｘ ＝
ａ＋ｂ＋ｃ １ １

ａ２＋ｂ２＋ｃ２ ｂ ｃ
３ａｂｃ ｃａ ａｂ

＝

ａ＋ｂ＋ｃ １ １

ａ２＋ｃ２－ａｂ－ｂｃ ０ ｃ－ｂ

２ａｂｃ－ａ２ｃ－ａｃ２ ０ ａｂ－ｃａ
＝ａ（ｃ－ｂ）（ａ－ｃ）（ａ－ｂ）

Ｄｙ ＝
１ ａ＋ｂ＋ｃ １

ａ ａ２＋ｂ２＋ｃ２ ｃ
ｂｃ ３ａｂｃ ａｂ

＝
１ ｂ＋ｃ ０

ａ ｂ２＋ｃ２ ｃ－ａ
ｂｃ ２ａｂｃ ａｂ－ｂｃ

＝

１ ｂ＋ｃ ０

ａ ｂ２＋ｃ２ ｃ－ａ

ｂｃ＋ａｂ ２ａｂｃ＋ｂ３＋ｂｃ２ ０

＝（ａ－ｃ）［２ａｂｃ＋ｂ３＋ｂｃ２－ｂ（ｂ＋ｃ）（ｃ＋ａ）］＝ｂ（ａ－ｃ）（ｃ－ｂ）（ａ－ｂ）

Ｄｚ ＝
１ １ ａ＋ｂ＋ｃ

ａ ｂ ａ２＋ｂ２＋ｃ２

ｂｃ ｃａ ３

熿

燀 ａｂｃ
＝

１ ０ ｂ＋ｃ

ａ ｂ－ａ ｂ２＋ｃ２

ｂｃ ｃａ－ｂｃ ２ａｂｃ

＝

１ ０ ｂ＋ｃ

ａ ｂ－ａ ｂ２＋ｃ２

ｂｃ＋ａｃ ０ ２ａｂｃ＋ｃｂ２＋ｃ３

＝（ｂ－ａ）［２ａｂｃ＋ｂ２ｃ＋ｃ３－（ｂ＋ｃ）（ｂｃ＋ａｃ）］

＝ｃ（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）（ａ－ｃ）

所以 ｘ＝
Ｄｘ

Ｄ ＝ａ（ｃ－ｂ）（ａ－ｃ）（ａ－ｂ）
（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）（ａ－ｃ）＝ａ
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ｙ＝
Ｄｙ

Ｄ ＝ｂ（ａ－ｃ）（ｃ－ｂ）（ａ－ｂ）
（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）（ａ－ｃ）＝ｂ

ｚ＝
Ｄｚ

Ｄ ＝ｃ
（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）（ａ－ｃ）
（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）（ａ－ｃ）＝ｃ

７８（原题１１）　问λ，μ为何值时，齐次线性方程组

λｘ１＋ ｘ２＋ｘ３＝０

ｘ１＋ μｘ２＋ｘ３＝０

ｘ１＋２μｘ２＋ｘ３＝
烅
烄

烆 ０
有非零解？

解　系数行列式为

λ １ １
１ μ １
１ ２μ １

＝
λ １ １
１ μ １
０ μ ０

＝
λ １ １
１ ０ １
０ μ ０

＝μ（－１）３＋２ λ １
１ １

＝μ（１－λ）

则当 Ｄ＝μ（１－λ）＝０，即μ＝０或λ＝１时，原方程组有非零解．

７９（原题１２）　问ｋ 取 何 值 时，线 性 方 程 组

ｘ１＋ ｘ２＋ｋｘ３＝ ４

－ｘ１＋ｋｘ２＋ ｘ３＝ｋ２

ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝－
烅
烄

烆 ４

有 惟

一解，无解，无穷多解？

解　此方程组的系数行列式为

Ｄ＝
１ １ ｋ
－１ ｋ １
１ －１ ２

＝
１ １ ｋ
０ ｋ＋１ ｋ＋１
０ －２ ２－ｋ

＝
ｋ＋１ ｋ＋１
－２ ２－ｋ

＝（４－ｋ）（ｋ＋１）

（１）当 Ｄ≠０，即ｋ≠－１且ｋ≠４时此方程组有惟一解，又因为

Ｄ１＝
４ １ ｋ

ｋ２ ｋ １
－４ －１ ２

＝
４ １ ｋ

ｋ２ ｋ １
０ ０ ２＋ｋ

＝（２＋ｋ）
４ １

ｋ２ ｋ
＝（２＋ｋ）ｋ（４－ｋ）

Ｄ２ ＝
１ ４ ｋ

－１ ｋ２ １
１ －４ ２

＝
１ ４ ｋ

０ ｋ２＋４ ｋ＋１
０ －８ ２－ｋ

＝
ｋ２＋４ ｋ＋１
－８ ２－ｋ

＝（ｋ２＋２ｋ＋４）（４－ｋ）

Ｄ３＝
１ １ ４

－１ ｋ ｋ２

１ －１ －４

＝
１ １ ４

－１ ｋ ｋ２

２ ０ ０

＝２（－１）３＋１ １ ４

ｋ ｋ２ ＝２ｋ（ｋ－４）

所以惟一解为

ｘ１＝
Ｄ１

Ｄ ＝
（２＋ｋ）ｋ（４－ｋ）
（４－ｋ）（ｋ＋１）＝

（２＋ｋ）ｋ
ｋ＋１
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ｘ２＝
Ｄ２

Ｄ ＝
（ｋ２＋２ｋ＋４）（４－ｋ）

（４－ｋ）（ｋ＋１） ＝ｋ２＋２ｋ＋４
ｋ＋１

ｘ３＝
Ｄ３

Ｄ ＝ ２ｋ（ｋ－４）
（４－ｋ）（ｋ＋１）＝－ ２ｋ

ｋ＋１

（２）当ｋ＝－１时，方程组化为

ｘ１＋ｘ２－ ｘ３＝ ４

－ｘ１－ｘ２＋ ｘ３＝ １

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３＝－
烅
烄

烆 ４

，将此方程组的增广

矩阵进行行初等变换，得

１ １ －１ ４
－１ －１ １ １
１ －１ ２ －

熿

燀

燄

燅４
→

１ １ －１ ４
０ ０ ０ ５
０ －２ ４ －

熿

燀

燄

燅８
→

１ １ －１ ４
０ －２ ４ －８

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ５
对应于第三个阶梯形矩阵的线性方程组中的第 三 个 方 程 是“０＝１”，所 以 它 对

应的线性方程组无解，从而原方程组无解．

（３）当ｋ＝４时，方 程 组 化 为

ｘ１＋ ｘ２＋４ｘ３＝ ４

－ｘ１＋４ｘ２＋ ｘ３＝１６

ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝－
烅
烄

烆 ４

，将 此 方 程 组 的 增 广

矩阵进行行初等变换，得

１ １ ４ ４
－１ ４ １ １６
１ －１ ２ －

熿

燀

燄

燅４
→

１ １ ４ ４
０ ５ ５ ２０
０ －２ －２ －

熿

燀

燄

燅８

→
１ １ ４ ４
０ １ １ ４

熿

燀

燄

燅０ １ １ ４
→

１ ０ ３ ０
０ １ １ ４

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

从而原方程组与
ｘ１ ＋３ｘ３＝０

ｘ２ ＋ｘ３＝｛ ４
同解，得

ｘ１＝－３ｘ３

ｘ２＝４－ｘ｛
３

，其中ｘ３ 是任意常数．

７１０（原题１３）　设Ａ，Ｂ 都为ｎ 阶矩阵，｜Ａ｜＝２，｜Ｂ｜＝－３，求｜２ＡＢ－１｜．
解　由ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ 可知，Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１，从而

｜Ａ｜＝｜｜Ａ｜·Ａ－１｜＝｜Ａ｜ｎ｜Ａ－１｜．
而由ＡＡ－１＝Ｅ 可得｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１，故｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜ｎ－１＝２ｎ－１，从

而｜２ＡＢ－１｜＝２ｎ｜Ａ｜｜Ｂ－１｜＝２ｎ·２ｎ－１·｜Ｂ｜－１＝－２２ｎ－１

３ ．
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§８　ｎ维向量空间

８１（原题３）　设

Ｖ１＝ ｘ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘ（ ）ｎ
Ｔ｜ｘ１，…，ｘｎ∈Ｒ，ｘ１＋…＋ｘｎ＝｛ ｝０ ，

Ｖ２＝ ｘ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘ（ ）ｎ
Ｔ｜ｘ１，…，ｘｎ∈Ｒ，ｘ１＋…＋ｘｎ＝｛ ｝１ ，

Ｖ３＝ ｘ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘ（ ）ｎ
Ｔ｜ｘ１，…，ｘｎ∈Ｒ，ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘ｛ ｝ｎ ．

问Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３ 是否成为向量空间？为什么？

解　Ｖ１ 成为向量空间．因为对任意

ｘ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘ（ ）ｎ
Ｔ∈Ｖ１，ｙ＝ ｙ１，ｙ２，…，ｙ（ ）ｎ

Ｔ∈Ｖ１，
有ｘ１＋…＋ｘｎ＝０，ｙ１＋…＋ｙｎ＝０，所以（ｘ１＋ｙ１）＋…＋（ｘｎ＋ｙｎ）＝０．从而

ｘ＋ｙ＝ ｘ１＋ｙ１，ｘ２＋ｙ２，…，ｘｎ＋ｙ（ ）ｎ
Ｔ∈Ｖ１，

且对任意λ∈Ｆ，有λｘ１＋λｘ２＋…＋λｘｎ＝λ（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）＝０，从而

λｘ＝ λｘ１，λｘ２，…，λｘ（ ）ｎ
Ｔ∈Ｖ１，

即Ｖ１ 对向量的加法和数乘两种运算封闭．
类似地可验证Ｖ２ 不构成向量空间，因为Ｖ２ 对向量的加法和数乘运算都

不封闭；Ｖ３ 构成向量空间，因为Ｖ３ 对向量的加法和数乘运算都封闭．
８２（原题４）　向量β能否由向量组α１，α２，α３ 线性表示．若能够，写出它

的一种表示式：

（１）β＝

２
－１

烄

烆

烌

烎
３
４

，α１＝

１
２
－３

烄

烆

烌

烎１

，α２＝

５
－５
１２

烄

烆

烌

烎１

，α３＝

１
－３

烄

烆

烌

烎
６
３

．

（２）β＝

－８
－３
７

烄

烆

烌

烎１０

，α１＝

－２烄

烆

烌

烎

７
１
３

，α２＝

３
－５
０
－

烄

烆

烌

烎２

，α３＝

－５
－６
３
－

烄

烆

烌

烎１

．

解　（１）设有ｘ１，ｘ２，ｘ３ 使ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＝β．则可得线性方程组：

１ ５ １
２ －５ －３
－３ １２ ６

熿

燀

燄

燅１ １ ３

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

２
－１

烄

烆

烌

烎
３
４

解此线性方程组：
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１ ５ １ ２
２ －５ －３ －１
－３ １２ ６ ３

熿

燀

燄

燅１ １ ３ ４

→
若干次行初等变换

１ ０ ０ １
０ １ ０ ０
０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０
得

ｘ１＝１

ｘ２＝０

ｘ３＝
烅
烄

烆 １
所以β＝α１＋α３（参照教材《线性代数》第８６页例１）．

（２）设有ｘ１，ｘ２，ｘ３ 使ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＝β．则可得线性方程组：

－２ ３ －５
７ －５ －６
１ ０ ３
３ －２ －

熿

燀

燄

燅１

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

－８
－３
７

烄

烆

烌

烎１０
解此线性方程组：

－２ ３ －５ －８
７ －５ －６ －３
１ ０ ３ ７
３ －２ －

熿

燀

燄

燅１ １０

→
若干次行初等变换

１ ０ ３ ７
０ １ ７ ３０
０ ０ ４ ４９

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １
可知此线性方程组无解，故β不 能 由α１，α２，α３ 线 性 表 示（参 照 教 材《线 性 代

数》第８７页例２）．

８３（原题５）　 试 证 任 一 ４ 维 向 量β＝

ａ１

ａ２

ａ３

ａ

烄

烆

烌

烎４

都 可 由 向 量 组 α１＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０

，

α２＝

烄

烆

烌

烎

１
１
０
０

，α３＝

烄

烆

烌

烎

１
１
１
０

，α４＝

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

惟一地线性表示，写出这种表示法．

解　设有ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，使β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４．即

ａ１

ａ２

ａ３

ａ

烄

烆

烌

烎４

＝ｘ１

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０

＋ｘ２

烄

烆

烌

烎

１
１
０
０

＋ｘ３

烄

烆

烌

烎

１
１
１
０

＋ｘ４

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１
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解此线性方程组：

１ １ １ １ ａ１

０ １ １ １ ａ２

０ ０ １ １ ａ３

０ ０ ０ １ ａ

熿

燀

燄

燅４

→
若干次行初等变换

１ ０ ０ ０ ａ１－ａ２

０ １ ０ ０ ａ２－ａ３

０ ０ １ ０ ａ３－ａ４

０ ０ ０ １ ａ

熿

燀

燄

燅４

得

ｘ１＝ａ１－ａ２

ｘ２＝ａ２－ａ３

ｘ３＝ａ３－ａ４

ｘ４＝ａ

烅

烄

烆 ４

，所以任一４维向量β＝

ａ１

ａ２

ａ３

ａ

烄

烆

烌

烎４

都可由向量组α１，α２，α３，α４ 惟一

地线性表示，且β＝（ａ１－ａ２）α１＋（ａ２－ａ３）α２＋（ａ３－ａ４）α３＋ａ４α４．

§９　线性相关与线性无关

９１（原题３）　 设 向 量 组α１，α２，…，αｒ 线 性 无 关，讨 论 向 量 组α１＋α２，

α２＋α３，…，αｒ＋α１ 的线性相关性．
解　设有ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ 使ｘ１（α１＋α２）＋ｘ２（α２＋α３）＋…＋ｘｒ（αｒ＋α１）＝０，

整理得（ｘ１＋ｘｒ）α１＋（ｘ１＋ｘ２）α２＋（ｘ２＋ｘ３）α３＋…＋（ｘｒ－１＋ｘｒ）αｒ＝０．因 为

向量组α１，α２，…，αｒ 线性无关，所以

ｘ１＋ｘｒ＝０，

ｘ１＋ｘ２＝０，



ｘｒ－１＋ｘｒ＝

烅

烄

烆 ０
此线性方程组系数行列式为

Ｄ＝

１ ０ ０ … ０ １
１ １ ０ … ０ ０
０ １ １ … ０ ０
     

０ ０ ０ … １ １
当ｒ为偶数时，Ｄ＝０，此方程组有非零解，即存在不全为零的数ｋ１，…，ｋｒ，使

ｋ１（α１＋α２）＋ｋ２（α２＋α３）＋…＋ｋｒ（αｒ＋α１）＝０，

从而α１＋α２，α２＋α３，…，αｒ＋α１ 线性相关；当ｒ为奇数时，Ｄ＝２≠０，方程组只

有零解，即对任一组不全为零的数ｋ１，…，ｋｒ，都有

—９２—



ｋ１（α１＋α２）＋ｋ２（α２＋α３）＋…＋ｋｒ（αｒ＋α１）≠０，
故α１＋α２，α２＋α３，…，αｒ＋α１ 线性无关．

９２（原题４）　设向量组β，α１，…，αｋ 线 性 无 关，ξ，α１，…，αｋ 线 性 相 关，则

ξ必可由向量组α１，…，αｋ 线性表示．
证明　因为向量组β，α１，…，αｋ 线 性 无 关，则 由 教 材《线 性 代 数》第９８页

推论９．４可知，α１，α２，…，αｋ 仍是线性 无 关 的．由 于ξ，α１，…，αｋ 线 性 相 关，从

而存在一组不全为零的数λ，λ１，…，λｋ，使λξ＋λ１α１＋…＋λｋαｋ＝０．此时，λ≠０．
否则，由α１，α２，…，αｋ 线性无关知，λ１＝…＝λｋ＝λ＝０，这 与λ，λ１，…，λｋ 不 全

为零有矛盾．于是，ξ＝－λ１

λα１－
λ２

λα２－…－λｋ

λαｋ．即ξ可 由 向 量 组α１，…，αｋ

线性表示．

§１０　基与维数

１０１（原题１）　设α１，α２，…，αｎ 是一组ｎ 维向量，已知ｎ维基本单位向量

组ε１，ε２，…，εｎ 能由它们线性表示，证明α１，α２，…，αｎ 线性无关．
证明　因为α１，α２，…，αｎ 是一组ｎ 维向量，所以它们可由ｎ维基 本 单 位

向量组ε１，ε２，…，εｎ 线性表示，而已知ε１，ε２，…，εｎ 又可由α１，α２，…，αｎ 线 性

表示，故向量组α１，α２，…，αｎ 与向量组ε１，ε２，…，εｎ 等价，从而这两个向 量 组

的秩ｒａｎｋ（α１，α２，…，αｎ）＝ｒａｎｋ（ε１，ε２，…，εｎ）＝ｎ，所 以α１，α２，…，αｎ 线 性 无

关．
１０２（原题２）　设α１，α２，…，αｎ 是一组ｎ 维向量，证明它们线性无关的充

分必要条件是任意一个ｎ维向量都可以由它们线性表示．
证明　必要性　设α１，α２，…，αｎ 线性无关，β是 任 意 一 个ｎ 维 向 量，由 教

材《线性代数》第１０２页推论９．９可 知，ｎ＋１个ｎ维 向 量β，α１，α２，…，αｎ 必线

性相关，故存在一组不全为零的数ｋ，ｋ１，…，ｋｎ，使ｋβ＋ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｎαｎ＝０，
此时ｋ≠０，否则，由α１，α２，…，αｎ 线性无关可知ｋ＝ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｎ＝０，与ｋ，

ｋ１，…，ｋｎ 不全为零有矛盾．于是，β＝－
ｋ１

ｋα１－
ｋ２

ｋα２－…－
ｋｎ

ｋαｎ，即任意一 个

ｎ维向量都可以由α１，α２，…，αｎ 线性表示．
充分性　因为任意一个ｎ维向量都可以由α１，α２，…，αｎ 线性表示，从而ｎ

维基本单位向量组ε１，ε２，…，εｎ 可由α１，α２，…，αｎ 线性表示，由 第１０１题 即

得α１，α２，…，αｎ 线性无关．
１０３（原题３）　设向量组Ａ 与向量组Ｂ 的秩相等，且 Ａ 组能由Ｂ 组线性
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表示，证明Ａ 组与Ｂ 组等价．
证法１　设 向 量 组 Ａ 与 向 量 组Ｂ 的 秩 为ｒ，则 可 设 Ａ０＝（α１，…，αｒ），

Ｂ０＝（β１，…，βｒ），其中α１，…，αｒ 和β１，…，βｒ 分别是向量组Ａ 与向量组Ｂ 的最

大无关组．因为Ａ 组能由Ｂ 组 线 性 表 示，故α１，…，αｒ 能 由β１，…，βｒ 线 性 表

示．于是存在ｒ阶矩阵Ｋｒ 使Ａ０＝Ｂ０Ｋｒ，即（α１，…，αｒ）＝（β１，…，βｒ）Ｋｒ，若齐次

线性方程组ＫｒＸ＝０有 非 零 解

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
，则 Ａ０

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
＝Ｂ０Ｋｒ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
＝Ｂ０（Ｋｒ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
）

＝Ｂ００＝０，这与Ａ０＝（α１，…，αｒ）线性无关矛盾．所以齐次线性方程组ＫｒＸ＝０
只有零解，从而Ｋｒ 可逆，于是（β１，…，βｒ）＝（α１，…，αｒ）Ｋ－１

ｒ ，即β１，…，βｒ 能 由

α１，…，αｒ 线性表示，所以Ｂ 组可由Ａ 组线性表示，从而Ａ 组与Ｂ 组等价．
证法２　因 Ａ 组 能 由Ｂ 组 线 性 表 示，故 Ａ 组 和Ｂ 组 合 并 而 成 的 向 量 组

（Ａ，Ｂ）能由Ｂ 组线性表示，而Ｂ 组是（Ａ，Ｂ）组 的 部 分 组，故 Ｂ 组 能 由（Ａ，Ｂ）
组线性表示，从而Ｂ 组与（Ａ，Ｂ）组 等 价，因 此（Ａ，Ｂ）组 的 秩 也 为ｒ．又 因 为 Ａ
组的秩为ｒ，故Ａ 组的最大 无 关 组Ａ０ 含 有ｒ个 向 量，因 此，Ａ０ 组 也 是（Ａ，Ｂ）
组的最大无关组，由Ａ０ 组与Ａ 组及（Ａ，Ｂ）组都等价，可得Ａ 组与（Ａ，Ｂ）组等

价，所以，Ａ 组与Ｂ 组等价．
１０４（原题４）　 设β１ ＝α２ ＋α３ ＋ … ＋αｒ，β２ ＝α１ ＋α３ ＋ … ＋αｒ，…，

βｒ＝α１＋α２＋…＋αｒ－１，证明向量组β１，β２，…，βｒ 与 向 量 组α１，α２，…，αｒ 的 秩

相等．
证明　由已知条件可得

（β１，β２，…，βｒ）＝（α１，α２，…，αｒ）

０ １ … １
１ ０ … １
１ １ … １
  

１ １ …

熿

燀

燄

燅０

令 Ｂ＝（β１，β２，…，βｒ），Ａ＝（α１，α２，…，αｒ），Ｋｒ＝

０ １ … １
１ ０ … １
１ １ … １
  

１ １ …

熿

燀

燄

燅０
因为｜Ｋｒ｜＝（－１）ｒ－１（ｒ－１）≠０，所 以，Ｋｒ 可 逆，且 由 Ｂ＝ＡＫｒ 可 得

Ａ＝ＢＫ－１
ｒ ，即α１，α２，…，αｒ 可由β１，β２，…，βｒ 线性表示．故α１，α２，…，αｒ 与β１，

β２，…，βｒ 等价，从而有相等的秩．

—１３—



１０５（原 题 ５）　 设 向 量 组 Ａ：｛α１，α２，…，αｒ｝，Ｂ：｛β１，β２，…，βｓ｝，

Ｃ：｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝，证明：

（１）秩｛α１，α２，…，αｒ｝≤秩｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝；

（２）秩｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝≤秩｛α１，α２，…，αｒ｝＋秩｛β１，β２，…，βｓ｝．
证明　（１）因向量组Ａ：｛α１，α２，…，αｒ｝是向量组Ｃ：｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝

的部分组，所以Ａ 组可由Ｃ 组 线 性 表 示，于 是 由 教 材《线 性 代 数》第１０９页 推

论１０．５可知，秩｛α１，α２，…，αｒ｝≤秩｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝．
（２）设秩｛α１，α２，…，αｒ｝＝ｐ，秩｛β１，β２，…，βｓ｝＝ｑ，Ａ 组和Ｂ 组的最大无

关组分别为｛αｉ１
，αｉ２

，…，αｉ
ｐ
｝和｛βｉ１

，βｉ２
，…，βｉ

ｑ
｝，则秩｛αｉ１

，…，αｉ
ｐ
，βｉ１

，…，βｉ
ｑ
｝

≤ｐ＋ｑ（向量组的秩不会超过向量组所含向量的个数）．向量组Ａ：｛α１，α２，…，αｒ｝

可由向量组｛αｉ１
，αｉ２

，…，αｉ
ｐ
｝线性表示，从而可由向量组｛αｉ１

，…，αｉ
ｐ
，βｉ１

，…，βｉ
ｑ
｝

线性表示；向量组Ｂ：｛β１，β２，…，βｓ｝可 由 向 量 组｛βｉ１
，βｉ２

，…，βｉ
ｑ
｝线 性 表 示，从

而可由向量组｛αｉ１
，…，αｉ

ｐ
，βｉ１

，…，βｉ
ｑ
｝线性表示．故Ｃ 组：｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝

可由向量组｛αｉ１
，…，αｉ

ｐ
，βｉ１

，…，βｉ
ｑ
｝线性表示．

所以有秩｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝≤秩｛αｉ１
，…，αｉ

ｐ
，βｉ１

，…，βｉ
ｑ
｝≤ｐ＋ｑ．

即秩｛α１，…，αｒ，β１，…，βｓ｝≤秩｛α１，α２，…，αｒ｝＋秩｛β１，β２，…，βｓ｝．
１０６（原题６）　设

Ａ＝（α１，α２，α３）＝
０ １ １
１ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０

，Ｂ＝（β１，β２）＝
１ ４
０ ３
－

熿

燀

燄

燅４ ２

，

验证：α１，α２，α３ 是 Ｒ３ 的一个基，并利用这个基线性表示β１，β２．

证明　要证α１，α２，α３ 是 Ｒ３ 的 一 个 基，只 要 验 证α１，α２，α３ 与ε１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，

ε２＝
烄

烆

烌

烎

０
１
０

，ε３＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

等 价 即 可．显 然，（α１，α２，α３）＝（ε１，ε２，ε３）
０ １ １
１ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０

，即

α１，α２，α３ 可 由 ε１，ε２，ε３ 线 性 表 示．因 为

０ １ １
１ ０ １
１ １ ０

＝２，所 以 矩 阵

０ １ １
１ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０

可逆，于是有（ε１，ε２，ε３）＝（α１，α２，α３）
０ １ １
１ ０ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０

－１

，即ε１，ε２，ε３
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可由α１，α２，α３ 线性表示．所以，α１，α２，α３ 与ε１，ε２，ε３ 等价，因 而 是 Ｒ３ 的 一 个

基．

设有矩阵Ｘ＝

ｘ１１ ｘ１２

ｘ２１ ｘ２２

ｘ３１ ｘ

熿

燀

燄

燅３２

满 足（β１，β２）＝（α１，α２，α３）
ｘ１１ ｘ１２

ｘ２１ ｘ２２

ｘ３１ ｘ

熿

燀

烌

烎３２

，解 此 矩

阵方程：

（α１，α２，α３，β１，β２）＝
０１１ １ ４
１０１ ０ ３
１１０ －

熿

燀

燄

燅４２
→

若干次行初等变换

１００ －５
２

１
２

０１０ －３
２

３
２

００１ ５
２

熿

燀

燄

燅
５
２

得Ｘ＝

－５
２

１
２

－３
２

３
２

５
２

熿

燀

燄

燅
５
２

，即β１＝－５
２α１－

３
２α２＋

５
２α３，β２＝

１
２α１＋

３
２α２＋

５
２α３．

１０７（原 题 ７）　 由 α１ ＝

烄

烆

烌

烎

１
１
０
０

，α２ ＝

烄

烆

烌

烎

１
０
１
１

张 成 的 向 量 空 间 记 为 Ｖ１，由

β１＝

２
－１

烄

烆

烌

烎
３
３

，β２＝

０
１
－１
－

烄

烆

烌

烎１

张成的向量空间记为Ｖ２，试证：Ｖ１＝Ｖ２．

证明　等 价 的 向 量 组 张 成 相 等 的 向 量 空 间，所 以 要 证Ｖ１＝Ｖ２，只 需 证

α１，α２ 与β１，β２ 等价即可．

方法１　设（β１，β２）＝（α１，α２）
ｘ１１ ｘ１２

ｘ２１ ｘ［ ］
２２

，解此矩阵方程：

（α１，α２，β１，β２）＝

１ １ ２ ０
１ ０ －１ １
０ １ ３ －１
０ １ ３ －

熿

燀

燄

燅１

→
若干次行初等变换

１ ０ －１ １
０ １ ３ －１
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

得
ｘ１１ ｘ１２

ｘ２１ ｘ［ ］
２２

＝
－１ １
３ －［ ］１

，从 而 β１，β２ 可 由 α１，α２ 线 性 表 示．又 因 为
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－１ １
３ －１

＝－２≠０，所以，矩阵
－１ １
３ －［ ］１

可逆，从而有

（α１，α２）＝（β１，β２）
－１ １
３ －［ ］１

－１

，

即α１，α２ 可由β１，β２ 线性表示．因而α１，α２ 与β１，β２ 等价．
方法２

αＴ
１

αＴ（ ）
２

＝
１ １ ０ ０［ ］１ ０ １ １

→
１ １ ０ ０
０ －［ ］１ １ １

→
１ ０ １ １
０ １ －１ －［ ］１

，

βＴ
１

βＴ（ ）
２

＝
２ －１ ３ ３
０ １ －１ －［ ］１

→
２ ０ ２ ２
０ １ －１ －［ ］１

→
１ ０ １ １
０ １ －１ －［ ］１

，

所以
αＴ

１

αＴ（ ）
２

与
βＴ

１

βＴ（ ）
２

等价，即α１，α２ 与β１，β２ 等价．

１０８（原题８）　已知向量组（Ⅰ）α１，α２，α３，α４，（Ⅱ）α１，α２，α３，α５，如果各

向量组的秩 分 别 是ｒａｎｋ（Ⅰ）＝３，ｒａｎｋ（Ⅱ）＝４，证 明 向 量 组α１，α２，α３，α４，α５

的秩是４．
证明　因为ｒａｎｋ（Ⅱ）＝４，所以，向量组α１，α２，α３，α５ 线性无关，从而向量

组α１，α２，α３ 线性无关．因为ｒａｎｋ（Ⅰ）＝３，所 以，向 量 组α１，α２，α３，α４ 线 性 相

关，即存在一组不全为零的数ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，使ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４α４＝０．
此时，ｋ４≠０，否则，由α１，α２，α３ 线性无 关 可 得ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝ｋ４＝０，与ｋ１，ｋ２，

ｋ３，ｋ４ 不全为零矛盾．所以，α４ 可由α１，α２，α３ 线性 表 示，因 而 可 由α１，α２，α３，

α５ 线性表示．故向量组α１，α２，α３，α４，α５ 的秩是４．

§１１　空间向量

１１１（原题４）　已知两点Ａ（３，０，２），Ｂ（２，－２，０），试 求 向 量 →ＡＢ的 模 和 方

向余弦．
解　由于

→ＡＢ＝ →ＯＢ－ →ＯＡ＝
２
－２

烄

烆

烌

烎０
－
烄

烆

烌

烎

３
０
２

＝
－１
－２
－

烄

烆

烌

烎２
，

所以‖ →ＡＢ‖＝ （－１）２＋（－２）２＋（－２）槡 ２＝槡９＝３．→ＡＢ的方向余弦依次为

ｃｏｓｉ，→ＡＢ
∧

＝－１
３ ＝－１

３
，ｃｏｓｊ，→ＡＢ
∧

＝－２
３ ＝－２

３
，ｃｏｓｋ，→ＡＢ
∧

＝－２
３ ＝－２

３．
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１１２（原题５）　求平行于向量α＝
４
－４

烄

烆

烌

烎７

的单位向量．

解　与α平行的单位向量为

β＝± １
‖α‖α＝± １

４２＋（－４）２＋７槡 ２
α＝±１

９α＝±１
９

４
－４

烄

烆

烌

烎７
１１３（原题７）　 已 知 三 角 形 的 三 个 顶 点 是 Ａ（２，５，－１），Ｂ（０，３，２），

Ｃ（７，０，４），求△ＡＢＣ 的面积．
解　由于向量 →ＡＢ和 →ＡＣ的 外 积 →ＡＢ× →ＡＣ的 长 度 等 于 以ＡＢ 和ＡＣ 为 邻 边

的平行四边形的面积，所以，△ＡＢＣ 的面积Ｓ＝１
２‖ →ＡＢ× →ＡＣ‖．而

→ＡＢ＝ →ＯＢ－ →ＯＡ＝
－２
－２

烄

烆

烌

烎３

，　 →ＡＣ＝ →ＯＣ－ →ＯＡ＝
５
－５

烄

烆

烌

烎５

，

→ＡＢ× →ＡＣ＝
ｉ ｊ ｋ
－２ －２ ３
５ －５ ５

＝
５
２５

烄

烆

烌

烎２０

，

故

Ｓ＝１
２‖ →ＡＢ× →ＡＣ‖＝１

２ ５２＋２５２＋２０槡 ２＝５
２ 槡４２

１１４（原题８）　已 知 四 面 体 的 四 个 顶 点 分 别 是 Ａ（０，０，０），Ｂ（０，３，２），

Ｃ（７，０，４），Ｄ（６，０，－３），试求四面体ＡＢＣＤ 的体积．
解　四面体ＡＢＣＤ 的体积是以向量 →ＡＢ，→ＡＣ和 →ＡＤ为相邻的棱的平行六面

体的体积的１
６．而

→ＡＢ＝
烄

烆

烌

烎

０
３
２

，　 →ＡＣ＝
烄

烆

烌

烎

７
０
４

，　 →ＡＤ＝
６
０
－

烄

烆

烌

烎３
，

且以 →ＡＢ，→ＡＣ和 →ＡＤ为相邻的棱的平行六面体的体积为

（→ＡＢ，→ＡＣ，→ＡＤ）＝
０ ７ ６
３ ０ ０
２ ４ －３

＝１３５，

故四面体ＡＢＣＤ 的体积为２２１
２．
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１１５（原题１０）　已知向 量α＝

ｘａ

ｙａ

ｚ

烄

烆

烌

烎ａ
，β＝

ｘｂ

ｙｂ

ｚ

烄

烆

烌

烎ｂ
，γ＝

ｘｃ

ｙｃ

ｚ

烄

烆

烌

烎ｃ
，利 用 行 列 式 的

性质证明

（α，β，γ）＝（β，γ，α）＝（γ，α，β）
证明

（α，β，γ）＝

ｘａ ｘｂ ｘｃ

ｙａ ｙｂ ｙｃ

ｚａ ｚｂ ｚｃ

＝－

ｘｂ ｘａ ｘｃ

ｙｂ ｙａ ｙｃ

ｚｂ ｚａ ｚｃ

＝

ｘｂ ｘｃ ｘａ

ｙｂ ｙｃ ｙａ

ｚｂ ｚｃ ｚａ

（＝（β，γ，α））

＝－

ｘｃ ｘｂ ｘａ

ｙｃ ｙｂ ｙａ

ｚｃ ｚｂ ｚａ

＝

ｘｃ ｘａ ｘｂ

ｙｃ ｙａ ｙｂ

ｚｃ ｚａ ｚｂ

＝（γ，α，β）

§１２　平面与直线

１２１（原题１）　求满足下列条件的平面方程：

（１）（原题（１））过点（３，０，－１）且与向量

３
－７

烄

烆

烌

烎５

正交的平面；

（２）（原题（４））经过直线
ｘ－２ｚ＋１＝０

ｙ－ｚ－｛ ５＝０
．与点（１，３，２）的平面；

（３）（原题（６））过点（－１，０，２）且与平面ｘ－ｙ＝１和２ｘ＋３ｙ－４ｚ－７＝０
都正交的平面．

解　（１）所 求 的 平 面 与 向 量

３
－７

烄

烆

烌

烎５

正 交，则 该 平 面 的 法 向 量ｎ 与 向 量

３
－７

烄

烆

烌

烎５

平行．若取ｎ＝
３
－７

烄

烆

烌

烎５

，则该平面的点法式方程为

３（ｘ－３）－７（ｙ－０）＋５（ｚ＋１）＝０，　即　３ｘ－７ｙ＋５ｚ－４＝０．
（２）取直线上一点Ａ（－１，５，０），因为点Ｂ（１，３，２）与已知直线均在所求平

面上，故该平面的法向量ｎ与 向 量 →ＡＢ及 直 线 的 方 向 向 量ｓ 均 正 交，从 而 可 取

平面的法向量ｎ为 →ＡＢ与ｓ的向量积 →ＡＢ×ｓ．因为
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→ＡＢ＝
２
－２

烄

烆

烌

烎２

，　ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ ０ －２
０ １ －１

＝
烄

烆

烌

烎

２
１
１

，

所以

→ＡＢ×ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
２ －２ ２
２ １ １

＝
－４烄

烆

烌

烎
２
６

，

于是，所求平面的点法式方 程 为－４（ｘ－１）＋２（ｙ－３）＋６（ｚ－２）＝０，即

２ｘ－ｙ－３ｚ＋７＝０．

（３）平面ｘ－ｙ＝１的法向量为ｎ１＝
１
－１

烄

烆

烌

烎０

，平面２ｘ＋３ｙ－４ｚ－７＝０的法

向量为ｎ２＝
２
３
－

烄

烆

烌

烎４
，所求平面的法向量ｎ与ｎ１，ｎ２ 均正交，从而可取所求平面

的法向量为

ｎ＝ｎ１×ｎ２＝
ｉ ｊ ｋ
１ －１ ０
２ ３ －４

＝
烄

烆

烌

烎

４
４
５

，

从而所求平面的方程为

４（ｘ＋１）＋４（ｙ－０）＋５（ｚ－２）＝０，　即　４ｘ＋４ｙ＋５ｚ－６＝０．
１２２（原题２）　求满足下列条件的直线方程：

（１）（原题（１））过点（５，６，０）且平行与直线
９ｘ－ｙ－１＝０
２ｘ－ｚ＋｛ ５＝０

的直线；

（２）（原题（４））过点（１，０，１）且与直线
ｘ－３ｚ－２＝０

ｙ－２ｚ＝｛ ０
垂直相交的直线；

（３）（原题（５））过点（０，２，４）且与两平面ｘ＋２ｚ＝１和ｙ－３ｚ＝２都平行的

直线；
（４）（原题（６））过点（－１，０，４），与 平 面３ｘ－４ｙ＋ｚ－１０＝０平 行，又 与 直

线ｘ＋１
１ ＝ｙ－３

１ ＝ｚ
２

相交的直线．

解　（１）因为所求直线 与 已 知 直 线 平 行，所 以 所 求 直 线 的 方 向 向 量ｓ可

取为已知直线的方向 向 量，即ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
９ －１ ０
２ ０ －１

＝
烄

烆

烌

烎

１
９
２

，从 而 所 求 直 线 的 方

—７３—



程为ｘ－５
１ ＝ｙ－６

９ ＝ｚ
２．

（２）方法１　可参照教材《线性代数》第１４２页例８．
方法２　先求经过点Ａ（１，０，１）且与已知直线正交的平面Ⅰ．平面Ⅰ的法

向量恰好是已知直线 的 方 向 向 量ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ ０ －３
０ １ －２

＝
烄

烆

烌

烎

３
２
１

，因 此，平 面Ⅰ的 方

程为：３（ｘ－１）＋２（ｙ－０）＋（ｚ－１）＝０，即３ｘ＋２ｙ＋ｚ－４＝０．

再求过点 Ａ（１，０，１）和 直 线
ｘ－３ｚ－２＝０

ｙ－２ｚ＝｛ ０
且 与 平 面Ⅰ正 交 的 平 面Ⅱ．取

已知直线上一点Ｂ（２，０，０），则平面Ⅱ的法向量ｎ与向量 →ＡＢ及已知直线的方

向向量ｓ均正交，从而可取ｎ＝ →ＡＢ×ｓ．而 →ＡＢ＝
１
０
－

烄

烆

烌

烎１
，故

ｎ＝
ｉ ｊ ｋ
１ ０ －１
３ ２ １

＝
２
－４

烄

烆

烌

烎２
于是，平面Ⅱ的方程为：

２（ｘ－１）－４（ｙ－０）＋２（ｚ－１）＝０，　即　ｘ－２ｙ＋ｚ－２＝０．

所求的直线就 是 平 面Ⅰ与 平 面Ⅱ的 交 线
３ｘ＋２ｙ＋ｚ－４＝０
ｘ－２ｙ＋ｚ－｛ ２＝０

，化 为 点 向 式 方

程，即为ｘ－１
－２＝ｙ

１＝ｚ－１
４ ．

（３）因为所求直线与两 个 已 知 平 面 都 平 行，故 直 线 的 方 向 向 量ｓ与 这 两

个平面的法向量ｎ１，ｎ２ 均正交，从而可取直线的方向向量为

ｓ＝ｎ１×ｎ２＝
ｉ ｊ ｋ
１ ０ ２
０ １ －３

＝
－２烄

烆

烌

烎
３
１

，

所以，直线的方程为 ｘ
－２＝ｙ－２

３ ＝ｚ－４
１ ．

（４）过点Ａ（－１，０，４）且与平面３ｘ－４ｙ＋ｚ－１０＝０平行的平面方程为

３（ｘ＋１）－４（ｙ－０）＋（ｚ－４）＝０，　即　３ｘ－４ｙ＋ｚ－１＝０．

因为直线ｘ＋１
１ ＝ｙ－３

１ ＝ｚ
２

与平面３ｘ－４ｙ＋ｚ－１０＝０相交，所以，该直线也与

平面３ｘ－４ｙ＋ｚ－１＝０相交，且 交 点 坐 标 为Ｂ（１５，１９，３２）．因 点 Ａ（－１，０，４）
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与点Ｂ（１５，１９，３２）都在平面３ｘ－４ｙ＋ｚ－１＝０上，故Ａ，Ｂ 两点所在的直线既

与平面３ｘ－４ｙ＋ｚ－１０＝０平行，又与直线ｘ＋１
１ ＝ｙ－３

１ ＝ｚ
２

相交，从而为所求

直线．而所求直线的方向向量为 →ＡＢ＝
１６
１９

烄

烆

烌

烎２８

，所以，直线方程为

ｘ＋１
１６ ＝ｙ

１９＝ｚ－４
２８ ．

１２３（原题３）　求下列平面与平面，直线与平面，直线与直线之间的夹角：
（１）（原题（１））平面４ｘ－３ｙ＋５ｚ－８＝０与平面２ｘ＋３ｙ－ｚ－４＝０．

（２）（原题（３））直线
ｘ＋ｙ＋３ｚ＝０
ｘ－ｙ－ｚ＝｛ ０

与平面ｘ－ｙ－ｚ＋１＝０．

（３）（原题（４））直线
５ｘ－３ｙ＋３ｚ－９＝０
３ｘ－２ｙ＋ｚ－｛ １＝０

与直线
２ｘ＋２ｙ－ｚ＋２３＝０
３ｘ＋８ｙ＋ｚ－｛ １８＝０

．

解　（１）两个平面的法向量分别是ｎ１＝
４
－３

烄

烆

烌

烎５

，ｎ２＝
２
３
－

烄

烆

烌

烎１
，由平 面 与 平

面的夹角公式可得

ｃｏｓφ＝ ｜ｎ１·ｎ２｜
‖ｎ１‖‖ｎ２‖

＝ ｜４×２－３×３－５×１｜
４２＋（－３）２＋５槡 ２ ２２＋３２＋（－１）槡 ２

＝ ６
槡１０ ７

＝ 槡３ ７
３５

从而夹角φ＝ａｒｃｃｏｓ 槡３ ７
３５ ．

（２）平面的法向量是ｎ＝
１
－１
－

烄

烆

烌

烎１
，直线的方向向量为

ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ １ ３
１ －１ －１

＝２
１
２
－

烄

烆

烌

烎１
，

由直线与平面的夹角公式可得

ｓｉｎφ＝ ｜ｓ·ｎ｜
‖ｓ‖‖ｎ‖＝ ｜２×１＋４×（－１）＋（－２）×（－１）｜

２２＋４２＋（－２）槡 ２ １２＋（－１）２＋（－１）槡 ２
＝０

从而直线与平面的夹角φ＝０．
（３）两直线的方向向量分别为

ｓ１＝
ｉ ｊ ｋ
５ －３ ３
３ －２ １

＝
３
４
－

烄

烆

烌

烎１
，ｓ２＝

ｉ ｊ ｋ
２ ２ －１
３ ８ １

＝
１０
－５

烄

烆

烌

烎１０

，
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由直线与直线的夹角公式可得

ｃｏｓφ＝ ｜ｓ１·ｓ２｜
‖ｓ１‖‖ｓ２‖

＝ ｜３×１０＋４×（－５）＋（－１）×１０｜
３２＋４２＋１槡 ２ １０２＋（－５）２＋１０槡 ２

＝０

从而直线与平面的夹角φ＝π
２．

１２４（原 题 ５）　 在 ｚ 轴 上 求 出 与 两 平 面 １２ｘ＋９ｙ＋２０ｚ－１９＝０ 和

１６ｘ－１２ｙ＋１５ｚ－９＝０等距离的点．
解　设ｚ轴上到两平面等距离的点为（０，０，ｚ），则由点到平面的距离公式

可得

｜１２×０＋９×０＋２０ｚ－１９｜
１２２＋９２＋２０槡 ２

＝｜１６×０＋（－１２）×０＋１５ｚ－９｜
１６２＋（－１２）２＋１５槡 ２

解此方程，得ｚ１＝２，ｚ２＝
４
５

，即所求的点为（０，０，２）或 ０，０，（ ）４
５ ．

１２５（原题７）　求点（－１，２，０）在 平 面ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０上 的 投 影（即 过

点（－１，２，０）与平面ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０正交的直线与平面ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０的

交点）．
解　过点（－１，２，０）且与平面ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０正交的直线的方向向量ｓ

与平面ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０的法向量ｎ＝
１
２
－

烄

烆

烌

烎１
平行，故可取方向向量

ｓ＝ｎ＝
１
２
－

烄

烆

烌

烎１
，

从而 直 线 方 程 为 ｘ＋１
１ ＝ｙ－２

２ ＝ ｚ
－１．求 直 线 与 平 面 的 交 点 坐 标：

ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０
ｘ＋１
１ ＝ｙ－２

２ ＝ ｚ
－

烅
烄

烆 １
解得投影点为 －５

３
，２
３

，（ ）２
３ ．

１２６（原题８）　求直 线
２ｘ－４ｙ＋ｚ＝０
３ｘ－ｙ－２ｚ－｛ ９＝０

在 平 面４ｘ－ｙ＋ｚ＝１上 的 投

影直线的方程（即过已知直线且与已知平面正交的平面与已知平面的交线）．
解　只要求出过已知直线 且 与 已 知 平 面 正 交 的 平 面 π．已 知 直 线 的 方 向

向量为

ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
２ －４ １
３ －１ －２

＝
９
７

烄

烆

烌

烎１０
—０４—



已知平面的法向量是ｎ１＝
４
－１

烄

烆

烌

烎１

，因平 面π的 法 向 量ｎ与 方 向 向 量ｓ 及 法 向

量ｎ１ 均正 交，故 可 取ｎ＝ｓ×ｎ１＝
ｉ ｊ ｋ
９ ７ １０
４ －１ １

＝
１７
３１
－

烄

烆

烌

烎３７

，再 取 已 知 直 线 上

的一点（９，６，６），则平面π的方程为

１７（ｘ－９）＋３１（ｙ－６）－３７（ｚ－６）＝０
即

１７ｘ＋３１ｙ－３７ｚ－１１７＝０
从而已知直线在已知平面上的投影直线方程为

４ｘ－ｙ＋ｚ－１＝０
１７ｘ＋３１ｙ－３７ｚ－｛ １１７＝０

１２７（原题１０）　已知空间直线

ｌ１：
ｘ－ｘ１

ｍ１
＝ｙ－ｙ１

ｎ１
＝
ｚ－ｚ１

ｐ１
和ｌ２：

ｘ－ｘ２

ｍ２
＝ｙ－ｙ２

ｎ２
＝
ｚ－ｚ２

ｐ２

既不相交又不共面（即ｌ１ 与ｌ２ 是异面直线），试 证 明 直 线ｌ１ 与ｌ２ 之 间 的 距 离

ｈ为

ｈ＝

ｘ２－ｘ１ ｙ２－ｙ１ ｚ２－ｚ１

ｍ１ ｎ１ ｐ１

ｍ２ ｎ２ ｐ２

ｎ１ ｎ２

ｐ１ ｐ２

２

＋
ｐ１ ｐ２

ｍ１ ｍ２

２

＋
ｍ１ ｍ２

ｎ１ ｎ２槡
２

　
证明　直 线ｌ１ 上 有 一 固 定 点 Ｍ（ｘ１，ｙ１，ｚ１），直 线ｌ２ 上 有 一 固 定 点

Ｎ（ｘ２，ｙ２，ｚ２），且直线ｌ１ 与ｌ２ 的方向向量分别 是ｓ１＝

ｍ１

ｎ１

ｐ

烄

烆

烌

烎１

，ｓ２＝

ｍ２

ｎ２

ｐ

烄

烆

烌

烎２

，则 向

量 →ＭＮ与ｓ１，ｓ２ 的混合积（→ＭＮ，ｓ１，ｓ２）的绝对值是以这三个向量为相邻的 棱 的

平行六面体的体积，且这个 平 行 六 面 体 的 高 即 为ｌ１ 与ｌ２ 之 间 的 距 离ｈ．底 面

面积即为ｓ１ 与ｓ２ 外积的模，于是，｜（→ＭＮ，ｓ１，ｓ２）｜＝｜ｓ１×ｓ２｜ｈ，从而
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ｈ＝｜（→ＭＮ，ｓ１，ｓ２）｜
｜ｓ１×ｓ２｜

＝

ｘ２－ｘ１ ｙ２－ｙ１ ｚ２－ｚ１

ｍ１ ｎ１ ｐ１

ｍ２ ｎ２ ｐ２

ｉ ｊ ｋ
ｍ１ ｎ１ ｐ１

ｍ２ ｎ２ ｐ２

＝

ｘ２－ｘ１ ｙ２－ｙ１ ｚ２－ｚ１

ｍ１ ｎ１ ｐ１

ｍ２ ｎ２ ｐ２

ｎ１ ｎ２

ｐ１ ｐ２

２

＋
ｐ１ ｐ２

ｍ１ ｍ２

２

＋
ｍ１ ｍ２

ｎ１ ｎ２槡
２

　

§１３　矩阵的秩

１３１（原题１）　求向量组的秩和它的一个最大线性无关组．

α１＝

２
１
３
－

烄

烆

烌

烎１

，α２＝

３
－１

烄

烆

烌

烎
２
０

，α３＝

１
３
４
－

烄

烆

烌

烎２

，α４＝

４
－３

烄

烆

烌

烎
１
１

解　设Ａ＝（α１，α２，α３，α４）＝

２ ３ １ ４
１ －１ ３ －３
３ ２ ４ １
－１ ０ －

熿

燀

燄

燅２ １

，对 Ａ 作 行 初 等 变

换：

Ａ

ｒ１ｒ２
ｒ４＋ｒ１

ｒ３－３ｒ１
ｒ２－２ｒ

→

１

１ －１ ３ －３
０ ５ －５ １０
０ ５ －５ １０
０ ３ －

熿

燀

燄

燅１ ５

ｒ３ｒ４
ｒ４－ｒ２

ｒ２×
→

１
５

１ －１ ３ －３
０ １ －１ ２
０ ３ －１ ５

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

ｒ３－３ｒ
→
２

１ －１ ３ －３
０ １ －１ ２
０ ０ ２ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝Ｂ
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Ｂ 是一个阶梯型矩阵，所以，Ｒ（Ａ）＝３＝矩 阵Ｂ 中 非 零 行 的 个 数，从 而 向 量 组

α１，α２，α３，α４的秩为３，且由教材《线性代数》第１４９页定理１３．４可知它的一个

最大无关组为α１，α２，α３．
１３２（原题６）　选择题

（１）设Ａ 是ｎ 阶矩阵，其秩ｒ＜ｎ，那么，Ａ 的ｎ 个行向量中

（ａ）必有ｒ个行向量线性无关；
（ｂ）任意ｒ个行向量线性无关；
（ｃ）任意ｒ个行向量构成一个极大线性无关组；
（ｄ）任意一个行向量可由其他ｒ个向量线性表示．
解　选（ａ）．由Ａ 的秩的定义可知，Ａ 的行向量组的秩也为ｒ，从而 由 向 量

组的秩的定义可知，行向量组中必有ｒ个向量线性无关．
（２）设Ａ 是４阶矩阵，Ａ 的行列式｜Ａ｜＝０，则Ａ 中

（ａ）必有一列元素全为零；
（ｂ）必有两列元素对应成比例；
（ｃ）必有一个列向量是其余列向量的线性组合；
（ｄ）任意一个列向量是其余列向量的线性组合．
解　选（ｃ）．Ａ 是４阶矩阵，而｜Ａ｜＝０，故Ａ 的秩Ｒ（Ａ）≤３，从而Ａ 的列向

量组的秩也小于或等于３．于是，Ａ 的列向量线性相关，所以，必有一 个 列 向 量

是其余列向量的线性组合．
（３）若Ａ 是ｎ 阶矩阵（ｎ≥３），且Ｒ（Ａ）＝ｎ－２，则

（ａ）Ａ 的列向量组线性无关；
（ｂ）Ａ 的伴随矩阵Ａ ＝０；
（ｃ）Ａ 可逆，且Ｒ（Ａ－１）＝ｎ－２；
（ｄ）Ａ 的所有ｎ－２阶子式不等于零．
解　选（ｂ）．因Ｒ（Ａ）＝ｎ－２，故Ａ 的ｎ 个列向量线性相关，且Ａ 中至少有

一个ｎ－２阶子式不等于零，但所有的ｎ－１阶子式全为零．设Ａ ＝（Ｂｉｊ）ｎ×ｎ，

则（Ｂｉｊ）＝（－１）ｉ＋ｊＭｊｉ（１≤ｉ，ｊ≤ｎ），其中，Ｍｊｉ是Ａ 中（ｊ，ｉ）元的余子式，也是Ａ
的ｎ－１阶子式，从而Ｂｉｊ＝０（１≤ｉ，ｊ≤ｎ），所以，Ａ ＝０．

１３３（原题７）　设Ａ 是ｎ×ｍ 矩阵，Ｂ 是ｍ×ｎ矩阵，其中ｎ＜ｍ，又Ｅ 是ｎ
阶单位阵，且ＡＢ＝Ｅ，证明Ｂ 的列向量组线性无关．

证　因为ＡＢ＝Ｅ，所以Ｒ（Ｅ）≤Ｒ（Ｂ）．又因为Ｒ（Ｅ）＝ｎ，矩阵Ｂ 的列数为

ｎ，所以，ｎ＝Ｒ（Ｅ）≤Ｒ（Ｂ）≤ｎ，从而Ｒ（Ｂ）＝ｎ＝矩 阵Ｂ 的 列 数，故Ｂ 的 列 向 量

组线性无关．
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书书书

§１４　线性方程组有解的判别定理

１４１（原题１）　对线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝λ－３

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝－２

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３＝－
烅
烄

烆 ２

，讨论λ取何值时方程

组无解，有惟一解，有无穷多解？

解　由克莱姆法则可知，当方程组的系数行列式不为零时，方程组有惟一

解．此方程组的系数行列式

Ｄ＝
λ １ １
１ λ １
１ １ λ

＝（λ－１）２（λ＋２）

当 Ｄ＝（λ－１）２（λ＋２）≠０，即λ≠１且λ≠－２时，方程组有惟一解．
当λ＝１时，对原方程组的增广矩阵进行行初等变换，有

λ １ １ λ－３
１ λ １ －２
１ １ λ －

熿

燀

燄

燅２
＝

１ １ １ －２
１ １ １ －２
１ １ １ －

熿

燀

燄

燅２
→

１ １ １ －２
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０
增广矩阵的秩＝系数矩阵的秩＜未知数个数，故方程组有无穷多解，解为

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

－２烄

烆

烌

烎
０
０

＋ｋ１

－１烄

烆

烌

烎
１
０

＋ｋ２

－１烄

烆

烌

烎
０
１

，　ｋ１，ｋ２∈Ｒ

当λ＝－２时，对原方程组的增广矩阵进行行初等变换，有

λ １ １ λ－３
１ λ １ －２
１ １ λ －

熿

燀

燄

燅２
＝

－２ １ １ －５
１ －２ １ －２
１ １ －２ －

熿

燀

燄

燅２

→
若干次行初等变换

１ １ －２ －２
０ １ －１ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １
增广矩阵的秩与系数矩阵的秩不等，故原方程组无解．

１４２（原题５）　设Ａ 是ｎ 阶矩阵，Ｂ 是ｎ×ｓ矩 阵，Ｒ（Ｂ）＝ｎ，证 明：ＡＢ＝０
时，Ａ＝０．

证法１　由ＡＢ＝０可得ＢＴＡＴ＝０，将ＡＴ 按列分块为ＡＴ＝（β１，β２，…，βｎ），

则有ＢＴβｊ＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ．从而βｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ是线性方程组ＢＴＸ＝０的解
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向量．又因为Ｒ（Ｂ）＝ｎ，且Ｒ（ＢＴ）＝Ｒ（Ｂ），所 以，Ｒ（ＢＴ）＝ｎ，从 而 线 性 方 程 组

ＢＴＸ＝０只有零解，即βｊ＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ，所以Ａ＝０．

证法２　设Ａ＝

ａ１１ … ａ１ｎ

 

ａｎ１ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，Ｂ＝

αＴ
１

αＴ
２



αＴ

烄

烆

烌

烎ｎ

，则由ＡＢ＝０得

ａｉ１αＴ
１＋ａｉ２αＴ

２＋…＋ａｉｎαＴ
ｎ ＝０　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

因为Ｒ（Ｂ）＝ｎ，所以，αＴ
１，αＴ

２，…αＴ
ｎ 线性无关，从而ａｉ１＝ａｉ２＝…＝ａｉｎ＝０（ｉ＝１，

２，…，ｎ），于是Ａ＝０．

§１５　线性方程组解的结构

１５１（原题１）　求下列齐次线性方程组的解：

（１）（原题（１））
ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３－ｘ４＝０，

２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３－ｘ４＝０，

２ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋２ｘ４＝
烅
烄

烆 ０

（２）（原题（３））

２ｘ１＋３ｘ２－ｘ３＋５ｘ４＝０，

３ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３－７ｘ４＝０，

４ｘ１＋ｘ２－３ｘ３＋６ｘ４＝０，

ｘ１－２ｘ２＋４ｘ３－７ｘ４＝

烅

烄

烆 ０
解　（１）对系数矩阵作行初等变换：

Ａ＝
１ １ ２ －１
２ １ １ －１

熿

燀

燄

燅２ ２ １ ２
→

１ １ ２ －１
０ －１ －３ １
０ ０ －

熿

燀

燄

燅３ ４
→

１ ０ ０ －４
３

０ １ ０ ３

０ ０ １ －

熿

燀

燄

燅
４
３

Ｒ（Ａ）＝３＜４，基 础 解 系 由 １ 个 线 性 无 关 的 解 向 量 构 成．由 于 原 方 程 组 与

ｘ１＝
４
３ｘ４

ｘ２＝－３ｘ４

ｘ３＝
４
３ｘ

烅

烄

烆 ４

同解，取ｘ４＝３代 入 上 述 方 程 组，得 原 方 程 组 的 一 个 基 础 解 系
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ξ＝

４
－９

烄

烆

烌

烎
４
３

，它的通解为Ｘ＝ｋξ，ｋ∈Ｒ．

（２）对系数矩阵作行初等变换：

Ａ＝

２ ３ －１ ５
３ １ ２ －７
４ １ －３ ６
１ －２ ４ －

熿

燀

燄

燅７

→

１ －２ ４ －７
０ ５ １ ４
０ ７ －９ １９

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ５

→

１ －２ ４ －７
０ ５ ０ －１
０ ０ １ ５

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １
Ｒ（Ａ）＝４＝未知数的个数，故原方程组只有零解．
１５２（原题２）　求下列非齐次线性方程组的解：

（１）（原题（１））
４ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＝２，

３ｘ１－ｘ２＋２ｘ３＝１０，

１１ｘ１＋３ｘ２＝
烅
烄

烆 ８

（２）（原题（４））
２ｘ＋ｙ－ｚ＋ｗ＝１，

３ｘ－２ｙ＋ｚ－３ｗ＝４，

ｘ＋４ｙ－３ｚ＋５ｗ＝－
烅
烄

烆 ２
解　（１）对增广矩阵作行初等变换

珟Ａ＝
４ ２ －１ ２
３ －１ ２ １０

熿

燀

燄

燅１１ ３ ０ ８
→

１ ３ －３ －８
０ －１０ １１ ３４
０ －

熿

燀

燄

燅３０ ３３ ９６
→

１ ３ －３ －８
０ －１０ １１ ３４
０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅６
Ｒ（珟Ａ）＝３，而Ｒ（Ａ）＝２，故原方程组无解．
（２）对增广矩阵作行初等变换

珟Ａ＝
２ １ －１ １ １
３ －２ １ －３ ４
１ ４ －３ ５ －

熿

燀

燄

燅２
→

１ ４ －３ ５ －２
０ ７ －５ ９ －５

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

→

１ ０ －１
７ －１

７
６
７

０ １ －５
７

９
７ －５

７

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０
于是，原方程组与方程组

ｘ＝６
７＋１

７ｚ＋１
７ｗ

ｙ＝－５
７＋５

７ｚ－９
７

烅
烄

烆 ｗ
（１５１）

—６４—



同解，且 原 方 程 组 的 导 出 组 与 方 程 组

ｘ＝１
７ｚ＋１

７ｗ

ｙ＝５
７ｚ－９

７

烅
烄

烆 ｗ
同 解．分 别 取 （ ）ｚ

ｗ
＝

（）７
０

，（）０
７

，代入上述方程组，得到原方程组的导出组的一个基础解系：

ξ１＝

烄

烆

烌

烎

１
５
７
０

，ξ２＝

１
－９

烄

烆

烌

烎
０
７

．

再令
ｚ（ ）ｗ

＝（）１
０

，并代入与原方程组同解的方程组（１５１）中，得到原方程组的

一个特解为η＝

烄

烆

烌

烎

１
０
１
０

，从而原方程组的通解为

烄

烆

烌

烎

ｘ
ｙ
ｚ
ｗ

＝η＋ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２，　ｋ１，ｋ２∈Ｒ．

１５３（原题３）　设 四 元 线 性 方 程 组 的 系 数 矩 阵 的 秩 为３，已 知η１，η２，η３

是它的三个解向量，且η１＝

烄

烆

烌

烎

２
３
４
５

，η２＋η３＝

烄

烆

烌

烎

１
２
３
４

，求该方程组的通解．

解　设此线性方程组为ＡＸ＝ｂ，因为系数矩阵Ａ 的秩为３，而未知数的个

数等于４，所以，它的导出组ＡＸ＝０的基础解系中线性无关的解向量个数为４
－３＝１．又因为

Ａ（２η１－（η２＋η３））＝Ａ（２η１）－Ａ（η２＋η３）＝２ｂ－２ｂ＝０

故可取２η１－（η２＋η３）＝

烄

烆

烌

烎

３
４
５
６

为 导 出 组 ＡＸ＝０的 基 础 解 系，于 是，原 方 程 组

ＡＸ＝ｂ的通解为

—７４—



Ｘ＝

烄

烆

烌

烎

２
３
４
５

＋ｋ

烄

烆

烌

烎

３
４
５
６

，　　ｋ∈Ｒ

１５４（原题４）　设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶矩阵，ＡＢ＝０，证明：Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ．
证明　设Ｂ＝（β１，β１，…，βｎ），则由ＡＢ＝０可知Ａβｊ＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ，即

β１，β１，…，βｎ 均是方程组ＡＸ＝０的 解 向 量．于 是 由 教 材《线 性 代 数》第１６３页

定理１５．１知向量组β１，β１，…，βｎ 的秩ｒａｎｋ（β１，β１，…，βｎ）＝Ｒ（Ｂ）≤ｎ－Ｒ（Ａ），
所以，Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ．

１５５（原题５）　设η 是非齐次线性方程组ＡＸ＝β的一个特解，ζ１，ζ２，…，

ζｎ－ｒ是其导出组的一个基础解系，证明：

（１）η ，ζ１，ζ２，…，ζｎ－ｒ线性无关；

（２）η ，η ＋ζ１，η ＋ζ２，…，η ＋ζｎ－ｒ线性无关．
证明　（１）设有常数ｋ，ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ－ｒ使

ｋη ＋ｋ１ζ１＋…＋ｋｎ－ｒζｎ－ｒ＝０ （１５２）
从而

Ａ（ｋη）＋Ａ（ｋ１ζ１）＋…＋Ａ（ｋｎ－ｒζｎ－ｒ）＝０ （１５３）

因为η 是ＡＸ＝β的一个特解，ζ１，ζ２，…，ζｎ－ｒ是 其 导 出 组ＡＸ＝０的 一 个 基 础

解系，所以有Ａη ＝β，Ａζｉ＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ－ｒ，且ζ１，ζ２，…，ζｎ－ｒ线性无关．于

是，由式（１５３）可得ｋβ＝０，从 而ｋ＝０，代 入 式（１５２），有ｋ１ζ１＋…＋ｋｎ－ｒζｎ－ｒ

＝０，由ζ１，ζ２，…，ζｎ－ｒ线 性 无 关 可 知：ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｎ－ｒ＝０，所 以，η ，ζ１，ζ２，
…，ζｎ－ｒ线性无关．

（２）设有 常 数λ，λ１，λ２，…，λｎ－ｒ，使λη ＋λ１（η ＋ζ１）＋…＋λｎ－ｒ（η ＋

ζｎ－ｒ）＝０，即（λ＋λ１＋…＋λｎ－ｒ）η ＋λ１ζ１＋…＋λｎ－ｒζｎ－ｒ＝０．由第（１）题知η ，

ζ１，ζ２，…，ζｎ－ｒ线性无关，从 而λ＋λ１＋…＋λｎ－ｒ＝０，λ１＝λ２＝…＝λｎ－ｒ＝０，所

以，λ＝λ１＝λ２＝…＝λｎ－ｒ＝０，即向量组η ，η ＋ζ１，η ＋ζ２，…，η ＋ζｎ－ｒ线性

无关．
１５６（原题６）　设η１，η２，…，ηｓ 是 非 齐 次 线 性 方 程 组ＡＸ＝β的ｓ 个 解，

ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 为实 数，满 足ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｓ＝１，证 明：Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋
ｋｓηｓ 也是它的解．

证明　因为η１，η２，…，ηｓ 是ＡＸ＝β的ｓ个解，且ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｓ＝１，所

以

Ａ（ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋ｋｓηｓ）＝ｋ１Ａη１＋ｋ２Ａη２＋…＋ｋｓＡηｓ

＝ｋ１β＋ｋ２β＋…＋ｋｓβ＝（ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｓ）β＝β
—８４—



即Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋ｋｓηｓ 也是ＡＸ＝β的解．
１５７（原题７）　设非齐次线性方程组ＡＸ＝β的系数矩阵的秩为ｒ，η１，…，

ηｎ－ｒ，ηｎ－ｒ＋１是它的ｎ－ｒ＋１个线性无关的解，试证：它的任一解都可表示为Ｘ
＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋ｋｎ－ｒ＋１ηｎ－ｒ＋１，其中ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｎ－ｒ＋１＝１．

证明　对任意常数ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ－ｒ＋１，若 满 足ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｎ－ｒ＋１＝１，首

先由第１５６题知，Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋ｋｎ－ｒ＋１ηｎ－ｒ＋１是ＡＸ＝β的解．其次，令

ξｉ＝ηｉ－ηｎ－ｒ＋１，ｉ＝１，２，…，ｎ－ｒ，易 证ξｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ－ｒ）是ＡＸ＝β的 导 出

组ＡＸ＝０的基础解系．因而方程组ＡＸ＝β的任一解Ｘ 可表示成

Ｘ＝λ１ξ１＋λ２ξ２＋…＋λｎ－ｒξｎ－ｒ＋ηｎ－ｒ＋１，其中，λ１，λ２，…，λｎ－ｒ（是常数）
即

Ｘ＝λ１η１＋λη２＋…＋λｎ－ｒηｎ－ｒ＋（１－λ１－λ２－…－λｎ－ｒ）ηｎ－ｒ＋１

令ｋ１＝λ１，ｋ２＝λ２，…，ｋｎ－ｒ＝λｎ－ｒ，ｋｎ－ｒ＋１＝１－λ１－λ２－…－λｎ－ｒ，则ＡＸ＝β的

任一解都可表示为

Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋ｋｎ－ｒ＋１ηｎ－ｒ＋１，
其中，ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｎ－ｒ＋１＝１

１５８（原题８）　选择题

（１）要使ξ１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
２

，ξ２＝
０
１
－

烄

烆

烌

烎１
都是线性方程组ＡＸ＝０的解，只要系数矩

阵为（　　）

（ａ）（－２，１，１）；　　　　　　　　（ｂ）
２ ０ －１［ ］０ １ １

；

（ｃ）
－１ ０ ２
０ １ －［ ］１

； （ｄ）
０ １ －１
４ －２ －２

熿

燀

燄

燅０ １ １
．

解　选（ａ）．令Ｂ＝（ξ１，ξ２），因ξ１，ξ２ 都是ＡＸ＝０的解，所以，ＡＢ＝０，于是

ＢＴＡＴ＝０，即ＡＴ 的列向量（或Ａ 的行 向 量）应 是 线 性 方 程 组ＢＴＸ＝０的 解．解

方程组ＢＴＸ＝０得基础解系为：η１＝
－２烄

烆

烌

烎
１
１

，所以若取ＡＴ＝η１，从而Ａ＝（－２，

１，１）．

（２）设Ｑ＝
１ ２ ３
２ ４ ｔ

熿

燀

燄

燅３ ６ ９

，Ｐ为３阶非零矩阵，且ＰＱ＝０，则（　　）

—９４—



（ａ）ｔ＝６时，Ｒ（Ｐ）＝１；　　　　（ｂ）ｔ＝６时，Ｒ（Ｐ）＝２；
（ｃ）ｔ≠６时，Ｒ（Ｐ）＝１； （ｄ）ｔ≠６时，Ｒ（Ｐ）＝２．
解　选（ｃ）．因为ＰＱ＝０，故由１５４可得Ｒ（Ｐ）＋Ｒ（Ｑ）≤３，对Ｑ 作行初等

变换：

Ｑ＝
１ ２ ３
２ ４ ｔ

熿

燀

燄

燅３ ６ ９
→

１ ２ ３
０ ０ ｔ－６

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

所以，当ｔ≠６时，Ｒ（Ｑ）＝２，从而Ｒ（Ｐ）≤３－Ｒ（Ｑ）＝３－２＝１．又由Ｐ为３阶非

零矩阵可知Ｒ（Ｐ）≥１，所以，ｔ≠６时，Ｒ（Ｐ）＝１．
（３）设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶非零矩阵，且ＡＢ＝０，则Ａ 与Ｂ 的秩（　　）
（ａ）必有一个等于零； （ｂ）都小于ｎ；
（ｃ）一个小于ｎ，一个等于ｎ； （ｄ）都等于ｎ．
解　选（ｂ）．由已知条件可得Ｒ（Ａ）≥１，Ｒ（Ｂ）≥１，且Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ，故

Ａ 与Ｂ 的秩都要小于ｎ．
（４）设矩阵Ａｍ×ｎ的秩Ｒ（Ａ）＝ｍ＜ｎ，Ｅｍ 为ｍ 阶单位阵，则（　　）

（ａ）Ａ 的任意ｍ 个列向量线性无关；
（ｂ）Ａ 的任意ｍ 阶子式不等于零；

（ｃ）Ａ 通过行初等变换必可化成（Ｅｍ，０）的形式；
（ｄ）非齐次线性方程组ＡＸ＝β必有无穷多个解．
解　选（ｄ）．在方程组ＡＸ＝β中未知数的个数恰好是ｎ 个，而已知Ｒ（Ａ）

＝ｍ＜ｎ，故非齐次线性方程组ＡＸ＝β必 有 无 穷 多 个 解，所 以 选（ｄ）．选 项（ａ）
与（ｂ）错在“任意”上．Ａ 中必有ｍ 个线性无关的列向量，但不是任意 ｍ 个列向

量都是线性无关的，Ａ 中至 少 有 一 个ｍ 阶 子 式 不 等 于 零，而Ａ 通 过 行 初 等 变

换只能化成（Ｅｍ，Ｂ）的形式，其中Ｂ 是一个ｍ×（ｎ－ｍ）矩阵．
１５９（原题９）　设矩阵

Ａ＝

１ １ … １
ａ１ ａ２ … ａｎ

ａ２
１ ａ２

２ … ａ２
ｎ

  

ａ１
ｎ－１ ａ２

ｎ－１ … ａｎ
ｎ－

熿

燀

燄

燅１

，Ｘ＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，Ｂ＝

１
１


烄

烆

烌

烎１

，

其中ａｉ≠ａｊ（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）．求线性方程组ＡＴＸ＝Ｂ 的解．

解　因为ａｉ≠ａｊ（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），所以｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜＝∏１≤ｊ＜ｉ≤ｎ（ａｉ－

ａｊ）≠０，从而由克莱姆法则知线性方程组ＡＴＸ＝Ｂ 有惟一解，且惟一解为ｘｊ＝

—０５—



｜Ａｊ
Ｔ｜

｜ＡＴ｜
（ｊ＝１，２，…，ｎ），其中｜ＡＴ

ｊ｜是将行列式｜ＡＴ｜中的第ｊ列由Ｂ 代替后得到

的行列式．而｜ＡＴ
１｜＝｜ＡＴ｜，｜ＡＴ

２｜＝｜ＡＴ
３｜＝…｜ＡＴ

ｎ｜＝０，所以惟一解为

ｘ１＝１，ｘ２＝ｘ３＝…＝ｘｎ＝０，即Ｘ＝

１
０


烄

烆

烌

烎０

．

１５１０（原题１０）　设向量 组α１，α２，α３ 是 齐 次 线 性 方 程 组ＡＸ＝０的 一 个

基础解系，证 明：α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１ 也 是 齐 次 线 性 方 程 组 的 一 个 基 础 解

系．
证明　设β１＝α１＋α２，β２＝α２＋α３，β３＝α３＋α１，则 易 知β１，β２，β３ 也 是 齐

次线性方程组ＡＸ＝０的解．要证明β１，β２，β３ 是齐次线性方程组的一个基础解

系，只要证明β１，β２，β３ 线性无关即可．因为

（β１，β２，β３）＝（α１，α２，α３）
１ ０ １
１ １ ０

熿

燀

燄

燅０ １ １

而

１ ０ １
１ １ ０
０ １ １

＝２≠０，故

１ ０ １
１ １ ０

熿

燀

燄

燅０ １ １

可逆，从而有

（α１，α２，α３）＝（β１，β２，β３）
１ ０ １
１ １ ０

熿

燀

燄

燅０ １ １

－１

所以，β１，β２，β３ 与α１，α２，α３ 等价．由于α１，α２，α３ 是ＡＸ＝０的 一 个 基 础 解 系，
故向量组α１，α２，α３ 的秩是３，于是，向 量 组β１，β２，β３ 的 秩 也 是３，从 而β１，β２，

β３ 线性无关．

１５１１（原题１１）　设四元齐次线性方程组（Ⅰ）为
ｘ１＋ｘ２＝０

ｘ２－ｘ４＝｛ ０
，

又设某齐次线性方程组（Ⅱ）的通解为ｋ１

烄

烆

烌

烎

０
１
１
０

＋ｋ２

－１烄

烆

烌

烎

２
２
１

（１）求齐次线性方程组（Ⅰ）的基础解系；
（２）问齐次线性方程 组（Ⅰ）和（Ⅱ）有 没 有 非 零 公 共 解？如 果 有，求 出 所

有的非零公共解；否则，说明理由．
—１５—



解　（１）对齐次线性方程组（Ⅰ）的系数矩阵作行初等变换：

１ １ ０ ０
０ １ ０ －［ ］１

→
１ ０ ０ １
０ １ ０ －［ ］１

则原方程组与
ｘ１＝－ｘ４

ｘ２＝ｘ｛
４

同解．分 别 取
ｘ３

ｘ（ ）
４

＝（）１
０

，（）０
１

代 入 上 述 方 程 组，得

原方程组的一个基础解系：

ξ１＝

烄

烆

烌

烎

０
０
１
０

，ξ２＝

－１烄

烆

燄

燅

１
０
１

（２）由（１）知齐次线性方程组（Ⅰ）的通解为λ１ξ１＋λ２ξ２．令

ｋ１

烄

烆

烌

烎

０
１
１
０

＋ｋ２

－１烄

烆

烌

烎

２
２
１

＝λ１

烄

烆

烌

烎

０
０
１
０

＋λ２

－１烄

烆

烌

烎

１
０
１

，

解此线性方程组 得 其 基 础 解 系 为η＝

－１烄

烆

烌

烎

１
１
１

．所 以，齐 次 线 性 方 程 组（Ⅰ）和

（Ⅱ）有非零公共解，所有的非零公共解为ｋ

－１烄

烆

烌

烎

１
１
１

，ｋ∈Ｒ．

１５１２（原题１２）　设

α１＝

烄

烆

烌

烎

１
０
２
３

，α２＝

烄

烆

烌

烎

１
１
３
５

，α３＝

１
－１

ａ＋２

烄

烆

烌

烎１

，α４＝

１
２
４

ａ＋

烄

烆

烌

烎８

，β＝

１
１

ｂ＋３

烄

烆

烌

烎５

．

（１）问ａ，ｂ为何值时，β不能由α１，α２，α３，α４ 线性表示？

（２）问ａ，ｂ为何值时，β能由α１，α２，α３，α４ 惟一地线性表示？并写出此表

示式．
解　设有常数ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，使得ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４＝β，即
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ｘ１

烄

烆

烌

烎

１
０
２
３

＋ｘ２

烄

烆

烌

烎

１
１
３
５

＋ｘ３

１
－１

ａ＋２

烄

烆

烌

烎１

＋ｘ４

１
２
４

ａ＋

烄

烆

烌

烎８

＝

１
１

ｂ＋３

烄

烆

烌

烎５

，

对此线性方程组的增广矩阵作行初等变换：

珟Ａ＝

１ １ １ １ １
０ １ －１ ２ １
２ ３ ａ＋２ ４ ｂ＋３
３ ５ １ ａ＋

熿

燀

燄

燅８ ５

→
若干次行初等变换

１ １ １ １ １
０ １ －１ ２ １
０ ０ ａ＋１ ０ ｂ
０ ０ ０ ａ＋

熿

燀

燄

燅１ ０

，

从而可知：
（１）当ａ＋１＝０，ｂ≠０，即ａ＝－１，ｂ≠０时，此 方 程 组 无 解，因 而β不 能 由

α１，α２，α３，α４ 线性表示．
（２）当ａ＋１≠０即ａ≠－１时，此方程组有惟一解，且这个惟一解为

ｘ１＝－ ２ｂ
ａ＋１

ｘ２＝
ａ＋１＋ｂ
ａ＋１

ｘ３＝
ｂ

ａ＋１
ｘ４＝

烅

烄

烆 ０

β能由α１，α２，α３，α４ 惟一地线性表示，且表示式为

β＝－ ２ｂ
ａ＋１α１＋

ａ＋１＋ｂ
ａ＋１ α２＋

ｂ
ａ＋１α３

１５１３（原题１３）　设线性方程组

ｘ１＋ａ１ｘ２＋ａ２
１ｘ３＝ａ３

１

ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ２
２ｘ３＝ａ３

２

ｘ１＋ａ３ｘ２＋ａ２
３ｘ３＝ａ３

３

ｘ１＋ａ４ｘ２＋ａ２
４ｘ３＝ａ

烅

烄

烆 ３
４

（１）证明：当ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 两两不相等时，方程组无解；

（２）设ａ１＝ａ３＝ｋ，ａ２＝ａ４＝－ｋ，ｋ≠０，且 已 知β１＝
－１烄

烆

烌

烎
１
１

，β２＝
１
１
－

烄

烆

烌

烎１
是

该线性方程组的两个解，求其通解．
（１）证明：当ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 两两不相 等 时，该 线 性 方 程 组 增 广 矩 阵 的 行 列

式
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｜珟Ａ｜＝

１ ａ１ ａ２
１ ａ３

１

１ ａ２ ａ２
２ ａ３

２

１ ａ３ ａ２
３ ａ３

３

１ ａ４ ａ２
４ ａ３

４

＝ ∏
１≤ｊ＜ｉ≤４

（ａｉ－ａｊ）≠０，

从而Ｒ（珟Ａ）＝４．但是，系数矩阵的秩Ｒ（Ａ）≤３，因而方程组无解．
（２）解　当ａ１＝ａ３＝ｋ，ａ２＝ａ４＝－ｋ，ｋ≠０时，将 该 线 性 方 程 组 的 系 数 矩

阵作行初等变换：

Ａ＝

１ ａ１ ａ２
１

１ ａ２ ａ２
２

１ ａ３ ａ２
３

１ ａ４ ａ

熿

燀

燄

燅２４

＝

１ ｋ ｋ２

１ －ｋ （－ｋ）２

１ ｋ ｋ２

１ －ｋ （－ｋ）

熿

燀

燄

燅２

→
若干次行初等变换

１ ｋ ｋ２

０ ２ｋ ０
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

由此可知Ｒ（Ａ）＝２，从而该方程组的导出组的基础解系由１个向量组成．又因

为β１，β２ 是该线性方程组的两个解，所以，它的导出组的基础解系可取为

β１－β２＝
－２烄

烆

烌

烎
０
２

，于是，该方程组的通解为

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

－１烄

烆

烌

烎
１
１

＋ｋ
－２烄

烆

烌

烎
０
２

，ｋ∈Ｒ．

１５１４（原题１４）　讨论下述平面组的位置关系：

（１）
ｙ＋２ｚ＝１
ｘ＋ｙ＋４ｚ＝０
２ｘ－ｙ＝

烅
烄

烆 １
　（２）

ｘ＋２ｙ＋４ｚ－２＝０
３ｘ－ｙ＋５ｚ－１＝０
２ｘ＋ｙ＋５ｚ＝

烅
烄

烆 ０
　（３）

５ｘ－ｙ＋３ｚ－３＝０
ｘ－５ｙ＋３ｚ－３＝０
ｘ－ｙ＋ｚ－

烅
烄

烆 １＝０
解　（１）对此方程组的增广矩阵作行初等变换：

珟Ａ＝
０ １ ２ １
１ １ ４ ０
２ －

熿

燀

燄

燅１ ０ １
→

１ １ ４ ０
０ １ ２ １
０ －３ －

熿

燀

燄

燅８ １
→

１ １ ４ ０
０ １ ２ １
０ ０ －

熿

燀

燄

燅２ ４

，

由此可知Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珟Ａ）＝３，从而该方程组有惟一解，即这三个平面相交于一点．
用类似的方法可知，方程组（２）无 解，因 而 三 个 平 面 两 两 相 交；方 程 组（３）

有无穷多解，因而三个平面相交于一条直线．

§１６　线性空间与子空间

１６１（原题１）　验证

（１）２阶矩阵的全体所成的集合Ｓ１
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（２）主对角线元素之和等于０的２阶矩阵的全体所成的集合Ｓ２

（３）２阶对称矩阵的全体所成的集合Ｓ３

对于矩阵的加法和数乘运算构成线性空间．
证明　（１）设

Ｓ１＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ［ ］
２２

｜ａ１１，ａ１２，ａ２１，ａ２２∈｛ ｝Ｒ ，

则Ｓ１ 对矩阵的加法和数乘运算是封闭的．另外，Ｓ１ 中有零元素
０ ０［ ］０ ０

；Ｓ１ 中

任一元素
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ［ ］
２２

有 负 元 素
－ａ１１ －ａ１２

－ａ２１ －ａ［ ］
２２

；由 矩 阵 加 法 和 数 乘 运 算 的 运

算规律可知，Ｓ１ 也满足教 材《线 性 代 数》第１７４页 定 义１６．１中 的 第（１），（２），
（５），（６），（７），（８）条运算规律，因此Ｓ１ 对 矩 阵 的 加 法 和 数 乘 运 算 构 成 线 性 空

间．
同样，可以验证Ｓ２ 和Ｓ３ 对矩阵的加法和数乘运算也构成线性空间．
１６２（原题２）　与ｚ轴不平行的全体空间向 量 关 于 空 间 向 量 的 加 法 和 数

乘运算是否构成线性空间？为什么？

解　设与ｚ轴不平行的全 体 空 间 向 量 构 成 的 集 合 为Ｓ．由 空 间 向 量 的 加

法运算性质可知，只有零向量才能作为零元素．但零向量不 在 集 合Ｓ 中，所 以

Ｓ不构成线性空间．
１６３（原题３）　在线性空间Ｒｎ 中，分量满足下列条件 的 向 量 全 体 是 否 构

成Ｒｎ 的子空间？

Ｖ１＝ α＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

｜ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｒ，ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝烅

烄

烆

烍

烌

烎

１ ，

Ｖ２＝ α＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

｜ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｒ，ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝烅

烄

烆

烍

烌

烎

０ ，

Ｖ３＝ α＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

｜ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｒ，ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘ烅

烄

烆

烍

烌

烎

ｎ
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解　要验证Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３ 是否构成Ｒｎ 的子空间，只需验证Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３ 对Ｒｎ

中定义的加法和数乘运算是否封闭即可．

对任意α＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｖ１，β＝

ｙ１

ｙ２



ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｖ１，

有ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝１，ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｎ＝１．
但

（ｘ１＋ｙ１）＋（ｘ２＋ｙ２）＋…＋（ｘｎ＋ｙｎ）

　＝（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）＋（ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｎ）＝２，

所以α＋β＝

ｘ１＋ｙ１

ｘ２＋ｙ２



ｘｎ＋ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｖ１．此外，对任意ｋ∈Ｒ，当ｋ≠１时，

ｋｘ１＋ｋｘ２＋…＋ｋｘｎ＝ｋ（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）＝ｋ≠１，

从而ｋα＝

ｋｘ１

ｋｘ２



ｋｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｖ１．所以Ｖ１ 对Ｒｎ 中定义的加法和数乘运算不封闭，从 而

不是Ｒｎ 的子空间．

对任意α＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｖ２，β＝

ｙ１

ｙ２



ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｖ２，

有ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０，ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｎ＝０，
从而

（ｘ１＋ｙ１）＋（ｘ２＋ｙ２）＋…＋（ｘｎ＋ｙｎ）

　＝（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）＋（ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｎ）＝０，

所以α＋β＝

ｘ１＋ｙ１

ｘ２＋ｙ２



ｘｎ＋ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｖ２．此外，对任意ｋ∈Ｒ，

ｋｘ１＋ｋｘ２＋…＋ｋｘｎ＝ｋ（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）＝０，
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所以ｋα＝

ｋｘ１

ｋｘ２



ｋｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｖ２．所以Ｖ２ 对Ｒｎ 中定义的加法和数乘运算封闭，从 而 是

Ｒｎ 的子空间．
同样，可以验证，Ｖ３ 也是Ｒｎ 的子空间．
１６４（原题４）　验证下述集合关于所规定的运算 是 否 构 成 实 数 域 上 线 性

空间：
（１）Ｖ＝ （ａ，ｂ）｜ａ，ｂ∈｛ ｝Ｒ ，定义加法和数乘为

（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２）＝（ａ１＋ａ２，ｂ１＋ｂ２＋ａ１ａ２），

ｋ·（ａ，ｂ）＝ ｋａ，ｋｂ＋ｋ（ｋ－１）
２ ａ（ ）２

（２）全体正实数所成的集合Ｒ＋ ，定义加法和数乘为

ａｂ＝ａｂ，　ｋ·ａ＝ａｋ

解　（１）显 然，Ｖ 对 所 定 义 的 加 法 和 数 乘 运 算 是 封 闭 的．另 外，对 任 意

（ａ１，ｂ１）∈Ｖ，（ａ２，ｂ２）∈Ｖ，（ａ３，ｂ３）∈Ｖ，

① （ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２）＝（ａ１＋ａ２，ｂ１＋ｂ２＋ａ１ａ２），
（ａ２，ｂ２）（ａ１，ｂ１）＝（ａ２＋ａ１，ｂ２＋ｂ１＋ａ２ａ１）＝（ａ１＋ａ２，ｂ１＋ｂ２＋ａ１ａ２），

所以（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２）＝（ａ２，ｂ２）（ａ１，ｂ１）；

② （（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２））（ａ３，ｂ３）

＝（ａ１＋ａ２，ｂ１＋ｂ２＋ａ１ａ２）（ａ３，ｂ３）

＝（ａ１＋ａ２＋ａ３，（ｂ１＋ｂ２＋ａ１ａ２）＋ｂ３＋（ａ１＋ａ２）ａ３）

＝（ａ１＋ａ２＋ａ３，ｂ１＋ｂ２＋ｂ３＋ａ１ａ２＋ａ１ａ３＋ａ２ａ３），
（ａ１，ｂ１）（（ａ２，ｂ２）（ａ３，ｂ３））

＝（ａ１，ｂ１）（ａ２＋ａ３，ｂ２＋ｂ３＋ａ２ａ３）

＝（ａ１＋ａ２＋ａ３，ｂ１＋（ｂ２＋ｂ３＋ａ２ａ３）＋ａ１（ａ２＋ａ３））

＝（ａ１＋ａ２＋ａ３，ｂ１＋ｂ２＋ｂ３＋ａ１ａ２＋ａ１ａ３＋ａ２ａ３），
所以（（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２））（ａ３，ｂ３）＝（ａ１，ｂ１）（（ａ２，ｂ２）（ａ３，ｂ３））；

③ 在Ｖ 中存在零元素（０，０），对Ｖ 中任一元素（ａ，ｂ），都 有（０，０）（ａ，ｂ）

＝（ａ，ｂ）；

④ 对Ｖ 中任一元素（ａ，ｂ），在Ｖ 中都有（ａ，ｂ）的负元素（－ａ，ａ２－ｂ），使得

（ａ，ｂ）（－ａ，ａ２－ｂ）＝（０，０）；

⑤ 对Ｖ 中任一元素（ａ，ｂ），１·（ａ，ｂ）＝ １ａ，１ｂ＋１（１－１）
２ ａ（ ）２ ＝（ａ，ｂ）；
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⑥ 对Ｖ 中任一元素（ａ，ｂ）及任意ｋ，ｌ∈Ｒ，

ｋ·（ｌ·（ａ，ｂ））＝ｋ· ｌａ，ｌｂ＋ｌ
（ｌ－１）
２ ａ（ ）２ 　　　　

＝ ｋｌａ，ｋｌｂ＋ｌ
（ｌ－１）
２ ａ（ ）２ ＋ｋ（ｋ－１）

２
（ｌａ）（ ）２

＝ ｋｌａ，ｋｌｂ＋
（ｋｌ－１）

２ ｋｌａ（ ）２

＝ｋｌ·（ａ，ｂ）；

⑦ 对Ｖ 中任一元素（ａ，ｂ）及任意ｋ，ｌ∈Ｒ，

（ｋ＋ｌ）·（ａ，ｂ）＝ （ｋ＋ｌ）ａ，（ｋ＋ｌ）ｂ＋
（ｋ＋ｌ）（ｋ＋ｌ－１）

２ ａ（ ）２

＝ ｋａ＋ｌａ，ｋｂ＋ｌｂ＋
（ｋ＋ｌ）（ｋ＋ｌ－１）

２ ａ（ ）２ ，

　ｋ·（ａ，ｂ）ｌ·（ａ，ｂ）＝ ｋａ，ｋｂ＋ｋ（ｋ－１）
２ ａ（ ）２  ｌａ，ｌｂ＋ｌ

（ｌ－１）
２ ａ（ ２

＝ ｋａ＋ｌａ，ｋｂ＋ｋ（ｋ－１）
２ ａ２＋ｌｂ＋ｌ

（ｌ－１）
２ ａ２＋（ｋａ）（ｌａ（ ））

＝ ｋａ＋ｌａ，ｋｂ＋ｌｂ＋
（ｋ＋ｌ）（ｋ＋ｌ－１）

２ ａ（ ）２ ，

所以（ｋ＋ｌ）·（ａ，ｂ）＝ｋ·（ａ，ｂ）ｌ·（ａ，ｂ）；

⑧ 对任意（ａ１，ｂ１）∈Ｖ，（ａ２，ｂ２）∈Ｖ 及任意ｋ∈Ｒ，

ｋ·（（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２））＝ｋ·（ａ１＋ａ２，ｂ１＋ｂ２＋ａ１ａ２）

＝ ｋａ１＋ｋａ２，ｋｂ１＋ｋｂ２＋ｋａ１ａ２＋
ｋ（ｋ－１）

２
（ａ１＋ａ２）（ ）２

＝ ｋａ１＋ｋａ２，ｋｂ１＋ｋｂ２＋ｋ２ａ１ａ２＋
ｋ（ｋ－１）

２
（ａ２

１＋ａ２
２（ ）） ，

ｋ·（ａ１，ｂ１）ｋ·（ａ２，ｂ２）＝ ｋａ１，ｋｂ１＋
ｋ（ｋ－１）

２ ａ（ ）２
１  ｋａ２，ｋｂ２＋

ｋ（ｋ－１）
２ ａ（ ）２

２

＝ ｋａ１＋ｋａ２，ｋｂ１＋
ｋ（ｋ－１）

２ ａ２
１＋ｋｂ２＋

ｋ（ｋ－１）
２ ａ（ ２

２

　
　

＋（ｋａ１）（ｋａ２ ））
＝ ｋａ１＋ｋａ２，ｋｂ１＋ｋｂ２＋ｋ２ａ１ａ２＋

ｋ（ｋ－１）
２

（ａ２
１＋ａ２

２（ ）） ，

所以ｋ·（（ａ１，ｂ１）（ａ２，ｂ２））＝ｋ·（ａ１，ｂ１）ｋ·（ａ２，ｂ２）．
由以上的验证可知，Ｖ 关于定义 的 加 法 和 数 乘 运 算 确 实 构 成 实 数 域 上 的

线性空间．
（２）显然，Ｒ＋ 对于定义的 加 法 和 数 乘 运 算 是 封 闭 的．另 外，对 任 意ａ，ｂ，ｃ
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∈Ｒ＋ ，以及任意ｋ，ｌ∈Ｒ，

①ａｂ＝ａｂ，ｂａ＝ｂａ＝ａｂ，所以ａｂ＝ｂａ；

② （ａｂ）ｃ＝（ａｂ）ｃ＝（ａｂ）ｃ＝ａｂｃ，

ａ（ｂｃ）＝ａ（ｂｃ）＝ａ（ｂｃ）＝ａｂｃ，
所以（ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）；

③ 在Ｒ＋ 中存在零元素１，对于Ｒ＋ 中任一元素ａ，都有１ａ＝１ａ＝ａ；

④ 对Ｒ＋ 中的任一元素ａ，在Ｒ＋ 中都有ａ的负元素１
ａ

，使得ａ１
ａ＝ａ１

ａ
＝１（这里１是指零元素）；

⑤１·ａ＝ａ１＝ａ（这里的１是常数１，不是指Ｒ＋ 中的零元素）；

⑥ｋ·（ｌ·ａ）＝ｋ·ａｌ＝（ａｌ）ｋ＝ａｋｌ＝（ｋｌ）·ａ；

⑦ （ｋ＋ｌ）·ａ＝ａｋ＋ｌ＝ａｋａｌ＝ａｋａｌ＝ｋ·ａｌ·ａ；

⑧ｋ·（ａｂ）＝ｋ·（ａｂ）＝（ａｂ）ｋ＝ａｋｂｋ＝ａｋｂｋ＝ｋ·ａｋ·ｂ．
所以Ｒ＋ 对所定义的加法和数乘运算构成实数域上的线性空间．
１６５（原题５）　设Ｖ 是数域Ｆ 上的线性空间，α１，α２，…，αｒ 是Ｖ 中一组向

量，集合

Ｗ＝｛
ｒ

ｉ＝１
ｋｉαｉ｜ｋｉ∈Ｆ，ｉ＝１，２，…，ｒ｝

证明 Ｗ 是Ｖ 的一个线性子空间．

证 明　设α＝
ｒ

ｉ＝１
ｋｉαｉ∈Ｗ，β＝

ｒ

ｉ＝１
λｉαｉ∈Ｗ，则α，β∈Ｖ，从而ＷＶ，故Ｗ 是

Ｖ 的非空子集，此外

α＋β＝
ｒ

ｉ＝１
ｋｉαｉ＋

ｒ

ｉ＝１
λｉαｉ＝

ｒ

ｉ＝１
（ｋｉ＋λｉ）αｉ∈Ｗ

ｔα＝ｔ
ｒ

ｉ＝１
ｋｉαｉ＝

ｒ

ｉ＝１
（ｔｋｉ）αｉ∈Ｗ

所以 Ｗ 是Ｖ 的一个线性子空间．

§１７　基变换与坐标变换

１７１（原题１）　试写出§１６习 题 中 第 一 题 各 线 性 空 间Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 的 一 个

基．

解　Ｓ１ 的基为：１ ０［ ］０ ０
，０ １［ ］０ ０

，０ ０［ ］１ ０
，０ ０［ ］０ １

，

Ｓ２ 的基为：０ ０［ ］１ ０
，０ １［ ］０ ０

，１ ０
０ －［ ］１

，
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Ｓ３ 的基为：１ ０［ ］０ ０
，０ １［ ］１ ０

，０ ０［ ］０ １
１７２（原题２）　设 Ｗ 是ｎ 维 线 性 空 间Ｖ 的 一 个 子 空 间，α１，α２，…，αｒ 是

Ｗ 的一个基，证明：Ｖ 中存在元素αｒ＋１，…，αｎ 使α１，…，αｒ，αｒ＋１，…，αｎ 成为Ｖ
的一个基．

证明　对维数差ｎ－ｒ作归纳 法．当ｎ－ｒ＝０时 显 然 成 立．假 定ｎ－ｒ＝ｋ
时成立，考虑ｎ－ｒ＝ｋ＋１时的情形．既然α１，α２，…，αｒ 还不是Ｖ 的一组基，它

又是线性无关的，那么Ｖ 中必定还有一 个 向 量αｒ＋１不 能 被α１，α２，…，αｒ 线 性

表示．把αｒ＋１添加进去，则α１，α２，…，αｒ，αｒ＋１必定是线性无关 的．否 则，αｒ＋１能

由α１，α２，…，αｒ 线 性 表 示，产 生 矛 盾．于 是 子 空 间Ｖ（α１，…，αｒ，αｒ＋１）是ｒ＋１
维．因为ｎ－（ｒ＋１）＝（ｎ－ｒ）－１＝ｋ＋１－１＝ｋ，由 归 纳 假 设，Ｖ（α１，…，αｒ，

αｒ＋１）的基可扩充为Ｖ 的基．从而得证．

１７３（原题３）　在Ｒ３ 中求向量

α＝
烄

烆

烌

烎

３
７
１

在基α１＝
烄

烆

烌

烎

１
３
５

，α２＝
烄

烆

烌

烎

６
３
２

，α３＝
烄

烆

烌

烎

３
１
０

下的坐标．

解　设α在基α１，α２，α３ 下的坐标为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，则有

α＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３

即
烄

烆

烌

烎

３
７
１

＝ｘ１

烄

烆

烌

烎

１
３
５

＋ｘ２

烄

烆

烌

烎

６
３
２

＋ｘ３

烄

烆

烌

烎

３
１
０

解此线性方程组

珟Ａ＝（α１，α２，α３，α）＝
１ ６ ３ ３
３ ３ １ ７

熿

燀

燄

燅５ ２ ０ １
→

若干次行初等变换
１ ０ ０ ３３
０ １ ０ －８２

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １５４
所以（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝（３３，－８２，１５４）Ｔ．

１７４（原题４）　在Ｒ３ 中取两个基

α１＝
烄

烆

烌

烎

１
２
１

，α２＝
烄

烆

烌

烎

２
３
３

，α３＝
烄

烆

烌

烎

３
７
１

，β１＝
烄

烆

烌

烎

３
１
４

，β２＝
烄

烆

烌

烎

５
２
１

，β３＝
１
１
－

烄

烆

烌

烎６
，

试求坐标变换公式．
解　设Ｒ３ 中任一向量α在α１，α２，α３ 下的坐标为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，在β１，β２，

β３ 下的坐标为（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ．因为ε１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，ε２＝
烄

烆

烌

烎

０
１
０

，ε３＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

也是Ｒ３ 的一个
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基，且 （α１，α２，α３）＝ （ε１，ε２，ε３）Ａ，（β１，β２，β３）＝ （ε１，ε２，ε３）Ｂ，其 中

Ａ＝
１ ２ ３
２ ３ ７

熿

燀

燄

燅１ ３ １

，Ｂ＝
３ ５ １
１ ２ １
４ １ －

熿

燀

燄

燅６
，于 是（β１，β２，β３）＝（α１，α２，α３）Ａ－１Ｂ，从 而

得到坐标变换公式

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝Ｂ－１Ａ

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
用矩阵的行初等变换求出Ｂ－１Ａ

（Ｂ，Ａ）＝
３ ５ １ １ ２ ３
１ ２ １ ２ ３ ７
４ １ －

熿

燀

燄

燅６ １ ３ １

→
若干次行初等变换

１ ０ ０ １３ １９ １８１
４

０ １ ０ －９ －１３ －６３
２

０ ０ １ ７ １０ ９９

熿

燀

燄

燅４

即得

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝

１３ １９ １８１
４

－９ －１３ －６３
２

７ １０ ９９

熿

燀

燄

燅４

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

或者是得到坐标变换公式

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝Ａ－１Ｂ

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
用矩阵的行初等变换求出Ａ－１Ｂ

（Ａ，Ｂ）＝
１ ２ ３ ３ ５ １
２ ３ ７ １ ２ １
１ ３ １ ４ １ －

熿

燀

燄

燅６

→
若干次行初等变换

１ ０ ０ －２７ －７１ －４１
０ １ ０ ９ ２０ ９

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ４ １２ ８
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即得

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

－２７ －７１ －４１
９ ２０ ９

熿

燀

燄

燅４ １２ ８

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
１７５（原题６）　设α１，α２，…，αｎ 是 线 性 空 间Ｖ 的 一 个 基，证 明 向 量 组

２α２，３α３，…，ｎαｎ，α１ 也是Ｖ 的 一 个 基，并 求 由 基α１，α２，…，αｎ 到 基２α２，３α３，
…，ｎαｎ，α１ 的过渡矩阵．

证明　要证明２α２，３α３，…，ｎαｎ，α１ 也是Ｖ 的一个基，只 要 证 明２α２，３α３，
…，ｎαｎ，α１ 与基α１，α２，…，αｎ 等价即可．首先２α２，３α３，…，ｎαｎ，α１ 可由α１，α２，
…，αｎ 线性表示，这是因为

（２α２，３α３，…，ｎαｎ，α１）＝（α１，α２，…，αｎ）

０ ０ … ０ １
２ ０ … ０ ０
０ ３ … ０ ０
   

０ ０ … ｎ

熿

燀

燄

燅０

设Ｐ＝

０ ０ … ０ １
２ ０ … ０ ０
０ ３ … ０ ０
   

０ ０ … ｎ

熿

燀

燄

燅０

，由｜Ｐ｜＝（－１）ｎ－１ｎ！≠０可知Ｐ可逆，从而有

（α１，α２，…，αｎ）＝（２α２，３α３，…，ｎαｎ，α１）Ｐ－１

即α１，α２，…，αｎ 也可由２α２，３α３，…，ｎαｎ，α１ 线性表示，所以２α２，３α３，…，ｎαｎ，

α１ 与基α１，α２，…，αｎ 等 价，且 矩 阵 Ｐ 就 是 从 基α１，α２，…，αｎ 到 基２α２，３α３，
…，ｎαｎ，α１ 的过渡矩阵．

１７６（原题７）　在线性空间Ｆ３［ｘ］中

（１）求由基（Ⅰ）：１，ｘ，ｘ２，ｘ３ 到基（Ⅱ）：１，１＋ｘ，１＋ｘ＋ｘ２，１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３

的过渡矩阵Ｐ；

（２）已知ｇ（ｘ）在 基（Ⅰ）下 的 坐 标 为

１
０
－２

烄

烆

烌

烎５

，ｆ（ｘ）在 基（Ⅱ）下 的 坐 标 为

烄

烆

烌

烎

７
０
８
２

，求ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）分别在基（Ⅰ），基（Ⅱ）下的坐标．
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解　（１）

１＝１·１＋０·ｘ＋０·ｘ２＋０·ｘ３＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０

类似地

１＋ｘ＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

烄

烆

烌

烎

１
１
０
０

，　　１＋ｘ＋ｘ２＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

烄

烆

烌

烎

１
１
１
０

，

１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

即 （１，１＋ｘ，１＋ｘ＋ｘ２，１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３）＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

１ １ １ １
０ １ １ １
０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

，

所以求由基（Ⅰ）：１，ｘ，ｘ２，ｘ３ 到基（Ⅱ）：１，１＋ｘ，１＋ｘ＋ｘ２，１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３ 的

过渡矩阵

Ｐ＝

１ １ １ １
０ １ １ １
０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（２）由已知条件可得：ｇ（ｘ）＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

１
０
－２

烄

烆

烌

烎５

＝１－２ｘ２＋５ｘ３，

ｆ（ｘ）＝（１，１＋ｘ，１＋ｘ＋ｘ２，１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３）

烄

烆

烌

烎

７
０
８
２

＝１７＋１０ｘ＋１０ｘ２＋２ｘ３，
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于是 ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）＝１８＋１０ｘ＋８ｘ２＋７ｘ３＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

１８
１０

烄

烆

烌

烎
８
７

，

即ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）在基（Ⅰ）的坐标是

１８
１０

烄

烆

烌

烎
８
７

．

设ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）在基（Ⅱ）的坐标是

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

，

则 （１，１＋ｘ，１＋ｘ＋ｘ２，１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３）

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

＝（１，ｘ，ｘ２，ｘ３）

１８
１０

烄

烆

烌

烎
８
７

，

从而

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

＝Ｐ－１

１８
１０

烄

烆

烌

烎
８
７

＝

１ －１ ０ ０
０ １ －１ ０
０ ０ １ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

１８
１０

烄

烆

烌

烎
８
７

＝

烄

烆

烌

烎

８
２
１
７

．

１７７（原题８）　设 Ｗ 是线性空间Ｖ 的一个 子 空 间，证 明：若 Ｗ 的 维 数 等

于Ｖ 的维数，则 Ｗ＝Ｖ．
证明　设 Ｗ 的一个基是α１，α２，…，αｎ，Ｖ 的 一 个 基 是β１，β２，…，βｎ，Ａ 代

表向量组α１，α２，…，αｎ，Ｂ代表向量组β１，β２，…，βｎ，由 Ｗ 的维数等于Ｖ 的维

数知向量组 Ａ的秩等于向量组Ｂ的秩．
因ＷＶ，所以α１，α２，…，αｎ∈Ｖ，从而（α１，α２，…，αｎ）＝（β１，β２，…，βｎ）Ｋ．

故由习 题 １０３ 知 向 量 组 Ａ 与 向 量 组 Ｂ 等 价．而 Ｗ ＝Ｗ （α１，α２，…，αｎ），

Ｖ＝Ｖ（β１，β２，…，βｎ），所以 Ｗ＝Ｖ．

§１８　线性空间的同构

１８１（原题１）　证明教材《线性代数》第１９６页 性 质（４）：同 构 的 线 性 空 间
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的维数相等，反过来，维数相等的线性空间同构．
证明　先证前一部分：设线性空间Ｖ１ 与Ｖ２ 同构，要证明Ｖ１ 与Ｖ２ 的 维

数相等．
设Ｖ１ 的维数为 ｍ，Ｖ１ 的一组基为α１，…，αｍ，因为Ｖ１ 与Ｖ２ 同构，所以存

在一个由Ｖ１ 到Ｖ２ 的同构映 射σ，Ｖ１ 的 基α１，…，αｍ 在 这 个 同 构 映 射 下 的 像

σ（α１），…，σ（αｍ）也是线性无关的．否则，若σ（α１），…，σ（αｍ）线 性 相 关，则 由 同

构映射的性质可知α１，…，αｍ 也是线性相关的，有矛盾．
对Ｖ２ 中的任一向量β，由于同构映射是１－１映射，所以一定存在一个向

量α∈Ｖ１，使得σ（α）＝β．而α＝ｋ１α１＋…＋ｋｍαｍ（ｋ１，…，ｋｍ 是一组常数），于是

β＝σ（α）＝σ（ｋ１α１＋…＋ｋｍαｍ）＝ｋ１σ（α１）＋…＋ｋｍσ（αｍ），
即Ｖ２ 中任一向量均可由σ（α１），…，σ（αｍ）线性表示，故σ（α１），…，σ（αｍ）是Ｖ２

的一组基．从而Ｖ１ 的维数与Ｖ２ 的维数均等于 ｍ．
再证另外一部分：设Ｖ１ 的维数与Ｖ２ 的维数均等于 ｍ，则由教材《线性代

数》第１９５页定理１８．１可知Ｖ１ 与Ｆｍ 同构，Ｖ２ 与Ｆｍ 同构，再由同构的对称性

及传递性（见习题１８２）可知Ｖ１ 与Ｖ２ 同构．
１８２（原题２）　证 明 数 域 Ｆ 上 线 性 空 间 之 间 的 同 构 关 系 是 一 个 等 价 关

系．
证明　（１）因为任一线性空间Ｖ 到 自 身 的 恒 等 映 射 显 然 是 一 同 构 映 射，

所以同构关系具有反身性．
（２）设σ是线性空间Ｖ１ 到Ｖ２ 的同构映射，显然逆映射σ－１是Ｖ２ 到Ｖ１ 的

一个一一映射．另外，设α，β是Ｖ２ 中任意两个向量，于是

σσ－１（α＋β）＝α＋β＝σσ－１（α）＋σσ－１（β）＝σ（σ－１（α）＋σ－１（β）），
两边用σ－１作用，得

σ－１（α＋β）＝σ－１（α）＋σ－１（β）
并且

σσ－１（ｋα）＝ｋα＝ｋσσ－１（α）＝ｋσ（σ－１（α））＝σ（ｋσ－１（α）），
两边用σ－１作用，得

σ－１（ｋα）＝ｋσ－１（α）．
所以σ－１是Ｖ２ 到Ｖ１ 的同构映射，于 是 可 知，当Ｖ１ 与Ｖ２ 同 构 时，Ｖ２ 与Ｖ１ 同

构，即同构关系具有对称性．
（３）设线性空间Ｖ１ 与Ｖ２ 同构，Ｖ２ 与Ｖ３ 同构，则存在Ｖ１ 到Ｖ２ 的同构映

射σ和Ｖ２ 到Ｖ３ 的同构映射τ，显然τσ是Ｖ１ 到Ｖ３ 的一个一一映射．另外，对

Ｖ１ 中任意的向量α，β及任意常数ｋ，有

τσ（α＋β）＝τ（σ（α）＋σ（β））＝τσ（α）＋τσ（β），
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τσ（ｋα）＝τ（ｋσ（α））＝ｋτσ（α），
所以τσ也是Ｖ１ 到Ｖ３ 的同构映射，于是Ｖ１ 与Ｖ３ 同构，从而同构关系具有传

递性．
由以上讨论可知，数域Ｆ 上线性空间之间的同构关系是一个等价关系．
１８３（原题３）　证明实数域作为它自身上的线性空间与教材《线性代数》

第１８０页题４（２）中的线性空间同 构（提 示：证 明 由ａ ２ａ 定 义 的 映 射ｆ：Ｒ→
Ｒ＋ 是线性空间的同构）．

证明　设线性空间Ｒ 到线性空 间Ｒ＋ 的 映 射 为：ｆ：Ｒ→Ｒ＋ ，ａ ２ａ．首 先，
对任意的ａ，ｂ∈Ｒ 且ａ≠ｂ，有ｆ（ａ）＝２ａ，ｆ（ｂ）＝２ｂ，２ａ≠２ｂ，故ｆ：Ｒ→Ｒ＋ 是 单

射．对任意ｂ∈Ｒ＋ ，存在实数ａ＝ｌｎｂ
ｌｎ２∈Ｒ，使ｂ＝２ａ＝ｆ（ａ），从而ｆ也是满射．所

以ｆ是Ｒ 到Ｒ＋ 的一一映射．其次，对任意的ａ，ｂ∈Ｒ，ｆ（ａ＋ｂ）＝２ａ＋ｂ＝２ａ２ｂ＝
２ａ２ｂ＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）（为Ｒ 中定义的加法）．对任意的ａ∈Ｒ，ｋ∈Ｒ，ｆ（ｋａ）＝
２ｋａ＝（２ａ）ｋ＝ｋ·２ａ＝ｋ·ｆ（ａ）（·为 Ｒ＋ 中 定 义 的 数 乘 运 算）．所 以ｆ 是Ｒ 到

Ｒ＋ 的同构映射，即Ｒ 与Ｒ＋ 作为线性空间是同构的．

§１９　线性变换与相似矩阵

１９１（原题１）　设α是向 量 空 间Ｖ 中 的 一 个 固 定 向 量，试 判 别 下 列 变 换

是否为线性变换：
（１）犃（β）＝β＋α，β∈Ｖ；　（２）犃（β）＝α，β∈Ｖ．
解　（１）犃不是线性变换，这是因 为 对 任 意 的β，γ∈Ｖ，ｋ∈Ｆ，犃（β＋γ）＝

（β＋γ）＋α，犃（ｋβ）＝（ｋβ）＋α，而 犃（β）＋犃（γ）＝（β＋α）＋（γ＋α）＝（β＋γ）＋
２α，ｋ犃（β）＝ｋ（β＋α）＝ｋβ＋ｋα，从而 犃（β＋γ）≠犃（β）＋犃（γ），犃（ｋβ）≠ｋ犃（β）．

（２）犃也不是线性变换．这是因为对任意β，γ∈Ｖ，ｋ∈Ｆ，

犃（β＋γ）＝α≠犃（β）＋犃（γ）＝２α，

犃（ｋβ）＝α≠ｋ犃（β）＝ｋα．
１９２（原题２）　在Ｒ３ 中如下定义了两个变换：

（１）犃１

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

ｘ２
１

ｘ２＋ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎２
３

，　（２）犃２

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

２ｘ１－ｘ２

ｘ２＋ｘ３

２ｘ

烄

烆

烌

烎１

．

试问 犃１，犃２ 是否为Ｒ３ 上的线性变换？

解　（１）犃１ 不是Ｒ３ 上的线性变换．这是因为对任意
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α＝

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
∈Ｒ３，β＝

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
∈Ｒ３，ｋ∈Ｒ

犃１（α＋β）＝犃１

ｘ１＋ｙ１

ｘ２＋ｙ２

ｘ３＋ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝

（ｘ１＋ｙ１）２

（ｘ２＋ｙ２）＋（ｘ３＋ｙ３）

（ｘ３＋ｙ３）

烄

烆

烌

烎２

犃１（ｋα）＝犃１

ｋｘ１

ｋｘ２

ｋｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

ｋ２ｘ２
１

ｋ（ｘ２＋ｘ３）

ｋ２ｘ

烄

烆

烌

烎２
３

而

犃１（α）＋犃１（β）＝犃１

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＋犃１

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３

＝

ｘ２
１

ｘ２＋ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎２
３

＋

ｙ２
１

ｙ２＋ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎２
３

＝

ｘ２
１＋ｙ２

１

ｘ２＋ｘ３＋ｙ２＋ｙ３

ｘ２
３＋ｙ

烄

烆

烌

烎２
３

ｋ犃１（α）＝ｋ犃１

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝ｋ

ｘ２
１

ｘ２＋ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎２
３

＝

ｋｘ２
１

ｋ（ｘ２＋ｘ３）

ｋｘ

烄

烆

烌

烎２
３

即 犃１（α＋β）≠犃１（α）＋犃１（β）犃１（ｋα）≠ｋ犃１（α）

（２）首先 犃２ 是Ｒ３ 到 Ｒ３ 的 映 射，即 对 任 一α＝

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
∈Ｒ３，存 在 惟 一 的

犃２（α）＝

２ｘ１－ｘ２

ｘ２＋ｘ３

２ｘ

烄

烆

烌

烎１

∈Ｒ３ 与α对应．

其次，对任意α＝

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
∈Ｒ３，β＝

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
∈Ｒ３，ｋ∈Ｒ

犃２（α＋β）＝犃２

ｘ１＋ｙ１

ｘ２＋ｙ２

ｘ３＋ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝

２（ｘ１＋ｙ１）－（ｘ２＋ｙ２）

（ｘ２＋ｙ２）＋（ｘ３＋ｙ３）

２（ｘ１＋ｙ１

烄

烆

烌

烎）
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犃２（ｋα）＝犃２

ｋｘ１

ｋｘ２

ｋｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

２ｋｘ１－ｋｘ２

ｋ（ｘ２＋ｘ３）

２ｋｘ

烄

烆

烌

烎１

犃２（α）＋犃２（β）＝犃２

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＋犃２

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３

＝

２ｘ１－ｘ２

ｘ２＋ｘ３

２ｘ

烄

烆

烌

烎１

＋

２ｙ１－ｙ２

ｙ２＋ｙ３

２ｙ

烄

烆

烌

烎１

＝

２（ｘ１＋ｙ１）－（ｘ２＋ｙ２）

ｘ２＋ｘ３＋ｙ２＋ｙ３

２（ｘ１＋ｙ１

烄

烆

烌

烎）

ｋ犃２（α）＝ｋ犃２

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝ｋ

２ｘ１－ｘ２

ｘ２＋ｘ３

２ｘ

烄

烆

烌

烎１

＝

２ｋｘ１－ｋｘ２

ｋ（ｘ２＋ｘ３）

２ｋｘ

烄

烆

烌

烎１

于是 犃２（α＋β）＝犃２（α）＋犃２（β），犃２（ｋα）＝ｋ犃２（α），所 以 犃２ 是Ｒ３ 到Ｒ３ 的 线

性变换．
１９３（原题３）　 设 犃 是 ｎ 维 线 性 空 间 Ｖ 上 的 线 性 变 换，向 量 α∈Ｖ，

犃ｎ－１（α）≠０，但 犃 ｎ（α）＝０．求 证 犃 在 Ｖ 的 某 个 基 下 的 矩 阵 是

０ ０ … ０ ０
１ ０ … ０ ０
０ １ … ０ ０
   

０ ０ …

熿

燀

燄

燅１ ０

（提示：证明α，犃（α），…，犃ｎ－１（α）为Ｖ 的一个基）．

证明　首先证明α，犃（α），…，犃ｎ－１（α）为Ｖ 的一个基．因为Ｖ 是ｎ 维线性

空间，所以要证明α，犃（α），…，犃ｎ－１（α）是Ｖ 的一个基，只要 证 明ｎ个 向 量α，

犃（α），…，犃ｎ－１（α）线性无 关 即 可．用 反 证 法．设α，犃（α），…，犃ｎ－１（α）线 性 相

关，则 存 在 不 全 为 零 的 数 ｋ０，ｋ１，…，ｋｎ－１ ∈Ｆ，使 得 ｋ０α＋ｋ１犃（α）＋ …＋

ｋｎ－１犃ｎ－１（α）＝０．设ｋｉ 是第一个不等于零的系数，即ｋ０＝ｋ１＝ｋｉ－１＝０，ｋｉ≠０，则

ｋｉ犃ｉ（α）＋ｋｉ＋１犃ｉ＋１（α）＋…＋ｋｎ－１犃ｎ－１（α）＝０
两边施以变换 犃ｎ－ｉ－１，得

ｋｉ犃ｎ－１（α）＋ｋｉ＋１犃ｎ（α）＋…＋ｋｎ－１犃２ｎ－ｉ－２（α）＝０
由于 犃ｎ（α）＝０，从而ｋｉ犃ｎ－１（α）＝０，但 犃ｎ－１（α）≠０，所以ｋｉ＝０．与假设矛盾，

故α，犃（α），…，犃ｎ－１（α）线性无关，从而可作为ｎ维线性空间Ｖ 的一组基．又因

为犃（α）＝犃（α），犃（犃（α））＝犃２（α），…，犃（犃ｎ－２（α））＝犃ｎ－１（α），犃（犃ｎ－１（α））

＝犃ｎ（α）＝０．所以 犃在基α，犃（α），…，犃ｎ－１（α）下的矩阵为
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书书书

０ ０ … ０ ０
１ ０ … ０ ０
０ １ … ０ ０
   

０ ０ …

熿

燀

燄

燅１ ０

１９４（原题４） 求Ｒ３ 上线 性 变 换 犃

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

２ｘ１－ｘ２

ｘ２＋ｘ３

２ｘ

烄

烆

烌

烎１

在 基ε１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，ε２

＝
烄

烆

烌

烎

０
１
０

，ε３＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

下的过渡矩阵．

解 因为 犃（ε１）＝犃
烄

烆

烌

烎

１
０
０

＝
烄

烆

烌

烎

２
０
２

＝２ε１＋２ε３，犃（ε２）＝犃
烄

烆

烌

烎

０
１
０

＝
－１烄

烆

烌

烎
１
０

＝

－ε１＋ε２，犃（ε３）＝犃
烄

烆

烌

烎

０
０
１

＝
烄

烆

烌

烎

０
１
０

＝ε２

所以 犃在基ε１，ε２，ε３ 下的矩阵为

２ －１ ０
０ １ １

熿

燀

燄

燅２ ０ ０
１９５（原题６）　Ｒ３ 上线性变换 犃定义如下：

犃（η１）＝
－５烄

烆

烌

烎
０
３

，犃（η２）＝
０
－１

烄

烆

烌

烎６

，犃（η３）＝
－５
－１

烄

烆

烌

烎９

，其 中η１＝
－１烄

烆

烌

烎
０
２

，η２＝

烄

烆

烌

烎

０
１
１

，η３＝
３
－１

烄

烆

烌

烎０
．求线性变换 犃在基ε１＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０

，ε２＝
烄

烆

烌

烎

０
１
０

，ε３＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

下的矩阵．

解 因为｜η１，η２，η３｜＝
－１ ０ ３
０ １ －１
２ １ ０

＝－７≠０所以η１，η２，η３ 线性 无

关，从而η１，η２，η３ 也是Ｒ３ 中的一组基，且（η１，η２，η３）＝（ε１，ε２，ε３）Ｐ，其 中

Ｐ＝
－１ ０ ３
０ １ －１

熿

燀

燄

燅２ １ ０

是从基ε１，ε２，ε３ 到基η１，η２，η３ 的过渡矩阵．由已知条件，
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犃（η１，η２，η３）＝（ε１，ε２，ε３）
－５ ０ －５
０ －１ －１

熿

燀

燄

燅３ ６ ９

，所以

犃（ε１，ε２，ε３）＝犃（（η１，η２，η３）Ｐ－１）＝（犃（η１，η２，η３））Ｐ－１

＝（ε１，ε２，ε３）
－５ ０ －５
０ －１ －１

熿

燀

燄

燅３ ６ ９
Ｐ－１

＝（ε１，ε２，ε３）
－５ ０ －５
０ －１ －１

熿

燀

燄

燅３ ６ ９

－１
７ －３

７
３
７

２
７

６
７

１
７

２
７ －１

７

熿

燀

燄

燅
１
７

＝（ε１，ε２，ε３）
１
７

－５ ２０ －２０
－４ －５ －２

熿

燀

燄

燅２７ １８ ２４

故 犃在基ε１，ε２，ε３ 下的矩阵为１
７

－５ ２０ －２０
－４ －５ －２

熿

燀

燄

燅２７ １８ ２４
．

１９６（原题 ７） 已 知 Ｒ３ 上 线 性 变 换 犃 在 基η１＝
－１烄

烆

烌

烎
１
１

，η２＝
１
０
－

烄

烆

烌

烎１
，

η３＝
烄

烆

烌

烎

０
１
１

下的矩阵是

１ ０ １
１ １ ０
－

熿

燀

燄

燅１ ２ １

，求线性变 换 犃在 基ε１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，ε２＝
烄

烆

烌

烎

０
１
０

，

ε３＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

下的矩阵．

解 由已知条件得 犃（η１，η２，η３）＝（η１，η２，η３）
１ ０ １
１ １ ０
－

熿

燀

燄

燅１ ２ １

，

因为 （η１，η２，η３）＝（ε１，ε２，ε３）
－１ １ ０
１ ０ １
１ －

熿

燀

燄

燅１ １

，

—０７—



令Ｐ＝
－１ １ ０
１ ０ １
１ －

熿

燀

燄

燅１ １

， 所以

犃（ε１，ε２，ε３）＝犃（（η１，η２，η３）Ｐ－１）

＝（犃（η１，η２，η３））Ｐ－１＝（η１，η２，η３）
１ ０ １
１ １ ０
－

熿

燀

燄

燅１ ２ １
Ｐ－１

＝（ε１，ε２，ε３）Ｐ
１ ０ １
１ １ ０
－

熿

燀

燄

燅１ ２ １
Ｐ－１

＝（ε１，ε２，ε３）
－１ １ ０
１ ０ １
１ －

熿

燀

燄

燅１ １

１ ０ １
１ １ ０
－

熿

燀

燄

燅１ ２ １

－１ １ －１
０ １ －１

熿

燀

燄

燅１ ０ １

＝（ε１，ε２，ε３）
－１ １ －２
２ ２ ０

熿

燀

燄

燅３ ０ ２

故 犃在基ε１，ε２，ε３ 下的矩阵为

－１ １ －２
２ ２ ０

熿

燀

燄

燅３ ０ ２
．

１９７ （原 题 ８） 设 ＡＢ ＝ ＢＣ， 其 中 Ｃ ＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

Ｂ＝

１ ａ ｂ ｃ
０ １ ａ ｂ
０ ０ １ ａ

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

，求Ａ９９．

解 因为｜Ｂ＝１｜，所以Ｂ 可 逆，从 而 由ＡＢ＝ＢＣ 可 知Ａ＝ＢＣＢ－１，于 是

Ａ９９＝（ＢＣＢ－１）９９＝ＢＣ９９Ｂ－１，而Ｃ３＝０，所以Ａ９９＝ＢＣ９９Ｂ－１＝Ｂ０Ｂ－１＝０．

１９８（原题９） 已知４阶方阵Ｄ 相似于矩阵Ｑ，其中Ｑ＝

１ １ １ １
０ ２ ２ ２
０ ０ ３ ３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ４

，

求｜Ｄ＋２Ｅ｜．
—１７—



解 因为矩阵Ｄ 相似于矩 阵Ｑ，所 以 存 在 可 逆 矩 阵Ｐ，使 Ｄ＝Ｐ－１ＱＰ，从

而｜Ｄ＋２Ｅ｜＝｜Ｐ－１ＱＰ＋２Ｅ｜＝｜Ｐ－１（Ｑ＋２Ｅ）Ｐ｜＝｜Ｐ－１｜｜Ｑ＋２Ｅ｜｜Ｐ｜＝｜Ｑ＋
２Ｅ｜＝３６０．

１９９（原题１０） 设 犃是ｎ维线性空间Ｖ 上 的 线 性 变 换，证 明：如 果 犃在

Ｖ 的任意一个基下的矩阵都相同，那么 犃是数乘变换．
证明　设 犃在Ｖ 的一个基α１，…，αｎ 下的矩阵为Ａ，Ｘ 为任一ｎ 阶可逆矩

阵，令（β１，…，βｎ）＝（α１，…，αｎ）Ｘ，则β１，…，βｎ 也 是Ｖ 的 一 个 基．因 而 犃 在

β１，…，βｎ 下的矩阵为Ｘ－１ＡＸ＝Ａ，即ＡＸ＝ＸＡ，也就是Ａ 与一切ｎ 阶可逆矩

阵可交换，所以Ａ 是数乘矩阵，从而 犃是一个数乘变换．

§２０ 特征值、特征向量与可对角化条件

２０１（原题２）　设３阶矩阵Ａ 的特 征 值 为λ１＝１，λ２＝０，λ３＝－１，对 应 的

特征向量依次为α１＝
烄

烆

烌

烎

１
２
２

，α２＝
２
－２

烄

烆

烌

烎１

，α３＝
－２
－１

烄

烆

烌

烎２

，求矩阵Ａ．

解 因为３阶矩阵Ａ 有３个 不 同 的 特 征 值，所 以Ａ 可 对 角 化，即 存 在 可

逆矩阵Ｐ＝（α１，α２，α３），使Ｐ－１ＡＰ＝

λ１ ０ ０

０ λ２ ０

０ ０ λ

熿

燀

燄

燅３
，从而

Ａ＝Ｐ

λ１ ０ ０

０ λ２ ０

０ ０ λ

熿

燀

燄

燅３
Ｐ－１＝

１ ２ －２
２ －２ －１

熿

燀

燄

燅２ １ ２

１ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

１ ２ －２
２ －２ －１

熿

燀

燄

燅２ １ ２

－１

＝１
９

１ ０ ２
２ ０ １
２ ０ －

熿

燀

燄

燅２

１ ２ ２
２ －２ １
－２ －

熿

燀

燄

燅１ ２
＝１

３

－１ ０ ２
０ １ ２

熿

燀

燄

燅２ ２ ０

２０２（原题３）　设矩阵Ａ＝
３ １ ０
－４ －１ ０
４ －

熿

燀

燄

燅８ ２

，Ｂ＝
３ ４［ ］５ ２

，问Ａ，Ｂ 可否对

角化？如果可以对角化，求出可逆阵Ｐ使Ｐ－１ＡＰ或Ｐ－１ＢＰ为对角阵．

解 由于 ΔＡ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜＝
λ－３ －１ ０
４ λ＋１ ０
－４ ８ λ－２

＝（λ－２）（λ－１），所

—２７—



以Ａ 的全部特征值为λ１＝１，λ２＝２．
对于λ１＝１，解齐次线性方程组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，由

Ｅ－Ａ＝
－２ －１ ０
４ ２ ０
－４ ８ －

熿

燀

燄

燅１
→

１ ０ １
２０

０ １ －１
１０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

可知（Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系由α１＝
－１
２

烄

烆

烌

烎２０

组成，所以Ａ 的属于特征值λ１＝１

的全部特征向量为ｋ
－１
２

烄

烆

烌

烎２０

，ｋ为 任 意 非 零 复 数．λ１＝１的 代 数 重 数 为２，而

几何重数为１，所以Ａ 不可对角化．

ΔＢ（λ）＝｜λＥ－Ｂ｜＝
λ－３ －４
－５ λ－２

＝（λ＋２）（λ－７），所以Ｂ 的全部特征

值为λ１＝－２，λ２＝７．２阶矩阵Ｂ 有２个互不相同的特征值，故Ｂ 可对角化．
对于λ１＝－２，解齐次线性方程组（－２Ｅ－Ｂ）Ｘ＝０，得其基础解系为α１

＝
－４（ ）５

，从而Ｂ 的 属 于 特 征 值λ１＝－２的 全 部 特 征 向 量 为ｋ１
－４（ ）５

，ｋ１∈

Ｃ，对于λ２＝７，解 齐 次 线 性 方 程 组（７Ｅ－Ｂ）Ｘ＝０，得 其 基 础 解 系 为α２＝

（）１
１

，从而Ｂ 的属于特征值λ１＝－２的全部特征向量为ｋ２（）１
１

，ｋ２∈Ｃ，令Ｐ＝

（α１，α２）＝
－４ １［ ］５ １

，则Ｐ可逆，且Ｐ－１ＢＰ＝
－２ ０［ ］０ ７

．

２０３（原题４） 设Ａ＝
１ ４ ２
０ －３ ４

熿

燀

燄

燅０ ４ ３

，求（１）Ａ１０，（２）Ａ１０的特征值和特

征向量．

解　 （１）ΔＡ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －４ －２
０ λ＋３ －４
０ －４ λ－３

＝（λ－１）（λ－５）（λ＋

５），所以Ａ 的全部特征值为λ１＝１，λ２＝５，λ＝－５，从而三阶矩阵Ａ 可对角化．
对于λ１＝１，解齐次线性方程组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到属于特征值λ１＝１的
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线性无关的特征向量为α１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，对于λ２＝５，解齐次线性方程组（５Ｅ－Ａ）Ｘ

＝０，得到属 于 特 征 值λ２＝５的 线 性 无 关 的 特 征 向 量 为α２＝
烄

烆

烌

烎

２
１
２

，对 于λ３＝

－５，解齐次线性方程组（－５Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到属于特征值λ３＝－５的线 性

无关的特征向量为α３＝
１
－２

烄

烆

烌

烎１
．

令 Ｐ ＝ （α１，α２，α３ ）＝
１ ２ １
０ １ －２

熿

燀

燄

燅０ ２ １

， 则 Ｐ 可 逆，且 Ｐ－１ ＡＰ ＝

１ ０ ０
０ ５ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅５
．从而Ａ＝Ｐ

１ ０ ０
０ ５ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅５
Ｐ－１，

Ａ１０＝Ｐ
１ ０ ０
０ ５ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅５

１０

Ｐ－１

＝
１ ２ １
０ １ －２

熿

燀

燄

燅０ ２ １

１ ０ ０

０ ５１０ ０

０ ０ （－５）

熿

燀

燄

燅１０

１ ０ －１

０ １
５

２
５

０ －２
５

熿

燀

燄

燅
１
５

＝
１ ０ ５１０－１

０ ５１０ ０

０ ０ ５

熿

燀

燄

燅１０

（２）若λ是Ａ 的特征值，α 是Ａ 的属于λ 的特征向量，易证Ａ１０的 特 征

值是λ１０，而Ａ１０的属于λ１０的特征向量仍是α．因此由（１）可知，Ａ１０的特征值分

别是１，５１０，５１０，且 Ａ１０的 属 于 特 征 值１的 特 征 向 量 是α１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，属 于 特 征 值

５１０的特征向量是α２＝
烄

烆

烌

烎

２
１
２

和α３＝
１
－２

烄

烆

烌

烎１
．
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２０４（原题５） 设Ａ是ｎ阶矩阵，且Ａ２＝Ａ，证明Ａ的特征值只能是０和１．
证明 设λ是矩阵Ａ 的一个特征值，α是Ａ 的属于特征值λ 的特征向量，

则α也是Ａ２ 的属于特征 值λ２ 的 特 征 向 量．由Ａ２＝Ａ 可 得Ａ２α＝Ａα，从 而

λ２α＝λα，（λ２－λ）α＝０，由于特征向量α≠０，所以（λ２－λ）＝０，于是λ的取值只

能是０和１．
２０５（原题６） 设Ａ 是ｎ 阶矩阵，如果存在正整数ｋ使Ａｋ＝０，那么，Ａ 称

为幂零矩阵．证明Ａ 是幂零矩阵 时，Ａ 的 特 征 值 全 为 零．如 果 进 一 步 假 设Ａ
是非零的幂零矩阵，证明Ａ 一定不可以对角化．

证明 设Ａｋ＝０，λ为Ａ 的任一特 征 值，α 是Ａ 的 属 于 特 征 值λ 的 特 征 向

量，由Ａα＝λα 可得：０＝Ａｋα＝λｋα，所 以λｋ＝０，从 而λ＝０．进 一 步，若Ａ≠０，

且Ａｋ＝０，假 设 Ａ 可 对 角 化，即 Ａ 相 似 于 一 个 对 角 阵，则 存 在 可 逆 阵 Ｔ 使

Ｔ－１ＡＴ＝
０


熿

燀

燄

燅０
，从而Ａ＝０，有矛盾，证毕．

２０６（原题７） 求ｎ阶矩阵Ａ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
   

０ ０ ０ … １
１ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

的特征值．

解　ΔＡ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜＝

λ －１ ０ … ０
０ λ －１ … ０
   

０ ０ ０ … －１
－１ ０ ０ … λ

＝λｎ－１（按 第 一 列

展开），所以λｎ＝１，从而Ａ 的所有特征值为λｋ＝ｃｏｓ２ｋπ
ｎ ＋ｉｓｉｎ２ｋπ

ｎ
，ｋ＝１，２，

…，ｎ．
２０７（原题８）　设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，证明ｔｒ（ＡＢ）＝ｔｒ（ＢＡ）．

证法１：由
Ｅ －Ａ
０ λ［ ］Ｅ

Ａ λＥ［ ］Ｅ Ｂ
＝

０ λＥ－ＡＢ
λＥ λ［ ］Ｂ

两边取行列式得：

λｎ Ａ λＥ
Ｅ Ｂ

＝λｎ（－１）ｎ｜λＥ－ＡＢ｜ （２０１）

同理，由
Ｅ ０
－Ｂ λ［ ］Ｅ

Ａ λＥ［ ］Ｅ Ｂ
＝

Ａ λＥ
λＥ－ＢＡ［ ］０

得：
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λｎ Ａ λＥ
Ｅ Ｂ

＝λｎ（－１）ｎ｜λＥ－ＢＡ｜ （２０２）

比较式２０１，式２０２即得｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＢＡ｜，从 而ＡＢ 与ＢＡ 有 相 同 的

特征值，又因为ｔｒ（ＡＢ）等于ＡＢ 所有特征值之和，ｔｒ（ＢＡ）等于ＢＡ 所有特征值

之和，所以ｔｒ（ＡＢ）＝ｔｒ（ＢＡ）．
证法２：ｔｒ（ＡＢ）等于ＡＢ 主对角元素之和，ｔｒ（ＢＡ）等于ＢＡ 主 对 角 元 素 之

和，可参考习题１３（１）的证明．
２０８（原题９） 设α是ｎ 阶矩阵Ａ 和Ｂ 的特征向量，证明α也是ｎ 阶矩

阵ａＡ＋ｂＢ 的特征向量，这里ａ，ｂ是任意复数．
证明　α是Ａ 的属于特征值λ 的特征向量，是Ｂ 的属于特征值μ 的特征

向量，即Ａα＝λα，Ｂα＝μα，则

（ａＡ＋ｂＢ）α＝ａＡα＋ｂＢα＝ａλα＋ｂμα＝（ａλ＋ｂμ）α
即α是ａＡ＋ｂＢ 的属于特征值ａλ＋ｂμ的特征向量．

２０９（原题１０） 设Ａ＝
１ α β
α １ １

β

熿

燀

燄

燅１ １

与Λ＝
０ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ２

相似，求α，β．

解 因为Ａ 与Λ 相似，所以Ａ 与Λ 有相同的特征值０，１，２，

于是｜Ａ｜＝
１ α β
α １ １

β １ １
＝（β－α）（α－β）＝０×１×２＝０，从而α＝β．

又由 ΔＡ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －α －α
－α λ－１ －１
－α －１ λ－１

＝λ（λ２－３λ＋２－２α２）可

知，λ＝１和λ＝２是方程λ２－３λ＋２－２α２＝０的根，将λ＝１或λ＝２代入此方

程得α＝０，所以α＝β＝０．

２０１０（原题１１） 设Ａ＝
２ ０ ０
０ ３ ａ
０ ａ

熿

燀

燄

燅３
（ａ＞０），求 参 数ａ 与 可 逆 阵Ｐ，使

Ｐ－１ＡＰ＝
１ ０ ０
０ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ５
．

解 由题 设 可 知 Ａ～
１ ０ ０
０ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ５

，从 而 Ａ 有 特 征 值１，２，５．由｜Ａ｜＝
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２ ０ ０
０ ３ ａ
０ ａ ３

＝２（９－ａ２）＝１×２×５ 得ａ＝２．

对于λ１＝１，解齐次线性方 程 组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性 无 关 的 特 征 向

量为α１＝
０
－１

烄

烆

烌

烎１

，对于λ２＝２，解齐 次 线 性 方 程 组（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性

无关的特征向量为α２＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，对于λ３＝５，解齐次线性方程组（５Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，

得到线性无关的特征向量为α３＝
烄

烆

烌

烎

０
１
１

．

令Ｐ＝（α１，α２，α３）＝
０ １ ０
－１ ０ １

熿

燀

燄

燅１ ０ １

，｜Ｐ｜＝２≠０，则Ｐ可逆，且有Ｐ－１ＡＰ＝

１ ０ ０
０ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ５
．

２０１１（原题１２）　已知矩阵Ａ＝
２ ０ ０
０ ０ １
０ １

熿

燀

燄

燅ｘ
与Ｂ＝

２ ０ ０
０ ｙ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
相似，求

（１）ｘ与ｙ；（２） 一个满足Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ 的可逆阵Ｐ．
解　 （１） 因 为 Ａ 与Ｂ 相 似，所 以｜Ａ｜＝｜Ｂ｜，ｔｒ（Ａ）＝ｔｒ（Ｂ），于 是 有

２＋ｘ＝１＋ｙ
－２＝－２｛ ｙ

解此方程组得
ｘ＝０

ｙ＝｛ １
．

（２）因为Ａ 与Ｂ 相似，所 以Ａ 与Ｂ 有 相 同 的 特 征 值２，１，－１，类 似 于 第

２０１０题可求得Ｐ．
对于λ１＝２，解齐次线性方程组（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性 无 关 的 特 征 向

量为α１＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，对于λ２＝１，解齐次线性方程组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到线性无关

的特征向量为α２＝
烄

烆

烌

烎

０
１
１

，对于λ３＝－１，解 齐 次 线 性 方 程 组（－Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，
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得到线性无关的特征向量为α３＝
０
１
－

烄

烆

烌

烎１
．

令Ｐ＝（α１，α２，α３）＝
１ ０ ０
０ １ １
０ １ －

熿

燀

燄

燅１
，则Ｐ可逆，且有Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．

§２１ 向量的内积与欧氏空间

２１１（原题１） 已知α＝

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
，β＝

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
，以 下 哪 些 代 数 运 算（，）定 义 了

Ｒ３ 上的一个内积？

（１）（α，β）＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３＋２ｘ２ｙ３－２ｘ３ｙ２；
（２）（α，β）＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３－２ｘ２ｙ３－２ｘ３ｙ２；
（３）（α，β）＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３－ｘ２ｙ３－ｘ３ｙ２；

（４）（α，β）＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３－
１
２ｘ２ｙ３－

１
２ｘ３ｙ２；

（５）（α，β）＝ｘ２
１ｙ２

１＋ｘ２
２ｙ２

２＋ｘ２
３ｙ２

３．
解 要验证上述代数运算（，）是否定义了Ｒ３ 上的一个内积，只要验证这

些代数运算是否满足教材《线性代数》第２３４页定义２１．１中的３条性质即可．
对于（１）中定义的代数运算，因为（β，α）＝ｙ１ｘ１＋ｙ２ｘ２＋ｙ３ｘ３＋２ｙ２ｘ３－２ｙ３ｘ２

＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ３ｙ３＋２ｘ３ｙ２－２ｘ２ｙ３≠（α，β），故（１）中定义的代数运算不是

Ｒ３ 上的一个内积．类似地可 验 证（２）与（３）中 的 定 义 的 代 数 运 算 都 不 满 足 定

义２１．１中的第３条性质，（５）中定义的代数运算不满足定义２１．１中的第２条

性质，故它们都不是Ｒ３ 上的一个内积，只有（４）中定义的代 数 运 算 才 是Ｒ３ 上

的一个内积．

２１２（原 题 ２） 证 明 对 于 任 意 实 数 ａ１，ａ２，…，ａｎ，有 
ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ｜ ≤

ｎ（ａ２
１＋ａ２

２＋…＋ａ２
ｎ槡 ）．

证明 对于任意α＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｒｎ，β＝

ｙ１

ｙ２



ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｒｎ，定 义Ｒｎ 上 的 一 个 内 积 为
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（α，β）＝αＴβ ＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋…＋ｘｎｙｎ．设α＝

｜ａ１｜

｜ａ２｜


｜ａｎ

烄

烆

烌

烎｜

∈Ｒｎ，β＝

１
１


烄

烆

烌

烎１

∈Ｒｎ，则

｜（α，β）｜＝｜ａ１｜＋｜ａ２｜＋…＋｜ａｎ｜，｜｜α｜｜＝ （α，α槡 ）＝ ａ２
１＋ａ２

２＋…＋ａ２槡 ｎ，｜｜β｜｜

＝ （α，β槡 ）＝槡ｎ．
由柯西布涅雅柯夫斯基不等式有｜（α，β）｜≤｜｜α｜｜·｜｜β｜｜，于是


ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ｜≤ ｎ（ａ２

１＋ａ２
２＋…＋ａ２

ｎ槡 ）．

２１３（原题３） 在Ｒ４ 中求出向量α，β的夹角α，β^．

（１）α＝

烄

烆

烌

烎

２
１
３
２

，β＝

１
２
－２

烄

烆

烌

烎１

；　　　（２）α＝

烄

烆

烌

烎

１
１
１
２

，β＝

３
１
－１

烄

烆

烌

烎０

．

解　（１）因 为ｃｏｓα，β^＝
（α，β）

｜｜α｜｜·｜｜β｜｜
＝ αＴβ

αＴ槡 α βＴ槡 β
＝ ０

αＴ槡 α βＴ槡 β
＝

０，所以，α，β^＝π
２．

（２）因为ｃｏｓα，β^＝
（α，β）

｜｜α｜｜·｜｜β｜｜
＝ αＴβ

αＴ槡 α βＴ槡 β
＝ ３
槡槡７ １１

＝ ３
槡７７

，所

以，α，β^＝ａｒｃｃｏｓ 槡３ ７７
７７ ．

２１４（原题４） 证明在欧氏空间Ｖ 中，对于任意的α，β∈Ｖ，都有

（１）｜｜α＋β｜｜２＋｜｜α－β｜｜２＝２｜｜α｜｜２＋２｜｜β｜｜２；

（２）（α，β）＝１
４｜｜α＋β｜｜２－１

４｜｜α－β｜｜２；

（３）｜｜α｜｜－｜｜β｜｜≤｜｜α－β｜｜．
证明　（１）因为｜｜α＋β｜｜２＝（α＋β，α＋β）＝（α，α）＋２（α，β）＋（β，β）＝

｜｜α｜｜２＋２（α，β）＋｜｜β｜｜２，｜｜α－β｜｜２＝（α－β，α－β）＝（α，α）－２（α，β）＋（β，

β）＝｜｜α｜｜２－２（α，β）＋｜｜β｜｜２，
所以，｜｜α＋β｜｜２＋｜｜α－β｜｜２＝２｜｜α｜｜２＋２｜｜β｜｜２．
（２）由（１）可知，｜｜α＋β｜｜２－｜｜α－β｜｜２＝（｜｜α｜｜２＋２（α，β）＋｜｜β｜｜２）－

（｜｜α｜｜２－２（α，β）＋｜｜β｜｜２）＝４（α，β），

所以，（α，β）＝１
４｜｜α＋β｜｜２－１

４｜｜α－β｜｜２．
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（３）由柯西布涅雅柯夫斯基不等式有｜（α，β）｜≤｜｜α｜｜·｜｜β｜｜，等式成

立，当且仅当α与β 线性相关．于是

｜｜α｜｜２＋｜｜β｜｜２－２｜｜α｜｜｜｜β｜｜≤｜｜α｜｜２＋｜｜β｜｜２－２（α，β），
（｜｜α｜｜－｜｜β｜｜）２≤ （α－β，α－β）＝｜｜α－β｜｜２

所以，｜｜α｜｜－｜｜β｜｜≤｜｜｜α｜｜－｜｜β｜｜｜≤｜｜α－β｜｜．
２１５（原题５） 设Ｖ 为欧氏空间，证明：
（１）对任意的ｖ∈Ｖ，必有（０，ｖ）＝０；
（２）对任意的ｖ∈Ｖ，（α，ｖ）＝０，必有α＝０；
（３）向量α，β∈Ｖ，α＝β当且仅当（α，ｖ）＝（β，ｖ）对所有的ｖ∈Ｖ 成立．
证明　（１）反证法．假设对任意的ｖ∈Ｖ，（０，ｖ）≠０，则 存 在 非 零 常 数ａ，

使（０，ｖ）＝ａ，由柯西布涅雅柯夫斯基不等式有｜（０，ｖ）｜≤｜｜０｜｜·｜｜ｖ｜｜＝０，
即｜ａ｜≤０，有矛盾．故对任意的ｖ∈Ｖ，必有（０，ｖ）＝０．

（２）因为对任意的ｖ∈Ｖ 都有（α，ｖ）＝０，所以（α，α）＝０从而α＝０．
（３）若α＝β，则（α，ｖ）＝（β，ｖ）对 所 有 的ｖ∈Ｖ 成 立．反 之，若 对 所 有 的ｖ

∈Ｖ，（α，ｖ）＝（β，ｖ）成立，则对所有的ｖ∈Ｖ，（α－β，ｖ）＝０也成立．由（２）可知

α－β＝０，即α＝β．
２１６（原题６） 设向量组α１，α２，…，αｎ 是欧氏空间Ｖ 中的一个基，β是Ｖ

中任意一个向量，如果β与每个αｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）都正交，那么β＝０．
证明 因为α１，α２，…，αｎ 是Ｖ 的一个基，而β是Ｖ 中任意一个向量，所以

存在一组常数ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ 使β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｎαｎ＝ 
ｎ

ｉ＝１ｋｉαｉ，又由β与

每个αｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）都正交可得

（β，β）＝（β，
ｎ

ｉ＝１
ｋｉαｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｋｉ（β，αｉ）＝０

所以β＝０．
２０７（原题７） 在欧氏空间Ｒ４ 中求一个单位向量ε，使它与

α＝

１
１
－１

烄

烆

烌

烎１

，β＝

１
－１
－１

烄

烆

烌

烎１

，γ＝

烄

烆

烌

烎

２
１
１
３

都正交．

解 取Ｒ４ 中的一个内积为（ｕ，ｖ）＝ｕＴｖ，其中ｕ，ｖ是Ｒ４ 中任意两个向量．
设向量η与α，β，γ都正交，即αＴη＝０，βＴη＝０，γＴη＝０，从而η 是齐次线性

方程组

αＴ

βＴ

γ

烄

烆

烌

烎Ｔ
Ｘ＝０的一 个 非 零 解 向 量．解 此 线 性 方 程 组 得 它 的 基 础 解 系 为
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ξ＝

４
０
１
－

烄

烆

烌

烎３

，取η＝ξ，则ε＝ η
｜｜η｜｜

＝ １
槡２６

４
０
１
－

烄

烆

烌

烎３

为所求的单位向量．

２１８（原题８） 已知向 量α１＝

１
３

－２
３

烄

烆

烌

烎

０
２
３

，α２＝

－２
３

烄

烆

烌

烎

０
２
３
１
３

，求 一 个４阶 正 交

阵Ｔ，它以α１，α２ 为它的两个列向量．
解 设正交阵Ｔ＝（α１，α２，α３，α４），则α１，α２，α３，α４ 两两正交，且｜｜α３｜｜＝

１，｜｜α４｜｜＝１．因 此α３，α４ 应 该 满 足 线 性 方 程 组
αＴ

１

αＴ（ ）
２

Ｘ＝０．解 此 线 性 方 程

组，得它的 基 础 解 系 为ξ１＝

烄

烆

烌

烎

２
１
２
０

，ξ２＝

烄

烆

烌

烎

２
５
０
４

将ξ１，ξ２ 正 交 化 得：η１＝ξ１＝

烄

烆

烌

烎

２
１
２
０

，η２ ＝ξ２ －
（ξ２，η１）
（η１，η１）η１ ＝

０
４
－２

烄

烆

烌

烎４

， 于 是 可 取 α３ ＝ η１

｜｜η１｜｜
＝ １

３

烄

烆

烌

烎

２
１
２
０

，

α４＝
η２

｜｜η２｜｜
＝１

３

０
２
－１

烄

烆

烌

烎２

．此时得

Ｔ＝（α１，α２，α３，α４）＝
１
３

１ －２ ２ ０
－２ ０ １ ２
０ ２ ２ －１

熿

燀

燄

燅２ １ ０ ２

２１９（原题１０） 设ε１，ε２，ε３，ε４ 是４维 欧 氏 空 间Ｒ４ 中 一 个 标 准 正 交 基，

α１＝ε１＋ε４，α２＝ε１－ε２＋ε４，α３＝２ε１＋ε２＋ε３，求α１，α２，α３ 张 成 的 子 空 间

Ｖ（α１，α２，α３）的一个标准正交基．

—１８—



解　α１＝ε１＋ε４＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０
１

，α２＝ε１－ε２＋ε４＝

１
－１

烄

烆

烌

烎
０
１

，α３＝２ε１＋ε２＋ε３＝

烄

烆

烌

烎

２
１
１
０

，易证α１，α２，α３ 本身是线性无关的，从而α１，α２，α３ 是Ｖ（α１，α２，α３）的一

个基．要求Ｖ（α１，α２，α３）的一个标准正交基，只要将α１，α２，α３ 标准正交化即

可．令β１＝α１，β２＝α２－
（α２，β１）
（β１，β１）β１＝

０
－１

烄

烆

烌

烎
０
０

，β３＝α３－
（α３，β１）
（β１，β１）β１－

（α３，β２）
（β２，β２）β２＝

１
０
１
－

烄

烆

烌

烎１

，取 η１ ＝ β１

｜｜β１｜｜
＝ １

槡２

烄

烆

烌

烎

１
０
０
１

，η２ ＝ β２

｜｜β２｜｜
＝

０
－１

烄

烆

烌

烎
０
０

，η３ ＝ β３

｜｜β３｜｜

＝１
槡３

１
０
１
－

烄

烆

烌

烎１

．

２１１０（原题１１） 求齐次线性方程组
２ｘ１＋ｘ２－ｘ３＋ｘ４－３ｘ５ ＝０

ｘ１＋ｘ２－ｘ３＋ｘ５ ＝｛ ０
的解空

间的一个标准正交基．
解 对齐次线性方程组的系数矩阵Ａ 作行初等变换

Ａ＝
２ １ －１ １ －３
１ １ －［ ］１ ０ １

→
若干次行初等变换 １ ０ ０ １ －４

０ １ －１ －［ ］１ ５

得此齐次线性方 程 组 的 基 础 解 系 为ξ１＝

烄

烆

烌

烎

０
１
１
０
０

，ξ２＝

－１烄

烆

烌

烎

１
０
１
０

，ξ３＝

４
－５

烄

烆

烌

烎

０
０
１

，将

ξ１，ξ２，ξ３ 正交化得：
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α１＝ξ１，α２＝ξ２－
（ξ２，α１）
（α１，α１）

α１＝

－１
１
２

－１
２

烄

烆

烌

烎
１
０

，

α３＝ξ３－
（ξ３，α１）
（α１，α１）

α１－
（ξ３，α２）
（α２，α２）

α２＝

７
５

－６
５

６
５
１３

烄

烆

烌

烎
５
１

，

取 η１ ＝ α１

｜｜α１｜｜
＝ １

槡２

烄

烆

烌

烎

０
１
１
０
０

，η２ ＝ α２

｜｜α２｜｜
＝ 槡１０

１０

－２
１
－１

烄

烆

烌

烎
２
０

，η３ ＝ α３

｜｜α３｜｜

＝ 槡３１５
３１５

７
－６
６
１３

烄

烆

烌

烎５

．

则η１，η２，η３ 即为线性方程组的解空间的一个标准正交基．
２１１１（原题１２） 证明：实的上三角矩阵是正交阵时，它一定是对角阵，并

且对角线上元素为１或－１．
证明 设Ａ 是一个实上 三 角 矩 阵，且 为 正 交 阵，即 有 ＡＴ＝Ａ－１．但 由 于

上三角矩阵的转置矩阵ＡＴ 为下三角矩阵，而其逆矩阵Ａ－１仍是上三角矩阵．
故ＡＴ 既是上三角又是下三角矩阵，从而ＡＴ 必为对角阵．因此Ａ 为对角阵．

设Ａ＝

ａ１ ０ … ０

０ ａ２ … ０
  

０ ０ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎ

，由于ＡＴＡ＝Ｅ，故得ａ２
ｉ＝１，ｉ＝１，２，…，ｎ 从而ａｉ
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＝±１．即Ａ 的对角线上元素为１或－１．
２１１２（原题１３） 设Ａ 是 一 个 实 矩 阵，证 明：Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴ）＝

Ｒ（ＡＡＴ）．
证明　 由于Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴ），因此只要证明Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴＡ）．
设有方程组 ＡＸ＝０ 与 ＡＴＡＸ＝０，显 然 ＡＸ＝０的 解 是 ＡＴＡＸ＝０的 解；

反之，设Ｘ０ 是ＡＴＡＸ＝０的解，则０＝ＸＴ
０ＡＴＡＸ０＝（ＡＸ０）Ｔ（ＡＸ０），由 于ＡＸ０

是实矩阵，得ＡＸ０＝０．即ＡＴＡＸ＝０的解也是ＡＸ＝０的解，从而方程组ＡＸ＝０
与ＡＴＡＸ＝０是同解方程组．设 ＡＸ＝０的 解 空 间 为 Ｗ１，ＡＴＡＸ＝０的 解 空 间

为Ｗ２，则Ｗ１ 的维数等于ｎ－Ｒ（Ａ），Ｗ２ 的维数等于ｎ－Ｒ（ＡＴＡ）．由Ｗ１＝Ｗ２

可得ｎ－Ｒ（Ａ）＝ｎ－Ｒ（ＡＴＡ），即Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴＡ）．

§２２　实对称矩阵及其对角化

２１１（原题２） 设方阵Ａ＝
１ －２ －４
－２ ｘ １
－４ －

熿

燀

燄

燅２ １

与Λ＝
５ ０ ０
０ ｙ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅４
相 似，

求

（１）ｘ与ｙ；
（２）求正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝ＴＴＡＴ＝Λ．
解　（１）因 为 Ａ 与Λ 相 似， 所 以｜Ａ｜＝｜Λ｜，ｔｒ（Ａ）＝ｔｒ（Λ），于 是 有

２＋ｘ＝１＋ｙ
３ｘ＋８＝４｛ ｙ

．解此方程组得
ｘ＝４

ｙ＝｛ ５
．

（２）由Ａ 与Λ 相似可知，Ａ 与Λ 有相同的特征值λ１＝λ２＝５，λ３＝－４．
对于λ１＝λ２＝５，解齐次线性方 程 组（５Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性 无 关 的 特

征向 量 为ξ１＝
１
２
－

烄

烆

烌

烎２
，ξ２＝

－１烄

烆

烌

烎
０
１

， 将ξ１，ξ２ 正 交 化 得：α１＝ξ１，α２＝ξ２－

（ξ２，α１）
（α１，α１）

α１＝

－２
３

烄

烆

烌

烎

２
３
１
３

．

对于λ３＝－４，解齐次线性方程组（－４Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性 无 关 的 特
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征向量为ξ３＝
烄

烆

烌

烎

２
１
２

．

将α１，α２，ξ３ 单位化得：

ｅ１＝
α１

｜｜α１｜｜
＝１

３

１
２
－

烄

烆

烌

烎２
，ｅ２＝

α２

｜｜α２｜｜
＝１

３

－２烄

烆

烌

烎
２
１

，ｅ３＝
ξ３

｜｜ξ３｜｜
＝１

３

烄

烆

烌

烎

２
１
２

令Ｔ＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）＝
１
３

１ －２ ２
２ ２ １
－

熿

燀

燄

燅２ １ ２

，则有Ｔ－１ＡＴ＝ＴＴＡＴ＝Λ．

２２２（原题３） 设３阶实对称矩阵Ａ 的特征值为２，１，１，与特征值２对应

的特征向量为α１＝
烄

烆

烌

烎

１
１
１

，求Ａ．

解 因为Ａ 是３阶实对称矩阵，所以特征值λ＝１的几何重数等于它的代

数重数，都等于２，即属于特征值λ＝１的线性无关的特征向量有两个，且它们

都与α１ 正交．设属于特征值λ＝１的特征向量为α２ 与α３，则α２ 与α３ 的分量

都应当满足方程ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０．解 此 方 程 得 基 础 解 系 为ξ１＝
１
－１

烄

烆

烌

烎０

，ξ２＝

１
０
－

烄

烆

烌

烎１
，将ξ１ 与ξ２ 正交化，令α２＝ξ１，α３＝ξ２－

（ξ２，α２）
（α２，α２）

α２＝

１
２
１
２
－

烄

烆

烌

烎１

，将α１，α２，

α３ 单位化得：

ｅ１＝
α１

｜｜α１｜｜
＝１
槡３

烄

烆

烌

烎

１
１
１

，ｅ２＝
α２

｜｜α２｜｜
＝１
槡２

１
－１

烄

烆

烌

烎０

，ｅ３＝
ξ３

｜｜ξ３｜｜
＝１
槡６

１
１
－

烄

烆

烌

烎２

令 Ｔ ＝ （ｅ１，ｅ２，ｅ３）＝

１
槡３

１
槡２

１
槡６

１
槡３

－１
槡２

１
槡６

１
槡３

０ －２
槡

熿

燀

燄

燅６

， 则 Ｔ－１ＡＴ ＝ＴＴＡＴ ＝
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２ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

于是Ａ＝Ｔ
２ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １
ＴＴ＝１

３

４ １ １
１ ４ １

熿

燀

燄

燅１ １ ４
．

２２３（原题４） 证明反对称（即ＡＴ＝－Ａ）的实矩阵的特征值 是 零 或 纯 虚

数．

证明 设λ∈Ｃ 是反对称的实矩阵Ａ 的特征 值，α＝

ａ１

ａ２



ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｃｎ，且Ａα＝

λα，则有Ａα＝Ａα＝λα＝λα，
（Ａα）Ｔα＝αＴＡＴα＝αＴ（－Ａ）α＝－αＴ（Ａα）＝－αＴλα

而

（Ａα）Ｔα＝（λα）Ｔα＝λαＴα

上面两式相减得：（λ＋λ）αＴα＝０，而αＴα＝
ｎ

ｉ＝１
｜ａｉ｜２≠０，从而λ＋λ＝０，即λ

＝－λ，故λ＝０或λ为纯虚数．
２２４（原题５） 设Ａ 是ｎ 阶实对称矩阵，且Ａ２＝Ｅ（这时称Ａ 为幂么阵），

证明存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝

１


１
－１


－

熿

燀

燄

燅１

．

证明 由教材《线性代数》第２４６页定理２２．４可知，存在正交阵Ｐ，使

Ｐ－１ＡＰ＝ＰＴＡＰ＝
λ１


λ

熿

燀

燄

燅ｎ

又因为Ａ２＝Ｅ，而Ａ＝Ｐ
λ１


λ

熿

燀

燄

燅ｎ
Ｐ－１，可得

Ａ２＝Ｐ
λ２

１



λ２

熿

燀

燄

燅ｎ
Ｐ－１＝Ｅ

λ２
１



λ２

熿

燀

燄

燅ｎ
＝Ｅ

所以λ２
ｉ＝１，ｉ＝１，２，…，ｎλｉ＝±１．再对正交阵Ｐ作适当的列交换，即可
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得到正交阵Ｔ，使得Ｔ－１ＡＴ＝

１


１
－１


－

熿

燀

燄

燅１

．

§２３ 二次曲面及其分类

２３１（原题２） 求ＺＯＸ 坐标平面上的抛物线ｚ２＝５ｘ绕Ｘ 轴旋转一周所

成的旋转曲面的方程．
解 　ｚ２＝５ｘ绕Ｘ 轴旋转一周所成的旋转曲面的方程为ｙ２＋ｚ２＝５ｘ．

２３２（原题３） 求 ＸＯＹ 坐标平面上 的 双 曲 线ｘ２

９－ｙ２

４＝１分 别 绕 Ｘ 轴 及

Ｙ 轴旋转一周所成的旋转曲面的方程．

解　 ｘ２

９－ｙ２

４＝１绕 Ｘ 轴旋转一周所成的旋转曲面的方程为：

ｘ２

９－ｙ２＋ｚ２

４ ＝１，即ｘ２

９－ｙ２

４－ｚ２

４＝１．

ｘ２

９－ｙ２

４＝１绕Ｙ 轴旋转一周所成的旋转曲面的方程为：ｘ
２＋ｚ２

９ －ｙ２

４＝１，

即ｘ２

９－ｙ２

４＋ｚ２

９＝１．

２３３（原题８）　求上半球０≤ｚ≤ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ 与圆柱体ｘ２＋ｙ２≤ａｘ
（ａ＞０）的公共部分在 ＸＯＹ 与ＺＯＸ 坐标平面上的投影．

解 上半球与圆柱体的公共部分即为上半球面ｚ＝ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２与圆柱

面ｘ２＋ｙ２＝ａｘ（ａ＞０）所 围 成 的 立 体 部 分．而 上 半 球 面 与 圆 柱 面 的 交 线Ｃ 是

ｚ＝ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２

ｘ２＋ｙ２＝｛ ａｘ
，它在 ＸＯＹ 与ＺＯＸ 坐标平面上的投影分别是

Ｃ１：
ｘ２＋ｙ２＝ａｘ

ｚ＝｛ ０
，　　　　　　　Ｃ２：

ｚ＝ ａ２－槡 ａｘ
ｙ＝｛ ０

所以，所 求 立 体 在 ＸＯＹ 与ＺＯＸ 坐 标 平 面 上 的 投 影 分 别 是 ＸＯＹ 与

ＺＯＸ 坐标平面上曲线Ｃ１ 和Ｃ２ 所围的部分：ｘ２＋ｙ２≤ａｘ及ａｘ＋ｚ２≤ａ２（ｘ≥
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０，ｚ≥０）．
２３４（原 题 １０）　 分 别 求 母 线 平 行 于 Ｘ 轴 及 Ｙ 轴 并 经 过 曲 线

２ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１６

ｘ２－ｙ２＋ｚ２＝｛ ０
的柱面方程．

解 曲 线
２ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１６

ｘ２－ｙ２＋ｚ２＝｛ ０
在 ＹＯＺ 坐 标 平 面 上 的 投 影 为 Ｃ１：

３ｙ２－ｚ２＝１６
ｘ＝｛ ０

， 从而母线平行于 Ｘ 轴且过已知曲线的柱面方程为：

３ｙ２－ｚ２＝１６．

已知曲线在ＺＯＸ 坐 标 平 面 上 的 投 影 为Ｃ２：
３ｘ２＋２ｚ２＝１６

ｙ＝｛ ０
， 从 而 母 线

平行于Ｙ 轴且过已知曲线的柱面方程为：３ｘ２＋２ｚ２＝１６．
２３５（原题１３）　试用本节所述的方法分类平面上的二次曲线．
解 在平面直角坐标系ＯＸＹ 下，平面上的二次曲线的一般方程为：

ｆ（ｘ，ｙ）＝ａｘ２＋ｂｙ２＋２ｃｘｙ＋２ｄｘ＋２ｅｙ＋ｆ＝０ （２３１）

令Ａ＝
ａ ｃ［ ］ｃ ｂ

，Ｘ＝（）ｘ
ｙ

，Ｃ＝（）ｄ
ｅ

，则式（２３１）可写成矩阵方程的形式：

ｆ（ｘ，ｙ）＝ＸＴＡＸ＋２ＣＴＸ＋ｆ＝０ （２３２）
对于实二次 型 ＸＴＡＸ＝ａｘ２＋ｂｙ２＋２ｃｘｙ，可 经 过 正 交 的 变 量 替 换 Ｘ＝ＴＸ１ 化

成标准型λ２ｘ２
１＋λ２ｙ２

１，其中 系 数λ１，λ２ 是 实 对 称 矩 阵 Ａ 的 全 部 特 征 值，Ｘ１＝
ｘ１

ｙ（ ）
１

要求所涉及到的正交阵Ｔ的行列式为１．式（２３２）可化为：

ＸＴ
１（ＴＴＡＴ）Ｘ１＋２（ＣＴＴ）Ｘ１＋ｆ＝０ （２３３）

进一步记（ｂ１，ｂ２）＝ＣＴＴ，则式（２３３）可改写为

λ１ｘ２
１＋λ２ｙ２

１＋２ｂ１ｘ１＋２ｂ２ｙ１＋ｆ＝０ （２３４）

由于Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＴＴＡＴ），Ｒ（ＴＴＡＴ）就 是 不 为 零 的 特 征 值λｉ（ｉ＝１，２）的 个 数．可

以根据Ｒ（Ａ）把平面上的二次曲线进行分类．
（１）Ｒ（Ａ）＝２时，λ１≠０，λ２≠０，通过直角坐标系的平移Ｘ１＝Ｘ２＋Ｄ，其中

Ｘ２＝
ｘ２

ｙ（ ）
２

，Ｄ＝
－
ｂ１

λ１

－
ｂ２

λ

烄

烆

烌

烎２

，将式（２３４）化为：λ１ｘ２
２＋λ２ｙ２

２＋ｒ＝０，其中

ｒ＝ｆ－
ｂ２

１

λ１
－
ｂ２

２

λ２
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① 当ｒ＝０时，如果λ１，λ２ 同号，二 次 曲 线（２３１）退 化 为 一 点（０，０）．如

果λ１，λ２ 异号，它表示两条直线ｙ＝± －λ１

λ槡 ２
ｘ．

② 当ｒ≠０时，按λ１，λ２ 和ｒ的符号分以下三种情况：

（ａ）当λ１，λ２ 都与ｒ异号，且λ１≠λ２ 时，它是一个椭圆；

（ｂ）当λ１，λ２ 都与ｒ异号，且λ１＝λ２ 时，它是一个圆；
（ｃ）当λ１，λ２ 中任一个与ｒ同号，它是一条双曲线．
（２）Ｒ（Ａ）＝１时，设λ２＝０，式（２３４）化为

λ１ｘ２
１＋２ｂ１ｘ１＋２ｂ２ｙ２＋ｆ＝０ （２３５）

通过直角坐标系 的 平 移 Ｘ１＝Ｘ２＋Ｄ，其 中 Ｘ２＝
ｘ２

ｙ（ ）
２

，Ｄ＝
－
ｂ１

λ１

烄

烆

烌

烎０

，将

式（２３５）化为：

λ１ｘ２
２＋２ｂ２ｙ２＋ｔ＝０ （２３６）

式（２３６）中，ｔ＝ｆ－
ｂ２

１

λ１
．

① 当ｂ２＝ｔ＝０时，表示直线ｘ＝０；

② 当ｂ２＝０，ｔ≠０且ｔ与λ１ 异号时，表示两条平行直线ｘ＝± －ｔ
λ槡２

；

③ 当ｂ２≠０时，进 一 步 作 直 角 坐 标 系 的 平 移 Ｘ２＝Ｘ３＋Ｇ，其 中 Ｘ３＝

ｘ３

ｙ（ ）
３

，Ｄ＝
０

－ ｔ
２ｂ

烄

烆

烌

烎２
，将式（２３６）化 为：λ１ｘ２

３＋２ｂ２ｙ３＝０，从 而 表 示 为 抛 物

线．
２３６（原题（１４） 用直角坐标变换化简下列二次曲线方程并判别其类型：
（１）５ｘ２＋８ｘｙ＋５ｙ２－１８ｘ－１８ｙ＋９＝０，

（２）３ｘ２－４ｘｙ＋３ｙ２－ 槡７ ２ｘ＋ 槡３ ２ｙ＋５＝０，

（３）４ｘ２－４ｘｙ＋ｙ２＋４ｘ－２ｙ－３＝０，

（４）ｘ２－２ｘｙ＋ｙ２－８ｘ－８ｙ＝０．

解　（１）由 于 Ａ＝
５ ４［ ］４ ５

，它 的 特 征 多 项 式 为 ΔＡ（λ）＝λ２－１０λ＋９＝

（λ－１）（λ－９），

对应特征值１，９的特征 向 量 分 别 是α１＝
１
－（ ）１

，α２＝（）１
１

，于 是 有 直 角
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坐标 系 的 旋 转 变 换 （）ｘ
ｙ

＝ １
槡２

１ １
－［ ］１ １

ｘ１

ｙ（ ）
１

把 二 次 曲 线 方 程 化 简 为

ｘ２
１＋９ｙ２

１－ 槡１８ ２ｙ１＋９＝０，再 通 过 直 角 坐 标 系 的 平 移 变 换
ｘ１

ｙ（ ）
１

＝
ｘ２

ｙ（ ）
２

＋

０

槡（ ）２
把二次曲线方程进一步化简为：ｘ２

２＋９ｙ２
２－９＝０．易见这是椭圆．

类似地可简化（２），（３），（４）中所示曲线方程并判别其类型．

§２４ 二次型及其标准形

２４１（原题４） 设Ａ 是可逆实对称矩阵，证明Ａ 与Ａ－１合同．
证明 因为Ａ 是可逆实对称矩阵，所以ＡＴＡ－１Ａ＝ＡＡ－１Ａ＝Ａ，
即Ａ 与Ａ－１合同．
２４２（原题５） 二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝２ｘ２

１＋３ｘ２
２＋３ｘ２

３＋２ａｘ２ｘ３（ａ＞０）
通过正交的变量替换化为标准形ｙ２

１＋２ｙ２
２＋５ｙ２

３，求参数ａ及所用的正交 矩 阵

Ｔ．
解 这个二次型对应的矩阵与它的标准形对应的矩阵分别为：

Ａ＝
２ ０ ０
０ ３ ａ
０ ａ

熿

燀

燄

燅３
，　　　Λ＝

１ ０ ０
０ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ５
并且Ａ 与Λ 的行列式相等，即｜Ａ｜＝２（９－ａ２）＝｜Λ｜＝１０，从而ａ＝２．另外Ａ
与Λ 有相同的特征值１，２，５．

Ａ 对应特征值λ１＝１的特征向量是齐次线 性 方 程 组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的 非 零

解，所以α１＝
０
１
－

烄

烆

烌

烎１
是属于λ１＝１的一个特征向量；

对于λ２＝２，解齐次线性方程组（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性 无 关 的 特 征 向

量为α２＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

；

对于λ３＝５，解齐次线性方程组（５Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得 到 线 性 无 关 的 特 征 向

量为α３＝
烄

烆

烌

烎

０
１
１

．

—０９—



α１，α２，α３ 已经是两两正交的，再将α１，α２，α３ 单位化得：

ｅ１＝
１
槡２

０
１
－

烄

烆

烌

烎１
，ｅ２＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０

，ｅ３＝
１
槡２

烄

烆

烌

烎

０
１
１

于是正交阵

Ｔ＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）＝

０ １ ０
１
槡２

０ １
槡２

－１
槡２

０ １
槡

熿

燀

燄

燅２

，使ＴＴＡＴ＝Ｔ－１ＡＴ＝Λ．

２４３（原题７） 证明：二次型ｆ（Ｘ）＝ＸＴＡＸ 在｜｜Ｘ｜｜＝１ 时的最大值是

矩阵Ａ 的最大特征值．
证明 设存在正交阵Ｔ，使ＴＴＡＴ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）＝Ｂ．假设λ１≤λ２≤

… ≤λｎ，作正交变换Ｘ＝ＴＹ，则

ＸＴＡＸ＝ＹＴＢＹ＝λ１ｙ２
１＋…＋λｎｙｎ

２，
而 λ１ＹＴＹ ≤ＹＴＢＹ＝ＸＴＡＸ ≤λｎＹＴＹ，ＸＴＸ＝（ＴＹ）Ｔ（ＴＹ）＝ＹＴＹ
故

λ１ＸＴＸ ≤ＸＴＡＸ ≤λｎＸＴＸ
｜｜Ｘ｜｜＝１即ＸＴＸ＝１，因此

λ１≤ＸＴＡＸ ≤λｎ

即证．
２４４（原题８）　证明二次型ｆ（ｘ，ｙ）＝ａｘ２＋ｂｘｙ＋ｃｙ２ 的秩为２的充分必

要条件是ｂ２－４ａｃ≠０．
证明　

ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｘ，ｙ）
ａ ｂ

２
ｂ
２

熿

燀

燄

燅ｃ
（）ｘ
ｙ

的秩为２｜Ａ｜≠０ｂ２－４ａｃ≠０．

§２５　正定二次型与正定阵

２５１（原题２）　ｔ取 什 么 值 时，二 次 型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋５ｘ２
３＋

２ｔｘ１ｘ２－２ｘ１ｘ３＋４ｘ２ｘ３ 是正定的．

解 该二次型对应矩阵为：Ａ＝
１ ｔ －１
ｔ １ ２
－

熿

燀

燄

燅１ ２ ５

，要使二次型为正定二次
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型，必有

ａ１１＝１＞０，
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

＝
１ ｔ
ｔ １

＝１－ｔ２＞０，｜Ａ｜＝（－ｔ）（５ｔ＋４）＞０．

所以由
１－ｔ２＞０

（－ｔ）（５ｔ＋４）＞｛ ０
可得－４

５＜ｔ＜０．

２５２（原题３） 证明：如果Ａ 是正定阵，那么

（１）Ａ－１也是正定阵；
（２）｜Ａ＋Ｅ｜＞１．
证明 设Ａ 的特征值为λ１，λ２，…，λｎ，因为Ａ 是正定阵，所以Ａ 的全部

特征值均大于零．

（１）Ａ－１的特征值为１
λ１

，１
λ２

，…，１
λｎ

，也全大于零，所以Ａ－１也是正定阵．

（２） 设ｆ（Ａ）＝Ａ＋Ｅ，则 ｆ（Ａ）的 所 有 特 征 值 为λ１＋１，λ２＋１，…，λｎ＋１，

所以｜Ａ＋Ｅ｜＝∏
ｎ

ｉ＝１
（λｉ＋１）＞１．

２５３（原题４） 已知Ａ 和Ｂ 都是ｎ 阶正定阵，那么Ａ＋Ｂ 也是正定阵．
证明 因 为 Ａ 和 Ｂ 都 是ｎ 阶 正 定 阵，所 以 对 所 有 不 全 为 零 的 Ｘ＝

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

∈Ｒｎ，ＸＴ（Ａ＋Ｂ）Ｘ＝ＸＴＡＸ＋ＸＴＢＸ＞０，故Ａ＋Ｂ 也是正定阵．

２５４（原题５） 设Ｕ 是可逆阵，Ａ＝ＵＴＵ，证明二次型ｆ（Ｘ）＝ＸＴＡＸ 是正定型．
证明 因为Ｕ 是可逆阵，所以任取Ｘ∈Ｒｎ，Ｘ≠０就有ＵＸ≠０，并 且Ａ＝

ＵＴＵ 的二次型在Ｘ≠０处的值为

ｆ（Ｘ）＝ＸＴＡＸ＝ＸＴＵＴＵＸ＝（ＵＸ）ＴＵＸ＝（ＵＸ，ＵＸ）＝｜｜ＵＸ｜｜２＞０
即矩阵Ａ 的二次型是正定的．

２５５（原题６） 如果Ａ 是ｎ 阶正定阵，那么存在可逆阵Ｕ 使Ａ＝ＵＴＵ．
证明 因为Ａ是对称阵，根据对称阵可对角化的原理，必存在正交阵Ｔ，使

ＴＴＡＴ＝Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）
其中，λ１，λ２，…，λｎ 是Ａ 的ｎ 个 特 征 值．由 于 Ａ 是 正 定 阵，故λｉ＞０（ｉ＝１，２，

…，ｎ）．记对角阵Λ１＝ｄｉａｇ（λ槡１，λ槡２，…，λ槡ｎ），则Λ２
１＝Λ．于是

Ａ＝ＴΛＴＴ＝ＴΛ１Λ１ＴＴ＝ＴΛ１ΛＴ
１ＴＴ＝（ＴΛ１）（ＴΛ１）Ｔ

记Ｕ＝（ＴΛ１）Ｔ，显然Ｕ 是可逆的，且由上式可知Ａ＝ＵＴＵ．
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２００２年研究生入学考试试题精解

（线性代数）

数学一

１．已知 实 二 次 型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ａ（ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３）＋４ｘ１ｘ２＋４ｘ１ｘ３＋

４ｘ２ｘ３ 经正交变换ｘ＝Ｐｙ可化成标准形ｆ＝６ｙ２
１，则ａ＝ ．

答　ａ＝２．

解析　二次型的特征值为６，０，０，二 次 型 对 应 的 矩 阵 为Ａ＝
ａ ２ ２
２ ａ ２
２ ２

熿

燀

燄

燅ａ
．

因为特征值０的重数为２，且 Ａ 可 对 角 化，所 以ＡＸ＝０有 两 个 线 性 无 关 的 解

向量．所以Ｒ（Ａ）＝１．因而观察可知，ａ＝２．
２．已知４阶方阵Ａ＝（α１，α２，α３，α４），α１，α２，α３，α４ 均为４维列向量，其中

α２，α３，α４ 线性无关，α１＝２α２－α３。如 果β＝α１＋α２＋α３＋α４，求 线 性 方 程 组

ＡＸ＝β的通解．

解法１　令Ｘ＝

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

，则由ＡＸ＝（α１，α２，α３，α４）

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝β

得

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４＝α１＋α２＋α３＋α４

将α１＝２α２－α３ 代入上式，整理后得：
（２ｘ１＋ｘ２－３）α２＋（－ｘ１＋ｘ３）α３＋（ｘ４－１）α４＝０

由α２，α３，α４ 线性无关，可知

２ｘ１＋ｘ２－３＝０

－ｘ１＋ｘ３＝０

ｘ４－
烅
烄

烆 １＝０

解此方程组得Ｘ＝

烄

烆

烌

烎

０
３
０
１

＋ｋ

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

，其中ｋ为任意常数．

解法２　因α２，α３，α４ 线性无关和α１＝２α２－α３＋０α４，故Ａ 的秩为３，因
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书书书

此ＡＸ＝０的基础解系中只包含一个向量．

由α１－２α２＋α３＋０α４＝０可知，

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

为 齐 次 线 性 方 程 组ＡＸ＝０的 一 个

解，所以通解为Ｘ＝ｋ

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

，ｋ为任意常数．

再由

β＝α１＋α２＋α３＋α４＝（α１，α２，α３，α４）

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

＝Ａ

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

可知，

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

为 非 齐 次 线 性 方 程 组 ＡＸ＝β的 一 个 特 解，于 是 ＡＸ＝β的 通 解 为

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

＋ｋ

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

，其中ｋ为任意常数．

３．设Ａ，Ｂ 为同阶方阵，
（１）如果Ａ，Ｂ 相似，试证Ａ，Ｂ 的特征多项式相等；
（２）举一个二阶方阵的例子说明（１）的逆命题不成立；
（３）当Ａ，Ｂ 均为实对称矩阵时，试证（１）的逆命题成立．
证明：（１）若Ａ，Ｂ 相似，则存在可逆矩阵Ｐ．使Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ，故

｜λＥ－Ｂ｜＝｜λＥ－Ｐ－１ＡＰ｜＝｜Ｐ－１λＥＰ－Ｐ－１ＡＰ｜
＝｜Ｐ－１（λＥ－Ａ）Ｐ｜＝｜Ｐ－１｜｜λＥ－Ａ｜｜Ｐ｜
＝｜Ｐ－１｜｜Ｐ｜｜λＥ－Ａ｜＝｜λＥ－Ａ｜

（２）令Ａ＝
０ １［ ］０ ０

，Ｂ＝
０ ０［ ］０ ０

，则

｜λＥ－Ａ｜＝λ２＝｜λＥ－Ｂ｜
但Ａ，Ｂ 不相似．否则，存在可逆矩阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ＝０，从而Ａ＝Ｐ０Ｐ－１＝０，
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有矛盾．
（３）由Ａ，Ｂ 均为实对称矩阵 知，Ａ，Ｂ 均 相 似 于 对 角 阵．若Ａ，Ｂ 的 特 征 多

项式相等，记特征多项式的根为λ１，λ２，…，λｎ，则有：

Ａ 相似于

λ１


λ

熿

燀

燄

燅ｎ
，Ｂ 也相似于

λ１


λ

熿

燀

燄

燅ｎ
，

即存在可逆矩阵Ｐ，Ｑ 使Ｐ－１ＡＰ＝
λ１


λ

熿

燀

燄

燅ｎ
＝Ｑ－１ＢＱ 于是

（ＰＱ－１）－１Ａ（ＰＱ－１）＝Ｂ．
由ＰＱ－１为可逆矩阵知，Ａ 与Ｂ 相似．

数学二

１．矩阵

０ －２ －２
２ ２ －２
－２ －

熿

燀

燄

燅２ ２

的非零特征值是 ．

答　非零特征值是４．

解析　｜λＥ－Ａ｜＝
λ ２ ２
－２ λ－２ ２
２ ２ λ－

熿

燀

燄

燅２
＝λ２（λ－４）

所以非零特征值是４．
２．设向量组α１，α２，α３ 线性无关，向 量β１ 可 由α１，α２，α３ 线 性 表 示，而 向

量β２ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，则对于任意常数ｋ，必有（　　）
（ａ）α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性无关；　　（ｂ）α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性相关；
（ｃ）α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性无关； （ｄ）α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性相关．
答　选（ａ）
解析　向量β１ 可由α１，α２，α３ 线性表示，则存在一组数λ１，λ２，λ３，使

β１＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３ （１）
设有一组数ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，使

ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４（β１＋ｋβ２）＝０ （２）
将式（１）代入式（２）得：

（ｋ１＋ｋ４λ１）α１＋（ｋ２＋ｋ４λ２）α２＋（ｋ３＋ｋ４λ３）α３＋ｋ４ｋβ２＝０
则ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４ 的取值要取决于ｋ．当ｋ≠０时，必有ｋ４＝０．因为若ｋ４≠０，则有

ｋ４ｋβ２＝－（ｋ１＋ｋ４λ１）α１－（ｋ２＋ｋ４λ２）α２－（ｋ３＋ｋ４λ３）α３
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从而β２ 能由α１，α２，α３ 线性表示，与已知矛盾．当ｋ≠０，ｋ４＝０时，有ｋ１＝ｋ２＝
ｋ３＝０，从而α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线 性 无 关．若ｋ＝０，则ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４ 可 任 意 取

值，从而α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性相关．因此选项（ｃ），（ｄ）可排除．
对向量组α１，α２，α３，ｋβ１＋β２，易证选项（ｂ）线性无关，故选（ａ）．

３．已知Ａ，Ｂ 为３阶矩阵，且满足２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ，其中Ｅ 是３阶单位阵．
（１）证明：矩阵Ａ－２Ｅ 可逆；

（２）若Ｂ＝
１ －２ ０
１ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ２

，求矩阵Ａ．

解　（１）由２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ 知ＡＢ－２Ｂ－４Ａ＝０，从 而（Ａ－２Ｅ）（Ｂ－４Ｅ）

＝８Ｅ，或（Ａ－２Ｅ）１
８

（Ｂ－４Ｅ）＝Ｅ．故 Ａ－２Ｅ 可 逆，且（Ａ－２Ｅ）－１＝ １
８

（Ｂ－

４Ｅ）．
（２）由（１）知Ａ＝２Ｅ＋８（Ｂ－４Ｅ）－１，而

（Ｂ－４Ｅ）－１＝
－３ －２ ０
１ －２ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅２

－１

＝

－１
４

１
４ ０

－１
８ －３

８ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅
１
２

，

故 Ａ＝
０ ２ ０
－１ －１ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅２
４．已知４阶方阵Ａ＝（α１，α２，α３，α４），α１，α２，α３，α４ 均为４维列向量，其中

α２，α３，α４ 线性无关，α１＝２α２－α３．如 果β＝α１＋α２＋α３＋α４，求 线 性 方 程 组

ＡＸ＝β的通解．
解　见数学一中题２．

数学三

１．设三阶矩阵Ａ＝
１ ２ －２
２ １ ２

熿

燀

燄

燅３ ０ ４

，三维 列 向 量α＝（ａ，１，１）Ｔ．已 知Ａα 与

α 线性相关，则ａ＝ ．
答　ａ＝－１．
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解析　Ａα＝
１ ２ －２
２ １ ２

熿

燀

燄

燅３ ０ ４

ａ烄

烆

烌

烎
１
１

＝
ａ

２ａ＋３
３ａ＋

烄

烆

烌

烎４
，

因为Ａα 与α 线性相关，所 以

ａ
２ａ＋３
３ａ＋

烄

烆

烌

烎４
与

ａ烄

烆

烌

烎
１
１

的 分 量 之 间 对 应 成 比 例，从

而有ａ＝－１．
２．设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，Ｂ 是ｎ×ｍ 矩阵，则线性方程组（ＡＢ）Ｘ＝０（　　）
（ａ）当ｎ＞ｍ 时仅有零解；　　　　　（ｂ）当ｎ＞ｍ 时必有非零解；
（ｃ）当 ｍ＞ｎ时仅有零解； （ｄ）当 ｍ＞ｎ时必有非零解．
答　选（ｄ）．
解析　因为Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，Ｂ 是ｎ×ｍ 矩阵，所以当 ｍ＞ｎ时，ＢＸ＝０必

有非零解，从而（ＡＢ）Ｘ＝０必有非零解．
３．设Ａ 是ｎ 阶实对称矩阵，Ｐ 是ｎ 阶 可 逆 矩 阵．已 知ｎ维 列 向 量α 是Ａ

的属于特征值λ 的 特 征 向 量，则 矩 阵（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ 属 于 特 征 值λ的 特 征 向 量 是

（　　）．
（ａ）Ｐ－１α，　　（ｂ）ＰＴα，　　（ｃ）Ｐα，　　（ｄ）（Ｐ－１）Ｔα．
答　选（ｂ）．
解析　因为

（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ（ＰＴα）＝ＰＴＡＴ（Ｐ－１）Ｔ（ＰＴα）＝ＰＴＡ（ＰＴ）－１（ＰＴα）
＝ＰＴＡα＝λ（ＰＴα）

所以矩阵（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ 属于特征值λ的特征向量是ＰＴα．
４．设齐次线性方程组

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｂｘ３＋…＋ｂｘｎ＝０，

ｂｘ１＋ａｘ２＋ｂｘ３＋…＋ｂｘｎ＝０，

…　　…　　…　　…

ｂｘ１＋ｂｘ２＋ｂｘ３＋…＋ａｘｎ＝

烅

烄

烆 ０
其中ａ≠０，ｂ≠０，ｎ≥２．试讨论ａ，ｂ为何值时，方程组仅有零解、有无穷多组解？

在有无穷多组解时，求出全部解，并用基础解系表示全部解．
解　方程组的系数行列式

｜Ａ｜＝

ａ ｂ ｂ … ｂ
ｂ ａ ｂ … ｂ
ｂ ｂ ａ … ｂ
   

ｂ ｂ ｂ … ａ

＝［ａ＋（ｎ－１）ｂ］（ａ－ｂ）ｎ－１

—７９—



（１）当ａ≠ｂ且ａ≠（１－ｎ）ｂ时，方程组仅有零解．
（２）当ａ＝ｂ时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

ａ ａ ａ … ａ
ａ ａ ａ … ａ
   

ａ ａ ａ …

熿

燀

燄

燅ａ

→

１ １ １ … １
０ ０ ０ … ０
   

０ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０
原方程组的同解方程组为

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０，
其基础解系为

α１＝（－１，１，０，…，０）Ｔ，α２＝（－１，０，１，…，０）Ｔ，…，αｎ－１＝（－１，０，０，…，１）Ｔ．
方程组的全部解是

Ｘ＝ｃ１α１＋ｃ２α２＋…＋ｃｎ－１αｎ－１（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１为任意常数）
（３）当ａ＝（１－ｎ）ｂ时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

（１－ｎ）ｂ ｂ ｂ … ｂ ｂ
ｂ （１－ｎ）ｂ ｂ … ｂ ｂ
ｂ ｂ （１－ｎ）ｂ … ｂ ｂ
    

ｂ ｂ ｂ … ｂ （１－ｎ）

熿

燀

燄

燅ｂ

→

（１－ｎ） １ １ … １ １
１ （１－ｎ） １ … １ １
１ １ １ （１－ｎ） … １１
    

１ １ １ … １ （１－ｎ

熿

燀

燄

燅）

→

１ ０ ０ … ０ －１
０ １ ０ … ０ －１
０ ０ １ … ０ －１
    

０ ０ ０ … １ －１
０ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０ ０
原方程组的同解方程组为

ｘ１ ＝ ｘｎ，

ｘ２ ＝ ｘｎ，

… …，

ｘｎ－１ ＝ ｘ

烅

烄

烆 ｎ

其基础解系为： β＝（１，１，…，１）Ｔ．
方程组的全部解为：　Ｘ＝ｃβ（ｃ为任意常数）．
５．设Ａ为三阶实对称矩阵，且满足条件Ａ２＋２Ａ＝０，已知Ａ的秩Ｒ（Ａ）＝２．
（１）求Ａ 的全部特征值；
（２）当ｋ为何值时，矩阵Ａ＋ｋＥ 为正定矩阵，其中Ｅ 为三阶单位矩阵．
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解法１　（１）设λ为Ａ 的任意一个特征值，对应的特征向量为α，则

Ａα＝λα，（α≠０）

Ａ２α＝λ２α
于是（Ａ２＋２Ａ）α＝（λ２＋２λ）α．

由条件Ａ２＋２Ａ＝０推知（λ２＋２λ）α＝０．又 由 于α≠０，故 有λ２＋２λ＝０，解

得：λ＝－２，λ＝０．
因为实对称矩阵Ａ 必可对角化，且Ｒ（Ａ）＝２，所以

Ａ～
－２

－２
熿

燀

燄

燅０
＝Λ．

因此，矩阵Ａ 的全部特征值为λ１＝λ２＝－２，λ３＝０．
（２）矩阵Ａ＋ｋＥ 仍为实对称矩阵，由（１）知，Ａ＋ｋＥ 的全部特征值为：

－２＋ｋ，　－２＋ｋ，　ｋ
于是，当ｋ＞２时矩阵Ａ＋ｋＥ 的全部 特 征 值 大 于 零．因 此，矩 阵Ａ＋ｋＥ 为

正定矩阵．
解法２　（１）同解法１．
（２）实对称矩阵必可对角化，故存在可逆矩阵Ｐ，使得

Ｐ－１ＡＰ＝Λ，

Ａ＝ＰΛＰ－１．
于是

Ａ＋ｋＥ ＝ＰΛＰ－１＋ｋＰＰ－１

＝Ｐ（Λ＋ｋＥ）Ｐ－１，
所以 Ａ＋ｋＥ～Λ＋ｋＥ．
而

Λ＋ｋＥ＝
ｋ－２

ｋ－２
熿

燀

燄

燅ｋ
．

Λ＋ｋＥ 为正定矩阵，只需其顺序主子式均大于零，即ｋ需满足

ｋ－２＞０，（ｋ－２）２＞０，（ｋ－２）２ｋ＞０
因此，当ｋ＞２时，矩阵Ａ＋ｋＥ 为正定矩阵．

数学四

１．设矩阵Ａ＝
１ －１［ ］２ ３

，Ｂ＝Ａ２－３Ａ＋２Ｅ，则Ｂ－１＝ ．
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答　Ｂ－１＝
０ １

２
－１ －

熿

燀

燄

燅１
．

解析　因为

Ｂ＝Ａ２－３Ａ＋２Ｅ＝（Ａ－Ｅ）（Ａ－２Ｅ）
所以

Ｂ－１＝［（Ａ－Ｅ）（Ａ－２Ｅ）］－１＝（Ａ－２Ｅ）－１（Ａ－Ｅ）－１

＝
１ １
－２ －［ ］１

１ １
２

－

熿

燀

燄

燅１ ０
＝

０ １
２

－１ －

熿

燀

燄

燅１
２．设向量组α１＝（ａ，０，ｃ），α２＝（ｂ，ｃ，０），α３＝（０，ａ，ｂ）线性无关，则ａ，ｂ，ｃ

必满足关系式 ．
答　ａ，ｂ，ｃ必满足关系式ａｂｃ≠０．
解析　向量组α１＝（ａ，０，ｃ），α２＝（ｂ，ｃ，０），α３＝（０，ａ，ｂ）线 性 无 关以 这

三个向量为行构成的矩阵Ａ＝
ａ ０ ｃ
ｂ ｃ ０
０

熿

燀

燄

燅ａ ｂ

的秩Ｒ（Ａ）＝３｜Ａ｜≠０．所以由｜Ａ｜

≠０可得ａｂｃ≠０．
３．设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，Ａ ，Ｂ 分别为Ａ，Ｂ 对应的伴随矩阵．分块矩阵Ｃ

＝
Ａ ０
０［ ］Ｂ

，则Ｃ的伴随矩阵Ｃ ＝（　　）．

（ａ）
｜Ａ｜Ａ ０

０ ｜Ｂ｜Ｂ［ ］ 　　　　　（ｂ）
｜Ｂ｜Ｂ ０

０ ｜Ａ｜Ａ［ ］

（ｃ）
｜Ａ｜Ｂ ０

０ ｜Ｂ｜Ａ［ ］
（ｄ）

｜Ｂ｜Ａ ０

０ ｜Ａ｜Ｂ［ ］

答　选（ｄ）．
解析　出 现 伴 随 矩 阵 应 想 到 等 式：ＡＡ＝ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ，ＢＢ＝ＢＢ ＝

｜Ｂ｜Ｅ，ＣＣ＝ＣＣ ＝｜Ｃ｜
Ｅ ０
０［ ］Ｅ

（其中Ｅ 为ｎ 阶单位阵）．

设Ｃ ＝
Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ［ ］
４

，且｜Ｃ｜＝｜Ａ｜·｜Ｂ｜则有

Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ［ ］
４

Ａ ０
０［ ］Ｂ

＝｜Ａ｜·｜Ｂ｜
Ｅ ０
０［ ］Ｅ

解得：
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Ｘ１＝｜Ｂ｜Ａ ，Ｘ２＝０，Ｘ３＝０，Ｘ４＝｜Ａ｜Ｂ

从而 Ｃ ＝
｜Ｂ｜Ａ ０

０ ｜Ａ｜Ｂ［ ］

４．设四元齐次线 性 方 程 组（Ⅰ）为
２ｘ１＋３ｘ２－ｘ３ ＝０

ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３－ｘ４＝｛ ０
且 已 知 另 一 四

元齐次线性方程组（Ⅱ）的一个基础解系为：

α１＝（２，－１，ａ＋２，１）Ｔ，　α２＝（－１，２，４，ａ＋８）Ｔ

（１）求方程组（Ⅰ）的一个基础解系；
（２）当ａ为何值时，方 程 组（Ⅰ）与（Ⅱ）有 非 零 公 共 解？在 有 非 零 公 共 解

时，求出全部非零公共解．
解法１
（１）对方程组（Ⅰ）的系数矩阵行初等变换，有

Ａ＝
２ ３ －１ ０
１ ２ １ －［ ］１

→
１ ０ －５ ３
０ １ ３ －［ ］２

得方程组（Ⅰ）的同解方程组

ｘ１＝　５ｘ３－３ｘ４

ｘ２＝－３ｘ３＋２ｘ｛
４

由此可得方程组（Ⅰ）的一个基础解系为β１＝（５，－３，１，０）Ｔ，β２＝（－３，２，０，１）Ｔ

（２）由题设条件，方程组（Ⅱ）的全部解为：

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｋ１α１＋ｋ２α２＝

２ｋ１－ｋ２

－ｋ１＋２ｋ２

（ａ＋２）ｋ１＋４ｋ２

ｋ１＋（ａ＋８）ｋ

烄

烆

燄

燅２

（３）

其中ｋ１，ｋ２ 为任意常数，将上式代入方程组（Ⅰ），得

（ａ＋１）ｋ１ ＝０
（ａ＋１）ｋ１－（ａ＋１）ｋ２＝｛ ０

（４）

要使方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有 非 零 公 共 解，只 需 关 于ｋ１，ｋ２ 的 方 程 组（４）有 非 零

解．因为
ａ＋１ ０
ａ＋１ －（ａ＋１） ＝－（ａ＋１）２，所 以：当ａ≠－１时，方 程 组（Ⅰ）与

（Ⅱ）无非零公共解；当ａ＝－１时，方 程 组（４）有 非 零 解，且ｋ１，ｋ２ 为 不 全 为 零

的任意常数．此时，由式（３）可得方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）的全部非零公共解为：
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ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｋ１

２
－１

烄

烆

烌

烎
１
１

＋ｋ２

－１烄

烆

烌

烎

２
４
７

其中，ｋ１，ｋ２ 为不全为零的任意常数．
解法２
（１）对方程组（Ⅰ）的系数矩阵作行初等变换，有

Ａ＝
２ ３ －１ ０
１ ２ １ －［ ］１

→
－２ －３ １ ０
－３ －［ ］５ ０ １

得方程组（Ⅰ）的同解方程组

ｘ３＝２ｘ１＋３ｘ２

ｘ４＝３ｘ１＋５ｘ｛
２

由此可得方程组（Ⅰ）的一个基础解系为：β１＝（１，０，２，３）Ｔ，β２＝（０，１，３，５）Ｔ．
（２）设方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）的公共解为η，则存在常数ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，使得η

＝ｋ１β１＋ｋ２β２＝ｋ３α１＋ｋ４α２，由此得线性方程组（Ⅲ）

－ｋ１ ＋２ｋ３ －ｋ４＝０

－ｋ２ －ｋ３ ＋２ｋ４＝０

－２ｋ１－３ｋ２＋（ａ＋２）ｋ３ ＋４ｋ４＝０

－３ｋ１－５ｋ２ ＋ｋ３＋（ａ＋８）ｋ４＝

烅

烄

烆 ０
对方程组（Ⅲ）的系数矩阵作初等行变换，有

－１ ０ ２ －１
０ －１ －１ ２
－２ －３ ａ＋２ ４
－３ －５ １ ａ＋

熿

燀

燄

燅８

→

１ ０ －２ １
０ １ １ －２
０ ０ ａ＋１ ０
０ ０ ０ ａ＋

熿

燀

燄

燅１
由此可知，当ａ≠－１时，方程组（Ⅲ）仅有零解，故方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）无非零公

共解；
当ａ＝－１时，方程组（Ⅲ）的同解方程组为：

ｋ１＝ ２ｋ３－ｋ４

ｋ２＝－ｋ３＋２ｋ｛
４

令ｋ３＝ｃ１，ｋ４＝ｃ２，得方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）的全部非零公共解为：

η＝ｃ１

２
－１

烄

烆

燄

燅
１
１

＋ｃ２

－１烄

烆

燄

燅

２
４
７

，其中ｃ１，ｃ２ 为不全为零的任意常数．
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５．设实对 称 矩 阵Ａ＝
ａ １ １
１ ａ －１
１ －１

熿

燀

燄

燅ａ

，求 可 逆 矩 阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ 为 对 角

矩阵，并计算行列式｜Ａ－Ｅ｜的值．
解　矩阵Ａ 的特征多项式

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－ａ －１ －１
－１ λ－ａ １
－１ １ λ－

熿

燀

燄

燅ａ
＝（λ－ａ－１）２（λ－ａ＋２）

由此得矩阵Ａ 的特征值λ１＝λ２＝ａ＋１，λ３＝ａ－２．
对于特征值λ１＝λ２＝ａ＋１，可得对应的两个线性无关的特征向量：

α１＝（１，１，０）Ｔ，α２＝（１，０，１）Ｔ．
对于特征值λ３＝ａ－２，可得对应的特征向量：α３＝（－１，１，１）Ｔ．
令矩阵

Ｐ＝（α１，α２，α３）＝
１ １ －１
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ １

，Λ＝
ａ＋１

ａ＋１
ａ－

熿

燀

燄

燅２
，

则

Ｐ－１ＡＰ＝Λ＝
ａ＋１

ａ＋１
ａ－

熿

燀

燄

燅２
｜Ａ－Ｅ｜＝｜ＰΛＰ－１－ＰＰ－１｜＝｜Ｐ｜·｜Λ－Ｅ｜·｜Ｐ－１｜

＝
ａ ０ ０
０ ａ ０
０ ０ ａ－

熿

燀

燄

燅３
＝ａ２（ａ－３）
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２００３年研究生入学考试试题精解

（线性代数）

数学一

１．从Ｒ２ 的基α１＝（）１
０

，α２＝
１
－（ ）１

到 基β１＝（）１
１

，β２＝（）１
２

的 过 渡 矩 阵

为 ．

答　过渡矩阵为
２ ３
－１ －［ ］２

．

解析　设 Ｍ 为过渡矩阵，由（β１，β２）＝（α１，α２）Ｍ 可得：

Ｍ＝（α１，α２）－１（β１，β２）＝
１ １
０ －［ ］１

１ １［ ］１ ２
＝

２ ３
－１ －［ ］２

２．设向量 组Ⅰ：α１，α２，…，αｒ 可 由 向 量 组Ⅱ：β１，β２，…，βｓ 线 性 表 示，则

（　　）．
（ａ）当ｒ＜ｓ时，向量组Ⅱ必线性相关．
（ｂ）当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅱ必线性相关．
（ｃ）当ｒ＜ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关．
（ｄ）当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关．
答　选（ｄ）．
解析　因为α１，α２，…，αｒ 可由β１，β２，…，βｓ 线性表示，故存在ｓ×ｒ阶系数

矩阵Ｋ，使得（α１，α２，…，αｒ）＝（β１，β２，…，βｓ）Ｋ．
当ｒ＞ｓ时，ＫＸ＝０必有非零解，从而（β１，β２，…，βｓ）ＫＸ＝０必有非零解．由

此得（α１，α２，…，αｒ）Ｘ＝０必 有 非 零 解，因 此α１，α２，…，αｒ 必 线 性 相 关．故 选

（ｄ）．
３．设有齐次线性方程组ＡＸ＝０和ＢＸ＝０，其中Ａ，Ｂ 均为ｍ×ｎ矩阵，现

有４个命题：
（１）若ＡＸ＝０的解均是ＢＸ＝０的解，则秩（Ａ）≥秩（Ｂ）；
（２）若秩（Ａ）≥秩（Ｂ），则ＡＸ＝０的解均是ＢＸ＝０的解；
（３）若ＡＸ＝０与ＢＸ＝０同解，则秩（Ａ）＝秩（Ｂ）；
（４）若秩（Ａ）＝秩（Ｂ），则ＡＸ＝０与ＢＸ＝０同解．
以上命题中正确的是：
（ａ）（１），（２）；　　（ｂ）（１），（３）；　　（ｃ）（２），（４）；　　（ｄ）（３），（４）．
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答　选（ｂ）．
解析　若ＡＸ＝０与ＢＸ＝０同解，显然有Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ），但 反 之 不 一 定 成

立．故命题（３）正确，命题（４）不正确．因此只能选（ｂ）．

４．设矩阵Ａ＝
３ ２ ２
２ ３ ２

熿

燀

燄

燅２ ２ ３

，Ｐ＝
０ １ ０
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ，求Ｂ＋２Ｅ 的 特

征值和特征向量．其中Ａ 为Ａ 的伴随矩阵，Ｅ 为３阶单位矩阵．
解法１　经计算可得：

Ａ ＝
５ －２ －２
－２ ５ －２
－２ －

熿

燀

燄

燅２ ５

，　Ｐ－１＝
０ １ －１
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ＝
７ ０ ０
－２ ５ －４
－２ －

熿

燀

燄

燅２ ３
从而

Ｂ＋２Ｅ＝
９ ０ ０
－２ ７ －４
－２ －

熿

燀

燄

燅２ ５

｜λＥ－（Ｂ＋２Ｅ）｜＝
λ－９ ０ ０
２ λ－７ ４
２ ２ λ－５

＝（λ－９）２（λ－３）

故Ｂ＋２Ｅ 的特征值为９，９，３．
当λ１＝λ２＝９时，对应的线性无关的特征向量可取为：

η１＝
－１烄

烆

烌

烎
１
０

，　η２＝
－２烄

烆

烌

烎
０
１

，

所以对应于特征值９的全部特征向量为：

ｋ１η１＋ｋ２η２＝ｋ１

－１烄

烆

烌

烎
１
０

＋ｋ２

－２烄

烆

烌

烎
０
１

，其中ｋ１，ｋ２ 是不全为零的任意常数．

当λ３＝３时，对应的一个特征向量为：

η３＝
烄

烆

烌

烎

０
１
１

，
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所以对应于特征值３的全部特征向量为：

ｋ３η３＝ｋ３

烄

烆

烌

烎

０
１
１

，其中ｋ３ 是不为零的任意常数．

解法２　设Ａ 的特征值为λ，对应的特征向量为η，即Ａη ＝λη ．由于｜Ａ｜
＝７≠０，所以λ≠０．

又因为ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ，故有Ａη＝｜Ａ｜
λη ．于是有

Ｂ（Ｐ－１η）＝Ｐ－１ＡＰ（Ｐ－１η）＝｜Ａ｜
λ

（Ｐ－１η），

（Ｂ＋２Ｅ）Ｐ－１η＝ ｜Ａ｜
λ ＋（ ）２ Ｐ－１η．

因此，｜Ａ｜
λ ＋２为Ｂ＋２Ｅ 的特征值，对应的特征向量为Ｐ－１η．由于

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－３ －２ －２
－２ λ－３ －２
－２ －２ λ－

熿

燀

燄

燅３
＝（λ－１）２（λ－７），

故Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝１，λ３＝７．
当λ１＝λ２＝１时，对应的线性无关的特征向量可取为：

η１＝
－１烄

烆

烌

烎
１
０

，　η２＝
－１烄

烆

烌

烎
０
１

，

当λ３＝７时，对应的一个特征向量为：

η３＝
烄

烆

烌

烎

１
１
１

由Ｐ－１＝
０ １ －１
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，得：

Ｐ－１η１＝
１
－１

烄

烆

烌

烎０

，　Ｐ－１η２＝
－１
－１

烄

烆

烌

烎１

，　Ｐ－１η３＝
烄

烆

烌

烎

０
１
１

因此，Ｂ＋２Ｅ 的三个特征值分别为９，９，３．
对应于特征值９的全部特征向量为：
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ｋ１Ｐ－１η１＋ｋ２Ｐ－１η２＝ｋ１

１
－１

烄

烆

烌

烎０
＋ｋ２

－１
－１

烄

烆

烌

烎１

，其 中ｋ１，ｋ２ 是 不 全 为 零 的 任

意常数；
对应于特征值３的全部特征向量为：

ｋ３Ｐ－１η３＝ｋ３

烄

烆

烌

烎

０
１
１

，其中ｋ３ 是不为零的任意常数．

５．已知平面上三条不同直线的方程分别为：

ｌ１：ａｘ＋２ｂｙ＋３ｃ＝０，

ｌ２：ｂｘ＋２ｃｙ＋３ａ＝０，

ｌ３：ｃｘ＋２ａｙ＋３ｂ＝０．
试证这三条直线交于一点的充分必要条件为ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
证法１　必要性：设三直线ｌ１，ｌ２，ｌ３ 交于一点，则线性方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ，

ｃｘ＋２ａｙ＝－３
烅
烄

烆 ｂ

（５）

有惟一解，故系数矩阵Ａ＝
ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ
ｃ ２

熿

燀

燄

燅ａ
与增广矩阵珚Ａ＝

ａ ２ｂ －３ｃ
ｂ ２ｃ －３ａ
ｃ ２ａ －３

熿

燀

燄

燅ｂ
的秩均为２，于是｜珚Ａ｜＝０．由于

｜珚Ａ｜＝
ａ ２ｂ －３ｃ
ｂ ２ｃ －３ａ
ｃ ２ａ －３ｂ

＝６（ａ＋ｂ＋ｃ）［ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ａｃ－ｂｃ］

＝３（ａ＋ｂ＋ｃ）［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］，

但（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２≠０，故ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
充分性：由ａ＋ｂ＋ｃ＝０，则从必要性的证明可知，｜珚Ａ｜＝０，故秩（珚Ａ）＜３．由

于

ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－２ ａ＋１
２（ ）ｂ

２

＋３
４ｂ［ ］２ ≠０，

故秩（Ａ）＝２．于是：秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝２．因此方程组（５）有惟一解，即三直线ｌ１，
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ｌ２，ｌ３ 交于一点．

证法２　必要性：设 三 直 线 交 于 一 点（ｘ０，ｙ０），则

ｘ０

ｙ０

烄

烆

烌

烎１

为 ＡＸ＝０的 非 零

解，其中Ａ＝
ａ ２ｂ ３ｃ
ｂ ２ｃ ３ａ
ｃ ２ａ ３

熿

燀

燄

燅ｂ
．于是｜Ａ｜＝０．而

｜Ａ｜＝
ａ ２ｂ ３ｃ
ｂ ２ｃ ３ａ
ｃ ２ａ ３ｂ

＝－６（ａ＋ｂ＋ｃ）［ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ａｃ－ｂｃ］

＝－３（ａ＋ｂ＋ｃ）［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］，
但（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２≠０，故ａ＋ｂ＋ｃ＝０．

充分性：考虑线性方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ，

ｃｘ＋２ａｙ＝－３
烅
烄

烆 ｂ

（６）

将方程组（６）的三个方程相加，并由ａ＋ｂ＋ｃ＝０可 知，方 程 组（６）等 价 于 方 程

组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３｛ ａ
（７）

因为

ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－［ａ２＋ｂ２＋（ａ＋ｂ）２］≠０，
故方程组（７）有惟一 解，所 以 方 程 组（６）有 惟 一 解，即 三 直 线ｌ１，ｌ２，ｌ３ 交 于 一

点．

数学二

１．设α为３维列向量，αＴ 是α的转置．若ααＴ＝
１ －１ １
－１ １ －１
１ －

熿

燀

燄

燅１ １

，

则αＴα＝ ．
答　αＴα＝３．
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解析　因为

ααＴ＝
１ －１ １
－１ １ －１
１ －

熿

燀

燄

燅１ １
＝

１
－１

烄

烆

烌

烎１

（１，－１，１）

所以

αＴα＝（１，－１，１）
１
－１

烄

烆

烌

烎１
＝３

２．设三阶方阵Ａ，Ｂ 满足Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ，其 中Ｅ 为 三 阶 单 位 矩 阵，若Ａ

＝
１ ０ １
０ ２ ０
－

熿

燀

燄

燅２ ０ １

，则｜Ｂ｜＝ ．

答　｜Ｂ｜＝１
２．

解析　由Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ 可得：（Ａ２－Ｅ）Ｂ＝Ａ＋Ｅ，即（Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ）Ｂ＝
Ａ＋Ｅ．而｜Ａ＋Ｅ｜＝１８≠０，故Ａ＋Ｅ 可 逆，从而有

（Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ｅ，

｜Ａ－Ｅ｜·｜Ｂ｜＝１，

即 ｜Ｂ｜＝ １
｜Ａ－Ｅ｜＝１

２
３．设向量组Ⅰ：α１，α２，…，αｒ 可由向量组Ⅱ：β１，β２，…，βｓ 线 性 表 示，则 有

（　　）．
（ａ）当ｒ＜ｓ时，向量组Ⅱ必线性相关．
（ｂ）当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅱ必线性相关．
（ｃ）当ｒ＜ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关．
（ｄ）当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关．
答　选（ｄ）．
解析　见数学一中题２．

４．若矩阵Ａ＝
２ ２ ０
８ ２ ａ

熿

燀

燄

燅０ ０ ６

相似于对角矩阵Λ，试确定常数ａ的值；并求可

逆阵Ｐ使Ｐ－１ＡＰ＝Λ．
解　矩阵Ａ 的特征多项式为：

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－２ －２ ０
－８ λ－２ －ａ
０ ０ λ－６

＝（λ－６）［（λ－２）２－１６］＝（λ－６）２（λ＋２），
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故Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝６，λ３＝－２．
由于Ａ 相似于对角矩阵Λ，故 对 应 于λ１＝λ２＝６应 有 两 个 线 性 无 关 的 特

征向量，因此矩阵６Ｅ－Ａ 的秩应为１．从而由

６Ｅ－Ａ＝
４ －２ ０
－８ ４ －ａ

熿

燀

燄

燅０ ０ ０
→

２ －１ ０
０ ０ ａ

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

知ａ＝０．于是对应于λ１＝λ２＝６的两个线性无关的特征向量可取为：

ζ１＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

，　ζ２＝
烄

烆

烌

烎

１
２
０

．

当λ３＝－２时，

λＥ－Ａ＝
－４ －２ ０
－８ －４ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅８
→

２ １ ０
０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

解方程 组
２ｘ１＋ｘ２＝０

ｘ３ ＝｛ ０
得 对 应 于λ３＝－２ 的 特 征 向 量ζ３＝

１
－２

烄

烆

烌

烎０
．令 Ｐ＝

０ １ １
０ ２ －２

熿

燀

燄

燅１ ０ ０

，则Ｐ可逆，并有Ｐ－１ＡＰ＝Λ．

５．已知平面上三条不同直线的方程分别为：

ｌ１：ａｘ＋２ｂｙ＋３ｃ＝０，

ｌ２：ｂｘ＋２ｃｙ＋３ａ＝０，

ｌ３：ｃｘ＋２ａｙ＋３ｂ＝０．
试证这三条直线交于一点的充分必要条件为ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
证明　见数学一中题５．

数学三

１．设ｎ维向量α＝（ａ，０，…，０，ａ）Ｔ，ａ＜０；Ｅ 为ｎ 阶单位矩阵，矩阵

Ａ＝Ｅ－ααＴ，　Ｂ＝Ｅ＋１
ａααＴ，
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书书书

　　其中Ａ 的逆矩阵为Ｂ，则ａ＝ ．
答　ａ＝－１．

解析　因为Ａ 的逆矩阵为Ｂ，ａ＜０，且αＴα＝（ａ，０，…，０，ａ）

ａ
０


０

烄

烆

烌

烎ａ

所以有：

ＡＢ＝Ｅ（Ｅ－ααＴ）（Ｅ＋１
ａααＴ）＝Ｅ

Ｅ＋ １
ａ－（ ）１ ααＴ－１

ａα（αＴα）αＴ＝Ｅ

Ｅ＋ １
ａ－１－２（ ）ａααＴ＝Ｅ

１
ａ－１－２ａ＝０ａ＝－１

２．设三 阶 矩 阵 Ａ＝
ａ ｂ ｂ
ｂ ａ ｂ

熿

燀

燄

燅ｂ ｂ ａ

，若 Ａ 的 伴 随 矩 阵 的 秩 等 于 １，则 必 有

（　　）．
（ａ）ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ＝０，　　　（ｂ）ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ≠０，
（ｃ）ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ＝０， （ｄ）ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ≠０
答　选（ｃ）．
解析　因为Ａ 的伴随矩阵的秩等于１，所 以Ａ 的 秩 等 于２，从 而｜Ａ｜＝０．

由｜Ａ｜＝０可得ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ＝０．但 当ａ＝ｂ时，Ａ 的 伴 随 矩 阵Ａ ＝０，从 而

Ａ ＝０的秩为０，与已知条件矛盾．故只能选（ｃ）．
３．设α１，α２，…，αｓ 均为ｎ 维向量，下列结论不正确的是（　　）．
（ａ）若对于任意一组不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ，都 有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋

ｋｓαｓ≠０，则α１，α２，…，αｓ 线性无关．
（ｂ）若α１，α２，…，αｓ 线性相关，则对于任意一组不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，

ｋｓ，有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ＝０．
（ｃ）α１，α２，…，αｓ 线性无关的充分必要条件是此向量组的秩为ｓ．
（ｄ）α１，α２，…，αｓ 线性无关的必要条件是其中任意两个向量线性无关．
答　选（ｂ）．
解析　此题是考查向量组线性相关性 的 概 念．选 项（ｂ）错 误，因 为 按 照 定

义，向量组α１，…，αｓ 线性相关是指存在不全为零的数ｋ１，…，ｋｓ，使得ｋ１α１＋
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…＋ｋｓαｓ＝０，并非对任意不全为 零 的 数ｋ１，…，ｋｓ 都 有ｋ１α１＋…＋ｋｓαｓ＝０成

立．例如，取α１＝（）１
２

，α２＝（）２
４

，则２α１－α２＝０，从而α１，α２ 线性相关，但３α１

＋α２＝
５（ ）１０

≠０．

４．已知齐次线性方程组

（ａ１＋ｂ）ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋…＋ａｎｘｎ＝０，

ａ１ｘ１＋（ａ２＋ｂ）ｘ２＋ａ３ｘ３＋…＋ａｎｘｎ＝０，

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋（ａ３＋ｂ）ｘ３＋…＋ａｎｘｎ＝０，

……………………………………………

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋…＋（ａｎ＋ｂ）ｘｎ＝

烅

烄

烆 ０

其中
ｎ

ｉ＝１
ａｉ≠０．试讨论ａ１，ａ２，…，ａｎ 和ｂ满足何种关系时，

（１）方程组仅有零解；
（２）方程组有非零解．在有非零解时，求此方程组的一个基础解系．
解　方程组的系数行列式

｜Ａ｜＝

ａ１＋ｂ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ１ ａ２＋ｂ ａ３ … ａｎ

ａ１ ａ２ ａ３＋ｂ … ａｎ

   

ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ＋ｂ

＝ｂｎ－１ ｂ＋
ｎ

ｉ＝１
ａ（ ）ｉ

（１）当ｂ≠０且ｂ＋
ｎ

ｉ＝１
ａｉ≠０时，秩（Ａ）＝ｎ，方程组仅有零解．

（２）当ｂ＝０时，原方程组的同解方程组为

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＝０

由
ｎ

ｉ＝１
ａｉ≠０可知，ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）不全为零．不妨设ａ１≠０，得原方程组的一个

基础解系为

α１＝ －
ａ２

ａ１
，１，０，…，（ ）０

Ｔ

，　α２＝ －
ａ３

ａ１
，０，１，…，（ ）０

Ｔ

，…，

αｎ－１＝ －
ａｎ

ａ１
，０，０，…，（ ）１

Ｔ

．

当ｂ＝－
ｎ

ｉ＝１
ａｉ 时，有ｂ≠０，原方程组的系数矩阵可化为
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ａ１－
ｎ

ｉ＝１
ａｉ ａ２ ａ３ … ａｎ

－１ １ ０ … ０
－１ ０ １ … ０
   

－１ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅１

→

－１ １ ０ … ０
－１ ０ １ … ０
   

－１ ０ ０ … １
０ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

由此得原方程组的同解方程组为

ｘ２＝ｘ１，ｘ３＝ｘ１，…，ｘｎ＝ｘ１．
原方程组的一个基础解系为

α＝（１，１，１，…，１）Ｔ

５．设二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ＸＴＡＸ＝ａｘ２
１＋２ｘ２

２－２ｘ２
３＋２ｂｘ１ｘ３（ｂ＞０），

其中二次型的矩阵Ａ 的特征值之和为１，特征值之积为－１２．
（１）求ａ，ｂ的值；
（２）利用正交变换将二次型ｆ 化 为 标 准 形，并 写 出 所 用 的 正 交 变 换 和 对

应的正交矩阵．

解法１　（１）二次型ｆ的矩阵为Ａ＝
ａ ０ ｂ
０ ２ ０
ｂ ０ －

熿

燀

燄

燅２
．设Ａ 的特征值为λｉ（ｉ

＝１，２，３）．由题设，有

λ１＋λ２＋λ３＝ａ＋２＋（－２）＝１

λ１λ２λ３＝
ａ ０ ｂ
０ ２ ０
ｂ ０ －２

＝－４ａ－２ｂ２＝－１２

解得 ａ＝１，　ｂ＝２．
（２）由矩阵Ａ 的特征多项式

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ ０ －２
０ λ－２ ０
－２ ０ λ＋２

＝（λ－２）２（λ＋３）

得Ａ 的特征值λ１＝λ２＝２，λ３＝－３．
对于λ１＝λ２＝２，解齐次线性方程组（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得其基础解系

ξ１＝（２，０，１）Ｔ，　ξ２＝（０，１，０）Ｔ．
对于λ３＝－３，解齐次线性方程组（－３Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得基础解系

ξ３＝（１，０，－２）Ｔ
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由于ξ１，ξ２，ξ３ 已是正交向量 组，为 得 到 规 范 正 交 向 量 组，只 需 将ξ１，ξ２，ξ３ 单

位化，由此得

η１＝
２
槡５

，０，１
槡（ ）５

Ｔ

，　η２＝（０，１，０）Ｔ，　η３＝
１
槡５

，０，－２
槡（ ）５

Ｔ

．

令矩阵

Ｑ＝（η１，η２，η３）＝

２
槡５

０ １
槡５

０ １ ０
１
槡５

０ － ２
槡

熿

燀

燄

燅５
则Ｑ 为正交阵．在正交变换Ｘ＝ＱＹ下，有

ＱＴＡＱ＝
２ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅３
且二次型的标准形为 ｆ＝２ｙ２

１＋２ｙ２
２－３ｙ２

３．

解法２　（１）二次型ｆ的矩阵为Ａ＝
ａ ０ ｂ
０ ２ ０
ｂ ０ －

熿

燀

燄

燅２
．Ａ 的特征多项式为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－ａ ０ －ｂ
０ λ－２ ０
－ｂ ０ λ＋２

＝（λ－２）［λ２－（ａ－２）λ－（２ａ＋ｂ２）］

设Ａ 的特征值为λｉ（ｉ＝１，２，３），则λ１＝２，λ２＋λ３＝ａ－２，λ２λ３＝－（２ａ＋ｂ２）．由

题设得

λ１＋λ２＋λ３＝２＋（ａ－２）＝１，

λ１λ２λ３＝－２（２ａ＋ｂ２）＝－１２
解得 ａ＝１，　ｂ＝２．

（２）同解法１．

数学四

１．设Ａ，Ｂ 均 为 三 阶 矩 阵，Ｅ 是 三 阶 单 位 矩 阵．已 知 ＡＢ＝２Ａ＋Ｂ，Ｂ＝
２ ０ ２
０ ４ ０

熿

燀

燄

燅２ ０ ２

，则（Ａ－Ｅ）－１＝ ．
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答　（Ａ－Ｅ）－１＝
０ ０ １
０ １ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ ０
．

解析　因为（Ｂ－２Ｅ）＝
０ ０ ２
０ ２ ０

熿

燀

燄

燅２ ０ ０

可逆，所以有：

ＡＢ＝２Ａ＋ＢＡＢ－Ｂ－２Ａ＋２Ｅ＝２Ｅ
（Ａ－Ｅ）（Ｂ－２Ｅ）＝２Ｅ

（Ａ－Ｅ）＝２（Ｂ－２Ｅ）－１

（Ａ－Ｅ）－１＝１
２

（Ｂ－２Ｅ）－１＝
０ ０ １
０ １ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ ０
２．设ｎ维向量α＝（ａ，０，…，０，ａ）Ｔ，ａ＜０；Ｅ 为ｎ 阶单位矩阵，矩阵

Ａ＝Ｅ－ααＴ，　Ｂ＝Ｅ＋１
ａααＴ，

其中Ａ 的逆矩阵为Ｂ，则ａ＝ ．
答　ａ＝－１．
解析　见数学三中题１．

３．设矩阵Ｂ＝
０ ０ １
０ １ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ ０
．已知矩阵Ａ 相似于Ｂ，则秩（Ａ－２Ｅ）与秩（Ａ－

Ｅ）之和等于（　　）．
（ａ）２　　　（ｂ）３　　　（ｃ）４　　　（ｄ）５
答　选（ｃ）．
解析　因为Ａ 与Ｂ 相似，所以存在可逆矩阵Ｐ，使Ａ＝Ｐ－１ＢＰ．从而有：

Ａ－２Ｅ＝Ｐ－１ＢＰ－２Ｅ＝Ｐ－１（Ｂ－２Ｅ）Ｐ
Ａ－Ｅ＝Ｐ－１ＢＰ－Ｅ＝Ｐ－１（Ｂ－Ｅ）Ｐ

因而

Ｒ（Ａ－２Ｅ）＝Ｒ［Ｐ－１（Ｂ－２Ｅ）Ｐ］＝Ｒ（Ｂ－２Ｅ）＝３

Ｒ（Ａ－Ｅ）＝Ｒ［Ｐ－１（Ｂ－Ｅ）Ｐ］＝Ｒ（Ｂ－Ｅ）＝１
Ｒ（Ａ－２Ｅ）＋Ｒ（Ａ－Ｅ）＝３＋１＝４

４．设有向量组（Ⅰ）：α１＝（１，０，２）Ｔ，α２＝（１，１，３）Ｔ，α３＝（１，－１，ａ＋２）Ｔ

和向量组（Ⅱ）：β１＝（１，２，ａ＋３）Ｔ，β２＝（２，１，ａ＋６）Ｔ，β３＝（２，１，ａ＋４）Ｔ．试 问：
当ａ为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价？当ａ为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不
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等价？

解　作初等行变换，有

（α１，α２，α３，β１，β２，β３）＝
１ １ １ １ ２ ２
０ １ －１ ２ １ １
２ ３ ａ＋２ ａ＋３ ａ＋６ ａ＋

熿

燀

燄

燅４

→
１ ０ ２ －１ １ １
０ １ －１ ２ １ １
０ ０ ａ＋１ ａ－１ ａ＋１ ａ－

熿

燀

燄

燅１
（１）当ａ≠－１时，有行列式｜α１，α２，α３｜＝ａ＋１≠０，秩Ｒ（α１，α２，α３）＝３，

故线性方程组ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＝βｉ（ｉ＝１，２，３）均 有 惟 一 解．所 以β１，β２，β３

可由向量组（Ⅰ）线性表示．
同样，行列式｜β１，β２，β３｜＝６≠０，秩Ｒ（β１，β２，β３）＝３，故α１，α２，α３ 可 由 向

量组（Ⅱ）线性表示．因此向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价．
（２）当ａ＝－１时，有

（α１，α２，α３，β１，β２，β３）→
１ ０ ２ －１ １ １
０ １ －１ ２ １ １
０ ０ ０ －２ ０ －

熿

燀

燄

燅２
由于秩Ｒ（α１，α２，α３）≠Ｒ（α１，α２，α３，β１），线 性 方 程 组ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＝β１

无解，故向量β１不能由α１，α２，α３ 线性表示．因此，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价．

５．设矩阵Ａ＝
２ １ １
１ ２ １
１ １

熿

燀

燄

燅ａ
可 逆，向 量α＝

１
ｂ

烄

烆

烌

烎１
是 矩 阵 Ａ 的 一 个 特 征 向

量，λ是α 对应的特征值，其中Ａ 是矩阵Ａ 的伴随矩阵．试求ａ，ｂ和λ 的值．
解　矩阵Ａ 的属于特征值λ的特征向量为α，由于矩阵Ａ 可逆，故Ａ 可

逆．于是λ≠０，｜Ａ｜≠０，且Ａα＝λα．
两边同时左乘矩阵Ａ，得

ＡＡα＝λＡα

Ａα＝｜Ａ｜
λα

即

２ １ １
１ ２ １
１ １

熿

燀

燄

燅ａ

１
ｂ

烄

烆

烌

烎１
＝｜Ａ｜

λ

１
ｂ

烄

烆

烌

烎１
由此，得方程组
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３＋ｂ＝｜Ａ｜
λ

，　

２＋２ｂ＝｜Ａ｜
λｂ，

ａ＋ｂ＋１＝｜Ａ｜
λ

，

烅

烄

烆 　

（８）

（９）

（１０）

由式（８），（９）解得ｂ＝１或ｂ＝－２；由式（８），（１０）解得ａ＝２．由于

｜Ａ｜＝
２ １ １
１ ２ １
１ １ ａ

＝３ａ－２＝４

根据式（８）知，特征向量α所对应的特征值λ＝｜Ａ｜
３＋ｂ＝ ４

３＋ｂ．

所以，当ｂ＝１时，λ＝１；当ｂ＝－２时，λ＝４．
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２００４年研究生入学考试试题精解

（线性代数）

数学一

１．设矩阵Ａ＝
２ １ ０
１ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，矩阵Ｂ 满足ＡＢＡ ＝２ＢＡ ＋Ｅ，其 中Ａ 为Ａ

的伴随矩阵，Ｅ 是单位矩阵，则｜Ｂ｜＝ ．

答　｜Ｂ｜＝１
９．

解析　因为｜Ａ｜＝３≠０，｜Ａ－２Ｅ｜＝１≠０，所以Ａ 可逆，Ａ－２Ｅ 可逆，从而

Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１＝３Ａ－１，且ＡＢＡ ＝２ＢＡ ＋Ｅ，可得（Ａ－２Ｅ）ＢＡ ＝Ｅ，所 以Ｂ＝

（Ａ－２Ｅ）－１（３Ａ－１）－１＝ １
３

（Ａ－２Ｅ）－１Ａ．于 是｜Ｂ｜＝｜１
３

（Ａ－２Ｅ）－１Ａ｜＝

（ ）１
３

３ １
｜Ａ－２Ｅ｜３＝１

９．

２．设Ａ 是３阶方阵，将Ａ 的第１列与第２列 交 换 得Ｂ，再 把Ｂ 的 第２列

加到第３列得Ｃ，则满足ＡＱ＝Ｃ的可逆阵Ｑ 为（　　）

（ａ）
０ １ ０
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ １

，　　　　　（ｂ）
０ １ ０
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，

（ｃ）
０ １ ０
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ １

， （ｄ）
０ １ １
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １
．

答　选（ｄ）．
解析　将Ａ 的第１列与第２列交换得Ｂ，相当于在Ａ 的右边乘以 初 等 阵

Ｑ１＝
０ １ ０
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

得Ｂ；再把Ｂ 的第２列加到第３列得Ｃ，相当于在Ｂ 的右边乘

以初等阵Ｑ２＝
１ ０ ０
０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １

得Ｃ．于是满足ＡＱ＝Ｃ的可逆矩阵Ｑ 为
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Ｑ＝Ｑ１Ｑ２＝
０ １ ０
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

１ ０ ０
０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １
＝

０ １ １
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １
３．设Ａ，Ｂ 为满足ＡＢ＝０的任意两个非零矩阵，则必有（　　）
（ａ）Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关．
（ｂ）Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关．
（ｃ）Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关．
（ｄ）Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关．
答　 选（ａ）．
解析　设Ａ 是ｐ×ｎ阶非零矩阵．将Ｂ 按列分块Ｂ＝（β１，β２，…，βｎ）．则由

ＡＢ＝０可知Ａβｊ＝０，ｊ＝１，２，…，ｎ．由于Ｂ 是非零矩阵，β１，β２，…，βｎ 不 全 为 零

向量，从而齐次线性方程组ＡＸ＝０有非零解，所以Ａ 的列向量组线性相关．将

ＡＴ 按列分块ＡＴ＝（α１，α２，…，αｍ），由ＡＢ＝０得ＢＴＡＴ＝０，于 是ＢＴαｊ＝０，ｊ＝

１，２，…，ｍ．由于Ａ 是非零矩阵，α１，α２，…，αｍ 不全为零向量，从 而 齐 次 线 性 方

程组ＢＴＸ＝０有非零解，所以ＢＴ 的列向量组线性相关．

４．设有齐次线性方程组

（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋…＋２ｘｎ＝０，

…………………………………

ｎｘ１＋ｎｘ２＋…＋（ｎ＋ａ）ｘｎ＝０

烅

烄

烆 ．

　（ｎ≥２）

试问ａ取何值时，方程组仅有非零解，并求出其通解．
解法１　对方程组的系数矩阵Ａ 作行初等变换，有

Ａ＝

１＋ａ １ １ … １
２ ２＋ａ ２ … ２

…

ｎ ｎ ｎ … ｎ＋

熿

燀

燄

燅ａ

→

１＋ａ １ １ … １
－２ａ ａ ０ … ０

…

－ｎａ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅ａ

＝Ｂ

当ａ＝０时，Ｒ（Ａ）＝１＜ｎ，故方程组有非零解，其同解方程组为

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０，
由此得基础解系为

η１＝（－１，１，０，…，０）Ｔ，　η２＝（－１，０，１，…，０）Ｔ，…，

ηｎ－１＝（－１，０，０，…，１）Ｔ，

于是方程组的通解为Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋…＋ｋｎ－１ηｎ－１，其中，ｋ１，…，ｋｎ－１为任意

常数．当ａ≠０时，对矩阵Ｂ 作初等行变换，有
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Ｂ→

１＋ａ １ １ … １
－２ １ ０ … ０

…

－ｎ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅１

→

ａ＋ｎ（ｎ＋１）
２ ０ ０ … ０

－２ １ ０ … ０
…

－ｎ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅１

可知ａ＝－ｎ（ｎ＋１）
２

时，Ｒ（Ａ）＝ｎ－１＜ｎ，故方程组也有非零解，其同解方程组

为

－２ｘ１＋ｘ２＝０，

－３ｘ１＋ｘ３＝０，

　　　 

－ｎｘ１＋ｘｎ＝

烅

烄

烆 ０
由此得基础解系为

η＝（１，２，…，ｎ）Ｔ

于是方程组的通解为

Ｘ＝ｋη，其中ｋ为任意常数．
解法２　方程组的系数行列式为

｜Ａ｜＝

１＋ａ １ １ … １
２ ２＋ａ ２ … ２

…

ｎ ｎ ｎ … ｎ＋ａ

＝ ａ＋ｎ（ｎ＋１）（ ）２ ａｎ－１．

当｜Ａ｜＝０时，即ａ＝０或ａ＝－ｎ（ｎ＋１）
２

时，方程组有非零解．

当ａ＝０时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

１ １ １ … １
２ ２ ２ … ２

…

ｎ ｎ ｎ …

熿

燀

燄

燅ｎ

→

１ １ １ … １
０ ０ ０ … ０

…

０ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

，

故方程组的同解方程组为

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ＝０，
由此得基础解系为

η１＝（－１，１，０，…，０）Ｔ，　η２＝（－１，０，１，…，０）Ｔ，…，

ηｎ－１＝（－１，０，０，…，１）Ｔ，
于是方程组的通解为

Ｘ＝ｋ１η１＋…＋ｋｎ－１ηｎ－１，其中ｋ１，…，ｋｎ－１为任意常数．

—０２１—



当ａ＝－ｎ（ｎ＋１）
２

时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

１＋ａ １ １ … １
２ ２＋ａ ２ … ２

…

ｎ ｎ ｎ … ｎ＋

熿

燀

燄

燅ａ

→

１＋ａ １ １ … １
－２ａ ａ ０ … ０

…

－ｎａ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅ａ

→

１＋ａ １ １ … １
－２ １ ０ … ０

…

－ｎ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅１

→

０ ０ ０ … ０
－２ １ ０ … ０

…

－ｎ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅１
故方程组的同解方程组为

－２ｘ１＋ｘ２＝０，

－３ｘ１＋ｘ３＝０，

　　　 

－ｎｘ１＋ｘｎ＝

烅

烄

烆 ０
由此得基础解系为

η＝（１，２，…，ｎ）Ｔ，
于是方程组的通解为

Ｘ＝ｋη，其中ｋ为任意常数．

５．设矩阵Ａ＝
１ ２ －３
－１ ４ －３
１ ａ

熿

燀

燄

燅５

的特征方程有一个二重根，求ａ的值，并讨

论Ａ 是否可相似对角化．
解　Ａ 的特征多项式为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －２ ３
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

＝
λ－２ ２－λ ０
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

＝（λ－２）
１ －１ ０
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

＝（λ－２）
１ ０ ０
１ λ－３ ３
－１ －ａ－１ λ－５

＝（λ－２）（λ２－８λ＋１８＋３ａ）．
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若λ＝２是特征方程的二重根，则有２２－１６＋１８＋３ａ＝０，解得ａ＝－２．

当ａ＝－２时，Ａ 的特征值为２，２，６，矩阵２Ｅ－Ａ＝
１ －２ ３
１ －２ ３
－１ ２ －

熿

燀

燄

燅３
的秩

为１，故特征值λ＝２对应的线性无关的特征向量有两个，从而Ａ 可相似对 角

化．
若λ＝２不是特征方程的二重根，则λ２－８λ＋１８＋３ａ为完全平方，从而１８

＋３ａ＝１６，解得ａ＝－２
３．

当ａ＝－２
３

时，Ａ 的 特 征 值 为２，４，４，矩 阵４Ｅ－Ａ＝

３ －２ ３
１ ０ ３

－１ ２
３ －

熿

燀

燄

燅１
的

秩为２，故特征值λ＝４对应的线性无关的特征向量只有一个，从而Ａ 不可 相

似对角化．

数学二

１．设矩阵Ａ＝
２ １ ０
１ ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，矩阵Ｂ 满足ＡＢＡ ＝２ＢＡ ＋Ｅ，其中Ａ 为Ａ

的伴随矩阵，Ｅ 是单位矩阵，则｜Ｂ｜＝ ．

答　｜Ｂ｜＝１
９．

解析　见数学一中题１．
２．设Ａ 是３阶方阵，将Ａ 的第１列与第２列 交 换 得Ｂ，再 把Ｂ 的 第２列

加到第３列得Ｃ，则满足ＡＱ＝Ｃ的可逆矩阵Ｑ 为（　　）

（ａ）
０ １ ０
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ １

，　　　　（ｂ）
０ １ ０
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，

（ｃ）
０ １ ０
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ １

， （ｄ）
０ １ １
１ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １
答　选（ｄ）．
解析　见数学一中题２．
３．设Ａ，Ｂ 为满足ＡＢ＝０的任意两个非零矩阵，则必有（　　）
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（ａ）Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关．
（ｂ）Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关．
（ｃ）Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关．
（ｄ）Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关．
答　选（ａ）．
解析　见数学一中题３．
４．设有齐次线性方程组

（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋ｘ３＋２ｘ４＝０，

３ｘ１＋３ｘ２＋（３＋ａ）ｘ３＋ｘ４＝０，

４ｘ１＋４ｘ２＋４ｘ３＋（４＋ａ）ｘ４＝

烅

烄

烆 ０
试问ａ取何值时，方程组仅有非零解，并求出其通解．
解法１　对方程组的系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

１＋ａ １ １ １
２ ２＋ａ ２ ２
３ ３ ３＋ａ ３
４ ４ ４ ４＋

熿

燀

燄

燅ａ

→

１＋ａ １ １ １
－２ａ ａ ０ ０
－３ａ ０ ａ ０
－４ａ ０ ０

熿

燀

燄

燅ａ

＝Ｂ

当ａ＝０时，Ｒ（Ａ）＝１＜４，故方程组有非零解，其同解方程组为

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０，
由此得基础解系为

η１＝（－１，１，０，０）Ｔ，　η２＝（－１，０，１，０）Ｔ，　η３＝（－１，０，０，１）Ｔ，
于是方程组的通解为Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋ｋ３η３，其中，ｋ１，ｋ２，ｋ３ 为任意常数．

当ａ≠０时，对矩阵Ｂ 作初等行变换，有

Ｂ→

１＋ａ １ １ １
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０
－

熿

燀

燄

燅４ ０ ０ １

→

ａ＋１０ ０ ０ ０
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０
－

熿

燀

燄

燅４ ０ ０ １
可知ａ＝－１０时，Ｒ（Ｂ）＝３＜４，故方程组也有非零解，其同解方程组为

－２ｘ１＋ｘ２＝０，

－３ｘ１＋ｘ３＝０，

－４ｘ１＋ｘ４＝
烅
烄

烆 ０
由此得基础解系为

η＝（１，２，３，４）Ｔ，
于是方程组的通解为
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Ｘ＝ｋη，其中ｋ为任意常数．
解法２　方程组的系数行列式为

｜Ａ｜＝

１＋ａ １ １ １
２ ２＋ａ ２ ２
３ ３ ３＋ａ ３
４ ４ ４ ４＋ａ

＝（ａ＋１０）ａ３．

当｜Ａ｜＝０时，即ａ＝０或ａ＝－１０时，方程组有非零解．
当ａ＝０时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

１ １ １ １
２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ３

熿

燀

燄

燅４ ４ ４ ４

→

１ １ １ １
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

故方程组的同解方程组为

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０．
由此得基础解系为

η１＝（－１，１，０，０）Ｔ，　η２＝（－１，０，１，０）Ｔ，…，

η３＝（－１，０，０，１）Ｔ，
于是方程组的通解为

Ｘ＝ｋ１η１＋ｋ２η２＋ｋ３η３，其中ｋ１，ｋ２，ｋ３ 为任意常数．
当ａ＝－１０时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

－９ １ １ １
２ －８ ２ ２
３ ３ －７ ３
４ ４ ４ －

熿

燀

燄

燅６

→

－９ １ １ １
２０ －１０ ０ ０
３０ ０ －１０ ０
４０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅１０

→

－９ １ １ １
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０
－

熿

燀

燄

燅４ ０ ０ １

→

０ ０ ０ ０
－２ １ ０ ０
－３ ０ １ ０
－

熿

燀

燄

燅４ ０ ０ １
故方程组的同解方程组为

ｘ２＝２ｘ１，

ｘ３＝３ｘ１，

ｘ４＝４ｘ１

烅
烄

烆 ，
由此得基础解系为

η＝（１，２，３，４）Ｔ，
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于是方程组的通解为

Ｘ＝ｋη，其中ｋ为任意常数．

５．设矩阵Ａ＝
１ ２ －３
－１ ４ －３
１ ａ

熿

燀

燄

燅５

的特征方程有一个二重根，求ａ的值，并讨

论Ａ 是否可相似对角化．
解　见数学一中题５．

数学三

１．二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（ｘ１＋ｘ２）２＋（ｘ２－ｘ３）２＋（ｘ３＋ｘ１）２ 的 秩 为

．
答　秩为２．
解析

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（ｘ１＋ｘ２）２＋（ｘ２－ｘ３）２＋（ｘ３＋ｘ１）２

＝２ｘ２
１＋２ｘ２

２＋２ｘ２
３＋２ｘ１ｘ２＋２ｘ１ｘ３－２ｘ２ｘ３

＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
２ １ １
１ ２ －１
１ －

熿

燀

燄

燅１ ２

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

记Ａ＝
２ １ １
１ ２ －１
１ －

熿

燀

燄

燅１ ２

，则二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的秩等于矩阵Ａ 的 秩．又

由

Ａ＝
２ １ １
１ ２ －１
１ －

熿

燀

燄

燅１ ２
→

若干次行初等变换
１ －１ ２
０ ３ －３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

可知Ｒ（Ａ）＝２，因此该二次型的秩也是２．
２．设ｎ阶矩阵Ａ 与Ｂ 等价，则必有

（ａ）当｜Ａ｜＝ａ（ａ≠０）时，｜Ｂ｜＝ａ．　（ｂ）当｜Ａ｜＝ａ（ａ≠０）时，｜Ｂ｜＝－ａ．
（ｃ）当｜Ａ｜≠０时，｜Ｂ｜＝０． （ｄ）当｜Ａ｜＝０时，｜Ｂ｜＝０．
答　选（ｄ）．
解析　因为ｎ阶矩阵Ａ 与Ｂ 等价，所以存在ｎ阶可逆矩阵Ｐ 与Ｑ，使得Ａ

＝ＰＢＱ，于是｜Ａ｜＝｜ＰＢＱ｜＝｜Ｐ｜｜Ｂ｜｜Ｑ｜．又由矩阵Ｐ与Ｑ 可逆知｜Ｐ｜≠０，｜Ｑ｜
≠０，从而当｜Ａ｜＝０时必有｜Ｂ｜＝０．故选（ｄ）．

３．设ｎ阶矩阵Ａ 的伴随 矩 阵Ａ ≠０，若ξ１，ξ２，ξ３，ξ４ 是 非 齐 次 线 性 方 程
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组ＡＸ＝ｂ的互不相等的解，则对应的齐次线性方程组ＡＸ＝０的基础解系：
（ａ）不存在． （ｂ）仅含一个非零解向量．
（ｃ）含有两个线性无关的解向量． （ｄ）含有三个线性无关的解向量．
答　选（ｂ）．
解析　首先，由Ａ 的伴随矩阵Ａ ≠０可 知 Ｒ（Ａ）≥ｎ－１．其 次，由 于ξ１，

ξ２，ξ３，ξ４ 是非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ的 互 不 相 等 的 解，从 而 对 应 的 齐 次 线 性

方程组ＡＸ＝０有非零解ξ１－ξ２，ξ１－ξ３ 等，于是Ｒ（Ａ）＜ｎ．由这两个 不 等 式

可得Ｒ（Ａ）＝ｎ－１，因此齐次线性方程组ＡＸ＝０的基础解系所含的非零解向

量的个数为ｎ－Ｒ（Ａ）＝１．故选（ｂ）．
４．设α１＝（１，２，０）Ｔ，α２＝（１，ａ＋２，－３ａ）Ｔ，α３＝（－１，－ｂ－２，ａ＋２ｂ）Ｔ，

β＝（１，３，－３）Ｔ．试讨论当ａ，ｂ为何值时，
（１）β不能由α１，α２，α３ 线性表示；
（２）β可由α１，α２，α３ 惟一地线性表示，并求出表示式；
（３）β可由α１，α２，α３ 线性表示，但表示式不惟一，并求出表示式．
解　设有数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝β． （１１）
记Ａ＝（α１，α２，α３），对矩阵（Ａ，β）施以行初等变换，有

（Ａ，β）＝
１ １ －１ １
２ ａ＋２ －ｂ－２ ３
０ －３ａ ａ＋２ｂ －

熿

燀

燄

燅３
→

１ １ －１ １
０ ａ －ｂ １
０ ０ ａ－ｂ

熿

燀

燄

燅０
．

（１）当ａ＝０，ｂ为任意常数时，有

（Ａ，β）→
１ １ －１ １
０ ０ －ｂ １
０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
．

可知Ｒ（Ａ）≠Ｒ（Ａ，β）．故方程组（１１）无解，β不能由α１，α２，α３ 线性表示．
（２）当ａ≠０，且ａ≠ｂ时，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，β）＝３，故方程组（１１）有惟一解

ｋ１＝１－１
ａ

，　ｋ２＝
１
ａ

，　ｋ３＝０，

则β可由α１，α２，α３ 惟一地线性表示，其表示式为

β＝ １－１（ ）ａ α１＋
１
ａα２．

（３）当ａ＝ｂ≠０时，对（Ａ，β）施以初等行变换，有

（Ａ，β）→

１ ０ ０ １－１
ａ

０ １ －１ １
ａ

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

．
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可知Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，β）＝２，故方程组（１）有无穷多解，其全部解为

ｋ１＝１－１
ａ

，ｋ２＝
１
ａ＋（ ）ｃ ，ｋ３＝ｃ，其中ｃ为任意常数．

β可由α１，α２，α３ 线性表示，但表示式不惟一，其表示式为

β＝ １－１（ ）ａ α１＋
１
ａ＋（ ）ｃα２＋ｃα３．

５．设ｎ阶矩阵

Ａ＝

１ ｂ … ｂ
ｂ １ … ｂ
  

ｂ ｂ …

熿

燀

燄

燅１

．

（１）求Ａ 的特征值和特征向量；
（２）求可逆阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ 为对角阵．
解　 （１）① 当ｂ≠０时，

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－１ －ｂ … －ｂ
－ｂ λ－１ … －ｂ
  

－ｂ －ｂ … λ－１
＝［λ－１－（ｎ－１）ｂ］［λ－（１－ｂ）］ｎ－１．

故Ａ 的特征值为λ１＝１＋（ｎ－１）ｂ，λ２＝…＝λｎ＝（１－ｂ）．
对于λ１＝１＋（ｎ－１）ｂ，设Ａ 的属于特征值λ１ 的一个特征向量为ξ１，则

１ ｂ … ｂ
ｂ １ … ｂ
  

ｂ ｂ …

熿

燀

燄

燅１

ξ１＝［１＋（ｎ－１）ｂ］ξ１，

解得ξ１＝（１，１，…，１）Ｔ，所以全部特征向量为

ｋξ１＝ｋ（１，１，…，１）Ｔ　（ｋ为任意非零常数）．
对于λ２＝…＝λｎ＝（１－ｂ），解齐次线性方程组［（１－ｂ）Ｅ－Ａ］Ｘ＝０，由

（１－ｂ）Ｅ－Ａ＝

－ｂ －ｂ … －ｂ
－ｂ －ｂ … －ｂ
  

－ｂ －ｂ … －

熿

燀

燄

燅ｂ

→

１ １ … １
０ ０ … ０
  

０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

，

得基础解系

ξ２＝（１，－１，０，…，０）Ｔ，

ξ３＝（１，０，－１，…，０）Ｔ，
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…　　…

ξｎ＝（１，０，０，…，－１）Ｔ．
故全部特征向量为

ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３＋…＋ｋｎξｎ　（ｋ２，…，ｋｎ 是不全为零的常数）．

② 当ｂ＝０时，特征值λ１＝…＝λｎ＝１，任意非零列向量均为特征向量．
（２）① 当ｂ≠０时，Ａ 有ｎ 个线性无关的特征向量，另Ｐ＝（ξ１，ξ２，…，ξｎ），

则

Ｐ－１ＡＰ＝ｄｉａｇ｛１＋（ｎ－１）ｂ，１－ｂ，…，１－ｂ｝．
② 当ｂ＝０时，Ａ＝Ｅ，对任意可逆矩阵Ｐ均有

Ｐ－１ＡＰ＝Ｅ．
注：ξ１＝（１，１，…，１）Ｔ 也可由求解齐次线性方程组（λ１Ｅ－Ａ）Ｘ＝０得出．

数学四

１．设Ａ＝
０ －１ ０
１ ０ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ，其中Ｐ 为 三 阶 可 逆 矩 阵，则Ｂ２００４

－２Ａ２＝ ．

答　
３ ０ ０
０ ３ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

解析　因为Ａ２＝
－１ ０ ０
０ －１ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，Ａ４＝Ａ２·Ａ２＝Ｅ，且Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ，所以

Ｂ２００４－２Ａ２＝（Ｐ－１ＡＰ）２００４－２Ａ２＝Ｐ－１Ａ２００４Ｐ－２Ａ２＝Ｐ－１（Ａ４）５０１Ｐ－２Ａ２

＝Ｅ－２Ａ２＝
１ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １
－

－２ ０ ０
０ －２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ２
＝

３ ０ ０
０ ３ ０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
２．设Ａ＝（ａｉｊ）３×３是实正交矩阵，且ａ１１＝１，ｂ＝（１，０，０）Ｔ，则 线 性 方 程 组

Ａｘ＝ｂ的解是 ．
答　（１，０，０）Ｔ．
解析　由于Ａ 是实正交矩阵，从而Ａ 可逆，于是

Ｘ＝Ａ－１ｂ＝ＡＴｂ＝（１，ａ１２，ａ１３）Ｔ．
又由Ａ 的行向量是单位向量可得１２＋ａ２

１２＋ａ２
１３＝１，于是ａ１２＝ａ１３＝０，从而 Ｘ

＝（１，０，０）Ｔ．
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３．设ｎ阶矩阵Ａ 与Ｂ 等价，则必有

（ａ）当｜Ａ｜＝ａ（ａ≠０）时，｜Ｂ｜＝ａ．　（ｂ）当｜Ａ｜＝ａ（ａ≠０）时，｜Ｂ｜＝－ａ．
（ｃ）当｜Ａ｜≠０时，｜Ｂ｜＝０． （ｄ）当｜Ａ｜＝０时，｜Ｂ｜＝０．
答　选（ｄ）．
解析　见数学三中题２．
４．设线性方程组

ｘ１＋λｘ２＋μｘ３＋ｘ４＝０，

２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋２ｘ４＝０，

３ｘ１＋（２＋λ）ｘ２＋（４＋μ）ｘ３＋４ｘ４＝１
烅
烄

烆 ，

已知（１，－１，１，－１）Ｔ 是该方程组的一个解．试求

（１）方程组的全部解，并 用 对 应 的 齐 次 线 性 方 程 组 的 基 础 解 系 表 示 全 部

解；
（２）该方程组满足ｘ２＝ｘ３ 的全部解．
解　将（１，－１，１，－１）Ｔ 代入方 程 组，得λ＝μ．对 方 程 组 的 增 广 矩 阵 施 以

初等行变换，得

珚Ａ＝
１ λ λ １ ０
２ １ １ ２ ０
３ ２＋λ ４＋λ

熿

燀

燄

燅４ １
→

１ ０ －２λ １－λ －λ
０ １ ３ １ １
０ ０ ２（２λ－１） ２λ－１ ２λ－

熿

燀

燄

燅１
．

（１）当λ≠１
２

时，有

珚Ａ→

１ ０ ０ １ ０

０ １ ０ －１
２ －１

２

０ ０ １ １
２

熿

燀

燄

燅
１
２

．

因Ｒ（珚Ａ）＝Ｒ（Ａ）＝３＜４，故方程组有无穷多解，全部解为

ξ＝ ０，－１
２

，１
２

，（ ）０
Ｔ

＋ｋ（－２，１，－１，２）Ｔ，

其中ｋ为任意常数．

当λ＝１
２

时，有

珚Ａ→
１ ０ －１ １

２ －１
２

０ １ ３ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

．

因Ｒ（珚Ａ）＝Ｒ（Ａ）＝２＜４，故方程组有无穷多解，全部解为
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ξ＝ －１
２

，１，０，（ ）０
Ｔ

＋ｋ１（１，－３，１，０）Ｔ＋ｋ２（－１，－２，０，２）Ｔ，

其中ｋ１，ｋ２ 为任意常数．

（２）当λ≠１
２

时，由于ｘ２＝ｘ３，即

－１
２＋ｋ＝１

２－ｋ．

解得ｋ＝１
２

，方程组的解为

ξ＝ ０，－１
２

，１
２

，（ ）０
Ｔ

＋１
２

（－２，１，－１，２）Ｔ＝（－１，０，０，１）Ｔ．

当λ＝１
２

时，由于ｘ２＝ｘ３，即

１－３ｋ１－２ｋ２＝ｋ１．

解得ｋ１＝
１
４－１

２ｋ２，故全部解为

ξ＝ －１
４

，１
４

，１
４

，（ ）０
Ｔ

＋ｋ２ －３
２

，－１
２

，－１
２

，（ ）２
Ｔ

，

其中ｋ２ 为任意常数．

注：在题（２）中，当λ＝１
２

时，解得ｋ２＝
１
２－２ｋ１ 时，全部解也可以表示为

ξ＝（－１，０，０，１）Ｔ＋ｋ１（３，１，１，－４）Ｔ，
其中ｋ１ 为任意常数．

５．设三阶实对称矩阵Ａ 的秩为２，λ１＝λ２＝６是Ａ 的二重特征值．若α１＝
（１，１，０）Ｔ，α２＝（２，１，１）Ｔ，α３＝（－１，２，－３）Ｔ 都是Ａ 的属于特征值６的特征

向量．
（１）求Ａ 的另一特征值和对应的特征向量；
（２）求矩阵Ａ．
解　（１）因为λ１＝λ２＝６是Ａ 的二重特征值，故Ａ 的属于特征 值６的 线

性无关的特征向量有２个．由题设可得α１，α２，α３ 的一个极大无关组为α１，α２，
故α１，α２ 为Ａ 的属于特征值６的线性无关的特征向量．

由Ｒ（Ａ）＝２可知，｜Ａ｜＝０，所以Ａ 的另一特征值λ３＝０．
设λ３＝０所对应的特征向量为α＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，则有αＴ

１α＝０，αＴ
２α＝０，即

ｘ１＋ｘ２＝０，

２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０｛ ．
解得此方程组的基础解系为α＝（－１，１，１）Ｔ．即Ａ 的属于特征值λ３＝０的 特

征向量为ｃα＝ｃ（－１，１，１）Ｔ（ｃ为不为零的任意常数）．
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（２）令矩阵Ｐ＝（α１，α２，α），则

Ｐ－１ＡＰ＝
６ ０ ０
０ ６ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

所以Ａ＝Ｐ
６ ０ ０
０ ６ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０
Ｐ－１．

又

Ｐ－１＝

０ １ －１
１
３ －１

３
２
３

－１
３

１
３

熿

燀

燄

燅
１
３

，

故

Ａ＝
４ ２ ２
２ ４ －２
２ －

熿

燀

燄

燅２ ４
．
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２００５年研究生入学考试试题精解

（线性代数）

数学一

１．设α１，α２，α３ 均为３维列向量，记矩阵

Ａ＝（α１，α２，α３），　Ｂ＝（α１＋α２＋α３，α１＋２α２＋４α３，α１＋３α２＋９α３）．
如果｜Ａ｜＝１，那么｜Ｂ｜＝ ．
答　｜Ｂ｜＝２．
解析　

｜Ｂ｜＝｜α１＋α２＋α３，α１＋２α２＋４α３，α１＋３α２＋９α３｜
ｃ２－ｃ


１
｜α１＋α２＋α３，α２＋３α３，α１＋３α２＋９α３｜

ｃ３－３ｃ


２
｜α１＋α２＋α３，α２＋３α３，α１｜

ｃ１－ｃ


３
｜α２＋α３，α２＋３α３，α１｜

ｃ２－ｃ


１
｜α２＋α３，２α３，α１｜

ｃ１－
１
２ｃ


２

｜α２，２α３，α１｜＝｜α２，２α３，α１｜＝２｜Ａ｜＝２
２．设λ１，λ２ 是矩阵Ａ 的两个不同的特征值，对应的特征向量分别 为α１，

α２，则α１，Ａ（α１＋α２）线性无关的充分必要条件是

（ａ）λ１≠０． （ｂ）λ２≠０． （ｃ）λ１＝０． （ｄ）λ２＝０．
答　选（ｂ）．
解析　Ａ（α１＋α２）＝Ａα１＋Ａα２＝λ１α１＋λ２α２，若λ１α１＋λ２α２ 与α１ 线 性 无

关，则必有λ２≠０．否则，λ１α１＋λ２α２＝λ１α１ 与α１ 是线性相关的，有矛盾．反之，
若λ２≠０，设ｋ１α１＋ｋ２（λ１α１＋λ２α２）＝０，有（ｋ１＋ｋ２λ１）α１＋ｋ２λ２α２＝０．由α１，α２

是属于不同特征值的特征向 量 知α１ 与α２ 线 性 无 关，所 以 有ｋ１＋ｋ２λ１＝０且

ｋ２λ２＝０．由λ２≠０即 知ｋ１＝ｋ２＝０，从 而α１ 与λ１α１＋λ２α２ 线 性 无 关．综 上 所

述，即知本题应选（ｂ）．
３．设Ａ 为ｎ（ｎ≥２）阶可逆矩阵，交换Ａ 的第１行与第２行得矩阵Ｂ，Ａ ，

Ｂ 分别为Ａ，Ｂ 的伴随矩阵，则

（ａ）交换Ａ 的第１列与第２列得矩阵Ｂ ．
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（ｂ）交换Ａ 的第１行与第２行得矩阵Ｂ ．
（ｃ）交换Ａ 的第１列与第２列得矩阵－Ｂ ．
（ｄ）交换Ａ 的第１行与第２行得矩阵－Ｂ ．
答　选（ｃ）．
解析　由已知得Ｂ＝Ｐ（１，２）Ａ，其 中Ｐ（１，２）是 交 换ｎ阶 单 位 阵Ｅ 的 第１

行与第２行得到的初等阵，且｜Ｐ（１，２）｜＝－｜Ｅ｜＝－１．于是

Ｂ ＝｜Ｂ｜·Ｂ－１＝｜Ｐ（１，２）Ａ｜（Ｐ（１，２）Ａ）－１＝｜Ｐ（１，２）｜·｜Ａ｜·Ａ－１·Ｐ（１，２）

＝－｜Ａ｜· １
｜Ａ｜

·Ａ ·Ｐ（１，２）＝－Ａ ·Ｐ（１，２），

即：矩阵－Ｂ 是交换矩阵Ａ 的第１列与第２列得到的．
４．已 知 二 次 型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ （１－ａ）ｘ２

１ ＋ （１－ａ）ｘ２
２ ＋２ｘ２

３ ＋
２（１＋ａ）ｘ１ｘ２的秩为２．

（Ⅰ）求ａ的值；
（Ⅱ）求正交变换Ｘ＝ＱＹ，把ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）化成标准形；
（Ⅲ）求方程ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝０的解．

答　（Ⅰ）由于二次 型ｆ 的 秩 为２，对 应 的 矩 阵Ａ＝
１－ａ １＋ａ ０
１＋ａ １－ａ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ２

的

秩为２，所以有
１－ａ １＋ａ
１＋ａ １－ａ

＝－４ａ＝０，得ａ＝０．

（Ⅱ）当ａ＝０ 时，Ａ＝
１ １ ０
１ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ２

，｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －１ ０
－１ λ－１ ０
０ ０ λ－２

＝

（λ－２）２λ，可知Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝２，λ３＝０．

Ａ 的属 于 特 征 值λ１＝２的 线 性 无 关 的 特 征 向 量 为：η１＝（１，１，０）Ｔ，η２＝
（０，０，１）Ｔ；

Ａ 的属于特征值λ３＝０的线性无关的特征向量为：η３＝（－１，１，０）Ｔ．

易见η１，η２，η３ 两两 正 交．将η１，η２，η３ 单 位 化 得ｅ１＝
１
槡２

（１，１，０）Ｔ，ｅ２＝

（０，０，１）Ｔ，ｅ３＝
１
槡２

（－１，１，０）Ｔ，取Ｑ＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３），则Ｑ 为正交矩阵．

令Ｘ＝ＱＹ，得ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝λ１ｙ２
１＋λ２ｙ２

２＋λ３ｙ２
３＝２ｙ２

１＋２ｙ２
２．

（Ⅲ）解法１ 在正交变换Ｘ＝ＱＹ下ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝０化 成２ｙ２
１＋２ｙ２

２＝
０，解之得ｙ１＝ｙ２＝０，从而
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Ｘ＝Ｑ

０
０

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）

０
０

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝ｙ３ｅ３＝ｋ（－１，１，０）Ｔ，

其中ｋ为任意常数．
解法２ 由于ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２

１＋ｘ２
２＋２ｘ２

３＋２ｘ１ｘ２＝（ｘ１＋ｘ２）２＋２ｘ２
３＝

０，所以

ｘ１＋ｘ２＝０，

ｘ３＝０｛ ，
其通解为Ｘ＝ｋ（－１，１，０）Ｔ，其中ｋ为任意常数．

５．已知 ３ 阶 矩 阵 Ａ 的 第 一 行 是 （ａ，ｂ，ｃ），ａ，ｂ，ｃ 不 全 为 零，矩 阵 Ｂ＝
１ ２ ３
２ ４ ６
３ ６

熿

燀

燄

燅ｋ
（ｋ为常数），且ＡＢ＝０，求线性方程组ＡＸ＝０的通解．

解 由于ＡＢ＝０，故Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤３，又 由ａ，ｂ，ｃ不 全 为 零，可 知 Ｒ（Ａ）

≥１．
当ｋ≠９时，Ｒ（Ｂ）＝２，于是Ｒ（Ａ）＝１；
当ｋ＝９时，Ｒ（Ｂ）＝１，于是Ｒ（Ａ）＝１或Ｒ（Ａ）＝２．
对于ｋ≠９，由ＡＢ＝０可得

Ａ
烄

烆

烌

烎

１
２
３

＝０　和　Ａ
３
６

烄

烆

烌

烎ｋ
＝０．

由于η１＝（１，２，３）Ｔ，η２＝（３，６，ｋ）Ｔ 线性无关，故η１，η２ 为ＡＸ＝０的一个基础

解系，于是ＡＸ＝０的通解为Ｘ＝ｃ１η１＋ｃ２η２，其中ｃ１，ｃ２ 为任意常数．
对于ｋ＝９分别就Ｒ（Ａ）＝２和Ｒ（Ａ）＝１进行讨论．

如果Ｒ（Ａ）＝２，则ＡＸ＝０的基础解系由一个向量构成，又因为Ａ
烄

烆

烌

烎

１
２
３

＝０，

所以ＡＸ＝０的通解为Ｘ＝ｃ１（１，２，３）Ｔ，其中ｃ１ 为任意常数．
如果Ｒ（Ａ）＝２，则ＡＸ＝０的基础解系由 两 个 向 量 构 成，又 因 为Ａ 的 第 一

行为（ａ，ｂ，ｃ），且ａ，ｂ，ｃ不全为零，所以ＡＸ＝０等价于ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３＝０．不妨

设ａ≠０．η１＝（－ｂ，ａ，０）Ｔ，η２＝（－ｃ，０，ａ）Ｔ 是ＡＸ＝０的 两 个 线 性 无 关 的 解，
故ＡＸ＝０的通解为Ｘ＝ｃ１η１＋ｃ２η２，其中ｃ１，ｃ２ 为任意常数．

数学二

１．设α１，α２，α３ 均为３维列向量，记矩阵
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Ａ＝（α１，α２，α３），　Ｂ＝（α１＋α２＋α３，α１＋２α２＋４α３，α１＋３α２＋９α３）．
如果｜Ａ｜＝１，那么｜Ｂ｜＝ ．
答　｜Ｂ｜＝２．
解析　见数学一中题１．
２．设λ１，λ２ 是矩阵Ａ 的两个不同的特征值，对应的特征向量分别 为α１，

α２，则α１，Ａ（α１＋α２）线性无关的充分必要条件是

（ａ）λ１≠０． （ｂ）λ２≠０． （ｃ）λ１＝０． （ｄ）λ２＝０．
答　选（ｂ）．
解析　见数学一中题２．
３．设Ａ 为ｎ（ｎ≥２）阶可逆矩阵，交换Ａ 的第１行与第２行得矩阵Ｂ，Ａ ，

Ｂ 分别为Ａ，Ｂ 的伴随矩阵，则

（ａ）交换Ａ 的第１列与第２列得矩阵Ｂ ．
（ｂ）交换Ａ 的第１行与第２行得矩阵Ｂ ．
（ｃ）交换Ａ 的第１列与第２列得矩阵－Ｂ ．
（ｄ）交换Ａ 的第１行与第２行得矩阵－Ｂ ．
答　选（ｃ）．
解析　见数学一中题３．
４．确定常数ａ，使向量组α１＝（１，１，ａ）Ｔ，α２＝（１，ａ，１）Ｔ，α３＝（ａ，１，１）Ｔ 可

由向量组β１＝（１，１，ａ）Ｔ，β２＝（－２，ａ，４）Ｔ，α３＝（－２，ａ，ａ）Ｔ 线性表示，但向量

组β１，β２，β３ 不能由向量组α１，α２，α３ 线性表示．
解法１ 记 Ａ＝（α１，α２，α３），Ｂ＝（β１，β２，β３），由 于β１，β２，β３ 不 能 由α１，

α２，α３ 线性表示，故Ｒ（Ａ）＜３，从而｜Ａ｜＝－（ａ－１）２（ａ＋２）＝０，所以ａ＝１或ａ
＝－２．

当ａ＝１时，α１＝α２＝α３＝β１＝（１，１，１）Ｔ，故α１，α２，α３ 可由β１，β２，β３ 线性

表示，但β２＝（－２，ａ，４）Ｔ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，所以ａ＝１符合题意．
当ａ＝－２时，由于

（Ｂ，Ａ）＝
１ －２ －２ １ １ －２
１ －２ －２ １ －２ １
－２ ４ －２ －

熿

燀

燄

燅２ １ １

→
１ －２ －２ １ １ －２
０ ０ －６ ０ ３ －３
０ ０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅３ ３

，

考 虑线性方程组ＢＸ＝α２，因为秩Ｒ（Ｂ）＝２，秩Ｒ（Ｂ，α２）＝３，所以方程组ＢＸ＝

α２ 无解，即α２ 不能由β１，β２，β３ 线性表示，与题设矛盾．因此ａ＝１．
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解法２ 记Ａ＝（α１，α２，α３），Ｂ＝（β１，β２，β３），对矩阵（Ａ，Ｂ）施行初等行变

换：

（Ａ，Ｂ）＝
１ １ ａ １ －２ －２
１ ａ １ １ ａ ａ
ａ １ １ ａ ４

熿

燀

燄

燅ａ
→

１ １ ａ １ －２ －２
０ ａ－１ １－ａ ０ ａ＋２ ａ＋２

０ １－ａ １－ａ２ ０ ４＋２ａ ３

熿

燀

燄

燅ａ

→
１ １ ａ １ －２ －２
１ ａ－１ １－ａ ０ ａ＋２ ａ＋２
０ ０ －（ａ－１）（ａ＋２） ０ ３ａ＋６ ４ａ＋

熿

燀

燄

燅２
由于β１，β２，β３ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，故Ｒ（Ａ）＜３，因此ａ＝１或ａ＝－２．

当ａ＝１时，

（Ａ，Ｂ）＝
１ １ １ １ －２ －２
１ １ １ １ １ １

熿

燀

燄

燅１ １ １ １ ４ １
→

１ １ １ １ －２ －２
０ ０ ０ ０ ３ ３
０ ０ ０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅３
，

考虑线性方程组ＡＸ＝β２．由于Ｒ（Ａ）＝１，秩Ｒ（Ａ，β２）＝２，故方程组ＡＸ＝β２ 无

解，所以β２ 不能由α１，α２，α３ 线性表示．另一方面，由于｜Ｂ｜＝－９≠０，故ＢＸ＝

αｉ（ｉ＝１，２，３）有惟一解，即α１，α２，α３ 可由β１，β２，β３ 线性表示，所以ａ＝１符合

题意．
当ａ＝－２时，

（Ａ，Ｂ）＝
１ １ －２ １ －２ －２
１ －２ １ １ －２ －２
－２ １ １ －２ ４ －

熿

燀

燄

燅２

→
１ １ －２ １ －２ －２
０ －３ ３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅６
，

考虑线性方程组ＢＸ＝α２．

（Ｂ，α２）＝
１ －２ －２ １
１ －２ －２ －２
－２ ４ －

熿

燀

燄

燅２ １
→

１ －２ －２ １
０ ０ ０ －３
０ ０ －

熿

燀

燄

燅６ ０

，

由于秩Ｒ（Ｂ）＝２，秩 Ｒ（Ｂ，α２）＝３，故 方 程 组ＢＸ＝α２ 无 解，即α２ 不 能 由β１，

β２，β３ 线性表示，与题设矛盾．因此ａ＝１．
５．已知 ３ 阶 矩 阵 Ａ 的 第 一 行 是 （ａ，ｂ，ｃ），ａ，ｂ，ｃ 不 全 为 零，矩 阵 Ｂ＝

１ ２ ３
２ ４ ６
３ ６

熿

燀

燄

燅ｋ
（ｋ为常数），且ＡＢ＝０，求线性方程组ＡＸ＝０的通解．
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解 见数学一中题５．

数学三

１．设行向量组（２，１，１，１），（２，１，ａ，ａ），（３，２，１，ａ），（４，３，２，１）线 性 相 关，
且ａ≠１，则ａ＝ ．

答　ａ＝１
２．

解析　由行向量组（２，１，１，１），（２，１，ａ，ａ），（３，２，１，ａ），（４，３，２，１）线 性 相

关可得

２ １ １ １
２ １ ａ ａ
３ ２ １ ａ
４ ３ ２ １

＝

１ ０ －ａ ａ
０ １ １ －１
０ ０ ２ａ－１ ２－２ａ
０ ０ ０ ａ－１

＝（２ａ－１）（ａ－１）＝０

从而ａ＝１
２

或ａ＝１．又已知ａ≠１，故只有ａ＝１
２．

２．设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）３×３满足Ａ ＝ＡＴ，其中Ａ 为Ａ 的伴随 矩 阵，ＡＴ 为Ａ
的转置矩阵．若ａ１１，ａ１２，ａ１３为三个相等的正数，则ａ１１为

（ａ）槡３３． （ｂ）３． （ｃ）１
３． （ｄ）槡３．

解 选（ａ）．
解析　由 Ａ ＝ＡＴ 可 得，ＡＡ ＝ＡＡＴ＝｜Ａ｜Ｅ，于 是｜ＡＡＴ｜＝｜｜Ａ｜Ｅ｜，

即｜Ａ｜２＝｜Ａ｜３，从而｜Ａ｜＝０或｜Ａ｜＝１．若｜Ａ｜＝０则由ＡＡＴ＝｜Ａ｜Ｅ＝０可 得，

ａ２
１１＋ａ２

１２＋ａ２
１３＝０，从而ａ１１＝ａ１２＝ａ１３＝０，与已知ａ１１，ａ１２，ａ１３为正数矛盾，所以

只可能｜Ａ｜＝１．再次由ＡＡＴ＝｜Ａ｜Ｅ 可得ａ２
１１＋ａ２

１２＋ａ２
１３＝｜Ａ｜，即３ａ２

１１＝１，故

ａ１１＝槡３
３．

３．设λ１，λ２ 是矩阵Ａ 的两个不同的特征值，对应的特征向量分别 为α１，

α２，则α１，Ａ（α１＋α２）线性无关的充分必要条件是

（ａ）λ１＝０． （ｂ）λ２＝０． （ｃ）λ１≠０． （ｄ）λ２≠０．
答　选（ｄ）．
解析　见数学一中题２．
４．已知齐次线性方程组

（ⅰ）
ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＝０，

２ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３＝０，

ｘ１＋ ｘ２＋ａｘ３＝０
烅
烄

烆 ，
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（ⅱ）
ｘ１＋ ｂｘ２＋　　 ｃｘ３＝０，

２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋（ｃ＋１）ｘ３＝０｛ ，

同解，求ａ，ｂ，ｃ的值．
解 方程组（ⅱ）的未知量个数大于 方 程 的 个 数，故 方 程 组（ⅱ）有 无 穷 多

个解．因为方程组（ⅰ）与（ⅱ）同解，所以方程组（ⅰ）的系数矩阵的秩小于３．
对方程组（ⅰ）的系数矩阵施以行初等变换

１ ２ ３
２ ３ ５
１ １

熿

燀

燄

燅ａ
→

１ ０ １
０ １ １
０ ０ ａ－

熿

燀

燄

燅２
，

从而ａ＝２．
此时，方程组（ⅰ）的系数矩阵可化为

１ ２ ３
２ ３ ５

熿

燀

燄

燅１ １ ２
→

１ ０ １
０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

故（－１，－１，１）Ｔ 是方程组（ⅰ）的一个基础解系．
将ｘ１＝－１，ｘ２＝－１，ｘ３＝１代入方程组（ⅱ）可得ｂ＝１，ｃ＝２或ｂ＝０，ｃ＝

１．
当ｂ＝１，ｃ＝２时，对方程组（ⅱ）的系数矩阵施以行初等变换，有

１ １ ２［ ］２ １ ３
→

１ ０ １［ ］０ １ １
，

故方程组（ⅰ）与（ⅱ）同解．
当ｂ＝０，ｃ＝１时，方程组（ⅱ）的系数矩阵可化为

１ ０ １［ ］２ ０ ２
→

１ ０ １［ ］０ ０ ０
，

故方程组（ⅰ）与（ⅱ）的解不相同．
综上所述，当ａ＝２，ｂ＝１，ｃ＝２时，方程组（ⅰ）与（ⅱ）同解．

５．设Ｄ＝
Ａ Ｃ

ＣＴ［ ］Ｂ
为正定矩阵，其中Ａ，Ｂ 分别为ｍ 阶，ｎ阶对称矩阵，Ｃ

为ｍ×ｎ矩阵．

（Ⅰ）计算ＰＴＤＰ，其中Ｐ＝
Ｅｍ －Ａ－１Ｃ

０ Ｅ［ ］
ｎ

；

（Ⅱ）利用（Ⅰ）的结果 判 断 矩 阵Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ 是 否 为 正 定 矩 阵，并 证 明 你

的结论．
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解 （Ⅰ）因ＰＴ＝
Ｅｍ ０

－ＣＴＡ－１ Ｅ［ ］
ｎ

，有

ＰＴＤＰ ＝
Ｅｍ ０

－ＣＴＡ－１ Ｅ［ ］
ｎ

Ａ Ｃ

ＣＴ［ ］Ｂ

Ｅｍ －Ａ－１Ｃ

０ Ｅ［ ］
ｎ

＝
Ａ Ｃ

０ Ｂ－ＣＴＡ－１［ ］Ｃ

Ｅｍ －Ａ－１Ｃ

０ Ｅ［ ］
ｎ

＝
Ａ ０

０ Ｂ－ＣＴＡ－１［ ］Ｃ
．

（Ⅱ）矩阵Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ是正定矩阵．

由（Ⅰ）的结果可知，矩阵 Ｄ 合同于矩阵 Ｍ＝
Ａ ０

０ Ｂ－ＣＴＡ－１［ ］Ｃ
．又 Ｄ 为

正定矩阵，可知矩阵 Ｍ 为正定矩阵．
因矩阵 Ｍ 为对称矩阵，故Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ 为 对 称 矩 阵．对 Ｘ＝（０，０，…，０）

烐烏 烑
Ｔ

ｍ

及任意的Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）Ｔ≠０，有［ＸＴ，ＹＴ］
Ａ ０

０ Ｂ－ＣＴＡ－１［ ］Ｃ
Ｘ［ ］Ｙ

＞０，即

ＹＴ（Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ）Ｙ＞０．故Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ为正定矩阵．

数学四

１．设行向量组（２，１，１，１），（２，１，ａ，ａ），（３，２，１，ａ），（４，３，２，１）线 性 相 关，
且ａ≠１，则ａ＝ ．

答　ａ＝１
２．

解析　见数学三中题１．
２．设α１，α２，α３ 均为３维列向量，记三阶矩阵

Ａ＝（α１，α２，α３），　Ｂ＝（α１＋α２＋α３，α１＋２α２＋４α３，α１＋３α２＋９α３）．
如果｜Ａ｜＝１，那么｜Ｂ｜＝ ．
答　｜Ｂ｜＝２．
解析　见数学一中题１．
３．设Ａ，Ｂ，Ｃ均为ｎ 阶 矩 阵，Ｅ 为ｎ 阶 单 位 矩 阵，若Ｂ＝Ｅ＋ＡＢ，Ｃ＝Ａ＋

ＣＡ，则Ｂ－Ｃ为

（ａ）Ｅ． （ｂ）－Ｅ． （ｃ）Ａ． （ｄ）－Ａ．
答　选（ａ）．
解析　由Ｂ＝Ｅ＋ＡＢ，可得（Ｅ－Ａ）Ｂ＝Ｅ，由Ｃ＝Ａ＋ＣＡ，可得Ｃ（Ｅ－Ａ）＝

Ａ．于是Ｃ（Ｅ－Ａ）Ｂ＝ＡＢ，即Ｃ＝ＡＢ．所以Ｂ－Ｃ＝Ｂ－ＡＢ＝Ｅ．故选（ａ）．
４．已知齐次线性方程组
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（ⅰ）
ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＝０，

２ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３＝０，

ｘ１＋ ｘ２＋ａｘ３＝０
烅
烄

烆 ，

（ⅱ）
ｘ１＋ ｂｘ２＋　　 ｃｘ３＝０，

２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋（ｃ＋１）ｘ３＝０｛ ，

同解，求ａ，ｂ，ｃ的值．
解 见数学三中题４．
５．设Ａ 为三阶矩阵，α１，α２，α３ 是线性无关的三维列向量，且满足

Ａα１＝α１＋α２＋α３，　Ａα２＝２α２＋α３，　Ａα３＝２α２＋３α３．
（Ⅰ）求矩阵Ｂ，使得Ａ（α１，α２，α３）＝（α１，α２，α３）Ｂ；
（Ⅱ）求矩阵Ａ 的特征值；
（Ⅲ）求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵．

解 （Ⅰ）由题设条件，有Ａ（α１，α２，α３）＝（α１，α２，α３）
１ ０ ０
１ ２ ２

熿

燀

燄

燅１ １ ３

，可知Ｂ

＝
１ ０ ０
１ ２ ２

熿

燀

燄

燅１ １ ３
．

（Ⅱ）因为α１，α２，α３ 是线性无关的三维列向量，可知矩阵Ｃ＝（α１，α２，α３）

可逆，所以Ｃ－１ＡＣ＝Ｂ，即矩阵Ａ 与Ｂ 相似．由此可得矩阵Ａ 与Ｂ 有相同的特

征值．由

｜λＥ－Ｂ｜＝
λ－１ ０ ０
－１ λ－２ －２
－１ －１ λ－３

＝（λ－１）２（λ－４）＝０，

得矩阵Ｂ 的特征值，也即矩阵Ａ 的特征值λ１＝λ２＝１，λ３＝４．
（Ⅲ）对应于特征值λ１＝λ２＝１，解 齐 次 线 性 方 程 组（Ｅ－Ｂ）Ｘ＝０，得 基 础

解系ξ１＝（－１，１，０）Ｔ，ξ２＝（－２，０，１）Ｔ；

对应于特征值λ３＝４，解齐次线性方程组（４Ｅ－Ｂ）Ｘ＝０，得基础解系ξ３＝
（０，１，１）Ｔ．

令矩阵Ｑ＝（ξ１，ξ２，ξ３）＝
－１ －２ ０
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ １

，则Ｑ－１ＢＱ＝
１ ０ ０
０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ４
．

因Ｑ－１ＢＱ＝Ｑ－１Ｃ－１ＡＣＱ＝（ＣＱ）－１Ａ（ＣＱ），记矩阵
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Ｐ＝ＣＱ＝（α１，α２，α３）
－１ －２ ０
１ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ １
＝（－α１＋α２，－２α１＋α３，α２＋α３），

故Ｐ即为所求的可逆矩阵．
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