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内 容 提 要

离散数学和计算机科学关 系 密 切。本 书 系 统 地 介 绍 了 离 散 数 学 的 基 础 理

论，阐述了各个分支之间的 联 系，还 说 明 了 它 在 计 算 机 中 的 应 用。主 要 内 容 包

括：集合论、关系、映射和无限 集、近 世 代 数、图 论、命 题 逻 辑、谓 词 逻 辑、命 题 逻

辑和谓词逻辑的公理化理论、离散数学在计算机中的应用。章末附有复习提纲

及习题，书末附有各章习题解答。

本书适合作为计算机及相关专业的学生和自学考试者的教材，也可供从事

计算机和数学方面研究的科技工作者和教师学习参考。
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第四版序言

本书自１９８５年出版至今已２０年并经历了三个版本的修改，目

前，这次已是第四版了。本书以简单、明了、讲解清楚为其特色，同时

将离散数学与计算机科学紧密结合构成了本书的另一个特色。在这

一版中将继续保持本书原有特色，同时也对其做了一些必要的修改

与调整，主要目的是使读者能对所学内容更进一步了解与掌握。本

版调整的内容是：
（１）为便于读者复习，在本版的每章中均增加有复习提纲，该提

纲为复习该章提供帮助。
（２）为帮助读者加深对内容的理解，在本版中增添了若干习题，

特别是增添了一些带有全局性与理解性的习题。
（３）在本版中的所有习题均附有答案，这主要是为方便读者解题。
（４）对第三版中所出现的一些错误做了订正。
本书非常适合作为计算相关专业（特别是应用类专业）的大学本

科、专科的教材，它还适合作为职业技术教学、自学考试的教材以及

参考资料。本书还可作为从事计算机及相关应用的科技人员学习、
参考之用。

本书的复习提纲编写由徐洁磐完成，习题增补及全部解答由朱

怀宏完成，全书错误订正由徐洁磐完成。
在本书出版２０年的过程中，作者不断得到广大读者的支持和帮

助，希望在今后还能继续得到广大读者的支持和帮助，在这里谨向广

大读者表示诚挚的感谢。

作　者

２００４年１１月２０日于南京
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书书书

第一章　集　合　论

１１　集合和元素的概念

集合的理论在现代数学中起了十分重要的作用，集合论的语言

是各门数学的基础。对计算机科学工作者来说，集合的概念也是必

不可少的。
首先我们对集合及其元素的概念作一初步说明。一般地说，一

个集合是指所研究对象的全体，其中每个对象是该集合中的一个元

素（也叫成员）。对任意一个集合Ｓ 和一个元素ｘ，若ｘ 是Ｓ 中的一

个元素，记以ｘ∈Ｓ，读作“ｘ 属于Ｓ”，若ｘ 不是Ｓ 中的一个元素，记

作ｘ瓝Ｓ，读作“ｘ 不属于Ｓ”。显然，任意一 个 元 素 要 么 属 于 某 一 个

集合，要么不属于某一个集合，二者必居其一。
本书中，除 非 特 别 声 明，下 面 几 个 符 号 是 常 用 来 表 示 特 定 集

合的。

Ｎ：自然数集合｛０，１，２，…｝

Ｉ：整数集合

Ｑ：有理数集合

Ｒ：实数集合

Ｎｍ（ｍ≥１）：集合（０，１，２，…，ｍ－１）
表示一个集合中的元素通常有三种方法：
第一，列举已知集合中的元素，如Ａ＝｛１，２，３，４｝，Ｂ＝｛１，２，…，

１００｝，Ｃ＝｛２，４，６，…｝。

·１·

　在本书中，自然数集合的元素包括零。



第二，当一个集合Ａ 中的元素很多或 者 无 穷 时，则 用 元 素 特 性

刻划的方法来表示。如用Ｐ 表示某种特性，Ｐ（ａ）表示元素ａ满足特

性Ｐ，则

Ａ＝ ｛ａ｜Ｐ（ａ）｝
表示Ａ 是所有使Ｐ（ａ）成立的元素ａ构成的集合。Ｐ 可以是某项规

定或某个公式，例如：

Ａ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｉ并且ｘ ＜０｝

Ｂ＝ ｛ｘ｜ｘ＝ｙ２ 并且ｙ是正整数｝

Ｃ＝ ｛ｘ｜ｘ是有效的ＦＯＲＴＲＡＮ 标识符｝

Ｄ ＝ ｛ｘ｜ｘ是开始为ｃ，结束为ｔ的三个字母的字｝

＝ ｛ｃａｔ，ｃｏｔ，…，ｃｕｔ｝
第三，可以通过计算规则定义集合中的元素，这种情况下的集合

有的称为递归指定集合。
例１１　设ａ０＝１，ａ１＝１，ａｉ＋１＝ａｉ＋ａｉ－１，ｉ≥１，于是Ｓ＝｛ａｋ｜ｋ≥

０｝＝｛１，１，２，３，５，８，…｝。
如果 一 个 集 合 的 元 素 是 有 限 的，称 它 为 有 限 集，反 之 是 无 限

集。我们最常见 的 自 然 数 集 合 是 无 限 集，无 限 集 将 在 第 三 章 专 门

讨论。
设Ａ 是有限集，则 Ａ 中元素的数目用ｎ（Ａ）或｜Ａ｜表示。关于

集合中的元素及计算方法，后面要作专门研究。

１２　集合的子集

定义１１　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，如果Ａ 中的每个元素也是Ｂ
中的一个元素，则称 Ａ 是Ｂ 的子集，记作 ＡＢ。Ａ 是Ｂ 的子集也

叫Ａ 被Ｂ 包含，或叫Ｂ 包含Ａ。
如果Ａ 不是Ｂ 的子集，即Ａ 中至少有一个元素不属于Ｂ，记作

ＡＢ 或ＢＡ。
定义１２　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，如果Ａ 中的每个元素是Ｂ 中

·２·



的一个元素，同时Ｂ 中的每个元素也是Ａ 中的一个元素，则称 Ａ 和

Ｂ 相等，记作Ａ＝Ｂ。
如果Ａ 中至少有一个元素不在Ｂ 中或者Ｂ 中至少有一个元素

不在Ａ 中，则称Ａ 和Ｂ 不等，记作Ａ≠Ｂ。
集合间的包含和相等是两个极其重要的概念，它们之间的关系

可归结为下述定理。
定理１１　设 Ａ 和Ｂ 是 两 个 集 合，则 Ａ＝Ｂ 当 且 仅 当ＡＢ

且ＢＡ。
证明：假定Ａ＝Ｂ，由 相 等 的 定 义，Ａ 中 每 个 元 素 在Ｂ 中，所 以

ＡＢ，同样Ｂ 中每个元素在Ａ 中，所以ＢＡ；
反之，若Ａ≠Ｂ，故 Ａ 中至少有一个元素不在Ｂ 中，这与 ＡＢ

矛盾，或者Ｂ 中至 少 有 一 个 元 素 不 在Ａ 中，这 与 ＢＡ 矛 盾，所 以

Ａ≠Ｂ是不可能的；
故Ａ＝Ｂ。
定义１３　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，如果 ＡＢ 并且Ａ≠Ｂ，则称

Ａ 是Ｂ 的真子集（或叫真包含），记以ＡＢ。
例１２　设集合Ａ＝｛１，３，４，５，８，９｝，Ｂ＝｛１，２，３，５，７｝，Ｃ＝｛１，

５｝，则有ＡＣ，ＢＣ。这是因为Ｃ 中的每个元素都在Ｂ 和Ａ 中，然

而ＢＡ，因为２，７∈Ｂ，但是２，７瓝Ａ。
例１３　设Ｓ１＝｛ａ｝，Ｓ２＝｛｛ａ｝｝，则Ｓ１≠Ｓ２。Ｓ１ 和Ｓ２ 无 公 共

元素，且每个集合仅有一个元素。再令Ｓ３＝｛ａ，｛ａ｝｝，则Ｓ３ 有两个

元 素。这 三 个 集 合 的 关 系 是：Ｓ１ ≠Ｓ３，Ｓ２ ≠Ｓ３，然 而 Ｓ１ Ｓ３，

Ｓ２Ｓ３。

１３　全集和空集

在这一节，我们将介绍两个特殊的集合———全集和空集。
定义１４　如果一个集合包含了我们所考虑的每一个元素的集

合，则称该集合为全集。除非特别声明，本书用Ｕ 表示全集。
·３·



例１４　设有一个方程：
（ｘ＋１）（２ｘ－３）（３ｘ＋４）（ｘ２－２）（ｘ２＋１）＝０

对于这个方程，如果Ｕ 是全体复数的集合，则其解集（即该方程根的

集合）是：

Ｓ＝ ｛－１，３／２，－４／３，槡２，－槡２，ｉ，－ｉ｝
如果Ｕ 是全体实数集合，则其解集是：

Ａ＝ ｛－１，３／２，－４／３，槡２，－槡２｝
自然，当Ｕ 是全体整数集合或自然数集合时，读者不难求 出 其 相 应

的解集。
相反，如果仅仅给出某些集合，譬如说 Ａ＝｛１，２，３｝，Ｂ＝｛４，５，

６，７｝，那么我们难以知道其全集是什么，因为Ｕ 可以是｛１，２，３，…，

７｝，｛ｘ｜ｘ∈Ｎ 且ｘ＜１００｝，Ｎ，Ｉ，…。不过今后在集合的应用中，我们

总认为它包含在固定大的集合之中，一般不再声明其全集是哪一个。
因为读者完全可从研究的具体问题而知道其全集，例如，在平面几何

中，全集是平面上的所有的点。
与全集相反的概念是空集。
定义１５　没有元素的集合称为空集，记以。
定理１２　设Ａ 是任意一个集合，则有Ａ。
证明：用反证法。若Ａ，由定义，中至少有一个元素不属

于Ａ，这与空集的定义发生矛盾，故有Ａ。
对任意一个集合Ａ，总有ＡＵ。
定理１３　空集是惟一的。
证明：用反证法。设１ 和２ 是两个空集，则由于１ 是空集，

根据定理１２有１２；由 于２ 是 空 集，根 据 定 理１２有２

１；因此１＝２。
注意，和｛｝是不同的，前者是没有元素的一个集合，后者是

以空集作 为 其 元 素 的 一 个 集 合。如 果Ｓ＝｛｝，则Ｓ 而 且

∈Ｓ；如果Ｓ＝｛｛｝｝，则Ｓ但是瓝Ｓ。
·４·



１４　集合的运算、文氏图

定义１６　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，则：
（１）Ａ 和Ｂ 的并，记为Ａ∪Ｂ，是由Ａ 和Ｂ 中的所有元素构成的

集合，即：

Ａ∪Ｂ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ａ 或ｘ ∈Ｂ｝
（２）Ａ 和Ｂ 的交，记为Ａ∩Ｂ，是由Ａ 和Ｂ 中的所有公共元素构

成的集合，即：

Ａ∩Ｂ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ａ 并且ｘ ∈Ｂ｝
特殊情况：如果Ａ 和Ｂ 无公共元素，此时Ａ∩Ｂ＝，称Ａ 和Ｂ

是分离的。
（３）Ａ 和Ｂ 的差，记为Ａ－Ｂ，是由属于Ａ 而不属于Ｂ 的元素构

成的集合，即：

Ａ－Ｂ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ａ 并且ｘ瓝Ｂ｝
定义１７　一个集合Ａ 的补，记为珡Ａ，它是由属于全集Ｕ 但不属

于Ａ 的所有元素构成的集合，即：
珡Ａ ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｕ 并且ｘ瓝Ａ｝

所以珡Ａ 是全集Ｕ 和Ａ 的差集。
对任意两个集合Ａ 和Ｂ，有Ａ－Ｂ＝Ａ∩珚Ｂ。
例１５　设Ａ＝｛１，２，３，５｝，Ｂ＝｛１，２，４，６｝，Ｕ＝Ｎ（Ｎ 为自然数

集），求Ａ 和Ｂ 的并集、交集、差集和珡Ａ、珚Ｂ。
解：Ａ∪Ｂ＝ ｛１，２，３，４，５，６｝

Ａ∩Ｂ＝ ｛１，２｝

Ａ－Ｂ＝ ｛３，５｝

Ｂ－Ａ＝ ｛４，６｝
珡Ａ ＝ ｛０，４，６，７，…｝
珚Ｂ＝ ｛０，３，５，７，８，…｝

集合的运算满足一些基本定律，为便于比较，列表如下：
·５·



等　幂　律

Ａ∪Ａ＝Ａ　　　Ａ∩Ａ＝Ａ
结　合　律

（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）　　　（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）

交　换　律

Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ　　　Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ
分　配　律

Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）　　　Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）

恒　等　律

Ａ∪＝Ａ　　　Ａ∩Ｕ＝Ａ
Ａ∪Ｕ＝Ｕ　　　Ａ∩＝

吸　收　律

Ａ∪（Ａ∩Ｂ）＝Ａ　　　Ａ∩（Ａ∪Ｂ）＝Ａ
双　重　补

珢Ａ＝Ａ
取　补　律

Ａ∪珡Ａ＝Ｕ　　　Ａ∩珡Ａ＝
珡Ｕ＝　　　＝Ｕ

德·摩根定律

（Ａ∪Ｂ）＝珡Ａ∩珚Ｂ　　　（Ａ∩Ｂ）＝珡Ａ∪珚Ｂ

如果在一个表达式中同时具有取补、交和并的运算，其运算的优

先次序是先作取补运算，再作交的运算，最后作并的运算，若表达式

中有括号，则先作内层括号中的运算。利用补、交及并的优先次序，
可减少表达式中括号的层数。

下面我们利用前述的一些定义及基本定律来证明一些常用的关

系式，通过这些证明，读者将会掌握基本的解题方法。
例１６
（１）如果ＡＢ，ＣＤ，则有：

（Ａ∪Ｃ） （Ｂ∪Ｄ），（Ａ∩Ｃ） （Ｂ∩Ｄ）。
证明：任取ｘ∈（Ａ∪Ｃ），于是ｘ∈Ａ 或ｘ∈Ｃ，由于 ＡＢ，Ｃ

Ｄ，故ｘ∈Ｂ 或ｘ∈Ｄ，从而有ｘ∈（Ｂ∪Ｄ），所以（Ａ∪Ｃ）（Ｂ∪Ｄ）。
同理可证　（Ａ∩Ｃ）（Ｂ∩Ｄ）。
（２）求证　（Ａ∩Ｂ）Ａ（Ａ∪Ｂ）

（Ａ∩Ｂ）Ｂ（Ａ∪Ｂ）。
·６·



证明：任取ｘ∈（Ａ∩Ｂ），则ｘ∈Ａ 成立，因此（Ａ∩Ｂ）Ａ；另一

方面，任取ｘ∈Ａ，则ｘ∈（Ａ∪Ｂ）肯定成立，因此Ａ（Ａ∪Ｂ），故有：
（Ａ∩Ｂ）Ａ （Ａ∪Ｂ）

同理可证（Ａ∩Ｂ）Ｂ（Ａ∪Ｂ）。
（３）如果ＡＢ，则有（Ａ∩Ｂ）＝Ａ，（Ａ∪Ｂ）＝Ｂ。
证明：假定ＡＢ，任取ｘ∈Ａ，于是ｘ∈Ｂ，因此ｘ∈（Ａ∩Ｂ），得

到Ａ（Ａ∩Ｂ）；另一方面，（Ａ∩Ｂ）Ａ。所以（Ａ∩Ｂ）＝Ａ。
任取ｘ∈（Ａ∪Ｂ），于是ｘ∈Ａ 或ｘ∈Ｂ，如果ｘ∈Ａ，由于ＡＢ，

则有ｘ∈Ｂ，所以（Ａ∪Ｂ）Ｂ；另一方面（Ａ∪Ｂ）Ｂ，故（Ａ∪Ｂ）＝Ｂ。
（４）求证（Ａ－Ｂ）Ａ。
证明：Ａ－Ｂ＝Ａ∩珚ＢＡ（由（２））
例１７　求证 Ａ－（Ａ－Ｂ）＝Ａ∩Ｂ
证明：Ａ－（Ａ－Ｂ）＝Ａ－（Ａ∩珚Ｂ）＝Ａ∩（Ａ∩珚Ｂ）

＝Ａ∩（珡Ａ∪珛Ｂ）＝（Ａ∩珡Ａ）∪（Ａ∩Ｂ）＝∪（Ａ∩Ｂ）

＝Ａ∩Ｂ
例１８　求证（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）当且仅当ＣＡ。
证明：设（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∪Ｃ），由于Ｃ（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ，Ａ∩

（Ｂ∪Ｃ）Ａ，故ＣＡ；
反之，如果ＣＡ，则 Ａ∪Ｃ＝Ａ，故（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ＝（Ａ∪Ｃ）∩（Ｂ

∪Ｃ）＝Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）。
例１９　求证Ａ－（Ｂ－Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）－Ｃ 当且仅当Ａ∩Ｃ＝。
证明：先设Ａ－（Ｂ－Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）－Ｃ，于是有：

　Ａ－（Ｂ－Ｃ）＝Ａ－（Ｂ∩珚Ｃ）＝Ａ∩ （Ｂ∩珚Ｃ）

＝Ａ∩ （珚Ｂ∪Ｃ）＝ （Ａ∩珚Ｂ）∪ （Ａ∩Ｃ）

＝Ａ∩珚Ｂ∩ （Ｃ∪珚Ｃ）∪Ａ∩ （Ｂ∪珚Ｂ）∩Ｃ
＝ （Ａ∩Ｂ∩Ｃ）∪ （Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ）∪ （Ａ∩珚Ｂ∩珚Ｃ）

＝ （Ａ－Ｂ）－Ｃ＝Ａ∩珚Ｂ∩珚Ｃ　（右端）
由于Ａ∩Ｂ∩Ｃ、Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ、Ａ∩珚Ｂ∩珚Ｃ 是两两分离的（为什么？），故（Ａ
∩Ｂ∩Ｃ）∪（Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ）＝，但是（Ａ∩Ｂ∩Ｃ）∪（Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ）＝Ａ∩
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Ｃ，所以Ａ∩Ｃ＝。
充分性的证明从略。
两个集合Ａ 和Ｂ 之差是不满足结合律和交换律的，我们引进另

外一种运算称为对称差。
定义１８　集合Ａ 和Ｂ 的对称差，记以ＡＢ，是：

ＡＢ＝ （Ａ－Ｂ）∪ （Ｂ－Ａ）
即：

ＡＢ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ａ 且ｘ瓝Ｂ 或ｘ ∈Ｂ 且ｘ瓝Ａ｝
对称差的元素属于Ａ 或Ｂ，但不能同时属于Ａ 和Ｂ。
定理１４　下面的等式是成立的：
（１）Ａ（ＢＣ）＝（ＡＢ）Ｃ
（２）ＡＢ＝ＢＡ
（３）Ａ＝Ａ
（４）ＡＡ＝
（５）ＡＵ＝珡Ａ（其中Ｕ 是全集）
（６）Ａ珡Ａ＝Ｕ
（７）ＡＢ＝（Ａ∪Ｂ）－（Ａ∩Ｂ）
（８）Ａ∩（ＢＣ）＝（Ａ∩Ｂ）（Ａ∩Ｃ）
证明：我们仅对（８）作证明如下：

（Ａ∩Ｂ）（Ａ∩Ｃ）　　　　　　　　　　　
　　　　＝（（Ａ∩Ｂ）－（Ａ∩Ｃ））∪（（Ａ∩Ｃ）－（Ａ∩Ｂ））

＝（Ａ∩Ｂ）∩（Ａ∩Ｃ）∪（Ａ∩Ｂ）∩（Ａ∩Ｃ）

＝Ａ∩Ｂ∩珡Ａ∪Ａ∩Ｂ∩珚Ｃ∪珡Ａ∩Ａ∩Ｃ∪Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ
＝（Ａ∩珡Ａ）∩Ｂ∪Ａ∩Ｂ∩珚Ｃ∪Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ
＝∩Ｂ∪Ａ∩Ｂ∩珚Ｃ∪Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ
＝Ａ∩Ｂ∩珚Ｃ∪Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ
＝Ａ∩（Ｂ∩珚Ｃ∪珚Ｂ∩Ｃ）

＝Ａ∩（（Ｂ－Ｃ）∪（Ｃ－Ｂ））

＝Ａ∩（ＢＣ）
·８·



下面为叙述简单，有时用记号“甲乙”表示由甲能推出乙。
例１１０　假定ＡＢ＝ＡＣ，则有Ｂ＝Ｃ。
证明：欲证Ｂ＝Ｃ，只须证ＢＣ 且ＢＣ。
（１）任取ｘ∈Ｂ，此时若ｘ∈Ａ，则：

ｘ∈Ａ∩Ｂ
ｘ瓝ＡＢ（由对称差定义导出）

ｘ瓝ＡＣ（由ＡＢ＝ＡＣ）

ｘ∈Ａ∩Ｃ（由对称差定义导出）

ｘ∈Ｃ
任取ｘ∈Ｂ，此时若ｘ瓝Ａ，则：

ｘ瓝Ａ∩Ｂ
ｘ∈ＡＢ（由对称差定义导出）

ｘ∈ＡＣ（由ＡＢ＝ＡＣ）

ｘ∈Ａ∩珚Ｃ 或ｘ∈珡Ａ∩Ｃ
ｘ∈珡Ａ∩Ｃ（ｘ∈Ａ∩珚Ｃ 不成立）

ｘ∈Ｃ
所以，对任意ｘ∈Ｂ，不管ｘ是否属于Ａ，总有ｘ∈Ｃ，故ＢＣ。
（２）任取ｘ∈Ｃ，按同样的方法，可证明：

ＢＣ，所以Ｂ＝Ｃ。
集合的幂集是一个很重要的概念。
定义１９　设Ｓ 是一个有限集合，则Ｓ 的所有子集所组成的集

合称为Ｓ 的幂集，用ρ（Ｓ）或２Ｓ 表示，即：

ρ（Ｓ）＝ ｛Ｘ｜Ｘ Ｓ｝
例１１１　设Ｓ＝｛１，２，３｝，则：

ρ（Ｓ）＝ ｛，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，３｝，Ｓ｝
对于空集，其幂集为：ρ（）＝ ｛｝
还有：ρ（ρ（））＝ ｛，｛｝｝

ρ（ρ（ρ（）））＝ ｛，｛｝，｛｛｝｝，｛，｛｝｝｝
可以很容易证明，如果Ｓ有ｋ 个元素，则ρ（Ｓ）有２ｋ 个元素。

·９·



例１１２　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，则：
（１）ρ（Ａ）∪ρ（Ｂ）ρ（Ａ∪Ｂ）
（２）ρ（Ａ）∩ρ（Ｂ）＝ρ（Ａ∩Ｂ）
证明：（１）任取Ｘ∈（ρ（Ａ）∪ρ（Ｂ））

Ｘ∈ρ（Ａ）或 Ｘ∈ρ（Ｂ）

ＸＡ 或ＸＢ
Ｘ（Ａ∪Ｂ）

Ｘ∈ρ（Ａ∪Ｂ）
故：ρ（Ａ）∪ρ（Ｂ）ρ（Ａ∪Ｂ）
（２）任取Ｘ∈ρ（Ａ）∩ρ（Ｂ）

Ｘ∈ρ（Ａ）且 Ｘ∈ρ（Ｂ）

ＸＡ 且ＸＢ
Ｘ（Ａ∩Ｂ）

Ｘ∈ρ（Ａ∩Ｂ）
故：ρ（Ａ）∩ρ（Ｂ）ρ（Ａ∩Ｂ）

反之，任取Ｘ∈ρ（Ａ∩Ｂ）Ｘ（Ａ∩Ｂ）

ＸＡ 且ＸＢ
Ｘ∈ρ（Ａ）且 Ｘ∈ρ（Ｂ）

Ｘ∈（ρ（Ａ）∩ρ（Ｂ））
故：ρ（Ａ）∩ρ（Ｂ）ρ（Ａ∩Ｂ）
所以：ρ（Ａ）∩ρ（Ｂ）＝ρ（Ａ∩Ｂ）
一般情况下，ρ（Ａ）∪ρ（Ｂ）≠ρ（Ａ∪Ｂ），我们举例说明如下：

Ａ＝ ｛ａ｝，Ｂ＝ ｛ｂ｝，Ａ∪Ｂ＝ ｛ａ，ｂ｝

ρ（Ａ）∪ρ（Ｂ）＝ ｛，｛ａ｝，｛ｂ｝｝

ρ（Ａ∪Ｂ）＝ ｛，｛ａ｝，｛ｂ｝，｛ａ，ｂ｝｝
故：ρ（Ａ）∪ρ（Ｂ）≠ρ（Ａ∪Ｂ）

研究集合运算时，文氏图是一种有用的直观形象工具。文氏图

是集合的一种图形表示，在平面上用矩形表示全集Ｕ，矩形内的一个

圆表示某一个集合，属于某集合的元素在圆内，不属于的在圆外。对
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于一个集合、两个集合和三个集合的文氏图分别表示在图１１中。

图１１　文氏图实例之一

图１２　文氏图实例之二

于是（Ａ∪Ｂ）、（Ａ∩Ｂ）、（Ａ－Ｂ）、珡Ａ、（ＡＢ）、（Ａ∩Ｂ）＝的文

氏图见图１２。

·１１·



例１１３　若Ａ∪Ｂ＝Ａ∪Ｃ，是否必有Ｂ＝Ｃ？若Ａ∩Ｂ＝Ａ∩Ｃ，
是否必有Ｂ＝Ｃ？

解：均不一定，可用文氏图说明如下，见图１３。

图１３　例１１３文氏图说明

图１４　例１１４文氏图说明

由图１３（ａ），Ａ∪Ｂ＝Ａ∪Ｃ，但Ｂ≠Ｃ；
由图１３（ｂ），Ａ∩Ｂ＝Ａ∩Ｃ，但Ｂ≠Ｃ。
利用文氏图的方法也可证明一些较复杂的关系式。
例１１４　求证Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）
证明：比较图１４（ｃ）和（ｆ），发现其阴影部分完全相同，所以有：
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Ａ∪ （Ｂ∩Ｃ）＝ （Ａ∪Ｂ）∩ （Ａ∪Ｃ）
用同样的方法，可以证明：

Ａ∩ （Ｂ∪Ｃ）＝ （Ａ∩Ｂ）∪ （Ａ∩Ｃ）

１５　有限集合中的元素数目

在本章１４中，我们已经知道，如果集合Ｓ有２个元素或３个元

素，则其幂集的元素有２２＝４和２３＝８个，一般有如下结论：
定理１５　如果集合Ｓ具有ｎ 个元素，则ρ（Ｓ）有２ｎ 个元素，即

｜ρ（Ｓ）｜＝２ｎ。
证明：因为｜Ｓ｜＝ｎ，由组合理论，从ｎ个元素选取ｉ个不同元素

的组合数是

Ｃｉ
ｎ ＝ ｎ！

ｉ！（ｎ－ｉ）！

由１个元素构成的Ｓ的子集有Ｃ１
ｎ 个，

由２个元素构成的Ｓ的子集有Ｃ２
ｎ 个，

……
由ｎ个元素构成的Ｓ 的子集有Ｃｎ

ｎ 个。
此外还有一个空集，故Ｓ的全体子集数是：

｜ρ（Ｓ）｜＝１＋Ｃ１
ｎ ＋Ｃ２

ｎ ＋…＋Ｃｎ
ｎ

由二项式定理：
（ｘ＋ｙ）ｎ ＝ｘｎ＋Ｃ１

ｎｘｎ－１ｙ＋Ｃ２
ｎｘｎ－２ｙ２＋…＋Ｃｎ

ｎｙｎ

令ｘ＝ｙ＝１，所以有：

２ｎ ＝１＋Ｃ１
ｎ ＋Ｃ２

ｎ ＋…＋Ｃｎ
ｎ

因此：

｜ρ（Ｓ）｜＝２ｎ

由于２ｎ＞ｎ（当ｎ＞０），所 以 我 们 马 上 得 出 结 论：任 何 一 个 有 限

集，其幂集的元素总比该集合的元素多，或者说一个集合的幂集总比

该集合大，即｜ρ（Ｓ）｜＞｜Ｓ｜。
·３１·



例１１５　设ｎ＝０，则Ｓ＝，ρ（Ｓ）＝｛｝，

｜ρ（Ｓ）＝２０－１；
若ｎ＝１，Ｓ＝｛ａ｝，则ρ（Ｓ）＝｛，｛ａ｝｝，

｜ρ（Ｓ）＝２１＝２
下面，我们讨论并集中的元素数目的计算规则。
定理１６　如果Ａ 和Ｂ 是分离的有限集合，则有：

｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜
其中“＋”是普通的算术加。

证明：在计算（Ａ∪Ｂ）中元素时，先计算 Ａ 中的元素，计有｜Ａ｜
个。再计算（Ａ∪Ｂ）中的其余元素。不在 Ａ 中的其余元素在Ｂ 中，
而且由于Ａ 和Ｂ 是分离的，Ｂ 中也没有元素在Ａ 中，所以有｜Ｂ｜个

不在Ａ 中的元素在Ｂ 中；因此

｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜
当Ａ 和Ｂ 不分离时，｜Ａ∪Ｂ｜的公式如下：
定理１７　如果Ａ 和Ｂ 是有限集合，则有：

｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜－｜Ａ∩Ｂ｜
其中“－”是普通的算术减。

证明：当Ａ 和Ｂ 是有限集合时，显然（Ａ∪Ｂ）和（Ａ∩Ｂ）是有限

的。Ａ∪Ｂ＝Ｂ－（Ａ－Ｂ），而Ｂ 和（Ａ－Ｂ）是分离的，据定理１６，有

｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ｂ｜＋｜Ａ－Ｂ｜

图１５　定理１５文氏图说明

另一方面，Ａ＝（Ａ－Ｂ）∪（Ａ∩Ｂ）且（Ａ－Ｂ）和（Ａ∩Ｂ）是 分 离

的，据定理１６，有

｜Ａ｜＝｜Ａ－Ｂ｜＋｜Ａ∩Ｂ｜
故有

｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜－｜Ａ∩Ｂ｜
这一定理的证明，如果直接采用文氏

图的 知 识 来 推 导，就 显 得 很 简 单，见 图

１５。由图１５可得

｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ｓ１｜＋｜Ｓ２｜＋｜Ｓ３｜
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＝ （｜Ｓ１｜＋｜Ｓ２｜）＋（｜Ｓ２｜＋｜Ｓ３｜）－｜Ｓ２｜
＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜－｜Ａ∩Ｂ｜

通过对定理１７的两种证明方法进行比较，读者可发现：当集合

数目较少时充分利用文氏图这种直观概念来研究问题有时会带来一

定的方便。
定理１８　对任意三个有限集合Ａ、Ｂ、Ｃ 有：

｜Ａ∪Ｂ∪Ｃ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜Ａ∩Ｂ｜
－｜Ａ∩Ｃ｜－｜Ｂ∩Ｃ｜＋｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜

证明：因为Ａ∪Ｂ∪Ｃ＝（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ，由前述定理：

｜Ａ∪Ｂ∪Ｃ｜＝｜Ａ∪Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜（Ａ∪Ｂ）∩Ｃ｜
＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜－｜Ａ∩Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜（Ａ∩Ｃ）∪ （Ｂ∩Ｃ）｜
＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜Ａ∩Ｂ｜－｜Ａ∩Ｃ｜
　－｜Ｂ∩Ｃ｜＋｜（Ａ∩Ｃ）∩ （Ｂ∩Ｃ）｜
＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜Ａ∩Ｂ｜－｜Ａ∩Ｃ｜
　－｜Ｂ∩Ｃ｜＋｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜

最后一步利用了公式（Ａ∩Ｂ）∩（Ｂ∩Ｃ）＝Ａ∩Ｂ∩Ｃ。
例１１６　假定有１２０个学生，其中１００个学生至少要学法、德、

英三种语言的一种；还假定６５人学法语，４５人学德语，４２人学英语；

２０人学法语和德语，２５人学法语和英语，１５人学德语和英语。问同

时学三种语言的有多少人？仅学一种语言的各有多少人？

图１６　例１１６文氏图说明

解：令Ａ、Ｂ、Ｃ分别表示学法语、德语和英语的学生的集合，于是：

｜Ａ∪Ｂ∪Ｃ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＋｜Ｃ｜
－｜Ａ∩Ｂ｜－｜Ａ∩Ｃ｜

－｜Ｂ∩Ｃ｜＋｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜
１００＝６５＋４５＋４２－２０－２５－１５

＋｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜
｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜＝８

即有８人学三种语言。
把这结果 填 在 文 氏 图１６上。由 图
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１６可直接得到：２８人仅学法语，１８人仅学德语，１０人仅学英语，１２
人仅学法语和德语而不学英语，１７人仅学法语和英语而不学德语，７
人仅学德语和英语而不学法语。

习　题　一

１１　列出下列集合的元素：
（１）｛ｑ｜ｑ∈Ｑ，ｑ２－１＝１５而且ｑ３＝６０｝
（２）｛ｒ｜ｒ∈Ｒ，ｒ２＋ｒ－６＝０｝
（３）｛ｉ｜ｉ∈Ｉ，ｉ２－１０ｉ－２４＜０且５≤ｉ≤１５｝

１２　求下列集合的幂集：
（１）｛，ａ，｛ａ｝｝　　　　　（２）Ａ＝｛１，２，３，４｝

１３　判定下列各题是否成立？

（１）｛ａ｝∈｛｛ａ｝｝　　　　 （２）｛ａ｝｛｛ａ｝｝
（３）｛ａ｝∈｛｛ａ｝，ａ｝ （４）｛ａ｝｛｛ａ｝，ａ｝

１４　证明下面集合是存在的：
（１）Ａ＝｛Ｓ｜Ｓ是一个集合｝
（２）Ａ＝｛Ｓ｜Ｓ是一个集合并且Ｓ瓝Ｓ｝

１５　证明定理１４的其余部分。

１６　设Ａ、Ｂ、Ｃ 是任意集合，问：
（１）如果Ａ∈Ｂ，Ｂ∈Ｃ，则Ａ∈Ｃ 吗？试举例说明。
（２）如果Ａ∈Ｂ，ＢＣ，则Ａ∈Ｃ 吗？试证明之。
（３）如果Ａ∈Ｂ，ＢＣ，则ＡＣ 吗？

（４）如果ＡＢ，ＢＣ，则Ａ∈Ｃ 吗？ＡＣ 吗？

（５）若Ａ∩Ｂ＝Ａ∩Ｃ，珡Ａ∩Ｂ＝珡Ａ∩Ｃ，证明Ｂ＝Ｃ。
（６）若Ａ∩ＣＢ∩Ｃ，Ａ∩珚ＣＢ∩珚Ｃ，证明ＡＢ。
（７）ＡＢ 和Ａ∈Ｂ 是否会同时成立？

１７　设Ａ、Ｂ、Ｃ 是任意集合，问下列等式成立的条件是什么？

（１）（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ）＝Ａ
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（２）（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ）＝
（３）（Ａ－Ｂ）∩（Ａ－Ｃ）＝
（４）（Ａ－Ｂ）（Ａ－Ｃ）＝
１８　设Ｉ的子集如下：

Ａ＝｛１，２，７，８｝，Ｂ＝｛ｉ｜ｉ２≤５０｝

Ｃ＝｛ｉ｜ｉ整除３０｝，Ｄ＝｛ｉ｜ｉ＝２ｋ，ｋ∈Ｉ，０≤ｋ≤６｝
求下列集合：

（１）Ａ∪（Ｂ∪（Ｃ∪Ｄ））　　　　　（２）Ａ∩（Ｂ∩（Ｃ∩Ｄ））
（３）Ｂ－（Ａ∪Ｃ） （４）（珡Ａ∩Ｂ）∪Ｄ
１９　已知Ｎ 的子集如下：

Ａ＝｛ｎ｜ｎ＜１２｝　　　　　Ｂ＝｛ｎ｜ｎ≤８｝

Ｃ＝｛ｎ｜ｎ＝２ｋ，ｋ∈Ｎ｝　　 Ｄ＝｛ｎ｜ｎ＝３ｋ，ｋ∈Ｎ｝

Ｅ＝｛ｎ｜ｎ＝２ｋ－１，ｋ∈Ｎ｝
用Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ 表示下列集合：

（１）｛２，４，６，８｝　　　 （２）｛３，６，９｝
（３）｛１０｝ （４）｛ｎ｜ｎ为偶数，ｎ＞１０｝
（５）｛ｎ｜ｎ＝３或ｎ＝６或ｎ＝９｝
（６）｛ｎ｜ｎ是偶数且ｎ≤１０，或ｎ是奇数且ｎ＞９｝

１１０　设Ａ、Ｂ、Ｃ 是Ｕ 的子集，利用文氏图证明下列等式：
（１）（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝珡Ａ∩珚Ｂ∪Ｃ
（２）Ａ－（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）∩（Ａ－Ｃ）

１１１　在６０个人的调查中，有２５人读《人民日报》，２６人读《体

育报》，２６人读《光明日报》，９人同时读《人民日报》和《光明日报》，１１
人同时读《人 民 日 报》和《体 育 报》，８人 同 时 读《体 育 报》和《光 明 日

报》，８人不读任何报纸。求：
（１）同时读三种报纸的人数。
（２）恰好只读一种报纸的人数。

１１２　下列哪一条可称为集合？（　　）

Ａ 某本书中第ａ页上汉字的全体
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Ｂ 很大数的全体

Ｃ 高个子全体

Ｄ 接近于０的数的全体

１１３　下列四式中，错误的是（　　）

Ａ 　　Ｂ ≠０　　Ｃ ｛０｝　　Ｄ ∈
１１４　列举集合的元素Ａ＝｛ｘ｜ｘ２＜５０，ｘ 为正奇数｝＝ ；

Ｂ＝｛ｘ｜ｘ＝ｐ／ｑ，ｐ＋ｑ＝５，ｐ，ｑ∈自然数｝＝ 。

１１５　集体Ａ 和Ｂ 的对称差记为ＡＢ，ＡＢ＝ ；

Ａ 。

１１６　对集合Ａ，Ｂ 若ＡＢ，则有（Ａ∩Ｂ）＝Ａ，（Ａ∪Ｂ）＝Ｂ。
试证明之。

１１７　指出下列错误的等式（　　）

ＡＡ∪Ａ＝Ａ　　　　　　　　Ｂ （Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）

ＣＡ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪Ｃ ＤＡ∪＝Ａ
１１８　Ｎ１ 为 偶 数 集 合，Ｎ２ 为 奇 数 集 合，Ｎ３ 为 质 数 集 合，则 有

Ｎ１∩Ｎ２＝ ；Ｎ１∩Ｎ３＝ 。

１１９　化简（Ａ－Ｂ－Ｃ）∪（（Ａ－Ｂ）∩Ｃ）∪（Ａ∩Ｂ－Ｃ）∪（Ａ∩
Ｂ∩Ｃ）

１２０　指出下列错误的式子（　　）

ＡＡ（ＢＣ）＝（ＡＢ）Ｃ　ＢＡＢ＝ＢＡ
ＣＡＡ＝ ＤＡ∩（ＢＣ）≠（Ａ∩Ｂ）（Ａ∩Ｃ）

１２１　设Ｅ 为全集，Ａ，Ｂ 为非空集且ＢＡ，则空集为（　　）

ＡＡ∩Ｂ　　Ｂ珡Ａ∩珚Ｂ　　Ｃ珡Ａ∩Ｂ　　ＤＡ∩珚Ｂ
１２２　求证Ａ－（Ａ－Ｂ）＝Ａ∩Ｂ。

１２３　Ａ＝｛１，２，３，｛１，２｝，｛３｝｝，Ｂ＝｛２，｛２，３｝，｛１｝｝，则 Ａ－Ｂ
＝ ；Ｂ－Ａ＝ 。

１２４　Ａ＝｛２，３｝，Ｂ＝｛１，４，７｝，Ｃ＝｛３，５｝　Ａ∪（ＢＣ）＝
；（Ａ∪Ｂ）（Ａ∪Ｃ）＝ 。

１２５　已知ＡＢ 且Ａ∈Ｂ，下列结论哪个对？（　　）
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Ａ 是不可能的　　　　Ｂ 是可能的

ＣＡ 必须是空集 ＤＢ 必须是全集

１２６　集合｛０｝的所有子集是（　　）

Ａ 　　Ｂ ，｛０｝　　Ｃ ｛｝　　Ｄ ｛，｛０｝｝

１２７　用列举法表示以下集合的元素：

Ａ＝｛ｘ｜３＜ｘ＜４，ｘ∈Ｉ｝＝ ；（Ｉ为整数集）

Ｂ＝｛ｘ｜ｘ２＝１，ｘ∈Ｉ｝＝ 。

１２８　请用∈，，填下列空格：
｛ａ｝ ｛｛ａ｝，３，４，１｝；
｛ａ，４，｛３｝｝ ｛２，ａ，｛３｝，４｝；
｛｛ａ｝｝ ｛｛ａ｝，３，４，１｝。

１２９　化简（（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）∩（Ａ∪Ｂ））－（（Ａ∪（Ｂ－Ｃ））∩Ａ）。

“集合论”复习提纲

１ 主要内容

———集合的基本概念。
———集合运算。
———有限集及其元素计数。

２ 复习重点

———了解集合论的基本思想与基本运算规则。
———了解各种不同集合：如空集、全集Ｕ、幂集ρ（Ａ）等。

３ 集合的基本概念

———集合：是一些研究对象的全体。
———元素：组成集合的对象。
———集合与元素间的关系：ａ∈Ｓ、ａＳ。
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———集合的三种表示方法：列举法、特性刻划法及递归表示法。
———集合的子集：集合Ａ 中的元素都是集合Ｂ 中的元素则称Ａ

是Ｂ 的子集，记以ＡＢ。
———三种不同的子集：子集：ＡＢ；真子集：ＡＢ 及集合相等：

Ａ＝Ｂ。
———空集：没有元素的集合，记以。
———全集：包含所有考虑元素的集合，记以Ｕ。
———幂集：集合Ａ 的所有子集的集合，记以ρ（Ａ）。

４ 集合运算

———集合的五种运算

 集合并运算：Ａ∪Ｂ。

 集合交运算：Ａ∩Ｂ。

 集合差运算：Ａ－Ｂ。

 集合对称差运算：ＡＢ。

 集合补运算：珡Ａ。
———集合并、交、补的２１个运算公式：

 等幂律：Ａ∪Ａ＝Ａ
Ａ∩Ａ＝Ａ

 结合律：（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）
（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）

 交换律：Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ
Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ

 分配律：Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）（Ｂ∩Ｃ）

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）

 恒等律：Ａ∪＝Ａ　Ａ∩Ｕ＝Ａ
Ａ∪Ｕ＝Ｕ　Ａ∩＝

 吸收律：Ａ∪（Ａ∩Ｂ）＝Ａ　Ａ∩（Ａ∪Ｂ）＝Ａ
 双重补：珢Ａ＝Ａ
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 取补律：Ａ∪珡Ａ＝Ｕ　Ａ∩珡Ａ＝　珡Ｕ＝　＝Ｕ
 德·摩根定律：（Ａ∪Ｂ）＝珡Ａ∩珚Ｂ　（Ａ∩Ｂ）＝珡Ａ∪珚Ｂ
———集合运算的文氏图表示：

５ 有限集及其元素计数

———有限集：集合元素个数为有限。
———无限集：集合元素个数为无限。
———集合基数：集合元素个数称集合基数（或势）记以｜Ａ｜。
———有限集元素计数的三种方法：

 如Ａ 与Ｂ 分离，则有：｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜。

 ｜Ａ∪Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜－｜Ａ∩Ｂ｜。

 ｜Ａ∪Ｂ∪Ｃ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜Ａ∩Ｂ｜－｜Ａ∩Ｃ｜－｜Ａ∩
Ｂ∩Ｃ｜。
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书书书

第二章　关　　系

２１　关系的基本概念

我们首先引入元素的有序偶（ａ，ｂ）概念，其中ａ是第一个元素，ｂ
是第二个元素，通常（ａ，ｂ）≠（ｂ，ａ），除非ａ＝ｂ。下面给出它的定义。

定义２１　两个元素ａ和ｂ 的有序偶是两个元素的序列，用（ａ，

ｂ）表示。其中ａ称为有序偶的第 一 分 量，ｂ称 为 第 二 分 量。两 个 有

序偶（ａ，ｂ）、（ｃ，ｄ）相等即（ａ，ｂ）＝（ｃ，ｄ）当且仅当它们的对应分量分

别相等即ａ＝ｃ且ｂ＝ｄ。
定义２２　设Ａ和Ｂ是两个集合，Ａ到Ｂ的笛卡尔乘积Ａ×Ｂ是

Ａ×Ｂ＝ ｛（ａ，ｂ）｜ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ｝
即Ａ 到Ｂ 的笛卡尔乘积是所有有序偶的集合，其中有序偶的第一个

分量属于Ａ，第二个分量属于Ｂ。
例２１　令Ａ＝｛１，２｝，Ｂ＝｛ｐ，ｑ｝，Ｃ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，Ｄ＝，则：

Ａ×Ｂ＝｛（１，ｐ），（１，ｑ），（２，ｐ），（２，ｑ）｝；

Ａ×Ｃ＝｛（１，ａ），（２，ａ），（１，ｂ），（２，ｂ），（１，ｃ），（２，ｃ）｝；

Ａ×Ｄ＝。
有了有序偶和笛卡尔乘积的概念，我们可以讨论关系了。
定义２３　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，从Ａ 到Ｂ 的一个二元关系Ｒ

就是Ａ×Ｂ 的一个子集，即：

ＲＡ×Ｂ
如果Ｒ＝Ａ×Ｂ，称Ｒ 是Ａ 到Ｂ 的全关系，如果Ｒ＝，称Ｒ 是

空关系。如果Ａ＝Ｂ，便说Ｒ 是Ａ（或Ｂ）上的关系，自然，Ｒ＝Ａ×Ａ
称为Ａ 上的全关系。为方便起见，Ａ×Ａ 有时记为Ａ２。
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通常，如果两个元素的有序偶（ｘ，ｙ）∈Ｒ，便称ｘ 与ｙ 具有关系

Ｒ，亦可用ｘＲｙ表示，反 之 如 果（ｘ，ｙ）瓝Ｒ，便 称ｘ 与ｙ 不 具 有 关 系

Ｒ，亦可用ｘＲ／ｙ表示。
一个二元关系Ｒ 的定义域 是Ｒ 中有序偶的第一个元素构成的

集合，用Ｄ（Ｒ）表示；值域是Ｒ 中有序偶的第二个元素构成的集合，
用Ｖ（Ｒ）表示。Ａ 称为Ｒ 的前域，Ｂ 称为Ｒ 的陪域。一般情况Ｄ（Ｒ）

Ａ，Ｖ（Ｒ）Ｂ。
图２１是从Ａ 到Ｂ 的一个关系Ｒ 的图形表示，从ａｉ∈Ａ 到ｂｉ∈

Ｂ 存在一个箭头当且仅当（ａｉ，ｂｊ）∈Ｒ。

图２１　从Ａ 到Ｂ 的关系Ｒ 图示

Ｒ＝ ｛（ａ３，ｂ１），（ａ３，ｂ２），（ａ４，ｂ２），（ａ６，ｂ４），
（ａ６，ｂ７）｝Ａ×Ｂ

Ｄ（Ｒ）＝ ｛ａ３，ａ４，ａ６｝

Ｖ（Ｒ）＝ ｛ｂ１，ｂ２，ｂ４，ｂ７｝
例２２　令Ａ＝｛１，２，３｝，Ｒ＝｛（１，２），（１，３），（３，２）｝，则Ｒ 是Ａ

上的一个关系，因为ＲＡ×Ａ。对这种关系，１Ｒ２，１Ｒ３，３Ｒ２，１Ｒ／１，

２Ｒ／１，２Ｒ／２，２Ｒ／３，３Ｒ／１，３Ｒ／３。

Ｒ 的定义域是｛１，３｝，值域是｛２，３｝。
例２３　整数集Ｉ上的“ｍ 整除ｎ”是一个关系，习惯写成 ｍ｜ｎ，

例如６｜３０。
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设集合Ａ 上的关系满足：

Ｅ＝ ｛（ａｉ，ａｉ）｜ａｉ ∈Ａ｝
则称Ｅ 是Ａ 上的恒等关系。如Ａ＝｛０，１，２｝，则：

Ｅ＝ ｛（０，０），（１，１），（２，２）｝
如果把有序偶（ａ，ｂ）推广到ｎ元有序组（ａ１，ａ２，…，ａｎ）（ｎ＞２），

其中ａｉ 称ｎ 元有序组的第ｉ个元素，就可以定义ｎ个集合的笛卡尔

乘积和ｎ 元关系。
定义２４　设Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 是ｎ 个集合，则Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的笛

卡尔乘积（记以Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ）是：

Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ ＝ ｛（ａ１，ａ２，…，ａｎ）｜ａｉ ∈Ａｉ，

ｉ＝１，２，…，ｎ｝
若Ｒ 是Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ 的任意一个子集，即：

ＲＡ１×Ａ２×…×Ａｎ

则称Ｒ 是Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的一个ｎ 元关系。

为方便起见，Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ 可简记为 ∏
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，当各个Ａ 都为

同一集合Ａ 时，简记为Ａｎ。
我们经常要用到ｎ元关系，如在数据库的关系模型中，常用它来

描述数据间的关系。
例２４　课程表关系Ｒ１ 如表２１所示：

表２１ 课程表关系Ｒ１

课　程　号 节　　数 教　　师 课 程 名 称

ＣＳ１０５ １０ Ａ 计算机科学

ＣＳ１０５ ２０ Ｂ 计算机科学

ＣＳ１０５ ３０ Ｃ 计算机科学

ＣＳ１７０ １０ Ｄ 数　　学

ＣＳ１７０ ２０ Ｅ 数　　学

ＣＳ２４０ １０ Ｆ 离 散 结 构

ＣＳ２４０ ２０ Ｇ 离 散 结 构
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其中每一行是这关系Ｒ１ 中的一个元素，行的次序是不重要的。
注意，用表格方法来表示关系也是经常采用的。在数据库、数据

结构等学科中常用此法定义一个关系。这在第九章中要进一步介绍。

２２　关系的性质

二元关系的 性 质 在 以 下 各 节 中 起 特 别 重 要 的 作 用，现 在 定 义

如下：
定义２５　设Ｒ 是Ａ 上的一个关系，即ＲＡ×Ａ，于是，若：
（１）对每个ｘ∈Ａ，有（ｘ，ｘ）∈Ｒ，则称Ｒ 是Ａ 上的自反关系。
（２）对每个ｘ∈Ａ，有（ｘ，ｘ）瓝Ｒ，则称Ｒ 是Ａ 上的非自反关系。
（３）对每个ｘ，ｙ∈Ａ，如果（ｘ，ｙ）∈Ｒ，便有（ｙ，ｘ）∈Ｒ（ｘ≠ｙ），则

称Ｒ 是Ａ 上的对称关系。
（４）对每个ｘ，ｙ∈Ａ，如果（ｘ，ｙ）∈Ｒ 并且（ｙ，ｘ）∈Ｒ，便有ｘ＝

ｙ，则称Ｒ 是Ａ 上的反对称关系。
（５）对每个ｘ，ｙ，ｚ∈Ａ，如果（ｘ，ｙ）∈Ｒ 并且（ｙ，ｚ）∈Ｒ，便有（ｘ，

ｚ）∈Ｒ，则称Ｒ 是Ａ 上的传递关系；否则称非传递关系。
例２５　设有整数集合Ｉ，问Ｉ上的空关系（用表示）、全关系、

＝、＜、≤及整除关系（用 Ｄ 表示）是否满足自反性、非自反性、对称

性、反对称性和传递性？

解：为清楚起见，将它们列为表２２。

表２２ 关系５种性质表

 Ｉ×Ｉ ＝ ＜ ≤ Ｄ

自 反 性 否 是 是 否 是 否

非自反性 是 否 否 是 否 否

对 称 性 是 是 是 否 否 否

反对称性 是 否 是 是 是 否

传 递 性 是 是 是 是 是 是
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我们知道，关系 也 是 一 个 集 合，设 集 合 Ａ 上 有 两 个 关 系Ｒ１ 和

Ｒ２，它们具有相同 的 性 质，那 么 对 它 们 作 并、交、差 等 运 算 后 的 结 果

是否保持原来的性质呢？这里情况较复杂，为使读者清晰起见，列为

表２３。

表２３ 关系５种性质的运算表

Ｒ１∪Ｒ２ Ｒ１∩Ｒ２ Ｒ１－Ｒ２ （Ａ×Ａ）－Ｒ１

自 反 性 是 是 否 否

非自反性 是 是 是 否

对 称 性 是 是 是 是

反对称性 否 是 是 否

传 递 性 否 是 否 否

例２６　设Ｓ＝｛１，２，３｝，
Ｒ１＝｛（１，１），（１，２），（２，２），（２，３）｝
Ｒ２＝｛（１，２），（２，３），（１，３）｝
Ｒ３＝｛（１，１），（２，２），（２，３），（３，２），（３，３）｝

其中Ｒ１ 既不是自反的，也不是非自反的，Ｒ３ 是自反的，Ｒ１ 和Ｒ２ 是

反对称的，Ｒ３ 是对称的；Ｒ２ 和Ｒ３ 是传递的，但Ｒ１ 不是传递的，因为

（１，２）∈Ｒ 并且（２，３）∈Ｒ 但（１，３） Ｒ。
上述 关 系 中，自 反 性、对 称 性 和 传 递 性 尤 其 重 要，以 后 会 经 常

遇到。

２３　关系的运算

关系也是集合，因此集合论中的并、交、差等运算也完全适合关

系，不再赘述。我们在这一节要定义另外一些运算，通过这些运算可

以由一些已知关系产生新的关系。

１ 补运算

定义２６　设ＲＡ×Ｂ，则Ｒ 关于Ａ×Ｂ 的补（简称Ｒ 的补）是
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集合珚Ｒ＝（Ａ×Ｂ）－Ｒ。
例如，Ｒ｛１，２，３｝×｛１，２，３，４｝，Ｒ＝｛（１，２），（２，３），（１，３）｝，则

珚Ｒ＝｛（１，１），（１，４），（２，１），（２，２），（２，４），（３，１），（３，２），（３，３），（３，

４）｝。

２ 复合运算

定义２７　设Ｒ１Ａ×Ｂ，Ｒ２Ｂ×Ｃ，则Ｒ１ 和Ｒ２ 的复合是Ｒ１
Ｒ２＝｛（ａ，ｃ）｜ａ∈Ａ，ｃ∈Ｃ，且存在ｂ∈Ｂ 使得（ａ，ｂ）∈Ｒ１ 以及（ｂ，ｃ）∈
Ｒ２｝。

这意味着Ｒ１Ｒ２ 是Ａ 到Ｃ 的关系，即Ｒ１Ｒ２Ａ×Ｃ。复合关

系的示意图见图２２。图中：

Ｒ１ ＝ ｛（ａ１，ｂ１），（ａ２，ｂ３），（ａ１，ｂ２）｝

Ｒ２ ＝ ｛（ｂ４，ｃ１），（ｂ２，ｃ２），（ｂ３，ｃ３）｝

Ｒ１Ｒ２ ＝ ｛（ａ１，ｃ２），（ａ２，ｃ３）｝

图２２　复合关系图示

若（１）Ｒ１ 是父子关系，则Ｒ１Ｒ１ 是祖孙关系。

（２）Ｒ１ 是兄弟关系，Ｒ２ 是父子关系，则Ｒ１Ｒ２ 是叔侄关系。

定理２１　设Ｒ１Ａ×Ｂ，Ｒ２Ｂ×Ｃ 及Ｒ３Ｃ×Ｄ，则Ｒ１（Ｒ２
Ｒ３）＝（Ｒ１Ｒ２）Ｒ３。

证明：先证（Ｒ１Ｒ２）Ｒ３Ｒ１（Ｒ２Ｒ３）。令（ａ，ｄ）∈（Ｒ１Ｒ２）
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Ｒ３，则至少存在一个ｃ∈Ｃ，使得（ａ，ｃ）∈（Ｒ１Ｒ２）并且（ｃ，ｄ）∈Ｒ３；又

至少存在一个ｂ∈Ｂ，使得（ａ，ｂ）∈Ｒ１ 并且（ｂ，ｃ）∈Ｒ２，（ｃ，ｄ）∈Ｒ３；由

于（ｂ，ｃ）∈Ｒ２ 且（ｃ，ｄ）∈Ｒ３，故得（ｂ，ｄ）∈（Ｒ２Ｒ３），因此（ａ，ｄ）∈Ｒ１
（Ｒ２Ｒ３）。反之亦可证明Ｒ１（Ｒ２Ｒ３）（Ｒ１Ｒ２）Ｒ３。故定理成立。

这条定理说明复合关系满足结合律。
复合关系进一步推广：
定义２８　 设 ＲＡ×Ａ，ｎ∈Ｎ，则 Ｒ 的 第ｎ 次 幂（用 Ｒｎ 表

示）是：
（１）Ｒ０＝｛（ｘ，ｘ）｜ｘ∈Ａ｝＝Ｅ
（２）Ｒｎ＋１＝ＲｎＲ
对于Ｒ 的ｎ 次幂还有下面定理：
定理２２　设ＲＡ×Ａ，ｍ，ｎ∈Ｎ，则：
（１）ＲｍＲｎ＝Ｒｍ＋ｎ

（２）（Ｒｍ）ｎ＝Ｒｍｎ

通常复合运算对并运算满足分配律，即若Ｒ１Ａ×Ｂ，Ｒ２Ｂ×

Ｃ，Ｒ３Ｂ×Ｃ，则有：

Ｒ１（Ｒ２∪Ｒ３）＝（Ｒ１Ｒ２）∪（Ｒ１Ｒ３）

而Ｒ１（Ｒ２∩Ｒ３）（Ｒ１Ｒ２）∩（Ｒ１Ｒ３）。
但是一般情况下ＳＲ≠ＲＳ。

例２７　试证（Ｒ∪Ｅ）ｎ＝Ｅ∪∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

其中∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ＝Ｒ１∪Ｒ２∪…∪Ｒｎ，Ｅ 为恒等关系。

证明：用数学归纳法。
（１）当ｎ＝１时，显然成立；

（２）设ｎ＝ｋ时成立，即有（Ｒ∪Ｅ）ｋ＝∪
ｋ

ｉ＝１
Ｒｉ∪Ｅ，现证ｎ＝ｋ＋１时

也成立：

（Ｒ∪Ｅ）ｋ＋１＝ （ＲＥ）ｋ（Ｒ∪Ｅ）＝ （Ｅ∪∪
ｋ

ｉ＝１
Ｒｉ）（Ｒ∪Ｅ）
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＝ＥＲ∪∪
ｋ＋１

ｉ＝２
Ｒｉ ∪ＥＥ∪ （∪

ｋ

ｉ＝１
Ｒｉ）Ｅ

＝Ｒ∪∪
ｋ＋１

ｉ＝２
Ｒｉ ∪Ｅ∪∪

ｋ

ｉ＝１
Ｒｉ ＝∪

ｋ＋１

ｉ＝１
Ｒｉ ∪Ｅ

例２８　设Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，Ａ 上的一个关系Ｒ＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ａ），
（ｂ，ｃ），（ｃ，ｄ）｝，于是：

Ｒ０ ＝ ｛（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ｃ，ｃ），（ｄ，ｄ）｝

Ｒ１ ＝Ｒ０Ｒ＝Ｒ
Ｒ２ ＝Ｒ１Ｒ＝ ｛（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ａ，ｃ），（ｂ，ｄ）｝

Ｒ３ ＝Ｒ２Ｒ＝ ｛（ａ，ｂ），（ｂ，ａ），（ｂ，ｃ），（ａ，ｄ）｝

Ｒ４ ＝Ｒ３Ｒ＝ ｛（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ａ，ｃ），（ｂ，ｄ）｝
我们发现Ｒ４＝Ｒ２，因此Ｒ４Ｒ＝Ｒ２Ｒ，即：

Ｒ５＝Ｒ３，类 似 有 Ｒ６＝Ｒ４＝Ｒ２，可 以 用 归 纳 法 得 出 Ｒ２ｎ＋１＝Ｒ３，

Ｒ２ｎ＝Ｒ２，（ｎ≥１）。
这例说明有限集上的关系Ｒ，不是所有的幂都是互异的，下面的

定理刻划了这一性质。
定理２３　设ＲＡ×Ａ，｜Ａ｜＝ｎ，（ｎ∈Ｎ），则 存 在ｓ和ｔ，使 得

Ｒｓ＝Ｒｔ。其中０≤ｓ＜ｔ≤２ｎ２。
证明：Ａ 上的每个二元关系是Ａ×Ａ 的一 个 子 集，因 为 Ａ×Ａ

有ｎ２ 个元素，因此ρ（Ａ×Ａ）有２ｎ２ 个元素，说明 Ａ 上有２ｎ２ 个不同关

系，Ｒ 的不同幂不会 超 过２ｎ２ 个，但 在 序 列 Ｒ０，Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒ２ｎ
２

中，有

２ｎ２＋１项，因此至少有两项相等。
如果Ｒ 是无限集 上 的 关 系，则 不 具 备 上 述 性 质。例 如，若 Ａ＝

Ｎ，而且（ｘ，ｙ）∈Ｒｙ＝ｘ＋１，则（ｘ，ｚ）∈Ｒｓｚ＝ｘ＋ｓ（其中表示

当且仅当），在这种情况下，Ａ 上Ｒ 的所有幂都不相同。
定理２４　设Ｒ 是集合Ａ 上的二元关系，假定存在ｓ和ｔ，且ｓ＜

ｔ，使Ｒｓ＝Ｒｔ，则：
（１）对所有ｋ≥０，Ｒｓ＋ｋ＝Ｒｔ＋ｋ。
（２）对所有ｋ，ｉ≥０，Ｒｓ＋ｉ＋ｋｐ＝Ｒｓ＋ｉ，其中ｐ＝ｔ－ｓ。
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（３）令Ｓ＝｛Ｒ０，Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｉ－１｝，则对所有ｑ∈Ｎ，有Ｒｑ∈Ｓ。
证明：（１）和（２）用归纳法证明，留作练习。现在证明（３），令ｑ∈

Ｎ，若ｑ＜ｔ，则由定义，Ｒｑ∈Ｓ；假定ｑ≥ｔ，则ｑ可表示成ｓ＋ｋｐ＋ｉ，其

中ｉ＜ｐ，由（２）得到Ｒｑ＝Ｒｓ＋ｉ，由于ｓ＋ｉ＜ｔ，所以Ｒｑ∈Ｓ。

３ 逆运算

通过关系的逆运算可由已知关系产生逆关系。
定义２９　设ＲＡ×Ｂ，则关系Ｒ 的逆关系（用珟Ｒ 表示）是珟Ｒ＝

｛（ｙ，ｘ）｜（ｘ，ｙ）∈Ｒ｝
例如，设Ｒ＝｛（１，２），（２，３），（１，３）｝，则：

珟Ｒ＝ ｛（２，１），（３，２），（３，１）｝
定理２５　设有三个关系ＲＡ×Ｂ，Ｒ１Ａ×Ｂ 和Ｒ２Ａ×Ｂ，

则有下面的等式：

（１）Ｒ
≈
＝Ｒ

（２）Ｒ１∪Ｒ槇２＝珟Ｒ１∪珟Ｒ２

（３）（Ｒ１∩Ｒ２）＝珟Ｒ１∩珟Ｒ２

（４）Ａ×槇Ｂ＝Ｂ×Ａ
（５）槇＝

（６）Ｒ

＝Ｒ

（７）Ｒ１－Ｒ槇２＝珟Ｒ１－珟Ｒ２

（８）如果Ｒ１Ｒ２，则珟Ｒ１珟Ｒ２

证明：（仅证明其中的（１），（３），（６），（７））
（１）Ｒ＝｛（ａ，ｂ）｜（ａ，ｂ）∈Ｒ｝

＝｛（ａ，ｂ）｜（ｂ，ａ）∈珟Ｒ｝

＝｛（ａ，ｂ）｜（ａ，ｂ）∈Ｒ
≈｝

＝｛Ｒ
≈｝

（３）令（ａ，ｂ）∈Ｒ１∩Ｒ槇２

（ｂ，ａ）∈（Ｒ１∩Ｒ２）
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（ｂ，ａ）∈Ｒ１ 且（ｂ，ａ）∈Ｒ２

（ａ，ｂ）∈珟Ｒ１ 且（ａ，ｂ）∈珟Ｒ２

（ａ，ｂ）∈珟Ｒ１∩珟Ｒ２

所以 Ｒ１∩Ｒ槇２珟Ｒ１∩珟Ｒ２

反之，令（ａ，ｂ）∈珟Ｒ１∩珟Ｒ２

（ａ，ｂ）∈珟Ｒ１ 且（ａ，ｂ）∈珟Ｒ２

（ｂ，ａ）∈Ｒ１ 且（ｂ，ａ）∈Ｒ２

（ｂ，ａ）∈Ｒ１∩Ｒ２

（ａ，ｂ）∈Ｒ１∩Ｒ槇２

故 珟Ｒ１ ∩珟Ｒ２ Ｒ１ ∩Ｒ槇２

所以 Ｒ１ ∩Ｒ２ ＝珟Ｒ１ ∩珟Ｒ槇２

（６）令（ａ，ｂ）∈Ｒ


（ｂ，ａ）∈珚Ｒ
（ｂ，ａ）瓝Ｒ　　　　（由补的定义导出）

（ａ，ｂ）瓝珟Ｒ
（ａ，ｂ）∈Ｒ

故，Ｒ

Ｒ，同理可以证明ＲＲ

，所以原等式成立。
（７）由于Ｒ１－Ｒ２＝Ｒ１∩珚Ｒ２，故

（Ｒ１－Ｒ槇２）＝Ｒ１ ∩珚Ｒ槇２ ＝珟Ｒ１ ∩Ｒ

２ ＝珟Ｒ１ ∩Ｒ２

＝珟Ｒ１－珟Ｒ２

其余各题留给读者证明。

２４　关系的闭包运算

假定Ｐ 是关系的任何一个性质。一个关系Ｒ 的Ｐ 闭包是最小

关系Ｒ′，使得 ＲＲ′且Ｒ′具有性质Ｐ。但是我 们 常 用 的 是 三 个 闭

包，现具体定义如下：
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定义２１０　设ＲＡ×Ａ，则Ｒ 的自反（对称，传递）闭包是Ｒ′，
它满足下面三个条件：

（１）Ｒ′是自反的（对称的，传递的）
（２）ＲＲ′
（３）对任一自反（对称，传递）关系Ｒ″，如果ＲＲ″，则Ｒ′Ｒ″。
我们用ｒ（Ｒ）、ｓ（Ｒ）、ｔ（Ｒ）分别表示Ｒ 的 自反闭包、对称闭包 和

传递闭包。
例２９
（１）＜的自反闭包是≤。
（２）令Ｒ｛１，２，３｝×｛１，２，３｝，而且Ｒ＝｛（１，２），（１，３）｝，则

ｒ（Ｒ）＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（１，２），（１，３）｝

ｓ（Ｒ）＝｛（１，２），（２，１），（１，３），（３，１）｝

ｔ（Ｒ）＝Ｒ
由定义仔细推敲，可以知道：如果Ｒ 已是自反 的，则ｒ（Ｒ）＝Ｒ；

如果Ｒ 已是对称的，则ｓ（Ｒ）＝Ｒ；如Ｒ 已是传递的，则ｔ（Ｒ）＝Ｒ。通

常怎么来构造Ｒ 的自反（对称，传递）闭包呢？下面分别介绍这方面

的内容。
定理２６　设ＲＡ×Ａ，则ｒ（Ｒ）＝Ｒ∪Ｅ，其中Ｅ＝｛（ｘ，ｘ）｜ｘ∈

Ａ｝———恒等关系。
证明：令Ｒ′＝Ｒ∪Ｅ，我们来证明它满足自反闭包之定义。由于

Ｒ′＝Ｒ∪Ｅ，故它是自反的而且ＲＲ′；又假定还有Ｒ″Ａ×Ａ 是自

反的而且ＲＲ″。任取（ａ，ｂ）∈Ｒ′，则（ａ，ｂ）∈Ｒ 或者（ａ，ｂ）∈Ｅ，如果

（ａ，ｂ）∈Ｒ，则（ａ，ｂ）∈Ｒ″，因 为 ＲＲ″。如 果（ａ，ｂ）∈Ｅ，则ａ＝ｂ，故

（ａ，ｂ）∈Ｒ″，因为Ｒ″是自反的。从而得Ｒ′Ｒ″。所以有Ｒ′＝ｒ（Ｒ）。
定理２７　设ＲＡ×Ａ，则ｓ（Ｒ）＝Ｒ∪珟Ｒ。

证明：令Ｒ′＝Ｒ∪珟Ｒ，显然ＲＲ′，由于（Ｒ∪珟槇Ｒ）＝（珟Ｒ∪Ｒ
≈）＝Ｒ∪

珟Ｒ，所以Ｒ′是对称的。若还有Ｒ″Ａ×Ａ 是对称的而且ＲＲ″，下面

证明Ｒ′Ｒ″。任取（ａ，ｂ）∈Ｒ′，故（ａ，ｂ）∈Ｒ 或者（ａ，ｂ）∈珟Ｒ。如 果

（ａ，ｂ）∈Ｒ，由假设（ａ，ｂ）∈Ｒ″；如果（ａ，ｂ）∈珟Ｒ，则（ｂ，ａ）∈Ｒ，因此（ｂ，
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ａ）∈Ｒ″，但 Ｒ″是 对 称 的，所 以（ａ，ｂ）∈Ｒ″。得 出 Ｒ′Ｒ″。所 以 有

ｓ（Ｒ）＝Ｒ∪珟Ｒ。
例２１０
（１）Ｉ上≠的自反闭包是全关系Ｉ×Ｉ；
（２）Ｒ＝的自反闭包是恒等关系Ｅ；
（３）＜Ｉ×Ｉ的对称闭包是≠；
（４）≤Ｉ×Ｉ的对称闭包是全关系Ｉ×Ｉ；
（５）恒等关系Ｅ 的对称闭包是Ｅ，≠的对称闭包是≠。
定理２８　设ＲＡ×Ａ，则：

ｔ（Ｒ）＝∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉ ＝Ｒ∪Ｒ２ ∪Ｒ３ ∪ …

证明：分两部分：

（１）证∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉｔ（Ｒ），用归纳法证Ｒｎｔ（Ｒ）对一切ｎ都成立。

（ａ）奠基：由传递闭包定义立即得到Ｒｔ（Ｒ）；
（ｂ）归纳：假 设 Ｒｎｔ（Ｒ）对ｎ≥１成 立，令（ａ，ｂ）∈Ｒｎ＋１，因 为

Ｒｎ＋１＝ＲｎＲ，所以存在ｃ∈Ａ，使得（ａ，ｃ）∈Ｒｎ，并且（ｃ，ｂ）∈Ｒ，由归

纳假设和奠基，（ａ，ｃ）∈ｔ（Ｒ）并且（ｃ，ｂ）∈ｔ（Ｒ），由于ｔ（Ｒ）是传递的，
所以（ａ，ｂ）∈ｔ（Ｒ），即Ｒｎ＋１ｔ（Ｒ），由于Ｒｎｔ（Ｒ）对所有ｎ≥１都成

立，所以∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉｔ（Ｒ）。

（２）证ｔ（Ｒ）∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉ。先 证∪

∞

ｉ＝１
Ｒｉ 是 传 递 的，令（ａ，ｂ）和（ｂ，ｃ）是

∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉ中的任意元素，于是存在一些整数ｓ≥１，ｔ≥１使（ａ，ｂ）∈Ｒｓ，（ｂ，

ｃ）∈Ｒ′，于是（ａ，ｃ）∈ＲｓＲｔ，即（ａ，ｃ）∈Ｒｓ＋ｔ，所以（ａ，ｃ）∈∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉ，因此

∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉ是传递的。由于ｔ（Ｒ）是最小的传递关系，所以ｔ（Ｒ）∪

∞

ｉ＝１
Ｒｉ。

当ＲＡ×Ａ，（ａ，ｂ）∈ｔ（Ｒ）意指 Ａ 中 存 在 一 系 列 元 素ｘ０，ｘ１，
…，ｘｎ，（其中ｎ≥１，ｘ０＝ａ，ｘｎ＝ｂ），而且０≤ｉ＜ｎ，使（ｘｉ，ｘｉ＋１）∈Ｒ，反

之亦然。
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由定理２３和定理２４，可以得出具有ｎ个元素的有限集合上的

关系Ｒ 的传递闭包是：

ｔ（Ｒ）＝∪
２ｎ

２

ｉ＝１
Ｒｉ

这个结论可以进一步改善如下：

定理２９　设ＲＡ×Ａ，｜Ａ｜＝ｎ，则ｔ（Ｒ）＝∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ。

例２１１
（１）设Ｒ＝ ｛（ａ，ｂ），（ｂ，ｃ），（ｃ，ｄ）｝，则：

Ｒ２ ＝ ｛（ａ，ｃ），（ｂ，ｄ）｝

Ｒ３ ＝ ｛（ａ，ｄ）｝，Ｒ４ ＝ 
所以ｔ（Ｒ）＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ｃ），（ｃ，ｄ），（ａ，ｃ），（ｂ，ｄ），（ａ，ｄ）｝

（２）设ＲＩ×Ｉ，使得ａＲｂ当且仅当ｂ＝ａ＋１，则ｔ（Ｒ）＝＜。
例２１２　设ＲＡ×Ａ，试证：
（１）ｒｓ（Ｒ）＝ｓｒ（Ｒ）
（２）ｒｔ（Ｒ）＝ｔｒ（Ｒ）
（３）ｓｔ（Ｒ）ｔｓ（Ｒ）

（其中ｒｓ（Ｒ）表示Ｒ 的对称闭包的自反闭包，ｓｒ（Ｒ）表示Ｒ 的自反闭

包的对称闭包，ｒｔ（Ｒ）、ｓｔ（Ｒ）都用类似方法理解）。
证明：（１）ｓｒ（Ｒ）＝ｓ（Ｒ∪Ｅ）＝ （Ｒ∪Ｅ）∪Ｒ∪槇Ｅ

＝Ｒ∪Ｅ∪珟Ｒ∪珟Ｅ
＝Ｒ∪珟Ｒ∪Ｅ＝ｓ（Ｒ）∪Ｅ
＝ｒ（ｓ（Ｒ））＝ｒｓ（Ｒ）

（２）ｒｔ（Ｒ）＝ｔ（Ｒ）∪Ｅ

ｔｒ（Ｒ）＝ｔ（Ｒ∪Ｅ）＝∪
∞

ｉ＝１
（Ｒ∪Ｅ）ｔ

＝ （Ｒ∪Ｅ）∪ （Ｒ∪Ｅ）２ ∪ （Ｒ∪Ｅ）３ ∪ …

＝Ｒ∪Ｅ∪Ｒ２ ∪Ｒ３ ∪ …

＝ｔ（Ｒ）∪Ｅ＝ｒ（ｔ（Ｒ））

＝ｒｔ（Ｒ）
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（３）由于ｓ（Ｒ）＝Ｒ∪珟ＲＲ，故ｔｓ（Ｒ）ｔ（Ｒ）

ｓｔｓ（Ｒ）ｓｔ（Ｒ），而ｔｓ（Ｒ）是对称的，
所以　ｔｓ（Ｒ）ｓｔ（Ｒ）。

２５　具有特定性质的关系

通常我们总是按照关系的性质处理集合中的元素的。按照关系

的性质可把关系分成各种类型，其中等价关系尤为重要，它在分析离

散结构中起特别重要的作用。

１ 等价关系和划分

这两个概念是密切相联的，我们先给出它们的定义，然后找到它

们之间的联系。
定义２１１　一个非空集合Ｓ 的一个划分Ｐ 是Ｓ 的ｎ 个非空子

集的集合，它满足下面两个条件：
（１）对所有Ａｉ，Ａｊ∈Ｐ且ｉ≤ｎ，ｊ≤ｎ，如果Ａｉ≠Ａｊ，则有Ａｉ∩Ａｊ＝；

（２）∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝Ｓ。

其中每个Ａｉ 称为划分Ｐ 的块。

图２３　五个块的划分示意图

由定义可知，划分中的每个块是两两

互不相 交 的，Ｓ 中 任 一 元 素 必 属 于 某 一

块，图２３是五个块的划分示意图。
例２１３　设Ｓ＝｛１，２，…，８，９｝，其子

集的集合有：
（１）｛｛１，３，５｝，｛２，４，６，８｝，｛５，７，９｝｝
（２）｛｛１，３，５｝，｛２，６｝，｛４，８，９｝｝
（３）｛｛１，３，５｝，｛２，４，６，８｝，｛７，９｝｝
显然（２）不是Ｓ的划分，因为三个块中都不含有７，（１）也不是Ｓ

的划分，因为｛１，３，５｝∩｛５，７，９｝≠，（３）是Ｓ的一个划分。
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又如｛１，２，３｝的 划 分 是｛｛１｝，｛２｝，｛３｝｝，｛｛１，２，３｝｝，｛｛１｝，｛２，

３｝｝，｛｛２｝，｛１，３｝｝，｛｛３｝，｛１，２｝｝。
定义２１２　设 ＲＡ×Ａ，如 果 Ｒ 满 足 自 反 性、对 称 性 和 传 递

性，则称Ｒ 是一个等价关系。
例２１４　设有整数集合Ｉ，对整数 ｍ＞１及两个整数ｘ 和ｙ，如

果（ｘ－ｙ）能被ｍ 整除，则称ｘ和ｙ 是按模ｍ 同余的，记作：

ｘ≡ｙ（ｍｏｄｍ）
例如，ｍ＝４，则１１≡３（ｍｏｄ４），因为４能整除（１１－３）。

定理２１０　按模ｍ 同余是一个等价关系。
证明：（下面用（ｘ－ｙ）｜ｍ 表示（ｘ－ｙ）被ｍ 整除）。
（１）自反性：对每个ｘ∈Ｉ，（ｘ－ｘ）｜ｍ，所以

ｘ≡ｘ（ｍｏｄｍ）；
（２）对称 性：假 定ｘ≡ｙ（ｍｏｄｍ），所 以（ｘ－ｙ）｜ｍ，ｙ－ｘ＝

－（ｘ－ｙ），所以（ｙ－ｘ）｜ｍ，即ｙ≡ｘ（ｍｏｄｍ）；
（３）传递性：假定ｘ≡ｙ（ｍｏｄｍ）并且ｙ≡ｚ（ｍｏｄｍ），所以（ｘ－

ｙ）｜ｍ 并且（ｙ－ｚ）｜ｍ，而ｘ－ｚ＝ （ｘ－ｙ）＋（ｙ－ｚ）。故（ｘ－ｚ）｜
ｍ，即ｘ≡ｚ（ｍｏｄｍ）。

例２１５　设Ｒ１Ａ×Ａ，Ｒ２Ａ×Ａ 是两个等价关系，试证Ｒ１∩
Ｒ２ 也是一个等价关系。

证明：（１）自反性：对任意ｘ∈Ａ，有（ｘ，ｘ）∈Ｒ１ 并且（ｘ，ｘ）∈
Ｒ２，故（ｘ，ｘ）∈Ｒ１∩Ｒ２；

（２）对称性：对任意ｘ，ｙ∈Ａ，如果（ｘ，ｙ）∈Ｒ１，则有（ｙ，ｘ）∈Ｒ１，
即（ｘ，ｙ）∈Ｒ１（ｙ，ｘ）∈Ｒ１，同理（ｘ，ｙ）∈Ｒ２（ｙ，ｘ）∈Ｒ２，所以（ｘ，

ｙ）∈Ｒ１ 且（ｘ，ｙ）∈Ｒ２（ｙ，ｘ）∈Ｒ１ 且（ｙ，ｘ）∈Ｒ２，即（ｘ，ｙ）∈Ｒ１∩
Ｒ２（ｙ，ｘ）∈Ｒ１∩Ｒ２；

（３）传递性：对任意ｘ，ｙ，ｚ∈Ａ，因（ｘ，ｙ）∈Ｒ１ 且（ｙ，ｚ）∈Ｒ１
（ｘ，ｚ）∈Ｒ１；（ｘ，ｙ）∈Ｒ２ 且（ｙ，ｚ）∈Ｒ２（ｘ，ｚ）∈Ｒ２，所以（ｘ，ｙ）∈Ｒ１

且（ｙ，ｚ）∈Ｒ１ 且（ｘ，ｙ）∈Ｒ２ 且（ｙ，ｚ）∈Ｒ２（ｘ，ｚ）∈Ｒ１ 且（ｘ，ｚ）∈
Ｒ２，即：（ｘ，ｙ）∈Ｒ１∩Ｒ２ 且（ｙ，ｚ）∈Ｒ１∩Ｒ２（ｘ，ｚ）∈Ｒ１∩Ｒ２。
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下面我们把集合中的元素按等价关系分类。
定义２１３　设ＲＡ×Ａ 是一个等价关系，对每个元素ａ∈Ａ，ａ

关于Ｒ 的等价类是Ａ 的一个子集｛ｘ｜ｘＲａ｝，用〔ａ〕Ｒ 表示，即：
〔ａ〕Ｒ ＝ ｛ｘ｜ｘＲａ｝

集合Ａ 关于Ｒ 的等价类的全体称为Ａ 关于Ｒ 的商集，用 Ａ／Ｒ
表示，即：

Ａ／Ｒ＝ ｛〔ａ〕Ｒ｜ａ∈Ａ｝
在不会发生概念含糊的情况下，常把〔ａ〕Ｒ 简写为〔ａ〕，现在进一

步研究集合Ａ 的等价类具有什么性质，下面的定理刻划了这一点。
定理２１１　设ＲＡ×Ａ 是一个等价关系，则：
（１）对每个元素ａ∈Ａ，有ａ∈〔ａ〕；
（２）〔ａ〕＝〔ｂ〕当且仅当（ａ，ｂ）∈Ｒ；
（３）如果〔ａ〕≠〔ｂ〕，则〔ａ〕∩〔ｂ〕＝。
证明：（１）因为Ｒ 是自反的，对每个ａ∈Ａ 有（ａ，ａ）∈Ｒ，所以ａ

∈〔ａ〕。
（２）假定（ａ，ｂ）∈Ｒ，我们希望证到〔ａ〕＝〔ｂ〕。令ｘ∈〔ｂ〕，于是

（ｂ，ｘ）∈Ｒ，由Ｒ 的传递性，得（ａ，ｘ）∈Ｒ，即ｘ∈〔ａ〕，从而〔ｂ〕〔ａ〕；
又因为Ｒ 是对称的，所以（ｂ，ａ）∈Ｒ，令ｘ∈〔ａ〕，于是（ａ，ｘ）∈Ｒ，所以

（ｂ，ｘ）∈Ｒ，即ｘ∈〔ｂ〕，从而〔ａ〕〔ｂ〕。因此〔ａ〕＝〔ｂ〕。
另一方面，如果〔ａ〕＝〔ｂ〕，由（１），ｂ∈〔ｂ〕＝〔ａ〕，所以（ａ，ｂ）∈Ｒ。
（３）为了证明（３），我们证明等价的矛盾命题：如果〔ａ〕∩〔ｂ〕≠

，则〔ａ〕＝〔ｂ〕。
如果〔ａ〕∩〔ｂ〕≠，则必有ｘ∈〔ａ〕∩〔ｂ〕，因此（ａ，ｘ）∈Ｒ 并且

（ｂ，ｘ）∈Ｒ，由Ｒ 的对称性，得（ｘ，ｂ）∈Ｒ，再由Ｒ 的传递性，得（ａ，ｂ）

∈Ｒ，再由（２）得〔ａ〕＝〔ｂ〕。
这条定理说明每个元素ｘ，均属于它自己的类；具有相同关系的

元素在同一类；不同的等价类是两两分离的。这条定理已包含了商

集的基本性质，而且有下面等式：

∪ｘ∈Ａ〔ｘ〕＝Ａ
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对此式可以证明如下：
假定ｃ∈∪ｘ∈Ａ〔ｘ〕，因此ｃ必在某一个等价类中，譬如说在〔ａ〕

中，即ｃ∈〔ａ〕，因为〔ａ〕Ａ，故ｃ∈Ａ，从而得到∪ｘ∈Ａ〔ｘ〕Ａ。
又假定ｃ∈Ａ，因此ｃ∈〔ｃ〕∪ｘ∈Ａ〔ｘ〕，从而有Ａ∪ｘ∈Ａ〔ｘ〕。

所以：∪ｘ∈Ａ〔ｘ〕＝Ａ。
这就找到了集合Ａ 上的等价关系Ｒ 的商集Ａ／Ｒ 与Ａ 的划分的

关系，即商集是一个划分。
例２１６　令Ｓ＝｛１，２，３，４｝，Ｒ＝｛（１，１），（２，２），（３，３），（４，４），

（１，３），（２，４），（３，１），（４，２）｝是Ｓ 上的一个等价关 系，其 等 价 类 是：
〔１〕＝｛１，３｝，〔２〕＝｛２，４｝，〔３〕＝｛３，１｝，〔４〕＝｛４，２｝，其中〔１〕＝〔３〕，
〔２〕＝〔４〕，所以｛〔１〕，〔２〕｝是Ｓ的一个划分。

２ 相容关系

定义２１４　设ＲＡ×Ａ，如果Ｒ 是自反的和对称的，则称Ｒ 是

Ａ 上的相容关系。
例２１７　设Ｒ｛１，２，３，４｝×｛１，２，３，４｝，Ｒ＝｛（１，１），（１，２），

（１，３），（２，１），（２，２），（２，３），（２，４），（３，１），（３，２），（３，３），（３，４），（４，

２），（４，３），（４，４）｝
从相容关系的定义可知等价关系必是相容关系，但反之不然。
定义２１５　设ＲＡ×Ａ 是一个相容关系，Ａ 的子集Ｂ 称为相

容关系Ｒ 的最大相容类的条件是：
（１）任一ｘ∈Ｂ，都与Ｂ 中所有其他的元素有相容关系。
（２）Ａ－Ｂ 中 没 有 一 个 元 素 能 与Ｂ 中 的 所 有 元 素 都 有 相 容

关系。
例２１７中的最大相容类是｛１，２，３｝，｛２，３，４｝。现在以子集｛１，

２，３｝｛１，２，３，４｝予以说明。首先（１，１），（２，２），（３，３），（１，２），（２，

１），（１，３），（２，３）（３，１），（３，２）均在Ｒ 之中，其次，｛１，２，３，４｝－｛１，２，
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３｝＝｛４｝，而４不能与｛１，２，３｝中的每个元素有相容关系。因为（１，４）

瓝Ｒ，（４，１）瓝Ｒ。
定义２１６　设Ｒ 是Ａ 上的一个相容关系，其最大相容类的集合

称为Ａ 的完全覆盖。
对于例２１７，我们求得它的完全覆盖是：

｛｛１，２，３｝，｛２，３，４｝｝
容易看出，如果Ｒ 是Ａ 上的一个等价关系，则 Ａ 的完全覆盖是

关于Ｒ 的划分。
定理２１２　每个相容关系Ｒ，惟一地定义一个完全覆盖。
此外还有一个十分重要的偏序关系，将在第四章介绍。

习　题　二

２１　设Ａ＝ ｛０，１｝，Ｂ＝ ｛１，２｝，求笛卡尔乘积：
（１）Ａ×Ｂ　　　　（２）Ａ２×Ｂ
（３）Ｂ×Ａ （４）Ｂ２×Ａ
（５）（Ａ×Ｂ）２

２２　在具有 Ｘ 轴和Ｙ 轴的平面直角坐标系统中，对 Ｘ×Ｙ 作

几何解释，其中：

Ｘ ＝ ｛ｘ｜ｘ∈Ｒ，－３≤ｘ≤２｝

Ｙ ＝ ｛ｙ｜ｙ∈Ｒ，－２≤ｙ≤０｝

２３　对任意集合Ａ，Ｂ，Ｃ，证明：
（１）Ａ×（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ×Ｂ）∪（Ａ×Ｃ）
（２）Ａ×（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ×Ｂ）∩（Ａ×Ｃ）
（３）Ａ×Ｂ＝Ｂ×Ａ 当且仅当Ａ＝或Ｂ＝或Ａ＝Ｂ
２４　设Ａ＝｛０，１，２，３｝，Ａ 上的两个关系为：

Ｒ１ ＝ ｛（ｉ，ｊ）｜ｊ＝ｉ＋１或ｊ＝ｉ／２｝

Ｒ２ ＝ ｛（ｉ，ｊ）｜ｉ＝ｊ＋２｝
求复合关系：
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（１）Ｒ１Ｒ２　　　　（２）Ｒ２Ｒ１　　　　（３）Ｒ１Ｒ２Ｒ１

２５　设Ｒ１、Ｒ２ 和Ｒ３ 都是集合Ａ 上的关系，证明：
（１）如果Ｒ１Ｒ２，则Ｒ１Ｒ３Ｒ２Ｒ３；
（２）如果Ｒ１Ｒ２，则Ｒ３Ｒ１Ｒ３Ｒ２。

２６　证明定理２５的其余部分。

２７　有人说，假定集合Ａ 上的一个关系Ｒ 满足对称性和传递

性，那么Ｒ 也满足自反性，他的推论方法是：因为Ｒ 是对称的，所以：

ａＲｂｂＲａ
因为Ｒ 是传递的，所以：

ａＲｂ且ｂＲａａＲａ
问这个推理方法有什么错误？

２８　设Ｒ１ 和Ｒ２ 是Ａ 上的对称关系，证明：
如果Ｒ１Ｒ２Ｒ２Ｒ１，则Ｒ１Ｒ２＝Ｒ２Ｒ１

２９　如果Ａ 上的关系Ｒ 和Ｓ 是自反的，证明ＲＳ 和Ｒ∩Ｓ 也

是自反的。

２１０　设Ｒ 是集合Ｘ 上的关系，Ｅ 是Ｘ 上的恒等关系，试证：
（１）Ｒ 是自反的当且仅当ＥＲ；
（２）Ｒ 是非自反的当且仅当Ｅ∩Ｒ＝；
（３）Ｒ 是对称的当且仅当Ｒ＝珟Ｒ；
（４）Ｒ 是反对称的当且仅当Ｒ∩珟ＲＥ；
（５）Ｒ 是传递的当且仅当（ＲＲ）Ｒ。

２１１　设Ｓ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，其中关系为：
（１）Ｒ１＝｛（ａ，ｂ），（ａ，ｃ）（ｃ，ｂ）｝
（２）Ｒ２＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ｃ）（ｃ，ｃ）｝
（３）Ｒ３＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ａ）（ｃ，ｃ）｝
（４）Ｒ４＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ｃ）（ｃ，ａ）｝

求它们的传递闭包ｔ（Ｒ１），ｔ（Ｒ２），ｔ（Ｒ３），ｔ（Ｒ４）。

２１２　设 Ｒ１ 和 Ｒ２ 是 集 合 Ａ 上 的 两 个 关 系，而 且 Ｒ１Ｒ２，
证明：

·０４·



（１）ｒ（Ｒ１）ｒ（Ｒ２）
（２）ｓ（Ｒ１）ｓ（Ｒ２）
（３）ｔ（Ｒ１）ｔ（Ｒ２）

２１３　设Ｒ１ 和Ｒ２ 是集合Ａ 上的两个关系，证明：
（１）ｒ（Ｒ１ ∪Ｒ２）＝ｒ（Ｒ１）∪ｒ（Ｒ２）
（２）ｓ（Ｒ１ ∪Ｒ２）＝ｓ（Ｒ１）∪ｓ（Ｒ２）
（３）ｔ（Ｒ１ ∪Ｒ２）ｔ（Ｒ１）∪ｔ（Ｒ２），并举一个反例说明一般情况

下ｔ（Ｒ１ ∪Ｒ２）≠ｔ（Ｒ１）∪ｔ（Ｒ２）

２１４　证明定理２４的其余部分。

２１５　如果Ｒ 是集合Ａ 上的等价关系，则Ｒ 的逆关系 也 是Ａ
上的等价关系。

２１６　设 Ｎ＝｛１，２，３，…｝，并 设～是 Ｎ×Ｎ 上 的 关 系，其 定 义

为：若ａｄ＝ｂｃ，则（ａ，ｂ）～（ｃ，ｄ），证明～是一个等价关系。

２１７　设Ｒ 是集合Ａ＝｛１，２，…，６｝上的等价关系，

Ｒ＝｛（１，１），（１，５），（２，２），（２，３），（２，６），（３，２），（３，３），（３，６），
（４，４），（５，１），（５，５），（６，２），（６，３），（６，６）｝求Ｒ 的等价类。

２１８　证明定理２１２。

２１９　Ｐ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝的最大划分是 ；最小划

分 。

２２０　集合Ａ＝｛１，２，…，１０｝上的关系Ｒ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ＝１０
且ｘ，ｙ∈Ａ｝，则Ｒ 的性质为（　　　）。

Ａ 自反的　　　　　　　　Ｂ 对称的

Ｃ 传递的，对称的 Ｄ 非自反的，传递的

２２１　Ａ＝｛１，２，３，４｝上的关系 Ｒ１＝｛（１，２），（２，３），（３，４）｝可

用矩阵 ＭＲ１
表示如下：

ＭＲ１ ＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０
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若表示关系Ｒ 的矩阵具有主对角线全为１，按主对角对称，那么

该关系应具备 性和 性。

２２２　Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，Ｒ＝｛（ａ，ａ），（ａ，ｂ）｝则ｓ（Ｒ）＝ ；ｔ
（Ｒ）＝ 。

２２３　设Ｒ 是Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝上 的 二 元 关 系，Ｒ＝｛（ｂ，ａ），（ａ，

ｂ），（ｃ，ｃ），（ｄ，ｄ）｝，求最小的正整数ｍ，ｎ，ｍ＜ｎ，使得Ｒｍ＝Ｒｎ

２２４　Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，Ａ１＝｛｛ａ｝，｛ｂ，ｃ｝，｛ｃ｝｝，Ａ２＝｛｛ａ，ｂ，ｃ｝｝，

Ａ３＝｛｛ａ｝，｛ｂ｝，｛ｃ｝｝，Ａ 的 划 分 为 ，Ａ 的 完 全 覆 盖

为 。

２２５　Ｒ，Ｑ 都是Ａ 上的等价关系，则ｓ（Ｒ∩Ｑ）＝ ；

ｔ（Ｒ∩Ｑ）＝ 。

“关系”复习提纲

１ 主要内容

———关系基本概念。
———关系运算。
———关系性质。
———闭包。
———关系等价性与相容性。

２ 复习重点

———了解关系基本思想、运算及性质。
———了解几种特殊的关系。

３ 关系的基本概念

———有序偶：两个具有固定次序的元素ｘ，ｙ 所构成的序列称有

序偶，记以（ｘ，ｙ）。
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———笛卡尔乘积：Ａ×Ｂ＝｛（ａ，ｂ）｜ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ｝。
———二元关系：Ａ×Ｂ 的子集。
———ｎ元有序组：（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）。
———笛卡尔乘积：Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ＝｛（ａ１，ａ２，…，ａｎ）｜ａｉ∈Ａｉ∈

ｉ＝１，２，…，ｎ｝。
———ｎ元关系：Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ 的子集。
———几种特殊关系：

 空关系：
 全关系：Ａ×Ｂ
 恒等关系：ＥＡ＝｛（ｘ，ｘ）｜ｘ∈Ａ｝

４ 关系运算

———关系补运算珚Ｒ：设ＲＡ×Ｂ，则有珚Ｒ＝（Ａ×Ｂ）－Ｒ。
———关系复合运算 Ｒ１Ｒ２：设 Ｒ１Ａ×Ｂ，Ｒ２Ｂ×Ｃ，则 Ｒ＝

Ｒ１Ｒ２＝｛（ａ，ｃ）｜ａ∈Ａ，ｃ∈Ｃ，存 在ｂ∈Ｂ 使 得（ａ，ｂ）∈Ｒ１，（ｂ，ｃ）∈
Ｒ２｝。

———关系逆运算珟Ｒ：设有ＲＡ×Ｂ，则珟Ｒ＝｛（ｙ，ｘ）｜（ｘ，ｙ）∈Ｒ｝。

５ 关系的５个性质

———关系自反性：ＲＡ×Ａ，若ｘ∈Ａ，有（ｘ，ｘ）∈Ａ 则 称Ｒ 满

足自反性。
———关系非自 反 性：ＲＡ×Ａ，若ｘ∈Ａ，有（ｘ，ｘ）Ａ 则 称Ｒ

满足非自反性。
———关系对称性：ＲＡ×Ａ，若ｘ，ｙ∈Ａ，便 有（ｙ，ｘ）∈Ｒ，则 称

Ｒ 满足对称性。
———关系反对称性：ＲＡ×Ａ，若ｘ，ｙ∈Ａ，便 有（ｙ，ｘ）Ｒ，则

称Ｒ 满足反对称性。
———关系传递性：ＲＡ×Ａ，若ｘ，ｙ，ｚ∈Ａ，有（ｘ，ｙ）∈Ｒ，（ｙ，ｚ）

∈Ｒ，便有（ｘ，ｚ）∈Ｒ，则称Ｒ 满足传递性。
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６ 闭包

———闭包定义，ＲＡ×Ａ，如有Ｒ 满足：

 Ｒ′是自反的（对称、传递）；

 ＲＲ′；

 对任一自反（对称、传递）关系Ｒ″，如有ＲＲ″，则Ｒ′Ｒ″，则

称Ｒ′是Ｒ 的自反（对称、传递）闭包，记以ｒ（Ｒ）、ｓ（Ｒ）及ｔ（Ｒ）。
———闭包性质：

 ｒ（Ｒ）＝Ｒ∪Ｅ。

 ｓ（Ｒ）＝Ｒ∪珟Ｒ。

 ｔ（Ｒ）＝∪
∞

ｉ＝１
Ｒｉ ＝Ｒ１ ∪Ｒ２ ∪Ｒ３ ∪ …。

 设｜Ａ｜＝ｎ，则有ｔ（Ｒ）＝∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ。

７ 等价关系

———划分：集合Ｓ及Ｐ，Ｐ是Ｓ的ｎ个非空子集Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的集

合，且有Ａｉ≠Ａｊ则Ａｉ∩Ａｊ＝及∪
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ＝Ｓ，则称Ｐ为Ｓ的一个划分。

———等价关系：满足自反性、对称性与传递性的关系。
———等价类：等价关系ＲＡ×Ａ，ａ∈Ａ，ａ关于Ｒ 的等价类为

〔ａ〕Ｒ＝｛ｘ｜ｘＲａ｝。
———商集：Ａ关于Ｒ等价类全体，记以Ａ／Ｒ，Ａ／Ｒ＝｛〔ａ〕Ｒ｜ａ∈Ａ｝。

８ 相容关系

———相容关系：满足自反性、对称性的关系。
———最大相容类：关系ＲＡ×Ａ 是相容的，Ｂ（Ａ）满足：

 ｘ∈Ｂ 都与Ｂ 中其他元素相容；

 Ａ－Ｂ 中无元素与Ｂ 中所有元素相容。
———完全覆盖：ＲＡ×Ａ是相容的，其最大相容类集合称完全覆盖。
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第三章　映射与无限集

映射、函数等术语都是同义词，选用哪一个术语决定于数学的传

统习惯，数学的背景和场合。本章扼要地介绍映射的基本概念和性

质，然后用映射的方法讨论无限集及代数系统。

３１　映　　射

１ 映射的概念

定义３１　设有集合 Ａ 和Ｂ，假定有一个法则，譬如ｆ，对 Ａ 中

的每个元素ａ 都能在Ｂ 中找到一个惟一的元素ｂ 与之对应，那么这

个法则称为从Ａ 到Ｂ 的一个映射，记以：

ｆ：Ａ→Ｂ 或ｆ（ａ）＝ｂ
上面ａ∈Ａ 亦称为象 源，ｂ∈Ｂ 称 为ａ 在 映 射ｆ 之 下 的 象（或 值），Ａ
称为ｆ 的定义域，Ｂ 称为ｆ 的陪域，在ｆ 的作用下，Ａ 中所有元素的

象构成的象集（或值域）用ｆ（Ａ）表示，即：

ｆ（Ａ）＝ ｛ｂ｜ｂ＝ｆ（ａ），ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ｝
下面图３１是一个映射的图形表示，它解释了上面提到的概念。
从Ａ 到Ｂ 的一个映射也是从Ａ 到Ｂ 的一个关系，但是它具有

特别的性质，主要表现在两个方面：
（１）Ａ 中的每个元素均出现在关系中，并作为关系有序偶的第

一个分量；
（２）如果ｆ（ａ）＝ｂ而且ｆ（ａ）＝ｃ，则ｂ＝ｃ，即 Ａ 中的每个元素，

在ｆ作用下的值是惟一的。
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图３１　映射图

２ 几种特殊的映射

定义３２　设ｆ：Ａ→Ｂ 是一个映射，

（１）如果ｆ（ａｉ）＝ｆ（ａｊ），可推出ａｉ＝ａｊ，则ｆ：Ａ→Ｂ 称为一对一

映射（或入射）。否则叫多对一映射。
（２）如果ｆ（Ａ）＝Ｂ，则称ｆ：Ａ→Ｂ 是满射。若ｆ（Ａ）Ｂ，则称

ｆ：Ａ→Ｂ 是内射。
（３）如果ｆ：Ａ→Ｂ 既是一对一映射又是满射，则称ｆ：Ａ→Ｂ 是

一一对应映射（或双射）。
其图形表示见图３２。

例３１　设从实数集Ｒ 到Ｒ 的四个映射如下：

ｆ１（ｘ）＝ｘ２，ｆ２（ｘ）＝２ｘ，

ｆ３（ｘ）＝ｘ３－２ｘ２－５ｘ＋６，ｆ４（ｘ）＝ｘ３

这些映射的图形 如 图３３：其 中ｆ１ 既 不 是 一 对 一 的 映 射，也 不 是 满

射，它是多对一映射；ｆ２ 是一对一映射，但不是满射；ｆ３ 是满射，但不

是一对一的映射；ｆ４ 是一一对应的映射。

例如，ｆ：Ｉ→Ｉｍ，其中ｆ（ｉ）＝ｉ（ｍｏｄｍ），它是从整数集到｛０，１，

２，…，ｍ－１｝的映射，但不是一对一映射。

ｆ：２Ｕ →２Ｕ，其中ｆ（Ｓ）＝Ｓ，它是Ｕ 的幂集上的一一对应映射。
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图３２　三种映射图

图３３　例３１中四个映射

·７４·



３ 映射的复合

定义３３　设有两个映射：

ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ
则ｆ和ｇ 的复合，记以ｆｇ，是一个映射：

ｆｇ：Ａ→Ｃ
其中ｆｇ（ａ）＝ｇ（ｆ（ａ））。

因此，如果ｂ∈Ｂ 是ａ∈Ａ 在ｆ 之下的象，ｃ∈Ｃ 是ｂ 在ｇ 之下的

象，则ｃ是ａ 在ｆｇ之下的象。ｆ和ｇ 之复合的示意图见图３４。

图３４　复合映射图

例３２　设有映射ｆ：ρ（Ａ）→Ｉ，其中Ａ 是有限集，ｆ（Ｓ）＝｜Ｓ｜，Ｓ
∈ρ（Ａ）。另外有一个映射ｇ：Ｉ→Ｒ，其 中ｇ（ｉ）＝（ｉ－５）／２。于 是ｆ
和ｇ 的复合映射是ｆｇ：ρ（Ａ）→Ｒ。其中：

ｆｇ（Ｓ）＝ｇ（ｆ（Ｓ））＝ｇ（Ｓ ）＝ （Ｓ －５）／２
对于多于 两 个 映 射 的 复 合 方 法，可 依 此 类 推。设 有ｒ 个 映 射

如下：
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ｆ１：Ａ１ →Ａ２，ｆ２：Ａ２ →Ａ３，…，ｆｒ：Ａｒ →Ａｒ＋１，
则ｆ１ｆ２…ｆｒ 表示从Ａ１ 到Ａｒ＋１的映射。

当Ａ１＝Ａ２＝…＝Ａｒ＋１＝Ａ，ｆ１＝ｆ２＝…＝ｆｒ＝ｆ 时，则ｆ１ｆ２
…ｆｒ 简记为ｆｒ。

例３３　设有映射ｆ：Ｉ→Ｉ，其中ｆ（ｉ）＝２ｉ＋１，那么ｆ３：Ｉ→Ｉ表

示三次复合映射。

ｆ３（ｉ）＝ｆ（ｆ（ｆ（ｉ）））＝ｆ（ｆ（２ｉ＋１））

＝ｆ（４ｉ＋３）＝８ｉ＋７
定理３１　设ｆｇ是复合映射：
（１）如果ｆ和ｇ 都是满射，则ｆｇ也是满射。
（２）如果ｆ和ｇ 都是一对一映射，则ｆｇ也是一对一映射。
（３）如果ｆ和ｇ 都是一一对应映射，则ｆｇ也是一一对应映射。
证明：令ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ 是两个映射：
（１）令ｃ∈Ｃ，因 为ｇ 是 满 射，所 以 必 有 某 个 元 素ｂ∈Ｂ，使 得

ｇ（ｂ）＝ｃ；又因为ｆ是满射，所以必有某个元素ａ∈Ａ，使得ｆ（ａ）＝ｂ，
于是：

ｆｇ（ａ）＝ｇ（ｆ（ａ））＝ｇ（ｂ）＝ｃ
由于ｃ是Ｃ 中任意的元素，故ｆｇ是从Ａ 到Ｃ 的满射。

（２）令ａ１ 和ａ２ 是Ａ 中任意两个元素，假定ａ１≠ａ２，因为ｆ是一对

一的，所以ｆ（ａ１）≠ｆ（ａ２），又 因 为ｇ 是 一 对 一 的，所 以ｇ（ｆ（ａ１））≠
ｇ（ｆ（ａ２）），即：

ｆｇ（ａ１）≠ｆｇ（ａ２）
故ｆｇ是从Ａ 到Ｃ 的一对一映射。

（３）（证略）

４ 逆映射

定义３４　设有一个映射ｆ：Ａ→Ｂ，如果它的逆关系珟ｆ：Ｂ→Ａ 也

是一个映射，则称珟ｆ 是ｆ 的一个逆映射。
一般说来，一个关系的逆关系总是存在的，但是一个映射的逆映
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射未必总是存在的，下面的定理告诉我们一个映射存在逆映射的充

分必要条件。
定理３２　一个映射ｆ：Ａ→Ｂ 有逆映射当且仅当ｆ 是一一对应

的映射。
证明：设ｆ：Ａ→Ｂ 是一一对应的。令：

ｆ＝ ｛（ａ，ｂ）｜ａ∈Ａ，ｂ∈Ｂ，ｆ（ａ）＝ｂ｝
珟ｆ＝ ｛（ｂ，ａ）｜（ａ，ｂ）∈ｆ｝

因为ｆ是满射，所以对每个ｂ∈Ｂ，有ａ∈Ａ，使得（ａ，ｂ）∈ｆ，因此

必有（ｂ，ａ）∈珟ｆ，即珟ｆ 的定义域是Ｂ。又因为ｆ 是一对一的，故对每

个ｂ∈Ｂ，有惟一的ａ∈Ａ，使得（ａ，ｂ）∈ｆ，亦即仅有一个ａ∈Ａ，使（ｂ，

ａ）∈珟ｆ。所以珟ｆ 是一个映射，由于珟ｆ 是ｆ 的一个逆关系而且珟ｆ 也是

一个映射，据定义珟ｆ：Ｂ→Ａ 是ｆ：Ａ→Ｂ 的逆映射。（请读者进一步证

明，珟ｆ 还是一一对应的。）
必要性的证明从略。
定义３５　设有映射ｆ：Ａ→Ａ，若对每个元素ａ∈Ａ，有ｆ（ａ）＝

ａ，则称ｆ是Ａ 上的恒等映射，并用ＥＡ 表示。
显然恒等映射必是一一对应的。
定理３３　对任意一个映射ｆ：Ａ→Ｂ，有：

ＥＡｆ＝ｆＥＢ ＝ｆ
证明：因 为ｆ：Ａ→Ｂ 是 映 射，所 以 任 取ａ∈Ａ，必 有ｂ∈Ｂ，使

ｆ（ａ）＝ｂ。

　　 而 ＥＡｆ（ａ）＝ｆ（ＥＡ（ａ））＝ｆ（ａ）＝ｂ
ｆＥＢ（ａ）＝ＥＢ（ｆ（ａ））＝ＥＢ（ｂ）＝ｂ

故： ＥＡｆ＝ｆＥＢ ＝ｆ
定理３４　如果映射ｆ：Ａ→Ｂ 有逆映射珟ｆ：Ｂ→Ａ，则：
（１）ｆ珟ｆ＝ＥＡ

（２）珟ｆｆ＝ＥＢ

（３）ｆ
≈
＝ｆ

证明：（留给读者练习）
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例３４　设映射ｆ：Ｒ→Ｒ 为ｆ（ｘ）＝２ｘ－３。显然这个ｆ 是一一

对应的，所以有其逆映射珟ｆ 存在。试求珟ｆ 的公式。
解：令ｙ是在ｆ 之下ｘ 的象：

ｙ＝ｆ（ｘ）＝２ｘ－３
反之，ｘ亦是ｙ 在珟ｆ 之下的象，解得：

ｘ＝ （ｙ＋３）／２
于是：珟ｆ（ｙ）＝（ｙ＋３）／２。

３２　无　限　集

１ 一般概念

有了映射的理论，我们就可以进一步研究集合特别是无限集的

问题，我们经常要回答一个集合有多大，两个集合哪个大哪个小的问

题，为此要引进基数的概念，基数是用来度量一个集合“大小”的数。
根据基数的观点，利用映射的方法，我们来精确地给出有限集和

无限集的定义。
定义３６　一个集合 Ａ 与集合Ｎｎ＝｛０，１，２，…，ｎ－１｝，如果存

在一一对应的映射ｆ：Ｎｎ→Ａ，则称 Ａ 是有限集，其基数是ｎ∈Ｎ；如

果Ａ 不是有限的，它就是无限集。
一个集合有ｎ个不同元素，它就是基数为ｎ的有限集。人们最

熟悉的自然数集Ｎ 是无限的。我们可以作理论上证明。
定理３５　自然数集Ｎ 是无限的。
证明：要证明Ｎ 不是有限的，就是要证明不存在ｎ∈Ｎ，使得从

Ｎｎ 到Ｎ 存在一一对应的映射。令ｇ 是从Ｎｎ 到Ｎ 的任一映射，ｎ∈
Ｎ。设：

Ｋ ＝１＋ｍａｘ｛ｇ（０），ｇ（１），…，ｇ（ｎ－１）｝
于是 Ｋ∈Ｎ，但是对每个ｘ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，有ｇ（ｘ）≠Ｋ，因此ｇ
不可能是一一对应的映射，由于ｎ和ｇ 是任意的，从而得出结论：Ｎ
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是无限的。
如果采用另一种定义，也许会对证明问题带来方便。
定义３７　如 果 存 在 一 对 一 映 射ｆ：Ａ→Ａ，使 得ｆ（Ａ）Ａ（即

ｆ（Ａ）是Ａ 的真子集），则集合 Ａ 是无限的。若 Ａ 不是无限的，它就

是有限的。
例３５　（１）自然数集Ｎ 是无限的。（２）实数集Ｒ 是无限的。
证明：（１）设映射ｆ：Ｎ→Ｎ 定义为ｆ（ｘ）＝２ｘ，显然ｆ 是一对一

映射，而且ｆ（Ｎ）Ｎ，所以Ｎ 是无限的。
（２）令映射ｆ：Ｒ→Ｒ，其中：

ｆ（ｘ）＝ｘ＋１　　 当ｘ≥０

ｆ（ｘ）＝ｘ　　 当ｘ＜０
这个ｆ是一对一映射，而且ｆ（Ｒ）＝｛ｘ｜ｘ∈Ｒ 且ｘ （０，１）｝，显

然ｆ（Ｒ）Ｒ。
对于有限集，基数就是它的元素个数；对无限集，规定自然集 Ｎ

的基数是 ０（念作阿列夫零）。
定义３８　如果存在一一对应的映射ｆ：Ｎ→Ａ，则称 Ａ 的基数

是 ０，即：

｜Ａ｜＝ ０

凡是具有基数 ０ 的任意集合，称为可数无限集。

例３６　设Ｉ是正整数集合，则｜Ｉ＋｜＝ ０。因为ｆ：Ｎ→Ｉ＋ 可定

义为ｆ（ｘ）＝ｘ＋１，此时ｆ是一一对应的映射。另外｜Ｉ｜＝ ０ 因为ｆ：

Ｎ→Ｉ定义为：

ｆ（ｘ）＝

ｘ
２　　　　 当ｘ为偶数

－ｘ＋１
２

当ｘ
烅

烄

烆
为奇数

此时ｆ是一一对应的映射。

·２５·
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我们把有限集或具有基数 ０ 的无限集统称为可数的，否则称为

不可数的，可 数 的 基 本 意 思 是：对 于 有 限 集，其 中 元 素 与｛０，１，…，

ｎ－１｝中元素可依次 建 立 一 一 对 应 关 系；对 无 限 集，其 中 元 素 与｛０，

１，２，…｝中元素可依次建立一一对应关系。
上面的例子是直接给出函数的解析式方法，亦可用枚举的方法

找出集合Ａ 与Ｎｎ＝｛０，１，２，…，ｎ－１｝或Ｎ 的一一对应关系。
例３７　字母集｛ａ，ｂ，ｃ，…，ｚ｝有基 数２６，因 为 我 们 可 以 建 立 从

｛ａ，ｂ，ｃ，…，ｚ｝到Ｎ２６的一一对应映射如下：

ａ， ｂ， ｃ， …， ｚ
   
０， １， ２， …， ２５

例３８　证明Ｎ×Ｎ 是可数的。
证明：我们先把Ｎ×Ｎ 中的元素按一定规则排出来，见图３５，

其中水平线上方及垂直线左方的是自然数。

图３５　Ｎ×Ｎ 的排列图

按箭头所指方向排列，就可以把任意（ｘ，ｙ）∈Ｎ×Ｎ 与一个自然

数建立对应关系，而且有函数关系如下：

ｆ（ｍ，ｎ）＝ （ｍ＋ｎ＋１）（ｍ＋ｎ）／２＋ｍ
例３９　有理数Ｑ 是可数的，为了证明这个结论，按下述方法列
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出所有正有理数：

１ ２ ３ ４ ５…

１
２

２
２

３
２

４
２

５
２

…

１
３

２
３

３
３

４
３

５
３

…

１
４

２
４

３
４

４
４

５
４

…

１
５

２
５

３
５

４
５

５
５

…

    …

其次消去在表的上方或左方已实际出现过的数（如２
２

，２
４

，等），

然后按下面箭头路线表示出来，见图３６。

图３６　有理数的排列图

于是，得到正有理数序列如下：

１，２，１
２

，１
３

，３，４，３
２

，２
３

，１
４

，１
５

，５，…

最后，将每个负有理数排在相应的正有理数之后，０排在第一个

位置，于是从Ｑ 到Ｎ 的一一对应映射如下：
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０１，－１，２，－２，１
２

，－１
２

，１
３

，－１
３

，３，－３，４，－４…

            
０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１１２ …
对于任意两个集合，特别是无限集，如何来比较它们的基数呢？

为此我们要引进两个集合基数的大小问题。
定义３９　设Ａ 和Ｂ 是两个任意集合：
（１）若它们之间存在一一对应映射ｆ：Ａ→Ｂ，则称 Ａ 和Ｂ 的基

数“相同”，或者说它们属于同一个基数类，记以｜Ａ｜＝｜Ｂ｜。
（２）若从Ａ 到Ｂ 存在一对一映射ｆ：Ａ→Ｂ，则称 Ａ 的基数“小

于或等于”Ｂ 的基数，记以｜Ａ｜≤｜Ｂ｜。
（３）若｜Ａ｜≤｜Ｂ｜且｜Ａ｜瓪｜Ｂ｜，则称Ａ 的基数“小于Ｂ”的基数，

记以｜Ａ｜＜｜Ｂ｜。
下面两条定理，刻划了两个任意集合的基数之间的关系，它非常

重要，但不作证明。
定理３６　设Ａ 和Ｂ 是两个集合，则｜Ａ｜和｜Ｂ｜必定满足下述三

条中的一条：
（１）｜Ａ｜＜｜Ｂ｜
（２）｜Ｂ｜＜｜Ａ｜
（３）｜Ａ｜＝｜Ｂ｜
定理３７　设Ａ 和Ｂ 是集合，若｜Ａ｜≤｜Ｂ｜而且｜Ｂ｜≤｜Ａ｜，则

｜Ａ｜＝｜Ｂ｜。
因此，若要证明 两 个 集 合 有 相 同 基 数，只 要 找 到 两 个 一 对 一 映

射：ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ａ。我 们 知 道 找 一 对 一 映 射 要 比 找 一 一 对 应 映

射容易，这就给证明问题带来了方便。
由第一章，我们已经知道，对任何一个有限集合 Ａ，其基数小于

其幂集的基数，即若｜Ａ｜＝ｍ 有｜ρ（Ａ）｜＝２ｍ＞ｍ，即｜Ａ｜＜｜ρ（Ａ）｜。
下面的问题是如果Ａ 是无限集，是否能得出同样的结论？事实

上对无限集Ａ，｜Ａ｜＜｜ρ（Ａ）｜也成立。详细证明留给读者自证。
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因 此 对 任 意 一 个 无 限 集 Ａ，至 少 存 在 一 个 集 合 （譬 如 就 是

ρ（Ａ）），其基数比Ａ 的基数大，特别是总存在一个集合，它的基数比

自然数集 Ｎ 的基数大，因此总存在一些集合是不可数的。
定理３８　集合珟Ｒ＝｛ｒ｜ｒ∈Ｒ，０＜ｒ＜１）是不可数的。
证明：珟Ｒ 的 每 个 元 素 可 以 写 成 一 个 十 进 制 小 数ｓｉ＝０ｒｉ１ｒｉ２ｒｉ３

…。其中ｒｉｊ∈｛０，１，…，９｝，ｉ，ｊ∈Ｎ，假定珟Ｒ（它是无限的）是可数的，
所以存在一 一 对 应 的 映 射，ｆ：珟Ｒ→Ｎ，对 每 个ｎ≥０，令 实 数ｓｎ＝０
ｒｎ１ｒｎ２ｒｎ３…的象是ｎ，因此这个ｆ是由下面定义的：

ｓ０ ｓ１ ｓ２…

  
０ １ ２…

下面考虑另一个实数珋ｓ＝０珔ｒ１１珔ｒ２２珔ｒ３３…，其中珔ｒｉｉ是任意一个不同于珔ｒｉｊ

的十进制数，如可取珔ｒｉｉ＝９－珔ｒｉｉ，因此珋ｓ不同于任意一个ｓｉ，不可能成

为ｆ的定义域中的元素，所以从珟Ｒ 到Ｎ 的一一对应映射不可能存在。
因此珟Ｒ 是不可数的，并且定义其基数是Ｃ。
我们怎样从珟Ｒ 的不可数推广到实数集Ｒ 也不可数呢？事实上

ｆ（ｘ）＝

１
２ｘ－１　　 当０＜ｘ≤ １

２
１

２（ｘ－１）＋１　　 １
２ ≤ｘ＜

烅

烄

烆
１

是从珟Ｒ 到Ｒ的一一对应映射。所以珟Ｒ 和Ｒ是基数相同的，即Ｒ的基数

也是Ｃ，说明实数集Ｒ是不可数的。需说明的是ρ（Ｎ）的基数也是Ｃ。
因此Ｃ是比 ０ 更高一级的基数。人们自然会想起，是否会存在不

同于基数 ０ 和Ｃ的其他无限集，使得它们的基数能排成一定的次序呢？

关于这一点的讨论已经超出本书的范围，在此不作深入的讨论。

２ 计算机中空间与时间的无限性

计算机能存储数据，它有存储数据的存储单元。这些存储单元

包括内存、外存以及寄存器等所有一切存储实体。我们称它们为计
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算机的存储空间。计算机的存储空间有一定的特性：
（１）计算机的存储空间是有基本单位的。在计算机中存储数据

的最基 本 单 位 是 一 个 二 进 位 数 据，这 种 单 位 叫 “位”或 叫 “比 特

（ｂｉｔ）”。没有比这更小的单位了，因此，它是最基本的单位。由于在

计算机中它的对外界面是字（ｗｏｒｄ）。一般，一个字可由若干个比特

组成，它们可以是八个、十六个、二十四个、三十二个等。因此，有时

也可用字作为存储空间的基本单位。此外还有用字节（ｂｙｔｅ）（一个

字节取４、８、１６或３２个比特）作为基本单位的。
存储空间存在基本单位这个事实告诉我们，在计算机中存储空

间是离散的、可数的。
（２）计算机存储空间的大小。计算机的存储空间到底有多大？

是有限还是无限（可数无限）？这个问题我们得从存储器谈起。我们

知道，计算机的内存、寄存器等等一般都是有相对固定数量的，因此，
它们都是有限的。计算机的外存则情况就有点不同了，我们可以将

它们分成为两部分来讨论：

① 对于固定的磁盘盘片，它们的容量也是有限的。

② 对于磁带、活动的磁盘盘片，则情况就有所不同了。因 为 虽

然对于每盘磁带或每片盘片的存储空间都是固定的，但是，由于它们

都是活动的，一台磁带机可以在一盘磁带存储满后再换上一盘空磁

带继续存储，这样，一台磁带机的可存储容量就不再是固定的了。从

理论上讲，它可以存储任意多的数据量，因此，它的存储容量是可数

无限。当然，在实际上人类也无法搜集可数无限多个数据，当今世界

也没有可数无限多盘磁带，我们也没有这么无限多的时间去存储这

么多的数据，因此，一般这种可数无限我们称为潜在的可数无限。即

指，它是在理论上的可数无限，而实际上并没有实现，但它的确可以

存储任意多的数据量。对可装活动盘片的磁盘也有类似的情况。
因此，总的来说，计算机的存储空间是可数无限。
其次，我们讨论计算机中的时间概念。计算机中的时间也有一

定特性：
·７５·



（３）计算机中的时间是有基本单位的，它的基本单位是主频的

一个周期。因此，计算机中的时间概念与一般的所谓时间概念不同，
计算机中的时间是离散的、可数的。在计算机的时间概念中可以存

在一个起始时间，这个起始时间一般可用ｔ＝０表示。
（４）计算机中时间的长短。从理论上讲，任一台计算机它可以

计算任意大、任意 复 杂 的 算 题，即 它 可 以 计 算 在 时 间 上 任 意 长 的 算

题，这就是说，计算机的时间可以是可数无限的。当然，世界上现存

的计算机，哪怕速度相当快，譬如说每秒钟可以运行上亿次、几十亿

次的计算机，实际上由于各种物理上的原因，它们也远远无法计算任

意长的时间。而且即使它们确能计算时间上任意长的算题，但可能

哪一代人也都无法亲眼目睹其全过程。因此，这种时间上的可数无

限也是潜在的可数无限。
计算机中空间和时间的可数无限性是计算机理论的一个极其重

要基础。它告诉我们计算机所能处理的信息以及时间的幅度的范围

是可数集，即有限集或可数无限集。

习　题　三

３１　下面的关系哪一个构成函数？

（１）｛（ｎ１，ｎ２）｜ｎ１，ｎ２∈Ｎ，ｎ１＋ｎ２＜１０｝
（２）｛（ｒ１，ｒ２）｜ｒ１，ｒ２∈Ｒ，ｒ２＝ｒ２

１｝
（３）｛（ｒ１，ｒ２）｜ｒ１，ｒ２∈Ｒ，ｒ２

２＝ｒ１｝
（４）｛（ｎ１，ｎ２）｜ｎ１，ｎ２∈Ｎ，ｎ２ 为小于ｎ１ 的素数的数目｝

３２　设映射

ｆ：２Ｕ×２Ｕ→２Ｕ

其中ｆ（Ｓ１，Ｓ２）＝Ｓ１∩Ｓ２，Ｓ１，Ｓ２∈２Ｕ，
证明：ｆ的陪域和值域相等。

３３　下面哪一个是一对一映射、满射或一一对应映射？

（１）ｆ：Ｎ→Ｒ，其中ｆ（ｎ）＝ｌｏｇ１０ｎ＋１
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（２）ｆ：Ｎ→Ｒ，其中ｆ（ｎ）＝槡ｎ
（３）ｆ：Ｒ→Ｒ，其中ｆ（ｒ）＝２ｒ－１５
（４）ｆ：Ｒ→Ｒ，其中ｆ（ｒ）＝ｒ２＋２ｒ－１５
（５）ｆ：Ｎ→Ｎ，其中ｆ（ｎ１，ｎ２）＝ｎ１ｎ２

（６）ｆ：２Ｕ×２Ｕ→２Ｕ×２Ｕ，
其中 ｆ（Ｓ１，Ｓ２）＝（Ｓ１∪Ｓ２，Ｓ１∩Ｓ２）

３４　Ａ 和Ｂ 是有限集合，问有多少个不同的一对一映射ｆ：Ａ
→Ｂ？有多少个一一对应的映射？

３５　设有映射ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ，证明：
（１）如果ｆｇ是一对一映射，则ｆ是一对一映射。
（２）如果ｆｇ是满射，则ｇ是满射。
（３）如果ｆｇ是一一对应映射，则ｆ是一对一映射，ｇ是满射。

３６　证明定理３４。

３７　如果ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ 都是一一对应映射，
证明：（ｆ槇ｇ）＝珟ｇ珟ｆ
３８　设Ａ＝｛ａ｜ａ∈Ｒ，ａ≥０｝，Ｂ＝｛ｂ｜ｂ∈Ｒ，０≤ｂ≤１｝，试找一个

Ａ 到Ｂ 的满射。

３９　设是Ａ 与Ｂ 间的一一对应映射，若ａ是Ａ 中的一个元

素，问：
槇〔（ａ）〕＝？　〔槇（ａ）〕＝？

若是Ａ 上的一一对应映射，结论又是什么？

３１０　证明两个无限集合之交不一定是无限集合。

３１１　设Ａ 和Ｂ 是无限集合，ＢＡ，问 Ａ－Ｂ 是否一定无限？

是否一定有限？

３１２　设Ｎ 为自然数集，证明｜ρ（Ｎ）｜＝２０

３１３　设函数ｆ和ｇ 分别为ｆ（ｘ）＝２ｘ＋１，ｇ（ｘ）＝ｘ２－２，试找

出定义复合函数ｆｇ的数学公式。

３１４　设有三个映射如下：
（１）ｆ：Ｒ→Ｒ，ｆ（ｘ）＝ｘ
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（２）ｆ：Ｉ→Ｎ，ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜
其中｜ｘ｜表示ｘ的绝对值

（３）ｆ：Ｒ→Ｒ＋，ｆ（ｘ）＝２ｘ

问：
（１）上述映射的象集是什么？

（２）哪个映射有逆映射？若有，其表达式是什么？

３１５　实数集Ｒ 上的函数是“……是取……的平方”，这是Ｒ→
Ｒ 的（　　）

Ａ 映射　　　　　Ｂ 一对一映射（入射）

Ｃ 满射 Ｄ 一一对应映射（双射）

３１６　举例说明，并 不 是 每 个 集 合 到 自 身 的 单 射（一 对 一 的 映

射）都是一一对应的（双射）。

３１７　ｆ：Ａ→Ａ 为双射，ｆ－１：Ａ→Ａ 是ｆ：Ａ→Ａ 的逆映射，ａ∈
Ａ，ｆ（ａ）＝ｂ，下面不成立的式子为（　　）

Ａｆ－１（ｆ（ａ））＝ａ　　　　　　Ｂｆ（ｆ－１（ｂ））＝ｂ
Ｃｆ（ｆ－１（ａ））＝ｆ－１（ｆ（ａ）） Ｄｆ（ｆ－１（ａ））≠ｆ－１（ｆ（ａ））

３１８　集合Ａ 和Ｂ 之间存在一一对应映射ｆ：Ａ→Ｂ，则下面关

于基数的式子成立的是（　　）

Ａ｜Ａ｜＝｜Ｂ｜　Ｂ｜Ａ｜＞｜Ｂ｜　Ｃ｜Ａ｜＜｜Ｂ｜　Ｄ｜Ａ｜≠｜Ｂ｜
３１９　ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ 是两个一对一映射，复合映射ｆｇ：Ａ

→Ｃ 满足（　　）

Ａｆｇ是满射　　　　　Ｂｆｇ是一一对应映射

Ｃｆｇ是一对一映射 Ｄｆｇ不一定是Ａ 或Ｂ 或Ｃ

“映射与无限集”复习提纲

１ 主要内容

———映射基本概念。
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———映射的运算。
———映射的性质。
———无限集基本概念。
———几种常用的无限集。

２ 复习重点

———映射的基本概念。
———无限集的分级。

３ 映射基本概念及其运算

———映射：映射ｆ：Ａ→Ｂ 表示对Ａ 中每个元素ａ 都能在Ｂ 中找

到惟一元素与之对应，也可记为ｆ（ａ）＝ｂ。
———关系与映射：映射ｆ：Ａ→Ｂ 是一种特殊关系，它满足：

 Ａ 中每个元素均出现在关系中（作为关系有序偶的第一个分

量）。

 如果ｆ（ａ）＝ｂ，ｆ（ａ）＝ｃ则ｂ＝ｃ。
———三种映射：

 一对一映射：ｆ（ａｉ）＝ｆ（ａｊ）则ａｉ＝ａｊ。

 满射：ｆ（Ａ）＝Ｂ。

 一一对应映射：一对一映射又是满射。
———映射的两种运算：

 映射的复合运算：ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ 则 复 合 运 算：ｆｇ：Ａ→
Ｃ，其中ｆｇ（ａ）＝ｇ（ｆ（ａ））。

 映射的逆运算：ｆ：Ａ→Ｂ 则逆运算：珟ｆ：Ｂ→Ａ。
———映射的两个性质：

 ｆｇ是映射的复合，如ｆ，ｇ 满射（一对一，一一对应）则ｆｇ
也是满射（一对一，一一对应）。

 ｆ：Ａ→Ｂ 有逆映射ｆ是一一对应的。
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４ 无限集

———无限集的两个定义：

 ｆ：Ｎｎ→Ａ 一一对应则Ａ 为有限集；否则是无限集。

 ｆ：Ａ→Ａ 使得ｆ（Ａ）Ａ，则Ａ 为无限集；否则是有限集。
———可数无限集：

 自然数集 Ｎ 是无限的。
：Ｎ→Ａ 是 一 一 对 应，Ａ 也 是 无 限 的，且 称 为 可 数 无 限，其 基 数

为 ０。

 Ｑ 是可数无限。
———不可数无限集：Ｒ 是不可数无限集，其基数为Ｃ。
———无限集的基数：

 基数相等：ｆ：Ａ→Ｂ 一一对应，则称｜Ａ｜＝｜Ｂ｜。

 基数不等：ｆ：Ａ→Ｂ 一对一，则称｜Ａ｜≤｜Ｂ｜。
：｜Ａ｜≤｜Ｂ｜且｜Ａ｜≠｜Ｂ｜则称｜Ａ｜＜｜Ｂ｜。

 ｜Ａ｜＜｜ρ（Ａ）｜。
———无限集分级（按基数分级）

 可数无限集 ０。

 实数集Ｃ。

 更大基数的集：ρ（Ａ）。
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第四章　近 世 代 数

４１　代 数 运 算

代数是一门研究运算的科学，在代数中其运算对象是集合中的

元素，图４１（ａ）和（ｂ）的运算可以看作两只“黑盒子”，它具有各种输

入和一个输出。

图４１　代数运算

其中（ａ）有一个输入ａ，产生一个输出ａ′，我们称它为一元运算，
（ｂ）有两个输入ａ和ｂ，产生一个输出ａｂ，我们称它为 二元运算。
一般而言：

集合Ｓ上的一元运算实际上是从Ｓ 到Ｓ 的一个特殊映射，如集

合论中的取补运算，命题演算中的非运算，数字逻辑电路中的延迟元

件都是一元运算的例子。
集合Ｓ上的二元运算实际上是从Ｓ×Ｓ 到Ｓ 的一个特殊映射，

如实数集合上的加法和乘法分别是两个二元运算。
推而广之，集合Ｓ上的ｍ 元运算实际上是从Ｓｍ 到Ｓ 的一个特

殊映射，显然ｍ＝１或２分别是上述的一元、二元运算。
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我们主要研究的是二元运算，也会遇到一元运算，并用ａｂ表

示在映射下有序偶（ａ，ｂ）的象，、、＋、×等等是常用的 二 元 运 算

符号。
例 如，Ｎ＝｛０，１，２…｝是 自 然 数 集 合，在 Ｎ 上 的 普 通 ＋ 和 ×

是 二 元 运 算，因 为 对 任 意ａ，ｂ∈Ｎ，ａ＋ｂ∈Ｎ，ａ×ｂ∈Ｎ，但 是 减 法

则 不 是 Ｎ 上 的 二 元 运 算，因 为 １－２瓝Ｎ，在 实 数 集 Ｒ 上 的 普 通

＋、×和 一 均 是Ｒ 上 二 元 运 算，但 是 除 则 不 是，因 为 除 数 为 零 无

定 义。
对于一个有限 集 上 的 运 算 可 用 表 格 定 义，如 Ａ＝｛１，２，３｝，则

下表定义了一个二元运算，其ｘｙ是 指 位 于ｘ行、ｙ列 的 元 素，
如２３＝２，３２＝１。

 １ ２ ３

１ ２ １ １

２ ３ １ ２

３ ３ １ ２

接着我们要定义一元运算和二元运算的封闭性。
定义４１　设Δ 和是 分 别 定 义 在 Ａ 上 的 一 元 运 算 和 二 元 运

算。若Ｓ是Ａ 的子集，并且有：
（１）如果ａ∈Ｓ，有Δａ∈Ｓ，则称Ｓ关于Δ 运算是封闭的。
（２）如果ａ，ｂ∈Ｓ，有ａｂ∈Ｓ，则称Ｓ关于运算是封闭的。
例 如Ｉ是 整 数 集 合，Ｉ＋ 是 正 整 数 集 合，显 然Ｉ＋ Ｉ，则Ｉ＋ 在 加

法 运 算 和 乘 法 运 算 之 下 是 封 闭 的，在Ｉ＋ 上 的 减 法 运 算 是 不 封

闭 的。
根据运算的定义，我们可以得到结论：定义在某个集合上的运算

对它自身集合总是封闭的。
封闭性的定义可推广到ｍ 元运算。
二元运算可有下面的一个或若干个性质。在以下各节中，除非

特别说明，我们所讲的运算均指二元运算。
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１ 结合律

定义４２　设是集合Ｓ上的运算，如果对每个ａ，ｂ，ｃ∈Ｓ，有：

ａ（ｂｃ）＝ （ａｂ）ｃ
则称满足结合律。

２ 交换律

定义４３　设是集合Ｓ上的运算，如果对每个ａ，ｂ∈Ｓ，有：

ａｂ＝ｂａ
则称满足交换律。

３ 单位元素

定义４４　设是集合Ｓ上的运算，如果有ｅ∈Ｓ，而且对每个ｘ
∈Ｓ有：

ｅｘ＝ｘｅ＝ｘ
则称ｅ是关于运算的单位元素（或叫恒等元素）。

４ 零元素

定义４５　设是集合Ｓ上的运算，如果有θ∈Ｓ，而且对每个ｘ

∈Ｓ，有：

θｘ＝ｘθ＝θ

　　则称θ是关于运算的零元素。
有时我们把单位元素分成左单位元素和右单位元素，把零元素

分成左零元素和右零元素，为此我们给出如下定义。
定义４６　设是集合Ｓ上的运算，如有ｅｌ∈Ｓ，而且对每个ｘ∈

Ｓ，有：

ｅｌｘ＝ｘ
　　则称ｅｌ 是关于运算的左单位元素。
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如有ｅｒ∈Ｓ，而且对每个ｘ∈Ｓ，有：

ｘｅｒ ＝ｘ

　　则称ｅｒ 是关于运算的右单位元素。
如果有θｌ∈Ｓ，而且对每个ｘ∈Ｓ有：

θｌｘ＝θ

　　则称θｌ 是关于的左零元素。
如有θｒ∈Ｓ，而且对每个ｘ∈Ｓ有：

ｘθｒ ＝θｒ

　　则称θｒ 是关于运算的右零元素。
有时左右单位元素可不同时存在，但当同时存在时，则有ｅｌ＝ｅｒ。

左右零元素也可不同时存在，但当同时存在时，则有θｌ＝θｒ。这一重要

性质可用下面的定理来刻划。
定理４１　 设  是 集 合 Ｓ 上 的 一 个 运 算，具 有 左、右 单 位 元

素，则：

ｅｌ ＝ｅｒ

　　证明：因为ｅｌ 和ｅｒ 分别是左、右单位元素，所以：

ｅｒ ＝ｅｌｅｒ ＝ｅｌ

　　定理４２　设是 集 合 Ｓ 上 的 运 算，具 有 左 零 元 素 和 右 零 元

素，则：

θｌ ＝θｒ

　　证明：因为θｌ 和θｒ 分别是左右零元素，所以：

θｒ ＝θｌθｒ ＝θｌ

　　注意，单位元素和零元素在代数系统中占十分重要的地位，必须

对它的性质透彻了解。除非特别说明，下面所讲单位元素，均指左右

单位元素都存在的情况，即ｅｌ＝ｅｒ＝ｅ，所 讲 零 元 素 是 指 左 右 零 元 素

都存在的情况，即θｌ＝θｒ＝θ。
定理４３　对运算，如果单位元素存在，则 是 惟 一 的，如 果 零
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元素存在，则是惟一的。
证明：反证法，如果有两个单位元素，不妨设ｅ和ｅ′，因为ｅ是单

位元素，所以有ｅｅ′＝ｅ′ｅ＝ｅ′，又因为ｅ′是单位元素，所以也有ｅ
ｅ′＝ｅ′ｅ＝ｅ，所以ｅ＝ｅ′。

对零元素的惟一性证明可用类似的方法。留给读者自己证明。

５ 逆元素

定义４７　设是集合Ｓ上的一个运算，且有单位元素ｅ∈Ｓ，如

果对每个ｘ∈Ｓ，存在ｙ∈Ｓ，使：

ｘｙ＝ｙｘ＝ｅ
则称ｙ是ｘ 的逆元素，记以ｘ－１。

逆元素是相互的，即ｘ是ｙ 的逆元素，ｙ也是ｘ 的逆元素。
读者可以证明，任一元素ａ之逆元素若存在则是惟一的。

６ 分配律

定义４８　如果和是集合Ｓ上的两个运算，如果对任意ａ，ｂ，

ｃ∈Ｓ，有：

ａ（ｂｃ）＝ （ａｂ）（ａｃ）
（ｂｃ）ａ＝ （ｂａ）（ｃａ）

则称对满足分配律。
例４１　例 如和是 集 合 Ａ 上 的 两 个 运 算，并 且满 足 结 合

律，对满足分配律，则：
（ａ１ｂ１）（ａ１ｂ２）（ａ２ｂ１）（ａ２ｂ２）

＝ （ａ１ｂ１）（ａ２ｂ１）（ａ１ｂ２）（ａ２ｂ２）

　　证明：
（ａ１ｂ１）（ａ１ｂ２）（ａ２ｂ１）（ａ２ｂ２）

＝ （ａ１（ｂ１ｂ２））（ａ２（ｂ１ｂ２））＝ （ａ１ａ２）（ｂ１ｂ２）

＝ （（ａ１ａ２）ｂ１）（（ａ１ａ２）ｂ２）

＝ （ａ１ｂ１）（ａ２ｂ１）（ａ１ｂ２）（ａ２ｂ２）
·７６·



４２　代 数 系 统

代数中的运算对象是集合中的元素，在早先的代数中，这些元素

一般都是数字，它 可 以 是 整 数、实 数 和 复 数，历 史 上 称 为 古 典 代 数。
后来，数学工作者逐渐认识到，元素不仅可以是数字，事实上还可以

是很多其他东西。这些东西可以是抽象的，也可以是具体的。因此

出现了近世代数，亦叫抽象代数、代数结构或代数系统的概念。
简单地说，一个集合及定义在这个集合上的一个或多个（封闭）运

算（主要讨论一元和二元的）一起称为一个代数系统。设集合Ｓ及其

运算，，…，于是我们用记号（Ｓ，，，…）表示一个代数系统。例

如，整数 集Ｉ 上 定 义 了 通 常 加（＋），乘（×）和 减（－），则（Ｉ，＋），
（Ｉ，－），（Ｉ，×），（Ｉ，＋，－），（Ｉ，＋，×），（Ｉ，－，×），（Ｉ，＋，－，×）均

是代数系统，而（Ｉ，÷）不是代数系统，因为除（÷）不是Ｉ上的二元运

算，若Ｒ 是除了零的实数集，那么（Ｒ，÷）是一个代数系统，因为÷是

Ｒ 上的一个二元运算。
设（Ａ，，，…）是代数系统，若Ａ 的基数是有限的，则称它是有

限代数系统，反之是无限代数系统。
为了研究一个代 数 系 统，有 时 要 求 考 察 其 子 代 数 系 统，我 们 就

（Ｓ，，△）及（Ｓ′，′，△′）形式的两个代数系统给出其定义。
定义４９　设（Ｓ，，△）和（Ｓ′，′，△′）是两个代数系统，和

′均是二元运算，△和△′均是一元运算，若：
（１）Ｓ′Ｓ，
（２）对任意ａ，ｂ∈Ｓ′，有ａｂ＝ａ′ｂ∈Ｓ′，△ａ＝△′ａ∈Ｓ′则称

（Ｓ′，′，△′）是（Ｓ，，△）的子代数系统。
对于Ｓ和Ｓ′上运算符号少于二个或多于二个的情况，可用类似

上面方法给出相应的子代数系统的定义。
在本章中，我们将研究若干种特定的代数系统，主要是半群、单

元半群、群、环和域，它们具有图４２的层次关系。
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图４２　各种代数系统的层次图

４３　同态和同构

为了对代数系统进行比较，研究它们之间的关系要利用同态和

同构作为工具，在下面考虑各种具体的代数系统时，经常会用到它，
因此先引进这预备概念。为简单起见，我们先考虑仅具有一个二元

运算符的代数系统的情况。
定义４１０　设（Ｓ，）和（Ｔ，）是两个代数系统，如果存在一个

映射（即函数）ｆ：ＳＴ，使得对每个ａ，ｂ∈Ｓ，有：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
则称ｆ是从（Ｓ，）到（Ｔ，）的同态映射，简称同态，此时亦称（Ｓ，）
和（Ｔ，）是同态的。

由于ｆ可以是从Ｓ 到Ｔ 的内射，亦可以是从Ｓ 到Ｔ 的满射，亦

可以是Ｓ到Ｔ 的一一对应映射（即双射），因此我们可进一步规定：
设（Ｓ，）和（Ｔ，）是 两 个 代 数 系 统，如 果 存 在 一 个 从Ｓ 到Ｔ

的满射ｆ，使得对任意ａ，ｂ∈Ｓ，有：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
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则称ｆ是从（Ｓ，）到（Ｔ，）的满同态，此时亦称（Ｓ，）和（Ｔ，）是

满同态的。
定义４１１　设（Ｓ，）和（Ｔ，）是两个代数系统，如果存在一一

对应的映射ｆ：ＳＴ，使得对任意ａ，ｂ∈Ｓ，有：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
则称ｆ是从（Ｓ，）到（Ｔ，）的同构映射，简称同构，此时亦称（Ｓ，）
和（Ｔ，）是同构的，并记以（Ｓ，）槇＝（Ｔ，）。

特殊情况，如果Ｓ＝Ｔ，且ｆ是同构的，则称ｆ是自同构。
从上面定义可看出，同构的条件最强，其次是满同态，再其次是

同态。它们三者之间关系可用图４３刻划。

图４３　同构、满同态与同态间的关系图

推而广之，若两 个 代 数 系 统 包 含 有 限 多 个 运 算，比 如 说 都 是ｋ
个，即（Ｓ，１，２，…，ｋ）和（Ｔ，１，２，…，ｋ），则 要 对 每 个 运 算 均

满足以下条件：

ｆ（ａ１ｂ）＝ｆ（ａ）１ｆ（ｂ）

ｆ（ａ２ｂ）＝ｆ（ａ）２ｆ（ｂ）


ｆ（ａｋｂ）＝ｆ（ａ）ｋｆ（ｂ）

此时才称ｆ是同态或同构。
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例４２　设Ｒ 和Ｒ＋ 分别是实数和正实数的集合，于是（Ｒ，＋）和

（Ｒ＋，）是两个代数系统，其中＋和分别是普通的加和乘运算，证

明（Ｒ，＋）和（Ｒ＋，）是同构的。
证明：令ｆ：ＲＲ＋，ｆ（ｘ）＝ｅｘ

（１）ｆ：ＲＲ＋ 是一一对应的映射。因为对任何ｘ１，ｘ２∈Ｒ，如果

ｘ１≠ｘ２，则有ｅｘ１，ｅｘ２∈Ｒ＋ 且ｅｘ１≠ｅｘ２，所以ｆ（ｘ１）≠ｆ（ｘ２），又对每个

ｘ∈Ｒ＋，有ｌｎｘ∈Ｒ。
（２）ｆ（ｘ１＋ｘ２）＝ｅｘ１ｅｘ２ ＝ｆ（ｘ１）ｆ（ｘ２），故ｆ 是 从（Ｒ，＋）到

（Ｒ＋，）的同构，即（Ｒ，＋）槇＝（Ｒ＋，）。
例４３　设Ｒ 是有理数集，Ｒ 上的运算是普通加法，Ｓ 是不等于

零的有理数集，Ｓ 上的运算是普通乘法，所以（Ｒ，＋）和（Ｓ，×）是 两

个代数系统，问（Ｒ，＋）和（Ｓ，×）之间有无同构映射。
解：设有同构映射：ＲＳ，因为（０）＝（０＋０）＝（０）×

（０）且（０）≠０。故（０）＝１。设（ａ）＝－１，（ａ＋ａ）＝（－１）

×（－１）＝１故ａ＋ａ＝０，ａ＝０，从而（０）＝－１，矛盾。所以从（Ｒ，

＋）到（Ｓ，×）无同构映射存在。
例４４　设Ｒ 是实数集合，Ｓ是Ｒ 的子集，Ｒ 上的运算是普通乘

法，问以下的映射ｆ是否为从（Ｒ，）到（Ｓ，）的同态？若是同态是否

为满同态？

（１）ｘ２ｘ
解：不是同态。因为有ｘ１，ｘ２∈Ｒ，且有：

ｆ（ｘ１ｘ２）＝２（ｘ１ｘ２）≠ｆ（ｘ１）ｆ（ｘ２）

　　（２）ｘｘ２（注：ｘ２＝ｘｘ）
解：是同态。Ｓ＝｛ｙ｜ｙ≥０的实数｝。映射ｆ：ＲＳ，ｆ（ｘ）＝ｘ２。

对每个ｘ１，ｘ２∈Ｒ，有：

ｆ（ｘ１ｘ２）＝ （ｘ１ｘ２）２ ＝ （ｘ１ｘ２）（ｘ１ｘ２）

＝ （ｘ１ｘ１）（ｘ２ｘ２）＝ｆ（ｘ１）ｆ（ｘ２）
又对每个ｙ∈Ｓ，有ｘ∈Ｒ，使得：

ｆ（ｘ）＝ｘ２ ＝ｙ
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所以是满同态的。
（３）ｘ－ｘ
解：ｆ（ｘ）＝－ｘ，但：

ｆ（ｘ１ｘ２）＝－（ｘ１ｘ２）≠ｆ（ｘ１）ｆ（ｘ２）
所以ｆ：ＲＳ不是同态映射。

在同态和同构的定义中，把“代数系统”四个字换成“半群”或“单

元半群”或“群”，就分别得出半群同态和同构，单元半群同态和同构，
群同态和同构的概念。这些概念特别是群同态和同构在下面各节中

常会遇到。
下面讨论各种具体的代数结构。

４４　半群和单元半群

在数学或自动机理论中，在语言和程序设计的数学研究中，有时

只要求代数 系 统 具 有 结 合 律 的 运 算，或 具 有 结 合 律 及 单 位 元 素 的

运算。
定义４１２　设（Ａ，）是一个代数系统，如对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ａ，有

ａ（ｂｃ）＝（ａｂ）ｃ，则称（Ａ，）是半群。
半群的条件最弱，它只要求满足结合律。
定义４１３　设（Ｍ，）是一个代数系统，如果：
（１）对每个ａ，ｂ，ｃ∈Ｍ，有ａ（ｂｃ）＝（ａｂ）ｃ（结合律）。
（２）存在一个单位元素ｅ∈Ｍ，即对每个ａ∈Ｍ，有ａｅ＝ｅａ＝ａ。

则称（Ｍ，）是一个单元半群。
如果单元半群（Ｍ，）的运算也满足交换性质，即对每个ａ，ｂ∈

Ｍ，有ａｂ＝ｂａ，则又称（Ｍ，）是交换单元半群。
例如，设Ｎ、Ｉ、Ｑ 分别代表自然数、整数和有理数集，＋和代表

普通加法和乘法，则（Ｎ，＋）、（Ｎ，）、（Ｉ，＋）、（Ｉ，）、（Ｑ，＋）、（Ｑ，

）均是交换单元半群，但是（Ｉ，－）不是半群，因为ａ－（ｂ－ｃ）≠（ａ
－ｂ）－ｃ。
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我们把从一个集合到它自身集合上的一个映射称为一个变换。
定理４４　设Ａ 是任一集合，令ＡＡ＝｛ｆ｜ｆ：ＡＡ｝是从Ａ 到Ａ

的所有变换的集合，则（ＡＡ，）是一个单元半群，称为 Ａ 的变换单元

半群，这里为复合运算。
证明　如ｆ，ｇ∈ＡＡ，则复合ｆｇ∈ＡＡ。又映射之复合总是满足

结合律的，因为如果ｆ，ｇ，ｈ∈ＡＡ，则对每个ｘ，有：

ｆ（ｇｈ）（ｘ）＝ｈ（ｇ（ｆ（ｘ）））
而： （ｆｇ）ｈ（ｘ）＝ｈ（ｆｇ（ｘ））＝ｈ（ｇ（ｆ（ｘ）））

其单位元素是映射ＥＡ。

所以（ＡＡ，）是一个单元半群。

例４５　如果Ａ＝｛０，１｝，写出Ａ 的变换单元半群（ＡＡ，）的表。
解：变换集合有４个元素，ｅ、ｆ、ｇ、ｈ，定义如下：

ｅ（０）＝０　ｆ（０）＝０　ｇ（０）＝１　ｈ（０）＝１
ｅ（１）＝１　ｆ（１）＝０　ｇ（１）＝０　ｈ（１）＝１

其表如下：

 ｅ ｆ ｇ ｈ
ｅ ｅ ｆ ｇ ｈ
ｆ ｆ ｆ ｈ ｈ
ｇ ｇ ｆ ｅ ｈ
ｈ ｈ ｆ ｆ ｈ

　　在任何一个具有单位元素ｅ的单元半群（Ｍ，）中，任一元素ａ∈
Ｍ 的幂定义如下：

（１）ａ０＝ｅ
（２）ａｉ＋１＝ａｉａ（ｉ＝０，１，２，…）

对任何两个非负整数ｉ和ｊ，有：
（１）ａｉａｊ＝ａｉ＋ｊ

（２）（ａｉ）ｊ＝ａｉ×ｊ

在单元半群（Ｍ，）中任何一元素ａ∈Ｍ，如果ａａ＝ａ，称ａ是等
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幂元素，由此可方便 地 扩 充，对 任 何 一 个ｒ≥２，ａｒ＝ａ。显 然 每 个 单

元半群至少包含一个等幂元素———单位元素。
定义４１４　一个单元半群（Ｍ，），如果包含一个元素ｇ，使得对

每个元素ａ∈Ｍ，可表示成：

ａ＝ｇｒ（ｒ≥０）

　　则称（Ｍ，）是循环单元半群，其中ｇ是（Ｍ，）的生成元素。
定理４５　每个循环单元半群是可交换的单元半群。
证明：令（Ｍ，）是循环单元半群，其生成元素是ｇ，如ａ，ｂ∈Ｍ，

则ａ，ｂ可以写作ａ＝ｇｉ，ｂ＝ｇｊ

故　ａｂ＝ｇｉｇｊ＝ｇｉ＋ｊ＝ｇｊ＋ｉ＝ｇｊｇｉ＝ｂａ

４５　群　　论

１ 群的概念

定义４１５　一个代数系统（Ｇ，），如果：
（１）运算满足结合律，即对每个ａ，ｂ，ｃ∈Ｇ，有：

（ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）

　　（２）存在单位元素ｅ∈Ｇ，即对每个ａ∈Ｇ，有：

ｅａ＝ａｅ＝ａ
　　（３）每个元素ａ∈Ｇ，有其逆元素ａ－１∈Ｇ，即ａａ－１＝ａ－１ａ＝
ｅ则称代数系统（Ｇ，）是一个群。可简写为Ｇ 是一个群。

如果运算还满足交换律，即对每个ａ，ｂ∈Ｇ，有ａｂ＝ｂａ，则

群（Ｇ，）称为交换群，或阿贝尔群。
最熟悉的例子是（Ｉ，＋）、（Ｒ，＋）、（Ｃ，＋）都是在加 法 运 算 下 的

阿贝尔群，又设Ｒ、Ｃ 是除掉零的实数 和 复 数 集 合，那 么（Ｒ，）
和（Ｃ，）都是乘法意义下的阿贝尔群。

又如，Ｇ＝｛１，－１，ｉ，－ｉ｝是复数集合，是复数乘法，则（Ｇ，）
是阿 贝 尔 群。结 合 律 容 易 验 证 是 成 立 的，１是 单 位 元 素，１－１＝１，
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（－１）－１＝－１，ｉ－１＝－ｉ，（－ｉ）－１＝ｉ。
例４６　设群（Ｇ，）对任意ｘ∈Ｇ，有ｘｘ＝ｅ（简记ｘ２＝ｅ），则

（Ｇ，）一定是阿贝尔群。
证明：对任意ａ，ｂ∈Ｇ，ａｂ＝ｅａｂｅ

＝ｂ２ａｂａ２

＝ｂ（ｂａ）（ｂａ）ａ
＝ｂ（ｂａ）２ａ
＝ｂｅａ
＝ｂａ

故（Ｇ，）是阿贝尔群。

例４７　设Ｓ是所有
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

形式的矩阵（即２×２）的集合，其中

ａ、ｂ、ｃ、ｄ是有理数，其运算是矩阵乘，那么（Ｓ，）不是一个群，因

为Ｓ中任一元素的逆元素并不总存在，但考虑Ｇ 是具有非零行列式

的２×２矩阵的集合，则（Ｇ，）是一个群，其单位元素是：

Ｅ＝
１　０
０　（ ）１

任一矩阵Ａ＝
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

的逆 矩 阵 是Ａ－１＝
ｄ／｜Ａ｜　 －ｂ／｜Ａ｜
－ｃ／｜Ａ｜　ａ／｜Ａ（ ）｜

（此 处

｜Ａ｜＝ａｄ－ｂｃ是行列式）。但（Ｇ，）不 是 阿 贝 尔 群，因 为 矩 阵 乘 法

不满足交换律。这是遇到的第一个非阿贝尔群的例子。
定义４１６　在群（Ｇ，）中元素的 数 目｜Ｇ｜，称 为 群 的 阶，如 果

｜Ｇ｜有限，称（Ｇ，）是有限群，否则称为无限群。
我们知道，两个代数系统同态或同构是一种映射，这种映射保持

它们的运算，在群里，它显得特别重要。
设（Ｇ，）和（Ｈ，）是两个群，ｆ：ＧＨ 是一个映射，如果对每

个ａ，ｂ∈Ｇ，有：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
则称ｆ是一个群同态映射，简称群同态。
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若上述的映射ｆ：ＧＨ 是一一对应的映射，而且对任意ａ，ｂ∈
Ｇ，有：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
则称ｆ 是一个群同构映射，简称群同构，此时亦称（Ｇ，）和（Ｈ，）
同构，记作：

（Ｇ，）槇＝ （Ｈ，）

　　如果 两 个 群 是 相 同 的 运 算 符 号，如 （Ｇ，）和 （Ｈ，），则 条 件

改为：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）

　　两个群同构实际上具有完全相同的性质。同态没有这个结论，
但是单位元素和逆元素在同态情况下也保持的。

定理４６　如果ｆ：ＧＨ 是群同态，则：
（１）ｆ（ｅＧ）＝ｅＨ，其中ｅＧ∈Ｇ，ｅＨ∈Ｈ，这是两个单位元素。
（２）ｆ（ａ－１）＝ｆ（ａ）－１，其中ａ，ａ－１∈Ｇ。

（注：ｆ（ａ）－１意指［ｆ（ａ）］－１）
证明：
（１）ｆ（ｅＧ）＝ｆ（ｅＧｅＧ）＝ｆ（ｅＧ）ｆ（ｅＧ），

所以： ｆ（ｅＧ）－１ｆ（ｅＧ）＝ｆ（ｅＧ）－１ｆ（ｅＧ）ｆ（ｅＧ）
即： ｆ（ｅＧ）＝ｅＨ

（２）对任意ａ∈Ｇ，ａａ－１＝ａ－１ａ＝ｅＧ

ｅＨ ＝ｆ（ｅＧ）＝ｆ（ａａ－１）＝ｆ（ａ）ｆ（ａ－１）

ｅＨ ＝ｆ（ｅＧ）＝ｆ（ａ－１ａ）＝ｆ（ａ－１）ｆ（ａ）
因此ｆ（ａ－１）是ｆ（ａ）的逆元素，即ｆ（ａ－１）＝ｆ（ａ）－１

２ 群的性质

在这里，我们将根据群的定义，推出一般群所具有的基本性质。
定理４７　如果（Ｇ，）是一个群，则对每个ａ，ｂ∈Ｇ，有：
（１）存在一个惟一的元素ｘ∈Ｇ，使得ａｘ＝ｂ。
（２）存在一个惟一的元素ｙ∈Ｇ，使得ｙａ＝ｂ。
·６７·



证明：
（１）取ｘ＝ａ－１ｂ，有

ａｘ＝ａ（ａ－１ｂ）＝ （ａａ－１）ｂ＝ｂ
所以这样的ｘ是存在的。

若还有ｘ１∈Ｇ，满足ａｘ１＝ｂ，所以：

ａｘ＝ａｘ１

ａ－１（ａｘ）＝ａ－１（ａｘ１）
（ａ－１ａ）ｘ＝ （ａ－１ａ）ｘ１

ｘ＝ｘ１

因此ｘ＝ａ－１ｂ是满足ａｘ＝ｂ的惟一元素。
（２）我们可用类似的方法证明。
这一性质，反应在运算的定义表上，在每一行上，Ｇ 中的每个元

素只出现一次，在每一列上，Ｇ 中的元素只出现一次。
例如：Ｓ＝｛α，β，γ，δ｝，和的定义分别如下：

 α β γ δ
α β δ α γ

β δ γ β α
γ α β γ δ
δ γ α δ β

 α β γ δ
α α β γ δ

β β α δ γ
γ γ δ α α
δ δ γ β β

显然（Ｓ，）是一个群，而（Ｓ，）则不是一个群，的定义表上γ 行的

α、δ行的β均出现两次。
定理４８　如果（Ｇ，）是一个群，则对每个ａ，ｂ，ｃ∈Ｇ，有：
（１）ａｂ＝ａｃｂ＝ｃ
（２）ｂａ＝ｃａｂ＝ｃ
这条定理称为消去律，它是定理４７的直接推论。
定理４９　如果（Ｇ，）是一个群，则对每个ａ，ｂ∈Ｇ，有：

（ａｂ）－１ ＝ｂ－１ａ－１。

　　证明：因为（ａｂ）（ａｂ）－１＝ｅ而：
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（ａｂ）（ｂ－１ａ－１）＝ａ（ｂｂ－１）ａ－１

＝ａｅａ－１ ＝ａａ－１ ＝ｅ
所以（ａｂ）（ａｂ）－１＝（ａｂ）（ｂ－１ａ－１）由消去律得（ａｂ）－１

＝ｂ－１ａ－１

推论：设（Ｇ，）是一个群，则对每个ａ１，ａ２，…，ａｎ∈Ｇ，有：
（ａ１ａ２…ａｎ）－１ ＝ａ－１

ｎ ａｎ－１
－１…ａ２

－１ａ１
－１

其中ａ与ａ－１互为逆元素。
此推论可用数学归纳法证明。消去律在证明时常用到。
例４８　令（Ｇ，）是一个群，ｇ∈Ｇ，设有一个映射ｆ：ＧＧ，其中

ｆ（ｘ）＝ｇｘｇ－１，证明ｆ是一个Ｇ 到Ｇ 的同构。
证明：
（１）对每个ｘ，ｙ∈Ｇ，有：

ｆ（ｘｙ）＝ｇ（ｘｙ）ｇ－１ ＝ｇｘｇ－１ｇｙｇ－１

＝ （ｇｘｇ－１）（ｇｙｇ－１）

＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）
所以ｆ是Ｇ 到Ｇ 的同态映射。

（２）对ｘ，ｙ∈Ｇ，假定ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ），则：

ｇｘｇ－１ ＝ｇｙｇ－１

所以ｘ＝ｙ（由消去律）
故ｆ是Ｇ 到Ｇ 的一对一映射。

（３）对每个ｘ∈Ｇ，于是有：

ｆ（ｇ－１ｘｇ）＝ｇｇ－１ｘｇｇ－１ ＝ｘ
因此ｆ是Ｇ 到Ｇ 上的满射。

由上面三点，所以ｆ是Ｇ 到Ｇ 的一个同构映射。
关于群中元素的阶（也称周期）是常用到的一个重要概念。
设ａ是群（Ｇ，）中的一个元素，如果存在一个最小的正整数ｒ，

使得ａｒ＝ｅ，则ｒ称为元素ａ 的阶。如果不存在这种正整数ｒ，则称ａ
之阶无限。显然单位元素的阶总是１。

注意一个群的阶和群中一个元素的阶是不同的概念。
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定理４１０　如果群（Ｇ，）的一个元素ａ具有阶ｒ，则ａｋ＝ｅ当

且仅当ｋ 是ｒ的倍数。
证明：
（１）若ｋ是ｒ的倍数，即ｋ＝ｔｒ，其中ｔ是正整数，于是ａｋ＝ａｔｒ＝

（ａｒ）ｔ＝ｅｔ＝ｅ。
（２）若ａｋ＝ｅ，而ｋ 不 是ｒ 的 倍 数，即ｋ＝ｔｒ＋ｑ（０≤ｑ＜ｒ），则

ａｑ＝ａｋ－ｔｒ＝ａｋａ－ｔｒ＝ｅｅ－ｔ＝ｅｅ＝ｅ，但是ｒ是使得ａｒ＝ｅ的最小

正整数，故ｑ＝０，即ｋ＝ｔｒ。
因此，如果ａｒ＝ｅ，但ｒ无因子ｄ（０＜ｄ＜ｒ），使ａｄ＝ｅ，则 肯 定ｒ

就是ａ 之阶。如ａ１２＝ｅ，但ａ２≠ｅ，ａ３≠ｅ，ａ４≠ｅ，ａ６≠ｅ，则肯定１２就

是ａ之阶。

例４９　设群（Ｇ，）的元素ａ的阶是ｎ，则ａｒ 的阶是ｎ
ｄ

，其中ｄ

＝（ｒ，ｎ）是ｒ和ｎ 的最大公因子。
证明：因为ｄ＝（ｒ，ｎ），所 以ｒ＝ｒ１ｄ，ｎ＝ｎ１ｄ，而（ｒ１，ｎ１）＝１（即

互质）。

（ａｒ）ｎ
ｄ ＝ａ

ｒｎ
ｄ ＝ （ａｎ）ｒ

ｄ ＝ｅｒ
１ ＝ｅ

　　再证ｎ
ｄ

是使（ａｒ）ｎ
ｄ ＝ｅ的最小正整数。

设还有正整数Ｐ 使（ａｒ）ｐ＝ｅ，即ａｒＰ ＝ｅ，而ｎ是ａ 之阶，由定理

４１０，ｎ整除ｒＰ，ｒＰ
ｎ ＝ｒ１ｄＰ

ｎ１ｄ ＝ｒ１Ｐ
ｎ１

。因为（ｒ１，ｎ１）＝１，故ｎ１ 整除 Ｐ，

即ｎ
ｄ

整除Ｐ，所以ｎ
ｄ

是最小的正整数。

定理４１１　设（Ｇ，）是 一 个 群，ａ 是Ｇ 的 任 意 一 个 元 素，则ａ
的阶与ａ 的逆元素ａ－１的阶相同。

证明：设ａ有有限阶ｒ，即ａｒ＝ｅ，因此：
（ａ－１）ｒ ＝ （ａｒ）－１ ＝ｅ－１ ＝ｅ

因此如果ｔ是ａ－１之阶，有ｔ≤ｒ。而：

ａｔ ＝ （（ａ－１）ｔ）－１ ＝ｅ－１ ＝ｅ
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因此ｒ≤ｔ。最后有ｒ＝ｔ。
例４１０　在一个有限群里，阶大于２的元素的数目必定是偶数。
证明：设（Ｇ，）是具有阶为ｎ的有限群，即｜Ｇ｜＝ｎ，任取ａ∈Ｇ，

ａｍ＝ｅ（ｍ＞２），ａ的逆元素，ａ－１∈Ｇ，故（ａ－１）ｍ＝（ａｍ）－１＝ｅ－１＝ｅ，由

前面定理，ｍ 亦是ａ－１的阶，则必定ａ≠ａ－１。
反证法，若ａ＝ａ－１，则ａ２＝ｅ，所 以ａ 之 阶 不 大 于２，这 与 ｍ＞２

矛盾，所以ａ≠ａ－１，即当ａ之阶大于２时，ａ与它的逆元素总是成对

出现的，所以是偶数。
进一步我们可以证明，若Ｇ 是一个阶为偶数的有限群，则在Ｇ

里阶为２的元素的数目必定是奇数。设｜Ｇ｜＝２ｎ，所以Ｇ 中的每个

元的阶是有限的，阶为１的元素是单位元素，是惟一的。设阶为２的

元素个数为ｍ２，阶大于２的元素个数必定是偶数，设２ｍ３，故：

２ｎ＝１＋ｍ２＋２ｍ３

所以ｍ２ 必为奇数。
定理４１２　设（Ｇ，）是阿贝尔群，设ａ、ｂ是Ｇ 的两个元素，其

阶分别是ｒ和ｓ，如 果ｒ和ｓ 互 为 素 数，即（ｒ，ｓ）＝１，则ａｂ 之 阶

是ｒｓ。
证明：因为（Ｇ，）是阿贝尔群，所以：

（ａｂ）ｒｓ ＝ （ａｒ）ｓ（ｂｓ）ｒ ＝ｅｅ＝ｅ
假定有另一ｐ，使得（ａｂ）ｐ＝ｅ，所以：

ｅ＝ （ａｂ）ｐ ＝ （（ａｂ）ｐ）ｒ ＝ （ａｂ）ｐｒ

＝ （ａｒ）ｐ（ｂ）ｐｒ ＝ｅ（ｂ）ｐｒ

由定理４１０，ｓ整除ｐｒ，而（ｒ，ｓ）＝１，所以ｓ整除ｐ。同理ｒ亦整除ｐ，
从而ｒｓ能整除ｐ，所以ｒｓ是（ａｂ）的阶。

推论：设（Ｇ，）是阿贝尔群，令 元 素ａ１，ａ２，…，ａｎ 的 阶 分 别 是

ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ，如果（ｒｉ，ｒｊ）＝１，（ｉ≠ｊ）则ａ１ａ２…ａｎ 之阶是ｒ１ｒ２

…ｒｎ。
可以用数学归纳法证明这个推论，不再赘述。
定理４１３　在一个有限群（Ｇ，）里，每个元素的阶有限而且每
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个元素的阶至多为｜Ｇ｜。
证明：令ａ是Ｇ 中任一元素，在序列：

ａ，ａ２，ａ３，…ａ｜Ｇ｜＋１

中，至少有两个元素相等，譬如说ａｒ＝ａｐ，其中１≤ｐ＜ｒ≤｜Ｇ｜＋１，现

有：

ｅ＝ａ０ ＝ａｒ－ｒ ＝ａｒａ－ｒ ＝ａｒａ－ｐ ＝ａｒ－ｐ

因此，ａ具有的阶至多ｒ－ｐ≤｜Ｇ｜。
定理４１４　设（Ｇ，）和（Ｈ，）是同构的两个群，则Ｇ 和Ｈ 中

对应的元素有相同的阶。
证明：令ｆ：ＧＨ 是一个群同构，令ｆ（ｙ）＝ｈ，假定ｙ和ｈ 的阶

分别是ｍ 和ｎ。当ｍ 有限时，则ｈｍ＝ｆ（ｙ）ｍ＝ｆ（ｙｍ）＝ｆ（ｅ）＝ｅ，所

以ｈ的阶ｎ 也有限的，ｎ≤ｍ。
假定ｎ是有限的，ｆ（ｙｎ）＝ｆ（ｙ）ｎ＝ｈｎ＝ｅ＝ｆ（ｅ），由于ｆ 是一一

对应的映射，ｙｎ＝ｅ，因此ｍ 是有限的，而且ｍ≤ｎ。因此ｍ 和ｎ 都有

限时，ｍ＝ｎ，或ｍ 和ｎ 都无限。

３ 子群

常会出现这种情况，一个群的某些子集，在同样运算下也能构成

一个群，我们称这样的群为一个子群，如（Ｒ，＋）是一个群，而（Ｉ，＋）
也是一个群，但ＩＲ，所以（Ｉ，＋）是（Ｒ，＋）的一个子群。现在给出

它的确切定义。
定义４１７　设（Ｇ，）是一个群，Ｈ 是Ｇ 的一个非空子集，如果：
（１）满足封闭性，即对每个ａ，ｂ∈Ｈ，有ａｂ∈Ｈ；
（２）存在逆元素，即对每个ａ∈Ｈ，有ａ－１∈Ｈ。

则称（Ｈ，）是（Ｇ，）的一个子群。
条件（１）和（２）等价于对每个ａ，ｂ∈Ｈ，有ａｂ－１∈Ｈ。
如果Ｇ＝Ｈ 或 Ｈ＝｛ｅ｝，（此 处ｅ是Ｇ 的 一 个 单 位 元 素），则 称

（Ｈ，）是（Ｇ，）的一个平凡子群。如果 ＨＧ，则称（Ｈ，）是（Ｇ，

）的一个真 子 群，如 果（Ｈ，）是（Ｇ，）的 真 子 群 而 且 无 真 子 群
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（Ｈ，）存在，使 得 ＨＨ，那 么 称（Ｈ，）是（Ｇ，）的 极 大 子 群。
例如所有４的倍数的集合在加法运算下，构成的一个群是（Ｉ，＋）的

真子群，但不是极大的。因为所有２的倍数的集合在加法运算下也

构成一个（Ｉ，＋）的真子群。
例４１１　群（Ｇ，）和它的子群（Ｈ，）的单位元素相同。
证明：任取ｘ∈Ｈ，有ｘ－１∈Ｈ，且ｘｘ－１＝ｅ′∈Ｈ。另一方面，

因为 ＨＧ，所以ｘ，ｘ－１∈Ｇ，且ｘｘ－１＝ｅ∈Ｇ，故ｅ＝ｅ′＝ｘｘ－１。
我们还可以证明，在 Ｈ 中的元素ａ 的逆元素和它在Ｇ 中的逆元素也

是相同的，设ａ在Ｇ 和Ｈ 中逆元素分别是ｂ和ｂ′，所以有ａｂ＝ａ
ｂ′＝ｅ＝ｅ′，由消去律得ｂ＝ｂ′。

定理４１５　如 果（Ｈ，）是（Ｇ，）的 一 个 子 代 数（系 统），则

（Ｈ，）也是一个群。
证明：我们要证明（Ｈ，）满足群的三 个 条 件。由 于 在 运 算

下，Ｈ 是封闭的，如果对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｈ，则ａ（ｂｃ）＝（ａｂ）ｃ
在（Ｇ，）中成立，因此在（Ｈ，）中也成立。由于 Ｈ≠，它至少包

含一个元素，譬如说ａ∈Ｈ，而ａ－１∈Ｈ，故ａａ－１就是 Ｈ 的单位元

素，至于逆元素由子群定义自然满足。因此（Ｈ，）是一个群。
定理４１６　设（Ｇ，）是一个群，且 Ｈ 是Ｇ 的有限的非空子集，

而且对每个ａ，ｂ∈Ｈ，有ａｂ∈Ｈ，则（Ｈ，）是（Ｇ，）的一个子群。
证明：根据子群的定义，我们必须证明对每个元素ａ∈Ｈ，其逆

元素ａ－１∈Ｈ。由封闭 性，ａ∈Ｈ，ａ２∈Ｈ，ａ３∈Ｈ，…。因 为 Ｈ 是 有

限的，因此总是会存在１≤ｉ＜ｊ，使得ａｉ＝ａｊ。由消去律可得到ａｊ－ｉ

＝ｅ，（ｊ－ｉ＞０），因 此ｅ∈Ｈ。再 把ａｊ－ｉ＝ｅ 写 成ｅ＝ａａｊ－ｉ－１＝
ａｊ－ｉ－１ａ，因此ａ－１＝ａｊ－ｉ－１∈Ｈ，这是因为ｊ－ｉ－１≥０。

例４１２　设ｆ和ｇ 是从群（Ｇ，）到（Ｈ，）的同态映射，求证：
（Ｃ，）是（Ｇ，）的一个子群。其中Ｃ＝｛ｘ｜ｘ∈Ｇ 且ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）｝。

证明：首先ＣＧ。又对任意ａ，ｂ∈Ｃ，有ｆ（ａ）＝ｇ（ａ），ｆ（ｂ）＝

ｇ（ｂ），另一方面，有ａｂ∈Ｇ。因为ｆ 和ｇ 都是从Ｇ 到 Ｈ 的同态映

射，故ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ），ｇ（ａｂ）＝ｇ（ａ）ｇ（ｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ），所
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以ｆ（ａｂ）＝ｇ（ａｂ），故ａｂ∈Ｃ。其次，设ａ∈Ｃ，则ｆ（ａ）＝ｇ（ａ），
而ｅ＝ｆ（ａａ－１）＝ｆ（ａ）ｆ（ａ－１），故ｆ（ａ）－１＝ｆ（ａ－１），同理ｇ（ａ）－１

＝ｇ（ａ－１）。因为ｆ（ａ）＝ｇ（ａ），得到ｆ（ａ）－１＝ｇ（ａ）－１，故ｆ（ａ－１）＝

ｇ（ａ－１），所以ａ－１∈Ｃ。
由子群定义可知（Ｃ，），是（Ｇ，）的子群。
例４１３　设（Ｈ１，）和（Ｈ２，）是群（Ｇ，）的两个子群，证明：

（Ｈ１∩Ｈ２，）亦是（Ｇ，）的子群。
证明：因为 Ｈ１Ｇ，Ｈ２Ｇ，故 Ｈ１∩Ｈ２Ｇ，现在任取ａ，ｂ∈Ｈ１

∩Ｈ２，于是ａ，ｂ∈Ｈ１，并且ａ，ｂ∈Ｈ２，于是ａｂ－１∈Ｈ１，并且ａｂ－１

∈Ｈ２，故ａｂ－１∈Ｈ１∩Ｈ２

由子群的定义，得（Ｈ１∩Ｈ２，）亦是群（Ｇ，）的子群。

４ 循环群

我们来研究这样一类群，它的每个元素都可写成某个元素的幂，
这样的群称之循环群。

定义４１８　设（Ｇ，）是一个群，如果存在一个元素ｇ∈Ｇ，使得

Ｇ＝｛ｇｎ｜ｇ∈Ｇ 且ｎ∈Ｉ｝，则称（Ｇ，）是一个循环群，元素ｇ∈Ｇ 称为

这循环群的生成元素。
由此定义可知，每个循环群必定是阿贝尔群，因为ａ＝ｑｒ，ｂ＝ｑｓ，

ａｂ＝ｑｒｑｓ＝ｑｒ＋ｓ＝ｑｓｑｒ＝ｂａ。
又如，（｛１，－１，ｉ，－ｉ，）是一个循环群，因为ｉ０＝１，ｉ１＝ｉ，ｉ２＝

－１，ｉ３＝－ｉ，ｉ４＝１，ｉ５＝ｉ，…。群的阶是４，单位元素ｅ＝１的阶是１，

－１的阶是２，ｉ和－ｉ的阶是４。
令Ｑ ＝Ｑ－｛０｝是 非 零 有 理 数 的 集 合，则 在 乘 法 运 算 下（Ｑ，

）是一个群，单位元素是ｅ＝１，－１的阶是２，每个其他元素的阶是

无限的，群的阶也是无限的，然而它不是一个循环群，因为没有一个

有理数ｒ，可以使得其他每个非零有理数用ｒｎ 表示。
对于群（Ｇ，）中的一个元素，可生成群Ｇ 的子群。
定理４１７　如果ｇ是群（Ｇ，）中 的 一 个 元 素，ｇ 的 阶 是ｍ，令
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Ｈ＝｛ｇｒ｜ｒ∈Ｉ｝，则（Ｈ，）是（Ｇ，）的一个 ｍ 阶子群。它称为由ｇ
生成的循环子群。（其中Ｉ代表整数集）

证明：首先（Ｈ，）是（Ｇ，）的一个子群。这是因为对所有ｒ，ｓ
∈Ｉ，有：

（１）对每个ｇｒ，ｇｓ∈Ｈ，ｇｒｇｓ＝ｇｒ＋ｓ∈Ｈ
（２）设ｇｒ∈Ｈ，有（ｇｒ）－１＝ｇ－ｒ∈Ｈ

其次证明它是ｍ 阶子群。
如果元素ｇ的阶是无限的，我们证明ｇｒ 都是互不相同的。假定

ｇｒ＝ｇｓ，不妨设ｒ＞ｓ，于是ｇｒ－ｓ＝ｅ，于是ｇ 的阶≤ｒ－ｓ，这与ｇ 的阶

无限发生矛盾。在ｇ的阶无限的情况下，｜Ｈ｜也是无限的。
如果元素ｇ的阶是有限正整数ｍ，我们证明 Ｈ＝｛ｇ０＝ｅ，ｇ１，ｇ２，

…，ｇｍ－１｝。假定ｇｒ＝ｇｓ，其中０≤ｓ＜ｒ≤ｍ－１，于是ｇｒ－ｓ＝ｅ，其中０
＜ｒ－ｓ＜ｍ，这与ｇ的阶是ｍ 发生矛盾，因此 Ｈ 中的元素是互不相

同的。对任何其他元素ｇｔ。ｔ总能写成ｔ＝ｋｍ＋ｒ，其 中０≤ｒ＜ｍ，
于是：

ｇｔ ＝ｇｋｍ＋ｒ ＝ｇｋｍｇｒ ＝ （ｇｍ）ｋｇｒ ＝ｅｋｇｒ ＝ｇｒ

因此 Ｈ＝｛ｇ０，ｇ１，…，ｇｍ－１｝。
在这种情况下，｜Ｈ｜＝ｍ。
定理４１８　如果有限群（Ｇ，）具有阶ｎ，若有一个元素ｇ∈Ｇ

的阶也是ｎ，则（Ｇ，）是由ｇ生成的循环群。
证明：由定理４１７我们已经知道（Ｈ，）是由ｇ 生成的（Ｇ，）

的循环子群。它有阶ｎ，因此 Ｈ 是Ｇ 的有限子集，与Ｇ 有同样多的

元素，因此Ｇ＝Ｈ，所以（Ｇ，）是由ｇ生成的循环群。
定理４１９　阶相同的循环群是同构的。
证明：令（Ｇ，）是由ｇ生成的循环群，（Ｈ，）是由ｈ生成的循

环群。
（１）如果Ｇ 和Ｈ 的阶为无限。定义映射如下：

ｆ：ＧＨ，ｆ（ｇｒ）＝ｈｒ，ｒ∈Ｉ。
于是ｆ是Ｇ 和Ｈ 间的一一对应的映射：
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ｆ（ｇｒｇｓ）＝ｆ（ｇｒ＋ｓ）＝ｈｒ＋ｓ ＝ｈｒｈｓ

＝ｆ（ｇｒ）ｆ（ｇｓ）
所以ｆ是一个群同构映射。

（２）如果Ｇ 和Ｈ 有有限阶ｎ，Ｇ＝｛ｅ，ｇ，ｇ２，…，ｇｎ－１｝，Ｈ＝｛ｅ，ｈ，

ｈ２，…，ｈｎ－１｝，我们定义映射如下：

ｆ：ＧＨ，ｆ（ｇｒ）＝ｈｒ，ｒ＝０，１，…，ｎ－１，那么ｆ 是一一对应的。如果

０≤ｒ，ｓ≤ｎ－１，令ｒ＋ｓ＝ｋｎ＋ｌ，其中０≤ｌ≤ｎ－１，于是：

　 ｆ（ｇｒｇｓ）＝ｆ（ｇｒ＋ｓ）＝ｆ（ｇｋｎ＋ｌ）

＝ｆ（（ｇｎ）ｋｇｌ）＝ｆ（ｅｋｇｌ）

＝ｆ（ｇｌ）＝ｈｌ

　ｆ（ｇｒ）ｆ（ｇｓ）＝ｈｒｈｓ ＝ｈｒ＋ｓ

＝ｈｋｎ＋ｌ ＝ （ｈｎ）ｋｈｌ ＝ｅｈｈｌ ＝ｈｌ

故： ｆ（ｇｒｇｓ）＝ｆ（ｇｒ）ｆ（ｇｓ）
所以ｆ是一个群同构映射。

由于（Ｉ，＋）是一个阶无限的循环群，（Ｉｎ，＋）是一个阶有限的循

环群。根据上述定 理，每 个 循 环 群 或 者 与（Ｉ，＋）同 构，或 者 与（Ｉｎ，

＋）同构，二者必居其一。（Ｉ，＋）称整数加群。其中Ｉｎ＝｛０，１，２，…，

ｎ－１｝。
例４１４　证明：一个循环群的每个子群也是循环群。
证明：设（Ｇ，）是循环群，生成元素是ａ，（Ｈ，）是它的子群。
（１）若 Ｈ＝｛ｅ｝，显然成立。
（２）若ａ∈Ｈ，则 对 任 意ｘ∈Ｈ，有ｘ＝ａｍ，所 以（Ｈ，）是（Ｇ，

）的循环子群。
（３）若ａ∈Ｇ 且ａ瓝Ｈ，因为Ｇ 中每个元素能表示成ａｒ 形式，故

Ｈ 中元素也呈ａｒ 形式，我们取 Ｈ 中幂指数最小的正整数的元素（不

妨设为ａｒ），可断言ａｒ 就是Ｈ 的生成元素。证明如下：
令ｘ是Ｈ 中的任一其他元素，由于ｘ∈Ｇ，所以ｘ＝ａｐ，由于ｒ最

小，用ｒ除ｐ，得商ｑ，余数ｔ，即：

ｐ＝ｑｒ＋ｔ
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其中，０≤ｔ＜ｒ于是：

ａｐ ＝ａｑｒ＋ｔ ＝ａｑｒａｔ ＝ （ａｒ）ｑａ
　　因为ａｐ∈Ｈ，（ａｒ）ｑ∈Ｈ，所以ａｔ∈Ｈ，我们已假定ｒ是最小幂指

数，故得ｔ＝０。
于是任意ｘ∈Ｈ，有ｘ＝（ａｒ）ｑ，即ａｒ 是Ｈ 的生成元素。
例４１５　假定（Ｇ，）是循环群，（Ｇ，）和（珚Ｇ，）满同态，证明

（珚Ｇ，）也是循环群。
证明：因为（Ｇ，）和（珚Ｇ，）满同态，所以珚Ｇ 是群，设ｆ 是Ｇ 到

珚Ｇ 的满同态映射，又设 Ｇ＝｛ａｎ｜ｎ∈Ｉ｝，由 于ｆ 是 满 同 态，所 以 珚Ｇ＝
｛ｆ（ａｎ）｜ｎ∈Ｉ｝＝｛（ｆ（ａ））ｎ｜ｎ∈Ｉ｝为循环群。

５ 置换群

我们先引进置换的含义。一个有限集合上的ｎ个元素的一个置

换是到它自身集合上的一个一对一映射。如Ｐ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，则有：

ｅ＝π０：ａａ，ｂｂ，ｃｃ
π１：ａａ，ｂｃ，ｃｂ
π２：ａｂ，ｂａ，ｃｃ
π３：ａｂ，ｂｃ，ｃａ
π４：ａｃ，ｂａ，ｃｂ
π５：ａｃ，ｂｂ，ｃａ

所以上述的ε，π１，π２，…，π５，均是Ｐ 上的六个置换，对置换习惯上还

用下述记号表示：

ε＝
ａｂｃ（ ）ａｂｃ

　　π１ ＝
ａｂｃ（ ）ａｃｂ

π２ ＝
ａｂｃ（ ）ｂａｃ

　　π３ ＝
ａｂｃ（ ）ｂｃａ

π４ ＝
ａｂｃ（ ）ｃａｂ

　　π５ ＝
ａｂｃ（ ）ｃｂａ

　　设集合Ｐ 有ｎ 个元素，Ｐ 上的所有置换之集合用Ｐｎ 表示，则有
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下面定理。
定理４２０　｜Ｐｎ｜＝ｎ！

证明：不妨设Ｐ＝｛１，２，…，ｎ｝，由于｜Ｐｎ｜是从Ｐ 到Ｐ 的所有一

对一映射的数目，据排列理论，在一对一情况下，元素１的象有ｎ种

可能，在１的象选定的情况下，２的象有（ｎ－１）种可能，同理３的象

有（ｎ－２）种可能，依此类推，得：

｜Ｐｎ｜＝ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）…２１＝ｎ！

所以上例Ｐ３＝｛ε，π１，π２，π３，π４，π５｝。

我们仍以Ｐ３ 为例，在Ｐ３ 上定义复合运算，问：它是否能构成

群？答案是肯定的，我们发现它首先是封闭的，如：

π１π２ ＝
ａｂｃ（ ）ａｃｂ


ａｂｃ（ ）ｂａｃ

＝
ａｂｃ（ ）ｂｃａ

＝π３ ∈Ｐ３

同理可验证对任意πｉ，πｊ，有πｉπｊ∈Ｐ３，其中０≤ｉ，ｊ≤５，
并列表如下：

 ε π１ π２ π３ π４ π５

ε ε π１ π２ π３ π４ π５

π１ π１ ε π３ π２ π５ π４

π２ π２ π４ ε π５ π１ π３

π３ π３ π５ π１ π４ ε π２

π４ π４ π２ π５ ε π３ π１

π５ π５ π３ π４ π１ π２ ε

显然单位元是ε，其结合律也成立。如：

π１（π４π５）＝π１π１ ＝ε
（π１π４）π５ ＝π５π５ ＝ε

　　另外每 个 元 素 的 逆 元 素 也 存 在，如ε－１＝ε，π－１
１ ＝π１，π－１

２ ＝π２，

π－１
３ ＝π４，π－１

４ ＝π３，π－１
５ ＝π５，所以（Ｐ３，）是一个群，由于 Ｐ３ 的每个

·７８·



元素是置换，我们称它为置换群。即一个群的元素是置换而其运算

是复合运算，那么称它为置换群。
我们已经知道，有限集合Ｐ 上的ｎ 个元素的置换有ｎ！个，但置

换群并没有要求Ｐ 上的所有置换（ｎ！个），它仅说明集合 Ｐ 上的一

些置换及复合运算若能构成群，便是置换群。

ｎ个元素的集合Ｐ 上 的 所 有 置 换 及 其 复 合 运 算 肯 定 构 成 一 个

群，我们称它为ｎ次对称群，用符号（Ｐｎ，）表示，故（Ｐ３，）是对称

群。显然对称群是置换群的特例。由上表可看到（｛ε，π１｝，），（｛ε，

π５｝，），（｛ε，π２｝，），（｛ε，π３，π４｝，）都是置换群。

６ 陪集，商群

（１）子群的陪集和拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）定理

我们知道，当且仅当（ａ－ｂ）被ｎ整除，在整数集Ｉ上的两个整数

ａ 和ｂ为模ｎ 同余关系，记以ａ≡ｂ（ｍｏｄｎ）。在此基础上我们进一步

定义任何一个群对它的子群取模的概念。
定义４１９　设（Ｇ，）是群，其子群是（Ｈ，），对任意ａ，ｂ∈Ｇ，当

且仅当ａｂ－１∈Ｈ，称ａ和ｂ为模 Ｈ 同余关系，记作ａ≡ｂ（ｍｏｄＨ）。
定理４２１　关系ａ≡ｂ（ｍｏｄＨ）是Ｇ 上的等价关系。
证明：对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｇ，有：
（１）ａａ－１＝ｅ∈Ｈ，因此关系是自反的。
（２）ａ≡ｂ（ｍｏｄＨ）ａｂ－１∈Ｈ

（ａｂ－１）－１＝ｂａ－１∈Ｈ
ｂ≡ａ（ｍｏｄＨ）

故这关系是对称的。
（３）ａ≡ｂ（ｍｏｄＨ）且ｂ≡ｃ（ｍｏｄＨ）

ａｂ－１∈Ｈ 且ｂｃ－１∈Ｈ
（ａｂ－１）（ｂｃ－１）∈Ｈ
ａｃ－１∈Ｈ
ａ≡ｃ（ｍｏｄＨ）
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故这关系是传递的。
综上所述，ａ≡ｂ（ｍｏｄＨ）是 一 个 等 价 关 系。下 面 按 等 价 关 系 分

类。包含ａ的等价类是：
〔ａ〕＝ ｛ｘ∈Ｇ｜ｘ≡ａ（ｍｏｄＨ）｝

＝ ｛ｘ∈Ｇ｜ｘａ－１ ∈Ｈ｝

＝ ｛ｘ∈Ｇ｜ｘ＝ｈａ｝

＝ ｛ｈａ｜ｈ∈Ｈ｝
可见，以ａ为代表的等价类实质上是ａ 从右边乘Ｈ 中的每个元素所

得到的集合，记以 Ｈａ，即：

Ｈａ＝ ｛ｈａ｜ｈ∈Ｈ｝
称为 Ｈ 在（Ｇ，）中的一个右陪集。

同理可定义左陪集如下：

ａＨ ＝ ｛ａｈ｜ｈ∈Ｈ｝

　　例４１６　仍然以３次对称群为例，Ｐ３＝｛ε，π１，π２，…，π５｝，（｛ε，

π１｝，），（｛ε，π２｝，），（｛ε，π５｝，），（｛ε，π３，π４｝，）都是置换群，当

然它们都是（Ｐ３，）的子群，我们看｛ε，π１｝的右陪集：
｛ε，π１｝ε＝ ｛εε，π１ε｝＝ ｛ε，π１｝　　　
｛ε，π１｝π１ ＝ ｛επ１，π１π１｝＝ ｛π１，ε｝
｛ε，π１｝π２ ＝ ｛επ２，π１π２｝＝ ｛π２，π３｝
｛ε，π１｝π３ ＝ ｛επ３，π１π３｝＝ ｛π３，π２｝
｛ε，π１｝π４ ＝ ｛επ４，π１π４｝＝ ｛π４，π５｝
｛ε，π１｝π５ ＝ ｛επ５，π１π５｝＝ ｛π５，π４｝

　　上述的右陪集只有三个是互不相同的，即：
｛ε，π１｝，｛π２，π３｝，｛π４，π５｝

　　再看｛ε，π１｝的左陪集：

ε｛ε，π１｝＝ ｛εε，επ１｝＝ ｛ε，π１｝　　　
π１｛ε，π１｝＝ ｛π１ε，π１π１｝＝ ｛π１，ε｝

π２｛ε，π１｝＝ ｛π２ε，π２π１｝＝ ｛π２，π４｝

π３｛ε，π１｝＝ ｛π３ε，π３π１｝＝ ｛π３，π５｝
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π４｛ε，π１｝＝ ｛π４ε，π４π１｝＝ ｛π４，π２｝

π５｛ε，π１｝＝ ｛π５ε，π５π１｝＝ ｛π５，π３｝

　　因此｛ε，π１｝有三个互不相同的左陪集，即：
｛ε，π１｝，｛π２，π４｝，｛π３，π５｝

　　我们还发现｛ε，π１｝的左右陪集不都相等。
我们再考察子群｛ε，π３，π４｝的右陪集：

｛ε，π３，π４｝ε＝ ｛εε，π３ε，π４ε｝　
＝ ｛ε，π３，π４｝

｛ε，π３，π４｝π１ ＝ ｛επ１，π３π１，π４π１｝

＝ ｛π１，π２，π５｝
｛ε，π３，π４｝π２ ＝ ｛επ２，π３π２，π４π２｝

＝ ｛π２，π５，π１｝
｛ε，π３，π４｝π３ ＝ ｛επ３，π３π３，π４π３｝

＝ ｛π３，π４，ε｝
｛ε，π３，π４｝π４ ＝ ｛επ４，π３π４，π４π４｝

＝ ｛π４，ε，π３｝
｛ε，π３，π４｝π５ ＝ ｛επ５，π３π５，π４π５｝

＝ ｛π５，π１，π２｝

　　因此，｛ε，π３，π４｝有二个不同的右陪集，即：
｛ε，π３，π４｝，｛π１，π２，π５｝

　　再看｛ε，π３，π４｝的左陪集：

ε｛ε，π３，π４｝＝ ｛ε，π３，π４｝

π１｛ε，π３，π４｝＝ ｛π１，π２，π５｝

π２｛ε，π３，π４｝＝ ｛π２，π５，π１｝

π３｛ε，π３，π４｝＝ ｛π３，π４，ε｝

π４｛ε，π３，π４｝＝ ｛π４，ε，π３｝

π５｛ε，π３，π４｝＝ ｛π５，π１，π２｝

　　因此，｛ε，π２，π４｝的左陪集有两个，即：
｛ε，π３，π４｝，｛π１，π２，π５｝
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　　我们发现子群｛ε，π３，π４｝的左右陪集是相等的。这种 子 群 称 为

正规子群。
定理４２２　设（Ｈ，）是群（Ｇ，）的一个子群，则：
（１）ｂ∈Ｈａ当且仅当ｂａ－１∈Ｈ；
（２）ｂ∈ａＨ 当且仅当ａ－１ｂ∈Ｈ。
证明：
（１）ｂ∈Ｈａ当且仅当存在ｈ∈Ｈ，使得ｂ＝ｈａ，因此，当且仅当

ｂａ－１＝ｈ，因此当且仅当ｂａ－１∈Ｈ。
（２）证明方法与（１）类似。从略。
定理４２３　设（Ｈ，）是（Ｇ，）的子群，而且ａ，ｂ是Ｇ 中任意

元素，则：
（１）或者ａＨ＝ｂＨ，或者（ａＨ）∩（ｂＨ）＝，
（２）或者 Ｈａ＝Ｈｂ，或者（Ｈａ）∩（Ｈｂ）＝。
证明：
（１）如果（ａＨ）∩（ｂＨ）≠，令任意元素ｈ∈（ａＨ）∩（ｂＨ），于

是存在ｈ１，ｈ２∈Ｈ，使得ｈ＝ａｈ１＝ｂｈ２，立即得ａ＝ｂｈ２ｈ－１
１ 。

现在任取ａ′∈ａＨ，于是有ｈ′∈Ｈ，使得ａ′＝ａｈ′＝ｂｈ２ｈ－１
１ 

ｈ′。由于ｈ１，ｈ２，ｈ′∈Ｈ，故ｈ２ｈ－１
１ ｈ′∈Ｈ，得到ａ′＝ｂ（ｈ２ｈ－１

１

ｈ′）∈ｂＨ。反之任意取ｂ′∈ｂＨ，同样可证明ｂ′∈ａＨ，所以有：

ａＨ ＝ｂＨ
　　用类似的方法可以证明（２）。

例４１７　设（Ｈ，）是（Ｇ，）的子群，则：
（１）如果ｂ∈ａＨ，则ｂＨ＝ａＨ，
（２）如果ｂ∈Ｈａ，则 Ｈｂ＝Ｈａ。
证明：
（１）因为ｂＨ 一定包含ｂｅ＝ｂ，所以（ｂＨ）∩（ａＨ）≠，由上述

定理得：

ｂＨ ＝ａＨ
　　（２）的证明从略。
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例４１８　群（Ｇ，）中的子群（Ｈ，）的任意两个右（左）陪集均

存在一一对应的映射。
证明：令 Ｈａ是Ｇ 中Ｈ 的一个右陪集，我们证明 Ｈａ和Ｈ 之间

存在一一对应的映射，从而得出任何两个右陪集之间存在一一对应

的映射。
用（ｈ）＝ｈａ来定义：ＨＨａ，于是是从 Ｈ 到 Ｈａ 上的

满射。假定（ｈ１）＝（ｈ２），所以ｈ１ａ＝ｈ２ａ，从而求得ｈ１＝ｈ２，
因此是一一对应的映射。

由定理４２３，Ｈ 的不同 右 陪 集 是 分 离 的，而 且 每 个 元 素ａ∈Ｇ，
总属于它的右陪集 Ｈａ，对于 Ｈ 的左陪集，也有这个结论。为此有下

述定理。
定理４２４　令（Ｈ，）是（Ｇ，）的子群，则：
（１）Ｈ 的所有不同的右陪集是Ｇ 的一个划分；
（２）Ｈ 的所有不同的左陪集是Ｇ 的一个划分。
例４１９　我们继续考察（｛ε，π１，π２，…，π５｝，）｛ε，π１｝的右陪集

形成的划分是：
｛｛ε，π１｝，｛π２，π３｝，｛π４，π５｝｝

　　｛ε，π１｝的左陪集形成的划分是：
｛｛ε，π１｝，｛π２，π４｝，｛π３，π５｝｝

　　｛ε，π３，π４｝的右（或左）陪集形成的划分是：
｛｛ε，π３，π４｝，｛π１，π２，π５｝｝。

　　这里定义的划分称为关于 Ｈ 在Ｇ 中的右（或左）陪集划分。
同一子群的所有左（或右）陪集的元素数目相同的，而且在有限

群情况下，左陪集的数目与右陪集的数目相同。群（Ｇ，）的一个子

群（Ｈ，）的左（或右）陪集的数目称为 Ｈ 在Ｇ 中的指数Ｋ，因此前

面例中｛ε，π１｝在｛ε，π１，π２，…，π５｝中的指数是３，｛ε，π３，π４｝在｛ε，π１，
…，π５｝中的指数是２，这里有一条著名的 Ｌａｇｒａｎｇｅ定理：

定理４２５　设（Ｇ，）是 一 个 有 限 群，（Ｈ，）是 它 的 一 个 子

群，则：
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｜Ｇ｜／｜Ｈ｜＝Ｋ（指数）

　　这条定理说明群的子群的阶必定是群的阶的一个因子。显然若

群的阶是素数，它必定无真子群存在。
例４２０　设（Ｇ，）是 有 限 群，ａ是 Ｇ 中 任 意 元 素，则ａ 的 阶

是｜Ｇ｜的 一 个 因 子。
证明：设ａ∈Ｇ 的阶为ｒ，它可形成一个群的子群是：

（｛ｅ，ａ，ａ２，…，ａｒ－１｝，）
由Ｌａｇｒａｎｇｅ定理，ｒ是｜Ｇ｜的因子。

例４２１　设ａ是有限群（Ｇ，）的一个元素，则有ａ｜Ｇ｜＝ｅ。
证明：不妨设ａ的阶是ｍ，则｜Ｇ｜＝ｍｒ（ｒ是正整数），因此ａ｜Ｇ｜

＝ａｍｒ＝（ａｍ）ｒ＝ｅｒ＝ｅ。
例４２２　设群（Ｇ，）的阶是素数，则（Ｇ，）必是循环群。
证明：令｜Ｇ｜＝Ｐ，若Ｐ＝１，Ｇ＝｛ｅ｝，显然是循环群；若Ｐ≥２，所

有其他元素有阶Ｐ 而且至少有一个。由定理４１８，Ｇ 是循环群。
上述例子均是由 Ｌａｇｒａｎｇｅ定理推出的。要注意的是 Ｌａｇｒａｎｇｅ

定理的逆定理不一定成立，即如果 Ｋ 是（Ｇ，）阶的一个因子，不一

定得出（Ｇ，）有阶 Ｋ 的一个子群。
（２）正规子群和商群

我们考察一个群的子群的左右陪集相等的情况。
定义４２０　设群（Ｇ，）的子群是（Ｎ，），如果对每个ａ∈Ｇ，ｎ

∈Ｎ 有ａ－１ｎａ∈Ｎ，则称（Ｎ，）是（Ｇ，）的一个正规子群。
例４２３　证明对每个ａ∈Ｇ，Ｎａ＝ａＮ 当且仅当（Ｎ，）是（Ｇ，

）的一个正规子群。
证明：设 Ｎａ＝ａＮ，则对每个ｎ∈Ｎ，ｎａ∈Ｎａ＝ａＮ，因此ｎａ

＝ａｎ１，其中ｎ１∈Ｎ，故ａ－１ｎａ＝ｎ１∈Ｎ，因此（Ｎ，）是一个正

规子群。
充分性的证明留给读者练习。
因此，有些书是用 Ｎａ＝ａＮ 定义正规子群Ｎ 的。
定理４２６　如果（Ｎ，）是群（Ｇ，）的正规子群，则（Ｇ／Ｎ，）
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是一个群。其中Ｇ／Ｎ＝｛Ｎａ｜ａ∈Ｇ｝，运算定义为（Ｎａ１）（Ｎａ２）

＝Ｎ（ａ１ａ２）
证明：先证明按照这种方法定义的运算是合适的，即两个陪集

Ｎａ１ 和 Ｎａ２ 的运算（乘积）与代表元ａ１ 和ａ２ 的选择无关。设ｈ１ 和

ａ１ 在同一陪集，从而有ｈ１≡ａ１（ｍｏｄＮ），设ｈ２ 和ａ２ 在同一陪集，从

而有ｈ２≡ａ２（ｍｏｄＮ）。现在证明 Ｎｈ１ｈ２＝Ｎａ１ａ２。我们有ｈ１
ａ－１

１ ＝ｎ１∈Ｎ，ｈ２ａ－１
２ ＝ｎ２∈Ｎ，所以ｈ１ｈ２（ａ１ａ２）－１＝ｈ１ｈ２

ａ－１
２ ａ－１

１ ＝ｎ１ａ１ｎ２ａ２ａ－１
２ ａ－１

１ ＝ｎ１ａ１ｎ２ａ－１
１ ，因为

（Ｎ，）是正规子群，故ａ１ｎ２ａ－１
１ ∈Ｎ，ｎ１ａ１ｎ２ａ－１

１ ∈Ｎ。因

此ｈ１ｈ２≡ａ１ａ２（ｍｏｄＮ），Ｎｈ１ｈ２＝Ｎａ１ａ２，因此定义的运算是

合适的。
运算也满足结 合 律，因 为（Ｎａ１Ｎａ２）Ｎａ３＝Ｎ（ａ１ａ２）

Ｎａ３＝Ｎ（（ａ１ａ２）ａ３）＝Ｎ（ａ１（ａ２ａ３））＝Ｎａ１（Ｎａ２Ｎａ３）。
又因为 ＮａＮｅ＝Ｎａｅ＝Ｎａ，ＮｅＮａ＝Ｎｅａ＝Ｎａ，所以单

位元素是 Ｎｅ＝Ｎ。
又因为 ＮａＮａ－１＝Ｎａａ－１＝Ｎｅ＝Ｎ，同理 Ｎａ－１Ｎａ＝Ｎ，

故 Ｎａ和Ｎａ－１互逆。
因此（Ｇ／Ｎ，）是一个群，称为（Ｇ，）关于（Ｎ，）的商群。
例４２４　（Ｉｎ，＋）是（Ｉ，＋）关于子群（ｎＩ，＋）的商群。其中Ｉｎ＝

｛０，１，２，…，ｎ－１｝，ｎＩ＝｛ｎｉ｜ｉ∈Ｉ｝。
证明：（Ｉ，＋）是阿贝尔群，它的每个子群是正规的，而（ｎＩ，＋）

是子群，关系ａ≡ｂ（ｍｏｄｎＩ）等价于（ａ－ｂ）∈ｎＩ，亦等价于ｎ｜（ａ－ｂ），
因此ａ≡ｂ（ｍｏｄｎＩ）与ａ≡ｂ（ｍｏｄｎ）完 全 相 同，因 此（Ｉｎ，＋）就 是（Ｉ／

ｎＩ，＋）。其中＋定义为〔ａ〕＋〔ｂ〕＝〔ａ＋ｂ〕。
（３）同态定理

同态定理是群论中一条很重要的定理，它阐明了同态、正规子群

和商群之间的关系。
定义４２１　设ｆ：ＧＨ 是群同态，则：

Ｋ ＝ ｛ａ｜ａ∈Ｇ 且ｆ（ａ）＝ｅＨ｝
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称为ｆ的同态核。另一方面，ｆ（Ｇ）＝｛ｆ（ａ）｜ａ∈Ｇ｝，称为ｆ 的象集，
它们的示意图见图４４。

定理４２７　设ｆ：ＧＨ 是群同态，则：
（１）（Ｋ，）是（Ｇ，）的正规子群。
（２）ｆ是一对一映射当且仅当Ｋ＝｛ｅＧ｝。
证明：（１）令ａ，ｂ∈Ｋ，故ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝ｅＨ，于是：

ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＝ｅＨｅＨ

故： ａｂ∈Ｋ
又： ｆ（ａ－１）＝ｆ（ａ）－１＝ｅＨ

－１＝ｅＨ

图４４　同态核及其象集示意图

故： ａ－１∈Ｋ，
所以（Ｋ，）是（Ｇ，）的一个子群。

令ａ∈Ｋ，ｂ∈Ｇ，于是：

ｆ（ｂ－１ａｂ）＝ｆ（ｂ－１）ｆ（ａ）ｆ（ｂ）

＝ｆ（ｂ）－１ｅＨｆ（ｂ）＝ｆ（ｂ）－１ｆ（ｂ）＝ｅＨ

因此ｂ－１ａｂ∈Ｋ。因此（Ｋ，）是（Ｇ，）的正规子群。
（２）如果ｆ 是 一 对 一 的，仅 有 一 个 元 素 映 射 到ｅＨ，因 此 Ｋ＝

｛ｅＧ｝。反之，如果 Ｋ＝｛ｅＧ｝，假定ｆ（ａ１）＝ｆ（ａ２），于是ｆ（ａ１ａ２
－１）

＝ｆ（ａ１）ｆ（ａ２）－１＝ｅＨ，故ａ１ａ２
－１∈Ｋ＝｛ｅＧ｝，因此有ａ１＝ａ２。

定理４２８　对每个群同态ｆ：ＧＨ，ｆ的象集是（Ｈ，）的一个

·５９·



子群。
证明：设ｆ的象集是ｆ（Ｇ），令ｆ（ａ１），ｆ（ａ２）∈ｆ（Ｇ），则ｆ（ａ１）

ｆ（ａ２）＝ｆ（ａ１ａ２）∈ｆ（Ｇ），ｆ（ａ１）－１＝ｆ（ａ１
－１）∈ｆ（Ｇ），所以ｆ（Ｇ）是

Ｈ 的一个子群。
定理４２９　设ｆ：ＧＨ 是群同态，Ｋ 是ｆ 的同态核，则Ｇ／Ｋ 与

ｆ 的象ｆ（Ｇ）同构。
证明：令φ：Ｇ／Ｋｆ（Ｇ），定义如下：

φ（Ｋａ）＝ｆ（ａ）
我们先 证 明的 定 义 是 合 适 的，即：如 果 Ｋａ＝Ｋｂ，则φ（Ｋａ）＝φ
（Ｋｂ）。假定 Ｋａ＝Ｋｂ，则ａ·ｂ－１∈Ｋ，于 是 ｆ（ａ·ｂ－１）＝ｅＨ，又

ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）－１＝ｆ（ａ）·ｆ（ｂ－１）＝ｆ（ａ·ｂ－１）＝ｅＨ，故ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），
即φ（Ｋａ）＝φ（Ｋｂ）。

其次证明φ是同态。设 Ｋａ，Ｋｂ∈Ｇ／Ｋ，于是：

φ（ＫａＫｂ）＝φ（Ｋａ·ｂ）＝ｆ（ａ·ｂ）

＝ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＝φ（Ｋａ）·φ（Ｋｂ）
因此φ是一个同态。

下面再证φ是一一对应的，若φ（Ｋａ）＝φ（Ｋｂ），于是：

ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）
故： ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）－１＝ｆ（ａ）·ｆ（ｂ－１）＝ｆ（ａ·ｂ－１）＝ｅＨ

所以ａ·ｂ－１∈Ｋ，得 Ｋａ＝Ｋｂ，另一方面，令ｈ∈ｆ（Ｇ），所以存在ａ∈
Ｇ，使得ｆ（ａ）＝ｈ，即φ（Ｋａ）＝ｆ（ａ）＝ｈ，因此φ 是一一对应的映射。
亦即：

（Ｇ／Ｋ，）槇＝ （ｆ（Ｇ），·）

４６　环、理想、整环和域

在这节，我们将 研 究 比 前 面 更 复 杂 的 代 数 系 统，它 具 有 两 个 运

算，习惯上用＋和表示，注意，＋和仅表示两种不同的二元运算符

而已，不一定是普通的加和乘运算。
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犹如群论的研究一样，环、理想和整环等理论知识，可以用于研

究误差检测和校正码及它们的物理实现上，而这些都是计算机科学

工作者所感兴趣的问题。

１ 环

定义４２２　设代数系统（Ｒ，＋，）如果对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ，它满足

下列条件：
（１）加结合律，即：

（ａ＋ｂ）＋ｃ＝ａ＋（ｂ＋ｃ）

　　（２）加交换律，即：

ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ
　　（３）存在加单位元素０∈Ｒ，使得ａ＋０＝０＋ａ＝ａ

（４）存 在 加 逆 元 素，即 对 每 个ａ∈Ｒ，有 一 个－ａ∈Ｒ，使 得ａ＋
（－ａ）＝０

（５）乘结合律，即：

ａ（ｂｃ）＝ （ａｂ）ｃ
　　（６）乘对加分配律，即：

ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ　（左分配律）
（ｂ＋ｃ）ａ＝ｂａ＋ｃａ　（右分配律）

则称（Ｒ，＋，）是一个环。通常将加单位元素０叫环的零元素。
从上述定义可知，（１）～（４）是（Ｒ，＋，）关于＋的阿贝 尔 群，即

它等价于说（Ｒ，＋）是阿贝尔群。
我们可以用ａ＋（－ｂ）来定义ａ－ｂ，即ａ－ｂ≡ａ＋（－ｂ）。
定义４２３　若（Ｒ，＋，）是一个环，而且它关于满足交换律，即

对每个ａ，ｂ∈Ｒ，有ａｂ＝ｂａ，则称（Ｒ，＋，）是个交换环。
并不是每个环均满足乘的交换律的。
对环（Ｒ，＋，），若存在一个元素ｅ∈Ｒ，使得对每个ａ∈Ｒ，有：

ｅａ＝ａｅ＝ａ
则称ｅ是Ｒ 的乘单位元素，常把ｅ写成１；若ａ≠０，而且对每个ｂ，ｃ∈
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Ｒ，有：

ａｂ＝ａｃｂ＝ｃ
ｂａ＝ｃａｂ＝ｃ

则称（Ｒ，＋，）满足乘消去律。
例如，（｛１，０｝，＋，）是个交换环，其中＋和的定义如下：

＋ ０ １
０ ０ １
１ １ ０

０ ０ １
０ ０ ０
１ ０ １

　　例４２５　证明（Ｚｎ，＋，）是个交换环，其中Ｚｎ＝｛〔０〕，〔１〕，…，
〔ｎ－１〕｝，＋和分别是按模ｎ同余类的乘和加，即：

〔ｘ〕＋〔ｙ〕＝ 〔ｘ＋ｙ〕
〔ｘ〕〔ｙ〕＝ 〔ｘｙ〕

　　证明：可以逐条验证如下：
（１）（Ｚｎ，＋）是阿贝尔群（略！）
（２）（〔ｘ〕〔ｙ〕）〔ｚ〕＝〔ｘｙｚ〕＝〔ｘ〕（〔ｙ〕〔ｚ〕）
（３）〔ｘ〕（〔ｙ〕＋〔ｚ〕）＝〔ｘ〕〔ｙ＋ｚ〕

＝〔ｘ（ｙ＋ｚ）〕＝〔ｘｙ＋ｘｚ〕

＝〔ｘｙ〕＋〔ｘｚ〕＝〔ｘ〕〔ｙ〕＋〔ｘ〕〔ｚ〕
（４）同理可证（〔ｙ〕＋〔ｚ〕）〔ｘ〕＝〔ｙ〕〔ｘ〕＋〔ｚ〕〔ｘ〕
故（Ｚｎ，＋，）是个交换环。
另外我们最熟悉的代数系统（Ｉ，＋，）是具有乘单位元素的交换

环，它满足消去律。
定理４３０　设（Ｒ，＋，）是一个环，对每个ａ，ｂ∈Ｒ，有：
（１）ａ０＝０ａ＝０
（２）ａ（－ｂ）＝（－ａ）ｂ＝－（ａｂ）
（３）（－ａ）（－ｂ）＝ａｂ
证明：
（１）ａ０＝ａ（０＋０）＝ａ０＋ａ０，两边加－（ａ０），得０＝ａ０，即

ａ０＝０。同理可证０ａ＝０。
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（２）（－ａ）ｂ＝ａｂ＋（－ａ）ｂ－（ａｂ）

＝（ａ－ａ）ｂ－（ａｂ）

＝０ｂ－（ａｂ）

＝０－（ａｂ）＝－（ａｂ）
同理可证ａ（－ｂ）＝－（ａｂ）。
（３）（－ａ）（－ｂ）＝－（ａ（－ｂ））＝－（－（ａｂ））＝ａｂ
如果环（Ｒ，＋，）有 非 零 元 素，ａ，ｂ∈Ｒ，使 得ａｂ＝０，则 称（Ｒ，

＋，）有零因子，此时若ａ是非零因子，则ｂ必是（Ｒ，＋，）的一个零

因子。反之亦然，甚至ａ和ｂ都可以是（Ｒ，＋，）的零因子。
例如（Ｚ４，＋，）中有零因子，因为〔２〕〔２〕＝〔０〕。注意〔０〕是零

元素。
定理４３１　一个环（Ｒ，＋，）无零因子当且仅当环（Ｒ，＋，）满

足消去律。
证明：假定Ｒ 无零因子，令ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ 是满足ａｂ＝ａｃ的，（其

中ａ≠０），因此ａｂ－ａｃ＝０，即ａ（ｂ－ｃ）＝０，所以ｂ－ｃ＝０，即ｂ＝ｃ，
因此（Ｒ，＋，）满足消去律。

另一方面，用反证法：设Ｒ 有零因子，令ａ，ｂ∈Ｒ，使得ａｂ＝０，
假定ａ≠０，有ａｂ－ａ０＝０，即ａｂ＝ａ０，由消去律得ｂ＝０，类似地，
如果ｂ≠０，则可证到ａ＝０。这都与Ｒ 有零因子相矛盾。

下面给出一个环的子环的条件。
定义４２４　设（Ｒ，＋，）是一个环，Ｓ 是Ｒ 的非空子集，若对每

个ａ，ｂ∈Ｓ，有：
（１）ａ＋ｂ∈Ｓ
（２）－ａ∈Ｓ
（３）ａ·ｂ∈Ｓ

则称（Ｓ，＋，·）是（Ｒ，＋，·）的子环。
由于我们在Ｒ 中可以用ａ－ｂ≡ａ＋（－ｂ）来定义减，则条件（１）

和（２）可用ａ－ｂ 来 代 替，而（１）和（２）蕴 含 着（Ｓ，＋）是（Ｒ，＋）的

子群。
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例４２６　证明（Ｑ（槡２），＋，·）是环（Ｒ，＋，·）的一个子环，其中

Ｒ 是实数集，Ｑ 是有理数集，而且Ｑ（槡２）＝｛ａ＋ｂ槡２｜ａ，ｂ∈Ｑ｝。

证明：令ｘ１＝ａ＋ｂ槡２，ｘ２＝ｃ＋ｄ槡２，于是：

（１）ｘ１－ｘ２＝（ａ－ｃ）＋（ｂ－ｄ）槡２∈Ｑ（槡２）

（２）ｘ１·ｘ２＝（ａ·ｃ＋ｂ·ｄ）＋（ａ·ｄ＋ｂ·ｃ）槡２∈Ｑ（槡２）

所以（Ｑ（槡２），＋，·）是（Ｒ，＋，·）的一个子环。
下面给出两个环的同态和同构的定义。
定义４２５　设（Ｒ，＋，·）和（Ｓ，＋，·）是两个环，ｆ：ＲＳ 是一

个映射，如果对所有ａ，ｂ∈Ｒ，有：
（１）ｆ（ａ＋ｂ）＝ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）；
（２）ｆ（ａ·ｂ）＝ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）。

则称ｆ是一个环同态。
如果两个环 用 的 是 不 同 的 运 算 符，例 如，（Ｒ，＋，·）和（Ｓ，，

），则ｆ：ＲＳ是环同态的条件是：
（１）ｆ（ａ＋ｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
（２）ｆ（ａ·ｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）
上述的ｆ：ＲＳ如果是一一对应映射，而且又满足上述（１）、（２）

的条件，则ｆ称为 环 同 构 映 射，亦 是 说 环（Ｒ，＋，·）和（Ｓ，，）同

构，记以（Ｒ，＋，·）槇＝（Ｓ，，），简记为Ｒ槇＝Ｓ。

２ 理想

理想是具有特殊性质的子环，它在环中起的作用犹如正规子群

在群中的作用。
定义４２６　设（Ｒ，＋，·）是一个环，（Ｄ，＋，·）是它的子环，若

对每个ａ∈Ｒ，ｄ∈Ｄ，有ａ·ｄ∈Ｄ，ｄ·ａ∈Ｄ，则称（Ｄ，＋，·）是（Ｒ，

＋，·）的理想子环，简称理想。
如果Ｄ＝Ｒ，或者Ｄ＝｛０｝，则称（Ｄ，＋，·）是（Ｒ，＋，·）的平凡

理想；否则，便称（Ｄ，＋，·）是（Ｒ，＋，·）的真理想；若（Ｄ，＋，·）是
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（Ｒ，＋，·）的真理想，但不存在 Ｄ′Ｄ，使得（Ｄ′＋，·）亦是（Ｒ，＋，
·）的真理想，则称（Ｄ，＋，·）是（Ｒ，＋，）的极大理想。

如果（Ｄ，＋，·）是（Ｒ，＋，·）的理想，对某个ｇ∈Ｄ，有Ｄ＝｛ｒ·

ｇ｜ｒ∈Ｒ｝，则称（Ｄ，＋，·）为主理想，显然ｇ是（Ｄ，＋，·）的生成元素。
若一个环的每个理想皆是主理想，则该环（Ｒ，＋，·）为 主理想环。

例４２７　设环珔Ｉ＝（Ｉ，＋，·）的子环是：
（｛ｍ·ｉ｜ｉ∈Ｉ｝，＋，·）

其中ｍ 是某个非负整数，显然它是珔Ｉ的一个理想，它 还 是 一 个 主 理

想，事实上，（Ｉ，＋，·）的每个理想都是主理想，这点可以证明如下：
令ｍ 是Ｄ 中最小的非负整数，对任意ｎ∈Ｄ，ｎ＝ｍ·ｉ＋ｒ，其中

０≤ｒ＜ｍ，因为ｍ·ｉ∈Ｄ，所以ｎ－ｍ·ｉ＝ｒ∈Ｄ，由假设 ｍ 是最小的

正整数，故ｒ＝０，即ｎ＝ｍ·ｉ。因 此 Ｄ＝｛ｍ·ｉ｜ｉ∈Ｉ｝，从 而 得 出 结

论：（Ｉ，＋，·）是主理想环。
例４２８　设（Ｄ１，＋，·）和（Ｄ２，＋，·）是环（Ｒ，＋，·）的两个

理想，试证：（Ｄ１∩Ｄ２，＋，·）亦是（Ｒ，＋，·）的一个理想。
证明：因为（Ｄ１，＋，·）和（Ｄ２，＋，·）都是理想，现在令ａ，ｂ∈

Ｄ１∩Ｄ２，ｒ∈Ｒ，于是ａ，ｂ∈Ｄ１，ａ，ｂ∈Ｄ２，从而有：

ａ－ｂ，ｒ·ａ，ａ·ｒ∈Ｄ１

及ａ－ｂ，ｒ·ａ，ａ·ｒ∈Ｄ２，
因此ａ－ｂ，ｒ·ａ，ａ·ｒ∈Ｄ１∩Ｄ２，故（Ｄ１∩Ｄ２，＋，·）是一个理想。

可利用理想推出商环。这和正规子群可推出商群相似。
定理４３２　设（Ｄ，＋，·）是（Ｒ，＋，·）中的理想，Ｄ 的 陪 集 的

集合｛Ｄ＋ａ｜ａ∈Ｒ｝形成一个环。其中运算定义如下：
（Ｄ＋ａ）＋（Ｄ＋ｂ）＝Ｄ＋（ａ＋ｂ）
（Ｄ＋ａ）·（Ｄ＋ｂ）＝Ｄ＋ａ·ｂ

这种环称为商环，用（Ｒ／Ｄ，＋，·）表示。其证明略。

３ 整环

定义４２７　设（Ｒ，＋，）是一个具有乘单位元素的交换环，如果
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它无零因子，则称（Ｒ，＋，）是一个整环。
例４２９　设Ｉ、Ｑ、Ｒ 分别代表整数集、有理数集和实数集，Ｚ４＝

｛〔０〕，〔１〕，〔２〕，〔３〕｝，则（Ｉ，＋，）、（Ｑ，＋，）、（Ｒ，＋，）是整环，但是

（Ｚ４，＋，）不是整环，因为〔２〕〔２〕＝〔０〕，所以〔２〕是一个零因子。
定理４３３　如果ａ是整环（Ｄ，＋，）的一个非零元素，且ａｂ＝

ａｃ，则有ｂ＝ｃ。
证明：如果ａｂ＝ａｃ，则ａ（ｂ－ｃ）＝０，因为 Ｄ 是整环，所以无

零因子，又ａ≠０，所以应ｂ－ｃ＝０，即ｂ＝ｃ。
环（Ｚｍ，＋，）是常遇到的，它是否会构成一个整环呢？下面的

定理给出了它能构成整环的充要条件。
定理４３４　环（Ｚｍ，＋，）是一个整环当且仅当ｍ 是一个素数。
其证明从略。
一般说来，在环中可以加上、减去或乘以环中的元素，但是除以

环中的元素并不 总 是 可 行 的，即 使 在 整 环 上，其 中 元 素 能 满 足 消 去

律，也并不总可以用非零元素除的，譬如说，ｘ，ｙ∈Ｉ，则ａｘ＝ａｙ
ｘ＝ｙ，但不是Ｉ中每个元素都能用ａ 除的。

最有用的数字系统是能用非零元素除的那些数字系统，这种系

统称为域，所以接着我们要介绍域的基本概念。

４ 域

定义４２８　设代数系统（Ｆ，＋，）是个交换环，如果它：
（１）存在单位元素ｅ∈Ｆ，使得对所有ａ∈Ｆ，有ｅａ＝ａｅ＝ａ；
（２）对每个非零元素ａ∈Ｆ，存在一个元素ａ－１∈Ｆ，使得ａ－１ａ

＝ａａ－１＝ｅ。
则称（Ｆ，＋，）是一个域。

注意，ａ－１是在乘意义下ａ之逆元素，－ａ是在加意义下ａ之逆元素。
由于域Ｆ的加和乘的逆元素是不同的，所以一个域Ｆ之基数至少是２。

例４３０　设Ｒ、Ｑ 分 别 是 实 数 和 有 理 数 的 集 合，则（Ｒ，＋，）、
（Ｑ，＋，）是域。
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又如（Ｚ３，＋，）中＋，定义如下：

＋ 〔０〕〔１〕〔２〕

〔０〕〔０〕〔１〕〔２〕

〔１〕〔１〕〔２〕〔０〕

〔２〕〔２〕〔０〕〔１〕

 〔０〕〔１〕〔２〕

〔０〕〔０〕〔０〕〔０〕

〔１〕〔０〕〔１〕〔２〕

〔２〕〔０〕〔２〕〔１〕

显然（Ｚ３，＋，）是环。又因为它交换律成立，有乘单位元素〔１〕，每个

非零元素ａ有乘逆元素ａ－１，即〔１〕－１＝〔１〕，〔２〕－１＝〔２〕。所以（Ｚ３，

＋，）是域。
定理４３５　每个域均满足消去律（因此无零因子）。
证明：令（Ｆ，＋，）是域、令ａ≠０，ｂ和ｃ 是Ｆ 中元素，如果ａｂ

＝ａｃ，则ａ－１ａｂ＝ａ－１ａｃ，因此ｂ＝ｃ。
由此我们立即得到：
定理４３６　每个域是一整环。
这条定理的逆定理一般不成立。例如（Ｉ，＋，）不是域，因为乘

逆元素不存在。但当有限整环时，其逆定理成立。
定理４３７　每个有限整环是一个域。
证明：令（Ｄ，＋，）是一个有限整环，设ａ，ｂ∈Ｄ，而且ａ≠ｂ，于

是对每个非零元素ｃ∈Ｄ，由消去律（整环满足消去律），ａｃ≠ｂｃ，因

此Ｄｃ＝Ｄ，存在ｄ∈Ｄ，使得ｄｃ＝ｅ，因此每个非零元素ｃ，有乘逆元

素ｃ－１＝ｄ∈Ｄ，故（Ｄ，＋，）是域。
采用另一种证明方法是：设Ｄ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，令非零元素ａ∈

Ｄ，考虑：

Ｄ′＝ａＤ ＝ ｛ａａ１，ａａ２，…，ａａｎ｝
因为ａ是非零元素，由消去律，得：

ａａｉ ＝ａａｊａｉ ＝ａｊ

因此Ｄ′中元素是互 不 相 同 的。它 是 Ｄ 中 元 素 的 重 新 排 列，即 Ｄ＝
Ｄ′。Ｄ′中必有一元素（譬如说ａａｋ）等于Ｄ 中单位元素ｅ，即ａａｋ＝
ｅ，因此ａｋ 是ａ 的 逆 元 素，由 于ａ 是Ｄ 中 任 意 一 个 非 零 元 素，所 以
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（Ｄ，＋，）是一个域。

例４３１　问（Ｑ（槡２），＋，）是否为整环？是否为域？

解：我们已经知道，（Ｑ槡２），＋，）是一个交换环，如果ａ＋ｂ槡２
是非零元素，所以ａ和ｂ至少有一个不是零，它的逆元素是：

１
ａ＋ｂ槡２

＝ ａ
ａ２－２ｂ２ － ｂ槡２

ａ２－２ｂ２

这个逆元素是Ｑ（槡２）中的一个元素，所以（Ｑ（槡２），＋，）是 一 个 域，
也是一个整环。

例４３２　如ｐ是素数，则Ｚｐ 是一个域。
解：Ｚｐ＝｛〔０〕，〔１〕，…，〔ｐ－１〕｝，我们来证明Ｚｐ 无零因子，设任

取〔ａ〕，〔ｂ〕∈Ｚｐ，假定〔ａ〕〔ｂ〕＝〔０〕，即ａｂ≡０（ｍｏｄｐ），于是ｐ 整

除ａｂ，因为ｐ是素数，所以ｐ整除ａ 或ｂ，这样ａ≡０（ｍｏｄｐ），或ｂ
≡０（ｍｏｄｐ），即〔ａ〕＝〔０〕或〔ｂ〕＝〔０〕，因此Ｚｐ 无零因子，它是一个整

环，由于Ｚｐ 是有限整环，所以它是域。
例４３３　考虑整数模１０的（Ｚ１０，＋，）环，求：

（１）－〔３〕，－〔８〕，和〔３〕－１，
（２）令ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋４ｘ＋４，求ｆ（ｘ）在Ｚ１０上的根。
解：（１）由于－ａ在环中，意味着ａ＋（－ａ）＝（－ａ）＋ａ＝０，因此

－〔３〕＝〔７〕，因 为〔３〕＋〔７〕＝〔７〕＋〔３〕＝〔０〕；同 样 道 理，－〔８〕＝
〔２〕；由于ａ－１在环中，意味着ａａ－１＝ａ－１ａ＝ｅ，因此，〔３〕－１＝〔７〕，
因为〔３〕〔７〕＝〔７〕〔３〕＝〔１〕。

（２）用Ｚ１０中元素代入ｘ中，看哪一个元素产生〔０〕。

ｆ（〔０〕）＝ 〔４〕，ｆ（〔１〕）＝ 〔０〕，

ｆ（〔２〕）＝ 〔０〕，ｆ（〔３〕）＝ 〔４〕，

ｆ（〔４〕）＝ 〔２〕，ｆ（〔５〕）＝ 〔４〕，

ｆ（〔６〕）＝ 〔０〕，ｆ（〔７〕）＝ 〔０〕，

ｆ（〔８〕）＝ 〔４〕，ｆ（〔９〕）＝ 〔２〕。

　　这根是〔１〕，〔２〕，〔６〕和〔７〕。这例子说明一个ｎ次多项式在某一
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环上可以有多于ｎ 个的根，如果在域上则不可能出现这种情况。

４７　偏序集和格

１ 偏序集

定义４２９　如果ＲＡ×Ａ 是自反的、反对称的和传递的，则称

Ｒ 是Ａ 上 的 一 个 偏 序 关 系，集 合 Ａ 是 关 于Ｒ 的 偏 序 集，用（Ａ，Ｒ）
表示。

对于偏序关系Ｒ，通常用表示（此符号在这里并不表示小于或

等于），若ａｂ，可读作“ａ在ｂ前”，此外还有附加的表示：ａｂ意指

ａｂ且ａ≠ｂ，对于，有类似的解释。
例４３４　自然数集 Ｎ 是关于的偏序集。可以验证如下：
（１）自反的。对每个ａ∈Ｎ，有ａａ；
（２）反对称的。对每个ａ，ｂ∈Ｎ，如ａｂ且ｂａ，则必有ａ＝ｂ；
（３）传递的。对每个ａ，ｂ，ｃ∈Ｎ，如ａｂ且ｂｃ，则有ａｃ。
例４３５　设 有 两 个 序 列（ａ１，ａ２，…，ａｒ），（ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ），其 中

ｒ≤ｓ，如 果ａ１＝ｂ１，ａ２＝ｂ２，…，ａｒ＝ｂｒ，则 称 序 列（ａ１，ａ２，…，ａｒ）是

（ｂ１，ｂ２，…，ｂｓ）的 一 个 前 缀，这 是 一 个 关 系，称 为 前 缀 关 系。现 在

证 明，集 合 Ａ 上 的 序 列 的 集 合Ｓ 对 前 缀 关 系 Ｒ 是 偏 序 的，即（Ｓ，

Ｒ）是 偏 序 集。
证明：
（１）自反的：对任意序列ｓ∈Ｓ，ｓ是ｓ的前缀；
（２）反对称性：对任意序列ｓ１，ｓ２∈Ｓ，如果ｓ１ 是ｓ２ 的前缀且ｓ２ 是

ｓ１ 的前缀，则ｓ１ 和ｓ２ 必有同样的元素而且逐项相等。因此ｓ１＝ｓ２；
（３）传递性：如果ａ是ｂ的前缀，ｂ是ｃ的前缀，则ａ是ｃ的前缀。
令Ａ 是｛ａ，ｂ，ｃ｝上的序列的集合，Ｐ 是前缀关系，于是：

（ａ，ｂ）Ｐ（ａ，ｂ，ｃ）
（ａ，ｂ）Ｐ（ａ，ｂ，ａ）。

·５０１·



　　设偏序集（Ａ，），对任意元素，ａ，ｂ∈Ａ，如果：

ａｂ或ｂａ
则称Ａ 中的两个元素ａ、ｂ是可比较的，否则称ａ、ｂ不可比较的。另

一方面，如果偏序集 Ａ 中 的 每 对 元 素 均 可 比 较，即 如 对 每 个ａ，ｂ∈
Ａ，有ａｂ或ｂａ，则称Ａ 为线性次序的或全序的。如（Ｎ，）就是

线性次序集。
线性次序的一个重要实例是字典次序。
定义４３０　设∑是一个线性次序的有限字母表，∑ 是字集，假

定ｓ＝ｓ０ｓ１…ｓｍ 和ｔ＝ｔ０ｔ１…ｔｎ，其中ｓ，ｔ∈∑，于是我们定义如下：
（１）ｓ是ｔ的一个前缀，或者

（２）若存在ｒ≤ｍ 使ｓｉ＝ｔｉ（ｉ＝０，…，ｒ－１）且ｓｒｔｒ，则ｓｔ。
这就是字的次序关系的定义。比如，字“ａｐｐｌｅ”，“ａｐｐｌｙ”和“ａｐ

ｐｌｉｃａｔｉｏｎ”具有通常的字母次序，由（Ｒ，）之定义，可以看出

ａｐｐｌｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎａｐｐｌｙ
再如：“ａｄｄ”、“ａｄｄｉｔｉｏｎ”、“ａｄｄｒｅｓｓ”，由定义（１）、（２）得出

ａｄｄａｄｄｉｔｉｏｎａｄｄｒｅｓｓ
为了直观形象起见，有限偏序集也可用图形表示，这种图形又称

哈斯（Ｈａｓｓｅ）图，画法如下：
设有偏序集（Ａ，）：
（１）Ａ 中每个元素用小圆圈表示；
（２）自反性不在图上表示出来；
（３）对ｘ，ｙ∈Ａ，如果ｙｘ且不存在ｚ∈Ａ，使得ｙｚ且ｚｘ，

则ｘ和ｙ 用一条直线连接，而且ｘ画在ｙ 的上方；
（４）所有直线不画箭头。
例４３６　设Ｓ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，其上Ｒ＝｛（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ｃ，ｃ），（ｄ，

ｄ），（ａ，ｂ），（ａ，ｃ），（ａ，ｄ），（ｂ，ｄ）｝，则（Ｓ，Ｒ）的 关 系 图 和 哈 斯 图 如 图

４５所示。
例４３７　令Ａ＝｛１，２，３，４，６，８，９，１２，１８，２４｝，其上的关系是“ｘ

整除ｙ”，则其哈斯图如图４６所示。
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图４５　例４３６哈斯图

图４６　例４３７哈斯图

在研 究 格 之 前，先 介 绍 最

大下界和最小上界的概念。
定义４３１　设ｘ和ｙ是（Ｐ，

）中的 任 意 两 个 元 素，对 一 个

元素ａ∈Ｐ，如果ａｘ，ａｙ，而

且对任何ａ′∈Ｐ，有（ａ′ｘ且ａ′
ｙ）ａ′ａ。则称ａ是ｘ 和ｙ
的最大下界，记以ｇｌｂ（ｘ，ｙ）＝ａ。

设ｘ和ｙ 是（Ｐ，）中的任

意两个元素，对一个元素ｂ∈Ｐ，
如果ｘｂ，ｙｂ，而且对任何ｂ′
∈Ｐ，有（ｘｂ′且ｙｂ′）ｂｂ′，则称ｂ是ｘ 和ｙ 的最小上界，记以

ｌｕｂ（ｘ，ｙ）＝ｂ。
定理４３８　设ｘ和ｙ 是偏序集（Ｐ，）中的两个元素，如果ｘ和

ｙ有一个最大下界ｇｌｂ，则这个ｇｌｂ是惟一的，如果ｘ 和ｙ 有一个最

小上界ｌｕｂ，则这个ｌｕｂ是惟一的。
证明：设 ｘ 和ｙ 有 两 个 最 大 下 界ａ１，ａ２，即 ｇｌｂ（ｘ，ｙ）＝ａ１，

ｇｌｂ（ｘ，ｙ）＝ａ２，由定义：

ａ１ ｘ，ａ１ ｙ；ａ２ ｘ，ａ２ ｙ，
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ａ１ ａ２，ａ２ ａ１

因此由反对称性，得ａ１＝ａ２。
对最小上界的惟一性，用类似的方法证明。
例４３８　对于任何一个正整数 ｍ，我们用 Ｄｍ 表示能整除ｍ 的

所有因子的集合，若ｍ＝３６，则：

Ｄ３６＝｛１，２，３，４，６，９，１２，１８，３６｝
其上的关系是整除关系，则（Ｄ３６，）是偏序集。其哈斯图如图４７
所示。

显然图４７任意两个元素ａ、ｂ有最小上界和最大下界而且：

ｇｌｂ（ａ，ｂ）＝ｇｃｄ（ａ，ｂ）
其中ｇｃｄ（ａ，ｂ）表示ａ、ｂ之最大公约数：

ｌｕｂ（ａ，ｂ）＝ｌｃｍ（ａ，ｂ）
其中ｌｃｍ（ａ，ｂ）表示ａ、ｂ之最小公倍数。

但并不是任何情况下任意两个元素有最小上界和最大下界的，
如图４８表示的偏序集（Ｐ，），其中ｌｕｂ（ｂ，ｃ）＝ａ，ｇｌｂ（ｄ，ｅ）＝ｆ，但

是ｇｌｂ（ｂ，ｃ）不存在，ｌｕｂ（ｄ，ｅ）不存在。

图４７　例４３８哈斯图
图４８　不存在最小上界与

最大下界的偏序集

２ 格

在定义格之前，先作符号上的约定，对偏序 集（Ｐ，）中 的 任 意

两个元素ｘ和ｙ，如果有最小上界和最大下界，用下述记号表示：
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ｘ∨ｙ＝ｌｕｂ（ｘ，ｙ）

ｘ∧ｙ＝ｇｌｂ（ｘ，ｙ）
其中“∨”和“∧”分别称为“保联”和“保交”运算。

定义４３２　一个格，记以（Ｐ，∧，∨），是一个偏 序 集，其 中 任 意

两个元素ｘ和ｙ，有最小上界和最大下界，即：

ｘ∨ｙ＝ｌｕｂ（ｘ，ｙ）

ｘ∧ｙ＝ｇｌｂ（ｘ，ｙ）
在不特别强调运算符的情况下，（Ｐ，∧，∨）简记为Ｐ，格实质上是一

个代数系统。
若格Ｐ 中元素有限，则Ｐ 是有限格。
例４３９　幂集Ｐ（Ｕ）上的包含关系定义了一个偏序集，Ｐ（Ｕ）

中任意两个元素，ｓ１，ｓ２，有一个ｌｕｂ和一个ｇｌｂ，即：

ｌｕｂ（ｓ１，ｓ２）＝ｓ１ ∪ｓ２

ｇｌｂ（ｓ１，ｓ２）＝ｓ１ ∩ｓ２

因此（Ｐ（Ｕ），∪，∩）是一个格。
注意，不是每个偏序集都是格，如：

Ａ＝ ｛２，３，４，６，８，１２，３６，６０｝

Ａ 上的整除关系是，则（Ａ，）是偏序集，但不是格。因 为 它 不 是

任意两 个 元 素 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 的。如 ｇｌｂ（２，３）不 存 在，

ｌｕｂ（１２，８）不存在。
设（Ｐ，∧，∨）是一个格，Ｍ 是Ｐ的非空子集，若（Ｍ，∧，∨）也构成一

个格，则称（Ｍ，∧，∨）是（Ｐ，∧，∨）的子格。我们不难得出结论：（Ｍ，∧，

∨）是（Ｐ，∧，∨）的子格当且仅当Ｍ 关于∧和∨的运算是封闭的。
定义４３３　设（Ｐ，∧，∨）和（Ｌ，∧，∨）是两个格，若存在一一对

应的映射ｆ：Ｐｌ，使得对任意元素ａ，ｂ∈Ｐ，有：

ｆ（ａ∧ｂ）＝ｆ（ａ）∧ｆ（ｂ）

ｆ（ａ∨ｂ）＝ｆ（ａ）∨ｆ（ｂ）
则称（Ｐ，∧，∨）和（Ｌ，∧，∨）是同构的。

根据∨和∧的 定 义、ｇｌｂ和ｌｕｂ的 概 念，我 们 可 得 出 下 面 的 关
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系式：
定理４３９　设Ｐ 是格，则对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｐ，有：

或　　
ａａ∨ｂ，ｂａ∨ｂ
ａ∨ｂａ，ａ∨ｂ ｝ｂ

（Ⅰ）

或　　
ａｃ且ｂｃａ∨ｂｃ
ｃａ且ｃｂｃａ∨ ｝ｂ

（Ⅱ）

或　　
ａ∧ｂａ，ａ∧ｂｂ
ａａ∧ｂ，ｂａ∧ ｝ｂ

（Ⅲ）

或　　
ｃａ且ｃｂｃａ∧ｂ
ａｃ且ｂｃａ∧ｂ ｝ｃ

（Ⅳ）

这些关系式可作为证明其他关系的公理。
例４４０　设Ｐ 是格，如果ａｃ，ｂｄ，则有ａ∨ｂｃ∨ｄ，反之，

若ｃａ，ｄｂ，则有ｃ∧ｄａ∧ｂ。
证明：先证ａ∨ｂｃ∨ｄ。由于ｃｃ∨ｄ，ｄｃ∨ｄ，由的传递

性，ａｃ∨ｄ，ｂｃ∨ｄ，而ａ∨ｂ是ａ 和ｂ的最小上界，故ａ∨ｂｃ∨ｄ。
下面再证ｃ∧ｄａ∧ｂ。由于ｃ∧ｄｃ，ｃ∧ｄｄ，由的传递性，

ｃ∧ｄａ，ｃ∧ｄｂ，而ａ∧ｂ是ａ 和ｂ的最大下界，故ｃ∧ｄａ∧ｂ。
上面介绍的性质，是我们下面进一步研究格的基本出发点。

３ 格的基本定律

为证明方便起见，介绍格中任一命题的对偶式这一概念。在格

（Ｐ，∧，∨）中的一个命题的符号、、∧、∨依次用、、∨、∧替

换，就得到另一个新命题，这个新命题是原命题的对偶式；反之原命

题也是新命题的对偶式。因此对偶式是相互的，即甲命题是乙命题

的对偶式，乙命题也是甲命题的对偶式。如：
甲命题　　　　　　乙命题　　　　　
ａａ∨ｂ ａａ∧ｂ
ａ∧（ｂ∨ａ）＝ａ∨ａ ａ∨（ｂ∧ａ）＝ａ∧ｂ

均互为对偶式。
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下面是一条对偶定律。
对偶定律：在格（Ｐ，∧，∨）中，任何一条定理的对偶式是一条定

理。
现在我们证明格中一些重要的基本定理。
定理４４０　设Ｐ 是格，对每个ａ∈Ｐ，有：
（１）ａ∨ａ＝ａ　　（２）ａ∧ａ＝ａ
证明：先证明（１）。因为ａａ∨ａ，由的自反性，ａａ，由（Ⅱ）

ａａ∨ａ，由的反对称性，得：

ａ∨ａ＝ａ
由对偶定律，

ａ∧ａ＝ａ
　　这条定理称为等幂律。

定理４４１　设Ｐ 是格，对每个ａ，ｂ∈Ｐ，有：
（１）ａ∨ｂ＝ｂ∨ａ　（２）ａ∧ｂ＝ｂ∧ａ
证明：先证明（１）。因为ａ∨ｂｂ，ａ∨ｂａ，由（Ⅱ）ａ∨ｂｂ∨ａ，

另一方面ｂ∨ａａ，ｂ∨ａｂ，由（Ⅱ），ｂ∨ａａ∨ｂ，由的 反 对 称

性，得：

ａ∨ｂ＝ｂ∨ａ
　　由对偶定律，ａ∧ｂ＝ｂ∧ａ亦成立。

所以∨和∧运算都满足交换律。
定理４４２　设Ｐ 是格，则对每个ａ，ｂ，ｃ∈Ｐ，有：
（１）ａ∨（ｂ∨ｃ）＝（ａ∨ｂ）∨ｃ
（２）ａ∧（ｂ∧ｃ）＝（ａ∧ｂ）∧ｃ
证明：先证明（１）。令ｘ＝ａ∨（ｂ∨ｃ），ｙ＝（ａ∨ｂ）∨ｃ，由（Ⅰ），ｘａ

而且ｘｂ∨ｃ，由（Ⅰ）及传递性，ｘｂ而且ｘｃ。现在由ｘａ，ｘｂ得

ｘ（ａ∨ｂ），再由ｘ（ａ∨ｂ）及ｘｃ得ｘ（ａ∨ｂ）∨ｃ，故ｘｙ。
同理可证明ｘｙ，由反对称性得ｘ＝ｙ，即ａ∨（ｂ∨ｃ）＝（ａ∨ｂ）∨ｃ。
由对偶定律得：ａ∧（ｂ∧ｃ）＝（ａ∧ｂ）∧ｃ。
所以∨和∧运算满足结合律。
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定理４４３　设Ｐ 是格，对每个ａ，ｂ∈Ｐ，有：
（１）ａ∨（ａ∧ｂ）＝ａ
（２）ａ∧（ａ∨ｂ）＝ａ
证明：先证明（１）因为ａａ∨（ａ∧ｂ），由的自反性，有ａａ，

由（Ⅲ）ａａ∧ｂ，再由（Ⅱ）ａａ∨（ａ∧ｂ），由反对称性，得：

ａ∨ （ａ∧ｂ）＝ａ
　　根据对偶定律，立即得到：

ａ∧ （ａ∨ｂ）＝ａ
　　所以∨和∧运算满足吸收律。

定理４４４　设Ｐ 是格，则对每个ａ，ｂ∈Ｐ，有：

ａ∧ｂ＝ａ，当且仅当ａ∨ｂ＝ｂ
　　证明：假定ａ∧ｂ＝ａ，利用吸收律，有：

ｂ＝ｂ∨ （ｂ∧ａ）＝ｂ∨ （ａ∧ｂ）

＝ｂ∨ａ＝ａ∨ｂ
　　反之，假定ａ∨ｂ＝ｂ，由吸收律，有：

ａ＝ａ∧ （ａ∨ｂ）＝ａ∧ｂ
　　因此ａ∧ｂ＝ａ当且仅当ａ∨ｂ＝ｂ

下面我们讨论几种特殊的格。

４ 分配格

定义４３４　如果格Ｐ 满足分配律，即对任意ａ，ｂ，ｃ∈Ｐ，有：

ａ∧ （ｂ∨ｃ）＝ （ａ∧ｂ）∨ （ａ∧ｃ）

ａ∨ （ｂ∧ｃ）＝ （ａ∨ｂ）∧ （ａ∨ｃ）
则称格Ｐ 是一个分配格。

例４４１　图４９表 示 的 三 个 格，哪 个 是 分 配 格？ 哪 个 不 是 分

配格？

解：（ａ）不是分配格，因为：

ｂ∧ （ｃ∨ｄ）＝ｂ∧ａ＝ｂ　 而：
（ｂ∧ｃ）∨ （ｂ∧ｄ）＝ｅ∨ｅ＝ｅ
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图４９　例４４１示例图

　　同理，（ｂ）也不是分配格，但（ｃ）是分配格。所以不是所有的格都

是分配格。

５ 有界格

首先，我们引进偏序集（Ｐ，）的上界和下界的概念。
定义４３５　设ａ是偏序集（Ｐ，）的一个元素，并且：
（１）如果对每个ｘ∈Ｐ，有ａｘ，则称ａ是（Ｐ，）的下界。
（２）如果对每个ｘ∈Ｐ，有ｘａ，则称ａ是（Ｐ，）的上界。
下界和上界亦 称 最 小 元 素 和 最 大 元 素。在 例４３８中，上 界 是

３６，下界是１，在图４８中，上界是ａ，下界是ｆ。
定理４４５　如果偏序集（Ｐ，）有下界，则这个下界是惟一的，

如果有上界，则这个上界是惟一的。
证明：用反证法。设有两个下界ａ１，ａ２∈Ｐ，因 为ａ１ 是（Ｐ，）

的下界，故ａ１ａ２，又因为ａ２ 是（Ｐ，）的下界，故ａ２ａ１，由此得出

ａ１＝ａ２。
对上界惟一性的证明从略。
例如，非负整数集有通常的次序：

０＜１＜２＜３＜…
显然０是下界，但是它无上界。
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有限集合Ｓ，其幂集是ρ（Ｓ），则（ρ（Ｓ），）是个偏序 集，空 集
是其下界，Ｓ是其上界。

定义４３６　如果一个格既有下界（记以０）又有上界（记以１），则

称这格为有界格。
例４４２　设Ｐ 是一个有界格，则对任意元素，ａ∈Ｐ，有：

ａ∨１＝１　ａ∨０＝ａ
ａ∧１＝ａ　ａ∧０＝０

　　证明：ａ∨１＝１。因 为ａ∨１∈Ｐ，而 且１是（Ｐ，）的 上 界，故

ａ∨１１；另一方面１ａ∨１，由反对称性，ａ∨１＝１。
对其余三个等式的证明从略。由此可知，１是（Ｐ，∧，∨）关于∧

的恒等元素，０是（Ｐ，∧，∨）关于∨的恒等元素，由于格若有界，则１
和０是惟一的，所以从偏序图上看１是在偏序图的最上层，０是在最

下层。
假定Ｐ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，Ｐ 是 一 个 有 限 格，则ａ１∨ａ２∨…∨ａｎ

是它的上界，ａ１∧ａ２∧…∧ａｎ 是它的下界。因此对每个有限格，它的

上界和下界总是存在的。

６ 有补格

定义４３７　设Ｐ 是一个有界格，如果对每个元素ａ∈Ｐ，有一个

元素珔ａ∈Ｐ，使得：

ａ∨珔ａ＝１　　ａ∧珔ａ＝０
则称格Ｐ 是一个有补格。其中珔ａ是ａ 的补元。

显然０＝１，１＝０
一 个 格 如 果 它 既 是 有 补 格，又 是 分 配 格，则 称 这 种 格 是 有 补

分 配 格。有 补 分 配 格 又 称 布 尔 代 数。对 有 补 分 配 格，有 下 述

定 理：
定理４４６　在一个有补分配格Ｐ 中，任何一个元素ａ∈Ｐ 的补

元是惟一的。
证 明：反 证 法。对 元 素ａ∈Ｐ，假 定 有 两 个 补 元ａ１，ａ２∈Ｐ，
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使 得：

ａ∨ａ１ ＝１，ａ∧ａ１ ＝０
ａ∨ａ２ ＝１，ａ∧ａ２ ＝０

因此：ａ１ ＝ａ１∧１＝ａ１∧（ａ∨ａ２）

＝ （ａ１ ∧ａ）∨ （ａ１ ∧ａ２）

＝０∨ （ａ１ ∧ａ２）

＝ （ａ２ ∧ａ）∨ （ａ２ ∧ａ１）

＝ａ２ ∧ （ａ∨ａ１）

＝ａ２ ∧１＝ａ２

定理４４７　（德·摩根定理）
设Ｐ 是有补分配格，则对每个ａ１，ａ２∈Ｐ，有：

（１）ａ１∨ａ２＝珔ａ１∧珔ａ２

（２）ａ１∧ａ２＝珔ａ１∨珔ａ２

证明：先证明（１）。利用分配律：

　 （ａ１ ∨ａ２）∧ （珔ａ１ ∧珔ａ２）

＝ （ａ１ ∧珔ａ１ ∧珔ａ２）∨ （ａ２ ∧珔ａ２ ∧珔ａ１）

＝０∨ （ａ２ ∧珔ａ２ ∧珔ａ１）＝０
　 （ａ１ ∨ａ２）∨ （珔ａ１ ∧珔ａ２）

＝ （ａ１ ∨ａ２ ∨珔ａ１）∧ （ａ１ ∨ａ２ ∨珔ａ２）

＝１∧１＝１
因此（１）成立。根据对偶原理，（２）亦成立。

习　题　四

４１　设在实数集Ｒ 上的运算定义如下：

ａｂ＝ａ＋ｂ＋２ａｂ

（１）求２３，３（－５），７１
２

；

（２）（Ｒ，）是否半群？是否交换半群？
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（３）求单位元素；
（４）哪些元素有逆元素？逆元素是什么？

４２　下面一张表，其中最左边的表示各个集合，顶上一行表示

各种运算，问它们是否为封闭的？填上“是”或“否”。

运
算

集 合
＋　 　×　　－ 　　｜ｘ－ｙ｜　　 ｍａｘ　　 ｍｉｎ

Ｉ

Ｎ

｛ｘ｜０ｘ１０｝

｛ｘ｜－１０ｘ０｝

｛２ｘ｜ｘ∈Ｉ｝

４３　下表的各运算都是定义在实数集上的，问各种性质是否成

立？填上“是”或“否”。

运
算

性 质
＋ 　　－ 　　× 　　÷　　 ｍａｘ　　 ｍｉｎ　　｜ｘ－ｙ｜

结 合 律

交 换 律

单位元素

逆 元 素

４４　设Ｎｋ 是开始ｋ 个自然数（包括零）之集合，即 Ｎｋ＝｛０，１，
…，ｋ－１｝，Ｎｋ 上的运算ｆｋ 定义如下：

ｘｆｋｙ＝
ｘ＋ｙ　　 当ｘ＋ｙ＜ｋ时

ｘ＋ｙ－ｋ 当ｘ＋ｙ≥ｋ｛ 时

问：ｆｋ 是否满足结合律？单位元素是什么？每个元素的逆元素

是什么？

４５　设Ａ 是一个非空集合，Ａ 上的运算定义如下：ａｂ＝ａ，假

定Ａ 的元素数目大于１，
问（１）（Ａ，）是半群吗？

（２）（Ａ，）是交换半群吗？
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（３）（Ａ，）有单位元素吗？

４６　证明如果（Ｇ，）是阿贝尔群，则对任意ａ，ｂ∈Ｇ，有

（ａｂ）ｎ ＝ａｎｂｎ

　　４７　设Ｒ 是实数集合，证明Ｒ 的可以写成ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ（ａ，ｂ
是实数，ａ≠０）形式的所有变换构成一个群（称为变换群），它是否为

阿贝尔群？

４８　证明一个变换群的单位元素一定是恒等映射。

４９　设Ｇ 是阶为６的群，证明Ｇ 至多有一个阶为３的子群。

４１０　证明如果群（Ｇ，）中每个元素的逆元是它自己，则该群

必定是阿贝尔群。

４１１　证明阶是素数的群必定是循环群。

４１２　设 Ｈ 是Ｇ 的子群，具有性质：Ｈ 的任意两个左陪集的乘

积仍是一个左陪集，则 Ｈ 是Ｇ 的一个正规子群。

４１３　找出（Ｚ１２，＋１２）的所有子群。

４１４　求（Ｚ６，＋６）中子群 Ｈ＝｛〔０〕，〔３〕｝的左陪集和右陪 集，
问左右陪集是否相等。

注：＋１２表示模１２相加，＋６ 表示模６相加。

４１５　设（Ｈ，）是（Ｇ，）的 子 群，证 明：Ｈ＝Ｈａ当 且 仅 当

ａ∈Ｈ
４１６　假定 Ｈ 和Ｎ 是Ｇ 的子群，且 Ｎ 是Ｇ 的正规子群，证明

Ｈ∩Ｎ 是Ｈ 的正规子群。

４１７　假定Ｊ和Ｋ 是环Ｒ 的理想子环，证明Ｊ∩Ｋ 也是Ｒ 的理

想子环。

４１８　设（Ｒ，＋，·）是一个环，ａ，ｂ，ｃ是Ｒ 中任意元素，证明

（１）如果ａ·ｂ＝ｂ·ａ，则

ａ·（－ｂ）＝ （－ｂ）·ａ及ａ·（ｂ－１）＝ （ｂ－１）·ａ
　　（２）如果ａ·ｂ＝ｂ·ａ并且ａ·ｃ＝ｃ·ａ，则

ａ·（ｂ＋ｃ）＝ （ｂ＋ｃ）·ａ及ａ·（ｂ·ｃ）＝ （ｂ·ｃ）·ａ
　　４１９　设（Ｒ，＋·）是一个环，Ｒ 的子群Ｇ 定义如下：

·７１１·



Ｇ＝ ｛ａ｜ａ－１ ∈Ｒ｝

　　证明（Ｇ，·）是一个群

４２０　设（Ｒ，＋，·）是一个环，其中对每个ａ∈Ｒ，有ａ２＝ａ，（这

种环称为布尔环），
（１）证明Ｒ 一定满足交换律。
（２）证明对所有ａ∈Ｒ，ａ＋ａ＝０。
（３）如果｜Ｒ｜＞２，则（Ｒ，＋，·）不可能是整环。

４２１　构造具有三个元素的一个域。

４２２　代数系统（Ｆ，＋，·）定义如下：

＋ ａ ｂ ｃ ｄ
ａ ａ ｂ ｃ ｄ
ｂ ｂ ａ ｄ ｃ
ｃ ｃ ｄ ａ ｂ
ｄ ｄ ｃ ｂ ａ

· ａ ｂ ｃ ｄ
ａ ａ ａ ａ ａ
ｂ ａ ｂ ｃ ｄ
ｃ ａ ｃ ｄ ｂ
ｄ ａ ｄ ｂ ｃ

　　（１）证明（Ｆ，＋，·）是一个域。
（２）在（Ｆ，＋，·）中解下面方程组：

ｘ＋ｃｙ＝ａ
ｃｘ＋ｙ＝｛ ｂ

　　４２３　设（Ｆ，＋，·）是 一 个 域，（Ｒ，＋，·）是（Ｆ，＋，·）的 子

环，证明（Ｒ，＋，·）是否一定为一个整环。

４２４　图４１０是四个偏序集的图形，这些偏序集能构成格吗？

４２５　证明：如果（Ｌ，∨，∧）是一个有限格，那么Ｌ 一定既有

最大元素，又有最小元素。

４２６　在格（ρ（Ａ），∨，∧）中，Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ，ｈ，ｉ｝，计算

π１∨π２，π１∧π２，其中：

π１ ＝ ｛｛ａ，ｄ｝，｛ｂ，ｃ｝，｛ｅ，ｇ，ｉ｝，｛ｆ｝，｛ｈ｝｝

π２ ＝ ｛｛ａ，ｆ｝，｛ｂ，ｃ｝，｛ｄ｝，｛ｅ，ｈ｝，｛ｇ，ｉ｝｝

　　４２７　图４９表示的次序图哪些格是有补格？
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图４１０

图４１１

　　４２８　用一个例子说明不是每个有补格

都是分配格，也不是每个分配格都是有补格。

４２９　图４１１表示一个有补格（Ｌ，∨，

∧）的次序图，决定Ｌ 中每个元素的补元。

４３０　下列运算中，哪 些 运 算 关 于 整 数

集不能构成半群？（　　）

Ａａｂ＝ｍａｘ（ａ，ｂ）

Ｂａｂ＝ｂ
Ｃａｂ＝２ａｂ

Ｄａｂ＝｜ａ－ｂ｜
４３１　设（Ｈ，０）和（Ｋ，０）是（Ｇ，０）的子群，下面哪个代数系统仍

是（Ｇ，０）的子群？（　　）

Ａ （ＨＫ，０）　　　　　　Ｂ （Ｈ∩Ｋ，０）

Ｃ （Ｈ－Ｋ，０） Ｄ （Ｋ－Ｈ，０）
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４３２　在代数系统中，整环和域的关系为（　　）

Ａ 整环一定是域　　　　Ｂ 域不一定是整环

Ｃ 域一定是整环 Ｄ 域一定不是整环

４３３　下面哪个偏序集构成有界格？（　　）

Ａ （Ｎ，≤）　　Ｎ｛０，１，２…｝

Ｂ （Ｉ，≥）　　Ｉ为整数集合

Ｃ （｛２，３，４，６，１２｝，｜）　　｜表示整除关系

Ｄ （ρ（Ａ），）　　Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝

４３４　设（｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，）是 四 阶 群，ｅ为 单 位 元 素，当 四 阶

群 含 有　　　　元 素 时，这 个 群 称 为 循 环 群；阶 相 同 的 循 环 群 是

　　　　。

４３５　一个格，可以记为（Ｐ，∧，∨）是一个偏序集，其中任意两

个元素，ｘ，ｙ，有　　　　和　　　　；即ｘ∨ｙ＝　　　 　　　　，

ｘ∧ｙ＝　　　　　　 　。

４３６　ｆ：ＧＨ，（Ｇ，）和（Ｈ，）是群同态，ｅＧ 和ｅＨ 分别是单

位元素，ｘ１，ｘ２∈Ｇ，ｙ１，ｙ２∈Ｈ，ｆ（ｘ１）＝ｙ１，ｆ（ｘ２）＝ｙ２ 下面不成立的

结论是（　　）

Ａｆ（ｙ１ｙ２）＝ｘ１ｘ２ Ｂｆ（ｅＧ）＝ｅＨ

Ｃｆ（ｘ－１
１ ）＝ｙ－１

１ Ｄｆ（ｘ１ｘ２）＝ｙ１ｙ２

４３７　Ｉ是整数集合，Ｉｎ＝｛０，１，２，…，ｎ－１｝（Ｇ，）是一个循环

群，下列结论成立的是（　　）

Ａ （Ｇ，）与（Ｉ，＋）或（Ｉｎ，＋ｎ）同 构，二 者 必 有 一 个 成 立（＋ｎ

是模ｎ 的加法）

Ｂ （Ｇ，）为无限循环群时，不可能与（Ｉ，＋）同构

Ｃ （Ｇ，）为ｎ阶循环群时，不可能与（Ｉｎ，＋ｎ）同构

Ｄ （Ｉ，＋），（Ｉｎ，＋ｎ）本身都不是循环群

４３８　Ｓ是所有
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

形式的２×２矩阵的集合，其中ａ，ｂ，ｃ，ｄ是

有理数，是矩阵乘法，代数系统（Ｓ，）中的单位元素是　　　　；
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零元素是　　　　。

４３９　设（Ａ，｜）为偏序关系，其中｜为整除关系，即ａ｜ｂ，当且仅

当ａ整除ｂ
Ａ＝｛１，２，３，５，６，１５，３０｝
试画出这个偏序关系的哈斯图，并判定是否为格。

４４０　（Ｇ，）是群，下列性质不成立的是（　　）

Ａ 对任何ａ，ｂ∈Ｇ，存在惟一的ｘ满足ａｘ＝ｂ
Ｂ 对任何ａ，ｂ∈Ｇ，存在惟一的ｙ满足ｙａ＝ｂ
ＣＡ，Ｂ 中的ｘ＝ｙ
Ｄｃ，ａ，ｂ∈Ｇ，若ａｃ＝ａｂ，则ｂ＝ｃ
４４１　（Ｇ，）是阿贝尔群，ａ，ｂ∈Ｇ，ａ的阶为７，ｂ的阶为５，则

ａｂ的阶为（　　）

Ａ７　　　　Ｂ３５　　　　Ｃ１２　　　　Ｄ５
４４２　（Ｆ，＋，）是域，下述条件可以不成立的是（　　）

Ａ （Ｆ，＋）和（Ｆ，）都有单位元素

Ｂ （Ｆ，＋）和（Ｆ，）都有逆元素

Ｃ ＋对有分配律，对＋也有分配律

Ｄ （Ｆ，＋）和（Ｆ，）都满足交换律

４４３　每个循环单元半群都是　　　　交换的，可交换的单元

半群　　　　生成元素。

４４４　若同构的群认为是相同的，那么３阶群有　　　个，４阶

群　　　个。

４４５　如果一个代数系统（Ｓ，）有单位元素，那么在什么条件

下，可以保证一个元素的左逆元素等于右逆元素，且一个元素的逆元

素是惟一的。

４４６　（Ｇ，）是群，ａ∈Ｇ，其阶为１２，ｂ＝（ａ－１）８，则ｂ的阶为（　　）

Ａ３　　　　Ｂ８　　　　Ｃ１２　　　　Ｄ２４
４４７　（Ｇ，）是有限群，下列结论是错误的为（　　）

Ａ 每个元素的阶都是有限的
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Ｂ 阶大于２的元素数目是偶数

Ｃ 阶大于２的元素数目是奇数

Ｄ 若｜Ｇ｜＝２ｎ，则阶为２的元素数目是奇数

４４８　代数系统（Ａ，＋，）是交 换 环，下 述 可 以 不 满 足 的 条 件

是（　　）

Ａ （Ａ，＋）和（Ａ，）都满足结合律

Ｂ （Ａ，＋）和（Ａ，）都满足交换律

Ｃ 乘（）对加（＋）满足分配律

Ｄ 加（＋）对乘（）也满足分配律

４４９　若Ａ 是关于Ｒ的偏序集，下述结论可以不成立的是（　　）

ＡＲ 满足自反性

ＢＡ 中任意两个元素ａ，ｂ都是可比较的，即有（ａ，ｂ）∈Ｒ 或（ｂ，

ａ）∈Ｒ
ＣＲ 满足传递性

ＤＲ 满足反对称性

４５０　代数系统（Ｉ，），对ａ，ｂ∈Ｉ，ａｂ＝ａ＋ｂ－ａｂ，因为对任

何ａ，ｂ，ｃ∈Ｉ有（ａｂ）ｃ＝ａ＋ｂ－ａｂ＋ｃ－（ａ＋ｂ－ａｂ）ｃ＝ａ＋ｂ＋ｃ－
ａｂ－ａｃ－ｂｃ＋ａｂｃ＝ａ（ｂｃ），又 因 为 存 在　　　　　是　　　　
　，所以（Ｉ，）是单元半群。

４５１　代数系统（ρ（Ａ），∪）中单 位 元 素 为　　　　；零 元 素 为

　　　　。

４５２　已知Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝，代数系统（Ａ，）的运算表为

 ａ ｂ ｃ
ａ ａ ｂ ｃ
ｂ ｂ ａ ｃ
ｃ ｃ ｃ ｃ

　　试讨论（Ａ，）的有关特征。

４５３　设（Ｈ，）是（Ｇ，）的 子 群，ａ，ｂ∈Ｇ，下 列 结 论 成 立 的

是（　　）
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ＡａＨ＝ｂＨ
ＢＨａ＝Ｈｂ
ＣａＨ＝ｂＨ 或者（ａＨ）∩（ｂＨ）＝
Ｄ （ａＨ）∩（ｂＨ）＝
４５４　代数系统（Ａ，＋，）是环，下述可以不满足的条件是（　　）

Ａ （Ａ，＋）和（Ａ，）都有单位元素

Ｂ （Ａ，＋）和（Ａ，）都满足结合律

Ｃ （Ａ，＋）满足交换律

Ｄ 乘（）对加（＋）满足分配律

４５５　群（Ｉ，＋），Ｉ是整 数 集 合，是 一 个 循 环 群，其 生 成 元 是　
　　　和　　　　。　　　　　　　　则称（Ａ，）和（Ｂ，）同构。

４５６　给定环（｛５ｘ｜ｘ∈Ｉ｝，＋，·｝，其中Ｉ是整数集，＋和·是

普通的加法和乘法，它　　　　整环，因为　　　　　　　　。

４５７　Ｒ 和Ｒ＋ 分别是实数和正实数集，＋，表示通常的加法

和乘法，试证明（Ｒ，＋）和（Ｒ＋，）同构。

“近世代数”复习提纲

１ 主要内容

———代数系统一般性介绍。
———群论。
———其他代数系统。

２ 复习重点

———代数系统的一般知识及全貌。
———群论。

３ 代数系统

———代 数 系 统：集 合 上 具 有 封 闭 性 的 运 算 所 构 成 的 系 统
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（Ｓ，）。
———运算：是一种特殊的映射。
———运算分类：一元运算、二元运算、ｎ元运算。
———运算封闭性：ａ，ｂ∈Ａ，则ａｂ∈Ａ。
———代数子系 统（或 称 子 代 数）：（Ｓ，）中 如 有Ｓ′Ｓ，ａ，ｂ∈Ｓ′

有：ａｂ＝ａｂ则称（Ｓ′，）为（Ｓ，）的子系统。
———代数系统六个性质

· 结合律：（ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）。
· 交换律：ａｂ＝ｂａ。
· 分配律：ａ（ｂｃ）＝（ａｂ）（ａｂ）。
· 单位元：ａｅ＝ａ。
· 逆元：ａａ－１＝ｅ。
· 零元：ａ０＝０。
———代数系统的同构与同态

· 同态：（ｘ，）与（ｙ，）存在ｇ：ＸＹ 使得如ｘ１，ｘ２∈Ｘ，则有：

ｇ（ｘ１ｘ２）＝ｇ（ｘ１）ｇ（ｘ２）。
· 满同态：（ｘ，）与（ｙ，）存在一对一ｇ：ｘｙ，使得如ｘ１，ｘ２

∈Ｘ，则有：ｇ（ｘ１ｘ２）＝ｇ（ｘ１）ｇ（ｘ２）。
· 同构：（ｘ，）与（ｙ，）存在一一对应ｇ：ｘｙ，使得如ｘ１，ｘ２

∈Ｘ，则有：ｇ（ｘ１ｘ２）＝ｇ（ｘ１）ｇ（ｘ２）。
· 同态、满同态及同构间的关系如下图所示：
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４ 半群与群

———半群与单元半群

· 半群：代数系统满足结合律。
· 单元半群：具单位元的半群。
· 交换单元半群：具交换律的单元半群。
· 循环单元半群：含有生成元的单元半群。
———群的基本概念

· 群：代数系统满足结合律并有单位元。
· 交换群：满足交换律的群。
· 有限群与无限群：群（Ｇ，）中｜Ｇ｜有限则称有限群；｜Ｇ｜无限

则称无限群。
· 子群：Ｇ 上的子集所构成的群。
· 群同态：群（Ｇ，）与（Ｈ，）有ｆ：ＧＨ，ａ，ｂ∈Ｇ，有：ｆ（ａｂ）

＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）。
· 群同构：群（Ｇ，）与（Ｈ，）有ｆ：ＧＨ 一一对应，ａ，ｂ∈Ｇ，

有：ｆ（ａｂ）＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）。
———群的性质

· 群（Ｇ，）的方程式ａｘ＝ｂ，ｙａ＝ｂ存在惟一解；
· 群（Ｇ，）满足消去律：由ａｂ＝ａｃ可得：ｂ＝ｃ；由ｂａ＝

ｃａ可得ｂ＝ｃ；
· 群（Ｇ，）中元素ａ的阶为ｒ则ａｋ＝ｅｋ是ｒ倍数；
· 群（Ｇ，）中元素有ａ的阶与ａ－１的阶相等；
· 可换群（Ｇ，）中元素ａ，ｂ的阶分别为ｒ，ｓ，如有（ｒ，ｓ）＝１则

ａｂ之阶为ｒｓ；
· 有限群（Ｇ，）中元素的阶为有限且最多不超过｜Ｇ｜；
· 同构两个群间对应元素有相同阶。
———子群性质

· 群与其子群的单位元相同；
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· 群的一个子代数亦必为群；
· 两个子群的交亦必为子群。
———循环群

· 群（Ｇ，）中存在ｇ∈Ｇ 有Ｇ＝｛ｇｎ｜ｇ∈Ｇ，ｎ∈Ｉ｝则称它是循

环群，ｇ称生成元素。
· 群（Ｇ，）中ｇ的阶为ｍ 则（Ｈ，）（中 Ｈ＝｛ｇｒ｜ｒ∈Ｉ｝）是Ｇ

的ｍ 阶子群也是循环群。
· 有限群（Ｇ，）有阶ｎ，若ｇ的阶也为ｎ，则该群是由ｇ生成的

循环群。
· 一个循环群的子群也是循环群。
· 一个循环群的满同态群也是循环群。
———置换群

· 集合Ｐ 置换所构成的集合Ｅ（Ｐ）与置换的复 合 运 算所 构

成的群（Ｅ（Ｐ），）称为置换群。
· 集合Ｐ（｜Ｐ｜＝ｎ）上所有置换所构成的集合与置换复合运算

必构成群，称ｎ次对称群。
·ｎ次对称群（Ｇ，）中｜Ｐ｜＝ｎ！。
———陪集与Ｌａｇｒａｎｇｅ定理

· 陪集：Ｈ 是Ｇ 的子群，Ｈａ＝｛ｈａ｜ｈ∈Ｈ｝，ａＨ＝｛ａｈ｜ｈ∈Ｈ｝分

别称 Ｈ 在Ｇ 中的右陪集、左陪集。
· Ｌａｇｒａｎｇｅ定 理：有 限 群（Ｇ，）及 其 子 群 （Ｈ，），则 必 有

｜Ｇ｜／｜Ｈ｜＝ｋ。
———正规子群、商群与同态群

· 正规子群：群（Ｇ，）子群（Ｈ，）如有：ａ∈Ｇ 则ａＨ＝Ｈａ则

称Ｈ 是Ｇ 的正规子群。
· 商 群：Ｈ 是Ｇ 的 正 规 子 群，对 Ｈａ，Ｈｂ∈Ｇ／Ｈ，二 元 运 算

ＨａＨｂ＝Ｈａｂ构成群，则称 Ｈ 是Ｇ 的商群，记以（Ｇ／Ｈ，）。
·ｆ的同态核：ｆ是（Ｇ，）到（Ｇ′○）的群同态，则Ｇ 的子集Ｋ＝

｛ｋ｜ｋ∈Ｇ，ｆ（ｋ）＝ｅＧ′｝称ｆ的同态核。
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· 同态定理，ｆ 是群（Ｇ，）与（Ｇ′○）的满同 态，Ｋ 是ｆ 的 同 态

核，则必有：（Ｇ／Ｋ，）与（Ｇ′○）同构。

５ 其他代数系统

———环

· （Ｒ，＋，）对（Ｒ，＋）可 换 群；（Ｒ，）半 群；运 算对＋满 足 分

配律。
· 交换环：环（Ｒ，＋，）满足对的交换律。
· 环的运算

ａ０＝０ａ＝０；

ａ（－ｂ）＝（－ａ）ｂ＝－（ａｂ）；
（－ａ）（－ｂ）＝ａｂ。
· 环中无零因子环满足消去律。
· 子环：环（Ｒ，＋，）如有ＳＲ，（Ｓ，＋，）也是环，则称Ｓ是Ｒ子环。
· 环（Ｒ，＋，）如有ＳＲ 且ａ＋ｂ∈Ｓ，－ａ∈Ｓ，ａｂ∈Ｓ 则Ｓ 是

Ｒ 子环。
———理想

· 理想：环（Ｒ，＋，）有子环（Ｄ，＋，），如ａ∈Ｒ，ｄ∈Ｄ，有ａｄ
∈Ｄ，ｄａ∈Ｄ 则称（Ｄ，＋，）是Ｒ 理想（子环）。

· Ｄ１ 与Ｄ２ 是环（Ｒ，＋，）理想，必有Ｄ１∩Ｄ２ 是Ｒ 理想。
· 商环：环（Ｒ，＋，）的理想Ｄ，其中（Ｄ，＋）的陪集集合｛Ｄ＋ａ｜

ａ∈Ｒ｝形成环，其运算为：（Ｄ＋ａ）（Ｄ＋ｂ）＝Ｄ＋（ａ＋ｂ），（Ｄ＋ａ）
（Ｄ＋ｂ）＝Ｄ＋（ａｂ），该环（Ｒ／Ｄ，，）称Ｒ 关于Ｄ 的商环。

———整环

· 整环：（Ｒ，＋，）是具有单位元交换环，如无零因子则称其为整环。
· 整环：（Ｒ，＋，）ａ≠０，如有ａｂ＝ａｃ则必有ｂ＝ｃ。
· 环：（Ｅｍ，＋，）是整环ｍ 为素数。
———域

· 环：（Ｒ，＋，）中运算满足交换律，有单位元、逆元。
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· 域满足消去律。
· 域是整环。
· 有限整环是域。
———偏序集

· 偏序集：ＲＡ×Ａ 满足自反、反对称及传递。
· 线性次序：（Ｒ，Ａ）上ａ，ｂ∈Ａ有ａｂ或ｂ≤ａ则称Ａ为线性次序。
字典次序：线性次序一种特例。
———格

· 格（Ｐ，∧，∨）是偏序集，且有ｘ∨ｙ＝ｌｕｂ（ｘ，ｙ），ｘ∧ｙ＝ｇｌｂ（ｘ，ｙ）。
· 格的运算性质：

ａ≤ａ∨ｂ，ｂ≤ａ∨ｂ
ａ∨ｂ≥ａ，ａ∨ｂ≥ ｝ｂ

Ⅰ

ａ≤ｃ且ｂ≤ｃａ∨ｂ≤ｃ
ｃ≥ａ且ｃ≥ｂｃ≥ａ∨ ｝ｂ

Ⅱ

ａ∧ｂ≤ａ，ａ∧ｂ≤ｂ
ａ≥ａ∧ｂ，ｂ≥ａ∧ ｝ｂ

Ⅲ

ｃ≤ａ且ｃ≤ｂｃ≤ａ∧ｂ
ａ≥ｃ且ｂ≥ｃａ∧ｂ≥ ｝ｃ

Ⅳ

· 格（Ｐ，∧，∨）中的任一定理的对偶式也是定理。
· 格满足结合律、交换律、等幂律、吸收律。
· 分配格：满足分配律的格。
· 有界格：格的两个运算∧，∨有单位元０，１。
· 补格：格的两个运算∧，∨有逆元。
———布尔代数

· 布尔代数：有补分配格是布尔代数。
· 布尔代数满足结合律、分配律、吸收律、等幂律、交换律、另一

律、同一律、互补律、双补律及德摩根定律。

６ 代数系统结构图
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书书书

第五章　图　　论

术语“图”在数学上的表示有不同的意义，我们在讨论关系和函

数时，已经谈到了关系和函数图的表示。这章我们将要扩充图的讨

论，在研究图的一般概念、连通性之后，介绍几类很有用的图，即：树、
二分图、平面图及有向图等等。

５１　图的基本概念

一个图Ｇ 定义为Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中：
（１）Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝是有限的非空结点集合，ｖｉ 称为结点，简

称点。
（２）Ｅ 是结点的无序偶的集合，这些无序偶称为Ｇ 的边，所以Ｅ

是Ｇ 的边集，其中边具有（ｖｉ，ｖｊ）之形式，也可用ｅｋ 表示（ｖｉ，ｖｊ）。
这里讲的结点对是无序偶，若用图形表示即为每条边，是不带方

向的，因而也称Ｇ 是无向图；若每条边都是有序偶（从而每条边都带

方向），则称 Ｇ 是有向图。我们首先研究无向图，然后 研 究 有 向 图。
因此在介绍有向图之前，除非特别声明，我们所讲的图均指无向图。
另外，图Ｇ 的点集可拓广到无限集，但本书仅研究有限集。

例５１　设有无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），见图５１（ａ），其中Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，
…，ｖ５｝，Ｅ＝｛（ｖ１，ｖ２），（ｖ１，ｖ３），（ｖ２，ｖ４），（ｖ３，ｖ５），（ｖ４，ｖ５），（ｖ１，ｖ１），
（ｖ１，ｖ５），（ｖ２，ｖ３）｝。

我们把连接同一条边的两个点称为相邻点，连接同一个点的边

称为相邻边，或 称 点 关 联 的 边，连 接 同 一 点 的 一 条 边 称 为 环，如 图

５１（ａ）所示，边ｅ１＝（ｖ１，ｖ２）的相邻点是ｖ１、ｖ２；ｖ２ 的相邻边是ｅ１、ｅ６

和ｅ２；ｅ８ 是环。若一 图 中 两 个 结 点 间 有 一 条 以 上 的 边，图 论 中 称 它
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们为平行边，具有平行边的图称为重图，如图５１（ｂ）的ｅ３ 和ｅ４ 是平

行边，该图是重图。注意，此处的平行边的概念与平面几何的平行边

的概念是截然不同的。本书主要研究既不具有平行边也不具有环的

无向图称简单图。

图５１　两个图例

也可用图的结点数和边数来命名图，我们把具有ｎ个结点、ｍ 条

边的图称为（ｎ，ｍ）图，通常把（１，０）图叫作平凡图。
我们把结点ｖ的相邻边的数目称为ｖ 的次数，用ｄｅｇ（ｖ）表示，

由于计算图的各个结点次数时，每条边计算２次，因此有下面一条简

单的然而是重要的定理。
定理５１　设Ｇ是一个 （ｎ，ｍ）图，具有结点集合Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，

ｖｎ｝，则：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｄｅｇ（ｖｉ）＝２ｍ

　　在图５１（ｂ）中，ｄｅｇ（１）＝１，ｄｅｇ（２）＝４，ｄｅｇ（３）＝２，ｄｅｇ（４）＝３。

∑
４

ｉ＝１
ｄｅｇ（ｖｉ）＝１０＝２×５

　　图中结点次数为零的结点称为孤立点。
一个（ｎ，ｍ）图，ｎ≥２，它的每个结点与其余的ｎ－１个结点有边

相连，那 么 这 个（ｎ，ｍ）图 称 为 完 全 图，因 此 一 个 完 全 图 具 有 的 边
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数是：

ｍ ＝Ｃ２
ｎ ＝ｎ（ｎ－１）／２

　　如图５２（ａ）是有５个结点的完全图。

图５２　三个图例

如果一个图的每个结点的次数都是ｋ，则该图称为ｋ次规则图，
如图５２（ｂ）是３次规则图。

设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），珟Ｇ＝（珟Ｖ，珟Ｅ），若 珟ＶＶ，珟ＥＥ，则 称 珟Ｇ 是Ｇ 的 子

图，若珟ＥＥ，珟ＶＶ，则称珟Ｇ 是Ｇ 的真子图。若珟Ｖ＝Ｖ，珟ＥＥ，则称珟Ｇ
是Ｇ 的生成子图。图５２（ｃ）是５２（ａ）的生成子图。

我们已经讲了一个结点的次数是该结点关联的边数，若结点次

数是奇数，称它为奇次结点，简称奇结点，反之称它为偶次结点，简称

偶结点，它们之间有下述关系。
定理５２　任何一个图Ｇ，奇结点的数目一定是偶数。
证明：设Ｖ１ 和Ｖ２ 分别是Ｇ 的奇次结点集合和偶次结点集合。

所以有：

∑
ｘ∈ｖ１

ｄｅｇ（ｘ）＋∑
ｘ∈ｖ２

ｄｅｇ（ｘ）＝ ∑
ｘ∈ｖ

ｄｅｇ（ｘ）＝２ｍ　（ｍ 是边数）

因为 ∑
ｘ∈ｖ２

ｄｅｇ（ｘ）是偶数，所以 ∑
ｘ∈ｖ１

ｄｅｇ（ｘ）也是偶数，所以ｖ１ 中结点

数一定是偶数。
令Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）和Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是两个 简 单 图，如 果 存 在 一 一 对 应

的映射ｈ：Ｖ→Ｖ，使得（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ 当且仅当（ｈ（ｖｉ），ｈ（ｖｊ））∈Ｅ，则称
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Ｇ 和Ｇ 是同构的图。
例５２　下面两个图（如图５３所示）Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）和Ｇ′＝（Ｖ′，Ｅ′）

是同构的。

图５３　两个同构图

解：可以建立其一一对应的映射如下：

ｈ（ａ）＝１，ｈ（ｂ）＝２，ｈ（ｃ）＝３
ｈ（ｄ）＝４，ｈ（ｅ）＝５

且有：（ａ，ｂ）∈Ｅ 当且仅当（１，２）∈Ｅ′
（ｂ，ｃ）∈Ｅ 当且仅当（２，３）∈Ｅ′
（ｃ，ｄ）∈Ｅ 当且仅当（３，４）∈Ｅ′
（ａ，ｄ）∈Ｅ 当且仅当（１，４）∈Ｅ′
（ａ，ｅ）∈Ｅ 当且仅当（１，５）∈Ｅ′
（ｂ，ｅ）∈Ｅ 当且仅当（２，５）∈Ｅ′
（ｃ，ｅ）∈Ｅ 当且仅当（３，５）∈Ｅ′
（ｄ，ｅ）∈Ｅ 当且仅当（４，５）∈Ｅ′

所以Ｇ 和Ｇ′是同构的。

５２　连　通　性

在图Ｇ 中，任 意 一 条 边 的 序 列（ｖｉ０
，ｖｉ１

），（ｖｉ１
，ｖｉ２

），…，（ｖｉｌ－１
，

ｖｉｌ
），称为ｖｉ０

和ｖｉｌ
间的长度是ｌ的 通路。为简便起见，可写 作 Ｐ＝

（ｅｉ１
，ｅｉ２

，…，ｅｉｌ
），其中，ｅｉｋ ＝（ｖｉｋ－１

，ｖｉｋ
），１≤ｋ≤ｌ；也 可 写 作 Ｐ：（ｖｉ０

，
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ｖｉ１
，…，ｖｉｌ

）。在图论中，一条通路的长度是指该通路的边数，与通常

意义下的长度是截然不同的概念。我们以例来说明这点。在体育比

赛中，男子４×４００ｍ 接力赛中，若把４００ｍ 作一条边，则其全程长度

是４，因为它有４条边，女子４×１００ｍ 接力赛，若把１００ｍ 作一条边，
则其全程长度也是４。

通路中的ｖｉ０
和ｖｉｌ

可以有两种情况，一是ｖｉ０＝ｖｉｌ
，称这样的通路

为闭通路，我们约定把闭通路叫做回路；二是ｖｉ０≠ｖｉｌ
，称这样的通路

是开通路，我们约定今后开通路简称为通路。
在一条通路中，若每条边只经过一次，则称该通路是简单通路。

同理，在一条回路中，若每条边只出现一次，则称该回路是简单回路。
在一条通路中，若 每 个 结 点 只 经 过 一 次，则 称 该 通 路 是 基 本 通

路。同理，在一条回路中，除首尾两结点外，每个结点只出现一次，则

该回路是基本回路。
显然，基本回路必是简单回路，基本通路必是简单通路，但反之

却未必成立。
例５３　设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）如图５４所示，则Ｐ１＝（４，１，２，５，１，２，３，

６）是从４到６长度为７的一条通路，但不是简单通路，因为边（１，２）
在序列中出现两次。

图５４　图的通路示例

Ｐ２＝（４，１，５，２，３，５，６）是 从４
到６长度 为６的 一 条 通 路，而 且 是

简单通路，但不是基本通路，因为结

点５在序列中出现两次。

Ｐ３＝（４，１，５，３，６）是 从４到６
长度为４的简单通路和基本通路。

Ｃ１＝（１，４，５，６，３，５，１）是 一 条

简单回路，但不是基本回路。

Ｃ２＝（１，２，３，６，５，１）是一条简单回路，也是基本回路。

Ｃ３＝（１，５，３，６，５，１）是 一 条 回 路，它 既 不 是 简 单 的，也 不 是 基

本的。
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对一条通路，消去一些不必要的边，总可以找到一条基本通路。
我们把这个结论归结为如下一条定理。

定理５３　图Ｇ 中结点ｕ 到结点ｖ 存在一条通路当且仅当从ｕ
到ｖ 存在一条基本通路。

通路、回路、简 单 通 路（回 路）、基 本 通 路（回 路）是 十 分 重 要 的

概念。
定义５１　图Ｇ 中两个结点ｖｉ 和ｖｊ，如果ｖｉ 和ｖｊ 间存在一条通

路，则称 两 个 结 点ｖｉ 和ｖｊ 是 连 通 的，若 图Ｇ 中 任 意 两 个 结 点 均 连

通，则称Ｇ 是连通图，否则是 非连通图。
例５４　设有两个图如图５５所示。
其中图５５（ａ）是非连通图，５５（ｂ）是连通图。

图５５　图连通性示例

当一个图Ｇ 有ｎ 个子图，每个子图均是连通的，于是图Ｇ 就有ｎ
个连通子图，若Ｇ 中任意一个连通子图 不 与 别 的 连 通 子 图 连 通，那

么这种连通子图是图Ｇ 的一个 独 立 子 图，如 图５６是 具 有１０个 结

点的图，它有４个独立子图，即Ｇ１、Ｇ２、Ｇ３ 和Ｇ４。
例５５　设在一次国际会议上有７个人，各懂的语言如下：

ａ 会讲英语；

ｂ 会讲英语和西班牙语；

ｃ 会讲英语、汉语和俄语；

ｄ 会讲日语和西班牙语；
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图５６　独立子图

ｅ 会讲德语和汉语；

ｆ 会讲法语、日语和俄语；

ｇ 会讲法语和德语。
问：他们中间是否任何两个人可对话（必要时通过别人作翻译）？

解：利用图５７，我们把７个人及７种语种都用结点表示，人和

所懂语言的关系用边表示，问题变成任何两人之间是否存在一条通

路。我们可以看出，这是一个连通图，所以每两个人均可对话。

图５７　例５５示例图

我们来进一步讨论最短通路的问题。设结点ｖｉ 和ｖｊ 间是连通

的，它们之间存在一条或两条以上的通路，我们把其中长度最短的通

路称为ｖｉ 和ｖｊ 的短程 线，短 程 线 的 长 度 称 为ｖｉ 和ｖｊ 的 距 离，用ｄ
（ｖｉ，ｖｊ）表示。如图５５（ｂ）中，ｄ（ａ，ｆ）＝２，ｄ（ａ，ｇ）＝２，ｄ（ａ，ｄ）＝１，
等等。

对于图Ｇ 的简单通路和短程线及其长度有一个简单的关系，用

下述定理刻划它。
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定理５４　设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，于是对任意的

连通结点ｖｉ，ｖｊ∈Ｖ（ｖｉ≠ｖｊ），其短程线是长度最多为ｎ－１的一条简

单通路。
证明：考察任意一条通路：

Ｐ１ ＝ （ｖｉ０
，ｖｉ１

，…，ｖｉｌ－１
，ｖｉｌ

）
其中ｖｉ０≠ｖｉｌ

，若Ｐ１ 有任意重复的结点，譬 如 说，ｖｉｊ＝ｖｉｋ
，那 么 删 除

ｖｉｊ
与ｖｉｋ

间部分通路（ｖｉｊ＋１
，…，ｖｉｋ－１

）得到一条长度较小的通路：

Ｐ２ ＝ （ｖｉ０
，ｖｉ１

，…，ｖｉｊ
，ｖｉｋ

，…，ｖｉｌ
）

如果Ｐ２ 有任意重复的结点，可以再删除有关的一部分通路，又得到

一条长度较小的通路Ｐ３，依此进行，直到求到一条简单通路为止，它

连接ｖｉ０
及ｖｉｌ

，但 比ｖｉ０
与ｖｉｌ

间 任 意 一 条 非 简 单 通 路 的 长 度 小。现

在，在任意一条长度为ｌ的简单通路（ｖｉ０
，ｖｉ１

，…，ｖｉｌ
）中，各结点一定

是不同的，这蕴含ｌ＋１≤ｎ，因此ｌ≤ｎ－１。
在图论应用方面的一个很普遍的问题是：设有一个连通图Ｇ，是

否可以找到一 个 回 路，这 个 回 路 包 括 Ｇ 的 每 条 边 一 次 而 且 仅 仅 一

次。这个问题最早来源于历史上著名的哥尼斯堡（ｋｎｉｇｓｂｅｒｇ）桥问

题。１８世纪，哥尼斯堡城位于普雷格尔（Ｐｒｅｇｅｌ）河畔，河中有两个小

岛，岛与岛之间，岛与河岸之间共架有７座桥，如图５８（ａ）所示。

图５８　欧拉图原型

那里的人们提出：是否能从Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 任意一处出发，经过每座
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桥一次而且仅仅一次再返回到原处？（用图论的说法就是那条简单

回路是否存在。）
问题看起来似乎很简单，但是那儿的人们谁都无法解决这个问

题，于是哥尼斯 堡 的 人 们 写 信 给 当 时 著 名 的 瑞 士 数 学 家 欧 拉（Ｌ·

Ｅｕｌｅｒ），欧拉把这个具体问题抽象为图５８（ｂ），其中Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 分别

代表两个岛和河的两岸，边代表桥，１７３６年，他证明并宣布人们提出

的问题是无解 的，从 而 解 决 了 这 个 难 题。下 面 我 们 介 绍 他 的 论 点。
为此我们先引进欧拉回路和欧拉图的概念。

定义５２　经连通图Ｇ 的每条边一次而且仅仅一次的回路称为

Ｇ 的欧拉回路；具有欧拉回路的图称为欧拉图。
欧拉回路简称Ｅ回路，欧拉图简称Ｅ图。
定理５５　一个连通图Ｇ 是欧拉图当且仅当Ｇ 的每个结点次数

是偶数。
证明：假设Ｇ 是欧拉图，令ａ是Ｇ 的欧拉回路，对Ｇ 中每个结

点ｖ，回路ａ每次经过一个结点ｖ 时，该结点的次数加２（进入ｖ和离

开ｖ各一次），由于在ａ中每条边仅出现一次，所以每个结点的次数

一定是２的倍数。
反之，假定Ｇ 的每个结点是偶次。若Ｇ 是平凡图，则定理平凡

真。否则，由于 Ｇ 的每个结点是偶次，所以Ｇ 一定至少存在一条基

本回路，譬如说σ１，从Ｇ 中去掉σ１ 的边后，得到Ｇ 的生成子图Ｇ１，Ｇ１

的每个结点仍然是偶 次，如 果Ｇ１ 至 少 还 有 一 条 边，则Ｇ１ 一 定 至 少

存在一条基本回路，譬如说σ２，再从Ｇ１ 中除去σ２ 的边，得到生成子

图Ｇ２，Ｇ２ 的每个结点仍然是偶次，这过程经有限步重复之后，Ｇ 的

所有边均已除去了。
现在将除去的边集划分成有限条基本回路，它构成基本回路集

Ｓ。显然，Ｓ中至少有一个基本回路。
（１）设σｉ∈Ｓ，如果σｉ 是这个划分中惟一的基本回路，显然σｉ 就

是欧拉回路。
（２）否则，一定还有另外的基本回路，譬如说σｉ∈Ｓ，由Ｇ 的连通
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性，σｉ 和σｊ 必有一个公共结点ｖ，如果σｉ 和σｊ 是这个划分中仅有的

两条基本回路，那么欧拉回路是开始于结点ｖ，绕σｉ，再绕σｉ，最后结

束于ｖ。
（３）否则，一定还有第三条 基 本 回 路，譬 如 说σｋ∈Ｓ，由Ｇ 的 连

通性，σｋ 和σｉ 或和σｊ 必有一个公共结点ｖ′，不妨说与σｊ 有ｖ′。如果

σｉ、σｊ 和σｋ 是这个划分中仅有的三条基本回路，那么欧拉回路可这样

选定：开始于ｖ，绕σｉ 的回路，沿σｊ 到ｖ′，再绕σｋ，经σｉ 返回到ｖ。
这个过程可以一直进行下去，由于Ｓ 中的基本回路是有限的，

故经过有限步总可找到欧拉回路。
因此Ｇ 是欧拉图。
这个定理提供了判别欧拉图的十分简单的方法。因此哥尼斯堡

桥不具有欧拉回路，因为它的结点是奇次结点。

图５９　欧拉图示例

例如，图５９是 欧 拉 图，因 为

它的每个结点均是偶结点，它的十

条边可以划分成为三条回路：

σ１＝（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ１）

σ２＝（ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ３）

σ３＝（ｖ５，ｖ６，ｖ７，ｖ８，ｖ５）
因此ｖ３ 是σ１ 和σ２ 的公共结点，ｖ５

是σ２ 和σ５ 的公共结点，这个图的一条欧拉回路是：

Ｅ＝ （ｖ２，ｖ１，ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６，ｖ７，ｖ８，ｖ５，ｖ３，ｖ２）

　　定义５３　经过连通图 Ｇ 的每条边一次而且仅仅一次的通路称

为欧拉通路。
同样我们可以找到图Ｇ 是否存在欧拉通路的简单判别方法。
定理５６　一个连通图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），ｖｉ 和ｖｊ 之间存在欧拉通路

当且仅当Ｇ 中只有ｖｉ 和ｖｊ 是奇结点。
证明：我们在Ｇ 中人为地加上一条边（ｖｉ，ｖｊ）得到图Ｇ′，这时Ｇ

有欧拉通路当且仅当Ｇ′有欧拉回路，而Ｇ′有欧拉回路当且仅当Ｇ′
的所有结点均是偶结点。所以Ｇ′中的ｖｉ 和ｖｊ 是偶结点，最后去掉
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加上的边 （ｖｉ，ｖｊ），则Ｇ′还原成Ｇ，可见Ｇ 中的ｖｉ 和ｖｊ 是奇结点。
根据上述概念，我们分析下面两个图的情况：
图５１０（ａ）是一个欧拉图，它的一条可能的欧拉回路是：

（ｅ１，ｅ２，ｅ４，ｅ１０，ｅ１１，ｅ１４，ｅ１５，ｅ１６，ｅ１９，ｅ１７，ｅ１８，

ｅ２０，ｅ１３，ｅ９，ｅ１２，ｅ５，ｅ６，ｅ８，ｅ７，ｅ３）

　　图５１０（ｂ）存在欧拉通路，它的一条可能的欧拉通路是：
（１，２，３，４，６，３，５，６，７，２，８，７，１，８）

图５１０　两种欧拉图

　　图论中另外一个广泛应用的问题是：已知一个图，是否存在一条

回路，它经过Ｇ 中每个结点一 次 而 且 仅 仅 一 次。为 此，我 们 引 进 哈

密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）回路和哈密顿图的概念。
定义５４　经过图Ｇ 的每个结点一次而且仅仅一次的回路称为

哈密顿回路；具有哈密顿回路的图称为哈密顿图。
哈密顿回路简称 Ｈ回路，哈密顿图简称 Ｈ图。
我们已经学过，对一个图Ｇ 是否是 Ｅ图有一种简单的判别法，
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遗憾的是，至今还没有找到判别图Ｇ 是否是 Ｈ 图的充分必要条件，
不少数学家正在兴致勃勃地研究这个问题，因为解决这个问题对理

论方面和应用方面都具有重大意义。
哈密顿图和欧拉图有明显区别，但也有联系。为了弄清其区别，

可看图５１１的四个图，显然其中（ａ）是欧拉图也是哈密顿图，（ｂ）是

欧拉图但不是哈密顿图，（ｃ）是哈密顿图但不是欧拉图，（ｄ）既不是欧

拉图也不是哈密顿图。

图５１１　四种不同图

５３　图的矩阵表示

图形表示是图的一种表示方法，它的优点是形象直观，但有时为

便于计算，图常用矩阵表示。对于简单图，习惯上有两类矩阵。
定义５５　设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），令 Ｍ＝〔ｍｉｊ〕是ｍ×ｎ阶矩阵，ｍｉｊ定

义如下：

ｍｉｊ ＝
１，如果结点ｖｉ 与边ｅｊ 关联

０，｛ 其他情况
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　　则称 Ｍ＝〔ｍｉｊ〕是Ｇ 的关联矩阵。

图５１２　例５６所示的图

例５６　图５１２及相应的关联矩阵如下：

ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４ ｅ５ ｅ６ ｅ７ ｅ８

Ｍ ＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

　

１ １ １ ０ １ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０ １ １
０ ０ ０ ０ １ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０ ０ １ １ ０
　　定义５６　设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），令 Ａ＝〔ａｉｊ〕是 ｍ×ｍ 阶矩阵，其中

ａｉｊ定义如下：

ａｉｊ ＝
１，当（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ
０，当（ｖｉ，ｖｊ）｛ Ｅ

则称Ａ＝〔ａｉｊ〕是Ｇ 的相邻矩阵，也可称邻接矩阵。
例如，图５１２的相邻矩阵是：

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

Ａ＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

　

０ １ １ １ １
１ ０ １ ０ ０
１ １ ０ １ １
１ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅１ ０ １ １ ０
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相邻矩阵在判定Ｇ 的连通性方面有很 大 用 处。通 过 矩 阵 乘 法 运 算

之后得到Ａｌ。Ａｌ 中每个元素有什么图论意义呢？下面的定理说明

矩阵Ａｌ 中各元素的意义。

定理５７　设Ｇ 是具有结点集Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝的图，其相邻

矩阵是Ａ，则Ａｌ（ｌ＝１，２，…，ｎ）的第（ｉ，ｊ）个元素是由ｖｉ 到ｖｊ 的长度

等于ｌ的通路数目。
证明：对ｌ归纳

（１）奠基：当ｌ＝１时，Ａｌ＝Ａ，由Ａ 的定义，断言是成立的。

（２）归纳：设ｌ＝ｋ时，Ａｋ 的 第（ｉ，ｊ）个 元 素 是ａ（ｋ）
ｉｊ ，假 定 断 言 成

立，下面证明ｌ＝ｋ＋１时，断言亦成立。

因为Ａｋ＋１＝Ａｋ·Ａ，所以ａ（ｋ＋１）
ｉｊ ＝ ∑

ｎ

ｈ＝１
ａ（ｋ）

ｉｈ ·ａｈｊ，但是ａ（ｋ）
ｉｈ ·ａｈｊ是

由ｖｉ 到ｖｊ 长度为ｋ＋１的一条通路，因此ａ（ｋ＋１）
ｉｊ 是由ｖｉ 到ｖｊ 长度为

ｋ＋１的通路的总数，而ａ（ｋ＋１）
ｉｊ 是矩阵Ａｋ＋１的第（ｉ，ｊ）个元素，故定理

成立。
由这条定理还可以得出几个结论：
（１）ｄ（ｖｉ，ｖｊ）是 使 得 Ａｌ 的 第（ｉ，ｊ）个 元 素 为 非 零 的 最 小 整 数ｌ

（其中ｖｉ≠ｖｊ）。

（２）ａｉｉ
（ｌ）表示开始并结束于ｖｉ 长度为ｌ的回路数目。

（３）ａｉｊ
（ｌ）＝０（ｉ≠ｊ）表示由ｖｉ 到ｖｊ 无长度为ｌ的通路存在。

对具有ｍ 个结点的图Ｇ，由ｖｉ 到ｖｊ 的任意一条基本通路的长

度小于或等于ｍ－１，因此矩阵：

Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｍ－１ ＝珦Ａ

　　如果没有从ｖｉ 到ｖｊ 的基本通路，则 珦Ａ 的第（ｉ，ｊ）个 元 素 是 零。

此时，ｖｉ 和ｖｊ 属于不同的独立子图，所以是连通图当且仅当 珦Ａ 除对

角线外全是非零元素。
例５７　图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的图形表示如图５１３所示，它的相邻矩

阵如下：
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Ａ＝

０ １ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ ０
０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

图５１３　例５７示例图

于是：

Ａ２ ＝

１ ０ １ ０ ０
０ ２ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

Ａ３ ＝

０ ２ ０ ０ ０
２ ０ ２ ０ ０
０ ２ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

　　Ａ４ ＝

２ ０ ２ ０ ０
０ ４ ０ ０ ０
２ ０ ２ ０ ０
０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

　　结合图形，我们来分析矩阵元素的图论意义。由矩阵可以得出：
（１）ｖ１ 和ｖ２ 是连通的，长度为 １的通路是（ｖ１，ｖ２）。长 度 为３
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的通路有２条：（（ｖ１，ｖ２），（ｖ２，ｖ１），（ｖ１，ｖ２））及（（ｖ１，ｖ２），（ｖ２，ｖ３），
（ｖ３，ｖ２））。

（２）无长度为３的回路，长度为２的回路各 结 点 都 有，如ｖ１ 的

回路是（ｖ１，ｖ２，ｖ１），ｖ２ 的回路是（ｖ２，ｖ１，ｖ２）及（ｖ２，ｖ３，ｖ２），等等。对

于长度是４的各结点的回路同样可以找到。
（３）结点ｖ１ 和ｖ３ 之间长度为４的通路有２条，即（ｖ１，ｖ２，ｖ１，ｖ２，

ｖ３）及（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ２，ｖ３）。
（４）结点ｖ３ 和ｖ４ 之间无通路存在，所以ｖ３ 和ｖ４ 属于不同的独

立子图。
（５）ｖ１ 和ｖ３ 间的距离是２，即ｄ（ｖ１，ｖ３）＝２，因为Ａ２ 使得第（１，

３）个元素成为不等于零的最小数是１，而 Ａ４ 虽然也能使第（１，３）个

元素不等于零，但它的值是２。
对于矩阵上其余各元素值的图论意义，均可按照定理作类似的

解释。所以用矩阵方法表示图，可帮助我们从理论上深入研究图论。

５４　权图、最小权通路和最小权回路

在具体应用中，权图是一种极其重要的图，本节介绍权图的基本

知识。
定义５７　设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），对Ｇ 中的每条边ｅｉ，相应地赋予一

个非负数据ｗ（ｅｉ），称ｗ（ｅｉ）为边ｅｉ 的权，每条边带有权的图称为带

权图，简称权图。
我们 还 要 规 定 什 么 是 一 条 通 路 Ｐ 的 权，什 么 是 一 条 回 路 Ｃ

的权。
通路Ｐ 的权是指该通路中各条边的权之和，设 Ｐ＝（ｅ１，ｅ２，…，

ｅｎ），ｅｉ 之权是ｗ（ｅｉ），则通路Ｐ 的权是：

ｗ（Ｐ）＝ ∑
ｅｉ∈Ｐ

ｗ（ｅｉ）

　　Ｇ 中一条回路Ｃ 的权是该回路中各条边的权之和，故：
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ｗ（Ｃ）＝ ∑
ｅｉ∈Ｃ

ｗ（ｅｉ）

　　一般说来，从ｖｉ 到ｖｊ 的通路有若干条，构成了一个从ｖｉ 到ｖｊ

的通路集合，我们感兴趣的是其中权最小的那条通路，称为最小权通

路，同理，ｖｉ 的回路一般也有若干条，我们所关心的是其中权最小的

那条回路，称为最小权回路。
需要特别指出的是，这里所说的“权”具有十分广泛的意义，以图

５１４来说明，设它是一个传输网络，若“权”代表通常意义下的距离，
则ｖｉ 到ｖｊ 通路之“权”代表该通路的距 离，最 小 权 通 路 是 使 运 输 距

离最小的那条通路；若“权”代表传输时间，则最小权通路代表传输时

间最短的通路；若“权”代表费用，则最小权通路就是运输费用最省的

通路。对于最小权回路，也有类似的解释。

图５１４　权图

进一步要问，如何求一个权图的 最 小 权 通 路 Ｐ 的 问 题，我 们 介

绍一种算法，这算法用以求权图的任意两结点间的最小权通路。在

介绍这算法之前，先定义带权图的矩阵表示方法。

设权图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｇ 的矩阵Ｄ＝〔ｄｉｊ〕，其中

ｄｉｊ ＝

ｗ（ｖｉ，ｖｊ）　 当（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ

∞ 当（ｖｉ，ｖｊ） Ｅ
０ 当ｖｉ ＝ｖ

烅
烄

烆 ｊ
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　　图５１４的矩阵是：

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７ ｖ８

Ｄ＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

ｖ６

ｖ７

ｖ８

　

０ ３ ４ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
３ ０ ２ ３ ∞ ∞ ∞ ∞
４ ２ ０ ２ ６ ∞ ∞ ∞
∞ ３ ２ ０ ３ ６ ７ ∞
∞ ∞ ６ ３ ０ ２ ４ ∞
∞ ∞ ∞ ６ ２ ０ １ ４
∞ ∞ ∞ ７ ４ １ ０ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

熿

燀

燄

燅４ ２ ０

　　下面介绍求图中任意两个结点间最小权通路的算法：
设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ 具有ｎ 个结点：
（１）决定权图矩阵Ｄ（０）＝〔ｄｉｊ〕＝〔ｄｉｊ

０〕，因此Ｄ（０）＝Ｄ。

（２）从Ｄ（０）出发构造矩阵Ｄ（１），Ｄ（２），…，Ｄ（ｎ）。

已知Ｄ（ｋ－１）＝〔ｄ（ｋ－１）
ｉｊ 〕，则第ｋ个矩阵Ｄ（ｋ）＝〔ｄ（ｋ）

ｉｊ 〕的定义如下：

ｄ（ｋ）
ｉｊ ＝ ｍｉｎ｛ｄ（ｋ－１）

ｉｊ ，ｄ（ｋ－１）
ｉｋ ＋ｄ（ｋ－１）

ｋｊ ｝　（ｋ≠ｉ，ｊ）

　　它表示从ｖｉ 到ｖｊ 而中间结点仅属于ｖｉ 到ｖｋ 的ｋ 个结点的所

有通路中的最小权通路之权。
计算时从ｋ＝１开始，让ｉ和ｊ分别取遍从１到ｎ的值，然后ｋ增

加１，反复进行，直到ｋ＝ｎ为止。
（３）最后求得的Ｄ（ｎ）＝〔ｄ（ｎ）

ｉｊ 〕中的元素ｄ（ｎ）
ｉｊ 就是从ｖｉ 到ｖｊ 的通

路的最小权。
上述算法可用图５１５的程序流程图来描述。
若一个图的 结 点 和 边 较 多，根 据 上 述 算 法 用 手 工 方 法 来 构 造

Ｄ（１），Ｄ（２），…，Ｄ（ｎ）是相 当 麻 烦 的，我 们 可 借 助 计 算 机 来 完 成。以 图

５１４为例，由计算机求得任意两点间的最小权通路如下：（Ｄ（０）矩阵

如前一个矩阵所示）
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图５１５　最小权通路算法流程图
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Ｄ１ ＝

０ ３ ４ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
３ ０ ２ ３ ∞ ∞ ∞ ∞
４ ２ ０ ２ ６ ∞ ∞ ∞
∞ ３ ２ ０ ３ ６ ７ ∞
∞ ∞ ６ ３ ０ ２ ４ ∞
∞ ∞ ∞ ６ ２ ０ １ ４
∞ ∞ ∞ ７ ４ １ ０ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

熿

燀

燄

燅４ ２ ０

Ｄ２ ＝

０ ３ ４ ６ ∞ ∞ ∞ ∞
３ ０ ２ ３ ∞ ∞ ∞ ∞
４ ２ ０ ２ ６ ∞ ∞ ∞
６ ３ ２ ０ ３ ６ ７ ∞
∞ ∞ ６ ３ ０ ２ ４ ∞
∞ ∞ ∞ ６ ２ ０ １ ４
∞ ∞ ∞ ７ ４ １ ０ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

熿

燀

燄

燅４ ２ ０

Ｄ３ ＝

０ ３ ４ ６ １０ ∞ ∞ ∞
３ ０ ２ ３ ８ ∞ ∞ ∞
４ ２ ０ ２ ６ ∞ ∞ ∞
６ ３ ２ ０ ３ ６ ７ ∞
１０ ８ ６ ３ ０ ２ ４ ∞
∞ ∞ ∞ ６ ２ ０ １ ４
∞ ∞ ∞ ７ ４ １ ０ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

熿

燀

燄

燅４ ２ ０
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Ｄ４ ＝

０ ３ ４ ６ ９ １２ １３ ∞
３ ２ ０ ３ ６ ９ １０ ∞
４ ２ ０ ２ ５ ８ ９ ∞
６ ３ ２ ０ ３ ６ ７ ∞
９ ６ ５ ３ ０ ２ ４ ∞
１２ ９ ８ ６ ２ ０ １ ４
１３ １０ ９ ７ ４ １ ０ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

熿

燀

燄

燅４ ２ ０

Ｄ５ ＝

０ ３ ４ ６ ９ １１ １３ ∞
３ ０ ２ ３ ６ ８ １０ ∞
４ ２ ０ ２ ５ ７ ９ ∞
６ ３ ２ ０ ３ ５ ７ ∞
９ ６ ５ ３ ０ ２ ４ ∞
１１ ８ ７ ５ ２ ０ １ ４
１３ １０ ９ ７ ４ １ ０ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

熿

燀

燄

燅４ ２ ０

Ｄ６ ＝

０ ３ ４ ６ ９ １１ １２ １５
３ ０ ２ ３ ６ ８ ９ １２
４ ２ ０ ２ ５ ７ ８ １１
６ ３ ２ ０ ３ ５ ６ ９
９ ６ ５ ３ ０ ２ ３ ６
１１ ８ ７ ５ ２ ０ １ ４
１２ ９ ８ ６ ３ １ ０ ２

熿

燀

燄

燅１５ １２ １１ ９ ６ ４ ２ ０
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Ｄ７ ＝

０ ３ ４ ６ ９ １１ １２ １４
３ ０ ２ ３ ６ ８ ９ １１
４ ２ ０ ２ ５ ７ ８ １０
６ ３ ２ ０ ３ ５ ６ ８
９ ６ ５ ３ ０ ２ ３ ５
１１ ８ ７ ５ ２ ０ １ ３
１２ ９ ８ ６ ３ １ ０ ２

熿

燀

燄

燅１４ １１ １０ ８ ５ ３ ２ ０

Ｄ８ ＝

０ ３ ４ ６ ９ １１ １２ １４
３ ０ ２ ３ ６ ８ ９ １１
４ ２ ０ ２ ５ ７ ８ １０
６ ３ ２ ０ ３ ５ ６ ８
９ ６ ５ ３ ０ ２ ３ ５
１１ ８ ７ ５ ２ ０ １ ３
１２ ９ ８ ６ ３ １ ０ ２

熿

燀

燄

燅１４ １１ １０ ８ ５ ３ ２ ０

　　上述矩阵Ｄ１ 到Ｄ８ 是在计算机上用 ＦＯＲＴＲＡＮ 程序设计语言

求得的，其中 Ｄ１ 到 Ｄ７ 是中间结果，Ｄ８ 是要求的最终结果，对照图

５１４所示的例子，完全符合事实，相应的程序如下：

　　ＭＡＳＴＥＲＰＲＯＧＲＡＭ
ＩＮＴＥＧＥＲＤ
ＤＩＭＥＮＳＩＯＮ（８，８）

ＲＥＡＤ（１，５）Ｄ
ＷＲＩＴＥ（３，１０）Ｄ

５ ＦＯＲＭＡＴ（８Ｉ３）

１０ ＦＯＲＭＡＴ（／５Ｘ，８Ｉ５）
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ＤＯ１８Ｋ＝１，８
ＣＡＬＬＳＵＢ（Ｄ，８，Ｋ，５００）

ＷＲＩＴＥ（３，１５）Ｄ
１５ ＦＯＲＭＡＴ（１ＨＯ，５Ｘ，８Ｉ１０）

１８ ＣＯＮＴＩＮＵＥ
ＳＴＯＰ
ＥＮＤ
ＳＵＢＲＯＵＴＩＮＥＳＵＢ（Ｄ，Ｎ，Ｋ，Ｍ）

ＩＮＴＥＧＥＲＤ（Ｎ，Ｎ），Ｓ
ＤＯ１２Ｉ＝１，Ｎ
ＩＦ（Ｄ（Ｉ，Ｋ）·ＥＱ·Ｍ）ＧＯＴＯ１２
ＤＯ１２Ｊ＝１，Ｎ
ＩＦ（Ｄ（Ｋ，Ｊ）·ＥＱ·Ｍ）ＧＯＴＯ１２
Ｓ＝Ｄ（Ｉ，Ｋ）＋Ｄ（Ｋ，Ｊ）

ＩＦ（Ｓ·ＬＴ·Ｄ（Ｉ，Ｊ））Ｄ（Ｉ，Ｊ）＝Ｓ
１２ ＣＯＮＴＩＮＵＥ

ＲＥＴＵＲＮ
ＥＮＤ

其中 Ｍ 代表∞，根据具体问题的要求取一个足够大的数字。
下面我们来研究关于最小权 Ｈ 回路及其近似解法。
作为哈密顿回路 的 一 个 推 广 是 推 销 员 问 题，亦 称 货 郎 担 问 题。

设有一个推销员从他所在的城市出发去访问ｎ－１个城市，要求每个

城市经过一次而且仅仅一次，然后返回原地，问他的旅行路线应作怎

样的安排才能最经济？用图论观点来说，就是要找一条权最小的哈

密顿回路，即所谓最小权 Ｈ 回路。显然，研究这类 问 题 是 非 常 有 趣

而且很有实用价值的，但是很可惜，至今还没有找到好的解决办法，
我们在这里介绍一种“近邻法”。要注意，按此方法求得的 Ｈ 回路未

必就是最小权 Ｈ 回路，但很接近最小权 Ｈ 回路。
近邻法的步骤如下：
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设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是具有ｎ个结点的带权的完全图，其中ｗ（ｅｉ）是边

ｅｉ 的权，从中找一条较好的 Ｈ 回路的步骤是：
（１）任取一个结点为始点，找出最靠近始点的一个结点（最靠近

是指两点间权最小），这样便构成了具有一条边的初始通路。
（２）设ｘ是刚加在这条通路上的一个结点，在所有不在这条通

路上的结点中，选 一个最靠近ｘ 的结点，并将ｘ 与这个结点连接起

来的边加到这条通路上，从而得到一条较前次更长的通路，重复这个

步骤，直到Ｇ 中的每个结点均出现在这条通路上为止。
（３）将始点和最后加到这条通路上的结点用边连结，便得到一

条 Ｈ 回路。
例５８　设有一个货郎住在市镇ａ，为推销货物，他要访问市镇

ｂ、ｃ和ｄ，这四个市镇间的实际距离（通常意义下的）如图５１６（ａ）所

示，问他应该怎样安排旅行路线，才能使他所走的路程较短？

解：按照“近邻法”的步骤，我们求得子图（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）和（ｅ），其

中（ｅ）是最后结果，得到总距离是４８，但是最近的一条 Ｈ 回路总距离

是４７，所以由“近邻法”求得的 Ｈ 回路未必是最小 Ｈ 回路，但是它很

接近最小权 Ｈ 回路。
例５９　设图５１７是一个带权的图，用“近邻法”求 Ｈ 回路。
解：求解的过程如图５１７（ｂ）到（ｆ）所示，其中 （ｆ）是最后结果，

由（ｆ）发现，这条 Ｈ 回路之权是４０，但最小权 Ｈ 回路之权是３７，如图

５１７（ｇ）所示。因此求得的 Ｈ 回路的权很接近４０。
欧拉图的应用及其推广的例子是邮路问题。设一个邮递员从邮

局出发沿着他所管辖的街道送信，然后返回到邮局，他应选择怎样

的路线，才能使得所走的实际路程最短呢？我们知道，如果他管辖的

街道恰好成为欧拉图，就不存在最短路程的问题，因为不论他怎样安

排行走路线，所走路程总是一定的。但实际问题中一般不会恰巧就

是欧拉图，必然某些街道要重复经过，因此邮路问题是一个既与欧拉

图又与最小权通路有关的问题。
我们把邮路问题用图论的概念描述如下：在一个网络（即权图）
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图５１６　货郎担问题求解过程

Ｎ 中，怎样找到一条回路Ｃ，使得Ｃ 包含Ｎ 中的每条边至少一次，而

且回路Ｃ 具有最小权ｗ（Ｃ）。
这条回路Ｃ 分两种情况：
（１）如果 Ｎ 是欧拉图，必定有欧拉回路，Ｃ 即找到。
（２）如果 Ｎ 是具有从ｖｉ 到ｖｊ 的欧拉通路 的 连 通 图，Ｃ 的 构 造

如下：
找从ｖｉ 到ｖｊ 的欧拉通路及ｖｉ 到ｖｊ 的最小 权 通 路。这 两 条 通

路合并在一起就是最小权回路。
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图５１７　邮路问题求解过程
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　　例５１０　图５１８是非欧拉图，它有欧拉通路如下：

（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ５，ｖ４，ｖ３，ｖ１，ｖ４，ｖ６，ｖ５，ｖ２，ｖ６）

ｖ１ 和ｖ６ 的最小权通路如下：

（ｖ１，ｖ４，ｖ５，ｖ２，ｖ６）

上述两条通路合并得：

（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ５，ｖ４，ｖ３，ｖ１，ｖ４，ｖ６，ｖ５，ｖ２，ｖ６，ｖ２，ｖ５，ｖ４，ｖ１）

这就是具有最小权的一条邮路。

图５１８　例５１０的示例图

一般说来，网络中包括各条边之回路，其重复的边数与奇结点数

目有关，若奇结点多于２，则回路中会出现更多的重复的边，问题是

怎样使重复边的权总和最小，对此数学家已作了理论上的证明，得出

结论如下：
设Ｃ 是网络Ｎ 中一条包含Ｎ 的所有边的回路，则Ｃ 具有最小

权当且仅当：
（１）每条边最多重复一次。
（２）在 Ｎ 的 每 个 回 路 上，有 重 复 边 的 权 之 和 小 于 回 路 权 的

一半。
下面我们将要介绍几种特殊类型的图。
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５５　二　分　图

定义５８　如果图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的结点能分成两个子集珟Ｖ１Ｖ 和

珟Ｖ２Ｖ，使得同一个子集中的任意两个结点无边相连，则称Ｇ 是二分

图。珟Ｖ１ 和珟Ｖ２ 称为Ｇ 的互补结点子集。
把图的结点分成两个集合珟Ｖ１ 和珟Ｖ２，而且珟Ｖ１ 和珟Ｖ２ 互不相交，这

称为图的二划分。一 个 完 全 二 分 图 是 一 个 具 有 二 划 分 的 简 单 二 分

图，其中珟Ｖ１ 的每个结点与珟Ｖ２ 的每个结点 相 连。若｜珟Ｖ１｜＝ｍ，｜珟Ｖ２｜
＝ｎ，则这样的图（即完全二分图）记为 Ｋｍ，ｎ。

例５１１　两个完全二分图如图５１９（ａ）和（ｂ）所示，一般的二分

图如图５１９（ｃ）。

图５１９　三个二分图

定理５８　一个图Ｇ 是二分图当且仅当它的所有回路的长度是

偶数。
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证明：如果Ｇ 是二分图，则Ｖ 可分成珟Ｖ１ 和珟Ｖ２ 两个子集。而且

对于（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，有ｖｉ∈珟Ｖ１，ｖｊ∈珟Ｖ２。令（ｖｉ０，ｖｉｌ，…，ｖｉｌ－１，ｖｉｌ）＝Ｃｉ 是

Ｇ 中长度为ｌ的回路。不失一般性，我们可以假定ｖｉ０∈珟Ｖ１，因此ｖｉ２，

ｖｉ４，…，ｖｉｌ∈珟Ｖ１，而ｖｉ１，ｖｉ３，…，ｖｉｌ－１∈珟Ｖ２。因此ｌ－１必定是奇数，故ｌ
是偶数。

反之，假定Ｇ 中每个回路的长度是偶数，若Ｇ 是连通图。定义

Ｖ 的两个子集如下：
珟Ｖ１＝｛ｖｉ｜ｖｉ 与一个固定结点ｘ 的距离是偶数｝

珟Ｖ２ ＝Ｖ－珟Ｖ１

假定存在一条边（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，使得ｖｉ，ｖｊ∈珟Ｖ１，于是由结点ｘ 到ｖｉ 的

短程线长度是偶数，边（ｖｉ，ｖｊ）及由ｘ到ｖｉ 的短程线（长度是偶数）一

起构成一条回路，这条回路的长度必定是奇数，这与已知条件矛盾。
因此Ｇ 中无（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，使 得ｖｉ∈珟Ｖ１，Ｖｊ∈Ｖ１。同 理，若 有 边（Ｖｉ，

Ｖｊ）∈Ｅ，而且Ｖｉ∈Ｖ２，ｖｊ∈珟Ｖ２，也会与已知条件发生矛盾。从而得出

结论，若有边（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，必定ｖｉ∈珟Ｖ１，ｖｊ∈珟Ｖ２。因此Ｇ 是一具有珟Ｖ１

和珟Ｖ２ 互补结点子集的二分图。
如果Ｇ 的每个回路的长度是偶数，但是Ｇ 不是连通图，那么Ｇ

必由独立连通子图组成，此时上述定理对每个独立子图也是成立的。
也就是说，一个图Ｇ 的独立子图是二分图当且仅当该独立子图的回

路长度是偶数。
例５１２　设我边防军民捕获 六 名 不 同 国 籍 的 间 谍ａ、ｂ、ｃ、ｄ、ｅ、

ｆ，他们各自懂下列语言：

ａ：会讲汉语、法语和日语；

ｂ：会讲德语、日语和俄语；

ｃ：会讲英语和法语；

ｄ：会讲汉语和西班牙语；

ｅ：会讲英语和德语；

ｆ：会讲俄语和西班牙语。
问是否可将这六人锁在两个房间内，使得每个房间的人不能直
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接对话？

解：把六个人和七种语言分别用图的结点表示，边代表人与语

言的关系，于是得到图５２０。

图５２０　例５１２图示

这是一个二分图，由图可看出，若如下分配：
房间１＝ ｛ａ，ｅ，ｆ｝
房间２＝ ｛ｂ，ｃ，ｄ｝

则每个房间内的人不可能直接对话。
例５１３　一教研 室 有 四 名 教 师（王、李、张、陈），他 们 能 教 四 门

课程：数学（Ｍ）、ＦＯＲＴＲＡＮ 语言（Ｆ）、操 作 系 统（ＯＳ）、Ｃ语 言（Ｃ），
其中王能教操作系统和数学，李能教 ＦＯＲＴＲＡＮ、操作系统和 Ｃ，张

能教Ｃ，陈能教数学和ＦＯＲＴＲＡＮ。问怎样分配才能使每个教师不

教自己不熟悉的课程？

解：这个问题 先 用 二 分 图 表 示 出 课 程 与 教 师 之 间 的 关 系 如 图

５２１所示。
显然，张教Ｃ，其余三人的一种可能的分配办法是王教数学，陈

教ＦＯＲＴＲＡＮ，李教操作系统。
匹配（或叫相配）的问题与二分图密切相关。
令Ｇ 是一个二分图，具有互补结点子集 珟Ｖ１ 和 珟Ｖ２，其 珟Ｖ１＝｛ｖ１，

ｖ２，…，ｖｒ｝，从珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的一个匹配是Ｇ 的一个子图，这个子图具有
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图５２１　例５１３图示

如下形式的ｒ条边，即：
（ｖ１，ｖ′１），（ｖ２，ｖ′２），…，（ｖｒ，ｖ′ｒ）

　　其中ｖ′１，ｖ′２，…ｖ′ｒ∈珟Ｖ２，而且ｖ′ｉ≠ｖ′ｊ。
例５１４　图５２２（ａ）表 示 具 有 互 补 结 点 集 合 珟Ｖ１ 和 珟Ｖ２ 的 二 分

图，（ｂ）是（ａ）的一种珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的可能匹配。
显然，图５２２（ｂ）是（ａ）的一个子集而且满足匹配定义。值得注

意的是，并不是所有的二分图都存在一种匹配，如图５２３就不存在

珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的匹配。
那么，一个二分图总存在匹配的条件是什么呢？

定理５９　设Ｇ 是具有互补结点子集珟Ｖ１ 和 珟Ｖ２ 的二分图，则Ｇ
有一个从珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的匹配当且仅当 珟Ｖ１ 中每ｋ个结点（ｋ＝１，２，…，

｜珟Ｖ１｜）至少要与 珟Ｖ２ 中ｋ个结点连通（这条件称为相异条件）。
这定理的充分性证明较难，此处从略。
定理５１０　设Ｇ 是具有互补结点子集珟Ｖ１ 和 珟Ｖ２ 的二分图，那么

Ｇ 有珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的匹配的条件是：存在整数ｔ＞０，
（１）珟Ｖ１ 中的每个结点，至少存在ｔ条相邻边。
（２）珟Ｖ２ 中的每个结点，至多存在ｔ条相邻边。
我们把这两个条件简称“ｔ条件”。
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图５２２　例５１４图示之一

图５２３　例５１４图示之二

证明：
如果（１）成立，设珟Ｖ１ 中的任一子集Ｖ′１有ｋ个结点（ｋ＝１，２，…，｜

珟Ｖ１｜），则与Ｖ′１中ｋ个结点相邻的边的总数至少为ｋｔ。由（２），珟Ｖ２ 中

至少要 有ｋ 个 结 点 成 为 这 些 边 的 端 点。因 此 珟Ｖ１ 中 的 每ｋ 个 结 点

（ｋ＝１，２，…，｜珟Ｖ１｜）至 少 与 珟Ｖ２ 中ｋ个 结 点 连 通。由 前 条 定 理，Ｇ 有

一个珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的匹配。
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例５１５　设有 二 分 图 如 图 ５２４所 示，问 它 是 否 存 在 从 珟Ｖ１ 到

珟Ｖ２ 的匹配。

图５２４　例５１５图示

解：（１）显然，“ｔ条件”是满足的（ｔ＝２）。
（２）相异条件也是满足的，因为每ｋ个结点，譬如说ｋ＝２，

珟Ｖ１ 中的ａ１ 和ａ２ 与珟Ｖ２ 中有５个结点连通，ａ２ 和ａ４ 与珟Ｖ２ 中４个结

点连通（其他情况可以一一验证），所以相异条件满足。
（３）珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的一种可能匹配如图上粗线所示。

５６　平　面　图

研究平面图是很有实用价值的。如大家熟悉的印刷电路，除结

点外，它的导线是不能交叉的，这就是平面图的例子。
定义５９　一个图Ｇ 如能画在平面上，除结点外，它的边都不相

交，这种图称为平面图，反之称为非平面图。
注意，有许多图表面上是相交的，但如能移动其边，使它不相交，

这图仍然是平面图，试分析图５２５中的各图。
在图５２５中，（ａ）与（ｂ）是同一个图，它是平面图；（ｃ）与（ｄ）是同

一个图，它也是平面图。但（ｅ）是非平面图，因为不管你如何移动，它

总会有两条线交叉，如（ｆ）所示；对于（ｇ）也是如此，它的一种可能的

移动见（ｈ）。
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图５２５　平面图与非平面图示例
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　　假定把一个平面图画在纸上，然后用剪刀沿各条边剪下，于是这

平面将分成若干块纸片，每块纸片称为平面的区域，即一个平面图的

区域是由边围成的，而且它不可以再分成更小的子区域。如果区域

的面积是有限的，称它为有限区域，如果区域的面积是无限的，称它

为无限区域。如图５２６所 示，整 个 平 面 图 围 成 五 个 区 域，ｒ１ 和ｒ２

分别由三条边围成，ｒ３ 由三条边围成，ｒ４ 由四条边围成，它们均是有

限区域，ｒ５ 是由三条边围成的无限区域。

图５２６　平面图示例之一

显然，任何一个有限区域至少要由三条边围成，任何一个平面图

有而且仅有一 个 无 限 区 域。下 面 我 们 研 究 一 个 平 面 图 应 该 满 足 的

条件。
定理５１１　对于任何一个连通平面图Ｇ，有：

ｖ－ｅ＋ｒ＝２
其中ｖ代表Ｇ 的结点数目，ｅ代表Ｇ 的边数，ｒ代表Ｇ 的区域数。

这个公式称为平面图的欧拉公式。
证明：对边作归纳。
（１）当Ｇ 是单个结点时，可能有两种情况。一是仅仅一个孤立

点，见图５２７（ａ），此时，ｅ＝０，显 然 公 式 是 成 立 的；另 一 种 是 带 有 一

个环，见图５２７（ｂ），此时，ｖ＝１，ｅ＝１，ｒ＝２，所以公式仍然成立。
（２）假定对ｅ＝ｋ时成立，即：
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ｖ′－ｋ＋ｒ′＝２
　　在Ｇ 上加一条边，即ｅ＝ｋ＋１，此时有两种情况。一是增加一条

边同时加了一个结点，如图５２７（ｃ）所示，即ｖ＝ｖ′＋１，ｅ＝ｋ＋１，ｒ＝
ｒ′，故（ｖ′＋１）－（ｋ＋１）＋ｒ′＝ｖ′－ｋ＋ｒ′＝２；二是增加的一条边不增

加结点，而是连接Ｇ 中的两个结点，如图５２７（ｄ）所示，此时ｖ＝ｖ′，ｅ
＝ｋ＋１，ｒ＝ｒ′＋１，于是：

ｖ′－（ｋ＋１）＋（ｒ′＋１）＝ｖ′－ｋ＋ｒ′＝２
所以定理成立。

图５２７　平面图示例之二

必须强调指出，欧拉公式只适用于连通平面图的情况，即任何一

个连通平面图毫无例外地满足欧拉公式，不满足欧拉公式的则不是

平面图。但要注意，直接使用欧拉公式是很困难的，因为其区域数ｒ
是不容易从图上看出的。所以我们应用欧拉公式来找出一个平面图

应该满足的不等式。
定理５１２　任何一个连通无环的平面图Ｇ，如果每个区域由三

条及三条以上的边组成，则有：

ｅ≤３ｖ－６ （１）

　　证明：由于Ｇ 是平面图，每个区域由三条及三条以上的边组成，
所以围区域所用总的边数≥３ｒ；另一方面，图中每条边最多为两个区

域的边界，因此总的边数小于或等于２ｅ，从而有：

３ｒ≤ 总的边数 ≤２ｅ

即： ｒ≤２
３ｅ
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以ｒ≤２
３ｅ

代入欧拉公式，从而消去区域数ｒ，得到 相 应 的 不 等

式是：

２≤ｖ－ｅ＋２
３ｅ

　　即： ｅ≤３ｖ－６
所以每个区域由三条及三条以上的边围成的平面图要满足相应

的不等式，不满足相应不等式的肯定不是平面图。例如图５２５（ｃ），

ｖ＝５，ｅ＝９，显然满足不等式（１），但图５２５（ｅ），ｖ＝５，ｅ＝１０，显然不

满足不等式（１），所以不是平面图。
我们再看图５２５（ｇ），ｖ＝６，ｅ＝９，满足９≤１８－６，但事实上它并

不是一个平面图，这是为什么呢？原来图５２５（ｇ）的每个区域至少

由四条边构成，所以判别它不能用不等式（１）。对于至少由四条边围

成区域的情况，必须另外建立其不等式。
定理５１３　任何一个无环的连通平面图Ｇ，如果每个区域由四

条及四条以上的边围成，则有相应不等式：

ｅ≤２ｖ－４ （２）

　　证明方法与上一定理类似，此处不再赘述。对于图５２５（ｇ），ｖ＝６，ｅ
＝９，用不等式（２）判别，发现９≤１２－４不成立，故它不是平面图。

由此我们得到找平面图所满足不等式的一般方法：
若平面图的每个区域至少有五条边围成，则相应的不等式是：

３ｅ≤５ｖ－１０

　　若平面图的每个区域至少有六条边围成，则相应的不等式是：

２ｅ≤３ｖ－６

　　依此类推。判别平面图的不等式，要随着平面图围成区域的最

少边数的改变而改变，若不根据情况而套用某一个不等式，会导致错

误的结论。
我们的结论是：凡是平面图一定满足相应的不等式，不满足相应

不等式的肯 定 不 是 平 面 图，但 是 满 足 某 一 个 不 等 式 的 未 必 都 是 平
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面图。
凡是不超过四个结点的图不可能存在非平面图，五个结点和六

个结点的非平面图就是图５２５（ｅ）和（ｇ），分别叫 Ｋ５ 图和 Ｋ３，３图，它

们 是 非 平 面 图 的 两 个 最 小 模 型。１９３０ 年，波 兰 数 学 家

ＫＫｕｒａｔｏｗｓｋｉ找 到 了 判 别 非 平 面 图 的 充 要 条 件，叙 述 这 条 定 理 之

前，先说明图的一个性质。如果在图的一条边上插入一个新的２次

结点（即该结点次数为２），使一条边变成两条边，或者对于两条关联

于一个２次结点的边，去掉这个结点，使两条边合成一条边，则图的

平面性不受影响。确切地说，如果两个图Ｇ１ 和Ｇ２ 是同构的或者通

过反复插入和（或）除去２次结点，它们能变成同构的图，则称它们是

在２次结点内同构的。
定理５１４　（Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ定理）一个图是平面图，当且仅当它不

包含与 Ｋ３，３或 Ｋ５ 在２次结点内同构的子图。
定理５１５　设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个连通平面图，且它至少有３个

结点，则Ｇ 中至少有一个结点（譬如说ｖ），使得ｄｅｇ（ｖ）≤５。
证明：设ｐ是Ｇ 的结点数，ｑ是Ｇ 的边数。用反证法，假如Ｇ 的

每个结点ｖｉ，有ｄｅｇ（ｖｉ）≥６，由定理５１可知：

∑
ｐ

ｉ＝１
ｄｅｇ（ｖｉ）＝２ｑ

于是：

２ｑ≥６ｐ，即ｑ≥３ｐ＞３ｐ－６
但我们已经证明（见定理５１２）一个连通平面图，当结点ｐ≥３时，ｐ
和ｑ 的关系是：

ｑ≤３ｐ－６
显然发生矛盾。因此至少有一个ｖ∈Ｖ ，满足ｄｅｇ（ｖ）≤５。

在证明一个图是五色图时要用到这定理。

５７　四　色　图

当你打开一张中华人民共和国地图的时候，呈现在你眼前的是
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光彩夺目的颜色，尽管她的幅源是如此辽阔，但各省的形状、大小及

位置都能用不同的颜色分得清清楚楚，这是与地图着色理论分不开

的。我们下面要研究的四色图理论，就是来源于地图的着色。
下面我们在平面图的基础上，利用图论方法简单地介绍四色图

问题。

１ 平面图区域的四色问题

定义５１０　设平面图Ｇ 的任意两个区域有一条公共边，则称这

两个区域是相邻区域。
例５１６　设有一个平 面 图 如 图５２８所 示，ｒ２ 和ｒ３、ｒ２ 和ｒ５、ｒ５

和ｒ６ 等均是相邻区域，而ｒ１ 和ｒ４、ｒ１ 和ｒ２ 等均不是相邻区域。

图５２８　一种三色图

定义５１１　一个平面图Ｇ 的着色法是对Ｇ 的颜色设计，使得任

何相邻两个区域有不同的颜色。
如果存在一种着色法，用 了ｎ 种 颜 色，则 称 图Ｇ 是ｎ 色 图。记

以 Ｘ（Ｇ）＝ｎ。
图５２８只要三种颜色，所以Ｇ 是三色图。一种可能的着色法

如下：

ｒ１ 区域着红色；

ｒ２ 区域着黄色；
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ｒ３ 区域着红色；

ｒ４ 区域着黄色；

ｒ５ 区域着红色；

ｒ６ 区域着绿色。
对于任何一个连通平面图，要在相邻区域上着不同的颜色，至少

要用几种呢？早先，数学家曾经证明并得出如下的结论：
定理５１６　任何一个连通平面图是五色图。
但后来在平面图上经多次试验，没有找到一种平面图一定要用

五种颜色的。在１００多年前，有人猜测只要用四种颜色就够了，这就

是世界上著名的四色猜测问题。这个猜测一经提出，迷住了许多数

学家，但是谁都无法用数学的方法证 明 它。直 到１９７６年，Ａｐｐｅｌ和

Ｈａｋｅｎ两人宣布了 四 色 理 论 的 证 明 方 法。他 们 用 大 型 电 子 计 算 机

分析了２０００多种图包括几百万种情况，花了大量的机器时间，终于

证明了这个问题，从而解决了１００多年来引人关注的难题。
这条定理是这样叙述的。
定理５１７（四色定 理）　如 果 对 一 个 连 通 平 面 图 的 各 个 区 域 着

色，使得相 邻 的 区 域 有 不 同 的 颜 色，那 么 所 用 的 颜 色 可 以 不 多 于

四种。
简单地说，每个平面图区域是四色的。

２ 平面图结点的四色问题

与平面图区域四色理论相类似的是平面结点的着色问题。
一个平面图Ｇ 的结点着色法是对Ｇ 的结点的颜色的一种设计，

使得相邻两个结点有不同的颜色。如果一个图存在一种着色法，它

用了ｎ种颜色，则称Ｇ 是ｎ 色图。亦用 Ｘ（Ｇ）＝ｎ表示。
读者自然会联想到这样一个十分重要的问题，对于任何一个连

通平面图，欲使相邻结点（即关联同一条边的两个结点）着不同的颜

色，是否也只要四种就够了？答案是肯定的。为了讨论这个问题，先

介绍平面图Ｇ 的对偶图Ｇ 的概念。
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图的对偶概念叙述如下：
已知一个连通平面图Ｇ，具有区域Ｆ１、Ｆ２、…、Ｆｎ（包括一个无限

区域）。在每个区域Ｆｉ 内取一个结点ｆｉ，把具有公共边的两个相邻

区域都用一条曲线连结其结点。显然，每条曲线跨过两个区域的公

共边，而且 可 以 使 这 些 曲 线 互 不 相 交，这 样 我 们 求 得 一 个 新 的 图

Ｇ，从而Ｇ 的每个结点只对应Ｇ 的一个区域；反之，Ｇ 的每个区域

只对应Ｇ 的一 个 结 点，Ｇ 的 每 条 边 只 与 Ｇ 的 一 条 边 相 交，反 之 亦

然。则Ｇ 称为Ｇ 的一个对偶图。
例５１７　图５２９上的实线为图Ｇ，它的对偶图Ｇ 用虚线表示。
对于Ｇ 的对偶图Ｇ，Ｇ 中每个区域的着色对应Ｇ 中一个结点

着色，反之亦然，因此得到下面的定理：

图５２９　例５１７图示

定理５１８　Ｇ 的区域是ｎ 色当且仅当Ｇ 的结点是ｎ色。
由于平面图区域的四色定理已经在１９７６年证明了，所以平面图

结点四色定理也成立。即：每个平面图的结点是４色的。
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对平面图结点着色法有一个简单算法：
（１）首先将Ｇ 的结点按次数递减次序方式排序（由于有相同次

数的结点，所以排序不是惟一的）。
（２）用一种颜色先着在序列的第一个结点上，然后将这种颜色

依次着在这序列的与此结点不相邻的后继结点上。
（３）余下未着色的结点构成一个子序列，换一种颜色按与第（２）

步相似的方法在这子序列上着色。如此进行，直到各个结点都已着

色为止。
例５１８　设有一个平面图如图５３０所示，试给这图Ｇ 着色。

图５３０　例５１８图示

算法如下：
（１）将结点按次数递减次序排序，得到排序如下：

ａ５，ａ３，ａ７，ａ１，ａ２，ａ４，ａ６，ａ８

用第一种颜色着在ａ５、ａ１ 上，得到序列是：

ａ５ ，ａ３，ａ７，ａ１ ，ａ２，ａ４，ａ６，ａ８

（２）用第二种颜色着在余下的空白子序列的ａ３、ａ４、ａ８ 上，用△
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表示某结点着了第二种颜色，得到序列如下：

ａ５ ， ，ａ７，ａ１ ，ａ２， ，ａ６，

（３）用第三种颜色着在余下的空白子序列的ａ７、ａ２ 和ａ６ 上，故

每个相邻结点着了不同的颜色，这个结点序列只要用三种颜色就够

了，因此Ｇ 是３色图，即：

Ｘ（Ｇ）＝３

　　定理５１９　对于连通平面图Ｇ，Ｇ 是２色图当且仅当Ｇ 的每个

回路的长度是偶数。
证明：假 定Ｇ 是２色 图，令 Ｍ 是 着 第 一 种 颜 色 的 结 点 集 合，

Ｎ 是 着 第 二 种 颜 色 的 结 点 集 合，由 于 Ｍ 中 的 结 点 着 相 同 颜 色，所

以 Ｍ 中 结 点 互 相 不 相 邻，即 没 有 连 接 Ｍ 中 每 两 个 结 点 的 边。同

理，Ｎ 中 结 点 也 互 相 不 相 邻，所 以 Ｍ 和 Ｎ 构 成 一 个 二 分 图。即

Ｇ 是 一 个 二 分 图。由 定 理 ５８ 可 得 出 Ｇ 的 每 个 回 路 的 长 度 是

偶 数。
最后，假定Ｇ 的每个回路是偶数，我们来证明它能推出Ｇ 是２

色图。
我们取一个结点，着上第一种颜色，譬如说是红色。其他结点颜

色着法如下：如果 一 个 结 点 着 了 红 色，则 该 点 各 相 邻 点 着 第 二 种 颜

色，譬如说白色；如果一个结点着了白色，则该点的各相邻点着红色，
由于每个回路长度是偶数，所以没有相邻结点着同样的颜色，因此Ｇ
是２色图，即 Ｘ（Ｇ）＝２。

５８　树

１ 树的概念

树是一种特殊的平面图，它是一种非线性结构，在计算机的算法

分析、数据结构等方面有着广泛的应用。
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定义５１２　一棵树Ｔ 是不包含任何回路的连通图。
例如图５３１中的各图均符合树的定义，所以它们都是树。

图５３１　四种树

把树Ｔ 的图形画出来，很像自然界的树，故取名于它，而且其他

的术语也取名于自然界树上的有关术语。
根树是十分重要 的 概 念，我 们 从 树 出 发，对 根 树 加 以 递 归 定 义

如下：
具有结点集合Ｖ 的根树Ｔ 是一棵树，使得：
（１）Ｔ 有专门指定的结点譬如说ｖ１∈Ｖ，称为树的根。
（２）除掉ｖ１ 后Ｔ 的子图可分成Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｒ，每个Ｔｉ 又是一

棵树（ｉ＝１，…，ｒ）。
按这定 义，每 个 Ｔｉ 是ｖ１ 的 一 棵 子 树，子 树 的 根 又 称 为ｖ１ 的

儿子。
除根之外，次数≥２的结点又称为树的 分 支 结 点，简 称 结 点，次

数＝１的结点又称为树的叶。从一个结点到某片叶的通路是一个分

叉，从根到某一结点ｖ的通路的长度是ｖ 的级。习惯上把树根画在

上方，叶画在下方，当然，不受这限制也是完全可以的。
例５１９　有一棵树如图５３２所示。
这棵树Ｔ 是一棵根树，ａ是Ｔ 的根，ａ有三棵子树，这三棵子树

的结点集合是Ｖ１＝｛ｂ，ｅ，ｉ，ｆ｝，Ｖ２＝｛ｃ，ｇ｝，Ｖ３＝｛ｄ，ｈ，ｊ，ｋ｝。其中每

棵子树也是根树，它们的根分别是ｂ、ｃ、ｄ。进一步可再分。
在这棵树Ｔ 中，ｂ、ｃ、ｄ、ｅ、ｈ 是Ｔ 的 分 支 结 点，ｉ、ｆ、ｇ、ｊ、ｋ是Ｔ
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图５３２　例５１９图示

的叶。ｂ、ｃ、ｄ的级都是１；ｅ、ｆ、ｇ、ｈ的级都是２；ｉ、ｊ、ｋ的级都是３。
关于树的术语，采用家族的一套说法也是司空见惯的，树的每一

个根是它的子树的那些根的父亲，这些根互相称为兄弟，而且都是它

们父亲的儿子。显然，一棵树总有一个根（主根）是没有父亲的，叶是

没有儿子的。
例如图５３２，ａ有三个儿子ｂ、ｃ、ｄ。ａ是ｂ、ｃ、ｄ的父亲，ｂ是ｅ和

ｆ的父亲，ｂ有两个儿子ｅ和ｆ，当然ｂ、ｃ、ｄ是兄弟，ｅ和ｆ 也是兄弟，
推广这方面的概念是很自然的，ａ是ｅ 的祖父，是ｉ的曾祖父，ｂ是ｇ
的伯父，ｃ是ｅ的叔父，ｅ、ｆ、ｇ、ｈ是同一代堂兄弟，等等。

欲排出一系列事件的逻辑位置，那么用根树结构是一种好的方

法，譬如李（Ｌｉ）和王（Ｗａｎｇ）两人进行乒乓球冠军赛，规定谁连续胜

两场或总数先胜三场，谁就获冠军，那么这次冠军赛可能的比赛场次

用根树表示就一目了然（见图５３３）。图上标有Ｌ 表示该场李获胜，
标Ｗ 表示该场王获胜。

这是李、王两位运动员争夺冠军赛可能出现的比赛场次，最多进

行５场。
还可以 用 若 干 种 与 实 际 树 很 不 相 似 的 方 式 表 示 树 结 构。图

５３４（ａ）的树可用（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）表示。其中（ｂ）称为包含法，（ｃ）称为

圆括号法，（ｄ）称为图表法。
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图５３３　树的图示

图５３４　四种不同的树结构表示法
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大量实际问题均可用树结构表示。
例５２０　多数国 家 实 行 邮 政 编 码，邮 件 的 分 类 是 一 种 树 结 构。

下面的图５３５是按照ＺＩＰ码（一种５位十进制代码）分类的流程图，
当当地的所有信件到达邮局 Ｎ 后，在邮局 Ｎ 读ＺＩＰ码的最高位，于

是把信件分到１０个下属邮局 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎ９，Ｎ０，每个邮局 Ｎｉ 再把

该局的信件读 ＺＩＰ码的第二位，又把邮局 Ｎｉ 的信件分到它的下属

邮局，如此进行，直到分到最下层的邮局为止，总共有１０５ 种可能性。
按照这种编码的树分成五级。

图５３５　例５２０树结构表示

例５２１　给定一 个 整 数 序 列，其 中 没 有 两 个 整 数 是 相 同 的，求

它的最大的单调递增子序列。
这个问题可用树结构表示。设给定的整数序列是４，１，１３，７，０，

２，８，１１，３，树的结点（除根之外）表示一个整数，从根到某个给定结点

ｖ的通路描述了结束于ｖ 的单调递增子序列，见图５３６。从这棵树

可以看出，它有四个单调递增子序列，它们是（４，７，８，１１），（１，７，８，

１１），（１，２，８，１１）和（０，２，８，１１）。每条通路之长度是４，由于这种树

是表示数据的，因此计算机科学工作者把它称为数据树。
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图５３６　数据树

例５２２　一个代数表达式的操作呈树结构，如（ａ÷ｂ）＋（ｃｄ

图５３７　例５２２图示

ｅ）之树，见图５３７。
例５２３　一个句子“这

小孩吃一只大苹果”的语法

结构可用树结构表示，见图

５３８。
树的基本性质：
定理５２０　设Ｔ 是树，

ｖｉ 和ｖｊ 是任意两 个 不 同 的

结点，那 么ｖｉ 和ｖｊ 间 存 在

惟一 的 通 路。如 果 再 加 上

一条边（ｖｉ，ｖｊ），则构成一条

惟一的简单回路。
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图５３８　例５２３图示

证明：由于Ｔ 是连通的，于是一定存在一条通路，因此有连接ｖｉ

和ｖｊ 的简单通路，令Ｐ１ 是这条简单通路。如果 Ｐ２ 是连接ｖｉ 和ｖｊ

的另一条简单通路，那么 Ｐ１Ｐ２ 包含一条 回 路，这 与 树 的 定 义 矛 盾。
因此Ｐ１ 是连接ｖｉ 和ｖｊ 的惟一简单通路。

如果边（ｖｉ，ｖｊ）加到 树 Ｔ 上，则（Ｐ１，（ｖｉ，ｖｊ））便 构 成 一 个 回 路，
我们已经知道，除掉Ｐ１ 通路外，ｖｉ 和ｖｊ 间不存在另外的简单通路，
所以边（ｖｉ，ｖｊ）与任何其他简单通路不能构成回路，所以只存在一条

回路。
定理５２１　对于一棵（ｎ，ｍ）树，边和结点有下述关系：

ｍ ＝ｎ－１
　　其中ｍ 是树的边数，ｎ是树的结点数。

证明：用数学归纳法（对结点数ｎ归纳）
（１）验证。当ｎ＝１或２时 ，（ｎ，ｍ）树只可能有如图５３９所示

的两种情形，等式显然成立。
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图５３９　定理５２１说明图

（２）归纳。假定对所有ｉ＜ｎ，定理成

立，即有ｍ＝ｉ－１。对（ｎ，ｍ）树，除去其中

一条边，于是得到两棵子树，记以（ｎ１，ｍ１）
和（ｎ２，ｍ２），显 然，ｎ１＜ｎ，ｎ２＜ｎ。由 归 纳

假设，有：

ｍ１ ＝ｎ１－１
ｍ２ ＝ｎ２－１

　　因为ｎ＝ｎ１＋ｎ２，ｍ＝ｍ１＋ｍ２＋１，所

以有：

ｍ ＝ｎ１＋ｎ２－２＋１＝ｎ－１
　　定义５１３　ｔ（ｔ＞０）棵树的集合称为森林。

如图５３１中有四棵树，这四棵树组成了森林。如果把由四棵独

立的树组成的森林加上一个结点，并把这四棵树作为此结点的子树，
那么该森林便成为一棵树了，所以我们亦把四棵独立的树看作是森

林的子树。同样，我们亦可用结点和边数来命名森林，若一个森林具

有ｎ个结点ｍ 条边，就称它为（ｎ，ｍ）森林。
推论：如果树Ｔ 是（ｎ，ｍ）森林，具有ｔ棵子树，则：

ｍ ＝ｎ－ｔ
　　我们上面介绍的树的基本性质是十分重要的，它可以作为树的

等价定义。即：
定义５１４　（１）任何两个结点间存在惟一通路的图是树。

（２）一个连通图，若它的边和结点满足ｍ＝ｎ－１，则

这个连通图是树。
（３）边和结点满足ｍ＝ｎ－１而且无回路的图是树。

树有各种应用，而最大的应用莫过于二叉树，因此，我们将重点

讨论二叉树。

２ 二叉树

定义５１５　一棵树Ｔ，如果每个结点ｖ最多有两棵子树，则称树
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Ｔ 为二叉树。如果两棵子树全出现，则左边的一棵称为ｖ的左子树，
右边的一棵称为ｖ的右子树。若仅出现一棵子树，则或者指定它为

右子树，或者指定它为左子树。一棵树的每个结点有两棵子树或者

说每个父亲有两个儿子，则称该树为完全二叉树。
如图５３３所示为１９个结点的二叉树，而且是完全二叉树。
对于二叉树，一个十分重要的问题是要找到一些方法，能系统地

访问树的结点，使 得 每 个 结 点 恰 好 访 问 一 次。我 们 在 这 里 介 绍“遍

历”二叉树的方法，主要有三种：

先根次序遍历法

访问根

遍历左子树烅
烄

烆遍历右子树

中根次序遍历法

遍历左子树

访问根烅
烄

烆遍历右子树

后根次序遍历法

遍历左子树

遍历右子树烅
烄

烆访问根

　　例５２４　图５４０是一棵二叉树Ｔ。
在先根次序下，Ｔ 上的结点被访问的先后关系是：

→ａｂｄｃｅｇｆｈｉ
　　在中根次序下，Ｔ 上的结点被访问的先后关系是：

→ｄｂａｅｇｃｈｆｉ
　　在后根次序下，Ｔ 上的结点被访问的先后关系是：

→ｄｂｇｅｈｉｆｃａ
　　顺便说一下，先根次序是由来已久的有趣的概念，在 封 建 社 会

里，皇帝的位置传给他的长子，长子死后又传给他的长子。如果这一

分支的人全部死 去，再 按 同 样 的 方 式 传 给 这 个 家 族 的 其 他 子 孙 们。
所以在理论上，可以提供所有皇帝的家谱，以先根次序写出其结点，
然后，如果仅仅考虑今天还活着的人，就能得到皇位的承袭次序。

上述概念应用到实际问题中去，我们可以举一个代数操作的例子。
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例５２５　代数表达式ｙ＝３ｌｎ（ｘ＋１）＋ａ／ｘ２。其树结构表示

如图５４１所示。

图５４０　一棵二叉树 图５４１　代数表达式的树结构

　　在先根次序下，得到表达式：

＋ ３ｌｎ＋ｘ１／ａ↑ｘ２
这就是表达式的前缀表示，或称“波兰记号”，顺便说一下，波兰记号

是波兰数学家 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ引进的，虽然这里未详细介绍，但这是十

分有用的记号。
在中根次序下，得到表达式：

３ｌｎｘ＋１＋ａ／ｘ↑２
这就是表达式的中缀表示，基本上与原来的表达式顺序一样，但无括

号，这时表达式的运算优先级有时是不明确的。
在后根次序下，得到表达式：

３ｘ１＋ｌｎａｘ２↑／＋
这就是表达式的后缀表示，或称“逆波兰记号”，这种表示给表达式的

编译带来方便。
现在，我们要介绍怎样用相应的二叉树来表示任何一棵根树，首

先，我们要弄懂为什么要将一般树化成二叉树？由于树在计算机内

存中可通过多重链表来表示，每个链结点所占内存单元的个数依赖
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于该结点的儿子个数，一个结点生ｎ个儿子，一般要用（ｎ＋１）个单元

表示该结点，其中ｎ个单元用来指出该结点的各儿子的位置，结点一

般表示为：

数据 儿子１ 儿子２ … 儿子ｎ

通常树的结点生的儿子数不同，这样就给表示上带来问题。如果各

结点在内存中用定长来表示，就得以儿子数最多的结点所占内存单

元数作为标准，这样对算法是简单的，但会浪费很多内存单元，极不

经济。如果以 各 个 结 点 实 际 占 用 内 存 数 来 表 示 树（即 用 不 定 长 方

法），这样内存是省了，但是算法很复杂。
所以树的存储表示大都先转化成二叉树。在数据结构和算法分

析中，读者将会看到它的优越性。下面我们介绍将任意树化为二叉

树的一般步骤：
（１）从根开始，保留每个双亲同其最左边的儿女的连线，撤销与

别的儿女的连线。
（２）兄弟间加线连接。
（３）以树的主根为圆心，将整棵树顺时针转４５°。
例５２６　图５４２（ａ）按上述三个步骤变换后，得到二叉树，如图

５４２（ｃ）所示。
这是树与二叉树的自然对应。对于森林，也可以用二叉树表示，

其步骤是：
（１）把每棵树的根加线连接。
（２）再把每棵树化为二叉树。
（３）顺时针旋转４５°。
如图５４３是具有两棵子树的森林，执行上述（１）和（２）两步后，

得到图５４４，执行第（３）步后，得到图５４５。这就是森林和二叉树之

间的自然对应。
遍历森林的方法也可以导出，将森林用二叉树表示后，就可以定

义遍历森林的先根次序和后根次序。方法如下：
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图５４２　例５２６图示

图５４３　例５２７图示之一
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图５４４　例５２７图示之二 图５４５　例５２７图示之三

先根次序

访问头一棵树的根

遍历头一棵树的子树（按先根次序法）

遍历剩下的树（按先根次序法
烅
烄

烆 ）

后根次序

遍历头一棵树的子树（按后根次序法）

访问头一棵树的根

遍历剩下的树（按后根次序法
烅
烄

烆 ）

　　先根次序和后根次序的定义十分精确地刻划了树与二叉树的自

然对应，我们把这些定义和遍历二叉树的定义作比较就会发现，在先

根次序下遍历一个森林，恰好等同于在先根次序下遍历相应的二叉

树，在后根次序下遍历一个森林，恰好等同于在中根次序下遍历相应

的二叉树。尤其幸运的是，树的后根次序对应二叉树的中根次序，而

不是后根次序，这就避免了后根次序遍历二叉树的方法，而后者是比

较麻烦的。
例５２７　图５４３在先根次序下得到：

→ａｂｃｋｄｅｈｆｉｇ
而图５４５在先根次序下得到：

→ａｂｃｋｄｅｈｆｉｇ
所以两个序列完全相同。

另一方面，图５４３在后根次序下得到：
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→ｂｋｃａｈｅｉｆｇｄ
而图５４５在中根次序下得到：

→ｂｋｃａｈｅｉｆｇｄ
　　这说明按后根次序遍历树及按中根次序遍历二叉树，其效果完

全一样。
这从一个方面说明了树可用二叉树表示的理由，因为人们可以

找到它们的自然对应。

３ 生成树和最小生成树

定义５１６　设Ｇ 是一 个 连 通 图，Ｇ 的 一 棵 生 成 树ＴＧ 是 包 含Ｇ
的所有结点的示图的树。

给出一个连通图Ｇ，怎样求它的生成树呢？可以按下面的算法进行：
（１）令Ｇ 是Ｇ１，置ｉ＝１；
（２）若Ｇｉ 无回路，则ＴＧ＝Ｇｉ，生成树已找到；
（３）否则，在Ｇｉ 中消去回路Ｃｉ 的一条边，得到图Ｇｉ＋１，因为Ｃｉ

是Ｇｉ 中的一条回路，所以Ｇｉ＋１包含了Ｇｉ 的所有结点，Ｇｉ 是连通的，
故Ｇｉ＋１也是连通的；

（４）ｉ＝ｉ＋１（即ｉ增加１），然后返回到（２）。
其流程图如图５４６所示。

　图５４６　生成树求找的算法流程图

例５２８　设有一个图Ｇ，如图

５４７（ａ）所示，求它的生成树。
图中Ｇ２、Ｇ３、Ｇ４ 是 求 Ｇ 的 生

成树的中 间 过 程，Ｇ５＝ＴＧ 就 是 所

求的生成树。
由于每次迭代过程中，Ｇｉ 中的

Ｃｉ 及相应的边ｅｉ 取法不是惟一的，
所以最后求得的生成树ＴＧ 一般说

来也 不 是 惟 一 的，但 对 于 一 个（ｎ，

ｍ）连通图来说，消去的边数是恒定
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的，由于得到的ＴＧ 是（ｎ，ｎ－１）图，因此消去的边数是 ｍ－（ｎ－１）条。

ｍ－（ｎ－１）这个数称为（ｎ，ｍ）图的秩。除去的每条边称为Ｇ 的弦。譬

如说，上面介绍过的图５４７是（６，９）图，因此除去的边是９－（６－１）＝４。

图５４７　一个求解生成树的图示

对于带权的图，不仅要求出其生成树，而且求出的生成树各条边

权之和为最小，这就是所谓的最小生成树的概念。
定义５１７　设Ｇ 是带权的连通图，Ｇ 的最小生成树是Ｇ 的一棵

生成树，而且它的边的权之和比Ｇ 的所有别的生成树的边的权之和

都小。
只要在前述算法基础上稍加改动，就可以找到求最小生成树的

算法。即每次迭代时，在上述算法的第（３）步消去Ｃｉ 中权最大的边。
例５２９　设连通图Ｇ 各条边的权如图５４８（ａ）所示，其最小生

成树如图５４８（ｂ）所示，权之和是３９。
下面再介绍求最小生成树的另外一种算法。
设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是 一 个 具 有ｎ 个（ｎ≥２）结 点 的 完 全 图，由 Ｇｉ＝

（Ｖ，Ｅｉ）构造Ｇ 的最小生成树ＴＧ 的步骤如下：
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图５４８　例５２９图示

（１）置ｉ＝１，令 Ｇｉ 的 边 取 的 是Ｇ 中 权 最 小 的 边，譬 如 说 这 边

是ｅｉ

（２）若Ｇｉ 已是Ｇ 的生成树，则令ＴＧ＝Ｇｉ。
（３）否则，在Ｅ－Ｅｉ 中找一条最小权的边，加到Ｇｉ 中，且不形成

回路，得到Ｇｉ＋１＝（Ｖ，Ｅｉ＋１）图。
（４）ｉ＝ｉ＋１，然后返回到（２）。
当Ｇｉ 变成一个Ｇ 的生成树时，这个算法一定在ｉ＝ｎ－１时执行

完毕。因此由这个算法生成的生成树一定是Ｇｎ－１图，而且可以证明

Ｇｎ－１就是要求的Ｇ 的最小生成树，其证明过程从略。
求一个图Ｇ 的最小生成树是很有实用价值的。
例５３０　假设我们想要修筑五个城市连接的铁路网，使其造价

尽可能小。又设任意两个城市之间铁路造价如下（以亿元为单位）：

ｗ（ｖ１，ｖ２）＝４，ｗ（ｖ１，ｖ３）＝７
ｗ（ｖ１，ｖ４）＝１６，ｗ（ｖ１，ｖ５）＝１０
ｗ（ｖ２，ｖ３）＝１３，ｗ（ｖ２，ｖ４）＝８
ｗ（ｖ２，ｖ５）＝７，ｗ（ｖ３，ｖ４）＝３

ｗ（ｖ３，ｖ５）＝１０，ｗ（ｖ４，ｖ５）＝１２
　　按照上述造价，先构造一 个 完 全 图Ｇ，如 图５４９（ａ）所 示，因 此

要修筑使造价最小的铁路网，便变成求Ｇ 的最小生成树ＴＧ，按上述
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方法，我们求图５４９中Ｇ 的生成树。

图５４９　例５３０图示

上图Ｇ１、Ｇ２ 和Ｇ３ 是求Ｇ 的最小生成树的中间过程。Ｇ４＝ＴＧ

是最后求得的生成树，其中ｅ１、ｅ２、ｅ３、ｅ４ 表示 按 照 算 法 添 边 的 次 序。
最小生成树ＴＧ 之权是２１（单位：亿元）。

５９　有　向　图

有向图在计算机中有着广泛的应用，大家最熟悉的例子是程序

流程图，它是一种有向图。由于我们已较详细地研究了无向图，它的

不少概念可以引伸到有向图，所以这里主要介绍它的一些基本性质。

１ 基本概念

定义５１８　一个有向图 Ｄ 由结点集合Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝和边

集ＥＶ×Ｖ 所组成。
如果要强调点集和边集两部分，写成 Ｄ＝（Ｖ，Ｅ）。需要特别指
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出的是，有向图的 边 是 由 结 点 的 有 序 偶 组 成 的，Ｅ 中 的 边 具 有 方 向

性。为了与无向图中的无向边区别起见，我们在此节用＜ａ，ｂ＞表示

有序偶，即有向边。并称ａ为＜ａ，ｂ＞的 始点，ｂ为＜ａ，ｂ＞的 终点。
有向边画在平面上时，它的方向用箭头标出。

例５３１　一个具有四个结点八条边的有向图如图５５０所示。

　图５５０　一个有向图

其中ｅ３ 称 为 环。ｅ２ 和ｅ３ 是 连 接

ｖ１ 和ｖ３ 的同方向的两条边，称为平行

边，显然它 与 平 面 几 何 上 的 平 行 边 是

完全不同 的 概 念。但ｅ５ 和ｅ６ 是 两 条

不同的边，所 以 是 非 平 行 边。具 有 平

行边的图 称 为 重 图，无 环 非 重 图 的 有

向图称为简单有向图。下面主要研究

简单有向图。
对图中的结点ｖ，以ｖ为始点的边数称为ｖ 的引出次数，以ｖ为

终点的边数称为ｖ 的引入次数，ｖ的引入、引出次数之和称为ｖ的全

次数，图的各结点的引入次数之和恰好等于各结点的引出次数之和，
并且恰好等于图的边数。

关于有向图的子图、真子图和生成子图的术语与无向图的子图、
真子图和生成子图有同样的含义。

这里，必须对有向通路的概念给予定义。
我们把有向图中有向边的序列：

＜ｖｉ０
，ｖｉ１ ＞，＜ｖｉ１

，ｖｉ２ ＞，…，＜ｖｉｎ－１
，ｖｉｎ ＞

称为从ｖｉ０
到ｖｉｎ

长度为ｎ 的有向通路，记以：

Ｐ＝ （＜ｖｉ０
，ｖｉ１ ＞，＜ｖｉ１

，ｖｉ２ ＞，…，＜ｖｉｎ－１
，ｖｉｎ ＞）

在上下文不会引起混淆的情况下，为了书写方便，有时可简写为：

Ｐ＝ （ｖｉ０
，ｖｉ１

，…，ｖｉｎ
）

或： Ｐ＝ｖｉ０ｖｉ１
…ｖｉｎ

或： Ｐ＝（ｅｉ１
，ｅｉ２

，…，ｅｉｎ
）

注意Ｐ 中的边（或点）均可出现多次。
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有了有向通路的概念，那么无向图中的简单通路和简单回路、基

本通路和基本回路、短程线和距离等定义均可以引伸到有向图中，但

要把上述定义中的无向通路转换成有向通路，读者可以给出它们相

应的定义。
定理５２２　具有ｎ个结点的简单有向图，任一条基本通路的长

度小于ｎ。
其证明方法与无向图中的定理５４相似。
关于连通图的概念，在有向图中更为复杂一些。我们先给出两

个结点的连通性的概念。
若在有向图Ｄ中存在从ｖｉ 到ｖｊ 的有向通路，则称ｖｉ 到ｖｊ 是连通的。
例如图５５１的四个图（ａ）、（ｂ）、（ｃ）和（ｄ），它们各有其特点，根

据其不同的特点，我们引出关于图连通性的有关术语。

图５５１　四种图的连通性

其中（ａ）是非连通图；（ｂ）的每对结点均互相连通，称（ｂ）为强连

通图；（ｃ）不是每对结点均互相连通，如从２到１就不连通，但从单方

向看是连通的，这类图称为单向连通图；（ｄ）中２和３、１和４都不存

在通路，但去掉边的方向后从无向图观点看是连通图，这类图称为弱

连通图。这些概念十分重要，现给出它们的确切定义：
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定义５１９　设有向图 Ｄ，如果每对结点都是互相连通 的，则 Ｄ
是强连通图；如图中每对结点至少有一个方向是连通的，则称 Ｄ 是

　图５５２　三种连通间关系

单向连通图；如果 Ｄ 中至少有一对结点

不满足单向 连 通，但 去 掉 边 的 方 向 后 从

无向 图 观 点 看 是 连 通 图，则 Ｄ 是 弱 连

通图。
显然，它们三者具有如图５５２所示

的关系。
有向 图 与 关 系 是 密 切 联 系 在 一 起

的，令Ｄ＝（Ｖ，Ｅ），是 简 单 有 向 图，则 Ｅ
Ｖ×Ｖ，因此Ｅ 是Ｖ 上的二元关系；反

之，如果Ｒ 是Ｖ 上的一个关系，则Ｄ＝（Ｖ，Ｒ）是简单有向图。因此，
在一个集合上的关系和图的含义是相同的。

２ 有向图的矩阵

和无向图相似，对于任何一个有向图，我们可以用矩阵来表示其

关系，一个图的关系矩阵也称相邻矩阵。
设有向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，则Ｇ 的相邻矩阵Ｍ＝

［ａｉｊ］ｎ×ｎ，其中

ａｉｊ ＝
１　 如果 ＜ｖｉ，ｖｊ ＞∈Ｅ
０　 如果 ＜ｖｉ，ｖｊ ＞｛ Ｅ

图５５３　例５３２图示

　　 例 ５３２　 图 ５５３ 及 其 关 系 矩 阵

如下：

ａ　ｂ　ｃ　ｄ
ａ
ｂ
ｃ
ｄ

０ １ ０ １
０ ０ １ １
０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

　　图的矩阵运算常用来判定图的连通性，这主要利用下述定理。
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定理５２３　设具有ｎ个结点的有向图Ｄ 的矩阵是Ｍ，则 Ｍｎ＝
［ａｉｊ］中的ａｉｊ表示从结点ｖｉ 到ｖｊ 长度是ｎ 的通路数目。

其证明与无向图中的定理５７相似，读者自己给予证明。
我们仍以例５３２来说明此定理。我们要求从ａ到ｄ 长度分别

为２、３和４的通路数目，于是求 Ｍ２、Ｍ３ 和 Ｍ４。先求 Ｍ２：

Ｍ２ ＝

０ １ ０ １
０ ０ １ １
０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

×

０ １ ０ １
０ ０ １ １
０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

＝

０ １ １ ┆１┆
０ ２ ０ １
０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １
　　所以从ａ到ｄ 长度 为２的 通 路 有１条，这 条 通 路 是（＜ａ，ｂ＞，

＜ｂ，ｄ＞）。
再求 Ｍ３：

Ｍ３ ＝

０ １ １ １
０ ２ ０ １
０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １

×

０ １ ０ １
０ ０ １ １
０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

＝

０ ２ １ ┆２┆
０ １ ２ ２
０ ２ １ ２

熿

燀

燄

燅０ ２ ０ １
所以从ａ到ｄ 长度为３的通路有２条，这两条通路是：

（＜ａ，ｂ＞，＜ｂ，ｃ＞，＜ｃ，ｄ＞）
（＜ａ，ｄ＞，＜ｄ，ｂ＞，＜ｂ，ｄ＞）

再求 Ｍ４：
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Ｍ４ ＝

０ ２ １ ２
０ １ ２ ２
０ ２ １ ２

熿

燀

燄

燅０ ２ ０ １

×

０ １ ０ １
０ ０ １ １
０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０

＝

０ ３ ２ ┆３┆
０ ４ １ ３
０ ３ ２ ３

熿

燀

燄

燅０ １ ２ ２
　　所以从ａ到ｄ 长度为４的通路有３条，这３条通路是：

（＜ａ，ｂ＞，＜ｂ，ｃ＞，＜ｃ，ｂ＞，＜ｂ，ｄ＞）
（＜ａ，ｄ＞，＜ｄ，ｂ＞，＜ｂ，ｃ＞，＜ｃ，ｄ＞）
（＜ａ，ｂ＞，＜ｂ，ｄ＞，＜ｄ，ｂ＞，＜ｂ，ｄ＞）
读者可以进一步分析 Ｍ２、Ｍ３、Ｍ４ 上各元素的意义。
定理５２４　设 Ｍ 是Ｄ 的矩阵，结点有ｎ个，令：

Ｃ＝Ｍ＋Ｍ２＋…＋Ｍｎ－１

则Ｄ 是强连通当且仅当Ｃ 除主对角线外无元素等于零。
证明：Ｃ的（ｉ，ｊ）元素是零当且仅当 Ｍ、Ｍ２、…、Ｍｎ－１的（ｉ，ｊ）记

录都是零。这意味着不存在从ｖｉ 到ｖｊ 长 度 小 于 或 等 于ｎ－１的 通

路，因此不存在从ｖｉ 到ｖｊ 的简单通路。因此 Ｄ 是强连通当且仅当

Ｃ 的（ｉ，ｊ）记录是非零（ｉ≠ｊ）。

３ 无向图化为有向图的方法

我们知道，一个连通有向图转变为无向图很简单，只要将每条有

向边用无向边代替即可，而且有向图转换成的无向图是惟一的。我

们感兴趣的而且很有实用价值的是如何将一个连通无向图转变成有

向图，一般说来这是比较复杂的。为了保证转变成的有向图是连通

图，就不是简单地用有向边代替无向边，而且转变成的有向图不一定

是惟一的。
下面我们介绍将无向图转变成有向图的一种算法。
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设Ｇ 是 不 带 环 的 连 通 无 向 图，其 结 点 集 合 为Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，

ｖｎ｝。把Ｇ 转变为连通有向图的步骤如下：
（１）令Ｖ１＝｛ｖ１｝，ｉ＝１，Ｇ＝Ｇｉ。
（２）Ｖ＝Ｖｉ 吗？

如果Ｖ＝Ｖｉ，则将Ｇｉ 中剩下的所有无向边任意加上箭头即可，

Ｇｉ 就是要求的有向图。
如果Ｖ≠Ｖｉ，则：
（３）在Ｇｉ 中任意取一条边（ｖｉ０

，ｖｉ１
），使得ｖｉ０∈Ｖｉ，ｖｉ１∈Ｖ－Ｖｉ。

由于Ｇ 是连通图，这边必定存在。找一条基本回路或基本通路。

ａｉ ＝ （ｖｉ０
，ｖｉ１

，…，ｖｉｌ－１
，ｖｉｌ

）
其 中ｖｉｌ∈Ｖｉ，｛ｖｉ１

，ｖｉ２
，…，ｖｉｌ－１

｝＝珟ＶｉＶ－Ｖｉ，将ａｉ 的 每 条 边 加

上 箭 头，使 它 成 为 一 条 有 向 通 路，即（＜ｖｉ０
，ｖｉ１ ＞，＜ｖｉ１

，ｖｉ２ ＞，
…，＜ｖｉｌ－１

，ｖｉｌ＞），然 后 把Ｇｉ 和 加 了 箭 头 的 通 路ａｉ 一 起 用Ｇｉ＋１表

示，令Ｖｉ＋１＝Ｖｉ∪珟Ｖｉ。由 于 属 于Ｖｉ 的 每 对 结 点 用 有 向 通 路 表 示

　图５５４　例５３３图 示 之 一

了（Ｖ１＝｛ｖ１｝自 然 是 真 的）。因

此 每 个ｖ∈Ｖｉ 和 Ｇｉ＋１ 中 的 珘ｖ∈
珟Ｖｉ，存 在 有 向 通 路：

ｖ，…，ｖｉ０
，…，珘ｖ和珘ｖ，…，ｖｉｌ

，…，ｖ
这样 属 于Ｖｉ＋１ 中 的 每 对 结 点 连

成一条有向通路。
（４）ｉ＝ｉ＋１（即ｉ增中１），返

回到（２）。
例５３３　 设 某 一 个 城 市 的

街道如图５５４所示，该城市街道

狭窄，车 辆 甚 多，为 保 证 行 车 安

全和提高行驶速度，该市政府规定车辆只准单向行驶，问怎样规定方

向，才能保证车辆从某一地点开到该城市任意其他地点？这个问题

实际上是要把图５５４改变成一个连通有向图。我们按照上述算法

给它规定方向，其中图５５５、图５５６是中间过程，图５５７就是最后
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求得的有向图。

图５５５　例５３３图示之二 图５５６　例５３３图示之三

图５５７　例５３３图示之四
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习　题　五

无向图部分

５１　设Ｖ＝｛ｕ，ｖ，ｗ，ｘ，ｙ｝，画出图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）
其中：

（１）Ｅ＝ ｛（ｕ，ｖ），（ｕ，ｘ），（ｖ，ｗ），（ｖ，ｙ），（ｘ，ｙ）｝
（２）Ｅ＝ ｛（ｕ，ｖ），（ｖ，ｗ），（ｗ，ｘ），（ｗ，ｙ），（ｘ，ｙ）｝

再求各个结点的次数

５２　设有一个无向图Ｇ 如图５５８所示，问它是否与图５２５（ｇ）
同构？

图５５８

５３　 设 Ｇ 是 具 有 ４ 个 结 点 的 完

全图。
（１）写出Ｇ 的所有子图。
（２）写出Ｇ 的所有生成子图。
（３）Ｇ 的 所 有 互 不 同 构 的 子 图 有

多少？

５４　画出具有８个结点的两个３次

规则图。

５５　分别画出 Ｋ２，６和 Ｋ３，４图。

５６　画出一个重图Ｇ，使它的相邻矩阵为

Ａ＝

１ ３ ０ ０
３ ０ １ １
０ １ ２ ２

熿

燀

燄

燅０ １ ２ ０
　　５７　有一个图如图５５９所示。

（１）从ａ到ｈ 的所有基本通路。
（２）从ａ到ｈ 的所有简单通路。
（３）从ａ到ｈ 的距离。
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　图５５９

５８　 图 ５６０ 中 哪 个 有

欧拉通 路，哪 个 有 欧 拉 回 路，
哪个有哈密顿通路，哪个有哈

密顿回路。

５９　证明定理５３。

５１０　设 图 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的

相邻矩阵分别为Ａ１ 和Ａ２。

图５６０

（１）求Ａｌ
１（ｌ＝１，２，…，６）及Ａｌ

２（ｌ＝１，２，…，７）。

（２）在 Ｇ１ 内列出每两个结点之间的距离。
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（３）列出Ｇ１ 和Ｇ２ 中的所有基本回路。

Ａ１ ＝

０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ １ １
１ ０ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０
１ １ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０ １ ０

　　Ａ２ ＝

０ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０ ０
１ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０ ０ ０ ０
　　５１１　假定一个图Ｇ 是二分图，试说明可以规定Ｇ 的结点的一

种次序，使它的相邻矩阵Ａ 具有下面的形式：

Ａ＝
０ Ｂ
Ｃ［ ］０

　　５１２　利用四种颜色，对图５６１着色，使得相邻区域的颜色均

不同。

图５６１

５１３　构造图５６１的对偶图。

５１４　设有一棵树，
（１）有两个结点其次数为２，一个结点其次数为３，三个结点其

次数为４。问它有几个次数为１的结点？
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（２）又如果有ｎ２ 个结点其次数为２，ｎ３ 个结点其次数为３，…，

ｎｋ 个结点其次数为ｋ。问它有几个结点其次数为１？

５１５　尽可能多地画出具有５个结点的树，而且均不互相同构。

５１６　对于图５６２，求它的最小生成树。

５１７　证明下面三个命题是等价的：
（１）Ｇ 是２色图。
（２）Ｇ 是二分图。
（３）Ｇ 的每个基本回路的长度是偶数。

５１８　设有一个代数表达式如下：

（３ｘ－５ｙ）４

ａ（２ｂ＋ｃ２）

　　（１）画出这个代数表达式相应的根树。用“↑”表示乘方，“”
表示乘，“／”表示除。

（２）分别用先根次序法、中根次序法和后根次序法重写其代数

表达式。
有向图部分

５１９　设有向图Ｄ 如图５６３所示，

图５６２ 图５６３

　　（１）求每个结点的引入次数和引出次数。
（２）求从ａ到ｄ 的所有基本通路。

·９９１·



（３）求它的相邻矩阵 ＭＤ。
（４）求从ａ到ｃ长度小于或等于３的通路数。
（５）Ｄ 是强连通、弱连通还是单向连通的？

５２０　令Ｄ 是具有结点ｖ１、ｖ２、ｖ３、ｖ４ 的有向图，它有矩阵表示

如下：

Ｍ ＝

０ １ １ １
０ １ １ ０
１ １ ０ １

熿

燀

燄

燅１ ０ ０ ０
　　（１）画出这矩阵表示的有向图Ｄ。

（２）求从ｖ１ 到ｖ１ 长 度 是３的 回 路 数 以 及 从ｖ１ 到ｖ２、从ｖ１ 到

ｖ３、从ｖ１ 到ｖ４ 长度是３的通路数。
（３）Ｄ 是单向连通的还是强连通的？

５２１　设有一个城市的街道图如图５６４所示，在每条街道上规

定一个方向，使它成为一个有向连通图。

图５６４

５２２　图Ｇ（Ｖ，Ｅ）是简单有向图，邻接矩阵刻划下列哪种关系？

（　　）（邻接矩阵也称相邻矩阵）

Ａ 点与点　　Ｂ 点与边　　Ｃ 边与点　　Ｄ 边与边

５２３　给定平面图Ｇ 如下，平面图的面数是（　　）

·００２·



　　　Ａ６
　　　Ｂ５
　　　Ｃ８
　　　Ｄ９

５２４　一棵树有２个４度结点，３个３度结点，其余结点都是叶

子，则叶子结点的数目为（　　）

Ａ９ Ｂ８ Ｃ７ Ｄ１０
５２５　Ｇ 为（ｎ，ｍ）图，其中有ｎｋ 个结点的度为ｋ，其余结点的度

均为ｋ＋１，试证明ｎｋ＝（ｋ＋１）ｎ－２ｍ（其中ｎ为图Ｇ 的结点数目，ｍ
为边数）。

５２６　试画出ｋ４（４阶 无 向 简 单 完 全 图）的 所 有 非 同 构 的 生 成

子图。

５２７　下列图中不是平面图的是（　　）

Ａ Ｂ

Ｃ Ｄ

５２８　对树Ｔ，下列正确的结论为（　　）

Ａ 树不是连通图 Ｂ 存在回路

Ｃ 是没有回路的连通图 Ｄ 结点数和边数相等

５２９　具有４个结点非同构的有根树有：　　　　　　　　　

５３０　Ｇ 是ｎ 个 结 点、ｍ 条 边 的 无 向 简 单 图，ｖ 是 度 为ｋ 的 结
·１０２·



点，则Ｇｖ（Ｇ 中 去 掉ｖ 结 点 的 图）中 有　　　　个 结 点，　　　　
条边。

５３１　证明下面图Ｇ 和Ｇ１ 同构。

５３２　（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ）表 示ｎ 个 结 点 的 图 的 各 结 点 的 度，即

ｄｅｇ（Ｖｉ）＝ｄｊ 若有简单图与之对应，则称其为可解的。
试说明如下数据是否可解，并图示之。
（１）（１，１，１，２，３）
（２）（３，３，３，３）
（３）（２，３，３，４，５，６）

５３３　对于一个连通的平面图Ｇ，设Ｖ 代表结点数目，ｅ代表边

数，ｒ代表平面图的区域数目，下面成立的结论是（　　）

Ａｖ＋ｒ＝ｅ＋２ Ｂｖ－ｅ＋ｒ＝３
Ｃｅ＝ｖ＋ｒ Ｄｖ－ｅ＋ｒ＝５
５３４　已知二叉树先根遍历的

结果是（　　）

Ａａｂｄｃｅｇｆｈｉ
Ｂａｂｃｄｅｆｇｈｉ
Ｃｄｂａｅｇｃｈｆｉ
Ｄｄｂａｇｅｈｉｆｃａ
５３５　有３３个电灯，拟公用一个电源，至少需５插头的接线板

个数为（　　）
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Ａ７ Ｂ８ Ｃ９ Ｄ１４
５３６　Ｇ 为ｎ 个结点的连通图，Ｇ 的生成树Ｔ 的权为　　　　

　　　　　　　；若 Ｔ 为　　　　　　　　　　　　　　　　，则

称Ｔ 为最小生成树。

５３７　５个结点可以构成无向树。－。－。－。－。，与它非同构的

无向树有　　　　　和　　　　　。

５３８　图Ｇ 有９个结点，度不是５就是６，试证Ｇ 中至少有５个

６度结点或６个５度结点。

５３９　求下面带权图的最小生成树。

５４０　如果对一个连通平面图的各个区域着色，使得相邻的区

域有不同的颜色，那么所用颜色的种数可以不多于（　　）

Ａ２种 Ｂ３种 Ｃ４种 Ｄ５种

５４１　有ｎ（ｎ≥３）个结点，ｍ 条边的连通简单图是平面图的必

要条件是（　　）

Ａｍ≤３ｎ＋６ Ｂｍ≥３ｎ－６
Ｃｎ≤３ｍ－６ Ｄｍ≤３ｎ－６
５４２　具有４个结点的非同构的无向树的数目为（　　）

Ａ２个 Ｂ３个 Ｃ４个 Ｄ５个

５４３　由一个孤立点构成的图称为　　　　　；简单图中不包

含　　　　　。

５４４　设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是ｎ个结点、ｍ 条边的连通图，要确定Ｇ 的

一棵生成树，必须删去Ｇ 中的边数为（　　）
·３０２·



Ａｎ－ｍ－１ Ｂｎ－ｍ＋１
Ｃｍ－ｎ＋１ Ｄｍ－ｎ－１
５４５　设图Ｇ是有ｎ个结点、ｍ 条边的欧拉图，ｎ、ｍ 有关系（　）

Ａｎ＝ｍ
Ｂｎ，ｍ 的奇偶性必相同

Ｃｎ，ｍ 的奇偶性必相反

Ｄｎ，ｍ 的奇偶性可以相同也可以相反

５４６　Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是无向连通图，若｜Ｖ｜＝１００，｜Ｅ｜＝１００，则从

Ｇ 中能找到　　　条回路。

５４７　如果一个图的每个结点的次数（度）都是ｋ，则称该图为ｋ
次规则图（ｋ次正则图）。

试证明３次正，则图必有偶数个结点。

５４８　无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖ６｝
Ｅ＝｛（ｖ１，ｖ２），（ｖ２，ｖ２），（ｖ２，ｖ４），（ｖ４，ｖ５），（ｖ３，ｖ４），（ｖ１，ｖ３），（ｖ３，ｖ１）｝
（１）图示Ｇ；
（２）判定Ｇ 是否为简单图；
（３）求出图中各结点的度。

“图论”复习提纲

１ 主要内容

———图的基本内容

图

图的连通性烅
烄

烆图的矩阵表示

———几种特殊图

权图

二分图

平面图

树

有

烅

烄

烆 向图
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２ 复习重点

———图的基本概念与图的连通性。
———树的基本概念、树的性质、二叉树及生成树。

３ 图的基本概念

———图：图由结点及边所组成，记以Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞。
———结点与结点集：结点是图的基本概念，而图由若干结点构成

的集合Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝所组成。
———边与边集：边是图中结点的无序偶，而图由若干边构成的集

合Ｅ＝｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ｝所组成。
———有向图与无向图：边带方向的图称有向图；边不带方向的图

称无向图。
———相邻点与相邻边：连接同一边的两个结点称相邻点；连接同

一个点的两个边称相邻边。
———环：连接同一点的边称环。
———平行边与重图：两个结点间有一条以上边称平行边，具有平

行边的图称重图。
———简单图：无环无平行边的图。
———结点次数与孤立点：结点相邻边数称次数，记以ｄｅｇ（ｖ）；次

数为０的结点称孤立点。
———Ｋ 次数规则图：图中每个结点次数均为 Ｋ。
———奇次结点与偶次结点：结点次数为奇数与偶数。

———次数性质：（ｎ，ｍ）图有 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｄｅｇ（ｖｉ）＝２ｍ。

———（ｎ，ｍ）图：具有ｎ个结点ｍ 条边的图。
———平凡图：（１，０）图。
———完全图：图中每两个结点间均有边相连，此 时，（ｎ，ｍ）图 中

ｍ ＝Ｃ２
ｎ 。
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———子图：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）与Ｇ′＝（Ｖ′，Ｅ′），若Ｖ′Ｖ，Ｅ′Ｅ，则 称

Ｇ′是Ｇ 的子图。
———真子图：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）与Ｇ′＝（Ｖ′，Ｅ′），若Ｖ′Ｖ，Ｅ′Ｅ，则称

Ｇ′是Ｇ 的真子图。
———生成子图：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）与Ｇ′＝（Ｖ′，Ｅ′），若Ｖ′＝Ｖ，Ｅ′Ｅ，则

称Ｇ′是Ｇ 的生成子图。

４ 图的连通性

———通路：两结点间有边的序列相连。
———通路长度：通路中边数。
———回路：通路中两结点（起点和终点）相同。
———简单通路：通路中每条边只经过一次。
———简单回路：回路中每条边只经过一次。
———基本通路：通路中每个点只经过一次。
———基本回路：回路中每个点只经过一次。
———结点连通：两结点间有通路。
———连通图：图中任两结点间均有通路。
———连通子图：图中子图是连通的。
———独立子图：图中 任 一 连 通 子 图，它 与 图 中 其 他 连 通 子 图 不

相连。
———短程线：两结点间长度最短之通路。
———距离：两结点间短程线长度，记以ｄ（ｖｉ，ｖｊ）。
———短程线性质：ｄ（ｖｉ，ｖｊ）≤ｎ－１。
———欧拉回路：经过连通图每条边一次的回路并记以 Ｅ回路。
———欧拉通路：经过连通图每条边一次的通路并记以 Ｅ通路。
———欧拉图：具有Ｅ回路的图，记以Ｅ图。
———欧拉图性质：Ｇ 是Ｅ图每个结点次数为偶数。
———哈密 尔 顿 回 路：经 过 图 每 个 结 点 一 次 的 回 路 并 记 以 Ｈ

回路。
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———哈密 尔 顿 通 路：经 过 图 每 个 结 点 一 次 的 通 路 并 记 以 Ｈ
通路。

———哈密尔顿图：具有 Ｈ 回路的图并记以 Ｈ 图。

５ 图的矩阵表示

———相邻矩 阵：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的 相 邻 矩 阵 Ａ＝［ａｉｊ］是 ｍ×ｍ 阶

矩阵：

ａｉｊ ＝
１，当（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ
０，当（ｖｉ，ｖｊ）｛ Ｅ

　　———相邻矩阵性质：Ｇ 的相邻矩阵Ａ 有：

 Ａｌ（ｌ＝１，２，…，ｎ）的第（ｉ，ｊ）个元素是由Ｖｉ 到Ｖｊ 的长度等

于ｌ的通路数。

 ｄ（ｖｉ，ｖｊ）是使得Ａｌ 的第（ｉ，ｊ）个元素为非零的最小整数ｌ。

 ａ（ｌ）
ｉｊ 表示开始并结束于ｖｉ 长度为ｌ的回路数。

 ａ（ｌ）
ｉｊ ＝０表示由ｖｉ 到ｖｊ 无长度为ｌ的通路存在。

 对Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｍ－１＝珦Ａ，连通图珦Ａ 除对角线外全是非零

元素。

６ 权图、最小权通路与最小权回路

———权图基本概念。

 权图：图中边赋予有关非负数据ω的图。

 通路的权：通路Ｐ 中各边权之和ω（Ｐ）＝ ∑
ｉ∈Ｐ

ω（ｅｉ）。

 回路的权：回路Ｃ 中各边权之和ωＥ ＝ ∑
ｉ∈Ｃ

ω（ｅｉ）。

 最小权通路：从ｖｉ 到ｖｊ 中权为最小的通路。
 最小权回路：ｖｉ 的权为最小的回路。
 权图矩阵表示：权图Ｇ 的矩阵Ｄ＝［ｄｉｊ］：

ｄｉｊ ＝
ω（ｖｉ，ｖｊ），（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ

∞　　　，（ｖｉ，ｖｊ）Ｅ
０ 　　　，ｖｉ ＝ｖ

烅
烄

烆 ｊ

·７０２·



　　———求解最小权通路算法：
（１）Ｄ（０）＝Ｄ。
（２）从Ｄ（０）起构作Ｄ（１），Ｄ（２），…，Ｄ（ｎ）：
可由Ｄ（Ｋ－１）构作Ｄ（Ｋ）如下：

ｄ（ｋ）
ｉｊ ＝ ｍｉｎ｛ｄ（ｋ－１）

ｉｊ ，ｄ（ｋ－１）
ｉｋ ＋ｄ（ｋ－１）

ｋｊ ｝　（ｋ≠ｉ，ｊ）

　　计算从ｋ＝１起，ｉ，ｊ从１到ｎ，然后ｋ＋１，反复进行，直到ｋ＝ｎ
为止。

（３）Ｄ（ｎ）中ｄ（ｎ）
ｉ，ｊ 即为从ｖｉ 到ｖｊ 的通路最小权。

———最小权 Ｈ 回路与Ｅ回路

 货郎担问题：最小权 Ｈ 回路。

 货郎担问题解：仅存在一种相似解。

 邮路问题：最小权 Ｅ回路。

 邮路问题求解：邮路Ｃ 为最小权每边最多重复一次，且在

图中每回路上重复边的权之和小于回路权的一半。

７ 二分图

———二分图基本概念

 二分图：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中两子集珟ＶＶ，珟Ｖ２Ｖ，有 珟Ｖ１ 与珟Ｖ２ 间

无边相连。

 二划分：Ｇ 中无孤立点且连通，珟Ｖ１∪珟Ｖ２＝Ｖ，珟Ｖ１∩珟Ｖ２＝，此

种二分图称为二划分。

 完全二分图：珟Ｖ１ 与珟Ｖ２ 间都有边相连的二分图。
· 二分图性质：二分图所有回路长度为偶数。
———二分图的匹配

 匹配：二分图Ｇ 的珟Ｖ１ 与珟Ｖ２，有珟Ｖ１＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｒ｝，则珟Ｖ１ 到

珟Ｖ２ 的匹 配 是 Ｇ 的 子 图，它 有ｒ 条 边：（ｖ１，ｖ′１），（ｖ２，ｖ′２），…，（ｖｒ，

ｖ′ｒ），（ｖ′１，ｖ′２，…，ｖ′ｒ∈珟Ｖ２，且ｖｉ≠ｖｊ）。

 匹配的性质之一———相异条件：二分图Ｇ 从珟Ｖ１ 到 珟Ｖ２ 的匹

配珟Ｖ１ 中每ｋ个结点至少要与珟Ｖ２ 中ｋ个结点连通。
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 匹配的性质之二———ｔ条件：二分图Ｇ 从珟Ｖ１ 到珟Ｖ２ 的匹配条

件是，存在ｔ＞０。
（１）珟Ｖ１ 中每个结点至少存在ｔ条相邻边。
（２）珟Ｖ２ 中每个结点至多存在ｔ条相邻边。

８ 平面图

———平面图基本概念

 平面图：平面上的图除结点外，其边均不相交。

 平面图的区域：平面图可沿边划分成独立的区域。
———平面图性质

 欧拉 公 式：连 通 平 面 图 有：ｖ－ｅ＋ｒ＝２（ｖ 为 结 点 数，ｅ为 边

数，ｒ为区域数）。

 连通无环平面图有：ｅ≤３ｖ－６（每个区域由三条及以上边围成）。

 连通无环平面图有：ｅ≤２ｖ－４（每个区域由四条及以上边围成）。

 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ定理：平面图它不包含 与 Ｋ３，３，Ｋ５ 在 二 次 结

点内同构的子图。

 至少有三个结 点 的 连 通 平 面 图，则 至 少 有 一 个 结 点ｖ 满 足

ｄｅｇ（ｖ）≤５。

９ 树

———树的基本概念

 树：不含回路的连通图。

 子树：树的子图。

 根：树中某特定结点。

 分支结点：除根外次数≥２的结点。

 叶：次数为１的结点。

 结点级：从根到结点的通路长度。

 结点的双亲、子女、兄弟、子树：结点与其上一级结点所构成

的子树的根称双亲，而结点间称兄弟，结点称根的子女。
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 森林：树的集合。
———树的基本性质

 （ｎ，ｍ）树有：ｍ＝ｎ－１。

 树连通图且ｍ＝ｎ－１。

 树（ｎ，ｍ）图，ｍ＝ｎ－１且无回路。

 树图中两结点间存在惟一简单通路。
———二叉树

 二叉树：结点次数≤２。

 左（右）子树：二叉树中左（右）边子树。

 完全二叉树：所有结点次数为２。

 遍历：搜索二叉树结点的过程使每个结点恰好访问一遍。

 遍历的三种方法：先根次序遍历法、中根次序遍历法及后根

次序遍历法。

 树转化为二叉树的方法：
（１）从树的根开始保留双亲同其最左边子女的连线，撤销与别

的子女的连线；
（２）兄弟间加线连接；
（３）以树的主根为圆心，将树顺时针转４５°。
———生成树

 生成树：连通图中包含所有结点的子图为树。

 生成树的秩与弦：（ｎ，ｍ）连通图的生成树所去掉的边 称 弦，
所去掉的边数为ｍ－ｎ＋１，称为秩。

 最小生成树：连通权图中权之和最小的生成树。

 生成树的生成算法：
（１）令Ｇ 是Ｇ１，置ｉ＝１；
（２）若Ｇｉ 无回路，Ｃｉ 为生成树，生成树找到；
（３）否则，Ｇｉ 消去回路Ｃｉ 中的一条边得Ｇｉ＋１，Ｇｉ＋１是连通的；
（４）ｉ＝ｉ＋１，返回（２）。

 最小生成树生成算法之一：在上面算法中（３）处消去Ｇｉ 中权
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最大的边。

 最小生成树生成算法之二：
（１）ｉ＝１，Ｇｉ 的边取Ｇ 中权最小者；
（２）若Ｇｉ 已是生成树，则算法结束；
（３）否则，在Ｅ－Ｅｉ 中 找 一 条 最 小 权 的 边 加 入Ｇｉ 且 不 形 成 回

路，得到Ｇｉ＋１；
（４）ｉ＝ｉ＋１，返回（２）。

１０ 有向图

———有向图基本概念

 有向图：图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中Ｅ 是Ｖ 的有偶序集合。

 有向边：有向图中有偶序称有向边，其第一个元素称起点，第

二个元素称终点。

 有向图的环：有向图中特殊的有向边：（ｖｉ，ｖｉ）。

 有向图的平行边：有向图中连接ｖｉ、ｖｊ，且同方向的两条边。

 有向图的重图：有平行边的有向图。

 简单有向图：无环无平行边的有向图。

 有向图结点的引出次数、引入次数与全次数：图中结点ｖ，以

ｖ为起点的边数称ｖ 的引出次数，记以ｄｅ→ ｇ（ｖ）；以ｖ为终点的边数称

ｖ 的引入次数，记以ｄｅ←ｇ（ｖ），ｖ的引入、引出次数之和称全次数，记以

ｄｅｇ（ｖ）。

 有向 图 中 的 通 路：有 向 图 中 两 结 点ｖｉ 到ｖｊ 有 有 向 边 序 列

相连。

 有向图中通路性质：ｎ个结点简单有向图中基本通路长度小

于ｎ。

 有向图连通性。
（１）强连通：图中每对结点均连通；
（２）单向连通：图中每对结点至少有一个方向连通；
（３）弱连通：图中每条边去掉方向后是无向连通。
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———有向图矩阵表示：有向图Ｇ 的相邻矩阵Ｍ＝［ａｉｊ］ｎ×ｎ：

ａｉｊ ＝
１，若 ＜ｖｉ，ｖｊ ＞∈Ｅ
０，若 ＜ｖｉ，ｖｊ ＞｛ Ｅ

　　———有向图 Ｄ 有ｎ 个结点，其矩阵为 Ｍ，则 Ｍｎ＝［ａｉｊ］中ａｉｊ表

示从结点ｖｉ 到ｖｊ 长度为ｎ 的通路数。
———有向图Ｄ 有ｎ 个 结 点，其 矩 阵 为 Ｍ，Ｃ＝Ｍ＋Ｍ２＋…＋

Ｍｎ－１，则Ｄ 是强连通Ｃ 中除对角线外无元素为零。
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书书书

第六章　命 题 逻 辑

６１　命题与命题联结词

１ 命题

我们知道，世界上存在着很多仅与两值有关的事物，如一个普通

开关，它可有两个状态：一为“闭合”状态，一为“断开”状态。一个灯

泡也有两个状态，一为“亮”状态，一为“熄”状态。又如继电器接点也

有“吸合”与“释放”两个状态。在计算机的逻辑电路中有“高电位”与

“低电位”两个不同状态。在程序设计中的逻辑条件判断中有“满足

条件”与“不 满 足 条 件”这 两 种 状 态。在 日 常 逻 辑 判 断 中 对 语 句 有

“真”与“假”两种状态。所有这些例子都说明，存在着很多以两值为

对象的事物。这些事物我们称为命题，而命题的两个值可以用０与

１来表示。
命题可分为命题常量与命题变量。所谓命题常量指的是这个命

题的值 是 固 定 不 变 的。所 谓 命 题 变 量 指 的 是 这 个 命 题 的 值 是 可

变的。
在命题中，有些命题是基本的、原始的，它不能再被分割成为更

小的命题，这些命题称为原子命题。如下列命题均为原子命题：
一个继电器的接点

一个灯泡

一个简单句

当然，也有些命题并不是最基本的，它们还可以被分解成更小的

命题，或者说，它们可以由更小的命题组合而成，这些命题称为 复合
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命题。如下面的命题均为复合命题：
由若干个继电器所组成的一个开关电路

由若干个简单句组成的复合句

命题这个词来源于形式逻辑，而且在形式逻辑中应用得很普遍。
因此，我们在这里要特别提一下命题在形式逻辑这个范畴内的含义。
在形式逻辑中，命题表示一个能判别真假的语句。其中真的用１表

示，假的用０表示。但并不是所有语句都能判别真假的。一般讲，只

有陈述句才能 判 别 真 假。因 此，一 般 讲，也 只 有 陈 述 句 才 可 能 是 命

题。前面所提到的 原 子 命 题 与 复 合 命 题 的 例 子 中 的 简 单 句 与 复 合

句，严格地讲，应是简单陈述句与复合陈述句。
下面我们举一些这方面的例子。下列语句为命题：
人总是要死的

中华人民共和国的首都是北京

２＋２＝５
菊花总是在春天开放

在这四个语句中，它们均为陈述句，都能判别真假，其中前两个

语句为真，后两个语句为假。因此，它们都是命题。
下列语句均不为命题：
我要三个苹果

对不起，请你让一下

祝你一路顺风

这三个语句都不 是 陈 述 句，都 不 能 判 别 其 真 假，故 它 们 都 不 是

命题。

２ 命题联结词

在实际生活中，命题与命题间是可以通过某种方式联结起来的。
例如若干个开关可以按串联、并联或桥联方式联结成一个开关电路，
若干个命题语句可通过某些联结词构成一个复合语句，若干个逻辑

判别条件可通过不同联接方式构成一个程序框图。所有这些联接方
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式我们称为命题联结词或命题运算符。
一般常用的命题联结词有下面三个：
（１）否定

在开关中开的否定是关；关的否定是开。在逻辑电路中高电位

的否定是低电位；低电位的否定是高电位；在语句中，真的否定是假，
假的否定是真。所有这些，抽象成命题后即表示：取值为０的命题的

否定是１；取值为１的命题的否定是０。一般一个命题Ｐ 的否定可记

为瓙Ｐ，念作非Ｐ。一个命题的否定与此命题间值的关系可用表６１
表之。这种表叫否定联结词的真值表。

表６１ 否定联结词的真值表

Ｐ 瓙Ｐ

０ １

１ ０

在语句中一个命题Ｐ 的否定瓙Ｐ 也是一个命题，它的含义与原命

题Ｐ相反。如命题Ｐ为“今天下雪”，则命题瓙Ｐ 为“今天不下雪”：命题

Ｑ为“６是素数”，则命题瓙Ｑ 为“６不是素数”。在逻辑电路中某电位Ｐ
可通过反相器而得另一电位，这个电位与原电位相反即为瓙Ｐ。在开关

中，开关的一个状态为断开时，则另一个状态为闭合；反之亦然。因此，
若一个状态是Ｐ时，则另一个状态为瓙Ｐ。条件语句

ｉｆＰｔｈｅｎＡｅｌｓｅＢ
表示若为Ｐ 时转向Ａ；若为瓙Ｐ 时转向Ｂ。它可用图６１表示之。

（２）合取

开关电路中，两个开关按串联方式联结后只有当它们均为闭合

时，联接在电路上的灯泡才亮，见图６２（ａ），逻辑电路中与门的两个

输入端只 有 当 它 们 都 是 高 电 位 时 其 输 出 端 才 是 高 电 位，见 图 ６２
（ｂ）。在语句中当两个命题用“并且”联结词联结后构成一个复合语

句，只有当两个命题均为“真”时，这个复合语句才为真。所有这些表

明：两个命题在按照前面所述的方式联结后，联结所得的复合命题只
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　图６１　一个电路图

　图６２　两种开关电路之一———逻辑：“与”

有当两个命题均为“１”时才为１。
两个命题间的这种联结方式称为两个命题的合取。命题Ｐ 与Ｑ的

合取可记为Ｐ∧Ｑ或Ｐ×Ｑ。合取可以念作Ｐ乘Ｑ或Ｐ并且Ｑ。命题Ｐ
与Ｑ的合取以及命题Ｐ、Ｑ 间值的关系可用表６２表示之。Ｐ∧Ｑ 也可

叫Ｐ与Ｑ的合取式，而Ｐ、Ｑ叫做这个合取式的合取项。

表６２ Ｐ与Ｑ 的合取真值表

Ｐ　　　　Ｑ Ｐ∧Ｑ

０　　　　０ ０

０　　　　１ ０

１　　　　０ ０

１　　　　１ １
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合取这个联结词在语句中表示“并且”的含义；在逻辑电路中表

示“与门”；在开关电路中表示“串联”联接方式。
以语句为例，设命 题 Ｐ 为“我 将 去 广 州”，命 题 Ｑ 为“你 将 去 上

海”，则命题“我将去广州并且你将去上海”可写成Ｐ∧Ｑ。
设命题Ｐ 为“今天下雨”，命题Ｑ 为“今天下雪”，则命题“今天下

雨又下雪”可写成Ｐ∧Ｑ。
注意，这个命题中的“又”实质上是“并且”的同义词。因此，凡是

与“并且”有相同含义的联结词，即这些联结词与其命题间满足表６２
真值表的关系，均是合取联结词。

（３）析取

在开关电路中，两个开关按并联方式联结后只要当它们中有一

个为闭合时，联接在电路上的灯泡就亮，见图６３（ａ）。在逻辑电路中

或门的两个输入端只要它们中有一个是高电位时，其输出端即为高

电位，可见图６３（ｂ）。在语句中当两个命题用“或者”联结词联结后

构成一个复合语句，此时只要两个命题中有一个为“真”时，这个复合

语句一定也为“真”。所有这些表示，两个命题按照前面所述方式联

结后，只要两个命题中有一个为“１”它也一定为“１”。

　图６３　两种开关电路之二———逻辑：“或”

两个命题间的这种联结方式称 为 两 个 命 题 的 析 取。命 题 Ｐ 与

Ｑ 的析取可记为Ｐ∨Ｑ 或Ｐ＋Ｑ。析取可念作Ｐ 或者Ｑ、Ｐ 加Ｑ。命

题Ｐ 与Ｑ 的 析 取 以 及 命 题Ｐ、Ｑ 间 值 的 关 系 可 用 表６３表 示 之。
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Ｐ∨Ｑ也可叫Ｐ 与Ｑ的析取式，而Ｐ 和Ｑ叫做这个析取式的析取项。

表６３ Ｐ与Ｑ 的析取真值表

Ｐ　　　　Ｑ Ｐ∨Ｑ

０　　　　０ ０

０　　　　１ １

１　　　　０ １

１　　　　１ １

析取这个联结词在语句中表示“或者”的含义。在逻辑电路中表

示“或门”，在开关电路中表示“并联”联接方式。
以语句为例，设命题 Ｐ 为“明 天 中 央 歌 舞 团 将 有 演 出”，命 题 Ｑ

为“明天东方歌舞团将有演出”，则命题“明天中央歌舞团将有演出或

者明天东方歌舞团将有演出”可写成Ｐ∨Ｑ。
注意，根据析取真值表，Ｐ 与Ｑ 中只要有一个为“１”，则Ｐ∨Ｑ 即

为“１”；不但如此，Ｐ 与Ｑ 同时为“１”时，则Ｐ∨Ｑ 亦为“１”。在这个例

子中，中央歌舞团与东方歌舞团中只要有一个明天有演出，则Ｐ∨Ｑ
即为真。而且，中央歌舞团与东方歌舞团明天一起都演出，则Ｐ∨Ｑ
亦为真。我们再看一个例子，在这个例子中我们将会看到有不同的

情况出现。设命题Ｐ 为“李教授明天将出国访问”，命题Ｑ 为“李教

授明天将去北京肿瘤医院住院开刀”；则命题“李教授明天将出国访

问或住院开刀”是否可以写成Ｐ∨Ｑ 呢？回答是否定的。为什么呢？

从表面上看，似乎这是可以的，因为两个命题间用“或者”相联，是符

合前面的解释的。但是仔细研究可以发现，前一例中的“或者”与这

一例中的“或 者”有 着 稍 为 不 同 的 含 义。其 主 要 差 别 在 于 在 这 个 例

中，Ｐ 与Ｑ 不可能 同 时 为１，即 李 教 授 不 可 能 既 出 国 访 问 又 住 院 开

刀。但前一例中，中央歌舞团与东方歌舞团是可以在明天一起都有

演出的。虽然在两个命题间都用或者相联，但前一个或者是“可兼的

或”，而后一个是“不可兼的或”。根据析取的真值表，“不可兼的或”
不满足析取真值表的要求。
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从这两个例子中可以看出，我们定义的联结词均以真值表为准，
除此之外不可能有其他的标准，即使是字面上相同的“或者”由于在

不同场合存在着语义上的差别而属于两个不同的联结词。至于“不

可兼或”是属于何种联结词我们在本章稍后一点将会提到。
在命题逻辑中有了上面所讲的三个联结词就足够了。但是，为了方

便起见，还可以引入若干个命题联结词。它们在某些场合特别有用。
我们再引入五个联结词：
（４）蕴含

命题Ｐ 蕴含Ｑ，记 为 Ｐ→Ｑ。它 的 逻 辑 含 义 可 由 表６４确 定。
在日常语言中，Ｐ 蕴含Ｑ 相当于“如果Ｐ 则Ｑ”。

表６４ 蕴含真值表

Ｐ　　　　Ｑ Ｐ→Ｑ

０　　　　０ １

０　　　　１ １

１　　　　０ ０

１　　　　１ １

Ｐ→Ｑ 又可叫Ｐ 与Ｑ 的蕴含式，其中Ｐ 称为蕴含式的前件或前

提，而Ｑ 称为蕴含式的后件或结论。
设命题Ｐ 为“明天下雪”，命题Ｑ 为“明天我穿棉衣”，则命题“如

果明天下雪则我穿棉衣”可写成Ｐ→Ｑ。
在日常生活中，“如 果 Ｐ 则Ｑ”的 前 件 与 后 件 间 存 在 有 因 果 关

系，但是在Ｐ→Ｑ 中则不一定要求如此。如：设Ｐ 为“鸟是会飞的”，

Ｑ 为“打鱼杀家是一出好戏”，则Ｐ→Ｑ 表示“如果鸟是会飞的则打鱼

杀家是一出好 戏”。此 蕴 含 式 中 的 前 件 与 后 件 均 为 真，因 此 它 是 真

的，但是Ｐ 与Ｑ 之间并无因果关系。
（５）等价

命题Ｐ 等价命题Ｑ，或说命题Ｐ 与Ｑ 等价，记为ＰＱ。它的逻

辑含义可由表６５确定。
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ＰＱ 又可叫Ｐ 与Ｑ 的等价式，而Ｐ 与Ｑ 分别叫等价式的前端

与后端。
在日常语言中，ＰＱ 相当于“Ｐ 等价Ｑ”、“Ｐ 当且仅当Ｑ”、以及

“Ｐ 与Ｑ 互为充要条件”等。它表示Ｐ 与Ｑ 有相同的逻辑含义。如：
设命题Ｐ 为“２＋３＝５”，命题Ｑ 为“５－３＝２”则命题“２＋３＝５等价

于５－３＝２”，可写为ＰＱ。

表６５ 等价真值表

Ｐ　　　　Ｑ ＰＱ

０　　　　０ １

０　　　　１ ０

１　　　　０ ０

１　　　　１ １

与蕴含类似，在日常生活中，Ｐ 与Ｑ 等价中的Ｐ、Ｑ 间存在逻辑

关系，但ＰＱ 中不一定要求如此。如：设Ｐ 为“上海是个大城市”，

Ｑ 为“梅兰芳是个名演员”，则ＰＱ 表示“上海是个大城市等价于梅

兰芳是个名演员”。此等价式的前、后端均为真，因此它是真的。但

是Ｐ 和Ｑ 间是没有逻辑联系的。
（６）谢佛联结词

谢佛联结词又可叫与非联结词，它可记为 Ｐ↑Ｑ，它的逻辑含义

可由表６６确定。
谢佛联结词在逻辑电路中相当于与非门。

表６６ “谢佛”真值表

Ｐ　　　　Ｑ Ｐ↑Ｑ

０　　　　０ １

０　　　　１ １

１　　　　０ １

１　　　　１ ０
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（７）魏伯联结词

魏伯联结词又可叫或非联结词，它可记为Ｐ↓Ｑ，它的逻辑含义

可由表６７确定。

表６７ “魏伯”真值表

Ｐ　　　　Ｑ Ｐ↓Ｑ

０　　　　０ １

０　　　　１ ０

１　　　　０ ０

１　　　　１ ０

魏伯联结词在逻辑电路中相当于或非门。
（８）异或

异或联结词记为ＰＱ或Ｐ珚ＶＱ。它的逻辑含义可由表６８确定。
在日常语言中，异或即表示不可兼的或。由此，我们说，日常生

活中的“或者”由于存在着“可兼的”和“不可兼的”两种不同的逻辑含

义，因而可分别用析取及异或两个命题联结词来表示。

表６８ “异或”真值表

Ｐ　　　　Ｑ ＰＱ

０　　　　０ ０

０　　　　１ １

１　　　　０ １

１　　　　１ ０

６２　命题公式

１ 复合命题

一些原子命题经过一定数量的命题联结词联结后可以构成一个
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新命题，这个新命题叫复合命题。复合命题的值可由原子命题的值

经命题联结词真值表而得之。
下面我们举一些关于复合命题的实例。
例６１　试将下面语句写成复合命题形式：
天黑了，前面山中有狼，因此他决定留下来不走了。
我们可以令Ｐ 为“天黑了”，Ｑ 为“前面山中有狼”，Ｒ 为“他决定

要走”。由此可将上面的语句写成为：
（Ｐ∧Ｑ）→ 瓙Ｒ

例６２　试将下面的语句写成复合命题形式：
如果没有老王和老李帮助我，我是完不成这个任务的。
我们可以令Ｐ 为“老王帮助我”，Ｑ 为“老李帮助我”，Ｒ 是“我完

成这个任务”。由此，上面的语句可以写成：

瓙（Ｐ∧Ｑ）→ 瓙Ｒ
例６３　对 于 语 句“居 里 夫 人 是 波 兰 人，她 是 一 个 伟 大 的 科 学

家，由于她对科学事业作出了巨大的贡献，因此，她被授予诺贝尔奖

金”。我们可以令Ｐ 为“居里夫人是波兰人”，Ｑ 为“居里夫人是个伟

大的科学家”，Ｒ 为“居里夫人对科学事业作出了巨大贡献”，令Ｓ 为

“居里夫人被授予诺贝尔奖金”。由此上述语句可写成：
（Ｐ∧Ｑ∧（Ｒ→Ｓ））

这段语句是真的，因为根据历史事实有：

Ｐ＝１
Ｑ＝１
Ｒ＝１
Ｓ＝１

因此根据“∧”与“→”的真值表有

１∧１∧（１→１）＝１∧１＝１
注意，在复合语句中有时要引入括号。我们对命题联结词规定

了一个结合力强弱的先后次序，它们是：
（１）瓙
·２２２·



（２）∧，∨，，↑，↓
（３）→
（４）

其中（２）的五个命题联结词具有相同的结合能力。凡符合上述结合

力次序者括号可以省略。否则则要加括号。

２ 命题变元与命题公式

为了对命题逻辑作形式化研究，今后我们对命题只注意其值而

不注意其内在含义；对命题联结词我们也只承认它由真值表定义，而

并不理会它的实际含义。这样，我们就可以在此基础上对命题逻辑

作形式的研究。
一个特定的命题是一个常值命题，它不是具有值１就是具有值

０。一个任意的命题是一个变量命题，在公式中的变量命题称为命题

变元，它的 变 域 是 ０与１所 组 成 的 集 合。常 用 Ｐ、Ｑ、Ｒ 表 示 命 题

变元。
用命题变元及命题联结词可以构成命题公式。
定义６１　命题公式，简称公式，按下列法则生成：
（１）命题变元是公式。
（２）如果Ｐ 是公式，则瓙Ｐ 是公式。
（３）如果Ｐ、Ｑ 是公式，则（Ｐ∧Ｑ）、（Ｐ∨Ｑ）、（Ｐ→Ｑ）以及（Ｐ

Ｑ）是公式。
（４）公式只能由上述法则经有限步骤生成。
由此可以看出，命 题 公 式 由 命 题 变 元、命 题 联 结 词 及 圆 括 号 构

成，而其中之圆括号进行适当的省略。特别是一个公式最外层的括

号常有省略。
按照上述定义，下面所表示的均为公式：

Ｐ→Ｑ
Ｐ

（Ｐ ∨Ｑ）→Ｑ
·３２２·



瓙（Ｐ→Ｑ）（Ｐ∨Ｑ）
而下面所表示的都不是公式：

Ｐ∨
瓙（∨Ｑ∨Ｐ）→ＰＰ

一个公式的真假可由公式的真值表决定，而公式的真值表由命

题变元通过命题联结词真值表构成。
例６４　设有命题公式：

瓙（Ｐ∨Ｑ）→ （Ｐ∧Ｒ）
它的真值表中有变元Ｐ、Ｑ、Ｒ，它的值可这样求得：

（１）按照析取真值表求得Ｐ∨Ｑ 的真值表；
（２）按照否定真值表求得瓙（Ｐ∨Ｑ）的真值表；
（３）按照合取真值表求得Ｐ∧Ｒ 的真值表；
（４）按照蕴含真值表最后求得瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）之真值表。
其过程可见表６９：

表６９ 求瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）真值表之过程

Ｐ Ｑ Ｒ Ｐ∨Ｑ 瓙（Ｐ∨Ｑ） Ｐ∧Ｒ 瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）

０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ ０ １ ０ ０
０ １ ０ １ ０ ０ １
０ １ １ １ ０ ０ １
１ ０ ０ １ ０ ０ １
１ ０ １ １ ０ １ １
１ １ ０ １ ０ ０ １
１ １ １ １ ０ １ １

而此公式之真值表可见表６１０。

表６１０ 公式瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）真值表

Ｐ Ｑ Ｒ 瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）

０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０
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续表

Ｐ Ｑ Ｒ 瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）

０ １ ０ １

０ １ １ １

１ ０ ０ １

１ ０ １ １

１ １ ０ １

１ １ １ １

一个命题公式的真值表刻划了这个公式的逻辑含义。因此，两

个公式如果它们的真值表相同，我们就说它们是相等的。如公式：

瓙（Ｐ∧Ｑ），瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ
有相同真值表，见表６１１和６１２。

表６１１ 瓙（Ｐ∧Ｑ）的真值表

Ｐ Ｑ Ｐ∧Ｑ 瓙（Ｐ∧Ｑ）

０ ０ ０ １

０ １ ０ １

１ ０ ０ １

１ １ １ ０

Ｐ Ｑ 瓙（Ｐ∧Ｑ）

０ ０ １

０ １ １

１ ０ １

１ １ ０

（ａ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）

表６１２ 瓙Ｐ∨瓙Ｑ 的真值表

Ｐ Ｑ 瓙Ｐ 瓙Ｑ 瓙Ｐ∨瓙Ｑ

０ ０ １ １ １

０ １ １ ０ １

１ ０ ０ １ １

１ １ ０ ０ ０

Ｐ Ｑ 瓙Ｐ∨瓙Ｑ

０ ０ １

０ １ １

１ ０ １

１ １ ０

（ａ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）

我们可以从表６９中看出：公式瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）与Ｐ∨Ｑ 有

相同的值，就是说它们的真值表是相同的。因此我们说这两个公式
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是相等的，即有：

瓙（Ｐ∨Ｑ）→（Ｐ∧Ｒ）＝Ｐ∨Ｑ

３ 命题公式的基本等式

研究命题公式的相等性问题是命题演算的重要研究课题之一，
但是，用何种方法研究较为合适呢？当然，根据相等性定义，可用真

值表的方 法 去 研 究 公 式 间 的 相 等 性 问 题，但 这 不 是 一 个 好 办 法，
因为：

（１）真值表的方法是一个很麻烦的方法，特别是当命题变元较

多时，真值表的计算是很花时间的，所花时间的程度甚至可能连现代

最快速的计算机也无法计算。这样说也许不少读者可能会不相信，
但是只要仔细推算就会发现事情要比想像的复杂得多。我们知道，
有ｎ个变元的公式，它们必具有２２ｎ 个不同的真值表，而每个真值表

都有２ｎ 行。若ｎ＝６，则２２６＝２６４≈２×１０１９；若ｎ＝９时，真值表的数

目就达到２２９＝２５１２≈１０１５４。
（２）真值表的方法也是一个乏味的方法，它对于培养逻辑思维

与推理能力帮助甚少。
因此，我们一般采用另外一种办法。这种办法是：首先，用真值

表的方法得到一些数目不多的基本等式；其次，利用基本等式推导而

求得为数众多的等式。这种方法基本上是利用推导而求得等式的方

法，因此也可称推导法。
下面我们给出一些基本等式。为易于了解起见，我们将基本等

式分成三类予以介绍。

４ 关于否定、析取、合取联结词的基本等式

本节中介绍的第一类基本上是关于否定、析取、合取联结词的等

式，它们有下面几组：
第一组：等幂律
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（１）Ｐ∨Ｐ＝Ｐ
（２）Ｐ∧Ｐ＝Ｐ
第二组：交换律

（３）Ｐ∨Ｑ＝Ｑ∨Ｐ
（４）Ｐ∧Ｑ＝Ｑ∧Ｐ
第三组：结合律

（５）（Ｐ∨Ｑ）∨Ｒ＝Ｐ∨（Ｑ∨Ｒ）
（６）（Ｐ∧Ｑ）∧Ｒ＝Ｐ∧（Ｑ∧Ｒ）
第四组：分配律

（７）Ｐ∧（Ｑ∨Ｒ）＝（Ｐ∧Ｑ）∨（Ｐ∧Ｒ）
（８）Ｐ∨（Ｑ∧Ｒ）＝（Ｐ∨Ｑ）∧（Ｐ∨Ｒ）
第五组：否定律

（９）瓙瓙Ｐ＝Ｐ（双否定律）
（１０）瓙（Ｐ∨Ｑ）＝瓙Ｐ∧瓙Ｑ（德·摩根定律）
（１１）瓙（Ｐ∧Ｑ）＝瓙Ｐ∨瓙Ｑ（德·摩根定律）
第六组：常元律

（１２）Ｐ∨瓙Ｐ＝１
（１３）Ｐ∧瓙Ｐ＝０
（１４）１∨Ｐ＝１
（１５）０∧Ｐ＝０
（１６）０∨Ｐ＝Ｐ
（１７）１∧Ｐ＝Ｐ
由上面六组１７个等式可以推出很多其他的等式。
例６５　试证明：

Ｐ∨ （Ｐ∧Ｑ）＝Ｐ （１８）
证明：Ｐ∨ （Ｐ∧Ｑ）＝ （Ｐ∧ （Ｑ∨ 瓙Ｑ））∨ （Ｐ∧Ｑ）

由（１２）及（１７）

＝ （Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ）∨ （Ｐ∧Ｑ） 由（７）

＝ （Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ） 由（１）（３）
·７２２·



＝Ｐ∧ （Ｑ∨ 瓙Ｑ） 由（７）

＝Ｐ 由（１２）及（１７）、（３）
例６６　试证明：

Ｐ∧ （Ｐ∨Ｑ）＝Ｐ （１９）
证明：Ｐ∧ （Ｐ∨Ｑ）＝ （Ｐ∧Ｐ）∨ （Ｐ∧Ｑ）　　　　　 由（７）

＝Ｐ∨（Ｐ∧Ｑ）　　　　　　　　　由（２）

＝Ｐ　　　　　　　　　　　　　 由（１８）
在等式（１９）的证明中，我们除了应用（１）—（１７）的１７个基本等

式外，还可以应用已推导出来的等式（１８）。
等式（１８）与（１９）是很有用的等式，它们叫做吸收律。
例６７　试化简公式：

（瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ）∨ （瓙瓙Ｐ∨Ｑ）
证明：（瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ）∨ （瓙瓙Ｐ∨Ｑ）

　　　 ＝ （瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ）∨ （Ｐ∨Ｑ） 由（９）

　　　 ＝ （瓙Ｐ∨Ｐ）∨ （瓙Ｑ∨Ｑ） 由（３）及（５）

　　　 ＝１∨１ 由（１２）（１４）

　　　 ＝１ 由（１）
公式的相等性在实际中有很多用处，它可以优化一个电路，简化

一个程序，它还可 以 简 化 混 乱 的 逻 辑 思 维 使 它 们 表 达 清 晰，条 理 清

楚。下面我们以几例说明之。
例６８　请将下面的语句表达得更清楚一些，或将它的 确 切 含

义表达出来。
（１）老王没有上火车站去接他是不对的。而他没有在火车站等

老王也是不对的；
（２）你去与不去都没有关系；
（３）兰花香茉莉花香，兰花与茉莉花都香，没有不香的兰花也没

有不香的茉莉花。
解：（１）设Ｐ 为“老王上火车站去接他”，Ｑ 为“他在火车站等老

王”，则上述语句可写为：
·８２２·



瓙（瓙Ｐ）∧ 瓙（瓙Ｑ）
我们可以用基本公式将这个公式化简成：

瓙（瓙Ｐ）∧ 瓙（瓙Ｑ）＝Ｐ∧Ｑ 由（９）
因此，这个句子确切的逻辑含义是：老王应到火车站去接他，而他也

应在火车站等老王。
（２）设Ｐ 为“你去”，则上述语句可写为：

Ｐ∨ 瓙Ｐ
我们可以将这个公式化简成：

Ｐ∨ 瓙Ｐ＝１ 由（１２）
它表示这个语句永远是真的。

（３）设Ｐ 为“兰花香”，Ｑ 为“茉莉花香”，则上述语句可写为：

Ｐ∧Ｑ∧ （Ｐ∧Ｑ）∧ 瓙（瓙Ｐ）∧ 瓙（瓙Ｑ）
我们可以将这个公式化简成：

Ｐ∧Ｑ∧ （Ｐ∧Ｑ）∧ 瓙（瓙Ｐ）∧ 瓙（瓙Ｑ）

＝Ｐ∧Ｑ∧ （Ｐ∧Ｑ）∧Ｐ∧Ｑ 由（９）

＝ （Ｐ∧Ｑ）∧ （Ｐ∧Ｑ）∧ （Ｐ∧Ｑ） 由（６）

＝Ｐ∧Ｑ 由（２）
所以这个语句的明确含义是：兰花香，茉莉花香。

例６９　试用较少的开关设计一个与图６４有相同功能的电路：

　图６４　例６９中的开关电路
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解：我们可以将图６４所示之开关电路写成为：
（Ｐ∧Ｑ∧Ｓ）∨ （Ｐ∧Ｒ∧Ｓ）

利用基本等式可以将此公式化简成：
（Ｐ∧Ｑ∧Ｓ）∨ （Ｐ∧Ｒ∧Ｓ）

＝ （Ｐ∧Ｓ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧Ｓ∧Ｒ） 由（４）

＝ （Ｐ∧Ｓ）∧ （Ｑ∨Ｒ） 由（７）
因此我们可以将这个开关电路化简成图６５所示的开关电路，这个

电路的功能与上一个一样，但它更简单，所需开关数更少。

　图６５　例６９中之化简后的开关电路

例６１０　将下面用程序设计语言写成的一段程序化简：

ｉｆＡｔｈｅｎｉｆＢｔｈｅｎＸｅｌｓｅＹｅｌｓｅｉｆＢｔｈｅｎＸｅｌｓｅＹ
解：我们可将这段程序用图６６的程序流程图表示。这段程序

中执行 Ｘ 的条件为：
（Ａ∧Ｂ）∨ （瓙Ａ∧Ｂ）

执行Ｙ 的条件为：
（Ａ∧ 瓙Ｂ）∨ （瓙Ａ∧ 瓙Ｂ）

它们分别化简为：
（Ａ∧Ｂ）∨ （瓙Ａ∧Ｂ）＝ （Ｂ∧Ａ）∨ （Ｂ∧ 瓙Ａ） 由（４）

＝Ｂ ∧ （Ａ ∨ 瓙Ａ） 由（７）

＝Ｂ ∧１ 由（１２）

＝Ｂ 由（１７）
·０３２·



（Ａ ∧ 瓙Ｂ）∨ （瓙Ａ∧ 瓙Ｂ）＝ （瓙Ｂ ∧Ａ）∨ （瓙Ｂ∧ 瓙Ａ）　　
由（４）

＝ 瓙Ｂ ∧ （Ａ ∨ 瓙Ａ） 由（７）

＝ 瓙Ｂ ∧１ 由（１２）

＝ 瓙Ｂ 由（１７）

图６６　例６１０中之程序流程图

故这段程序可化简成

ｉｆＢｔｈｅｎＸｅｌｓｅＹ
其流程图为图６７所示。

例６１１　试将图６８所示之逻辑电路化简。
解：我们可以将图６８所示的电路写成：

（（Ｐ ∧Ｑ）∨ （Ｐ ∧Ｒ））∧ （Ｑ ∨Ｒ）
然后化简这个公式：

（（Ｐ ∧Ｑ）∨ （Ｐ ∧Ｒ））∧ （Ｑ ∨Ｒ）
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＝ （Ｐ ∧ （Ｑ ∨Ｒ））∧ （Ｑ ∨Ｒ） 由（７）

＝Ｐ ∧ （（Ｑ ∨Ｒ）∧ （Ｑ ∨Ｒ）） 由（６）

＝Ｐ ∧ （Ｑ ∨Ｒ） 由（２）

图６７　例６１０中之化简后的程序流程图

图６８　例６１１中之逻辑电路图

故此电路可以化简成图６９所示电路。

图６９　例６１１中之化简后的逻辑电路图
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５ 关于蕴涵和等价联结词的基本等式

在前面与否定、析取、合取联结词有关的十七个基本等式以及二

个非基本等式基础上，这里介绍与蕴含及等价联结词有关的第二类

基本等式，它们可以分为四组：
第七组：关于蕴含的等式

（２０）Ｐ→ （Ｑ→Ｒ）＝ （Ｐ→Ｑ）→ （Ｐ→Ｒ）
（２１）Ｐ→Ｑ＝ 瓙Ｑ→ 瓙Ｐ
（２２）　 瓙Ｐ→Ｐ＝Ｐ
第八组：关于等价的等式

（２３）ＰＱ＝ＱＰ
（２４）（ＰＱ）Ｒ＝Ｐ（ＱＲ）
（２５）瓙ＰＱ＝Ｐ 瓙Ｑ
第九组：常元与变元的关系

（２６）Ｐ→Ｐ＝１
（２７）ＰＰ＝１
（２８）Ｐ 瓙Ｐ＝ 瓙ＰＰ＝０
（２９）１→Ｐ＝Ｐ
（３０）０→Ｐ＝１
（３１）Ｐ→１＝１
（３２）Ｐ→０＝ 瓙Ｐ
（３３）１Ｐ＝Ｐ
（３４）０Ｐ＝ 瓙Ｐ
第十组：联结词化归

（３５）Ｐ→Ｑ＝ 瓙Ｐ∨Ｑ
（３６）ＰＱ＝ （Ｐ→Ｑ）∧ （Ｑ→Ｐ）

＝ （瓙Ｐ∨Ｑ）∧ （瓙Ｑ∨Ｐ）

＝ （Ｐ∧Ｑ）∨ （瓙Ｐ∧ 瓙Ｑ）
我们也可由上面的３６个基本公式推出其他一些等式来。
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例６１２　我们可以推得等式：

Ｐ ∨Ｑ＝ 瓙Ｐ→Ｑ
解： Ｐ∨Ｑ＝ 瓙（瓙Ｐ）∨Ｑ 由（９）

＝ 瓙Ｐ→Ｑ 由（３５）

　　例６１３　我们可以推得等式：

Ｐ ∧Ｑ＝ 瓙（Ｐ→ 瓙Ｑ）
解： Ｐ∧Ｑ＝ 瓙（瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ） 由（１０）及（９）

＝ 瓙（Ｐ→ 瓙Ｑ） 由（３５）
我们可以对一些实际的例子利用这３６个等式进行化简。

例６１４　将语句“如果张医生不负责任，那病人可能不 得 不 重

新开刀”用另一个语句表示。
解：令Ｐ 为“张医生负责任”，Ｑ 为“病人重新开刀”，则上述语句

可以写成为：

瓙Ｐ→ 瓙瓙Ｑ
利用基本等式化简成为：

瓙Ｐ→ 瓙瓙Ｑ＝ 瓙Ｑ→Ｐ 由（２１）
所以上述语句相当于：如果病人不重新开刀，说明张医生负责任。

例６１５　试述语句“不会休息的人不会工作，没有丰富 知 识 的

人也不会工作”与 语 句“工 作 得 好 的 人 一 定 会 休 息 并 且 有 丰 富 的 知

识”具有相同的含义。
解：设Ｐ 为“某人工作得好”，Ｑ 为“某人会休息”，Ｒ 为“某人有

丰富的知识”。此时第一个语句可写为：
（瓙Ｑ→ 瓙Ｐ）∧ （瓙Ｒ→ 瓙Ｐ）

第二个语句可写为：

Ｐ→Ｑ ∧Ｒ
利用基本等式我们有：

（瓙Ｑ→ 瓙Ｐ）∧ （瓙Ｒ→ 瓙Ｐ）

＝ （Ｐ→Ｑ）∧ （Ｐ→Ｒ） 由（２１）

＝ （瓙Ｐ∨Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨Ｒ） 由（３５）
·４３２·



＝ 瓙Ｐ∨ （Ｑ∧Ｒ） 由（１８）

＝Ｐ→Ｑ∧Ｒ 由（３５）
由此我们证得了两个语句具有相同的含义。

６ 关于异或、谢佛、魏伯联结词的基本等式

在上面基本等式的基础上我们再介绍异或、谢佛、魏伯这几个联

结词及与这些联结词有关的第三类基本等式。它们可分成四组：
第十一组：关于异或的等式

（３７）ＰＱ＝ＱＰ
（３８）Ｐ （ＱＲ）＝ （ＰＱ）Ｒ
（３９）瓙（ＰＱ）＝ 瓙ＰＱ＝Ｐ 瓙Ｑ
第十二组：关于谢佛、魏伯的等式

（４０）Ｐ↑Ｑ＝Ｑ↑Ｐ
（４１）Ｐ↑Ｐ＝ 瓙Ｐ
（４２）Ｐ↓Ｑ＝Ｑ↓Ｐ
（４３）Ｐ↓Ｐ＝ 瓙Ｐ
第十三组：常元与变元的关系

（４４）ＰＰ＝０
（４５）１Ｐ＝ 瓙Ｐ
（４６）０Ｐ＝Ｐ
（４７）１↑Ｐ＝ 瓙Ｐ
（４８）０↑Ｐ＝１
（４９）１↓Ｐ＝０
（５０）０↓Ｐ＝ 瓙Ｐ
第十四组：化归

（５１）ＰＱ＝ 瓙（ＰＱ）
（５２）Ｐ↑Ｑ＝ 瓙（Ｐ∧Ｑ）
（５３）Ｐ↓Ｑ＝ 瓙（Ｐ∨Ｑ）
我们可以用上面５３个等式推出很多其他等式来。

·５３２·



例６１６　试证仅用谢佛一个联结词即可表示所有联结词。
证明：由（４１）可知：瓙Ｐ＝Ｐ↑Ｐ

可以证得：

Ｐ∨Ｑ＝ （Ｐ↑Ｐ）↑（Ｑ↑Ｑ）

Ｐ∨Ｑ＝ 瓙（瓙Ｐ∧ 瓙Ｑ） 由（１０）及（９）

＝ （瓙Ｐ）↑（瓙Ｑ） 由（５２）

＝ （Ｐ↑Ｐ）↑（Ｑ↑Ｑ） 由（４１）
还可以证得：

Ｐ∧Ｑ＝ （Ｐ↑Ｑ）↑（Ｐ↑Ｑ）

Ｐ∧Ｑ＝ 瓙（瓙（Ｐ∧Ｑ）） 由（９）

＝ 瓙（Ｐ↑Ｑ） 由（５３）

＝ （Ｐ↑Ｑ）↑（Ｐ↑Ｑ） 由（４１）
又由（３５）、（３６）及（５１）可知蕴含、等价、异或均可由否定、析取、合取

表示。故此例得证。
例６１７　试证仅用魏伯一个联结词即能表示所有联结词。
证明：由（５３）知：瓙Ｐ＝Ｐ↓Ｐ

可以证得：

Ｐ∧Ｑ＝ （Ｐ↓Ｐ）↓（Ｑ↓Ｑ）

Ｐ∧Ｑ＝ 瓙（瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ） 由（１１）及（９）

＝ （瓙Ｐ）↓（瓙Ｑ） 由（５３）

＝ （Ｐ↓Ｐ）↓（Ｑ↓Ｑ） 由（４３）
还可以证得：

Ｐ∨Ｑ＝ （Ｐ↓Ｑ）↓（Ｐ↓Ｑ）

Ｐ∨Ｑ＝ 瓙（瓙（Ｐ∨Ｑ）） 由（１１）及（９）

＝ 瓙（Ｐ↓Ｑ） 由（５３）

＝ （Ｐ↓Ｑ）↓（Ｐ↓Ｑ） 由（４３）
这两个例的证明从理论上回答了为什么在逻辑电路中只要有一种与

非门或只要有一种或非门就足够了的原因。
异或、谢佛及魏伯这三个联结词在计算机中用处很大，在计算机
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的电路中只要有一种与非门———即谢佛联结词即可以构造所有逻辑

电路。同理，只要有一种或非门———即魏伯联结词也可以构造所有

逻辑电路。

６３　重　言　式

１ 关于重言式的基本概念

在命题公式中有一种类型的公式引起了我们特别的注意，它有

一种奇特的特性———即不管公式中的命题变元如何变化，这个公式

的值永远为真。这种公式我们叫做重言式或叫永真公式。
下面我们举个关于重言式的例子。
例６１８　下面的公式均为重言式：
（１）（Ｐ∧Ｑ）→Ｐ
（２）Ｐ→ （Ｐ∨Ｑ）
（３）（Ｐ∧Ｐ）Ｐ
（１）—（３）可以很容易用真值表的方法或基本公式推导的方法来

证明，因此留给读者作为习题。
例６１９　下面的公式均不是重言式：
（１）（Ｐ∨Ｑ）→ （Ｐ∧Ｑ）
（２）（Ｐ∧Ｑ）Ｐ
（３）（瓙Ｐ∨Ｐ）→ （瓙Ｐ∧Ｐ）
其证明的方法也很容易，请读者自己证明。
例６１９中（１）—（３）虽 都 不 为 重 言 式，但 是 在 这 三 个 公 式 中 的

（３）特别引起我们的注意。这主要是由于（３）具有一个与重言式截然

相反的特性，即不管命题变元如何变化，公式（３）永远为假。这种具

有不管公式中的命题变元如何变化，公式永远为假的特性的公式，称

为矛盾式或永假公式。
重言式与矛盾式是性质截然相反的两种特定的公式。但是，它
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们之间是可以互相转化的，即重言式的否定是矛盾式；矛盾式的否定

是重言式。因此我们只要研究其中的一个即可。一般均着重研究重

言式。
在重言式的研究中，我们特别感兴趣的是蕴含重言式与等价重

言式。如果蕴含式Ｐ→Ｑ 永为真，则称为蕴含重言式，并记为：

ＰＱ
　　如例６１８中 之（１）、（２）均 为 蕴 含 重 言 式，因 此 它 们 可 以 分 别

记为：
（Ｐ∧Ｑ）Ｐ

及： Ｐ（Ｐ∨Ｑ）

　　如果等价式ＰＱ 为永真，则称为等价重言式，并记为：

ＰＱ
　　如例６１８中之（３）即为等价重言式，可记为

（Ｐ∧Ｐ）Ｐ
　　比较等价重言式与相等性概念后会发现，它们是两个相同的概

念。亦即，如某两 公 式 相 等，则 它 们 间 可 构 成 一 个 等 价 重 言 式。如

等式：

瓙（Ｐ ∧Ｑ）＝ 瓙Ｐ ∨ 瓙Ｑ
可构成重言式：　　 瓙（Ｐ∧Ｑ）瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ

如重言式：

瓙 瓙ＰＰ
可导出等式：

瓙 瓙Ｐ＝Ｐ
　　由于命题公式的等式问题已在上一节中作过介绍，因此，关于等

价重言式不再作详细介绍。我们将重点介绍蕴含重言式。

２ 蕴含重言式

首先介绍几个较为重要的蕴含重言式：

Ｉ１　　Ｐ∧ＱＰ　　　　　　　　
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Ｉ２　　Ｐ∧ＱＱ
Ｉ３　　ＰＰ∨Ｑ
Ｉ４　　ＱＰ∨Ｑ
Ｉ５　　瓙ＰＰ→Ｑ
Ｉ６　　ＱＰ→Ｑ
Ｉ７　　瓙（Ｐ→Ｑ）Ｐ
Ｉ８　　瓙（Ｐ→Ｑ）瓙Ｑ
Ｉ９　　瓙Ｐ∧ （Ｐ∨Ｑ）Ｑ
Ｉ１０　　瓙Ｑ∧ （Ｐ∨Ｑ）Ｐ
Ｉ１１　　Ｐ∧ （Ｐ→Ｑ）Ｑ
Ｉ１２　　瓙Ｑ∧ （Ｐ→Ｑ）瓙Ｐ
Ｉ１３　　（Ｐ→Ｑ）∧ （Ｑ→Ｒ）Ｐ→Ｒ
Ｉ１４　　（Ｐ→Ｑ）∧ （Ｒ→Ｓ）Ｐ∧Ｒ→Ｑ∧Ｓ
Ｉ１５　　（Ｐ∨Ｑ）∧ （Ｐ→Ｒ）∧ （Ｑ→Ｒ）Ｒ

　　上面这些蕴含重言式的正确性可以通过真值表得到证明，也可

以通过基本等式加以证明。我们不想对它们中的每一个进行证明，
这里证明其中的两个，其余的请读者自行去证。

我们先证明Ｉ７ 的正确性：

瓙（Ｐ→Ｑ）→Ｐ＝ 瓙（瓙Ｐ∨Ｑ）→Ｐ 由（３５）

＝ （Ｐ∧ 瓙Ｑ）→Ｐ 由（１０）

＝ 瓙（Ｐ∧ 瓙Ｑ）∨Ｐ 由（３５）

＝ 瓙Ｐ∨Ｑ∨Ｐ 由（１１）

＝１ 由（１２）
再证明Ｉ１２的正确性：

（瓙Ｑ∧ （Ｐ→Ｑ））→ 瓙Ｐ　　　　　　　　　
＝ （瓙Ｑ∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））→ 瓙Ｐ 由（３５）

＝ 瓙（瓙Ｑ∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））∨ 瓙Ｐ 由（３５）

＝ （Ｑ∨ 瓙Ｐ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ） 由（１０）、（１１）及（３）

＝ （Ｑ∨ 瓙Ｐ∨Ｐ）∧ （Ｑ∨ 瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ） 由（８）
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＝１∧１ 由（１２）、（１４）及（３）

＝１ 由真值表

　　除了上述蕴含重言式外，等价重言式也可作为蕴含重言式。因

为我们有：

ＰＱＰ→Ｑ
ＰＱＱ→Ｐ

　　这表示Ｐ、Ｑ 等价可以有Ｐ 蕴含Ｑ 及Ｑ 蕴含Ｐ。所以，如果有

ＰＱ 就表示有ＰＱ 及ＱＰ。６２中的全部基本等式可以作为蕴

含重言式。而且一个等式可以作为两个蕴含重言式。如等式（７）可

以拆成下面两个蕴含重言式：

Ｐ∧ （Ｑ ∨Ｒ）（Ｐ ∧Ｑ）∨ （Ｐ ∧Ｒ）
和：

（Ｐ ∧Ｑ）∨ （Ｐ ∧Ｒ）Ｐ ∧ （Ｑ ∨Ｒ）

　　这样一来，蕴含重言式就很多了。
等价重言式表示了两个公式间的双向推导性；而蕴含重言式则

表示了两公式间的单向推导性。

３ 蕴含重言式与推理规则

蕴含重言式反 映 了 人 类 思 维 的 一 些 推 理 方 法 与 规 则。我 们 知

道，在人类思维活动中，需要进行大量的逻辑推理，如数学定理的证

明，科学规则的探索，社会现象的分析等。这些推理一般是由一些已

知条件出发推得一些未知结果，也就是由一些前题推得一些结论，它

们可以表示为：

Ｐ１，Ｐ２，…，ＰｎＱ１，Ｑ２，…，Ｑｍ

　　其中Ｐｉ、Ｑｊ 分别表示前提与结论，而符号“”表示“推导出”的

意思。
蕴含重言式ＰＱ 表示“如Ｐ 为真则Ｑ 亦为真”。亦即是说：假

设已知Ｐ 为真，则可推得Ｑ 亦为真。因此可以认为 Ｐ 为前题，Ｑ 为

结论。所以蕴含重言式ＰＱ 相当于下面的推理：
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ＰＱ
成立。

推理ＰＱ 也可表示为：

Ｐ
Ｑ

　　如我们有Ｐ∧ＱＲ，它相当于下面的推理，

Ｐ，ＱＲ
成立。

它也可以表示成为：

Ｐ
Ｑ
Ｒ

　　因此，根据上面的蕴含重言式我们可以得到很多的推理规则，现

将一些重要的列出如下：

Ｒ１　　Ｐ∧ＱＰ
Ｒ２　　Ｐ∧Ｑ ｝Ｑ

　　　　　　　　　　 （简化式）

Ｒ３　　ＰＰ∨Ｑ
Ｒ４　　ＱＰ∨ ｝Ｑ

（附加式）

Ｒ５　　瓙ＰＰ→Ｑ
Ｒ６　　ＱＰ→Ｑ
Ｒ７　　瓙（Ｐ→Ｑ）Ｐ
Ｒ８　　瓙（Ｐ→Ｑ） 瓙Ｑ
Ｒ９　　Ｐ，ＱＰ∧Ｑ
Ｒ１０　　瓙Ｐ，Ｐ∨ＱＱ （析取三段论）

Ｒ１１　　Ｐ，Ｐ→ＱＱ （假言推论）

Ｒ１２　　瓙Ｑ，Ｐ→Ｑ 瓙Ｐ （拒取式）

Ｒ１３　　Ｐ→Ｑ，Ｑ→ＲＰ→Ｒ （假言三段论）

Ｒ１４　　Ｐ→Ｑ，Ｒ→ＳＰ∧Ｒ→Ｑ∧Ｓ
Ｒ１５　　Ｐ∨Ｑ，Ｐ→Ｒ，Ｑ→ＲＲ （二段推论）
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　　上面这些推理规则有的是形式逻辑中很重要的推理规则，有的

是日常生活中经常用到的一些推理规则。
如Ｒ１３在形式逻辑中称为假言三段论，在数学中称为传递规则。

这个规则在日常生活中用得很多。我们可以举几个例子：
例６２０　如果下列前提是真的：
如果你吸烟，则你会吸入大量尼古丁；
如果你吸入大量尼古丁，那么你将会得很多病；
如果你得了病，那就会影响你的寿命。

那么，根据这些前提，两次应用传递规则可得到结论：
如果你吸烟，那就会影响你的寿命。
又如推理规则Ｒ１０又 称 析 取 三 段 论，它 在 日 常 生 活 中 也 应 用 得

很多。如在侦察某 一 案 件 后，已 确 定 作 案 者 必 为 甲、乙 两 人 中 之 一

个。此时，我们要获得最后结论的办法之一是，只要能排除其中之一

人的作案可能性则作案者必为另一人。
再如推理规则Ｒ１２又称拒取式，它也在日常生活中用得很多，可

以用两个例子来作说明。
例６２１　如果我们有两个前提：
只要老李在南京，他一定会去火车站接老王；
老李没有上火车站接老王。

则根据这些前提由Ｒ１２可得出结论：
老李不在南京。
例６２２　某女子在某日晚归家途中被杀害，据多方调查确证凶

手为王某或陈某，但是，后又经查证，作案之晚王某在工厂值夜班，没

有外出。根据上述案情我们可得前提：
（１）凶手为王某或陈某；
（２）如果某某为凶手，则他在作案当晚必外出；
（３）王某案发之晚并未外出；

此时由（２）、（３）利用Ｒ１２得出结论：
（４）王某不是凶手；
·２４２·



又由１、４利用Ｒ１０得出结论：
（５）陈某是凶手。

６４　范　　式

命题公式的形式是多样的，这对我们研究命题带来了不便。为

此，我们将研究命题公式的标准形式问题———这就是 范式。范式的

研究对命题逻辑的发展起了极重大的作用。

１ 析取范式与特异析取范式

我们首先研究 一 种 范 式 叫 析 取 范 式。析 取 范 式 有 如 下 的 形 式

特点：
（１）析取范式是一个析取式。
（２）析取范式中的每个析取项是一个合取式。
（３）这个合取式只包含命题变元及其否定。
下面的一些公式都是析取范式：

（瓙Ｐ∧ 瓙Ｐ）∨ （Ｐ∧Ｑ）
（瓙Ｐ∧Ｐ∧Ｐ）∨ （Ｑ∧Ｑ∧Ｐ）

瓙Ｐ∨ （Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧Ｒ）

　　析取范式为命题公式提供了一种标准的形式。但是，这种标准

形式有一个缺点，即是它的形式不是惟一的。如命题公式 （Ｐ ∨Ｑ）

∧ （Ｐ∨Ｒ）的析取范式至少有下列两个：

Ｐ∨ （Ｑ∧Ｒ）
（Ｐ∧Ｐ）∨ （Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧Ｒ）∨ （Ｑ∧Ｒ）

　　这种标准式的不惟一性给研究问题带来不少困难，因此，我们需

要对析取范式作进一步的要求，从而得到一个比析取范式条件更为

严格的范式，这种范式叫特异析取范式。
特异析取范式需具有下列的形式特点：
（１）特异析取范式是一个析取范式。

·３４２·



（２）在特异析取范式的每个析取项中，该公式的所有命题变元

均须出现，它或以命题变元或以命题变元的否定形式出现，且仅出现

一次。
例如公式：

Ｐ∨Ｑ
它的特异析取范式为：

（Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ）∨ （瓙Ｐ∧Ｑ）
又如公式：

Ｐ∨ （Ｑ∧Ｒ）
它的特异析取范式为：

（Ｐ∧Ｑ∧Ｒ）∨ （Ｐ∧Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ∧Ｒ）∨
（Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （瓙Ｐ∧Ｑ∧Ｒ）

　　一个命题公式化归成特异析取范式的过程是：
（１）利用等式（３５）、（３６）、（５１）、（５２）及（５３）将公式中出现的联

结词→及、、↑、↓之处化归成仅出现联结词瓙、∧及∨。
（２）利用等式（１０）、（１１）将 否 定 符 号 深 入 至 命 题 变 元，并 利 用

（９）减少否定符号，使命题变元前的否定符号最多为一个。
（３）利用分配律将公式化归成析取范式。
（４）除去析取范式中所有为永假析取的项，即出现有 瓙Ｐ ∧Ｐ

形式的项。
（５）若析取项中同一命题变元出现多次，则用等式（２）将其简化

成只出现一次。
（６）若析取项中不是公式中的所有命题变元均出现，则用 Ｐ ＝

Ｐ∧ （Ｑ∨ 瓙Ｑ）在析取项中将变元Ｑ 补充进去，且利用分配律将它

展开成几个析取项，并除去相同之析取项。
例６２３　试求公式 （Ｐ∧ （Ｐ→Ｑ））∨Ｑ 之特异析取范式。
解：按上述之化归过程有：
（１）（Ｐ∧ （Ｐ→Ｑ））∨Ｑ＝ （Ｐ∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））∨Ｑ
（２）（Ｐ∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））∨Ｑ＝ （Ｐ∧ 瓙Ｐ）∨ （Ｐ∧Ｑ）∨Ｑ
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（３）（Ｐ∧ 瓙Ｐ）∨ （Ｐ∧Ｑ）∨Ｑ＝ （Ｐ∧Ｑ）∨Ｑ
（４）（Ｐ∧Ｑ）∨Ｑ＝ （（Ｐ∧Ｑ）∨Ｑ）∧ （Ｐ∨ 瓙Ｐ）

＝ （Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧Ｑ）∨ （瓙Ｐ∧Ｑ）

＝ （瓙Ｐ∧Ｑ）∨ （Ｐ∧Ｑ）
由此得到特异析取范式。

特异析取范式的析取项叫最小项，ｎ个命题变元可以有２ｎ 个最

小项。一个ｎ个命题变元所构成的公式总可以用若干个最小项的析

取组成。因此，最小项是构成公式的基本细胞。
对ｎ个变元的任一最小项必存在也只存在一组值使其为真，这

组值的选择可按下列规则：
（１）对最小项中出现的命题变元取值为１。
（２）对最小项中出现的命题变元的否定取值为０。
在变元的排列次序固定下，每个最小项的对应值的二进编码称

作这个最小项的序号。
例如对三个命题变元，它一共可有２３ ＝８个最小项，它所对应

的取值及序号可以表示如下：
最小项　　　　　　　　　　　对应的取值　　　　　　　　序号

瓙Ｐ∧瓙Ｑ∧瓙Ｒ　　　　　　　 （０，０，０）　　　　　　　　　 ０

瓙Ｐ∧瓙Ｑ∧Ｒ （０，０，１） １

瓙Ｐ∧Ｑ∧瓙Ｒ （０，１，０） ２

瓙Ｐ∧Ｑ∧Ｒ （０，１，１） ３

Ｐ∧瓙Ｑ∧瓙Ｒ （１，０，０） ４

Ｐ∧瓙Ｑ∧Ｒ （１，０，１） ５

Ｐ∧Ｑ∧瓙Ｒ （１，１，０） ６

Ｐ∧Ｑ∧Ｒ （１，１，１） ７

任一个公式如果其变元按固定次序排列，且其最小项按其序号

的递增（或递减）次序排列时，所得的特异析取范式是惟一的。
由此可见，特异析取范式是一种较为理想的标准形式。
一命题公式除了用上述化归的办法可以建立特异析取范式外，

还可以用真值表的方法建立特异析取范式。其过程如下：
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（１）对一公式Ａ 构造其真值表。
（２）从真值表中取得最小项，即从真值表中取使公式 Ａ 为１的

那些项的取值，而每个取值均可对应一个最小项。
（３）将 所 得 之 最 小 项 按 序 号 递 升 次 序 排 列 而 得 到 特 异 析 取

范式。
例６２４　设一公式 Ａ 的真值表如表６１３所示，求其特异析取

范式。
解：它的最小项是取值为 （０，０，０）、（１，０，０）及（１，１，１）的对应

项，它们是：瓙Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ、Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ、Ｐ∧Ｑ∧Ｒ。
因此这个公式的特异析取范式是：

表６１３ 公式Ａ 的真值表

Ｐ Ｑ Ｒ Ａ

０ ０ ０ １
０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
０ １ １ ０
１ ０ ０ １
１ ０ １ ０
１ １ ０ ０
１ １ １ １

Ａ＝ （瓙Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （Ｐ∧Ｑ∧Ｒ）利

用这个方法还可以将一个实际问题很快地表示成命题公式。
例６２５　一种 简 单 的 表 决 机 器，表 决 者 每 人 座 位 旁 有 一 个 按

钮，当表决时若表示同意则按按钮，否则不按按钮。表决结果当超过

半数时会场主席台上的红灯就亮，不超过半数则亮绿灯。为简单起

见设表决者仅三人。试设计满足上述条件的表决机器。
解：设三个表决者的按钮分别为Ｐ、Ｑ、Ｒ，并设表决机器中红灯

亮为Ａ，绿灯亮为Ｂ。根据题意可以将其真值表列出（见表６１４）。
根据真值表我们可以很快写出Ａ 与Ｂ 的特异析取范式：

Ａ＝ （瓙Ｐ∧Ｑ∧Ｒ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ∧Ｒ）∨
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（Ｐ∧Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （Ｐ∧Ｑ∧Ｒ）

Ｂ＝ （瓙Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ∧Ｒ）

∨ （瓙Ｐ∧Ｑ∧ 瓙Ｒ）∨ （Ｐ∧ 瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ）
再将Ａ 与Ｂ 分别化简后得：

Ａ＝ （Ｐ∧ （Ｑ∨Ｒ））∨ （Ｑ∧Ｒ）

Ｂ＝ （瓙Ｐ∧ （瓙Ｑ∨ 瓙Ｒ））∨ （瓙Ｑ∧ 瓙Ｒ）

　　表６１４ 表决机器的真值表

Ｐ Ｑ Ｒ Ａ Ｂ

０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ １
０ １ ０ ０ １
０ １ １ １ ０
１ ０ ０ ０ １
１ ０ １ １ ０
１ １ ０ １ ０
１ １ １ １ ０

其电路图如图６１０所示。

图６１０　例６２５的逻辑电路图
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２ 合取范式与特异合取范式

合取范式有如下的形式特点：
（１）合取范式是一个合取式。
（２）合取范式中的每个合取项是一个析取式。
（３）这个析取式只包括命题变元及其否定。
下面的一些公式都是合取范式：

（瓙Ｐ∨ 瓙Ｐ）∧ （Ｐ∨Ｑ）
（瓙Ｐ∨ 瓙Ｐ）∧ （Ｑ∨Ｑ∨Ｐ）

瓙Ｐ∧ （Ｐ∨Ｑ）∧ （Ｐ∨Ｒ）

　　合取范式也有一个缺点，即它的表示形式不是惟一的。为此，我

们引入特异合取范式。特异合取范式需具有下列之形式特点：
（１）特异合取范式是合取范式。
（２）在特异合取范式的每个合取项中，该公式中的所有变元均

出现，它或以命题变元或以命题变元之否定形式出现且仅出现一次。
例如公式：

Ｐ∧Ｑ
它的特异合取范式为：

（Ｐ∨Ｑ）∧ （Ｐ∨ 瓙Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）

　　又如公式：
（Ｑ∨Ｐ）∧ （Ｑ∨Ｒ）

它的特异合取范式为：
（Ｐ∨Ｑ∨ 瓙Ｒ）∧ （Ｐ∨Ｑ∨Ｒ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ∨Ｒ）

　　一命题公式化归成特异合取范式的过程是：
（１）—（３）与特异析取范式方法相同。
（４）除去式 中 所 有 为 永 真 的 合 取 项，即 出 现 有 Ｐ ∨ 瓙Ｐ 形 式

之项。
（５）若合取项中同一命题变元出现多次，则可用公式Ｐ ∨Ｐ ＝

Ｐ 将其化简成只出现一次。
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（６）合取项中若尚有命题变元不出现，设它为Ｑ，则用公式Ｐ＝
Ｐ∨ （Ｑ∧ 瓙Ｑ）在合取项中将Ｑ 补入，并用分配律将其展开成几个

合取项并消除相同的合取项。
例６２６　试 求 公 式 （瓙Ｐ →Ｒ ∨Ｐ）∧ （ＱＰ）之 特 异 合 取

范式。
解：按上述化归过程有：
（１）（瓙Ｐ→Ｒ∨Ｐ）∧ （ＱＰ）

＝ （瓙瓙Ｐ∨Ｒ∨Ｐ）∧ （（瓙Ｑ∨Ｐ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））
（２）（瓙瓙Ｐ∨Ｒ∨Ｐ）∧ （（瓙Ｑ∨Ｐ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））

＝ （Ｐ∨Ｒ∨Ｐ）∧ （（瓙Ｑ∨Ｐ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））
（３）（Ｐ∨Ｒ∨Ｐ）∧ （（瓙Ｑ∨Ｐ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ））

＝ （Ｐ∨Ｒ∨Ｐ）∧ （瓙Ｑ∨Ｐ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）
（４）（Ｐ∨Ｒ∨Ｐ）∧ （瓙Ｑ∨Ｐ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）

＝ （Ｐ∨Ｒ）∧ （Ｐ∨ 瓙Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）
（５）（Ｐ∨Ｒ）∧ （Ｐ∨ 瓙Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）

＝ （Ｐ∨Ｑ∨Ｒ）∧ （Ｐ∨ 瓙Ｑ∨Ｒ）∧ （Ｐ∨ 瓙Ｑ∨ 瓙Ｒ）

∧ （瓙Ｐ∨Ｑ∨ 瓙Ｒ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ∨Ｒ）
由此得到特异合取范式。

特异合取范式的合取项叫最大项，ｎ个命题变元可以有２ｎ 个最

大项。一个由ｎ个命题变元所构成的公式总可以用若干个最大项的

合取组成。因此，最大项也是构成公式的基本细胞。
对ｎ个变元的 任 一 最 大 项，必 存 在 也 只 存 在 一 组 值 使 其 为 假。

这组值的选择可按下列规则：
（１）对最大项中出现的命题变元取值为０。
（２）对最大项中出现的命题变元的否定取值为１。
在变元排列次序固定下，每个最大项的对应值的二进编码可叫

做这个最大项的序号。
例如对三个命题变元，它一共可有２３＝８个最大项，它们所对应

的取值及序号可以表示如下：
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最大项　　　　　　　　　　　对应的取值　　　　　　　　序号

瓙Ｐ∨瓙Ｑ∨瓙Ｒ　　　　　　　 （１，１，１）　　　　　　　　　 ７

瓙Ｐ∨瓙Ｑ∨Ｒ （１，１，０） ６

瓙Ｐ∨Ｑ∨瓙Ｒ （１，０，１） ５

瓙Ｐ∨Ｑ∨Ｒ （１，０，０） ４

Ｐ∨瓙Ｑ∨瓙Ｒ （０，１，１） ３

Ｐ∨瓙Ｑ∨Ｒ （０，１，０） ２

Ｐ∨Ｑ∨瓙Ｒ （０，０，１） １

Ｐ∨Ｑ∨Ｒ （０，０，０） ０

任一公式如其 变 元 按 固 定 次 序 排 列 且 其 最 大 项 按 序 号 的 递 增

（或递减）次序排列时，一公式的特异合取范式是惟一的。
由此可见，特异合取范式也是一种较为理想的标准形式。
除了用上述化归办法建立特异合取范式外，还可用真值表的方

法建立特异合取范式。其过程如下：
（１）对一公式Ａ 构造其真值表。
（２）从真值表中取得其最大项，即从真值表中取使公式 Ａ 为０

的那些项的取值，而每个取值均可对应一个最大项。
（３）将 所 得 之 最 大 项 按 序 号 递 增 次 序 排 列 而 得 到 特 异 合 取

范式。
例６２７　设公式Ａ 的真值表如表６１５所示。试求其特异合取

范式。

表６１５ 公式Ａ 的真值表

Ｐ Ｑ Ａ

０ ０ ０

０ １ ０

１ ０ １

１ １ ０

解：它的 最 大 项 是 取 值 为 （０，０）、（０，１）、（１，１）的 对 应 项，它

们是：
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瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ、瓙Ｐ∨Ｑ 及Ｐ ∨Ｑ
　　因此，这个公式Ａ 的特异合取范式是：

Ａ＝ （Ｐ∨Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨ 瓙Ｑ）

　　与特异析取范式类似，利用这个方法还可以将一个实际问题很

快地表示成命题公式。

习　题　六

６１　设Ｐ 表示“他讲法语”，Ｑ 表示“他讲英语”，将下列各公式

翻译成自然语言：
（１）（Ｐ∨Ｑ）　　　　　　　　　　（２）（Ｐ∧Ｑ）
（３）（Ｐ∧瓙Ｑ） （４）（瓙Ｐ∨瓙Ｑ）
（５）瓙（瓙Ｐ） （６）瓙（瓙Ｐ∧Ｑ）
（７）（ＰＱ） （８）（瓙Ｐ→Ｑ）
（９）瓙（瓙Ｐ∨Ｑ）∨（Ｐ∧瓙Ｑ）

６２　将下列各命题翻译成符号公式：
（１）她的身材很高，也很温雅。
（２）说她长得高而且很温雅是不对的。
（３）她既不高也不温雅。
（４）李明读新民晚报或新华日报，但不读人民日报。
（５）如果高俊在屋里，则他在做功课或看电视。
（６）如果高俊不在屋里或者在做功课，那么他不在看电视。
（７）两个三角形全等当且仅当它们的三条边对应相等。

６３　构造下列各题的真值表：
（１）（ｐ∧ （瓙ｑ→ｐ））∧ 瓙（（ｐ瓙ｑ）→ （ｑ∨ 瓙ｐ））
（２）（ｑ（ｒ→ 瓙ｐ））∨ （（瓙ｑ→ｐ）ｒ）
（３）（ｐ→ （ｑ→ｒ））→ （（ｐ→ｑ）→ （ｐ→ｒ））
（４）（瓙ｑ→ 瓙ｐ）→ （ｐ→ｑ）

６４　证明：
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（１）ｐ∨ （ｐ∧ｑ）＝ｐ
（２）瓙（ｐ∨ｑ）∨ （瓙ｐ∧ｑ）＝ 瓙ｐ
６５　证明：（不用真值表法）
（１）（ｐ∧ｑ）∨ 瓙ｐ＝ 瓙ｐ∨ｑ
（２）（ｐ∧ｑ）→ｒ＝ （ｐ→ｒ）∨ （ｑ→ｒ）
（３）ｐ→ （ｑ→ｒ）＝ （ｐ∧ 瓙ｒ）→ 瓙ｑ
６６　用真值表法验证６３第２节中的Ｉ１ 到Ｉ１５是重言式。

６７　先将下面各题翻译成符号公式，然后检验其论证是否正确。
（１）如果６是偶数，则２不能整除７。

或者５不是素数，或者２整除７。

５是素数。

因此６是奇数。
（２）在我夫人的生日那天，我送给她一束花。

或者这是我夫人的生日，或者我工作迟了。
今天我未送花给我夫人。

因此我今天工作迟了。
（３）如果我工作，那我不能学习。

或者我工作，或者我考数学。
我通过了数学考试。

因此我学习过了。
（４）如果我工作，那我不能学习。

或者我工作，或者我考数学。
我工作过了。

因此我参加了数学考试。
（５）如果我学习，那我考试不会失败。
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如果我不踢足球，那我将学习。
我考试失败了。

因此我踢了足球。

６８　在一次演讲会上，有位政治家说：“如果国家税收增加，那

么通货膨胀率将下降，只要而且仅仅只要美元不贬值”。在一次发表

电视讲话时又说：“如果通货膨胀率下降，或者美元不贬值，则国家税

收将不会增加”。在一次出国访问时又说：“或者国家税收必须增加，
或者美元将贬值而且通货膨胀率将下降”，因此他的结论是国家税收

将要提高，通货膨胀率将会下降，美元将不贬值。
问这位政治家的论证是否正确？（提示：仿照第７题的做法）

６９　求下列各公式的析取范式和特异析取范式、合取范式和特

异合取范式：
（１）（瓙ｐ∨ 瓙ｑ）→ （ｐ瓙ｑ）
（２）ｑ∧ （ｐ∨ 瓙ｑ）
（３）ｐ∨ （瓙ｐ→ （ｑ∨ （瓙ｑ→ｒ）））
（４）ｐ→ （ｑ∧ｒ）∧ （瓙ｐ→ （瓙ｑ∧ 瓙ｒ））
（５）ｐ→ （ｐ∧ （ｑ→ｐ））

６１０　证明下列各公式是重言式。
（１）（ｐ∧ｑ）∨ （瓙ｐ∧ｑ）∨ （ｐ∧ 瓙ｑ）∨ （瓙ｐ∧ 瓙ｑ）
（２）（ｐ∨ｑ）∧ （瓙ｐ∨ｑ）∨ （ｐ∨ 瓙ｑ）∧ （瓙ｐ∨ 瓙ｑ）
（３）瓙（ｐ∨ｑ）∨ （瓙ｐ∧ｑ）∨ｐ
（４）（（ｐ→ｑ）∧ｐ）→ｑ
（５）（（ｐ→ｑ）→ （瓙ｑ→ 瓙ｐ））→ （（瓙ｑ→ 瓙ｐ）→ （ｐ→ｑ））
（６）（ｐｑ）（（ｐ∧ｑ）∨ （瓙ｐ∧ 瓙ｑ））
（７）（ｐｑ）（（ｒ∧ｐ）（ｒ∧ｐ））∧ （（ｒ∨ｑ）（ｒ∨ｑ））

６１１　重言式的否定式是（　　）

Ａ 重言式　　　　　　　Ｂ 矛盾式

Ｃ 可满足式（偶然式）　　Ｄ 蕴含式
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６１２　在命题公式中Ｐ→Ｑ和 瓙Ｑ→瓙Ｐ是 ；瓙Ｐ→Ｐ
和 是等价的。

６１３　证明Ｐ∧ （Ｐ→Ｑ）→Ｑ 是重言式。

６１４　将下面的命题公式化为析取范式和合取范式。

瓙（Ｐ→Ｑ）∧Ｑ∧Ｒ
　　６１５　下面哪个命题公式是重言式（　　）

Ａ（Ｐ→Ｑ）∧ （Ｑ→Ｐ）　　　　　　Ｂ （Ｐ∧Ｑ）→Ｐ
Ｃ（瓙Ｐ∨Ｑ）∧ 瓙（瓙Ｐ∧ 瓙Ｑ）　　Ｄ瓙（Ｐ∨Ｑ）

６１６　证明 瓙（瓙Ｐ → 瓙Ｑ）＝Ｑ∧ 瓙Ｐ
６１７　化简下列公式，并判定公式是否为重言式、矛盾式或偶然式：

（（ｐ→ｑ）→ｐ）ｐ
　　６１８　下面哪个命题公式不是重言式（　　）

ＡＱ→ （Ｐ∨Ｑ）

Ｂ（Ｐ∧Ｑ）→Ｐ
Ｃ瓙（Ｐ∧ 瓙Ｑ）∧ （瓙Ｐ∨Ｑ）

Ｄ（Ｐ→Ｑ）（瓙Ｐ∨Ｑ）

６１９　试在空格中写出等值演算的依据：

Ｐ→ （Ｑ∨Ｒ）

＝ 瓙Ｐ∨ （Ｑ∨Ｒ）　　　　　　
＝ 瓙Ｐ∨ 瓙Ｐ∨Ｑ∨Ｒ
＝ （瓙Ｐ∨Ｑ）∨ （瓙Ｐ∨Ｒ）

＝ （Ｐ→Ｑ）∨ （Ｐ→Ｒ）

６２０　证明Ｐ∧ 瓙Ｑ∨Ｑ＝Ｐ∨Ｑ
６２１　化简公式并判定是否为重言式，矛盾式或偶然式：（瓙ｐ

→ｑ）→ （瓙ｑ∨ｐ）

６２２　下面命题公式为重言式的是（　　）

ＡＰ→ （Ｑ∨Ｒ）

Ｂ（Ｐ→ （Ｑ→Ｒ））→ （（Ｐ→Ｑ）→ （Ｐ→Ｒ））

Ｃ（Ｐ∨Ｒ）∨ （Ｐ→Ｑ）
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Ｄ（Ｐ∨Ｑ）（Ｑ∨Ｒ）

６２３　两个重言式的析取是 ；一个重言式和矛盾式

的 是矛盾式。

６２４　证明 （Ｐ→Ｑ）→ （Ｑ∨Ｒ）＝Ｐ∨Ｑ∨Ｒ
６２５　求下式的析取范式和合取范式

ｐ∧ （ｐ→ｑ）

　　６２６　下面哪一组公式不等价？（　　）

Ａ瓙（Ａ→Ｂ）；Ａ∧ 瓙Ｂ
Ｂ瓙（ＡＢ）；（Ａ∧ 瓙Ｂ）∨ （瓙Ａ∧Ｂ）

ＣＡ→ （Ｂ∨Ｃ）；瓙Ａ∧ （Ｂ∨Ｃ）

ＤＡ→ （Ｂ∨Ｃ）；（Ａ∧ 瓙Ｂ）→Ｃ
６２７　证明Ａ→ （Ｂ→Ｃ），Ｂ→ （Ｃ→Ｄ），则Ａ→ （Ｂ→Ｄ）。

６２８　求 瓙（ｐ∨ｑ）（ｐ∧ｑ）的析取范式和合取范式。

“命题逻辑”复习提纲

１ 主要内容

———命题逻辑基本概念。
———命题逻辑基本等式。
———命题逻辑推理规则。
———命题逻辑的范式。

２ 复习重点

———命题逻辑基本等式。
———命题逻辑推理规则及应用。

３ 命题与命题联结词

———命题：能判断真假的陈述句。
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———原子命题：最简单的不可再分的命题。
———真值：命题的值称真值，真值有０，１两种。
———命题联结词：

 否定：瓙Ｐ。

 或者：Ｐ∧Ｑ。

 并且：Ｐ∨Ｑ。

 蕴含：Ｐ→Ｑ。

 等价：ＰＱ。

 谢佛：Ｐ↑Ｑ。

 魏泊：Ｐ↓Ｑ。

 异或：ＰＱ。

４ 命题公式

———复合命题：原子命题与命题联结词结合构成新的命题。
———真值表：复合命题的值可用以真值为值的表表示称真值表。
———命题公式：命题公式简称公式：
（１）命题变元是公式；
（２）Ｐ 是公式则瓙Ｐ 也是公式；
（３）Ｐ，Ｑ 是公式则Ｐ∨Ｑ，Ｐ∧Ｑ，Ｐ→Ｑ，ＰＱ 也是公式；
（４）公式由且仅由经（１）－（３）有限步内生成。
———有关否定、分析、合取的基本等式：

 等幂律：Ｐ∨Ｐ＝Ｐ，Ｐ∧Ｐ＝Ｐ。

 交换律：Ｐ∨Ｑ＝Ｑ∨Ｐ，Ｐ∧Ｑ＝Ｑ∧Ｐ。

 结合律：（Ｐ∨Ｑ）∨Ｒ＝Ｐ∨（Ｑ∨Ｒ），（Ｐ∧Ｑ）∧Ｒ＝Ｐ∧（Ｑ∧Ｒ）。

 分配律：Ｐ∧（Ｐ∨Ｑ）＝（Ｐ∧Ｑ）∨（Ｐ∧Ｒ），Ｐ∨（Ｑ∧Ｒ）＝（Ｐ
∨Ｑ）∧（Ｐ∨Ｒ）。

 否定 律：瓙瓙Ｐ＝Ｐ，瓙（Ｐ∨Ｑ）＝瓙Ｐ∧瓙Ｑ，瓙（Ｐ∧Ｑ）

＝瓙Ｐ∨瓙Ｑ。

 常元律：Ｐ∨瓙Ｐ＝１，Ｐ∧瓙Ｐ＝０，１∨Ｐ＝１，０∧Ｐ＝０，０∨Ｐ
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＝１，１∧Ｐ＝Ｐ。
———有关蕴含与等价基本等式：

 Ｐ→（Ｑ→Ｒ）＝（Ｐ→Ｑ）→（Ｐ→Ｒ）。

 Ｐ→Ｑ＝瓙Ｑ→瓙Ｐ。

 瓙Ｐ→Ｐ＝Ｐ。

 ＰＱ＝ＱＰ。

 （ＰＱ）Ｒ＝Ｐ（ＱＲ）。

 瓙ＰＱ＝Ｐ瓙Ｑ。

 Ｐ→Ｐ＝１。

 ＰＰ＝１。

 Ｐ瓙Ｐ＝瓙ＰＰ＝０。

 １→Ｐ＝Ｐ。

 ０→Ｐ＝１。

 Ｐ→１＝１。

 Ｐ→０＝瓙Ｐ。

 １→Ｐ＝Ｐ。

 ０Ｐ＝瓙Ｐ。
———有关异或、谢佛及魏泊基本等式：

 关于异或 等 式：ＰＱ＝ＱＰ，Ｐ（ＱＲ）＝（ＰＱ）Ｒ，

瓙（ＰＱ）＝瓙ＰＱ＝Ｐ瓙Ｑ。

 关于谢佛及魏泊等式：Ｐ↑Ｑ＝Ｑ↑Ｐ，Ｐ↑Ｐ＝Ｐ，Ｐ↓Ｑ＝Ｑ↓
Ｐ，Ｐ↓Ｐ＝瓙Ｐ。

 常元律：ＰＱ＝０，１Ｐ＝瓙Ｐ，０Ｐ＝Ｐ，１↑Ｐ＝瓙Ｐ，０↑Ｐ
＝１，１↓Ｐ＝０，０↓Ｐ＝瓙Ｐ。

 化归律：ＰＱ＝瓙（ＰＱ），Ｐ↑Ｑ＝瓙（Ｐ∧Ｑ），Ｐ↓Ｑ
＝瓙（Ｐ∨Ｑ）。

５ 重言式

———永真式：所有指派均为真的公式，又称重言式。
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———永假式：所有指派均为假的公式，又称矛盾式。
———可满足式：至少存在一个指派使公式为真。
———蕴含重言式ＰＱ：Ｐ→Ｑ 永真。
———等价重言式ＰＱ：ＰＱ 为真。
———１５个蕴含重言式：

Ｉ１：Ｐ∧ＱＰ。

Ｉ２：Ｐ∧ＱＱ。

Ｉ３：ＰＰ∨Ｑ。

Ｉ４：ＱＰ∨Ｑ。

Ｉ５：瓙ＰＰ→Ｑ 。

Ｉ６：ＱＰ→Ｑ。

Ｉ７：瓙（Ｐ→Ｑ）Ｐ。

Ｉ８：瓙（Ｐ→Ｑ）瓙Ｑ。

Ｉ９：瓙Ｐ∧（Ｐ∨Ｑ ）Ｑ。

Ｉ１０：瓙Ｑ∧（Ｐ∨Ｑ ）Ｐ。

Ｉ１１：Ｐ∧（Ｐ→Ｑ ）Ｑ。

Ｉ１２：瓙Ｑ∧（Ｐ→Ｑ ）瓙Ｐ。

Ｉ１３：（Ｐ→Ｑ）∧（Ｑ→Ｒ ）Ｐ→Ｒ。

Ｉ１４：（Ｐ→Ｑ）∧（Ｒ→Ｓ） （Ｐ∧Ｒ）→（Ｑ∧Ｓ）。

Ｉ１５：（Ｐ∨Ｑ ）∧（Ｐ→Ｒ）∧（Ｑ→Ｒ ）Ｒ。

６ 推理规则

Ｒ１：Ｐ∧ＱＰ。

Ｒ２：Ｐ∧ＱＱ。

Ｒ３：ＰＰ∨Ｑ。

Ｒ４：ＱＰ∨Ｑ。

Ｒ５：瓙ＰＰ→Ｑ。

Ｒ６：瓙ＱＰ→Ｑ。

Ｒ７：瓙（Ｐ→Ｑ）Ｐ。
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Ｒ８：瓙（Ｐ→Ｑ）瓙Ｑ。

Ｒ９：Ｐ，ＱＰ∧Ｑ。

Ｒ１０：瓙Ｐ，Ｐ∨ＱＱ。

Ｒ１１：Ｐ ，Ｐ→ＱＱ。

Ｒ１２：瓙Ｑ，Ｐ→Ｑ瓙Ｐ。

Ｒ１３：Ｐ→Ｑ，Ｑ→ＲＰ→Ｒ。

Ｒ１４：Ｐ→Ｑ，Ｒ→ＳＰ∧Ｒ→Ｑ∧Ｓ。

Ｒ１５：Ｐ∨Ｑ，Ｐ→Ｒ，Ｑ→ＲＲ。

７ 范式

———析取范式：是一个析取式，每个析取项是一个合取式，每个

合取式仅含命题变元或其否定。
———特异析取范式：析取范式中每个析取项所有命题均以变元

或其否定形式出现一次。
———合取范式：是一个合取式，每个合取项是一个析取式，每个

析取式仅含命题变元及其否定。
———特异合取范式：合取范式中每个合取项所有命题均以变元

或其否定形式出现一次。
———最大项与最小项：

 最小项：特异析取范式的析取项。

 最大项：特异合取范式的合取项。

 重言式的充要条件：特异析取范式包含所有最小项。

 矛盾式的充要条件：特异合取范式包含所有最大项。
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书书书

第七章　谓 词 逻 辑

谓词逻辑是命题逻辑的进一步扩充与延伸。我们知道在命题逻

辑中基本的研究对象是命题，一个原子命题是不能再分割的。两个

命题之间没有任何内在的联系。这种研究方法显然是不足以刻划世

界上事物间千变万化的逻辑联系，就连最古老最简单的亚里斯多德

三段论也无法从命题逻辑中推出。所谓亚里斯多德三段论方法即是

由一个大前提、一个小前提可以推出一个结论。现举例如下：
大前提：凡人必死；
小前提：张三是人；
结论：张三必死。
这三段论中的三段之每一段均为一个命题。设大前提、小前提

及结论的命题分别为Ｐ、Ｑ、Ｒ，则此三段论可写为：

Ｐ∧Ｑ→Ｒ
而在命题逻辑中是无法推出这个公式为真。这是由于在这三段论中

Ｐ、Ｑ、Ｒ 之间有着内在的逻辑联系。而这种联系在命题逻辑中是无

法刻划出来的。
从这个例子可以看出命题逻辑是很不够的，因而有必要在命题

逻辑的基础上进一步进行扩充与延伸———这就是我们要研究的谓词

逻辑。

７１　谓词逻辑的基本概念

１ 谓词与个体

在谓词逻辑中为了研究命题间的内在联系，有必要对命题作进
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一步的分解。例如有命题“沈阳是城市”，我们可以将它分解成两部

分。一部分是“是城市”，它可叫做谓词；另一部分是“沈阳”，它可叫

做个体。当将个体与谓词结合在一起时就成为一个明确的命题。
仅仅谓词或仅仅个体是无法构成一个完整的逻辑含义的。只有

将它们结合后才能构成一个完整、独立的逻辑断言。一般我们用大

写拉丁字母 表 示 谓 词，用 小 写 字 母 表 示 个 体。例 如 设 Ｆ 为“是 城

市”，ａ为“沈阳”。当将谓词与个体联合构成命题时，用括号将个体

括住并直接安放在谓词后面。如“沈阳是城市”可写为Ｆ（ａ）。
有时，在命题中出现的个体可能是变量，如命题“ｘ２ ＞０”中个

体即为变量ｘ，而若令谓词为 Ｐ，则此命题可写为 Ｐ（ｘ）。一般为便

于讨论，我们常将分解成谓词和个体的命题简单地就叫谓词。
在谓词Ｆ（ｘ）中一般变化的仅是个体ｘ，我们在这里并不考虑Ｆ

变化的情况，因此这种谓词Ｆ 可称为常值谓词，而个体ｘ 可称为个

体变元。如在个体变元中代入一确定常量，则这个常量就叫个体或

叫个体常量。
下面的断言均可写成谓词：
我是中国人。

ｘ是素数。
林强住在农村。
若令 Ｆ 为 “是 中 国 人”，ａ 为 “我”，则 “我 是 中 国 人”可 写 成

Ｆ（ａ）；令 Ｐ 为 “是 素 数”，个 体 变 元 是 ｘ，则 “ｘ 是 素 数”可 写 成

Ｐ（ｘ）；令Ｒ 为“住在 农 村”，ａ 为“林 强”，则“林 强 住 在 农 村”可 写 成

Ｒ（ａ）。
上面叙述的谓词都仅仅只有一个个体（变元），但有时可能会出现

两个个体（变元）。如：“王华与汪玲是夫妻”，它的谓词是“…与…是夫

妻”，其中两个个体是“王华”及“汪玲”，如设谓词为Ｆ，王华、汪玲分别

为ａ、ｂ，则此断言可以写成为Ｆ（ａ，ｂ）。又如“ｙ＝ｘ２＋２ｘ＋１”，它 的 两

个个体变元是ｘ、ｙ，设 谓 词 为 Ｐ，则 可 写 成 为 Ｐ（ｘ，ｙ）。这 种 谓 词

通常叫二元谓词。类似，有时可能会 出 现 有 三 个 或 更 多 的 个体（变
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元），如“上海位于杭州与南京之间”，“江苏省东临黄海、南接浙江、北

靠山东、西连安徽”，都有三个或三个以上的个体（变元）。凡个体变

元超过一个者都叫做多元谓词。
一元谓词刻划 了 个 体 的 性 质，多 元 谓 词 刻 划 了 个 体 间 的 关 系。

多元谓词中个体在谓词中的次序有时是至关重要的。如“上海位于

杭州与南京之间”这个命题是真的，其中“上海”、“南京”、“杭州”三个

个体间次序不能随便颠倒，否则有可能成为假命题。例如将个体次

序颠倒写成“杭州位于南京与上海之间”，就成为假命题了。
一个谓词中个体变元是有一定变化范围的，如谓词“ｘ≤１００”

中的个体变元ｘ的变化范围是实数。又如谓词“ｘ 嫁给ｙ”中个体变

元ｘ的变化范围是女人，而ｙ的变化范围是男人。每个个体的变化

范围构成了此个体的个体域。一般要求个体域中至少有一个元素。
有了谓词概念 后，我 们 就 可 以 将 一 些 思 想 更 深 刻 地 刻 划 出 来。

下面我们举几个例子来说明。
例７１　爸爸是老师，妈妈是老师，我和弟弟是学生。
解：令Ｆ（ｘ）表示“ｘ是老师”，Ｐ（ｘ）表示“ｘ是学生”，并令爸爸

为ａ，妈妈为ｂ，我是ｃ，弟弟是ｄ，则上述语句可写为式子：

Ｆ（ａ）∧Ｆ（ｂ）∧Ｐ（ｃ）∧Ｐ（ｄ）

　　例７２　请你把那个高个子戴眼镜的人喊来。
解：令Ｆ（ｘ，ｙ）表 示“请ｘ 把ｙ 喊 来”，Ｇ（ｘ）表 示“ｘ 是 高 个

子”，Ｈ（ｘ）表示“ｘ戴眼镜，Ｒ（ｘ）表示“ｘ是人”，ａ表示“你”，ｂ表示

“那个”。这样，此一语句可写为式子：

Ｆ（ａ，ｂ）∧Ｇ（ｂ）∧Ｈ（ｂ）∧Ｒ（ｂ）
例７３　那个小青年正在逗这只大黑狗熊。
解：令 Ｆ（ｘ，ｙ）表 示 “ｘ 正 在 逗ｙ”，Ｇ（ｘ）表 示 “ｘ 是 小 的”，

Ｈ（ｘ）表示“ｘ是大的”，Ｐ（ｘ）表示“ｘ 是青年”，Ｒ（ｘ）表示“ｘ 是黑

的”，Ｓ（ｘ）表示“ｘ是狗熊”，ａ表示“那个”，ｂ表示“这个”。这样，此

一语句可写为式子：

Ｆ（ａ，ｂ）∧Ｇ（ａ）∧Ｈ（ｂ）∧Ｐ（ａ）∧Ｒ（ｂ）∧Ｓ（ｂ）
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一般讲，对日常的语言，我们可以给出一个大体的准则，根据这

些准则可写出其逻辑表达式来。
名　词：专用名词（如上海，林强等）为个体。

通用名词（如狗熊、人等）一般是谓词。
代名词：人称代词（如你、我、他）是个体。

指示代词（如这个、那个）是个体。
不定代词（如任何、每个、有些）是量词（见后）。

形容词：一般是谓词。
数　词：一般是量词（见后）。
动　词：一般是谓词。
副　词：一般与所修饰的动词合并为谓词，不再分解。
前置词：与别的有关字合并为一，本身不独立表示。
连接词：一般是命题联结词。
以上准则只供参考，在具体应用时常有许多例外。

２ 量词

一个带有个体变元的谓词的值是不确定的。这种谓词可以看成

是一个函数，它以个体域为定义域，以０、１为值域。这个函数我们可

以叫做命题函数。如设Ｐ（ｘ，ｙ）表示“ｘ＜ｙ”，ｘ、ｙ 的定义域为实

数集Ｒ，此时，Ｐ（ｘ，ｙ）的值是不确定的，它是ｘ、ｙ的函数，当ｘ、ｙ的

值确定后它的值随之也跟着确定。如令ｘ＝２，ｙ＝３，此时有Ｐ（２，

３）＝１；如令ｘ＝７，ｙ＝４，此时有Ｐ（７，４）＝０，这种确定的谓词是

一个命题，所以叫命题函数。
因此，确定谓词的真假的办法是在其个体变元中代入一个属于

该个体域的一个值。此后，这个谓词的真假也就确定了。
在谓词逻辑中谓词与其个体变元的个体域的值间存在着一定关

系，个体域的不同值对应谓词的不同真假值，特别值得注意的是个体

变元的个体域作为整体与谓词的关系，一般讲它们可以有下面四种

关系：
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（１）个体域的所有值均使谓词为真。
（２）个体域的所有值均使谓词为假。
（３）个体域的有些值使谓词为真。
（４）个体域的有些值使谓词为假。
为表示这四种关系我们引入了计量个体域的值与谓词关系的符

号叫量词。量词有两种，一种叫全称量词，另一种叫存在量词，全称

量词反映了个体域的所有值与谓词的关系，存在量词反映了个体域

的有些值与谓词的关系。
对个体变元ｘ以及它的域值与谓词Ｆ（ｘ）的“所有”关系可用如

下的形式表示：

ｘ（Ｆ（ｘ））

　　其中“”为全称量词记号，它可表示为“所有”。而上面所述的

关系（１）、（２）则可用如下形式表示：

ｘ（Ｆ（ｘ））＝１
ｘ（Ｆ（ｘ））＝０

ｘ（Ｆ（ｘ））有一个确定的值，它不是０就是１，因此整个式子是

确定的。这里面的变元ｘ与一般变元有着明显区别，我们称这种变

元为约束变元。
对个体变元ｘ以及它的域值与谓词Ｆ（ｘ）的“有些”关系可用如

下的形式表示：

ｘ（Ｆ（ｘ））
其中“”为存在量词记号，它可表示为“有些”。而上面所述的

关系（３）、（４）则可用如下形式表示：

ｘ（Ｆ（ｘ））＝１
ｘ（Ｆ（ｘ））＝０

　　同样 ｘ（Ｆ（ｘ））有一个确定的值，它不是０就是１，因此整个式

子是确定 的。与 全 称 量 词 一 样，存 在 量 词 中 的 变 元 ｘ 也 是 约 束

变元。
全称量词与存在量词都叫量词，紧跟量词后括号内的式子叫该
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量词的辖域。量词反映了个体域整体与谓词间的真假关系，刻划了

个体域整体与谓词间真假的数量关系。从这里也可以看出，在谓词

逻辑中个体的个体域是很重要的。因此，每个谓词中的个体的个体

域必须是确定的。但是，对于不同的谓词，不同的个体的个体域也是

千变万化各不相同的，这对我们研究谓词逻辑带来很多不便。为了

方便起见，有时我们干脆将所有个体域统一成一个个体域，这个个体

域我们叫全总 个 体 域。所 谓 全 总 个 体 域 即 是 所 有 个 体 组 成 的 个 体

域。这样一来，谓词中所有个体的个体域就全部统一了。因此，我们

在谓词逻辑的 研 究 中 可 以 完 全 不 必 考 虑 个 体 域 的 大 小 与 差 异。但

是，此时必须用特定的谓词对个体所变化的范围特性作出明确的刻

划，这种谓词我们叫做特性谓词。对于受全称量词所束缚的个体变

元（是约束变元），它的特性谓词可加在全称量词辖域内，与原式构成

一个蕴含式，并以此特性谓词作为蕴含前件而原式为后件。对于受

存在量词所束缚的个体变元（也是约束变元），它的特性谓词可加在

存在量词辖域内，与原式构成一个合取式。对于不受量词约束的个

体变元，可在整个公式中作为合取式中的合取项加入之。
由于在谓词逻辑中引入了个体、谓词以及量词概念，使得谓词逻

辑的表达能力更加广泛和深刻。下面我们举几个有关例子。
例７４　对任一个实数都满足：

（ｘ＋１）２ ＝ｘ２＋２ｘ＋１
解：Ｒ（ｘ）表示“ｘ是实数”，则上述思想可写成：

ｘ（Ｒ（ｘ）→ （（ｘ＋１）２ ＝ｘ２＋２ｘ＋１））

　　例７５　凡人都要睡觉和吃饭。
解：令 Ｍ（ｘ）表示“ｘ是人”，Ａ（ｘ）表示“ｘ睡觉”，Ｅ（ｘ）表示“ｘ

吃饭”。则上述思想可写成为：

ｘ（Ｍ（ｘ）→Ａ（ｘ）∧Ｅ（ｘ））

　　例７６　世界上有好人也有坏人。
解：令 Ｍ（ｘ）表示“ｘ是人”，Ｇ（ｘ）表示“ｘ是好的”，Ｂ（ｘ）表示

“ｘ是坏的”。则上述思想可写成为：
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ｘ（Ｍ（ｘ）∧Ｇ（ｘ））∧ ｘ（Ｍ（ｘ）∧Ｂ（ｘ））

　　例７７　二次方程式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０不一定存在实数解。
解：令Ｒ（ｘ）表示“ｘ是实数”，则上述思想可写成：

瓙ｘ（Ｒ（ｘ）∧ （ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０））

　　例７８　在程序设计语言中一维整数数组：

ＡｒｒａｙＡ〔１∶５０〕
其中之每一项不为０。

解：令Ｉ（ｘ）表 示“ｘ 是 整 数”，令 ≤ （ｘ，ｙ）表 示“ｘ≤ｙ”，≠
（ｘ，ｙ）表示“ｘ≠ｙ”。则上述思想可写成为：

ｘ（Ｉ（ｘ）∧≤ （１，ｘ）∧≤ （ｘ，５０）→≠ （Ａ（ｘ），０））

　　例７９　计算机中的设备只有登记入册（设备登记表）后才能供

用户使用，请用谓词逻辑分别写出：
（１）相对号为０３的设备可提供用户使用；
（２）相对号为０３的设备不能提供用户使用。
解：设Ｔ（ｘ）表示可以与计算机相联的设备相对号，Ｐ（ｘ）表示

设备登记表中的相对号。此时，上述思想可写成为：
（１）ｘ（Ｔ（ｘ）∧ （Ｐ（ｘ）→＝ （３，ｘ）））
（２）ｘ（Ｔ（ｘ）→ （Ｐ（ｘ）→≠ （３，ｘ）））
例７１０　对于所有自然数ｘ、ｙ均有：

ｘ＋ｙ≥ｘ
　　解：令 Ｎ（ｘ）表示“ｘ是自然数”，此时，上述思想可写成为：

ｘｙ（Ｎ（ｘ）∧Ｎ（ｙ）→ （ｘ＋ｙ≥ｘ））

　　例７１１　如果实数ｘ大于实数ｙ，而实数ｙ大于实数ｚ，则有实

数ｘ大于实数ｚ。
解：令Ｒ（ｘ）表“ｘ是实数”，则此时上述思想可写为：

ｘｙｚ（Ｒ（ｘ）∧Ｒ（ｙ）∧Ｒ（ｚ）→ （＜
（ｙ，ｘ）∧＜ （ｚ，ｙ）→＜ （ｚ，ｘ）））

　　例７１２　每个实数必存在比它大的另外的实数。
解：令Ｒ（ｘ）表“ｘ是实数”，此时，上述思想可写成为：
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ｘ（Ｒ（ｘ）→ （ｙ（Ｒ（ｙ）∧＜ （ｘ，ｙ））））

　　例７１３　每个自然数都有惟一的一个后继数。
解：令 Ｎ（ｘ）表示“ｘ 是自然数”，Ｂ（ｘ，ｙ）表示“ｙ 是ｘ 的后继

数”，此时，上述思想可写成为：

ｘ（Ｎ（ｘ）→ （ｙ（Ｎ（ｙ）∧Ｂ（ｘ，ｙ）））∧ ｘｙｚ（Ｎ（ｘ）

∧Ｎ（ｙ）∧Ｎ（ｚ）→ （Ｂ（ｘ，ｙ）∧Ｂ（ｘ，ｚ）→＝ （ｙ，ｚ）））

　　例７１４　某些计算机与某些外部设备之间不能相联。
解：令Ｃ（ｘ）表示“ｘ 是 计 算 机”，Ｄ（ｘ）表 示“ｘ 是 外 部 设 备”，

Ｐ（ｘ，ｙ）表示“ｘ能与ｙ 相联”，此时，上述思想可写成为：

ｘｙ（Ｃ（ｘ）∧Ｄ（ｙ）∧ 瓙Ｐ（ｘ，ｙ））

　　例７１５　有些人喜欢吃所有的食物。
解：令 Ｍ（ｘ）表示“ｘ是人”，Ｅ（ｘ）表示“ｘ是食物”，Ｌ（ｘ，ｙ）表

示“ｘ喜欢吃ｙ”，此时，上述思想可写成为：

ｘ（Ｍ（ｘ）∧ ｙ（Ｅ（ｙ）→Ｌ（ｘ，ｙ）））

　　例７１６　将高等数学中极限的定义：

ｌｉｍ
ｘ→ｃ

ｆ（ｘ）＝Ｋ

用谓词逻辑中的表达式刻划之。
解：我们知道上述之极限定义是：任给ε＞０，必存在一个δ＞０，

对所有ｘ，如果：

｜ｘ－ｃ｜＜δ，则必有｜ｆ（ｘ）－Ｋ｜＜ε
我们令Ｒ（ｘ）表示“Ｒ 是实数”，则极限之定义可写为：

ε（（Ｒ（ε）∧＜ （０，ε））→ δ（Ｒ（δ）∧＜ （０，δ）∧
ｘ（Ｒ（ｘ）→ （＜ （｜ｘ－ｃ｜，δ）→＜ （｜ｆ（ｘ）－Ｋ｜，ε）））））

７２　谓词逻辑公式及其基本永真公式

１ 谓词逻辑公式

在命题逻辑的基 础 上 将 命 题 分 解 成 谓 词 与 个 体，并 引 入 了 量
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词等概念后构成了谓词逻辑的公式。在 谓 词 逻 辑 公 式 中，命 题、谓

词、量词、联结词等按命题逻辑及谓词逻 辑 的 要 求 构 成 了 谓 词 逻 辑

公式。
在谓词逻辑中有一些最基本的公式，它们称为原子公式，由ｎ元

谓词Ｆ 以及ｎ 个个体变元ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 所构成的Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
是一个原子公式

由原子公式出发，我们可以定义谓词逻辑公式。
谓词逻辑公式又称公式可定义如下：
定义７１　（１）原子公式是公式。
（２）若Ａ 是公式，则 （瓙Ａ）也是公式。
（３）若Ａ、Ｂ 是公式，则 （Ａ ∧Ｂ）、（Ａ ∨Ｂ）、（ＡＢ）、（Ａ →

Ｂ）也是公式。
（４）若Ａ 是公式，ｘ是个体变元，则ｘ（Ａ）、ｘ（Ａ）也是公式。
（５）公式只能由上面规则经有限步骤生成。
在公式中，量词及联结词结合力强弱的先后顺序是：
（１），
（２）瓙
（３）∧，∨
（４）→
（５）
按照上述规定，可减少公式中的括号层数。
命题逻辑公式 是 谓 词 逻 辑 公 式 的 一 个 特 例。在 谓 词 逻 辑 公 式

中，有两种类型变元，一种是命题变元，一种是个体变元。但是要注

意，我们前面已讲过约束变元，实际上受约束变元束缚的公式是确定

的，故约束变元不是真的变元。真正变化的个体变元是不受约束的

变元，这种变元称为自由变元。因此，我们可以归纳如下：谓词逻辑

公式中出现的变元是命题变元与自由个体变元。
在谓词逻辑公式中，只要对所出现的命题变元与自由变元赋予

确定的值后，谓词逻辑公式的值也就相应地确定。此时，公式的值不
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是０就是１。
下面的公式都是谓词逻辑公式：

Ｐ（ｘ，ｙ）∧Ｐ（ｙ，ｘ）→Ｆ（ｘ，ｘ）∧Ｆ（ｙ，ｙ）

ｘ（Ｐ（ｘ，ｙ）→Ｒ（ｘ））

ｘｙ（Ｅ（ｘ，ｙ）∧Ｅ（ｙ，ｚ））

Ｐ∧Ｆ（ｘ）→瓙Ｑ∨Ｐ（ｙ）

Ｐ∧Ｑ→Ｑ∧Ｐ
　　与命题逻辑公式一样，有的谓词逻辑公式不管对命题变元或自

由变元赋予什么值它永为真，这种公式我们称为谓词逻辑的永真公

式或简称为永真公式。同样，若不管对命题变元或自由变元赋予什

么值它永为假，这种公式我们称为谓词逻辑的永假公式或简称为永

假公式。由于永假公式之否定即为永真公式，故我们一般只要研究

永真公式就够了。
我们感兴趣的是等价永真公式与蕴含永真公式。亦即是具有下

列形式的永真公式：

ＦＦ′
ＦＦ′

而等价永真式ＦＦ′，我们又可写成：

Ｆ＝Ｆ′
称做Ｆ 与Ｆ′相等。

２ 谓词逻辑的基本永真公式

我们可以给出一些基本的永真公式，其他的永真公式可由这些

基本永真公式 推 出。这 些 基 本 永 真 公 式 的 正 确 性 我 们 不 准 备 都 证

明，有时我们仅用几个例子加以说明。
（１）命题永真公式的推广

在命题逻辑中 的 永 真 公 式（或 叫 重 言 式）也 是 谓 词 逻 辑 永 真 公

式，特别是在命题永真公式中的命题用谓词逻辑公式代入后所得的

公式亦为永真公式。
·９６２·



例７１７　在命题逻辑中我们有：Ｐ→Ｑ＝ 瓙Ｐ∨Ｑ，则我们在

这里可以将：

ｘ（Ｐ（ｘ））→ ｙ（Ｅ（ｙ））
化归为：

ｘ（Ｐ（ｘ））→ ｙ（Ｅ（ｙ））＝ 瓙ｘ（Ｐ（ｘ））∨ ｙ（Ｅ（ｙ））

　　例７１８　我们有：

ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））＝ ｘ（瓙Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ））
因为在命题逻辑中我们有Ｐ→Ｑ＝ 瓙Ｐ∨Ｑ。

（２）全称量词与存在量词间的关系

全称量词与存在量词间是有一定内在逻辑联系的，为说明此问

题我们举几个例子。
例７１９　我们知道“有些人今天没有到校上课”与“不是所有人

今天都到校上 课”具 有 相 同 的 含 义。设 Ｐ（ｘ）表 示“ｘ 今 天 到 校 上

课”，则上述思想可表示成：

ｘ（瓙Ｐ（ｘ））＝ 瓙ｘ（Ｐ（ｘ））

　　例７２０　我们知道，“所 有 的 人 都 不 吃 狐 狸 肉”与“不 存 在 吃 狐

狸肉的人”具有相同的含义。设Ｐ（ｘ）表示“ｘ 吃狐狸肉”，则上述思

想可表示成：

ｘ（瓙Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘ（Ｐ（ｘ））

　　从这两个例中，我们可以看出全称量词与存在量词相互间是能

转化的，我们可以得到其转换公式如下：

ｘ（瓙Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘ（Ｐ（ｘ）） （１）′
ｘ（瓙Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘ（Ｐ（ｘ）） （２）′

这两个永真公式告诉我们：

① 在谓词运算中只要有一个量词就足够了。因为由（１）′、（２）′
可推得：

ｘ（Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘ（瓙Ｐ（ｘ）））

ｘ（Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘ（瓙Ｐ（ｘ）））

　　② 量词外面的否定符号可深入至量词辖域内，反之亦然。
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（３）量词辖域的扩张与收缩

在量词辖域内存在着一些与量词所约束的变元无关的公式，在

某些情况下，这些公式可以自辖域内移出。反之亦可移入。这些永

真公式是：

ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ）＝ ｘ（Ｐ（ｘ））∨Ｑ （３）′
ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ）＝ ｘ（Ｐ（ｘ））∧Ｑ （４）′
ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ）＝ ｘ（Ｐ（ｘ））∨Ｑ （５）′
ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ）＝ ｘ（Ｐ（ｘ））∧Ｑ （６）′

其中Ｑ 内不出现ｘ。
我们可以证明（３）′的正确性。因此，（３）′中之Ｑ 或为０或为１，

当它为０时（３）′成立；当它为１时，（３）′亦成立。故（３）′成立。
（４）′、（５）′、（６）′之证明与（３）′类似。
由上述几个式子还可以推得下面几个永真公式：

ｘ（Ｐ（ｘ））→Ｑ＝ ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ） （７）′
ｘ（Ｐ（ｘ））→Ｑ＝ ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ） （８）′
Ｑ→ ｘ（Ｐ（ｘ））＝ ｘ（Ｑ→Ｐ（ｘ）） （９）′
Ｑ→ ｘ（Ｐ（ｘ））＝ ｘ（Ｑ→Ｐ（ｘ）） （１０）′

　　我们先证明（７）′的正确性：

ｘ（Ｐ（ｘ））→Ｑ＝ 瓙（ｘ（Ｐ（ｘ）））∨Ｑ 由（３５）′
＝ ｘ（瓙（Ｐ（ｘ）））∨Ｑ 由（１）′　
＝ ｘ（瓙（Ｐ（ｘ））∨Ｑ） 由（５）′　
＝ ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ） 由（３５）

　　我们可以用类似的方法去证明（８）′、（９）′、（１０）′的正确性。
（４）量词与命题联结词间的关系

量词与命题联结词间也有几个永真公式：

ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））＝ ｘ（Ｐ（ｘ））∧ ｘ（Ｑ（ｘ）） （１１）′
ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ））＝ ｘ（Ｐ（ｘ））∨ ｘ（Ｑ（ｘ）） （１２）′

　　对这两个永真公式的正确性我们可用几个例子来说明。
例７２１　“所有学 生 都 参 加 了 考 试 并 且 都 取 得 了 较 好 成 绩”与
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“所有学生都参加了考试并且所有学生都取得了较好的成绩”这两句

话有相同的意义。
例７２２　“有人抽 烟 或 有 人 喝 酒”与“有 人 抽 烟 或 喝 酒”这 两 句

话有相同的意义。
这两个永真公式告诉我们量词可以深入到某些命题公式内。
关于量词与命题联结词间还可有下面两个永真公式：

ｘ（Ｐ（ｘ））∨ ｘ（Ｑ（ｘ））ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ）） （１３）′
ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））ｘ（Ｐ（ｘ））∧ ｘ（Ｑ（ｘ）） （１４）′

　　要注意的是这二个永真公式是蕴含永真公式。
这两个蕴含永真公式的正确性我们也可用几个例子来说明。
例７２３　我们知道，由“今天所有人都唱歌或今天所有 人 都 跳

舞”可以推得“今天所有人都唱歌或跳舞”。
例７２４　我们知道，由“有人既喜欢下棋又喜欢打牌”可以推得

“有人喜欢下棋并且有人喜欢打牌”。
但要注意的是，（１３）′、（１４）′之逆不一定成立。即 ｘ（Ｐ（ｘ）∨

Ｑ（ｘ））→ ｘ（Ｐ（ｘ））∨ ｘ（Ｑ（ｘ））与 ｘ（Ｐ（ｘ））∧ ｘ（Ｑ（ｘ））→
ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））不 一 定 为 永 真。我 们 可 以 由 上 两 个 例 中 看 出

“今天所有的人都唱歌或跳舞”并不能推得“今天所有的人都唱歌或

今天所有的人都跳舞”，因为可能一部分人唱歌而另一部分人跳舞。
同样，也不一定能由“有些人喜欢下棋并且有些人喜欢打牌”推得“有

些人既喜欢下棋又喜欢打牌”。因为可能一部分人喜欢下棋而并不

喜欢打牌，而另一部分人喜欢打牌却并不喜欢下棋。
关于量词与命题联结词间还可有下面的两个蕴含永真公式：

ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））ｘ（Ｐ（ｘ））→ ｘ（Ｑ（ｘ）） （１５）′
ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））ｘ（Ｐ（ｘ））→ ｘ（Ｑ（ｘ）） （１６）′

　　我们可以用几个例子作说明。
例７２５　“每个数 如 它 大 于 零 则 它 的 三 次 方 亦 必 大 于 零”可 推

出“如果所有数都大于零则所有它的三次方亦必大于零。”
例７２６　“每个数 如 它 大 于 零 则 它 的 三 次 方 亦 必 大 于 零”可 推
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出“如存在一些数大于零则必存在一些数的三次方亦大于零。”
同样，（１５）′、（１６）′之逆不一定成立。亦即是说 （ｘ（Ｐ（ｘ））→

ｘ（Ｑ（ｘ））） → ｘ（Ｐ（ｘ） → Ｑ（ｘ））， 与 （ｘ（Ｐ（ｘ）） →
ｘ（Ｑ（ｘ）））→ ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））不一定成立。例如“如果有些车

没有汽油则一定存在一些车无法开动”，不一定能推出“对所有的车

如果它没有汽油则它一定无法开动”。因为车子的种类很多，有些车

需要汽油才能开动，如汽车；但有些车不一定需要汽油也能开动，如

电车、马车、自行车等。
公式（１５）′、（１６）′表示量词可深入至蕴含式内部。
（５）公式中量词的添加与除去

公式中量词的添加与除去可有下面一些永真公式：

ｘ（Ｐ（ｘ））Ｐ（ｘ） （１７）′
Ｐ（ｘ）ｘ（Ｐ（ｘ）） （１８）′

　　这两个公式的正确性也是不言而喻的。因为如 ｘ（Ｐ（ｘ））为

真，则公式Ｐ（ｘ）必为永真。同样，如 Ｐ（ｘ）为永真，即是说，对任一

个个体变元ｘ，Ｐ（ｘ）为真，则 ｘ（Ｐ（ｘ））也一定为真。
例７２７　“所有的人都需要空气”必可推出“人需要空气”。
例７２８　“人需要空气”必可以推出“有人需要空气”。
同样，（１７）′、（１８）′之逆不成立。
公式（１７）′、（１８）′给出了量词添加与除去的基本规则，而且也给

出了自由变元与约束变元间转换关系的一个准则。
（６）多个量词间的次序排列

多个全称量词 或 多 个 存 在 量 词 间 它 们 的 次 序 是 可 以 任 意 排 列

的，对此有下列之永真公式：

ｘｙ（Ｐ（ｘ，ｙ））＝ ｙｘ（Ｐ（ｘ，ｙ）） （１９）′
ｘｙ（Ｐ（ｘ，ｙ））＝ ｙｘ（Ｐ（ｘ，ｙ）） （２０）′

　　（１９）′、（２０）′的正确性是比较容易理解 的。我 们 仅 举 一 个 例 子

作说明。
例７２９　“所有王庄的人和所有李庄的人都参加了群众大会”与“所
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有李庄的人和所有王庄的人都参加了群众大会”这两句话是相同的。
多个量词间的次序排列关系尚有下面的永真公式，这个公式是

蕴含永真公式：

ｘｙ（Ｐ（ｘ，ｙ））ｘｘ（Ｐ（ｘ，ｙ）） （２１）′
　　我们可以用例子说明这个公式的正确性。

例７３０　我们可由“有些人看过所有数理逻辑的书”推出“所有

数理逻辑的书都有人看过”。
但要注意，此公式之逆不一定成立。如上例中，“所有数理逻辑

的书都有人看过”并 不 一 定 能 推 出“有 人 看 过 所 有 数 理 逻 辑 的 书”。
因为可能几个人分别看过部分数理逻辑的书，而他们全体则可能将

所有数理逻辑的书都看过了。
除此之外，我们还可以有：

ｘ（Ｐ（ｘ））ｘ（Ｐ（ｘ）） （２２）′
　　这个公式的永真性也是显而易见的。

例７３１　“所有猫都会捉老鼠”可以推出“有些猫会捉老鼠”。
同样，这个公式之逆不一定能成立。因为由“有些猫会捉老鼠”

不一定能推出“所有猫都会捉老鼠”。
到此为止，我们给出了２２个谓词逻辑永真公式，可以由这些永

真公式推导出其他的永真公式来。但一般讲，这２２个基本公式在大

多数场合下也已经够用。

７３　前束范式与斯科林范式

在谓词逻辑中，一般有两种范式，一种叫前束范式，一种叫斯科

林范式。我们先讨论前束范式。
一个公式如果它的所有量词均出现在公式的最前面，它们的辖

域一直延伸到公式末，且公式中不出现联结词→及，则这种形式的

公式称为前束范式。如下面的公式是前束范式：

ｘｙｚ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ，ｙ）∨Ｒ（ｙ，ｚ））
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　　可以把前束范式分成两部分，一是公式的量词部分，称 之 为 首

标；二是命题逻辑公式部分。由于这种公式将量词集中在首标，因此

公式比较有规则。
任何一个公式可表示成前束范式，其化归过程如下：
（１）将公式中的联结词→和换成瓙、∨、∧等联结词。
（２）利用命题逻辑中的等式（９）、（１０）、（１１）及谓词逻辑中的等

式（１）′和（２）′，将公式中的否定符号深入到谓词变元之前。
（３）为防止混淆，公式中的所有约束变元及自由变元均应不同，

若有相同应更改之。
（４）利用公式（３）′－（６）′，扩大量词的辖域至整个公式。
例７３２　将公式：

（ｘＰ（ｘ）∨ ｙＲ（ｙ））→ ｘＦ（ｘ）
化归成前束范式。

解：（１）除去联结词→
（ｘＰ（ｘ）∨ ｙＲ（ｙ））→ ｘＦ（ｘ）

＝ 瓙（ｘＰ（ｘ）∨ ｙＲ（ｙ））∨ ｘＦ（ｘ）

　　（２）将否定符号深入到谓词变元之前

瓙（ｘＰ（ｘ）∨ ｙＲ（ｙ））∨ ｘＦ（ｘ）

＝ （ｘ瓙Ｐ（ｘ）∧ ｙ瓙Ｒ（ｙ））∨ ｘＦ（ｘ）

　　（３）更改变元符号

（ｘ瓙Ｐ（ｘ）∧ ｙ瓙Ｒ（ｙ））∨ ｘＦ（ｘ）

＝ （ｘ瓙Ｐ（ｘ）∧ ｙ瓙Ｒ（ｙ））∨ ｚＦ（ｚ）

　　（４）将量词辖域扩大到整个公式

（ｘ瓙Ｐ（ｘ）∧ ｙ瓙Ｒ（ｙ））∨ ｚＦ（ｚ）

＝ ｘｙｚ（瓙Ｐ（ｘ）∧ 瓙Ｒ（ｙ）∨Ｆ（ｚ））

　　前束范式虽有优点，但也有缺点，主要是其首标比较混乱，全称

量词与存在量词排列无一定规则。

１９２０年斯科林（Ｓｋｏｌｅｍ）对它进行改造，使首标中所有量词具有

一定规则，让存在量词均出现在全称量词之前，即首标部分由两部分
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组成，前面部分是存在量词，后面部分是全称量词，如：

ｘｙｚｔ（Ｐ（ｘ，ｙ）∧Ｑ（ｙ，ｚ）∧Ｒ（ｚ，ｔ））
是斯科林范式。

斯科林范式是比较理想的范式，它将一个公式顺序地分成三部

分：公式的所有存在量词，公式的所有全称量词，命题逻辑公式。这

给谓词逻辑的研究带来方便。
任何一个公式均可化归成斯科林范式，其化归过程比较复杂，这

里不作介绍。

７４　函　　数

在谓词逻辑中 除 了 引 入 谓 词 概 念 以 外，还 需 引 入“函 数”概 念。
函数建立了个体变量间的转换关系。函数有一元函数与多元函数之

分，一元函数有如下之形式：

ｙ＝ｆ（ｘ）

　　其中ｆ为函数符，ｘ、ｙ为个体变量。多元函数有如下之形式：

ｙ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

　　其中ｆ为函数符，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ，ｙ为个体变量。此种多元函数

称为ｎ元函数。
在函数中，个体经函数作用后所得的仍是个体，所以函数是个体

到个体的映射。
例７３３　王强的爸爸去南京了。
解：设Ｆ（ｘ，ｙ）为“某人ｘ到ｙ 地方去了”，ｆ（ｘ）为“ｘ的爸爸”。

并设ａ为王强，ｂ为南京，此时上面的语句可写为：

Ｆ（ｆ（ａ），ｂ）

　　例７３４　徐飞龙和他父亲、祖父三人一起去看演出。
解：设Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）为“某人ｘ、某人ｙ 与某人ｚ 一起看演出”，设

ｆ（ｘ）为“ｘ的父亲”，又设ａ为徐飞龙，此时上述语句可写为：

Ｆ（ａ，ｆ（ａ），ｆ（ｆ（ａ）））
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　　在谓词逻辑中加入函数后，谓词逻辑公式中增加了一个“项”的

概念。
项：
（１）个体常量是项；
（２）个体变量是项；
（３）设 ｆ 为ｎ 元 函 数 符，ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ 为 项，则 ｆ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）

是项；
（４）项由且仅由有限次使用（１）、（２）、（３）所得。
有了项以后，原有的原子公式可作适当修改如下：
原子公式：
设ｐ是ｎ 元谓词符，ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ 为项，则ｐ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）是原子

公式。
原子公式经修改后有关谓词逻辑公式的定义就不必修改了。

习　题　七

７１　用谓词写出下列各断言：
（１）长江比黄河长，金陵饭店比北京饭店高。
（２）高斯是伟大的数学家但不是文学家。
（３）南京位于武汉和上海之间。
（４）他和她是兄妹。
（５）没有不犯错误的人。
（６）对一切实数，ｘ２ ＞０或ｘ２ ＝０。
（７）凡有生命之物必会死。
（８）所有四边形内角之和都是３６０°。
（９）不是所有的男人都比女人高。
（１０）凡是对顶角必相等；但相等未必是对顶角。
（１１）有而且仅有一个素数是偶数。
（１２）凡是资本家都会剥削人，但剥削人者未必都是资本家。
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７２　下面哪些是命题？

（１）ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）∧Ｒ
（２）ｘ（Ｐ（ｘ）→ 瓙Ｑ（ｘ）∨Ｓ（ｘ）∧Ｒ
（３）ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）∧Ｓ（ｙ））

７３　指 出 下 面 各 式 的 自 由 变 元 和 约 束 变 元，并 决 定 量 词 的

辖域。
（１）ｘ（（Ｐ（ｘ）∨Ｒ（ｘ））∧Ｓ（ｘ））→ ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））
（２）ｘ（Ｐ（ｘ）Ｑ（ｘ））∧ｘＲ（ｘ）∨Ｓ（ｘ）
（３）ｘ（Ｐ（ｘ）∧ｙＲ（ｘ，ｙ））

７４　如果个体域是 ｛０，１，２，３｝，消去以下各式的量词。
（１）ｘＲ（ｘ）∧ｘＳ（ｘ）
（２）ｘＡ（ｘ）∧（ｘ）Ｂ（ｘ）
（３）ｘ瓙Ａ（ｘ）∨ｘＢ（ｘ）

７５　若个体域是整数集，决定下面哪些公式是真的。
（１）ｘｙ（ｘ＋ｙ＝０）
（２）ｘｙ（ｘ＋ｙ＝０）
（３）ｘｙ（ｘ２＋３ｘ－５＞０）
（４）ｘｙ（ｘ２－５＝ｙ２）

７６　求下列各公式的真值（其中（３）—（１１）各小题的个体域均

是整数集Ｉ）。
（１）ｘ（ｘ＝１∨ｘ＝２），个体域是 ｛１，２｝
（２）ｘ（３＞２→ｘ≤３）∨３＞５，个体域是 ｛－２，３，５，６｝
（３）ｘ（ｘ＞１→ｘ＝１）
（４）ｘ（ｘ２－１≥０）
（５）ｘ（ｘ２－ｘ－１≠０）
（６）ｘ（２ｘ２－３ｘ＋１＝０）
（７）ｘ（ｘ２－３＝０）
（８）ｘｙ（ｘ２ ＝ｙ）
（９）ｘｙ（ｘ２ ＝ｙ）
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（１０）ｘｙ（ｙ２ ＝ｘ）
（１１）ｘｙ（ｙ２ ＝ｘ）

７７　求下面各式的前束范式：
（１）瓙（ｘｙＰ（ｘ，ｙ）ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））
（２）瓙（ｘｙＰ（ｘ，ｙ）ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））
（３）ｘ（瓙ｙＰ（ｘ，ｙ））→ （ｚＱ（ｚ）→Ｒ（ｘ））

７８　证明

（１）ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ））ｘＰ（ｘ）∨ｘＱ（ｘ）
（２）ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）∧Ｒ（ｘ））∧ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））ｘ（Ｑ（ｘ）∧

Ｒ（ｘ））

７９　谓词公式 （ｘ）（ｐ（ｘ）∨（ｙ）Ｒ（ｙ））→Ｑ（ｘ）中变元ｘ是

（　　）

Ａ 自由变元

Ｂ 约束变元

Ｃ 既不是自由变元也不是约束变元

Ｄ 既是自由变元也是约束变元

７１０　公式 （ｘ）（ｙ）（Ｐ（ｘ，ｙ）∧Ｑ（ｘ，ｙ））∧ （ｘ）Ｐ（ｘ，ｙ）
中（ｘ）的辖域是 ；（ｘ）的辖域是 。

７１１　设Ｃ（ｘ）：ｘ是国家选手，Ｇ（ｘ）：ｘ 是健壮的，命题“没有

一个国家选手不是健壮的”，可符号化为（　　）

Ａ瓙（ｘ）（Ｃ（ｘ）∧瓙Ｇ（ｘ））Ｂ瓙（ｘ）（Ｃ（ｘ）→ 瓙Ｇ（ｘ））

Ｃ瓙（ｘ）（Ｃ（ｘ）∧瓙Ｇ（ｘ））Ｄ瓙（ｘ）（Ｃ（ｘ）→ 瓙Ｇ（ｘ））

７１２　试将下列 各 式 译 成 汉 语，ｐ（ｘ）：ｘ 是 质 数；Ｅ（ｘ）：ｘ 是

偶数；Ｄ（ｘ，ｙ）：ｘ除尽ｙ；

Ｐ（５）

Ｅ（２）∧Ｐ（２）
（ｘ）（Ｄ（２，ｘ）→Ｅ（ｘ））
（ｘ）（Ｅ（ｘ）∧Ｄ（ｘ，６））

７１３　设Ｌ（ｘ）：ｘ是演员；Ｊ（ｘ）：ｘ 是老师；Ａ（ｘ，ｙ）：ｘ 钦佩ｙ；
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命题“所有演员都钦佩某些老师”可符号化为（　　　）

Ａ（ｘ）Ｌ（ｘ）→Ａ（ｘ，ｙ）

Ｂ（ｘ）（Ｌ（ｘ）→ （ｙ）（Ｊ（ｙ）∧Ａ（ｘ，ｙ）））

Ｃ（ｘ）（ｙ）（Ｌ（ｘ）∧Ｊ（ｙ）∧Ａ（ｘ，ｙ））

Ｄ（ｘ）（ｙ）（Ｌ（ｘ）∧Ｊ（ｙ）→Ａ（ｘ，ｙ））

７１４　Ａ（ｘ）：ｘ是人，Ｂ（ｘ）：ｘ 犯错误；命题“没有不犯错误的

人”可以形式化为（　　　）

Ａ（ｘ）（Ａ（ｘ）∧Ｂ（ｘ））　　Ｂ瓙（ｘ）（Ａ（ｘ）→ 瓙Ｂ（ｘ））

Ｃ瓙（ｘ）（Ａ（ｘ）∧Ｂ（ｘ）） Ｄ瓙（ｘ）（Ａ（ｘ）∧瓙Ｂ（ｘ））

７１５　在谓词演算中，下列各式中正确的是（　　　）

Ａ（ｘ）（ｙ）Ａ（ｘ，ｙ）（ｙ）（ｘ）Ａ（ｘ，ｙ）

Ｂ（ｘ）（ｙ）Ａ（ｘ，ｙ）（ｙ）（ｘ）Ａ（ｘ，ｙ）

Ｃ（ｘ）（ｙ）Ａ（ｘ，ｙ）（ｘ）（ｙ）Ａ（ｘ，ｙ）

Ｄ（ｘ）（ｙ）Ａ（ｘ，ｙ）（ｙ）（ｘ）Ｂ（ｘ，ｙ）

７１６　ｘ（Ｐ（ｘ））∨ｘ（Ｑ（ｘ）） ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ））

ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ）） ｘ（Ｐ（ｘ））∨ｘ（Ｑ（ｘ））

“谓词逻辑”复习提纲

１ 主要内容

———谓词逻辑基本概念。
———谓词逻辑基本公式。
———谓词逻辑的范式。

２ 复习重点

———谓词逻辑基本公式。

３ 谓词逻辑基本概念

———个体：客体。
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———谓词：刻划个体性质与关系。
———个体域：个体变化范围。
———全总个体域：所有考虑的个体作为论述范围。
———量词：刻划个体数量，有存在量词及全称量词之分，表示

‘有一些’及‘所有’。
———约束变元与自由变元：受量词约束的个体变元称约束变元，

不受量词约束的个体变元称自由变元。
———谓词逻辑公式的原子公式：Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）。
———谓词逻辑公式：
（１）原子公式是公式；
（２）瓙Ａ 是公式；
（３）Ａ∨Ｂ，Ａ∧Ｂ，Ａ→Ｂ，ＡＢ 是公式；
（４）ｘ（Ａ），ｘ（Ａ）是公式；
（５）公式仅由（１）—（４）经有限步构成。
———函数ｙ＝ｆ（ｘ）：个体间的转换关系

４ 谓词逻辑基本公式

 ｘ（瓙Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘＰ（ｘ））

 ｘ（瓙Ｐ（ｘ））＝ 瓙（ｘＰ（ｘ））

 ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ）＝ ｘＰ（ｘ）∨Ｑ
 ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ）＝ ｘＰ（ｘ）∧Ｑ
 ｘ（Ｐ（ｘ）∨Ｑ）＝ ｘＰ（ｘ）∨Ｑ
 ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ）＝ ｘＰ（ｘ）∧Ｑ
 ｘＰ（ｘ）→Ｑ＝ ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ）

 ｘＰ（ｘ）→Ｑ＝ ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ）

 Ｑ→ ｘＰ（ｘ）＝ ｘ（Ｑ→Ｐ（ｘ））

 Ｑ→ ｘＰ（ｘ）＝ ｘ（Ｑ→Ｐ（ｘ））

 ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））＝ ｘ（Ｐ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ））

 ｘＰ（ｘ）∨Ｑ（ｘ）＝ ｘ（Ｐ（ｘ）∨ｘＱ（ｘ））
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 ｘＰ（ｘ）∨ｘＱ（ｘ）ｘＰ（ｘ）∨Ｑ（ｘ）

 ｘ（Ｐ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ））ｘ（Ｐ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ））

 ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））ｘＰ（ｘ）→ ｘＱ（ｘ）

 ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））ｘＰ（ｘ）→ ｘＱ（ｘ）

 ｘＰ（ｘ）Ｐ（ｘ）

 Ｐ（ｘ）ｘＰ（ｘ）

 ｘｙＰ（ｘ ，ｙ）＝ ｙｘＰ（ｘ ，ｙ）

 ｘｙＰ（ｘ ，ｙ）＝ ｙｘＰ（ｘ ，ｙ）

５ 谓词逻辑范式

———前束范式：一个公式仅出现瓙，∨与∧并且所有量均出现在

最前面其辖域一直延伸止末尾。
———斯科林范式：前束范式中量词的出现分为两部分，首先出现

存在量词，其次出现全称量词。
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书书书

第八章　命题逻辑与谓词逻辑的

公理化理论

　　公理化理论是数学中的基本理论，近来它在计算机科学中用处

很大。我们通过本章命题逻辑与谓词逻辑公理化理论的介绍，使读

者对公理化理论有一个初步的了解。

８１　公理化理论的基本思想

自然科学中的一些理论性学科有很多规则和定理，但这些规则

中有些是最基本的，使得某学科领域内的所有其他的规则和定理均

可由这些最基本的规则推出，这些最基本的规则称为公理。公理可

视为一门学科的基础，它的正确性是公认的，因此不需要证明。而学

科领域中的其他规则和定理均可从公理出发加以证明。
更进一步，我们可以脱离具体的学科而将公理化理论作进一步

抽象。也就是说我们可以定义一些脱离具体语义解释而只有语法含

义的定理和规则，以此作为公理，建立起一个公理系统。这种公理系

统具有广泛的抽象性。如果对公理系统中的抽象符号给予某学科领

域中的具体含义后，其公理在该学科中是正确的话，则说公理系统在

该学科中有一个解释。一个公理系统往往可以有多种解释，这说明

一个抽象的公理系统可以作为专门学科的基础。这种抽象的公理系

统我们称之为形式化公理系统，简称形式系统。
在公理系统中，一般需讨论三个问题：

１ 不矛盾性

在公理系统中要求所有的公理是互相不矛盾的。相互矛盾的公
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理在表面上有时不一定能看得出来，但往往会在定理中表示出来，即

可从公理系统中推出两个截然相反的定理来。不矛盾性是对一个公

理系统的基本要求。

２ 完备性

公理系统的完备性可有两种含义：

（１）相对完备性。一个公理系统如果是为某学科建立的，该学

科中所有定理和规则均能在该系统中推出，则说此系统相对于该学

科来说是完备的。
（２）绝对完备性。在一个公理系统中如果将任何一个非定理的

公式作为公理加入到系统后，所得的系统均为矛盾的系统，则说该系

统是绝对完备的。
一个系统最好具有完备性，至少是相对完备的，但也允许不是完

备的。当然不完备的公理系统不是一个好的公理系统。

３ 独立性

公理系统中的每条公理应该独立，即每条公理不可能由其他公

理推出。
一个公理系统最好具有独立性，但有时为了某种方便起见，不独

立的公理系统也是可以的。

８２　命题逻辑的公理系统

现在我们讨论命题逻辑中的公 理 系 统。它 称 为 命 题 逻 辑 永 真

公式的公理系统，简 称 公 理 系 统。一 个 完 整 的 公 理 系 统 由 两 部 分

组成，它们是系统 的 组 成 部 分 和 推 理 部 分。组 成 部 分 给 出 了 系 统

的基本符号和公式；推理部分给出了系 统 的 公 理、基 本 规 则 以 及 定

理的含义。
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一、系统的组成部分

基本符号：
命题：Ｐ，Ｑ，Ｒ，…
联结词：瓙，∨，∧，→，
括号：（，）
公式：
见定义６１

二、推理部分

１ 公理

（１）Ｐ→Ｐ
（２）（Ｐ→（Ｑ→Ｒ））→（Ｑ→（Ｐ→Ｒ））
（３）（Ｐ→Ｑ）→（（Ｑ→Ｒ）→（Ｐ→Ｒ））
（４）（Ｐ→（Ｐ→Ｑ））→（Ｐ→Ｑ）
（５）（ＰＱ）→（Ｐ→Ｑ）
（６）（ＰＱ）→（Ｑ→Ｐ）
（７）（Ｐ→Ｑ）→（（Ｑ→Ｐ）→（ＰＱ））
（８）Ｐ∧Ｑ→Ｑ
（９）Ｐ∧Ｑ→Ｐ
（１０）Ｐ→（Ｑ→Ｐ∧Ｑ）
（１１）Ｐ→Ｐ∨Ｑ
（１２）Ｑ→Ｐ∨Ｑ
（１３）（Ｑ→Ｐ）→（（Ｒ→Ｐ）→（Ｑ∨Ｒ→Ｐ））
（１４）（Ｐ→瓙Ｑ）→（Ｑ→瓙Ｐ）
（１５）瓙瓙Ｐ→Ｐ

２ 推理规则

分离规则：Ｐ→Ｑ，ＰＱ（读作对Ｐ→Ｑ，Ｐ 施行分离规则而得Ｑ）。
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３ 定理

（１）公理是定理；
（２）如果Ｐ→Ｑ，Ｐ 是定理，则对它们施行分离规则所得Ｑ 也是

定理；
（３）定理仅限于此。
由公理系统证明一个公式 Ｑ 是 定 理 必 须 给 出 其 证 明 过 程。证

明过程是一公式序列：Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，…，Ｐｎ ，其中每个Ｐｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ）必须满足下面条件：
（１）Ｐｉ 或者是公理之一；
（２）Ｐｉ 或是前面的Ｐｋ、Ｐｒ（ｋ，ｒ＜ｉ）施行分离规则而得；
（３）最后Ｐｎ 即为定理Ｑ。

我们便说Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 为定理Ｑ 的永真证明过程。
下面我们利用公理系统证明定理，即命题逻辑中的永真公式。
例８１　试证Ｐ∨Ｑ→Ｑ∨Ｐ 为永真公式。
证明：
（１）Ｑ→Ｑ∨Ｐ 公（１２）
（２）Ｐ→Ｑ∨Ｐ 公（１１）
（３）（Ｐ→Ｑ∨Ｐ）→（（Ｑ→Ｑ∨Ｐ）→（Ｐ∨Ｑ→Ｑ∨Ｐ））

公（１３）
（４）（（Ｑ→Ｑ∨Ｐ）→（Ｐ∨Ｑ→Ｑ∨Ｐ） 分（３），（２）
（５）Ｐ∨Ｑ→Ｑ∨Ｐ 分（４），（１）
定理得证。
注意在定理证明中，每个步骤后面都附有说明，它叫证明根据，

用以说明每一步骤所用的公理或规则。其中“公”表示公理，“分”表

示分离规则。
例８２　试证Ｐ∨Ｐ→Ｐ 为永真公式。
证明：
（１）Ｐ→Ｐ 公（１）
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（２）（Ｐ→Ｐ）→（（Ｐ→Ｐ）→（Ｐ∨Ｐ→Ｐ）） 公（１３）
（３）（Ｐ→Ｐ）→（Ｐ∨Ｐ→Ｐ） 分（２），（１）
（４）Ｐ∨Ｐ→Ｐ 分（３），（１）
例８３　试证Ｐ→瓙瓙Ｐ 为永真公式。
证明：
（１）瓙Ｐ→瓙Ｐ 公（１）
（２）（瓙Ｐ→瓙Ｐ）→（Ｐ→瓙瓙Ｐ） 公（１４）
（３）Ｐ→瓙瓙Ｐ 分（２），（１）
我们现在再讨论公理系统中的推理规则。在本公理系统中只有

一条分离规则，它的用处很大，由它能得到很多别的推理规则，其方

法是：对于每个形如 Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）→Ｂ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）的永真

公式均对应一个推理规则：

Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）Ｂ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）
即对每个永真公式 Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）→Ｂ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ），如果有

Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）为 永 真 公 式，则 由 分 离 规 则 可 得 Ｂ（Ｐ１，Ｐ２，…，

Ｐｎ）为 永 真 公 式，因 此 可 由 Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）推 出 Ｂ（Ｐ１，Ｐ２，…，

Ｐｎ），记以：

Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）Ｂ（Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ）

　　只要在公理系统中有一条蕴含型的永真公式，就可同时得到一

个推理规则，由这种方法所推得的规则叫导出规则。
我们利用导出规则可以从公理系统中的１５条公理而推得１５条

导出规则，它们是：
规则１　ＰＰ
规则２　Ｐ→（Ｑ→Ｒ）Ｑ→（Ｐ→Ｒ）
规则３　Ｐ→Ｑ，Ｑ→ＲＰ→Ｒ
规则４　Ｐ→（Ｐ→Ｑ）Ｐ→Ｑ
规则５　ＰＱＰ→Ｑ
规则６　ＰＱＱ→Ｐ
规则７　Ｐ→Ｑ，Ｑ→ＰＰＱ
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规则８　Ｐ∧ＱＱ
规则９　Ｐ∧ＱＰ
规则１０　Ｐ，ＱＰ∧Ｑ
规则１１　ＰＰ∨Ｑ
规则１２　ＱＰ∨Ｑ
规则１３　Ｑ→Ｐ，Ｒ→ＰＱ∨Ｒ→Ｐ
规则１４　Ｐ→瓙Ｑ，Ｑ瓙Ｐ
规则１５　瓙瓙ＰＰ
利用导出规则还可以得到其他的所有推理规则。
到此为止，我们已知道利用此公理系统可以证明命题逻辑中的

永真公式（以及推理规则），这种证明方法叫永真推理方法。这种证

明方法的最大缺点是证明比较烦琐，比较难。为此要设法予以改造，
其改造的方法称为假设推理法，在说明假设推理法之前，我们先引进

一条推理定理。
推理定理：设有Ａ１，Ａ２，…，ＡｎＢ，则必有Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１Ａｎ

→Ｂ。
推论：设有Ａ１，Ａ２，…，ＡｎＢ，则必有：

Ａ１ → （Ａ２ → （Ａ３ → （…（Ａｎ →Ｂ）…）））
即：Ａ１ → （Ａ２ → （Ａ３ → （…（Ａｎ →Ｂ…）））为永真。
关于这条定理的证明，已超出本书范围。
推理定理告诉我们，为了证明一个带蕴含符的复杂公式是永真

的，只要证明它的最后一个后件为永真，而其所有前件（假设前提）均

可作为已知条件（永真公式）使用。此种证明方法由于减少了待证成

分而增加了永真成分，从而使证明变得较容易、方便，证明过程从本

质上得到简化。目前我们一般采用假设推理方法。
例８４　试证 （Ｐ→ （Ｑ→Ｒ））→ （Ｑ→ （Ｐ→Ｒ））为永真公式。
证明：由推理定理可知，只要证：

Ｐ→ （Ｑ→Ｒ），Ｑ，ＰＲ
（１）Ｐ 假设前提
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（２）Ｐ→（Ｑ→Ｒ） 假设前提

（３）Ｑ→Ｒ 分（２），（１）
（４）Ｑ 假设前提

（５）Ｒ 分（３），（４）
定理得证。
例８５　试证 （Ｐ→Ｑ）→ （（Ｐ→Ｒ）→ （Ｐ→Ｑ∧Ｒ））为定理。
证明：由推理定理可知，只要证：

Ｐ→Ｑ，Ｐ→Ｒ，ＰＱ∧Ｒ
（１）Ｐ→Ｑ 假设前提

（２）Ｐ→Ｒ 假设前提

（３）Ｐ 假设前提

（４）Ｑ 分（１），（３）
（５）Ｒ 分（２），（３）
（６）Ｑ∧Ｒ 规则１０
从上面两个 例 子 可 以 看 出，利 用 假 设 推 理 可 使 证 明 过 程 大 大

简化。
对于这个公理系统还有两点要说明。首先，可以证明这个公理

系统是不矛盾的、完备的（相对完备与绝对完备），但它不是独立的。
关于这点，由于证明复杂，本书不作介绍。其次我们称这个公理系统

是命题逻辑公理系统，这主要是因为命题逻辑可看成此公理系统的

一种语义解释。公理系统中的系统构成与命题逻辑公式构成一致，
公理系统中的公理均为命题逻辑中的永真公式，因而公理系统中的

定理亦为命题逻辑中的永真公式。

８３　谓词逻辑的公理系统

本节我们讨论谓词逻辑中的公理系统，它称为谓词逻辑永真公

式的公理系统，简称为公理系统。
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一、系统组成部分

基本符号：

　命题：Ｐ，Ｑ，Ｒ，…

　个体：ｘ，ｙ，ｚ，…

　谓词：Ｆ，Ｇ，Ｈ
　联结词：瓙，∨，∧，→，
　量词：，
　括号：（，）
公式：
见定义７１

二、推理部分

１ 公理

（１）Ｐ→Ｐ
（２）（Ｐ→（Ｑ→Ｒ））→（Ｑ→（Ｐ→Ｒ））
（３）（Ｐ→Ｑ）→（（Ｑ→Ｒ）→（Ｐ→Ｒ））
（４）（Ｐ→（Ｐ→Ｑ））→（Ｐ→Ｑ）
（５）（ＰＱ）→（Ｐ→Ｑ）
（６）（ＰＱ）→（Ｑ→Ｐ）
（７）（Ｐ→Ｑ）→（（Ｑ→Ｐ）→（ＰＱ））
（８）Ｐ∧Ｑ→Ｑ
（９）Ｐ∧Ｑ→Ｐ
（１０）Ｐ→（Ｑ→Ｐ∧Ｑ）
（１１）Ｐ→Ｐ∨Ｑ
（１２）Ｑ→Ｐ∨Ｑ
（１３）（Ｑ→Ｐ）→（（Ｒ→Ｐ）→（Ｑ∨Ｒ→Ｐ））
（１４）（Ｐ→瓙Ｑ）→（Ｑ→瓙Ｐ）
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（１５）瓙瓙Ｐ→Ｐ
（１６）ｘＰ（ｘ）→Ｐ（ｘ）
（１７）Ｐ（ｘ）→ｘＰ（ｘ）
这１７个公理中，前１５个 与 命 题 逻 辑 中 的 公 理 是 相 同 的，公 理

１６和１７中的Ｐ（ｘ），表示公式Ｐ 中含有变元ｘ。

２ 推理规则

（１）′分离规则：Ｐ→Ｑ，ＰＱ
（２）′全称规则：Ｑ→Ｐ（ｘ）Ｑ→ｘＰ（ｘ） （简称全）
（３）′存在规则：Ｐ（ｘ）→ＱｘＰ（ｘ）→Ｑ （简称存）

３ 定理

（１）公理是定理；
（２）如果Ｐ→Ｑ，Ｐ 是定理，则Ｑ 也是定理；
（３）如果Ｑ→Ｐ（ｘ）是定理，则Ｑ→ｘＰ（ｘ）也是定理；
（４）如果Ｐ（ｘ）→Ｑ 是定理，则ｘＰ（ｘ）→Ｑ 也是定理；
（５）定理仅限于此。
由公理系统证明一个公式 Ｑ 是 定 理 必 须 给 出 其 证 明 过 程。证

明过程是一公式序 列：Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ ，其 中 每 个 Ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）
必须满足下面条件：

（１）Ｐｉ 或是诸公理之一；
（２）Ｐｉ 或是前面的Ｐｋ、Ｐｒ（ｋ，ｒ＜ｉ）施行分离规则而得；
（３）Ｐｉ 或是前面的Ｐｋ（ｋ＜ｉ）施行全称规则而得；
（４）Ｐｉ 或是前面的Ｐｋ（ｋ＜ｉ）施行存在规则而得；
（５）最后Ｐｎ 即为定理Ｑ。

我们便说Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 为定理Ｑ 的永真证明过程。
下面我们利用此公理系统证明谓词逻辑中的永真公式。
例８６　试证 ｘｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｙｘＰ（ｘ，ｙ）为定理。
证明：
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（１）（ｙＰ（ｘ，ｙ）→Ｐ（ｘ，ｙ））→ （（Ｐ（ｘ，ｙ）→ ｘＰ（ｘ，ｙ））

→ （ｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｘＰ（ｘ，ｙ））） 公（３）
（２）ｙＰ（ｘ，ｙ）→Ｐ（ｘ，ｙ） 公（１６）
（３）（Ｐ（ｘ，ｙ）→ ｘＰ（ｘ，ｙ））→ （ｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｘＰ（ｘ，ｙ））

分（１），（２）
（４）Ｐ（ｘ，ｙ）→ ｘＰ（ｘ，ｙ） 公（１７）
（５）ｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｘＰ（ｘ，ｙ） 分（４），（３）
（６）ｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｙｘＰ（ｘ，ｙ） 全（５）
（７）ｘｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｙｘＰ（ｘ，ｙ） 存（６）
定理得证。
本公理系统共有三条推理规则，其中全称规则还可以以另外的

形式出现，即

（４）′Ｐ（ｘ）→ ｘＰ（ｘ） （全称推广规则，简称 ＵＧ）
我们只要在全称规则中将Ｑ 用ｘ∨瓙ｘ代入即可得到。由公理

１６和公理１７可得到两条导出规则，即：
规则１６：ｘＰ（ｘ）Ｐ（ｘ） （全称指定规则，简称 ＵＳ）
规则１７：Ｐ（ｘ）ｘＰ（ｘ） （存在推广规则，简称ＥＧ）
在这公理系统中也存在推理定理。
推理定理：设有Ｒ１，Ｒ２，…，ＲｎＱ，且推理过程中对Ｒｉ 不作代

入，各Ｒｉ 至少被使用一次且在施行全称规则与存在规则时绝不对各

Ｒｉ 中的自由变元进行，则必有：

Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ－１Ｒｎ →Ｑ
　　推论：设有Ｒ１，Ｒ２，…，ＲｎＱ，且在推理过程中对Ｒｉ 不作代入，
各Ｒｉ 至少被使用一次且在施行全称规则与存在规则时绝不对各Ｒｉ

中的自由变元进行，则必有：

Ｒ１ → （Ｒ２ → （Ｒ３ → （…（Ｒｎ →Ｑ）…）））

　　即：

Ｒ１ → （Ｒ２ → （Ｒ３ → （…（Ｒｎ →Ｑ）…）））

　　为永真公式。
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关于这条定理的证明，本书从略。
由推理定理可以得出下面的规则：
规则１８：ｘＰ（ｘ）Ｐ（ｅ） （存在指定规则简称 ＥＳ）
这条规则中，Ｐ（ｅ）中的ｅ叫额外变元，它是一种额外假设的自由

变元，它的变化范围是使 ｘＰ（ｘ）成 立 的ｘ，因 而 与 一 般 自 由 变 元

不同，各个不同额外变元的变化范围亦不同。
利用推理定理可以引入假设推理法，在这个公理系统中，充分利

用 ＵＧ、ＵＳ、ＥＧ、ＥＳ规则可使推理过程变得简单，但使用 ＵＧ 及 ＥＳ
规则时有一些限制条件，现叙述如下。

使用全称推广规则 ＵＧ时必须遵守：
（１）对假设前提中所出现的自由变元不能使用此规则；
（２）对额外变元不能使用此规则；
（３）一个公式中若含有额外变元，则对这公式中的自由变元亦

不能使用此规则。
因为不同的额外变元变化的范围是不同的，因此使用存在指定

规则ＥＳ时要注意的是：不同的额外变元需用不同的符号表示，以示

区别，而且不能相互作代入。
在推理时可利用 ＵＳ和ＥＳ将一个公式中的量词全部除去，从而

得到一个命题逻辑公式，然后利用命题逻辑中的方法推理，最后在得

到结论前利用 ＵＧ与ＥＧ重新加入量词，使它恢复成谓词逻辑公式。
要注意的是在使用规则时要严格遵守某些限制。

例８７　试证明下面公式是永真公式：

ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））→ （ｘＰ（ｘ）→ ｘＱ（ｘ））

　　证明：用假设推理只要证明：

ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）），ｘＰ（ｘ）ｘＱ（ｘ）
（１）ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）） 假设前提

（２）Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ） ＵＳ：（１）
（３）ｘＰ（ｘ） 假设前提

（４）Ｐ（ｘ） ＵＳ：（３）
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（５）Ｑ（ｘ） 分（２），（４）
（６）ｘＱ（ｘ） ＵＧ：（５）
定理得证。
例８８　试证下面公式是永真公式：

ｘｙＡ（ｘ，ｙ）→ ｙｘＡ（ｘ，ｙ）

　　证明：用假设推理只要证明：

ｘｙＡ（ｘ，ｙ）ｙｘＡ（ｘ，ｙ）
（１）ｘｙＡ（ｘ，ｙ） 假设前提

（２）ｙＡ（ｅ，ｙ） ＥＳ：（１）
（３）Ａ（ｅ，ｙ） ＵＳ：（２）
（４）ｘＡ（ｘ，ｙ） ＥＧ：（３）
（５）ｙｘＡ（ｘ，ｙ） ＵＧ：（４）
对这个公理系统还要说明两点：首先，可以证明这个系统是不矛

盾的，它是相对完备的，但不是绝对完备的，也不是独立的。其次，我

们称这系统为谓词逻辑公理系统，这主要是因为谓词逻辑可看成这

个公理系统的一种语义解释。公理系统中的系统构成与谓词逻辑构

成一致。公理系统中的公理是谓词逻辑中的永真公式，因而公理系

统中的定理也是谓词逻辑中的永真公式。

习　题　八

８１　试述公理化的特点。

８２　试证命题逻辑永真公式公理系统中公理１不是独立的。

８３　试用假设推理方法证明下面的定理：
（１）（Ｒ→Ｐ）→ （（Ｒ→Ｑ）→ （Ｒ→Ｐ∧Ｑ））
（２）（Ｐ∧Ｑ→Ｒ）→ （Ｐ→ （Ｑ→Ｒ））

８４　指出下面证明过程的错误之处：

ｘＰ（ｘ）∧ ｘＱ（ｘ）→ ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））的“证明”如下：
（１）ｘＰ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ）
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（２）ｘＰ（ｘ）
（３）ｘＱ（ｘ）
（４）Ｐ（ｅ）
（５）Ｑ（ｅ）
（６）Ｐ（ｅ）∧Ｑ（ｅ）
（７）ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））

８５　试述假设推理法之特点及优越性。

８６　试用假设推理证明下面的定理：
（１）ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））→ （ｘＰ（ｘ）→ ｘＱ（ｘ））
（２）ｘｙＰ（ｘ，ｙ）→ ｙｘＰ（ｘ，ｙ）

“命题逻辑与谓词逻辑公理化理论”复习提纲

１ 主要内容

———公理系统的基本概念。
———公理系统的结构。
———永真推理、假设推理。
———命题逻辑公理系统。
———谓词逻辑公理系统。

２ 复习重点

———公理系统的结构。
———命题逻辑公理系统。

３ 基本概念

———公理：学科领域中最基本的原理与规则。
———公理系统：以公理为基础所建立的基于一定语法规范的形

式系统。
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———公理系统的三大性质：不矛盾、完备性与独立性。
———公理系统的结构：

公理系统

组成部分

基本符号：按学科要求建立。
公　　式：由基本符号按一定语法规则

组成
烅
烄

烆 。

推理部分

公　　理：按学科要求建立。
推理规则：一种动态推理方式，分原始

规则与导出规则。
证　　明：是一种由公理及推理规则按

一定语法规则所进行的动态

过程，并产生一个公式串。
定　　理：由公理及推理规则按证明过

程所得的结果

烅

烄

烆

烅

烄

烆

。
———假设推理：设有 Ａ１，Ａ２，…，ＡｎＢ 则必有：Ａ１→（Ａ２→（…

（Ａｎ→Ｂ）…））。

４ 命题逻辑公理系统

———基本符号：命题、联结词及括号。
———公式：（略）。
———公理：

 Ｐ→Ｐ。

 Ｐ→（Ｑ→Ｒ）→（Ｑ→（Ｐ→Ｒ））。

 （Ｐ→Ｑ）→（（Ｑ→Ｒ）→（Ｐ→Ｒ））。

 （Ｐ→（Ｐ→Ｑ））→（Ｐ→Ｑ）。

 （ＰＱ）→（Ｐ→Ｑ）。

 （ＰＱ）→（Ｑ→Ｐ）。

 （Ｐ→Ｑ）→（（Ｑ→Ｐ）→（ＰＱ））。

 （Ｐ∧Ｑ）→Ｑ。

 （Ｐ∧Ｑ）→Ｐ。
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 Ｐ→（Ｑ→Ｐ∧Ｑ）。

 Ｐ→Ｐ∨Ｑ。

 Ｑ→Ｐ∨Ｑ。

 （Ｐ→Ｑ）→（（Ｒ→Ｐ）→（Ｑ∨Ｒ→Ｐ））。

 （Ｐ→瓙Ｑ）→（Ｑ→瓙Ｐ）。

 瓙瓙Ｐ→Ｐ。
———推理规则：

 分离规则：Ｐ→Ｑ，ＰＱ。

 导出规则：公理系统中每条蕴含永真式。

５ 谓词逻辑公理系统

———基本符号：命题、个体、谓词、联结词、量词及括号。
———公式：（略）。
———公理：命题逻辑公式的１５条公理加：ｘＰ（ｘ）→Ｐ（ｘ）及

Ｐ（ｘ）→ ｘＰ（ｘ）。
———推理 规 则：分 离 规 则、全 称 推 广 规 则 ＵＧ、全 称 指 定 规 则

ＵＳ、存在推广规则ＥＧ、存在指定规则 ＥＳ及导出规则。
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书书书

第九章　离散数学在计算机科学中的应用

任何一门学科在其研究过程中常常需要供助一些工具和方法。
计算机科学在其研究过程中也需要借助数学工具，这个数学工具即

是离散数学。离散数学对计算机发展和计算机科学的研究起着重要

的作用。远在计算机产生之前，即１９３６年，图灵（Ａ．Ｍ．Ｔｕｒｉｎｇ）在

研究能行性理论过程中建立了有名的图灵机理论，图灵机的出现为

计算机的诞生从理论上奠定了基础。在计算机发展初期，利用命题

逻辑、布尔代数理论研究开关电路，从而建立起一门完整的数字逻辑

理论，对计算机的逻辑设计起了很大作用。在近期，利用代数结构研

究编码理论，利用 谓 词 逻 辑 研 究 程 序 正 确 性 问 题，利 用 能 行 性 理 论

（如递归函数论）研究计算机中的可计算性理论。最近几年研究范围

越来越深入，如用图论研究数据结构、操作系统的结构与死锁问题，
用关系代数、谓词逻辑研究数据库等。为了了解离散数学与计算机

科学的关系，我们在这章准备介绍离散数学的几个应用，它们是：离

散数学在关系数据库中的应用，谓词逻辑在逻辑程序设计中的应用

及代数结构在编码理论中的应用。从中可以看到离散数学在这些领

域中是如何发挥作用的，也可以看到如何将一个实际问题抽象为一

个数学问题，经过数学研究后又应用到实际中去的全过程。

９１　离散数学在关系数据库中的应用

１ 关系数据库简介

数据库是计算机管理数据的一种机构，一般来讲，它由两部分组

成，一个是供存放数据用的大量存储空间，它们可以是磁盘、光盘、磁
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带等外存空间，另一个是管理数据库中数据的一组程序，这组程序叫

数据库管理系统简称 ＤＢＭＳ，用户可以通过数据库管理系统所提供

的语言使用数据库中的数据，这种使用包括下列几个方面：
（１）数据的检索：从数据库中取出满足一定条件要求的数据。
（２）数据的插入：将一些数据存储到数据库中供以后使用。
（３）数据的修改：修改数据库中指定的数据。
（４）数据的删除：删除数据库内指定的数据。
供用户使用数据库的语言有的从终端装置打入，这种语言一般

叫终端查询语言，简称为ＳＱＬ；有的可附属于某些宿主语言，如可附

属于ＦＯＲＴＲＡＮ、ＣＯＢＯＬ等语言作为这些语言的扩充成分。
数据库内的数据一般都按一定格式组织与存放，数据库内数据

的基本组织格式如下：
（１）实 体：实 体 是 数 据 库 中 数 据 的 基 本 存 放 单 位，如 职 工 的

简 历、工 资 单、课 程 概 貌、合 同 执 行 情 况、物 资 供 销 情 况 等 均 是 实

体，数 据 库 内 实 体 是 一 个 整 体，它 内 部 的 数 据 相 互 间 是 有 逻 辑 联

系 的。
（２）属性：实体都有一些性质，这些性质叫此实体的属性，如职

工简历这个实体就有姓名、性别、年龄等属性，所有实体的属性就组

成了这个实体，如职工简历这个实体实际上就由姓名、性别、年龄等

属性组成。
（３）属性域：实体的每个 属 性 的 表 现 形 式 都 是 统 一 的，如 姓 名

是由ｎ个字母所组成的字，性别为｛Ｍ，Ｆ｝中之一（Ｍ 代表男性，Ｆ 代

表女性），年龄由两个数字所组成，对每个属性它有一个表示范围，如

姓名这个属性的表示范围是ｎ个由２６个字母所组成的集合中的字

母，而性别的表示范围是集合｛Ｍ，Ｆ｝，年龄的表示范围是从１８到６５
间的４８个数字（这里假定职工参加工作年龄是１８周岁，退休年龄最

晚是６５岁），这种属性的表示范围就是属性域，每个属性都有一个属

性域。
（４）实体集：凡 具 有 相 同 结 构 形 式（即 属 性 与 属 性 域）的 实 体
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集合。
（５）联系：在数据库中实 体 是 基 本 的 数 据 单 位，但 是 各 实 体 间

是有一定联系的，如实体集学生与课程之间有联系，这个联系是学生

修读课程，教师也是实体，而教师与学生、课程也有联系。在数据库

中存储数据时不仅要存放实体的数据，而且要存放联系的数据，如上

例中，不仅要存放有关教师、学生、课程的实体，而且还要存放学生修

读何种课程的情况及教师教授何种课程的情况，只有这样数据库中

的这个数据信息才是完整的。
数据库目前可以有三种结构模型，它们分别叫层次模型、网络模

型和关系模型。用 关 系 模 型 作 为 结 构 模 型 的 数 据 库 叫 关 系 式 数 据

库。我们在这里只讨论关系式数据库，其他的两种结构模型就不再

作介绍了。
在关系数据库中数据按二维表的形式存放，这种二维表就叫关

系，数据库中的实体与联系均按这种二维表的形式存放。
二维表的形式如表９１所示，它包括有行和列。一张二 维 表 可

有ｍ 行ｎ 列，二维表的每一行叫 元组，它代表一个完整的数据。一

个元组有ｎ个分量，因此这个元组又叫ｎ元元组。二维表的每一列

表示数据的分量。这种二维表叫ｎ元关系。

表９１ 二维表的形式

ｎ列

烉烇 烋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
……………

……………

…………… 烍

烌

烎

　
　
　
　
　
　
　
　
　

ｍ 行

设一个实体Ａ 有ｎ 个属性，分别为Ａ１，Ａ２，Ａ３，…，Ａｎ，它可表示

如下：
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Ａ（Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１，Ａｎ）

　　这个实体可以允许存放ｍ 个数据，此时这个实体集可用一个关

系表示之，亦即可用一张二维表表示之，这张二维表的每一列是一个

属性，二维表的每一行可存放实体集中的一个实体，这个表示实集的

二维表见表９２。

表９２ 实体集Ａ 的关系

Ａ１ Ａ２ Ａ３ …… Ａｎ－１ Ａｎ

烍

烌

烎

　
　
　
　
　
　
　

ｍ 行

现在我们举几个例子，设有实体集Ｓ 表示学生概貌，它有四个

属性：学 号、姓 名、年 龄、所 属 系 名，分 别 可 用Ｓ＃、ＳＮ、ＳＡ 及ＳＤ 表

示，这个实体集存放１０个学生的概貌，它们可用下列关系（表９３）
表示。

表９３ 实体集Ｓ的关系

Ｓ＃ ＳＮ ＳＡ ＳＤ

０１ ＡＢ ２０ ＣＳ

０２ ＡＣ ２１ ＭＡ

０３ ＡＤ ２２ ＭＡ

０４ ＡＥ ２１ ＣＳ

０５ ＡＦ ２０ ＣＳ

０６ ＡＧ ２０ ＣＳ

０７ ＡＨ ２２ ＭＡ

０８ ＡＩ ２３ ＭＡ

０９ ＡＪ ２１ ＣＳ

１０ ＡＫ １９ ＭＡ

又设有实体集课程的概况Ｃ，它有三个属性：课程号、课程名、先
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修课号，它们分别用Ｃ＃、ＣＮ、ＰＣ＃ 表示之，（我们假定每门课的先修

课有且只有一门），这个实体集存放六门课的概况，它们可用下列关

系（表９４）表示。

表９４ 实体集Ｃ的关系

Ｃ＃ ＣＮ ＰＣ＃

０１ ＯＳ ０２

０２ ＰＬ ０５

０３ ＤＢ ０６

０４ ＭＬ ０５

０５ ＭＣ ０６

０６ ＤＳ ０４

实体集与实体集间的联系也可用关系表示，如学生修读课程的

情况可用学号与课程号构成一个新关系ＳＣ，它刻划学生修课情况，
这个关系可用二维表９５表示。

表９５ 联系ＳＣ的关系

Ｓ＃ Ｃ＃

０１ ０１

０１ ０２

０２ ０１

０２ ０２

０２ ０３

０３ ０５

０４ ０４

０４ ０５

０４ ０６

０５ ０１

０５ ０５

０６ ０１

０７ ０１
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续表

Ｓ＃ Ｃ＃

０７ ０２

０８ ０４

０８ ０６

０９ ０１

０９ ０３

０９ ０５

１０ ０４

１０ ０６

有 时，在 关 系 所 表 示 的 联 系 中 还 可 以 附 加 一 些 数 据，如 关 系

ＳＣ 中 还 可 以 加 入 学 生 修 读 课 程 的 成 绩ＣＧ，这 时 可 在 原 关 系 中 增

加 一 个 属 性ＣＧ 表 示 之，这 个 修 改 后 的 关 系 还 可 叫ＳＣ，以 后 我 们

常 用 这 种 修 改 后 的 ＳＣ，这 种 修 改 后 的 关 系 ＳＣ 可 用 二 维 表 ９６
表 示。

表９６ 修改后的关系ＳＣ

Ｓ＃ Ｃ＃ ＣＧ

０１ ０１ ９０

０１ ０２ ８０

０２ ０１ ９０

０２ ０２ ８０

０２ ０３ ８７

０３ ０５ ７４

０４ ０４ ９８

０４ ０５ ９４

０４ ０６ ９２

０５ ０１ ６０

０５ ０５ ５５

０６ ０１ ８８
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续表

Ｓ＃ Ｃ＃ ＣＧ

０７ ０１ ７７

０７ ０２ ６７

０８ ０４ ９８

０８ ０６ ９７

０９ ０１ ８７

０９ ０３ ８５

０９ ０５ ８１

１０ ０４ ７３

１０ ０６ ７９

从上面表示可以看出，数据实体集与联系均可用二维表表示，在

数据库中，用这种二维表构造数据的模型就叫关系式数据库。
用户使用关系式数据库就是对一些二维表进行检索、插入、修改

和删除等操作，关系式数据库中的数据库管理系统必须向用户提供

使用数据库的语言，一般称为数据子语言，这种语言目前是以关系代

数或谓词逻辑中的方法表示的，说得确切一些就是这种语言以关系

代数或谓词逻 辑 作 为 它 的 数 学 基 础。由 于 用 这 种 数 学 的 方 法 去 表

示，使得对这些语言的研究成为对关系代数或谓词逻辑的研究，优化

语言的表示变成为对关系代数与谓词逻辑的化简问题。由于引入了

数学表示方法，使得关系数据库具有比其他几种数据库较为优越的

条件，正因为如此，关系数据库近几年来发展迅速，目前已成为占领

市场的主流产品。

２ 关系代数与数据子语言

由前面我们知道，关系数据库的数据子语言，它的基本操作对象

是二维表，它的基本操作是插入、检索、修改与删除，为了用数学的方

法表示语言，有必要对其操作对象与基本操作加以研究，并将其抽象

成数学符号与运算。
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（１）二维表与ｎ元有序组的集合

二维表是数据子语言的操作对象，一张二维表可看成是若干元

组的集合，而ｎ元元组可视为一个ｎ 元有序组，因此一张二维表可看

成是ｎ元有序组的集合，故我们说，数据子语言的操作对象是ｎ元有

序组的集合。
（２）基本操作与集合运算

数据子语言的操作对象是集合，而对其对象操作可视为对集合

的运算，下面对几种基本操作分别加以研究。

① 检索与集合运算

我们先考虑对一张二维表的检索，对它的检索不外乎选择表中

满足某些条件的一些行和列，例如对表９３表示的二维表Ｓ，要求年

龄大于２１岁的学生的学号与姓名，这是一种检索操作，它要求选择

满足ＳＡ＞２１的那些行，再由这些行中选出属性学号与学生，这种检

索操作的结果还是一张二维表，这张二维表有两个属性以及一些满

足ＳＡ＞２１的行，可用表９７表示。

表９７ 满足ＳＡ＞２１的关系

Ｓ＃ ＳＮ

０３ ＡＤ

０７ ＡＨ

０８ ＡＩ

由此可见检索是由一张表到另一张表的操作，从数学观点看，检

索是一种一元运算，即一个集合通过此运算而得到另一个集合，因此

我们定义两种一元检索运算，一个叫选择，另一个叫投影。
定义９１　设有关系Ｒ，它由 ｍ 个ｎ 元元组组成，则Πａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ

（Ｒ）也是一个关系，它由ｍ 个ｉｎ 元元组组成，而每个元组由属性ａｉ１，

ａｉ２，…，ａｉｎ组成，这个运算叫做Ｒ 在属性ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ上的投影（ａｉ１，

ａｉ２，…，ａｉｎ均是Ｒ 的属性）。
所以投影运算是从二维表选择一些指定的列而组成的新表，下
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面我们看二个例。
例９１　打印全体学生名单。
解：我们可将这要求写为：

ΠＳＮ（Ｓ）

　　例９２　打印所有课程号和课程名。
解：我们可将此要求写为：

Πｃ＃ ，ＣＮ（Ｃ）

　　按这二个例所得的公式，我们可以从表Ｓ、Ｃ 分别得到两张新表

（表９８和表９９），详细写出如下：

　　表９８　　ΠＳＮ（Ｓ）

Ｓ＃

０１
０２
０３
０４
０５
０６
０７
０８
０９
１０

　　表９９ ΠＣ，ＣＮ（Ｃ）

Ｃ＃ ＣＮ

０１ ＯＳ

０２ ＰＬ

０３ ＤＢ

０４ ＭＬ

０５ ＭＣ

０６ ＤＳ

定义９２　设有关系Ｒ，则σＦ（Ｒ）也是关系，它由Ｒ 中满足条件

Ｆ 的元组所组成，Ｆ 为逻辑条件，它是一个命题公式，它按下列方法

组成：
（１）它的基本操作数是常量或元组分量（即属性）。
（２）由 基 本 操 作 数 通 过 比 较 运 算 （＜，＝，＞，≤，≥）而 构 成

命题。
（３）由命题通过命题联结词（瓙，∨，∧）构成命题公式。
这种运算叫Ｒ 的选择运算。
所以选择运算是从二维表中选 出 那 些 满 足 Ｆ 的 元 组 而 组 成 新
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表，下面我们看两个例子。
例９３　取出年龄大于２１岁的数学系学生的概况。
解：我们可以将此要求写为：

σｓＡ＞２１∧ＳＤ＝ＭＡ（Ｓ）

　　例９４　取出先行课程号为０２的课程概况。
解：此要求可写为：

σＰＣ＃ ＝０２（Ｃ）

　　将运算Π 与σＦ 联合应用于关系就可以从关系中检索出所要求

的任意行与列的内容，现举两例。
例９５　取出学号为０４的学生所有修读课程号以及其分数。
解：我们可以将此要求写为：

Πｃ＃ ，ＣＧσ＃
Ｓ ＝０４（ＳＣ）

　　例９６　打印所有计算机系学生的名单。
解：我们可以将此要求写为

ΠＳＮσＳ
＃ ＝ＣＳ（Ｓ）

　　这 样 我 们 可 以 用 两 个 一 元 运 算Π 及σＦ 检 索 一 张 二 维 表 的 内

容，但 是 我 们 已 经 讲 过，各 实 体 间 是 有 联 系 的，亦 即 各 表 之 间 是

有 联 系 的，因 此 我 们 可 以 检 索 与 几 张 表 有 关 的 内 容。如 我 们 要

检 索 学 生 名 为 ＡＩ所 修 读 课 程 的 课 程 号，这 种 检 索 就 要 牵 涉 到 两

张 表，一 张 是Ｓ另 一 张 是ＳＣ。对 于 这 种 检 索，上 述 的 两 个 一 元 运

算 显 然 已 经 不 够，因 此 我 们 需 要 引 入 另 外 的 新 的 运 算，即 笛 卡 尔

乘 积。
定义９３　设关系Ｒ、Ｓ 分别为ｎ 及ｍ 元，则Ｒ×Ｓ 也是一个关

系，它有ｎ＋ｍ 元，它的元组的前ｎ个分量取自Ｒ 中的元组，而其后

ｍ 个分量取自Ｓ 中的元组，因此，它共有ｎ×ｍ 个元组，这种二元运

算Ｒ×Ｓ叫Ｒ 和Ｓ 的笛卡尔乘积。
下面我们举一个关于笛卡尔乘积的例。
例９７　设有关系Ｒ 和Ｓ（见表９１０（ａ）和（ｂ）），求Ｒ 和Ｓ 的笛

卡尔乘积。
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解：两个关系Ｒ 与Ｓ 的笛卡尔乘积见表９１０（ｃ）。

表９１０ Ｒ×Ｓ

（ａ）Ｒ

Ａ Ｂ Ｃ

ａ ｂ ｃ

ｄ ａ ｆ

ｃ ｂ ｄ

（ｂ）Ｓ

Ｄ Ｅ Ｆ

ｂ ｇ ａ

ｄ ａ ｆ

（ｃ）Ｒ×Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ

ａ ｂ ｃ ｂ ｇ ａ

ａ ｂ ｃ ｄ ａ ｆ

ｄ ａ ｆ ｂ ｇ ａ

ｄ ａ ｆ ｄ ａ ｆ

ｃ ｂ ｄ ｂ ｇ ａ

ｃ ｂ ｄ ｄ ａ ｆ

从笛卡尔乘积的定义可以看出，这种运算是将两张表联成一张

表的运算，如果我们所要检索的内容牵涉到两张表，此时只要先用这

个运算将两张表统一成一张表，然后再用投影和选择就会找出所需

检索的内容。
但是在大多数情况下两张相联表之间均有一定关系，亦即两张

表中均有相同的分量，如表Ｓ与ＳＣ 间有相同的分量Ｓ＃，表Ｃ 与ＳＣ
间有相同的分量Ｃ＃，而 我 们 所 需 要 相 联 后 的 表 是 由 那 些 在 公 共 分

量处有相等内容的元组构成。因此我们在笛卡尔乘积基础上再引入

一个二元运算叫自然联接。
定义９４　设有ｎ元关系Ｒ 和ｍ 元关系Ｓ，Ｒ 有属性ｒ１，ｒ２，…，

ｒｎ，Ｓ有属 性ｓ１，ｓ２，…，ｓｍ，其 中 属 性ｓ１，ｓ２，…，ｓｐ，分 别 与 属 性ｒｎ－ｐ，

ｒｎ－ｐ＋１，…，ｒｎ 相同，此时可定义Ｒ 与Ｓ 的自然联接Ｒ Ｓ 如下：

Ｒ Ｓ ＝Πｒ１，ｒ２，…，ｒｎ，ｓｐ＋１ｓｐ＋２，…，ｓｍ，σｓ１＝ｒｉ－ｐ∧…∧ｓｐ＝ｒｎ
（Ｒ×Ｓ）

　　现在举几个自然联接的例子。
例９８　设Ｒ 与Ｓ 均为三元关系，其二维表见表９１１（ａ）和（ｂ），

求Ｒ Ｓ。
解：关系Ｒ 与Ｓ 的自然联接Ｒ Ｓ 为 五 元 关 系，其 二 维 表 见

（ｃ）。
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表９１１ Ｒ Ｓ

（ａ）Ｒ

Ａ Ｂ Ｃ

１ ２ ３

２ １ ６

３ ６ ４

（ｂ）Ｓ

Ｃ Ｄ Ｅ

６ ５ １

４ １ ３

３ ５ ４

（ｃ）Ｒ Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ

１ ２ ３ ５ ４

２ １ ６ ５ １

３ ６ ４ １ ３

例９９　找出学生的姓名为ＡＩ所修读课程的课程号。
解：这个检索与表Ｓ及ＳＣ 有关，故首先用自然联接将Ｓ 与ＳＣ

联成一张表，然后再在联接后的表中用Π 与σＦ 找出所需内容，故可

写成为：

Πｃ＃σＳＮ＝ＡＩ（Ｓ ＳＣ）

　　例９１０　找出学生的学号为０３所修读课程的课程名。
解：这个检索与表ＳＣ 与Ｃ 有关，因此先用自然联接将ＳＣ 与Ｃ

联成一张表，然后再在联接后的表中用Π 与σＦ 找出所需内容，故可

写为：

ΠＣＮσｓ＃ ＝０３（ＳＣ Ｃ）

　　同样的道理，如果一个检索涉及到三张表，则可用两次自然联接

将三张表联成一张表，然后再对这一张表用两个一元运算Π 与σＦ，
最后可求得检索所要求的内容。下面举一例。

例９１１　打印学生姓名为ＡＩ所修读课程的课程名。
解：这个检索牵涉到三张表，因此有：

ΠＣＮσＳＮ ＝ＡＩ（Ｓ ＳＣ Ｃ）

　　到此为止，我们介绍了有关检索的几个例子，其中二个一元运算

二个二元运算，这四个运算实际上只要三个就够了，因为自然联接可

用其余三个运算 表 示 之，有 了 这 几 个 运 算 后，对 二 维 表 的 检 索 就 完

成了。

② 插入、修改和删除操作与集合运算

所谓插入操作就是在关系中增加一些元组，为完成这种操作我
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们可以引入另一个集合运算。从集合论中我们已经知道，这种操作

相当于集合的并运算。
例９１２　设有关系Ｒ 如表９１２所示，现在在Ｒ 中增加关 系Ｓ

中的所有元组，Ｓ如下表，试求增加后的关系。
解：关系Ｒ 增加Ｓ 的元组后所得的关系为Ｒ∪Ｓ，见下表。

表９１２ Ｒ∪Ｓ

关系Ｒ

Ａ Ｂ Ｃ

１ ２ ５

２ １ ３

５ ４ ３

关系Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ

４ ３ １

２ ４ １

关系Ｒ∪Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ

１ ２ ５
２ １ ３
５ ４ ３
４ ３ １
２ ４ １

例９１３　设某系开设课程之概况由关系Ｃ 表示之（见表９４），
现增设两门课为

Ｃ＃ ＣＮ ＰＣ＃

０７ ＰＰ ０５

０８ ＲＰ ０７

请将此两门课之概况插入关系Ｃ 中。
解：我们构作一个新关系Ｃ′如表９１３所示：

表９１３ 关系Ｃ′

Ｃ＃ ＣＮ ＰＣ＃

０７ ＰＰ ０５

０８ ＲＰ ０７

此时关系Ｃ 经插入关系Ｃ′后所构成的关系为Ｃ∪Ｃ′，其表读者

不难作出，留作练习。
所谓删除操作是在关系中除去一些元组，为完成此操作我们也
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要引入一个集合运算，这种操作相当于集合的差运算。
例９１４　设有关系Ｒ 如下表所示，现在在Ｒ 中除去关系Ｓ 中所

出现的元组，关系Ｓ见下表，试求除去后的关系。

表９１４ ＲＳ

关系Ｒ

Ａ Ｂ Ｃ

１ ２ ４

２ １ ５

３ ７ １

关系Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ

１ ２ ４

３ ７ １

关系ＲＳ

Ａ Ｂ Ｃ

２ １ ５

解：关系Ｒ 中除去Ｓ 中所出现的元组后所得的关系为ＲＳ（见

表９１４）。
例９１５　设某校学生概貌由关系Ｓ 表示，现有两个学生因病退

学，因此需要从Ｓ中除去，设这两学生之学号为０３、０５，求除名后之

学生概貌。
解：我们先求病退学生概况表，它们是：

σＳ＃ ＝０３∧Ｓ＃ ＝０５（Ｓ）
其次求除名后之学生概貌表，它们是：

Ｓ－σＳ＃ ＝０３∧Ｓ＃ ＝０５（Ｓ）

　　最 后 谈 所 谓 修 改 操 作。 它 是 将 Ｒ 中 某 些 元 组 的 内 容 作 适

当 修 改。例 如 学 生 ＡＤ 由 数 学 系 转 入 计 算 机 系，实 际 上 是 将 表

９３中 的 关 系 Ｓ 中 ＡＤ 的 元 组 中 的 系 名 属 性 ＳＤ 由 ＭＡ 修 改

成 ＣＳ。
完成修改操作不需要引入新的集合运算。我们知道修改操作相

当于对须修改的元组进行删除操作，然后将修改好的新元组作插入

操作。因此相应的集合运算是先进行差运算再作并运算。
例９１６　设有关系Ｒ，现欲将其分量 Ａ 为０４的 元 组 修 改 成 关

系Ｓ所示 的 状 态。求 修 改 后 的 关 系。其 中 Ｒ、Ｓ 见 下 表９１５（ａ）、
（ｂ）。
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表９１５ 例９１６之关系表

（ａ）关系Ｒ

Ａ Ｂ Ｃ

０１ ＲＯＭ ３８１

０２ ＲＡＭ ４６７

０３ ＰＡＭ ５４１

０４ ＵＡＭ ４４６

（ｂ）关系Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ

０４ ＵＡＭ ４４１

（ｃ）关系（ＲσＡ＝０４（Ｒ）∪Ｓ

Ａ Ｂ Ｃ

０１ ＲＯＭ ３８１

０２ ＲＡＭ ４６７

０３ ＰＡＭ ５４１

０４ ＵＡＭ ４４１

解：对关系Ｒ 修改后的关系为：
（Ｒ－σＡ＝０４（Ｒ））∪Ｓ

　　它可用表９１５（ｃ）表示之。
（３）数据子语言与关系代数

综上所述我们可以知道，在关系数据库中需要向用户提供使用

数据库的数据子语言。这个数据子语言可以允许用户对数据库进行

检索、插入、修改 及 删 除 操 作。这 种 数 据 子 语 言 相 当 于 一 种 代 数 结

构，而这个代数结构的研究对象是ｎ元有序组的集合，对它一共有五

种基本操作，其中两个是一元运算三个是二元运算，它们是：
投影运算：Π（Ｒ）。
选择运算：σＦ（Ｒ）。
笛卡尔乘积：Ｒ×Ｓ。
并运算：Ｒ∪Ｓ。
差运算：ＲＳ。
这些运算都是封闭的。因此它们构成了一个代数系统，称为关

系代数。
由此可见，对关系式数据库中的数据子语言的研究可归结为对

关系代数的研究，这样就建立了关系代数与数据子语言间的联系。
要注意的是，在上面的运算中自然联接并不出现，这是因为自然

联接并不是基本运算符，它可以由其他运算符生成。
（４）数据子语言的优化与关系代数

在关系数据库中，用户用数据子语言使用数据库，相同的要求有
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时可以有多种不同的写法，而不同的写法在计算机内执行时可得到

完全不同的效率，我们知道，在计算机内执行一个笛卡尔乘积是很花

时间的，这个时间正比于两个关系的元组数，并且同关系的元数也有

关系，因此一般希望对执行笛卡尔乘积的两个关系，尽量让其先做投

影与选择运算，这样可使其执行速度大为提高。上述情况对自然联

接也适用。
例如，设一用户希望了解学生ＡＣ 修读课程ＰＬ 的成绩，对它有

几种不同的写法：

①ΠＣＧσＳＮ＝ＡＣ∧ＣＮ＝ＰＬ∧Ｓ·Ｓ＃ ＝ＳＣ·Ｓ＃ ∧ＳＣ·Ｃ＃ ＝Ｃ·Ｃ＃ （Ｓ×ＳＣ×Ｃ）

②ΠＣＧσＳ·Ｓ＃ ＝ＳＣ·Ｓ＃ ∧ＳＣ·Ｃ＃ ＝Ｃ·Ｃ＃ （（σＳＮ＝ＡＣ（Ｓ）Ｓ×Ｃ×σＣＮ＝ＰＬ（Ｃ）））

③ΠＣＧσＳＣ·Ｃ＃＝Ｃ·Ｃ＃ （（ΠＣ＃，ＣＧσＳ·Ｓ＃＝ＳＣ·Ｓ＃ （ΠＳ＃σＳＮ＝ＡＣ （Ｓ）×ＳＣ））×
（ΠＣ＃σＣＮ＝ＰＬ（Ｃ）））

这 三 种 写 法 表 示 了 相 同 的 检 索 要 求，但 是 具 有 极 不 相 同 的 效

率，其 中①的 效 率 最 低，关 键 是 它 所 执 行 的 自 然 联 接 运 算 所 花 时

间 较 长。③的 效 率 最 高，主 要 是 由 于 它 所 执 行 的 自 然 联 接 运 算

所 花 时 间 最 短，这 是 因 为 执 行 自 然 联 接 的 关 系 ΠＳ＃σＳＮ＝ＡＣ （Ｓ）、

ＳＣ、与ΠＣ＃ 、σＣＮ＝ＰＬ（Ｃ）的 元 组 数 与 元 数 远 远 少 于 关 系Ｓ、ＳＣ 及Ｃ。
我 们 从 表 ９１６（ａ）和（ｂ）中 可 以 看 出 这 三 个 关 系 中 有 二 个 很 简

单，其 中（ａ）是 关 系ΠＳ＃σＳＮ＝ＡＣ（Ｓ），（ｂ）是 关 系 Πｃ＃σＣＮ＝ＰＬ（Ｃ）。对

它 们 执 行 自 然 联 接 所 需 时 间 远 远 少 于 对 Ｓ、ＳＣ 及 Ｃ 所 执 行 自 然

联 接 的 时 间。② 的 效 率 比 ① 高 得 多，但 比 ③ 低，它 介 于 ① 与 ③
之 间。

表９１６ 两种关系表

（ａ）

Ｓ＃

０２

（ｂ）

Ｃ＃

０２

为了优化数据子语言使它具有最高效率，我们可用关系代数等

价公式的转换来实现，为此我们列出几组关系代数的等式：
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① 笛卡尔乘积的结合律：
（Ｒ１×Ｒ２）×Ｒ３ ＝Ｒ１×（Ｒ２×Ｒ３）

　　② 投影的串接：

ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ
（ΠＢ１，Ｂ２，…，Ｂｍ

（Ｒ））＝ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ
（Ｒ）

　　其中Ａｉ ∈ ｛Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ｝

③ 选择的串接：

σＦ１∧Ｆ２（Ｒ）＝σＦ１（σＦ２（Ｒ））

　　④ 选择与投影的交换：

σＦ（ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ
（Ｒ））＝ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ

（σＦ（Ｒ）），

ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ
（σＦ（Ｒ））

　　　　 ＝ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ
（σＦ（ΠＡ１，Ａ２，…，Ａｎ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ

（Ｒ）））

　　⑤ 选择与笛卡尔乘积：
若Ｆ 只涉及Ｒ１，则σＦ（Ｒ１×Ｒ２）＝σＦ（Ｒ１）×Ｒ２

若Ｆ 只涉及Ｒ２，则σＦ（Ｒ１×Ｒ２）＝Ｒ１×σＦ（Ｒ２）
若Ｆ＝Ｆ１∧Ｆ２，而Ｆ１ 只涉及Ｒ１，Ｆ２ 只涉及Ｒ２，则：

σＦ（Ｒ１×Ｒ２）＝σＦ１
（Ｒ１）×σＦ２

（Ｒ２）

　　若Ｆ＝Ｆ１∧Ｆ２，而Ｆ１ 只涉及Ｒ１，则：

σＦ（Ｒ１×Ｒ２）＝σＦ２
（σＦ１

（Ｒ１）×Ｒ２）

　　⑥ 投影与笛卡尔乘积：

ΠＡ１，…，Ａｎ
（Ｒ１×Ｒ２）＝ΠＢ１，…，Ｂｍ

（Ｒ１）×ΠＣ１，…，Ｃｋ
（Ｒ２）

　　这里Ａｉ 中Ｂｊ 仅与Ｒ１ 有关，Ｃｒ 仅与Ｒ２ 有关。
我们可以用上述六组等式通过等式转换实现数据语言的优化。
例９１７　ΠＳＮσＳＡ＞２１（Ｓ×ＳＣ）

＝ΠＳＮ（σＳＡ＞２１（Ｓ）×ＳＣ）

＝ΠＳＮ（σＳＡ＞２１（Ｓ））×Π０（ＳＣ）

＝ΠＳＮ（σＳＡ＞２１（Ｓ））×
＝ΠＳＮ（σＳＡ＞２１（Ｓ））

其中：Π０ 表示在空属性上的投影。
例９１８　ΠＳ＃ ，ＣＮσＳＤ＝ＭＡ∧Ｃ＃ ＝０５（Ｓ×Ｃ）
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＝ΠＳ＃ ，ＣＮ（（σＳＤ＝ＭＡ（Ｓ））×（σＣ＃ ＝０５（ＳＣ）））

＝ΠＳ＃ （σＳＤ＝ＭＡ（Ｓ））×ΠＣＮ（σＣ＃ ＝０５（Ｃ））
例９１９　ΠＳ＃ ，Ｃ＃ （σＳＤ＝ＭＡ∧ＰＣ＃ ＝０５（ΠＳＤ，Ｓ＃ （Ｓ））×（ΠＣ＃ ，ＰＣ＃ （Ｃ）））

＝ΠＳ＃，Ｃ＃ （（σＳＤ＝ＭＡ（ΠＳＤ，Ｓ＃ （Ｓ）））×珘ｖ（σＰＣ＃＝０５（ΠＣ＃，ＰＣ＃ （Ｃ））））

＝ΠＳ＃ （σＳＤ＝ＭＡ（ΠＳＤ，Ｓ＃ （Ｓ）））×ΠＣ＃

　（σＰＣ＃ ＝０５（ΠＣ＃ ，ＰＣ＃ （Ｃ）））

＝ΠＳ＃ （ΠＳＤ，Ｓ＃ （σＳＤ＝ＭＡ（Ｓ）））×ΠＣ＃

　（ΠＣ＃ ，ＰＣ＃ （σＰＣ＃ ＝０５（Ｃ）））

＝ΠＳ＃ （σＳＤ＝ＭＡ（Ｓ））×ΠＣ＃ （σＰＣ＃ ＝０５（Ｃ））
从上面三个例子可以看出，在数据子语言中，可以用关系代数的

等式转换以简化表示，达到提高效率的目的。
由上面所述，我们也可以看出如何将关系数据库的数据子语言

抽象成关系 代 数，又 如 何 用 关 系 代 数 的 方 法 优 化 数 据 子 语 言 的 全

过程。

３ 谓词逻辑与数据子语言

关系数据库中数据子语言除了可以用关系代数表示外，还可以

用谓词逻辑表示，叫关系演算。
（１）集合论与谓词逻辑

关系代数是基于集合论的，而关系演算是基于谓词逻辑的，要建

立关系代数与关系演算间的联系，其首要的理论基础是要建立集合

论与谓词逻辑间的联系，下面将讨论此问题。
首 先，我 们 知 道，任 一 个 集 合 必 有 一 个 谓 词 （或 谓 词 逻 辑 公

式）与 之 对 应，如 自 然 数 集 合 Ｎ 必 有 一 个 自 然 数 谓 词 Ｎ（ｘ）与 之

对 应，使 之 当ｘ为 自 然 数 时 Ｎ（ｘ）为 真，ｘ为 非 自 然 数 时 Ｎ（ｘ）为

假，即：

Ｎ（ｘ）＝
１　 当ｘ为自然数

０　 当ｘ｛ 为非自然数

　　故我们可用谓词逻辑公式去表示与刻划集合，这个公式可叫集

·５１３·



合的特性谓词（或特性公式）。集合Ａ 与其特性公式Ｐ（ｘ）间可有如

下之关系：

Ａ＝ ｛ｘ Ｐ（ｘ）｝

　　这样，我们就可以建立集合与公式间的一一对应关系如下：
集合　　　　　　　谓词逻辑公式

Ａ Ｐ（ｘ）

ｘ∈Ａ Ｐ（ｘ）＝１
ｘ瓝Ａ Ｐ（ｘ）＝０

设有集合Ａ 与Ｂ，它们的特性谓词分别为 Ｐ（ｘ）和 Ｑ（ｘ），则此

两集合可分别写为：

Ａ＝ ｛ｘ Ｐ（ｘ）｝

Ｂ＝ ｛ｘ Ｑ（ｘ）｝
并且有：

珡Ａ ＝ ｛ｘ 瓙Ｐ（ｘ）｝

Ａ∪Ｂ＝ ｛ｘ Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ）｝

Ａ∩Ｂ＝ ｛ｘ Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ）｝

Ａ－Ｂ＝ ｛ｘ Ｐ（ｘ）∧ 瓙Ｑ（ｘ）｝

Ａ＋Ｂ＝ ｛ｘ Ｐ（ｘ）Ｑ（ｘ）｝

　　这样，我们就建立了集合论与谓词逻辑公式间的如下一一对应

关系：
集合论　　　　　　谓词逻辑公式

Ａ　　　　　　　　　　Ｐ（ｘ）

Ｂ　　　　　　　　　　Ｑ（ｘ）
珡Ａ　　　　　　　　　瓙Ｐ（ｘ）

Ａ∪Ｂ　　　　　　　Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ）

Ａ∩Ｂ　　　　　　　Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ）

　Ａ－Ｂ　　　　　　　Ｐ（ｘ）∧瓙Ｑ（ｘ）

Ａ＋Ｂ　　　　　　　Ｐ（ｘ）Ｑ（ｘ）
此外，还可以有：
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集合论　　　　　　　　谓词逻辑公式

全集∪　　　　　　 永真公式Ｐ（ｘ）∨瓙Ｐ（ｘ）
空集 　　　　　　永假公式Ｐ（ｘ）∧瓙Ｐ（ｘ）

Ａ＝Ｂ　　　　　　　　　　Ｐ（ｘ）＝Ｑ（ｘ）

Ａ≠Ｂ　　　　　　　　　　Ｐ（ｘ）≠Ｑ（ｘ）

ＡＢ　　　　　　　　　　Ｐ（ｘ）Ｑ（ｘ）
（２）二维表与谓词逻辑

从关系代数看，关系数据库中的基本数据结构二维表 是 一 个ｎ
元有序组的集合。在谓词逻辑中，这个集合可以用一个谓词，逻辑特

性公式表示，下面我们用两个例子来加以说明。
例９２０　表９１７所列之二维表可用谓词 Ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｘ＝ｙ）∧

Ｎ（ｘ）表示。其中 Ｎ（ｘ）表示ｘ为自然数。
例９２１　表９１８所列之二维表可用谓词Ｆ（ｘ，ｙ）＝（ｘ＝ｙ＋１）

∧ ｙ
２＝ ｙ［ ］（ ）２ ∧Ｎ（ｙ）表示。

　　表９１７　　例９２０之关系表

ｘ ｙ

１ １

２ ２

３ ３

４ ４

５ ５

 

　　表９１８　　例９２１之关系表

ｘ ｙ

３ ２

５ ４

７ ６

９ ８

１１ １０

 

（３）基本操作与谓词逻辑

数据子语言的操作对象二维表可用谓词公式表示，而对其对象

的操作也可用谓词公式表示，但这种谓词公式与传统谓词公式略有

不同。
基本符号：
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个体变量：如ｘ，ｙ，ｚ，…（相当于二维表中属性变量）。
个体常量：如ａ，ｂ，ｃ，…（相当于二维表中数据）。
谓词符：如Ｐ，Ｑ，Ｒ，…（相当于二维表名）。
函数符：如ｆ，ｇ，ｈ，…（相当于数据库中的公式）。
联结符：∧，∨，瓙，→。
量　词：，。
括　号：（，）。
项：

① 个体变量是项；

② 个体常量是项；

③ 设ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ 是项，ｆ 是函数符，则ｆ（ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）是函数，
函数是项；

④ 项由且仅由上述①～③经有限步骤生成。
原子公式：

① 刻划二维表的谓词Ｒ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是原子公式，其中ｘｉ 为

二维表中的属性变量。

②ｘｉθｘｊ 是原子公式，ｘｉ，ｘｊ 为个体变量，θ为比较符（＜，＞，＝，

≤，≥）。

③ｘｉθａ、ａθｘｉ 是原子公式，其中ｘｉ 为个体变量，ａ为个体常量。

④ 原子公式由且仅由上面三种形式组成。
下面我们定义谓词公式：
定义９５　一个谓词公式（可简称公式）可定义如下：

① 原子公式是公式；

②Ｒ、Ｓ是公式，则（瓙Ｒ）、（Ｒ∧Ｓ）、（Ｒ∨Ｓ）及（Ｒ→Ｓ）是公式；

③Ｒ 是公式，则ｘＲ（ｘ）、ｘＲ（ｘ）是公式；

④ 公式由且仅由上述①～③经有限步骤构成。
下面我们用谓 词 公 式 刻 划 基 本 操 作。我 们 先 讨 论 插 入、删 除

和修改。在关系代数中我们知道可以 用 并 运 算 与 差 运 算 分 别 表 示

插入与删除，而 在 谓 词 逻 辑 中 我 们 知 道 并 运 算 相 当 于 联 结 词“或
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者”，而差运算相当于联结词“并且”再在第 二 项 中 加 以 否 定。这 样

我们设：

Ｒ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｝

Ｓ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｑ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｝

　　则有：
基本操作　关系代数 逻辑公式

　插入　　　Ｒ∪Ｓ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

∨Ｑ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｝

　删除　　　ＲＳ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

∨瓙Ｑ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｝
而修改操作是由删除和插入两个操作组合而成的，因此删除、插

入既然可由谓词刻划，修改也可由谓词刻划。
接 着 我 们 要 讨 论 检 索。用 上 面 类 似 的 办 法，投 影、选 择、笛 卡

尔 乘 积 也 可 用 谓 词 公 式 来 表 示，设 有 Ｒ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｝，Ｓ＝｛（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）Ｑ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ ）｝，
则 有：

基本操作　关系代数 谓词逻辑

投影　
Πｘｉ１

，ｘｉ２
，…，ｘｉｋ

（Ｒ）　｛ｘｉ１
，ｘｉ２

，…，ｘｉｋ
）ｘｉ１ｘｉ２

…ｘｉｎ

Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｝
选择　σＦ（Ｒ） ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∧Ｆ｝
笛卡尔乘积　Ｒ×Ｓ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）Ｐ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ）∧Ｑ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）｝
这样，我们把关系数据库中的数据子语言变成谓词逻辑中的谓

词公式，因而可以用谓词公式研究数据子语言。
利用上面所定义的谓词公式对关系数据库的研究所形成的理论

叫关系演算。可以证明，关系代数与关系演算在理论上是等价的。

　 ! 中｛ｘｉ１
，ｘｉ２

，…，ｘｉｋ
，ｘｊ１

，ｘｊ２
，…，ｘｊｒ

｝＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，而ｘｉｐ
与ｘｊｑ

间 均 各 不 相 同。
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利用关系演算可进一步研究基于关系数据库的演绎数据库、知识库

以及智能数据库理论等。
（４）关系演算的若干例子

我们可以用关系演算中的公式表示关系数据库中的数据操作，
在实际应用中它可以很方便地对数据作检索及增、删、改操作，下面

我们举几个例子。
我们以表９３、９４及９６所定义的二维表Ｓ、Ｃ 及ＳＣ 作为操作

对象，并定义它 们 的 谓 词 分 别 为：Ｓ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ），Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，

ＰＣ＃）以及ＳＣ（Ｓ＃，Ｃ＃，ＣＧ）
例９２２　打印全体学生名单。
解：我们可将这个要求写为：

Ｓ＃ ＳＡＳＤＳ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ）

　　例９２３　打印所有课程号和课程名。
解：我们可将此要求写为：

ＰＣ＃Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，ＰＣ＃）

　　例９２４　取出年龄大于２１岁的数学系学生概况。
解：我们可将此要求写为：

Ｓ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ）∧ＳＡ ＞２１
　　例９２５　取出先行课程号为０２的课程情况。

解：我们可将此要求写为：

Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，ＰＣ＃）∧ＰＣ＃ ＝０２
　　例９２６　取出学号为０４的学生所修读课程号及其分数。

解：我们可将此要求写为：

Ｓ＃ＳＣ（Ｓ＃，Ｃ＃，ＣＧ）∧Ｓ＃ ＝０４
　　例９２７　打印所有计算机系学生的名单。

解：我们可将此要求写为：

Ｓ＃ ＳＡＳＤＳ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ）∧ＳＤ ＝ＣＳ
　　例９２８　找出学生姓名为ＡＩ所修读课程的课程号。

解：我们可将此要求写为：
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Ｓ＃ ＳＮ ＳＡＳＤＣＧ（Ｓ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ）

∧ＳＣ（Ｓ＃，Ｃ＃，ＣＧ）∧ＳＮ ＝ＡＩ）

　　例９２９　找出学生学号为０３所修读课程的课程名。
解：我们可将此要求写为：

Ｓ＃ ＣＧＣ＃ ＰＣ＃ （ＳＣ（Ｓ＃，Ｃ＃，ＣＧ）

∧Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，ＰＣ＃）∧Ｓ＃ ＝０３）

　　例９３０　打印学生姓名为ＡＩ所修读课程的课程名。
解：我们可将此要求写为：

Ｓ＃ ＳＮ ＳＡＳＤＣ＃ ＣＧＰＣ＃ （Ｓ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＣＤ）

∧ＳＣ（Ｓ＃，Ｃ＃，ＣＧ）∧Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，ＰＣ＃）∧ＳＮ ＝ＡＩ）

　　例９３１　在学生中插入如下之元组：
（０３０，王家松，２７，ＣＳ）

　　解：我们令能插入之元组的谓词为Ｓ′，此时有：

Ｓ（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ）∨Ｓ′（Ｓ＃，ＳＮ，ＳＡ，ＳＤ）

　　例９３２　在课程中删除课程号为０７的课程。
解：我们可将此要求写为：

Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，ＰＣ＃）∧ 瓙（Ｃ（Ｃ＃，ＣＮ，ＰＣ＃）∧Ｃ＃ ＝０７）

　　（５）关系演算的公理系统

近年来对基于关系演算的关系式数据库的理论研究有了进一步

发展，这就是关系演算的公理系统，该公理系统由三部分（三组公理）
组成，即特殊化公理、事实性公理、演绎性公理。

① 特殊化公理

特殊化公理给出了关系数据库满足的条件或假设的参考环境，
它们共４条。

公理９１１　完全性公理

设关系数据库有二维表Ｒ，它有元组：
（ｅ１，１，ｅ１，２，…，ｅ１，ｎ）
（ｅ２，１，ｅ２，２，…，ｅ２，ｎ）
………………
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（ｅｍ，１，ｅｍ，２，…，ｅｍ，ｎ）

　　此时必有：

ｘ１ｘ２
…ｘｕ

（Ｒ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｕ）→
（ｘ１ ＝ｅ１，１ ∧ｘ２ ＝ｅ１，２ ∧ … ∧ｘｎ ＝ｅ１，ｎ）

∨ （ｘ１ ＝ｅ２，１ ∧ｘ２ ＝ｅ２，２ ∧ … ∧ｘｎ ＝ｅ２，ｎ）∨ …

∨ （ｘ１ ＝ｅｍ，１ ∧ｘ２ ＝ｅｍ，２ ∧ … ∧ｘｎ ＝ｅｍ，ｎ））

　　完全性公理给出了关系数据库中一个二维表有且仅有的元组。
关系数据库中每个二维表均有这样一个公理。

公理９１２　惟一名公理

设关系 数 据 库 中 有 几 个 个 体ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ，此 时 惟 一 名 公 理 可

写为：
（ｅ１ ≠ｅ２）
（ｅ１ ≠ｅ３）
……
（ｅ１ ≠ｅｎ）
（ｅ２ ≠ｅ３）


（ｅ２ ≠ｅｎ）



（ｅｎ－１ ≠ｅｎ）

　　惟一名公理表示关系数据库中每个个体必惟一。
公理９１３　域封闭公理

域封闭公理可表示如下：

ｘ（ｘ＝ｅ１ ∨ｘ＝ｅ２ ∨ … ∨ｘ＝ｅｎ）

　　此公理给出了关系数据库中个体变量的变化范围。此公理告诉

我们，个体变量的变域必须在惟一名公理所规定的个体之内。
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以上三个公理给出了关系数据库中个体常量、个体变量及二维

表的限制条件。
最后一条是相等性公理，这主要是因为在前面三条公理中都用

到了相等性概念，相等性是一个谓词可叫相等谓词，因此需对其作定

义，相等性公理即是对相等谓词作定义的公理。
公理９１４　相等性公理

自反性：ｘ（ｘ＝ｘ）
对称性：ｘｙ（ｘ＝ｙ→ｙ＝ｘ）
传递性：ｘｙｚ（ｘ＝ｙ∧ｘ＝ｚ→ｙ＝ｚ）
等项替代原理：ｘ１ｘ２…ｘｎｙ１ｙ２…ｙｍ（Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

∧ｘ１＝ｙ１∧ｘ２＝ｙ２∧…∧ｘｎ＝ｙｎ→Ｐ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ））
以上四个公理构成了关系数据库的特殊化公理。

② 事实性公理

关系数据库中所有数据都以二维表的元组形式出现，所有这些

元组都作为事实性公理。
公理９２　事实性公理

设关系数据库有元组（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ），如有：
（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）∈Ｒ

则必有：

Ｒ（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）

　　③ 演绎性公理

演绎性公理给出了关系数据库中的演绎性规则。在关系数据库

中，模式定义、窗 口 等 均 由 演 绎 性 规 则 形 式，它 们 可 用 演 绎 性 公 理

给出。
演绎性公理一般以蕴含式形式表示。
关系演算公理系统所采用的推理方法、定理及证明过程与谓词

逻辑一样。谓词逻辑中的公理由于是永真，因此在关系演算中也可

认为是公理。关系 数 据 库 中 的 操 作 如 检 索 等 即 是 公 理 系 统 中 的 定

理。而增、删、改操作则是对公理系统的重整。
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９２　离散数学与纠错码

１ 纠错码简单介绍

我们知道，在计算机和数据通信中，经常需要将二进制数字信号

进行传递，这种传 递 的 距 离 近 则 数 米、数 十 米，远 则 超 过 数 千 公 里。
在传递信息过程中，由于存在着各种干扰，可能会使二进信号产生失

图９１　数据通信中信号干扰图示

真现 象。即 在 传 递 过 程 中 二 进

信号０可 能 会 变 成１，而１可 能

会变成０。图９１是 一 个 二 进 制

信号传递 的 简 单 模 型，它 有 一 个

发送端和 一 个 接 收 端，二 进 信 号

串 Ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ 从 发 送 端 发 出

经传 递 介 质 而 至 接 收 端。由 于

存在 着 各 种 干 扰 对 传 递 介 质 的

影响，因而接收端收到的二进信号串Ｘ′＝ｘ′ｘ′２…ｘ′ｎ 中的ｘｉ 可能不

一定就与ｘ′ｉ 相等，从而产生了二进制信号的传递错误。
由于计算机中和数据通信系统中的信号传递是如此的频繁与广

泛，因此，如何防止传输错误就变得相当重要了，当然，要解决这个问

题可有不同的途径。人们所想到的第一个途径是提高设备的抗干扰

能力和信号的抗干扰能力。但是，大家都知道，这种从物理角度去提

高抗干扰能力并不能完全消除错误的出现。第二个途径就是这一节

所要讲的采用纠错码的方法，以提高干扰能力。这种纠错码的方法

是从编码上下功夫，使得二进数码在传递过程中一旦出错，在接收端

的纠错码装置就能立刻发现错误，并将其纠正。由于这种方法简单

易行，因此目前在计算机中和数据通信系统中被广泛地采用。采用

这种 方 法 后，二 进 制 信 号 传 递 模 型 就 可 以 变 成 如 图 ９２所 示 的 模

型了。
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图９２　数据通信中纠错码的应用图示

从这个模型可以看到，当二进制信号串从发送端发送时，需按规

定转换成具有抗干扰能力的纠错码，然后才发送出去。在接收端，当

收到二进制信号串后即对收到的纠错码进行检验，查对在途中是否

失真，如失真即负责纠正。
这个模型的一个典型实现，就是在远程数据传输系统中具纠错

能力的数据传输装置，如图９３所示。

图９３　有纠错能力的数据传输装置

从图中可以看出，二进制信号发生器发出信号（二进制信号发生

器可以是计算机，或者是由人控制的某些装置如终端），经差错控制

器形成纠错码，然后经调制器使二进制信号变成为适宜于信道传播

的电信号，这种信号通过信道传输至接收端首先通过解调器将其还

原成原来的二进制信号，再经差错控制器检验经信道传输后是否产

生失真，并采取措施进行纠正。经纠正后的二进制信号送入二进制

信号接收器，从而完成整个传输过程。二进制信号接收器可以是计

算机或其他接收装置如终端等。
但是，为什么纠错码具有发现错误、纠正错误的能力呢？纠错码
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又是按什么样的原则去编的呢？为了说明这些问题，我们首先要介

绍一些基本概念。
首先我们说由０、１所 组 成 的 串 称 为 字，一 些 字 的 集 合 称 为 码。

码中的字称为码字，不在码中的字称为废码。码中的每个二进制信

号０或１称为码元。
我们下面举出几个关于纠错码的例子。
设有长度为２的字，它们一共可有２２＝４个，它们所组成的字集

Ｓ２＝｛００，０１，１０，１１｝。当我们选取编码为Ｓ２ 时，这种编码不具有抗

干扰能力。因为当Ｓ２ 中的一个字如１０在传递过程中其第一个码元

１变成为０，因而整个字成为００时，由于００亦为Ｓ２ 中的字，故我们

并不能发现传递 中 是 否 出 错。但 是，当 我 们 如 选 取Ｓ２ 的 一 个 子 集

Ｃ２＝｛００，１１｝作为编码时就会发生另一种完全不同的情况。因为此

时，０１，１０均为废码，而当１１在传递过程中第一个由１变成为０，即

整个字成为０１时，由于０１是废码，因而我们发现传递过程中出现了

错误。对００也有同样的情况。但是，这种编码有一个缺点，即它只

能发现错误而不能纠正错误，因此我们还需要选择另一种能纠错的

编码。现在我们考虑长度为３的字，它们一共可有２３＝８个，在它们

所组成的字集Ｓ３＝｛０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０，１１１｝中我们选

取编码Ｃ３＝｛００１，１１０｝。利用此种编码我们不但能发现错误而且能

纠正错误。因为码字００１出现错误后将变为：０００、０１１、１０１，而码字

１１０出现错误后将变为１１１、１００、０１０。故如码字００１在传递过程中

任何一个码元出现了错误（例如第一个码元由０变成１），整个码字

就会变成１０１、０１１或０００，但是都可知其原正确码为００１。对于原来

正确的码字１１０也有类似的情况。故对编码Ｃ３，我们不但能发现错

误还能纠正错误。当然，上述之编码尚有一个缺点，它只能发现并纠

正单个错误。当 错 误 超 过 两 个 码 元 时 它 就 既 无 力 发 现，更 无 法 纠

正了。

２ 纠错码的纠错能力

我们前面已看出按Ｃ２ 编码仅能发现单个错误，按Ｃ３ 编码可发
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现单个错误并纠正单个错误，可以看出，不同的编码具有不同的纠错

能力。可是，编码方式与纠错能力间到底有什么必然的联系呢？为

此，我们需对其作较为详细的研究。
我们先定义一个代数系统。
设Ｓｎ 是长度为ｎ 的字位串集，即：

Ｓｎ ＝ ｛ｘ１ｘ２…ｘｎ ｘｉ ＝０∨ｘｉ ＝１｝

　　在 Ｓｎ 上 定 义 一 个 运 算 ，设 Ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ，Ｙ＝ｙ１ｙ２…ｙｍ，
则有：

Ｚ＝ｘｙ＝ｚ１ｚ２…ｚｎ

　　其中ｚｉ＝ｘｉｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），而运算符为按位加。

Ｓｎ 中的任两个元素作运算后 仍 在Ｓｎ 内，故 它 是 封 闭 的。因

此（Ｓｎ，）是一个代数系统。
定理９１　代数系统（Ｓｎ，）是群。

证明：（Ｓｎ，）满足结合律。它的单位元素是０００…烉烇 烋０
ｎ

，Ｓｎ 的 逆

元素是它自己。因此，（Ｓｎ，）是群。
定义９６　Ｓｎ 的 任 一 子 集Ｃ，如 果（Ｃ，）是 群，则 称 码 Ｃ 是

群码。
定义９７　Ｓｎ 中 的 两 个 元 素，Ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ，Ｙ＝ｙ１ｙ２…ｙｎ，我

们令：

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ ｙｉ）

我们称 Ｈ（Ｘ，Ｙ）为 Ｘ 与Ｙ 的汉明距离。
从定义可以看出，Ｘ 和Ｙ 的 汉 明 距 离 是Ｘ 和Ｙ 中 对 应 位 码 元

不同的个数。设Ｓ３ 中两个码字为０００和０１１，这两个码字的汉明距

离为２。而０００与１１１的汉明距离为３。
定理９２　设 Ｘ，Ｙ，Ｚ∈Ｓｎ，则我们有：
（１）Ｈ（Ｘ，Ｘ）＝０
（２）Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝Ｈ（Ｙ，Ｘ）
（３）Ｈ（Ｘ，Ｙ）＋Ｈ（Ｙ，Ｚ）≥Ｈ（Ｘ，Ｚ）
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证明：（１）、（２）是显然的。对（３）我们有：

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＋Ｈ（Ｙ，Ｚ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ ｙｉ）＋∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ ｚｉ）

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（（ｘｉ ｙｉ）＋（ｙｉ ｚｉ））

≥ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ ｚｉ）＝Ｈ（Ｘ，Ｚ）

　　定义９８　一个码Ｃ 中所有不同码字的汉明距离的极小值称为

码Ｃ 的最小距离，记为ｄｍｉｎ（Ｃ）。亦即有：

ｄｍｉｎ（Ｃ）＝
ｍｉｎ

Ｘ，Ｙ ∈Ｃ
Ｘ ≠Ｙ

（Ｈ（Ｘ，Ｙ））

　　例如 　　　　　　ｄｍｉｎ（Ｓ２）＝ｄｍｉｎ（Ｓ３）＝１
ｄｍｉｎ（Ｃ２）＝２
ｄｍｉｎ（Ｃ３）＝３

下面我们给出两个定理，它们刻划了编码方式与纠错能力间的

关系。
定理９３　一个 码Ｃ 能 检 查 出 不 超 过ｋ 个 错 误 的 充 分 必 要 条

件是：

ｄｍｉｎ（Ｃ）≥ｋ＋１
　　证明：充分性。设有：ｄｍｉｎ（Ｃ）≥ｋ＋１。又设Ｃ 中码字Ｘ 经传递

后变成为Ｘ′。如传递过程中产生错误且错误位数ｒ≤ｋ，则有 Ｈ（Ｘ，

Ｘ′）＝ｒ≤ｋ且Ｘ≠Ｘ′。又对Ｃ 中任一不为Ｘ 之码字Ｙ，我们有：

Ｈ（Ｘ，Ｙ）≥ｄｍｉｎ（Ｃ）≥ｋ＋１＞Ｈ（Ｘ，Ｘ′）
故可知 Ｘ′瓝Ｃ，所以可知 Ｘ′是废码。充分性得证。

必要性。设码Ｃ 能检查出不超过ｋ 个错误，这表示与一码字的

汉明距离不超过ｋ（且＞０）的所有字都是废码。故可知码Ｃ 中任两

码字的汉明距离至少为ｋ＋１。故有：

ｄｍｉｎ（Ｃ）≥ｋ＋１
　　定理９４　码Ｃ 能纠正ｋ 个错误的充分必要条件是：
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ｄｍｉｎ（Ｃ）≥２ｋ＋１

　　证明：充分性。设ｄｍｉｎ（Ｃ）≥２ｋ＋１，又设 Ｘ∈Ｃ 经传送后变成

为Ｘ′。Ｈ（Ｘ，Ｘ′）＝ｋ，对任一Ｙ∈Ｃ 且Ｙ≠Ｘ，因为：

Ｈ（Ｘ′，Ｙ）≥ｄｍｉｎ（Ｃ）≥２ｋ＋１
所以有：

Ｈ（Ｘ′，Ｙ）≥Ｈ（Ｘ，Ｙ）－Ｈ（Ｘ，Ｘ′）≥ （２ｋ＋１）－ｋ＝ｋ＋１
根据最小距离译码原则，Ｘ′可纠正成Ｘ。充分性得证。

必要性。设码Ｃ 能 纠 正ｋ 个 错。我 们 用 反 证 法，如ｄｍｉｎ（Ｃ）≤
２ｋ，则存在 Ｘ，Ｙ∈Ｃ，Ｈ（Ｘ，Ｙ）≤２ｋ。由定理可知 Ｈ（Ｘ，Ｙ）≥ｋ＋１，

Ｘ 与Ｙ 中至少ｋ＋１位不同，设发送字 Ｘ 经传递后变成为Ｘ′，而 Ｘ′
与Ｘ 中有ｋ 位不同，且这ｋ位刚好是Ｘ 与Ｙ 不同位的一部分。又因

为 Ｈ（Ｘ，Ｙ）≤２ｋ，所以有 Ｘ′与Ｙ 的不同位数≤ｋ，即 Ｈ（Ｘ′，Ｙ）≤ｋ。
根据最小距离译码 原 则，如 果 Ｈ（Ｘ′Ｙ）＜ｋ，则 Ｘ′可 错 误 地 纠 正 成

Ｙ。如 Ｈ（Ｘ′，Ｙ）＝ｋ，则 Ｘ′可纠正为Ｘ 或Ｙ。故此时不能纠正ｋ个

错误，与假设矛盾。由此必要性得证。
上述两个是很重要的定理。它给出了编码最小距离的大小与检

错、纠错能力的关系。下面我们用这两个定理看几个例子。
例９３３　 我 们 前 面 讲 过 Ｃ２＝｛００，１１｝能 检 出 单 个 错 误。因

ｄｍｉｎ（Ｃ２）＝２＝１＋１，故可以查出一个错。
例９３４　我 们 前 面 讲 过 Ｃ３＝｛０００，１１１｝能 纠 正 单 个 错 误，因

ｄｍｉｎ（Ｃ３）＝３＝２×１＋１，故可以纠正单个错误。
例９３５　我们前面讲过的编码Ｓ２、Ｓ３ 分别包括了长度为２、３的

所有的码，因而：

ｄｍｉｎ（Ｓ２）＝ｄｍｉｎ（Ｓ３）＝１
可知Ｓ２、Ｓ３ 既不能查错又不能纠错。从这个例子中也可看出，一个

编码中如包含了某长度的所有码，则此种编码一定无抗干扰能力。
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例９３６　我们来 考 察 一 种 叫 奇 偶 校 验 码 的 编 码。我 们 知 道 编

码Ｓ２＝｛００，０１，１０，１１｝没有抗干扰能力。但我们可以在Ｓ２ 的每个

码字后增加一位（叫奇偶校验位），这一位的设置是这样安排的，它使

每个码字所含１的个数为偶数个。按这种方法编码后Ｓ２ 就变成为：

Ｓ２′＝ ｛０００，０１１，１０１，１１０｝
而它的最小距离ｄｍｉｎ（Ｓ′）＝２，故由定理９３可知，它可以检出单个错

误。而事实也是如此，当传递过程中发生了单个错误则码字就变成

含有奇数个１的废码。
类似地，增加奇偶校验位使码字所含１的个数为奇数个时也可

得到相同的结果。
可以将这个结果推广到Ｓｎ 中去，不管ｎ多大，只要增加一奇偶

校验位总可能查出一个错误。这种奇偶校验码在计算机中是使用得

很普遍的一种纠错码，它的优点是所付的代价较小（只要增加一位附

加的奇偶校错位），而且这种码的生成与检查也很简单，它的缺点是

不能纠正错误。

３ 纠错码的选择

我们知道Ｓ２ 无纠错能力，但在Ｓ２ 中选取Ｃ２ 后，Ｃ２ 具有发现单

错之能力。同样，Ｓ３ 无纠错之能力。从这里可 以 看 出，如 何 从 一 些

编码中选取一些码字组成新码，使其具有一定的纠错能力，是一个很

重要的课题。在这节中我们将讨论这个问题。
我们先从一个例子开始讲起。在计算机中经常使用一种编码叫

汉明码，它是１９５０年 由 汉 明 提 出 的，这 种 编 码 能 发 现 并 纠 正 一 个

错误。
先讲 汉 明 码 的 一 个 特 例，设 有 编 码 Ｓ４，Ｓ４ 中 每 个 码 字 为

ａ１ａ２ａ３ａ４，若增加三位校验位ａ５，ａ６，ａ７，从而使它成为长度为７的码

字ａ１ａ２ａ３ａ４ａ５ａ６ａ７。其中校验位ａ５，ａ６，ａ７ 应满足下列方程：

ａ１ ａ２ ａ３ ａ５ ＝０ （１）

ａ１ ａ２ ａ４ ａ６ ＝０ （２）
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ａ１ ａ３ ａ４ ａ７ ＝０ （３）
亦即是说要满足：

ａ５ ＝ａ１ ａ２ ａ３

ａ６ ＝ａ１ ａ２ ａ４

ａ７ ＝ａ１ ａ３ ａ４

　　因此，一旦ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 确定，则根据上述方程校验位ａ５，ａ６，ａ７

亦可惟一确定。这 样，我 们 由Ｓ４ 就 可 以 得 到 一 个 长 度 为７的 编 码

Ｃ，如表９１９所示。

表９１９ 码Ｃ的码表

ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５ ａ６ ａ７

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ １ １

０ ０ １ ０ １ ０ １

０ ０ １ １ １ １ ０

０ １ ０ ０ １ １ ０

０ １ ０ １ １ ０ １

０ １ １ ０ ０ １ １

０ １ １ １ ０ ０ ０

１ ０ ０ ０ １ １ １

１ ０ ０ １ １ ０ ０

１ ０ １ ０ ０ １ ０

１ ０ １ １ ０ ０ １

１ １ ０ ０ ０ ０ １

１ １ ０ １ ０ １ ０

１ １ １ ０ １ ０ ０

１ １ １ １ １ １ １

这种编码Ｃ 能发现一个错误并能纠正一个错误。
首先，它能发现一个错误。这很容易了解，因为如果Ｃ 中码字

发生单错，则上述３个方程中必定至少有一个等式不满足。
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其次，它能纠正一个错误。因为当Ｃ 中码字发生单错后，不同

的字位错误可使方程中不同的等式不成立。如当ａ３ 发生错误时则

必有方程（１）、（３）不成立，而当ａ２ 发生错误时则必有方程（１）、（２）不

成立。方程中３个等式的八种组合可对应ａ１－ａ７ 的７个码元中每

个码的错误以及一个正确无错的码字。为讨论方便起见，我们建立

３个谓词：

Ｐ１（ａ１，ａ２…ａ７）：ａ１ ａ２ ａ３ ａ５ ＝０
Ｐ２（ａ１，ａ２…ａ７）：ａ１ ａ２ ａ４ ａ６ ＝０
Ｐ３（ａ１，ａ２…ａ７）：ａ１ ａ３ ａ４ ａ７ ＝０

这３个谓词的真假与对应等式是否成立相一致。
我们建立３个集合Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 分别对应Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３。我们令：

Ｓ１ ＝ ｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ５｝

Ｓ２ ＝ ｛ａ１，ａ２，ａ４，ａ６｝

Ｓ３ ＝ ｛ａ１，ａ３，ａ４，ａ７｝

　　显然，Ｓｉ 是使Ｐｉ 为假 的 所 有 可 能 出 错 字 位 的 集 合。我 们 可 构

成下面７个非空集合：

Ｓ１ ∩Ｓ２ ∩Ｓ３ ＝ ｛ａ１｝

Ｓ１ ∩Ｓ２ ∩珚Ｓ３ ＝ ｛ａ２｝

Ｓ１ ∩珚Ｓ２ ∩Ｓ３ ＝ ｛ａ３｝

Ｓ１ ∩Ｓ２ ∩珚Ｓ３ ＝ ｛ａ５｝
珚Ｓ１ ∩Ｓ２ ∩Ｓ３ ＝ ｛ａ４｝
珚Ｓ１ ∩Ｓ２ ∩珚Ｓ３ ＝ ｛ａ６｝
珚Ｓ１ ∩珚Ｓ２ ∩Ｓ３ ＝ ｛ａ７｝

　　从这７个集合我们可以决定出错位。例如珚Ｓ１∩Ｓ２∩Ｓ３＝｛ａ４｝，
即表示ａ４瓝Ｓ１，ａ４∈Ｓ２，ａ４∈Ｓ３。所以如ａ４ 出 错，则 必 有 Ｐ１ 为 真，

Ｐ２、Ｐ３ 为假。反之 亦 然。照 此 类 推，我 们 可 以 得 到 表９２０。这 样，
我们就看出这种编码Ｃ 能纠正一个错误。

我们可以将这个例子予以适当抽象提高。首先，方程（１）、（２）、
（３）可用矩阵的形式表示：
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珤Ｘ·ＨＴ ＝０′
　　表９２０ 纠错对照表

Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ 出 错 字 母

１ １ １ 无

１ １ ０ ａ７

１ ０ １ ａ６

１ ０ ０ ａ４

０ １ １ ａ５

０ １ ０ ａ３

０ ０ １ ａ２

０ ０ ０ ａ１

其中 珤Ｘ＝（ａ１，ａ２，…，ａ７），而 Ｈ 为：

Ｈ ＝
１ １ １ ０ １ ０ ０
１ １ ０ １ ０ １ ０烅

烄

烆
烍
烌

烎１ ０ １ １ ０ ０ １
ＨＴ 则是 Ｈ 的转置矩阵。

从这里可以看出，一个编码可由矩阵 Ｈ 确定，而它的纠错能力

可由 Ｈ 的特性决定之。下面我们讨论矩阵 Ｈ。
定义９９　一个码字 Ｘ 所含１的个数叫此码字的重量，并记为：

Ｗ（Ｘ）。
如码字０００１００１的重量为２，码字１００００００的重量为１。码字００

…０的重量为０，我们可以将００…０记为０′。
定理９５　设有码Ｃ，对任一 Ｘ，Ｙ∈Ｃ，有

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝Ｈ（Ｘ Ｙ，０′）＝Ｗ（Ｘ Ｙ）

　　证明：设 Ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ，Ｙ＝ｙ１ｙ２…ｙｎ，Ｚ＝ＸＹ＝ｚ１ｚ２…ｚｎ，其

中ｚｉ＝ｘｉｙｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ），此时我们有：

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ ｙｉ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｚｉ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｚｉ ０）＝Ｈ（Ｘ ｙ，０′）
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　　又因为 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｚｉ ＝Ｗ（Ｚ），所以有：

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝Ｈ（Ｘ Ｙ，０′）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｚｉ ＝Ｗ（ｚ）＝Ｗ（Ｘ Ｙ）

　　定理９６　群码Ｃ 中非零码字的最小重量等于此群码的最小距

离。亦即有：

ｍｉｎ
Ｚ∈Ｃ
Ｚ ０

Ｗ（Ｚ）＝ｄｍｉｎ（Ｃ）

　　证 明：因 （Ｃ，）是 群，它 的 单 位 元 是 ０′。对 任 一 非 零 码 字

Ｚ，有：

Ｗ（Ｚ）＝Ｗ（Ｚ０′）＝Ｈ（Ｚ，０′）

≥ ｍｉｎ
Ｘ，Ｙ∈Ｃ
Ｘ Ｙ

Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝ｄｍｉｎ（Ｃ）

所以有：

ｍｉｎ
Ｚ∈Ｃ
Ｚ ０

Ｗ（Ｚ）≥ｄｍｉｎ（Ｃ）

　　另 外，设 有 Ｘ，Ｙ∈Ｃ 且 Ｘ≠Ｙ，此 时 我 们 有 ＸＹ∈Ｃ 且 Ｘ
Ｙ≠０。
并有 Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝Ｗ（Ｘ Ｙ）≥ ｍｉｎ

Ｚ∈Ｃ
Ｚ ０

Ｗ（Ｚ）

故有： ｄｍｉｎ（Ｃ）＝ ｍｉｎ
Ｘ，Ｙ∈Ｃ
Ｘ Ｙ

Ｈ（Ｘ，Ｙ）≥ ｍｉｎ
Ｚ∈Ｃ
Ｚ ０

Ｗ（Ｚ）

最后得到：

ｍｉｎ
Ｚ∈Ｃ
Ｚ ０

Ｗ（Ｚ）＝ｄｍｉｎ（Ｃ）

　　这个定理给出了群码Ｃ 的最小距离与最小重量的关系。
定理９７　设Ｈ 是ｋ行ｎ列矩阵，Ｘ＝ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，并设集合Ｇ：

Ｇ＝ ｛Ｘ 珝Ｘ·ＨＴ ＝０′｝
则（Ｇ，）是群，即Ｇ 是群码。

证明：（Ｓｎ，）是群且是有限群。ＧＳｎ。根据有限群子群判别

条件，只要证明Ｇ 是封闭的就行了。即若 Ｘ，Ｙ∈Ｇ，只要证得 ＸＹ
∈Ｇ 就行了。因为 Ｘ∈Ｇ，所以有：
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珝Ｘ·ＨＴ ＝０
又因为Ｙ∈Ｇ，所以有：

珝Ｙ·ＨＴ ＝０
　　而此时我们有：

（Ｘ Ｙ→ ）·ＨＴ ＝ （珝Ｘ·ＨＴ） （珝Ｙ·ＨＴ）＝０′０′＝０′
　　所以有： Ｘ Ｙ ∈Ｇ
由此定理得证。

由此例可知汉明码是群码。
定义９１０　群码Ｇ＝｛Ｘ 珝Ｘ·ＨＴ＝０｝称为由 Ｈ 生成的群码，而

Ｇ 中每一码字，称为由 Ｈ 生成的码字，矩阵 Ｈ 称为一致校验矩阵。
现在我们介绍矩阵列向量的概念。设矩阵 Ｈ 为：

Ｈ ＝

ｈ１１　ｈ１２　ｈ１３…ｈ１ｎ

ｈ２１　ｈ２２　ｈ２３…ｈ２ｎ

……………………

ｈｋ１　ｈｋ２　ｈｋ３…ｈ

烄

烆

烌

烎ｋｎ

　　我们令：

ｈｉ ＝

ｈ１ｉ

ｈ２ｉ



ｈ

烄

烆

烌

烎ｋｉ

　　 其中ｉ＝１，２，…，ｎ

　　此时 Ｈ 可记为：

Ｈ ＝ （ｈ１　ｈ２　ｈ３…ｈｎ）

　　而ｈｉ 叫矩阵Ｈ 的第ｉ个列向量。
如有 Ｈ 的列向量ｈｉ，ｈｊ，则我们说ｈｉｈｊ 为：

ｈｉ ｈｊ ＝

ｈ１ｉ＋ｈ１ｊ

ｈ２ｉ＋ｈ２ｊ




ｈｋｉ＋ｈｋ

烄

烆

烌

烎ｊ
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　　 我们用下面的定理将列向量间建立联系。
定理９８　一致校验矩阵 Ｈ 生成一个重量为ｐ 的码字的充分必

要条件是在Ｈ 中存在ｐ 个列向量，它们的接位加为０′。
证明：充分性。若 Ｈ 中有ｐ 个列向量ｈｉ１，ｈｉ２，…，ｈｉｐ满足：

ｈｉ１ ｈｉ２  … ｈｉｐ ＝０
　　此时我们可按下列规则构作一个字 Ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ：

（１）ｘｉ１，ｘｉ２，ｘｉ３，…，ｘｉｐ均为１。
（２）其余均为０。
显然，此 Ｘ 满足：

珝Ｘ·ＨＴ ＝ （ｈｉ１ ｈｉ２  … ｈｉｐ）Ｔ ＝０′
故此 Ｘ 即为由Ｈ 生成的重量为ｐ 的码字。

必要性。若 Ｈ 生成重量为ｐ 的码字Ｘ，而 Ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ，其中

有：ｘｉ１＝ｘｉ２＝ｘｉ３＝…＝ｘｉｎ＝１，其余均为０，且由珝Ｘ·ＨＴ＝０′，可得：

ｈｉ１ ｈｉ２  … ｈｉｎ ＝０′
故ｐ个列向量的按位加为０′。

由上面几个定理我们可以得到一个极为重要的定理：
定理９９　由 Ｈ 生成的群 码 的 最 小 距 离 等 于Ｈ 中 列 向 量 按 位

加为０的最小列向量数。
这个定理建立了最小距离与列向量数间的联系。我们从前面的

定理已经知道，一个码的纠错能力由其最小距离决定。故这个定理

也告诉了我们一个群码的纠错能力可由其一致校验矩阵 Ｈ 中列向

量按位加为０的最小列向量数决定。故只要选取适当的 Ｈ 就可使

其生成的码达到预定的纠错能力。
由此例也可以看出，前面所述之汉明码，它的矩阵 Ｈ 中没有零

列向量，且各列向量间均互不相同，但它的第二、三、四列向量之和为

０′，按定理我们可知这个码的最小距离是３，而且可知此群码必能纠

正单个错误。
将上述之汉明码推广到一般的情况，码Ｃ 之每一码字Ｘ 由信息

位ｘ１ｘ２…ｘｎ 及附加校验位ｘｍ＋１·ｘｍ＋２…ｘｍ＋ｋ组成，其形式为：
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Ｘ ＝ｘ１ｘ２…ｘｍｘｍ＋１…ｘｍ＋ｋ

Ｘ 中其信息位与校验位间有下面的关系：

ｘｍ＋ｉ ＝ｑｉ１ｘ１＋ｑｉ２ｘ２＋…＋ｑｉｍｘｍ（ｉ＝１，２，…，ｋ）
而ｑｉｊ∈｛０，１｝ （ｊ＝１，２，…，ｍ）
作矩阵 Ｈ：

Ｈ ＝ Ｑｋ×

ｍ Ｉｋ×（ ）ｈ

其中：

Ｑ＝

ｑ１１　ｑ１２　…　ｑ１ｍ

ｑ２１　ｑ２２　…　ｑ２ｍ

……………………

ｑｋ１　ｑｋ２　…　ｑ

烄

烆

烌

烎ｋｍ

，　Ｉ＝

１ ０
１



烄

烆

烌

烎０ １ ｈ×ｋ

码Ｃ 中任一码字满足方程：
珝Ｘ·ＨＴ ＝０′

令ｎ＝ｍ＋ｋ，而这种码我们就称为（ｎ，ｍ）码。
要使码Ｃ 能纠正单个错误，由前面定理可知，只要对 Ｈ 作适当

的赋值使得Ｈ 的列向量均不相同且无零列向量，这样可保证Ｃ 的最

小距离＞２，即要求 Ｈ 中的Ｑ 的列向量均不为０′且不出现Ｉｋ 中的所

有ｋ 个列向量。

Ｑ 的列向量是ｋ 维的，故可有２ｋ 个不同列向量，而供Ｑ 选择的

列向量是这２ｋ 个列向量中除去Ｉｋ 中ｋ 个列向量及零列向量以外的

所有２ｋ－ｋ－１个列向量。故我们可在这２ｋ－ｋ－１个列向量中任选

ｍ 个列向量组成Ｑ。故ｍ 与ｋ 之间必须满足：

ｍ ≤２ｋ－ｋ－１

　　或： ２ｋ≥（ｍ＋ｋ）＋１＝ｎ＋１
或： ｋ≥ｌｏｇ２（ｎ＋１）
因此，只要码Ｃ 中校验位位数ｋ 满足：

ｋ≥ｌｏｇ２（ｎ＋１）

总可以在２ｋ－ｋ－１个列向量中任选ｍ 个组成Ｑ，而使Ｃ 具有纠正单
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个错误的能力。
从这里我们也可以看出如何组织具有一定要求的纠错能力的纠

错码。
例９３７　设ｎ＝９，ｋ≥ｌｏｇ２（ｎ＋１）＝ｌｏｇ２（９＋１）＝ｌｏｇ２１０＞３，∴

ｋ≥３，如取ｋ＝４，则 ｍ＝９－４＝５，所以一致校验矩阵 Ｈ 中Ｑ 应有５
个向量，而２ｋ－ｋ－１＝２４－４－１＝１１。所以Ｑ 可以有Ｃ５

１１＝４６２个组

成方法。故下列的 Ｈ 所生成的群码均至少可以纠正单个错误：

Ｈ ＝

０１１１１１０００
１０１０１０１００
１００１１００１０

烄

烆

烌

烎０１０１００００１

Ｈ ＝

０１０１０１０００
０１１１１０１００
１０１１１００１０

烄

烆

烌

烎１０００１０００１
　　由此可知一码字长为五位可附加四位校验位，而校验位的值可

按上述给定的 Ｈ 生成，从而构成一长为九位的纠错码，而这个纠错

码至少可以纠正单个错误。
例９３８　设ｎ＝７，则ｋ≥ｌｏｇ２（７＋１）＝ｌｏｇ２８＝３，我们取ｋ＝３，

则ｍ＝４，所以一致校 验 矩 阵 Ｈ 中Ｑ 应 有 四 个 列 向 量。而２ｋ－ｋ－
１＝２３－３－１＝４，故Ｑ 可由四个列向量惟一决定，它们是：

烄

烆

烌

烎

０
１
１

，
烄

烆

烌

烎

１
０
１

，
烄

烆

烌

烎

１
１
０

，
烄

烆

烌

烎

１
１
１

　　因而 Ｈ 是：

Ｈ ＝
１１１０１００
１１０１０１０

烄

烆

烌

烎１０１１００１
此 Ｈ 即为上面所述之汉明码的Ｈ。
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４ 群码的校正

从上面我们知道了如何设计一个纠错码以及如何发现错误，并

指出错误码元的确切位置，而在这节我们主要研究一个简便的方法

去纠正错误。这个方法叫做查表译码法。为介绍这种方法需要应用

商群中的一些理论，如左（右）陪集的概念和拉格朗日定理等。
设有一汉明码Ｃ，它的字长为ｎ，其信息位长为ｍ，校验位长为ｋ。

我们已知（Ｓｎ，）是群而（Ｃ，）是它的子群。设有Ｘ∈Ｃ，Ｘ 在传递过

程中第ｉ位发生了错误而变成为 Ｘ′。设重量为１的所有码字为ｅ１＝
１００…０，ｅ２＝０１０…０，…，ｅｎ＝００…０１，而此时有 Ｘ′ｅｉ＝Ｘ，或 Ｘｅｉ＝
Ｘ′。如何由Ｘ′恢复成Ｘ 的一个办法是首先列出所有的Ｘ 所可能出现

单错的码字，即对所有Ｘ∈Ｃ，所有ｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）列出：

Ｘ′ｅｉ ＝Ｘ
将它们组成一张表。

其次，当出现单错时 Ｘ 变成为Ｘ′，此时用 Ｘ′查上述之表，查到

Ｘ′后再用公式：

Ｘ′ｅｉ ＝Ｘ
将其恢复成 Ｘ。从而完成纠正单错的功能。

上述纠正单错的思想在具体实现时是这样安排的：
（１）我们知道ｅｉ∈Ｓｎ 但ｅｉ瓝Ｃ，这是因为Ｗ（ｅｉ）＝１，而Ｃ 可纠正

单错，故对任一 Ｘ∈Ｃ 有Ｗ（Ｘ）≥３，故有ｅｉ瓝Ｃ。
（２）因ｅｉ瓝Ｃ，故我们可以构造群（Ｓｎ，）中的子群（Ｃ，）关于

ｅｉ 的左陪集ｅｉＣ，这种左陪集可有ｎ个，它们是：

ｅ１ Ｃ
ｅ２ Ｃ

…

ｅｎ Ｃ
　　（３）我们有ＣＳｎ，故在Ｓｎ 内还可以构作集合Ｃ。

（４）由拉 格 朗 日 定 理 可 知 Ｃ 在Ｓｎ 中 的 左 陪 集 个 数 有 Ｓｎ ／
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Ｃ ＝２ｎ－ｍ＝２ｋ 个。我们知道２ｋ≥ｎ＋１，故当２ｋ＝ｎ＋１时，上 述 的

ｎ个左陪集之间互不相交 且 完 全 覆 盖Ｓｎ。而 当２ｋ＞ｎ＋１时，则 尚

需继续构作左 陪 集，构 作 的 个 数 为２ｋ－（ｎ＋１）＝ｐ 个。构 作 的 方

法是选取一个ｚ１∈Ｓｎ 使ｚ１瓝Ｃ 且ｚ１瓝ｅｉＣ（ｉ＝１，２，…，ｎ），从 而

构作陪集ｚ１Ｃ，再选 取ｚ２∈Ｓｎ，使ｚ２瓝Ｃ，Ｚｚ瓝ｅｉＣ（ｉ＝１，２，…，

ｎ）且ｚ２瓝ｚ１Ｃ，从 而 构 作 陪 集ｚ２Ｃ，按 照 此 法 可 构 作ｐ 个 左 陪

集，它们是：

ｚ１ Ｃ
ｚ２ Ｃ

…

ｚｐ Ｃ
　　而左陪集：ｅ１Ｃ（ｉ＝１，２，…，ｎ）；ｚｊＣ（ｊ＝１，２，…，ｐ）及Ｃ 共

２ｋ 个，它们互不相交且完全覆盖了Ｓｎ。
（５）Ｃ 中共有２ｍ 个元素，故按上述方法构成的每个左陪集的元

素个数也为２ｍ 个。设Ｃ 中的元素为ｃ１，ｃ２，…，ｃ２ｍ，则其左陪集的元

素分别为：

ｅｉ ｃ１，ｅｉ ｃ２，…，ｅｉ ｃ２ｍ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｚｊ ｃ１，ｚｊ ｃ２，…，ｚｊ ｃ２ｍ（ｊ＝１，２，…，ｐ）

　　（６）我们按下列方式构作一表，这个表叫做译码表，如表９２１。

表９２１ 译　码　表

Ｃ
Ｃ１

（零码字） Ｃ２… Ｃ２ｍ

ｅ１Ｃ ｅ１ｃ１ ｅ１ｃ２… ｅ１ｃ２ｍ

ｅ２Ｃ ｅ２ｃ１ ｅ２ｃ２… ｅ２ｃ２ｍ

………………………………………

ｅｎＣ ｅｎｃ１ ｅｎｃ２… ｅｎｃ２ｍ

ｚ１Ｃ ｚ１ｃ１ ｚ１ｃ２… ｚ１ｃ２ｍ

ｚ２Ｃ ｚ２ｃ１ ｚ２ｃ２… ｚ２ｃ２ｍ

………………………………………

ｚｐＣ ｚｐｃ１ ｚｐｃ２… ｚｐｃ２ｍ
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　　（７）我们可按译码表校正单错。设有 Ｘ∈Ｃ 经传递后出现单错

变成为Ｘ′，经 查 表，Ｘ′在 表 中 第ｉ 行 第ｊ 列。此 时 可 将 Ｘ′校 正 为

ｃｊ———表第ｊ列之首行。而Ｘ′之错码位为ｉ，其中ｅｉ 为第ｉ行中之首

位；ｅｉｃ１＝ｅｉ（因ｃ１ 为零码字），这就是查表译码法。
例９３９　设ｎ＝６，ｍ＝３，一致校验矩阵是：

Ｈ ＝
１ １ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅１ １ １ ０ ０ １
其校验位可从下列方程获得：

ａ４ ＝ａ１ ａ２

ａ５ ＝ａ１ ａ３

ａ６ ＝ａ１ ａ２ ａ３

Ｈ 的列向量中无零向量且各不相同，且ｈ１ｈ２ｈ５＝０′。故 Ｈ 所生

成的群码Ｃ 可以纠正单错。生成的Ｃ 为：

Ｃ＝ ｛００００００，００１０１１，０１０１０１，０１１１１０，１００１１１，１０１１００，１１００１０，１１１００１｝
它的译码表由表９２２给出。

表９２２ Ｃ的译码表

Ｃ ００００００ ００１０１１ ０１０１０１ ０１１１１０ １００１１１ １０１１００ １１００１０ １１１００１

ｅ１Ｃ １０００００ １０１０１１ １１０１０１ １１１１１０ ０００１１１ ００１１００ ０１００１０ ０１１００１

ｅ２Ｃ ０１００００ ０１１０１１ ０００１０１ ００１１１０ １１０１１１ １１１１００ １０００１０ １０１００１

ｅ３Ｃ ００１０００ ００００１１ ０１１１０１ ０１０１１０ １０１１１１ １００１００ １１１０１０ １１０００１

ｅ４Ｃ ０００１００ ００１１１１ ０１０００１ ０１１０１０ １０００１１ １０１０００ １１０１１０ １１１１０１

ｅ５Ｃ ００００１０ ００１００１ ０１０１１１ ０１１１００ １００１０１ １０１１１０ １１００００ １１１０１１

ｅ６Ｃ ０００００１ ００１０１０ ０１０１００ ０１１１１１ １００１１０ １０１１０１ １１００１１ １１１０００

ｚＣ ０００１１０ ００１１０１ ０１００１１ ０１１０００ １００００１ １０１０１０ １１０１００ １１１１１１

设有某一 Ｘ′＝１００１１０，我们可在译码表中找到这个码字，它在

第六行第五列，它的正确码字在第五列的Ｃ 行，即为：１００１１１。而它

的出错位为第六位，其ｅ６ 在第六行的首列，即为：０００００１。
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９３　谓词逻辑与逻辑程序设计语言

在公理化理论一章中我们已经看到，由于引入了假设推理，使得

由公理系统中的公理和推理规则出发而求得定理的过程变得十分简

单。于是人们就进 一 步 猜 想，是 否 有 一 种 固 定 的 算 法，按 照 这 种 算

法，可以证明谓词逻辑中的任何公理系统的任何定理的正确性；如果

真存在这种算法的话，将这种算法用计算机实现后，则谓词演算中的

定理就可以用计算机证明，从而实现了定理的自动证明。这种想法

１９６５年由美国数理逻辑学家罗宾逊（Ｒｏｂｉｎｓｏｎ）得到了证明，罗宾逊

证明了谓词逻辑的“半可判定性”，即在谓词演算中存在一种算法，只

要公式是永真的，就 能 用 此 算 法 推 出，他 所 使 用 的 算 法 叫 消 解 原 理

（ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）。
自１９６５年以来，对这种算法的研究达到了高潮，其目的是为了

使此算法在计算机中实现更为方便与有效，其中较为知名的是线性

消解法。

１９７２年法国马赛大学的 Ｃｏｌｍｅｒａｕｅｒ在上述研究成果基础上设

计了一种逻辑程序设计语言，称为ＰＲＯＬＯＧ（ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｉｎｌｏｇｉｃ）
语言，不久，便在计算机上实现。

这样，现实世界中的问题只要能用谓词逻辑公理系统方式表示

出来，就可以将它写成 ＰＲＯＬＯＧ 程序，然后用计算机实现，其过 程

见图９４。因此通过此种方式可以用计算机解决现实世界中很多逻

辑问题。

图９４　ＰＲＯＬＯＧ程序实现流程

在这一节我们介绍消解原理及 ＰＲＯＬＯＧ 语言。对此了解后就

能对计算机实现与解决逻辑问题的全过程充分认识。
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１ 子句与子句集

为了便于推理，对谓词逻辑中的永真公式需进一步规范化。这

可在斯科林范式基础上进行，其过程如下：
（１）利用 ＵＳ、ＥＳ将公式中的量词除去。
例９４０　试将ｘｙ（瓙Ａ（ｘ，ｙ）∨（Ｂ１（ｘ，ｙ）∧Ｂ２（ｘ，ｙ）））进

一步规范化。
解：首先由ｘｙ（瓙Ａ（ｘ，ｙ）∨（Ｂ１（ｘ，ｙ）∧Ｂ２（ｘ，ｙ）））可以推

出瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨（Ｂ１（ｅ，ｙ）∧Ｂ２（ｅ，ｙ））
（２）除去量词后的公式就是一个命题演算公式，此时可将公式

化归成合取范式。
在上例中可有：

瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨ （Ｂ１（ｅ，ｙ）∧Ｂ２（ｅ，ｙ））

＝ （瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨Ｂ１（ｅ，ｙ））∧ （瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨Ｂ２（ｅ，ｙ））

　　（３）将 每 个 合 取 项 用 蕴 含 式 表 示，这 种 蕴 含 式 称 为 子 句

（ｃｌａｕｓｅ）。
上例中可以化为：

（瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨Ｂ１（ｅ，ｙ））∧ （瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨Ｂ２（ｅ，ｙ））

＝ （Ａ（ｅ，ｙ）→Ｂ１（ｅ，ｙ））∧ （Ａ（ｅ，ｙ）→Ｂ２（ｅ，ｙ））

　　（４）最后一个公式可用一个 子句集 表示，一个公式是永真的与

一个子句集永真（子句集中每个子句为永真）相一致。
于是（Ａ（ｅ，ｙ）→Ｂ１（ｅ，ｙ）∧（Ａ（ｅ，ｙ）→Ｂ２（ｅ，ｙ））可 用 下 面 的 子

句集表示：
｛Ａ（ｅ，ｙ）→Ｂ１（ｅ，ｙ），Ａ（ｅ，ｙ）→Ｂ２（ｅ，ｙ）｝

　　这样一个公式总可以用一组子句表示，每个子句具有单一的蕴

含形式。这种蕴含式既简单又便于推理。
下面我们进一步讨论子句的形式。对任何一个合取项，设它有

ｋ个带否定符的命题以及ｎ－ｋ个不带否定符的命题：

瓙Ａ１ ∨ 瓙Ａ２ ∨ … ∨ 瓙Ａｋ ∨Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２… ∨Ａｎ

·３４３·



　　对这个合取项总可以将其转换成蕴含式，使得蕴含式中无否定

符出现。化归的方式如下：

瓙Ａ１ ∨ 瓙Ａ２ ∨ … ∨ 瓙Ａｋ ∨Ａｋ＋１ ∨ … ∨Ａｎ

＝ 瓙（Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｋ）∨ （Ａｋ＋１ ∨ … ∨Ａｎ）

＝ （Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｋ）→ （Ａｋ＋１ ∨ … ∨Ａｎ）
为推理方便，一般将它写成：

Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２ ∨ … ∨Ａｎ ←Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｋ

或写成：

Ａｋ＋１，Ａｋ＋２，…，Ａｎ ←Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ

　　这个公式给出了子句的标准形式。
有一种特殊类 型 的 子 句 需 要 讨 论，它 称 为 Ｈｏｒｎ子 句。当 子 句

中ｋ＝ｎ－１时，则称此子句为 Ｈｏｒｎ子句。这子句具有下面形式：

Ａｎ ←Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１

　　在 Ｈｏｒｎ子句中当ｎ＝１时，称为断言，断言具有下面形式：

Ａｎ ←
　　在 Ｈｏｒｎ子句中，当ｋ＝ｎ时称为假设，它具有下面的形式：

←Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１

　　在 Ｈｏｒｎ子句中，当ｎ＝０时称为空子句，空子句可写成：
｛→｝或 □

　　由于推理中可由 Ｈｏｒｎ子句得出惟一的结论，因此 Ｈｏｒｎ子句的

作用很大。
下面我们举几个例子。
例９４１　试将“每个人都犯错误”用子句形式表示。
我们可以将这语句写成如下形式：

ｘｙ（Ｈｕｍａｎ（ｘ）→ Ｍｉｓｔａｋｅ（ｙ）∧Ｄｏｅｓ（ｘ，ｙ））

　　利用 ＵＳ、ＥＳ后，可得到：

Ｈ（ｘ）→Ｍ（ｅ）∧Ｄ（ｘ，ｅ）

　　（为 书 写 方 便，我 们 分 别 用 Ｈ、Ｍ、Ｄ 表 示 Ｈｕｍａｎ、Ｍｉｓｔａｋｅ和

Ｄｏｅｓ），将所得公式化归成特异合取范式：
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Ｈ（ｘ）→Ｍ（ｅ）∧Ｄ（ｘ，ｅ）

＝ 瓙Ｈ（ｘ）∨ （Ｍ（ｅ）∧Ｄ（ｘ，ｅ））

＝ （瓙Ｈ（ｘ）∨Ｍ（ｅ））∧ （瓙Ｈ（ｘ）∨Ｄ（ｘ，ｅ））

＝ （Ｈ（ｘ）→Ｍ（ｅ））∧ （Ｈ（ｘ）→Ｄ（ｘ，ｅ））

　　最后得到子句集｛Ｈ（ｘ）→Ｍ（ｅ），Ｈ（ｘ）→Ｄ（ｘ，ｅ）｝
例９４２　试将祖先关系“父母是祖先，祖先的祖先是祖先”用子

句集表示。
我们可以将这语句用下面的形式表示：

ｘｙ（ｐａｒｅｎｔ（ｘ，ｙ）∨ ｚ（Ａｎｃｅｓｔｏｒ（ｘ，ｚ）

∧Ａｎｃｅｓｔｏｒ（ｚ，ｙ）））→Ａｎｃｅｓｔｏｒ（ｘ，ｙ）

　　利用 ＵＳ、ＥＳ后，可得到

（Ｐ（ｘ，ｙ）∨ （Ａ（ｘ，ｅ）∧Ａ（ｅ，ｙ）））→Ａ（ｘ，ｙ）

　　此 处 Ｐ、Ａ 是 Ｐａｒｅｎｔ、Ａｎｃｅｓｔｏｒ之 简 写，将 上 式 化 为 特 异 合 取

范式：
（Ｐ（ｘ，ｙ）∨ （Ａ（ｘ，ｅ）∧Ａ（ｅ，ｙ）））→Ａ（ｘ，ｙ）

＝ （瓙Ｐ（ｘ，ｙ）∨Ａ（ｘ，ｙ））∧ 瓙Ａ（ｘ，ｅ）

∨ 瓙Ａ（ｅ，ｙ）∨Ａ（ｘ，ｙ）
最后得到子句集

｛Ａ（ｘ，ｙ）←Ｐ（ｘ，ｙ），Ａ（ｘ，ｙ）←Ａ（ｘ，ｅ），Ａ（ｅ，ｙ）｝

２ 消解原理

我们知道，在公理系统中，有公理和定理两部分，公理是已知的

永真公式，定理是要求证的永真公式，公理可用子句集表示，设子句

集为Ｓ，则：

Ｓ＝ ｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ｝

　　其中Ｅｉ（ｉ＝１，…，ｎ）表示子句。
设定理用Ｅ 表示，下面分几个步骤讨论。
（１）子句集的相容性

一个子句集如存在语义解释，则称它是相容的，否则称为不相容
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的。如｛←Ｐ，Ｐ←｝是不相容的子句集，而｛Ｐ←Ｑ，Ｑ←Ｒ｝，｛ｘ←，ｙ←｝
都是相容的，因为在现实世界中总可以找到一种语义解释使每个子

句为永真。
相容性是一个公理系统的必备条件，一个不相容的公理系统在

现实世界中是不存在的，因而没有讨论的必要。
由相容子句集Ｓ可推得结论Ｅ 相当于Ｓ∪｛瓙Ｅ｝是不相容的。
例如我们可以由：

｛Ａ←Ｂ，Ｂ｝
可得出Ａ，它相当于：

｛Ａ←Ｂ，Ｂ，瓙Ａ｝
是不相容的。

因此要证明由Ｓ 可 推 得 定 理Ｅ 相 当 于 证 明Ｓ∪｛瓙Ｅ｝是 不 相

容的。
（２）不相容性的证明方法

我们讨论子句集不相容性的证明方法。
定理９１０　设有永真公式：

Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２ ∨ … ∨Ａｎ ←Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｋ

Ｂｈ＋１ ∨Ｂｈ＋２ ∨ … ∨Ｂｍ ←Ｂ１ ∧Ｂ２ ∧ … ∧Ｂｈ

　　（其中Ａｉ＝Ｂｊ，ｉ≤ｋ，ｊ≥ｈ），则必有永真公式：

Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２ ∨ … ∨Ａｎ ∨Ｂｈ＋１ ∨ … ∨Ｂｊ－１ ∨Ｂｊ＋１ ∨ … ∨Ｂｍ ←
Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｉ－１ ∧Ａｉ＋１ ∧ …Ａｋ ∧Ｂ１ ∧Ｂ２ ∧ … ∧Ｂｈ

　　证明：已知：

Ａ１∧Ａ２…∧Ａｉ－１∧Ａｉ∧Ａｉ＋１∧…∨Ａｋ →Ａｋ＋１∨Ａｋ＋２∨…∨Ａｎ （１）

Ｂ１∧Ｂ２…Ｂｈ →Ｂｈ＋１∨Ｂｈ＋２∨…∨Ｂｊ－１∨Ｂｊ∨Ｂｊ＋１∨…∨Ｂｍ （２）
由（１），（２）得：

瓙Ａ１∨瓙Ａ２∨…∨瓙Ａｉ－１∨瓙Ａｉ∨瓙Ａｉ＋１∨…∨瓙Ａｋ∨Ａｋ＋１…∨Ａｎ（３）

瓙Ｂ１∨瓙Ｂ２∨…∨瓙Ｂｈ∨Ｂｈ＋１∨Ｂｈ＋２∨…∨Ｂｊ－１∨Ｂｊ ∨Ｂｊ＋１∨…∨Ｂｍ（４）
将（３）和（４）合并得：

瓙Ａ１∨瓙Ａ２∨…∨瓙Ａｉ－１∨瓙Ａｉ＋１∨…∨瓙Ａｋ∨瓙Ｂ１∨瓙Ｂ２∨瓙Ｂ３∨ …
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∨瓙Ｂｈ∨Ａｋ＋１∨Ａｋ＋２∨…∨Ａｎ∨Ｂｈ＋１∨Ｂｈ＋２∨…∨Ｂｊ－１∨Ｂｊ＋１∨…∨Ｂｍ

　　由此得到：

Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｉ－１ ∧Ａｉ＋１ ∧ … ∧Ａｋ ∧Ｂ１ ∧Ｂ２ ∧ … ∧Ｂｈ →
Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２ ∨ … ∨Ａｎ ∨Ｂｈ＋１ ∨ … ∨Ｂｊ－１ ∨Ｂｊ＋１ ∨ … ∨Ｂｍ

　　证毕。
推论１　设有永真公式：

Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２ ∨ … ∨Ａｎ ←Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｋ

Ｂｈ＋１ ∨Ｂｈ＋２ ∨ … ∨Ｂｍ ←Ｂ１ ∧Ｂ２ ∧ … ∧Ｂｈ

（其中Ａｉ＝Ｂｊ，ｉ≤ｋ，ｊ≥ｈ），则必有永真公式：

Ｂｈ＋１ ∨ … ∨Ｂｉ－１ ∨Ｂｊ＋１ ∨ … ∨Ｂｍ ∨Ａｋ＋１ ∨Ａｋ＋２ ∨ … ∨
Ａｎ ←Ａ１ ∧Ａ２ ∧ … ∧Ａｉ－１ ∧Ａｉ＋１ ∧ … ∧Ａｋ ∧Ｂ１ ∧ … ∧Ｂｈ

　　推论２　设有永真公式：

Ａｎ ←Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１

Ｂｍ ←Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ－１

（其中Ａｎ＝Ｂｉ，ｉ＜ｍ），则必有永真公式：

Ｂｍ ←Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｉ－１，Ｂｉ＋１，…，Ｂｍ－１

　　推论３　由｛Ｐ←，←Ｐ｝可得到□（空子句）。
证明：由｛Ｐ←，←Ｐ｝，用推论２可得出｛←｝，即为□。
这个定理说明两点。

① 两个子句其不同的两边如有相同命题可消去，这是消解原理

的基本思想，此方法叫反驳法。

② 由推论３还可以知道，由不相容的子句集可得空子句。
这样我们可以得到一种新的证明方法，即由Ｓ 为公理系统证明

Ｅ 为定理的过程可以改为：

① 作Ｓ′＝Ｓ∪｛瓙Ｅ｝＝｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ，瓙Ｅ｝———公理系统，

② 从瓙Ｅ 开始在Ｓ′内不断用反驳法，

③ 最后如出现空子句则结束。
这种定理的证明方法所使用的仅是反驳法，其基本过程为：

① 寻找两个子句不同端间相同的命题，这过程称匹配或合一。
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② 找到后进行消去并将两子句合并。
这样在谓词逻 辑 中 任 何 公 理 系 统 下 的 证 明 过 程 都 变 得 十 分 简

单，这为计算机证明定理从理论上作好了准备。
下面我们举几个简单例子。
例９４３　试证由（瓙Ｓ∨Ｒ）∧（瓙Ｑ∨瓙Ｒ∨Ｐ）可推出（瓙Ｓ∨瓙

Ｑ）∧Ｐ。
证明：由（瓙Ｓ∨Ｒ）∧（瓙Ｑ∨瓙Ｒ∨Ｐ）可得出子句集：

Ｓ＝ ｛Ｓ→Ｒ，Ｑ∧Ｒ→Ｐ
即： Ｓ＝ ｛Ｒ←Ｓ，Ｐ←Ｑ，Ｒ｝
而： （瓙Ｓ∨ 瓙Ｑ）∧Ｐ 的否定可表示成

Ｓ，Ｑ←Ｐ
构造一个新集合Ｓ′：

Ｓ′＝ ｛Ｒ←Ｓ，Ｐ←Ｑ，Ｒ，Ｓ，Ｑ←Ｐ｝
从Ｓ，Ｑ←Ｐ 开始用反驳法。

由
Ｓ，Ｑ←Ｐ
Ｐ←Ｑ，｛ Ｒ

　　　 可得出Ｓ←Ｒ

由
Ｓ←Ｒ
Ｒ←｛ Ｓ

　　　 可得出 □

　　定理得证。
例９４４　试证由Ｒ∧Ｑ∧（Ｐ∨瓙Ｑ∨瓙Ｒ）可推出Ｐ，
证明：由Ｒ∧Ｑ∧（Ｐ∨瓙Ｑ∨瓙Ｒ）可得子句集：

Ｓ＝ ｛Ｐ←Ｑ，Ｒ，Ｒ←，Ｑ←｝

　　构作新句子集：

Ｓ′＝ ｛Ｐ←Ｑ，Ｒ，Ｒ←，Ｑ←，←Ｐ｝
由←Ｐ 开始用反驳法：

由 ←Ｐ
Ｐ←Ｑ，｛ Ｒ

　　　 可得出 ←Ｑ，Ｒ

由 ←Ｑ，Ｒ
Ｑ｛ ←

　　　 可得出 ←Ｒ
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由 ←Ｒ
Ｒ｛ ←

　　　 可得出 □

　　定理得证。
（３）代换合一与匹配

我们已经介绍了消解原理的基本思想，它的关键步骤是合一或

匹配，现在我们较详细地讨论这个问题。
要在两子句中不同端寻找相同的命题这件事，乍一看似乎不复

杂，但要深入研究就会发现并非那么容易。首先，因为我们讨论的是

谓词逻辑，所以命题一般以谓词形式出现，具有：

Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
之形式。

两个谓词相同的含义有下面几种情况：

① 两个谓词符相同。

② 个体变元的数目相同。

③ 对应个体变元相同。这又可分为三种情形：
（ａ）两者均为变量，此时需对变量作代换使之相同；
（ｂ）一个为变 量 另 一 个 为 常 量，此 时 必 须 对 变 量 作 代 换 使 之 与

常量一致；
（ｃ）两者均为常量，此时两常量应相等。
因此，在比较两个谓词是否相同不仅要逐条比较还要进行代换，

不同的代换可得到不同的结果。
现在我们介绍代换。
对一组变元ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，它 可 分 别 用ｔ１ 替 换ｘ１，ｔ２ 替 换ｘ２，

…，ｔｎ 替换ｘｎ，从而得到另一组变元ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ，这种替换过程叫代

换，它可写成：

θ＝ ｛ｔ１／ｘ１，ｔ２／ｘ２，…，ｔｎ／ｘｎ｝

　　例９４５　设有公式Ｅ＝Ｆ（ｘ，ｙ），代换θ＝｛ａ／ｘ，ｂ／ｙ｝，则有Ｅθ＝
Ｆ（ａ，ｂ）。

复合代换也是一种代换。设有：
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θ＝ ｛ｔ１／ｘ１，ｔ２／ｘ２，…，ｔｎ／ｘｎ｝

λ＝ ｛μ１／ｙ１，μ２／ｙ２，…，μｍ／ｙｍ｝

　　则称θλ＝｛ｔ１λ／ｘ１，ｔ２λ／ｘ２，…，ｔｎλ／ｘｎ，μ１／ｙ１，μ２／ｙ２，…，μｍ／

ｙｍ｝为θ与λ 的复合代换。
例９４６　设公式Ｅ＝Ｆ（ｘ，ｙ），代换θ＝｛ｔ１／ｘ，ｔ２／ｙ｝，λ＝｛ａ／ｔ１，

ｂ／ｔ２｝，则有：

Ｅθλ＝Ｆ（ｔ１，ｔ２）λ＝Ｆ（ａ，ｂ）

　　有了代换概念后就可用它进行消解，下面用一例说明之。
例９４７　设有子句集｛Ｐ（ｙ）←Ｑ（ｚ），Ｑ（ｙ）←Ｐ（ｆ（ｘ））｝，试用反

驳法消解之。
证明：作代换θ＝｛ｘ／ｘ，ｆ（ｘ）／ｙ，ｆ（ｘ）／ｚ｝之后得到：

（Ｐ（ｙ）←Ｑ（ｚ））θ＝Ｐ（ｆ（ｘ））←Ｑ（ｆ（ｘ））
（Ｑ（ｙ）←Ｐ（ｆ（ｘ）））θ＝Ｑ（ｆ（ｘ））←Ｐ（ｆ（ｘ））

　　对这两子句进行消解得到空子句□。
也可作另一代换：λ＝｛ａ／ｘ，ｆ（ａ）／ｙ，ｆ（ａ）／ｚ｝后得到：

（Ｐ（ｙ）←Ｑ（ｚ））λ＝Ｐ（ｆ（ａ））←Ｑ（ｆ（ａ））
（Ｑ（ｙ）←Ｐ（ｆ（ｘ）））λ＝Ｑ（ｆ（ａ））←Ｐｆ（ａ））

　　此两子句进行消解后也可得到空子句。
从上例可以看出，通 过 代 换 可 使 两 公 式 相 同，这 种 代 换 称 为 合

一。即对｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ｝，如果存在一种代换λ，使得：

Ｅ１λ＝Ｅ２λ＝ … ＝Ｅｎλ
则称此代换为合一。

从上例中可看出，合一不是惟一的，它可以有多个，其中最一般

性的合一称为匹配，即对｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ｝，如存在一个合一σ，使得对

其他任一个合一θｉ，均存在代换λｉ，满足：

θｉ ＝σλｉ

则称σ为｛Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ｝的匹配。
例９４８　设有｛Ｐ（μ，ｙ，ｇ（ｙ）），Ｐ（ｘ，ｆ（μ），ｚ）｝，试给出其匹配。
解：作σ＝｛μ／ｘ，ｆ（μ）／ｙ，ｇ（ｆ（μ））／ｚ｝，它是一个合一，因为有：
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Ｐ（μ，ｙ，ｇ（ｙ））σ＝Ｐ（μ，ｆ（μ），ｇ（ｆ（μ）））

Ｐ（ｘ，ｆ（μ），ｚ）σ＝Ｐ（μ，ｆ（μ），ｇ（ｆ（μ）））

　　同时它也是一个匹配，因为对任一个合一θｉ，均有λｉ＝｛ａ／μ｝，
使得：

θｉ ＝σλ
　　如有合一：

θ＝ ｛ａ／μ，ａ／ｘ，ｆ（ａ）／ｙ，ｇ（ｆ（ａ））／ｚ｝

Ｐ（μ，ｙ，ｇ（ｙ））θ＝Ｐ（ａ，ｆ（ａ），ｇ（ｆ（ａ）））

Ｐ（ｘ，ｆ（μ），ｚ）θ＝Ｐ（ａ，ｆ（ａ），ｇ（ｆ（ａ）））

　　而θ＝σλ，即有：

Ｐ（μ，ｙ，ｇ（ｙ））σλ＝Ｐ（μ，ｆ（μ），ｇ（ｆ（μ）））λ
＝Ｐ（ａ，ｆ（ａ），ｇ（ｆ（ａ）））

Ｐ（ｘ，ｆ（μ），ｚ）σλ＝Ｐ（μ，ｆ（μ），ｇ（ｆ（μ）））λ
＝Ｐ（ａ，ｆ（ａ），ｇ（ｆ（ａ）））

　　为了进行消解，我们引入了代换，能使若干个公式相同的代换称

为合一，最一般的合一称为匹配，在消解过程中，我们一般使用合一

与匹配，它是消解过程的关键。
（４）几个实例

例９４９　设有一组关于父母和祖父母的客观事实，要求某些祖

孙关系：

Ｓ

Ｆａｔｈｅｒ（Ｊｏｈｎ，Ａｒｅｓ）← Ｅ１

Ｆａｔｈｅｒ（Ａｒｅｓ，Ｂｏｂ）← Ｅ２

Ｍｏｔｈｅｒ（Ｍａｒｙ，Ａｒｅｓ）← Ｅ３

Ｍｏｔｈｅｒ（Ａｎｎ，Ｂｏｂ）← Ｅ４

Ｐａｒｅｎｔ（ｘ，ｙ）←Ｆａｔｈｅｒ（ｘ，ｙ） Ｅ５

Ｐａｒｅｎｔ（ｘ，ｙ）← Ｍｏｔｈｅｒ（ｘ，ｙ） Ｅ６

Ｇｒａｎｄｐａｒｅｎｔ（ｘ，ｙ）←Ｐａｒｅｎｔ（ｘ，ｚ），

Ｐａｒｅｎｔ（ｚ，ｙ） Ｅ

烅

烄

烆 ７

要求证：Ｇｒａｎｄｐａｒｅｎｔ（Ｊｏｈｎ，Ｂｏｂ）←
·１５３·



证明：用消解法：

←Ｇ（Ｊ，Ｂ）

Ｅ７

←Ｐ（Ｊ，ｚ），Ｐ（ｚ，Ｂ）

Ｅ５

←Ｆ（Ｊ，ｚ），Ｐ（ｚ，Ｂ）

Ｅ５

←Ｆ（Ｊ，ｚ），Ｆ（ｚ，Ｂ）

Ｅ１

←Ｆ（Ａ，Ｂ）

Ｅ２

□
　　例９５０　试证 明 下 列 的 智 力 测 验 题 目（水 容 器 问 题）。设 有 两

个分别能盛７升与５升的水容器，开始时两个容器均空，允许对容器

做三种操作：

① 容器倒满水；

② 将容器中的水倒光；

③ 从一个容器倒水至另一个容器，使一个容器倒光而另一个容

器倒满。
最后要求能使大容器（能盛７升的容器）中有４升水，并求其操

作过程。
具体要求见图９５。

图９５　水容器图示
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证明：用消解法：

① 作一个谓词Ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ）表 示 两 个 容 器 盛 水 之 状 态，如 Ｓｔａｔｅ
（３，１）表示大容器盛３升，小容器盛１升。

② 在这个问题中的公理系统为：
开始时两容器为空，
允许做三种操作。
要求得到的定理为：大容器装４升水，小容器不限。

③ 将上述问题用子句形式表示为

Ｗ１ｓｔａｔｅ（０，０）← 两容器均为容

Ｗ２ｓｔａｔｅ（７，ｖ）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ） 将大容器倒满水

Ｗ３ｓｔａｔｅ（ｕ，５）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ） 将小容器倒满水

Ｗ４ｓｔａｔｅ（０，ｖ）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ） 将大容器的水倒光

Ｗ５ｓｔａｔｅ（ｕ，０）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ） 将小容器的水倒光

Ｗ６ｓｔａｔｅ（０，ｙ）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ），ｕ＋ｖ＝ｙ，ｙ≤５
从容器ｕ将水倒至ｖ，使ｕ空

Ｗ７ｓｔａｔｅ（ｘ，０）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ），ｕ＋ｖ＝ｘ，ｘ≤７
从容器ｖ倒水至ｕ，使ｖ空

Ｗ８ｓｔａｔｅ（７，ｙ）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ），ｕ＋ｖ＝７＋ｙ
从容器ｖ 将水倒至ｕ，使ｕ满

Ｗ９ｓｔａｔｅ（ｘ，５）←ｓｔａｔｅ（ｕ，ｖ），ｕ＋ｖ＝ｘ＋５
从容器ｕ将水倒至ｖ，使ｖ满

　　这个问题的子句集为：

Ｓ＝ ｛Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３，Ｗ４，Ｗ５，Ｗ６，Ｗ７，Ｗ８，Ｗ９｝

　　所求的定理可写成：

ｓｔａｔｅ（４，ｖ）←
　　它的否定为：

Ｗ０：←ｓｔａｔｅ（４，ｖ）

　　故：

Ｓ′＝ ｛Ｗ０，Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３，Ｗ４，Ｗ５，Ｗ６，Ｗ７，Ｗ８，Ｗ９｝
·３５３·



图９６　水容器
问题消解过程图

　　其消解过程如图９６所示。
定理证毕。

３ＰＲＯＬＯＧ语言简介

ＰＲＯＬＯＧ语言是以 谓 词 逻 辑 为 其 表 现 形 式，
以消解原理为其实现基础而研制成的一种逻辑程

序设计语言。这 种 语 言 用 Ｈｏｒｎ子 句 作 为 基 本 表

示语句，一 共 有 三 个 语 句，具 体 要 求 见 表９２３，其

中Ｐｉ 为谓词。
除了三个语 句 外，ＰＲＯＬＯＧ 语 言 还 设 置 一 些

固定的常谓词，称为内部谓词，内部谓词用于实现

一些非逻辑功能，如基本算术运算，组织输出格式

及控制搜索路径等。
整个ＰＲＯＬＯＧ程序由两部分组成，它们分别

称为数据库 与 提 问。数 据 库 由 事 实 与 规 则 组 成，
它相当于公理系统，提问用询问语句表示，它相当

于对应公理系统的定理。
例９５１　一个数据库例子：
（１）ｌｉｋｅｓ（ｊｏｈｎ，ｆｏｏｄ） 事实

（２）ｌｉｋｅｓ（ｊｏｈｎ，ｗｉｎｅ） 事实

（３）ｌｉｋｅｓ（ｍａｒｒｙ，ｗｉｎｅ） 事实

（４）ｌｉｋｅｓ（ｍａｒｒｙ，ｆｏｏｄ） 事实

（５）ｌｉｋｅｓ（ｊｏｈｎ，ｘ）：ｌｉｋｅｓ（ｘ，ｗｉｎｅ） 规则

表９２３

语句名 事实（ｆａｃｔ） 规则（ｒｕｌｅ） 询问（ｑｕｅｒｙ）

形式 Ｐｉ Ｐ１：Ｐ２，Ｐ３，…，Ｐｎ ？Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ

逻辑含义 Ｐｉ←（断言） Ｐ１，←Ｐ２，…，Ｐｎ（Ｈｏｒｎ子句） ←Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ（假设）

语义 Ｐｉ 为真 若Ｐ２，Ｐ３，…，Ｐｎ 为真，则Ｐ１ 为真 Ｐ１∧Ｐ２∧…∧Ｐｎ 为真吗？
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对这个数据库可以提问。提问有两种形式。一种叫ｙｅｓ／ｎｏ形

式，对于所提问的语句，系统只要回答是或否，也就是说，回答是否是

公理系统下的定理。例如对上述数据库作如下提问时：

　　？ｌｉｋｅｓ（ｊｏｈｎ，ｗｉｎｅ）
系统回答：ｙｅｓ
　　？ｌｉｋｅｓ（ｊｏｈｎ，ｍａｒｒｙ）
系统回答：ｙｅｓ
而对

　　？ｌｉｋｅｓ（ｍａｒｒｙ，ｊｏｈｎ）
系统回答：ｎｏ
另一种提问是根据提问要求给出满足条件的答案，如：

　　？ｌｉｋｅ（ｊｏｈｎ，ｘ）
系统首先给出一个答案：

　　ｘ＝ｆｏｏｄ
如用户尚需继续 得 到 答 案，只 要 打 个 逗 号，系 统 又 给 出 一 个 答

案，这样直到所有答案均给出后，系统给出 ＮＯ。下面给出上例的全

部过程。

图９７　连通性的图示

？ｌｉｋｅｓ（ｊｏｈｎ，ｘ）

ｘ＝ｆｏｏｄ；

ｘ＝ｗｉｎｅ；

ｘ＝ｍａｒｒｙ；

ｎｏ
下 面 是 一 个 完 整 的

ＰＲＯＬＯＧ程序：
例９５２　 图 ９７ 的 连 通 性

可用ＰＲＯＬＯＧ程序表示：

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ａ，ｂ）

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ａ，ｃ）

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｄ，ｅ）
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ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｂ，ｄ）

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｃ，ｄ）

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｃ，ａ）

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｅ，ｄ）

ｐａｔｈ（ｘ，ｙ）：ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｘ，ｙ）

ｐａｔｈ（ｘ，ｙ）：ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｘ，ｚ），ｐａｔｈ（ｚ，ｙ）
可以对它提问：

？ｐａｔｈ（ａ，ｂ）

　　ｙｅｓ
？ｐａｔｈ（ａ，ｄ）

　　ｙｅｓ
？ｐａｔｈ（ａ，ｘ），ｐａｔｈ（ｅ，ｘ）

　　ｘ＝ｄ；

　　ｎｏ
？ｐａｔｈ（ａ，ｘ），ｐａｔｈ（ｘ，ｅ）

　　ｘ＝ｃ；

　　ｘ＝ｂ；

　　ｘ＝ｄ；

　　ｎｏ

习　题　九

９１　根据本书所述试举两个离散数学在计算机中的应用实例。
９２　选择一个计算应用领域并用离散数学知识以解决该领域

中的理论与实际问题的例子。

“离散数学在计算机科学中的应用”复习提纲

１ 主要内容

———在关系数据库中应用。
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———在纠错码中应用。
———在计算机软件中应用。

２ 复习重点

———离散数学如何与应用建立联系以及如何指导应用。
———离散数学在关系数据库中应用。

３ 离散数学应用

———在关系数据库中应用

 关系代数—近世代数应用。

 关系演算—谓词逻辑及公理化理论应用。
———在纠错码中应用

 集合论及近世代数的应用。
———逻辑程序设计语言

 用谓词逻辑方法构作程序设计语言，建立起谓词逻辑在计算

机软件中的应用。
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书书书

习 题 解 答

习题一解答

１１　（１）答：
（２）答：｛－３，２｝
（３）答：｛５，６，７，８，９，１０，１１｝

１２　（１）答：｛，｛｝，｛ａ｝，｛｛ａ｝｝，｛，ａ｝，｛，｛ａ｝｝，｛ａ｝，
｛ａ｝｝，｛，ａ，｛ａ｝｝｝

（２）答：ρ（Ａ）＝｛，｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，４｝，｛２，

３｝，｛２，４｝，｛３，４｝，｛１，２，３｝，｛１，２，４｝，｛１，３，４｝，｛２，３，４｝，｛１，２，３，４｝｝

１３　（１）答：成立，　　｛ａ｝是｛｛ａ｝｝的元素。
（２）答：不成立，　 　　ａ和｛ａ｝是不同的元素。
（３）答：成立，　　 　　同（１）。
（４）答：成立，　　　　｛ａ｝中的元素ａ在｛｛ａ｝，ａ｝中可以找到。

１４　证明（１）｛Ｓ｝中Ｓ 是集合，而｛Ｓ｝中Ｓ 是｛Ｓ｝的元素。（即

Ｓ∈｛Ｓ｝），按元素的定义，集合Ｓ也可作为元素，故｛Ｓ｝是具有一个元

素Ｓ的集合。
（２）｛Ｓ｝中Ｓ是集合并满足Ｓ瓝Ｓ，由于Ｓ也可作为元素，且由于Ｓ

中不包含Ｓ作为元素，故Ｓ瓝Ｓ成立，因此｛Ｓ｜Ｓ 是一个集合｝＝｛Ｓ｜Ｓ
是一个集合并且Ｓ瓝Ｓ｝，因此｛Ｓ｜Ｓ是一个集合并且Ｓ瓝Ｓ｝是集合。

１５　（１）证明：用文氏图证：
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根据上述文氏图，可知Ａ（ＢＣ）＝（ＡＢ）Ｃ
（２）证明：ＡＢ＝（Ａ－Ｂ）∪（Ｂ－Ａ）

＝（Ｂ－Ａ）∪（Ａ－Ｂ）＝ＢＡ
（３）证明：Ａ＝（Ａ－）∪（－Ａ）＝Ａ∪＝Ａ
（４）证明：ＡＡ＝（Ａ－Ａ）∪（Ａ－Ａ）＝∪＝
（５）证明：ＡＵ＝（Ａ－Ｕ）∪（Ｕ－Ａ）＝∪珡Ａ＝珡Ａ
（６）证明：Ａ珡Ａ＝（Ａ－珡Ａ）∪（珡Ａ－Ａ）＝Ａ∪珡Ａ＝Ｕ
（７）证明：

　　右边＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∩Ｂ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（珡Ａ∪珚Ｂ）

＝（（Ａ∪Ｂ）∩珡Ａ）∪（（Ａ∪Ｂ）∩珚Ｂ）

＝（（Ａ∩珡Ａ）∪（Ｂ∩珡Ａ））∪（（Ａ∩珚Ｂ）∪（Ｂ∩珚Ｂ））

＝（Ｂ∩珡Ａ）∪（Ａ∩珚Ｂ）

＝（Ｂ－Ａ）∪（Ａ－Ｂ）
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＝ＢＡ
＝ＡＢ＝左边

１６　（１）答：① 令Ａ＝，Ｂ＝｛｝，Ｃ＝｛，｛｝｝则有Ａ∈Ｂ，

Ｂ∈Ｃ，且Ａ∈Ｃ，成立。

② 令Ａ＝｛ａ｝，Ｂ＝｛，｛ａ｝｝，Ｃ＝｛，ａ，｛，｛ａ｝｝｝则有Ａ∈Ｂ，

Ｂ∈Ｃ，但Ａ瓝Ｃ（因为｛ａ｝不是Ｃ 的元素）不成立。
故若Ａ∈Ｂ，Ｂ∈Ｃ，但Ａ∈Ｃ 不一定成立。
（２）证明：∵ＢＣ，故Ｂ 中的每一个元素都是Ｃ 中的元素；又∵

Ａ∈Ｂ，故Ａ 是Ｂ 中的一个元素，∴Ａ 是Ｃ 中的一个元素，即Ａ∈Ｃ。
（３）① 令Ａ＝，Ｂ＝Ｃ＝｛｝，

于是Ａ∈Ｂ，ＢＣ 且ＡＣ，成立。

② 令Ａ＝｛ａ｝，Ｂ＝｛｛ａ｝｝，Ｃ＝｛｛ａ｝，ｂ｝
于是Ａ∈Ｂ，ＢＣ，但Ａ＼Ｃ，不成立。
故若Ａ∈Ｂ，ＢＣ，但ＡＣ 不一定成立。

（４）① 令Ａ＝，Ｂ＝Ｃ＝｛｝，
则ＡＢ，ＢＣ，且Ａ∈Ｃ，成立。

② 令Ａ＝｛１｝，Ｂ＝｛１，２｝，Ｃ＝｛１，２，３｝，
则ＡＢ，ＢＣ，但Ａ瓝Ｃ，不成立。

故若ＡＢ，ＢＣ，则Ａ∈Ｃ 不一定成立。
证明：∵对任意的ａ∈Ａ，有ＡＢ 则ａ∈Ｂ，
又∵ＢＣ，则ａ∈Ｃ，

　∴ＡＣ。
（５）证明：∵Ａ∩Ｂ＝Ａ∩Ｃ，珡Ａ∩Ｂ＝珡Ａ∩Ｃ，

∴Ｂ＝Ｕ∩Ｂ＝（Ａ∪珡Ａ）∩Ｂ＝（Ａ∩Ｂ）∪（珡Ａ∩Ｂ）

＝（Ａ∩Ｃ）∪（珡Ａ∩Ｃ）＝（Ａ∪珡Ａ）∩Ｃ＝Ｕ∩Ｃ＝Ｃ。
（６）证明：∵Ａ∩ＣＢ∩Ｃ，Ａ∩珚ＣＢ∩珚Ｃ，由书中例１６得：
（Ａ∩Ｃ）∪（Ａ∩珚Ｃ）（Ｂ∩Ｃ）∪（Ｂ∩珚Ｃ）。

∴Ａ∩（Ｃ∪珚Ｃ）Ｂ∩（Ｃ∪珚Ｃ）。∴ＡＢ。
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（７）答：① 令Ａ＝，Ｂ＝｛｝，则ＡＢ 且Ａ∈Ｂ。

② 令Ａ＝｛ａ｝，Ｂ＝｛｛ａ｝｝，则Ａ＼Ｂ，但Ａ∈Ｂ。

③ 令Ａ＝｛ａ｝，Ｂ＝｛ａ，ｂ｝，则ＡＢ，但Ａ瓝Ｂ。
故ＡＢ 和Ａ∈Ｂ 不一定同时成立。

１７　（１）解：∵（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ）＝Ａ（Ａ∩珚Ｂ）∪（Ａ∩珚Ｃ）＝Ａ
Ａ∩（珚Ｂ∪珚Ｃ）＝ＡＡ∩（Ｂ∩Ｃ）＝ＡＡＢ∩Ｃ

∴（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ）＝Ａ 成立的条件是ＡＢ∩Ｃ

（２）解：∵（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ）＝
由７（１）

Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝，

∴（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ）＝成立的条件是ＡＢ∩Ｃ。
（３）解：∵（Ａ－Ｂ）∩（Ａ－Ｃ）＝（Ａ∩珚Ｂ）∩（Ａ∩珚Ｃ）＝，

　　　Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝。

∴（Ａ－Ｂ）∩（Ａ－Ｃ）＝成立的条件是Ａ（Ｂ∪Ｃ）。
（４）解：∵（Ａ－Ｂ）（Ａ－Ｃ）＝（（Ａ－Ｂ）∪（Ａ－Ｃ））－（（Ａ

－Ｂ）∩（Ａ－Ｃ））＝
由７（１）、（３）

（Ａ∩（Ｂ∩Ｃ））－（Ａ∩（Ｂ∪Ｃ））＝
Ａ∩（（Ｂ∩Ｃ）－（Ｂ∪Ｃ））＝Ａ∩（（Ｂ∩Ｃ）∩（Ｂ∪Ｃ））＝Ａ∩
（（Ｂ∪Ｃ）∩（Ｂ∩Ｃ））＝Ａ∩（（Ｂ∪Ｃ）－（Ｂ∩Ｃ））＝Ａ∩（Ｂ
Ｃ）＝

∴（Ａ－Ｂ）（Ａ－Ｃ）＝成立的条件是ＡＢＣ。

１８　（１）解：Ａ∪（Ｂ∪（Ｃ∪Ｄ））＝｛－３０，－１５，－７，－６，－５，

－４，－３，－２，－１，０，１，２，３，４，５，６，７，８，１５，１６，３０，３２，６４｝
（２）解：Ａ∩（Ｂ∩（Ｃ∩Ｄ））＝｛１，２｝
（３）解：Ｂ－（Ａ∪Ｃ）＝｛－７，－４，０，４）
（４）解：（珡Ａ∩Ｂ）∪Ｄ＝｛－７，－６，－５，－４，－３，－２，－１，０，１，２，

３，４，５，６，８，１６，３２，６４｝

１９　（１）解：Ｂ∩Ｃ＝｛２，４，６，８｝
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（２）解：Ａ∩Ｄ＝｛３，６，９｝
（３）解：（Ａ－Ｂ）∩Ｃ＝｛１０｝
（４）解：Ｃ－Ａ＝｛ｎ｜ｎ为偶数，ｎ＞１０｝
（５）解：Ａ∩Ｄ＝｛ｎ｜ｎ＝３或ｎ＝６或ｎ＝９｝
（６）解：（Ａ∩Ｃ）∪（Ａ－（Ｂ∪Ｃ∪Ｄ））∪Ｅ－Ａ。

１１０　（１）解：

故有：（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝珡Ａ∩珚Ｂ∪Ｃ

（２）解：
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故有Ａ－（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）∩（Ａ－Ｃ）。

１１１　解：令Ａ，Ｂ，Ｃ 分别表示阅读《人民日报》、《体育报》、《光

明日报》的人的集合，于是：

｜Ａ∪Ｂ∪Ｃ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＋｜Ｃ｜－｜Ａ∩Ｂ｜－｜Ａ∩Ｃ｜－
｜Ｂ∩Ｃ｜＋｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜

６０－８＝２５＋２６＋２６－１１－９－８＋｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜
　｜Ａ∩Ｂ∩Ｃ｜＝３
即有３人同时读三种报纸。
借用文氏图表示各种人数的关系
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即恰好只读《人 民 日 报》的 人 有８人；只 读《体 育 报》的 人 有１０
人，只读《光明日报》的人有１２人。

１１２　答：Ａ（元素的定义要具体）

１１３　答：Ｄ（空集中不应含元素）

１１４　解：Ａ＝｛１，３，５，７｝；Ｂ＝ １
４

，４
１

，２
３

，｛ ｝３
２

１１５　解：（Ａ－Ｂ）∪（Ｂ－Ａ）；Ａ

１１６　证明：① ∵（Ａ∩Ｂ）Ａ，
又∵ＡＢ，任取ｘ∈Ａｘ∈Ｂｘ∈Ａ∩Ｂ

∴Ａ（Ａ∩Ｂ），　∴（Ａ∩Ｂ）＝Ａ。

② ∵（Ａ∪Ｂ）Ｂ，
又∵任取ｘ∈（Ａ∪Ｂ）ｘ∈Ａ 或ｘ∈Ｂ，

∵ＡＢ，　　 　∴若ｘ∈Ａｘ∈Ｂ
∴（Ａ∪Ｂ）Ｂ，　∴（Ａ∪Ｂ）＝Ｂ。

１１７　答：Ｃ（应该是：Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）

１１８　答：；　｛２｝

１１９　解：原式＝（Ａ∩珚Ｂ∩珚Ｃ）∪（Ａ∩珚Ｂ∩Ｃ）∪（Ａ∩Ｂ∩珚Ｃ）∪
　（Ａ∩Ｂ∩Ｃ）

＝（（Ａ∩珚Ｂ）∩（珚Ｃ∪Ｃ））∪（（Ａ∩Ｂ）∩（珚Ｃ∪Ｃ））

＝（Ａ∩珚Ｂ）∪（Ａ∩Ｂ）＝Ａ∩（珚Ｂ∪Ｂ）＝Ａ
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１２０　答：Ｄ

１２１　答：Ｃ

１２２　证明：左边＝Ａ－（Ａ∩珚Ｂ）＝Ａ∩（Ａ∩珚Ｂ）＝Ａ∩（珡Ａ∪Ｂ）

＝（Ａ∩珡Ａ）∪（Ａ∩Ｂ）＝Ａ∩Ｂ

１２３　解：Ａ－Ｂ＝｛１，３，｛１，２｝，｛３｝｝

Ｂ－Ａ＝｛｛２，３｝，｛１｝｝

１２４　解：Ａ∪（ＢＣ）＝｛２，３｝∪｛１，３，４，５，７｝

＝｛１，２，３，４，５，７｝

　　　 （Ａ∪Ｂ）（Ｂ∪Ｃ）＝｛１，２，３，４，７｝｛２，３，５｝

＝｛１，４，７｝∪｛５｝＝｛１，４，５，７｝

１２５　答：Ｂ

１２６　答：Ｂ

１２７　解：Ａ＝；　Ｂ＝｛－１，１｝

１２８　解：∈；　；　

１２９　解：原式＝（Ａ∪Ｂ）－Ａ＝（Ａ∪Ｂ）∩珡Ａ
＝（Ａ∩珡Ａ）∪（Ｂ∩珡Ａ）

＝Ｂ∩珡Ａ＝Ｂ－Ａ

习题二解答

２１　（１）解：Ａ×Ｂ＝｛（０，１），（０，２），（１，１），（１，２）｝
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（２）解：Ａ２×Ｂ＝Ａ×Ａ×Ｂ＝｛（０，０，１），（０，０，２），（０，１，１），（０，

１，２），（１，０，１），（１，０，２），（１，１，１），（１，１，２）｝
（３）解：Ｂ×Ａ＝｛（１，０），（１，１），（２，０），（２，１）｝
（４）解：Ｂ２×Ａ＝｛（１，１，０），（１，１，１），（１，２，０），（１，２，１），（２，１，

０），（２，１，１），（２，２，０），（２，２，１）｝
（５）解：（Ａ×Ｂ）２＝（Ａ×Ｂ）×（Ａ×Ｂ）＝｛（（０，１），（０，１）），（（０，

１），（０，２）），（（０，１），（１，１）），（（０，１），（１，２）），（（０，２），（０，１）），（（０，

２），（０，２）），（（０，２），（１，１）），（（０，２），（１，２）），（（１，１），（０，１）），（（１，

１），（０，２）），（（１，１），（１，１）），（（１，１），（１，２）），（（１，２），（０，１）），（（１，

２），（０，２）），（（１，２），（１，１）），（（１，２），（１，２））｝

２２　解：Ｘ×Ｙ 是以ｘ＝－３，ｘ＝２，ｙ＝－２，ｙ＝０为边的一个矩

形面区域

２３　（１）证明：

Ａ×（Ｂ∪Ｃ）＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈Ａ 且ｙ∈Ｂ∪Ｃ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈Ａ 且ｙ∈Ｂ 或ｘ∈Ａ 且ｙ∈Ｃ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ａ×Ｂ 或（ｘ，ｙ）∈Ａ×Ｃ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ａ×Ｂ∪Ａ×Ｃ｝

＝（Ａ×Ｂ）∪（Ａ×Ｃ）
（２）证明：

Ａ×（Ｂ∩Ｃ）＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈Ａ 且ｙ∈Ｂ∩Ｃ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈Ａ 且ｙ∈Ｂ 且ｘ∈Ａ 且ｙ∈Ｃ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ａ×Ｂ 且（ｘ，ｙ）∈Ａ×Ｃ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈（Ａ×Ｂ）∩（Ａ×Ｃ）｝

＝（Ａ×Ｂ）∩（Ａ×Ｃ）
（３）证明：“”：
设Ａ×Ｂ＝Ｂ×Ａ，则Ａ＝或Ｂ＝；
或当Ａ≠且Ｂ≠时，
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对任意的ａ∈Ａ，任意的ｂ∈Ｂ，则有（ａ，ｂ）∈Ａ×Ｂ，
由于Ａ×Ｂ＝Ｂ×Ａ，故有（ａ，ｂ）∈Ｂ×Ａ，从而ａ∈Ｂ，ｂ∈Ａ，得到

ＡＢ 且ＢＡ，所以Ａ＝Ｂ
“”：
当Ａ＝时，Ａ×Ｂ＝×Ｂ＝＝Ｂ×＝Ｂ×Ａ
当Ｂ＝时，Ａ×Ｂ＝Ａ×＝＝×Ａ＝Ｂ×Ａ
当Ａ＝Ｂ 时，Ａ×Ｂ＝Ａ×Ａ＝Ｂ×Ａ

２４　解：先求Ｒ１＝｛（０，１），（１，２），（２，３），（０，０），（２，１）｝，Ｒ２＝
｛（２，０），（３，１）｝，则有：（１）Ｒ１Ｒ２＝｛（１，０），（２，１）｝

（２）Ｒ２Ｒ１＝｛（２，１），（２，０），（３，２）｝
（３）Ｒ１Ｒ２Ｒ１＝｛（１，１），（１，０），（２，２）｝

２５　（１）证明：对任意（ａ，ｃ）∈Ｒ１Ｒ３，则存在ｂ∈Ａ 使得（ａ，ｂ）

∈Ｒ１ 且（ｂ，ｃ）∈Ｒ３，由于Ｒ１Ｒ２，所以存在ｂ∈Ａ 使得（ａ，ｂ）∈Ｒ２ 且

（ｂ，ｃ）∈Ｒ３，于是（ａ，ｃ）∈Ｒ２Ｒ３ 因而得Ｒ１Ｒ３Ｒ２Ｒ３

（２）证明：对任意（ａ，ｃ）∈Ｒ３Ｒ１，则存在ｂ∈Ａ 使得（ａ，ｂ）∈Ｒ３

且（ｂ，ｃ）∈Ｒ１，由于Ｒ１Ｒ２，所以存在ｂ∈Ａ 使得（ａ，ｂ）∈Ｒ３ 且（ｂ，ｃ）

∈Ｒ２，于是（ａ，ｃ）∈Ｒ３Ｒ２ 因而得Ｒ３Ｒ１Ｒ３Ｒ２

２６　证明定理２５的其余部分
（２）证明：Ｒ１∪Ｒ槇２＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｙ，ｘ）∈Ｒ１∪Ｒ２｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｙ，ｘ）∈Ｒ１ 或（ｙ，ｘ）∈Ｒ２｝＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ１ 或（ｘ，

ｙ）∈珟Ｒ２｝＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ１∪珟Ｒ２｝＝珟Ｒ１∪珟Ｒ２

（４）证明：Ａ×槇Ｂ＝｛（ａ，ｂ）｜（ｂ，ａ）∈Ａ×Ｂ｝

＝｛（ａ，ｂ）｜（ａ，ｂ）∈Ｂ×Ａ｝＝Ｂ×Ａ
（５）证明：∵不含有序偶；∴槇也不含有序偶，即槇是空集，

　　∴槇＝
（８）证明：对任意的（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ１，则（ｙ，ｘ）∈Ｒ１，由于Ｒ１Ｒ２，所
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以（ｙ，ｘ）∈Ｒ２，从而（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ２，于是珟Ｒ１珟Ｒ２。

２７　解：错误是此人所推出的ａＲａ中的ａ 不代表Ａ 中的任意

元素，而是受 到 对 称 性 限 制 的（对 称 性 未 必 涉 及 到 Ａ 中 的 所 有 元

素），即仅适合ａＲｂ的那些ａ，而自反性则要求对 Ａ 中的任意一个元

素ａ 均有ａＲａ。

２８　证明：只需证明Ｒ２Ｒ１Ｒ１Ｒ２

对任意的（ａ，ｃ）∈Ｒ２Ｒ１，则存在ｂ∈Ａ，使（ａ，ｂ）∈Ｒ２ 且（ｂ，ｃ）∈
Ｒ１，由于Ｒ１ 和Ｒ２ 都是对称的，所以有：（ｃ，ｂ）∈Ｒ１ 且（ｂ，ａ）∈Ｒ２，从

而（ｃ，ａ）∈Ｒ１Ｒ２，由 条 件 知 Ｒ１Ｒ２ Ｒ２Ｒ１ 成 立，所 以 （ｃ，ａ）

∈Ｒ２Ｒ１。
因此存在ｄ∈Ａ，使（ｃ，ｄ）∈Ｒ２ 且（ｄ，ａ）∈Ｒ１。
根据Ｒ１、Ｒ２ 的对称性，有：（ａ，ｄ）∈Ｒ１ 且（ｄ，ｃ）∈Ｒ２，故（ａ，ｃ）∈

Ｒ１Ｒ２，因此Ｒ２Ｒ１Ｒ１Ｒ２。
所以有Ｒ１Ｒ２＝Ｒ２Ｒ１。

２９　证明：对任意的ａ∈Ａ，∵Ｒ 是自反的，∴（ａ，ａ）∈Ｒ，又∵Ｓ
是自反的，∴（ａ，ａ）∈Ｓ。

根据复合运算和交运算的定义分别有（ａ，ａ）∈ＲＳ 和（ａ，ａ）∈
Ｒ∩Ｓ∴ＲＳ和Ｒ∩Ｓ都是自反的。

２１０　（１）证明：“”：对任意的（ｘ，ｘ）∈Ｅ，∵Ｅ 是 恒 等 关 系，

∴ｘ是Ａ 的任意元素，由于Ｒ 是自反的，即（ｘ，ｘ）∈Ｒ，故ＥＲ。
“”对任意ｘ∈Ａ，则（ｘ，ｘ）∈Ｅ，∵ＥＲ，∴（ｘ，ｘ）∈Ｒ，故Ｒ 是

自反的。
（２）证明：“”假定Ｅ∩Ｒ≠，则存在ａ∈Ａ，使（ａ，ａ）∈Ｅ∩Ｒ

即有（ａ，ａ）∈Ｒ，其中ａ∈Ａ，因而Ｒ 不是非自反的，这与条件Ｒ 是非

自反的相矛盾，故Ｅ∩Ｒ＝。
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“”假定Ｒ不是非自反的，则存在（ａ，ａ）∈Ｒ，其中ａ∈Ａ，由于Ｅ
是Ａ 上的恒等关系，对任意的ａ∈Ａ，均有（ａ，ａ）∈Ｅ，因此存在（ａ，ａ）∈
Ｅ∩Ｒ，其中ａ∈Ａ，这与条件Ｅ∩Ｒ＝相矛盾，所以Ｒ是非自反的。

（３）证明：“”Ｒ＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ｒ｝
对称

｛（ｘ，ｙ）｜（ｙ，ｘ）∈Ｒ｝

＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ｝＝珟Ｒ。
“”对任意ｘ，ｙ∈Ａ，若（ｘ，ｙ）∈Ｒ，由于Ｒ＝珟Ｒ，故（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ，从

而（ｙ，ｘ）∈Ｒ，因此Ｒ 是对称的。
（４）证明：“”对 任 意 的（ｘ，ｙ）∈Ｒ∩珟Ｒ≠，则（ｘ，ｙ）∈Ｒ 且

（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ，即（ｘ，ｙ）∈Ｒ 且（ｙ，ｘ）∈Ｒ，因为Ｒ 是反对称的，所以ｘ＝

ｙ，即（ｘ，ｙ）＝（ｘ，ｘ）∈Ｅ，故Ｒ∩珟ＲＥ，当Ｒ∩珟Ｒ＝时，因为是任

何集合的子集，故亦有Ｒ∩珟Ｒ＝Ｅ“”对 任 意ｘ，ｙ∈Ａ，若（ｘ，

ｙ）∈Ｒ 且（ｙ，ｘ）∈Ｒ，则（ｘ，ｙ）∈Ｒ 且（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ，于是（ｘ，ｙ）∈Ｒ∩珟Ｒ，
因为Ｒ∩珟ＲＥ，所以（ｘ，ｙ）∈Ｅ，从而ｘ＝ｙ，故Ｒ 是反对称的。

（５）证明：“”对任意的（ｘ，ｚ）∈ＲＲ，则存在ｙ∈Ａ，使（ｘ，ｙ）∈Ｒ
且（ｙ，ｚ）∈Ｒ，因为Ｒ是传递的，所以（ｘ，ｚ）∈Ｒ，故有ＲＲＲ。

“”对任意的ｘ，ｙ，ｚ∈Ａ，如果（ｘ，ｙ）∈Ｒ 且（ｙ，ｚ）∈Ｒ，则（ｘ，

ｚ）∈ＲＲ，因为ＲＲＲ，所以（ｘ，ｚ）∈Ｒ，故Ｒ 是传递的。

２１１　（１）解：ｔ（Ｒ１）＝｛（ａ，ｂ），（ａ，ｃ），（ｃ，ｂ）｝
（２）解：ｔ（Ｒ２）＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ｃ），（ｃ，ｃ），（ａ，ｃ）｝
（３）解：ｔ（Ｒ３）＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ａ），（ｃ，ｃ），（ａ，ａ），（ｂ，ｂ）｝

（４）解：ｔ（Ｒ４）＝Ｒ４∪Ｒ２
４∪Ｒ３

４＝｛（ａ，ｂ），（ｂ，ｃ），（ｃ，ａ）｝∪｛（ａ，ｃ），
（ｂ，ａ），（ｃ，ｂ）｝∪｛（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ｃ，ｃ）｝＝｛（ａ，ａ），（ｂ，ｂ），（ｃ，ｃ），（ａ，

ｂ），（ａ，ｃ），（ｂ，ａ），（ｂ，ｃ），（ｃ，ａ），（ｃ，ｂ）｝

２１２　（１）证明：∵Ｒ１Ｒ２，∴Ｒ１∪ＥＲ２∪Ｅ，
即ｒ（Ｒ１）ｒ（Ｒ２）。

（２）证明：∵Ｒ１Ｒ２，由定理２５（８）知，Ｒ槇１Ｒ槇２
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∴Ｒ１∪Ｒ槇１Ｒ２∪Ｒ槇２，即Ｓ（Ｒ１）Ｓ（Ｒ２）

（３）证明：对任意的ｎ∈Ｎ，根据数学归纳 法 可 知：Ｒ１Ｒ２Ｒｎ
１

Ｒｎ
２。

对任意的（ｘ，ｙ）∈ｔ（Ｒ２）＝Ｒ２∪Ｒ２
２∪Ｒ３

２∪…

则存在ｍ∈Ｎ，使（ｘ，ｙ）∈Ｒｍ
２，有Ｒｍ

１Ｒｍ
２，

故（ｘ，ｙ）∈Ｒｍ
１，因此有（ｘ，ｙ）∈Ｒ１∪Ｒ２

１∪Ｒ３
１…＝ｔ（Ｒ１），所以有

ｔ（Ｒ１）ｔ（Ｒ２）。

２１３　（１）证明：ｒ（Ｒ１∪Ｒ２）＝（Ｒ１∪Ｒ２）∪Ｅ＝（Ｒ１∪Ｅ）∪
（Ｒ２∪Ｅ）＝ｒ（Ｒ１）∪ｒ（Ｒ２）

（２）证明：Ｓ（Ｒ１∪Ｒ２）＝（Ｒ１∪Ｒ２）∪（Ｒ１∪Ｒ槇２）

＝（Ｒ１∪珟Ｒ１）∪（Ｒ２∪珟Ｒ２）

＝Ｓ（Ｒ１）∪Ｓ（Ｒ２）

（３）证明：对任意的ｎ∈Ｎ，当ｎ＝２时，（Ｒ１∪Ｒ２）２＝Ｒ２
１∪（Ｒ１

Ｒ２）∪（Ｒ２Ｒ１）∪Ｒ２
２Ｒ２

１∪Ｒ２
２

假定ｎ＝ｋ时 有（Ｒ１∪Ｒ２）ｋＲｋ
１∪Ｒｋ

２，则（Ｒ１∪Ｒ２）ｋ＋１
ｋ ＝（Ｒ１∪

Ｒ２）ｋ（Ｒ１ ∪Ｒ２） （Ｒｋ
１ ∪Ｒｋ

２）（Ｒ１ ∪Ｒ２）＝Ｒｋ＋１
１ ∪ （Ｒｋ

１Ｒ２）

∪（Ｒｋ
２Ｒ１）∪Ｒｋ＋１

２ Ｒｋ＋１
１ ∪Ｒｋ＋１

２

于是（Ｒ１∪Ｒ２）ｎＲｎ
１∪Ｒｎ

２，对任意的ｎ均成立。

ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）＝（Ｒ１∪Ｒ２）∪（Ｒ１∪Ｒ２）２∪（Ｒ１∪Ｒ２）３…＝Ｕ
∞

ｎ＝１
（Ｒ１∪

Ｒ２）ｎＵ
∞

ｎ＝１
（Ｒｎ

１∪Ｒｎ
２）＝（Ｕ

∞

ｎ＝１
Ｒｎ

１）∪（Ｕ
∞

ｎ＝１
Ｒｎ

２）＝ｔ（Ｒ１）∪ｔ（Ｒ２）

２１４　（１）证明：用归纳法。
当ｋ＝１时，Ｒｓ＋１＝ＲｓＲ＝ＲｔＲ＝Ｒｔ＋１

假设当ｋ＝ｎ时成立，即Ｒｓ＋ｎ＝Ｒｔ＋ｎ，
对ｋ＝ｎ＋１时，

Ｒｓ＋ｎ＋１＝Ｒｓ＋ｎＲ＝Ｒｔ＋ｎＲ＝Ｒｔ＋ｎ＋１，
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故Ｒｓ＋ｋ＝Ｒｔ＋ｋ。
（２）证明：用归纳法。
当ｋ＝１时，Ｒｓ＋ｉ＋ｐ＝Ｒｓ＋ｉ＋ｔ－ｓ＝Ｒｔ＋ｉ＝Ｒｓ＋ｉ（由（１）得）

假设当ｋ＝ｎ时成立，即Ｒｓ＋ｉ＋ｎ（ｔ－ｓ）＝Ｒｓ＋ｉ，
对ｋ＝ｎ＋１时有：

Ｒｓ＋ｉ＋（ｎ＋１）（ｔ－ｓ）＝Ｒｓ＋ｉ＋ｎ（ｔ－ｓ）＋（ｔ－ｓ）＝Ｒｓ＋ｉ＋（ｔ－ｓ）

＝Ｒｔ＋ｉ＝Ｒｓ＋ｉ（由（１）得）。

２１５　证明：∵Ｒ 是集合Ａ 上的等价关系，则

（１）∵Ｒ 是自反的，即对任意ｘ∈Ａ，有（ｘ，ｘ）∈Ｒ，

∴（ｘ，ｘ）∈珟Ｒ　∴珟Ｒ 是自反的。
（２）∵Ｒ 是对称的，对任意（ｘ，ｙ）∈Ｒ，有（ｙ，ｘ）∈Ｒ，

∴有（ｙ，ｘ）∈珟Ｒ，（ｘ，ｙ）∈珟Ｒ　∴珟Ｒ 是对称的。
（３）∵Ｒ 是传递的 即如果有（ｘ，ｙ）∈Ｒ，（ｙ，ｚ）∈Ｒ 有（ｘ，ｚ）∈

Ｒ，∴对 应 有 如 果 （ｙ，ｘ）∈珟Ｒ，（ｚ，ｙ）∈珟Ｒ，（ｚ，ｘ）∈珟Ｒ，∴珟Ｒ 满 足

传递性。
由（１）～（３）知Ｒ 的逆关系珟Ｒ 也是Ａ 上的等价关系。

２１６　证明：根据条件若ａｄ＝ｂｃ，则（ａ，ｂ）～（ｃ，ｄ）
（１）∵ａｂ＝ｂａ　∴（ａ，ｂ）～（ａ，ｂ）是自反的。
（２）∵若有（ａ，ｂ）～（ｃ，ｄ），　∴ａｄ＝ｂｃ，　∴ｃｂ＝ｄａ
∴（ｃ，ｄ）～（ａ，ｂ），满足对称性。
（３）∵若有（ａ，ｂ）～（ｃ，ｄ），（ｃ，ｄ）～（ｅ，ｆ），

∴ａｄ＝ｂｃ，ｃｆ＝ｄｅ，可得ｃ＝ａｄ
ｂ

，ｃ＝ｄｅ
ｆ

，

ａｄ
ｂ ＝ｄｅ

ｆ 　∴ａｆ＝ｂｅ，∴有（ａ，ｂ）～（ｅ，ｆ）满足传递性

故由（１）～（３）可知～是一个等价关系。
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２１７　解：等价类是：［１］＝｛１，５｝，［２］＝｛２，３，６｝
［３］＝｛３，２，６｝，［４］＝｛４｝，［５］＝｛５，１｝，［６］＝｛６，２，３｝。

２１８　证明：如果Ｒ 是集合Ａ 上的相容关系，对于 Ａ 中的任意

元素ａ，集合｛ａ｝是一个相容类，且可对此集合不断地添加新的元素，
直到使它成为最大相容类，因而Ａ 中的每个元素都将是某一个最大

相容类中的元素，所以相容关系Ｒ 产生的所有最大相容类构成的集

合是Ａ 的一个覆盖；又由最大相容类的定义可知，一个最 大 相 容 类

不可能是另一个最大相容类的子集，故由此最大相类构成的集合是

Ａ 的惟一的完全覆盖。

２１９　解：｛｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝｝；｛｛ａ｝，｛ｂ｝，｛ｃ｝，｛ｄ｝｝。

２２０　答：Ｂ

２２１　答：自反；对称。

２２２　解：Ｓ（Ｒ）＝｛（ａ，ａ），（ａ，ｂ），（ｂ，ａ）｝。

ｔ（Ｒ）＝Ｒ∪Ｒ２∪Ｒ３＝｛（ａ，ａ），（ａ，ｂ）｝。

２２３　解：Ｒ２＝ＲＲ＝｛（ｂ，ｂ），（ａ，ａ），（ｃ，ｃ），（ｄ，ｄ）｝

Ｒ３＝Ｒ２Ｒ＝｛（ｂ，ａ），（ａ，ｂ），（ｃ，ｃ），（ｄ，ｄ）｝。

２２４　解：Ａ３；Ａ３。

２２５　解：Ｓ（Ｒ∩Ｑ）＝Ｒ∩Ｑ；ｔ（Ｒ∩Ｑ）＝Ｒ∩Ｑ。
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习题三解答

３１　（１）解：不能构成函数。
（２）解：可以构成函数，实际上对应每个实数ｒ１，只有惟一的实

数ｒ２
１，即ｒ２。
（３）解：不能构成函数，比如ｒ１＝９，在本法 则 对 应 下，有ｒ２＝３

及ｒ２＝－３两个象了。
（４）解：可以构成函数，建下表说明：

ｎ１ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４…

ｎ２ ０ ０ １ ２ ２ ３ ３ ４ ４ ４ ４ ５ ５ ６…

对应于每个ｎ１，有且只有一个“小于ｎ１ 的素数的数目”，表中加

者为素数。

３２　证明：∵对任意的Ｓ∈２ｕ，则存在（Ｓ１，Ｓ２）∈２ｕ×２ｕ，
使ｆ（Ｓ１，Ｓ２）＝Ｓ（事实上，令Ｓ１＝Ｓ，Ｓ２＝ｕ），
则ｆ（Ｓ１，Ｓ２）＝ｆ（Ｓ，ｕ）＝Ｓ∩ｕ＝Ｓ。

∴ｆ是从２ｕ×２ｕ 到２ｕ 的满射，从而ｆ的陪域和值域都是２ｕ。

３３　解：其中（４）、（６）是 普 通 的 映 射；（１）、（２）是 一 对 一 映 射；
（３）、（５）是满射；（３）又是一一对应映射。

３４　解：设Ａ 和Ｂ 是有限集合，｜Ａ｜＝ｍ，｜Ｂ｜＝ｎ，要使映射为

一对一映射，必须有｜Ａ｜≤｜Ｂ｜，即 ｍ≤ｎ。在Ｂ 中任意选出ｍ 个元

素的任一全排列，都能形成Ａ→Ｂ 的一个不同的一对一映射，故ｆ：Ａ
→Ｂ 的不同的一对一映射有：Ｃｍ

ｎ ·ｍ！个。
如果又要使ｆ：Ａ→Ｂ 为双射，必须有｜Ａ｜＝｜Ｂ｜，
设Ａ＝｛ａ１，ａ２，…ａｍ｝，Ｂ＝｛ｂ１，ｂ２，…ｂｍ｝，
则对ａ１ 的对应的元素共有ｍ 种取法，ａ２ 的对应元素在ａ１ 取定后

·３７３·



共有ｍ－１种取法，ａ３ 的对应元素在ａ１ 和ａ２ 取定后共有 ｍ－２种取

法，以此类推，ａｍ 对应元素有ｍ－（ｍ－１）种取法。故ｆ：Ａ→Ｂ 的不同

的一一对应映射共有：ｍ（ｍ－１）（ｍ－２）…（ｍ－ｍ＋１）＝ｍ！个。

３５　证明：
（１）∵ｆｇ是一对一映射，

∴如果ｆ不是一对一映射，则必存在ａ１≠ａ２ 时，
有ｆ（ａ１）＝ｆ（ａ２）＝ｂ∈Ｂ，
由于ｆｇ（ａ１）＝ｇ（ｆ（ａ１））＝ｇ（ｆ（ａ２））＝ｆｇ（ａ２）得出ｆｇ 不是

一对一的，与题设矛盾。
（２）设 任 意 的ｃ∈Ｃ，因 为 ｆｇ 是 满 射，故 必 有 ａ∈Ａ，使 得

ｆｇ（ｘ）＝ｃ，因为ｆｇ（ａ）＝ｇ（ｆ（ａ）），此处ｆ（ａ）＝ｂ∈Ｂ，由ｇ 是 函

数，故每个ｂ∈Ｂ，必有ｃ∈Ｃ，使ｃ＝ｇ（ｂ），但每个ｃ在ｇ 作用下都是Ｂ
中元素的一个象，由ｃ的任意性，可知ｇ是满射的。

（３）因为ｆｇ 是 一 一 对 应 的 映 射，故ｆｇ 是 满 射 和 一 对 一 映

射，由上述（１）和（２）可知ｆ是一对一映射，ｇ是满射。

３６　证明：（１）∵ｆ：Ａ→Ｂ 有逆映射珟ｆ：Ｂ→Ａ，

∴任取（ａ，ｂ）∈ｆ，有（ｂ，ａ）∈珟ｆ（ａ，ａ）∈ｆ珟ｆｆ珟ｆ＝ＥＡ。
证明：（２）∵ｆ：Ａ→Ｂ 有逆映射珟ｆ：Ｂ→Ａ，

∴任取（ｂ，ａ）∈珟ｆ，有（ａ，ｂ）∈ｆ，

（ｂ，ｂ）∈珟ｆｆ珟ｆｆ＝ＥＢ。
证明：（３）∵ｆ：Ａ→Ｂ 有逆映射珟ｆ：Ｂ→Ａ，

∴任取（ａ，ｂ）∈ｆ，有（ｂ，ａ）∈珟ｆ（ａ，ｂ）∈ｆ
≈
ｆ

≈
＝ｆ。

３７　证明：∵ｆ：Ａ→Ｂ，ｇ：Ｂ→Ｃ 均为双射，∴ｆｇ 是从Ａ 到Ｃ
的双射，故ｆ槇ｇ是Ｃ 到Ａ 的双射，又珟ｇ珟ｆ 是Ｃ 到Ａ 的双射，所以ｆ槇ｇ
和珟ｇ珟ｆ 有相同的定义域Ｃ，有相同的陪域Ａ。

对任意的ｃ∈Ｃ，则存在ａ∈Ａ 使ｆ槇ｇ（ｃ）＝ａ，于是ｆｇ（ａ）＝ｃ，即
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ｇ（ｆ（ａ））＝ｃ，由于ｇ－１是Ｃ到Ｂ的双射，所以ｆ（ａ）＝ｇ－１（ｃ），又由于珘ｆ是

Ｂ到Ａ 的双射，所以ａ＝珘ｆ（珘ｇ（ｃ）），即ａ＝珘ｇ珘ｆ（ｃ），从而对任意的ｃ∈Ｃ，

ｆ槇ｇ（ｃ）＝珟ｇ珟ｆ（ｃ），可见ｆ槇ｇ＝珟ｇ珟ｆ。

３８　解：本题Ａ 到Ｂ 的一种满射ｆ 的定义域对任意的ｘ∈Ａ，

ｆ（ｘ）＝
ｘ　　 　当０≤ｘ≤１，　　 　ｘ∈Ｒ
１
ｘ　　　当１≤ｘ＜＋∞　　　ｘ∈

烅
烄

烆 Ｒ

注：本题的ｆ不惟一。

３９　解：∵是Ａ 到Ｂ 的双射，∴ａ∈Ａ，则槇（（ａ））＝槇（ｂ）

＝ａ 而（槇（ａ））不存在。
但如果是Ａ 上的双射，即：Ａ→Ａ，有ａ∈Ａ，则槇（（ａ））＝

ａ，（槇（ａ））＝ａ。

３１０　解：可举例说明之，设 Ａ＝｛ａ｜ａ∈Ｒ，０≤ａ≤１｝，Ｂ＝｛…，

－２，－１，０，１，２，…｝都是无限集，但是Ａ∩Ｂ＝｛０，１｝是有限集，故两

个无限集之交不一定是无限集。

３１１　解：不一定，可举例 说 明 之，设 Ａ＝｛０，１，２，…｝，Ｂ＝｛１，

２，…｝都是无限集且ＢＡ，而Ａ－Ｂ＝｛０｝是有限集，故当Ａ、Ｂ 都是

无限集时，Ａ－Ｂ 不一定无限。又如 Ａ＝｛…，－１，０，１，…｝，Ｂ＝｛１，

２，…｝都是无限集且 ＢＡ，而 Ａ－Ｂ＝｛…，－１，０｝是 无 限 集，故 当

Ａ、Ｂ 都是无限集时，Ａ－Ｂ 不一定有限。

３１２　证明：根据集合及其幂集中元素之间个数的关系，有：

｜ρ（１）｜　　　｜ρ（２）｜…　　　｜ρ（ｋ）｜…

　↓　　　 　↓　…　　　　↓　…

　２１　　　　　２２　　　　　　２ｋ　　…
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利用数学归纳法，在 Ｎ＝１时，｜ρ（１）｜＝２１，
假设当 Ｎ＝ｋ时成立，即｜ρ（ｋ）｜＝２ｋ。
当 Ｎ＝ｋ＋１时，相邻项的个数关系为２倍的关系，
即｜ρ（ｋ＋１）｜＝｜ρ（ｋ）｜×２＝２ｋ×２＝２ｋ＋１。
根据一 一 对 应 关 系 有｜ρ（Ｎ）｜＝２｜Ｎ｜，而 Ｎ 的 基 数 为 ０，故

有｜ρ（Ｎ）｜＝２ ０。

３１３　解：∵ｆ（ｘ）＝２ｘ＋１，ｇ（ｘ）＝ｘ２－２，

∴ｆｇ＝ｇ（ｆ（ｘ））＝ｇ（２ｘ＋１）＝（２ｘ＋１）２－２
＝４ｘ２＋４ｘ＋１－２＝４ｘ２＋４ｘ－１。

３１４　解：（１）∵ｆ是实数集Ｒ 到实数集Ｒ 的映射，ｆ（ｘ）＝ｘ是

一一对应映射，它的象集为Ｒ，有逆映射珟ｆ（ｘ）＝ｘ。
（２）象集是 Ｎ，无逆映射。
（３）象集是Ｒ＋，无逆映射。

３１５　答：Ａ

３１６　解：例：ｆ：Ｎ→Ｎ，ｆ（ｎ）＝ｎ＋２，Ｎ＝｛０，１，２，…｝，ｆ 是一

对一映射，但０，１瓝ｆ（Ｎ），因此ｆ不是满射，所以不是一一对应的。

３１７　答：Ｄ

３１８　答：Ａ

３１９　答：Ｃ

习题四解答

４１　解：（１）２３＝１７；　　３（－５）＝－３２；
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　　　　７１
２＝２９

２
。

（２）是半群，　　是交换半群。
（３）单位元素是０。

（４）ａ∈Ｒ－｛－１
２

｝，即实数集Ｒ 中除去－１
２

后的元素都有逆元

素，逆元素为：ａ－１＝－ ａ
１＋２ａ

。

４２　解：

运 算
集 合

＋ × － ｜ｘ－ｙ｜ ｍａｘ（ｘ，ｙ） ｍｉｎ（ｘ，ｙ）

Ｉ 是 是 是 是 是 是

Ｎ 是 是 否 是 是 是

｛ｘ｜０≤ｘ≤１０｝ 否 否 否 是 是 是

｛ｘ｜－１０≤ｘ≤０｝ 否 否 否 否 是 是

｛２ｘ｜ｘ∈Ｉ｝ 是 是 是 是 是 是

４３　解：ａ∈Ｒ，ｂ∈Ｒ－｛０｝

运 算
性 质

＋ － × ÷ ｍａｘ ｍｉｎ ｜ｘ－ｙ｜

结合律 是 否 是 否 是 是 否

交换律 是 否 是 否 是 是 是

单位元 ０ 无 １ 无 无 无 无

逆　元 －ａ 无 １
ｂ

无 无 无 无

４４　对任意的ｘ，ｙ，ｚ∈Ｎｋ，∵（ｘｆｋｙ）ｆｋｚ＝ｘｆｋ（ｙｆｋｚ）

＝
ｘ＋ｙ＋ｚ　　　当ｘ＋ｙ＋ｚ＜ｋ
ｘ＋ｙ＋ｚ－ｋ 当ｋ≤ｘ＋ｙ＋ｚ＜２ｋ
ｘ＋ｙ＋ｚ－２ｋ 当ｘ＋ｙ＋ｚ≥２

烅
烄

烆 ｋ
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∴ｆｋ 满足结合律。

∵０∈Ｎｋ 且对任意ｘ∈Ｎｋ 有ｘｆｋ０＝０ｆｋｘ＝ｘ＋０＝ｘ。

∴０是单位元素。
又对任意ｘ∈Ｎｋ－｛０｝　∵ｘｆｋ（ｋ－ｘ）＝（ｋ－ｘ）ｆｋｘ
＝（ｘ＋（ｋ－ｘ））－ｋ＝０　∴非０的ｘ 的逆元素是ｋ－ｘ，另外，０

的逆元是０自己。

４５　解：（１）∵对任意的ａ，ｂ，ｃ∈Ａ，（ａｂ）ｃ＝ａｃ＝ａ，ａ
（ｂｃ）＝ａｂ＝ａ　∴（ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）

∴是半群。
解：（２）∵对任意的ａ，ｂ∈Ａ，ａｂ＝ａ，而ｂａ＝ｂ。

∴ａｂ≠ｂａ，故不是交换半群。
解：（３）无单位元素。

４６　证明：（ａｂ）ｎ＝（ａｂ）（ａｂ）…（ａｂ）



可结合
ａ（ｂａ）（ｂａ）…（ｂａ）ｂ




可交换
（ａａ…ａ）（ｂｂ…ｂ）＝ａｎｂｎ。

４７　证明：令Ｇ＝｛ｆ｜ｘ∈Ｒ，ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，ａ≠０，ａ，ｂ∈Ｒ｝
（１）对任意ｘ∈Ｒ，ＥＲ（ｘ）＝ｘ＝１×ｘ＋０，故ＥＲ∈Ｇ，从而Ｇ≠。
（２）对任意的ｆ、ｇ∈Ｇ，则存在ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ，ａ≠０，ｃ≠０，使ｆ（ｘ）＝

ａｘ＋ｂ，ｇ（ｘ）＝ｃｘ＋ｄ，于是ｆｇ（ｘ）＝ｇ（ｆ（ｘ））＝ｇ（ａｘ＋ｂ）＝ｃ（ａｘ＋ｂ）

＋ｄ＝ａｃｘ＋（ｂｃ＋ｄ），由于ａｃ，ｂｃ＋ｄ∈Ｒ且ａｃ≠０，
故ｆｇ∈Ｇ，知复合运算是Ｇ 上封闭的二元运算。
（３）满足结合律。
（４）（Ｇ，）的单位元素是ＥＲ。
（５）对任意的ｆ∈Ｇ，任意的ｘ∈Ｒ，有ｆ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，其中ａ，ｂ∈

Ｒ，ａ≠０，由 于ｇ（ｘ）＝１
ａｘ＋－ｂ

ａ
所 定 义 的ｇ∈Ｇ，具 有ｆｇ（ｘ）＝
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ｇ（ｆ（ｘ））＝１
ａ

（ａｘ＋ｂ）＋－ｂ
ａ ＝ｘ＝ＥＲ（ｘ）

ｇｆ（ｘ）＝ｆ（ｇ（ｘ））＝ａ·（１
ａｘ＋－ｂ

ａ
）＋ｂ＝ｘ＝ＥＲ（ｘ）。

故ｆｇ＝ｇｆ＝ＥＲ，所以ｇ是ｆ 的逆元素。
由（１）～（５）知（Ｇ，）是一个群。
设ｆ１，ｆ２∈Ｇ，对任意的ｘ∈Ｒ，ｆ１（ｘ）＝２ｘ＋５，ｆ２（ｘ）＝３ｘ＋７，

则ｆ１ｆ２（ｘ）＝ｆ２（２ｘ＋５）＝３×（２ｘ＋５）＋７＝６ｘ＋２２
ｆ２ｆ１（ｘ）＝ｆ１（３ｘ＋７）＝２×（３ｘ＋７）＋５＝６ｘ＋１９，
可见ｆ１ｆ２≠ｆ２ｆ１，因此（Ｇ，）不是阿贝尔群。

４８　证明：设（Ｇ，）是某个集合 Ａ 的一些变换构成的变换群，
设ε是（Ｇ，）的 单 位 元 素，对 任 意 的ｆ∈Ｇ，若ｇ 是ｆ 的 逆 元，那 么

ｆｇ＝ｇｆ＝ε，于是对任意的ｘ∈Ａ，

ε（ｘ）＝ｇｆ（ｘ）＝ｆｇ（ｘ）＝ｘ，然而当ＥＡ 为Ａ 的恒等映射时，

ＥＡ（ｘ）＝ｘ；由此可见ε＝ＥＡ，所以（Ｇ，）的单位元素必是恒等映射。

４９　证明：见书中例４９，知６的最大公因子是３。

４１０　证明：对任意的ａ，ｂ∈Ｇ，有ａｂ∈Ｇ，

∵一个元素的逆元素 是 它 自 己，于 是ａｂ＝（ａｂ）－１＝ｂ－１
ａ－１＝ｂａ，

∴（Ｇ，）是阿贝尔群。

４１１　证明：设群的阶｜Ｇ｜＝Ｐ 是素数，ａ不是Ｇ 的单位 元 素，
若ａ的阶是ｍ，则ｍ≠１，由定理４１７可知，

Ｈ＝｛ａｒ｜ｒ∈Ｉ｝关于是一个 ｍ 阶循环子群，又由定理４２５可

知，ｍ 是Ｐ 的因数，但素数Ｐ 只有因数Ｐ 和１，ｍ 又不等于１，故ｍ＝
Ｐ，由定理４１８可知，（Ｇ，）是一个循环群。
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４１２　证明：设 有 子 群 Ｈ 的 任 意 两 个 左 陪 集ａＨ、ｂＨ，其 乘 积

为：ａＨｂＨ＝（ａｂ）Ｈ 对ｈ１，ｈ２，ｈ３∈Ｈ，有ａｈ１＝ｎ１∈ａＨ，ｂｈ２

＝ｎ２∈ｂＨ，ｎ１ｎ２＝（ａｂ）ｈ３∈（ａｂ）Ｈ，

ｈ３＝（ａｂ）－１ｎ１ｎ２＝ｂ－１ａ－１ａｈ１ｂｈ２＝ｂ－１ｈ１
ｂｈ２∈Ｈ

由定理４７得：ｂ－１ｈ１ｂ∈Ｈ；
同理对ｂＨａＨ＝（ｂａ）Ｈ，有ｈ４∈Ｈ，

ｎ２ｎ１＝（ｂａ）ｈ４∈（ｂａ）Ｈ
ｈ４＝（ｂａ）－１ｎ２ｎ１＝ａ－１ｂ－１ｂｈ２ａｈ１＝ａ－１ｈ２

ａｈ１∈Ｈ
得：ａ－１ｈ２ａ∈Ｈ。
故 Ｈ 是正规子群。

４１３　解：（１）１阶子群（｛［０］｝，＋１２）。
（２）２阶子群（｛［０］，［６］｝，＋１２）。
（３）３阶子群（｛［０］，［４］，［８］｝，＋１２）。
（４）４阶子群（｛［０］，［３］，［６］，［９］｝，＋１２）。
（５）６阶子群（｛［０］，［２］，［４］，［６］，［８］，［１０］｝，＋１２）。
（６）１２阶子群（Ｚ１２，＋１２）。

４１４　解：（Ｚ６，＋６）是交换群，左右陪集相等，都是｛［０］，［３］｝、
｛［１］，［４］｝和｛［２］，［５］｝。

４１５　证明：“”设ａ∈Ｇ，因为｛ｈ｜ｈ∈Ｈ｝＝Ｈ＝Ｈａ＝｛ｈａ｜ｈ
∈Ｈ｝，故有ｈ１∈Ｈ 使ｈ１＝ｈａ，

于是ａ＝ｈ－１ｈ１，因为（Ｈ，）是（Ｇ，）的子群，所以ｈ－１ｈ１

∈Ｈ，即ａ∈Ｈ。
“”因为ａ∈Ｈ，所以对任意的ｘ∈Ｈ，则ａ－１∈Ｈ，因而ｘａ－１

∈Ｈ，于是存在ｈ１∈Ｈ，使ｈ１＝ｘａ－１，即ｘ＝ｈ１ａ∈Ｈａ，所以 Ｈ
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Ｈａ，另外，对任意的ｙ∈Ｈａ，则存在ｈ２∈Ｈ，使ｙ＝ｈ２ａ，因为ａ∈
Ｈ，所以ｙ∈Ｈ，故 ＨａＨ，从而有 Ｈ＝Ｈａ。

４１６　证明：Ｈ∩Ｎ 是Ｈ 的非空子集，Ｎ 是Ｇ 的正规子群。
对于任意的ｘ，ｙ∈Ｈ∩Ｎ，有ｘ，ｙ∈Ｈ 且ｘ，ｙ∈Ｎ，从而有ｘｙ

∈Ｈ 且ｘｙ∈Ｎ，于是ｘｙ∈Ｈ∩Ｎ，又有对任意的ｘ∈Ｈ∩Ｎ，有

ｘ∈Ｈ 且ｘ∈Ｎ，从而有ｘ－１∈Ｈ 且ｘ－１∈Ｎ，于是ｘ－１∈Ｈ∩Ｎ，因

此，Ｈ∩Ｎ 是Ｈ 的子群；
另有对任意的ｘ∈Ｈ∩Ｎ，ｈ∈Ｈ 有ｈ－１ｘｈ∈Ｈ 且ｈ－１ｘ

ｈ∈Ｎ，于是ｈ－１ｘｈ∈Ｈ∩Ｎ，所以 Ｈ∩Ｎ 是Ｈ 的正规子群。

４１７　证明：设有环（Ｒ，＋，·）、（Ｊ，＋，·）、（Ｋ，＋，·）是Ｒ 的

理想子环，

∵对任意的ａ，ｂ∈Ｊ∩Ｋ，有ａ，ｂ∈Ｊ且ａ，ｂ∈Ｋ，ａ·ｂ∈Ｊ 且ａ＋
ｂ∈Ｊ且ａ·ｂ∈Ｋ 且ａ＋ｂ∈Ｋ 且－ａ∈Ｊ且－ａ∈Ｋ，

∴ａ·ｂ∈Ｊ∩Ｋ，ａ＋ｂ∈Ｊ∩Ｋ，－ａ∈Ｊ∩Ｋ，∴（Ｊ∩Ｋ，＋，·）是

子环，又∵对任意的ａ∈Ｊ∩Ｋ，有ａ∈Ｊ且ａ∈Ｋ，对任意的ｘ∈Ｒ，有

ａｘ∈Ｊ且ａｘ∈Ｋ 且ｘ·ａ∈Ｊ且ｘ·ａ∈Ｋ，∴ａ·ｘ∈Ｊ∩Ｋ，ｘ·ａ∈Ｊ
∩Ｋ，∴（Ｊ∩Ｋ，＋，·）是理想子环。

４１８　证明：
（１）∵ａ·ｂ＝ｂ·ａ　　∴ａ·（－ｂ）＝－（ａ·ｂ）＝－（ｂ·ａ）＝

（－ｂ）·ａ
又∵根据所需证明的ａ·ｂ－１＝ｂ－１·ａ，可知元素ｂ存在乘法逆

元素，且乘法单位元素１也存在。

∴ａ·（ｂ－１）＝１·（ａ·ｂ－１）＝（ｂ－１·ｂ）·（ａ·ｂ－１）

＝ｂ－１·（ｂ·ａ）·ｂ－１＝ｂ－１·（ａ·ｂ）·ｂ－１

＝（ｂ－１·ａ）·（ｂ·ｂ－１）＝（ｂ－１）·ａ。
（２）∵ａ·ｂ＝ｂ·ａ且ａ·ｃ＝ｃ·ａ，
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∴ａ·（ｂ＋ｃ）＝ａ·ｂ＋ａ·ｃ＝ｂ·ａ＋ｃ·ａ＝（ｂ＋ｃ）·ａ
∴ａ·（ｂ·ｃ）＝（ａ·ｂ）·ｃ＝（ｂ·ａ）·ｃ＝ｂ·（ａ·ｃ）＝ｂ·（ｃ·ａ）

＝（ｂ·ｃ）·ａ。

４１９　证明：
（１）∵１－１＝１∈Ｒ，　∴１∈Ｇ，且Ｇ 非空，
对于任意的ａ，ｂ∈Ｇ，必有ａ－１∈Ｒ 且ｂ－１∈Ｒ，故ｂ－１·ａ－１∈Ｒ，

并且（ｂ－１·ａ－１）·（ａ·ｂ）＝（ａ·ｂ）·（ｂ－１·ａ－１）＝１，因此（ａ·ｂ）－１

＝ｂ－１·ａ－１∈Ｒ，于是ａ·ｂ∈Ｇ，故（Ｇ，·）是封闭的。
（２）∵Ｇ 是Ｒ 的子集，　∴·在Ｇ 上是可结合的。
（３）∵对于任意的ａ∈Ｇ，必有ａ－１∈Ｒ，由于ａ与ａ－１互为逆元素

∴（ａ－１）－１＝ａ∈Ｒ，　∴ａ－１∈Ｇ。
（４）·运算的单位元素１∈Ｇ。

∴由（１）～（４）可知（Ｇ，·）是一个群。

４２０　证明：
（１）∵对于任意的ａ，ｂ∈Ｒ，都有ａ＋ｂ∈Ｒ，ａ２＝ａ
∴（ａ＋ｂ）·（ａ＋ｂ）＝ａ＋ｂａ·ａ＋ａ·ｂ＋ｂ·ａ＋ｂ·ｂ＝ａ＋ｂ

ａ＋ａ·ｂ＋ｂ·ａ＋ｂ＝ａ＋ｂ，

∴其中ａ·ｂ＋ｂ·ａ＝０，即ａ·ｂ＝－ｂ·ａ。
（２）∵对任意的ａ∈Ｒ，均有ａ＋ａ∈Ｒ，ａ２＝ａ，∴（ａ＋ａ）·（ａ＋

ａ）＝ａ＋ａａ·ａ＋ａ·ａ＋ａ·ａ＋ａ·ａ＝ａ＋ａａ＋ａ＋ａ＋ａ，∴ａ＋ａ
＝０。

由此（２）的结论可知ｂ·ａ＝－ｂａ，再与上述（１）的结论ａ·ｂ＝
－ｂ·ａ相比较，可知ａ·ｂ＝ｂ·ａ，∴Ｒ 满足交换律。

（３）用反证法，如果（Ｒ，＋，·）是一个整环，且有三个或三个以

上的元素，则存在ａ∈Ｒ，ａ≠０，ａ≠１且ａ·ａ＝ａ，
即有：ａ≠０，ａ－１≠０且ａ·（ａ－１）＝ａ·ａ－ａ＝ａ－ａ＝０，
这与整环中的无零因子条件相矛盾。所以（Ｒ，＋，·）不可能是
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一个整环。

４２１　解：（Ｚ３，＋３，·３）是一个具有３个元素的域。
其中＋３ 为模３加法，·３ 为模３乘法。Ｚ３＝｛０，１，２｝。

４２２　（１）证明：由运算表知（Ｆ，＋）对运算＋是可结合和可交

换的，ａ是＋运算的单位元素，任一元素均有逆元素，－ａ＝ａ，－ｂ＝
ｂ，－ｃ＝ｃ，－ｄ＝ｄ，故（Ｆ，＋）是阿贝尔群，除了零元素ａ以外，（Ｆ－
｛ａ｝，·）也是一个阿贝尔群，且·对＋运算满足分配律，乘单位元素

为ｂ，所以（Ｆ，＋，·）是域

（２）对方程组：ｘ＋ｃ·ｙ＝ａ　　（１）

ｃ·ｘ＋ｙ＝ｂ　　（２｛ ）
（２）·（－ｃ）＋（１）得：ｘ－ｃ２·ｘ＝ａ－ｂ·ｃ，
（ｂ－ｄ）·ｘ＝ａ－ｃ，ｃ·ｘ＝ｃ，ｘ＝ｂ，
将ｘ＝ｂ代入（２）得：ｙ＝ｂ－ｃ·ｂ＝ｂ－ｃ＝ｄ，

故方程组的解为：ｘ＝ｂ
ｙ＝｛ ｄ

。

４２３　解：此时（Ｒ，＋，·）不 一 定 是 整 环，可 举 一 例 来 说 明，例

如令（Ｆ，＋，·）为（Ｑ，＋，·），有理数上的普通加法和乘法，是一个

域，令（Ｒ，＋，·）为（｛２ｘ｜ｘ∈Ｉ｝，＋，·），偶整数集合上的普通加法

和乘法，则此时（Ｒ，＋，·）为（Ｆ，＋，·）的子环，但它不含乘单位元

素，不是整环。

４２４　解：图（ａ）不是格；图（ｂ）是格；图（ｃ）是格；图（ｄ）不是格。

４２５　证明：令Ｌ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，则ａ１∨ａ２∨…∨ａｎ 是Ｌ 的

上界，即最大元素，

ａ１∧ａ２∧……∧ａｎ 是Ｌ 的下界，即最小元素。
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４２６　解：Π１∨Π２＝Π１∪Π２＝｛｛ａ，ｄ｝，｛ｂ，ｃ｝，｛ｅ，ｇ，ｉ｝，｛ｆ｝，
｛ｈ｝，｛ａ，ｆ｝，｛ｄ｝，｛ｅ，ｈ｝，｛ｇ，ｉ｝｝。

Π１∧Π２＝Π１∩Π２＝｛｛ｂ，ｃ｝｝。

４２７　答：（ａ）是有补格，（ｂ）是有补格，（ｃ）不是有补格。

４２８　解： 是有补格

不是分配格；
是分配格

不 是 有

补格。

４２９　解：１＝０，　ａ＝ｆ，　ｂ＝ｅ，　ｃ＝ｄ。

０＝１，　ｆ＝ａ，　ｅ＝ｂ，　ｄ＝ｃ。

４３０　答：Ｄ。

４３１　答：Ｂ。

４３２　答：Ｃ。

４３３　答：Ｄ。

４３４　答：四阶元素时；同构的。

４３５　答：最小上界和最大下界；ｘ∨ｙ＝ｌｕｂ（ｘ，ｙ）；ｘ∧ｙ＝ｇｌｂ
（ｘ，ｙ）。
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４３６　答：Ａ。

４３７　答：Ａ。

４３８　答：１ ０［ ］０ １
，　　

０ ０［ ］０ ０

４３９　解：

∵其中任意两个元素都有最大下

界和最小上界存在。

∴是格。

４４０　答：Ｃ。

４４１　答：Ｂ。

４４２　答：Ｃ。

４４３　答：可；不一定有。

４４４　答：１；２。
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４４５　解：在单位元素惟一的条件下，有ａａ－１
右 ＝ａ－１

左 ａ＝ｅ
ａａ－１

右 ａ－１
右 ＝ａ－１

左 ａａ－１
右 ｅａ－１

右 ＝ａ－１
左 ｅａ－１

右 ＝ａ－１
左 。

反证法：若有２个右逆元：ａ－１
右 ，ａ－１

右′，则：ａａ－１
右 ＝ａａ－１

右′＝ｅ
ａ－１

左 ａａ－１
右 ＝ａ－１

左 ａａ－１
右′ｅａ－１

右 ＝ｅａ－１
右′ａ－１

右 ＝ａ－１
右′。

同理有ａ－１
左 ＝ａ－１

左′，故结论成立。

４４６　答：Ａ。

４４７　答：Ｃ。

４４８　答：Ｄ。

４４９　答：Ｂ。

４５０　０；单位元素。

４５１　；Ａ。

４５２　解：根据运算表有：

① 满足封闭性；② 满足结合律；③ 满足交换律；④ 不满足等幂

律；⑤ 有单位元素ａ；⑥ａ和ｂ 有逆元素：ａ－１＝ａ，ｂ－１＝ｂ，ｃ无逆元

素；⑦ 有零元素为ｃ。

４５３　答：Ｃ。

４５４　答：Ａ。

４５５　答：１和－１。
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４５６　答：不是；没有乘单位元素。

４５７　证明：令ｆ：Ｒ→Ｒ＋，ｆ（ｘ）＝ｅｘ 为双射。
对任意ａ，ｂ∈Ｒ，ｆ（ａ）＝ｅａ，ｆ（ｂ）＝ｅｂ

∵ｆ（ａ＋ｂ）＝ｅａ＋ｂ＝ｅａｅｂ＝ｆ（ａ）ｆ（ｂ）

∴（Ｒ，＋）（Ｒ＋，）。

习题五解答

５１　解：
（１） （２）

５２　解：同构的，可找出各自图中两组各３个结点的对应关系。

５３　解： ① ② ③ ④

⑤ ⑥ ⑦ ⑧ ⑨

⑩ 瑏瑡 瑏瑢 瑏瑣

瑏瑤 瑏瑥 瑏瑦 瑏瑧
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瑏瑨

以上①～瑏瑨为１８个互不同构的子图；其中⑧～瑏瑨是其１１个生

成子图。

５４　解：

５５　解：Ｋ２，６图为：　　　　　　　Ｋ３，４图为：

５６　解：重图Ｇ 为：
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５７　解：（１）基本通路为：（ａ，ｂ，ｇ，ｃ，ｈ）、（ａ，ｂ，ｇ，ｃ，ｄ，ｈ）、（ａ，ｂ，

ｆ，ｇ，ｃ，ｈ）、（ａ，ｂ，ｆ，ｇ，ｃ，ｄ，ｈ）、（ａ，ｅ，ｂ，ｇ，ｃ，ｈ）、（ａ，ｅ，ｂ，ｇ，ｃ，ｄ，ｈ）、
（ａ，ｅ，ｂ，ｆ，ｇ，ｃ，ｈ）、（ａ，ｅ，ｂ，ｆ，ｇ，ｃ，ｄ，ｈ）。

（２）简单通路同（１）。
（３）ａ到ｈ 的距离为４，即（ａ，ｂ，ｇ，ｃ，ｈ）。

５８　解：图（ａ）有欧拉通路、哈密顿通路；
图（ｂ）有欧拉通路、哈密顿通路、哈密顿回路；
图（ｃ）有欧拉回路、哈密顿通路、哈密顿回路；
图（ｄ）有哈密顿通路、哈密顿回路；
图（ｅ）有哈密顿通路、哈密顿回路。

５９　证明：“”设从ｕ到ｖ 存在一条通路，若其中有相同结点

ｗ，例如ｕ，…ｗ，…ｗ，ｖ，则删去ｗ 到ｗ 的那些边，它仍是ｕ到ｖ 的通

路，如此反复进行，直到没有重复结点为止，此时所得通路就是ｕ到

ｖ 的基本通路。
“”设ｕ到ｖ 存在一条基本通路，根据基本通路的定义，知ｕ到

ｖ是连通的，故ｕ到ｖ 之间必有通路存在。

５１０　解：

（１）Ａ１
１＝

０ ０ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ １ １
１ ０ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０
１ １ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ １ ０ ０ １ ０
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　 Ａ２
１＝

３ １ １ ２ １ １
１ ２ ０ １ １ １
１ ０ ２ １ ２ ０
２ １ １ ３ １ １
１ １ ２ １ ４ １

熿

燀

燄

燅１ １ ０ １ １ ２

　 Ａ３
１＝

４ ２ ５ ５ ７ ２
２ ２ ２ ２ ５ ３
５ ２ ２ ５ ２ ２
５ ２ ５ ４ ７ ２
７ ５ ２ ７ ４ ５

熿

燀

燄

燅２ ３ ２ ２ ５ ２

　 Ａ４
１＝

１７ ９ ９ １６ １３ ９
９ ８ ４ ９ ９ ７
９ ４ １０ ９ １４ ４
１６ ９ ９ １７ １３ ９
１３ ９ １４ １３ ２４ ９

熿

燀

燄

燅９ ７ ４ ９ ９ ７

　 Ａ５
１＝

３８ ２２ ３３ ３９ ５１ ２２
２２ １６ １８ ２２ ３３ １７
３３ １８ １８ ３３ ２６ １８
３９ ２２ ３３ ３８ ５１ ２２
５１ ３３ ２６ ５１ ４４ ３３

熿

燀

燄

燅２２ １６ １８ ２２ ３２ １６

·０９３·



　 Ａ６
１＝

１２３ ７３ ７７ １２２ １２１ ７３
７３ ５０ ４４ ７３ ７７ ４９
７７ ４４ ６６ ７７ １０２ ４４
１２２ ７３ ７７ １２３ １２１ ７３
１２１ ７７ １０２ １２１ １６８ ７７

熿

燀

燄

燅７２ ４８ ４４ ７２ ７６ ４８
（２）作出图Ｇ１ 如下：

各结点间的距离为：

ｄ（Ｖ１，Ｖ２）＝２，

ｄ（Ｖ１，Ｖ３）＝１，

ｄ（Ｖ１，Ｖ４）＝１，

ｄ（Ｖ１，Ｖ５）＝１，

ｄ（Ｖ１，Ｖ６）＝２，

ｄ（Ｖ２，Ｖ３）＝３，　　ｄ（Ｖ２，Ｖ４）＝２，　　ｄ（Ｖ２，Ｖ５）＝１，

ｄ（Ｖ２，Ｖ６）＝１，　　ｄ（Ｖ３，Ｖ４）＝１，　　ｄ（Ｖ３，Ｖ５）＝２，

ｄ（Ｖ３，Ｖ６）＝３，　　ｄ（Ｖ４，Ｖ５）＝１，　　ｄ（Ｖ４，Ｖ６）＝２，

ｄ（Ｖ５，Ｖ６）＝１。
（３）根据（２）中Ｇ１ 图得到如下基本回路：
（Ｖ１Ｖ３Ｖ４Ｖ１）、（Ｖ１Ｖ４Ｖ５Ｖ１）、（Ｖ１Ｖ３Ｖ４Ｖ５Ｖ１）、（Ｖ２Ｖ５Ｖ６Ｖ２）、

（Ｖ３Ｖ１Ｖ４Ｖ３ ）、（Ｖ３Ｖ１Ｖ５Ｖ４Ｖ３ ）、（Ｖ４Ｖ１Ｖ３Ｖ４ ）、（Ｖ４Ｖ５Ｖ１Ｖ４ ）、
（Ｖ４Ｖ３Ｖ１Ｖ５Ｖ４ ）、（Ｖ５Ｖ２Ｖ６Ｖ５ ）、（Ｖ５Ｖ１Ｖ４Ｖ５ ）、（Ｖ５Ｖ１Ｖ３Ｖ４Ｖ５ ）、
（Ｖ６Ｖ２Ｖ５Ｖ６）。

作出Ｇ２ 图如下：

·１９３·



根据图找出如下基本回路：
（Ｖ１Ｖ４Ｖ５Ｖ１）、（Ｖ４Ｖ１Ｖ５Ｖ４）、（Ｖ５Ｖ１Ｖ４Ｖ５）。

５１１　解：根据 二 分 图 的 性 质，它 有 两 个 互 补 结 点 子 集Ｖ１ 和

Ｖ２，假定各自集合中的结点为：

Ｖ１＝｛Ｖ１１，Ｖ１２，…，Ｖ１ｉ｝，Ｖ２＝｛Ｖ２１，Ｖ２２，…，Ｖ２ｊ｝
可按次序Ｖ１１，Ｖ１２，…，Ｖ１ｉ，Ｖ２１，Ｖ２２，…，Ｖ２ｊ来 排 列，即Ｖ１１排 第

１，Ｖ１２排第２、……、Ｖ１ｉ排第ｉ、Ｖ２１排第ｉ＋１、…Ｖ２ｊ排第ｉ＋ｊ位，（也就

是将某结点子集排序在前，另一互补结点子集跟在后面排）。

如此可得相邻矩阵Ａ＝
０ Ｂ
Ｃ［ ］０

的形式。

５１２　解：用数字表示不同的颜色标在图中各区域内：

５１３　解：构造相应的对偶图Ｇ 见下图的实心点和 虚 线 所 示

部分：

５１４　（１）解：设 有ｘ 个 次 数 为１的 结 点，则 该 树 的 结 点 总 数

为：ｎ＝２＋１＋３＋ｘ＝６＋ｘ，边数ｍ＝ｎ－１＝５＋ｘ，因为ｄｅｇ（Ｖｉ）＝

２ｍ，故２×（５＋ｘ）＝２×２＋１×３＋３×４＋ｘ×１，得ｘ＝９，所以共有９
·２９３·



个次数为１的结点。
（２）解：设有ｎ１ 个次数为１的结点，则树的结点总数为：ｎ＝ｎ１＋

ｎ２＋ｎ３＋…＋ｎｋ，边数ｍ＝ｎ－１，由ｄｅｇ（Ｖｉ）＝２ｍ 得：ｎ１＋２ｎ２＋３ｎ３

…＋ｋｎｋ＝２（ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋…＋ｎｋ）－２，故解出ｎ１＝ｎ３＋２ｎ４＋…（ｋ－
２）ｎｋ＋２。

５１５　解：

５１６　解：

·３９３·



５１７　证明：先证（１）、（２）等价，即Ｇ 是２－色图Ｇ 是二分图，
“”设Ｇ 可用两种颜色ｘ 和ｙ 正常着色，标上ｘ和ｙ 颜色的结点集

分别为Ｖ１ 和Ｖ２，显然Ｖ１ 中的结点互相不邻接，Ｖ２ 中的结点也互相

不邻接，即Ｇ 中每一边ｅ的一个端点在Ｖ１ 中，另一个端点在Ｖ２ 中，
所以Ｇ 是二分图。

“”设Ｇ 是二分图，其互补结点子集为Ｖ１、Ｖ２，给Ｖ１ 和Ｖ２ 中

的结 点 分 别 着 上 ｘ 和ｙ 两 种 不 同 的 颜 色，这 显 然 是 正 常 着 色 的

２－色图。
故（１）（２）；另 证（２）（３）见 定 理５８的 证 明；上 述 又 可 推 得

（１）（３）。
所以（１）、（２）、（３）三个命题是等价的。

５１８　解：（１）相应根树如下：

（２）先根次序代数表达式：
／↑－３ｘ５ｙ４ａ＋２ｂ↑ｃ２
中根次序代数表达式：

３ｘ－５ｙ↑４／ａ２ｂ＋ｃ↑２
后根次序代数表达式：

３ｘ５ｙ－４↑ａ２ｂｃ２↑＋／
·４９３·



５１９　解：（１）

ａ ｂ ｃ ｄ ｅ
引入次数 １ ２ ４ ３ １
引出次数 ２ ２ １ ２ ２

（２）有三条：（ａｂｄ）、（ａｂｃｅｄ）、（ａｃｅｄ）。
（３）相邻矩阵如下：

ＭＤ＝

　
ａ
ｂ
ｃ
ｄ
ｅ

ａ ｂ ｃ ｄ ｅ
０ １ １ ０ ０

１ ０ １ １ ０
０ ０ ０ ０ １
０ ０ １ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ ０

（４）作出相应的矩阵来判定通路数目：

Ｍ２
Ｄ＝

１ ０ １ １ １

０ １ ２ １ １
０ ０ １ １ ０
０ ０ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １

　　Ｍ３
Ｄ＝

０ １ ３ ２ １

１ ０ ３ ３ ２
０ ０ １ １ １
０ ０ ２ ２ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ２ ２ １

可根据上述矩阵中虚线所框的数字来判定，即

从ａ到ｃ长度为１的通路有１条、长度为２的通路为１条、长度

为３的 通 路 有３条，故 有：小 于 或 等 于３的 通 路 数 有：１＋１＋３＝５
（条）。

（５）Ｄ 是单向连通的。

·５９３·



５２０　解：（１）其有向图如下：

（２）先求出相应矩阵：

Ｍ２＝

２ ２ １ １
１ ２ １ １
１ ２ ２ １

熿

燀

燄

燅０ １ １ １

　　Ｍ３＝

２ ５ ４ ３
２ ４ ３ ２
３ ５ ３ ３

熿

燀

燄

燅２ ２ １ １
Ｖ１ 到Ｖ１ 长度是３的回路有２条，Ｖ１ 到Ｖ２ 长度是３的通路有５条，

Ｖ１ 到Ｖ３ 长度是３的通路有４条，Ｖ１ 到Ｖ４ 长度是３的通路有３条。
（３）图Ｄ 是强连通的。

５２１　解：可根据书上Ｐ１８２无向图变为有向图的算法来标方向。

５２２　答：Ａ。

５２３　答：Ｂ。
·６９３·



５２４　答：Ａ。

５２５　证明：∵
ｎ

ｉ＝１
ｄｅｇ（Ｖｉ）＝２ｍ

ｎｋ·ｋ＋（ｎ－ｎｋ）·（ｋ＋１）＝ｎｋ·ｋ＋ｎ·ｋ－ｎｋ·ｋ＋ｎ－ｎｋ

＝ｎ·（ｋ＋１）－ｎｋ＝２ｍ
∴ｎｋ＝（ｋ＋１）·ｎ－２ｍ。

５２６　解：

① ② ③ ④

⑤ ⑥ ⑦ ⑧

⑨ ⑩ 瑏瑡

５２７　答：Ｃ。

５２８　答：Ｃ。

５２９　解：

① ② ③ ④
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５３０　答：ｎ－１；　ｍ－ｋ。

５３１　证明：找出两图中结点的对应关系：

ｈ（ａ）＝８，　　　ｈ（ｂ）＝３，　　　ｈ（ｃ）＝９，　　　ｈ（ｄ）＝４，

ｈ（ｅ）＝１０　　　ｈ（ｆ）＝６，　　　ｈ（ｇ）＝１，　　　ｈ（ｈ）＝２，

ｈ（ｉ）＝７，　　　ｈ（ｊ）＝５。
相应的边也将一一对应，所以图Ｇ 和Ｇ１ 同构。

５３２　解：（１）可解的，如图示

（２）可解的，如图示

　　（３）不可解的，因为奇数度结点数目不可能为奇数个。

５３３　答：Ａ。

５３４　答：Ａ。

５３５　答：Ｂ。

５３６　答：ｎ－１；权是最小的树。

５３７　答：
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５３８　证明：∵图Ｇ 有９个 结 点，根 据 定 理 任 何 图 中 奇 结 点 个

数为偶数（个），因此５度结点的个数只能是０，２，４，６，８，此时分别对

应６度个数的结点的个数为９，７，５，３，１。

∴对上述五种情况都满足至少有５个６度或６个５度结点。

５３９　解：
（１）

（２）

５４０　答：Ｃ。

５４１　答：Ｄ。

５４２　答：Ａ。

５４３　答：平凡图；平行边。

５４４　答：Ｃ。

５４５　答：Ｄ。
·９９３·



５４６　答：１。

５４７　证明：设３次正则图共有ｎ个结点Ｖ１，Ｖ２，…Ｖｎ。

则
ｎ

ｉ＝１
ｄｅｇ（Ｖｉ）＝２ｍ＝３ｎ，此时３ｎ必为偶数，

若ｎ为奇数时，３ｎ 也 应 为 奇 数，此 处 不 可 能 成 立，故ｎ 必 为 偶

数，因此３次正则图必有偶数个结点。

５４８　解：（１）

（２）因为有平行边，故不是简单图。
（３）ｄ（Ｖ１）＝３，　ｄ（Ｖ２）＝４，　ｄ（Ｖ３）＝３，　ｄ（Ｖ４）＝３，

　 ｄ（Ｖ５）＝１，　ｄ（Ｖ６）＝０。

习题六解答

６１　解：（１）他讲法语或英语。
（２）他讲法语并且讲英语。
（３）他会讲法语而不讲英语。
（４）他不讲法语或不讲英语。
（５）他不是不讲法语。
（６）他不是不讲法语讲英语。
（７）他讲法语等同于他讲英语。
（８）他如果不讲法语就讲英语。
（９）他只讲法语或英语其中之一。

６２　解（１）设Ｐ：她身材高，Ｑ：她很温雅。
·００４·



Ｐ∧Ｑ。
（２）设Ｐ、Ｑ 同（１）。

瓙（Ｐ∧Ｑ）。
（３）设Ｐ、Ｑ 同（１）。

瓙Ｐ∧瓙Ｑ。
（４）设Ｐ：李明读新民晚报，Ｑ：李明读新华日报，Ｒ：李明读人民

日报。
（Ｐ∨Ｑ）∧瓙Ｒ。
（５）设Ｐ：高俊在屋里，Ｑ：高俊在做功课，Ｒ：高俊在看电视。

Ｐ→（ＱＲ）。
（６）设Ｐ、Ｑ、Ｒ 同（６）
（瓙Ｐ∨Ｑ）→瓙Ｒ。
（７）设Ｐ：两个三角形全等，Ｑ：两个三角形的三条边对应相等。

ＰＱ。

６３　（１）解：

　ｐ　　　　ｑ （ｐ∧（瓙ｑ→ｐ））∧瓙（（ｐ瓙ｑ）→（ｑ∨瓙ｐ））

　０　　　　０ ０

　０　　　　１ ０

　１　　　　０ １

　１　　　　１ ０

（２）解：

　ｐ　　ｑ　　ｒ （ｑ（ｒ→瓙ｐ））∨（（瓙ｑ→ｐ）ｒ）

　０　　０　　０ １

　０　　０　　１ ０

　０　　１　　０ １

　０　　１　　１ １

·１０４·



续表

　ｐ　　ｑ　　ｒ （ｑ（ｒ→瓙ｐ））∨（（瓙ｑ→ｐ）ｒ）

　１　　０　　０ ０

　１　　０　　１ １

　１　　１　　０ １

　１　　１　　１ １

（３）解：

　ｐ　　ｑ　　ｒ （ｐ→（ｑ→ｒ））→（（ｐ→ｑ）→（ｐ→ｒ））

　０　　０　　０ １

　０　　０　　１ １

　０　　１　　０ １

　０　　１　　１ １

　１　　０　　０ １

　１　　０　　１ １

　１　　１　　０ １

　１　　１　　１ １

（４）解：

　ｐ　　　　ｑ （瓙ｑ→瓙ｐ）→（ｐ→ｑ）

　０　　　　０ １

　０　　　　１ １

　１　　　　０ １

　１　　　　１ １

６４　（１）证明：用真值表法

　ｐ　　　ｑ ｐ∨（ｐ∧ｑ） ｐ

　０　　　０ ０ ０

·２０４·



续表

　ｐ　　　ｑ ｐ∨（ｐ∧ｑ） ｐ

　０　　　１ ０ ０

　１　　　０ １ １

　１　　　１ １ １

　　表中反映等式两边０、１的结果值相同。

（２）证明：用真值表法

　ｐ　　　ｑ 瓙（ｐ∨ｑ）∨（瓙ｐ∧ｑ） 瓙ｐ

　０　　　０ １ １

　０　　　１ １ １

　１　　　０ ０ ０

　１　　　１ ０ ０

６５　（１）证明：（ｐ∨ｑ）∨瓙ｐ＝（ｐ∨瓙ｐ）∧（ｑ∨瓙ｐ）

＝１∧（ｑ∨瓙ｐ）＝瓙ｐ∨ｑ。
（２）证明：（ｐ∧ｑ）→ｒ＝瓙（ｐ∧ｑ）∨ｒ＝（瓙ｐ∨瓙ｑ）∨ｒ
＝瓙ｐ∨ｒ∨瓙ｑ∨ｒ＝（ｐ→ｒ）∨（ｑ→ｒ）。
（３）证明：ｐ→（ｑ→ｒ）＝瓙ｐ∨（瓙ｑ∨ｒ）＝瓙ｐ∨ｒ∨瓙ｑ
＝瓙（ｐ∧瓙ｒ）∨瓙ｑ＝（ｐ∧瓙ｒ）→瓙ｑ。

６６　解：列出Ｉ１～Ｉ１５的真值表：

Ｉ１：

　Ｐ　　　Ｑ （Ｐ∧Ｑ）→Ｐ

　０　　　０ １

　０　　　１ １

　１　　　０ １

　１　　　１ １

　　表中结果永为真

·３０４·



Ｉ２：

　Ｐ　　　Ｑ （Ｐ∧Ｑ）→Ｑ

　０　　　０ １

　０　　　１ １

　１　　　０ １

　１　　　１ １

Ｉ３：

　Ｐ　　　Ｑ Ｐ→（Ｐ∨Ｑ）

　０　　　０ １

　０　　　１ １

　１　　　０ １

　１　　　１ １

Ｉ４：

　Ｐ　　　Ｑ Ｑ→（Ｐ∨Ｑ）

　０　　　０ １

　０　　　１ １

　１　　　０ １

　１　　　１ １

Ｉ５：

　Ｐ　　　Ｑ 瓙Ｐ Ｐ→Ｑ 瓙Ｐ→（Ｐ→Ｑ）

　０　　　０ １ １ １

　０　　　１ １ １ １

　１　　　０ ０ ０ １

　１　　　１ ０ １ １

·４０４·



Ｉ６：

　Ｐ　　　Ｑ Ｐ→Ｑ Ｑ→（Ｐ→Ｑ）

　０　　　０ １ １

　０　　　１ １ １

　１　　　０ ０ １

　１　　　１ １ １

Ｉ７：

　Ｐ　　　Ｑ Ｐ→Ｑ 瓙（Ｐ→Ｑ） 瓙（Ｐ→Ｑ）→Ｐ

　０　　　０ １ ０ １

　０　　　１ １ ０ １

　１　　　０ ０ １ １

　１　　　１ １ ０ １

Ｉ８：

　Ｐ　　　Ｑ Ｐ→Ｑ 瓙（Ｐ→Ｑ） 瓙Ｑ 瓙（Ｐ→Ｑ）→瓙Ｑ

　０　　　０ １ ０ １ １

　０　　　１ １ ０ ０ １

　１　　　０ ０ １ １ １

　１　　　１ １ ０ ０ １

Ｉ９：

　Ｐ　　　Ｑ 瓙Ｐ Ｐ∨Ｑ 瓙Ｐ∧（Ｐ∨Ｑ） 瓙Ｐ∧（Ｐ∨Ｑ）→Ｑ

　０　　　０ １ ０ ０ １

　０　　　１ １ １ １ １

　１　　　０ ０ １ ０ １

　１　　　１ ０ １ ０ １

·５０４·



Ｉ１０：

　Ｐ　　　Ｑ 瓙Ｑ Ｐ∨Ｑ 瓙Ｑ∧（Ｐ∨Ｑ） 瓙Ｑ∧（Ｐ∨Ｑ）→Ｐ

　０　　　０ １ ０ ０ １

　０　　　１ ０ １ ０ １

　１　　　０ １ １ １ １

　１　　　１ ０ １ ０ １

Ｉ１１：

　Ｐ　　　Ｑ Ｐ→Ｑ Ｐ∧（Ｐ→Ｑ） Ｐ∧（Ｐ→Ｑ）→Ｑ

　０　　　０ １ ０ １

　０　　　１ １ ０ １

　１　　　０ ０ ０ １

　１　　　１ １ １ １

Ｉ１２：

Ｐ　Ｑ 瓙Ｑ Ｐ→Ｑ 瓙Ｐ 瓙Ｑ∧（Ｐ→Ｑ） 瓙Ｑ∧（Ｐ→Ｑ）→瓙Ｐ

０　０ １ １ １ １ １

０　１ ０ １ １ ０ １

１　０ １ ０ ０ ０ １

１　１ ０ １ ０ ０ １

Ｉ１３：

ＰＱＲ Ｐ→Ｑ Ｑ→Ｒ Ｐ→Ｒ （Ｐ→Ｑ）∧（Ｑ→Ｒ） （Ｐ→Ｑ）∧（Ｑ→Ｒ）→（Ｐ→Ｒ）

０００ １ １ １ １ １

００１ １ １ １ １ １

０１０ １ ０ １ ０ １

０１１ １ １ １ １ １

１００ ０ １ ０ ０ １
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续表

ＰＱＲ Ｐ→Ｑ Ｑ→Ｒ Ｐ→Ｒ （Ｐ→Ｑ）∧（Ｑ→Ｒ） （Ｐ→Ｑ）∧（Ｑ→Ｒ）→（Ｐ→Ｒ）

１０１ ０ １ １ ０ １

１１０ １ ０ ０ ０ １

１１１ １ １ １ １ １

Ｉ１４：

ＰＱＲＳ Ｐ→Ｑ Ｒ→Ｓ Ｐ∧Ｒ Ｑ∧Ｓ
（Ｐ→Ｑ）∧
（Ｒ→Ｓ）

（Ｐ∧Ｒ）→
（Ｑ∧Ｓ）

（Ｐ→Ｑ）∧（Ｒ→Ｓ）→
（Ｐ∧Ｒ）→（Ｑ∧Ｓ）

００００ １ １ ０ ０ １ １ １

０００１ １ １ ０ ０ １ １ １

００１０ １ ０ ０ ０ ０ １ １

００１１ １ １ ０ ０ １ １ １

０１００ １ １ ０ ０ １ １ １

０１０１ １ １ ０ １ １ １ １

０１１０ １ ０ ０ ０ ０ １ １

０１１１ １ １ ０ １ １ １ １

１０００ ０ １ ０ ０ ０ １ １

１００１ ０ １ ０ ０ ０ １ １

１０１０ ０ ０ １ ０ ０ ０ １

１０１１ ０ １ １ ０ ０ ０ １

１１００ １ １ ０ ０ １ １ １

１１０１ １ １ ０ １ １ １ １

１１１０ １ ０ １ ０ ０ ０ １

１１１１ １ １ １ １ １ １ １
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Ｉ１５：

ＰＱＲ Ｐ∨Ｑ Ｐ→Ｒ Ｑ→Ｒ
（Ｐ∨Ｑ）∧
（Ｐ→Ｒ）

（Ｐ∨Ｑ）∧（Ｐ→Ｒ）∧
（Ｑ→Ｒ）

（Ｐ∨Ｑ）∧（Ｐ→Ｒ）∧
（Ｑ→Ｒ）→Ｒ

０００ ０ １ １ ０ ０ １

００１ ０ １ １ ０ ０ １

０１０ １ １ ０ １ ０ １

０１１ １ １ １ １ １ １

１００ １ ０ １ ０ ０ １

１０１ １ １ １ １ １ １

１１０ １ ０ ０ ０ ０ １

１１１ １ １ １ １ １ １

６７　（１）解：设Ｐ：６是偶数，Ｑ：２能整除７，Ｒ：５是素数。
则有：Ｐ→瓙Ｑ，瓙Ｒ∨Ｑ，Ｒ 作为条件来推理。

① 瓙Ｒ∨Ｑ，Ｒ├Ｑ，　　②Ｐ→瓙Ｑ，Ｑ├瓙Ｐ（瓙Ｐ 为结论）

瓙Ｐ 表示６不是偶数，是奇数，此论证不对，因为所给条件中瓙
Ｒ∨Ｑ 是错误的。

（２）解：设Ｐ：这天我夫人 生 日，Ｑ：我 送 我 夫 人 一 束 花，Ｒ：我 工

作迟了。
则有Ｐ→Ｑ，Ｐ∨Ｒ，瓙Ｑ 作为条件来推理：

① 瓙Ｑ，Ｐ→Ｑ├瓙Ｐ，　　②Ｐ∨Ｒ，瓙Ｐ├Ｒ（Ｒ 为结论）
本题结论正确。
（３）解：设Ｐ：我工作，Ｑ：我学习，Ｒ：我考了数学。
则有：Ｐ→瓙Ｑ，Ｐ∨Ｒ，Ｒ 作为条件来推理：

① ∵Ｐ→瓙Ｑ＝Ｑ→瓙Ｐ，Ｐ∨Ｒ＝瓙Ｐ→Ｒ，

　∴Ｑ→瓙Ｐ，瓙Ｐ→Ｒ├Ｑ→Ｒ
② 由Ｑ→Ｒ和Ｒ为真无法推出Ｑ为真或假，故本题结论推理错误。
（４）解：设Ｐ：我工作，Ｑ：我学习，Ｒ：我考数学。
则有：Ｐ→瓙Ｑ，Ｐ∨Ｒ，Ｐ 作为条件来推理：
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（１）Ｐ，Ｐ→瓙Ｑ├瓙Ｑ，
（２）瓙Ｑ，Ｐ∨Ｒ，无法推出本题结论。
（５）解：设Ｐ：我学习，Ｑ：我考试失败，Ｒ：我踢足球。
则有：Ｐ→瓙Ｑ，瓙Ｒ→Ｐ，Ｑ 作为条件来推理：

①Ｑ，Ｐ→瓙Ｑ├瓙Ｐ，

② 瓙Ｒ→Ｐ＝Ｒ∨Ｐ，

　 瓙Ｐ，Ｒ∨Ｐ├Ｒ（Ｒ 为结论），
本题推理过程正确。

６８　解：设 Ｐ：国 家 增 加 税 收，Ｑ：通 货 膨 胀 率 下 降，Ｒ：美 元

贬值。
用符号公式表示此政治家的三次讲话及所得结论如下：
（１）（Ｐ→Ｑ）∧瓙Ｒ　即：Ｐ→Ｑ，瓙Ｒ；
（２）（Ｑ∨瓙Ｒ）→瓙Ｐ　即：（Ｒ→Ｑ）→瓙Ｐ；
（３）（Ｐ∨（Ｒ∧Ｑ））＝（Ｐ∨Ｒ）∧（Ｐ∨Ｑ）　即：瓙Ｐ→Ｒ，瓙Ｐ

→Ｑ。
结论：Ｐ∧Ｑ∧瓙Ｒ。
用（１）～（３）作为条件来推理如下：
（Ｒ→Ｑ）→瓙Ｐ，瓙Ｐ→Ｑ├（Ｒ→Ｑ）→Ｑ＝（瓙Ｑ∧Ｒ）∨Ｑ＝Ｒ∨

Ｑ，Ｒ∨Ｑ，瓙Ｒ├Ｑ　　①
瓙Ｒ，瓙Ｐ→Ｒ├Ｐ　　②，　　另有条件中瓙Ｒ　　③。
由①、②、③知此政治家的条件和结论的论证推理正确。

６９　（１）解：析取范式、特异析取范式：
（瓙ｐ∨瓙ｑ）→（ｐ瓙ｑ）＝瓙（瓙ｐ∨瓙ｑ）∨（（瓙ｐ∨瓙ｑ）∧（ｐ∨

ｑ））

＝（ｐ∧ｑ）∨（瓙ｐ∧ｑ）∨（ｐ∧瓙ｑ）
合取范式、特异合取范式：
（瓙ｐ∨瓙ｑ）→（ｐ瓙ｑ）＝ｐ∨ｑ。
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（２）解：析取范式：（ｐ∧ｑ）∨（ｑ∧瓙ｑ），
特异析取范式：ｐ∧ｑ。
合取范式：ｑ∧（ｐ∨瓙ｑ）
特异合取范式：（ｑ∨（ｐ∧瓙ｐ））∧（ｐ∨瓙ｑ）＝（ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨

ｑ）∧（ｐ∨瓙ｑ）。
（３）解：原式＝ｐ∨（ｐ∨（ｑ∨（ｑ∨ｒ）））＝ｐ∨ｑ∨ｒ。

ｐ∨ｑ∨ｒ＝（（ｐ∧（ｑ∨瓙ｑ））∧（ｒ∨瓙ｒ）））∨（（ｑ∧（ｐ∨瓙ｐ））∧
（ｒ∨瓙ｒ））∨（（ｒ∧（ｐ∨瓙ｐ））∧（ｑ∨瓙ｑ））

＝（ｒ∧ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧瓙ｒ）∨
（ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（瓙ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（瓙ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（ｐ∧ｑ
∧ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）∨（瓙ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（瓙ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）

＝（ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧瓙ｒ）

∨（瓙ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（瓙ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（瓙ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）
析取范式为ｐ∨ｑ∨ｒ。
特异析取范式为：
（ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧瓙ｑ∧瓙ｒ）∨

（瓙ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（瓙ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（瓙ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）。
合取范式及特异合取范式为：ｐ∨ｑ∨ｒ。
（４）解：原式＝ｐ→（ｑ∧ｒ）∧（ｐ∨（瓙ｑ∧瓙ｒ））

＝ｐ→（（ｑ∧ｒ）∧（ｐ∨瓙ｑ）∧（ｐ∨瓙ｒ））

＝瓙ｐ∨（（ｑ∧ｒ）∧（ｐ∨瓙ｑ）∧（ｐ∨瓙ｒ））

＝（（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨ｒ））∧（（瓙ｐ∨ｐ∨瓙ｑ））∧（（瓙ｐ∨ｐ∨瓙ｒ））

＝（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨ｒ）。
（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨ｒ）＝（（瓙ｐ∨ｑ）∨（ｒ∧瓙ｒ））∧（（瓙ｐ∨ｒ）∨

（ｑ∧瓙ｑ））

＝（瓙ｐ∨ｑ∨ｒ）∧（瓙ｐ∨ｑ∨瓙ｒ）∧（瓙ｐ∨ｑ∨ｒ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ∨ｒ）

＝（瓙ｐ∨ｑ∨ｒ）∧（瓙ｐ∨ｑ∨瓙ｒ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ∨ｒ）。
（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨ｒ）＝（瓙ｐ∧瓙ｐ）∨（瓙ｐ∧ｑ）∨（瓙ｐ∧ｒ）

∨（ｑ∧ｒ）。
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真值表：

ｐ　ｑ　ｒ 原式

０　０　０ １

０　０　１ １

０　１　０ １

０　１　１ １

１　０　０ ０

１　０　１ ０

１　１　０ ０

１　１　１ １

　　析取范式：
（瓙ｐ∧瓙ｐ）∨（瓙ｐ∧ｑ）∨（瓙ｐ∧ｒ）

∨（ｑ∧ｒ）
特异析取范式：（从真值表得出）
（瓙ｐ∧瓙ｑ∧瓙ｒ）∨（瓙ｐ∧瓙ｑ∧ｒ）∨

（瓙ｐ∧ｑ∧瓙ｒ）∨（瓙ｐ∧ｑ∧ｒ）∨（ｐ∧ｑ∧ｒ）
合取范式：（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨ｒ）
特异合取范 式：（瓙ｐ∨ｑ∨ｒ）∧（瓙ｐ

∨ｑ∨瓙ｒ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ∨ｒ）

　　（５）解：原式＝瓙ｐ∨（ｐ∧（瓙ｑ∨ｐ））＝瓙ｐ∨（（ｐ∧瓙ｑ）∨（ｐ∧ｐ））

＝瓙ｐ∨（ｐ∧瓙ｑ）∨ｐ＝１（重言式）
真值表：

ｐ　　ｑ 原式

０　０ １

０　１ １

１　０ １

１　１ １

　　析取范式：瓙ｐ∨（ｐ∧瓙ｑ）∨ｐ。
特异析取范式：
（瓙ｐ∧瓙ｑ）∨（瓙ｐ∧ｑ）∨（ｐ∧瓙ｑ）

∨（ｐ∧ｑ）。
合取范式：瓙ｐ∨（ｐ∧瓙ｑ）∨ｐ＝（瓙ｐ

∨ｐ∨ｐ）∧（瓙ｐ∨ｐ∨瓙ｑ）

＝（瓙ｐ∨ｐ）∧（瓙ｐ∨ｐ∨瓙ｑ）。

　　６１０　（１）解：本公式是所有最小项均出现的特异析取范式，故

它是重言式。
（２）解：原式＝（ｐ∧瓙ｐ）∨ｑ∨（ｐ∧瓙ｐ）∨瓙ｑ＝ｑ∨瓙ｑ＝１。
（３）解：原式＝（瓙ｐ∧瓙ｑ）∨（（瓙ｐ∨ｐ）∧（ｐ∨ｑ））

＝（瓙ｐ∧瓙ｑ）∨ｐ∨ｑ＝（（瓙ｐ∨ｐ）∧（瓙ｑ∨ｐ））∨ｑ
＝瓙ｑ∨ｐ∨ｑ＝１∨ｐ＝１。
（４）解：原式＝（（瓙ｐ∨ｑ）∧ｐ）→ｑ＝瓙（（瓙ｐ∨ｑ）∧ｐ）∨ｑ
＝瓙（（瓙ｐ∧ｐ）∨（ｐ∧ｑ））∨ｑ＝瓙（ｐ∧ｑ）∨ｑ
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＝瓙ｐ∨瓙ｑ∨ｑ＝瓙ｐ∨１＝１。
（５）解：原式＝（（瓙ｐ∨ｑ）→（ｑ∨瓙ｐ））→（（ｑ∨瓙ｐ）→（瓙ｐ∨ｑ））

＝（瓙（瓙ｐ∨ｑ）∨（ｑ∨瓙ｐ））→（瓙（ｑ∨瓙ｐ）∨（瓙ｐ∨ｑ））

＝瓙（（ｐ∧瓙ｑ）∨（ｑ∨瓙ｐ））∨（（瓙ｑ∧ｐ）∨（瓙ｐ∨ｑ））

＝（瓙（ｐ∧瓙ｑ）∧瓙（ｑ∨瓙ｐ））∨（（瓙ｑ∨瓙ｐ）∧（ｐ∨瓙ｐ）∨ｑ）

＝（（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｑ∧ｐ））∨（瓙ｑ∨瓙ｐ∨ｑ）

＝（（瓙ｐ∨ｑ）∧（瓙ｑ∧ｐ））∨（瓙ｐ∨１）

＝１。
（６）解：原式＝（ｐｑ）（（ｐ∧ｑ）∨瓙ｐ）∧（（ｐ∧ｑ）∨瓙ｑ）

＝（ｐｑ）（（ｐ∨瓙ｐ）∧（ｑ∨瓙ｐ））∧（（ｐ∨瓙ｑ）∧（ｑ∨瓙ｑ））

＝（ｐｑ）（（ｐ→ｑ）∧（ｑ→ｐ））

＝（ｐｑ）（ｐｑ）＝１。
（７）解：非重言式，可用真值表法或公式法验证。

６１１　答：Ｂ。

６１２　答：等价的；Ｐ

６１３　证明：原式＝Ｐ∧（瓙Ｐ∨Ｑ）→Ｑ＝（Ｐ∧瓙Ｐ）∨（Ｐ∧Ｑ）→Ｑ
＝（Ｐ∧Ｑ）→Ｑ＝瓙（Ｐ∧Ｑ）∨Ｑ＝瓙Ｐ∨瓙Ｑ∨Ｑ＝瓙Ｐ∨１＝１
故为重言式。

６１４　解：原式＝瓙（瓙Ｐ∨Ｑ）∧Ｑ∧Ｒ＝（Ｐ∧瓙Ｑ）∧Ｑ∧Ｒ
＝Ｐ∧瓙Ｑ∧Ｑ∧Ｒ＝０。
既是析取范式又是合取范式（是一个矛盾式）。

６１５　答：Ｂ。

６１６　证明：原式左边＝瓙（Ｐ∨瓙Ｑ）＝瓙Ｐ∧Ｑ＝Ｑ∧瓙Ｐ。
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故左边＝右边。

６１７　解：原式＝（瓙（瓙ｐ∨ｑ）∨ｐ）ｐ
＝（（瓙（瓙ｐ∨ｑ）∨ｐ）∧（ｐ→（瓙（瓙ｐ∨ｑ）∨ｐ））

＝（（（瓙ｐ∨ｑ）∧瓙ｐ）∨ｐ）∧（瓙ｐ∨（瓙（瓙ｐ∨ｑ）∨ｐ））

＝（（瓙ｐ∧瓙ｐ）∨（ｑ∧瓙ｐ）∨ｐ）∧（瓙ｐ∨（ｐ∧瓙ｑ）∨ｐ）

＝（瓙ｐ∨（ｑ∧瓙ｐ）∨ｐ）∧（瓙ｐ∨（ｐ∧瓙ｑ）∨ｐ）

＝（瓙ｐ∨ｐ∨（ｑ∧瓙ｐ））∧（瓙ｐ∨ｐ∨（ｐ∧瓙ｑ））

＝１∧１＝１
故本公式为重言式。

６１８　答：Ｃ。

６１９　解：① 利用联结词化归公式Ｐ→Ｑ＝瓙Ｐ∨Ｑ。

② 等幂律Ｐ∨Ｐ＝Ｐ。

③ 交换律Ｐ∨Ｑ＝Ｑ∨Ｐ。

④ 化归公式瓙Ｐ∨Ｑ＝Ｐ→Ｑ。

６２０　证明：Ｐ∧瓙Ｑ∨Ｑ＝（Ｐ∧瓙Ｑ）∨Ｑ＝（Ｐ∨Ｑ）∧（瓙Ｑ∨
Ｑ）＝（Ｐ∨Ｑ）∧１＝Ｐ∨Ｑ。

故左边＝右边。

６２１　解：原式＝（ｐ∨ｑ）→（瓙ｑ∨ｐ）＝瓙（ｐ∨ｑ）∨（瓙ｑ∨ｐ）

＝（瓙ｐ∧瓙ｑ）∨（瓙ｑ∨ｐ）＝（瓙ｐ∨瓙ｑ∨ｐ）∧（瓙ｑ∨瓙ｑ∨ｐ）

＝１∧（瓙ｑ∨ｐ）＝ｐ∨瓙ｑ
是偶然式。

６２２　答：Ｃ。

６２３　答：重言式；合取。
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６２４　证明：左边＝瓙（Ｐ→Ｑ）∨（Ｑ∨Ｒ）

＝瓙（瓙Ｐ∨Ｑ）∨（Ｑ∨Ｒ）

＝（Ｐ∧瓙Ｑ）∨（Ｑ∨Ｒ）＝（Ｐ∨（Ｑ∨Ｒ））∧（（Ｑ∨Ｒ）∨瓙Ｑ）

＝（Ｐ∨Ｑ∨Ｒ）∧（Ｑ∨瓙Ｑ∨Ｒ）＝（Ｐ∨Ｑ∨Ｒ）∧（１∨Ｒ）

＝Ｐ∨Ｑ∨Ｒ＝右边。

６２５　解：ｐ∧（ｐ→ｑ）＝ｐ∧（瓙ｐ∨ｑ）＝（ｐ∧瓙ｐ）∨（ｐ∧ｑ）。
析取范式为：（ｐ∧瓙ｐ）∨（ｐ∧ｑ）。
合取范式为：ｐ∧（瓙ｐ∨ｑ）。

６２６　答：Ｃ。

６２７　证明：①Ａ　　　　　　　　　附加前提，ｃｐ规则。

②Ａ→（Ｂ→Ｃ） 前提。

③Ｂ→Ｃ 由①、②。

④Ｂ 附加前提。

⑤Ｂ→（Ｃ→Ｄ） 前提。

⑥Ｃ→Ｄ 由④、⑤。

⑦Ｂ→Ｄ 由③、⑥。

⑧Ａ→（Ｂ→Ｄ） 由①、⑦。

６２８　解：原式＝（瓙（ｐ∨ｑ）→（ｐ∧ｑ））∧（（ｐ∧ｑ）→瓙（ｐ∨ｑ））

＝（（ｐ∨ｑ）∨（ｐ∧ｑ））∧（瓙（ｐ∧ｑ）∨瓙（ｐ∨ｑ））

＝（（ｐ∨ｑ）∨ｐ）∧（（ｐ∨ｑ）∨ｑ）∧（（瓙ｐ∨瓙ｑ）∨（瓙ｐ∧瓙ｑ））

＝（ｐ∨ｑ）∧（ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ∨瓙ｐ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ∨瓙ｑ）

＝（ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ）
为合取范式。
（ｐ∨ｑ）∧（瓙ｐ∨瓙ｑ）＝（（ｐ∨ｑ）∧瓙ｐ）∨（（ｐ∨ｑ）∧瓙ｑ）

＝（（ｐ∧瓙ｐ）∨（ｑ∧瓙ｐ））∨（（ｐ∧瓙ｑ）∨（ｑ∧瓙ｑ））
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＝（ｑ∧瓙ｐ）∨（ｐ∧瓙ｑ）

＝（ｐ∧瓙ｑ）∨（瓙ｐ∧ｑ）
为析取范式。

习题七解答

７１　（１）解：令Ｐ（ｘ，ｙ）：ｘ比ｙ 长，Ｑ（ｘ，ｙ）：ｘ 比ｙ 高，长江为

ａ，黄河为ｂ，金陵饭店为ｃ，北京饭店为ｄ。
则语句为：Ｐ（ａ，ｂ）∧Ｑ（ｃ，ｄ）。
（２）解：令Ｐ（ｘ）：ｘ是数学家，Ｑ（ｘ）：ｘ 是伟大的，Ｒ（ｘ）：ｘ 是文

学家，ａ表示高斯。
则语句为：Ｐ（ａ）∧Ｑ（ａ）∧（瓙Ｒ（ａ））。
（３）解：令Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）：ｘ位于ｙ 和ｚ 之间，ａ表示南京，ｂ表示武

汉，ｃ表示上海。
则语句为：Ｐ（ａ，ｂ，ｃ）。
（４）解：令Ｐ（ｘ，ｙ）：ｘ和ｙ 是兄妹；ａ表示他，ｂ表示她。
则语句为：Ｐ（ａ，ｂ）。
（５）解：令Ｐ（ｘ）：ｘ是人，Ｑ（ｘ）：ｘ犯错误

则语句为：瓙（Ｐ（ｘ）∧（瓙Ｑ（ｘ））。
（６）解：令Ｒ（ｘ）：ｘ是实数。
则语句为：ｘ（Ｒ（ｘ）→（ｘ２＞０∨ｘ２＝０））。
（７）解：令Ｐ（ｘ）：ｘ是有生命之物，Ｑ（ｘ）：ｘ必会死。
则语句为：ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））。
（８）解：令Ｐ（ｘ）：ｘ是四边形，Ｑ（ｘ）：ｘ内角之和是３６０°。
则语句为：ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））。
（９）解：令Ｐ（ｘ，ｙ）：ｘ比ｙ高，Ｍ（ｘ）：ｘ是男人，Ｗ（ｙ）：ｙ是女人。
则语句为：瓙（ｘｙ（Ｐ（ｘ，ｙ）∧Ｍ（ｘ）∧Ｗ（ｙ）））。
（１０）解：令Ｐ（ｘ，ｙ）：ｘ、ｙ互为对顶角，Ｅ（ｘ，ｙ）：ｘ等于ｙ。
则语句为：ｘｙ（Ｐ（ｘ，ｙ）→Ｅ（ｘ，ｙ））∧瓙ｘｙ（Ｅ（ｘ，ｙ）→

Ｐ（ｘ，ｙ））。
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（１１）解：令Ｐ（ｘ）：ｘ是素数，Ｑ（ｘ）：ｘ是偶数。
则语句为：ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ）∧ｙ（Ｐ（ｙ）∧Ｑ（ｙ）→ｘ＝ｙ））。
（１２）解：令Ｐ（ｘ）：ｘ是资本家，Ｑ（ｘ）：ｘ会剥削人。
则语句为：ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ））∧瓙ｘ（Ｑ（ｘ）→Ｐ（ｘ））。

７２　（１）解：不是；（２）解：不是；（３）解：是。

７３　（１）解：ｘ中的ｘ 是约束变元，其中的辖域为（（Ｐ（ｘ）

∨Ｒ（ｘ））∧Ｓ（ｘ））；ｘ 中的ｘ 是约束变元，其中的辖域为（Ｐ（ｘ）

∧Ｑ（ｘ））。
（２）解：ｘ 中 的ｘ 是 约 束 变 元，其 中  的 辖 域 为 （Ｐ（ｘ）

Ｑ（ｘ））；ｘ中的ｘ 是约束变元，其中的辖域为Ｒ（ｘ）；Ｓ（ｘ）中的ｘ
为自由变元。

（３）解：ｘ 中 的ｘ 是 约 束 变 元，其 中  的 辖 域 为 （Ｐ（ｘ）∧
ｙＲ（ｘ，ｙ）），ｙ中的ｙ 是约束变元，其中的辖域为Ｒ（ｘ，ｙ）。

７４　（１）解：（Ｒ（０）∨Ｒ（１）∨Ｒ（２）∨Ｒ（３））∧（Ｓ（０）∧Ｓ（１）∧
Ｓ（２）∧Ｓ（３））。

（２）解：（Ａ（０）∧Ａ（１）∧Ａ（２）∧Ａ（３））∧（Ｂ（０）∧Ｂ（１）∧Ｂ（２）

∧Ｂ（３））。
（３）解：瓙（Ａ（０）∨Ａ（１）∨Ａ（２）∨Ａ（３））∨（Ｂ（０）∧Ｂ（１）∧Ｂ

（２）∧Ｂ（３））。

７５　（１）解：真；（２）解：假；（３）解：真；（４）解：假。

７６　（１）解：真。
（２）解：将个体域中的个体分别代入公式，然后合取，当用ｘ＝５

代入时：（３＞２→５≤３）∨３＞５＝（１→０）∨０＝０
即其中此合取式里有一项为０，故公式的真值为假。
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（３）解：当ｘ取值１时有：（１＞１→１＝１）＝０→１＝１故为真。
（４）解：当ｘ取值０时有：（０－１≥０）为假，故公式的真值为假。
（５）解：不论ｘ取何整数值时，均为真，故公式的真值为真。
（６）解：当ｘ取值１时 有：２×１２－３×１＋１＝０，故 公 式 的 真 值

为真。
（７）解：不论ｘ取何整数值时ｘ２－３不可能为０，故公式的真假

为假。
（８）解：公式的真值为真。
（９）解：公式的真值为假。
（１０）解：公式的真值为假。
（１１）解：公式的真值为假。

７７　（１）解：原 式＝瓙（（ｘｙＰ（ｘ，ｙ）→ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，

ｙ）））∧（ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））→（ｘｙＰ（ｘ，ｙ）））

＝瓙（（瓙ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ）））∧（瓙ｘｙ
（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））∨ｘｙＰ（ｘ，ｙ）））

＝瓙（（ｘｙ瓙Ｐ（ｘ，ｙ）∨ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ）））∧（ｘｙＰ
（ｘ，ｙ）∨ｘｙＰ（ｘ，ｙ）））

＝瓙（ｘｙ瓙Ｐ（ｘ，ｙ）∨ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ）））∨瓙（ｘｙＰ
（ｘ，ｙ）∨ｘｙＰ（ｘ，ｙ））

＝ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））

＝ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨ｕｗ（瓙Ｐ（ｕ，ｗ））

＝ｘｙｕｗ（Ｐ（ｘ，ｙ）∨瓙Ｐ（ｕ，ｗ））。
（２）解：原式＝瓙（（ｘｙＰ（ｘ，ｙ）→ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ）））∧

（ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））→ｘｙＰ（ｘ，ｙ）））

＝瓙（（瓙ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ）））∧（瓙ｘｙ
（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））∨ｘｙＰ（ｘ，ｙ）））

＝瓙（ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））∧（ｘｙＰ（ｘ，ｙ）））

＝瓙ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））∨瓙ｘｙＰ（ｘ，ｙ）
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＝ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨ｘｙ（瓙Ｐ（ｘ，ｙ））

＝ｘｙｕｗ（Ｐ（ｘ，ｙ）∨瓙Ｐ（ｕ，ｗ））。
（３）解：原式＝瓙ｘ（瓙ｙＰ（ｘ，ｙ））∨（瓙ｚＱ（ｚ）∨Ｒ（ｘ））

＝ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨（ｚ瓙Ｑ（ｚ）∨Ｒ（ｘ））

＝ｘｙＰ（ｘ，ｙ）∨（ｚ瓙Ｑ（ｚ）∨Ｒ（ｕ））

＝ｘｙｚ（Ｐ（ｘ，ｙ）∨瓙Ｑ（ｚ）∨Ｒ（ｕ））。

７８　（１）证明：原式

＝瓙ｘ（瓙Ｐ（ｘ）∧瓙Ｑ（ｘ））瓙（ｘ（瓙Ｐ（ｘ））∧ｘ（瓙Ｑ（ｘ）））

＝ｘＰ（ｘ）∨ｘＱ（ｘ）ｘＰ（ｘ）∨ｘＱ（ｘ）
（２）证明：原 式＝ｘ（瓙Ｐ（ｘ）∨（Ｑ（ｘ）∧Ｒ（ｘ））∧ｘ（Ｐ（ｘ）

∧Ｑ（ｘ））

＝ｘ（（瓙Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ））∧ｘ（瓙Ｐ（ｘ）∨Ｒ（ｘ））∧ｘ（Ｐ（ｘ）

∧Ｑ（ｘ））

＝ｘ（瓙Ｐ（ｘ）∨Ｑ（ｘ））∧ｘ（瓙Ｐ（ｘ）∨Ｒ（ｘ））∧ｘ（Ｐ（ｘ）

∧Ｑ（ｘ））

＝瓙ｘ（Ｐ（ｘ）∧ 瓙Ｑ（ｘ））∧ 瓙 ｘ（Ｐ（ｘ）∧ 瓙Ｒ（ｘ））∧
ｘ（Ｐ（ｘ）∧Ｑ（ｘ））

瓙（ｘＰ（ｘ）∧ｘ瓙Ｑ（ｘ））∧瓙（ｘＰ（ｘ）∧ｘ瓙Ｒ（ｘ））∧
ｘＰ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ）

＝（瓙ｘＰ（ｘ）∨瓙ｘ瓙Ｑ（ｘ））∧（瓙ｘＰ（ｘ）∨瓙ｘ瓙Ｒ
（ｘ））∧ｘＰ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ）

＝（（瓙ｘＰ（ｘ）∧ｘＰ（ｘ））∨（瓙ｘ瓙Ｑ（ｘ）∧ｘＰ（ｘ）））∧
（瓙ｘＰ（ｘ）∨瓙ｘ瓙Ｒ（ｘ））∧ｘＱ（ｘ）

＝ｘＱ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ）∧（（ｘＰ（ｘ）∧瓙ｘＰ（ｘ））∨（ｘＰ
（ｘ）∧ｘＲ（ｘ））

＝ｘＱ（ｘ）∧ｘＱ（ｘ）∧ｘＰ（ｘ）∧ｘＲ（ｘ）

ｘＱ（ｘ）∧ｘＲ（ｘ）∧ｘＰ（ｘ）

＝ｘ（Ｑ（ｘ）∧Ｒ（ｘ））∧ｘＰ（ｘ）
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ｘ（Ｑ（ｘ）∧Ｒ（ｘ））∧ｘＰ（ｘ）

ｘ（Ｑ（ｘ）∧Ｒ（ｘ））。

７９　答：Ｄ。

７１０　答：（Ｐ（ｘ，ｙ）∧Ｑ（ｘ，ｙ））；Ｐ（ｘ，ｙ）。

７１１　答：Ｃ。

７１２　解：５是质数；２是 偶 数 并 且２是 质 数；对 于 所 有ｘ，若ｘ
能被２除尽，则ｘ是偶数；某些偶数能除尽６。

７１３　答：Ｂ。

７１４　答：Ｄ。

７１５　答：Ｂ。

７１６　答：；　　＝。

习题八解答

８１　答：各领域中都有一些最基本的规则称为公理，可由公理

来推出其他的规则和定理，公理的正确性是公认的，可以脱离具体的

领域将公理抽象化（只有语法含义）构成形式系统，主要涉及三方面：

１ 不矛盾性。公理系统中所有公理互不矛盾的。

２ 完备性。对于一个赋予具体含义的公理系统，对于其所表示

的领域中的所有定理、规则均可在系统中推出，则称其具有相对完备

性；如果将另一非定理的公式加入公理系统后，会使系统成为矛盾的

系统，则称其具有绝对完备性。
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３ 独立性。系统中的每条公理不可能由其他公理推出。

８２　解：实际上令公理（２）中Ｐ、Ｑ 均取Ｒ 时，有：
（Ｒ→（Ｒ→Ｒ））→（Ｒ→（Ｒ→Ｒ））。
令（Ｒ→（Ｒ→Ｒ））为Ｐ，则有Ｐ→Ｐ 形式。

８３　（１）证明：由推理定理可知，只要证明：

Ｒ→Ｐ，Ｒ→Ｑ，Ｒ├Ｐ∧Ｑ
①Ｒ　　　　　　　　　假设前提。

②Ｒ→Ｐ 假设前提。

③Ｐ 分②、①。

④Ｒ→Ｑ 假设前提。

⑤Ｑ 分④、①。

⑥Ｐ∧Ｑ 规则１０③、⑤。
（２）证明：由推理定理可知，只要证明：Ｐ∧Ｑ→Ｒ，Ｐ，Ｑ├Ｒ
①Ｐ 假设前提。

②Ｑ 假设前提。

③Ｐ∧Ｑ 规则１０①、②。

④Ｐ∧Ｑ→Ｒ 假设前提。

⑤Ｒ 分④、③。

８４　解：错 在：由（４）、（５）中 的ｅ对 有 些Ｐ（ｅ）成 立、ｅ对 有 些

Ｑ（ｅ）成立，得到（６）的Ｐ（ｅ）、Ｑ（ｅ）一定同时成立，即不应得出Ｐ（ｅ）∧
Ｑ（ｅ）。

８５　答：假设推理法利用推理定理，对于证明一个带蕴含符的

复杂公式为永真的，只要证明它的最后一个后件为永真，而其所有前

件（假设前提），均可作为已知条件（永真公式）使用。此种方法由于

减少了待证成分 而 增 加 了 永 真 成 分，从 而 使 证 明 变 得 相 对 容 易、方
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便，证明过程从本质上得到简化。

８６　（１）证明：只要证ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）），ｘＰ（ｘ）├ｘＱ（ｘ）。

① ｘ（Ｐ（ｘ）→Ｑ（ｘ）） 假设前提。

②Ｐ（ｅ）→Ｑ（ｅ） ＵＳ①。

③ ｘＰ（ｘ） 假设前提。

④Ｐ（ｅ） ＥＳ③。

⑤Ｑ（ｅ） 分②、④。

⑥ ｘＱ（ｘ） ＥＧ⑤。
（２）证明：只要证ｘｙＰ（ｘ，ｙ）├ｙｘＰ（ｘ，ｙ）

① ｘｙＰ（ｘ，ｙ） 假设前提。

② ｙＰ（ｘ，ｙ） ＵＳ①。

③Ｐ（ｘ，ｙ） ＵＳ②。

④ ｘＰ（ｘ，ｙ） ＵＧ③。

⑤ ｙｘＰ（ｘ，ｙ） ＵＧ④。

习题九解答

９１　可以从第九章的３个应用中选择２个，它们是：
（１）离散数学在关系数据库中的应用。
主要应用近世代数建立关系代数理论，应用数理逻辑建立关系

演算理论，用这些理论可以建立关系数据库模型。
（２）离散数学在纠错码中的应用。
主要应用近世代数建立纠错码理论，用于数据通信的数码纠错。
（３）离散数学在逻辑程序设计语言中的应用。
主要应用谓词逻辑理论建立逻辑程序设计语言，并用该语言以

求解实际应用中的问题。

９２　解题者可根据自己熟悉的应用领域自由回答，在解题中应

注意：
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（１）选择的应用要适当。
（２）选用的工具（如集合论、图论、近世代数及数理逻辑）在应用

时要作适当之调整。
（３）用离散数学的目的是为解决应用中的问题，因此在选用工

具时要注意最终能用该工具解决应用中的具体问题。
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