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内 容 提 要

本书共编选了概率论与数理统计习题３５０多题（均选自重点大学

成人教育院校的教材）。其中“例题精解”１８０多题，均有详解，有的题给

出多种解法，对典型题或难题，还专门作分析、点评；其余“习题精选”

１７０余题，除标“”号给出详解外都给出了答案或提示。
附录中收编了几家重点大学成人教育院校近年来本科生概率论与

数理统计试卷五份，附答案与提示。
本书适合成人教育理、工、农、医科，经济管理和财经类各专业本、

专科生阅读，也可作为教师的教学参考书。



前 言

众所周知，大学数学是理、工、农、医、管理等各科各专业共同的基

础课，其重要性不言而喻。由于数学本身抽象深奥，使不少学生对学数

学有畏惧感，特别是数学考试总有人过不了关，因而数学课历来被学生

称为“霸王课”。
怎样才能学好数学呢？数学界的名师、学业有成的学子对此回答

不尽相同：
“首先要喜欢数学，喜欢了，自然会下功夫去学好。”
“学数学要勤奋，要多动脑、多动手、多动口。”
“课前要预习，课上认真听，课后要复习，作业必须独立完成。”
上述回答有共同之处：学数学要花时间，要多做习题。我国著名数

学家苏步青院士在求学期间就曾做过一万余道微积分题。多做习题自

然要多花很多时间，这对成人教育学院的学生来讲难度较大：他们白天

工作，夜晚上课，有的学生可能还要照顾家庭、子女，能用来做习题的时

间实在不多。若遇难题，无处请教，宝贵的时间在苦思冥想中悄悄流

失。向书本请教，也不失为一个好方法，但又难以觅到与教科书配套的

辅导书。
呈现在眼前的这套成人教育数学辅导系列丛书，就是作为全国工

科数学教学基地的上海交通大学数学系，专为接受成人高等教育的学

生而组织编写的，作者都是教学第一线的老教师。他们根据数学教学

大纲（本科非数学专业）的要求，精心编选了数百道习题，并对其中一半

给予精解，即不但给出解题思路与方法（有的题给出多种解法），还对难

点与易错之处进行分析、点评。通过对各种含不同知识点的典型例题

的剖析，使读者加深对本课程基本概念、基本理论和基本方法的理解与

掌握。每章的“习题精选”供读者练习之用，均给出了答案或提示。附

录中收编了几家重点大学成人教育院校近年的试卷，供读者在复习迎
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考时作练兵之用（附答案）。
由于非数学专业的每门数学课时都比较少，课堂上教师举例讲解

的时间非常有限，所以这套成人教育数学辅导系列丛书，既是对课时不

足的一种补偿，也是对学生的课外辅导。编者期望本丛书能使读者用

不太多的时间比较扎实地掌握相关课程的基本知识，提高解题能力，攻

下考试难关。
本系列丛书由《高等数学攻关》、《线性代数攻关》和《概率论与数理

统计攻关》组成。其中《概率论与数理统计攻关》，前四章由冯卫国副教

授编写，后两章由武爱文副教授编写，最后由冯卫国统稿。
随着社会和科学技术的发展，人们越来越重视对随机现象规律性

的研究。例如，如果你投资股票、彩票、期货等，那么你必定要考虑投资

的收益及风险问题；如果你是企业管理者，必定要考虑如何提高产品质

量，使产品为顾客喜爱，使企业效益达到最大，等等。所以，掌握一些随

机现象理论和研究方法，对你的日常工作和生活将带来很大益处。
概率论与数理统计是研究随机现象统计规律性的一门数学学科，

学好这门课对你来说显然十分重要。由于本课程是随机数学，区别于

其他传统数学，所以在学习本课程时要特别注意它的特点。本书的概

率统计习题大部分是从实际生活中提炼出来的，既真实、生动，又具有

很强的实用性，因此，除了做好习题以外，还需要思考其本质问题，做到

举一反三。
限于编者水平，难免有疏漏与不当之处，敬请同行与读者不吝

赐教。

编　者

于上海交通大学

２００５年８月
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第１章 　概率论的基本概念

　　关键词

随机试验　随机事件　概率　古典概型　几何概型　随机事件的

独立性　条件概率

　　教学要求

（１）理解随机试验、样本空间和随机事件的概念．
（２）熟练掌握随机事件之间的关系和运算．
（３）理解概率的定义，掌握概率的基本性质并能用来计算随机事

件的概率．
（４）会计算古典概型和几何概型的概率．
（５）理解随机事件独立性概念，会利用事件独立性进行概率计算．
（６）理解条件概率的概念，会利用乘法公式、全概率公式和贝叶斯

公式进行概率计算．

　　重点与难点

概率的计算是本章的重点与难点，关键在于会判别概率的各种类

型，然后选择相应的公式进行计算．

　　方法提要

见下面框图：

·１·



　　本章知识结构

概率论的基本概念

随机试验

定义

样本空间

独立性（ｎ重伯努利试验概型

烅
烄

烆 ）

随机事件

定义

关系（饱含、相等、互斥）
运算（逆、交、并、差）烅

烄

烆独立性

随机事件概率

定义

统计定义

公理化定义

古典概型定义

几何概型定义

烅

烄

烆条件概率定义

计算

概率运算的基本性质

乘法公式

全概率公式
烅

烄

烆

烅

烄

烆

烅

烄

烆

贝叶斯公式
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Ａ　例题精解

　　【１１】　一盒中装有５个同样的零件，其中编号为１，２，３的是正品

零件，编号为４，５的是次品零件．现从盒中先后取出２个零件，试写出：
（１）该试验的样本空间；
（２）取出的第一个零件是次品的事件Ａ；
（３）取出的第一个零件是正品而第二个是次品的事件Ｂ；
（４）取出的２个零件均为次品的事件Ｃ．
分析　随机试验的全体样本点的集合就是样本空间，而随机事件

可表述为样本空间中的某个子集合．本题的关键是要先找出全部样本

点，而不能有一个遗漏．
解　设样本点（ｉ，ｊ）表示取出的第一个零件为ｉ号，第二个零件为

ｊ号．
（１）该试验的样本空间

Ω＝

（１，２）　（１，３）　（１，４）　（１，５）
（２，１）　（２，３）　（２，４）　（２，５）
（３，１）　（３，２）　（３，４）　（３，５）
（４，１）　（４，２）　（４，３）　（４，５）
（５，１）　（５，２）　（５，３）　（５，４

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

，

它所包含的样本点共有

Ｃ１
５Ｃ１

４＝２０个．
　　（２）

Ａ＝
（４，１）　（４，２）　（４，３）　（４，５）
（５，１）　（５，２）　（５，３）　（５，４｛ ｝），

它所包含的样本点共有

Ｃ１
２Ｃ１

４＝８个．
　　（３）

Ｂ＝
（１，４）　（１，５）　（２，４）
（２，５）　（３，４）　（３，５｛ ｝），
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它所包含的样本点共有

Ｃ１
３Ｃ１

２＝６个．
　　（４）Ｃ＝｛（４，５）　（５，４）｝，仅含Ｃ１

２＝２个样本点．
【１２】　某学生做３道习题．Ａ，Ｂ，Ｃ分别表示一、二、三题做对．试

用Ａ，Ｂ，Ｃ的运算关系表示下列事件：
（１）第一题做对，第二、三题做错；
（２）第一、二题做对，第三题做错；
（３）３题都做对；
（４）３题都做错；
（５）３题中至少有１题做对；
（６）３题中至少有２题做对；
（７）３题中不多于１题做对；
（８）３题中恰有２题做对．
分析　由于事件有各种运算关系，所以答案形式不唯一．
解　（１）Ａ珚Ｂ珚Ｃ或Ａ－Ｂ－Ｃ；
（２）ＡＢ珚Ｃ或ＡＢ－Ｃ；
（３）ＡＢＣ；
（４）珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ；
（５）Ａ∪Ｂ∪Ｃ；
（６）ＡＢ∪ＡＣ∪ＢＣ；
（７）珡Ａ珚Ｂ∪珡Ａ珚Ｃ∪珚Ｂ珚Ｃ（３题中至少有２题做错）
或ＡＢ　ＡＣ　ＢＣ（３题中任２题都做错）
或Ａ珚Ｂ珚Ｃ∪珡ＡＢ珚Ｃ∪珡Ａ珚ＢＣ∪珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ（３题中恰有１题做对或都做错）；
（８）ＡＢ珚Ｃ∪Ａ珚ＢＣ∪珡ＡＢＣ
或ＡＢ∪ＡＣ∪ＢＣ－ＡＢＣ．
点评　题（４）和题（５）两个事件是对立事件，故题（５）可表示成

珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ，但不能表示成Ω－珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ，因为后一表示法不符合题目要求．题

（６）和题（７）也是对立事件．
若利用文氏图求解题（７），题（８）更加直观方便（见图１１）．
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题（７） 题（８）
图１１

【１３】　设ｘ表示一个在数轴上某一段［－７，８］中作随机运动的

质点的位置．试说明下列各事件的关系：
Ａ＝ ｛ｘ｜－１＜ｘ≤５｝，　Ｂ＝ ｛ｘ｜０≤ｘ≤３｝，
Ｃ＝ ｛ｘ｜－７≤ｘ≤－１，５＜ｘ≤８｝，

并写出下列事件：
（１）Ａ（珚Ｂ∪Ｃ）；　　（２）（Ａ－Ｂ）Ｃ．
解　试验的样本空间

Ω＝ ｛ｘ｜－７≤ｘ≤８｝，
各事件的情况如图１２所示．

图１２
由图１２可见，ＢＡ；Ａ 与Ｃ，Ｂ与Ｃ 互不相容，即ＡＣ＝，ＢＣ＝

；Ａ 与Ｃ 为对立事件，即ＡＣ＝，Ａ∪Ｃ＝Ω．
（１）Ａ（珚Ｂ∪Ｃ）＝Ａ珚Ｂ∪ＡＣ＝Ａ珚Ｂ＝Ａ－Ｂ

＝｛ｘ｜－１＜ｘ＜０，３＜ｘ≤５｝；
（２）（Ａ－Ｂ）Ｃ＝Ａ珚ＢＣ＝（珡Ａ∪Ｂ）Ｃ＝珡ＡＣ∪ＢＣ

＝Ｃ∪＝Ｃ＝｛ｘ｜－７≤ｘ≤－１，５＜ｘ≤８｝．
【１４】　在船舶与海洋工程系的学生中任选一名学生．若事件Ａ

表示被选学生是男生，事件Ｂ 表示该学生是三年级学生，事件Ｃ 表示
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该学生是运动员，则

（１）叙述事件ＡＢ珚Ｃ的意义．
（２）在什么条件下ＡＢＣ＝Ｃ成立？

（３）什么时候关系式ＣＢ是正确的？

（４）什么时候珡Ａ＝Ｂ成立？

解　（１）事件 ＡＢ珚Ｃ 表示挑选的是一名三年级男生，但不是运

动员．
（２）等式ＡＢＣ＝Ｃ等价于ＣＡＢ，即在“全系运动员都是三年级

男生”这一条件下，等式ＡＢＣ＝Ｃ成立．
（３）在全系运动员都是三年级学生时，ＣＢ是正确的．
（４）当全系女生都在三年级，且三年级学生都是女生时 珡Ａ＝Ｂ

成立．
【１５】　设Ａ，Ｂ为随机事件，证明：

（Ａ－ＡＢ）∪Ｂ＝Ａ∪Ｂ．
　　证　方法１　等价法

事件Ａ－ＡＢ等价于“Ａ 发生，而Ａ，Ｂ不同时发生”等价于“Ａ 发生

而Ｂ不发生”，从而事件（Ａ－ＡＢ）∪Ｂ 等价于“Ａ，Ｂ 中至少有一个发

生”，即

（Ａ－ＡＢ）∪Ｂ＝Ａ∪Ｂ．
　　方法２　推演法

（Ａ－ＡＢ）∪Ｂ＝ＡＡＢ ∪Ｂ＝Ａ（珡Ａ∪珚Ｂ）∪Ｂ＝Ａ珡Ａ ∪Ａ珚Ｂ ∪Ｂ
＝Ａ珚Ｂ ∪Ｂ＝Ａ珚Ｂ ∪Ｂ珚Ｂ ∪ＡＢ ∪Ｂ
＝ （Ａ∪Ｂ）（珚Ｂ∪Ｂ）＝Ａ∪Ｂ．

　　点评　不能把数的运算律，如去括号、移项等用到事件的运算中

去，否则会出错．例如：

① （Ａ－ＡＢ）∪Ｂ≠Ａ－ＡＢ∪Ｂ，因为运算顺序是先并后差；

② 不能由Ａ珚Ｂ∪Ｂ＝Ａ珚Ｂ∪Ｂ珚Ｂ∪ＡＢ∪Ｂ移项Ｂ，推出

Ａ珚Ｂ ＝Ａ珚Ｂ ∪Ｂ珚Ｂ ∪ＡＢ，
显然　Ａ珚Ｂ∪Ｂ珚Ｂ∪ＡＢ＝Ａ珚Ｂ∪ＡＢ＝Ａ≠Ａ珚Ｂ．

方法３　图示法
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如图１３所示．

图１３

【１６】　设事件Ａ、Ｂ互不相容，且Ｐ（Ａ）＝０．１，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．７．
求Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ａ珚Ｂ），Ｐ（珡ＡＢ）和Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）．

解　由题设得Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（）＝０，从而有

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝０．１＋Ｐ（Ｂ）＝０．７，
故

Ｐ（Ｂ）＝０．６．
Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ａ）＝０．１．
同理

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ－ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ｂ）＝０．６．

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－０．７＝０．３．
　　【１７】　设事件Ａ，Ｂ满足Ｐ（Ａ）＝０．７，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０．３．求Ｐ（ＡＢ）．

解　方法１
Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ）＝Ｐ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｂ）－Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）

＝１－Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珚Ｂ－珡Ａ珚Ｂ）＝０．３＋Ｐ（珚Ｂ－珡Ａ）

＝０．３＋Ｐ（珚ＢＡ）＝０．３＋Ｐ（Ａ－Ｂ）

＝０．３＋０．３＝０．６．
　　方法２　利用对立事件公式

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）

＝０．７－Ｐ（ＡＢ）＝０．３，
Ｐ（ＡＢ）＝０．４，

Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝０．６．
　　点评　题１６和１７都用到了概率的一个重要转换公式
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Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ），
它是由随机事件特殊的运算公式———差化积公式

Ａ－Ｂ＝Ａ－ＡＢ ＝Ａ珚Ｂ
而得到．

【１８】　事件Ａ，Ｂ，Ｃ满足Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１
４
，Ｐ（ＡＢ）＝

Ｐ（ＡＣ）＝０，Ｐ（ＢＣ）＝１
８
，试证：Ａ，Ｂ，Ｃ中至少有一个发生的概率为５

８．

分析　本题的关键是需证明Ｐ（ＡＢＣ）＝０，这样由广义加法公式便

可得欲证结论．
证　由ＡＢＣＡＢ得０≤Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（ＡＢ）＝０，从而得Ｐ（ＡＢＣ）＝

０．于是

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）

　－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）

＝３×１
４－０－０－１

８＋０＝ ５
８．

　　点评　初学者最容易发生如下误证：
因为 Ｐ（ＡＢ）＝０，所 以 ＡＢ＝，于 是 ＡＢＣ＝Ｃ＝，从 而

Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（）＝０．
错误原因：概率为零的事件未必是不可能事件．
【１９】　设事件Ａ，Ｂ，Ｃ同时发生必导致事件Ｄ 发生，则

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）≤２＋Ｐ（Ｄ）．
　　分析　由于概率的性质很多，所以证明方法也很多．

第一类方法是利用广义加法公式：

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）
或

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）

　－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）．
　　第二类方法是利用广义加法公式的推论

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）．
　　第三类方法是利用积化差公式

·８·



Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）．
　　证　方法１

由题设可知ＡＢＣＤ，得Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（Ｄ），
Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）

　－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）≤１，（１）
Ｐ（ＡＢ ∪ＡＣ∪ＢＣ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＢＣ）

　－２Ｐ（ＡＢＣ）， （２）
式（１）＋式（２）得

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢＣ）≤２，
从而有

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）≤２＋Ｐ（ＡＢＣ）≤２＋Ｐ（Ｄ）．
　　方法２　由Ｐ（Ａ∪Ｂ）≤１可得Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）≤１＋Ｐ（ＡＢ），两边

加Ｐ（Ｃ）并再一次应用广义加法公式，得

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）≤１＋Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ｃ）

≤１＋Ｐ（ＡＢ ∪Ｃ）＋Ｐ（ＡＢＣ）

≤２＋Ｐ（ＡＢＣ）≤２＋Ｐ（Ｄ）．
　　方法３　由题设可知ＡＢＣＤ，得Ｐ（ＡＢＣ）≥Ｐ（珡Ｄ），于是

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）＝３－Ｐ（珡Ａ）－Ｐ（珚Ｂ）－Ｐ（珚Ｃ）

≤３－Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ∪珚Ｃ）

＝３－Ｐ（ＡＢＣ）≤３－Ｐ（珡Ｄ）＝２＋Ｐ（Ｄ）．
　　方法４　因为Ｐ（珚Ｂ）≥Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ），同理

Ｐ（珚Ｃ）≥Ｐ（ＡＢ珚Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＢＣ），
故

Ｐ（Ａ）－Ｐ（珚Ｂ）－Ｐ（珚Ｃ）≤Ｐ（Ａ）－［Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）］

　－［Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＢＣ）］

＝Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（Ｄ），
于是有

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）≤２＋Ｐ（Ｄ）．
　　【１１０】　大城市电话号码由８位数组成，除首位数非０外，其余位

数可以是０，１，２，…，９中的任一数，求电话号码是由完全不同的数字组

成的概率．
解　设样本空间中基本事件总数ｎ＝１０８．
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有利场合是：首位数有９种取法，由于不重复，其余７位数有Ｐ７
９ 种

取法．根据乘法原理，有利的基本事件数ｋ＝９Ｐ７
９．故所求概率

ｐ＝ｋ
ｎ ＝９Ｐ７

９

１０８ ＝１６３２９６
１０７ ≈０．０１６３．

　　【１１１】　某人买了若干大小相同的新鲜鸭蛋，其中有ａ只青壳的，

ｂ只白壳的．他准备将青壳蛋加工成咸蛋，故将鸭蛋一只只从箱中摸出

进行分类，求第ｋ次摸出的是青壳蛋（设为事件Ａ）的概率Ｐ（Ａ）（１≤
ｋ≤ａ＋ｂ）．

分析　本题是古典概型中非常典型的摸“球”概型．由于对同一随

机试验可作不同的设计，故求解方法也各不相同．
解　方法１　（选排列）
将蛋从１至ａ＋ｂ进行编号，基本事件总数为从ａ＋ｂ只蛋中选出ｋ

只进行排列的排列数Ｐｋ
ａ＋ｂ，有利事件数为Ｐ１

ａＰｋ－１
ａ＋ｂ－１．由古典概型即有

Ｐ（Ａ）＝Ｐ１
ａＰｋ－１

ａ＋ｂ－１

Ｐｋ
ａ＋ｂ

＝ ａ
ａ＋ｂ．

　　方法２　（全排列）
仍将蛋编号，将所有的蛋摸出来排列在ａ＋ｂ个位置上，基本事件

总数为（ａ＋ｂ）！，要求在第ｋ个位置上放青壳蛋，有利事件数为ａ（ａ＋
ｂ－１）！，所以

Ｐ（Ａ）＝ａ（ａ＋ｂ－１）！
（ａ＋ｂ）！ ＝ ａ

ａ＋ｂ．

　　方法３　（组合）
对同色蛋不加区别，构造的随机试验是将ａ＋ｂ只蛋放在一直线的

ａ＋ｂ个位置上，且只需考虑青壳蛋的放法．把ａ只青壳蛋放在ａ＋ｂ个

位置上的所有不同的放法总数为Ｃａ
ａ＋ｂ，有利事件数为Ｃａ－１

ａ＋ｂ－１，故

Ｐ（Ａ）＝Ｃａ－１
ａ＋ｂ－１

Ｃａ
ａ＋ｂ

＝ ａ
ａ＋ｂ．

　　方法４　构造的随机试验只考虑第ｋ次摸出的是何种颜色的蛋，
把所有的可能结果作为基本事件全体，显然总数为ａ＋ｂ．要求第ｋ次

摸出青壳蛋，有利事件数为ａ，所以
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Ｐ（Ａ）＝ ａ
ａ＋ｂ．

　　点评　前三个解法分别用了排列或组合的方法计算基本事件数，
这是大家通常采用的方法．由于随机试验设计的不同，所以样本空间的

大小也不同，方法４的样本空间是最小的（因为再小就不能保证等可能

性），因而也是最佳解法．
怎样能取到最小的样本空间而使计算大为简化呢？关键在于抓住

所求概率的事件的本质特点，而把无关的因素都丢掉不予考虑．
最后再强调两点：

① 本例虽然是求第ｋ次摸出青壳蛋的概率，而结果却与摸蛋次序

ｋ无关，恒为一个常数．

② 若本题改为放回式摸蛋，则结果也是 ａ
ａ＋ｂ

，仍与ｋ无关，读者不

妨计算一下．
这一结果表明：在体育比赛或日常其他活动中常用抽签（无论是放

回还是不放回）来作出某种选择或决定，对参与各方是公平合理的．因

为不管谁先抽还是后抽，各方中签的机会是均等的．
【１１２】　某县城有１万辆自行车，其牌照号码从００００１到１００００．

求在该县城偶遇一辆自行车的牌照号码中有数字８的概率．
解　方法１
基本事件总数ｎ＝１０４．有利场合共有４种情况：
个位取８，有Ｃ１

１０Ｃ１
１０Ｃ１

１０×１种不同取法；
十位取８，有Ｃ１

１０Ｃ１
１０×１×Ｃ１

９种不同取法；
百位取８，有Ｃ１

１０×１×Ｃ１
９Ｃ１

９种不同取法；
千位取８，有１×Ｃ１

９Ｃ１
９Ｃ１

９种不同取法．
于是有利的基本事件总数

ｋ＝Ｃ１
１０Ｃ１

１０Ｃ１
１０＋Ｃ１

１０Ｃ１
１０×１×Ｃ１

９＋
Ｃ１

１０×１×Ｃ１
９Ｃ１

９＋１×Ｃ１
９Ｃ１

９Ｃ１
９＝３４３９，

所求概率

Ｐ＝ｋ
ｎ ＝０．３４３９．
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　　方法２　基本事件总数ｎ＝１０４．有利的基本事件数

ｋ＝Ｃ１
４（Ｃ１

９）３
↓

一个８

＋Ｃ２
４（Ｃ１

９）２
↓

二个８

＋Ｃ３
４Ｃ１

９
↓

三个８

＋Ｃ４
４

↓
四个８

＝３４３９，

所求概率

Ｐ＝ｋ
ｎ ＝０．３４３９．

　　方法３　设Ａ 表示牌号中有８的事件，Ａｉ 为第ｉ位上有８（从个位

数起）的事件（ｉ＝１，２，３，４）．则

Ａ＝∪
４

ｉ＝１
Ａｉ，　Ｐ（Ａｉ）＝０．１　（ｉ＝１，２，３，４）．

显然Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４ 相互独立，于是所求概率

Ｐ（Ａ）＝ （Ｐ ∪
４

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－ （Ｐ ∩

４

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－［Ｐ（Ａｉ）］４

＝１－０．９４ ＝０．３４３９．
　　方法４　利用对立事件

Ｐ（牌号中有８）＝１－Ｐ（牌号中无８）＝１－９４

１０４ ＝０．３４３９．

　　点评　直接利用对立事件是最佳解法．
【１１３】　一幢１２层的大楼，有６位乘客从底楼进入电梯，电梯可

停于２至１２层的任一层．若每位乘客在任一层离开电梯的可能性相

同，求下列事件的概率：
Ａ＝｛某指定的一层有２位乘客离开｝；
Ｂ＝｛至少有２位乘客在同一层离开｝；
Ｃ＝｛恰有２位乘客在同一层离开｝．
解　由于乘客均可能在２至１２层的任一层离开，所以基本事件总

数ｎ＝１１６．
某指定的一层有２位乘客离开，６位中任选２位有Ｃ２

６种不同的组

合方式，其余４位可在另外１０层中按任意方式离开，则有１０４ 种不同

的离开方式，故有利于Ａ 发生的基本事件数ｋＡ＝Ｃ２
６×１０４．于是

Ｐ（Ａ）＝ｋＡ

ｎ ≈０．０８４７．

　　考虑逆事件珚Ｂ＝｛没有２位及２位以上乘客在同一层离开｝，即６
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位乘客必须在１１层中的任意６层每层任意离开１位，故有利于珚Ｂ 发生

的基本事件数为ｋ珚Ｂ＝Ｃ６
１１×６！．于是

Ｐ（Ｂ）＝１－Ｐ（珚Ｂ）＝１－
ｋＢ

ｎ ≈０．８１２２．

　　恰有２位乘客在同一层离开，对楼层的选择方式有Ｃ１
１１种，乘客的

组合方式有Ｃ２
６种，而余下４位乘客在其余楼层不能再出现２位在同一

层离开，他们离开的方式有如下三种情况：

① 一层离开１位，计有Ｃ４
１０×４！种不同方式；

②４位在同一层离开，计有Ｃ１
１０种不同方式；

③ 任意１位在其余１０层中的任一层离开，其余３位在余下的９
层中的任一层同时离开，计有Ｃ１

４Ｃ１
１０Ｃ１

９种不同方式．
根据乘法原理与加法原理，可得有利于事件Ｃ发生的基本事件数

合计为

ｋＣ ＝Ｃ１
１１Ｃ２

６（Ｃ４
１０×４！＋Ｃ１

１０＋Ｃ１
４Ｃ１

１０Ｃ１
９），

于是

Ｐ（Ｃ）＝ｋＣ

ｎ ≈０．５０３９．

　　【１１４】　３封信随机地投向１至４号４个空邮筒．求：
（１）第２号邮筒恰有一封信投入的概率；
（２）有３个邮筒各有一封信投入的概率．
分析　本题与上一题是同一类型的题目．相当于３位乘客进入５

层大楼底楼的电梯，求：
（１）某指定的一层有１位乘客离开；
（２）有３个楼层各有１位乘客离开．
解　基本事件总数ｎ＝４３＝６４．
（１）３封信中任选一封投入２号邮筒，有Ｃ１

３种选法，其余２封投入

另外３个邮筒有３２ 种投法，故有利的基本事件数ｋ１＝Ｃ１
３×３２＝２７．

于是

Ｐ（２号邮筒恰有一封信投入）＝ｋ１

ｎ ＝２７
６４．
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　　（２）４个邮筒任选３个有Ｃ３
４种选法，每个邮筒将被投入一封信有

３！种投法，故有利的基本事件数ｋ２＝Ｃ３
４×３！＝２４，于是

Ｐ（３个邮筒各有一封信投入）＝ｋ２

ｎ ＝ ３
８．

　　点评　上述两题都属于球在盒中的分布问题，这里“球”与“盒”的

含义很广，不少实际问题都可归结为这类问题．
【１１５】　一次投掷２颗骰子，求出现的点数之和为奇数的概率．
解　方法１　设随机事件Ａ 为“出现点数之和为奇数”．以点数（ｉ，

ｊ）表示基本事件（ｉ，ｊ＝１～６），则基本事件总数ｎ＝３６，这３６个基本事

件组成等概样本空间（即每个基本事件发生的概率都相等的样本空间）
其中有利于Ａ 发生的基本事件数ｋ＝１８，故

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ ＝ １

２．

　　方法２　每次试验可能出现的结果为（奇，奇）、（奇、偶）、（偶、奇）、
（偶，偶），这四个基本事件构成等概样本空间．显然基本事件总数ｎ＝
４，Ａ 包含的基本事件数ｋ＝２，故

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ ＝ １

２．

　　方法３　每次试验可能出现的结果为ω１＝｛点数之和为奇数｝，

ω２＝｛点数之和为偶数｝．ω１，ω２ 构成等概样本空间，显然基本事件总数

ｎ＝２，Ａ 包含的基本事件数ｋ＝１，故

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ ＝ １

２．

　　点评　本题说明同一问题可以取不同的样本空间，但必须是等概

样本空间，否则会出错．例如在方法２中若取（两个奇）、（一奇一偶）、
（两个偶）作为基本事件组成样本空间，则得出

Ｐ（Ａ）＝ １
３．

　　错误的原因就是所构造的样本空间不是等概样本空间，事实上

Ｐ（两个奇）＝ １
４ ≠ １

２ ＝Ｐ（一奇一偶），
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所以不能用古典概型公式计算．
【１１６】　从６双不同的手套中任取４只，求其中恰有一双配对的

概率．
解　设恰有一双配对为事件Ａ，基本事件总数ｎ＝Ｃ４

１２．
方法１　有利场合是：先从６双中任取一双，然后从剩下的５双中任

取２双，再从每双中任取１只，则Ａ 包含的基本事件数ｋ＝Ｃ１
６Ｃ２

５Ｃ１
２Ｃ１

２，
于是

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ ＝１６

３３．

　　方法２　有利场合是：先从６双中任取一双，然后按左、右手将剩

下１０只分成两摊，从两摊中任取一摊，再依次取出２只，则Ａ 包含的

基本事件数ｋ＝Ｃ１
６Ｃ１

２Ｃ１
５Ｃ１

４，于是

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ ＝１６

３３．

　　方法３　有利场合是：先从６双中任取一双，然后从剩下１０只中

任取２ 只，再 扣 除 其 中 能 配 对 的 数 目，则 Ａ 包 含 的 基 本 事 件 数

ｋ＝Ｃ１
６（Ｃ２

１０－Ｃ１
５），于是

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ ＝１６

３３．

　　方法４　利用逆事件

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（珡Ａ）＝１－Ｐ（无配对 ∪ 全配对）

＝１－Ｐ（无配对）－Ｐ（全配对）

＝１－Ｃ４
６×２４

Ｃ４
１２

－Ｃ２
６

Ｃ４
１２

＝１６
３６．

　　点评　与方法１对应的一个方法是先取不配对的两只，再取配对

的一双，此时有利事件数ｋ＝Ｃ２
６Ｃ１

２Ｃ１
２Ｃ１

４．注意：在这一解法中６双中任

取３双的不同取法种数为Ｃ１
６Ｃ２

５或Ｃ２
６Ｃ１

４而不能为Ｃ１
６Ｃ１

５Ｃ１
４．因为从２

双中各取出１只属一类，另一双２只全取出属另一类，不能混淆．
【１１７】　两人约定晚上７点到８点在公园会面，试求一人要等另

一人半小时以上的概率．
分析　这是几何概型的问题．
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解　设两人到达公园的时刻分别为ｘ，ｙ，不妨将时间区间［１９，２０］

图１４

平移至［０，１］，则依题意有

０≤ｘ≤１，　　０≤ｙ≤１，
样本空间Ω是边长为１的正方形．设事件Ａ
为“一人要等另一人半小时以上”，则Ａ 发生

的充要条件为｜ｘ－ｙ｜＞０．５，即当且仅当样

本点（ｘ，ｙ）落在图１４正方形Ω之内的区域

Ｇ 时，事件Ａ 才会发生，故

Ｐ（Ａ）＝Ｇ的面积

Ω 的面积 ＝０．５×０．５
１ ＝０．２５．

　　【１１８】　把长度为ａ的细铁杆任意截成３段，试求它们可以构成

一个三角形的概率．

图１５

解　设截得的３段铁杆的长度分别为

ｘ，ｙ和ａ－ｘ－ｙ，则

０＜ｘ＜ａ，　０＜ｙ＜ａ，
０＜ａ－ｘ－ｙ＜ａ，

样本空间Ω 是直角边长为ａ 的等腰直角三

角形．三铁杆构成三角形的充要条件为

ｙ＋（ａ－ｘ－ｙ）＞ｘ，
ｘ＋（ａ－ｘ－ｙ）＞ｙ，
ｘ＋ｙ＞ａ－ｘ－ｙ，

即

ｘ＜ａ
２
，　ｙ＜ａ

２
，　ｘ＋ｙ＞ａ

２．

当且仅当样本点（ｘ，ｙ）落在图１５中的阴影区域Ｇ 内时，三铁杆才能

构成三角形，故所求的概率

Ｐ＝Ｇ的面积

Ω 的面积 ＝

１
２

ａ（ ）２
２

１
２ａ

２
＝ １

４．

　　点评　本题也可以在三维空间中求解，即设截得的３段铁杆的长
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度为ｘ，ｙ，ｚ，它们能构成三角形的充要条件为

ｘ＋ｙ＞ｚ，　ｘ＋ｚ＞ｙ，　ｙ＋ｚ＞ｘ，　ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ．
显然计算与作图的难度都增加了．所以，一般在低维空间能解决的问题

不要放到高维空间中去解决．
【１１９】　从区间（０，１）中随机地取２个数，求下列事件的概率

（１）两数之和小于６
５
；

（２）两数之积小于１
４．

图１６

解　设从区间（０，１）内任取的２个数

为ｘ与ｙ，则

０＜ｘ＜１，　０＜ｙ＜１，
样本空间Ω是边长为１的正方形．

（１）两数之和小于６
５

的充要条件是

ｘ＋ｙ＜ ６
５
，　０＜ｘ＜１，　０＜ｙ＜１，

即当且仅当样本点（ｘ，ｙ）落在图１６中的

阴影区域Ｇ时，事件“两数之和小于６
５
”才

图１７

会发生，故所求概率

Ｐ＝Ｇ的面积

Ω 的面积 ＝
１－１

２ １－（ ）１
５

２

１

＝１７
２５＝０．６８．

　　（２）两数之积小于１
４

的充要条件是

ｘｙ＜ １
４
，　０＜ｘ＜１，　０＜ｙ＜１，

即当且仅当样本点（ｘ，ｙ）落在图１７中的

阴影区域Ｇ时，事件“两数之积小于１
４
”才会发生，故所求概率
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Ｐ＝Ｇ的面积

Ω 的面积 ＝
１×１

４＋∫
１

１
４

１
４ｘｄｘ

１

＝ １
４＋１

２ｌｎ２．

　　【１２０】　设事件Ａ，Ｂ，Ｃ相互独立，证明：事件Ａ∪Ｂ，Ａ－Ｂ，ＡＢ
都与Ｃ 相互独立．

证　由于Ａ，Ｂ，Ｃ相互独立，故两两独立，则有

①Ｐ（（Ａ∪Ｂ）Ｃ）＝Ｐ（ＡＣ∪ＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ）＋Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）

＝［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）］Ｐ（Ｃ）

＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）Ｐ（Ｃ），
所以Ａ∪Ｂ与Ｃ 相互独立．

②Ｐ（（Ａ－Ｂ）Ｃ）＝Ｐ（ＡＣ－ＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ－ＡＢＣ）

＝Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）

＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（Ｃ），
所以Ａ－Ｂ与Ｃ 相互独立．

③Ｐ（（ＡＢ）Ｃ）＝Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ）Ｐ（Ｃ）．
所以ＡＢ与Ｃ 相互独立．

点评　一般都可用事件独立的定义来判断事件是否独立和证明事

件的独立性．本题的条件与结论都比较简单，即将三个相互独立的事件

分成两个组，经有限次运算后，这两个组的事件仍相互独立．下面将此

题推广成如下命题：
设事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立，将它们任意分成ｋ组，因同一事

件不能同时属于两个不同的组，则对每组事件进行求和、差、积、逆等运

算所得到的ｋ个事件也相互独立．
例如事件Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｆ，Ｇ 相互独立，由上面命题可知，事件Ａ∪

珚Ｃ，ＢＦ，Ｄ－Ｇ也相互独立．后面很多题，例如题１２３，１２４和１２５等

都将用到本命题的结论．
·８１·



【１２１】　袋中有４个乒乓球，一个涂有红、黄、蓝３种颜色，其余３
个分别涂有红、黄、蓝的单一颜色．现从袋中随机地取出１球，设事件

Ａ，Ｂ，Ｃ分别为取出红、黄、蓝色球．试证：Ａ，Ｂ，Ｃ 两两独立，但不相互

独立．
证　由古典概型可得

Ｐ（ＡＢ）＝ １
４ ＝ １

２×１
２ ＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｐ（ＡＣ）＝ １
４ ＝ １

２×１
２ ＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ），

Ｐ（ＢＣ）＝ １
４ ＝ １

２×１
２ ＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），

Ｐ（ＡＢＣ）＝ １
４ ≠ １

８ ＝ １
２×１

２×１
２ ＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），

所以事件Ａ，Ｂ，Ｃ两两独立，但不相互独立．
【１２２】　设Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０．
（１）如果Ａ 与Ｂ 互不相容，问Ａ 与Ｂ 是否相互独立？

（２）如果Ａ 与Ｂ 相互独立，问Ａ 与Ｂ 是否互不相容？

解　（１）Ａ与Ｂ一定不相互独立．用反证法证明如下：若Ａ与Ｂ相

互独立，由定义有Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０，而这与Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（）＝０
矛盾．

（２）Ａ 与Ｂ 不会互不相容．用反证法证明如下：若Ａ 与Ｂ 互不相

容，即ＡＢ＝，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（）＝０，这与Ａ，Ｂ 相互独立，从而有

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０矛盾．
点评　事件相互独立与互不相容是两个不同的概念．“相互独立”

是指事件Ａ，Ｂ 发生互不影响，“互不相容”是指事件Ａ，Ｂ 不能同时

发生．
本题告诉我们，在事件概率都不为零时，有以下结论：
不相容不独立，独立相容，但其逆均不真．
【１２３】　某种彩票的中奖面为１０％，某人一次买了１０张，求其中

奖的概率．
解　方法１　设Ａｉ（ｉ＝１～１０）表示第ｉ张彩票中奖的事件，则
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Ｐ（Ａｉ）＝０．１，显然，每张彩票是否中奖是相互独立的．Ａ１，Ａ２，…，Ａ１０中

至少有一个事件发生，某人便中奖了，故

Ｐ（某人中奖）＝ （Ｐ ∪
１０

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－ （Ｐ ∪

１０

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－ （Ｐ ∩

１０

ｉ＝１
Ａ）ｉ


独立

１－∏
１０

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）＝１－［１－Ｐ（Ａｉ）］１０

＝１－０．９１０ ≈０．６５１３．
　　方法２　一次买１０张彩票可视为进行１０重伯努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）试

验，每次试验成功的概率均为０．１．由逆事件公式可有

Ｐ（某人中奖）＝１－Ｐ（某人不中奖）＝１－Ｐ１０（０）

＝１－Ｃ０
１０×０．１０×０．９１０ ≈０．６５１３．

　　点评　由方法１可得到求ｎ个相互独立的事件的并事件的概率

公式

（Ｐ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－∏

ｎ

ｉ＝１
［１－Ｐ（Ａｉ）］．

当Ｐ（Ａｉ）＝ｐ　（ｉ＝１～ｎ）时，

（Ｐ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－（１－ｐ）ｎ．

　　【１２４】　某企业招工需经过４项考核．设能够通过第一、二、三、四

项考核的概率分别为０．９，０．８，０．７，０．６，且各项考核是独立的，也未必

按顺序进行，每个应招者在四项考核中有一项不通过即被淘汰．求：
（１）这次招工的淘汰率；
（２）虽通过第一、三项考核，但仍被淘汰的概率．
解　设事件Ａｉ＝｛第ｉ项考核通过｝　（ｉ＝１，２，３，４），则

Ｐ（Ａ１）＝０．９，Ｐ（Ａ２）＝０．８，Ｐ（Ａ３）＝０．７，Ｐ（Ａ４）＝０．６．
　　（１）这次招工的淘汰率

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４）＝１－Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４）

＝１－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ａ４）

＝１－０．９×０．８×０．７×０．６＝０．６９７６，
或者
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Ｐ（珡Ａ１ ∪Ａ１珡Ａ２ ∪Ａ１Ａ２珡Ａ３ ∪Ａ１Ａ２Ａ３珡Ａ４）

＝Ｐ（珡Ａ１）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（珡Ａ２）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（珡Ａ３）

＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）Ｐ（珡Ａ４）

＝０．１＋０．１８＋０．２１６＋０．２０１６＝０．６９７６．
　　（２）Ｐ（Ａ１Ａ３Ａ２Ａ４）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ａ２Ａ４）

＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ３）［１－Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ４）］
＝０．９×０．７×（１－０．８×０．６）＝０．３２７６．

点评　淘汰率的计算用了两种不同的方法．第一种是不考虑考核

的顺序，四项考核中至少有一项不通过的概率便是淘汰率；第二种是假

定考核按顺序进行，应考者一旦某项考核未通过便遭淘汰，不再参加后

面项目的考核．
【１２５】　对同一目标进行３次独立射击，第一、二、三次射击的命

中率分别为０．６，０．８，０．７．求：
（１）恰有一次击中目标的概率ｐ１；
（２）至少有一次击中目标的概率ｐ２．
解　设事件Ｃｉ＝｛第ｉ次击中目标｝　（ｉ＝１，２，３）．
（１）事件Ａ＝｛恰有一次击中目标｝，则

Ａ＝Ｃ１Ｃ２Ｃ３ ∪Ｃ１Ｃ２Ｃ３ ∪Ｃ１Ｃ２Ｃ３．
上式右端三个事件互不相容，由加法公式及事件的相互独立性可得

ｐ１＝Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｃ１Ｃ２Ｃ３）＋Ｐ（Ｃ１Ｃ２Ｃ３）＋Ｐ（Ｃ１Ｃ２Ｃ３）

＝０．６×０．２×０．３＋０．４×０．８×０．３＋０．４×０．２×０．７
＝０．１８８．

　　（２）事件Ｂ＝｛至少有一次击中目标｝，则珚Ｂ＝Ｃ１　Ｃ２　Ｃ３，于是

ｐ２＝Ｐ（Ｂ）＝１－Ｐ（珚Ｂ）＝１－Ｐ（Ｃ１）Ｐ（Ｃ２）Ｐ（Ｃ３）

＝１－０．４×０．２×０．３＝０．９７６．
　　【１２６】　在４次重复独立的试验中，事件Ａ 至少出现一次的概率

为６５
８１．求在一次试验中Ａ 出现的概率．

解　本题为４重伯努利试验，设Ｐ（Ａ）＝ｐ，考虑对立事件的概率

Ｐ（４次试验中Ａ 一次未出现）＝Ｐ４（０）＝Ｃ０
４ｐ０（１－ｐ）４
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＝ （１－ｐ）４ ＝１－６５
８１＝１６

８１

＝ （ ）２
３

４

ｐ＝ １
３
，

所以Ｐ（Ａ）＝１
３．

【１２７】　设事件Ａ，Ｂ 相互独立，且Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝１
４
，Ｐ（珡ＡＢ）＝１

６．求

Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）．
分析　将Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）视为未知数ｘ，ｙ，则本题变为二元二次方程

组的求解问题．
解　令Ｐ（Ａ）＝ｘ，Ｐ（Ｂ）＝ｙ，由Ａ，Ｂ的独立性可有

Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝ｘ（１－ｙ）＝ １
４
，

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（Ｂ）＝ｙ（１－ｘ）＝ １
６

烅

烄

烆 ，
解此方程组得

Ｐ（Ａ）＝ｘ＝ １
３
，

Ｐ（Ｂ）＝ｙ＝ １
４

烅

烄

烆
，
　 或 　

Ｐ（Ａ）＝ｘ＝ ３
４
，

Ｐ（Ｂ）＝ｙ＝ ２
３

烅

烄

烆 ．

　　点评　本题中事件Ａ，Ｂ独立的条件在解题中不能不用，否则会遇

到解不出题的尴尬．例如

由Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（珡Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ∪Ｂ）

＝１－［Ｐ（珡Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（珡ＡＢ）］
得

１－Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝１１
１２． （１）

　　相仿可得

Ｐ（珡ＡＢ）＝１－［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珚Ｂ）－Ｐ（Ａ珚Ｂ）］

１＋Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＝１３
１２

（２）

·２２·



式（１）＋式（２）即得

２＝２．
　　【１２８】　甲、乙两个乒乓球运动员进行比赛，已知每一局甲、乙获

胜的概率各为０．６与０．４，比赛可以采用３局２胜制或５局３胜制．问

在哪一种赛制下甲获胜的可能性较大？

解　① 若采用３局２胜制，甲在下列两种情况下获胜：

Ａ１———甲２∶０胜，Ａ２———甲２∶１胜．
则 Ｐ（Ａ１）＝Ｐ２（２）＝０．６２ ＝０．３６，

Ｐ（Ａ２）＝Ｐ２（１）×０．６＝Ｃ１
２×０．６×０．４×０．６＝０．２８８，

甲胜的概率

Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＝０．６４８．
　　② 若采用５局３胜制，甲在下列三种情况下获胜：

Ｂ１———甲３∶０胜，Ｂ２———甲３∶１胜，Ｂ３———甲３∶２胜．
则 Ｐ（Ｂ１）＝Ｐ３（３）＝０．６３ ＝０．２１６，

Ｐ（Ｂ２）＝Ｐ３（２）×０．６＝Ｃ２
３×０．６２×０．４×０．６＝０．２５９２，

Ｐ（Ｂ３）＝Ｐ４（２）×０．６＝Ｃ２
４×０．６２×０．４２×０．６＝０．２０７３６，

甲胜的概率

Ｐ（Ｂ１ ∪Ｂ２ ∪Ｂ３）＝Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ｂ２）＋Ｐ（Ｂ３）≈０．６８３．
比较①，②两种情况可知甲在５局３胜制下获胜可能性大．

【１２９】　设某种新农药研制成功的概率为３．４５２‰，问科研人员

至少进行多少次独立试验，才能使至少一 次 研 制 成 功 的 概 率 不 小

于９０％？

解　设至少要做ｎ次试验，ｋ为ｎ 次试验中成功的次数，由题设

可知

Ｐ（ｋ≥１）＝１－Ｐ（ｋ＜１）＝１－Ｐｎ（０）＝１－（１－０．００３４５２）ｎ ≥

０．９０．９９６５４８ｎ ≤０．１ｎ≥ ｌｎ０．１
ｌｎ０．９９６５４８≈６６５．８８．

取ｎ＝６６６，即至少进行６６６次试验才能满足要求．
【１３０】　设事件Ａ，Ｂ相互独立，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．８，Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝０．２，

求Ｐ（Ｂ－Ａ），Ｐ（Ａ－Ｂ）．
·３２·



解　方法１　设Ｐ（Ａ）＝ｘ，Ｐ（Ｂ）＝ｙ，由

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０．８，

Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）
Ｐ（珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）

Ｐ（珚Ｂ） ＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）
Ｐ（珚Ｂ） ＝０．２

烅
烄

烆
，

可得方程组

ｘ＋ｙ－ｘｙ＝０．８，
ｘ－ｘｙ＝０．２（１－ｙ｛ ），

Ｐ（Ａ）＝ｘ＝０．２，
Ｐ（Ｂ）＝ｙ＝０．７５｛ ，

于是

Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ－ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０．６，
Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０．０５．

　　方法２　Ａ，Ｂ独立Ａ，珚Ｂ 独立Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＝０．２，
再由

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０．２＋０．８Ｐ（Ｂ）

＝０．８Ｐ（Ｂ）＝０．７５，
可得

Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ珡Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（珡Ａ）＝０．７５×０．８＝０．６，
Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝０．２×０．２５＝０．０５．

　　点评　方法２较方法１计算简单，得益于如下命题的应用：
四对事件Ａ，Ｂ；Ａ，珚Ｂ；珡Ａ，Ｂ；珡Ａ，珚Ｂ 中有一对相互独立，则其余三对

也相互独立．
【１３１】　设Ｐ（珚Ａ）＝０．３，Ｐ（Ｂ）＝０．４，Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝０．５．求Ｐ（Ｂ｜Ａ∪珚Ｂ）．
解　Ｐ（Ａ∪珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珚Ｂ）－Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝０．７＋０．６－０．５＝０．８，

Ｐ（Ｂ（Ａ∪珚Ｂ））＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ－珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ａ珚Ｂ）

＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝０．７－０．５＝０．２，
由条件概率公式可得

Ｐ（Ｂ｜Ａ∪珚Ｂ）＝Ｐ［Ｂ（Ａ∪珚Ｂ）］
Ｐ（Ａ∪珚Ｂ） ＝

１
４
．

　　点评　在已求得Ｐ（Ａ∪珚Ｂ）＝０．８后，求Ｐ［Ｂ（Ａ∪珚Ｂ）］的方法

还有：

①Ｐ（Ｂ（Ａ∪珚Ｂ））＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ∪珚Ｂ）－Ｐ（Ｂ∪Ａ∪珚Ｂ）
·４２·



＝０．４＋０．８－１＝０．２；

②Ｐ（Ｂ（Ａ∪珚Ｂ））＝Ｐ（Ａ∪珚Ｂ）－Ｐ（珚Ｂ（Ａ∪珚Ｂ））
＝０．８－Ｐ（珚Ｂ）＝０．２．

【１３２】　设某家庭有４个孩子，在已知至少有１个女孩的条件下，

求这个家庭至少有１个男孩的概率 假定生男生女的概率均为（ ）１
２ ．

解　设事件Ａ＝｛至少有１个男孩｝，Ｂ＝｛至少有１个女孩｝．由于

生男生女等可能，故

Ｐ（珡Ａ）＝Ｐ（珚Ｂ）＝ （ ）１
２

４

＝ １
１６

，　Ｐ（Ｂ）＝１５
１６．

又珡Ａ珚Ｂ＝，故

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ）＝Ｐ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｂ）＝ １
８
，　Ｐ（ＡＢ）＝ ７

８
，

于是

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝１４

１５≈０．９３３３．

　　【１３３】　一批零件共１００个，次品率为１０％．现不放回地逐个取

零件，求第一次取得次品且第二次取得正品的概率．
解　方法１　设事件Ａ，Ｂ分别表示第一次取得次品，第二次取得

正品．由乘法公式可得

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝ １
１０×９０

９９＝ １
１１．

　　方法２　用超几何分布公式计算不放回地取一件次品一件正品的

概率

珟ｐ＝Ｃ１
１０Ｃ１

９０

Ｃ２
１００

＝ ２
１１．

于是第一次取得次品第二次取得正品的概率

ｐ＝
珟ｐ
２ ＝ １

１１．

　　方法３　由古典概型公式可得所求概率

ｐ＝ｋ
ｎ ＝Ｐ１

１０Ｐ１
９０

Ｐ２
１００

＝ １
１１．

·５２·



　　点评　求解本题易犯如下错误：

①Ｐ（ＡＢ）＝Ｃ１
１０Ｃ１

９０

Ｃ２
１００

＝２
１１

，

要注意组合数表示只选不排的个数，是不讲排列次序的．

②Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝１０
１００×９０

９９＝１
１１

，

上式中有两个错误，一是Ａ 与Ｂ 不独立，二是Ｐ（Ｂ）≠９０
９９

，应为Ｐ（Ｂ）＝

９
１０．

【１３４】　１０件产品中有３件次品，从中任取２件．在已知其中一

件是次品的条件下，求另一件也是次品的概率．
解　设事件Ａ＝｛２件都是次品｝，Ｂ＝｛２件中至少有１件是次

品｝．由于ＡＢ，故ＡＢ＝Ａ．由题设可知

Ｐ（Ａ）＝Ｃ２
３

Ｃ２
１０
，　　Ｐ（Ｂ）＝Ｃ２

３＋Ｃ１
３Ｃ１

７

Ｃ２
１０

，

于是

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）

Ｐ（Ｂ）＝ １
８．

　　点评　初学者求解本题往往会求什么设什么，比如：
设Ａ＝｛另一件也是次品｝，Ｂ＝｛所取２件中有１件次品｝，则

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｃ２
３

Ｃ２
１０

Ｃ１
３Ｃ１

７

Ｃ２
１０

＝ １
７．

显然此结果是错误的，导致错误的原因是所设不合理．
【１３５】　小王忘了朋友家电话号码的最后一位数，他只能随意拨

最后一个号，共拨了三次．求第三次才拨通的概率．
解　设事件Ａｉ＝｛第ｉ次拨通｝　（ｉ＝１，２，３）．由乘法公式可得第

三次才拨通的概率

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）

·６２·



＝ ９
１０×８

９×１
８ ＝ １

１０．

　　点评　有些读者对上述解法有疑义，认为“第三次才拨通”，意味着

前两次未拨通，故要用条件概率公式求解：

Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）＝ １
８．

　　产生此误解的原因是未能仔细读题，未能分清条件概率与无条件

概率的区别．本题若改为：“……共拨了三次，已知前两次都未拨通．求

第三次拨通的概率．”此时，所求的才是条件概率．
【１３６】　盒中有１０只羽毛球，其中有６只新球．每次比赛时取出

２只，用后放回．求第二次比赛时取到的２只球都是新球的概率．
解　设事件Ａ＝｛第二次比赛取得２只新球｝，
Ｂｉ＝｛第一次比赛取到ｉ只新球｝　（ｉ＝０，１，２），则

Ｐ（Ｂｉ）＝Ｃｉ
６Ｃ２－ｉ

４

Ｃ２
１０

，　Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝Ｃ２
６－ｉ

Ｃ２
１０

．

由全概率公式可得

Ｐ（Ａ）＝∑
２

ｉ＝０
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）

＝ １
Ｃ２

１（ ）０
２（Ｃ２

４Ｃ２
６＋Ｃ１

６Ｃ１
４Ｃ２

５＋Ｃ２
６Ｃ２

４）＝ ２８
１３５≈０．２０７４．

　　【１３７】　已知某油田钻井队打的井出油的概率为０．０６，而出油的

井恰位于有储油地质结构位置上的概率为０．８５，不出油的井位于有储

油地质结构位置上的概率为０．４．求该钻井队：
（１）打的井位于有储油地质结构位置上的概率；
（２）在有储油结构位置上打的井出油的概率．
解　设事件Ａ＝｛打的井位于有储油地质结构位置上｝，Ｂ＝｛打的

井出油｝，则由题设可知

Ｐ（Ｂ）＝０．０６，　Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０．８５，　Ｐ（Ａ｜珚Ｂ＝０．４．
　　（１）由全概率公式可得

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珚Ｂ）Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）

＝０．０６×０．８５＋０．９４×０．４＝０．４２７．
·７２·



　　（２）由贝叶斯公式可得

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）
Ｐ（Ａ） ＝０．０６×０．８５

０．４２７ ＝ ５１
４２７≈０．１１９４．

　　【１３８】　某厂卡车运送防“非典”用品下乡，顶层装１０个纸箱，其

中５箱为民用口罩、２箱为医用口罩、３箱为消毒棉花．到目的地时发现

丢失了一箱，但不知丢失的是哪一箱．现从剩下的９箱中任意打开２
箱，结果都是民用口罩，求丢失的一箱也是民用口罩的概率．

解　设事件Ａ＝｛任意打开２箱都是民用口罩｝，

Ｂｋ＝｛丢失的一箱为ｋ｝，ｋ＝１，２，３分别表示民用口罩、医用口罩、
消毒棉花．则Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 构成完备事件组，且

Ｐ（Ｂ１）＝ １
２
，　Ｐ（Ｂ２）＝ ３

１０
，　Ｐ（Ｂ３）＝ １

５
，

Ｐ（Ａ｜Ｂ１）＝Ｃ２
４

Ｃ２
９
，　Ｐ（Ａ｜Ｂ２）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ３）＝Ｃ２

５

Ｃ２
９
．

由全概率公式可得

Ｐ（Ａ）＝∑
３

ｋ＝１
Ｐ（Ｂｋ）Ｐ（Ａ｜Ｂｋ）＝ ８

３６
，

由贝叶斯公式即得所求概率

Ｐ（Ｂ１｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ１）Ｐ（Ａ｜Ｂ１）
Ｐ（Ａ） ＝ ３

３６×３６
８ ＝ ３

８．

　　点评　通过求解以上三题，似乎可以得出一个结论：用全概率公式

或贝叶斯公式求解的题目，题中给出的已知数据都比较多，一般至少有

两对，即Ｐ（Ｂ１），Ｐ（Ｂ２）；Ｐ（Ａ｜Ｂ１），Ｐ（Ａ｜Ｂ２）．此时若求的是无条件概

率，则用全概率公式；求的是条件概率，则用贝叶斯公式．反之，如果题

中有两对或两对以上这样的数据，是否一定要用全概率公式或贝叶斯

公式来求解呢？这倒未必．比如题１３８就有非常简单的求解方法———
缩减样本空间法．事实上，去掉打开的２箱民用口罩，基本事件总数

ｎ＝８，有利事件发生的基本事件数ｋ＝３，故Ｐ（Ｂ１｜Ａ）＝３
８．这个例子告

诉我们：要善于抓住问题的本质，灵活运用各种方法，不要拘泥于某些

固定的解题套路．
·８２·



全概率公式是一种“化整为零”、“化难为易”的方法，它不仅使计算

简单规则，而且使分析问题的思路变得非常清晰，从而降低了解题的难

度．下面一题便是很好的说明．
【１３９】　甲、乙两人比赛射击，每回射击胜者得１分．每回射击甲、

乙获胜的概率分别为α与β（α＋β＝１）．比赛进行到有一人比对方多２
分为止．多２分者为胜者，求甲最终获胜的概率．

解　设事件Ａ＝｛甲最终获胜｝，Ｂ１＝｛第一、二回射击中甲均获

胜｝，Ｂ２＝｛第一、二回射击中乙均获胜｝，Ｂ３＝｛第一、二回射击中甲、乙

各胜一回｝．显然Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 构成完备事件组，根据独立性有

Ｐ（Ｂ１）＝α２，　Ｐ（Ｂ２）＝β２，　Ｐ（Ｂ３）＝２αβ，
根据题设比赛规则可得

Ｐ（Ａ｜Ｂ１）＝１，　Ｐ（Ａ｜Ｂ２）＝０，　Ｐ（Ａ｜Ｂ３）＝Ｐ（Ａ）．
由全概率公式可知

Ｐ（Ａ）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝α２＋２αβＰ（Ａ），

于是所求概率

Ｐ（Ａ）＝ α２

１－２αβ
．

　　点评　通过对题意的分析，找到一个完备事件组是用全概率公式

解题的关键之处．
【１４０】　一种传染病在某市的发病率为４％．为查出这种传染病，

医院采用一种检验法，该方法能使９８％的患有此病的人被检出阳性，
但也会有３％未患此病的人被检出阳性．现某人被此法检出阳性，求此

人确定患这种传染病的概率．
解　设事件 Ａ＝｛被查者结果为阳性｝，Ｂ＝｛被查者患此传染

病｝，则

Ｐ（Ｂ）＝０．０４，　Ｐ（珚Ｂ）＝０．９６，
Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０．９８，　Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝０．０３．

由贝叶斯公式可得

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝ Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）
Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珚Ｂ）Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）

·９２·



＝ ０．０４×０．９８
０．０４×０．９８＋０．９６×０．０３

＝３９２
６８０≈０．５７６．

　　【１４１】　袋中有６张相同的卡片，上面分别标有数０，１，２，３，４，５．
现从袋中任意摸出两张卡片，已知其上数字之和大于６，试判断先摸出

的一张卡片上的数字最可能是几？

解　设事件Ａ＝｛两数之和大于６｝，
Ｂｉ＝｛先摸出的数字为ｉ｝　（ｉ＝０，１，２，３，４，５），

依题意可知

Ｐ（Ｂｉ）＝ １
６　（ｉ＝０，１，２，３，４，５），Ｐ（Ａ｜Ｂ０）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ１）＝０，

Ｐ（Ａ｜Ｂ２）＝ １
５
，　Ｐ（Ａ｜Ｂ３）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ４）＝ ２

５
，　Ｐ（Ａ｜Ｂ５）＝ ３

５．

由全概率公式即得

Ｐ（Ａ）＝∑
５

ｉ＝０
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝ １

６×１＋２＋２＋３
５ ＝ ４

１５
；

又由贝叶斯公式可求得

Ｐ（Ｂ５｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ５）Ｐ（Ａ｜Ｂ５）
Ｐ（Ａ） ＝ ３

８
，

Ｐ（Ｂ４｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ３｜Ａ）＝ ２
８
，

Ｐ（Ｂ２｜Ａ）＝ １
８
，

Ｐ（Ｂ１｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ０｜Ａ）＝０．
因为

Ｐ（Ｂ５｜Ａ）＞Ｐ（Ｂｋ｜Ａ）　（ｋ＝０，１，２，３，４），
所以先摸出的卡片上的数字最可能的是５．

点评　本题表明，使后验概率Ｐ（Ｂｉ｜Ａ）达到最大值的事件Ｂｉ 是

最有可能发生的，故贝叶斯公式提供了一种统计推断的方法．

·０３·



Ｂ　习题精选

　　【１４２】　甲、乙两人同时向一目标射击，设事件Ａ＝｛甲未命中目

标，乙命中目标｝，则其对立事件珡Ａ＝ ．
（Ａ）｛甲命中目标，乙未命中目标｝；
（Ｂ）｛甲命中目标或乙未命中目标｝；
（Ｃ）｛甲命中目标或乙命中目标｝；
（Ｄ）｛甲、乙都命中目标｝．
【１４３】　设随机事件Ａ，Ｂ互不相容，则必有 ．
（Ａ）Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ）＝１；　　　　　　　（Ｂ）Ｐ（珡Ａ∩珚Ｂ）＝１；
（Ｃ）Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ｂ）； （Ｄ）Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
【１４４】　某厂甲、乙两个车间生产同一种产品，今从即将出厂的

该种产品中任取一件．设事件Ａ＝｛取得的是甲车间生产的产品｝，Ｂ＝
｛取得的是乙车间生产的产品｝，Ｃ＝｛取得的是次品｝，则取得的产品是

甲车间生产的正品的概率是 ．
（Ａ）Ｐ（珚Ｃ｜Ａ）； （Ｂ）Ｐ（珚Ｃ｜珚Ｂ）；
（Ｃ）Ｐ（珚Ｂ∪珚Ｃ）； （Ｄ）Ｐ（珡Ａ∪Ｃ）．
【１４５】　下列各命题中正确的是 ．
（Ａ）若事件Ａ 与Ｂ 相互独立，则Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ｂ）；
（Ｂ）若事件Ａ 与Ｂ 相互独立，则Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）；
（Ｃ）若事件Ａ 与Ｂ 相互独立，则Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）；
（Ｄ）若事件Ａ 与Ｂ 相互独立，则Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（珚Ｂ）．
【１４６】　设０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珡Ａ｜珚Ｂ）＝１，

则 ．
（Ａ）事件Ａ，Ｂ互不相容； （Ｂ）事件Ａ，Ｂ相互对立；
（Ｃ）事件Ａ，Ｂ相互独立； （Ｄ）事件Ａ，Ｂ未必独立．
【１４７】　某城市发行日报和晚报．经调查，在这两种报纸的订户

中，订阅日报的有４０％，订阅晚报的有５５％，同时订阅两种报纸的有

１０％．求：
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（１）订户只订日报的概率；
（２）订户只订一种报纸的概率．
【１４８】　１０件产品中有正品７件，从中任取３件，求下列事件的

概率：
（１）３件全是正品；
（２）３件中至少有１件次品；
（３）３件中有１件正品．
【１４９】　１２个球队参与足球联赛．第一阶段为分组赛，每组６个

队，求最强的２个队分在不同组的概率．
【１５０】　从１，２，３，４，５，６，７七个数码中，任取三个不同数码排成

三位数，求：
（１）所得三位数为奇数的概率；
（２）所得三位数大于３００的概率．
【１５１】　设每人生于一年中任意一个月都是等可能的，求下列事

件的概率：
（１）６个人的生日在六个不同的月份；
（２）６个人的生日恰在两个月中；
（３）６个人中至少有２人的生日在同一个月．
【１５２】　袋中有红、黄、蓝色球各２个，每次任取１个，求：
（１）有放回地取两次，取到的球中无红球或无黄球的概率；
（２）无放回地取两次，取到的球中无红球或无黄球的概率．
【１５３】　一盒子中有６个乒乓球，其中有２个新球，每次任取１

个，连取两次，按放回和不放回两种形式，求至少有一次取到新球的

概率．
【１５４】　一工人看管４台同类型的机床，在１小时内，每台机床需

要照顾的概率均为０．７，且需要照顾是相互独立的．求：
（１）１小时内至少有１台机床不需要照顾的概率；
（２）１小时内至多有１台机床需要照顾的概率．
【１５５】　某股份公司董事会由７名董事组成．现董事会欲对某事

可行与否进行表决，并按多数人意见作出决策．若每个董事贡献正确意
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见的百分比是０．８，求董事会作出正确决策的概率（设每个董事都是独

立提供意见的）．
【１５６】　设０＜Ｐ（Ａ）＜１，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜珡Ａ），证明：Ａ 与Ｂ 相互

独立．
【１５７】　设事件Ａ，Ｂ 相互独立，两个事件仅发生Ａ 的概率或仅

发生Ｂ 的概率都是０．２５，求Ｐ（Ａ）与Ｐ（Ｂ）．
【１５８】　２架轰炸机各自袭击一个目标，它们的命中率分别为０．７

与０．８，求至少命中一个目标的概率．
【１５９】　设有２门高射炮，每门击中飞机的概率都是０．６，求同时

发射一发炮弹而击中飞机的概率．又若有一架敌机侵犯，问至少需配备

多少门这样的高射炮，才能以９９％的概率击中它？

【１６０】　冰箱厂甲、乙两条生产线分别生产了５２０台和４８０台冰

箱，它们的次品率分别为０．００５和０．００７．现从这１０００台冰箱中任抽

一台，求抽得的是甲生产线生产的且为正品的概率．
【１６１】　人的血型为 Ｏ，Ａ，Ｂ，ＡＢ型的概率分别为０．４６，０．４０，

０．１１，０．０３．任意挑选４人，求下列事件的概率：
（１）１人为Ｏ型，其他３人分别为其他三种血型；
（２）３人为Ｏ型，１人为Ｂ型；
（３）没有１人为ＡＢ型．
【１６２】　某大卖场供应的微波炉中，甲、乙、丙三厂的产品各占

５０％、４０％、１０％，而三厂产品的合格率分别为９５％、８５％、８０％，求：
（１）买到的一台微波炉是合格品的概率；
（２）已知买到的微波炉是合格品，则它是甲厂生产的概率为多少？

【１６３】　已知３％的男人和０．５％的女人是色盲者．现随机挑选一

人，此人恰为色盲患者，求此人是男人的概率（假设男女各占总人数的

一半）．
【１６４】　某一城市有２５％的汽车废气排放量超过规定，一辆废气

排放量超标的汽车不能通过检验站检验的概率是０．９９，但一辆废气排

放量未超标的汽车也有０．０５的概率不能通过检验．求一辆未通过检验

的汽车，它的废气排放量超标的概率．
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【１６５】　某企业因技术和设备落后以及市场竞争激烈而不断亏

损．为改变这种状况，该企业决定分别独立开发两种新产品，其开发成

功的希望分别为８０％和８５％．又根据各方面的情况分析认为：
（１）若两项新产品皆研制成功，该企业有９０％的希望改变亏损

状况；
（２）若仅有一项研制成功，该企业有５０％的希望改变亏损状况；
（３）若两项都未研制成功，仅有１０％的希望改变亏损状况．
试问该企业采取这种决策能改变亏损状况的把握有多大？

【１６６】　多项选择题是各类考试中常采用的一种题型，它要求考

生在列出的４个备选答案中至少选出２个作为答案．考生只有全部选

对才算对，错选、多选、漏选都算错．设考生中确实理解题意而答对某多

项选择题的比例为３０％，而其余的考生只能乱猜．已知某考生该道多

项选择题答对了，求他确实知道正确答案的概率．

答案与提示

　　【１４２】　选Ｂ．　设Ｂ，Ｃ 分别为甲，乙命中目标，则Ａ＝珚ＢＣ，珡Ａ＝
Ｂ∪珚Ｃ．

【１４３】　选Ａ．　ＡＢ＝ＡＢ＝珡Ａ∪珚Ｂ＝Ω．
【１４４】　选Ｄ．　珡Ａ∪Ｃ＝Ａ珚Ｃ．
【１４５】　选Ｄ．　若Ａ，Ｂ独立，则珡Ａ，珚Ｂ 也独立．
【１４６】　选Ｃ．　Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珡Ａ｜珚Ｂ）＝１Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
【１４７】　（１）Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝０．３；　（２）Ｐ（Ａ珚Ｂ∪珡ＡＢ）＝０．７５．其中

Ａ———订日报，Ｂ———订晚报．

【１４８】　（１）７
２４≈０．２９２；　（２）１７２４≈０．７０８；　（３）２１

１２０＝０．１７５．

均用超几何分布计算，题（２）是题（１）的对立事件．

【１４９】　２１
７７≈０．２７２．应用超几何分布，相当于从１２支球队中选

出６支球队．
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【１５０】　（１）Ｃ
１
４Ｐ２

６

Ｐ３
７

＝４
７
；　（２）Ｃ

１
５Ｐ２

６

Ｐ３
７

＝５
７．本题属古典概型．

【１５１】　（１）Ｃ
６
１２·６！

１２６ ≈０．２２２８；　（２）Ｃ
２
１２（２６－２）
１２６ ≈０．００１３７；　

（３）０．７７７２．题（３）是题（１）的对立事件．

【１５２】　（１）Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝７
９
，Ａ———无红球，Ｂ———无黄球．本题还

可用伯努利概型求解．

（２）Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１１
１５≈０．７３３．本题还可用超几何分布求解．

【１５３】　（１）Ｐ（Ａ１∪Ａ２）＝１－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝５
９
，Ａｉ———第ｉ次

取到新球（ｉ＝１，２）．本题还可用伯努利概型求解．

（２）Ｐ（Ａ１∪Ａ２）＝１－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝３
５．本题还可用超几何

分布求解．

【１５４】　 （１） （Ｐ ∪
４

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－∏

４

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）＝０．９９１９，Ａｉ———第ｉ台

机床需照顾（ｉ＝１～４）．
（２）Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３珡Ａ４ ∪Ａ１珡Ａ２珡Ａ３珡Ａ４ ∪珡Ａ１Ａ２珡Ａ３珡Ａ４ ∪珡Ａ１珡Ａ２Ａ３珡Ａ４ ∪

珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３Ａ４）＝０．０８３７，或Ｐ（Ｘ≤１）＝Ｐ４（０）＋Ｐ４（１）＝０．０８３７，其

中Ｘ～Ｂ（４，０．７）．

【１５５】　Ｐ（Ｘ≥４）＝１－Ｐ（Ｘ＜４）＝１－∑
３

ｋ＝０
Ｐ７（ｋ）≈０．９６６７，

其中Ｘ——— 作出正确意见的董事人数，Ｘ～Ｂ（７，０．８）．
【１５６】　只需证明Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
【１５７】　Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝０．５．设Ｐ（Ａ）＝ｘ，Ｐ（Ｂ）＝ｙ，建立关于

ｘ，ｙ的二元方程组并解之．
【１５８】　ｐ＝０．９４．利用广义加法公式及独立性．
【１５９】　ｐ＝０．８４，ｎ＝６门．利用相互独立的ｎ个事件的并的计算

公式：
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（Ｐ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａ）ｉ ＝１－（１－ｐ）ｎ，　ｐ＝Ｐ（Ａｉ）　（ｉ＝１～ｎ）．

　　【１６０】　Ｐ（ＡＢ）＝０．５１７４．Ａ———甲生产线生产，Ｂ———正品，用

乘法公式．
【１６１】　（１）ｐ≈０．０１４６；　（２）ｐ≈０．０４２８；　（３）ｐ＝０．８８５３．

利用独立性．
【１６２】　（１）Ｐ（Ａ）＝０．８９５．全概率公式；

（２）Ｐ（Ｂ１｜Ａ）＝９５
１７９≈０．５３０７，贝叶斯公式．

【１６３】　Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝６
７
，Ａ———选到的是色盲者，Ｂ———选到的是

男人，贝叶斯公式．

【１６４】　Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝３３
３８≈０．８６８４，Ａ———汽车未通过检验，Ｂ———

废气排放量超标，贝叶斯公式．
【１６５】　设事件Ａ＝｛采取此决策改变亏损状况｝，

Ｂｉ＝｛第ｉ项新产品研制成功｝　（ｉ＝１，２），
则Ｂ１，Ｂ２ 相互独立，且Ｂ１Ｂ２，Ｂ１Ｂ２，Ｂ１Ｂ２，Ｂ１　Ｂ２构成完备事件组，由全

概率公式可得

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ１Ｂ２）Ｐ（Ａ｜Ｂ１Ｂ２）＋Ｐ（Ｂ１Ｂ２）Ｐ（Ａ｜Ｂ１Ｂ２）

　＋Ｐ（Ｂ１Ｂ２）Ｐ（Ａ｜Ｂ１Ｂ２）＋Ｐ（Ｂ１Ｂ２）Ｐ（Ａ｜Ｂ１Ｂ２）

＝０．８×０．８５×０．９＋０．８×０．１５×０．５＋０．２×０．８５×０．５
　＋０．２×０．１５×０．１
＝０．７６．

　　【１６６】　设事件Ａ＝｛答对该道题｝，Ｂ＝｛确实理解题意而答对

题｝，显然Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１，Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝ １
Ｃ２

４＋Ｃ３
４＋Ｃ４

４
＝１
１１．由全概率公式

可得

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珚Ｂ）Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）

＝ ３
１０×１＋７

１０×１
１１＝ ４０

１１０
，
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由贝叶斯公式即得所求概率

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）
Ｐ（Ａ） ＝ ３

１０×１１０
４０ ＝３３

４０＝０．８２５．
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第２章 　随机变量及其分布

　　关键词

随机变量　随机变量的分布函数　离散型随机变量的分布律　连

续型随机变量的密度函数　０１分布　二项分布　泊松分布　均匀分

布　指数分布　正态分布　随机变量函数的分布

　　教学要求

（１）理解随机变量的概念，会计算由随机变量表达的随机事件的

概率．
（２）理解随机变量的分布函数的概念，了解分布函数的性质，会用

分布函数计算概率．
（３）理解离散型随机变量及其分布律的概念，了解分布律的性质，

掌握常见离散分布的应用．
（４）理解连续型随机变量及其密度函数的概念，了解密度函数的

性质，掌握常见连续分布的应用．
（５）已知分布函数，会求分布律或密度函数；已知分布律或密度函

数，会求分布函数．
（６）会求简单的随机变量的函数的分布．

　　重点

随机变量的概念；分布函数、分布律和密度函数的概念及性质；分

布函数、分布律和密度函数的计算．

　　难点

用随机变量描述随机事件；求随机变量的分布函数、分布律和密度
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函数；求随机变量的函数的分布函数、分布律和密度函数．

　　方法提要

（１）当分布函数Ｆ（ｘ）中含有待定常数时，常利用

ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，　 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１，　Ｆ（ｘ０＋０）＝Ｆ（ｘ０）

来确定该常数；
当分布律或密度函数含有待定常数时，常利用

∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝１　 或 　∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１

来确定该常数．
（２）求离散型随机变量Ｘ 的分布律时，首先要确定Ｘ 所有可能取

的值，其次求出对应于各取值的事件的概率，最后注意验证 ∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（Ｘ＝

ｘｋ）＝１，否则不正确．
（３）求离散型随机变量Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）时，若Ｘ 的可能取值

为ｎ个，则Ｆ（ｘ）为ｎ＋１段分段函数，其图形是右连续的阶梯曲线．
（４）由密度函数ｆ（ｘ）求分布函数Ｆ（ｘ），要在相应的区间段把

Ｆ（ｘ）写成ｆ（ｘ）的变上限积分．
（５）已知Ｘ 的分布，求Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布：

① 若Ｘ～Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝ｐｉ　（ｉ＝１，２，…），则

Ｐ（Ｙ＝ｙｊ）＝ ∑
ｇ（ｘｉ）＝ｙｊ

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）　（ｊ＝１，２，…）；

　　② 若Ｘ～ｆ（ｘ），则

ｆＹ（ｙ）＝ｆ（ｘ）ｘ′ ，

　　当ｙ＝ｇ（ｘ）严格单调，反函数ｘ＝ｇ－１（ｙ）有连续导数；或

ｆＹ（ｙ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）ｘ′ｉ ，

其中ｙ＝ｇ（ｘ）在不相重叠的区间Ｉ１，Ｉ２，…上逐段严格单调，其反函数

ｘｉ＝ｇ－１
ｉ （ｙ）均有连续导数；或先求ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ）≤ｙ），再得ｆＹ（ｙ）＝

Ｆ′Ｙ（ｙ）．
·９３·



本章知识结构

一维随机变量

Ｘ 的定义

Ｘ 的分布函数
定义Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）｛
性质

Ｘ 的分类

离散型
定义

分布律
定义｛｛
性质

连续型
定义

密度函数
定义｛｛

烅

烄

烆

性质

Ｘ 的常见分布

离散型

二项分布（特例是（０１）分布）
超几何分布

帕斯卡分布（特例是几何分布）烅

烄

烆泊松分布

连续型

均匀分布

指数分布烅
烄

烆

烅

烄

烆

正态分布

Ｘ 的函数的分布
直接求法｛

烅

烄

烆
公式求法

Ａ　例题精解

　　【２１】　一批产品分一、二、三等，其中一等品是二等品的３倍，三

等品是二等品的１
６．从这批产品中随机地抽取一个检验质量，用随机变

量描述检验的可能结果，并写出其分布律和分布函数．
解　随机变量Ｘ＝ｉ表示抽检到的是ｉ等品，ｉ＝１，２，３．这三个事

件的概率可由一、二、三等品的比例１８∶６∶１求得：
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Ｐ（Ｘ＝１）＝１８
２５＝０．７２，

Ｐ（Ｘ＝２）＝ ６
２５＝０．２４，

Ｐ（Ｘ＝３）＝ １
２５＝０．０４．

Ｘ 的分布律为

Ｘ １ ２ ３

Ｐ ０．７２ ０．２４ ０．０４

Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝

０ （ｘ＜１），
０．７２ （１≤ｘ＜２），
０．９６ （２≤ｘ＜３），
１ （ｘ≥３）

烅

烄

烆 ．
　　【２２】　一批零件中有９个正品和３个次品．安装机器时从这批零

件中任取一个，若取出次品不再放回，求在取得正品以前已取得次品数

的概率分布．
解　设在取得正品以前已取得的次品数为Ｘ，由题设可知，Ｘ 的

可能取值为０，１，２，３．
事件（Ｘ＝ｋ）表示前ｋ－１次取到次品，第ｋ次首次取到正品．因

０≤ｋ－１≤３，故１≤ｘ≤４，于是记Ａｉ＝｛第ｉ次取得正品｝（ｉ＝１，２，３，
４），则

Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｐ（Ａ１）＝ ３
４
，

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝ ３
１２×９

１１＝ ９
４４

，

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）

＝ ３
１２×２

１１×９
１０＝ ９

２２０
，

Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４）＝ ３
１２×２

１１×１
１０×９

９ ＝ １
２２０．
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故Ｘ 的概率分布为

Ｘ ０ １ ２ ３

Ｐ ３
４

９
４４

９
２２０

１
２２０

　　点评　把事件（Ｘ＝ｋ）表达成珡Ａ１…珡Ａｋ－１Ａｋ，然后利用乘法公式是

计算本题的关键．这是一种常用的方法．当然，对较简单的题目可不必

转化而直接计算，如题２１和２３．
【２３】　从５个数１，２，３，４，５中任取３个数，记为ａ，ｂ，ｃ．求：
（１）Ｘ＝ｍｉｎ｛ａ，ｂ，ｃ｝的分布律及Ｐ（Ｘ＞３）；
（２）Ｙ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ，ｃ｝的分布律及Ｐ（Ｙ≤４）．
解　（１）Ｘ 的可能取值为１，２，３，取这些值的概率可通过古典概

型求出．样本空间中基本事件总数ｎ＝Ｃ３
５＝１０，有利于事件（Ｘ＝１），

（Ｘ＝２），（Ｘ＝３）发生的基本事件数分别为

ｋ１ ＝Ｃ２
４＝６，　ｋ２ ＝Ｃ２

３＝３，　ｋ３ ＝Ｃ２
２＝１，

由此得

Ｐ（Ｘ＝１）＝０．６，　Ｐ（Ｘ＝２）＝０．３，　Ｐ（Ｘ＝３）＝０．１，
即

Ｘ～
１ ２ ３
０．６ ０．３ ０．（ ）１

．

显然　Ｐ（Ｘ＞３）＝０．
（２）仿题（１）可求得

Ｙ～
３ ４ ５
０．１ ０．３ ０．（ ）６

　Ｐ（Ｙ≤４）＝０．４．

　　【２４】　设某种独立试验每次试验成功的概率为０．７５，以Ｘ 表示

首次成功所需试验次数．试写出Ｘ 的分布律，并计算Ｘ 取偶数的概率．
解　方法１　设事件Ａｋ＝｛第ｋ次试验成功｝（ｋ＝１，２，３，…），则

Ｐ（Ａｋ）＝０．７５，事件（Ｘ＝ｋ）＝Ａ１Ａ２…珡Ａｋ－１Ａｋ，由题设可知各事件相互

独立，从而得Ｘ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（珡Ａｋ－１）Ｐ（Ａｋ）
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＝０．７５×０．２５ｋ－１　（ｋ＝１，２，３，…），

Ｐ（Ｘ 取偶数）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｐ（Ｘ＝２ｎ）＝∑

∞

ｎ＝１
０．７５×０．２５２ｎ－１

＝０．７５×０．２５
１－０．２５２ ＝０．２．

　　方法２　由题设可知Ｘ 服从参数ｐ＝０．７５的几何分布：

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐ（１－ｐ）ｋ－１　（ｋ＝１，２，３，…）．
所以Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝０．７５（１－０．７５）ｋ－１　（ｋ＝１，２，３，…）．
由上述分布律可知　Ｐ（Ｘ 取奇数）＝４Ｐ（Ｘ 取偶数），
再由分布律的归一性可知　Ｐ（Ｘ 取奇数）＋Ｐ（Ｘ 取偶数）＝１，
于是得

Ｐ（Ｘ 取偶数）＝０．２．
　　点评　无论是求分布律还是计算概率，方法２都优于方法１．概率

论中最常见的分布也就是十几个，不仅要记住这些分布的公式，更要清

楚每个常见分布的应用场合．比如几何分布应用于：独立试验中的试验

首次成功（或失败）的场合．
本题要求的是取值无穷的分布律，一般不用表格形式表达，而用如

下的解析形式表达：

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，３，…）．
　　初学者往往只记得写出上式的前面一半，而忽略后面一半，这是犯

“捡了芝麻，丢了西瓜”的错误．因为说白了，分布律就是一群概率，前面

一半只是一个概率，后面才是一群．
【２５】　某人有１０把外形相似的钥匙，其中只有１把能打开房门，

但不知是哪一把，只好逐把试开．求此人直至将门打开所需的试开次数

的分布律．
解　设随机变量Ｘ 为试开次数，则Ｘ 可能取值为１，２，…，１０．设

事件Ａｋ＝｛第ｋ次试开将门打开｝，ｋ＝１，２，…，１０．由乘法公式得Ｘ 的

分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｐ（Ａ１Ａ２…珡Ａｋ－１Ａｋ）
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＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）…Ｐ（珡Ａｋ－１｜Ａ１Ａ２…珡Ａｋ－２）·

　Ｐ（Ａｋ｜Ａ１Ａ２…珡Ａｋ－１）

＝ ９
１０×８

９×…×１０－ｋ＋１
１０－ｋ＋２× １

１０－ｋ＋１

＝ １
１０　（ｋ＝１，２，…，１０）．

　　【２６】　Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝θλｋ（ｋ＝１，２，…）为Ｘ 的分布律的充要条件

为 ．
（Ａ）θ＞０且０＜λ＜１； （Ｂ）θ＝１－λ且０＜λ＜１；
（Ｃ）θ＝λ－１－１且λ＜１； （Ｄ）λ＝（１＋θ）－１且θ＞０．
解　由归一性可知

∑
∞

ｋ＝１
θλｋ ＝θλ（１＋λ＋λ２＋…）＝ θλ

１－λ＝１，

解得λ＝（１＋θ）－１．由非负性可知θλｋ≥０，得θ＞０，所以应选Ｄ．
【２７】　设随机变量Ｘ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ａλ
ｋ

ｋ！　（ｋ＝０，１，２，…），

其中λ＞０是已知常数，试确定常数ａ．
解　根据常用函数的泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）级数公式

ｅｘ ＝１＋ｘ＋ｘ２

２＋…＋ｘｋ

ｋ！＋… ＝∑
∞

ｋ＝０

ｘｋ

ｋ！　（－∞ ＜ｘ＜ ∞）

以及分布律的归一性，可得

∑
∞

ｋ＝０
ａλ

ｋ

ｋ！＝ａ∑
∞

ｋ＝０

λｋ

ｋ！＝ａｅλ ＝１，

所以

ａ＝ｅ－λ．
　　【２８】　抛掷硬币１０次，求：

（１）国徽向上次数Ｘ 的分布律；
（２）国徽向上次数不小于２的概率．
解　（１）每次抛掷硬币国徽向上的概率均为０．５，抛掷１０次可视

为进行１０次独立试验，故Ｘ～Ｂ（１０，０．５），其分布律
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Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
１０·０．５ｋ（１－０．５）１０－ｋ

＝Ｃｋ
１０·０．５１０　（ｋ＝０，１，…，１０）．

　　（２）Ｐ（Ｘ≥２）＝１－Ｐ（Ｘ＜２）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）－Ｐ（Ｘ＝１）
＝１－０．５１０－Ｃ１

１０·０．５１０≈０．９８９３．
【２９】　同时掷２颗骰子，求：
（１）２颗骰子中出现的较大点数Ｘ 的分布律；
（２）２颗骰子中出现的较小点数Ｙ 的分布律．
解　（１）基本事件总数ｎ＝６２＝３６．
事件（Ｘ＝１）仅包含１个基本事件；
事件（Ｘ＝ｋ）　（ｋ＝２，３，４，５，６）分两种情况：一是２颗骰子都出现

ｋ点，含１个基本事件；二是一颗骰子出现ｋ点，另一颗骰子的点数小

于ｋ，含Ｃ１
２Ｃ１

ｋ－１个基本事件．故有利于事件（Ｘ＝ｋ）的基本事件数合计

为１＋Ｃ１
２Ｃ１

ｋ－１＝２ｋ－１．
由古典概率的定义可得

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝２ｋ－１
３６ 　（ｋ＝１，２，３，４，５，６），

即Ｘ 的分布律

Ｘ～
１ ２ ３ ４ ５ ６
１
３６

１
１２

５
３６

７
３６

１
４

１１
烄

烆

烌

烎３６
．

　　（２）相仿可得

Ｐ（Ｙ＝ｍ）＝１３－２ｍ
３６ 　（ｍ＝１，２，３，４，５，６），

即

Ｙ～
１ ２ ３ ４ ５ ６
１１
３６

１
４

７
３６

５
３６

１
１２

１
烄

烆

烌

烎３６
．

　　【２１０】　一批产品包括５０件正品、３件次品．现有放回地随机抽

取，每次一件，直到取得正品为止．求抽取次数Ｘ 的分布律．
解　由于是放回抽样，所以Ｘ 的可能取值为无限个．事件（Ｘ＝ｋ）

表示第ｋ次抽到正品，前ｋ－１次抽到次品，且各事件相互独立，从而得
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Ｘ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝５０
５３

３（ ）５３
ｋ－１

　（ｋ＝１，２，…）．

　　点评　本题是放回抽样，故属于几何分布；若改成不放回抽样，则

是取值有限的分布．
【２１１】　自动生产线在调整之后出现废品的概率为ｐ，当生产过

程中出现废品时立即重新进行调整．求在两次调整之间生产的合格品

数Ｘ 的概率分布．
解　方法１　事件（Ｘ＝０）表示调整后生产的第一个产品是废

品，则

Ｐ（Ｘ＝０）＝ｐ；

　　事件（Ｘ＝１）表示调整后生产的第一个产品是合格品，而第二个产

品是废品，则

Ｐ（Ｘ＝１）＝ｐ（１－ｐ）；

　　事件（Ｘ＝２）表示调整后生产的前两个产品是合格品，而第三个产

品是废品，则

Ｐ（Ｘ＝２）＝ｐ（１－ｐ）２．
　　依次类推，可得两次调整之间生产的合格品数Ｘ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐ（１－ｐ）ｋ　（ｋ＝０，１，２，…）．
　　方法２　由题设可知，事件（Ｘ＝ｎ）表示首次出现废品之前已生产

了ｎ 个 合 格 品，即 为“首 次 成 功”的 概 率 模 型，故 只 要 在 几 何 分 布

（Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐ（１－ｐ）ｋ－１，ｋ＝１，２，…）中，将ｋ－１换成ｋ，于是得Ｘ 的

分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐ（１－ｐ）ｋ　（ｋ＝０，１，２，…）．
　　【２１２】　已知胃癌患者占２‰，试求：

（１）为发现一例胃癌患者至少要检查５０人的概率；
（２）为使发现一例患胃癌者的概率不小于８０％，至少要对多少人

作胃镜检查？

解　设Ｘ 表示首次发现一例胃癌患者所需检查的人数，这是“首

次成功”的概率模型，故 Ｘ 服从参数ｐ＝０．００２的几何分布：Ｘ～
·６４·



Ｇ（０．００２）．

（１）Ｐ（Ｘ≥５０）＝∑
∞

ｋ＝５０
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝∑

∞

ｋ＝５０
ｐ（１－ｐ）ｋ－１

＝ｐ（１－ｐ）４９［１＋（１－ｐ）＋（１－ｐ）２＋…］

＝ｐ（１－ｐ）４９× １
１－（１－ｐ）

＝ （１－ｐ）４９ ＝０．９９８４９ ≈０．９０６６．
（２）设至少要对ｎ个人作胃镜检查，依题意应有

Ｐ（Ｘ≤ｎ）≥０．８．
而

Ｐ（Ｘ≤ｎ）＝１－Ｐ（Ｘ＞ｎ）＝１－∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
Ｐ（Ｘ＝ｋ）

＝１－∑
∞

ｋ＝ｎ＋１
ｐ（１－ｐ）ｋ－１ ＝１－（１－ｐ）ｎ

＝１－０．９９８ｎ，

故１－０．９９８ｎ≥０．８，解得ｎ≥ｌｎ０．２
ｌｎ０．９９８≈８０４．７，即至少要对８０５人作胃

镜检查才能使发现一例胃癌患者的概率不小于８０％．
【２１３】　一电话交换台每分钟的呼唤次数Ｘ～π（４）．求：
（１）每分钟恰有６次呼唤的概率；
（２）每分钟的呼唤次数不超过１０次的概率．

解　（１）Ｐ（Ｘ＝６）＝４６

６！ｅ
－４≈０．１０４；

（２）Ｐ（Ｘ≤１０）＝∑
１０

ｋ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝１－∑

∞

ｋ＝１１

４ｋ

ｋ！ｅ
－４，

查泊松分布表，当λ＝４时，∑
∞

ｋ＝１１

４ｋ

ｋ！ｅ
－４ ＝０．００２８，所以

Ｐ（Ｘ≤１０）≈１－０．００３＝０．９９７．
　　【２１４】　一总机共有２００台分机，拥有外线１４条．若每台分机向

总机要外线的概率为２．５％，求：
（１）每台分机向总机要外线时，能及时得到满足的概率；

·７４·



（２）同时向总机要外线的分机的最可能台数．
解　设向总机要外线的分机台数为 Ｘ，每台分机要外线的概率

ｐ＝０．０２５，故可将２００台分机要外线视为２００重伯努利试验，即Ｘ～
Ｂ（２００，０．０２５）．

（１）泊松分布是二项分布（即伯努利分布）的极限分布，故当ｎ＝

２００较大，ｐ＝０．０２５较小时，Ｘ～
近似

π（λ），λ＝ｎｐ＝５．所求概率的事件等

价于事件（Ｘ≤１４），于是所求概率

Ｐ（Ｘ≤１４）＝１－Ｐ（Ｘ＞１４）≈１－∑
∞

ｋ＝１５

５ｋ

ｋ！ｅ
－５ ≈０．９９９８．

　　（２）ｋ＝［（ｎ＋１）ｐ］＝［２０１×０．０２５］＝［５．０２５］＝５，
所以同时向总机要外线的分机的最可能台数为５．

【２１５】　某急救中心在长度为ｔ的时间间隔内收到紧急呼救的次

数Ｘ～π ｔ（ ）２
，而与时间间隔的起点无关（时间以小时计）．试求：

（１）某天１２∶００～１５∶００没有收到紧急呼救的概率；
（２）某天１２∶００～１７∶００至少收到１次紧急呼救的概率．

解　（１）当ｔ＝１５－１２＝３时，Ｘ～π（ ）３
２

，从而所求概率

Ｐ（Ｘ＝０）＝
（ ）３
２

０

０！ ｅ－３
２ ＝ｅ－３

２．

　　（２）当ｔ＝１７－１２＝５时，Ｘ～π（ ）５
２

，从而所求概率

Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＜１）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）＝１－ｅ－５
２．

　　【２１６】　设连续型随机变量Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜１），

Ａｌｎｘ （１≤ｘ＜ｅ），
１ （ｅ≤ｘ）

烅
烄

烆 ．
求：（１）系数Ａ；

（２）Ｐ（Ｘ＜２），Ｐ（０＜Ｘ≤３），Ｐ ２＜Ｘ＜（ ）５
２

；

·８４·



（３）Ｘ 的概率密度函数ｆ（ｘ）．
解　（１）方法１　（归一性）

由∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｅ

１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）

ｅ

１
＝Ａｌｎｘ

ｅ

１
＝Ａ（１－０）＝

１Ａ＝１．
方法２　（连续性）
由Ｆ（ｅ－０）＝Ｆ（ｅ）Ａｌｎｅ＝１Ａ＝１（其中Ｆ（ｅ－０）＝ｌｉｍ

ｘ→ｅ－
Ｆ（ｘ））．

方法３　（有关命题：连续随机变量取任何定值的概率为零）
由Ｐ（Ｘ＝ｅ）＝Ｆ（ｅ）－Ｆ（ｅ－０）＝１－Ａｌｎｅ＝０Ａ＝１．
（２）Ｐ（Ｘ＜２）＝Ｐ（Ｘ≤２）＝Ｆ（２）＝ｌｎ２；

Ｐ（０＜Ｘ≤３）＝Ｆ（３）－Ｆ（０）＝１－０＝１；

Ｐ ２＜Ｘ＜（ ）５
２ ＝Ｐ ２＜Ｘ≤（ ）５

２ ＝Ｆ（ ）５
２ －Ｆ（２）

＝ｌｎ５
２－ｌｎ２＝ｌｎ５

４．

（３）ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）＝
１
ｘ

（１＜ｘ＜ｅ）

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
点评　本题求系数Ａ 牵涉到分布函数Ｆ（ｘ）与密度函数ｆ（ｘ）的

性质及两者间的关系等，概念性很强，稍有疏忽便会出错．例如下面的

等式与推导都是不成立的：

①Ｆ（ｘ）＝∫
ｅ

１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ－０＝１；

②Ｆ（＋∞）＝１Ａｌｎｅ＝１；

③∫
＋∞

－∞
Ａｌｎｘｄｘ＝Ａ（ｘｌｎｘ－ｘ）

ｅ

１
＝Ａ＝１；

④Ｆ（ｅ＋０）＝Ｆ（ｅ）Ａｌｎｅ＝１；

⑤Ｐ（Ｘ＝ｅ）＝Ａ＝１．
关于题（３）中的求导问题，详见题２１９中第（２）小题及后面的

点评．
【２１７】　设连续型随机变量Ｘ 的密度函数

·９４·



ｆ（ｘ）＝
ＡＸ （０≤ｘ＜１），

Ｂ－ｘ （１≤ｘ＜２），
０ （其他

烅
烄

烆 ），

且Ｐ（Ｘ＜１）＝１
２
，求：

（１）系数Ａ，Ｂ；
（２）Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）．

解　（１）由Ｐ（Ｘ＜１）＝∫
１

０
Ａｘｄｘ＝Ａ

２ｘ
２

１

０
＝Ａ

２ ＝ １
２Ａ＝１，

再由∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
ｘｄｘ＋∫

２

１
（Ｂ－ｘ）ｄｘ＝１

２＋Ｂ－３
２＝１Ｂ＝２．

　　（２）当ｘ＜０时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞
０ｄｔ＝０；

当０≤ｘ＜１时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

０

－∞
０ｄｔ＋∫

ｘ

０
ｔｄｔ＝ｘ２

２
；

当１≤ｘ＜２时，Ｆ（ｘ）＝∫
０

－∞
０ｄｔ＋∫

１

０
ｔｄｔ＋∫

ｘ

１
（２－ｔ）ｄｔ＝－ｘ２

２＋

２ｘ－１；

当ｘ≥２时，Ｆ（ｘ）＝∫
０

－∞
０ｄｔ＋∫

１

０
ｔｄｔ＋∫

２

１
（２－ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

２
０ｄｔ＝１．

综合得

Ｆ（ｘ）＝

０ （ｘ＜０），

ｘ２

２
（０≤ｘ＜１），

－ｘ２

２＋２ｘ－１ （１≤ｘ＜２），

１ （ｘ≥２）

烅

烄

烆 ．
　　点评　分布函数Ｆ（ｘ）通常定义在（－∞，＋∞）上；当密度函数

ｆ（ｘ）是ｎ段分段函数时，则Ｆ（ｘ）为ｎ＋１段分段函数．
本题最易产生错误之外：

当１≤ｘ＜２时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１
（２－ｔ）ｄｔ＝－ｘ２

２＋２ｘ－３
２
；

·０５·



当ｘ≥２时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

２
０ｄｔ＝０．

上述错误起因于对分布函数的概念理解不清．例如，当１≤ｘ＜２
时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）是表示在区间（－∞，ｘ］上对ｆ（ｘ）的积分，而不是

在区间［１，ｘ］上对ｆ（ｘ）的积分．
【２１８】　某型号电子管的寿命Ｘ（以小时计）的密度函数

ｆ（ｘ）＝
１０００
ｘ２ （ｘ＞１０００），

０ （ｘ≤１０００）
烅
烄

烆 ．
某一电子设备内装有３个这样的电子管，试求电子管使用１５００小时内

没有一个损坏的概率和只有一个损坏的概率．
分析　本题属伯努利概型，损坏的电子管数Ｙ～Ｂ（３，ｐ），参数ｐ＝

Ｐ（Ｘ＜１５００）为电子管在１５００小时内损坏的概率，它可以通过密度函

数的积分求出，然后计算Ｐ３（０）与Ｐ３（１）．

解　Ｐ（Ｘ＜１５００）＝∫
１５００

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１５００

１０００

１０００
ｘ２ ｄｘ＝－１０００

ｘ
１５００

１０００

＝－２
３＋１＝１

３
，

所求概率

Ｐ（无损坏）＝Ｐ３（０）＝Ｃ０
３（ ）１

３
０（ ）２

３
３

＝ ８
２７

，

Ｐ（只有一个损坏）＝Ｐ３（１）＝Ｃ１
３（ ）１

３
１（ ）２

３
２

＝ ４
９．

　　【２１９】　设连续型随机变量Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－ａ；

Ａ＋Ｂａｒｃｓｉｎｘ
ａ

， －ａ≤ｘ＜ａ；　　（ａ＞０）．

１， ｘ≥

烅

烄

烆 ａ
求：（１）系数Ａ，Ｂ；　（２）密度函数ｆ（ｘ）．

解　（１）由于Ｘ 是连续型随机变量，故分布函数Ｆ（ｘ）连续，特别

在ｘ＝－ａ和ｘ＝ａ处连续．因此

Ｆ（－ａ＋０）＝Ｆ（－ａ－０），　Ｆ（ａ－０）＝Ｆ（ａ），
·１５·



即 Ａ－π
２Ｂ＝０，　Ａ＋π

２Ｂ＝１，

解得 Ａ＝１
２
，　Ｂ＝１

π．

（２）ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）＝
１

π ａ２－ｘ槡 ２
（－ａ＜ｘ＜ａ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
点评　对分段函数的求导，在其各个子开区间内可直接按初等函

数的求导公式和法则求导，而在其分段点处应按导数的定义求导．故

应有

ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）＝

０ （ｘ＜－ａ），
１

π ａ２－ｘ槡 ２
（－ａ＜ｘ＜ａ），

０ （ｘ＞ａ）

烅

烄

烆 ．
当ｘ＝－ａ时，其左右导数分别为

Ｆ′－ （－ａ）＝ ｌｉｍ
ｘ→－ａ－

Ｆ（ｘ）－Ｆ（－ａ）
ｘ－（－ａ） ＝ ｌｉｍ

ｘ→－ａ－

０－ １
２＋１

π －π（ ）［ ］２
ｘ＋ａ ＝０，

Ｆ′＋ （－ａ）＝ ｌｉｍ
ｘ→－ａ＋

Ｆ（ｘ）－Ｆ（－ａ）
ｘ－（－ａ）

＝ ｌｉｍ
ｘ→－ａ＋

１
２＋１

πａｒｃｓｉｎ
ｘ
ａ － １

２－１
π×π（ ）２

ｘ＋ａ

＝ ｌｉｍ
ｘ→－ａ＋

１
２＋１

πａｒｃｓｉｎ
ｘ
ａ

ｘ＋ａ
（ ）


０
０

ｌｉｍ
ｘ→－ａ＋

１
π ａ２－ｘ槡 ２

＝ ∞，

可见Ｆ（ｘ）在点ｘ＝－ａ处不可导．同理，Ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处也不可导．
在这两点处可补充定义：当ｘ＝－ａ和ｘ＝ａ时，ｆ（ｘ）＝０（补充定义其

他非零值也可以，因为这两个点的函数值并不影响ｆ（ｘ）在一个区间上

的积分值）．此时有Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ成立 ，因此Ｘ 的密度函数

·２５·



ｆ（ｘ）＝
１

π ａ２－ｘ槡 ２
（－ａ＜ｘ＜ａ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　所以，由Ｆ（ｘ）求ｆ（ｘ）可直接对Ｆ（ｘ）按求导公式和法则求导，而

在分段点处一律令ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）＝０．前面题２１６就是按此方法处

理的．
【２２０】　服从拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）分布的随机变量Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝Ａｅ－｜ｘ｜，　ｘ∈ （－∞，＋∞）．
求系数Ａ 及分布函数Ｆ（ｘ）．

解　由∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
Ａｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝２Ａ∫

＋∞

０
ｅ－ｘｄｘ＝２Ａ＝１

Ａ＝ １
２．

当ｘ＜０时

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞

１
２ｅ

ｔｄｔ＝ １
２ｅ

ｔ
ｘ

－∞
＝ １

２ｅ
ｘ，

　　当ｘ≥０时

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

０

－∞

１
２ｅ

ｔｄｔ＋∫
ｘ

０

１
２ｅ

－ｔｄｔ

＝ １
２ｅ

ｔ
０

－∞
－１

２ｅ
－ｔ

ｘ

０
＝ １

２－１
２ｅ

－ｘ＋１
２

＝１－１
２ｅ

－ｘ，

从而得

Ｆ（ｘ）＝

１
２ｅ

ｘ （ｘ＜０）．

１－１
２ｅ

－ｘ （ｘ≥０）
烅

烄

烆 ．

　　点评　当密度函数ｆ（ｘ）的自变量带绝对值符号时，求分布函数

Ｆ（ｘ）计算变限积分前，需将定义域分为ｘ＜０与ｘ≥０两部分．
【２２１】　公共汽车站每隔１０分钟有一辆汽车通过，乘客在１０分

钟内任一时刻到达汽车站是等可能的．求乘客候车时间不超过７分钟

·３５·



的概率．下面三种解法哪个正确？

解法１　本题属古典概型．由题设知ｎ＝１０，ｋ＝７，故

Ｐ（候车不超过７分钟）＝ｋ
ｎ ＝ ７

１０＝０．７．

　　解法２　设乘客到达车站时刻为Ｘ，由题设知Ｘ～Ｕ（０，１０），

Ｐ（候车不超过７分钟）＝Ｐ（０＜Ｘ＜７）＝∫
７

０

１
１０ｄｘ＝０．７．

　　解法３　设乘客到达车站时刻为Ｘ，由题设知Ｘ～Ｕ（０，１０），

Ｐ（候车不超过７分钟）＝Ｐ（３＜Ｘ＜１０）＝∫
１０

３

１
１０ｄｘ＝０．７．

　　答　本题样本空间中基本事件总数无限，故不属于古典概型，解法

１错误；解法２也错，因为乘客在两班汽车间的０～７分钟内到达，并不

意味着候车时间不超过７分钟；所以只有解法３是正确的．
【２２２】　秒表的最小刻度值为１％ｓ（秒）．若计时精度取最近的刻

度值，求使用该秒表计时产生的随机误差Ｘ 的概率密度函数，并计算

误差的绝对值不超过４‰ｓ的概率．
分析　若秒针正好停在两个最小刻度值中间，不管取前一个刻度

值还是后一个刻度值，都将产生最大的误差－０．００５ｓ与０．００５ｓ．由于

秒针停在何处是十分随机的，换言之，停在两个最小刻度值之间的任何

一个点处都是等可能的，所以可认为随机误差Ｘ 服从区间［－０．００５，
０．００５］上的均匀分布．

解　由题设知Ｘ～Ｕ［－０．００５，０．００５］，则其密度函数

ｆ（ｘ）＝
１００ （－０．００５≤ｘ≤０．００５），
０ （其他｛ ），

所求概率

Ｐ（｜Ｘ｜＜０．００４）＝∫
０．００４

－０．００４
１００ｄｘ＝０．８．

　　【２２３】　设Ｙ～Ｕ（ａ，５），且方程ｘ２＋Ｙｘ＋０．７５Ｙ＋１＝０没有实根

的概率为０．２５，求常数ａ．
解　题设一元二次方程无实根，则其判别式

Δ＝Ｙ２－４（０．７５Ｙ＋１）＜０，
·４５·



解得　－１＜Ｙ＜４．因Ｙ～Ｕ（ａ，５），其密度函数

ｆ（ｙ）＝
１

５－ａ
（ａ＜ｙ＜５），

０ （其他
烅
烄

烆 ），
所以由Ｐ（－１＜Ｙ＜４）＝０．２５可得

∫
４

－１
ｆ（ｙ）ｄｙ＝∫

４

－１

１
５－ａｄｙ＝ ５

５－ａ＝０．２５，

解得　ａ＝－１５．
点评　上述解法都是粗心人的解法，它只求出了一个解，还漏了另

外一个解．事实上由于ａ是个未确定的常数，在求得－１＜Ｙ＜４后，需

要在三个区间（－∞，－１），［－１，４），［４，５）上分别对ａ进行考察：

① 当ａ＜－１时，则由

Ｐ（方程无实根）＝Ｐ（－１＜Ｙ＜４）＝∫
４

－１

１
５－ａｄｙ＝ ５

５－ａ＝０．２５

可得　ａ＝－１５；

② 当－１≤ａ＜４时，则由

Ｐ（方程无实根）＝Ｐ（－１＜Ｙ＜４）＝∫
ａ

－１
０ｄｙ＋∫

４

ａ

１
５－ａｄｙ

＝４－ａ
５－ａ＝０．２５

可得　ａ＝１１
３

；

③ 当４≤ａ＜５时，则与题设矛盾，因为

Ｐ（方程无实根）＝Ｐ（－１＜Ｙ＜４）＝０≠０．２５．

综上所述，ａ＝－１５或ａ＝１１
３．

【２２４】　某电脑显示器的使用寿命（单位：ｋｈ，千小时）Ｘ 服从参

数为λ＝１
５０

的指数分布．生产厂家承诺：购买者使用一年内显示器损坏

将免费予以更换．
（１）假设用户一般每年使用电脑２０００ｈ（小时），求厂家免费为其

更换显示器的概率；
·５５·



（２）求显示器至少可以使用１００００ｈ的概率；
（３）已知某台显示器已经使用了１００００ｈ，求其至少还能再用

１００００小时的概率．

解　Ｘ～Ｅ １（ ）５０
，其分布函数

Ｆ（ｘ）＝ １－ｅ－ｘ
５０ （ｘ＞０），

０ （ｘ≤０）
烅
烄

烆 ．
　　（１）Ｐ（免费更换）＝Ｐ（Ｘ＜２）＝Ｐ（Ｘ≤２）＝Ｆ（２）

＝１－ｅ－０．０４≈０．０３９２．
（２）Ｐ（Ｘ≥１０）＝１－Ｐ（Ｘ≤１０）＝１－Ｆ（１０）

＝ｅ－０．２≈０．８１８７．
（３）由指数分布的“无记忆法”

Ｐ（Ｘ≥２０｜Ｘ≥１０）＝Ｐ（Ｘ≥１０）≈０．８１８７．
　　点评　本题的单位是ｋｈ，计算时必须将２０００ｈ，１００００ｈ化作２与

１０（ｋｈ）．密度函数与分布函数都可用来计算概率，利用前者需计算积

分，利用后者仅需计算函数值，故常利用后者即分布函数来计算概率．
【２２５】　设打一次电话所用的时间Ｘ（单位：ｍｉｎ，分）服从参数为

０．１的指数分布．若有一人刚好在你前面走进公共电话间，试求你等待

时间在５分钟到一刻钟之间的概率．
解　Ｘ～Ｅ（０．１），其分布函数

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－０．１ｘ （ｘ＞０），

０ （ｘ≤０）｛ ．
所求概率

Ｐ（５≤Ｘ≤１５）＝Ｆ（１５）－Ｆ（５）＝１－ｅ－１．５－（１－ｅ－０．５）

＝ｅ－０．５－ｅ－１．５ ≈０．３８３４．
　　【２２６】　设Ｘ～Ｎ（５，４），确定ｃ使Ｐ（Ｘ＜ｃ）＝Ｐ（Ｘ＞ｃ）．

解　方法１　由Ｐ（Ｘ＜ｃ）＝Ｐ（Ｘ＞ｃ）Ｆ（ｃ）＝１－Ｆ（ｃ）Ｆ（ｃ）＝

Φｃ－５（ ）２ ＝０．５ｃ－５２ ＝０ｃ＝５．

方法２　利用正态分布的对称性．因为Ｘ～Ｎ（５，４），Ｐ（Ｘ＜ｃ）＝
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Ｐ（Ｘ＞ｃ），所以ｃ＝μ＝５．
【２２７】　某人需乘车到机场，现有两条路线可供选择．第一条路

线较短，但交通比较拥挤，到达机场所需时间Ｘ（单位为 ｍｉｎ，分）服从

正态分布Ｎ（５０，１００）．第二条路线较长，但出现意外阻塞较少，所需时

间Ｘ～Ｎ（６０，１６）．
（１）若有７０ｍｉｎ可用，应走哪一条路线，使及时赶到机场的概率较

大？

（２）若有６５ｍｉｎ可用，又应选哪条路线？

解　（１）走第一条路线，及时赶到机场的概率

Ｐ１（０＜Ｘ≤７０）＝Φ ７０－５０（ ）１０ －Φ ０－５０（ ）１０
＝Φ（２）－Φ（－５）≈Ф（２）．

走第二条路线，及时赶到机场的概率

Ｐ２（０＜Ｘ≤７０）＝Φ ７０－６０（ ）４ －Φ ０－６０（ ）４
＝Φ（２．５）－Φ（－１５）≈Ф（２．５）．

由于Φ（２．５）＞Φ（２），所以若有７０ｍｉｎ可用，应选择第二条路线．
（２）相仿得

Ｐ１（０＜Ｘ≤６５）≈Φ（１．５）＞Φ（１．２５）≈Ｐ２（０＜Ｘ≤６５）．
若有６５ｍｉｎ可用，应选择第一条路线．

【２２８】　设某机器生产的螺栓的长度Ｘ（单位：ｃｍ）服从正态分布

Ｎ（１０．０５，０．０６２）．规定长度在范围１０．０５±０．１２内为合格，求螺栓不

合格的概率．
解　螺栓合格的概率

Ｐ（１０．０５－０．１２＜Ｘ＜１０．０５＋０．１２）＝Φ（２）－Φ（－２）

＝２Φ（２）－１＝０．９５４４，
故螺栓不合格的概率

ｐ＝１－０．９５４４＝０．０４５６．
　　点评　上述两题都是正态分布的应用，可以说正态分布是自然界

中最常见的一种分布，因而是概率论中最重要的一种分布．理论上已证
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明：如果某个数量指标呈现随机性是由很多随机因素影响的结果，而每

个随机因素的影响又都不太大，则此数量指标服从正态分布．另外，正

态分布具有良好的性质，理论上研究得比较透彻，许多其他分布常可用

正态分布作为其近似分布，这就使得概率论基本上是围绕正态分布发

展起来的．
【２２９】　设随机变量Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则随σ的增大，概率Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜

σ） ．
（Ａ）单调增大； （Ｂ）单调减小；
（Ｃ）保持不变； （Ｄ）增减不定．
解　因Ｘ～Ｎ（μ，σ２），故

Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜σ）＝Ｐ（μ－σ＜Ｘ＜μ＋σ）

＝Φμ＋σ－μ（ ）σ －Φμ－σ－μ（ ）σ
＝Φ（１）－Φ（－１）＝２Φ（１）－１，

这个概率是个定值，与μ，σ无关，所以选Ｃ．
【２３０】　设测量的随机误差Ｘ～Ｎ（０，１０２），试求在１００次独立重

复测量中，至少有３次测量误差的绝对值大于２１．７的概率．
解　因 Ｘ～Ｎ（０，１０２），故每次测量误差的绝对值大于２１．７的

概率

ｐ＝Ｐ（｜Ｘ｜＞２１．７）＝１－Ｐ（｜Ｘ｜≤２１．７）

＝１－Ｐ（－２１．７≤Ｘ≤２１．７）

＝１－ Φ ２１．７（ ）１０ －Φ －２１．７（ ）［ ］１０
＝１－ Φ（２．１７）＋Φ（２．１７）－［ ］１
＝２［１－Φ（２．１７）］＝２（１－０．９８５）＝０．０３．

　　设在１００次独立重复测量中，“测量误差的绝对值大于２１．７”出现

的次数为Ｙ，则Ｙ～Ｂ（１００，０．０３），由于ｎ＝１００较大，ｐ＝０．０３较小，故

可用泊松分布近似，取λ＝ｎｐ＝３，则Ｙ～
近似

π（３），于是所求概率

Ｐ（Ｙ≥３）＝１－Ｐ（Ｙ＜３）＝１－∑
２

ｋ＝０
Ｐ１００（ｋ）
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≈１－∑
２

ｋ＝０

３ｋ

ｋ！ｅ
－３ ＝１－ｅ－３（１＋３＋４．５）

＝１－８．５ｅ－３ ≈０．５７６８．
　　点评　本题是牵涉到两个随机变量、三个分布的综合题，其中二项

分布的一个未知参数ｐ需通过已知的正态分布求出．
【２３１】　设Ｘ 是［０，１］上的连续型随机变量，且Ｐ（Ｘ≤０．２９）＝

０．７５．若Ｙ＝１－Ｘ，试确定常数ｃ，使Ｐ（Ｙ≤ｃ）＝０．２５．
解　由Ｐ（Ｘ≤０．２９）＝０．７５Ｐ（１－Ｙ≤０．２９）＝０．７５Ｐ（Ｙ≥

０．７１）＝０．７５１－Ｐ（Ｙ≤０．７１）＝０．７５Ｐ（Ｙ≤０．７１）＝０．２５，
所以ｃ＝０．７１，使Ｐ（Ｙ≤ｃ）＝０．２５．

【２３２】　对球的直径进行测量，测量值在区间［ａ，ｂ］上服从均匀分

布，求球体积的概率密度函数．
分析　球的直径是个随机变量，且其分布已知．球的体积是个随机

因变量，它是直径的函数，其分布可以通过已知分布求出．
解　设球直径为Ｘ，则Ｘ～Ｕ［ａ，ｂ］，其密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
（ａ≤ｘ≤ｂ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

　　设球体积为Ｖ，则Ｖ＝１
６πＸ３，即有严格单调增函数ｖ＝１

６πｘ３．其

反函数ｘ＝
３６ｖ槡π

，１
６πａ３≤ｖ≤１

６πｂ３．ｘ′＝
３ ２
９槡πｖ

－２
３，由随机变量的函数

的密度函数的公式得Ｖ 的密度函数

ｆＶ（ｖ）＝ｆＸ（ｘ）｜ｘ′｜＝
１

ｂ－ａ

３ ２
９槡πｖ

－２
３ １

６πａ３ ≤ｖ≤ １
６πｂ（ ）３ ，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　点评　必须注意应用密度函数公式的条件是：函数在定义域内严

格单调，其反函数有连续导数．在使反函数无意义的点ｙ处，补充定义

ｆＹ（ｙ）＝０．若函数不严格单调，则先将定义域区间划分为若干个子区

间，使函数在每个子区间上严格单调，然后应用公式，最后叠加各子区
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间上求得的ｆＸ（ｘｉ）｜ｘ′ｉ｜（ｉ＝１，２，…，ｎ），ｎ为子区间个数（详见后面三

例）．
【２３３】　由统计物理学知，分子运动速度的绝对值Ｘ 服从麦克斯

韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）分布，其密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
槡２ ２ｘ２

σ３槡π
ｅ

－ｘ２

σ２ （ｘ＞０），

０ （ｘ≤０）
烅
烄

烆 ．

其中σ＞０为常数．求分子动能Ｙ＝１
２ｍＸ２（ｍ 为分子质量）的概率密度

函数．

解　ｙ＝１
２ｍｘ２ 在ｘ＞０时严格单调增，其反函数ｘ＝ ２ｙ槡ｍ

（ｙ＞

０），ｘ′＝ １
２槡ｍ

ｙ－１
２，于是动能Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝ｆＸ（ｘ）｜ｘ′｜＝
４槡ｙ

ｍ
３
２σ３槡π

ｅ
－２ｙ
ｍσ２ （ｙ＞０），

０ （ｙ≤０）
烅
烄

烆 ．
　　【２３４】　设Ｘ～Ｎ（０，１），求下列各随机变量的函数的密度函数：

（１）Ｙ＝ｅＸ；　（２）Ｙ＝｜Ｘ｜；　（３）Ｙ＝２Ｘ２＋１．
解　由题设可知Ｘ 的密度函数

ｆＸ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２
２ 　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

　　（１）ｙ＝ｅｘ 在定义域上严格单调增，其反函数ｘ＝ｌｎｙ（ｙ＞０），ｘ′＝
１
ｙ

，则Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝ｆＸ（ｘ）｜ｘ′｜＝
１

ｙ ２槡π
ｅ

－
（ｌｎｙ）２

２ （ｙ＞０），

０ （ｙ≤０）
烅
烄

烆 ．
　　（２）方法１　ｙ＝｜ｘ｜在（－∞，０］上严格单调减，其反函数ｘ１＝
－ｙ，ｘ′１＝－１；ｙ＝｜ｘ｜在（０，＋∞）上严格单调增，其反函数ｘ２＝ｙ，
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ｘ′２＝１．于是Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝ｆＸ（ｘ１）｜ｘ′１｜＋ｆＸ（ｘ２）｜ｘ′２｜＝
２槡πｅ

－ｙ２
２ （ｙ≥０）

０ （ｙ＜０）
烅
烄

烆 ．
　　方法２　ｙ＝｜ｘ｜≥０，当ｙ＜０时，Ｙ 的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（｜Ｘ｜≤ｙ）＝Ｐ（）＝０
ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝０；

　　当ｙ≥０，记Ｘ 的分布函数为ＦＸ（ｘ），

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（｜Ｘ｜≤ｙ）＝Ｐ（－ｙ≤Ｘ≤ｙ）＝ＦＸ（ｙ）－ＦＸ（－ｙ）．
于是

ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝ｆＸ（ｙ）＋ｆＸ（－ｙ）＝ １
２槡π

ｅ－ｙ２
２ ＋ １

２槡π
ｅ－

（－ｙ）２
２

＝ ２槡πｅ－ｙ２
２ ，

故Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝
２槡πｅ

－ｙ２
２ （ｙ≥０），

０ （ｙ＜０）
烅
烄

烆 ．

　　（３）由ｙ＝２ｘ２＋１得ｘ１，２＝± ｙ－１槡２
，　ｘ′１，２＝± １

２ ２（ｙ－１槡 ）　

（ｙ＞１）于是Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝ｆＸ（ｘ１）｜ｘ′１｜＋ｆＸ（ｘ２）｜ｘ′２｜

＝
１

２ π（ｙ－１槡 ）
ｅ

－ｙ－１
４ （ｙ＞１），

０ （ｙ≤１）
烅
烄

烆 ．
　　点评　求连续随机变量函数的概率密度函数一般有两种方法：

① 公式法　如题（２）的方法１；

② 分布函数法　如题（２）的方法２．

【２３５】　设Ｘ～Ｕ －π
２
，π［ ］２

，求Ｙ＝ｃｏｓＸ 的密度函数．
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解　由题设知Ｘ 的密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
１
π －π

２ ≤ｘ≤ π（ ）２
，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　方法１　（公式法）

ｙ＝ｃｏｓｘ在区间 －π
２
，［ ］０ 与 ０，π（ ］２

上分别为严格单调增与严格

单调减，其反函数分别为ｘ１＝－ａｒｃｃｏｓｙ与ｘ２＝ａｒｃｃｏｓｙ，对其求导得

ｘ′１ ＝ １
１－ｙ槡 ２

，　ｘ′２ ＝－ １
１－ｙ槡 ２

，

于是Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝ｆＸ（ｘ１）｜ｘ′１｜＋ｆＸ（ｘ２）｜ｘ′２｜

＝ｆＸ（－ａｒｃｃｏｓｙ）
１－ｙ槡 ２

＋ｆＸ（ａｒｃｃｏｓｙ）
１－ｙ槡 ２

＝
２

π １－ｙ槡 ２
（０＜ｙ＜１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　方法２　（分布函数法）

当ｙ≤０或ｙ≥１时，ＦＹ（ｙ）＝０，从而ｆＹ（ｙ）＝０；

当０＜ｙ＜１时，满足ｃｏｓＸ≤ｙ的Ｘ 在区间 －π
２
，－ａｒｃｃｏｓ［ ］ｙ 和

ａｒｃｃｏｓｙ，π［ ］２
上，故

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｃｏｓＸ≤ｙ）

＝Ｐ －π
２ ≤Ｘ≤－ａｒｃｃｏｓ（ ）ｙ ＋Ｐ ａｒｃｃｏｓｙ≤Ｘ≤ π（ ）２

＝∫
－ａｒｃｃｏｓｙ

－π
２

１
πｄｔ＋∫

π
２

ａｒｃｃｏｓｙ

１
πｄｔ，

求导得Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝
１
π

１
１－ｙ槡 ２

＋ １
１－ｙ槡（ ）２

（０＜ｙ＜１）

０ （其他
烅
烄

烆 ）
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＝
２

π １－ｙ槡 ２
（０＜ｙ＜１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

　　【２３６】　设随机变量Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ），求Ｙ＝－Ｘ
３＋２的分

布函数．下面解法是否正确？为什么？

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ －Ｘ
３＋２≤（ ）ｙ

＝Ｐ（Ｘ≥６－３ｙ）＝１－Ｐ（Ｘ＜６－３ｙ）

＝１－Ｆ（６－３ｙ）．
　　解　若Ｘ 是连续型随机变量，则结果正确．但题中并未给出这一

条件，所以解法不正确．错误在于最后一步等式不成立，即一般

Ｐ（Ｘ＜ａ）≠Ｆ（ａ）．
事实上，Ｐ（Ｘ＜ａ）＝Ｐ（Ｘ≤ａ）－Ｐ（Ｘ＝ａ）

＝Ｆ（ａ）－［Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－０）］＝Ｆ（ａ－０），
其中Ｆ（ａ－０）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ－
Ｆ（ｘ）

本题的正确答案为

ＦＹ（ｙ）＝１－Ｆ（６－３ｙ－０）．
　　【２３７】　设随机变量 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）是连续函数，求Ｙ＝
Ｆ（Ｘ）的分布函数．下面的解法是否正确？为什么？

（１）当ｙ＜０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｆ（Ｘ）≤ｙ）＝Ｐ（）＝０；
（２）当ｙ≥１时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｆ（Ｘ）≤ｙ）＝Ｐ（Ω）＝１；
（３）当０≤ｙ＜１时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｆ（Ｘ）≤ｙ）

＝Ｐ（Ｘ≤Ｆ－１（ｙ））＝Ｆ（Ｆ－１（ｙ））＝ｙ，
故Ｙ＝Ｆ（Ｘ）的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝
０ （ｙ＜０），

ｙ （０≤ｙ＜１），
１ （ｙ≥１）

烅
烄

烆 ．
　　解　不正确．错在第三步的第三个等号处，因为事件（Ｆ（Ｘ）≤ｙ）
与（Ｘ≤Ｆ－１（ｙ））未必等价．尽管题中已设Ｆ（ｘ）是连续函数，但它未必
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严格单调，因而其反函数也未必存在．
正确的求解方法是利用分布函数单调不减这一基本性质．
当０≤ｙ＜１时

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｆ（Ｘ）≤Ｆ（ｘ））＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）

＝Ｆ（ｘ）＝ｙ．

Ｂ　习题精选

　　【２３８】　求随机变量Ｘ 的分布律中的未知参数值：

（１）Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ａ（ ）２
３

ｋ

　（ｋ＝０，１，２），则ａ＝ ．

（２）Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｂ（ ）１
２

ｋ

　（ｋ＝１，２，…），则ｂ＝ ．

【２３９】　设随机变量Ｘ～
１ ２ ３ ４

０．２＋ａ ０．１ ０．３＋（ ）ｂ ｃ
，则分布律

中未知的三个参数ａ，ｂ，ｃ应满足 ．
【２４０】　设Ｇ（ｘ）与Ｈ（ｘ）分别为随机变量Ｙ 与Ｚ 的分布函数，为

使Ｆ（ｘ）＝ａＧ（ｘ）－ｂＨ（ｘ）也能成为某一随机变量的分布函数，在下列

各组数值中应取 ．

（Ａ）ａ＝１
２
，ｂ＝－３

２
； （Ｂ）ａ＝－１

２
，ｂ＝３

２
；

（Ｃ）ａ＝３
５
，ｂ＝－７

５
； （Ｄ）ａ＝３

５
，ｂ＝－２

５．

【２４１】　设ａ，ｂ为任意实数，ａ＜ｂ．已知Ｐ（Ｘ≤ｂ）≥１－β，Ｐ（Ｘ＞
ａ）≥１－α，则必有Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ） ．

（Ａ）≥１－（α＋β）； （Ｂ）≥α＋β；
（Ｃ）≤１－（α＋β）； （Ｄ）≤α＋β．
【２４２】　设随机变量Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜０），

ｘ＋０．３ （０≤ｘ＜０．６），
１ （ｘ≥０．６

烅
烄

烆 ），
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则Ｐ（Ｘ＝０．６）＝ ．
（Ａ）０；　　　　（Ｂ）０．１； （Ｃ）０．９；　　　（Ｄ）１．

【２４３】　设随机变量Ｘ 的绝对值不大于１，且Ｐ（Ｘ＝－１）＝１
３
，

Ｐ（Ｘ＝１）＝１
６
，则Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＝ ．

【２４４】　游船上有供水龙头２０个，每一龙头被打开的可能性为

０．１，记Ｘ 为同时被打开的水龙头个数，则Ｐ（Ｘ≥２）＝ ．

【２４５】　设随机变量Ｘ～Ｂ（３，ｐ），Ｙ～Ｂ（４，ｐ）．若Ｐ（Ｘ≥１）＝７
８
，

则Ｐ（Ｙ≥１）＝ ．
【２４６】　尽管在几何教科书中已指出：用圆规和直尺三等分一个

任意角是不可能的，但每年总有一些“发明者”撰写关于用圆规和直尺

将角三等分的文章．设某地区每年撰写此类文章的篇数Ｘ 服从参数为

２的泊松分布，求明年仍有此类文章的概率．
【２４７】　某保险公司有２５００名同一年龄段的人参加人寿保险，

统计资料表明该年龄段的人一年中死亡的概率为２‰，每个参保人在

年初须交保险费１２元，而死亡时家属可获得２０００元赔偿金，求：
（１）保险公司亏本的概率；
（２）保险公司在此项目上年获利不少于２００００元的概率；
（３）保险公司一年中最可能付出的赔偿金额．
【２４８】　某宾馆有２５０间客户，每间按有一部电话分机，分机在任

意时刻要外线的概率为２％，问服务总台至少需安装多少条外线，才能

以不低于９０％的概率保证分机能及时接通外线？

【２４９】　设在一段时间内进入商场的人数服从参数为λ的泊松

分布，每个顾客购买某家用电器的概率为ｐ，而每个顾客是否购买该电

器相互独立．证明：进入商场的顾客购买这种电器的人数服从参数为

λｐ的泊松分布．
【２５０】　设连续型随机变量 Ｘ 的密度函数与分布函数分别为

ｆ（ｘ）与Ｆ（ｘ），则有 ．
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（Ａ）Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ； （Ｂ）Ｆ（ｘ）＝∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ；

（Ｃ）Ｆ（ｘ）＝１－∫
＋∞

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ； （Ｄ）Ｆ（ｘ）＝１＋∫

＋∞

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

【２５１】　若随机变量Ｘ 的可能值充满区间 ，而在此区间外

取值的概率为零，则ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘ可成为Ｘ 的密度函数．

（Ａ）［０，π］； （Ｂ） π
２
，［ ］π ；

（Ｃ） －π
２
，π［ ］２

； （Ｄ） －π
２
，［ ］０ ．

【２５２】　设Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝
３ｘ２ （０＜ｘ＜１），
０ （其他）｛ ．

则Ｐ（Ｘ≤０．３）＝ ，Ｐ（０．３＜Ｘ＜０．６）＝ ，Ｐ（Ｘ＝０．６）＝
，Ｐ（Ｘ＜０．６｜Ｘ＞０．３）＝ ．

【２５３】　设连续型随机变量Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝
Ａ＋Ｂｅ－λｘ （ｘ＞０），

０ （ｘ≤０｛ ），
则Ａ＝ ，Ｂ＝ ，其密度函数ｆ（ｘ）＝ ．

【２５４】　设连续型随机变量Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝ Ａ １－ｘ槡 ２ （－１≤ｘ≤１），
０ （其他

烅
烄

烆 ），
则Ａ＝ ．

（Ａ）１
π
；　　　　（Ｂ）２

π
； （Ｃ）１

２π
；　　　　（Ｄ）１

４π．

【２５５】　设随机变量Ｙ～Ｕ［０，８］，则方程ｘ２＋Ｙｘ＋１＝０有实根

的概率为 ．

（Ａ）１
８
；　　　　（Ｂ）１

４
； （Ｃ）１

２
；　　　　（Ｄ）３

４．

【２５６】　设随机变量Ｘ～Ｎ（μ，９），Ｙ～Ｎ（μ，１６），令

ｐ１ ＝Ｐ（Ｘ≤μ－３），　ｐ２ ＝Ｐ（Ｙ≥μ＋４），
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则 成立．
（Ａ）对任何实数μ，都有ｐ１＝ｐ２；
（Ｂ）对任何实数μ，都有ｐ１≠ｐ２；
（Ｃ）仅对部分μ值，才有ｐ１＝ｐ２；
（Ｄ）不能确定ｐ１，ｐ２ 大小．

【２５７】　设随机变量 Ｘ 服从参数λ＝１
８

的指数分布，则Ｐ（２＜

Ｘ＜８）＝ ．

（Ａ）２
８∫

８

２
ｅ－ｘ

８ｄｘ； （Ｂ）∫
８

２
ｅ－ｘ

８ｄｘ；

（Ｃ）１
８ ｅ－１

４ －ｅ－（ ）１ ； （Ｄ）ｅ－１
４ －ｅ－１．

【２５８】　设Ｘ～Ｎ（１，２），ｆ（ｘ），Ｆ（ｘ）分别为Ｘ 的密度函数和分

布函数，则下面结论中错误的是 ．
（Ａ）ｆ（ｘ）的图形关于直线ｘ＝１对称；

（Ｂ）ｆ（ｘ）的最大值为 １
２槡π

；

（Ｃ）Ｆ（０）＝１
２
；

（Ｄ）Ｆ（ｘ）表示ｆ（ｘ）在 （－∞，ｘ）上的积分．
【２５９】　设Ｘ～Ｎ（μ，１），分布函数为Ｆ（ｘ），则对任意实数ｘ，

有 ．
（Ａ）Ｆ（μ＋ｘ）＋Ｆ（μ－ｘ）＝１；
（Ｂ）Ｆ（μ＋ｘ）＝Ｆ（μ－ｘ）；
（Ｃ）Ｆ（ｘ＋μ）＋Ｆ（ｘ－μ）＝１；
（Ｄ）Ｆ（ｘ＋μ）＝Ｆ（ｘ－μ）．
【２６０】　假设一电路装有２个同类型的电子元件，其工作状态相

互独立，且无故障工作时间都服从参数为５的指数分布．当２个元件都

无故障时，电路正常工作，否则不能正常工作，求电路正常工作时间Ｔ
的概率分布函数．

【２６１】　设某河流每年的最高洪水水位 Ｘ（单位：ｍ）具有密度
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函数

ｆ（ｘ）＝
２
ｘ３ （ｘ≥１），

０ （ｘ＜１）
烅
烄

烆 ．
今要修建河堤能防御百年一遇的洪水，河堤至少要修多高（计算河堤的

起点与水位的起点相同）？

【２６２】　某厂生产的电子管寿命Ｘ～Ｎ（１６，σ２）（单位：ｋｈ）．若要

求Ｐ（１２≤Ｘ≤２０）≥０．９５，问允许σ最大为多少？

【２６３】　抽样表明：某市新生儿体重Ｘ～Ｎ（３．４，σ２）（单位：ｋｇ）．
已知该市新生儿体重不足２ｋｇ的占３．１％，试求该市新生儿体重超过

４ｋｇ的百分比．
【２６４】　设随机变量Ｘ 的密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ （０＜ｘ＜１），
０ （其他）｛ ．

则Ｘ２ 服从 ．
（Ａ）参数为１的指数分布； （Ｂ）参数为２的指数分布；
（Ｃ）参数为０，１的均匀分布； （Ｄ）参数为０，２的均匀分布．
【２６５】　设随机变量Ｘ～Ｅ（２），则Ｙ＝１－ｅ－２Ｘ ．
（Ａ）服从（０，１）上的均匀分布；
（Ｂ）仍服从指数分布；
（Ｃ）服从正态分布；
（Ｄ）服从参数为２的泊松分布．

【２６６】　设随机变量 Ｘ～Ｅ（４），则Ｙ＝１
３Ｘ３＋２的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝ ．
【２６７】　设Ｘ～Ｎ（－１，１），Ｙ＝ｅＸ，则Ｐ（Ｙ＞１）＝ ．

【２６８】　设Ｘ 的分布律为
０ π

２ π

０．１ ０．６ ０．

烄

烆

烌

烎３
，求：

（１）Ｙ＝１
２Ｘ＋１的分布律；　（２）Ｙ＝ｃｏｓ２Ｘ 的分布律．

·８６·



【２６９】　对一圆片直径进行测量，测量值Ｘ 服从均匀分布Ｕ（５，
６）．求圆面积Ｙ 的密度函数．

【２７０】　设随机变量Ｘ 服从柯西（Ｃａｕｃｈｙ）分布，其分布函数

Ｆ（ｘ）＝Ａ＋Ｂａｒｃｔａｎｘ　（－∞ ＜ｘ＜＋∞），

求随机变量Ｙ＝１－３
槡Ｘ的密度函数．

【２７１】　设星球Ａ至最近的星球Ｂ的距离Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝ １－ｅ－４
３πλｘ

３
（ｘ≥０），

０ （ｘ＜０）
烅
烄

烆 ．

求Ｂ对Ａ的引力Ｙ＝ｋ
Ｘ２（ｋ＞０为常数）的密度函数．

答案与提示

　　【２３８】　（１）ａ＝９
１９

；　（２）ｂ＝１．

【２３９】　ａ＋ｂ＋ｃ＝０．４且ａ＞－０．２，ｂ＞－０．４，ｃ＞０．
【２４０】　选Ｄ．从Ｆ（＋∞）＝１着手．
【２４１】　选 Ａ．由Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（Ｘ≤ｂ）－Ｐ（Ｘ≤ａ）推导出

结果．
【２４２】　选Ｂ．Ｐ（Ｘ＝０．６）＝Ｆ（０．６）－Ｆ（０．６－０）．

【２４３】　１
２．Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＝Ｐ（－１≤Ｘ≤１）－Ｐ（Ｘ＝－１）－

Ｐ（Ｘ＝１）．
【２４４】　０．６０８２．　Ｘ～Ｂ（２０，０．１）．

【２４５】　１５
１６．先通过Ｐ（Ｘ≥１）＝７

８
求出ｐ＝１

２．

【２４６】　０．８７０９．Ｘ～π（２），Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＜１）．
【２４７】　（１）０．００００６９；　（２）０．６１６．

Ｘ～Ｂ（２５００，０．００２）Ｘ～
近似

π（５）
（３）１００００元．　ｋ＝［（ｎ＋１）ｐ］＝５．
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【２４８】　至少安装８条外线

Ｘ～Ｂ（２５０，０．０２）Ｘ ～
近似

π（５）

　　【２４９】　设Ｘ———进入商场人数，则Ｘ～π（λ），即

Ｐ（Ｘ＝ｍ）＝λｍ

ｍ！ｅ
－λ　（ｍ＝０，１，２，…）．

　　设Ｙ———购买电器人数，由题设知Ｙ 的条件分布为Ｂ（ｍ，ｐ），即

Ｐ（Ｙ＝ｋ｜Ｘ＝ｍ）＝Ｃｋ
ｍｐｋ（１－ｐ）ｍ－ｋ　（ｋ＝０，１，２，…，ｍ）．

由全概率公式，得

Ｐ（Ｙ＝ｋ）＝∑
∞

ｍ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｍ）Ｐ（Ｙ＝ｋ｜Ｘ＝ｍ）

＝∑
∞

ｍ＝０

λｍｅ－λ

ｍ！Ｃｋ
ｍｐｋ（１－ｐ）ｍ－ｋ

＝∑
∞

ｍ＝０

ｍ！

ｋ！（ｍ－ｋ）！
１
ｍ！λ

ｍｅ－λｐｋ（１－ｐ）ｍ－ｋ

＝
（λｐ）ｋ
ｋ！ｅ－λ∑

∞

ｍ＝ｋ

λｍ－ｋ（１－ｐ）ｍ－ｋ
（ｍ－ｋ）！ 　（令ｎ＝ｍ－ｋ）

＝
（λｐ）ｋ
ｋ！ｅ－λ∑

∞

ｎ＝０

［λ（１－ｐ）］ｎ
ｎ！ ＝

（λｐ）ｋ
ｋ！ｅ－λｅλ（１－ｐ）

＝
（λｐ）ｋ
ｋ！ｅ－λｐ　（ｋ＝０，１，２，…）．

所以　Ｙ～π（λｐ）．

【２５０】　选Ｃ．Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

＋∞

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

＋∞
ｆ（ｔ）ｄｔ．

【２５１】　选Ｄ．ｃｏｓｘ在 －π
２
，［ ］０ 上非负，且积分为１．

【２５２】　０．０２７，０．１８９，０，１８９９７３≈０．１９４．

【２５３】　１，－１，ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０）｛ ．

【２５４】　选Ｂ．∫
１

－１
Ａ １－ｘ槡 ２ｄｘ＝１作三角代换ｘ＝ｓｉｎｔ．
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【２５５】　选Ｄ．由判别式得Ｙ＜－２（舍去），Ｙ＞２．
【２５６】　选Ａ．ｐ１＝Φ（－１），ｐ２＝１－Φ（１）．

【２５７】　 选Ｄ．Ｐ（２＜Ｘ＜８）＝∫
８

２

１
８ｅ

－ｘ
８ｄｘ．

【２５８】　选Ｃ．Ｆ（０）＝Φ
０－１
槡（ ）２ ≠Φ（０）＝１

２．

【２５９】　选Ａ．Ｆ（μ＋ｘ）＋Ｆ（μ－ｘ）＝Φ（ｘ）＋Φ（－ｘ）．

【２６０】　Ｇ（ｔ）＝
１－ｅ－１０ｔ （ｔ＞０），

０ （ｔ≤０）｛ ．
以Ｘｉ（ｉ＝１，２）表示第ｉ个电子元件无故障工作的时间，则Ｘｉ～

Ｅ（５），其 分 布 函 数 为 Ｆ（ｘ）．设 Ｔ 的 分 布 函 数 为 Ｇ （ｔ），可 推

得Ｇ（ｔ）＝１－［１－Ｆ（ｔ）］２．
【２６１】　河堤高度ｈ＞１０（ｍ）．由Ｐ（Ｘ＞ｈ）＜０．０１推出．
【２６２】　２．０４１．利用标准正态分布表．

【２６３】　２１．１９％．先由Ｐ（Ｘ＜２）＝Φ ２－３．４（ ）σ ＝０．０３１求出σ．

【２６４】　选Ｃ．用公式法求出Ｘ２ 的密度函数．
【２６５】　选Ａ．用公式法求出Ｙ 的密度函数．

【２６６】　ｆＹ（ｙ）＝
４ｅ－４（３ｙ－６）

１
３

（３ｙ－６）
２
３

（ｙ＞２），

０ （ｙ≤２）

烅

烄

烆 ．

【２６７】　０．１５８７．Ｐ（Ｙ＞１）＝∫
＋∞

１
ｆＹ（ｙ）ｄｙ＝ … ＝１－Φ（１）．

【２６８】　（１）
１ π

４＋１ π
２＋１

０．１ ０．６ ０．

烄

烆

烌

烎３
；　（２）

０ １
０．６ ０．（ ）４

．

【２６９】　ｆＹ（ｙ）＝
１
π槡ｙ

２５
４π＜ｙ＜９（ ）π ，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

【２７０】　ｆＹ（ｙ）＝ ３（１－ｙ）２
π［１＋（１－ｙ）６］　（－∞＜ｙ＜＋∞）．
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【２７１】　ｆＹ（ｙ）＝ ２πλｋ
３
２ｙ－５

２ｅ－４
３πλ

ｋ（）ｙ

３
２ （ｙ＞０），

０ （ｙ≤０）
烅
烄

烆 ．
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第３章 　多维随机变量及其分布

　　关键词

二维随机变量（Ｘ，Ｙ）　（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数　（Ｘ，Ｙ）的联合分

布律　（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数　（Ｘ，Ｙ）的边缘分布　条件分布　二维

均匀分布　二维正态分布　二个随机变量函数的分布

　　教学要求

（１）了解二维（多维）随机变量的概念．
（２）了解二维随机变量的分布函数的概念和性质．
（３）了解二维离散型随机变量的分布律及其性质；了解二维连续

型随机变量的密度函数及其性质．
（４）掌握二维随机变量的联合分布、边缘分布和条件分布的计算．
（５）理解随机变量的独立性概念，会利用独立性进行概率计算．
（６）了解二维均匀分布和二维正态分布，并会作有关的概率计算．
（７）会求两个独立的随机变量的简单函数的分布．

　　重点

二维随机变量的概念；联合分布函数、联合分布律和联合密度函数

的概念及性质；边缘分布；随机变量独立性；两个随机变量的函数的分

布，特别是Ｚ＝Ｘ＋Ｙ，Ｍ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ），Ｎ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布．

　　难点

已知联合分布律或联合密度函数，求联合分布函数（一般不作此要

求）；
已知（Ｘ，Ｙ）～ｆ（ｘ，ｙ），计算Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）；
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已知（Ｘ，Ｙ）的分布，求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的分布．

　　方法提要

（１）当Ｆ（ｘ，ｙ）含有若干待定常数时，常利用

Ｆ（－∞，ｙ）＝Ｆ（ｘ，－∞）＝Ｆ（－∞，－∞）＝０，Ｆ（＋∞，＋∞）＝１，
Ｆ（ｘ＋０，ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ），Ｆ（ｘ，ｙ＋０）＝Ｆ（ｘ，ｙ）

来确定这些待定常数；
当联合分布律或联合密度函数含有待定常数时，常利用

∑
∞

ｉ＝１
∑
∞

ｊ＝１
Ｐ（Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ）＝１或∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１

来确定该常数．
（２）求离散型随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布律，若Ｘ、Ｙ 分别有ｎ个和ｍ

个取值，则（Ｘ，Ｙ）共有ｎ×ｍ 个取值，其对应于各取值的事件中的联合

概率ｐｉｊ一般可利用乘法公式求出，有时也可由古典概型直接求出，最

后不忘验证 ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｐｉｊ ＝１．

（３）若（Ｘ，Ｙ）～ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｇ（ｘ，ｙ） （（ｘ，ｙ）∈Ｇ），

０ （（ｘ，ｙ）Ｇ｛ ），

则 Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝
Ｄ∩Ｇ

ｇ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，

Ｄ∩Ｇ表示平面上区域Ｄ 与区域Ｇ 的公共部分．
（４）若（Ｘ，Ｙ）～Ｆ（ｘ，ｙ），则

Ｘ 与Ｙ 相互独立 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ）．
离散情形：Ｘ 与Ｙ 相互独立ｐｉｊ＝ｐｉ·ｐ·ｊ　（ｉ，ｊ）

联合概率矩阵秩为１．
连续情形：Ｘ 与Ｙ 相互独立ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）．

（５）若（Ｘ，Ｙ）～ｆ（ｘ，ｙ），则Ｚ＝ａＸ＋ｂＹ（ａ≠０，ｂ≠０）的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝ １
｜ｂ｜∫

＋∞

－∞
ｆｘ，ｚ－ａｘ（ ）ｂ ｄｘ＝ １

｜ａ｜∫
＋∞

－∞
ｆｚ－ｂｙ

ａ
，（ ）ｙｄｙ；

　　若Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ～ｆＸ（ｘ），Ｙ～ｆＹ（ｙ），则Ｚ＝ａＸ＋ｂＹ（ａ≠０，
ｂ≠０）的密度函数

·４７·



ｆＺ（ｚ）＝
１

｜ｂ｜∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ

ｚ－ａｘ（ ）ｂ ｄｘ＝ １
｜ａ｜∫

＋∞

－∞
ｆＸ

ｚ－ｂｙ（ ）ａ ｆＹ（ｙ）ｄｙ．

　　计算中会遇到两个难点：怎样找准ｚ轴上的分界点；积分限如何演

变．采用不等式组定限法或作图法均可化解这两个难点．
一般，若（Ｘ，Ｙ）～ｆ（ｘ，ｙ），Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的分布函数和密度函数

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ）＝ 
ｇ（ｘ，ｙ）≤ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，

ｆＺ（ｚ）＝ ｄ
ｄｚＦＺ（ｚ）＝ ｄ

ｄｚ
ｇ（ｘ，ｙ）≤ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

　　本章知识结构

二维随机变量

（Ｘ，Ｙ）的定义

（Ｘ，Ｙ）的分布函数
定义Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ）｛
性质

（Ｘ，Ｙ）的分类

离散型

定义

联合分布律

边缘分布
烅

烄

烆条件分布

连续型

定义

联合密度函数

边缘密度函数
烅

烄

烆

烅

烄

烆

条件密度函数

（Ｘ，Ｙ）的常见分布
二维均匀分布｛
二维正态分布

Ｘ，Ｙ 的独立性
离散型的判别｛
连续型的判别

Ｘ，Ｙ 的函数的分布

和的分布

极值分布烅
烄

烆

烅

烄

烆

一般函数分布
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Ａ　例题精解

　　【３１】　某电子显示牌第一排有２个灯管，第二排有３个灯管．令

Ｘ，Ｙ 分别表示在某一时段内第一排与第二排烧坏的灯管数，（Ｘ，Ｙ）的

联合分布律如下：

　　Ｙ
Ｘ　　

０ １ ２ ３

０ ０．１０ ０．１３ ０．０９ ０．０４

１ ０．１４ ０．１１ ０．０７ ０．０３

２ ０．１２ ０．１０ ０．０５ ０．０２

计算在该时段内下列事件的概率：
（１）第一排没有灯管烧坏；
（２）第一排与第二排烧坏的灯管数相等；
（３）第一排烧坏的灯管数不超过第二排烧坏的灯管数．
解　（１）由联合分布律得Ｘ 的边缘分布律

０ １ ２
０．３６ ０．３５ ０．（ ）２９

，

于是第一排没有灯管烧坏的概率

Ｐ（Ｘ＝０）＝０．３６．

　　（２）Ｐ（两排烧坏的灯管数相等）＝∑
２

ｉ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｉ）＝∑

２

ｉ＝０
ｐｉｉ

＝Ｐ００＋Ｐ１１＋Ｐ２２＝０．１０＋０．１１＋０．０５＝０．２６．
（３）用逆事件计算，所求概率

ｐ＝１－ｐ１０－ｐ２０－ｐ２１ ＝１－０．１４－０．１２－０．１０＝０．６４．

　　【３２】　某校新选出的学生会６名女委员中文、理、工科各占１
６
，

１
３
，１
２．现从中随机指定２人为学生会主席候选人．令Ｘ，Ｙ 分别为候选
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人来自文、理科的人数．求：
（１）（Ｘ，Ｙ）的联合分布律；
（２）（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ，Ｙ 的边缘分布律．
解　Ｘ 与Ｙ 的可能取值分别为０，１与０，１，２．
（１）由古典概型可求得联合概率

ｐ００ ＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｃ２
３

Ｃ２
６
＝ ３

１５
，

ｐ０１ ＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｃ１
２Ｃ１

３

Ｃ２
６

＝ ６
１５

，

ｐ０２ ＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝２）＝Ｃ２
２

Ｃ２
６
＝ １

１５
，

ｐ１０ ＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｃ１
１Ｃ１

３

Ｃ２
６

＝ ３
１５

，

ｐ１１ ＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｃ１
１Ｃ１

２

Ｃ２
６

＝ ２
１５

，

ｐ１２ ＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝２）＝０．
于是得（Ｘ，Ｙ）的联合分布律：

　　Ｙ
Ｘ　　

０ １ ２

０ ３
１５

６
１５

１
１５

１ ３
１５

２
１５ ０

　　（２）由联合分布律得边缘分布律

Ｘ～
０ １
２
３

烄

烆

烌

烎
１
３

，　Ｙ～
０ １ ２
６
１５

８
１５

１
烄

烆

烌

烎１５
．

　　点评　求联合概率一般有两种方法：

① 右典概型（仅适用于特殊场合）；

② 乘法公式（适用于一般场合）
·７７·



ｐｉｊ ＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｊ｜Ｘ＝ｉ）．
　　本题用方法①较为简便．若用②计算就稍嫌麻烦：

ｐ００＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０｜Ｘ＝０）

＝Ｃ２
５

Ｃ２
６

Ｃ２
３

Ｃ２
５
＝ ３

５．

　　【３３】　盒里１０个产品中有２个次品．每次从盒里任取一个产品，
共取２次．定义随机变量Ｘ，Ｙ 如下：

Ｘ＝
１　（第一次取出次品），
０　（第一次取出正品｛ ），　　Ｙ＝

１　（第二次取出次品），
０　（第二次取出正品）｛ ．

分别就以下两种情况求出（Ｘ，Ｙ）的联合分布律：（１）放回抽样；（２）不

放回抽样．
分析　本题放回抽样与不放回抽样的区别在于：放回抽样时，Ｘ

与Ｙ 是相互独立的，而不放回抽样时，Ｘ 与Ｙ 是不独立的．
解　（１）放回抽样：

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０）＝ ８
１０×８

１０＝０．６４，

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝０）＝ ２
１０×８

１０＝０．１６，

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝１）＝ ８
１０×２

１０＝０．１６，

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）＝ ２
１０×２

１０＝０．０４，

故（Ｘ，Ｙ）的联合分布律

　　Ｙ
Ｘ　　

０ １

０ ０．６４ ０．１６

１ ０．１６ ０．０４

　　（２）不放回抽样：

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｃ２
８

Ｃ２
１０

＝２８
４５

，
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Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｃ１
８Ｃ１

２

Ｃ２
１０

＝ ８
４５

，

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｃ１
２Ｃ１

８

Ｃ２
１０

＝ ８
４５

，

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｃ２
２

Ｃ２
１０

＝ １
４５

，

故（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为

　　Ｙ
Ｘ　　

０ １

０ ２８
４５

８
４５

１ ８
４５

１
４５

　　点评　由本题看到，抽样方式的不同会引起联合分布律的不同，但

未必引起边缘分布律的不同．不管抽样方式如何，边缘分布律都为

Ｂ（１，０．２），即

Ｘ～
０ １
０．８ ０．（ ）２

，　Ｙ～
０ １
０．８ ０．（ ）２

．

　　【３４】　考虑伯努利独立试验序列．设每次试验成功的概率为

ｐ（０＜ｐ＜１）．令Ｘ 表示第一次成功之前的失败次数，Ｙ 表示前两次成

功之间的失败次数．求（Ｘ，Ｙ）的联合分布律及边缘分布律．
解　事件 （Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）表示试验共进行了ｉ＋ｊ＋２次，其中第ｉ＋

１次和第ｉ＋ｊ＋２次是成功的，其余ｉ＋ｊ次试验都是失败的．由试验的

独立性可得（Ｘ，Ｙ）的联合分布律

Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＝ （１－ｐ）ｉｐ（１－ｐ）ｊｐ
＝ｐ２（１－ｐ）ｉ＋ｊ　（ｉ，ｊ＝０，１，２，…）．

Ｘ 的边缘分布律

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝ｐ（１－ｐ）ｉ　（ｉ＝０，１，２，…）．
Ｙ 的边缘分布律

Ｐ（Ｙ＝ｊ）＝ｐ（１－ｐ）ｊ　（ｊ＝０，１，２，…）．
·９７·



　　点评　分布律的表示法一般有三种：

① 表格形式（适用于随机变量取有限个值的情形）；

② 解析形式（经常采用的形式）；

③ 图像形式（最少采用的形式）．
【３５】　Ｘ 表示随机地在１～４的４个整数中取出的一个整数，Ｙ

表示在１～Ｘ 中随机地取出的一个整数．求（Ｘ，Ｙ）的联合分布．
解　方法１　（表格形式）
显然Ｐ（Ｘ＝ｋ，Ｙ＞ｋ）＝０，

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１｜Ｘ＝１）＝１
４×１＝１

４
，

Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝ｊ）＝Ｐ（Ｘ＝２）Ｐ（Ｙ＝ｊ｜Ｘ＝２）＝１
４×１

２＝１
８

（ｊ＝１，２），

Ｐ（Ｘ＝３，Ｙ＝ｌ）＝Ｐ（Ｘ＝３）Ｐ（Ｙ＝ｌ｜Ｘ＝３）＝１
４×１

３＝１
１２

（ｌ＝１，２，３），

Ｐ（Ｘ＝４，Ｙ＝ｍ）＝Ｐ（Ｘ＝４）Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝４）＝１
４×１

４＝１
１６

（ｍ＝１，２，３，４），
于是（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为

　　Ｙ
Ｘ　　

１ ２ ３ ４

１ １
４ ０ ０ ０

２ １
８

１
８ ０ ０

３ １
１２

１
１２

１
１２ ０

４ １
１６

１
１６

１
１６

１
１６

·０８·



　　方法２　（解析形式）

Ｐｉｊ ＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＝
１
４ｉ

（ｊ≤ｉ），

０ （ｊ＞ｉ
烅
烄

烆 ）
　（ｉ＝１，２，３，４）．

　　点评　两种方法各有优点．表格形式，直观明了；解析形式，结构严

谨，便于推理应用．

【３６】　设函数ｇ（ｘ）满足ｇ（ｘ）≥０，∫
＋∞

０
ｇ（ｘ）ｄｘ＝１．问二元函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｇ（ｘ２＋ｙ槡 ２）
π ｘ２＋ｙ槡 ２

（ｘ＞０，ｙ＞０），

０ （其他

烅
烄

烆 ），
能否成为某连续型随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数？

解　当ｘ＞０，ｙ＞０时，ｘ２＋ｙ槡 ２＞０，ｇ（ｘ２＋ｙ槡 ２）≥０，从而ｆ（ｘ，
ｙ）≥０，即ｆ（ｘ，ｙ）满足非负性．再看ｆ（ｘ，ｙ）是否满足归一性：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

０∫
＋∞

０

ｇ（ｘ２＋ｙ槡 ２）
π ｘ２＋ｙ槡 ２

ｄｘｄｙ

ｘ＝ｒｃｏｓθ
ｙ＝ｒｓｉｎ


θ

∫
π
２

０
ｄθ∫

＋∞

０

ｇ（ｒ）
πｒｒｄｒ

＝ １
２∫

＋∞

０
ｇ（ｒ）ｄｒ＝ １

２ ≠１，

归一性不满足，所以ｆ（ｘ，ｙ）不能成为（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数．
点评　显然二元函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｇ（ｘ２＋ｙ槡 ２）
π ｘ２＋ｙ槡 ２

（ｘ＞０，ｙ＞０），

０ （其他

烅
烄

烆 ）
可作为某连续型随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数，其中ｇ（ｘ）≥０且

∫
＋∞

０
ｇ（ｘ）ｄｘ＝１．

【３７】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｋ（６－ｘ－ｙ） （０＜ｘ＜２，２＜ｙ＜４），

０ （其他）｛ ．
·１８·



计算：（１）常数ｋ；　（２）Ｐ（Ｘ≤１，Ｙ≤３）；　（３）Ｐ（Ｘ≤１．５）；
（４）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤４）．

解　（１）由归一性可得

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

２

０∫
４

２
ｋ（６－ｘ－ｙ）ｄｙｄｘ＝ｋ∫

２

０
（６－２ｘ）ｄｘ

＝８ｋ＝１，

所以ｋ＝１
８．

（２）Ｐ（Ｘ≤１，Ｙ≤３）＝
ｘ≤１
ｙ≤３

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０∫
３

２

１
８
（６－ｘ－ｙ）ｄｙｄｘ

＝ １
８∫

１

０

７
２－（ ）ｘｄｘ＝ ３

８．

（３）方法１

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

４

２

１
８
（６－ｘ－ｙ）ｄｙ＝３

４－１
４ｘ

（０＜ｘ＜２），

０ （其他
烅
烄

烆 ），

Ｐ（Ｘ≤１．５）＝∫
１．５

－∞
ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

１．５

０

３
４－１

４（ ）ｘｄｘ＝２７
３２．

图３１

　　方法２

　　Ｐ（Ｘ≤１．５）＝
ｘ≤１．５

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１．５

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙｄｘ　　　　　　

＝∫
１．５

０∫
４

２

１
８
（６－ｘ－ｙ）ｄｙｄｘ

＝∫
１．５

０

３
４－１

４（ ）ｘｄｘ＝２７
３２．

　　（４）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤４）＝
ｘ＋ｙ≤４

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
２

０∫
４－ｘ

２

１
８
（６－ｘ－ｙ）ｄｙｄｘ

＝∫
２

０
６－４ｘ＋１

２ｘ（ ）２ ｄｘ＝ ２
３．

·２８·



　　点评　本题的概率计算都是二重积分的计算，而化二重积分为累

次积分的关键之处是找对每个积分的上、下限．下面将问题与解题方法

作一般归纳．

设（Ｘ，Ｙ）～ｆ（ｘ，ｙ）≠０　（（ｘ，ｙ）∈Ｇ），
＝０　（（ｘ，ｙ）Ｇ）｛ ．

则

图３２

Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝ （ｘ，ｙ）∈Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
ｘ２

ｘ１
ｄｘ∫

ｙ２（ｘ）

ｙ１（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

累次积分的积分区域是区域Ｄ 与Ｇ 的交

（见图３２）．化二重积分为累次积分还有

个积分次序的问题，即先积ｘ还是先积ｙ，
这要视具体题目而定．

【３８】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
８ｘｙ （０≤ｘ＜ｙ，０≤ｙ≤１），
０ （其他）｛ ．

　　（１）计算Ｐ（Ｘ＋Ｙ≥１），Ｐ（Ｘ＜０．５）；
（２）求边缘密度函数ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）．

解　（１）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≥１）＝
ｘ＋ｙ≥１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０．５
ｄｙ∫

ｙ

１－ｙ
８ｘｙｄｘ

＝ ５
６
（见图３３），

Ｐ（Ｘ＜０．５）＝
ｘ＜０．５

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
０．５

０
ｄｘ∫

１

ｘ
８ｘｙｄｙ

＝ ７
１６

（见图３４）．

·３８·



图３３
图３４

　　（２）ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

１

ｘ
８ｘｙｄｙ＝４ｘ－４ｘ３ （０≤ｘ＜１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

ｙ

０
８ｘｙｄｘ＝４ｙ３ （０≤ｙ＜１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
点评　若将题（１）中的两个二重积分的积分次序对调，则会增加计

算量，因为此时

Ｐ（Ｘ＋Ｙ≥１）＝∫
０．５

０
ｄｘ∫

１

１－ｘ
８ｘｙｄｙ＋∫

１

０．５
ｄｘ∫

１

ｘ
８ｘｙｄｙ，

Ｐ（Ｘ＜０．５）＝∫
０．５

０
ｄｙ∫

ｙ

０
８ｘｙｄｘ＋∫

１

０．５
ｄｙ∫

０．５

０
８ｘｙｄｘ．

　　【３９】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｋ（２－ ｘ２＋ｙ槡 ２） （ｘ２＋ｙ２ ≤４），
０ （其他）

烅
烄

烆 ．
求：（１）常数ｋ；

（２）（Ｘ，Ｙ）在以原点为圆心、以１为半径的圆域内取值的概率．
解　（１）由归一性可知

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

２π

０
ｄθ∫

２

０
ｋ（２－ｒ）ｒｄｒ＝ ８

３πｋ＝１，

解得ｋ＝３
８π．

·４８·



图３５

（２）Ｐ（Ｘ２＋Ｙ２＜１）＝ 
ｘ２＋ｙ２＜１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

０

３
８π

（２－ｒ）ｄｒ

＝ １
２
（见图３５）．

【３１０】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合

密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘ２＋１

３ｘｙ
（０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤２），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
计算　Ｐ（Ｘ＋Ｙ＜２）．

解　先求出累次积分的积分区域：
Ｄ∩Ｇ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＋ｙ＜２｝∩ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜２｝

＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜２－ｘ｝．
于是所求概率

Ｐ（Ｘ＋Ｙ＜２）＝
ｘ＋ｙ＜２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｄｘ∫

２－ｘ

０
ｘ２＋１

３ｘ（ ）ｙ ｄｙ

＝∫
１

０

２
３ｘ＋４

３ｘ
２－５

６ｘ（ ）３ ｄｘ

＝４１
７２≈０．５６９４．

图３６

　　【３１１】　设（Ｘ，Ｙ）在曲线ｙ＝ｘ２，ｙ＝４所

围成的区域Ｇ内（见图３６）服从均匀分布，求

边缘密度函数ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）．
解　区域Ｇ的面积

Ｓ＝
Ｇ

ｄｘｄｙ＝２∫
２

０
ｄｘ∫

４

ｘ２
ｄｙ

＝２∫
２

０
（４－ｘ２）ｄｘ＝３２

３
，

所以，（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

·５８·



ｆ（ｘ，ｙ）＝
３
３２

（－２＜ｘ＜２，ｘ２ ＜ｙ＜４），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

　　当｜ｘ｜≥２时，ｆ（ｘ，ｙ）＝０，故ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝０；

当｜ｘ｜＜２时，

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

４

ｘ２
３
３２ｄｙ＝ ３

３２
（４－ｘ２）．

从而

ｆＸ（ｘ）＝
３
３２

（４－ｘ２） （｜ｘ｜＜２），

０ （｜ｘ｜≥２）
烅
烄

烆 ．

　　当ｙ≤０或ｙ≥４时，ｆ（ｘ，ｙ）＝０，故ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝０；

当０＜ｙ＜４时，

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

槡ｙ

－槡ｙ

３
３２ｄｘ＝ ３

１６槡ｙ．

从而

ｆＹ（ｙ）＝
３
１６槡ｙ （０＜ｙ＜４），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　【３１２】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）在矩形域ａ≤ｘ≤ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ内服从

均匀分布．求：
（１）密度函数ｆ（ｘ，ｙ）和分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）；
（２）边缘密度函数ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）．
解　（１）矩形面积Ｓ＝（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ），故（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１

（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）
（ａ≤ｘ≤ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　由于ｆ（ｘ，ｙ）仅在矩形域ａ≤ｘ≤ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ内取非零值，过矩形

各顶点分别作与ｘ轴和ｙ 轴平行的直线，这４条直线将整个平面分成

９个区域，使Ｆ（ｘ，ｙ）取不同值的有５个区间，如图３７所示．
·６８·



图３７

① 当ｘ＜ａ或ｙ＜ｃ时，ｆ（ｘ，ｙ）＝０，
从而Ｆ（ｘ，ｙ）＝０；

② 当ａ≤ｘ≤ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ时，

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ

＝∫
ｘ

ａ∫
ｙ

ｃ

１
（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）ｄｖｄｕ

＝
（ｘ－ａ）（ｙ－ｃ）
（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）；

　　③ 当ａ≤ｘ≤ｂ，ｙ＞ｄ时，

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ＝∫

ｘ

ａ∫
ｄ

ｃ

１
（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）ｄｖｄｕ＝ｘ－ａ

ｂ－ａ
；

　　④ 当ｘ＞ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ时，

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ＝∫

ｂ

ａ∫
ｙ

ｃ

１
（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）ｄｖｄｕ＝ｙ－ｃ

ｄ－ｃ
；

　　⑤ 当ｘ＞ｂ，ｙ＞ｄ时，

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ＝∫

ｂ

ａ∫
ｄ

ｃ

１
（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）ｄｖｄｕ＝１．

综上所述，（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝

０ （ｘ＜ａ或ｙ＜ｃ），
（ｘ－ａ）（ｙ－ｃ）
（ｂ－ａ）（ｄ－ｃ）

（ａ≤ｘ≤ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ），

ｘ－ａ
ｂ－ａ

（ａ≤ｘ≤ｂ，ｙ＞ｄ），

ｙ－ｃ
ｄ－ｃ

（ｘ＞ｂ，ｃ≤ｙ≤ｄ），

１ （ｘ＞ｂ，ｙ＞ｄ）

烅

烄

烆 ．
　　（２）方法１

ＦＸ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，＋∞）＝

０ （ｘ＜ａ）
ｘ－ａ
ｂ－ａ

（ａ≤ｘ≤ｂ），

１ （ｘ＞ｂ

烅

烄

烆 ）；
·７８·



ｆＸ（ｘ）＝Ｆ′Ｘ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
（ａ≤ｘ≤ｂ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

ＦＹ（ｙ）＝Ｆ（＋∞，ｙ）＝

０ （ｙ＜ｃ）

ｙ－ｃ
ｄ－ｃ

（ｃ≤ｙ≤ｄ），

１ （ｙ＞ｄ

烅

烄

烆 ）；

ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝
１

ｄ－ｃ
（ｃ≤ｙ≤ｄ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　方法２

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝

１
ｂ－ａ

（ａ≤ｘ≤ｂ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝

１
ｄ－ｃ

（ｃ≤ｙ≤ｄ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　点评　已知分布函数求密度函数比较容易，反之不太容易．当密度

函数ｆ（ｘ，ｙ）为分段函数，即其取值因区域不同而不同时，必将导致分

布函数Ｆ（ｘ，ｙ）也为分段函数，且分段数多于前者．
Ｆ（ｘ，ｙ）的定义域为整个二维平面，如何分区域呢？首先在ｘＯｙ

平面上画出ｆ（ｘ，ｙ）取非零值的区域Ｇ．若Ｇ 是矩形域，再过矩形域的

各顶点分别作平行于ｘ轴和ｙ 轴的直线，这些直线将平面分成若干子

区域，在各个子区域内分别找出ｆ（ｘ，ｙ）的非零值区域．这一步相当于

确定了重积分化为累次积分时积分的上、下限．计算重积分便得Ｆ（ｘ，

ｙ）在各区域的表达式，最后加以综合即得联合分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）．
如果ｆ（ｘ，ｙ）取非零值的区域Ｇ 不是矩形域，则解题过程更复杂

一些，但基本思路与方法不变．
值得强调的是，使Ｆ（ｘ，ｙ）取不同值的子区域不管有几个（比如本

题的５个），这些子区域必须充满全平面而没有遗漏．
【３１３】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

·８８·



ｆ（ｘ，ｙ）＝
３ｘ （０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤ｘ），
０ （其他）｛ ．

　　（１）求边缘密度函数；
（２）Ｘ 与Ｙ 是否相互独立？

解　（１）当０≤ｘ≤１时

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

ｘ

０
３ｘｄｙ＝３ｘ２，

所以（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ 的边缘密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
３ｘ２ （０≤ｘ≤１），
０ （其他）｛ ．

　　当０≤ｙ≤１时

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

１

ｙ
３ｘｄｘ＝ ３

２
（１－ｙ２），

所以（Ｘ，Ｙ）关于Ｙ 的边缘密度函数

ｆＹ（ｙ）＝
３
２
（１－ｙ２） （０≤ｙ≤１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

　　（２）因为 ｆ（１，０）＝３≠３×３
２＝ｆＸ（１）ｆＹ（０），

所以Ｘ 与Ｙ 不相互独立．
【３１４】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
π２（ｘ２＋ｙ２＋ｘ２ｙ２＋１）　

（ｘ，ｙ∈ （－∞，＋∞））．

　　（１）求边缘密度函数；
（２）Ｘ 与Ｙ 是否相互独立？

解　（１）由边缘密度函数公式得

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

＋∞

－∞

１
π２（ｘ２＋ｙ２＋ｘ２ｙ２＋１）ｄｙ

＝ １
π（１＋ｘ２）∫

＋∞

－∞

１
π（１＋ｙ２）ｄｙ＝ １

π（１＋ｘ２）·１

＝ １
π（１＋ｘ２）　（ｘ∈ （－∞，＋∞））．

·９８·



同理可得

ｆＹ（ｙ）＝ １
π（１＋ｙ２）　（ｙ∈ （－∞，＋∞））．

　　（２）显然，任给（ｘ，ｙ）恒有ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ），所以Ｘ 与Ｙ 相

互独立．
【３１５】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，它们的密度函数分别为

ｆＸ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
（ａ＜ｘ＜ｂ），

０ （其他
烅
烄

烆 ），

ｆＹ（ｙ）＝
λｅ－λｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０｛ ），

其中λ＞０为常数．求（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数及Ｐ（Ｘ≥Ｙ）．
解　由于Ｘ 与Ｙ 相互独立，故（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
λｅ－λｙ

ｂ－ａ
（ａ＜ｘ＜ｂ，ｙ＞０），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　（１）当ｂ≤０时，使ｆ（ｘ，ｙ）取非零值的区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜ａ＜ｘ＜ｂ，

ｙ＞０｝与区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ≥ｙ｝的交集是空集（见图３８），所以

Ｐ（Ｘ≥Ｙ）＝
ｘ≥ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝０．

图３８ 图３９
（２）当ａ＜０＜ｂ时（见图３９）

Ｇ∩Ｄ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜ｂ，０＜ｙ≤ｘ｝，
从而

·０９·



Ｐ（Ｘ≥Ｙ）＝
ｘ≥ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ｂ

０
ｄｘ∫

ｘ

０

λｅ－λｙ

ｂ－ａｄｙ

＝ １
ｂ－ａ∫

ｂ

０
（１－ｅ－λｘ）ｄｘ＝λｂ＋ｅ－λｂ－１

（ｂ－ａ）λ

＝１＋λａ＋ｅ－λｂ－１
（ｂ－ａ）λ ．

图３１０

　　（３）当０≤ａ＜ｂ时（见图３１０）
Ｇ∩Ｄ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ａ＜ｘ＜ｂ，０＜ｙ≤ｘ｝，

Ｐ（Ｘ≥Ｙ）＝
ｘ≥ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
ｂ

ａ
ｄｘ∫

ｘ

０

λｅ－λｙ

ｂ－ａｄｙ

＝ １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
（１－ｅ－λｘ）ｄｘ

＝１＋ｅ－λｂ－ｅ－λａ

（ｂ－ａ）λ．

综上所述，可得

Ｐ（Ｘ≥Ｙ）＝

０ （ｂ≤０）

１＋ａλ＋ｅ－λｂ－１
（ｂ－ａ）λ

（ａ＜０＜ｂ），

１＋ｅ－λｂ－ｅ－λａ

（ｂ－ａ）λ
（０≤ａ＜ｂ）

烅

烄

烆 ．

　　点评　本题最常见的一种误解是未对ａ，ｂ的正负性进行讨论，而

直接求得Ｐ（Ｘ≥Ｙ）＝∫
ｂ

ａ
ｄｘ∫

ｘ

０

λｅ－λｙ

ｂ－ａｄｙ＝１＋ｅ－λｂ－ｅ－λａ

（ｂ－ａ）λ．事实上这样

求解心中已默认０≤ａ＜ｂ，但是题中的ａ，ｂ并未指定是正数．即使都是

负的，其定义的ｆＸ（ｘ）以及要求的ｆ（ｘ，ｙ）都存在且有意义．所以正确

求解必须按题解中的三种情况讨论．
【３１６】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１　（０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ），
０　（其他）｛ ．

　　（１）求条件密度函数ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ），ｆＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ）；
·１９·



（２）Ｘ 与Ｙ 是否相互独立？

解　（１）先求边缘密度函数，再根据公式求条件密度函数．

当０＜ｘ＜１时，ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

ｘ

－ｘ
ｄｙ＝２ｘ，从而

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ （０＜ｘ＜１），
０ （其他）｛ ．

　　当｜ｙ｜＜１时，ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

１

｜ｙ｜
ｄｘ＝１－｜ｙ｜，从而

ｆＹ（ｙ）＝
１－｜ｙ｜ （｜ｙ｜＜１），

０ （｜ｙ｜≥１）｛ ．
于是当｜ｙ｜＜１时

ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＹ（ｙ）＝

１
１－｜ｙ｜

（｜ｙ｜＜ｘ＜１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　当０＜ｘ＜１时

ｆＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＸ（ｘ）＝

１
２ｘ

（｜ｙ｜＜ｘ），

０ （｜ｙ｜≥ｘ）
烅
烄

烆 ．
　　（２）因为ｆ（０．５，０．２）＝１≠１×０．８＝ｆＸ（０．５）ｆＹ（０．２），所以Ｘ 与

Ｙ 不相互独立．
【３１７】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，且都服从参数为１的指数

分布，求（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数及条件密度函数ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）．
解　由题设知

ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ （ｘ≥０），
０ （ｘ＜０｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ （ｙ≥０），
０ （ｙ＜０）｛ ．

又因Ｘ 与Ｙ 相互独立，可得（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－（ｘ＋ｙ） （ｘ≥０，ｙ≥０），

０ （其他）｛ ．
Ｘ 的条件密度函数（当ｙ≥０时）
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ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＹ（ｙ）＝

ｅ－ｘ （ｘ≥０），
０ （ｘ＜０）｛ ．

　　点评　① 由于Ｘ 与Ｙ 相互独立，条件密度函数就是无条件密度

函数，故当ｙ≥０时

ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ （ｘ≥０），
０ （ｘ＜０）｛ ．

　　②Ｘ 的条件密度函数仍是一元函数，故不能写成

ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝
ｅ－ｘ （ｘ≥０，ｙ≥０），
０ （其他）｛ ．

　　【３１８】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２１
４ｘ２ｙ （ｘ２ ≤ｙ≤１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

求：（１）条件密度函数ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ），并写出Ｙ＝１
２

时 Ｘ 的条件密度

函数；

（２）条件密度函数ｆＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ），并写出 Ｘ＝１
３

时Ｙ 的条件密度

函数；

（３）ＰＹ≥３
４ Ｘ＝（ ）１

２ ．

解　当－１≤ｘ≤１时

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

１

ｘ２
２１
４ｘ２ｙｄｙ＝２１

８ｘ２（１－ｘ４）；

　　当０≤ｙ≤１时

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

槡ｙ

－槡ｙ

２１
４ｘ２ｙｄｘ＝ ７

２ｙ
５
２．

　　（１）当０＜ｙ≤１时

ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＹ（ｙ）＝

３
２ｘ

２ｙ－３
２ （－槡ｙ＜ｘ＜槡ｙ），

０ （其他
烅
烄

烆 ）；
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ｆＸ｜Ｙ ｘ｜ｙ＝（ ）１
２ ＝

槡３ ２ｘ２ －１
槡２

＜ｘ＜ １
槡（ ）２

，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
　　（２）当－１＜ｘ＜１时

ｆＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＸ（ｘ）＝

２ｙ
１－ｘ４ （ｘ２ ＜ｙ＜１），

０ （其他
烅
烄

烆 ）；

ｆＹ｜Ｘ ｙ｜ｘ＝（ ）１
３ ＝

８１
４０ｙ

１
９ ＜ｙ＜（ ）１ ，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

　　（３）ｆＹ｜Ｘ ｙ｜ｘ＝（ ）１
２ ＝

３２
１５ｙ

１
４ ＜ｙ＜（ ）１ ，

０ （其他
烅
烄

烆 ），
则

ＰＹ≥ ３
４ Ｘ＝（ ）１

２ ＝∫
ｙ≥３

４

ｆＹ｜Ｘ ｙ｜ｘ＝（ ）１
２ ｄｙ＝∫

１

３
４

３２
１５ｙｄｙ＝ ７

１５．

　　【３１９】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ 在区间（０，１）上服从均

匀分布，Ｙ 服从参数为１
２

的指数分布．求：

（１）（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数；
（２）方程ｘ２＋２ｘＸ＋Ｙ＝０关于ｘ有实根的概率．
解　（１）由题设知

ｆＸ（ｘ）＝
１　（０＜ｘ＜１），
０　（其他｛ ）；

ｆＹ（ｙ）＝
１
２ｅ

－１
２ｙ （ｙ＞０），

０ （ｙ≤０）
烅
烄

烆 ．
又因Ｘ 与Ｙ 相互独立，可得（Ｘ，Ｙ）的联合密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
２ｅ

－１
２ｙ （０＜ｘ＜１，ｙ＞０），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
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　　（２）方程有实根，故Δ＝４Ｘ２－４Ｙ≥０，即Ｘ２≥Ｙ，

Ｐ（方程有实根）＝Ｐ（Ｘ２ ≥Ｙ）＝
ｘ２≥ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ２

０

１
２ｅ

－１
２ｙｄｙ

＝∫
１

０
１－ｅ－ｘ２

（ ）２ ｄｘ＝１－ ２槡π∫
１

０

１
２槡π

ｅ－ｘ２
２ｄｘ

＝１－ ２槡π［Φ（１）－Φ（０）］

≈０．１４４５．
　　【３２０】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布律如下表所示：

　　Ｘ
Ｙ　　

１ ２ ３

１ １
６

１
９

１
１８

２ １
３ α β

问表中α，β取什么值时Ｘ 与Ｙ 相互独立？

解　方法１　要使Ｘ，Ｙ 独立，必有Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝２）·

Ｐ（Ｙ＝１），即１
９＝ １

９＋（ ）α １
６＋１

９＋１（ ）１８
，解得α＝２

９．再由分布律的归

一性得α＋β＝１－１
３－１

６－１
９－１

１８＝１
３
，解得β＝１

９．

所以当α＝２
９
，β＝１

９
时，Ｘ 与Ｙ 相互独立．

方法２　Ｘ 与Ｙ 相互独立联合概率矩阵秩为１．

要使联合概率矩阵

１
６

１
９

１
１８

１
３ α

烄

烆

烌

烎β
秩为１，只需任两行（或列）对应

元素成比例．由第一列可见，第一行与第二行之比为１∶２，所以ａ＝２
９
，

β＝１
９

时，矩阵秩为１，从而保证Ｘ 与Ｙ 相互独立．
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点评　方法１是一般教科书上介绍的，方法２由于是新提出的，故

在目前的教科书上未曾见过．它用线性代数的知识解决概率论中的问

题，其特点是运算简便．如对本题，几乎是看一眼，就能说出答案．
方法２的提出者是上海交通大学数学系张跃辉教授，其论文发表

在《海南大学学报》上（１９９９年１２月第４期）．
【３２１】　设随机变量Ｘ 和Ｙ 相互独立，且Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），Ｙ～Ｂ（ｎ，

ｐ）．证明：Ｚ＝Ｘ＋Ｙ～Ｂ（２ｎ，ｐ）．
证　由题设知Ｘ 与Ｙ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝Ｃｉ
ｎｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ　（ｉ＝０，１，２，…，ｎ），

Ｐ（Ｙ＝ｊ）＝Ｃｊ
ｎｐｊ（１－ｐ）ｎ－ｊ　（ｊ＝０，１，２，…，ｎ）．

由Ｘ 与Ｙ 的独立性可得

Ｐ（Ｚ＝ｋ）＝Ｐ（Ｘ＋Ｙ＝ｋ）＝∑
ｋ

ｍ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｍ，Ｙ＝ｋ－ｍ）

＝∑
ｋ

ｍ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｍ）Ｐ（Ｙ＝ｋ－ｍ）

＝∑
ｋ

ｍ＝０
Ｃｍ

ｎｐｍ（１－ｐ）ｎ－ｍＣｋ－ｍ
ｎ ｐｋ－ｍ（１－ｐ）ｎ－ｋ＋ｍ

＝ｐｋ（１－ｐ）２ｎ－ｋ∑
ｋ

ｍ＝０
Ｃｍ

ｎＣｋ－ｍ
ｎ

＝Ｃｋ
２ｎｐｋ（１－ｐ）２ｎ－ｋ　（ｋ＝０，１，２，…，２ｎ）．

此即表示Ｚ＝Ｘ＋Ｙ～Ｂ（２ｎ，ｐ）．
点评　本题证明中有两个关键之处：

（１）Ｐ（Ｘ＋Ｙ ＝ｋ）＝∑
ｋ

ｍ＝０
Ｐ（Ｘ ＝ｍ，Ｙ ＝ｋ－ｍ）．事实上，事件

（Ｘ＋Ｙ＝ｋ）与∪
ｋ

ｍ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｍ，Ｙ＝ｋ－ｍ）等价，后者是ｋ＋１个两两互不相

容事件之并．

（２）∑
ｋ

ｍ＝０
Ｃｍ

ｎＣｋ－ｍ
ｎ ＝Ｃｋ

２ｎ．这是组合恒等式．

本题的结论告诉我们，二项分布在独立的条件下具有可加性［设两
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个独立的随机变量服从同一分布（参数可以不同），若它们的和仍服从

同一分布，则称此分布具有可加性］．
相仿可以证明更一般的结论：
若随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，其分布律分别如下：

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝ｐ（ｉ）　（ｉ＝０，１，２，…），
Ｐ（Ｙ＝ｊ）＝ｑ（ｊ）　（ｊ＝０，１，２，…），

则Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的分布律

Ｐ（Ｚ＝ｋ）＝∑
ｋ

ｍ＝０
ｐ（ｍ）ｑ（ｋ－ｍ）　（ｋ＝０，１，２，…）．

　　上式称为离散型卷积公式，专门用于求独立的离散型随机变量和

的分布．
【３２２】　设随机变量 Ｘ，Ｙ 相互独立，且 Ｘ～π（λ），Ｙ～π（μ），求

Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的分布律．
解　由题设知

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝λｉ

ｉ！ｅ
－λ ＝ｐ（ｉ）　（ｉ＝０，１，２，…）．

Ｐ（Ｙ＝ｊ）＝μｊ

ｊ！ｅ
－μ ＝ｑ（ｊ）　（ｊ＝０，１，２，…）．

由上述卷积公式可得Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的分布律

Ｐ（Ｚ＝ｋ）＝∑
ｋ

ｍ＝０
ｐ（ｍ）ｑ（ｋ－ｍ）＝∑

ｋ

ｍ＝０

λｍ

ｍ！ｅ
－λ μｋ－ｍ

（ｋ－ｍ）！ｅ
－μ

＝ｅ－（λ＋μ）

ｋ！ ∑
ｋ

ｍ＝０

ｋ！

ｍ！（ｋ－ｍ）！λ
ｍμｋ－ｍ

＝
（λ＋μ）ｋ
ｋ！ ｅ－（λ＋μ）　（ｋ＝０，１，２，…）．

　　点评　由本题结论得如下命题：
若Ｘ～π（λ），Ｙ～π（μ），且Ｘ 与Ｙ 相互独立，则Ｘ＋Ｙ～π（λ＋μ）．

即泊松分布具有可加性．
【３２３】　设Ｘ～Ｅ（１），Ｙ～Ｅ（１），且Ｘ，Ｙ 相互独立．求随机变量

Ｚ＝Ｘ＋Ｙ的密度函数．
解　由题设可知Ｘ，Ｙ 的密度函数
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ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０｛ ）；

ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０）｛ ．

由于Ｘ，Ｙ 相互独立，故可用卷积公式计算，即有

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ．

上式被积函数不为零的区域为
ｘ＞０，
ｚ－ｘ＞０｛ ，

即０＜ｘ＜ｚ．

当ｚ≤０时，ｆＺ（ｚ）＝０，

当ｚ＞０时，ｆＺ（ｚ）＝∫
ｚ

０
ｅ－ｘｅ－（ｚ－ｘ）ｄｘ＝∫

ｚ

０
ｅ－ｚｄｘ＝ｚｅ－ｚ，

所以Ｚ的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝
ｚｅ－ｚ （ｚ＞０），
０ （ｚ≤０）｛ ．

　　点评　显然Ｚ不再服从指数分布，所以指数分布不具有可加性．
【３２４】　设Ｘ～Ｕ（０，１），Ｙ～Ｅ（１），且Ｘ，Ｙ 相互独立．求随机变

量Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数．
解　由题设可知Ｘ，Ｙ 的密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
１　（０＜ｘ＜１），
０　（其他｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０）｛ ．

由于Ｘ，Ｙ 相互独立，故可用卷积公式计算，即有

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ． （）

上式被积函数不为零的区域为
０＜ｘ＜１，
ｚ－ｘ＞０｛ ，

即
０＜ｘ＜１，
ｘ＜ｚ｛ ．

由上面不等式组边边相等得ｚ轴上的分界点ｚ＝０与ｚ＝１，它们

将ｚ轴分成三段：

① 当ｚ＜０时，不等式组无解，ｆＺ（ｚ）＝０．
·８９·



② 当０≤ｚ≤１时，不等式组解为０＜ｘ＜ｚ，此即为（）式积分具

体计算时积分的上、下限．

ｆＺ（ｚ）＝∫
ｚ

０
１·ｅ－（ｚ－ｘ）ｄｘ＝ｅ－ｚ∫

ｚ

０
ｅｘｄｘ＝１－ｅ－ｚ．

　　③ 当ｚ＞１时，不等式组的解为０＜ｘ＜１，于是

ｆＺ（ｚ）＝∫
１

０
ｅ－（ｚ－ｘ）ｄｘ＝ｅ－ｚ∫

１

０
ｅｘｄｘ＝ （ｅ－１）ｅ－ｚ．

所以ｚ的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝
０ （ｚ＜０），

１－ｅ－ｚ （０≤ｚ≤１），
（ｅ－１）ｅ－ｚ （ｚ＞１）

烅
烄

烆 ．
　　点评　求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的分布密度既是本章中的要点之一，也是本

章中的难点．所谓难点有两个：一是找准ｚ轴上的分界点；二是化重积

分为累次积分时积分限如何确定，或是按卷积公式计算时积分限如何

演变．在题３２３和３２４中都采用了不等式组定限法，化解了这两个难

点．当然采用作图法也可解决这两个难点，由于一般教科书都有此介

绍，这里不再赘述．
【３２５】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－（ｘ＋２ｙ） （ｘ＞０，ｙ＞０），

０ （其他）｛ ．
求随机变量Ｚ＝Ｘ－２Ｙ 的密度函数．

分析　本题中的联合密度函数为可分离变量，即当ｘ＞０，ｙ＞
０时，

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｅ－ｘ·２ｅ－２ｙ，
故Ｘ，Ｙ 相互独立，满足使用卷积公式的条件之一，但Ｙ 的系数是－２
不是１，所以不能直接用卷积公式．下面将卷积公式予以推广：

① 若（Ｘ，Ｙ）～ｆ（ｘ，ｙ），则Ｚ＝ａＸ＋ｂＹ（ａ≠０，ｂ≠０）的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝ １
｜ｂ｜∫

＋∞

－∞
ｆｘ，ｚ－ａｘ（ ）ｂ ｄｘ＝ １

｜ａ｜∫
＋∞

－∞
ｆｚ－ｂｙ

ａ
，（ ）ｙｄｙ．

　　② 若 Ｘ～ｆＸ（ｘ），Ｙ～ｆＹ（ｙ），且 Ｘ，Ｙ 相互独立，则Ｚ＝ａＸ＋
ｂＹ（ａ≠０，ｂ≠０）的密度函数

·９９·



ｆＺ（ｚ）＝ １
｜ｂ｜∫

＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ

ｚ－ａｘ（ ）ｂ ｄｘ

＝ １
｜ａ｜∫

＋∞

－∞
ｆＸ

ｚ－ｂｙ（ ）ａ ｆＹ（ｙ）ｄｙ．

　　解　由联合密度函数易得边缘密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
２ｅ－２ｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０）｛ ．

显然Ｘ，Ｙ 相互独立，由推广的卷积公式可得

ｆＺ（ｚ）＝ １
２∫

＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ

ｘ－ｚ（ ）ｚ ｄｘ．

上式被积函数不为零的区域
ｘ＞０，
ｘ－ｚ
２ ＞０

烅
烄

烆 ，
即

ｘ＞０，
ｘ＞ｚ｛ ．

由此得ｚ轴上一个分

界点ｚ＝０．
① 当ｚ＜０时，不等式组的解为ｘ＞０，于是

ｆＺ（ｚ）＝ １
２∫

＋∞

０
ｅ－ｘ·２ｅ－（ｘ－ｚ）ｄｘ＝ １

２ｅ
ｚ∫

＋∞

０
２ｅ－２ｘｄｘ＝ １

２ｅ
ｚ．

　　② 当ｚ≥０时，不等式组的解为ｘ＞ｚ，于是

ｆＺ（ｚ）＝ １
２∫

＋∞

ｚ
ｅ－ｘ·２ｅ－（ｘ－ｚ）ｄｘ＝ １

２ｅ
ｚ∫

＋∞

ｚ
２ｅ－２ｘｄｘ＝ １

２ｅ
－ｚ．

所以Ｚ的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝

１
２ｅ

ｚ （ｚ＜０），

１
２ｅ

－ｚ （ｚ≥０）
烅

烄

烆 ．

　　点评　本题也可利用分布函数法求解，即先求出ＦＺ（ｚ），再求导得

ｆＺ（ｚ），但此法计算过程会冗长一些．
【３２６】　设Ｘ 与Ｙ 是两个相互独立的随机变量，它们服从同一分

布，其密度函数
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ｆ（ｔ）＝
１０００
ｔ２ （ｔ＞１０００），

０ （ｔ≤１０００）
烅
烄

烆 ．

求随机变量Ｚ＝Ｘ
Ｙ

的密度函数．

解　方法１　（分布函数法）
由题设可知，（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
１０００
ｘ（ ）ｙ

２
（ｘ＞１０００，ｙ＞１０００），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

　　当ｚ≤０时，显然有ＦＺ（ｚ）＝０；
当０＜ｚ＜１时，

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ Ｘ
Ｙ ≤（ ）ｚ ＝

ｘ
ｚ≤ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

１０００
ｄｘ∫

＋∞

ｘ
ｚ

１０００
ｘ（ ）ｙ

２

ｄｙ

＝∫
＋∞

１０００

１０００２ｚ
ｘ３ ｄｘ＝ １

２ｚ
；

　　当ｚ≥１时，

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ Ｘ
Ｙ ≤（ ）ｚ ＝

ｘ≤ｙｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

１０００
ｄｙ∫

ｙｚ

１０００

１０００
ｘ（ ）ｙ

２

ｄｘ

＝∫
＋∞

１０００

１０００
ｙ２ １－１０００

ｙ（ ）ｚ ｄｙ＝１－１
２ｚ．

于是

ＦＺ（ｚ）＝

０ （ｚ≤０），
１
２ｚ

（０＜ｚ＜１），

１－１
２ｚ

（ｚ≥１）

烅

烄

烆 ．
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所以Ｚ＝Ｘ
Ｙ

的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝

０ （ｚ≤０），
１
２

（０＜ｚ＜１），

１
２ｚ２ （ｚ≥１）

烅

烄

烆 ．

　　方法２　（公式法）

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
｜ｙ｜ｆ（ｙｚ，ｙ）ｄｙ


独立

∫
＋∞

－∞
｜ｙ｜ｆＸ（ｙｚ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ　（推导见后面）．

　　上式被积函数不为零的区域为
ｙｚ＞１０００，

ｙ＞１０００｛ ，
即

ｙ＞１０００
ｚ

，

ｙ＞１０００
烅
烄

烆 ．
显然ｚ＝

０为ｚ轴的一个分界点，令１０００
ｚ ＝１０００得ｚ轴上另一个分界点ｚ＝１．

当ｚ≤０时，不等式组无解，ｆＺ（ｚ）＝０；

当０＜ｚ＜１时，不等式组的解为ｙ＞１０００
ｚ

，于是

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

１０００
ｚ
ｙ１０００

ｙ２ｚ２
１０００
ｙ２ ｄｙ＝１０００２

ｚ２∫
＋∞

１０００
ｚ

１
ｙ３ｄｙ＝ １

２
；

　　当ｚ≥１时，不等式组的解为ｙ＞１０００，于是

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

１０００

１０００２

ｚ２ｙ３ｄｙ＝ １
２ｚ２．

所以Ｚ＝Ｘ
Ｙ

的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝

０ （ｚ≤０），
１
２

（０＜ｚ＜１），

１
２ｚ２ （ｚ≥１）

烅

烄

烆 ．

　　关于两个随机变量商的密度函数公式的推导：
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设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数为ｆ（ｘ，ｙ），引入新的二维随机

变量（Ｚ，Ｖ），其联合密度函数记为ｇ（ｚ，ｖ）．新老随机变量的关系是Ｚ＝
Ｘ
Ｙ

，Ｖ＝Ｙ，即有

ｚ＝ｘ
ｙ

，

ｖ＝ｙ
烅
烄

烆 ，


ｘ＝ｚｖ，

ｙ＝ｖ｛ ．

其雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）行列式

Ｊ＝

（ｚｖ）
ｚ

（ｚｖ）
ｖ

（ｖ）
ｚ

（ｖ）
ｖ

＝
ｖ ｚ
０ １

＝ｖ，

于是

ｇ（ｚ，ｖ）＝ｆ（ｘ，ｙ）｜Ｊ｜＝ｆ（ｚｖ，ｖ）｜ｖ｜

则Ｚ＝Ｘ
Ｙ

的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｇ（ｚ，ｖ）ｄｖ＝∫

＋∞

－∞
ｆ（ｚｖ，ｖ）｜ｖ｜ｄｖ．

　　注：由Ｚ的分布函数出发亦可推导出上述公式，只是推导过程稍

微复杂些．
【３２７】　有一射手向某靶射击，设靶心坐标为原点，而弹着点坐

标为（Ｘ，Ｙ），且服从正态分布，密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ２ｅ

－ｘ２＋ｙ２

２σ２ ．

求弹着点与靶心距离Ｚ＝ Ｘ２＋Ｙ槡 ２的分布函数和密度函数．
解　由于ｚ是非负的，故当ｚ＜０时，分布函数ＦＺ（ｚ）＝０．
当ｚ＞０时，分布函数

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（ Ｘ２＋Ｙ槡 ２ ≤ｚ）

＝ 
ｘ２＋ｙ槡 ２≤ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝ 
ｘ２＋ｙ槡 ２≤ｚ

１
２πσ２ｅ

－ｘ２＋ｙ２

２σ２ ｄｘｄｙ，

采用极坐标计算二重积分，求ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，则雅可比行列式
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Ｊ＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ

－ｒｓｉｎθ ｒｃｏｓθ
＝ｒ，　ｄｘｄｙ＝ｒｄｒｄθ．于是

ＦＺ（ｚ）＝∫
２π

０
ｄθ∫

ｚ

０

１
２πσ２ｅ

－ｒ２

２σ２ｒｄｒ＝ １
σ２∫

ｚ

０
ｅ－ｚ２

２σ２ｒｄｒ

＝１－ｅ－ｚ２

２σ２．
所求分布函数

ＦＺ（ｚ）＝ １－ｅ－ｚ２

２σ２ （ｚ≥０），
０ （ｚ＜０

烅
烄

烆 ）；
密度函数

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝
ｚ
σ２ｅ

－ｚ２

２σ２ （ｚ≥０），

０ （ｚ＜０）
烅
烄

烆 ．
　　注：称Ｚ服从参数为σ（＞０）的瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ）分布．

【３２８】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从［０，１］区间上的均

匀分布．求：
（１）Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的密度函数ｆＺ（ｚ）；
（２）Ｗ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的密度函数ｆＷ（ｗ）．
解　Ｘ，Ｙ 的分布函数和密度函数均为

Ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜０），
ｘ （０≤ｘ≤１），
１ （ｘ＞１

烅
烄

烆 ），

ｆ（ｘ）＝
１ （０≤ｘ≤１），
０ （其他）｛ ．

　　（１）Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布函数ＦＺ（ｚ）＝［Ｆ（ｚ）］２，于是Ｚ的密度

函数

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝２Ｆ（ｚ）ｆ（ｚ）＝
２ｚ （０≤ｚ≤１），
０ （其他）｛ ．

　　（２）Ｗ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数ＦＷ（ｗ）＝１－［１－Ｆ（ｗ）］２，于是

Ｗ 的密度函数
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ｆＷ（ｗ）＝Ｆ′Ｗ（ｗ）＝２［１－Ｆ（ｗ）］ｆ（ｗ）＝
２（１－ｗ） （０≤ｗ≤１），

０ （其他）｛ ．
　　【３２９】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下表所示：

　　Ｙ
Ｘ　　

－１ ０ １

１ ０．１ ０．１ ０．２

２ ０．３ ０ ０．３

试求：（１）Ｐ（Ｙ＝０｜Ｘ＝１）；
（２）在Ｙ＝－１的条件下，Ｘ 的条件分布律；
（３）Ｚ＝２Ｘ－Ｙ 的分布律；
（４）Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）和Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布律．

解　（１）Ｐ（Ｙ＝０｜Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）
Ｐ（Ｘ＝１） ＝ ０．１

０．１＋０．１＋０．２＝０．２５．

（２）Ｐ（Ｘ＝１｜Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝－１）
Ｐ（Ｙ＝－１） ＝ ０．１

０．１＋０．３＝０．２５，

Ｐ（Ｘ＝２｜Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝－１）
Ｐ（Ｙ＝－１） ＝ ０．３

０．１＋０．３＝０．７５，

故所求条件分布律如下表所示：

Ｘ｜Ｙ＝－１ １ ２

ｐｋ ０．２５ ０．７５

　　（３）

（Ｘ，Ｙ） （１，－１） （１，０） （１，１） （２，－１） （２，０） （２，１）

Ｚ＝２Ｘ－Ｙ ３ ２ １ ５ ４ ３
ｐｉｊ ０．１ ０．１ ０．２ ０．３ ０ ０．３

所求分布律

Ｚ～
１ ２ ３ ５
０．２ ０．１ ０．４ ０．（ ）３

．

　　（４）Ｐ（Ｕ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ
·５０１·



＝１）＝０．１＋０．１＋０．２＝０．４，

Ｐ（Ｕ＝２）＝Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ
＝１）＝０．３＋０＋０．３＝０．６，

所以Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律

Ｕ ～
１ ２
０．４ ０．（ ）６

．

Ｐ（Ｖ ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝－１）

＝０．１＋０．３＝０．４，
Ｐ（Ｖ ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝０）

＝０．１＋０＝０．１，
Ｐ（Ｖ ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝１）

＝０．２＋０．３＝０．５，
所以Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布律

Ｖ ～
－１ ０ １
０．４ ０．１ ０．（ ）５

．

　　【３３０】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，且都服从（０１）分布，

Ｐ（Ｘｉ＝ｋ）＝ｐｋｑ１－ｋ　（ｋ＝０．１，０＜ｐ＝１－ｑ＜１；ｉ＝１，２，…，ｎ），

证明：Ｚｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 服从二项分布Ｂ（ｎ，ｐ）．

分析　由于ｎ是自然数，故可用数学归纳法证明．
证　当ｍ＝１时，（０－１）分布即Ｂ（１，ｐ）分布．
假设当ｍ＝ｎ－１时，结论成立，即

Ｚｎ－１ ＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｂ（ｎ－１，ｐ）为真．

下面证明ｍ＝ｎ时，结论也成立．

Ｚｎ ＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｘｉ＋Ｘｎ ＝Ｚｎ－１＋Ｘｎ，

其中Ｚｎ－１～Ｂ（ｎ－１，ｐ），Ｘｎ～Ｂ（１，ｐ），且Ｚｎ－１与Ｘｎ 相互独立．
当ｊ＝０时

Ｐ（Ｚｎ ＝０）＝Ｐ（Ｚｎ－１ ＝０，Ｘｎ ＝０）＝Ｐ（Ｚｎ－１ ＝０）Ｐ（Ｘｎ ＝０）
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＝ｑｎ－１ｑ＝ｑｎ．
　　当ｊ＝１，２，…，ｎ时

Ｐ（Ｚｎ ＝ｊ）＝Ｐ（（Ｚｎ－１ ＝ｊ，Ｘｎ ＝０）∪ （Ｚｎ－１ ＝ｊ－１，Ｘｎ ＝１））

＝Ｐ（Ｚｎ－１ ＝ｊ）Ｐ（Ｘｎ ＝０）＋Ｐ（Ｚｎ－１ ＝ｊ－１）Ｐ（Ｘｎ ＝１）

＝Ｃｊ
ｎ－１ｐｊｑｎ－１－ｊｑ＋Ｃｊ－１

ｎ－１ｐｊ－１ｑｎ－１－（ｊ－１）ｐ
＝ （Ｃｊ

ｎ－１＋Ｃｊ－１
ｎ－１）ｐｊｑｎ－ｊ

＝Ｃｊ
ｎｐｊｑｎ－ｊ．

故当ｍ＝ｎ时，Ｚｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｂ（ｎ，ｐ）．

【３３１】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下

表所示：

　　Ｙ
Ｘ　　

ｙ１ ｙ２

ｘ１ ｐ１１ ｐ１２

ｘ２ ｐ２１ ｐ２２

证明：ｐ１１ｐ２２＝ｐ１２ｐ２１．
证　方法１　（利用定义）
因为Ｘ 与Ｙ 相互独立，所以ｐｉｊ＝ｐｉ·ｐ·ｊ　（ｉ，ｊ＝１，２）．由（Ｘ，Ｙ）的

联合分布律得Ｘ 和Ｙ 的边缘分布律

Ｘ～
ｘ１ ｘ２

ｐ１１＋ｐ１２ ｐ２１＋ｐ
烄
烆

烌
烎２２

，　Ｙ～
ｙ１ ｙ２

ｐ１１＋ｐ２１ ｐ１２＋ｐ
烄
烆

烌
烎２２

，

于是

ｐ１１ｐ１２＝ ［（ｐ１１＋ｐ１２）（ｐ１１＋ｐ２１）］［（ｐ２１＋ｐ２２）（ｐ１２＋ｐ２２）］

＝ ［（ｐ１１＋ｐ１２）（ｐ１２＋ｐ２２）］［（ｐ２１＋ｐ２２）（ｐ１１＋ｐ２２）］＝ｐ１２ｐ２１．
　　方法２　（利用命题）

Ｘ 与Ｙ 相互独立  联合分布矩阵秩为１
 联合分布矩阵两列向量对应分量成比例

ｐ１１

ｐ２１
＝ｐ１２

ｐ２２
ｐ１１ｐ２２ ＝ｐ１２ｐ２１．
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　　点评　方法２较方法１简便．有人认为方法２有问题，理由是若

ｐ２１＝０，则ｐ２１不能作分母，上述等式便无意义．事实上在Ｘ 与Ｙ 相互

独立的条件下，ｐｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２）都不为零．若有一个ｐｉｊ为零，则可推出其

余三个都为零，而这是不可能的．
【３３２】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，且都服从［０，１］上的均匀

分布，求Ｚ＝｜Ｘ－Ｙ｜的分布函数和密度函数．
解　由题设可知Ｘ 和Ｙ 的密度函数

ｆＸ（ｘ）＝
１　（０≤ｘ≤１），
０　（其他｛ ）；

ｆＹ（ｙ）＝
１　（０≤ｙ≤１），
０　（其他）｛ ．

因Ｘ 与Ｙ 相互独立，故（Ｘ，Ｙ）的联合密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
１　（０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１），
０　（其他）｛ ．

　　当ｚ＜０时

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（｜Ｘ－Ｙ｜≤ｚ）＝Ｐ（）＝０．
　　当０≤ｚ＜１时

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（｜Ｘ－Ｙ｜≤ｚ）＝ 
｜ｘ－ｙ｜≤ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝
Ｇ∩Ｄ

ｄｘｄｙ＝１－（１－ｚ）２．

图３１１

　　当ｚ≥１时；
ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（｜Ｘ－Ｙ｜≤ｚ）＝Ｐ（Ω）＝１．
于是Ｚ＝｜Ｘ－Ｙ｜的分布函数

ＦＺ（ｚ）＝
０ （ｚ＜０），

１－（１－ｚ）２ （０≤ｚ＜１），
１ （ｚ≥１）

烅
烄

烆 ．
Ｚ的密度函数

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝
２（１－ｚ） （０≤ｚ＜１），

０ （其他）｛ ．
·８０１·



Ｂ　习题精选

　　【３３３】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布 函 数 为 Ｆ（ｘ，ｙ），则

Ｐ（Ｘ＞ａ，Ｙ＞ｂ）＝ ．
（Ａ）１－Ｆ（ａ，ｂ）；
（Ｂ）Ｆ（ａ，＋∞）＋Ｆ（＋∞，ｂ）；
（Ｃ）Ｆ（ａ，ｂ）＋１－Ｆ（ａ，＋∞）－Ｆ（＋∞，ｂ）；
（Ｄ）Ｆ（ａ，ｂ）－１＋Ｆ（ａ，＋∞）－Ｆ（＋∞，ｂ）．
【３３４】　用随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）表示如下概率：
（１）Ｐ（Ｘ＞１）＝ ；
（２）Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ≤３）＝ ；
（３）Ｐ（１≤Ｘ≤２，Ｙ≤３）＝ ．
【３３５】　设（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数为Ｆ（ｘ，ｙ），则其边缘分布函

数ＦＸ（ｘ）＝ ．
（Ａ）ｌｉｍ

ｘ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｙ）； （Ｂ）ｌｉｍ

ｙ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｙ）；

（Ｃ）Ｆ（０，ｙ）； （Ｄ）Ｆ（ｘ，０）．
【３３６】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）只取下列数组中的值：

（－１，０），　（０，１），　（２，０），　（２，１），

且取这些值的相应概率依次为１
ｃ

，１
２ｃ

，１
４ｃ

，５
４ｃ

，则ｃ＝ ．

（Ａ）２；　　　　（Ｂ）３； （Ｃ）４；　　　　（Ｄ）５．
【３３７】　设二元函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｓｉｎｘｓｉｎｙ ０≤ｘ≤ π

２
，０≤ｙ≤ π（ ）２

，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
问：Ｆ（ｘ，ｙ）能否成为某二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数？为什么？

【３３８】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤
２｝上服从均匀分布，则Ｐ（Ｙ＞Ｘ２）＝ ．

（Ａ）１
６
；　　　　（Ｂ）１

３
； （Ｃ）２

３
；　　　　（Ｄ）５

６．

·９０１·



【３３９】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ａ（ｘ２＋ｙ２） （ｘ２＋ｙ２ ≤１），

０ （其他｛ ），

则Ａ＝ ，Ｐ Ｘ２＋Ｙ２＜（ ）１
９ ＝ ．

【３４０】　将Ａ，Ｂ两枚硬币各投掷一次，以Ｘ 表示 Ａ币得到的正

面数，以Ｙ 表示Ａ，Ｂ两枚硬币得到的正面总数，求（Ｘ，Ｙ）的联合分布

律及边缘分布律．

【３４１】　设Ｘ～Ｂ（１，０．６）．当Ｘ＝０时，Ｙ～
０ １ ２
０．３ ０．２ ０．（ ）５

；当

Ｘ＝１时，Ｙ～
０ １ ２
０．４ ０．２ ０．（ ）４

．求：

（１）（Ｘ，Ｙ）的联合分布律及边缘分布律；
（２）Ｐ（Ｘ＞０，Ｙ＞１），Ｐ（Ｘ－Ｙ≥０），Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤２）；
（３）当Ｙ≠２时关于Ｘ 的条件分布．
【３４２】　设（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ａｅ－２ｘ－３ｙ （ｘ＞０，ｙ＞０），

０ （其他）｛ ．
求：

（１）常数Ａ； （２）Ｐ（Ｘ＜１，Ｙ＜２）；
（３）ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）； （４）Ｐ（Ｘ＋Ｙ＜３）；
（５）ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）； （６）Ｐ（Ｘ＜１｜Ｙ＜２）．
【３４３】　设（Ｘ，Ｙ）服从区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｙ≤１－ｘ２｝上的均匀

分布，设区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｙ≥ｘ２｝．求：
（１）（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数；
（２）Ｘ 和Ｙ 的边缘密度函数；
（３）Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）；

（４）Ｘ＝１
２

时Ｙ 的条件密度函数．

【３４４】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，且Ｘ～
０ １
０．２ ０．（ ）８

，Ｙ～

·０１１·



０ １
０．２ ０．（ ）８

，则必有 ．

（Ａ）Ｘ＝Ｙ；　　　　　　　　（Ｂ）Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝０；
（Ｃ）Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝０．６８； （Ｄ）Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝１．
【３４５】　设两个相互独立的随机变量Ｘ 与Ｙ 分别服从正态分布

Ｎ（１，２）与Ｎ（－１，２），则 ．

（Ａ）Ｐ（Ｘ－Ｙ≤０）＝１
２
； （Ｂ）Ｐ（Ｘ－Ｙ≤１）＝１

２
；

（Ｃ）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤０）＝１
２
； （Ｄ）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤１）＝１

２．

【３４６】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，且都服从（０，１）区间上的

均匀分布，则服从相应区间或区域上的均匀分布的随机变量是 ．
（Ａ）Ｘ２； （Ｂ）Ｘ－Ｙ；
（Ｃ）Ｘ＋Ｙ； （Ｄ）（Ｘ，Ｙ）．
【３４７】　随机变量关于Ｘ 和Ｙ 的边缘密度可以由它们的联合密

度确定，联合分布 由边缘分布确定．
（Ａ）不能； （Ｂ）为正态分布时可以；
（Ｃ）也可； （Ｄ）在Ｘ 与Ｙ 相互独立时可以．
【３４８】　设离散随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下表所示：

　　Ｙ
Ｘ　　

１ ２ ３

１ ０．０８ ａ ０．１２

２ ｂ ｃ ０．１８

且Ｘ 与Ｙ 相互独立，则ａ＝ ，ｂ＝ ，ｃ＝ ．
【３４９】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立且同分布，Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝
３
８ｘ

２ （０≤ｘ≤２），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

若Ｐ（（Ｘ＞ａ）∪（Ｙ＞ａ））＝３
４
，则ａ＝ ．

·１１１·



【３５０】　设随机变量Ｘ～
０ １
０．５ ０．（ ）５

，Ｙ～
－１ ０ １
０．２５ ０．５ ０．（ ）２５

，

且Ｐ（ＸＹ＝０）＝１．
（１）求Ｘ 和Ｙ 的联合分布律；
（２）问Ｘ 和Ｙ 是否相互独立？为什么？

【３５１】　一电脑专卖店每周五进货，以备周六、日２天销售，根据

以往统计，这２天销售台数Ｘ、Ｙ 相互独立，且

Ｘ～
７ ８ ９
０．２ ０．６ ０．（ ）２

，　Ｙ～
１０ １１ １２
０．３ ０．６ ０．（ ）１

．

求进货２０台不够卖的概率以及进货１８台够卖的概率．
【３５２】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在单位圆域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋

ｙ２＜ｒ２｝内服从均匀分布．
（１）求（Ｘ，Ｙ）的联合密度；
（２）（Ｘ，Ｙ）的边缘分布还是均匀分布吗？

（３）（Ｘ，Ｙ）的条件分布是否均匀分布？

（４）Ｘ 与Ｙ 是否相互独立？

【３５３】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＞０，０＜
ｙ＜２－２ｘ｝上服从均匀分布．试验证：

（１）（Ｘ，Ｙ）的边缘分布不是均匀分布；
（２）（Ｘ，Ｙ）的条件分布仍是均匀分布；
（３）Ｘ 与Ｙ 不相互独立．
【３５４】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝

０ （ｘ＜０或ｙ＜０），
ｘｙ （０≤ｘ＜１，０≤ｙ＜１），
ｘ （０≤ｘ＜１，ｙ≥１），

ｙ （ｘ≥１，０≤ｙ＜１），
１ （ｘ≥１，ｙ≥１）

烅

烄

烆 ．
　　（１）求（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数ｆ（ｘ，ｙ）和边缘分布函数ＦＸ（ｘ），ＦＹ（ｙ）；

（２）Ｘ 与Ｙ 是否相互独立？

【３５５】　设（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数

·２１１·



Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｇ（ｘ）［Ｈ（ｙ）－Ｈ（－∞）］
且Ｇ（＋∞），Ｈ（＋∞），Ｈ（－∞）都存在，试证：Ｘ 与Ｙ 相互独立．

【３５６】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，且Ｘ～Ｂ（１，ｐ），Ｙ～π（λ），则

Ｘ＋Ｙ ．
（Ａ）服从两点分布； （Ｂ）服从泊松分布；
（Ｃ）为二维随机变量； （Ｄ）仍为一维随机变量．
【３５７】　设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～Ｎ（０，１），则Ｘ＋Ｙ ．
（Ａ）不一定服从正态分布；
（Ｂ）服从正态分布Ｎ（０，２）；

（Ｃ）服从正态分布Ｎ（０，槡２）；
（Ｄ）服从正态分布Ｎ（０，１）．

【３５８】　设随机变量Ｘ，Ｙ 满足Ｐ（Ｘ≤１，Ｙ≤１）＝３
７
，Ｐ（Ｘ≤１）＝

Ｐ（Ｙ≤１）＝４
７
，则Ｐ（ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≤１）＝ ．

（Ａ）５
７
；　　　（Ｂ）３

７
； （Ｃ）２

７
；　　　（Ｄ）１

７．

【３５９】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下表所示：

　　Ｙ
Ｘ　　

－１ ０ ２

１ ０．２５ ０．１ ０．３

２ ０．１５ ０．０５ ０．１５

则Ｚ＝２Ｘ－Ｙ 的分布律为 ；Ｗ＝ＸＹ的分布律为 ．
【３６０】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从参数为ｐ＝０．５的

（０１）分布，则Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律为 ．
【３６１】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从参数λ＝１的指数

分布，则Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的密度函数ｆＺ（ｚ）＝ ．
【３６２】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１　（０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜２ｘ），
０　（其他）｛ ．

·３１１·



求Ｚ＝２Ｘ－Ｙ 的密度函数ｆＺ（ｚ）．
【３６３】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，其密度函数分别为

ｆＸ（ｘ）＝
１
３

（－１≤ｘ≤２），

０ （其他
烅
烄

烆 ）；

ｆＹ（ｙ）＝
２ｙ （０≤ｙ≤１），
０ （其他）｛ ．

求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数ｆＺ（ｚ）．
【３６４】　设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
２

（０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
求边长为Ｘ 和Ｙ 的矩形面积Ｓ 的分布函数Ｆ（ｓ）．

【３６５】　在区间（０，１）上任意掷两个点Ｘ 与Ｙ，求两点间距离Ｚ＝
｜Ｘ－Ｙ｜的分布函数Ｆ（ｚ）．

答案与提示

　　【３３３】　选Ｃ．　根据二元分布函数的几何意义．
【３３４】　（１）１－Ｆ（１，＋∞）；　（２）Ｆ（１，３）－Ｆ（１－０，３）；

（３）Ｆ（２，３）－Ｆ（１－０，３），其中Ｆ（１－０，３）＝ｌｉｍ
ｘ→１－

Ｆ（ｘ，３）．

【３３５】　选Ｂ．　ＦＸ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ≤＋∞）＝Ｆ（ｘ，

＋∞）．
【３３６】　选Ｂ．　利用概率的归一性．
【３３７】　否．　因为Ｆ（＋∞，＋∞）＝１不满足．

【３３８】　选Ｄ．　Ｐ（Ｙ＞Ｘ２）＝
ｙ＞ｘ２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｄｘ∫

２

ｘ２
１
２ｄｙ．

【３３９】　２
π
，１
８１．
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【３４０】　
　　Ｙ
Ｘ　　

０ １ ２

０ １
４

１
４ ０

１ ０ １
４

１
４

Ｘ～
０ ０
１
２

烄

烆

烌

烎
１
２

，　Ｙ～
０ １ ２
１
４

１
２

烄

烆

烌

烎
１
４

．

　　【３４１】　（１）

　　Ｙ
Ｘ　　

０ １ ２

０ ０．１２ ０．０８ ０．２

１ ０．２４ ０．１２ ０．２４

Ｘ～
０ １
０．４ ０．（ ）６

，　Ｙ～
０ １ ２

０．３６ ０．２ ０．（ ）４４
．

　　提示：利用乘法公式求联合概率

ｐｉｊ ＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｊ｜Ｘ＝ｉ）．
　　（２）０．２４，　０．４８，　０．７６；

（３）

Ｘ｜Ｙ≠２ ０ １

ｐ ５
１４

９
１４

　　提示：利用条件概率公式

Ｐ（Ｘ＝ｉ｜Ｙ≠２）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ≠２）
Ｐ（Ｙ≠２） 　（ｉ＝０，１）．

　　【３４２】　（１）Ａ＝６；
（２）（１－ｅ－２）（１－ｅ－６）；

·５１１·



（３）ｆＸ（ｘ）＝
２ｅ－２ｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０｛ ），　ｆＹ（ｙ）＝

３ｅ－３ｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０｛ ）；

（４）１－３ｅ－６＋２ｅ－９；

（５）当ｙ＞０时，ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝
２ｅ－２ｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０｛ ）；

（６）１－ｅ－２．
提示：题（５）、（６）两题可利用Ｘ，Ｙ 的独立性直接求得，即

ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝ｆＸ（ｘ），　Ｐ（Ｘ＜１｜Ｙ＜２）＝Ｐ（Ｘ＜１）．

　　【３４３】　（１）ｆ（ｘ，ｙ）＝
３
４

（０≤ｙ≤１－ｘ２），

０ （其他
烅
烄

烆 ）；

（２）ｆＸ（ｘ）＝
３
４
（１－ｘ２） （｜ｘ｜＜１），

０ （｜ｘ｜≥１
烅
烄

烆 ），

ｆＹ（ｙ）＝
３
２ １－ｙ槡 ２ （０＜ｙ＜１），

０ （其他
烅
烄

烆 ）；

（３）Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝
Ｄ∩Ｇ

３
４ｄｘｄｙ＝∫

１
槡２

－１
槡２

ｄｘ∫
１－ｘ２

ｘ２

３
４ｄｙ＝槡２

２
；

（４）ｆＹ｜Ｘ ｙ（ ）１
２ ＝

ｆ １
２
，（ ）ｙ

ｆＸ（ ）１
２

＝
４
３ ０＜ｙ＜（ ）３

４
，

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

【３４４】　选Ｃ．　提示：先利用独立性求出（Ｘ，Ｙ）的联合分布律，
再计算Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）．

【３４５】　选Ｃ．　提示：利用正态分布的对称性，并注意到

Ｘ＋Ｙ～Ｎ（０，４）．
　　【３４６】　选Ｄ．　因为当Ｘ，Ｙ 独立时，二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密

度函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
１　（０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１），
０　（其他｛ ），

即

（Ｘ，Ｙ）～Ｕ［０，１；０，１］
·６１１·



　　【３４７】　选Ｄ．　当Ｘ，Ｙ 独立时，联合分布必可由边缘分布确定．
【３４８】　ａ＝０．２，　ｂ＝０．１２，　ｃ＝０．３．
提示：参阅题３２０方法２．

【３４９】　
３
槡４．提示：设事件（Ｘ＞ａ）＝Ａ，则有１－［Ｐ（珡Ａ）］２＝３

４
，

其中

Ｐ（Ａ）＝∫
ａ

０

３
８ｘ

２ｄｘ＝ａ３

８．

　　【３５０】　（１）

　　Ｙ
Ｘ　　

－１ ０ １

０ ０．２５ ０ ０．２５

１ ０ ０．５ ０

　　提示：由Ｐ（ＸＹ＝０）＝１可得Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝０．
（２）Ｘ 与Ｙ 不独立．因为Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝０≠０．２５＝Ｐ（Ｘ＝０）·

Ｐ（Ｙ＝０）．
【３５１】　Ｐ（Ｘ＋Ｙ＞２０）＝Ｐ（Ｘ＝９，Ｙ＝１２）＝Ｐ（Ｘ＝９）Ｐ（Ｙ＝１２）＝

０．０２；

Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤１８）＝Ｐ（Ｘ＝７，Ｙ＝１０）＋Ｐ（Ｘ＝７，Ｙ＝１１）＋Ｐ（Ｘ＝８，

Ｙ＝１０）＝０．５４．

【３５２】　（１）ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
πｒ２ （ｘ２＋ｙ２＜ｒ２），

０ （ｘ２＋ｙ２≥ｒ２）
烅
烄

烆 ．
（２）边缘分布不再是均匀分布．事实上

ｆＸ（ｘ）＝
２
πｒ２ ｒ２－ｘ槡 ２ （｜ｘ｜＜ｒ），

０ （｜ｘ｜≥ｒ
烅
烄

烆 ）；

ｆＹ（ｙ）＝
２
πｒ２ ｒ２－ｙ槡 ２ （｜ｙ｜＜ｒ），

０ （｜ｙ｜≥ｒ）
烅
烄

烆 ．
·７１１·



　　（３）条件分布是均匀分布．事实上

当｜ｘ｜＜ｒ时，ｆＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ）＝
１

２ ｒ２－ｘ槡 ２
（｜ｙ｜＜ ｒ２－ｘ槡 ２），

０ （｜ｙ｜≥ ｒ２－ｘ槡 ２

烅
烄

烆 ）；

当｜ｙ｜＜ｒ时，ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝
１

２ ｒ２－ｙ槡 ２
（｜ｘ｜＜ ｒ２－ｙ槡 ２），

０ （｜ｘ｜≥ ｒ２－ｙ槡 ２）
烅
烄

烆 ．
（４）Ｘ 与Ｙ 不相互独立．事实上

ｆ（０，０）＝ １
πｒ２ ≠ ４

πｒ２ ＝ｆＸ（０）ｆＹ（０）．

　　【３５３】　（１）ｆＸ（ｘ）＝
２－２ｘ （０＜ｘ＜１），

０ （其他｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
１－ｙ

２
（０＜ｙ＜２），

０ （其他
烅
烄

烆 ），
故均不是均匀分布．

（２）当０＜ｘ＜１时，ｆＹ｜Ｘ（ｙ｜ｘ）＝
１

２－２ｘ
（０＜ｙ＜２－２ｘ），

０ （其他
烅
烄

烆 ），

当０＜ｙ＜２时，ｆＸ｜Ｙ（ｘ｜ｙ）＝
２

２－ｙ ０＜ｘ＜１－ｙ（ ）２
，

０ （其他
烅
烄

烆 ），
故条件分布仍是均匀分布．

（３）ｆ（ｘ，ｙ）＝
１ （ｘ＞０，０＜ｙ＜２－２ｘ），
０ （其他｛ ），

ｆ １
２
，（ ）１
２ ＝１≠３

４＝ｆＸ（ ）１
２ ｆＹ（ ）１

２
，Ｘ 与Ｙ 不相互独立．

【３５４】　（１）ｆ（ｘ，ｙ）＝２Ｆ（ｘ，ｙ）
ｘｙ ＝

１ （０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１），
０ （其他｛ ）；

ＦＸ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，＋∞）＝
０ （ｘ＜０），
ｘ （０≤ｘ＜１），
１ （ｘ≥１

烅
烄

烆 ），
·８１１·



ＦＹ（ｙ）＝Ｆ（＋∞，ｙ）＝
０ （ｙ＜０），

ｙ （０≤ｙ＜１），
１ （ｙ≥１

烅
烄

烆 ）；
（２）Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ），Ｘ 与Ｙ 相互独立．
【３５５】　提示：由Ｆ（＋∞，＋∞）＝１可得Ｇ（＋∞）［Ｈ（＋∞）－

Ｈ（－∞）］＝１，然后推出　ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ）．
【３５６】　选Ｄ．　ｎ维随机变量的函数Ｚ＝ｆ（Ｘ１，…，Ｘｎ）自然是一

维随机变量．
【３５７】　选Ａ．　题中无独立条件，故不一定服从正态分布．
【３５８】　选Ａ．　借助图示及概率的归一性．

【３５９】　Ｚ＝２Ｘ－Ｙ～
０ ２ ３ ４ ５
０．３ ０．２５ ０．２５ ０．０５ ０．（ ）１５

，

Ｗ＝ＸＹ～
－２ －１ ０ ２ ４
０．１５ ０．２５ ０．１５ ０．３ ０．（ ）１５

．

【３６０】　Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）～
０ １

０．２５ ０．（ ）７５
．

【３６１】　ｆＺ（ｚ）＝
２ｅ－ｚ（１－ｅ－ｚ） （ｚ＞０），

０ （ｚ≤０）｛ ．

【３６２】　ｆＺ（ｚ）＝
１－ｚ

２
（０＜ｚ＜２），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．

【３６３】　ｆＺ（ｚ）＝

２
３ｚ＋１

３ｚ
２＋１

３
（－１≤ｚ＜０），

１
３

（０≤ｚ＜２），

４
３ｚ－１

３ｚ
２－１ （２≤ｚ＜３），

０ （其他）

烅

烄

烆 ．

【３６４】　Ｆ（ｓ）＝

０ （ｓ＜０），
１
２
（１＋ｌｎ２－ｌｎｓ）ｓ （０≤ｓ＜２），

１ （ｓ≥２）

烅

烄

烆 ．
·９１１·



【３６５】　ＦＺ（ｚ）＝
０ （ｚ＜０），

２ｚ－ｚ２ （０≤ｚ＜１），
１ （ｚ≥１）

烅
烄

烆 ．
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第４章 　随机变量的数字特征

　　关键词

数学期望　方差　标准差　协方差　相关系数　矩相关性　标准

化随机变量

　　教学要求

（１）理解随机变量的数字特征———数学期望、方差、协方差、相关

系数的概念．
（２）熟记常用分布的期望和方差．
（３）会运用数字特征的基本性质计算具体分布的数字特征．
（４）会计算随机变量函数的期望Ｅ（ｇ（Ｘ）），Ｅ（ｇ（ｘ，ｙ）），并掌握其

实际应用．
（５）了解切比雪夫不等式的条件和结论，并会用来估计概率．
（６）理解随机变量的相关性与独立性之间的关系．

　　重点

期望和方差的概念、性质及计算；利用性质计算随机变量函数的

期望．

　　难点

计算随机变量函数的期望（实际上，随机变量的方差、协方差、ｋ阶

原点矩、中心矩等的计算都可归结为随机变量函数的期望的计算）．

　　方法提要

（１）求Ｘ 的数学期望：
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Ｅ（Ｘ）＝
∑
∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ （离散型），

∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ （连续型）

烅

烄

烆 ．

　　当离散型随机变量Ｘ 的分布律不易求时，可尝试随机变量分解

法，即Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，其中Ｘｉ 的分布律易求，于是

Ｅ（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）．

　　（２）求Ｘ 的方差：

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２ ＝
∑
∞

ｋ＝１
［ｘｋ－Ｅ（Ｘ）］２ｐｋ （离散型），

∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（ｘ）］２ｆ（ｘ）ｄｘ （连续性）

烅

烄

烆 ．

　　不管Ｘ 离散还是连续，常用的方差计算公式为

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２．
　　（３）求随机变量函数的数学期望：

Ｅ（ｇ（Ｘ））＝
∑
∞

ｋ＝１
ｇ（ｘｋ）ｐｋ （离散型），

∫
＋∞

－∞
ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ （连续型

烅

烄

烆
）；

Ｅ（ｇ（Ｘ，Ｙ））＝
∑
∞

ｊ＝１
∑
∞

ｉ＝１
ｇ（ｘｉ，ｙｊ）ｐｉｊ （离散型），

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （连续型）

烅

烄

烆 ．

　　（４）求协方差和相关系数：
ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

ρＸＹ ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

　　计算中常用到方差与协方差或方差与相关系数的关系式
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Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝
Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ），

Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）烅
烄

烆 ．
　　（５）判断有关概念时常用的五条件等价命题：

Ｘ 与Ｙ 不相关ρＸＹ＝０
ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０
Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．

　　本章知识结构

随机变量的数字特征

一维

数学期望Ｅ（Ｘ）
定义｛
性质

方差Ｄ（Ｘ）
定义｛
性质

常见分布的数字特征（期望、方差）

期望方差的应用
切比雪夫不等式｛
实际应用

函数
期望Ｅ（ｇ（Ｘ））
方差Ｄ（ｇ（Ｘ

｛

烅

烄

烆
））

二维

协方差ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
定义｛
性质

相关系数ρＸＹ

定义｛
性质

函数
期望Ｅ（ｇ（Ｘ，Ｙ））
方差Ｄ（ｇ（Ｘ，Ｙ｛

烅

烄

烆

烅

烄

烆

））

Ａ　例题精解

　　【４１】　某商店有８台打印机，其中２台为次品，现从中随机取３
台，设Ｘ 为抽取的次品台数，求Ｅ（Ｘ）．

解　方法１　Ｘ 的可能取值为０，１，２，相应的概率

·３２１·



Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｃ３
６

Ｃ３
８
＝ ５

１４
，Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ１

２Ｃ２
６

Ｃ３
８

＝１５
２８

，

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
２Ｃ１

６

Ｃ３
８

＝ ３
２８

，

Ｅ（Ｘ）＝０×５
１４＋１×１５

２８＋２×３
２８＝ ３

４．

　　方法２　由题意可知Ｘ～Ｂ ３，（ ）１
４

，所以Ｅ（Ｘ）＝３×１
４＝３

４．

点评　求离散型随机变量的数学期望，一般的方法是先求出随机

变量的分布律，然后按定义Ｅ（Ｘ）＝∑
ｋ
ｘｋｐｋ 计算．若随机变量服从常

见的分布，则可直接利用该分布的期望公式求之．方法２就是一例：若

Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）则Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ．
【４２】　某种按新配方试制的中成药在５００名病人中进行临床试

验，有一半人服用，另一半人未服．一周后，有２８０人痊愈，其中２４０人

服了新药．试用概率统计方法说明新药的疗效．
解　设随机变量Ｘ 表示服过新药的病人的痊愈情况：

Ｘ＝
１　（病人痊愈），
０　（病人未痊愈｛ ）；

Ｙ 表示未服过新药的病人的痊愈情况：

Ｙ＝
１ （病人痊愈），
０ （病人未痊愈）｛ ．

由题设得Ｘ～
０ １
１
２５

２４
烄

烆

烌

烎２５
，　Ｙ～

０ １
２１
２５

４
烄

烆

烌

烎２５
，

Ｅ（Ｘ）＝０×１
２５＋１×２４

２５＝２４
２５

，

Ｅ（Ｙ）＝０×２１
２５＋１×４

２５＝ ４
２５

，

因为Ｅ（Ｘ）＞Ｅ（Ｙ），所以新药疗效显著．
点评　有人以服药与未服药后的痊愈率作比较，即

Ｐ（Ｘ＝１）＝２４
２５＞ ４

２５＝Ｐ（Ｙ＝１）

·４２１·



来说明新药疗效显著，似乎也是行得通的，但不如用数学期望进行比较

来得全面、科学．
【４３】　一盒零件中有９件合格品，３件次品．安装设备时，从这盒

零件中任取一件．若取出的是次品不再放回．求在取得合格品前已取出

的次品数的数学期望．
解　设Ｘ 为取得合格品前已取出的次品数，则Ｘ 可能取值为０，

１，２，３，取这些值的概率分别为

Ｐ（Ｘ＝０）＝ ９
１２＝ ３

４
，

Ｐ（Ｘ＝１）＝ ３
１２×９

１１＝ ９
４４

，

Ｐ（Ｘ＝２）＝ ３
１２×２

１１×９
１０＝ ９

２２０
，

Ｐ（Ｘ＝３）＝ ３
１２×２

１１×１
１０×９

９ ＝ １
２２０

，

所以

Ｅ（Ｘ）＝０×３
４＋１×９

４４＋２× ９
２２０＋３× １

２２０＝０．３．

　　点评　本题求概率用的是乘法公式，例如

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）

＝ ３
１２×２

１１×９
１０＝ ９

２２０．

其中事件Ａｉ 表示第ｉ次取得合格品（ｉ＝１，２，３）．
【４４】　已知离散型随机变量Ｘ 的可能取值为－１，０，１，Ｅ（Ｘ）＝

０．１，Ｅ（Ｘ２）＝０．９．求Ｘ 的分布律．

解　设Ｘ～
－１ ０ １
ｐ１ １－ｐ１－ｐ２ ｐ（ ）

２
，由题设可得关于ｐ１，ｐ２ 的方

程组

Ｅ（Ｘ）＝ｐ２－ｐ１ ＝０．１，

Ｅ（Ｘ２）＝ｐ１＋ｐ２ ＝０．９
烅
烄
烆 ，

ｐ１ ＝０．４，

ｐ２ ＝０．５｛ ，
所以Ｘ 的分布律为
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－１ ０ １
０．４ ０．１ ０．（ ）５

．

　　【４５】　４个人在一楼进入电梯，该楼共有１１层．若每个乘客在任

何一层楼走出电梯的概率相同．求直到电梯中的乘客全走空时，电梯需

停次数的数学期望．
解　方法１　设电梯需停次数为随机变量Ｘ，则Ｘ 可能取值为１，

２，３，４，由古典概型得

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ４
４Ｃ１

１０

１０４ ＝ １
１０００

，

Ｐ（Ｘ＝２）＝
（Ｃ１

４Ｃ３
３＋Ｃ２

４Ｃ２
２＋Ｃ３

４Ｃ１
１）Ｃ２

１０

１０４ ＝ ６３
１０００

，

Ｐ（Ｘ＝３）＝
（Ｃ１

４Ｃ１
３Ｃ２

２＋Ｃ１
４Ｃ２

３Ｃ１
１＋Ｃ２

４Ｃ１
２Ｃ１

１）Ｃ３
１０

１０４ ＝ ４３２
１０００

，

Ｐ（Ｘ＝４）＝Ｃ１
４Ｃ１

３Ｃ１
２Ｃ１

１Ｃ４
１０

１０４ ＝ ５０４
１０００

，

Ｅ（Ｘ）＝１× １
１０００＋２× ６３

１０００＋３× ４３２
１０００＋４× ５０４

１０００＝３．４３９．

　　方法２　设 Ｘｉ＝
１ （电梯在第ｉ层停）
０ （电梯在第ｉ层不停｛ ）　

（ｉ＝１，２，…，１０），

Ｘ 表示电梯需停次数，则Ｘ＝∑
１０

ｉ＝１
Ｘｉ．易得Ｘｉ 的分布律

Ｘｉ １ ０

ｐ １－ １－１（ ）１０
４

１－１（ ）１０
４

　　Ｅ（Ｘｉ）＝１－ １－１（ ）１０
４

＝０．３４３９，

Ｅ（Ｘ）＝∑
１０

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝１０×０．３４３９＝３．４３９．

点评　方法１按部就班地计算，费时费力．试想本题若改成１０个

人在一楼进入电梯，再用方法１求解就勉为其难了（因为计算量极大）．
而用方法２几乎不增加计算量就可得出
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Ｅ（Ｘ）＝∑
１０

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝１０１－ １－１（ ）１０［ ］１０

≈６．５１３．

　　本题的难点是求出Ｘ 的分布律，方法２引进（０１）随机变量以及

利用数学期望的性质，巧妙地绕过了“求分布律”这道坎，并使得计算极

其简单．
可称方法２为随机变量分解法．
【４６】　已知离散型随机变量Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝

０ （ｘ＜－２），
０．４ （－２≤ｘ＜０），
０．６ （０≤ｘ＜１），
０．９ （１≤ｘ＜３），
１ （ｘ≥３

烅

烄

烆 ），
求Ｅ（１－２Ｘ）．

分析　不能直接通过分布函数求数学期望，只能通过公式

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝Ｆ（ｘｋ）－Ｆ（ｘｋ－１）　（ｘｋ－１ ＜ｘｋ，ｋ＝１，２，…）
先求出Ｘ 的分布律，再求Ｅ（Ｘ）．

解　由题设知随机变量 Ｘ 可能取值为－２，０，１，３，取这些值的

概率

Ｐ（Ｘ＝－２）＝Ｆ（－２）－Ｆ（－∞）＝０．４－０＝０．４，
Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｆ（０）－Ｆ（－２）＝０．６－０．４＝０．２，
Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｆ（１）－Ｆ（０）＝０．９－０．６＝０．３，
Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｆ（３）－Ｆ（１）＝１－０．９＝０．１，
Ｅ（Ｘ）＝－２×０．４＋０×０．２＋１×０．３＋３×０．１＝－０．２．

由数学期望的性质可得

Ｅ（１－２Ｘ）＝１－２Ｅ（Ｘ）＝１．４．
　　【４７】　对球的直径作近似测量，其值均匀分布在［ａ，ｂ］上．求球的

体积的数学期望．
解　设球的直径为随机变量Ｘ，球的体积为随机因变量Ｖ，则Ｖ＝

π
６Ｘ３，Ｘ 的密度函数

·７２１·



ｆ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
（ａ≤ｘ≤ｂ），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
于是

Ｅ（Ｖ）＝ π
６Ｅ（Ｘ３）＝ π

６∫
ｂ

ａ
ｘ３ １

ｂ－ａｄｘ＝ π
２４（ｂ－ａ）ｘ

４
ｂ

ａ

＝ π
２４

（ａ＋ｂ）（ａ２＋ｂ２）．

　　点评　上述解法直接利用了求连续随机变量函数的期望的公式，
从而绕开了求体积Ｖ 的密度函数这一步．若不绕开的话，计算将很

繁琐．
【４８】　设随机变量服从以下各分布，分别求它们的期望．
（１）拉普拉斯分布

ｆ（ｘ）＝ １
２ｅ

－｜ｘ｜　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）；

　　（２）麦克斯韦分布

ｆ（ｘ）＝
４ｘ２

ａ３槡π
ｅ－ｘ２

ａ２ （ｘ＞０），

０ （ｘ≤０
烅
烄

烆 ），
　ａ＞０；

　　（３）瑞利分布

ｆ（ｘ）＝
ｘ
σ２ｅ

－ｘ２

２σ２ （ｘ≥０），

０ （ｘ＜０
烅
烄

烆 ），
　σ＞０．

　　解　（１）被积函数ｘｆ（ｘ）＝ｘ
２ｅ－｜ｘ｜是奇函数，且积分区间（－∞，

＋∞）关于原点对称，故

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞

ｘ
２ｅ

－｜ｘ｜ｄｘ＝０；

　　（２）Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝ ４

ａ３槡π∫
＋∞

０
ｘ３ｅ－ｘ２

ａ２ｄｘ

ｔ＝ｘ２

ａ


２ ２ａ
槡π∫

＋∞

０
ｔｅ－ｔｄｔ＝２ａ

槡π
（－ｔｅ－ｔ－ｅ－ｔ）

＋∞

０
＝２ａ

槡π
；
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（３）Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

０

ｘ２

σ２ｅ
－ｘ２

２σ２ｄｘ
ｔ＝ｘ２

２σ


２

槡２σ∫
＋∞

０
ｔ

１
２ｅ－ｔｄｔ

＝槡２σΓ（ ）３
２ ＝槡２

２σΓ（ ）１
２ ＝ π槡２σ．

点评　求连续型随机变量的期望时，常会遇到计算积分的困难，题

（２）和题（３）中的积分都是同一类型的积分，前者能用分部积分法，后者

分部积分法失效，只能借助一类特殊函数———Γ 函数及其递推公式

求解．

伽马函数　Γ（ｘ）＝∫
＋∞

０
ｔｘ－１ｅ－ｔｄｔ　（ｘ＞０）．

递推公式　Γ（ｘ＋１）＝ｘΓ（ｘ）．

特殊值　Γ（１）＝１，　Γ（ ）１
２ ＝槡π，　Γ（ｎ＋１）＝ｎ！．

一般地，遇到形如∫
＋∞

０
ｘαｅ－ｘｎ

βｄｘ　（β＞０）的积分可利用换元法ｔ＝

ｘｎ

β
化为Γ 函数进行计算．

【４９】　设随机变量Ｘ，Ｙ 的密度函数分别如下：

ｆＸ（ｘ）＝
２ｅ－２ｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
４ｅ－４ｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０）｛ ．

求Ｅ（Ｘ＋Ｙ），Ｅ（２Ｘ－３Ｙ２）．

解　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

０
２ｘｅ－２ｘｄｘ＝∫

＋∞

０
－ｘｄ（ｅ－２ｘ）

＝－ｘｅ－２ｘ
＋∞

０
＋∫

＋∞

０
ｅ－２ｘｄｘ＝－１

２ｅ
－２ｘ

＋∞

０
＝ １

２
，

相仿可得　Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｙｆ（ｙ）ｄｙ＝ １

４
，从而

Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（Ｙ）＝ １
２＋１

４ ＝ ３
４
；

因为
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Ｅ（Ｙ２）＝∫
＋∞

０
４ｙ２ｅ－４ｙｄｙ＝－ｙ２ｅ－４ｙ

＋∞

０
＋∫

＋∞

０
２ｙｅ－４ｙｄｙ

＝ １
２∫

＋∞

０
４ｙｅ－４ｙｄｙ＝ １

８
，

所以 Ｅ（２Ｘ－３Ｙ２）＝２Ｅ（Ｘ）－３Ｅ（Ｙ２）＝１－３
８＝５

８．

点评　利用常见分布的期望公式，可避免复杂的积分计算．例如若

Ｘ～Ｅ（λ），则Ｅ（Ｘ）＝１
λ．

由题设可知Ｘ～Ｅ（２），Ｙ～Ｅ（４），则Ｅ（Ｘ）＝１
２
，Ｅ（Ｙ）＝１

４
，于是

Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（Ｙ）＝３
４．

【４１０】　某人有ｎ把钥匙，其中只有一把能打开门，从中任取一把

试开，试过的不再重复，直至把门打开为止．求试开次数的数学期望和

方差．
解　设事件Ａｉ＝ 第ｉ｛ ｝次试开打开门 ，ｉ＝１，２，…，ｎ．设试开次数

为Ｘ，则Ｘ 的分布律

ｐｉ＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２…珡Ａｉ－１Ａｉ）＝Ｐ（珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ２｜珡Ａ１）…

　Ｐ（珡Ａｉ－１｜珡Ａ１珡Ａ２…珡Ａｉ－２）Ｐ（Ａｉ｜珡Ａ１珡Ａ２…珡Ａｉ－１）

＝ｎ－１
ｎ

·ｎ－２
ｎ－１

·…·ｎ－（ｉ－１）
ｎ－（ｉ－２）

· １
ｎ－（ｉ－１）

＝ １
ｎ　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

Ｘ 的数学期望

Ｅ（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｉｐｉ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ＝ｎ＋１

２
；

Ｅ（Ｘ２）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ２ｐｉ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ２ ＝ １

６
（ｎ＋１）（２ｎ＋１），

Ｘ 的方差

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ ＝ １
１２

（ｎ２－１）．

·０３１·



　　【４１１】　抛掷６颗骰子，求出现的点数之和的数学期望和方差．
分析　本题若设６颗骰子的点数之和为Ｘ，则Ｘ 可以取３１个数：

６，７，…，３６，求Ｘ 的分布律的计算量显然很大．避免直接求Ｘ 的分布律

的好方法是将Ｘ 分解成６个服从６点分布的随机变量之和．
解　设Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，６）表示第ｉ个骰子出现的点数，则６颗骰子

出现的点数之和Ｘ＝∑
６

ｉ＝１
Ｘｉ．由

Ｘｉ～
１ ２ ３ ４ ５ ６
１
６

１
６

１
６

１
６

１
６

烄

烆

烌

烎
１
６

Ｘ２
ｉ ～

１ ４ ９ １６ ２５ ３６
１
６

１
６

１
６

１
６

１
６

烄

烆

烌

烎
１
６

可得

Ｅ（Ｘｉ）＝１×１
６＋２×１

６＋３×１
６＋４×１

６＋５×１
６＋６×１

６

＝ ７
２
，

Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝１×１

６＋４×１
６＋９×１

６＋１６×１
６＋２５×１

６＋３６×１
６

＝９１
６

，

Ｄ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘｉ
２）－［Ｅ（Ｘｉ）］２ ＝９１

６－４９
４ ＝３５

１２
，

所以所求数学期望

Ｅ（Ｘ）＝ （Ｅ ∑
６

ｉ＝１
Ｘ ）ｉ ＝∑

６

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝６×７

２ ＝２１．

再由Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ６ 的相互独立，得Ｘ 的方差

Ｄ（Ｘ）＝ （Ｄ ∑
６

ｉ＝１
Ｘ ）ｉ ＝∑

６

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝６×３５

１２＝３５
２．

　　【４１２】　随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，它们的密度函数分别是
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ｆＸ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ
－ｘ２＋２ｘ－１

４ 　（－∞ ＜ｘ＜＋∞），

ｆＹ（ｙ）＝ １
２槡π

ｅ－（０．５ｙ２＋２ｙ＋４）　（－∞ ＜ｙ＜＋∞）．

设随机变量Ｚ＝２Ｘ－Ｙ＋８，求Ｚ的期望与方差．
分析　本题若直接用定义求解，则需先求出Ｚ 的密度函数，然后

再计算积分，整个过程的计算量将会很大．较简便的方法是先弄清楚

Ｘ，Ｙ 服从什么分布及分布的参数，然后利用期望和方差的性质求之．
解　改写题中给出的密度函数：

ｆＸ（ｘ）＝ １
２槡π·槡２

ｅ－
（ｘ－１）２

２（槡２）２　（－∞ ＜ｘ＜＋∞），

ｆＹ（ｙ）＝ １
２槡π·１

ｅ－
（ｘ＋２）２

２×１２ 　 （－∞ ＜ｙ＜＋∞），

可知Ｘ～Ｎ（１，２），Ｙ～Ｎ（－２，１），即有Ｅ（Ｘ）＝１，Ｄ（Ｘ）＝２，Ｅ（Ｙ）＝
－２，Ｄ（Ｙ）＝１．又Ｘ，Ｙ 相互独立，据期望和方差的性质有

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ（２Ｘ－Ｙ＋８）＝２Ｅ（Ｘ）－Ｅ（Ｙ）＋８＝１２，
Ｄ（Ｚ）＝Ｄ（２Ｘ－Ｙ＋８）＝４Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＝９．

　　【４１３】　设随机变量Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝
ａｘ （０＜ｘ＜２），

ｂｘ＋ｃ （２≤ｘ≤４），
０ （其他）

烅
烄

烆 ．

已知Ｅ（Ｘ）＝２，Ｐ（１＜Ｘ＜３）＝３
４．求：

（１）ａ，ｂ，ｃ的值；
（２）随机变量Ｙ＝ｅＸ 的数学期望与方差．
解　（１）由归一性及题设可有

∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０
ａｘｄｘ＋∫

４

２
（ｂｘ＋ｃ）ｄｘ＝２ａ＋６ｂ＋２ｃ＝１，

Ｅ（Ｘ）＝∫
２

０
ａｘ２ｄｘ＋∫

４

２
（ｂｘ２＋ｃｘ）ｄｘ＝ ８

３ａ＋５６
３ｂ＋６ｃ＝２，
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Ｐ（１＜Ｘ＜３）＝∫
２

１
ａｘｄｘ＋∫

３

２
（ｂｘ＋ｃ）ｄｘ＝ ３

２ａ＋５
２ｂ＋ｃ＝ ３

４
，

联立上面三式可得

ａ＝ １
４
，　ｂ＝－１

４
，　ｃ＝１．

　　（２）Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｅＸ）＝∫
＋∞

－∞
ｅｘｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
２

０

ｘ
４ｅ

ｘｄｘ＋∫
４

２
１－ｘ（ ）４ ｅｘｄｘ

＝ １
４
（ｅ２－１）２，

Ｅ（Ｙ２）＝Ｅ（ｅ２Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｅ２ｘｆ（ｘ）ｄｘ

＝ １
１６

（ｅ４－１）２，

Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２＝１
４ｅ

２（ｅ２－１）２．

点评　常数ａ，ｂ，ｃ还可通过分布函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ及其性

质求得．事实上，

Ｆ（Ｘ）＝

０ （ｘ＜０），
ａ
２ｘ

２ （０≤ｘ＜２），

ｂ
２ｘ

２＋ｃｘ＋２（ａ－ｂ－ｃ） （２≤ｘ＜４），

１ （ｘ≥４）

烅

烄

烆 ．

由Ｆ（４－０）＝Ｆ（４）得２ａ＋６ｂ＋２ｃ＝１，由Ｐ（１＜Ｘ＜３）＝Ｆ（３）－Ｆ（１）＝３
４

得 ３
２ａ＋５

２ｂ＋ｃ＝
３
４．

【４１４】　设（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下：
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　　Ｘ
Ｙ　　

１ ２ ３

－１ ０．２ ０．１ ０

０ ０．１ ０ ０．３

１ ０．１ ０．１ ０．１

　　（１）设Ｚ＝Ｙ
Ｘ

，求Ｅ（Ｚ）；

（２）设Ｗ＝Ｘ＋Ｙ，求Ｄ（Ｗ）．
解

（Ｘ，Ｙ） （１，－１）（１，０）（１，１）（２，－１）（２，０）（２，１）（３，－１）（３，０）（３，１）

Ｚ －１ ０ １ －１
２ ０ １

２ －１
３ ０ １

３

Ｗ ０ １ ２ １ ２ ３ ２ ３ ４

ｐ ０．２ ０．１ ０．１ ０．１ ０ ０．１ ０ ０．３ ０．１

取同值的概率相加得分布律

Ｚ～
－１ －１

２ －１
３ ０ １

３
１
２ １

０．２ ０．１ ０ ０．４ ０．１ ０．１ ０．

烄

烆

烌

烎１
，

Ｗ ～
０ １ ２ ３ ４
０．２ ０．２ ０．１ ０．４ ０．（ ）１

．

　　（１）Ｅ（Ｚ）＝－１×０．２－１
２×０．１－１

３×０＋０×０．４＋１
３×０．１

　＋１
２×０．１＋１×０．１＝－１

１５
；

（２）Ｅ（Ｗ）＝０×０．２＋１×０．２＋２×０．１＋３×０．４＋４×０．１＝２，

Ｅ（Ｗ２）＝０×０．２＋１×０．２＋４×０．１＋９×０．４＋１６×０．１
＝５．８，

Ｄ（Ｗ）＝Ｅ（Ｗ２）－［Ｅ（Ｗ）］２＝１．８．
【４１５】　将ｎ个球（１～ｎ号）随机地放进ｎ只盒子（１～ｎ）中，每盒
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装一个球．若球装入与球同号的盒子中称为一个配对，记Ｘ 为配对的

个数．求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）．
分析　为避免直接求Ｘ 的分布律（因为它很不容易求），需先将Ｘ

分解为ｎ个服从（０１）分布的随机变量之和，然后利用期望性质和方差

公式计算之．

解　设 Ｘｉ＝
１ （ｉ号球入ｉ号盒），
０ （其他｛ ）， 　ｉ＝１，２，…，ｎ，则 Ｘ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，显然Ｘｉ～

０ １

１－１
ｎ

１
烄

烆

烌

烎ｎ
，于是

Ｅ（Ｘ）＝ （Ｅ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ ）ｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１

１
ｎ ＝１．

又

Ｘ２
ｉ ～

０ １

１－１
ｎ

１
烄

烆

烌

烎ｎ
，　ＸｉＸｊ ～

０ １

１－ １
ｎ（ｎ－１）

１
ｎ（ｎ－１

烄

烆

烌

烎）
（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），

可得

Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝ １

ｎ
，　Ｅ（ＸｉＸｊ）＝ １

ｎ（ｎ－１）
，

Ｅ（Ｘ２）＝ （Ｅ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ ）ｉ

２
＝ （Ｅ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ＋２ ∑
ｎ

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
ＸｉＸ ）ｊ

＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２

ｉ）＋２ ∑
ｎ

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
Ｅ（ＸｉＸｊ）

＝∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｎ＋２ ∑

ｎ

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

１
ｎ（ｎ－１）

＝１＋２Ｃ２
ｎ· １

ｎ（ｎ－１）＝２，

所以 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝１．
点评　必须注意，引进的（０１）分布的随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 不

是相互独立的．若不然极易犯如下两个错误：
·５３１·



①Ｘｉ～Ｂ １，１（ ）ｎ 
（）

Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｂｎ，１（ ）ｎ Ｅ（Ｘ）＝ｎ×１

ｎ ＝

１，Ｄ（Ｘ）＝ｎ×１
ｎ １－１（ ）ｎ ＝１－１

ｎ．

②Ｄ（Ｘ）＝ （Ｄ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ）ｉ （


）
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
｛Ｅ（Ｘｉ

２）－［Ｅ（Ｘｉ）］２｝＝

∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｎ－１

ｎ（ ）２ ＝１－１
ｎ．其中标的为错误之处．

【４１６】　证明：在一次试验中，事件Ａ 发生的次数Ｘ 的方差满足

Ｄ（Ｘ）≤１
４．

证　设Ｐ（Ａ）＝ｐ，则Ｘ～Ｂ（１，ｐ），于是Ｄ（Ｘ）＝ｐ（１－ｐ）

方法１　（公式法）　ａｂ≤ ａ＋ｂ（ ）２
２
，ａ，ｂ≥０．

取ａ＝ｐ，ｂ＝１－ｐ，得

Ｄ（Ｘ）＝ｐ（１－ｐ）≤ ｐ＋１－ｐ（ ）２
２

＝ １
４．

　　方法２　（配方法）

Ｄ（Ｘ）＝ｐ（１－ｐ）＝ １
４－ １

２－（ ）ｐ
２

≤ １
４．

　　方法３　（微分法）

令ｆ（ｐ）＝ｐ（１－ｐ），ｆ′（ｐ）＝１－２ｐ＝０ｐ＝１
２
，

ｆ″（ｐ）＝－２＜０ｆ（ ）１
２

为ｆ（ｐ）的最大值，所以

Ｄ（Ｘ）＝ｆ（ｐ）≤ｆ（ ）１
２ ＝１

４．

方法４　（方差性质）　Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－ｃ）２，ｃ为任意常数．

取ｃ＝ １
２
，Ｅ（Ｘ－ｃ）２ ＝Ｅ Ｘ－（ ）１

２
２

＝ ０－（ ）１
２

２
（１－ｐ）＋

１－（ ）１
２

２

ｐ＝１
４
，所以
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Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－ｃ）２ ＝ １
４．

　　点评　有人先设Ｐ（Ａ）＝１
２
，即Ｘ～Ｂ １，（ ）１

２
，然后证明Ｄ（Ｘ）≤

１
４．这种证法是不可取的，因为它失去了一般性．

【４１７】　汽车站分别于每小时的１０分，３０分和５５分发车．若乘

客不知发车时间，在每小时内的任一时刻随机到达车站，求乘客等候时

间的数学期望（精确到秒）．
分析　乘客到达车站的时间Ｔ 是个随机变量，而等候的时间也是

随机变量，且可以视为Ｔ 的函数ｇ（Ｔ）．Ｔ 服从均匀分布，通过积分可

以求得Ｅ（ｇ（Ｔ））．
解　设随机变量Ｔ 为乘客到达车站的时间，则Ｔ～Ｕ［０，６０］其密

度函数

ｆ（ｔ）＝
１
６０

（０≤ｔ≤６０），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
乘客需要等候的时间为随机变量Ｙ，则

Ｙ＝ｇ（Ｔ）＝

１０－Ｔ （０≤Ｔ＜１０），
３０－Ｔ （１０≤Ｔ＜３０），
５５－Ｔ （３０≤Ｔ＜５５），
７０－Ｔ （５５≤Ｔ≤６０

烅

烄

烆 ），

Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）ｄ（ｔ）＝ １［６０∫

１０

０
（１０－ｔ）ｄｔ＋∫

３０

１０
（３０－ｔ）ｄｔ

　＋∫
５５

３０
（５５－ｔ）ｄｔ＋∫

６０

５５
（７０－ｔ）ｄ］ｔ

＝６２５
６０ ＝１０分２５秒．

　　点评　这是一般的大多数人采用的解法．下面介绍一个特殊的

解法．
解　设乘客需等候的时间为Ｔ，则其密度函数
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φ（ｔ）＝

３ａ （０≤ｔ＜１５），
２ａ （１５≤ｔ＜２０），
ａ （２０≤ｔ≤２５），
０ （其他

烅

烄

烆 ），

　ａ为待定常数．

由∫
＋∞

－∞
φ（ｔ）ｄｔ＝６０ａ＝１ａ＝ １

６０
，于是等候时间的数学期望

Ｅ（Ｔ）＝∫
＋∞

－∞
ｔφ（ｔ）ｄｔ＝∫

１５

０

ｔ
２０ｄｔ＋∫

２０

１５

ｔ
３０ｄｔ＋∫

２５

２０

ｔ
６０ｄｔ

＝６２５
６０ ＝１０分２５秒．

　　【４１８】　某意外事故Ａ 发生的概率为ｐ．若Ａ 发生，保险公司要

赔偿给投保者Ｍ 元．为使公司的期望收益达到０．０５Ｍ 元，公司将要求

投保者交纳多少保费？

分析　这是数学期望的应用题．公司在每一投保者身上获取的收

益为随机变量，投保者需交纳的保费则是一个常量．
解　设投保者需交纳保费ｘ元，公司在每一投保者身上获取的收

益为随机变量Ｘ，由题设可知Ｘ 服从两点分布，即

Ｘ～
ｘ ｘ－Ｍ

１－（ ）ｐ ｐ
．

由Ｅ（Ｘ）＝ｘ（１－ｐ）＋ｐ（ｘ－Ｍ）＝０．０５Ｍ 得　ｘ＝（０．０５＋ｐ）Ｍ．
所以投保者需交纳（０．０５＋ｐ）Ｍ 元保费．

点评　本题的关键之处是正确求得Ｘ 的分布律．部分学生算得的

结果是：需 交 纳
（０．０５＋ｐ）Ｍ

１－ｐ
元 保 费，其 错 误 原 因 是 Ｘ 的 分 布 律

为
ｘ －Ｍ

１－（ ）ｐ ｐ
．

【４１９】　公共汽车车门的高度是按男子与车门顶碰头的机会在

０．５％以下来设计的．设男子身高服从正态分布 Ｎ（１７６，６４）（单位：
ｃｍ）．问车门高度应如何确定？

解　设 车 门 高 度 为ｈ（ｃｍ），男 子 身 高 为 随 机 变 量 Ｘ，则 Ｘ～
Ｎ（１７６，６４），依题意可知
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Ｐ（Ｘ＞ｈ）＜０．００５Ｐ（Ｘ≤ｈ）＞０．９９５即Φ ｈ－１７６（ ）８ ＞０．９９５．

查标准正态分布表，得

ｈ－１７６
８ ≥２．５８ｈ≥１９６．６４．

即车门高度可确定为１９６．６４ｃｍ．
【４２０】　用卡车装运水泥．设每袋水泥的重量Ｘ（单位：ｋｇ）服从

Ｎ（５０，２．５２）．问最多装多少袋水泥使总重量超过２０００的概率不大于

５％．下面给出两种解法，判断哪个正确，并说明理由．
解法１　设最多装ｍ 袋水泥，则总重量为ｍＸ，据题设应有

Ｐ（ｍＸ ＞２０００）＝１－Ｐ（ｍＸ ≤２０００）＝１－Ｐ Ｘ≤２０００（ ）ｍ

＝１－Φ
２０００
ｍ －５０

２．

烄

烆

烌

烎５
≤０．０５，

Φ
２０００
ｍ －５０

２．

烄

烆

烌

烎５
≥０．９５．

查标准正态分布表

２０００
ｍ －５０

２．５ ≥１．６４５，ｍ≤３６．９６≈３７，所以最多装３７

袋水泥．
解法２　设最多装ｍ 袋水泥，再设Ｘｉ 表示第ｉ袋水泥重量，则总

重量Ｙ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｘｉ．由于Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ 相互独立，据期望和方差的性质

可知

Ｅ（Ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝５０ｍ，　Ｄ（Ｙ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝２．５２ｍ，

由正态分布的可加性可得

Ｙ～Ｎ（５０ｍ，２．５２ｍ）．
由题设有

Ｐ（Ｙ＞２０００）＝１－Φ
２０００－５０ｍ
２．５槡（ ）ｍ ≤０．０５．
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查标准正态分布表２０００－５０ｍ
２．５槡ｍ

≥１．６４５，ｍ≤３９．４３，所以最多装３９袋

水泥．
解　解法２正确．
解法１中以ｍＸ 表示总量是欠妥的，它以一袋的随机重量代表其

他每一袋的重量，这种做法不妨称为是“半随机”的，而解法２中的总重

量 ∑
ｍ

ｉ＝１
Ｘｉ 则是完全彻底的随机．

两个解法若不放在一起，初学者单看方法１是很难发现其错误的．
这里介绍如何发现错误的方法：对所得结果进行检验，看是否符合实

际．例如：解法１的结果是３７，
５０×３７＝１８５０＜１９００．

　　由于本题方差较小，数据波动（即每袋重量波动）不大，故装３７袋

总重量不超过１９００，这与题中要求超过２０００差距太大，由此断定３７
是错误结果．

【４２１】　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，其密度函数分别为

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ （０≤ｘ≤１），
０ （其他｛ ）；

ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－（ｙ－５） （ｙ＞５），

０ （ｙ≤５）｛ ．
求：Ｅ（ＸＹ），Ｄ（Ｘ－Ｙ）．

解　方法１　直接用二维随机变量函数的期望公式计算．

Ｅ（ＸＹ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
２ｘ２ｄｘ∫

＋∞

５
ｙｅ－（ｙ－５）ｄｙ＝ ２

３∫
＋∞

５
－ｙｄ（ｅ－ｙ＋５）

＝ ２
３
（－ｙｅ－ｙ＋５－ｅ－ｙ＋５）

＋∞

５
＝ ２

３
（５＋１）＝４．

Ｅ（Ｘ－Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（ｘ－ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ
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＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（ｘ－ｙ）ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
２ｘｄｘ∫

＋∞

５
（ｘ－ｙ）ｅ－ｙ＋５ｄｙ＝∫

１

０
２ｘ（ｘ－６）ｄｘ

＝ ２
３ｘ

３－６ｘ（ ）２
１

０
＝－１６

３
，

Ｅ［（Ｘ－Ｙ）２］＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（ｘ－ｙ）２ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（ｘ－ｙ）２ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
２ｘｄｘ∫

＋∞

５
（ｘ２－２ｘｙ＋ｙ２）ｅ－ｙ＋５ｄｙ

＝∫
１

０
２ｘ（ｘ２－１２ｘ＋３７）ｄｘ

＝ ｘ４

２－８ｘ３＋３７ｘ（ ）２
１

０
＝５９

２
，

从而所求方差

Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｅ（（Ｘ－Ｙ）２）－［Ｅ（Ｘ－Ｙ）］２ ＝５９
２－ －１６（ ）３

２

＝１９
１８．

　　方法２　利用期望与方差的性质．

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
２ｘ２ｄｘ＝ ２

３
，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
＋∞

－∞
ｘ２ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
２ｘ３ｄｘ＝ １

２
，

Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｙｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

＋∞

５
ｙｅ－ｙ＋５ｄｙ＝６，

Ｅ（Ｙ２）＝∫
＋∞

－∞
ｙ２ｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

＋∞

５
ｙ２ｅ－ｙ＋５ｄｙ＝３７，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ ＝ １
２－（ ）２

３
２

＝ １
１８

，

Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２ ＝３７－６２ ＝１．
由于Ｘ 与Ｙ 相互独立，故有

Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝ ２
３×６＝４，
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Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＝ １
１８＋１＝１９

１８．

　　点评　显然方法２较方法１计算简单．
【４２２】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从区间（０，１）上的均

匀分布．令Ｍ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ），Ｎ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ），求 Ｍ 与Ｎ 的数学期望和

方差．
分析　Ｍ，Ｎ 是两个随机变量的函数，故可用二重积分计算期望与

方差；由于Ｍ，Ｎ 仍是一维随机变量，故在求得 Ｍ，Ｎ 的密度函数后也

可用一维积分计算期望和方差．
解　方法１　按二维随机变量处理．
由题设可知（Ｘ，Ｙ）的联合密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
１ （０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１），
０ （其他）｛ ．

又 ｍａｘ（ｘ，ｙ）＝
ｘ （ｘ≥ｙ），

ｙ （ｘ＜ｙ｛ ），　ｍｉｎ（ｘ，ｙ）＝
ｙ （ｘ≥ｙ），
ｘ （ｘ＜ｙ）｛ ．

于是

Ｅ（Ｍ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｍａｘ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝
ｙ≤ｘ

ｘｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＋
ｙ＞ｘ

ｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｘｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｙｄｙ

＝ １
３＋１

３ ＝ ２
３．

同理

Ｅ（Ｎ）＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｙｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｘｄｙ

＝ １
６＋１

６ ＝ １
３．

Ｅ（Ｍ２）＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｘ２ｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｙ２ｄｙ

·２４１·



＝ １
４＋１

４ ＝ １
２．

Ｅ（Ｎ２）＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｙ２ｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｘ２ｄｙ

＝ １
１２＋１

１２＝ １
６．

所以

Ｄ（Ｍ）＝Ｅ（Ｍ２）－［Ｅ（Ｍ）］２ ＝ １
２－（ ）２

３
２

＝ １
１８

，

Ｄ（Ｎ）＝Ｅ（Ｎ２）－［Ｅ（Ｎ）］２ ＝ １
６－（ ）１

３
２

＝ １
１８．

　　方法２　按一维随机变量处理．
Ｘ，Ｙ 均服从（０，１）上的均匀分布，故其分布函数和密度函数为

Ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜０），
ｘ （０≤ｘ＜１），
１ （ｘ≥１

烅
烄

烆 ）；
　ｆ（ｘ）＝

１ （０＜ｘ＜１），
０ （其他）｛ ．

于是Ｍ，Ｎ 的分布函数

ＦＭ（ｚ）＝ ［Ｆ（ｚ）］２，　ＦＮ（ｚ）＝１－［１－Ｆ（ｚ）］２，
Ｍ，Ｎ 的密度函数

ｆＭ（ｚ）＝Ｆ′Ｍ（ｚ）＝２Ｆ（ｚ）ｆ（ｚ）＝
２ｚ （０＜ｚ＜１），
０ （其他｛ ）；

ｆＮ（ｚ）＝Ｆ′Ｎ（ｚ）＝２［１－Ｆ（ｚ）］ｆ（ｚ）＝
２（１－ｚ） （０＜ｚ＜１），

０ （其他）｛ ．
故所求的数学期望

Ｅ（Ｍ）＝∫
＋∞

－∞
ｚｆＭ（ｚ）ｄｚ＝∫

１

０
２ｚ２ｄｚ＝ ２

３
，

Ｅ（Ｎ）＝∫
＋∞

－∞
ｚｆＮ（ｚ）ｄｚ＝∫

１

０
２ｚ（１－ｚ）ｄｚ＝ １

３．

又

Ｅ（Ｍ２）＝∫
＋∞

－∞
ｚ２ｆＭ（ｚ）ｄｚ＝∫

１

０
２ｚ３ｄｚ＝ １

２
，

·３４１·



Ｅ（Ｎ２）＝∫
＋∞

－∞
ｚ２ｆＮ（ｚ）ｄｚ＝∫

１

０
２ｚ２（１－ｚ）ｄｚ＝ １

６．

故所求的方差

Ｄ（Ｍ）＝Ｅ（Ｍ２）－［Ｅ（Ｍ）］２ ＝ １
１８

，

Ｄ（Ｎ）＝Ｅ（Ｎ２）－［Ｅ（Ｎ）］２ ＝ １
１８．

　　点评　对本题而言，两种方法各有千秋，且计算量也相当．
【４２３】　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从正态分布Ｎ（０，０．５），

求Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）．
解　方法１　按二维随机变量处理．
由题设可知（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
槡π
ｅ－ｘ２·１

槡π
ｅ－ｙ２ ＝ １

πｅ
－（ｘ２＋ｙ２）　（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞），

Ｅ（Ｘ－Ｙ ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘ－ｙ １

πｅ
－（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝ １
π∫

２π

０
ｄθ∫

＋∞

０
ｒｃｏｓθ－ｓｉｎθｅ－ｒ２ｒｄｒ

＝ ４
π∫

π
２

０
ｃｏｓθ－ｓｉｎθｄθ∫

＋∞

０
ｒ２ｅ－ｒ２ｄｒ

＝ ４
π∫

π
４

０
（ｃｏｓθ－ｓｉｎθ）ｄθ＋∫

π
２

π
４

（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ）ｄ（ ）θ

　 －１
２ｒｅ

－ｒ２ ＋∞

０
＋１

２∫
＋∞

０
ｅ－ｒ２ｄ（ ）ｒ

＝ ４
π×槡２×槡π

４ ＝ ２槡π
，

Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜２）＝Ｅ（Ｘ２－２ＸＹ＋Ｙ２）＝Ｅ（Ｘ２）－２Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＋Ｅ（Ｙ２）

＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＝０．５＋０．５＝１，
所以

Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜２）－（Ｅ｜Ｘ－Ｙ｜）２ ＝１－２
π．

　　方法２　按一维随机变量处理．
·４４１·



令Ｚ＝Ｘ－Ｙ，由于相互独立的正态变量的线性组合仍是正态变

量，故Ｚ～Ｎ（０，１）．由Ｅ（Ｚ）＝０得Ｅ（Ｚ２）＝Ｄ（Ｚ）＝１．

Ｅ（｜Ｚ｜）＝∫
＋∞

－∞
｜ｚ｜ １

２槡π
ｅ－ｚ

２
２ｄｚ＝ ２槡π∫

＋∞

０
ｚｅ－ｚ

２
２ｄｚ

＝ ２槡π －ｅ－ｚ
２

（ ）２
＋∞

０
＝ ２槡π

，

于是

Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｄ（｜Ｚ｜）＝Ｅ（Ｚ２）－［Ｅ（｜Ｚ｜）］２ ＝１－２
π．

　　点评　与上一题不同，这里用一维随机变量方法处理二维随机变

量函数的数字特征问题，比用二维随机变量方法来处理要好得多．
本题出现了绝对值，不少学生按过去的思路会这样求解：

① 当Ｘ－Ｙ≥０时，由Ｘ，Ｙ 的独立性及方差的性质可得

Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＝０．５＋０．５＝１；

　　② 当Ｘ－Ｙ＜０时，
Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｄ（Ｙ－Ｘ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＝０．５＋０．５＝１，

　　综合①，②得

Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝１．
　　这一解法粗看似乎无可挑剔，仔细一琢磨，发现确有问题．问题出

在对随机变量的概念未真正理解，将Ｘ，Ｙ 视为一般非随机变量，故而

将问题分成两部分分别求解．事实上，由于Ｘ，Ｙ 的随机性，使之不能保

持恒有Ｘ－Ｙ≥０或Ｘ－Ｙ＜０，因此分两段讨论这一方法本身就是错

误的．
【４２４】　设连续型随机变量Ｘ 的一切可能值在区间［ａ，ｂ］内，其

密度函数为ｆ（ｘ）．证明：
（１）ａ≤Ｅ（Ｘ）≤ｂ；

（２）Ｄ（Ｘ）≤
（ｂ－ａ）２

４ ．

证　（１）由ｆ（ｘ）的归一性及期望的定义可有

ａ＝ａ·１＝ａ∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
ａｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｅ（Ｘ）．

·５４１·



相仿可证ｂ≥Ｅ（Ｘ），所以

ａ≤Ｅ（Ｘ）≤ｂ．
　　（２）利用方差性质可有Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－ｃ）２，ｃ为任意常数．

取ｃ＝ａ＋ｂ
２

，则有

Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－ｃ）２ ＝Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２
２

≤Ｅｂ－ａ＋ｂ（ ）２
２

＝
（ｂ－ａ）２

４ ．

　　点评　证明中常见如下错误：

① 由题设知Ｘ～Ｕ［ａ，ｂ］．
题中仅设连续型随机变量在［ａ，ｂ］内取值，这并不意味着Ｘ 服从

均匀分布，故接下去的证明失去一般性．

②Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２≤ｂ２－ａ２≤
（ｂ－ａ）２

４ ．

当ａ＝１，ｂ＝２时，得３≤１
４
，矛盾．

③Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－ｃ）２≤Ｅ（ｂ－ｃ）２．
在ｃ未确定时，未必有Ｅ（Ｘ－ｃ）２≤Ｅ（ｂ－ｃ）２．例如Ｘ＝１，ｂ＝２，

ｃ＝３，得４≤１，矛盾．
【４２５】　某地区种植某种农作物，根据以往数据统计平均亩产量

（单位：ｋｇ）是４１２，产量的均方差是１６．试估计今年的亩产量与４１２的

偏差不小于４７的概率．
分析　尽管不知道农作物的亩产量服从什么分布，但只要知道亩

产量的期望和方差，便可利用切比雪夫不等式对亩产量的有关问题进

行概率估算．
解　设随机变量Ｘ 为某农作物的亩产量，则Ｅ（Ｘ）＝４１２，Ｄ（Ｘ）＝

１６２，由切比雪夫不等式可有

Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥４７）＝Ｐ（｜Ｘ－４１２｜≥４７）≤Ｄ（Ｘ）
４７２

＝１６２

４７２ ≈０．１１５９．

　　【４２６】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下：
·６４１·



　　Ｘ
Ｙ　　

０ １

０ ０．１ ０．３

１ ０．２ ０．４

求：ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ），ρＸＹ．
解　由联合分布得边缘分布 Ｘ～Ｂ（１，０．７），Ｙ～Ｂ（１，０．６），故

Ｅ（Ｘ）＝０．７，Ｅ（Ｙ）＝０．６，Ｄ（Ｘ）＝０．２１，Ｄ（Ｙ）＝０．２４．
又ＸＹ～Ｂ（１，０．４），Ｅ（ＸＹ）＝０．４，从而

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝０．４－０．７×０．６＝－０．０２，

ρＸＹ ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）＝ －０．０２

０．槡 ２１ ０．槡 ２４
＝－ 槡１４

４２ ≈－０．０９．

　　【４２７】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
８
（ｘ＋ｙ） （０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤２），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
求：ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ），ρＸＹ．

解　由对称性可知Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ），Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｙ），而

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

２

０
ｘｄｘ∫

２

０

１
８
（ｘ＋ｙ）ｄｙ

＝∫
２

０

ｘ２

４＋ｘ（ ）４ ｄｘ＝ ７
６
，

Ｅ（ＸＹ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

２

０
ｘｄｘ∫

２

０

１
８
（ｘｙ＋ｙ２）ｄｙ

＝∫
２

０

ｘ２

４＋ｘ（ ）３ ｄｘ＝ ４
３
，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘ２ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

２

０
ｘ２ｄｘ∫

２

０

１
８
（ｘ＋ｙ）ｄｙ

＝∫
２

０

ｘ３

４＋ｘ２（ ）４ ｄｘ＝ ５
３
，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ ＝ ５
３－（ ）７

６
２

＝１１
３６．
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于是所求协方差和相关系数：

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝ ４
３－（ ）７

６
２

＝－１
３６

，

ρＸＹ ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）＝

－１
３６
１１
３６

＝－１
１１．

　　点评　注意到联合密度函数关于ｘ与ｙ 的对称性，便可减少近一

半的计算量．
【４２８】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下：

　　Ｘ
Ｙ　　

－１ ０ １

－１ １
８

１
８

１
８

０ １
８ ０ １

８

１ １
８

１
８

１
８

试验证：Ｘ 与Ｙ 是不相关的，但Ｘ 和Ｙ 不相互独立．
证　由联合分布律可得

Ｘ～
－１ ０ １
３
８

１
４

烄

烆

烌

烎
３
８

，　　Ｙ～
－１ ０ １
３
８

１
４

烄

烆

烌

烎
３
８

，

ＸＹ～
－１ ０ １
１
４

１
２

烄

烆

烌

烎
１
４

，

从而

　Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）＝０
ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝０，

即ρＸＹ＝０，故Ｘ 与Ｙ 是不相关的．但

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝０≠ １
１６＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０），

·８４１·



所以Ｘ 和Ｙ 不相互独立．
【４２９】　设随机变量Ｙ＝２Ｘ＋３，且 Ｄ（Ｘ）＝４，求ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

和ρＸＹ．
分析　本题是利用协方差的各性质求协方差．
解　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ｃｏｖ（Ｘ，２Ｘ＋３）＝ｃｏｖ（Ｘ，２Ｘ）＋ｃｏｖ（Ｘ，３）

＝２ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）＋０＝２Ｄ（Ｘ）＝８；
Ｄ（Ｙ）＝Ｄ（２Ｘ＋３）＝Ｄ（２Ｘ）＋０＝４Ｄ（Ｘ）＝１６，

ρＸＹ ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）＝ ８

槡 槡４ １６
＝１．

　　点评　若知道相关系数取±１的充要条件，则不用计算，由题设

Ｙ＝２Ｘ＋３就可推得ρＸＹ＝１．
【４３０】　已知二维随机变量服从正态分布，且Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝０，

Ｄ（Ｘ）＝４，Ｄ（Ｙ）＝９，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝３，求（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数ｆ（ｘ，

ｙ）．

解　ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ１σ２ １－ρ槡 ２

ｅ－ １
２（１－ρ２）

ｘ２

σ１
２－２ρ

ｘｙ
σ１σ２

＋ｙ２

σ２
（ ）２ ，

其中

σ１ ＝ Ｄ（Ｘ槡 ）＝２，σ２ ＝ Ｄ（Ｙ槡 ）＝３，

ρ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）＝ ３

２×３＝ １
２
，

代入上式可得

ｆ（ｘ，ｙ）＝ 槡３
１８πｅ

－２
３

ｘ２
４－ｘｙ

６＋ｙ２（ ）９ ．

　　【４３１】　设随机变量Ｘ 和Ｙ 的方差分别为４和９，相关系数为

０．５，求Ｄ（Ｘ＋Ｙ）和Ｄ（Ｘ－Ｙ）
解　Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ），

将Ｄ（Ｘ）＝４，Ｄ（Ｙ）＝９，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）＝０．５×２×
３＝３代入上式，得

Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝４＋９＋２×３＝１９，
Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝４＋９－２×３＝７．
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　　【４３２】　（１）求题４２６中（Ｘ，Ｙ）的协方差矩阵Ｃ；
（２）求题４２７中（Ｘ，Ｙ）的协方差矩阵Ｃ．

解　Ｃ＝（ｃｉｊ）２×２，其中ｃｉｊ＝ｃｊｉ＝ｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｊ）（ｉ，ｊ＝１，２）．
（１）ｃ１１＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）＝Ｄ（Ｘ）＝０．２１，

ｃ２２＝ｃｏｖ（Ｙ，Ｙ）＝Ｄ（Ｙ）＝０．２４，

ｃ１２＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝－０．０２＝ｃ２１，
所以

Ｃ＝
０．２１ －０．０２
－０．０２ ０．（ ）２４

；

　　（２）相仿

Ｃ＝

１１
３６ －１

３６

－１
３６

１１

烄

烆

烌

烎３６

＝ １
３６

１１ －１
－（ ）１ １１

．

　　【４３３】　设 Ａ 和Ｂ 是试验Ｅ 的两个随机事件，且Ｐ（Ａ）＞０，

Ｐ（Ｂ）＞０．定义随机变量Ｘ 和Ｙ 如下：

Ｘ＝
１ （Ａ 发生），
０ （珡Ａ 发生｛ ），　Ｙ＝

１ （Ｂ发生），
０ （珚Ｂ 发生）｛ ．

证明：若相关系数ρＸＹ＝０，则Ｘ 和Ｙ 必定相互独立．
分析　要证明离散型随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，即需证明（Ｘ，Ｙ）的

联合分布律等于边缘分布律的乘积，即

Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｊ）（ｉ，ｊ＝０，１）．
　　证　由题设可知

Ｘ～
０ １

１－Ｐ（Ａ） Ｐ（Ａ（ ）），

Ｙ～
０ １

１－Ｐ（Ｂ） Ｐ（Ｂ（ ）），

ＸＹ～
０ １

１－Ｐ（ＡＢ） Ｐ（ＡＢ（ ）），

故　Ｅ（Ｘ）＝Ｐ（Ａ），　Ｅ（Ｙ）＝Ｐ（Ｂ），　Ｅ（ＸＹ）＝Ｐ（ＡＢ）．
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由于ρＸＹ ＝０，即ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝０，亦即

Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ），故Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），从而有

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）．
由Ａ，Ｂ相互独立可得珡Ａ 和珚Ｂ，Ａ 和珚Ｂ，珡Ａ 和Ｂ 也相互独立，故又有

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０），
Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝０），
Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝１），

所以Ｘ 和Ｙ 必定相互独立．
点评　按如下方法证明是不正确的：
由ρＸＹ ＝０Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

Ａ 和Ｂ 相互独立 Ｘ 和Ｙ 相互独立．
　　错误在于仅证明了一个等式Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）
成立，没有证明所有等式成立．

Ｂ　习题精选

　　【４３４】　设随机变量 Ｘ～
ａ ｂ
０．６（ ）ｐ

（ａ＜ｂ），又Ｅ（Ｘ）＝１．４，

Ｄ（Ｘ）＝０．２４，则ａ，ｂ的值为 ．
（Ａ）ａ＝１，ｂ＝２； （Ｂ）ａ＝－１，ｂ＝２；
（Ｃ）ａ＝１，ｂ＝－２； （Ｄ）ａ＝０，ｂ＝１．
【４３５】　对两个仪器进行独立试验．设这两个仪器发生故障的概

率分别为ｐ１ 与ｐ２，则发生故障的仪器数的数学期望为 ．
（Ａ）ｐ１ｐ２； （Ｂ）ｐ１＋ｐ２；
（Ｃ）ｐ１＋（１－ｐ２）； （Ｄ）ｐ１（１－ｐ２）＋ｐ２（１－ｐ１）．
【４３６】　设Ｘ 为随机变量，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２（σ＞０），则对任

意常数ｃ，必有 ．
（Ａ）Ｅ（Ｘ－ｃ）２＝Ｅ（Ｘ２）－ｃ２；
（Ｂ）Ｅ（Ｘ－ｃ）２＝Ｅ（Ｘ－μ）２；
（Ｃ）Ｅ（Ｘ－ｃ）２＜Ｅ（Ｘ－μ）２；
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（Ｄ）Ｅ（Ｘ－ｃ）２≥Ｅ（Ｘ－μ）２．
【４３７】　人的体重Ｘ～Ｎ（１００，１００），记Ｙ 为１０个人的平均体重，

则 ．
（Ａ）Ｅ（Ｙ）＝１００，Ｄ（Ｙ）＝１００；
（Ｂ）Ｅ（Ｙ）＝１００，Ｄ（Ｙ）＝１０；
（Ｃ）Ｅ（Ｙ）＝１０，Ｄ（Ｙ）＝１００；
（Ｄ）Ｅ（Ｙ）＝１０，Ｄ（Ｙ）＝１０．
【４３８】　设Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），且Ｅ（Ｘ）＝２．４，Ｄ（Ｘ）＝１．４４，则ｎ，ｐ的

值为 ．
（Ａ）ｎ＝１２，ｐ＝０．２； （Ｂ）ｎ＝８，ｐ＝０．３；
（Ｃ）ｎ＝６，ｐ＝０．４； （Ｄ）ｎ＝４，ｐ＝０．６．
【４３９】　设Ｘ 服从指数分布Ｅ（λ），则Ｐ（Ｘ＞Ｅ（Ｘ））＝ ．
【４４０】　设Ｘ 服从泊松分布π（２），则Ｅ（３Ｘ－２）＝ ．
【４４１】　设Ｘ 服从泊松分布π（λ），且Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝１，则

λ＝ ．
【４４２】　设Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），Ｙ＝３Ｘ－２，则Ｅ（Ｙ）＝ ．
【４４３】　设Ｘ，Ｙ 相互独立，均服从Ｎ（μ，σ２），令Ｚ＝３Ｘ－２Ｙ，则

Ｅ（Ｚ）＝ ，Ｄ（Ｚ）＝ ．
【４４４】　一批产品中有一、二、三等品及废品４种，相应的概率分

别为０．８，０．１５，０．０４及０．０１，若其产值分别为２０元、１８元、１５元及０
元，求产品的平均产值．

【４４５】　某车间完成生产线改造的天数Ｘ 是一随机变量，其分布

律Ｘ～
２６ ２７ ２８ ２９ ３０
０．１ ０．２ ０．４ ０．２ ０．（ ）１

，所得利润（单位：万元）为Ｙ＝

５（２９－Ｘ）．求：
（１）Ｅ（Ｘ）；　（２）Ｅ（Ｙ）．
【４４６】　（有奖销售）某商场举办购物有奖活动，每购１０００份物

品中有一等奖１名，奖金５００元；二等奖３名，奖金１００元；三等奖１６
名，奖金５０元；四等奖１００名，可得价值５元的奖品一份．商场把每份

价值为７．５元的物品以１０元出售，求每个顾客买一份商品平均付多
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少钱？

【４４７】　设离散随机变量Ｘ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ １
２ｋ　（ｋ＝１，２，…）．

求Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 的数学期望和方差．

【４４８】　设连续随机变量Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝
１８

（ｘ＋３）３
（ｘ＞０），

０ （ｘ≤０）
烅
烄

烆 ．
求Ｙ＝Ｘ＋３的数学期望．

【４４９】　设在某一规定的时段内，其电气设备用于最大负荷的时

间Ｘ（以分计）是一个随机变量，其密度函数

ｆ（ｘ）＝

ｘ
（１５００）２

（０≤ｘ＜１５００），

３０００－ｘ
（１５００）２

（１５００≤ｘ≤３０００），

０ （其他）

烅

烄

烆 ．
求Ｘ 的数学期望．

【４５０】　设随机变量Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝
１＋ｘ （－１＜ｘ＜０），
１－ｘ （０＜ｘ＜１），
０ （其他）

烅
烄

烆 ．
求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）．

【４５１】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下：

　　Ｘ
Ｙ　　

－１ ０ ２

－１ ０．０５ ０．１５ ０．２５
２ ０．２ ０．３ ０．０５

求：（１）Ｅ（Ｘ），Ｅ（Ｙ），Ｄ（Ｘ），Ｄ（Ｙ）；
（２）Ｅ（Ｘ－Ｙ），Ｄ（Ｘ－Ｙ）；
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（３）Ｅ（ＸＹ），Ｄ（ＸＹ）；
（４）Ｅ（ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）），Ｄ（ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ））．
【４５２】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１

πＲ２ （ｘ２＋ｙ２ ＜Ｒ２），

０ （ｘ２＋ｙ２ ≥Ｒ２）
烅
烄

烆 ．

令Ｚ＝ Ｘ２＋Ｙ槡 ２，求Ｅ（Ｚ）和Ｄ（Ｚ）．
【４５３】　 设 Ｘ，Ｙ 为 任 意 随 机 变 量，且 ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０，则 必

有 ．
（Ａ）Ｘ，Ｙ 相互独立； （Ｂ）Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）；
（Ｃ）Ｄ（ＸＹ）＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）； （Ｄ）以上都不对．
【４５４】　设Ｘ，Ｙ 为随机变量，若Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ），则必

有 ．
（Ａ）Ｘ，Ｙ 相互独立； （Ｂ）Ｘ，Ｙ 不独立；
（Ｃ）Ｘ 与Ｙ 相关； （Ｄ）Ｘ 与Ｙ 不相关．
【４５５】　随机变量Ｘ 和Ｙ 满足Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）是Ｘ

和Ｙ ．
（Ａ）独立的必要条件，但不是充分条件；
（Ｂ）独立的充分条件，但不是必要条件；
（Ｃ）不相关的必要条件，但不是充分条件；
（Ｄ）不相关的充分条件，但不是必要条件．
【４５６】　设随机变量Ｘ 和Ｙ 独立同分布，记Ｕ＝Ｘ＋Ｙ，Ｖ＝Ｘ－

Ｙ，则Ｕ 和Ｖ 必 ．
（Ａ）相互独立； （Ｂ）不独立；
（Ｃ）相关系数为零； （Ｄ）相关系数不为零．
【４５７】　设存在常数ａ，ｂ（ａ≠０）使 Ｐ（Ｙ＝ａＸ＋ｂ）＝１，则 必

有 ．

（Ａ）ρＸＹ＝ａ； （Ｂ）ρＸＹ＝ ａ
｜ａ｜

；

（Ｃ）ρＸＹ＝１； （Ｄ）ρＸＹ＝－１．
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【４５８】　设（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（１，２２；０，３２；０．５），则ｃｏｖ（Ｘ－Ｙ，Ｙ）＝ ．
【４５９】　设（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，σ２；μ２，σ２；ρ）（σ＞０），则当ρ＝

时，随机变量１
２
（Ｘ＋Ｙ）与１

３
（Ｘ－２Ｙ）不相关．

【４６０】　设（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（０，１；０，１；０．５），则Ｄ（３Ｘ－２Ｙ）＝ ．
【４６１】　设Ｘ～Ｎ（４，４），由切比雪夫不等式估计Ｐ（｜Ｘ－４｜≥

６） ．
【４６２】　投掷一枚均匀硬币１００次，正面向上出现的频率在０．４

与０．６之间的概率不少于 ．
【４６３】　设（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（０，２；１，４；－０．５），则（Ｘ，Ｙ）的协方差矩阵

Ｃ＝ ．
【４６４】　某箱子装有１００件产品，其中一、二、三等品分别为８０，

１０，１０件．现从箱中随机取一件，记

Ｘｉ＝
１ （若取到ｉ等品），
０ （其他｛ ）， 　ｉ＝１，２，３．

求：（１）（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布律；
（２）Ｘ１ 和Ｘ２ 的相关系数ρＸ１Ｘ２．
【４６５】　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ （０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１－ｘ），
０ （其他）｛ ．

求：（１）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）；
（２）（Ｘ，Ｙ）的协方差矩阵．
【４６６】　设随机变量Ｘ～Ｎ（１，１６），Ｙ～Ｎ（１，９），ρＸＹ＝０．５．令Ｚ＝

Ｘ
２＋Ｙ

３
，

求：（１）Ｅ（Ｚ），Ｄ（Ｚ）；
（２）ρＹＺ；
（３）Ｙ 与Ｚ 是否相互独立，为什么？

【４６７】　设Ｘ，Ｙ 都是标准化随机变量，ρＸＹ＝１
２．令Ｕ＝ａＸ，Ｖ＝

ｂＸ＋ｃＹ，试确定ａ，ｂ，ｃ的值，使Ｄ（Ｕ）＝Ｄ（Ｖ）＝１，且Ｕ 与Ｖ 不相关．
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【４６８】　若随机变量Ｘ 和Ｙ 相互独立，证明：

Ｄ（ＸＹ）＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｘ）］２Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｙ）］２Ｄ（Ｘ）．
　　【４６９】　若Ｘ 和Ｙ 都是只能取两个值的随机变量，证明：如果它

们不相关，则一定相互独立．
【４７０】　设Ｘ，Ｙ 均为标准化的随机变量，证明

Ｅ［ｍａｘ（Ｘ２，Ｙ２）］≤１＋ １－ρ２槡 ＸＹ．

答案与提示

　　【４３４】　选Ａ．　只要解关于ａ，ｂ的方程组

０．６ａ＋０．４ｂ＝１．４，

０．６ａ２＋０．４ｂ２ ＝０．２４＋１．４２｛ ．

　　【４３５】　选Ｂ．　发生故障的仪器数Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２，Ｘｉ～
０ １

１－ｐｉ ｐ（ ）
ｉ

，

ｉ＝１，２．再利用期望的性质．
【４３６】　选Ｄ．　由方差性质Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－ｃ）２（ｃ为任意常数）

即得．

【４３７】　选Ｂ．　Ｃ，Ｄ显然错，Ｄ（Ｙ）＝Ｄ １
１０∑

１０

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ ＝ １

１００∑
１０

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝

１０×１００
１００ ＝１０．

【４３８】　选Ｃ．　由ｎｐ＝２．４，ｎｐ（１－ｐ）＝１．４４解得．

【４３９】　ｅ－１．　Ｐ（Ｘ＞Ｅ（Ｘ））＝Ｐ Ｘ＞１（ ）λ ＝１－Ｆ １（ ）λ
，Ｆ（ｘ）为

Ｘ 的分布函数．
【４４０】　４．
【４４１】　λ＝１．　Ｅ（（Ｘ－１）（Ｘ－２））＝λ２－２λ＋１．

【４４２】　（２ｐ＋１）ｎ－２．　利用二项展开式 （ａ＋ｂ）ｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎａｋｂｎ－ｋ

及随机变量函数的期望公式可得
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Ｅ（３Ｘ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
３ｋＣｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ ＝ （２ｐ＋１）ｎ．

　　【４４３】　Ｅ（Ｚ）＝μ，Ｄ（Ｚ）＝１３σ２．
【４４４】　１９．３元．
【４４５】　（１）Ｅ（Ｘ）＝２８（天）；　（２）Ｅ（Ｙ）＝５（万元）．
【４４６】　７．９元．　提示：设Ｘ 为买一份商品的付钱数，则

Ｘ～
－４９０ －９０ －４０ ５ １０
０．００１ ０．００３ ０．０１６ ０．１ ０．（ ）８８

．

　　【４４７】　Ｅ（Ｙ）＝２
５
，Ｄ（Ｙ）＝３８

７５．　提示：利用等比数列求和可得

Ｙ～
－１ ０ １
２
１５

１
３

８
烄

烆

烌

烎１５
．

　　【４４８】　６．
【４４９】　１５００（分）．　通过分段积分求得．

【４５０】　Ｅ（Ｘ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝１
６．

【４５１】　（１）Ｅ（Ｘ）＝０．３５，Ｅ（Ｙ）＝０．６５，Ｄ（Ｘ）＝１．３２７５，
Ｄ（Ｙ）＝２．２２７５；

（２）Ｅ（Ｘ－Ｙ）＝－０．３，Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｅ（（Ｘ－Ｙ）２）－［Ｅ（Ｘ－Ｙ）］２＝
５．３１；

（３）Ｅ（ＸＹ）＝－０．６５，Ｄ（ＸＹ）＝２．２２７５；
（４）Ｅ（ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ））＝－０．５５，Ｄ（ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ））＝０．５４７５．

【４５２】　Ｅ（Ｚ）＝２
３Ｒ，Ｄ（Ｚ）＝１

１８Ｒ
２．　利用极坐标计算二重

积分．
【４５３】　选Ｂ．　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
【４５４】　选Ｄ．　Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）Ｘ 与Ｙ 不相关．
【４５５】　选Ａ．　Ｘ 和Ｙ 独立Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．
【４５６】　选Ｃ．　ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）＝Ｄ（Ｘ）－Ｄ（Ｙ）＝０ρＵＶ＝０．
【４５７】　选Ｂ．　若ａ＞０则ρＸＹ＝１；若ａ＜０，则ρＸＹ＝－１．
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【４５８】　－６．　ｃｏｖ（Ｘ－Ｙ，Ｙ）＝ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）－Ｄ（Ｙ）．

【４５９】　－１．　ｃｏｖＸ＋Ｙ
２

，Ｘ－２Ｙ（ ）３ ＝σ
２

６
（－１－ρ）＝０．

【４６０】　７．

Ｄ（３Ｘ－２Ｙ）＝９Ｄ（Ｘ）＋４Ｄ（Ｙ）－１２ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）．

【４６１】　≤１
９．

【４６２】　３
４．利用切比雪夫不等式．

【４６３】　
槡２ － ２

槡

烄

烆

烌

烎－ ２ ４
．

【４６４】　（１）

　　Ｘ１

Ｘ２　　
０ １

０ ０．１ ０．８
１ ０．１ ０

　　（２）ρＸ１Ｘ２＝－２
３．

【４６５】　（１）－１
３６

；　（２）１
３６

２ －１（ ）－１ ２
．

【４６６】　（１）Ｅ（Ｚ）＝５
６
，　Ｄ（Ｚ）＝７；　（２）ρＹＺ＝ 槡２ ７

７
；

（３）不独立，因为ρＹＺ≠０．

【４６７】　ａ＝±１，ｂ＝１
槡３

，ｃ＝－２
槡３

；

或ａ＝±１，ｂ＝－１
槡３

，ｃ＝２
槡３

．

【４６８】　提示：①Ｄ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ２Ｙ２）－［Ｅ（ＸＹ）］２，②Ｘ，Ｙ 独立
Ｘ２，Ｙ２ 独立，③Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２．

【４６９】　设（Ｘ，Ｙ）的联合分布律和边缘分布律如下：
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　　Ｘ
Ｙ　　

ｘ１ ｘ２ ｐ·ｊ

ｙ１ ａ ｂ ｑ

ｙ２ ｃ ｄ １－ｑ

ｐｉ· ｐ １－ｐ

则ＸＹ的分布律为

ＸＹ ｘ１ｙ１ ｘ１ｙ２ ｘ２ｙ１ ｘ２ｙ２

ｐ ａ ｃ ｂ ｄ

于是

Ｅ（Ｘ）＝ｐｘ１＋（１－ｐ）ｘ２，　Ｅ（Ｙ）＝ｑｙ１＋（１－ｑ）ｙ２，

Ｅ（ＸＹ）＝ａｘ１ｙ１＋ｃｘ１ｙ２＋ｂｘ２ｙ１＋ｄｘ２ｙ２．
由于Ｘ 与Ｙ 不相关，即Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ），亦即

ａｘ１ｙ１＋ｃｘ１ｙ２＋ｂｘ２ｙ１＋ｄｘ２ｙ２

＝ｐｑｘ１ｙ１＋ｐ（１－ｑ）ｘ１ｙ２＋（１－ｐ）ｑｘ２ｙ１＋（１－ｐ）（１－ｑ）ｘ２ｙ２．
比较上面等式两边系数可得

ａ＝ｐｑ，　ｃ＝ｐ（１－ｑ），　ｂ＝ （１－ｐ）ｑ，　ｄ＝ （１－ｐ）（１－ｑ），
即

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ）＝Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）Ｐ（Ｙ＝ｙｊ）　（ｉ，ｊ＝１，２）．
所以Ｘ 和Ｙ 相互独立．

【４７０】　由 ｍａｘ（Ｘ２，Ｙ２）＝
Ｘ２ （Ｘ２≥Ｙ２），

Ｙ２ （Ｘ２＜Ｙ２烅
烄
烆 ）

可得

ｍａｘ（Ｘ２，Ｙ２）＝ １
２
（Ｘ２＋Ｙ２）＋１

２｜Ｘ２－Ｙ２｜，

于是据柯西许瓦兹不等式并注意到Ｅ（Ｘ２）＝Ｅ（Ｙ２）＝１，Ｅ（ＸＹ）＝

ρＸＹ，有

Ｅ（ｍａｘ（Ｘ２，Ｙ２））＝ １
２
［Ｅ（Ｘ２）＋Ｅ（Ｙ２）］＋１

２Ｅ（｜Ｘ＋Ｙ｜｜Ｘ－Ｙ｜）

·９５１·



≤１＋１
２ Ｅ｜Ｘ＋Ｙ｜２·Ｅ｜Ｘ－Ｙ｜槡 ２

＝１＋１
２ Ｅ（Ｘ２＋２ＸＹ＋Ｙ２）·Ｅ（Ｘ２－２ＸＹ＋Ｙ２槡 ）

＝１＋１
２ ２［１＋Ｅ（ＸＹ）］·２［１－Ｅ（ＸＹ槡 ）］

＝１＋ １－［Ｅ（ＸＹ）］槡 ２ ＝１＋ １－ρ２槡 ＸＹ．

·０６１·



第５章 　大数定律和中心极限定理

　　关键词

依概率收敛　伯努利大数定律　切比雪夫大数定律　独立同分布

的中心极限定理　德莫佛拉普拉斯中心极限定理

　　教学要求

（１）了解伯努利大数定律与切比雪夫大数定律．
（２）了解独立同分布的中心极限定理与德莫佛拉普拉斯中心极

限定理．

　　重点

各定理的内容；正态分布在近似计算中的应用．

　　难点

本章内容是数理统计的理论基础，难度较大．但由于这部分内容教

学大纲要求较弱，所以了解各定理的内容和思想、会利用中心极限定理

作简单的近似计算即可．

　　主要内容与方法提要

（１）大数定律

１）依概率收敛

若有常数ａ，对随机变量序列｛Ｘｎ｝及对任意ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜Ｘｎ－ａ｜＜ε）＝１，

则称｛Ｘｎ｝依概率收敛于ａ，简化为Ｘｎ →
Ｐ

ａ．
·１６１·



依概率收敛与高等数学中的收敛是两个不同的概念．在高等数学

中，序列｛ｘｎ｝是普通的变量，｛ｘｎ｝收敛于常数ａ（ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＝ａ）指对任意给

定的ε＞０，Ｎ＞０，使得对所有的ｎ＞Ｎ，恒有｜ｘｎ－ａ｜＜ε，并且不会有

例外．
在概率论中，序列｛Ｘｎ｝是随机变量，｛Ｘｎ｝依概率收敛于ａ是指对

任意给定的ε＞０，当ｎ充分大时，事件（｜Ｘｎ－ａ｜＜ε）发生的概率很大，
接近于１（即ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｐ（｜Ｘｎ－ａ｜＜ε）＝１），但事件（｜Ｘｎ－ａ｜≥ε）还有可能

发生，只是发生的可能性很小．
２）切比雪夫大数定律

设随机 变 量 序 列｛Ｘｋ｝相 互 独 立，且 具 有 相 同 的 方 差 和 期 望，

Ｅ（Ｘｋ）＝μ，Ｄ（Ｘｋ）＝σ２（ｋ＝１，２，…）．又设前ｎ个随机变量的算术平均

珡Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ ，则对任意的正数ε，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜珡Ｘ－μ｜＜ε）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ－μ ＜（ ）ε ＝１．

　　３）伯努利大数定律

设ｎＡ 是ｎ次独立重复试验中事件Ａ 发生的次数，ｐ是事件Ａ 在

每次试验中发生的概率，则对任意正数ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ ｎＡ

ｎ －ｐ ＜（ ）ε ＝１．

　　大数定律刻画了随机现象在大量重复下发生频率具一定稳定性的

定律，也就是揭示了大量随机现象的平均结果一般都具有某种稳定性

的规律．
（２）中心极限定理

１）独立同分布的中心极限定理

设｛Ｘｋ｝为相互独立且服从同一分布的随机变量序列，对每一随机

变量都有有限的Ｅ（Ｘｋ）＝μ及有限的方差Ｄ（Ｘｋ）＝σ２≠０（ｋ＝１，２，

…），则对前ｎ个随机变量和 ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ 进行标准化变换后

·２６１·



Ｙｎ ＝
∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ－Ｅ ∑

ｎ

ｋ＝１
Ｘ（ ）ｋ

Ｄ ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘ（ ）槡 ｋ

＝
∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ－ｎμ

槡ｎσ
．

此时对任意的ｘ都有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（Ｙｎ ≤ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ
－ｔ

２
２ｄｔ＝Φ（ｘ）．

　　本定理主要适用以下两个方面：

① 求随机变量和落在某区间内的概率．对于此类情况，先构造独

立同分布且期望和方差均已知的随机变量序列｛Ｘｋ｝，然后将所求事件

的概率转化为此随机变量前ｎ项之和Ｘ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ ，最后当ｎ很大时，

利用本中心极限定理，可求出所需的概率值．

② 已知随机变量前ｎ项和Ｘ＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ 取值的概率，求满足条件的

最小ｎ．对于此类问题，解法与①相反：首先利用本中心极限定理将已

知概率转化成一个与ｎ有关的标准正态分布函数Φ（ｆ（ｎ）），查表得

ｆ（ｎ）＝ｃ，再解出ｆ（ｎ）＝ｃ中的未知数ｎ．
中心极限定理阐明了即使原来并不服从正态分布的那些独立的随

机变量，但它们的总和的分布渐近地服从正态分布．
２）德莫佛拉普拉斯（ＤｅＭｏｉｖｒｅＬａｐｌａｃｅ）中心极限定理

设随机变量ηｎ（ｎ＝１，２，…）服从参数为ｎ，ｐ（０＜ｐ＜１）的二项分

布，则对于任意ｘ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ ηｎ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡 ）≤（ ）ｘ ＝∫

ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ＝Φ（ｘ）．

　　随机变量ηｎ 可看成ｎ个相互独立的服从（０１）分布的随机变量之

和，即ηｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｘｋ，则德莫佛拉普拉斯中心极限定理就是独立同分布

中心极限定理的一个特例．
当ｎ很大时，除了可利用本定理来作为二项分布的近似计算以外，
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由泊松定理可知，也可利用泊松分布来作为二项分布的近似计算．当ｐ
很小，ｎ很大时，利用泊松分布来作为二项分布的近似计算时，精度较

高．但ｐ较大，且ｎ很大，则利用本中心极限定理来作为二项分布的近

似计算，精度稍差．

　　本章知识结构

随机变量序列依概率收敛

大数定律
伯努利大数定律｛
切比雪夫大数定律

中心极限定理
列维林德伯格定理（独立同分布）
德莫佛

｛
拉普拉斯定理

中心极限定理应用———

烅

烄

烆 正态分布在近似计算中的应用

Ａ　例题精解

　　【５１】　某计算机系统有１００个终端，每个终端有２％的时间在使

用，若各个终端使用与否相互独立，试分别用二项分布、泊松分布和中

心极限定理计算至少一个终端使用的概率．
解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ个终端在使用），
０　（第ｉ个终端未在使用｛ ），　ｉ＝１，２，…，ｎ．

由题意可知，Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．０２，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝０．９８．若Ｘ 为使用中终端

的总数，则有Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ．

（１）用二项分布求解

由于Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是相互独立的，并且均服从（０１）分布，因此

Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 服从二项分布，即Ｘｎ～Ｂ（ｎ，ｐ）＝Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ

ｎｐｋ（１－

ｐ）ｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ．
当ｎ＝１００，ｐ＝０．０２时，解得

·４６１·



Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｃ０
１００×０．０２０×０．９８１００ ≈０．８６７４．

　　（２）用泊松分布求解

根据泊松定理，当ｎ（ｎ≥２０）很大，ｐ（ｐ≤０．０５）很小时，有以下近似

公式：

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ ≈Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝λｋ

ｋ！ｅ
－λ，其中λ＝ｎｐ．

　　由于λ＝ｎｐ＝１００×０．０２＝２，解得

Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ｛Ｘ＝０｝≈１－２０

０！ｅ
－２ ≈０．８６４７．

　　（３）用中心极限定理求解

已知Ｅ（Ｘｉ）＝０．０２，Ｄ（Ｘｉ）＝０．０１９６，由Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ及ｎ＝１００，算

得

Ｅ（Ｘ）＝∑
１００

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝１００×０．０２＝２，

Ｄ（Ｘ）＝∑
１００

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝１００×０．０１９６＝１．９６．

　　最后解得

Ｐ（Ｘ≥１）＝Ｐ
Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≥１－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ
Ｘｎ－２
１．槡 ９６

≥ １－２
１．槡（ ）９６

≈１－Φ
１－２
１．槡（ ）９６ ＝１－ １－Φ（０．７１［ ］）

＝Φ（０．７１）≈０．７６１１．
　　点评　从本题中所用的三种算法可看到精确计算用二项分布，泊

松分布及中心极限定理用于近似计算．若ｎ≥２０，ｐ≤０．０５时，利用泊

松分布来作为二项分布的近似计算则近似程度较好．
【５２】　独立地多次测量一个物理量，每次测量产生的随机误差

都服从（－１，１）内的均匀分布．若把７５次测量的算术平均珡Ｘ 作为测量

结果，分别用切比雪夫不等式和中心极限定理估计珡Ｘ 与真值之差的绝

·５６１·



对值小于１
９

的概率．

分析　切比雪夫不等式的一个重要应用，就是估计随机变量落在

区间（ａ，ｂ）内的概率Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）．关键是将待估概率Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）化

为Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜＜ε）［或Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε）］的形式，方法是将不等

式ａ＜Ｘ＜ｂ的各端同减去Ｅ（Ｘ）．用切比雪夫不等式估计随机变量落

入区间内概率，所得的结果虽然比较粗糙，但其优点是无需知道Ｘ 的

分布，只要知道其期望Ｅ（Ｘ）和方差Ｄ（Ｘ）就行了．
独立同分布中心极限定理对分布无限制，只要求｛Ｘｎ｝相互独立同

分布，期望和方差有限，不论Ｘｎ 是离散型或是连续型随机变量均可

使用．
在独立同分布随机变量序列的中心极限定理的应用中，当涉及求

独立同分布随机变量和的有关概率时，有以下几个步骤：

① 正确选取满足定理条件的独立同分布的随机变量序列｛Ｘｎ｝；

② 将 ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 标准化：

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎＥ（Ｘｉ）

ｎＤ（Ｘｉ槡 ）
；

③ 由公式

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎＥ（Ｘｉ）

ｎＤ（Ｘｉ槡 ） ≤
烄

烆

烌

烎
ｘ ＝∫

ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ＝Φ（ｘ）

计算有关概率；

④ 一般使用如下公式：

Ｐａ≤∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ≤（ ）ｂ ≈Φ

ｂ－ｎＥ（Ｘｉ）
ｎＤ（Ｘｉ槡（ ）） －Φ

ａ－ｎＥ（Ｘｉ）
ｎＤ（Ｘｉ槡（ ）） ．

　　解　设第ｉ次测量的结果为Ｘｉ＝ａ＋Ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），其中ａ为

真值，Ｙｉ 为测量误差．由题意可知，Ｙｉ 服从（－１，１）内的均匀分布．利用

均匀分布的相应结果，可得Ｅ（Ｙｉ）＝０且Ｄ（Ｙｉ）＝１
３．又算术平均

珡Ｘ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
（ａ＋Ｙｉ）＝ａ＋１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ，
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且求得

Ｅ（珡Ｘ）＝Ｅａ＋１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙ（ ）ｉ ＝ａ＋１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｙｉ）＝ａ，

Ｄ（珡Ｘ）＝Ｄ ａ＋１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙ（ ）ｉ ＝ １

ｎ２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｙｉ）＝ １

３ｎ．

　　（１）利用切比雪夫不等式求解

已知ｎ＝７５，Ｄ（珡Ｘ）＝ １
２２５

，有

Ｐ ｜珡Ｘ－ａ｜＜（ ）１
９ ＝Ｐ ｜珡Ｘ－Ｅ（珡Ｘ）｜＜（ ）１

９

≥１－Ｄ（珡Ｘ）

（ ）１
９

２ ＝１－８１
２２５

＝０．６４．
　　（２）利用独立同分布中心极限定理求解

Ｐ ｜珡Ｘ－ａ｜＜（ ）１
９ ＝Ｐ ｜珡Ｘ－Ｅ（珡Ｘ）｜

Ｄ（Ｘ槡 ）
＜ １

９ Ｄ（Ｘ槡

烄

烆

烌

烎）

≈２Φ
１

９ Ｄ（Ｘ槡（ ））－１

＝２Φ（ ）５
３ －１≈２Φ（１．６７）－１

≈０．９０５．
　　【５３】　为了确定事件Ａ 的概率，进行了一系列试验．在１００次试

验中，事件Ａ 发生了３６次．若取频率０．３６作为事件Ａ 的概率ｐ 的近

似值，求误差小于０．０５的概率．
分析　本题要利用德莫佛·拉普拉斯中心极限定理求解．这个定

理是独立同分布中心极限定理的特例，实际上引入随机变量

Ｘｉ＝
１　（第ｉ次试验中事件Ａ 发生），
０　（第ｉ次试验中事件Ａ 未发生｛ ），　ｉ＝１，２，…，ｎ，

则在ｎ重贝努利试验中，事件Ａ 发生的总次数Ｘ 为Ｘ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ．
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又因 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独 立 同 分 布，且 Ｅ（Ｘｉ）＝ｐ，Ｄ（Ｘｉ）＝
ｐ（１－ｐ），则由独立同分布中心极限定理，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
Ｘ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡 ）≤（ ）ｘ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎｐ

ｎｐ（１－ｐ槡 ）≤
烄

烆

烌

烎
ｘ

＝∫
ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ＝Φ（ｘ）．

　　这个定理表明了，服从二项分布的随机变量，经标准化后，其极限

分布为标准正态分布．这就为二项分布提供了一种十分简便的近似计

算概率的方法，即若Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），当ｎ充分大时，有

Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）＝∑
ｂ

ｋ＝ａ
Ｃｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ

≈Φ
ｂ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡（ ））－Φ

ａ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡（ ））．

　　解　设事件Ａ 在一次试验中发生的概率为Ｐ（Ａ）＝ｐ，并且令

Ｘｉ＝
１　（第ｉ次试验中Ａ 发生），
０　（第ｉ次试验中Ａ 未发生｛ ），　ｉ＝１，２，…，ｎ．

显然有Ｐ（Ｘｉ＝１）＝ｐ，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝１－ｐ 以及Ｅ（Ｘｉ）＝ｐ，Ｄ（Ｘｉ）＝
ｐ（１－ｐ）．

又设Ｘｎ 为ｎ次试验中事件Ａ 发生的次数，有Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ．则频率

珡Ｘ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，且算得Ｅ（珡Ｘ）＝ｐ，Ｄ（珡Ｘ）＝ｐ（１－ｐ）

ｎ ．

已知ｐ＝０．３６，ｎ＝１００，根据德莫佛·拉普拉斯中心极限定理求得

Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｐ ＜０．（ ）０５ ＝Ｐ

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｐ

ｐ（１－ｐ）
槡 ｎ

＜ ０．０５
ｐ（１－ｐ）
槡

烄

烆

烌

烎ｎ

≈２Φ ０．０５槡ｎ
ｐ（１－ｐ槡

烄
烆

烌
烎）
－１≈２Φ（１．０４２）－１
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≈０．７０６．
　　【５４】　一通信系统拥有５０台相互独立起作用的交换机，在系统

运行期间，每台交换机能清晰接受信号的概率为０．９．系统正常工作

时，要求能清晰接受信号的交换机至少４５台．求该通信系统能正常工

作的概率．
解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ台交换机正常工作），
０　（第ｉ台交换机不正常工作｛ ），　ｉ＝１，２，…，５０．

显然有Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．９，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝０．１且Ｅ（Ｘｉ）＝０．９，Ｄ（Ｘｉ）＝
０．０９．

又设Ｘ 为正常工作交换机的总台数，有Ｘ＝∑
５０

ｉ＝１
Ｘｉ．由于Ｘ１，Ｘ２，

…，Ｘ５０是相互独立的，因此Ｘ 服从二项分作Ｂ（５０，０．９）以及Ｅ（Ｘ）＝
ｎｐ＝５０×０．９＝４５，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝５０×０．９×０．１＝４．５．

利用德莫佛拉普拉斯中心极限定理，可求得

Ｐ（Ｘ≥４５）＝Ｐ ∑
５０

ｉ＝１
Ｘｉ≥（ ）４５

＝Ｐ
∑
５０

ｉ＝１
Ｘｉ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≥４５－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡

烄

烆

烌

烎
）

≈１－Φ
４５－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝１－Φ（０）＝０．５．
　　【５５】　某大学共有４９００个学生，已知每天晚上每个学生到阅览

室去学习的概率为０．１．问阅览室要准备多少个座位，才能以９９％的概

率保证每个去阅览室的学生都有座位？

分析　假设每个学生是否去阅览室是相互独立的，本问题则是已

知Ｘｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ取值的概率Ｐ（０≤Ｘ≤ｋ）＝０．９９，然后求出ｋ．方法是先

利用德莫佛拉普拉斯中心极限定理将所求的概率转换为标准正态分

·９６１·



布Φ（ｘ）与ｋ有关的函数值Φ［ａ（ｋ）］，通过查表求出ａ（ｋ），然后再解

出ｋ．
解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ个学生去阅览室），
０　（第ｉ个学生不去阅览室｛ ），　ｉ＝１，２，…，ｎ．

所以有Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．１，Ｐ｛Ｘｉ＝０｝＝０．９且Ｅ（Ｘｉ）＝０．１，Ｄ（Ｘｉ）＝
０．０９．

又设去阅览室学生人数总和Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，则Ｘ 服从二项分布Ｂ（ｎ，

ｐ）．当ｎ＝４９００，ｐ＝０．１时，有Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝４９０，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝
４４１．

利用德莫佛拉普拉斯中心极限定理，可解得

Ｐ（０≤Ｘ≤ｋ）＝Ｐ －Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡 ）≤Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≤ｋ－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ －４９０
２１ ≤Ｘｎ－４９０

２１ ≤ｋ－４９０（ ）２１

≈Φｋ－４９０（ ）２１ － １－Φ ４９０（ ）（ ）２１

＝Φｋ－４９０（ ）２１ ＋Φ ４９０（ ）２１ －１．

根据题意，有０．９９＝Ｐ（０≤Ｘ≤ｋ）≈Φｋ－４９０（ ）２１ ＋Φ（２３．３）－１

Φｋ－４９０（ ）２１ ≈０．９９，

查表得

ｋ－４９０
２１ ＝２．３２５，

最后解得

ｋ＝２１×２．３２５＋４９０＝５３８．８５，
即至少要准备５３９个座位，才能以９９％的概率保证每个去阅览室的学

生都有座位．
【５６】　一批种子中良种占１／６，从中任取６０００粒．问：能以０．９９
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的概率保证其中良种的比例与１／６相差多少？此时相应的良种数落在

哪个范围？

解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ粒种子是良种），
０　（第ｉ粒种子不是良种｛ ），　ｉ＝１，２，…，ｎ．

有Ｐ（Ｘｉ＝１）＝１
６
，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝５

６
，且Ｅ（Ｘｉ）＝１

６
，Ｄ（Ｘｉ）＝５

３６．

再设６０００粒种子中的良种总数Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，则Ｘ 服从二项分布

Ｂ（ｎ，ｐ），其中ｎ＝６０００，ｐ＝１
６．算得Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝６０００×１

６＝１０００，

Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝６０００×１
６×５

６＝２５００
３ ≈８３３．３．

由题意以及利用中心极限定理可得

Ｐ Ｘ
６０００－１

６ ≤（ ）ｋ ＝Ｐ

Ｘ
６０００－Ｅ Ｘ（ ）６０００

Ｄ Ｘ（ ）槡６０００

≤ ｋ

Ｄ Ｘ（ ）槡

烄

烆

烌

烎６０００

≈２Φ
ｋ

Ｄ Ｘ（ ）槡
烄

烆

烌

烎６０００

－１

＝２Φ ６０００ｋ
２８．（ ）８７ －１．

由

２Φ ６０００ｋ
２８．（ ）８７ －１＝０．９９

解得

Φ ６０００ｋ
２８．（ ）８７ ＝０．９９５，

通过查表并求得

６０００ｋ
２８．８７＝２．５７，
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ｋ＝２．５７×２８．８７
６０００ ≈０．０１２．

　　另外由

Ｘ
６０００－１

６ ≤０．０１２

解得

９２８≤Ｘ≤１０７２，

即能以０．９９的概率保证其中良种的比例与１
６

相差０．０１２，此时相应良

种数落在［９２８，１０７２］之间．
【５７】　煤气公司供应某地区１０００户居民用气，各户用气情况相

互独立．已知每户每日用气量（单位：度）在［０，２０］之间上均匀分布．求：
（１）这１０００户居民每日用气量超过１０１００度的概率；
（２）要求以９９％的概率保证该地区居民能正常用上煤气，煤气公

司每日至少需向该地区供应多少度煤气？

解　设Ｘｉ 为第ｉ户居民的每日用气量（ｉ＝１，２，…，ｎ）．根据题意

可知，Ｘｉ 服从［０，２０］上的均匀分布且Ｅ（Ｘｉ）＝１０，Ｄ（Ｘｉ）＝１００
３ ．

再设１０００户居民的用气总量为Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，有Ｅ（Ｘ）＝ｎＥ（Ｘｉ）＝

１０００×１０＝１００００，Ｄ（Ｘ）＝ｎＤ（Ｘｉ）＝１０００００
３

，其中ｎ＝１０００．　　

（１）利用独立同分布中心极限定理，可得

Ｐ（Ｘ≥１０１００）＝１－Ｐ（Ｘ＜１０１００）

＝１－Ｐ
Ｘ－１００００

１０００００槡３

＜１０１００－１００００
１０００００槡

烄

烆

烌

烎３
≈１－Φ（０．５４７８）≈１－０．７０８８＝０．２９１２．

　　（２）根据题意，有

Ｐ｛Ｘ≤ｎ｝＝Ｐ
Ｘ－１００００

１０００００槡３

≤ｎ－１００００
１０００００槡

烄

烆

烌

烎３
·２７１·



≈Φｎ－１００００
１８２．（ ）５７ ≥０．９９，

查表并解得

ｎ－１００００
１８２．５７ ≥２．３３，

ｎ≥２．３３×１８２．５７＋１００００＝１０４２５．４，
即１０００户居民每日用气量超过１０１００度的概率为０．２９１２，若要求以

９９％的概率保证该地区居民能正常用上煤气，煤气公司每日至少需向

该地区供气１０４２５．４度．
【５８】　一射手打靶，他得０分、２分、３分、４分、５分的概率分别为

０．１，０．２，０．２，０．４．此射手独立打靶２００次，求其得分在６５０至７５０分

之间的概率．
解　设Ｘｉ 为第ｉ次射击所得的分数（ｉ＝１，２，…，２００），Ｘｉ 的分布

律为

Ｘｉ ０ ２ ３ ４ ５

Ｐ ０．１ ０．１ ０．２ ０．２ ０．４

算得Ｅ（Ｘｉ）＝３．６，Ｅ（Ｘｉ
２）＝１５．４，Ｄ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘｉ

２）－Ｅ２（Ｘｉ）＝１５．４－
３．６２＝２．４４．

另设Ｘ 为２００次射击所得的总分，即有Ｘ＝∑
２００

ｉ＝１
Ｘｉ，此时Ｅ（Ｘ）＝

∑
２００

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝２００×３．６＝７２０和Ｄ（Ｘ）＝∑

２００

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝２００×２．４４＝

４８８．
利用独立同分布中心极限定理可得所求的概率

Ｐ（６５０≤Ｘ≤７５０）＝Ｐ
６５０－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≤Ｘ－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡 ） ≤７５０－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ
６５０－７２０

槡４８８
≤Ｘ－７２０

槡４８８
≤７５０－７２０

槡（ ）４８８
≈Φ（１．３６）＋Φ（３．１７）－１
＝０．９１３１＋０．９９９２－１＝０．９１２３．
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　　【５９】　售报员在“东方书报亭”内售报，每个过路人在此买报的

概率为１／５．若有６００人路过此书报亭，求售出报纸数目不超过１８０份

的概率（假设路过报亭的买报人每人仅买１份报纸）．
解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ个过路人买报纸），
０　（第ｉ个过路人未买报纸｛ ），　ｉ＝１，２，…，６００．

有Ｐ（Ｘｉ＝１）＝１
５
，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝４

５
和Ｅ（Ｘｉ）＝１

５
，Ｄ（Ｘｉ）＝４

２５．

另设Ｘ 为买报纸人的总数，即有Ｘ＝∑
６００

ｉ＝１
Ｘｉ．由于Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ６００

是相互独立的且服从同一分布，便有Ｘ 服从二项分布Ｂ（ｎ，ｐ），其中

ｎ＝６００，ｐ＝ １
５

以及Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝２００，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝９６．

利用德莫佛拉普拉斯中心极限定理，可求得的概率

Ｐ（０≤Ｘ≤１８０）＝Ｐ －Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡 ）≤Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≤１８０－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ －２００
槡９６

≤Ｘ－２００
槡９６

≤１８０－２００
槡（ ）９６

≈Φ
－２０
槡（ ）９６ －Φ

－２００
槡（ ）９６ ＝Φ（－２．０４）－Φ（－２０．４）

＝Φ（２０．４）－Φ（２．０４）≈１－０．９７９３
＝０．０２０７．

　　【５１０】　某运输公司有５００辆汽车参加保险，在一年里汽车出事

故的概率为０．００６，参保的汽车每年交８００元的保费．若出事故保险公

司最多可赔偿５００００元，试分别计算保险公司亏本的概率及一年中盈

利不小于２０００００元的概率．
分析　每辆汽车一年的保险费为８００元，５０００辆汽车一年的保险

费为５００×８００＝４０万元，若保险公司不亏本即每年赔偿费用不能大于

４０万元，出事故的车辆数不能多于４０００００÷５００００＝８辆，于是本题要

求一年中出事故的车辆数大于８辆的概率．若公司要盈利２０万元，则

求出事故的车辆数不能大于４辆的概率．
·４７１·



解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ辆汽车出事故），
０　（第ｉ辆汽车不出事故｛ ），　ｉ＝１，２，…，５００．

由题意可知，Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．００６，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝０．９９４且有Ｅ（Ｘｉ）＝
０．００６，Ｄ（Ｘｉ）＝５．９６４×１０－３．又设Ｘ 为每年出事故汽车总数，有Ｘ＝

∑
５００

ｉ＝１
Ｘｉ．

由于Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ５００是相互独立且均服从０１分布，所以Ｘ 服从

二项分布Ｂ（５００，０．００６）．由二项分布的性质可知，Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝５００×
０．００６＝３，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝５００×５．９６４×１０－３＝２．９８２．

利用德莫佛拉普拉斯中心极限定理可求得以下结果：

① 保险公司亏本的概率

Ｐ（Ｘ≥８）＝Ｐ
Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≥８－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ
Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≥ ８－３
２．槡（ ）９８２

≈１－Φ（２．９）＝１－０．９９８１＝０．００１９．
　　② 一年中盈利不小于２０万元的概率

Ｐ（Ｘ≤４）＝Ｐ
Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≤４－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ
Ｘ－３
２．槡 ９８２

≤ ４－３
２．槡（ ）９８２

≈Φ（０．５７９）＝０．７１９０．
　　【５１１】　假设在一本书中，每页印刷错误的个数服从参数为２的

泊松分布．试用独立同分布中心极限定理估计一本３００页的书中，印刷

错误超过５８０个的概率．
解　设第ｉ页的印刷错误的个数为Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，３００），则Ｘｉ 服

从参数为２的泊松分布，且有Ｅ（Ｘｉ）＝２，Ｄ（Ｘｉ）＝２．另设Ｘ 为３００页

中印刷错误的总数，显然有Ｘ ＝ ∑
３００

ｉ＝１
Ｘｉ．另有Ｅ（Ｘ）＝ ∑

３００

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝

·５７１·



３００×２＝６００，Ｄ（Ｘ）＝∑
３００

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝３００×２＝６００．根据题意以及独

立同分布中心极限定理，可求得

Ｐ（Ｘ≥５８０）＝Ｐ
Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≥５８０－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡（ ））

＝Ｐ
Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ） ≥５８０－６００
槡（ ）６００

≈１－Φ（－０．８２）＝Φ（０．８２）＝０．７９３９．
　　【５１２】　银行为支付某日将到期的债券需准备一笔现金．已知这

批债券共发放了５００张，每张需付本息１０００元．设持券人（１人１券）
到期日到银行领取本息的概率为０．４．问：银行于该日应准备多少现金

才能以９９．９％的把握满足客户的兑换．
分析　若该日银行准备的现金金额为ｎ元，Ｘ 为去银行兑换的人

数，则由题意可知Ｐ（１０００Ｘ≤ｎ）＝０．９９９，然后利用中心极限定理求

出ｎ．
解　设

Ｘｉ＝
１　（第ｉ个人到期去银行兑换），
０　（第ｉ个人到期未去银行兑换｛ ），　ｉ＝１，２，…，５００．

由题意可知，Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．４，Ｐ（Ｘｉ＝０）＝０．６且Ｅ（Ｘｉ）＝０．４，Ｄ（Ｘｉ）＝

０．２４．另设该日到银行兑换人的总数为Ｘ，则有Ｘ ＝ ∑
５００

ｉ＝１
Ｘｉ．由于Ｘ１，

Ｘ２，…，Ｘ５００是相互独立的且它们均服从０１分布，所以Ｘ 服从二项分

布Ｂ（５００，０．４）．由二项分布的性质可求得Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝５００×０．４＝
２００，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝５００×０．２４＝１２０．

利用德莫佛拉普拉斯中心极限定理可求得

Ｐ（１０００Ｘ≤ｎ）＝Ｐ Ｘ≤ ｎ（ ）１０００

＝Ｐ Ｘ－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡 ） ≤

ｎ
１０００－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡

烄

烆

烌

烎）

·６７１·



＝Ｐ Ｘ－２００
槡１２０

≤

ｎ
１０００－２００

槡

烄

烆

烌

烎１２０

≈Φ
ｎ

１０００－２００

槡

烄

烆

烌

烎１２０
，

再由Φ
ｎ

１０００－２００

槡

烄

烆

烌

烎１２０
＝０．９９９查表得

ｎ
１０００－２００

槡１２０
＝３．１

ｎ＝２３３９５８．８，
即该日银行只需准备约２３４０００元就能以９９．９％的把握满足客户的

兑换．
【５１３】　从某厂生产的一批同型号的电子元件中抽取３９５件检验

合格率．次品率ｐ未知，要通过次品的相对频率来估计，估计的可靠度

大于９５％．（１）求绝对误差界ε；（２）如果样本中有１
１０

是次品，应对ｐ作

怎样的估计．
分析　设在ｎ重贝努利试验中，事件Ａ 发生的次数为Ｘｎ，在一次

试验中事件Ａ 发生的概率为Ｐ（Ａ）＝ｐ，则Ｘｎ～Ｂ（ｎ，ｐ）．由德莫佛·
拉普拉斯中心极限定理可知，当ｎ很大时，有

Ｘｎ ～Ｎ（ｎｐ，ｎｐ（１－ｐ）），
于是用频率估计概率误差的可靠度

β＝Ｐ Ｘｎ

ｎ －ｐ ≤（ ）ε ＝Ｐ ｐ－ε≤Ｘｎ

ｎ ≤ｐ＋（ ）ε

＝Ｐ（ｎｐ－ｎε≤Ｘｎ ≤ｎｐ＋ｎε）

＝Φ
ｎε

ｎｐ（１－ｐ槡（ ））－Φ
－ｎε

ｎｐ（１－ｐ槡（ ））
＝２Φε ｎ

ｐ（１－ｐ槡（ ））－１，

·７７１·



得近似公式

β＝Ｐ Ｘｎ

ｎ －ｐ ≤（ ）ε ＝２Φε ｎ
ｐ（１－ｐ槡（ ））－１． （）

其中有四个互相联系的指标：试验总次数ｎ，事件Ａ 一次试验中发生的

概率ｐ，误差界ε以及用频率估计概率所产生的误差的可靠度β．只要

知道其中任意三个量，就可求出另一个．
解　（１）已知ｎ＝３９５，由公式（）可得

β＝Φε ｎ
ｐ（１－ｐ槡（ ））－１

＝２Φε ３９５
ｐ（１－ｐ槡（ ））－１＝０．９５，

故 Φε ３９５
ｐ（１－ｐ槡（ ））＝０．９７５，

查表得ε ３９５
ｐ（１－ｐ槡 ）＝１．９６，从而ε＝１．９６ ｐ（１－ｐ）

槡３９５ ．

由于ｐ（１－ｐ）＝ｐ－ｐ２＝１
４－ ｐ－（ ）１

２
２

≤１
４
，于是

ε＝１．９６ ｐ（１－ｐ）
槡３９５ ≤１．９６ １

４×槡 ３９５＝０．０５，

即绝对误差界ε≤０．０５．
（２）由题（１）已得

Ｐ Ｘｎ

ｎ －ｐ ≤０．（ ）０５ ≥０．９５，

此时，ｐ满足

Ｘｎ

ｎ －ｐ ≤０．０５，

而由题设可知Ｘｎ

ｎ ＝１
１０＝０．１，故０．０５≤ｐ≤０．１５，即估计这批元件的次

品率ｐ在０．０５～０．１５之间．ｐ在这个范围内的可靠度β＝０．９５．

·８７１·



Ｂ　习题精选

　　【５１４】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，…相互独立，且都服从参数为λ（λ＞０）
的指数分布，则下列选项正确的是 ．

（Ａ）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎ

λ
ｎ
λ２

≤
烄

烆

烌

烎
ｘ ＝∫

ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ＝Φ（ｘ）；

（Ｂ）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
λ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎ

槡ｎ
≤

烄

烆

烌

烎
ｘ ＝Φ（ｘ）；

（Ｃ）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－１

λ
１
λ２

≤
烄

烆

烌

烎
ｘ ＝Φ（ｘ）；

（Ｄ）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
λ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎ

ｎ ≤
烄

烆

烌

烎ｘ
＝Φ（ｘ）．

【５１５】　设随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，…相互独立，Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，由

独立同分布中心极限定理可知，当ｎ充分大时，Ｘ 近似服从正态分布，
只要Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，… ．

（Ａ）有相同的数学期望； （Ｂ）有相同的方差；
（Ｃ）服从同一指数分布； （Ｄ）服从同一离散分布．
【５１６】　一随机变量Ｘ 的Ｅ（Ｘ）＝１２，Ｄ（Ｘ）＝９．用切比雪夫不等

式估计：
（Ａ）Ｐ（６＜Ｘ＜８）≥ ；
（Ｂ）Ｐ（３＜Ｘ＜２１）≥ ．
【５１７】　随机变量Ｘ 的Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２，用切比雪夫不等式

估计：Ｐ ｜Ｘ－μ｜＜ｋ（ ）σ ≥ ．
·９７１·



【５１８】　设Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，５０）是相互独立的随机变量，且都服从

泊松分布，参数λ＝０．０３．令 Ｘ ＝ ∑
５０

ｉ＝１
Ｘｉ，则用中心极限定理计算：

Ｐ（Ｘ＞３）≈ （精确到２位小数）．
【５１９】　用切比雪夫不等式确定当掷一均匀硬币时，需掷多少

次，才能保证使得出现正面的频率在０．４至０．６之间的概率不小于

９０％，并用中心极限定理计算同一问题．
【５２０】　某药厂宣称：该厂生产的某种药品对于医治一种疑难的

血液病的治愈率为８０％．医院检验员任意抽查了１００个服用此药品的

病人，如果其中多于７５人治愈，就接受这一断言，认为该厂没有作虚假

宣传，否则就认为该厂宣传不符合实际．问：
（１）若实际上此药品对该病治愈率确实为８０％，接受厂方宣传的

概率是多少？

（２）实际上此药品对该病治愈率是７０％，接受厂方宣传的概率是

多少？

【５２１】　某保险公司多年的统计资料表明：在索赔户中被盗索赔

户占２０％．以Ｘ 表示在随意抽查的１００个索赔户中因被盗向保险公司

索赔的户数，（１）写出Ｘ 的概率分布；（２）利用德莫佛·拉普拉斯中心

极限定理，求被盗索赔户不少于１４户，且不多于３０户的概率．
【５２２】　某大型商场每天接待顾客１００００人，设每位顾客的消费

额（元）服从［１０，１０００］上的均匀分布，且顾客的消费额是相互独立的，
试求该商场的消费额（元）在平均消费额上下浮动不超过２００００元的

概率．
【５２３】　某厂生产的灯泡，合格率为０．９６．某天生产了１０００只灯

泡，试问能以９５％的把握保证在这１０００只灯泡中合格灯泡的个数在

哪个范围内？

答案与提示

　　【５１４】　Ｂ．
·０８１·



【５１５】　Ａ不知期望、方差是否有限，Ｂ及Ｄ同 Ａ．Ｃ满足独立同

分布及期望，方差有限的要求，故Ｃ入选．

【５１６】　Ａ填３
４
；Ｂ填８

９．

【５１７】　取ε＝ｋσ，Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜ｋσ）≥１－ σ２

ｋ２σ２＝１－１
ｋ２，故

填１－１
ｋ２．

【５１８】　由Ｅ（Ｘｉ）＝０．０３，Ｄ（Ｘｉ）＝０．０３，可得

Ｐ（Ｘ＞３）＝１－Ｐ（Ｘ≤３）

≈１－Φ
３－０．０３×５０

０．０３×槡（ ）５０
＝１－Φ（１．２２５）＝０．１１．

故填０．１１．

【５１９】　设需掷ｎ次，用Ｘｎ 表示正面出现的次数，则Ｘｎ～Ｂｎ，（ ）１
２

，

由切比雪夫不等式得

Ｐ ０．４＜Ｘｎ

ｎ ＜０．（ ）６ ＝Ｐ Ｘｎ

ｎ －０．５ ＜０．（ ）１

≥１－１００
４ｎ ≥０．９０，

所以ｎ≥１０００
４ ＝２５０．

利用德莫佛·拉普拉斯中心极限定理可得

Ｐ ０．４＜Ｘｎ

ｎ ＜０．（ ）６ ＝Ｐ
Ｘｎ－ｎ

２

ｎ×１
２×槡 １

２

＜ ０．１槡ｎ
１
２×槡

烄

烆

烌

烎
１
２

＝２Φ（０．２槡ｎ）－１≥０．９０，

Φ（０．２槡ｎ）≥０．９５，　０．２槡ｎ≥１．６４５，
所以ｎ≥６８．

【５２０】　设 Ｘ 为服用此药品的病人中被治愈的人数，则 Ｘ～
·１８１·



Ｂ（１００，ｐ）．本题实际上利用德莫佛·拉普拉斯中心极限定理来近似地

求Ｐ（Ｘ＞７５）．
ｎ＝１００，则Ｅ（Ｘ）＝１００ｐ，Ｄ（Ｘ）＝１００ｐ（１－ｐ）．有

Ｐ（Ｘ＞７５）＝Ｐ
Ｘ－１００ｐ
１００ｐ（１－ｐ槡 ）＞ ７５－１００ｐ

１００ｐ（１－ｐ槡（ ））
≈１－Φ

７５－１００ｐ
１００ｐ（１－ｐ槡（ ））．

　　对题（１）Ｐ（Ｘ＞７５）≈１－Φ －（ ）５
４ ＝Φ（１．２５）＝０．８９４４．

对题（２）Ｐ（Ｘ＞７５）≈１－Φ ５
４．（ ）５８ ＝Φ（１．０９）＝０．１３７９．

可见，当厂方宣传符合实际时，接受这一宣传的概率为０．８９４４；而

当厂方宣传言过其实时，接受这一宣传的概率为０．１３７９．
【５２１】　（１）由于Ｘ～Ｂ（１００，０．２），故Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
１００（０．２）ｋ（０．８）１００－ｋ　（ｋ＝０，１，２，…，１００）；

　　（２）由于Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝１００×０．２＝２０，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝１００×
０．２×０．８＝１６，故

Ｐ（１４≤Ｘ≤３０）≈Φ ３０－２０（ ）４ －Φ １４－２０（ ）４
＝Φ（２．５）－Φ（１．５）＝Φ（２．５）＋Φ（１．５）－１
＝０．９２７．

　　【５２２】　设第ｉ位顾客的消费额为Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，１００００），则该

商店的消费总额 Ｘ ＝ ∑
１００００

ｉ＝１
Ｘｉ．又Ｅ（Ｘｉ）＝４５０，Ｄ（Ｘｉ）＝９００２

１２
，故

Ｅ（Ｘ）＝４５×１０５，Ｄ（Ｘ）＝１０４×９００２

１２ ．于是所求概率

　Ｐ ｜Ｘ－４５×１０５｜≤（ ）２００００

≈Φ
２×１０４

１０４×９００２

槡
烄

烆

烌

烎１２

－Φ
－２×１０４

１０４×９００２

槡
烄

烆

烌

烎１２

＝２Φ 槡４ ３（ ）９ －１

·２８１·



≈２Φ（０．７７）－１＝０．５６．
　　【５２３】　已知ｎ＝１０００，ｐ＝０．９６，β＝０．９５，要求Ｘｎ 所在的范围．
先求ε．由公式（）有

β＝Ｐ Ｘｎ

ｎ －ｐ ≤（ ）ε ＝２Φε ｎ
ｐ（１－ｐ槡（ ））－１＝０．９５，

即

Φε ｎ
ｐ（１－ｐ槡（ ））＝０．９７５，

查表得ε ｎ
ｐ（１－ｐ槡 ）＝１．９６，故

ε＝１．９６ ｐ（１－ｐ）
槡 ｎ ．

此时，Ｘｎ 满足

Ｘｎ

ｎ －ｐ ≤ε，

将ｎ＝１０００，ｐ＝０．９６代入上式得

９４８＜Ｘｎ ＜９７２，
即合格的个数在９４８个到９７２个之间．

·３８１·



第６章 　数理统计初步

　　关键词

总体　样本　统计量　常用统计量　抽样分布　χ２ 分布　ｔ分布

　Ｆ分布　参数估计　点估计　点估计的评价标准　区间估计　假设

检验　统计假设　两类错误　拒绝域

　　教学要求

（１）理解总体、简单随机样本、统计量的概念，掌握样本均值、样本

方差及样本矩的计算．
（２）了解χ２ 分布、ｔ分布和Ｆ 分布的定义及性质，了解分位数的概

念并会查表计算．
（３）了解正态总体常用统计量的分布．
（４）理解参数的点估计概念，掌握用矩估计和极大似然估计法计

算参数的估计量．
（５）了解估计量的评价标准，并会验证．
（６）理解区间估计的概念，掌握单个正态总体的均值和方差和置

信区间的求法．
（７）理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的基本步骤，了解

假设检验可能产生的两类错误．
（８）掌握单个正态总体的均值和方差的假设检验．

　　重点

总体、样本、统计量的概念；χ２ 分布、ｔ分布、Ｆ分布的定义；正态总

体常用统计量的分布；参数的矩估计和极大似然估计；估计量的无偏

性、有效性；单个正态总体均值和方差的置信区间；正态总体参数的假

·４８１·



设检验．

　　难点

参数的极大似然估计法；假设检验所用统计量的选择及单、双侧假

设检验的区分．

　　主要内容与方法提要

（１）基本概念

１）总体与样本

我们把研究对象的全体称为总体．为研究方便起见，通常把一个带

有确定分布的随机变量Ｘ 称为总体．组成总体的每个元素称为个体．
从总体Ｘ 中随机抽取一部分个体Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，称为来自总体Ｘ

的一个容量为ｎ的一个样本．
若Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立并且每一Ｘｉ 和Ｘ 服从同一分布，则称

（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为简单随机样本．
２）统计量

设（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为来自总体 Ｘ 的一个简单随机样本，ｇ（Ｘ１，

Ｘ２，…，Ｘｎ）为一个ｎ元连续函数并且ｇ 中不含任何未知参数，则称ｇ
为一个统计量．

３）常用统计量

① 样本均值

珡Ｘ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ；

　　② 样本方差

Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２；

　　③ 样本ｋ阶原点矩

Ａｋ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｋ

ｉ（ｋ＝１，２，…）；

　　④ 样本ｋ阶中心矩
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Ｂｋ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）ｋ（ｋ＝１，２，…）．

　　４）抽样分布

统计量的分布称为抽样分布．
①χ２ 分布

设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，且都服从标准正态分布 Ｎ（０，１），则

称随机变量χ２ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 服从自由度为ｎ的χ２ 分布，记作χ２～χ２（ｎ）．

其密度函数

ｆ（ｘ）＝

１

２
ｎ
２Γ ｎ（ ）２

ｘ
ｎ
２－１ｅ－ｘ

２ （ｘ＞０），

０， （ｘ≤０）
烅

烄

烆 ．
　　性质１　χ２ 分布具有可加性，即若χ２

１～χ２（ｎ１），χ２
２～χ２（ｎ２），且χ２

１

与χ２
２ 相互独立，则χ２

１＋χ２
２～χ２（ｎ１＋ｎ２）．

性质２　若χ２～χ２（ｎ），则Ｅ（χ２）＝ｎ，Ｄ（χ２）＝２ｎ．

称满足Ｐ（χ２ ≥χ２
α（ｎ））＝∫

＋∞

χ
２
α（ｎ）

ｆ（ｘ）ｄｘ＝α　（０＜α＜１）的点

χ２
α（ｎ）为χ２ 分布的α分位点．

当ｎ＞４５时，近似地有χ２
α（ｎ）≈ １

２
（ｚα＋ ２ｎ＋槡 １）２．

②Ｔ 分布

设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ２（ｎ），且Ｘ 与Ｙ 相互独立，则随机

变量Ｔ＝ Ｘ

槡Ｙ
ｎ

服从自由度为ｎ的Ｔ 分布，记作Ｔ～ｔ（ｎ）．Ｔ 分布密度函

数

ｆ（ｘ）＝
Γｎ＋１（ ）２

Γ ｎ（ ）２ ｎ槡π
１＋ｘ２（ ）ｎ

－ｎ＋１２

　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

　　性质１　Ｔ 分布的密度函数ｆ（ｘ）为偶函数．
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性质２　当ｎ充分大时（ｎ＞４５），Ｔ 分布近似标准正态分布．

称满足Ｐ（Ｔ≥ｔα（ｎ））＝∫
＋∞

ｔα（ｎ）
ｆ（ｘ）ｄｘ＝α（０＜α＜１）的点ｔα（ｎ）为

Ｔ分布的α分位点．Ｔ分布具有对称性，故ｔ１－α（ｎ）＝－ｔα（ｎ）．另外，当ｎ＞
４５时，ｔα（ｎ）≈ｚα．

③Ｆ分布

设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，且分别服从自由度为ｎ，ｍ 的χ２ 分

布，即Ｘ～χ２（ｎ），Ｙ～χ２（ｍ），则称随机变量

Ｆ＝

Ｘ
ｎ
Ｙ
ｍ

服从自由度为（ｎ，ｍ）的Ｆ分布，记为Ｆ～Ｆ（ｎ，ｍ），其中ｎ，ｍ 分别称为

第一、二自由度．Ｆ分布的密度函数

ｆ（ｘ）＝

Γｎ＋ｍ（ ）２
ｎ（ ）ｍ

ｎ
２

Γ ｎ（ ）２ Γ ｍ（ ）２ １＋ｎ
ｍ（ ）ｘ

ｎ＋ｍ
２
ｘ

ｎ
２－１ （ｘ＞０），

０ （ｘ≤０）

烅

烄

烆 ．

　　称满足Ｐ（Ｆ≥Ｆα（ｎ，ｍ））＝∫
＋∞

Ｆα（ｎ，ｍ）
ｆ（ｘ）ｄｘ＝α（０＜α＜１）的点

Ｆα（ｎ，ｍ）为Ｆ分布的α分位点，且有

Ｆ１－α（ｎ，ｍ）＝ １
Ｆα（ｍ，ｎ）．

　　５）正态总体的抽样分布

设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自正态总体Ｎ（μ，σ２）的样本，珡Ｘ 是样本均

值，Ｓ２ 是样本方差，则

①珡Ｘ～Ｎ μ，σ
２（ ）ｎ

，

②
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

σ２ ～χ２（ｎ），
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③
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

σ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１），

④Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

（２）参数估计

利用统计量去估计总体的未知参数称为参数估计．设（Ｘ１，Ｘ２，…，

Ｘｎ）为来自总体Ｘ 的一个样本，θ是总体的未知参数，若用一个统计量

θ^＝θ^（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来估计θ，则称θ^为未知参数θ的估计量；若一次

抽取得到样本的观察值为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），则称θ^＝θ^（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为

θ的估计值．
１）点估计

设θ是总体Ｘ 的一个未知参数，用统计量θ^（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）去估

计θ，称为对θ作点估计．常用点估计法有以下两种：

① 矩估计法

用样本矩估计总体矩，从而得到未知参数的估计量称为参数θ的

矩估计．
② 极大似然估计法

使得似然函数Ｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；θ）取极大值的估计量称为未知参

数θ的极大似然估计．
２）点估计的评价标准

① 无偏性

设θ^为参数θ的估计量，若Ｅ（θ^）＝θ，则称θ^为θ的无偏估计量．
② 一致性

设θ^为参数θ的估计量，若对任意给定的ε＞０，都有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜θ^－θ｜＜ε）＝１，

即θ^依概率收敛于参数θ，则称θ^为θ的一致估计量．
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③ 有效性

设θ^１，θ^２ 为θ的两个无偏估计量，若Ｄ（θ^１）＜Ｄ（θ^２），则称θ^１ 比θ^２

有效．

注：样本均值珡Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 是总体均值Ｅ（Ｘ）的无偏、一致估计

量，样本方差Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ 是总体方差Ｄ（Ｘ）的无偏，一致

估计量．
３）参数的区间估计

设θ是总体Ｘ 的一个待估参数，θ^１（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）和θ^２（Ｘ１，Ｘ２，

…，Ｘｎ）是两个统计量（θ^１＜θ^２），把待估参数θ的取值范围估计在区间

（θ^１，θ^２）内，称为参数的区间估计．
① 置信度与置信区间

设θ为总体Ｘ 的未知参数，（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为来自总体Ｘ 的一个

样本，构造两个统计量θ^１＝θ^１（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）和θ^２＝θ^２（Ｘ１，Ｘ２，…，

Ｘｎ），使对任意给定的α（０＜α＜１），有

Ｐ（θ^１ ＜θ＜θ^２）＝１－α

成立，则称（θ^１，θ^２）为θ的一个置信度为１－α的置信区间，α为显著性

水平，θ^１ 为置信下限，θ^２ 为置信上限．

注：由于（θ^１，θ^２）是随机区间，而θ是一个客观存在的未知常数，所

以确切的解释应该是随机区间（θ^１，θ^２）包含θ的可能性为１－α．
② 正态总体参数的区间估计

设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２），（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为来自总体 Ｘ 的一个样

本，置信度为１－α．
（ⅰ）方差σ２ 已知，求期望μ的区间估计

此时用于估计的统计量
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Ｕ ＝
珡Ｘ－μ
σ
槡ｎ

～Ｎ（０，１），

则置信度为１－α的置信区间为

珡Ｘ－ｚα
２

σ
槡ｎ

，珡Ｘ＋ｚα
２

σ
槡（ ）ｎ

．

　　（ⅱ）方差σ２ 未知，求期望μ的区间估计

用于估计的统计量

Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１），

则置信度为１－α的置信区间为

珡Ｘ－ｔα
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
，珡Ｘ＋ｔα

２
（ｎ－１）Ｓ

槡（ ）ｎ
．

　　（ⅲ）均值μ已知，求方差σ２ 的区间估计

用于估计的统计量

χ２ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

σ２ ～χ２（ｎ），

则置信度为１－α的置信区间为

∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ２
α
２
（ｎ） ，

∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ２
１－α

２
（ｎ

烄

烆

烌

烎）
．

　　（ⅳ）均值μ未知，求方差σ２ 的区间估计

用于估计的统计量

χ２ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

σ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１）．

以置信度为１－α的置信区间为

（ｎ－１）Ｓ２

χ２
α
２
（ｎ－１）

，（ｎ－１）Ｓ２

χ２
１－α

２
（ｎ－１（ ））．
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　　（３）假设检验

１）统计假设

假设检验是统计推断的重要内容之一．设总体Ｘ 的分布已确定，
而分布中含有未知参数，现对总体中的未知参数的值作出假设，这种假

设称为原假设（记为Ｈ０）．然后从总体中抽取容量为ｎ的样本，并构造

一种检验法则，再利用样本按检验法则对假设 Ｈ０ 进行检验，得出接受

或拒绝假设Ｈ０ 的结论，称为参数的假设检验．
２）两类错误

拒绝Ｈ０ 还是接受 Ｈ０ 都要承担一定的风险，前者有可能将正确

的假设误认为是错误的，后者可能将错误的假设误认为是正确的．也就

是说，在假设检验中，可能会犯下面的两类错误：

① 第Ⅰ类错误　在Ｈ０ 为真时，作出拒绝 Ｈ０ 的判断称为犯第Ⅰ
类错误．犯第Ⅰ类错误的概率

Ｐ（拒绝Ｈ０｜当Ｈ０ 为真）＝α．
　　② 第Ⅱ类错误　在 Ｈ０ 为不真时，作出接受 Ｈ０ 的判断称为犯第

Ⅱ类错误．犯第Ⅱ类错误的概率

Ｐ（接受Ｈ０｜当Ｈ０ 为不真）＝β．
　　当样本容量ｎ一定时，α和β不能同时减少，减少其中一个，另一

个会增大．要同时减小犯两类错误的概率，只有增加样本容量ｎ．在实

际问题中总是采用控制犯第Ⅰ类错误的概率α的方法．
３）假设检验的基本步骤

① 据题意提出原假设Ｈ０ 和备择假设Ｈ１．
② 当Ｈ０ 为真时，构造检验统计量Ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），以及确认Ｇ

有确定的分布．
③ 由给定的显著性水平α，根据统计量Ｇ 所服从的分布表，定出

临界值λ，使得

Ｐ（｜Ｇ｜＞λ）＝α，
从而求出Ｈ０ 的拒绝域

Ｗ ＝ （－∞，λ］∪ ［λ，＋∞）．
　　④ 由样本观察值计算Ｇ的统计值Ｇ０．
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⑤ 作出判断，若Ｇ０∈Ｗ，则拒绝Ｈ０．若Ｇ０Ｗ，则接受Ｈ０．
４）正态总体的假设检验

设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２），珚ｘ和ｓ２ 分别为样本观察值（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的

均值和方差，显著性水平为α（０＜α＜１）．
① 方差σ２ 已知，检验期望μ
若　Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０，

则检验统计值　Ｕ０＝
珚ｘ－μ０

σ
槡ｎ

，

拒绝域　Ｗ＝ －∞，－ｚα（ ］
２

∪ ｚα
２
，＋∞［ ）．

若　Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ＞μ０　（Ｈ１：μ＜μ０），
则拒绝域　Ｗ＝［ｚα，＋∞］　（Ｗ＝（－∞，－ｚα］）．

② 方差σ２ 未知，检验期望μ
若　Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０，

则检验统计值　Ｔ０＝
珚ｘ－μ０

ｓ
槡ｎ

，

拒绝域　Ｗ＝（－∞，－ｔα
２
（ｎ－１）］∪［ｔα

２
（ｎ－１），＋∞）．

若　Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ＞μ０（Ｈ１：μ＜μ０），
则拒绝域　Ｗ＝［ｔα（ｎ－１），＋∞）（Ｗ＝（－∞，－ｔα（ｎ－１）］）．

③ 期望μ已知，检验方差σ２

若　Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２≠σ２

０，

则检验统计值　χ２
０ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２

σ２
０

拒绝域　Ｗ＝［０，χ２
１－α

２
（ｎ）］∪［χ２

α
２
（ｎ），＋∞）．

若　Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２＞σ２

０（Ｈ１：σ２＜σ２
０），

则拒绝域　Ｗ＝［χ２
α（ｎ），＋∞）（Ｗ＝［０，χ２

１－α（ｎ）］）．
④ 期望μ未知，检验方差σ２

若　Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２≠σ２

０，
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则检验统计值　χ２
０＝

（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ，

拒绝域　Ｗ＝［０，χ２
１－α

２
（ｎ－１）］∪［χ２

α
２
（ｎ－１），＋∞）．

若　Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２＞σ２

０（Ｈ１：σ２＜σ２
０），

则拒绝域　Ｗ＝［χ２
α（ｎ－１），＋∞）（Ｗ＝［０，χ２

１－α（ｎ－１）］）．

　　本章知识结构

数理统计初步

基本概念

专用术语
总体、样本容量、简单随机样本

统计量（样本均值、样本方差
｛ ）

抽样分布
χ２ 分布定义与性质

ｔ分布定义与性质

Ｆ
烅
烄

烆 分布定义与性质

烅

烄

烆正态总体下统计量的分布

参数估计

概念

方法
矩估计法｛
极大似然估计法

评价标准

无偏性

有效性（最小方差）
一致性（相合性

烅
烄

烆 ）

区间估计
单个正态总体均值的区间估计｛

烅

烄

烆
单个正态总体方差的区间估计

假设检验

假设检验的提法

显著性水平和拒绝域的概念

两类错误的概念烅
烄

烆单边检验和双边检验的概念

单个正态总体
均值的假设检验｛

烅
烄

烆

烅

烄

烆

方差的假设检验

Ａ　例题精解

　　【６１】　设 珡Ｘ 是来自总体Ｘ～Ｎ（８０，１２２）的一个容量为８的样本均
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值，计算Ｐ（６８＜珡Ｘ＜９２）．
分析　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是从正态总体Ｎ（μ，σ２）中抽取的一个简单

随机样本，则样本均值 珡Ｘ 服从正态分布Ｎ μ，σ
２（ ）ｎ ．而经过标准化变换

后，有
珡Ｘ－μ
σ
槡ｎ

～Ｎ（０，１）．

解　已知Ｅ（Ｘ）＝μ＝８０，Ｄ（Ｘ）＝σ２＝１２２，则Ｅ（珡Ｘ）＝８０，Ｄ（珡Ｘ）＝
σ２

ｎ ＝１２２

８ ＝１８．解得

Ｐ（６８＜珡Ｘ＜９２）＝Ｐ
６８－８０
槡１８

＜
珡Ｘ－８０
槡１８

＜９２－８０
槡（ ）１８

＝Φ（２．８３）－Φ（－２．８３）

＝２Φ（２．８３）－１＝２×０．９９７７－１
＝０．９９５４．

　　【６２】　总体Ｘ～Ｎ（３０，９２），从总体Ｘ 抽取一个容量为３６的样本．
求：样本均值与总体均值的差的绝对值小于２的概率．

解　已知Ｅ（Ｘ）＝μ＝３０，Ｄ（Ｘ）＝σ２＝９２，有Ｅ（珡Ｘ）＝μ＝３０，Ｄ（珡Ｘ）＝
σ２

ｎ＝９２

３６＝
９
４．由题意可解得

Ｐ（｜珡Ｘ－μ｜＜２）＝Ｐ
｜珡Ｘ－Ｅ（珡Ｘ）｜

Ｄ（Ｘ槡 ）
＜ ２

Ｄ（Ｘ槡（ ））
＝２Φ ２

Ｄ（Ｘ槡（ ））－１＝２Φ（ ）４
３ －１

＝２×０．９０８２－１＝０．８１６４．
　　【６３】　设总体Ｘ～Ｎ（μ，４），若要以９５％的概率保证样本均值 珡Ｘ 与

总体期望μ的偏差小于０．１，问样本容量ｎ应取多大？

解　由于Ｘ～Ｎ（μ，４），故 珡Ｘ～Ｎμ，４（ ）ｎ
，所以

Ｐ（｜珡Ｘ－μ｜＜０．１）＝Ｐ
｜珡Ｘ－μ｜

２
槡ｎ

＜０．１
２
槡

烄

烆

烌

烎ｎ
·４９１·



＝２Φ０．０５槡（ ）ｎ －１＝０．９５．

由Φ（０．０５槡ｎ）＝０．９７５，查表得０．０５槡ｎ＝１．９６，故ｎ＝１５３６．６４，可

取ｎ＝１５３７．
【６４】　设某厂生产的电子元件的使用寿命Ｘ～Ｎ（１０００，σ２）（单位：

小时）．现抽取９个元件测试，得到珔ｘ＝９４０，ｓ２＝１００２，问Ｐ（珡Ｘ＜９４０）是

多少？

分析　由于本题中σ２ 未知，故不能用 珡Ｘ～Ｎ μ，σ
２（ ）ｎ

来解题，可利用

Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

服从自由度为ｎ－１的ｔ分布来求解．

解　由于

Ｐ 珡Ｘ＜（ ）９４０ ＝Ｐ
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

＜９４０－１０００
１００
槡

烄

烆

烌

烎９

＝Ｐ
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

＜－１．烄

烆

烌

烎

８
＝α，

并且Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１），利用ｔ分布的对称性可有

Ｐ（Ｔ＜－ｔα（ｎ－１））＝Ｐ（Ｔ＞ｔα（ｎ－１））＝α．
令ｔα（８）＝１．８（ｎ＝９），由于ｔ分布表上查不到相应α的值，只能利用相邻

的两个值来采用线性插值法计算α的值．由ｔ０．１０（８）＝１．３９６８，ｔ０．０５（８）＝
１．８５９５，得α＝０．１０８１ｔ－０．１５１０．当ｔ＝１．８时，解得α≈０．０４４．

【６５】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１０为总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２）的一个样本，试求：

（１）Ｐ ０．２６σ２ ≤ １
１０∑

１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ≤２．３σ（ ）２ ；

（２）Ｐ ０．２６σ２ ≤ １
１０∑

１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２ ≤２．３σ（ ）２ ．

解　（１）求解本题要利用以下结果：
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∑
１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

σ２ ～χ２（９）．

可解得

　Ｐ ０．２６σ２ ≤ １
１０∑

１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ≤２．３σ（ ）２

＝Ｐ ２．６≤
∑
１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

σ２ ≤
烄

烆

烌

烎

２３

＝Ｐ（２．６≤χ２（９）≤２３）

＝Ｐ（χ２（９）＞２．６）－Ｐ（χ２（９）＞２３）

＝０．９７５－０．００５＝０．９７．
　　（２）本题则要利用以下结果：

∑
１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

σ２ ～χ２（１０）．

可解得

　Ｐ ０．２６σ２ ≤ １
１０∑

１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２ ≤２．３σ（ ）２

＝Ｐ ２．６≤∑
１０

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２ ≤（ ）２３

＝Ｐ（２．６≤χ２ （１０）≤２３）

＝Ｐ（χ２ （１０）＞２．６）－Ｐ（χ２ （１０）＞２３）

＝０．９９－０．０１＝０．９８．
　　【６６】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１０为来自总体Ｘ～Ｎ（０，０．３２）的样本，求

概率Ｐ ∑
１０

ｉ＝１
Ｘｉ

２ ＞１．｛ ｝４４ ．

分析　因为Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１０是一个简单随机样本，因此 Ｘ１，Ｘ２，
…，Ｘ１０相互独立且与总体Ｘ 有相同分布；然后对Ｘｉ 进行标准化变换，
再利用χ２ 分布的定义和性质即可求得相应的结果．

·６９１·



解　已知Ｘ～Ｎ（０，０．３２），则Ｘｉ～Ｎ（０，０．３２）．标准化变换后，得

Ｘｉ

０．３～Ｎ（０，１）．由χ２ 分布的定义得 Ｘｉ

０．（ ）３
２

～χ２ （１）．再利用χ２ 分布的

可加性，有 ∑
１０

ｉ＝１

Ｘｉ

０．（ ）３
２

～χ２ （１０）．最后解得

　Ｐ ∑
１０

ｉ＝１
Ｘｉ

２ ＞１．（ ）４４

＝Ｐ ∑
１０

ｉ＝１

Ｘｉ

０．（ ）３
２

＞１．４４
０．３（ ）２

＝Ｐχ２ （１０）＞（ ）１６
＝０．１．

　　【６７】　设Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 是来自正态总体Ｎ（０，１）的样本．设

Ｘ＝ａ（Ｘ１－２Ｘ２）＋ｂ（３Ｘ３－４Ｘ４）２，
则当ａ，ｂ为何值时，Ｘ 服从χ２ 分布？并求出其自由度．

解　由于 Ｘ１－２Ｘ２～Ｎ（０，５），３Ｘ３－４Ｘ４～Ｎ（０，２５），因此有

１
槡５

（Ｘ１－２Ｘ２）～Ｎ（０，１）及１
５
（３Ｘ１－４Ｘ２）～Ｎ（０，１）．再由χ２ 分布的可

加性可得１
５
（Ｘ１－２Ｘ２）２＋１

２５
（３Ｘ１－４Ｘ２）２～χ２ （２）．应取ａ＝１

５
，ｂ＝

１
２５

，此时Ｘ 服从自由度为２的χ２ 分布．

点评　本题的解题方法实际上是利用χ２ 分布的定义和性质，应将

Ｘ 配成ｎ个服从标准正态分布的独立随机变量的平方和．
【６８】　设总体Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从正态分布 Ｎ（０，３２），而

Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ９ 和Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙ９ 分别来自总体Ｘ 和Ｙ 的简单随机样

本．问：统计量

Ｔ＝ Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘ９

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋…＋Ｙ槡 ２
９

服从什么分布？

解　由于Ｘｉ～Ｎ（０，３２），故 ∑
９

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（０，９×３２）．经标准化变换
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后，得１
９∑

９

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（０，１）．

又Ｙｉ～Ｎ（０，３２），故Ｙｉ

３～Ｎ（０，１），从而 Ｙｉ（ ）３
２

～χ２ （１）．再根据χ２

分布的可加性，可知 ∑
９

ｉ＝１

Ｙｉ（ ）３
２

＝ １
９∑

９

ｉ＝１
Ｙｉ

２ ～χ２ （９）．

最后由Ｔ 分布的定义可得

Ｔ＝ Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘ９

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋…＋Ｙ槡 ２
９
＝

１
９∑

９

ｉ＝１
Ｘｉ

１
９∑

９

ｉ＝１
Ｙ２

ｉ

槡 ９

～ｔ（９），

即统计量Ｔ 服从自由度为９的ｔ分布．
【６９】　设总体Ｘ 的分布律为

Ｘ ０ １ ２

Ｐ １
２ ｐ １

２－ｐ

来自Ｘ 的样本为Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，求ｐ的矩估计．
分析　对于分布中含有单个未知参数情形，若能求出Ｅ（Ｘ）＝

ｇ（θ），（其中θ为未知），则可用 珡Ｘ 来取代Ｅ（Ｘ），以θ^取代θ，得 珡Ｘ＝

ｇ（θ^）．然后解方程，解得θ^＝ｇ－１（珡Ｘ），即为未知参数θ的矩估计量．
解　先求出总体Ｘ 的期望

Ｅ（Ｘ）＝０×１
２＋１×ｐ＋２× １

２－（ ）ｐ ＝ｐ＋１－２ｐ＝１－ｐ，

然后用样本的均值珡Ｘ 取代Ｅ（Ｘ），^ｐ取代ｐ，解得

珡Ｘ＝１－^ｐ，

ｐ^＝１－珡Ｘ，
即为未知参数ｐ的矩估计量．

【６１０】　设总体Ｘ 的密度函数如下：
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ｆ（ｘ）＝
θｘθ－１， ｘ∈ （０，１）；
０， ｘ （０，１）｛ ．

Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自Ｘ 的样本，试求：未知参数θ的（１）矩估计；（２）极

大似然估计．
解　（１）首先求出总体Ｘ 的期望

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
ｘθｘθ－１ｄｘ＝ θ

θ＋１
，

然后用样本的均值珡Ｘ 和θ^分别取代上式中的Ｅ（Ｘ）和θ，可解得未知参

数θ的矩估计量

θ^＝
珡Ｘ

１－珡Ｘ．

　　（２）用极大似然估计法求解未知参数θ时，关键是先要求出似然

函数Ｌ及对数似然函数ｌｎＬ．
设在一次试验中，样本的观察值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，即事件（Ｘ１≤

ｘ１），（Ｘ２≤ｘ２），…，（Ｘｎ≤ｘｎ）同时发生，且Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，此

时样本Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 的联合密度

ｆｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；θ）＝ｆ（ｘ１，θ）…ｆ（ｘｎ，θ）

＝θｘθ－１
１ …θｘθ－１

ｎ

＝θｎｘθ－１
１ …ｘθ－１

ｎ ，
得似然函数 Ｌ（θ）＝θｎｘθ－１

１ ｘθ－１
２ …ｘθ－１

ｎ ，

上式两边取对数，得　　　ｌｎＬ（θ）＝ｎｌｎθ＋（θ－１）∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ，

对未知参数θ求导，得

ｄ（ｌｎＬ）
ｄθ ＝ｎ

θ ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ．

解对数似然方程：

ｄ（ｌｎＬ）
ｄθ ＝ｎ

θ ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ＝０，

θ＝－ ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ

．
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可容易看到上述解为唯一解．因此未知参数θ的极大似然估计量

θ^＝－ ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸｉ

．

　　点评　在一般情况下，由对数似然方程组求得的是唯一解的话，那

么此解即为未知参数的极大似然估计．
【６１１】　设总体Ｘ～Ｅ（λ），Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自Ｘ 的样本，试

求：未知参数λ的（１）矩估计；（２）极大似然估计．
解　已知总体Ｘ 服从参数为λ的指数分布，

Ｘ～ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ （ｘ≥０），
０ （ｘ＜０｛ ），

并且有Ｅ（Ｘ）＝１
λ．

（１）用样本的均值珡Ｘ 以及λ^分别取代等式Ｅ（Ｘ）＝１
λ

中的Ｅ（Ｘ）

和λ，可解得未知参数λ的矩估计量

λ^＝ １
珡Ｘ．

　　（２）设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为总体Ｘ 的一个样本观察值，事件｛Ｘ１≤
ｘ１｝，｛Ｘ２≤ｘ２｝，…，｛Ｘｎ≤ｘｎ｝同时发生且相互独立，得到样本Ｘ１，Ｘ２，
…，Ｘｎ 的联合密度

ｆｎ（ｘ１，…，ｘｎ；λ）＝λｅ－λｘ１λｅ－λｘ２…λｅ－λｘｎ

＝λｎｅ
－λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ　（ｘｉ≥０），

则似然函数 Ｌ（λ）＝λｎｅ
－λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

两边取对数，得 ｌｎＬ（λ）＝ｎｌｎλ－λ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

然后对λ求导得到对数似然方程，再求解该方程，解得

ｄ（ｌｎＬ）
ｄλ ＝ｎ

λ －∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝０，
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λ＝ １
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

．

　　由于求得的是唯一解，故未知参数λ的极大似然估计量

λ^＝ １
珡Ｘ ．

　　【６１２】　设总体Ｘ～Ｕ［ａ，ｂ］，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自Ｘ 的样本，试

求：未知参数ａ，ｂ的极大似然估计．
分析　已知总体Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ；ａ，ｂ）＝
１

ｂ－ａ
， ｘ∈ ［ａ，ｂ］，

０， ｘ ［ａ，ｂ
烅
烄

烆 ］，
则对于样本Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 的一次观察值ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的似然函数

Ｌ（ａ，ｂ）＝
１

（ｂ－ａ）ｎ （ａ≤ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ≤ｂ），

０， （其他
烅
烄

烆 ），
显然Ｌ不是ａ，ｂ的可微函数，因此不能通过解似然方程组求ａ和ｂ的

极大似然估计．事实上，由对数似然方程组

ｌｎＬ
ａ ＝ ｎ

（ｂ－ａ）ｎ＋１ ＝０，

ｌｎＬ
ｂ ＝－ ｎ

（ｂ－ａ）ｎ＋１ ＝０，

解不出ａ和ｂ．但并不意味着用极大似然估计的方法求解失败，我们可

通过极大似然估计的定义来直接求解．
解　我们直接求Ｌ的最大值点，由Ｌ的表达式可以看出，ａ与ｂ越

靠近，Ｌ就越大，但同时又必须满足ａ≤ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ≤ｂ，所以取ａ＝
ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

｛ｘｉ｝，ｂ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｛ｘｉ｝时，Ｌ达到最大，即ａ，ｂ的极大似然估计值

ａ^＝ｍｉｎ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝＝ｘ（１），

ｂ^＝ｍａｘ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝＝ｘ（ｎ）；

ａ，ｂ的极大似然估计量

ａ^＝ｍｉｎ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝＝Ｘ（１），
·１０２·



ｂ^＝ｍａｘ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝＝Ｘ（ｎ）．
　　【６１３】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ９ 为来自总体Ｘ 的样本，总体Ｘ 的期望

Ｅ（Ｘ）＝μ已知，但方差未知．求：常数ｃ使得Ｓ２
９ ＝ｃ∑

９

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２ 为σ２

的无偏估计．

分析　由无偏性定义，即 Ｅ（Ｓ２
９）＝Ｅｃ∑

９

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）（ ）２ ＝σ２ 来

求出ｃ．

解　因为Ｅ（Ｓ２
９）＝ｃ∑

９

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ－μ）２＝ｃ∑

９

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ

２－２μＸｉ＋μ２）＝

ｃ∑
９

ｉ＝１
［Ｅ（Ｘｉ

２）－μ２］＝ｃ９σ２，故应有Ｅ（Ｓ２
９）＝ｃ９σ２ ＝σ２，解得ｃ＝ １

９．

【６１４】　设总体Ｘ 服从二项分布，即Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ（其中ｐ未知）．

又Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ 为来自总体Ｘ 的样本，求ｐ２ 的无偏估计量．
分析　判断估计量的无偏性归结为求估计量的数学期望．
方法１　已知Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，　Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝ｎｐ－ｎｐ２，又

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－Ｅ２（Ｘ），故

Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｅ２（Ｘ）＝ｎｐ－ｎｐ２＋ｎ２ｐ２

＝Ｅ（Ｘ）＋ｎ（ｎ－１）ｐ２，
于是

Ｅ Ｘ（Ｘ－１）
ｎ（ｎ－１（ ）） ＝ １

ｎ（ｎ－１）Ｅ Ｘ（Ｘ－１（ ））＝ｐ２．

若样 本 的 值 １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ（Ｘｉ －１）取 代 Ｅ（Ｘ（Ｘ －１）），并 令 ｐ^２ ＝

１
Ｎｎ（ｎ－１）∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ（Ｘｉ－１），则ｐ^２ 是ｐ２ 的无偏估计量．

方法２　由于Ｅ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，Ｄ（Ｘｉ）＝Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝
ｎｐ－ｎｐ２，又Ｄ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘｉ

２）－Ｅ２（Ｘｉ），故

Ｅ（Ｘｉ
２）＝Ｄ（Ｘｉ）＋Ｅ２（Ｘｉ）＝ｎｐ－ｎｐ２＋ｎ２ｐ２

＝Ｅ（Ｘｉ）＋ｎ（ｎ－１）ｐ２，
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于是

Ｅ Ｘｉ（Ｘｉ－１）
ｎ（ｎ－１（ ）） ＝ｐ２．

若ｐ^２＝Ｘｉ（Ｘｉ－１）
ｎ（ｎ－１）

（ｉ＝１，２，…，ｎ），则ｐ^２ 是ｐ２ 的无偏估计量．

方法３　已知Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ－ｎ２ｐ＝Ｅ（Ｘ）－ｎ２ｐ２，得

１
ｎ

［Ｅ（Ｘ）－Ｄ（Ｘ）］＝ｐ２．

　　令ｐ^２＝１
ｎ

（珡Ｘ－Ｓ２），其中 珡Ｘ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２ ＝ １

Ｎ－１∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－

珡Ｘ）２，则ｐ^２ 是ｐ２ 的无偏估计量．
点评　由本题可见，一个未知参数可以有不同的无偏估计量．
【６１５】　某钢缆厂质量管理部门定期抽出一批钢缆作抗拉强度

试验．经验表明，某种型号钢缆的抗拉强度服从正态分布，标准差为

１００ｋＰａ．今从一批该种型号的钢缆中抽出１６根组成一个标本，经试验

后求得平均抗拉强度为３１００ｋＰａ，以９５％的可靠性估计这批钢缆的平

均抗拉强度的范围．
分析　对正态总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２）的期望和方差的区间估计，一般步

骤：首先是根据题意确定是要求哪一个未知参数的置信区间，置信度是

多少？其次是利用抽样分布定理，构造含有未知参数即待估参数的有确

定分布的随机变量；然后根据随机变量的分布，对给定的置信度１－α，查

表定出临界值；最后将不等式变形，求出参数即待估参数的置信区间．
对于本题中若设Ｘ 为钢缆抗拉强度，则Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ未

知，σ２＝１００２，则σ２ 为已知．Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体Ｘ 的一个样本，
此时求得未知参数μ的置信度为１－α的置信区间为

珡Ｘ－ｚα
２

σ
槡ｎ

，　珡Ｘ＋ｚα
２

σ
槡（ ）ｎ

．

　　解　已知１－α＝０．９５，即α＝０．０５，ｎ＝１６，珚ｘ＝３１００，并且查表求

得ｚα
２
＝ｚ０．０２５＝１．９６．因此解得μ的置信度为０．９５的置信区间为

　 珚ｘ－ｚα
２

σ
槡ｎ

，　珚ｘ＋ｚα
２

σ
槡（ ）ｎ
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＝ ３１００－１．９６１００
槡１６

，　３１００＋１．９６１００
槡（ ）１６

＝ （３０５１，　３１４９）．
　　【６１６】　从某校男生中随机抽取３６名，测量并计算得平均身高为

１７０ｃｍ，标准差为５ｃｍ．假定身高是一个正态变量，求该校男生平均身

高的９５％的置信区间．
分析　设Ｘ 为身高，则Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 均未知．由于σ２

未知，因此未知参数μ的置信度为１－α的置信区间为

珡Ｘ－ｔα
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
，　珡Ｘ＋ｔα

２
（ｎ－１）Ｓ

槡（ ）ｎ
．

　　解　已知α＝０．０５，ｎ＝３６，ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ０．０２５（３５）＝２．０３０１，珚ｘ＝

１７０，ｓ＝５．由此求得该校男生平均身高μ的置信度为０．９５的置信区

间为

　 珚ｘ－ｔα
２
（ｎ－１）ｓ

槡ｎ
，　珚ｘ＋ｔα

２
（ｎ－１）ｓ

槡（ ）ｎ

＝ １７０－２．０３０１ ５
槡３６

，　１７０＋２．０３０１ ５
槡（ ）３６

＝ （１６８．３１，　１７１．６９）．
　　【６１７】　调查１００人中每个人的吸烟量，得知平均值为１２支，标

准差５支，求平均吸烟量９５％的置信区间．
解　设Ｘ 为吸烟量，Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 均为未知．又 Ｘ１，

Ｘ２，…，Ｘｎ 为总体Ｘ 的一个样本，由于σ２ 未知，故μ的置信度为１－α

的置信区间为 珡Ｘ－ｔα
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
，珡Ｘ＋ｔα

２
（ｎ－１）Ｓ

槡（ ）ｎ
．

已知α＝０．０５，ｎ＝１００，ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ０．０２５（９９）≈ｚ０．０２５＝１．９６，珚ｘ＝

１２，ｓ＝５．由此算得平均吸烟量μ的置信度为０．９５的置信区间为

　 珚ｘ－ｔα
２
（ｎ－１）ｓ

槡ｎ
，珚ｘ＋ｔα

２
（ｎ－１）ｓ

槡（ ）ｎ

＝ １２－１．９６ ５
槡１００

，　１２＋１．９６ ５
槡（ ）１００
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＝ （１１．０２，　１２．９８）．
　　【６１８】　出于质量管理的需要，某厂技术员想知道用自动车床加

工的一批零件长度的标准差．为此抽取５个零件，测量长度（单位：
ｍｍ）为２２．３，２１．６，２２．０，２１．８，２１．４．假设零件长度服从正态分布，分

别求总体方差和标准差的９５％的置信区间．
分析　若设零件的长度为Ｘ，则Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ与σ２ 均为未

知．由于μ未知，有总体方差σ２ 的置信度为１－α的置信区间为

（ｎ－１）Ｓ２

χ２
α
２
（ｎ－１）

，　
（ｎ－１）Ｓ２

χ２
１－α

２
（ｎ－１（ ）），

均方差σ的置信度为１－α的置信区间是

（ｎ－１）Ｓ２

χ２
α
２
（ｎ－１槡 ），　

（ｎ－１）Ｓ２

χ２
１－α

２
（ｎ－１槡（ ））．

　　解　由样本的观察值算得珚ｘ＝ １
５
（２２．３＋２１．６＋２２．０＋２１．８＋

２１．４）＝２１．８２，ｓ２＝ １
ｎ－ （１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珚ｘ ）２ ＝０．１２２．又α＝０．０５，ｎ＝５，

χ２
α
２
（ｎ－１）＝χ２

０．０２５（４）＝１１．１４３，χ２
１－α

２
（ｎ－１）＝χ２

０．９７５（４）＝０．４８４，求

得方差σ２ 的置信度为０．９５的置信区间为

　
（ｎ－１）ｓ２

χ２
α
２
（ｎ－１）

，　
（ｎ－１）ｓ２

χ２
１－α

２
（ｎ－１（ ））

＝ ４×０．１２２
１１．１４３

，　４×０．１２２
０．（ ）４８４

＝ （０．０４３８，　１．００８３），
以及标准差σ的置信度为０．９５的置信区间

　 （ｎ－１）ｓ２

χ２
α
２
（ｎ－１槡 ），　

（ｎ－１）ｓ２

χ２
１－α

２
（ｎ－１槡（ ））

＝ （０．槡 ０４３８，　 １．槡 ００８３）

＝ （０．２０９３，　１．００４１）．
　　【６１９】　化肥厂用自动包装机包装化肥，每包的重量Ｘ～Ｎ（１００，
１．２２）单位为ｋｇ．某日开工后，为了确定这天包装机工作是否正常，随
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机抽取９袋化肥，称得重量如下：

９９．３，９８．７，１００．５，１０１．２，９８．３，９９．７，９９．５，１０２．１，１００．５
设方差稳定不变，问：这一天包装机包装化肥的平均重量是否为１００ｋｇ
（取α＝０．１）？

分析　假设检验的基本思想为依据实际推断原理，即假设小概率

事件在一次试验中几乎是不会发生的，来进行推断．在原假设 Ｈ０ 成立

的条件下，样本值落入否定域的概率为α，这是小概率事件，不应发生．
因此，若试验结果落入否定域，则拒绝Ｈ０ 而接受备择假设 Ｈ１，即认为

Ｈ０ 不成立而Ｈ１ 成立；否则接受Ｈ０．
假设检验的基本步骤：

① 根据题意提出原假设Ｈ０ 和备择假设Ｈ１；

② 假设Ｈ０ 成立，并选择合适的检验统计量以及确定其分布；

③ 给定显著性水平α，确定检验的拒绝域Ｗ；

④ 作判断：由样本的观察值计算统计量的值．若统计值落入拒绝

域Ｗ 中，则拒绝Ｈ０；否则接受Ｈ０．
解　根据题意提出假设

Ｈ０：μ＝１００；　Ｈ１：μ≠１００．
这是一个双侧假设检验问题．由于方差σ２ 已知用Ｕ 检验法．

设Ｈ０ 成立，则检验统计量

Ｕ ＝
珡Ｘ－μ０

σ０

槡ｎ

～Ｎ（０，１）．

已知α＝０．１，ｚα
２
＝ｚ０．０５＝１．６４５，故拒绝域

Ｗ ＝ （－∞，－１．６４５］∪ ［１．６４５，＋∞）．

　　又因ｎ＝９，μ０＝１００，σ０＝１．２，珚ｘ＝ １
９∑

９

ｉ＝１
ｘｉ ＝９９．９８，可算得检验

统计值

Ｕ０ ＝珚ｘ－μ０

σ０

槡ｎ

＝９９．９８－１００
１．２
槡９

＝－０．０５Ｗ．
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　　由于Ｕ０Ｗ，因此接受 Ｈ０，即包装机包装化肥的平均重量是

１００ｋｇ．
【６２０】　已知某制砖厂生产的砖的抗断强度Ｘ 服从正态分布，今

从该厂所产的一批砖中，随机抽取６块，测得抗断强度（单位：ＭＰａ）
如下：

３．２６，２．９７，３．１６，３．００，３．１９，３．１０
试问：这批砖的平均抗断强度是否为３．２５（取α＝０．０５）？

解　由题意提出假设

Ｈ０：μ＝３．２５；　Ｈ１：μ≠３．２５．
这是一个双侧假设检验问题．由于方差σ２ 未知，用Ｔ 检验法．

设Ｈ０ 成立，则检验统计量

Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

已知α＝０．０５，ｎ＝６，ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ０．０２５（５）＝２．５７０６，故拒绝域

Ｗ＝ －∞，－ｔα
２
（ｎ－１（ ］）∪ ｔα

２
（ｎ－１），＋∞［ ）

＝ （－∞，－２．５７０６］∪ ［２．５７０６，＋∞）．

　　又算得珚ｘ＝３．１１，ｓ２ ＝ １
ｎ－ （１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ －ｎ珚ｘ ）２ ＝０．１９３７２，μ０ ＝

３．２５，以及检验统计值

Ｔ０ ＝
珚ｘ－μ０

ｓ
槡ｎ

＝３．１１－３．２５
０．１９３７

槡６

＝－１．７７０４Ｗ．

　　由于Ｔ０Ｗ，接受Ｈ０，即可认为这批砖的平均抗断强度为３．２５．
【６２１】　由经验知某零件重量Ｘ～Ｎ（１５，０．０５２），技术革新后，抽

出６个零件，测得重量（单位：ｇ）如下：

１４．７，１５．１，１４．８，１５．０，１５．２，１４．６
已知方差不变，问：平均重量是否不低于１５ｇ（取α＝０．０５）？

分析　按题意可知本题是一个单侧假设检验问题，若提出假设

Ｈ０：μ＝１５；Ｈ１：μ＞１５，由于算得珚ｘ＝１４．９＜μ０＝１５，可知这是错的．因
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为要检验均值μ，应该利用样本观察值的均值珚ｘ 的表现趋势来决定

Ｈ１．正确的是：Ｈ０：μ＝１５；Ｈ１：μ＜１５．
解　由题 意 可 知 本 题 是 一 个 单 侧 假 设 检 验 问 题．又 算 得 珚ｘ＝

１４．９＜μ０＝１５，因此可先提出Ｈ１ 然后再提出Ｈ０．故提出左侧假设

Ｈ０：μ＝１５；　Ｈ１：μ＜１５．
　　由于方差已知，用Ｕ 检验法．设Ｈ０ 成立，则检验统计量

Ｕ ＝
珡Ｘ－μ
σ
槡ｎ

～Ｎ（０，１）．

由α＝０．０５，ｚα＝ｚ０．０５＝１．６４５，得拒绝域

Ｗ ＝ （－∞，－ｚα］＝ （－∞，－１．６４５］．
　　又珚ｘ＝１４．９，μ０＝１５，σ０＝０．０５，算得检验统计值

Ｕ０ ＝珚ｘ－μ０

σ０

槡ｎ

＝１４．９－１５
０．０５
槡６

＝－４．８９９∈Ｗ

　　由于Ｕ０ 落在Ｗ 内，因此拒绝Ｈ０，接受Ｈ１，即平均重量低于１５ｇ．
【６２２】　某市１月份对零售商店的调查结果表明，市郊食品店的

月平均销售额为２５０００元．在下一月份中，取出１６个市郊食品店的一

个样本，其平均月销售额为２６６００元，销售额的标准差为３２００元．试

问：能否得出结论说，从上次调查以来，平均月销售额提高了（假定市郊

食品店的月销售额服从正态分布，取α＝０．０５）？

分析　设月销售额为Ｘ 元，则Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中方差σ２ 未知，要

检验均值μ．根据题意可知本题是一个单侧假设检验问题；另算得样本

观察值的均值珚ｘ＝２６６００＞μ０＝２５０００，因此本题是右侧假设检验问题．
解　提出假设

Ｈ０：μ＝μ０ ＝２５０００；　Ｈ１：μ＞μ０ ＝２５０００．
　　由于方差σ２ 未知，用Ｔ 检验法．设Ｈ０ 成立，则检验统计量

Ｔ＝
珡Ｘ－μ０

Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

已知α＝０．０５，ｎ＝１６，ｔα（ｎ－１）＝ｔ０．０５（１５）＝１．７５３１，得拒绝域
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Ｗ ＝ ［１．７５３１，＋∞）．
　　又珚ｘ＝２６６００，ｓ＝３２００，μ０＝２５０００，算得检验统计值

Ｔ０ ＝珚ｘ－μ０

Ｓ
槡ｎ

＝２６６００－２５０００
３２００
槡１６

＝２∈Ｗ．

　　由于Ｔ０ 落在Ｗ 内，则拒绝Ｈ０，即平均月销售额提高了．
【６２３】　为考察一鱼塘中某种鱼的含汞量（ｍｇ／ｋｇ），随机地取１０

条鱼测得各条鱼的含汞量如下：
０．８，１．６，０．９，０．８，１．２，０．４，０．７，１．０，１．２，１．１

　　设鱼的含汞量 Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２），σ２ 未知，试检验假设

Ｈ０：μ＝１．２（取α＝０．１０）．
分析　对于本题中提出检验假设 Ｈ０：μ＝１．２，可用两种方法来求

解：一是用双侧假设检验法，即Ｈ０：μ＝１．２，Ｈ１：μ≠１．２；二是由算得样

本观察值的均值珚ｘ＝０．９７＜μ０＝１．２．因此可用左侧假设检验法来解．
解　方法１　用双侧假设检验法

首先提假设

Ｈ０：μ＝１．２；　Ｈ１：μ≠１．２．
　　当Ｈ０ 为真时，由于σ２ 未知，用Ｔ 检验法．此时检验统计量

Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

已知α＝０．１０，ｎ＝１０，ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ０．０５（９）＝１．８３３１，得拒绝域

Ｗ ＝ （－∞，－１．８３３１］∪ ［１．８３３１，＋∞）．

　　另外有珔ｘ＝０．９７，ｓ２＝ １
ｎ－ （１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２
ｉ－ｎ珔ｘ ）２ ＝０．３３２，μ０＝１．２，可算得

Ｔ０ ＝珚ｘ－μ０

ｓ
槡ｎ

＝０．９７－１．２
０．３３
槡１０

＝－２．２∈Ｗ．

　　由于Ｔ０∈Ｗ，拒绝Ｈ０，即鱼的平均含汞量μ≠１．２．
以上可看出用双侧检验法得出鱼的平均含汞量μ≠１．２有差异，但

无法判断μ的变化趋势究竟是变大还是变小，于是可利用以下的左侧

·９０２·



假设检验问题来求解．
方法２　用左侧假设检验法

首先提出假设

Ｈ０：μ＝１．２；　Ｈ１：μ＜１．２．
　　当Ｈ０ 为真时，有

Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

已知α＝０．１０，ｎ＝１０，ｔα（ｎ－１）＝ｔ０．１０（９）＝１．３８３０，则拒绝域

Ｗ ＝ （－∞，－１．３８３０］，
可算得

Ｔ０ ＝
珚ｘ－μ０

ｓ
槡ｎ

＝０．９７－１．２
０．３３
槡１０

＝－２．２∈Ｗ，

拒绝Ｈ０，即接受Ｈ１，可见鱼的平均含汞量比预期的μ＝１．２偏小．
【６２４】　某车间生产铜丝，生产一向较稳定，可认为其折断力Ｘ

服从正态分布．今从产品中随机抽取１０根检查折断力，得数据如下（单

位：Ｎ）：
５７８，５７２，５７０，５６８，５７２，５７０，５７２，５７０，５９６，５８４

是否可相信该车间的铜丝折断力的方差为６４（取α＝０．０５）？

解　本题是期望μ未知，要检验方差σ２ 的双侧假设检验问题．提

出假设

Ｈ０：σ２ ＝６４；　Ｈ１：σ２ ≠６４．
　　若Ｈ０ 为真，用χ２ 检验法求解，此时检验统计量

χ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１）．

　　已知α＝０．０５，ｎ＝１０，χ２
α
２
（ｎ－１）＝χ２

０．０２５（９）＝１９．０２３，χ２
１－α

２
（ｎ－１）＝

χ２
－０．９７５（９）＝２．７００，则拒绝域

Ｗ ＝ ［０，２．７００］∪ ［１９．０２３，＋∞）．

　　另有珚ｘ＝５７５．２，ｓ２＝ １
ｎ－１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珚ｘ（ ）２ ＝８．７０２＝７５．７３，σ２
０＝

·０１２·



６４，可求得

χ２
０ ＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

＝９×７５．７３
６４ ＝１０．６４Ｗ．

　　由于χ２
０Ｗ，接受Ｈ０，即可认为该车间生产的铜丝折断力的方差

为６４．
【６２５】　已知维尼纶纤维的纤度在正常条件下服从正态分布，且标

准差为０．０４８．从某天生产的产品中抽取５根纤维，测得其纤度如下：

１．３２，１．５５，１．３６，１．４０，１．４４
问：这一天纤度的总体标准差是否正常（取α＝０．０５）？

分析　本题可用双侧或单侧假设检验法求解．由于样本观察值算

得的标准差ｓ＝０．０８８２＞σ０＝０．０４８，故用右侧假设检验法求解．
解　设维尼纶纤度为Ｘ，则Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 均未知．
方法１　用双侧假设检验法

首先提出假设

Ｈ０：σ＝０．０４８；　Ｈ１：σ≠０．０４８．
　　设Ｈ０ 成立，由于μ未知，用χ２ 检验法，有

χ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１）．

已知α＝０．０５，ｎ＝５，χ２
α
２
（ｎ－１）＝χ２

０．０２５（４）＝１１．１４３，χ２
１－α

２
（ｎ－１）＝

χ２
０．９７５（４）＝０．４８４，求得拒绝域

Ｗ ＝ ［０，０．４８４］∪ ［１１．１４３，＋∞）．

　　 又 因 珚ｘ＝１．４１４，ｓ２ ＝ １
ｎ－１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珚ｘ（ ）２ ＝０．０８８２２，σ２
０ ＝

０．０４８２，可得

χ２
０ ＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

＝４×０．０８８２２

０．０４８２ ＝１３．５１∈Ｗ．

　　由于χ２
０∈Ｗ，则拒绝Ｈ０，可认为纤度的总体标准差不正常．

方法２　用右侧假设检验法

提出假设

Ｈ０：σ＝０．０４８；　Ｈ１：σ＞０．０４８．
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　　设Ｈ０ 成立时，有

χ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１）．

已知α＝０．０５，ｎ＝５，χ２
α（ｎ－１）＝χ２

０．０５（４）＝９．４８８，则拒绝域

Ｗ ＝ ［９．４８８，＋∞）．

　　另外算得珚ｘ＝１．４１４，ｓ２ ＝ １
ｎ－１

（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ －ｎ珚ｘ２）＝０．０８８２２，σ２
０ ＝

０．０４８２，以及

χ２
０ ＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

＝４×０．０８８２２

０．０４８２ ＝１３．５１∈Ｗ．

　　由于χ２
０∈Ｗ，拒绝 Ｈ０，接受 Ｈ１，则认为该天生产的维尼纶纤维的

纤度的标准差不正常而且偏大．
【６２６】　为研究某种合金的铜含量，取６个试块测得铜含量（％）

如下：
８．０３，９．９９，９．９２，７．７５，１１．６５，１４．６４

　　设铜含量服从正态分布，试问：
（１）在显著性水平α＝０．０５下能否认为铜含量的均值显著大

于９．５％？

（２）在显著性水平α＝０．０１下能否认为铜含量的方差不超过

５．５％？

分析　本题是检验均值μ和方差σ２ 的单侧假设检验问题．由于样

本观察值的均值珚ｘ＝１０．３３＞μ０＝９．５和方差ｓ２＝６．５１＞σ２
０＝５．５，对μ

和σ２ 来说均为右侧假设检验问题．
解　设Ｘ 为某种合金的铜含量，即 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 均

未知．
（１）提出假设

Ｈ０：μ＝９．５；　Ｈ１：μ＞９．５．
　　设Ｈ０ 成立，由于σ２ 未知，可用Ｔ 检验法，算得检验统计量

Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

·２１２·



已知α＝０．０５，ｎ＝６，ｔα（ｎ－１）＝ｔ０．０５（５）＝２．０１５０，则拒绝域

Ｗ ＝ ［２．０１５０，＋∞）．

　　另算得珔ｘ＝１０．３３，ｓ２＝ １
ｎ－１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珔ｘ（ ）２ ＝２．５５２，μ０＝９．５，以及

Ｔ０ ＝珚ｘ－μ０

ｓ
槡ｎ

＝１０．３３－９．５
２．５５
槡６

＝０．７９７Ｗ．

　　由于Ｔ０Ｗ，接受Ｈ０，可认为铜含量的均值不显著大于９．５％．
（２）提出假设

Ｈ０：σ２ ＝５．５；　Ｈ１：σ２ ＞５．５．
　　设Ｈ０ 为真，用χ２ 检验法，算得检验统计量

χ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１）．

已知α＝０．０１，ｎ＝６，χ２
α（ｎ－１）＝χ２

０．０１（５）＝１５．０８６，求得拒绝域

Ｗ ＝ ［１５．０８６，＋∞）．
　　又因珚ｘ＝１０．３３，ｓ２＝６．５１＝２．５５２，σ２

０＝５．５，可算得检验统计值

χ２
０ ＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

＝５×６．５１
５．５ ＝５．９２Ｗ．

　　由于χ２
０Ｗ，接受Ｈ０，可认为铜含量的方差不超过５．５％．

Ｂ　习题精选

　　【６２７】　设 Ｘ 服从正态分布，Ｅ（Ｘ）＝－１，Ｅ（Ｘ２）＝４，珡Ｘ ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，则珡Ｘ 服从的分布是 ．

（Ａ）Ｎ －１，３（ ）ｎ
； （Ｂ）Ｎ（－１，１）；

（Ｃ）Ｎ －１
ｎ

，（ ）４ ； （Ｄ）Ｎ －１
ｎ

，１（ ）ｎ ．

【６２８】　设总体Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 是未知参

数．Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自Ｘ 的样本，则下列结论正确的是 ．
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（Ａ）Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ～χ２（ｎ－１）；

（Ｂ）Ｓ２
ｎ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ～χ２（ｎ－１）；

（Ｃ）１
σ２∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ～χ２（ｎ－１）；

（Ｄ）１
σ２∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ～χ２（ｎ）．

【６２９】　设总体Ｘ～Ｂ（１，ｐ），其中ｐ为未知参数．设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ

是来自总体Ｘ的一个样本，珡Ｘ 是样本的均值，则Ｐ 珡Ｘ＝ｋ（ ）ｎ ＝ ．

（Ａ）ｐ； （Ｂ）１－ｐ；
（Ｃ）Ｃｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ； （Ｄ）Ｃｋ
ｎ（１－ｐ）ｋｐｎ－ｋ．

【６３０】　 设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１０ 为 Ｎ（０，０．３２）的 一 个 样 本，则

Ｐ ∑
１０

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ ＞０．（ ）４３７９ ．

（Ａ）０．９； （Ｂ）０．１；
（Ｃ）０．２； （Ｄ）０．３．
【６３１】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２）的一个样本，

珡Ｘ 是样本的均值，记

Ｓ２
１ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２， Ｓ２

２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，

Ｓ２
３ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２， Ｓ２

４ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２，

则服从自由度为ｎ－１的ｔ分布的随机变量Ｔ＝ ．

（Ａ）珡Ｘ－μ
Ｓ１

ｎ槡 －１

； （Ｂ）珡Ｘ－μ
Ｓ２

ｎ槡 －１

；

（Ｃ）珡Ｘ－μ
Ｓ３

槡ｎ

； （Ｄ）珡Ｘ－μ
Ｓ４

槡ｎ

．
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【６３２】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自总体Ｘ 的一个样本，总体Ｘ～
Ｕ［ａ，ｂ］，则Ｅ（珡Ｘ）＝ ，Ｄ（珡Ｘ）＝ ，Ｅ（Ｓ２）＝ ．

【６３３】　　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体Ｘ～χ２（１０）的样本，则统

计量Ｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～ ．

【６３４】　若一个样本的观察值为０，０，１，１，０，１，则总体均值的矩

估计值为 ，总体方差的矩估计值为 ．
【６３５】　设１，０，０，１，１是来自两点分布总体Ｂ（１，ｐ）的样本观察

值，则参数ｑ＝１－ｐ的矩估计值为 ．
【６３６】　若由总体Ｆ（ｘ；θ）（θ为未知参数）的样本观察值所求得

Ｐ（３５．５＜θ＜３５．９）＝０．９５，则称 是θ的置信度为 的置信

区间．
【６３７】　设总体Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 皆未知，则

μ的置信度为９５％的置信区间是 ．
【６３８】　假设检验所依据的原理是 ．
【６３９】　用某仪器间接测量温度，重复５次，测得结果为１２５０℃，

１２６５℃，１２４５℃，１２６０℃，１２７５℃．设测量值 Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，

σ２），检验水平α＝０．０５，那么应取原假设 Ｈ０： ，备择假设 Ｈ１：
，又检验统计量为 ．

【６４０】　设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２），μ未知．欲在显著水平α下检验假

设Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２＜σ２

０，应由样本的观察值ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 计算统计

量 的值．如果 时，则拒绝Ｈ０；如果 ，则接受Ｈ０．
【６４１】　在总体Ｎ（５２，６．３２）中随机抽一容量为３６样本，求样本

均值珡Ｘ 落在５０．８到５３．８之间的概率．
【６４２】　设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．已知样本容量ｎ＝２４，样本方差

ｓ２＝１２．５２２７，求总体标准差大于３的概率．
【６４３】　设总体Ｘ～χ２（ｎ），Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１０为来自总体Ｘ 的一个

样本，求Ｅ（珡Ｘ），Ｄ（珡Ｘ），Ｅ（Ｓ２）．
【６４４】　设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ和σ２ 均为未知．已知ｎ＝

１６，样本均值珚ｘ＝１２．５，样本方差ｓ２＝５．３３３，求：Ｐ（｜珡Ｘ－μ｜＜０．４）．
·５１２·



【６４５】　设Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 是来自正态总体Ｎ（０，１）的样本，又设

Ｙ＝（Ｘ１＋Ｘ２）２＋（Ｘ３＋Ｘ４）２，求常数ｃ使得ｃＹ 服从χ２ 分布．
【６４６】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ 服从均

匀分布Ｕ［１，θ］，其中θ未知．
（１）求θ的矩估计量；
（２）当样本的观察值为１．３，１．８，１．２７，１．３５，１．６２，１．５５时，求θ

的矩估计值．
【６４７】　设某市的新生儿体重Ｘ（单位：ｇ）服从正态分布 Ｎ（μ，

σ２），现测量１０名新生儿的体重如下：
３１００，３４８０，２５２０，３７００，２５２０，
３２００，２８００，３８００，３０２０，３２６０．

　　（１）求参数μ，σ２ 的矩估计；
（２）求参数σ２ 的一个无偏估计．
【６４８】　某铁路局证实，一个扳道员在５年内所引起的严重事故

次数服从参数为λ的泊松分布．设ｒ表示一扳道员在５年内引起的严

重事故次数，ｔ表示观察到的扳道员人数，有

ｒ ０ １ ２ ３ ４ ５

ｔ ４４ ４２ ２１ ９ ４ ２

　　求未知参数λ的极大似然估计值以及求出一个扳道员在５年内未

引起严重事故的概率．
【６４９】　设总体Ｘ 的概率密度

ｆ（ｘ；α）＝
（α＋１）ｘα， ｘ∈ （０，１），

０， ｘ （０，１｛ ），　
其中α未知且α＞－１．

求：（１）α的矩估计量；（２）α的极大似然估计量．
【６５０】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自参数为λ的泊松分布的一个样

本，求λ２ 的无偏估计．
【６５１】　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的样本，试适

当选择Ｃ，使Ｓ２ ＝Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１
（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）２ 为σ２ 的无偏估计．

·６１２·



【６５２】　设某种清漆的９个样品，其干燥时间（单位：ｈ）如下：
６．０，５．７，５．８，６．５，７．０，６．３，５．６，６．１，５．０

　　若干燥时间Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２），求μ的置信度为０．９５的

置信区间：（１）设由以往经验知σ＝０．６ｈ，（２）设σ为未知．
【６５３】　随机地取某种炮弹９发做实验，得炮口速度的样本标准

差ｓ＝１１（ｍ／ｓ），设炮口速度服从正态分布，求这种炮弹的炮口速度的

标准差σ的置信度为０．９５的置信区间．
【６５４】　设某地旅游者日消费额服从正态Ｎ（μ，σ２）分布，且标准

差σ＝１２元．今对该地旅游者的日平均消费额进行估计，为了能以

９５％的置信度相信这种估计误差的绝对值会小于２元，问至少要调查

多少人？

【６５５】　为确定某种溶液中的甲醛浓度，取得４个独立测量值的

样本，并算得样本均值珚ｘ＝８．３４％，样本标准差为ｓ＝０．０３％．设被测总

体近似地服从正态分布，α＝０．０５，试分别求出μ，σ２ 的置信区间．
【６５６】　设某次考试的考生的成绩服从正态分布，从中随机地抽

取３６位考生的成绩，算得平均成绩为６６．５分，标准差为１５分．在显著

性水平α＝０．０５下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为

７０分？

【６５７】　要求一种元件的使用寿命不得低于１０００ｈ．今从一批这

种元件中随机抽取２５件，测得其寿命的平均值为９５０ｈ．已知该种元件

寿命服从标准差σ＝１００ｈ的正态分布，试在显著性水平α＝０．０５下确

定这批元件是否合格（设总体均值为μ）？

【６５８】　原有一台仪器，测量电阻时误差相应的方差是０．０００６．
现有一台新仪器，对一个电阻器测量了１０次，测得的值（单位：Ω）
如下：

１．１０１，１．１０３，１．１０５，１．０９８，１．０９９
１．１０１，１．１０４，１．０９５，１．１００，１．１００

取α＝０．１０，问：假定测量所得电阻值服从正态分布，新仪器的精度是

否比原有的仪器好？

【６５９】　用自动包装机包装食盐，设每袋盐的净重服从正态分
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布．规定每袋盐的标准重量为５００ｇ，标准差不能超过１０ｇ．某天开工以

后，为了检查机器是否工作正常，从已包装好的食盐中随机地抽取９
袋，测得其净重（ｇ）如下：

４９７，５０７，５１０，４７５，４８４，４８８，５２４，４９１，５１５
问：这天自动包装机工作是否正常（α＝０．０５）？

答案与提示

　　【６２７】　选Ａ．　由Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－Ｅ２（Ｘ）＝４－１＝３，又珡Ｘ～

Ｎ μ，σ
２（ ）ｎ

，故

珡Ｘ～Ｎ －１，３（ ）ｎ ．

　　【６２８】　选Ｃ．

【６２９】　选Ｃ．　Ｘ 服从（０１）分布，即
Ｘ ０ １

Ｐ １－ｐ ｐ
，则 ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～

Ｂ（ｎ，ｐ）．故 Ｐ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＝（ ）ｋ ＝ Ｃｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，得 Ｐ 珡Ｘ＝ｋ（ ）ｎ ＝

Ｐ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＝（ ）ｋ ＝Ｃｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ．因此选Ｃ．

【６３０】　选Ａ．　由Ｘｉ～Ｎ（０，０．３２），故Ｘｉ

０．３～Ｎ（０，１），ｉ＝１，２，

…，１０．

χ２ ＝∑
１０

ｉ＝１

Ｘｉ

０．（ ）３
２

＝∑
１０

ｉ＝１

Ｘ２
ｉ

０．３２ ～χ２（１０），

从而

Ｐ ∑
１０

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ ＞０．（ ）４３７９ ＝Ｐ ∑
１０

ｉ＝１

Ｘ２
ｉ

０．３２ ＞４．（ ）８６５

＝Ｐ（χ２ ＞４．８６５）＝０．９．

　　【６３１】　选Ｂ．　由Ｔ分布的定义可知，当Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２
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时，有Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．因为Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
ｎ－槡 １

＝
珡Ｘ－μ

ｎ－１槡ｎ
Ｓ
ｎ－槡 １

＝

珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１），故选Ｂ．

【６３２】　Ｅ（珡Ｘ）＝１
２
（ａ＋ｂ），Ｄ（珡Ｘ）＝ １

１２ｎ
（ｂ－ａ）２，Ｅ（Ｓ２）＝１

１２
（ｂ－

ａ）２．

【６３３】　Ｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～χ２（１０ｎ）．

【６３４】　１
２
，１
４．

【６３５】　^ｑ＝２
５．

【６３６】　（３５．５，３５．９），０．９５．

【６３７】　 珡Ｘ－ｔ０．０２５（ｎ－１）Ｓ
槡ｎ

，珡Ｘ＋ｔ０．０２５（ｎ－１）Ｓ
槡（ ）ｎ

．

【６３８】　实际推断原理即小概率事件在一次试验中几乎是不可

能发生的．
【６３９】　提出假设Ｈ０：μ＝１２７７（Ｈ０：μ≥１２７７），Ｈ１：μ＜１２７７，检

验统计量Ｔ＝
珡Ｘ－μ０

Ｓ
槡ｎ

．

【６４０】　χ２
０＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

，χ２
０∈Ｗ＝［０，χ２

１－α（ｎ－１）］，χ２
０Ｗ＝［０，

χ２
１－α（ｎ－１）］．

【６４１】　因为珡Ｘ～Ｎ ５２，６．３
２（ ）３６

，所以

Ｐ（５０．８＜珡Ｘ＜５３．８）＝Ｐ ５０．８－５２
６．３
６

＜
珡Ｘ－５２
６．３
６

＜５３．８－５２
６．３

烄

烆

烌

烎６
·９１２·



＝Ｐ －８
７ ＜

珡Ｘ－５２
６．３
６

＜１２烄

烆

烌

烎
７

＝Φ １２（ ）７ －Φ －（ ）８
７ ＝Φ １２（ ）７ ＋Φ（ ）８

７ －１

≈０．９５６４＋０．８７２９－１＝０．８２９３．

　　【６４２】　由
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ２（ｎ－１），已知ｎ＝２４，故χ２＝２３×ｓ
２

σ２ ～χ２（２３），

Ｐ（σ＞３）＝Ｐ １
σ２ ＜（ ）１

９

＝Ｐ ２３×ｓ２

σ２ ＜２３×１２．５２２７（ ）９
＝Ｐ（χ２ ＜３２）＝１－Ｐ（χ２ ≥３２）．

查表得 Ｐ（σ＞３）＝１－０．１＝０．９．

【６４３】　设 珡Ｘ ＝ １
１０∑

１０

ｉ＝１
Ｘｉ，且由χ２ 分布的性质知Ｅ（Ｘ）＝ｎ，

Ｄ（Ｘ）＝２ｎ．有Ｅ（珡Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）＝１０，Ｄ（珡Ｘ）＝Ｄ（Ｘ）
１０ ＝２×１０

１０ ＝２，

Ｅ（Ｓ２）＝Ｄ（Ｘ）＝２×１０＝２０．

【６４４】　由于σ未知，要利用Ｔ＝
珡Ｘ－μ
Ｓ
槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．已知ｎ＝１６，

珚ｘ＝１２．５，ｓ２＝５．３３３＝２．３０９２，有Ｔ＝
珡Ｘ－μ

０．５７７３～ｔ（１５）．算得

Ｐ（｜珡Ｘ－μ｜＜０．４）＝Ｐ
珡Ｘ－μ
０．５７７３ ＜０．（ ）６９２

＝Ｐ（｜Ｔ｜＜０．６９２）

＝１－２Ｐ（Ｔ≥０．６９２）

＝１－２×０．２５＝０．５．

　　【６４５】　因Ｘ１＋Ｘ２～Ｎ（０，２），Ｘ３＋Ｘ４～Ｎ（０，２），故

Ｘ１＋Ｘ２

槡（ ）２

２

＋
Ｘ３＋Ｘ４

槡（ ）２

２

～χ２（２），

·０２２·



即应取ｃ＝１
２．

【６４６】　（１）总体Ｘ 的概率密度

ｆ（ｘ；θ）＝
１

θ－１
， ｘ∈ ［１，θ］，

０， ｘ ［１，θ
烅
烄

烆 ］，

则有Ｅ（Ｘ）＝１＋θ
２

，用珡Ｘ 取代Ｅ（Ｘ）和θ^取代θ，并解出θ^，得θ^＝２珡Ｘ－１．

（２）算得样本的观察值珔ｘ＝１
６∑

６

ｉ＝１
ｘｉ＝１

６
（１．３＋１．８＋１．２７＋１．３５＋

１．６２＋１．５５）＝１．４８１７，所以有θ^＝２珔ｘ－１＝１．９６３３．
【６４７】　（１）μ，σ２ 的矩估计分别是样本的一阶原点矩和二阶中心

矩，即μ^＝珚ｘ＝ １
１０∑

１０

ｉ＝１
ｘｉ＝３１４０，^σ２ ＝ １

１０∑
１０

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２ ＝１７８３２０．

（２）由于样本方差Ｓ２ 是总体方差σ２ 的无偏估计，因此σ２ 的无偏

估计，^σ２ ＝ｓ２ ＝ １
９∑

１０

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２ ＝１９８１３３

【６４８】　已知Ｘ～Ｐ（Ｘ＝ｋ；λ）＝λｋ

ｋ！ｅ
－λ，其中ｋ＝０，１，２，…且λ＞

０，设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为来自Ｘ 的一个样本观察值，则Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 的

联合分布律

Ｐ（Ｘ１ ＝ｘ１，Ｘ２ ＝ｘ２，…，Ｘｎ ＝ｘｎ；λ）＝λ
ｘ１

ｘ１！ｅ
－λλ

ｘ２

ｘ２！ｅ
－λ…λ

ｘｎ

ｘｎ！ｅ
－λ

＝ｅ－ｎλ λ
∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

∏
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ！）

．

对数似然函数ｌｎＬ（λ）＝－ｎλ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｌｎλ－ｌｎ ∏

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ ）！，

对数似然方程为

ｄｌｎＬ
ｄλ ＝－ｎ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

λ ＝０，
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解得

λ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ．

　　因仅有一个解，所以参数λ的极大似然估计量

λ^＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＝珡Ｘ．

由提供的数据表可求得λ的极大似然估计值

λ^＝珚ｘ＝ １
１２２

（０×４４＋１×４２＋２×２１＋３×９＋４×４＋５×２）

＝１３７
１２２＝１．１２３０．

　　又由题意可知，即求一个扳道员在５年内未引起严重事故的概率

ｐ＝Ｐ（Ｘ＝０）＝ｅ－１．１２３０ ＝０．３２５３．

　　【６４９】　（１）α的矩估计量　^α＝２珡Ｘ－１
２－珡Ｘ ．

（２）α的极大似然估计量

α^＝－ ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸｉ

－１．

　　【６５０】　因Ｅ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘ）＝λ，Ｄ（Ｘｉ）＝Ｄ（Ｘ）＝λ，故Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝

Ｄ（Ｘｉ）＋Ｅ２（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘｉ）＋λ２．于是Ｅ（Ｘ２
ｉ－Ｘｉ）＝λ２，从而取λ^２＝Ｘ２

ｉ－

Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），均从λ２ 的无偏估计．另外取λ^２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ（Ｘｉ－１）

也是λ２ 的无偏估计．

【６５１】　 因为Ｅ（Ｓ２）＝Ｅ Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１
（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）（ ）２

＝ＣＥ ∑
ｎ－１

ｉ＝１
（Ｘ２

ｉ＋１－２ＸｉＸｉ＋１＋Ｘ２
ｉ（ ））

＝Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１
［Ｅ（Ｘ２

ｉ＋１）－２Ｅ（ＸｉＸｉ＋１）＋Ｅ（Ｘ２
ｉ）］．

又Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２，Ｄ（Ｘ）＝σ２，Ｅ（Ｘ）＝μ以及Ｘｉ＋１与Ｘｉ 相

互独立，故Ｅ（ＸｉＸｉ＋１）＝Ｅ（Ｘｉ）Ｅ（Ｘｉ＋１），可得

·２２２·



Ｅ（Ｓ２）＝Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１
［（σ２＋μ２）－２μ２＋（σ２＋μ２）］

＝Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１
２σ２ ＝Ｃ·２（ｎ－１）σ２．

若Ｅ（Ｓ２）＝σ２，则Ｓ２ 是σ２ 的无偏估计，应该选ｃ＝ １
２（ｎ－１）．

【６５２】　（１）当σ２ 已知时，μ的置信度为０．９５的置信区间是

珡Ｘ－σ
槡ｎ
ｚα

２
，　珡Ｘ＋σ

槡ｎ
ｚα（ ）２ ．

　　取α＝０．０５，ｚα
２
＝１．９６，ｎ＝９，σ＝０．６，珚ｘ＝６，算 得 置 信 区 间

为（５．６０８，６．３９２）．
（２）当σ２ 未知时，μ的置信度为０．９５的置信区间是

珡Ｘ－Ｓ
槡ｎ
ｔα

２
（ｎ－１），　珡Ｘ＋Ｓ

槡ｎ
ｔα

２
（ｎ－１（ ））．

取α＝０．０５，ｎ－１＝８，ｔα
２
（ｎ－１）＝２．３０６０，珚ｘ＝６，ｓ２＝０．３３，代入上式算

得置信区间为（５．５５８，６．４４２）．
【６５３】　由于μ未知，σ的置信度为０．９５的置信区间为

ｎ－槡 １Ｓ
χ２

α
２
（ｎ－１槡 ）

，　 ｎ－槡 １Ｓ
χ２

１－α
２
（ｎ－１槡

烄
烆

烌
烎）
．

取ｓ＝１１，ｎ－１＝８，α＝０．０５，χ２
α
２
（８）＝１７．５３５，χ２

１－α
２
（８）＝２．１８０，代入上

式算得置信区间为（７．４３，２１．０７）．
【６５４】　已知α＝０．０５，σ＝１２，｜珡Ｘ－μ｜＜２，ｚα

２
＝ｚ０．０２５＝１．９６．

由于

Ｐ ｜珡Ｘ－μ｜＜ｚα
２

σ
槡（ ）ｎ ＝１－α，

所以ｚα
２

σ
槡ｎ

＝１．９６×１２
槡ｎ

＝２，解得ｎ＝ １．９６×１２（ ）２
２

≈１３８．３，即至少需要

调查１３９人．
【６５５】　μ的置信区间为（８．２９２％，８．３８８％），σ２ 的置信区间为

（０．０００２９×１０－４，０．０１２５×１０－４）．
·３２２·



【６５６】　（１）设 Ｈ０：μ＝７０，Ｈ１：μ≠７０，求得 Ｔ０＝１．４Ｗ＝
（－∞，－２．０３０１］∪［２．０３０１，＋∞），则接受Ｈ０，即可认为考生的平均

分为７０分．
（２）设 Ｈ０：μ＝７０，Ｈ１：μ＜７０，算得 Ｔ０＝－１．４Ｗ＝（－∞，

－１．６８９６），则接受Ｈ０．
【６５７】　设 Ｈ０：μ＝１０００，Ｈ１：μ＜１０００，算得ｚ０＝－２．５∈Ｗ＝

（－∞，－１．６５］∪［１．６５，＋∞），故拒绝 Ｈ０，可认为元件的使用寿命

偏低．
【６５８】　设Ｈ０：σ２＝０．０００６，Ｈ１：σ２＜０．０００６，算得

χ２
０ ＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

＝９×０．００００７８４
０．０００６ ＝１．１７６∈Ｗ ＝ ［０，４．１６８］，

故拒绝Ｈ０，可认为新仪器的精度比原有的仪器好．
【６５９】　（１）先检验假设 Ｈ０：μ＝５００，Ｈ１：μ≠５００，算得 Ｔ０＝

－０．１８７Ｗ＝（－∞，－２．３０６］∪［２．３０６，＋∞），故接受Ｈ０，可认为机

器包装食盐的均值是５００ｇ，没有产生系统误差．
（２）再检验假设Ｈ０：σ２＝１００，Ｈ１：σ２＞１００，算得χ２

０＝２０．５６∈Ｗ＝
［１５．５，＋∞），故拒绝Ｈ０，接受Ｈ１，即可认为其标准差超过了１０ｇ．

由上可知，这天机器自动包装食盐，虽然没有产生系统误差，但生

产不够稳定（方差偏大），从而认为这天自动包装机工作不正常．

·４２２·



附录　实战试卷及答案与提示

试　卷　（一）

（时间９０分钟）

　　一、选择题（每题３分，共１８分）

１．口袋中有５只红球，３只白球，不放回任取３只，其中至少有２
只是红球的概率为 ．

（Ａ）３
８
；　　　（Ｂ）１５

２８
； （Ｃ）５

７
；　　　（Ｄ）５

２８．

２．设Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜０）．
ｘ３ （０≤ｘ≤１），
１ （ｘ＞１

烅
烄

烆 ），
则Ｅ（Ｘ）＝ ．

（Ａ）∫
＋∞

０
ｘ４ｄｘ； （Ｂ）∫

１

０
３ｘ３ｄｘ；

（Ｃ）∫
１

０
３ｘ２ｄｘ； （Ｄ）∫

１

０
ｘ３ｄｘ＋∫

＋∞

１
ｘｄｘ．

３．设（Ｘ，Ｙ）的 联 合 分 布 函 数 为 Ｆ（ｘ，ｙ），则 其 边 缘 分 布 函 数

ＦＸ（ｘ）为 ．
（Ａ）Ｆ（０，ｙ）； （Ｂ）Ｆ（ｘ，０）；
（Ｃ）ｌｉｍ

ｘ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｙ）； （Ｄ）ｌｉｍ

ｙ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｙ）．

４．已知Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），则Ｄ（Ｘ）
Ｅ（Ｘ）＝ ．

（Ａ）ｎ；　　　（Ｂ）１－ｐ； （Ｃ）ｐ；　　　（Ｄ） １
１－ｐ．

５．设Ｘ，Ｙ 为两个任意的随机变量，已知ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０，则必

·５２２·



有 ．
（Ａ）Ｘ，Ｙ 相互独立； （Ｂ）Ｘ，Ｙ 不相互独立；
（Ｃ）Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）； （Ｄ）Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）．
６．设Ｘ～Ｎ（μ，σ２），且σ２ 未知，则μ的置信度为０．９５的置信区间

为 ．

（Ａ） 珡Ｘ±Ｓ
槡ｎ
ｔ０．（ ）０２５ ； （Ｂ） 珡Ｘ±σ

槡ｎ
ｔ０．（ ）０２５ ；

（Ｃ） 珡Ｘ±Ｓ
槡ｎ
ｚ０．（ ）０２５ ； （Ｄ） 珡Ｘ±σ

槡ｎ
ｚ０．（ ）０２５ ．

　　二、填空题（每题３分，共２４分）

１．已知Ｐ（Ｂ）＝０．５，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０．３，则Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝ ．
２．已知随机事件Ａ的概率Ｐ（Ａ）＝０．５，随机事件Ｂ的概率Ｐ（Ｂ）＝

０．６，条件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．８，则事件Ａ∪Ｂ的概率Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝ ．

３．已知随机变量Ｘ 的密度函数ｆ（ｘ）＝
ａｘ２ （０＜ｘ＜２），
０ （其他｛ ），

则ａ＝

．

４．已知随机变量Ｘ～
Ｘ －１ ０ １ ２

Ｐ ０．１ ａ ０．３ ｂ
，且Ｐ（Ｘ≤１．２）＝

０．７，则ａ＝ ，ｂ＝ ．
５．已知随机变量Ｘ，Ｙ 有Ｄ（Ｘ）＝４，Ｄ（Ｙ）＝１，ρＸＹ＝０．５，则Ｄ（２Ｘ－

３Ｙ）＝ ．
６．已知（Ｘ，Ｙ）的分布律为

　　Ｙ
Ｘ　　

１ ２ ３ ４

１．５ ０．１ ０ ０．０５ ０．１５

２．５ ０．０５ ０．１５ ０．０５ ０

３．５ ０．１ ０．２ ０．０５ ０．１

·６２２·



则Ｐ（Ｙ＜３）＝ ．

７．已知Ｘ～Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝２ｋｅ－２

ｋ！
（ｋ＝０，１，２，…），Ｙ＝３Ｘ－２，

则Ｅ（Ｙ）＝ ．
８．已知Ｘｉ（ｉ＝１，２，３，４，５）是取自Ｘ～Ｎ（１，４）的样本，Ｙｊ（ｊ＝１，

２，３，４）是 取 自Ｙ～Ｎ（０，２）的 样 本，且 Ｘ，Ｙ 相 互 独 立，则 统 计 量

珡Ｘ－珚Ｙ～ ．

　　三、计算题（每题１０分，共５０分）

１．有三只箱子，甲箱有球４黑２白，乙箱有球３黑３白，丙箱有球

３黑６白．现随机取一只箱子，再从箱子中任取一球，试求：
（１）取到的是白球的概率；
（２）取到的是甲箱的白球的概率．
２．设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为

　　Ｙ
Ｘ　　

－１ １ ２

－１ ５／２０ ２／２０ ６／２０

２ ３／２０ ３／２０ １／２０

　　（１）问：Ｘ 和Ｙ 是否相互独立？为什么？

（２）求：Ｘ＋Ｙ，Ｘ－Ｙ 的分布律．
３．随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ａ（ｘ＋ｙ） （０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤２），

０ （其他）｛ ．
试求：（１）Ａ；

（２）边缘分布密度函数ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）；
（３）概率Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤１）．

４．设某种晶体管的寿命Ｘ（小时）的密度函数

ｆ（ｘ）＝
１００
ｘ２ （ｘ＞１００），

０ （ｘ≤１００）
烅
烄

烆 ．
·７２２·



（１）求一个晶体管在使用１５０小时后仍未损坏的概率 Ｐ（Ｘ＞
１５０）；

（２）设在一个仪器中装有３个独立工作的这种晶体管，求当仪器

工作１５０小时后恰有两个晶体管损坏的概率．
５．已知Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自于总体Ｘ 的样本，且总体Ｘ 的密度

函数

ｆ（ｘ；θ）＝
θｘθ－１ （０＜ｘ＜１，θ＞０），
０ （其他｛ ），

试求：参数θ的矩估计量θ^，极大似然估计量θ^Ｌ．

　　四、证明题（共８分）

设随机变量Ｘ 和Ｙ 相互独立，且方差Ｄ（Ｘ），Ｄ（Ｙ），Ｄ（ＸＹ）存在，
证明：

Ｄ（ＸＹ）≥Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）．

试卷（一）答案与提示

　　一、选择题

１．选Ｃ．　ｐ＝Ｃ２
５Ｃ１

３

Ｃ３
８

＋Ｃ３
５

Ｃ３
８
．　２．选Ｂ．　Ｅ（Ｘ）＝∫

１

０
ｘＦ′（ｘ）ｄｘ．

　３．选 Ｄ．　４．选 Ｂ．　５．选 Ｃ．　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０Ｅ（ＸＹ）＝
Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．　６．选Ａ．

　　二、填空题

１．０．１５．　２．０．７．　３．ａ＝３
８．　４．ａ＝０．３，ｂ＝０．３，　５．１３．　

６．０．６．　７．４．　８．Ｎ（１，１．３）．

·８２２·



　　三、计算题

１．（１）Ｐ（Ａ）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝０．５；　（２）Ｐ（ＡＢ１）＝１

９．

２．（１）不独立，因为

Ｐ（Ｘ＝－１，Ｙ＝－１）＝０．２５≠０．２６＝０．６５×０．４
＝Ｐ（Ｘ＝－１）Ｐ（Ｙ＝－１）．

　　（２）Ｘ＋Ｙ～
－２ ０ １ ３ ４
０．２５ ０．１ ０．４５ ０．１５ ０．（ ）０５

，

Ｘ－Ｙ～
－３ －２ ０ １ ３
０．３ ０．１ ０．３ ０．１５ ０．（ ）１５

．

３．（１）Ａ＝１／３；

（２）ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ
３＋２

３
（０≤ｘ≤１），

０ （其他
烅
烄

烆 ），

ｆＹ（ｙ）＝
ｙ
３＋１

６
（０≤ｙ≤２），

０ （其他
烅
烄

烆 ）；

（３）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤１）＝ １
３∫

１

０
ｄｘ∫

１－ｘ

０
（ｘ＋ｙ）ｄｙ＝ １

９．

４．（１）Ｐ（Ｘ＞１５０）＝２
３
；　（２）Ｐ３（２）＝２

９．

５．θ^矩 ＝
珡Ｘ

１－珡Ｘ
；　θ^Ｌ ＝ －ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎ（Ｘｉ）

．

　　四、证明题

证明：由题设条件知，Ｘ，Ｙ 独立Ｘ２，Ｙ２ 独立 ，
Ｄ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ２Ｙ２）－（Ｅ（ＸＹ））２ ＝Ｅ（Ｘ２）Ｅ（Ｙ２）－Ｅ２（Ｘ）Ｅ２（Ｙ）

＝ （Ｄ（Ｘ）＋Ｅ２（Ｘ））（Ｄ（Ｙ）＋Ｅ２（Ｙ））－Ｅ２（Ｘ）Ｅ２（Ｙ）

＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）＋Ｅ２（Ｘ）Ｄ（Ｙ）＋Ｄ（Ｘ）Ｅ２（Ｙ）≥Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）．

·９２２·



试　卷　（二）

（时间９０分钟）

　　一、选择题（每题３分，共２４分）

１．设事件Ａ 表示“甲种产品畅销，乙种产品滞销”，其对立事件

为 ．
（Ａ）“甲种产品滞销，乙种产品畅销”；
（Ｂ）“甲、乙两种产品均畅销”；
（Ｃ）“甲种产品滞销”；
（Ｄ）“甲种产品滞销或乙种产品畅销”．
２．设ＢＡ，则下面正确的等式是 ．
（Ａ）Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（Ａ）；
（Ｂ）Ｐ（珚Ｂ－珡Ａ）＝Ｐ（珚Ｂ）－Ｐ（珡Ａ）；
（Ｃ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）；
（Ｄ）Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）．
３．离散随机变量Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ），且ｘｋ－１＜ｘｋ＜ｘｋ＋１，则

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ ．
（Ａ）Ｐ（ｘｋ－１≤Ｘ≤ｘｋ）；
（Ｂ）Ｆ（ｘｋ＋１）－Ｆ（ｘｋ－１）；
（Ｃ）Ｐ（ｘｋ－１＜Ｘ＜ｘｋ＋１）；
（Ｄ）Ｆ（ｘｋ）－Ｆ（ｘｋ－１）．

４．设随机变量Ｘ 的分布律为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｋ
１５

（ｋ＝１，２，３，４，５），则

Ｐ（０．５＜Ｘ＜２．５）的值是 ．
（Ａ）０．６； （Ｂ）０．２；
（Ｃ）０．４； （Ｄ）０．８．
５．设 随 机 变 量 Ｘ，Ｙ 相 互 独 立，Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～Ｎ（１，１），

则 ．
·０３２·



（Ａ）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤０）＝１
２
；

（Ｂ）Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤１）＝１
２
；

（Ｃ）Ｐ（Ｘ－Ｙ≤０）＝１
２
；

（Ｄ）Ｐ（Ｘ－Ｙ≤１）＝１
２．

６．设１０个电子管的寿命Ｘｉ（ｉ＝１～１０）独立同分布，且Ｄ（Ｘｉ）＝
Ａ（ｉ＝１～１０），则１０个电子管的平均寿命Ｙ 的方差Ｄ（Ｙ）＝ ．

（Ａ）Ａ； （Ｂ）０．１Ａ；
（Ｃ）０．２Ａ； （Ｄ）１０Ａ．
７．设（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为总体Ｘ～Ｎ（０，１）的一个样本，珡Ｘ 为样本

均值，Ｓ２ 为样本方差，则有 ．
（Ａ）珡Ｘ～Ｎ（０，１）；
（Ｂ）ｎ珡Ｘ～Ｎ（０，１）；
（Ｃ）珡Ｘ／Ｓ～ｔ（ｎ－１）；

（Ｄ）（ｎ－１）Ｘ２
１ ∑

ｎ

ｉ＝２
Ｘ２

ｉ ～Ｆ（１，ｎ－１）．

８．设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的样本，则Ｄ（Ｘ）＝σ２ 的无偏

估计量为 ．

（Ａ）１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２； （Ｂ） １

ｎ－１∑
ｎ－１

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２；

（Ｃ）１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２； （Ｄ） １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．

　　二、填空题（每题５分，共３０分）

１．用随机事件Ａ，Ｂ，Ｃ表示事件Ｄ＝｛Ａ，Ｂ，Ｃ中恰有两个发生｝＝
．

２．设Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ３）＝１
３
，且三事件Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独

·１３２·



立，则三事件中至少发生一个的概率为 ，三事件中恰好发生一个

的概率为 ．
３．设Ｘ～Ｕ（０，２），则随机变量Ｙ＝Ｘ２ 在（０，４）内的概率密度函数

为 ．
４．若随机变量Ｘ满足Ｅ（Ｘ２）＝２００，Ｄ（Ｘ）＝１００，则Ｅ（Ｘ）＝

．
５．设 样 本 观 察 值 为 ５，１０，１５，２０，１５，则 样 本 均 值、方 差 珚ｘ＝

，ｓ２＝ ．
６．原假设Ｈ０ 不真时，作出接受Ｈ０ 的决策，称为犯第 类错

误；原假设Ｈ０ 为真时，作出拒绝Ｈ０ 的决策，称为犯第 类错误．

　　三、计算题（每题１０分，共４０分）

１．编号为１，２，３的三台仪器正在工作的概率分别为０．９，０．８和

０．４，从中任选一台．
（１）求此台仪器正在工作的概率；
（２）已知选到的仪器正在工作，求它编号为２的概率．

２．随机变量Ｘ 的密度函数ｆ（ｘ）＝
Ａｘ２ （０≤ｘ≤２），
０ （其他）｛ ．

试求：
（１）系数Ａ；
（２）分布函数Ｆ（ｘ）；
（３）概率Ｐ（１≤Ｘ≤２）．
３．设随机变量Ｘ～Ｕ（０，１）（均匀分布），Ｙ～Ｅ（１）（指数分布），且

它们相互独立，计算Ｐ（Ｘ＞Ｙ）．
４．（１）设某种产品的一项质量指标Ｘ～Ｎ（１６００，１５０２），现从一批

产品中随机地抽取２６件，测得该指标的均值珚ｘ＝１６３７，试以α＝０．０５
检验这批产品的质量指标是否合格．

（２）设某种电阻器的电阻值Ｘ～Ｎ（μ，６０），μ未知．某天抽取１０只

这种电阻器，测得电阻值的方差ｓ２＝８７．６８２，问方差有无显著变化（取

α＝１０％）？

·２３２·



［ｚ０．０２５＝１．９６，ｚ０．０５＝１．６５，ｔ０．０５（９）＝１．８３３１，χ２
０．０５（９）＝１６．９１９，

χ２
０．９５（９）＝３．３２５］

　　四、证明题（６分）

设随机事件Ａ 和Ｂ 相互独立，证明：珡Ａ 和珚Ｂ 也相互独立．

试卷（二）答案与提示

　　一、选择题

１．选Ｄ．　ＡＢ＝珡Ａ∪Ｂ，其中Ａ 为甲种产品畅销，Ｂ为乙种产品畅

销．
２．选Ｂ．　利用事件差的概率性质．
３．选Ｄ．　因为Ｐ（Ｘ＝ａ）＝Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－０）．
４．选Ｂ．　Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝２）．
５．选Ｂ．　利用正态分布的对称性Ｐ（Ｘ≤μ）＝１／２．

６．选Ｂ．　 由Ｄ（Ｙ）＝Ｄ １
１０∑

１０

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ ＝ １

１００∑
１０

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）解得．

７．选Ｄ．　根据Ｆ分布定义．
８．选Ｄ．　因为样本方差Ｓ２ 是Ｄ（Ｘ）＝σ２ 的无偏估计量．

　　二、填空题

１．Ｄ＝ＡＢＣ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ．

２．１９２７
，４
９．

３．ｆ（ｙ）＝
０．２５
槡ｙ

（０＜ｙ＜４），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
４．１０．
５．１３，３２．５．

·３３２·



６．二，一．

　　三、计算题

１．（１）Ｐ（Ａ）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝０．７；

（２）Ｐ（Ｂ２｜Ａ）＝ ８
２１≈０．３８．

２．（１）Ａ＝３
８
；　（２）Ｆ（ｘ）＝

０ （ｘ＜０），

ｘ３

８
（０≤ｘ＜２），

１ （ｘ≥２

烅

烄

烆 ）；

（３）Ｐ（１≤Ｘ≤２）＝７
８．

３．Ｐ（Ｘ＞Ｙ）＝
ｘ＞ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｅ－ｙｄｙ＝ｅ－１．

４．（１）Ｈ０：μ＝１６００，Ｈ１：μ≠１６００；拒绝域Ｄ：｜Ｕ｜＝
珡Ｘ－μ０

σ
槡２６

＞

ｚ０．０２５＝１．９６．代入数据得｜Ｕ｜＝１．２５７８＜１．９６，落在Ｄ 外，故接受 Ｈ０，
即质量指标合格．

（２）Ｈ０：σ２＝６０，Ｈ１：σ２≠６０．拒绝域：Ｄ：χ２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

≥χ２
０．０５（９）＝

１６．９１９或χ２≤χ２
０．９５（９）＝３．３２５．代入数据得χ２＝９×８７．６８２

６０ ＝１３．１５２

Ｄ，故接受Ｈ０ 即方差无显著变化．

　　四、证明题

Ｐ（珡Ａ　珚Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝Ｐ（珡Ａ）－Ｐ（Ｂ）［１－Ｐ（Ａ）］＝Ｐ（珡Ａ）－Ｐ（Ｂ）Ｐ（珡Ａ）

＝Ｐ（珡Ａ）［１－Ｐ（Ｂ）］＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（珚Ｂ）．

·４３２·



试　卷　（三）

（时间９０分钟）

　　一、选择题（每题３分，共２４分）

１．设事件Ａ 和Ｂ 互斥，Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０，则下列结论中一定成

立的有 ．
（Ａ）珡Ａ 和珚Ｂ 互不相容； （Ｂ）Ａ，Ｂ为对立事件；
（Ｃ）Ａ 和Ｂ 相互独立； （Ｄ）Ａ 和Ｂ 不独立．
２．一盒零件有５个正品，２个次品，不放回任取３个，其中至少有

２个正品的概率为 ．

（Ａ）２
７
；　　　（Ｂ）４

７
； （Ｃ）５

７
；　　　（Ｄ）６

７．

３．某人射击中靶的概率为０．７５．若射击直到中靶为止，则射击次

数为３的概率为 ．
（Ａ）（０．７５）３； （Ｂ）０．７５（０．２５）２；
（Ｃ）０．２５（０．７５）２； （Ｄ）（０．２５）３．
４．下列 各 函 数 中 可 以 作 为 某 个 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 函 数 的

是 ．
（Ａ）Ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ；

（Ｂ）Ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｘ２；

（Ｃ）Ｆ（ｘ）＝
１

１＋ｘ２ （ｘ≤０），

１ （ｘ＞０
烅
烄

烆 ）；

（Ｄ）Ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜０），
１．１ （０≤ｘ≤１），
１ （ｘ＞１）

烅
烄

烆 ．
５．设随机变量Ｘ～Ｂ（１，ｐ），Ｙ～π（λ），且Ｘ，Ｙ 相互独立，则Ｘ＋

Ｙ ．
·５３２·



（Ａ）是一维随机变量； （Ｂ）是二维随机变量；
（Ｃ）服从两点分布； （Ｄ）服从泊松分布．
６．设随机变量Ｘ 的分布律为Ｐ（Ｘ＝ａ）＝０．６，Ｐ（Ｘ＝ｂ）＝ｐ（ａ＜

ｂ）．又Ｅ（Ｘ）＝１．４，Ｄ（Ｘ）＝０．２４，则ａ，ｂ的值为 ．
（Ａ）ａ＝１，ｂ＝２； （Ｂ）ａ＝－１，ｂ＝２；
（Ｃ）ａ＝１，ｂ＝－２； （Ｄ）ａ＝０，ｂ＝１．
７．设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，１）的一个简单随机样

本，珡Ｘ，Ｓ２ 分别为样本均值和样本方差，则 ．
（Ａ）珡Ｘ～Ｎ（０，１）；

（Ｂ）∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２ ～χ２（ｎ－１）；

（Ｃ）∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２ ～χ２（ｎ）；

（Ｄ） 珡Ｘ
Ｓ／ ｎ槡 －１

～ｔ（ｎ－１）．

８．在Ｈ０ 为原假设，Ｈ１ 为备择假设的假设检验中，若显著性水平

为α，则 ．
（Ａ）Ｐ（接受Ｈ０｜Ｈ０ 成立）＝α；
（Ｂ）Ｐ（接受Ｈ１｜Ｈ１ 成立）＝α；
（Ｃ）Ｐ（接受Ｈ１｜Ｈ０ 成立）＝α；
（Ｄ）Ｐ（接受Ｈ０｜Ｈ１ 成立）＝α．

　　二、填空题（每题５分，共３０分）

１．设Ｐ（Ａ）＝３Ｐ（Ｂ）＝２
３
，Ａ 和Ｂ 都不发生的概率是Ａ 和Ｂ 同时

发生的概率的２倍，则Ｐ（Ａ－Ｂ）＝ ．
２．设Ａ，Ｂ为两随机事件，已知Ｐ（Ａ）＝０．７＝０．３＋Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ａ∪

Ｂ）＝０．８，则Ｐ（Ａ｜珡Ａ∪Ｂ）＝ ．
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３．设随机变量Ｘ 的密度函数ｆ（ｘ）＝

１
３

（０≤ｘ≤１），

２
９

（３≤ｘ≤６），

０ （其他

烅

烄

烆 ），

若ｋ满足

Ｐ（Ｘ≥ｋ）＝２
３
，则ｋ的取值范围是 ．

４．设 随 机 变 量 Ｘ～Ｎ（１．０４，１），已 知 Ｐ（Ｘ≤３）＝０．９７５，
则Ｐ（Ｘ≤－０．９２）＝ ．

５．设随机变量Ｘ，Ｙ 满足Ｄ（Ｘ）＝４，Ｄ（Ｙ）＝１，Ｄ（３Ｘ－２Ｙ）＝２８，
则ρＸＹ＝ ．

６．设总体Ｘ～Ｕ（０，θ），Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为总体的一个样本，则未知

参数θ的矩估计量为 ；极大似然估计量为 ．

　　三、计算题（每题１０分，共４０分）

１．某电脑公司组装的电脑所用的显示屏是由３家工厂提供的（数

据见下表），现从待出厂的电脑中任抽一台检验发现是次品（设为事件

Ａ），原因是显示屏有问题．
（１）求Ｐ（Ａ）；
（２）有问题的显示屏由哪家厂提供的可能性最大？

显示屏制造厂 提供份额 次品率

１ ０．１５ ０．０３

２ ０．６０ ０．０１

３ ０．２５ ０．０２

　　２．设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
３ｘ （０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤ｘ），
０ （其他）｛ ．

　　（１）求边缘密度函数ｆＸ（ｘ）与ｆＹ（ｙ）；
（２）Ｘ 和Ｙ 是否相互独立？为什么？

·７３２·



（３）计算Ｐ（Ｘ＋Ｙ＞１）．
３．某意外事故Ａ 发生的概率为ｐ．若Ａ 发生，保险公司要赔偿给

投保者Ｍ 元．为使公司的期望收益达到０．０５Ｍ 元，公司将要求投保者

交纳多少保费？

４．机器自动包装食盐，设每袋盐的净重服从正态分布，规定每袋

盐的标准重量为５００ｇ，标准差不能超过１０ｇ．某天开工后，为了检验机

器是否正常工作，从已经包装好的食盐中随机抽取９袋，测得珡Ｘ＝４９９，
Ｓ２＝１６．０３２．问这天自动包装机工作是否正常（α＝０．０５）？即检验：（１）
Ｈ０：μ＝５００，Ｈ１：μ≠５００；（２）Ｈ０：σ２≤１０２，Ｈ１：σ２＞１０２．
［ｔ０．０２５（８）＝２．３０６，ｔ０．０２５（９）＝２．２６２，χ２

０．０２５（８）＝１７．５３５，χ２
０．０２５（９）＝１９．０２３，

ｔ０．０５（８）＝１．８５９５，ｔ０．０５（９）＝１．８３３１，χ２
０．０５（８）＝１５．５０７，χ２

０．０５（９）＝１６．９１９］

　　四、证明题（６分）

设事件 Ａ，Ｂ，Ｃ 同 时 发 生 必 导 致 事 件Ｄ 发 生，证 明：Ｐ（Ａ）＋
Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）≤２＋Ｐ（Ｄ）．

试卷（三）答案与提示

　　一、选择题

１．选Ｄ．可以证明：当Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０时，事件Ａ 和Ｂ 互斥，
与Ａ 和Ｂ 独立不能同时成立，故只有Ａ 和Ｂ 不独立．

２．选Ｄ．利用超几何分布计算

Ｐ（至少有２个正品）＝Ｐ（恰有２个正品）＋Ｐ（３个都是正品）．
　　３．选Ｂ．射击次数服从几何分布．

４．选Ｃ．只有Ｃ中的Ｆ（ｘ）满足分布函数的三个性质．
５．选Ａ．Ｘ＋Ｙ＝Ｚ，Ｚ显然是一维随机变量．

６．选Ａ．由
０．６ａ＋０．４ｂ＝１．４，

０．６ａ２＋０．４ｂ２＝０．２４＋１．４｛ ２
解得．

７．选Ｃ．因为Ｘｉ－μ～Ｎ（０，１），再由χ２ 分布定义．
·８３２·



８．选Ｄ．只有Ｄ 中表达的是犯第一类弃真错误的概率．

　　二、填空题

１．５
９．　２．０．５５　３．ｋ∈［１，３］．　４．０．０２５．　５．０．５．　６．θ^＝

２珡Ｘ；θ^Ｌ＝ｍａｘ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝．

　　三、计算题

１．（１）Ｐ（Ａ）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝０．０１５５；

（２）Ｐ（Ｂ１｜Ａ）＝０．２９０，Ｐ（Ｂ２｜Ａ）＝０．３８７，Ｐ（Ｂ３｜Ａ）＝０．３２３．

２．（１）ｆＸ（ｘ）＝
３ｘ２ （０≤ｘ≤１），
０ （其他｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
３（１－ｙ２）

２
（０≤ｙ≤１），

０ （其他）
烅
烄

烆 ．
（２）不独立．

（３）Ｐ（Ｘ＋Ｙ＞１）＝∫
１

０．５
ｄｘ∫

ｘ

１－ｘ
３ｘｄｙ＝ ５

８．

３．公司收益Ｘ～
Ｘ ａ ａ－Ｍ

Ｐ １－ｐ ｐ
，投保者交纳的保费为ａ．

Ｅ（Ｘ）＝ａ（１－ｐ）＋ｐ（ａ－Ｍ）＝０．０５Ｍａ＝ （０．０５＋ｐ）Ｍ．

　　４．（１）Ｈ０：μ＝５００，Ｈ１：μ≠５００；拒绝域Ｄ：
珡Ｘ－５００

Ｓ
３

＞ｔ０．０２５（８）＝

２．３０６．代入数据得Ｔ 的观察值Ｔ０＝－ ３
１６．０３＝－０．１８７，因Ｔ０Ｄ，故

接受Ｈ０．

（２）Ｈ０：σ２≤１０２，Ｈ１：σ２＞１０２．拒绝域Ｄ：χ２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

＞χ２
０．０５（８）＝

·９３２·



１５．５０７．代入数据得８×１６．０３２

１００ ＝２０．５６∈Ｄ，故应拒绝Ｈ０．

　　四、证明题

证明：由题设条件知ＡＢＣＤＰ（ＡＢＣ）≤Ｐ（Ｄ），
Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）≤１Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）≤１＋Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）≤１＋Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ｃ）

＝１＋Ｐ（ＡＢ ∪Ｃ）＋Ｐ（ＡＢＣ）

≤２＋Ｐ（ＡＢＣ）≤２＋Ｐ（Ｄ）．

·０４２·



试　卷　（四）

（时间１２０分钟）

　　一、填空题（每题３分，共３０分）

１．如果Ｐ（Ａ）＝０．４，Ｐ（Ｂ）＝０．３，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．５，则Ｐ（ＡＢ）＝
．

２．设Ａ，Ｂ，Ｃ是三个事件，且Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１／４，Ｐ（ＡＢ）＝
Ｐ（ＢＣ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝１／８，则Ａ，Ｂ，Ｃ至少发生一个的概率为 ．

３．设随机变量Ｘ 的分布函数

Ｆ（ｘ）＝

０ （当ｘ＜－１时），
０．３ （当－１≤ｘ＜１时），
０．７ （当１≤ｘ＜３时），
１ （当３≤ｘ时

烅

烄

烆 ），
则Ｘ 的概率分布律为 ．

４．已知Ｄ（Ｘ）＝４，Ｄ（Ｙ）＝９，Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝１２，则Ｘ 与Ｙ 间的相关

系数ρ＝ ．
５．设随机变量Ｘ 和Ｙ 相互独立，且服从同一分布，Ｘ 的分布律

Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝１）＝１
２
，则Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律为　　　　　

　　　　　　　　　　．

６．设Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从标准正态分布，则Ｚ＝ Ｘ
Ｙ槡 ２

服从

分布（同时写出分布的参数）．

７．设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ２０是来自总体Ｎ（μ，σ２）的样本，则 １
σ２∑

２０

ｉ＝１
（Ｘｉ－

μ）２ 服从 分布（同时写出分布的参数）．
８．设Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 为从总体Ｘ 中抽取的容量为３的样本，总体均值

为θ，总体方差为σ２．记θ^１＝１
６Ｘ１＋１

３Ｘ２＋１
２Ｘ３，θ^２＝１

３Ｘ１＋１
３Ｘ２＋
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１
３Ｘ３，θ^３＝１

４Ｘ１＋１
２Ｘ２＋１

４Ｘ３ 分别为未知参数θ的估计，则 为

θ的无偏估计，且此三个估计中 最有效．
９．如果一个假设检验问题的显著性水平为０．０５，那么犯第一类错

误的概率是 ．

二、（１０分）在一道答案有４种选择的单项选择题测验中，若一个

学生不知道题目的正确答案，他就从４个答案中任选１个．已知有

８０％的学生知道正确答案，现在某个学生答对了此题，问他确实知道正

确答案的概率为多少？

三、（２０分）设随机变量Ｘ 和Ｙ 的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｃｅ－ｙ （０≤ｘ≤ｙ），
０ （其他）｛ ．

　　（１）求常数ｃ；
（２）求Ｘ 和Ｙ 各自的边缘密度函数；
（３）Ｘ 和Ｙ 是否独立？为什么？

（４）Ｐ（Ｘ＋２Ｙ＜１）．

四、（１０分）将一枚均匀硬币掷４００次，计算正面出现的次数大于

２２０的概率．

五、（１０分）设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自参数为λ的泊松分布总体Ｘ
的一个样本，试求：

（１）λ的极大似然估计；
（２）Ｐ（Ｘ＝０）的极大似然估计．

六、（１０分）设总体Ｘ 以概率１
θ

取值１，２，…，θ，求未知参数θ的矩

估计．

·２４２·



七、（１０分）某电子产品的一个指标服从正态分布，从某天生产的

产品中抽取１５个产品，测得该指标的样本均值为２．８０，样本标准差为

０．２１５．
（１）取显著性水平α＝０．０５，是否可以认为该指标的平均值显著地

大于２？

（２）求该指标的方差的０．９５的置信区间．

以下分位数全部为下侧α分位数：

Φ（１）＝０．８４１３；Φ（１．６４５）＝０．９５；Φ（１．９５）＝０．９７４；Φ（１．９６）＝０．９７５；

Φ（２）＝０．９７７３；Φ（２．０５）＝０．９７９８；Φ（３）＝０．９９８５；

χ２
０．９５（１５）＝２４．９９６；χ２

０．９７５（１５）＝２７．４８８；χ２
０．９５（１４）＝２３．６８５；χ２

０．９７５（１４）＝
２６．１１９；χ２

０．０５（１５）＝７．２６１；χ２
０．０２５（１５）＝６．２６２；χ２

０．０５（１４）＝６．５７１；χ２
０．０２５（１４）＝

５．６２９；ｔ０．９５（１５）＝１．７５３１；ｔ０．９７５（１５）＝２．１３１５；ｔ０．９５（１４）＝１．７６１３；ｔ０．９７５（１４）＝
２．１４４８．

试卷（四）答案与提示

　　一、填空题

１．０．２．　Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）．

２．５
８．　由ＡＢＣＡＢ０≤Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（ＡＢ）＝０．

３．Ｘ～
－１ １ ３
０．３ ０．４ ０．（ ）３

．由Ｐ（Ｘ＝ａ）＝Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－０）求得．

４．ρ＝１
１２．Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）－２ρ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）．

５．Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）～
０ １

０．２５ ０．（ ）７５
．

６．ｔ（１）分布．由ｔ分布定义．
７．χ２（２０）．根据χ２ 分布定义．
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８．θ^１，θ^２，θ^３；θ^２ 最有效．
９．α＝０．０５．

　　二、计算题

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．９４１２．　Ａ 表事件“某学生答对此题”，Ｂ 为“某学生

确实知道正确答案”，利用贝叶斯公式求解．
三、（１）ｃ＝１；

（２）ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ （ｘ＞０），
０ （ｘ≤０｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
ｙｅ－ｙ （ｙ＞０），
０ （ｙ≤０｛ ）；

（３）Ｘ 和Ｙ 不独立，因为ｆ（ｘ，ｙ）≠ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）；

（４）１－３ｅ－１
３ ＋２ｅ－１

２．Ｐ（Ｘ＋２Ｙ ＜１）＝ 
ｘ＋２ｙ＜１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

∫
１
３

０
ｄｘ∫

１
２－ｘ

２

ｘ
ｅ－ｙｄｙ．

四、０．０２２７　提示：利用中心极限定理．

五、（１）λ^Ｌ＝珡Ｘ；提示：似然函数为Ｌ（λ）＝ｅ－ｎλλ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ！

．

（２）^Ｐ（Ｘ＝０）Ｌ＝ｅ－珡Ｘ．　提示：利用极大似然估计不变性．

六、θ^矩＝２珡Ｘ－１．　提示：令Ｅ（Ｘ）＝１
θ

（１＋２＋…＋θ）＝珡Ｘ．

七、（１）Ｈ０：μ＝２，Ｈ１：μ＞２；拒绝域Ｄ：Ｔ＝
珡Ｘ－２
０．２１５
槡１５

＞ｔ０．９５（１４）＝

１．７６１３，代入数据得Ｔ＝１４．４１１１＞１．７６１３，落在Ｄ 内，故拒绝Ｈ０，即指

标均值显著大于２．
（２）（０．０２５，０．１１５）．
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试　卷　（五）

（时间１２０分钟）

　　一、判断题（每题２分，共１６分）

１．设样本空间Ω＝｛ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５｝，Ａ＝（ｅ１，ｅ３，ｅ５），则Ｐ（Ａ）＝
０．６． （　　）

２．如果Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝０．５，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）． （　　）

３．设ｎ次独立重复试验中，事件Ａ 出现的次数为Ｘ，则４ｎ次独立

重复试验中，Ａ 出现的次数为４Ｘ． （　　）

４．如果随机变量Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则
（μ－Ｘ）

σ ～Ｎ（０，１）． （　　）

５．二维均匀分布的边缘分布仍是均匀分布． （　　）

６．若随机变量Ｘ 的数学期望存在，则Ｘ 的方差也存在． （　　）

７．样本二阶中心矩不是总体方差的无偏估计． （　　）

８．假设检验中，样本容量确定时，犯弃真错误和取伪错误的概率

不能同时减小． （　　）

　　二、选择题（每题４分，共２４分）

１．如果Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＞１，则Ａ 与Ｂ 必定

（Ａ）独立； （Ｂ）不独立 ；
（Ｃ）相容； （Ｄ）不相容．
２．设随机变量Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ），如果 ，则恒有０≤

ｆ（ｘ）≤１．
（Ａ）Ｘ～Ｎ（０，１）； （Ｂ）Ｘ～Ｎ（０，σ２）；
（Ｃ）Ｘ～Ｎ（－１，σ２）； （Ｄ）Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．
３．人的体重为随机变量Ｘ，Ｅ（Ｘ）＝ａ，Ｄ（Ｘ）＝ｂ，１０个人的平均

体重记为Ｙ，则 ．
（Ａ）Ｅ（Ｙ）＝ａ； （Ｂ）Ｅ（Ｙ）＝０．１ａ；
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（Ｃ）Ｄ（Ｙ）＝０．０１ｂ； （Ｄ）Ｄ（Ｙ）＝ｂ．
４．设（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
π

（ｘ２＋ｙ２ ＜１），

０ （其他
烅
烄

烆 ），
则Ｘ 和Ｙ 为 的随机变量．

（Ａ）独立同分布； （Ｂ）独立不同分布；
（Ｃ）不独立同分布； （Ｄ）不独立不同分布．
５．设Ｘ 为 随 机 变 量，若 Ｅ（Ｘ２）＝１．１，Ｄ（Ｘ）＝０．１，则 一 定

有 ．
（Ａ）Ｐ（－１＜Ｘ＜１）≥０．９； （Ｂ）Ｐ（０＜Ｘ＜２）≥０．９；
（Ｃ）Ｐ（Ｘ＋１≥１）＜０．９； （Ｄ）Ｐ（｜Ｘ｜≥１）≤０．１．

６．设Ｘ～Ｎ（０，１），珡Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，服从

自由度为（ｎ－１）的χ２ 分布的随机变量是 ．

（Ａ）∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ； （Ｂ）Ｓ２；

（Ｃ）（ｎ－１）珡Ｘ２； （Ｄ）（ｎ－１）Ｓ２．

　　三、计算题（共６０分）．

１．（１０分）某工厂有四种机床：车床、钻床、磨床和刨床，其台数之

比为９∶３∶２∶１，而在一定时间内需要修理的台数之比为１∶２∶３∶
１．当有一台机床需要修理时，问这台机床是车床的概率是多少？

２．（１５分）设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｃｘｙ （０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１），
０ （其他）｛ ．

试求：（１）系数ｃ；
（２）Ｘ 和Ｙ 各自的边缘密度函数；
（３）Ｐ（Ｘ＜Ｙ）；
（４）Ｘ 和Ｙ 相互独立吗？为什么？
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３．（１０分）某工厂有１００台机器，各台机器独立工作，每台机器的

开工率为０．８，工作时各需要１ｋＷ 电力．问供电局至少要供应多少电

力，才能以９７．５％的把握保证正常生产？

４．（１０分）设总体Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝
θｘθ－１ （０≤ｘ≤１），
０ （其他｛ ），

其中θ未知．求θ的矩法估计．
５．（１５分）正常人的脉搏平均为７２次／分．某医生测得１０例慢性

铅中毒患者的脉搏均值为６７．４次／分，标准差为５．９２９．设人的脉搏次

数／分近似服从正态分布．
（１）取α＝０．０５，是否可以认为铅中毒患者的脉搏均值显著地小于

７２次／分．
（２）求铅中毒患者脉搏均值的０．９５的置信区间．

以下分位数全部为下侧α分位数：

Φ（０．５０）＝０．６９１５；Φ（０．５５）＝０．７０８８；Φ（１．００）＝０．８４１３；Φ（１．０５）＝
０．８５３１；Φ（１．６５）＝０．９５；

Φ（１．９５）＝０．９７４４；Φ（１．９６）＝０．９７５０；Φ（２．００）＝０．９７７２；Φ（２．０５）＝
０．９７９８；Φ（３）＝０．９９８７；

χ２
０．９５（９）＝１６．９１９；χ２

０．９７５（９）＝１９．０２３；χ２
０．９５（１０）＝１８．３０７；χ２

０．９７５（１０）＝
２０．４８３；

χ２
０．０５（９）＝３．３２５；χ２

０．０２５（９）＝２．７；χ２
０．０５（１０）＝３．９４；χ２

０．０２５（１０）＝３．２４７；
ｔ０．９５（９）＝１．８３３１；ｔ０．９７５（９）＝２．２６２２；ｔ０．９５（１０）＝１．８１２５；ｔ０．９７５（１０）＝２．２２８１．

试卷（五）答案与提示

　　一、判断题

１．非．　因为样本空间中每一样本点ｅｉ 未必等可能发生．
２．是．　由Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ）－Ｐ（珚Ｂ）＋Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）
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可得．
３．非．　４ｎ次独立重复试验中，Ａ 出现的次数为另一随机变量Ｙ．
４．是．　因为正态变量的线性函数仍为正态变量，且

Ｅ μ－Ｘ（ ）σ ＝０，　Ｄ μ－Ｘ（ ）σ ＝１．

　　５．非．　因为圆域上的均匀分布的边缘分布不再是均匀分布．
６．非．　因为Ｘ 的一阶原点矩的存在并不能保证Ｘ 的二阶中心

矩的存在．

７．是．　由于Ｅ（Ｓ２
ｎ）＝ ｎ－１

ｎ Ｓ（ ）２ ＝ｎ－１
ｎσ２≠σ２，其中σ２＝Ｄ（Ｘ）．

８．是．　在Ｕ 检验法的单边（右边）假设检验中可得到ｚα＋ｚβ＝

δ槡ｎ
σ０

，当ｎ固定时，等式右边是常数，从而有

α↑ｚα↓ｚβ↑β↓　 或 　β↑ｚβ↓ｚα↑α↓，
即两类错误的概率形成跷跷板现象．

　　二、选择题

１．选Ｃ．　若Ａ 和Ｂ 不相容，即ＡＢ＝ΦＰ（ＡＢ）＝０，从而得如下

矛盾：

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＞１．

　　２．选Ａ．　当Ｘ～Ｎ（０，１）时，有０≤ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２
２ ≤ １

２槡π
≤１．

３．选Ａ．　Ｅ（Ｙ）＝Ｅ １
１０∑

１０

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ ＝ １

１０∑
１０

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝ａ．

４．选Ｃ．　由于ｆ（ｘ，ｙ）在圆域ｘ２＋ｙ２＜１内取非零值，而圆域

ｘ２＋ｙ２＜１无法分离变量，故Ｘ 和Ｙ 不独立；又由于ｆ（ｘ，ｙ）的对称

性，ｆＸ（ｘ）与ｆＹ（ｙ）相同．
５．选Ｂ．　由切比雪夫不等式Ｐ（０＜Ｘ＜２）＝Ｐ（｜Ｘ－１｜＜１）≥１－

０．１
１２ ＝０．９．
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６．选Ｄ．　由定理
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ＝（ｎ－１）Ｓ２～χ２（ｎ－１）．

　　三、计算题

１．Ｐ（Ｂ１｜Ａ）＝９
２２≈０．４０９．　Ａ 表事件“有一台机床需要修理”，Ｂｉ

（ｉ＝１，２，３，４）分别表示“车床、钻床、磨床和刨床”．

Ｐ（Ａ）＝∑
４

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝ ２２

１０５．

　　２．（１）ｃ＝４；　（２）ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ （０＜ｘ＜１），
０ （其他｛ ），

ｆＹ（ｙ）＝
２ｙ （０＜ｙ＜１），
０ （其他｛ ）； 　（３）０．５．Ｐ（Ｘ＜Ｙ）＝

ｘ＜ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

∫
１

０
４ｘｄｘ∫

１

ｘ
ｙｄｙ＝０．５，或者利用ｆ（ｘ，ｙ）的对称性直接得Ｐ（Ｘ＜Ｙ）＝

０．５；　（４）Ｘ 和Ｙ 相互独立，因为ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）．
３．８７．８４（ｋＷ）．　提示：Ｘ～Ｂ（１００，０．８），利用中心极限定理．

４．θ^矩＝
珡Ｘ

１－珡Ｘ．　提示：令Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
θｘθｄｘ＝珡Ｘ．

５．（１）Ｈ０：μ＝７２，Ｈ１：μ＜７２；拒绝域Ｄ：Ｔ＝
珡Ｘ－７２
５．９２９
槡１０

＜－ｔ０．９５（９）＝

－１．８３３１，代入数据得Ｔ＝－２．４５３４＜－１．８３３１，落在Ｄ 内，故拒绝

Ｈ０，即铅中毒患者的脉搏均值显著地小于７２次／分．
（２）（６７．１５９，７１．６４１）．
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