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序

一、发展生产力离不开现代管理

当前，我们国家正按照邓小平同志关于建设有中国特色的社会主义的理论，一

心一意搞经济建设。这就要求加强现代管理，提高效益，努力发展社会生产力。所

谓管理，就是管理者为了达到某种目标，运用管理职能作用于管理对象，有意识地不

断进行有效且协调的综合活动过程。加强管理，对于我国实现“四化”具有特殊的重

要性。不少国外专家对我国当前工业状况进行考察后，一致认为急需解决的问题，

第一是管理，第二是管理，第三还是管理。

现代管理内容，就现代企业来讲，包括计划管理、生产管理、技术管理、质量管

理、人事劳动管理、物资管理、成本管理、财务管理等等；宏观社会当然还有现代科学

管理，现代教育管理。本书侧重讲现代管理的数学方法。

已经形成的系统工程方法是其中最典型的综合管理方法。系统工程是综合性

组织管理技术，它也是迄今最大的一门科学管理总体方法。它是立足整体，统筹全

局，把分析与综合、定性与定量结合起来，全面组织管理各系统，使之达到整体效果

最佳的管理综合技术。我们讲述的正是系统工程实施中的每个具体步骤均要使用

的数学模型的最优化技术———运筹学方法。

二、运筹学的产生和发展

凡是要求做出肯定决策的任何问题均属于运筹问题。虽然，自从有了人，运筹

问题就已经存在，可是直到第二次世界大战时才出现运筹学（ＯｐｅｒａｔｉｏｎｓＲｅｓｅａｒｃｈ）

这一名词，并且形成了现代运筹学的科学方法。

第二次世界大战后，随着大企业的出现，许多企业经营状况更加复杂。因此管

理者不得不进行分区管理，并且使企业总的效能达到最优。这就要求用一套科学的

组织管理方法。在２０世纪后半期，又出现了以运筹学为中心内容的新的工程技术

———系统工程。
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运筹学的迅速发展归功于数字计算机的同时发展。例如，线性规划的单纯形法

是在１９４７年由ＧｅｏｒｇｅＢＤａｎｔｚｉｇ发明的，但它却因为现实条件不具备，直到２０世纪

５０年代中期和末期才得以实现和运用。计算机帮助了许多运筹方法（时至今日还

在应用）的发展和（或）实现。运筹学和计算机紧密相关，因为如果没有计算机，运筹

学只不过是一种理论科学，不会像现在这样不断的发展。

本书一方面讲清楚运筹学诸分支的数学模型、基本概念、基本理论、计算方法，

同时提供了相应的计算机软件的实际应用。

三、运筹学问题的分类

运筹学问题分类，我们在目录中罗列了十四章，它们几乎包含了生产、生活的各

个方面。软件ＹＡＪ恰是这些内容：

（一）线性规划

（二）整数线性规划

（三）运载问题

（四）指派问题

（五）网络模型

（六）统筹方法①———关键路线法

（七）统筹方法②———计划评审技术

（八）动态规划

（九）库存论

（十）排队论

（十一）排队系统模拟

（十二）决策／概率论

（十三）马尔科夫过程

（十四）时间序列预测

四、运筹学的数学模型

为了得到问题的最优解，通常更有意义和更方便的是用数学形式将问题写出

来。这种数学描述或表达称为问题的数学模型。

在过去２５年中，已有一批具有适当解法的独特模型为人们所熟悉。例如，线性

规划模型、动态规划模型、库存模型、排队模型，这些模型已有现成的解法。任何一

个运筹方案的目标是要决定问题的最合适的数学模型，然后用已有方法去解，或者

寻求新的解法。
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在实际中，有可能无法为给定的问题建立数学模型，或者虽可建立模型，但求解

困难（比如无现成方法可用，需要计算机贮量太大，或上机时间太长等等）。对于这

种情况，就用直观法或试探法去解（如，Ｈｕｎｇａｒｉａｎｍｅｔｈｏｄ求解资源分配问题）。此

外，我们还可以求助仿真研究复杂的大系统。

本书是针对大家熟悉的数学模型的通常解法，给出计算机算法，读者可以得到

各种各样问题的解及其分析，以提高求解问题的能力。

五、本书的适用范围

最先考虑的自然是从事实际工作的工程技术人员，他们可以用这些理论和方法

去解决与之有关的最优化问题。

本书对于一切运用运筹学知识的人都是适用的，这包括一切管理人员、企业家

等等。他们不必去深究运筹学的理论，只要按照书中介绍的方法操作，就可以得到

满意的结果。

本书也适合大专院校的师生，那些正在研究和学习应用数学知识———特别是运

筹学知识的人们。

本书提供了一个很好的计算机应用软件，对于微机应用人员也是一本难得的参

考书。

汪遐昌

２００５年８月
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第一章 线性规划

线性规划是目前管理中经常使用而又有成效的优化技术。

线性规划和其他学科一样，是由于生产力发展的需要而产生和发展的。随着现

代生产的规模越来越大，各部门之间的相互联系越来越紧密和复杂，在生产的组织

与计划、交通运输、财贸等方面都要求有新的数学方法来为它们服务。因此，早在

２０世纪３０年代末４０年代初，康托洛维奇（Конторвич）和希奇柯克（Ｈｉｔｃｈｃｏｃｋ）等在

生产组织和运输问题等方面就开始研究应用线性规划这一数学方法；后来，在２０
世纪４０年代末又由旦茨基（Ｄａｎｔｚｉｇ）等人提出了单纯形方法并进一步从理论上给线

性规划奠定了基础。

计算机的不断发展，不仅为线性规划方法在经济活动中的广泛应用提供了可能

性，而且加快了线性规划方法的发展。在１９５１年，国际水平只能解约束条件为１０
个方程的线性规划问题，到了１９６３年就能解１０００～１００００个方程的线性规划问题

了。另一方面，从时间上看，解一个６７个方程的线性规划问题，１９５６年时需要１小

时，到１９６３年只要２８秒钟。当然，现在的情形更是大不一样了。

１１ 问题和模型

１１１ 运输问题

设某种物资有 ｍ 个产地：Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｍ；产量分别为ａ１，ａ２，⋯，ａｍ。它们联合

供应ｎ个销售地：Ｂ１，Ｂ２，⋯，Ｂｎ；销量分别为ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ。又，从Ａｉ到Ｂｊ单位货物

运价为ｃｉｊ，如表１１所示。应如何调运，才使总运费最少？
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表１１

产地

运价（元／吨）

销售地

Ｂ１ Ｂ２ ⋯ Ｂｎ 产量（吨）

Ａ１ ｃ１１ ｃ１２ ⋯ ｃ１ｎ ａ１

Ａ２ ｃ２１ ｃ２２ ⋯ ｃ２ｎ ａ２

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Ａｍ ｃｍ１ ｃｍ２ ⋯ ｃｍｎ ａｍ

销量（吨） ｂ１ ｂ２ ⋯ ｂｎ

解 假定从Ａｉ 运至Ｂｊ 的物资为ｘｉｊ，得到问题的数学模型：

ｍｉｎｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ

ｓｔ

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ≤ａｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ≥ｂｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ

ｘｉｊ≥０，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，

烅

烄

烆 ｎ
这里，ｍｉｎｚ表示求ｚ的最小值；ｓｔ即ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ（受限于 ⋯），后跟约束条件。

１１２ 布局问题

某生产队要在ｎ 块土地Ｂ１，⋯，Ｂｎ 上，种植 ｍ 种作物Ａ１，⋯，Ａｍ。各块土地亩

数、各种作物计划播种面积以及各种作物在各块地上的单产如表１２所示。问应如

何安排种植计划，才使得总产量最多？

表１２

作物

产量（公斤／亩）

土地

Ｂ１ Ｂ２ ⋯ Ｂｎ 播种面积（亩）

Ａ１ ｃ１１ ｃ１２ ⋯ ｃ１ｎ ａ１

Ａ２ ｃ２１ ｃ２２ ⋯ ｃ２ｎ ａ２

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Ａｍ ｃｍ１ ｃｍ２ ⋯ ｃｍｎ ａｍ

土地亩数 ｂ１ ｂ２ ⋯ ｂｎ

解 假定作物Ａｉ 在土地Ｂｊ 上播种面积为ｘｉｊ，则得数学模型：

ｍａｘｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ

２
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ｓｔ

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ≥ａｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ≤ｂｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ

ｘｉｊ≥０，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，

烅

烄

烆 ｎ

１１３ 指派问题

设有ｎ件工作Ｂ１，⋯，Ｂｎ 分派给ｎ个人Ａ１，⋯，Ａｎ 去做。设Ａｉ完成Ｂｊ的工时为

ｃｉｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ）。问应如何指派才能使完成全部工作的总工时最少？

解 令

ｘｉｊ＝
１ Ａｉ 承担Ｂｊ

０ Ａｉ 不承担Ｂ
烅
烄

烆 ｊ

则得：

ｍｉｎｚ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ

ｓｔ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ＝１，ｊ＝１，２，⋯，ｎ（每件工作只分派一人去做）

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝１，ｉ＝１，２，⋯，ｎ（每人只做一件工作）

ｘｉｊ＝０或１ ｉ，ｊ＝１，２，⋯，

烅

烄

烆 ｎ

１１４ 生产组织与计划问题

某工厂用机床Ａ１，⋯，Ａｍ 加工Ｂ１，⋯，Ｂｎ种零件。在一个生产周期内，Ａｉ机床只

能工作ａｉ 机时；工厂必须完成Ｂｊ 零件加工数为ｂｊ；Ａｉ 机床加工Ｂｊ 零件的时间为

ｃｉｊ（单位：机时 ／个），加工Ｂｊ零件的成本为ｄｉｊ（单位：元 ／个）。问在这个生产周期内，

怎样安排各机床的生产任务，才能既完成加工任务，又使总的加工成本最低？

解 设在一个周期内，Ａｉ 机床加工Ｂｊ 零件ｘｉｊ 件。于是：

ｍｉｎｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊｘｉｊ

ｓｔ

∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ≤ａｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ≥ｂｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ

ｘｉｊ≥０，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，

烅

烄

烆 ｎ

３



１１５ 合理下料问题

设用某种原料下零件 Ａ１，⋯，Ａｍ 的毛坯。根据过去经验，在一件原材料上有

Ｂ１，⋯，Ｂｎ 种不同的下料方式：按Ｂｊ 方式下零件Ａｉ 的件数为ｃｉｊ。此外，需Ａｉ 零件ａｉ

件。问应如何安排下料方式，使得既能满足需要，且用料最少？

解 设用Ｂｊ 种方式下料的原材料数为ｘｊ，则有数学模型：

ｍｉｎｚ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｊ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｊ≥ａｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ

ｘｊ≥０，ｊ＝１，⋯，
烅
烄

烆 ｎ

１１６ 配料问题

设用ｎ种原料Ｂ１，⋯，Ｂｎ 制成具有ｍ 种成分Ａ１，⋯，Ａｍ 的产品。对Ａｉ成分的需

求量不低于ａｉ。Ｂｊ原料的单价为ｂｊ，其每单位含成分Ａｉ量为ｃｉｊ。问应怎样配料，才能

使产品成本最低？

解 设取原料Ｂｊ 为ｘｊ 单位（ｊ＝１，⋯，ｎ），得到数学模型：

ｍｉｎｚ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｂｊｘｊ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｊ≥ａｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ

ｘｊ≥０，ｊ＝１，⋯，
烅
烄

烆 ｎ
上面我们建立了几个在经济领域中常见的实际问题的数学模型。这些实际问题尽

管各式各样，但它们的数学模型却有相似的形式。表示约束条件的数学式子都是线性

等式或线性不等式，表示问题最优化指标的目标函数都是线性函数。因为约束条件和

目标函数都是线性的，所以我们把具有这种模型形式的问题称为线性规划问题。

线性规划问题的数学模型的一般形式为：

求一组变量ｘｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ）的值，使其满足：

ｍｉｎ（或ｍａｎ）ｚ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ≤ｂｉ（或 ≥ｂｉ，或 ＝ｂｉ），ｉ＝１，⋯，ｍ

ｘｊ≥０，ｊ＝１，⋯，
烅
烄

烆 ｎ
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其中，ａｉｊ、ｂｉ、ｃｊ（ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）为已知量。

若用矩阵符号Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，ｘ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）Ｔ，ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）Ｔ，ｃ＝（ｃ１，⋯，

ｃｎ），则可将模型简记为：

ｍｉｎ（或ｍａｘ）ｚ＝ｃｘ

ｓｔ
Ａｘ≤ｂ（或 ≥ｂ，或 ＝ｂ）

ｘ≥｛ ０
我们称满足约束条件的一组变量的值ｘ０

ｊ，（ｊ＝１，⋯，ｎ）为线性规划问题的一个可

行解，使目标函数取得最小（或最大）值的可行解称为最优解。

线性规划问题的数学模型是描述实际问题的抽象的数学形式。它反映了客观事

物数量间的本质规律。建立数学模型时，要从实际出发，抓住最本质的因素，而将不

太重要的因素去掉，建立一个既简单而又比较真实反映客观事物本质规律的模型。

１２ 线性规划问题解的性质

１２１ 两个变量的线性规划问题的图解法

为了给后面的线性规划问题的基本理论提供较直观的几何说明，我们先介绍线

性规划问题的图解法。

例１ 求解：

ｍａｘｚ＝２ｘ１＋５ｘ２

ｓｔ

ｘ１ ≤４

ｘ２≤３

ｘ１＋２ｘ２≤８

ｘ１，ｘ２≥

烅

烄

烆 ０
我们视（ｘ１，ｘ２）为坐标平面上的点。那么，满足条件中每一个不等式的点集就

是一个半平面。因为约束条件是由５个不等式组成的，所以满足约束条件的点集是５
个半平面的相交部分：图１１中的凸多边形 ＯＡＢＣＤ。该多边形上的任一点，都是问

题的一个可行解，该多边形点的全体，构成线性规划问题全体可行解 ——— 又叫问题

的可行域。

我们可在可行域中找一个最优解。这只要将等值线２ｘ１＋５ｘ２＝ｚ平行移动：对

应常数ｚ取到一系列不同的值，离原点愈远，ｚ值愈大。于是问题成为：在上述平行线

中，找出一条，使之与凸多边形相交，而又尽可能远离原点的直线。从图可见，经过Ｂ

５



点的直线符合要求。易解出Ｂ＝（２，３），故ｍａｘｚ＝２×２＋５×３＝１９。

图１２图

→

１１

↑

Ｄ

Ｘ２

Ａ

→

↑

Ｃ

Ｘ２

２ｘ１＋５ｘ２＝１９

Ｘ１
Ｄ

Ｃ ２ｘ１＋５ｘ２＝１５
２ｘ１＋５ｘ２＝８

ｘ１＋２ｘ２＝４

Ｘ１

ｘ１＋２ｘ２＝６


































Ａ


ＯＯ

Ｂ
ｘ１＋２ｘ２












＝８

Ｂ

例２ 若把例１的目标函数改为ｚ＝ｘ１＋２ｘ２，那么，ＢＣ 边上每一点都是最优

解（离原点最远的一条直线ｘ１＋２ｘ２＝８与ＢＣ 边重合）。这时，最优解有无穷多个，

它们对应的目标函数值都是８，如图１２所示。

例３ 求解

ｍｉｎｚ＝２ｘ１＋２ｘ２

ｓｔ

ｘ１－ ｘ２≥１

－ｘ１＋２ｘ２≤０

ｘ１，ｘ２≥

烅
烄

烆 ０
解答如图１３。

例４ 把例３改为求目标函数的最大值，再求解。

如图１３，例３最小值为２；例４目标函数无上界，无解。

图

→

１３

Ｘ１

↑

Ｄ

Ｘ２

２ｘ１＋２ｘ２＝２

２ｘ１＋２ｘ２＝６

２ｘ１＋２ｘ２＝１６

－ｘ１＋２ｘ２







＝０

Ｏ

６
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１２２ 线性规划问题的标准形式

为了讨论方便，我们把线性规划问题化为标准形式，按照如下形式进行：

（１）如果第ｋ个式子为：

ａｋ１ｘ１＋⋯＋ａｋｎｘｎ ≤ｂｋ

则加入变量ｘｎ＋ｋ≥０，为：

ａｋ１ｘ１＋⋯＋ａｋｎｘｎ＋ｘｎ＋ｋ＝ｂｋ

如果第ｅ个式子为：

ａｅ１ｘ１＋⋯＋ａｅｎｘｎ ≥ｂｅ
则减去变量ｘｎ＋ｅ≥０，为：

ａｅ１ｘ１＋⋯＋ａｅｎｘｎ－ｘｎ＋ｅ＝ｂｅ
ｘｎ＋ｋ，ｘｎ＋ｅ 称为松弛变量。松弛变量在目标函数中的系数为零。

（２）如果问题是求目标函数ｚ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｘｉ的最大值，则化为求目标函数ｚ′＝－ｚ

的最小值。

（３）如果对某个变量ｘｊ没有非负限制，则引入两个非负变量ｘｊ′≥０，ｘｊ″≥０。令

ｘｊ＝ｘｊ′－ｘｊ″，代入约束条件和目标函数中，使全部变量都有非负限制。

通过上述步骤，可将任何一个线性规划问题，整理成如下标准形式：

ｍｉｎｚ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＝ｂｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，⋯，
烅
烄

烆 ｎ
按照前面引入的矩阵符号，可简记为：

ｍｉｎｚ＝ｃｘ

ｓｔ
Ａｘ＝ｂ
ｘ≥｛ ０

１２３ 线性规划问题解的性质

１线性规划问题解的一些概念

（１）可行解、基础可行解、最优解和基础最优解

设有线性规划问题

ｍｉｎｚ＝ｃｘ

７



ｓｔ
Ａｘ＝ｂ
ｘ≥｛ ０

我们把满足约束条件的

ｘ（０）＝（ｘ（０）
１ ，ｘ（０）

２ ，⋯，ｘ（０）
ｎ ）Ｔ

称为线性规划问题的可行解。

若ｘ（０）＝０，或ｘ（０）的非零分量所对应的系数列向量线性无关时，称可行解ｘ（０）

为基础可行解。

使目标函数取最小值的可行解，称为最优解。

使目标函数取最小值的基础可行解，称为基础最优解。

（２）凸集

若连接ｎ 维点集Ｓ 中任意两点ｘ（１），ｘ（２）的线段仍在Ｓ 内，则称Ｓ 为凸集。即，

若 ｛ｘ｜ｘ＝αｘ（１）＋（１－α）ｘ（２），０≤α≤１，ｘ（１）∈Ｓ，ｘ（２）∈Ｓ｝Ｓ
则称Ｓ 为凸集。

（３）极点

若凸集Ｓ中的点ｘ，不能成为Ｓ中任何线段的内点，则称ｘ为Ｓ的极点。即，若对

于任意两点ｘ（１）∈Ｓ，ｘ（２）∈Ｓ，ｘ（１）≠ｘ（２）不存在α∈（０，１），使得

ｘ＝αｘ（１）＋（１－α）ｘ（２）

则称ｘ 为Ｓ 的极点。

２线性规划问题解的性质

此后，将线性规划问题简记为（ＬＰ）问题。

定理１ （ＬＰ）问题的可行解集为凸集。

证明 设其可行解集为

Ｓ＝｛ｘ｜Ａｘ＝ｂ，ｘ≥０｝

并设ｘ＝αｘ（１）＋（１－α）ｘ（２）；α∈［０，１］。于是，对ｘ＝αｘ（１）＋（１－α）ｘ（２），

有Ａｘ＝Ａ［αｘ（１）＋（１－α）ｘ（２）］＝αＡｘ（１）＋（１－α）Ａｘ（２）＝αｂ＋（１－α）ｂ＝ｂ
且显然，ｘ≥０，即ｘ∈Ｓ。

定理２ 可行解集Ｓ 中的点ｘ 是极点，当且仅当ｘ 是基础可行解。

证明 设ｘ是Ｓ的极点。只需证明当ｘ≠０时，其非零分量ｘｊ１，ｘｊ２，⋯，ｘｊｋ（ｋ≤ｍ）

对应的列向量Ｐｊ１
，Ｐｊ２

，⋯，Ｐｊｋ
（ｋ≤ｍ）线性无关。

如果Ｐｊ１
，Ｐｊ２

，⋯，Ｐｊｋ
（ｋ≤ｍ）线性相关，则必存在不全为零的数δ１，δ２，⋯，δｋ，

使得

δ１Ｐｊ１＋δ２Ｐｊ２
＋δｋＰｊｋ ＝０

对任意λ，也有
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λ（δ１Ｐｊ１
＋δ２Ｐｊ２

＋δｋＰｊｋ
）＝０ （ⅰ）

又因为ｘｊ１
，ｘｊ２

，⋯，ｘｊｋ
为可行解ｘ 的非零分量，所以

ｘｊ１
Ｐｊ１

＋ｘｊ２
Ｐｊ２

＋⋯＋ｘｊｋｐｊｋ ＝ｂ （ⅱ）

（ⅱ）式＋（ⅰ）式，得到

（ｘｊ１
＋λδ１）Ｐｊ１

＋⋯＋（ｘｊｋ＋λδｋ）Ｐｊｋ ＝ｂ

（ⅱ）式－（ⅰ）式，得到

（ｘｊ１
－λδ１）Ｐｊ１

＋⋯＋（ｘｊｋ－λδｋ）Ｐｊｋ ＝ｂ

选取λ＝ ｍｉｎ
１≤ｔ≤ｋ

ｘｊｔ
δｔ｜δｔ≠烅

烄
烆

烍
烌
烎０

，构造

ｘ（１）∶ｘ（１）
ｊ１ ＝ｘｊ１

＋λδ１

ｘ（１）
ｊ２

＝ｘｊ２
＋λδ２

⋯

ｘ（１）
ｊｋ ＝ｘｊｋ＋λδｋ

ｘ（１）
ｊ ＝０，ｊ≠ｊ１，ｊ２，⋯，ｊｋ

ｘ（２）∶ｘ（２）
ｊ１

＝ｘｊ１
－λδ１

ｘ（２）
ｊ２

＝ｘｊ２
－λδ２

⋯

ｘ（２）
ｊｋ ＝ｘｊｋ－λδｋ

ｘ（２）
ｊ ＝０，ｊ≠ｊ１，ｊ２，⋯，ｊｋ

因此ｘ（１）≥０，ｘ（２）≥０，ｘ（１）≠ｘ（２）。而且，∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ（１）

ｊ Ｐｊ＝ｂ，∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ（２）

ｊ Ｐｊ＝ｂ。故ｘ（１），

ｘ（２）为可行解，并且，ｘ＝ｘ（１）

２ ＋ｘ（２）

２
。这样，ｘ 不是可行解集的极点，与假设矛盾。

下面证明充分性。设ｘ 是基础可行解。ｘ＝０时，显然ｘ必为极点。故设ｘ≠０，

其非零分量对应的列向量Ｐｊ１
，Ｐｊ２

，⋯，Ｐｊｋ
线性无关。

如果ｘ 不是极点。则必存在凸集Ｓ 中两个不同的点ｘ（１），ｘ（２）使得

ｘ＝αｘ（１）＋（１－α）ｘ（２） α∈（０，１）

即有

ｘｊ＝αｘ（１）
ｊ ＋（１－α）ｘ（２）

ｊ ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ
当ｊ≠ｊ１，ｊ２，⋯，ｊｋ 时上式变为：

０＝αｘ（１）
ｊ ＋（１－α）ｘ（２）

ｊ

９



只有

ｘ（１）
ｊ ＝ｘ（２）

ｊ ＝０，ｊ≠ｊ１，ｊ２，⋯，ｊｋ
又因为Ａｘ（１）＝ｂ，Ａｘ（２）＝ｂ。两式相减，得

（ｘ（１）
ｊ１

－ｘ（２）
ｊ１

）Ｐｊ１
＋⋯＋（ｘ（１）

ｊｋ －ｘ（２）
ｊｋ

）Ｐｊｋ ＝０

而且，其系数不全为零。所以，Ｐｊ１
，Ｐｊ２

，⋯，Ｐｊｋ
线性相关，与假设矛盾。

定理３ （ＬＰ）问题的最优值可以在极点上达到。

证明 设ｘ（０）为最优解，最优值为ｚ（ｘ（０））＝ｃｘ（０）。若ｘ（０）＝０，根据定理２，

ｘ（０）已是极点，定理成立。若ｘ（０）≠０，且不是极点，其非零向量为ｘｊ１
，ｘｊ２

，⋯，ｘｊｋ

（ｋ≤ｍ），则利用证明定理２必要性时类似的方法选择λ，从ｘ（０）出发构造：

ｘ（１）＝ｘ（０）＋λδ，ｘ（２）＝ｘ（０）－λδ，δ＝（δ１，⋯，δｋ）Ｔ

并且

ｘ（ｉ）
ｊ ＝０，ｊ≠ｊ１，⋯，ｊｋ，ｉ＝１，２

由这个构造方法，显然ｘ（１）、ｘ（２）中，至少有一个其非零分量的个数要比ｘ（０）的

非零分量的个数少一个。而且

ｚ（ｘ（１））＝ｃｘ（０）＋λｃδ，ｚ（ｘ（２））＝ｃｘ（０）－λｃδ
前面两式中，必有ｃδ＝０；不然，ｚ（ｘ（０））就不是最小值。

故，ｚ（ｘ（０））＝ｚ（ｘ（１））＝ｚ（ｘ（２））。

因此，已知最优解是ｘ（０），如果ｘ（０）不是基础可行解，总可以构造另一个最优解

ｘ（１），其非零分量个数至少比ｘ（０）的非零分量个数要少一个。重复这个步骤，可得到

最优解：ｘ（２），ｘ（３），⋯，它们的非零分量个数越来越少。到某个时候，一定可以找到最

优解ｘ（ｅ），或ｘ（ｅ）＝０，或ｘ（ｅ）≠０，但其非零分量所对应的列向量线性无关（因为，

到只有一个非零分量时，对应的只有一个列向量，必然线性无关）。这时，ｘ（ｅ）即为极

点，并且ｚ（ｘ（ｅ））＝ｚ（ｘ（０））。

因为极点对应矩阵Ａ 中一组线性无关列向量，而矩阵Ａ 中共有ｎ列，ｎ个向量

中线性无关组的个数是有限的，因而极点个数有限。从这一结论和定理３，我们可以

得出，如果（ＬＰ）问题有最优解，就只需从有限的几个极点中去找。后面所讲到的解

（ＬＰ）问题的单纯形方法，就是根据这个原理：由一个极点，迭代到另一个极点，经有

限次迭代，求得（ＬＰ）问题最优解，或判断问题无解。

１３ 单纯形方法

设有（ＬＰ）问题：
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ｍｉｎｆ＝ｃｘ

ｓｔ
Ａｘ＝ｂ或∑

ｎ

ｊ＝１
ｘｊＰｊ＝ｂ

ｘ≥
烅
烄

烆 ０
这里，ｃ＝（ｃ１，⋯，ｃｎ），ｘ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）Ｔ，ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）Ｔ

Ａ ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ ＝（Ｐ１，⋯，Ｐｎ），

Ｐｊ＝（ａ１ｊ，⋯，ａｍｊ）Ｔ ｒａｎｋＡ ＝ｍ，ｍ ＜ｎ。

１３１ 有初始基Ｂｍ×ｍ ＝（Ｐ１，⋯，Ｐｍ）

改写ｆ＝ｃｘ 为ｃｘ－ｆ＝０，及ｃＢ ＝（ｃ１，⋯，ｃｍ），ｃＮ ＝（ｃｍ＋１，⋯，ｃｎ），

ｘＢ ＝（ｘ１，⋯，ｘｍ）Ｔ，ｘＮ ＝（ｘｍ＋１，⋯，ｘｎ）Ｔ，（称ｘＢ 为基变量，ｘＮ 为非基变量）

后，有：

ｃ＝（ｃＢ，ｃＮ），ｘ＝（ｘＢ，ｘＮ）Ｔ，Ａ ＝（Ｂ，Ｎ）

原（ＬＰ）问题与矩阵

ｘ１ ｘ２ ⋯ ｘｍ ⋯ ｘｎ 右端项

ｘ１

ｘ２ Ａ ｂ
⋯

ｘｍ

－ｆ ｃ ０

即

Ｂ Ｎ ｂ
ｃＢ ｃＮ

［ ］０
相对应。对第一行以Ｂ－１左乘，得：

Ｉ Ｂ－１Ｎ Ｂ－１ｂ
ｃＢ ｃＮ

［ ］
０

将ｃＢ 变为零，得到：

Ｉ Ｂ－１Ｎ Ｂ－１ｂ
０ ｃＮ－ｃＢＢ－１Ｎ －ｃＢＢ－１

熿

燀

燄

燅ｂ
＝

Ｂ－１Ａ Ｂ－１ｂ
ｃ－ｃＢＢ－１Ａ －ｃＢＢ－１

熿

燀

燄

燅ｂ
＝Ｔ（Ｂ）

———（ＬＰ）问题对应于基Ｂ 的单纯形表。

它等价于
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ｘＢ＋Ｂ－１ＮｘＮ ＝Ｂ－１ｂ

－ｆ＋（ｃＮ－ｃＢＢ－１Ｎ）ｘＮ ＝－ｃＢＢ－１烅
烄

烆 ｂ
得到消去系统：

ｘＢ ＝Ｂ－１ｂ－Ｂ－１ＮｘＮ

－ｆ＝－ｃＢＢ－１ｂ－（ｃＮ－ｃＢＢ－１Ｎ）ｘＮ

易见有：

（１）令ｘＮ ＝０，得ｘＢ ＝Ｂ－１ｂ，即ｘ ＝（Ｂ－１ｂ，０）Ｔ 满足

Ａｘ＝ｂ
则称此ｘ 为（ＬＰ）问题关于基Ｂ 的基础解。

若Ｂ－１ｂ≥０，则ｘ ∈Ｓ（可行域）。称此ｘ 为（ＬＰ）问题关于基Ｂ的基础可行

解（显然，ｘ 非零分量所对应Ａ 之列向量线性无关）。而且，ｆ（ｘ）＝ｃＢＢ－１ｂ。

（２）当ｃ－ｃＢＢ－１Ａ＝（ｃＢ，ｃＮ）－ｃＢＢ－１（Ｂ，Ｎ）＝（ｃＢ，ｃＮ）－（ｃＢＢ－１Ｂ，ｃＢＢ－１Ｎ）

＝（０，ｃＮ－ｃＢＢ－１Ｎ）≥０时，有

ｆ（ｘ）＝ｃＢＢ－１ｂ＋（ｃＮ－ｃＢＢ－１Ｎ）ｘＮ ≥ｃＢＢ－１ｂ＝ｆ（ｘ） （ｘ∈Ｓ）

———ｘ 为（ＬＰ）问题的最优解。称它为基础最优解，Ｂ 为最优基。

ｃ－ｃＢＢ－１Ａ 给出的一行数叫作检验数。

综合上述结果，得：

判定定理 （ＬＰ）问题对于基Ｂ，若Ｂ－１ｂ≥０，且ｃ－ｃＢＢ－１Ａ≥０，则对应于基

Ｂ 的基础解便是最优解。

例５ ｍｉｎｓ＝ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３

ｓｔ

２ｘ１－ｘ２ ＝１

ｘ１ ＋ｘ３＝１

ｘｉ≥０，ｉ＝１，２，

烅
烄

烆 ３
给出关于基Ｂ１＝（Ｐ１，Ｐ２），Ｂ２＝（Ｐ１，Ｐ３），Ｂ３＝（Ｐ２，Ｐ３）的单纯形表，并分别叙述

其基础解的性质（可行？最优？）

解 原问题有初始表：

２ －１ ０ １
１ ０ １ １

熿

燀

燄

燅１ ２ ３ ０
基Ｂ１＝（Ｐ１，Ｐ２）所对应的单纯形表为：

１ ０ １ １
０ １ ２ １
０ ０ －２ －

熿

燀

燄

燅３
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看出，此时有可行解ｘ０＝（１，１，０）Ｔ，ｚ（ｘ０）＝３，但它不是最优解。

基Ｂ２＝（Ｐ１，Ｐ３）所对应的单纯形表为：

１ －１
２ ０ １

２

０ １
２ １ １

２
０ ２ ０ －

熿

燀

燄

燅２

看出，此时有可行解ｘ０＝（１
２

，０，１
２

）Ｔ，ｚ（ｘ０）＝２，它也是最优解。

基Ｂ３＝（Ｐ２，Ｐ３）所对应的单纯形表为：

－２ １ ０ －１
１ ０ １ １
２ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
看出，方程组有解ｘ０＝（０，－１，１）Ｔ，ｚ（ｘ０）＝１，但它不是可行解。

１３２ 基的迭代

若关于初始可行基Ｂ 的某些检验数是负数，不能判定Ｂ 是否为最优基，需要换

基迭代。

一般，设 Ｂ＝（Ｐｊ１
，⋯，Ｐｊｒ

，⋯，Ｐｊｍ
）

Ｂ－１Ａ ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｎ

Ｂ－１ｂ＝（ｂ１，ｎ＋１，⋯，ｂｍ，ｎ＋１）Ｔ

ｃ－ｃＢＢ－１Ａ ＝（ｂｍ＋１，１，ｂｍ＋１，２，⋯，ｂｍ＋１，ｎ）

－ｃＢＢ－１ｂ＝ｂｍ＋１，ｎ＋１

此处，ｃ－ｃＢＢ－１Ａ ≤０，比如

｜ｂｍ＋１，ｓ｜＝ｍａｘ
ｊ

｛｜ｂｍ＋１，ｊ｜｜ｂｍ＋１，ｊ＜０｝

便选定Ｐ′ｓ＝（ｂ１ｓ，ｂ２ｓ，⋯，ｂｒｓ，⋯，ｂｍｓ）Ｔ 为进基向量。

（１）若ｂｉｓ≤０，ｉ＝１，２，⋯，ｍ，则（ＬＰ）问题无最优解。

证明 取基础解

ｘ∶

ｘｓ＝λ
ｘｊ１ ＝ｂ１，ｎ＋１－ｂ１ｓλ

ｘｊ２
＝ｂ２，ｎ＋１－ｂ２ｓλ

⋯

ｘｊｍ
＝ｂｍ，ｎ＋１－ｂｍｓλ

ｘｊ＝０，ｊ≠ｊ１，ｊ２，⋯，ｊｍ，

烅

烄

烆 ｓ
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其中λ为任意大的正数，则ｘ 都是可行解，而对应的目标函数值为

ｆ（ｘ）＝－ｂｍ＋１，ｎ＋１＋ｂｍ＋１，ｓλ
因ｂｍ＋１，ｓ＜０，所以当λ→∞时，ｆ（ｘ）→－∞，即问题无最优解（目标函数下方无界，

当然无最小值）。

（２）若ｂｉｓ 中有正分量，求出

ｍｉｎ
ｂｉｓ＞０，１≤ｉ≤ｍ

ｂｉ，ｎ＋１

ｂ｛ ｝
ｉｓ

＝
（设）ｂｒ，ｎ＋１

ｂｒｓ
（Ｐｊｒ

退基）

（最小者不止一个，选ｉ最小者）称ｂｒｓ 为轴心项。于是形成新基

Ｂ
∧

＝（Ｐｊ１，⋯，Ｐｊｒ－１
，Ｐｓ，Ｐｊｒ＋１

，⋯，Ｐｊｍ
）

矩阵呈

Ｂ－１Ａ ＝

（ｓ列） （ｊ列）

ｂ１ｓ

⋯

ｂｉｊ ｂｉｓ
⋯

ｂｒ１ ⋯ ｂｒｓ ⋯ ⋯ ｂｒ，ｎ＋１

⋯

ｂｍｓ

ｂｍ＋１，

熿

燀

燄

燅ｓ

状。对矩阵进行初等变换：

① 用ｂｒｓ 去除第ｒ行各数，得新元

ｂ
∧
ｒｊ＝

１ ｊ＝ｓ
ｂｒｊ
ｂｒｓ

， １≤ｊ≠ｓ≤ｎ＋
烅
烄

烆 １

② 将Ｐ′ｓ 列其余分量变为零，Ｂ－１Ａ 中相应新元

ｂ
∧
ｉｊ＝ｂｉｊ－ｂｉｓ（

ｂｒｊ
ｂｒｓ

） （１≤ｉ≠ｒ≤ｍ＋１，１≤ｊ≤ｎ＋１）

有结论：ⅠＢ
∧

仍然是一个可行基。

ⅡＢ 换为Ｂ
∧

后，目标函数值不增加。

证明

ⅠＢ 为可行基，Ｂ－１ｂ≥０由前述 ②，应有：
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ｂ
∧
ｉ，ｎ＋１＝ｂｉ，ｎ＋１－ｂｉｓ（

ｂｒ，ｎ＋１

ｂｒｓ
）

当ｂｉｓ≤０时，显然有ｂ
∧
ｉ，ｎ＋１≥０；

当ｂｉｓ＞０时，ｂ
∧
ｉ，ｎ－１＝ｂｉｓ（

ｂｉ，ｎ＋１

ｂｉｓ －
ｂｒ，ｎ＋１

ｂｒｓ
），

据ｒ行之产生，ｂ
∧
ｉ，ｎ＋１＞０（ｉ＝１，⋯，ｍ）。

Ⅱ ｂ
∧
ｍ＋１，ｎ＋１－ｂｍ＋１，ｎ＋１＝［ｂｍ＋１，ｎ＋１－ｂｒ，ｎ＋１（

ｂｍ＋１，ｓ
ｂｒｓ

）］－ｂｍ＋１，ｎ＋１

＝－ｂｒ，ｎ＋１（
ｂｍ＋１，ｓ
ｂｒｓ

）

因为ｂｍ＋１，ｓ＜０，ｂｒｓ＞０，故当ｂｒ，ｎ＋１＞０时，

ｂ
∧
ｍ＋１，ｎ＋１－ｂｍ＋１，ｎ＋１＜０，即ｂ

∧
ｍ＋１，ｎ＋１＞ｂｍ＋１，ｎ＋１，－ｆ（ｘ

∧
）＞－ｆ（ｘ），ｆ（ｘ

∧
）＜ｆ（ｘ）；

当ｂｒ，ｎ＋１＝０时，ｂ
∧
ｍ＋１，ｎ＋１－ｂｍ＋１，ｎ＋１＝０，即ｂ

∧
ｍ＋１，ｎ＋１＝ｂｍ＋１，ｎ＋１，ｆ（ｘ

∧
）＝ｆ（ｘ）。

这样，我们就完成了基的迭代工作，经有限次迭代，必能求得最优解（若存在）。

１３３ 单纯形法的求解程序

设有（ＬＰ）问题： ｍｉｎｆ＝ｃｘ

ｓｔ
Ａｘ＝ｂ或∑

ｎ

ｊ＝１
ｘｊＰｊ＝ｂ

ｘ≥
烅
烄

烆 ０
（１）

又，Ｂ 为其可行基，只要算出Ｂ－１，便可构造出

Ｔ（Ｂ）＝
Ｂ－１Ａ Ｂ－１ｂ

ｃ－ｃＢＢ－１Ａ －ｃＢＢ－１

熿

燀

燄

燅ｂ

＝
Ｉ Ｂ－１Ｎ Ｂ－１ｂ
０ ｃＮ－ｃＢＢ－１Ｎ －ｃＢＢ－１

熿

燀

燄

燅ｂ

＝

ｂ１，ｎ＋１

Ｉ （ｂｉｊ）ｍ×（ｎ－ｍ） ⋯

ｂｍ，ｎ＋１

０ ｂｍ＋１，ｍ＋１ｂｍ＋１，ｍ＋２ ⋯ ｂｍ＋１，ｎ＋

熿

燀

燄

燅１
这里

ｂｍ＋１，ｊ＝ｃｊ－ｃＢＢ－１Ｐｊ——— 检验数； （ｊ＝１，２，⋯，ｎ）

Ｂ－１Ｐｊ＝（ｂ１ｊ，⋯，ｂｍｊ）Ｔ； （ｊ＝ｍ＋１，⋯，ｎ）
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Ｂ－１ｂ＝（ｂ１，ｎ＋１，⋯，ｂｍ，ｎ＋１）Ｔ

现若Ｂ非最优基，应当换基 →Ｂ Ｂ
∧

。又当用Ｂ
∧
－１去计算新的Ｔ（Ｂ

∧
），再判定Ｂ

∧

是否最优。下面推导出用Ｂ－１表示Ｂ
∧
－１的公式，以形成固定的计算程序。

设Ｂ＝（Ｐｉｌ
，⋯，Ｐｉｒ

，⋯，Ｐｉｍ
）。经Ｐｉｒ

退基，Ｐｓ 进基，得：

Ｂ
∧

＝（Ｐｉ１
，⋯，Ｐｉｒ－１

，Ｐｓ，Ｐｉｒ＋１
，⋯，Ｐｉｍ

）

有 Ｂ－１Ｂ＝（Ｂ－１Ｐｉ１
，⋯，Ｂ－１Ｐｉｒ

，⋯，Ｂ－１Ｐｉｍ
）＝Ｉ

Ｂ－１Ｂ
∧

＝（Ｂ－１Ｐｉ１
，⋯，Ｂ－１Ｐｉｒ－１

，Ｂ－１Ｐｓ，Ｂ－１Ｐｉｒ－１
，⋯，Ｂ－１Ｐｉｍ

）

第（ｒ）列

＝

１ ｂ１ｓ １

１ ｂ２ｓ

⋯

ｂｒｓ

⋯

ｂｍ－１，ｓ １

ｂｍｓ

熿

燀

燄

燅１

＝Ｂｒｓ

由此，Ｂ
∧
－１Ｂ＝（Ｂ－１Ｂ

∧
）－１＝Ｂｒｓ

－１

第（ｒ）列

＝

１ －ｂ１ｓ
ｂｒｓ

１ －
ｂ２ｓ
ｂｒｓ

⋯

１
ｂｒｓ

⋯

－
ｂｍ－１，ｓ
ｂｒｓ

１

－
ｂｍｓ
ｂｒｓ

熿

燀

燄

燅１

＝Ｅｒｓ

１６
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故 Ｂ
∧
－１＝ＥｒｓＢ－１

ｘＢ
∧ ＝Ｂ

∧
－１ｂ＝（ＥｒｓＢ－１）ｂ＝Ｅｒｓ（Ｂ－１ｂ）＝ＥｒｓｘＢ

综合得计算框图（见图１４）：

图

↓

↓

１４

计算检验数ｂｍ ＋１ｊ＝ｃｊ－πＰｊ

ｂｍ －１ｊ≥０？ｊ＝１２⋯ ，

↓

ｎ

设有ＬＰ问题：问题（１），及初始可行基

←

Ｂ

停

停

构造Ｅ

←

ｒｓ

计算单纯形乘子π＝ｃＢＢ－１

Ｂ 为最优基，

ｘ＊＝Ｂ－１ｂ０Ｔ 为最优解
最优值ｆｘ＊＝ｃＢＢ－１ｂ＝π

↓

→

ｂ

｜Ｐｍ －１ｓ｜＝ｍａｘ｜Ｐｍ －１ｊ｜１≤ｊ≤ｎ｜Ｐｍ ＋１ｊ＜０
Ｐｓ

←

为进基

计算Ｂ－１ 及ｘＢ＝Ｂ－１ｂ＝ｂ１ｎ＋１，⋯，ｂｍ ｎ－１Ｔ

问题１无最优解

Ｂ Ｂ
计算Ｂ－１＝ＥｒｓＢ－１ｘ ＝Ｅｒｓ

↓
ｘ

Ｙ

ＮＹ

计算Ｂ－１Ｐｓ＝ｂ１ｓ，⋯，ｂｍｓＴ

Ｂ－１Ｐｓ≤０？

Ｎ

Ｂ＝Ｂ，ｘ ＝ｘ

↓

ＢＢ

ｂｉｎ－１

ｂ

→

ｉｓ ｂｒｓ

ｂｒｎ－１求 ｍｉｎ ＝
Ｐｊｒ 退基（ｂｉｓ＞０）

设

１３４ 大 Ｍ 法 ——— 求第一个可行基的一个方法

对（ＬＰ）问题

ｍｉｎｆ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＝ｂｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ（ｍ ≤ｎ）

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，⋯，
烅
烄

烆 ｎ
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我们引入人工变量Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｍ 以构造一个辅助规划问题（ＬＰ）′：

ｍｉｎｚ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ＭＡｉ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋Ａｉ＝ｂｉ ｉ＝１，２，⋯，ｍ（ｍ ≤ｎ）

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，⋯，
烅
烄

烆 ｎ
此问题有一个初始基Ｉ＝（Ｐｎ＋１，⋯，Ｐｎ＋ｍ）——— 以人工变量对应的系数列向量作为

基向量所生成；而在新的目标函数中，我们赋以人工变量一个正系数 Ｍ，Ｍ ０。很

明显，只要基变量中还包含人工变量，目标函数就不可能实现最小化。取 Ｍ 为一个

很大的正数，就是为了在迭代过程中尽快地把人工变量从基变量中替换出来成为非

基变量，从而实现目标函数极小化要求。这个方法的核心就在于很大的正数 Ｍ，因

此称为大 Ｍ 法（也叫惩罚法）。下面，我们给出一个具体例子。

例６ 用大 Ｍ 法解（ＬＰ）问题。

ｍｉｎｚ＝－５ｘ１－３ｘ２－２ｘ３－４ｘ４

ｓｔ

５ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋８ｘ４＝１０

２ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋２ｘ４＝１０

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，３，

烅
烄

烆 ４
解 构造（ＬＰ）′：

ｍｉｎｚ＝－５ｘ１－３ｘ２－２ｘ３－４ｘ４＋ＭＡ１＋ＭＡ２

ｓｔ

５ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋８ｘ４＋Ａ１＝１０

２ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋２ｘ４＋Ａ２＝１０

ｘｊ≥０，Ａｋ≥０，ｊ＝１，２，３，４；ｋ＝１，

烅
烄

烆 ２
用单纯形法解之：

表１３ 初始表

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ａ１ Ａ２
Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

基 ｃ（ｊ） －５ －３ －２ －４ Ｍ Ｍ Ｂ（ｉ）

Ａ１ Ｍ ５ １ １ ８ １ １０ ０

Ａ２ Ｍ ２ ４ ３ ２ １ １０ ０

ｃ（ｊ）－ｚ（ｊ） －５ －３ －２ －４ ０ ０ ０

 大 Ｍ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
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表１４ 迭代１

Ａ１ Ｍ ５ １ １ ８ １ １０ １２５

Ａ２ Ｍ ２ ４ ３ ２ １ １０ ５

ｃ（ｊ）－ｚ（ｊ） －５ －３ －２ －４ ０ ０ ０

 大 Ｍ －７ －５ －４ －１０ ０ ０ －２０
上两行即 －５－７Ｍ －３－５Ｍ －２－４Ｍ －４－１０Ｍ ０－２０Ｍ

（ｘ４进基 Ａ１退基）

表１５ 迭代２

ｘ４ －４ ５
８

１
８

１
８ １ １

８ ０ ５
４ １０

Ａ２ Ｍ ３／４ １５
４

１１
４ ０ －１

４ １ １５
２ ２

ｃ（ｊ）－ｚ（ｊ） －５
２ －５

２ －３
２ ０ １

２ ０ ５

 大 Ｍ －３
４ －１５

４ －１１
４ ０ ５／４ ０ －１５

２
（ｘ２进基 Ａ２退基）

表１６ 迭代３

ｘ４ －４  ３
５ ０ １

３０ １ ２
１５ －１

３０ １ ５
３

ｘ２ －３ １
５ １ １１

１５ ０ －１
１５

４
１５ ２ １０

ｃ（ｊ）－ｚ（ｊ） －２ ０ １
３ ０ １

３
２
３ １０

 大 Ｍ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
（ｘ１进基 ｘ４退基）

表１７ 最后表

ｘ１ －５ １ ０ １
１８

５
３

２
９ －１

８
５
３ ０

ｘ２ －３ ０ １ １３
１８ －１

３ －１
９

５
１８

５
３ ０

ｃ（ｊ）－ｚ（ｊ） ０ ０ ４
９

１０
３

７
９

５
９

４０
３

 大 Ｍ ０ ０ ０ ０ １ １ ０

最优解：ｘ１＝ｘ２＝ ５
３

，ｘ３＝ｘ４＝０；目标函数最小值 ＝－４０
３

。
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１４ 对偶线性规划问题

１４１ 对偶线性规划问题

设有线性规划问题［Ⅰ］

ｍｉｎｓ＝ｃｘ

ｓｔ
Ａｘ≥ｂ
ｘ≥｛ ０

这里，ｃ＝（ｃ１，⋯，ｃｎ），ｘ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）Ｔ，Ａ ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）Ｔ

与线性规划问题［Ⅱ］

ｍａｘｇ＝ｙｂ

ｓｔ
ｙＡ ≤ｃ
ｙ≥｛ ０

这里，ｙ＝（ｙ１，⋯，ｙｍ）。问题［Ⅰ］和问题［Ⅱ］称为“互为对偶的线性规划问题”。

我们可以用下面的对偶表（表１８），来表达它们的对偶关系：

表１８

ｘ１ ｘ２ ⋯ ｘｎ

ｃ１ ｃ２ ⋯ ｃｎ ｍｉｎ／ｍａｘ

≤

ａ１１ ａ１２ ⋯ ａ１ｎ ｂ１ ｙ１

ａ２１ ａ２２ ⋯ ａ２ｎ ｂ２ ｙ２

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ （≥） ⋯ ⋯

ａｍ１ ａｍ２ ⋯ ａｍｎ ｂｍ ｙｍ

１４２ 对偶问题的几个基本性质

定理１ 如果线性规划问题［Ⅰ］中第ｋ个约束条件是等式，那么，它的对偶规

划问题［Ⅱ］中第ｋ个变量ｙｋ 无非负限制，反之亦然。

证明 设线性规划问题［Ⅰ］中第ｋ个约束条件取等式：

ａｋ１ｘ１＋⋯＋ａｋｎｘｎ ＝ｂｋ

那么，可将其变为与之等价的两个不等式：

ａｋ１ｘ１＋⋯＋ａｋｎｘｎ ≥ｂｋ
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－（ａｋ１ｘ１＋⋯＋ａｋｎｘｎ）≥－ｂｋ

于是，线性规划问题［Ⅰ］等价于：

ｍｉｎｓ＝ｃ１ｘ１＋⋯＋ｃｎｘｎ

ｓｔ

ａ１１ｘ１＋⋯＋ａ１ｎｘｎ ≥ｂ１

⋯ ⋯ ⋯

ａｋ１ｘ１＋⋯＋ａｋｎｘｎ ≥ｂｋ，

－ａｋ１ｘ１－⋯－ａｋｎｘｎ ≥－ｂｋ，

⋯ ⋯ ⋯

ａｍ１ｘ１＋⋯＋ａｍｎｘｎ ≥ｂｍ

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，⋯，

烅

烄

烆 ｎ
其对偶线性规划问题［Ⅱ］应为：

ｍａｘｇ＝ｂ１ｙ１＋⋯＋ｂｋ（ｙ′ｋ－ｙ″ｋ）＋⋯＋ｂｍｙｍ

ｓｔ

ａ１１ｙ１＋⋯＋ａｋ１（ｙ′ｋ－ｙ″ｋ）＋⋯＋ａｍ１ｙｍ ≤ｃ１

⋯ ⋯

ａ１ｎｙ１＋⋯＋ａｋｎ（ｙ′ｋ－ｙ″ｋ）＋⋯＋ａｍｎｙｍ ≤ｃｎ

ｙｊ≥０，ｊ＝１，⋯，ｋ－１，ｋ＋１，⋯，ｎ；ｙ′ｋ≥０，ｙ″ｋ≥

烅

烄

烆 ０
如果令ｙｋ＝ｙ′ｋ－ｙ″ｋ，代入上面即得：

ｍａｘｇ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｂｊｙｊ

ｓｔ
∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｙｉ≥ｃｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ；

ｙｊ≥０，ｊ＝１，⋯，ｋ－１，ｋ＋１，⋯，ｎ；ｙｋ

烅
烄

烆 无非负限制

按此逆推之，第二个结论显然。

例７ 求

ｍｉｎｓ＝ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３

ｓｔ

３ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３≤１

２ｘ２＋３ｘ３≤３

ｘ１ ＋ ｘ３≤５

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，

烅

烄

烆 ３
的对偶问题。其对偶问题见表１９：
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表１９

ｘ１ ｘ２ ｘ３

１ －２ ３ ｍｉｎ／ｍａｘ

≤

－３ －２ １ －１ ｙ１

－２ －３ ≥ －３ ｙ２

－１ －１ －５ ｙ３

这样的对偶问题称为对称型的对偶问题。

例８ 求 ｍｉｎｓ＝ｃｘ

ｓｔ
Ａｘ＝ｂ
ｘ≥｛ ０

的对偶问题。

由定理１，其对偶问题为：

ｍａｘｇ＝ｙｂ

ｓｔ
ｙＡ ≤ｃ
ｙ｛ 无非负限制

这样的对偶问题称为非对称型的对偶问题。

例９ 求 ｍｉｎｓ＝３ｘ１－２ｘ２＋ｘ３

ｓｔ

ｘ１＋２ｘ２ ＝１

２ｘ２＋ｘ３≤－２

２ｘ１ ＋ｘ３≥３

ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３≥４

ｘ１，ｘ２≥０，ｘ３

烅

烄

烆 无非负限制

解 见表１１０：

表１１０

ｘ１ ｘ２ ｘ３

３ －２ １ ｍｉｎ／ｍａｘ

≤ ≤ 
１ ２ ＝ １ ｙ１（无非负限制）

－２ １ ≥ ２ ｙ２

２ １ ≥ ３ ｙ３

１ －２ ３ ≥ ４ ｙ４

这样的对偶问题称为混合型的对偶问题。
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定理２ 如果ｘ，ｙ分别是互为对偶问题［Ⅰ］与［Ⅱ］的可行解，那么它们对应的

目标函数值间的关系是：ｓ≥ｇ。

证明 ｓ＝ｃｘ≥（ｙＡ）ｘ＝ｙ（Ａｘ）≥ｙｂ＝ｇ
定理３ 若ｘ′，ｙ′分别为互为对偶线性规划问题［Ⅰ］和［Ⅱ］的可行解，并且，

ｃｘ′＝ｙ′ｂ，那么ｘ′，ｙ′分别为问题［Ⅰ］和问题［Ⅱ］的最优解。

证明 由定理２，对于问题［Ⅰ］的任何可行解ｘ，有

ｃｘ≥ｙ′ｂ＝ｃｘ′
表明ｘ′为问题［Ⅰ］的最优解。同理可证ｙ′为问题［Ⅱ］的最优解。

定理４ 互为对偶线性规划问题［Ⅰ］和［Ⅱ］中，任意一个有可行解但无最优

解，则另一个就无可行解。

证明 用反证法。设问题［Ⅰ］的可行解为ｘ（０），但ｃｘ（０）无下界。如果问题［Ⅱ］

存在可行解ｙ（０），那么由定理２必有ｃｘ（０）≥ｙ（０）ｂ，此与ｃｘ（０）无下界矛盾。同理可

证，若问题［Ⅱ］有可行解但无最优解，则问题［Ⅰ］无可行解。

定理５ 互为对偶线性规划问题［Ⅰ］和［Ⅱ］都有可行解，则都有最优解。

证明 用反证法。设问题［Ⅰ］和问题［Ⅱ］都有可行解。如果问题［Ⅰ］（或问题

［Ⅱ］）没有最优解，则由定理４，当问题［Ⅱ］（或问题［Ⅰ］）无可行解，矛盾。

定理６ 互为对偶线性规划问题［Ⅰ］和［Ⅱ］中，任意一个有最优解，则另一个

也有最优解，并且它们的最优值相等。

证明 引入（ｃ，０）＝（ｃ１，⋯，ｃｎ，０，⋯，０）；ｘ′＝（ｘ１，⋯，ｘｎ，ｘｎ＋１，⋯，ｘｎ＋ｍ）Ｔ，

化问题［Ⅰ］为标准型：

问题［Ⅰ′］ｍｉｎｓ＝（ｃ，０）ｘ′

ｓｔ
（Ａ，－Ｉ）ｘ′＝ｂ
ｘ′≥｛ ０

设问题［Ⅰ］有最优解ｘ ＝（ｘ
１ ，⋯，ｘ

ｎ）Ｔ，显然，［Ⅰ′］也有最优解。设其最优

解为ｘ′＝（ｘ
１ ，⋯，ｘ

ｎ ，ｘ
ｎ－１，⋯，ｘ

ｎ－ｍ）Ｔ，对应的最优基为Ｂ。

根据最优判别定理得：（ｃ，０）－ｃＢＢ－１（Ａ，－Ｉ）≥０。

令ｃＢＢ－１＝ｙ，则（ｃ，０）－ｙ（Ａ，－Ｉ）≥０，即有：

（ｃ－ｙＡ，ｙ）≥０
也即

ｙＡ ≤ｃ
ｙ ≥０

故ｙ 是问题［Ⅱ］的可行解。又因为（ｃ，０）ｘ′＝ｃｘ ＝ｃＢＢ－１ｂ＝ｙｂ，

根据定理３，ｙ 为问题［Ⅱ］的最优解，并且与问题［Ⅰ］有相等的最优值

２３



ｃｘ ＝ｙｂ＝ｃＢＢ－１ｂ
注 从定理６的证明中可以得到：问题［Ⅰ］的对偶问题［Ⅱ］的最优解ｙ 就是

问题［Ⅰ′］最优基Ｂ 对应的单纯形表中松弛变量所对应的检验数。这是因为：

ｙ ＝ｃＢＢ－１＝［０－ｃＢＢ－１（－Ｉ）］

１４３ 对偶问题的经济意义 ——— 影子价格

我们通过例子来说明对偶问题的经济意义 ——— 影子价格。

例１０ 假如某作物，全部生产过程中至少需要氮肥３２公斤，磷肥２４公斤，甲肥４２
公斤。已知甲、乙、丙、丁四种复合肥料每公斤的价格及含氮、磷、钾的数量，如表１１１：

表１１１

成分

所含成分数量（公斤）

肥料

甲 乙 丙 丁
肥料需要量

（公斤）

氮 ００３ ０３ ０ ０１５ ３２
磷 ００５ ０ ０２ ０１ ２４
钾 ０１４ ０ ０ ００７ ４２

每公斤价格（元） ００４ ０１５ ０１ ０１３

问应如何配合使用这些肥料，既能满足作物对氮磷钾的需要，又能使施肥成本最低？

解 用ｘ１、ｘ２、ｘ３、ｘ４分别表示甲、乙、丙、丁四种肥料的用量，那么问题成为：

ｍｉｎｓ＝００４ｘ１＋０１５ｘ２＋０１ｘ３＋０１３ｘ４

ｓｔ

００３ｘ１＋ ０３ｘ２ ＋０１５ｘ４≥３２

００５ｘ１ ＋０２ｘ３ ＋０１ｘ４≥２４

０１４ｘ１ ＋００７ｘ４≥４２

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，３，

烅

烄

烆 ４
把这个问题用对偶表表示如表１１２：

表１１２

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

００４ ０１５ ０１ ０１３ ｍｉｎ／ｍａｘ

≤

００３ ０３ ０１５ ３２ ｙ１

００５ ０２ ０１ ≥ ２４ ｙ２

０１４ ００７ ４２ ｙ３

２４
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其对偶问题可以解释为：某肥料公司计划生产氮、磷、钾三种单成分的化肥，肥

料公司要为这三种化肥确定单价（设为ｙ１、ｙ２、ｙ３），既要使得获利最大，同时又要与

生产甲、乙、丙、丁四种复合肥料的公司竞争。因此，必须设想以单成分化肥氮、磷、钾

合成的甲肥每公斤价格不超过００４元，即

００３ｙ１＋００５ｙ２＋０１４ｙ３≤００４
同样，合成的乙肥、丙肥、丁肥的每公斤价格分别不能超过０１５元，０１元，０１３

元。所以又有：

０３ｙ１≤０１５

０２ｙ２≤０１

０１５ｙ１＋０１ｙ２＋００７ｙ３≤０１３
由于至少需要氮肥３２公斤，磷肥２４公斤，钾肥４２公斤，所以，要获利最大，就要使

ｇ＝３２ｙ１＋２４ｙ２＋４２ｙ３

的值最大。

利用单纯形方法，可得原问题的最优基 Ｂ ＝（Ｐ２，Ｐ１，Ｐ７）。对应单纯形表如

表１１３：

表１１３

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

ｘ２ １ －０４ ０３ －１０
３ －２ １７６

３
ｘ１ １ ４ ２ －２０ ４８０
ｘ７ ０５６ ０２１ －２８ １ ２５２

－ｓ ０００５ ０５ ０５ －２８

最优解为：ｘ１＝４８０，ｘ２＝
１７６
３

，ｘ７＝２５２，其他ｘｊ＝０，对应的目标函数最小值

ｓ＝２８，即应使用钾肥４８０公斤，乙肥１７６
３

公斤，不用丙肥和丁肥；最少施肥成本为

２８元。

由上表还可以看出：对偶问题之最优解为ｙ１＝０５，ｙ２＝０５，ｙ３＝０，对应的目

标函数最大值ｇ＝２８。一般地，我们称对偶问题的最优解为原问题约束条件的影子

价格，简称影子价格。

某一约束条件的影子价格表示为当它的约束条件右端的常数增加一个单位时

（假设原问题最优基不变），原问题目标函数值增加的数值。

我们证明这个结论。由定理６，对偶线性规划问题最优值相等：

２５



ｓ ＝ｃｘ ＝ｙｂ
例如，ｂ的第一个分量ｂ１增加一个单位时，原问题最优值变为：

（ｙ
１ ，⋯，ｙ

ｍ）（ｂ１＋１，ｂ２，⋯，ｂｍ）Ｔ ＝ｙ
１ ＋∑ｍ

ｉ＝１ｙ

ｉｂｉ

＝ｙ
１ ＋ｙｂ＝ｙ

１ ＋ｓ

即，原问题第一个约束条件的影子价格ｙ
１ 是它对应的第一个约束条件右端常数项

ｂ１增加一个单位时，原目标函数最优值增加的数值，其他以此类推。

还要注意，影子价格（对偶问题的最优解）是原问题最优基对应的单纯形表中松

弛变量对应的检验数。但这检验数又与最优基密切联系着：最优基改变，检验数就会

改变，因而影子价格也会改变。前面的结论都是在最优基不变的条件下才成立。

１５ 参数线性规划和灵敏度分析

１５１ 参数线性规划问题

在线性规划的实际问题中，由于某种原因，有时线性规划问题的目标函数的系

数ｃ和约束条件的常数项ｂ的数据不是固定的常数，而会有所波动。这样的一些线性

规划问题，便是所谓“参数线性规划”。对于这种线性规划，我们所关心的是在参数的

可能范围内，求出问题的最优解，即可以用原来数学模型按实际出现的目标函数的

系数或约束条件右端的常数项来决定最优方案。下面我们就讨论这两种情况的单参

数线性规划问题的解法。

１目标函数的系数含有参数的线性规划问题

例１１ 求解ｍｉｎｓ＝（６－λ）ｘ１＋（５－λ）ｘ２＋（－３＋λ）ｘ３＋（－４＋λ）ｘ４

ｓｔ

ｘ１－ｘ２－ｘ３ ＋ｘ５ ＝１

－ｘ１＋ｘ２ －ｘ４ ＋ｘ６ ＝１

－ｘ２＋ ｘ３ ＋ｘ７＝１

ｘｊ≥０，ｊ＝１，２，⋯，

烅

烄

烆 ７
解 Ｂ１＝（Ｐ５，Ｐ６，Ｐ７）是一个现成可行基，与此对应的单纯形表如表１１４：

２６

Y
u
n
ch
ou
xu
e
F
an
gfa

yu
P
eitao

R
u
an
jian

Y
A
J



表１１４

Ｂ１ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

ｘ５ １ －１ －１ １ １

ｘ６ －１ １ －１ １ １

ｘ７ －１ １ １ １

－ｓ ６－λ ５－λ －３＋λ －４＋λ ０

有可行解

ｘ５＝ｘ６＝ｘ７＝１，其他ｘｊ＝０
为了使这个解是最优解，要求所有检验数为非负：

６－λ≥０ λ≤６
５－λ≥０ → λ≤５

－３＋λ≥０ λ≥３
－４＋λ≥０ λ≥４

得４≤λ≤５。此时，前述可行解为最优解，ｍｉｎｓ＝０。

现在考察λ＜４时最优解的变化情况：

当λ＜４时，ｘ４对应的检验数－４＋λ＜０。但Ｐ′４＝（０，－４，０）Ｔ ≤０，目标函

数无下界，问题无最优解。

再考察λ＞５时最优解的变化情况：

当λ＞５时，ｘ２对应的检验数５－λ＜０。需换基Ｂ２＝（Ｐ５，Ｐ２，Ｐ７）；与此对应

的单纯形表如表１１５：

表１１５

Ｂ２ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

ｘ５ －１ －１ １ １ ２

ｘ２ －１ １ －１ １ １

ｘ７ －１ １ －１ １ １ ２

－ｓ １１－２λ －３＋λ １ －５＋λ －５＋λ

仿照上面作法，知道在５≤λ≤１１
２

时，得最优解：

ｘ２＝１，ｘ５＝ｘ７＝２，其他ｘｊ＝０；ｍｉｎｓ＝－（－５＋λ）＝５－λ。

最后考察λ＞１１
２

时最优解的变化情况：
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当λ＞１１
２

时，ｘ１对应的检验数１１－２λ＜０。但Ｐ″１＝（０，－１，－１）Ｔ≤０，目

标函数无下界，问题无最优解。

２约束条件右端的常数项中含有参数的线性规划问题

例１２ 求解 ｍｉｎｓ＝２ｘ１＋６ｘ２＋１５ｘ３

ｓｔ

－２ｘ１－３ｘ２－５ｘ３＋ｘ４ ＝６－λ
ｘ１ ＋ｘ２ ＋ｘ３ ＋ｘ５ ＝－２＋λ

ｘ２＋２ｘ３ ＋ｘ６＝－３＋２λ
ｘｊ≥０，ｊ＝１，⋯，

烅

烄

烆 ６
解 Ｂ１＝（Ｐ４，Ｐ５，Ｐ６）是一个现成可行基，相应的单纯形表如表１１６：

表１１６

Ｂ１ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ４ －２ －３ －５ １ ６－λ

ｘ５ １ １ １ １ －２＋λ

ｘ６ １ ２ １ －３＋２λ

－ｓ ２ ６ １５ ０

可行解

ｘ４＝６－λ，ｘ５＝－２＋λ，ｘ６＝－３＋２λ
为最优解，要求同时有：

６－ λ≥０ λ≤６
－２＋ λ≥０ → λ≥２

－３＋２λ≥０ λ≥ ３
２

得２≤λ≤６。这个时候，上述可行解为最优解，且 ｍｉｎｓ＝０。

现在考察λ＜２时最优解的变化情况：

当λ＜２时，基变量ｘ５＜０；但ｘ５对应的行没有负数，问题没有最优解。

再考察λ＞６时最优解的变化情况：

当λ＞６时，基变量ｘ４＜０；用对偶单纯形方法进行换基迭代，得对应于基Ｂ２＝
（Ｐ１，Ｐ５，Ｐ６）的单纯形表如表１１７：
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表１１７

Ｂ２ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ１ １ ３
２

５
２ －１

２ －３＋λ
２

ｘ５ －１
２ －３

２
１
２ １ １＋λ

２
ｘ６ １ ２ １ －３＋２λ

－ｓ ３ １０ １ ６－λ

欲使可行解

ｘ１＝－３＋λ
２

，ｘ５＝１＋λ
２

，ｘ６＝－３＋２λ

为最优解，当要求它们同时非负。解得λ≥６，对应的目标函数值 ｍｉｎｓ＝－６＋λ。

注 与前一种参数线性规划不同，这里，对于Ｂ的最优区间中每个λ，不但目标

函数的最小值是λ的函数，而且最优解也是λ的函数。

１５２ 灵敏度分析

假设我们已经根据所给的数据ｃ、ｂ及Ａ，求得了问题的最优解。现在，由于某种

原因，ｃ与ｂ有波动，问波动限制在什么范围内，所得的最优基仍是最优基而无须另

作规划，这便是“灵敏度分析”的问题。

１目标函数的系数的灵敏度分析

例１３ 某工厂用甲、乙两种原料生产Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 四种产品。每种产品的利润、

现有原料数，及每种产品消耗原料定额如表１１８：

表１１８

原料

产品每万件产品
所用原料数

（公斤） Ａ Ｂ Ｃ Ｄ
现有原料数

（公斤）

甲 ３ ２ １０ ４ １８

乙 ２ １
２ ３

每万件产品利润

（万元） ９ ８ ５０ １９

问应怎样组织生产才能使利润最多？如果产品Ａ 的价格有波动，问波动应限制在什

么范围内，才能使原最优解不变？

解 设用ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４分别表示Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ四种产品的生产数（单位：万件）。
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按题意，得到：

ｍａｘｓ＝９ｘ１＋８ｘ２＋５０ｘ３＋１９ｘ４

ｓｔ

３ｘ１＋２ｘ２＋１０ｘ３＋ ４ｘ４≤１８

２ｘ３＋
１
２ｘ４≤３

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥

烅

烄

烆 ０
将此化为标准型，再用单纯形法求解，得到最优基Ｂ＝（Ｐ４，Ｐ３），对应的单纯形

表如表１１９：

表１１９

Ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ４ ２ ４
３ １ ２

３ －１０
３ ２

ｘ３ －１
２ －１

３ １ －１
６

４
３ １

－ｓ′ －４ －２
３ ０ ０ －１３

３ －１０
３ －８８

最优方案是：生产１万件产品Ｃ，生产２万件产品Ｄ，不生产Ａ，Ｂ 两种产品。可

得最大利润为８８万元。

现在，假定目标函数中ｃ１＝９有波动，令ｃ１＝９＋λ。

由于

Ｂ＝
４ １０
１
２

熿

燀

燄

燅２
，ｃＢ ＝（１９，５０）

可求出

Ｂ－１Ａ ＝

２
３ －１０

３

－１
６

熿

燀

燄

燅
４
３

·Ａ

＝
２ ４

３ ０ １ ２
３ －１０

３

－１
２ －１

３ １ ０ －１
６

熿

燀

燄

燅
４
３

以及

ｃ－ｃＢＢ－１Ａ ＝（９＋λ，８，５０，１９，０，０）

＝（－４＋λ，－２
３

，０，０，－１３
３

，－１０
３

）
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基Ｂ 对应的单纯形表改为（见表１２０）：

表１２０

Ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ４ ２ ４
３ １ ２

３ －１０
３ ２

ｘ３ －１
２ －１

３ １ －１
６

４
３ １

－ｓ′ －４＋λ －２
３ －１３

３ －１０
３ －８８

如果要原最优解不变，根据最优判别准则，应有：

（－４＋λ，－２
３

，０，０，－１３
３

，－１０
３

）≤０（注意，是最大值问题）

得出

λ≤４
此即当λ≤４，或ｃ１＝９＋λ≤１３时，原最优解：

ｘ１＝ｘ２＝０，ｘ３＝１，ｘ４＝２
不变，最大利润仍为８８万元。

对区间外的λ值，最优解的变化情况，可用参数规划方法去求解。

例如，当每万件产品Ａ 的价格超过１３万元，即ｃ１＞１３（即λ＞４）时，检验数出

现正数（这里是最大值问题），原最优基Ｂ 已经不是最优基。用单纯形方法可得新基

Ｂ′＝（Ｐ１，Ｐ３），相应的单纯形表如表１２１：

表１２１

Ｂ′ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ１ １ ２
３

１
２

１
３

５
３ １

ｘ３ １ １
４

１
２

３
２

－ｓ′ －６＋２λ
３

－４＋λ
２

９＋λ
３

３０－５λ
３ ８４＋λ

欲使Ｂ′为最优基，应有上表中检验数全部非负，由此得到４≤λ≤６。

即当１３≤ｃ１＝９＋λ≤１５时，最优解变为：

ｘ１＝１，ｘ３＝ ３
２

，其他ｘｊ＝０

对应的目标函数最大值为ｓ＝８４＋λ，即８８≤ｓ≤９０。
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假如ｃ３有波动，令ｃ３＝５０＋λ。可以依前面的方法（留作练习），求出－５
２≤λ≤２。

即当９５
２ ≤ｃ３≤５２时，最优解不变。

当ｃ３＞５２，或ｃ３＜９５
２

时，可用上面的方法求出最优解。

２约束条件的常数项的灵敏度分析

仍然使用前面的例子。设ｂ１有变动，令ｂ１＝１８＋λ。因为ｂ的改变与最优判别

准则ｃ－ｃＢＢ－１Ａ≥０无关，只影响最优基对应的单纯形表中ｘＢ ＝Ｂ－１ｂ是否非负。

如果非负，它仍是最优基。因此，当ｂ有变动时，如果原来所得的基仍为最优基，应当

有Ｂ－１ｂ≥０。

由

Ｂ－１ｂ＝

２
３ －１０

３

－１
６

熿

燀

燄

燅
４
３

·
１８＋λ［ ］

３

＝（２＋２λ
３

，１－λ
６

）Ｔ ≥０

得到－３≤λ≤６。即当１５≤ｂ１≤２４时，原最优基仍为最优基。注意，最优解和目标

函数最优值都是λ的函数。

ｍａｘｓ＝ｃＢＢ－１ｂ＝（１９，５０）（２＋２λ
３

，１－λ
６

）Ｔ

＝８８＋１３λ
３

（万元）。

例如，当材料甲限用量增加３公斤（即２１公斤），材料乙限用量不变时，应生产４

万件Ｄ，１
２

万件Ｃ，可得最大利润１０１万元。

另外，从前面的表可看出，材料甲的影子价格为１３
３

（万元 ／公斤）。也可以算出当

材料甲的限用量增加３公斤时，最大利润增加３×（１３
３

）＝１３万元，即可得最大利润

８８＋１３＝１０１（万元）

对于区间外的λ值，最优基变化情况可用参数规划求得。请读者自己验证：当

λ＞６时，最优基变为Ｂ′＝（Ｐ４，Ｐ２），此时，λ≥６。最优解为：

ｘ２＝－３＋λ
２

，ｘ４＝６，其他ｘｊ＝０

ｍａｘｓ＝９０＋４λ
例如，当材料甲限用量为５０公斤（即λ＝３２），乙材料的限用量不变时，就应生
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产１３万件Ｂ，６万件Ｄ，这时的最大利润为２１８万元。

人们还可以做出，问题中添加新变量时的灵敏度分析，以及添加一个新的约束

条件时的灵敏度分析。在这里我们不作进一步讨论了。

１６ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＬＰ 决策支持系统

１６１ 观察ＬＰ 决策支持系统

这个程序可以解决具有许多变量（不包括松弛 ／人工变量）和约束条件的线性

规划问题。用这个程序所解决问题的大小取决于你的计算机内存，你应该用下面格

式输入数据：

Ｍａｘｉｍｉｚｅ ３２ ＧＩＤ１＋４０ ＧＩＤ２－５ ＧＩＤ３
Ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ

（１） ４ ＧＩＤ１＋２５ ＧＩＤ２＋３ ＧＩＤ３≥５０
（２） ３６ ＧＩＤ１＋７ ＧＩＤ２－２５ ＧＩＤ３≤８６９
（３） １５７ ＧＩＤ１ ＋９ ＧＩＤ３＝２０
（变量假定是非负的）

在这个程序里，你可以用不超过四个字符的办法为变量取名。缺损变量名是

Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ。问题输入类似于你的公式。你可以选择打印最后解和灵敏度分析，

你也可以显示你的问题，如果必要，也可对问题进行修改。借助ＬＰ，你可以将问题存

到磁盘上，或从磁盘上读取问题。此外，当问题解出后，你可以显示单纯形法的详细

解答步骤。

１６２ 输入问题

在输入问题时，你应该遵照下列约定：

（１）１００，１０００，＋１００，＋１０００，１Ｅ２，和１０Ｅ＋２作用相同。

（２）－１２３，－１２３Ｅ２，和 －１２３Ｅ＋２作用相同。

（３）＞＝，＞，＝＞，≥ 和ｒ作用相同；＜＝，＜，＝＜，≤ 和ｓ作用相同。

（４）输入一个数据后，请按ＥＮＴＥＲ 键。

（５）在同一荧屏上，你可以移动光标到矫正位置，通过按ＢＡＣＫＳＰＡＣＥ 键以改

正错误。

（６）当你对荧屏上的数据满意后，请按ＳＰＡＣＥＢＡＲ 键。
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（７）在你输入过程中，按ＥＳＣ 键回到前一页，按 ／键进到下一页。

并且，按要求输入下列数据：

你要解最大值问题（１），还是最小值问题（２）？（输入１或２）

在你的问题中，有多少个变量？（输入数据 ≤５００）

在你的问题中，有多少个约束条件？（输入数据 ≤５００）

在你的问题中，有多少个 ＜ 约束条件？（输入数据 ≤５００）

你要使用缺损变量名（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）吗？（Ｙ／Ｎ）

１６３ 求解问题

在求解问题时，你可以选４，显示单纯形法的每个步骤。但这个选择仅当问题是

较小时，即当Ｎ＋Ｎ１＋Ｎ２＋Ｎ３２≤９时，才被允许。这里Ｎ 是变量的个数，Ｎ１
是约束条件“≤”的个数，Ｎ２是约束条件“＝”的个数，Ｎ３是约束条件“≥”的个数；

否则，仅显示重点项目。当你的问题只有２个变量，且约束条件小于１０时，你也可以

选择图形解法。

在图形解法中，表示第一个变量的横轴有３２个单位，而表示第二个变量的纵轴

有２０个单位。你可以定义轴的标度，或者，让程序自动地定义它们。

下面我们用１５节１５２中的例子在微机上进行操作。

首先使用Ｌｉｎｇｏ８０求解。照下面的式样输入问题（每行分号结尾）：

ｍａｘ＝９ｘ１＋８ｘ２＋５０ｘ３＋１９ｘ４；

３ｘ１＋２ｘ２＋１０ｘ３＋４ｘ４＜１８；

２ｘ３＋０５ｘ４＜３；

解报告如下：

Ｇｌｏｂａｌｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｕｎｄａｔｉｔｅｒａｔｉｏｎ： ２
Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｖａｌｕｅ： ８８０００００

Ｖａｒｉａｂｌｅ Ｖａｌｕｅ ＲｅｄｕｃｅｄＣｏｓｔ
Ｘ１ ０００００００ ４００００００
Ｘ２ ０００００００ ０６６６６６６７
Ｘ３ １００００００ ０００００００
Ｘ４ ２００００００ ０００００００

Ｒｏｗ ＳｌａｃｋｏｒＳｕｒｐｌｕｓ ＤｕａｌＰｒｉｃｅ
１ ８８０００００ １００００００
２ ０００００００ ４３３３３３３
３ ０００００００ ３３３３３３３

下面使用ＹＡＪ中的ＬＰ 决策支持系统求解：
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初始表

基 Ｃ（ｊ）
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｓ１ Ｓ２

９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０
Ｂ（ｉ）

Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

Ｓ１ ０ ３０００ ２０００ １０００ ４０００ １ ０ １８０００ ０

Ｓ２ ０ ０ ０ ２０００ ０５０００ １ ３００００

Ｃ（ｊ）－Ｚ（ｊ） ９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０ ０

ＢｉｇＭ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

迭代１

基 Ｃ（ｊ）
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｓ１ Ｓ２

９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０
Ｂ（ｉ）

Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

Ｓ１ ０ ３０００ ２０００ １０００ ４０００ １ ０ １８０００ ０

Ｓ２ ０ ０ ０ ２０００ ０５０００ １ ３００００

Ｃ（ｊ）－Ｚ（ｊ） ９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０ ０

ＢｉｇＭ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

眼前的目标函数值（Ｍａｘ）＝０，进基Ｘ３，退基Ｓ２

迭代２

基 Ｃ（ｊ）
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｓ１ Ｓ２

９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０
Ｂ（ｉ）

Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

Ｓ１ ０ ３０００ ２０００ １０００ ４０００ １ ０ １８００ １０００

Ｘ３ ５０００ ０ ０ １０００ ０２５０ ０ ０５００ １５００ １Ｅ＋２０

Ｃ（ｊ）－Ｚ（ｊ） ９０００ ８０００ ０ ６５００ ０ －２５０ ７５００

ＢｉｇＭ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

眼前的目标函数值（Ｍａｘ）＝７５，进基Ｘ１，退基Ｓ１

迭代３

基 Ｃ（ｊ）
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｓ１ Ｓ２

９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０
Ｂ（ｉ）

Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

Ｘ１ ９０００ １０００ ０６６７ ０ ０５００ ０３３３ －１６７ １０００ １５００

Ｘ３ ５０００ ０ ０ １０００ ０２５０ ０ ０５００ １５００ １Ｅ＋２０

Ｃ（ｊ）－Ｚ（ｊ） ０ ２０００ ０ ２０００ －３０００ －１０００ ８４００

ＢｉｇＭ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

眼前的目标函数值（Ｍａｘ）＝８４，进基Ｘ２，退基Ｘ１
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迭代４

基 Ｃ（ｊ）
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｓ１ Ｓ２

９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０
Ｂ（ｉ）

Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

Ｘ２ ８０００ １５００ １０００ ０ ０７５０ ０５００ －２５０ １５００ ２０００

Ｘ３ ５０００ ０ ０ １０００ ０２５０ ０ ０５００ １５００ ６０００

Ｃ（ｊ）－Ｚ（ｊ） －３００ ０ ０ ０５００ －４００ －５００ ８７００

ＢｉｇＭ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

眼前的目标函数值（Ｍａｘ）＝８７，进基Ｘ４，退基Ｘ２

迭代５

基 Ｃ（ｊ）
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ Ｓ１ Ｓ２

９０００ ８０００ ５０００ １９００ ０ ０
Ｂ（ｉ）

Ｂ（ｉ）

Ａ（ｉ，ｊ）

Ｘ４ １９００ ２０００ １３３３ ０ １０００ ０６６７ －３３３３ ２０００ ０
Ｘ３ ５０００ －０５００ －０３３３ １０００ ０ －１６７０ １３３３ １０００ ０
Ｃ（ｊ）－Ｚ（ｊ） －４０００ －０６６７ ０ ０ －４３３３ －３３３３ ８８００

ＢｉｇＭ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
最优目标函数值（Ｍａｘ）＝８８

综合结果

变量

序号 名字
解 机会成本

变量

序号 名字
解 机会成本

１ Ｘ１ ０ ＋４０００００００
２ Ｘ２ ０ ＋０６６６６６６９
３ Ｘ３ ＋０６６６６６６９ ０

４ Ｘ４ ＋２０００００００ ０
５ Ｘ５ ０ ＋４３３３３３３５
６ Ｘ６ ０ ＋３３３３３３３３

目标函数最大值 ＝８８，迭代４次

下面再进行灵敏度分析：

目标函数系数的灵敏度分析

Ｃ（ｊ） 最小Ｃ（ｊ） 原来值 最大Ｃ（ｊ） Ｃ（ｊ） 最小Ｃ（ｊ） 原来值 最大Ｃ（ｊ）

Ｃ（１） －无穷大 ＋９００００００ ＋１３０００００ Ｃ（３） ＋４７５０００００＋５０００００００＋５２００００００

Ｃ（２） －无穷大 ＋８００００００ ＋８６６６６６７ Ｃ（４） ＋１８５０００００＋１９００００００＋２０００００００

右端常数项的灵敏度分析

Ｂ（ｉ） 最小Ｂ（ｉ） 原来值 最大Ｂ（ｉ） Ｂ（ｉ） 最小Ｂ（ｉ） 原来值 最大Ｂ（ｉ）

Ｂ（１） ＋１５００００００＋１８００００００＋２４００００００ Ｂ（２） ＋２２５０００００＋３０００００００＋３５９９９９９９
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第二章 整数线性规划

整数规划是数学规划的一个重要分支。在规划问题中，如果它的某些变量（或全

部变量）要求取整数时，这个问题就称为整数规划问题。特别是当这个问题的约束条

件是线性的，目标函数为线性函数时，就称此问题是整数线性规划问题。

求解整数规划问题是相当困难的。到目前为止，整数规划问题还没有一个很有

效的办法。但是，由于在应用及理论方面提出的许多问题都可以归结为整数规划问

题，所以，对整数规划的研究在理论上和实践上都有着重大意义。在这一章，我们只

讨论整数线性规划问题的解法。

２１ 整数规划的例子

２１１ 下料问题

例１ 设用某种型号的圆钢下零件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｍ 的毛坯，在一根圆钢上，下料

的不同方式有Ｂ１，Ｂ２，⋯，Ｂｎ 种。每种下料方式可以得到各种零件的毛坯数以及每

种零件的需要数量如表２１：

表２１

零件名称

下料方式各方式下的
零件毛坯数 Ｂ１ Ｂ２ ⋯ Ｂｎ 各零件的需要量

Ａ１ ｃ１１ ｃ１２ ⋯ ｃ１ｎ ａ１

Ａ２ ｃ２１ ｃ２２ ⋯ ｃ２ｎ ａ２

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Ａｍ ｃｍ１ ｃｍ２ ⋯ ｃｍｎ ａｍ
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问应怎样安排下料方式，使得既满足需要，又使所用原材料最少？

解 设用Ｂｊ 方式下料的圆钢有ｘｊ 根，则这一问题的数学模型为：

ｍｉｎｓ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｊ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｊ≥ａｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ

ｘｊ≥０
烅
烄

烆 ，且全为整数

在这个例子中，所有变量均要求是整数。这类问题称为纯整数规划问题。

２１２ 工厂设址问题

例２ 要在ｍ 个不同地点计划修建ｍ 个规模不全相同的工厂，它们的生产能力

分别为ａ１，⋯，ａｍ（为简单起见，假设生产同一种产品）。第ｉ个工厂的建设费用为ｆｉ，

ｉ＝１，⋯，ｍ。又有ｎ个零售商店销售这种产品，对这种产品的需求量分别为ｂ１，⋯，ｂｎ，

从第ｉ个工厂运送一个单位产品到第ｊ个零售商店的费用为ｃｉｊ。试决定应修建哪些

工厂，使得既满足零售的需要，又使建设工厂和运输的总费用最小。

解 设ｘｉｊ是第ｉ个工厂运往第ｊ个零售商店的产品数量（ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）。

同时设

ｙｉ＝
１ 如果决定修建第ｉ个工厂（ｉ＝１，⋯，ｍ）

０｛ 相反

问题则变为：

ｍｉｎｓ＝∑
ｍ

ｉ＝１

［ｆｉｙｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ］

ｓｔ

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ≥ｂｊ，ｊ＝１，⋯，ｎ

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ≤ａｉｙｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ

ｙｉ＝０或１，ｉ＝１，⋯，ｍ
ｘｉｊ≥０，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，

烅

烄

烆 ｎ
这个例子中，ｙｉ可取０或１，而ｘｉｊ可取任意非负实数。这类整数规划问题称为混

合整数规划问题。

例３ 有 ｍ 台同一类型的机床，有ｎ 种零件在这类机床上进行加工。设各种零

件的加工时间分别为ａ１，⋯，ａｎ。问如何分配，使各机床的总加工任务相等，或者说

尽可能均衡。
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解 引进变量ｘｉｊ：

ｘｉｊ＝
１ 若零件ｊ分配在第ｉ台上加工，

０ 若零件ｊ不分配在第ｉ｛ 台上加工

得到数学模型：

ｍｉｎ ｍａｘ ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊｘ１ｊ，∑

ｎ

ｊ＝１
ａｊｘ２ｊ，⋯，∑

ｎ

ｊ＝１
ａｊｘｍ（ ）［ ］ｊ

ｓｔ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝１，ｊ＝１，⋯，ｎ（一个零件只能在一台机床上加工）

ｘｉｊ＝０或１，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ
在这个例子中，所有变量均取０或１。这类整数规划问题称为０－１规划问题。

２１３ 背包问题

例４ 一个旅行者，为了准备旅行的必需物品，要在背包里装一些最有用的东

西。但他最多只能携带ｂ公斤的物品，而每件物品都只能整件携带。于是他给每件物

品规定了一定的“价值”以表示其有用程度。设共有ｍ 件物品，第ｉ件物品重ａｉ公斤，

其价值为ｃｉ。试问在携带物品总重量不超过ｂ公斤的条件下，携带哪些物品，可使总

价值最大？

解 设

ｘｊ＝
１ 当携带第ｊ件物品时

０ 不携带第ｊ｛ 件物品时

得到数学模型：

ｍａｘｓ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｃｉｘｉ

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊｘｊ≤ｂ

ｘｊ＝０或１，ｊ＝１，⋯，
烅
烄

烆 ｎ
这也是一个０－１规划问题。我们又将这类规划问题叫做０－１背包问题。

２２ 整数规划的解法 ——— 分支定界法

对于整数线性规划问题，如果它的可行解集是有限集，我们可以将它的所有的

可行解依次代入目标函数中，比较所得目标值的大小，从而求得最优解。

例如，在前面的背包问题中，若ｘ０是它的一个可行解：ｘ０＝（ｘ０
１，⋯，ｘ０

ｎ），这里，
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ｘ０
ｊ＝０或１。则可能的可行解最多有２ｎ个。当ｎ较小时，逐个地比较这些解的优劣，

则可求得最优解。这样的方法称为完全枚举法。

但是，当ｎ 较大时，利用完全枚举法几乎是不可能的。这时，我们可以利用部分

枚举法来解这一类问题，这种方法也称分支定界法。我们仍以背包问题来说明这一

解法的基本思想。

例５ 现有１００万元资金打算在５个不同的地方Ｌ１，⋯，Ｌ５修建某种工厂。由于

条件不同，所需投资分别为：ａ１＝５６，ａ２＝２０，ａ３＝５４，ａ４＝４２，ａ５＝１５（单位：万

元）。工厂建成后，每年能得到的利润分别为：ｃ１＝７，ｃ２＝５，ｃ３＝９，ｃ４＝６，ｃ５＝
３（单位：万元）。问应如何确定投资地点，使总投资不超过１００万元，且使建成后每年

所获总利润最多？

解 设

ｘｊ＝
１ 在Ｌｊ 处投资建厂

０ 不在Ｌｊ
烅
烄

烆 处投资建厂

得到数学模型：

ｍａｘｆ＝７ｘ１＋５ｘ２＋９ｘ３＋６ｘ４＋３ｘ５

ｓｔ
５６ｘ１＋２０ｘ２＋５４ｘ３＋４２ｘ４＋１５ｘ５≤１００

ｘｊ＝０或１，ｊ＝１，⋯，
烅
烄

烆 ５
［０］

问题［０］显然有一个可行解ｘ（０）＝（０，０，０，０，０）Ｔ，对应的目标函数值ｆ（０）＝０。

而且，它是目标函数值的一个下界。我们约定：在尚未求出问题的可行解时，目标函

数值的下界记为－∞。

如果我们将问题［０］中的０－１条件改为０≤ｘｊ≤１，则问题［０］变为普通的线

性规划问题：

ｍａｘｆ＝７ｘ１＋５ｘ２＋９ｘ３＋６ｘ４＋３ｘ５

ｓｔ

５６ｘ１＋２０ｘ２＋５４ｘ３＋４２ｘ４＋１５ｘ５≤１００

ｘｊ≥０

ｘｊ≤１，ｊ＝１，２，３，４，

烅
烄

烆 ５

［０］′

问题［０］的可行解集是问题［０］′的可行解集的子集合，问题［０］′称为问题［０］的

松弛问题。此问题容易求解，可能出现下列几种情形：

（１）所得最优解恰好全为整数，当然，这个解也是问题［０］的解。

（２）若松弛问题无可行解，则问题［０］也无可行解。

（３）有最优解，但其分量不全为整数，它当然不是问题［０］的最优解。

为了求［０］′的解，我们可以利用单纯形方法。但在这里，我们使用更简单的办法
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来求它的解。

首先，计算ｃｉ
ａｉ

，ｉ＝１，２，３，４，５。这个比值的经济意义是投资１万元在第ｉ地所能

获得的利润。结果依次是：１
８

，１
４

，１
６

，１
７

，１
５

。

将最大的比值所对应的变量取作１（ｘ２＝１），再将次大比值所对应的变量取作

１（ｘ５＝１），⋯ 依次做下去，使满足约束条件（２），就得到一个解：

ｘ（０）′＝（０，１，１，１１
４２

，１）Ｔ

对应的目标函数值ｆ（０）′＝１３０
７

。ｆ（０）′是问题［０］的目标值的下界，但它不是问题

［０］的解，因为ｘ（０）′４＝１１
４２

不是整数。

因为ｘ（０）′４只能取０或１，可将问题［０］化为两个子问题：

ｍａｘｆ＝７ｘ１＋５ｘ２＋９ｘ３＋３ｘ５

ｓｔ

５６ｘ１＋２０ｘ２＋５４ｘ３ ＋１５ｘ５≤１００

ｘ４＝０

ｘｊ＝０或１，ｊ＝１，２，３，

烅
烄

烆 ５

［１］

及

ｍａｘｆ＝７ｘ１＋５ｘ２＋９ｘ３＋６＋３ｘ５

ｓｔ

５６ｘ１＋２０ｘ２＋５４ｘ３＋４２＋１５ｘ５≤１００

ｘ４＝１

ｘｊ＝０或１，ｊ＝１，２，３，

烅
烄

烆 ５

［２］

这一过程我们可以用树形图表示，见图２１。它形象地表明原问题［０］“分支”为

子问题［１］和子问题［２］。

对于任一子问题，如果已求得它的最优解，或者知道它无解，或者断定它的最优

解不是所求问题的最优解时，我们就称这一子问题已经探明，否则，称未探明。我们

将一个子问题分为若干个子问题的过程称为分支。

用同样的方法，我们可以得到问题［１］的松弛问题，并可以求得这个松弛问题

的解：

ｘ（１）＝（１１
５６

，１，１，０，１）Ｔ

对应目标函数值ｆ（１）＝１４７
８

。ｘ（１）仍不是整数解，可分别令ｘ１＝０，或ｘ１＝１，又将问

题［１］分支为（见图２２）：

４１



图

→

←

２２

０

１ ２

ｘ４＝０ ｘ４＝１

３ ４

１

ｘ３

←

→

＝１

５

２

６

ｘ３

→

←

← →

＝０

０

ｘ１＝０ ｘ１＝１

ｘ４＝０ ｘ４＝１

图２１

ｍａｘｆ＝５ｘ２＋９ｘ３＋３ｘ５

ｓｔ

２０ｘ２＋５４ｘ３＋１５ｘ５≤１００

ｘ４＝０

ｘ１＝０

ｘｊ＝０或１，ｊ＝２，３，

烅

烄

烆 ５

［３］

及

ｍａｘｆ＝７＋５ｘ２＋９ｘ３＋３ｘ５

ｓｔ

５６＋２０ｘ２＋５４ｘ３＋１５ｘ５≤１００

ｘ４＝０

ｘ１＝１

ｘｊ＝０或１，ｊ＝２，３，

烅

烄

烆 ５

［４］

解问题［３］的松弛问题得：

ｘ（３）＝（０，１，１，０，１）Ｔ

ｆ（３）＝１７
显然，ｘ（３）也是问题［３］的最优解。这时，问题［３］已探明。同时，ｆ（３）＝１７也是原

问题［０］目标函数值的一个下界。这样，问题［０］的可行解的下界从０修改为１７。

再解问题［４］所对应的松弛问题，其最优解为

ｘ（４）＝（１，１，１
６

，０，１）Ｔ

ｆ（４）＝３３
２

（＜１７）

虽然ｘ（４）仍不是问题［４］的解，但可不必再分支了，于是子问题［４］也已探明。

４２
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最后，我们总结一下解某一子问题的松弛问题时，可能碰到的几种情况和处理

方法。

（１）对应的松弛问题无解，则该子问题也无解。情况探明，不再分支，凡已探明的

子问题均用一横线打住。

（２）对应的松弛问题的解，恰是该子问题的解。这也就求得了该子问题的最优

解。情况探明，并得到新的下界（这一过程叫做定界）。

（３）对应的松弛问题的解不是这个子问题的解。则当其目标值大于现有最好下

界时，该子问题需继续分支；而当其目标函数值不超过现有最好下界时，则该子问

题也已探明。到此，可以“剪支”。

现在，再看子问题［２］，可求得其松弛问题的解为

ｘ（２）＝（０，１，２３
５４

，１，１）Ｔ

ｆ（２）＝１０７
６

（＞１７）

应将子问题［２］继续分支。分别令ｘ３为０、１，得到（见图２１）

ｍａｘｆ＝７ｘ１＋５ｘ２＋６＋３ｘ５

ｓｔ

５６ｘ１＋２０ｘ２＋４２＋１５ｘ５≤１００

ｘ４＝１

ｘ３＝０

ｘｊ＝０或１，ｊ＝１，２，

烅

烄

烆 ５

［５］

及

ｍａｘｆ＝７ｘ１＋５ｘ２＋９＋６＋３ｘ５

ｓｔ

５６ｘ１＋２０ｘ２＋５４＋４２＋１５ｘ５≤１００

ｘ４＝１

ｘ３＝１

ｘｊ＝０或１，ｊ＝１，２，

烅

烄

烆 ５

［６］

由于

ｘ（５）＝（２３
５６

，１，０，１，１）Ｔ

ｆ（５）＝１３５
８

（＜１７）

可剪支，问题［５］已探明。

又

４３



ｘ（６）＝（０，１
５

，１，１，０）Ｔ

ｆ（６）＝１６（＜１７）

也可剪支，问题［６］也探明。

至此，全部子问题均已探明。原问题的最优解是：

ｘ ＝ｘ（３）＝（０，１，１，０，１）Ｔ

ｍａｘｆ＝ｆ（３）＝１７
整个过程可用树形图表示（见图２２）。

如果我们用完全列举法，就要试２５＝３２次才能得出结果。由此例可以看出，对

于这类问题，关键首先在于如何确定原问题的松弛问题，而松弛问题又存在比较有

效的解决办法；其次，就是如何确定分支的规则，将原问题分支为若干个子问题；最

后，在求解过程中，要不断考察能否修改下界（定界）以便于剪支。如果所有子问题都

已探明，就可以获得原问题的解。

下面，我们再看如何应用分支定界法使用软件 ＹＡＪ去解一般的整数线性规划

问题。

例６ 求解问题 ｍａｘｆ＝ｘ１＋ｘ２

ｓｔ

ｘ１＋
９
１４ｘ２≤５１

１４

－２ｘ１＋ ｘ２≤ １
３

ｘ１，ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２

烅

烄

烆 均为整数

２３ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＩＰ 决策支持系统

２３１ 观察ＩＰ 决策支持系统

这个程序使用分枝定界方法，解具有许多变量（不包括松弛 ／人工变量）和约束

条件（不包括界）的混合整数线性规划问题。用这个程序所解问题的大小取决于你的

计算机内存。你应该遵循下列格式输入数据：

Ｍａｘｉｍｉｚｅ ３２ ＧＩＤ１＋４０ ＧＩＤ２－５ ＧＩＤ３
Ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ

（１） ４ ＧＩＤ１＋２５ ＧＩＤ２＋３ ＧＩＤ３≥５０
（２） ３６ ＧＩＤ１＋７ ＧＩＤ２－２５ ＧＩＤ３≤８６９
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界：ＧＩＤ１≥２，而且是整数（变量假定是非负的）

２３２ 输入问题

这一部分同前１６２输入问题。

２３３ 求解问题

我们就用前面的例２在微机上进行求解。首先，使用Ｌｉｎｇｏ８０进行求解。按下

面格式输入问题

ｍａｘ＝ｘ１＋ｘ２；

ｘ１＋０６４２８７５ｘ２＜３６４２８７５；

－２ｘ１＋ｘ２＜０３３３３３３；

＠Ｇｉｎ（ｘ１）；

＠Ｇｉｎ（ｘ２）；

其解报告为：

Ｇｌｏｂａｌｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｕｎｄａｔｉｔｅｒａｔｉｏｎ： ０

Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｖａｌｕｅ： ４００００００

Ｖａｒｉａｂｌｅ Ｖａｌｕｅ ＲｅｄｕｃｅｄＣｏｓｔ
Ｘ１ ２００００００ －１００００００

Ｘ２ ２００００００ －１００００００

Ｒｏｗ ＳｌａｃｋｏｒＳｕｒｐｌｕｓ ＤｕａｌＰｒｉｃｅ
１ ４００００００ １００００００

２ ０３５７１２５０ ０００００００

３ ２３３３３３３ ０００００００

下面再用ＹＡＪ中的ＬＰ 决策支持系统求解。

当前的分枝－定界解 ——— 迭代１

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

０ ＜ ｘ１ ＜ 无穷大 ｘ１ ＋１５０００００２ ＋１０００００００

０ ＜ ｘ２ ＜ 无穷大 ｘ２ ＋３３３３３３３５ ＋１０００００００

目标函数的非整数解 ＝４８３３３３４ ＺＬ（下界）＝－１Ｅ＋２０
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当前的分枝－定界解 ——— 迭代２

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

２ ＜ ｘ１ ＜ 无穷大 ｘ１ ＋２０００００００ ＋１０００００００

０ ＜ ｘ２ ＜ 无穷大 ｘ２ ＋２５５５５５６１ ＋１０００００００

目标函数的非整数解 ＝４５５５５５６ ＺＬ（下界）＝－１Ｅ＋２０

当前的分枝－定界解 ——— 迭代３

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

２ ＜ ｘ１ ＜ 无穷大

３ ＜ ｘ２ ＜ 无穷大

这个分枝没有可行解

当前的分枝－定界解 ——— 迭代４

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

２ ＜ ｘ１ ＜ 无穷大 ｘ１ ＋２３５７１４２９ ＋１０００００００

０ ＜ ｘ２ ＜２ ｘ２ ＋２０００００００ ＋１０００００００

目标函数的非整数解 ＝４３５７１４３ ＺＬ（下界）＝－１Ｅ＋２０

当前的分枝－定界解 ——— 迭代５

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

３ ＜ ｘ１ ＜ 无穷大 ｘ１ ＋３０００００００ ＋１０００００００

０ ＜ ｘ２ ＜２ ｘ２ ＋１０００００００ ＋１０００００００

目标函数的非整数解 ＝４＞ ＺＬ（下界）＝－１Ｅ＋２０

当前的分枝－定界解 ——— 迭代６

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

２ ＜ ｘ１ ＜２ ｘ１ ＋２０００００００ ＋１０００００００

０ ＜ ｘ２ ＜２ ｘ２ ＋２０００００００ ＋１０００００００

当前的目标函数值 ＝４＜ ＺＬ＝４
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当前的分枝－定界解 ——— 迭代７

下界 变量 上界 变量 解 目标函数系数

０ ＜ ｘ１ ＜１ ｘ１ ＋１０００００００ ＋１０００００００

０ ＜ ｘ２ ＜ 无穷大 ｘ２ ＋２３３３３３３０ ＋１０００００００

当前的目标函数值 ＝３３３３３３３＜ ＺＬ＝４

例２的综合结果

变量

序号，名字
解 目标函数系数

变量

序号，名字
解 目标函数系数

１ ｘ１ ３０００００００ １０００００００ ２ ｘ１ ＋１０００００００ ＋１０００００００

最大目标函数值 ＝４， 总的迭代７次

注意 上面两个不同软件，恰好给出本问题的两个不同最优解。
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第三章 运载问题

３１ 例题和模型

例１ 现有一批货物，从ｍ 个仓库（发点：Ｓ１，Ｓ２，⋯，Ｓｍ）运往ｎ个销地（收点：

Ｄ１，Ｄ２，⋯，Ｄｎ），Ｓｉ 处有货物ａｉ 吨，Ｄｊ 处需货物ｂｊ 吨。又，从Ｓｉ 到Ｄｊ 的运价为ｃｉｊ
元 ／吨。问如何安排，既满足各销地需要，又能使总运费最小。

解 设从Ｓｉ 运往Ｄｊ 的货物量为ｘｉｊ 吨。则

ｍｉｎｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ （ⅰ）

ｓｔ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝ａｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ （ⅱ）

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ＝ｂｊ，ｊ＝１，⋯，ｎ （ⅲ

烅
烄

烆 ）

——— 平衡运输问题。

或者，（ⅱ）式变为

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ≤ａｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ （ⅱ）′

——— 供过于求的运输问题。

或者，（ⅲ）式变为

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ≤ｂｊ，ｊ＝１，⋯，ｎ （ⅲ）′

——— 供不应求的运输问题。

这是一个典型的线性规划问题，可以用单纯形法求解。不过，基于运输问题的特
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点，我们有更简单的办法。

３２ 解决平衡问题的表上作业法

３２１ 最小元素法（ＭＭ）

我们通过下面的例子（表３１）介绍最小元素法。

表３１

Ｓｉ

运价 Ｄｊ
Ｄ１ Ｄ２ Ｄ３ Ｄ４ 供应量

Ｓ１ １０００＼３ ４０００＼２ ＼７ ＼６ ５０００

Ｓ２ ２５００＼７ ＼５ ２０００＼２ １５００＼３ ６０００

Ｓ３ ２５００＼２ ＼５ ＼４ ＼５ ２５００
需求量 ６０００ ４０００ ２０００ １５００ １３５００

求如何安排，运费最小。

解 （１）求出

ｍｉｎ｛ｃｉｊ：ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３，４｝＝ｃ１２（不止一个，适当选取一个）

及

ｍｉｎ｛ａ１，ｂ２｝＝ｂ２＝４０００
优先满足Ｄ２需求。取ｘ１２＝４０００，划去第二列。Ｓ１处余１０００（请记住）。

（２）求出

ｍｉｎ｛ｃｉｊ：ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，３，４｝＝ｃ２３

及

ｍｉｎ｛ａ２，ｂ３｝＝ｂ３＝２０００
满足Ｄ３需求。取ｘ２３＝２０００，划去第三列。Ｓ２处余４０００（请记住）。

（３）求出

ｍｉｎ｛ｃｉｊ：ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，４｝＝ｃ３１

及

ｍｉｎ｛ａ３，ｂ１｝＝ａ３＝２５００
由Ｓ３供应。取ｘ３１＝２５００，划去第三行Ｄ１处尚需３５００（请记住）。

（４）求出

４９



ｍｉｎ｛ｃｉｊ：ｉ＝１，２；ｊ＝１，４｝＝ｃ１１

及

ｍｉｎ｛Ｓ１余量１０００，Ｄ１需要量３５００｝＝１０００
当从Ｓ１运１０００至Ｄ１。取ｘ１１＝１０００，划去第一行。Ｄ１处尚需２５００（请记住）。

（５）求出

ｍｉｎ｛ｃｉｊ：ｉ＝２；ｊ＝１，４｝＝ｃ２４

及

ｍｉｎ｛Ｓ２余量４０００，Ｄ１需要量２５００｝＝２５００
当从Ｓ２运２５００至Ｄ１。取ｘ２１＝２５００，划去第一列。Ｓ２处余１５００（请记住）。

（６）运Ｓ２处余量１５００至Ｄ４。取ｘ２４＝１５００，同时划去第二行和第四列。

至此，给出了一个可行方案：其结果已填入表３１中。相应运费为４２０００元。

注 在表格内填有数字的格 ——— 称满格，应为６＝３＋４－１格。一般，ｍ 行ｎ
列表，按上述办法满格应为 ｍ＋ｎ－１个（故在中途若同时划去某行某列，则在某空

格上填补一个０）。

３２２ 运输方案的改进 ——— 位势法

与单纯法类似，对上面的可行解，需要判断其是否为最优；若不是，应反复改

进，直至求得最优解，我们使用的方法叫位势法。

（１）求位势。

我们对每行每列分别定义一个位势：ｕｉ，ｖｊ，ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３，４。要求它们

对满格有：

ｕｉ＋ｖｊ＝ｃｉｊ （计６个等式）

为求得所有位势，一般常选ｕ１＝０，解出

ｖ１＝３，ｖ２＝２，ｕ２＝４，ｖ３＝－２，ｖ４＝－１，ｕ３＝－１
注 所求位势ｕｉ、ｖｊ 实际是原问题关于基本变量组的对偶解。

（２）求判别数。

据位势，由下面关系求出空格的判别数：ｃｉｊ′＝ｃｉｊ－ｕｉ－ｖｊ

例如，ｃ１３′＝７－０－（－２）＝９，ｃ２２′＝５－４－２＝－１，⋯

注 这里的判别数与单纯形法中的判别数一致。

我们可以用闭回路办法（每个空格总可以找到一个回路，除一个顶点在空格内，

其他顶点都在满格内）证实，ｃｉｊ′的实际意义是：在空格（ｉ－ｊ）内增运一个单位所增

加的运费。这样，当判别数为“＋”的空格，不能增调物资，否则会使运费增大；相反，

若为负，该路线可以增调物资，会降低运输费用。于是，当所有ｃｉｊ′≥０时，该方案已
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为最优，计算可以停止。

（３）方案的调整。

在我们的问题中，仅ｃ２２′＝－１＜０。因此，需进行调整：从Ｓ２增运物资到Ｄ２，以降

低费用。找到回路（２－２）－（２－１）－（１－１）－（１－２）－（２－２）。看出当从（２－１）

减去２５００成为空格，（１－２）减去２５００，而在（１－１）和（２－２）内各增加２５００。得到

一个新的可行解：

ｘ１１＝３５００，ｘ１２＝１５００，ｘ２２＝２５００，ｘ２３＝２０００，ｘ２４＝１５００，ｘ３１＝２５００。

此时运费为３９５００元，较第一次减少了２５００元。

注 改进过程中需要注意的是，每一新方案都要使满格数为ｍ＋ｎ－１。有时在

调整的闭回路中，需要减少运输量的格中有两个以上相等的最小数，调整时在相应

的空格中填上这个最小数而这些相等最小数的满格都成了空格。这就需要在这些格

中任选一个留为空格，其余补填０。补填０的格视为满格。

（４）重复（１）～（３）步骤，直到所有判别数非负为止。

由于对新的可行解所求得的判别数已经非负，这个解已是最优解。

３３ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＴＲＰ 决策支持系统

３３１ 观察ＴＲＰ 决策支持系统：

这个程序解运输 ／转载问题。一个发点或供应点规定只有发出流；一个终点或

接收点规定只有进入流；而一个转运点规定两者都有。容量或需求量假定是整数；

费用或利润系数假定是实数。本程序提供输入、存储和修改问题的能力；也可以求

解问题，显示问题，打印问题的解。

在输入问题后，程序自动将问题转化为运输问题，并用运输单纯形法解之。为了

求初始可行解，程序提供了许多选择。对于小的问题，你可以显示解答步骤。程序允

许你定义发点、收点、转运点的名字。要求输入的数据是：每点的容量或需求量，点

与点之间的运输费用或利润。

３３２ 输入问题

在输入问题时，请遵照下列约定：

１熟悉下列要求，它们规定了关于问题的一般格式。

２除非使用缺损名，否则输入每个节点的名字。
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３然后输入每一点的容量，或需求量。对于转运点，视其纯供应 ／需求量，输入

一个正 ／负数。

４然后输入节点之间的运输费用或利润。当使用固定格式时，为了表示两点没

有直接联系（无流），可以输入一个很大的数，或 Ｍ／－Ｍ。

５键ＢＡＣＫＳＰＡＣＥＢＡＲ 可用于移动光标到你需要修正数据的地方以改正错

误；当使用固定格式时，按ＥＳＣ 键，回到前一页，按 ／键，进到下一页。

３３３ 求解问题

在解一个问题时，如果你的问题规模是 Ｍ ＜５，Ｎ＜６，你可以显示ＭＯＤＩ方法

的每一个迭代，这里 Ｍ 是发点和转运点的总数，Ｎ 是收点和转运点的总数。

你可以选择八个方法之一找初始解。缺损的办法是行最小（ＲＭ）法。我们讲的

是（ＭＭ）法。

３３４ 解答及结果显示

前面表３１的结果是：

ＤＮ
ＳＮ

Ｄ１ Ｄ２ Ｄ３ Ｄ３ 供应量 ｕｉ

Ｓ１ １０００＼３ ４０００＼２ ＼７ ＼６ ５０００ ０

Ｓ２ ２５００＼７ ＼５ ２０００＼２ １５００＼３ ６０００ ０

Ｓ３ ２５００＼２ ＼５ ＼４ ＼５ ２５００ ０
需求量 ６０００ ４０００ ２０００ １５００ １３５００

ｖｊ ０ ０ ０ ０

最小目标函数值 ＝４２０００

ＤＮ
ＳＮ

Ｄ１ Ｄ２ Ｄ３ Ｄ３ 供应量 ｕｉ

Ｓ１ １０００＼３ ４０００＼２ ＼７ ＼６ ５０００ ０

Ｓ２ ２５００＼７ ＼５ ２０００＼２ １５００＼３ ６０００ ４０００

Ｓ３ ２５００＼２ ＼５ ＼４ ＼５ ２５００ －１０００
需求量 ６０００ ４０００ ２０００ １５００ １３５００

ｖｊ ３０００ ２０００ －２０００ －１０００

当前目标函数最小值 ＝４２０００，ｅ（２，２）＝－１
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ＤＮ
ＳＮ

Ｄ１ Ｄ２ Ｄ３ Ｄ３ 供应量 ｕｉ

Ｓ１ ３５００＼３ １５００＼２ ＼７ ＼６ ５０００ ０
Ｓ２ ＼７ ２５００＼５ ２０００＼２ １５００＼３ ６０００ ３０００
Ｓ３ ２５００＼２ ＼５ ＼４ ＼５ ２５００ －１０００

需求量 ６０００ ４０００ ２０００ １５００ １３５００

ｖｊ ３０００ ２０００ －１０００ ０

当前目标函数最小值 ＝３９５００，具有多重最优解

综合结果

发地 收地 运量 运价 判别数 发地 收地 运量 运价 判别数

Ｓ１ Ｄ１ ＋３５００ ＋３０００ ０ Ｓ２ Ｄ３ ＋２０００ ＋２０００ ０
Ｓ１ Ｄ２ ＋１５００ ＋２０００ ０ Ｓ２ Ｄ４ ＋１５００ ＋３０００ ０
Ｓ１ Ｄ３ ０ ＋７０００＋８０００ Ｓ３ Ｄ１ ＋２５００＋２００００ ０
Ｓ１ Ｄ４ ０ ＋６０００＋６０００ Ｓ３ Ｄ２ ０ ＋５００００ ＋４０００
Ｓ２ Ｄ１ ０ ＋５０００＋１０００ Ｓ３ Ｄ３ ０ ＋４００００ ＋６０００
Ｓ２ Ｄ２ ＋２５００ ＋５０００ ０ Ｓ３ Ｄ４ ０ ＋５０００ ＋６０００

目标函数最小值 ＝３９５００（多重解），迭代１次

与我们给出的结果一致。

３４ 不平衡运输问题

设问题由（ⅰ）、（ⅱ）′、（ⅲ）组成，且

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ＞∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ（∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉ＜∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ 时无可行解）

我们可虚设一个收点Ｄｎ＋１。它的需求量为：

ｂｎ＋１＝∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ

取ｃｉ，ｎ＋１＝０，ｘｉ，ｎ＋１为不发运的货物数量。这样，问题就化为一个有 ｍ 个发点，ｎ＋１
个收 点的收发平衡的运输问题了。

再考虑由（ⅰ）、（ⅱ）及

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ≥ｂｊ，ｊ＝１，⋯，ｎ （ⅲ）″

所组成的运输问题。其中，∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ＞∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ（当∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉ＜∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ 时无可行解）。
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类似，虚设一个Ｄｎ＋１收点。令：

ｂｎ＋１＝∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ

ｃｉ，ｎ＋１＝ｍｉｎ｛ｃｉｊ；１≤ｊ≤ｎ｝，ｉ＝１，２，⋯，ｍ。视Ｄｎ＋１为一个转运点。Ｓｉ＃ 处货物先

运ｘｉ＃，ｎ＋１到Ｄｎ＋１处，再转运到Ｄｊ 处。当解出此问题最优解ｘ
∧
ｉｊ 后，原问题最优

解为：

ｘｉｊ＝
ｘｉｊ ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ≠ｊ

ｘ
∧
ｉｊ＋ｘｉ，ｎ＋１ ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝ｊ

烅
烄

烆 
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第四章 指派问题

４１ 例题和模型

例１ 某公司有 ｍ 件任务必须完成，而该公司至少有 ｍ 个雇员能以不同的时

间完成ｍ 项任务中的任何一项。如果指派每个雇员完成一项且仅仅一项任务；雇员

ｉ完成任务ｊ费时ｃｉｊ。应如何分配，使完成 ｍ 项任务的总时间最小？

解 设

ｘｉｊ＝
１ 雇员ｉ分配到任务ｊ
０ 雇员ｉ未分配到任务｛ ｊ

于是当有：

ｍｉｎｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ

ｓｔ

∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ＝１，ｉ＝１，⋯，ｍ

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ＝１，ｊ＝１，⋯，ｍ

ｘｉｊ＝０或１，ｉ，ｊ＝１，⋯，

烅

烄

烆 ｍ
注 问题中的任务可以是任何类型的工作（Ｔ１，Ｔ２，⋯，Ｔｍ），雇员可以是任何

类型的对象（Ｏ１，Ｏ２，⋯，Ｏｍ），某雇员完成一项任务的时间可以看做：某对象从事给

定工作时，与之相关的效能。

这是典型的整数规划问题；也是更一般运输问题的特殊情况：ａｉ＝ｂｊ＝１，对所

有ｉ，ｊ成立。这自然可以用已经学过的办法求解，但匈牙利法则更为简单且有效。
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４２ 匈牙利法

人们把匈牙利法（Ｈｕｎｇａｒｉａｎｍｅｔｈｏｄ）归于匈牙利数学家狄·考尼格（ＤＫｏｎｉｇ），

他证明了这个方法的主要定理。

我们称矩阵（ｃｉｊ）ｍ×ｍ 为问题的效能矩阵。匈牙利法成功地修改了效能矩阵的行

和列，直到在每一行和每一列里，至少有一个等于０的元素，从而得到与这些０元素

相应的完全分配。当把它应用于原效能矩阵时，这个完全分配是一个最优分配，总的

效能将是最小。这种方法总是在有限的步骤内收敛于一个最优解。方法的依据是：任

何行或列，加、减一个常数并不改变最优分配。例如，由第ｉ行减去３个单位和第ｊ列

加上２个单位，那么，目标函数值将是：

ｍｉｎｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ－３∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ＋２∑

ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ＝∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ－３＋２

从目标函数中加上或减去一个常数不会改变最优解，这是由于每一个基础可行解将

在目标函数中加上或减去相同的数量。

上述的概念可以推广为：从效能矩阵中，第ｉ行每个元素减去ａｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ；

第ｊ列每个元素减去ｂｊ，ｊ＝１，⋯，ｍ。新的目标函数值为：

ｍｉｎｚ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ－∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉ－∑

ｍ

ｊ＝１
ｂｊ

从目标函数中再一次减去常数∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ 和∑

ｍ

ｊ＝１
ｂｊ，不改变基础可行解。

下面通过表４１给出的实例，说明方法。

表４１

教员

备
课

时
间

任课

线性规划 排队论 动态规划 回归分析

Ａ
Ｂ
Ｃ
Ｄ

２
１５
１３
４

１０
４
１４
１５

９
１４
１６
１３

７
８
１１
９

问怎么分配，使总的备课时间最少。

（１）修改效能矩阵，使之成为每一行和每一列至少有一个零元素的退缩阵。

从原效能矩阵的第１，２，３，４行分别减去２，４，１１，４；再从第３列减去５。得到：
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０ ８ ２ ５
１１ ０ ５ ４
２ ３ ０ ０
０ １１ ４ ５

注意，由此得到的完全分配方案的总效能必须加上２＋４＋１１＋４＋５＝２６。

（２）试图制作一个完全分配方案，该方案与上面矩阵的零元素相对应。

为此，从第一行开始，依次检查各行，直到找出只有一个未标记的零元素的一行

为止。如果在零元素上有一个符号 △ 或×，则称零元素已标记。符号 △ 表示分配 △
所在行的教员担任 △所在那一列的那一门课程。对未做标记的零元素标 △后，应对

同一列其他的零元素划上×。重复这一过程，直到每一行中没有尚未标记的零元素

或至少有两个零元素。据此，得：

０△ ８ ２ ５
１１ ０△ ５ ４
２ ３ ０△ ０×
０× １１ ４ ５

现在，依次检查每列中只有一个未标记的零元素，并给未标记的零元素标 △，对

同一行其他零元素（如果有的话）划×。重复这一过程，直到每列中没有尚未标记的

零元素或至少有两个零元素。照此，第三列的０划 △，第三行另一０划×。

显然，它不能给出一个完全分配方案。这就需要划出最少数目的水平线和垂直

线，要求它们穿过每行每列的零元素至少一次。其方法如下：

（ａ）检查所有尚未标记 △ 的行，并记上 √（为第四行）。

（ｂ）检查那些尚未检查过的，而在已检查过的行中有零元素的列，并标上 √（为

第一列）。

（ｃ）检查那些尚未检查过的，而在已检查过的列中有标记 △的行，并标上√（为

第一行）。

（ｄ）重复（ｂ），（ｃ），直到不能进一步检查为止（本例即停止）。

（ｅ）在所有未检查的行和已检查过的列划直线，得：

０ ８ ２ ５

２ ０３ ０
０ ４ ５

１１ ４５















１１

△
△０

△

如果效能矩阵有 ｍ 行和ｍ 列，而且可制定出一个总效能为零的完全分配，那

么，在现有缩减的效能矩阵内最小线数必须为 ｍ（最小线数是穿过每个零元素至少
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一次所必需的线数）。本例中，只需３条线穿过每个零元素至少一次，所以，尚不能得

到完全的可行分配。换句话说，总的准备时间为２６单位或更少的完全分配是不可

能的。

从第（ｅ）步缩减矩阵开始，最后得到总效能为最小的完全解的过程是：

（ｆ）在上述最后的缩减矩阵中，检查那些没有一根线通过的那些元素。设 Ｋ 为

其最小元素，找出含有未画线元素的各行，将这些行的每个元素减去 Ｋ。本例中，

Ｋ ＝２，因而由第１行、第４行减去２，可得：

－２ ６ ０ ３
１１ ０ ５ ４
２ ３ ０ ０
－２ ９ ２ ３

注 此时，在完全分配的总效能上需加上４。

（ｇ）第（ｆ）步的减法使第（ｅ）步中划垂直线的各列中某些元素变为负，因此，对

第（ｅ）步划垂直线的每一列中的所有元素加 Ｋ。据此，本例第一列的每个元素加２
可得：

０ ６ ０ ３
１３ ０ ５ ４
４ ３ ０ ０
０ ９ ２ ３

注 此时，在完全分配的总效能上需减去２。

可以证明：如果用第（ｇ）步中的缩减减阵可以制定只含零元素的完全分配方

案，那么，应用同一分配方案对原矩阵总效能也必须是最小。

为了确定完全分配方案，对上述第（ｇ）步得到的新的效能矩阵，重复进行制定

分配方案的一般过程。具体说：

① 第二行确定一种分配。

② 第四行确定一种分配，且在第一行第一列的零元素上标记×。

③ 第一行确定一种分配，且在第三行第三列的零元素上标记×。

④ 第三行确定一种分配。

结果为：

０× ６ ０△ ３
１３ ０△ ５ ４
４ ３ ０× ０△
０△ ９ ２ ３
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于是一个完全的最优方案制定出来了：

教员Ａ 担任动态规划，教员Ｂ 担任排队论，教员Ｃ 担任回归分析，教员Ｄ 担任

线性规划。

总的最小备课时间为：９＋４＋１１＋４＝２８单位（或者，２１＋５＋２＋２－２＝２８）。

４３ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＡＳＭＰ 决策支持系统

４３１ 观察ＡＳＭＰ 决策支持系统

这个程序解具有许多对象和任务的指派问题。任务可以表示工作，而对象可以

表示工作者。问题标准可以是最小值问题或最大值问题，它取决于对于的每个对象

和指派任务的花费 ／利润系数。程序为数据的输入和修改提供了一个方便的格式。

对于不超过９个对象和９项任务的小问题，你可以显示匈牙法（Ｈｕｎｇａｒｉａｎ
ｍｅｔｈｏｄ）的每一次迭代。本程序可解很大的问题但不显示每一个迭代。

这个程序允许你用不超过６个字符给出对象和任务的名字。缺损的名字是 Ｏ１，

Ｏ２，⋯，Ｏｎ 和Ｔ１，Ｔ２，⋯，Ｔｎ。

４３２ 输入问题

在你输入一个问题时，请遵照下列约定：

（１）熟悉下列规定，从它们可找到处理问题的一般情形。

（２）如果你不使用缺损名，当输入对象和任务的名字。

（３）然后对每一个可能的指派，输入花费 ／利润系数。对于一个不可能的指派，

当输入一个很大的＋／－值，或＋Ｍ／－Ｍ。

其他约定同前。

４３３ 求解问题

当解问题时，如果你的问题有比１０小的对象和比１０小的任务，你可以显示匈牙

利法（Ｈｕｎｇａｒｉａｎｍｅｔｈｏｄ）的每一步迭代。

前面表４１给出的实例的结果显示：
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输入费用 ／利润系数

对象 任务

Ｏ１ Ｔ１ ２ Ｔ２ １０ Ｔ３ ９ Ｔ４ ７

Ｏ２ Ｔ１ １５ Ｔ２ ４ Ｔ３ １４ Ｔ４ ８

Ｏ３ Ｔ１ １３ Ｔ２ １４ Ｔ３ １６ Ｔ４ １１

Ｏ４ Ｔ１ ４ Ｔ２ １５ Ｔ３ １３ Ｔ４ ９

初始表

Ｔｋ
Ｏｂ

Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４

Ｏ１ ２０００ １０００ ９０００ ７０００

Ｏ２ １５００ ４０００ １４００ ８０００

Ｏ３ １３００ １４００ １６００ １１００

Ｏ４ ４０００ １５００ １３００ ９０００

迭代１

Ｔｋ
Ｏｂ

Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４

Ｏ１ ０ ８０００ ２０００ ５０００

Ｏ２ １１００ ０ ５０００ ４０００ ←

Ｏ３ ２０００ ３０００ ０ ０ ←

Ｏ４ ０ １１００ ４０００ ５０００

∧

最后表（总的迭代２次）

Ｔｋ
Ｏｂ

Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４

Ｏ１ ０ ６０００ ０ ３０００

Ｏ２ １３００ ０ ５０００ ４０００ ←

Ｏ３ ４０００ ３０００ ０ ０

Ｏ４ ０ ９０００ ２０００ ３０００

∧ ∧ ∧
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指派问题的综合结果

对象 任务 费用 ／利润 对象 任务 费用 ／利润

Ｏ１ Ｔ３ ９０００ Ｏ３ Ｔ４ １１００

Ｏ２ Ｔ２ ４０００ Ｏ４ Ｔ１ ４０００
目标函数最小值 ＝２８，总的迭代２次

４４ 对象与活动数目不等情形的指派问题

假设某经理必须从８辆卡车中安排５辆卡车到５个指定地点去装货。８辆卡车放

在不同地点，问题是安排５辆卡车到５个地点的运费最少。运费在表４２中给出。

因为卡车数较地点数多，将三个虚设的地点Ｆ、Ｇ、Ｈ 加到表中，而对每辆卡车

到这些地方的运费取为零。于是，对象数与活动数一样。用匈牙利法可求得最优分配

法方案如下（见表４３）。所求最小运费为８７０。大家可以在微机上验证这一结果。

表４２

卡 车
装 货 地 点

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ
１ ３００ ２９０ ２８０ ２９０ ２１０
２ ２５０ ３１０ ２９０ ３００ ２００
３ １８０ １９０ ３００ １９０ １８０
４ ３２０ １８０ １９０ ２００ １７０
５ ２７０ ２１０ １９０ ２５０ １６０
６ １９０ ２００ ２２０ １９０ １４０
７ ２２０ ３００ ２３０ １８０ １６０
８ ２６０ １９０ ２６０ ２１０ １８０

表４３

卡 车 装运地点 卡 车 装运地点

１ 未指定 ５ Ｃ

２ 未指定 ６ Ｅ

３ Ａ ７ Ｄ

４ Ｂ ８ 未指定

６１



第五章 网络模型

图论是近二十年来发展很快、应用较广的一个数学分支，它可以用来处理某些

离散的数学模型。因此，它在物理、化学、生物、计算机科学、社会科学及经济管理等

各方面都有广泛的应用。并且与数学的其他分支也有着密切的联系。在这一章，我们

将介绍图论的一些基本概念和在实际问题中的常用算法。

５１ 基本概念

图论中所说的图与一般所说的几何图形和代数函数的图形是完全不同的。它是

指一些点的集合Ｖ 和联结其中某些点对的线构成的集合Ｅ 所组成的图形。例如，一

个大企业的各管理部门、生产车间，我们可以用点来表示；如果两部门之间有直属

的领导关系，则表示这两个部门的点就用线联结起来，从而构成一个图。又如，若干

个篮球队要进行循环比赛，我们可以用点表示球队，连线表示两队要进行比赛，也可

以构成一个图。显然，对于这样的图，点的位置和线的曲直是无关紧要的，我们只关

心点的多少，以及这些线是联结哪些点的。一般地，有下面的定义。

定义５１１ 图Ｇ是由ｐ个元素的非空有限集Ｖ（Ｇ）和Ｖ（Ｇ）中给定的ｑ个无

序对构成的集合Ｅ（Ｇ）所组成的二元组，记作Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）），或Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）。

Ｖ 的元素称为点（或顶点），Ｅ 的元素称为边（或弧）。通常，我们可以用图形来表

示一个图。

例１ 图Ｇ ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ ＝（ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５），Ｅ＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，

ｅ６，ｅ７，ｅ８，ｅ９），如图５１所示。

由定义５１１可以看出，图只是反映了某些对象间的特定关系。我们用图的形

式给以刻画，只不过使得这些对象及其关系显得更加直观和清晰，也便于我们深入
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图５１

ｅ８ｅ９

ｅ４

ｅ７

ｅ３

ｅ５

ｅ６

ｅ２

ｖ４
ｏ

ｖ５ｏ

ｏ
ｅ１

ｖ１

ｏｖ２

ｏｖ３

地研究图的某些性质。

以后，我们记：ｐ＝｜Ｖ（Ｇ）｜，表示Ｇ 的顶点个数；ｑ＝｜Ｅ（Ｇ）｜，表示Ｇ 的边

数。其中，ｐ＞０，ｑ≥０，且均为整数。

在图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中，如果边ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｇ），则称ｕ和ｖ是ｅ的端点，也

称ｅ是ｕ（或ｖ）的关联边。

如果ｕ、ｖ∈Ｖ（Ｇ），并且（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｇ），则称点ｕ和ｖ是相邻的。与同一顶点

相关联的边ｅ１、ｅ２称为邻接的边。如图５１中，ｖ１，ｖ２是相邻的点，ｅ２、ｅ３是邻接的边。

对于边ｅ∈Ｅ（Ｇ），如果它的两个端点相同，则称ｅ为环。如果联结图中两点的

边不止一条，就把这些边称为多重边。如图５１中，边ｅ１是环，ｅ８，ｅ９是多重边，无环、

无多重边的图称为简单图。

应当注意的是，一个图的图形表示不是惟一的。如图５２中，几个图所表示的实

际上是同一个图Ｇ。

图５２

ｖ４

ｖ１

ｖ２

ｏ

ｏｖ４

ｖ３

ｏ

ｏ

ｖ２
ｏ

ｏｖ４ｏ

ｏｏｖ２ ｖ３

ｖ１

ｏ

ｖ３

ｖ１ｏ

ｏ

如果图中没有任何边，就称这个图为空图。如果一个简单图Ｇ 中的各对顶点间

都有一条边相连，就称图Ｇ 是完全图。ｎ 个顶点的完全图记作Ｋｎ（它有Ｃｎ
２条边）。

如果在图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中，Ｖ 可以剖分成两个集合Ｘ、Ｙ，满足Ｖ ＝Ｘ∪Ｙ，Ｘ
∩Ｙ＝，使得Ｇ 的每一条边的一个端点在Ｘ中，另一端点在Ｙ 中，就称图Ｇ 为二

分图（见图５３）。

６３



图５３

ｏ ｏ

ｏｏ ｏ ｏ ｏｏ

ｏ ｏ ｏ

ｏ

二分图完全图Ｋ５

定义５１２ 设Ｇ１＝（Ｖ１，Ｅ１），Ｇ２＝（Ｖ２，Ｅ２）。如果Ｖ１Ｖ２，Ｅ１Ｅ２，则

称Ｇ１是Ｇ２的子图，记作Ｇ１Ｇ２。

特别，当Ｖ１＝Ｖ２，Ｅ１Ｅ２时，称Ｇ１是Ｇ２的支撑子图，见图５４。

图５４

ｏｖ５
ｅ３

ｅ２

ｏ

ｏ ｏｖ４ｏｖ４

ｖ２ ｏｖ５
ｅ３

ｅ８

ｅ２

ｏ

ｅ１

ｅ７

ｅ６

ｅ４

ｏｖ２ ｏｖ５
ｅ３

ｅ５ ｅ８

ｏｖ４ｖ３

ｅ４ ｅ６

ｖ１

支撑子图子图Ｇ′图Ｇ

ｏ

ｏｖ１

ｅ８

ｖ２

ｖ３

ｏ

在图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中，ｖ∈Ｖ（Ｇ），我们把与ｖ关联的边的数目称为点ｖ的次（每

个环算作两条边），记作ｄ（ｖ）。δ＝ｍｉｎ｛ｄ（ｖ）｜ｖ∈Ｖ｝称为 Ｇ 的最小次，△ ＝
ｍａｘ｛ｄ（ｖ）｜ｖ∈Ｖ｝称为Ｇ 的最大次。我们又将次为奇数的顶点称为奇顶点；反

之，称为偶顶点。

定理５１１ ∑
ｖ∈Ｖ

ｄ（ｖ）＝２ｑ。

证明 因图中每条边均与两个顶点相关联，故各点的次之和等于边数的两倍。

推论 在任何图中奇次点的个数是偶数。

我们除了用图形来表示一个图外，还可以用矩阵来表示一个图。在图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）

６４
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中，Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｐ｝，Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅｑ｝。如果用 ｍｉｊ 表示点ｖｉ 与边ｅｊ 相关联的次数

（０、１或２），则矩阵 Ｍ ＝（ｍｉｊ）ｐ×ｑ 称为图Ｇ 的关联矩阵。

例２ 若图Ｇ 的图形如图５５所示，则Ｇ 的关联矩阵如图５６所示。

图５５ 图５６

ｏ ｅ３
ｏｖ４ｖ３

ｅ６

ｅ７

ｖ５

ｅ２ ｅ４

ｅ５

ｏ

ｏ
ｅ８

ｅ１
ｅ４ｅ３ ｅ５ ｅ６ ｅ７ｅ１

１０ １ １ ００ ００ｖ５

０ １ ０１ ０ １ ０ｖ３ ０

１１ ０ ００ １ｖ４ ０

００ ０ ０ １１ ０１ｖ２

０ ００ １ ０ ０１ ２ｖ１

ｅ２ ｅ８

ｖ１

０

ｏｖ２

如果用ａｉｊ来表示联结点ｖｉ和点ｖｊ的边的数目，则矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｐ×ｐ 称为图Ｇ
的邻接矩阵。例如，图５５的图Ｇ ＝（Ｖ，Ｅ），其邻接矩阵见图５７。

一般说来，图Ｇ 的邻接矩阵比它的关联矩阵的阶数要小得多。所以，通常用邻

接矩阵来表示。

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

ｖ１ １ １ ０ ０ １
ｖ２ １ ０ １ １ ０
ｖ３ ０ １ ０ １ １
ｖ４ ０ １ １ ０ １
ｖ５ １ ０ １ １ ０

图５７

５２ 最短通路问题

最短通路问题是图论中的一个基本问题，它在通讯、石油管道铺设、公路网等实

际问题中有着广泛的应用。

例２ 某公司使用一种设备，这种设备在一定年限内随着时间推移逐渐损坏。

所以，保留这种设备的时间越长，每年的维修费用就越大。现在，我们假设该公司在

６５



一年开始时必须购置一台这种设备。为简单起见，假设计划使用这台设备的时间为５
年，估计这台设备的购置费用和维修费用（单位：万元）如表５１所示：

表５１

第一年到第五年的购买价格 不同使用年龄的设备的维修费

年号 １ ２ ３ ４ ５ 使用年限 ０～１ １～２ ２～３ ３～４ ４～５
价格 ２０ ２０ ２２ ２２ ２３ 维修费 ５ ７ １２ １８ ２５

这家公司希望确定应在哪一年购买一台新设备，使得维修费和新设备的购置费

的总和最小。

解 这个问题可以化为图的问题：考虑六个点ｖ１，⋯，ｖ６，其中ｖｉ（ｉ＝１，⋯，５）

表示在第ｉ年初要购买新设备。ｖ６是虚设点，表示在第五年的年底才购置新设备。再

从点ｖｉ（ｉ＝１，⋯，５）引出向点ｖｉ＋１，⋯，ｖ６的弧，弧（ｖｉ，ｖｊ）表示第ｉ年年初购进的

新设备，一直要使用到第ｊ年（ｊ＝２，⋯，６）的年初。弧（ｖｉ，ｖｊ）上所赋的权为第ｉ年

的购置费加上从第ｉ年初使用到第ｊ年初这段时机器的维修总费用。例如，弧（ｖ１，

ｖ４）上所赋的权 Ｗ（ｖ１，ｖ４）＝２０＋（５＋７＋１２）＝４４（万元），等等。这样，我们就可

以得到一个赋权有向图（图５８）。于是，问题就变成：要在这个赋权有向图中，求一条

总权最小的ｖ１至ｖ６的单向通路的问题，这样的问题就是最短通路问题。

４４

６２

ｏ ｏ ｏ ｏ ｏ ｏ
３４

６２

３４
４６

８７

４４ ３２

３２

ｖ１ －２５－ｖ２ －２５－ｖ３ －２７ｖ４ －２７－ｖ５ ＋２８－ｖ６

图５８

下面，我们介绍求解这一问题的算法。这个算法是Ｄｉｊｋｓｔｒａ（１９５９）提出的。它不

但求出了图中指定的出发点到终点的最短通路，而且也求出了从出发点到图中其他

各点的最短通路。

设在赋权图Ｄ ＝（Ｖ，Ａ）中，所有弧上的权均非负。如果（ｖｉ，ｖｊ）∈Ａ，则令权

Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝＋∞。我们可以把权 Ｗ（ａｉｊ）看作弧ａｉｊ 的长度。现在，要求一条单向

ｖ１－ｖｐ 通路Ｐ，使得∑
ａ∈Ｐ

Ｗ（ａ）最小。

为了简便，我们将起点ｖ１到点ｖｋ 的最短通路的长记为ｄ（ｖ１，ｖｋ）或ｄｋ。

Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的基本思路是很简单的：设Ｓ是Ｖ 的真子集，并且ｖ１∈Ｓ。记Ｓ
～
＝
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Ｖ＼Ｓ如果Ｐ＝ｖ１ｖ２⋯ｖｋｖ是从起点ｖ１到Ｓ
～

的最短通路，我们用ｄ（ｖ１，Ｓ
～

）来表示

此通路的长，则显然有ｖｋ∈Ｓ，ｖ∈Ｓ
～

。并且Ｐ 上的通路ｖ１，⋯，ｖｋ 必然是最短的ｖ１

－ｖｋ 通路（图５９）。

图５９




→→
→

Ｓ

ｏ

ｏｖ

Ｓ～

ｏｖ

↑

ｋ

ｏｖ１

ｏｖ２

所以

ｄ（ｖ１，ｖ）＝ｄ（ｖ１，ｖｋ）＋Ｗ（ｖｋ，ｖ）

ｄ（ｖ１，Ｓ
～

）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｖ１，ｕ）＋Ｗ（ｕ，ｖ）｜ｕ∈Ｓ，ｖ∈Ｓ
～

｝

根据上式，我们提出以下的标号算法：

（１）开始给顶点ｖ１标上（永久）标号ｄ１＝０，其他各点标上临时标号ｄｋ（１）＝

Ｗ（１ｋ），（ｋ＝２，⋯，ｐ），令Ｓ１＝｛ｖ１｝，Ｓ
～
１＝｛ｖ２，⋯，ｖｐ｝。如果设ｍｉｎ｛Ｗ（ａ１ｊ）｝＝

Ｗ（ａ１２），则ｖ２是与ｖ１距离最近的点，即已求出了一条最短ｖ１－ｖ２通路，其长记为

ｄ２。这时，ｖ２获得永久标号ｄ２。

令 Ｓ２＝｛ｖ１，ｖ２｝

Ｓ
～
２＝｛ｖ３，⋯，ｖｐ｝＝Ｓ

～
１＼｛ｖ２｝

下面我们总是用Ｓｍ 记所有得到永久标号的顶点集，用Ｓ
～
ｍ 记所有得到临时标

号的顶点集。

（２）一般地，已有Ｓｍ Ｖ，并且，ｖ１∈Ｓｍ，Ｓ
～
ｍ ＝Ｖ＼Ｓｍ。在Ｓ

～
ｍ 中求一点ｖｋ，

使得ｄｋ＝ｄｋ
（ｍ）＝ｍｉｎ｛ｄｊ

（ｍ）｜ｖｊ∈Ｓ
～
ｍ｝。若ｄｋ＝＋∞，则说明不存在ｖ１到ｖｋ 的

最短通路。否则，令Ｓｍ＋１＝Ｓｍ ∪｛ｖｋ｝，Ｓ
～
ｍ＋１＝Ｓ

～
ｍ＼｛ｖｋ｝。

（３）再修改临时标号：对Ｓ
～
ｍ＋１中的每一个点ｖｊ，令ｄｊ

（ｍ＋１）＝ｍｉｎ｛ｄｊ
（ｍ），ｄｋ＋

Ｗｋｊ｝，其中，ｄｋ 是在（２）中已经求出的。再返回步骤（２），直到 ｍ ＝ｐ－１为止。
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例３ 就图５１０给出从ｖ１到图中各结点的最短通路。

图５１０

ｖ４ｏ２ ５

２

３

２ ２

１ ３ｏ

２

２４ ｖ６ｏｏ

ｏｖ５

ｏｖ３ｖ２

１

０
ｖ１

解 （１）给结点ｖ１以永久性标号０，并给结点２、４以临时性标号（距离；从哪个

结点）：结点２（１；１），结点４（２；１）；

（２）给结点ｖ２以永久性标号１，并给结点ｖ３以临时性标号：结点３（３；２）（因２＜
１＋４，结点４的临时性标号不变）；

（３）给结点ｖ４以永久性标号２，并给结点ｖ５以临时性标号：结点５（５；４）；

（４）给结点ｖ３以永久性标号３，并给结点ｖ６以临时性标号：结点６（５；３）（因１＋
２＋２＝２＋３＝５，结点５的临时性标号不变）；

（５）给结点ｖ５以永久性标号５，不必更新结点ｖ６的临时性标号；

（６）给结点ｖ６以永久性标号５，过程结束。

这样得到从结点ｖ１到图中各结点的最短通路：

结点 距离 最短通路

２ １ ｖ１—ｖ２

３ ３ ｖ１—ｖ２—ｖ３

４ ２ ｖ１—ｖ４

５ ５ ｖ１—ｖ４—ｖ５

６ ５ ｖ１—ｖ２—ｖ３—ｖ６

下面，我们就前面讲到的实例，用Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法，求出最短通路，给出问题的答

案。为此，我们将图５６重新改画如图５１１，以便于观察。

给结点１记永久性标记０。结点２、３、４、５、６分别得到临时性标记２５、３２、４４、６２、８７。

给结点２以永久性标记２５。从结点１出发，通过结点２，分别到达结点３、４、５、６、

的“路程”都较已经有的临时性标记大。故不需要更改现有的临时性标记。

给结点３以永久性标记３２。此时由于：

ｄ（１，３）＋ｄ（３，６）＝３２＋４６＝７８＜８７（结点６已有的临时性标记），
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图５１１

６

４

３ ５

２

１

２８

３４２７２７２５４４

４４ ８７

２５

３２ ６２

３４

４６

３２

６２

应当更改结点６的临时性标记为７８。其余结点的临时性标记不变。

给结点４以永久性标记４４。通过比较无需更改其余结点的现有临时性标记（注

意，此时也有ｄ（１，４）＋ｄ（４，６）＝４４＋３４＝７８）。

给结点５以永久性标记６２。通过比较无需更改其余结点的现有临时性标记。

给结点６以永久性标记７８。问题解完。

答案如下：

结点 距离 从结点１出发的最短通路

２ ２５ １—２
３ ３２ １—３
４ ４４ １—４
５ ６２ １—５
６ ７８ １—３—６（或１—４—６）

所以，应在第三年或第四年购买一台新设备为宜。

５３ 最小生成树问题

定义５３１ 不含圈的连通图称为树。一个无圈的图，如果它的每一支都是树，

则称为森林。

定理５３１ 如果Ｇ 是一棵树，则

（１）Ｇ 的任意两个顶点间有惟一的一条通路；

（２）ｑ＝ｐ－１；

（３）当ｐ≥２时，Ｇ 至少有两个次数为１的顶点；

（４）去掉Ｇ 的任意一条边，则Ｇ 不连通；

（５）不相邻的两顶点间添加一条边，可以得到一个且仅得一个圈。
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证明 设点ｕ，ｖ∈Ｖ。如果有两条不同的ｕ－ｖ通路Ｐ１、Ｐ２，且Ｐ１≠Ｐ２。显然，

Ｇ 中已有一个圈，矛盾。其余请读者自证。

如果Ｇ 的支撑子图Ｔ 是一棵树，则Ｔ 称为图Ｇ 的支撑树（生成树）（图５４）。显

然，任何连通图都有支撑树，并且可能有许多不同的支撑树。

下面我们来讨论连接问题：如果要在若干城镇之间架设电话线，使任何两个城

镇之间都可以直接通话。设城镇ｉ、ｊ间架设电话费用是Ｗｉｊ。这时，就需要确定一个

总费用最小的架设方案。

我们把城镇作为点，连接两点ｖｉ、ｖｊ的边赋以权Ｗｉｊ＞０。这样，问题就转化为要

在赋权图Ｇ 中，求一棵支撑树，使其总权最小。这棵树称为最小支撑树，或最小生成

树，简称最小树。这就是所谓的连接问题。Ｋｒｕｓｋａｌ（１９５９）提出了解决这一问题的算

法，步骤如下：

（１）取ｅ１∈Ｅ（Ｇ），使得 Ｗ（ｅ１）＝ｍｉｎ｛Ｗ（ｅ）｜ｅ∈Ｅ（Ｇ）｝；

（２）一般，如果已经选好边ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｋ，则从边集合Ｅｋ ＝Ｅ＼｛ｅ１，⋯，ｅｋ｝中，

选取ｅｋ＋１，使得满足：

①ｅ１，ｅ２，⋯，ｅｋ，ｅｋ＋１所组成的图不含圈；

②Ｗ（ｅｋ＋１）＝ｍｉｎ｛Ｗ（ｅ）｜ｅ∈Ｅｋ＋１｝。直至选取的边数为ｐ－１条为止。

例４ 图５１２给出了一个实例。

图５１２

ｏｖ４

ｏｖ１

ｏ １２

１８１４２ １３ ２０ ８１６

９ ３

２１７６

４ｏｖ６

ｖ５ ｏｖ３

ｏｖ２

５

解 软件操作结果如下：

（１）选ｖ１∈Ｔ，并取与ｖ１联结的最短边５＝（ｖ１，ｖ６）∈Ｔ，｛ｖ１，ｖ６｝Ｔ。

（２）选取到｛ｖ１，ｖ６｝的最短边２＝（ｖ６，ｖ５），（ｖ６，ｖ５）∈Ｔ，｛ｖ１，ｖ６，ｖ５｝Ｔ。

（３）选取到｛ｖ１，ｖ６，ｖ５｝的最短边，４＝（ｖ６，ｖ２），（ｖ６，ｖ２）∈Ｔ，｛ｖ１，ｖ６，ｖ５，ｖ２｝

Ｔ。

（４）选取到｛ｖ１，ｖ６，ｖ５，ｖ２｝的最短边７＝（ｖ１，ｖ３），（ｖ１，ｖ３）∈Ｔ，｛ｖ１，ｖ６，ｖ５，

７０
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图５１３

４

５

２

ｏ

ｏ

ｖ６

ｖ４

ｏｖ３

ｏｖ２

７

３

ｏｖ１

ｏｖ５

ｖ２，ｖ３｝Ｔ。

（５）选取到｛ｖ１，ｖ６，ｖ５，ｖ２，ｖ３｝的最短边３＝（ｖ３，ｖ４），（ｖ３，ｖ４）∈Ｔ，｛ｖ１，ｖ６，

ｖ５，ｖ２，ｖ３，ｖ４｝Ｔ，整个工作完成。树长２１。

５４ 最大流问题

下面考虑一个有向赋权图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）。对（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，有方向从ｖｉ到ｖｊ，并赋

予两个参数：ｗｉｊ 为该弧的弧容量，ｆｉｊ 为该弧的物流量。我们按（ｗｉｊ，ｆｉｊ）的形式写在

图中每条边的旁边，得到一个网络图。

我们称满足以下条件的流ｆ为可行流：

１弧流量限制条件：０≤ｆｉｊ≤ｗｉｊ （ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ

２平衡条件 ∑ｆｉｊ－∑ｆｊｉ＝
ｖ（ｆ） ｉ＝ｓ
０ ｉ≠ｓ，ｔ
－ｖ（ｆ） ｉ＝

烅
烄

烆 ｔ
式中ｖ（ｆ）称为该可行流的流量，即发点的净输入量或收点的净输出量。ｖｓ 为发点，

ｖｔ 为收点。

网络中，可行流总是存在的（如，所有ｆｉｊ＝０的流）。我们是要研究如何寻求最大

流的问题。网络最大流问题是在网络Ｇ 中，求一个可行流ｆ＝｛ｆｉｊ｝，使其流量ｖ（ｆ）

达到最大，其数学模型是：

ｍａｘｖ（ｆ）

ｓｔ ０≤ｆｉｊ≤ｗｉｊ （ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ

∑ｆｉｊ－∑ｆｊｉ＝
ｖ（ｆ） ｉ＝ｓ
０ ｉ≠ｓ，ｔ
－ｖ（ｆ） ｉ＝

烅
烄

烆 ｔ
这是一个特殊的线性规划问题，自然可用单纯形法求解。但利用图的特点，我们
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介绍Ｆｏｒｄ－Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ标号法。

在网络Ｇ 中，设Ｐ是条从ｖｓ到ｖｔ的通路，在Ｐ上并与Ｐ的方向一致的弧称为前

向弧，在Ｐ 上并与Ｐ 的方向相反的弧称为后向弧。

设｛ｆｉｊ｝是Ｇ 的一个可行流，如果存在一条从始点ｖｓ 到终点ｖｔ 的通路Ｐ，满足：

① 在Ｐ的所有前向弧上，ｆｉｊ＜ｗｉｊ；② 在Ｐ的所有后向弧上，ｆｉｊ＞０，则称Ｐ是

条关于流｛ｆｉｊ｝的可扩充路。

对于网络Ｇ 的一个可行流｛ｆｉｊ｝，如果能找到可扩充路，我们就可以把｛ｆｉｊ｝调整

为流值更大的可行流｛ｆｉｊ′｝。方法如下：

令 ε１＝ｍｉｎ｛ｗｉｊ－ｆｉｊ｜（ｖｉ，ｖｊ）是Ｐ 上的前向弧｝

（如果Ｐ 上无前向弧，就取ε１＝＋∞）

ε２＝ｍｉｎ｛ｆｉｊ｜（ｖｉ，ｖｊ）是Ｐ 上的后向弧｝

（如果Ｐ 上无前向弧，就取ε２＝＋∞）

取ε＝ｍｉｎ｛ε１，ε２｝为调整量，定义｛ｆｉｊ′｝如下：

ｆｉｊ′＝

ｆｉｊ 若（ｖｉ，ｖｊ）不在Ｐ 上

ｆｉｊ＋ε 若（ｖｉ，ｖｊ）是Ｐ 的前向弧

ｆｉｊ－ε 若（ｖｉ，ｖｊ）是Ｐ
烅
烄

烆 的后向弧

容易看出，｛ｆｉｊ′｝仍然是可行流，并且，其流值比｛ｆｉｊ｝的流值大ε。反复这样做下去，

直到网络中不再存在可扩充路，就求得了网络的最大流。

定理５４１ 设｛ｆｉｊ｝是网络的一个可行流，并且，对于｛ｆｉｊ｝来说，不存在可扩充

路，则｛ｆｉｊ｝就是最大流。

Ｆｏｒｄ－Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ于１９５６年提出了找可扩充路的标号算法。我们用下面的一个

例子来说明。

我们从一个零可行流开始，寻找一条可扩充路Ｐ。

（１）给起始点ｖ１以标号（０，＋），成为已标号但尚未检查的点。

（２）按下面的方法对网络中的各点进行检查和标号。设ｖｉ 是已标号而未检查的

点，则：

① 所有以ｖｉ为起点的弧（ｖｉ，ｖｊ），如果ｆｉｊ＜ｗｉｊ，并且ｖｊ未标号，则给ｖｊ以标号

（ｉ，＋）。ｖｊ 成为已标号未检查的点。

② 以ｖｉ为终点的所有弧（ｖｋ，ｖｉ），若ｆｋｉ＞０，而ｖｋ未标号，则给ｖｋ以标号（ｉ，－）。

ｖｋ 成为已标号未检查的点。

进行完以上两步后，ｖｉ 改为已检查的点，在标号下面画一横线。

（３）检查终点是否已得到标号。如果未标号，则重复进行（２）；如果已得到标号，

就转入步骤（４）。
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（４）用“倒向追踪”的方法找出从起点ｖｓ到终点ｖｔ的可扩充路Ｐ：设ｖｔ的标号是

（ｉ，＋），则可扩充路Ｐ 上ｖｔ 的前面的点就是ｖｉ，弧是（ｖｉ，ｖｔ）。一般地，考虑ｖｉ：如果

ｖｉ的标号是（ｊ，＋），则ｖｉ前面的点是ｖｊ，弧是前向弧（ｖｊ，ｖｉ）；如果ｖｉ的标号是（ｊ，－），

则ｖｉ 前面的点是ｖｊ，弧是后向弧（ｖｉ，ｖｊ）。如此进行，直到追踪到出现标号（０，＋）的

起点ｖｓ 为止。这样就得到一条从起点ｖｓ 到终点ｖｔ 的可扩充路Ｐ，转入步骤（５）。

（５）按前面所讲方法进行调整，得到新的可行流｛ｆｉｊ′｝。抹去所有标号，重新返回

步骤（１）。如果找不到｛ｆｉｊ′｝的可扩充路，则计算终止，已得到最大流。

我们可以在软件ＹＡＪ上演示这个过程。下面讨论最大流的另外计算方法。

对于网络Ｇ ＝（Ｖ，Ｅ），如果将Ｖ 剖分为两个非空集合Ｓ、珔Ｓ，使得

ｖｓ∈Ｓ，ｖｔ∈珔Ｓ，并且Ｖ ＝Ｓ∪珔Ｓ，Ｓ∩珔Ｓ＝
则所有起点属于Ｓ，而终点属于珔Ｓ 的弧的集合，称为由Ｓ 决定的截集，记作（Ｓ，珔Ｓ），

该截集中所有弧的容量之和，称为这个截集的容量，记作Ｃ（Ｓ，珔Ｓ）。其中容量最小的

截集称为最小截集。

定理５４２ 在任何网络中，最大流的流值等于最小截集的容量。

我们不去证明这个定理，但可以用这个定理对刚才的例子，找出最小截集，验证

定理的结论。

调整量ε＝２调整后的可行流如图５１４

→

→ ← →

→

↓ ↓

→

→

：

ｖ５

２０
３０３０

８０

７０

１００

８０

７０

６０ ｖ４ｖ２

ｖ３

ｏ

ｏ

ｏｖ１ ｏｖ６

ｏ

ｏ

图５１４

５５ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＮＥＴ 决策支持系统

５５１ 观察ＮＥＴ 决策支持系统

这个程序包含三个所谓纯网络算法：最短通路，最大流，和最小生成树算法。这

个程序要求一个包含有由弧所联结的结点的网络，用以表示问题。最短通路算法，找

从始点到网络上任一其他点的最短通路；最大流算法，求从源到汇的最大流；最小
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生成树算法，求出联结所有结点的弧的总长度。

本程序解具有数十个分枝和结点的网络问题。网络结点从１开始，顺序编号。网

络数据输入是逐枝进行。对于每一枝的数据，包含始点，终点和这两个点之间的距

离，或流入 ／流出流。在数据输入以后，你就可以解问题，并显示其结果。

５５２ 问题输入

这个程序可解具有数十个枝 ／弧和结点的网络问题。选取下列算法中的一个算

法：① 最短通路算法，② 最大流算法，③ 最小生成树算法。

（１）你可以输入枝的名字（不超过６个字符），缺损名是 Ｂ１，⋯，Ｂｎ。

（２）从１开始，对每个结点顺序编号。

（３）你可以按任意顺序输入每一枝 ／弧。

５５３ 解答实例 ——— 分别以前面三类问题的例子做出解答

１图５１０给出的例子

步骤（１）：永久性标号结点１，更新下列结点，并标上临时性标号（即距离，结点）：

结点２（１；１），结点４（２；１）

步骤（２）：永久性标号结点２，更新下列结点，并标上临时性标号（即距离，结点）：

结点３（３；２）

步骤（３）：永久性标号结点４，更新下列结点，并标上临时性标号（即距离，结点）：

结点５（５；４）

步骤（４）：永久性标号结点３，更新下列结点，并标上临时性标号（即距离，结点）：

结点６（５；３）

步骤（５）：永久性标号结点５，更新下列结点，并标上临时性标号（即距离，结点）：

没有

步骤（６）：永久性标号结点６，更新下列结点，并标上临时性标号（即距离，结点）：

没有

最后的最短通路

结点 距离 从结点１出发的最短通路

２ １ １—２
３ ３ １—２—３
４ ２ １—４
５ ５ １—４—５
６ ５ １—２—３—６

２图５１２给出的例子
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步骤（１）：连接结点１，到已连接结点最近的未连接结点是：结点６；最短距离（从

结点１到结点６具有距离）是５
步骤（２）：连接结点６，到已连接结点最近的未连接结点是：结点５；最短距离（从

结点６到结点５具有距离）是２
步骤（３）：连接结点５，到已连接结点最近的未连接结点是：结点２；最短距离（从

结点６到结点２具有距离）是４
步骤（４）：连接结点２，到已连接结点最近的未连接结点是：结点３；最短距离（从

结点１到结点３具有距离）是７
步骤（５）：连接结点３，到已连接结点最近的未连接结点是：结点４；最短距离（从

结点３到结点４具有距离）是３

最后的最短生成树

树上的分枝 距离

１—３ ７
１—６ ５
３—４ ３
６—２ ４
６—５ ２

整个距离 ＝２１

３可扩充路的标号算法例子（题见第７２页）

在软件ＹＡＪ上按要求输入，解答结果如下：

最大流算法的详细步骤

步骤１：流 ＝３，由分支４—５确定；所选择的通路是：１—２—４—５—６
步骤２：流 ＝３，由分支２—４确定；所选择的通路是：１—２—４—６
步骤３：流 ＝７，由分支１—３确定；所选择的通路是：１—３—５—６

最后的流

分支 网络流

１—２ ６
１—３ ７
２—４ ６
３—５ ７
４—５ ３
４—６ ３
５—６ １０

整个最大流 ＝１３

７５



第六章 关键路线法

在现代化的工业生产、农业生产、科学研究等各项活动中，如何合理地进行组织

计划，统筹安排，使预定的任务能顺利完成，是一件十分重要的事情。一些比较简单

的任务，只包含几项活动（工序），只要凭经验或简单的分析，就可以得到比较合理的

安排。但是，一项大的工程项目，往往包括成千上万个活动，这些活动之间又有着相互

依赖的关系，要对这样的工程进行合理的组织、调度，就不是单凭经验所能解决的了。

我们将本章的关键路线法及下一章的计划评审技术，按照华罗庚教授的称呼，

统一叫做统筹方法，又称网络分析技术。统筹方法是利用数学来研究、分析一项工作

的合理组织与安排的科学方法，它在众多领域有着广泛的应用。

统筹方法的基础是画出统筹图。统筹图是全面反映一项任务的各个活动（工序）

之间的相互关系及先后次序的一个网络图。在统筹图上，对任务的各项活动进行分

析和计算，有助于管理人员更合理地、科学地进行组织和管理。

６１ 统筹图

将统筹方法应用于某项工程的组织安排时，首先要将这项任务分解成若干个活

动（或称为工序），并弄清这些工序之间的先后关系和完成每道工序所需要的时间。

这里，工序是指一项有具体内容的、经过一定时间后才能完成的生产过程。然后，用

图论的方法，按这些工序的先后关系，及各项工序的完成时间做出一个网络图（赋权

有向图）。最后，给图中的所有顶点进行编号，这时得到的图，称统筹图。

６１１ 任务的分解和分析

把一项任务分解为若干道工序，确定各工序间的相互关系，是一项复杂的调查

研究工作。
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例１ 某盖房子的工程有１７道工序，每道工序所需时间及先后关系如表６１：

表６１

工序 工序内容 紧前工序 时间（天）

Ａ 基础 － ６
Ｂ 准备大桥、柱子 － ３
Ｃ 木制房顶骨架 Ａ、Ｂ ２
Ｄ 砌砖 Ａ、Ｂ ２
Ｅ 下水道工程 Ａ、Ｂ １
Ｆ 运输地面混凝土 Ｅ ２
Ｇ 卫生工程 Ｃ、Ｆ ３
Ｈ 布线工程 Ｃ、Ｆ ２
Ｉ 煤气、自来水工程 Ｃ、Ｆ ３
Ｊ 抹墙壁（灰泥干燥） Ｇ、Ｈ、Ｉ １０
Ｋ 地面加工 Ｊ ３
Ｌ 洗脸间、厨房瓷砖工程 Ｊ ４
Ｍ 屋顶与雨棚 Ｄ、Ｃ、Ｆ ２
Ｎ 雨水落水管工程 Ｍ １
Ｏ 墙壁涂漆 Ｋ、Ｌ １
Ｐ 电气工程 Ｏ ２
Ｑ 庭园修饰工程 Ｎ ５

一般地说，一道工序所需要的时间就是完成这一工序的工时定额。若没有工时

定额，或工时定额不能确切定出时，可按下面公式给出一个估计（三点估计）：

该工序所需时间 ＝ａ＋４ｍ＋ｂ
６

其中，ａ——— 最快可能完成该工序的工时，

ｂ——— 最慢可能完成该工序的工时，

ｍ——— 最大可能完成该工序的工时。

６１２ 画图

在将一项任务分解成若干工序之后，我们用网络图来表示这一任务。用一条弧

表示一道工序，这道工序的开工和完工分别用这条弧的起点和终点来表示。弧的起

点和终点称为事件。每个顶点（事件）都给一个编号，并且每条弧起点的编号一定要

小于终点的编号，这样的编号称为正规编号。可以证明：在没有有向圈的有向图中，至

少存在一个顶点，它不是任何弧的终点。并且，这样的有向图一定有正规编号。

画图时，要根据任务分解表，由第一道工序开始，依先后顺序由左到右画出，直

７７



到最后一道工序为止。

下面我们继续讨论前面的例子。由表６１知，Ａ、Ｂ是平行作业，故要虚设一结点

为工程的起点０。Ａ、Ｂ 同是Ｃ、Ｄ、Ｅ 的紧前工序，如图６１（ａ）。继续按表往下画，Ｆ
是Ｅ 的紧后工序，且Ｃ、Ｆ 同是Ｇ、Ｈ、Ｉ的紧前工序，Ｊ又是这三道工序的紧后工序，

所以这里也要设置虚工序，同时又知，Ｄ、Ｃ、Ｆ 同是Ｍ 的紧前工序，这里也要用虚工

序。此时，有图６１（ｂ）。继续按表往下作图，并将每一工序时间写出，按时间先后、

结点序号进行调整，得到图６２。

图６１
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图６２
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５

３
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→

→

９

→１０ １１ Ｌ→４ Ｏ→１ １４

→ １５

１３

Ｃ

→

２ Ｐ２







→

１２

Ｋ３

８

４

Ｉ３

Ｇ３
Ｊ１０

Ａ６

Ｄ２
Ｎ１ Ｏ５Ｍ２

Ｅ１ Ｈ












２

注意：要正确地画出统筹图，必须注意以下几点：

（１）在统筹图上不能出现有向圈。

（２）一条弧以及与它关联的顶点（事件）只能代表一道工序。

（３）用好虚工序：为了准确地表达工序之间的先后顺序而增加的工序，其完成时

间为零。

（４）平行作业：为了加快一个工序的完成，往往可以将一个工序分解成两个或更

多的工序同时进行。在画图时也可以用虚工序表示这一过程，如图６３。

（５）交叉作业：为加快完成一项任务的进度，我们经常在一道工序未完成时，就
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图６３

→

Ａ Ｂ Ｃ Ｃ

Ｂ３

Ａ

Ｂ２ ｏ







ｏＢ
→

１

ｏ





ｏ

→ → → →
→
→ｏｏ ｏｏ ｏｏ

开始紧后工序的工作，而不必等待前一工序全部完成。在画图时要利用虚工序和增

加顶点的方法。例如Ａ ＝Ａ１＋Ａ２＋Ａ３，Ｂ＝Ｂ１＋Ｂ２＋Ｂ３，Ｃ＝Ｃ１＋Ｃ２＋Ｃ３，进

行交叉作业，则可画出如下网络图（图６４）：

图６４

Ｃ３Ａ３ Ｂ３

Ｂ１

Ｃ２Ｂ２

Ａ１

Ａ２

Ｃ１

→
↓

ｏｏ




ｏ

ｏ





Ｓ→→



ｏ

→→




ｏ ｏ








→→

ｏ

ｏ→ｏｏ

而不能画成：

图６５

Ｂ１Ａ１

Ａ３ Ｃ３

Ｃ１

Ａ２ Ｂ２ Ｃ２

→→








ｏＢ















→
３ｏ ｏｏ

→ →

















ｏ ｏｏ

→→→

→

ｏ ｏｏ ｏ






ｏ

否则，Ａ３的紧前工序不但有Ａ２，而且还有Ｂ１；Ｂ３的紧前工序不但有Ａ２、Ｂ２，而且还

有Ｃ１。这显然不符合实际情况。

（６）外单位协作的工序要明确标在所需工序上。

（７）先画草图，然后加以整理。比如，在画好的统筹图中，如果不是任何弧的终点

的顶点不止一个，则可以把它们合成一个顶点，它是整个图的起点。同时，把不是任

何弧的起点（如不止一个）合成一个顶点，它是整个图的终点。

（８）对活动数量大的网络图可以分块绘制，通常可以按工程部位、日历时间或箭
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线位置分块。

６２ 关键路线

网络图的作出，这只是计划工作的第一步。往往由于计划的原因造成生产上的

不协调，经常发生窝工或浪费劳力、资金等现象，这就要求计划工作必须准确地估算

出工程每道工序所用的时间、费用 ——— 简称工序时间、工序费用等，以及确定工程

从开始到结束总的可利用时间和费用，从而确定在有限资源情况下，如何安排时间、

劳力、资金，使得此项工程按时完工或提前完工。另外，有时因外界因素或者一些偶

然事件，经常需要考虑某些工序是否可以推延完成时间，但又不至于影响总工程的

进度。这一系列问题，就是计划工作中需要进一步研究的重要环节。

我们先从下面一个简单的网络图的分析入手。

图６６中，结点１是起点，结点６是终点，计９道工序。箭杆上所写数字是每道工

序需要的时间。从１到６共有７条通路（相应的时间记为Ｔ）：

Ｌ１：１→２→４→６ Ｔ１＝１＋２＋５＝８
Ｌ２：１→２→４→５→６ Ｔ２＝１＋２＋２＋２＝７
Ｌ３：１→２→３→４→６ Ｔ３＝１＋２＋５＋５＝１３
Ｌ４：１→２→３→４→５→６ Ｔ４＝１＋２＋５＋２＋２＝１２
Ｌ５：１→３→４→６ Ｔ５＝５＋５＋５＝１５
Ｌ６：１→３→４→５→６ Ｔ６＝５＋５＋２＋２＝１４
Ｌ７：１→３→５→６ Ｔ７＝５＋３＋２＝１０

图

→

→

→

→
↓

６６

↓

２

５

→

→

１ ６２

５ ２

１ ５

２

３

２

４

→
５

３

由此可看出，第五条路所用时间最长。如果这条路上所有工序都能按时结束，也就是

说，这条路上三道工序都能在五天内完工，则整个工程肯定在１５天内按时完成。这

样，第五条路就成了整个工程的关键路线了。
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我们把网络图中时间最长的路线称为关键路线，其他路线称为非关键路线。关

键路线上的工序叫做关键工序。

我们可以看出这样的事实，如果关键路线上的所有工序都能按时完成，或提前

完成，则总工程一定可以按时完成或提前完成；但若关键路线上哪一道工序延误了

时间，则整个工程肯定要推迟完工时间。然而，非关键路线上的非关键工序没有这样

的影响（在一定的变化幅度内）。

由此可见，关键路线是总工程的重点。除了在时间上它起到决定性作用外，在降

低费用，合理利用人力、物力上也起到重要作用。非关键工序可适当推迟完工时间，

也就是可以适当减少人力、物力，而将这些人力、物力加强到关键工序上去，既可以

避免生产中的窝工现象，又可节省劳力、减少开支。因此，关键路线的确定在工程管

理上具有非常重要的意义。

非关键路线和关键路线在计划工作中也不是一成不变的。因为在调整过程中，

非关键路线上的工序若时间长了，就有可能转化为关键工序。所以，两者之间的关系

是相对的、可变的。

例２ 找出图６２的关键路线。

它的关键路线有两条：

０→２→３→４→８→１０→１１→１３→１４→１５；

０→２→３→４→９→１０→１１→１３→１４→１５。

长均为２９，所以全工程需要２９天完工。

６３ 网络参数计算

网络图上仅仅反映出各工序的时间还不够，还必须使管理人员一眼就能看清楚

哪些工序什么时间开工、什么时间完工、开工和完工可活动的时间有多少，以便管理

人员根据生产进度和资源情况更合理安排和调度生产计划。这就对有关时间的一系

列参数进行计算。

１工序最早可能开工时间

紧前工序最早完工的时间就是紧后工序最早可能开工时间，记为ｔＥＳ（ｉ，ｊ）。

２工序最早可能完工时间

按工序最早可能开工时间开始，且完成该工序任务所需要的时间称为工序最早

可能完工时间，记为ｔＥＦ（ｉ，ｊ）。有

ｔＥＦ（ｉ，ｊ）＝ｔＥＳ（ｉ，ｊ）＋ｔ（ｉ，ｊ）
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３工序最迟开工时间

网络图中非关键工序在不影响紧后工序生产的情况下，可推迟开工时间的上界

为工序最迟开工时间。这就是说，若再推迟开工时间的话，就会影响紧后工序按时开

工了。将此记为ｔＬＳ（ｉ，ｊ）。

４工序最迟完工时间

按工序最迟开工时间开始，且完成该工序任务所需时间为工序最迟完工时间，

记为ｔＬＦ（ｉ，ｊ）。有

ｔＬＦ（ｉ，ｊ）＝ｔＬＳ（ｉ，ｊ）＋ｔ（ｉ，ｊ）

５工程最早完工时间

网络图中，关键路线上所有工序都是按最早开工时间开工的情况下，总工程所

用的时间称为工程最早完工时间，记为ＴＥ。

６最早结点时间

某一结点（ｉ）最早可能开工时间的时间称为最早结点时间，记为ｔＥ（ｉ）。这个时

间是从工程始点到该结点最长路线各工序的时间和。显然有

ｔＥ（０）＝０，ｔＥ（ｉ）＝ｍａｘ
ｋ＜ｉ

｛ｔＥ（ｋ）＋ｔ（ｋ，ｉ）｝，ｉ＝１，⋯，ｎ
其中，ｔＥ（ｋ）是结点（ｉ）相邻的前面一个结点（ｋ）的最早结点时间。ｎ 是工程终点的

标号。在网络图中，为了表示出每个最早结点时间，就将ｔＥ（ｉ）写在方框内，填在结

点左下方。

７最迟结点时间

某一结点（ｉ）最迟必须完成的时间称为最迟结点时间，记作ｔＬ（ｉ）。这个时间是

从计划完成时间中减去某一结点（ｉ）到终点（ｎ）的最长时间间隔。所以从终点开始

由右向左递推，即可得到所有结点的最迟时间，显然有

ｔＬ（ｎ）＝ｔＥ（ｎ）＝ＴＥ
ｔＬ（ｉ）＝ｍｉｎ

ｉ＜ｋ
｛ｔＬ（ｋ）－ｔ（ｉ，ｋ）｝，ｉ＝ｎ－１，ｎ－２，⋯，１，０

其中，ｔＬ（ｋ）是结点（ｉ）后面的（按工序顺序）结点ｋ的最迟时间。

在网络图上，将结点（ｉ）的ｔＬ（ｉ）写在三角形框内，填在该点右下方。应用前面

的公式，对例１上各结点算出最早、最迟结点时间（请读者自己验证）如图６７。

８总机动时间

某工序可以推迟开工的时间称为该工序总机动时间，记为Ｒ（ｉ，ｊ）。有

Ｒ（ｉ，ｊ）＝ｔＬＳ（ｉ，ｊ）－ｔＥＳ（ｉ，ｊ）＝ｔＬＦ（ｉ，ｊ）－ｔＥＦ（ｉ，ｊ）

对于关键工序来说，因ｔＬＳ ＝ｔＥＳ，ｔＬＦ ＝ｔＥＦ，故关键工序总机动时间为零。我们

常常用此判定一工序是否为关键工序。

９自由机动时间
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在不影响紧后工序最早开工的前提下，工序最早结束时间可以推迟的时间称为

该工序的自由机动时间，记为ｒ（ｉ，ｊ）：

ｒ（ｉ，ｊ）＝ｔＥＳ（ｊ，ｋ）－ｔＥＦ（ｉ，ｊ）， ｉ＜ｊ＜ｋ
在网络图上，我们清楚地看到，关键路线上的每个结点有ｔＥ（ｉ）＝ｔＬ（ｉ）。而且

Ｒ（ｉ，ｊ）＝０，ｒ（ｉ，ｊ）＝０。

但在非关键工序上，Ｒ（ｉ，ｊ）≠０。这样，我们可以在非关键工序上减少人力、物力，推

迟工序时间，减少费用支出，增加到关键工序上去，当然，推迟时间不能超过Ｒ（ｉ，ｊ）。

在实际工作中，人们有多种办法对网络计划进行优化。

６４ 突击施工分析

我们的软件ＹＡＪ中，提供的ＣＰＭ 决策支持系统可以帮助我们进行突击施工分

析。根据需要，在可能条件下，可以适当压缩工程的完工时间，出现突击施工期限。按

这个新的期限完工的线路可能不止一条。我们要求列举出所有这样的关键线路，以

及算出由于突击施工所增加的突击施工费用。

要想做到这一点，需要事先给出每一个工序的有关参数：正常施工期限ａ、突

击施工期限ｂ、正常施工费用ｃ、突击施工费用ｄ。显然，条件ｂ＜ａ，ｄ＞ｃ是必要的。

我们可以用表格或每边赋有四个权数的赋权图来记录这一事实。就图６２，我们再增

添几个参数如表６２：
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表６２

工序名 始点 终点 正常施工期限 突击施工期限 正常施工费用 突击施工费用

Ａ１ １ ２ １ ０５ １ １５
Ａ２ １ ３ ５ ３ ５ １０
Ａ３ ２ ３ ２ １ ２ ３
Ａ４ ２ ４ ２ １５ ２ ２５
Ａ５ ３ ４ ５ ４ ５ ８
Ａ６ ３ ５ ３ ２ ３ ４
Ａ７ ４ ５ ２ １ ２ ３
Ａ８ ４ ６ ５ ２ ５ １２
Ａ９ ５ ６ ２ １５ ２ ２５

前面已经求出了没有突击施工条件下的关键线路：１→３→４→６；关键工序

Ａ２、Ａ５、Ａ８；完工时间１５。容易求出整个工程正常施工费用：

１＋５＋２＋２＋５＋３＋２＋５＋２＝２７
现在，我们研究如何进行突击施工分析。比如，根据需要，欲压缩工期四天，问当

如何安排？

先观察上表，发现对关键路线上的关键工序可作这样的压缩：Ａ２减少２天；Ａ５
减少１天；Ａ８减少１天（不是通过Ａ２减少２天，Ａ８减少２天来完成，虽然那样将可

减少些突击施工费用，但又要涉及到工序 Ａ７或Ａ９）。新的施工期限分别为３天，４
天，４天。增加突击施工费用分别为５，３，及２３３３３。关键路线完工时间为１１天，总的

费用为３７３３３３。而且，在１１天完工的路线应该有四条：

１→２→３→４→５→６，即工序Ａ１，Ａ３，Ａ５，Ａ７，Ａ９；

１→３→４→５→６，即工序Ａ２，Ａ５，Ａ７，Ａ９；

１→２→３→４→６，即工序Ａ１，Ａ３，Ａ５，Ａ８；

１→３→４→６，即工序Ａ２，Ａ５，Ａ８。

它们都是关键路线。

再比如，要压缩工期５天。除在原来关键工序Ａ２，Ａ５上分别减少２天、１天外，只

有对工序Ａ８减少２天了（即使要较多地增加施工费用）。另外，为了保证整个工程１０
天完成，对前面已经求出的第一、第二道关键工序上的关键工序Ａ７必须压缩１天。

这样，就需要增加突击施工费用：

（１０－５
２

）×２＋（８－５
１

）×１＋（１２－５
３

）×２＋（３－２
１

）×１

＝５＋３＋４６６６６＋１＝１３６６６６
总的施工费用就是２７＋１３６６６６＝４０６６６６，整个工程１０天完工。
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关键工序仍然是前面所列出的四条不变。

６５ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＣＰＭ 决策支持系统

６５１ 观察ＣＰＭ 决策支持系统

这个程序使用关键路线方法（ＣＰＭ）给出数百个活动的设计。每个活动假定有

持续的活动时间和费用。输入和修改数据都很容易。而且，问题的数据可以存储到磁

盘上，并从上面读出。这个程序假定，每个网络使用“活动－弧”格式。

在一个设计方案做出后，你不仅可以显示最早开始时间（ＥＳ），最迟开始时间

（ＬＳ），最早完成时间（ＥＦ）和最迟完成时间（ＬＦ），而且，也可以显示每个活动的松

弛时间和临界状态。此外，如果工程有多重评审通路，这个程序也将显示网络的近１０
个通路。

这个程序允许你定义活动的名字（不超过６个字符）。缺损的名字是Ａ１，Ａ２，⋯，

Ａｎ。注意，像结点一样，对活动也必须从１开始，按照领先关系顺序编号。

６５２ 问题输入

这个ＣＰＭ 程序，可以解决数百个活动的安排设计。

在输入问题时，请按照下列约定：

（１）活动名字可以包含到６个字符。

（２）持续时间，连同小数点，可以包含６个阿拉伯数字。

（３）费用，连同小数点，可以包含６个阿拉伯数字。

（４）如果你没有ｃｒａｓｈ时间和费用，就输入空格。

（５）开始结点编号，必须小于结束结点编号。

６５３ 问题求解

当解一个问题时，你可以选择显示ＣＰＭ 方法的所有中间结果。如果你已经输入

了ｃｒａｓｈ时间和ｃｒａｓｈ费用，你也可以实施ｃｒａｓｈ分析。

如果你的工程网络有多重评审通路，这个程序可以显示到１０条通路。下面我们

对图６６给出的例子进行微机操作，并按表６２的数据进行突击施工分析。在 ＹＡＪ
上按要求输入数据，给出解答：
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１不进行突击施工分析的结果：

工序号 工序名 最早开始 最晚开始 最早完成 最晚完成 松弛时间ＬＥ－ＥＳ

１ Ａ１ ０ ２００００ １００００ ３００００ ２００００
２ Ａ２ ０ ０ ５００００ ５００００ 关键工序

３ Ａ３ １００００ ３００００ ３００００ ５００００ ２００００
４ Ａ４ １００００ ８００００ ３００００ １００００ ７００００
５ Ａ５ ５００００ ５００００ １００００ １００００ 关键工序

６ Ａ６ ５００００ １００００ ８００００ １３０００ ５００００
７ Ａ７ １００００ １１０００ １２０００ １３０００ １００００
８ Ａ８ １００００ １００００ １５０００ １５０００ 关键工序

９ Ａ９ １２０００ １３０００ １４０００ １５０００ １００００
完成时间 ＝１５，整个费用 ＝２７

Ａ５
３ ４ ６

Ａ２
１

Ａ８
ＣＰ＃１

２进行突击施工分析

（１）压缩工期：４天。

（２）突击施工执行情况：

突击施工工序Ａ２，压缩时间单位２，新的期限３，增加费用５，

突击施工工序Ａ５，压缩时间单位１，新的期限４，增加费用３，

突击施工工序Ａ８，压缩时间单位４，新的期限４，增加费用２３３３３３３。

（３）完成时间 ＝１１，整个费用 ＝３７３３３３３３。

（４）关键线路：

１
Ａ１ Ａ３

２
Ａ５

３ ４
Ａ９

５ ６
Ａ７

ＣＰ＃１

１
Ａ２ Ａ５

３ ４ ５ ６
Ａ９Ａ７

ＣＰ＃２

１
Ａ１ Ａ３

２ ４ ６
Ａ８Ａ５

３ＣＰ＃３

１
Ａ２ Ａ５

３ ４
Ａ８

６ＣＰ＃４
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第七章 计划评审技术

任何一项大的任务是否能完成，与该任务各阶段的计划、调度和控制的质量密

切相关。一般来说，除非运用某种计划和协调方法，阶段数不可能非常多，否则就会

在管理 上 失 去 控 制。有 一 种 运 筹 方 法 是 计 划 评 审 技 术（ＰｒｏｇｒａｍＥｖａｌｕａｔｉｏｎａｎｄ
ＲｅｖｉｅｗＴｅｃｈｎｉｑｕｅ，ＰＥＲＴ），或称计划评审法。它有助于在大型任务中管理和控制人

力、材料、设备和时间的利用。ＰＥＲＴ可以用来找出任务中的关键部分，做出必要的

调整，为的是能按期完成任务的进度计划。它最适用于包含很多不确定因素的大规

模的研究和开发任务。

计划评审技术是在１９５８—１９５９年发展起来的，当时美国海军北极星导弹的计

划采用了这种方法，使之比原计划期限提前了１８～２４个月。从１９５９年起，计划评审

技术几乎已成功地应用于各种大企业中。

关键路线法（ＣｒｉｔｉｃａｌＰａｔｈＭｅｔｈｏｄ，ＣＰＭ）是另一种计划和协调办法。它在建筑

工业中得到发展。因为这两种方法是建立在网络模型的基础上，所以又统称为网络

分析技术。

我国在２０世纪６０年代初期便开始推广和应用网络分析技术，取得了较好的效

果。１９６５年，著名数学家华罗庚教授在推广这项技术时，称其为“统筹法”，即统筹安

排的意思。实践证明，统筹法是一个十分有效的科学管理方法。

７１ 计划评审技术网络

ＰＥＲＴ 分析的第一阶段是要确定在整个任务完成以前必须先做完的工作（或工

序），每一工序需要的时间和资源。资源可以是人、钱、材料、设备或空间。很明显，并

不是所有工序都能同时完成的，某些工序未完成以前，有一些工序是不能开始的。

一项任务的各工序之间的关系可以用网络来表示，网络由点和箭头组成。箭头
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表示工序：箭头尾部表示某工序开始，而箭头前端表示该工序已结束；点表示工序

的开始和完成；小圆圈表示的点称为事件（ｅｖｅｎｔ）。事件表示所有进入该点的工序为

已完成，而所有离开该点的工序为刚开始。事件并不需要时间和资源，它们只表示某

些工序完成而其余工序开始的时刻。当所有到达该事件的工序都已完成，则称事件

已完成。

在某些给定事件未完成以前，从该事件出发的工序是不能开始的。某工序在事

件ｉ开始而在事件ｊ结束，则用工序（ｉ，ｊ）表示。

图７１中，事件１表示任务开始，而事件６表示任务完成。工序（１，３）和工序（２，

３）都完成以后，事件３才完成。同样，事件３完成以前，工序（３，６）不能开始。当工序

（５，６）、工序（３，６）、工序（４，６）全部完成时，最终事件６才算完成。

图７１

④

→
→

① → →

②

→
→ →

→

→⑥③

⑤

网络表示各工序间的相互关系，构成网络的规则如下：

① 事件１表示事件开始，从事件１出发的工序前面没有其他先行工序；

② 事件 Ｍ 表示事件的完成，Ｍ 是事件的最大数；

③ 工序（ｉ，ｊ）在事件ｉ开始，在事件ｊ结束；

④ 对每一工序（ｉ，ｊ）来说，ｉ＜ｊ；

⑤ 对于固定一个ｊ值来说，在事件ｊ完成以前，所有工序（ｉ，ｊ）必须完成；

⑥ 每个工序（ｉ，ｊ）必须是惟一的。

规则 ⑥ 的含意如下：如果两个或两个以上的工序从事件ｉ开始到事件ｊ结束，

则我们需要虚设一些事件和时间为零的工序。例如，在图７２中，有两个不同的工序

ａ和ｂ，要在事件３开始，在事件７结束。（ａ）图所示是错误的。而要引入虚设事件６
和虚设工序（６，７），如（ｂ）图所示。虚箭头表示虚设工序。虚设事件６表示工序ａ 完

成，而事件７表示工序ａ和ｂ都完成。

根据规则⑥，假设ａ，ｂ，ｃ，ｄ是必须完成的４个工序，工序ａ和ｂ必须在工序ｃ之

前完成，但只有工序ｂ要在工序ｄ 之前完成。这可以用图７３表示，加一条虚线表示

虚设工作。
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图７２

→

→
⑦

→
③

⑦③







→ →

⑥

（ａ） （ｂ

→

）

→② ④

ａ

→ｂ ｄ

→ 









① ③ →ｃ

图７３

７２ 工序的时间估计

必须先有ＰＲＥＴ 网络中各工序的时间估计，才能使网络成为有用的计划和协调

方法。通常有如下三种估计：

ａ——— 最乐观时间（ＯｐｔｉｍｉｓｔｉｃＴｉｍｅ），每件事进行得比预期的顺利，而没有延迟

的期望时间。

ｍ——— 最可能时间（ＭｏｓｔＬｉｋｅｌｙＴｉｍｅ），实际最可能的完成时间。

ｂ——— 最悲观时间（ＰｅｓｓｉｍｉｓｔｉｃＴｉｍｅ），差不多每件事都出差错的期望时间。

根据这三个估计时间ａ，ｍ，ｂ，每个工序的平均完成时间，即期望完成时间估计

为

ＥＴ ＝ａ＋４ｍ＋ｂ
６

（＝ １
２

（ａ＋２ｍ
３ ＋２ｍ＋ｂ

３
）— 华罗庚解释）

与此类似，每个工序完成的方差可估计为

σＥＴ
２＝（ｂ－ａ

６
）２

我们可以在工序网络图上，将这些数据写在该工序箭头旁边。
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７３ 网络图的时间参数及计算方法

７３１ 事件的最早时间（ＥａｒｌｉｅｓｔＴｉｍｅ，ＴＥ）

算出各工序的期望完成时间以后，可用来计算各事件的期望完成时间。对每个

事件来说，从起始事件到该事件可能经过的每条路线上各工序所需时间之和，其最

大总和即为该事件最早期望完成时间。实际上，我们可以采用如下算法：假设

ＥＴ（ｉ，ｊ）——— 工序（ｉ，ｊ）的期望完成时间

ＴＥ（ｊ）——— 事件ｊ的最早期望完成时间

则对某固定ｊ值，有：

ＴＥ（ｊ）＝ｍａｘ
ｉ

［ＴＥ（ｉ）＋ＥＴ（ｉ，ｊ）］

ＴＥ（１）＝０
这里，（ｉ，ｊ）为到达ｊ所有工序。每一事件的ＴＥ 时间，表示事件能完成的最早时间。

其条件为：通向该事件的每条路线上的各工序（ｉ，ｊ）能准确地在ＥＴ（ｉ，ｊ）时间内完

成。计算最终事件的ＴＥ 值的路线称为网络的关键路线，关键路线上的工序时间总

和大于通过网络的任何其他路线的工序时间总和。

７３２ 事件的最迟时间（ＬａｓｔｅｓｔＴｉｍｅ，ＴＬ）

标题内的参数，是在假设所有后续事件都能按期完成的条件下，不延误总任务

完工期限的最迟允许的某事件发生时间。为了计算事件的 ＴＬ 值，可沿着给定事件

和最终事件之间的各条路线，从任务的计划完成时间中减去累计的各工序时间，所

得结果中的最小一个就是该事件的ＬＦ 值。即，

ＴＬ（ｉ）——— 事件ｉ的最迟时间，对某个固定ｉ值，可得

ＴＬ（ｉ）＝ｍｉｎ
ｊ

［ＴＬ（ｊ）－ＥＴ（ｉ，ｊ）］

这里，（ｉ，ｊ）是从事件ｉ出发的所有工序。这个公式是个递推公式，可以计算ＴＬ（ｉ），

ｉ＝Ｍ，Ｍ－１，Ｍ－２，⋯，２，１。而取ＴＬ（Ｍ）＝ＴＥ（Ｍ），或ＴＬ（Ｍ）＝ＳＤ——— 任

务的计划完成时间。

７３３ 工序最早开始时间（ＥａｒｌｉｅｓｔＳｔａｒｔ，ＥＳ）

一个工序必须等它之前工序结束后才能开始，在这之前是不具备开始条件的，

这个时间就叫做工序的最早开始时间或称最早开工期。工序的最早开始时间等于箭
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尾事件的最早时间：

ＥＳ（ｉ，ｊ）＝ＴＥ（ｉ）

７３４ 工序最早完成时间（ＥａｒｌｉｅｓｔＦｉｎｉｓｈ，ＥＦ）

工序的最早完成时间，或称最早完工期，就是该工序的最早开始时间加上本工

序所需要的时间：

ＥＦ（ｉ，ｊ）＝ＥＳ（ｉ，ｊ）＋ＥＴ（ｉ，ｊ）

７３５ 工序最迟完成时间（ＬａｔｅｓｔＦｉｎｉｓｈ，ＬＦ）

工序的最迟完成时间，或称最迟完工期，等于该工序箭头事件的最迟时间：

ＬＦ（ｉ，ｊ）＝ＴＬ（ｊ）

７３６ 工序最迟开始时间（ＬａｔｅｓｔＳｔａｒｔ，ＬＳ）

一项工序，有一个或几个紧后工序。为了不影响紧后工序如期开工，该工序必须

有一最迟必须开始的时间，这个时间就叫做工序的最迟开始时间或称最迟开工期。

工序最迟开始时间等于该工序的最迟结束时间减去该工序时间的差：

ＬＳ（ｉ，ｊ）＝ＬＦ（ｉ，ｊ）－ＥＴ（ｉ，ｊ）

７３７ 工序的总时差 ———Ｓ（ｉ，ｊ）

工序的总时差，是指在不影响整个任务的完工期的前提下，一项工序的完工期

可以推迟多长时间。其计算是：

Ｓ（ｉ，ｊ）＝ＬＳ（ｉ，ｊ）－ＥＳ（ｉ，ｊ）

或

Ｓ（ｉ，ｊ）＝ＬＦ（ｉ，ｊ）－ＥＦ（ｉ，ｊ）

我们称总时差为零的工序（事件）为关键工序（事件）；总时差为零的路线为关

键路线，在这条路线上总周期最长。

７３８ 工序的单时差 ———ｓ（ｉ，ｊ）

工序的单时差，等于紧后工序的最早开工时间减去本工序的最早完成时间，或

等于箭头事件的最早时间减去本工序的最早完成时间：

ｓ（ｉ，ｊ）＝ＥＳ（ｊ，ｋ）－ＥＦ（ｉ，ｊ）

或

ｓ（ｉ，ｊ）＝ＴＥ（ｊ）－ＥＦ（ｉ，ｊ）
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７３９ 事件的时差 ———Ｓ（ｉ）

Ｓ（ｉ）＝ＴＬ（ｉ）－ＴＥ（ｉ）

计算和利用时差，是网络分析的一个重要问题。时差又常常叫做松弛时间（Ｓｌａｃｋ
Ｔｉｍｅ）。下面，我们给出一个例子（见表７１）：

表７１

工 序

时间 １→２ １→３ １→４ ２→５ ３→４ ３→６ ４→５ ４→７ ５→７６→７
ａ ２２０ １５１ ５００ ６００ ２００ ５５１ １７６ ４００ ５００ ２５１
ｍ ２４５ ６１２ ９９０ ７５０ ５００ １０２１ ４０６ ８１６ １０３８ ５６１
ｂ ６００ １０００ １５３９ １２００ ８００ １４００ ６００ １１３５ １３４９ １１００

其相应的网络图（见图７４）尽可能地给出了参数：

Ｐ＝０７

２ＳＤ＝６ σＴＥ＝４
⑥

ＴＥ＝１５
ＳＤ

→
＝１６
⑤

→

→

⑦①

③

ＳＤ＝４
②

ＴＥ＝０
→④

Ｐ＝０８４

σ２
→＝１５

ＳＤ＝１８
ＴＥ

→

→
＝１６

ＥＴ＝１０

σ２＝２

ＴＥ＝６
Ｐ＝０５

→

→
２

ＴＥ＝８

ＳＤ＝１０

Ｐ＝０２８
ＴＥ＝１１

ＥＴ＝１０
ＴＥ＝２５
Ｐ＝０５

ＥＴ＝６，σ２＝２

σＴＥ＝５５
ＳＤ＝２５

２

σ
２ ＝０
４

σ２＝３ＥＴ
＝６σ ２

＝２
σ
２ ＝１ＥＴ
＝５

σ２＝２

ＥＴ＝１

→

０

σＴＥ＝２２

σ
２ ＝０

５

ＥＴ＝８

σＴＥ＝３２

σＴＥ＝０４２

σＴＥ＝３５
σ２＝１

ＥＴ

＝３

ＥＴ
＝４

图７４

７４ 关键路线

通过ＰＥＲＴ网络的最长路线称为关键路线（ＣｒｉｔｉｃａｌＰａｔｈ），沿着这条路线可得最

终事件的ＴＥ 值。

取ＴＬ（Ｍ）＝ＳＤ（Ｍ）——— 任务的计划完成时间，作为一个参考点。相应的松弛

时间为：
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Ｓ（Ｍ）＝ＴＬ（Ｍ）－ＴＥ（Ｍ）＝ＳＤ（Ｍ）－ＴＥ（Ｍ）

如果希望最终事件严格如期完成，则Ｓ（Ｍ）＝０。关键路线上各事件的松弛时间等

于最终事件的松弛时间，将为０。

ＰＥＲＴ 分析的一个主要目的是突出关键路线，可以将系统外的资源或非关键路

线上的各工序的资源提供给关键路线上各工序。与此相关的是，第一项任务的实际

工作开始后，ＰＥＲＴ 网络可以根据所有最新的信息每周、每月或根据需要进行更新。

这些信息可以包括计划日期，现有的资源，工序时间估计，实际完成时间，等等。

需要注意，工序（ｉ，ｊ）是关键路线上的工序，它必须满足三个条件：

①ＴＬ（ｉ）－ＴＥ（ｉ）＝Ｓ（Ｍ），

②ＴＬ（ｊ）－ＴＥ（ｊ）＝Ｓ（Ｍ），

③ＴＥ（ｊ）－ＴＥ（ｉ）＝ＴＬ（ｊ）－ＴＬ（ｉ）＝ＥＴ（ｉ，ｊ）。

这里，Ｓ（Ｍ）是最终事件的松弛时间。

图７４中的关键路线用宽箭头表示。其上每一个工序满足上面三个条件，结果是：

关键路线为 ①—③—④—⑤—⑦；完工周期为２５。

７５ 事件按时完成的概率

ＰＥＲＴ 网络中规定了一个（或一个以上）事件的计划完成时间，特别是最终事件

的计划完成时间几乎总是给定的。应用计划完成时间，以及每个工序完成时间的平

均值和方差可以决定事件按期完成的概率。惟一必要的假设是：每事件完成时间服

从正态分布其平均值为ＴＥ，方差为σＴＥ
２，σＴＥ

２为各工序时间的方差之和，这些工序

都处在用以计算ＴＥ 的那条路线上。

例如，在图７４中，

ＴＥ（４）＝ＥＴ（１，３）＋ＥＴ（３，４）＝６＋５＝１１
于是

σＴＥ
２（４）＝σ（１，３）

２＋σ（３，４）
２＝２＋１＝３

值得注意的是，σ（ｉ，ｊ）
２是工序（ｉ，ｊ）完成时间的方差。

对ＰＥＲＴ 网络中较早的事件作正态分布的假设可能不太恰当，但是对较迟的事

件上述假设是十分恰当的。较迟事件的完成时间是几个工序完成时间之和，其中每

个都有确定的平均值和方差，根据中心极限定理，事件的完成时间趋于正态分布。

假设：Ｔ——— 某事件完成时间，

ＴＥ———Ｔ 的期望值，

９３



σＴＥ
２———Ｔ 的方差，

ＳＤ——— 该事件预期完成时间。

则 Ｔ ～Ｎ（ＴＥ，σ２
ＴＥ）

可以证明

Ｚ＝Ｔ－ＴＥ
σＴＥ

～Ｎ（０，１）

如果我们要计算某事件按期或提前完成的概率，此概率为：

Ｐ（Ｔ ≤ＳＤ）＝∫
ＳＤ

－∞
Ｎ（ＴＥ，σ２

ＴＥ）ｄｔ＝∫
ＳＤ－ＴＥ
σＴＥ

－∞
Ｎ（０，１）ｄｔ

例如，在图７４中，我们决定任务按期或提前完成的概率，与此类似，事件

５［ＳＤ（５）＝１６］按期或提前完成的概率为：

Ｐ［Ｔ ≤ＳＤ（５）］＝Ｐ（Ｔ ≤１６）＝∫
１６

－∞
Ｎ（１５，３５）ｄｔ＝∫

１６－１５
槡３５

－∞
Ｎ（０，１）ｄｔ＝０７０２

７６ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＰＥＲＴ 决策支持系统

７６１ 观察ＰＥＲＴ 决策支持系统

这个 程 序 解 决 上 百 个 活 动 的 工 程 网 络，使 用 的 方 法 是“计 划 评 审 技

术”（ＰＥＲＴ）。活动持续时间假定是β分布，具有三个时间估计：乐观的、可能的和悲

观的。对于输入和修改数据，程序提供了一个方便的格式。ＰＥＲＴ 假定每个网络都用

“弧上记录活动”的格式。

在你的网络被解出以后，你可以选择显示最早开始时间（ＥＳ），最晚开始时间

（ＬＳ），最早完成时间（ＥＦ）和最晚完成时间（ＬＦ）。如果工程网络有多重关键线路，

ＰＥＲＴ 将显示网络的多到１０条关键线路。此外，你还可以实施概率分析。

程序的概率计算，假定诸活动是无关的，而且，所有线路也是无关的。还假定你

的网络拥有足够大的活动数目，以致可以使用正态分布。因此，当活动不是无关时，

或者活动数目不是很大时，下面分析可能会高度偏倚。

７６２ 输入问题

ＰＥＲＴ 程序可以分析数百个活动的网络。

（１）活动名可以包含到６个字符。
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（２）持续时间可以包含６个阿拉伯数字（连同小数位）。

（３）始点编号必须小于终点编号。

其他约定同前１６２。

７６３ 求解问题

当解一个问题时，你可以显示ＰＥＲＴ 方法的中间结果。如果你的工程网络有预

先的特殊计划，你也可实施概率分析。当你的工程网络有多重关键线路时，ＰＥＲＴ 程

序可显示到１０条关键线路。

我们以表７１所给数据进行微机操作。

在ＹＡＪ上，按要求输入后，显示结果如下：

工序 工序 最早开始 最晚开始 最早完成 最晚完成 松弛

号 名 期望时间 方差 ＬＳ－ＥＳ
１ Ａ１ ３００００ ０４０１１ ０ ３９９８４ ３００００ ６９９８３ ３９９８３
２ Ａ２ ５９９８３ ２００２２ ０ ０ ５９９８３ ５９９８３ 关键工序

３ Ａ３ ９９９８３ ２９９８７ ０ １００００ ９９９８３ １０９９８ １００００
４ Ａ４ ８００００ １００００ ３００００ ６９９８３ １１０００ １４９９８ ３９９８３
５ Ａ５ ５００００ １００００ ５９９８３ ５９９８３ １０９９８ １０９９８ 关键工序

６ Ａ６ １００５８ ２００２２ ５９９８３ ８９４３３ １６０５７ １９００２ ２９４５０
７ Ａ７ ４００００ ０４９９４ １０９９８ １０９９８ １４９９８ １４９９８ 关键工序

８ Ａ８ ７９９８３ １５００６ １０９９８ １７００２ １８９９７ ２５０００ ６００３３
９ Ａ９ １０００２ ２００２２ １４９９８ １４９９８ ２５０００ ２５０００ 关键工序

１０ Ａ１０ ５９９８３ ２００２２ １６０５７ １９００２ ２２０５５ ２５０００ ２９４５０
整个工程期望完成时间 ＝２５

关键线路：ＣＰ＃１（具有方差５５０３８２８）：

１３４５７
下面再进行概率分析。

１什么是你的计划时间？２５
在ＣＰ＃１上：方差 ＝５５０３８２８，标准差 ＝２３４６０２４，

在２５天完成概率是０５，全部工程完工概率，在２５天是０５。

２什么是你的计划时间？２８
在ＣＰ＃１上：方差 ＝５５０３８２８，标准差 ＝２３４６０２４，

在２８天完成概率是０８９９５１９１，全部工程完工概率，在２８天是０８９９５１９１。

３什么是你的计划时间？２２
在ＣＰ＃１上：方差 ＝５５０３８２８，标准差 ＝２３４６０２４，

在２２天完成概率是０１００４８０９，全部工程完工概率，在２２天是０１００４８０９。
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第八章 动态规划

动态规划是用于许多类型的数学方法。在一些领域中动态规划已用来解决各种

问题，例如，资源分配、货物装运、设备更新、排序、生产计划和存贮等。然而，动态规

划只是解决问题的一种“方法”，而不是用来解决这些问题的一种算法。因此，对每种

类型的问题需要单独的（动态规划）算法。

动态规划法涉及多级决策的最优化。它把已知问题分为许多级（阶段）或许多子

问题，然后，按顺序解决子问题，直到最后解决初始的问题。这种方法将问题按时间

分为阶段，决策随时间阶段而变动，“动态”的含义就寓于其中了。动态规划法的核心

是Ｂｅｌｌｍａｎ所提出的最优化原理，即：最优策略具有这样的性质，即不论其初始状态

和初始决策如何，其余的决策必须按照第一个决策所造成的状态构成最优策略，这

是一个十分重要的概念。虽然，可以应用动态规划确定大量各种各样问题的最优解，

但并不是用这一方法求解所有问题时都是有效的方法。要确定什么情况下应用动态

规划为宜，经验和创造性是指导性的因素。

在这一章，我们重点讲解三个问题：最短路线问题、背包问题、生产和存储

问题。

８１ 最短路线问题

最短路线问题（ＳｔａｇｅｃｏａｃｈＰｒｏｂｌｅｍ）即为公共马车问题。

图８１为一线路网络，其中有１０个结点，①、②、⋯、⑩。要从 ① 点铺设一条管道

到 ⑩ 点，弧上数字表示两点间的距离（公里）。要求选择一条从 ① 到 ⑩ 的铺管路线，

使总距离最短。

如何求解这个问题？最容易联想到的方法是穷举法：把整个线路前后综合一起

考虑，列出所有可能的路线。这里一共有１６条不同的路线，比较得结果是
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图８１

→

① ⑩

→ →

→

②

④

③
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→

→
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→

⑥

⑤

→

→
→

→

→

→
→

⑧

⑨

５
９

８

１２

→

→

阶段

→

⑦

５

１

２
１４

６

１２

１３

１０
４

２（３）１（４） ３（２） ４（１）

３

２

６
５

１１
１１

①———③———⑤———⑧———⑩，这条路线的距离最短，其距离为１９公里。

这个方法尽管求出了结果，但却不可取。当网络很复杂时，几乎办不到。动态规

划就是针对这类问题，为减少计算工作量而提出的一种新方法。应用于此例，求解方

法如下：

首先将整个网络分成四个阶段，仍如图８１所示：顺序编号，逆序思考。我们从

最右边阶段做起。称 ⑧、⑨ 为本阶段的输入结点，⑩ 为输出结点。这个阶段结果为

表８１

输入结点 决策线路 到终点的最短距离

８ （８，１０） ５
９ （９，１０） ２

考虑阶段３。从 ⑤ 出发，有两条路线到阶段４的输入结点。由

ｍｉｎ｛（５，８）＋（８，１０），（５，９）＋（９，１０）｝＝ｍｉｎ｛３＋５，９＋２｝＝８＝（５，８）＋（８，１０）

这里，（ｉ，ｊ）也表示弧长，应取决策线路⑤———⑧。对⑥、⑦进行同样的计算，得到表８２。

表８２

输入结点 决策线路 输出结点 到终点的最短距离

５ （５，８） ８ ８
６ （６，９） ９ ７
７ （７，９） ９ １２

考虑阶段２。有三个输入结点，三个输出结点。比如，考虑 ③，由

ｍｉｎ｛（３，５）＋（５，８），（３，６）＋（６，９），（３，７）＋（７，９）｝＝（３，５）＋（５，８）＝６＋８＝１４，

当取决策线路 ③———⑤。对 ②、④ 进行同样的计算，得到表８３。
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表８３

输入结点 决策线路 输出结点 到终点的最短距离

２ （２，５） ５ ２０
３ （３，５） ５ １４
４ （４，６） ６ １９

大家或许已经注重到，当计算一个阶段中任一输入结点到终点的最短距离时，

都用到了前阶段中算出的最优结果，这样做大大节省了工作量。

现在，再考虑阶段１。容易求出 ① 到 ⑩ 的最短距离为：

ｍｉｎ｛２＋２０，５＋１４，１＋１９｝＝１９
这个阶段的决策线路为 ①———③。

最后，纵观整个网络，就得到从始点到终点的最短路径（见表８４）：

表８４

阶段 决策线路

１（４） （１，３）

２（３） （３，５）

３（２） （５，８）

４（１） （８，１０）

最优线路为 ①———③———⑤———⑧———⑩，距离为５＋６＋３＋５＝１９公里。

最短路线问题优化原理：如果某一结点是整个网络最优化路线中的一点，则该

点到终点的最短路径也在网络的最优化路径中。此原理容易用反证法证明，前面指

出的计算特点，就是基于这个优化原理。

８２ 动态规划中的几个名词和符号

上一节已经讲过，求最短线路，不是从整个网络上看，而是从将问题分成几个阶

段，每一阶段形成一个子问题，所有子问题解决了，整个问题也就解决了。至于每个

子问题要注意哪些问题，我们以阶段３（２）为例，作进一步分析。

最短路径在阶３（２）为（５，８），但在求得最优解之前，起始点 ⑤是不知道的，也可

能是 ⑥ 点或 ⑦ 点。这是在求解过程中的一个变量，称为这个阶段的输入变量，用ｘ３

表示，它的取值范围是⑤、⑥、⑦。然而，最优路径经过⑤点不是在阶段３（２）中，而是

在阶段２（３）中决定的，也就是ｘ３的解不是阶段３中所求的内容。因此阶段３中的子
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问题只好分别假定 ⑤、⑥、⑦ 是输入结点，找出它们的输出结点 ——— 要利用阶段４
的结果。

当假定 ⑤ 是阶段３的输入结点时，由它走向阶段４的路径，可能是（５，８），也可

能是（５，９），这又是阶段３要解决的一个变量，称为阶段３的决策变量，用ｄ３表示。求

解ｄ３的决策标准是 ⑤ 点到终点的路径距离最短，要利用阶段４的结果。求得ｄ３后，

自然就得到了这个阶段的输出结点 ⑧。阶段３的输出也相应有一个变量，称为阶段３
的输出变量，用ｘ４表示。类似的，可以求出 ⑥ 和 ⑦ 的决策变量和输出变量。

用以上符号，阶段３的子问题可以表示为图８２。

图

→ →

↓

８２

ｘ４ｘ３

ｄ３

阶段３

阶段３的输出变量ｘ４也正是阶段４的输入变量。

将上述求解过程推广到一般，对有ｎ 个阶段的动态规划问题，令，

ｘｋ＝ 阶段ｋ的输入（阶段ｋ－１的输出）变量，

ｄｋ＝ 阶段ｋ的决策变量。

则求解过程为：

图８３

ｄ

→ → →

ｋ ｄｎ

阶段

ｎ（１）

ｘｎ阶段

ｋ（ｎ－ｋ）

ｄ

→ → →

１

ｘ２阶段

１（ｎ）

ｘｋｘ１ ｘｋ＋１ ｘｎ＋１

在整个路线中，输入输出变量ｘｋ 是重要的因素，它们将ｎ个阶段偶合一起。在任

何阶段ｋ，我们要知道输入变量ｘｋ，从而选出最好的决策变量ｄｋ。输出变量ｘｋ＋１ 取

决于输入变量和决策变量：

ｘｋ＋１＝ｆｋ（ｘｋ，ｄｋ）

我们叫它是阶段变换函数，又叫这个阶段某输入结点到某输出结点的距离为该阶

段的指标函数值，它取决于输入变量和决策变量。在不同的问题中，指标函数有不同的

具体含义，如它可以表示为一个阶段的支付或者价值。它一般表示为ｒｋ＝（ｘｋ，ｄｋ）。

考虑了阶段的变换函数和指标函数，ｎ 个阶段的动态规划问题可以用下面的形

式表达其变换关系：
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图８４

阶段→

↓

↓

ｋ
ｘｋ＋１＝ｆ（ｘｋ，ｄｋ

→
）

ｄｋ

ｘｋ

ｒｋ＝ｒｋ（ｘｋ，ｄｋ） ｋ＝１，２，⋯，ｎ

每个阶段有两个输入：状态变量和决策变量。也有两个输出：一个新的状态变

量ｆ（ｘｋ，ｄｋ）和一个指标函数ｒｋ（ｘｋ，ｄｋ）。

若对阶段ｋ输入一个ｘｋ，则可以求得该阶段和已讨论阶段的最优总指标函数，

以符号ｇｋ（ｘｋ）表示。例如，前面例题中，有：

ｇ３（ｘ３＝ 结点 ⑤）＝８，ｇ３（ｘ３＝ 结点 ⑥）＝７，⋯

８３ 背包问题

背包问题（ＫｎａｐｓａｃｋＰｒｏｂｌｅｍ）是动态规划中经常遇到的一类问题，它的原始意

义是：旅行者携带的背包中所能装的物品重量有一定的限度，它是已知的。旅行者

要从ｎ 种物品中挑选若干数量装入背包，一方面总重量不超过背包所能携带的限

度，另一方面又要使所携带物品的总价值最大。问题是应当挑选哪几种物品，各物品

的份量又是多少？假定每件物品的单位重量和单位价格都是已知的。

例１ 某工厂要做来年的生产计划，准备在四种产品中挑选一定的数量进行生

产，情况如表８５所示。

表８５

产品 待加工的数量 单位产品加工时间（月） 单位产品价格（元）

第一种 ５ １ １５００
第二种 ３ ３ ５０００
第三种 ２ ４ ７０００
第四种 ３ ５ ８０００

这里，所挑选的产品，一方面要能在一年内加工完毕，另一方面要使总生产价格

最大。可供生产的总时间是一年的１２个月，相当于“背包”的“总容量”，单位产品的

加工时间相当于这种物品的“单位重量”，所要生产的产品总的加工时间不能超过
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“背包的总容量”１２个月。所以该问题可归结为背包问题来解。

首先将问题划分为四个阶段。在第ｋ阶段决定生产第ｋ种产品的件数，ｋ＝１，２，３，４。

阶段４ 考虑所有可能的输入状态，具体见表８６：

表８６

ｘ４ 最优ｄ４ ｘ５ ｇ４（ｘ４）＝ｒ４（ｘ４，ｄ４）

０ ０ ０ ０
１ ０ １ ０
２ ０ ２ ０
３ ０ ３ ０
４ ０ ４ ０
５ １ ０ ８０００
６ １ １ ８０００
７ １ ２ ８０００
８ １ ３ ８０００
９ １ ４ ８０００
１０ ２ ０ １６０００
１１ ２ １ １６０００
１２ ２ ２ １６０００

阶段３ 考虑所有可能的输入状态，列表如下：

表８７

ｘ３ 最优ｄ３ ｘ４ ｇ３（ｘ３）＝ｒ３（ｘ３，ｄ３）＋ｇ４（ｘ４）

０ ０ ０ ０
１ ０ １ ０
２ ０ ２ ０
３ ０ ３ ０
４ １ ０ ７０００
５ ０ ５ ８０００
６ ０ ６ ８０００
７ ０ ７ ８０００
８ ２ ０ １４０００
９ １ ５ １５０００
１０ ０ １０ １６０００
１１ ０ １１ １６０００
１２ ０ １２ １６０００
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阶段２ 考虑所有可能的输入状态，见表８８：

表８８

ｘ２ 最优ｄ２ ｘ３ ｇ２（ｘ２）＝ｒ２（ｘ２，ｄ２）＋ｇ３（ｘ３）

０ ０ ０ ０

１ ０ １ ０

２ ０ ２ ０

３ １ ０ ５０００

４ ０ ４ ７０００

５ ０ ５ ８０００

６ ２ ０ １００００

７ １ ４ １２０００

８ ０ ８ １４０００

９ ０ ９ １５０００

１０ ２ ４ １７０００

１１ １ ８ １９０００

１２ １ ９ ２００００

阶段１ 因为计划内总计有１２个月，ｘ１＝１２，ｄ１的取值范围为０，１，２，３，４，５。

最优决策为ｄ１＝１。即：

表８９

ｘ１ 最优ｄ１ ｘ２ ｇ１（ｘ１）＝ｒ１（ｘ１，ｄ１）＋ｇ２（ｘ２）

１２ １ １１ ２０５００

最后结果为：

表８１０

产品 生产件数 收益 剩余生产时间

１ １ １５００ １１
２ １ ５０００ ８
３ ２ １４０００ ０
４ ０ ０ ０

另 若当年只能安排１０个月生产，又当如何安排？——— 只在第四阶段考虑即

可，这实际是最优解的灵敏度计算（请大家给出答案）。
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８４ 生产和库存问题

某工厂生产一种产品，经过对市场情况的调查了解后，预测了今后三个月内可

能出售的产品数量，同时也估算了厂内三个月对该产品的生产能力、存储容量、单位

产品的生产成本和库存费用，如表８１１：

表８１１

月份 可销售量 生产能力 存储容量 单位产品生产成本 单位产品存储费

１ ２ ３ ２ ８００ １５０

２ ３ ２ ３ ７００ １５０

３ ３ ３ ２ １０００ ２００

问如何安排生产计划，在厂内生产和库存能力许可的条件下，既满足市场需求，又能

使总的生产和库存总费用最少（在一月份开始生产时已有库存一件）？

用动态规划解决此问题，首先还是将整个问题分为若干阶段。这里，按时间分为

三个阶段，每月为一个阶段，仍然逆序考虑。

在第ｉ个阶段，我们用ｘｉ表示状态变量 ——— 库存件数；ｄｉ表示决策变量 ——— 生

产件数；ｒｉ（ｘｉ，ｄｉ）表示指标函数 ——— 生产与库存费用之和。

阶段３ 这个阶段是这样一个子问题：

ｍｉｎｇ３（ｘ３）＝ｒ３（ｘ３，ｄ３）

＝１０００ｄ３＋２００（ｘ３＋ｄ３－３）

＝１２００ｄ３＋２００ｘ３－６００

ｓｔ

ｘ３＋ｄ３－３≤２，或ｘ３＋ｄ３≤５

ｄ３≤３

ｘ３＋ｄ３≥３

ｄ３≥

烅

烄

烆 ０
我们将其结果列如下表（ｄ 表示最优决策）：
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表８１２

ｘ３ ｄ
３ ｘ４ ｇ３（ｘ３）

０ ３ ０ ３０００
１ ２ ０ ２０００
２ １ ０ １０００
３ ０ ０ ０

阶段２ 解子问题：

ｍｉｎｚ＝ｇ２（ｘ２）

＝７００ｄ２＋１５０（ｘ２＋ｄ２－３）＋ｇ３（ｘ３）

＝８５０ｄ２＋１５０ｘ２－４５０＋ｇ３（ｘ３）

ｓｔ

ｘ２＋ｄ２－３≤３，或ｘ２＋ｄ２≤６

ｄ２≤２

ｘ２＋ｄ２≥３

ｄ２≥

烅

烄

烆 ０
现在，考虑ｘ２的所有可能值得到最优决策ｄ

２ ，如表８１３：

表８１３

ｒ２（ｘ２，ｄ２）＋ｇ３（ｘ３）

ｄ２

ｘ２
０ １ ２ ｄ

２ ｇ２（ｘ２） ｘ３＝ｘ２＋ｄ２－３

０ － － － － Ｍ －
１ － － ４４００ ２ ４４００ ０
２ － ３７００ ３５５０ ２ ３５５０ １

表中横线为不可行解；Ｍ 是一个很大的价格，因为当输入ｘ２＝０时无可行解，

用一个很大的数 Ｍ 是避免ｘ２＝０发生在最优解中。

阶段１ 目的是根据开始时库存量ｘ１＝１，决定阶段的生产量ｄ１，并使本阶段

的指标函数值ｒ１（ｘ１，ｄ１）＋ｇ２（ｘ２）最小。应解子问题：

ｍｉｎｚ＝９５０ｄ１＋１５０ｘ１－３００＋ｇ２（ｘ２）

ｓｔ

ｘ１＋ｄ１≤４

ｄ３≤３

ｘ１＋ｄ１≥２

ｄ１≥

烅

烄

烆 ０
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结果如下：

表８１４

ｒ１（ｘ１，ｄ１）＋ｇ２（ｘ２）

ｄ１

ｘ１
０ １ ２ ３ ｄ１

 ｇ１（ｘ１） ｘ２＝ｘ１＋ｄ１－２

１ － Ｍ ６１５０ ６２５０ ２ ６１５０ １

至此，三个子问题已经求解完毕。将三个子问题综合来看，从最后的第一个问题

往回反推至第三个子问题，就得到整个问题的解。

已知
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（表８１４） （表８１２）（表８１４） （表８１３）（表８１３）
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＝１

ｄ１
＊

























＝２ ｄ３
＊＝３ｄ２

＊＝２

ｘ２＝１ ｘ３＝０

ｒ３（ｘ３，ｄ３）＝３０００ｒ１（ｘ１，ｄ１）＝１７５０ｒ２（ｘ２，ｄ２）＝１４００

最优总指标函数即与最优解ｄ１
 ＝２，ｄ２

 ＝２，ｄ３
 ＝３相对应的总生产和库

存费用为：

ｇ１（ｘ１）＝１７５０＋１４００＋３０００＝６１５０（元）

与表８１４的结果相同。

由以上各节的内容可看出，动态规划适用于这样的问题：一个大问题可以划分

为几个阶段，每个阶段形成一个子问题。各个阶段是相互联系的，每个阶段都要作出

决策，并且一个阶段的决策，常影响下一个阶段的决策，从而影响整个过程的活动路

线。各个阶段所确定的决策构成一个决策序列，称为一个策略。由于各个阶段可供选

择的决策往往可能不止一个，因而就形成有许多策略可供我们选取，对应于一个就

有确定的活动效果，效果是可以用数量来衡量的。这样，策略不同，效果也不同。多阶

段决策问题，就是要在允许选择的那些策略中间，选择一个最优策略，使在给定的标

准下达到最好的效果。

在动态规划求解过程中，作为整个过程的最优策略具有这样的性质：无论过去

１０５



状态和决策如何，对其决策所形成的状态而言，余下的决策必须构成最优策略，这是

动态规划的最优化原理。利用这个原理可以把多阶段决策的求解过程看成是一个连

续的递推过程，由后向前逐步推算。在求解时，各状态前面的状态和决策，对其后面

的子问题而言，只不过相当于其初始条件而已，并不影响后面过程的最优策略。

在动态规划递推过程中，每个阶段的优化方法可按不同的问题而不同。除表格

方法外，还有线性规划方法、整数规划中的分支定界法、网络方法（最小通路）、匈牙

利法、微积分方法等等，去求解各个子问题。但任何方法，对解一系列子问题比解整

个原问题总是要容易。这是动态规划方法的一个特点，也是一个优点。

动态规划求解问题的一个突出弱点是所谓维数问题，即当问题中的变量个数

（维数）太大时，由于计算机存储器容量和计算速度的限制而会无法求解。

８５ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＤＰ 决策支持系统

８５１ 观察ＤＰ 决策支持系统

这个程序包含三个所谓动态规划算法：最短路线问题、背包问题和生产存储控

制问题。ＤＰ程序可解的问题，允许拥有数十个阶段，每个阶段有数十个状态。解答过

程使用逆序解法：从最后一个阶段（到达终点的阶段）到第一个阶段。

对于最短路线问题，要求给出的数据是：阶段数，每个阶段的状态数，以及逐次

阶段上两个状态的距离。对于背包问题，要求给出每个阶段的空间需求量和返回值。

对于生产 ／存贮控制问题，要求给出需求量，单位产品存储费用，单位产品生产费用

和每个阶段的组织费用。在这个程序中所使用的阶段变换函数和返回函数，假定是

线性的。

８５２ 输入问题

（１）回答下列问题，以便确定你的问题的大小。

（２）联结发点的阶段定义成第一阶段，而联结终点的阶段定义成最后一个阶段。

（３）下列问题是为配合你的特殊 ＤＰ 问题所设计的。

（４）ＥＳＣ 键，允许你从开始重新进入。

（５）／键，允许你重新进入前一个问题。

（６）在你输入一个问题时，函数菜单允许你修改数据。
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８５３ 求解问题

（１）最短路线问题

仍以８１的例题为例，显示结果如前面叙述，最后结果如表８４。

（２）背包问题

仍以８３的例题为例，显示结果几乎与前面讲述内容完全一样。

（３）生产和存储问题

仍以８４的例题为例，显示结果如下：

阶段（时期）３：

输入存储量 生产 输出存储量 最小总费用

０ ３ ０ ３０００
１ ２ ０ ２０００
２ １ ０ １０００
３ ０ ０ ０

阶段（时期）２：

输入存储量 生产 输出存储量 最小总费用

０ ０ －３ 不能用

１ ２ ０ ４４００
２ ２ １ ３５５０

阶段（时期）１：

输入存储量 生产 输出存储量 最小总费用

１ ２ １ ６１５０

最后解：

时期

（阶段）

开 始

存储量
生产 开办费 生产费

结 束

存储量
保管费

总的

费用

１ １ ２ ０ １６００ １ １５０ １７５０
２ １ ２ ０ １４００ ０ ０ １４００
３ ０ ３ ０ ３０００ ０ ０ ３０００

总费用 ＝６１５０
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第九章 库存论

商店为了满足顾客的需要，必须有适当数量的库存货物来支持经营。一旦某种

物品缺货，就要损失营业额；工厂中零备件缺货，会造成停工损失；医院里血库贮血

不够就不能供应急救手术。总之，为了保证各类系统的正常运行，需要后备资源，库

存物品要不断得到补充。

那么，是否库存量越大越好呢？过高的库存，对于经营是不利的：它占有大量流

动资金；需要大量的行政管理和库存费用；长期保管的物品会变质、过期失效等，

也要造成经济损失。所以需要有一个科学的方法来处理何时补充库存以及补充多少

的问题，这就是本章研究的对象。

库存理论（ＩｎｖｅｎｔｏｒｙＴｈｅｏｒｙ）是运筹学最早成功的应用领域之一。早在１９１５年，

哈里斯（Ｈａｒｒｉｓ）对商业中的库存问题建立了一个简单模型，并求得了最优解，但未被

人们重视。１９１８年威尔逊（Ｗｉｌｓｏｎ）重新得出了哈里斯公式，这就是下面介绍的确定

性模型和威尔逊公式。模型称作确定性的是因为模型中不考虑随机因素。第二次世

界大战后，带有随机因素的库存模型也得到了研究，在模型中考虑到了需求量的随

机性。目前，库存理论的兴趣已转到了多种商品、多个库存点的理论。

９１ 库存论中的几个要素

商品不断地通过供 ——— 存 ——— 销三个环节来满足需要。在这样一个系统中，管

理人员可以通过控制购入的时间及购入量来调节系统的运行，使供求关系更合理。

典型的库存问题如图９１。

１需求

对库存系统来讲，需求就是它的输出。需求量可以通过市场销售的数据进行处理

得到，它可以是一个随机变量。例如，某种型号的自行车每天的销量就可以看作一个随
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图９１

→ →库存购（补充供应） 销（需求）

机变量。需求量也可以是一个常量，如自动生产线上每个班对某种零件的需求量。

２补充供应

它是使库存系统运行的输入。库存物品的补充可以是订货，也可以是生产，要解

决的是什么时间补充以及补充多少的问题。有些情况下，从订货到收货之间有一段

滞后时间，滞后时间也分常数与随机变量两种类型。

３库存策略

库存策略给出何时补充以及补充多少的一个方案。一个库存系统，为了了解库

存量的多少需要进行检查。一类是连续型的，即对任一时刻ｔ，我们可以知道库存水

平Ｉ（ｔ）；另一类是周期性的检查，即时刻ｋｔ（ｋ＝１，２，⋯）的库存水平是已知的，ｔ是

一个常数，称检查周期。在库存策略中常用的是（ｓ，Ｓ）型策略，ｓ叫订货点，Ｓ叫库存

水平。在连续检查的系统中，一旦库存量达到ｓ，则立即订货（或生产）。其订货量

Ｑ ＝Ｓ－ｓ。因此，由ｓ确定订货时间，由Ｑ＝Ｓ－ｓ确定订货量。在周期检查的系统

中，若在某一个检查ｋｔ，库存水平Ｉ（ｋｔ）＜ｓ，则立即订货，订货量为Ｑ＝Ｓ－Ｉ（ｋｔ）。

若Ｉ（ｋｔ）≥ｓ，则该时刻不订货。

４费用

它包括进货、保管、缺货损失引起的费用等。进货费用通常有如下形式：

Ｃ（ｚ）＝
Ｋ＋ｃｚ ｚ＞０
０ ｚ＝｛ ０

这里ｚ为进货量，Ｋ 为每进一次进货所需的固定费用（如手续费，最小的起运费或生

产准备费等），ｃ为货物的单位价格（或单位成本）。

保管费用，它包括库存费用、保险费、税金以及保管过程中的损耗等。

缺货费用，用来衡量因为缺货而带来的损失。缺货造成的直接损失是营业额的

损失，使收入减少。缺货还使企业的信誉受到损失。如果是医院血库缺血，还会危及

人的生命安全。

５目标函数

要在一类策略中选择一个最优策略，就需要有一个赖以衡量优劣的准绳，这就

是目标函数。通常把目标函数取为平均费用函数或平均利润函数。选择的策略应使

平均费用达到最小值，或使平均利润达到最大值。
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９２ 确定性库存模型

９２１ 模型 Ⅰ——— 无限供给率、不许缺货

假定：连续检查，系统运行的时间无限，且：

（１）需求率Ｄ（Ｄｅｍａｎｄ，单位时间的需求量）是常数；

（２）从订货到交货间的时间为０（当交货能力或生产能力很大，从订货到交货间

的时间很短时，我们就可以这样处理Ｓｈｏｒｔａｇｅｃｏｓｔｐｅｒｕｎｉｔ，ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｔｉｍｅ＝０，

Ｒｅｐｌｅｎｉｓｈｍｅｎｔｏｒｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎｒａｔｅｐｅｒｙｅａｒ＝ ∞）；

（３）不允许缺货（这意味着缺货的损失是非常大的，Ｓｈｏｒｔａｇｅｃｏｓｔｐｅｒｕｎｉｔｐｅｒ
ｙｅａｒ＝ ∞）；

（４）采用（ｓ，Ｓ）型策略；

（５）ｔ＝０时，库存水平为Ｓ；

（６）费用为进货费用与保管费用之和；

（７）目标函数为单位时间的平均费用。

我们来寻求最优策略，即最优ｓ，Ｓ值。记Ｉ（ｔ）为时刻ｔ的库存水平，设ｋ为订货

周期，即两次相邻订货之间的时间，因在０＜ｔ＜ｋ中无订货（图９２），故，

Ｉ（ｔ＋ｄｔ）＝Ｉ（ｔ）－Ｄｄｔ
因此，Ｉ（ｔ）满足微分方程

Ｉ′（ｔ）＝－Ｄ， ０＜ｔ＜ｋ （９１）

Ｉ（０）＝Ｓ （９２）

解之，得：

Ｉ（ｔ）＝Ｓ－Ｄｔ， ０≤ｔ＜ｋ （９３）

在一个周期结束时库存水平为ｓ，即Ｉ（ｋ）＝ｓ，于是由（９３）式得：

Ｄｋ＝Ｓ－ｓ＝Ｑ （９４）

这里Ｑ 就是订货量。

下面考虑费用情况：

一个周期中只有一次订货，订货量为 Ｑ，故每个周期进货费用为 Ｋ＋ｃＱ，因而

单位时间平均进货费用为：

１
ｋ

·（Ｋ＋ｃＱ）

每个周期的平均库存水平为：
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１
ｋ

·∫
ｋ

０
Ｉ（ｔ）ｄｔ

设单件的保管费为ｈ，则单位时间平均保管费用为故总平均费用为。故总平均

费用为：

珚Ｆ（Ｑ，Ｓ，ｋ）＝Ｋ＋ｃＱ
ｋ ＋ｈ

ｋ
·∫

ｋ

０
Ｉ（ｔ）ｄｔ （９５）

由（９３）、（９４）式知

∫
ｋ

０
Ｉ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｋ

０
（Ｓ－Ｄｔ）ｄｔ＝Ｓｋ－Ｑｋ

２ ＝ｋ（Ｓ＋Ｑ
２

）

故

珚Ｆ（Ｑ，Ｓ，ｋ）＝Ｋ＋ｃＱ
ｋ ＋（Ｓ＋Ｑ

２
）ｈ

利用（９４）式消去上式中的ｋ，可得目标函数：

Ｆ（Ｓ，Ｑ）＝ｃＤ＋ＫＤ
Ｑ ＋（Ｓ＋Ｑ

２
）ｈ （９６）

因此，在（ｓ，Ｓ）策略下，最佳的Ｓ 及Ｑ 由

ｍｉｎ｛Ｆ（Ｓ，Ｓ）；Ｓ≥０，Ｑ ＞０｝

给出。由于目标函数Ｆ（Ｓ，Ｑ）中未知量Ｓ 和Ｑ 是可以分开的，即：

Ｆ（Ｓ，Ｑ）＝（ｃＤ＋Ｓｈ）＋（ＫＤ
Ｑ ＋ｈＱ

２
）

故可以分别求ｃＤ＋Ｓｈ及ＫＤ
Ｑ ＋ｈＱ

２
的最小值点。易见在约束条件Ｓ≥０下，当

Ｓ＝０时ｃＤ＋ｓｈ达到最小值，故最优解为ｓ ＝０。记：

珚Ｆ（Ｑ）＝ＫＤ
Ｑ ＋ｈＱ

２
解珚Ｆ′（Ｑ）＝０，得到最优解为：

Ｑ ＝ ２ＫＤ槡ｈ
Ｑ 的确定可如图９２所示。我们得到了Ｓ 和Ｑ 的最优解分别为

ｓ ＝０， Ｑ ＝ ２ＫＤ槡ｈ
（９７）

Ｑ 的公式（９７）通常称作经济订货量公式，或威尔逊公式，或最佳批量公式。

当ｓ，Ｓ 取最优值时，平均费用达到最小，其值为：

Ｆ（ｓ，Ｑ）＝ｃＤ＋ＫＤ
Ｑ ＋（ｓ＋Ｑ

２
）ｈ

＝ｃＤ＋ ２ＫＤ槡ｈ
（９８）
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图

↑

９２

→ 时间

库存水平

３ｋ２ｋｋ

ｓ

Ｓ

Ｏ

经济订货量公式广泛地用于工业中，部分原因是由于其概念及计算简单，另外

也由于对费用及需求估计不太准时对结果的影响不太大。

例１ 某工厂的自动装配线每年要用４８００００个某种型号的电子管。生产该电

子管的成本是每个５元，而每开工一次，生产的准备费用为１０００元。估计每年该电子

管的保管费为成本的２５％ 。若不允许缺货，每次生产的批量应多大？每年开工几次生

产该电子管？

解 Ｄ ＝４８００００（个 ／年），Ｋ ＝１０００（元），ｃ＝５（元 ／个），

ｈ＝０２５×５＝１２５（元 ／个·年）

由（９７）式算出：

Ｑ ＝ ２ＫＤ槡ｈ ＝ ２×１０００×４８００００槡 １２５ ＝２７７１３（个）。

因此每年开工次数为 Ｄ
Ｑ ＝４８００００

２７７１３ ＝１７。

９２２ 模型 Ⅱ——— 无限供给率、允许缺货

在这个模型中缺货是允许的，在单位时间内缺货一件的损失费为ｃｓ。缺货时未

能得到满足的需求，在收到下批订货时要予以满足，到货时直接输出而无须经过库

存。其余的假定与模型Ⅰ相同。问题仍然是确定最佳ｓ、Ｓ。使单位时间的平均总费用

（包括进货费、保管费及缺货损失）达到极小值。

仍设进货周期为ｋ，在一个周期中库存量由Ｓ变到０所需时间长度记为ｋ１（如图

９３）。与模型 Ⅰ 中的（１）－（３）完全一样的推导可得：

Ｉ（ｔ）＝Ｓ－Ｄｔ， （０≤ｔ＜ｋ） （９９）

在０≤ｔ＜ｋ这段时间内库存水平有时为正，有时为负，负值表示缺货量。在一
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图

↑

９３

库存水平

ｓ

ｋ ３
→

ｋ
时间

２ｋ

Ｓ

ｋ１

Ｏ

个周期内的平均库存水平为：

１
ｋ

·∫
ｋ１

０
Ｉ（ｔ）ｄｔ＝ １

ｋ
·∫

ｋ１

０
（Ｓ－Ｄｔ）ｄｔ＝ １

ｋ
·（Ｓｋ１－

Ｄｋ２
１

２
） （９１０）

而在一个周期中的平均缺货量为：

－１
ｋ

·∫
ｋ

ｋ１

（Ｓ－Ｄｔ）ｄｔ＝－１
ｋ

·［Ｓ（ｋ－ｋ１）－
Ｄ（ｋ２－ｋ２

１）

２
］ （９１１）

单位时间中总平均费用为下面三部分之和：

（１）单位时间平均进货费Ｋ＋ｃＱ
ｋ

，这里到Ｑ 是进货量，Ｑ ＝Ｓ－ｓ；

（２）单位时间平均保管费ｈ
ｋ

·［Ｓｋ１－
Ｄ
２

·ｋ１
２］；

（３）单位时间平均缺货损失费ｃｓ
ｋ

·［Ｓ（ｋ－ｋ１）－Ｄ
２

·（ｋ２－ｋ１
２）］。

利用

Ｓ＝Ｑ＋ｓ＝Ｄｋ１

Ｑ ＝Ｄｋ
消去总费用中的ｋ１，ｋ，整理以后得到目标函数为：

Ｆ（Ｑ，Ｓ）＝ＫＤ
Ｑ ＋ｃＤ＋ｈＳ２

２Ｑ ＋
ｃｓ（Ｑ－Ｓ）２

２Ｑ
（９１２）

问题化为，在约束条件Ｑ＞０，Ｓ＞０下，求使（９１２）式达到极小值的Ｑ，Ｓ。

由极值必要条件，

Ｆ
Ｑ ＝－ＫＤ

Ｑ２ －ｈＳ２

２Ｑ２＋
ｃｓ
２

（１－Ｓ２

Ｑ２）＝０

Ｆ
Ｓ ＝ｈＳ

Ｑ ＋
ｃｓ
Ｑ

·（Ｓ－Ｑ）＝０
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即

ｃｓＱ２－（ｃｓ＋ｈ）Ｓ２＝２ＫＤ
（ｃｓ＋ｈ）Ｓ＝ｃｓＱ

解得（舍去负解）

Ｑ ＝ ２ＫＤ
ｈ

·（１＋ｈ
ｃｓ槡 ）

Ｓ ＝
ｃｓ

ｃｓ＋ｈ
·Ｑ ＝ ２ＫＤ

ｈ
·

ｃｓ
ｃｓ＋槡 ｈ

（９１３）

容易验证，它们使（９１２）式达到极小值。

由Ｑ 及Ｓ 的最优值可进一步求出ｓ的最优值为：

ｓ ＝Ｓ－Ｑ ＝ ２ＫＤ
ｈ

·
ｃｓ

ｃｓ＋槡 ｈ
（１－

ｃｓ＋ｈ
ｃｓ

）＝－ ２ＫＤｈ
ｃｓ（ｃｓ＋ｈ槡 ）

（９１４）

关于模型 Ⅱ，还有两点说明如下：

（１）若记α为在最优方案下系统缺货实践的比例，则有

α＝１－
ｋ

１

ｋ ＝１－Ｓ

Ｑ ＝１－
ｃｓ

ｃｓ＋ｈ＝ １
１＋ｃｓ／ｈ

（９１５）

例如，若缺货损失与保管损失之比为ｃｓ
ｈ ＝１０，则系统缺货的时间比例为α＝１

１１
≈９％ 。有时候ｃｓ是不易估计的。而决策者倒比较容易定出一个适当的缺货时间比例

α，这时反过来由（９１５）式可求出ｃｓ 的值。

（２）若ｃｓ→ ∞，则经济订货量Ｑ 的公式（９１３）与模型 Ⅰ 中的（９７）式是一

致的。

９２３ 模型 Ⅲ——— 有限供给率，允许缺货

设Ｒ（Ｒ ＞Ｄ）为单位时间交货率，其余假设与模型 Ⅱ 相同。

图９４是这个模型的库存变化图。在一个周期（０，ｋ）中，从开始到时刻ｋ１ 库存

水平以单位时间需求量减少；从ｋ１到ｋ进货（生产）和需求同时存在，因此库存水平

以单位时间Ｒ－Ｄ 的速度增加。

下面利用简单的几何论证把这个模型化为模型 Ⅱ。

在一个周期中，保管费用与 △ＡＯＳ、△ＢｋＦ 两个三角形的面积之和成正比，而

缺货的损失与 △ＡＢＣ 的面积成正比。连接ＳＥ，由相似三角形之间对应边成比例，

有：

ＡＧ／ＣＥ＝ＳＡ／ＳＣ＝ＳＯ／Ｓｓ＝Ｂｋ／ＣＥ
由此得到ＡＧ＝Ｂｋ。因而 △ＡＢＣ的面积等于 △ＧｋＥ的面积；△ＳＯＧ 的面积等
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图９４

ｓ

Ｓ
↑

库存量

↓

Ｑ

→Ｏ 时间
























ｋｋ１

Ｂ















Ｆ

Ａ Ｇ

Ｃ Ｅ

于 △ＡＯＳ与△ＢｋＦ面积之和。这样，图９４中的每一个周期对应图９４的一个周期。

相应的需求率是ＳＥ 的斜率的绝对值，记作Ｄ１，则：

Ｄ１＝Ｑ
ｋ

（９１６）

而ＳＣ、ＣＦ 的斜率的绝对值分别是：

Ｄ ＝Ｑ
ｋ１

，Ｒ－Ｄ ＝ Ｑ
ｋ－ｋ１

因此得：

ｋ＝ Ｑ
Ｒ－Ｄ＋Ｑ

Ｄ
代入（９１６）式得到：

Ｄ１＝Ｄ（Ｒ－Ｄ）

Ｒ
（９１７）

于是，在（９１３）、（９１４）式中把Ｄ 取作Ｄ１便得到最佳方案，即：

Ｓ ＝ ２ＫＤ（Ｒ－Ｄ）

槡 ｈＲ
·

ｃｓ
ｃｓ＋槡 ｈ

（９１８）

ｓ ＝ ２ＫＤ（Ｒ－Ｄ）

ｃｓ槡 Ｒ
· ｈ

ｃｓ＋槡 ｈ
（９１９）

并且，进一步可以算出最佳订货周期长度为：

ｋ ＝Ｑ

Ｄ１
＝ ２ＫＰ［ｈＤ（Ｒ－Ｄ槡 ）］· １＋ｈ

ｃ槡 ｓ
（９２０）

在这一周期中开始生产的最佳时间为：

ｋ
１ ＝Ｑ

Ｄ ＝ ２Ｋ（Ｒ－Ｄ）

槡 ＤｈＲ
· １＋ｈ

ｃ槡 ｓ
（９２１）
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生产进行的时间长度为：

ｋ－ｋ
１ ＝ ２ＫＤ［ｈＲ（Ｒ－Ｄ槡 ）］· １＋ｈ

ｃ槡 ｓ

特例１ 若不允许缺货，交货能力有限，此时有ｃｓ＝ ∞，相应的公式成为

Ｓ ＝ ２ＫＤ（Ｒ－Ｄ）

槡 ｈＲ
，ｓ ＝０，Ｑ ＝Ｓ

ｋ ＝ ２ＫＲ［ｈＤ（Ｒ－Ｄ槡 ）］

ｋ
１ ＝ ２Ｋ（Ｒ－Ｄ）

槡 ＤｈＲ
特例２ 当Ｒ＝∞时，即意味着交货能力是无限的，模型Ⅲ中的公式与模型Ⅱ

中的相应公式是一致的。

９３ 折扣分析

现在考虑具有数量折扣的经济订货量模型。所谓数量折扣，就是提供存贮货物

的企业为鼓励用户多用货物，对于一次购买较多数量的用户在价格上给予一定的优

惠。换句话说，单位货物购置费ｃ应看作是Ｑ 的函数ｃ（Ｑ）。通常，ｃ（Ｑ）是下降的阶

梯函数。

为讨论方便，我们仅对最简单的情况进行分析，其方法对一般情况同样适用。设

ｃ（Ｑ）＝
ｃ ０＜Ｑ ＜Ｑ０

ｃ（１－β） Ｑ ≥Ｑ
烅
烄

烆 ０

其中０＜β＜１，β被称为价格折扣率。这时，（９６）式就变成下列条件极值问题：

ｍｉｎＦ（ｓ，Ｑ）＝ｃ（Ｑ）Ｄ＋ＫＤ
Ｑ ＋［Ｓ＋Ｑ

２
］ｈ

ｓｔＳ≥０，Ｑ ＞０ （９２２）

在对其求最优解时，当注意ｃ（Ｑ）并不总是与 Ｑ 无关的常量。当然，Ｑ 在（０，

Ｑ０）内或在［Ｑ０，∞）内时ｃ（Ｑ）都是常量，仍有结果（９７）式。因为ｃ（Ｑ）是分段函

数，所以，（９２２）中的Ｆ 也是分段函数，如图９５所示。

当Ｑ ＞Ｑ０时（如图９５（ｃ）），Ｑ 就是（２２）的最优解。当Ｑ ＜Ｑ０时（如图

９５（ａ），（ｂ）），还要比较ｆ（Ｑ）与ｆ（Ｑ０）的大小。若ｆ（Ｑ）＜ｆ（Ｑ０），则Ｑ 为问

题的最优解，否则，Ｑ０为最优解。

当Ｑ ＜Ｑ０时，若把订货量从 Ｑ 提高到 Ｑ０，则易见：购置费从ｃＤ 下降为
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图
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Ｑ ＊ Ｑ
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）

Ｑ０Ｑ ＊ Ｑ

（ｃ）












Ｑ
Ｏ

（ｂ）

Ｏ Ｏ

ｃ（１－β）Ｄ，订货费从ＫＤ
Ｑ 下降为ＫＤ

Ｑ０
，而保管费从Ｑｈ

２
上升为Ｑ０ｈ

２
（库存量增加）。

例２ 某工厂生产某种产品。原料充分供应，一年生产１５００套（Ｄ＝１５００）。每套

原料费４８元（ｃ＝４８）。估计每套原料年库存保管费（ｈ）为原料费的２２％ 。此外，每次

订货要订货费２５元（ｃ０＝２５），求经济订货量ＥＯＱ；若该厂在订货购买６个月原料

时，原料供应者可给予５％ 的折扣，问该厂会接受这个建议吗？

解 代入（９７）式 ——— 注意，Ｋ ＝２５

ＥＯＱ ＝Ｑ ＝ ２×２５×１５００
０２２×槡 ４８ ＝８４２７

代入（９６）式，得到年总花费为２７８８９９（元）。

当享受折扣时，每套原料费为４８（１－００５）＝４５６，Ｑ ＝７５０
于是，这时，总费用 ＝ 套材料费＋年订货费＋年库存费

Ｆ＝１５００×４５６＋２５×１５００
７５０ ＋１００３×７５０

２
＝６８４００＋５０＋３７６１２５＝７２２１１２５（元）

较原来减少了６７８７０元，所以该建议可以接受。

９４ 随机性库存模型

在很多情况下库存模型中的参数不是固定不变的常量，比如某种商品在一天中

１１７



的销量就是这样的。然而在变化之中往往显示出某种规律性，通过对历史资料的统

计可以看出它服从一定的分布规律。在这种情况下我们就应该用随机变量来描述

它。本节介绍一个需求量是随机变量的模型 ——— 单阶段随机需求模型。在学习这个

模型时要注意，它和前面三个模型的区别不仅表现在需求量由常量变成了随机变

量，还表现在时间变量的作用是不同的。在前面，时间变量是连续变量；而在这个模

型中一个阶段（或称一个库存周期）是时间的最小单位，这就是单阶段的特点。在这

样的模型中仅在一个阶段的开始做一次决策，比如决定进货量。由于一个阶段的需

求是个随机变量，不管所确定的进货量是多少，总有三种情况可能发生：即供求正好

相等，供过于求或供不应求。在供过于求的情况下，说明进货量及原有库存量之和超

过了需求量，货物不能全部销售出去，需为所剩的货物支付保管费（也包括货物变质

等损失）；如果发生了供不应求的情况，即进货量与原有库存之和小于需求量，则需

承担缺货损失费。

假设：① 需求量Ｘ 是随机变量，分布为已知：

Ｐ（Ｘ ＝ｉ）＝ｐｉ， ｉ＝０，１，２，⋯

② 采用（ｓ，Ｓ）策略。设ｔ＝０时库存水平为ｉ，若ｉ≥ｓ，则不订货；若ｉ＜ｓ，则

订货量为Ｓ－ｉ，且假定立即可以进货。

③ 费用有进货费、保管费和缺货损失费三项。

④ 目标函数是平均费用。

下面寻求使目标函数达到极小值的最佳（ｓ，Ｓ）策略。先考虑费用函数：

１进货费。设进货量为ｚ，则进货费用为：

Ｃ（ｚ）＝
０ ｚ＝０
Ｋ＋ｃｚ ｚ＞｛ ０

（９２３）

其中Ｋ 为固定费用，ｃ为单价。

２保管费。记进货量与原有库存之和为ｙ，单价保管费为ｈ≥０，则保管费是个

随机变量，它等于

Ｈ（ｙ；ｘ）＝
０ ｘ≥ｙ
ｈ（ｙ－ｘ） ｘ＜｛ ｙ

保管费的期望值为：

ＥＨ（ｈ；ｘ）＝∑
ｙ

ｉ＝０
ｈ（ｙ－ｉ）ｐｉ

３缺货损失费也是个随机变量，它等于：

Ｐ（ｙ；ｘ）＝
０ ｘ≤ｙ
ｃｓ（ｘ－ｙ） ｘ＞
烅
烄
烆 ｙ
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它的期望值为：

ＥＰ（ｙ；ｘ）＝ ∑
∞

ｉ＝ｙ＋１
ｃｓ（ｉ－ｙ）ｐｉ

其中ｃｓ 是单件缺货损失，记：

Ｌ（ｙ）＝ＥＨ（ｙ；ｘ）＋ＥＰ（ｙ；ｘ）

＝∑
ｙ

ｉ＝０
ｈ（ｙ－ｉ）ｐｉ＋ ∑

∞

ｉ＝ｙ＋１
ｃｓ（ｉ－ｙ）ｐｉ （９２４）

于是，当初始库存水平为ｉ时，总费用函数为：

ｇ（ｙ｜ｉ）＝
Ｌ（ｉ） ｙ＝ｉ
Ｋ＋ｃｓ（ｙ－ｉ）＋Ｌ（ｙ） ｙ＞

烅
烄
烆 ｉ

（９２５）

而使得ｇ（ｙ｜ｉ）取到最小值的ｙ便是最优的库存水平，有：

ｆ（ｉ）＝ｍｉｎ
ｙ≥ｉ

ｇ（ｙ｜ｉ）

＝ｍｉｎ
ｍｉｎ
ｙ＞ｉ

ｇ（ｙ｜ｉ）

ｇ（ｉ｜ｉ
烅
烄

烆 ）

＝ｍｉｎ
Ｋ－ｃｓ＋ｍｉｎ

ｙ＞ｉ
［ｃｙ＋Ｌ（ｙ）］

Ｌ（ｉ
烅
烄

烆 ）

先来求最优策略中的Ｓ。这时我们不妨设上式中的最小值不等于Ｌ（ｉ），否则将

意味着这时不需要订货。于是问题化为求ｙ，使［ｃｙ＋Ｌ（ｙ）］达到极小值。

注意，ｃｙ与Ｌ（ｙ）均为凸函数，即对于任意的整数ｙ均有：

Ｌ（ｙ）≤Ｌ（ｙ－１）＋Ｌ（ｙ＋１）

２
ｃｙ的凸性是显然的；下面验证Ｌ（ｙ）的凸性。我们去验证另一个等价的不等式

Ｌ（ｙ＋１）－Ｌ（ｙ）≥Ｌ（ｙ）－Ｌ（ｙ－１）

事实上，

Ｌ（ｙ＋１）－Ｌ（ｙ）

＝∑
ｙ＋１

ｉ＝０
ｈ（ｙ＋１－ｉ）ｐｉ＋∑

∞

ｉ＝ｙ＋２
ｃｓ（ｉ－ｙ－１）ｐｉ－∑

ｙ

ｉ＝０
ｈ（ｙ－ｉ）ｐｉ－∑

∞

ｉ＝ｙ＋１
ｃｓ（ｉ－ｙ）ｐｉ

＝ｈ∑
ｙ

ｉ＝０
ｐｉ－ｃｓ∑

∞

ｉ＝ｙ＋１
ｐｉ＝（ｈ＋ｃｓ）∑

ｙ

ｉ＝０
ｐｉ－ｃｓ （９２６）

类似地推导可得：

Ｌ（ｙ）－Ｌ（ｙ－１）＝（ｈ＋ｃｓ）∑
ｙ－１

ｉ＝０
ｐｉ－ｃｓ

易见所要验证的不等式显然成立。两个凸函数之和仍为凸函数，故ｃｚ＋Ｌ（ｚ）为凸

函数。而凸函数必定存在一个极小值点，并且是全局的极小，我们可以用下面的方法
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来找到它。设ｙ＝Ｓ 是函数取极小值的点，即：

ｍｉｎｙ［ｃｙ＋Ｌ（ｙ）］＝ｃＳ＋Ｌ（Ｓ） （９２７）

则必有：

ｃ（Ｓ＋１）＋Ｌ（Ｓ＋１）≥ｃＳ＋Ｌ（Ｓ）

即

Ｌ（Ｓ＋１）－Ｌ（Ｓ）≥－ｃ
代入（９２５）式得到：

Ｌ（Ｓ＋１）－Ｌ（Ｓ）＝（ｈ＋ｃｓ）∑
ｓ

ｉ＝０
ｐｉ－ｃｓ

于是得：

（ｈ＋ｃｓ）∑
ｓ

ｉ＝０
ｐｉ≥ｃｓ－ｃ

因而Ｓ 是使：

∑
ｓ

ｉ＝０
ｐｉ≥

ｃｓ－ｃ
ｃｓ＋ｈ

（９２８）

成立的最小正整数。

下面再来讨论ｓ的求法。在（ｓ，Ｓ）策略之下，当初始库存量等于ｓ时不订货。因

此，ｙ＝ｓ时的总费用（此时订货量０）为Ｌ（ｓ），它应小于ｙ＝Ｓ（此时订货量为Ｓ－ｓ）

的总费用Ｋ＋ｃ（Ｓ－ｓ）＋Ｌ（Ｓ）。因而有：

Ｌ（ｓ）≤Ｋ＋ｃ（Ｓ－ｓ）＋Ｌ（Ｓ） （９２９）

另一方面，当初始库存小于ｓ时，应该订货。故当（９２９）式中的ｓ成为ｓ－１时不

等号要反过来。因此，最佳的订货点ｓ是使（９２９）式成立的最小整数。

把ｓ，Ｓ 的求法归纳如下：

（１）由（９２７）式求出Ｓ。对于通常的离散分布随机变量Ｘ，∑
ｓ

ｉ＝０
ｐｉ都可以通过查

表得到。

（２）由（９２８）式求出ｓ。或者换成（９２９）式的等价形式：

Ｌ（ｓ）＋ｃｓ≤Ｋ＋ｃＳ＋Ｌ（Ｓ） （９３０）

（９２９）式的右端不含ｓ，算起来更方便些。

例３ 设需求量Ｘ 满足

ｐｉ＝Ｐ（Ｘ ＝ｉ）＝ １
５

， ｉ＝０，１，２，３，４

ｈ＝５，ｃｓ＝１０，ｃ＝０１，Ｋ ＝４
求ｓ，Ｓ。
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解 ∑
ｓ

ｉ＝０
ｐｉ＝∑

ｓ

ｉ＝０

１
５ ＝Ｓ＋１

５
ｃｓ－ｃ
ｃｓ＋ｈ＝０６６

故满足Ｓ＋１
５ ≥０６６的最小整数Ｓ＝３。Ｓ 也可以由Ｘ 的分布函数图形（图９６）

解出。

０４

０８

０６

→

０２

↑














































１

２ ３ ４１
Ｏ

图９６

因

Ｌ（ｙ）＝
ｈ（ｙ－２） ｙ≥４

ｈ
５

·∑
ｙ

ｉ＝０

（ｙ－ｉ）＋ｃｓ·∑
４

ｉ＝ｙ＋１
（ｉ－ｙ） ０≤ｙ≤

烅
烄

烆 ３

对于Ｓ＝３，Ｋ ＝４，ｃ＝０１，ｈ＝５，ｃｓ＝１０，（９２９）式右边为：

Ｋ＋ｃＳ＋Ｌ（Ｓ）＝４＋０１×３＋∑
３

ｉ＝０

（３－ｉ）＋２＝１２３

算出Ｌ（２）＝９，Ｌ（１）＝１３，有：

Ｌ（２）＋０１×２＝９２， Ｌ（１）＋０１×１＝１３１
因此ｓ＝２是使（９２９）式成立的最小整数，得最优库存策略为（２，３）。

在随机性库存模型中还有需求量和交货时间都是随机变量的情形，以及多种物

资的库存问题。另外，从解决库存问题的方法上讲，许多决定性的模型可以化为线性

规划和动态规划来解。
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９５ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＩＮＶＴ 决策支持系统

９５１ 观察ＩＮＶＴ 决策支持系统

这个程序使你能计算三个经典的库存论问题。它们是经济订货量问题（ＥＯＱ），

带有折扣分析的经济订货量问题，以及单周期随机系统。ＥＯＱ 要求的数据是存储保

管费用，订货费用，缺货费用和存储单位的购进费用（生产成本）。附带的数据要求是

需求量，补充速度，采购间隔期。对于折扣分析，除了ＥＯＱ 数据外，还要求折扣和价

格下降数。单周期随机问题要求售价，残值，单位和缺货费用以及需求量分布。

９５２ 问题选择

为了输入你的模型，对下列选项做出选择：

① 确定经济订货量（ＥＯＱ），② 确定折扣分析，③ 单周期随机需求量问题，④ 返

回到功能菜单。

９５３ 输入和求解

１ＥＯＱ 问题 ——— 仍以例１为例

ＥＯＱ 输入：

需求量，每年（Ｄ）＝４８００００
每次订货的订货或组织费用（Ｃｏ）＝１０００
存贮费用，每一单位，每年（Ｃｈ）＝１２５
缺货费用，每一单位，每年（Ｃｓ）＝ ∞
每单位的缺货费用，与时间无关（∞）＝０
补充或生产速度，每年（Ｐ）＝ ∞
每年内对于一次新的订货的采购间隔期（ＬＴ）＝０
单位成本（Ｃ）＝５

ＥＯＱ 输出：

ＥＯＱ ＝２７７１３４７３
最大存贮量 ＝２７７１２１４３
最大延期交货期 ＝００００
订货区间 ＝００５８
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再订货点 ＝００００
订货费用 ＝１７３２００９６
保管费用 ＝１７３２００８８
缺货费用 ＝００００
存贮费用小计，每年 ＝３４６４０１８４
原料成本，每年 ＝２４００００００００
总计成本，每年 ＝２４３４６４０２００
２折扣分析 ——— 仍以例２为例

数据输入：

你要再次进入ＥＯＱ 数据吗（ｙ／ｎ）？ｙ
需求量，每年？１５００
订货或生产费用，每次订货？２５
存贮费用，每一单位，每年？１０５６
缺货费用，每一单位，每年（缺损值 ＝ ）？

缺货费用，每一单位，与时间无关（缺损值 ＝０）？

补充或生产速度，每年（缺损值 ＝ ）？

在一年内对于一次新的订货的采购间隔期（缺损值 ＝０）？

不具有折扣的单位花费？４８
你要分析多少个折扣下降（＜５０）？１
进入折扣分析，用第一个价格（最低的）开始：

折扣下降 ＃１
下降量？７５０
折扣（％）？５

折扣分析：

没有折扣：ＥＯＱ ＝８４２７５，总计成本 ＝７２８８９９４５
折扣：５％ ，量：７５０

ＥＯＱ ＝８６，总计成本 ＝６９２６７４０６，不可能的

下降 ＝７５０，总计成本 ＝７２２１２０００，处理这个价格降

最优决策：折扣５％ ，订货７５０，总计成本 ＝７２２１２
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第十章 排队论

排队是人们日常生活中经常遇到的现象。当要求服务的对象到达服务台不能立

刻得到服务时，就必须等候，因而出现了排队现象。

增加服务台，自然可以减少排队现象；但如果增加太多，服务设施又会出现空

闲浪费；增加太少，顾客排队等待的时间就会太长，对顾客和社会都会带来不良影

响。排队论就是要研究在要求服务的顾客和提供服务的服务台之间，取得平衡，提高

服务质量，降低服务费用。

排队论（ＱｕｅｕｉｎｇＴｈｅｏｒｙ）是２０世纪初由丹麦工程师爱尔朗（ＥｒｌａｎｇＡＫ）在研

究电话系统时初创的。由于它所研究的实际问题有着强烈的实际背景，所以，几十年

来，它的应用领域越来越广泛，在理论上也得到很快的发展。在我国它已应用于电

信、交通、纺织、矿山及军事等领域。２０世纪６０年代以来，由于计算机技术的飞速发

展，又对排队论的应用开拓了更加广阔的前景。

排队论有时被称为等待线问题，又因为它主要研制随机型的服务问题，所以有

时也被称为随机服务系统理论。

１０１ 排队论的基本概念

１０１１ 排队现象的共同特征

实际的排队现象虽然千差万别，但它们却有一些共同的特征，使我们能对它们

进行统一的处理。这些共同的特征是：为了获得某种服务而到达的顾客，如果不能

立刻得到服务，而又允许排队等待，则加入等待队伍；获得服务之后，则离开。我们

把包含有这些特征的系统称为排队系统。表１０１罗列了现实世界中形形色色的排

队系统。
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表１０１

到达的顾客 要求服务的内容 服务台

１待修的机器 修理 修理技工

２修理技工 领取新零件 零件库保管员

３病人 诊断或做手术 医生

４电话呼唤 通话 交换台

５文件稿 打字 打字员

６提货单 提取货物 仓库保管员

７到达机场的飞机 降落 跑道

８驶入港口的货船 装（卸）货 装（卸）货的泊位

９河水进入水库 放水，调整水位 水库的水闸

１０进入阵地的敌机 高射炮进行射击 我方高射炮

我们还可以用图形来表示一些抽象的排队系统：

图１０１ 排队服务模型

→ → →顾客 等待服务 接受服务








 








到达

服务时间排队规则

服务系统

离去

→⋯→ 服务员

↑

顾客到达 服务完成离去

正在接受服务的顾客

图１０２ 单服务员排队系统的图解表示

１０１２ 排队系统的组成

一般的排队系统有下面三个组成部分：

１输入过程

输入过程讨论的是顾客按怎样的规律到达。要完全描述一个输入过程，需要三

方面的内容。

（１）顾客的总体数或顾客源数，它是指可能到达服务机构的顾客总数。这可能是
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图１０３ ｃ个服务员，一个公共队的图解表示

→ →⋯ 服务员２

服务员
→

ｃ

→

→

⋯

服务完成离去顾客到达 队列

服务员１

图１０４ ｃ个服务员，ｃ

→

个队列的图解表示

→⋯

队列２ 服务完成离去

⋯

⋯ 服务员 →１
服务完成离去队列１

→
顾客到达

服务员２

→⋯

服务完成离去队列ｃ
服务员

→

ｃ

图１０５ 单服务员串联排队系统的图解表示

顾客到达
⋯ 服务员１→
队列

⋯
队列

服务员→ →２
离去

有限的，也可以是无限的。当顾客相当多时，可近似看作是无限的。

（２）顾客到达的类型。顾客是单个到达，还是成批到达。货物进库，可视为顾客成

批到达。

（３）顾客相继到达的时间间隔分布。从表面上看，顾客到达服务台，似乎是杂乱

无章的，其实，常常服从某种统计规律，如定长分布，负指数分布等。

２排队规则

排队规则所研究的是顾客接受服务的先后次序问题，有下面几种情形：

（１）损失制。顾客到达时，如果所有的服务台都在被占用，则顾客将随即离去，不

再接受服务。这将失去许多顾客，称为损失制。

（２）等待制。顾客到达时，如所有服务台都被占用，则顾客将排队等待。这又分

为：① 先到先服务，这是最通常的情形；② 后到先服务，如堆积存放的钢板，在需要
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时，总是从最上面取出使用，这就是后到先服务的例子；③ 随机服务，如电话交换台

接通市内电话的呼唤就是一个例子；④ 优先权服务，如危重病人到医院，将先于一般

病人得到治疗；加急电报将先于普通电报译送，都是优先权服务的例子。

此外，从占有的空间来看，有的排队系统要规定队伍容量的最大限度，有的则没

有这种限制。

（３）混合制。顾客起初进入排队，但后来觉得等待时间太长，又离开队伍。

３服务机构，又称服务台

完全描述服务机构，应有以下内容：

（１）服务台的数目。有单、多服务台的不同情形。

（２）任一时刻接受服务的顾客数。有单个接受服务，也有成批接受服务。

（３）服务时间的分布。一般说来，对每个顾客的服务时间都是随机变量，其分布

类型有定长分布、负指数分布等。

１０１３ 排队系统的描述符号和分类

为了以后讨论方便，我们对排队系统定义如下符号：

ｎ：系统中顾客的数目；

λ：顾客到达的平均速率，即单位时间内到达的顾客数；

μ：系统的平均服务速率，即单位时间内可以服务完的顾客数；

Ｐｎ（ｔ）：系统中有ｎ 个顾客的概率；

ｃ：服务台的个数；

ＦＣＦＳ：先到先服务的排队规则；

ＬＣＦＳ：后到先服务的排队规则；

ＰＲ：优先权服务的排队规则；

Ｍ：到达过程为泊松过程，或服务时间服从负指数分布，因为泊松过程属于马尔

柯夫过程，负指数分布具有马尔柯夫性，Ｍ 来自Ｍａｒｋｏｖ的第１个字母；

Ｄ：确定型分布；

Ｅｋ：参数为ｋ的爱尔朗分布。

１９５３年，康道尔（ＫｅｎｄａｌｌＤＧ）归纳了一种符号来描述排队系统，［Ａ／Ｂ／Ｃ］，

其中Ａ 表示输入过程的特点，Ｂ 表示服务过程的特点，而Ｃ 表示服务台的数目。如

［Ｍ／Ｍ／１］系统表示的是这样一个系统：泊松到达过程，服务时间服从负指数分

布，只有一个服务台。

但是，系统中其他的重要因素在康道尔的描述方式中却没有得到反映。１９６６年，

艾姆·里氏（ＬｅｅＡＭ）提出再增加三个因素。它的一般表示方式为：
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［Ａ／Ｂ／Ｃ］：［ｄ／ｅ／ｆ］

其中，Ａ：顾客到达过程的概率分布；

Ｂ：服务过程的概率分布；

Ｃ：服务台的数目；

ｄ：排队系统的最大容量；

ｅ：顾客总体的数量；

ｆ：排队规则。

例如，［Ｍ／Ｍ／４］：［Ｎ／∞／ＦＣＦＳ］表示这样一个系统：泊松到达过程，服务时间为

负指数分布，有４个服务台，系统最大容量为Ｎ 个顾客，顾客源无限，先到先服务制。

１０２ 顾客到达数的分布和服务时间的分布

１０２１ 泊松流

在概率论中，我们曾学习过泊松分布。设随机变量Ｘ 所有可能取的值为０，１，２，⋯

而取每个值的概率为

Ｐ｛Ｘ ＝ｎ｝＝λｎｅ－λ

ｎ！
， ｎ＝０，１，２，⋯ （１０１）

式中λ＞０是常数，则称随机变量Ｘ服从参数为λ的泊松分布。概率论的知识还

告诉我们，泊松分布是一类二项分布的逼近，即每次抽样只能有两个结果，其中一种

结果在一次抽样中发生的概率很小，当抽样的次数足够多时，则该事件发生ｎ 次的

概率就近似服从泊松分布。

现在，把上式中的参数λ引入时间参数ｔ，即得：

Ｐｎ（ｔ）＝
（λｔ）ｎｅ－λｔ

ｎ！ ｔ＞０，ｎ＝０，１，２，⋯ （１０２）

此式表示长为ｔ的时间内到达ｎ个顾客的概率Ｐｎ（ｔ），服从泊松分布。称它为泊

松流，或称泊松过程，或称最简单流。它是排队论中最常见的一种理论分布。

应当指出，引入时间参数的随机问题已经超出简单的概率论知识了，这类问题

称为随机过程。就随机过程而言，我们既要讨论描述到达顾客的随机变量Ｘ，在下文

还要讨论与时间参数有关的前后顾客到达的时间间隔。这是泊松流或泊松过程的两

个侧面的问题。

设ｔ时间内到达的顾客数为随机变量Ｎ（ｔ），则其数学期望值
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Ｅ［Ｎ（ｔ）］＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ·Ｐｎ（ｔ）＝∑

∞

ｎ＝１
ｎ［

（λｔ）ｎ

ｎ！
］ｅ－λｔ＝ｅ－λｔ·

∑
∞

ｎ＝１

（λｔ）ｎ

（ｎ－１）！

＝ｅ－λｔ·（λｔ）·
∑
∞

ｎ＝１

（λｔ）ｎ－１

（ｎ－１）！ ＝ｅ－λｔ·（λｔ）·ｅλｔ＝λｔ （１０３）

同理，可证明泊松流的方差：

Ｄ［Ｎ（ｔ）］＝λｔ （１０４）

１０２２ 负指数分布

当输入过程是泊松流时，研究两个顾客先后到达的时间间隔Ｔ 的概率分布。由

于在单位时间里到达的顾客数是随机变量，那么，对应地，前后两个顾客到达的时间

间隔也就是随机变量了，即有时间隔长一些，有时间隔又短一些。

设Ｔ 的分布函数为ＦＴ（ｔ），则

ＦＴ（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ ≤ｔ｝

这个概率也就是在［０，ｔ）区间内至少有一个顾客到达的概率。由前面结果，在［０，ｔ）

内没有顾客到达的概率为

Ｐ０（ｔ）＝ｅ－λｔ （当ｎ＝０时）

所以，至少有一个顾客到达的概率：

ＦＴ（ｔ）＝１－Ｐ０（ｔ）＝１－ｅ－λｔ， ｔ＞０ （１０５）

而概率密度函数为：

ｆＴ（ｔ）＝
ｄＦＴ（ｔ）

ｄｔ ＝λｅ－λｔ， ｔ＞０ （１０６）

就是说，到达间隔时间Ｔ 服从负指数分布。由上可知，如果顾客到达是泊松流，

那么，先后顾客到达的间隔时间必定服从负指数分布。反过来，如果相继到达的间隔

时间服从负指数分布，那么，可以证明，ｔ时间内到达的顾客数一定服从泊松分布，即

是泊松流。

负指数分布是连续型概率分布，其密度函数如图１０６，它是一个单调递减函数。

负指数分布的期望：

Ｅ［Ｔ］＝∫
∞

０
ｔ·λｅ－λｔｄｔ＝ １

λ
（１０７）

方差：

Ｄ［Ｔ］＝ １
λ２ （１０８）
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图

→

１０６

↑

ｔＯ

ｆ（ｔ）

λ

式（１０１）中的λ表示单位时间内到达的顾客数的平均值，这时的间隔时间的平

均值显然是１
λ

，这同负指数的期望值是一致的。

服务时间ｖ的分布。

为了讨论问题方便，一般地，我们假设顾客接受服务的时间ｖ 也服从负指数分

布。设其概率分布函数和密度函数分别是：

Ｆｖ（ｔ）＝１－ｅ－μｔ （１０９）

ｆｖ（ｔ）＝μｅ－μｔ （１０１０）

式中，μ表示单位时间内能够服务完的顾客数，称为服务速率，而１
μ

＝Ｅ（ｖ）就表示

一个顾客的平均服务时间。排队论中的“平均”就是指概率论中的期望值。

（１０１）～（１０７）式中的λ和μ的比值：

ρ＝λ
μ

（１０１１）

称为服务强度，它是刻划服务效率和服务机构利用强度的重要标志。当ρ＜１，ρ值

越小，单位时间内到达顾客的平均数比能服务完的顾客数要小得多，这种情况下顾

客就越能及时得到服务，等待时间就越少，相应地服务员空闲的时间就越多，服务设

施的利用率就越低。反过来，当ρ＜１，ρ值越大，单位时间内到达的顾客的平均数与

能够服务完的平均数相差不多，在这种情况下，顾客等待的时间就越多，相应地，服

务员空闲的时间就越少，服务设施的利用率就高。

１０２３ 爱尔朗分布

设ｖ１，ｖ２，⋯，ｖｋ 是相互独立的随机变量，且都服从相同参数ｋμ的负指数分布，

那么，令随机变量Ｔ
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Ｔ ＝ｖ１＋⋯＋ｖｋ （１０１２）

则Ｔ 的概率密度

Ｐｋ（ｔ）＝［μｋ（μｋｔ）ｋ－１

（ｋ－１）！
］·ｅ－μｋｔ， ｔ＞０ （１０１３）

则称随机变量Ｔ 服从ｋ阶爱尔朗分布。且它的期望为：

Ｅ［Ｔ］＝ １
μ

（１０１４）

方差为：

Ｄ［Ｔ］＝ １
ｋμ２ （１０１５）

这是因为随机变量和的期望等于各随机变量期望的和，所以

Ｅ［Ｔ］＝Ｅ（ｖ１＋⋯＋ｖｋ）

＝Ｅ（ｖ１）＋⋯＋Ｅ（ｖｋ）

＝ １
μｋ

＋⋯＋ １
μｋ

（计ｋ项）

＝ １
μ

又因为相互独立的随机变量和的方差等于各随机变量方差的和，即

Ｄ［Ｔ］＝Ｄ（ｖ１＋⋯＋ｖｋ）

＝Ｄ（ｖ１）＋⋯＋Ｄ（ｖｋ）

＝ １
（μｋ）２＋

⋯＋ １
（μｋ）２

（计ｋ项）

＝ １
ｋμ２

爱尔朗分布存在于这样一类排队系统中：有ｋ个串联的服务台，每个服务台服

务时间相互独立，服从相同的负指数分布（参数为ｋμ），那么，一个顾客走完这ｋ个服

务台总共需要的服务时间就服从ｋ阶爱尔朗分布。显然，ｋ＝１时，ｋ阶爱尔朗分布就

是负指数分布，而当ｋ→∞，即若有无穷多个服务台相串联时，爱尔朗分布将退化为

确定型分布。

注 因为理论分布有一定的规律，人们研究得比较彻底，分析起来也比较方

便，所以，在研究某一实际排队系统时，常常要把经验分布拟合成某种理论分布（如

果能够拟合的话），这时，就应先从调查和统计数据入手，把这些数据加以整理，然后

分析数据的特点，看看它们可能适合何种理论分布。

对于排队系统，常见的理论分布是泊松流，泊松流的主要假设条件是：

① 无后效性，即前面到达的顾客数并不影响后面到达的顾客数；

② 平稳性，即顾客到达的多少只同时间间隔有关，而同统计时的时刻无关；
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③ 普通性，即在很小的时间间隔内，到达两个或两个以上的顾客的概率极小，可

以忽略。

尽管在实际系统中，上述三个假设条件并不一定都成立，但是，理论证明和实际

统计资料都表明了，排队系统中的实际现象往往比较符合泊松流。例如，商店到达的

顾客数，电话的呼唤次数，一般都比较符合泊松分布。而负指数分布的服务时间，由

于其简单易于处理，也往往成为研究实际系统的起点。当然，由于实际现象的千差万

别，也还有其他形式的输入流。

１０３ 单服务台的［Ｍ／Ｍ／１］模型

对于随机型排队系统，一般是给定顾客到达的分布形式和服务时间的分布形

式，即在给定输入条件和服务条件下，研究系统的运行指标，这些指标有：

１在排队系统中顾客数的期望值Ｌ，它是指正在被服务的和排队等待的两部分

顾客的期望值；

２排队等待的顾客的期望值Ｌｑ；

３顾客在系统中全部时间的期望值 Ｗ，它是指顾客排队等待的时间和被服务

时间之和的期望值；

４顾客排队等待的时间的期望值 Ｗｑ。

为了求解上述这些指标，要先求解系统状态为ｎ（即有ｎ个顾客）的概率Ｐｎ（ｎ＝
１，⋯），然后根据概率Ｐｎ 推算这些指标。对于常见的几种排队系统，将推算出若干计

算公式。先考虑单服务台情形。

１０３１ ［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］系统

此即泊松流输入，负指数分布的服务时间，只有一个服务台，排队系统内的顾客

数没有限制，顾客源无限，先到先服务制的系统。

１系统稳态概率Ｐ（ｎ）的计算

在分析这个模型时，首先要求出系统在任意时刻ｔ的状态ｎ的概率Ｐｎ（ｔ），它决

定了系统运行的特征。我们以细菌分裂和死亡的例子来推导这个模型中有关Ｐｎ（ｔ）

的微分方程组。

假定有一堆细菌，在ｔ时刻有ｎ个细菌的概率为Ｐｎ（ｔ），考虑从ｔ到ｔ＋△ｔ时，

系统中有ｎ 个细菌的概率变化情况。这里，△ｔ是很小的时间间隔。我们把 △ｔ限制

到足够小，得到下列事件中只有一种可以发生：
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（１）只有一个细菌分裂而没有细菌死亡的概率为λ△ｔ＋ｏ（△ｔ）（ｏ（△ｔ）是

△ｔ的高阶无穷小）；

（２）只有一个细菌死亡而没有细菌分裂的概率为μ△ｔ＋ｏ（△ｔ）；

（３）两个或两个以上细菌分裂或死亡的概率为ｏ（△ｔ）；

（４）由全概率之和为１，则既没有细菌分裂，又没有细菌死亡的概率为：

１－λ△ｔ－μ△ｔ－ｏ（△ｔ）

当ｎ＝０时，即系统中一个细菌也没有时，在 △ｔ内不会有细菌死亡，故此时

μ△ｔ＝０。于是，

Ｐ０（ｔ＋△ｔ）＝Ｐ０（ｔ）［１－λ△ｔ－ｏ（△ｔ）］＋Ｐ１（ｔ）［μ△ｔ＋ｏ（△ｔ）］

当ｎ＞０时，即系统中至少有一个细菌时，在 △ｔ内既可能有细菌增生，其概率

为λ△ｔ＋ｏ（△ｔ），也可能有细菌死亡，其概率为μ△ｔ＋ｏ（△ｔ），还可能既不增生也

不死亡，其概率为１－λ△ｔ－μ△ｔ－ｏ（△ｔ）。于是：

Ｐｎ（ｔ＋△ｔ）＝Ｐｎ－１（ｔ）［λ△ｔ＋ｏ（△ｔ）］＋Ｐｎ＋１（ｔ）［μ△ｔ＋ｏ（△ｔ）］

＋Ｐｎ（ｔ）［１－λ△ｔ－μ△ｔ－ｏ（△ｔ）］

从而，将前面两个式子变形，并取极限，得：

ｄＰ０（ｔ）

ｄｔ ＝
ｌｉｍ
△ｔ→０

［Ｐ０（ｔ＋△ｔ）－Ｐ０（ｔ）］

△ｔ
＝μＰ１（ｔ）－λＰ０（ｔ）； （１０１６）

ｄＰｎ（ｔ）

ｄｔ ＝
ｌｉｍ
△ｔ→０

［Ｐｎ（ｔ＋△ｔ）－Ｐｎ（ｔ）］

△ｔ
＝λＰｎ－１（ｔ）＋μＰｎ＋１（ｔ）－（λ＋μ）Ｐｎ（ｔ）， ｎ＞０

（１０１７）

（１０１６）～（１０１７）式所表示的是一组微分方程，又称差分微分方程。因为它是

从细菌的增生和死亡的假设条件推导出来的，又称它是生灭过程微分方程组。可以

验证，这组微分方程所描述的，就是泊松流输入，负指数分布的服务时间，只有一个

服务台的排队系统，更准确地说，就是［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］排队系统。

这组微分方程的解称为瞬态解。因求瞬态解比较麻烦，而且在工程实际中应用

较少，我们省略了。

现在，只研究稳态情形。这时，Ｐｎ（ｔ）与时间无关，故写成Ｐ（ｎ），对ｔ的导数为

零。一般情况下，系统运行相当时间后，就可进入稳态运行，即Ｐ（ｎ）趋于一个常数。

稳态解是我们最关心的问题，服务设施的设置就是根据稳态的顾客情况来考虑的。

稳态解又比较容易求出，所以，我们重点研究排队系统的稳态情形。

在稳态时，从（１０１６）和（１０１７）式得到：
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０＝－λＰ（０）＋μＰ（１）

０＝λＰ（０）＋μＰ（２）－（λ＋μ）Ｐ（１）

０＝λＰ（１）＋μＰ（３）－（λ＋μ）Ｐ（２）

⋯

０＝λＰ（ｎ－１）＋μＰ（ｎ＋１）－（λ＋μ）Ｐ（ｎ），ｎ≥１
从这些式子，可顺次求得：

Ｐ（１）＝λ
μ
Ｐ（０）

Ｐ（２）＝λ
μ
２Ｐ（０）

事实上，

Ｐ（２）＝λ＋μ
μ

Ｐ（１）－λ
μ
Ｐ（０）＝（λ

μ
＋１）·λ

μ
Ｐ（０）－λ

μ
Ｐ（０）＝（λ

μ
）２Ｐ（０）

⋯

Ｐ（ｎ）＝λ
μ
ｎＰ（０），ｎ≥１

事实上，

Ｐ（ｎ＋１）＝λ＋μ
μ

Ｐ（ｎ）－λ
μ
Ｐ（ｎ－１）

＝（λ
μ

＋１）·（λ
μ

）ｎＰ（０）－λ
μ

·（λ
μ

）ｎ－１Ｐ（０）＝（λ
μ

）ｎ＋１Ｐ（０）

由∑
∞

ｎ＝０
Ｐ（ｎ）＝１，得到：

Ｐ（０）∑
∞

ｎ＝０

（λ
μ

）ｎ ＝１

或（ρ＝λ
μ

）

Ｐ（０）∑
∞

ｎ＝０
ρｎ ＝１

所以，

Ｐ（０）＝ １

∑
∞

ｎ＝０
ρｎ

＝ １
１／（１－ρ）

（当０≤ρ＜１时）

＝１－ρ。

由此，又有：
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Ｐ（ｎ）＝ρｎ（１－ρ），ｎ≥１，０≤ρ＜１ （１０１８）

２状态转移图

稳态方程可以通过所谓状态转移图列出，见图１０７，然后求解。

图１０７

０ １

Ｐ（０）λ Ｐ（１） λ Ｐ（２）

２

μμ

ｎ－１ ｎ

μ μ

λ Ｐ（ｎ＋１）λＰ（ｎ）Ｐ（ｎ－１）

ｎ  ＋１

图中的圆圈表示状态，圆圈中的标号是状态符号，它表示系统中稳态顾客数。图

中的箭头表示从一个状态到另一个状态的转移，箭头上面的符号表示状态转移速

率。如由状态到状态的转移速率为λ，表示系统由０个顾客到１个顾客的到达速率为

λ，而由１个顾客到０个顾客的服务速率为μ。系统处于稳态时，对每个状态来说，转

入率应等于转出率。例如，对于状态ｎ来说，转入率是λＰ（ｎ－１）＋μＰ（ｎ＋１），而转

出率是λＰ（ｎ）＋μＰ（ｎ）＝（λ＋μ）Ｐ（ｎ），因此，

λＰ（ｎ－１）＋μＰ（ｎ＋１）＝（λ＋μ）Ｐ（ｎ），ｎ≥１
这个方程称为平衡方程。对状态０来说，

λＰ（０）＝μＰ（１）

它们和前面的结果是等价的。这样，利用状态转移图得到稳态方程。对于一些比

较复杂的排队问题，用状态转移图列稳态方程有时是比较方便的。由稳态方程求解

稳态概率的方法和前面一样。

３系统运行指标Ｌ，Ｌｑ，Ｗ，Ｗｑ 的求解

根据稳态时系统状态为ｎ 的概率，可以计算出稳态时系统的运行指标，它们是

（１）在系统中的平均顾客数或顾客数的期望值Ｌ。

由离散型随机变量的期望值定义

Ｌ＝∑
∞

ｎ＝０
ｎＰ（ｎ）

将（１０１８）式结果代入，得到

Ｌ＝∑
∞

ｎ＝０
ｎρｎ（１－ρ）

＝∑
∞

ｎ＝０
ｎ（ρｎ－ρｎ＋１）

＝∑
∞

ｎ＝１
ρｎ

＝ ρ
１－ρ

０≤ρ＜１
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将ρ＝λ
μ

代入，得

Ｌ＝ λ
μ－λ

（１０１９）

（２）在队列中等待服务的顾客的期望值Ｌｑ。

对于单服务台的排队系统，当没顾客时，当然不存在排队现象。当系统中有顾客

时，排队等待的顾客数，必定比系统中顾客总数少一个。如果系统中有ｎ 个顾客，那

么，排队等待的顾客数为ｎ－１。所以，排队等待的顾客数的期望值：

Ｌｑ ＝∑
∞

ｎ＝１

（ｎ－１）Ｐ（ｎ）

＝∑
∞

ｎ＝１
ｎＰ（ｎ）－∑

∞

ｎ＝１
Ｐ（ｎ）

而

∑
∞

ｎ＝１
ｎＰ（ｎ）＝∑

∞

ｎ＝０
ｎＰ（ｎ）＝Ｌ

∑
∞

ｎ＝１
Ｐ（ｎ）＝１－Ｐ（０）＝１－（１－ρ）＝ρ

从而

Ｌｑ ＝Ｌ－ρ＝ λ
μ－λ－λ

μ
＝ λ２

μ（μ－λ）＝ ρ２

１－ρ
（１０２０）

看出，排队等待的顾客数的期望值Ｌｑ 比系统中的顾客数的期望值Ｌ 少ρ。

（３）顾客在系统中全部时间（逗留时间）的期望值 Ｗ。

顾客在系统中的时间Ｔｓ 是一个随机变量。在本模型中，它服从参数为μ－λ的

负指数分布（证明从略）。

分布函数

Ｆ（ｔ）＝１－ｅ－（μ－λ）ｔ，ｔ≥０
密度函数

ｆ（ｔ）＝（μ－λ）ｅ－（μ－λ）ｔ，ｔ≥０
所以，在系统中全部时间Ｔｓ 的期望值。

Ｗ ＝Ｅ［Ｔｓ］＝ １
μ－λ

（１０２１）

（４）在队列中排队等待时间的期望值 Ｗｑ

在队列中排队等待时间的期望值，应等于在系统中全部时间的期望值，减去服

务时间的期望值，而服务时间的期望值是１
μ

，故
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Ｗｑ ＝ Ｗ －１
μ

＝ １
μ－λ－１

μ
＝ ρ
μ－λ

（１０２２）

公式（１０１８）－（１０２２），是我们所讨论模型的基本公式，读者应当理解，并用此

进行计算。

例１ 小汽车作过境检查，到达平均速率为１００辆 ／小时，是泊松流；检查一辆

汽车平均需要１５秒钟，为负指数分布。试求稳态概率Ｐ（０）、Ｐ（１）、Ｐ（２）和系统中汽

车数的期望值Ｌ，排队等待的汽车数的期望值Ｌｑ，过境检查全部时间的期望值 Ｗ，

等待检查时间的期望值 Ｗｑ。

解 由给定条件，λ＝１００（辆 ／小时），μ＝４（辆 ／分）＝２４０（辆 ／小时）。所以，

ρ＝１００
２４０＝ ５

１２

Ｐ（０）＝１－ρ＝１－５
１２＝０５８３３

Ｐ（１）＝ρＰ（０）＝（５
１２

）（１－５
１２

）＝０２４３１

Ｐ（２）＝ρ２Ｐ（０）＝（５
１２

）２（１－５
１２

）＝０１０１３

Ｌ＝ λ
μ－λ＝ １００

２４０－１００＝０７１４（辆）

Ｌｑ ＝ λ２

μ（μ－λ）＝ １００２

２４０×（２４０－１００）＝０２９８（辆）

Ｗ ＝ １
μ－λ＝ １

２４０－１００＝０００７１４（小时）＝２５７（秒）

Ｗｑ＝ λ
μ（μ－λ）＝ １００

２４０×（２４０－１００）＝０００３（小时）＝１０７（秒）

４Ｌ、Ｌｑ 与ρ的关系讨论

由

Ｌ＝ ρ
１－ρ

Ｌｑ ＝ ρ２

１－ρ

这两个指标都只同ρ有关，或者说都只与比值λ
μ

有关，而与λ，μ的绝对值大小

没有关系。这同人们的生活经验是一致的：顾客来的虽多，如果服务得快，那么排队

仍然不会长。反之，即使来的顾客不多，但如果服务得慢，那么排队仍然会长。

又

Ｌ－Ｌｑ ＝ρ，０≤ρ＜１
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即Ｌ与Ｌｑ 之差恰等于服务强度ρ。因此，对于［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］系统，

可以取不同的ρ值，绘出ρ－Ｌ，Ｌｑ 曲线，如图１０８

↑

。

２

４

６

８

０４０２ ０６０８１０
→

Ｌ

Ｏ

ＬＬｑ

图１０８

根据曲线，若已知某一系统的ρ值，立刻可求出Ｌ 和Ｌｑ 值。如已知ρ＝０５，从

图上可求出Ｌ＝１，Ｌｑ ＝０５。

反之，如果为了把排队等待的顾客数的期望值Ｌｑ 限制在某一数值以内，那么也

可以立刻求出ρ值必须限制在何值以内。如已知Ｌ ≤５，则由曲线立刻可求出ρ≤
０８５，即为了避免排队长度超过５人，还必须给服务员留下１５％ 的空闲时间。当然，

排队长度期望值为５，表明有时将少于５人，有时会多于５人。从曲线还可看出，当ρ
值在０７以上变化时，引起Ｌ 和Ｌｑ 的变化是很敏感的。

根据曲线，还可深入思考一下随机型模型和确定型模型之间的差异。对确定型

模型，即等间隔到达的顾客流，等服务时间的服务规律，如果顾客到达的速率同服务

速率相等，系统将达到平衡，即顾客不用等待就能得到服务。而对于随机型模型，情

况就不同了。如果到达速率趋近于服务速率，即ρ→１，则系统中顾客数的期望值Ｌ
和排队顾客数的期望值Ｌｑ 将趋于无穷。显然，如果希望服务员达到更高的服务强

度，那么等待的队列就会比较长；而如果希望等待的队列比较短，那么服务员的服务

强度就会低一些，即将有较多的空闲时间。比较理想的服务强度的选择应当兼顾这

两个方面，即服务强度不太小，而排队的人数又不太多。

５Ｌ，Ｌｑ，和 Ｗ，Ｗｑ 之间的关系 ——— 里特公式

人们发现，通常计算Ｌ和Ｌｑ比计算Ｗ 和Ｗｑ要容易些。那么，是不是可以根据已

经计算出来的Ｌ 和Ｌｑ 直接推算Ｗ 和Ｗｑ 呢？就是说，Ｌ，Ｌｑ 和Ｗ，Ｗｑ 之间有没有一

种简单关系呢？
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里特（Ｌｉｔｔｌｅ，ＪＤＣ）证明了，如果λｅ 为顾客到达系统中的速率的平均值，那

么，在很宽的条件下，都有以下关系式：

Ｗ ＝Ｌ
λｅ

（１０２３）

和

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λｅ

（１０２４）

由于每个顾客的平均服务时间为１
μ

，那么，Ｗ 和Ｗｑ的差别在于平均服务时间

Ｗ ＝ Ｗｑ＋１
μ

（１０２５）

在［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］系统中，由于顾客到达的速率是一常数λ，而系统

可容纳的顾客数又没有限制，即在各种状态下到达系统的顾客的速率均为λ，这时

λｅ＝λ
如果对于不同的状态ｎ，顾客到达的速率λｎ，不是常数，则可用公式：

λｅ＝∑
∞

ｎ＝０
λｎＰ（ｎ） （１０２６）

计算。

公式（１０２３）－（１０２６），称为里特公式。

１０３２ ［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／∞／ＦＣＦＳ］系统

这种模型是泊松到达过程，服务时间服从负指数分布，一个服务台，系统内只允

许有Ｎ 个顾客（即正在接受服务的和排队等待的总人数不得超过 Ｎ 个），顾客源是

无限的，先到先服务制。模型示意如图１０９。

图１０９ Ｍ／Ｍ／１∶Ｎ／∞／ＦＣＦＳ系统及其状态转移图

０ １ ２

μμ

λ Ｐ（１） λ Ｐ（２）

μ

Ｎ－１

μ

λ Ｐ（Ｎ－１） Ｐ（Ｎ）

↓

Ｎ

排队系统

 Ｎ  → →


 



３ １

服务台

→→
顾客

２

被拒绝

Ｐ（０）

１系统稳态概率的求解

对于任一状态，转入率应等于转出率。据此，得到各状态的平衡方程：

对状态０，

１３９



λＰ（０）＝μＰ（１）

对状态ｉ，

λＰ（ｉ－１）＋μＰ（ｉ＋１）＝（λ＋μ）Ｐ（ｉ），ｉ＝１，２，⋯，Ｎ－１
对状态Ｎ，

λＰ（Ｎ－１）＝μＰ（Ｎ）

由这些平衡方程，可得到：

Ｐ（ｎ）＝ρｎＰ（０），ｎ＝１，２，⋯，Ｎ

代入∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（ｎ）＝１，而有

Ｐ（０）＝ １

∑
Ｎ

ｎ＝０
ρｎ

＝

１－ρ
１－ρＮ＋１ ρ≠１

１
Ｎ＋１ ρ＝

烅

烄

烆 １
从而

Ｐｎ ＝

ρｎ（１－ρ）

１－ρＮ＋１ ρ≠１

１
Ｎ＋１ ρ＝

烅

烄

烆 １

２系统稳态运行指标的计算

（１）系统中顾客数的期望值Ｌ

Ｌ＝∑
Ｎ

ｎ＝０
ｎＰ（ｎ）＝∑

Ｎ

ｎ＝０
ｎρｎＰ（０）

＝ρＰ（０）∑
Ｎ

ｎ＝１
ｎρｎ－１

＝ρＰ（０）
ｄ∑

Ｎ

ｎ＝１
ρｎ

ｄρ

＝ρＰ（０）ｄ［（ρ－ρＮ＋１）／（１－ρ）］

ｄρ

＝ρ（ １－ρ
１－ρＮ＋１

）·ｄ［（ρ－ρＮ＋１）／（１－ρ）］

ｄρ
⋯

＝ ρ
１－ρ

－
（Ｎ＋１）ρＮ＋１

１－ρＮ＋１
，ρ≠１ （１０２７）
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Ｌ＝∑
Ｎ

ｎ＝０
ｎＰ（ｎ）

＝ １
Ｎ＋１∑

Ｎ

ｎ＝１
·ｎ

＝ １
Ｎ＋１

·Ｎ（Ｎ＋１）

２ ＝Ｎ
２ ρ＝１ （１０２８）

在（１０２７）式中，令Ｎ→∞，有Ｌ＝ ρ
１－ρ

———［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］系统。

其余几个运行指标须借助于里特公式求解。不过要注意，里特公式中的λｅ 是有

效到达速率，即实际到达系统的顾客的到达速率。在有顾客数限制的系统中，系统

“客满”时，新到达的顾客便不能进入系统排队，只能离去，因此，在计算有效到达率

时，认为离去的这一部分顾客到达率为０。

对本模型，“客满”即顾客为Ｎ 时，新到达的顾客离去，故有效到达率为：

λｅ＝λ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｐ（ｎ）＋０·Ｐ（Ｎ）＝λ［１－Ｐ（Ｎ）］

利用里特公式得：

（２）Ｗ ＝Ｌ
λｅ

＝ Ｌ
λ［１－Ｐ（Ｎ）］

（１０２９）

（３）Ｌｑ ＝Ｌ－
λｅ

μ
＝Ｌ－λ［１－Ｐ（Ｎ）］

μ
（１０３０）

（４）Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λｅ

＝ Ｌ
λ［１－Ｐ（Ｎ）］－

１
μ

（１０３１）

例２ 某单人理发店内有４把椅子接待人们排队等待理发。当４把椅子都坐满

时，后来的顾客就不进店而离开。顾客平均到达率为４人 ／小时，理发时间平均１０分

钟。设到达过程为泊松流，服务时间服从负指数分布，求：① 顾客一到达就能理发的

概率；②系统中顾客数的期望值Ｌ和排队等待的顾客数的期望值Ｌｑ；③顾客在理发

店内逗留的全部时间的期望值 Ｗ；④ 在可能到达的顾客中因客满离开的概率。

解 由题设，这是一个［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／∞／ＦＣＦＳ］系统。

总容量（加上供理发的一个椅子）为

Ｎ ＝４＋１＝５
又

λ＝４（人 ／小时），μ＝６（人 ／小时），ρ＝ ４
６ ＝ ２

３
① 顾客一到就理发，即系统中没有顾客，这个概率

Ｐ（０）＝ １－ρ
１－ρＮ＋１＝ １－２／３

１－（２／３）５＋１＝０３６５

１４１



②Ｌ＝ ρ
１－ρ

－
（Ｎ＋１）ρＮ＋１

１－ρＮ＋１

＝ ２／３
１－（２／３）－（５＋１）（２

３
）５＋ １

１－（２／３）５＋１＝１４２３（人）

λｅ＝λ［１－Ｐ（５）］＝λ［１－ρ５Ｐ（０）］＝４×［１－（２
３

）５×０３６５］＝３８０８（人／小时）

Ｌｑ ＝Ｌ－
λｅ

μ
＝１４２３－３８０８

６ ＝０７８８（人）

③Ｗ ＝Ｌ
λｅ

＝１４２３
３８０８＝０３７４（小时）＝２２４２（分）

④ 由题意，因客满而离开的概率，即

Ｐ（５）＝ρ５Ｐ（０）＝（２
３

）５×０３６５＝００４８

这也是理发店的损失率。

附 以本例比较系统容量有限和无限两种情况的几个指标见表１０２：

表１０２

λ＝４（人 ／小时）

μ＝６（人 ／小时）

Ｌ
（人）

Ｌｑ

（人）

Ｗ
（分）

Ｗｑ

（分）
Ｐ（０）

可能到来的顾客中

离开的概率

Ｎ ＝５ １４２３ ０７８８ ２２４２ １２４２ ０３６５ ４８％

无限 ２０００ １３３３ ３０００ ２０００ ０３３３ ０

由于有４８％ 的顾客离开了，故容量有限的排队系统中，等待时间要短一些。

１０３３ ［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／Ｎ／ＦＣＦＳ］系统

即泊松流到达过程，负指数分布的服务时间，一个服务台，系统容纳的顾客数有

限，顾客的总体数有限，先到先服务的系统。顾客总体虽只有 Ｎ 个，但每个顾客到来

并经过服务后，仍回到原来的总体，所以仍然可以到来，模型如图１０１０。

１稳态概率的计算

首先要说明，本模型到达率λ，其含义同无限顾客源模型中的到达率是不同的。

在无限源模型中，是按全体顾客来考虑到达率的，其λ表示单位时间内到达的顾客

数。在本模型中，λ表示单位时间内到达某一顾客的速率。比如，机修模型中，一台机

器修理完毕开始工作，到再次出现故障，平均１
λ

天，那么，λ是一台机器到达排队系统

要求修理的平均速率。假设一台机器由开始运行到再次出现故障，平均为２０天，那么

１
λ ＝２０（天）
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→
顾客源 队列

→ →





 







服务台

ｎ

Ｎ

排队系统

图１０１０

或到达速率

λ＝ １
２０

（台 ／天）

设某工厂总共有Ｎ台机器，如果只有一台机器在排队系统之外，即在正常工作，

那么到达排队系统要求修理的速率为λ。如果有２台机器在排队系统之外，且两台到

达的速率都相等，则机器到达排队系统的速率为２λ。显然，在排队系统外正常运行

的机器的数量，就是将要到达排队系统要求修理的机器的数量。设排队系统内的机

器数为ｎ，那么，在排队系统外正常运行的机器的数量就是Ｎ－ｎ，于是，进入排队系

统的机器的速率为

λｎ ＝（Ｎ－ｎ）λ， ｎ≤Ｎ （１０３２）

λｎ ＝０，ｎ≥Ｍ
上面两式中，λｎ 表示排队系统中有ｎ 个顾客时的到达速率，这个速率是随着系

统中的顾客数的变化而变化的。系统中的顾客数越多，顾客到达的速率越小，而系统

中的顾客数越少，顾客到达的速率就越大。这种情形同顾客源无限的模型是不一样

的。在那类模型中，认为顾客到达的速率是一个常数λ，而同排队系统中的顾客数无

关。服务速率，仍然假定对所有的顾客都是μ。

由顾客到达速率的计算和服务速率的假定，可以画出本模型状态转移图：

图１０１１

０ ２

Ｐ（０） Ｐ（２）

（Ｎ－１）λＮλ
Ｐ（１）

１

μ μ

ｎ

μ μ μ

（Ｎ－ｎ）λ

Ｎ

Ｐ（ｎ）λ（Ｎ－ｎ＋１）λ Ｐ（Ｎ）

稳态下对每个状态都达到平衡，转入率等于转出率：

对状态０，

１４３



ＮλＰ（０）＝μＰ（１）

对状态ｎ，

［（Ｎ－ｎ）λ＋μ］Ｐ（ｎ）＝（Ｎ－ｎ＋１）λＰ（ｎ－１）＋μＰ（ｎ＋１），

ｎ＝１，⋯，Ｎ－１
对状态Ｎ，

μＰ（Ｎ）＝λＰ（Ｎ－１）

利用∑
Ｎ

ｎ＝０
Ｐ（ｎ）＝１，得到：

Ｐ（０）＝ １

∑
Ｎ

ｎ＝０

（λ／μ）ｎ［Ｎ！／（Ｎ－ｎ）！］

Ｐ（ｎ）＝（λ
μ

）ｎ［ Ｎ！
（Ｎ－ｎ）！

］Ｐ（０）， ０＜ｎ≤Ｎ （１０３３）

２运行指标的计算

在计算运行指标之前，必须先算出系统中顾客有效到达速率λｅ，它是一个期望值。

λｅ＝Ｅ［（Ｎ－ｎ）λ］＝Ｅ［Ｎλ－ｎλ］＝Ｅ［Ｎλ］－Ｅ［ｎλ］

上式中第一项是常数，又Ｅ（ｎ）＝Ｌ——— 排队中顾客数的期望。于是：

λｅ＝Ｎλ－λＥ（ｎ）＝Ｎλ－λＬ＝λ（Ｎ－Ｌ）

由里特公式，

Ｌｑ ＝Ｌ－
λｅ

μ
＝Ｌ－λ（Ｎ－Ｌ）

μ
注意到

Ｌ＝Ｌｑ＋１－Ｐ（０）

将上面两式联立解之，得：

Ｌ＝Ｎ－μ
λ ＋（μ

λ
）Ｐ（０） （１０３４）

Ｌｑ ＝Ｎ－μ＋λ
λ

·［１－Ｐ（０）］ （１０３５）

再由里特公式，

Ｗ ＝Ｌ
λｅ

＝ Ｌ
λ（Ｎ－Ｌ）

（１０３６）

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λｅ

＝
Ｌｑ

λ（Ｎ－Ｌ）
（１０３７）

例３ 一台机修工负责３台机器的维修工作。设每台机器在维修之后平均可运行

５天，而平均维修一台机器的时间为２天。试求稳态下的各状态概率和各运行指标。
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解 由题设，λ＝ １
５

（台 ／天），μ＝ １
２

（台 ／天），Ｎ ＝３，λ
μ

＝ ２
５

由（１０３３）式，

Ｐ（０）＝｛∑
３

ｎ＝０

（λ
μ

）ｎ［ ３！
（３－ｎ）！

］｝－１

＝［（２
５

）０（３！

３！
）＋（２

５
）１（３！

２！
）＋（２

５
）２（３！

１！
）＋（２

５
）３（３！

０！
）］－１

＝０２８２

Ｐ（１）＝（λ
μ

）１（３－０）Ｐ（０）＝ ２
５×３×０２８２＝０３３９

Ｐ（２）＝（λ
μ

）２（３－０）（３－１）Ｐ（０）＝（２
５

）２×３×２×０２８２＝０２７１

Ｐ（３）＝（λ
μ

）３（３－０）（３－１）（３－２）Ｐ（０）

＝（２
５

）３×３×２×１×０２８２＝０１０８
由（１０３４）－（１０３７）式，

Ｌ＝Ｎ－μ
λ ＋μ

λＰ（０）＝３－５
２＋５

２×０２８２＝１２０５（台）

Ｌｑ ＝Ｎ－（μ－λ
λ

）［１－Ｐ（０）］＝３－（７
２

）×（１－０２８２）

＝０４８７（台）

Ｗ ＝ Ｌ
λ（Ｎ－Ｌ）＝ １２０５

０２×（３－１２０５）＝３３６（天）

Ｗｑ ＝
Ｌｑ

λ（Ｎ－Ｌ）＝ ０４８７
０２×（３－１２０５）＝１３６（天）

附 单服务台排队模型的计算公式见表１０３。

表１０３

参数 ［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］ ［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／∞／ＦＣＦＳ］ ［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／Ｎ／ＦＣＦＳ］

Ｐ（０） １－ρ
１－ρ

１－ρＮ＋１ ［∑
Ｎ

ｎ＝０
（λ
μ

）ｎ Ｎ！
（Ｎ－ｎ）！

］－１

Ｐ（ｎ） ρｎ（１－ρ） ρｎ（１－ρ）

１－ρＮ＋１ｈ
（λ
μ

）ｎ［ Ｎ！
（Ｎ－ｎ）！

］Ｐ（０）

Ｌ ρ
１－ρ

ρ
１－ρ

－
（Ｎ＋１）ρＮ＋１

（１－ρＮ＋１）
Ｌｑ＋１－Ｐ（０）

Ｌｑ ρ２

１－ρ
Ｌ－ρ［１－Ｐ（Ｎ）］ Ｎ－（μ＋λ

λ
）［１－Ｐ（０）］

１４５



表１０３（续）

参数 ［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／ＦＣＦＳ］ ［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／∞／ＦＣＦＳ］ ［Ｍ／Ｍ／１］：［Ｎ／Ｎ／ＦＣＦＳ］

Ｗ １
μ－λ

Ｌ
λ［１－Ｐ（Ｎ）］

Ｌ
λ（Ｎ－Ｌ）

Ｗｑ
λ

μ（μ－λ）
Ｌｑ

λ［１－Ｐ（Ｎ）］
Ｌｑ

λ（Ｎ－Ｌ）

备注 ρ＝ λ
μ

＜１ ρ＝ λ
μ

≠１，λｅ＝λ［１－Ｐ（Ｎ）］ λｅ＝λ（Ｎ－Ｌ）

１０４ 单服务台的［Ｍ／Ｇ／１］模型

上一节讨论的单服务台排队系统都是［Ｍ／Ｍ／１］模型。根据统计资料和理论推

断，通常，顾客到达还是比较符合某一参数的泊松分布的，但服务时间的分布则要取

决于服务机构状况和顾客状况等多种因素，它并不一定符合负指数分布。因此，对于

排队系统的研究，如果仅仅局限于负指数分布的服务时间，就不够了。这就是一般服

务时间分布，单服务台的［Ｍ／Ｇ／１］模型研究的实际背景。

１０４１ ［Ｍ／Ｇ／１］：［∞／∞／Ｇ］系统

对于［Ｍ／Ｇ／１］模 型，服 务 时 间 ｖ 的 分 布 函 数 是 任 意 函 数，其 他 条 件 和

［Ｍ／Ｍ／１］系统相同。这里，要求服务时间的期望值Ｅ（ｖ）和方差Ｄ（ｖ）存在，并为

已知，且为了达到稳态，服务强度ρ＜１，其中ρ＝λＥ（ｖ）。

在上述条件下，我们有

Ｌ＝ρ＋ρ２＋λ２Ｄ（ｖ）

２（１－ρ）
（１０３８）

或

Ｌ＝λＥ（ｖ）＋λ２｛［Ｅ（ｖ）］２＋Ｄ（ｖ）｝

２［１－λＥ（ｖ）］
（１０３９）

这就是布拉切克 — 欣钦（Ｐｏｌｌａｃｚｅｋ－Ｋｈｉｎｔｃｈｉｎｅ）公式，又叫（Ｐ－Ｋ）公式。我们

引用它。这样，只要知道λ，Ｅ（ｖ）和Ｄ（ｖ），不管ｖ是什么分布，就可以求出系统中顾

客数的期望值Ｌ。由公式可以看出，Ｌ不仅同顾客到达的速率λ和服务时间的期望值

Ｅ（ｖ）有关，而且同服务时间的方差Ｄ（ｖ）有关。方差越大，Ｌ 值就越大。所以，要想

改进系统的运行指标，除考虑服务时间的期望值Ｅ（ｖ）之外，还要考虑改变方差

Ｄ（ｖ）。
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［Ｍ／Ｇ／１］模型中，里特公式仍然适用，它的形式为：

Ｗ ＝Ｌ
λ

（１０４０）

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λ

（１０４１）

Ｗ ＝ Ｗｑ＋Ｅ（ｖ） （１０４２）

利用［Ｐ－Ｋ］公式和里特公式，我们可以求出系统的运行指标。

最后要提到的，本模型的服务规则不写成ＦＣＦＳ，而写成 Ｇ，即任意规则。原因

在于如果仅仅考虑系统运行指标的期望值，而不考虑其他因素，那么，可以证明，这

些期望值同服务规则无关。因此就没有必要限制服务规则，以后的模型都不作这一

限制。

例４ 某修理店只有一个工人，每小时平均有４个顾客带来器具要求修理。这个

工人为一个顾客服务平均需０１小时，方差Ｄ（ｖ）＝ １
８

（小时 ／人）２。若顾客到达为

泊松流，求：①系统中的顾客数Ｌ；②排队等待的顾客数Ｌｑ；③顾客在系统中的全部

时间 Ｗ；④ 顾客排队等待的时间 Ｗｑ。

解 这是一个［Ｍ／Ｇ／１］模型。

λ＝４（人 ／小时），Ｅ（ｖ）＝０１，Ｄ（ｖ）＝ １
８

（小时 ／人）２

标准差 Ｄ（ｖ槡 ）＝０３５３５５３４
由（Ｐ－Ｋ）公式，求得：

①Ｌ＝λＥ（ｖ）＋λ２｛［Ｅ（ｖ）］２＋Ｄ（ｖ）｝

２［１－λＥ（ｖ）］

＝４×０１＋４２（０１２＋１／８）

２（１－４×０１）＝２２（人）

②Ｌｑ ＝Ｌ－λＥ（ｖ）＝２２－４×０１＝１８（人）

③Ｗ ＝Ｌ
λ ＝２２

４ ＝０５５（小时）

④Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λ ＝１８

４ ＝０４５（小时）

１０４２ ［Ｍ／Ｄ／１］：［∞／∞／Ｇ］系统

这是定长服务时间的模型。通常，在自动装配线上完成一件工作的时间可以认

为是定长时间。自然，可以认为［Ｍ／Ｄ／１］模型是［Ｍ／Ｇ／１］模型的特例。这时，服务

时间方差Ｄ（ｖ）＝０。

用（Ｐ－Ｋ）公式求解：
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Ｌ＝λＥ（ｖ）＋λ２｛［Ｅ（ｖ）］２＋Ｄ（ｖ）｝

２［１－λＥ（ｖ）］

＝Ｅ（ｖ）＋ λ２［Ｅ（ｖ）］２

２［１－λＥ（ｖ）］

Ｌｑ ＝Ｌ－λＥ（ｖ）＝ λ２［Ｅ（ｖ）］２

２［１－λＥ（ｖ）］

Ｗ ＝Ｌ
λ ＝Ｅ（ｖ）＋ λ［Ｅ（ｖ）］２

２［１－λＥ（ｖ）］

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λ ＝ λ［Ｅ（ｖ）］２

２［１－λＥ（ｖ）］

在［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／Ｇ］系统中，Ｅ［ｖ］＝ １
μ

，

Ｗｑ ＝ λ
μ（μ－λ）＝λ［Ｅ（ｖ）］２

１－λＥ（ｖ）

比较这两个结果，可知在其他条件都相同的情况下，［Ｍ／Ｍ／１］：［∞／∞／Ｇ］模型中

的等待时间的期望值 Ｗｑ 是［Ｍ／Ｄ／１］：［∞／∞／Ｇ］模型中的等待时间的期望值 Ｗｑ

的两倍。

１０４３ ［Ｍ／Ｅｋ／１］：［∞／∞／Ｇ］系统

这是服务时间服从ｋ阶爱尔朗分布的单服务台系统。这类系统的示意图如图

１０１２。它表明每个顾客必须经过ｋ个服务站，在每个服务站的服务时间ｖｉ 相互独

立，并服从相同的参数为ｋμ的负指数分布。那么，总的服务时间ｖ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｖｉ服从ｋ阶

爱尔朗分布。

图１０１２

 ２ ｋ→ →１

队列

ｋμｋμ ｋ
→

μ





 





 服务机构

由前面的结果知道，

Ｅ（ｖ）＝ １
μ

Ｄ（ｖ）＝ １
ｋμ２
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在计算时，可以认为［Ｍ／Ｅｋ／１］模型是［Ｍ／Ｇ／１］模型的特例，用布拉切克 —

欣钦公式：

Ｌ＝λＥ（ｖ）＋λ２｛［Ｅ（ｖ）］２＋Ｄ（ｖ）｝

２［１－λＥ（ｖ）］

＝λ
μ

＋λ２（１／μ２＋１／ｋμ２）

２（１－λ／μ）

＝ρ＋
（ｋ＋１）ρ２

２ｋ（１－ρ）

由里特公式：

Ｌｑ ＝
（ｋ＋１）ρ２

２ｋ（１－ρ）

Ｗ ＝Ｌ
λ

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λ

读者可以自己证明，当ｋ＝１时，［Ｍ／Ｅｋ／１］模型即是［Ｍ／Ｍ／１］模型，而当ｋ→
∞ 时，［Ｍ／Ｅｋ／１］模型即是［Ｍ／Ｄ／１］模型。

例５ 小汽车以１０辆 ／小时的速率，按泊松流到达加油站，设服务一辆可划分

为５个子工作：① 询问加油数量；② 检查油箱；③ 开泵加油；④ 加足给定数量，关泵；

⑤ 向司机收款。设每个子工作为负指数分布，且相互独立，均值为１
６０

时 ／辆，试求各

运行指标。

解 由题设，本系统可看作［Ｍ／Ｅｋ／１］：［∞／∞／Ｇ］模型。ｋ＝５，１
ｋμ

＝ １
６０

。故

μ＝１２，λ＝１０

Ｌ＝１０
１２＋１０２［（１／１２）２＋１／（５×１２２）］

２（１－１０／１２） ＝３３３（辆）

Ｌｑ ＝Ｌ－λ
μ

＝３３３－１０
１２＝２５（辆）

Ｗ ＝Ｌ
λ ＝３３３

１０ ＝０３３３（小时）

Ｗｑ ＝ Ｗ －１
μ

＝ １
３－１

１２＝ １
４

（小时）

注意 Ｄ（ｖ）＝ １
ｋμ２＝ １

７２０
， Ｄ（ｖ槡 ）＝００３７２６７８

附 本节三种模型运行指标计算公式表（表１０４）：
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表１０４

参数 ［Ｍ／Ｇ／１］：［∞／∞／Ｇ］ ［Ｍ／Ｄ／１］：［∞／∞／Ｇ］ ［Ｍ／Ｅｋ／１］：［∞／∞／Ｇ］

Ｌ λＥ（ｖ）＋λ２｛［Ｅ（ｖ）］２＋Ｄ（ｖ）｝

２［１－λＥ（ｖ）］
λ
μ ＋ λ２

２μ（μ－λ）
λ
μ ＋

（ｋ＋１）λ２

２ｋμ（μ－λ）

Ｌｑ Ｌ－λＥ（ｖ） λ２

２μ（μ－λ） Ｌ－λ
μ

Ｗ Ｌ
λ

Ｌ
λ

Ｌ
λ

Ｗｑ
Ｌｑ
λ

Ｌｑ
λ

Ｌｑ
λ

备注 Ｅ（ｖ）＝ １
μ

，Ｄ（ｖ）＝ １
ｋμ２

１０５ 多服务台的排队模型

１０５１ ［Ｍ／Ｍ／Ｃ］：［∞／∞／Ｇ］系统

系统的示意图如图１０１３

→

→

→







 









。

ｃ个

服务台

μｃ

→λ →

→

→

队列 μ１

μ２

图１０１３ Ｍ／Ｍ／Ｃ∞／∞／Ｇ系统

设顾客到达速率为λ，每个服务台的服务速率均为μ。则整个系统的最大服务速

率为Ｃμ。令服务强度

ρ＝ λ
Ｃμ

显然，欲使系统能稳态运行，必须有

ρ＜１
此模型的特点在于整个系统的服务速率与系统中的顾客数有关。如果系统中只
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有一个顾客，则系统的服务速率等于μ，因为其他服务台处于闲置状态。如果系统中

有两个顾客，则系统的服务速率为２μ。依次类推，如果系统中的顾客达到Ｃ 个，则系

统达到最大服务速率Ｃμ，所以服务台均投入服务。而当系统中的顾客数超过Ｃ 个

时，多余的顾客只能进入排队等待服务，系统的服务速率仍为Ｃμ。得到如下的状态

转移图（图１０１４）：

２μμ

０ １

Ｐ（０） Ｐ（１）λ λ Ｐ（２）

２ ｎ

ｃμ

λ Ｐ（ｃ）

ｃμ

ｃ

ｃμ

λ λＰ（ｎ）

图１０１４

根据状态转移图可以列出平衡方程，由平衡方程和所谓正常化方程（即各状态

稳态概率之和为１），可以求出稳态概率。我们直接给出全部运行指标的计算结果：

Ｐ（０）＝［
∑
Ｃ－１

ｎ＝０
λｎ

μｎｎ！＋（１
Ｃ！

）（λ
μ

）Ｃ（ １
１－ρ

）］－１

Ｐ（ｎ）＝

（λｎ

μｎｎ！
）Ｐ（０），１≤ｎ≤Ｃ

λｎＰ（０）

μＣＣ！Ｃｎ－Ｃ，ｎ≥
烅

烄

烆 Ｃ

Ｌ＝Ｌｑ＋λ
μ

Ｌｑ ＝ λＣρＰ（０）

μＣＣ！（１－ρ）２

Ｗ ＝Ｌ
λ

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λ

例６ 有一交通检查站，汽车到达速率为５０４辆／小时，检查站有３个检查员，每

个检查员以速率２４０辆 ／小时检查。设到达为泊松流，服务时间服从负指数分布，试

求稳态概率Ｐ（０）和Ｐ（ｎ），以及运行指标。

解 由题设，本题可看作［Ｍ／Ｍ／Ｃ］：［∞／∞／Ｇ］模型：

ρ＝ λ
Ｃμ

＝ ５０４
３×２４０＝０７

λ
μ

＝５０４
２４０＝２１

１５１



由前述公式，得：

Ｐ（０）＝［（１＋２１＋４４１
２

）＋（１
６

）（２１）３（ １
１－０７

）］－１＝００９５７

Ｐ（１）＝λ
μ
Ｐ（０）＝２１×００９５７＝０２０１

Ｐ（２）＝（λ２

μ２２！
）Ｐ（０）＝（５０４

２４０
）２×１

２×００９５７＝０２１１

Ｐ（３）＝（λ３

μ３３！
）Ｐ（０）＝２１３×１

６×００９５７＝０１４８

Ｐ（４）＝（ λ４

μ４３！３４－３
）Ｐ（０）＝２１４×（１

３！３
）×００９５７＝０１０３

先计算运行指标Ｌｑ

Ｌｑ ＝ λＣρＰ（０）

μＣＣ！（１－ρ）２＝２１３×０７×００９５７
３！（１－０７）２ ＝１１４９

Ｌ＝Ｌｑ＋λ
μ

＝１１４９＋２１＝３２４９

Ｗ ＝Ｌ
λ ＝３２４９

５０４ ＝０００６４５（小时）＝２３２１（秒）

Ｗｑ ＝
Ｌｑ
λ ＝１１４９

５０４ ＝０００２２８（小时）＝８２１（秒）

１０５２ 单队多服务台和多个单队单服务台系统的比较

例７ 设有两个业务科室，如生产科和销售科，都要求打印文件和信函。若每个

科室平均每天需打印４份文件，而一个打字员平均每天可打印５份文件。那么，是每

个科室都设一名打字员工作效率高呢，还是两个科室合在一起设两名打字员工作效

率高呢？也就是说，建立一个单队多服务台系统，还是建立两个单队单服务台系统？

λ＝４→－－－－－－－□μ＝５ □μ＝５
λ＝８→－－－－－－－－－

λ＝４→－－－－－－－□μ＝５ □μ＝５
两个单服务台系统 单队多服务台系统

解 对于两个单队系统，

ρ＝λ
μ

＝ ４
５ ＝０８

等待时间

Ｗｑ ＝ λ
μ（μ－λ）＝ ４

５（５－４）＝０８（天）
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即平均每份文件要等０８天才能开始打印。

对于单队两个服务台系统，

ρ＝ λ
Ｃμ

＝２× ４
２×５＝０８

Ｐ（０）＝［１＋８
５＋（１

２
）（８

５
）２（ １

１－０８
）］－１＝０１１

Ｗｑ ＝ λＣ－１ρＰ（０）

μＣＣ！（１－ρ）２＝８２－１×０８×０１１
５２×２！（１－０８）＝０３５（天）

即平均每份文件只需等待０３５天即可打印。很显然，单队多服务台系统比相当

的多个单队单服务台系统的工作效率大为提高。也就是说，单队多服务台系统的等

待时间必小于相当的多个单队单服务台系统。本例中，如果四个科室集中使用四名

打字员，则每份文件的平均等待时间将缩短到０１６天。

可惜，这个原则在实际生活和生产过程中，往往由于种种原因，被人们忽视。如

同类材料，或同类零件的仓库，常常由于本位主义而分别设立在各个车间，这将造成

材料或零件的积压，增加流动资金。如能建立比较集中的零件或材料库，将能显著地

减少积压。

读者可将多服务台的三种模型计算公式汇总成表。

１０６ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＱＵＥＵＥ决策支持系统

１０６１ 观察ＱＵＥＵＥ 决策支持系统

这个程序，使你能分析几个排队论问题。有单服务台模型 ——— 包括：具有无限

或有限排队，具有无限或有限人数，具有不同服务时间分布等等。多服务台模型也可

分析。该程序能使用惯用的排队论术语显示分析，并完成度量：到达率、服务率、利

用率、系统中的平均顾客数、队伍中的平均顾客数、系统中一个顾客所花费的平均时

间、在队列中一个顾客所等待的平均时间以及系统状况的概率。

１０６２ 问题求解

１以例１为例。

输入数据：

Ｍ／Ｍ／１
顾客到达率（λ）＝１０００００
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分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
服务台个数 ＝１
服务率，每个服务台 ＝２４００００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
平均服务时间 ＝０００４（小时）

标准差 ＝０００４（小时）

队列极限 ＝ 无限

顾客人数 ＝ 无限

输出数据：

Ｍ／Ｍ／１
每小时，具有（λ）＝１００顾客，和服务率 ＝２４０顾客，

利用率因子（ρ）＝０４１６６６６７
系统中顾客的平均人数（Ｌ）＝０７１４２８５７
队列中顾客的平均人数（Ｌｑ）＝０２９７６１９１
系统中一个顾客逗留的平均时间（Ｗ）＝７１４２８５７Ｅ－０３
队列中一个顾客等待的平均时间（Ｗｑ）＝２９７６１９Ｅ－０３
所有服务台是闲置的概率（Ｐ０）＝０５８３３３３４
顾客来到时需要等待的概率（ＰＷ）＝０４１６６６６７
Ｐ（１）＝０２４３０６ Ｐ（２）＝０１０１２７ Ｐ（３）＝００４２２０ Ｐ（４）＝００１７５８
Ｐ（５）＝０００７３３ Ｐ（６）＝０００３０５ Ｐ（７）＝０００１２７ Ｐ（８）＝００００５３
Ｐ（９）＝００００２２ Ｐ（１０）＝０００００９

∑
１０

ｉ＝１
Ｐ（ｉ）＝０４１６６０１

２仍以例２为例。

输入数据：

Ｍ／Ｍ／１
顾客到达率（λ）＝４０００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
服务台个数 ＝１
服务率，每个服务台 ＝６０００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
平均服务时间 ＝０１６７（小时）

标准差 ＝０１６７（小时）

队列极限 ＝５
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顾客人数 ＝ 无限

输出数据：

Ｍ／Ｍ／１
每小时，具有（λ）＝４顾客，和服务率 ＝６顾客，

利用率因子（ρ）＝０６６６６６６７
系统中顾客的平均人数（Ｌ）＝１４２２５５７
队列中顾客的平均人数（Ｌｑ）＝０７８７９７０１
系统中一个顾客逗留的平均时间（Ｗ）＝０３７３６１７７
队列中一个顾客等待的平均时间（Ｗｑ）＝０２０６９５１１
所有服务台是闲置的概率（Ｐ０）＝０３６５４１３５
顾客来到时需要等待的概率（ＰＷ）＝０６３４５８６５
Ｐ（１）＝０２４３６１ Ｐ（２）＝０１６２４１ Ｐ（３）＝０１０８２７ Ｐ（４）＝００７２１８
Ｐ（５）＝０００４８１２ Ｐ（６）＝００００００ Ｐ（７）＝００００００ Ｐ（８）＝００００００
Ｐ（９）＝００００００ Ｐ（１０）＝００００００

３以例４为例。

输入数据：

Ｍ／Ｇ／１
顾客到达率（λ）＝４０００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
服务台个数 ＝１
服务率，每个服务台 ＝１００００
分布：一般的

平均服务时间 ＝０１００（小时）

标准差 ＝０３５４（小时）

队列极限 ＝ 无限

顾客人数 ＝ 无限

输出数据：

Ｍ／Ｇ／１
每小时，具有（λ）＝４顾客，和服务率 ＝１０顾客，

利用率因子（ρ）＝０４
系统中顾客的平均人数（Ｌ）＝２２０４２１３
队列中顾客的平均人数（Ｌｑ）＝１８０４２１３
系统中一个顾客逗留的平均时间（Ｗ）＝０５５１０５３４
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队列中一个顾客等待的平均时间（Ｗｑ）＝０４５１０５３４
所有服务台是闲置的概率（Ｐ０）＝０６
顾客来到时需要等待的概率（ＰＷ）＝０４
Ｐ（１）＝０２４０００ Ｐ（２）＝００９６００ Ｐ（３）＝００３８４０ Ｐ（４）＝００１５３６
Ｐ（５）＝０００６１４ Ｐ（６）＝０００２４６ Ｐ（７）＝００００９８ Ｐ（８）＝００００３９
Ｐ（９）＝００００１６ Ｐ（１０）＝０００００６

∑
１０

ｉ＝１
Ｐ（ｉ）＝０３９９９５８

４以例５为例。

输入数据：

Ｍ／Ｇ／１
顾客到达率（λ）＝１００００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
服务台个数 ＝１
服务率，每个服务台 ＝１２０００
分布：一般的

平均服务时间 ＝００８３（小时）

标准差 ＝００３７（小时）

队列极限 ＝ 无限

顾客人数 ＝ 无限

输出数据：

Ｍ／Ｇ／１
每小时，具有（λ）＝１０顾客，和服务率 ＝１２顾客

利用率因子（ρ）＝０８３３３３３３
系统中顾客的平均人数（Ｌ）＝３３２７３６６
队列中顾客的平均人数（Ｌｑ）＝２４９４０３３
系统中一个顾客逗留的平均时间（Ｗ）＝０３３２７３６６
队列中一个顾客等待的平均时间（Ｗｑ）＝０２４９４０３３
所有服务台是闲置的概率（Ｐ０）＝０１６６６６６７
顾客来到时需要等待的概率（ＰＷ）＝０８３３３３３３
Ｐ（１）＝０１３８８９ Ｐ（２）＝０１１５７４ Ｐ（３）＝００９６４５ Ｐ（４）＝００８０３８
Ｐ（５）＝００６６９８ Ｐ（６）＝００５５８２ Ｐ（７）＝００４６５１ Ｐ（８）＝００３８７６
Ｐ（９）＝００３２３０ Ｐ（１０）＝００２６９２
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∑
１０

ｉ＝１
Ｐ（ｉ）＝０６９８７４５

５以例６为例。

输入数据：

Ｍ／Ｍ／１
顾客到达率（λ）＝５０４０００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
服务台个数 ＝３
服务率，每个服务台 ＝２４００００
分布：Ｐｏｉｓｓｏｎ
平均服务时间 ＝０００４（小时）

标准差 ＝０００４（小时）

队列极限 ＝ 无限

顾客人数 ＝ 无限

输出数据：

Ｍ／Ｍ／１
每小时，具有（λ）＝５０４顾客，和服务率 ＝２４０顾客

利用率因子（ρ）＝０７
系统中顾客的平均人数（Ｌ）＝３２４８８０４
队列中顾客的平均人数（Ｌｑ）＝１１４８８０４
系统中一个顾客逗留的平均时间（Ｗ）＝６４４６０３９Ｅ－０３
队列中一个顾客等待的平均时间（Ｗｑ）＝２２７９３７２Ｅ－０３
所有服务台是闲置的概率（Ｐ０）＝９５６９３７９Ｅ－０２
顾客来到时需要等待的概率（ＰＷ）＝０４９２３４４５
Ｐ（１）＝０２００９６ Ｐ（２）＝０２１１００ Ｐ（３）＝０１４７７０ Ｐ（４）＝０１０３３９
Ｐ（５）＝００７２３７ Ｐ（６）＝００５０６６ Ｐ（７）＝００３５４６ Ｐ（８）＝００２４８２
Ｐ（９）＝００１７３８ Ｐ（１０）＝００１２１６

∑
１０

ｉ＝１
Ｐ（ｉ）＝０８７５９２４

这些结果与前面解答均一致。
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第十一章 排队系统模拟

———系统仿真

１１１ 模拟概述

１１１１ 什么是模拟

模拟，又称为仿真，是一种在计算机上进行实验的数学方法，它是数学分析方法

和数学模拟的一种延伸。

本书以前几章所述的运筹学的各分支，都是建立在数学模型的基础上，运用数

学解析方法求解各有关变量，从而使实际问题得到优化和改进。但是，在很多情况

下，往往由于问题本身的随机性质，或数学模型过于复杂，或要求在求解过程中进行

人机对话，这时，单纯采用数学分析方法不容易或根本无法求出解析解。在这种情况

下，构造面向问题的仿真模型，通过计算机进行模拟仿真，将可以得到实际问题的静

态或动态特性，以及系统的主要参数或某些性能指标，从而对所研究的实际问题有

一个概括的了解。

由于对实际过程进行仿真实验，并不需要实际过程介入，因此，它特别适用于费

用十分昂贵的实验，如两军对垒的军事和武器系统的演习，还适用于短期内无法完

成的实验，如未来几十年内的经济和社会发展的预测。

近年来，由于系统科学和计算机科学的发展，把仿真方法推向一个崭新阶段，即

系统仿真阶段。系统仿真方法已在各个方面，包括管理方面，得到了广泛的应用，成

为系统工程的有力工具。

因为仿真结果在很大程度上取决于构模人员的技术熟练程度，因此，它常被称

为是一种“艺术”。这就要求在构造仿真模型时必须对客观的实际系统有深入的了

解，并对仿真程序的编制有熟练的技巧。
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１１１２ 蒙特卡洛（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）法

先介绍用随机方法解决肯定型问题或随机型问题的一种方法 ——— 蒙特卡洛

法，这是一种特殊的数值计算方法。

客观实际系统有多种属性，有的是肯定型，有的是随机型，而有的系统在某些方

面是肯定型的，在另一方面又是随机型的。对这些实际系统构造仿真模型，可以构造

成肯定型的，也可以构造成随机型的。也就是说，可以用随机的方法来解决肯定型的

问题。例如，现有一个单变量函数ｆ（ｘ），欲求该函数在［ａ，ｂ］区间的定积分，有三种

方法供选择：①如果ｆ（ｘ）比较简单，则可用积分公式求解；②如果ｆ（ｘ）比较复杂，

无法用积分公式求解，可以用一些数值方法，如辛卜生公式或龙贝方法求解；③ 用随

机数采样的方法，即蒙特卡洛法。

见图１１１，假定在［ａ，ｂ］区间ｆ（ｘ）≥０，且ｆ（ｘ）的最大值为ｃ。那么，所求定积

分的值就等于其下方图形的面积，这个图形被包含在由边ｂ－ａ 及ｃ所构成的矩形

之内。

图

↑

１１１

→






























Ｘ

接收

拒绝

ｃ

ａ Ｘ０ ｂ

ｆＸ０

Ｙ

Ｏ

如果我们在矩形里边选择随机点，而且确定随机点是落在曲线之下还是落在曲线之

上，那么，显而易见，当所提供的随机点的分布是均匀地出现在矩形之内时，则降落

在曲线下方的随机点数占全部随机点数的比例，应该近似地等于曲线下方的面积与

矩形面积的比值。设随机点总数为 Ｎ，而降落在曲线之下的随机点数为ｎ，则近似

地有：

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｃ（ｂ－ａ）＝ｎ
Ｎ

（１１１）

１５９



或

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）＝［ｃ（ｂ－ａ）］·ｎ

Ｎ
（１１２）

而且，当Ｎ 的数值增加时，计算的精确度将提高。当点数足够多时，积分值∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

就可以用矩形面积ｃ（ｂ－ａ）和比值ｎ
Ｎ

的乘积来估计。

随机点的选择方法可以分两步：第一步，在ａ和ｂ之间随机选择一个ｘ，记为Ｘ０；

第二步，在０和ｃ之间随机选择一个ｙ值，设为Ｙ０。如果Ｙ０≤ｆ（Ｘ０），这点就意味着

被接收，并计入ｎ 内，否则它就被拒绝，然后再挑选下一个随机数。

当然，在实际上并没有广泛地使用蒙特卡洛法去估计单变量的积分值，因为有

一些数值计算方法更为有效。但是，蒙特卡洛法却常常用于多变量的积分。尤其重要

的是，蒙特卡洛法给了我们一个有益的启示，即一个肯定型的问题可以采用随机数

的方法求解。自然，采用随机数的方法也可以解决随机型的问题。采用随机数的方法

求解问题，是蒙特卡洛法的基本点，也是仿真技术的基本点。一般说来，蒙特卡洛法

是用于静态模型的一种计算技术，仿真技术则用于动态模型的计算。也有人认为仿

真是蒙特卡洛法的一种应用。

１１１３ 仿真的一般步骤

我们先用人工方法来仿真一个商店服务系统，然后再进一步研究用计算机仿真

的系统。

假设顾客到达的时间间隔均匀分布在１到１０分钟之间，而每一顾客所需要的服

务时间均匀分布在１到６分钟之间。仿真的任务是要研究顾客在服务系统中所花费

的平均时间和售货员的空闲时间占全部工作班时间的百分比。

为了描述商店服务系统活动，需要设计一种方法来产生反映顾客流情况的数

据。最简单的方法是使用有从１到１０的号码的十张扑克牌和一个从１到６点数的六

面体骰子。任意抽一张扑克牌，读出上面的号码，表示当前顾客到达和前一个顾客之

间的时间间隔，然后把扑克牌放回；再掷一下骰子，读出上面的点数，表示当前顾客

所需的服务时间。重复这个过程，就产生出一系列表示顾客到达的时间间隔和相应

顾客需要的服务时间数据。表１１１列出了２０个顾客的样本。
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表１１１

顾客
顾客到达
间的时间
间隔（分）

服务时间
（分）

到达的
时间

服务时间

开始 结束

顾客在
系统中

全部时间

售货员
空闲时间

（分）

１ － １ ８：００ ８：００ ８：０１ １ ０
２ ３ ４ ８：０３ ８：０３ ８：０７ ４ ２
３ ７ ４ ８：１０ ８：１０ ８：１４ ４ ３
４ ３ ２ ８：１３ ８：１４ ８：１６ ３ ０
５ ９ １ ８：２２ ８：２２ ８：２３ １ ６
６ １０ ５ ８：３２ ８：３２ ８：３７ ５ ９
７ ６ ４ ８：３８ ８：３８ ８：４２ ４ １
８ ８ ６ ８：４６ ８：４６ ８：５２ ６ ４
９ ８ １ ８：５４ ８：５４ ８：５５ １ ２
１０ ８ ３ ９：０２ ９：０２ ９：０５ ３ ７
１１ ７ ５ ９：０９ ９：０９ ９：１４ ５ ４
１２ ３ ５ ９：１２ ９：１４ ９：１９ ７ ０
１３ ８ ３ ９：２０ ９：２０ ９：２３ ３ １
１４ ４ ６ ９：２４ ９：２４ ９：３０ ６ １
１５ ４ １ ９：２８ ９：３０ ９：３１ ３ ０
１６ ７ １ ９：３５ ９：３５ ９：３６ １ ４
１７ １ ６ ９：３６ ９：３６ ９：４２ ６ ０
１８ ６ １ ９：４２ ９：４２ ９：４３ １ ０
１９ ７ ２ ９：４９ ９：４９ ９：５１ ２ ６
２０ ６ ２ ９：５５ ９：５５ ９：５７ ２ ５

总计 ６８ ５５

由表数据可知，２０名顾客在服务系统中全部时间是６８分钟，售货员空闲时间是

５５分钟，售货员从８点开始到９点５７分，在班上时间共１１７分钟。于是可以算出顾客

在服务系统中平均时间

ω＝６８
２０＝３４（分）

售货员空闲时间的百分比

η＝ ５５
１１７×１００％ ＝０４７×１００％ ＝４７％

根据排队论的知识，本例的服务员空闲所占比例过大，应加以调整。

如果不仅要考虑系统在一段时间内的稳态性能，如前面所计算的；而且要考虑

系统的动态特性，即顾客的到达是随时间而变化的实际背景，如高峰时顾客到的多，

低峰时顾客到的少。那么可以在不同的时间段内设计不同的随机数的均值，就可以
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得到在不同的时间内商店服务系统的性能。可见，仿真技术不仅能评价复杂的静态

模型，而且能评价复杂的动态模型。

当然，用人工方法仿真系统既麻烦又不可靠。高速电子计算机的出现，才为复杂

系统的仿真开辟了道路。计算机仿真主要特点是在极短的时间内产生随机性很好的

随机数列，用程序模拟系统中实体的运动情况，最后输出所希望的数据。

计算机仿真的一般步骤可用图１１２表示。

图

↓

↓

１１２

↓

编制仿真程序

仿真运行

↓

评价仿真结果

→

结果是否满意模型是否正确

构造仿真模型

修改模型并进

→

←

行有效性评审

否

→
否

结束

修改仿真方案
或参数；重新

↑
进行仿真运行

是

是

１构造仿真模型

这里的构造模型是指：

（１）对所研究的系统进行详细地了解，包括该系统的范围、系统的外部环境和系

统的目标。系统的范围要确定哪些部分必须包括在内，哪些部分可以忽略不计；系统

的外部环境，着重分析那些对系统影响较大的因素；仿真的目标将决定仿真结果的

具体要求，即仿真结果将输出哪些参数，如对一般排队问题，应输出平均等待时间、

平均队列长度、服务设施的利用率以及这些参数的概率分布等等。

（２）确定模型中所包含的变量。系统的变量可以分为外生变量和内生变量。所谓

外生变量，就是外部环境影响系统的因素，构模时表现为输入模型的变量，如排队模

型中顾客到达的间隔时间和服务时间属于这一类变量。内生变量是仿真模型内部生

成的变量，如顾客的等待时间，服务员空闲时间等。

（３）确定模型的结构，即模型由哪几部分组成，它们之间的逻辑关系和数学关系

是什么。如在排队问题中，服务设施（理发员、生产机床等），一般称为模型中的固定

实体；顾客（或被加工零件等），称为模型中的流动实体；还有随着流动实体而变动的

各种参数。这些实体之间由一定的逻辑关系和数学关系联结起来，就构成了一个完

整的仿真模型。
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（４）收集和分析必要的数据。比如，各个变量相对应的概率密度函数或累积分布

函数，各种定额或标准数据等。在收集数据的同时必须进行必要的数据处理，这时将

用到一些统计方法，如回归分析、方差分析、置信度测定。难以想像，输入不准确的数

据，经过仿真运行，会得到准确的数据输出。

２根据模型编程序

一旦构模完成之后，主要的工作就是编程序。一般应先绘制出相应的框图或模

块图，然后再写源程序。任何通用语言都可用于仿真模型编程。用以下方法可鉴定所

编程序的有效性：

（１）先将模型简化，如将随机变量改为非随机变量，对模型先行定性运行，证明

模型基本正确以后，再加入随机因素继续进行仿真运行。

（２）验证已知情况。如将系统过去运行数据或参数输入仿真模型，如果仿真结果

与已知实际结果基本一致，则说明构模是成功的。

（３）对输出变量进行统计分析。用同样的数据对仿真模型进行多次运行，每次运

行只改变其随机数的顺序，那么，其输出结果的变动不应过大，即输出结果的方差不

应过大。如果是这样，则模型是可取的。否则，模型中可能存在较大的问题。

（４）对模型进行分部测试。如果各部分子模型都与相应的子系统一致，则模型总

体很可能是可信的。

３仿真运行

当我们确信所构造的模型是正确的，并且所编的程序已能成功地进行工作，这

时仿真运行工作才能真正开始。任何仿真运行不能期望一次得到全部结果，因为每

次运行只相当于一次统计试验。因此，常常要对输入参数，甚至模型作必要的变动，

才能看出实际系统在多方面的特性。

另一个必须注意的问题是每次仿真运行时间必须足以使系统进入稳态。仿真运

行一般由初始条件开始，经过一定时间的瞬态过程以后，才能进入稳态，如图１１３。

进入稳态以后，还须有足够的运行时间，才能取得稳态参数。只是系统由瞬态转

入稳态的时间的长短取决于系统本身的特性。因此，对于一个具体的系统，究竟何时

进入稳态，要对输出参数进行分析观察以后，才能大致确定。

４分析与评价仿真结果

仿真过程中，对实际系统进行了抽象化的构思成为模型，输入的数据有些是推

测出来的，这些都包含了主观因素。因此对仿真结果必须进行全面的分析，确认有价

值，才将结果送交有关部门。对仿真结果的分析主要达到两个目的。其一是所得结果

对于分析解决实际问题是否满足了，如果还不满足就要找出新的方案，或改变模型

的结构增加新的子模型，或改变原有的参数以取得更多的数据；其二是将仿真结果
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进行归总、整理，以提供决策的有效数据。

１１２ 伪随机数发生器

在前一节，我们曾用人工方法仿真一个商店服务系统，所谓人工方法，是指商店

顾客到达和服务时间的随机变量，是用人工抽扑克牌和投骰子的方法来产生的，我

们并且说明了用人工方法产生的随机数其随机性是不可靠的。用计算机产生随机

数，则要优越得多，速度快，效率高，而且随机性能好。那么，计算机是怎样产生随机

数的呢？

１１２１ 均匀分布的随机数产生办法

最简单的随机数是均匀分布的随机数。设在［ａ，ｂ］区间内均匀分布的随机变量

是由下式定义：

ｆ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ ａ≤ｘ≤ｂ

０
烅
烄

烆 其他

（１１３）

式中，ｆ（ｘ）为概率密度函数。相应的，其累积分布函数Ｆ（ｘ）可表示为：

Ｆ（ｘ）＝

０ ｘ＜ａ
ｘ－ａ
ｂ－ａ ａ≤ｘ≤ｂ

１ ｘ＞

烅

烄

烆 ｂ

（１１４）
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特别，当ａ＝０，ｂ＝１时，有：

ｆ（ｘ）＝
１ ０≤ｘ≤１
０｛ 其他

（１１５）

Ｆ（ｘ）＝
１ ０≤ｘ≤１
０｛ 其他

（１１６）

所谓均匀分布的随机数，就是在［０，１］区间内以同样的概率所产生出来的一系

列随机数。这种概率均等的随机数，可以考虑以下几种途径产生。

第一种方法，将事先准备好的随机数存入计算机的磁带或磁盘，在使用时直接

调用。

第二种方法，在计算机外部建立专门的物理装置，如热噪声源，按其噪声电压的

大小表示不同的随机数。

第三种方法，用一定的算法，在计算机内产生所需要的随机数，这是目前使用最

广泛的方法。通常，第ｉ＋１个随机数是用第ｉ个随机数按一定公式计算出来的。这

样，使得产生出来的随机数并不是真正的随机数，因此称为伪随机数。实践证明，这

种伪随机数发生器能够充分满足仿真及其他随机过程的计算的需要，并且，其产生

过程也是方便的，可行的。

既然伪随机数是通过一定的算法过程实现的，那么对于这些算法，也称为伪随

机数发生器，就应具有一定的要求，主要有：

１所产生的数字必须尽可能接近均匀分布；

２此发生器必须具有较长的循环周期，即应产生大量的随机数之后才出现重复

现象；

３算法过程不能发生退化现象，即不能出现反复产生同一常数的情况；

４算法过程应有再现性，即在同样条件下，可复现相同的随机数序列。

下面介绍几种比较常见的伪随机数发生器。有些是历史性的过渡方法，供参考；

有些是目前常使用的方法。

（１）平方取中法

首先任选一个大于３２位的２ｎ位，即偶数位的整数Ｘ０作为初始值，然后把它平

方，得到一个４ｎ位的整数，取出中间的２ｎ位数作为第一个随机数Ｘ１；再把Ｘ１平方，

取出中间的２ｎ位数作为第二个随机数Ｘ２；如此不断重复下去，就可得到Ｘ０，Ｘ１，⋯

的均匀分布的伪随机数列。如：

Ｘ０＝２１５２；Ｘ２
０＝０４６３１１０４；

Ｘ１＝６３１１；Ｘ２
１＝３９８２８７２１；

Ｘ２＝８２８７；Ｘ２
２＝６８６７４３６９；
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Ｘ３＝６７４３； ⋯

这样一直下去，即产生一个四位数的伪随机数列，这种伪随机数列只要通过一

个简单的程序在计算机上就能实现。

（２）乘积取中法

首先选２ｎ位的整数Ｘ０和Ｘ１两个数作为初始值，取它们乘积中间的２ｎ位作为

Ｘ２；然后从Ｘ１和Ｘ２的乘积中以同样的方法得到Ｘ３；如此不断地重复下去，就可以

得到一个伪随机数序列。如：

Ｘ０＝１２３４； Ｘ１＝５７６８；

Ｘ０Ｘ１＝０７００６６５２； Ｘ２＝００６６；

Ｘ１Ｘ２＝００３７４７４８； Ｘ３＝３７４７；

Ｘ２Ｘ３＝ ⋯

（３）乘同余数法

这是应用最广泛的一种算法，其数学公式为：

Ｘｎ＋１＝ＡＸｎ（ｍｏｄｍ） （１１７）

式中，Ｘｎ＋１——— 第ｎ＋１个随机数；Ｘｎ——— 第ｎ个随机数；Ａ 和ｍ 是已知的正

整数，Ａ ＜ｍ；ＡＸｎ（ｍｏｄｍ）是表示ＡＸｎ 除以ｍ 所得的余数。这种方法有时又叫余

数法。

假设Ａ ＝１１，Ｘ０＝７，ｍ ＝２４＝１６，依公式（１１７）可得伪随机数列：

Ｘ１＝１３，（因Ａ
Ｘ０

ｍ ＝１１×７
１６＝４⋯１３，余数是１３）

Ｘ２＝１５，（因Ａ
Ｘ１

ｍ ＝１１×１３
１６＝８⋯１５，余数是１５）

Ｘ３＝５，（因Ａ
Ｘ２

ｍ ＝１１×１５
１６＝１０⋯５，余数是５）

Ｘ４＝７，（因Ａ
Ｘ３

ｍ ＝１１×５
１６＝３⋯７，余数是７）

⋯

由上面推算可知，这个随机数列取４个数后就开始循环重复，其循环长度为

２４－２。很明显，要用这种方法来产生一个永不重复的数列是不可能的。然而，如果能细

心地选择有关常数，就可以在数列重复之前得到一个很长的数列，可以将此视为随

机数。

一个理想的伪随机数发生器，应能产生均匀分布的随机数列，且各数字之间的

相关性差，数列的循环周期长。此外，在实际中还要考虑这些随机数在数字计算机上

能有效地实现。
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１１２２ 产生给定分布的随机数的方法

产生了均匀分布的随机数之后，便为进一步产生各种所需要的分布的随机数创

造了条件。将均匀分布的随机数列，转化为其他分布的随机数列，应用最广泛的一种

方法，是概率论中的概率积分变换运算法，通常称为反变换法，它同求一个函数的反

函数的方法类似。

反变换定理可以叙述为：如果Ｕｉ（ｉ＝１，２，⋯）是在从０到１区间内均匀分布的

独立随机变量，而且Ｆ－１（ｘ）是随机变量Ｘ 的反累积分布函数，则由Ｘｉ＝Ｆ－１（Ｕｉ）

定义的随机变量就是变量Ｘ 的随机抽样。也就是说，为了产生具有给定分布的随机

数ｘ，必须先求出它的累积分布函数Ｆ（ｘ），并且使在［０，１］区间内均匀分布的随机

数Ｕ 等于Ｆ（ｘ），然后求出反函数Ｆ－１（ｘ），就是给定分布的随机数。按取反变换的

方法，又分为解析法和数值法。

１解析法

对于一些比较简单的函数表达式，可用解析法直接求反函数，由此得到给定分

布的随机数。

例１ 试由［０，１］区间均匀分布的随机数 Ｕ，产生一组符合以下概率密度的随

机数：

ｆ（ｘ）＝
３ｘ２ ０≤ｘ≤１
０

烅
烄
烆 其他

先算出该变量的累积分布函数Ｆ（ｘ），

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
３ｔ２ｄｔ＝ｘ３

令均匀分布的随机数 Ｕ 与Ｆ（ｘ）相等，得：

Ｕ ＝Ｆ（ｘ）＝ｘ３

解出由 Ｕ 为自变量的ｘ 的表达式：

ｘ＝Ｆ－１（Ｕ）＝Ｕ
１
３

例２ 试由［０，１］区间均匀分布的随机数Ｕ，产生一组随机数，使这组随机数符

合以下概率密度函数：

ｆ（ｘ）＝
２（１－ｘ） ０≤ｘ≤１
０｛ 其他

第一步，算出该随机变量的累积分布函数，

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
２（１－ｔ）ｄｔ＝２ｘ－ｘ２
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第二步，令

Ｕ ＝Ｆ（ｘ）＝２ｘ－ｘ２

第三步，解出ｘ，得：

ｘ＝１±（１－Ｕ）
１
２

又因为０≤ｘ≤１，故舍去一个根，得：

ｘ＝１－（１－Ｕ）
１
２

即为所求。

负指数分布的概率分布函数在仿真中是经常用到的，怎样通过［０，１］区间均匀

分布的随机数产生负指数分布的随机数呢？根据反变换定理，先列出负指数分布的

概率密度函数：

ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ ｘ≥０
０

烅
烄
烆 其他

其累积分布函数

Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－λｘ

令

Ｕ ＝Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－λｘ

故

１－Ｕ ＝ｅ－λｘ

由于 Ｕ 是在［０，１］区间均匀分布的随机数，故１－Ｕ 也是在［０，１］区间均匀分布的

随机数，因此可以用 Ｕ 代替１－Ｕ，得：

Ｕ ＝ｅ－λｘ

取反函数，得：

ｘ＝－ｌｎＵ
λ

（１１８）

这就是负指数分布的随机数产生的方法。

２数值法

对于表达形式比较复杂的概率累积分布函数，用解析法求反函数常常是十分困

难的，甚至是完全不可能的，在这种情况下必须采用数值计算方法。

例３ 有一电话系统，按电话呼叫时间长短统计各自的概率，得累积分布函数

如图１１４所示。试用数值方法计算其输出的几个随机数。

我们不妨将从０到１之间均匀刻度的纵坐标看作是均匀分布的随机数，是输入

的随机数Ｕ，将横坐标看作是输出的随机数Ｘ。那么，对任一给定随机数Ｕｊ，可在曲

线上找出对应于 Ｕｊ 值的横坐标ｘ 值，即是输出的随机数ｘｊ。需要注意的是，如果给
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定的 Ｕｊ值不是恰恰在有精确值的曲线的数值点上，那么可以近似地认为两个相邻

的数值点之间是直线，这样就可以用线性插值的方法估计输出的随机数值。

图１１５

Ｏ

↑

→

积
累
概
率

０５
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１０

ｘｂｘａ ｘｃ
→

Ｂ

Ａ

Ｃ

Ｕａ

Ｕｃ

Ｕ 
















ｂ

Ｏ

１５０５０ １００

图１１４ 呼叫时间长度

线性插值的原理见图１１５，近似认为曲线上的点Ａ 和Ｂ 之间是一线段，如果输

入值Ｕｃ对应曲线上的点ｃ，并且Ｕａ，Ｕｂ，ｘａ，ｘｂ是已知的随机数，由线段比例性质，

得：

Ｕｃ－Ｕａ
ｘｃ－ｘａ

＝
Ｕｂ－Ｕａ
ｘｂ－ｘａ

由上式可解出输出的随机数

ｘｃ＝ｘａ＋
Ｕｃ－Ｕａ

（Ｕｂ－Ｕａ）·（ｘｂ－ｘａ）
（１１９）

设本例输入随机数 Ｕｊ 为０１００９，０３７５４，００８４２，０９９０１，０１２８０，则可用数值

方法（需要插值），得到输出的随机数ｘｉ 为６９２３，８８４８，６６６５，１４２３３，７１８２。

３舍弃法

它同蒙特卡洛法类似。

１１３ 模拟实例

我们研究一个多服务员的排队系统。

例４ 某工厂工具间有两名管理员，负责向生产工人出借工具。根据实地观测

工人来到工具间的平均间隔为５分钟，服务时间的频率分布如表１１２：
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表１１２

服务时间 ６ ７ ８ ９ １０

频 率 ０１ ０２ ０３ ０３ ０１

每个管理员工作一小时的工资为０５元，每个生产工人平均每小时可为工厂创

造利润３元，试用模拟方法研究这一系统的效益。

假设进行模拟的总时间确定为３小时，工人到达的间隔服从均匀分布，也即有：

表１１３

间 隔（分） １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

概 率 ０１ ０１ ０１ ０１ ０１ ０１ ０１ ０１ ０１ ０１

为了生成抽样数据，可先分别求出到达间隔的分布函数Ｆ（ｘｉ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘｉ）和

服务时间的积累分布（表１１４和表１１５）。

表１１４

间隔ｘｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

Ｆ（ｘｉ） ０１ ０２ ０３ ０４ ０５ ０６ ０７ ０８ ０９ １０

表１１５

服务时间 ６ ７ ８ ９ １０

积累频率 ０１ ０３ ０６ ０９ １０

这是一个具有２个服务员、排队规则为等待制的先到先服务的排队系统。

我们可以这样来模拟这一随机服务系统：

１产生一个随机数，利用这一随机数由分布Ｆ 得出到达间隔Ｔ１，于是１＃ 顾客

到达系统的时刻ｔ＝Ｔ１。此时，服务员有空，马上对１＃ 顾客服务。接着再产生一个

随机数，根据分布Ｇ得出１＃顾客的服务时间τ１。于是，１＃顾客在时刻ｔ＝Ｔ１＋τ１

接受服务后离去。

２产生一个随机数，根据分布Ｆ 得到到达间隔Ｔ２；再产生一个随机数，根据分

布Ｇ 得到２＃ 顾客的服务时间τ２。因此，２＃ 顾客在时刻ｔ＝Ｔ１＋Ｔ２到达系统。若

他到达时，１＃ 顾客已离去，即若Ｔ１＋Ｔ２≥Ｔ１＋τ１，则他马上可得到服务，然后在

时刻ｔ＝Ｔ１＋Ｔ２＋τ２离开系统。若他到达时，１＃ 顾客尚未离去，即若Ｔ１＋Ｔ２＜
Ｔ１＋τ１，那么他需等到时刻ｔ＝Ｔ１＋τ１才能受到服务，然后于时刻ｔ＝Ｔ１＋τ１＋
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τ２离开系统。

３类似地可以模拟３＃，４＃，⋯，ｎ＃顾客的到达、服务和离去。直到预定的模拟

时间Ｔ 达到后再结束。

４在若干预定的时刻算出这一排队系统的数量指标，如平均队长（Ｌ），平均等

待队 长（Ｌｑ），平 均 逗 留 时 间（Ｗ），平 均 等 待 时 间（Ｗｑ），每 个 服 务 台 的 利 用 率

（Ｕｔｉｌ），等等。

由于在我们给出的软件ＹＡＪ中，ＱＳＩＭ 程序已自动地给出了随机数，只要给出

相应的数据，上述数量指标均可从微机输出结果中读到。

１１４ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＱＳＩＭ 决策支持系统

１１４１ 观察ＱＳＩＭ 决策支持系统

这个程序用蒙特卡洛模拟以分析具有直到２０个服务台和２０个队列的排队系

统。在一行中允许顾客数达到１００人。服务技巧取决于服务时间和分布形式。服务机

构由排队容量和优先类型所规定。当你在定义服务和到达模型时，有５种分布形式

允许使用：指数的，爱尔兰的，一致的，正态的，常数的。指定的优先规则可以是

ＦＩＦＯ（ 先到先服务），ＬＩＦＯ（后到先服务），或随机的。交替到达时间分布也由５种

分布形式中之一种规定。

１１４２ 问题输入

当输入一个问题时，请熟悉下列约定：

（１）ＥＳＣ 键，允许你从开始重新输入数据。

（２）／键，允许你对前一个问题重新输入数据。

（３）在输完数据以后，函数菜单允许你修改数据。

然后回答下列问题：

有多少个服务台（不超过２０）？

所有服务台都是相同的吗（Ｙ／Ｎ）？

平均服务时间（分钟）是多少？

可用的‘服务 ／到达’时间分布是：

① 指数的，② 爱尔兰的，③ 一致的，④ 正态的，⑤ 常数的。

服务时间分布是什么（１－５）？
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平均服务时间是多少？

有多少队列（不超过２０，缺损值 ＝１）？

队长限制是多少（≤１００，缺损值 ＝１００）？

排队优先规则是：

①ＦＩＦＯ（先到先服务），②ＬＩＦＯ（后到先服务），③ 随机的。

优先规则是什么（１－３）？

平均交替到达时间是多少？

什么是交替到达时间分布（１－５）？

最少时间？

最多时间？

你要做多长的模拟（分钟）？

你要从什么时间收集数据？

输入每个队列中顾客的最初人数：

在队列中有多少顾客？

我们就前面１１３中的模拟实例进行输入：

服务台个数：２个 两个服务台的平均服务时间：８１（分） 分布：指数

类型：ＦＩＦＯ（先到先服务） 顾客交替到达时间：５（分）

１１４３ 模拟显示

１）时间：０００，当前事件：初始状态，时间极限：１００００，从：００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０００ ０００ ０００ ００００００
２，闲 ０００ ０００ ０００ ００００００

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０００ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝０００ Ｕｔｉｌ＝０００００ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

２）时间：６０４，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０００ ０００ ０００ ００００００
２，闲 ０００ ０００ ０００ ００００００

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０００ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝０００ Ｕｔｉｌ＝０００００ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

３）时间：１１１２，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０００ ０００ ０００ ００００００
２，忙 ０４６ ０００ ５０７ ０４５６３１

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０４６ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝５０７ Ｕｔｉｌ＝０４５６３ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
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４）时间：１１１９，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０００ ０００ ０００ ００００００
２，闲 ０４５ ０００ ５０７ ０４５３４３

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０４５ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝５０７ Ｕｔｉｌ＝０４５３４ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
５）时间：１１６０，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０００ ０００ ０００ ００００００
２，忙 ０４７ ０００ ５８３ ０４７２７３

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０４７ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝５８３ Ｕｔｉｌ＝０４７２７ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
６）时间：１７７７，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，忙 ０ ０ ０００ ０３５ ０００ ９００ ０３４７２２
２，忙 ０６６ ０００ ５８３ ０６５５８１

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝１００ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝６８８ Ｕｔｉｌ＝１００３０ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
７）时间：２０６０，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，忙 ０ ０ ０００ ０４４ ０００ ９００ ０４３６９２
２，闲 ０５７ ０００ ５８３ ０５６５６８

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝１００ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝６８８ Ｕｔｉｌ＝１００２６ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
８）时间：２８２３，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０３２ ０００ ９００ ０３１８８１
２，闲 ０４１ ０００ ５８３ ０４１２７６

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０７３ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝６８８ Ｕｔｉｌ＝０７３１６ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
９）时间：２８８４，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０３２ ０００ ９００ ０３１８８１
２，忙 ０４１ ０００ ５８３ ０４１２７６

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０７３ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝６８８ Ｕｔｉｌ＝０７３１６ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
１０）时间：３１０６，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０２９ ０００ ９００ ０２８９７４
２，闲 ０３９ ０００ ４０９ ０３９４８２

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０６８ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝５３２ Ｕｔｉｌ＝０６８４６ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
１１）时间：３２８９，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００
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服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０２７ ０００ ９００ ０２７３５９
２，忙 ０４３ ０００ ３５２ ０４２８５４

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０７０ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝４６２ Ｕｔｉｌ＝０７０２１ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１２）时间：３５６８，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０２５ ０００ ９００ ０２５２２０
２，闲 ０４０ ０００ ３５２ ０３９５０３

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０６５ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝４６２ Ｕｔｉｌ＝０６４７２ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１３）时间：３９４６，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，忙 ０ ０ ０００ ０３２ ０００ ６３９ ０３２３７２
２，闲 ０３６ ０００ ３５２ ０３５３７２

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０６８ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝４４８ Ｕｔｉｌ＝０６８１０ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１４）时间：４０３５，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０３２ ０００ ６３９ ０３１６５３
２，闲 ０３５ ０００ ３５２ ０３４９３１

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０６７ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝４４８ Ｕｔｉｌ＝０６６５８ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１５）时间：４２１３，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ ０ ０００ ０３０ ０００ ６３９ ０３０３２０
２，忙 ０３８ ０００ ４０６ ０３７６７１

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０６８ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝４７２ Ｕｔｉｌ＝０６７９９ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１６）时间：４５０３，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，忙 ０ ０ ０００ ０３５ ０００ ７００ ０３４８１０
２，忙 ０４２ ０００ ４０６ ０４１６８７

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０７６ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝５１６ Ｕｔｉｌ＝０７６５０ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１７）时间：４６５４，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，忙 １ １ ０００ ０３７ ０００ ７００ ０３６９２１
２，忙 ０４４ ０００ ４０６ ０４３５７５

综合：Ｌｑ＝０００ Ｌ＝０８０ Ｗｑ＝０００ Ｗ ＝５１６ Ｕｔｉｌ＝０８０５０ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０

１８）时间：４８９３，当前事件：新的到达，时间极限：１００００，从：０００
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服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，忙 ０ １ ００３ ０４３ ０００ ７００ ０４０００５
２，忙 ０４６ ０２５ ４０６ ０４６３３４

综合：Ｌｑ＝００３ Ｌ＝０８９ Ｗｑ＝０１７ Ｗ ＝５３８ Ｕｔｉｌ＝０８６３４ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
１９）时间：５０３５，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 １ １ ００３ ０４５ ０００ ７００ ０４１７００
２，忙 ０４８ ０２５ ４５６ ０４７８５１

综合：Ｌｑ＝００３ Ｌ＝０９３ Ｗｑ＝０１７ Ｗ ＝５３８ Ｕｔｉｌ＝０８９５５ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
２０）时间：５０７３，当前事件：服务结束，时间极限：１００００，从：０００

服务台状况 队列 Ｑｍａｘ Ｌｑ Ｌ Ｗｑ Ｗ Ｄｔｉｌ
１，闲 ０ １ ００６ ０４８ ０３６ ５７０ ０４２１３１
２，忙 ０４８ ０２５ ４５６ ０４８２３６

综合：Ｌｑ＝００６ Ｌ＝０９６ Ｗｑ＝０２９ Ｗ ＝５０２ Ｕｔｉｌ＝０９０３７ Ｂａｌｋｉｎｇ＝０
⋯⋯

１１４４ 综合结果

服务台 Ｕｔｉｌ Ｗｑ Ｖａｒ（Ｗｑ） Ｗ Ｖａｒ（Ｗ） Ｏｂｓｖｔｎ

１ ０５９９６ １５９７３ ６４４８５ ６７１１２ １４９２ １２

２ ０６２０９ １２０５９ ４４９９５ ７５６０８ ３１６８ １０

数据采集周期：０到１０２３５４８（分）

队列 Ｑｍａｘ Ｑｍｉｎ ＣｕｒｒｅｎｔＱ Ｌｑ Ｖａｒ（Ｌｑ） Ｌ

１ ３ ０ ０ ０３０５１ ０４５２１ ０９０４６

数据采集周期：０到１０２３５４８（分）

Ｕｔｉｌ＝１２２０４２ Ｌｑ＝０３０５１ Ｖａｒ（Ｌｑ）＝０４５２１ Ｌ＝１５２５５

Ｗｑ＝１４１９４ Ｖａｒ（Ｗｑ）＝５６００５ Ｗ＝７０９７４ Ｖａｒ（Ｗ）＝２２７２

数据采集周期：０到１０２３５４８（分）
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第十二章 决策／概率论

所谓决策，就是为了达到某种预定的目的，决策者在若干可供选择的行动方案

中，选择最佳方案的过程。决策是人们在工作和生活中普遍存在的一种活动。

在一定的条件下，从某些可能做出的决定中，选择最优策略的有关理论，就是决

策分析所研究的内容。

本章将介绍决策 ／概率理论中的基本概念，着重讨论确定型决策问题、风险型

决策问题和不确定型决策问题。

使用的方法有均值和方差分析、贝叶斯分析、支付表分析和决策树分析。

１２１ 决策的概念

１２１１ 决策的基本概念

在工业生产、农业生产、交通运输、国防建设以及科学研究等活动中，在工程中

的设计与施工，工业新产品的开发与生产批量的确定，企业的发展，商品的经营等，

经常需要面对几种不同的自然状态（或称客观条件），对可能采取的几种不同方案进

行选择，这就提出了决策问题。

例１ 某工厂考虑生产甲、乙两种产品。根据以往统计资料推测，如果市场上销

售情况好，则生产甲种产品可获利５万元，生产乙种产品获利９万元；销售一般时，

生产甲种产品可获利３万元，生产乙种产品可获利１万元；销路差时，生产甲种产品

可获利１万元，生产乙种产品获利－１万元（即赔本１万元）。根据调查和推测，得知

产品销路好、一般、差的概率分别是０３，０５，０２。试决定工厂生产哪一种产品可能

获利最大？

解 这个决策问题是面对三种自然状态（销路好，一般，差），有两种可供选择
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的行动方案的决策问题。

自然状态是决策者在决策时可能碰到的自然情况，或称客观条件。很显然，这些

状态的出现是不以决策者的意志为转移的，是决策者不可控制的因素。我们用Ｓｊ 表

示第ｊ个自然状态。

策略，就是可供选择的行动方案。策略的选取要由决策者决定。因此，策略是决

策者可控制的因素。我们用Ａｉ 表示第ｉ个策略。策略常称为决策变量。

收益值，是指对应每一个自然状态，采取一种策略，决策者就会得到一个确定的

收益。我们用Ｃｉｊ 表示在状态Ｓｊ 下决策Ａｉ 所得到的收益值。所有收益值可用收益矩

阵Ｄ ＝（Ｃｉｊ）表示。

１２１２ 决策的三要素

状态，策略，收益值称为决策的三要素，我们下面来做出进一步的分析。

１状态

因为状态是决策者无法控制的，所以在决策前必须要了解状态的信息，这才有

可能估计在采取相应的策略后可能发生的效果。状态一般有确定型的，即必然发生

的；随机型的，即有统计规律可循；不确定型的。根据状态的上述三种情况，而有确

定型决策，风险型决策，不确定型决策。

２策略

一般在两个或两个以上的策略中，才可以进行评比择优，做出相应的决策。策略

可以用离散变量表示，也可以用连续变量表示，可以是静态的，也可以是动态的。

３收益

通常是用货币或其他计量标准衡量。对于多目标决策，往往折算成同一种标准

衡量。

１２１３ 决策过程

（１）确定决策目标。当确定决策所要达到的目的时，要兼顾各方面的要求，否则，

会造成决策失误。当有多个目标时，应主次恰当，统筹兼顾。

（２）对状态进行科学分析。一般是根据过去和现在的信息对未来进行预测。预测

能为决策提供可靠的科学远景，是决策的前提。要用各种预测技术，为决策提供未来

的信息，以便使决策更加准确和正确。

（３）提出拟采用的策略。拟定策略时，应以科学技术手段作为基础，所选择的策

略应是切实可行的策略。策略的可行性是决策的先决条件。

（４）评价策略效果。尽可能对各种策略的效果进行科学计算和分析。要注意定量
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与定性分析相结合，局部效果要服从整体效果，当前效果和长远效果相结合。

（５）做出决策，选择最优策略或满意策略。

１２１４ 决策的分类

（１）按自然状态分类：有确定型决策，风险型决策或叫随机型决策，不确定型决策。

（２）按决策目标分类：有单目标决策问题，多目标决策问题。

（３）按决策的内容分类：有战略决策，管理决策，日常业务决策。

（４）按决策的方法分类：有程序化决策，非程序化决策。

１２２ 确定型决策问题

确定型决策问题的主要特征是：

（１）只有一个确定的自然状态；

（２）存在着决策希望达到的一个明确目标；

（３）存在着可供决策人选择的两个或两个以上的行动方案；

（４）不同的行动方案在确定情况下的收益值或损失值可以计算出来。

这是一种逻辑比较简单的决策，只需要在多个备选方案中，选择一个最有利的

方案就行了。

例２ 某企业生产两种产品：Ａ 和Ｂ，有关资料如下表。试求企业盈利最大时Ａ
和Ｂ 的产量。

表１２１

生产１公斤Ａ 需要 生产１公斤Ｂ 需要 资源限制

原料（公斤） ８ ５ ４００
使用设备（小时） ２ ５ ２００
劳动力（人） ９ １０ ５００
盈利（元） ２０ ３５

解 这是为了获得企业最大盈利，如何组织两种产品的产量的决策问题。用线

性规划来建立决策模型。设Ａ 产品生产ｘ１公斤，Ｂ 产品生产ｘ２公斤。有数学模型：

ｍａｘｚ＝２０ｘ１＋３５ｘ２
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ｓｔ

８ｘ１＋ ５ｘ２≤４００

２ｘ１＋ ５ｘ２≤２００

９ｘ１＋１０ｘ２≤５００

ｘ１，ｘ２≥

烅

烄

烆 ０
用单纯形求解得到：ｘ１＝２０（公斤），ｘ２＝３２（公斤），最大盈利为１５２０（元）。

１２３ 风险型决策问题

１２３１风险型决策的概念

这是决策分析研究得最多的一个领域，也是我们讨论的重点。它的主要特征是：

（１）存在着两个或两个以上的自然状态，未来究竟出现哪种状态，决策人不能事

先肯定。但是，各种状态出现的概率可以事先知道。

（２）存在着决策希望达到的明确的目标，如收益最大或损失最小。

（３）存在着两个或两个以上的策略可供决策人选择，最后只选定一个策略。

（４）不同的策略在不同状态下的收益值或损失值可以计算出来。

根据状态概率的估计方式，可分为仅仅根据历史统计资料的经验分布的决策问

题和依据理论分布推断的理论分布的决策问题。

例３ 在石油开发时，会遇到须决定是否在某处钻井的问题。尽管是在初步探

明的石油层构造带上钻井，但由于地下情况极为复杂，在一个特定的位置上钻井钻

后能否出油，油产量的高低等等，很难预先准确知道，只能根据过去类似地质情况的

钻井记录或进一步的地面勘探结果进行估计。现在考虑一种简化了的情况：假定根

据过去类似地质情况的钻井记录，某钻井位置地下无油的概率为０３，有油但产量一

般的概率为０５，有油且产量很高的概率为０２。又知道开井后若地下无油则亏损２５
万元，有油但产量一般则净收益２０万元，有油且产量很高则净收益４５万元，如在该

处不钻井则收益为零。试问，在上述情况下应作何种决定，钻井还是不钻井？

本例属于经验分布的风险决策问题。对此，仅仅考虑各个可能状态下的收益情

况是不够的，还必须考虑各种状态出现的概率。经常采用的综合评价方案优劣的方

法是期望值法。

１０３２ 期望值法

这里主要是指离散随机变量的数学期望，因为自然状态常常是离散的。然后，根
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据算出的期望值的大小决定方案的优劣。

现在我们来计算例３的期望值。

设钻井方案为Ａ１，不钻井方案为Ａ２，无油状态为Ｓ１，有油但产量一般状态为

Ｓ２，有油且产量很高状态为Ｓ３。由题设，收益值（单位：万元）为：

ｃ１１＝－２５ ｃ１２＝２０ ｃ１３＝４５

ｃ２１＝０ ｃ２２＝０ ｃ２３＝０
各种状态的概率为：

Ｐ（Ｓ１）＝０３ Ｐ（Ｓ２）＝０５ Ｐ（Ｓ３）＝０２
于是，钻井期望收益：

Ｅ（Ａ１）＝∑
３

ｊ＝１
ｃ１ｊＰ（Ｓｊ）

＝－２５×０３＋２０×０５＋４５×０２＝１１５（万元）

不钻井期望收益：

Ｅ（Ａ２）＝∑
３

ｊ＝１
ｃ２ｊＰ（Ｓｊ）＝０

由此，Ｅ（Ａ１）＞Ｅ（Ａ２），选择钻井方案比不钻井方案要好。

应当指出，如果只钻一口井，那么仍然存在钻井结果是无油而亏损的情况，这时

钻井就不如不钻了。但是，如果在同等情况下，钻十口井，钻二十口井，或更多，那么

可以肯定，钻井方案的收益要比不钻井方案高。

如果地下无油的概率增大，而地下有油的概率减少，那么不钻井方案将优于钻

井方案。所以，决策问题中自然状态出现的概率对判断一个方案的优劣具有很大的

影响。因此，对各种可能情况出现的概率要作认真调查和科学分析。

期望值法的计算步骤：

（１）根据统计资料计算各个自然状态的概率；

（２）计算每个策略在各个自然状态下的收益值；

（３）计算每个策略的期望收益值；

（４）根据期望收益值评价策略的优劣。

１２３３ 期望机会损失法

机会损失是指在任一自然状态下，没有选择最优策略而造成的利润损失或资源

浪费，它在数值上等于在某种自然状态下可能采用的最优策略的收益减去在这种

自然状态下实际采用的策略的收益之差。即机会损失

ＣＯＬ＝ 最优策略收益－实际策略收益
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下面先讨论例３的情形。

假定在这个策略中，我们做出了决定：钻井。可是钻井的结果地下无油，于是损

失了２５万元。对此，我们会感到某种遗憾：假若当初决定不钻井的话，可以避免这笔

巨额损失。相反，如果钻井结果，发现地下有油，那么我们就不会为做出不钻井的决

定而感到任何遗憾，因为没有承受任何损失，损失值为零。也就是说，对于地下无油

的自然状态，钻井策略将损失２５万元，不钻井损失为０。对于地下有油但产量一般的

自然状态，钻井策略损失为０，而不钻井策略将有２０万元的利润损失，也会使人感到

某种遗憾。对于地下有油且产量很高的自然状态，钻井策略损失为０，而不钻井将有

４５万元的利润损失。上述这些损失，在决策分析中称为机会损失，我们把这些结果

列成机会损失表（表１２２）。

表１２２

自然状态 Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ 期望机会损失Ｅ［ＣＯＬｉ］

ＣＯＬｉｊ策略

损失

机会 概率

０３ ０５ ０２

Ａ１ ２５ ０ ０ ７５（万）

Ａ２ ０ ２０ ４５ １９（万）

与计算期望收益值方法类似，计算期望机会损失采用公式

Ｅ［ＣＯＬｉ］＝∑
ｎ

ｊ＝１
ＣＯＬｉｊＰ（Ｓｊ），ｉ＝１，２，⋯，ｍ

式中，Ｅ［ＣＯＬｉ］表示第ｉ种策略的机会损失，ＣＯＬｉｊ表示第ｉ种策略在第ｊ种状

态下的机会损失。

对于所讨论的钻井问题，应用此公式所得结果如上表。请注意，机会损失值都是

正值，而收益值在盈利时是正值，亏损时是负值。因为Ｅ［ＣＯＬ１］＜Ｅ［ＣＯＬ２］，故应

选择Ａ１为最优策略。用期望收益值法与机会损失值法所得结果完全相同，事实上两

者是等价的。

１２３４ 决策树法

对经验分布的决策问题，基本方法是分析每一策略的收益的期望值，或分析其

机会损失的期望值，除去前面介绍的方法外，还可以采用决策树方法进行。用树枝状

的图形来表示这种方法的思路。我们通过一个多级决策的例子，来说明这个方法。

例４ 有一个化工原料工厂，由于某项工艺不够好，产品成本较高。现在计划将
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该项工艺改进。取得新工艺有两种途径，一是自行研究，估计成功的可能性是０６；二

是从国外引进，成功的可能性是０８。不论研究成功，还是谈判成功，生产规模都考虑

两种方案，一是产量不变，一是增加产量。如果自行研究和谈判都失败，则采用原工

艺进行生产，并保持原产量不变。

根据市场预测，估计今后５年内跌价的可能性是０１，保持中等价格的可能性是

０５，涨价的可能性是０４。各状态下的收益值见表１２３。试用决策树进行决策。

表１２３

状态（概率）

价格

益损值 方案

按原工艺生产

引进技术成功（０８） 自行研究成功（０６）

产量不变 增加产量 产量不变 增加产量

价格低落（０１） －１００ －２００ －３００ －２００ －３００

价格中等（０５） ０ ５０ ５０ ０ －２５０

价格高涨（０４） １００ １５０ ２５０ ２００ ６００

解 第一步 画决策树，如图１２１。

从左往右画。决策点１，有两个方案分支：引进技术和自行研究。两方案分支的

端点是方案节点２和３。从节点２引出两个状态分支：失败（概率０２）和成功（概率

０８），其中失败分支的端点是方案节点４，而成功分支的端点是决策节点５。由于对

失败分支节点４，意味着维持原工艺不变，不需作决策了，因此，只需要从节点４引出

价格低、中、高三个状态分支即可，并标上相应的概率和收益值。对于成功分支的决

策５，又需引出两个方案分支：产量不变和增加产量。产量不变的方案分支，其节点８
引出三个状态分支，填上各自的状态概率和相应的收益值。产量增加的方案分支，其

节点９引出三个状态分支，也填上各自的状态概率和相应的收益值。

对方案节点３，也引出两个状态分支，即自行研究成功和自行研究失败，各自标

上状态概率０６和０４。其中，成功分支的端点是决策点６，它有两个可选方案，产量

不变和增加产量，每个方案又各有三种状态。失败分支的端点是方案节点７，它同方

案节点４一样，标上三种状态的概率和相应的收益。

从图可看出，例中的决策有两级，第一级要作产量不变和产量增加两个方案的

选择和决策，第二级才作引进技术和自行研究两个方案的选择和决策。

第二步 计算各方案的期望收益值。

从上往下计算。

对节点４，其期望值为
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图１２１ 多级决策树
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中（０５）ｓ１７

ｓ１６

ｓ１８

成功（０８）

ｓ２１

自
行

研
究

ｓ２８ 成功（０６）
ｓ２５

ｓ２３

失败（０４）
ｓ２６

２０２５０

－１００

１３０
１４１００

１５－２００

１７１５０
１６５０

１８－３００

１９５０

２２０
２３２００

２１－２００

２４－３００
２５－２５０
２６６００

２７－１００

２８０
２９１００

１０

产量不变

９５

８ｓ２０

２

９

４
失败（０２）

１１

７

３

１２
ｓ２

ｓ５

ｓ８

ｓ９

产量不变

□：决策点，第一类点； ：机会点，第二类点； ：终点

－１００×０１＋０×０５＋１００×０４＝３０
将此记在节点４处。

对节点８，其期望值为：

－２００×０１＋５０×０５＋１５０×０４＝６５
将此记在节点８处。

节点９，１０，１１，７类似，所有结果都记在相应的节点处。

第三步 进行第一级决策。

从上往下进行。对节点５，增加产量的方案的期望值大于产量不变方案的期望

值，选择增加产量的方案，并将增加产量的期望值９５记在决策点５处。

同理，对决策点６，舍去产量不变方案，选择增加产量方案。并将该方案的期望值

８５记在决策点６处。

第四步 计算第二级决策方案的期望收益。
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引进技术方案期望收益值为

３０×０２＋９５×０８＝８２
记在节点２处。

自行研究方案期望收益值为：

８５×０６＋３０×０４＝６３
将此记在节点３处。

第五步 进行第二级决策。

从图上清楚看出，应选取引进技术方案。至此，这个两级决策问题全部完成。

利用决策树方法进行决策的主要特点是：它的决策依据仍然是各方案的期望

值，因此，在本质上它仍然是一种期望值决策方法。但是，由于这种方法可以用图形

把决策过程形象地表示出来，因而使决策人可以有顺序有步骤地去考虑，以科学的

推理去考虑各有关因素。

对于较复杂的决策问题，用决策树方法比较有效，对多级决策问题，尤其方便简捷。

１２３５ 矩阵法

记状态Ｓｊ的概率Ｐ（Ｓｊ）为Ｐｊ，Ｐ＝（Ｐ１，⋯，Ｐｎ）Ｔ，Ａ＝（Ａ１，⋯，Ａｍ）。收益矩阵

Ｄ ＝（ｃｉｊ）。那么，方案Ａｉ 的期望

Ｅ（Ａｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊＰｊ

若再记Ｅ（ｃ）＝［Ｅ（ｃ１），⋯，Ｅ（ｃｍ）］Ｔ。便有：

Ｅ（ｃ）＝ＤＰ
当给出收益矩阵Ｄ和状态概率向量Ｐ时，我们便可计算期望收益向量Ｅ（ｃ），然

后根据各期望收益值的大小选择最优策略。这就是决策问题中的矩阵法。当可选方

案较多，自然状态也比较多时，使用矩阵法特别方便。用计算机进行两个矩阵的乘法

也是办得到的。

１２３６ 贝叶斯（Ｂａｙｅｓｉ）决策

在随机性决策中，对自然状态的概率分布Ｐ（Ｓ）所作估计的精确性直接影响到

收益期望值。因此，如果时间上允许，就往往要考虑出钱购买（或调查）有关的新信

息。然后利用这些新信息修正原先对Ｐ（Ｓ）做出的估计。并利用经过修正的概率分

布作决策，这就是所谓的贝叶斯决策。其常用作法是：

１验前分析

决策者根据自己的经验和判断，估计Ｐ（Ｓ）。然后，凭借这种验前概率分布并利
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用收益值，由期望值准则做出决策。假定得到相应收益期望值为Ｅ１。

２预验分析

在实际调查前，可先对购买（或调查）新信息是否合算做出分析，并做出相应的

选择。

３验后分析

实际调查后，根据所得结果对验前概率分布作修正，得出验后概率分布，再重新

做出决策。

４阶段分析

将调查收集信息的过程划分为若干阶段，在每一阶段上都作预验分析和验后分析。

在预验分析中如何进行决策呢？设调查可能得到的结果共有ｒ种：Ｚ１，⋯，Ｚｒ。请注

意，调查结果未必一定与客观的自然状态相符合。先根据以往的经验，估算在客观自

然状态是Ｓｊ，而调查结果为Ａｋ 的条件概率Ｐ（Ａｋ｜Ｓｊ）（ｋ＝１，⋯，ｒ；ｊ＝１，⋯，ｎ）。

再利用概率论中的贝叶斯公式，我们可以算出调查结果为Ａｋ 的条件下自然状态为

Ｓｊ 的条件概率：

Ｐ（Ｓｊ｜Ａｋ）＝
Ｐ（Ａｋ｜Ｓｊ）Ｐ（Ｓｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｋ｜Ｓｉ）Ｐ（Ｓｉ）

ｋ＝１，⋯，ｒ；ｊ＝１，⋯，ｎ
假定调查结果为Ａｋ，根据上式算出Ｐ（Ｓｊ｜Ａｋ）后，用它取代Ｐ（Ｓｊ），可算出最

优策略下的收益期望值Ｅ
∧

ｋ

Ｅ
∧

ｋ＝ｍａｘ｛∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＰ（Ｓｊ｜Ａｋ）；ｉ＝１，⋯，ｍ｝

此外，利用概率论中的全概率公式，可知调查结果为Ａｋ 的概率是：

Ｐ（Ａｋ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（Ａｋ｜Ｓｊ）Ｐ（Ｓｊ）

因此，估算出调查后决策所得的收益期望值为：

Ｅ２＝∑
ｒ

ｋ＝１
Ｅ
∧

ｋＰ（Ａｋ）

而Ｅ２－Ｅ１就是进行调查使收益期望值增大的数值。显然，如果Ｅ２－Ｅ１大于调

查的费用，那就可以认为调查是合算的。当然，要是实际进行了调查，并出现结果

Ａｋ，那么Ｐ（Ｓｊ｜Ａｋ）就是概率，Ｅ
∧

ｋ－Ｅ１就是这次调查真正增加出来的收益期望值。

此时，如果要考虑再作一轮新的调查，那么，上次调查所得的验后概率可以作为下一

次调查的验前概率来使用。
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例５ 为了开发某种新产品，某工厂需要对生产设备的投资规模作决策。设现

有三种可供选择的方案，Ａ１：购买大型设备，Ａ２：购买中型设备，Ａ３：购买小型设备，

未来市场对这些产品的需求情况也有三种，Ｓ１：需求量较大，Ｓ２：需求量中等，Ｓ３：需

求量较小，

收益矩阵（单位：万元） Ｄ ＝
５０ ２０ －２０
３０ ２５ －１０

熿

燀

燄

燅１０ １０ １０
并且，先期概率为Ｐ（Ｓ１）＝０３，Ｐ（Ｓ２）＝０４，Ｐ（Ｓ３）＝０３。

现在，调查结果的条件概率为（表１２４）：

表１２４

Ｐ（Ａｉ｜Ｓｊ） Ａ１ Ａ２ Ａ３

Ｓ１ ０６ ０３ ０１
Ｓ２ ０２ ０５ ０３
Ｓ３ ０２ ０２ ０６

试做出贝叶斯分析。

解 先求出Ｐ（Ａ１）、Ｐ（Ａ２）、Ｐ（Ａ３），如表１２５
表１２５

Ｐ（Ａｉ｜Ｓｊ）Ｐ（Ｓｊ） Ａ１ Ａ２ Ａ３

Ｓ１ ０１８ ００９ ００３
Ｓ２ ００８ ０２０ ０１２
Ｓ３ ００６ ００６ ０１８

Ｐ（Ａｉ） ０３２ ０３５ ０３３

再算出Ｐ（Ｓｊ｜Ａｉ），见表１２６：

表１２６

Ｐ（Ｓｊ｜Ａｉ） Ａ１ Ａ２ Ａ３

Ｓ１ ０５６ ０２６ ００９
Ｓ２ ０２５ ０５７ ０３６
Ｓ３ ０１９ ０１７ ０５５

最后得到图１２２所示的一个决策树。
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由图上看出，Ｅ１ ＝１７（万元），Ｅ２ ＝１９９９（万元）。因此，当调查费用不超过

１９９９－１７＝２９９（万元）时，调查是合算的。

图１２２

２９２

４ Ａ２
２１５

Ａ３

２１

Ａ１

５
２１

Ａ２

１２
１０

２０３５

１３
Ａ１

６
１０

１０

Ａ１

２９２

Ａ３

１４

Ｓ２Ｐ（Ｓ２｜Ａ１）＝０２５

Ｓ３Ｐ（Ｓ３｜Ａ１）＝０１９

Ｓ１Ｐ（Ｓ１｜Ａ１）＝０５６

Ｓ１０５６

Ｓ２０２５
Ｓ３０１９

３０

－１０

２５

Ｓ１０５６

Ｓ２０２５

Ｓ３０１９

５０

－２０

２０

Ｓ３Ｐ（Ｓ３｜Ａ３）＝０１７

Ｓ２Ｐ（Ｓ２｜Ａ２）＝０５７
Ｓ１Ｐ（Ｓ１｜Ａ２）＝０２６

１０

１０

１０

Ｓ１０２６

Ｓ２０５７

Ｓ３０１７

３０

－１０

２５

２０

－２０

５０

２０

－２０

５０Ｓ１Ｐ（Ｓ１｜Ａ３）＝００９

Ｓ２Ｐ（Ｓ２｜Ａ３）＝０３６

Ｓ３Ｐ（Ｓ３｜Ａ３）＝０５５

１０

１０

１０

３０

－１０

２５

１０

１０

１０

Ｓ１００９

Ｓ２０３６

Ｓ３０５５

Ｓ３０５５

Ｓ２０３６
Ｓ１００９

Ｓ３０１７

Ｓ２０５７

Ｓ１０２６

６２

０７

１１

１０

７

８

７

１０

１５
３

１７

不调查

Ａ３

Ａ２

Ａ３

１９８９
２Ｐ（Ａ２）＝０３５

Ａ２

Ｐ（Ａ１）＝０３２

Ａ１

１

调查

Ｐ（Ａ３）＝０３３

１２３７ 多行为决策的报童模型

街头的卖报童，每天要从报馆批发一批报纸，然后零售。报纸只能在当天出售，

剩余的只能作废品处理，而每天对报纸的需求量又是不确定的。报童便面临这样一
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个决策问题：应批发多少份报纸，使得每天卖报的收入或叫期望收益最多，换句话

说，使得期望机会损失最少。

１连续变量的报童模型

本模型的主要假设条件是，产品的需求量Ｓ 是连续变量，需求量的概率密度为

ｆ（Ｓ）。相应地，决策变量也是连续变量，这里的决策变量是指从批发部进货的数量。

设：

Ｓ：状态变量，指需求量；

Ａ：决策变量，指批发进货量；

ｋ０：单位进货过量损失，指因销售不出造成的积压损失，它在数值上等于进货批

发价格减去滞销处理价格；

ｋｕ：单位进货不足损失，它在数值上等于零售价格减去批发价格之差。

则当决策变量Ａ ≥Ｓ 时所产生进货过量损失为：

ｋ０（Ａ－Ｓ）

期望过量损失为：

ｋ０∫
Ａ

０
（Ａ－Ｓ）ｆ（Ｓ）ｄＳ， ０≤Ｓ≤Ａ

同理，当决策变量Ａ ≤Ｓ 时，将产生进货不足损失，期望不足损失为：

ｋｕ∫
∞

Ａ
（Ｓ－Ａ）ｆ（Ｓ）ｄＳ，Ａ ≤Ｓ≤ ∞

总期望机会损失应为期望过量损失和期望不足损失之和，故为：

Ｋ ＝ｋ０∫
Ａ

０
（Ａ－Ｓ）ｆ（Ｓ）ｄＳ，０≤Ｓ≤Ａ＋ｋｕ∫

∞

Ａ
（Ｓ－Ａ）ｆ（Ｓ）ｄＳ，Ａ ≤Ｓ＜ ∞

当选择了最优策略Ａ
∧

时，必有期望机会损失最小，即满足：

ｄＫ
ｄＡ Ａ

∧ ＝０

解方程

ｄＫ
ｄＡ ＝０

得到

Ｆ（Ａ
∧

）＝
ｋｕ

ｋ０＋ｋｕ

这里，Ｆ（Ａ）＝∫
Ａ

０
ｆ（Ｓ）ｄＳ——— 积累分布函数，图１２３给出了其模型解释。

例６ 设有某种商品，其需求量Ｓ 符合均匀分布。
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图

→

１２３































Ｓ

Ｆ（Ｓ）

Ｆ（Ａ

↑

）
∧

∧
（Ａ）

Ｏ

ｋｕ

ｋ０＋ｋｕ

ｋ０

ｋ０＋ｋｕ

其概率密度为：

ｆ（Ｓ）＝
１
５ １０≤Ｓ≤１５

０
烅
烄

烆 其他

已知该商品的购进单价为１２５元，出售单价为１５元；如当天未能售出，第二天的处

理价格为１１２５元。试求合理的进货数量。

解 本例中的单位不足损失为：

ｋｕ ＝１５－１２５＝２５（元）

单位过量损失为：

ｋ０＝１２５－１１２５＝１２５（元）

则最优进货量Ａ
∧

必定适合

Ｆ（Ａ
∧

）＝
ｋｕ

ｋ０＋ｋｕ
＝ ２５

１２５＋２５＝ ２
３

即

∫
Ａ
∧

１０

１
５ｄＳ＝ ２

３Ａ
∧

＝ ２
３×５＋１０＝１３３３３３

注 最优决策的确定，不仅同需求量Ｓ的分布有关，而且同单位过量损失ｋ０和

单位不足损失ｋｕ 有关。一般情况下，最优进货量Ａ
∧

，同商品需求量的平均值是不同

的。Ａ
∧

所满足的条件，只需是连续分布。

２离散变量的报童模型

现设商品的需求量Ｓ是离散变量，其概率为Ｐ（Ｓ）；决策变量Ａ 也是离散变量。
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则最优决策变量Ａ
∧

适合

∑
Ａ
∧
－１

Ｓ＝０
Ｐ（Ｓ）≤ｋｕ（ｋ０＋ｋｕ）≤∑

Ａ
∧

Ｓ＝０
Ｐ（Ｓ）

即最优策略应当这样选择，它对应的累积概率将是大于比值 ｋｕ
ｋ０＋ｋｕ

的最小的数。

例７ 设有某商店的需求量Ｓ，是离散型的，即只能整件出售。有过去的统计资

料推知今后的需求量分布如下表：

表１２７

需求量 １０ １１ １２ １３ １４ １５ 合计

概率Ｐ（Ｓ） ０１５ ０２０ ０１９ ０１８ ０１７ ０１１ １００

其余参数同例５。试求最优订货量。

解 同例５：ｋｕ ＝２５，ｋ０＝１２５， ｋｕ
ｋ０＋ｋｕ

＝ ２
３ ＝０６６６６

再计算需求量的累积分布概率

Ｐ（１０）＝０１５＜０６６６６
⋯

Ｐ（１０）＋Ｐ（１１）＋Ｐ（１２）＝０５４＜０６６６６
Ｐ（１０）＋Ｐ（１１）＋Ｐ（１２）＋Ｐ（１３）＝０７２＞０６６６６

所以，最优订货量Ａ
∧

＝１３。

１２３８ 理论分布的决策问题

一般步骤是：

（１）根据统计资料或事件特点，推断自然状态属于何种概率分布。常用的理论分

布有正态分布，均匀分布，泊松分布等；

（２）估计理论分布的参数；

（３）应用报童模型进行决策。

１２４ 不确定情况下的决策

前面讨论的确定型决策问题，是指已知的某种自然状态必然发生；风险型决策

问题，虽然预先不知道哪种状态必然发生，但是每种自然状态发生的概率是可以通
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过历史资料或主观估计的方法得到。而不确定情况下的决策，则只知道有几种自然

状态可能发生，这些状态发生的概率并不知道。

下面介绍几种不确定型决策方法 ——— 用到了支付表分析。

１２４１ 乐观法

也叫最大最大（ｍａｘｉｍａｘ）原则。方法的思想基础是抱乐观态度：即使出现不利

的情况，也未必会有多大损失，但一旦出现最有利的情况，却能得到很大的利益。

例８ 今有５个行动方案Ａ１，⋯，Ａ５，４个自然状态Ｓ１，⋯，Ｓ４。自然状态发生的

概率不知道。相应的收益值如表１２８：

表１２８

Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ Ｓ４ 各方案最大收益

Ａ１ ４ ５ ６ ７ ７
Ａ２ ２ ４ ６ ９ ９
Ａ３ ５ ７ ３ ５ ７
Ａ４ ３ ５ ６ ８ ８
Ａ５ ３ ５ ５ ５ ５

决策 选择方案Ａ２，收益９

决策步骤是：

（１）把各方案在各种自然状态下的最大收益求出来。

ｍａｘ｛４，５，６，７｝＝７
ｍａｘ｛２，４，６，９｝＝９
ｍａｘ｛５，７，３，５｝＝７
ｍａｘ｛３，５，６，８｝＝８
ｍａｘ｛３，５，５，５｝＝５

（２）求各最大收益中的最大值。

ｍａｘ｛７，９，７，８，５｝＝９
得出最优策略Ａ２，最大收益值为９。

１２４２ 悲观法

也叫最大最小（ｍａｘｉｍｉｎ）决策方法，或保守法。方法的思想基础是抱悲观态度：

冒失行动会造成重大失误，最好还是从最不利的情况出发，向最好的方向努力。

例９ 试将例８用悲观法决策。
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决策步骤是：

（１）把每个方案在自然状态下的最小收益求出来。

ｍｉｎ｛４，５，６，７｝＝４
ｍｉｎ｛２，４，６，９｝＝２
ｍｉｎ｛５，７，３，５｝＝３
ｍｉｎ｛３，５，６，８｝＝３
ｍｉｎ｛３，５，５，５｝＝３

（２）求各最小收益值中的最大值。

ｍａｘ｛４，２，３，３，３｝＝４
得出最优策略是Ａ１，相应收益值是４。

１２４３ 乐观系数法

又叫赫威兹（Ｈｕｒｗｉｃｚ）决策准则。这个方法的特点是，对客观条件的估计既不那

么乐观，也不那么悲观，主张折衷考虑（故又叫折衷值准则），用一个数字表示乐观程

度，该数字称为乐观系数，记为α，并规定０≤α≤１。用下式计算结果：

ＣＶｉ＝αｍａｘ｛ｃｉｊ｜ｊ｝＋（１－α）ｍｉｎ｛ｃｉｊ｜ｊ｝

若

ＣＶｋ＝ｍａｘ｛ＣＶｉ｜ｉ｝

则选取Ａ
∧

＝Ａｋ。

显然，α＝１时，即为乐观法；α＝０时，即为悲观法。

例１０ 设α＝０８，用乐观系数法对例８进行决策。

解 易求

ＣＶ１＝０８×７＋０２×４＝６４

ＣＶ２＝０８×９＋０２×２＝７６

ＣＶ３＝０８×７＋０２×３＝６２

ＣＶ４＝０８×８＋０２×３＝７０

ＣＶ５＝０８×５＋０２×３＝４６
从而

ＣＶ２＝ｍａｘ｛６４，７６，６２，７０，４６｝＝７６

对应策略为Ａ２，故Ａ
∧

＝Ａ２。

注 α值不同，可能得到不同的决策结果。如果该问题的形势比较乐观，α值可

取大一点；反之，α取小一点。
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１２４４ 后悔值准则

令ｗｊ＝ｍａｘ｛ｃ１ｊ，ｃ２ｊ，⋯，ｃｍｊ｝，ｊ＝１，２，⋯，ｎ它表示决策者在状态Ｓｊ下可获

得的最大利益。又定义

ｒｉｊ＝ｗｊ－ｃｉｊ
它是选择Ａｉ 而产生的后悔值。

后悔值准则是：

（１）计算后悔值ｒｉｊ（ｉ＝１，２，⋯，ｍ；ｊ＝１，２，⋯，ｎ）

（２）对每个Ａｉ 确定可能产生后悔最大的数值

Ｒｉ＝ｍａｘ｛ｒｉ１，ｒｉ２，⋯，ｒｉｎ｝，ｉ＝１，２，⋯，ｍ
（３）选取Ａｋ，使得

Ｒｋ＝ｍｉｎ｛Ｒ１，Ｒ２，⋯，Ｒｍ｝

例１１ 用后悔值准则解例８。

解 决策过程如下表，可知应采用策略Ａ１或Ａ４。

表１２９

ｃｉｊ Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ Ｓ４ ｒｉ１ ｒｉ２ ｒｉ３ ｒｉ４ Ｒｉ

Ａ１ ４ ５ ６ ７ １ ２ ０ ２ （２）

Ａ２ ２ ４ ６ ９ ３ ３ ０ ０ ３
Ａ３ ５ ７ ３ ５ ０ ０ ３ ４ ４
Ａ４ ３ ５ ６ ８ ２ ２ ０ １ （２）

Ａ５ ３ ５ ５ ５ ２ ２ １ ４ ４

ｗｊ ５ ７ ６ ９

１２４５ 不足理由原理 ——— 等可能法

当决策人在决策过程中，不能肯定各种状态出现的概率时，就认为它们出现的

概率是相等的（故又叫等可能法）：Ｐ（Ｓｊ）＝ １
ｎ

，ｊ＝１，⋯，ｎ。然后用风险型决策方

法，求出期望收益值，视其大小进行决策。这个方法是法国数学家拉普拉斯首先提出

来的，所以又称拉普拉斯方法。

例１２ 用等可能法解例８。

解 因Ｐ（Ｓｊ）＝０２５，ｊ＝１，２，３，４。故

Ｅ［ｃ］＝Ｄ·Ｐ（Ｓ）
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＝

４ ５ ６ ７
２ ４ ６ ９
５ ７ ３ ５
３ ５ ６ ８

熿

燀

燄

燅３ ５ ５ ５

·

０２５
０２５
０２５

熿

燀

燄

燅０２５

＝

５００
５２５
５００
５５０

熿

燀

燄

燅４５０
Ｅ［ｃ１］＝Ｅ［ｃ４］＝５５０，所以对Ａ１和Ａ４还得加以比较。通过计算

Ｄ［ｃ１］＝Ｅ［ｃ１］－ｍｉｎ｛ｃ１ｊ｜ｊ｝＝５５０－４＝１５０

Ｄ［ｃ４］＝Ｅ［ｃ４］－ｍｉｎ｛ｃ４ｊ｜ｊ｝＝５５０－３＝２５０
由Ｄ［ｃ１］＜Ｄ［ｃ４］，当选取方案Ａ１（仍然是考虑机会损失最小）。

本节介绍了不确定型决策问题的几种方法，还有其他一些方法。通过各例可以

看出，方法不同，结果可能各异。这里，除了决策者的主观态度和经验之外，关键是要

对自然状态即客观情况作认真地调查研究，这包括对历史统计资料的整理和分析，

对未来情况的估计和预测。这样做出的决策才会比较符合客观实际，才能达到预期

的目的。

１２５ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＤＳＰＢ 决策支持系统

１２５１ 观察ＤＳＰＢ 决策支持系统

这个程序提供了四个功能：平均值和方差分析，贝叶斯分析，支付表分析和决

策树分析。借助均值和方差分析，在你输入不超过１００个结果和概率后，程序将显示

其简单平均和方差。借助贝叶斯分析，在你提供自然状态的先验概率和结果的条件

概率以后，程序可以计算联合概率，边缘概率和后验概率。支付表分析，ＤＳＰＢ 要求

你提供具有直到４０个自然状态和４０个策略的支付表，程序将显示在不同标准下的

决策。

决策树分析，要求你提供不超过８０个分支的树。分支和结点将按照支的先后关

系从１开始，顺序编号。每一支应举出其策略或概率。对结点要指出它是机会点，或

决策点，或终点。

１２５２ 问题输入

当输入一个问题时，请观察下列约定：

（１）为了输入你的问题，在下列方案中选出一个方案。
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（２）然后输入你问题的数据。

（３）当输完数据后，按ＥＮＴＥＲ 键。

（４）在同一荧屏上，你可以移动光标到需要改错的地方，按ＢＡＣＫＳＰＡＣＥ 键修

改错误。

（５）当你对一屏的数据满意后，按ＳＰＡＣＥＢＡＲ 键。

（６）为了输入缺损值，按ＥＮＴＥＲ 键即可。

为了输入你的问题，做出一个选择：

１均值和方差分析

２贝叶斯分析

３支付表分析

４决策树分析

０返回到函数菜单

１２５３ 问题解答

１下面以例３为例。

我们按照下面形式输入（使用支付表分析）：

先验概率：Ｓ１：０３ Ｓ２：０５ Ｓ３：０２
状态 选择

Ｓ１ Ａ１：－２５ Ａ２：０

Ｓ２ Ａ１：２０ Ａ２：０

Ｓ３ Ａ１：４５ Ａ２：０
结果：

决策标准：期望值法

决策将是：Ａ１

期望值：１１５
２仍以例３为例。

输入同上。

结果：

决策标准：期望后悔（期望机会损失）

决策将是：Ａ１

期望后悔值：７５
３以例４为例。

严格按照图１２１进行输入。该图有２８条分支。
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支编号 支名字 开始结点 末结点 开始结点类型 概率 盈利

１ ｓ１ ４ １２ ２ ０１ －１００

２ ｓ２ ４ １３ ２ ０５ ０

３ ｓ３ ４ １４ ２ ０４ １００

４ ｓ４ ８ １５ ２ ０１ －２００

５ ｓ５ ８ １６ ２ ０５ ５０

６ ｓ６ ８ １７ ２ ０４ １５０

７ ｓ７ ９ １８ ２ ０１ －３００

８ ｓ８ ９ １９ ２ ０５ ５０

９ ｓ９ ９ ２０ ２ ０４ ２５０

１０ ｓ１０ １０ ２１ ２ ０１ －２００

１１ ｓ１１ １０ ２２ ２ ０５ ０

１２ ｓ１２ １０ ２３ ２ ０４ ２００

１３ ｓ１３ １１ ２４ ２ ０１ －３００

１４ ｓ１４ １１ ２５ ２ ０５ －２５０

１５ ｓ１５ １１ ２６ ２ ０４ ６００

１６ ｓ１６ ７ ２７ ２ ０１ －１００

１７ ｓ１７ ７ ２８ ２ ０５ ０

１８ ｓ１８ ７ ２９ ２ ０４ １００

１９ ｓ１９ ２ ４ ２ ０２ ０

２０ ｓ２０ ２ ５ ２ ０８ ０

２１ ｓ２１ ５ ８ １ ０ ０

２２ ｓ２２ ５ ９ １ ０ ０

２３ ｓ２３ ６ １０ １ ０ ０

２４ ｓ２４ ６ １１ １ ０ ０

２５ ｓ２５ ３ ６ ２ ０６ ０

２６ ｓ２６ ３ ７ ２ ０４ ０

２７ ｓ２７ １ ２ １ ０ ０

２８ ｓ２８ １ ３ １ ０ ０

结果：

结点 结点类型 期望值 决策

１ 决策 ８２ ｓ２７
２ 机会 ８２
３ 机会 ６３
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４ 机会 ３０
５ 决策 ９５ ｓ２２
６ 决策 ８５ ｓ２４
７ 机会 ３０
８ 机会 ６５
９ 机会 ９５
１０ 机会 ６０
１１ 机会 ８５

４以例５为例。

结果显示：

１）贝叶斯分析 ——— 自然状态的先验概率

Ｓ１：０３ Ｓ２：０４ Ｓ３：０３

２）贝叶斯分析 ——— 条件概率

状态 选择

Ｓ１ Ａ１：０６ Ａ２：０３ Ａ３：０１

Ｓ２ Ａ１：０２ Ａ２：０５ Ａ３：０３

Ｓ３ Ａ１：０２ Ａ２：０２ Ａ３：０６

３）贝叶斯分析 ——— 联合概率

状态 选择

Ｓ１ Ａ１：０１８ Ａ２：００９ Ａ３：００３

Ｓ２ Ａ１：００８ Ａ２：０２０ Ａ３：０１２

Ｓ３ Ａ１：００６ Ａ２：００６ Ａ３：０１８

４）贝叶斯分析 ——— 选择的边缘概率

Ａ１：０３２ Ａ２：０３５ Ａ３：０３３

５）贝叶斯分析 ——— 后验或修正概率

状态 选择

Ｓ１ Ａ１：０５６２５００ Ａ２：０２５７１４３ Ａ３：００９０９０９

Ｓ２ Ａ１：０２５００００ Ａ２：０５７１４２９ Ａ３：０３６３６３６

Ｓ３ Ａ１：０１８７５００ Ａ２：０１７１４２９ Ａ３：０５４５４５５

５分别用四种方法对例８进行求解。

使用该软件的支付表分析部分。

结果显示：

１）决策标准：乐观法（Ｍａｘｉｍａｘ）

决策将是：Ａ２

乐观法值：９
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２）决策标准：悲观法（Ｍａｘｉｍｉｎ）

决策将是：Ａ１

悲观法值：４
３）决策标准：后悔值准则（Ｍｉｎｉｍａｘｒｅｇｒｅｔ）

决策将是：Ａ１

后悔值准则值：２
４）决策标准：不足理由原理（Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｉｎｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｒｅａｓｏｎ）

决策将是：Ａ１
不足理由原理值：５５
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第十三章 马尔科夫

（Ｍａｒｋｏｖ）过程

根据当前的状态和发展趋向去预测未来的状态，这是管理决策中重要的环节之

一，马尔科夫分析就是这方面常用的方法。在系统论述这一方法之前，我们先介绍随

机矩阵的概念。

１３１ 正规随机矩阵

设 Ｕ ＝（ｕ１，ｕ２，⋯，ｕｎ）Ｔ 是一个ｎ维随机向量，它的每个分量ｕｉ都是非负数，

且∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ＝１，则称Ｕ 为一个概率向量。如果ｎ阶方阵Ａ 的每一行组成的向量都是ｎ

维概率向量，则称Ａ 是一个随机矩阵。

性质１ 若Ｕ ∈Ｒｎ 是一个概率向量，Ａ＝［ａｉｊ］ｎ×ｎ 是一个随机矩阵，则Ｙ ＝
ＡＴＵ 也是一个概率向量。

证 ＹＴ ＝ＵＴＡ ＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉａｉ２，⋯，∑

ｎ

ｉ＝１
ｕｉａｉｎ）。注意到：

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ＝１，ｉ＝１，２，⋯，ｎ

于是便有

∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ＝∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉａｉｊ＝∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｕｊａｉｊ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｕｉ（∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｕｉ＝１

性质２ Ａ＝［ａｉｊ］ｎ×ｎ，Ｂ＝［ｂｉｊ］ｎ×ｎ 都是随机矩阵，则ＡＢ也是一个随机矩阵。

证 用Ａｉ表示由矩阵Ａ 的第ｉ行组成的向量，由性质１可知ＢＴＡｉ，都是概率

向量。而
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ＡＢ＝

ＡＴ
１·Ｂ

Ｍ
ＡＴ

ｎ·

熿

燀

燄

燅Ｂ
故ＡＢ 的每一行组成的向量均为概率向量，即ＡＢ 为随机矩阵。

设Ａ＝［ａｉｊ］ｎ×ｎ 是一个随机矩阵，且存在一个正整数ｋ使矩阵Ａｋ（Ａｋ必是一个

随机矩阵）中每个元素都是正数，则称Ａ 是一个正规随机矩阵。

在马尔科夫分析中要用到下列重要结论：

定理１３１ 设Ａ 是一个正规随机矩阵，则

（１）一定存在一个概率向量Ｘ，使得ＡＴＸ ＝Ｘ，且有

ｘｊ＞０， ｊ＝１，２，⋯，ｎ
（２）Ａｋ→Ｂ（ｋ→＋∞），且Ｂ 的每一行相同，全为ＸＴ；

（３）对于任一ｎ 维概率向量Ｕ，总有（Ａｋ）ＴＵ →Ｘ（ｋ→＋∞）。

注 对矩阵

由

Ａ ＝
０ １
１
２

熿

燀

燄

燅
１
２

Ａ２＝

１
２

１
２

１
４

熿

燀

燄

燅
３
４

知Ａ 是一个正规随机矩阵，作为练习，大家可以用它验证这个定理。

１３２ 马尔科夫链

设有一位顾客每天向一家商店买一包香烟，他购买香烟并不固定于某一种牌

号。商店中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ五种牌号的香烟，他都有可能购买。现以ξｍ 表示此顾客在

第 ｍ 天购买的香烟牌号，则ξｍ 是一个随机变量，它可取到的“值”为Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，

Ｅ，这些值也称为ξｍ 的状态，全体状态组成的状态集记为

Ｎ ＝｛Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ｝

一般地，设｛ξ１，⋯，ξｍ，⋯｝为一个随机变量的序列，

Ｎ ＝｛Ｎ１，⋯，Ｎｎ｝

（Ｎ 也可以是可列集）为这些随机变量的状态集。若对于任意ｋ 和任意的正整数

ｉ１，⋯，ｉｋ＋１，下面两个条件概率相等：

２００
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Ｐ（ξｋ＋１＝Ｎｉｋ＋１｜ξ１＝Ｎｉ１
，⋯，ξｋ＝Ｎｉｋ

）＝Ｐ（ξｋ＋１＝Ｎｉｋ＋１｜ξｋ＝Ｎｉｋ
）

（１３１）

则称随机变量序列｛ξ１，⋯，ξｍ，⋯｝是一个马尔科夫链 ——— 其中随机变量ξｋ＋１所处

某一状态的概率仅受紧接在它前面的随机变量ξｋ所处状态的影响，而与再前面的随

机变量ξｋ－１，⋯，ξ１所处状态无关。这就是所谓的无后效性。

设｛ξｍ｜ｍ ＝１，２，⋯｝是一个马尔科夫链，ｉ，ｊ，ｋ均为正整数。如果下面的等式

对于任一正整数ｓ都成立，则称此链为一均匀的马尔科夫链：

Ｐ（ξｓ＋ｋ＝Ｎｊ｜ξｓ＝Ｎｉ）＝Ｐ（ξｋ＋１＝Ｎｊ｜ξ１＝Ｎｉ） （１３２）

式（１３２）说明，条件概率Ｐ（ξｓ＋ｋ＝Ｎｊ｜ξｓ＝Ｎｉ）与ｓ无关。

对于均匀的马尔科夫链｛ξｍ｜ｍ ＝１，２，⋯｝，我们称条件概率

ｐ（ｋ）
ｉｊ ＝Ｐ（ξｋ＋１＝Ｎｊ｜ξ１＝Ｎｉ），ｉ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ （１３３）

为从状态Ｎｉ到状态Ｎｊ的ｋ步转移概率（在我们讨论的问题里假设Ｎ 为有限集），并

称矩阵

Ｐ（ｋ）＝［ｐ（ｋ）
ｉｊ ］ｎ×ｎ

为ｋ步转移矩阵。显然，

ｐ（ｋ）
ｉｊ ≥０，（ｉ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ）；∑

ｎ

ｊ＝１
ｐ（ｋ）

ｉｊ ＝１，（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）

例１ 某商店对前一天来店分别购买Ａ，Ｂ，Ｃ牌号的顾客各１００名的购买情况

进行了统计（每天都买一包），统计结果如表１３１。

表１３１

前次购买的牌号

顾客数目
本次购买的牌号

Ａ Ｂ Ｃ

Ａ ２０ ５０ ３０

Ｂ ２０ ７０ １０

Ｃ ３０ ３０ ４０

不妨认为顾客在每次购买香烟时，只对他前次所吸香烟牌号有印象，因此商店

可以采用一个均匀马尔科夫链｛ξｍ｜ｍ ＝１，２，⋯｝来描述顾客对香烟的需求状况。

随机变量ξｍ 表示顾客在第ｍ 天购买的香烟牌号，令Ｎ１＝Ａ，Ｎ２＝Ｂ，Ｎ３＝Ｃ。故

此马尔科夫的转移概率矩阵（即一步转移矩阵Ｐ（１））为：

Ｐ＝
０２ ０５ ０３
０２ ０７ ０１

熿

燀

燄

燅０３ ０３ ０４

（１３４）

２０１



假定一位顾客在第一天购买牌号Ａ 的香烟，试问他在第三天购买牌号Ｂ的概率是多少？

这实际上要求的是二步转移概率

ｐ（２）
１２ ＝Ｐ（ξ３＝Ｎ２｜ξ１＝Ｎ１）

由（１３４）式可知，顾客在第二天购买牌号Ａ，Ｂ，Ｃ 的概率分别是：

ｐ１１＝０２，ｐ１２＝０５，ｐ１３＝０３
而第二天购买的牌号分别是Ａ，Ｂ，Ｃ 时，第三天购买牌号为Ｂ 的概率，分别为：

ｐ１２＝０５，ｐ２２＝０７，ｐ３２＝０３
故可得下面结果（参看图１３１（ａ））：

ｐ（２）
１２ ＝ｐ１１ｐ１２＋ｐ１２ｐ２２＋ｐ１３ｐ３２

＝［ｐ１１ ｐ１２ ｐ１３］·

ｐ１２

ｐ２２

ｐ

熿

燀

燄

燅３２

＝［０２ ０５ ０３］·

０５
０７

熿

燀

燄

燅０３
＝０５４

一般地，均匀马尔科夫链的二步转移矩阵Ｐ（２）中任一元素ｐｉｊ
（２）可应用下面公

式来计算（参看图１３１（ｂ））：

ｐ（２）
ｉｊ ＝ＰＴ

ｉ·Ｐ·ｊ （１３５）

图１３１

Ｂ

Ｃ
（ａ）

０５

Ｎ１

ｐｉｌ

Ｎｎ

Ａ Ｂ
０２

０３

０５

ｐｌｊ

Ｎｊｐｌｊ

ｐｎｊｐｉｎ

ｐｉｌ Ｎ１

（ｂ）

０３

Ａ
→

→→

ｏ

０７
→

→

ｏ ｏｏ
→

ｏ

Ｎｉ
→→ｏ

→
ｏ

→
ｏ
→

→ｏ

ｏ





故由（１３５），便知上例中二步转移矩阵为：

Ｐ（２）＝Ｐ（１）Ｐ（１）＝Ｐ２＝
０２３ ０５４ ０２３
０２１ ０６２ ０２３

熿

燀

燄

燅０２４ ０４８ ０２８
不难知道，式（１３４）的转移概率矩阵Ｐ 是一个随机矩阵，而且还是一个正规随

机矩阵。由定理１３１知，存在一个概率向量π＝（π１，π２，π３）Ｔ，使得：

ＰＴπ＝π （１３６）

此πｊ 称为状态Ｎｊ 的稳态概率。在用方程：

π１＋π２＋π３＝１

２０２
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取代（１３６）式中第三个方程以后，解得π＝（０２２，０５７，０２１）Ｔ。

由例可知，一般的均匀马尔科夫链有如下一些性质：

（１）转移概率矩阵Ｐ＝Ｐ（１）是一个随机矩阵。

（２）由图１３２可知，ｋ步转移概率为：

ｐ（ｋ）
ｉｊ ＝∑

ｎ

ｌ＝１
ｐ（ｋ－１）

ｉｌ ｐ（１）
ｌｊ （１３７）

因而ｋ步转移矩阵为：

Ｐ（ｋ）＝Ｐ（ｋ－１）·Ｐ（１）＝Ｐｋ （１３８）

Ｎ１

ｐｌｊ
（１）

Ｎｊ

ｐｎｊ

Ｎｎ

Ｎｉ
→→ ｏｏ
→

→

→

ｏ

ｏ

→

ｏ

（ｋ－１）ｐｉｌ

（ｋ－１）

ｐｉｎ

（ｋ－１）

ｐｉｌ

ｐｌｊ
（１）

（１）

Ｎ１





图１３２

（３）记ｖｊｋ＝Ｐ（ξｋ＝Ｎｊ），作概率向量

ｖｋ＝（ｖ１ｋ，⋯，ｖｎｋ）Ｔ （１３９）

（ｖ１就是均匀马尔科夫链｛ξｋ｜ｋ＝１，２，⋯｝的初始分布）则有：

ｖｋ＋１
ｊ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｌ
ｉｐ

（ｋ）
ｉｊ （１３１０）

从而有：

ｖｋ＋１＝（Ｐｋ）Ｔｖ１ （１３１１）

（４）若转移概率矩阵Ｐ 是一个正规随机矩阵，则存在一个概率π＝（π１，⋯，

πｎ）Ｔ，使得

ＰＴπ＝π （１３１２）

πｊ 称为状态Ｎｊ 的稳态概率，π 称为稳态概率向量。同时，由定理１３２和１３３
可知：

①Ｐ（ｋ）→Ｂ（ｋ→＋∞），Ｂ 的每一行向量相同，全为πＴ；

②ｖｋ＋１＝（Ｐｋ）Ｔｖ１→π（ｋ→＋∞），也即

ｌｉｍ
Ｋ→＋∞

Ｐ（ξｋ＝Ｎｊ）＝πｊ （１３１３）

２０３



换句话说，均匀马氏链在经历一定时间的状态转移后，最终达到完全与初始状态无

关的一种平衡状态。

１３３ 马尔科夫分析

我们将以几个例子来说明马尔科夫分析法及其应用。

例２ 某计算机实验室的一台计算机经常出故障，研究者每隔１５分钟观察依次

计算机运行的状况，收集了１２个小时的数据（共作４９次观测）。用１表示正常，用０表

示不正常，所得的数据序列如下：

１１１００１００１１１１１１１００１１１１０１１１１１１００１１１１１１１１１０００１１０１１０１
试问：① 若计算机在前一时段（１５分钟）的状态为０，从本时段起此计算机能正

常工作１小时（４个时段）的概率为多少？② 在运行较长时间后，计算机能正常工作１
小时的概率为多少？

解 设ξｍ 为第ｍ 个时段的计算机状态，它是一个随机变量，取值为０和１。令

Ｎ１＝０，Ｎ２＝１。可以认为，这是一个均匀的马尔科夫链。４８次状态的转移情况是：

０→０，６次；０→１，８次；１→０，８次；１→１，２６次

因此，转移概率矩阵可以近似地假定为：

Ｐ＝

６
６＋８

８
６＋８

８
８＋２６

２６
８＋

熿

燀

燄

燅２６

＝

６
１４

８
１４

８
３４

２６

熿

燀

燄

燅３４
设稳态概率向量π＝（π１，π２）Ｔ，则π１，π２应满足方程组：

６
１４×π１＋

８
３４×π２＝π１

π１ ＋π２＝
烅
烄

烆 １
由此可解得

π＝（π１，π２）Ｔ ＝（１４
４８

，３４
４８

）Ｔ

这个结果与直接利用数据中０和１出现的频率统计结果相符。这样，题中 ① 所求概

率为：

ｐ１２·ｐ２２·ｐ２２·ｐ２２＝ ８
１４×（２６

３４
）３＝０２５６

题中 ② 所求概率为：

２０４
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π２·π２·π２·π２＝（３４
４８

）４＝０２５２

例３ Ａ，Ｂ，Ｃ 三家公司生产同一种产品。根据调查得知，各家公司产品上月占

据市场的份额分别为５０％ ，３０％ ，２０％ 。设第 ｍ 个月顾客对这种产品的各种牌号的

需求状况可用一个均匀的马尔科夫链｛ξｍ｜ｍ ＝１，２，⋯｝来表示。令状态 Ｎ１，Ｎ２，

Ｎ３分别表示购买Ａ，Ｂ，Ｃ 公司产品，相应的概率转移矩阵为：

Ｐ＝
０７０ ０１０ ０２０
０１０ ０８０ ０１０

熿

燀

燄

燅００５ ００５ ０９０
试问：本月和下月三家公司产品占据市场的份额各为多少？一年后三家公司产品占

据市场的份额各为多少？

解 上月购买Ａ公司产品的顾客中，本月将有７０％ 仍买Ａ公司产品；上月购买

Ｂ 公司产品的顾客中，本月将有１０％ 改买Ａ公司产品；上月购买Ｃ公司产品的顾客

中，本月将有５％ 改买Ａ 公司产品。因而Ａ 公司产品本月占据市场的份额为：

０５×０７０＋０３×０１０＋０２×００５

＝［０５ ０３ ０２］·

０７０
０１０

熿

燀

燄

燅００５
＝０３９

其中初始概率向量（０５，０３，０２）Ｔ 表示上月三家公司产品占据市场的份额。于是

描述本月各公司产品占据市场份额的概率向量为：

（０５，０３，０２）Ｐ＝（０３９，０３０，０３１）

描述下月各公司产品占据市场份额的概率向量为：

（０３９，０３０，０３１）Ｐ＝（０５，０３，０２）Ｐ２

＝（０３２，０２９，０３９）

而描述一年后各公司产品占据市场份额的概率向量为：

（０５，０３，０２）Ｐ１２

因为Ｐ 是一个正规随机矩阵，故根据定理１３１（３）可知，此概率向量近似于稳态概

率向量π。求解方程组：

０７０π１＋０１０π２＋００５π３＝π１

０１０π１＋０８０π２＋００５π３＝π２

π１＋ π２＋ π３＝

烅
烄

烆 １
可得π＝（０１８，０２３，０５９）Ｔ

故Ａ公司产品占据市场的份额，一年后将由年初的５０％ 下降到１８％ 。情况令人

２０５



忧虑，Ａ 公司必须考虑改进的措施。

例４ 某商店经营一种易腐食品，出售后一个单位可获利ａ＝５元；若当天售

不出去，则每单位损失ｂ＝３元。该商店经理统计了连续４０天的需求情况（不是实际

销售量），现将所得数据列出如下：

３，３，４，２，２，４，２，３，４，４，４，３，２，４，２，３，３，４，２，２
４，３，４，３，２，３，４，２，３，２，２，３，４，２，４，４，３，２，３，３

经理想应用马尔科夫链来预测需求量，确定明天进货量。① 已知当天需求量为

３个单位，明日应进货多少个单位？② 若不知当天需求量，明日应进货多少个单位？

解 令状态Ｎ１＝需求量为２个单位，状态Ｎ２＝需求量为３个单位，状态Ｎ３＝
需求量为４个单位。状态转移的情况是：

Ｎ１→Ｎ１，３次；Ｎ１→Ｎ２，６次；Ｎ１→Ｎ３，４次

Ｎ２→Ｎ１，４次；Ｎ２→Ｎ２，３次；Ｎ２→Ｎ３，６次

Ｎ３→Ｎ１，６次；Ｎ３→Ｎ２，４次；Ｎ３→Ｎ３，３次

于是，此马尔科夫链的转移概率矩阵Ｐ 可近似地写为：

Ｐ＝

３
１３

６
１３

４
１３

４
１３

３
１３

６
１３

６
１３

４
１３

３

熿

燀

燄

燅１３
求解方程组：

３
１３×π１＋

４
１３×π２＋

６
１３×π３＝π１

６
１３×π１＋

３
１３×π２＋

４
１３×π３＝π２

π１＋ π２＋ π３＝

烅

烄

烆 １
得稳态概率向量

π＝（１
３

，１
３

，１
３

）Ｔ

这样，应用边际分析的思想就可以回答经理的问题。由于：

ｂ
ａ＋ｂ＝ ３

５＋３＝ ３
８ ＝０３７５

而

Ｐ（明日需求量 ＝４│当天需求量 ＝３）＝ｐ２３＝ ６
１３≈０４６２＞ ｂ

ａ＋ｂ

２０６
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故对 ① 的回答为：明日应进货４个单位。又因为：

Ｐ（明日需求量 ＝４）＝π３＝ １
３ ＜ ｂ

ａ＋ｂ

Ｐ（明日需求量 ≥３）＝π２＋π３＝ ２
３ ＞ ｂ

ａ＋ｂ
所以对 ② 的回答为：明日进货３个单位。

１３４ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＭＫＶ 决策支持系统

１３４１ 观察 ＭＫＶ 决策支持系统

这个程序使用马尔科夫过程模型，使你能求出系统在特殊状态和在特殊时间周

期的概率。程序输入的数据包括：初始状态概率向量和转移概率矩阵。这个程序允

许的状态最大数是５０。如果不知道初始状态概率，程序假定每个状态的概率相等。你

可以用不超过６个字符为状态取名。缺损的名字是Ｓ１，Ｓ２，⋯，Ｓｎ。

你可以显示每个周期每个状态的概率。当两个连续周期之间相同状态的所有概

率的差小于１０－６时，将会看到逼近稳定状态概率。你也可以指定周期数，而且，程序

将停止在那个周期上，周期的最大数是３２０００。

１３４２ 问题输入

当输入一个问题时，请观察下列约定：

（１）回答下列问题，它们反映了有关问题的一般信息。

（２）如果不用缺损名，就输入状态名。

（３）如果已经知道，就输入状态的初始概率向量。

（４）输入转移概率矩阵。

在你的问题中，有多少状态（输入数 ≤５０）？

你知道初始状态概率向量吗（Ｙ／Ｎ）？

你要用状态的缺损名（Ｓ１，Ｓ２，⋯，Ｓｎ）吗（Ｙ／Ｎ）？

然后输入初始状态概率向量，和转移概率矩阵，便可进行求解。

１３４３ 解答结果

我们以例３为例。

输入初始状态概率：Ｓ１：０５，Ｓ２：０３，Ｓ３：０２

２０７



输入状态转移矩阵：

从 到

Ｓ１ Ｓ１：０７ Ｓ２：０１ Ｓ３：０２

Ｓ２ Ｓ１：０１ Ｓ２：０８ Ｓ３：０１

Ｓ３ Ｓ１：００５ Ｓ２：００５ Ｓ３：０９
结果显示：

初始状态概率 ——— 迭代０
Ｓ１：０５０００ Ｓ２：０３０００ Ｓ３：０２０００

状态概率 ——— 迭代１
Ｓ１：０３９００ Ｓ２：０３０００ Ｓ３：０３１００

状态概率 ——— 迭代２
Ｓ１：０３１８５ Ｓ２：０２９４５ Ｓ３：０３８７０

状态概率 ——— 迭代３
Ｓ１：０２７１７ Ｓ２：０２８６８ Ｓ３：０４４１５

状态概率 ——— 迭代４
Ｓ１：０２４１０ Ｓ２：０２７８７ Ｓ３：０４８０３

状态概率 ——— 迭代５
Ｓ１：０２２０６ Ｓ２：０２７１１ Ｓ３：０５０８４

状态概率 ——— 迭代６
Ｓ１：０２０６９ Ｓ２：０２６４３ Ｓ３：０５２８７

状态概率 ——— 迭代７
Ｓ１：０１９７７ Ｓ２：０２５８６ Ｓ３：０５４３７

状态概率 ——— 迭代８
Ｓ１：０１９１４ Ｓ２：０２５３８ Ｓ３：０５５４７

状态概率 ——— 迭代９
Ｓ１：０１８１７ Ｓ２：０２４９９ Ｓ３：０５６２９

状态概率 ——— 迭代１０
Ｓ１：０１８４１ Ｓ２：０２４６８ Ｓ３：０５６９１

⋯⋯

最后迭代 ——— 总迭代数 ＝４３
Ｓ１：０１７６５ Ｓ２：０２３５３ Ｓ３：０５８８２

对每个状态的循环周期

Ｓ１：５６７ Ｓ２：４２５ Ｓ３：１７０
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第十四章 时间序列预测

———现象变动

的趋势分析

１４１ 统计预测的一般问题

１４１１ 预测的意义和种类

在社会经济活动中，无论从宏观的角度还是从微观的角度，都存在着许多未知

的因素，影响着各级的管理决策。为了克服未知因素可能带来的消极后果，必须进行

有科学根据的预测。所谓预测，是人们在观察和分析客观事物发展过程的历史及现

状的基础上，通过对客观事物发展规律的认识，进而推断其未来状况的过程。换句话

说，预测是在制定切实可行的计划时，为了避免可能产生的缺点和失误，而对事物的

未来发展预先进行的多种方案的设计和研究。

预测可以按不同的标准进行分类。按预测的范围分，可分为宏观预测和微观预

测；按预测时间的长短分，可分为长期预测（５年以上），中期预测（２～５年），短期预

测（１～２年），近期预测（１年以内）；按预测的方法分，可以分为定性预测法和定量预

测法。

１４１２ 预测的一般步骤

（１）确定预测目的。

（２）整理、分析历史和现实资料。

（３）选择预测方法。

（４）进行实际预测。

（５）论证预测结果，分析预测误差。

２０９



１４１３ 预测中数据的修正与调整

运用统计预测方法对社会经济现象进行预测往往离不开数据。充分利用各种统

计数据，从中寻求客观事物的变化规律，从而建立起比较合适的数学模型，才能保证

预测的质量。但在实际预测时，常常会遇到有关数据的缺损或异常，因而要对其修正

或调整。所用到的方法，通常有线性插值法、算术平均法、几何平均法。

１４１４ 影响动态序列水平的因素

动态序列各项发展水平的变化，是由许多复杂因素共同作用的结果。影响因素

归纳起来大体有四类：

１长期趋势

它是指现象在一段较长的时间内，由于普遍的、持续的、决定性的基本因素的作

用，使发展水平沿着一个方向，逐渐向上或向下变动的趋势。认识和掌握事物的长期

趋势，可以把握事物发展变化的基本特点。

２季节变动

它是指现象受季节的影响而发生的变动。随着时序的更换，使现象呈周期重复

的变化。认识和掌握季节变动，对于近期行动决策有重要的作用。

３循环变动

它是指现象发生周期比较长的涨落起伏的变动。通常所指的是经济发展荣衰不

绝相替的变动。

４不规则变动

它是指现象除了受以上各种变动的影响之外，还受临时的、偶然因素或不明原

因而引起的非周期性、非趋势性的随机变动。不规则变动是无法预知的。

现象变动趋势分析就是要把动态序列受各类因素的影响状况分别测定出来，搞

清研究对象发展变化的原因及其规律，为预测未来和决策提供依据。

１４２ 平均预测法

当现象的数量变化比较平稳，没有明显的递增或递减趋势时，运用平均预测法。

平均预测法的基本思想是以时间序列中一定时期的平均水平作为未来的预测值。它

的理论根据是时间序列的各项数值不仅受基本因素作用的影响，而且受随机因素变

动的影响，通过多项数值的平均可以消除随机因素的影响，显示出现象的基本水平，

２１０
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用来作为未来的预测值。

１４２１ 简单平均预测

简单平均预测就是以时间序列中近期的一段数值的简单算术平均数作为预测

的依据。多用于预计生产计划完成程度。例如，预计月度生产计划完成情况，通常在

每月的下旬，这时基本上已经掌握了上中旬的生产数据，只需预计下旬的产量，就可

以推算该月生产计划可能完成的程度。我们可用中旬最后５天的平均日产量乘以下

旬计划生产天数作为下旬预计完成数。这样，

本月预计计划完成程度（％）＝
至中旬止实际完成数＋下旬预计完成数

本月计划任务数 ×１００％

１４２２ 移动平均预测

移动平均预测法就是从时间序列中选择包括本期在内的最近几个时期的数值，

计算它们的平均值，作为下一个时期的预测值。随着预测时期向前推移，相邻的ｎ个

时期数据也向前移动，故称为移动平均预测法。

设时间序列共有ｔ个时期的数值，本期为ｔ时期。先计算ｔ期的移动平均数（移

动时距取为ｎ），称为ｔ期的修匀值，记作 Ｍｔ，并以 Ｍｔ 作为ｔ＋１期的预测值，记作

Ｘ
∧

ｔ＋１。计算方法如下：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｍｔ＝
Ｘｔ＋Ｘｔ－１＋⋯＋Ｘｔ－ｎ＋１

ｎ
移动平均数时距ｎ 的确定应根据时间序列的数值变动情况而定，一般说来，被

平均的时间越长则修匀的能力也越大，因而消除随机因素的可能性也越大。所以，如

果数值变动比较平缓，时距可取长一些，如果数值变动很剧烈，时距可取短一些。

现在以某百货公司逐月销售额预测为例。某公司各月销售额如表１４１所示，试

以三个月的简单移动平均法，逐月预测下个月的销售额。

表１４１

月份 销售额 三月移动总和 逐月预测值Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｍｔ

１ ３５０ — —

２ ３４５ — —

３ ３６１ １０５６ —

４ ３５６ １０６２ ３５２
５ ３６３ １０８０ ３５４
６ ３５８ １０７７ ３６０

２１１



表１４１（续）

月份 销售额 三月移动总和 逐月预测值Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｍｔ

７ ３４７ １０６８ ３５９

８ ３５４ １０５９ ３５６

９ ３７０ １０７１ ３５３

１０ ３６８ １０９２ ３５７

１１ ３４８ １０８６ ３６４

１２ ３７３ １０８９ ３６３

如表所示，４～１２月的预测值就是各自上一月的移动平均数。第二年１月的销售

额预测值就是本年１２月的移动平均数，即：

Ｘ
∧

１２＋１＝Ｍ１２＝３６８＋３４８＋３７３
３ ＝３６３（万元）

简单移动平均预测法是假定平均数的各项资料，不论是近期还是远期，对于预测

值起同等的作用。这种方法计算简便，适用于在趋势变动不明显的时间序列中使用。

通常认为，在时间序列中，近期的数值对预测期的影响较大，而远期的数值对预

测期的影响较小。因此，在预测的时候，根据距离预测期的远近，给ｎ 个时期的数值

以不同的权数，所求得加权平均数称为加权移动平均数。这种以加权移动平均数作

为下一个时期的预测数的方法称为加权移动平均预测法。由于此方法的局限性，已

被指数修匀法所代替。

１４２３ 指数修匀预测

指数修匀预测法也称指数平滑预测法。按修匀次数的多寡，而有指数一次修匀

预测、指数二次修匀预测、指数三次修匀预测等等。这里所讨论的是指数一次修匀预

测法，它实质上是移动平均预测法的改进。

按移动平均预测的规定，

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｍｔ＝
Ｘｔ＋Ｘｔ－１＋⋯＋Ｘｔ－ｎ＋１

ｎ

Ｘ
∧

ｔ＝Ｍｔ－１＝
Ｘｔ－１＋Ｘｔ－２＋⋯＋Ｘｔ－ｎ

ｎ
因而有：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｍｔ＝
Ｘｔ
ｎ ＋Ｍｔ－１－

Ｘｔ－ｎ
ｎ

由于 Ｍｔ－１是Ｘｔ－ｎ 的最优估计值，用 Ｍｔ－１代替Ｘｔ－ｎ 则有：

２１２
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Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｍｔ＝（１
ｎ

）Ｘｔ＋（１－１
ｎ

）Ｍｔ－１

＝（１
ｎ

）Ｘｔ＋（１－１
ｎ

）Ｘ
∧

ｔ

这个式子表明，ｔ＋１期的预测值Ｘｔ＋１等于ｔ期的实际值Ｘｔ和ｔ期的预测值Ｘ
∧

ｔ

的加权平均数，权数分别为１
ｎ

和（１－１
ｎ

）。

整理上式可得：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｘ
∧

ｔ＋
１
ｎ

（Ｘｔ－Ｘ
∧

ｔ）

这个式子表明，ｔ＋１期的预测值实际上是ｔ期预测值加以调整的结果，这个调

整数就是ｔ期实际值和预测值差额的１
ｎ

。

以上都是就简单的移动平均数而言。如果令１
ｎ ＝α，（０＜α＜１），并以Ｓｔ

（１）代

Ｍｔ，则有：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｓｔ
（１）＝αＸｔ＋（１－α）Ｓｔ－１

（１）

＝αＸｔ＋（１－α）Ｘ
∧

ｔ

这是指数修匀（平滑）预测的基本公式。式中Ｓｔ
（１）称为ｔ期的平滑值，α称为平

滑常数。这个预测公式表明，ｔ＋１期的预测值是ｔ期实际值Ｘｔ与ｔ期预测值Ｘ
∧

ｔ加权

平均的结果，其权数分别是α和１－α。因此，在进行预测时，我们只需要有本期的实

际值、预测值和适当的平滑常数α，就可以由上述预测公式对下一期进行预测。方法

简便易行，资料可以保存逐期连续使用。

整理上式可得：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｓｔ
（１）＝Ｓ（１）

ｔ－１＋α（Ｘｔ－Ｓ（１）
ｔ－１）

＝Ｘ
∧

ｔ＋α（Ｘｔ－Ｘ
∧

ｔ）

这是指数修匀预测公式的变形。它ｔ＋１期预测值Ｘ
∧

ｔ＋１实际上是ｔ期预测值加以调

整的结果。这个调整数就是ｔ期实际值和预测值差额乘上一定比例数α。调整的分量

主要决定于平滑常数α的取值。

下面证明，指数修匀预测也就是加权移动平均预测，只不过把平均范围扩展到

整个时间序列。实因：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝αＸｔ＋（１－α）Ｘ
∧

ｔ

＝αＸｔ＋（１－α）［αＸｔ－１＋（１－α）Ｘ
∧

ｔ－１］

２１３



＝αＸｔ＋α（１－α）Ｘｔ－１＋（１－α）２Ｘ
∧

ｔ－１

⋯

＝αＸｔ＋α（１－α）Ｘｔ－１＋⋯＋α（１－α）ｔ－１Ｘ１＋（１－α）ｔＸ
∧

１

当ｔ很大时，上式最后一项接近于０，可以略去不计。故有：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝∑
ｔ－１

ｊ＝０
α（１－α）ｊＸｔ－ｊ

上式表示，预测值Ｘ
∧

ｔ＋１是时间序列Ｘｔ，Ｘｔ－１，⋯，Ｘ１的加权平均数，其权数分别

是α，α（１－α），⋯，α（１－α）ｔ－１。权数之和的极限为１：

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ａ ＝ｌｉｍ
ｔ→∞

α（１－α）ｊ＝ α
１－（１－α）＝１

于是，我们得到：

Ｘ
∧

ｔ＋１＝Ｓ（１）
ｔ ＝α∑

∞

ｊ＝０

（１－α）ｊＸｔ－ｊ

这是指数一次修匀（平滑）预测的一般公式，以后还要多次应用，要认真掌握。当

然，实际生活中，ｔ总是有限的，所以上述公式计算的预测值只是近似的加权平均数。

恰当选择平滑常数α在预测中是个关键问题。从上式可以看出，移动平均数的

权数分配是按指数方式递减的。而递减的速度则决定于α值的大小。α越大，权数递

减速度越快，强调近期变量的作用。一般，如序列的变化有明显的上升或下降趋势，

受趋势性因素影响较大，应取较大的α值；如序列的变化比较平稳，或突然上升又突

然下降，受随机性因素影响明显的，应取较小的α值。

关于初始平滑值Ｓ０
（１）的确定，也即确定时间序列第一期的预测值Ｘ

∧

１，这是关

系到预测的滑动起点水平，缺少这个数值则ｔ期的预测也就没有条件。通常认为，由

于ｔ期离序列的初期相对说很远，Ｘ
∧

１值对于ｔ期的预测值影响已经很小，为方便起

见，可以将Ｘ１作为Ｘ
∧

１。这样，我们就可以根据时间的实际数据进行逐期预测。

现仍以表１４１的资料为例。平滑常数分别取α为０８和０２，进行各月预测，并

比较两种预测的平均绝对误差。假定第一个月的预测值和实际值相同。

我们是这样算的：

α＝０８时，三月份Ｘ３＝３６１，

Ｘ
∧

３＝αＸ２＋（１－α）Ｘ
∧

２＝０８×３４５＋０２×３５０＝３４６，

预测绝对误差 ＝｜Ｘ３－Ｘ
∧

３｜＝｜３６１－３４６｜＝１５；

四月份Ｘ４＝３５６，Ｘ
∧

４＝αＸ３＋（１－α）Ｘ
∧

３＝０８×３６１＋０２×３４６＝３５８；
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预测绝对误差 ＝｜Ｘ４－Ｘ
∧

４｜＝｜３５６－３５８｜＝２，其余各项以此类推。

α＝０８时，预测平均绝对误差 ＝
∑｜Ｘｔ－Ｘ

∧

ｔ｜
ｎ ＝１０７８

１２ ＝８９８；

α＝０２时，预测平均绝对误差 ＝
∑｜Ｘｔ－Ｘ

∧

ｔ｜
ｎ ＝９９２

１２ ＝８２７。

α＝０２时，预测平均绝对误差较小，所以α取０２值进行指数修匀预测更为适宜。

１４３ 趋势预测法

１４３１ 趋势线的测定

平均预测法是以现象过去已经达到的平均数量水平作为未来的预测值。这种方

法只适宜于现象的数量变化比较平稳的水平型时间序列。如果现象的数量变化具有

明显的上升或下降的趋势，用时间序列的某一变量或几个变量的平均水平作为未来

的预测值就会发生显著的时间滞后，有比较大的系统预测误差。

当时间序列具有明显的趋势变动时，首先要判断趋势变动的形式。所谓趋势变

动是指变量依时间顺序按一定方向、可用数学方程式表达的轨迹运动。社会经济现

象的发展趋势决定于现象的内在联系和外部条，只有深入分析，把握现象发展的根

据和特征，才能了解事物变化的趋势。就发展的数量关系来探讨，主要可以从以下两

方面考虑。

一是从现象变化的增量特征来考虑。例如，变量按时间顺序其单位时间一级增

量大体相等即存在线性变动趋势；如果单位时间二级增量大体相等即存在抛物线

变动趋势等等。

二是从现象发展的速度特征来考虑。例如，现象各期的递增速度大体相同，即存

在指数曲线趋势等等。

在这个基础上就可以引出现象变化趋势的类型，并给出相应的趋势线的方程式，

作为趋势预测的根据。按方程式的表现形式来分，可以分为线性趋势和非线性趋势。

１４３２ 指数二次修匀预测

指数二次修匀预测也称指数二次平滑预测。它是在一次修匀的基础上，对第一

次修匀值再进行第二次修匀，使序列变动更加平滑，然后观察它是否接近于线性趋

势。如果属于线性型趋势，则以二次修匀值为基础确定直线方程参数，进行预测。
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设Ｓ（１）
ｔ 、Ｓ（２）

ｔ 分别表示序列ｔ期的第一次修匀值和第二次修匀值。Ｓ（２）
ｔ 修匀值的

计算程序和第一次修匀计算Ｓ（１）
ｔ 时相同，只是现在把Ｓ（１）

ｔ 作为原序列再进行一次修

匀。在第一次修匀时，规定ｔ期的修匀值是由ｔ期的实际值Ｘｔ与ｔ期预测值Ｘ
∧

ｔ加权平

均得到的，其权数分别为α 和１－α，而ｔ 期的预测值就是ｔ－１期的修匀值，

Ｘ
∧

ｔ＝Ｓ（１）
ｔ－１，因此可以说，Ｓ（１）

ｔ 是由Ｘｔ与Ｓ（１）
ｔ－１分别以权数α和１－α的加权平均得到

的。以此类推，ｔ期的二次修匀值Ｓ（２）
ｔ 就是由ｔ期的一次修匀值Ｓ（１）

ｔ 与ｔ－１期的二次

修匀Ｓ（２）
ｔ－１加权平均得到的，其权数分别是α和１－α。经过整理，我们得到以下三个

基本关系式：

Ｓ（２）
ｔ ＝αＳ（１）

ｔ ＋（１－α）Ｓ（２）
ｔ－１

Ｓ（２）
ｔ ＝Ｓ（２）

ｔ－１＋α（Ｓ（１）
ｔ －Ｓ（２）

ｔ－１）

Ｓ（２）
ｔ ＝α∑

∞

ｊ＝０

（１－α）ｊＳ（１）
ｔ－ｊ

但在这里，我们没有理由以Ｓ（２）
ｔ 作为ｔ＋１期的预测值，因为在存在趋势变动的

情况下这样将发生更大的时间滞后误差。而应该求出合适的直线趋势方程，进行预

测。设Ｘ
∧

ｔ＋Ｔ 为ｔ＋Ｔ 期的预测值，则有：

Ｓ
∧

ｔ＋Ｔ ＝ａｔ＋ｂｔＴ
式中，ａｔ与ｂｔ表示ｔ期的直线方程参数。为了确定方程的参数值，必须建立ａｔ、ｂｔ

与修匀值Ｓ（１）
ｔ 、Ｓ（２）

ｔ 之间的联。

图

↑

１４１

































































→

Ｘｔ

ｂｉｊＸｔ＝ａｔ＋ｂｔＴ

ｊ

ｔ－ｊ ｔ

ｘｔ＝ａｘｔ－ｊ

Ｏ

从图１４１的关系中可以看出：

Ｘｔ－ｊ＝ａｔ－ｂｔｊ
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所以，

Ｓ（１）
ｔ ＝α∑

∞

ｊ＝０

（１－α）ｊ（ａｔ－ｂｔｊ）＝ａｔα∑
∞

ｊ＝０

（１－α）ｊ－ｂｔα∑
∞

ｊ＝０

（１－α）ｊｊ

＝ａｔ－（１－α）ｂｔ
α

式中：

α∑
∞

ｊ＝０

（１－α）ｊ＝１

α∑
∞

ｊ＝０

（１－α）ｊｊ＝１－α
α

同理，

Ｓ（１）
ｔ－ｊ＝α∑

∞

ｉ＝０

（１－α）ｉＸｔ－ｊ－ｉ＝α∑（１－α）ｉ［ａｔ－ｂｔ（ｊ＋ｉ）］

＝ａｔα∑
∞

ｉ＝０
（１－α）ｉ－ｂｔｊα∑

∞

ｉ＝０
（１－α）ｉ－ｂｔα∑

∞

ｉ＝０
ｉ（１－α）ｉ＝ａｔ－ｂｔｊ－（１－α）ｂｔ

α
又由于：

Ｓ（２）
ｔ ＝α∑

∞

ｊ＝０

（１－α）ｊＳ（１）
ｔ－ｊ＝α∑

∞

ｊ＝０

（１－α）ｊ［ａｔ－ｂｔｊ－（１－α）ｂｔ
α

］

＝ａｔ－（１－α）ｂｔ
α －（１－α）ｂｔ

α ＝ａｔ－２（１－α）ｂｔ
α

联立方程：

Ｓ（１）
ｔ ＝ａｔ－１（１－α）ｂｔ

α

Ｓ（２）
ｔ ＝ａｔ－２（１－α）ｂｔ

烅

烄

烆 α
解得：

ａｔ＝２Ｓ（１）
ｔ －Ｓ（２）

ｔ

ｂｔ＝ α
１－α

·（Ｓ（１）
ｔ －Ｓ（２）

ｔ ）

这样确定了平滑常数α值，就可以从已知的Ｓ（１）
ｔ 、Ｓ（２）

ｔ 值计算出方程的参数ａｔ、

ｂｔ。当然，参数随着Ｓ（１）
ｔ 、Ｓ（２）

ｔ 的改变而改变，每一期的修匀值都可以有自己的趋势

线。由于预测期的逐期向前推移，趋势线必然不断改变。

二次修匀预测也必须先确定初始的修匀值Ｓ（１）
０ 和Ｓ（２）

０ 作为滑动的起点。由于二

次修匀的现象具有直线的趋势，所以，不宜应用第一期的实际值 Ｘ１ 作为预测值

Ｓ（１）
０ ，也不宜用Ｓ（１）

０ 来代替Ｓ（２）
０ ，应该考虑到时间滞后对它们的影响。一般可以用分
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割平均法估计时间序列直线趋势的两个参数ａ
∧

、ｂ
∧

，然后代入下面方程求初始的修

匀值：

Ｓ（１）
０ ＝ａ

∧
－（１－α）ｂ

∧

α

Ｓ（２）
０ ＝ａ

∧
－２（１－α）ｂ

∧烅

烄

烆 α
现在，举例说明二次修匀的计算过程。我国１９７８－１９８７年的汽车产量如表１４２

第三栏所示。

表１４２

年序

（ｔ）
年份

汽车产量（万辆）

（ｘｔ）

一次修匀值

Ｓ（１）
ｔ ＝αＸｔ＋（１－α）Ｓ（１）

ｔ－１

二次修匀值

Ｓ（２）
ｔ ＝αＳｔ

（１）＋（１－α）Ｓ（２）
ｔ－１

１ １９７８ １４９ １２３ １００
２ １９７９ １８６ １６７ １４７
３ １９８０ ２２２ ２０３ １８６
４ １９８１ １７６ １８４ １８５
５ １９８２ １９６ １９３ １９１
６ １９８３ ２４０ ２２６ ２１５
７ １９８４ ３１６ ２８９ ２６７
８ １９８５ ４３７ ３９３ ３５５
９ １９８６ ３７０ ３７７ ３７０
１０ １９８７ ４７２ ４４３ ４２１

确定平滑常数α＝０７，初始修匀值Ｓ０
（１）、Ｓ０

（２）估计如下：

设直线趋势方程：Ｘ ＝ａ
∧
＋ｂ

∧
ｔ。其中，

（ｔ１，Ｘ１）＝（１＋２＋３＋４＋５
５

，１４９＋１８６＋２２２＋１７６＋１９６
５

）＝（３，１８６）

（ｔ２，Ｘ２）＝（６＋７＋８＋９＋１０
５

，２４＋３１６＋４３７＋３７＋４７２
５

）＝（８，３６７）

代入直线趋势方程Ｘ ＝ａ
∧
＋ｂ

∧
ｔ得：

ａ
∧
＋３ｂ

∧
＝１８５６

ａ
∧
＋８ｂ

∧
＝３６７

解得： ａ
∧
＝７７０８，ｂ

∧
＝３６２４

再将ａ
∧

、ｂ
∧

值代入下式求初始修匀值：
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Ｓ０
（１）＝ａｔ－（１－α）ｂ

∧

α ＝７７０８－０３×３６２４
０７ ＝６１６

Ｓ０
（２）＝ａｔ－２（１－α）ｂ

∧

α ＝７７０８－０６×３６２４
０７ ＝４６０

根据方程：

Ｓ（１）
ｔ ＝αＸｔ＋（１－α）Ｓ（１）

ｔ－１

Ｓ（２）
ｔ ＝αＳｔ

（１）＋（１－α）Ｓ（２）
ｔ－１

逐年计算一次修匀值和二次修匀值。并将这些结果填入表１４２的第４、５栏内。

进一步，根据最近一年的修匀值，计算ｔ年趋势方程的参数ａｔ 和ｂｔ：

ａｔ＝２Ｓ（１）
ｔ －Ｓ（２）

ｔ ＝２×４４３－４２１＝４６５

ｂｔ＝α
Ｓ（１）

ｔ －Ｓ（２）
ｔ

１－α ＝０７×４４３－４２１
０３ ＝５１

预测的直线方程为：

Ｘ
∧

ｔ＋Ｔ ＝ａｔ＋ｂｔＴ ＝４６５＋５１Ｔ
如果要预测１９９０年（即第１３期）的汽车产量，则Ｔ ＝３，代入方程即可：

Ｘ
∧

１３＝４６５＋５１×３＝６１８（万辆）

１４４ 线性回归预测 ——— 最小平方法预测

在趋势预测中，也可以利用时间序列以最小平方法求现象变动的趋势线，并进

行预测。这时以时间ｔ为自变量，以时间序列Ｘｉ 为因变量。直线预测方程为：

ｘ
∧
＝ａ＋ｂｔ

我们要求

Ｓ（ａ，ｂ）＝∑（ｘｉ－ｘ
∧

）２＝∑（ｘｉ－ａ－ｂｔｉ）２

最小。因此，ａ、ｂ应该满足条件：

Ｓ
ａ＝２∑（ｘｉ－ａ－ｂｔｉ）（－１）＝０

Ｓ
ｂ＝２∑（ｘｉ－ａ－ｂｔｉ）（－ｔｉ）＝

烅

烄

烆 ０

也即

∑ｘｉ＝ｎａ＋ｂ∑ｔｉ

∑ｔｉｘｉ＝ａ∑ｔｉ＋ｂ∑ｔ２
烅
烄

烆 ｉ
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利用这一方程组就可以确定参数ａ、ｂ：

ｂ＝
ｎ ∑ｘｉ

∑ｔｉ ∑ｔｉｘｉ

ｎ ∑ｔｉ

∑ｔｉ ∑ｔ２
ｉ

＝［ｎ∑ｔｉｘｉ－∑ｔｉ∑ｘｉ］／［ｎ∑ｔ２
ｉ－（∑ｔｉ）２］

ａ＝ｘ－ｂｔ
由此给出具体的预测方程。

这实际是关于时间和时间序列之间的一条回归直线方程。

我们仍然以表１４２为例，列表计算如表１４３：

表１４３

年序（ｔ） 年份 汽车产量（ｘ） ｔ２ ｔｘ ｘ２ ｘ^

１ １９７８ １４９ １ １４９ ２２２０１ １１９８

２ １９７９ １８６ ４ ３７２ ３４５９６ １５４６

３ １９８０ ２２２ ９ ６６６ ４９２８４ １８９４

４ １９８１ １７６ １６ ７０４ ３０９７６ ２２４２

５ １９８２ １９６ ２５ ９８０ ３８４１６ ２５９０

６ １９８３ ２４０ ３６ １４４０ ５７６００ ２９３８

７ １９８４ ３１６ ４９ ２２１２ ９９８５６ ３２８６

８ １９８５ ４３７ ６４ ３４９６ １９０９６９ ３６３４

９ １９８６ ３７０ ８１ ３３３０ １３６９００ ３９８２

１０ １９８７ ４７２ １００ ４７２０ ２２２７８４ ４３３０
总和 ５５ ２７６４ ３８５ １８０６９ ８８３５８２

代入ａ、ｂ计算公式：

ｂ＝１０×１８０６９－５５×２７６４
１０×３８５－５５２

＝２８６７
８２５

＝３４８

ａ＝２７６４
１０ －ｂ５５

１０＝２７６４－３４８×５５＝８５

得到线性回归直线方程式：

ｘ
∧
＝８５＋３４８ｔ

据此，预测１９９０年（ｔ＝１３）汽车产量数为：

ｘ
∧
１３＝８５＋３４８×１３＝５３７４（万辆）
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附 变量ｔ和变量ｘ 之间的线性相关系数ｒ由下式测定：

ｒ＝
ｎ∑ｔｉｘｉ－∑ｔｉ∑ｘｉ

ｎ∑ｔ２
ｉ－（∑ｔｉ）槡 ２× ｎ∑ｘ２

ｉ－（∑ｘｉ）槡 ２

＝ １０×１８０６９－５５×２７６４
１０×３８５－５５槡 ２× １０×８８３５８２－２７６４槡 ２

＝ ２８６７
槡８２５×槡１１９６１２４

＝ ２８６７
２８７２×１０９３６＝ ２８６７

３１４０８２＝０９１

看出，属于高度相关。

１４５ 预测误差分析

１４５１ 预测误差的意义

统计预测误差是指未来的实际观测值与预测值之间的离差。预测误差综合反映

预测工作的质量，是预测工作中最引人注意的问题。如果预测误差超过一定的限度，

则统计预测本身就失去意义，甚至会带来计划、决策、行动等一系列损失。但我们也

要认识到，由于社会经济条件和影响因素的消长变化是如此的复杂，统计预测充其

量也不过是对未来现象预测平均水平的估计，要求统计预测准确无误与未来实际完

全相符合也是不现实的。我们的目的在于尽可能利用现有的信息，分析原因，改进工

作，努力减少或控制误差。

产生统计预测误差的原因主要有：

（１）预测方法选择不当，建立的预测模型不符合客观实际，不反映现象的基本数

量关系；

（２）历史资料不充分，不完整，存在虚假因素；

（３）外部条件发生根本的变化；

（４）预测人员的认识水平和知识技能的局限。

对于统计预测误差要有一个正确的态度。虽然说统计预测不可避免地存在着误

差，但这并不能抹杀预测的重要性，因为统计资料反映客观事物的准确程度是相对

的，对统计预测准确性的要求也是相对的。如果在预测过程中，有真实可靠的实际资

料为依据，有一定的经济理论为指导，有科学的分析方法和实事求是的精神，预测的

结果是可以做到比较接近或基本符合实际情况的。
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１４５２ 预测误差的表现形式

预测误差ｅｉ 一般表现为实际值与预测值之差：

ｅｉ＝ｙｉ－ｙ
∧
ｉ

为了反映误差的一般水平，可以有下面几种指标：

１平均误差

珋ｅ＝
∑ｅｉ
ｎ ＝

∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
优良估计的预测误差的数学期望等于０，如果实际计算结果不为０，就表示预测

存在偏误，其数值越大就表示平均偏误水平越高。

２平均绝对偏差 ＭＡＤ

ＭＡＤ ＝
∑｜ｙｉ－ｙ

∧
ｉ｜

ｎ
平均误差存在正误差和负误差相互抵消的缺陷，平均绝对偏差则是对每项误差

先取绝对值，因而它反映了绝对误差的总平均水平。

３均方误差 ＭＳＥ

ＭＳＥ＝
∑ｅ２

ｉ

ｎ ＝
∑（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）２

ｎ
这就是估计标准方差，它反映实际观察值和估计理论值方差的平均水平，是最

常用的预测误差公式。

４均方根误差ＲＭＳＥ

ＲＭＳＥ＝
∑ｅ２

ｉ槡ｎ ＝
∑（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）２

槡 ｎ
它是均方误差的平方根，其作用与方差相同，也是一种常用的预测误差公式。

５偏倚ＢＩＡＳ

ＢＩＡＳ＝
∑（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）３／ｎ

ＲＭＳＥ３

它反映预测的不对称程度，它是以估计标准方差为标尺单位。

我们可以就前面的例子，进行各类误差的计算（表１４４及表１４５）：
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表１４４

年份
产量

ｙｉ

最小平方法

ｙ
∧
ｉ ｅｉ ｅｉ２ ｅｉ３

１９７８ １４９ １１９８ ２９２ ８５３ ２２４３
１９７９ １８６ １５４６ ３１４ ９８６ ３０９６
１９８０ ２２２ １８９４ ３２６ １０６３ ３４６５
１９８１ １７６ ２２４２ －４８２ ２３２３ －１１１９８
１９８２ １９６ ２５９０ －６３０ ３９６９ －２５００５
１９８３ ２４０ ２９３８ －５３８ ２８９４ －１５５７２
１９８４ ３１６ ３２８６ －１２６ １５９ －４０２
１９８５ ４３７ ３６３４ ７３６ ５４１７ ３９８６９
１９８６ ３７０ ３９８２ －２８２ ７９５ －２２４３
１９８７ ４７２ ４３３０ ３９０ １５２１ ５９３２
合计 ２７６４ ２７６４０ ０ １９９８０ １８５

表１４５

ｅ ＭＡＥ ＭＳＥ ＢＩＡＳ

最小平方法 ０ ４１２ １９９８

１４５３ 预测误差的分析

确切地说，预测误差是指未来实际值与预测值之差，即ｙｉ＋ｎ－ｙ
∧
ｉ＋ｎ。因而模

型中各期观察值与相应的理论值的误差并不等同于预测误差。但是，分析模型中的

实际误差ｅｉ＝ｙｉ－ｙ
∧
ｉ，还是有重要意义的。通过实际的误差分析，可以检验预测模型

的合理性；实际误差水平为未来预测误差提供重要的信息；对实际误差的跟踪分析

提供改进预测方法的依据。

我们可以从不同方面进行实际误差分析。

１误差的方差分析

均方误差（ＭＳＥ）反映实际误差的总水平，这种误差可能来自两个方面。一方面

各期的平均误差水平ｅ＝
∑ｅｉ
ｎ

，平均误差水平低，一般表示预测精度高，因而均方

误差就小；但另一方面，平均误差水平并不能保证各项误差对平均误差的分散程度，

如果各项误差的离差很大，就说明预测模型的稳定性差，用于预测可能产生很大偏

差，在这种情况下均方差也就增大。因此有必要计算误差的方差指标σｅ２来反映误差

２２３



变异情况：

σｅ２＝
∑（ｅｉ－ｅ）２

ｎ
很容易证明均方误差 ＭＳＥ 是平均误差平方与误差方差之和，即：

ＭＳＥ＝
∑ｅｉ２

ｎ ＝ｅ２＋σｅ２

事实上，

右边＝［∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
］２＋（１

ｎ
）·∑［（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）－

∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
］

＝［∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
］２＋１

ｎ
·∑［（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）２－２（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）∑（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）

ｎ ＋

（∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
）２］

＝［∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
］２ ＋ １

ｎ
）· ∑（ｙｉ － ｙ

∧
ｉ）２ － ２［∑（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）

ｎ
］２ ＋

［∑（ｙｉ－ｙ
∧
ｉ）

ｎ
］２

＝ １
ｎ∑（ｙｉ－ｙ

∧
ｉ）２

＝ＭＳＥ＝ 左边。

当平均误差ｅ＝０时，ＭＳＥ 即由σｅ２来决定。在比较不同预测时，优良的方法应

该是在保证平均误差小的基础上误差方差也小的方法。如果一种预测方法虽然误差

方差小但平均误差却很大，这说明预测模型可能存在系统性的偏误。

现在，我们继续以我国１９７８—１９８７年汽车产量为例，计算最小平方方法的均方

误差，并分解为平均误差平方和误差方差两项指标，以表明误差的来源，见表１４６。

表１４６

均方误差 平均误差平方 误差方差

ＭＳＥ ％ ｅ２ ％ σｅ２ ％
最小平方法 １９９７５ １００ ０ ０ １９９７５ １００

从表看出，最小平方法的误差最小，它全部来自误差方差。指数平滑法的均方误

差有２０８％ 来自平均误差。误差方差所占比重大，这说明由于序列的变动度大引起

误差的变动度也大，产量的变动不但受趋势性因素影响，其他非趋势性因素也影响

干扰着序列的变动。
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２误差的模拟分析

以上预测误差分析都是就预测模型中的观察值和相应理论值的离差及其变动

情况而言。但是，离差大也未必都属于不利现象。因为预测模型的目的在于提供未来

时间的预测值，以使它尽可能接近未来的实际值，为人们提供目前行动决策的依据。

为了更有效地达到预测的目的，对预测模型进行种种权宜的处理，例如对近期的资

料加重权数，调整平滑常数值等等，这时模型理论值与观察值离差虽然加大了，然而

对于预测却是更切实际的。因此，对于预测误差还需要进一步进行模拟分析，即先将

近期的资料删去，利用其余的资料设置模型，然后由模型计算出近期的预测值以便

与近期观察的实际值进行对比，检查预测的结果是否符合实际情况。这种分析方法

的好处在于近期的资料在模型之外，未进入模型，它只作为检查模型之用。不过这也

是一种权宜之计，避去自己检查自己之嫌。近期的个别资料可能受非基本的随机因

素影响很大，检查结果未必就能说明问题；再者近期也不等同于将来，情况还会不断

变化。这种分析方法的结论只能提供参考。

１４６ 微机操作 ——— 调用ＹＡＪ中，ＴＳＦＣ 决策支持系统

１４６１ 观察ＴＳＦＣ 决策支持系统

这个程序能让你实施时间序列预测，使用的是下列通俗的方法：简单平均，具

有常数过程的移动平均，具有线性趋势过程的移动平均，单、复指数修匀，适应指数

修匀，以及线性回归。ＴＳＦＣ 所要求的时间序列数据，可以从键盘上输入，也可从磁

盘的文件上录入。为了预测将来的趋势，允许１００个历史数据。然而，不超过２０个的

观测值，能够显示在荧屏上，或在选择图形表示结果时，被打印出来。ＴＳＦＣ 可预测

未来１５个周期。这些均能被显示或打印。

ＴＳＦＣ 允许同时使用三个预测方法，并且在荧屏上显示图形或结果。

１４６２ 问题输入

以表１４２给出的数据输入：

编号 历史数据 编号 历史数据 编号 历史数据 编号 历史数据 编号 历史数据

１ １４９ ３ ２２２ ５ １９６ ７ ３１６ ９３７

２ １８６ ４ １７６ ６ ２４ ８ ４３７ １０ ４７２

２２５



１４６３ 问题解答选择及结果显示（可同时选择三项进行解答）

（１）就移动３个周期、预测１０个周期进行移动平均预测

结果显示：

① 简单平均（ＡＶ）：ＭＡＤ＝９５６９１５５
ＭＳＥ＝１５２０４８７
ＢＩＡＳ＝－９３５４３４

② 具有常数过程的移动平均（ＭＡ）：ＭＡＤ＝６９７１４２８
ＭＳＥ＝８５９７５８８
ＢＩＡＳ＝－６６９５２３８

③ 具有线性趋势的移动平均（ＬＴ）：ＭＡＤ＝６８２８５７２
ＭＳＥ＝６４５１５８８
ＢＩＡＳ＝４７６１９６８Ｅ－０２

综合结果：

观察值
预测结果

ＡＶ ＭＡ ＬＴ

１ １４９０００ １１ ２７６４００ ４２６３３３ ４６１３３３

２ １８６０００ １２ ２７６４００ ４２６３３３ ４７８８３３

３ ２２２０００ １３ ２７６４００ ４２６３３３ ４９６３３３

４ １７６０００ １４ ２７６４００ ４２６３３３ ５１３８３３

５ １９６０００ １５ ２７６４００ ４２６３３３ ５３１３３３

６ ２４００００ １６ ２７６４００ ４２６３３３ ５４８８３３

７ ３１６０００ １７ ２７６４００ ４２６３３３ ５６６３３３

８ ４３７０００ １８ ２７６４００ ４２６３３３ ５８３８３３

９ ３７００００ １９ ２７６４００ ４２６３３３ ６０１３３３

１０ ４７２０００ ２０ ２７００００ ４２６３３３ ６１８８３３

（２）就修匀常数取０７、预测１０个周期，进行指数修匀预测

结果显示：

① 简单指数修匀（ＳＥ）：ＭＡＤ＝５
ＭＳＥ＝５１７２５２９
ＢＩＡＳ＝－４６７３５３８

② 就取线性趋势０３，作指数修匀（ＥＴ）：ＭＡＤ＝５６３１６９２
ＭＳＥ＝４６４１２６５
ＢＩＡＳ＝－４１４４２７８

２２６

Y
u
n
ch
ou
xu
e
F
an
gfa

yu
P
eitao

R
u
an
jian

Y
A
J



③ 适应指数修匀（ＡＥ）：ＭＡＤ＝５９８６０７９
ＭＳＥ＝５２１３９３７
ＢＩＡＳ＝－４５４６２４４

综合结果：

观察值
预测结果

ＳＥ ＥＴ ＡＥ

１ １４９０００ １１ ４４３４３３ ５０３２７３ ４４４３１３

２ １８６０００ １２ ４４３４３３ ５４６９３４ ４４４３１３

３ ２２２０００ １３ ４４３４３３ ５９０５９５ ４４４３１３

４ １７６０００ １４ ４４３４３３ ６３４２５６ ４４４３１３

５ １９６０００ １５ ４４３４３３ ６７７９１９ ４４４３１３

６ ２４００００ １６ ４４３４３３ ７２１５７９ ４４４３１３

７ ３１６０００ １７ ４４３４３３ ７６５２４０ ４４４３１３

８ ４３７０００ １８ ４４３４３３ ８０８９０１ ４４４３１３

９ ３７００００ １９ ４４３４３３ ８５２５６２ ４４４３１３

１０ ４７２０００ ２０ ４４３４３３ ８９６２２３ ４４４３１３

（３）就１０个周期进行线性回归（ＬＲ）预测

结果显示：

ＭＡＤ＝４５０４６４６ ＭＳＥ＝３１１０５０７ ＢＩＡＳ＝－３１５３１３４
斜率 ＝３４７５１５３ 截距 ＝８５２６６５７（请对照前面解答结果）

综合结果：

观察值
预测结果

ＬＲ

１ １４９０００ １１ ４６７５３３
２ １８６０００ １２ ５０２２８５
３ ２２２０００ １３ ５３７０３６
４ １７６０００ １４ ５７１７８８
５ １９６０００ １５ ６０６５４０
６ ２４００００ １６ ６４１２９１
７ ３１６０００ １７ ６７６０４３
８ ４３７０００ １８ ７１０７９４
９ ３７００００ １９ ７４５５４６
１０ ４７２０００ ２０ ７８０２９７
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