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内容提要

本书由高等数学、线性代数和概率 统 计 三 部 分 组 成。书 中 按 教 育 部 最 新 颁 布

的考研大纲对各部分的重 要 概 念 和 基 本 定 理（定 理 和 公 式）作 了 系 统 的 归 纳 和 提

炼，着重讨论基本题型与解题方法，并对部 分 例 题 进 行 了 详 尽 的 分 析 和 总 结，以 拓

宽读者的思路，提高他们的分析能力。
本书从历届考题中筛选了近７００道典型例题，选辑了１００多道习题，并附有简

答。书末录入近两年硕士入学考试数学试题及参考解答。本书可供报考硕士研究

生的读者作为复习数学使用，也可作为高等院校师生的数学教学参考书。
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前 言

随着我国高等教育事业的迅速发展，越来越多的人接受了高等教育，他们中

的许多人都希望获得更高的学历，而我国四个现代化事业的蓬勃发展也需要更多

更高层次的人才。正是因为个人的追求与国家的需要相一致，所以近年来报考硕

士研究生的人数在逐年增加，２００５年已突破１００万。数学是一门重要的基础课，

广大考生最关心的问题便是怎样按照考试大纲进行复习，提高复习效果，从而取

得理想的考试成绩。要达到这一点，首先必须要了解考试大纲中所规定的内容，

分清哪些是主要的，哪些是次要的，这些内容在深度和广度上要求达到什么程度。

其次要熟悉试卷中经常出现的题型，以及一些典型的甚至比较特殊的解题方法，

这样，才能通过复习，深刻理解概念，牢固掌握解题方法，并在考试中付诸实践，从

而取得好成绩。

为满足考生的需要，我们认真总结了近十年来所举办的考研复习辅导班积累

的经验和资料，深入研究了历年来考试题型的结构、形式和特点，按照教育部新近

颁布的数学考研大纲，编写了这本书。它不仅对报考研究生的人员是一本有用的

辅导材料，对正在本科阶段学习高等数学、线性代数和概率统计的学生同样也是

一本有价值的参考书。这不仅因为本书的内容与所选的例题、习题与在普通高校

中使用很广的由同济大学应用数学系所编写、高等教育出版社出版的《高等数学》

（第五版）和《线性代数》（第四版）有很好的衔接，而且因为本书所总结的题型和解

题方法对本科生学好高等数学和线性代数以及概率统计也大有裨益。

本书的编写突出一个宗旨：应试针对性强，力求使考生通过较短时间的复习，

能达到考试大纲所规定的要求，并掌握一整套常用的基本解题方法。

本书由“高等数学”、“线性代数”和“概率统计”三个部分组成，具备以下几个

特色：（１）吸收了历届试卷中经常出现的典型考题，并进行分析解答；（２）许多章

节对基本题型和解题方法作了总结归纳，便于学生总结提高；（３）指出解题中容

易出错的地方，了解命题意图或考生容易误入的“陷阱”；（４）高等数学各章均包

含一定数量的习题及简答，做好这些习题，有利于提高考生解题的基本功；线性代

数和概率统计最后都安排了一些综合练习题，并附有简答，旨在提高考生的综合

解题能力。
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本书每章开头有复习要求、基本概念和理论，目的是帮助考生掌握好各章的

内容。复习要求中对理论部分的要求分“了解”和“理解”两档，理解高于了解；对

运算部分的要求分“会”、“掌握”和“熟练掌握”三档。本书录入２００５年硕士研究

生入学考试数学试题参考答案及评分标准，供考生参考。

本书由同济大学应用数学系徐建平、蒋福民、范麟馨、钱伟民等编写，由于编

者水平有限，书中难免有错误和不妥之处，恳请同行批评指正。

编者

２００５１２８
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线性代数

线性代数的复习，根据“考试大纲”的要求以及历年的考题情况，考生需掌握

以下诸方面的内容：（１）行列式的计算；（２）矩阵的运算；（３）线性方程组的求解；
（４）特征值和特征向量的计算；（５）二次型的化简；（６）有关的基本概念和基本理

论
有关线性代数内容的考题在数学试卷一、试卷二中约占２０％；在试卷三、试

卷四中约占２６％．
考生如能按照本教材要求认真复习，掌握基本题型和解题方法，则不难达到

考试大纲的要求，且能获得满意的成绩
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第一章 　 行列式

本章重点是利用行列式的性质计算行列式

一、复习与考试要求

（１）了解行列式的概念，掌握行列式的性质
（２）熟练应用行列式的性质和行列式按行（列）展开定理计算行列式
（３）掌握按某行（列）展开的方法建立特殊的ｎ阶行列式的递推关系，再求出该行列式的值

二、基本概念与理论

１．ｎ阶行列式的定义

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

   …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ 
（ｊ１

，ｊ２
，…，ｊｎ

）
（－１）τ（ｊ１

，ｊ２
，…，ｊｎ

）
ａ１ｊ１

·ａ２ｊ２
·…·ａｎｊｎ

．

（１）记号 
（ｊ１

，ｊ２
，…，ｊｎ

）
表明：对列指标所有的ｎ元全排列求和，由此可知ｎ阶行列式是有ｎ！项的代数和．

（２）记号（－１）τ（ｊ１
，…，ｊｎ

）确定了每一项前所带的正负号，其中τ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）是排列（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）的逆序

数．
（３）每一项ａ１ｊ１

·ａ２ｊ２
·…·ａｎｊｎ

表明有ｎ 个元素相乘，而且这ｎ个元素必须取自于不同行，不同列．

２．ｎ阶行列式的性质

（１）｜Ａ｜＝｜ＡＴ｜　（ＡＴ 是Ａ 的转置矩阵）

此性质表明：在行列式中，“行”与“列”具有同等地位，即对“行”所具有的性质，对“列”也同样成立，反之

亦然．
（２）记Ａ＝ （α１，…，αｎ）．这里αｉ 是Ａ 的第ｉ列，则行列式关于“列”具有线性，即

｜α１，…，αｉ＋βｉ，…，αｎ｜＝｜α１，…，αｉ，…，αｎ｜＋｜α１，…，βｉ，…，αｎ｜

｜α１，…，ｋ·αｉ，…，αｎ｜＝ｋ·｜α１，…，αｉ，…，αｎ｜，　ｋ为常数．

推论 　 行列式中若有一列为０，则此行列式的值为０．
（３）｜α１，…，αｉ，…，αｊ，…，αｎ｜＝－｜α１，…，αｊ，…，αｉ，…，αｎ｜，即行列式互换两列，则行列式反号．
推论１　 行列式中若有两列相同，则此行列式值为０．
推论２　 行列式中若有两列对应成比例，则此行列式值为０．
（４）｜α１，…，αｉ，…，αｊ，…，αｎ｜＝｜α１，…，αｉ，…，ｋ·αｉ＋αｊ，…，αｎ｜．
（５）行列式按行（列）展开定理

ａｉ１Ａｋ１＋ａｉ２Ａｋ２＋…＋ａｉｎＡｋｎ ＝
｜Ａ｜， ｋ＝ｉ；

０， ｋ≠ｉ｛ ．

ａ１ｊＡ１ｓ＋ａ２ｊＡ２ｓ＋…＋ａｎｊＡｎｓ ＝
｜Ａ｜，ｓ＝ｊ；

０， ｓ≠ｊ｛ ．

—２—
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３．克莱默（Ｃｒａｍｅｒ）法则

线性方程组Ａｎ×ｎ·Ｘｎ×１ ＝ｂｎ×１，若｜Ａ｜≠０，则有惟一解：

ｘｊ ＝｜Ａｊ｜
｜Ａ｜

，　ｊ＝１，２，…，ｎ

其中，Ａｊ 是用列向量ｂ 换掉Ａ 中的第ｊ列而得到的矩阵．

４．范德蒙（Ｖａｎｄｅｒｍｅｎｄｅ）行列式

Ｄｎ ＝

１ １ … １

ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

ｘ２
１ ｘ２

２ … ｘ２
ｎ

   

ｘｎ－１
１ ｘｎ－１

２ … ｘｎ－１
ｎ

＝ Π
ｎ≥ｉ＞ｊ≥１

（ｘｉ－ｘｊ）．

５．ｎ阶矩阵的行列式

（１）｜Ａ·Ｂ｜＝｜Ａ｜·｜Ｂ｜＝｜Ｂ·Ａ｜，　｜ＡＴ·Ａ｜＝｜Ａ｜２

（２）｜ｋＡ｜＝ｋｎ·｜Ａ｜，　ｋ为任意常数．

（３）
Ａｍ×ｍ Ｏ

Ｃｎ×ｍ Ｂｎ×ｎ

＝｜Ａｍ×ｍ｜·｜Ｂｎ×ｎ｜

但是
Ａ Ｄ

Ｃ Ｂ
≠｜Ａ｜·｜Ｂ｜－｜Ｃ｜·｜Ｄ｜，其中，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 皆为方阵．

三、基本题型与解题方法

例１１　 计算

Ｄ４ ＝

４ ２ ２ ２

２ ４ ２ ２

２ ２ ４ ２

２ ２ ２ ４

．

分析 　 易见行列式的每行（列）都有公因子２，而且公因子２提出后各行元素之和均为５，因此可把各列

元素都加到第一列上，再提取公因子５，然后将改变后的行列式化成三角行列式，从而计算出值
解

Ｄ４ ＝２４

２ １ １ １

１ ２ １ １

１ １ ２ １

１ １ １ ２

ｃ１＋ｃ２＋ｃ３＋ｃ４

ｃ１÷


５
２４×５

１ １ １ １

１ ２ １ １

１ １ ２ １

１ １ １ ２

ｒ２－ｃ１

ｒ３－ｒ１

ｒ４－ｒ



１

８０

１ １ １ １

０ １ ０ ０

０ ０ １ ０

０ ０ ０ １

＝８０

例１２　 计算行列式

Ｄ５ ＝

５ ３ －１ －２ １

１ １ ４ ２ ０

０ －７ －３ １ ０

０ ０ ３ ２ ０

０ ６ －２ －４ ２



分析 　 此行列式的特点是第１列只有两个元素不等于０（第５列，第４行也如此），这种情形是适合于按
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列计算（行展开进行降阶计算）．此外第５行有公因子２，且第１行与第５行有四个元素成比例．
解

Ｄ５

ｒ１－ １
２ｒ５


　

５ ０ ０ ０ ０

１ １ ４ ２ ０

０ －７ －３ １ ０

０ ０ ３ ２ ０

０ ６ －２ －４ ２

ｒ１ 展开


　

５

１ ４ ２ ０

－７ －３ １ ０

０ ３ ２ ０

６ －２ －４ ２

ｃ４ 展开


　

５×２

１ ４ ２

－７ －３ １

０ ３ ２

ｒ２＋７ｒ１


　
１０

１ ４ ２

０ ２５ １５

０ ３ ２

ｃ１ 展开


　

１０
２５ １５

３ ２

ｒ１÷５


　
１０×５

５ ３

３ ２
＝５０

例１３　 计算

Ｄ６ ＝

１ １ １ ａ

１ １ １ ａ

１ １ １ ａ

ｂ １

ｂ １

ｂ １

，　　ａｂ≠０，未写出的元素为０

分析 　 消去第１，２，３行中的ａ，将行列式化简为第４，５，６列都只有一个非零元素，再按此３列陆续展开

降阶计算
解

　　　Ｄ６

ｒ１－ａｒ６
ｒ２－ａｒ５

ｒ３－ａｒ


４

１－ａｂ １ １

１ １－ａｂ １

１ １ １－ａｂ

ｂ １

ｂ 　１　

ｂ 　１　

分别按第
６，５，４列


展开

１－ａｂ １ １

１ １－ａｂ １

１ １ １－ａｂ

ｒ１＋ｒ２＋ｒ３

第一行提取３－


ａｂ
（３－ａｂ）

１ １ １

１ １－ａｂ １

１ １ １－ａｂ

ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ


１

（３－ａｂ）
１ １ １

０ －ａｂ ０

０ ０ －ａｂ

＝ （３－ａｂ）ａ２ｂ２

例１４　 计算

Ｄ２ｎ ＝

ａｎ ｂｎ

 

ａ１　ｂ１

ｃ１　ｄ１

 

ｃｎ ｄｎ

，　　ａｉｂｉｃｉｄｉ ≠０，ｉ＝１，…，ｎ
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分析 　 这个行列式的特点是不言自明的，适合于按行（列）展开降阶计算也可以应用例１４的方法将

它化成下三角行列式，再计算出值

Ｄ２ｎ

按ｒ１ 展开


　

ａｎ（－１）１＋１

ａｎ－１ ｂｎ－１ ０

 

ａ１　ｂ１

ｃ１　ｄ１

 

ｃｎ－１ ｄｎ－１ ０

０ ０ ｄｎ

　＋ｂｎ（－１）１＋２ｎ

０ ａｎ－１ ｂｎ－１

 

ａ１　ｂ１

ｃ１　ｄ１

０  

ｃｎ －１ ｄｎ－１

ｃｎ ０

＝ （ａｎｄｎ －ｂｎｃｎ）Ｄ２（ｎ－１）

所以 Ｄ２ｎ ＝ （ａｎｄｎ －ｂｎｃｎ）（ａｎ－１ｄｎ－１－ｂｎ－１ｃｎ－１）Ｄ２（ｎ－２）…

＝ （ａｎｄｎ －ｂｎｃｎ）…（ａ２ｄ２－ｂ２ｃ２）Ｄ２ ＝ Π
ｎ

ｉ＝１
（ａｉｄｉ－ｂｉｃｉ）

例１５　 计算

Ｄ ＝

ｏ ａ ｂ ｏ

ｃ ｏ ｏ ｄ

ｅ ｏ ｆ ｏ

ｏ ｇ ｏ ｈ

．

分析 　 行列式元素中零元素较多，故可考虑按定义去求，也可考虑用按行展开定理去做．
解法１　 按定义，只要考虑非零项：ａｃｆｈ 与ｂｄｅｇ．ａｃｆｈ 所带的符号为：（－１）τ（２１３４）＝ （－１）１ ＝－１．ｂｄｅｇ

所带的符号为：（－１）τ（３４１２）＝ （－１）４ ＝１．所以，Ｄ ＝ｂｄｅｇ－ａｃｆｈ．
解法２

Ｄ ＝－ａ·
ｃ ｏ ｄ

ｅ ｆ ｏ

ｏ ｏ ｈ

＋ｂ·
ｃ ｏ ｄ

ｅ ｏ ｏ

ｏ ｇ ｈ

＝－ａｈ·
ｃ ｏ

ｅ ｆ
－ｂｅ·

ｏ ｄ

ｇ ｈ

＝－ａｈｃｆ＋ｂｅｇｄ．

例１６　 若ｎ阶方阵Ａ 的元素皆为整数，试证２Ａ－Ｅ 可逆．
分析 　 矩阵可逆的等价条件有好多种说法．本题可按定义论证｜２Ａ－Ｅ｜≠０，从而２Ａ－Ｅ 可逆．
证 　 因Ａ的元素皆为整数，故２Ａ－Ｅ的对角线元素皆为奇数，而非对角线元素皆为偶数．按定义考虑行

列 式｜２Ａ－Ｅ｜：只有所有对角线元素相乘这一项是奇数，而其余的（ｎ！）－１项均为偶数，因此，它们的代数和

不等于零．
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例１７　ｎ阶方阵Ａ 的元素全为１和 －１组成．试证：｜Ａ｜可被２ｎ－１ 整除．
分析 　 行列式计算中，很基本的一个方法是通过消零，然后降阶．在行列式中有很多１或－１时，消零是

方便的．
证 　 不妨设ａ１１ ＝１，把第一列ａ１１ 以下的元素全消成零，即

｜Ａ｜＝

１  … 

０
 Ｂｎ－１

０

＝｜Ｂｎ－１｜

而Ｂｎ－１ 中的元素全为２，－２，０．故可在每一行中提出公因子２，则｜Ｂｎ－１｜＝２ｎ－１·｜Ｃｎ－１｜．即

｜Ａ｜＝｜Ｂｎ－１｜＝２ｎ－１·｜Ｃｎ－１｜．

而Ｃｎ－１ 中的元素皆为整数，故｜Ｃｎ－１｜是整数，因此｜Ａ｜可被２ｎ－１ 整除．
例１８　 计算

Ｄ ＝

１ －１ １ ｘ－１

１ －１ ｘ＋１ －１

１ ｘ－１ １ －１

ｘ＋１ －１ １ －１

．

分析 　 此行列式的特点是各行元素之和均为ｘ，故可把各列都加到第一列上，然后把公因子ｘ 提出，则

第一列均为１，再考虑消零．
解

Ｄ ＝ｘ·

１ －１ １ ｘ－１

１ －１ ｘ＋１ －１

１ ｘ－１ １ －１

１ －１ １ －１

＝ｘ·

１ ０ ０ ｘ

１ ０ ｘ ０

１ ｘ ０ ０

１ ０ ０ ０

＝ｘ４

例１９　 计算

Ｄｎ ＝

ａ ｂ … ｂ

ｂ ａ … ｂ
   

ｂ ｂ … ａ

分析 　 行列式的特点是各行元素之和是常数，则可把各列都加到第一列上去，把此常数提出，第一列全

是１，再考虑消零．
解

Ｄｎ ＝ ［ａ＋（ｎ－１）ｂ］·

１ ｂ … ｂ

１ ａ … ｂ
   

１ ｂ … ａ

＝ ［ａ＋（ｎ－１）ｂ］·

１ ｂ … ｂ

０ ａ－ｂ … ０
   

０ ０ … ａ－ｂ

＝ ［ａ＋（ｎ－１）ｂ］·（ａ－ｂ）ｎ－１

例１１０　 设多项式

ｆ（ｘ）＝

ａ１１＋ｘ ａ１２＋ｘ ａ１３＋ｘ ａ１４＋ｘ

ａ２１＋ｘ ａ２２＋ｘ ａ２３＋ｘ ａ２４＋ｘ

ａ３１＋ｘ ａ３２＋ｘ ａ３３＋ｘ ａ３４＋ｘ

ａ４１＋ｘ ａ４２＋ｘ ａ４３＋ｘ ａ４４＋ｘ

，
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问：ｆ（ｘ）是几次多项式？

分析 　 要先把此行列式利用行列式的性质把它化简．
解 　 把第一行的（－１）倍分别加到第二、三、四行，得

ｆ（ｘ）＝

ａ１１＋ｘ ａ１２＋ｘ ａ１３＋ｘ ａ１４＋ｘ

ａ２１－ａ１１ ａ２２－ａ１２ ａ２３－ａ１３ ａ２４－ａ１４

ａ３１－ａ１１ ａ３２－ａ１２ ａ３３－ａ１３ ａ３４－ａ１４

ａ４１－ａ１１ ａ４２－ａ１２ ａ４３－ａ１３ ａ４４－ａ１４

，

再按第一行展开，可知ｆ（ｘ）是１次多项式．
例１１１　 设

ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－２ ｘ－３

２ｘ－２ ２ｘ－１ ２ｘ－２ ２ｘ－３

３ｘ－３ ３ｘ－２ ４ｘ－５ ３ｘ－５

４ｘ ４ｘ－３ ５ｘ－７ ４ｘ－３

，

问：方程ｆ（ｘ）＝０有几个根？

分析 　 本题实质是一个计算四阶行列式的问题．通常采用行列式的性质，把它化简．
解 　 由行列式的性质知：

ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－２ ｘ－３

２ １ ２ ３

３ｘ－３ ３ｘ－２ ４ｘ－５ ３ｘ－５

４ｘ ４ｘ－３ ５ｘ－７ ４ｘ－３

＝ｘ·

１ １ １ １

２ １ ２ ３

３ｘ－３ ３ｘ－２ ４ｘ－５ ３ｘ－５

４ｘ ４ｘ－３ ５ｘ－７ ４ｘ－３

＝ｘ·

１ １ １ １

２ １ ２ ３

－３ －２ ｘ－５ －５

０ －３ ｘ－７ －３

＝ｘ·

１ １ １ １

０ －１ ０ １

０ １ ｘ－２ －２

０ －３ ｘ－７ －３

＝ｘ·
－１ ０ １

１ ｘ－２ －２

－３ ｘ－７ －３

＝ｘ·
－１ ０ １

０ ｘ－２ －１

０ ｘ－７ －６

＝５ｘ（ｘ－１）＝０，　 故方程有２个根．

例１１２　 方程求根：

１ １ １ １

２ －１ ３ ｘ

４ １ ９ ｘ２

８ －１ ２７ ｘ３

＝０．

分析 　 等号左边的行列式是范德蒙行列式，可直接利用结论．
解 　 左式 ＝ （ｘ－２）（ｘ＋１）（ｘ－３）（３－２）（３＋１）（－１－２），可知此方程的三个根为：ｘ１ ＝２，ｘ２ ＝－１，

ｘ３ ＝３．
例１１３　 计算

Ｄ４ ＝

ａ２ （ａ＋１）２ （ａ＋２）２ （ａ＋３）２

ｂ２ （ｂ＋１）２ （ｂ＋２）２ （ｂ＋３）２

ｃ２ （ｃ＋１）２ （ｃ＋２）２ （ｃ＋３）２

ｄ２ （ｄ＋１）２ （ｄ＋２）２ （ｄ＋３）２

．
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分析 　 此行列式的各列元素有类似的结构，可考虑列变换．
解 　 把第三列乘（－１）加到第四列上，再把第二列乘（－１）加到第三列上，再把第一列乘（－１）加到第二

列上．

Ｄ４ ＝

ａ２ ２ａ＋１ ２ａ＋３ ２ａ＋５

ｂ２ ２ｂ＋１ ２ｂ＋３ ２ｂ＋５

ｃ２ ２ｃ＋１ ２ｃ＋３ ２ｃ＋５

ｄ２ ２ｄ＋１ ２ｄ＋３ ２ｄ＋５

＝

ａ２ ２ａ＋１ ２ ２

ｂ２ ２ｂ＋１ ２ ２

ｃ２ ２ｃ＋１ ２ ２

ｄ２ ２ｄ＋１ ２ ２

＝０．

例１１４　 计算

Ｄ４ ＝

１ １ １ １

ａ ｂ ｃ ｄ

ａ２ ｂ２ ｃ２ ｄ２

ａ４ ｂ４ ｃ４ ｄ４

．

其中，ａ，ｂ，ｃ，ｄ互不相同．
解法１　 题给的行列式像范德蒙行列式，但不是范德蒙行列式，可考虑用加边法，即 添 加 一 行 一 列 使 之

凑成范德蒙行列式，再利用它的结果．

　　　Ｖ５ ＝

１ １ １ １ １

ａ ｂ ｃ ｄ ｘ

ａ２ ｂ２ ｃ２ ｄ２ ｘ２

ａ３ ｂ３ ｃ３ ｄ３ ｘ３

ａ４ ｂ４ ｃ４ ｄ４ ｘ４

＝ （ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）（ｘ－ｄ）·［（ｄ－ａ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ）（ｃ－ｂ）（ｃ－ａ）（ｂ－ａ）］．

记方括号中的数为ｋ，即

Ｖ５ ＝ｋ·（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）（ｘ－ｄ） （１）

另外，Ｖ５ 按第五列展开，是ｘ的四次多项式，而所要求的 Ｄ４ 正是ｘ３ 的余子式，即有

Ｖ５ ＝１·Ａ５１＋ｘ·Ａ５２＋ｘ２·Ａ５３＋ｘ３Ａ５４＋ｘ４Ａ５１ （２）

比较式（１）与式（２）中ｘ３ 的系数，可得

－Ｄ４ ＝ｋ（－ａ－ｂ－ｃ－ｄ），

即 Ｄ４ ＝ｋ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）＝ （ｄ－ａ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ）（ｃ－ｂ）（ｃ－ａ）（ｂ－ａ）（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）．

解 法２　 用降阶法，即把第三行乘（－ａ２）加到第四行上，再把第二行乘（－ａ）加到第三行，再把第一行乘

（－ａ）加到第二行上，即有

　　Ｄ４ ＝

１ １ １ １

０ ｂ－ａ ｃ－ａ ｄ－ａ

０ ｂ（ｂ－ａ） ｃ（ｃ－ａ） ｄ（ｄ－ａ）

０ ｂ２（ｂ２－ａ２） ｃ２（ｃ２－ａ２） ｄ２（ｄ２－ａ２）

＝ （ｂ－ａ）（ｃ－ａ）（ｄ－ａ）
１ １ １

ｂ ｃ ｄ

ｂ２（ｂ＋ａ） ｃ２（ｃ＋ａ） ｄ２（ｄ＋ａ）
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－ｂ·ｒ１＋ｒ２

－ｂ（ｂ＋ａ）ｒ２＋ｒ


３

（ｂ－ａ）（ｃ－ａ）（ｄ－ａ）

１ １ １

０ ｃ－ｂ ｄ－ｂ

０ （ｃ－ｂ）ｃ（ａ＋ｂ＋ｃ） （ｄ－ｂ）ｄ（ａ＋ｂ＋ｄ）

＝ （ｂ－ａ）（ｃ－ａ）（ｄ－ａ）（ｃ－ｂ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ）（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）．

解法３　 线性因式法．把Ｄ４ 看成ａ的四次多项式Ｄ４（ａ）．由于Ｄ４（ｂ）＝０，Ｄ４（ｃ）＝０，Ｄ４（ｄ）＝０．故可

记 Ｄ４（ａ）＝ｈ（ａ－ｂ）（ａ－ｃ）（ａ－ｄ）（ａ－β），其中，ｈ，β是待定常数．又因ｂ，ｃ，ｄ，β是Ｄ４（ａ）的根，且Ｄ４（ａ）无

ａ３ 项，故由韦达定理，有ｂ＋ｃ＋ｄ＋β＝０．即β＝－（ｂ＋ｃ＋ｄ）．而ｈ是ａ４ 的系数，故

ｈ＝－

１ １ １

ｂ ｃ ｄ

ｂ２ ｃ２ ｄ２

＝ （ｂ－ｃ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ），

把ｈ及β代回Ｄ４（ａ）的表达式中，得

Ｄ４ ＝ （ｂ－ｃ）（ｂ－ｄ）（ｃ－ｄ）（ａ－ｂ）（ａ－ｃ）（ａ－ｄ）（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）．

例１１５　 计算

Ｄｎ ＝

１ ２ ３ … ｎ－１ ｎ

２ １ ２ … ｎ－２ ｎ－１

３ ２ １ … ｎ－３ ｎ－２

     

ｎ－１ ｎ－２ ｎ－３ … １ ２

ｎ ｎ－１ ｎ－２ … ２ １

分析 　 此行列式的特点是每相邻两行对应位置的元素都差１．这样，可利用行列式的性质使它出现很多

１和 －１．再考虑消零就比较方便了．

解

Ｄｎ

（－１）ｒｎ－１＋ｒｎ
（－１）ｒｎ－２＋ｒｎ－１



（－１）ｒ２＋ｒ３
（－１）ｒ１＋ｒ



２

１ ２ ３ … ｎ－１ ｎ

１ －１ －１ … －１ －１

１ １ －１ … －１ －１

     

１ １ １ … －１ －１

１ １ １ … １ －１

ｃｎ＋ｃ１
ｃｎ＋ｃ２



ｃｎ＋ｃｎ－


１

ｎ＋１ ｎ＋２ ｎ＋３ … ２ｎ－１ ｎ

０ －２ －２ … －２ －１

０ ０ －２ … －２ －１

     

０ ０ ０ … －２ －１

０ ０ ０ … ０ －１

＝ （－１）（－２）ｎ－２·（ｎ＋１）．
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　　 例１１６　 计算

Ｄｎ＋１ ＝

１ １ １ … １ １１

ｂ１ ａ１ ａ１ … … ａ１ａ１ａ１

ｂ１ ｂ２ ａ２ … … ａ２ａ２ａ２

ｂ１ ｂ２ ｂ３ ａ３ … ａ３ａ３ａ３

     

ｂ１ ｂ２ ｂ３ … … ａｎ－１ａｎ－１ａｎ－１

ｂ１ ｂ２ ｂ３ … … ａｎａｎａｎ

解

Ｄｎ＋１

把第一列的ｂ１ 全消
为０后，按第一列展
开，并把展开式中第

一行的公因子
（ａ１－ｂ１）


提出

（ａ１－ｂ１）·

１ １ １ … １ １

ｂ２－ｂ１ ａ２－ｂ１ ａ２－ｂ１ … ａ２－ｂ１ ａ２－ｂ１

ｂ２－ｂ１ ｂ３－ｂ１ ａ３－ｂ１ … ａ３－ｂ１ ａ３－ｂ１

     

ｂ２－ｂ１ ｂ３－ｂ１ ｂ４－ｂ１ … ａｎ－１－ｂ１ ａｎ－１－ｂ１

ｂ２－ｂ１ ｂ３－ｂ１ ｂ４－ｂ１ … ｂｎ－ｂ１ ａｎ－ｂ１

把第一列的ｂ２－ｂ１
全消为０后，按第一
列展开，并把展开式

中第一行的公因子
（ａ２－ｂ２）


提出

（ａ１－ｂ１）（ａ２－ｂ２）·

１ １ １ … １ １

ｂ３－ｂ２ ａ３－ｂ２ ａ３－ｂ２ … ａ３－ｂ２ ａ３－ｂ２

ｂ３－ｂ２ ｂ４－ｂ２ ａ４－ｂ２ … ａ４－ｂ２ ａ４－ｂ２

     

ｂ３－ｂ２ ｂ４－ｂ２ ｂ５－ｂ２ … ａｎ－１－ｂ２ ａｎ－１－ｂ２

ｂ３－ｂ２ ｂ４－ｂ２ ｂ５－ｂ２ … ｂｎ－ｂ２ ａｎ－ｂ２


依次类推

…… ＝ Π
ｎ

ｉ＝１
（ａｉ－ｂｉ）．

例１１７　 计算

Ｄｎ ＝

２ １

１ ２ １

１ ２ １

  

２ １

１ ２

．

分析 　 此类行列式称为三对角行列式．一般先经过按第一行展开，找出递推关系．

解 Ｄｎ ＝２×Ｄｎ－１－Ｄｎ－２ ＝２（２Ｄｎ－２－Ｄｎ－３）－Ｄｎ－２

＝３×Ｄｎ－２－２Ｄｎ－３ ＝３（２Ｄｎ－３－Ｄｎ－４）－２Ｄｎ－３

＝４Ｄｎ－３－３Ｄｎ－４ ＝ …

＝ （ｎ－１）Ｄ２－（ｎ－２）Ｄ１ ＝ （ｎ－１）·３－（ｎ－２）·２

＝ｎ＋１．
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　　 例１１８　 计算

Ｄｎ ＝

ｃｏｓα １

１ ２ｃｏｓα １

１ ２ｃｏｓα １

  

１ ２ｃｏｓα １

１ ２ｃｏｓα

．

分析 　 这也是三对角行列式，但和例１１７题有所不同．不能按第一行展开找逆推关系，但可以试算Ｄ１，

Ｄ２，Ｄ３，看能否找到规律．

解 Ｄ１ ＝｜ｃｏｓα｜＝ｃｏｓα，

Ｄ２ ＝
ｃｏｓα １

１ ２ｃｏｓα
＝２ｃｏｓ２α－１＝ｃｏｓ２α，

Ｄ３ ＝

ｃｏｓα １ ０

１ ２ｃｏｓα １

０ １ ２ｃｏｓα

＝４ｃｏｓ３α－３ｃｏｓα＝ｃｏｓ３α．

试用归纳法证明：Ｄｎ ＝ｃｏｓｎα．

当ｎ＝１时，结论成立．归纳假设当ｎ≤ｋ－１时，结论成立；当ｎ＝ｋ时，把Ｄｋ 按最后一行展开（注意：是

按最后一行展开，而不是按第一行展开），得

Ｄｋ ＝２ｃｏｓα·Ｄｋ－１－Ｄｋ－２ ＝２ｃｏｓα·ｃｏｓ（ｋ－１）α－ｃｏｓ（ｋ－２）α

＝２ｃｏｓα［ｃｏｓ（ｋ－２）α·ｃｏｓα－ｓｉｎ（ｋ－２）αｓｉｎα］－ｃｏｓ（ｋ－２）α

＝ （２ｃｏｓ２α－１）ｃｏｓ（ｋ－２）α－２ｃｏｓαｓｉｎ（ｋ－２）αｓｉｎα

＝ｃｏｓ２α·ｃｏｓ（ｋ－２）α－ｓｉｎ２α·ｓｉｎ（ｋ－２）α＝ｃｏｓ［２α＋（ｋ－２）α］＝ｃｏｓｋα．

例１１９　 计算

Ｄｎ＋１ ＝

１ ０ ０ … … ０ １

１ ａ１ ０ … … ０ ０

１ １ ａ２ … … ０ ０

      

１ ０ ０ … １ ａｎ－１ ０

１ ０ ０ … ０ １ ａｎ

．

分析 　 这种行列式几乎是三条线的行列式．即第一列一条，对角线一条，还有次对角 线 一 条（次 对 角 线

的最后一个元素返到右上角）．通常也是先按第一行展开．
解

Ｄｎ＋１ ＝ａ１ａ２…ａｎ＋（－１）１＋（ｎ＋１）

１ ａ１ ０ … ０ ０

１ １ ａ２ … ０ ０

     

１ ０ ０ … １ ａｎ－１

１ ０ ０ … ０ １

，　　　　　

把第ｎ行依次换到第一行，共换了（ｎ－１）次，即
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＝ａ１ａ２…ａｎ ＋（－１）ｎ＋２·（－１）ｎ－１·

１ ０ ０ … ０ １

１ ａ１ ０ … ０ ０

１ １ ａ２ … ０ ０

     

１ ０ ０ … ａｎ－２ ０

１ ０ ０ … １ ａｎ－１

＝ａ１ａ２…ａｎ －Ｄｎ ＝ａ１ａ２…ａｎ －（ａ１ａ２…ａｎ－１－Ｄｎ－１）

＝ａ１ａ２…ａｎ －ａ１ａ２…ａｎ－１＋ａ１ａ２…ａｎ－２－Ｄｎ－２

＝ …

＝ａ１ａ２…ａｎ －ａ１ａ２…ａｎ－１＋ａ１ａ２…ａｎ－２－…＋（－１）ｎ－２ａ１ａ２＋（－１）ｎ－１ａ１＋（－１）ｎ１．

例１２０　 计算

Ｄｎ ＝

ｘ１ ａ ａ … ａ

ａ ｘ２ ａ … ａ

ａ ａ ｘ３ … ａ

    

ａ ａ ａ … ｘｎ

，　（ｘｉ ≠ａ）．

分析 　 加边后，使消零较多．
解

Ｄｎ ＝

１ ａ ａ ａ … ａ

０ ｘ１ ａ ａ … ａ

０ ａ ｘ２ ａ … ａ

０ ａ ａ ｘ３ … ａ

     

０ ａ ａ ａ … ｘｎ

＝

１ ａ ａ ａ … ａ

－１ ｘ１－ａ ０ ０ … ０

－１ ０ ｘ２－ａ ０ … ０

－１ ０ ０ ｘ３－ａ … ０

     

－１ ０ ０ ０ … ｘｎ－ａ

把第ｉ列（ｉ＝２，３，…，ｎ）乘 １
ｘｉ－ａ

，加到第一列上，

＝

１＋
ｎ

ｉ＝１

ａ
ｘｉ－ａ ａ ａ ａ … ａ

０ ｘ１－ａ ０ ０ … ０

０ ０ ｘ２－ａ ０ … ０

     

０ ０ ０ ０ … ｘｎ－ａ

＝ １＋
ｎ

ｉ＝１

ａ
ｘｉ－（ ）ａ

·Π
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ａ）．

例１２１　 已知三阶行列式

Ｄ３ ＝

２ ｘ １

１ ０ ｙ
ｚ １ ２

且 Ｍ１１－Ｍ１３＋Ｍ３３ ＝０，Ｍ１３＋Ｍ２２＋Ｍ３２ ＝１，Ｍ３１－Ｍ２１＋Ｍ１３ ＝２．其中，Ｍｉｊ 是Ｄ３ 中元素ａｉｊ 的余子式，

求 Ｄ３ 的值．

解 　 由余子式 Ｍｉｊ 的定义得
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Ｍ１１－Ｍ１３＋Ｍ３３ ＝－ｙ－１－ｘ＝０ （１）

Ｍ１３＋Ｍ２２＋Ｍ３２ ＝１＋（４－ｚ）＋（２ｙ－１）＝－１ （２）

Ｍ３１－Ｍ２１＋Ｍ１３ ＝ｘｙ－（２ｘ－１）＋１＝２ （３）

解此三元方程组，由式（３）得ｘ＝０或ｙ＝２．把ｘ＝０代入式（１）与式（２），得ｙ＝－１，ｚ＝３．把ｙ＝２代入

式（１）和式（２），得ｘ＝－３，ｚ＝９．所以，当ｘ＝０，ｙ＝－１，ｚ＝３时，

Ｄ３ ＝

２ ０ １

１ ０ －１

３ １ ２

＝３．

当ｘ＝－３，ｙ＝２，ｚ＝９时，

Ｄ３ ＝

２ －３ １

１ ０ ２

９ １ ２

＝－５１．

例１２２　 设

｜Ａ｜＝

－１ ５ ７ ４

２ ２ ２ ２

３ ０ ９ －６

－３ ４ １ ５

．

试证：Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４ ＝０．其中，Ａｉｊ 是ａｉｊ 的代数余子式．
证法１　 由行列式按行展开定理：

２·Ａ４１＋２·Ａ４２＋２·Ａ４３＋２·Ａ４４ ＝０，

即 Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４ ＝０．

证法２　 构造

｜Ｂ｜＝

－１ ５ ７ ４

２ ２ ２ ２

３ ０ ９ －６

１ １ １ １

＝１·Ａ４１＋１·Ａ４２＋１·Ａ４３＋１·Ａ４４，

而｜Ｂ｜＝０是显然的，故有Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４ ＝０．
例１２３　 设Ａ＝ （ａｉｊ）是ｎ阶非零矩阵．若｜Ａ｜的每一元素ａｉｊ 都等于它自己的代数余子式Ａｉｊ，试证

｜Ａ｜≠０．
证 　 因Ａ 非零，故不妨设ａｉｊ ≠０．则把｜Ａ｜按第ｉ行展开，有

｜Ａ｜＝ａｉ１Ａｉ１＋…＋ａｉｊＡｉｊ ＋…＋ａｉｎＡｉｎ

＝ａ２
ｉ１＋…＋ａ２

ｉｊ ＋…＋ａ２
ｉｎ ＞０．

例１２４　 设Ａ＝ （ａｉｊ）是ｎ阶矩阵．其中，ａ１ｎ ＝ａ２ｎ ＝ … ＝ａｎｎ ＝１．将Ａ的第ｉ行元素换成ｘ１，ｘ２，…，

ｘｎ－１，１，而其余元素不变．记这样的矩阵为Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）．试证：｜Ａ｜＝｜Ａ１｜＋｜Ａ２｜＋…＋｜Ａｎ｜．
证 　 把｜Ａｉ｜按第ｉ行展开：

｜Ａｉ｜＝ｘ１·Ａｉ１＋ｘ２·Ａｉ２＋…＋ｘｎ－１Ａｉｎ－１＋１·Ａｉｎ，

则 ｜Ａ１｜＋｜Ａ２｜＋…＋｜Ａｎ｜＝ｘ１（Ａ１１＋Ａ２１＋…＋Ａｎ１）＋ｘ２（Ａ１２＋Ａ２２＋…＋Ａｎ２）＋…

　＋ｘｎ－１（Ａ１ｎ－１＋Ａ２ｎ－１＋…＋Ａｎｎ－１）＋１·（Ａ１ｎ＋Ａ２ｎ＋…＋Ａｎｎ）．
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由于｜Ａ｜的第ｎ列元素与其余各列的对应元素的代数余子式乘积之和等于零．即

Ａ１１＋Ａ２１＋…＋Ａｎ１ ＝０，

Ａ１２＋Ａ２２＋…＋Ａｎ２ ＝０，

…

Ａ１ｎ－１＋Ａ２ｎ－１＋…＋Ａｎｎ－１ ＝０．

故有 ｜Ａ１｜＋｜Ａ２｜＋…＋｜Ａｎ｜＝Ａ１ｎ ＋Ａ２ｎ ＋…＋Ａｎｎ ＝｜Ａ｜．

例１２５　 计算

Ｄｎ ＝

１＋ｘ１ｙ１ １＋ｘ１ｙ２ … １＋ｘ１ｙｎ

１＋ｘ２ｙ１ １＋ｘ２ｙ２ … １＋ｘ２ｙｎ

   

１＋ｘｎｙ１ １＋ｘｎｙ２ … １＋ｘｎｙｎ

，　（ｎ≥３）．

分析 　 本题的关键在于把 Ｄｎ 中的矩阵分解为两个矩阵的乘积，称为积分解法．
解 　 因

１＋ｘ１ｙ１ １＋ｘ１ｙ２ … １＋ｘ１ｙｎ

１＋ｘ２ｙ１ ＋ｘ２ｙ２ … １＋ｘ２ｙｎ

   

１＋ｘｎｙ１ １＋ｘｎｙ２ … １＋ｘｎｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝

１ ｘ１ ０ … ０

１ ｘ２ ０ … ０

    

１ ｘｎ ０ …

烄

烆

烌

烎０

·

１ １ … １

ｙ１ ｙ２ … ｙｎ

０ ０ … ０
   

０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

，

故有

Ｄｎ ＝

１ ｘ１ ０ … ０

１ ｘ２ ０ … ０

    

１ ｘｎ ０ … ０

·

１ １ … １

ｙ１ ｙ２ … ｙｎ

０ ０ … ０
   

０ ０ … ０

＝０·０＝０．

例１２６　 计算

｜Ａ｜＝

ａ ｂ ｃ ｄ

－ｂ ａ －ｄ ｃ

－ｃ ｄ ａ －ｂ

－ｄ －ｃ ｂ ａ

，　（ａ≠０）．

分析 　 消零是不可取的．根据Ａ中元素排列的特点，可考虑利用性质：｜ＡＡＴ｜＝｜Ａ｜２．若先能把｜Ａ｜２

求出，则求｜Ａ｜就方便了．
解

Ａ·ＡＴ ＝

ａ ｂ ｃ ｄ

－ｂ ａ －ｄ ｃ

－ｃ ｄ ａ －ｂ

－ｄ －

烄

烆

烌

烎ｃ ｂ ａ

·

ａ －ｂ －ｃ －ｄ

ｂ ａ ｄ －ｃ

ｃ －ｄ ａ ｂ

ｄ ｃ －ｂ ａ

　　　　　　　　　

＝

ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２ ０ ０ ０

０ ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２ ０ ０

０ ０ ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２ ０

０ ０ ０ ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ

烄

烆

烌

烎２

，
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故 ｜ＡＡＴ｜＝｜Ａ｜２ ＝ （ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２）４．

则｜Ａ｜的值是 ±（ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２）２ 中之一．由题设行列式知，必有ａ４ 这一项，因此

｜Ａ｜＝ （ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２）２．

例１２７　 解方程组：

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ＋ｂ＋ｃ

ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２

ｂｃｘ＋ｃａｙ＋ａｂｚ＝３
烅
烄

烆 ａｂｃ

其中，ａ，ｂ，ｃ互异．
解

Ｄ ＝

１ １ １

ａ ｂ ｃ

ｂｃ ｃａ ａｂ

＝

１ ０ ０

ａ ｂ－ａ ｃ－ａ

ｂｃ ｃ（ａ－ｂ） ｂ（ａ－ｃ）

＝ｂ（ｂ－ａ）（ａ－ｃ）－ｃ（ｃ－ａ）（ａ－ｂ）＝ （ａ－ｃ）（ｂ－ａ）（ｂ－ｃ）≠０．

故由克莱默法则：

ｘ＝
Ｄ１

Ｄ
，　ｙ＝

Ｄ２

Ｄ
，　ｚ＝

Ｄ３

Ｄ ．

Ｄ１ ＝

ａ＋ｂ＋ｃ １ １

ａ２＋ｂ２＋ｃ２ ｂ ｃ

３ａｂｃ ｃａ ａｂ

＝

ａ １ １

ａ２ ｂ ｃ

ａｂｃ ｃａ ａｂ

＋

ｂ １ １

ｂ２ ｂ ｃ

ａｂｃ ｃａ ａｂ

＋

ｃ １ １

ｃ２ ｂ ｃ

ａｂｃ ｃａ ａｂ

＝ａ·Ｄ＋０＋０＝ａ·Ｄ

所以，ｘ＝ａ．同理求得ｙ＝ｂ，ｚ＝ｃ．

例１２８　 设Ａ 为ｍ 阶方阵，Ｂ 为ｎ 阶方阵，且｜Ａ｜＝ａ，｜Ｂ｜＝ｂ，Ｃ＝
Ｏ Ａ（ ）Ｂ Ｏ

．求｜Ｃ｜．

解 　 把Ｃ中的Ａ 的第一列向左依次换列，换了ｎ次后，换到了Ｃ１ 的第一列，再把Ａ的第二列向左依次换

列，换了ｎ次后，换到了Ｃ１ 的第二列，……，最后把Ａ的第ｍ 列向左依次换列，换了ｎ次后换到了Ｃ１ 的第ｍ列，

此时

Ｃ１ ＝
Ａ Ｏ（ ）Ｏ Ｂ

，

由行列式性质知：

｜Ｃ｜＝ （－１）ｍ·ｎ·｜Ｃ１｜＝ （－１）ｍ·ｎ·｜Ａ｜·｜Ｂ｜＝ （－１）ｍ·ｎ·ａ·ｂ．

例１２９　Ａ 是４阶矩阵，｜（２Ａ） ｜＝－６４，求｜Ａ｜．
解法１　 因为 ｜Ａ ｜＝｜Ａ｜ｎ－１

所以 ｜（２Ａ） ｜＝｜２Ａ｜３ ＝ （２４·｜Ａ｜）３ ＝ （－４）３，

则 ２４·｜Ａ｜＝－４，　 即 　｜Ａ｜＝－ １
４．

解法２　 因为 （ｋＡ） ＝ｋｎ－１Ａ ，

所以 ｜（２Ａ） ｜＝｜２３·Ａ ｜＝ （２３）４·｜Ａ ｜＝ （６４）２·｜Ａ｜３ ＝－６４，

则 ｜Ａ｜３ ＝－ １
６４

，　 即 　｜Ａ｜＝－ １
４．
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例１３０　 已知α１，α２，α３，α４ 是三维列向量，Ａ＝（α１，α２，２α３－α４＋α２），Ｂ＝（α３，α２，α１），Ｃ＝（α１＋２α２，

２α２＋３α４，α４＋３α１），｜Ｂ｜＝－５，｜Ｃ｜＝４０，求｜Ａ｜．

解 ｜Ａ｜＝｜α１，α２，２α３－α４＋α２｜＝｜α１，α２，２α３－α４｜

＝｜α１，α２，２α３｜－｜α１，α２，α４｜＝－２·｜α３，α２，α１｜－｜α１，α２，α４｜

＝１０－｜α１，α２，α４｜．

又因

Ｃ＝ （α１＋２α２，２α２＋３α４，α４＋３α１）

＝ （α１α２α４）
１ ０ ３

２ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ３ １

，

则有

｜Ｃ｜＝｜α１，α２，α４｜·
１ ０ ３

２ ２ ０

０ ３ １

＝２０·｜α１，α２，α４｜＝４０．

知 ｜α１，α２，α４｜＝２，

故 ｜Ａ｜＝１０－２＝８．

例１３１　 设Ｂ 为４阶方阵，它的第ｉ行，第ｊ列处的元素为ｂｉｊ，且ｂｉｊ ＝ｉｊ（ｉ＝１，２，３，４；ｊ＝１，２，３，４），

试求｜Ｂ｜．
解

｜Ｂ｜＝

１ １ １ １

２ ４ ８ １６

３ ９ ２７ ８１

４ １６ ６４ ２５６

＝

１ ２ ３ ４

１ ４ ９ １６

１ ８ ２７ ６４

１ １６ ８１ ２５６

＝

１ １ １ １ １

０ １ ２ ３ ４

０ １ ４ ９ １６

０ １ ８ ２７ ６４

０ １ １６ ８１ ２５６

＝ （４！）·（３！）·（２！）·１＝２８８．

评注 　 本题解法是范德蒙行列式与加边法的综合运用．
例１３２　 设４×４矩阵Ａ＝ （α，γ２，γ３，γ４），Ｂ＝ （β，γ２，γ３，γ４）其中，α，β，γ２，γ３，γ４ 均为４维列向量，已知

｜Ａ｜＝４，｜Ｂ｜＝１，求｜Ａ＋Ｂ｜
分析 　 本题有很强的概念性，既涉及矩阵运算，又涉及行列式运算，因此要求概念很清楚 此行列式的

第１列每个元素都可以表示成两个元素和的形式．此外，行列式的第２，３，４列都有公因子２，可以提到行列式

的外面
解 　 ｜Ａ＋Ｂ｜＝｜α＋β，２γ２，２γ３，２γ４｜＝２３｜α＋β，γ２，γ３，γ４｜

＝８（｜α，γ２，γ３，γ４｜＋｜β，γ２，γ３，γ４｜）

＝８（｜Ａ｜＋｜Ｂ｜）＝８（４＋１）＝４０．

四、小 　 结

行列式是线性代数的重要工具，它不仅有自身的计算，还涉及计算矩阵的秩、逆 阵、解 线 性 方 程 组 等，在
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讨论向量组的线性相关性，方阵的特征值和特征向量时也会用到它，因此，对它的基本性质应非常熟悉．

ｎ阶行列式的计算是难点，我们要求对于一些较为常 见 的 方 法 要 比 较 熟 悉．例 如：（１）按 定 义 法；（２）降

阶法；（３）递推法（归纳法）；（４）加边法；（５）积分解法；（６）用按行展开定理法等方法要会应用，对于一些有

明显特点的行列式采用相应的方法．例如，例１８和例１９的特点是每行元素相加之和为常数；例１１５的特

点是每相邻两行元素均差１；例１２５和例１２６的特点是矩阵的乘积与分解．因此，计算行列式，一开始应先

分析它的特点，然后考虑相应的方法．
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第二章 　 矩阵与矩阵运算

线性代数离不开矩阵，矩阵概念及其运算是线性代数中最重要的工具．

一、复习与考试要求

（１）理解矩阵的概念，了解单位矩阵、数量矩阵、对角矩阵、三角矩阵、对称矩阵和反对称矩阵，以及它们

的性质．
（２）掌握矩阵的线性运算，乘法、转置以及它们的运算规律，了解方阵的幂与方阵乘积的行列式．
（３）理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质，以及矩阵可逆的充分必要条件，理解伴随矩阵的概念，会用

伴随矩阵求逆矩阵．
（４）理解正交矩阵的概念及其性质．
（５）掌握矩阵的初等变换，了解初等阵的性质和矩阵 等 价 的 概 念，理 解 矩 阵 的 秩 的 概 念，掌 握 用 初 等 变

换求矩阵的秩和逆矩阵的方法．
（６）了解分块矩阵及其运算，掌握分块矩阵的运算法则．

二、基本概念与理论

１．矩阵加法

设矩阵Ａ＝ （ａｉｊ）ｍ×ｎ，Ｂ＝ （ｂｉｊ）ｍ×ｎ，则规定：Ａ＋Ｂ＝ （ａｉｊ ＋ｂｉｊ）ｍ×ｎ．

运算规律：

（１）Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ；

（２）（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）．

２．数与矩阵相乘

设Ａ＝ （ａｉｊ）ｍ×ｎ，λ是一个数，则规定：λ·Ａ＝ （λ·ａｉｊ）ｍ×ｎ．

运算规律：

（１）（λ·μ）·Ａ＝λ·（μ·Ａ）；

（２）（λ＋μ）·Ａ＝λ·Ａ＋μ·Ａ；

（３）λ·（Ａ＋Ｂ）＝λ·Ａ＋λ·Ｂ．
（λ，μ是数）．

３．矩阵与矩阵相乘

设Ａ＝ （ａｉｊ）ｍ×ｓ，Ｂ＝ （ｂｉｊ）ｓ×ｎ，则规定：

Ａ·Ｂ＝ （ｃｉｊ）ｍ×ｎ，其中ｃｉｊ ＝ 
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ　（ｉ＝１，…，ｍ；ｊ＝１，…，ｎ．）

运算规律：

（１）（Ａ·Ｂ）·Ｃ＝Ａ·（Ｂ·Ｃ）；

（２）Ａ·（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ，（Ｂ＋Ｃ）Ａ＝ＢＡ＋ＣＡ；

（３）λ·（Ａ·Ｂ）＝ （λ·Ａ）·Ｂ＝Ａ·（λＢ），（λ是数）．

注意 　 （ⅰ）一般ＡＢ ≠ＢＡ．但ｆ（Ａ）·ｇ（Ａ）＝ｇ（Ａ）·ｆ（Ａ）．这里ｆ（Ａ），ｇ（Ａ）皆为方阵Ａ的矩阵多项
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式．
（ⅱ）当ＡＢ ＝ＡＣ，且Ａ≠Ｏ 时，＼Ｂ＝Ｃ；

当ＡＢ ＝Ａ，＼Ｂ＝Ｅ；

当ＡＢ ＝Ｏ，＼Ａ＝Ｏ 或Ｂ ＝Ｏ．

４．矩阵的转置

把矩阵Ａ 的行换成同序数的列得到一个新的矩阵，称为Ａ 的转置矩阵，记为ＡＴ．显见，Ａ 的（ｉ，ｊ）位置上

的元素即为ＡＴ 的（ｊ，ｉ）位置上的元素．
运算规律：

（１）（ＡＴ）Ｔ ＝Ａ；

（２）（Ａ＋Ｂ）Ｔ ＝ＡＴ ＋ＢＴ；

（３）（λ·Ａ）Ｔ ＝λ·ＡＴ；

（４）（Ａ·Ｂ）Ｔ ＝ＢＴ·ＡＴ．

５．方阵的行列式

运算规律：

（１）｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜；

（２）｜λＡ｜＝λｎ·｜Ａ｜；

（３）｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜·｜Ｂ｜＝｜ＢＡ｜；

（４）
Ａ Ｏ

Ｃ Ｂ
＝｜Ａ｜·｜Ｂ｜．

这里Ａ，Ｂ 皆为方阵，但阶数可以不同．但是，

Ａ Ｄ

Ｃ Ｂ
≠｜Ａ｜·｜Ｂ｜－｜Ｃ｜·｜Ｄ｜　（Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 皆为方阵）．

６．分块矩阵

矩阵分块是一种技巧，分块后应满足两个条件：一是要使分块后的矩阵运算能够进行；二 是 要 便 于 所 要

说明（或证明）的问题，或便于计算．
常见矩阵分块的形式有：

（１）Ａｍ×ｎ·Ｂｎ×ｐ ＝Ａ·（Ｂ１，…，Ｂｐ）＝ （ＡＢ１，…，ＡＢｐ）．这里，把Ｂ 按列分块．

（２）Ａｍ×ｎ·Ｂｎ×ｐ ＝

αＴ
１



αＴ

烄

烆

烌

烎ｍ

·Ｂ＝

αＴ
１·Ｂ



αＴ
ｍ·

烄

烆

烌

烎Ｂ
这里，把Ａ 按行分块．

（３）Ａｍ×ｎ·Ｂｎ×ｐ ＝

ａ１１ … ａ１ｎ

 

ａｍ１ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

ＢＴ
１



ＢＴ

烄

烆

烌

烎ｎ

，

这里，把Ｂ 按行分块．

Ａｍ×ｎ·Ｂｎ×ｐ ＝ （Ａ１，…，Ａｎ）

ｂ１１ … ｂ１ｐ

 

ｂｎ１ … ｂｎ

烄

烆

烌

烎ｐ

，

这里，把Ａ 按列分块．
（４）Ａｎ×ｒ ＝Ｂｎ×ｓ·Ｋｓ×ｒ
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　（Ａ１，…，Ａｒ）＝ （Ｂ１，…，Ｂｓ）·

ｋ１１ … ｋ１ｒ

  

ｋｓ１ … ｋ

烄

烆

烌

烎ｓｒ

　Ａ 的列组可由Ｂ 的列组线性表示．
（５）线性方程组Ａｍ×ｎ·Ｘｎ×１ ＝Ｂｍ×１

　（Ａ１，…，Ａｎ）

ｘ１



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
＝Ｂ　（Ａｉ 是Ａ 的第ｉ列）

　ｘ１Ａ１＋…＋ｘｎＡｎ ＝Ｂ

（６）分块对角阵

Ａ 是方阵，且分块后，对角线上均为方的子块Ａｉ（ｉ＝１，…，ｓ），其余全为零，即

Ａ＝

Ａ１

Ａ２



Ａ

烄

烆

烌

烎ｓ

，　（其中，Ａｉ 的阶数可以不一样）．

分块对角阵的性质：

①｜Ａ｜＝｜Ａ１｜·｜Ａ２｜·…·｜Ａｓ｜；

②Ａ 可逆 Ａｉ 皆可逆 　（ｉ＝１，２，…，ｓ）

且 　Ａ－１ ＝

Ａ－１
１

Ａ－１
２



Ａ－１

烄

烆

烌

烎ｓ

③Ａｋ ＝

Ａｋ
１

Ａｋ
２



Ａｋ

烄

烆

烌

烎ｓ

　ｋ∈Ｚ＋

７．可逆矩阵

（１）Ａ 是可逆阵的等价说法：

① 存在ｎ阶阵Ｂ，使Ａ·Ｂ＝Ｅ；

②｜Ａ｜≠０；

③Ｒ（Ａ）＝ｎ；

④Ａ 的ｎ 个列（行）向量线性无关；

⑤Ａ 可以分解为一些初等阵的乘积；

⑥Ａ 与Ｅ 等价；

⑦Ａ 的所有特征值皆不为零．
（２）可逆阵Ａ 的性质：

① 若Ａ 可逆，则Ａ－１ 也可逆，且（Ａ－１）－１ ＝Ａ；

② 若Ａ，Ｂ 皆可逆，则Ａ·Ｂ 也可逆，且（ＡＢ）－１ ＝Ｂ－１Ａ－１；

③ 若Ａ 可逆，则ＡＴ 也可逆，且（ＡＴ）－１ ＝ （Ａ－１）Ｔ；
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④ 若Ａ 可逆，则Ａ 也可逆，且（Ａ）－１ ＝ （Ａ－１） ；

⑤ 若Ａ 可逆，则｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１；

⑥ 若Ａ 可逆，λ≠０，则λ·Ａ 也可逆，且（λＡ）－１ ＝ １
λ
Ａ－１；

⑦ 可逆阵Ａ 与矩阵Ｂ 相乘后，不改变Ｂ 的秩．

８．伴随矩阵Ａ

Ａ ＝

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｎ１

Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２

   

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

其中，Ａｉｊ 是Ａ 中元素ａｉｊ 的代数余子式．

伴随矩阵Ａ 的性质：

①Ａ·Ａ ＝Ａ ·Ａ＝｜Ａ｜·Ｅ；

② 若Ａ 可逆，则Ａ－１ ＝ １
｜Ａ｜

·Ａ ；

③Ｒ（Ａ）＝

ｎ， 若Ｒ（Ａ）＝ｎ；

１， 若Ｒ（Ａ）＝ｎ－１；

０， 若Ｒ（Ａ）＜ｎ－１
烅
烄

烆 ．

④｜Ａ ｜＝｜Ａ｜ｎ－１．

９．初等阵

（１）定义 　 由单位阵经过一次初等变换后得到的矩阵，称为初等阵，即

Ｐ（ｉ，ｊ）＝

１



０ １



１ ０



烄

烆

烌

烎１

ｉ

ｊ

Ｐ（ｉ（ｃ）） ＝
（ｃ≠０）

１



ｃ



烄

烆

烌

烎１

ｉ

Ｐ（ｉ，ｊ（ｋ））＝

１



１ ｋ



１



烄

烆

烌

烎１

ｉ

ｊ

（２）初等阵皆为可逆阵，且其逆阵还是它本身类型的初等阵，即有
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Ｐ（ｉ，ｊ）－１ ＝Ｐ（ｉ，ｊ）；

Ｐ（ｉ（ｃ））－１ ＝Ｐ ｉ １（ ）（ ）ｃ
；

Ｐ（ｉ，ｊ（ｋ））－１ ＝Ｐ（ｉ，ｊ（－ｋ））．

（３）定理 　 对Ａｓ×ｎ 施行一次初等行（列）变换，相当于在Ａ的左（右）边乘上一个相应的ｓ（ｎ）阶初等阵．
（４）矩阵Ａｍ×ｎ 与Ｂｍ×ｎ 等价

　Ｐｍ·Ａ·Ｑｎ ＝Ｂ．这里Ｐ，Ｑ 皆为可逆阵．

　Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．

　Ａ 与Ｂ 有相同的标准型．

（５）求逆阵常用方法：（Ａ，Ｅ）→ …
行

→ （Ｅ，Ａ－１）．
（６）注意“左行右列”规则，即用初等阵左乘Ａ，就对Ａ的行起作用，右乘Ａ，就对Ａ的列起作用，这里还要

注意Ｐ（ｉ，ｊ（ｋ））．它左乘Ａ，相当于把Ａ 的第ｊ行的ｋ 倍加到第ｉ行；而它右乘Ａ，相当于把Ａ 的第ｉ列的ｋ 倍

加到第ｊ列，即Ｐ（ｉ，ｊ（ｋ））这个初等阵左乘，右乘时不仅是行换成列，还有指标ｉ，ｊ亦要变换．

１０．对称矩阵

（１）定义 　ＡＴ ＝Ａ．
（２）实对称阵的性质：

① 实对称阵Ａ 的特征值全是实数；

② 实对称阵Ａ 的不同特征值对应的特征向量是正交的．
（３）定理 　 对于实对称阵Ａ，一定存在正交阵Ｑ，使Ｑ－１ＡＱ ＝Ｄ，这里Ｄ 是对角阵．

１１．反对称矩阵

（１）定义 　ＡＴ ＝－Ａ．
（２）性质：

① 奇数阶的反对称阵一定不可逆；

② 对于反对称阵Ａ，任给非零列向量Ｘ，恒有ＸＴＡＸ ＝０；

③ 实反对称阵Ａ 的特征值只能是零或纯虚数．

１２．正交矩阵

（１）定义 　 实方阵Ａ，满足ＡＴＡ＝Ｅ，则称Ａ 为正交阵．

　 实方阵Ａ，满足ＡＴ ＝Ａ－１．

　 实方阵Ａ 的列（行）向量组是两两正交的单位向量组．
（２）性质：

①Ｅ 是正交阵；

② 若Ａ，Ｂ 皆为正交阵，则Ａ·Ｂ 也是正交阵；

③ 若Ａ 是正交阵，则Ａ－１ 也是正交阵；

④ 若Ａ 是正交阵，则Ａ 也是正交阵；

⑤ 若Ａ 是正交阵，则｜Ａ｜＝１或 －１；

⑥ 若Ａ 是正交阵，且｜Ａ｜＝１，则Ａｉｊ ＝ａｉｊ；

⑦ 若Ａ 是正交阵，则Ａ 的特征值的模必为１；

⑧ 正交变换是保模变换，即若有Ｘ＝ＱＹ，这里Ｑ 是正交阵，Ｘ，Ｙ 是ｎ 维列向量，则 ‖Ｘ‖ ＝ ‖Ｙ‖．

１３．正定矩阵（在第六章详述）

１４．向量内积

（１）定义 　（α，β）＝αＴ·β，　　α，β皆为ｎ 维实列向量．
（２）性质：

① （α，β）＝ （β，α）；
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② （ｋα，β）＝ｋ·（α，β），　ｋ∈Ｒ；

③ （α＋β，γ）＝ （α，γ）＋（β，γ）；

④ （α，α）≥０，当且仅当α＝０时，（α，α）＝０；

（３）向量α的长度（也称α的模）的定义：‖α‖ ＝ （α，α槡 ）．它有如下性质：

① ‖α‖ ≥０，　‖α‖ ＝０α＝０；

② ‖ｋ·α‖ ＝｜ｋ｜·‖α‖；

③｜（α，β）｜≤ ‖α‖·‖β‖；

④ ‖α＋β‖ ≤ ‖α‖＋‖β‖．

三、基本题型与解题方法

例２１　 已知矩阵

Ａ＝

１／２ ０ ０

０ １ －３／４

０ －２／

熿

燀

燄

燅３ １

，　Ｂ＝

０

１

－

熿

燀

燄

燅１

满足 　Ａ－１（Ｅ－ＢＢＴＡ－１）－１Ｃ－１ ＝Ｅ，求Ｃ

分析 　 利用矩阵的运算规则，先将所给的关系式化简成最简形式，再将矩阵代入，即可求出结果
解 　 关系式两边右乘Ｃ，再将左边两个逆阵合并得

（Ｅ－ＢＢＴＡ－１）［ ］Ａ －１ ＝Ｃ，

从而得

Ｃ＝ （Ａ－ＢＢＴ）－１ ＝

１／２ ０ ０

０ ０ １／４

０ １／

熿

燀

燄

燅３ ０

＝

（ ）１
２

－１

０ １／４

１／（ ）３ ０

－

熿

燀

燄

燅

１ ＝

２ ０ ０

０ ０ ３
熿

燀

燄

燅０ ４ ０



例２２　 已知三阶方阵Ａ 满足｜Ａ｜＝ １
３

，求｜２Ａ －Ａ－１｜

分析 　 由公式Ａ－１ ＝ １
｜Ａ｜

Ａ ，即有Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１，代入要求的行列式即可求出

解 　｜２Ａ －Ａ－１｜＝ ２× １
３Ａ－１－Ａ１ ＝ －（ ）１

３

３ １
｜Ａ｜＝－ １

９．

例２３　 设

Ａ＝

１ ０ ０ ０ ０

０ －１ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

，

（１）求Ａ２，Ａ３，Ａ９９；
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（２）设ＢＰ ＝ＰＡ，其中，Ａ 如上，而Ｐ＝

１ ａ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ｂ ｃ

０ ０ ０ １ ｂ

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

，ａｂｃ≠０，求Ｂ１０

分析 　 已知的Ａ 矩阵中有大量的零元素，因此进行分块可以简化运算
解

（１）记 Ａ＝
Ａ１ ０

０ Ａ［ ］
２

，

其中，Ａ１ ＝
１ ０

０ －［ ］１
，　Ａ２ ＝

０ １ ０

０ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

则 Ａ２ ＝
Ａ２

１

Ａ［ ］２
２

＝
Ｅ ０

０ Ａ［ ］２
２

＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０



Ａ３ ＝
Ａ３

１ ０

０ Ａ［ ］３
２

＝
Ａ１ ０［ ］０ ０

＝

１ ０ ０ ０ ０

０ －１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

＝

１

－１
熿

燀

燄

燅０
，

Ａ９９ ＝ （Ａ３）３３ ＝

１

－１
熿

燀

燄

燅０

３３

＝

１

－１
熿

燀

燄

燅０
＝Ａ３；

（２）由已知得Ｂ＝ＰＡＰ－１，Ｂ１０ ＝ＰＡ１０Ｐ－１

记Ｐ＝
Ｐ１ ０

０ Ｐ［ ］
２

，其中Ｐ１ ＝
１ ａ［ ］０ １

，Ｐ２ ＝

１ ｂ ｃ

０ １ ｂ
熿

燀

燄

燅０ ０ １



则Ｐ－１ ＝
Ｐ－１

１

Ｐ－１［ ］
２

，又Ａ１０ ＝
Ａ１０

１ ０

０ Ａ１０［ ］
２

＝
Ｅ ０［ ］０ ０

，

所以 Ｂ１０ ＝ＰＡ１０Ｐ－１ ＝
Ｐ１

Ｐ［ ］
２

Ｅ ０［ ］０ ０

Ｐ－１
１ ０

０ Ｐ－１［ ］
２

＝
Ｐ１Ｐ－１

１［ ］０
＝

Ｅ［ ］０


例２４　 设
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Ａ＝

０ １ ０

１ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，　Ｂ＝

１ ０ ０

０ ０ １
熿

燀

燄

燅０ １ ０

，　Ｃ＝

１ －４ ３

２ ０ －１

１ －

熿

燀

燄

燅２ ０

满足方程ＡＸＢ ＝Ｃ，求Ｘ
分析 　 这是一类解矩阵方阵的问题，只要正确利用Ａ－１，Ｂ－１，及Ｃ的运算表达式来表示Ｘ，并熟练进行

矩阵运算即可解出Ｘ
解 　 易见Ａ 和Ｂ 都是初等方阵，且Ａ－１ ＝Ａ，Ｂ－１ ＝Ｂ，Ａ 左乘Ｃ 相当于对Ｃ 进行行初等变换，Ｂ 右乘Ｃ

相当于对Ｃ进行列初等变换，因此得

Ｘ＝Ａ－１ＣＢ－１ ＝ＡＣＢ
先交换Ｃ 的第１，２行

再交换第２，３


列

２ －１ ０

１ ３ －４

１ ０ －

熿

燀

燄

燅２


例２５　 设实矩阵Ａ＝ （ａｉｊ）３×４，且ＡＡＴ ＝０，求证Ａ＝０．

分析 　 将ＡＡＴ 计算出，利用矩阵相等的充要条件得出ＡＡＴ 的每个元素为０，从而得出Ａ＝０．
证

ＡＡＴ ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ

熿

燀

燄

燅３４

ａ１１ ａ２１ ａ３１

ａ１２ ａ２２ ａ３２

ａ１３ ａ２３ ａ３３

ａ１４ ａ２４ ａ

熿

燀

燄

燅３４

＝


４

ｉ＝１
ａ２

１ｉ  

 
４

ｉ＝１
ａ２

２ｉ 

  
４

ｉ＝１
ａ２

３

熿

燀

燄

燅ｉ

＝０，

所以 
４

ｊ＝１
ａ２

１ｊ ＝ 
４

ｊ＝１
ａ２

２ｊ ＝ 
４

ｊ＝１
ａ２

３ｊ ＝０，

得到 ａｉｊ ＝０，ｉ＝１，２，３，ｊ＝１，２，３，４，即Ａ＝０．

本题的证明过程也可以采用下述方式表达：

将Ａ 按行分块，记为Ａ＝

αＴ
１

αＴ
２

αＴ

熿

燀

燄

燅３

，因

ＡＡＴ ＝

αＴ
１

αＴ
２

αＴ

烄

烆

烌

烎３

（α１，α２，α３）＝

αＴ
１α１  

 αＴ
２α２ 

  αＴ
３α

烄

烆

烌

烎３

＝０，

所以 αＴ
ｉαｉ ＝０，（ｉ＝１，２，３），即 

４

ｊ＝１
ａ２

ｉｊ ＝０，

因此 ａｉｊ ＝０，（ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３，４），即Ａ＝０．

评 注 　（１）上面计算ＡＡＴ 的表达式中，打  者未写出具体表达式，因为它对本题计算没有用，故略写成

．
（２）本题可以推广到 ｍ×ｎ矩阵Ａ，如果ＡＡＴ ＝０或ＡＴＡ＝０，结论同样成立
例２６　 选择题：设ｎ阶方阵Ａ，Ｂ，Ｃ满足关系ＡＢＣ ＝Ｅ，其中Ｅ 是ｎ 阶单位阵，则必有 （　）
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（Ａ）ＡＣＢ ＝Ｅ；　　　　 （Ｂ）ＣＢＡ ＝Ｅ；

（Ｃ）ＢＡＣ ＝Ｅ； （Ｄ）ＢＣＡ ＝Ｅ．
分析 　 这是１９９１年数学（试卷二）的３分题，目的是考查考生对矩阵乘法运算的掌握程度．
解法１　ＡＢＣ ＝Ｅ 知，ＢＣ 及Ａ 都是可逆的，且Ａ 与ＢＣ 互为逆矩阵，对照四个选项即可知选（Ｄ）．
解法２　 考察四个选项中矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ的排列，知前三个选项为奇排列，只有选项（Ｄ）为偶排列，猜想应

选（Ｄ）．
例２７　 设Ａ 是Ａ 的伴随阵，

Ａ＝

１ ０ ０

２ ２ ０
烄

烆

烌

烎３ ４ ５

，　 求（Ａ）－１．

解 Ａ·Ａ ＝｜Ａ｜·Ｅ，

由Ａ 可逆，　　Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１．

　（Ａ）－１ ＝ （｜Ａ｜·Ａ－１）－１ ＝ １
｜Ａ｜

Ａ＝ １
１０

１ ０ ０

２ ２ ０
烄

烆

烌

烎３ ４ ５

．

例２８　 设矩阵Ａ，Ｂ满足ＡＢＡ＝２ＢＡ－８Ｅ，其中Ａ＝

１ ０ ０

０ －２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，Ａ 为伴随阵，Ｅ为单位阵，求Ｂ．

解 　 由 ＡＢＡ ＝２ＢＡ－８Ｅ．

　（Ａ －２Ｅ）ＢＡ ＝－８Ｅ．

Ａ 是可逆阵，｜Ａ｜＝－２，

Ａ－１ ＝

１ ０ ０

０ － １
２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，　Ａ ＝｜Ａ｜·Ａ－１ ＝

－２ ０ ０

０ １ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎２
．

　Ａ －２Ｅ＝

－４ ０ ０

０ －１ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎４
，　（Ａ －２Ｅ）－１ ＝

－ １
４ ０ ０

０ －１ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎
１
４

．

则 Ｂ＝－８（Ａ －２Ｅ）－１·Ａ－１ ＝－８·

－ １
４ ０ ０

０ －１ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎
１
４

·

１ ０ ０

０ － １
２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝

２ ０ ０

０ －４ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

．

例２９　Ａ，Ｂ 为三阶方阵，满足２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ，

（１）证明 　Ａ－２Ｅ 可逆；

（２）若Ｂ＝

１ －２ ０

１ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，求Ａ．

解 　（１）由 ２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ；

　ＡＢ－２Ｂ－４Ａ＝０．
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　（Ａ－２Ｅ）（Ｂ－４Ｅ）＝８Ｅ

　（Ａ－２Ｅ）－１ ＝ １
８

（Ｂ－４Ｅ），

（２）Ａ＝２Ｅ＋８（Ｂ－４Ｅ）－１ ＝

０ ２ ０

－１ －１ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎２
．

例２１０　 设Ａ 的伴随阵Ａ ．

Ａ ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

１ ０ １ ０

０ －

烄

烆

烌

烎３ ０ ８

，

且ＡＢＡ－１ ＝ＢＡ－１＋３Ｅ，求Ｂ．
解 　 由｜Ａ ｜＝８，　　｜Ａ｜ｎ－１ ＝｜Ａ｜３ ＝８，　　｜Ａ｜＝２．

又由 ＡＢＡ－１ ＝ＢＡ－１＋３Ｅ  （Ａ－Ｅ）ＢＡ－１ ＝３Ｅ　　　

　（Ａ－Ｅ）Ｂ＝３Ａ Ａ－１（Ａ－Ｅ）Ｂ＝３Ｅ

　（Ｅ－Ａ－１）Ｂ＝３Ｅ  Ｅ－ １
｜Ａ｜

Ａ（ ） Ｂ＝３Ｅ

　（２Ｅ－Ａ）Ｂ＝６Ｅ．Ｂ＝６·（２Ｅ－Ａ）－１

＝

６ ０ ０ ０

０ ６ ０ ０

６ ０ ６ ０

０ ３ ０ －

烄

烆

烌

烎１

．

例２１１　Ａ，Ｂ 是ｎ 阶方阵，若Ｅ＋ＡＢ 与Ｅ＋ＢＡ 皆可逆，试证：（Ｅ＋ＡＢ）－１ ＝Ｅ－Ａ（Ｅ＋ＢＡ）－１Ｂ．
证 　 在等式两边左乘Ｅ＋ＡＢ，则

右边＝ （Ｅ＋ＡＢ）－（Ｅ＋ＡＢ）Ａ（Ｅ＋ＢＡ）－１·Ｂ

＝Ｅ＋ＡＢ－（Ａ＋ＡＢＡ）（Ｅ＋ＢＡ）－１·Ｂ

＝Ｅ＋ＡＢ－Ａ（Ｅ＋ＢＡ）（Ｅ＋ＢＡ）－１·Ｂ

＝Ｅ＋ＡＢ－ＡＢ ＝Ｅ＝ 左边．

评注 　 注意运算的第二步，第三步．
例２１２　 设Ａ，Ｂ 皆为对称阵，且ＡＢ＋Ｅ 及Ａ 均可逆，试证：（ＡＢ＋Ｅ）－１Ａ 对称．

证 （（ＡＢ＋Ｅ）－１Ａ）Ｔ ＝ＡＴ（ＡＢ＋Ｅ）－１
Ｔ
＝Ａ（ＡＢ＋Ｅ）Ｔ

－１
　　　　

＝Ａ（ＢＡ＋Ｅ）－１ ＝Ａ（Ａ－１ＡＢＡ＋Ａ－１Ａ）－１ ＝Ａ（Ａ－１（ＡＢ＋Ｅ）Ａ）－１

＝Ａ·Ａ－１·（ＡＢ＋Ｅ）－１·Ａ－１－１ ＝ （ＡＢ＋Ｅ）－１·Ａ．

评注 　 注意运算过程中的第四，第五步．
例２１３　 若Ａ２ ＝Ａ，则Ａ＋Ｅ 可逆．

证法１　 设 （Ａ＋Ｅ）（λＡ＋Ｅ）＝Ｅ．

即 λＡ２＋λＡ＋Ａ＋Ｅ＝Ｅ，　　（２λ＋１）Ａ＝０，　　λ＝－ １
２．
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所以， （Ａ＋Ｅ）－１ ＝－ １
２Ａ＋Ｅ．

证法２　 由Ａ２ ＝Ａ，设ＡＸ ＝λＸ，则Ａ２Ｘ＝λ２Ｘ　　（λ－λ２）Ｘ＝０　　λ＝０或１．

　｜Ｅ＋Ａ｜≠０（否则，－１是Ａ 的特征值，与证得结论矛盾），即Ａ＋Ｅ 可逆．
例２１４　 若Ａ 是实反对称阵，则Ｅ±Ａ 均可逆，且（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１ 是正交阵．
证 　Ａ 是实反对称阵，则Ｅ±Ａ 均可逆，这在第二章线性方程组部分例题２１３已证．下证是正交阵：

（（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１）Ｔ（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１ ＝ （Ｅ＋Ａ）－１
Ｔ
·（Ｅ－Ａ）Ｔ·（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１

　 ＝ （Ｅ－Ａ）－１（Ｅ＋Ａ）（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１ ＝ （Ｅ－Ａ）－１（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１

　 ＝Ｅ·Ｅ＝Ｅ．

评注 　 本题证明中关键的一步是

（Ｅ＋Ａ）（Ｅ－Ａ）＝ （Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）．

例２１５　 设Ｘ＝
Ｏ Ａ（ ）Ｂ Ｃ

，其中，Ａ，Ｂ 都是可逆矩阵，求Ｘ－１．

解 　 设Ｘ－１ ＝
Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ（ ）
４

，则

Ｘ·Ｘ－１ ＝
Ｏ Ａ（ ）Ｂ Ｃ

·
Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ（ ）
４

＝
ＡＸ３ ＡＸ４

ＢＸ１＋ＣＸ３ ＢＸ２＋ＣＸ（ ）
４

＝
Ｅｋ

Ｅｎ－
（ ）

ｋ

，

即 ＡＸ３ ＝Ｅｋ，　ＢＸ１＋ＣＸ３ ＝Ｏ，

ＡＸ４ ＝Ｏ，　ＢＸ２＋ＣＸ４ ＝Ｅｎ－ｋ．

则 Ｘ３ ＝Ａ－１，　Ｘ４ ＝Ｏ，　Ｘ２ ＝Ｂ－１，　Ｘ１ ＝－Ｂ－１ＣＡ－１．

所以 Ｘ－１ ＝
－Ｂ－１ＣＡ－１ Ｂ－１

Ａ－１（ ）Ｏ
．

评注 　 注意题中Ａ，Ｂ 可以是不同阶的方阵，而且在分块矩阵中，Ｘ－１ 中的Ｘ３（即Ａ－１）的形状与Ｘ 中的

Ｂ 是不一样的．
例２１６　Ａ 是ｎ 阶方阵，Ａ＋Ｅ 可逆，且ｆ（Ａ）＝ （Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１．证明：

（１）（Ｅ＋ｆ（Ａ））（Ｅ＋Ａ）＝２Ｅ；

（２）ｆ（ｆ（Ａ））＝Ａ．
证 　（１）由 ｆ（Ａ）＝ （Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１ ｆ（Ａ）（Ｅ＋Ａ）＝Ｅ－Ａ

　Ｅ＋Ａ＋ｆ（Ａ）（Ｅ＋Ａ）＝２Ｅ  （Ｅ＋ｆ（Ａ））（Ｅ＋Ａ）＝２Ｅ．

（２）ｆ（ｆ（Ａ））＝ｆ（（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１）

＝ （Ｅ－（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１）·（Ｅ＋（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１）－１

＝ （（Ｅ＋Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１－（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１）·（（Ｅ＋Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１＋（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１）－１

＝ （２Ａ·（Ｅ＋Ａ）－１）·（２Ｅ（Ｅ＋Ａ）－１）－１ ＝２Ａ·（Ｅ＋Ａ）－１·１
２

·（Ｅ＋Ａ）＝Ａ．

评注 　 在矩阵运算中，（Ａ＋Ｂ）－１ ≠Ａ－１＋Ｂ－１，因此，在第（２）小题中的第二步后，要考虑恒等变形．在不

同题目中，可以有不同的恒等变形．
例２１７　 已知ｎ阶方阵Ａ，Ｂ 满足ＡＢ ＝Ａ＋Ｂ，

（１）求（Ａ－Ｅ）－１；
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（２）证明：ＡＢ ＝ＢＡ．
解 　（１）由已知 ＡＢ ＝Ａ＋Ｂ ＡＢ－Ａ－Ｂ＋Ｅ＝Ｅ

　Ａ（Ｂ－Ｅ）－（Ｂ－Ｅ）＝Ｅ  （Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝Ｅ

　（Ａ－Ｅ）－１ ＝Ｂ－Ｅ．

（２）证 Ｅ＝ （Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝ （Ｂ－Ｅ）（Ａ－Ｅ）＝ＢＡ－Ａ－Ｂ＋Ｅ，

　ＢＡ ＝Ａ＋Ｂ　ＢＡ ＝ＡＢ．

评注 　 在方阵乘法中，若有ＡＢ ＝Ｅ，则必有ＢＡ ＝Ｅ．
例２１８　 证明：

Ｒ（Ａ）＝

ｎ， 若Ｒ（Ａ）＝ｎ；

１， 若Ｒ（Ａ）＝ｎ－１；

０， 若Ｒ（Ａ）＜ｎ－１
烅
烄

烆 ．

证 Ａ·Ａ ＝｜Ａ｜·Ｅ
（１）若Ｒ（Ａ）＝ｎ　　｜Ａ｜≠０　　｜Ａ｜·｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ　　｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ－１ ≠０　　Ａ 可

逆 　　Ｒ（Ａ）＝ｎ．（或者：Ａ 可逆，Ａ·Ａ 不改变Ａ 的秩，而Ａ·Ａ ＝｜Ａ｜Ｅ，｜Ａ｜≠０，故｜Ａ｜·Ｅ 是

可逆阵，秩为ｎ，故知Ａ 的秩为ｎ．）

（２）若Ｒ（Ａ）＝ｎ－１　　｜Ａ｜＝０　　Ａ·Ａ ＝Ｏ　　Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ａ）≤ｎ

　Ｒ（Ａ）≤ｎ－（ｎ－１）＝１．但由Ｒ（Ａ）＝ｎ－１，知Ａ 中至少有一个Ａｉｊ ≠０，　　Ａ ≠Ｏ

　Ｒ（Ａ）＝１．
（３）若Ｒ（Ａ）＜ｎ－１，Ａｉｊ 是ｎ－１阶代数余子式，故Ａ 中的全部Ａｉｊ 皆为零，即Ａ ＝Ｏ

　Ｒ（Ａ）＝０．
评注 　 这题应用了Ａ 的性质，同时，也易知，若Ａ 可逆，则Ａ 也可逆．
例２１９　Ａ 为ｎ 阶方阵，ｎ＞２．试证：（Ａ） ＝｜Ａ｜ｎ－２·Ａ．
证法１　 若｜Ａ｜＝０　　Ｒ（Ａ）≤ｎ－１

　Ｒ（Ａ）≤１＜ｎ－１　　Ｒ（（Ａ））＝０

　（Ａ） ＝０．　 得证．

若｜Ａ｜≠０，则由 Ａ ＝｜Ａ｜·Ａ－１

　（Ａ） ＝｜Ａ ｜·（Ａ）－１ ＝｜Ａ｜ｎ－１·（｜Ａ｜Ａ－１）－１ ＝｜Ａ｜ｎ－２·Ａ．

证法２　 若｜Ａ｜＝０，证法同上．
若｜Ａ｜≠０，则由 Ａ ·（Ａ） ＝｜Ａ ｜·Ｅ＝｜Ａ｜ｎ－１·Ｅ．

在等式两边左乘 １
｜Ａ｜

·Ａ：

１
｜Ａ｜

·Ａ·Ａ ·（Ａ） ＝｜Ａ｜ｎ－２·Ａ，

即 （Ａ） ＝｜Ａ｜ｎ－２·Ａ．

例２２０　 试求满足（Ａ） ＝Ａ 的一切ｎ 阶矩阵Ａ．
解 　 由例２１９证得（Ａ） ＝｜Ａ｜ｎ－２·Ａ，故即满足

｜Ａ｜ｎ－２·Ａ＝Ａ，即（｜Ａ｜ｎ－２－１）Ａ＝０．

所以，Ａ＝Ｏ，或者｜Ａ｜ｎ－２ ＝１，故所求矩阵Ａ 为

（１）Ａ＝Ｏ；
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（２）ｎ＝２的２阶矩阵；

（３）满足｜Ａ｜ｎ－２ ＝１，（ｎ＞２）的矩阵．
例２２１　 设Ａ＝ （ａｉｊ）３×３ 是非零实方阵，若Ａｉｊ ＝ａｉｊ，（ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３）．
（１）试证｜Ａ｜≠０；

（２）求｜Ａ｜，Ａ－１；

（３）若ａ３３ ＝１，求解线性方程组：ＡＸ ＝
烄

烆

烌

烎

０

０

１

．

证 　（１）已知Ａｉｊ ＝ａｉｊ，即Ａ ＝ＡＴ．

由 ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ，　 即有 　ＡＡＴ ＝｜Ａ｜·Ｅ，

即 ＡＡＴ ＝


３

ｉ＝１
ａ２

１ｉ


３

ｉ＝１
ａ２

２ｉ


３

ｉ＝１
ａ２

３

烄

烆

烌

烎ｉ

＝

｜Ａ｜

｜Ａ｜

｜Ａ

烄

烆

烌

烎｜
．

由 Ａ≠Ｏ　　 
３

ｉ＝１
ａ２

１ｉ＋
３

ｉ＝１
ａ２

２ｉ＋
３

ｉ＝１
ａ２

３ｉ ＝３·｜Ａ｜≠０，

即知 ｜Ａ｜≠０．

解 　（２）由 ＡＡＴ ＝｜Ａ｜·Ｅ　　｜Ａ｜２ ＝｜Ａ｜３

由 ｜Ａ｜≠０　　｜Ａ｜＝１．

Ａ－１ ＝ １
｜Ａ｜

·Ａ ＝Ａ ＝ＡＴ，即知Ａ 是正交阵．

（３）由 ＡＸ ＝
烄

烆

烌

烎

０

０

１

　　Ｘ＝Ａ－１·
烄

烆

烌

烎

０

０

１

＝ＡＴ·
烄

烆

烌

烎

０

０

１

＝ＡＴ

的第三列，即Ａ 的第三行．由于ａ３３ ＝１，且Ａ 是正交阵，故知Ａ 的第三行即为（０，０，１）．

所以， Ｘ＝
烄

烆

烌

烎

０

０

１

．

评注 　（１）由Ａｉｊ ＝ａｉｊ，即Ａ ＝ＡＴ，这个关系要理解．

（２）对于矩阵乘法Ａ·ＡＴ（或ＡＴ·Ａ），应知对角线元素就是Ａ 的每行元素的平方和．
例２２２　 设Ａ 为ｎ 阶可逆矩阵，α为ｎ 维列向量，ｂ为常数，记分块矩阵：

Ｐ＝
Ｅ Ｏ

－αＴ·Ａ ｜Ａ（ ）｜
，　Ｑ＝

Ａ α

αＴ（ ）ｂ
．

其中，Ａ 是矩阵Ａ 的伴随阵，Ｅ 为ｎ 阶单位阵．
（１）计算并化简Ｐ·Ｑ；

（２）证明：矩阵Ｑ 可逆的充要条件是αＴＡ－１α≠ｂ．
解 　（１）由ＡＡ ＝Ａ ·Ａ＝｜Ａ｜·Ｅ，则

Ｐ·Ｑ＝
Ｅ Ｏ

－αＴ·Ａ ｜Ａ（ ）｜
·

Ａ α

αＴ（ ）ｂ
＝

Ａ α

－αＴＡＡ＋｜Ａ｜αＴ －αＴＡα＋ｂ·｜Ａ（ ）｜
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＝
Ａ α

Ｏ ｜Ａ｜（ｂ－αＴＡ－１α（ ）） ．

证 　（２）　　 由（１）可得｜Ｐ·Ｑ｜＝｜Ｐ｜·｜Ｑ｜＝｜Ａ｜２·（ｂ－αＴＡ－１α），

又有 ｜Ｐ｜＝｜Ｅ｜·｜Ａ｜＝｜Ａ｜≠０，

故 ｜Ｑ｜＝｜Ａ｜·（ｂ－αＴＡ－１α），

即 ｜Ｑ｜≠０　　ｂ－αＴＡ－１α≠０．

例２２３　（１）若矩阵Ｂ是对调Ａ 的第三行与第五行得到的矩阵，则Ｂ－１ 是对调Ａ－１ 的第三列与第五列得

到的矩阵；

（２）若Ａ 是对称阵，则任意对调Ａ 的两列及其相同的两行得到的矩阵仍对称．
证 　（１）Ｂ＝Ｐ（３，５）Ａ　　Ｂ－１ ＝Ａ－１·Ｐ（３，５）－１ ＝Ａ－１·Ｐ（３，５）．

（２）Ｂ＝Ｐ（ｉ，ｊ）ＡＰ（ｉ，ｊ）　　ＢＴ ＝Ｐ（ｉ，ｊ）ＴＡＴＰ（ｉ，ｊ）Ｔ ＝Ｐ（ｉ，ｊ）ＡＰ（ｉ，ｊ）＝Ｂ．

例２２４　 设Ａ 是ｎ 阶可逆阵，将Ａ 的第ｉ行和第ｊ行对换后得到的矩阵记为Ｂ．
（１）证明Ｂ 可逆；

（２）求ＡＢ－１．
解 　（１）Ｂ＝Ｐ（ｉ，ｊ）Ａ．因为｜Ｐ（ｉ，ｊ）｜＝－１，｜Ａ｜≠０，所以，｜Ｂ｜＝－｜Ａ｜≠０，即Ｂ 可逆．
解 　（２）ＡＢ－１ ＝Ａ·（Ｐ（ｉ，ｊ）Ａ）－１ ＝Ａ·Ａ－１·Ｐ（ｉ，ｊ）－１ ＝Ｐ（ｉ，ｊ）．

评注 　 对于初等变换，要会用初等阵．
例２２５　 设

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４

ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ

烄

烆

烌

烎４４

，　Ｂ＝

ａ１４ ａ１３ ａ１２ ａ１１

ａ２４ ａ２３ ａ２２ ａ２１

ａ３４ ａ３３ ａ３２ ａ３１

ａ４４ ａ４３ ａ４２ ａ

烄

烆

烌

烎４１

，

Ｐ１ ＝

０ ０ ０ １

０ １ ０ ０

０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ ０

，　Ｐ２ ＝

１ ０ ０ ０

０ ０ １ ０

０ １ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

．

其中，Ａ 可逆，则Ｂ－１ ＝ （　）

（Ａ）Ａ－１Ｐ１Ｐ２；　　　　 （Ｂ）Ｐ１Ａ－１Ｐ２；

（Ｃ）Ｐ１Ｐ２Ａ－１； （Ｄ）Ｐ２Ａ－１Ｐ１．
解 　 逐个分析：

（１）若Ｂ－１ ＝Ａ－１Ｐ１Ｐ２　　Ｂ＝Ｐ－１
２ Ｐ－１

１ Ａ　　Ａ＝Ｐ１Ｐ２Ｂ；

（２）若Ｂ－１ ＝Ｐ１Ａ－１Ｐ２　　Ａ＝Ｐ２ＢＰ１；

（３）若Ｂ－１ ＝Ｐ１Ｐ２Ａ－１　　Ａ＝ＢＰ１Ｐ２；

（４）若Ｂ－１ ＝Ｐ２Ａ－１Ｐ１　　Ａ＝Ｐ１ＢＰ２．
由于Ｐ１ ＝Ｐ（１，４），Ｐ２ ＝Ｐ（２，３），Ａ 是Ｂ 经过两次初等列变换而得到，易知（３）正确，故选（Ｃ）．
例２２６　 设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶正交阵．证明：

（１）若｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＝０，则｜Ａ＋Ｂ｜＝０；

（２）若Ａ＋Ｂ 也是正交阵，则（Ａ＋Ｂ）－１ ＝Ａ－１＋Ｂ－１；

（３）若ｎ为奇数，则｜（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）｜＝０．
证 　（１）因Ａ，Ｂ 是正交阵，故其行列式为１或 －１，则由
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｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＝０　　｜Ａ｜·｜Ｂ｜＝－１，

则 ｜Ａ＋Ｂ｜＝｜ＡＢＴＢ＋ＡＡＴＢ｜＝｜Ａ｜·｜ＢＴ ＋ＡＴ｜·｜Ｂ｜

＝－｜ＢＴ ＋ＡＴ｜＝－｜Ｂ＋Ａ｜＝－｜Ａ＋Ｂ｜．

移项即得 ｜Ａ＋Ｂ｜＝０．

（２）（Ａ＋Ｂ）－１ ＝ （Ａ＋Ｂ）Ｔ ＝ＡＴ ＋ＢＴ ＝Ａ－１＋Ｂ－１．

（３）｜（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）｜＝｜Ａ＋Ｂ｜·｜Ａ－Ｂ｜．

若｜Ａ｜＝－｜Ｂ｜，则由（１）已证，｜Ａ＋Ｂ｜＝０．
若｜Ａ｜＝｜Ｂ｜，则

｜Ａ－Ｂ｜＝｜ＡＢＴＢ－ＡＡＴＢ｜＝｜Ａ｜·｜ＢＴ －ＡＴ｜｜Ｂ｜

＝｜ＢＴ －ＡＴ｜＝｜Ｂ－Ａ｜＝ （－１）ｎ·｜Ａ－Ｂ｜

＝－｜Ａ－Ｂ｜．

移项便得 ｜Ａ－Ｂ｜＝０．

综上，便有 ｜（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）｜＝０．

评注 　（１）行列式运算中，｜Ａ＋Ｂ｜≠｜Ａ｜＋｜Ｂ｜；

（２）在运用恒等变形时，有时用ＢＴＢ，也有时用ＡＡＴ．这里主要为了左边可提出Ａ，右边可提出Ｂ；

（３）类似也可以证明：“Ａ，Ｂ都是ｎ 阶实对称阵，且Ａ２ ＝Ｅ，Ｂ２ ＝Ｅ，｜Ａ｜＋｜Ｂ｜＝０，则｜Ａ＋Ｂ｜＝０．”

例２２７　 设 Ａ＝

１ ０ ０

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ ０

．

试证：当ｎ≥３时，恒有Ａｎ ＝Ａｎ－２＋Ａ２－Ｅ，并计算Ａ１００．
证 　 用归纳法，当ｎ＝３时，

Ａ２ ＝

１ ０ ０

１ １ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ １

，　Ａ３ ＝

１ ０ ０

２ ０ １
烄

烆

烌

烎１ １ ０

．

易验得Ａ＋Ａ２－Ｅ＝Ａ３ 成立．
归纳假设结论对ｋ≤ｎ－１时正确，则ｋ＝ｎ时，

Ａｎ ＝Ａ·Ａｎ－１ ＝Ａ·（Ａｎ－３＋Ａ２－Ｅ）

＝Ａｎ－２＋Ａ３－Ａ＝Ａｎ－２＋（Ａ＋Ａ２－Ｅ）－Ａ

＝Ａｎ－２＋Ａ２－Ｅ．　 结论成立．

Ａ１００ ＝Ａ９８＋Ａ２－Ｅ＝Ａ９６＋Ａ２－Ｅ＋Ａ２－Ｅ＝Ａ９６＋２（Ａ２－Ｅ）

＝ …

＝Ａ２＋４９（Ａ２－Ｅ）＝５０Ａ２－４９Ｅ

＝

１ ０ ０

５０ １ ０
烄

烆

烌

烎５０ ０ １

．

评 注 　 计算矩阵Ａｎ，用归纳法是一种方法．另外在下一章，若矩阵Ａ可相似变换到对角阵，则计算Ａｎ 也

方便．还有，若Ｒ（Ａ）＝１，则计算Ａｎ 也有简便的方法．
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例２２８　 设Ａ 可逆，且Ａ 的各行元素之和都等于ｋ，试证：

（１）ｋ≠０；

（２）Ａ－１ 的各行元素之和都等于１
ｋ．

证 　（１）考虑｜Ａ｜．把Ａ的各列都加到第一列上去，则第一列全为ｋ，由Ａ可逆，知｜Ａ｜≠０，则ｋ≠０．
（２）把Ａ 和Ａ－１ 均按列分块，记为

Ａ＝ （α１，…，αｎ），　Ａ－１ ＝ （β１，…，βｎ）

由 Ａ－１Ａ＝Ｅ　 　Ａ－１（α１，…αｎ）＝ （ε１，…，εｎ）

　Ａ－１αｉ ＝εｉ，　ｉ＝１，…，ｎ，

则 Ａ－１（α１＋α２＋…＋αｎ）＝Ａ－１α１＋…＋Ａ－１αｎ ＝

１

１


烄

烆

烌

烎１

．

又 Ａ－１（α１＋α２＋…＋αｎ）＝Ａ－１·

ｋ

ｋ


烄

烆

烌

烎ｋ

＝ （β１，…，βｎ）

ｋ

ｋ


烄

烆

烌

烎ｋ

＝ｋβ１＋…＋ｋβｎ ＝ｋ（β１＋…＋βｎ），

则得 ｋ（β１＋…＋βｎ）＝

１

１


烄

烆

烌

烎１

，　 即 　（β１＋…＋βｎ）＝

１
ｋ

１
ｋ


１

烄

烆

烌

烎ｋ

．

证法２　 由Ａ 的各行元素之和皆为ｋ，可知：

Ａ·

１

１


烄

烆

烌

烎１

＝

ｋ

ｋ


烄

烆

烌

烎ｋ

＝ｋ·

１

１


烄

烆

烌

烎１

，

即知ｋ为Ａ 的特征值．由于Ａ 可逆，故ｋ≠０．
而且，由上面关系式，可知

Ａ－１·

１

１


烄

烆

烌

烎１

＝ １
ｋ

１

１


烄

烆

烌

烎１

．

即Ａ－１ 的各行元素之和皆为１
ｋ．

评注 　 本题和矩阵各行元素之和有关，因此把矩阵按列分块，考虑列向量之和是很自然的事．

证法２中，利用矩阵Ａ 和列向量

１

１


烄

烆

烌

烎１

相乘，正好就表示了各行元素之和这样一个事实，使证明简洁得多

—３３—

线性代数



了．这种比较特殊的矩阵与列向量的乘法，应该熟练掌握．
例２２９　 已知ｎ阶矩阵：

Ａ＝

０ １ ０ … ０

０ ０ ２ … ０
    

０ ０ ０ … ｎ－１

ｎ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

；

求Ａ 的全体ｎ２ 个元素的代数余子式Ａｉｊ 的和．

解 　 记 Ａ＝
Ｏ Ａ１

ｎ（ ）Ｏ
，　 则 　Ａ－１ ＝

Ｏ １
ｎ

Ａ－１
１

烄

烆

烌

烎Ｏ
．

即 Ａ－１ ＝

０ ０ … ０ １
ｎ

１ ０ … ０ ０

０ １
２

… ０ ０

    

０ ０ … １
ｎ－１

烄

烆

烌

烎０

，

由 ｜Ａ｜＝ （－１）ｎ＋１·ｎ！

而 Ａ ＝｜Ａ｜·Ａ－１ ＝ （－１）ｎ＋１·ｎ！·Ａ－１，

所以，Ａ 的全体元素的代数余子式的和即为

（－１）ｎ＋１·ｎ！· １＋ １
２ ＋ １

３ ＋…＋ １
ｎ－１＋ １（ ）ｎ ．

例２３０　 已知二阶矩阵 Ｍ 的伴随矩阵

Ｍ ＝
１ ２（ ）２ ４

，　 求 Ｍ．

解 Ｍ ＝
１ ２（ ）２ ４

＝
Ａ１１ Ａ２１

Ａ１２ Ａ（ ）
２２

，　 设 　Ｍ ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ（ ）
２２

．

则应有 　Ａ１１ ＝１＝ａ２２，

Ａ１２ ＝２＝－ａ２１，　　ａ２１ ＝－２．

Ａ２１ ＝２＝－ａ１２，　　ａ１２ ＝－２．

Ａ２２ ＝４＝ａ１１．

所以， Ｍ ＝
４ －２

－（ ）２ １
．

例２３１　 已知ｎ阶矩阵Ａ２ ＝Ａ，（Ａ＋Ｂ）２ ＝Ａ２＋Ｂ２．试证：ＡＢ ＝Ｏ．

证 （Ａ＋Ｂ）２ ＝Ａ２＋ＡＢ＋ＢＡ＋Ｂ２ ＝Ａ２＋Ｂ２

　ＡＢ＋ＢＡ ＝Ｏ．

以Ａ 左乘上式两边：
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Ａ２Ｂ＋ＡＢＡ ＝Ｏ，

即 ＡＢ＋ＡＢＡ ＝Ｏ．

　ＡＢ（Ｅ＋Ａ）＝Ｏ （１）

由Ａ２ ＝Ａ　 　Ａ２－Ａ＝Ｏ

　（Ａ＋Ｅ）（Ａ－２Ｅ）＝－２Ｅ

　Ａ＋Ｅ 可逆．

则在式（１）中，易得ＡＢ ＝Ｏ．

例２３２　 已知ｎ阶矩阵Ａ 满足ａＡ２＋ｂＡ＋ｃＥ ＝Ｏ（ａ≠０）．若矩阵Ａ 对于任何实数ｋ，Ａ－ｋＥ 都可逆，

问ａ，ｂ，ｃ需满足什么条件？（ａ，ｂ，ｃ均为实数）．

解 　ａＡ２＋ｂＡ＋ｃＥ ＝ａ Ａ２＋ ｂ
ａ（ ）Ａ ＋ｃＥ ＝ａ（Ａ－ｋＥ）· Ａ＋ ｂ

ａ ＋（ ）ｋ［ ］Ｅ ＋ａｋ ｂ
ａ ＋（ ）ｋ Ｅ＋ｃＥ

＝ａ（Ａ－ｋＥ）· Ａ＋ ｂ
ａ ＋（ ）ｋ［ ］Ｅ ＋（ａｋ２＋ｂｋ＋ｃ）Ｅ＝Ｏ．

故 ａ（Ａ－ｋＥ）Ａ＋ ｂ
ａ ＋（ ）ｋ［ ］Ｅ ＝－（ａｋ２＋ｂｋ＋ｃ）Ｅ

即知：当ａｋ２＋ｂｋ＋ｃ≠０时，Ａ－ｋＥ 可逆．而对任何实数ｋ，ａｋ２＋ｂｋ＋ｃ≠０，即一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０
无实数解，即ｂ２－４ａｃ＜０．

评注 　 由本题结果 可 知，若 Ａ 满 足３Ａ２ ＋４Ａ＋５Ｅ ＝Ｏ，则 对 任 何 实 数ｋ，Ａ－ｋＥ 都 可 逆．类 似 地，

２Ａ２－３Ａ＋２Ｅ＝Ｏ，Ａ２＋Ａ＋Ｅ＝０等都有此结论．

例２３３　 设Ｑ＝
Ａ Ｂ（ ）Ｃ Ｄ

，且Ａ 可逆，Ｄ 也是方阵．证明：｜Ｑ｜＝｜Ａ｜·｜Ｄ－ＣＡ－１Ｂ｜．

证 　 做初等行变换，把Ｑ化成准对角阵．令Ｐ１ ＝
Ｅ１ Ｏ

Ｘ Ｅ（ ）
２

，其中，Ｅ１ 与Ａ同阶，Ｅ２ 与Ｄ 为同阶的单位

阵，使Ｐ１·Ｑ＝
Ａ Ｂ（ ）Ｏ Ｍ

，易得Ｘ＝－ＣＡ－１，则

Ｐ１Ｑ＝
Ｅ１ Ｏ

－ＣＡ－１ Ｅ（ ）
２

·
Ａ Ｂ（ ）Ｃ Ｄ

＝
Ａ Ｂ

Ｏ Ｄ－ＣＡ－１（ ）Ｂ
．

则 ｜Ｐ１｜·｜Ｑ｜＝｜Ａ｜·｜Ｄ－ＣＡ－１Ｂ｜，

其中｜Ｐ１｜＝１，即有

｜Ｑ｜＝｜Ａ｜·｜Ｄ－ＣＡ－１Ｂ｜．

例２３４　 设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵．证明：

（１）
Ｅ Ｂ

Ａ Ｅ
＝｜Ｅ－ＡＢ｜；

（２）｜Ｅ－ＡＢ｜＝｜Ｅ－ＢＡ｜．

证 　（１）考虑初等行变换将矩阵化为准对角阵．设Ｐ１ ＝
Ｅ Ｏ（ ）Ｘ Ｅ

，其中，Ｘ 为待定矩阵．

Ｐ１·
Ｅ Ｂ（ ）Ａ Ｅ

＝
Ｅ Ｏ（ ）Ｘ Ｅ

Ｅ Ｂ（ ）Ａ Ｅ
＝

Ｅ Ｂ

Ｘ＋Ａ ＸＢ＋（ ）Ｅ
．
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可取Ｘ＝－Ａ，得Ｐ１ ＝
Ｅ Ｏ

－（ ）Ａ Ｅ
，则上式即为

Ｐ１·
Ｅ Ｂ（ ）Ａ Ｅ

＝
Ｅ Ｂ

Ｏ Ｅ－（ ）ＡＢ
．

等式两边取行列式，注意到｜Ｐ１｜＝１，｜Ｅ｜＝１，即有

Ｅ Ｂ

Ａ Ｅ
＝｜Ｅ－ＡＢ｜．

（２）由（１）知：

｜Ｅ－ＡＢ｜＝
Ｅ Ｂ

Ａ Ｅ
＝ （－１）ｎ·

Ａ Ｅ

Ｅ Ｂ
＝ （－１）２ｎ·

Ｅ Ａ

Ｂ Ｅ

＝
Ｅ Ａ

Ｂ Ｅ
＝｜Ｅ－ＢＡ｜．

例２３５　 设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶矩阵．试证：

｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＢＡ｜．

证法１　 构造矩阵乘法：

Ｅ －Ａ

Ｏ λ（ ）Ｅ
·

Ａ λＥ（ ）Ｅ Ｂ
＝

Ｏ λＥ－ＡＢ

λＥ λ（ ）Ｂ
．

两边取行列式：

｜Ｅ｜·｜λＥ｜·
Ａ λＥ

Ｅ Ｂ
＝ （－１）ｎ·｜λＥ｜·｜λＥ－ＡＢ｜，

即有
Ａ λＥ

Ｅ Ｂ
＝ （－１）ｎ·｜λＥ－ＡＢ｜． （１）

类似，再构造矩阵乘法：

Ｅ Ｏ

－Ｂ λ（ ）Ｅ
·

Ａ λＥ（ ）Ｅ Ｂ
＝

Ａ λＥ

λＥ－（ ）ＢＡ Ｏ
，

两边取行列式：

｜Ｅ｜·｜λＥ｜·
Ａ λＥ

Ｅ Ｂ
＝ （－１）ｎ·｜λＥ｜·｜λＥ－ＢＡ｜

即有
Ａ λＥ

Ｅ Ｂ
＝｜λＥ－ＢＡ｜ （２）

由式（１）、式（２）得 ｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＢＡ｜．

证法２　 利用例２３４的结果：｜Ｅ－ＡＢ｜＝｜Ｅ－ＢＡ｜．则若λ≠０，则

Ｅ－ Ａ
λ
Ｂ ＝ Ｅ－Ｂ·Ａ

λ
，

即有 ｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＢＡ｜．

若λ＝０，则｜－ＡＢ｜＝ （－１）ｎ｜ＡＢ｜＝ （－１）ｎ｜ＢＡ｜＝｜－ＢＡ｜．故对任何λ，均有

｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＢＡ｜．
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评注 　 本题结论告诉我们，Ａ·Ｂ 与Ｂ·Ａ 的特征多项式相同，因此，特征值也相同．
例２３６　 设α＝ （１，０，－１）Ｔ，矩阵Ａ＝α·αＴ，ｎ为正整数，求｜ａＥ－Ａｎ｜．

解法１ Ａｎ ＝ （ααＴ）ｎ ＝α（αＴα）·…·（αＴα）·αＴ．

而αＴα＝２，故

Ａｎ ＝２ｎ－１·ααＴ ＝２ｎ－１·
１ ０ －１

０ ０ ０

－

烄

烆

烌

烎１ ０ １

．

则 ｜ａＥ－Ａｎ｜＝

ａ－２ｎ－１ ０ ２ｎ－１

０ ａ ０

２ｎ－１ ０ ａ－２ｎ－

烄

烆

烌

烎１
＝ａ２（ａ－２ｎ）．

解法２　Ａ＝ααＴ ＝

１ ０ －１

０ ０ ０

－

烄

烆

烌

烎１ ０ １

是实对称，且秩为１，则易知Ａ的三个特征值为０，０，２，则Ａｎ 的三个

特征值为０，０，２ｎ．故

｜ａＥ－Ａｎ｜＝ （ａ－０）（ａ－０）（ａ－２ｎ）＝ａ２·（ａ－２ｎ）．

评注 　 对于秩为１的对称矩阵，通常都能表为Ａ＝α·αＴ 的形式．这里α是ｎ维列向量．若α是实向量，

则Ａ 又是实对称．对于计算这种类型的Ａｎ，则易知Ａｎ ＝Ｋｎ－１·Ａ，其中Ｋ＝αＴ·α．

四、小 　 结

矩阵运算是历年试卷中总要考到的内容，矩阵运算涉及到的知识点很多，经常需要把矩阵 的 运 算（如 加

法、数乘、乘法、转置、求逆等）与各类矩阵（如对称阵、反对称阵、可逆阵、伴随阵、正交阵、初等阵等）的基本

性质加以综合运用．一般，先要对给定的表达式进行化简，然后再进行计算．
涉及到初等变换的，要考虑初等矩阵这个工具．例２３３、例２３４、例２３５都可视为初等矩阵的推广．这类

题目，左乘凑上的矩阵与乘积后的矩阵都是分块三角形矩阵，且这两个矩阵的行列式便于求出，这是原则，同

时，对角线上的小块矩阵必须是方阵．
在等式两边同时作一种运算，这是在做题时经常会用到的方法．这种运算，可以是两边取行列式，也可以

是两边左乘（或右乘）一个矩阵（或向量），也可以是两边取逆，或两边转置等，这要视不同题目的条件而定．
分块矩阵的运用会使证明和计算简洁，应在学习例题时注意掌握这种技巧．

对于一些较为特殊的矩阵运算应该熟悉．例如ＡＡＴ 的对角线元素；Ａ·

１

１


烄

烆

烌

烎１

即表出Ａ 的各行元素之和；

Ａ·

０


１


烄

烆

烌

烎０

ｉ即表示Ａ 的第ｉ列等．
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第三章 　 向量组的线性相关性与矩阵的秩

本章是线性代数中理论比较集中，而且是较为抽象的一章．

一、复习与考试要求

（１）理解ｎ维向量，向量的线性组合与线性表示的概念．
（２）理解向量组线性相关，线性无关的定义，了解并 会 用 向 量 组 线 性 相 关、线 性 无 关 的 有 关 性 质 及 判 别

法．
（３）了解向量组的极大线性无关组和向量组的秩的概念，会求向量组的极大线性无关组及秩．
（４）了解向量组等价的概念，以及向量组的秩与矩阵的秩的关系．
（５）了解ｎ维向量空间、子空间、基底、维数、坐标等概念．
（６）了解基变换和坐标变换公式，会求过渡矩阵．
（７）了解内积的概念，掌握线性无关向量组正交规范化的施密特（Ｓｃｈｍｉｄｔ）方法．
（８）了解规范正交基、正交矩阵的概念，以及它们的性质．

二、基本概念与理论

１．线性方程组有解与向量的线性关系

Ａｍ×ｎＸｎ×１ ＝ｂｍ×１ 有解

　（α１，…，αｎ）

ｘ１



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
＝ｂ有解，（αｉ 为Ａ 的列向量）．

　ｘ１α１＋…＋ｘｎαｎ ＝ｂ有解．

　 向量ｂ可以由向量组α１，…，αｎ 线性表示

　 向量组｛α１，…，αｎ，ｂ｝与向量组｛α１，…，αｎ｝等价

　Ｒ（珚Ａ）＝Ｒ（Ａ）

注意 　 最后这个充分必要条件，对于一般的两个向量组，若它们的秩相等，并不 能 推 出 它 们 等 价，但 这

里的这两个向量组中，还有“一个向量组可以由另一个向量组线性表示”这个条件．

２．向量组的线性表示与矩阵乘法的关系

若向量组｛α１，…，αｒ｝可以由向量组｛β１，…，βｓ｝线性表示，即有

｛α１，…，αｒ｝＝ ｛β１，…，βｓ｝·

ｋ１１ ｋ１２ … ｋ１ｒ

ｋ２１ ｋ２２ … ｋ２ｒ

   

ｋｓ１ ｋｓ２ … ｋ

烄

烆

烌

烎ｓｒ

反之，若有矩阵乘法Ａ＝Ｂ·Ｋ，并写成如上形式，即知Ａ 的列向量组可以由Ｂ 的列向量组线性表示．
同理可知：Ａ 的行向量组可以由Ｋ 的行向量组线性表示 Ａ＝ＢＫ．

３．矩阵方程

对于矩阵方程Ａｍ×ｒＸｒ×ｓ ＝Ｂｍ×ｓ 有解
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　Ｂ 的列向量组可以由Ａ 的列向量组线性表示

　（Ａ，Ｂ）的列组与Ａ 的列组等价

　Ｒ（Ａ，Ｂ）＝Ｒ（Ａ）．
这可视为线性方程组有解判别定理在矩阵方程的推广．

４．向量组线性相关与线性无关

（１）定义 　 一组ｎ维向量α１，…，αｍ 线性相关，即存在一组不全为零的数λ１，…，λｍ，使

λ１α１＋…＋λｍαｍ ＝０．

若ｋ１α１＋…＋ｋｍαｍ ＝０时，必须ｋ１ ＝ … ＝ｋｍ ＝０时才成立，则称α１，…，αｍ 线性无关．
（２）等价定义 　α１，…，αｍ 线性相关  组中有一个向量可以由其余向量线性表示．

α１，…，αｍ 线性无关  组中任一向量皆不能由其余向量线性表示．
（３）按定义论证相关性时，还常用到如下的一些结论：

① 单个向量线性相关  此向量是零向量；

② 含有零向量的向量组一定线性相关；

③ 若向量组中有一部分向量组成的部分组线性相关，则整组也线性相关；

④ 若向量组整组线性无关，则它的任一部分组也线性无关；

⑤ 若向量组α１，…，αｍ 线性无关，而α１，…，αｍ，β线性相关，则β一定可由α１，…，αｍ 线性表示，且表法惟

一；

⑥ 若向量组向量的个数大于向量的维数时，则此向量组必线性相关；

⑦ 若一向量组线性无关，则它的延长向量组（即维数增加后所成的向量组）也线性无关．
（４）判别向量组的线性相关性时，有时还可用下述方法：

α１，…，αｍ 线性相关  存在一组不全为零的数 Ｘ１，…，Ｘｍ，使 Ｘ１α１＋…＋Ｘｍαｍ ＝０

　 齐次线性方程组（α１，…，αｍ）

Ｘ１



Ｘ

烄

烆

烌

烎ｍ
＝０，有非零解．

　 秩（α１，…，αｍ）＜ｍ（ｍ 即为未知量个数）．当（α１，…，αｍ）是方阵Ａ 时，还 ｜Ａ｜＝０．

α１，…，αｍ 线性无关  当 Ｘ１α１＋…＋Ｘｍαｍ ＝０时，系数ｘｉ 必须全等于零（ｉ＝１，…，ｍ）．

　（α１，…，αｍ）

Ｘ１



Ｘ

烄

烆

烌

烎ｍ
＝０，只有零解

　 秩（α１，…，αｍ）＝ｍ

　｜Ａ｜≠０　（当（α１，…，αｍ）是方阵Ａ 时）．

５．向量组的秩

（１）两个向量组等价的定义 　 若向量组 Ⅰ 中的每个向量皆可由向量组 Ⅱ 线性表示，同时，向量组 Ⅱ 中

的每个向量皆可由向量组 Ⅰ 线性表示，则称这两个向量组等价．
（２）极大线性无关组的定义 　 设向量组Ｔ：α１，α２，…，αｓ，在Ｔ 中选取ｒ个向量αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ，若满足：

①αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ 线性无关；② 任取α∈Ｔ，则向量组αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ，α线性相关，则称向量组αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ

为向量组Ｔ 的一个极大线性无关组．
（３）向量组的秩的定义 　 即向量组的极大线性无关组所含向量的个数．
（４）定理 　 若向量组｛α１，…，αｒ｝可由向量组｛β１，…，βｓ｝线性表示，且ｒ＞ｓ，则α１，…，αｒ 线性相关（证明

见本章例３２３）．
推论１　 若向量组｛α１，…，αｒ｝可由向量组｛β１，…，βｓ｝线性表示，且α１，…，αｒ 线性无关，则ｒ≤ｓ．
推论２　 等价的线性无关的向量组含有相同个数的向量．
推论３　 向量组的任两个极大线性无关组含有相同个数的向量．
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推论４　 任意ｎ＋１个ｎ维向量必线性相关．
命题 　 向量组与它的极大线性无关组等价．
推论５　 若向量组 Ⅰ 可以由向量组 Ⅱ 线性表示，则秩（Ⅰ）≤ 秩（Ⅱ）．
推论６　 若矩阵Ｃｍ×ｎ ＝Ａｍ×ｓＢｓ×ｎ，则Ｒ（Ｃ）≤ ｍｉｎ｛Ｒ（Ａ），Ｒ（Ｂ）｝（见本章例３２３）．
推论７　 若向量组 Ⅰ 与向量组 Ⅱ 等价，则秩（Ⅰ）＝ 秩（Ⅱ）．
推论８　 若向量组 Ⅰ 与 Ⅱ，有秩（Ⅰ）＝ 秩（Ⅱ），且 Ⅰ 可由 Ⅱ 线性表示，则 Ⅰ 与 Ⅱ 等 价（见 本 章 例

３２２）．

６．矩阵的秩

（１）定义 　 若在矩阵Ａ中有一个ｒ阶子式Ｄｒ ≠０，而所有的ｒ＋１阶子式（若存在的话）全等于零，则称

矩阵Ａ 的秩为ｒ，记为Ｒ（Ａ）＝ｒ．

由定义可知 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴ）．

（２）矩阵Ａ 经过初等变换后化到阶梯型，阶梯型矩阵中非零行的行数即为矩阵的秩．
（３）定理 　Ｒ（Ａ）＝Ａ 的列秩 ＝Ａ 的行秩．
（４）定理 　 初等变换不改变矩阵的秩．
（５）求极大线性无关组 　 把向量按列排成一个矩阵，然后用行初等变换化到阶 梯 型，若 矩 阵 的 秩 为ｒ，

则可在相应的ｒ列中找到极大线性无关组．
（６）常用的矩阵的秩的关系式：

①Ｒ（Ａ＋Ｂ）≤Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）；

②Ｒ（Ａ·Ｂ）≤ ｍｉｎ｛Ｒ（Ａ）·Ｒ（Ｂ）｝；

③Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＰＡ）＝Ｒ（ＡＱ）＝Ｒ（ＰＡＱ），这里，Ｐ，Ｑ 皆为可逆阵．

７．向量空间

（１）向量空间的定义 　Ｖ 是一个非空集合，若Ｖ 中元素对于所定义的加法和数乘这两种运算封闭，就称

Ｖ 为向量空间，也叫线性空间，简称空间．
（２）空间的基的定义 　 若空间Ｖ 中有一组向量α１，…，αｒ 满足两条：

①α１，…，αｒ 线性无关；

②Ｖ 中任一向量α 皆可由α１，…，αｒ 线性表示，则称α１，…，αｒ 为空间Ｖ 的一个基．
（３）向量空间Ｖ 的维数的定义 　 即Ｖ 的基中所含向量的个数，记为ｄｉｍ（Ｖ）．特别规定：只含有零向量的

空间，其维数为零．
（４）齐次线性方程组ＡＸ＝Ｏ，若有非零解，则它的所有解形成空间，也称为解空间，记为η（Ａ）．解空间的

基即为基础解系，解空间的维数ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）．
（５）由向量组α１，…，αｍ 所生成的空间，记为

Ｌ（α１，…，αｍ）＝ ｘ ｘ ＝λ１α１＋…＋λｍαｍ，λ１，…，λｍ ∈｛ ｝Ｆ ．

（６）子空间的定义 　 若有向量空间Ｖ１ 及Ｖ２，若Ｖ１ Ｖ２，就称Ｖ１ 是Ｖ２ 的子空间．
（７）空间的基不惟一．若α１，…，αｒ 与β１，…，βｒ 是空间Ｖ 的两组基，则必有（β１，…，βｒ）＝（α１，…，αｒ）Ｐ，称

ｒ阶方阵Ｐ 为从基α１，…，αｒ 到基β１，…，βｒ 的过渡矩阵．过渡矩阵一定是可逆矩阵．
（８）坐标变换 　 若Ｖ 是ｎ 维线性空间，α１，…，αｎ 与β１，…，βｎ 是Ｖ 的两组基，任给α∈Ｖ，α在这两组基

下的坐标分别为

ｘ１



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
　 与 　

ｙ１



ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

，

即 α＝ｘ１α１＋…＋ｘｎαｎ ＝ （α１，…，αｎ）

ｘ１



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
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＝ｙ１β１＋…＋ｙｎβｎ ＝ （β１，…，βｎ）
ｙ１



ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ

又有 （β１，…，βｎ）＝ （α１，…，αｎ）Ｐ

则

ｘ１



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
＝Ｐ·

ｙ１



ｙ

烄

烆

烌

烎ｎ
．

三、基本题型与解题方法

例３１　 若α１，α２，α３ 线性无关，β１ ＝α１＋α２，β２ ＝α２＋α３，β２ ＝α３＋α１，证明β１，β２，β３ 也线性无关

分析 　 这是一组抽象向量，通常用定义证明
证 　 设有一组数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使

ｋ１β１＋ｋ２β２＋ｋ３β３ ＝０，

得 ｋ１（α１＋α２）＋ｋ２（α２＋α３）＋ｋ３（α３＋α１）＝０，

（ｋ１＋ｋ３）α１＋（ｋ１＋ｋ２）α２＋（ｋ２＋ｋ３）α３ ＝０，

因为α１，α２，α３ 线性无关，由定义得

ｋ１＋ｋ３ ＝ｋ１＋ｋ２ ＝ｋ２＋ｋ３ ＝０，

推得ｋ１ ＝ｋ２ ＝ｋ３ ＝０，所以β１，β２，β３ 线性无关
评注 　 该题可以推广到 ｍ 个向量的情形，此时的结论是：

（１）当 ｍ 为奇数时，β１，β２，…，βｍ 线性无关；

（２）当 ｍ 为偶数时，β１，β２，…，βｍ 线性相关

例３２　αｉ ＝ （１，ｉ＋１，（ｉ＋１）２），ｉ＝１，２，３，求证：α１，α２，α３ 线性无关
分析 　 本题所给的是具体的向量组，故可直接用公式证之
证

α１

α２

α３

＝

１ ２ ４

１ ３ ９

１ ４ １６

，

这是一个范德蒙行列式，它不为０，从而α１，α２，αｓ 线性无关

例３３　 试判别向量组α１ ＝ （２，１，０，０），α２ ＝ （３，２，１，０），α３ ＝ （４，２，２，１）的线性相关性
分析 　 这是一组具体的向量，通常用求秩的方法加以判别
解

记 Ａ＝

α１

α２

α

熿

燀

燄

燅３
＝

２ １ ０ ０

３ ２ １ ０
熿

燀

燄

燅４ ２ ２ １

，

显见Ａ 的后三列所成行列式不为０，即

１ ０ ０

２ １ ０

３ ２ １

＝１≠０，
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可知Ｒ（Ａ）＝３，从而α１，α２，α３ 线性无关
例３４　 已知向量组α１ ＝ （１，２，３），α２ ＝ （３，－１，２），α３ ＝ （２，３，ｔ），问

（１）当ｔ取何值时，α１，α２，α３ 线性相关，并将α３ 表示成α１，α２ 的线性组合；

（２）当ｔ取何值时，α１，α２，α３ 线性无关
分析 　 将α１，α２，α３ 作为矩阵Ａ的列向量组，对Ａ进行行初等变换，则列向量组之间的线性关系不会改

变 若将Ａ 经行初等变换化成一个行最简形矩阵，则列向量组之间的线性关系即可一眼看出
所谓行最简形矩阵，是指一个具有下述特性的行阶梯形矩阵：

（１）每个非零行的第一个非零元素（也称首元素）均为１；

（２）首元素１所在列的其余元素全为零．
解

（αＴ
１，αＴ

２，αＴ
３）＝

１ ３ ２

２ －１ ３

３ ２

熿

燀

燄

燅ｔ
→

行初等变换
１ ０ １１／７

０ １ １／７

０ ０ ｔ－

熿

燀

燄

燅５
＝ （βＴ

１，βＴ
２，βＴ

３），

（１）当ｔ＝５时，α１，α２，α３ 线性相关，且有

β３ ＝１１
７β１＋ １

７β２，

由于行初等变换并不改变列向量之间的线性关系，所以

α３ ＝１１
７α１＋ １

７α２；

（２）当ｔ≠５时，α１，α２，α３ 线性无关
例３５　 设向量组α１，α２，α３ 线性相关，向量组α２，α３，α４ 线性无关，问

（１）α１ 能否由α２，α３ 线性表示？证明你的结论；

（２）α４ 能否由α１，α２，α３ 线性表示？证明你的结论
分 析 　 这是１９９２年数学（试卷一）的７分考题，目的是考查考生对向量组线性相关性概念的理解和基本

证明方法的掌握
由向量组α１，α２，α３ 线性相关，可知其中必有一个向量可由其余向量线性表示，至于α１ 能否由α２，α３ 线

性表示，还要看其他条件 由于α２，α３，α４ 线性无关，可以断言α２，α３ 也线性无关，从而得出α１ 能由α２，α３ 线

性表示
证 　（１）因为α１，α２，α３ 线性相关，所以存在不全为零的数 　ｋ１，ｋ２，ｋ３ 使

ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３ ＝０，

如果ｋ１ ＝０，则得出ｋ２α２ ＋ｋ３α３ ＝０，表 明α２，α３ 线 性 相 关，与 题 设 向 量 组α２，α３，α４ 线 性 无 关 矛 盾，所 以

ｋ１ ≠０，这时有

α１ ＝－ １
ｋ１

（ｋ２α２＋ｋ３α３）＝ｌ２α２＋ｌ３α３，

即α１ 能由α２，α３ 线性表示
（２）反证法 　 如果α４ 能由α１，α２，α３ 线性表示，即有

α４ ＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３，

则由上面（１）中已证得的结果知

α４ ＝λ１（ｌ２α２＋ｌ３α３）＋λ２α２＋λ３α３ ＝ （λ１ｌ２＋λ２）α２＋（λ１ｌ３＋λ３）α３，

即α４ 可由α２，α３ 线性表示，这与α２，α３，α４ 线性无关矛盾，因此α４ 不能由α１，α２，α３ 线性表示
例３６　 设向量组α１，α２，…，αｒ 线性无关，且可由β１，β２，…，βｓ 线性表示，证明存在一个βｋ（１≤ｋ≤ｓ），
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使得βｋ，α２，…，αｒ 线性无关
分析 　 证明存在或不存在的结论时常用反证法 本题也宜用反证法，如果结 论 不 成 立，即 对 任 何ｋ有

βｋ，α２，…，αｒ 线性相关，则βｋ 可由α２，…，αｒ 线性表示，从而

ｒａｎｋ（β１，β２，…，βｍ）≤ｒａｎｋ（α２，…，αｒ）＝ｒ－１，

这与条件矛盾
证 　 因 为 α１，α２，…，αｒ 线 性 无 关，且 可 由β１，β２，…，βｓ 线 性 表 示，所 以 得ｒ＝ｒａｎｋ（α１，α２，…，αｒ）

≤ｒａｎｋ（β１，β２，…，βｓ） 如果求证的结论不成立，即对任何ｋ有βｋ，α２，…，αｒ 线性相关，则βｋ 可由α２，…，αｒ 线

性表示，从而

ｒａｎｋ（β１，β２，…，βｓ）≤ｒａｎｋ（α２，…，αｒ）＝ｒ－１，

这与上面已证得的ｒａｎｋ（β１，β２，…，βｓ）≥ｒ矛盾，所以结论成立

例３７　 设Ａ为ｎ阶方阵，求证Ａ的秩Ｒ（Ａ）＝１的充分必要条件为Ａ＝αβＴ，其中α，β为ｎ维非零列向

量
分析 　 充分性易证，由Ａ＝αβＴ 及α≠０，β≠０即可困难在于必要性的证明为了将Ａ分解成两个

向量α，βＴ 的乘积，需先用初等变换将Ａ 分解成两个向量乘积的简单形状
证 　 充分性由题设得

Ｒ（Ａ）≤ ｍｉｎ（Ｒ（α），Ｒ（βＴ））≤１，

而α≠０，β≠０，所以Ａ＝αβＴ 中至少有一个非零元，故得Ｒ（Ａ）≥１，从而Ｒ（Ａ）＝１
必要性 　 因Ｒ（Ａ）＝１，所以存在一系列初等方阵Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｔ，和Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｓ 使

Ｐｔ…Ｐ１ＡＱ１…Ｑｓ ＝

１

０



熿

燀

燄

燅０

＝

１

０


熿

燀

燄

燅０

（１　０…０），

得 Ａ＝Ｐ－１
１ …Ｐ－１

ｔ

１

０


熿

燀

燄

燅０

（１　０　…　０）Ｑ－１
ｓ …Ｑ－１

１ ，

记 α＝Ｐ－１
１ …Ｐ－１

ｔ

１

０


熿

燀

燄

燅０

，βＴ ＝ （１　０　…　０）Ｑ－１
ｓ …Ｑ－１

１ ，

则α，β都为ｎ 维非零列向量，证毕
如果Ａ 为ｍ×ｎ矩阵，结论也成立，此时α为ｍ 维非零列向量，而βＴ 为ｎ维非零行向量
例３８　 设实矩阵Ａｍ×ｎ 的秩为Ｒ（Ａ）＝ｍ ＜ｎ，Ｉｍ 为ｍ 阶单位阵，下述结论中正确的是 （　）

（Ａ）Ａ 的任意ｍ 个列向量必线性无关；

（Ｂ）Ａ 的任意一个ｍ 阶子式不等于零；

（Ｃ）若矩阵Ｂ 满足ＢＡ ＝Ｏ，则Ｂ＝Ｏ，或非齐次线性方程组ＡＸ ＝ｂ一定有无穷多组解；

（Ｄ）Ａ 通过初等行变换，必可化为（Ｉｍ，Ｏ）的形式．
解 　 选（Ｃ）．
由ＢＡ ＝Ｏ　　ＢＡＡＴ ＝Ｏ·ＡＴ ＝Ｏ，而ＡＡＴ 是ｍ 阶方阵，且Ｒ（ＡＡＴ）＝Ｒ（Ａ）＝ｍ，故ＡＡＴ 是可逆阵，

故

ＢＡＡＴ·（ＡＡＴ）－１ ＝Ｏ·（ＡＡＴ）－１ ＝Ｏ，　 即 　Ｂ＝Ｏ．
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或者：ＡＸ ＝ｂ中，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，ｂ）＝ｍ ＜ｎ，故必有无穷多组解．
评注 　 本题用到结论：Ｒ（ＡＡＴ）＝Ｒ（Ａ）．
例３９　 设向量组α１，α２，α３ 线性无关，则下列向量组中，线性无关的是 （　）

（Ａ）α１＋α２，α２＋α３，α３－α１；

（Ｂ）α１＋α２，α２＋α３，α１＋２α２＋α３；

（Ｃ）α１＋２α２，２α２＋３α３，３α３＋α１；

（Ｄ）α１＋α２＋α３，２α１－３α２＋２２α３，３α１＋５α２－５α３．
解 　 选（Ｃ）．
设有ｋ１，ｋ２，ｋ３，使ｋ１（α１＋２α２）＋ｋ２（２α２＋３α３）＋ｋ３（３α３＋α１）＝０，即

（ｋ１＋ｋ３）α１＋２（ｋ１＋ｋ２）α２＋３（ｋ２＋ｋ３）α３ ＝０．

因α１，α２，α３ 线性无关，故

ｋ１＋ｋ３ ＝０

２（ｋ１＋ｋ２）＝０

３（ｋ２＋ｋ３）＝

烅
烄

烆 ０

　　ｋ１ ＝ｋ２ ＝ｋ３ ＝０．

所以，α１＋２α２，２α２＋３α３，３α３＋α１ 线性无关．
（Ａ）不正确，是因为（α１＋α２）－（α２＋α３）＋（α３－α１）＝０；

（Ｂ）不正确，是因为（α１＋α２）＋（α２＋α３）－（α１＋２α２＋α３）＝０；

（Ｄ）不正确：设有数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使

ｋ１（α１＋α２＋α３）＋ｋ２（２α１－３α２＋２２α３）＋ｋ３（３α１＋５α２－５α３）＝０

即

ｋ１＋２ｋ２＋３ｋ３ ＝０

ｋ１－３ｋ２＋５ｋ３ ＝０

ｋ１＋２２ｋ２－５ｋ３ ＝

烅
烄

烆 ０

此系数矩阵行列式：

１ ２ ３

１ －３ ５

１ ２２ －５

＝

１ ２ ３

０ －５ ２

０ ２０ －８

＝０，

故ｋ１，ｋ２，ｋ３ 有非零解，即（Ｄ）这一组线性相关．
例３１０　 设向量β可由向量组α１，…，αｍ 线性表示，但不能由向量组（Ⅰ）：α１，…，αｍ－１ 线性表示．记向量

组（Ⅱ）：α１，…，αｍ－１，β，则 （　）

（Ａ）αｍ 不能由（Ⅰ）线性表示，也不能由（Ⅱ）线性表示；

（Ｂ）αｍ 不能由（Ⅰ）线性表示，但可由（Ⅱ）线性表示；

（Ｃ）αｍ 可由（Ⅰ）线性表示，也可由（Ⅱ）线性表示；

（Ｄ）αｍ 可由（Ⅰ）线性表示，但不可由（Ⅱ）线性表示．
解 　 选（Ｂ）．

由已知：β＝λ１α１＋…＋λｍ－１αｍ－１＋λｍαｍ，这里λｍ ≠０，故αｍ ＝ １
λｍ

（β－λ１α１－…－λｍ－１αｍ－１），即αｍ 可

由（Ⅱ）线性表示，故知（Ａ），（Ｄ）不对．再看（Ｃ），若αｍ 可由（Ⅰ）线性表示，则可推得β可由（Ⅰ）线性表示，这

与已知条件矛盾，故（Ｃ）也不对．
例３１１　 设向量组α１，…，αｔ 是齐次线性方程组ＡＸ＝Ｏ的一个基础解系，向量β不是方程组ＡＸ＝Ｏ的

解，即Ａβ≠Ｏ．试证明：向量组β，β＋α１，…，β＋αｔ 线性无关．
证 　 设有一组数ｋ，ｋ１，…，ｋｔ，使
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ｋβ＋ｋ１（β＋α１）＋…＋ｋｔ（β＋αｔ）＝０

即 （ｋ＋ｋ１＋…＋ｋｔ）β＝－（ｋ１α１＋…＋ｋｔαｔ） （１）

对式（１）两边左乘Ａ，得 （ｋ＋ｋ１＋…＋ｋｔ）Ａβ＝０

由Ａβ≠Ｏ．　 　ｋ＋ｋ１＋…＋ｋｔ ＝０ （２）

　－ｋ１α１－…－ｋｔαｔ ＝０

由α１，…，αｔ 线性无关，　　ｋ１ ＝ … ＝ｋｔ ＝０

再由式（２），可知ｋ＝０．

所以，向量组β，β＋α１，…，β＋αｔ 线性无关．
例３１２　 设

β１ ＝α２＋α３＋…＋αｔ

β２ ＝α１＋α３＋…＋αｔ



βｔ ＝α１＋α２＋…＋αｔ－１

　（ｔ＞１）

试证：秩｛α１，…，αｔ｝＝ 秩｛β１，…，βｔ｝．
证 　 已知β１，…，βｔ 可由α１，…，αｔ 线性表示，即

（β１，…，βｔ）＝ （α１，…，αｔ）

０ １ １ … １

１ ０ １ … １

１ １ ０ … １
    

１ １ １ …

烄

烆

烌

烎０

｜Ｋ｜＝

０ １ １ … １

１ ０ １ … １

１ １ ０ … １
    

１ １ １ …

烄

烆

烌

烎０

＝ （ｔ－１）·

１ １ １ … １

１ ０ １ … １

１ １ ０ … １
    

１ １ １ …

烄

烆

烌

烎０

＝ （ｔ－１）·

１ １ １ … １

０ －１ ０ … ０

０ ０ －１ … ０
    

０ ０ ０ … －

烄

烆

烌

烎１

＝ （ｔ－１）（－１）ｔ－１ ≠０

故矩阵Ｋ 可逆，则有

（α１，…，αｔ）＝ （β１，…，βｔ）Ｋ－１

即α１，…，αｔ 可由β１，…，βｔ 线性表示．因此这两个向量组等价．即有秩｛α１，…，αｔ｝＝ 秩｛β１，…，βｔ｝．
例３１３　 试证：由

α１ ＝
烄

烆

烌

烎

０

１

１

，　α２ ＝
烄

烆

烌

烎

１

０

１

，　α３ ＝
烄

烆

烌

烎

１

１

０

所生成的空间Ｌ（α１，α２，α３）就是Ｒ３．

证 　Ｌ（α１，α２，α３）Ｒ３．显然，再证明Ｒ３ Ｌ（α１，α２，α３）．由于｜α１，α２，α３｜≠０，知α１，α２，α３ 线性无关．
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ｙ∈Ｒ３，由于ｙ，α１，α２，α３ 线性相关，而α１，α２，α３ 线性无关，故ｙ由α１，α２，α３ 线性表示，即ｙ∈Ｌ（α１，α２，α３），

则Ｒ３ Ｌ（α１，α２，α３）．
例３１４　 若

α１ ＝

烄

烆

烌

烎

１

１

０

０

，　α２ ＝

烄

烆

烌

烎

１

０

１

１

，　β１ ＝

２

－１
烄

烆

烌

烎
３

３

，　β２ ＝

０

１

－１

－

烄

烆

烌

烎１

．

试证：Ｌ（α１，α２）＝Ｌ（β１，β２）．
证 　 要证Ｌ（α１，α２）＝Ｌ（β１，β２），只要证向量组｛α１，α２｝与｛β１，β２｝等价．
向量组｛α１，α２，β１，β２｝的秩为２，这可从

｛α１，α２，β１，β２｝＝

１ １ ２ ０

１ ０ －１ １

０ １ ３ －１

０ １ ３ －

烄

烆

烌

烎１

→ … →

１ １ ２ ０

０ －１ －３ １

０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

容易得知．而｛α１，α２｝与｛β１，β２｝都是秩为２的向量组，因此它们都是｛α１，α２，β１，β２｝的极大线性无关组，因此

等价．即有Ｌ（α１，α２）＝Ｌ（β１，β２）．
评注 　 本题的方法比按定义证明｛α１，α２｝与｛β１，β２｝等价要方便，原因在于本题的向量组｛α１，α２，β１，β２｝

的秩必为２（想一想，为什么？）．
例３１５　 设

Ｂ＝

αＴ
１α１ αＴ

１α２ αＴ
１α３

αＴ
２α１ αＴ

２α２ αＴ
２α３

αＴ
３α１ αＴ

３α２ αＴ
３α

烄

烆

烌

烎３

其中，αｉ（ｉ＝１，２，３）是三维非零列向量．试证：α１，α２，α３ 线性相关 ｜Ｂ｜＝０．
证 　 因为

Ｂ＝

αＴ
１

αＴ
２

αＴ

烄

烆

烌

烎３

（α１，α２，α３）

所以 ｜Ｂ｜＝｜α１，α２，α３｜２

故 ｜Ｂ｜＝０　 　｜α１，α２，α３｜＝０

　α１，α２，α３ 线性相关．

评注 　 本题关键是知道矩阵Ｂ是由两个矩阵乘积而得，也称为“积分解”．对于一些比较简单的积分解，

应该熟悉．
例３１６　 已知向量组（Ⅰ）：α１，α２，α３；（Ⅱ）：α１，α２，α３，α４；（Ⅲ）：α１，α２，α３，α５．如果各向量组的秩分别为

Ｒ（Ⅰ）＝Ｒ（Ⅱ）＝３，Ｒ（Ⅲ）＝４．试证：α１，α２，α３，α５－α４ 的秩为４．
证 　 由Ｒ（Ⅰ）＝Ｒ（Ⅱ）＝３，知（Ⅰ）线性无关，（Ⅱ）线性相关，且α４ ＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３．

现考察 ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４（α５－α４）＝０

即 ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４（α５－λ１α１－λ２α２－λ３α３）＝０

即 （ｋ１－λ１ｋ４）α１＋（ｋ２－λ２ｋ４）α２＋（ｋ３－λ３ｋ４）α３＋ｋ４α５ ＝０

由于α１，α２，α３，α５ 线性无关，故
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ｋ１－λ１ｋ４ ＝０

ｋ２－λ２ｋ４ ＝０

ｋ３－λ３ｋ４ ＝０

ｋ４ ＝

烅

烄

烆 ０

　　ｋ１ ＝ｋ２ ＝ｋ３ ＝ｋ４ ＝０，

所以α１，α２，α３，α５－α４ 线性无关，其秩为４．

例３１７　Ａ 是ｎ 阶方阵，Ｘ 是ｎ 维非零列向量．若Ａｋ－１Ｘ≠Ｏ，ＡｋＸ ＝Ｏ（ｋ∈Ｚ＋）．试证：Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ，…，

Ａｋ－１Ｘ 线性无关．
证 　 考 察λ１Ｘ＋λ２ＡＸ ＋λ３Ａ２Ｘ＋ … ＋λｋＡｋ－１Ｘ ＝Ｏ．在 等 式 两 边 左 乘 Ａｋ－１，得λ１Ａｋ－１Ｘ ＝０．由 于

Ａｋ－１Ｘ≠０，故λ１ ＝０．再左乘Ａｋ－２，可得λ２ ＝０，…，类似可得λｋ ＝０．所以，Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ，…，Ａｋ－１Ｘ 线性无关．

评注 　 注意到ＡＸ，Ａ２Ｘ，…，Ａｋ－１Ｘ 仍是ｎ 维列向量．
例３１８　 设ｓ×ｎ矩阵Ａ 是列线性无关的，ｎ×ｓ矩阵Ｂ，Ｃ满足ＢＡ ＝Ｅ，ＣＡ ＝Ｅ，则矩阵Ｂ－Ｃ的秩不

大于ｓ－ｎ．
证 　 已知 Ｒ（Ａ）＝ｎ

以及 （Ｂ－Ｃ）Ａ＝０

推得 Ｒ（Ｂ－Ｃ）＋Ｒ（Ａ）≤ｓ

即 Ｒ（Ｂ－Ｃ）≤ｓ－ｎ．

例３１９　 设给定向量组

ｘｉ ＝

ａｉ１

ａｉ２



ａ

烄

烆

烌

烎ｉｎ

，　（ｉ＝１，２，…，ｓ，ｓ≤ｎ）．

如果 ｜ａｉｉ｜＞ 
ｓ

ｉ＝１

ｉ≠ｊ

｜ａｉｊ｜，　（ｊ＝１，２，…，ｓ）．

那么ｘ１，ｘ２，…，ｘｓ 一定是线性无关向量组．
证（反证法）　 若ｘ１，ｘ２，…，ｘｓ 线性相关，则有

λ１ｘ１＋λ２ｘ２＋…＋λｓｘｓ ＝０ （１）

其中λｉ 不全为零．

令 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｓ

｛｜λｉ｜｝＝｜λｐ｜，则｜λｐ｜≠０．

现看方程组（１）中第ｐ个方程：

λ１ａ１ｐ ＋λ２·ａ２ｐ ＋…＋λｐａｐｐ ＋…＋λｓａｓｐ ＝０

移项 λｐａｐｐ ＝－λ１ａ１ｐ －λ２ａ２ｐ －…－λｐ－１ａｐ－１ｐ －λｐ＋１ａｐ＋１ｐ －…－λｓａｓｐ，

即有 ｜λｐａｐｐ｜＝｜－λ１ａ１ｐ －…－λｓａｓｐ｜≤｜λｐ｜·
ｓ

ｉ＝１

ｉ≠ｐ

｜ａｉｐ｜．

即 ｜ａｐｐ｜≤ 
ｓ

ｉ＝１

ｉ≠ｐ

｜ａｉｐ｜，

这与已知｜ａｐｐ｜＞ 
ｓ

ｉ＝１

ｉ≠ｐ

｜ａｐｐ｜矛盾．
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例３２０　 设α１，…，αｒ 是 一 组 线 性 无 关 向 量．βｉ ＝ 
ｒ

ｊ＝１
ａｉｊαｊ，ｉ＝１，２，…，ｒ．试 证：β１，…，βｒ 线 性 无 关



ａ１１ … ａ１ｒ

  

ａｒ１ … ａ

烄

烆

烌

烎ｒｒ

≠０．

证 　 考察 
ｒ

ｉ＝１
ｋｉβｉ ＝０，

即 
ｒ

ｉ＝１
ｋｉ 

ｒ

ｊ＝１
ａｉｊαｊ ＝０，　 即 　 

ｒ

ｊ＝１

ｒ

ｉ＝１
ｋｉａｉ（ ）ｊ αｊ ＝０．

由α１，…，αｒ 线性无关，知
ｒ

ｉ＝１
ｋｉａｉｊ ＝０，ｊ＝１，…，ｒ．对于此齐次线性方程组，把ｋｉ 看成未知量，则

ｋ１，…，ｋｒ 只有零解 　　

ａ１１ … ａ１ｒ

  

ａｒ１ … ａｒｒ

≠０，

而ｋ１，…，ｋｒ 只有零解 β１，…，βｒ 线性无关．
证法２　 已知条件即 （β１，…，βｒ）＝ （α１，…，αｒ）·Ａｒ×ｒ

必 要性 　 当β１，…，βｒ 线性无关时，Ｒ（β１，…，βｒ）＝ｒ．而Ｒ（β１，…，βｒ）≤Ｒ（Ａ）．即有Ｒ（Ａ）≥ｒ．由于Ａ是

ｒ阶方阵，故Ｒ（Ａ）＝ｒ，知Ａ 可逆，即｜Ａ｜≠０．
充分性 　 当 ｜Ａ｜≠ ０，即 Ａ 可 逆，则 Ａ 乘 了 （α１，…，αｒ）后，不 改 变 （α１，…，αｒ）的 秩．由 于 秩

（α１，…，αｒ）＝ｒ，故秩（β１，…，βｒ）＝ｒ．即知β１，…，βｒ 线性无关．

评注 　（１）注意线性方程组也可用 的形式表示：
ｒ

ｉ＝１
ｋｉａｉｊ ＝０，ｊ＝１，…，ｒ．

（２）在证法２中，用 到 了 向 量 组 的 线 性 表 示 与 矩 阵 乘 法 的 关 系，也 用 到 了 矩 阵 乘 法 的 秩 的 关 系 式：秩

（ＡＢ）≤ ｍｉｎ｛秩（Ａ），秩（Ｂ）｝，以及可逆矩阵乘上另一矩阵后，不改变那个矩阵的秩，这些有用的结论应学会

使用．
例３２１　 若向量组｛α１，…，αｒ｝可由｛β１，…，βｓ｝线性表示，且ｒ＞ｓ，则α１，…，αｒ 线性相关．
证 　 已知 （α１，…，αｒ）＝ （β１，…，βｓ）·Ｋｓ×ｒ （１）

记Ｋｓ×ｒ ＝（ｋ１，…，ｋｒ），ｋｉ（ｉ＝１，…，ｒ）是ｋ的列．由于ｒ＞ｓ，即向量个数大于向量维数，则ｋ１，…，ｋｒ 线性相关，

即存在一组不全为零的数λ１，…，λｒ，使

（ｋ１，…，ｋｒ）
λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
＝０，

则在式（１）两边右乘

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ

，得

（α１，…，αｒ）
λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
＝ （β１，…，βｒ）·Ｋｓ×ｒ·

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｒ
＝０．

即α１，…，αｒ 线性相关．
评注 　（１）例３２３的证明中，把矩阵Ｋｓ×ｒ 按列分块后，使得证明简洁、方便，而把Ｋ按列分块是基于对命

题：“向量个数大于向量维数时，必线性相关”非常熟悉．
（２）例３２３运用了“向量组的秩”这一部分的重要定理，推论１是它的等价说法，并由此有 一 系 列 的 推

论．推论１说明线性无关向量组决不能用向量个数比它少的向量组线性表示．
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例３２２　 向量组 Ⅰ 与 Ⅱ，若Ｒ（Ⅰ）＝Ｒ（Ⅱ），且 Ⅰ 可以由 Ⅱ 线性表示，则 Ⅰ 与 Ⅱ 等价．
证法１　 设Ｒ（Ⅰ）＝Ｒ（Ⅱ）＝ｒ，并设Ⅰ ０，Ⅱ ０分别是 Ⅰ，Ⅱ 的最大线性无关组：

Ⅰ ０：｛α１，…，αｒ｝，　 Ⅱ ０：｛β１，…，βｒ｝．

已 知 Ⅰ 可由 Ⅱ 线性表示，则有Ⅰ０可由Ⅱ０线性表示，则向量组｛Ⅰ０，βｊ｝可由Ⅱ０线性表示（这里，βｊ 是Ⅱ０中

的 任一向量）．由定理（即例３２３）可知：向量组｛Ⅰ０，βｊ｝线性相关，而Ⅰ０是最大无关组，则βｊ 可由Ⅰ０线性表

示，即有Ⅱ ０可由Ⅰ ０线性表示．也即有 Ⅱ 可由 Ⅰ 线性表示，又已知 Ⅰ 可由 Ⅱ 线性表示，则 Ⅰ 与 Ⅱ 等价．
证 法２　 由Ⅰ０可由Ⅱ０线性表示，即有矩阵乘法Ⅰ０＝ Ⅱ０·Ｋｒ×ｒ，则Ｒ（Ⅰ０）＝ｒ≤Ｒ（Ｋ）．则Ｒ（Ｋ）＝ｒ，

则Ｋ 可逆，则Ⅱ ０＝ Ⅰ ０·Ｋ－１．即Ⅱ ０可由Ⅰ ０线性表示，即有 Ⅱ 可由 Ⅰ 线性表示，即得 Ⅱ 与 Ⅰ 等价．
评注 　（１）在证明中可看到最大线性无关组的作用．一般，对于抽象的向量组，总要考虑它的最大线性

无关组．
（２）证法１中，关键是构造出向量组｛Ⅰ ０，βｊ｝．请想一想，怎么会想到构造这样的向量组．
证法２中用了向量组的线性表示与矩阵乘法的关系以及矩阵乘法的秩的关系式，比较简洁．
例３２３　 若Ａｍ×ｎ·Ｂｎ×ｓ ＝Ｃｍ×ｓ，则Ｒ（Ｃ）≤ ｍｉｎ｛Ｒ（Ａ），Ｒ（Ｂ）｝．

证 　 由 Ａ·Ｂ＝Ｃ．

　Ｃ的列组可由Ａ 的列组线性表示

　 Ｒ（Ｃ）≤Ｒ（Ａ） （１）

又由ＣＴ ＝ＢＴＡＴ，同理可得Ｒ（ＣＴ）≤Ｒ（ＢＴ），即

Ｒ（Ｃ）≤Ｒ（Ｂ） （２）

由式（１）与式（２），即得

Ｒ（Ｃ）≤ ｍｉｎ｛Ｒ（Ａ），Ｒ（Ｂ）｝．

例３２４　 若Ａ＋Ｂ＝Ｃ，则Ｒ（Ｃ）≤Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）．
证法１　 记Ａ＝ （α１，…，αｎ），Ｂ＝ （β１，…，βｎ），即把Ａ 和Ｂ 按列分块．则

Ｃ＝ （α１＋β１，…，αｎ＋βｎ），

可知Ｃ的列组可由组｛α１，…，αｎ，β１，…，βｎ｝线性表示．

则 秩（Ｃ）≤ 秩｛α１，…，αｎ，β１，…，βｎ｝

≤ 秩｛α１，…，αｎ｝＋ 秩｛β１，…，βｎ｝

＝Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）．

证法２

Ｒ（Ａ＋Ｂ）≤Ｒ（Ａ＋Ｂ，Ｂ）＝Ｒ（Ａ，Ｂ）≤Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）．

例３２５　 设Ａｍ×ｎＢｎ×ｓ ＝Ｃ，则Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ＋Ｒ（ＡＢ）．

证

Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）＝Ｒ
Ａ Ｏ（ ）Ｏ Ｂ

≤Ｒ
Ａ Ｏ

－（ ）Ｅ Ｂ
＝Ｒ

Ｏ ＡＢ

－（ ）Ｅ Ｂ

＝Ｒ
Ｏ ＡＢ（ ）Ｅ Ｏ

＝Ｒ（Ｅ）＋Ｒ（ＡＢ）＝ｎ＋Ｒ（ＡＢ）．

例３２６　 设Ａｍ×ｎＢｎ×ｓ ＝Ｃ，则

（１）若Ｒ（Ａ）＝ｎ，则Ｒ（Ｂ）＝Ｒ（Ｃ）；
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（２）若Ｒ（Ｂ）＝ｎ，则Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｃ）．
证法１　（１）与（２）证法类似，只证（２）．

由 ＡＢ ＝Ｃ　　Ｒ（Ｃ）≤Ｒ（Ａ）．

又由ＡＢＢＴ ＝ＣＢＴ，而Ｒ（ＢＢＴ）＝Ｒ（Ｂ）＝ｎ，ＢＢＴ 又是ｎ阶方阵，故知ＢＢＴ 可逆，则有

Ａ＝ＣＢＴ·（ＢＢＴ）－１，　　Ｒ（Ａ）≤Ｒ（Ｃ）．

于是有 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｃ）．

证法２　 由 ＡＢ ＝Ｃ　　Ｒ（Ｃ）≤Ｒ（Ａ）．

又由 Ｒ（Ｂ）＝ｎ　 　Ｒ（Ｂ，Ｅｎ）＝ｎ＝Ｒ（Ｂ）

　 矩阵方程ＢＸ ＝Ｅｎ 有解．设解为Ｑｓ×ｎ，即ＢＱ ＝Ｅｎ．
在ＡＢ ＝Ｃ等号两旁右乘Ｑ，得ＡＢＱ ＝ＣＱ，即Ａ＝ＣＱＲ（Ａ）≤Ｒ（Ｃ）．于是有Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｃ）．
评注 　 若利用例３２７的结论，可以很容易证明例３２８，也可容易证得“若ＡＢ＝Ｏ，则Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ”

的结论（这里ｎ是Ａｍ×ｎＢｎ×ｓ 中的ｎ）．
例３２７　 设Ａｎ×ｍＢｍ×ｎ ＝Ｅｎ，（ｎ＜ｍ）．试证：Ｂ 的列向量组线性无关．
证法１　 由ＡＢ ＝Ｅｎ　　Ｒ（Ｅ）＝ｎ≤Ｒ（Ｂ）　　Ｒ（Ｂ）＝ｎ　　Ｂ 的ｎ 个列向量线性无关．
证法２　 记Ｂ＝ （Ｂ１，…，Ｂｎ），即把Ｂ 按列分块．考察ｘ１Ｂ１＋…＋ｘｎＢｎ ＝Ｏ，即

（Ｂ１，…，Ｂｎ）

ｘ１



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ
＝Ｏ

在上式两边左乘Ａ：

ＡＢＸ ＝Ａ·Ｏ

即Ｘ＝Ｏ，即ｘ１ ＝ｘ２ ＝ … ＝ｘｎ ＝Ｏ，知Ｂ１，…，Ｂｎ 线性无关．
证法３　 由ＡＢ＝Ｅｎ，可知，Ｅｎ 的行组可由Ｂ 的行组线性表示．又由ＢＥｎ ＝Ｂ，可知：Ｂ的行组可由Ｅｎ 的

行组线性表示．就得

Ｒ（Ｅｎ 的行组）＝Ｒ（Ｂ 的行组），

即 Ｒ（Ｅｎ）＝Ｒ（Ｂ）．

则Ｒ（Ｂ）＝ｎ　　Ｂ 的ｎ 个列向量线性无关．
例３２８　 设ｎ维列向量组｛α１，…，αｓ｝与｛β１，…，βｔ｝皆线性无关，且ｓ＞ｔ．试证：必存在αｉ（１≤ｉ≤ｓ），使

得β１，…，βｔ，αｉ 线性无关．
证 　 反证法 　 若不存在这样的αｉ（１≤ｉ≤ｓ），即｛α１，…，αｓ｝中的任一个αｉ，都有β１，…，βｔ，αｉ 线性相关，

则得αｉ 可由β１，…，βｔ 线性表 示，即 有｛α１，…，αｓ｝可 由｛β１，…，βｔ｝线 性 表 示，又 已 知ｓ＞ｔ，则 由 定 理（即 例

３２３）知：α１，…，αｓ 线性相关，这与已知矛盾．

例３２９　ｎ维列向量组α１，…，αｍ 线性无关（ｍ ＜ｎ），矩阵Ｋ＝ （ｋｉｊ）ｍ×ｎ，βｊ ＝ 
ｍ

ｉ＝１
ｋｉｊαｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ．试

证：秩｛β１，…，βｎ｝＝ 秩（Ｋ）．

证 　 已知 βｊ ＝ 
ｍ

ｉ＝１
ｋｉｊαｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ．

即 （β１，…，βｎ）＝ （α１，…，αｍ）Ｋｍ×ｎ

记为 Ｂｎ×ｎ ＝Ａｎ×ｍＫｍ×ｎ

即知Ｂ 的行组可由Ｋ 的行组线性表示．
又由于Ｒ（Ａ）＝ｍ，而Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）＝ｍ，且ＡＴＡ 是ｍ 阶方阵，故ＡＴＡ 可逆，即有
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Ｋ＝ （ＡＴＡ）－１ＡＴ·Ｂ

此式表明：Ｋ 的行组可由Ｂ 的行组线性表示．这样就有Ｋ 的行组与Ｂ 的行组等价．即有

秩（Ｋ 的行组）＝ 秩（Ｂ 的行组）

即 Ｒ（Ｂ）＝Ｒ（Ｋ）

即有 秩｛β１，…，βｎ｝＝ 秩（Ｋ）．

评注 　 本例与例３２２相像，结论更一般化了．

例３３０　 设矩阵

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ

烄

烆

烌

烎３

是满秩阵，（ａｉ，ｂｉ，ｃｉ）ｉ＝１，２，３，是空间的三点，则直线：

例３３０图

Ｌ１：
ｘ－ａ１

ａ２－ａ３
＝ ｙ－ｂ１

ｂ２－ｂ３
＝

ｚ－ｃ１

ｃ２－ｃ３
；

Ｌ２：
ｘ－ａ２

ａ３－ａ１
＝ ｙ－ｂ２

ｂ３－ｂ１
＝

ｚ－ｃ２

ｃ３－ｃ１
；

Ｌ３：
ｘ－ａ３

ａ１－ａ２
＝ ｙ－ｂ３

ｂ１－ｂ２
＝

ｚ－ｃ３

ｃ１－ｃ２
． （　）

（Ａ）相交于一点；　　　　 （Ｂ）两两相交；

（Ｃ）平行但不重合； （Ｄ）重合．
解 　 由｜Ａ｜≠０　　 三点（ａｉ，ｂｉ，ｃｉ），ｉ＝１，２，３

所成的矢径不 共 面， 此 三 点 不 共 线．由 三 条 直 线 方

程（点向式直线方程），可知必为如例３３０图示，所以，

（Ｂ）正确．
例３３１　 设

α１ ＝

ａ１

ａ２

ａ

烄

烆

烌

烎３

，　α２ ＝

ｂ１

ｂ２

ｂ

烄

烆

烌

烎３

，　α３ ＝

ｃ１

ｃ２

ｃ

烄

烆

烌

烎３

，

则三条ｘＯｙ 平面上的直线：

ａｉｘ＋ｂｉｙ＋ｃｉ ＝０　（ｉ＝１，２，３）

（其中ａ２
ｉ ＋ｂ２

ｉ ≠０，ｉ＝１，２，３）相交于一点的充分必要条件是

（Ａ）α１，α２，α３ 线性相关；　　　　　　　　　　　　　　 （Ｂ）α１，α２，α３ 线性无关；

（Ｃ）Ｒ（α１，α２，α３）＝Ｒ（α１，α２），而α１，α２ 线性无关； （Ｄ）α１，α２，α３ 线性相关．
解 　 三条直线

ｘα１＋ｙα２＋α３ ＝０ （３）

相交于一点，即方程组（３）有惟一解，而方程组（３）有惟一解 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝ 未知量个数（２），可知（Ｄ）是

正确的．

例３３２　 设有向量组（Ⅰ）：

α１ ＝
烄

烆

烌

烎

１

０

２

，　α２ ＝
烄

烆

烌

烎

１

１

３

，　α３ ＝

１

－１

ａ＋

烄

烆

烌

烎２

和向量组（Ⅱ）：

—１５—
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β１ ＝

１

２

ａ＋

烄

烆

烌

烎３

，　β２ ＝

２

１

ａ＋

烄

烆

烌

烎６

，　β３ ＝

２

１

ａ＋

烄

烆

烌

烎４
．

试问：当ａ为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价？当ａ为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价？

解法１　 对向量组｛α１，α２，α３，β１，β２，β３｝作初等行变换：

｛α１，α２，α３，β１，β２，β３｝＝

１ １ １ １ ２ ２

０ １ －１ ２ １ １

２ ３ ａ＋２ ａ＋３ ａ＋６ ａ＋

烄

烆

烌

烎４

→

１ ０ ２ －１ １ １

０ １ －１ ２ １ １

０ ０ ａ＋１ ａ－１ ａ＋１ ａ－

烄

烆

烌

烎１
．

（１）当ａ≠－１时，｜α１，α２，α３｜＝ａ＋１≠０．故线性方程组ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３ ＝βｉ（ｉ＝１，２，３）均有

惟一解，即向量组（Ⅱ）可由（Ⅰ）线性表示．同理，｜β１，β２，β３｜＝６≠０，故（Ⅰ）也可由（Ⅱ）线性表示，即（Ⅰ）

与（Ⅱ）等价．

（２）当ａ＝－１时，

（α１，α２，α３，β１，β２，β３）→

１ ０ ２ －１ １ １

０ １ －１ ２ １ １

０ ０ ０ －２ ０ －

烄

烆

烌

烎２
．

由于Ｒ（α１，α２，α３）≠Ｒ（α１，α２，α３，β１）．即知线性方程组ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３ ＝β１ 无解，即β１ 不能由α１，α２，α３

线性表示，因此（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价．

解法２

（α１，α２，α３，β１，β２，β３） →
行

１ ０ ２ －１ １ １

０ １ －１ ２ １ １

０ ０ ａ＋１ ａ－１ ａ＋１ ａ－

烄

烆

烌

烎１
．

知向量组｛α１，α２，α３，β１，β２，β３｝的秩为３．当ａ≠－１时，易知α１，α２，α３ 线性无关，即Ｒ（α１，α２，α３）＝３，同时

｜β１，β２，β３｜＝６，即Ｒ（β１，β２，β３）＝３．因此它们都是向量组｛α１，α２，α３，β１，β２，β３｝的最大线性无关组，因此它

们等价．

ａ＝－１时的讨论同解法１．

例３３３　 已知Ｒ３ 有两组基为

α１ ＝
烄

烆

烌

烎

１

１

１

，　α２ ＝

１

０

－

烄

烆

烌

烎１

，　α３ ＝
烄

烆

烌

烎

１

０

１

；　β１ ＝
烄

烆

烌

烎

１

２

１

，　β２ ＝
烄

烆

烌

烎

２

３

４

，　β３ ＝
烄

烆

烌

烎

３

４

３

．

求由基α１，α２，α３ 过渡到基β１，β２，β３ 的过渡矩阵．

解 　 设 （β１，β２，β３）＝ （α１，α２，α３）·Ｐ

则 Ｐ＝ （α１，α２，α３）－１·（β１，β２，β３）＝

１ １ １

１ ０ ０

１ －

烄

烆

烌

烎１ １

－１

·

１ ２ ３

２ ３ ４
烄

烆

烌

烎１ ４ ３
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＝

０ １ ０

１
２ ０ － １

２

１
２ －１

烄

烆

烌

烎
１
２

·

１ ２ ３

２ ３ ４
烄

烆

烌

烎１ ４ ３

＝

２ ３ ４

０ －１ ０

－１ ０ －

烄

烆

烌

烎１
．

例３３４　 已知α１，α２，…，αｓ 和β１，β２，…，βｔ 是两个线性无关的ｎ维实向量组，并且每个αｉ 与每个βｊ 都正

交．试证：α１，…，αｓ，β１，…，βｔ 线性无关．

证 　 考察 ｃ１α１＋…＋ｃｓαｓ＋ｄ１β１＋…＋ｄｔβｔ ＝０

令 ξ＝ｃ１α１＋…＋ｃｓαｓ ＝－ｄ１β１－…－ｄｔβｔ．

则内积 （ξ，ξ）＝ （ｃ１α１＋…＋ｃｓαｓ，－ｄ１β１－…－ｄｔβｔ）

＝－ 
ｓ

ｉ＝１
ｃｉαｉ，

ｔ

ｊ＝１
ｄｊβ（ ）ｊ ＝－ 

ｔ

ｊ＝１

ｓ

ｉ＝１
ｃｉｄｊ（αｉ，βｊ）

由于 （αｉ，βｊ）＝０，（ｉ＝１，２，…，ｓ；ｊ＝１，２，…，ｔ）．

所以 （ξ，ξ）＝０，　 则ξ＝０．

则 ｃ１α１＋…＋ｃｓαｓ ＝０，　ｄ１β１＋…＋ｄｔβｔ ＝０．

由于这两组向量皆线性无关，故

ｃ１ ＝ｃ２ ＝ … ＝ｃｓ ＝０，　ｄ１ ＝ｄ２ ＝ … ＝ｄｔ ＝０．

即α１，…，αｓ，β１，…，βｔ 线性无关．

例３３５　 设α１，α２，…，αｓ 和β１，β２，…，βｔ 是两个线性无关的ｎ 维向量组．试证：向量组α１，…，αｓ，β１，…，

βｔ 线性相关的充分必要条件是存在ｎ维非零向量ξ，它既可由α１，…，αｓ 线性表示，又可由β１，…，βｔ 线性表示．

证 　“必要性”：设α１，…，αｓ，β１，…，βｔ 线性相关，即存在不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ，ｌ１，ｌ２，…，ｌｔ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ＋ｌ１β１＋ｌ２β２＋…＋ｌｔβｔ ＝０．

令 ξ＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ ＝－ｌ１β１－ｌ２β２－…－ｌｔβｔ，

可知ξ≠０，否则，若ξ＝０，则由这两组向量皆线性无关，可推知这些组合系数全为零，这与已知这些系数不

全为零矛盾．

“充分性”　 设非零向量ξ可以表示为

ξ＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ，　（ｋｉ 不能全为零）．

及 ξ＝ｌ１β１＋ｌ２β２＋…＋ｌｔαｔ，　（ｌｊ 不能全为零）．

相减得 ｋ１α１＋…＋ｋｓαｓ－ｌ１β１－…－ｌｔβｔ ＝０，

上式中的组合系数不全为零，故向量组α１，…，αｓ，β１，…，βｔ 线性相关．

例３３６　 设Ａ 是ｓ×ｎ 矩 阵，Ｂ 是 由 Ａ 的 前 ｍ 行 构 成 的 ｍ ×ｎ 矩 阵．证 明：若 Ａ 的 秩 为ｒ，则

Ｒ（Ｂ）≥ｒ＋ｍ－ｓ．

证

Ａ＝ （）Ｂ

Ｃ
＝ （）Ｂ

Ｏ
＋ （）Ｏ

Ｃ
，

故有 Ｒ（Ａ）≤Ｒ（）Ｂ

Ｏ
＋Ｒ（）Ｏ

Ｃ
＝Ｒ（Ｂ）＋Ｒ（Ｃ）．

—３５—
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由于Ｃ是（ｓ－ｍ）×ｎ型矩阵，故Ｒ（Ｃ）≤ｓ－ｍ

所以 Ｒ（Ｂ）≥ｒ＋ｍ－ｓ．

例３３７　 在Ｒ４ 中取两组基：

ε１ ＝

烄

烆

烌

烎

１

０

０

０

，　ε２ ＝

烄

烆

烌

烎

０

１

０

０

，　ε３ ＝

烄

烆

烌

烎

０

０

１

０

，　ε４ ＝

烄

烆

烌

烎

０

０

０

１

；

α１ ＝

２

１

－１

烄

烆

烌

烎１

，　α２ ＝

烄

烆

烌

烎

０

３

１

０

，　α３ ＝

烄

烆

烌

烎

５

３

２

１

，　α４ ＝

烄

烆

烌

烎

６

６

１

３

．

（１）求由前一组基到后一组基的过渡矩阵；

（２）求向量（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ 在后一组基下的坐标；

（３）求在两组基下有相同坐标的向量．

解 　（１） （α１，α２，α３，α４）＝ （ε１，ε２，ε３，ε４）·Ｐ

则显然 Ｐ＝

２ ０ ５ ６

１ ３ ３ ６

－１ １ ２ １

烄

烆

烌

烎１ ０ １ ３

．

（２）

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｙ１α１＋ｙ２α２＋ｙ３α３＋ｙ４α４ ＝ （α１，α２，α３，α４）

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

．

所以

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

＝ （α１，α２，α３，α４）－１·

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝Ｐ－１·

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ １
２７

１２ ９ －２７ －３３

１ １２ －９ －２３

９ ０ ０ －１８

－７ －

烄

烆

烌

烎３ ９ ２６

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

．

（３）设

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

＝

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

，　 即 　Ｐ－１

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

．

记Ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ．即要求解ＰＸ ＝Ｘ．

即（Ｐ－Ｅ）Ｘ＝Ｏ．求解此齐次线性方程组，得
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Ｘ＝

ｃ

ｃ

ｃ

－

烄

烆

烌

烎ｃ

＝ｃ·

１

１

１

－

烄

烆

烌

烎１

，　ｃ为任意常数．

例３３８　 设η１，η２，…，ηｎ 是Ｒｎ 的一组基，ε１，…，εｎ 是Ｒｎ 的基本单位向量组（自然基）．又

（η１，η２，…，ηｎ）＝ （ε１，ε２，…，εｎ）·Ａ．

试证：η１，η２，…，ηｎ 是标准正交基的充要条件是Ａ 为正交矩阵．

证 　 设

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

   

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

．

由 （η１，η２，…，ηｎ）＝ （ε１，ε２，…，εｎ）·Ａ，

知 ηｉ ＝ａ１ｉε１＋ａ２ｉε２＋…＋ａｎｉεｎ．

于是 （ηｉ，ηｊ）＝ （ａ１ｉε１＋…＋ａｎｉεｎ，ａ１ｊε１＋…＋ａｎｊεｎ）

＝ａ１ｉａ１ｊ＋ａ２ｉａ２ｊ＋…＋ａｎｉａｎｊ （１）

若（η１，η２，…，ηｎ）是标准正交基，则

（ηｉ，ηｊ）＝δｉｊ ＝
１；ｉ＝ｊ，

０；ｉ≠ｊ｛ ．
（２）

故 ａ１ｉａ１ｊ＋ａ２ｉａ２ｊ＋…＋ａｎｉａｎｊ ＝δｉｊ． （３）

这就说明Ａ 的列向量组是两两正交的单位向量组，故Ａ 是正交矩阵．

反之，若Ａ 是正交矩阵，则有式（３），再有式（１）与式（２），故η１，η２，…，ηｎ 是标准正交基．

四、小　结

（１）讨论向量组的线性相关性，若向量组是以具体数 字 形 式 给 出 的，则 并 不 困 难，难 点 在 给 出 向 量 是 抽

象文字形式．研究它们的相关性可直接按定义，考察λ１α１＋λ２α２＋…＋λｍαｍ ＝０时的组合系数λ１，…，λｍ 的

情况，有时也用向量组的秩这个指标来判别相关性．

（２）讨论向量组的相关性，不管用哪一种方法，一些 命 题 及 常 用 结 论 必 须 十 分 熟 悉．例 如 在 按 定 义 论 证

部分的七个命题及“向量组的秩”部分的定理及８个推论．

（３）两个向量组有线性表示关系，就可以有矩阵乘法，反之，若有矩阵乘法，也就有了向量组的线性表示

关系，而有了矩阵乘法，就有矩阵秩之间的关系式，此概念也常用到．

（４）最大线性无关组有重要地位，求最大线性无关组可有不同的方法．一般，掌握一种方法即可．

（５）有关“矩阵的秩”的定理和结论都是经常用到的．

（６）向量组的秩那一部分的定理（即基本概念与理论中的５．（４））是向量组之间最基本的关系．许多性质

可由它导出，十分重要，也非常有用．有关涉及到向量组之间的向量个数或秩之间的关系时，常可以试用此定

理及推论．
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第四章 　 线性方程组

线性方程组是线性代数的中心问题之一 许多问题的讨论都是围绕解线性方程组展开的，例如矩阵，向

量组的线性相关性与秩的概念 其中许多问题已分散在前面各章解决，所以本章要讨论的问题是：（１）齐次

线性方程组有非零解的充要条件及解的结构；（２）非齐次线性方程组有解的充要条件及解的结构；（３）利用

行初等变换解线性方程组

一、复习与考试要求

（１）理解齐次线性方程组有非零解的充要条件
（２）理解非齐次线性方程组有解的充要条件
（３）理解齐次线性方程组解的性质、基础解系、通解、解的结构及解空间的概念
（４）理解非齐次线性方程组解的性质，通解的概念及解的结构
（５）熟练掌握用行初等变换解线性方程组的方法

二、基本概念与理论

１．线性方程组的求解过程

解线性方程组Ａｍ×ｎ·Ｘｎ×１ ＝ｂｍ×１ 的过程，即把增广矩阵通过初等行变换化为阶梯型矩阵．这样做是基于

两点：

（１）任何矩阵都可经过初等行变换化为阶梯型；

（２）行初等变换保持线性方程组同解．
因此，可从阶梯型矩阵来判断线性方程组解的情况．记

（Ａ，ｂ）＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ｂ１

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ｂ２

    

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

→ … →
行

ｃ１１ … ｃ１ｒ … ｃ１ｎ ｄ１

    

ｃｒｒ … ｃｒｎ ｄｒ

ｄｒ＋

烄

烆

烌

烎１

（这里，在讨论解的情况时，不妨设ｃｉｉ ≠０，ｉ＝１，…，ｒ）．可见：

（１）若ｄｒ＋１ ≠０，则线性方程组无解；

（２）若ｄｒ＋１ ＝０，则
若ｒ＜ｎ， 则有无穷多解；

若ｒ＝ｎ， 则有惟一解｛ ．

２．线性方程组有解判别定理

线性方程组Ａｍ×ｎＸｎ×１ ＝ｂｍ×１ 有解判别定理：ＡＸ ＝ｂ有解 　　Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）．

有解分两种情况：
无穷多解 　　Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＜ｎ

惟一解 　　　Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝ｎ｛ ．

这里，ｎ是方程组未知量的个数．
对于齐次线性方程组Ａｍ×ｎＸｎ×１ ＝Ｏ，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）总成立．因此，我们关心它是是否有惟一解（即只有零

解）？还是有无穷多解（即有非零解）．显见，

Ｒ（Ａ）＜ｎ　　 有非零解（若 ｍ ＝ｎ，则 ｜Ａ｜＝０）．

Ｒ（Ａ）＝ｎ　　 只有零解（若 ｍ ＝ｎ，则 ｜Ａ｜≠０）．
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注 　 从阶梯型矩阵去判断解的情况与用有解判断定理去判断解的情况都是基本而又重要的方法，两者

都必须熟练掌握．

３．线性方程组解的结构

记 Ａｍ×ｎＸｎ×１ ＝ｂｍ×１ （１）

它所对应的导出组为

Ａｍ×ｎＸｎ×１ ＝Ｏ （２）

定理 　 对于齐次线性方程组ＡＸ ＝Ｏ，有

ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－ｒ

（这里，η（Ａ）是ＡＸ＝Ｏ的解空间，ｄｉｍ（η（Ａ））是解空间的维数，也即基础解系中所含向量的个数，ｎ是未知量

个数，ｒ是Ｒ（Ａ）．）

一些有关性质：

（１）若ｘ＝ξ１，ｘ＝ξ２ 是齐次方程（２）的解，则ｘ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２ 也是方程（２）的解．ｃ１，ｃ２ 为任意常数；

（２）若Ｒ（Ａ）＝ｒ，ξ１，…，ξｎ－ｒ 是方程（２）的基础解系，则ｘ＝ｃ１ξ１＋…＋ｃｎ－ｒξｎ－ｒ 是方程（２）的通解；

（３）若ｘ＝η 是非齐次方程（１）的特解，ｘ＝ξ是方程（２）的通解，则ｘ＝η ＋ξ是方程（１）的通解；

（４）若ｘ＝η１，ｘ＝η２ 是方程（１）的两个解，则ｘ＝η１－η２ 是方程（２）的解；

（５）若Ｒ（Ａ）＝ｒ，ξ１，…，ξｎ－ｒ 是方程（２）的基础解系，η 是方程（１）的特解，则η ，η ＋ξ１，…，η ＋ξｎ－ｒ

是 方程（１）的ｎ－ｒ＋１个线性无关解．由此可知，若Ｒ（Ａ）＝ｒ，则方程（２）可有ｎ－ｒ个线性无关解，而方程（１）

可有ｎ－ｒ＋１个线性无关的解；

（６）方程（２）的所有解形成线性空间，而方程（１）的所有解并不形成空间；

（７）从公式ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－ｒ，有时还可证明两个矩阵的秩相等（见例４２１）．

三、基本题型与解题方法

用行初等变换将ＡＸ ＝Ｏ 的系数阵Ａ 化成行最简形，则可方便地得到通解表达式
用行初等变换将ＡＸ ＝ｂ的增广矩阵Ｂ 化成行阶梯形矩阵，则可以方便地讨论ＡＸ ＝ｂ的解的情况，即：

① 有惟一解；② 有无穷多组解；③ 无解．再进一步把增广矩阵Ｂ 化为行最简形矩阵，就可以在有解时方便地

得到通解表达式
例４１　 求解

　 ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４ ＝０

　２ｘ１＋ｘ２－２ｘ３－２ｘ４ ＝０

　 ｘ１－ｘ２－４ｘ３－３ｘ４ ＝

烅
烄

烆 ０

分析 　 这是最基本的不含参数的线性方程组的求解问题，只要用行初等变换将系数矩阵化成行最简形

即可求出其解
解 　 将系数矩阵用行初等变换化成行最简形：

１ ２ ２ １

２ １ －２ －２

１ －１ －４ －

熿

燀

燄

燅３
→

行初等变换
１ ０ －２ －５／３

０ １ ２ ４／３
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

由此得

ｘ１ ＝２ｘ３＋ ５
３ｘ４

ｘ２ ＝－２ｘ３－ ４
３ｘ

烅
烄

烆 ４

，ｘ３，ｘ４ 可以任意取值

为把解表达得更清楚些，可以将
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ｘ１ ＝ 　２ｘ３＋ ５
３ｘ４

ｘ２ ＝－２ｘ３－ ４
３ｘ４

ｘ３ ＝ 　ｘ３

ｘ４ ＝ 　　 　　ｘ

烅

烄

烆 ４

写成向量形式得

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

熿

燀

燄

燅４

＝

２

－２
熿

燀

燄

燅
１

０

ｘ３＋

５／３

－４／３
熿

燀

燄

燅
０

１

ｘ４ ｃ１

２

－２
熿

燀

燄

燅
１

０

＋ｃ４

５

－４
熿

燀

燄

燅
０

３

其中 　ξ１ ＝

２

－２
熿

燀

燄

燅
１

０

，　ξ２ ＝

５

－４
熿

燀

燄

燅
０

３

是原方程组的一个基础解系

例４２　 问ａ，ｂ为何值时，线性方程组

　 ｘ１＋ｘ２　　　　＋ ｘ３＋ ｘ４ ＝０

　　　ｘ２ 　　　　 ＋２ｘ３＋２ｘ４ ＝１

　 　－ｘ２＋（ａ－３） 　ｘ３－２ｘ４ ＝ｂ

　 ３ｘ１＋２ｘ２　　　　＋ ｘ３＋ａｘ４ ＝－

烅

烄

烆 １

有（１）惟一解；（２）无解；（３）有无穷多组解？并求出有无穷多组解时的通解
分析 　 这是１９８７年数学（试卷一）的试题（计８分），是典型的含有参数的非齐次线性方程组的讨论，要

确定方程组有解或无解时的参数值，就要利用有解的充要条件Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．首先要对增广矩阵进行行初

等变换，将它化为行阶梯形
解

Ｂ＝

１ １ １ １ ０

０ １ ２ ２ １

０ －１ ａ－３ －２ ｂ

３ ２ １ ａ －

熿

燀

燄

燅１

→
行初等变换

１ １ １ １ ０

０ １ ２ ２ １

０ ０ ａ－１ ０ ｂ＋１

０ ０ ０ ａ－

熿

燀

燄

燅１ ０

，

由此易见

（１）惟一解，要求ａ≠１；

（２）无解，要求ａ＝１且ｂ≠－１；

（３）无穷多组解，要求ａ＝１，且ｂ＝－１，此时将ａ＝１，ｂ＝－１代入上面的阶梯形矩阵，再进一步化成行

最简形矩阵

→Ｂ

１ ０ －１ －１ －１

０ １ ２ ２ １

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

，

进而可以看出通解为
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η＝ｋ１

１

－２
熿

燀

燄

燅
１

０

＋ｋ２

１

－２
熿

燀

燄

燅
０

１

＋

－１熿

燀

燄

燅

１

０

０



例４３　 选择题：已知β１，β２ 是非齐次线性方程组ＡＸ ＝ｂ的两个不同的解，α１，α２ 是对应齐次线性方程

组ＡＸ ＝Ｏ 的基础解系，ｋ１，ｋ２ 为任意常数，则方程组ＡＸ ＝ｂ的通解（一般解）必是 （　）

（Ａ）ｋ１α１＋ｋ２（α１＋α２）＋β１－β２

２
；　　　　　 （Ｂ）ｋ１α１＋ｋ２（α１－α２）＋β１＋β２

２
；

（Ｃ）ｋ１α１＋ｋ２（β１＋β２）＋β１－β２

２
； （Ｄ）ｋ１α１＋ｋ２（β１－β２）＋β１＋β２

２ 

分析 　 这是１９９０年数学（试卷一）的３分题，这类题通常采用排除法，由非齐次线性方程组的解的结构

可 知，ＡＸ ＝ｂ的通解是它的一个特解及ＡＸ ＝Ｏ的通解之和而β１－β２

２
不是ＡＸ ＝ｂ的特解，所以排除（Ａ），

（Ｃ） 在（Ｂ），（Ｄ）中β１＋β２

２
已是ＡＸ ＝ｂ的特解，还需检查齐次方程组的解向量是否线性无关α１ 与α１－α２

是线性无关的，而α１ 与β１－β２ 是否线性无关不能肯定，所以选择（Ｂ）才是正确的答案
例４４　 设有三维列向量

α１ ＝

１＋λ熿

燀

燄

燅
１

１

，α２ ＝

１

λ＋１
熿

燀

燄

燅１

，α３ ＝

１

１

１＋

熿

燀

燄

燅λ
，β＝

０

λ

－λ

熿

燀

燄

燅２
，

问λ取何值时

（１）β可由α１，α２，α３ 线性表示，且表达式惟一？

（２）β可由α１，α２，α３ 线性表示，但表达式不惟一？

（３）β不能由α１，α２，α３ 线性表示？

分析 　 这是１９９１年数学（试卷四）的８分题，本题形式上看是讨论参数λ，以决定向量β能否用α１，α２，α３

线性表示的问题，其实质是决定一个线性方程组是否有解的问题，即讨论方程组

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３ ＝β （１）

在λ取何值时有惟一解，无穷多组解及无解 因此本题是线性方程组问题的另一种表现形式

Ｂ＝

１＋λ １ １ ０

１ λ＋１ １ λ

１ １ １＋λ －λ

熿

燀

燄

燅２

中有字母λ出现，给行初等变换带来很大麻烦，考虑到对应的线性方程组的系数矩阵是个方阵，因此，用克莱

默法则求解更好．

解 　 由于

１＋λ １ １

１ λ＋１ １

１ １ １＋λ

＝λ３＋３λ２ ＝λ２（λ＋３），

（１）λ≠０且λ≠３时，系数行列式不等于零，从而方程组（１）有惟一解，即β可惟一地由α１，α２，α３ 线性表

示．
（２）λ＝０时，有

Ｂ＝

１ １ １ ０

１ １ １ ０
熿

燀

燄

燅１ １ １ ０

，
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Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝１＜３，从而方程组（１）有无穷多解，即β可由α１，α２，α３ 线性表示，但表示式不惟一．
（３）λ＝－３时，有

Ｂ＝

－２ 　１ 　１ 　０

　１ －２ 　１ －３

　１ 　１ －２ －

熿

燀

燄

燅４
→

行初等变换
－２ 　１ 　１ 　０

　１ －２ 　１ －３

　０ 　０ 　０ －

熿

燀

燄

燅７

Ｒ（Ａ）＜Ｒ（Ｂ），从而方程组（１）无解，即β不能由α１，α２，α３ 线性表示．
例４５　 设ｎ阶方阵Ａ ≠Ｏ，求证存在一个ｎ阶方阵Ｂ ≠Ｏ，使ＡＢ ＝Ｏ 的充要条件是｜Ａ｜＝０
分析 　 题设中有ＡＢ ＝Ｏ，因此仿照上题也可以与齐次线性方程组建立起联系，再用齐次线性方程组理

论进行证明
证 　 必要性 　 若存在Ｂ≠Ｏ，使ＡＢ ＝Ｏ，则Ｂ的列向量都是ＡＸ ＝Ｏ的解因为Ｂ≠Ｏ，所以Ｂ至少

有一个非零列向量，也就是说明ＡＸ ＝Ｏ 有非零解，因此断言Ｒ（Ａ）＜ｎ，即｜Ａ｜＝０
充分性 　 设｜Ａ｜＝０，则ＡＸ ＝Ｏ有非零解，记为Ｘ０令Ｂ＝ （Ｘ０，０，…，０），则Ｂ≠０，且满足ＡＢ ＝０
例４６　 已知：

α１ ＝

烄

烆

烌

烎

１

０

２

３

，　α２ ＝

烄

烆

烌

烎

１

１

３

５

，　α３ ＝

１

－１

ａ＋２

烄

烆

烌

烎１

，　α４ ＝

１

２

４

ａ＋

烄

烆

烌

烎８

，　β＝

１

１

ｂ＋３

烄

烆

烌

烎５

．

（１）ａ，ｂ为何值时，β不能由α１，α２，α３，α４ 线性表示？

（２）ａ，ｂ为何值时，β可惟一由α１，α２，α３，α４ 线性表示？并写出该表达式．

解 β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４

＝ （α１，α２，α３，α４）

ｘ１

ｘ２

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎４

（１）

记线性方程组（１）为ＡＸ ＝β．可见本题即为判断ＡＸ ＝β的解的情况．

（珚Ａ）＝

１ １ １ １ １

０ １ －１ ２ １

２ ３ ａ＋２ ４ ｂ＋３

３ ５ １ ａ＋

烄

烆

烌

烎８ ５

→ … →
行

１ １ １ １ １

０ １ －１ ２ １

０ ０ ａ＋１ ０ ｂ

０ ０ ０ ａ＋

烄

烆

烌

烎１ ０

．

由阶梯型矩阵可知：

（１）当ａ＝－１，且ｂ≠０时，Ｒ（Ａ）≠Ｒ（珚Ａ），方程组无解，亦即β不能由α１，α２，α３，α４ 线性表示；

（２）当ａ≠－１时，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝４＝ 未知量个数，故有惟一解：

ｘ４ ＝０，　ｘ３ ＝ ｂ
ａ＋１

，　ｘ２ ＝１＋ ｂ
ａ＋１

，　ｘ１ ＝ －２ｂ
ａ＋１．

即有

β＝ －２ｂ
ａ＋１

·

烄

烆

烌

烎

１

０

２

３

＋ １＋ ｂ
ａ＋（ ）１

烄

烆

烌

烎

１

１

３

５

＋ ｂ
ａ＋１

１

－１

ａ＋２

烄

烆

烌

烎１

．

评注 　（１）一个向量由另外一组向量线性表示的问题实即线性方程组有解无解的问题．
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（２）把一个向量组的线性组合改写成矩阵乘法是经常用到的手法．这里的写成线性方程组（１）式，以及

第一章１３０题中矩阵Ｃ改写成两个矩阵相乘，都是此法的运用，请注意学会．
例４７　 设

（１＋λ）ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３ ＝０

ｘ１＋（１＋λ）ｘ２＋ ｘ３ ＝３

ｘ１＋ ｘ２＋（１＋λ）ｘ３ ＝

烅
烄

烆 λ

　，

其中，λ是参数．试讨论解的情况．
解法１

（珚Ａ）＝

１＋λ １ １ ０

１ １＋λ １ ３

１ １ １＋

烄

烆

烌

烎λ λ

→ … →
行

１ １ １＋λ λ

０ λ －λ ３－λ

０ ０ －λ（３＋λ） （１－λ）（３＋λ

烄

烆

烌

烎）
．

由阶梯型矩阵可知：

（１）当λ≠０，且λ≠－３时，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝３（未知量个数），方程组有惟一解；

（２）当λ＝０时，Ｒ（Ａ）＝１＜Ｒ（珚Ａ）＝２，方程组无解；

（３）当λ＝－３时，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝２＜３，方程组有无穷多解．
解法２

｜Ａ｜＝

１＋λ １ １

１ １＋λ １

１ １ １＋λ

＝λ２（λ＋３）．

（１）当λ≠０，且λ≠－３时，｜Ａ｜≠０，由克莱默法则知方程组有惟一解；

（２）当λ＝０时，

（珚Ａ）＝

１ １ １ ０

１ １ １ ３
烄

烆

烌

烎１ １ １ ０
→

１ １ １ ０

０ ０ ０ ３
烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

．

Ｒ（Ａ）＝１＜Ｒ（珚Ａ）＝２，方程组无解．
（３）当λ＝－３时，

（珚Ａ）＝

－２ １ １ ０

１ －２ １ ３

１ １ －２ －

烄

烆

烌

烎３
→

１ －２ １ ３

０ ３ －３ －６
烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

．

Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝２＜３，方程组有无穷多解．
评注 　（１）判断方程组解的情况，用初等行变换化到阶梯型矩阵是一种基本的方法，但应指出，带有参

数的矩阵要正确化到阶梯型有时也不是很方便的，像本题的方程组，系数矩阵是方阵，且参数也 在 系 数 矩 阵

中出现，则可考虑用行列式的方法（即克莱默法则），有时更为方便一些．
（２）对于线性方程组ＡＸ ＝ｂ，若｜Ａ｜＝０，则可能无解，也可能有无穷多解．
例４８

　ｘ１＋　ｘ２＋　ｘ３ ＝１

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３ ＝ｄ

ａ２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋ｃ２ｘ３ ＝ｄ２

ａ３ｘ１＋ｂ３ｘ２＋ｃ３ｘ３ ＝ｄ

烅

烄

烆 ３

　，

其中ａ，ｂ，ｃ，ｄ互异．试判断解的情况．
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解 　｜珚Ａ｜是范德蒙行列式，且已知ａ，ｂ，ｃ，ｄ互异．因此｜珚Ａ｜≠０，可知Ｒ（珚Ａ）＝４，且Ｒ（Ａ）＝３．因此，此

线性方程组无解．
评注 　 本题不能考虑用初等行变换把珚Ａ 化为阶梯型．因此，对于判断方程组解的情况，应该两种 方 法

（即化为阶梯型的方法和有解判别定理）都熟练掌握．
例４９　 要使

ξ１ ＝
烄

烆

烌

烎

１

０

２

，　ξ２ ＝

０

１

－

烄

烆

烌

烎１

都是ＡＸ ＝Ｏ 的解，只要系数矩阵Ａ 为 （　）

（Ａ）（－２，１，１）；　　　　　　　　 （Ｂ）
２ ０ －１（ ）０ １ １

；

（Ｃ）
－１ ０ ２

０ １ －（ ）１
； （Ｄ）

０ １ －１

４ －２ －２
烄

烆

烌

烎０ １ １

．

解 　 由已知条件知：未知量个数ｎ＝３，解空间的维数ｄｉｍ（η（Ａ））＝２，故由ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ），知

Ｒ（Ａ）＝１，所以选（Ａ）．
评注 　 题目涉及ＡＸ ＝Ｏ 的解的结构，总应先想到公式ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）．
例４１０　 已知线性方程组：

（Ⅰ）

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１２ｎｘ２ｎ ＝０

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２２ｎｘ２ｎ ＝０



ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎ２ｎｘ２ｎ ＝

烅

烄

烆 ０

的一个基础解系为

ｂ１ ＝

ｂ１１

ｂ１２



ｂ１２

烄

烆

烌

烎ｎ

，　ｂ２ ＝

ｂ２１

ｂ２２



ｂ２２

烄

烆

烌

烎ｎ

，…，ｂｎ ＝

ｂｎ１

ｂｎ２



ｂｎ２

烄

烆

烌

烎ｎ

．

试写出方程组．

（Ⅱ）

ｂ１１ｙ１＋ｂ１２ｙ２＋…＋ｂ１２ｎｙ２ｎ ＝０

ｂ２１ｙ１＋ｂ２２ｙ２＋…＋ｂ２２ｎｙ２ｎ ＝０



ｂｎ１ｙ１＋ｂｎ２ｙ２＋…＋ｂｎ２ｎｙ２ｎ ＝

烅

烄

烆 ０

的通解，并说明理由．
解 　 记方程组（Ⅰ）：Ａｎ×２ｎＸ２ｎ×１ ＝Ｏ，则由已知条件可有：

Ｒ（Ａ）＝２ｎ－ｄｉｍ（η（Ａ））＝２ｎ－ｎ＝ｎ，

且 Ａｂｉ ＝Ｏ，（ｉ＝１，…，ｎ），　 即 　Ａ（ｂ１，…，ｂｎ）＝Ｏ．

记Ｂ＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），则上式为Ａｎ×２ｎ·Ｂ２ｎ×ｎ ＝Ｏ，即有

ＢＴ
ｎ×２ｎ·ＡＴ

２ｎ×ｎ ＝Ｏ．

而方程组（Ⅱ）即为ＢＴ
ｎ×２ｎ·Ｙ２ｎ×１ ＝Ｏ．由于Ｒ（Ｂ）＝ｎ，故Ｒ（ＢＴ）＝ｎ，故
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ｄｉｍ（η（ＢＴ））＝２ｎ－Ｒ（ＢＴ）＝２ｎ－ｎ＝ｎ．

即 知方程组（Ⅱ）的基础解系有ｎ个线性无关的解向量．现已有ＢＴＡＴ ＝Ｏ，即ＡＴ 的ｎ个线性无关列向量正可

作为ＢＴＹ ＝Ｏ 的基础解系．所以，方程组（Ⅱ）的通解可表示为

Ｙ ＝ｃ１ＡＴ
１ ＋…＋ｃｎＡＴ

ｎ ．

这里，ＡＴ
ｉ 是ＡＴ 的第ｉ列（ｉ＝１，…，ｎ），ｃｉ 为任意常数．

评注 　 本题已知条件与所求通解，都与基础解系有关，则应考虑公式ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）．另外，矩

阵分块及矩阵转置等运算也要掌握．
例４１１　 已知

Ａｓ×４·Ｘ４×１ ＝ｂｓ×１ （１）

Ｒ（Ａ）＝３．α１，α２，α３ 是方程组（１）的三个解向量，且

α１ ＝

烄

烆

烌

烎

１

２

０

７

，　α２＋α３ ＝

烄

烆

烌

烎

２

０

０

２

．

求方程组（１）的通解．
解 　 非齐次方程组通解的结构是ｘ＝η ＋ξ．其中，η 是方程组（１）的一个特解，ξ是方程组（１）所对应

的导出组的通解．现取η ＝α１．
由已知未知量个数ｎ＝４，Ｒ（Ａ）＝３，故基础解系中只有１个线性无关解，即只要找到齐次方程组的一个

非零解即可，则可令：

ξ１ ＝ （α１－α２）＋（α１－α３）＝２α１－（α２＋α３）＝

０

４

０

烄

烆

烌

烎１２

，

则方程组（１）的通解为

ｘ＝

烄

烆

烌

烎

１

２

０

７

＋ｃ１·

０

４

０

烄

烆

烌

烎１２

，　ｃ１ 为任意常数．

评注 　 本题综合运用了线性方程组解的结构的一些性质，概念较强，值得回味．
例４１２　 若Ａｍ×ｎ·Ｂｎ×ｐ ＝Ｏ，则Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ．

证 　 把Ｂ 按列分块，记为Ｂ＝ （Ｂ１，…，Ｂｐ）．

则 Ａ·Ｂ＝Ｏ　 　Ａ（Ｂ１，…，Ｂｐ）＝Ｏ

　（ＡＢ１，…，ＡＢｐ）＝Ｏ

　ＡＢｉ ＝Ｏ，ｉ＝１，２，…，ｐ．

此条件表明：Ｂ１，…，Ｂｐ 均为ＡＸ ＝Ｏ 的解．则向量组｛Ｂ１，…，Ｂｐ｝可由ＡＸ ＝Ｏ 的基础解系线性表示．则，

秩｛Ｂ１，…，Ｂｐ｝≤ 秩｛ＡＸ ＝Ｏ 的基础解系｝

即 Ｒ（Ｂ）≤ｎ－Ｒ（Ａ）

移项即得证．
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评注 　（１）本证明中所用到的知识点都是经常用到的：① 把矩阵方程ＡＢ ＝Ｏ 写成等价的一组齐次线

性 方程组ＡＢｉ ＝Ｏ，ｉ＝１，…，ｐ；② 向量组 Ⅰ 可由另一个向量组 Ⅱ 线性表示，则秩（Ⅰ）≤ 秩（Ⅱ）；③ 基础解

系的概念．
（２）本题的结论在很多场合有用．只要遇有二个矩阵相乘为零矩阵，则应知有本题的结论（见例４１３）．
例４１３　 试证：若Ａ２ ＝Ｅ，则Ｒ（Ａ＋Ｅ）＋Ｒ（Ａ－Ｅ）＝ｎ．

证 　 由 Ａ２ ＝Ｅ　　（Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ）＝Ｏ

则 Ｒ（Ａ＋Ｅ）＋Ｒ（Ａ－Ｅ）≤ｎ （１）

又因 （Ａ＋Ｅ）＋（Ｅ－Ａ）＝２Ｅ

有 ２（Ａ＋Ｅ）＋Ｒ（Ｅ－Ａ）≥Ｒ（２Ｅ）＝ｎ （２）

而 Ｒ（Ｅ－Ａ）＝Ｒ（Ａ－Ｅ）

故由式（１）与式（２），知

Ｒ（Ａ＋Ｅ）＋Ｒ（Ａ－Ｅ）＝ｎ．

评注 　 对于已知Ａ２ ＝Ａ，求证Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ａ－Ｅ）＝ｎ之类的题目，都可用类似的方法来证明．
例４１４　 设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶方阵，满足ＡＢＡ ＝Ｂ－１．求证：

Ｒ（Ｅ－ＡＢ）＋Ｒ（Ｅ＋ＡＢ）＝ｎ

证 　 由 ＡＢＡ ＝Ｂ－１　　ＡＢＡＢ ＝Ｅ

即 （ＡＢ）２－Ｅ＝Ｏ　　（ＡＢ＋Ｅ）（ＡＢ－Ｅ）＝Ｏ

则 Ｒ（Ｅ＋ＡＢ）＋Ｒ（Ｅ－ＡＢ）≤ｎ （１）

又因 （Ｅ－ＡＢ）＋（Ｅ＋ＡＢ）＝２Ｅ

则有 Ｒ（Ｅ－ＡＢ）＋Ｒ（Ｅ＋ＡＢ）≥Ｒ（２Ｅ）＝ｎ （２）

由式（１）和式（２），便有

Ｒ（Ｅ－ＡＢ）＋Ｒ（Ｅ＋ＡＢ）＝ｎ．

例４１５　 设Ａ 是ｎ 阶不可逆矩阵，Ａ≠Ｏ．试证存在ｎ阶非单位阵Ｂ，使ＡＢ ＝Ａ．
证 　 把Ａ，Ｂ 都按列分块，记为

Ａ＝ （Ａ１，…，Ａｎ），　Ｂ＝ （Ｂ１，…，Ｂｎ）

则 ＡＢ ＝Ａ　 　Ａ（Ｂ１，…，Ｂｎ）＝ （Ａ１，…，Ａｎ）

　（ＡＢ１，…，ＡＢｎ）＝ （Ａ１，…，Ａｎ）

　ＡＢｉ ＝Ａｉ，　ｉ＝１，…，ｎ．

现要证矩阵Ｂ 的存在性，即要证：非齐次线性方程组ＡＢｉ ＝Ａｉ 中的Ｂｉ 的存在性．

由于 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，Ａｉ），　 且 　Ｒ（Ａ）＜ｎ

故知方程组ＡＢｉ ＝Ａｉ 有无穷多解．则在每一个方程组中选取某Ｂｉ（ｉ＝１，…，ｎ），使（Ｂ１，…，Ｂｎ）≠Ｅ 即可．
评 注 　 首先把矩阵方程改写成等价的一组非齐次线性方程组，则本题就化为论证线性方程组ＡＢｉ ＝Ａｉ

的解的存在性，则抓住有解判别定理Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）去论证即可．
例４１６　Ａ 是ｎ 阶方阵，若有矩阵Ｂｎ×ｐ ≠０，使ＡＢ ＝Ｏ，则必有非零矩阵Ｃ，使ＣＡ ＝Ｏ．

证法１　 由 ＡＢ ＝Ｏ　　ＡＢｉ ＝Ｏ　（ｉ＝１，…，ｐ）．

由Ｂ≠Ｏ　　ＡＸ ＝Ｏ 有非零解 　　｜Ａ｜＝０　　Ａ 的行向量组线性相关，即存在不全为零的数ｘ１，
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…，ｘｎ，使

（ｘ１，…，ｘｎ）·

Ａ１



Ａ

烄

烆

烌

烎ｎ
＝Ｏ，　 这里Ａｉ 表示Ａ 的第ｉ行．

则把（ｘ１，…，ｘｎ）作为所要求的非零矩阵Ｃ即可．
证法２　 由 ＡＢ ＝Ｏ　　Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ

又由Ｂ≠Ｏ　　Ｒ（Ａ）＜ｎ　　Ａ 的行向量组线性相关，以下步骤同证法１．
评注 　 本题要论证非零矩阵Ｃ，左乘Ａ后等于零矩阵，因此要考虑Ａ按行分块，这样才可以作分块矩阵

的乘法．
例４１７　 设线性方程组

ｘ１＋ａ１ｘ２＋ａ２
１ｘ３ ＝ａ３

１

ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ２
２ｘ３ ＝ａ３

２

ｘ１＋ａ３ｘ２＋ａ２
３ｘ３ ＝ａ３

３

ｘ１＋ａ４ｘ２＋ａ２
４ｘ３ ＝ａ

烅

烄

烆 ３
４

（１）

（１）证明：若ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 两两不相等，则此线性方程组无解；

（２）设ａ１ ＝ａ３ ＝ｋ，ａ２ ＝ａ４ ＝－ｋ（ｋ≠０），且已知β１，β２ 是该方程组的两个解，其中β１ ＝ （－１，１，１）Ｔ，

β２ ＝ （１，１，－１）Ｔ，写出此方程组的通解．

证 　（１）方程组（１）的增广矩阵行列式是范德蒙行列式，又已知ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 两两不相等，则

｜珚Ａ｜＝

１ ａ１ ａ２
１ ａ３

１

１ ａ２ ａ２
２ ａ３

２

１ ａ３ ａ２
３ ａ３

３

１ ａ４ ａ２
４ ａ３

４

≠０

　Ｒ（珚Ａ）＝４　　Ｒ（Ａ）＝３

　 此方程组无解．

解 　（２）当ａ１ ＝ａ３ ＝ｋ，ａ２ ＝ａ４ ＝－ｋ（ｋ≠０）方程组（１）为

ｘ１＋ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝ｋ３

ｘ１－ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝－ｋ３

ｘ１＋ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝ｋ３

ｘ１－ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝－ｋ

烅

烄

烆 ３

　，

即为
ｘ１＋ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝ｋ３

ｘ１－ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝－ｋ｛ ３
　．

由于
１ ｋ

１ －ｋ
＝－２≠０　　Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝２．

未知量个数ｎ＝３，故知有无穷多解，且其对应导出组的基础解系应含有３－２＝１个解向量，则令

ξ＝β１－β２ ＝

１

１

－

烄

烆

烌

烎１
－

－１烄

烆

烌

烎
１

１

＝

２

０

－

烄

烆

烌

烎２
．则（１）的通解为
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ｘ＝β１＋ｃ１ξ＝

－１烄

烆

烌

烎
１

１

＋ｃ１·
２

０

－

烄

烆

烌

烎２
，　ｃ１ 为任意常数．

例４１８　 设Ａｍ×ｎ 为非零实矩阵．试证：Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）．

证 　 只要证明

ＡＴＡＸ ＝Ｏ　（Ⅰ）　 与 　ＡＸ ＝Ｏ　（Ⅱ）

是同解方程组即可．
若Ｙ是方程组（Ⅱ）的解，则Ｙ也是（Ⅰ）的解，这是显然的．再证：若Ｙ是（Ⅰ）的解，则Ｙ也必是（Ⅱ）的解，

即由

ＡＴＡＹ ＝Ｏ　 　ＹＴＡＴＡＹ ＝ＹＴ·Ｏ＝Ｏ

　（ＡＹ）Ｔ（ＡＹ）＝Ｏ

　ＡＹ ＝Ｏ

这样 ｄｉｍ（η（ＡＴＡ））＝ｄｉｍ（η（Ａ））．

由于 ｄｉｍ（η（ＡＴＡ））＝ｎ－Ｒ（ＡＴＡ）

ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）

故 Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）．

评 注 　（１）从证明ＡＴＡＸ ＝Ｏ与ＡＸ ＝Ｏ是同解方程组．再借助重要公式ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）．得到

了重要结论Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）．这个结论在不少地方有用（见例４１９～ 例４２１）．
（２）注意题目的条件：Ａ 是实矩阵．否则，从（ＡＹ）Ｔ（ＡＹ）＝Ｏ　 ＼ 　ＡＹ ＝Ｏ．
例４１９　Ａｍ×ｎ 为实矩阵．试证Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（ＡＡＴ）．

证 　 由 Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）　　Ｒ（ＡＡＴ）＝Ｒ（ＡＴ）．

又由 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴ），

故有 Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（ＡＡＴ）．

例４２０　 若Ａｍ×ｎ·Ｘｎ×１ ＝ｂｍ×１ 有惟一解，且Ａ 是实矩阵，求Ｘ．
解 　 因ＡＸ ＝ｂ有惟一解，故知

Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝ｎ

又因Ｒ（ＡＴＡ）＝Ｒ（Ａ）＝ｎ，且ＡＴＡ 是ｎ 阶方阵，故有ＡＴＡＸ ＝ＡＴｂ，ＡＴＡ 可逆．

所以 Ｘ＝ （ＡＴＡ）－１ＡＴｂ．

例４２１　 若Ａ 是ｎ 阶实矩阵，Ｂｎ×ｓ 是实矩阵，且Ｒ（Ｂ）＝ｎ．若ＡＢ ＝Ｏ，则Ａ＝Ｏ．

证法１　 由 ＡＢ ＝Ｏ　　ＡＢＢＴ ＝Ｏ·ＢＴ ＝Ｏ

因为Ｒ（ＢＢＴ）＝Ｒ（Ｂ）＝ｎ，且ＢＢＴ 为ｎ阶方阵，故ＢＢＴ 可逆．所以

ＡＢＢＴ（ＢＢＴ）－１ ＝Ｏ·（ＢＢＴ）－１ ＝Ｏ

即 Ａ＝Ｏ．

证法２　 由 ＡＢ ＝Ｏ　　Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ，

又由Ｒ（Ｂ）＝ｎ　　Ｒ（Ａ）≤０　　Ｒ（Ａ）＝０　　Ａ＝Ｏ．
评注 　 对于不是方阵Ａｍ×ｎ，则可左乘或右乘它的转置阵，使之成为方阵．若此矩阵秩已满（这里指秩不
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能再大了，即秩为 ｍ 或ｎ），则ＡＴＡ 或ＡＡＴ 就是一个可逆方阵了．
例４２２　Ａ 是ｎ 阶方阵，Ｒ（Ａ）＝ｎ－１．Ａ中元素ａｒｓ 的代数余子式Ａｒｓ ≠Ｏ．试证：α＝ （Ａｒ１，…，Ａｒｓ，…，

Ａｒｎ）Ｔ 是齐次线性方程组ＡＸ ＝Ｏ 的基础解系．

证 　 由 ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）＝ｎ－（ｎ－１）＝１，

知此基础解系中只有一个解向量．现α≠Ｏ，故只要证明α是ＡＸ ＝Ｏ 的解，则α就是它的基础解系．

由于 ａｉ１Ａｒ１＋…＋ａｉｎＡｒｎ ＝０，（ｒ≠ｉ）．

ａｒ１Ａｒ１＋…＋ａｒｎＡｒｎ ＝｜Ａ｜＝０，

表明α适合ＡＸ ＝Ｏ 的所有ｎ 个方程，故α是解．
例４２３　 设

Ａ＝

ａ１１ … ａ１ｎ

  

ａｒ１ … ａｒｎ

ａｒ＋１１ … ａｒ＋１ｎ

  

ａｎ１ … ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

，　Ｒ（Ａ）＝ｎ．

又设

ａ１１ … ａ１ｎ

  

ａｒ１ … ａ

烄

烆

烌

烎ｒｎ

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝０ （１）

试证：

Ａ１ ＝

Ａｒ＋１１



Ａｒ＋１

烄

烆

烌

烎ｎ

，…，Ａｎ－ｒ ＝

Ａｎ１



Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

．

是方程组（１）的基础解系．其中，Ａｉｊ 是ａｉｊ 的代数余子式．
证 　 记方程组（１）为ＢＸ ＝Ｏ．

则由Ｒ（Ａ）＝ｎ　　Ｒ（Ｂ）＝ｒ，则要证Ａ１，…，Ａｎ－ｒ 是方程组（１）的基础解系，即要证两件事：一是证它们是

方程组（１）的解；二是证它们线性无关．
先证Ａ１，…，Ａｎ－ｒ 是方程组（１）的解：

ａｉ１Ａｋ１＋ａｉ２Ａｋ２＋…＋ａｉｎＡｋｎ ＝０　（ｉ＝１，…，ｒ，ｋ＝ｒ＋１，…，ｎ，ｉ≠ｋ）．

再 证Ａ１，…，Ａｎ－ｒ 线性无关：由于Ａ可逆，故Ａ 可逆，则Ａ 的ｎ个列向量线性无关，而Ａ１，…，Ａｎ－ｒ 正是

Ａ 的右边ｎ－ｒ个列向量，故线性无关．
例４２４　 若ｎ元线性方 程 组ＡＸ ＝ｂ对 任 何ｎ 维 列 向 量ｂ 均 有 解，则 对 于 任 何ｎ维 列 向 量β，方 程 组

ＡＸ＝β必有惟一解．这里，Ａ 是Ａ 的伴随矩阵．
证 　 要证ＡＸ＝β有惟一解．

　Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ ，β）＝ｎ

　Ａ 可逆．

则只要证Ａ 可逆即可．
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由已知对任何列向量ｂ，ＡＸ ＝ｂ均有解．则可分别取

ｂ＝εｉ，（ｉ＝１，…，ｎ）

εｉ ＝

０


１


烄

烆

烌

烎０

ｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ．

则有 Ａα１ ＝ε１，…，Ａαｎ ＝εｎ．

即 Ａ（α１，…，αｎ）＝ （ε１，…，εｎ）＝Ｅ

则Ａ 可逆．
评 注 　（１）对于题给条件中：“对任何列向量ｂ，都有 ……”这样的语句，我们应考虑选择性质最好，运用

最熟练、最方便的向量．
（２）把ｎ个线性方程组Ａαｉ ＝εｉ，ｉ＝１，…，ｎ．写成一个矩阵方程：Ａ（α１，…，αｎ）＝ （ε１，…，εｎ），这种方法

前面已经出现过．前面是把矩阵方程写成等价的一组线性方程组，现是倒过来，应学会灵活运用．
例４２５　 若方阵Ａ 与任何矩阵乘法可交换，则Ａ 是数量阵（即Ａ＝ａＥ）．
证 　 由已知条件，对任何矩阵Ｂ，皆有ＡＢ ＝ＢＡ，则可选取：

Ｂ１ ＝

１

２



烄

烆

烌

烎ｎ

，由ＡＢ１ ＝Ｂ１Ａ　　ａｉｊ ＝０（ｉ≠ｊ）．

再取

Ｂ２ ＝

０ １

１ ０

１



烄

烆

烌

烎１

，由ＡＢ２ ＝Ｂ２Ａ　　ａ１１ ＝ａ２２．

再取

Ｂ３ ＝

１

０ １

１ ０

１



烄

烆

烌

烎１

，由ＡＢ３ ＝Ｂ３Ａ　　ａ２２ ＝ａ３３，

…

类似可得 ａ１１ ＝ａ２２ ＝ … ＝ａｎｎ，

所以 Ａ＝ａＥ．

例４２６　 设Ａ 是实反对称阵，即ＡＴ ＝－Ａ．试证：｜Ｅ－Ａ｜≠０．
证 　｜Ｅ－Ａ｜≠０　　 线性方程组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝Ｏ 只有零解．
现设ξ是（Ｅ－Ａ）Ｘ＝Ｏ 的解．须证：ξ＝Ｏ．

由 （Ｅ－Ａ）ξ＝Ｏ　 　ξＴ（Ｅ－Ａ）ξ＝ξＴ·Ｏ＝Ｏ
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　ξＴξ－ξＴＡξ＝Ｏ

由于Ａ 反对称，故ξＴＡξ＝Ｏ，ξ≠Ｏ（这是因为：ξＴＡξ＝ （ξＴＡξ）Ｔ ＝ξＴＡＴξ＝－ξＴＡξ）．

所以 ξＴξ＝Ｏ　　ξ＝Ｏ．

评注 　（１）把要证行列式｜Ｅ－Ａ｜≠０，等价地转化为考虑：齐次线性方程组（Ｅ－Ａ）Ｘ＝Ｏ只有零解．
这是两方面的知识点，却是有关联的．线性代数中，充分必要的条件要熟悉．

（２）论证某实向量是零向量时，常考虑它自己内积等于零，即ＸＴＸ＝Ｏ．
（３）本题也可从特征值去论证，见第五章内容．
例４２７　 试证：线性方程组Ａｓ×ｎＸｎ×１ ＝ｂｓ×１ 有解

　ＡＴ
ｎ×ｓＺｓ×１ ＝Ｏ　 与 　

ＡＴ

ｂ（ ）Ｔ
（ｎ＋１）×ｓ

·Ｚｓ×１ ＝Ｏ 是同解方程组．

证 　 充分性 　 若ＡＴＺ＝Ｏ与
ＡＴ

ｂ（ ）Ｔ
Ｚ＝Ｏ同解，则两个解空间的维数一样，且未知量个数（ｓ）也一样，则

有Ｒ（ＡＴ）＝Ｒ
ＡＴ

ｂ（ ）Ｔ
，即有Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，ｂ），则方程组ＡＸ ＝ｂ有解．

必要性 　 若ｙ是
ＡＴ

ｂ（ ）Ｔ
Ｚ＝Ｏ 的解，即有

ＡＴｙ

ｂＴ（ ）ｙ
＝Ｏ．则显见ｙ 也 是ＡＴＺ＝Ｏ 的 解．另 一 方 面，若ｙ 是

ＡＴＺ＝Ｏ 的解，经证ｙ也是
ＡＴ

ｂ（ ）Ｔ
Ｚ＝Ｏ 的解．也就是要证ｂＴｙ＝Ｏ．

现已知ＡＸ ＝ｂ有解，即知ｂ可由Ａ 的列向量组线性表示，也即ｂＴ 可由ＡＴ 的行向量组线性表示，记为

ｂＴ ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）

ＡＴ
１



ＡＴ

烄

烆

烌

烎ｎ

　ＡＴ
ｉ 即为ＡＴ 的第ｉ行．

则 ｂＴｙ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）

ＡＴ
１



ＡＴ

烄

烆

烌

烎ｎ

ｙ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）ＡＴｙ

＝ （ｘ１，…，ｘｎ）·Ｏ＝Ｏ．

评注 　（１）有解无解的问题，应当考虑有解判别定理．
（２）在充分性的证明中，要由ＡＴｙ＝Ｏ 去证ｂＴｙ＝Ｏ，则在已知ＡＸ ＝ｂ中，转置即得ｂＴ ＝ＸＴＡＴ，然后

等号两边右乘ｙ即得证．
例４２８　 设四元齐次线性方程组

（Ⅰ）：
ｘ１＋ｘ２ ＝０

ｘ２－ｘ４ ＝｛ ０

又已知某齐次线性方程组（Ⅱ）的通解为

ｋ１

烄

烆

烌

烎

０

１

１

０

＋ｋ２

－１烄

烆

烌

烎

２

２

１

，

（１）求（Ⅰ）的基础解系；

（２）问（Ⅰ）与（Ⅱ）是否有非零公共解？若有，则求出所有的非零公共解．若没有，请说明理由．
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解 　（１）由（Ⅰ），可得

ｘ１ ＝－ｘ２

ｘ４ ＝ 　ｘ｛
２

　 分别令 　
ｘ２

ｘ（ ）
３

＝ （）０

１
，（）１

０
．

则得（Ⅰ）的基础解系为

ξ１ ＝

烄

烆

烌

烎

０

０

１

０

，　ξ２ ＝

－１烄

烆

烌

烎

１

０

１

．

（２）有非零公共解．
（Ⅱ）的通解可表为

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

－ｋ２

ｋ１＋２ｋ２

ｋ１＋２ｋ２

ｋ

烄

烆

烌

烎２

，

把它代入方程组（Ⅰ），得

－ｋ２＋（ｋ１＋２ｋ２）＝０

（ｋ１＋２ｋ２）－ｋ２ ＝｛ ０
　 解得 　ｋ１ ＝－ｋ２．

故当ｋ１ ＝－ｋ２ ≠０时，（Ⅱ）的通解化为

ｋ１

烄

烆

烌

烎

０

１

１

０

＋ｋ２

－１烄

烆

烌

烎

２

２

１

＝ｋ２

０

－１

－１

烄

烆

烌

烎０

＋

－１烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅

２

２

１

＝ｋ２

－１烄

烆

烌

烎

１

１

１

；

即此向量是（Ⅰ）与（Ⅱ）的非零公共解（其中，ｋ２ 是不等于零的任意常数）．
评注 　 本题若（Ⅰ）的基础解系ξ１，ξ２，与（Ⅱ）的基础解系ξ３，ξ４，这四个向量还线性无关的话，则（Ⅰ）与

（Ⅱ）就无非零公共解．
例４２９　 已知下列非齐次线性方程组（Ⅰ），（Ⅱ）：

（Ⅰ）：
　ｘ１＋ｘ２－ ２ｘ４ ＝－６

４ｘ１－ｘ２－ｘ３－ ｘ４ ＝１

３ｘ１－ｘ２－ｘ３ ＝

烅
烄

烆 ３

　，　（Ⅱ）：

ｘ１－ｍｘ２－ ｘ３－ ｘ４ ＝－５

ｎｘ２－ ｘ３－２ｘ４ ＝－１１

ｘ３－２ｘ４ ＝－ｔ＋

烅
烄

烆 １

　．

（１）求解方程组（Ⅰ），用其导出组的基础解系表示通解；

（２）当方程组（Ⅱ）中的参数 ｍ，ｎ，ｔ为何值时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解？

解 　（１）

（珚Ａ１）＝

１ １ ０ －２ －６

４ －１ －１ －１ １

３ －１ －

烄

烆

烌

烎１ ０ ３
→

１ ０ ０ －１ －２

０ １ ０ －１ －４

０ ０ １ －２ －

烄

烆

烌

烎５
　，

Ｒ（Ａ１）＝Ｒ（珚Ａ１）＝３＜ 未知量个数４，故有无穷多解．其通解为

ｘ＝

－２

－４

－５

烄

烆

烌

烎０

＋ｋ

烄

烆

烌

烎

１

１

２

１

，ｋ为任意常数．
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（２）将上述通解ｘ代入（Ⅱ）的第一个方程：

（－２＋ｋ）＋ｍ（－４＋ｋ）－（－５＋２ｋ）－ｋ＝－５，

解得 ｍ ＝２．
再将ｘ代入（Ⅱ）的第二个方程：

ｎ（－４＋ｋ）－（－５＋２ｋ）－２ｋ＝－１１，解得ｎ＝４．

再把ｘ代入（Ⅱ）的第三个方程：

（－５＋２ｋ）－２ｋ＝－ｔ＋１，得ｔ＝６．

因此，方程组（Ⅱ）的参数 ｍ ＝２，ｎ＝４，ｔ＝６时，方程组（Ⅰ）的全部解都是（Ⅱ）的解，此时，（Ⅱ）化为

（Ⅱ）　

ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３－ ｘ４ ＝－５

４ｘ２－ ｘ３－２ｘ４ ＝－１１

ｘ３－２ｘ４ ＝－

烅
烄

烆 ５

　．

（珚Ａ２）＝

１ ２ －１ －１ －５

０ ４ －１ －２ －１１

０ ０ １ －２ －

烄

烆

烌

烎５
→

１ ０ ０ －１ －２

０ １ ０ －１ －４

０ ０ １ －２ －

烄

烆

烌

烎５
　．

则（Ⅱ）的通解为

ｘ＝

－２

－４

－５

烄

烆

烌

烎０

＋ｋ

烄

烆

烌

烎

１

１

２

１

，ｋ为任意常数．

可见（Ⅰ）与（Ⅱ）的解完全相同，即（Ⅰ）与（Ⅱ）同解．
例４３０　 设四元线性方程组为

（Ⅰ）　
２ｘ１＋３ｘ２－ｘ３ ＝０

ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３－ｘ４ ＝｛ ０

且已知另一个四元齐次线性方程组（Ⅱ）的一个基础解系为

α１ ＝

２

－１

ａ＋２

烄

烆

烌

烎１

，　α２ ＝

－１

２

４

ａ＋

烄

烆

烌

烎８

．

（１）求（Ⅰ）的一个基础解系；

（２）当ａ为何值时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有非零的公共解？在有非零公共解时，求出全部非零公共解．
解法１　（１）

２ ３ －１ ０

１ ２ １ －（ ）１
→

１ ０ －５ ３

０ １ ３ －（ ）２
．

解得：

ξ１ ＝

５

－３
烄

烆

烌

烎
１

０

，　ξ２ ＝

－３烄

烆

烌

烎

２

０

１

．

—１７—
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（２）设有非零公共解，则应有数ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４ 使得

η＝ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２ ＝ｋ３α１＋ｋ４α２，

即

ｋ１·

５

－３
烄

烆

烌

烎
１

０

＋ｋ２·

－３烄

烆

烌

烎

２

０

１

＝ｋ３·

２

－１

ａ＋２

烄

烆

烌

烎１

＋ｋ４·

－１

２

４

ａ＋

烄

烆

烌

烎８

．

即得方程组（Ⅲ）：

（Ⅲ）　

　５ｋ１－３ｋ２－ ２ｋ３＋ ｋ４ ＝０

－３ｋ１＋２ｋ２＋ ｋ３－ ２ｋ４ ＝０

ｋ１－ （ａ＋２）ｋ３－ ４ｋ４ ＝０

ｋ２－ ｋ３－（ａ＋８）ｋ４ ＝

烅

烄

烆 ０

　．

５ －３ －２ １

－３ ２ １ －２

１ ０ －（ａ＋２） －４

０ １ －１ －（ａ＋８

烄

烆

烌

烎）

→

１ ０ －１ －４

０ １ －１ －７

０ ０ －ａ－１ ０

０ ０ ０ －ａ－

烄

烆

烌

烎１

　，

由此可知：当ａ≠－１时，方程组（Ⅲ）仅有零解，故（Ⅰ）与（Ⅱ）无非零公共解．当ａ＝－１时，方程组（Ⅲ）的同

解方程组为

ｋ１ ＝ｋ３＋４ｋ４

ｋ２ ＝ｋ３＋７ｋ｛
４

．

令ｋ３ ＝ｃ１，ｋ４ ＝ｃ２，则得方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）的非零公共解为

η＝ｃ１·

２

－１
烄

烆

烌

烎
１

１

＋ｃ２·

－１烄

烆

烌

烎

２

４

７

，　ｃ１，ｃ２ 为不全为零的任意常数．

解法２　（１）

Ａ＝
２ ３ －１ ０

１ ２ １ －（ ）１
→

１ ０ －５ ３

０ １ ３ －（ ）２
，

解得（Ⅰ）的一个基础解系：

ξ１ ＝

５

－３
烄

烆

烌

烎
１

０

，　ξ２ ＝

－３烄

烆

烌

烎

２

０

１

．

（２）设方程组（Ⅱ）的通解为

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｋ１α１＋ｋ２α２ ＝

２ｋ１－ｋ２

－ｋ１＋２ｋ２

（ａ＋２）ｋ１＋４ｋ２

ｋ１＋（ａ＋８）ｋ

烄

烆

烌

烎２

—２７—
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ｋ１，ｋ２ 为任意常数．将此通解代入方程组（Ⅰ），得

（ａ＋１）ｋ１ ＝０

（ａ＋１）ｋ１－（ａ＋１）ｋ２ ＝｛ ０
（１）

要使方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有非零公共解，只要关于ｋ１，ｋ２ 的方程组（１）有非零解，因为

ａ＋１ ０

ａ＋１ －（ａ＋１）
＝－（ａ＋１）２．

所 以，当ａ≠－１时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）无非零公共解．当ａ＝－１时，方程组（１）有非零解，且ｋ１，ｋ２ 为不全为

零的常数，此时，可得（Ⅰ）与（Ⅱ）的全部非零公共解为

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｋ１·

２

－１
烄

烆

烌

烎
１

１

＋ｋ２·

－１烄

烆

烌

烎

２

４

７

．

评注 　 讨论两个方程组有非零公共解，常用的方法是把一个方程组的通解代入到另一个 方 程 中 去（如

解法２）．有时，也可按公共解的定义，即η＝ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２，也有η＝ｋ３α１＋ｋ４α２（见解法１），从此去判断这些

ｋｉ（不全为零）的存在性．
例４３１　 已知四阶方阵Ａ＝ （α１，α２，α３，α４），α１，α２，α３，α４ 均 为 四 维 列 向 量，其 中α２，α３，α４ 线 性 无 关．

α１ ＝２α２－α３．若β＝α１＋α２＋α３＋α４，求ＡＸ ＝β的通解．
解 　 由题给条件知：Ｒ（Ａ）＝３，未知量个数ｎ＝４，故基础解系中只有一个线性无关向量．设ＡＸ ＝β的

通解为ｘ＝η ＋ｃξ，其中η 为ＡＸ ＝β的一个特解，ξ为ＡＸ ＝Ｏ 的一个非零解，ｃ为任意常数．

由 α１ ＝２α２－α３　 即 　α１ ＝２α２－α３＋０·α４．

即有

（α１，α２，α３，α４）

１

－２
烄

烆

烌

烎
１

０

＝Ｏ，知ξ＝

１

－２
烄

烆

烌

烎
１

０

．

又由 β＝α１＋α２＋α３＋α４ ＝ （α１，α２，α３，α４）

烄

烆

烌

烎

１

１

１

１

，

知 η ＝

烄

烆

烌

烎

１

１

１

１

．

所以，ＡＸ ＝β的通解为

ｘ＝

烄

烆

烌

烎

１

１

１

１

＋ｋ

１

－２
烄

烆

烌

烎
１

０

，ｋ为任意常数．

评注 　 注意把向量的线性组合写成矩阵乘法的这种方法的熟练运用．
例４３２　 已知平面上三条不同直线的方程分别为

—３７—
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Ｌ１：ａｘ＋２ｂｙ＋３ｃ＝０

Ｌ２：ｂｘ＋２ｃｙ＋３ａ＝０

Ｌ３：ｃｘ＋２ａｙ＋３ｂ＝０

试证：这三条直线交于一点的充分必要条件为ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
证法１　 必要性 　 设三直线交于一点，则线性方程组：

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ

ｃｘ＋２ａｙ＝－３
烅
烄

烆 ｂ

有惟一解，即有 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝２，

所以 ｜珚Ａ｜＝０．

｜珚Ａ｜＝

ａ ２ｂ －３ｃ

ｂ ２ｃ －３ａ

ｃ ２ａ －３ｂ

＝６（ａ＋ｂ＋ｃ）［ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ａｃ－ｂｃ］

＝３（ａ＋ｂ＋ｃ）·［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］

但［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］≠０，故ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
充分性 　 由ａ＋ｂ＋ｃ＝０，则由上面｜珚Ａ｜的计算可知：｜珚Ａ｜＝０，则Ｒ（珚Ａ）＜３．但由于

ａ ２ｂ

ｂ ２ｃ
＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－２ ａ＋ １
２（ ）ｂ

２

＋ ３
４ｂ［ ］２ ≠０．

知Ｒ（Ａ）＝２，于是Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ）＝２＝ 未知量个数，即知方程组（１）有惟一解，即三直线交于一点．

证法２　 必要性 　 设三直线交于一点（ｘ０，ｙ０），则知

ｘ０

ｙ０

烄

烆

烌

烎１

是ＡＸ ＝Ｏ 的非零解．

Ａ＝

ａ ２ｂ ３ｃ

ｂ ２ｃ ３ａ

ｃ ２ａ ３

烄

烆

烌

烎ｂ
，

于是｜Ａ｜＝０，而

｜珚Ａ｜＝

ａ ２ｂ ３ｃ

ｂ ２ｃ ３ａ

ｃ ２ａ ３ｂ

＝－３（ａ＋ｂ＋ｃ）［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］

可知 ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
充分性 　 考虑方程组：

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ

ｃｘ＋２ａｙ＝－３
烅
烄

烆 ｂ

（１）

将方程组（１）的三个方程相加，并由ａ＋ｂ＋ｃ＝０，可知方程组（２）等价于方程组：

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３｛ ａ
（２）

—４７—
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书书书

因为

ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－［ａ２＋ｂ２＋（ａ＋ｂ）２］≠０，

所以，方程组（２）有惟一解．即方程组（１）有惟一解，即三直线交于一点．
例４３３　设ξ１，ξ２，ξ３ 是三元线性方程组ＡＸ＝β的三个线性无关解，Ｒ（Ａ）＝１，则不正确的结论是 （　）
（Ａ）ＡＸ＝β的通解是ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３，其中，ｋ１，ｋ２，ｋ３ 是满足ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝１的任何数；
（Ｂ）ＡＸ＝０的通解是ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３，其中ｋ１，ｋ２，ｋ３ 是满足ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝０的任何数；
（Ｃ）ξ１，ξ２－ξ３ 是ＡＸ＝０的基础解系；
（Ｄ）ξ１－ξ２，ξ２－ξ３ 是ＡＸ＝０的基础解系．
解　选（Ｃ）．因为ξ１ 不是ＡＸ＝０的解．故ξ１，ξ２－ξ３ 不是ＡＸ＝０的基础解系．
（Ａ）正确　因为ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝１，故ｋ３＝１－ｋ１－ｋ２，则ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３＝ｋ１（ξ１－ξ３）＋ｋ２（ξ２－ξ３）＋

ξ３．ξ１－ξ３ 与ξ２－ξ３ 都是ＡＸ＝０的解，且线性无关，所以（Ａ）正确．
（Ｂ）正确　因为ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝０，故ｋ３＝－ｋ１－ｋ２，则ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３＝ｋ１（ξ１－ξ３）＋ｋ２（ξ２－ξ３），而ξ１

－ξ３，ξ２－ξ３ 是ＡＸ＝０的基础解系．
（Ｄ）正确　因为ξ１－ξ２，ξ２－ξ３ 都是ＡＸ＝０的解．且线性无关，又因Ｒ（Ａ）＝１，ｎ＝３，故它们是ＡＸ＝０的

基础解系．
例２３４　设Ｂ 是秩为２的５×４型矩阵．

α１＝

烄

烆

烌

烎

１
１
２
３

，　α２＝

－１
１
４
－

烄

烆

烌

烎１

，　α３＝

５
－１
－８

烄

烆

烌

烎９

其齐次线性方程组ＢＸ＝０的三个解向量．求ＢＸ＝０的解空间的一个标准正交基．
解　已知Ｒ（Ｂ）＝２，未知量个数ｎ＝４．故ＢＸ＝０的基础解系有４－２＝２个线性无关解向量．
现先求出α１，α２，α３ 的极大无关组：

（α１，α２，α３）＝

１ －１ ５
１ １ －１
２ ４ －８
３ －

烄

烆

烌

烎

→

１ ９

… →
行

１ －１ ５
０ ２ －６
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

可知α１，α２ 是α１，α２，α３ 的极大无关组，是ＢＸ＝０的基础解系．再用Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化方法：
令

β１＝α１＝

烄

烆

烌

烎

１
１
２
３

，　β２＝α２－
（α２，β１）
（β１，β１）β１＝

－４
３

２
３
１０
３
－

烄

烆

烌

烎２

．

再单位化：令

γ１＝
β１

‖β１‖
＝

１
槡１５
１
槡１５
２
槡１５
３
槡

烄

烆

烌

烎１５

，　γ２＝
β２

‖β２‖
＝

－２
槡３９
１
槡３９
５
槡３９
－３
槡

烄

烆

烌

烎３９

—５７—
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则γ１，γ２ 就是ＢＸ＝０的解空间的一个标准正交基．

例４３５　设线性方程组Ａｎ×ｎ·Ｘｎ×１＝ｂｎ×１．若Ｒ（Ａ）＝Ｒ
Ａ ｂ

ｂＴ（ ）０
，试证：这个方程组有解：

证　记（珚Ａ）＝（Ａ，ｂ），

Ｃ＝
Ａ ｂ

ｂＴ（ ）０
＝

珚Ａ

ｂＴ　（ ）０
．

显然有 Ｒ（珚Ａ）≤Ｒ（Ｃ），以及Ｒ（Ａ）≤Ｒ（珚Ａ）

则有 Ｒ（Ａ）≤Ｒ（珚Ａ）≤Ｒ（Ｃ）

现已知 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｃ）

故 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ），
即方程组ＡＸ＝ｂ有解．

例４３６　已知

Ｂ＝

１ －２ １ ０ ０
１ －２ ０ １ ０
１ －２ ３ －２ ０
５ －

烄

烆

烌

烎６ ０ ０ １

的行向量是方程组：

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＝０

３ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４－３ｘ５＝０

ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋６ｘ５＝０

５ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４－ｘ５＝

烅

烄

烆 ０

的解向量，试问：

（１）Ｂ 的４个行向量是否构成齐次方程组的基础解系；
（２）若不是，不用解方程组的方法．求一个基础解系．
解　（１）先求Ｒ（Ｂ）．用初等变换化为阶梯型，易知Ｒ（Ｂ）＝３，故知Ｂ 的四个行向量线性相关，它们不能

作为齐次方程组的基础解系．
（２）设此齐次方程组为ＡＸ＝０，容易算得Ｒ（Ａ）＝２，故知基础解系中有ｎ－ｒ＝５－２＝３个线性无关解．
可验证Ｂ 的第一，第二，第四行这三个向量线性无关．它们可作为ＡＸ＝０的一个基础解系．
例４３７　设Ａ 是ｎ×ｓ型矩阵．证明：存在ｓ×ｐ型矩阵Ｂ≠０，使ＡＢ＝０的充分必要条件是Ａ 的ｓ个列向

量是线性相关的．
证　“”

ＡＢ＝０ＡＢｉ＝０，ｉ＝１，…，ｐ
这里Ｂｉ 是Ｂ 的第ｉ列．由Ｂ≠０，知必有Ｂｊ≠０．即知ＡＸ＝０有非零解，则Ｒ（Ａ）＜ｓ，即Ａ 的ｓ个列向量线性相

关．
“”

Ａ 的ｓ个列向量线性相关，可知Ｒ（Ａ）＜ｓ．则ＡＸ＝０有非零解，选择ｐ个非零解，记为Ｂ１，…，Ｂｐ，把它们

排成矩阵Ｂ，即得ＡＢ＝０．

四、小　结

（１）线性方程组这一部分主要是两个大定理：①线性方程组ＡＸ＝ｂ有解判别定理．即看Ｒ（Ａ）＝？Ｒ（珚Ａ）．
②齐次方程组ＡＸ＝０的解空间的维数ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）．

一般说，讨论解的情况，总从Ｒ（Ａ）＝？Ｒ（珚Ａ）去考虑．若涉及解的结构．总应考虑ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）以

及相关的一些性质．
（２）在论证Ｒ（Ａ）＝？Ｒ（珚Ａ）时，一个常用的有效的方法是把增广矩阵珚Ａ 经过初等行变换化到阶梯型．然后

在阶梯型便可看清Ｒ（Ａ）与Ｒ（珚Ａ）的关系．同时，在求解线性方程组时，也要用到这个方法．因此，把矩阵经过

初等行变换化到阶梯型是这一部分的重要的基本功，必须掌握得很好，特别是对带有参数的矩阵化为阶梯型

不太容易做对，要重视．

—６７—
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第五章　矩阵的特征值与特征向量

矩阵的特征值与特征向量问题不仅 是 线 性 代 数 中 的 重 要 内 容，也 是 历 年 硕 士 研 究 生 入 学 考 试 的 重 点．
显含或隐含的特征值和特征向量问题层出不穷．

一、复习与考试要求

（１）理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质．
（２）了解相似矩阵的概念、性质，矩阵可对角化的条件以及实对称阵相似于对角阵的理论．
（３）熟练掌握求矩阵特征值和特征向量的方法．
（４）熟练掌握实对称阵正交相似于对角阵的方法．

二、基本概念与理论

１．矩阵的对角化

矩阵Ａ，若能相似变换到对角阵，就称Ａ 可以对角化，否则，就称Ａ 不能对角化．

２．相似矩阵

若存在可逆阵Ｕ，使Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则称Ａ 与Ｂ 相似．这里，Ａ，Ｂ 皆为ｎ 阶方阵．

３．相似矩阵的性质

（１）相似矩阵有相同的行列式．
（２）相似矩阵有相同的可逆性，且可逆时，它们的逆矩阵也相似．
（３）相似矩阵有相同的秩．
（４）相似矩阵有相同的特征多项式．
（５）相似矩阵有相同的特征值．

（６）相似矩阵有相同的迹．（矩阵Ａ 的迹，即为ｔｒ（Ａ）＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ）．

（７）若Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则Ｕ－１ＡｋＵ＝Ｂｋ，（ｋ∈Ｚ＋）．
（８）若Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则ｆ（Ａ）与ｆ（Ｂ）也相似．

（９）若Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则Ａ＋Ｅ 与Ｂ＋Ｅ 也相似．

４．特征值与特征向量

（１）定义　ｎ阶方阵Ａ，λ∈数域Ｆ，非零向量α．若Ａα＝λα，则称数λ是Ａ 的特征值，非零向量α是Ａ 的

属于λ的特征向量．

① 由定义可知，若α是Ａ 的属于λ 的特征向量，则ｋα（ｋ≠０，ｋ∈Ｆ）也是Ａ 的属于λ 的特征向量．

② 特征向量α是属于某个特征值的，它不能同时分属于两个不同的特征值．
（２）定理　数域Ｆ 上的ｎ 阶矩阵Ａ 可以对角化Ａ 有ｎ 个线性无关的特征向量．
这是因为

Ａ 可以对角化Ｕ－１ＡＵ＝

λ１

　

　　λ

烄

烆

烌

烎ｎ

ＡＵ＝Ｕ

λ１

　

　　λ

烄

烆

烌

烎ｎ
—７７—
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Ａ（α１，…，αｎ）＝（α１，…，αｎ）
λ１

　

　　λ

烄

烆

烌

烎ｎ
Ａαｉ＝λｉαｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

式中Ｕ＝（α１，…，αｎ）．α１，…，αｎ 是ｎ 个线性无关的特征向量．λ１，…，λｎ 是Ａ 的ｎ 个特征值．
（３）求特征值λ与特征向量α．

Ａα＝λα （λＥ－Ａ）α＝０


α≠０

｜λＥ－Ａ｜＝０．
因此，特征值就是特征方程｜λＥ－Ａ｜＝０的 根．属 于 某 个 特 征 值λ０ 的 特 征 向 量，就 是 求 解 齐 次 线 性 方 程 组

（λ０Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系．
（４）判断ｎ阶矩阵Ａ 是否有ｎ 个线性无关的特征向量？

① 定理：Ａ 的不同特征值所对应的特征向量是线性无关的．

② 推论１：若ｎ阶矩阵Ａ 有ｎ 个不同特征值，则Ａ 必可对角化．

③ 推论２：若特征值λｉ 对应ｓ个线性无关的特征向量，特征值λｊ 对应ｔ个线性无关的特征向量，则这ｓ＋
ｔ个特征向量还是线性无关的．

要注意，这里的定理和推论都只是充分条件，而不是充要条件．
５．实对称矩阵必可对角化

（１）实对称阵的性质：

① 实对称阵的特征值全是实数；

② 实对称阵的不同特征值对应的特征向量是正交的．
（２）定理：对于实对称阵Ａ，必存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝Ｄ．这里Ｄ 为对角阵．
（３）施密特正交化方法：把一组线性无关的向量α１，…，αｒ，通过下列公式化为一组与之等价的正交的向

量组β１，…，βｒ．

β１＝α１

β２＝α２－
（β１，α２）
（β１，β１）β１



βｒ＝αｒ－
（β１，α１）
（β１，β１）β１－…－

（βｒ－１，αｒ）
（βｒ－１，βｒ－１）

·βｒ－１

烅

烄

烆 ．

６．ｎ阶矩阵Ａ 与特征值的关系

（１）λ１＋λ２＋…＋λｎ＝ｔｒ（Ａ）＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ．

（２）λ１·λ２·…·λｎ＝｜Ａ｜．

（３）若可逆阵Ａ 有特征值λ，则Ａ－１有特征值１
λ

，Ａ 有特征值１
λ

·｜Ａ｜．

（４）若Ａ 有特征值λ，则Ａｎ 有特征值λｎ．
（５）实对称阵Ａ 的特征值全是实数．
（６）实反对称阵Ａ 的特征值只能是零或纯虚数．
（７）正交阵的特征值的模必为１．
（８）正定阵的特征值全大于零．
（９）上（下）三角阵的特征值即为其对角线元素．

三、基本题型与解题方法

例５１　求矩阵Ａ＝

－２ １ １

０ ２ ０

－

熿

燀

燄

燅４ １ ３

的特征值和特征向量．

—８７—
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分析　这是最基本的特征值问题，只需按定义求解即可．

解　｜Ａ－λΕ｜＝

－２－λ １ １

０ ２－λ ０

－４ １ ３－

熿

燀

燄

燅λ
＝…＝－（λ＋１）（λ－２）２，

所以Ａ 的特征值为λ１＝－１，λ２＝λ３＝２．
当ｘ１＝－１时，解齐次线性方程组（Ａ＋Ｅ）Ｘ＝０，由

Ａ＋Ｅ＝

－１ １ １

０ ３ ０

－

熿

燀

燄

燅
→

４ １ ４

１ ０ －１

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

得基础解系　ξ１＝
　１　

　０　

　１

熿

燀

燄

燅　

，

所以对应于λ１＝－１的全部特征向量为ｋ１ξ１（ｋ≠０）．
当λ２＝λ３＝２时，解齐次线性方程组（Ａ－２Ｅ）Ｘ＝０．由

Ａ－２Ｅ＝

－４ １ １

０ ０ ０

－

熿

燀

燄

燅
→

４ １ １

１ －１／４ －１／４

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

得基础解系　ξ２＝
　 ０　

　 １　

　－１

熿

燀

燄

燅　

，ξ３＝
　１　

　０　

　４

熿

燀

燄

燅　

，

所以对应于λ２＝λ３＝１的全部特征向量为

ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３（ｋ２，ｋ３ 不同时为０），

因为Ａ 有三个线性无关的特征向量ξ１，ξ２，ξ３，所以Ａ 可以对角化．
例５２　求证Ａ 为奇异矩阵的充要条件为０是Ａ 的一个特征值．
分析　有关特征值的证明题基本上都是与特征值定义表达式ＡＸ＝λＸ（Ｘ≠０）分不开的．当λ＝０时，得

ＡＸ＝０，问题便转化为讨论齐次线性方程组有非零解的条件．
证　必要性　设Ａ 奇异，则ＡＸ＝０有非零解Ｘ 即

ＡＸ＝０Ｘ
从而０是Ａ 的特征值．

充分性　设０是Ａ 的一个特征值，则有ξ≠０，使Ａξ＝０，ξ≠０，即ＡＸ＝０有非零解，从而Ａ 是奇异的．
本题更为简单的证明方法是Ａ 奇异｜Ａ｜＝λ１λ２…λｎ＝０λ１，…，λｎ 中至少有一个特征值λｉ＝０．
例５３　若λ≠０是ＡＢ 的特征值，则λ必是ＢＡ 的特征值．（Ａ，Ｂ 可以是奇异阵，也可以是长方矩阵）．

　　分析　若λ是ＡＢ 的特征值，则由定义必存在特征向量ξ（ξ≠０），使ＡＢξ＝λξ，要证λ也是ＢＡ 的特征值，

则需证明存在向量η≠０，使ＢＡη＝λη，（未 必ξ＝η）．由 此 可 见 将ＡＢξ＝λξ 两 边 左 乘Ｂ 才 能 过 渡 到ＢＡη＝

λη，这时有η＝Βξ，剩下的问题是要证η≠０，这时要用条件λ≠０．
证　因为λ是ＡＢ 的特征值，所以存在列向量ξ≠０，使

ＡＢξ＝λξ，

上式两边左乘Ｂ 得

ＢＡＢξ＝λΒξ，

令η＝Βξ．这时η≠０．否则有λξ＝ΑΒξ＝０，而ξ≠０，则得到λ＝０，这与已知条件矛盾，故η≠０，这表明

ＢＡη＝λη
成立，所以λ也是ＢＡ 的特征值．

例５４　已知矩阵　Ａ＝

２ ０ ０

０ ０ １

０ １

熿

燀

燄

燅ｘ
与Ｂ＝

２ ０ ０

０ ｙ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
相似．

—９７—
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（１）求ｘ与ｙ；

（２）求一个满足Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ 的可逆阵Ｐ ．
分析　这是１９８８年数学（试卷一）的８分题．由于Ａ 已经相似于对角阵Ｂ，所以实际上已给出了Ａ 的两

个特征值，这样就避免了需解三次方程来求特征值的困难，而将考试目的转向了其他方向：利用 相 似 的 概 念

求参数ｘ，ｙ以及求Ａ 的特征向量．
解

（１）因为Ａ 和Ｂ 相似，所以有

｜Ａ－λΕ｜＝｜Ｂ－λΕ｜，

可以得到　　（２－λ）（ｘ２－ｘλ－１）＝（２－λ）（λ－ｙ）（λ＋１），

比较等式两端的系数，得ｘ＝０，ｙ＝１．
（２）由（１）知矩阵Ａ 的特征值为２，１，－１．
当λ１＝２时，由

（Ａ－λ１Ｅ）Ｘ＝

０ ０ ０

０ －２ １

０ １ －

熿

燀

燄

燅２

　ｘ１　

　ｘ２　

　ｘ３

熿

燀

燄

燅　

＝０，

解得　ξ１＝（１，０，０）Ｔ，这是对应于λ１＝２的一个特征向量．
当λ２＝１时，由

（Ａ－λ２Ｅ）Ｘ＝

１ ０ ０

０ －１ １

０ １ －

熿

燀

燄

燅１

　ｘ１　

　ｘ２　

　ｘ３

熿

燀

燄

燅　

＝０，

解得对应于λ２＝１的特征向量ξ２＝（０，１，１）Ｔ．
当λ３＝－１时，由

（Ａ－λ３Ｅ）Ｘ＝

１ ０ ０

０ １ １
熿

燀

燄

燅０ １ １

　ｘ１　

　ｘ２　

　ｘ３

熿

燀

燄

燅　

＝０，

解得对应于λ３＝－１的一个特征向量ξ３＝（０，１，－１）Ｔ．
令

Ｐ＝

１ ０ ０

０ １ １

０ １ －

熿

燀

燄

燅１
，

因为Ａ 的特征值互不相同，所以对应的特征向量ξ１，ξ２，ξ３ 线性无关．（进一步，由于Ａ 是实对称阵，故ξ１，ξ２，

ξ３ 两两正交），从而矩阵Ｐ可逆且满足　Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
例５５　设三阶实对称阵Ａ 的特征值为λ１＝－１，λ２＝λ３＝１，对应于λ１ 的特征向量为ξ１＝（０，１，１）Ｔ，求

Ａ．
分析　这是１９９５年数学（试卷一）的７分题．因为要求的三 阶 方 阵Ａ 是 实 对 称 的，所 以Ａ 一 定 有 三 个

两两正交的单位特征向量．只要求出这三个特征向量，再由给出的特征值即可求出Ａ．从已给出的ξ１＝（０，

１，１）Ｔ 出发，可以求出与ξ１ 正交的对应于λ２＝λ３＝１的两个互相正交 的 特 征 向 量ξ２＝（１，０，０）Ｔ，ξ２＝（０，１，

－１）Ｔ（这可通过解线性方程组（０，１，１）（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝０得出）．
解　从上面的分析已经得到了Ａ 的三个互相正交的特征向量ξ１，ξ２，ξ３，再将它们单位化，故取

Ｐ＝

０ １ ０

１／槡２ ０ １／槡２

１／槡２ ０ －１／槡

熿

燀

燄

燅２

，

—０８—
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从而Ｐ－１＝ＰＴ．
所以得

　　ＡＴ ＝ＰΛＰ－１

＝

０ １ ０

１／槡２ ０ １／槡２

１／槡２ ０ －１／槡

熿

燀

燄

燅２

－１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

０ １／槡２ １／槡２
１ ０ ０

０ １／槡２ －１／槡

熿

燀

燄

燅２

＝

１ ０ ０

０ ０ －１

０ －

熿

燀

燄

燅１ ０

．

例５６　设Ａ 为ｎ 阶正交的对称正定阵，求证Ａ 必为单位矩阵．
分析　由Ａ 为对称阵的条件，可以断言Ａ 正交相似于对角阵，且对角线元素全为实数．再由正定阵的条

件得出Ａ 的特征值全为正数．加上Ａ 是正交阵的条件，最后证明出Ａ 的特征值全为１，即Ａ 正交相似于单位

阵，从而Ａ 是单位阵．
证　因为Ａ 是实对称阵，所以Ａ 的特征值全为实数．又Ａ 是正定阵，则Ａ 的特征值全为正数．设有非零

列向量Ｘ
使

ＡＸ＝λΧ，

由　ＡＴ＝Ａ，ＡＴＡ＝Ｅ，得到Ａ２＝Ｅ．从ＡＸ＝λΧ，两边左乘Ａ 得Ａ２Ｘ＝λΑΧ＝λ２Ｘ，λ２Ｘ＝Ｘ，故λ２＝１，从而Ａ 的

特征值只能是１．
由Ａ 对称，则存在正交阵Ｐ使Ｐ－１ＡＰ＝Ｅ，所以

Ａ＝Ｅ．

例５７　设　Ａ＝

１ ０ ２

０ １ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，求Ａ９．

分析　本题看上去似乎与特征值无 关，但 若 硬 求Ａ９，计 算 量 必 然 很 大．这 类 问 题 的 一 般 解 法 是 先 将Ａ
相似于对角形Λ，再求Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Λ，这样得Ａ＝ＰΛＰ－１，Ａ９＝ＰΛ９Ｐ－１．

解法１　先求出Ａ 的特征值λ１＝λ２＝１，λ３＝－１．
当λ１＝λ２＝１时，由（Ａ－Ｅ）Ｘ＝０解出对应于λ１＝λ２＝１的两个线性无关的特征向量

ξ１＝（１，０，０）Ｔ，ξ２＝（１，－１，０）Ｔ

当λ３＝－１时，由（Ａ＋Ｅ）Ｘ＝０解出对应于λ３＝－１的特征向量

ξ３＝（１，０，－１）Ｔ，

令 Ｐ＝

１ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，得　Ｐ－１＝

１ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，

这时有　Ａ＝Ｐ－１ΛＰ

　　　　　　Ａ９ ＝Ｐ－１Λ９Ｐ＝

１ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

１

１

－

熿

燀

燄

燅１

９ １ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

＝
Ａ１ Ａ２

０ －［ ］１

Ｅ ０

０ －［ ］１

Ａ１ Ａ２

０ －［ ］１

＝
Ａ１ －Ａ２［ ］０ １

－Ａ２ Ａ２

０ －［ ］１
＝

Ａ２
１ Ａ１Ａ２＋Ａ２

０ －［ ］１

＝

１ ０ ２

０ １ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，

—１８—
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其中 Ａ１＝
１ １

０ －［ ］１
，　Ａ２＝［］１

０
．

解法２　因为Ａ２＝Ｅ，所以Ａ９＝Ａ．
评注　这是试探法，先求Ａ２，Ａ３，再从中找规律．这种方法只在少数特殊情形才可以用得上．

例５８　已知λ１，λ２，…，λｎ 是ｎ 阶方阵ａ＝（ａｉｊ）的ｎ个特征值，试证λ２
１＋λ２

２＋…＋λ２
ｎ＝ 

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊａｊｉ．

分析　本题初一看很难找到思路，但从特征值定义的表达式ＡＸ＝λＸ（Ｘ≠０），易得Ａ２Ｘ＝λ２Ｘ，这表明如

果λ是Ａ 的特征值，则λ２ 是Ａ２ 的特征值，另外Ａ＝（ａｉｊ）的特征值λ１，λ２，…，λｎ 与Ａ 的元素有以下关系，λ１＋

λ２＋…＋λｎ＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ这两件事启发我们只要证明 

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊａｊｉ就是Ａ２ 的对角元素之和即可完成本题的证明．

证　因为λ１，…，λｎ 是Ａ 的ｎ 个特征值，所以λ２
１，…，λ２

ｎ 是Ａ２ 的ｎ个特征值．

又因为λ１＋λ２＋…＋λｎ＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ＝ｔｒ（Ａ），

所以 λ２
１＋λ２

２＋…＋λ２
ｎ＝ｔｒ（Ａ２），

而 ｔｒ（Ａ２）＝ 
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊａｊｉ．

例５９　Ａ 是实反对称阵．证明：

（１）Ａ 的特征值只能是零或纯虚数；

（２）｜Ｅ－Ａ｜≠０，　｜Ｅ＋Ａ｜≠０．
证　（１）设ＡＸ＝λＸ，λ可能复数，Ｘ 也可能是复向量．两边共轭转置：珚ＸＴ珚ＡＴ＝珔λ珚ＸＴ，由于珚Ａ＝Ａ，ＡＴ＝－Ａ，

故上式即为－珚ＸＴＡ＝珔λ珚ＸＴ，两边右乘Ｘ，得－λ珚ＸＴＸ＝珔λ珚ＸＴＸ，

即 （λ＋珔λ）珚ＸＴＸ＝０，

记　Ｘ＝

Ｘ１



Ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，其中，Ｘｉ 均为复数，则珚ＸＴＸ＝
ｎ

ｉ＝１
｜Ｘｉ｜２≠０，

所以　（λ＋珔λ）＝０，即λ＝０．或λ是纯虚数．
（２）若｜Ｅ－Ａ｜＝０１是Ａ 的特征值．这与（１）所证结果矛盾．同样，若｜Ｅ＋Ａ｜＝０－１是Ａ 的特征值．

也与题设矛盾．
例５１０　Ａ 是正交阵，则Ａ 的特征值的模必为１．
证　设ＡＸ＝λＸ，λ与Ｘ 都可能是复的．两边共轭转置

珚ＸＴＡＴ＝珔λ珚ＸＴ

两边右乘ＡＸ 珚ＸＴＡＴＡＸ＝珔λ珚ＸＴＡＸ
即 珡ＸＴＸ＝λ珔λ珚ＸＴＸ
即有 （１－λ珔λ）珚ＸＴＸ＝０
由于珚ＸＴＸ≠０，故１－λ珔λ＝０｜λ｜２＝１｜λ｜＝１．

评注　① 对于抽象矩阵讨论特征值，经常中从定义式ＡＸ＝λＸ 去考虑．除了实对称阵（以及正定阵），这

里λ都有可能是复数．

② 在论证过程中，在等式两边 同 作 一 种 运 算．对 于 复 向 量，常 先 考 虑 作 共 轭 转 置，然 后 运 算．在 例５９
中，两边右乘 Ｘ；在例５１０题中，两边右乘了ＡＸ，这要视题目的条件不同而用不同的运算．

例５１１　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，且Ａ 与Ｂ 相似，Ｅ 为ｎ 阶单位阵．则 （　）

（Ａ）λＥ－Ａ＝λＥ－Ｂ；

（Ｂ）Ａ 与Ｂ 有相同的特征值和特征向量；

（Ｃ）Ａ 与Ｂ 都相似于一个对角矩阵；

（Ｄ）对任意常数ｔ，ｔＥ－Ａ 与ｔＥ－Ｂ 相似．
解　选（Ｄ）．
（Ａ），（Ｂ），（Ｃ）结论都明显不对．
由Ｕ－１ＡＵ＝ＢＵ－１（ｔＥ－Ａ）Ｕ＝Ｕ－１ｔＥＵ－Ｕ－１ＡＵ＝ｔＥ－Ｂ．所以，ｔＥ－Ａ 与ｔＥ－Ｂ 相似．

—２８—

第五章　矩阵的特征值与特征向量



例５１２　设Ａ 是ｎ 阶下三角阵，且ａ１１＝…＝ａｎｎ＝ａ且至少有一元素ａｉｊ≠０（ｉ＞ｊ），则Ａ 不能对角化．
证　（反证法）不妨设ａｎ１＝ｂ≠０，即

Ａ＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ｂ ａ

若Ａ 可以对角化，则存在可逆阵Ｕ，使

Ｕ－１ＡＵ＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

，即有Ｕ－１Ａ＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

Ｕ－１

记　Ｕ－１＝（α１，…，αｎ），即有

（α１，…，αｎ）

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ｂ ａ

＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

（α１，…，αｎ）．

注意　等号右端的分块矩阵的乘法不能运算，但数量阵与任何矩阵乘法可交换．

＝（α１，…，αｎ）

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

可得　ａ·α１＋ｂ·αｎ＝ａ·α１，ｂ·αｎ＝０，ｂ＝０．与已知矛盾．
例５１３　设

Ａ＝

１ －２ －４

－２ ｘ －２

－４ －

烄

烆

烌

烎２ １

，　Ｂ＝

５

ｙ
－

烄

烆

烌

烎４
．

Ａ 与Ｂ 相似，求ｘ，ｙ．
解　相似矩阵有相同的迹：２＋ｘ＝１＋ｙ．（１）相似矩阵有相同的行列式：｜Ａ｜＝｜Ｂ｜．（２）相似矩 阵 有 相 同

的特征值，故－４是Ａ 的特征值，因此有｜－４Ｅ－Ａ｜＝０．
在上述三式中，只要任选２个．就可解出ｘ和ｙ．

ｘ＝４，ｙ＝５．
例５１４　用观察法判断：

（１）矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ能否对角化？

（２）矩阵Ｇ 的特征值（四选一）；

（３）矩阵 Ｈ 的４个特征值．

其中 Ａ＝

１ １ －１

槡０ ３ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，　Ｂ＝

－１ ２ －１

０ －１ １

０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
，

Ｃ＝Ｅ３－２ββＴ（Ｅ３ 为三阶单位阵，β为三维实列向量．）

Ｇ＝

１ １ ０

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ １

　
①１，０，１． ②１，１，２．

③ －１，１，２． ④ －１，１，１．
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Ｈ＝

１ ２ ３ ４

２ ４ ６ ８

３ ６ ９ １２

烄

烆

烌

烎４ ８ １２ １６

．

解　Ａ 可以．因三阶矩阵有３个不同的特征值．

Ｂ 不可以，理由见例５１５．

Ｃ可以，因为Ｃ是实对称矩阵．

Ｇ 选③．

Ｈ 的４个特征值是：３０，０，０，０．因为 Ｈ 是实对称，必可相似变换到对角阵，又因 Ｈ 的秩为１，故对角阵的

对角线元素只有一个是非零的，其余３个 为 零．又４个 特 征 值 之 和 应 等 于 Ｈ 的 迹，故 这 个 非 零 的 特 征 值 为

３０．
例５１５　设二阶实矩阵Ａ，｜Ａ｜＜０，试证：Ａ 必可对角化．
证　｜Ａ｜＝λ１·λ２＜０．
由于复根出现必成对共轭，故λ１ 与λ２ 必为实根，且λ１≠λ２．二阶矩阵为２个不同特征值，因此必可对角

化．
例５１６　设Ａ 是ｎ 阶矩阵．证明：

（１）当ｎ是偶数，且｜Ａ｜＜０时，Ａ 既有正特征值，又有负特征值；

（２）当ｎ是奇数，且｜Ａ｜＞０时，Ａ 必有正特征值．当ｎ是奇数；且｜Ａ｜＜０时，Ａ 必有负特征值．
证　（１）｜Ａ｜＝λ１·λ２…λｎ＜０，当ｎ是 偶 数 时，特 征 值 不 可 能 全 是 复 根．由｜Ａ｜＜０，可 知：在ｎ个 特 征 值

中，于少有２个（或４个，６个，…）实根，它们相乘小于零，则必有正的特征值和负的特征值．
（２）类似（１）的讨论，可证．
例５１７　已知三阶矩阵Ａ 的特征值为１，－１，２，设Ｂ＝Ａ３－５Ａ２．试求：

（１）Ｂ 的特征值及其相似对角阵；

（２）计算｜Ｂ｜及｜Ａ－５Ｅ｜．
解　（１）因为三阶矩阵Ａ 有三个单特征值，故Ａ 必可对角化，即有

Ｕ－１ＡＵ＝

１

－１
烄

烆

烌

烎２
，也即 Ａ＝Ｕ

１

－１
烄

烆

烌

烎２
Ｕ－１，

则

Ｂ＝Ａ３－５Ａ２ ＝Ｕ

１

－１
烄

烆

烌

烎８
Ｕ－１－Ｕ

５

５
烄

烆

烌

烎２０

Ｕ－１

＝Ｕ

－４

－６

－

烄

烆

烌

烎１２

Ｕ－１，

即　Ｕ－１ＢＵ＝

－４

－６

－

烄

烆

烌

烎１２

，知Ｂ 的特征值为－４，－６，－１２．

（２） ｜Ｂ｜＝－４·（－６）·（－１２）＝－２８８．
又 ｜Ｂ｜＝｜Ａ２｜｜Ａ－５Ｅ｜＝｜Ａ｜２·｜Ａ－５Ｅ｜，

所以 ｜Ａ－５Ｅ｜＝－２８８
４ ＝－７２．

评注　一旦判断出Ａ 可以对角化，马 上 就 写 出Ｕ－１ＡＵ＝Ｄ（Ｄ 为 对 角 阵）．这 样，可 以 把 Ａ 表 示 为：Ａ＝

ＵＤＵ－１．再据题目的条件进行运算或论证．
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例５１８　若Ａ 为幂零阵（即Ａ≠０，但Ａｋ＝０，ｋ∈Ｚ＋）证明：

（１）Ａ 的特征值全为零；

（２）｜Ｅ＋Ａ｜＝１；

（３）Ａ 不能对角化．
证　（１）设ＡＸ＝λＸ，则ＡｋＸ＝λｋＸ．
由Ａｋ＝０，λｋＸ＝０，λｋ＝０，λ＝０．
（２）λＥ－Ａ（λ＋１）Ｅ－（Ｅ＋Ａ）．

上面的这个恒等表述表明：

λ是Ａ 的特征值λ＋１是Ｅ＋Ａ 的特征值．由（１）知，Ａ 的特征值全是零．则Ｅ＋Ａ 的特征值全是１，则｜Ｅ

＋Ａ｜＝λ１λ２·…·λｎ＝１×１×…×１＝１．

（３）（反证）若Ａ 可以对角化．则Ｕ－１ＡＵ＝Ｄ．由于Ａ 的特征值全是零，故这里Ｄ＝０．则有Ａ＝０．这与已知

Ａ≠０矛盾．
评注　（１）第（２）题中，建立了Ａ 与Ｅ＋Ａ 这两个矩阵的一个恒等表述关系，从而建立了Ａ 与Ｅ＋Ａ 之间

特征值的相互关系．这种方法对于Ａ 与ｋＥ＋Ａ 都是适用的．在求解某些题目时，是有用的．但要注意，并不是

任何两个矩阵之间都可建立这种关系的．
不妨可以思考一下：若Ａ 的特征值全是２，Ｂ 的特征值全是－１，能否断言Ａ＋Ｂ 的特征值全是１？

（２）用第（２）题的方法也可以证明：若（Ｅ＋Ａ）＝０　（ｍ∈Ｚ＋），则Ａ 可逆．
例５１９　设Ａ 是ｎ 阶方阵，λ＝２，４，６，…，２ｎ是Ａ 的ｎ 个特征值，求｜Ａ－３Ｅ｜．
解法１　由条件知Ａ 必可对角化，则

Ｕ－１ＡＵ＝

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

，　即　Ａ＝Ｕ

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｕ－１，

则

｜Ａ－３Ｅ｜＝ Ｕ

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｕ－１－３ＵＵ－１ ＝｜Ｕ｜·

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

－

３

３



烄

烆

烌

烎３

｜Ｕ－１｜

＝

－１

１

３



２ｎ－３

＝－１×１×３×５×…×（２ｎ－３）．

解法２　由于λＥ－Ａ（λ－３）Ｅ－（Ａ－３Ｅ）已知：λ是Ａ 的 特 征 值λ－３是Ａ－３Ｅ 的 特 征 值．所 以Ａ－

３Ｅ 的ｎ 个特征值为－１，１，３，…，（２ｎ－３）．即有｜Ａ－３Ｅ｜＝－１×１×３×５×…×（２ｎ－３）．
例５２０　设

Ａ＝

３ ４ ０ ０

４ －３ ０ ０

０ ０ ２ ４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ２

，求｜Ａ２ｋ｜与Ａ２ｋ．

解　把矩阵Ａ 表为分块矩阵形式．

Ａ＝
Ｂ ０

０（ ）Ｃ
，其中Ｂ＝

３ ４

４ －（ ）３
，Ｃ＝

２ ４（ ）０ ２
．

—５８—

线性代数



｜Ａ２ｋ｜＝｜Ａ｜２ｋ＝（｜Ｂ｜·｜Ｃ｜）２ｋ＝（－２５×４）２ｋ＝１００２ｋ．

Ａ２ｋ＝
Ｂ２ｋ ０

０ Ｃ２（ ）ｋ
　其中

Ｂ２ｋ＝（Ｂ２）ｋ＝
２５ ０（ ）０ ２５

ｋ

＝
２５ｋ ０

０ ２５（ ）ｋ
．

Ｃ２ｋ＝ ２·
１ ２（ ）（ ）０ １

２ｋ

＝２２ｋ·
１ ４ｋ（ ）０ １

＝
４ｋ ｋ·４ｋ＋１

０ ４（ ）ｋ
．

所以

Ａ２ｋ＝

２５ｋ ０ ０ ０

０ ２５ｋ ０ ０

０ ０ ４ｋ ｋ·４ｋ＋１

０ ０ ０ ４

烄

烆

烌

烎ｋ

．

评注　在计算Ｃ２ｋ的时候，用到了结论：
１ λ（ ）０ １

ｎ

＝
１ ｎλ（ ）０ １

．这当然也可临时递推．

在计算Ｂ２ｋ时，由于Ｂ２ｋ＝（Ｂ２）ｋ，而Ｂ２ 正好是对 角 阵，使 计 算 简 化 了，否 则，还 要 考 虑Ｂ 能 否 对 角 化（求

特征值，特征向量）．若可以，则可计算Ｂ 的高次幂．
例５２１　设

Ａ＝

ａ －１ ｃ

５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

烄

烆

烌

烎ａ
，｜Ａ｜＝－１．

又Ａ 的伴随阵Ａ 有一个特征值λ０，属于λ０ 的一个特征向量α＝（－１，－１，１）Ｔ．求ａ，ｂ，ｃ和λ０ 的值．

解　Ａα＝λ０α　　ＡＡα＝λ０Ａα
即 ｜Ａ｜α＝λ０Ａα，即－α＝λ０Ａα
即

λ０·
ａ －１ ｃ

５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

烄

烆

烌

烎ａ

－１

－１
烄

烆

烌

烎１

＝－

－１

－１
烄

烆

烌

烎１

．

即

λ０（－ａ＋１＋ｃ）＝１

λ０（－５－ｂ＋３）＝１

λ０（－１＋ｃ－ａ）＝－
烅
烄

烆 １

（１）

（２）

（３）

式（１）—式（３）：　　　λ０＝１
代入式（２） 　ｂ＝－３
代入式（１） 　ａ＝ｃ
又由｜Ａ｜＝－１，可解出ａ＝２，

所以，ａ＝ｃ＝２，ｂ＝－３，λ０＝１．

评注　和Ａ 有关的最基本的关系式就是ＡＡ ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ．
例５２２　已知三阶矩阵Ａ 与三维列向量Ｘ，使得Ｘ，ＡＸ，ＡＸ２ 线性无关，且满足Ａ３Ｘ＝３ＡＸ－２Ａ２Ｘ．
（１）记Ｐ＝（Ｘ，ＡＸ，ＡＸ２），求三阶矩阵Ｂ，使Ａ＝ＰＢＰ－１．
（２）计算｜Ａ＋Ｅ｜．
解　（１）设
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Ｂ＝

ａ１ ａ２ ａ３

ｂ１ ｂ２ ｂ３

ｃ１ ｃ２ ｃ

烄

烆

烌

烎３
．

由Ａ＝ＰＢＰ－１ＡＰ＝ＰＢ
即

Ａ（Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ）＝（Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ）

ａ１ ａ２ ａ３

ｂ１ ｂ２ ｂ３

ｃ１ ｃ２ ｃ

烄

烆

烌

烎３

得 ＡＸ＝ａ１Ｘ＋ｂ１ＡＸ＋ｃ１Ａ２Ｘ

Ａ２Ｘ＝ａ２Ｘ＋ｂ２ＡＸ＋ｃ２Ａ２Ｘ

Ａ３Ｘ＝３ＡＸ－２Ａ２Ｘ＝ａ３Ｘ＋ｂ３ＡＸ＋ｃ３Ａ２Ｘ
利用Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ 线性无关，可由上面三式解出：

Ｂ＝

０ ０ ０

１ ０ ３

０ １ －

烄

烆

烌

烎２
．

（２）由Ａ＝ＰＢＰ－１，知Ａ 与Ｂ 相似，则Ａ＋Ｅ 与Ｂ＋Ｅ 也相似，则

｜Ａ＋Ｅ｜＝｜Ｂ＋Ｅ｜＝

１ ０ ０

１ １ ３

０ １ －１

＝－４．

例５２３　设三阶实对称阵Ａ 的特征值是１，２，３．矩阵Ａ 属于特征值１，２的特征向量分别是：

α１＝（－１，－１，１）Ｔ，　α２＝（１，－２，－１）Ｔ．
（１）求Ａ 的属于特征值３的特征向量；

（２）求矩阵Ａ．
解　（１）设Ａ 的属于特征值３的特征向量是α３＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ．则因为Ａ 实对称，故属于不同特征值的

特征向量必正交，则有

αＴ
１α３＝－Ｘ１－Ｘ２＋Ｘ３＝０

αＴ
２α３＝Ｘ１－２Ｘ２－Ｘ３＝｛ ０

（１）

方程组（１）的基础解系可解得为ξ＝（１，０，１）Ｔ。

所以，属于特征值３的特征向量为α３＝ｋ·（１，０，１）Ｔ，ｋ为任意非零常数．
（２）若记

Ｐ＝（α１α２α３）＝

－１ １ １

－１ －２ ０

１ －

烄

烆

烌

烎１ １

，

则有

Ｐ－１ＡＰ＝

１ ０ ０

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

，即Ａ＝Ｐ

１ ０ ０

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

Ｐ－１．

由Ｐ可求得Ｐ－１：

Ｐ－１＝１
６

－２ －２ ２

１ －２ －１
烄

烆

烌

烎３ ０ ３

，则Ａ＝１
６

１３ －２ ５

－２ １０ ２
烄

烆

烌

烎５ ２ １３

．

—７８—
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例５２４　设矩阵

Ａ＝

１ －１ １

ｘ ４ ｙ
－３ －

烄

烆

烌

烎３ ５

，

已知Ａ 有３个线性无关的特征向量，λ＝α是Ａ 的二重特征值．试求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ为对角阵．
解　因三阶矩阵Ａ 有三个线性无关的特征向量，故必可对角化．又已知λ＝２是二重特征值，故对应于λ

＝２的线性无关的特征向量有２个，因此在（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０中，秩（２Ｅ－Ａ）＝１．

（２Ｅ－Ａ）＝

１ １ －１

－ｘ －２ －ｙ
３ ３ －

烄

烆

烌

烎３
→

１ １ －１

０ ｘ－２ －ｘ－ｙ
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．

由上式右端矩阵秩为１，可知ｘ＝２，ｙ＝－２．
所以，

Ａ＝

１ －１ １

２ ４ －２

－３ －

烄

烆

烌

烎３ ５

，

｜λＥ－Ａ｜＝（λ－２）２（λ－６）．
对于λ１＝λ２＝２，解（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到对应的特征向量为α１＝（１，－１，０）Ｔ，α２＝（１，０，１）Ｔ；对于λ３＝６，

解（６Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到对应的特征向量为

α３＝（１，－２，３）Ｔ．
令

Ｐ＝（α１，α２，α３）＝

１ １ １

－１ ０ －２
烄

烆

烌

烎０ １ ３

，

则

Ｐ－１ＡＰ＝

２ ０ ０

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ６

．

评注　在矩阵对角化问题中，若可以对角化，则特 征 根λ０ 的 重 数（也 称 代 数 重 数）必 与 求 解（λ０Ｅ－Ａ）Ｘ

＝０的基础解系中线性无关向量的个数（也称几何重数）相同．而在线性方程组理论中知道：此基础解系中线

性无关向量的个数（即解空间的维数）等于ｎ－Ｒ（λ０Ｅ－Ａ）．

例５２５　设矩阵Ａ＝

１ １ ａ

１ ａ １

ａ

烄

烆

烌

烎１ １

，向量β＝

１

１

－

烄

烆

烌

烎２
，

已知线性方程组ＡＸ＝β有解但不惟一，试求：

（１）ａ的值；

（２）正交矩阵Ｑ，使ＱＴＡＱ 为对角阵．
解　（１）把增广阵作初等行变换

（Ａ，β）＝

１ １ ａ １

１ ａ １ １

ａ １ １ －

烄

烆

烌

烎２
→…→

１ １ ａ １

０ ａ－１ １－ａ ０

０ ０ （ａ－１）（ａ＋２） ａ＋

烄

烆

烌

烎２
，

由于方程组有解但不惟一，故Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，β）＜３，所以ａ＝－２．
（２）由（１），把ａ＝－２代入Ａ 中，计算｜λＥ－Ａ｜＝λ（λ－３）（λ＋３）．知 特 征 值 为λ１＝３，λ２＝－３，λ３＝０，并

分别求出它们所对应的特征向量：

—８８—
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α１＝

１

０

－

烄

烆

烌

烎１
，　α２＝

１

－２
烄

烆

烌

烎１

，　α３＝
烄

烆

烌

烎

１

１

１

．

因为Ａ 实对称，故它们已正交，只需单位化：

β１＝

１
槡２
０

－１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　β２＝

１
槡６
－２
槡６
１
槡

烄

烆

烌

烎６

，　β３＝

１
槡３
１
槡３
１
槡

烄

烆

烌

烎３

．

令 Ｑ＝（β１，β２，β３），　即有　Ｑ－１ＡＱ＝ＱＴＡＱ＝

３ ０ ０

０ －３ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．

例５２６

设矩阵Ａ＝

２ １ １

１ ２ １

１ １

烄

烆

烌

烎ａ
可逆，向量α＝（１，ｂ，１）Ｔ 是矩阵Ａ 的一个特征向量，λ是α 对应的特 征 值，其 中

Ａ 是Ａ 的伴随阵．试求：ａ，ｂ和λ 的值．
解　由Ａ 可逆Ａ 可逆λ≠０．

又由Ａα＝λαＡＡα＝λＡα

Ａα＝１
λ｜Ａ｜α，

即

２ １ １

１ ２ １

１ １

烄

烆

烌

烎ａ

１

ｂ
烄

烆

烌

烎１
＝｜Ａ｜

λ
·

１

ｂ
烄

烆

烌

烎１

即

３＋ｂ＝｜Ａ｜
λ

２＋２ｂ＝｜Ａ｜
λ

·ｂ

ａ＋ｂ＋１＝｜Ａ｜

烅

烄

烆 λ

　
　

（１）

　
　

（２）

　
　

（３）

由式（１），式（３）　ａ＝２；

由式（１），式（２）　ｂ＝１或－２．
又由

｜Ａ｜＝

２ １ １

１ ２ １

１ １ ａ

＝３ａ－２＝４，

故由式（１）得

λ＝｜Ａ｜
３＋ｂ＝ ４

３＋ｂ．

所以，当ｂ＝１时，λ＝１；

当ｂ＝－２时，λ＝４．

—９８—
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　　例５２７

已知ξ＝

１

１

－

烄

烆

烌

烎１
是矩阵Ａ＝

２ －１ ２

５ ａ ３

－１ ｂ －

烄

烆

烌

烎２
的一个特征向量．

（１）试确定参数ａ，ｂ及特征向量ξ 所对应的特征值λ．
（２）问Ａ 能否对角化？说明理由．
解　（１）Ａξ＝λξ，即（Ａ－λＥ）ξ＝０．

即

２－λ －１ ２

５ ａ－λ ３

－１ ｂ －２－

烄

烆

烌

烎λ

１

１

－

烄

烆

烌

烎１
＝
烄

烆

烌

烎

０

０

０

，

即

（２－λ）－１－２＝０

５＋（ａ－λ）－３＝０

－１＋ｂ＋（２＋λ）＝０
烅
烄

烆 ，
　解出

λ＝－１

ａ＝－３

ｂ＝０
烅
烄

烆 ．

（２）Ａ＝

２ －１ ２

５ －３ ３

－１ ０ －

烄

烆

烌

烎２

｜λＥ－Ａ｜＝－（λ＋１）３，λ＝－１是三重根．求解（－Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，由于

（－Ｅ－Ａ）＝

－３ １ －２

－５ ２ －３
烄

烆

烌

烎１ ０ １

→

１ ０ １

０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ２ ２

→

１ ０ １

０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

知Ｒ（－Ｅ－Ａ）＝２，即知（－Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系中只有一个线性无关的特征向量，因此，Ａ 不能对角化．
例５２８　设矩阵

Ａ＝

０ １ ０ ０

１ ０ ０ ０

０ ０ ｙ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

．

（１）已知Ａ 的一个特征值为３，试求ｙ；

（２）求矩阵Ｐ，使（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）为对角矩阵．
解　（１）

｜λＥ－Ａ｜＝

λ －１ ０ ０

－１ λ ０ ０

０ ０ λ－ｙ －１

０ ０ －１ λ－２

＝（λ２－１）·［λ２－（ｙ＋２）λ＋（２ｙ－１）］＝０，

令λ＝３代入上式，得ｙ＝２．则

Ａ＝

０ １ ０ ０

１ ０ ０ ０

０ ０ ２ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

．

（２）由于ＡＴ＝Ａ，故（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）＝ＰＴＡＴＡＰ＝ＰＴＡ２Ｐ，而

—０９—
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Ａ２＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ ５ ４

烄

烆

烌

烎０ ０ ４ ５

，

由式（１）了解得Ａ 的特征值为：λ１＝λ２＝１，λ３＝－１，λ４＝３．则Ａ２ 的特征值为λ１＝λ２＝λ３＝１，λ４＝９．
分别求出Ａ２ 的对应于特征值的特征向量为

α１－

烄

烆

烌

烎

１

０

０

０

，　α２＝

烄

烆

烌

烎

０

１

０

０

，　α３＝

０

０

－１

烄

烆

烌

烎１

，　α４＝

烄

烆

烌

烎

０

０

１

１

．

它们已经正交，只需再单位化：

Ｐ１＝

烄

烆

烌

烎

１

０

０

０

，　Ｐ２＝

烄

烆

烌

烎

０

１

０

０

，　Ｐ３＝

０

０

０－１
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　Ｐ４＝

０

０

０１
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

则

Ｐ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ －１
槡２

１
槡２

０ ０ １
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，

（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）＝ＰＴＡ２Ｐ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ９

．

评注　实对称阵必可正交相似变换到对角阵，而正交相似变换正好是合同变换（即Ｐ－１＝ＰＴ）．
例５２９　设矩阵Ａ 与Ｂ 相似，

Ａ＝

１ －１ １

２ ４ －２

－３ －３

烄

烆

烌

烎ａ

，　Ｂ＝

２ ０ ０

０ ２ ０

０ ０

烄

烆

烌

烎ｂ
．

（１）求ａ，ｂ的值；

（２）求可逆阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
解　（１）因为Ａ 与Ｂ 相似，所以

｜Ａ｜＝｜Ｂ｜
ｔｒ（Ａ）＝ｔｒ（Ｂ｛ ）

　即
６ａ－６＝４ｂ

５＋ａ＝４＋｛ ｂ
　解出

ａ＝５

ｂ＝６｛ ．

（２）对于λ１＝λ２＝２，求解（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，即特征向量为

α１＝

１

－１
烄

烆

烌

烎０

，　α２＝
烄

烆

烌

烎

１

０

１

．

—１９—
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对于λ３＝６，求解（６Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，得

α３＝

１

－２
烄

烆

烌

烎３

．则令Ｐ＝（α１，α２，α３）＝

１ １ １

－１ ０ －２
烄

烆

烌

烎０ １ ３

．

就有 Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
例５３０　设

Ａ＝

ａ １ １

１ ａ －１

１ －１

烄

烆

烌

烎ａ

．

求可逆阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ为对角阵，并计算｜Ａ－Ｅ｜．
解

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－ａ －１ －１

－１ λ－ａ １

－１ １ λ－ａ

＝（λ－ａ－１）２（λ－ａ＋２）．

特征值 λ１＝λ２＝ａ＋１，　λ３＝ａ－２．
对应于λ１＝λ２＝ａ＋１，求解（（ａ＋１）Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，得两个线性无关的特征向量．

α１＝
烄

烆

烌

烎

１

１

０

，　α２＝
烄

烆

烌

烎

１

０

１

．

对应于λ３＝ａ－２，求解（（ａ－２）Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，求得特征向量：

α３＝

－１烄

烆

烌

烎
１

１

．

则令

Ｐ＝（α１，α２，α３）＝

１ １ －１

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ １

可有

Ｐ－１ＡＰ＝

ａ＋１ ０ ０

０ ａ＋１ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
．

｜Ａ－Ｅ｜＝ Ｐ·
ａ＋１ ０ ０

０ ａ＋１ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
Ｐ－１－ＰＰ－１ ＝｜Ｐ｜·

ａ＋１ ０ ０

０ ａ＋１ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
－

１ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

·｜Ｐ－１｜

＝

ａ ０ ０

０ ａ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎３
＝ａ２（ａ－３）．

评注　注意矩阵中带有参数的特征值的求解过程，以及求相应的特征向量的过程．
例５３１　设矩阵

Ａ＝

３ ２ ２

２ ３ ２
烄

烆

烌

烎２ ２ ３

，　Ｐ＝

０ １ ０

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，　Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ．

—２９—
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求Ｂ＋２Ｅ 的特征值与特征向量．
解　由Ａ 可求得Ａ ，由Ｐ可求得Ｐ－１：

Ａ ＝

５ －２ －２

－２ ５ －２

－２ －

烄

烆

烌

烎２ ５

，　Ｐ－１＝

０ １ －１

１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

则

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ＝

７ ０ ０

－２ ５ －４

－２ －

烄

烆

烌

烎２ ３

，　Ｂ＋２Ｅ＝

９ ０ ０

－２ ７ －４

－２ －

烄

烆

烌

烎２ ５

．

｜λＥ－（Ｂ＋２Ｅ）｜＝（λ－９）２（λ－３）．
对应于特征值λ１＝λ２＝９，求解（９Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ））Ｘ＝０的基础解系．求得特征向量为

η１＝

－１烄

烆

烌

烎
１

０

，　η２＝

－２烄

烆

烌

烎
０

１

．

故对应于特征值９的全部特征向量为ｋ１η１＋ｋ２η２．其中，ｋ１，ｋ２ 是任意的不全为零的常数．
对应于特征值λ３＝３，求解（３Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ））Ｘ＝０的基础解系．求得特征向量为

η３＝
烄

烆

烌

烎

０

１

１

，则对应于特征值３的全部特征向量为ｋ３η３．ｋ３ 为任意的非零常数．

例５３２　设

Ａ＝

ａ１

ａ２



ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

（ａ１ａ２…ａｎ），　ａｉ∈Ｒ，　ａ１≠０．

求Ａ 的特征值与特征向量．
解　记Ａ＝ααＴ．α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ．易知Ａ 是实对称．

Ａ２＝ααＴααＴ＝α（αＴα）αＴ＝Ｋ·ααＴ＝Ｋ·Ａ．这里 Ｋ＝
ｎ

ｉ＝１
ａ２

ｉ．

设ＡＸ＝λＸ，Ａ２Ｘ＝λ２ＸＫＡＸ＝λ２ＸＫλＸ＝λ２Ｘ（Ｋλ－λ２）Ｘ＝０（Ｋλ－λ２）＝０．　λ＝０或λ＝

Ｋ．
由于Ｒ（Ａ）＝１，Ａ 实对称必可对角化，故知λ１＝Ｋ，λ２＝λ３＝…＝λｎ＝０．

再求特征向量．对于λ１＝Ｋ＝αＴα，ＡＸ＝λ１Ｘ．即ααＴＸ＝αＴαＸ，可见取Ｘ＝α等式即成立，即 属 于 特 征 值

λ１ 的特征向量为

Ｐ１＝α＝

ａ１

ａ２



ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

．

对应于特征值λ＝０，ＡＸ＝Ｏ·Ｘ＝Ｏ．

→Ａ … →
行

ａ１ ａ２ … ａｎ

０ ０ … ０
   

０ ０ …

烄

烆

烌

烎０
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即求解ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＝０的基础解系．可得

Ｐ２＝

－ａ２

ａ１

０


烄

烆

烌

烎０

，　Ｐ３＝

－ａ３

０

ａ１



烄

烆

烌

烎０

，　…　Ｐｎ＝

－ａｎ

０

０


ａ

烄

烆

烌

烎１

．

例５３３　Ａ，Ｂ 皆为ｎ 阶方阵．证明：Ａ·Ｂ 与ＢＡ 有相同的特征值．
证　设ＡＢＸ＝λＸ．λ是ＡＢ 的特征值．若λ＝０．｜ＡＢ｜＝０．｜ＢＡ｜＝０．λ＝０也是ＢＡ 的特征值．
若λ≠０，则ＢＸ≠Ｏ，在ＡＢＸ＝λＸ 等式两边左乘矩阵Ｂ，得ＢＡＢＸ＝λＢＸ，λ也是ＢＡ 的特征值．
评注　有本题的结论，就可以证明：若Ｅ＋ＡＢ 可逆，则Ｅ＋ＢＡ 也可逆．
例５３４　设Ａ，Ｂ 均为实对称阵．试证：存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝ＢＡ 与Ｂ 有相同的全部特征值．
证　必要性：若存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝Ｂ，则

｜λＥ－Ｂ｜＝｜λＥ－Ｔ－１ＡＴ｜＝｜λＴ－１Ｔ－Ｔ－１ＡＴ｜
＝｜Ｔ－１｜·｜λＥ－Ａ｜·｜Ｔ｜＝｜λＥ－Ａ｜．

即Ａ 与Ｂ 有相同的特征多项式，即Ａ 与Ｂ 有相同的全部特征值．
充分性：若Ａ 与Ｂ 有相同的全部特征值λ１，λ２，…，λｎ．又Ａ 与Ｂ 皆为实对称，故存在正交阵Ｔ１ 与Ｔ２，使

Ｔ－１
１ ＡＴ１＝

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，　Ｔ－１
２ ＢＴ２＝

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

．

即有　Ｔ－１
１ ＡＴ１＝Ｔ－１

２ ＢＴ２　　　`（Ｔ２Ｔ－１
１ ）Ａ（Ｔ１Ｔ－１

２ ）＝Ｂ．

即 （Ｔ１Ｔ－１
２ ）－１Ａ（Ｔ１Ｔ－１

２ ）＝Ｂ．

由于正交阵的逆阵还是正交阵，正交阵与正交阵相乘还是正交阵，故Ｔ＝Ｔ１·Ｔ－１
２ 也为正交阵．

例５３５　设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶实对称阵，λ是ＡＢ 的一个非实特征值，Ｘ 是ＡＢ 的对应于λ 的特征向量．证明：
珚ＸＴＢＸ＝Ｏ．

证　设ＡＢＸ＝λＸ，λ是复数，Ｘ 是复向量．上式两边共轭转置得珚ＸＴＢＡ＝珔λ珚ＸＴ．
再在等式两边右乘ＢＸ 得　珚ＸＴＢＡＢＸ＝珔λ珚ＸＴＢＸ．
即 λ珚ＸＴＢＸ＝珔λ珚ＸＴＢＸ．
即 （λ－珔λ）珚ＸＴＢＸ＝０．
由于λ非实，故λ－珔λ≠０，珚ＸＴＢＸ＝０．

例５３６　设有４阶矩阵Ａ 满足条件｜３Ｅ＋Ａ｜＝０．ＡＡＴ＝２Ｅ，｜Ａ｜＜０．其中Ｅ 为４阶单位阵．求Ａ 的伴随

阵Ａ 的一个特征值．
解　｜３Ｅ＋Ａ｜＝（－１）４·｜－３Ｅ－Ａ｜＝｜－３Ｅ－Ａ｜＝０可知λ＝－３是Ａ 的一个特征值．
由｜ＡＡＴ｜＝｜２Ｅ｜＝２４＝１６　｜Ａ｜＝４或－４．又因已知｜Ａ｜＜０，故｜Ａ｜＝－４．

由Ａ 有特征值－３，Ａ 可逆（因｜Ａ｜≠０）．故Ａ－１有特征值－１
３．

Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

 ＝－１
４Ａ 　　Ａ－１α＝－１

４Ａα＝－１
３α，

所以Ａα＝３
４α，即Ａ 有特征值４

３．

例５３７　已知Ａ 是ｎ 阶实对称阵，且Ａ２＝Ａ，试证：存在正交阵Ｔ，使得

Ｔ－１ＡＴ＝
Ｅｒ ０（ ）０ ０

，
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其中，Ｅｒ 是ｒ阶单位阵，ｒ＝Ｒ（Ａ）．
证　因Ａ 实对称，故存在正交阵Ｔ，使

Ｔ－１ＡＴ＝

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，λｉ（ｉ＝１，…，ｎ）是Ａ 的ｎ 个特征值，则有

Ａ＝Ｔ

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｔ－１，　Ａ２＝Ｔ

λ２
１

λ２
２



λ２

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｔ－１．

由于Ａ２＝Ａ，可得λ２
ｉ＝λｉ，（ｉ＝１，…，ｎ）．

即λｉ＝０或１．由于Ｒ（Ａ）＝对角阵中非零元素的个数，故知Ａ 的特征值中有ｒ个１，ｎ－ｒ个零，故

Ｔ－１ＡＴ＝
Ｅｒ ０（ ）０ ０

．

证法２　由Ａ２＝Ａ．设ＡＸ＝λＸＡ２Ｘ＝λ２Ｘ（λ２－λ）Ｘ＝０，λ＝０或１．
因Ａ 实对称，故必可正交相似变换到对角 阵，对 角 阵 的 对 角 线 元 素 即 为Ａ 的 特 征 值．Ａ 的 秩，即 为 特 征

值１的个数．已知Ｒ（Ａ）＝ｒ，故

Ｔ－１ＡＴ＝
Ｅｒ ０（ ）０ ０

．

例５３８　设Ａ 是ｎ 阶矩阵（ｎ＞１）．Ｒ（Ａ）＝１．试证：Ａ 可以对角化ｔｒ（Ａ）≠０．
证　因Ｒ（Ａ）＝１，故｜Ａ｜＝０，Ａ 有特征值０．且对应于特征值０的特征向量是求解（０·Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的

基础解系．由于Ｒ（Ａ）＝１，可知基础解系中线性无关的特征向量的个数为ｎ－１个．即知特征值０的重数≥ｎ

－１．
当Ａ 有ｎ 重０特征值时，此时ｔｒ（Ａ）＝０，但线性无关特征向量只有ｎ－１个，此时Ａ 不能对角化．
当Ａ 有ｎ－１重０特征值时，则另有一个特征值不等于０，此非零特征值即为ｔｒ（Ａ）．特征值ｔｒ（Ａ）对应一

个特征向量．此时，线性无关的特征向量总共有（ｎ－１）＋１＝ｎ个．因此Ａ 可以对角化．

例５３９　某试验性生产线每年一月份进行熟炼工与非熟炼工的人数统计．然后将 １
６

熟炼工支援其他生

产部门，其缺额由招收新的非熟炼工补齐．新、老 非 熟 炼 工 经 过 培 训 及 实 践 至 年 终 考 核 有 ２
５

成 为 熟 炼 工．设

第ｎ年一月份统计的熟炼工和非熟炼工所占百分比分别为ｘｎ 和ｙｎ，记成向量
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

．

（１）求
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

与
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

的关系式，并写成矩阵形成：
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝Ａ·
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

；

（２）验证η１＝（）４

１
，η２＝

－１（ ）１
是Ａ 的两个线性无关的特征向量，并求出相应的特征值；

（３）当
ｘ１

ｙ（ ）
１

＝

烄

烆

烌

烎

１
２

１
２

时，求
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

．

解　（１）
ｘｎ＋１＝

５
６ｘｎ＋

２
５

１
６ｘｎ＋ｙ（ ）ｎ

ｙｎ＋１＝
３
５

１
６ｘｎ＋ｙ（ ）

烅
烄

烆 ｎ

化简得
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ｘｎ＋１＝
９
１０ｘｎ＋

２
５ｙｎ

ｙｎ＋１＝
１
１０ｘｎ＋

３
５ｙ

烅
烄

烆 ｎ

即　
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝

９
１０

２
５

１
１０

烄

烆

烌

烎
３
５

ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

，于是Ａ＝

９
１０

２
５

１
１０

烄

烆

烌

烎
３
５

．

（２）令Ｐ＝（η１，η２）＝
４ －１（ ）１ １

，则｜Ｐ｜＝５≠０，

知η１，η２ 线性无关．

因Ａη１＝（）４

１
＝η１ 故η１ 为Ａ 的特征向量，且对应的特征值λ１＝１．

固Ａη２＝
－１

２
烄

烆

烌

烎
１
２

＝１
２η２，知η２ 为Ａ 的特征向量，且对应的特征值为λ２＝

１
２．

（３）
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝Ａ·
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

＝Ａ２·
ｘｎ－１

ｙｎ－
（ ）

１

＝…＝Ａｎ

烄

烆

烌

烎

１
２

１
２

．

由Ｐ－１ＡＰ＝
λ１ ０

０ λ（ ）
２

，　有　Ａ＝Ｐ
λ１ ０

０ λ（ ）
２

Ｐ－１

于是　Ａｎ＝Ｐ·
λ１ ０

０ λ（ ）
２

ｎ

Ｐ－１，　又　Ｐ－１＝１
５

１ １

－（ ）１ ４
．

故 Ａｎ ＝１
５

４ －１（ ）１ １

１ ０

０ （ ）１
２

烄

烆

烌

烎
ｎ

１ １

－（ ）１ ４

＝１
５

４＋（ ）１
２

ｎ

４－４·（ ）１
２

ｎ

１－（ ）１
２

ｎ

１＋４·（ ）１
２

烄

烆

烌

烎
ｎ

因此
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝Ａｎ·
烄

烆

烌

烎

１
２

１
２

＝１
１０

·
８－３·（ ）１

２

ｎ

２＋３·（ ）１
２

烄

烆

烌

烎
ｎ

．

四、小　结

（１）特征值与特征向量问题经常与线性方程组的理论，与向量组的线性相关性，与下一章的二次型等内

容有联系．这里，首先是求解特征值与特征向量是基本功，必须熟炼掌握．
（２）特征值与矩阵Ａ 的关系中，尤以（１）λ１＋λ２＋…＋λｎ＝ｆｔ（Ａ）；（２）λ１·λ２…λｎ＝｜Ａ｜更 为 重 要．另 外，

一些矩阵与特征值之间的关系也应熟悉．
（３）相似矩阵的性质应熟悉．
（４）矩阵能否对角化，是本章核心内容．“代数 重 数≥几 何 重 数”．这 个 结 论，我 们 没 有 证 明，但 读 者 应 该

知道，当取得等号时，就可以对角化（对每个特征值皆如此），否则就不能对角化．
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（５）实对称阵的性质和定理也是重要的，这与下一章二次型有很大关系．
（６）这一章中有些是充分必要的结论，有些仅是 充 分 而 不 必 要，有 些 是 必 要 而 不 充 分，这 些 内 容 在 复 习

时，要注意多思考．
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第六章　二次型

二次型问题实质上是实对称阵的对角化和实对称阵的特征值问题的延伸．所涉及的主要问题是二次型

化标准形及实对称阵的正定性及判别法．

一、复习与考试要求

（１）熟悉二次型的定义及其矩阵表示，了解二次型的秩．
（２）了解二次型和矩阵的正定性及其判别法．
（３）掌握用正交变换化二次型为标准形．

二、基本概念与理论

１．二次型

含ｎ个变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的二次齐次函数

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ 
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊｘｉｘｊ

称为二次型，当ａｉｊ为实数时，ｆ称为实二次型．

２．二次型的矩阵及秩

在二次型的表达式中取ａｉｊ＝ａｊｉ，则

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ＸＴＡＸ，

其中

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

   

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，　　Ｘ＝

　ｘ１　

　ｘ２　


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

．

对称矩阵Ａ 称为二次型ｆ 的矩阵，Ａ 的秩也称为二次型ｆ 的秩．

３．正（负）定矩阵

若对任何列向量Ｘ≠０，有

　　ｆ＝ＸＴＡＸ＞０（＜０），则称ｆ为正定（负定）二次型，相应地称对称阵Ａ 为正定（负定）矩阵．

　　ｆ＝ＸＴＡＸ≥０（≤０），则称ｆ为半正定（半负定）二次型，Ａ 为半正定（半负定）矩阵．

４．二次型ｆ化为标准形的方法

（１）对二次型ｆ＝ＸＴＡＸ 存在正交变换Ｘ＝ＰＹ，化二次型ｆ为标准形

ＹＴＰＴＡＰＹ＝λ１ｙ２
１＋λ２ｙ２

２＋…＋λｎｙ２
ｎ，

其中正交阵Ｐ使

Ｐ－１ＡＰ＝ＰＴＡＰ＝

λ１

λ２



λ

熿

燀

燄

燅ｎ

，Ｙ＝

　ｙ１　

　ｙ２　

　　

　ｙｎ

熿

燀

燄

燅　

．

５．正定二次型的判别法

二次型ｆ＝ＸＴＡＸ 是正定的充要条件是下列条件之一成立：
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① 对称阵Ａ 的特征值全大于零；

② 对称阵Ａ 的各阶顺序主子式全大于零，即

ａ１１＞０，
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

＞０，…，｜Ａ｜＞０．

６．负定二次型的判别法

二次型 ｆ＝ＸＴＡＸ 是负定的充要条件是下列条件之一成立：

①对称阵Ａ 的特征值全小于零；

②对称阵Ａ 的各阶顺序主要式中，奇数阶的全小于零，偶数阶全大于零．

③二次型———ＸＴＡＸ 是正定的二次型．

三、基本题型与解题方法

例６１　求一个正交变换，化二次型

ｆ＝ｘ２
１＋４ｘ２

２＋４ｘ２
３－４ｘ１ｘ２＋４ｘ１ｘ３－８ｘ２ｘ３

为标准形．
分析　这是１９９０年数学（试卷一）的８分题．是一种最基本的常规计算题型，它的解题步骤如下：

（１）写出二次型的矩阵Ａ，从而得矩阵表达形式ｆ＝ＸＴＡＸ，注意平方项系数ａｉｉ为Ａ 的对角元素，非平方

项系数的一半作为Ａ 的元素ａｉｊ，另一半作为Ａ 的元素ａｊｉ，这样得对称阵Ａ．
（２）求二次型的矩阵Ａ 的特征值和特征向量；

（３）将特征向量正交规范化，写出正交矩阵Ｐ及正交变换；

（４）写出二次型的标准形．
解　（１）写出ｆ的矩阵

Ａ＝

１ －２ ２

－２ ４ －４

２ －

熿

燀

燄

燅４ ４

，从而ｆ＝ＸＴＡＸ．

（２）由｜Ａ－λΕ｜＝－λ（（１－λ）（８－λ）－８）＝０，

得矩阵Ａ 的特征值λ１＝λ２＝０，λ３＝９．

对λ１＝λ２＝０，解 齐 次 线 性 方 程 组（Ａ－λ１Ｅ）Ｘ＝０得 两 个 线 性 无 关 的 向 量ξ１＝（２，１，０）Ｔ，ξ２＝（－２，０，

１）Ｔ．为得到两个正交的特征向量，将Ａ－λ１Ｅ 化简得到的非零行向量（１，－２，２）和ξ１＝（２，１，０）Ｔ 合 在 一 起

作系数阵，解线性方程组

１ －２ ２（ ）２ １ ０
Ｘ＝０

得 ξ２＝（－２，４，５）Ｔ

对于λ３＝９，解线性方程组　（Ａ－λ３Ｅ）Ｘ＝０得到

ξ３＝（１，－２，２）Ｔ．
（３）将ξ１，ξ２，ξ３ 单位化得

β１＝ξ１／‖ξ１‖＝１
槡５

（２，１，０）Ｔ，

β２＝ξ２／‖ξ２‖＝ １
槡３ ５

（－２，４，５）Ｔ，

β３＝ξ３／‖ξ３‖＝１
３

（１，－２，２）Ｔ，

以β１，β２，β３ 为列向量，构成正交阵

—９９—
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Ｐ＝

２
槡５

－２
槡３ ５

１
３

１
槡５

４
槡３ ５

－２
３

０ ５
槡３ ５

熿

燀

燄

燅
２
３

，

再写出正交变换Ｘ＝ＰＹ．
（４）写出二次型的标准形

ｆ＝ＸＴＡＸ
Ｘ＝


ＰＹ
９ｙ２

３

例６２　已知二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋５ｘ２
３＋２λｘ１ｘ２－２ｘ１ｘ３－４ｘ２ｘ３．

问λ取何值时，该二次型是正定的？

分析　这类问题可用正定阵的判别法来确定参数λ的范围，应用正定阵的充 要 条 件 是 它 的 各 阶 主 子 式

大于零即可求出λ的取值范围．
解　二次型矩阵为

Ａ＝

１ λ －１

λ １ －２

－１ －

熿

燀

燄

燅２ ５

，

Ａ＞０　  　｜Ａ１｜＝１＞０，

　　　　　　　｜Ａ２｜＝
１ λ

λ １，
＝１－λ２＞０，　　得　－１＜λ＜１，

　　　　　　　｜Ａ３｜＝４λ－５λ２＞０， 得　
λ＞０

λ＜４
５

烅
烄

烆 ．

所以，要使所给二次型正定，其充要条件是０＜λ＜４
５．

例６３　设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶正定对称阵，求证Ａ＋Ｂ，Ａ－１＋Ｂ－１也都是对称正定阵．
分析　要证Ａ＋Ｂ 正定，必须用定义，要证Ａ－１，Ｂ－１正定则要用到Ａ 正定的充要条件是其特征值全大于

零．
证　因为Ａ 正定，Ｂ 正定，所以对任意ｎ维非零列向量Ｘ，有

ＸＴＡＸ＞０，　ＸＴＢＸ＞０，

故得 ＸＴ（Ａ＋Ｂ）Ｘ＝ＸＴＡＸ＋ＸＴＢＸ＞０，

此即表明Ａ＋Ｂ 正定．
设λ是Ａ 的特征值，则有非零列向量Ｘ 使

ＡＸ＝λΧ，

因为Ａ 正定，所以Ａ 可逆，λ＞０．从而

Ａ－１Ｘ＝１
λΧ，

因此，１
λ

是Ａ－１的特征值，且１
λ＞０，故Ａ－１正定，同理Ｂ－１也正定．由前面得到的结果，则得Ａ－１＋Ｂ－１正定．

例６４　求证ｎ阶对称阵Ａ 正定的充要条件是

（１）存在可逆阵，使Ａ＝ＱＱＴ；

（２）存在正定阵Ｓ，使Ａ＝Ｓ２．
分析　对称正定阵的一个优良特性是可以对角化，而且正交相似的对角阵的对角线元素全大于零，从而

可将此对角阵分解成一个正定对角阵的平方，再分别求出Ｑ 和Ｓ ．

—００１—
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证　设λ１，λ２，…，λｎ 是Ａ 的特征值，因为Ａ 正定，故λｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，且存在正交阵Ｐ使

Ｐ－１ＡＰ＝

λ１

λ２



λ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

，

所以

Ａ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

′

ＰＴ，

令

Ｑ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

则得 Ａ＝ＱＱＴ．

另外，Ａ 可以表达成

Ａ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

ＰＴ·Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

ＰＴ，

令 Ｓ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

ＰＴ，

则得　　Ａ＝Ｓ２，且Ｓ正定．

例６５　已知方程５ｘ２＋５ｙ２＋ｃｚ２－２ｘｙ＋６ｘｚ－６ｙｚ＝１的图形是一个二次柱面，求常数ｃ，确定柱面的类

型，并求柱面母线的方向向量．
分析　本例把二次型与解析几何相结合，超出考试大纲的要求，但二次型的几何意义，考 生 也 应 该 有 所

了解，且设计线性代数与高等数学相结合的综合题，很可能是今后考试命题的一种趋势．
方程左端的二次型记为

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ＸＴＡＸ，Ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ

经正交变换Ｘ＝ＰＹ，二次型化为

ｆ＝ＹＴＰＴＡＰＹ＝λ１ｕ２＋λ２ｖ２＋λ３ω２，（Ｙ＝（ｕ，ｖ，ｗ）Ｔ）

由ｆ＝１的图形为二次柱面，知λｉ 中必有一个为０，无妨设λ３＝０，则柱面母 线 方 向 即 为 ｗ 轴 的 方 向，亦 即 对

应λ３＝０的特征向量方向．
解　方程左端二次型对应的矩阵

—１０１—
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Ａ＝

５ －１ ３

－１ ５ －３

３ －３

熿

燀

燄

燅ｃ

由Ａ 的一个特征值为０，知｜Ａ｜＝０，求得ｃ＝３．
由　ＡＸ＝０解得特征向量ｐ＝（－１，１，２）Ｔ，即为柱面母线的方向向量．

Ａ＝

５ －１ ３

－１ ５ －３

３ －３

熿

燀

燄

燅
→

ｃ

－１ ５ －３

０ ２ －１

０ ０ ｃ－

熿

燀

燄

燅３
，

因Ｒ（Ａ）＝２，解得ｃ＝３．

这时，｜λΕ－Ａ｜＝
λ－５ １ －３

１ λ－５ ３

－３ ３ λ－

熿

燀

燄

燅３
＝λ（λ－４）（λ－９）＝０，

故所求特征值为λ１＝０，λ２＝４，λ３＝９．
由上述特征值可知　ｆ（Ｘ）＝１所表示的二次曲面是椭圆柱面

４ｕ２＋９ｖ２＝１．
例６６　已知二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２

１－２ｘ２
２＋ｘ２

３＋２ｘ１ｘ３．
（１）试用配方法化二次型为标准形，并求变换矩阵；

（２）试用正交变换化二次型为标准形，并求变换矩阵；

（３）写出二次型的规范形，并求变换矩阵．
解　（１）ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２

１－２ｘ２
２＋ｘ２

３＋２ｘ１ｘ３＝（ｘ２
１＋２ｘ１ｘ３＋ｘ２

３）－２ｘ２
２＝（ｘ１＋ｘ３）２－２ｘ２

２，

令

ｙ１＝ｘ１＋ｘ３

ｙ２＝ｘ２

ｙ３＝ｘ
烅
烄

烆 ３

　及解出　

ｘ１＝ｙ１－ｙ３

ｘ２＝ｙ２

ｘ３＝ｙ３

烅
烄

烆 ，

即ｆ（ｘ）在Ｘ＝Ｐｙ后化为ｆ（ｙ）＝ｙ２
１－２ｙ２

２，其中

Ｐ＝

１ ０ －１

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

（２）二次型ｆ（ｘ）的矩阵为

Ａ＝

１ ０ １

０ －２ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ １

．

｜λＥ－Ａ｜＝λ（λ－２）（λ＋２）．
求出对应于λ１＝２的特征向量：α１＝（１，０，１）Ｔ；对应于λ２＝－２的特征向量：α２＝（０，１，０）Ｔ，对应于λ３＝

０的特征向量：α３＝（１，０，－１）Ｔ．
上述向量已经正交，只需单位化：

ξ１＝

１
槡２
０

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　ξ２＝
烄

烆

烌

烎

０

１

０

，　ξ３＝

１
槡２
０

－１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

—２０１—
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则

Ｔ＝（ξ１，ξ２，ξ３）＝

１
槡２

０ １
槡２

０ １ ０

１
槡２

０ －１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

令Ｘ＝ＴＹ，则ｆ（ｘ）在变换Ｘ＝ＴＹ下，化为标准形ｆ（Ｙ）＝２ｙ２
１－２ｙ２

２．
（３）若由（２）往下做，再令Ｙ＝ＲＺ，这里，

Ｒ＝

１
槡２

０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

则 ｆ（Ｚ）＝ＺＴ（ＲＴ·（ＴＴＡＴ）Ｒ）Ｚ＝ＺＴ·
１

－１
烄

烆

烌

烎０
·Ｚ＝ｚ２

１－ｚ２
２．

即为规范形，此时所用的变换矩阵为

Ｍ＝Ｔ·Ｒ＝

１
槡２

０ １
槡２

０ １ ０

１
槡２

０ －１
槡

烄

烆

烌

烎２

·

１
槡２

０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝

１
２ ０ １

槡２

０ １
槡２

０

１ ０ －１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

若由（１）往下做，则可再令Ｙ＝ＨＺ，这里，

Ｈ＝

１ ０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

则 ｆ（Ｚ）＝ＺＴ（ＨＴ（ＰＴＡＰ）Ｈ）Ｚ＝ＺＴ·
１ ０ ０

０ －１ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

·Ｚ＝ｚ２
１－ｚ２

２．即得规范形．

这时，所用的变换矩阵为

Ｎ＝Ｐ·Ｈ＝

１ ０ －１

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

·

１ ０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝

１ ０ －１

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

例６７　已知二次曲面方程：ｘ２＋ａｙ２＋ｚ２＋２ｂｘｙ＋２ｘｚ＋２ｙｚ＝４，可经过正交变换．

ｘ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｚ
＝Ｐ·

ξ

η
烄

烆

烌

烎ζ

化为椭圆柱面方程：η２＋４ζ２＝４．求ａ，ｂ的值和正交阵Ｐ．

—３０１—
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　　解

Ａ＝

１ ｂ １

ｂ ａ １
烄

烆

烌

烎１ １ １

，

ＰＴＡＰ＝Ｐ－１ＡＰ＝

０ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ４

．

则由相似矩阵性质：２＋ａ＝５，ａ＝３．
又由｜Ａ｜＝０，可解得ｂ＝１．

再求属于特征值λ１＝０，λ２＝１，λ３＝４的特征向量，并单位化，得

Ｐ１＝

１
槡２
０

－１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　Ｐ２＝

１
槡３
－１
槡３
１
槡

烄

烆

烌

烎３

，　Ｐ３＝

１
槡６
２
槡６
１
槡

烄

烆

烌

烎６

．

则Ｐ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）即为所求的正交阵．
例６８　试证：

１ ０（ ）０ １
　与　

－１ ０（ ）０ １

在实数域不是合同的，在复数域是合同的．
证　若合同，即存在可逆阵Ｐ，使

ＰＴ·
１ ０（ ）０ １

·Ｐ＝
－１ ０（ ）０ １

．

两边取行列式，得｜Ｐ｜２＝－１．这在实数域是不可能的．而在复数域，可有

ｉ ０（ ）０ １

Ｔ １ ０（ ）０ １

ｉ ０（ ）０ １
＝

－１ ０（ ）０ １
，

即
１ ０（ ）０ １

与
－１ ０（ ）０ １

是合同的．

例６９　证明：

Ａ＝

ａ１ ０ ０

０ ａ２ ０

０ ０ ａ

烄

烆

烌

烎３
　与　Ｂ＝

ａ２ ０ ０

０ ａ３ ０

０ ０ ａ

烄

烆

烌

烎１

是合同的．

证 Ｐ（１，２）·Ｐ（１，３）·Ａ·Ｐ（１，３）·Ｐ（１，２）＝Ｂ
而 Ｐ（１，２）·Ｐ（１，３）＝（Ｐ（１，３）·Ｐ（１，２））Ｔ，
记Ｐ＝Ｐ（１，３）·Ｐ（１，２），即有ＰＴＡＰ＝Ｂ．
而Ｐ是两个初等阵的乘积，故还是可逆阵．因此Ａ 与Ｂ 合同．

例６１０　设二次型ｆ＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３＋２αｘ１ｘ２＋２βｘ２ｘ３＋２ｘ１ｘ３ 经正交变换ｘ＝ＰＹ 化 成ｆ＝ｙ２

２＋２ｙ２
３．其

中，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ 都是三维列向量，Ｐ是三阶正交矩阵．试求常数α，β．
解　变换前后二次型的矩阵分别为

Ａ＝

１ α １

α １ β
１ β

烄

烆

烌

烎１
，　Ｂ＝

０ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

．

—４０１—
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由于Ｐ是正交阵，故ＰＴＡＰ＝Ｂ 即Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ，即Ａ 与Ｂ 相似，故｜λＥ－Ａ｜＝｜λＥ－Ｂ｜，展开即为

λ３－３λ２＋（２－α２－β２）λ＋（α－β）２≡λ３－３λ２＋２λ．
比较两端同次幂的系数，得α＝β＝Ｏ．

评注　注意二次型的矩阵变换，多为合同变换，而正交矩阵ＰＴ＝Ｐ－１，故也正是相似变换，可用相似矩阵

的一些性质．
例６１１　若ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ 经 过 可 逆 变 换ｘ＝Ｐｙ 后，化 为ｆ（Ｐｙ）＝ｙＴ（ＰＴＡＰ）ｙ，则 在 二 次 型ｆ（ｘ）与

ｆ（Ｐｙ）中，只要有一个是正定二次型，则另一个也是正定二次型．
证　设ｆ（ｘ）正定，往证ｆ（Ｐｙ）也正定．即证ＰＴＡＰ 正定．

　Ｚ≠Ｏ，　ＺＴ（ＰＴＡＰ）Ｚ＝（ＰＺ）ＴＡ（ＰＺ）．
由于Ｐ可逆，故ＰＺ还是任给的非零向量．由Ａ 正定，故（ＰＺ）ＴＡ（ＰＺ）＞０，即得ＰＴＡＰ正定．即ｆ（Ｐｙ）正定．

由于上述变换是可逆变换，故也有Ｙ＝Ｐ－１Ｘ．故上述证明过程可逆．证毕．
评注　从矩阵角度说，本题即证明了：合同变换保持矩阵的正定性不变．
例６１２　正定阵Ａ 的等价说法：

（１）对于实对称阵Ａ，Ｘ≠０，恒有ＸＴＡＸ＞０．
（２）实对称阵Ａ 的所有特征值λ１，…，λｎ．全大于零．
（３）Ａ 与Ｅ 合同；

（４）存在可逆阵Ｕ，使Ａ＝ＵＴＵ．
证　“（１）（２）”：已知ｆ（ｘ）＝ＸＴＡＸ＞０，由Ａ 实对称，故存在正交阵Ｑ，使经过Ｘ＝ＱＹ后，

ｆ（Ｑｙ）＝ＹＴ（ＱＴＡＱ）Ｙ＝ＹＴ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ
Ｙ＝λ１ｙ２

１＋…＋λｎｙ２
ｎ，

由例６１１知，ｆ（Ｑｙ）正定．而ｆ（Ｑｙ）正定的充分必要条件是λ１，…，λｎ 全 大 于 零．这 里 的λ１，…，λｎ 是Ａ 的 全

部特征值．

（２）（３）：　ｆ（ｘ）＝ＸＴＡＸ
Ｘ＝ＱＹ

Ｑ
→

正交
ｆ（Ｑｙ）＝ＹＴ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ
Ｙ，

再令Ｙ＝ＰＺ，其中Ｐ＝

１
λ槡１



１
λ槡

烄

烆

烌

烎ｎ

．则得

ｆ（ＱＰＺ）＝ＺＴＥＺ，其中的矩阵变换即ＰＴ（ＱＴＡＱ）Ｐ＝Ｅ．
即Ａ 与Ｅ 合同．

（３）（４）：已知存在可逆阵Ｐ，ＰＴＡＰ＝Ｅ，则有Ａ＝（ＰＴ）－１Ｐ－１＝（Ｐ－１）ＴＰ－１＝ＵＴＵ．这里Ｕ＝Ｐ－１是 可 逆

阵．
（４）（１）：　已知Ａ＝ＵＴＵ．Ｕ 可逆．

Ｘ≠０，ＸＴＡＸ＝ＸＴＵＴＵＸ＝（ＵＸ）Ｔ（ＵＸ）＞０．即Ａ 正定．
例６１３　若Ａ，Ｂ 都是正定阵，则Ａ＋Ｂ 也是正定阵．
证　（Ａ＋Ｂ）Ｔ＝ＡＴ＋ＢＴ＝Ａ＋Ｂ 故对称．

Ｘ≠０，　ＸＴ（Ａ＋Ｂ）Ｘ＝ＸＴＡＸ＋ＸＴＢＸ＞０．
所以，Ａ＋Ｂ 是正定阵．

评注　若已知正定阵，则它必是实对称．若要证矩阵是正定阵．则应先证对称．
例６１４　若Ａ 是正定阵，则Ａ－１，Ａ ，Ａｎ 皆为正定阵．
证　（Ａ－１）Ｔ＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１，故Ａ－１对称．
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设Ａ 的特征值λ，则由Ａ 正定．知λ＞０．而Ａ－１的特征值为１
λ．则可知Ａ－１的特征值也全大于零．故Ａ－１正定．

Ａ ，Ａｎ 的正定性类似可证．
例６１５　若Ａ 是正定阵，则ａｉｉ＞０，（ｉ＝１，…，ｎ）．

证　因Ａ 正定，故Ａ＝ＵＴＵ．（Ｕ 为可逆阵）．而ＵＴＵ 的对角线元素正是Ｕ 的每一列元素的平方和．由于Ｕ
可逆，故每一列皆非零向量，故平方和必大于零．

例６１６　若Ａ，Ｂ 都是正定阵，且ＡＢ＝ＢＡ，则Ａ·Ｂ 也是正定阵．
证　（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ＝ＢＡ＝ＡＢ，故Ａ·Ｂ 对称．
由Ａ 正定，Ａ＝ＰＴＰ．Ｐ为可逆阵，同理Ｂ＝ＱＴＱ，Ｑ 可逆．故ＡＢ＝ＰＴＰＱＴＱ．
再作相似变换：Ｑ（ＡＢ）Ｑ－１＝ＱＰＴＰＱＴＱＱ－１

＝ＱＰＴＰＱＴ＝（ＰＱＴ）Ｔ（ＰＱＴ）．
即等号右端是正定阵．即Ａ·Ｂ 与此正定阵相似．从而有相同的特征值，从而知Ａ·Ｂ 的特征值全大于零．因

此Ａ·Ｂ 正定．
例６１７　证明：二次型ｆ＝ＸＴＡＸ 在‖Ｘ‖＝１时的最大值为矩阵Ａ 的最大特征值．

证　因Ａ 实对称，故必存在正交阵Ｑ，使ＱＴＡＱ＝

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，这里λｉ 是Ａ 的特征值，且全为实数．

ｆ＝ＸＴＡＸ＝ＸＴＱＱＴＡＱＱＴＸ＝（ＱＴＸ）Ｔ（ＱＴＡＱ）（ＱＴＸ）

记向量ｙ＝ＱＴＸ，则由于正交变换是保模变换，故知‖ｙ‖＝‖ｘ‖＝１，则

ｆ＝ｙＴ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ
ｙ＝λ１ｙ２

１＋…＋λｎｙ２
ｎ

≤λｍａｘ（ｙ２
１＋…＋ｙ２

ｎ）＝λｍａｘ·‖ｙ‖＝λｍａｘ．

设λｍａｘ＝λｉ，只要取Ｙ０＝（０…１…０）Ｔ，此时

Ｙ０＝ＱＴＸ０，即Ｘ０＝ＱＹ０，且有‖Ｘ０‖＝１．则

ｆ（Ｘ０）＝ＸＴ
０ＡＸ０＝（ＱＹ０）ＴＡ（ＱＹ０）＝ＹＴ

０ＱＴＡＱＹ０

＝（０，…，１
ｊ
，…，０）

λ１



λｊ



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

０


１


烄

烆

烌

烎０

＝λｊ．

评注　证最大值，一般分为两步：第一步先证“≤”；第二步再证可以取到等号．与本题相仿，可以证明：二

次型ｆ在ｎ 维向量空间的单位球面上的最小值是二次型矩阵Ａ 的最小特征值．
例６１８　Ａ 实对称，试证：ｔ充分大后，ｔＥ＋Ａ 是正定阵．
证　（ｔＥ＋Ａ）Ｔ＝ｔＥ＋ＡＴ＝ｔＥ＋Ａ，对称．因Ａ 实对称，故Ａ 的特征值全是实数，则由

λＥ－Ａ（λ＋ｔ）Ｅ－（ｔＥ＋Ａ）

可知：λ是Ａ 的特征值λ＋ｔ是ｔＥ＋Ａ 的特征值．当ｔ充分大后，由于λ是实数，故可使λ＋ｔ＞０，即ｔ充分大

后，ｔＥ＋Ａ 的特征值全大于零，故ｔＥ＋Ａ 正定．
例６１９　若Ａ 实对称，Ａ３－Ａ２＋２Ａ＝２Ｅ，证明，Ａ 正定．
证　设ＡＸ＝λＸ．

（Ａ３－Ａ２＋２Ａ）Ｘ＝２Ｘ

　　　　　　（λ３－λ２＋２λ－２）Ｘ＝０

　λ３－λ２＋２λ－２＝０
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　（λ－１）（λ２＋２）＝０

　λ＝１，（λ２＋２≠０．因λ是实数）

　Ａ 的特征值大于零，故Ａ 正定．
例６２０　证明：

Ａ＝

２ －１

－１ ２ －１

－１ ２ －１

  

－１ ２ －１

－

烄

烆

烌

烎１ ２

　是正定阵．

证　Ａ 对称显然．记｜Ａ｜＝Ｄｎ．
则 Ｄｎ ＝２Ｄｎ－１－Ｄｎ－２＝２（２Ｄｎ－２－Ｄｎ－３）－Ｄｎ－２

＝３Ｄｎ－２－２Ｄｎ－３＝３（２Ｄｎ－３－Ｄｎ－４）－２Ｄｎ－３

＝４Ｄｎ－３－３Ｄｎ－４＝…＝（ｎ－１）Ｄ２－（ｎ－２）Ｄ１

＝（ｎ－１）·３－（ｎ－２）·２＝ｎ＋１．
可知Ａ 的所有顺序主子式全大于零．故Ａ 正定．

评注　矩阵Ａ 正定，等价说法有好几种，有的按定义论证方便，有的用特征值论证方便，有的用所 有 顺

序主子式大于零论证方便．
例６２１　若Ａ 为ｎ 阶实对称阵，且｜Ａ｜＜０．试证：必存在０≠ｘ∈Ｒｎ，使ＸＴＡＸ＜０．
证　因Ａ 实对称，故必存在正交阵Ｑ，使

Ｑ－１ＡＱ＝

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，λｉ（ｉ＝１，…，ｎ）是Ａ 的特征值，且均为实数．

由于｜Ａ｜＝λ１λ２…λｎ＜０，知λｉ 中必有负数，不妨设λ１＜０，则可令Ｙ０＝（１，０，…，０）Ｔ，可有

ＹＴ
０ＱＴＡＱＹ０＝（１，０，…，０）

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

１

０


烄

烆

烌

烎０

＝λ１＜０，

则只要取Ｘ＝ＱＹ０ 即为所求．

例６２２　设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ正定．证明：ｉ≠ｊ，都有｜ａｉｊ｜＜｜ａｉｉ·ａｊｊ｜
１
２ ．

证　把Ａ 的第ｉ行换到第一行，第ｊ行换到第二行，并把Ａ 的第ｉ列换到第一列，第ｊ列换到第二列，即

Ｐ（２，ｊ）Ｐ（１，ｉ）ＡＰ（１，ｉ）Ｐ（２，ｊ）＝Ｂ，

即 （Ｐ（１，ｉ）Ｐ（２，ｊ））ＴＡ（Ｐ（１，ｉ）Ｐ（２，ｊ））＝Ｂ．
即有　Ａ 与Ｂ 合同．由于合同变换保持正定性不变，知Ｂ 正定．则Ｂ 的二阶顺 序主子式大于零．即

ａｉｉ ａｉｊ

ａｉｊ ａｊｊ

＞０．　即｜ａｉｊ｜＜｜ａｉｉ　ａｊｊ｜
１
２ ．

例６２３　设Ａ，Ｂ 是两个ｎ 阶实对称阵，且Ｂ 正定．试证：存在一个ｎ阶可逆阵Ｃ，使ＣＴＡＣ与ＣＴＢＣ同时

成为对角阵．
证　因Ｂ 正定，所以，Ｂ 与Ｅ 合同，即存在可逆阵Ｐ，使ＰＴＢＰ＝Ｅ．而ＰＴＡＰ 仍为实对称，则 存 在 正 交 阵

Ｑ，使ＱＴ（ＰＴＡＰ）Ｑ＝Ｄ．（Ｄ 为对角阵）．而ＱＴ（ＰＴＢＰ）Ｑ＝ＱＴＥＱ＝Ｅ．
则可令Ｃ＝ＰＱ．是可逆阵，有

ＣＴＡＣ＝Ｄ，ＣＴＢＣ＝Ｅ．皆为对角阵．
评注　有两个矩阵Ａ，Ｂ，先从条件强的Ｂ 开始考虑．
例６２４　设Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶实对称阵，且Ａ 为正定阵．试证：Ａ·Ｂ 的特证值都是实数．
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证　因Ａ 正定，故Ａ＝ＵＴＵ，Ｕ 为可逆阵．

　　｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＵＴＵＢ｜＝｜λＥ－ＵＴＵＢＵＴ（ＵＴ）－１｜

＝｜λＵＴ（ＵＴ）－１－ＵＴ（ＵＢＵＴ）（ＵＴ）－１｜＝｜ＵＴ｜·｜λＥ－ＵＢＵＴ｜｜（ＵＴ）－１｜

＝｜λＥ－ＵＢＵＴ｜．
由于Ｂ 实对称，ＵＢＵＴ 仍为实对称，故ＵＢＵＴ 的特征 值 皆 为 实 数．上 式 表 明：Ａ·Ｂ 与ＵＢＵＴ 有 相 同 的 特 征

多项式，即有相同的特征值．故Ａ·Ｂ 的特征值都是实数．
例６２５　设Ａ 为ｍ 阶实对称阵，且Ａ 正定．Ｂ 为ｍ×ｎ矩阵．试证：ＢＴＡＢ 为正定矩阵的充分必要条件是

Ｂ 的秩等于ｎ．
证　“必要性”．设Ａ 与ＢＴＡＢ 是正定阵．故（０≠ｘ）∈Ｒｎ，恒有ＸＴ（ＢＴＡＢ）Ｘ＞０，即

ＸＴ（ＢＴＡＢ）Ｘ＝（ＢＸ）ＴＡ（ＢＸ）＞０．
由于Ａ正定，欲使上不等式成立，必须ＢＸ≠０．（当Ｘ≠０时）．也即线性方程组ＢＸ＝０只有零解，即知Ｒ（Ｂ）＝ｎ．

“充分性”设 Ｒ（Ｂ）＝ｎ，则 ＢＸ＝Ｏ 只 有 零 解，即 Ｘ≠Ｏ，ＢＸ≠Ｏ．则 由 Ａ 正 定 可 知，Ｘ≠Ｏ，恒 有

（ＢＸ）ＴＡ（ＢＸ）＞Ｏ，即ＸＴ（ＢＴＡＢ）Ｘ＞Ｏ，即ＢＴＡＢ 正定．
（ＢＴＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＢ　对称显然．
评注　Ｒ（Ｂ）＝ｎ　　ＢＸ＝Ｏ 只有零解

　Ｘ≠Ｏ，ＢＸ≠０．
例６２６　设Ａ 为三阶实对称阵，且满足条件：

Ａ２＋２Ａ＝Ｏ，　Ｒ（Ａ）＝２．
（１）求Ａ 的全部特征值；

（２）当ｋ为何值时，矩阵Ａ＋ｋＥ 为正定阵．
解　（１）设ＡＸ＝λＸ，则Ａ２Ｘ＝λ２Ｘ

（Ａ２＋２Ａ）Ｘ＝（λ２＋２λ）Ｘ＝Ｏ．

　λ＝０，　λ＝－２．
由于Ａ 实对称，必可对角化，对角线上的元素即为Ａ 的特征值．又已知Ｒ（Ａ）＝２，故知

λ１＝λ２＝－２，　λ３＝０．
（２）λＥ－Ａ　　（λ＋ｋ）Ｅ－（Ａ＋ｋＥ），

即λ是Ａ 的特征值λ＋ｋ是Ａ＋ｋＥ 的特征值．即知Ａ＋ｋＥ 的特征值为ｋ－２，ｋ－２，ｋ．
由此可知，当ｋ＞２时，Ａ＋ｋＥ 的特征值全大于零．即正定．

例６２７　设矩阵

Ａ＝

１ ０ １

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ １

．

知阵Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２，其中，ｋ为实数．Ｅ 为单位阵．求对角阵Λ，使Ｂ 与Λ 相似．并求ｋ为何值时，Ｂ 为正定阵．
解法１　｜λＥ－Ａ｜＝λ（λ－２）２．

知Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝２，λ３＝０．
由Ａ 实对称，故存在正交阵Ｐ，使

ＰＴＡＰ＝

２

２
烄

烆

烌

烎０
＝Ｄ，　即有Ａ＝ＰＤＰＴ，

则 Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２＝（ｋＰＰＴ＋ＰＤＰＴ）２

＝（ｋＰＰＴ＋ＰＤＰＴ）·（ｋＰＰＴ＋ＰＤＰＴ）＝Ｐ（ｋＥ＋Ｄ）２ＰＴ

＝Ｐ·

（ｋ＋２）２ ０ ０

０ （ｋ＋２）２ ０

０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
ＰＴ．
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则

Λ＝

（ｋ＋２）２ ０ ０

０ （ｋ＋２）２ ０

０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
，

只要ｋ≠－２，且ｋ≠０时，Ｂ 的特征值全为正数，这时Ｂ 正定．
解法２　Ａ 是实对称阵，Ｒ（Ａ）＝２是显然的．
由于Ａ 的每行元素之和皆为２，知Ａ 有特征值２．又因Ｒ（Ａ）＝２，知 Ａ 有特征值０．又Ａ 必 可 对 角 化，对

角阵的对角线元素就是Ａ 的特征值，因此，对角线上另一个 元 素 也 是２，这 可 从λ１＋λ２＋λ３＝ｔｒ（Ａ）＝４中 求

得．
因此，Ａ的特征值为２，２，０．ｋＥ＋Ａ的特征值为ｋ＋２，ｋ＋２，ｋ．（ｋＥ＋Ａ）２ 的特征值为（ｋ＋２）２，（ｋ＋２）２，ｋ２．
由于ｋＥ＋Ａ 对称．（ｋＥ＋Ａ）２ 也是实对称，因此，Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２ 必可对角化．而对角阵即为

Λ＝

（ｋ＋２）２ ０ ０

０ （ｋ＋２）２ ０

０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
．

当ｋ≠－２，且ｋ≠０时，Ｂ 的特征值全大于零，即Ｂ 正定．
例６２８　设有ｎ元实二次型：

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝（ｘ１＋ａ１ｘ２）２＋（ｘ２＋ａ２ｘ３）２＋…＋（ｘｎ－１＋ａｎ－１ｘｎ）２＋（ｘｎ＋ａｎｘ１）２

其中，ａｉ（ｉ＝１，…，ｎ）为实数．试问：当ａ１，ａ２，…，ａｎ 满足何种条件时，ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为正定二次型．
解　由题设知，对任意的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，有ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）≥０，其中，等号成立当且仅当

ｘ１＋ａ１ｘ２＝０

ｘ２＋ａ２ｘ３＝０



ｘｎ－１＋ａｎ－１ｘｎ＝０

ｘｎ＋ａｎｘ１＝

烅

烄

烆 ０

（１）

方程组（１）仅有零解的充分必要条件是：

１ ａ１ ０ … … ０ ０

０ １ ａ２ … … ０ ０

０ ０ １ ａ３ … ０ ０

      

０ ０ ０ … … １ ａｎ－１

ａｎ ０ ０ … … ０ １

＝１＋（－１）ｎ＋１·ａ１ａ２…ａｎ≠０，

因此，当１＋（－１）ｎ＋１ａ１ａ２…ａｎ≠０时，对 于 任 意 的 不 全 为 零 的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 有ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＞０，即 当

ａ１ａ２…ａｎ≠（－１）ｎ 时，二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是正定二次型．

例６２９　设狏１，狏２，…狏ｎ 是ｎ 个两两正交的ｎ 维单位列向量，σ是实数，ｎ阶矩阵Ｈ＝Ｅ－σ狏１狏Ｔ
１．

（１）证明 Ｈ 是对称阵；

（２）证明狏１ 是 Ｈ 的特征向量，并求相应特征值；

（３）证明狏２，狏３，…狏ｎ 也是Ｈ 的特征向量，并求相应特征值；

（４）σ为何值时，Ｈ 是正交阵；

（５）σ在何范围内，Ｈ 是正定阵；

（６）σ在何范围内，Ｈ 是可逆阵；

（７）若 Ｈ 可逆，且 Ｈ－１＝Ｅ－μ狏１·狏Ｔ
１（μ为实数），求μ与σ应满足的关系式．
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证　（１）ＨＴ＝（Ｅ－σｖ１·ｖＴ
１）Ｔ＝Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１＝Ｈ，即 Ｈ 对称．

（２）Ｈ狏１＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）狏１＝狏１－σ狏１＝（１－σ）狏１．且λ１＝１－σ．

（３）Ｈ狏２＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）狏２＝狏２－０＝狏２，知λ２＝１．类似可证狏３，…，狏ｎ 是特征向量，且λ３＝…＝λｎ＝１．

（４）ＨＴＨ ＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１）＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）·（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１）

＝Ｅ－２σ狏１·狏Ｔ
１＋σ２狏１·狏Ｔ

１＝Ｅ－（２σ－σ２）狏１·狏Ｔ
１．

当２σ－σ２＝０时，即σ＝０或σ＝２时，ＨＴＨ＝Ｅ，Ｈ 为正交阵．
（５）由（２），（３）可知，当σ＜１时，Ｈ 的所有特征值全大于零，Ｈ 正定 。

（６）由（２），（３）可知，当σ≠１时，所有特征值不等于零，Ｈ 可逆．
（７）Ｈ·Ｈ－１＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１）·（Ｅ－μ狏１·狏Ｔ
１）＝Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１－μ狏１·狏Ｔ
１＋σ·μ狏１·狏Ｔ

１，

应有－σ－μ＋σμ＝０，即μ＝ σ
σ－１

，（σ≠１）．

例６３０　设Ａ，Ｂ 均为实对称阵，若Ａ 的特征值全大于ａ，Ｂ 的特征值全大于ｂ，试证：

（１）Ａ－ａＥ 的特征值全大于零；

（２）Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 是正定矩阵；

（３）Ａ＋Ｂ 的特征值全大于ａ＋ｂ．
证　（１）λＥ－Ａ（λ－ａ）Ｅ－（Ａ－ａＥ）

即λ是Ａ 的特征值λ－ａ是Ａ－ａＥ 的特征值．现已知λ＞ａ，故Ａ－ａＥ 的特征值λ－ａ＞０．
（２）同理可证：Ｂ－ｂＥ 的特征值全大于零．由于Ａ，Ｂ 均为实对称阵，知Ａ－ａＥ 与Ｂ－ｂＥ 均为实对称阵，

它们的特征值又全大于零，故Ａ－ａＥ 与Ｂ－ｂＥ 均为正定阵．所以，Ｘ≠０，

ＸＴ（Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ）Ｘ＝ＸＴ（（Ａ－ａＥ）＋（Ｂ－ｂＥ））Ｘ＝ＸＴ（Ａ－ａＥ）Ｘ＋ＸＴ（Ｂ－ｂＥ）Ｘ＞０．
所以，Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 是正定阵．（显然它也是对称阵）．

（３）λＥ－（Ａ＋Ｂ）（λ－（ａ＋ｂ））Ｅ－（Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ）

即λ是Ａ＋Ｂ 的特征值λ－（ａ＋ｂ）是Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 的特征值．由（２）知，Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 是正定阵，故λ－
（ａ＋ｂ）＞０．即λ＞ａ＋ｂ，所以，Ａ＋Ｂ 的特征值全大于ａ＋ｂ．

例６３１　设Ａ为ｎ阶实对称矩阵 ，Ｒ（Ａ）＝ｎ，Ａｉｊ是Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ中元素ａｉｊ的代数余子式（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）二

次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝
ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｊ＝１

Ａｉｊ

｜Ａ｜ＸｉＸｊ．

（１）记Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，把ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）写成矩阵形式，并证明二次型ｆ（ｘ）的矩阵为Ａ－１；

（２）二次型ｇ（ｘ）＝ＸＴＡＸ 与ｆ（ｘ）的规范形是否相同？说明理由．
解　（１）二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的矩阵形式为

ｆ（ｘ）＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）·
１

｜Ａ｜
·

Ａ１１ Ａ２１… Ａｎ１

Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２

  

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

由Ｒ（Ａ）＝ｎ，即Ａ 可逆，且Ａ－１＝ １
｜Ａ｜

·Ａ ，又Ａ 实对称，（Ａ－１）Ｔ＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１．故Ａ－１也是实对称．因此，

ｆ（ｘ）的矩阵为Ａ－１．
（２）ｇ（ｘ）＝ＸＴＡＸ，　ｆ（ｘ）＝ＸＴＡ－１Ｘ，

由于（Ａ－１）ＴＡ·Ａ－１＝（Ａ－１）Ｔ＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１，所以，Ａ 与Ａ－１合同．于是ｇ（ｘ）与ｆ（ｘ）有相同的规范形．

四、小　结

本章的中心问题有两类：

（１）二次型化标准形．用正交变换化二次型为标准形与上一章的对称阵正交相似于对角阵是同一个问
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题，而以两种形式出现．需要注意的是特征多项式有重 根 的 情 形，所 求 的 的 特 征 向 量 可 能 不 一 定 正 交，这 时

一定要先正交规范化．
（２）正定矩阵，常用的正定阵的充要条件是：① 其特征值全大于零；② 各阶顺序主子式全大于零．

综合练习题

１ 求证　

ａｘ＋ｂｙ ａｙ＋ｂｚ ａｚ＋ｂｘ

ａｙ＋ｂｚ ａｚ＋ｂｘ ａｘ＋ｂｙ
ａｚ＋ｂｘ ａｘ＋ｂｙ ａｙ＋ｂｚ

＝（ａ２＋ｂ２）
ｘ ｙ ｚ

ｙ ｚ ｘ

ｚ ｘ ｙ

．

２ 求证　

ｃｏｓα １ ０ … ０ ０

１ ２ｃｏｓα １ … ０ ０

０ １ ２ｃｏｓα … ０ ０
     

０ ０ ０ … １ ２ｃｏｓα

＝ｃｏｓｎα．

３ 已知三阶矩阵Ａ 的特征值为１，２，－４，又设Ｂ＝Ａ２＋２Ａ，求：

（１）矩阵Ｂ 的特征值及其相似对角阵；

（２）｜Ｂ｜及｜Ａ－５Ｅ｜．

４（１９８９年数学（试卷一）的３分题）设Ａ 是四阶矩阵，且Ａ 的行列式｜Ａ｜＝０，则Ａ 中 （　）

（Ａ）必有一列元素全为０；

（Ｂ）必有两列元素对应成比例；

（Ｃ）必有一列向量是其余各列向量的线性组合；

（Ｄ）任一列向量是其他各列向量的线性组合．

５ 设Ａ＝

－１ ０ ０

１ －１ ０

１ １ －

熿

燀

燄

燅１
，试计算（Ａ＋２Ｅ）－１（Ａ２－４Ｅ）

６ 设Ａｋ＝０（ｋ为正整数），证明

（Ｅ－Ａ）－１＝Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｋ－１

７ 设 ｍ 次多项式ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋ａｍｘｍ，记

ｆ（Ａ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Ａ＋ａ２Ａ２＋…＋ａｍＡｍ，

ｆ（Ａ）称为方阵Ａ 的ｍ 次多项式．

（１）设Λ＝
λ１ ０

０ λ［ ］
２

，求证Λｋ＝
λ１

ｋ ０

０ λ２
［ ］ｋ

，ｆ（Λ）＝
ｆ（λ１） ０

０ ｆ（λ２
［ ］） ；

（２）设Ｐ－１ＡＰ＝Λ，求证Ａｋ＝ＰΛｋＰ－１，ｆ（Ａ）＝Ｐｆ（Λ）Ｐ－１．

８ 证明：α１，α２，…，αｓ（其中α１≠０）线性相关的充分必要条件是至少有一个αｉ（１≤ｉ≤Ｓ）可被α１，α２，…，

αｉ－１线性表示．

９ 设α１，α２，…，αｒ 是一组线性无关的向量，βｉ＝
ｒ

ｊ＝１
ａｉｊαｊ，

ｉ＝１，２，…，ｒ，证明β１，β２，…，βｒ 线性无关的充分必要条件是

｜Ａ｜＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｒ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｒ

   

ａｒ１ ａｒ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｒｒ

≠０．

１０ 当把向量α加于向量组α１，α２，…，αｋ 后，向量组的秩不变，那么向量α可由向 量 组α１，α２，…，αｋ 线

性表示．

１１ 非零有序向量组α１，α２，…，αｋ，若任何一个向量都不能被它前面所有的向量线性表示，则α１，α２，…，
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αｋ 线性无关．

１２ 求下述线性方程组的通解

（ｎ－１）ｘ１＝ｘ２＋ｘ３＋…＋ｘｎ

（ｎ－１）ｘ２＝ｘ１＋ｘ３＋…＋ｘｎ

…

（ｎ－１）ｘｎ＝ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ－

烅

烄

烆 １

１３ 当λ取何值时，线性方程组

２ｘ１－ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＋４ｘ４＝２

ｘ１＋７ｘ２－４ｘ３＋１１ｘ４＝
烅
烄

烆 λ
有解？在有解时，求出所有解．

１４ 当ａ，ｂ，ｃ满足什么条件时，线性方程组

－２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝ａ

ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＝ｂ

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３＝
烅
烄

烆 ｃ
有解？在有解时，求出所有解．

１５ 设ｘ１－ｘ２＝ａ１，ｘ２－ｘ３＝ａ２，…，ｘ５－ｘ１＝ａ５，求证此方程组有解的充要条件为
５

ｉ＝１
ａｉ＝０，在有解的情

况下，求出它的一组解．

１６ 如果方阵Ａ 满足Ａ２＝Ａ，称Ａ 为幂等阵，求证幂等阵的特征值只能是０和１．

１７ 设λ是正交阵Ａ 的特征值，问１／λ是不是Ａ 的特征值？为什么？

１８（１）正交阵如果有实特征值，则它们只能是１和－１．
（２）正交阵不同的实特征值所对应的特征向量必定正交．

１９ 设λ是方阵Ａ 的特征值，ｘ是Ａ 的对应于λ 的特征向量，问λ是不是方阵ＡＴ 的特征值？为什么？Ｘ
是不是Ａｔ 的对应于λ的特征向量？

２０ 设方阵Ａ 的各行元素之和为ａ，则ａ是Ａ 的特征值，Ｘ＝（１，１，…，１）Ｔ 是Ａ 的对应于特征值ａ 的特征

向量．

２１ 写出二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３）２ 的矩阵形式，并求出二次型的对称阵的特征值．

２２ 设Ａ 为正交阵，｜Ａ｜＝－１，则－１一定是Ａ 的特征值．

简答与提示

３（１）Ｂ 的特征值为３，８，８，Ｐ－１ＢＰ＝ｄｉａｇ｛３，８，８｝；

（２）｜Ｂ｜＝１９２；　｜Ａ－５Ｅ｜＝－１０８．

４（Ｃ）．

５

－３ ０ ０

１ －３ ０

１ １ －

熿

燀

燄

燅３
．

６ 在（Ｅ－Ａ）－１等式两边同乘Ｅ－Ａ．

７（１）ｆ（Λ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Λ＋ａ２Λ２＋…＋ａｍΛｍ

＝
ａ０＋ａ１λ１＋…＋ａｍλ１

ｍ ０

０ ａ０＋ａ１λ１＋…＋ａｍλ１
［ ］ｍ

＝
ｆ（λ１） ０

０ ｆ（λ２
［ ］） ．

（２）ｆ（Ａ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Ａ＋ａ２Ａ２＋…＋ａｍＡｍ

＝ａ０ＰＰ－１＋ａ１ＰΛＰ－１＋ａ２ＰΛ２Ｐ－１＋…＋ａｍＰΛｍＰ－１

＝Ｐ（ａ０Ｅ＋ａ１Λ＋…ａｍΛｍ）Ｐ－１＝Ｐｆ（Λ）Ｐ－１．
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８ 存在一组不全为０的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 使

ｋ１α１＋…＋ｋｓαｓ＝０，从ｋｓ＝０同前讨论 ，直到某个ｋｉ≠０为止．

９ 必要性ｒ≥Ｒ（Ａ）≥Ｒ（β１，…，βｒ）≥Ｒ（α１，…，αｒ）＝ｒ．得｜Ａ｜≠０；

　 　充分性｜Ａ｜≠０得α１，…，αｒ 可由β１，…，βｒ 线性表示．
从而 Ｒ（α１，…，αｒ）≤Ｒ（β１，…，βｒ），得出β１，… ，βｒ 线性无关．

１０ 设αｉ１，…，αｉｒ是α１，…，αｋ 的极大线性无关组，从而 这 两 组 向 量 等 价．得Ｒ（αｉ１，…，αｉｒ）＝Ｒ（αｉ１，…，

αｉｒ，α）得出α可由αｉ１，…，αｉｒ线性表示，从而α可由α１，…，αｋ 线性表示．

１１ 设有一组数λ１，…，λｋ 使λ１α１＋…＋λｋαｋ＝０．从λｋ≠０开始向前推至λ１≠０，导出矛盾．

１２Ｘ＝（１，１，…，１）Ｔ

１３λ＝５时有解．通解为Ｘ＝Ｃ１

－１熿

燀

燄

燅

３

５

０

＋Ｃ２

－６熿

燀

燄

燅

７

０

５

＋

４
５

３
５

熿

燀

燄

燅
０

０

．

１４ａ＋ｂ＋ｃ＝０时有解．通解为

Ｘ＝Ｃ
熿

燀

燄

燅

１

１

１

＋

１
３

（２ｃ－ｂ）

１
３

（ｃ－ｂ）

　　

熿

燀

燄

燅０

．

１５ 必要性．设ｘ１，…，ｘ５ 是解．得出（ｘ１－ｘ２）＋…＋（ｘ５－ｘ１）＝
５

ｉ＝１
ａｉ＝０；

充分性．由
５

ｉ＝１
ａｉ＝０，得系数阵与增广阵秩相等，通解为

ｘ１



ｘ

熿

燀

燄

燅５
＝ｘ５

１


熿

燀

燄

燅１

＋

ａ１＋…＋ａ４

ａ２＋ａ３＋ａ４

　ａ３＋ａ４

　　ａ４

　　

熿

燀

燄

燅０

．

１６ 由ＡＸ＝λΧ，Ａ２＝Ａ 得λ２Ｘ＝λΧ，又Ｘ≠０，得出λ＝０或λ＝１．

１７ 由ＡＴＡ＝Ｅ，知｜Ａ｜≠０，再由ＡＸ＝λΧ 得１
λＸ＝Ａ－１Ｘ＝ＡＴＸ．从而１

λ
是ＡＴ 的特征值，又｜λΕ－Ａ｜＝｜

λＥ－ＡＴ｜得１
λ

是Ａ 的特征值．

１８（１）由ＡＸ＝λＸ，ｘ≠０，ＡＴＡ＝Ｅ 得ＸＴＡＴＡＸ＝λＸＴＡＸ，从而ＸＴＸ＝λ２ＸＴＸ，若λ是实数，则λ＝±１；

　 （２）由ＡＸ１＝λ１Ｘ１，ＡＸ２＝λ２Ｘ２ 得λ１λ２ＸＴ
１Ｘ２＝ＸＴ

１Ｘ２ 由λ１≠λ２，且λｉ＝±１，得Ｘ１ 与Ｘ２ 正交．

１９ 由１８题已得若λ 是Ａ 的 特 征 值，则λ 是ＡＴ 的 特 征 值．但 Ｘ 未 必 是ＡＴ 的 特 征 向 量，例 如 Ａ＝

０ １［ ］４ ０
；λ１＝２，Ｘ１（１，２）Ｔ；λ２＝－２，Ｘ２＝（１，－２）Ｔ，但ＡＴＸ１≠２Ｘ１．

２０ＡＸ＝Ａ

１


熿

燀

燄

燅１

＝

ａ


熿

燀

燄

燅ａ

＝ａ

１


熿

燀

燄

燅１

＝ａＸ．结论成立．

２１ｆ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
ａ２ ａｂ ａｃ

ａｂ ｂ２ ｂｃ

ａｃ ｂｃ ｃ

熿

燀

燄

燅２

ｘ１

ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅３

．
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概率统计

概率统计是数学（试卷一、试卷三和试卷四）考试的内容之一．按照考试大纲

中试卷结构的要求，“概率论与数理统计”在试卷一中约占２０％，在试卷三和试卷

四中约占２５％．
根据考试大纲所规定的范围，把概率论分成五章加以叙述，即随机事件和概

率，随机变量及其（概率）分布，二维随机变量及其（概率）分布，随机变量的数字特

征，大数定律和中心极限定理；把数理统计分成三章加以叙述，即数理统计的基本

概念，参数估计，假设检验。还单列了综合能力训练一章以提高考生综合运用概

率统计知识的能力。在每一章中选讲了一些典型的例题，并在求解之后作了若干

分析．这些例题大部分取材于历年试题．
概率统计考试大纲的内容虽然庞杂，但究其实质，无非是六类问题：概率论中

求概率、求分布和求数字特征、数理统计中求点估计、求区间估计与求检验的拒绝

域，为此，最后有针对性地给出一些习题．从形式上看，这些习题未必与试题雷同，

但内容是与试题紧扣的，认真完成这些习题，将有助于提高考生的应试能力．
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第一章　随机事件和概率

随机事件及其概率是概率论中最基本的概念．

一、复习与考试要求

（１）理解随机事件的概念，了解样本空间的概念，掌握事件之间的关系与运算．
（２）了解概率的定义，掌握概率的基本性质与应用这些性质进行概率计算．
（３）理解条件概率的概念，掌握概率的加法公式、乘法公式、全概率公式、贝叶斯公式以及应用这些公式

进行概率计算．
（４）理解事件的独立性概念，掌握应用事件独立性进行概率计算．
（５）掌握伯努利概型及其二项概率．

二、基本概念与理论

１．随机试验与样本空间

具有下列三个特性的试验称为随机试验（简称试验）：

（１）试验可以在相同的条件下重复进行；

（２）每次试验的可能结果不止一个，并且事先明确知道试验的所有可能结果（称所有可能结果所组成的

集合为试验的样本空间）．
（３）进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现．

２．随机事件

在随机试验中，把在一次试验中可能出现也可能不出现，而在大量重复试验中具有某种规律性的事情称

为随机事件（简称事件）．


通常把必然事件（记作Ω）


与不可能的事件（记作）


看作特殊的随机事件．
事件之间有下列关系：

（１）包含　如果事件Ａ 发生必然导致事件Ｂ 发生，那么称事件Ｂ 包含事件Ａ，记作ＡＢ（或ＢＡ）．
（２）相等　如果ＡＢ 且ＢＡ，那么，称事件Ａ 与事件Ｂ 相等，记作Ａ＝Ｂ．
（３）互不相容　如果事件Ａ 与事件Ｂ 不能同时发生，那么称事件Ａ 与Ｂ 互不相容（或互斥），记作ＡＢ＝

．
事件之间有下列运算：

（１）和事件　“事件Ａ 与事件Ｂ 中至少有一个发生”是一个事件，称这个事件为事件Ａ 与事件Ｂ 的和事

件，记作Ａ∪Ｂ．

和事件可推广到∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 与∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ．∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 表 示“事 件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中 至 少 有 一 个 发 生”．而∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ 表 示“事 件

Ａ１，Ａ２，…中至少有一个发生”．
（２）积事件　“事件Ａ 与事件Ｂ 同时发生”是一个事件，称这个事件为事件 Ａ 与事件Ｂ 的积事件，记作

Ａ∩Ｂ（或ＡＢ）．

积事件可推广到∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 与∩

∞

ｉ＝１
Ａｉ．

（３）对立事件　“事件Ａ 不发生”是一个事件，称这个事件为事件Ａ 的对立事件（或逆事件），记作 珡Ａ．
（４）差事件　“事件Ａ 发生且事件Ｂ 不发生”是一个事件，称这个事件为事件 Ａ 与事件Ｂ 的差事件，记

作Ａ－Ｂ（或Ａ珚Ｂ）．
事件之间的运算满足下述定律：
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（ⅰ）交换律　　　Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ；

（ⅱ）结合律 Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ，

Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ；

（ⅲ）分配律 Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ），

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）；

（ⅳ）德摩根法则 ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ　∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

３．概率的定义

直观上说，概率是
獉

随机事件发生的可能性大小的度量
獉獉

．记事件Ａ 发生的概率为Ｐ（Ａ）．
（１）古典概率的定义

如果随机试验的样本空间是一个有限集，而且样本空间中每个试验结果的出现具有 等 可 能 性，那 么，规

定事件Ａ 发生的概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ａ 中所含元素的个数
样本空间中所含元素的个数．

（２）几何概率的定义

如果随机试验的样本空间是一个区域（例如直线上的区间、平面或空间中的区域），而且样本空间中每个

试验结果的出现具有等可能性，那么，规定事件Ａ 发生的概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ａ 的长度（或面积、体积）
样本空间的长度（或面积、体积）

（３）概率的统计定义

在进行大量重复试验时，随机事件发生的频率具有稳定性。规定事件Ａ 发生的频率的稳定值ｐ 为事件

Ａ 发生的概率，即Ｐ（Ａ）＝ｐ．
（４）概率的公理化定义

给定一个随机试验．对于任意一个随机事件Ａ，规定一个实数，记作Ｐ（Ａ）．如果函数Ｐ 满足下列三条公

理，就称Ｐ（Ａ）为事件Ａ 的概率：

公理１　（非负性）对任意一个事件Ａ，Ｐ（Ａ）≥０；

公理２　（规范性）Ｐ（Ω）＝１；

公理３　（可列可加性）如果事件Ａ１，Ａ２，…两两互不相容，那么

Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝

∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）．

上述三条公理蕴含了

０≤Ｐ（Ａ）≤１，

Ｐ（）＝０．
（５）条件概率

设Ａ 与Ｂ 是两个事件．在 事 件 Ｂ 发 生 的 条 件 下 事 件Ａ 发 生 的 概 率 称 为 条 件 概 率，记 作 Ｐ（Ａ｜Ｂ），当

Ｐ（Ｂ）＞０时，规定

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）．

在同一条件下的条件概率具有概率的一切性质．例如Ｐ（Ω｜Ｂ）＝１，Ｐ（｜Ｂ）＝０，０≤Ｐ（Ａ｜Ｂ）≤１等．

４．概率的计算公式

（１）求逆公式　Ｐ（珡Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）．
（２）加法公式　Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．如果Ａ 与Ｂ 互不相容，那么

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）．
一般地，如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，那么，

Ｐ（Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋…＋Ｐ（Ａｎ）．
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（３）求差公式　Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）．如果ＡＢ，那么Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ｂ），且

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）．
（４）乘法公式　Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ）Ｐ（Ａ）．如 果 Ａ 与Ｂ 相 互 独 立，那 么，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）

Ｐ（Ｂ）．一般地，如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立，那么

Ｐ（Ａ１∩Ａ２∩…∩Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａｎ）．

（５）全概率公式　如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 构成一个完备事件组（即 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，且∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝

Ω），且Ｐ（Ａｉ）＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，那么

Ｐ（Ｂ）＝
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）．

（６）贝叶斯公式　如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 构成一个完备事件组，且Ｐ（Ａｉ）＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，那么，当 Ｐ（Ｂ）

＞０时，

Ｐ（Ａｋ｜Ｂ）＝
Ｐ（Ｂ｜Ａｋ）Ｐ（Ａｋ）

Ｐ（Ｂ） ＝
Ｐ（Ｂ｜Ａｋ）Ｐ（Ａｋ）


ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）

，ｋ＝１，２，…，ｎ

５．随机事件的相互独立性

如果事件Ａ 与Ｂ 满足

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

那么，称事件Ａ 与Ｂ 相互独立．
定理　如果Ｐ（Ａ）＞０（或Ｐ（Ｂ）＞０），那 么，事 件 Ａ 与Ｂ 相 互 独 立 的 充 分 必 要 条 件 是Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）

（或Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ））．
这个定理表明：事件Ａ 与Ｂ 相互独立的直观意义是“事件Ａ 与Ｂ 发生与否互不影响”．
定理　下列四个命题是等价的：

（１）事件Ａ 与Ｂ 相互独立；

（２）事件Ａ 与珚Ｂ 相互独立；

（３）事件 珡Ａ 与Ｂ 相互独立；

（４）事件 珡Ａ 与珚Ｂ 相互独立．
事件的相互独立性这一概念可以推广到多个随机事件上：如果事件Ａ１，…，Ａｎ 满足

Ｐ（Ａｉ１
∩…∩Ａｉｋ

）＝Ｐ（Ａｉ１
）…Ｐ（Ａｉｋ

），

其中ｋ＝２，…，ｎ，ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 是１，２，…，ｎ中任意ｋ 个 不 同 的 数，那 么，称 事 件 Ａ１，…，Ａｎ 相 互 独 立．注 意，这

里实际上包含了２ｎ－ｎ－１个等式．

６．伯努利概型与二项概率

一次试验中，事件Ａ 发生的概率Ｐ（Ａ）＝ｐ，（０＜ｐ＜１），独立重复地作ｎ次试验，在这ｎ次试验中Ａ 恰发

生ｋ次的概率为

Ｐｎ（ｋ）＝（）ｎ

ｋ
ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ，

称这组概率为二项概率．

三、例题分析

例１１　已知Ｐ（Ａ）＝０．４，Ｐ（Ｂ）＝０．３，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．６，求Ｐ（Ａ珚Ｂ）．
解　由Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝０．６，可得Ｐ（ＡＢ）＝０．１，因此

Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝０．４－０．１＝０．３．
分析　本题中事件Ａ 与Ｂ 不具有特殊的关系，因此，计算Ｐ（Ａ－Ｂ）时要使用不附加前提的公式．仔细

观察求解过程，可以发现条件“Ｐ（Ａ）＝０．４”是多余的，因 为 由 加 法 公 式 Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

可知
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Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ｂ），

因此 Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ｂ）＝０．６－０．３＝０．３．
本题是１９９０年试题．添加多余条件的后果是降低了难度．

例１２　设两两相互独立的三事件 Ａ，Ｂ 和Ｃ 满 足 条 件：ＡＢＣ＝，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＜１
２

，且 已 知

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝９
１６

，求Ｐ（Ａ）．

解　由加法公式可得

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（（Ａ∪Ｂ）Ｃ）

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ），

由Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立，且Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）得

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝（Ｐ（Ａ））２，Ｐ（ＡＣ）＝（Ｐ（Ａ））２．

Ｐ（ＢＣ）＝（Ｐ（Ａ））２

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝３Ｐ（Ａ）－３（Ｐ（Ａ））２

记Ｐ（Ａ）＝ｘ，则

９
１６＝３ｘ－３ｘ２

解得ｘ１＝
１
４

，ｘ２＝
３
４

，由题意Ｐ（Ａ）＜１
２

，故应取ｘ＝１
４

即Ｐ（Ａ）＝１
４．

分析　本题中Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）的计算公式是解题的关键，由于Ａ，Ｂ，Ｃ 只是两两相互独立，因此Ａ，Ｂ，Ｃ 并

不相互独立．建立方程求解也是求概率常用的技巧．
本题是１９９９年试题．
例１３　已知Ｐ（Ａ）＝０．６，Ｐ（Ｂ）＝０．８，Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）＝０．２，求Ｐ（Ａ｜Ｂ）．
解　由于

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）Ｐ（珡Ａ）＝０．２×０．４＝０．０８

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ），

因此 Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（珡ＡＢ）＝０．８－０．０８＝０．７２，

从而

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝０．７２

０．８＝０．９．

分析　在事件Ａ 与Ｂ 不具有特殊关系时，先设法求出Ｐ（ＡＢ），这是解题的关键．

例１４　已知Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１
４

，Ｐ（ＡＢ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（ＢＣ）＝１
６

，求事件Ａ，Ｂ，Ｃ 全不发生的

概率．
解　由德摩根法则及求逆公式，事件Ａ，Ｂ，Ｃ 全不发生的概率

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ），

再由 Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ），

及ＡＢＣＡＢ 推得

０≤Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（ＡＢ）＝０．
即Ｐ（ＡＢＣ）＝０，因此

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝１
４＋１

４＋１
４－０－１

６－１
６＋０＝５

１２
，

从而

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ）＝１－５
１２＝７

１２．

分析　本题表面上看缺条件“Ｐ（ＡＢＣ）的值”，但 利 用 概 率 的 性 质 可 以 推 得 Ｐ（ＡＢＣ）＝０．这 种 方 法 不 能

误用，它只能用在概率为０的事件上．这里选用了ＡＢ，而不是ＢＣ 与ＣＡ，虽然ＡＢＣ 同样是它们的一个子集．
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本题是１９９２年试题．细心的读者也许 会 发 现：本 题 所 给 的 已 知 条 件 中 数 据 是 有 矛 盾 的．因 为 一 方 面 由

ＡＣＣ，ＢＣＣ．推得（ＡＣ∪ＢＣ）Ｃ，从而应有

Ｐ（ＡＣ∪ＢＣ）≤Ｐ（Ｃ）＝１
４

；

另一方面，由加法公式推得

Ｐ（ＡＣ∪ＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）＝１
６＋１

６－０＝１
３＞１

４．

考生不必理会这些问题，因为本题的目的是检查考生是否掌握前述技巧。

例１５　设三次独立试验中，事件Ａ 出现的概率相等，已知Ａ 至少出现一次的概率为１９
２７

，求事件 Ａ 在一

次试验中出现的概率．
解　设事件Ａ 在一次试验中出现的概率为Ｐ．三次独立试验中，“Ａ 至少出现一次”的逆事件为“Ａ 出现

０次”由求逆公式得到，“Ａ 出现０次”的概率为１－１９
２７＝８

２７
；另一方面，由二项概率

Ｐ３（０）＝（）３

０
ｐ０（１－ｐ）３－０＝（１－ｐ）３

因此，由（１－ｐ）３＝８
２７

得到ｐ＝１
３．

分析　本题使用了两个技巧：一是把事件转化成其逆事件，因为直接讨论将导致复杂 的 计 算；二 是 建 立

方程求解，这个技巧已在例１２中用过。上述两个技巧在概率论中是很有用的．

例１６　随机地向半圆０＜ｙ＜ ２ａｘ－ｘ槡 ２（ａ为正常数）内扔一个点，点落在半圆内任何区域内的概率与

区域的面积成正比，求原点与该点的连线与ｘ轴的夹角小于 π
４

的概率．

解　设事 件 Ａ 为 “原 点 与 投 点 的 连 线 与 ｘ 轴 的 夹 角 小 于 π
４

”．样 本 空 间 Ω＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｙ＜

２ａｘ－ｘ槡 ２｝，Ω的面积为１
２πａ２；Ａ＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ω，ｙ＜ｘ｝，Ａ 由 １

４
个圆与一等腰直角三角形组成，Ａ 的

面积为ＳＡ＝
１
４πａ２＋１

２ａ２，由几何概率计算公式得到

Ｐ（Ａ）＝
ＳＡ

ＳΩ
＝

１
４πａ２＋１

２ａ２

１
２πａ２

＝１
２＋１

π．

分析　题目中“随机地”表示试验结果的出现具有等可能性，“点落在半圆内任何区域内的概率与区域的

面积成正比”重复强调了试验结果等可能性出现，且暗示需用二维情形下的几何概率公式．解决本 题 涉 及 计

算区域的面积．
例１７　假设Ｐ（Ａ）＝０．４，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．７．
（１）若Ａ 与Ｂ 互不相容，求Ｐ（Ｂ）；

（２）若Ａ 与Ｂ 相互独立，求Ｐ（Ｂ）；

解　（１）由于ＡＢ＝，因此

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ），

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ａ）＝０．７－０．４＝０．３．
（２）由加法公式和Ａ，Ｂ 相互独立得到

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
因此

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ａ）
１－Ｐ（Ａ） ＝０．７－０．４

１－０．４ ＝０．５．

分析　解本题要求分清两个事件互不相容和相互独立之间的差别．Ａ，Ｂ 互不相容是指Ａ，Ｂ 不能同时发
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生．而Ａ，Ｂ 相互独立则是表示Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．这类题目在历年考试中很常见．注意由Ｐ（ＡＢ）＝０无法

推出ＡＢ＝．
本题是１９８８年试题．
例１８　对于任意两事件Ａ 和Ｂ，

（Ａ）若ＡＢ≠，则Ａ，Ｂ 一定独立；

（Ｂ）若ＡＢ≠，则Ａ，Ｂ 有可能独立；

（Ｃ）若ＡＢ＝，则Ａ，Ｂ 一定独立；

（Ｄ）若ＡＢ＝，则Ａ，Ｂ 一定不独立．
应是（Ｂ）．
分析　本题也是区分互不相容和相互独立这两个概念的题，这二者之间无因果关系，试 举 一 例 如 下．设

Ｘ 服从Ｎ（０，１），若记Ａ＝｛Ｘ≥１｝，Ｂ＝｛Ｘ≤２｝，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（１≤Ｘ≤２）＝Φ（２）－Φ（１），Ｐ（Ａ）＝１－Φ（１），Ｐ
（Ｂ）＝Φ（２），由此推出ＡＢ≠，且Ａ，Ｂ 不相互独立，即（Ａ）不成立．若取Ａ＝｛Ｘ＝１｝，Ｂ＝｛Ｘ≥１｝，则 Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ｘ＝１）＝０，Ｐ（Ａ）＝０，Ｐ（Ｂ）＝１－Φ（１）≠０，由于Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０，故 Ａ，Ｂ 相互独立且ＡＢ≠，

即（Ｂ）成立．考生可自行验证：若取Ａ＝｛Ｘ≥１｝，Ｂ＝｛Ｘ＜１｝时，ＡＢ＝，Ａ，Ｂ 不相互独立，即（Ｃ）不成立．若取

Ａ＝｛Ｘ＝１｝，Ｂ＝｛Ｘ＝２｝时，ＡＢ＝且Ａ，Ｂ 相互独立，即（Ｄ）不成立．
本题是２００３年试题．
例１９　在区间（０，１）中随机地取出两个数，求两数之和小于１．２的概率．
解　设ｘ，ｙ为区间（０，１）中随机地取出的两个数，事件Ａ 表示“ｘ＋ｙ＜１．２”．样本空间Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ

＜１，０＜ｙ＜１｝，Ω 的面积为１；Ａ＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ω，ｘ＋ｙ＜１．２｝，Ａ 由Ω 扣除一个等腰直角三角形组成，Ａ

的面积为１－１
２×０．８２＝０．６８．由几何概率计算公式得到

Ｐ（Ａ）＝０．６８
１ ＝０．６８

分析　本题的难点是把所求问题归结为一个几何概率问题．读者若有困难，不妨把它理解成这样一个问

题：“Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ，Ｙ 服从区间（０，１）上的均匀分布，求Ｐ（Ｘ＋Ｙ＜１．２）”。遗 憾 的 是 题 目 中 没 有 明

确给出“独立性”这一条件，而代之以概念比较模糊的字眼“随机地”．在本题中，“随机地”除了表 示 试 验 结 果

出现具有等可能性外，还表示取出的两个数相互独立．本题是１９８８年试题．
例１－１０　有三个箱子，第一个箱子有四个 黑 球 和 一 个 白 球，第 二 个 箱 子 有 三 个 黑 球 和 三 个 白 球，第 三

个箱子有三个黑球和五个白球．现随机地取出一个箱子，再从这个箱子中取出一个球．
（１）求取出的这个球是白球的概率；

（２）已知取出的是白球，求此球属于第二个箱子的概率．
解　设Ａｉ 表示“取出第ｉ个箱子”，ｉ＝１，２，３．

Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ３）＝
１
３．

设Ｂ 表示“取出的这个球是白球”，

Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝
１
５

，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝
３
６

，Ｐ（Ｂ｜Ａ３）＝
５
８．

（１）由全概率公式得到

Ｐ（Ｂ）＝
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）＝

１
５×１

３＋３
６×１

３＋５
８×１

３＝５３
１２０．

（２）由贝叶斯公式得到

Ｐ（Ａ２｜Ｂ）＝
Ｐ（Ｂ｜Ａ２）Ｐ（Ａ２）

Ｐ（Ｂ） ＝

３
６×１

３
５３
１２０

＝２０
５３．

分析　本题是１９８７年试题．本题是考查全概率公式与贝叶斯公式的典型试题．识 别 用 全 概 率 公 式 的 方
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法是：随机试验分成两个阶段，且第一阶段的试验结果不明确给出，而最终结果是已知的，现在要追究最终试

验结果是第一阶段的哪一个试验结果所造成的．在复习时，要有意识地把这两类问题联系起来．
例１１１　甲、乙两人对同一目标进行射击，命中率分 别 为０．６，０．５．在 下 列 两 种 情 形 下，分 别 求 事 件“已

知目标被命中，它是甲射中”的概率．
（１）在甲、乙两人中随机地挑选一人，由他射击一次；

（２）甲、乙两个独立地各射击一次．

解　（１）设事件Ａ１ 表示“甲射击”，事件Ａ２ 表示“乙射击”，Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝
１
２．

设Ｂ 表示“命中目标”，

Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝０．６，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝０．５，

由全概率公式

Ｐ（Ｂ）＝
２

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）＝０．６×１

２＋０．５×１
２＝０．５５；

由贝叶斯公式

Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＝
Ｐ（Ｂ｜Ａ１）Ｐ（Ａ１）

Ｐ（Ｂ） ＝
０．６×１

２
０．５５ ＝６

１１．

（２）设事件Ａ 表示“甲射中”，事件Ｂ 表示“乙射中”，Ａ∪Ｂ 表示“命中目标”，所求概率为

Ｐ（Ａ｜Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ∩（Ａ∪Ｂ））
Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ）

Ｐ（Ａ∪Ｂ）．

由于Ａ，Ｂ 相互独立，因此

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝０．６＋０．５－０．６×０．５＝０．８．

由此得到

Ｐ（Ａ｜Ａ∪Ｂ）＝０．６
０．８＝０．７５．

分析　两种不同的试验导致不同的结果．弄清随机试验的全过程是正确解题的前提．在（２）中 也 可 以 用

求逆公式

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ）Ｐ（珚Ｂ）

＝１－（１－Ｐ（Ａ））（１－Ｐ（Ｂ））＝１－０．４×０．５＝０．８．
这种方法对多个射手射击的情形特别有效．一般地，若Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立，则有

Ｐ（Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ）＝１－（１－Ｐ（Ａ１））（１－Ｐ（Ａ２））…（１－Ｐ（Ａｎ））．
例１１２　袋中有５０个乒乓球，其中２０个是黄 球，３０个 是 白 球．今 有 两 人 依 次 随 机 地 从 袋 中 各 取 一 球，

取后不放回．求第二个人取得黄球的概率．
解　设Ａｉ 表示“第ｉ个人取得黄球”，ｉ＝１，２．

Ｐ（Ａ１）＝
２０
５０

，　Ｐ（珡Ａ１）＝
３０
５０

；

Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝
１９
４９

，　Ｐ（Ａ２｜珡Ａ１）＝
２０
４９

，

由全概率公式得到

Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２｜珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ１）＝
１９
４９×２０

５０＋２０
４９×３０

５０＝０．４

分析　本题是１９９７年试题．类似的试题也曾出现在１９９３年的试 卷 上．题 目 本 意 是 考 查 全 概 率 公 式．由

于这类题目在日常生活中的原型即是“抓阄”，因此有经验的读者应该不假思索地知道：先取与后取的概率是

相等的，这对处理填空（或选择）题更具有特殊的意义．
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四、小　结

本章的重点是概率计算．一要熟练常 握 各 种 概 率 计 算 公 式，特 别 要 注 意 在 事 件 满 足 一 定 关 系（包 含、互

斥、独立）时计算公式的异同之处；二要 学 会 将 普 通 语 言 表 达 的 随 机 事 件 翻 译 成 数 学 符 号（包 括 事 件 运 算 符

号），以便运用公式进行计算．
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第二章　随机变量及其分布

随机变量是概率论中最重要的概念，本章主要讨论随机变量的（概率）分布．

一、复习与考试要求

（１）理解随机变量的概念．
（２）理解随机变量分布函数的概念及性质，理解离散型随机变量的分布律及其性质，理解连续型随机变

量的概率密度及其性质，会应用概率分布计算有关事件的概率．
（３）掌握二项分布、泊松分布、正态分布、均匀分布和指数分布．
（４）会求简单随机变量函数的概率分布 。

二、基本概念与理论

１．随机变量

在随机试验中，如果存在一个变量，它依试验结果的改变而取不同的实数值，那么，称这个变量为（一维）

随机变量．
在随机试验进行之前无法确定随机变量的确切取值，随机变量取各个可能实数值的概率是 概 率 论 研 究

的重点．即概率论主要研究随机变量取值的统计规律．这种统计规律称为随机变量的分布．
随机事件可以通过随机变量来表示，例如｛ａ＜Ｘ≤ｂ｝，｛ａ≤Ｘ＜ｂ｝，…相 应 的 概 率 表 示 为 Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ），

Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ），…其中－∞＜ａ≤ｂ＜∞．

２．分布函数

随机变量的分布可以用其分布函数来表示．随机变量 Ｘ 的分布函数规定为

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ），－∞＜ｘ＜∞．
分布函数具有以下性质：

（１）０≤Ｆ（ｘ）≤１；

（２）ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１；

（３）单调非减　当ｘ１＜ｘ２ 时，Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）；

（４）右连续　ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋

０

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｘ０）

由已知的分布函数可以算出概率：

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ），　Ｐ（Ｘ＝ａ）＝Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－）．
其中　Ｆ（ａ－）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ－
Ｆ（ｘ）．

３．离散型随机变量及其分布律

如果随机变量 Ｘ 仅可能取有限个或可列无限个值，那么称 Ｘ 为离散型随机变量．
离散型随机变量 Ｘ 的分布可以用下列分布律来表示

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

其中　
ｉ
ｐｉ＝１，　ｐｉ＞０，　ｉ＝１，２，…．

由已知的分布律可以算得概率

Ｐ（ｘ∈Ｉ）＝ 
ｉ＝ａｉ∈Ｉ

ｐｉ，

其中，Ｉ是实数轴上的一个集合．
离散型随机变量的分布函数是非降的阶梯函数，它在ａｉ 处的跳跃度为ｐｉ＝Ｆ（ａｉ）－Ｆ（ａ－

ｉ ），ｉ＝１，２，…．
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下面给出常用的离散型随机变量的分布．
（１）二项分布Ｂ（ｎ，ｐ），它的分布律为

ｐ（Ｘ＝ｉ）＝
ｎ（）ｉ

ｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ

其中，０＜ｐ＜１．当ｎ＝１时，Ｂ（１，ｐ）称为０１分布，它的分布律简化成

Ｐ（Ｘ＝０）＝１－ｐ，Ｐ（Ｘ＝１）＝ｐ．
（２）泊松分布Ｐ（λ），它的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝ｅ－λλｉ

ｉ！
，　ｉ＝０，１，２，…，

其中，λ＞０．
（３）均匀分布，它的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝
１
ｎ

，ｉ＝１，２，…，ｎ．

４．连续型随机变量及其密度函数

如果随机变量 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）可以表示成

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ，－∞＜ｘ＜∞

那么，称 Ｘ 为连续型随机变量，其中，函数ｆ（ｘ）称为 Ｘ 的（概率）密度函数，它必须满足．
（１）ｆ（ｘ）≥０，－∞＜ｘ＜∞；

（２）∫
∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１．

密度函数刻画了连续型随机变量的分布，因为由已知的密度函数可以算得概率：

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

连续型随机变量具有下列性质：

（１）分布函数Ｆ（ｘ）是连续函数；

（２）对任意一个实数ｃ，Ｐ（Ｘ＝ｃ）＝０；

（３）在ｆ（ｘ）的连续点处，Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）．
下面给出常用的连续型随机变量的分布：

（１）均匀分布Ｒ（ａ，ｂ），它的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
， ａ＜ｘ＜ｂ；

０， 其余
烅
烄

烆 ，

其中，－∞＜ａ＜ｂ＜∞，分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜ａ；

ｘ－ａ
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ＜ｂ；

１， ｘ≥ｂ

烅

烄

烆 ．

（２）指数分布Ｅ（λ），它的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ＞０；

０， 其余｛ ，

其中，λ＞０；分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－λｘ， ｘ≥０；

０， ｘ＜０｛ ．

（３）正态分布 Ｎ（μ，σ２），它的密度函数为
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ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅｘｐ －
（ｘ－μ）２

２σ｛ ｝２ ，－∞＜ｘ＜∞，

其中，－∞＜μ＜∞，σ２＞０，称 Ｎ（０，１）为标准正态分布，它的分布函数记作Φ（ｘ）．Φ（ｘ）具有下列性质：

（１）Φ（０）＝１
２

；

（２）Φ（－ｘ）＝１－Φ（ｘ）．
如果 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），那么，Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝Φ ｘ－μ（ ）σ
，

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Φ ｂ－μ（ ）σ －Φ ａ－μ（ ）σ ．

５．随机变量函数的分布

设 Ｘ 是随机变量，ｇ（ｘ）是一个已知函数，Ｙ＝ｇ（Ｘ）是随机变量 Ｘ 的函数，它也是一个随机变量．现要在

已知 Ｘ 的分布的前提下求出Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布．
（１）离散型　如果 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…

那么，Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布律为

Ｐ（Ｙ＝ｇ（ａｉ））＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…

但要注意：与取相同ｇ（ａｉ）值对应的那些概率应合并相加．
（２）连续型　要求出Ｙ＝ｇ（Ｘ）的密度函数可以先求其分布函数．如果 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ），那么，Ｙ＝

ｇ（Ｘ）的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ）≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ∈Ｉｙ）＝∫Ｉ
ｙ

ｆ（ｘ）ｄｘ，

其中，｛Ｘ∈Ｉｙ｝是与｛ｇ（Ｘ）≤ｙ｝相等的随机事件，而Ｉｙ＝｛ｘ｜ｇ（ｘ）≤ｙ｝是实数轴上的一 个 集 合（通 常Ｉｙ 是 一

个区间或若干个区间的并集）．
定理　如果ｙ＝ｇ（ｘ）是单调函数，且具有一阶连续导数，ｙ＝ｇ（ｘ）的反函数为ｘ＝ｈ（ｙ），那么，当 Ｘ 的密

度函数为ｆ（ｘ）时，Ｙ＝ｇ（Ｘ）的密度函数为

ｆＹ（ｙ）＝ｆ（ｈ（ｙ））·｜ｈ′（ｙ）｜．

定理　如果 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），那么，当ｋ≠０时，Ｙ＝ｋＸ＋ｂ～Ｎ（ｋμ＋ｂ，ｋ２σ２）．特别地，Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１）．

三、例题分析

例２１　设 Ｘ 与Ｙ 是两个随机变量，且Ｐ（Ｘ≥０，Ｙ≥０）＝３
７

，Ｐ（Ｘ≥０）＝Ｐ（Ｙ≥０）＝４
７

，求 Ｐ（ｍａｘ（Ｘ，

Ｙ）≥０）．
解　事件｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥０｝＝｛Ｘ≥０｝∪｛Ｙ≥０｝．由加法公式

Ｐ｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥０｝＝Ｐ（｛Ｘ≥０｝∪｛Ｙ≥０｝）＝Ｐ（Ｘ≥０）＋Ｐ（Ｙ≥０）－Ｐ（｛Ｘ≥０｝∩｛Ｙ≥０｝）

＝４
７＋４

７－３
７＝５

７．

分析　从形式上看，本题涉及二维随机向量，但实质上仍是第一章的概率计算，只是随 机 事 件 通 过 随 机

变量来表示．本题等价于“已知Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝４
７

，Ｐ（ＡＢ）＝３
７

，求Ｐ（Ａ∪Ｂ）”．本题的另一难点是分解随机

事件｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥０｝．一般地，对任意一个常数ｃ，

｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥ｃ｝＝｛Ｘ≥ｃ｝∪｛Ｙ≥ｃ｝；

｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≤ｃ｝＝｛Ｘ≤ｃ｝∩｛Ｙ≤ｃ｝；

｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≥ｃ｝＝｛Ｘ≥ｃ｝∩｛Ｙ≥ｃ｝；
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｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≤ｃ｝＝｛Ｘ≤ｃ｝∪｛Ｙ≤ｃ｝．
这些分解公式在第三章求 ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）与 ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）分布时也很有用．本题是１９９５年试题．

例２２　设随机变量Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２）（σ＞０）且二次方程ｙ２＋４ｙ＋Ｘ＝０无实根的概率为１
２

，求

μ．

解　由题意 Ｐ（１６－４Ｘ＜０）＝１
２

，

而　Ｐ（１６－４Ｘ＜０）＝Ｐ（Ｘ＞４）＝１－Ｐ（Ｘ≤４）＝１－Φ ４－μ（ ）σ ＝１
２

，

因此

Φ ４－μ（ ）σ ＝１
２

，

由Φ（０）＝１
２

，知

４－μ
σ ＝０，

即　μ＝４．
分析　本题是２００２年试题．初看似乎σ未知时无法求出μ．但本题巧妙地给出恰当的数据，使得问题通

过使用Φ（０）＝０．５而得到解决．遇到这类问题，不必考虑条件是否足够充分，只要正确使用正态分布的概率

计算公式，问题总会迎刃而解．
例２３　在下列两种情形下，求方程ｔ２＋Ｘｔ＋１＝０有实根的概率，其中，Ｘ 是随机变量．
（１）Ｘ 服从｛１，２，…，６｝上的均匀分布；

（２）Ｘ 服从区间［１，６］上的均匀分布．
解　方程ｔ２＋Ｘｔ＋１＝０有实根的充分必要条件是 Ｘ２－４≥０．于是，所求概率可表示成Ｐ（Ｘ２－４≥０）＝

Ｐ（Ｘ≤－２）＋Ｐ（Ｘ≥２）．
（１）Ｐ（Ｘ≤－２）＝０，

Ｐ（Ｘ≥２）＝
６

ｉ＝２
Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝

６

ｉ＝２

１
６＝５

６
，

因此所求概率为５
６

；

（２）Ｐ（Ｘ≤－２）＝∫
－２

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

－２

－∞
０ｄｘ＝０，

Ｐ（Ｘ≥２）＝∫
６

２

１
５ｄｘ＋∫

∞

６
０ｄｘ＝４

５
，

因此所求概率为４
５．

分析　在（１）中用到了离散型均匀分布的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝１
６

，ｉ＝１，２，…，６；

在（２）中用到了连续型均匀分布的密度函数

ｆ（ｘ）＝
１
５

， １≤ｘ≤６；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．

在概率论中，被积函数常常是分段函数，因此计算积分时要仔细．
例２４　设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝

１
３

， 若ｘ∈［０，１］；

２
９

， 若ｘ∈［３，６］；

０， 其余

烅

烄

烆 ．
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若ｋ使得Ｐ（Ｘ≥ｋ）＝２
３

，求ｋ的取值范围．

解　由Ｐ（Ｘ≥ｋ）＝１－Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝２
３

，得到

Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝１
３．

而Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
ｋ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ，

当ｋ≤０时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
ｋ

－∞
０ｄｘ＝０；

当０＜ｋ≤１时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
ｋ

０

１
３ｄｘ＝ｋ

３
；

当１＜ｋ＜３时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
１

０

１
３ｄｘ＋∫

ｋ

１
０ｄｘ＝１

３
；

当３≤ｋ≤６时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
１

０

１
３ｄｘ＋∫

３

１
０ｄｘ＋∫

ｋ

３

２
９ｄｘ＝１

３＋２
９

（ｋ－３）≥１
３

，

因此，当ｋ∈［１，３］时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝１
３．即ｋ的取值范围为［１，３］．

分析　本题是２０００年试题．实质上本题是考分布函数的计算，由 于 密 度 函 数ｆ（ｘ）是 一 个 分 段 函 数，因

此，要讨论分布函数在各段上的取值．
例２５选择题　设随机随机变量 Ｘ 服从指数分布，则随机变量Ｙ＝ｍｉｎ（Ｘ，２）的分布函数 （　）

（Ａ）是连续函数；

（Ｂ）至少有两个间断点；

（Ｃ）是阶梯函数；

（Ｄ）恰好有一个间断点．
解　应选（Ｄ）．
分析　这是１９９９年的试题．本题与例２４一样也是考查分布函数的计算，只是Ｙ＝ｍｉｎ（Ｘ，２）是 Ｘ 的函

数，由例２１的分析可知：

｛Ｙ≤ｙ｝＝｛Ｙ＞ｙ｝＝｛ｍｉｎ（Ｘ，２）＞ｙ｝＝｛Ｘ＞ｙ｝∩｛２＞ｙ｝．
因此，Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝１－Ｐ（Ｙ＞ｙ）＝１－Ｐ（｛Ｘ＞ｙ｝∩｛２＞ｙ｝）．
当ｙ≥２时，

ＦＹ（ｙ）＝１－Ｐ（）＝１；

当ｙ＜２时，由Ｙ～Ｅ（λ）容易算出

ＦＹ（ｙ）＝１－Ｐ（Ｘ＞ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｙ）＝
１－ｅ－λｙ， ０＜ｙ＜２；

０， ｙ≤０｛ ．
即Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ≤０；

１－ｅ－λｙ， ０＜ｙ＜２；

１， ｙ≥２
烅
烄

烆 ．

ｙ＝２是ＦＹ（ｙ）的惟一间断点．故选（Ｄ）．
例２６　已知随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，－∞＜ｘ＜∞．

求 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）．

解　Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞

１
２ｅ－｜ｔ｜ｄｔ．

当ｘ＜０时，
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Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２ｅｔｄｔ＝１

２ｅｘ；

当ｘ≥０时，

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２ｅ－｜ｔ｜ｄｔ＝∫

０

－∞

１
２ｅｔｄｔ＋∫

ｘ

０

１
２ｅ－ｔｄｔ

＝１
２＋ １

２－１
２ｅ－（ ）ｘ ＝１－１

２ｅ－ｘ．

于是，

Ｆ（ｘ）＝

１
２ｅｘ， ｘ＜０；

１－１
２ｅ－ｘ， ｘ≥０

烅
烄

烆 ．

分析　本题考查分布函数的定义及其计算，除了积分计算要注意绝对值符号外，下面提出三个问题．
（１）分布函数最终要用一个分段函数来完整表达；

（２）当ｘ≥０时，也可以用求逆公式来计算：

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝１－Ｐ（Ｘ＞ｘ）＝１－∫
∞

ｘ

１
２ｅ－｜ｔ｜ｄｔ＝１－∫

∞

ｘ

１
２ｅ－ｔｄｔ＝１－１

２ｅ－ｘ；

（３）题目中的ｆ（ｘ）可以改成

φ（ｘ）＝ｋｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜∞，

利用∫
∞

－∞
φ（ｘ）ｄｘ＝１可以求得ｋ＝１

２
，因为

ｋ＝ １

∫
∞

－∞
ｅ－｜ｘ｜ｄｘ

＝ １

２∫
∞

０
ｅ－ｘｄｘ

＝１
２．

例２７　已知 Ｘ 的分布律为

Ｘ －１ ０ １ ２

Ｐｒ ０１ ０２ ０３ ０４

求Ｙ＝２Ｘ２－１的分布律与分布函数．
解　Ｘ 的取值范围为｛－１，０，１，２｝，Ｙ＝２Ｘ２－１的取值范围为｛１，－１，７｝，且

Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝－１）＝０．３＋０．１＝０．４，

Ｐ（Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝０．２，

Ｐ（Ｙ＝７）＝Ｐ（Ｘ＝２）＝０．４．
因此，Ｙ 的分布律为

Ｙ －１ １ ７

Ｐｒ ０．２ ０４ ０４

Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜－１；

０．２， －１≤ｙ＜１；

０．２＋０．４， １≤ｙ＜７；

０．２＋０．４＋０．４， ｙ≥７

烅

烄

烆 ．

＝

０， ｙ＜－１；

０．２， －１≤ｙ＜１；

０．６， １≤ｙ＜７；

１， ｙ≥７

烅

烄

烆 ．

分析　求离散型随机变量函数的分布律的关键是求出ｘ＝ａｉ 时ｇ（ｘ）的函数值ｇ（ａｉ）．在 本 题 中，ｇ（ｘ）

＝２ｘ２－１，当ｘ＝－１，０，１，２时，ｇ（－１）＝ｇ（１）＝１，ｇ（０）＝－１，ｇ（２）＝７．需要注意的是，事件｛Ｙ＝１｝＝｛Ｘ＝

－１｝∪｛Ｘ＝１｝．在求分布律时，Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝１）．在求分布函数值 时，按 自 变 量ｙ 取 值 从
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小到大排列，相应的概率累计相加．
例２８　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝ １
π（１＋ｘ２）

，　－∞＜ｘ＜∞．

求随机变量Ｙ＝１－
３
槡Ｘ的密度函数ｆＹ（ｙ）．

　　解　ｙ＝１－
３
槡Ｘ是单调函数，且反函数为ｘ＝（１－ｙ）３，ｄｘ

ｄｙ＝３（１－ｙ）２．于是

ｆＹ（ｙ）＝ １
π（１＋（１－ｙ）６）

·３（１－ｙ）２＝３
π

· （１－ｙ）２

１＋（１－ｙ）６
，　－∞＜ｙ＜∞．

分析　本题使用公式求解，十分方便，但在使用公式时，一定要看清条件———ｙ＝ｇ（ｘ）是单调函数．下面

用一般的先求分布函数的方法求解：

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（１－
３
槡Ｘ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ≥（１－ｙ）３）＝∫

∞

（１－ｙ）３
１

π（１＋ｘ２）ｄｘ
，

求导得到

ｆＹ（ｙ）＝－３（１－ｙ）２·（－１）· １
π（１＋（１－ｙ）６）＝

３
π

· （１－ｙ）２

１＋（１－ｙ）６
，　－∞＜ｙ＜∞．

例２９　设随机变量 Ｘ～Ｒ（０，２），求随机变量Ｙ＝Ｘ２ 的分布函数与密度函数．
解　Ｘ 的取值范围为（０，２），Ｙ＝Ｘ２ 的取值范围为（０，４）．由于 Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
１
２

， ０＜ｘ＜２；

０， 其余
烅
烄

烆 ．
因此，当０＜ｙ＜４时，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ２≤ｙ）＝Ｐ（－槡ｙ≤Ｘ≤槡ｙ）＝∫
槡ｙ

０

１
２ｄｘ＝槡ｙ

２．

从而Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜０；

槡ｙ
２

， ０≤ｙ＜４；

１， ｙ≥４

烅

烄

烆 ．

Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝
１

４槡ｙ
， ０＜ｙ＜４；

０， 其　余

烅
烄

烆 ．

分析　本题若只需求密度函数，也可以仿照上题用公式直接求解，因 为ｙ＝ｘ２（０＜ｘ＜２）依 然 是 一 个 单

调函数．它的反函数是ｘ＝槡ｙ（０＜ｙ＜４），ｄｘ
ｄｙ＝ １

２槡ｙ
，于是，当０＜ｙ＜４时，有

ｆＹ（ｙ）＝１
２

· １
２槡ｙ

＝ １
４槡ｙ

．

例２１０　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
１－｜ｘ｜， ｜ｘ｜＜１；

０， 其　余｛ ．

求随机变量Ｙ＝Ｘ２＋１的分布函数与密度函数．
解　Ｘ 的取值范围为（－１，１），Ｙ 的取值范围为［１，２）．当１≤ｙ＜２时，有
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ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ２＋１≤ｙ）＝Ｐ（－ ｙ－槡 １≤Ｘ≤ １－槡 ｙ）＝∫
ｙ－槡 １

－ ｙ－槡 １
（１－｜ｘ｜）ｄｘ

＝２∫
ｙ－槡 １

０
（１－ｘ）ｄｘ＝１－（１－ ｙ－槡 １）２．

从而，Ｙ 的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜１；

１－（１－ ｙ－槡 １）２， １≤ｙ＜２；

１， ｙ≥２
烅
烄

烆 ．

Ｙ 的密度函数为

ｆＹ（ｙ）＝
１
ｙ－槡 １

－１， １＜ｙ＜２；

０， 其　余

烅
烄

烆 ．

分析　本题中ｙ＝ｘ２＋１（－１＜ｘ＜１）不是单调函数，不能直接用公式求解．这个例子表明，先考虑随机

变量的取值范围，然后在此范围内求分布函数值可以简化运算．至于取值范围之外的分布函数值，可以由分

布函数的性质决定其为０或１．
例２１１　假设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．

现在对 Ｘ 进行ｎ 次独立重复观测，以Ｖｎ 表示观测值不大于０．１的次数．试求随机变量Ｖｎ 的概率分布．

解　ｐ＝Ｐ｛Ｘ≤０．１｝＝∫０．１
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

０．１

０
２ｘｄｘ＝０．０１．

Ｖｎ 服从参数为（ｎ，ｐ）的二项分布：

Ｐ（Ｖｎ＝ｋ）＝（）ｎ

ｋ
ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ＝（）ｎ

ｋ
×０．０１ｋ×０．９９ｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ．

分析　本题是１９９４年的试题．解本题要求对二项分布的直观背景有深入的了解．这题中 Ｘ 的作用在于

定义事件Ａ＝｛Ｘ≤０．１｝，这样Ｖｎ 表 示 在ｎ 重 伯 努 利 试 验 中Ａ 出 现 的 次 数，因 此，Ｖｎ～Ｂ（ｎ，ｐ），其 中ｐ＝

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｘ≤０．１）．

例２１２　假设随机变量 Ｘ 的绝对值不大于１；Ｐ｛Ｘ＝－１｝＝１
８

，Ｐ｛Ｘ＝１｝＝１
４

；在事件｛－１＜ｘ＜１｝出

现的条件下，Ｘ 在（－１，１）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间长度成正比 试求

（１）Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝；（２）Ｘ 取负值的概率ｐ．
解　（１）由于 Ｘ 的取值范围为［－１，１］，因此，

ｘ＜－１时，Ｆ（ｘ）＝０；

ｘ≥１时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤１）＝１；

以下考虑－１≤ｘ＜１时的情形．

ｘ＝－１时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ＝－１）＝１
８

；

由于

１＝Ｐ（｜Ｘ｜≤１）＝Ｐ（Ｘ＝－１）＋Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＋Ｐ（Ｘ＝１）＝１
８＋Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＋１

４
，

从而

Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＝１－１
８－１

４＝５
８

。

由题意，在事件｛－１＜Ｘ＜１｝出现的条件下，Ｘ 服从区间（－１，１）上的均匀分布，即对于－１＜ｘ＜１，有
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Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ｜－１＜Ｘ＜１｝＝１
２

（ｘ＋１）．

即

Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ，－１＜Ｘ＜１｝＝Ｐ｛－１＜Ｘ＜１｝１
２

（ｘ＋１），

从而

Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ｛－１＜Ｘ＜１｝１
２

（ｘ＋１）＝５
８

·１
２

（ｘ＋１）＝５
１６

（ｘ ＋１）．

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤－１）＋Ｐ（－１＜Ｘ≤ｘ）＝１
８＋５

１６
（ｘ＋１）＝５ｘ＋７

１６ ．

综上，有

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１；

５ｘ＋７
１６

， －１≤ｘ＜１；

１， ｘ≥１

烅

烄

烆 ．

分析　本题是１９９７年试题．本题中 Ｘ 既不是连续型随机变量也不是离散型随机变量．对这类随机变量

求分布函数就不能简单套用离散型随机变量和连续型随机变量的分布函数的求法，而需要从题目条 件 中 找

到突破口．本题中“在条件｛－１＜Ｘ＜１｝下，Ｘ 服从（－１，１）上 的 均 匀 分 布”就 是 一 个 突 破 口，由 此 可 算 出－１

＜ｘ＜１时Ｐ（－１＜Ｘ≤ｘ）的值．

四、小　结

本章重点要掌握两种方法：一是承接第一章，会计算用随机变量表示的随机事件的概 率；二 是 会 求 随 机

变量函数的分布，特别是应该掌握先求分布函数的方法，这一方法在第三章中还要经常使用．
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第三章　二维随机变量及其分布

在随机试验中，如果存在二维变量（Ｘ，Ｙ），它依试验结 果 的 改 变 而 取 不 同 的 向 量 值，那 么 称（Ｘ，Ｙ）为 二

维随机变量（或随机向量）．本章主要讨论二维随机变量取值的统计规律，即二维随机变量的（概率）分布．
随机事件可以通过二维随机变量来表示，例如｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝，其中，Ｄ 是二维平面上的某个区域，相应的

概率表示为Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）．有时候，随机事件｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝通过一个或若干个不等式来表示．

一 、复习与考试要求

（１）了解二维随机变量的概念．
（２）了解二维随机变量的联合分布函数及其性质、二 维 离 散 型 随 机 变 量 的 联 合 分 布 律 及 其 性 质 和 二 维

连续型随机变量的联合概率密度及其性质，并会用它们计算有关事件的概率．
（３）了解二维随机变量的边缘分布和条件分布．
（４）理解随机变量独立性的概念，掌握应用随机变量的独立性进行概率计算．
（５）会求两个独立随机变量的简单函数的分布．

二、基本概念与理论

１ 联合分布函数与边缘分布函数

二维随机变量的分布可以用其联合分布函数来 表 示．随 机 变 量 Ｘ 与Ｙ 的 联 合 分 布 函 数 规 定 为 二 元 函

数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ），　－∞＜ｘ，ｙ＜∞．
联合分布函数具有以下性质：

（１）０≤Ｆ（ｘ，ｙ）≤１；
（２）Ｆ（－∞，－∞）＝Ｆ（ｘ，－∞）＝Ｆ（－∞，ｙ）＝０，

Ｆ（∞，∞）＝１；
（３）固定一个自变量时，对于另一个自变量单调非减；
（４）固定一个自变量时，对于另一个自变量右连续．
由已知的联合分布函数可以算得概率：

Ｐ（ｘ１＜Ｘ≤ｘ２，　ｙ１＜Ｙ≤ｙ２）＝Ｆ（ｘ２，ｙ２）－Ｆ（ｘ２，ｙ１）－Ｆ（ｘ１，ｙ２）＋Ｆ（ｘ１，ｙ１）．
设 Ｘ 与Ｙ 的联合分布函数为Ｆ（ｘ，ｙ），分别称

ＦＸ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｆ（ｘ，∞），　－∞＜ｘ＜∞，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｆ（∞，ｙ），　－∞＜ｙ＜∞．
为 Ｘ，Ｙ 的边缘分布函数．

２ 离散型二维随机变量及其分布律

如果二维随机变量（Ｘ，Ｙ）仅可能取有限个或可列无限个值，那么称（Ｘ，Ｙ）为离散型二维随机变量．
离散型二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布可以用下列联合分布律来表示：

Ｐ（Ｘ＝ａｉ，Ｙ＝ｂｊ）＝ｐｉｊ，　ｉ，ｊ＝１，２，…．
其中 

ｉ

ｊ
ｐｉｊ＝１，　ｐｉｊ≥０，　ｉ，ｊ＝１，２，…．

由已知的联合分布律可以算得概率：

Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝  
（ｉ，ｊ）：（ａｉ

，ｂ
ｊ
）∈Ｄ

ｐｉｊ

其中，Ｄ 是二维平面上的一个集合

Ｘ 的边缘分布律是

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ· ，　ｉ＝１，２，…．
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其中，０＜ｐｉ· ＝
ｊ
ｐｉｊ，ｉ＝１，２，…；Ｙ 的边缘分布律是

Ｐ（Ｙ＝ｂｊ）＝ｐ·ｊ，　ｊ＝１，２，…．
其中，０＜ｐ·ｊ＝

ｉ
ｐｉｊ，　ｊ＝１，２，…．

３ 连续型二维随机变量及其分布律

如果 Ｘ 与Ｙ 的联合分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）可以表示成

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ，　－∞＜ｘ，ｙ＜∞，

那么称（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量，其中，二元函数ｆ（ｘ，ｙ）称 为 Ｘ 与Ｙ 的 联 合（概 率）密 度 函 数，它 必 须

满足

（１）ｆ（ｘ，ｙ）≥０，－∞＜ｘ，ｙ＜∞；

（２）∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１．

联合密度函数刻画了连续型二维随机变量的分布，因为由已知的联合密度函数可以算得概率

Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝Ｄ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

二维连续型随机变量具有下列性质：
（１）对任意一条平面曲线Ｌ，Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｌ）＝０；

（２）在ｆ（ｘ，ｙ）的连续点处，２

ｘｙＦ
（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）．

Ｘ 的边缘密度函数是

ｆＸ（ｘ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ，　－∞＜ｘ＜∞；

Ｙ 的边缘密度函数是

ｆＹ（ｙ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ，　－∞＜ｙ＜∞．

下面给出常用的连续型二维随机变量的分布：
（１）均匀分布　如果（Ｘ，Ｙ）在二维平面上某个区域Ｇ 中服从均匀分布，那么它的密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１

Ｇ 的面积
， （ｘ，ｙ）∈Ｇ；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．
（２）二维正态分布 Ｎ（μ１，μ２，σ２

１σ２
２，ρ），它的密度函数为

　　　　　　ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ１σ２ １－ρ槡 ２

ｅｘｐ － １
２（１－ρ

２）
（ｘ－μ１）２

σ１
［｛ ２

　　　　　　　－２ρ·
（ｘ－μ１）（ｙ－μ２）

σ１σ２
＋

（ｙ－μ２）２

σ２
］｝２ ，　－∞＜ｘ，ｙ＜∞，

其中　－∞＜μ１，μ２＜∞，σ２
１，　σ２

２＞０，　｜ρ｜＜１．
定理　如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２

１，σ２
２，ρ），那么 Ｘ～Ｎ（μ１，σ２

１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２
２）．

４ 随机变量的相互独立性

给定二维随机变量（Ｘ，Ｙ）．如果 Ｘ 与Ｙ 的联合分布函数等于Ｘ，Ｙ 的边缘分布函数之积，即

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ），对一切－∞＜ｘ，ｙ＜∞，
那么称随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立．随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立的直观意义是“Ｘ 与Ｙ 各自的取值互不影响”，
因为对实数轴上任意两个集合Ｉ１，Ｉ２，总有

Ｐ（Ｘ∈Ｉ１，Ｙ∈Ｉ２）＝Ｐ（Ｘ∈Ｉ１）Ｐ（Ｙ∈Ｉ２）．
当（Ｘ，Ｙ）为离散型二维随机变量时，Ｘ 与Ｙ 相互独立的充分必要条件为

ｐｉｊ＝ｐｉ·ｐ·ｊ，对一切ｉ，ｊ＝１，２，…．
当（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量时，Ｘ 与Ｙ 相互独立的充分必要条件为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ），至少在一切连续点处成立．
一般地，由 Ｘ 与Ｙ 的边缘分布不能惟一确定它 们 的 联 合 分 布．但 是，当 Ｘ 与Ｙ 相 互 独 立 时，由 Ｘ 与Ｙ

的边缘分布惟一确定了Ｘ 与Ｙ 的联合分布．
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定理　如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２
１，σ２

２，ρ），那么 Ｘ 与Ｙ 相互独立的充分必要条件是ρ＝０．
定理　如果 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么ｇ（Ｘ）与ｈ（Ｙ）相互独立．
５．条件分布

给定二维随机变量（Ｘ，Ｙ）当已知Ｙ 取值ｙ 时，Ｘ 仍 是 随 机 变 量。这 时，Ｘ 的 分 布 会 受 到Ｙ＝ｙ 的 影 响。

Ｘ 在Ｙ＝ｙ的条件下的分布称为Ｘ 的条件分布。类似地有Ｙ 在Ｘ＝ｘ的条件下的条件分布．
当（Ｘ，Ｙ）为离散型二维随机变量时，Ｘ 在给定Ｙ＝ｂｊ 的条件下的条件分布律为

Ｘ｜Ｙ＝ｂｊ ａ１ ａ２ …

Ｐｒ
ｐ１ｊ

ｐ·ｊ

ｐ２ｊ

ｐ·ｊ
…

ｊ＝１，２，…；Ｙ 在给定Ｘ＝ａｉ 的条件下的条件分布律为

Ｙ｜Ｘ＝ａｉ ｂ１ ｂ２ …

Ｐｒ
ｐｉ１

ｐｉ·

ｐｉ２

ｐｉ·
…

　　当（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量时，Ｘ 在给定Ｙ＝ｙ的条件下的条件（概率）密度函数为

ｆ（ｘ｜ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＹ（ｙ），　－∞＜ｘ＜∞，

其中，ｆＹ（ｙ）＞０；Ｙ 在给定Ｘ＝ｘ的条件下的条件（概率）密度函数为

ｆ（ｙ｜ｘ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＸ（ｘ），－∞＜ｙ＜∞，

其中，ｆＸ（ｘ）＞０．
当 Ｘ 与Ｙ 相互独立时，Ｘ（或Ｙ）的一切条件分布都与其边缘分布相同．
６ 两个独立随机变量的简单函数的分布

设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，ｇ（ｘ，ｙ）是一个已知的简单函数，Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）是随机变量 Ｘ 与Ｙ 的函数，
它也是一个随机变量．如何在已知 Ｘ，Ｙ 的分布的前提下求出Ｚ 的分布？

（１）离散型　如果 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

Ｙ 的分布律为

Ｐ（Ｙ＝ｂｊ）＝ｑｊ，　ｊ＝１，２，…，
那么Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的分布律为

Ｐ（Ｚ＝ｇ（ａｉ，ｂｊ））＝ｐｉｑｊ，　ｉ，ｊ＝１，２，…．
但要注意，与取相同ｇ（ａｉ，ｂｊ）值对应的那些概率应合并相加．

（２）连续型　要求Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的密度函数可以先求其分布函数．如果 Ｘ 的密度函数为ｆＸ（ｘ），Ｙ 的密

度函数为ｆＹ（ｙ），那么Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ）＝Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄｚ）＝Ｄｚ

ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ，

其中，｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄｚ｝是与｛ｇ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ｝相等的随机事件，而Ｄｚ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｇ（ｘ，ｙ）≤ｚ｝是二维平面上的某个集

合（通常是一个区域或若干区域的并集）．
定理（卷积公式）　当 Ｘ 与Ｙ 相互独立时，Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝∫
∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ．（或ｆＺ（ｚ）＝∫

∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ）

定理（分布的可加性）　设 Ｘ 与Ｙ 相互独立

（１）当 Ｘ～Ｂ（ｍ，ｐ），Ｙ～Ｂ（ｎ，ｐ）时，Ｘ＋Ｙ～Ｂ（ｍ＋ｎ，ｐ）；
（２）当 Ｘ～Ｐ（λ１），Ｙ～Ｐ（λ２）时，Ｘ＋Ｙ～Ｐ（λ１＋λ２）；

（３）当 Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２）时，Ｘ＋Ｙ～Ｎ（μ１＋μ２，σ２
１＋σ２

２），更一般地，

ｋＸ＋ｌＹ＋ｂ～Ｎ（ｋμ１＋ｌμ２＋ｂ，ｋ２σ２
１＋ｌ２σ２

２），
其中，ｋ，ｌ不同时为０．
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设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ 的分布函数为ＦＸ（ｘ），Ｙ 的分布函数为ＦＹ（ｙ），那么，Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布函数

为

ＦＵ（ｕ）＝ＦＸ（ｕ）ＦＹ（ｕ），

Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

ＦＶ（ｖ）＝１－（１－ＦＸ（ｖ））（１－ＦＹ（ｖ））．
通过求导，可以求得Ｕ，Ｖ 的密度函数．

三、例题分析

例３１　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立．在下列两种情况下，求方程ｔ２＋２Ｘｔ＋Ｙ＝０有不同的实根、有相

同实根与无实根的概率．

（１）Ｘ～Ｂ（１，１
２

），Ｙ～Ｂ（１，１
３

）；

（２）Ｘ～Ｒ（－１，１），Ｙ～Ｒ（０，１）．
解　方程ｔ２＋２Ｘｔ＋Ｙ＝０的判别式 Δ＝４（Ｘ２－Ｙ）
（１）所给方程有不同实根的概率为

Ｐ（Δ＞０）＝Ｐ（Ｘ２＞Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝０）＝１
２× １－（ ）１

３ ＝１
３

；

有相同实根的概率为

Ｐ（Δ＝０）＝Ｐ（Ｘ２＝Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）

＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）

＝ １－（ ）１
２ １－（ ）１

３ ＋１
２×１

３＝１
２

；

无实根的概率为

Ｐ（Δ＜０）＝Ｐ（Ｘ２＜Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝１）＝ １－（ ）１
２ ×１

３＝１
６．

（２）所给方程有不同实根的概率为

Ｐ（Δ＞０）＝Ｐ（Ｘ２＞Ｙ）＝ｘ２＞ｙ
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

１

－１
ｄｘ∫

ｘ２

０

１
２×１ｄｙ＝１

３
；

有相同实根的概率为

Ｐ（Δ＝０）＝Ｐ（Ｘ２＝Ｙ）＝０；
无实根的概率为

Ｐ（Δ＜０）＝１－Ｐ（Δ＞０）－Ｐ（Δ＝０）＝２
３．

分析　对于Ｐ（Ｘ２＝Ｙ），离散型与连续 型 二 维 随 机 变 量 的 性 质 是 不 一 样 的．Ｐ（Ｘ２＝Ｙ）＝Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈
Ｌ），Ｌ 是抛物线ｙ＝ｘ２ 在［－１，１］之间的一段曲线弧，因此当（Ｘ，Ｙ）是连续型二维随机变量时，这个概率永远

是０，另外，在（２）中，运用了求逆公式以简化运算．这个方法也可以用在（１）中．例如，求得了Ｐ（Δ＞０）＝１
３

，

Ｐ（Δ＜０）＝１
６

之后，立即可推得Ｐ（Δ＝０）＝１－１
３－１

６＝１
２．

例３２　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ｝内服从均匀分布，求 Ｘ 与Ｙ 的边

缘密度函数及条件密度函数．
解　Ｇ 的面积为１，Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１， ０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ；

０， 其　余｛ ．

Ｘ 的取值范围为（０，１）．当０＜ｘ＜１时，
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ｆＸ（ｘ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

ｘ

－ｘ
１ｄｙ＝２ｘ．

因此，Ｘ 的边缘密度函数是

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１；

０， 其　余｛ ．

Ｙ 的取值范围为（－１，１），当０＜｜ｙ｜＜１时，

ｆＹ（ｙ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

１

｜ｙ｜
１ｄｘ＝１－｜ｙ｜．

因此，Ｙ 的边缘密度函数是

ｆＹ（ｙ）＝
１－｜ｙ｜， －１＜ｙ＜１；

０， 其　余｛ ．

在Ｙ＝ｙ的条件 下，当ｙ（－１，１）时，ｆＹ （ｙ）＝０，Ｘ 的 条 件 分 布 不 存 在；当ｙ∈（－１，１）时，ｆＹ （ｙ）＝
１－｜ｙ｜，Ｘ 的条件密度函数为

ｆ（ｘ｜ｙ）＝
１

１－｜ｙ｜
，｜ｙ｜＜ｘ＜１；

　０，　　其　余
烅
烄

烆 ．

在 Ｘ＝ｘ的条件下，当ｘ（０，１）时，ｆＸ（ｘ）＝０，Ｘ 的条件分布不存在；当ｘ∈（０，１）时，ｆＸ（ｘ）＝２ｘ，Ｙ 的 条 件

密度函数为

ｆ（ｙ｜ｘ）＝
１
２ｘ

，　－ｘ＜ｙ＜ｘ；

　０，　　其　余
烅
烄

烆 ．

分析　求边缘密度函数的公式貌似简单，但很容 易 出 错，因 为ｆ（ｘ，ｙ）常 常 是 二 元 分 段 函 数．本 例 用 先

求随机变量取值范围的方法．随机变量 Ｘ（或Ｙ）的取值范围是区域Ｇ 在ｘ 轴（或ｙ轴）上的投影．在取值范

围之外，密度函数值是０．
条件密度函数是概率论中的一个难点，但不是重 点．求 条 件 密 度 函 数 的 公 式 很 简 单，但 要 认 清 自 变 量，

ｆ（ｘ｜ｙ）与ｆ（ｙ｜ｘ）都不是二元函数，而是一元函数，自变量分别为ｘ与ｙ，另一个变量在所给定的条件下要视

作一个常量．这相当于高等数学中，当二元函数一个自变量固定时，它只是另一个变量的 一 元 函 数．另 外，随

着所给条件的变化，条件密度函数也不同．例如，在本题中，ｆ（ｘ｜１
２

）与ｆ（ｘ｜１
３

）便 是 不 同 的 条 件 密 度 函 数，

因为它们所给条件分别是“Ｙ＝１
２

”与“Ｙ＝１
３

”．读者不妨作为练习进行计算．

例３３　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜∞．

问 Ｘ 与｜Ｘ｜是否相互独立？为什么？

解　Ｘ 与｜Ｘ｜不独立，其理由如下：

Ｐ（Ｘ＞１）＝∫
∞

１

１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝１

２ｅ
，

Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝Ｐ（Ｘ＞１）＋Ｐ（Ｘ＜－１）＝∫
∞

１

１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＋∫

－１

－∞

１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝１

ｅ
，

Ｐ（Ｘ＞１，｜Ｘ｜＞１）＝Ｐ（Ｘ＞１）＝１
２ｅ

，

易见 Ｐ（Ｘ＞１，｜Ｘ｜＞１）≠Ｐ（Ｘ＞１）Ｐ（｜Ｘ｜＞１）．
分析　本题的难点在于事先不知道结论．但 从 随 机 变 量 相 互 独 立 性 的 直 观 意 义 上 去 理 解，Ｘ 与｜Ｘ｜的

取值是有关系的，因此它们一般不会相互独立．另外，说明 Ｘ 与｜Ｘ｜不 相 互 独 立 容 易 进 入 一 个 误 区，即 去 证
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明 Ｘ 与｜Ｘ｜的联合密度函数不等于 Ｘ 与｜Ｘ｜的边缘密度函数之积．在本题中，这 种 解 题 方 法 将 带 来 较 繁 的

计算．本题是１９９３年试题，说明理由部分仅占１分．
例３４　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ～Ｎ（１，２），Ｙ～Ｎ（０，１），求Ｚ＝２Ｘ－Ｙ＋３的密度函数．
解　由所给条件，按正态分布的可加性定理

Ｚ～Ｎ（２×１－１×０＋３，２２×２＋（－１）２×１）＝Ｎ（５，９），
因此，Ｚ 的密度函数是

ｆＺ（ｚ）＝ １
３ ２槡π

ｅｘｐ －
（ｚ－５）２｛ ｝１８

，　－∞＜ｚ＜∞．

分析　本题是１９８９年试题．它虽然是考查二维随机变量的简单函数的分布，但由于仅涉及两个正态分

布，因此可以直接用可加性定理得到．
例３５　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ～Ｎ（μ，σ２），Ｙ～Ｒ（－π，π），试求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数（计算结

果用 Ｎ（０，１）的分布函数Φ 表示，其中，Φ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ－ｔ

２

２ｄ）ｔ ．

解　Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅｘｐ
（ｘ－μ）２

２σ｛ ｝２ ，　－∞＜ｘ＜∞，

Ｙ 的密度函数为

ｆＹ（ｙ）＝
１
２π

， －π＜ｙ＜π；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．

按卷积公式，Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝∫
∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

π

－π
ｆＸ（ｚ－ｙ）１

２πｄｙ

＝１
２π∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
（ｚ－ｙ－μ）２

２σ｛ ｝２ ｄｙ

＝１
２π∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
［ｙ－（ｚ－μ）］２

２σ｛ ｝２ ｄｙ

＝１
２π Φ π－（ｚ－μ）（ ）σ －Φ －π－（ｚ－μ）（ ）［ ］σ

，　－∞＜ｚ＜∞．

分析　上述计算最后一步中利用概率来计算积分．当随机变量Ｕ～Ｎ（ｚ－μ，σ２）时，则

Ｐ（－π＜Ｕ＜π）＝∫
π

－π
ｆＵ（ｕ）ｄｕ＝∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
［ｕ－（ｚ－μ）］２

２σ｛ ｝２ ｄｕ，

另一方面，按照正态分布的概率计算公式，有

Ｐ（－π＜Ｕ＜π）＝Φ π－（ｚ－μ）（ ）σ －Φ －π－（ｚ－μ）（ ）σ ．

使用卷积公式要仔细，因为ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）常常是分段函数，这样便会涉及分段函数的复合．在上述求解过程

中，没有采用另一个公式ｆＸ（ｚ）＝∫
∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ，就是为了避开ｆＹ（ｚ－ｘ）．

例３６　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）， ｘ＞０，　ｙ＞０；

０， 其　余｛ ．

求随机变量Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ 的分布函数．
解　Ｚ 的取值范围为（０，∞）　当ｚ＞０时，

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（Ｘ＋２Ｙ≤ｚ）
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＝ｘ＋２ｙ≤ｚ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

ｚ

０
ｄｘ∫

１
２

（ｚ－ｘ）

０
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）ｄｙ

＝∫
ｚ

０
ｅ－ｘ １－ｅｘ－（ ）ｚ ｄｘ＝∫

ｚ

０
ｅ－ｘ－ｅ－（ ）ｚ ｄｘ

＝１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ．

于是，Ｚ 的分布函数为

ＦＺ（ｚ）＝
１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ， ｚ＞０；

０， ｚ≤０｛ ．

分析　这类题目还是要注意被积函数ｆ（ｘ，ｙ）是二元分段函数．正确写出二次积分式是解题的关键，由

Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ 的分布函数ＦＺ（ｚ），通过求导便可得到Ｚ 的密度函数：

ｆＺ（ｚ）＝
ｚｅ－ｚ， ｚ＞０；

０， 其　余｛ ．

本题是１９９１年试题．实际上本题中的 Ｘ 与Ｙ 是相互独立，且 Ｘ～Ｅ（１），Ｙ～Ｅ（２）．读者不妨作为练习加以

证明．
例３７　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，其密度函数分别是

ｆＸ（ｘ）＝
１， ０＜ｘ＜１；

０， 其　余｛ ，　　ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ， ｙ＞０；

０， 其　余｛ ．

求随机变量Ｚ＝２Ｘ＋Ｙ 的密度函数．
解　Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ， ０＜ｘ＜１，ｙ＞０；

０， 其　余｛ ．

Ｚ 的取值范围为（０，∞）．当ｚ＞０时，有

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（２Ｘ＋Ｙ≤ｚ）＝２ｘ＋ｙ≤ｚ
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ．＝Ｄｚ

ｅ－ｙｄｘｄｙ，

其中，Ｄｚ＝｛（ｘ，ｙ）｜２ｘ＋ｙ≤ｚ，０＜ｘ＜１，ｙ＞０｝．

当０＜ｚ＜２时，ＦＺ（ｚ）＝∫
ｚ
２

０
ｄｘ∫

ｚ－２ｘ

０
ｅ－ｙｄｙ＝∫

ｚ
２

０
（１－ｅ２ｘ－ｚ）ｄｘ＝ｚ

２＋１
２ｅ－ｚ－１

２
，

ｆＺ（ｚ）＝１
２

（１－ｅ－ｚ）；

当ｚ＞２时，ＦＺ（ｚ）＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｚ－２ｘ

０
ｅ－ｙｄｙ＝∫

１

０
（１－ｅ２ｘ－ｚ）ｄｘ＝１－ｅ２－１

２ ｅ－ｚ，

ｆＺ（ｚ）＝１
２

（ｅ２－１）ｅ－ｚ．

因此，Ｚ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝

１
２

（１－ｅ－ｚ）， ０＜ｚ＜２；

１
２

（ｅ２－１）ｅ－ｚ， ｚ＞２；

０， 其　余

烅

烄

烆 ．

分析　本题采用先求分布函数的方法．在求解过程中，把ｚ＞０分成两个部分：０＜ｚ＜２与ｚ＞２，这是因

为在两种情形下积分区域 Ｄｚ 的形状不同，前者是三角形，后者是梯形．在ｚ＝２处 不 必 特 别 关 注，因 为 由 分

布函数的性质———ＦＺ（ｚ）连续，立即可以得出它的值，而对密度函数而言，不妨让该处值为０．
例３８　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立．

（１）Ｘ～Ｂ（１，１
２

），Ｙ～Ｂ（１，１
２

），求Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律；
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（２）Ｘ～Ｅ（λ１），Ｙ～Ｅ（λ２），求Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数与密度函数．
解　（１）Ｘ 与Ｙ 的取值范围都是｛０，１｝，因此Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的取值范围也是｛０，１｝，Ｕ 的分布律为

Ｐ（Ｕ＝０）＝Ｐ（ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０）

＝ １－（ ）１
２ × １－（ ）１

２ ＝１
４．

Ｐ（Ｕ＝１）＝１－Ｐ（Ｕ＝０）＝１－１
４＝３

４．

（２）Ｘ 的分布函数为

ＦＸ（ｘ）＝ １－ｅ
－λ１ｘ， ｘ＞０；

０， ｘ≤０｛ ．

Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝ １－ｅ
－λ２ｙ， ｙ＞０；

０， ｙ≤０｛ ．

因此，Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

ＦＶ（ｖ）＝１－（１－ＦＸ（ｖ））（１－ＦＹ（ｖ））＝
１－ｅ－（λ１＋λ２

）ｖ， ｖ＞０；

０， 其余｛ ．

Ｖ 的密度函数为

ｆＶ（ｖ）＝
（λ１＋λ２）ｅ－（λ１＋λ２

）ｖ， ｖ＞０；

０， 其余｛ ．

分析　本题是１９９４年试题．同样是求最大（小）值的分布，本题对离散型与连续 型 二 维 随 机 变 量 采 用 了

不同的方法．如果对（１）采 用 先 求 分 布 函 数 的 方 法，将 导 致 易 犯 错 误 的 分 段 函 数 运 算．顺 便 指 出，Ｕ～Ｂ

１，（ ）３
４

，Ｖ～Ｅ（λ１＋λ２）．

例３９　设 Ｘ，Ｙ 是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知 Ｘ 的分布律为Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝１
３

，ｉ＝１，

２，３．令Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ），Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）．试求：
（１）（Ｕ，Ｖ）的分布律；
（２）Ｕ 与Ｖ 的边缘分布律；
（３）给定Ｖ＝２时Ｕ 的条件分布律与给定Ｕ＝３时Ｖ 的条件分布律．
解　（１）Ｘ 与Ｙ 的取值范围都是｛１，２，３｝，因此，Ｕ 与Ｖ 的取值范围也都是｛１，２，３］，（Ｕ，Ｖ）的分布律为

Ｖ

Ｕ
１ ２ ３

１ １
９ ０ ０

２ ２
９

１
９ ０

３ ２
９

２
９

１
９

这里，九个概率分别计算如下：

Ｐ（Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｉ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｉ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｉ）＝１
３×１

３＝１
９

，ｉ＝１，２，３．

当ｉ＜ｊ时，｛Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ｝＝，因此，Ｐ（Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ）＝０．

当ｉ＞ｊ时，｛Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ｝＝｛Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ｝∪｛Ｘ＝ｊ，Ｙ＝ｉ｝，因此，

Ｐ（Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＋Ｐ（Ｘ＝ｊ，Ｙ＝ｉ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｊ）＋Ｐ（Ｘ＝ｊ）Ｐ（Ｙ＝ｉ）

＝１
３×１

３＋１
３×１

３＝２
９．
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（２）Ｕ 的边缘分布律为

Ｕ １ ２ ３

Ｐｒ
１
９＋０＋０＝１

９
２
９＋１

９＋０＝３
９

２
９＋２

９＋１
９＝５

９

Ｖ 的边缘分布律为

Ｖ １ ２ ３

Ｐｒ
１
９＋２

９＋２
９＝５

９ ０＋１
９＋２

９＝３
９ ０＋０＋１

９＝１
９

　　（３）给定Ｖ＝２时Ｕ 的条件分布律为

Ｕ｜Ｖ＝２ １ ２ ３

Ｐｒ
０

３／９＝０ １／９
３／９＝１

３
２／９
３／９＝２

３

给定Ｕ＝３时Ｖ 的条件分布律为

Ｖ｜Ｕ＝３ １ ２ ３

Ｐｒ
２／９
５／９＝２

５
２／９
５／９＝２

５
１／９
５／９＝１

５

　　分析　本题（１）是１９９６年试题，解 决 本 题 所 用 的 方 法 仅 仅 是 基 本 要 求 的 综 合 运 用．望 读 者 仔 细 体 会。
在（２）中，由（１）得到的联合分布律推出边缘分布律，也可以仿照例３８（１），直接由（Ｘ，Ｙ）的分布律推出Ｕ，

Ｖ 的分布律．
例３１０（选择题）　设 Ｘ１ 和 Ｘ２ 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们的概率密度分别为ｆ１（ｘ）

和ｆ２（ｘ），分布函数分别为Ｆ１（ｘ）和Ｆ２（ｘ），则

（Ａ）ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的概率密度；
（Ｂ）ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的概率密度；
（Ｃ）Ｆ１（ｘ）＋Ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的分布函数；
（Ｄ）Ｆ１（ｘ）Ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的分布函数．
解　应选（Ｄ）．

分析　本题是２００２年试题．解 本 题 要 求 对 分 布 函 数 和 密 度 函 数 的 性 质 十 分 熟 悉．由 于∫
∞

－∞
（ｆ１（ｘ）＋

ｆ２（ｘ））ｄｘ＝∫
∞

－∞
ｆ１（ｘ）ｄｘ＋∫

∞

－∞
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝２，因 此，（Ａ）不 成 立．至 于（Ｂ），若 取 Ｘ１～Ｒ（０，１），Ｘ２～Ｒ（１，２）

时，ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）≡０，因此∫
∞

－∞
ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）ｄｘ＝０．从 而（Ｂ）不 成 立．由 于Ｆ１（＋∞）＝１，Ｆ２（＋∞）＝１，故 Ｆ１

（＋∞）＋Ｆ２（＋∞）＝２，因而（Ｃ）不成立，（Ｄ）是正确的，实际上Ｆ１（ｘ）Ｆ２（ｘ）是 ｍａｘ（Ｘ１，Ｘ２）的分布函数．
例３１１　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，下面列出了二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律及关于Ｘ 和关于

Ｙ 的边缘分布律中的部分数值，试将其余数值填入表中的空白处．

Ｙ
Ｘ

ｙ１ ｙ２ ｙ３ Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝ｐｉ·

ｘ１
１
８

ｘ２
１
８

Ｐ｛Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐ·ｊ
１
６ １
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　　解

Ｙ
Ｘ

ｙ１ ｙ２ ｙ３ Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝ｐｉ·

ｘ１
１
２４

１
８

１
１２

１
４

ｘ２
１
８

３
８

１
４

３
４

Ｐ｛Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐ·ｊ
１
６

１
２

１
３ １

　　分析　本题是１９９９年试题．解本题要求对联合分布律和边缘分布律的概念十分熟悉．先由Ｐ｛Ｘ＝ｘ１，Ｙ

＝ｙ１｝＋
１
８＝１

６
，解出Ｐ｛Ｘ＝ｘ１，Ｙ＝ｙ１｝＝

１
６－１

８＝１
２４．由 Ｘ，Ｙ 相互独立得到Ｐ｛Ｘ＝ｘ１，Ｙ＝ｙ｝＝ｐ１１＝ｐ１·

ｐ·１，因此

Ｐ｛Ｘ＝ｘ１｝＝ｐ１· ＝ｐ１１

ｐ·１
＝

１
２４
１
６

＝１
４．

同样由独立性可得　Ｐ｛Ｘ＝ｘ２｝＝ｐ２· ＝ｐ２１

ｐ·１
＝

１
８
１
６

＝３
４．

Ｐ｛Ｙ＝ｙ２｝＝ｐ·２＝
ｐ１２

ｐ１·
＝

１
８
１
４

＝１
２．

Ｐ｛Ｙ＝ｙ３｝＝１－Ｐ｛Ｙ＝ｙ１｝－Ｐ｛Ｙ＝ｙ２｝＝１－１
６－１

２＝１
３．

Ｐ｛Ｘ＝ｘ２，Ｙ＝ｙ２｝＝ｐ２２＝ｐ２·ｐ·２＝
３
４×１

２＝３
８

，

Ｐ｛Ｘ＝ｘ２，Ｙ＝ｙ３｝＝ｐ２３＝ｐ２·ｐ·３＝
３
４×１

３＝１
４．

例３１２　设随机变量 Ｘｉ（ｉ＝１，２）的分布律为

Ｘｉ －１ ０ １

概率 １
４

１
２

１
４

且满足Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝１，求Ｐ｛Ｘ１＝Ｘ２｝．
解　设（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布律为

Ｘ２

Ｘ１
－１ ０ １

－１ ｐ１１ ｐ１２ ｐ１３

０ ｐ２１ ｐ２２ ｐ２３

１ ｐ３１ ｐ３２ ｐ３３

由于Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝１，因此

Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝ｐ１２＋ｐ２２＋ｐ３２＋ｐ２１＋ｐ２３＝１

另一方面　
３

ｉ＝１

３

ｊ＝１
ｐｉｊ＝１．因此

ｐ１１＝ｐ１３＝ｐ３１＝ｐ３３＝０．
即（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布律为
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书书书

Ｘ２

Ｘ１

－１ ０ １

－１ ０ ｐ１２ ０

０ ｐ２１ ｐ２２ ｐ２３

１ ０ ｐ３２ ０

由于已知 Ｘｉ（ｉ＝１，２）的边缘分布律，因此，有

ｐ２１＝Ｐ｛Ｘ２＝－１｝＝１
４

，ｐ２３＝Ｐ｛Ｘ２＝１｝＝１
４

；

ｐ１２＝Ｐ｛Ｘ１＝－１｝＝１
４

，ｐ３２＝Ｐ｛Ｘ１＝１｝＝１
４．

因而

ｐ２２＝１－ｐ１２－ｐ２１－ｐ２３－ｐ３２＝１－１
４－１

４－１
４－１

４＝０．

从而

Ｐ｛Ｘ１＝Ｘ２｝＝ｐ１１＋ｐ２２＋ｐ３３＝０＋０＋０＝０．

分析　本题是１９９９年的考题．本题中 Ｘ１，Ｘ２ 并不 相 互 独 立，此 时，一 般 的 教 材 都 强 调 由 边 缘 分 布 律 得

不出联合分布律，但适当补充条件后，可以由边缘分 布 律 推 出 联 合 分 布 律．本 例 中 通 过 添 加 条 件 Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝
０｝＝１，使得ｐ１１＝ｐ１３＝ｐ３１＝ｐ３３＝０，从而使得未知量个数由９个减少至５个．再结合边缘分布律求出联合分

布律．

四、小　结

本章重点是求分布———联合分布、边缘分布（条件分布）与二维随机变量简单函数的分布，即使是讨论独

立性，也离不开关于分布的讨论．当然，求分布还是建立在求概率的基础上．另外，对正态分 布 要 给 予 足 够 的

重视，因为它具有一些特殊的性质，运用这些性质可以简化计算．
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第四章　随机变量的数字特征

随机变量的分布一般不易得到，退而求其次，本章讨论随机变量的数字特征．

一、复习与考试要求

（１）理解数学期望和方差的概念，掌握它们的性质与计算．
（２）掌握二项分布、泊松分布和正态分布的数学期望和方差，了解均匀分布和指数分布的数学期望和方

差．
（３）会计算随机变量函数的数学期望．
（４）了解矩、协方差和相关系数的概念和性质，并会计算．

二、基本概念与理论

１ 数学期望

设 Ｘ 是离散型随机变量，Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

如果级数
ｉ
ａｉｐｉ 绝对收敛①，那么，规定 Ｘ 的数学期望（或均值）为

Ｅ（Ｘ）＝
ｉ
ａｉｐｉ；

规定随机变量函数ｇ（Ｘ）的数学期望为

Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝
ｉ
ｇ（ａｉ）ｐｉ．

设 Ｘ 是连续型随机变量，Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ）．规定 Ｘ 的数学期望为

Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ；

规定随机变量函数ｇ（Ｘ）的数学期望为

Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝∫
∞

－∞
ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ．

设（Ｘ，Ｙ）为二维离散型随机变量，Ｘ 与Ｙ 的联合分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ，Ｙ＝ｂｊ）＝ｐｉｊ，　ｉ，ｊ＝１，２，…．

规定二维随机变量的函数ｇ（Ｘ，Ｙ）的数学期望为

Ｅ［ｇ（Ｘ，Ｙ）］＝
ｉ

ｊ
ｇ（ａｉ，ｂｊ）ｐｉｊ．

特殊地

Ｅ（Ｘ）＝
ｉ

ｊ
ａｉｐｉｊ＝

ｉ
ａｉｐｉ．，Ｅ（Ｙ）＝

ｉ

ｊ
ｂｉｐｉｊ＝

ｉ
ｂｉｐ．ｊ．

设（Ｘ，Ｙ）为二维连续型随机变量，Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数为ｆ（ｘ，ｙ），规定二维随机变量的函数ｇ（Ｘ，Ｙ）
的数学期望为
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① 如果级数不绝对收敛，那么就认为 Ｘ 的数学期望不存在．以下类似的情形（包括连续型 情 形 下 的 广 义 积 分）不 再

一一指明．



Ｅ［ｇ（Ｘ，Ｙ）］＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

特殊地

Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

－∞
ｘｆＸ（ｘ）ｄｘ，

Ｅ（Ｙ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

－∞
ｙｆＹ（ｙ）ｄｙ．

数学期望具有下列性质：
（１）Ｅ（ｃ）＝ｃ　（ｃ是常数）；
（２）Ｅ（ｋＸ＋ｂ）＝ｋＥ（Ｘ）＋ｂ（ｋ，ｂ是常数）；
（３）Ｅ（Ｘ±Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）±Ｅ（Ｙ）；
（４）如果 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
２ 方差与标准差

随机变量 Ｘ 的函数ｇ（Ｘ）＝［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ 的数学期望称为随机变量 Ｘ 的方差，记作 Ｄ（Ｘ），即

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２）．
计算方差常用下列公式：

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２．
方差具有下列性质：
（１）Ｄ（ｃ）＝０（ｃ是常数）；
（２）Ｄ（ｋＸ＋ｂ）＝ｋ２Ｄ（Ｘ）（ｋ，ｂ是常数）；
（３）如果 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么，Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．

方差 Ｄ（Ｘ）的算术平方根 Ｄ（Ｘ槡 ）称为随机变量 Ｘ 的标准差．
３ 协方差

设（Ｘ，Ｙ）为二维随机变量，称

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］）
为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的协方差．计算协方差常用下列公式：

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
当 Ｘ＝Ｙ 时，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）表示 Ｄ（Ｘ）．
协方差具有下列性质：
（１）ｃｏｖ（Ｘ，ｃ）＝０（ｃ是常数）；
（２）ｃｏｖ（ｋＸ，ｌＹ）＝ｋｌｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）（ｋ，ｌ是常数）；
（３）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ±Ｚ）＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）±ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）．
４ 相关系数

设（Ｘ，Ｙ）为二维随机变量，称

ρ（Ｘ，Ｙ）＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的相关系数．相关系数ρ（Ｘ，Ｙ）反映了随机变量 Ｘ 与Ｙ 之间线性联系的紧密程度．当ρ
（Ｘ，Ｙ）＝０时，称 Ｘ 与Ｙ 不相关．

相关系数具有下列性质：
（１）｜ρ（Ｘ，Ｙ）｜≤１；
（２）｜ρ（Ｘ，Ｙ）｜＝１的充分必要条件是 Ｘ 与Ｙ 之间存在线性关系的概率为１．
定理　下列５个命题是等价的：
（１）ρ（Ｘ，Ｙ）＝０；
（２）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０；
（３）Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）；
（４）Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）；
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（５）Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．
定理　如果随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么 Ｘ 与Ｙ 不相关．
定理　如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２

１，σ２
２，ρ），那么 Ｘ 与Ｙ 相互独立等价于Ｘ 与Ｙ 不相关．

利用协方差或相关系数可以计算

　　　　　Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）．
５ 常用分布的数字特征

（１）当 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，　　　　　　Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）．
（２）当 Ｘ～Ｐ（λ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝λ， Ｄ（Ｘ）＝λ．
（３）当 Ｘ～Ｒ（ａ，ｂ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝１
２

（ａ＋ｂ）， Ｄ（Ｘ）＝１
１２

（ｂ－ａ）２．

（４）当 Ｘ～Ｅ（λ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝１
λ

， Ｄ（Ｘ）＝１
λ２ ．

（５）当 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝μ， Ｄ（Ｘ）＝σ２．

（６）当（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２
１，σ２

２，ρ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝μ１， Ｄ（Ｘ）＝σ２
１．

　　　　　Ｅ（Ｙ）＝μ２， Ｄ（Ｙ）＝σ２
２．

　　　　　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ρσ１σ２， ρ（Ｘ，Ｙ）＝ρ．
６．矩

设 Ｘ 是随机变量，称Ｅ（Ｘｋ）为随机变量 Ｘ 的ｋ 阶原点矩；称Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ）为 随 机 变 量 Ｘ 的ｋ 阶 中

心矩．
设（Ｘ，Ｙ）是二维随机变量，称Ｅ（ＸｋＹｌ）为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的（ｋ，ｌ）阶联合原点矩；称Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ［Ｙ

－Ｅ（Ｙ）］ｌ）为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的（ｋ，ｌ）阶联合中心矩．
数学期望是一阶原点矩；方差是二阶中心矩；协方差是（１，１）阶联合中心矩．

三、例题分析

例４１　已知 Ｘ～Ｐ（２），即

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｅ－２２ｋ

ｋ！
，　ｋ＝０，１，２，…．

求随机变量Ｚ＝３Ｘ－２的数学期望Ｅ（Ｚ）．
解　由 Ｘ～Ｐ（２）推知Ｅ（Ｘ）＝２．于是，

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ（３Ｘ－２）＝３Ｅ（Ｘ）－２＝３×２－２＝４．
分析　如果不知道泊松分布的数学期望，那就只好先求级数的和：

Ｅ（Ｘ）＝ｅ－２
∞

ｋ＝０
ｋ· ２ｋ

ｋ！＝ｅ－２
∞

ｋ＝１

２ｋ

（ｋ－１）！＝２ｅ－２ 
∞

ｋ－１＝０

２ｋ－１

（ｋ－１）！＝２．

例４２　已知 Ｘ～Ｅ（１），求Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）
解　由 Ｘ～Ｅ（１）推知Ｅ（Ｘ）＝１，且

Ｅ（ｅ－２Ｘ）＝∫
∞

０
ｅ－２ｘｅ－ｘｄｘ＝∫

∞

０
ｅ－３ｘｄｘ＝１

３．
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因此，

Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（ｅ－２Ｘ）＝１＋１
３＝４

３．

分析　本题切忌错用公式

Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）＋ｅ－２Ｅ（Ｘ）．

因为ｅ－２Ｘ 不是Ｘ 的线性函数，所以上式不成立．
例４３　已知连续型随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
槡π

ｅ－ｘ２＋２ｘ－１，　－∞＜ｘ＜∞，

求Ｅ（Ｘ）与Ｄ（Ｘ）．
解　由于

ｆ（ｘ）＝ １

２槡π槡１
２

ｅｘｐ －
（ｘ－１）２

２×烅
烄

烆
烍
烌

烎
１
２

是 Ｎ（１，１
２

）的密度函数，因此

Ｅ（Ｘ）＝１，　　Ｄ（Ｘ）＝１
２．

分析　本题是１９８７年试题．解决本题的关键 是 要 善 于 识 别 常 用 分 布 的 密 度 函 数．不 然 的 话，直 接 计

算将会带来较大的工作量．本题中的ｆ（ｘ）也可以改成

φ（ｘ）＝ｋｅ－ｘ２＋２ｘ，　－∞＜ｘ＜∞．

最终结果不变．理由请参阅例２３的分析．
例４４　设 Ｘ 表示１０次独立重复射击命中目标的次数，每次射中目标的概率为０４，求Ｅ（Ｘ２）．
解　由题意得到 Ｘ～Ｂ（１０，０４），于是

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝１０×０４＝４，

　　　　　Ｄ（Ｘ）＝１０×０４×（１－０．４）＝２．４．
由 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２

　　　　　推得Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝２．４＋４２＝１８．４
分析　本题是１９９５年试题，它考查了两个内容．一是由题意归结出随机变量 Ｘ 的分布，二是灵活应用

方差计算公式，如果直接求解，那么

Ｅ（Ｘ２）＝
１０

ｋ＝０
ｋ２ １０（ ）ｋ

０．４ｋ（１－０．４）１０－ｋ

的计算是较繁的．
例４５　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｝｜０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ｝内服从均匀分布，求随机变量Ｚ

＝２Ｘ＋１的方差Ｄ（Ｚ）．
解　由方差的性质得到

Ｄ（Ｚ）＝Ｄ（２Ｘ＋１）＝４Ｄ（Ｘ）．
在例３２中已经求得 Ｘ 的边缘密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．
于是，
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Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
ｘ×２ｘｄｘ＝２

３
，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
１

０
ｘ２×２ｘｄｘ＝１

２
，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝１
２－（ ）２

３

２

＝１
１８．

因此，Ｄ（Ｚ）＝４×１
１８＝２

９．

分析　尽管本题给出的是二维随机 变 量，但 在 求 Ｘ 的 数 学 期 望 与 方 差 时 可 以 从Ｘ 的 边 缘 密 度 函 数 出

发，而不必从 Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数开始．一般情形下，采用边缘密度函数较方便．

例４６　已知 Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ（０，４２），ρ（Ｘ，Ｙ）＝－１
２．设随机变量Ｚ＝Ｘ

３＋Ｙ
２．

（１）求Ｅ（Ｚ）与 Ｄ（Ｚ）；
（２）求 Ｘ 与Ｚ 的相关系数ρ（Ｘ，Ｚ）．
解　（１）由数学期望与方差的性质得到

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ Ｘ
３＋Ｙ（ ）２ ＝１

３Ｅ（Ｘ）＋１
２Ｅ（Ｙ）＝１

３×１＋１
２×０＝１

３
，

Ｄ（Ｚ）＝Ｄ Ｘ
３＋Ｙ（ ）２ ＝Ｄ Ｘ（ ）３ ＋Ｄ Ｙ（ ）２ ＋２ｃｏｖ Ｘ

３
，Ｙ（ ）２

＝１
９Ｄ（Ｘ）＋１

４Ｄ（Ｙ）＋２×１
３×１

２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝１
９×３２＋１

４×４２＋１
３ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１＋４＋１
３× －（ ）１

２ ×３×４＝３．

（２）由于

ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ
３＋Ｙ

２
）＝１

３ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）＋１
２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝１
３Ｄ（Ｘ）＋１

２ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１
３×３２＋１

２×（－１
２

）×３×４＝０．

因此ρ（Ｘ，Ｚ）＝０．
分析　本 题 是 １９９４年 试 题．主 要 考 查 方 差、协 方 差 与 相 关 系 数 的 性 质．即 使 Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ

０，４（ ）２ ，ρ（Ｘ，Ｙ）＝０，但不能由此推出 Ｘ 与Ｙ 相互独立，因为（Ｘ，Ｚ）未必一定服从二维正态分布．这方面内

容的深入讨论超出了考试大纲与教学大纲的要求．当然，如果添上条件“已知（Ｘ，Ｙ）服从二维正态分布”，那

么由ρ（Ｘ，Ｙ）＝０，立刻推得 Ｘ 与Ｚ 相互独立，因为这时（Ｘ，Ｚ）必定服从二维正态分布．
例４７　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜∞．

（１）求Ｅ（Ｘ）与 Ｄ（Ｘ）；
（２）求 Ｘ 与｜Ｘ｜的协方差ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜），并问 Ｘ 与｜Ｘ｜是否不相关？

解　（１）广义积分∫
∞

－∞
ｘ·１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ绝对收敛，因此

Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘ·１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，
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Ｅ（Ｘ２）＝∫
∞

－∞
ｘ２·１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝∫
∞

０
ｘ２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝∫

∞

０
ｘ２ｅ－ｘｄｘ＝２．

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝２；

（２）应用协方差计算公式

ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝Ｅ（Ｘ·｜Ｘ｜）－Ｅ（Ｘ）·Ｅ（｜Ｘ｜），

由于随机变量 Ｘ 的函数ｇ（Ｘ）＝Ｘ·｜Ｘ｜的数学期望

Ｅ（Ｘ·｜Ｘ｜）＝∫
∞

－∞
ｘ·｜ｘ｜×１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，

因此

ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝０－０×Ｅ（｜Ｘ｜）＝０．

因此推得ρ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝０，即 Ｘ 与｜Ｘ｜不相关．
分析　在例３３中曾经说明了 Ｘ 与｜Ｘ｜不相互独立．在 本 题 计 算 积 分 时，多 次 用 到 奇（偶）函 数 在 对 称

区间上积分的性质．但要注意，现在是广义积分，遇到奇函 数 时 特 别 要 当 心．严 格 地 说，在（２）中 计 算∫
∞

－∞
ｘ

·｜ｘ｜×１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ时也应先说明它绝对收敛．

例４８　一零件的横截面是圆，对截面直径进行测量，设其直径服从区间［０，２］上的均匀分布，求截 面 面

积的数学期望与方差．
解　设截面直径为 Ｘ，Ｘ～Ｒ（０，２），即 Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
１
２

， ０≤ｘ≤２；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．

设横截面面积为Ｙ，Ｙ＝π
４Ｘ２．易见，

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ π
４Ｘ（ ）２ ＝∫

∞

－∞

π
４ｘ２ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

π
４ｘ２×１

２ｄｘ＝π
３．

另外， Ｅ（Ｙ２）＝Ｅ π２

１６Ｘ（ ）４ ＝∫
∞

－∞

π２

１６ｘ
４ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

π２

１６ｘ
４×１

２ｄｘ＝π２

５
，

因此 Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２＝π２

５－ π（ ）３

２

＝４
４５π

２．

分析　本题以应用题的形式出现，要求首先建立随 机 变 量 之 间 的 函 数 关 系．此 题 本 质 上 提 出 了 如 何 求

随机变量的函数Ｙ＝ｇ（Ｘ）的方差？

由上述求解过程可以看出，一般地，有

Ｄ［ｇ（Ｘ）］＝Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２＝Ｅ［ｇ２（Ｘ）］－（Ｅ［ｇ（Ｘ）］）２．

本题是１９８７年备用试题．

例４９　设 Ｘ 与Ｙ 是相互独立且均服从Ｎ ０，（ ）１
２

的随机变量，求（１）Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜），（２）Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）．

解　记Ｕ＝Ｘ－Ｙ．由所给条件，按正态分布的可加性定理，有

Ｕ～Ｎ ０－０，１
２＋（－１）２×（ ）１

２
，

即

Ｕ～Ｎ（０，１）．

于是

Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｅ（｜Ｕ｜）＝∫
∞

－∞
｜ｕ｜ １

２槡π
ｅ－ｕ２

２ｄｕ＝２∫
∞

０
ｕ １

２槡π
ｅ－ｕ２

２ｄｕ
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＝ ２槡π∫
∞

０
ｕｅ－ｕ２

２ｄｕ＝ ２槡π

Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜２）＝ＥＵ２＝Ｄ（Ｕ）＋（ＥＵ）２＝１，

因此

Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜２）－（Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜））２＝１－ ２槡（ ）π

２

＝１－２
π．

分析　本题（１）是１９９６年试题．本题（２）是１９９８年试题．本 题 所 用 的 技 巧 在 例３４中 已 经 有 所 体 现，关

键是引进一个中间随机变量Ｕ，一般它是独立正态随机变量的线性函数．如果 直 接 用 求Ｅ（ｇ（Ｘ，Ｙ））的 公 式

来求解本题，计算便会相当繁琐．
例４１０　设随机变量 Ｘ 的密度为

ｆ（ｘ）＝
１
２ｃｏｓ ｘ（ ）２

， ０≤ｘ≤π；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

对 Ｘ 独立地重复观察４次，用Ｙ 表示观察值大于 π
３

的次数，求Ｙ２ 的数学期望．

解　由于

Ｐ Ｘ＞π（ ）３ ＝∫
π

π
３

１
２ｃｏｓ ｘ（ ）２ ｄｘ＝１

２
，

因此

Ｙ～Ｂ ４，（ ）１
２

因此，ＥＹ＝４×１
２＝２，Ｄ（Ｙ）＝４×１

２× １－（ ）１
２ ＝１，于是

Ｅ（Ｙ２）＝Ｄ（Ｙ）＋（Ｅ（Ｙ））２＝１＋２２＝５．

分析　本题是２００２年试题．利用二项概率使其成为求常用分布的数学特征问 题．这 种 综 合 运 用 概 率 知

识的能力是考生必须具备的．
例４１１　设随机变量 Ｘ 服从参数为λ 的泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）分布，且已知Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝１，求λ．
解　由于 Ｘ 服从Ｐ（λ），因此

ＥＸ＝Ｄ（Ｘ）＝λ，Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋（ＥＸ）２＝λ＋λ２．

从而

Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝Ｅ［Ｘ２－３Ｘ＋２］＝ＥＸ２－３ＥＸ＋２＝λ＋λ２－３λ＋２＝１，

即 （λ－１）２＝λ２－２λ＋１＝０．

由此得

λ＝１．
分析　本题是１９９９年试题．解本题的关键是理解数字特征Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］是参数λ的函数，可记这

个函数为ｈ（λ）．由方程ｈ（λ）＝１解出λ．一般地，若随机变量 Ｘ 的密度函数（或分布律）为ｆ（ｘ；θ），其中，θ为

参数，那么，由条件Ｅｇ（Ｘ）＝０可建立方程

ｕ（θ）≡Ｅｇ（ｘ）＝０，
即 ｕ（θ）＝０．

解此方程可得到θ．
本题中ｇ（ｘ）＝（Ｘ－１）（Ｘ－２）－１，θ＝λ，ｕ（λ）＝λ２－２λ＋１，由ｕ（λ）＝０解出λ＝１．
例４１２　一商店经销某种商品，每周进货的数量 Ｘ 与顾客对该种商品的需求量Ｙ 是相互独立的随机变

量，且都服从区间［１０，２０］上的均匀分布．商店每售出一单位商品可得利润１０００元；若需求量超过了进货量，
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商店可从其他商店调剂供应，这时每单位商品获利润为５００元，试计算此商店经销该种商品每周所得到利润

的期望值．
解　记Ｚ 表示商店一周所得的利润（单位：元）．由题意

Ｚ＝
１０００Ｙ， Ｙ≤Ｘ

１０００Ｘ＋５００（Ｙ－Ｘ）， Ｙ＞｛ Ｘ

由于 Ｘ 与Ｙ 相互独立，所以（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１

１００
， １０≤ｘ≤２０且１０≤ｙ≤２０；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

由Ｚ 的表达式可知，Ｚ 是Ｘ，Ｙ 的函数，即Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）．从而，

ＥＺ＝Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝｛ｙ≤ｘ｝

ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＋｛ｙ＞ｘ｝

ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝｛ｙ≤ｘ｝

１０００ｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＋｛ｙ＞ｘ｝

（５００（ｙ－ｘ）＋１０００ｘ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
２０

１０
ｄｙ∫

２０

ｙ
１０００ｙ· １

１００ｄｘ＋∫
２０

１０
ｄｙ∫

ｙ

１０
５００（ｘ＋ｙ）１

１００ｄｘ

＝１０∫
２０

１０
ｙ（２０－ｙ）ｄｙ＋５∫

２０

１０

３
２ｙ２－１０ｙ－（ ）５０ ｄｙ

＝２００００
３ ＋５×１５００≈１４１６６．７（元）．

分析　本题是１９９８年试题．随机变量的数字特征在经济学和管理科学中有许 多 应 用．如 本 例 中 的 利 润

的期望值（也称为期望利润），投资学中的平均收益
獉獉獉獉

用收益的期望
獉獉獉獉獉

表示，投资的风险
獉獉

则用方差来 度 量
獉獉獉獉獉

等．本 例

中一周的利润是一个随机变量Ｚ，Ｚ 可用进货量Ｘ 和需求量Ｙ 表示，只是这种表示式是一个分段的函数，这

样求ＥＺ 就转化为对Ｘ，Ｙ 的函数ｇ（Ｘ，Ｙ）求 期 望．Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）的 计 算 公 式 为：若（Ｘ，Ｙ）为 二 维 连 续 型 随 机 变

量，（Ｘ，Ｙ）的联合密度为ｆ（ｘ，ｙ），则Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．若（Ｘ，Ｙ）为二维离散型 随 机

变量，Ｘ 与Ｙ 的联合分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ，Ｙ＝ｂｊ）＝ｐｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…．

则 Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）＝
ｉ

ｊ
ｇ（ａｉ，ｂｊ）ｐｉｊ．

利用上述公式可容易算出协方差ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（ｘ）Ｅ（ｙ），事实上只需分别取ｇ（Ｘ，Ｙ）为 ＸＹ，Ｘ 和

Ｙ 即可．读者可做下面的习题来练习并熟悉计算方法：
设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的联合概率分布为

Ｙ

Ｘ
－１ ０ １

０ ０．０７ ０．１８ ０．１５

１ ０．０８ ０．３２ ０．２０

　　求ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）和ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ２）．（这是２００２年试题）答案：０，－０．０２．
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四、小　结

本章重点是求随机变量的数字特征
獉獉獉獉

．一般有两条途径：一是利用分布律（或密度函数）直接计算，二是利

用性质来计算．不论采用哪一种方法，熟记常用分布的数字特征是有益的．
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第四章　随机变量的数字特征



第五章　大数定律和中心极限定理

大数定律和中心极限定理属于随机变量序列的极限性质，它们涉及的理论较深．

一、复习与考试要求

（１）了解切比雪夫不等式．
（２）了解切比雪夫大数定律和伯努利大数定律．
（３）了解独立同分布的中心极限定理和棣莫弗拉普拉斯中心极限定理。

二、基本概念与理论

１ 切比雪夫不等式

设 Ｘ 是随机变量，对任意一个ε＞０，有

Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε）≤Ｄ（Ｘ）
ε２ ． 或Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜＜ε）≥１－Ｄ（Ｘ）

ε（ ）２

切比雪夫不等式的直 观 意 义 是，不 论 Ｘ 服 从 何 种 分 布，Ｘ 取 值 于Ｅ（Ｘ）的ε的 邻 域 内 的 概 率 不 小 于 １－
Ｄ（Ｘ）
ε２ ．

２ 大数定律

（１）切比雪夫大数定律　设 Ｘ１，Ｘ２，…是一列两 两 不 相 关 的 随 机 变 量，Ｅ（Ｘｉ）＝μｉ，Ｄ（Ｘｉ）＝σ２
ｉ，且 存 在

常数ｃ，使得σ２
ｉ≤ｃ，ｉ＝１，２，…，那么，对任意一个ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
μｉ ＜（ ）ε ＝１．

（２）伯努利大数定律　设随机变量Ｙｎ～Ｂ（ｎ，ｐ），那么，对任意一个ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｙｎ

ｎ －ｐ ＜（ ）ε ＝１．

伯努利大数定律的直观意义是，在大量独立重复试验中可以用某个事件 Ａ 发生的频率来近似每次试验

中事件Ａ 发生的概率．
３ 中心极限定理

（１）独立同分布情形下的中 心 极 限 定 理　设 Ｘ１，Ｘ２，…是 一 列 独 立 同 分 布 的 随 机 变 量，Ｅ（Ｘｉ）＝μ，Ｄ
（Ｘｉ）＝σ２，ｉ＝１，２，…，那么，对任意一个实数ｘ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎμ

槡ｎσ
≤（ ）ｘ ＝Φ（ｘ）．

这个定理的直观意义是，当ｎ足 够 大 时，可 以 近 似 地 认 为
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（ｎμ，ｎσ２）．这 个 定 理 也 称 为 列 维林

德贝格（ＬｅｖｙＬｉｎｄｂｅｒｇ）中心极限定理．
（２）棣莫弗拉普拉斯中心极限定理　设随机变量Ｙｎ～Ｂ（ｎ，ｐ），那么，对任意一个实数ｘ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
Ｙｎ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡 ）≤（ ）ｘ ＝Φ（ｘ）．

４ 二项概率的近似计算

（１）当ｎ足够大且ｐ 较小时，二项概率
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Ｐｎ（ｋ）＝（）ｎ
ｋ

ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ≈ｅ－λ·λｋ

ｋ！．

其中，λ＝ｎｐ．
（２）当ｎ足够大时，有


ｋ

ｉ＝０
Ｐｎ（ｉ）＝

ｋ

ｉ＝０

ｎ（）ｉ
ｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ≈Φ

ｋ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡（ ）） ．

５．依概率收敛性

设Ｙ１，Ｙ２，…是一个随机变量序列，ａ是一个常数．如果对任意一个ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｙｎ－ａ ≥（ ）ε ＝０，（或ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｙｎ－ａ ＜（ ）ε ＝１）．

那么称这个随机变量序列Ｙ１，Ｙ２，…依概率收敛于ａ，记作Ｙｎ →
Ｐ

ａ．

切比雪夫大数定律表明１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μｉ） →

Ｐ
０；伯努利大数定理表明

Ｙｎ

ｎ →
Ｐ

ｐ，这里Ｙｎ～Ｂ（ｎ，Ｐ）．

当 Ｘ１，Ｘ２，…是独立同分布随机变量时，有

珡Ｘ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ →

Ｐ
μ，

其中，μ＝Ｅ（Ｘｉ），ｉ＝１，２，…．

三、例题分析

例５１　设连续型随机变量 Ｘ 具有数学期望Ｅ（Ｘ）＝ａ和方差Ｄ（Ｘ）＝σ２．求证，对任意的正数ε，有

Ｐ（｜Ｘ－ａ｜＜ε）≥１－σ２

ε２ ．

证　设 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ）．由于在集合｛ｘ｜｜ｘ－ａ｜≥ε｝上
（ｘ－ａ）２

ε２ ≥１，因此

　Ｐ（｜Ｘ－ａ｜≥ε）＝∫｜ｘ－ａ｜≥ε
ｆ（ｘ）ｄｘ

≤∫｜ｘ－ａ｜≥ε

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ

≤∫｜ｘ－ａ｜≥ε

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫｜ｘ－ａ｜＜ε

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
∞

－∞

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ＝１
ε２∫

∞

－∞
（ｘ－ａ）２ｆ（ｘ）ｄｘ

＝１
ε２ ·Ｄ（Ｘ）＝σ２

ε２ ．

从而由求逆公式推得

Ｐ（｜Ｘ－ａ｜＜ε）＝１－Ｐ（｜Ｘ－ａ｜≥ε）≥１－σ２

ε２ ．

分析　本题要求证明切比雪夫不等式，必须写出证明过程．需要用到的技巧必须记住．本题是１９８８年

备用试题．
例５２　某人要测量甲、乙两地之间的距离，限于测量工具，他把总距离分成１２００段进行测量，每段测量

误差（单位：ｃｍ）相互独立，且都服从区间（－０．５，０．５）上的均匀分布．试求总距离测量误差的 绝 对 值 不 超 过

２０ｃｍ 的概率（已知Φ（２）＝０．９５）．
解　设第ｉ段测量误差为Ｘｉ，Ｘｉ～Ｒ（－０．５，０．５），
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Ｅ（Ｘｉ）＝０，　Ｄ（Ｘｉ）＝
１
１２

，

ｉ＝１，…，１２００． 由 独 立 同 分 布 情 形 下 的 中 心 极 限 定 理 推 得，可 以 近 似 地 认 为 
１２００

ｉ＝１
Ｘｉ ～

Ｎ １２００×０，１２００×１（ ）１２ ＝Ｎ（０，１００）．于是，所求概率为

　　Ｐ ｜
１２００

ｉ＝１
Ｘｉ｜≤（ ）２０ ＝Ｐ －２０≤

１２００

ｉ＝１
Ｘｉ≤（ ）２０ ＝Φ ２０－０（ ）１０ －Φ －２０－０（ ）１０

＝Φ（２）－Φ（－２）＝Φ（２）－［１－Φ（２）］＝２Φ（２）－１＝２×０．９５－１＝０．９０．

分析　本题的难点在于构造适当的随机变量．这里要避免犯一种错误：设每段测量误差为 Ｘ，总误差为

１２００Ｘ．这种错误在于假定每段测量误差全相等．这是不符合实际情况的，也与题目中的相互独立性违背．
例５３　设随机变量 Ｘ 具有数学期望Ｅ（Ｘ）＝μ与方差Ｄ（Ｘ）＝σ２．对任意一个正常数ｋ＞１，求证：

Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ｋσ）≤１
ｋ２．

证　在切比雪夫不等式中，令ε＝ｋσ便得

Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ｋσ）≤ σ２

ｋ２σ２＝
１
ｋ２．

分析　本题是切比雪夫不等式的简单应用．当ｋ≤１时，Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ｋσ）≤１
ｋ２ 总 是 成 立 的，因 为 １

ｋ２ ≥１．

这表明切比雪夫不等式只是给出了概率的上界，不能把它当作一个近似计算公式．
例５４　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是独 立 同 分 布 的 随 机 变 量．已 知Ｅ（Ｘｋ）＝αｋ，ｋ＝１，２，３，４．试 证，当ｎ 充 分 大

时，随机变量Ｚｎ＝
１
ｎ

·
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 近似地服从正态分布，并指出其分布参数．

证　记Ｙｉ＝Ｘ２
ｉ，ｉ＝１，…，ｎ．

Ｅ（Ｙｉ）＝Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝α２，

Ｄ（Ｙｉ）＝Ｅ（Ｙ２
ｉ）－［Ｄ（Ｙｉ）］２＝Ｅ（Ｘ４

ｉ）－α２
２＝α４－α２

２．

Ｙ１，…，Ｙｎ 是独立同分布的随机变量．由独立同分布情形下的中 心 极 限 定 理 推 得ｎＺ＝
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ＝
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ 近 似 地

服从正态分布Ｎ（ｎα２，ｎ（α４－α２
２）），从而Ｚ 近似地服从正态分布Ｎ（α２，

１
ｎ

（α４－α２
２））．

例５５　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的数学期望都是２，方差分别为１和４，而相关系数为０．５，试根据切比雪夫

不等式给出Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜≥６｝的上界．
解　记Ｕ＝Ｘ－Ｙ，则

ＥＵ＝ＥＸ－ＥＹ＝２－２＝０，

Ｄ（Ｕ）＝Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）－２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）－２ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１＋４－２×０． 槡５× １×４＝５－２＝３．

从而，由切比雪夫不等式并注意到Ｕ－ＥＵ＝Ｕ，

Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜≥６｝＝Ｐ｛｜Ｕ｜≥６｝≤Ｄ（Ｕ）
６２ ＝３

３６＝１
１２．

分析　本题是２００１年试题．解本题用的技巧仍是引入 中 间 随 机 变 量．本 题 中 引 入Ｕ＝Ｘ－Ｙ，然 后 对 随

机变量Ｕ 用切比雪夫不等式就得到所要的上界．
例５６　设总体Ｘ 服从参数为２的指数分布，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体Ｘ 的简单随机样本，则当ｎ→∞

时，Ｙｎ＝
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 依概率收敛于 ．

解　本题是填空题．应填“１
２

”．
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分析　本题是２００３年试题．由于 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是独立且服从相同分布的随机变量序列，因此，Ｘ２
１，Ｘ２

２，

…，Ｘ２
ｎ 也是独立同分布的随机变量序列，从而由切比雪夫大数 定 律 知 １

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ →
Ｐ

ＥＸ２
１．由 题 设 Ｘ１～Ｅ（２），

因此

ＥＸ１＝
１
２

，Ｄ（Ｘ１）＝
１
４．

Ｅ（Ｘ２
１）＝Ｄ（Ｘ１）＋（ＥＸ１）２＝

１
４＋１

４＝１
２．

因而　１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 依概率收敛于１
２．

例５７　一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的．假设每箱平均重５０ｋｇ，标准差为５ｋｇ．若

用最大载重量为５ｔ的汽车承运，试利用中心极限定理说明 每 辆 车 最 多 可 以 装 多 少 箱，才 能 保 障 不 超 载 的 概

率大于０．９７７．（Φ（２）＝０．９７７，其中，Φ（ｘ）是标准正态分布函数．）

解　设最多装ｎ箱．Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为第ｉ箱的重量．由题意ＥＸｉ＝５０， Ｄ（Ｘｉ槡 ）＝５．ｉ＝１，２，…，ｎ．并

视 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立且服 从 相 同 的 分 布．货 物 的 总 重 量 为 Ｘ１＋…＋Ｘｎ，不 超 载 即 指“Ｘ１＋…Ｘｎ≤５
０００”．由题意，要求满足

Ｐ｛Ｘ１＋…＋Ｘｎ≤５０００）＞０．９７７．

由列维林德贝格中心极限定理

Ｐ｛Ｘ１＋…＋Ｘｎ≤５０００｝＝Ｐ
Ｘ１＋…＋Ｘｎ－ｎＸ５０

槡ｎ５
≤５０００－５０ｎ

５槡（ ）ｎ

≈Φ
１０００－１０ｎ

槡（ ）ｎ
＞０．９７７＝Φ（２），

由此得到

１０００－１０ｎ
槡ｎ

＞２．

即

１０ｎ＋２槡ｎ－１０００＜０，

记槡ｎ＝ｘ，解方式程１０ｘ２＋２ｘ－１０００＝０得两个根

ｘ１＝
－ 槡２＋２ １０００１

２×１０ ≈９．９，ｘ２＝
－ 槡２－２ １０００１

２×１０ ≈－１０．１．

而使１０ｘ２＋２ｘ－１０００＜０，ｘ满足－１０．１＜ｘ＜９．９．注意到ｘ＞０，因此，只需ｘ＝槡ｎ＜９．９．即ｎ＜９８．０１取ｎ＝
９８即可．即最多可以装９８箱．

分析　本题是２００１年试题．本题中没有指明各箱重量相互独立且服从相同分 布．遇 到 这 类 题 时 只 能 作

上述假设，否则无法用中心极限定理解题．中心极限定理的应用也是经常考的知识点．这些题涉及范围很广，
例如电力的分配，电话线的配制安排等．考生对此应加以熟悉．

四、小　结

本章的理论性较强．大数定律和中心极限定理的应用是要重点掌握的内容，对切比雪夫不等式也要有一

定的了解．这些年对这方面内容的要求有所提高，因此读者还须认真对待．
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第六章　数理统计的基本概念

本章内容既是由概率论向数理统计过渡的桥梁，也是今后讨论统计推断（估计与检验）的必要准备．

一、复习与考试要求

（１）理解总体、个体、简单随机样本和统计量的概念，掌握样本均值、样本方差及样本矩的计算．
（２）了解χ

２ 分布、ｔ分布和Ｆ 分布的定义及性质，了解分位数的概念并会查表计算．
（３）了解正态总体的某些常用统计量的分布．

二、基本概念与理论

１．总体与样本

研究对象的某个数值指标的全体称为总体；从总体中抽取若干个成员，称这些成员为 样 本，称 成 员 个 数

为样本大小（或样本容量）。
设总体 Ｘ 是具有未知的分布函数Ｆ（ｘ）（或未知的分布律，或未知的密度函数）的随机变量，一般有下列

两种情形：
（１）Ｘ 的分布类型已知，但含有若干个未知参数；
（２）Ｘ 的分布类型未知．
简单随机样本（以下简称样本）（Ｘ１，…，Ｘｎ）是一个ｎ维随机变量，它表示 Ｘ１，…，Ｘｎ 是独立同分布的随

机变量，且每一个 Ｘｉ 的分布都与总体Ｘ 的分布相同，ｉ＝１，…，ｎ．在抽样后，记样本观测值为（ｘ１，…，ｘｎ）．在

实际问题中，（ｘ１，…，ｘｎ）即是数据．
在区间估计与假设检验中，只讨论正态总体，即已知总体 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．正态总体有以下三种类型：
（１）μ未知，但σ２ 已知；
（２）σ２ 未知，但μ已知；
（３）μ与σ２ 均未知．
２．统计量

样本（Ｘ１，…，Ｘｎ）的函数称为统计量，要求它不直 接 包 含 总 体 分 布 中 任 何 未 知 参 数。在 抽 样 前，统 计 量

是一个随机变量；在抽样后，统计量的观测值是一个可以由数据算得的实数．

样本均值定义为 珡Ｘ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ；样本方差定义为Ｓ２＝ １

ｎ－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，称Ｓ＝ １

ｎ－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）槡 ２为样

本标准差．记Ｓ２
ｎ＝

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－Ｘ）２，Ｓｎ＝

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－Ｘ）槡 ２．这些都是常用统计量．

对任意一个正整数ｋ，称

Ａｋ＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ

ｋ

为样本的ｋ阶原点矩；称

Ｍｋ＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）ｋ

为样本的ｋ阶中心矩，这些都是统计量．
３．统计量的数字特征

设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是取自总体 Ｘ 的一个样本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２．那么，有

（１）Ｅ（珡Ｘ）＝μ，Ｄ（珡Ｘ）＝σ２

ｎ
；
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（２）Ｅ（Ｓ２）＝σ２，　Ｅ（Ｓ２
ｎ）＝

ｎ－１
ｎ σ２．

４．χ２ 分布、ｔ分布与Ｆ 分布

（１）设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是独立同分布的随机变量，且都服从 Ｎ（０，１），那么，χ
２＝

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 服从自由度为ｎ 的χ
２

分布χ
２（ｎ），且

Ｅ（χ
２）＝ｎ，　Ｄ（χ

２）＝２ｎ．

当χ
２
１～χ

２（ｍ），χ
２
２～χ

２（ｎ），且χ
２
１ 与χ

２
２ 相互独立时，有

χ
２
１＋χ

２
２～χ

２（ｍ＋ｎ）．

χ
２（ｎ）分布的ｐ分位数记作χ

２
ｐ（ｎ）．它表示：当χ

２～χ
２（ｎ）时，有

Ｐ（χ
２≤χ

２
ｐ（ｎ））＝ｐ．

χ
２
ｐ（ｎ）的值可以查表得到．

（２）设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ
２（ｎ），那么，Ｔ＝ Ｘ

Ｙ／槡 ｎ
服从自由度为ｎ 的ｔ分布

ｔ（ｎ）．

ｔ（ｎ）分布的ｐ分位数记作ｔｐ（ｎ）．它表示：当Ｔ～ｔ（ｎ）时，有

Ｐ（Ｔ≤ｔｐ（ｎ））＝ｐ．

ｔｐ（ｎ）的值可以查表得到，它满足关系式

ｔｐ（ｎ）＝－ｔ１－ｐ（ｎ）．

（３）设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ～χ
２（ｍ），Ｙ～χ

２（ｎ），那么，Ｆ＝Ｘ／ｍ
Ｙ／ｎ

服从自由度为（ｍ，ｎ）的Ｆ 分

布Ｆ（ｍ，ｎ）．
Ｆ（ｍ，ｎ）分布的ｐ分位数记作Ｆｐ（ｍ，ｎ）．它表示：当Ｆ～Ｆ（ｍ，ｎ）时，有

Ｐ（Ｆ≤Ｆｐ（ｍ，ｎ））＝ｐ．

Ｆｐ（ｍ，ｎ）的值可以查表得到，它满足关系式

Ｆｐ（ｍ，ｎ）＝ １
Ｆ１－ｐ（ｎ，ｍ）．

（４）Ｎ（０，１）分布的ｐ分位数记作ｕｐ．它表示：当 Ｘ～Ｎ（０，１）时，有

Ｐ（Ｘ≤ｕｐ）＝Φ（ｕｐ）＝ｐ，

即ｕｐ＝Φ－１（ｐ）．ｕｐ 的值可以查表得到，它满足关系式

ｕｐ＝－ｕ１－ｐ．
５．样本Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合分布

设总体 Ｘ 是一个连续型随机变量，密度函数为ｆ（ｘ）．样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合密度函数为

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）．

设总体 Ｘ 是一个离散型随机变量，分布律为Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…．样 本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的 联 合 分 布 律

为

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＝ｘｉ），　ｘｉ∈｛ａ１，ａ２，…｝．

６．正态总体下常用统计量的分布

定理　设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是取自正态总体 Ｎ（μ，σ２）的一个样本．那么，有

（１）珡Ｘ～Ｎ μ，σ
２（ ）ｎ

，槡ｎ
珡Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１）；
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（２）ｎＳ
２
ｎ

σ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ＝１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２～χ

２（ｎ－１）；

（３）１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２～χ

２（ｎ）；

（４）珡Ｘ 与Ｓ２（或Ｓ２
ｎ）相互独立；

（５）槡ｎ
珡Ｘ－μ
Ｓ ～ｔ（ｎ－１）．

定理　设（Ｘ１，…，Ｘｍ）是取自正态总体 Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，（Ｙ１，…，Ｙｎ）是取自正态总体 Ｎ（μ２，σ２

２）的

一个样本．那么，有

（１）
（珡Ｘ－珚Ｙ）－（μ１－μ２）

σ２
１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ

～Ｎ（０，１）；

（２）

ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ１）２／ｍσ２

１


ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－μ２）２／ｎσ２

２

～Ｆ（ｍ，ｎ）；

（３）Ｓ
２
１／σ２

１

Ｓ２
２／σ２

２
～Ｆ（ｍ－１，ｎ－１）；

（４）当σ２
１＝σ２

２ 时，有

（珡Ｘ－珚Ｙ）－（μ１－μ２）

Ｓｗ
１
ｍ＋１槡 ｎ

～ｔ（ｍ＋ｎ－２），

其中Ｓｗ＝ １
（ｍ＋ｎ－２） 

ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２＋

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－珚Ｙ）［ ］槡 ２ ；（３）成为

Ｓ２
１

Ｓ２
２
～Ｆ（ｍ－１，ｎ－１）．

其中Ｓ２
１＝

１
ｍ－１

ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，Ｓ２

２＝
１

ｎ－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－珚Ｙ）２，珡Ｘ＝１

ｍ
ｍ

ｉ＝１
Ｘｉ，珚Ｙ＝１

ｎ
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ．

三、例题分析

例６１　已知数据ｘ１，…，ｘｎ 满足
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝ａ，

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝ｂ．试求珚ｘ，ｓ２，ｓ２
ｎ．

解　由所给条件得到珚ｘ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝

ａ
ｎ

；另外，由


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珚ｘ２＝ｂ－ａ２

ｎ

推得ｓ２
ｎ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝１

ｎ２（ｎｂ－ａ２），ｓ２＝ １
ｎ－１

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝ １

ｎ（ｎ－１）（ｎｂ－ａ２）．

分析　本题的意义在于：可以利用中间数据算得常用统计量的观测值．这些公式在数据计算题中常常很

有用。

例６２　设 Ｘ１，…，Ｘ８ 是取自正态总体 Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中μ＝１，σ２ 未知．在ｍａｘ
１≤ｉ≤８

Ｘｉ，
１
８

８

ｉ＝１
（Ｘｉ－

μ）２，ｋ珡Ｘ＋ｂ（ｋ，ｂ为已知常数），１
σ２ 

８

ｉ＝１
（Ｘｉ－１）２ 中，哪个不是统计量？

解　１
σ２ 

８

ｉ＝１
（Ｘｉ－１）２ 不是统计量，因为它包含未知参数σ２．
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例６３　设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（０，σ２）的一个样本．试求样本二阶原点矩Ａ２＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 的数学

期望与方差．
解　由数学期望与方差的性质推得

Ｅ（Ａ２）＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２

ｉ）＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２）＝Ｅ（Ｘ２），

Ｄ（Ａ２）＝
１
ｎ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘ２

ｉ）＝
１
ｎ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘ２）＝１

ｎＤ（Ｘ２）．

因为 Ｘ～Ｎ（０，σ２），Ｘ
σ ～Ｎ（０，１），所以Ｘ２

σ２ ～χ
２（１）．由此推得

Ｅ Ｘ２

σ（ ）２ ＝１，　Ｄ Ｘ２

σ（ ）２ ＝２，

即

Ｅ（Ｘ２）＝σ２，　Ｄ（Ｘ２）＝２σ４．

从而

Ｅ（Ａ２）＝σ２，　Ｄ（Ａ２）＝
２σ４

ｎ ．

分析　一般要求Ａ２ 的方差涉及四阶矩．但是，在正态分布情形下，可以利用χ
２ 分布的方差来回避四阶

矩的计算．
例６４　设Ｘ１，…，Ｘ６ 是取自正态总体 Ｎ（１，σ２）的一个样本．已知Ｐ（珡Ｘ＞１，Ｓ＜ｃσ）＝ｐ．试用分位数表示

常数ｃ，其中０＜ｐ＜０．５．
解　由 珡Ｘ 与Ｓ 的相互独立性推得

ｐ＝Ｐ（珡Ｘ＞１，　Ｓ＜ｃσ）＝Ｐ（珡Ｘ＞１）Ｐ（Ｓ＜ｃσ）．

由 珡Ｘ～Ｎ １，σ
２（ ）６

知道

Ｐ（珡Ｘ＞１）＝１－Ｐ（珡Ｘ≤１）＝１－Φ
１－１
σ／槡（ ）６

＝１－Φ（０）＝１－１
２＝１

２
，

从而，Ｐ（Ｓ＜ｃσ）＝２ｐ．另一方面，由５Ｓ２

σ２ ～χ
２（５）推得

Ｐ（Ｓ＜ｃσ）＝Ｐ（Ｓ２＜ｃ２σ２）＝Ｐ（５Ｓ２＜５ｃ２σ２）＝Ｐ ５Ｓ２

σ２ ＜５ｃ（ ）２ ＝２ｐ，

因此，５ｃ２＝χ
２
２ｐ（５），即ｃ＝ １

５χ
２
２ｐ（５槡 ）．

分析　本题的关键是利用 珡Ｘ 与Ｓ２的相互独立性．
例６５　设随机变量Ｔ～ｔ（ｎ）．试证Ｔ２～Ｆ（１，ｎ）．

证　由Ｔ 分布的定义知道，Ｔ＝ Ｘ
Ｙ／槡 ｎ

，其中，Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ
２（ｎ），现在

Ｔ２＝Ｘ２

Ｙ／ｎ＝Ｘ２／１
Ｙ／ｎ

，

其中，Ｘ２ 与Ｙ 相互独立，Ｙ～χ
２（ｎ），由χ

２ 分布的定义推得Ｘ２～χ
２（１），于是，由Ｆ分布的定义得到Ｔ２～Ｆ（１，ｎ）．

分析　服从 Ｎ（０，１）的随机变量的平方服从χ
２（１）分布．这相当于χ

２ 分布定义中取ｎ＝１．这一事实我们

在例６３中已经使用过一次了．
例６６　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是 取 自 正 态 总 体 Ｎ（０，σ２）的 一 个 样 本，试 问，当ｃ 取 何 值 时，随 机 变 量Ｙ＝ｃ
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· 
ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ

２ 服从χ
２ 分布？指出这个χ

２ 分布的自由度．

解　由正态分布的可加性定理知道，
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（０，ｎσ２），即 １

ｎσ槡 ２

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（０，１），于是，有

１
ｎσ槡 ２


ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ

２

＝ １
ｎσ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ

２～χ
２（１），

这表明ｃ＝ １
ｎσ２，且自由度为１．

例６７　（选择题）设随机变量 Ｘ～ｔ（ｎ）（ｎ＞１），Ｙ＝１
ｘ２，则 （　）

（Ａ）Ｙ～χ
２（ｎ）；　　　　　（Ｂ）Ｙ～χ

２（ｎ－１）；
（Ｃ）Ｙ～Ｆ（ｎ，１）； （Ｄ）Ｙ～Ｆ（１，ｎ）．
解　应选（Ｃ）．
分析　本题是２００３年试题．解本题的关键是要对χ

２ 分布、ｔ分布和Ｆ 分布的定义十 分 熟 悉．由 于 Ｘ～ｔ

（ｎ），因此 Ｘ＝ Ｕ
Ｖ／槡 ｎ

，其中，Ｕ，Ｖ 相互独立且Ｕ～Ｎ（０，１），Ｖ～χ
２（ｎ）．从而Ｙ＝ １

Ｘ２＝
Ｖ／ｎ
Ｕ２ ，而由于Ｕ，Ｖ 独立，

且Ｕ２～χ
２（１），由Ｆ 分布的定义得到Ｙ～Ｆ（ｎ，１）．

例６８　设 Ｘ１，Ｘ２，…；Ｘ９ 是来自正态总体 Ｘ 的简单随机样本，

Ｙ１＝
１
６

（Ｘ１＋…＋Ｘ６），Ｙ２＝
１
３

（Ｘ７＋Ｘ８＋Ｘ９），

Ｓ２＝１
２

９

ｉ＝７
（Ｘｉ－Ｙ２）２，Ｚ＝槡２（Ｙ１－Ｙ２）

Ｓ ．

证明统计量Ｚ 服从自由度为２的ｔ分布．
证　设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），由于

Ｙ１－Ｙ２＝
１
６Ｘ１＋…＋１

６Ｘ６－
１
３Ｘ７－

１
３Ｘ８－

１
３Ｘ９

即Ｙ１－Ｙ２ 是 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ９ 的线性组合，因此Ｙ１－Ｙ２ 服从正态分布．又因为Ｙ１ 与Ｙ２ 相互独立，所以

Ｅ（Ｙ１－Ｙ２）＝ＥＹ１－ＥＹ２＝μ－μ＝０，

Ｄ（Ｙ１－Ｙ２）＝Ｄ（Ｙ１）＋Ｄ（Ｙ２）＝
１
６σ２＋１

３σ２＝１
２σ２．

从而

槡２（Ｙ１－Ｙ２）
σ ～Ｎ（０，１）．

由Ｓ２ 的定义可知：Ｓ２ 是由 Ｘ７，Ｘ８，Ｘ９ 建立的样本方差．由正态总体的定理可知：２Ｓ
２

σ２ ～χ
２（２）且Ｓ２ 与Ｙ２ 相

互独立．再由Ｙ１ 是 Ｘ１，…，Ｘ６ 的函数，Ｓ２ 是 Ｘ７，Ｘ８，Ｘ９ 的函数，所以有Ｓ２ 与Ｙ１ 相互独立．从而，Ｓ２ 与Ｙ１－
Ｙ２ 相互独立．由ｔ分布的定义

Ｚ＝

槡２（Ｙ１－Ｙ２）
σ
２Ｓ２

σ槡２

２

～ｔ（２）．

分析　本题是１９９９年试题．解本题的关键是要对正态总体下常用统计量的分 布 十 分 熟 悉，并 能 灵 活 运

用．
例６９　（选择题）设随机变量 Ｘ 和Ｙ 都服从标准正态分布，则（　）
（Ａ）Ｘ＋Ｙ 服从正态分布；　　　　　　　（Ｂ）Ｘ２＋Ｙ２ 服从χ

２ 分布；
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（Ｃ）Ｘ２ 和Ｙ２ 都服从χ
２ 分布； （Ｄ）Ｘ２／Ｙ２ 服从Ｆ 分布．

解　应选（Ｃ）．
分析　本题是２００２年试题．由题意，Ｘ２～χ

２（１），Ｙ２～χ
２（１）．由 于 Ｘ，Ｙ 并 不 一 定 相 互 独 立，因 此（Ａ），

（Ｂ），（Ｄ）均不一定成立，例如取Ｙ＝－Ｘ，那么，Ｘ＋Ｙ＝０，Ｘ２＋Ｙ２＝２Ｘ２，Ｘ２／Ｙ２＝１，此时（Ａ），（Ｂ）和（Ｄ）均不

成立．
例６１０　设 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 是来自正态总体 Ｎ（０，２２）的简单样本，Ｘ＝ａ（Ｘ１－２Ｘ２）２＋ｂ（３Ｘ３－４Ｘ４）２，

则当ａ，ｂ取何值时Ｘ 服从χ
２ 分布？并指出其自由度．

解　由于 Ｘ１－２Ｘ２，３Ｘ３－４Ｘ４ 均服从正态分布，且

Ｅ（Ｘ１－２Ｘ２）＝０，Ｄ（Ｘ１－２Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋４Ｄ（Ｘ２）＝５×２２＝２０．

Ｅ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝０，Ｄ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝９Ｄ（Ｘ３）＋１６Ｄ（Ｘ４）＝２５×２２＝１００．

由此得

Ｘ１－２Ｘ２

槡２０
～Ｎ（０，１），３Ｘ３－４Ｘ４

１０ ～Ｎ（０，１）

由 Ｘ１－２Ｘ２ 与３Ｘ３－４Ｘ４ 相互独立，所以，由χ
２ 分布定义

（Ｘ１－２Ｘ２）２

２０ ＋
（３Ｘ３－４Ｘ４）２

１００ ～χ
２（２）．

从而，当ａ＝１
２０

，ｂ＝ １
１００

时 Ｘ～χ
２（２）．

分析　本题是１９９８年试题．本题的解法与例６６是一样的．
例６１１　从正态总体 Ｎ（３．４，６２）中抽取容量为ｎ的样本，如果要求其样本均值位于区间（１．４，５．４）内的

概率不小于０．９５，问样本容量ｎ至少应取多大？

解　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总体Ｎ（３．４，６２）的样本，样本均值为 珡Ｘ．由于槡ｎ（珡Ｘ－３．４）
６ ～Ｎ（０，１），因此

Ｐ（１．４＜珡Ｘ＜５．４）＝Ｐ －２槡ｎ
６ ＜槡ｎ

（珡Ｘ－３．４）
６ ＜２槡ｎ（ ）６

＝Φ ２槡ｎ（ ）６
－Φ －２槡ｎ（ ）６

＝２Φ ２槡ｎ（ ）６
－１．

由题意

２Φ ２槡ｎ（ ）６
－１≥０．９５，

即

Φ ２槡ｎ（ ）６
≥０．９７５．

由于Φ（１．９６）＝０．９７５，所以

２槡ｎ
６ ≥１．９６．

解得　ｎ≥３４．５７，所以，ｎ至少应取３５．
分析　本题是１９９８年试题．本题中样本容量ｎ为正整数，因此，最后 答 案 应 取 满 足 条 件ｎ≥３４．５７的 最

小整数，即取ｎ为３５．

四、小　结

在本章中，数理统计的名 词 仅 仅 是 表 象，实 质 仍 是 概 率 论 中 随 机 变 量 的 分 布 与 数 字 特 征．“设 Ｘ１，Ｘ２，
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…，Ｘｎ 是取自某个总体的一个样本”蕴含了“Ｘ１，…，Ｘｎ 是独立同（总体）分布的随机变量”，由此推得Ｅ（Ｘｉ）

＝Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘｉ）＝Ｄ（Ｘ），ｉ＝１，２，…，ｎ．对正态总体下常用统计量的分布的有关结论在以后的内容中常会出

现，读者应熟练掌握这些结论．
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第七章　参数估计

参数估计就是利用样本来估计总体分布中的未知参数．参数估计有两种形式：点估计（用 某 个 实 数 作 估

计）与区间估计（用某个区间作估计）．

一、复习与考试要求

（１）理解点估计的概念．
（２）掌握矩估计法（一阶、二阶）和极大似然估计法．
（３）了解估计量的评选标准（无偏性、有效性和一致性）．
（４）理解区间估计的概念．
（５）会求单个正态总体的均值和方差的置信区间．
（６）会求两个正态总体的均值差和方差比的置信区间．

二、基本概念与理论

１．点估计的统计意义

假定要利用样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 来估计总体分布中的未知参数θ．要求θ的点估计为^θ，即是构造一个统计量

ｈ（Ｘ１，…，Ｘｎ）＝θ
＾，称θ

＾
为θ的估计量．在抽样后，称θ

＾
为θ的估计值．两者都可以简称为θ的估计．

设θ
＾

是θ的估计量，那么ｇ（θ）^便是ｇ（θ）的估计量．

２．矩估计法与极大似然估计法

（１）矩估计量　设总体 Ｘ 的ｋ 阶原点矩Ｅ（Ｘｋ）＝αｋ，ｋ＝１，２，…．如果未知参数θ＝φ（α１，…，αｍ），那么θ

的矩估计量θ
＾＝φ（Ａ１，…，Ａｍ），其中Ａｋ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｋ

ｉ 是样本的ｋ 阶原点矩．只要掌握 ｍ＝１，２的情形．

定理　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２，其中，μ与σ２ 均 未 知，那 么，珡Ｘ 是

μ 的矩估计量，Ｓ２
ｎ 是σ２ 的矩估计量，Ｓｎ 是σ的矩估计量．

（２）极大似然估计量　设样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合密度函数（或联合分布律）为ｆ （ｘ１，…，ｘｎ；θ１，…，θｋ），

其中θ１，…，θｋ 是总体分布的ｋ 个未知参数．记

Ｌ（θ１，…，θｋ）＝ｆ（ｘ１，…，ｘｎ；θ１，…，θｋ），

并称它为似然函数．（θ１，…，θｋ）的极大似然估计量（θ
＾

１，…，θ
＾

ｋ）满足

Ｌ（θ
＾

１，…，θ
＾

ｋ）＝ ｍａｘ
（θ１

，…，θｋ
）
Ｌ（θ１，…，θｋ）．

只要掌握ｋ＝１，２的情形．
求极大似然估计量的常用方法是求解似然方程组


θ１

ｌｎＬ（θ１，…，θｋ）＝０

　…


θｋ

ｌｎＬ（θ１，…，θｋ）＝０

烅

烄

烆 ．

上述方程组的解是样本（ｘ１，…，ｘｎ）的函数，即得θ１，…，θｋ 的极大似然估计量．

３．估计量的评选标准

（１）无偏性　θ
＾

是θ的无偏估计量的充分必要条件为
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Ｅ（θ）^＝θ．
定理　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２．那么，珡Ｘ 是μ 的无偏估计量，Ｓ２是

σ２ 的无偏估计量；一般地Ｓ２
ｎ 不是σ２ 的无偏估计量，Ｓｎ 与Ｓ 不是σ 的无偏估计量．

（２）有效性　如果θ^ 与θ
＾

都是θ的无偏估计量，且

Ｄ（θ^）＜Ｄ（θ）^，

那么称θ^ 比θ
＾

有效．

（３）一致性（相合性）　如果θ
＾

是θ的估计量，且

θ
＾

→
Ｐ

θ，　ｎ→∞，

那么称θ
＾

是θ的一致（或相合）估计量．
定理　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的 一 个 样 本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２．那 么，珡Ｘ 是μ 的 一 致 估 计 量；Ｓ２

与Ｓ２
ｎ 都是σ２ 的一致估计量；Ｓ与Ｓｎ 都是σ的一致估计量．

定理　设θ
＾

是θ的无偏估计量．那么，当 Ｄ（θ）^→０时，θ
＾

是θ的一致估计量．

４．区间估计的统计意义

假定要利用样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 来估计总体分布中的未知参数θ．要求θ的区间估计为［θ－
，θ
－］，即是构造两

个统计量ｈ１（Ｘ１，…，Ｘｎ）＝θ－
，ｈ２（Ｘ１，…，Ｘｎ）＝θ

－．

置信区间是区间估计的一种常用形式．置信水平（或置信度）１－α下的置信区间［θ－
，θ
－］必定满足

Ｐ（θ－≤θ≤θ
－）≥１－α

其中，θ－
称为置信下限，θ

－
称为置信上限．

在置信水平１－α下求未知参数θ的置信区间的一般步骤如下：

（１）求出未知参数θ的一个较优的点估计θ
＾．我们建议尽可能使用θ的极大似然估计；

（２）以θ
＾

为基础，构造一个随机变量

Ｊ＝Ｊ（Ｘ１，…，Ｘｎ；θ），

它必须包含，也只能包含所要估计的未知参数θ．要求Ｊ的分位数能通过查表或计算得到具体数值；

（３）设Ｊ的α
２

分位数为ａ，１－α
２

分位数为ｂ，即

Ｐ（ａ≤Ｊ≤ｂ）＝１－α；

（４）把不等式“ａ≤Ｊ≤ｂ”作等价变形，使它成为“θ－≤θ≤θ
－”，这个［θ－

，θ
－］便为所求的置信区间．

如果在置信水平１－α下θ的置信区间为［θ－
，θ
－］，那么，当ｇ（θ）是θ的单调增加函数时，［ｇ（θ－

），ｇ（θ
－）］

便是在置信水平１－α下ｇ（θ）的置信区间．
５．单个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本；取置信水平为１－α．
（１）当σ２ 已知时，μ的置信区间的置信上、下限分别是

珡Ｘ±ｕ１－α
２

σ
槡ｎ

．

（２）当μ已知时，σ２ 的置信区间是
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ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ
２
１－α

２
（ｎ）

，　

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ
２
α
２
（ｎ［ ］）

．

（３）当μ与σ２ 均未知时，μ的置信区间的置信上、下限分别是

珡Ｘ±ｔ１－α
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
；

σ２ 的置信区间是


ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

χ
２
１－α

２
（ｎ－１）

，　

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

χ
２
α
２
（ｎ－１［ ］）

．

６．两个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｍ 是取自正态总体Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，Ｙ１，…，Ｙｎ 是取自正态总体Ｎ（μ２，σ２

２）的一个样本；

取置信水平为１－α．
（１）当σ２

１，σ２
２ 已知时，μ１－μ２ 的置信区间的置信上、下限分别是

（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｕ１－α
２

σ２
１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ
；

（２）当σ１，σ２ 未知，但σ２
１＝σ２

２ 时，μ１－μ２ 的置信上、下限分别是

（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｔ１－α
２
（ｍ＋ｎ－２）Ｓｗ

１
ｍ＋１槡 ｎ

；

（３）当μ１，μ２ 已知时，σ
２
１

σ２
２

的置信区间是

ｎ
ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ１）２／ｍ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－μ２）２

Ｆ１－α
２
（ｍ，ｎ） ，

ｎ
ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ１）２／ｍ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－μ２）２

Ｆα
２
（ｍ，ｎ［ ］）

；

（４）当μ１，μ２ 均未知时，σ
２
１

σ２
２

的置信区间是

Ｓ２
１／Ｓ２

２

Ｆ１－α
２
（ｍ－１，ｎ－１），　

Ｓ２
１／Ｓ２

２

Ｆα
２
（ｍ－１，ｎ－１［ ］） ．

三、例题分析

例７１　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一 个 样 本．在 正 态 总 体 的 三 种 类 型 下，分 别 求 出 未 知

参数μ，σ２ 的矩估计量与极大似然估计量，并讨论它们的无偏性．
解　由前述定理知道，在正态总体的三种类型下，μ的矩估计量都是珡Ｘ，且是无偏估计量；当μ未知时，σ２

的矩估计量是Ｓ２
ｎ，且不是无偏估计量．

样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合密度函数

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Π
ｎ

ｉ＝１

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
（ｘｉ－μ）２

２σ｛ ｝［ ］２ ＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ．

当μ未知但σ２ 已知时，似然函数

Ｌ（μ）＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ，

ｌｎＬ（μ）＝－ｎ
２ｌｎ（２πσ２）－ １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．

由似然方程 ｄ
ｄμ

ｌｎＬ（μ）＝０解出μ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝珚ｘ．因此，μ的极大似然估计量μ^＝珡Ｘ，且是μ的无偏估计量．当σ２
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未知但μ已知时，似然函数

Ｌ（σ２）＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ，

ｌｎＬ（σ２）＝－ｎ
２ｌｎ（２π）－ｎ

２ｌｎ（σ２）－ １
２σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．

由似然方程 ｄ
ｄσ２ｌｎＬ（σ２）＝０解出σ２＝１

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．因此，σ２ 的极大似然估计量

σ^２＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２．

由于

Ｅ（^σ２）＝Ｅ １
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）（ ）２ ＝１

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ－μ）２

＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
σ２＝１

ｎ
·ｎσ２＝σ２，

因此，^σ２＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ

２）是σ２ 的无偏估计量．当μ与σ２ 均未知时，似然函数

Ｌ（μ，σ２）＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ，

ｌｎＬ（μ，σ２）＝－ｎ
２ｌｎ（２πσ２）－ １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．

由似然方程组


μ

ｌｎＬ（μ，σ２）＝１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）＝０


σ２ｌｎＬ（μ，σ２）＝－ ｎ

２σ２＋

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２

２σ４ ＝

烅

烄

烆 ０

解出μ＝珚ｘ，σ２＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２．因此，μ的极大似然估计量μ^＝珡Ｘ，且是μ的无偏估计量；σ２ 的极大 似 然 估 计

量σ^２＝Ｓ２
ｎ，且不是σ２ 的无偏估计量．

分析　本题的结论要熟记，它们是讨论置信区间与假设检验的基础．另外，三种不同类 型 下 的 似 然 函 数

的本质区别在于自变量的不同，应当加以注意．
例７２　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｂ（１，ｐ），其 中ｐ 未 知．试 求ｐ 的 矩 估 计 量 与 极 大

似然估计量，并讨论它们的无偏性．
解　由于Ｅ（Ｘ）＝ｐ，因此ｐ的矩估计量是珡Ｘ，且是ｐ的无偏估计量．
总体 Ｘ～Ｂ（１，ｐ），它的分布律可以表达成

Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝ｐｘ（１－ｐ）１－ｘ，　ｘ＝０，１．

似然函数

Ｌ（ｐ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＝ｘｉ）＝Π

ｎ

ｉ＝１
ｐｘｉ（１－ｐ）１－ｘ［ ］ｉ ＝ｐ

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（１－ｐ）ｎ－ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

ｌｎＬ（ｐ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ｌｎｐ＋ ｎ－

ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ｌｎ（１－ｐ）．

由似然方程 ｄ
ｄｐｌｎＬ

（ｐ）＝０解出ｐ＝珚ｘ．因此，ｐ的极大似然估计量仍是珡Ｘ，且是ｐ的无偏估计量．

分析　本题以解析形式写出Ｂ（１，ｐ）的分布律，这是求极大似然估计量的关键．
例７３　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
（θ＋１）ｘθ， ０＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．
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其中θ未知．试求θ的矩估计量与极大似然估计量．
解　由于

Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
ｘ·（θ＋１）ｘθｄｘ＝θ＋１

θ＋２．

因此，从方程

珡Ｘ＝θ
＾＋１

θ
＾＋２

解得θ的矩估计量θ
＾＝２珡Ｘ－１

１－珡Ｘ ．

０＜ｘｉ＜１，ｉ＝１，…，ｎ时，似然函数

Ｌ（θ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
［（θ＋１）ｘｉ

θ］＝（θ＋１）ｎ Π
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ

θ，

ｌｎＬ（θ）＝ｎｌｎ（θ＋１）＋θ
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ，

ｄ
ｄθｌｎＬ

（θ）＝ ｎ
θ＋１＋

ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ．

由似然方程 ｄ
ｄθｌｎＬ

（θ）＝０解出θ＝－１－ ｎ


ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ

．因此，θ的极大似然估计量是θ
＾＝－１－ ｎ


ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸｉ

．

分析　本题是１９９７年试题．由于这是第一次出现数理统计试题，因此考查的要求较低，没有涉及无偏性

之类的概念．
例７４　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｐ（λ），其中λ未知．试证：

（１）当常数ｃ１，…，ｃｎ 满足
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＝１时，

ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ 是λ 的无偏估计量；

（２）在λ的所有形如
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ 的无偏估计量中，珡Ｘ 的方差最小（即 珡Ｘ 最有效），并求出最小值 Ｄ（珡Ｘ）．

证　（１）由于
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＝１，Ｅ（Ｘ）＝λ，因此

Ｅ（
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｃｉＥ（Ｘｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｃｉλ＝λ，

即
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ 是λ 的无偏估计量；

（２）由于 Ｄ（Ｘ）＝λ，因此

Ｄ 
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
ｃ２
ｉＤ（Ｘｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｃ２
ｉλ．

用高等数学中的拉格朗日乘数法可以得到：在约束条件
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＝１下，ｎ元函数

ｆ（ｃ１，…，ｃｎ）＝
ｎ

ｉ＝１
ｃ２
ｉ

在ｃ１＝…＝ｃｎ＝
１
ｎ

时达到最小值．这表明 珡Ｘ＝１
ｎＸ１＋…＋１

ｎＸｎ 的方差最小，且 Ｄ（珡Ｘ）＝λ
ｎ ．

分析　比较无偏估计量的有效性等价于找出方差最小．有时候，这类问题与高等数学中求最小值可以联

系起来．
例７５　设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｒ（０，θ），其中θ未知，θ＞０．试求θ的矩估计量与极

大似然估计量，并讨论它们的无偏性与一致性．
解　由于

Ｅ（Ｘ）＝∫
θ

０
ｘ·１

θｄｘ＝θ
２．
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因此，从方程

珡Ｘ＝θ
＾

２

解得θ的矩估计量θ
＾＝２珡Ｘ．由Ｅ（θ）^＝２Ｅ（珡Ｘ）＝２×θ

２＝θ知道，θ
＾

是θ的无偏估计量．由

Ｄ（θ）^＝４Ｄ（珡Ｘ）＝４１
ｎＤ（Ｘ）＝４

ｎ
·（θ－０）２

１２ ＝θ
２

３ｎ→０

知道，θ
＾

是θ的一致估计量。

似然函数

Ｌ（θ）＝
θ－ｎ， ０≤ｘ１≤…≤ｘｎ≤θ；

０， 其余｛ ．

一方面θ越小，Ｌ（θ）越大；另一方面，θ不能太小，它要满足θ≥ｘｉ，ｉ＝１，…，ｎ．因此，当θ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ 时，Ｌ（θ）达最

大值，即θ的极大似然估计量是θ
＾ ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ｘｉ．

当０＜ｘ＜θ时，总体 Ｘ 的分布函数ｆ （ｘ）＝ｘ
θ ．由第三章给出的随机变量函数的分布知道，θ^ ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ｘｉ

的分布函数

Ｆ
θ^


（ｕ）＝

０， ｕ＜０；

ｕｎ

θｎ ， ０≤ｕ＜θ；

１， ｕ≥θ

烅
烄

烆 ．

于是，θ^ 的密度函数

ｆ
θ^


（ｕ）＝

ｎｕｎ－１

θｎ ， ０＜ｕ＜θ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

由此算得

Ｅ（θ^）＝∫
∞

－∞
ｕｆ

θ^


（ｕ）ｄｕ＝∫
θ

０
ｕ·ｎｕｎ－１

θｎ ｄｕ＝∫
θ

０

ｎ
θｎ

·ｕｎｄｕ＝ ｎ
ｎ＋１θ≠θ，

这表明θ的极大似然估计θ^ 不是θ的无偏估计量．另外，

Ｄ（θ^）＝Ｅ（θ^２）－［Ｅ（θ^）］２＝∫
θ

０
ｕ２ｎｕｎ－１

θｎ ｄｕ－ ｎ
ｎ＋１（ ）θ

２

＝ ｎ
ｎ＋２θ２－ ｎ２

（ｎ＋１）２θ
２＝ ｎ

（ｎ＋１）２（ｎ＋２）θ
２．

现在来证明θ^ 是θ的一致估计量，即证明θ^ →
Ｐ

θ．由Ｅ（θ^）＝ ｎ
ｎ＋１θ

知道，ｎ＋１
ｎ θ^ 是θ的无偏估计量，

且

Ｄ ｎ＋１
ｎ θ

＾（ ） ＝
（ｎ＋１）２

ｎ２ Ｄ（θ^）＝
（ｎ＋１）２

ｎ２ · ｎθ２

（ｎ＋１）２（ｎ＋２）＝
θ２

ｎ（ｎ＋２）→０，

这表明ｎ＋１
ｎ θ^ →

Ｐ
θ．由ｎ＋１

ｎ →１推得θ^ →
Ｐ

θ．

分析　本题中极大似然估计量的部分有一定的难度，其方法也有一定的特殊性．读者 若 感 困 难 较 大，不

必纠缠于此．
例７６　从正态总体 Ｎ（μ，σ２）中获取四个数据ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，其中，μ与σ２ 均未知。已知

—９６１—

概率统计




４

ｉ＝１
ｘｉ＝２４，　

４

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝１４７．

在置信水平９０％ 下，试求μ与σ 的置信区间．
解　本题中ｎ＝４，α＝０．１０．由例６１所得公式算得

珚ｘ＝１
４×２４＝６，　

４

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝１４７－１

４×２４２＝３，

Ｓ２＝１
３ 

４

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝１，　Ｓ＝１．

于是，μ的９０％置信区间的上、下限分别为

珚ｘ±ｔ１－α
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
＝６±ｔ０．９５（３）１

槡４
＝６±１

２ｔ０．９５（３）＝６±１
２×２．３５３４．

由此算出μ的９０％双侧置信区 间 为［４．８２３３，７．１７６７］．另 外，由σ２ 的９０％置 信 区 间［３／χ
２
０．９５（３），　３／χ

２
０．０５

（３）］推得σ的９０％置信区间为

３
χ

２
０．９５（３槡 ）

，　 ３
χ

２
０．０５（３槡［ ］） ＝ ３

６．槡８１５
，　 ３

０．槡［ ］３５２
＝［０．６６，２．９２］

分析　数理统计问题可以分成抽样前和抽样后两大类，本题属于后者，即样本通过具 体 数 据 来 表 达．解

这类题目的特点是用数据（抽样前）代公式作具体计算．
例７７　设 Ｘ１，…，Ｘ２ｎ是取自正态总体Ｎ（μ１，１８）的 一 个 样 本，Ｙ１，…，Ｙｎ 是 取 自 正 态 总 体Ｎ（μ２，１６）的

一个样本．要使μ１－μ２ 的９５％ 置信区间长度不超过ｌ，问ｎ至少要取多大？

解　本题中 ｍ＝２ｎ，α＝０．０５．μ１－μ２ 的９５％ 置信区间的上、下限分别是

（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｕ１－α
２

σ２
１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ ＝（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｕ０．９７５

１８
２ｎ＋１６槡 ｎ

由置信区间的长度

θ
－－θ－＝２ｕ０．９７５

１８
２ｎ＋１６槡 ｎ ＝１０

槡ｎ
ｕ０．９７５≤ｌ

解得ｎ≥１００
ｌ２ ｕ２

０．９７５（取最小整数）．

分析　置信区间的长度是一个很有意义的概念．从直观上看，长度太大的置信区间是没有意义的．
例７８　设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体 Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中，μ与σ２ 均未知，给定置信水平１－α．
（１）试求μ

－
，使得Ｐ（μ≥μ

－
）＝１－α；

（２）试求统计量σ２，使得Ｐ（σ２≤σ２）＝１－α．
解　仿照求置信区间的一般步骤求解．
（１）μ的极大似然估计是珡Ｘ，构造随机变量

Ｊ＝槡ｎ
珡Ｘ－μ
Ｓ ～ｔ（ｎ－１）．

由

Ｐ（Ｊ≤ｔ１－α（ｎ－１））＝ 槡Ｐ ｎ
珡Ｘ－μ
Ｓ ≤ｔ１－α（ｎ－１（ ）） ＝１－α

得到

Ｐ μ≥珡Ｘ－ｔ１－α（ｎ－１）Ｓ
槡（ ）ｎ

＝１－α，

即所求的μ
－
＝珡Ｘ－ｔ１－α（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
．

—０７１—
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（２）σ２ 的极大似然估计是Ｓ２
ｎ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．构造随机变量：

Ｊ＝１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２＝

ｎＳ２
ｎ

σ２ ～χ
２（ｎ－１）．

由 Ｐ（Ｊ≥χ
２
α（ｎ－１））＝Ｐ

ｎＳ２
ｎ

σ２ ≥χ
２
α（ｎ－１（ ）） ＝１－α

得到

Ｐ σ２≤
ｎＳ２

ｎ

χ
２
α（ｎ－１（ ）） ＝１－α，

即所求的σ２＝ｎＳ２
ｎ／χ

２
α（ｎ－１）．

分析　本题是两种特殊类型的置信区间：［θ－
，＋∞）与（－∞，θ

－］．但解题方法基 本 不 变，仅 在 确 定 分 位

数时要注意区别．
例７９　设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
６ｘ
θ３ （θ－ｘ）； ０＜ｘ＜θ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的简单随机样本．

（１）求θ的矩估计量θ
＾；（２）求θ

＾
的方差Ｄ（θ）^．

解　（１）Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

θ

０

６ｘ２

θ３ （θ－ｘ）ｄｘ＝θ
２．

由此得到

θ＝２Ｅ（Ｘ）．

所以θ的矩估计量为 θ
＾＝２珡Ｘ．

（２）由于

Ｅ（Ｘ２）＝∫
∞

－∞
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

θ

０

６ｘ３

θ３ （θ－ｘ）ｄｘ＝６θ２

２０．

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－（ＥＸ）２＝６θ２

２０－ θ（ ）２

２

＝θ
２

２０
，

所以，θ
＾

的方差为

Ｄ（θ）^＝Ｄ（２珡Ｘ）＝４Ｄ（珡Ｘ）＝４
ｎＤ（Ｘ）＝θ

２

５ｎ．

分析　本题是１９９９ 年 试 题．通 常 参 数 的 矩 估 计 量 并 不 惟 一．如 本 题 中θ２ ＝１０
３Ｅ（Ｘ２），所 以θ

＾＝

１０
３

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２（ ）槡 ｉ 也是θ的一个矩估计量．一般情况下先考虑从ＥＸ 的表达式建立θ的矩估计量．

例７１０　设某种元件的使用寿命 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ；θ）＝
２ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

其中，θ＞０为未知参数．又设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是Ｘ 的一组样本观测值，求参数θ的最大似然估计值．
解　似然函数为

Ｌ（θ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ；θ）＝ ２ｎｅ－２ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－θ）， ｘｉ＞θ，ｉ＝１，…，ｎ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．
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＝ ２ｎｅ
－２ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ·ｅ２ｎθ， ｘ（１）＞θ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

这里ｘ（１）＝ｍｉｎ（ｘ１，…，ｘｎ）．

要使Ｌ（θ）达到最大，应在条件“ｘ（１）＞θ”下使θ尽可能大．因此，当θ
＾＝ｘ（１）时Ｌ（θ）^＝ｓｕｐ

θ
Ｌ（θ）．即ｘ（１）是θ的最

大似然估计值．
分析　本题是２０００年试题．由于Ｌ（θ）在θ＝ｘ（１）处不连续，因此不能对Ｌ（θ）求导．本题中求θ的极大似

然估计的方法与例７５中的方法类似．
例７１１　设总体 Ｘ 的概率分布为

Ｘ ０ １ ２ ３

ｐｒ θ２ ２θ（１－θ） θ２ １－２θ

其中，θ ０＜θ＜（ ）１
２

是未知参数，利用总体 Ｘ 的如下样本值：

３，１，３，０，３，１，２，３，
求θ的矩估计值和最大似然估计值．

解　由于ＥＸ ＝０×θ２＋１×２θ（１－θ）＋２θ２＋３（１－２θ）

＝３－４θ，

因此，由θ＝１
４

（３－ＥＸ）得到θ的矩估计量为

θ
＾＝１

４
（３－珡Ｘ）

θ的矩估计值为

θ
＾＝１

４
（３－珚ｘ）＝１

４ ３－１
８

（３＋１＋３＋０＋３＋１＋２＋３［ ］） ＝１
４．

再求θ的最大似然估计值．先写出似然函数

Ｌ（θ）＝Ｐ（Ｘ１＝３，Ｘ２＝１，Ｘ３＝３，Ｘ４＝０，Ｘ５＝３，Ｘ６＝１，Ｘ７＝２，Ｘ８＝３）

＝Ｐ（Ｘ１＝３）Ｐ（Ｘ２＝１）Ｐ（Ｘ３＝３）Ｐ（Ｘ４＝０）Ｐ（Ｘ５＝３）Ｐ（Ｘ６＝１）·Ｐ（Ｘ７＝２）Ｐ（Ｘ８＝３）

＝（１－２θ）４·（２θ（１－θ））２·（θ２）·θ２＝４θ６（１－θ）２（１－２θ）４．

ｌｎＬ（θ）＝ｌｎ４＋６ｌｎθ＋２ｌｎ（１－θ）＋４ｌｎ（１－２θ）

ｄｌｎＬ（θ）
ｄθ ＝６

θ－ ２
１－θ－ ８

１－２θ＝ ２４θ２－２８θ＋６
θ（１－θ）（１－２θ）

令ｄｌｎＬ（θ）
ｄθ ＝０，解得 θ＝ 槡７± １３

１２ ．

由于θ＝ 槡７＋ １３
１２ ＞１

２
，因此，取θ

＾＝ 槡７－ １３
１２

，即θ的极大似然估计值为 槡７－ １３
１２ ．

分析　本题是２００２年试题．本题中求极大似然估计值部分很有新意．本题的关键在于写出似然函数．在

写出似然函数过程中用到了独立性和同分布性，即样 本 为 简 单 随 机 样 本．Ｌ（θ）＝Ｐ（Ｘ１＝３）Ｐ（Ｘ２＝１）Ｐ（Ｘ３

＝３）Ｐ（Ｘ４＝０）·Ｐ（Ｘ５＝３）Ｐ（Ｘ６＝１）·Ｐ（Ｘ７＝２）Ｐ（Ｘ８＝３）＝（Ｐ（Ｘ＝３））４·（Ｐ（Ｘ＝１））２·Ｐ（Ｘ＝０）·Ｐ
（Ｘ＝２）＝（１－２θ）４（２θ（１－θ））２·θ２·θ２．通过解本题读者对最大似然估计方法的原理一定有了进一步的了

解．
例７１２　设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
２ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

—２７１—
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其中，θ＞０是未知参数，从总体 Ｘ 中抽取简单随机样本Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，记θ
＾＝ｍｉｎ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）．

（１）求总体 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）；

（２）求统计量θ
＾

的分布函数Ｆθ
＾（ｘ）；

（３）如果用θ
＾

作为θ的估计量，讨论它是否具有无偏性．

解　（１）ｘ≤θ时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞
０ｄｔ＝０；

ｘ＞θ时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

θ
２ｅ－２（ｔ－θ）ｄｔ＝１－ｅ－２（ｘ－θ）．

即 Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

（２）Ｆ
θ^

（ｘ）＝Ｐ（θ
＾
≤ｘ）＝Ｐ（Ｘ（１）≤ｘ）

＝１－Ｐ（Ｘ（１）＞ｘ）＝１－Ｐ｛Ｘ１＞ｘ，Ｘ２＞ｘ，…，Ｘｎ＞ｘ｝

＝１－Ｐ｛Ｘ１＞ｘ｝Ｐ｛Ｘ２＞ｘ｝…Ｐ｛Ｘｎ＞ｘ｝＝１－（１－Ｆ（ｘ））ｎ

＝
１－ｅ－２ｎ（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， 其余｛ ．

（３）θ
＾

的概率密度为

ｆ
θ^

（ｘ）＝Ｆ′
θ^
（ｘ）＝

２ｎｅ－２ｎ（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

Ｅθ
＾＝∫

∞

－∞
ｘｆ

θ^
（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

θ
２ｎｘｅ－２ｎ（ｘ－θ）ｄｘ＝θ＋ １

２ｎ≠０．

因此，θ
＾

不是θ的无偏估计量．即θ
＾

作为θ的估计量不具有无偏性．

分析　本题是２００３年试题．由例７１０可知θ
＾＝Ｘ（１）是θ的最大似然估计量．本题表明；θ的 最 大 似 然 估

计量不是θ的无偏估计量．但θ
＾

经修正后可以成为θ的无偏估计量．只需记θ^ ＝Ｘ（１）－１
２ｎ

，则θ^ 是θ的无偏

估计量．一般地，若Ｅθ
＾＝ａθ＋ｂ（ａ≠０，ａ，ｂ为常数），则θ

＾ ＝θ
＾－ｂ
ａ

是θ的无偏估计量．

例７１３　假设０．５０，１．２５，０．８０，２．００是 来 自 总 体 Ｘ 的 简 单 随 机 样 本 值．已 知Ｙ＝ｌｎＸ 服 从 正 态 分 布

Ｎ（μ，１）．
（１）求 Ｘ 的数学期望ＥＸ（记ＥＸ 为ｂ）；
（２）求μ的置信度为０．９５的置信区间；
（３）利用上述结果求ｂ的置信度为０．９５的置信区间．
解　由于Ｙ＝ｌｎＸ，因此，ｌｎ０．５０，ｌｎ１．２５，ｌｎ０．８，ｌｎ２．００可视为取自总体Ｙ 的样本值，而ｒ～Ｎ（μ，１），从而

珔ｙ＝１
４

（ｌｎ０．５０＋ｌｎ１．２５＋ｌｎ０．８０＋ｌｎ２．００）＝０

（１）ＥＸ ＝ＥｅＹ＝∫
∞

－∞
ｅｙｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

∞

－∞
ｅｙ １

槡２π
ｅ－（ｙ－μ）２

２ ｄｙ

＝∫
∞

－∞

１
槡２π

ｅ－ｙ
２－（２＋２μ）ｙ＋μ

２

２ ＝∫
∞

－∞

１
槡２π

ｅ－（ｙ－μ－１）２

２ ｅ
１＋２μ

２ ｄｙ

＝ｅ
１
２＋μ∫

∞

－∞

１
２槡π

ｅ－（ｙ－μ－１）２

２ ｄｙ＝ｅ
１
２＋μ．

这里用到 １
２槡π

ｅ－（ｙ－μ－１）２

２ 是对应于正态分布 Ｎ（μ＋１，１）的密度函数，所以它在（－∞，＋∞）上积分为１．
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（２）由于Ｙ～Ｎ（μ，１），故μ的置信度为０．９５的置信区间的上、下限为

珔ｙ±１
槡ｎ
ｕ０．９７５＝０±１

槡４
×１．９６＝±０．９８，

所以μ的置信区间为［－０．９８，０．９８］．

（３）由于ｅ
１
２＋μμ 的严格单增函数，所以

Ｐ 珚Ｙ－σ
槡ｎ
ｕ１－α

２
≤μ≤珚Ｙ＋σ

槡ｎ
ｕ１－α（ ）２ ＝Ｐ ｅ

１
２＋珚Ｙ－σ

槡ｎ
ｕ１－α

２
≤ｅ

１
２＋μ

≤ｅ
１
２＋珚Ｙ＋σ

槡ｎ
ｕ１－α

（ ）２ ＝１－α．

从而ｂ＝ｅ
１
２＋μ的置信度为０．９５的置信区间为

ｅ
１
２－０．９８，ｅ

１
２＋０．［ ］９８ ＝ ｅ－０．４８，ｅ１．［ ］４８ ＝［０．６１８８，４．３９２９］．

分析　本题是２０００年试题．本题涉及两个总体间的变换．

四、小　结

本章是数理统计部分的重点，读者尤其要熟练地掌握求点估计的两种方法以及讨论所求出 的 点 估 计 的

无偏性．对正态总体参数的置信区间的求法也应熟练地掌握．
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第八章　假设检验

假设检验就是利用样本来检验关于总体分布的某个假设．假设有两种形式：涉及总体分布中的未知参数

与未知的总体分布本身．读者应主要掌握正态总体分布中的未知参数的假设检验方法．

一、复习与考试要求

（１）理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的基本步骤，了解假设检验可能产生的两类错误．
（２）了解单个及两个正态总体的均值和方差的假设检验．

二、基本概念与理论

１．假设检验的统计意义

样本（Ｘ１，…，Ｘｎ）的取值范围称为样本空间．对于取自正态总体的样本，样本空间是ｎ维欧氏空间Ｒｎ．
原假设（或零假设）Ｈ０ 是针对未知 总 体 分 布 的 某 个 陈 述．它 可 以 是 关 于 总 体 分 布 中 的 未 知 参 数 的 某 个

陈述，例如θ＝θ０；也可以是关于未知的总体分布本 身 的 某 个 陈 述，例 如 总 体 Ｘ 服 从 正 态 分 布．备 择 假 设（或

对立假设）Ｈ１ 常常是原假设 Ｈ０ 的否定命题．
求解一个假设检验问题，其结果分成两种类型．
（１）抽样前　求出一个拒绝域 Ｗ１．它是样本空间的一个子集，通常用一个或两个不等式来表示．拒绝域

Ｗ１ 的含义是：当（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｗ１ 时拒绝 Ｈ０（即认为命题 Ｈ０ 不成立）；当（ｘ１，…，ｘｎ）Ｗ１ 时接受 Ｈ０（即可

以认为命题 Ｈ０ 成立）．
（２）抽样后　在求出拒绝域 Ｗ１ 的基础上，用数据检查样本是否落在 Ｗ１ 中，以得出最终结论究竟是“拒

绝 Ｈ０”还是“接受 Ｈ０”．
２．假设检验的两类错误

利用样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 检验原假设Ｈ０ 是否成立最终会面临犯两类错误的风险，具体内容见表８１：

表８１

检验带来的后果

根据样本观测值所得的结论

当（ｘ１，…，ｘｎ）Ｗ１

接受 Ｈ０

当（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｗ１

拒绝 Ｈ０

总体分布的实

际情况（未知）

Ｈ０ 成立 判断正确 犯第Ⅰ类错误

Ｈ０ 不成立 犯第Ⅱ类错误 判断正确

３．显著性检验的统计思想

显著性检验要求控制犯第Ⅰ类错误的概率不超过显著性水平α，即要求所求出的拒绝域 Ｗ１ 满足：

Ｐ（（Ｘ１，…，Ｘｎ）∈Ｗ１）≤α，　当 Ｈ０ 成立时．

“拒绝 Ｈ０”也称为“有显著性结果”；“接受 Ｈ０”也称为“无显著性结果”．
在显著性水平α下求拒绝域 Ｗ１ 的一般步骤如下：

（１）求出 Ｈ０ 所涉及的未知参数θ的一个较优的点估计θ
＾．我们建议尽可能使用θ的极大似然估计；

（２）以θ
＾

为基础，构造一个检验统计量

Ｔ＝ｔ（Ｘ１，…，Ｘｎ）．
要求当 Ｈ０ 成立（θ＝θ０）时Ｔ 的分布已知，从而Ｔ 的分位数（称为临界值）能通过查表或计算得到具体数值；
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（３）利用检验统计量Ｔ 与临界值构造一个或两个不等式，以确定拒绝域 Ｗ１ 的 形 状，Ｗ１ 应 满 足 显 著 性

水平α的要求．
４．单个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本；取显著性水平为α．
（１）Ｈ０∶μ＝μ０　（Ｈ１∶μ≠μ０）

当σ２ 已知时，拒绝域

Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜｜ｕ｜＝槡ｎ｜珚ｘ－μ０｜
σ ＞ｕ１－α｛ ｝２

，

称它为ｕ检验法；
当σ２ 未知时，拒绝域

Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜｜ｔ｜＝槡ｎ｜珚ｘ－μ０｜
Ｓ ＞ｔ１－α

２
（ｎ－１｛ ｝） ，

称它为ｔ检验法；
（２）Ｈ０∶σ２＝σ２

０　（Ｈ１∶σ２≠σ２
０）

当μ已知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜χ
２＜χ

２
α
２
（ｎ）或χ

２＞χ
２
１－α

２
（ｎ）｝，

其中χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２；

当μ未知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜χ
２＜χ

２
α
２
（ｎ－１）或χ

２＞χ
２
１－α

２
（ｎ－１）｝，

其中χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝

ｎｓ２
ｎ

σ２
０
＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

．这两个检验都称为χ
２ 检验法．

５．两个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｍ 是取自正态总体Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，Ｙ１…，Ｙｎ 是取自正态总体Ｎ（μ２，σ２

２）的一个样本；

取显著性水平为α．
（１）Ｈ０∶μ１＝μ２　（Ｈ１∶μ１≠μ２）

当σ２
１，σ２

２ 已知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）｜ｕ｜＝ ｜珚ｘ－珔ｙ｜
σ２

１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ

＞ｕ１－α
２
｝，

称它为ｕ检验法；
当σ２

１，σ２
２ 未知，但σ２

１＝σ２
２ 时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）｜ｔ｜＝ ｜珚ｘ＋珔ｙ｜

ＳＷ
１
ｍ＋１槡 ｎ

＞ｔ１－α
２
（ｍ＋ｎ－２）｝，

称它为ｔ检验法．
（２）Ｈ０∶σ２

１＝σ２
２（Ｈ１∶σ２

１≠σ２
２）

当μ１，μ２ 已知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）ｆ＜Ｆα
２
（ｍ，ｎ）或ｆ＞Ｆα

２
（ｍ，ｎ）｝，

其中ｆ＝ｎ
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ１）２／ｍ 

ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－μ２）２；

当μ１，μ２ 均未知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）ｆ＜Ｆα
２
（ｍ－１，ｎ－１）或ｆ＞Ｆα

２
（ｍ－１，ｎ－１）｝，
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其中，ｆ＝ｓ２
１／ｓ２

２，这两个检验都称为Ｆ 检验法．

三、例题分析

例８１　在假设检验问题中，在样本观测值的基础上试判断：
（１）如果最终结果是拒绝原假设 Ｈ０，可能犯何类错误？

（２）如果最终结果是接受原假设 Ｈ０，可能犯何类错误？

解　（１）当实际情况为 Ｈ０ 成立时，要犯第Ⅰ类错误；当实际情况为 Ｈ０ 不 成 立 时，判 断 正 确，即 不 犯 错

误．
（２）当实际情况为 Ｈ０ 成立时，判断正确，即不犯错误；当实际情况为 Ｈ０ 不成立时，要犯第Ⅱ类错误．
分析　显著性检验仅仅控制了犯第Ⅰ类错误的概率不超过显著性水平α，因而检验结果为“拒绝 Ｈ０”时

比较可靠．当检验结果为“接受 Ｈ０”时，由于不知道犯第Ⅱ类错误的概率究竟有多大，因此结论很不可信．
例８２　从两个正态总体 Ｎ（μ１，σ２

１），Ｎ（μ２，σ２
２）中分别抽取样本（Ｘ１，…，Ｘｍ），（Ｙ１，…，Ｙｎ），其 中，μ１，μ２，

σ２
１，σ２

２ 均未知．假定σ２
１＝σ２

２．在显著性水平α下，要检验

Ｈ０∶μ１＝μ２＋δ　（Ｈ１∶μ１≠μ２＋δ），

其中，δ是已知常数．试求拒绝域 Ｗ１．
解　记θ＝μ１－μ２．现在要检验

Ｈ０∶θ＝δ　（Ｈ１∶θ≠δ）．

θ的极大似然估计是珡Ｘ－珚Ｙ．构造检验统计量

Ｔ＝
（珡Ｘ－珚Ｙ）－δ

ｓｗ
１
ｍ＋１槡 ｎ

当 Ｈ０ 成立时，Ｔ～ｔ（ｍ＋ｎ－２）．因此拒绝域

Ｗ１ ＝
（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）｜｜ｔ｜＝｜（珚ｘ－珔ｙ）－δ｜

ｓｗ
１
ｍ＋１槡 ｎ

＞ｔ１－α
２
（ｍ＋ｎ－２

烅
烄

烆
烍
烌

烎

）
．

分析　本题中取δ＝０便得检验 Ｈ０∶μ１＝μ２ 的拒绝域．类似地，在取消本题关于“等方差”的假定时，在

显著性水平α下，检验

Ｈ０∶σ２
１＝δσ２

２　（Ｈ１∶σ２
１≠δσ２

２）

的拒绝域为

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）ｆ＜Ｆα
２
（ｍ－１，ｎ－１）

或ｆ＞Ｆ１－α
２
（ｍ－１，ｎ－１）｝，

其中，ｆ＝δ
ｓ２

１

ｓ２
２
．

例８３　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的 一 个 样 本，其 中，μ与σ２ 均 未 知，在 显 著 性 水 平α下，
试求下列两个假设检验问题的拒绝域．

（１）Ｈ０∶μ＝μ０　（Ｈ１∶μ＞μ０）；

（２）Ｈ０∶σ２＝σ２
０　（Ｈ１∶σ２＜σ２

０）．
解　仿照求显著性检验的拒绝域的一般步骤求解．
（１）μ的极大似然估计是珡Ｘ．构造检验统计量

Ｔ＝槡ｎ
珡Ｘ－μ０

Ｓ

当 Ｈ０ 成立时，Ｔ～ｔ（ｎ－１），由
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Ｐ（Ｔ＞ｔ１－α（ｎ－１））＝α

推得拒绝域

Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜ｔ＝槡ｎ
珚ｘ－μ０

ｓ ＞ｔ１－α（ｎ－１｛ ｝） ；

（２）σ２ 的极大似然估计是Ｓ２
ｎ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．构造检验统计量

χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．

当 Ｈ０ 成立时，χ
２～χ

２（ｎ－１）．由

Ｐ（χ
２＜χ

２
α（ｎ－１））＝α

推得拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜χ
２＜χ

２
α（ｎ－１）｝，

其中χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝

ｎｓ２
ｎ

σ２
０
＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

．

分析　要注意本题中拒绝域的形状（从而临界值）已有改变，这是因为备择假设 Ｈ１ 有了变动。另外，如

果本题中原假设 Ｈ０ 改成“μ≤μ０，σ２≥σ２
０”，那么拒绝域仍保持不变．

例８４　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，４）的一个样本．在显著性水平α下检验

Ｈ０∶μ＝０　（Ｈ１∶μ≠０），

我们取拒绝域Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜槡ｎ｜珚ｘ｜
２ ＞ｕ１－α｛ ｝２

．当实际情况为μ＝１（即总体Ｘ～Ｎ（１，４））时，试求犯第Ⅱ

类错误的概率．
解　当实际情况为 Ｈ０ 不成立，而最终结果为接受 Ｈ０ 时要犯第Ⅱ类 错 误，其 概 率 为 Ｐ（（Ｘ１，…，Ｘｎ）

Ｗ１）．现在实际情况μ＝１，表示 Ｈ０ 不成立．当Ｘ～Ｎ（１，４）时，珡Ｘ～Ｎ １，４（ ）ｎ ．由正态分布的概率计算公式得

到，犯第Ⅱ类错误的概率为

Ｐ（（Ｘ１，…，Ｘｎ）Ｗ１）＝ 槡Ｐ ｎ｜珡Ｘ｜
２ ≤ｕ１－α（ ）２

＝Ｐ －
２ｕ１－α

２

槡ｎ
≤珡Ｘ≤

２ｕ１－α
２

槡（ ）ｎ

＝Φ

２ｕ１－α
２

槡ｎ
－１

２／槡

烄

烆

烌

烎ｎ
－Φ

－
２ｕ１－α

２

槡ｎ
－１

２／槡

烄

烆

烌

烎ｎ
＝Φ ｕ１－α

２
－槡ｎ（ ）２

－Φ －ｕ１－α
２
－槡ｎ（ ）２

＝ １－Φ 槡ｎ
２－ｕ１－α（ ）［ ］２

－ １－Φ 槡ｎ
２＋ｕ１－α（ ）［ ］２

＝Φ 槡ｎ
２＋ｕ１－α（ ）２

－Φ 槡ｎ
２－ｕ１－α（ ）２

．

分析　犯第Ⅱ类错误的概率一般不易计算．本题目的是让读者通过一个具体例子来加深对 显 著 性 检 验

的理解，因为在显著性检验中我们没有考虑犯第Ⅱ类错误的概率．例如，在本题中，取ｎ＝４，α＝０．０５．通过查

表知道，ｕ０．９７５＝１．９６，犯第Ⅱ类错误的概率为

Φ（１＋１．９６）－Φ（１－１．９６）＝Φ（２．９６）－Φ（－０．９６）＝０．９９８５－０．１６８５＝０．８３．

这表明尽管犯第Ⅰ类错误的概率不超过５％，但犯第Ⅱ类错误的概率高达８３％．
例８５　设某次考试的考 生 成 绩 服 从 正 态 分 布，从 中 随 机 地 抽 取３６位 考 生 的 成 绩，算 得 平 均 成 绩 为

６６．５分，标准差为１５分．问在显著性水平０．０５下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为７０分？并

给出检验过程．
解　设这次考试考生的成绩为 Ｘ，Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．其中，μ，σ２ 均未知．现要在显著性水平０．０５下，检 验 假

设：
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Ｈ０：μ＝７０，（Ｈ１：μ≠７０）．

｜ｔ｜＝槡ｎ｜
珚ｘ－７０｜

ｓ ＝ 槡３６｜６６．５－７０｜
１５ ＝１．４，

ｔ１－α
２
（ｎ－１）＝ｔ０．９７５（３５）＝２．０３０１．

由于｜ｔ｜＝１．４＜ｔ１－α
２
（ｎ－１）＝２．０３０１，因此，拒绝域条件不成立．从而，在显著性水平０．０５下，可以认为这次

考试考生的平均成绩为７０分．
分析　本题是１９９８年试题．考生只要能记住拒绝域条件，会代公式来判断拒绝域条件是否成立即可．

四、小　结

假设检验虽然也是数理统计的一个重要内容，但在本科阶段的教学中要求较弱．考生除了记住各种拒绝

域的公式外，只需对假设检验的基本概念有一般性的了解．
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第九章　综合能力训练

随着概率统计知识的普及，现在对考生综合运用概率统计知识的能力的要求越来越高．综合运用概率统

计知识的能力主要体现在以下几个方面：
（１）综合运用概率论知识的能力；
（２）综合运用统计知识的能力；
（３）综合运用概率论和数理统计知识的能力；
（４）综合运用概率统计、线性代数和高等数学的能力．
本章结合一些例题来说明如何提高综合能力，希望对读者有所启发和帮助．

一、例题分析

例９１　已知随机变量 Ｘ 服从参数为１的泊松分布，并记事件 Ａ＝｛Ｘ≥２｝，Ｂ＝｛Ｘ＜１｝．求 Ｐ（Ａ∪Ｂ），

Ｐ（Ａ－Ｂ），Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）．
解　由于 Ｘ～Ｐ（１），因此

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｘ≥２）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）－Ｐ（Ｘ＝１）＝１－ｅ－１－ｅ－１＝１－２ｅ－１≈０．２６，

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＜１）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝ｅ－１≈０．３７．

又由于ＡＢ＝，即Ａ，Ｂ 互不相容，因而

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝０．２６＋０．３７＝０．６３，

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＝０．２６，

Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）＝Ｐ（珡ＡＢ）
Ｐ（珡Ａ）＝Ｐ（Ｘ≤１，Ｘ＜１）

１－Ｐ（Ａ） ＝Ｐ（Ｘ＜１）
１－Ｐ（Ａ）＝

ｅ－１

１－（１－２ｅ－１）＝
１
２．

分析　本题主要考虑综合运用概率论知识 的 能 力．通 过 随 机 变 量 Ｘ 定 义 的 两 个 随 机 事 件Ａ，Ｂ 的 概 率

要考生利用Ｘ 的分布来求出，同时要判断出Ａ，Ｂ 互不相容和珡ＡＢ．例２１与本题有些相似之处，可谓异曲

同工．
例９２　设某班车起点站上客人数 Ｘ 服 从 参 数 为λ（λ＞０）的 泊 松 分 布，每 位 乘 客 在 中 途 下 车 的 概 率 为

ｐ（０＜ｐ＜１），且中途下车与否相互独立．以Ｙ 表示在中途下车的人数，求：
（１）在发车时有ｎ个乘客的条件下，中途有 ｍ 人下车的概率；
（２）二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布．

解　（１）记Ｚｉ＝
１， 第ｉ位乘客中途下车；

０， 第ｉ位乘客中途不下车｛ ．

则　Ｙ＝Ｚ１＋Ｚ２＋…＋ＺＸ．由题意，Ｚ１，Ｚ２，…相互独立且服从相同的分布，Ｚｉ～Ｂ（１，ｐ），ｉ＝１，２…

Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｐ（Ｚ１＋Ｚ２＋…＋ＺＸ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｐ（Ｚ１＋Ｚ２＋…＋Ｚｎ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）

＝Ｐ（Ｚ１＋Ｚ２＋…＋Ｚｎ＝ｍ）．

由二项分布的可加性定理得到Ｚ１＋Ｚ２＋…＋Ｚｎ～Ｂ（ｎ，ｐ）．因此

Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｃｍ
ｎｐｍ（１－ｐ）ｎ－ｍ，ｍ＝０，１，２，…，ｎ．

（２）对于 ｍ＝０，１，２，…，ｎ，有

Ｐ（Ｘ＝ｎ，Ｙ＝ｍ）＝Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）Ｐ（Ｘ＝ｎ）＝Ｃｍ
ｎｐｍ（１－ｐ）ｎ－ｍ·λｎ

ｎ！ｅ
－λ

分析　本题是２００１年试题．题目中“中途下车与否相互独立”的含义比较模糊，事 实 上 是 指 各 位 乘 客 中
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途下车与否相互独立且各位乘客中途下车与否与起点站上客人数Ｘ 相互独立，即Ｚ１，Ｚ２，…相互独立，且Ｘ，

Ｚ１，Ｚ２，…，相互独立．在解题过程中Ｐ（Ｚ１＋…＋Ｚｎ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｐ（Ｚ１＋…＋Ｚｎ＝ｍ），用到了“Ｚ１＋…Ｚｎ 与

Ｘ 相互独立”．生活经验表明：若起点站上客人数太多，有些人不得不考虑中途下车．但遗憾的是题 目 中 没 有

写清楚，而用了比较模糊的说法．考生对此可以不加理会，毕竟本题只是考查考生综合运用概率 论 知 识 的 能

力．
例９３　已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中，甲箱中装有３件合格品和３件次品，乙箱中 仅 装 有３件

合格品．从甲箱中任取３件产品放入乙箱后，求：
（１）乙箱中次品件数 Ｘ 的数学期望；
（２）从乙箱中任取一件产品是次品的概率．
解　（１）记

Ｘｉ＝
１， 从甲箱中取出的第ｉ件产品是次品；

０， 从甲箱中取出的第ｉ件产品是合格品｛ ．
，ｉ＝１，２，３

由例１１２可知，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 服从相同的分布．Ｘ１ 的概率分布律为

Ｘ１ ０ １

概率 １
２

１
２

从甲箱中任取３件产品放入乙箱后，乙箱中次品数为

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３

ＥＸ＝ＥＸ１＋ＥＸ２＋ＥＸ３＝
１
２＋１

２＋１
２＝３

２．

（２）设Ａ 表示事件“从乙箱中任取一件产品是次品”，由于｛Ｘ＝０｝，｛Ｘ＝１｝，｛Ｘ＝２｝和｛Ｘ＝３｝构成完全

事件组，因此，由全概率公式

Ｐ（Ａ）＝
３

Ｒ＝０
Ｐ（Ａ｜Ｘ＝ｋ）Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝

３

ｋ＝０

ｋ
６Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝１

６
３

ｋ＝０
ｋＰ（Ｘ＝ｋ）

＝１
６ＥＸ＝１

６×３
２＝１

４．

分析　本题是２００３年试题．在Ｐ（Ａ）的计算中巧妙地利用了（１）中已求得的ＥＸ．当然，本题也可以用常

规的方法求解．先确定 Ｘ 的可能取值为０，１，２，３．求出 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝
Ｃｋ

３Ｃ３－ｋ
３

Ｃ３
６

，ｋ＝０，１，２，３．

即算出分布律

Ｘ ０ １ ２ ３

Ｐｒ．
１
２０

９
２０

９
２０

１
２０

因此

ＥＸ＝０×１
２０＋１×９

２０＋２×９
２０＋３×１

２０＝３
２．

Ｐ（Ａ）＝
３

ｋ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｋ）Ｐ（Ａ｜Ｘ＝ｋ）＝１

２０×０＋９
２０×１

６＋９
２０×２

６＋１
２０×３

６＝１
４．

例９４　假设随机变量 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 相互独立且同分布Ｐ（Ｘｉ＝０）＝０．６，Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．４，ｉ＝１，２，３，

４．求行列式 Ｘ＝
Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ４

的概率分布．
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解　记Ｙ１＝Ｘ１Ｘ４，Ｙ２＝Ｘ２Ｘ３，则

Ｘ＝Ｙ１－Ｙ２．

由于 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 独立同分布，因此，Ｙ１ 与Ｙ２ 也独立同分布．Ｙ１ 可能取值为０，１．

Ｐ（Ｙ１＝１）＝Ｐ（Ｘ１＝１，Ｘ４＝１）＝Ｐ（Ｘ１＝１）Ｐ（Ｘ４＝１）＝０．４×０．４＝０．１６，

Ｐ（Ｙ１＝０）＝１－Ｐ（Ｙ１＝１）＝１－０．１６＝０．８４．

Ｘ＝Ｙ１－Ｙ２ 可能取值为０，１，－１

Ｐ（Ｘ＝－１）＝Ｐ（Ｙ１＝０，Ｙ２＝１）＝Ｐ（Ｙ１＝０）Ｐ（Ｙ２＝１）＝０．８４×０．１６＝０．１３４４，

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｙ１＝１，Ｙ２＝０）＝Ｐ（Ｙ１＝１）Ｐ（Ｙ２＝０）＝０．１６×０．８４＝０．１３４４．

Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｐ（Ｘ＝－１）－Ｐ（Ｘ＝１）＝１－２×０．１３４４＝０．７３１２．

于是 Ｘ 的概率分布律为

Ｘ －１ ０ １

ｐｒ． ０．１３４４ ０．７３１２ ０．１３４４

分析　本题是１９９４年试题．本题要求考生能综合运用概率 统 计 和 线 性 代 数 的 知 识．其 中Ｙ１＝Ｘ１Ｘ４ 与

Ｙ２＝Ｘ２Ｘ３ 独立同分布是解题的关键．
例９５　设随机变量 Ｘｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２）独立同分布，ＥＸｉｊ＝２，求行列式

Ｙ＝

Ｘ１１ Ｘ１２ … Ｘ１ｎ

Ｘ２１ Ｘ２２ … Ｘ２ｎ

   

Ｘｎ１ Ｘｎ２ … Ｘｎｎ

的数学期望ＥＹ．
解　由ｎ阶行列式的定义

Ｙ＝ 
（ｉ１

，…，ｉｎ
）∈Ｓｎ

（－１）τ（ｉ１
…ｉｎ

）Ｘ１ｉ１
Ｘ２ｉ２

·…·Ｘｎｉｎ
，其中Ｓｎ＝｛所有ｎ元排列｝．

因此

　　　　　ＥＹ＝ 
（ｉ１

，…，ｉｎ
）∈Ｓｎ

（－１）τ（ｉ１
…ｉｎ

）Ｅ（Ｘ１ｉ１
Ｘ２ｉ２

·…·Ｘｎｉｎ
）

＝ 
（ｉ１

，…，ｉｎ
）∈Ｓｎ

（－１）τ（ｉ１
…ｉｎ

）ＥＸ１ｉ１
ＥＸ２ｉ２

·…·ＥＸｎｉｎ

＝

ＥＸ１１ ＥＸ１２ … ＥＸ１ｎ

ＥＸ２１ ＥＸ２２ … ＥＸ２ｎ

   

ＥＸｎ１ ＥＸｎ２ … ＥＸｎｎ

＝

２ ２ … ２
２ ２ … ２
   

２ ２ … ２

＝０．

分析　本题是１９９９年考题．本 题 考 查 考 生 综 合 运 用 线 性 代 数 和 概 率 论 知 识 的 能 力．其 中，Ｅ（Ｘｉ１
·…

·Ｘｉｎ
）＝ＥＸｉ１

·…·ＥＸｉｎ
用到Ｘｉ１

，Ｘｉ２
，…，Ｘｉｎ

相互独立．
例９６　设随机变量 Ｘ 在区间［－１，２］上服从均匀分布；随机变量

Ｙ＝
１， 若 Ｘ＞０；

０， 若 Ｘ＝０；

－１， 若 Ｘ＜０
烅
烄

烆 ．

求Ｙ 的方差Ｄ（Ｙ）．
解　先 求 出 Ｙ 的 分 布 律．注 意 到 ｛Ｙ＝１｝＝｛Ｘ＞０｝而 Ｘ～Ｒ［－１，２］，Ｘ 的 密 度 函 数 ｆ（ｘ）＝

—２８１—
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１
３

， －１≤ｘ≤２

０， 其余
烅
烄

烆 ．
因此Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＞０）＝∫

＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

１
３ｄｘ＝２

３
，

Ｐ（Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝０，

Ｐ（Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＜０）＝∫
０

－１

１
３ｄｘ＝１

３．

由此得到Ｙ 的分布律为

Ｙ －１ １

ｐｒ．
１
３

２
３

ＥＹ＝（－１）×１
３＋１×２

３＝１
３

，

ＥＹ２＝（－１）２×１
３＋１２×２

３＝１．

从而 Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－（ＥＹ）２＝１－（ ）１
３

２
＝８

９．

分析　本题是２０００年试题．本题中 Ｘ 是连续型随机变量，Ｙ 是离散型随机变量．Ｙ 由Ｘ 所定义，因此Ｙ 的分布律可由

Ｘ 的分布求得．本题仍是考查考生综合运用概率论知识的能力．

例９７　假设测量的随机误差 Ｘ～Ｎ（０，１０２），试 求 在１００次 独 立 重 复 测 量 中，至 少 有 三 次 测 量 误 差 的 绝

对值大于１９．６的概率α，并利用泊松分布求出α的近似值．（要求小数点后取两位有效数字）．
附表

λ １ ２ ３ ４ ５ ６ …

ｅ－λ ０．３６８ ０．１３５ ０．０５０ ０．０１８ ０．００７ ０．００２ …

解　先求出

ｐ＝Ｐ（｜Ｘ｜＞１９．６）＝Ｐ ｜Ｘ｜
１０ ＞１．（ ）９６ ＝２（１－Φ（１．９６））＝２×０．０２５＝０．０５．

记Ｙ 表示在１００次重复测量中测量误差的绝对值超过１９．６的次数，则Ｙ～Ｂ（１００，ｐ）．
因此

α＝Ｐ（Ｙ≥３）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）－Ｐ（ｒ＝１）－Ｐ（ｒ＝２）

＝１－０．９５１００－１００×０．０５×０．９５９９－１００×９９
２ ×０．０５２×０．９５９８

由泊松定理，Ｙ 近似服从参数为λ＝ｎｐ＝１００×０．０５＝５的泊松分布

α＝１－Ｐ（Ｙ＝０）－Ｐ（Ｙ＝１）－Ｐ（Ｙ＝２）

≈１－ｅ－λ－λｅ－λ－λ２

２ｅ－λ＝１－ｅ－λ １＋λ＋λ２（ ）２

＝１－ｅ－５（１＋５＋１２．５）＝１－０．００７×１８．５≈０．８７．

分析　本题是１９９２年试题．在本题中出现了三个常用分布．且二项分布中的参数ｐ由Ｘ 的分布算出．这些都要求考生

具有一定的综合能力．
例９８　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 同分布，Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
３
８ｘ２， ０＜ｘ＜２；

０，其余
烅
烄

烆 ．

（１）已知事件Ａ＝｛Ｘ＞ａ｝和Ｂ＝｛Ｙ＞ａ｝独立，且Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝３
４

求常数ａ；

—３８１—

概率统计



（２）求 １
Ｘ２的数学期望．

解　（１）由于 Ｘ，Ｙ 同分布，因此，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）．又由于Ａ，Ｂ 独立，所以Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝２Ｐ（Ａ）－（Ｐ（Ａ））２．

由条件知

２Ｐ（Ａ）－（Ｐ（Ａ））２＝３
４

，

即 ４（Ｐ（Ａ））２－８Ｐ（Ａ）＋３＝０，

解得

Ｐ（Ａ）＝１
２

或Ｐ（Ａ）＝３
２．

由于０≤Ｐ（Ａ）≤１，因此取Ｐ（Ａ）＝１
２．

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｘ＞ａ）＝∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

ａ

３
８ｘ２ｄｘ＝１－１

８ａ３．

所以

１－１
８ａ３＝１

２
，

由此解得 ａ＝３槡４．

（２）Ｅ １
Ｘ（ ）２ ＝∫

∞

－∞

１
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

１
ｘ２·３

８ｘ２ｄｘ＝３
８×２＝３

４．

分析　本题是１９９３年试题．本题考查的知识点有：事件的独立性、概率的加法公式、概率的 性 质（０≤Ｐ（Ａ）≤１）、连 续

型随机变量的密度函数的应用和数学期望的计算．只有能够综合运用学过的知识，才能取得理想的成绩．
例９９　假设由自动线加工的某种零件的内径 Ｘ（μｍ）服从正态分布 Ｎ（μ，１），内径小于１０或大于１２为 不 合 格 品，其

余为合格品．销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损，已 知 销 售 利 润 Ｔ（单 位：百 元）与 销 售 零 件 的 内 径 Ｘ 有 如 下 关

系：

Ｔ＝

－１， 若 Ｘ＜１０；

２０， 若１０≤Ｘ≤１２；

－５， 若 Ｘ＞１２
烅
烄

烆 ．

问平均内径μ取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

解　Ｔ 可能取值为－１，２０，－５，因此，Ｔ 为离散型随机变量，以下求Ｔ 的分布律：

Ｐ（Ｔ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＜１０）＝Ｐ（Ｘ－μ＜１０－μ）＝Φ（１０－μ），

Ｐ（Ｔ＝２０）＝Ｐ（１０≤Ｘ≤１２）＝Ｐ（１０－μ≤Ｘ－μ≤１２－μ）＝Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ），

Ｐ（Ｔ＝－５）＝Ｐ（Ｘ＞１２）＝１－Φ（１２－μ）．

所以

Ｅ（Ｔ）＝（－１）×Φ（１０－μ）＋２０×（Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ））＋（－５）×（１－Φ（１２－μ））

＝２５Φ（１２－μ）－２１Φ（１０－μ）－５．

ＥＴ 是μ 的函数，为使ＥＴ 最大，令ｄＥ（Ｔ）
ｄμ

＝０．即

ｄＥ（Ｔ）
ｄμ

＝－２５φ（１２－μ）＋２１φ（１０－μ）＝０．

其中φ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２

２ 是 Ｎ（０，１）的密度函数．

从而

２５ｅ－（１２－μ）２

２ ＝２１ｅ－（１０－μ）２

２ ，
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ｌｎ２５－
（１２－μ）２

２ ＝ｌｎ２１－
（１０－μ）２

２ ．

由此解得

μ＝１１－１
２ｌｎ２５

２１≈１０．９．

所以当取μ＝１０．９μｍ 时，平均利润最大．
分析　本题是１９９４年试题．本题考查考生综合运用高等数学知识和概率论知识的能力．
例９１０　假设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在矩形Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤１｝上服从均匀分布，记

Ｕ＝
０， 若 Ｘ≤Ｙ；

１， 若 Ｘ＞Ｙ｛ ．
　Ｖ＝

０， 若 Ｘ≤２Ｙ；

１， 若 Ｘ＞２Ｙ｛ ．

（１）求Ｕ 和Ｖ 的联合分布；

（２）求Ｕ 和Ｖ 的相关系数ｒ．
解　（１）Ｕ 可能取值为０，１，Ｖ 可能取值也是０，１．因此，（Ｕ，Ｖ）是二维离散型随机变量，可知取值（０，０），（０，１），（１，０）

和（１，１）．

Ｐ（Ｕ＝０，Ｖ＝０）＝Ｐ（Ｘ≤Ｙ，Ｘ≤２Ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤Ｙ）＝｛ｘ≤ｙ｝
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１

２∫
１

０
ｄｙ∫

ｙ

０
ｄｘ＝１

２
·ｙ２

２

１

０
＝１

４．

这里用到（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
２

， ０≤ｘ≤２且０≤ｙ≤１；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

Ｐ（Ｕ＝０，Ｖ＝１）＝Ｐ（Ｘ≤Ｙ，Ｘ＞２Ｙ）＝ 
ｘ＜ｙ

ｘ＞２｛ ｝ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝０．

Ｐ（Ｕ＝１，Ｖ＝０）＝Ｐ（Ｘ＞Ｙ，Ｘ≤２Ｙ）＝ ｛ｙ＜ｘ≤２ｙ｝
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
ｄｙ∫

２ｙ

ｙ

１
２ｄｘ＝１

２∫
１

０
ｙｄｙ＝１

４．

Ｐ（Ｕ＝１，Ｖ＝１）＝１－１
４－０－１

４＝１
２．

因此，（Ｕ，Ｖ）的联合分布律为

Ｖ

Ｕ
０ １

０ １
４ ０

１ １
４

１
２

（２）Ｕ，Ｖ 的边缘分布律分别为

Ｕ ０ １

ｐｒ．
１
４

３
４

Ｖ ０ １

ｐｒ．
１
２

１
２

　　ＥＵ＝０×１
４＋１×３

４＝３
４

，ＥＵ２＝Ｏ２×１
４＋１２×３

４＝３
４

，

ＥＶ＝０×１
２＋１×１

２＝１
２

，ＥＶ２＝Ｏ２×１
２＋１２×１

２＝１
２

，

ＥＵＶ＝０×０×１
４＋０×１×０＋１×０×１

４＋１×１×１
２＝１

２
，
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ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）＝ＥＵＶ－ＥＵＥＶ＝１
２－３

４×１
２＝１

８
，

Ｄ（Ｕ）＝３
４× １－（ ）３

４ ＝３
１６

，Ｄ（Ｖ）＝１
２× １－（ ）１

２ ＝１
４

，

因此，Ｕ 和Ｖ 的相关系数为

ｒ＝ ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）
Ｄ（Ｕ）Ｄ（Ｖ槡 ）

＝

１
８

３
１６×槡 １

４

＝１
槡３

＝槡３
３．

分析　本题是１９９９年试题．本题中（Ｘ，Ｙ）是二维 连 续 型 随 机 变 量．而 由（Ｘ，Ｙ）定 义 的（Ｕ，Ｖ）是 二 维 离

散型随机变量．由（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数来求（Ｕ，Ｖ）的 联 合 分 布 律，这 类 题 目 在 教 材 中 较 少 出 现．但 这 类 题

目应引起读者的重视．读者可自行练习下面的习题（此题是１９９７年的试题）：
假设随机变量Ｙ 服从参数为λ＝１的指数分布，随机变量

Ｘｋ＝
０， 若Ｙ≤ｋ；

１， 若Ｙ＞ｋ｛ ．
　（ｋ＝１，２）

（１）求 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的联合概率分布；
（２）求Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２）．
答案：
（１）

Ｘ１

Ｘ２

０ １

０ １－ｅ－１ ｅ－１－ｅ－２

１ ０ ｅ－２

（２）ｅ－１＋ｅ－２

例９１１　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 独立，其中，Ｘ 的概率分布律为

Ｘ １ ２

ｐｒ． ０．３ ０．７

而Ｙ 的概率密度为ｆ（ｙ），求随机变量Ｕ＝Ｘ＋Ｙ 的概率密度ｇ（ｕ）．
解　先求Ｕ 的分布函数．记Ｙ 的分布函数为Ｆ（ｙ），则Ｕ 的分布函数为

Ｇ（ｕ）＝Ｐ（Ｕ≤ｕ）＝Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤ｕ），

由于 Ｘ 可能取值为１和２，因此，｛Ｘ＝１｝和｛Ｘ＝２｝是完全事件组．由全概率公式

Ｇ（ｕ）＝Ｐ｛Ｘ＋Ｙ≤ｕ｜Ｘ＝１｝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ｛Ｘ＋Ｙ≤ｕ｜Ｘ＝２｝Ｐ（Ｘ＝２）

＝Ｐ｛Ｙ≤ｕ－１｜Ｘ＝１｝×０．３＋Ｐ｛Ｙ≤ｕ－２｜Ｘ＝２｝×０．７，

由于 Ｘ 与Ｙ 相互独立，因而

Ｇ（ｕ）＝０．３Ｐ（Ｙ≤ｕ－１）＋０．７Ｐ（Ｙ≤ｕ－２）＝０．３Ｆ（ｕ－１）＋０．７Ｆ（ｕ－２）．

Ｕ 的密度函数为

ｇ（ｕ）＝ｄ
ｄｕＧ

（ｕ）＝０．３ｆ（ｕ－１）＋０．７ｆ（ｕ－２）．

分析　本题是２００３年试题．在本题中 Ｘ 是离散型随机变量，Ｙ 是连续型随机变量，Ｕ＝Ｘ＋Ｙ 是 连 续 型
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随机变量．由 Ｘ 的概率分布和Ｙ 的密度函数可求出Ｕ 的密度函数．

例９１２　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总 体 Ｎ（０，σ２）的 样 本，其 中σ２ 未 知，ｓ２＝ １
ｎ－１

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，^σ２＝１

ｎ

·
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ（ｎ≥２）

（１）证明：ｓ２ 和σ^２ 均是σ２ 的无偏估计量；
（２）ｓ２ 与σ^２ 哪个更有效？

（３）证明：ｓ２ 与σ^２ 均是σ２ 的相合估计量．
证　（１）Ｅｓ２＝Ｄ（Ｘ）＝σ２

Ｅ^σ２＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ＥＸ２

ｉ＝ＥＸ２
１＝σ２，

因此，ｓ２ 和σ^２ 均是σ２ 的无偏估计量．

（２）由于
（ｎ－１）
σ２ ｓ２～χ

２（ｎ－１），因此

Ｄ（ｓ２）＝Ｄ σ２

ｎ－１
·ｎ－１

σ２ ｓ（ ）２ ＝ σ４

（ｎ－１）２Ｄ
ｎ－１
σ２ ｓ（ ）２ ＝ σ４

（ｎ－１）２
·２（ｎ－１）＝ ２

ｎ－１σ
４，

由于１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ～χ
２（ｎ），因此

Ｄ（^σ２）＝Ｄ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２（ ）ｉ ＝Ｄ σ２

ｎ


ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ

σ（ ）２
＝σ４

ｎ２Ｄ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ

σ（ ）２
＝σ４

ｎ２·２ｎ＝２
ｎσ

４．

由于 Ｄ（^σ２）＜Ｄ（ｓ２），因此，^σ２ 比ｓ２ 更有效．
（３）对任意ε＞０，由切比雪夫不等式

０≤Ｐ ｜ｓ２－σ２｜≥（ ）ε ≤Ｄ（ｓ２）
ε２ ＝ ２

（ｎ－１）
σ４

ε２ ，

所以ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜ｓ２－σ２｜≥ε）＝０，即ｓ２ 是σ２ 的相合估计．

０≤Ｐ（｜^σ２－σ２｜≥ε）≤Ｄ（^σ２）
ε２ ＝２σ４

ｎε２，

从而　ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜^σ２－σ２｜≥ε）＝０即σ^２ 是σ２ 的相合估计．

分析　本题在Ｄ（ｓ２）和Ｄ（^σ２）的计算中利用了正态总体下常用统计量分布的结果．本题是考查考生综合

运用数理统计知识的能力．不用这些常用结果则计算十分繁琐．
例９１３　设Ａ，Ｂ 是两个随机事件；随机变量

Ｘ＝
１， 若Ａ 出现；

０， 若Ａ 不出现｛ ．
　Ｙ＝

１， 若Ｂ 出现；

０， 若Ｂ 不出现｛ ．

证明下列三个命题等价：
（１）随机变量 Ｘ，Ｙ 不相关；
（２）随机变量 Ｘ，Ｙ 独立；
（３）随机事件Ａ，Ｂ 相互独立．
证　由 Ｘ，Ｙ 的定义得到

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｐ（Ａ），

Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ｙ＝０）＝１－Ｐ（Ｂ），

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（ＡＢ），Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ），Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ），Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（珡ＡＢ）．
由此得到（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为
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Ｙ

Ｘ
０ １

０ Ｐ（珡Ａ珚Ｂ） Ｐ（珡ＡＢ）

１ Ｐ（Ａ珚Ｂ） Ｐ（ＡＢ）

Ｘ 和Ｙ 的边缘分布律分别为

Ｘ ０ １

ｐｒ． １－Ｐ（Ａ） Ｐ（Ａ）

Ｙ ０ １

ｐｒ． １－Ｐ（Ｂ） Ｐ（Ｂ）

　　先证：（１）与（３）等价．
Ｅ（ＸＹ）＝０×０×Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＋０×１×Ｐ（珡ＡＢ）＋１×０×Ｐ（Ａ珚Ｂ＋１×１×Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（ＡＢ），

ＥＸ＝Ｐ（Ａ），ＥＹ＝Ｐ（Ｂ）

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－ＥＸＥＹ＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
所以ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０的充要充件是Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），即Ａ，Ｂ 相互独立．

再证（２）与（３）等价．
若 Ｘ 与Ｙ 独立，则Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）即Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），因而Ａ，Ｂ 相互独立．
若Ａ，Ｂ 相互独立，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），且 珡Ａ，Ｂ 独立，珚Ｂ，Ａ 独立，珡Ａ，珚Ｂ 独立，所以

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（Ｂ）＝（１－Ｐ（Ａ））Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝１），

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）（１－Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝０），

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０），

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）．
因此，Ｘ 与Ｙ 相互独立．

分析　本题中 Ｘ，Ｙ 分别由随机事件Ａ，Ｂ 定义，因此，Ｘ 与Ｙ 的分布律可由Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）定出，而（Ｘ，Ｙ）
的联合分布律由Ｐ（珡Ａ珚Ｂ），Ｐ（珡ＡＢ），Ｐ（Ａ珚Ｂ）和 Ｐ（ＡＢ）定 出．当 Ｘ 与Ｙ 独 立 时，（Ｘ，Ｙ）的 联 合 分 布 律 也 可 由

Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）定出．
例９１４　对于任意两个事件Ａ 和Ｂ，０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１．

ρ＝ Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ
－）Ｐ（Ｂ

－槡 ）

称作事件Ａ 和Ｂ 的相关系数．
（１）证明：事件Ａ 和Ｂ 独立的充分必要条件是其相关系数等于零；
（２）利用随机变量相关系数的基本性质，证明：｜ρ｜≤１．
证　（１）由于０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１，所以

ρ＝０的充要条件为Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），即ρ＝０的充要条件是Ａ，Ｂ 相互独立．
（２）引入随机变量

Ｘ＝
１， 若Ａ 出现；

０， 若Ａ 不出现｛ ．
　Ｙ＝

１， 若Ｂ 出现；

０， 若Ｂ 不出现｛ ．

由例９１３可知，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｘ～Ｂ（１，Ｐ（Ａ）），Ｙ～Ｂ（１，Ｐ（Ｂ）），
从而 Ｄ（Ｘ）＝Ｐ（Ａ）（１－Ｐ（Ａ））＝Ｐ（Ａ）Ｐ（珡Ａ），

Ｄ（Ｙ）＝Ｐ（Ｂ）（１－Ｐ（Ｂ））＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（珚Ｂ）．
所以（Ｘ，Ｙ）的相关系数

ρ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ａ
－
Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｂ

－槡 ）
＝ρ．
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由相关系数的性质有

｜ρ｜＝｜ρ（Ｘ，Ｙ）｜≤｜．
分析　本题是２００３年试题．本题（２）的证明中引入随机变 量 Ｘ，Ｙ 的 做 法 对 读 者 来 说 有 一 定 的 难 度．但

如果做过例９１３后，也许会比较容易想到．

二、小　结

概率统计的综合题的解法灵活多变，但要做到应付自如、得心应手离不开对基本知识 的 理 解 和 掌 握．读

者应着重把握概率论知识的理解和应用．综合题主要考查考生对概率论的相关知识点的灵活运用．由于课时

的关系，对统计部分的要求相对较低．
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书书书

综合练习题

１ 设Ｐ（Ａ）＝ １
３

，Ｐ（Ｂ）＝ １
２．在下列三种情形下，分别求出Ｐ（Ａ∪Ｂ），Ｐ（Ａ－Ｂ），Ｐ（Ｂ－Ａ），Ｐ（Ｂ｜

Ａ），Ｐ（珚Ｂ｜珡Ａ）．
（１）Ａ＝ ｛Ｘ ≥２｝，Ｂ＝ ｛Ｘ ≥１｝，其中，Ｘ 是随机变量；
（２）Ａ＝ ｛Ｘ ≥２｝，Ｂ＝ ｛Ｘ ≤１｝；
（３）Ａ＝ ｛Ｘ ≥２｝，Ｂ＝ ｛Ｙ ≥１｝，Ｘ 与Ｙ 相互独立．
２ 设Ｐ（Ｂ）＝０．２，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．３，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．１，求Ｐ（Ａ）．
３在一次试验中事件Ａ发生的概率为ｐ，把这个试验独立重复地做两次．在下列两种情形下分别求ｐ的

值．
（１）已知事件Ａ 至少发生一次的概率与事件Ａ 至多发生一次的概率相等；

（２）已知事件Ａ 至多发生一次的条件下事件Ａ 至少发生一次的概率为１
２．

４ 设随机变量 Ｘ ～Ｎ（μ，１），μ＞０．已知Ｐ（Ｘ ＜０）＝０．３，求Ｐ（μ≤Ｘ ≤２μ）．
５ 设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
ｃｘ３， ０＜ｘ＜１；

０， 其 　 余｛ ．

（１）求常数ｃ的值；
（２）求常数ａ的值，使得Ｐ（Ｘ ≤ａ）＝Ｐ（Ｘ ≥ａ）；
（３）求 Ｘ 的ｋ 阶原点矩．
６ 设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ～Ｂ（２，０．５），Ｙ ～Ｐ（１），试求关于ｔ的一元二次方程ｔ２＋２Ｘｔ＋Ｙ ＝

０有不同实根、无实根、有相同实根的概率．
７ 设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布律为

Ｙ
Ｘ －０．１ ０ １

－１

０

０．１

０

０

０．２

０．３

０．４

求随机变量Ｚ＝Ｘ２＋２Ｙ 的分布律．
８ 在第５题中，求随机变量Ｙ ＝ｌｎＸ 的分布函数与密度函数．
９ 设随机变量 Ｘ ～Ｎ（－１，２）．试求：
（１）Ｕ ＝２Ｘ＋２的密度函数；
（２）Ｖ ＝１６（Ｘ＋１）４ 的密度函数．
１０ 设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ ～Ｎ（２，１），

Ｙ ～Ｎ（０，２）．试求：
（１）Ｕ ＝３Ｘ－２Ｙ－６的密度函数；
（２）Ｖ ＝｜３Ｘ－２Ｙ－６｜的密度函数．
１１ 设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ 与Ｙ 都服从正态分布Ｎ（０，２）．试求随机变量Ｚ＝Ｘ２＋Ｙ２ 的分布

函数与密度函数．
１２ 设随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ ＝－１）＝０．１，Ｐ（Ｘ ＝１）＝０．５，Ｐ（Ｘ ＝３）＝０．４．

已知 Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ），求Ｆ（槡ｅ）．
１３ 已知随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝ｃｅｘｐ｛－ｘ２－４ｘ－１｝，－∞ ＜ｘ＜ ∞．
试求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ），Ｅ（Ｘ２），Ｘ 的ｋ 阶中心矩与常数ｃ．

１４设随机变量Ｘ～Ｂ（３，１
３

），Ｙ～Ｐ（２）．设Ｚ＝２Ｘ－３Ｙ＋１．在下列两种情形下，分别求Ｅ（Ｚ），Ｄ（Ｚ）
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与Ｅ（Ｚ２）．
（１）Ｘ 与Ｙ 相互独立；
（２）ρ（Ｘ，Ｙ）＝－０．５．

１５ 已知Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝１，Ｅ（Ｚ）＝－１，Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｙ）＝Ｄ（Ｚ）＝２，ρ（Ｘ，Ｙ）＝０，ρ（Ｙ，Ｚ）＝ １
２

，

ρ（Ｚ，Ｘ）＝－ １
２．设随机变量 Ｗ ＝Ｘ－Ｙ＋Ｚ．试求Ｅ（Ｗ），Ｄ（Ｗ）与Ｅ（Ｗ２）．

１６ 设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝ １
２ｅ－｜ｘ｜，　－∞ ＜ｘ＜ ∞．

（１）求Ｅ（｜Ｘ｜）与 Ｄ（｜Ｘ｜）；
（２）求随机变量Ｙ ＝｜Ｘ｜的分布函数．
１７ 设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）服从区域Ｇ上的均匀分布，区域Ｇ由四条直线ｘ＋ｙ＝１，ｘ＋ｙ＝－１，ｘ－ｙ

＝１，ｘ－ｙ＝－１所围成．
（１）求 Ｘ 的边缘密度函数与边缘分布函数；
（２）Ｘ 与Ｙ 是否不相关？

（３）Ｘ 与Ｙ 是否独立？

（４）求给定Ｙ ＝ｙ时Ｘ 的条件密度函数与给定Ｘ ＝０时Ｙ 的条件密度函数．
１８ 设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）服从区域Ｇ上的均匀分布，区域Ｇ由三条直线ｙ＝ｘ，ｙ＝１，ｘ＝０所围成．

试求：
（１）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）与ρ（Ｘ，Ｙ）；
（２）Ｅ（Ｘ２Ｙ）；
（３）Ｄ（－２Ｘ＋１）与 Ｄ（－２Ｘ＋３Ｙ－１）．
１９．假设生产线上组装每件成品的时间服从指数分布，统计资料表明：该生产线上组装一件成品的平均

组装时间为１０ｍｉｎ，各件产品的组装时间相互独立．
（１）试求在该生产线组装１００件产品需要１５ｈ至２０ｈ的概率；
（２）以９５％ 的概率在１６ｈ之内最多可以组装多少件成品？

２０．设 Ｘ１，…，Ｘ５ 是取自正 态 总 体 Ｎ（０，σ２）的 一 个 样 本．试 问，当 常 数ｃ，ｄ 取 何 值 时，随 机 变 量Ｙ ＝
１
σ２ ［ｃ（Ｘ１＋Ｘ２）２＋ｄ（Ｘ３＋Ｘ４＋Ｘ５）２］服从自由度为２的χ

２ 分布χ
２（２）？

２１．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｅ １（ ）θ
，其中θ未知，θ＞０．试求未知参数θ的矩估计

量与极大似然估计量，并讨论它们的无偏性与求出它们的方差．
２２．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ ～Ｐ（λ），其中λ未知．试问，^λ＝α珡Ｘ＋（１－α）Ｓ２ 是否为

未知参数λ的无偏估计？其中，α是常数．
２３．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，１）的一个样本，其中μ未知．在μ的ｎ 个无偏估计量

珡Ｘｋ ＝ １
ｋ 

ｋ

ｉ＝１
Ｘｉ，　ｋ＝１，…，ｎ

中，找出方差最小的一个，并写出它的方差．
２４．设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中σ２ 未知但μ已知．试问，σ２ 的两个无偏估计

Ｓ２ 与σ^２ ＝ １
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２ 中，哪一个有效？

２５．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ ～Ｒ（－θ，θ），其中θ未知，θ＞０．
（１）试求θ与θ２ 的矩估计量；
（２）θ２ 的矩估计量是否具有无偏性？

（３）θ２ 的矩估计量是否具有一致性？

２６．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正总体Ｎ（μ，１）的一个样本，其中μ未知．在置信水平１－α下，试求未知参数θ
＝ｋμ＋ｃ的置信区间，其中，ｋ，ｃ是常数，ｋ≠０．

２７．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中μ未知但σ２ 已知．在置信水平１－α下，要

使μ的置信区间的长度不超过ｌ０，问ｎ至少要取多大？
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２８．从两个正态总体 Ｎ（μ１，σ２），Ｎ（μ２，σ２）中分别抽 取 样 本（Ｘ１，…，Ｘｎ），（Ｙ１，…，Ｙｎ），其 中μ１，μ２，σ２ 均

未知，在置信水平１－α下，试求未知参数θ＝μ１－μ２ 的形如（－∞，θ－］的置信区间．
２９．设 Ｘ１，…，Ｘ９ 是取自正态总体 Ｎ（μ，１）的一个样本．现在要检验

Ｈ０∶μ＝μ０　（Ｈ１∶μ≠０）．

取拒绝域 Ｗ１ ＝ ｛（ｘ１，…，ｘ９）｜｜珚ｘ｜＞ｄ｝．试确定常数ｄ，使得犯第 Ⅰ 类错误的概率为０．１０．

３０．设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中μ与σ２ 均未知．在显著性水平α下，要检验

Ｈ０∶μ＝μ０　（Ｈ１∶μ＜μ０）．

试求拒绝域 Ｗ１．

习题简答

１ （１）１
２

，０，１
６

，１，３
４

；（２）５
６

，１
３

，１
２

，０，１
４

；（３）２
３

，１
６

，１
３

，１
２

，１
２．

２ １
９．

３ （１）１
２

；（２）１
３．

４０．２．

５ （１）４；（２）１／
４
槡２；（３） ４

ｋ＋４．

６ ７
６ｅ

，１－１８５
９６ｅ

，７３
９６ｅ．

　７
Ｚ ０ ０．８ ２ ３

Ｐｒ ０２０１０４０３

８ＦＹ（ｙ）＝
ｅ４ｙ， ｙ＜０；

１， ｙ≥０｛ ，　　ｆＹ（ｙ）＝
４ｅ４ｙ， ｙ＜０；

０， 其余｛ ．

９ （１）ｆＵ（ｕ）＝ １
４槡π

ｅ－ｕ
２

１６，－∞ ＜ｕ＜ ∞；（２）ｆＶ（ｖ）＝
１

８槡π
４
ｖ槡３

ｅ－槡ｖ１６， ｖ＞０；

０， 其余

烅
烄

烆 ．

１０ （１）ｆＵ（ｕ）＝ １
３４槡 π

ｅ－ｕ
２

３４，－∞ ＜ｕ＜ ∞；（２）ｆＶ（ｖ）＝
２

１７槡π
ｅ－ｖ

２

３４， ｖ＞０；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

１１ＦＺ（ｚ）＝ １－ｅ－ｚ
４ ，ｚ＞０；

０， ｚ≤０｛ ，
　ｆＺ（ｚ）＝

１
４ｅ－ｚ

４ ，ｚ＞０；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

１２０６．

１３－２；　 １
２

；　 ９
２

；当ｋ为奇数时是０；当ｋ为偶数时是２－ｋ
２ （ｋ－１）！！；１

ｅ３槡π
．

１４ （１）－３，　６２
３

，　８９
３

；（２）－３，　６２
３ ＋ 槡４ ３，　８９

３ ＋ 槡４ ３．

１５－１，　２，　３．

１６ （１）１，　１；（２）ＦＹ（ｙ）＝
１－ｅ－ｙ， ｙ＞０；

０， 其余｛ ．

１７ （１）ｆＸ（ｘ）＝
１－ｘ， ０＜ｘ＜１；

１＋ｘ， －１＜ｘ＜０；

０， 其余

烅
烄

烆 ．

或 　ｆＸ（ｘ）＝
１－｜ｘ｜， －１＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．
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ＦＸ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１；

１
２

（１＋ｘ）２， －１≤ｘ＜０；

１－ １
２

（１－ｘ）２， ０≤ｘ＜１；

１， ｘ≥１

烅

烄

烆 ．

　 （２）不相关；　 （３）不独立；

　 （４）当 －１＜ｙ＜１时，

ｆ（ｘ｜ｙ）＝
１

２（１－｜ｙ｜）， ｜ｙ｜－１＜ｘ＜１－｜ｙ｜；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

当ｙ≥１或ｙ≤－１时，条件密度函数不存在．

ｆ（ｙ｜０）＝
１
２

， －１＜ｙ＜１；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

１８ （１）１
３６

，　 １
２

；（２）１
５

；（３）２
９

，　 ７
１８．

１９．（１）０．８１８５；（２）８１

２０．ｃ＝ １
２

，ｄ＝ １
３．

２１．矩估计量与极大似然估计量都是 珡Ｘ，且是无偏估计，方差为θ２

ｎ．

２２．是无偏估计．

２３．珡Ｘｎ ＝ １
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｄ（珡Ｘｎ）＝ １

ｎ．

２４．^σ２ 有效．

２５．（１） ３
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２槡 ｉ，３

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ；（２）是无偏估计；（３）是一致估计．

２６．当ｋ＞０时，ｋ珡Ｘ ＋ｃ－ｕ１－α
２

ｋ
槡ｎ

，　ｋ珡Ｘ ＋ｃ＋ｕ１－α
２

ｋ
槡［ ］ｎ

；当ｋ＜０时，ｋ珡Ｘ ＋ｃ＋ｕ１－α
２

ｋ
槡ｎ

，　ｋ珡Ｘ ＋［ ｃ

－ｕα
２

ｋ
槡］ｎ

．

２７．ｎ≥４σ２ｕ２
１－α

２
／ｌ２

０ 的最小整数．

２８．θ－＝ （珡Ｘ－珚Ｙ）＋ｔ１－α（２ｎ－２） ［
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２＋

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－珚Ｙ）２］／ｎ（ｎ－１槡 ）．

２９．ｄ＝ １
３ｕ０．９５．

３０．Ｗ１ ＝ ｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜ｔ＝槡ｎ
珚ｘ－μ０

Ｓ ＜－ｔ１－α（ｎ－１）｝．
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附录 　 全国硕士研究生入学统一考试答案和评分参考

２００５年数学（一）试卷

一、填空题（本题共６小题，每小题４分，满分２４分．）

（１）曲线ｙ＝ ｘ２

２ｘ＋１
的斜渐近线方程为ｙ＝ １

２ｘ－ １
４．

（２）微分方程ｘｙ′＋２ｙ＝ｘｌｎｘ满足ｙ（１）＝－ １
９

的解为ｙ＝ ｘ
３

ｌｎｘ－（ ）１
３ ．

（３）设函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝１＋ｘ２

６ ＋ｙ２

１２＋ｚ２

１８
，单位向量ｎ＝ １

槡３
｛１，１，１｝，则ｕ

ｎ （１，２，３）
＝ 槡３

３．

（４）设Ω是由锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２ 与半球面ｚ＝ Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２ 围成的空间区域， 是Ω的整个边界的

外侧，则


ｘｄｙｄｚ＋ｙｄｚｄｘ＋ｚｄｘｄｙ＝ （２－槡２）πＲ３．

（５）设α１，α２，α３ 均为３维列向量，记矩阵

Ａ＝ （α１，α２，α３），Ｂ＝ （α１＋α２＋α３，α１＋２α２＋４α３，α１＋３α２＋９α３）．

如果｜Ａ｜＝１，那么｜Ｂ｜＝２．

（６）从数１，２，３，４中任取一个数，记为 Ｘ，再从１，…，Ｘ 中任取一个数，记为Ｙ，则Ｐ｛Ｙ ＝２｝＝１３
４８．

二、选择题（本题共８小题，每小题４分，满分３２分．）

（７）设函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
１＋｜ｘ｜３槡 ｎ，则ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内 【Ｃ】

（Ａ）处处可导；　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｂ）恰有一个不可导点；

（Ｃ）恰有两个不可导点； （Ｄ）至少有三个不可导点．
（８）设Ｆ（ｘ）是连续函数ｆ（ｘ）的一个原函数，“ＭＮ”表示“Ｍ 的充分必要条件是Ｎ”，则必有 【Ａ】

（Ａ）Ｆ（ｘ）是偶函数 ｆ（ｘ）是奇函数； （Ｂ）Ｆ（ｘ）是奇函数 ｆ（ｘ）是偶函数；

（Ｃ）Ｆ（ｘ）是周期函数 ｆ（ｘ）是周期函数； （Ｄ）Ｆ（ｘ）是单调函数 ｆ（ｘ）是单调函数．

（９）设函数ｕ（ｘ，ｙ）＝φ（ｘ＋ｙ）＋φ（ｘ－ｙ）＋∫
ｘ＋ｙ

ｘ－ｙ
ψ（ｔ）ｄｔ，其中函数φ具有二阶导数，ψ具有一阶导数，则

必有 【Ｂ】

（Ａ）２ｕ
ｘ２ ＝－２ｕ

ｙ２； （Ｂ）
２ｕ

ｘ２ ＝２ｕ
ｙ２；

（Ｃ）２ｕ
ｘｙ＝２ｕ

ｙ２； （Ｄ）２ｕ
ｘｙ＝２ｕ

ｘ２．

（１０）设有三元方程ｘｙ－ｚｌｎｙ＋ｅｘｚ ＝１，根据隐函数存在定理，存在点（０，１，１）的一个邻域，在此邻域内

该方程 【Ｄ】

（Ａ）只能确定一个具有连续偏导数的隐函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）；

（Ｂ）可确定两个具有连续偏导数的隐函数ｙ＝ｙ（ｘ，ｚ）和ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）；

（Ｃ）可确定两个具有连续偏导数的隐函数ｘ＝ｘ（ｙ，ｚ）和ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）；

（Ｄ）可确定两个具有连续偏导数的隐函数ｘ＝ｘ（ｙ，ｚ）和ｙ＝ｙ（ｘ，ｚ）．
（１１）设λ１，λ２ 是矩阵Ａ的两个不同的特征值，对应的特征向量分别为α１，α２，则α１，Ａ（α１＋α２）线性无关

的充分必要条件是 【Ｂ】

（Ａ）λ１ ≠０　　（Ｂ）λ２ ≠０　　（Ｃ）λ１ ＝０　　（Ｄ）λ２ ＝０．

（１２）设Ａ为ｎ（ｎ≥２）阶可逆矩阵，交换Ａ的第１行与第２行得矩阵Ｂ，Ａ ，Ｂ 分别为Ａ，Ｂ的伴随矩阵，

—５９１—



则 【Ｃ】

（Ａ）交换Ａ 的第１列与第２列得Ｂ ； （Ｂ）交换Ａ 的第１行与第２行得Ｂ ；

（Ｃ）交换Ａ 的第１列与第２列得 －Ｂ ； （Ｄ）交换Ａ 的第１行与第２行得 －Ｂ ．
（１３）设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布为 【Ｂ】

Ｙ
Ｘ

０ １

０ ０．４ ａ

１ ｂ ０．１

已知随机事件｛Ｘ ＝０｝与｛Ｘ＋Ｙ ＝１｝相互独立，则

（Ａ）ａ＝０．２，ｂ＝０．３； （Ｂ）ａ＝０．４，ｂ＝０．１；

（Ｃ）ａ＝０．３，ｂ＝０．２； （Ｄ）ａ＝０．１，ｂ＝０．４．
（１４）设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ｎ≥２）为来自总体 Ｎ（０，１）的简单随机样本，珡Ｘ 为样本均值，Ｓ２ 为样本方差，则

【Ｄ】

（Ａ）ｎ珡Ｘ ～Ｎ（０，１）； （Ｂ）ｎＳ２ ～χ
２（ｎ）；

（Ｃ）（ｎ－１）珡Ｘ
Ｓ ～ｔ（ｎ－１）； （Ｄ）（ｎ－１）Ｘ２

１


ｎ

ｉ＝２
Ｘ２

ｉ

～Ｆ（１，ｎ－１）．

三、解答题（本题共９小题，满分９４分）．
（１５）（本题满分１１分）

设Ｄ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２ ≤槡２，ｘ≥０，ｙ≥０｝，［１＋ｘ２＋ｙ２］表示不超过１＋ｘ２＋ｙ２ 的最大整数．计算

二重积分
Ｄ

ｘｙ［１＋ｘ２＋ｙ２］ｄｘｄｙ．

解法１　
Ｄ

ｘｙ［１＋ｘ２＋ｙ２］ｄｘｄｙ＝∫
π
２

０
ｄθ∫

４槡２

０
ｒ３ｓｉｎθｃｏｓθ［１＋ｒ２］ｄｒ （３分）

＝∫
π
２

０
ｓｉｎθｃｏｓθｄθ∫

４槡２

０
ｒ３［１＋ｒ２］ｄｒ （５分）

＝ １
２∫

１

０
ｒ３ｄｒ＋∫

４槡２

１
２ｒ３ｄ（ ）ｒ （１０分）

＝ ３
８． （１１分）

解法２　 记 　Ｄ１ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２ ＜１，ｘ≥０，ｙ≥０｝，

Ｄ２ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜１≤ｘ２＋ｙ２ ≤槡２，ｘ≥０，ｙ≥０｝，

则 ［１＋ｘ２＋ｙ２］＝１，（ｘ，ｙ）∈Ｄ１，［１＋ｘ２＋ｙ２］＝２，（ｘ，ｙ）∈Ｄ２． （４分）

于是

　　　　　　
Ｄ

ｘｙ［１＋ｘ２＋ｙ２］ｄｘｄｙ＝
Ｄ１

ｘｙｄｘｄｙ＋
Ｄ２

２ｘｙｄｘｄｙ （６分）

＝∫
π
２

０
ｄθ∫

１

０
ｒ３ｓｉｎθｃｏｓθｄｒ＋∫

π
２

０
ｄθ∫

４槡２

１
２ｒ３ｓｉｎθｃｏｓθｄｒ （９分）

＝ １
８ ＋ １

４ ＝ ３
８． （１１分）

（１６）（本题满分１２分）

求幂级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ １＋ １

ｎ（２ｎ－１）ｘ
２（ ）ｎ 的收敛区间与和函数ｆ（ｘ）．

—６９１—



解 　 因为ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ＋１）（２ｎ＋１）＋１
（ｎ＋１）（２ｎ＋１） · ｎ（２ｎ－１）

ｎ（２ｎ－１）＋１＝１，所以，当ｘ２ ＜１时，原级数绝对收敛，当ｘ２ ＞１

时，原级数发散，因此，原级数的收敛半径为１，收敛区间为（－１，１）． （３分）

记 Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

２ｎ（２ｎ－１）ｘ
２ｎ，ｘ∈ （－１，１），

则 　Ｓ′（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

２ｎ－１ｘ２ｎ－１，ｘ∈ （－１，１），Ｓ″（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ｘ２ｎ－２ ＝ １

１＋ｘ２，ｘ∈ （－１，１）． （６分）

由于 Ｓ（０）＝０，　Ｓ′（０）＝０，

所以 　Ｓ′（ｘ）＝∫
ｘ

０
Ｓ″（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

０

１
１＋ｔ２ｄｔ＝ａｒｃｔａｎｘ，

Ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

０
Ｓ′（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

０
ａｒｃｔａｎｔｄｔ＝ｘａｒｃｔａｎｘ－ １

２ｌｎ（１＋ｘ２）． （９分）

又 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ｘ２ｎ ＝ ｘ２

１＋ｘ２，ｘ∈ （－１，１）， （１１分）

从而 ｆ（ｘ）＝２Ｓ（ｘ）＋ ｘ２

１＋ｘ２ ＝２ｘａｒｃｔａｎｘ－ｌｎ（１＋ｘ２）＋ ｘ２

１＋ｘ２，ｘ∈ （－１，１）． （１２分）

（１７）（本题满分１１分）

如图，曲线Ｃ 的方程为ｙ ＝ｆ（ｘ），点（３，２）是它的一个拐点，直线ｌ１ 与ｌ２ 分 别 是 曲 线Ｃ 在 点（０，０）与

（３，２）处的切线，其交点为（２，４）．设函数ｆ（ｘ）具有三阶连续导数，计算定积分∫
３

０
（ｘ２＋ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ．

解 　∫
３

０
（ｘ２＋ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ

　　　　　
　
　

＝ （ｘ２＋ｘ）ｆ″（ｘ）
３

０
－∫

３

０
（２ｘ＋１）ｆ″（ｘ）ｄｘ （２分）

　　　　　 　
　

＝－∫
３

０
（２ｘ＋１）ｆ″（ｘ）ｄｘ （４分）

　　　　　
　
　

＝－（２ｘ＋１）ｆ′（ｘ）
３

０
＋２∫

３

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ （６分）

　　　　　 　
　

＝－［７×（－２）－２］＋２∫
３

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ （８分）

　　　　　
　
　

＝１６＋２ｆ（ｘ）
３

０
＝１６＋４＝２０．　　　　　　　　（１１分）

（１８）（本题满分１２分）

已知函数ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，在（０，１）内可导，且ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１．证明：

（Ⅰ）存在ξ∈ （０，１），使得ｆ（ξ）＝１－ξ；

（Ⅱ）存在两个不同的点η，ζ∈ （０，１），使得ｆ′（η）ｆ′（ζ）＝１．
证 　（Ⅰ）令ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｘ－１，则ｇ（ｘ）在［０，１］上连续，且

ｇ（０）＝－１＜０，　　ｇ（１）＝１＞０， （３分）

所以存在ξ∈ （０，１），使得

ｇ（ξ）＝ｆ（ξ）＋ξ－１＝０，

即 ｆ（ξ）＝１－ξ （５分）

（Ⅱ）根据拉格朗日中值得定理，存在η∈ （０，ξ），ζ∈ （ξ，１），使得

ｆ′（η）＝ｆ（ξ）－ｆ（０）
ξ

＝１－ξ
ξ

， （８分）

—７９１—



ｆ′（ζ）＝ｆ（１）－ｆ（ξ）
１－ξ

＝１－（１－ξ）
１－ξ

＝ ξ
１－ξ

， （１１分）

从而 ｆ′（η）ｆ′（ζ）＝１－ξ
ξ

· ξ
１－ξ

＝１． （１２分）

（１９）（本题满分１２分）

设函数φ（ｙ）具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简 单 闭 曲

线Ｌ 上，曲线积分∮Ｌ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ 的值恒为同一常数．

（Ⅰ）证明：对右半平面ｘ＞０内的任意分段光滑简单闭曲线Ｃ，有

∮Ｃ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ ＝０；

（Ⅱ）求函数φ（ｙ）的表达式．
（Ⅰ）证 　 如图，设Ｃ是半平面ｘ＞０内的任一分段光滑简单闭曲

线，在Ｃ 上任意取定两点Ｍ，Ｎ，作围绕原点的闭 曲 线烇 烋ＭＱＮＲＭ，同 时 得

到另一转绕原点的闭曲线烇 烋ＭＱＮＰＭ．

根据题设可知

∮
︵ＭＱＮＲＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ －∮

︵ＭＱＮＰＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ ＝０． （２分）

根据第二类曲线积分的性质，利用上式可得

∮Ｃ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４

＝∫
︵ＮＲＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ ＋∫

︵ＭＰＮ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ ＝∫

︵ＮＲＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ －∫

︵ＮＰＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４

＝ ∮
︵ＭＱＮＲＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ －∮

︵ＭＱＮＰＭ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ ＝０． （４分）

（Ⅱ）解 　 设Ｐ＝ φ（ｙ）
２ｘ２＋ｙ４，Ｑ＝ ２ｘｙ

２ｘ２＋ｙ４，Ｐ，Ｑ在单连通区域ｘ＞０内具有一阶连续偏导数．由（Ⅰ）知，

曲线积分∫Ｌ

φ（ｙ）ｄｘ＋２ｘｙｄｙ
２ｘ２＋ｙ４ 在该区域内与路径无关，故当ｘ＞０时，总有Ｑ

ｘ ＝Ｐ
ｙ

． （６分）

Ｑ
ｘ ＝２ｙ（２ｘ２＋ｙ４）－４ｘ·２ｘｙ

（２ｘ２＋ｙ４）２ ＝ －４ｘ２ｙ＋２ｙ５

（２ｘ２＋ｙ４）２
， ①

Ｐ
ｙ ＝φ′（ｙ）（２ｘ２＋ｙ４）－４φ（ｙ）ｙ３

（２ｘ２＋ｙ４）２ ＝２ｘ２
φ′（ｙ）＋φ′（ｙ）ｙ４－４φ（ｙ）ｙ３

（２ｘ２＋ｙ４）２ ． ②

（９分）

比较 ①、② 两式的右端，得

　　　　　　　　　　
φ′（ｙ）＝－２ｙ， 　　　　　　　③

φ′（ｙ）ｙ４－４φ（ｙ）ｙ３ ＝２ｙ５． 　　　　　　　｛ ④

由式 ③ 得 φ（ｙ）＝－ｙ２＋ｃ，

将φ（ｙ）代入 ④ 得 ２ｙ５－４ｃｙ３ ＝２ｙ５， （１１分）

所以ｃ＝０，从而φ（ｙ）＝－ｙ２． （１２分）

（２０）（本题满分９分）

已知二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ （１－ａ）ｘ２
１＋（１－ａ）ｘ２

２＋２ｘ２
３＋２（１＋ａ）ｘ１ｘ２ 的秩为２．

（Ⅰ）求ａ的值；

（Ⅱ）求正交变换ｘ＝Ｑｙ 把ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）化成标准形；

（Ⅲ）求方程ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝０的解．
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解 　（Ⅰ）由 于 二 次 型 ｆ 的 秩 为 ２，对 应 的 矩 阵 Ａ ＝

１－ａ １＋ａ ０

１＋ａ １－ａ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

的 秩 为 ２，所 以 有

１－ａ １＋ａ

１＋ａ １－ａ
＝－４ａ＝０，得ａ＝０．

（Ⅱ）当ａ＝０时， Ａ＝

１ １ ０

１ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－１ －１ ０

－１ λ－１ ０

０ ０ λ－２

＝ （λ－２）２λ，

可知Ａ 的特征值为λ１ ＝λ２ ＝２，λ３ ＝０． （４分）

Ａ 的属于λ１ ＝２的线性无关的特征向量为

η１ ＝ （１，１，０）Ｔ，η２ ＝ （０，０，１）Ｔ；

Ａ 的属于λ３ ＝０的线性无关的特征向量为

η３ ＝ （－１，１，０）Ｔ．

易见η１，η２，η３，两两正交．
将η１，η２，η３ 单位化，得

ｅ１ ＝ １
槡２

（１，１，０）Ｔ，ｅ２，＝ （０，０，１）Ｔ，ｅ３，＝ １
槡２

（－１，１，０）Ｔ，

取Ｑ＝ （ｅ１，ｅ２，ｅ３），则Ｑ 为正交矩阵．令ｘ＝Ｑｙ，得

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝λ１ｙ２
１＋λ２ｙ２

２＋λ３ｙ２
３ ＝２ｙ２

１＋２ｙ２
２．

（Ⅲ）解法１　 在正交变换ｘ＝Ｑｙ 下，ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝０化成２ｙ２
１＋２ｙ２

２ ＝０，解之得ｙ１ ＝ｙ２ ＝０，从而

ｘ＝Ｑ

０

０

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝ （ｅ１，ｅ２，ｅ３）

０

０

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝ｙ３ｅ３ ＝ｋ（－１，１，０）Ｔ，其中ｋ为任意常数． （９分）

解法２　 由于ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋２ｘ２
３＋２ｘ１ｘ２ ＝ （ｘ１＋ｘ２）２＋２ｘ２

３ ＝０，所以

ｘ１＋ｘ２ ＝０，

ｘ３ ＝０｛ ，

其通解为ｘ＝ｋ（－１，１，０）Ｔ，其中ｋ为任意常数． （９分）

（２１）（本题满分９分）

已 知３阶矩阵Ａ的第一行是（ａ，ｂ，ｃ），ａ，ｂ，ｃ不全为零，矩阵Ｂ＝

１ ２ ３

２ ４ ６

３ ６

烄

烆

烌

烎ｋ
（ｋ为常数），且ＡＢ＝Ｏ，求线

性方程组Ａｘ＝０的通解．
解 　 由于ＡＢ ＝Ｏ，故ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｂ）≤３，又由ａ，ｂ，ｃ不全为零，可知ｒ（Ａ）≥１．

当ｋ≠９时，ｒ（Ｂ）＝２，于是ｒ（Ａ）＝１；

当ｋ＝９时，ｒ（Ｂ）＝１，于是ｒ（Ａ）＝１或ｒ（Ａ）＝２． （２分）

对于ｋ≠９，由ＡＢ ＝Ｏ 可得

Ａ
烄

烆

烌

烎

１

２

３

＝０　 和 　Ａ

３

６
烄

烆

烌

烎ｋ
＝０．

—９９１—



由于η１ ＝ （１，２，３）Ｔ，η２ ＝ （３，６，ｋ）Ｔ 线性无关，故η１，η２ 为Ａｘ＝０的一个基础解系，于是，Ａｘ＝０的通

解为

ｘ＝ｃ１η１＋ｃ２η２，其中ｃ１，ｃ２ 为任意常数． （５分）

对于ｋ＝９，分别就ｒ（Ａ）＝２和ｒ（Ａ）＝１进行讨论．

如果ｒ（Ａ）＝２，则Ａｘ ＝０的 基 础 解 系 由 一 个 向 量 构 成．又 因 为 Ａ
烄

烆

烌

烎

１

２

３

＝０，所 以，Ａｘ ＝０的 通 解 为

ｘ＝ｃ１（１，２，３）Ｔ，其中ｃ１ 为任意常数．
如果ｒ（Ａ）＝１，则Ａｘ＝０的基础解系由两个向量构成．又因为Ａ的第一行为（ａ，ｂ，ｃ）且ａ，ｂ，ｃ不全为零，

所以Ａｘ＝０等价于ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３ ＝０．不妨设ａ≠０，η１ ＝ （－ｂ，ａ，０）Ｔ，η２ ＝ （－ｃ，０，ａ）Ｔ 是Ａｘ＝０的两

个线性无关的解，故Ａｘ＝０的通解为

ｘ＝ｃ１η１＋ｃ２，ｃ２ 为任意常数． （９分）

（２２）（本题满分９分）

设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１， ０＜ｘ＜，０＜ｙ＜２ｘ，

０ 其他｛ ．

求：（Ⅰ）（Ｘ，Ｙ）的边缘概率密度ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）；（Ⅱ）Ｚ＝２Ｘ－Ｙ 的概率密度ｆｚ（ｚ）．

解 　（Ⅰ）当０＜ｘ＜１时，ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

２ｘ

０
ｄｙ＝２ｘ；

当ｘ≤０或ｘ≥１时，ｆＸ（ｘ）＝０，即

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ ０＜ｘ＜１，

０， 其他｛ ．
（２分）

当０＜ｙ＜２时，ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

１

ｙ
２

ｄｘ＝１－ ｙ
２

；

当ｙ≤０或ｙ≥１时，ｆＹ（ｙ）＝０，即

ｆＹ（ｙ）＝
１－ ｚ

２
， ０＜ｚ＜２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
（４分）

（Ⅱ）解法１
当ｚ≤０时，ＦＺ（ｚ）＝０；

当０＜ｚ＜２时， ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛２Ｘ－Ｙ ≤ｚ｝＝ 
２ｘ－ｙ≤ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝ｚ－ｚ２

４
； （５分）

当ｚ≥２时，ＦＺ（ｚ）＝１， （７分）

所以 ｆＺ（ｚ）＝
１－ ｚ

２
， ０＜ｚ＜２，

０． 其他
烅
烄

烆 ．
（９分）

解法２

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，２ｘ）－ｚ）ｄｘ， （６分）

其中 ｆ（ｘ，２ｘ－ｚ）＝
１， ０＜ｘ＜１，０＜ｚ＜２ｘ，

０， 其他｛ ．

当ｚ≤０或ｚ≥２时，ｆＺ（ｚ）＝０； （７分）

当０＜ｚ＜２时，ＦＺ（ｚ）＝∫
１

ｚ
２

ｄｘ＝１－ ｚ
２

，

—００２—



即 ＦＺ（ｚ）＝
１－ ｚ

２
， ０＜ｚ＜２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
（９分）

（２３）（本题满分９分）

设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ｎ＞２）为来自总体Ｎ（０，１）的简单随机样本，珡Ｘ 为样本均值，记Ｙｉ ＝Ｘｉ－珡Ｘ，ｉ＝１，２，

…，ｎ．
求：（Ⅰ）Ｙｉ 的方差ＤＹｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ；

（Ⅱ）Ｙ１ 与Ｙｎ 的协方差ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）．

解 　（Ⅰ）ＤＹｉ ＝Ｄ（Ｘｉ－珡Ｘ）＝Ｄ １－ １（ ）ｎ Ｘｉ－ １
ｎ 

ｎ

ｋ＝１
ｋ≠ｉ

Ｘ［ ］ｋ （２分）

＝ｎ－１
ｎ

（ｉ＝１，２，…，ｎ）． （４分）

（Ⅱ）ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）＝Ｅ（Ｙ１－ＥＹ１）（Ｙｎ －ＥＹｎ）

＝Ｅ（Ｘ１－珡Ｘ）（Ｘｎ －珡Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１Ｘｎ）＋Ｅ（珡Ｘ２）－Ｅ（Ｘ１
珡Ｘ）－Ｅ（Ｘｎ

珡Ｘ）

＝ＥＸ１ＥＸｎ＋Ｄ珡Ｘ－ １
ｎＥ（Ｘ２

１）－
１
ｎ 

ｎ

ｋ＝２
Ｅ（Ｘ１Ｘｋ）－

１
ｎＥ（Ｘ２

ｎ）－
１
ｎ 

ｎ－１

ｋ＝１
－ １

ｎ 
ｎ－１

ｋ＝１
Ｅ（ＸｋＸｎ）

＝－ １
ｎ． （９分）

２００５年数学（二）试卷

一、填空题（本题共６小题，每小题４分，满分２４分．）

（１）设ｙ＝ （１＋ｓｉｎｘ）ｘ，则ｄｙ｜ｘ＝π ＝－πｄｘ．

（２）曲线ｙ＝
（１＋ｘ）

３
２

槡ｘ
的斜渐近线方程为ｙ＝ｘ＋ ３

２．

（３）∫
１

０

ｘｄｘ
（２－ｘ２） １－ｘ槡 ２

＝ π
４．

（４）微分方程ｘｙ′＋２ｙ＝ｘｌｎｘ满足ｙ（１）＝－ １
９

的解为ｙ＝ ｘ
３

ｌｎｘ－（ ）１
３ ．

（５）当ｘ→０时，α（ｘ）＝ｋｘ２ 与β（ｘ）＝ １＋ｘａｒｃｓｉｎ槡 ｘ－ ｃｏｓ槡 ｘ 是等价无穷小，则ｋ＝ ３
４．

（６）同数学（一）第（５）题．
二、选择题（本题共８小题，每小题４分，满分３２分．）
（７）同数学（一）第（７）题

（８）同数学（一）第（８）题．

（９）设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由参数方程
ｘ＝ｔ２＋２ｔ，

ｙ＝ｌｎ（１＋ｔ｛ ）
确定，则曲线ｙ＝ｙ（ｘ）在ｘ＝３处的法线与ｘ轴交点

的横坐标是 【Ａ】

（Ａ）１
８ｌｎ２＋３；　　　　　　 （Ｂ）－ １

８ｌｎ２＋３；

（Ｃ）－８ｌｎ２＋３； （Ｄ）８ｌｎ２＋３．
（１０）设区域 Ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２ ＋ｙ２ ≤ ４，ｘ ≥ ０｝，ｆ（ｘ）为 Ｄ 上 的 正 值 连 续 函 数，ａ，ｂ 为 常 数，则


Ｄ

ａ ｆ（ｘ槡 ）＋ｂ ｆ（ｙ槡 ）

ｆ（ｘ槡 ）＋ ｆ（ｙ槡 ）
ｄσ＝ 【Ｄ】

（Ａ）ａｂπ；　　（Ｂ）ａｂ
２π　　（Ｃ）（ａ＋ｂ）π　　（Ｄ）ａ＋ｂ

２ π．

（１１）设函数ｕ（ｘ，ｙ）＝φ（ｘ＋ｙ）＋φ（ｘ－ｙ）＋∫
ｘ＋ｙ

ｘ－ｙ
ψｄｔ，其中函数φ具有二阶导数，ψ具有一阶导数，则必

有 【Ｂ】

—１０２—



（Ａ）２ｕ
ｘ２ ＝－２ｕ

ｙ２； （Ｂ）ｕ
ｘ２ ＝２ｕ

ｙ２；

（Ｃ）２ｕ
ｘｙ＝２ｕ

ｙ２； （Ｄ）２ｕ
ｘｙ＝２ｕ

ｘ２．

（１２）设函数ｆ（ｘ）＝ １

ｅ
ｘ

ｘ－１ －１
，则 【Ｄ】

（Ａ）ｘ＝０，ｘ＝１都是ｆ（ｘ）的第一类间断点．
（Ｂ）ｘ＝０，ｘ＝１都是ｆ（ｘ）的第二类间断点．
（Ｃ）ｘ＝０是ｆ（ｘ）的第一类间断点，ｘ＝１是ｆ（ｘ）的第二类间断点．
（Ｄ）ｘ＝０是ｆ（ｘ）的第二类间断点，ｘ＝１是ｆ（ｘ）的第一类间断点．
（１３）设λ１，λ２ 是矩阵Ａ的两个不同的特征值，对应的特征向量分别为α１，α２，则α１，，Ａ（α１，＋α２）线性无

关的充分必要条件是 【Ｂ】
（Ａ）λ１ ≠０　　（Ｂ）λ２ ≠０　　（Ｃ）λ１ ＝０　　（Ｄ）λ２ ＝０．
（１４）设Ａ为ｎ（ｎ≥２）阶可逆矩阵，交换Ａ的第１行与第２行，得矩阵Ｂ１，Ａ ，Ｂ 分别为Ａ，Ｂ的伴随矩

阵，则 【Ｃ】
（Ａ）交换Ａ 的第１列与第２列，得Ｂ ；　　 （Ｂ）交换Ａ 的第１行与第２行得Ｂ ；
（Ｃ）交换Ａ 的第１列与第２列，得 －Ｂ ； （Ｄ）交换Ａ 的第１行与第２行，得 －Ｂ．

三、解答题（本题共９小题，满分９４分．）
（１５）（本题满分１１分）

设函数ｆ（ｘ）连续，且ｆ（０）≠０，求极限ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ

．

解 　 原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ

（２分）

设ｘ－ｔ＝


ｕ
ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ｘ

０
ｔｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ∫
ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ

（４分）


洛必达法则

ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｚ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ（ｘ）－ｘｆ（ｘ）

∫
ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＋ｘｆ（ｘ）

（７分）

积分中值定理

（ξ在０和ｘ之间
） ｌｉｍ

ｘ→０
（ξ→０）

ｘｆ（ξ）
ｘｆ（ξ）＋ｘｆ（ｘ） （１０分）

＝ ｆ（０）
ｆ（０）＋ｆ（０）＝ １

２． （１１分）

（１６）（本题满分１１分）

如图，Ｃ１ 和Ｃ２ 分别是ｙ＝ １
２

（１＋ｅｘ）和ｙ＝ｅｘ 的图像，过点（０，１）的曲

线Ｃ３ 是一单调增函数的图像．过Ｃ２ 上任一点 Ｍ（ｘ，ｙ）分别作垂直于ｘ轴和ｙ
轴的直线ｌｘ 和ｌｙ．记Ｃ１，Ｃ２ 与ｌｘ 所围图形的面积为Ｓｌ（ｘ）；Ｃ２，Ｃ３ 与ｌｙ 所围图

形的面积为Ｓ２（ｙ）．如果总有Ｓ１（ｘ）＝Ｓ２（ｙ），求曲线Ｃ３ 的方程ｘ＝φ（ｙ）．
解 　 由题设Ｓ１（ｘ）＝Ｓ２（ｙ），知

∫
ｘ

０
ｅｘ － １

２
（１＋ｅｘ［ ］）ｄｘ＝∫

ｙ

１
［ｌｎｙ－φ（ｙ）］ｄｙ，

即 ∫
ｘ

０

１
２ｅｘ －（ ）１

２ ｄｘ＝∫
ｙ

１
［ｌｎｙ－φ（ｙ）］ｄｙ， （５分）

两边对ｘ求导，得

—２０２—



１
２ｅｘ － １

２ ＝ ［ｌｎｙ－φ（ｙ）］ｄｙ
ｄｘ

， （８分）

由ｙ＝ｅｘ 得

１
２ｅｘ － １

２ ＝ ［ｘ－φ（ｅｘ）］ｅｘ，

于是 φ（ｅｘ）＝ｘ＋ １
２ｅｘ － １

２
， （１０分）

从而 φ（ｙ）＝ｌｎｙ＋ １
２ｙ－ １

２
，

故曲线Ｃ３ 的方程为 ｘ＝ｌｎｙ＋ １
２ｙ－ １

２． （１１分）

（１７）同数学（一）第（１７）题

（１８）（本题满分１２分）
用 变量代换ｘ＝ｃｏｓｔ（０＜ｔ＜π）化简微分方程（１－ｘ２）ｙ″－ｘｙ′＋ｙ＝０，并求其满足ｙ｜ｘ＝０ ＝１，ｙ′｜ｘ＝０

＝２的特解．

解 　ｙ′＝ｄｙ
ｄｘ＝ｄｙ

ｄｔ
·１
ｄｘ
ｄｔ

＝－ １
ｓｉｎｔ

ｄｙ
ｄｔ

，

ｙ″＝ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝ ｄ

ｄｔ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

·１
ｄｘ
ｄｔ

＝
ｃｏｓｔ
ｓｉｎ２ｔ

ｄｙ
ｄｔ－ １

ｓｉｎｔ
ｄ２ｙ
ｄｔ［ ］２ － １

ｓｉｎ（ ）ｔ ＝ １
ｓｉｎ２ｔ

ｄ２ｙ
ｄｔ２ －ｃｏｓｔ

ｓｉｎ３ｔ
ｄｙ
ｄｔ

（３分）

将ｙ′，ｙ″代入原方程，得

（１－ｃｏｓ２ｔ） １
ｓｉｎ２ｔ

ｄ２ｙ
ｄｔ２ －ｃｏｓｔ

ｓｉｎ３ｔ
ｄｙ
ｄ（ ）ｔ ＋ｃｏｓｔ

ｓｉｎｔ
ｄｙ
ｄｔ＋ｙ＝０，

即 ｄ２ｙ
ｄｔ２ ＋ｙ＝０， （５分）

其特征方程为λ２＋１＝０，解得λ＝±ｉ，于是，此方程的通解为

ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｔ＋Ｃ２ｓｉｎｔ， （８分）

从而原方程的通解为 ｙ＝Ｃ１ｘ＋Ｃ２ １－ｘ槡 ２． （１０分）

由ｙ｜ｘ＝０ ＝１，ｙ′｜ｘ＝０ ＝２，得Ｃ１ ＝２，Ｃ２ ＝１．故所求方程的特解为

ｙ＝２ｘ＋ １－ｘ槡 ２． （１２分）

（１９）（本题满分１２分）
已知函数ｆ（ｘ）＝ ［０，１］上连续，在（０，１）内可导，且ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１．证明：
（Ⅰ）存在ξ∈ （０，１），使得ｆ（ξ）＝１－ξ；
（Ⅱ）存在两个不同的点η，ζ∈ （０，１），使得ｆ′（η）ｆ′（ζ）＝１．
证 　（Ⅰ）令ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｘ－１，则ｇ（ｘ）在［０，１］上连续，且

ｇ（０）＝－１＜０，ｇ（１）＝１＞０， （３分）

所以，存在ξ∈ （０，１），使得

ｇ（ξ）＝ｆ（ξ）＋ξ－１）＝０，

即 ｆ（ξ）＝１－ξ． （５分）

（Ⅱ）根据拉格朗日中值定理，存在η∈ （０，ξ），ζ∈ （ξ，１），使得

ｆ′（η）＝ｆ（ξ）－ｆ（０）
ξ

＝１－ξ
ξ

， （８分）

—３０２—



ｆ′（ζ）＝ｆ（１）－ｆ（ξ）
１－ξ

＝１－（１－ξ）
１－ξ

＝ ξ
１－ξ

， （１１分）

从而 ｆ′（η）ｆ′（ζ）＝１－ξ
ξ

· ξ
１－ξ

＝１． （１２分）

（２０）（本题满分１０分）
已知函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的 全 微 分 ｄｚ＝２ｘｄｘ－２ｙｄｙ，并 且 ｆ（１，１）＝２．求 ｆ（ｘ，ｙ）在 椭 圆 域 Ｄ ＝

（ｘ，ｙ）ｘ２＋ｙ２

４ ≤｛ ｝１ 上的最大值和最小值．

解法１　 由ｄｚ＝２ｘｄｘ－２ｙｄｙ可知

ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－ｙ２＋Ｃ，

再由ｆ（１，１）＝２，得Ｃ＝２，故

ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－ｙ２＋２． （３分）

令ｆ
ｘ＝２ｘ＝０，ｆ

ｙ＝－２ｙ＝０，解得驻点（０，０）． （５分）

在椭圆ｘ２＋ｙ２

４ ＝１上，ｚ＝ｘ２－（４－４ｘ２）＋２，即

ｚ＝５ｘ２－２（－１≤ｘ≤１），

其最大值为ｚ｜ｘ＝±１ ＝３，最小值为ｚ｜ｘ＝０ ＝－２， （８分）
再与ｆ（０，０）＝２比较，可知ｆ（ｘ，ｙ）在椭圆域 Ｄ 上的最大值为３，最小值为 －２． （１０分）

解法２　 同解法１，得驻点（０，０）． （５分）

用拉格朗日乘数法求此函数在椭圆ｘ２＋ｙ２

４ ＝１上的极值．

设 Ｌ＝ｘ２－ｙ２＋２＋λ ｘ２＋ｙ２

４ －（ ）１ ， （６分）

令

Ｌ′ｘ ＝２ｘ＋２λｘ ＝０，

Ｌ′ｙ ＝－２ｙ＋λ
２ｙ＝０，

Ｌ′λ ＝ｘ２＋ｙ２

４ －１＝０

烅

烄

烆 ，

解得４个可能的极值点（０，２），（０，－２），（１，０）和（－１，０）． （８分）
又ｆ（０，２）＝－２，ｆ（０，－２）＝－２，ｆ（１，０）＝３，ｆ（－１，０）＝３，再与ｆ（０，０）＝２比较，得ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ 上

的最大值为３，最小值为 －２． （１０分）
（２１）（本题满分９分）

计算二重积分
Ｄ

｜ｘ２＋ｙ２－１｜ｄσ，其中 Ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１｝．

解 　 如图，将 Ｄ 分成Ｄ１ 与 Ｄ２ 两部分．


Ｄ

｜ｘ２＋ｙ２－１｜ｄσ＝
Ｄ１

（１－ｘ２－ｙ２）ｄσ＋
Ｄ２

（ｘ２＋ｙ２－１）ｄσ，（２分）

由于


Ｄ１

（１－ｘ２－ｙ２）ｄσ＝∫
π
２

０
ｄθ∫

１

０
（１－ｒ２）ｒｄｒ＝ π

８
， （４分）


Ｄ２

（ｘ２＋ｙ２－１）ｄσ＝∫
１

０
ｄｘ∫

１

１－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－１）ｄｙ （６分）

＝∫
１

０
ｘ２ｙ＋ｙ３

３ －［ ］ｙ
１

１－ｘ槡 ２
ｄｘ

＝∫
１

０
ｘ２－ ２

３ ＋ ２
３

（１－ｘ２）［ ］３
２ ｄｘ

—４０２—



＝∫
１

０
ｘ２－（ ）２

３ ｄｘ＋ ２
３∫

１

０
（１－ｘ２）

３
２ｄｘ＝－ １

３ ＋ ２
３Ｉ，

其中

Ｉ＝∫
１

０
（１－ｘ２）

３
２ｄｘ

ｘ ＝ｓｉｎ


ｔ
∫

π
２

０
ｃｏｓ４ｔｄｔ＝ ３

４ × １
２ × π

２ ＝３π
１６

，


Ｄ２

（ｘ２＋ｙ２－１）ｄσ＝－ １
３ ＋ ２

３ ×３π
１６＝ π

８ － １
３． （８分）

因此


Ｄ

｜ｘ２＋ｙ２－１｜ｄσ＝ π
８ ＋ π

８ － １
３ ＝ π

４ － １
３． （９分）

（２２）（本题满分９分）
确定常数ａ，使 向 量 组α１ ＝ （１，１，ａ）Ｔ，α２ ＝ （１，ａ，１）Ｔ，α３ ＝ （ａ，１，１）Ｔ 可 由 向 量 组β１ ＝ （１，１，ａ）Ｔ，

β２ ＝ （－２，ａ，４）Ｔ，β３ ＝ （－２，ａ，ａ）Ｔ 线性表示，但向量组β１，β２，β３ 不能由向量组α１，α２，α３ 线性表示．
解法１　 记Ａ＝ （α１，α２，α３），Ｂ＝ （β１，β２，β３），由于β１，β２，β３ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，故秩ｒ（Ａ）＜３，

从而｜Ａ｜＝－（ａ－１）２（ａ＋２）＝０，所以ａ＝１或ａ＝－２． （４分）
当ａ＝１时，α１ ＝α２ ＝α３ ＝β１（１，１，１）Ｔ，故α１，α２，α３ 可由β１，β２，β３ 线性表示，但β２ ＝ （－２，１，４）Ｔ 不

能由α１，α２，α３ 线性表示，所以ａ＝１符合题意．
当ａ＝－２时，由于

（Ｂ┆Ａ）＝
１ －２ －２ １ １ －２
１ －２ －２ １ －２ １
－２ ４ －２ －





烄

烆

烌

烎２ １ １
→

１ －２ －２ １ １ －２
０ ０ －６ ０ ３ －３
０ ０ ０ ０ －





烄

烆

烌

烎３ ３

，

考 虑线性方程组Ｂｘ＝α２，因为秩ｒ（Ｂ）＝２，秩ｒ（Ｂ┆α２）＝３，所以方程组Ｂｘ＝α２ 无解，即α２ 不能由β１，β２，

β３ 线性表示，与题设矛盾．因此ａ＝１．
解法２　 记Ａ＝ （α１，α２，α３），Ｂ＝ （β１，β２，β３），对矩阵（Ａ┆Ｂ）施行初等行变换：

（Ａ┆Ｂ）＝
１ １ ａ １ －２ －２
１ ａ １ １ ａ ａ
ａ １ １ ａ ４





烄

烆

烌

烎ａ
→

１ １ ａ １ －２ －２
０ ａ－１ １－ａ ０ ａ＋２ ａ＋２

０ １－ａ １－ａ２ ０ ４＋２ａ ３





烄

烆

烌

烎ａ

→

１ １ ａ １ －２ －２
０ ａ－１ １－ａ ０ ａ＋２ ａ＋２
０ ０ －（ａ－１）（ａ＋２） ０ ３ａ＋６ ４ａ＋





烄

烆

烌

烎２
，

由于β１，β２，β３ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，故ｒ（Ａ）＜３，因此ａ＝１或ａ＝－２． （４分）
当ａ＝１时，由于

（Ａ┆Ｂ）＝
１ １ １ １ －２ －２
１ １ １ １ １ １





烄

烆

烌

烎１ １ １ １ ４ １
→

１ １ １ １ －２ －２
０ ０ ０ ０ ３ ３
０ ０ ０ ０ ０ －





烄

烆

烌

烎３
，

考虑线性方程组Ａｘ＝β２．由于秩ｒ（Ａ）＝１，秩ｒ（Ａ┆β２）＝２，故方程组Ａｘ＝β２ 无解，所以β２ 不能由α２，α２，

α３ 线性表示．另一方面，由于｜Ｂ｜＝－９≠０，故Ｂｘ＝αｉ（ｉ＝１，２，３）有惟一解，即α１，α２，α３ 可由β１，β２，β３ 线

性表示，所以ａ＝１符合题意．
当ａ＝－２时，

（Ａ┆Ｂ）＝
１ １ －２ １ －２ －２
１ －２ １ １ －２ －２
－２ １ １ －２ ４ －





烄

烆

烌

烎２
→

１ １ －２ １ －２ －２
０ －３ ３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ －





烄

烆

烌

烎６
，

考虑线性方程组Ｂｘ＝α２．

（Ｂ┆α２）＝
１ －２ －２ １
１ －２ －２ －２
－２ ４ －





烄

烆

烌

烎２ １
→

１ －２ －２ １
０ ０ ０ －３
０ ０ －





烄

烆

烌

烎６ ０

，
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由于秩ｒ（Ｂ）＝２，秩ｒ（Ｂ┆α２）＝３，故方程组Ｂｘ＝α２ 无解，即α２ 不能由β１，β２，β３ 线性表示，与题设矛盾．因

此ａ＝１． （９分）
（２３）（本题满分９分）

已 知３阶矩阵Ａ的第一行是（ａ，ｂ，ｃ），ａ，ｂ，ｃ不全为零，矩阵Ｂ＝
１ ２ ３
２ ４ ６
３ ６

烄

烆

烌

烎ｋ
（ｋ为常数），且ＡＢ＝Ｏ，求线

性方程组Ａｘ＝０的通解．
解 　 由于ＡＢ１ ＝Ｏ，故ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｂ）≤３，又由ａ，ｂ，ｃ不全为零，可知ｒ（Ａ１）≥１．
当ｋ≠０时，ｒ（Ｂ）＝２，于是ｒ（Ａ）＝１；
当ｒ＝９时，ｒ（Ｂ）＝１，于是ｒ（Ａ）＝１或ｒ（Ａ）＝２． （２分）
对于ｋ≠９，由ＡＢ ＝Ｏ 可得

Ａ
烄

烆

烌

烎

１
２
３

＝０　 和 　Ａ
３
６

烄

烆

烌

烎ｋ
＝０．

由于η１ ＝ （１，２，３）Ｔ，η２ ＝ （３，６，ｋ）Ｔ 线性无关，故η１，η２ 为Ａｘ＝０的一个基础解系，于是，Ａｘ＝０的通

解为

ｘ＝ｃ１η１＋ｃ２η２，其中ｃ１，ｃ２ 为任意常数． （５分）
对于ｋ＝０，分别就ｒ（Ａ）＝２和ｒ（Ａ）＝１进行讨论．

如果ｒ（Ａ）＝２，则Ａｘ＝０的基础解系由一个向量构成．又因为Ａ
烄

烆

烌

烎

１
２
３

＝０，所以Ａｘ＝０的通解为

ｘ＝ｃ１（１，２，３）Ｔ，其中ｃ１ 为任意常数． （７分）
如果ｒ（Ａ）＝１，则Ａｘ＝０的基础解系由两个向量构成．又因为Ａ的第一行为（ａ，ｂ，ｃ）且ａ，ｂ，ｃ不全为零，

所以Ａｘ＝０等价于ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３ ＝０．不妨设ａ≠０，η１ ＝ （－ｂ，ａ，０）Ｔ，η２ ＝ （－ｃ，０，ａ）Ｔ 是Ａｘ＝０的两

个线性无关的解，故Ａｘ＝０的通解为

ｘ＝ｃ１η１＋ｃ２η２，其中ｃ１，ｃ２ 为任意常数． （９分）

２００５年数学（三）试卷

一、填空题（本题共６小题，每小题４分，满分２４分．）

（１）极限ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘｓｉｎ ２ｘ
ｘ２＋１

＝ 　２　．

（２）微分方程ｘｙ′＋ｙ＝０满足初始条件ｙ（１）＝２的特解为ｘｙ＝２．
（３）设二元函数ｚ＝ｘｅｘ＋ｙ ＋（ｘ＋１）ｌｎ（１＋ｙ），则ｄｚ｜（１，０）＝２ｅｄｘ＋（ｅ＋２）ｄｙ．

（４）设行向量组（２，１，１，１），（２，１，ａ，ａ），（３，２，１，ａ），（４，３，２，１）线性相关，且ａ≠１，则ａ＝ １
２．

（５）从数１，２，３，４中任取一个数，记为 Ｘ，再从１，…，Ｘ 中任取一个数，记为Ｙ，则Ｐ｛Ｙ ＝２｝＝１３
４８．

（６）设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布为

Ｙ
Ｘ

０ １

０ ０．４ ａ

１ ｂ ０．１

若随机事件｛Ｘ ＝０｝与｛Ｘ＋Ｙ ＝１｝相互独立，则ａ＝０．４，ｂ＝０．１．
二、选择题（本题共８小题，每小题４分，满分３２分．）

（７）当ａ取下列哪个值时，函数ｆ（ｘ）＝２ｘ３－９ｘ２＋１２ｘ－ａ恰有两个不同的零点． 【Ｂ】
（Ａ）２　　　（Ｂ）４　　　（Ｃ）６　　　（Ｄ）８
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（８）设Ｉ１ ＝
Ｄ

ｃｏｓ ｘ２＋ｙ槡 ２ｄσ，Ｉ２ ＝
Ｄ

ｃｏｓ（ｘ２＋ｙ２）ｄσ，Ｉ３ ＝
Ｄ

ｃｏｓ（ｘ２＋ｙ２）２ｄσ，其中Ｄ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋

ｙ２ ≤１｝，则 【Ａ】
（Ａ）Ｉ３ ＞Ｉ２ ＞Ｉ１；　　　　　　　　　　　　　 （Ｂ）Ｉ１ ＞Ｉ２ ＞Ｉ３；
（Ｃ）Ｉ２ ＞Ｉ１ ＞Ｉ３； （Ｄ）Ｉ３ ＞Ｉ１ ＞Ｉ２．

（９）设ａｎ ＞０，ｎ＝１，２，…，若 
∞

ｎ＝１
ａｎ 发散，

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ａｎ 收敛，则下列结论正确的是 【Ｄ】

（Ａ）
∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１ 收敛，

∞

ｎ＝１
ａ２ｎ 发散； （Ｂ）

ｎ

ｎ＝１
ａ２ｎ 收敛，

∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１ 发散；

（Ｃ）
∞

ｎ＝１
（ａ２ｎ－１＋ａ２ｎ）收敛； （Ｄ）

∞

ｎ＝１
（ａ２ｎ－１－ａ２ｎ）收敛．

（１０）设ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ，下列命题中正确的是 【Ｂ】

（Ａ）ｆ（０）是极大值，ｆ π（ ）２
是极小值； （Ｂ）ｆ（０）是极小值，ｆ π（ ）２

是极大值；

（Ｃ）ｆ（０）是极大值，ｆ π（ ）２
也是极大值； （Ｄ）ｆ（０）是极小值，ｆ π（ ）２

也是极小值．

（１１）以下四个命题中，正确的是 【Ｃ】
（Ａ）若ｆ′（ｘ）在（０，１）内连续，则ｆ（ｘ）在（０，１）内有界；
（Ｂ）若ｆ（ｘ）在（０，１）内连续，则ｆ（ｘ）在（０，１）内有界；
（Ｃ）若ｆ′（ｘ）在（０，１）内有界，则ｆ（ｘ）在（０，１）内有界；
（Ｄ）若ｆ（ｘ）在（０，１）内有界，则ｆ′（ｘ）在（０，１）内有界．
（１２）设矩阵Ａ＝ （ａｉｊ）３×３ 满足Ａ ＝ＡＴ，其中Ａ 为Ａ的伴随矩阵，ＡＴ 为Ａ的转置矩阵．若ａ１１，ａ１２，ａ１３

为三个相等的正数，则ａ１１ 为 【Ａ】

（Ａ）槡３
３　　　（Ｂ）３　　　（Ｃ）１

３　　　（Ｄ）槡３

（１３）设λ１，λ２ 是矩阵Ａ的两个不同的特征值，对应的特征向量分别为α１，α２，则α１，Ａ（α１＋α２）线性无关

的充分必要条件是 【Ｄ】
（Ａ）λ１ ＝０　　　（Ｂ）λ２ ＝０　　　（Ｃ）λ１ ≠０　　　（Ｄ）λ２ ≠０
（１４）设一批零件的长度服从正态分布Ｎ（μ，σ２），其中μ，σ２ 均未知．现从中随机抽取１６个零件，测得样本

均值珚ｘ＝２０（ｃｍ），样本标准差ｓ＝１（ｃｍ），则μ的置信度为０．９０的置信区间是 【Ｃ】【Ｄ】

（Ａ） ２０－ １
４ｔ０．０５（１６），２０＋ １

４ｔ０．０５（１６（ ）） ；　　 （Ｂ） ２０－ １
４ｔ０．１（１６），２０＋ １

４ｔ０．１（１６（ ）） ；

（Ｃ） ２０－ １
４ｔ０．０５（１５），２０＋ １

４ｔ０．０５（１５（ ）） ； （Ｄ） ２０－ １
４ｔ０．１（１５），２０＋ １

４ｔ０．１（１５（ ）） ．

三、解答题（本题共９小题，满分９４分．）
（１５）（本题满分８分）

求 　ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘ
１－ｅ－ｘ － １（ ）ｘ ．

解 　ｌｉｍ １＋ｘ
１－ｅ－ｘ － １（ ）ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ＋ｘ２－１＋ｅ－ｘ

ｘ（１－ｅ－ｘ）
（２分）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ＋ｘ２－１＋ｅ－ｘ

ｘ２ （３分）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１＋２ｘ－ｅ－ｘ

２ｘ
（５分）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２＋ｅ－ｘ

２
（７分）

＝ ３
２．

（１６）（本题满分８分）

设ｆ（ｕ）具有二阶连续导数，且ｇ（ｘ，ｙ）＝ｆ ｙ（ ）ｘ ＋ｙｆ ｘ（ ）ｙ
，求ｘ２２ｇ

ｘ２ －ｙ２２ｇ
ｙ２．

解 　 由已知条件可得
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ｇ
ｘ＝－ ｙ

ｘ２ｆ′
ｙ（ ）ｘ ＋ｆ′ ｘ（ ）ｙ

， （１分）

２ｇ
ｘ２ ＝２ｙ

ｘ３ｆ′
ｙ（ ）ｘ ＋ｙ２

ｘ４ｆ″
ｙ（ ）ｘ ＋ １

ｙｆ″ ｘ（ ）ｙ
， （３分）

ｇ
ｙ＝ １

ｘｆ′ ｙ（ ）ｘ ＋ｆ ｘ（ ）ｙ － ｘ
ｙｆ′ ｘ（ ）ｙ

， （４分）

２ｇ
ｙ２ ＝ １

ｘ２ｆ″
ｙ（ ）ｘ － ｘ

ｙ２ｆ′
ｘ（ ）ｙ ＋ ｘ

ｙ２ｆ′
ｘ（ ）ｙ ＋ｘ２

ｙ３ｆ″
ｘ（ ）ｙ ＝ １

ｘ２ｆ″
ｙ（ ）ｘ ＋ｘ２

ｙ３ｆ″
ｘ（ ）ｙ

， （６分）

所以

ｘ２２ｇ
ｘ２ －ｙ２２ｇ

ｙ２ ＝２ｙ
ｘｆ′ ｙ（ ）ｘ ＋ｙ２

ｘ２ｆ″
ｙ（ ）ｘ ＋ｘ２

ｙｆ″ ｘ（ ）ｙ －ｙ２

ｘ２ｆ″
ｙ（ ）ｘ －ｘ２

ｙｆ″ ｘ（ ）ｙ ＝２ｙ
ｘｆ′ ｙ（ ）ｘ ．

（８分）

（１７）同数学（二）第（２１）题．
（１８）（本题满分９分）

求幂级数 
∞

ｎ＝１

１
２ｎ＋１－（ ）１ ｘ２ｎ 在区间（－１，１）内的和函数Ｓ（ｘ）．

解 　 设

Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

１
２ｎ＋１－（ ）１ ｘ２ｎ，

Ｓ１（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

ｘ２ｎ

２ｎ＋１
，Ｓ２（ｘ）＝ 

∞

ｎ＝１
ｘ２ｎ，

则 Ｓ（ｘ）＝Ｓ１（ｘ）－Ｓ２（ｘ），ｘ∈ （－１，１）．

由于 Ｓ２（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｘ２ｎ ＝ ｘ２

１－ｘ２， （３分）

（ｘＳ１（ｘ））′＝ 
∞

ｎ＝１
ｘ２ｎ ＝ ｘ２

１－ｘ２，ｘ∈ （－１，１）， （５分）

因此 ｘＳ１（ｘ）＝∫
ｘ

０

ｔ２

１－ｔ２ｄｔ＝－ｘ＋ １
２ｌｎ１＋ｘ

１－ｘ． （６分）

又由于 Ｓ１（０）＝０，

故 Ｓ１（ｘ）＝
－１＋ １

２ｘｌｎ
１＋ｘ
１－ｘ

， ｜ｘ｜∈ （０，１），

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ，
（８分）

所以 Ｓ（ｘ）＝Ｓ１（ｘ）－Ｓ２（ｘ）＝
１
２ｘｌｎ

１＋ｘ
１－ｘ－ １

１－ｘ２， ｜ｘ｜∈ （０，１），

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．
（９分）

（１９）（本题满分８分）
设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在［０，１］上的导数连续，且ｆ（０）＝０，ｆ′（ｘ）≥０．证明：对任何ａ∈ ［０，１］，有

∫
ａ

０
ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ≥ｆ（ａ）ｇ（１）．

证法一 　 设

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ（ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ＋∫

１

０
ｆ（ｔ）ｇ′（ｔ）ｄｔ－ｆ（ｘ）ｇ（１），ｘ∈ ［０，１］， （２分）

则Ｆ（ｘ）在［０，１］上的导数连续，并且

Ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）－ｆ′（ｘ）ｇ（１）＝ｆ′（ｘ）［ｇ（ｘ）－ｇ（１）］，

由于ｘ∈ ［０，１］时，ｆ′（ｘ）≥０，ｇ′（ｘ）≥０，因此，Ｆ′（ｘ）≤０，即Ｆ（ｘ）在［０，１］上单调递减． （４分）
注意到
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Ｆ（１）＝∫
１

０
ｇ（ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ＋∫

１

０
ｆ（ｔ）ｇ′（ｔ）ｄｔ－ｆ（１）ｇ（１），

而

∫
１

０
ｇ（ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ＝∫

１

０
ｇ（ｔ）ｄｆ（ｔ）＝ｇ（ｔ）ｆ（ｔ）

１

０
－∫

１

０
ｆ（ｔ）ｇ′（ｔ）ｄｔ＝ｆ（１）ｇ（１）－∫

１

０
ｆ（ｔ）ｇ′（ｔ）ｄｔ，（７分）

故Ｆ（１）＝０．
因此，ｘ∈ ［０，１］时，Ｆ（ｘ）≥０，由此可得对任何ａ∈ ［０，１］，有

∫
ａ

０
ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ≥ｆ（ａ）ｇ（１）． （８分）

证法二 　∫
ａ

０
ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ＝ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）

ａ

０
－∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ａ）ｇ（ａ）－∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ， （２分）

∫
ａ

０
ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ａ）ｇ（ａ）－∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ

＝ｆ（ｘ）ｇ（ａ）＋∫
１

ａ
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ． （４分）

由于ｘ∈ ［０，１］时，ｆ′（ｘ）≥０，因此，ｆ（ｘ）在［０，１］上单调递增，

ｆ（ｘ）≥ｆ（ａ），ｘ∈ ［ａ，１］，

又由于ｘ∈ ［０，１］时，ｇ′（ｘ）≥０，因此

ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）≥ｆ（ａ）ｇ′（ｘ），ｘ∈ ［ａ，１］，

∫
１

ａ
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ≥∫

１

ａ
ｆ（ａ）ｇ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ａ）［ｇ（１）－ｇ（ａ）］， （７分）

从而

∫
ａ

０
ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）ｄｘ≥ｆ（ａ）ｇ（ａ）＋ｆ（ａ）［ｇ（１）－ｇ（ａ）］＝ｆ（ａ）ｇ（１）． （８分）

（２０）（本题满分１３分）
已知齐次线性方程组

（ⅰ）
　ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３ ＝０，

２ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３ ＝０，

　ｘ１＋ ｘ２＋ａｘ３ ＝０
烅
烄

烆 ，

和

（ⅱ）
ｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３ ＝０，

２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋（ｃ＋１）ｘ３ ＝０｛ ，

同解，求ａ，ｂ，ｃ的值．
解 　 方程组（ⅱ）的未知量个数大于方程的个数，故方程组（ⅱ）有无穷多个解．因为方程组（ⅰ）与（ⅱ）

同解，所以方程组（ⅰ）的系数矩阵的秩小于３． （２分）
对方程组（ⅰ）的系数矩阵施以初等行变换：

１ ２ ３
２ ３ ５
１ １

烄

烆

烌

烎ａ
→

１ ０ １
０ １ １
０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
，

从而ａ＝２． （５分）
此时，方程组（ⅰ）的系数矩阵可化为

１ ２ ３
２ ３ ５

烄

烆

烌

烎
→

１ １ ２

１ ０ １
０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

—９０２—



故（－１，－１，１）Ｔ 是方程组（ⅰ）的一个基础解系． （７分）
将ｘ１ ＝－１，ｘ２ ＝－１，ｘ３ ＝１代入方程组（ⅱ），可得

ｂ＝１，ｃ＝２或ｂ＝０，ｃ＝１． （９分）

当ｂ＝１，ｃ＝２时，对方程组（ⅱ）的系数矩阵施以初等行变换，有

１ １ ２（ ） →
２ １ ３

１ ０ １（ ）０ １ １
，

故方程组（ⅰ）与（ⅱ）同解． （１１分）
当ｂ＝０，ｃ＝１时，方程组（ⅱ）的系数矩阵可化为

１ ０ １（ ） →
２ ０ ２

１ ０ １（ ）０ ０ ０
，

故方程组（ⅰ）与（ⅱ）的解不相同．
综上所述，当ａ＝２，ｂ＝１，ｃ＝２时，方程组（ⅰ）与（ⅱ）同解． （１３分）
（２１）（本题满分１３分）

设Ｄ＝
Ａ Ｃ

ＣＴ（ ）Ｂ
为正定矩阵，其中Ａ，Ｂ 分别为ｍ 阶，ｎ阶对称矩阵，Ｃ为ｍ×ｎ矩阵．

（Ⅰ）计算ＰＴＤＰ，其中Ｐ＝
Ｅｍ －Ａ－１Ｃ

Ｏ Ｅ（ ）ｎ

；

（Ⅱ）利用（Ⅰ）的结果判断矩阵Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ 是否为正定矩阵，并证明你的结论．

解 　（Ⅰ）因ＰＴ ＝
Ｅｍ Ｏ

－ＣＴＡ－１ Ｅ（ ）ｎ

， （２分）

有

ＰＴＤＰ ＝
Ｅｍ Ｏ

－ＣＴＡ－１ Ｅ（ ）ｎ

Ａ Ｃ

ＣＴ（ ）Ｂ

Ｅｍ －Ａ－１Ｃ

Ｏ Ｅ（ ）ｎ
＝

Ａ Ｃ

Ｏ Ｂ－ＣＴＡ－１（ ）Ｃ

Ｅｍ －Ａ－１Ｃ

Ｏ Ｅ（ ）ｎ

（４分）

＝
Ａ Ｏ

Ｏ Ｂ－ＣＴＡ－１（ ）Ｃ
． （６分）

（Ⅱ）矩阵Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ是正定矩阵． （８分）
由（Ⅰ）的结果可知，矩阵 Ｄ 合同于矩阵

Ｍ ＝
Ａ Ｏ

Ｏ Ｂ－ＣＴＡ－１（ ）Ｃ
．

又，Ｄ 为正定矩阵，可知矩阵 Ｍ 为正定矩阵．
因矩阵 Ｍ 为对称矩阵，故Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ为对称矩阵．对Ｘ＝ （０，０，…，

烐烏 烑
０

ｍ

）Ｔ 及任意的Ｙ＝ （ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）Ｔ

≠０，有

（ＸＴ，ＹＴ）
Ａ Ｏ

Ｏ Ｂ－ＣＴＡ－１（ ）Ｃ
Ｘ（ ）Ｙ

＞０， （１１分）

即ＹＴ（Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ）Ｙ ＞０．故Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ为正定矩阵． （１３分）
（２２）（本题满分１３分）
设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１， ０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜２ｘ，

０， 其他｛ ．

求：（Ⅰ）（Ｘ，Ｙ）的边缘概率密度ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）；
（Ⅱ）Ｚ＝２Ｘ－Ｙ 的概率密度ｆＺ（ｚ）；

（Ⅲ）Ｐ Ｙ ≤ １
２ Ｘ ≤｛ ｝１

２ ．

—０１２—



解 　（Ⅰ）当０＜ｘ＜１时，

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

２ｘ

０
ｄｙ＝２ｘ；

当ｘ≤０或ｘ≥１时，ｆＸ（ｘ）＝０，故

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１，

０， 其他｛ ．
（２分）

当０＜ｙ＜２时，

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

１

ｙ
２

ｄｘ＝１－ ｙ
２

；

当ｙ≤０或ｙ≤２时，ｆＹ（ｙ）＝０，故

ｆＹ（ｙ）＝
１－ ｙ

２ ０＜ｙ＜２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
（４分）

（Ⅱ）解法１
当ｚ≤０时， ＦＺ（ｚ）＝０； （５分）
当ｚ≥２时， ＦＺ（ｚ）＝１； （６分）
当０＜ｚ＜２时，

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛２Ｘ－Ｙ ≤ｚ｝＝ 
２ｘ－ｙ≤ｘ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝ｚ－ｚ２

４
； （８分）

故

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ ＝
１－ ｚ

２
， ０＜ｚ＜２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
（９分）

解法２

由于ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，２ｘ－ｚ）ｄｘ，其中

ｆ（ｘ，２ｘ－ｚ）＝
１， ０＜ｘ＜１，０＜ｚ＜２ｘ，

０， 其他｛ ，
（６分）

当ｚ≤０或ｚ≥２时， ｆＺ（ｚ）＝０； （８分）

当０＜ｚ＜２时， ｆＺ（ｚ）＝∫
１

ｚ
２

ｄｘ＝１－ ｚ
２

，

故

ｆＺ（ｚ）＝
１－ ｚ

２
， ０＜ｚ＜２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
（９分）

（Ⅲ） Ｐ Ｙ ≤
１
２ Ｘ ≤｛ ｝１

２ ＝
Ｐ Ｘ ≤ １

２
，Ｙ ≤｛ ｝１

２

Ｐ Ｘ ≤｛ ｝１
２

（１１分）

＝

３
１６
１
４

＝ ３
４． （１３分）

（２３）（本题满分１３分）
设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ｎ＞２）为来自总体 Ｎ（０，σ２）的 简 单 随 机 样 本，其 样 本 均 值 为 珡Ｘ．记Ｙｉ ＝ Ｘｉ －珡Ｘ，

ｉ＝１，２，…，ｎ．
（Ⅰ）求Ｙｉ 的方差ＤＹｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ；

—１１２—



（Ⅱ）求Ｙ１ 与Ｙｎ 的协方差ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）；

（Ⅲ）若ｃ（Ｙ１＋Ｙｎ）２ 是σ２ 的无偏估计量，求常数ｃ．

解 　（Ⅰ）ＤＹｉ ＝Ｄ（Ｘｉ－珡Ｘ）＝Ｄ １－ １（ ）ｎ Ｘｉ－ １
ｎ

ｋ≠ｉ
Ｘ［ ］ｋ ＝ｎ－１

ｎ σ２，ｉ＝１，２，…，ｎ． （６分）

（Ⅱ）ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）＝Ｅ（Ｙ１－ＥＹ１）（Ｙｎ －ＥＹｎ） （５分）

＝Ｅ（Ｘ１－珡Ｘ）（Ｘｎ －珡Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１Ｘｎ）＋Ｅ（珡Ｘ２）－Ｅ（Ｘ１
珡Ｘ）－Ｅ（Ｘｎ

珡Ｘ） （７分）

＝ＥＸ１ＥＸｎ ＋Ｄ珡Ｘ － １
ｎＥ（Ｘ２

１）－
１
ｎ

ｎ

ｉ＝２
Ｅ（Ｘ１Ｘｉ）－

１
ｎＥ（Ｘ２

ｎ）－
１
ｎ

ｎ－１

ｉ＝１
Ｅ（ＸｉＸｎ）

＝－ １
ｎσ

２． （９分）

（Ⅲ）Ｅ［ｃ（Ｙ１＋Ｙｎ）２］＝ｃＤ（Ｙ１＋Ｙｎ）＝ｃ［ＤＹ１＋ＤＹｎ ＋２ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）］ （１１分）

＝ｃ ｎ－１
ｎ ＋ｎ－１

ｎ － ２［ ］ｎ σ２ ＝２（ｎ－２）
ｎ ｃσ２ ＝σ２，

故 ｃ＝ ｎ
２（ｎ－２）． （１３分）

２００５年数学（四）试卷

一、填空题（本题共６小题，每小题４分，满分２４分．）
（１）同数学（三）第（１）题．
（２）同数学（三）第（２）题．
（３）同数学（三）第（３）题．
（４）同数学（三）第（４）题．
（５）设α１，α２，α３ 均为三维列向量，记三阶矩阵

Ａ＝ （α１，α２，α３），Ｂ＝ （α１＋α２＋α３，α１＋２α２＋４α３，α１＋３α２＋９α３）．

如果｜Ａ｜＝１，那么，｜Ｂ｜＝ 　２　．
（６）同数学（三）第（５）题．
二、选择题（本题共８小题，每小题４分，满分３２分．）
（７）同数学（三）第（７）题．
（８）同数学（三）第（８）题．
（９）下列结论中正确的是 【Ｄ】

（Ａ）∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）与∫

１

０

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）都收敛；　　 （Ｂ）∫

＋∞

１

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）与∫

１

０

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）都发散；

（Ｃ）∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）发散，∫

１

０

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）收敛； （Ｄ）∫

＋∞

１

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）收敛，∫

１

０

ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）发散；

（１０）同数学（三）第（１０）题．
（１１）同数学（三）第（１１）题．
（１２）设Ａ，Ｂ，Ｃ均为ｎ 阶矩阵，Ｅ 为ｎ 阶单位矩阵，若Ｂ＝Ｅ＋ＡＢ，Ｃ＝Ａ＋ＣＡ，则Ｂ－Ｃ为 【Ａ】
（Ａ）Ｅ　　　（Ｂ）－Ｅ　　　（Ｃ）Ａ　　　（Ｄ）－Ａ．
（１３）设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布为

Ｙ
Ｘ

０ １

０ ０．４ ａ

１ ｂ ０．１

若随机事件｛Ｘ ＝０｝与｛Ｘ＋Ｙ ＝１｝相互独立，则 【Ｄ】
（Ａ）ａ＝０．２，ｂ＝０．３； （Ｂ）ａ＝０．１，ｂ＝０．４；
（Ｃ）ａ＝０．３，ｂ＝０．２； （Ｄ）ａ＝０．４，ｂ＝０．１．

—２１２—



（１４）设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，… 为独立同分布的随机变量列，且均服从参数为λ（λ＞１）的指数分布，记Φ（ｘ）
为标准正态分布函数，则 【Ｃ】

（Ａ）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎλ

λ槡ｎ
≤｛ ｝ｘ ＝Φ（ｘ）； （Ｂ）ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ


ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎλ

ｎ槡λ
≤｛ ｝ｘ ＝Φ（ｘ）；

（Ｃ）ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
λ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎ

槡ｎ
≤｛ ｝ｘ ＝Φ（ｘ）； （Ｄ）ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ


ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－λ

ｎ槡λ
≤｛ ｝ｘ ＝Φ（ｘ）．

三、解答题（本题共９小题，满分９４分．）
（１５）同数学（三）第（１５）题．
（１６）同数学（三）第（１６）题．
（１７）同数学（二）第（２１）题．
（１８）（本题满分９分）

求ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－ｙ２＋２在椭圆域 Ｄ ＝ （ｘ，ｙ）ｘ２＋ｙ２

４≤｛ ｝１ 上的最大值和最小值．

解法１　 由

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝２ｘ＝０，

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝－２ｙ＝０｛ ，

可求得ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－ｙ２＋２在区域ｘ２＋ｙ２

４ ＜１内的惟一驻点（０，０）． （２分）

在椭圆ｘ２＋ｙ２

４ ＝１上，

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－（４－４ｘ２）＋２＝５ｘ２－２　（－１≤ｘ≤１）， （４分）

求得椭圆域 Ｄ 上可能的最值

ｆ（±１，０）＝３，ｆ（０，±２）＝－２． （６分）

又由于ｆ（０，０）＝２，因此，ｆ（ｘ，ｙ）在椭圆域 Ｄ 上的最大值为３，最小值为 －２． （９分）
解法２　 由

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝２ｘ＝０，

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝－２ｙ＝０｛ ，

可求得ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－ｙ２＋２在区域ｘ２＋ｙ２

４ ＜１内的惟一驻点（０，０）． （２分）

又由于

Ａ＝ｆ″ｘｘ（０，０）＝２，Ｂ＝ｆ″ｘｙ（０，０）＝０，Ｃ＝ｆ″ｙｙ（０，０）＝－２，Ｂ２－ＡＣ ＝４＞０，

因此，（０，０）不是极值点，ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｄ 上的最大值与最小值在椭圆ｘ２＋ｙ２

４ ＝１上取得． （５分）

在椭圆ｘ２＋ｙ２

４ ＝１上，

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－（４－４ｘ２）＋２＝５ｘ２－２（－１≤ｘ≤１）， （７分）

记

ｇ（ｘ）＝５ｘ２－２，（－１≤ｘ≤１），

其最大值为ｇ（±１）＝３，最小值为ｇ（０）＝－２．
因此，ｆ（ｘ，ｙ）在椭圆域 Ｄ 上的最大值为３，最小值为 －２． （９分）

解 法３　（在区域ｘ２＋ｙ２

４ ＜１内同解法２）在椭圆ｘ２＋ｙ２

４ ＝１上，用拉格朗日乘数法求最大值与最小值．

设 Ｌ＝ｘ２－ｙ２＋２＋λ ｘ２＋ｙ２

４ －（ ）１ ， （６分）

—３１２—



由

Ｌ′ｘ ＝２ｘ＋２λｘ ＝０，

Ｌ′ｙ ＝－２ｙ＋λ
２ｙ＝０，

Ｌ′λ ＝ｘ２＋ｙ２

４ －１＝０

烅

烄

烆 ，

求得４个可能的极值点 Ｍ１（０，２），Ｍ２（０，－２），Ｍ３（１，０）和 Ｍ４（－１，０）．
又，ｆ（Ｍ１）＝－２，ｆ（Ｍ２）＝－２，ｆ（Ｍ３）＝３，ｆ（Ｍ４）＝３，得ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ 上的最大值为３，最小值为－２．
（１９）同数学（三）第（１９）题．
（２０）同数学（三）第（２０）题．
（２１）（本题满分１３分）．
设Ａ 为三阶矩阵，α１，α２，α３ 是线性无关的三维列向量，且满足

Ａα１ ＝α１＋α２＋α３，Ａα１ ＝２α２＋α３，Ａα３ ＝２α２＋３α３．

（Ⅰ）求矩阵Ｂ，使得Ａ（α１，α２，α３）＝ （α１，α２，α３）Ｂ；
（Ⅱ）求矩阵Ａ 的特征值；
（Ⅲ）求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵．
解 　（Ⅰ）由题设条件，有

Ａ（α１，α２，α３）＝ （α１，α２，α３）
１ ０ ０
１ ２ ２

烄

烆

烌

烎１ １ ３

，

可知

Ｂ＝
１ ０ ０
１ ２ ２

烄

烆

烌

烎１ １ ３
． （３分）

（Ⅱ）因为α１，α２，α３ 是线性无关的三维列向量，可知矩阵Ｃ＝（α１，α２，α３）可逆，所以，Ｃ－１ＡＣ＝Ｂ，即矩阵

Ａ 与Ｂ 相似．由此可得矩阵Ａ 与Ｂ 有相同的特征值． （５分）
由

｜λＥ－Ｂ｜＝
λ－１ ０ ０
－１ λ－２ －２
－１ －１ λ－３

＝ （λ－１）２（λ－４）＝０，

得矩阵Ｂ 的特征值，也即矩阵Ａ 的特征值：

λ１ ＝λ２ ＝１，λ３ ＝４． （７分）

（Ⅲ）对应于λ１ ＝λ２ ＝１，解齐次线性方程组（Ｅ－Ｂ）Ｘ＝０，得基础解系：

ξ１ ＝ （－１，１，０）Ｔ，ξ２ ＝ （－２，０，１）Ｔ；

对应于λ３ ＝４，解齐次线性方程组（４Ｅ－Ｂ）Ｘ＝０，得基础解系：

ξ３ ＝ （０，１，１）Ｔ （１０分）

令矩阵

Ｑ＝ （ξ１，ξ２，ξ３
）＝

－１ －２ ０
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ １ １

，

则

Ｑ－１ＢＱ ＝
１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ４
．

因Ｑ－１ＢＱ ＝Ｑ－１Ｃ－１ＡＣＱ ＝ （ＣＱ）－１Ａ（ＣＱ），记矩阵

—４１２—



Ｐ＝ＣＱ ＝ （α１，α２，α３）
－１ －２ ０
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ １ １
＝ （－α１＋α２，－２α１＋α３，α２＋α３）， （１３分）

故Ｐ 即为所求的可逆矩阵．
（２２）同数学（三）第（２２）题．
（２３）（本题满分１３分）

设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ｎ＞２）为独立同分布的随机变量，且均服从 Ｎ（０，１），记 珡Ｘ ＝ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｙｉ ＝Ｘｉ－珡Ｘ，

ｉ＝１，２，…，ｎ．求：
（Ⅰ）Ｙｉ 的方差ＤＹｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ；
（Ⅱ）Ｙ１ 与Ｙｎ 的协方差ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）；
（Ⅲ）Ｐ｛Ｙ１＋Ｙｎ ≤０｝．

解 　（Ⅰ）ＤＹｉ ＝Ｄ（Ｘｉ－珡Ｘ）＝Ｄ １－ １（ ）ｎ Ｘｉ－ １
ｎ

ｋ≠ｉ
Ｘ［ ］ｋ （２分）

＝ｎ－１
ｎ

，ｉ＝１，２，…，ｎ． （４分）

（Ⅱ）ｃｏｖ（Ｙ１，Ｙｎ）＝Ｅ（Ｙ１－ＥＹ１）（Ｙｎ －ＥＹｎ） （５分）

＝Ｅ（Ｘ１－珡Ｘ）（Ｘｎ －珡Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１Ｘｎ）＋Ｅ（珡Ｘ２）－Ｅ（Ｘ１
珡Ｘ）－Ｅ（Ｘｎ

珡Ｘ） （７分）

＝ＥＸ１ＥＸｎ ＋Ｄ珡Ｘ － １
ｎＥ（Ｘ２

１）－
１
ｎ

ｎ

ｉ＝２
Ｅ（Ｘ１Ｘｉ）－

１
ｎＥ（Ｘ２

ｎ）

－ １
ｎ

ｎ－１

ｉ＝１
Ｅ（ＸｉＸｎ）

＝－ １
ｎ． （９分）

（Ⅲ）Ｙ１＋Ｙｎ ＝Ｘ１－珡Ｘ＋Ｘｎ－珡Ｘ ＝ｎ－２
ｎ Ｘ１－ ２

ｎ
ｎ－１

ｉ＝２
Ｘｉ＋

ｎ－２
ｎ Ｘｎ，

上式是相互独立的正态随机变量的线性组合，所以，Ｙ１＋Ｙｎ 服从正态分布． （１１分）
由于

Ｅ（Ｙ１＋Ｙｎ）＝０，

故

Ｐ｛Ｙ１＋Ｙｎ ≤０｝＝ １
２． （１３分）

—５１２—
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