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内容提要

本书由高等数学、线性代数和概率 统 计 三 部 分 组 成。书 中 按 教 育 部 最 新 颁 布

的考研大纲对各部分的重 要 概 念 和 基 本 定 理（定 理 和 公 式）作 了 系 统 的 归 纳 和 提

炼，着重讨论基本题型与解题方法，并对部 分 例 题 进 行 了 详 尽 的 分 析 和 总 结，以 拓

宽读者的思路，提高他们的分析能力。
本书从历届考题中筛选了近７００道典型例题，选辑了１００多道习题，并附有简

答。书末录入近两年硕士入学考试数学试题及参考解答。本书可供报考硕士研究

生的读者作为复习数学使用，也可作为高等院校师生的数学教学参考书。
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前 言

随着我国高等教育事业的迅速发展，越来越多的人接受了高等教育，他们中

的许多人都希望获得更高的学历，而我国四个现代化事业的蓬勃发展也需要更多

更高层次的人才。正是因为个人的追求与国家的需要相一致，所以近年来报考硕

士研究生的人数在逐年增加，２００５年已突破１００万。数学是一门重要的基础课，

广大考生最关心的问题便是怎样按照考试大纲进行复习，提高复习效果，从而取

得理想的考试成绩。要达到这一点，首先必须要了解考试大纲中所规定的内容，

分清哪些是主要的，哪些是次要的，这些内容在深度和广度上要求达到什么程度。

其次要熟悉试卷中经常出现的题型，以及一些典型的甚至比较特殊的解题方法，

这样，才能通过复习，深刻理解概念，牢固掌握解题方法，并在考试中付诸实践，从

而取得好成绩。

为满足考生的需要，我们认真总结了近十年来所举办的考研复习辅导班积累

的经验和资料，深入研究了历年来考试题型的结构、形式和特点，按照教育部新近

颁布的数学考研大纲，编写了这本书。它不仅对报考研究生的人员是一本有用的

辅导材料，对正在本科阶段学习高等数学、线性代数和概率统计的学生同样也是

一本有价值的参考书。这不仅因为本书的内容与所选的例题、习题与在普通高校

中使用很广的由同济大学应用数学系所编写、高等教育出版社出版的《高等数学》

（第五版）和《线性代数》（第四版）有很好的衔接，而且因为本书所总结的题型和解

题方法对本科生学好高等数学和线性代数以及概率统计也大有裨益。

本书的编写突出一个宗旨：应试针对性强，力求使考生通过较短时间的复习，

能达到考试大纲所规定的要求，并掌握一整套常用的基本解题方法。

本书由“高等数学”、“线性代数”和“概率统计”三个部分组成，具备以下几个

特色：（１）吸收了历届试卷中经常出现的典型考题，并进行分析解答；（２）许多章

节对基本题型和解题方法作了总结归纳，便于学生总结提高；（３）指出解题中容

易出错的地方，了解命题意图或考生容易误入的“陷阱”；（４）高等数学各章均包

含一定数量的习题及简答，做好这些习题，有利于提高考生解题的基本功；线性代

数和概率统计最后都安排了一些综合练习题，并附有简答，旨在提高考生的综合

解题能力。
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本书每章开头有复习要求、基本概念和理论，目的是帮助考生掌握好各章的

内容。复习要求中对理论部分的要求分“了解”和“理解”两档，理解高于了解；对

运算部分的要求分“会”、“掌握”和“熟练掌握”三档。本书录入２００５年硕士研究

生入学考试数学试题参考答案及评分标准，供考生参考。

本书由同济大学应用数学系徐建平、蒋福民、范麟馨、钱伟民等编写，由于编

者水平有限，书中难免有错误和不妥之处，恳请同行批评指正。

编者

２００５１２８
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高等数学

根据教育部最新颁布的全国工学硕士研究生入学数学考试大纲，高等数学在

数学（试卷一）中占６０％，因此，对于每个考生来说，只有全面地、系统地复习高等

数学，才能在数学考试中取得优异的成绩。

然而，高等数学知识点多，内容繁杂，要在较短时间内进行全面复习，的确不

容易做到。为了对考生进行有力指导，我们在认真研究考试大纲、全面分析全国

多年来的统考考题的基础上，根据编著者在辅导过程中积累的经验和资料，编写

了这部分内容。

高等数学部分的主要特色是：精选和归纳了较多数量的典型例题，并作了详

尽的分析和解答．这些例题充分反映了最近几年来研究生考题的水平和动向，考

生只要认真学习该部分内容，注意以微积分为主线，从根本上加强对基本概念和

理论的理解，以利拓宽解题思路，通过例题和综合练习，可以提高分析问题、解决

问题的能力和提高解题技巧。
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第一章　函数与极限

函数是高等数学的主要研究对象，极限理论是微分学与积分学的基础，因此这一章的内容相当重要．虽

然在历年的试卷中以求极限而单独命题的题型所占比例不大，但在以后各章的内容中都可以揉入极限问题．
因此，本章在介绍求极限的方法时，没有拘泥于课程章节的顺序，而是把后几章中有关极限的问 题 也 归 纳 其

中．

一、复习与考试要求

（１）理解函数的概念，掌握函数的表示法，并会建立简单应用问题中的函数关系式
（２）了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性
（３）理解复合函数及分段函数的概念，了解反函数及隐函数的概念
（４）掌握基本初等函数的性质及其图形
（５）理解极限的概念，理解函数左极限与右极限的概念，以及函数极限存在与左、右极限之间的关系
（６）掌握极限的性质及四则运算法则
（７）掌握极限存在的两个准则，并会利用它们求极限，掌握利用两个重要极限求极限的方法
（８）理解无穷小、无穷大的概念，掌握无穷小的比较方法，会用等价无穷小求极限
（９）理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判别函数间断点的类型
（１０）了解连续函数的性质和初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值和最小

值定理、介值定理），并会应用这些性质

二、基本概念与理论

１．函数

（１）设数集ＤＲ，如果在某种对应法则下使得每个ｘ∈Ｄ，有惟一的数ｙ与之对应，则称ｙ是ｘ的函数，

记为ｙ＝ｆ（ｘ）或者ｙ＝ｙ（ｘ）．Ｄ 称为函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域．
（２）设函数ｆ（ｘ）的定义域为 Ｄ，数集 Ｘ Ｄ 如果存在正数 Ｍ，使得

｜ｆ（ｘ）｜≤ Ｍ

对任一ｘ∈Ｘ 都成立，则称函数ｆ（ｘ）在 Ｘ 上有界 如果这样的 Ｍ 不存在，就称函数ｆ（ｘ）在 Ｘ 上无界；这

就是说，如果对于任何正数 Ｍ，总存在ｘ１ ∈Ｘ，使｜ｆ（ｘ１）｜＞ Ｍ，那么函数ｆ（ｘ）在 Ｘ 上无界
（３）设函数ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，区间ＩＤ如果对于区间Ｉ上任意两点ｘ１ 及ｘ２，当ｘ１ ＜ｘ２ 时，恒有

ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），（ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２））

则称ｆ（ｘ）在区间Ｉ上是单调增加（减少）的 单调增加和单调减少的函数统称为单调函数
（４）设函数ｆ（ｘ）的定义域 Ｄ 关于原点对称 如果对于任一ｘ∈Ｄ，

ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）　（ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ））

恒成立，则称ｆ（ｘ）为偶函数（奇函数）
（５）设函数ｆ（ｘ）的定义域为 Ｄ 如果存在一个正数ｌ，使得对于任一ｘ∈Ｄ，有ｘ±ｌ∈Ｄ，且

ｆ（ｘ＋ｌ）＝ｆ（ｘ）

恒成立，则称ｆ（ｘ）为周期函数，ｌ称为ｆ（ｘ）的周期，通常我们说周期函数的周期是指最小正周期
（６）设函数ｆ：Ｄ →ｆ（Ｄ），对每个ｙ∈ｆ（Ｄ），有惟一的ｘ∈Ｄ，使得ｆ（ｘ）＝ｙ，于是有

ｆ－１（ｙ）＝ｘ

—２—
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其中ｆ－１：ｆ（Ｄ）→Ｄ 称为函数ｆ 的反函数
设函数ｙ＝ｆ（ｕ）的定义域为 Ｄ１，函数ｕ＝ｇ（ｘ）在 Ｄ 上有定义，且ｇ（Ｄ）Ｄ１，则由下式确定的函数

ｙ＝ｆ［ｇ（ｘ）］，　ｘ∈Ｄ

称为由函数ｕ＝ｇ（ｘ）和函数ｙ＝ｆ（ｕ）构成的复合函数，它的定义域为 Ｄ，变量ｕ称为中间变量
（７）幂函数、指数函数、对数函数、三角函数及其反三角函数统称基本初等函数 由常数、基本初等函数

经过有限次四则运算和有限次复合步骤所构成的能用一个算式表示的函数称为初等函数
２．极限

（１）数列｛ａｎ｝收敛 于ａ，即ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ ＝ａ，是 指 对 任 意 给 定 的 正 数ε，存 在 自 然 数 Ｎ，当ｎ＞ Ｎ 时，就 有

｜ａｎ －ａ｜＜ε．
（２）函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 的某邻域内有定义，当ｘ趋于ｘ０ 时，ｆ（ｘ）的极限为Ａ，即ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，是指

对任意给定的正数ε，存在正数δ，当ｘ满足０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，就有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．
（３）函数ｆ（ｘ）在｜ｘ｜＞Ｘ０ 上有定义，当ｘ趋于 ∞ 时，ｆ（ｘ）的极限为Ａ，即ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，是指对任意

给定的正数ε，存在正数 Ｘ（Ｘ ＞Ｘ０），当ｘ满足｜ｘ｜＞Ｘ 时，就有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．
（４）如果ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 的左邻域内有定义，且当ｘ从ｘ０ 的左侧趋于ｘ０ 时，ｆ（ｘ）的极限为Ａ，就称Ａ是

ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 的左极限，记为

ｆ（ｘ－
０）＝Ａ　　 或者ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝Ａ．

类似地有右极限ｆ（ｘ＋
０）＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）的概念．

下面给出的判别极限存在的充分条件是重要的．
（５）单调有界准则

① 若数列｛ａｎ｝自某项起单调增（减），且ａｎ 有上界（下界），则ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ 存在；

② 若函 数 ｆ（ｘ）在 ｘ ＝ ｘ０ 的 左 （右 ）邻 域 内 或 在 ｜ｘ｜＞ Ｘ（Ｘ ＞ ０）时，单 调 且 有 界，则

ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０
ｘ→－∞

ｆ（ｘ） ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ（ ）） 存在．

（６）夹逼准则

① 若自某项起有ａｎ ≤ｂｎ ≤ｃｎ，且ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｃｎ ＝ａ，则ｌｉｍ
ｎ→∞

ｂｎ ＝ａ；

② 若在某个区间内有ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）≤ｈ（ｘ），且ｌｉｍｇ（ｘ）＝ｌｉｍｈ（ｘ）＝Ａ，则ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ（这里ｌｉｍ 可

以是ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

，ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

，ｌｉｍ
ｘ→－∞

等等）．

（７）极限存在的充要条件，经常用到的有以下几个：

①ｌｉｍ
ｘ→∞

ａｎ ＝ａ，当且仅当对每一子序列ａｎｋ
，有ｌｉｍ

ｋ→∞
ａｎｋ

＝ａ；

② ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，当且仅当ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝Ａ，或当且仅当每一数列ｘｎ →ｘ０ 时，有ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｘｎ）＝Ａ；

③ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝Ａ，当且仅当ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝Ａ，或当且仅当每一数列ｘｎ → ∞ 时，有ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｘｎ）＝Ａ．

熟记以下极限是很有用的：

①ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１；　　　　 ②ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
１＋ １（ ）ｎ

ｎ

＝ｅ；

③ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
槡ａ ＝１（ａ＞０）； ④ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡ｎ ＝１；

⑤ ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｘ ＝１； ⑥ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ
１
ｘ ＝１；

⑦ ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎｐｘ ＝０； ⑧ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎｐｘ
ｘ ＝０．

（８）若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝０，则称ｆ（ｘ）是ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

时的无穷小量；若ｌｉｍ
ｘ→ａ

（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝ ∞，则称ｆ（ｘ）是ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

时的
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无穷大量．

若ｌｉｍα＝０，ｌｉｍβ＝０，且α≠０，当ｌｉｍβ
α ＝０时，则称β是α的高阶无穷小量，记为β＝ｏ（α）；当ｌｉｍβ

α

＝ｃ（ｃ≠０，∞）时，称β与α是同阶的无穷小量，可记为β＝Ｏ（α）；当ｌｉｍβ
α ＝１，就称β与α是等价的无穷小

量，常记为β～α．
ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，当且仅当ｆ（ｘ）＝Ａ＋α（ｘ），其中α（ｘ）是ｘ→ｘ０ 时的无穷小量．

等价无穷小量的代换性质：若α～α′，β～β′，且ｌｉｍβ′
α′

存在，则ｌｉｍβ
α ＝ｌｉｍβ′

α′
．

因此，在极限运算中，下列是常用的等价无穷小：
当ｘ→０时，有

ｘ～ｓｉｎｘ～ｔａｎｘ～ａｒｃｓｉｎｘ～ａｒｃｔａｎｘ～ｌｎ（１＋ｘ）～ｅｘ－１；１－ｃｏｓｘ～ｘ２

２
；（１＋ｘ）α－１～αｘ（α≠０）；

ａｘ －１～ｘｌｎａ（ａ＞０，ａ≠１）．
３．函数的连续性

（１）设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 的某个邻域内有定义，且ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），则称ｆ（ｘ）在ｘ０ 处连续，ｘ０ 是

ｆ（ｘ）的连续点：
以下是等价的：

①ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 处连续；

② ε＞０，δ＞０，当ｘ满足：｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，有

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）｜＜ε；

③ 当增量 Δｘ→０时，增量 Δｙ＝ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）是无穷小量；

④ｆ（ｘ＋
０）＝ｆ（ｘ－

０）＝ｆ（ｘ０）．
（２）有界闭区间上的连续函数的性质：

① 有界性及最大最小值可达性：若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则存在正数 Ｍ，使得｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ，ｘ∈ ［ａ，

ｂ］；且存在ｘ１，ｘ２ ∈ ［ａ，ｂ］，使得ｆ（ｘ１）＝ ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ（ｘ），ｆ（ｘ２）＝ ｍｉｎ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ（ｘ）；

② 介值性：若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 连 续，ｘ１，ｘ２ ∈ ［ａ，ｂ］，使 得ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），则 对 每 一 个 介 于ｆ（ｘ１）与

ｆ（ｘ２）之间的数μ：ｆ（ｘ１）＜μ＜ｆ（ｘ２），必有介于ｘ１ 与ｘ２ 之间的点ξ，使得ｆ（ξ）＝μ．
③ 零点存在定理 　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）·ｆ（ｂ）＜０，则存在ξ∈ （ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）＝０．
（３）函数的间断点

若ｘ＝ｘ０ 不是ｆ（ｘ）的连续点，则称ｘ０ 是ｆ（ｘ）的间断点．
若ｆ（ｘ＋

０）与ｆ（ｘ－
０）均存在，则称ｘ０ 是ｆ（ｘ）的第一类间断点．特别地，ｆ（ｘ＋

０）＝ｆ（ｘ－
０）时，ｘ０ 是可去间

断点；ｆ（ｘ＋
０）≠ｆ（ｘ－

０）时，ｘ０ 是跳跃间断点．
若ｆ（ｘ＋

０）与ｆ（ｘ－
０）至少有一不存在，则称ｘ０ 是ｆ（ｘ）的第二类间断点

三、基本题型与解题方法

１．函数

例１１　 试求下列函数的定义域：

１）ｆ（ｘ）＝ｌｇ（１－ｌｇｘ）；　　　　２）ｆ（ｘ）＝ａｒｃｃｏｓ ｘ
［ｘ］，［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数

解 　１）要使ｆ（ｘ）有意义，ｘ应满足

ｘ＞０　 且 　１－ｌｇｘ＞０，

即 ０＜ｘ＜１０，

故ｆ（ｘ）的定义域为（０，１０）．
２）要使ｆ（ｘ）有意义，ｘ应满足
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－１≤ ｘ
［ｘ］≤１　 且 　［ｘ］≠０，

而 ｘ－１＜ ［ｘ］≤ｘ

当ｘ＜０时，０＜ ｘ
［ｘ］≤１；

当０≤ｘ＜１时，ｘ
［ｘ］无意义；

当ｘ≥１时，１≤ ｘ
［ｘ］．

最后一个不等式的等号仅当ｘ∈Ｎ 时成立，故ｆ（ｘ）定义域为｛ｘ｜ｘ＜０或ｘ＝１，２，３，…｝

例１２　 设ｆ（ｘ＋２）＝２ｘ２＋４ｘ －ｘ，求ｆ（ｘ－２）．
解 　 为了求ｆ（ｘ－２），先求ｆ（ｘ），给出求ｆ（ｘ）的两种方法：

方法１ ｆ（ｘ＋２）＝２（ｘ＋２）２－４－（ｘ＋２）＋２，

所以 ｆ（ｘ）＝２ｘ２－４－ｘ＋２，ｆ（ｘ－２）＝２（ｘ－２）２－４－（ｘ－２）＋２＝２ｘ２－４ｘ －ｘ＋４．
方法２　 令ｘ＝ｔ－２，代入得

ｆ（ｔ）＝２ｔ２－４－ｔ＋２，

所以 ｆ（ｘ）＝２ｘ２－４－ｘ＋２．

ｆ（ｘ－２）＝２（ｘ－２）２－４－（ｘ－２）＋２

＝２ｘ２－４ｘ －ｘ＋４．
例１３　 设

ｆ（ｘ）＝
－ｘ２，ｘ≥０；

－ｅｘ，ｘ＜０｛ ．
　φ（ｘ）＝ｌｎｘ．

（１）求ｆ［φ（ｘ）］及其定义域；（２）可以复合成形如φ［ｆ（ｘ）］的函数吗？

解 　（１）因为φ（ｘ）的定义域是（０，＋∞），值域是（－∞，＋∞），而ｆ（ｘ）的定义域是（－∞，＋∞）所以

φ（ｘ）的值域在ｆ（ｘ）的定义域内，故ｆ［φ（ｘ）］有意义，因而

ｆ［φ（ｘ）］＝
－φ

２（ｘ）， φ（ｘ）≥０；

－ｅφ（ｘ）， φ（ｘ）＜０｛ ．

即 ｆ［φ（ｘ）］＝
－ｌｎ２ｘ， ｘ≥１；

－ｘ， ０＜ｘ＜１｛ ．

从上式可看出ｆ［φ（ｘ）］的定义域是（０，＋∞）．
（２）由于ｆ（ｘ）的值域是（－∞，０），φ（ｘ）的定义域是（０，＋∞），它们无公共的部分，所以不能复合成形如

φ［ｆ（ｘ）］的函数
例１４　 设

φ（ｘ）＝
１， ｜ｘ｜≤１，

０， ｜ｘ｜＞１｛ ；　ψ（ｘ）＝
２－ｘ２， ｜ｘ｜≤１，

２， ｜ｘ｜＞１｛ ．

求：（１）φ［φ（ｘ）］；（２）φ［ψ（ｘ）］．
解 　（１）因为当ｘ∈ （－∞，＋∞）时，０≤φ（ｘ）≤１，

φ［φ（ｘ）］≡１，　ｘ∈ （－∞，＋∞）．

（２）因为 φ［ψ（ｘ）］＝
１，　｜ψ（ｘ）｜≤１，

０，　｜ψ（ｘ）｜＞｛ １

—５—

高等数学



而仅当 ｜ｘ｜＝１时，ψ（ｘ）＝１；

｜ｘ｜≠１时，１＜ψ（ｘ）≤２．

故 φ［ψ（ｘ）］＝
１， ｜ｘ｜＝１
０， ｜ｘ｜≠１｛ ．

易知φ［ψ（ｘ）］的定义域是（－∞，＋∞）．

例１５　 试说明ｆ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ≤１，

２－ｘ １＜ｘ≤２｛ ．

是一个初等函数
解 　 因为 　ｆ（ｘ）＝１－｜ｘ－１｜

＝１－ （ｘ－１）槡 ２，　ｘ∈ ［０，２］．

所以由初等函数的定义知ｆ（ｘ）是一个初等函数
例１６　 求ｃ的一个值，使

（ｂ＋ｃ）ｓｉｎ（ｂ＋ｃ）－（ａ＋ｃ）ｓｉｎ（ａ＋ｃ）＝０，

这里ｂ＞ａ，均为常数
解 　 令ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎｘ，

则ｆ（ｘ）是一个偶函数，依题意即求ｃ使

ｆ（ｂ＋ｃ）＝ｆ（ａ＋ｃ）

成立，ａ≠ｂ．

所以 ａ＋ｃ＝－（ｂ＋ｃ），　ｃ＝－ １
２

（ａ＋ｂ）．

例１７　 求下列函数的反函数：

（１）ｙ＝ π＋４ａｒｃｓｉｎ槡 ｘ；　（２）ｙ＝

ｘ， ｘ＜１，

ｘ３， １≤ｘ≤２，

３ｘ， ｘ＞２
烅
烄

烆 ．

解 　（１）所给函数的定义域及值域分别是［－槡２／２，１］，［０， ３槡π］．由ｙ＝ π＋４ａｒｃｓｉｎ槡 ｘ 解得

ｘ＝ｓｉｎ１
４

（ｙ２－π），

故ｙ＝ π＋４ａｒｃｓｉｎ槡 ｘ 的反函数为

ｙ＝ｓｉｎ１
４

（ｘ２－π），　ｘ∈ ［０， ３槡π］．

（２）当ｘ＜１时，ｙ＝ｘ．
故反函数为

ｙ＝ｘ，　ｘ∈ （－∞，１）．
当１≤ｘ≤２时，ｙ＝ｘ３，
故反函数为

ｙ＝
３
槡ｘ，　ｘ∈ ［１，８］．

当ｘ＞２时，ｙ＝３ｘ，
故反函数为

ｙ＝ｌｏｇ３ｘ，　ｘ∈ （９，＋∞）．

综上所述，所求的反函数为
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ｙ＝

ｘ， ｘ＜１；
３
槡ｘ， １≤ｘ≤８，

ｌｏｇ３ｘ， ｘ＞９
烅
烄

烆 ．

例１８　 设ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋ａ８ｘ８ ＝ （２ｘ－１）８，求ａ１＋ａ２＋…＋ａ７．
解 　 设ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋…＋ａ８ｘ８ ＝ （２ｘ－１）８，

则 ｆ（０）＝ａ０ ＝１，　ｆ（１）＝ａ０＋ａ１＋…＋ａ８ ＝１．

比较原等式两边ｘ８ 的系数得ａ８ ＝２８．

故 ａ１＋ａ２＋…＋ａ７ ＝１－ａ０－ａ８ ＝－２５６．
例１９　 设对任何ｘ∈ （－∞，＋∞），存在常数ｃ≠０，使ｆ（ｘ＋ｃ）＝－ｆ（ｘ）．证明ｆ（ｘ）是周期函数
证 　 因为对任何ｘ∈ （－∞，＋∞）有

ｆ（ｘ＋ｃ）＝－ｆ（ｘ），

所以对任何ｘ∈ （－∞，＋∞）有

ｆ（ｘ＋２ｃ）＝ｆ［（ｘ＋ｃ）＋ｃ］＝－ｆ（ｘ＋ｃ）＝ｆ（ｘ），

故ｆ（ｘ）是周期函数
例１１０　 设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，且对任意ｘ，ｙ∈ （－∞，＋∞）有

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜＜｜ｘ－ｙ｜，

证明Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｘ在（－∞，＋∞）上单调增加
证 　 任取ｘ１，ｘ２ ∈ （－∞，＋∞），且ｘ２ ＞ｘ１，那么由题给条件有

｜ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）｜＜｜ｘ２－ｘ１｜＝ｘ２－ｘ１，

而 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）≤｜ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）｜＜ｘ２－ｘ１，

所以 ｆ（ｘ１）＋ｘ１ ＜ｆ（ｘ２）＋ｘ２，

从而 　Ｆ（ｘ１）＜Ｆ（ｘ２），故Ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上单调增加
２．极限

求数列与函数的极限的方法很多，我们归纳一下，有如下方法
因为在考卷中所出现的极限题，一般是一些不定型极限，其主要形式为

０
０

；　 ∞
∞

；　０，∞；　∞±∞；（１＋０）∞ ；　∞０；　００ 等，故

（１）利用初等运算如因式分解，分子及分母有理化，分子和分母同除以一因子来消除不定因子；
（２）利用单调有界数列必有极限、夹逼准则两个极限判别准则来证明极限的存在，进而求之；

（３）利用两个重要极限：ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１及ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ ＝ｅ或 ｌｉｍ

ｘ→∞
１＋ １（ ）ｘ

ｘ

＝ｅ或ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ １（ ）ｎ

ｎ

＝ｅ；

（４）利用等价无穷小的替换（这是最常用，计算效率最高的一种方法）；
（５）利用洛必塔法则；
（６）利用定积分的定义；
（７）利用级数收敛的必要条件
希望读者通过下面大量的例子从中体会这些方法
（１）用定义求极限

例１１１　 证明ｌｉｍ
ｎ→∞

１－６ｎ
３＋２ｎ＝－３，

证 　 １－６ｎ
３＋２ｎ＋３ ＝ １０

３＋２ｎ＜ ５
ｎ

，

所以对任意给定的ε＞０，取 Ｎ ＝ ５［ ］ε
，当ｎ＞Ｎ 时，必有
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１－６ｎ
３＋２ｎ＋３ ＜ε，

即 ｌｉｍ
ｎ→∞

１－６ｎ
３＋２ｎ＝－３．

例１１２　 用定义证明极限

ｌｉｍ
ｘ→２

４－ｘ２

ｘ２－３ｘ＋２
＝－４．

证 　 因为

４－ｘ２

ｘ２－３ｘ＋２
＋４ ＝３｜ｘ－２｜

｜ｘ－１｜
，

取δ１ ＝ １
２

，令０＜｜ｘ－２｜＜ １
２

，这时

｜ｘ－１｜＝｜（ｘ－２）＋１｜≥１－｜ｘ－２｜＞ １
２

，

从而当０＜｜ｘ－２｜＜ １
２

时，

３｜ｘ－２｜
｜ｘ－１｜ ＜６｜ｘ－２｜

所以对任意给定的ε＞０，取δ＝ ｍｉｎ １
２

，ε｛ ｝６
，当０＜｜ｘ－２｜＜δ时，必有

４－ｘ２

ｘ２－３ｘ＋２
＋４ ＜ε，

即 ｌｉｍ
ｘ→２

４－ｘ２

ｘ２－３ｘ＋２
＝－４．

例１１３　 用极限定义证明：若ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝Ａ，

则 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ ＝Ａ．

证 　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝Ａ，

所以对任意给定的ε＞０，存在 Ｎ１ ＞０，当ｎ＞Ｎ１ 时，有

｜ｘｎ－Ａ｜＜ ε
２

，

从而当ｎ＞Ｎ１ 时，

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ －Ａ 　　　　　　　　　　　　　　

　 ≤
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘＮ１

－Ｎ１Ａ
ｎ

＋
（ｘＮ１＋１－Ａ）＋…＋（ｘｎ－Ａ）

ｎ

＜ Ｍ
ｎ ＋

ｎ－Ｎ１

２ｎ ε　（Ｍ ＝｜ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘＮ１
－Ｎ１Ａ｜）

＜ Ｍ
ｎ ＋ ε

２
，

取 Ｎ ＝ ｍａｘ Ｎ１，
２Ｍ
２［ ］｛ ｝ε

，当ｎ＞Ｎ 时，

Ｍ
ｎ ＜ ε

２
，　｜ｘｎ－Ａ｜＜ ε

２
，
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由当ｎ＞Ｎ 时，必有

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ －Ａ ＜ε，

即 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ ＝Ａ．

小结 　 用极限定义证明极限，通 常 是 把 数 列 的 项 或 函 数 与 极 限 的 差 的 绝 对 值 适 当 放 大（把 表 达 式 简

化），从而求出所满足条件的 Ｎ 或δ
（２）用初等运算的方法求极限

例１１４　 求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－４ｘ＋３
ｘ４－４ｘ２＋３

；　　　　　 （２）ｌｉｍ
ｘ→∞

（４ｘ＋１）３０（９ｘ＋２）２０

（６ｘ－１）５０
；

（３）ｌｉｍ
ｘ→０

１＋槡 ｘ－ １－槡 ｘ
３
１＋槡 ｘ－

３
１－槡 ｘ

； （４）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

槡ｘ（ ｘ＋槡 ２－２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ）．

解 　（１）ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－４ｘ＋３
ｘ４－４ｘ２＋３

＝ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ－３）（ｘ－１）
（ｘ－１）（ｘ＋１）（ｘ２－３）＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｘ－３
（ｘ＋１）（ｘ２－３）＝ １

２．

（２）ｌｉｍ
ｘ→∞

（４ｘ＋１）３０（９ｘ＋２）２０

（６ｘ－１）５０ ＝ｌｉｍ
ｘ→∞

４＋ １（ ）ｘ

３０

９＋ ２（ ）ｘ

２０

６－ １（ ）ｘ

５０ ＝４３０·９２０

６５０ ＝２１０

３１０ ＝ （ ）２
３

１０

．

（３）ｌｉｍ
ｘ→０

１＋槡 ｘ－ １－槡 ｘ
３
１＋槡 ｘ－

３
１－槡 ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ）
２
３ ＋（１－ｘ２）

１
３ ＋（１－ｘ）

２
３

（１＋ｘ）
１
６ ＋（１－ｘ）

１
６

＝ ３
２．

（４）方法１　 令ｘ＝ １
ｙ

．

原式＝ｌｉｍ
ｙ→０＋

１＋２槡 ｙ－２ １＋槡 ｙ＋１
ｙ ＝ｌｉｍ

ｙ→０＋

２ｙ＋槡 １－１
ｙ ＋２（１－ １＋槡 ｙ）［ ］ｙ

＝１－１＝０．

方法２　 原式＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

槡ｘ［（ ｘ＋槡 ２＋槡ｘ）２－４（ｘ＋１）］
ｘ＋槡 ２＋２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

－槡ｘ（ ｘ＋槡 ２－槡ｘ）２

ｘ＋槡 ２＋２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

－４槡ｘ
（ ｘ＋槡 ２＋２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ）（ ｘ＋槡 ２＋槡ｘ）２

＝０．

例１１５　 设ｘｎ ＝ １－（ ）１
２ １－（ ）１

３
… １－ １（ ）ｎ

，求ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘｎ．

解 　ｘｎ ＝２－１
２

·３－１
３

·…·ｎ－１
ｎ ＝ １

ｎ
，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ ＝０．

例１１６　 计算ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ ｎ２＋槡 １－ｎ）．

解 　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ ｎ２＋槡 １－ｎ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ２＋槡 １＋ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１＋１／ｎ槡 ２ ＋１

＝ １
２．

例１１７　 设ｘｎ ＝
２＋ １

３ ＋ １
３２ ＋…＋ １

３ｎ

１
５ ＋ １

５２ ＋…＋ １
５ｎ

，求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ．

解 　ｘｎ ＝
２＋ １

３
·１－１／３ｎ

１－１／３
１
５

·１－１／５ｎ

１－１／５

—９—
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ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝
ｌｉｍ
ｎ→∞

２＋ １
３

·１－１／３ｎ

１－１／（ ）３

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
５

·１－１／５ｎ

１－１／（ ）５

＝
２＋ １

２
１
４

＝１０．

例１１８　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｒｃｔａｎ（ｎ！）×（ ｎ＋槡 １－槡ｎ）２－ １
２ ＋ １

２×３＋…＋ １
（ｎ－１）（ ）ｎ

３ｎ２＋１
ｎ２－［ ］１

．

解 　｜ａｒｃｔａｎ（ｎ！）｜≤ π
２

，

（ ｎ＋槡 １－槡ｎ）２ ＝ １
（ ｎ＋槡 １＋槡ｎ）２

，

故 ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｒｃｔａｎ（ｎ！）（ ｎ＋槡 １－槡ｎ）２ ＝０．

又 ｌｉｍ
ｎ→∞

１
２ ＋ １

２·３＋…＋ １
（ｎ－１）（ ）ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
１－ １（ ）ｎ ＝１，

ｌｉｍ
ｎ→∞

３ｎ２＋１
ｎ２－１

＝３，

故 　 原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

［（ ｎ＋槡 １－槡ｎ）２ａｒｃｔａｎ（ｎ！）］－ｌｉｍ
ｎ→∞

１－ １（ ）ｎ ｌｉｍ
ｎ→∞

３ｎ２＋１
ｎ２－１

＝－３．

例１１９　 设ｘ１ ＝１０，ｘｎ＋１ ＝ ６＋ｘ槡 ｎ（ｎ＝１，２，…），试证数列｛ｘｎ｝极限存在，并求此极限

证 　 由ｘ１ ＝１０及ｘ２ ＝ ６＋ｘ槡 １ ＝ 槡１６＝４知ｘ１ ＞ｘ２ 设对某正整数ｋ有ｘｋ ＞ｘｋ＋１，则有

ｘｋ＋１ ＝ ６＋ｘ槡 ｋ ＞ ６＋ｘｋ＋槡 １ ＝ｘｋ＋２，

故由归纳法知，对一切正整数ｎ，都有ｘｎ ＞ｘｎ＋１，即｛ｘｎ｝为单调减少数列 又显见ｘｎ ＞０，（ｎ＝１，２，…），即

｛ｘｎ｝有下界，根据极限存在准则知ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ 存在

再设ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ａ，则有ａ＝ ６＋槡 ａ成立从而ａ２－ａ－６＝０解得ａ＝３，ａ＝－２，但因ｘｎ ＞０（ｎ＝１，

２，…），所以ａ≥０，舍去ａ＝－２，得ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝３．

例１２０　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ６＋槡 ｎ

＋ ２２

ｎ６＋２槡 ｎ
＋…＋ ｎ２

ｎ６＋ｎ槡（ ）２ ．

解 　 １
ｎ６＋ｎ槡 ２

≤ １
ｎ６＋槡 ｋｎ

≤ １
ｎ６＋槡 ｎ

　（ｎ＝１，２，…，ｎ），

所以 
ｎ

ｋ＝１

ｋ２

ｎ６＋ｎ槡 ２
≤ 

ｎ

ｋ＝１

ｋ２

ｎ６＋槡 ｋｎ
≤ 

ｎ

ｋ＝１

ｋ２

ｎ６＋槡 ｎ
．

而 ｌｉｍ
ｎ→∞


ｎ

ｋ＝１

ｋ２

ｎ６＋ｎ槡 ２
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ（２ｎ＋１）（ｎ＋１）

６ ｎ６＋ｎ槡 ２
＝ １

３
，ｌｉｍ
ｎ→∞


ｎ

ｋ＝１

ｋ２

ｎ６＋槡 ｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ（２ｎ＋１）（ｎ＋１）

６ ｎ６＋槡 ｎ
＝ １

３
，

故 原式 ＝ｌｉｍ
ｎ→∞


ｎ

ｋ＝１

ｋ２

ｎ６＋槡 ｋｎ
＝ １

３．

例１２１　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ

１＋ １
２ ＋ １

３ ＋…＋ １槡 ｎ ．

解 　１≤
ｎ

１＋ １
２ ＋ １

３ ＋…＋ １槡 ｎ ≤
ｎ
槡ｎ．

而 　　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
槡ｎ ＝１，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ

１＋ １
２ ＋ １

３ ＋…＋ １槡 ｎ ＝１．

—０１—
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例１２２　 设ｘｎ ＝ 
ｎ－１

ｋ＝０

ｅ
１＋ｋ
ｎ

ｎ＋ｋ２

ｎ２

，求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ．

解 　 对每一个ｋ：０≤ｋ≤ｎ－１，有

ｅ
１＋ｋ
ｎ

ｎ＋１≤ ｅ
１＋ｋ
ｎ

ｎ＋ｋ２

ｎ２

≤ｅ
１＋ｋ
ｎ

ｎ
，

１
ｎ＋１

ｎ－１

ｋ＝０
ｅ

１＋ｋ
ｎ ≤ｘｎ ≤ １

ｎ 
ｎ－１

ｋ＝０
ｅ

１＋ｋ
ｎ ，

即 ｅ
１
ｎ

ｎ＋１
· １－ｅ

１－ｅ
１
ｎ

≤ｘｎ ≤ｅ
１
ｎ

ｎ
· １－ｅ

１－ｅ
１
ｎ
．

但 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｅ
１
ｎ ＝１，　ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｎ＋１）（１－ｅ

１
ｎ ）＝－１，　ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ（１－ｅ

１
ｎ ）＝－１，

所以 　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ｅ－１．

例１２３　 设ｘｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１

１
ｎ＋ｋ

，证明｛ｘｎ｝收敛

证 　ｘｎ＋１－ｘｎ ＝ 
ｎ＋１

ｋ＝１

１
ｎ＋１＋ｋ－ 

ｎ

ｋ＝１

１
ｎ＋ｋ＝ １

２ｎ＋１＋ １
２ｎ＋２－ １

ｎ＋１

＝ １
２（２ｎ＋１）（ｎ＋１）＞０　（ｎ＝１，２，…），

所以｛ｘｎ｝单调增加

又 ｘｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１

１
ｎ＋ｋ≤ 

ｎ

ｋ＝１

１
ｎ ＝１　（ｎ＝１，２，…），

所以｛ｘｎ｝有上界，故｛ｘｎ｝收敛

例１２４　 设０＜ｘ１ ＜３，ｘｎ＋１ ＝ ｘｎ（３－ｘｎ槡 ）　（ｎ＝１，２，…），证明数列｛ｘｎ｝的极限存在，并求此极限


解 　 由０＜ｘ１ ＜３知ｘ１ 和３－ｘ１ 均为正数，故

０＜ｘ２ ＝ ｘ１（３－ｘ１槡 ）≤ １
２

（ｘ１＋３－ｘ１）＝ ３
２．

设０＜ｘｋ ≤ ３
２

（ｋ＞１），则

０＜ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ（３－ｘｋ槡 ）≤ １
２

（ｘｋ＋３－ｘｋ）＝ ３
２．

由数学归纳法知，对任意正整数ｎ＞１均有０＜ｘｎ ≤ ３
２

，因而数列｛ｘｎ｝有界

又当ｎ＞１时，

ｘｎ＋１－ｘｎ ＝ ｘｎ（３－ｘｎ槡 ）－ｘｎ ＝ ｘ槡 ｎ（ ３－ｘ槡 ｎ － ｘ槡 ｎ）＝
ｘ槡 ｎ（３－２ｘｎ）

３－ｘ槡 ｎ ＋ ｘ槡 ｎ
≥０，

因而有ｘｎ＋１ ≥ｘｎ（ｎ＞１），即数列｛ｘｎ｝单调增加
由单调有界数列必有极限知ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ 存在

设ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ａ，在ｘｎ＋１ ＝ ｘｎ（３－ｘｎ槡 ）两边取极限，得

ａ＝ ａ（３－ａ槡 ），

—１１—

高等数学



解之得ａ＝ ３
２

，ａ＝０（舍去） 故ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝ ３
２．

例１２５　 证明ｘｎ ＝１＋ １
２ ＋ １

３ ＋…＋ １
ｎ －ｌｎｎ收敛

证 　 设ｙｎ ＝１＋ １
２ ＋ １

３ ＋…＋ １
ｎ－１－ｌｎｎ，

则 ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｘｎ －ｙｎ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ ＝０，

又 ｘｎ＋１－ｘｎ ＝ １
ｎ＋１－ｌｎ １＋ １（ ）ｎ ＜０，

ｙｎ＋１－ｙｎ ＝ １
ｎ －ｌｎ １＋ １（ ）ｎ ＞０，

所以｛ｘｎ｝单减，｛ｙｎ｝单增 由上题知｛ｘｎ｝收敛

例１２６　 设ｘ０ ＝０，ｘｎ ＝ｓｉｎ１
２

（ｘｎ－１＋２）　（ｎ＝１，２，…），试证ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ 存在

证 　ｘｎ＋１－ｘｎ ＝２ｃｏｓ ｘｎ ＋ｘｎ－１

４ ＋（ ）１ ｓｉｎ
ｘｎ －ｘｎ－１

４ ．

而 ０＜ｘｎ ＝ｓｉｎ１
２

（ｘｎ－１＋２）＜１　（ｎ＝１，２，…），

所以， ０＜
ｘｎ＋ｘｎ－１

４ ≤ １
２

，

因而 ｃｏｓ ｘｎ ＋ｘｎ－１

４ ＋（ ）１ ＞０，

又易验证 ０＜ｘ１－ｘ０ ＜１，

所以 ｓｉｎｘ１－ｘ０

４ ＞０，

ｘ２－ｘ１ ＞０，

从而 ｘｎ＋１－ｘｎ ＞０　（ｎ＝０，１，２，…），

即｛ｘｎ｝单增且有上界，所以｛ｘｎ｝收敛
（３）利用两个重要极限求极限

例１２７　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓ３ｘ－ｃｏｓ５ｘ
ｘ２ ．

解 　∵ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓ３ｘ－１
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

－
（３ｘ）２

２
ｘ２ ＝－ ９

２
，１－ｃｏｓ５ｘ

ｘ２ ｌｉｍ
ｘ→０

（５ｘ）２

２
ｘ２ ＝２５

２．

　　∴ 原式 ＝－ ９
２ ＋２５

２ ＝８．

例１２８　 求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓ２ｘ）
１

２ｘ２；　　（２）ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｅｘｓｉｎ２ｘ）
１

１－ｃｏｓｘ．

解 　（１）原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

［１＋（ｃｏｓ２ｘ－１）］
１

２ｘ２ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

［１＋（ｃｏｓ２ｘ－１）］
１

ｃｏｓ２ｘ－｛ ｝１

（ｃｏｓ２ｘ－１）

２ｘ２ ．

＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→０

·（ｃｏｓ２ｘ－１）

２ｘ２ ＝ｅ．

—２１—
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（２）原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｅｘｓｉｎ２ｘ）
１

ｅｘｓｉｎ２［ ］ｘ
ｅｘｓｉｎ２ｘ
１－ｃｏｓｘ ＝ｅ２．

例１２９　 求极限ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａ
１
ｘ
１ ＋ａ

１
ｘ
２ ＋…＋ａ

１
ｘ
ｎ（ ）ｎ

ｎｘ

　（ａ１，ａ２，…，ａｎ ＞０）．

解 　 原式＝ｅｘｐ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｎｘｌｎａ
１
ｘ
１ ＋ａ

１
ｘ
２ ＋…＋ａ

１
ｘ
ｎ｛ ｝ｎ ＝ｅｘｐ ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｎｘｌｎ ａ

１
ｘ
１ ＋ａ

１
ｘ
２ ＋…＋ａ

１
ｘ
ｎ

ｎ －（ ）１ ＋［ ］｛ ｝１

＝ｅｘｐ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａ
１
ｘ
１ －１
１
ｘ

＋
ａ

１
ｘ
２ －１
１
ｘ

＋…＋
ａ

１
ｘ
ｎ －１
１

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｘ

＝ｅｘｐ｛ｌｎａ１＋ｌｎａ２＋…＋ｌｎａｎ｝＝ａ１ａ２·…·ａｎ．
（４）综合其他方法求极限
求极限还有其他方法，如等价无穷小的替换，以及后面的洛必塔法则，定积分的定义，级数收敛的必要条

件等 一般较复杂的极限的计算往往需要各种方法的综合 下面的一些例子概括地说明了这些方法

例１３０　 确定常数ａ，ｂ，ｃ的值，使ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｓｉｎｘ

∫
ｘ

ｂ

ｌｎ（１＋ｔ３）
ｔ ｄｔ

＝ｃ　（ｃ≠０）．

解 　 由于ｘ→０时，ａｘ－ｓｉｎｘ→０，且极限ｃ不为零，所以当ｘ→０时，∫
ｘ

ｂ

ｌｎ（１＋ｔ３）
ｔ ｄｔ→０，故必有ｂ＝

０．由于

ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｓｉｎｘ

∫
ｘ

０

ｌｎ（１＋ｔ３）
ｔ ｄｔ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ－ｃｏｓｘ
ｌｎ（１＋ｘ３）

ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ（ａ－ｃｏｓｘ）
ｌｎ（１＋ｘ３）　　　　　

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ（ａ－ｃｏｓｘ）
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ａ－ｃｏｓｘ
ｘ２ ＝ｃ　（ｃ≠０），

故必有ａ＝１，从而ｃ＝ １
２．

例１３１　 求极限ｌｉｍ
ｘ→１

ｘｘ －１
ｘｌｎｘ ．

解 　 令ｔ＝ｘｌｎｘ，则ｘｘ ＝ｅｔ，原式 ＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｅｔ－１
ｔ ＝１．

注 　 本题也可用洛必塔法则求解

例１３２　 求极限ｌｉｍ
ｘ→１

（１－ｘ２）ｔａｎπ
２ｘ．

解 　 由洛必塔法则，

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→１

１－ｘ２

ｃｏｔπ
２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→１

４ｘ
π
ｓｉｎ２πｘ（ ）２ ＝ ４

π
．

例１３３　 求极限ｌｉｍ
ｘ→∞

ｓｉｎ１
ｘ ＋ｃｏｓ１（ ）ｘ

ｘ

．

解 　 先作代换 　 令ｔ＝ １
ｘ．再用洛必塔法则求极限

原式＝ｌｉｍ
ｔ→０

（ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ）
１
ｔ ＝ｅｘｐｌｉｍ

ｔ→０

ｌｎ（ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ）｛ ｝ｔ ＝ｅｘｐｌｉｍ
ｔ→０

ｃｏｓｔ－ｓｉｎｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓ｛ ｝ｔ ＝ｅ１ ＝ｅ．

例１３４　 求极限ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｘ＋ｅｘ）
１
ｘ ．

解 　 由洛必塔法则，
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因为 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎ（ｘ＋ｅｘ）
ｘ ＝ ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１＋ｅｘ

ｘ＋ｅｘ ＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ

１＋ｅｘ ＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ

ｅｘ ＝１，

所以 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｘ＋ｅｘ）
１
ｘ ＝ｅｘｐ ｌｉｍ

ｘ→＋∞

ｌｎ（ｘ＋ｅｘ）｛ ｝ｘ ＝ｅ．

例１３５　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ －ｓｉｎｘ－１
１－ １－ｘ槡 ２

．

解法１　 原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｘ槡 ２（ｅｘ －ｃｏｓｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅｘ －ｃｏｓｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅｘ ＋ｓｉｎｘ
１ ＝１．

解法２　 原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ －ｓｉｎｘ－１
１
２ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ －ｃｏｓｘ
ｘ ＝１．

例１３６　 求ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｘ（ ｘ２＋槡 １００＋ｘ）．

解 　 原式 ＝ ｌｉｍ
ｘ→－∞

１００ｘ
ｘ２＋槡 １００－ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→－∞

１００

－ 　
　

１＋１００
ｘ槡 ２ ＋［ ］１

＝－５０．

例１３７　 设ｘｎ ＞０（ｎ＝１，２，…），且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝Ａ，

则 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ ＝Ａ

解 　ｘｎ ＞０，　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝Ａ，

所以 　Ａ≥０．
（１）若Ａ＞０，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｌｎｘｎ ＝ｌｎＡ，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｅｘｐ

ｌｎｘ１＋ｌｎｘ２＋…＋ｌｎｘｎ（ ）ｎ

＝ｅｘｐ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎｘ１＋ｌｎｘ２＋…＋ｌｎｘｎ（ ）ｎ ＝ｅｘｐ（ｌｎＡ）＝Ａ．

（２）若Ａ＝０，

因为
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ ≥
ｎ
ｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ ≥０，

而 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ ＝Ａ＝０，

所以 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ ＝０，

综上所述，总有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ ＝Ａ．

例１３８　 求ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ － １

ｅｘ －（ ）１ ．

解 　 由洛必达法则

ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ － １

ｅｘ －（ ）１ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ －１－ｘ
ｘ（ｅｘ －１）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅｘ －１
ｘｅｘ ＋ｅｘ －１

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ

ｘｅｘ ＋２ｅｘ ＝ １
２．

例１３９　 求正常数ａ与ｂ，使等式

ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｂｘ－ｓｉｎｘ∫

ｘ

０

ｔ２

ａ＋ｔ槡 ２
ｄｔ＝１
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成立

解 　 原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２

ａ＋ｘ槡 ２

ｂ－ｃｏｓｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ａ＋ｘ槡 ２

· ｘ２

ｂ－ｃｏｓｘ＝１，故必有ｌｉｍ
ｘ→０

（ｂ－ｃｏｓｘ）＝０，得ｂ＝１．

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ａ＋ｘ槡 ２

· ｘ２

１－ｃｏｓｘ＝ ２
槡ａ

，从而２
槡ａ

＝１，得ａ＝４．

例１４０　 计算ｌｉｍ
ｎ→∞

ｔａｎｎ π
４ ＋ ２（ ）ｎ ．

解 　 因ｔａｎ π
４ ＋ ２（ ）ｎ ＝

１＋ｔａｎ２
ｎ

１－ｔａｎ２
ｎ

，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｔａｎ２
ｎ

２
ｎ

＝１，ｌｉｍ
ｎ→∞

１

１－ｔａｎ２
ｎ

＝１，

所以，原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｔａｎ２
ｎ

１－ｔａｎ２

熿

燀

燄

燅ｎ

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋
２ｔａｎ２

ｎ

１－ｔａｎ２

熿

燀

燄

燅ｎ

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋
２ｔａｎ２

ｎ

１－ｔａｎ２

熿

燀

燄

燅ｎ

１－ｔａｎ２
ｎ

２ｔａｎ２
ｎ

·
４ｔａｎ２

ｎ
２
ｎ

· １
１－ｔａｎ２

ｎ

＝ｅ４．

例１４１　 求ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ３［（２ｎ－１）＋２（２ｎ－３）＋３（２ｎ－５）＋…＋ｎ］．

解 　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ３［（２ｎ－１）＋２（２ｎ－３）＋…＋ｎ］＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ３［ｎ２＋（ｎ－１）２＋…＋１］

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
６ｎ３ ＝ １

３．

例１４２　 求ｌｉｍ
ｘ→０

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
１
ｘ
＋ｓｉｎｘ
｜ｘ（ ）｜ ．

解 　 因ｌｉｍ
ｘ→０＋

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
１
ｘ
＋ｓｉｎｘ
｜ｘ［ ］｜ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

２ｅ
－１
ｘ ＋ｅ

－３
ｘ

ｅ
－４
ｘ ＋１

＋ｓｉｎｘ［ ］ｘ ＝１，

ｌｉｍ
ｘ→０－

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
４
ｘ
＋ｓｉｎｘ
｜ｘ［ ］｜ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
４
ｘ
－ｓｉｎｘ［ ］ｘ ＝２－１＝１，

故原式 ＝１．

例１４３　 求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｉｎπ
ｎ

ｎ＋１＋
ｓｉｎ２π

ｎ

ｎ＋ １
２

＋…＋ ｓｉｎπ

ｎ＋ １

熿

燀

燄

燅ｎ

．

解 　
ｓｉｎπ

ｎ
ｎ＋１＋

ｓｉｎ２π
ｎ

ｎ＋ １
２

＋…＋ ｓｉｎπ

ｎ＋ １
ｎ

＜ １
ｎ

ｓｉｎπ
ｎ ＋ｓｉｎ２π

ｎ ＋…＋ｓｉｎ（ ）π ＝ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎｉπ

ｎ
，

而 　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎｉπ

ｎ ＝∫
１

０
ｓｉｎπｘｄｘ＝ ２

π
．另一方面

ｓｉｎπ
ｎ

ｎ＋１＋
ｓｉｎ２π

ｎ

ｎ＋ １
２

＋…＋ ｓｉｎπ

ｎ＋ １
ｎ

＞ １
ｎ＋１

ｓｉｎπ
ｎ ＋ｓｉｎ２π

ｎ ＋…＋ｓｉｎ（ ）π ＝ ｎ
ｎ＋１

·１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎｉπ

ｎ
，

且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ＋１

·１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎｉπ（ ）ｎ ＝∫

１

０
ｓｉｎπｘｄｘ＝ ２

π
．所以，由夹逼定理知原式 ＝ ２

π
．
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例１４４　 求极限ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ∫

ｘ

０
（１＋ｔ２）ｅ

ｔ２－ｘ２

ｄｔ．

解 　 因∫
ｘ

０
（１＋ｔ２）ｅ

ｔ２－ｘ２

ｄｔ＝ｅ
－ｘ２∫

ｘ

０
（１＋ｔ２）ｅ

ｔ２

ｄｔ，

所以， 原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→∞

∫
ｘ

０
（１＋ｔ２）ｅｔ

２

ｄｔ

ｘｅｘ２
＝ｌｉｍ

ｘ→∞

（１＋ｘ２）ｅｘ２

（１＋２ｘ２）ｅｘ２
＝ １

２．

例１４５　 求极限

ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ ＋ｅ２ｘ ＋…＋ｅｎｘ（ ）ｎ

１
ｘ
．

其中，ｎ是给定的自然数
解 　 因为

ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘｌｎ ｅｘ ＋ｅ２ｘ ＋…＋ｅｎｘ（ ）ｎ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（ｅｘ ＋ｅ２ｘ ＋…＋ｅｎｘ）－ｌｎｎ
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ ＋２ｅ２ｘ ＋…＋ｎｅｎｘ

ｅｘ ＋ｅ２ｘ ＋…＋ｅｎｘ ＝１＋２＋…＋ｎ
ｎ ＝ｎ＋１

２ ．

所以，原式 ＝ｅ
ｎ＋１
２ ．

３ 函数的连续性

例１４６　 求函数ｆ（ｘ）＝ （１＋ｘ）
ｘ／ｔａｎ ｘ－π（ ）４ 在区间（０，２π）内的间断点，并判断其类型

解 　ｆ（ｘ）在（０，２π）内的间断点为ｘ＝ π
４

，３π
４

，５π
４

，７π
４．

在ｘ＝ π
４

处，ｆ π
４ ＋（ ）０ ＝＋∞，在ｘ＝５π

４
处，ｆ ５π

４ ＋（ ）０ ＝＋∞，故ｘ＝ π
４

，５π
４

为第二类（或无穷）间

断点；

在ｘ＝３π
４

处，ｌｉｍ
ｘ→３π

４

ｆ（ｘ）＝１，在ｘ＝７π
４

处，ｌｉｍ
ｘ→７π

４

ｆ（ｘ）＝１，故ｘ＝３π
４

，７π
４

为第一类（或可去）间断点

例１４７　 讨论函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＋２－ｘ－ｎ

ｘｎ＋ｘ－ｎ
的连续性

解 　 因为若ｘ≠０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ＋２－１
ｘ２ｎ＋１

＝

－１， ０＜｜ｘ｜＜１；

０， ｜ｘ｜＝１，

ｘ２， ｜ｘ｜＞１
烅
烄

烆 ．

而ｆ（ｘ）在（－∞，－１），（－１，０），（０，１），（１，＋∞）上是初等函数，所以连续

ｌｉｍ
ｘ→－１－

ｆ（ｘ）＝１，　　　 ｌｉｍ
ｘ→－１＋

ｆ（ｘ）＝－１，

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝－１

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（ｘ）＝－１， ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ（ｘ）＝１，

所以，ｆ（ｘ）在ｘ＝±１，０处间断，属第一类间断点，其中ｘ＝０是可去间断点

例１４８　 讨论函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
２＋（２ｘ）ｎ＋ｘ２槡 ｎ 的连续性（ｘ≥０）．

解 　 若０≤ｘ≤１／２，

则
ｎ
槡２≤

ｎ
２＋（２ｘ）ｎ＋ｘ２槡 ｎ ≤

ｎ
槡４，

若１／２＜ｘ＜２，
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则 ２ｘ＜
ｎ
２＋（２ｘ）ｎ ＋ｘ２槡 ｎ

＝２ｘ
ｎ
２（２ｘ）－ｎ ＋１＋２－ｎｘ槡 ｎ ＜２ｘ

ｎ
槡３，

若２≤ｘ＜＋∞，

ｘ２ ＜
ｎ
２＋（２ｘ）ｎ ＋ｘ２槡 ｎ

＝ｘ２ ｎ
２ｘ－２ｎ ＋２ｎｘ－ｎ ＋槡 １＜ｘ２ ｎ

槡３，

而 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｎ
槡２＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡３＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡６＝１，

所以， ｆ（ｘ）＝

１， ０≤ｘ≤１／２；

２ｘ， １／２＜ｘ＜２；

ｘ２， ２≤ｘ＜＋∞
烅
烄

烆 ．

而ｆ（ｘ）在［０，１／２），（１／２，２），（２，＋∞）上是初等函数，所以连续

又 ｌｉｍ
ｘ→１／２－

ｆ（ｘ）＝１，　　 ｌｉｍ
ｘ→１／２＋

ｆ（ｘ）＝１，ｆ（ ）１
２ ＝１，

ｌｉｍ
ｘ→２－

ｆ（ｘ）＝４， ｌｉｍ
ｘ→２＋

ｆ（ｘ）＝４，

ｆ（２）＝４．

所以，ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上连续
注 　 例１４９，１５０共同之处在于先求ｆ（ｘ）的表达式，从而对自变量ｘ的变化范围加以划分，使当ｎ→

∞ 时的极限对应于ｘ的每种划分有确定的结果，然后注意函数在一点连续的条件，在分段点上的连续性加以

讨论

例１４９　 求ｆ（ｘ）＝ ｌｎ｜ｘ｜
ｘ２－３ｘ＋２

的间断点，并指出类型

解 　 由ｌｎ｜ｘ｜的定义域知ｘ≠０ 又由

ｘ２－３ｘ＋２＝０

得ｘ１ ＝１，ｘ２ ＝２．
而ｆ（ｘ）在（－∞，０），（０，１），（１，２），（２，＋∞）上是初等函数，所以连续，故ｆ（ｘ）的间断 点是０，１，２

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ｜ｘ｜＝－∞，　ｌｉｍ
ｘ→０

（ｘ２－３ｘ＋２）＝２，

所以，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝－∞，

故ｘ＝０是ｆ（ｘ）的无穷间断点，属第二类

又 　ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝－１，

所以，ｘ＝１是ｆ（ｘ）的可去间断点，属第一类
如果我们补充ｆ（ｘ）在ｘ＝１处的定义，即令ｆ（１）＝－１，这时ｆ（ｘ）在ｘ＝１处就连续了ｘ＝２处，因

为ｌｉｍ
ｘ→２

ｆ（ｘ）＝ ∞，

故ｘ＝２是ｆ（ｘ）的无穷间断点，属第二类
例１５０　 求函数

ｆ（ｘ）＝

ｘ３－ｘ
ｓｉｎπｘ

， ｘ＜０；

ｌｎ（１＋ｘ）＋ｓｉｎ １
ｘ２－１

ｘ≥
烅

烄

烆
０

的间断点，并指出类型
解 　 当ｘ＜０时，
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ｆ（ｘ）＝ｘ３－ｘ
ｓｉｎπｘ

．

由ｓｉｎπｘ＝０解得ｘ＝－１，－２，－３，…．
当ｘ≥０时，

ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ）＋ｓｉｎ １
ｘ２－１

．

由ｘ２－１＝０解得ｘ＝１
所以ｆ（ｘ）在ｘ＝１，－１，－２，－３，… 处间断，在分段点ｘ＝０处可能间断，在除去以上点的其他区间

上ｆ（ｘ）是初等函数，故连续
因为在ｘ０ ＝－２，－３，… 处

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｘ３－ｘ
ｓｉｎπｘ ＝ ∞，

所以，ｘ０ ＝－２，－３，… 均是ｆ（ｘ）的无穷间断点，属第二类
在ｘ０ ＝－１处，

ｌｉｍ
ｘ→－１

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→－１

ｘ３－ｘ
ｓｉｎπｘ ＝ｌｉｍ

ｙ→０

（ｙ－１）（ｙ－２）ｙ
－ｓｉｎπｙ

，（令ｘ＝－１＋ｙ）＝－ ２
π

．

所以ｘ０ ＝－１是ｆ（ｘ）的可去间断点，属第一类
如果令ｆ（－１）＝－２／π，则ｆ（ｘ）在ｘ０ ＝－１处就连续了
在ｘ０ ＝０处，

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ３－ｘ
ｓｉｎπｘ ＝－ １

π
，　　　　　　　　　　

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ｘ）＋ｓｉｎ １
ｘ２－［ ］１ ＝－ｓｉｎ１．

所以，ｘ０ ＝０是ｆ（ｘ）的跳跃间断点，属第一类
在ｘ０ ＝１处，ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）不存在 所以ｘ０ ＝１是ｆ（ｘ）的第二类间断点

注 　 分段点是否为间断点，必须从定义出发考察函数的左、右极限及函数值

例１５１　 求极限ｌｉｍ
ｔ→ｘ

ｓｉｎｔ
ｓｉｎ（ ）ｘ

ｘ
ｓｉｎｔ－ｓｉｎｘ

（ｔ≠ｘ，ｓｉｎｔ·ｓｉｎｘ＞０），记此极限为ｆ（ｘ），求函数ｆ（ｘ）的间断点并指

出其类型

解 　 因为ｆ（ｘ）＝ｅ
ｌｉｍ
ｔ→ｘ

ｘ
ｓｉｎｔ－ｓｉｎｘｌｎ

ｓｉｎｔ
ｓｉｎｘ，

而 ｌｉｍ
ｔ→ｘ

ｘ
ｓｉｎｔ－ｓｉｎｘｌｎ

ｓｉｎｔ
ｓｉｎｘ＝ｌｉｍ

ｔ→ｘ
ｘｃｏｓｔ／ｓｉｎｔ

ｃｏｓｔ ＝ ｘ
ｓｉｎｘ

，

故 　ｆ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｓｉｎｘ．

由 于ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
ｘ

ｓｉｎｘ ＝ｅ，所以，ｘ＝０是函数ｆ（ｘ）的第一类（或可去）间断点；ｘ＝ｋπ（ｋ＝±１，±２，

…）是ｆ（ｘ）的第二类（或无穷）间断点
例１５２　 设

ｆ（ｘ）＝ １
πｘ＋ １

ｓｉｎπｘ－ １
π（１－ｘ），　ｘ∈

１
２

，［ ）１ ．

试补充定义ｆ（１），使得ｆ（ｘ）在 １
２

，［ ］１ 上连续

解 　 令ｙ＝１－ｘ，有

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（ｘ）＝ １
π ＋ｌｉｍ

ｘ→１－

π（１－ｘ）－ｓｉｎπｘ
π（１－ｘ）ｓｉｎπｘ 　　　　　　　　　　　　
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＝ １
π ＋ｌｉｍ

ｙ→０＋

πｙ－ｓｉｎπｙ
πｙｓｉｎπｙ ＝ １

π ＋ｌｉｍ
ｙ→０＋

πｙ－ｓｉｎπｙ
π２ｙ２

＝ １
π ＋ｌｉｍ

ｙ→０＋

π－πｃｏｓπｙ
２π２ｙ

＝ １
π ＋ｌｉｍ

ｙ→０＋

π２ｓｉｎπｙ
２π２ ＝ １

π
．

由于ｆ（ｘ）在 １
２

，［ ）１ 上连续，因此定义ｆ（１）＝ １
π

，就可使ｆ（ｘ）在 １
２

，［ ］１ 上连续

例１５３　 证明方程ｘ３－３ｘ２－９ｘ＋１＝０在（０，１）内有唯一实根
证 　 令ｆ（ｘ）＝ｘ３－３ｘ２－９ｘ＋１，

因为 ｆ（０）＝１＞０，ｆ（１）＝－１０＜０，
又ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，所以存在ｘ１ ∈ （０，１）使

ｆ（ｘ１）＝０．

若另有ｘ２ ∈ （０，１）使ｆ（ｘ２）＝０

则 ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）＝０，

即 （ｘ２－ｘ１）［（ｘ２
１＋ｘ１ｘ２＋ｘ２

２）－３（ｘ２－ｘ１）－９］＝０．

而 ｘ２
１＋ｘ１ｘ２＋ｘ２

２－３（ｘ２－ｘ１）－９＜０

ｘ２ ＝ｘ１，

故方程ｘ３－３ｘ２－９ｘ＋１＝０在（０，１）内有唯一实根

例１５４　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，ｘｉ ∈ ［ａ，ｂ］，ｔｉ ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ），且 
ｎ

ｉ＝１
ｔｉ ＝１，试证至少存在一点ζ

∈ ［ａ，ｂ］使

ｆ（ζ）＝ｔ１ｆ（ｘ１）＋ｔ２ｆ（ｘ２）＋…＋ｔｎｆ（ｘｎ）．

证 　 因为ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，所以有

Ｍ ＝ ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ（ｘ），　ｍ ＝ ｍｉｎ
ｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ（ｘ），

使得对任何ｘ∈ ［ａ，ｂ］都有

ｍ ≤ｆ（ｘ）≤ Ｍ．

由于ｘｉ ∈ ［ａ，ｂ］，ｔｉ ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ），所以

ｍ ＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｍｔｉ ≤ 

ｎ

ｉ＝１
ｔｉｆ（ｘｉ）≤ 

ｎ

ｉ＝１
Ｍｔｉ ＝ Ｍ，从而至少存在一点ζ∈ ［ａ，ｂ］，使

ｆ（ζ）＝ｔ１ｆ（ｘ１）＋ｔ２ｆ（ｘ２）＋…＋ｔｎｆ（ｘｎ）．

注 　 本题由给定条件，联想到闭区间上连续函数的性质，再用到最大值最小值定理和介值定理

例１５５　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，且ｆ（０）＝ｆ（１） 证明存在ｘ０ ∈ ［０，１］，使ｆ（ｘ０）＝ｆ ｘ０＋（ ）１
４ ．

证 　 令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ ｘ＋（ ）１
４

，则Ｆ（ｘ）在 ０，［ ］３
４

上连续

若对任何ｘ∈ ０，［ ］３
４

都有Ｆ（ｘ）≠０，那么在 ０，［ ］３
４

上必有Ｆ（ｘ）＞０或Ｆ（ｘ）＜０．

现不妨设Ｆ（ｘ）＞０，这样当ｘ分别取０，１
４

，１
２

，３
４

时，就有

ｆ（０）－ｆ（ ）１
４ ＝Ｆ（０）＞０，　ｆ（ ）１

４ －ｆ（ ）１
２ ＝Ｆ（ ）１

４ ＞０，

ｆ（ ）１
２ －ｆ（ ）３

４ ＝Ｆ（ ）１
２ ＞０，ｆ（ ）３

４ －ｆ（１）＝Ｆ（ ）３
４ ＞０．

从而 　ｆ（０）＞ｆ（１），
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这与ｆ（０）＝ｆ（１）矛盾，故存ｘ０ ∈ ０，［ ］３
４

使Ｆ（ｘ０）＝０．

即有ｘ０ ∈ ［０，１］使ｆ（ｘ０）＝ｆ ｘ０＋（ ）１
４ ．

注 　 本题证明中用到了数学上常用的手法，适当构造一个函数把要证的结果转化成利用 介 值 定 理（根

的存在定理）来证明的问题
例１５６　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），证明至少存在一个［α，β］ ［ａ，ｂ］，且β－α＝ （ｂ－

ａ）／２，使ｆ（α）＝ｆ（β）．

证１　 令Ｆ（ｘ）＝ｆ ｂ－ａ
２ ＋（ ）ｘ －ｆ（ｘ），则Ｆ（ｘ）在 ａ，ａ＋ｂ［ ］２

上连续

Ｆ（ａ）＝ｆ ａ＋ｂ（ ）２ －ｆ（ａ），　Ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ＝ｆ（ｂ）－ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ．

又由条件ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），可得Ｆ（ａ）Ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ≤０．

故至少存在一点ｘ０ ∈ ａ，ａ＋ｂ［ ］２
，使

Ｆ（ｘ０）＝０，

也即有α＝ｘ０，β＝ （ｂ－ａ）／２＋ｘ０，且［α，β］ ［ａ，ｂ］，β－α＝ （ｂ－ａ）／２，使ｆ（α）＝ｆ（β）．
证２　 同上构造Ｆ（ｘ），利用例１５０的证明思想证之（略）
注 　 在本题证明中，从注意到β－α＝ （ｂ－ａ）／２想到构造这样的函数Ｆ（ｘ），从要证ｆ（α）＝ｆ（β）想到

要证Ｆ（ｘ０）＝０．
例１５７　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），证明：对任何大于或等于２的自然数ｎ，至少存在一

个［α，β］ ［ａ，ｂ］，且β－α＝ （ｂ－ａ）／ｎ，使ｆ（α）＝ｆ（β）．
证 　 本题实质上可这样描述：
设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），
证明：对任何自然数ｎ≥２，至少存在一点ｘ０ ∈ ［ａ，ｂ］，使

ｆ（ｘ０）＝ｆ ｘ０＋ｂ－ａ（ ）ｎ
，

这样，我们就可参照例１５６题的证法不难证得此题，这里就不再赘述了
例１５８　 设ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内连续，且

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）＝－∞，　ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）＝－∞，

证明ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内有最大值
证 　 因为ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）＝－∞，　ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
ｆ（ｘ）＝－∞，

由极限定义知，对于 Ｍ＝ｆ ａ＋ｂ（ ）２
，存在这样的ｃ，ｄ（ａ＜ｃ＜ａ＋ｂ

２ ＜ｄ＜ｂ），当ａ＜ｘ≤ｃ或ｄ≤ｘ＜ｂ时，

都有

ｆ（ｘ）＜ Ｍ．
又ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内连续，所以ｆ（ｘ）在［ｃ，ｄ］ （ａ，ｂ）上连续，由最大值定理知，存在ξ∈ ［ｃ，ｄ］使ｆ（ξ）

≥ｆ（ｘ），ｘ∈ ［ｃ，ｄ］，

特别有 ｆ（ξ）≥ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ．

下面证ｆ（ξ）即为（ａ，ｂ）内的最大值，ｘ∈ （ａ，ｂ）．
１）若ｘ∈ （ａ，ｃ）或ｘ∈ ［ｄ，ｂ］时，有

ｆ（ｘ）＜ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ≤ｆ（ξ）．
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２）若ｘ∈ ［ｃ，ｄ］时，有

ｆ（ｘ）≤ｆ（ξ）．
综上所述，ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内有最大值ｆ（ξ）．

习 　 题 　１

１ 设定义在区间（－∞，＋∞）内的函数ｆ（ｘ）严格递增，且有ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ）］｝＝ｆ（ｘ），求ｆ（ｘ）．
２ 证明：函数ｆ（ｘ）＝ａｘ（ａ＞０），若自变量ｘｎ（ｎ＝１，２，…）组成等差级数，则ｙｎ ＝ｆ（ｘｎ）（ｎ＝１，２，…）

组成一等比级数
３ 计算下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｓｉｎｘｃｏｓαｘ
１＋ｓｉｎｘｃｏｓβ
（ ）ｘ

ｃｏｔ３ｘ

；　　　（２）ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋１＋ａ＋ａ２＋…＋ａｎ（ ）ｎ

ｎ

，　｜ａ｜＜１；

（３）ｌｉｍ
ｎ→∞


ｎ

ｋ＝１

１
ｋ（ｋ＋１）（ｋ＋２）．

４．计算下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ（ａ＋ｘ）ｔａｎ（ａ－ｘ）－ｔａｎ２ａ
ｘ２ ；　　（２）ｌｉｍ

ｘ→π
３

ｓｉｎ ｘ－ π（ ）３
１－２ｃｏｓｘ

；

（３）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

４ｅ２ｘ －３ｅ－ｘ

２ｅ２ｘ ＋ｅ－ｘ ．

５．求ｌｉｍ
ｎ→∞


ｎ

ｋ＝１

２
ｋ＋１

ｋ

２ｎ －１
．

６．讨论函数ｙ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ
１＋（２ｓｉｎｘ）２ｎ

的连续区间，如有间断点，指出其类型

７ 设

ｆ（ｘ）＝
２ｃｏｓｘ， ｘ≤ｃ，

ａｘ２＋ｂ， ｘ＞｛ ｃ

其中，ｂ，ｃ是已知常数，试确定ａ值，使ｆ（ｘ）为连续函数

８ 证明方程 ５
ｘ－１＋ ７

ｘ－２＋ １６
ｘ－３＝０，在１与２，２与３之间必有根

９ 设ｘ０ ＞０，ｘｎ＋１ ＝ １
３

２ｘｎ＋ ａ
ｘ２（ ）

ｎ
（ｎ＝０，１，…），ａ＞０常数 证明：ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ 存在，并求其值

１０ 设ａ１ ＝３，ａｎ ＝２ａ２
ｎ－１－１（ｎ≥２），求ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ

２ｎａ１ａ２…ａｎ－１
．

１１．证明：若曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在Ｒ 上关于点Ａ（ａ，ｙ０）和直线ｘ＝ｂ（ｂ＞ａ）都对称，则函数ｆ（ｘ）是Ｒ 上

的周期函数
１２ 证明：若对任意ｘ，ｙ有ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）≤ （ｙ－ｘ）２，则对任意ｎ∈Ｎ，任意ａ，ｂ有

｜ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）｜≤ １
ｎ

（ｂ－ａ）２．

简答与提示

１ 设ｘ０ ∈ （－∞，＋∞），

（１）如果ｆ（ｘ０）＞ｘ０，则ｆ［ｆ（ｘ０）］＞ｆ（ｘ０）ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ０）］｝＞ｆ（ｘ０），与ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ）］｝＝ｆ（ｘ）矛盾
（２）如果ｆ（ｘ０）＜ｘ０，则ｆ［ｆ（ｘ０）］＜ｆ（ｘ０）ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ０）］｝＜ｆ（ｘ０），与ｆ｛ｆ［ｆ（ｘ）］｝＝ｆ（ｘ）矛盾
由（１）和（２）得ｆ（ｘ０）＝ｘ０，从而ｆ（ｘ）＝ｘ．
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２．略

３．（１）ｅ
β
２－α２

２ ；　（２）ｅ
１

１－ａ；　（３）１
４

４．（１）２ｓｉｎａ
ｃｏｓ３ａ

；　（２）槡３
３

；　（３）２．

５．２．

６．ｘ＝± π
６ ＋ｋπ，（ｋ＝０，±１，±２，…）为第一类间断点

７ｃ≠０时ａ＝２ｃｏｓｃ－ｂ
ｃ２ ；ｃ＝０时只当ｂ＝２有解，此时，ａ可任意

９．
３
槡ａ．

１０．由ａ２
ｎ －１＝２［２ｎ·ａ１ａ２…ａｎ－１］

２，　ａｎ ＞１，

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ

２ｎ·ａ１·ａ２·…·ａｎ－
［ ］

１
＝２．

１１．
ｙ０ ＝ｆ（ａ－ｘ）＋ｆ（ａ＋ｘ）

２

ｆ（ｂ－ｘ）＝ｆ（ｂ＋ｘ
烅
烄

烆

烌

烎）
，周期Ｔ＝４（ｂ－ａ）．

１２．ａ＝ｂ显然，ａ＝０（ａ＜ｂ），等分［ａ，ｂ］，分点ａ＋ｋ（ｂ－ａ）
ｎ

，ｋ＝０，１，２，…，ｎ，有

｜ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）｜＝  ｆ ａ＋ｋ（ｂ－ａ）（ ）ｎ －ｆ ａ＋
（ｋ－１）（ｂ－ａ）（ ）［ ］ｎ

可推出结论
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第二章 　 导数及其应用

本章的重点是导数与微分的概念、求法及其应用．尤其是中值定理的应用，其题型较多，灵活性较大，很

能检查考生的综合应用与理论推导的能力，所以，我们在此用较多的篇幅介绍基本题型与解题方法以帮助考

生积累一些经验．

一、复习与考试要求

（１）理解导数和微分的概念，理解导数与微分的关系，理 解 导 数 的 几 何 意 义，会 求 平 面 曲 线 的 切 线 方 程

和法线方程，了解导数的物理意义，会用导数描述一些物理量，理解函数的可导性与连续性之间的关系
（２）掌握导数的四则运算法则和复合函数的求导法 则，掌 握 基 本 初 等 函 数 的 导 数 公 式 了 解 微 分 的 四

则运算法则和一阶微分形式的不变性，会求函数的微分
（３）了解高阶导数的概念，会求简单函数的ｎ阶导数
（４）会求分段函数的一阶、二阶导数
（５）会求隐函数和由参数方程所确定的函数以及反函数的导数
（６）理解并会用罗尔定理、拉格朗日中值定理和泰勒定理，了解并会用柯西中值定理
（７）理解函数的极值概念，掌握用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法，掌握函数最大值和最小

值的求法及其简单应用
（８）会用导数判断函数图形的凹凸性，会求函数图形 的 拐 点 以 及 水 平、铅 直 和 斜 渐 近 线，会 描 绘 函 数 的

图形
（９）掌握用洛必塔法则求未定式极限的方法
（１０）了解曲率和曲率半径的概念，会计算曲率和曲率半径

二、基本概念与理论

１．导数与微分

（１）设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 的某邻域内有定义，如果极限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

存在，就称ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可

导，并把该极限称作ｆ（ｘ）在ｘ０ 处的导数，记作ｄｙ
ｄｘ ｘ＝ｘ０

或ｆ′（ｘ０）或ｙ′（ｘ０）．

即 ｄｙ
ｄｘ ｘ＝ｘ０

＝ｆ′（ｘ０）＝ｙ′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

Δｙ
Δｘ

．

按左、右极限概念，相应地有

左导数：ｆ′－ （ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

；

右导数：ｆ′＋ （ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

．

导数ｆ′（ｘ０）存在的充要条件是左、右导数ｆ′－ （ｘ０），ｆ′＋ （ｘ０）存在且相等．

导数ｆ′（ｘ０）存在的必要条件是函数ｆ（ｘ）在ｘ０ 处连续．
（２）设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 的某邻域内有定义，如果函数增量

Δｙ＝ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）可表示成

—３２—

高等数学



Δｙ＝ＡΔｘ＋ｏ（Δｘ），

其 中，数Ａ 与点ｘ０ 有关而与自变量增量Δｘ无关，ｏ（Δｘ）是Δｘ的高阶无穷小量，那么称ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可

微分，并把ＡΔｘ称作ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 处的微分，记为ｄｙ＝ＡΔｘ＝Ａｄｘ．
函数ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可微分的充要条件是ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可导，且微分ｄｙ＝ｆ′（ｘ０）ｄｘ．
（３）求导与微分的基本法则

设ｕ，ｖ均可微（ａ，ｂ是常数），则

① （ａｕ＋ｂｖ）′＝ａｕ′＋ｂｖ′；　ｄ（ａｕ＋ｂｖ）＝ａｄｕ＋ｂｄｖ． （线性）

② （ｕ·ｖ）′＝ｕ′ｖ＋ｕｖ′； ｄ（ｕ·ｖ）＝ｖｄｕ＋ｕｄｖ．

③ ｕ（ ）ｖ
′＝ｕ′ｖ－ｕｖ′

ｖ２ ； ｄ ｕ（ ）ｖ ＝ｖｄｕ－ｕｄｖ
ｖ２ ．

④ 若ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝φ（ｘ）均可微，则

ｄｙ
ｄｘ＝ｄｙ

ｄｕ
·ｄｕ
ｄｘ＝ｆ′［φ（ｘ）］φ′（ｘ）；

ｄｙ＝ｆ′（ｕ）ｄｕ＝ｆ′（ｕ）φ′（ｘ）ｄｘ． （链式法则）

⑤ 设ｙ＝ｆ（ｘ）可微，且在区间Ｉｘ 上ｆ′（ｘ）≠０，则反函数ｘ＝φ（ｙ）存在且在相应区间Ｉｘ 上可导，并有

ｄｘ
ｄｙ＝

１
ｄｙ
ｄｘ ｙ＝ｆ（ｘ）

．

⑥ 设函数
ｘ＝ｘ（ｔ）

ｙ＝ｙ（ｔ｛ ）
，其中ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）可导且ｘ′（ｔ）≠０，则

ｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

＝ｙ′（ｔ）
ｘ′（ｔ）

；　　ｄｙ＝ｙ′（ｔ）
ｘ′（ｔ）ｄｘ．

⑦ 设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）均具有ｎ阶导数（ａ，ｂ是常数），则

［ａｆ＋ｂｇ］（ｎ）＝ａｆ
（ｎ）＋ｂｇ

（ｎ）； （线性）

［ｆ·ｇ］（ｎ）＝ 
ｎ

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎｆ
（ｋ）·ｇ

（ｎ－ｋ） Ｃｋ
ｎ ＝ｎ（ｎ－１）…（ｎ－ｋ＋１）

ｋ（ ）！ ． （莱布尼兹公式）

请熟记基本初等函数的导数公式（同 济 大 学 数 学 教 研 室 编．高 等 数 学 第 五 版 上 册．高 等 教 育 出 版 社 出

版，Ｐ．９４）及以下导数公式：

（ｅｘ）（ｎ）＝ｅｘ；（ａｘ）（ｎ）＝ａｘ（ｌｎａ）ｎ　（ａ＞０）；　　　　

（ｓｉｎｘ）（ｎ）＝ｓｉｎ ｘ＋ｎπ（ ）２
；　（ｃｏｓｘ）（ｎ）＝ｃｏｓｘ＋ｎπ（ ）２

；

（ｘμ）（ｎ）＝μ（μ－１）·…·（μ－ｎ＋１）·ｘμ－ｎ；

１（ ）ｘ

（ｎ）

＝
（－１）ｎｎ！

ｘｎ＋１
；

（ｌｎｘ）（ｎ）＝
（－１）ｎ－１（ｎ－１）！

ｘｎ ．

ｙ′（ｘ０）表示平面曲线ｙ＝ｙ（ｘ）在（ｘ０，ｙ０）处的切线的斜率．
若ｙ＝ｙ（ｘ）表示动点在时刻ｘ０ 的位移，那么，ｙ′（ｘ０）与ｙ″（ｘ０）分别是动点在时刻ｘ０ 的速度与加速度．
２．中值定理

（１）罗尔定理 　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），则至少有一点ξ∈ （ａ，ｂ），使

得ｆ′（ξ）＝０．
（２）拉格朗日定理 　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导，则至少有一点ξ∈ （ａ，ｂ），使得ｆ′（ξ）＝
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ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）
ｂ－ａ ．

（３）柯西定理 　 设ｆ（ｘ）及ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导，且在（ａ，ｂ）内ｇ′（ｘ）≠０，则至少有一

点ξ∈ （ａ，ｂ），使得ｆ′（ξ）
ｇ′（ξ）＝ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）

ｇ（ｂ）－ｇ（ａ）．

（４）泰勒定理 　 设ｆ（ｘ）在ｘ０ 的某邻域（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）（δ＞０）内有ｎ＋１阶导数，ｘ∈ （ｘ０－δ，ｘ０＋δ），
且ｘ≠ｘ０，则在ｘ０ 与ｘ之间至少有一点ξ，使得

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）＋…　　　　　　　

＋ｆ
（ｎ）（ｘ０）
ｎ！

（ｘ－ｘ０）ｎ ＋ｆ
（ｎ＋１）（ξ）

（ｎ＋１）！
（ｘ－ｘ０）ｎ＋１．

（５）洛必塔法则 　 设ｆ（ｘ）及ｇ（ｘ）在ｘ０ 的 某 去 心 邻 域 内 可 导，且ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝０，若 极 限

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）存在（或 ∞），则不定式极限ｌｉｍ

ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ０

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）．（其他情况下的洛必塔法则恕不赘述）

３．函数的性态与极值问题

（１）单调性 　 设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间 Ⅰ 内可导，若当ｘ∈ Ⅰ 时，ｆ′（ｘ）＞０（＜０），则ｆ（ｘ）在区间 Ⅰ
内单调递增（减）

（２）凹凸性 　 若在区间 Ⅰ 内定义的函数ｙ＝ｆ（ｘ）对任意的ｘ１，ｘ２ ∈ Ⅰ，ｘ１ ≠ｘ２，有ｆ
ｘ１＋ｘ２（ ）２ ＜

ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）
２

，则ｙ＝ｆ（ｘ）在 Ⅰ 上的图像是凹的（图２１（ａ））．

若对任意的ｘ１，ｘ２ ∈ Ⅰ，ｘ１ ≠ｘ２，有ｆ
ｘ１＋ｘ２（ ）２ ＞

ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）
２

，则ｙ＝ｆ（ｘ）在 Ⅰ 上的图像是凸的

（图２１（ｂ））．

图２１

若ｙ＝ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）具有二阶导数，当ｆ″（ｘ）＞０（＜０）时，则曲线ｙ＝ｆ（ｘ）是凹（凸）的；
若ｆ″（ｘ０）＝０或ｆ″（ｘ０）不存在，且ｆ″（ｘ）在ｘ０ 两侧异号，则点（ｘ０，ｆ（ｘ０））是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点．
（３）极值问题 　 如果可导函数ｆ（ｘ）在ｘ０ 处取得极值，必有ｆ′（ｘ０）＝０（ｆ′（ｘ）的零点称为驻点）．
判别函数极值点的方法：

① 如果ｘ０ 是ｆ（ｘ）的驻点
獉獉

或不可导点
獉獉獉獉

，那么ｘ０ 有可能
獉獉

是ｆ（ｘ）的极值点．若ｆ′（ｘ）在ｘ０ 的两侧是异号

的，则ｘ０ 是ｆ（ｘ）的极值点，否则ｘ０ 不是极值点．

设δ＞０，若
ｆ′（ｘ）＞０，　ｘ∈ （ｘ０－δ，ｘ０）；

ｆ′（ｘ）＜０，　ｘ∈ （ｘ０，ｘ０＋δ）｛ ．
　 则ｘ０ 是ｆ（ｘ）的极大值点；

若
ｆ′（ｘ）＜０，　ｘ∈ （ｘ０－δ，ｘ０）；

ｆ′（ｘ）＞０，　ｘ∈ （ｘ０，ｘ０＋δ）｛ ．
　 则ｘ０ 是ｆ（ｘ）的极小值点．

② 如果ｘ０ 是ｆ（ｘ）的二阶可导点，且ｆ′（ｘ０）＝０，那么，当ｆ″（ｘ０）＜０时，ｘ０ 是ｆ（ｘ）的极大值点；当

ｆ″（ｘ０）＞０时，ｘ０ 是ｆ（ｘ）的极小值点．
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连续函数ｙ＝ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上最大（最小）值的求法：
求出ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］内 的 所 有 驻 点 与 不 可 导 点 ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ；然 后 比 较 ｆ（ａ），ｆ（ｂ），ｆ（ｘ１），ｆ（ｘ２），…，

ｆ（ｘｋ）的大小，其中最大（小）的一个就是ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的最大（小）值．
（４）曲线的曲率 　 设曲线的方程ｙ＝ｙ（ｘ）在ｘ０ 处有二阶导数，则

Ｋ ＝ ｜ｙ″（ｘ０）｜
（１＋［ｙ′（ｘ０）］２）３

／２

是曲线在点（ｘ０，ｙ（ｘ０））处的曲率，Ｒ＝ １
Ｋ

是它的曲率半径．

（５）曲线的渐近线 　 设曲线的方程是ｙ＝ｙ（ｘ），
若 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
（ｘ→－∞）

ｙ（ｘ）＝ａ，则ｙ＝ａ是曲线的水平渐近线；

若 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０＋０
（ｘ→ｘ０－０）

ｙ（ｘ）＝ ∞，则ｘ＝ｘ０ 是曲线的铅直渐近线；

若 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
（ｘ→－∞）

ｙ（ｘ）
ｘ ＝ａ，且 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
（ｘ→－∞）

［ｙ（ｘ）－ａｘ］＝ｂ，则ｙ＝ａｘ＋ｂ是曲线的斜渐近线．

三、基本题型与解题方法

１．求导法

（１）按定义求导 　 当函数不满足求导法则的条件时，或者分段表示的函数的分点处，必须用定义求导．
例２１　 设ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可导，求

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ０＋ｘ）－ｆ（ｘ０－３ｘ）
ｘ ．

解 　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ０＋ｘ）－ｆ（ｘ０－３ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

［ｆ（ｘ０＋ｘ）－ｆ（ｘ０）］＋［ｆ（ｘ０）－ｆ（ｘ０－３ｘ）］
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ０＋ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ ＋３ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ０－３ｘ）－ｆ（ｘ０）
－３ｘ ＝ｆ′（ｘ０）＋３ｆ′（ｘ０）＝４ｆ′（ｘ０）．

注 　 本题有个常见的错误做法：

令 ｘ０－３ｘ＝ｔ，则ｘ０ ＝ｔ＋３ｘ，

　　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ０＋ｘ）－ｆ（ｘ０－３ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｔ＋４ｘ）－ｆ（ｔ）
ｘ ＝４ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ′（ｔ） （１）

＝４ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ０－３ｘ）＝４ｆ′（ｘ０） （２）

因为题目中只设ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可导，没说在ｘ０ 及其邻域内可导，更没假定ｆ′（ｘ）在ｘ０ 点处连续，所以上

面做法是无根据的 在学习数学时，一定注意数学的严谨性，给了什么条件，只能用什么条件
例２２　 设ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）ｓｉｎα（ｘ－ｘ０）（α≥１），其中ｇ（ｘ）在ｘ０ 处连续，证明ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可导
证 　 因为ｆ（ｘ０）＝０，

所以 ｆ′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）ｓｉｎα（ｘ－ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝
ｇ（ｘ０）， α＝１；

０， α＞１｛ ，

所以ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可导
例２３　 设不恒为零的奇函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导，试说明ｘ＝０为函数ｆ（ｘ）／ｘ的何种间断点
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解 　 因为ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ），令ｘ＝０，得

ｆ（０）＝０，

故 ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｆ′（０）．

所以，ｆ（ｘ）／ｘ在ｘ ＝０处有极限，从而ｘ＝０是ｆ（ｘ）／ｘ的可去间断点
例２４　 已知ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导，且ｆ（ａ）＞０，求

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ ａ＋ １（ ）ｎ
ｆ（ａ

［ ］
）

ｎ

解 　ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导，所以

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ ｆ ａ＋ １（ ）ｎ －ｆ（ａ［ ］） ＝ｆ′（ａ），

且当ｎ充分大时，ｆ ａ＋ １（ ）ｎ ＞０，

故 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ ａ＋ １（ ）ｎ
ｆ（ａ

［ ］
）

ｎ

＝ｅｘｐ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｌｎ １＋
ｆ ａ＋ １（ ）ｎ －ｆ（ａ）

ｆ（ａ
［ ］烅

烄

烆
烍
烌

烎）

＝ｅｘｐ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｆ ａ＋ １（ ）ｎ －ｆ（ａ）

ｆ（ａ
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝ｅｘｐ ｆ′（ａ）

ｆ（ａ｛ ｝） ．

例２５　 设函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处连续，且｜ｆ（ｘ）｜在ｘ０ 处可导，证明ｆ（ｘ）在ｘ０ 处也可导
证 　 当ｆ（ｘ０）≠０时，记｜ｆ（ｘ０）｜′为｜ｆ（ｘ）｜在ｘ０ 处的导数，因为

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ２（ｘ）－ｆ２（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

｜ｆ（ｘ）｜－｜ｆ（ｘ０）｜
ｘ－ｘ０

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［｜ｆ（ｘ）｜＋｜ｆ（ｘ０）｜］

＝２｜ｆ（ｘ０）｜｜ｆ（ｘ０）｜′

存在，

所以， ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ０）

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ２（ｘ）－ｆ２（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝｜ｆ（ｘ０）｜
ｆ（ｘ０）

｜ｆ（ｘ０）｜′．

当ｆ（ｘ０）＝０时，

因为 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

｜ｆ（ｘ）｜
ｘ－ｘ０

＝｜ｆ（ｘ０）｜′＝Ａ 存在，

又， Ａ＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

｜ｆ（ｘ）｜
ｘ－ｘ０

≥０，　Ａ＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

｜ｆ（ｘ）｜
ｘ－ｘ０

≤０．

故 　Ａ＝０，

从而 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）
ｘ－ｘ０

＝０．

综上所述，ｆ（ｘ）在ｘ０ 处可导，且

ｆ′（ｘ０）＝
｜ｆ（ｘ０）｜′

｜ｆ（ｘ０）｜
ｆ（ｘ０）

， ｆ（ｘ０）≠０；

０， ｆ（ｘ０）＝０
烅
烄

烆 ．
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例２６　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＞０ 试证在（ａ，ｂ）内至少有一点ξ，使

ｆ（ξ）＝ｆ（ａ）．
证法１　（反证法）因为ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＞０，不妨设ｆ′（ａ）＞０且ｆ′（ｂ）＞０如果对任何ｘ∈ （ａ，ｂ），都

有ｆ（ｘ）≠ｆ（ａ），那么在（ａ，ｂ）内

ｆ（ｘ）＜ｆ（ａ）或ｆ（ｘ）＞ｆ（ａ）

成立

１）若有ｆ（ｘ）＜ｆ（ａ），ｘ∈ （ａ，ｂ），则

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＜０，　ｘ∈ （ａ，ｂ），

从而 ｆ′（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ≤０，

这与ｆ′（ａ）＞０矛盾

２）若有ｆ（ｘ）＞ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ），ｘ∈ （ａ，ｂ），则

ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｘ－ｂ ＜０，　ｘ∈ （ａ，ｂ），

从而 ｆ′（ｂ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｘ－ｂ ≤０，

这与ｆ′（ｂ）＞０矛盾
综上所述，至少存在一点ξ∈ （ａ，ｂ）使ｆ（ξ）＝ｆ（ａ） 同理可证ｆ′（ａ）＜０且ｆ′（ｂ）＜０的情况
证法２　 因为ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＞０，所以，可不妨设ｆ′（ａ）＞０，且ｆ′（ｂ）＞０ 由于

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｆ′（ａ）＞０，

所以，存在ｃａ＜ｃ＜ａ＋ｂ（ ）２
使

ｆ（ｃ）－ｆ（ａ）
ｃ－ａ ＞０， （１）

ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｘ－ｂ ＝ｆ′（ｂ）＞０

所以，存在ｄ ａ＋ｂ
２ ＜ｄ＜（ ）ｂ 使

ｆ（ｄ）－ｆ（ｂ）
ｄ－ｂ ＞０ （２）

ｆ（ｃ）＞ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＞ｆ（ｄ），

［ｃ，ｄ］ ［ａ，ｂ］ 由ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的连续性知，ｆ（ｘ）在［ｃ，ｄ］上也连续，根据介值定理可知，至少存在一点

ξ∈ ［ｃ，ｄ］ （ａ，ｂ），使ｆ（ξ）＝ｆ（ａ）．
同理可证ｆ′（ａ）＜０且ｆ′（ｂ）＜０的情况
例２７　 设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，对任何ｘ、ｙ∈ （－∞，＋∞）有

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），

ｆ′（０）＝１ 证明当ｘ∈ （－∞，＋∞）时，ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）．
解 　 因为对任何ｘ，ｙ∈ （－∞，＋∞）有

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），
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特取ｙ＝０，则有

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｆ（０），　ｆ（ｘ）［１－ｆ（０）］＝０．

由ｃ的任意性及ｆ′（０）＝１，得

ｆ（０）＝１，

所以对任何ｘ∈ （－∞，＋∞），有

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（ｘ）ｆ（Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ）［ｆ（Δｘ）－１］
Δｘ ＝ｆ（ｘ）ｆ′（０）＝ｆ（ｘ）．

例２８　 设ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某个邻域内有定义，ｘ，ｙ为该邻域内任意两点，且ｆ（ｘ）满足条件：

（１）ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）＋１，

（２）ｆ′（０）＝０．
证明：在上述邻域内ｆ′（ｘ）＝１．
证 　 记题给ｘ＝０的某个邻域为Ｅ，那么对任何ｘ，ｙ∈Ｅ 均有

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）＋１，

所以，取ｙ＝０时，可得

ｆ（０）＝－１．

这样，对任何ｘ∈Ｅ，必有 Δｘ∈Ｅ 及ｘ＋Δｘ∈Ｅ，且

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ 　　　　　　　　　　　　

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ）＋ｆ（Δｘ）＋１－ｆ（ｘ）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（Δｘ）－ｆ（０）
Δｘ ＝ｆ′（０）＝１．

即对任何ｘ∈Ｅ 有ｆ′（ｘ）＝１．
例２９　 求ａ，ｂ的值，使函数

ｆ（ｘ）＝
ｘ２＋２ｘ＋３ ｘ≤０；

ａｘ＋ｂ ｘ ＞０｛ ．

在（－∞，＋∞）内连续、可导
解 　 因为当ｘ＞０或ｘ＜０时，ｆ（ｘ）均为多项式，所以ｆ（ｘ）在（－∞，０）、（０，＋∞）上连续、可导

欲使ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，则应有

ｆ（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ａｘ＋ｂ）＝ｂ，

但 ｆ（０）＝３，

所以，ｂ＝３．
欲使ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导，则有

ｆ′－ （０）＝ｆ′＋ （０），

但 ｆ′－ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝２，

ｆ′＋ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ａｘ＋ｂ－３
ｘ ＝ａ，
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所以，ａ＝２．
故当ａ＝２，ｂ＝３时，ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内连续、可导

例２１０　 设函数

ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎｘ， － π
２ ≤ｘ＜０；

ｅｘ －１， ０≤ｘ＜ｌｎ３；

２ｘ２， ｌｎ３≤ｘ＜３

烅

烄

烆 ．

讨论ｆ（ｘ）的连续性与可导性
解 　 易知ｆ（ｘ）的定义域为［－π／２，３），且ｆ（ｘ）在［－π／２，０），（０，ｌｎ３），（ｌｎ３，３）上 均 为 初 等 函 数，所 以

ｆ（ｘ）在这些区间上是连续的，且是可导的因此，我们只要考虑ｆ（ｘ）在分段点ｘ＝０和ｘ＝ｌｎ３处的情况
在ｘ＝０处，因为

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｓｉｎｘ＝０．

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｅｘ －１）＝０，

而 　ｆ（０）＝０，

所以，ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续 又

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，　ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｅｘ －１
ｘ ＝１，

故ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导
在ｘ＝ｌｎ３处，因为

ｌｉｍ
ｘ→ｌｎ３

－
ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→ｌｎ３
－
（ｅｘ －１）＝２，　 ｌｉｍ

ｘ→ｌｎ３
＋
ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→ｌｎ３
＋
２ｘ２ ＝２ｌｎ２３，

所以，ｆ（ｘ）在ｘ＝ｌｎ３处不连续，当然不可导

例２１１　 讨论函数ｆ（ｘ）＝

ｘ

１－ｅ
１
ｘ

， ｘ≠０，

０， ｘ＝

烅
烄

烆 ０

在ｘ＝０处的连续性和可导性

解 　ｌｉｍ
ｘ→０－

ｅ
１
ｘ ＝０，ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ

１
ｘ ＝ ∞，ｆ（０－）＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｘ

１－ｅ
１
ｘ

＝０，ｆ（０＋）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ

１－ｅ
１
ｘ

＝０，

　　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝０＝ｆ（０），所以ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续

　　ｆ′－ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

１

１－ｅ
１
ｘ

＝１，ｆ′＋ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１

１－ｅ
１
ｘ

＝０，

　　ｆ′－ （０）≠ｆ′＋ （０），所以ｆ（ｘ）在ｘ＝０处不可导

例２１２　 设ｆ（ｘ）＝
１－ １－槡 ｘ

ｘ
， ｘ＜０；

（ａ＋ｂｘ）， ｘ≥０
烅
烄

烆 ．

试求常数ａ，ｂ使ｆ（ｘ）连续且可导

解 　 因为ｆ（０－）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

１－ １－槡 ｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｘ
ｘ（１＋ １－槡 ｘ）

＝ １
２

，

ｆ（０＋）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ａ＋ｂｘ）＝ａ＝ｆ（０），
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所以当ａ＝ １
２

时，ｆ（ｘ）在ｘ＝０点处连续，从而处处连续

又，因为

ｆ′－ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

１－ １－槡 ｘ
ｘ － １

２
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

２－２ １－槡 ｘ－ｘ
２ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

１
１－槡 ｘ

－１

４ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０－

１－ １－槡 ｘ
４ｘ １－槡 ｘ

＝ １
４ ｌｉｍ

ｘ→０－

１－槡 ｘ－１
－ｘ ＝ １

８
，

ｆ′＋ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１
２ ＋ｂｘ－ １

２
ｘ ＝ｂ，

所以当ａ＝ １
２

，ｂ＝ １
８

时，ｆ′（０）存在，从而ｆ（ｘ）处处可导

例２１３　 设ｆ（ｘ）＝
ａｌｎｘ
ｘ－１

， ｘ＞０且ｘ≠１；

ｂ， ｘ＝１
烅
烄

烆 ，
求ａ，ｂ使ｆ（ｘ）在ｘ＝１处可导，且ｆ′（１）＝－ １

２．

解 　 由条件ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续，所以ｆ（１）＝ｂ＝ｌｉｍ
ｘ→１

ａｌｎｘ
ｘ－１＝ａｌｉｍ

ｘ→１

１
ｘ ＝ａ，即ａ＝ｂ

因为 ｆ′（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ａｌｎｘ
ｘ－１－ａ

ｘ－１ ＝ａｌｉｍ
ｘ→１

ｌｎｘ－ｘ＋１
（ｘ－１）２ ＝ａｌｉｍ

ｘ→１

１
ｘ －１

２（ｘ－１）

＝ａｌｉｍ
ｘ→１

１－ｘ
２ｘ（ｘ－１）＝－ ａ

２ ＝－ １
２

，

所以ａ＝１，又ｂ＝ａ，所以ｂ＝１．

例２１４　 设ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，且ｆ（ａ）＝０，ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）
ｘ－ａ

， ｘ≠ａ；

ｆ′（ａ）， ｘ＝ａ
烅
烄

烆 ，
　 求ｇ′（ｘ），并证明ｇ（ｘ）

的一阶导数在ｘ＝ａ点处连续

解 　 当ｘ≠ａ时，ｇ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）（ｘ－ａ）－ｆ（ｘ）
（ｘ－ａ）２

，当ｘ＝ａ时，

ｇ′（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ－ｆ′（ａ）

ｘ－ａ 　　　　　　　　　　

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）－ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）
（ｘ－ａ）２ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ

ｆ′（ｘ）－ｆ′（ａ）
２（ｘ－ａ） ＝ｆ″（ａ）

２ ．

即 ｇ′（ｘ）＝

ｆ′（ｘ）（ｘ－ａ）－ｆ（ｘ）
（ｘ－ａ）２

， ｘ≠ａ；

ｆ″（ａ）
２

， ｘ＝ａ
烅

烄

烆 ．

再证ｇ′（ｘ）在ｘ＝ａ点处连续：

ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｇ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ′（ｘ）（ｘ－ａ）－ｆ（ｘ）
（ｘ－ａ）２ 　　　　　　　　　　　　　　

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ″（ｘ）（ｘ－ａ）＋ｆ′（ｘ）－ｆ′（ｘ）
２（ｘ－ａ） ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ

ｆ″（ｘ）
２

，
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因为ｆ″（ｘ）连续，所以ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｇ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ″（ｘ）
２ ＝ｆ″（ａ）

２
，所以ｌｉｍ

ｘ→ａ
ｇ′（ｘ）＝ｇ′（ａ），即ｇ′（ｘ）在ｘ＝ａ处连

续
例２１５　 设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上一阶可导，且ｆ″（０）存在，又ｆ（０）＝ｆ′（０）＝０，试求函数ｇ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）
ｘ

， ｘ≠０；

０， ｘ＝
烅
烄

烆 ０
　 的导数

解 　ｇ′（ｘ）＝ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｘ２ （ｘ≠０），

ｇ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｇ（ｘ）－ｇ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ －０

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ２ 　　　　　　

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）
２ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）－ｆ′（０）
２（ｘ－０） ＝ｆ″（０）

２
，

ｇ′（ｘ）＝

ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｘ２ ， ｘ≠０；

ｆ″（０）
２

， ｘ＝０
烅

烄

烆 ．

例２１６　 函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内有定义，对任意ｘ都有ｆ（ｘ＋１）＝２ｆ（ｘ），且当０≤ｘ≤１时，ｆ（ｘ）

＝ｘ（１－ｘ２），试判断在ｘ＝０点函数ｆ（ｘ）是否可导

解 　 因为当０≤ｘ≤１时，ｆ（ｘ）＝ｘ（１－ｘ２），所以

ｆ（０）＝０，

ｆ′＋ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ（１－ｘ２）－０
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
（１－ｘ２）＝１，

　　　　　　

当 －１≤ｘ≤０时，０≤ｘ＋１≤１，

ｆ（ｘ）＝ １
２ｆ（ｘ＋１）＝ １

２
（ｘ＋１）［１－（ｘ＋１）２］＝－ １

２ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２），

ｆ′－ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

－ １
２ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）－０

ｘ ＝－ １
２ ｌｉｍ

ｘ→０－
（ｘ＋１）（ｘ＋２）＝－１，

ｆ′－ （０）≠ｆ′＋ （０），

所以ｆ（ｘ）在ｘ＝０处不可导

例２１７　 设ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜３，ｘ∈ ［－１，１］ 证明ｘ＝０是ｆ（ｘ）的间断点，并判断其类型

证 　ｆ（ｘ）＝
－ｓｉｎ３ｘ， ｘ∈ ［－１，０）；

ｓｉｎ３ｘ， ｘ∈ ［０，１｛ ］，

ｆ′（ｘ）＝
－３ｓｉｎ２ｘｃｏｓｘ ｘ ∈ ［－１，０），

３ｓｉｎ２ｘｃｏｓｘ， ｘ∈ （０，１｛ ］，

且ｆ′（０）＝０．

ｆ″（ｘ）＝
３ｓｉｎ３ｘ－６ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ ｘ ∈ ［－１，０），

－３ｓｉｎ３ｘ＋６ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ， ｘ∈ （０，１｛ ］，

且ｆ″（０）＝０．
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ｆ（ｘ）＝
２１ｓｉｎ２ｘｃｏｓｘ－６ｃｏｓ３ｘ， ｘ∈ ［－１，０）；

－２１ｓｉｎ２ｘｃｏｓｘ＋６ｃｏｓ３ｘ， ｘ∈ （０，１］｛ ．

而 ｆ＋ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－３ｓｉｎ３ｘ＋６ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ
ｘ ＝６，

ｆ－ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

３ｓｉｎ３ｘ－６ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ
ｘ ＝－６，

故ｆ（ｘ）在ｘ＝０处的三阶导数不存在，又

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

（２１ｓｉｎ２ｘｃｏｓｘ－６ｃｏｓ３ｘ）＝－６，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（－２１ｓｉｎ２ｘｃｏｓｘ＋６ｃｏｓ３ｘ）＝６，

故ｘ＝０是ｆ（ｘ）的第一类间断点

例２１８　 讨论函数ｆ（ｘ）＝ｘ｜ｘ（ｘ－１）｜的可导性

解 　 由ｘ（ｘ－１）≥０，得ｘ≤０或ｘ≥１，

由ｘ（ｘ－１）＜０，得ｘ∈ （０，１）．

所以，ｆ（ｘ）＝
ｘ３－ｘ２， ｘ≤０或ｘ≥１；

ｘ２－ｘ３， ｘ∈ （０，１）｛ ．

且ｆ′（ｘ）＝
３ｘ２－２ｘ， ｘ＜０或ｘ＞１；

２ｘ－３ｘ２， ｘ∈ （０，１）｛ ．

又 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｘ３－ｘ２

ｘ ＝０，　ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ２－ｘ３

ｘ ＝０，

所以，ｆ′（０）＝０．

而 ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１－

ｘ２－ｘ３

ｘ－１ ＝－１，　ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１＋

ｘ３－ｘ２

ｘ－１ ＝１，

故ｆ（ｘ）在ｘ＝１处不可导

综上所述，ｆ（ｘ）在ｘ＝１处不可导，在（－∞，１）、（１，＋∞）上可导

例２１９　 设ｆ（ｘ）＝
ｘａｒｃｔａｎ１

ｘ２， ｘ≠０；

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ，
　 试讨论ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处的连续性

解 　 因为ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘａｒｃｔａｎ１
ｘ２

ｘ ＝ π
２

，

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａｒｃｔａｎ１
ｘ２ － ２ｘ２

１＋ｘ（ ）４ ＝ π
２

，

所以ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处是连续的

例２２０　 设函数ｆ（ｘ）＝

１－２ｘ２， ｘ＜－１；

ｘ３， －１≤ｘ≤２；

１２ｘ－１６， ｘ＞２

烅
烄

烆 ．

（１）写出ｆ（ｘ）的反函数ｇ（ｘ）的表达式；

（２）ｇ（ｘ）是否有间断点、不可导点？若有，指出这些点
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解 　（１）ｇ（ｘ）＝

－ １－ｘ槡２
， ｘ＜－１；

３
槡ｘ， －１≤ｘ≤８；

ｘ＋１６
１２

， ｘ＞８

烅

烄

烆 ．

（２）ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）内处处连续，没有间断点ｇ（ｘ）的不可导点是ｘ＝０及ｘ＝－１
（２）按公式计算

按公式计算导数除了按基本初等函数的求导公式外，还有对可导函数的四则运算函数的求导公式、复合

函数求导的链式法则以及隐函数求导公式、反函数求导公式 另外，还有利用复合函数、反函 数 求 导 公 式 导

出的参数方程形式的函数求导法和利用隐函数求导公式得到的对幂指函数的对数求导法

例２２１　 求 ｄ
ｄｘ∫

ｘ２

０
（ｘ２－ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ，其中ｆ（ｔ）为已知的连续函数

解 　 原式 ＝ ｘ２∫
ｘ２

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－∫

ｘ２

０
ｔｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ′＝２ｘ∫

ｘ２

０
ｆ（ｔ）ｄｔ．

例２２２　 设ｙ＝ｓｉｎ［ｆ（ｘ２）］，其中ｆ具有二阶导数，求ｄ２ｙ
ｄｘ２．

解 　ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝２ｆ′（ｘ２）ｃｏｓ［ｆ（ｘ２）］＋４ｘ２｛ｆ″（ｘ２）ｃｏｓ［ｆ（ｘ２）］－［ｆ′（ｘ２）］２ｓｉｎ［ｆ（ｘ２）］｝．

例２２３　 设

ｘ＝ｃｏｓ（ｔ２），

ｙ＝ｔｃｏｓ（ｔ２）－∫
ｔ２

１

１
２槡ｕ

ｃｏｓｕｄ
烅
烄

烆
ｕ
，求ｄｙ

ｄｘ
，ｄ

２ｙ
ｄｘ２ 在ｔ＝ π槡２

的值

解 　ｄｙ
ｄｘ＝ｔ，　ｄ２ｙ

ｄｘ２ ＝－ １
２ｔｓｉｎ（ｔ２）

，所以

ｄｙ
ｄｘ ｔ＝ π槡２

＝ π槡２
，　

ｄ２ｙ
ｄｘ２

ｔ＝ π槡２

＝－ １
２槡π

．

例２２４　 设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程ｘｅｆ（ｙ）＝ｅｙ 确定，其中ｆ具有二阶导数，且ｆ′≠１，求ｄ２ｙ
ｄｘ２．

解 　 方程两边取对数，得ｌｎｘ＋ｆ（ｙ）＝ｙ，从而求得

ｙ′＝ １
ｘ［１－ｆ′（ｙ）］，　ｙ″＝－

［１－ｆ′（ｙ）］２－ｆ″（ｙ）
ｘ２［１－ｆ′（ｙ）］３ ．　　

例２２５　 设
ｘ＝∫

ｔ

０
ｆ（ｕ２）ｄｕ，

ｙ＝ ［ｆ（ｔ２）］
烅
烄

烆 ２

，　 其中ｆ（ｕ）具有二阶导数，且ｆ（ｕ）≠０，求ｄ２ｙ
ｄｘ２．

解 　ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ２），ｄｙ

ｄｔ＝４ｔｆ（ｔ２）ｆ′（ｔ２），所以

ｄｙ
ｄｘ＝４ｔｆ′（ｔ２），　ｄ２ｙ

ｄｘ２ ＝４［ｆ′（ｔ２）＋２ｔ２ｆ″（ｔ２）］
ｆ（ｔ２） ．

例２２６　 设ｙ＝ｙ（ｘ）由ｙ＝ｆ（ｘ＋ｙ）确定，且ｆ″存在 求ｄｙ
ｄｘ

，ｄ
２ｙ

ｄｘ２．

解 　 由ｙ＝ｆ（ｘ＋ｙ），令ｕ＝ｘ＋ｙ，则

ｄｙ
ｄｘ＝ｆ′（ｕ）１＋ｄｙ

ｄ（ ）ｘ ． （１）　　　　　
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即 ｄｙ
ｄｘ＝ ｆ′（ｕ）

１－ｆ′（ｕ）．　　　　　

由式（１），两边再对ｘ求导，有

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝ｆ″（ｕ）１＋ｄｙ

ｄ（ ）ｘ

２

＋ｆ′（ｕ）·ｄ２ｙ
ｄｘ２， （２）

由式（２）解得

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝

ｆ″（ｕ）１＋ ｆ′（ｕ）
１－ｆ′（ｕ（ ））

２

１－ｆ′（ｕ） ＝ ｆ″（ｕ）
（１－ｆ′（ｕ））３．

例２２７　 设ｘ（ｔ）＝∫
ｔ２

１
ｕｌｎｕｄｕ，ｙ（ｔ）＝∫

１

ｔ２
ｕ２ｌｎｕｄｕ，求ｄｙ

ｄｘ．

解 　ｙ′（ｔ）＝－ｔ４ｌｎｔ２（２ｔ）＝－２ｔ５ｌｎｔ２，

ｘ′（ｔ）＝ｔ２ｌｎｔ２（２ｔ）＝２ｔ３ｌｎｔ２．

所以 ｄｙ
ｄｘ＝ｙ′（ｔ）

ｘ′（ｔ）＝－ｔ２．　　　　　　

例２２８　 设２ｘ－ｔａｎ（ｘ－ｙ）＝∫
ｘ－ｙ

０
ｓｅｃ２ｔｄｔ，确定ｙ＝ｙ（ｘ）（ｘ≠ｙ） 求ｄ２ｙ

ｄｘ２．

解 　 两边关于ｘ求导，得

２－ｓｅｃ２（ｘ－ｙ）１－ｄｙ
ｄ（ ）ｘ ＝ｓｅｃ２（ｘ－ｙ）１－ｄｙ

ｄ（ ）ｘ
，

解得 ｄｙ
ｄｘ＝ｓｉｎ２（ｘ－ｙ）．　　　　　　

所以 ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝２ｓｉｎ（ｘ－ｙ）ｃｏｓ（ｘ－ｙ）１－ｄｙ

ｄ（ ）ｘ ＝ｓｉｎ２（ｘ－ｙ）［１－ｓｉｎ２（ｘ－ｙ）］

＝ｓｉｎ２（ｘ－ｙ）ｃｏｓ２（ｘ－ｙ）．

例２２９　 设函数ｆ（ｙ）的反函数ｆ－１（ｘ）以及ｆ′［ｆ－１（ｘ）］，ｆ″［ｆ－１（ｘ）］都存在，且ｆ′［ｆ－１（ｘ）］≠０证

明：

ｄ２ｆ－１（ｘ）
ｄｘ２ ＝ －ｆ″（ｆ－１（ｘ））

｛ｆ′［ｆ－１（ｘ）］｝３．

证 　 令ｘ＝ｆ（ｙ），则ｙ＝ｆ－１（ｘ） 将ｘ＝ｆ（ｙ）对ｘ求导得

１＝ｆ′（ｙ）ｄｙ
ｄｘ

，

所以 ｄｙ
ｄｘ＝ １

ｆ′（ｙ）．

两边再对ｘ求导，得

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝

－ｆ″（ｙ）ｄｙ
ｄｘ

［ｆ′（ｙ）］２ ＝－ ｆ″（ｙ）
［ｆ′（ｙ）］３ ＝－ ｆ″［ｆ－１（ｘ）］

｛ｆ′［ｆ－１（ｘ）］｝３．

例２３０　 已知ｙ＝∫
１＋ｓｉｎｔ

１
１＋ｅ

１

（ ）ｕ ｄｕ，其中ｔ＝ｔ（ｘ）是由
ｘ＝ｃｏｓ２ｖ

ｔ＝ｓｉｎ｛ ｖ
　 所确定 求ｄｙ

ｄｘ．
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解 　ｄｙ
ｄｘ＝ （１＋ｅ

１
１＋ｓｉｎｔ）·ｃｏｓｔｄｔ

ｄｘ． （１）

由 　
ｘ＝ｃｏｓ２ｖ，

ｔ＝ｓｉｎｖ｛ ，
　 消去ｖ得

ｘ＝１－２ｔ２．

两边对ｘ求导 １＝－４ｔｄｔ
ｄｘ

，　 所以ｄｔ
ｄｘ＝－ １

４ｔ
（２）

式（２）代入式（１）得 ｄｙ
ｄｘ＝－ｃｏｓｔ

４ｔ １＋ｅ
１

１＋ｓｉｎ（ ）ｔ ．

例２３１　 已知ｆ（ｘ）＝ｘｓｉｎωｘ，求证：

ｆ
（２ｎ）（ｘ）＝ （－１）ｎ（ω２ｎｘｓｉｎωｘ－２ｎω２ｎ－１ｃｏｓωｘ）． （１）

证 　 用数学归纳法，当ｎ＝１时，

ｆ′（ｘ）＝ｓｉｎωｘ＋ωｘｃｏｓωｘ，

ｆ″（ｘ）＝２ωｃｏｓωｘ＋ω２ｘｓｉｎωｘ．

所以式（１）成立
归纳假设ｎ＝ｋ成立，即

ｆ
（２ｋ）（ｘ）＝ （－１）ｋ（ω２ｋｘｓｉｎωｘ－２ｋω２ｋ－１ｃｏｓωｘ）．

再当ｎ＝ｋ＋１时，

ｆ
（２ｋ＋１）（ｘ）＝ （－１）ｋ［ω２ｋｓｉｎωｘ＋ω２ｋ＋１ｘｃｏｓωｘ＋２ｋω２ｋｓｉｎωｘ］

＝ （－１）ｋ［ω２ｋ（２ｋ＋１）ｓｉｎωｘ＋ω２ｋ＋１ｘｃｏｓωｘ］．

ｆ
（２ｋ＋２）（ｘ）＝ （－１）ｋ［ω２ｋ＋１（２ｋ＋１）ｃｏｓωｘ＋ω２ｋ＋１ｃｏｓωｘ－ω２ｋ＋２ｘｓｉｎωｘ］

＝ （－１）ｋ＋１［ω２（ｋ＋１）ｘｓｉｎωｘ－２（ｋ＋１）ω２（ｋ＋１）－１ｃｏｓωｘ］．

即ｎ＝ｋ＋１时，式（１）也成立，从而式（１）成立

例２３２　 求ｄｎ（ｘ２ｌｎｘ），（ｘ＞０，ｘ为自变量）

解 　 令ｙ＝ｘ２ｌｎｘ，则

ｙ′＝２ｘｌｎｘ＋ｘ，　　　　　　　　　　　　　

ｙ″＝２ｌｎｘ＋３，

ｙ
（３）＝ ２

ｘ ＝２ｘ－１，

ｙ
（４）＝２·（－１）ｘ－２，

ｙ
（５）＝２·（－１）·（－２）ｘ３，



ｙ
（ｎ）＝２·（－１）（－２）…［－（ｎ－３）］ｘ－（ｎ－２）

ｄｎ（ｘ２ｌｎｘ）＝

ｘ（２ｌｎｘ＋１）ｄｘ， ｎ＝１；

（２ｌｎｘ＋３）ｄｘ２， ｎ＝２；

（－１）ｎ－３２·（ｎ－３）！ｘ２－ｎｄｘｎ， ｎ≥３

烅
烄

烆 ．
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例２３３　 设正函数ｆ（ｘ）连续，且 ｘ≥０，有ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄ槡 ｔ，求ｘ≥０时，ｆ（ｘ）的表达式

解 　 当ｘ＝０时，ｆ（０）＝ ∫
０

０
ｆ（ｔ）ｄ槡 ｔ＝０． （１）

当ｘ＞０时，ｆ′（ｘ）＝ ｆ（ｘ）

２ ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄ槡 ｔ

＝ １
２．

所以 ｆ（ｘ）＝ １
２ｘ＋Ｃ． （２）

因为ｆ（ｘ）连续，由式（１）、式（２）可得

０＋Ｃ＝０，所以 Ｃ＝０

ｆ（ｘ）＝ １
２ｘ，ｘ≥０．

例２３４　 设ｙ＝ｘａａ ＋ａｘａ ＋ａａｘ（ａ＞０），求ｙ′

解 　ｙ′＝ ［ｘ（ａａ）］′＋［ａ（ｘａ）］′＋［ａ（ａｘ）］′

＝ａａｘａａ－１＋（ｘａ）′ａｘａｌｎａ＋（ａｘ）′ａａｘｌｎａ

＝ａａｘａａ－１＋ａｘａ－１ａｘａｌｎａ＋ａａｘ＋ｘｌｎ２ａ．

例２３５　 设ｙ＝ｙ（ｘ）是由方程组
ｘ＝３ｔ２＋２ｔ＋３，

ｅｙｓｉｎｔ－ｙ＋１＝
｛ ０

　 所确定的隐函数，求ｄｙ
ｄｘ ｔ＝０

．

解 　 由ｘ＝３ｔ２＋２ｔ＋３，得

ｄｘ
ｄｔ＝６ｔ＋２，

由ｅｙｓｉｎｔ－ｙ＋１＝０，得ｙ｜ｔ＝０ ＝１及

ｄｙ
ｄｔ＝ ｅｙｃｏｓｔ

１－ｅｙｓｉｎｔ
＝ｅｙｃｏｓｔ

２－ｙ
．

所以，ｄｙ
ｄｔ ｔ＝０

＝ｅ，

ｄｙ
ｄｘ＝ ｅｙｃｏｓｔ

（２－ｙ）（６ｔ＋２）．

例２３６　 求曲线ｒ＝ａｓｉｎ２θ在θ＝ π
４

处的法线方程

解 　 将曲线ｒ＝ａｓｉｎ２θ表示为

ｘ＝ａｓｉｎ２θｃｏｓθ，

ｙ＝ａｓｉｎ２θｓｉｎθ｛ ．

则曲线的切线斜率为

ｄｙ
ｄｘ θ＝π

４

＝２ａｃｏｓ２θｓｉｎθ＋ａｓｉｎ２θｃｏｓθ
２ａｃｏｓ２θｃｏｓθ－ａｓｉｎ２θｓｉｎθ θ＝π

４

所以法线斜率为１，又切点为

ｘ π（ ）４ ＝ １
２ 槡２ａ，ｙ π（ ）４ ＝ １

２ 槡２ａ，
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故法线方程为 ｘ－ｙ＝０．

例２３７　 证明曲线ｘ２－ｙ２ ＝ａ与曲线ｘｙ＝ｂ在交点处必正交（ａ，ｂ为非零常数）

证 　 由
ｘ２－ｙ２ ＝ａ．

ｘｙ＝｛ ｂ

知，对任意ａｂ≠０它们均相关 设（ｘ１，ｙ１）是任一个交点，则

ｘ２
１－ｙ２

１ ＝ａ，

ｘ１ｙ１ ＝ｂ｛ ，

且ｘ２－ｙ２ ＝ａ２ 在此点的斜率为

ｋ１ ＝ｙ′ｘ｜ｘ＝ｘ１
＝

ｘ１

ｙ１
，

而曲线ｘｙ＝ｂ在此点的斜率为

ｋ２ ＝ｙ′ｘ｜ｘ＝ｘ１
＝－ｙ１

ｘ１
．

故 ｋ１·ｋ２ ＝－１．

即二曲线在交点处正交

例２３８　 一物体沿曲线为ｒ＝２θ的轨迹运动，如果角度θ＝ｔ２，求θ＝ π
２

时物体运动的速度ｖ、加速度

ａ的大小（ｔ表示时间）

解 　 因为
ｒ＝２θ，

θ＝ｔ２｛ ，
　　

ｘ＝ｒｃｏｓθ，

ｙ＝ｒｓｉｎθ｛ ，

所以物体的运动方程可写为

ｘ＝２ｔ２ｃｏｓｔ２

ｙ＝２ｔ２ｓｉｎｔ２｛ ．

当θ＝ π
２

时，取ｔ＝ π槡２
，得

ｘ′ 　
　

π槡（ ）２ ＝－４ π（ ）２

３
２ ，　　　ｙ′ 　

　
π槡（ ）２ ＝４ π（ ）２

１
２ ，

ｘ″ 　
　

π槡（ ）２ ＝－１０π， ｙ″ 　
　

π槡（ ）２ ＝４－２π２，

所以 ｖ＝ ２π３＋８槡 π，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ａ＝ ｘ″ 　
　

π槡（ ）（ ）２

２

＋ ｙ″ 　
　

π槡（ ）（ ）２槡
２

＝２ π４＋２１π２＋槡 ４．

例２３９　 设ｙ＝ ｓｉｎｘ（ ）ｘ

ｌｎｘ

，求ｙ′．

解 　ｌｎｙ＝ｌｎｘ（ｌｎｓｉｎｘ－ｌｎｘ），

１
ｙｙ′＝ １

ｘ
（ｌｎｓｉｎｘ－ｌｎｘ）＋ｌｎｘ ｃｏｓｘ

ｓｉｎｘ－ １（ ）ｘ ＝ １
ｘ

（ｌｎｓｉｎｘ－２ｌｎｘ）－ｃｏｔｘｌｎｘ，

所以 　ｙ′＝ ｓｉｎｘ（ ）ｘ

ｌｎｘ １
ｘ

（ｌｎｓｉｎｘ－２ｌｎｘ）－ｃｏｔｘｌｎ［ ］ｘ ．
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例２４０　 设ｘｙ ＝ｙｘ，求ｄｙ
ｄｘ．

解 　 ｙｌｎｘ＝ｘｌｎｙ，ｙ′ｌｎｘ＋ ｙ
ｘ ＝ｌｎｙ＋ ｘ

ｙｙ′，

ｄｙ
ｄｘ＝

ｌｎｙ－ ｙ
ｘ

ｌｎｘ－ ｘ
ｙ

＝ｘｙｌｎｙ－ｙ２

ｘｙｌｎｘ－ｘ２．

２ 中值定理

罗尔定理以及利用它推得的拉格朗日中值定理、柯西中值定理、泰勒中值定理是一元函数微分学的重要

基础之一，应用这些定理证明有关的命题和讨论函数的性态，历来是组成试卷的重要部分．希望考生除了掌

握这些定理的条件、结论以外，还要学习它们的证明方法，以便用这些定理的结论和证明方法来 处 理 一 些 相

关的问题．下面把有关问题归纳成几类．
（１）关于方程的根（函数的零点）的存在与个数．
例２４１　 设ａ，ｂ，ｃ为实数，求证方程４ａｘ３＋３ｂｘ２＋２ｃｘ ＝ａ＋ｂ＋ｃ在（０，１）内至少有一个根
证 　 令ｆ（ｘ）＝ａｘ４＋ｂｘ３＋ｃｘ２－（ａ＋ｂ＋ｃ）ｘ，则ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝０，故显然ｆ（ｘ）在［０，１］上满足

罗尔定理的条件，从而存在ξ∈ （０，１），使ｆ′（ξ）＝０，即４ａξ
３＋３ｂξ

２＋２ｃξ＝ａ＋ｂ＋ｃ．
故原题得证
例２４２　 设ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 连 续，在（ａ，ｂ）上 可 导，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，则 ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）＋

ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）＝０在（ａ，ｂ）内有解
证 　 令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）．
显然Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上满足罗尔定理条件，则存在ξ∈ （ａ，ｂ），使得

Ｆ′（ξ＝０，

即 ｆ′（ξ）ｇ（ξ）＋ｇ′（ξ）ｆ（ξ）＝０，

故原题得证
例２４３　 设ｆ（ｘ）可导，λ为实数，则ｆ（ｘ）的任意两个零点之间必有λｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＝０的零点
证 　 设ｘ１，ｘ２ 是ｆ（ｘ）的两个零点，不妨设ｘ１ ＜ｘ２，在例２５０中取ｇ（ｘ）＝ｅλｘ，则

ｆ′（ｘ）ｅλｘ ＋λｅλｘｆ（ｘ）＝０

在（ｘ１，ｘ２）内有解，即ｆ′（ｘ）＋λｆ（ｘ）在（ｘ１，ｘ２）内有零点
例２４４　 设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导，ｆ（ａ）＝ｇ（ｂ）＝０，证明在（ａ，ｂ）内至少有一点

ξ，使得ｆ′（ξ）ｇ（ξ）＋ｇ′（ξ）ｆ（ξ）＝０．
证 　 令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），则Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可满足罗尔定理的条件，所以存在ξ∈ （ａ，ｂ）使得Ｆ′（ξ）

＝０，

即 ｆ′（ξ）ｇ（ξ）＋ｆ（ξ）ｇ′（ξ）＝０．
例２４５　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，在（０，１）内可导，ｆ（０）＝０，ｋ为正整数，则存在ξ∈ （０，１），使得

ξｆ′（ξ）＋ｋｆ（ξ）＝ｆ′（ξ）．
证 　 在例２４４中取ｇ（ｘ）＝ （ｘ－１）ｋ，则存在ξ∈ （０，１），使得

ｋ（ξ－１）ｋ－１ｆ（ξ）＋ｆ′（ξ）（ξ－１）ｋ ＝０，

即 ξｆ′（ξ）＋ｋｆ（ξ）＝ｆ′（ξ）．
例２４６　 设ｆ（ｘ）在［ａ，＋∞］上可导，且当ｘ＞ａ时，ｆ′（ｘ）＞ｋ＞０，其中ｋ为常数，证明如果ｆ（ａ）＜

０，则方程ｆ（ｘ）＝０，在 ａ，ａ－ｆ（ａ）［ ］ｋ
内有且仅有一个实根
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证 　 记ｂ＝ａ－ｆ（ａ）
ｋ

，显然ｂ＞ａ，由拉格朗日定理知存ξ∈ （ａ，ｂ），使得

ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（ξ）（ｂ－ａ）＝－ｆ（ａ）
ｋ ｆ′（ξ）＞－ｆ（ａ）

ｋ
·ｋ＝－ｆ（ａ），

所以 　ｆ（ｂ）＞０．
又ｆ（ａ）＜０，由介值定理知ｆ（ｘ）＝０在（ａ，ｂ）内至少有一个实根又ｆ′（ｘ）＞ｋ＞０，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］

内严格单调，所以ｆ（ｘ）＝０在区间 ａ，ａ－ｆ（ｃ）［ ］ｋ
内有且仅有一个实根

例２４７　 讨论曲线ｙ＝４ｌｎｘ＋ｋ与ｙ＝４ｘ＋ｌｎ４ｘ的交点个数
解 　 问题等价于讨论方程ｌｎ４ｘ－４ｌｎｘ＋４ｘ－ｋ＝０有几个不同的实根
设φ（ｘ）＝ｌｎ４ｘ－４ｌｎｘ＋４ｘ－ｋ，则有

φ′（ｘ）＝４（ｌｎ３ｘ－１＋ｘ）
ｘ ．

不难看出，ｘ＝１是φ（ｘ）的驻点
当０＜ｘ＜１时，φ′（ｘ）＜０，即φ（ｘ）单调减少；当ｘ＞１时，φ′（ｘ）＞０，即φ（ｘ）单调增加，故φ（１）＝４

－ｋ为函数φ（ｘ）的最小值
当ｋ＜４，即４－ｋ＞０时，φ（ｘ）＝０无实根，即两条曲线无交点；

当ｋ＝４，即４－ｋ＝０时，φ（ｘ）＝０有惟一实根，即两条曲线只有一个交点；

当ｋ＞４，即４－ｋ＜０时，由于

ｌｉｍ
ｘ→０＋

φ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

［ｌｎｘ（ｌｎ３ｘ－４）＋４ｘ－ｋ］＝＋∞；

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

φ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

［ｌｎｘ（ｌｎ３ｘ－４）＋４ｘ－ｋ］＝＋∞，

故φ（ｘ）＝０有两个实根，分别位于（０，１）与（１，＋∞）内，即两条曲线有两个交点

例２４８　 证明方程ｌｎｘ＝ ｘ
ｅ －∫

π

０
１－ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ在区间（０，＋∞）内有且仅有两个不同实根

证 　∫
π

０
１－ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ＝ 槡２ ２．

记 　Ｆ（ｘ）＝ ｘ
ｅ －ｌｎｘ－ 槡２ ２，则 　Ｆ（ｅ）＝－ 槡２ ２＜０，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

Ｆ（ｘ）＝＋∞，　 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝＋∞．

故由零点定理知，Ｆ（ｘ）在（０，ｅ），（ｅ，＋∞）内分别至少有一零点
又 当０＜ｘ＜ｅ时，Ｆ′（ｘ）＜０，Ｆ（ｘ）单调减少当ｅ＜ｘ＜＋∞ 时，Ｆ′（ｘ）＞０，Ｆ（ｘ）单调增加，所以Ｆ（ｘ）

在（０，ｅ），（ｅ，＋∞）内分别只有一个零点，故原方程在（０，＋∞）内有且仅有两个实根

例２４９　 就ｋ的不同取值情况，确定方程ｘ－ π
２ｓｉｎｘ＝ｋ在开区间 ０，π（ ）２

内根的个数，并证明你的结

论

解 　 设ｆ（ｘ）＝ｘ－ π
２ｓｉｎｘ，则ｆ（ｘ）在 ０，π［ ］２

上连续，且ｆ′（ｘ）＝１－ π
２ｃｏｓｘ令ｆ′（ｘ）＝０，解得ｘ０

＝ａｒｃｃｏｓ２
π

，ｘ０ 为ｆ（ｘ）在 ０，π（ ）２
内的惟一驻点由于当ｘ∈ （０，ｘ０）时，ｆ′（ｘ）＜０，当ｘ∈ ｘ０，π（ ）２

时，

ｆ′（ｘ）＞０，所以ｘ０ 是ｆ（ｘ）在 ０，π（ ）２
内的惟一最小值点，最小值ｙ０ ＝ｆ（ｘ０）＝ｘ０－ π

２ｓｉｎｘ０又因为ｆ（０）

＝ｆ π（ ）２ ＝０ 故在 ０，π（ ）２
内ｆ（ｘ）的取值范围为［ｙ０，０）．
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综上所述，当ｋ＜ｙ０ 或ｋ≥０时，原方程在 ０，π（ ）２
内没有根，当ｋ＝ｙ０ 时，原方程在 ０，π（ ）２

内有惟一根

ｘ０；当ｙ０ ＜ｋ＜０时，原方程在（０，ｘ０）和 ｘ０，π（ ）２
内各恰有一根，即原方程在 ０，π（ ）２

内恰有两个不同的根

例２５０　 方程ｘｅ－ｘ －ａ＝０（ａ＞０）有几个实根？

解 　 令ｆ（ｘ）＝ｘｅ－ｘ －ａ，则ｆ′（ｘ）＝ｅ－ｘ（１－ｘ） 令ｆ′（ｘ）＝０，得驻点ｘ＝１ 当ｘ＜１时，ｆ′（ｘ）＞

０，ｆ（ｘ）严格单调增加；当ｘ＞１时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）严格单调减少，所以ｆ（ｘ）在ｘ＝１处取得极大值ｆ（１）

＝ １
ｅ －ａ，从而ｆ（ｘ）≤ １

ｅ －ａ，于是

（１）当１
ｅ －ａ＜０，即ａ＞ １

ｅ
时，恒有ｆ（ｘ）＜０，所以方程ｆ（ｘ）＝０无实根；

（２）当１
ｅ －ａ＞０，即ａ＜ １

ｅ
时，由于ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝－∞，ｆ（１）＞０，

在（－∞，１）内ｆ（ｘ）连续且严格单调，所以方程ｆ（ｘ）＝０有且只有一个实根

同 理在（１，＋∞）内，ｆ（ｘ）连续且严格单调，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝－ａ＜０，ｆ（１）＞０方程ｆ（ｘ）＝０也有且只有

一个实根，故当ａ＜ １
ｅ

时，方程有两个不同实根

（３）当１
ｅ－ａ＝０，即ａ＝ １

ｅ
时，ｆ（１）＝０，又ｆ（ｘ）严格单调，所以方程ｆ（ｘ）＝０只有一个实根ｘ＝１

总之方程ｘｅ－ｘ －ａ＝０当ａ＞ １
ｅ

时无实根，当ａ＝ １
ｅ

时有一实根，当ａ＜ １
ｅ

时有两个相异实根

例２５１　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上二次可微，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝０．

证明：存在ξ∈ （０，１）使２ｆ′（ξ）＋ξｆ″（ξ）＝０．
证 　 令Ｆ（ｘ）＝ｘｆ（ｘ），在［０，１］上，Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｘｆ′（ｘ），Ｆ（０）＝Ｆ（１）＝０，由罗尔定理 ｃ∈ （０，

１）Ｆ′（ｃ）＝０．又Ｆ′（０）＝ｆ（０）＝０，

Ｆ″（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＋ｘｆ″（ｘ）＝２ｆ′（ｘ）＋ｘｆ″（ｘ），ｘ∈ ［０，１］．

再对Ｆ′（ｘ）用罗尔中值定理：ξ∈ （０，ｃ） （０，１），使得Ｆ″（ξ）＝０，即２ｆ′（ξ）＋ξｆ″（ξ）＝０．
例２５２　 设函数ｆ（ｘ）在［ａ，＋∞）上二次可微，且ｆ（ａ）＝Ａ＞０，ｆ′（ａ）＜０，ｆ″（ｘ）≤０（ｘ＞ａ）证明：

方程ｆ（ｘ）＝０在［ａ，＋∞）中仅有一个实根
证 　 先证根的存在性 将ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处展开为一阶泰勒公式：

ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）＋ １
２ｆ″（ξ）（ｘ－ａ）２，ａ＜ξ＜ｘ．

因为ｆ″（ｘ）≤０，ｆ（ａ）＝Ａ，所以ｆ（ｘ）≤ｆ（ａ）＋ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）＝Ａ＋ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）．

因为ｆ′（ａ）＜０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）＝－∞，所以ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝－∞，故 ｘ１ ＞ａ，ｆ（ｘ１）＜０．

因为ｆ（ｘ）在［ａ，ｘ１］上连续，ｆ（ａ）＞０，ｆ（ｘ１）＜０，根据零点存在定理，必有ξ（ａ，ｘ１），使得ｆ（ξ）＝０，即

方程ｆ（ｘ）＝０有实根

再证根的惟一性用反证法假设方程ｆ（ｘ）＝０有两个根，即ξ１＜ξ２ 满足ｆ（ξ１）＝ｆ（ξ２）＝０，则由ｆ（ｘ）

的可导性知ｆ（ｘ）在［ξ１，ξ２］上满足罗尔定理条件，所以 η∈ （ξ１，ξ２）使得ｆ′（η）＝０又ｆ′（ｘ）满足拉格朗

日中值定理条件，由该定理有：

－ｆ′（ａ）
η－ａ ＝ｆ′（η）－ｆ′（ａ）

η－ａ ＝ｆ″（ｃ），ａ＜ｃ＜η，

因为ｆ′（ａ）＜０，η－ａ＞０，所以ｆ″（ｃ）＞０，这与条件ｆ″（ｘ）≤０矛盾 得证

例２５３　 设ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内可导，且０≤ｆ（ｘ）≤ ｘ
１＋ｘ２，对任意的正数ｘ成立，证明在（０，＋∞）内
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至少有一点ｃ，使得ｆ′（ｃ）＝ １－ｃ２

（１＋ｃ２）２．

证 　 记ｇ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ２，令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）

因为 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ
１＋ｘ２ ＝０，　 而 　０≤ｆ（ｘ）≤ ｘ

１＋ｘ２，

所以，　ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝０，

则 　ｌｉｍ
ｘ→０＋

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ））＝０．

同 理可证ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝０，而Ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内可导，所以Ｆ（ｘ）满足例２４９的条件，故在（０，＋∞）内

至少有一点ｃ使得Ｆ′（ｃ）＝０，即

ｆ′（ｃ）＝ １－ｃ２

（１＋ｃ２）２．

例２５４　 设ｆ（ｘ）在［０，４］上二阶可导，且ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１，ｆ（４）＝２，证明存在一点ξ∈ （０，４），使

得ｆ″（ξ）＝－ １
３．

证 　 首先定义一个二次函数ｙ＝ｇ（ｘ）＝Ａｘ２＋Ｂｃ＋Ｃ，使ｇ（０）＝０，ｇ（１）＝１，ｇ（４）＝２，得ｇ（ｘ）＝

－ １
６ｘ２＋ ７

６ｘ 显然

ｇ（０）＝ｆ（０），ｇ（１）＝ｆ（１），ｇ（４）＝ｆ（４），根据例２５３知，存在ξ∈ （０，４），使得ｆ″（ξ）＝ｇ″（ξ），而ｇ″（ξ）

＝－ １
３

，所以，ｆ″（ξ）＝－ １
３．

注１　 实际上这里仅需求出Ａ
注２　 过三点（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），（ｘ３，ｙ３）的二次抛物线方程可直接写出（拉格朗日插值多项式）

ｙ＝
（ｘ－ｘ２）（ｘ－ｘ３）
（ｘ１－ｘ２）（ｘ１－ｘ３）

ｙ１＋
（ｘ－ｘ３）（ｘ－ｘ１）
（ｘ２－ｘ３）（ｘ２－ｘ１）

ｙ２＋
（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）
（ｘ３－ｘ１）（ｘ３－ｘ２）

ｙ３

本题可直接代入得

ｙ＝ １
６ｘ（ｘ－１）－ １

３ｘ（ｘ－４），即知Ａ＝－ １
６．

例２５５　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内二次可导，证明存ξ∈ （ａ，ｂ），使得

ｆ（ｂ）－２ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ＋ｆ（ａ）＝
（ｂ－ａ）２

４ ｆ″（ξ）．

证１　 令ｃ＝ａ＋ｂ
２

，作过三点（ａ，ｆ（ａ）），（ｃ，ｆ（ｃ）），（ｂ，ｆ（ｂ））的抛物线

ｙ＝ｇ（ｘ）＝
（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）
（ａ－ｂ）（ａ－ｃ）ｆ（ａ）＋

（ｘ－ｃ）（ｘ－ａ）
（ｂ－ｃ）（ｂ－ａ）ｆ（ｂ）

＋
（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）
（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ）ｆ（ｃ）．

存在ξ∈ （ａ，ｂ），使ｆ″（ξ）＝ｇ″（ξ），而

ｇ″（ξ）＝ ４
（ｂ－ａ）２ｆ

（ａ）＋ ４
（ｂ－ａ）２ｆ

（ｂ）－ ８
（ｂ－ａ）２ｆ

（ｃ）

所以， （ｂ－ａ）２

４ ｆ″（ξ）＝ｆ（ａ）－２ｆ ａ＋ｂ（ ）２ ＋ｆ（ｂ）．
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证２　 用泰勒公式 记ａ＋ｂ
２ ＝ｃ，

ｆ（ａ）＝ｆ（ｃ）＋ｆ′（ｃ）（ａ－ｃ）＋ １
８

（ｂ－ａ）２ｆ″（ξ１）（ξ１ ∈ （ａ，ｃ））

ｆ（ｂ）＝ｆ（ｃ）＋ｆ′（ｃ）（ｂ－ｃ）＋ １
８

（ｂ－ａ）２ｆ″（ξ２）（ξ２ ∈ （ｃ，ｂ））

ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）＝２ｆ（ｃ）＋
（ｂ－ａ）２

４
ｆ″（ξ１）＋ｆ″（ξ２）［ ］２ ．

例２５６　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，在（０，１）内可导，ｆ（０）＝０，当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＞０，试证对任意的正

整数ｋ，存在ξ∈ （０，１），满足

ｆ′（ξ）
ｆ（ξ）＝ｋｆ′（１－ξ）

ｆ（１－ξ）．

证 　 令ｇ（ｘ）＝ ［ｆ（１－ｘ）］ｋ，显然ｇ（１）＝０ 由例２５２知存在ξ∈ （０，１），使得

ｆ′（ξ）ｇ（ξ）＋ｆ（ξ）ｇ′（ξ）＝０，

即 ｆ′（ξ）［ｆ（１－ξ）］ｋ －ｋ［ｆ（１－ξ）］ｋ－１ｆ′（１－ξ）ｆ（ξ）＝０．

所以

ｆ′（ξ）
ｆ（ξ）＝ｋｆ′（１－ξ）

ｆ（１－ξ）．

例２５７　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ ａｒｃｔａｎａ
ｎ －ａｒｃｔａｎ ａ

ｎ＋（ ）１ ．

解法１　 设ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎａ
ｘ ．

在区间［ｎ，ｎ＋１］上对ｆ（ｘ）用拉格朗日中值定理，存在ｃｎ ∈ （ｎ，ｎ＋１）使得

ｆ（ｎ＋１）－ｆ（ｎ）＝ｆ′（ｃｎ）（ｎ＋１－ｎ）＝－ ａ
ｃ２

ｎ ＋ａ２，

即 ａｒｃｔａｎ ａ
ｎ＋１－ａｒｃｔａｎａ

ｎ ＝－ ａ
ｃ２

ｎ ＋ａ２，

所以 ｎ２ ａｒｃｔａｎａ
ｎ －ａｒｃｔａｎ ａ

ｎ＋（ ）１ ＝ｎ２ ａ
Ｃ２

ｎ ＋ａ２．

又 ｎ２ａ
（ｎ＋１）２＋ａ２ ＜ ｎ２ａ

ｃ２
ｎ ＋ａ２ ＜ ｎ２ａ

ｎ２＋ａ
，

而 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ａ
（ｎ＋１）２＋ａ２ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ２ａ
ｎ２＋ａ２ ＝ａ，

由夹逼定理知

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ ａｒｃｔａｎａ
ｎ －ａｒｃｔａｎ ａ

ｎ＋（ ）１ ＝ａ．

解法２　 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ２ ａｒｃｔａｎａ
ｘ －ａｒｃｔａｎ ａ

ｘ＋（ ）１ ＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｒｃｔａｎａ
ｘ －ａｒｃｔａｎ ａ

ｘ＋１
１
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

ａｒｃｔａｎ（ｔａ）－ａｒｃｔａｎ ｔａ
１＋ｔ

ｔ２ （１
ｘ ＝ｔ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ａ
１＋ａ２ｔ２ － ａ

（１＋ｔ）２＋ａ２ｔ２

２ｔ
（洛必塔法则）＝ａ
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则 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ ａｒｃｔａｎａ
ｎ －ａｒｃｔａｎ ａ

ｎ＋（ ）１ ＝ａ．

注 　 解法１是用拉格朗日中值定理，解法２是用洛必塔法则，解法１比解法２方便些
例２５８　 设ｇ（ｘ）处处可导，且对任意ｘ有

｜ｇ′（ｘ）｜≤ｇ（ｘ），又ｇ（０）＝０，试证ｇ（ｘ）≡０．

证 　 首先证明当ｘ∈［０，１］时，ｇ（ｘ）≡０，任意取定ｘ０ ∈（０，１），由拉格朗日中值定理知，存在ｘ１ ∈（０，

ｘ０），使

ｇ（ｘ０）＝ｇ（ｘ０）－ｇ（０）＝ｇ′（ｘ１）ｘ０，

｜ｇ（ｘ０）｜＝｜ｇ′（ｘ１）｜ｘ０ ≤｜ｇ（ｘ１）｜ｘ０．

同理存在ｘ２ ∈ （０，ｘ１），使

｜ｇ（ｘ１）｜≤｜ｇ（ｘ２）｜ｘ１ ＜｜ｇ（ｘ２）｜ｘ０，

即 ｜ｇ（ｘ０）｜≤｜ｇ（ｘ２）｜ｘ２
０．

依次类推有

｜ｇ（ｘ０）｜≤｜ｇ（ｘｎ）｜ｘｎ
０．

记｜ｇ（ｘ）｜在［０，１］上的最大值为 Ｍ，则

｜ｇ（ｘ０）｜≤ Ｍｘｎ
０

ｎ→＋∞
→ ０．

从而ｇ（ｘ０）＝０，由ｘ０ 的任意性知ｇ（ｘ）≡０，ｘ∈ ［０，１），由ｇ（ｘ）的连续性知ｇ（１）＝０．

又 令ｈ（ｘ）＝ｇ（ｘ＋１），则ｈ（０）＝ｇ（１）＝０，

又｜ｈ′（ｘ）｜＝｜ｇ′（ｘ＋１）｜≤ｇ（ｘ＋１）＝ｈ（ｘ），由１）知，当ｘ∈ ［０，１］时，ｈ（ｘ）≡０，即当ｔ∈ ［１，２］时，

ｇ（ｔ）≡０因此我们证明了ｇ（ｘ）在［１，２］上恒为零，同理我们可以证明ｇ（ｘ）在［２，３］，［３，４］，…，［ｎ，ｎ＋１］，

… 上恒为零，所以ｇ（ｘ）在［０，＋∞）上恒为零，同理ｇ（ｘ）在（－∞，０］上恒为零
注 　 用式｜ｇ（ｘ０）｜＝｜ｇ（ｘ０）－ｇ（０）｜＝｜ｇ′（ｘ１）｜｜ｘ０｜≤｜ｇ（ｘ１）｜｜ｘ０｜；将已知ｇ（０）＝０，｜ｇ′（ｘ）｜

≤｜ｇ（ｘ）｜与未知ｇ（ｘ）联系起来，这里的关键是拉格朗日中值定理的反复使用首先考虑ｘ０ ∈ （０，１）是因

为ｘ０ ∈ （０，１）时，ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｘｎ
０ ＝０

例２５９　 设当ｘ≥ａ时，｜ｆ′（ｘ）｜≤ｇ′（ｘ），则对于开区间（ａ，＋∞）内的任一点ｘ，恒有｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜

≤ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）成立
证法１　 显然ｇ′（ｘ）≥０
（１）若对于任意的ｘ∈ （ａ，＋∞）均有ｇ′（ｘ）＞０，则根据柯西定理，存在ξ∈ （ａ，ｘ），使

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ａ） ＝｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜

ｇ（ｘ）－ｇ（ａ） ＝｜ｆ′（ξ）｜
ｇ（ξ）

≤１，

故 ｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜≤ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）．

（２）一般情况，任给ε＞０，令Ｇε（ｘ）＝ｇ（ｘ）＋ε（ｘ－ａ），则｜ｆ′（ｘ）｜≤ｇ′（ｘ）＜ｇ′（ｘ）＋ε＝Ｇ′ε（ｘ），而

Ｇ′ε（ｘ）＞０，ｘ∈ （ａ，＋∞），根据（１）可得

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜≤Ｇε（ｘ）－Ｇε（ａ）　　　　　

＝ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）＋ε（ｘ－ａ）．

上式对于任意ｘ＞ａ，及任意的ε＞０总成立，固定ｘ，令ε→０＋，则

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜≤ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）．
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由ｘ的任意性可知，当ｘ＞ａ时，恒有

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜≤ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）．

证法２　 令φ（ｘ）＝ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ），ψ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ），

则 　φ′（ｘ）＝ｇ′（ｘ）－ｆ′（ｘ）≥０．
所以，φ（ｘ）单调增，

φ（ｘ）≥φ（ａ），　ｘ≥ａ，

即 ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）≥ｆ（ｘ）－ｆ（ａ），

同理考虑ψ（ｘ）可得

ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）≥ （ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）），

故 ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）≥｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜，　ｘ≥ａ

注 　 任意取定ｘ＞ａ，要证的式子 ｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜
ｇ（ｘ）－ｇ（ａ） ≤１，从 而 我 们 考 虑 柯 西 定 理，但 柯 西 定 理 要 求

ｇ′（ｘ）≠０，所以我们首先在ｇ′（ｘ）＞０的特殊条件下证明结论一般情况要利用特殊情况的结论，辅助函数

Ｇε（ｘ）的目的就在于此，要证原式也只要证明ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）＞ｆ（ｘ）－ｆ（ａ） 且ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）＞－（ｆ（ｘ）－

ｆ（ａ））从而考虑φ（ｘ），ψ（ｘ）．

例２６０　 设ｆ（ｘ）在ｘ０ 的邻域内有二阶连续导数，当ｈ充分小时，ｆ（ｘ０）＜ １
２

［ｆ（ｘ０＋ｈ）＋ｆ（ｘ０－ｈ）］

恒成立，试证ｆ″（ｘ０）≥０ 举例说明等号不能去掉

证（反证法）　 若ｆ″（ｘ０）＜０，则由ｆ″（ｘ）的连续性可知存δ０，使当｜δ｜＜δ０ｆ″（ｘ０＋δ）＜０，以下假定

ｈ充分小，并且｜ｈ｜＜δ０

ｆ（ｘ０＋ｈ）＝ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）ｈ＋ｆ″（ｘ０＋δ１）
２！ ｈ２，

ｆ（ｘ０－ｈ）＝ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）（－ｈ）＋ｆ″（ｘ０＋δ２）
２！ ｈ２．

两式相加得

ｆ（ｘ０＋ｈ）＋ｆ（ｘ０－ｈ）＝２ｆ（ｘ０）＋
ｈ２

２
［ｆ″（ｘ０＋δ１）＋ｆ″（ｘ０＋δ２）］

＜２ｆ（ｘ０）．

与假设矛盾，故ｆ″（ｘ０）≥０．
例２６１　 设ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上二次可导，ξ∈ （ａ，ｂ），是一定点，ｆ″（ξ）≠０，求证在（ａ，ｂ）内可找到两个值

ｘ１，ｘ２，使

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

＝ｆ′（ξ）．

证 　（１）我们先在简单、特殊情况下证明结论，即先在ｆ′（ξ）＝０的情况下证明
不妨假设ｆ″（ξ）＞０，则ξ是ｆ（ｘ）的严格小值点，即存在δ０ ＞０，当０＜｜ｈ｜≤δ０ 时，

ｆ（ξ＋ｈ）＞ｆ（ξ）．

若ｆ（δ０＋ξ）≥ｆ（－δ０＋ξ），则根据介值定理（因为ｆ（δ０＋ξ）≥ｆ（－δ０＋ξ）＞ｆ（ξ）在（ξ，ξ＋δ０］内有一点ｘ１

使

ｆ（ｘ１）＝ｆ（－δ０＋ξ），
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记ｘ２ ＝－δ０＋ξ，则ｘ１ ≠ｘ２，且ｆ（ｘ１）＝ｆ（ｘ２），这时

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ１－ｘ２

＝０＝ｆ′（ξ）．

若ｆ（δ０＋ξ）＜ｆ（－δ０＋ξ），也可以找到ｘ１，ｘ２，ｘ１ ≠ｘ２，使ｆ（ｘ１）＝ｆ（ｘ２），这样

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

＝０．

当ｆ″（ξ）＜０时，同理可证
（２）一般情况，ｆ′（ξ）≠０
令ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ′（ξ）ｘ，则ｇ″（ξ）＝ｆ″（ξ）≠０，且ｇ′（ξ）＝０，则根据（１），存在ｘ１，ｘ２，ｘ１ ≠ｘ２，使得

ｇ（ｘ２）－ｇ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

＝ｇ′（ξ）＝０，

所以，ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

＝ｆ′（ξ）．

注 　 先证ｆ′（ξ）＝０的特殊情况再证ｆ′（１）≠０的一般情况，是个好方法
例２６２　 设ｆ″（ｘ）＜０，ｆ（０）＝０，证明对任何ｘ１ ＞０，ｘ２ ＞０，有ｆ（ｘ１＋ｘ２）＜ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）

证法１　 令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋ｘ２）－ｆ（ｘ），则

Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ＋ｘ２）－ｆ′（ｘ）＝ｘ２ｆ″（ｘ＋θｘ２）＜０，０＜θ＜１，

所以Ｆ（ｘ）单调减少，又ｘ１ ＞０，故Ｆ（ｘ１）＜Ｆ（０），即

ｆ（ｘ１＋ｘ２）－ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）－ｆ（０）．

但ｆ（０）＝０，故ｆ（ｘ１＋ｘ２）＜ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）．

证法２　 不妨设ｘ１ ≤ｘ２（ｘ２ ≤ｘ１ 时类似可证），则由拉格朗日中值定理可得

ｆ（ｘ１）－ｆ（０）＝ｘ１ｆ′（ξ１），　０＜ξ１ ＜ｘ１，

ｆ（ｘ１＋ｘ２）－ｆ（ｘ２）＝ｘ１ｆ′（ξ２），　ｘ２ ＜ξ２ ＜ｘ１＋ｘ２．

又已知ｆ″（ｘ）＜０，故ｆ′（ξ２）＜ｆ′（ξ１）．比较以上两式即得

ｆ（ｘ１＋ｘ２）＜ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）．

例２６３　 设ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１，且ｆ″（ｘ）＞０，证明ｆ（ｘ）≥ｘ．

证 　 因ｆ（ｘ）连续且具有一阶导数，故由ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１知ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１．由ｆ（ｘ）的

泰勒公式得

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｘ＋ｆ″（ξ）
２ ｘ２ ＝ｘ＋ｆ″（ξ）

２ ｘ２，ξ在０与ｘ之间

因ｆ″（ξ）＞０，所以ｆ（ｘ）≥ｘ．
例２６４　 设ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上具有二阶导数，且ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＞０，证明存ξ∈ （ａ，

ｂ）和η∈ （ａ，ｂ）使ｆ（ξ）＝０及ｆ″（η）＝０．
证 　 先证明存在ξ∈ （ａ，ｂ），ｆ（ξ）＝０．用反证法
若 不存在ξ∈ （ａ，ｂ）使ｆ（ξ）＝０，则在（ａ，ｂ）内恒有ｆ（ｘ）＞０或ｆ（ｘ）＜０，不妨设ｆ（ｘ）＞０（对ｆ（ｘ）＜

０，类似可证），则

ｆ′（ｂ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｘ－ｂ ＝ｌｉｍ

ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）
ｘ－ｂ≤０，
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ｆ′（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）
ｘ－ａ≥０．

从而ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）≤０ 与已知条件矛盾 所以在（ａ，ｂ）内至少存在一点ξ，使ｆ（ξ）＝０．
再证存在η∈ （ａ，ｂ），ｆ″（η）＝０．

由ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝ｆ（ξ）及罗尔定理，知存在η１ ∈ （ａ，ξ）和η２ ∈ （ξ，ｂ），使ｆ′（η１）＝ｆ′（η２）＝０．再由罗

尔定理知存在η∈ （η１，η２） （ａ，ｂ），使ｆ″（η）＝０．

例２６５　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上具有二阶导数，且满足条件｜ｆ（ｘ）｜≤ａ，｜ｆ″（ｘ）｜≤ｂ，其中ａ，ｂ都是非负

常数，ｃ是（０，１）内任意一点
（１）写出ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｃ处带拉格朗日型余项的一阶泰勒公式；

（２）证明｜ｆ′（ｃ）｜≤２ａ＋ ｂ
２．

证 　（１）ｆ（ｘ）＝ｆ（ｃ）＋ｆ′（ｃ）（ｘ－ｃ）＋ｆ″（ξ）
２！

（ｘ－ｃ）２，其中ξ＝ｃ＋θ（ｘ－ｃ），０＜θ＜１．

（２）在以上一阶泰勒公式中，分别令ｘ＝０和ｘ＝１则有

ｆ（０）＝ｆ（ｃ）－ｆ′（ｃ）ｃ＋ｆ″（ξ１）
２！ｃ２，　０＜ξ１ ＜ｃ＜１，

ｆ（１）＝ｆ（ｃ）＋ｆ′（ｃ）（１－ｃ）＋ｆ″（ξ２）
２！

（１－ｃ）２，０＜ｃ＜ξ２ ＜１．

两式相减得

ｆ（１）－ｆ（０）＝ｆ′（ｃ）＋ １
２！

［ｆ″（ξ２）（１－ｃ）２－ｆ″（ξ１）ｃ２］，

于是

｜ｆ′（ｃ）｜≤｜ｆ（１）｜＋｜ｆ（０）｜＋ １
２｜ｆ″（ξ２）｜（１－ｃ）２＋ １

２｜ｆ″（ξ１）｜ｃ２

≤ａ＋ａ＋ ｂ
２

［（１－ｃ）２＋ｃ２］．

又因 　ｃ∈ （０，１），（１－ｃ）２＋ｃ２ ≤１，故｜ｆ′（ｃ）｜≤２ａ＋ ｂ
２．

（３）证明不等式

例２６６　（１）证明：若ｐ＞１，则对于［０，１］内任一ｘ有ｘｐ ＋（１－ｘ）ｐ ≥ １
２ｐ－１

；

（２）证明：当
ａ０

ｎ＋１＋
ａ１

ｎ ＋…＋
ａｎ－１

２ ＋ａｎ ＝０时，方程ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ ＝０ （１）

在（０，１）内至少有一实根

证 　（１）令ｆ（ｘ）＝ｘｐ ＋（１－ｘ）ｐ，则

ｆ′（ｘ）＝ｐｘｐ－１－ｐ（１－ｘ）ｐ－１ ＝ｐ［ｘｐ－１－（１－ｘ）ｐ－１］．

当ｘ＜ １
２

时，１－ｘ＞ｘ，从而ｆ′（ｘ）＜０．

当ｘ＞ １
２

时，ｘ＞１－ｘ，从而ｆ′（ｘ）＞０．

当ｘ＝ １
２

时，ｆ′（ｘ）＝０ 这说明当ｘ＝ １
２

时，ｆ（ｘ）取最小值ｆ（ ）１
２ ＝ １

２ｐ－１．
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所以 　ｘｐ ＋（１－ｘ）ｐ ≥ １
２ｐ－１

，（０≤ｘ≤１）．

（２）作辅助函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
（ａ０ｔｎ ＋ａ１ｔｎ－１＋…＋ａｎ）ｄｔ （２）

因为 Ｆ（ｘ）＝
ａ０

ｎ＋１ｘ
ｎ＋１＋

ａ１

ｎｘｎ ＋…＋ａｎｘ．

所以 　Ｆ（０）＝０，Ｆ（１）＝
ａ０

ｎ＋１＋
ａｎ

ｎ ＋…＋ａｎ ＝０由罗尔定理，在（０，１）内至少有一点ξ，使Ｆ′（ξ）＝０

由式（２）知

Ｆ′（ｘ）＝ａ０ｘｎ ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ，

０＝Ｆ（ξ）＝ａ０ξ
ｎ ＋ａｎξ

ｎ－１＋…＋ａｎ

所以式（１）在（０，１）内至少有一实根

例２６７　 证明：ｓｉｎｘ＋ｔａｎｘ＞２ｘ，（０＜ｘ＜ π
２

）．

证 　 令ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ＋ｔａｎｘ－２ｘ，则

ｆ′（ｘ）＝ｃｏｓｘ＋ １
ｃｏｓ２ｘ

－２　　　　　　　　　

≥ｃｏｓ２ｘ＋ １
ｃｏｓ２ｘ

－２≥２ ｃｏｓ２ｘ· １
ｃｏｓ２槡 ｘ

－２＝０． （１）

且等号成立的条件是：

ｃｏｓ２ｘ＝ １
ｃｏｓ２ｘ

，　 即ｃｏｓ４ｘ＝１．

所以 　ｃｏｓｘ＝１，ｘ＝ π
２

，但ｘ∈ ０，π（ ）２ ．

由式（１）可知，ｆ′（ｘ）＞０，此即ｆ（ｘ）严格单调递增

而ｆ（０）＝０，所以当０＜ｘ＜ π
２

时，

ｆ（ｘ）＞０，此即，ｓｉｎｘ＋ｔａｎｘ＞２ｘ．

例２６８　 已知ｘ＜０，求证：１
ｘ ＋ １

ｌｎ（１－ｘ）＜１．

证 　 当ｘ＜０时，ｌｎ（１－ｘ）＞０，要证的不等式等价于

ｌｎ（１－ｘ）
ｘ －ｌｎ（１－ｘ）＋１＜０． （１）

令 　ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１－ｘ）
ｘ －ｌｎ（１－ｘ）＋１，则

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１－ｘ）
ｘ －ｌｎ（１－ｘ）＋（ ）１ ＝－１＋１＝０．

而ｆ′（ｘ）＝－ｘ＋ｌｎ（１－ｘ）
ｘ２ ＞０，故ｆ（ｘ）＜ｆ（０）＝０．即式（１）成立，从而有

１
ｘ ＋ １

ｌｎ（１－ｘ）＜１，　（ｘ＜０）．

例２６９　 比较πｅ 与ｅπ 的大小，并说明理由
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解法１　 令π＝ｅ＋ａ（ａ＞０）由于πｅ

ｅπ ＝
（ｅ＋ａ）ｅ

ｅｅ＋ａ ＝ １
ｅａ ·（ｅ＋ａ）ｅ

ｅｅ ＝ １
ｅａ １＋ ａ（ ）ｅ

ｅ

［ ］ａ ａ

＜ １
ｅａ ·ｅａ ＝１．

所以 　ｅπ ＞πｅ．

解法２　 要证ｅπ ＞πｅ，只要证明π＞ｅｌｎπ，

只要证明ｌｎｅ
ｅ ＞ｌｎπ

π
．

令ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ
ｘ

，（ｘ≥ｅ），则ｆ′（ｘ）＝１－ｌｎｘ
ｘ２ ＜０（ｘ＞ｅ），于是ｆ（ｘ）在［ｅ，＋∞）上单调递减，而π＞ｅ，

ｆ（π）＝ｌｎπ
π ＜ｆ（ｅ）＝ｌｎｅ

ｅ
，即ｅπ，πｅ．

解法３　ｌｎπ
π －ｌｎｅ

ｅ ＝∫
π

０
ｄｌｎｘ（ ）ｘ ＝∫

π

ｅ

１－ｌｎｘ
ｘ２ ｄｘ．

但ｘ∈ （ｅ，π）时，１－ｌｎｘ
ｘ２ ＜０，

所以 ∫
π

ｅ

１－ｌｎｘ
ｘ２ ｄｘ＜０，即ｌｎπ

π ＜ｌｎｅ
ｅ

故 ｅπ ＞πｅ．

例２７０　 设ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上单调下降，可微，如果当ｘ∈ （０，＋∞）时，０＜ｆ（ｘ）＜｜ｆ′（ｘ）｜成立，

则当０＜ｘ＜１时，必有

ｘｆ（ｘ）＞ １
ｘｆ １（ ）ｘ ．

解 　 由０＜ｆ（ｘ）＜｜ｆ′（ｘ）｜及ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上单调下降有

０＜ｆ（ｘ）＜｜ｆ′（ｘ）｜＝－ｆ′（ｘ），所以 　ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）＜－１．

当０＜ｘ＜１时，

∫
１

ｘ

ｆ′（ｔ）
ｆ（ｔ）ｄｔ＜∫

１

ｘ
（－１）ｄｘ，即ｌｎｆ（ｘ）

ｆ（ｘ）＜ｘ－１，亦即ｆ（１）
ｆ（ｘ）＜ｅｘ－１． （１）

∫
１
ｘ

１

ｆ′（ｔ）
ｆ（ｔ）ｄｔ＜∫

１
ｘ

１
（－１）ｄｔ 即ｌｎ

ｆ １（ ）ｘ
ｆ（１） ＜１－ １

ｘ
，亦即

ｆ １（ ）ｘ
ｆ（１） ＜ｅ

１－１
ｘ ． （２）

由式（１），式（２）得

ｆ（１）
ｆ（ｘ）·

ｆ １（ ）ｘ
ｆ（１） ＜ｅｘ－１·ｅ

１－１
ｘ ，即

ｆ １（ ）ｘ
ｆ（ｘ） ＝ｅｘ－１

ｘ ．

要证ｘｆ（ｘ）＞ １
ｘｆ １（ ）ｘ

，只须证ｅ
ｘ－１

ｘ ≤ｘ２ 即可 即须证ｘ－ １
ｘ ≤２ｌｎｘ．

令ｇ（ｘ）＝ｘ－ １
ｘ －２ｌｎｘ，ｇ′（ｘ）＝１＋ １

ｘ２ － ２
ｘ ＝

（ｘ－１）２

ｘ２ ≥０，所以

ｇ（ｘ）≤ｇ（１）＝０（０＜ｘ＜１） 即当０＜ｘ＜１时，ｘ－ １
ｘ ≤２ｌｎｘ．

从而ｅ
ｘ－１

ｘ ≤ｘ２，所以当０＜ｘ＜１时，

—９４—

高等数学



ｆ １（ ）ｘ
ｆ（ｘ） ＜ｅ

ｘ－１
ｘ ≤ｘ２，　 即ｘｆ（ｘ）＞ １

ｘｆ １（ ）ｘ ．

３．函数的性态与极值

例２７１　 求ｆ（ｘ）＝ｅ
－ｘ２

ｃｏｓｘ２ 的值域
解 　 显然ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，＋∞）．令ｘ２ ＝ｔ，则可考虑

ｇ（ｔ）＝ｅ－ｔｃｏｓｔ　ｔ∈ ［０，＋∞）．

的值域，因为

ｇ′（ｔ）＝－ｅ－ｔ（ｃｏｓｔ＋ｓｉｎｔ）．

所以，其驻点为ｔｋ ＝ｋπ＋３π
４　（ｋ＝０，１，２，…），

而 ｇ（ｔｋ）＝ （－１）ｋ＋１ 槡２
２ｅ

－ｔｋ　（ｋ＝０，１，２，…），

ｇ（ｔ０），ｇ（ｔ２），ｇ（ｔ４）… 为负数，其中以ｇ（ｔ０）＝－槡２
２ｅ

－３
４π

为最小

ｇ（ｔ１），ｇ（ｔ３），ｇ（ｔ５），… 为正数，但均小于

ｇ（０）＝１，

又 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｇ（ｔ）＝０．

所以，ｇ（ｔ）在［０，＋∞）上 的 最 大 值 为ｇ（０）＝１，最 小 值 为ｇ（３π／４）＝－槡２ｅ
－３
４π／２，故ｇ（ｔ）的 值 域 为

［－槡２ｅ
－３
４π／２，１］也就是ｆ（ｘ）的值域为［－槡２ｅ

－３
４π／２，１］．

注 　 本题即求函数的最大值最小值，因为ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝０．

例２７２　 设ａ＞０，求ｆ（ｘ）＝ １
１＋｜ｘ｜＋ １

１＋｜ｘ－ａ｜
的最值

解 　 因为

ｆ（ｘ）＝

１
１＋ｘ＋ １

１＋ｘ－ａ
， ｘ≥ａ，

１
１＋ｘ＋ １

１＋ａ－ｘ
， ０≤ｘ＜ａ，

１
１－ｘ＋ １

１＋ａ－ｘ
， ｘ＜０

烅

烄

烆 ．

ｆ（ｘ）在ｘ＝０，ａ两点不可导，在其他点可导，

ｆ′（ｘ）＝

－ １
（１＋ｘ２）－

１
（１＋ｘ－ａ）２

， ｘ＞ａ，

－ １
（１＋ｘ）２ － １

（１＋ａ－ｘ）２
， ０＜ｘ＜ａ，

１
（１－ｘ）２ － １

（１＋ａ－ｘ）２
， ｘ＜０

烅

烄

烆 ．

从而ｆ（ｘ）仅有一个驻点ｘ＝ａ／２，

而 ｆ ａ（ ）２ ＝ ４
２＋ａ

，　ｆ（０）＝ｆ（ａ）＝１＋ １
１＋ａ

，

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝０，
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故函数ｆ（ｘ）的最大值为１＋１／（１＋ａ），没最小值ｘ＝ａ／２为其极小值点
注 　 注意无限区间上的连续函数不一定有最值，故要考虑在无穷远点处的变化形态
例２７３　 设ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导又设直线ｌ：ｙ＝ｇ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｋ（ｘ－ａ）过点（ａ，ｆ（ａ）），但不是ｙ

＝ｆ（ｘ）的切线，则不管正数δ多么小，曲线段ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈ （ａ－δ，ａ＋δ），不能位于ｌ的同一侧
证（反证法）　 假定存在δ０ ＞０，使曲线段

ｙ＝ｆ（ｘ），　ｘ∈ （ａ－δ０，ａ＋δ０），

位于ｌ的同一侧，即或者（１）：位于ｌ上侧

ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ），ｘ∈ （ａ－δ０，ａ＋δ０），

或者（２），位于ｌ下侧

ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），　ｘ∈ （ａ－δ０，ａ＋δ０），

在（１）的情况下，令ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ），

则 ｈ（ｘ）≥０，　ｘ∈ （ａ－δ０，ａ＋δ０），

又 ｈ（ａ）＝０，所以ａ为ｈ（ｘ）的极小值点
所以， ｈ′（ａ）＝０，

ｆ′（ａ）＝ｇ′（ａ）＝ｋ
这说明ｌ为ｆ（ｘ）在（ａ，ｆ（ａ））处的切线，矛盾，

在（２）的情况下，同样可推出矛盾
综上所述，不管正数δ多么小，曲线段

ｙ＝ｆ（ｘ），　ｘ∈ （ａ－δ，ａ＋δ）

不能位于ｌ的同一侧
注 　 请考虑，曲线位于直线同侧时，就相切吗？曲线与直线相切时，曲线就一定位于直线的同侧吗？

例２７４　 设０＜ａ＜ｂ，求证ｌｎｂ
ａ ＞２（ｂ－ａ）

ａ＋ｂ ．

证法 　 考虑函数ｆ（ｘ）＝ （ｘ＋１）ｌｎｘ－２（ｘ－１），

则 ｆ′（ｘ）＝ １
ｘ ＋ｌｎｘ－１．

ｆ″（ｘ）＝ １
ｘ

１－ １（ ）ｘ ．

当ｘ＞１时，ｆ″（ｘ）＞０，所以ｆ（ｘ）单调增加，

所以 ｆ′（ｘ）＞ｆ′（１）＝０，　ｘ＞１，

从而ｆ（ｘ）在［１，＋∞］上单调增加

ｆ（ｘ）＞ｆ（１）＝０，　ｘ＞１．

取 　ｘ＝ｂ／ａ，得

ｂ
ａ ＋（ ）１ｌｎｂ

ａ －２ ｂ
ａ －（ ）１ ＞０，

即 ｌｎｂ
ａ ＞２（ｂ－ａ）

ａ＋ｂ ．

例２７５　 设曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与ｙ＝ｇ（ｘ）在（ｘ０，ｙ０）处相切，且在这一点曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的曲率ｋ１ 比ｙ＝

ｇ（ｘ）的曲率ｋ２ 大，ｆ″（ｘ０），ｇ″（ｘ０）＞０ 问在（ｘ０，ｙ０）附近，ｙ＝ｆ（ｘ）是在ｙ＝ｇ（ｘ）的上方还是下方？
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解 　 显然

ｙ０ ＝ｆ（ｘ０）＝ｇ（ｘ０），ｆ′（ｘ０）＝ｇ′（ｘ０），

又 ｋ１ ＝ ｜ｆ″（ｘ０）｜
（１＋ｆ′２（ｘ０）３

／２，　ｋ２ ＝ ｜ｇ″（ｘ０）｜
（１＋ｇ′２（ｘ０）３

／２，

ｋ１ ＞ｋ２．

所以 ｜ｆ″（ｘ０）｜＞｜ｇ″（ｘ０）｜，

则 ｆ″（ｘ０）＞ｇ″（ｘ０）．

令 Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ），

则 Ｆ（ｘ０）＝０，Ｆ′（ｘ０）＝０，Ｆ″（ｘ０）＞０．

所以，ｘ０ 是Ｆ（ｘ）的极小值点 即存在δ＞０，当｜ｈ｜＜δ时，

Ｆ（ｘ０＋ｈ）≥Ｆ（ｘ０）＝０

即 ｆ（ｘ０＋ｈ）≥ｇ（ｘ０＋ｈ）．

故在（ｘ０，ｙ０）附近，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在曲线ｙ＝ｇ（ｘ）的上方

例２７６　 设ａ＞１，ｆ（ｔ）＝ａｔ－ａｔ在（－∞，＋∞）内的驻点为ｔ（ａ），问ａ为何值时，ｔ（ａ）最小？并求出最

小值
解 　 由ｆ′（ｔ）＝ａｔｌｎａ－ａ＝０，得惟一驻点

ｔ（ａ）＝１－ｌｎｌｎａ
ｌｎａ ．

考察函数ｔ（ａ）＝１－ｌｎｌｎａ
ｌｎａ

在ａ＞１时的最小值 令

ｔ′（ａ）＝－

１
ａ － １

ａｌｎｌｎａ

（ｌｎａ）２ ＝－１－ｌｎｌｎａ
（ａｌｎａ）２ ＝０，

得惟一驻点ａ＝ｅｅ，当ａ＞ｅｅ 时，ｔ′（ａ）＞０；当ａ＜ｅｅ 时，ｔ′（ａ）＜０，因此

ｔ（ｅｅ）＝１－ １
ｅ

为极小值，从而是最小值

４ 在经济学中的应用

（１）常用函数

① 需求函数：　　　Ｄ ＝ｆ（ｐ），其中，Ｄ 为需求量，ｐ为价格

② 供给函数： Ｑ＝ｑ（ｐ），其中，Ｑ 为供给量

③ 总收益函数： Ｒ＝Ｄｐ，其中，Ｒ 为总收益

④ 成本函数： Ｃ＝Ｃ（ｘ），其中，ｘ为产量，Ｃ 为成本

⑤ 利润函数： Ｌ＝Ｒ（ｘ）－Ｃ（ｘ）
（２）边际概念

① 边际成本 　 产量增加一个单位时所增加的总成本

② 边际收益 　 多销售一个单位产品时所增加的销售总收入
设产量为ｘ，总成本函数为Ｃ（ｘ），总收益函数为Ｒ（ｘ） 总利润函数为Ｌ（ｘ）＝Ｒ（ｘ）－Ｃ（ｘ）
边际成本 ＭＣ 为Ｃ′（ｘ），边际收益 ＭＲ 为Ｒ′（ｘ），边际利润 ＭＬ 为Ｌ′（ｘ）＝Ｒ′（ｘ）－Ｃ′（ｘ）（ＭＬ ＝ＭＲ－

ＭＣ）．
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（３）弹性 　 一个经济变量对另一个经济变量变化的反应程度

设ｘ，ｙ为两个变量，ｙ对ｘ 的弹性：Ｅｙ
Ｅｘ ＝ ｘ

ｙ
ｄｙ
ｄｘ＝ｄ（ｌｎｙ）

ｄ（ｌｎｘ）．

设 市场需求量为Ｑ，价格为ｐ，需求函数Ｑ＝Ｑ（ｐ）需求对价格的弹性：ＥＱ
Ｅｐ ＝ ｐ

Ｑ
ｄＱ
ｄｐ＝ｄ（ｌｎＱ）

ｄ（ｌｎｐ）收益的

价格的弹性：ＥＲ
Ｅｐ ＝ ｐ

Ｒ
·ｄＲ
ｄｐ ＝ ｐ

ｐＱ
ｄ（ｐＱ）
ｄｐ ＝１＋ ｐ

Ｑ
·ｄＱ
ｄｐ ＝１＋ＥＱ

Ｅｐ
．

（４）设ｘ 为 某 产 品 的 产 量，固 定 成 本 为 Ｃ０，边 际 成 本 ＭＣ ＝Ｃ′（ｘ），则 总 成 本 函 数 Ｃ（ｘ）＝ Ｃ０ ＋

∫
ｘ

０
Ｃ′（ｘ）ｄｘ．

设ｘ为某产品的销售量，边际收益 ＭＲ ＝Ｒ′（ｘ），则总收益函数Ｒ（ｘ）＝∫
ｘ

０
Ｒ′（ｘ）ｄｘ

若 已知某产品的总产量Ｑ的变化率为ｆ（ｔ），即Ｑ′（ｔ）＝ｆ（ｔ）．则从ｔ０ 到ｔ期间该产品的总产量的增加值

为 ΔＱ＝∫
ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ．

总产量 Ｑ（ｔ）＝Ｑ０＋∫
ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，（Ｑ｜ｔ＝ｔ０

＝Ｑ０）

（５）增长率：设ｙ是时间ｔ的函数ｙ＝ｆ（ｔ），则函数ｙ＝ｆ（ｔ）在时间ｔ的增长率定义为

ｆ′（ｔ）
ｆ（ｔ）＝ １

ｙ
·ｄｙ
ｄｔ．

对指数函数ｙ＝Ａｒｔ，则其增长率为１
ｙ

·ｄｙ
ｄｔ＝ｒ．

（６）复利与贴现：设Ａ０ 是现有本金，ｒ是年利率，连续复利计算Ａｔ 是ｔ年末的未来值

复利公式： Ａｔ ＝Ａ０ｅｒｔ．

贴现公式： Ａ０ ＝Ａｔｅ－ｒｔ．
例２７７　 某旅行社组团，若每团人数不超过３０人时，飞机票每张收费９００元若每团人数多于３０人时，

则每多１人机票每张可减少１０元，直 至 每 张 降 为４５０元 每 团 乘 飞 机，旅 行 社 则 需 付 给 航 空 公 司 包 机 费

１５０００元
（１）写出飞机票的价格函数；

（２）每团人数为多少时旅行社可获最大利润

解 　 设ｘ表示每团人数，ｐ表示飞机票的价格由９００－４５０
１０ ＝４５，所以每团人数最多可限制为３０＋４５

＝７５人

ｐ（ｘ）＝
９００， １≤ｘ≤３０；

９００－１０（ｘ－３０）， ３０＜ｘ≤７５｛ ．

利润函数Ｌ＝Ｌ（ｘ）＝ｘｐ－１５０００＝
９００ｘ－１５０００， １≤ｘ≤３０，

９００ｘ－１０ｘ（ｘ－３０）－１５０００， ３０＜ｘ≤７５｛ ．

因Ｌ′（ｘ）＝
９００， １≤ｘ≤３０

１２００－２０ｘ， ３０＜ｘ≤｛ ７５
．令Ｌ′（ｘ）＝０，得ｘ＝６０，Ｌ″（６０）＝－２０＜０．

故当ｘ＝６０人时，利润极大也最大，此时Ｌ＝Ｌｍａｘ ＝２１０００（元）
例２７８　 一商店按批发价每件４元购入一批商品进行零售，若定价５元／件，估计可卖出２００件若每

件售价降低００２元，则可以多卖出２０件 问该进多少货，如何定价，可使利润最大，最大利润又为多少？

解 　 设 Ｑ 为 多 卖 出 的 件 数，则 卖 出 的 件 数 为 ２００＋ Ｑ，价 格 为 ５－０．０２
２０（ ）Ｑ ．每 件 利 润 为

５－０．０２
２０Ｑ－（ ）４ ＝ １－０．０２

２０（ ）Ｑ ．
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利润函数Ｌ（Ｑ）＝ １－０．０２
２０（ ）Ｑ （２００＋Ｑ）＝－０．００１Ｑ２＋０．８Ｑ＋２００．

Ｌ′（Ｑ）＝－０．００２Ｑ＋０．８，令Ｌ′（Ｑ）＝０，得Ｑ＝４００，Ｌ″（４００）＝－０．０２＜０，

Ｌｍａｘ ＝３６０，故应买进６００件，定价为４６元

例２７９　 设总成本函数Ｃ（ｘ）＝４００＋３ｘ＋ １
２ｘ２，价格函数ｐ＝ｐ（ｘ）＝１００

槡ｘ
，求边际成本，边际收益，

边际利润，收益对价格的弹性

解 　 边际成本 ＭＣ ＝Ｃ′（ｘ）＝３＋ｘ 总收益函数Ｒ＝ｐｘ ＝１００槡ｘ．

边际收益 ＭＲ ＝Ｒ′（ｘ）＝５００
槡ｘ

．边际利润

ＭＬ ＝ ＭＲ－ＭＣ ＝Ｒ′（ｘ）－Ｃ（ｘ）＝ ５０
槡ｘ

－ｘ－３．

当ｐ＝１００
槡ｘ

时，反函数ｘ＝１００００
ｐ２ ，因此总收益函数Ｒ＝ｐｘ＝１００００

ｐ
，收益对价格的弹性ＥＲ

Ｅｐ ＝ ｐ
Ｒ

·ｄＲ
ｄｐ

＝ ｐ２

１００００
· －１００００

ｐ（ ）２ ＝－１．

例２８０　 设某产品的需求函数Ｑ＝Ｑ（ｐ）是单调减少，收益函数Ｒ＝ｐＱ，当价格ｐ＝ｐ０ 时，Ｑ＝Ｑ０，

Ｒ′（Ｑ０）＝２，Ｒ′（ｐ０）＝－１５０ 需求对价格的弹性Ｅｐ 满足｜Ｅｐ｜＝ ３
２

，求ｐ０ 和Ｑ０

解 　Ｑ＝Ｑ（ｐ）单减，故Ｅｐ ＜０，所以Ｅｐ｜ｐ＝ｐ０
＝－ ３

２
，且反函数ｐ＝ｐ（Ｑ）存在，

Ｒ＝ｐＱ ＝ｐＱ（ｐ），Ｒ′（ｐ）＝Ｑ（ｐ）＋ｐｄＱ
ｄｐ ＝Ｑ １＋ ｐ

Ｑ
ｄＱ
ｄ（ ）ｐ ＝Ｑ（１＋Ｅｐ）．

由Ｒ＝ｐＱ ＝ｐ（Ｑ）Ｑ，得

Ｒ′（Ｑ）＝ｐ（Ｑ）＋Ｑｐ′（Ｑ）＝ｐ（Ｑ）１＋ Ｑ
ｐ（Ｑ）

ｄｐ
ｄ（ ）Ｑ ＝ｐ（Ｑ）１＋ １

Ｅ（ ）ｐ ．

故由Ｒ′（Ｑ）｜Ｑ＝Ｑ０
＝ｐ０ １－（ ）２

３ ＝２，得ｐ０ ＝６．

由Ｒ′（ｐ）｜ｐ＝ｐ０
＝Ｑ０ １－（ ）３

２ ＝－１５０，得Ｑ０ ＝３００

例２８１　 某厂家生产的一种产品，同时时 在两个市场销售 售价分别为ｐ１ 和ｐ２，销售量分别为Ｑ１ 和

Ｑ２ 需求函数分别为Ｑ１ ＝２４－０．２ｐ１，Ｑ２ ＝１０－０．０５ｐ２ 总成本函数Ｃ＝３５＋４０（Ｑ１＋Ｑ２），试问厂家如

何确定两个市场的销售价，才能使其获得的总利润最大，且最大总利润又为多少？

解 　 总收益函数Ｒ＝ｐ１Ｑ１＋ｐ２Ｑ２ ＝２４ｐ１＋１０ｐ２－０．２ｐ２
１－０．０５ｐ２

２．

总成本函数Ｃ＝３５＋４０（Ｑ１＋Ｑ２）＝１３９５－８ｐ１－２ｐ２，

总利润函数Ｌ＝Ｒ－Ｃ＝－０．２ｐ２
１－０．０５ｐ２

２＋３２ｐ１＋１２ｐ２－１３９５

＝－０．２（ｐ１－８０）２－０．０５（ｐ２－１２０）２＋６０５．

故当ｐ１ ＝８０，ｐ２ ＝１２０时，Ｌｍａｘ ＝６０５．

（Ｑ１，Ｑ２ 也可计算）

注 　 如要求ｐ１ ＝ｐ２，则令

Ｆ＝Ｌ＋λ（ｐ１－ｐ２）＝－０．２ｐ２
１－０．０５ｐ２

２＋３２ｐ１＋１２ｐ２－１３９５＋λ（ｐ１－ｐ２），
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令Ｆ′
ｐ１

＝０，Ｆ′
ｐ２

＝０，则可得ｐ１，ｐ２．

例２８２　 某公司可通过电台及报纸两种方式做销售某商品广告，据统计有下列经验公式

Ｒ（销售收入）＝１５＋１４ｘ１＋３２ｘ２－８ｘ１ｘ２－２ｘ２
１－１０ｘ２

２．

其中，ｘ１ 为电台广告（万元），ｘ２ 为报纸广告费（万元） 现提供广告费１５万元，求相应的最优广告策略

解 　 令Ｌ＝Ｒ－Ｃ＝Ｒ－（ｘ１＋ｘ２）＝１５＋１３ｘ１＋３１ｘ２－８ｘ１ｘ２－２ｘ２
１－１０ｘ２

２，

又，ｘ１＋ｘ２ ＝１．５，故

Ｆ＝Ｌ＋λ（ｘ１＋ｘ２）＝１５＋１３ｘ１＋３１ｘ２－８ｘ１ｘ２－２ｘ２
１－１０ｘ２

２＋λ（ｘ１＋ｘ２－１．５），

令Ｆ′
ｘ１

＝０，Ｆ′
ｘ２

＝０，Ｆ′
λ ＝０得ｘ１ ＝０，ｘ２ ＝１．５（万元）（０≤ｘ１，ｘ２ ≤１．５）．

故广告费用全部投入报纸广告时最好
（如果提供的广告费不定，则令Ｌ′

ｘ１
＝０，Ｌ′

ｘ２
＝０得ｘ１ ＝０．７５，ｘ２ ＝１．２５（万元））

例２８３　 工厂生产两种产品，总成本函数为Ｃ＝Ｑ２
１＋２Ｑ１Ｑ２＋Ｑ２

２＋５，两种产品的需求函数分别为Ｑ１

＝２６－ｐ１，Ｑ２ ＝１０－ １
４ｐ２ 试为使利润最大，确定两种的产品的产量及最大利润

解 　Ｒ＝Ｒ１＋Ｒ＝ｐ１Ｑ１＋ｐ２Ｑ２ ＝ （２６－Ｑ１）Ｑ１＋（４０－４Ｑ２）Ｑ２，

Ｌ＝Ｒ－Ｃ＝２６Ｑ１＋４０Ｑ２－２Ｑ２
１－２Ｑ１Ｑ２－５Ｑ２

２－５，

令 　ＬＱ１
＝０，ＬＱ２

＝０得Ｑ１ ＝５，Ｑ２ ＝３，Ｌｍａｘ ＝１２０．

例２８４　 某工厂的同一种产品分销两个独立市场，两个市场的需求情况不同设价格函数为ｐ１ ＝６０－

３Ｑ１，ｐ２ ＝２０－２Ｑ２总成本函数为Ｃ＝１２Ｑ＋４，Ｑ＝Ｑ１＋Ｑ２，为获得最大利润，求投放每个市场的产量，并

确定此时每个市场的价格
解 　Ｒ１ ＝ｐ１Ｑ１ ＝６０Ｑ１－３Ｑ２

１，Ｒ２ ＝ｐ２Ｑ２ ＝２０Ｑ２－２Ｑ２
２，

Ｌ＝Ｒ１＋Ｒ２－Ｃ＝４８Ｑ１＋Ｑ２－３Ｑ２
１－２Ｑ２

２－４，

令 ＬＱ１
＝０，ＬＱ２

＝０得Ｑ１ ＝８，Ｑ２ ＝２，ｐ１ ＝３６，ｐ２ ＝１６．

例２８５　 一厂商经营两工厂，生产同一种产品且在同一市场销售，两工厂的成本函数为Ｃ１ ＝３Ｑ２
１＋２Ｑ１

＋６，Ｃ２ ＝２Ｑ２
２＋２Ｑ２＋４而价格函数ｐ＝７４－６Ｑ，Ｑ＝Ｑ１＋Ｑ２，为获得最大利润，试确定每个工厂的产出

解 Ｒ＝ｐＱ ＝７４－６Ｑ２ ＝７４（Ｑ１＋Ｑ２）－６（Ｑ１＋Ｑ２）２，

Ｌ＝Ｒ－（Ｃ１＋Ｃ２）＝７２Ｑ１＋７２Ｑ２－９Ｑ２
１－８Ｑ２

２－１２Ｑ１Ｑ２－１０．

令Ｌ′
Ｑ１

＝０，Ｌ′
Ｑ２

＝０得Ｑ１ ＝２，Ｑ２ ＝３

例２８６　 某商品需求函数为

Ｄ ＝１０－ ｐ
２．

求 　（１）需求价格弹性函数；（２）当ｐ＝３时的需求价格弹性；（３）在ｐ＝３时，若价格上涨１％，其总收益是

增加，还是减少？它将变化百分之几？

解 　（１）按弹性定义：

ＥＤ
Ｅｐ ＝－ｄＤ

ｄｐ
·ｐ

Ｄ ＝－ －（ ）１
２

ｐ
１０－ ｐ

２

＝ ｐ
２０－ｐ

．

（２）ｐ＝３时的需求价格弹性为

ＥＤ
Ｅｐ ｐ＝３

＝ ｐ
２０－ｐ ｐ＝３

＝ ３
１７．
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（３）在ｐ＝３时，ＥＤ
Ｅｐ ｐ＝３

＝ ３
１７＜１，故当价格上涨１％ 时，其总收益增加，再求总收益增加的百分比按

题意，即求在ｐ＝３时，总收益Ｒ 对价格ｐ 的弹性

由于总收益Ｒ＝ｐＤ ＝１０ｐ－ｐ２

２．

于是总收益的价格弹性函数为

ＥＲ
Ｅｐ ＝ｄＲ

ｄｐ
·ｐ
Ｒ ＝ （１０－ｐ）· ｐ

１０ｐ－ｐ２

２

＝２（１０－ｐ）
２０－ｐ

．

从而在ｐ＝３时总收益的价格弹性

ＥＲ
Ｅｐ ｐ＝３

＝２（１０－ｐ）
２０－ｐ ｐ＝３

≈０．８２．

故在ｐ＝３时，若价格上涨１％，其总收益约增加０８２％
例２８７　 某厂 每 批 生 产 Ａ 商 品ｘ 台 的 费 用 为ｃ（ｘ）＝５ｘ＋２００（万 元），得 到 的 收 入 为 Ｒ（ｘ）＝１０ｘ

－０．０１ｘ２（万元），问每批生产多少台，才能使利润最大？

解 　 设利润为Ｌ（ｘ），则

Ｌ（ｘ）＝Ｒ（ｘ）－ｃ（ｘ）＝５ｘ－０．０１ｘ２－２００，

Ｌ′（ｘ）＝５－０．０２ｘ．

令Ｌ′（ｘ）＝０，　 解得 　ｘ＝２５０（台）。

由于Ｌ″（ｘ）＝－０．０２＜０，所以Ｌ（２５０）＝４２５（万元）为极大值，也就是最大值
因此，只要每批生产２５０台，就可以获得最大利润４２５万元
例２８８　 某企业根据现有技术与资源条件，原计划所作投资使今年所得为ｘ元，明年所得为ｙ元，ｙ与ｘ

之间有如下关系式ｙ＝φ（ｘ）（称为转换曲线或投资机会线），设年利率为ｒ，每年计算复利一次，问该厂应如

何调整投资，使所得现值最大？

解 　 设 Ｗ 表示今年可得的ｘ 元和明年可得的ｙ 元的现值，则

Ｗ ＝ｘ＋φ（ｘ）
１＋ｒ．

据题意欲使 Ｗ 最大，即只要求出满足

ｄＷ
ｄｘ ＝０　 及 　ｄ２Ｗ

ｄｘ２ ＜０

的ｘ，就可使 Ｗ 达到最大，亦即要使

１＋φ′（ｘ）
１＋ｒ ＝０　 及 　φ″（ｘ）

１＋ｒ ＜０．

由于１＋ｒ＞０，所以当φ″（ｘ）＜０，即φ（ｘ）为上凸函数时，可调整投资使今年所得的ｘ满足φ′（ｘ）＝－（１＋

ｒ），这时，明年所得ｙ也可由ｙ＝φ（ｘ）算出 因此，经过这样的调整就可使所得现值达到最大

习 　 题 　２

１ 设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 处可导，ｆ′（ｘ０）＝Ａ，求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０）－ｆ（ｘ０－ｈ）
ｌ１

；　　　　　　 （２）ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋２ｔ）－ｆ（ｘ０）
ｔ

；
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（３）ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋２ｔ）－ｆ（ｘ０＋ｔ）
２ｔ

； （４）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ ｆ ｘ０＋α（ ）ｎ －ｆ ｘ０＋β（ ）［ ］ｎ ．

２．讨论：

（１）函数ｆ（ｘ）＝
ｘ２ｓｉｎ１

ｘ
， ｘ＞０；

ｘ３， ｘ≤０
烅
烄

烆 ，
在（－∞，＋∞）内的连续性与可导性及ｆ′（ｘ）的连续性

（２）讨论函数ｆ（ｘ）＝
ｘ３ｓｉｎ１

ｘ
， ｘ≠０；

０， ｘ＝
烅
烄

烆 ０
在ｘ＝０处的一阶、二阶导数是否存在？如果存在，试求其值

３ 若已知

ｆ′（ｌｎｘ）＝
１，当０＜ｘ≤１；

ｘ，当ｘ＞１｛ ，

且有ｆ（０）＝０，试求函数ｆ（ｔ）．

４．设ｆ（ｘ）的定义域为所有非零实数之全 体；对 任 何 非 零 的 实 数ｘ，ｙ，均 有ｆ（ｘｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）；且

ｆ′（１）存在
（１）ｆ′（ｘ）还在哪些点存在？

（２）ｆ（ｘ）＝？．

５．已知函数ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内可导，ｆ（ｘ）＞０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝１，且满足

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈｘ）
ｆ（ｘ（ ））

１
ｈ

＝ｅ
１
ｘ ，

求ｆ（ｘ）．

６．试求经过原点且与曲线ｙ＝ｘ＋９
ｘ＋５

相切的切线方程

７ 求下列函数的导数：

（１）ｙ＝ １＋ａｒｃｔａｎ ｘ＋ １（ ）槡 ｘ
；　　　　　 （２）ｙ＝ｅ

１－ｘ
１＋槡 ｘ；

（３）ｘ＝ｅａｒｃｓｉｎｙ； （４）ｙ＝ （１＋ｘ２）ｓｉｎｘ．

８．设函数ｙ＝ｆ（ｘ）由方程

ｅｘ ＝３ｔ２＋２ｔ＋１，

ｔｓｉｎｙ－ｙ＋ π
２ ＝

烅
烄

烆 ０

确定，ｔ为参变量，求ｄｙ
ｄｘ ｔ＝０

．

９．求函数ｎ阶导数的表达式：

（１）ｙ＝ｘ
ｎ
槡ｘ；　　　　（２）ｙ＝ｅａｘｓｉｎｂｘ．（ｂ为常数）

１０．设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内可导（０＜ａ＜ｂ），证明：在（ａ，ｂ）内存在ξ和η，使

ｆ′（ξ）＝ａ＋ｂ
２η

ｆ′（η）．

１１．求证

（１）（ａ＋ｂ）ｐ ≤ａｐ ＋ｂｐ，（ａ≥０，ｂ≥０，０＜ｐ＜１）；

（２）（ａ＋ｂ）ｐ ≥ａｐ ＋ｂｐ，（ａ≥０，ｂ≥０，ｐ＞１）．
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１２．设ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，且ｆ″（０）＞０，ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝０，求ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｕ）
ｕｆ（ｘ），其中ｕ是曲线ｙ＝

ｆ（ｘ）上点（ｘ，ｆ（ｘ））处的切线在ｘ轴上的截距

１３ 确定常数ａ，ｂ，使ｘ→０时，ｆ（ｘ）＝ｅｘ －１＋ａｘ
１＋ｂｘ

为ｘ 的三阶无穷小量

１４ 求内接于椭圆ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ ＝１，两边分别平行于坐标轴的面积最大的矩形（ａ，ｂ＞０）．

简答与提示

１ （１）Ａ；　　（２）２Ａ；　（３）１
２Ａ；（４）（α－β）Ａ．

２．（１）ｆ′（ｘ）＝
２ｘｓｉｎ１

ｘ －ｃｏｓ１
ｘ

， ｘ＞０；

３ｘ２， ｘ≤０
烅
烄

烆 ，

ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处不连续
（２）ｆ′（０）＝０；　ｆ″（０）不存在

３ｆ（ｔ）＝
ｔ， －∞ ＜ｔ≤０；

ｅｔ－１， ｔ＞０｛ ．

４．（１）ｆ（ｙ）＝ｆ（１）＋ｆ（ｙ），ｆ（１）＝０，当ｘ≠０时，

ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ ｘ· １＋Δｘ（ ）［ ］ｘ －ｆ（ｘ）

Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ）＋ｆ １＋Δｘ（ ）ｘ －ｆ（ｘ）

Δｘ ＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ １＋Δｘ（ ）ｘ
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

１
ｘ

·
ｆ １＋Δｘ（ ）ｘ

Δｘ
ｘ

＝ｆ′（１）
ｘ ．

即 　ｆ′（ｘ）除ｘ＝０外处处存在

（２）由ｆ′（ｘ）＝ｆ′（１）
ｘ

可知，ｆ（ｘ）＝ｆ′（１）ｌｎ｜ｃｘ｜．

５．ｆ（ｘ）＝ｅ
－１
ｘ ．

６．ｙ＝－ｘ或ｙ＝－ １
２５ｘ．

７．（１） ｘ２－１

２（ｘ４＋３ｘ２＋１） １＋ａｒｃｔａｎ ｘ＋ １（ ）槡 ｘ

．

（２）－ １
（１＋ｘ）２

· １＋ｘ
１－槡 ｘ

·ｅ
１－ｘ
１＋槡 ｘ．

（３）ｃｏｓ（ｌｎｘ）
ｘ ．

（４）（１＋ｘ２）ｓｉｎｘ ｃｏｓｘｌｎ（１＋ｘ２）＋２ｘｓｉｎｘ
１＋ｘ［ ］２ ．
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８．１
２．

９．（１）
ｎ

Ｋ＝１
ｎ－２Ｋ－３（ ）２ ｘ

１
２ ；　（２）（ａ２＋ｂ２）

ｎ
２ｅａｘｓｉｎ（ｂｘ＋ｎφ），ｓｉｎφ＝ ｂ

ａ２＋ｂ槡 ２
．

１０．分别对ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上用拉格朗日中值定理，以及对ｆ（ｘ）、Ｆ（ｘ）＝ｘ２－ａ２

２
用柯西中值定理即可

证

１１ 令ｆ（ｘ）＝ （ｘ＋ｂ）ｐ －ｘｐ －ｂｐ 及ｇ（ｘ）＝ （１＋ｘ）ｐ －ｘｐ －１，讨论ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）的单调性

１２ 由ｘ≠０，ｕ＝ｘ－ｆ（ｘ）
ｆ′（ｘ）得ｌｉｍ

ｘ→０

ｘｆ（ｕ）
ｕｆ（ｘ）＝ １

２．

１３．ａ＝ １
２

，ｂ＝－ １
２．

１４．第一象限顶点 槡２
２ａ，槡２

２（ ）ｂ ，面积 ＝２ａｂ，

—９５—
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第三章　不定积分

不定积分的计算是考查考生的运算技能，虽然在历年的试题中，单独的不定积分计算 题 并 不 多，但 是 在

定积分、重积分、线面积分与广义积分的计算及微分方程的求解中都离不开这一基本技能．因此考生应注意

在完成一定数量的习题中，总结与熟悉某些规律．

一、复习与考试要求

（１）了解不定积分的概念与性质，并熟记一些基本初等函数的原函数．
（２）掌握不定积分的换元法与分部积分法及典型初等函数的不定积分的求法．

二、基本概念与理论

１．不定积分

（１）原函数：若在区间Ｉ内，Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），则称函数Ｆ（ｘ）是函数ｆ（ｘ）在Ｉ内的一个原函数．
（２）不定积分：函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上的全体原函数

｛Ｆ（ｘ）＋Ｃ｜Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），　Ｃ∈Ｒ｝

称作ｆ（ｘ）的不定积分，记为∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ，　Ｃ∈Ｒ．

２．不定积分的性质

（１）存在性：若函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上连续，则∫ｆ（ｘ）ｄｘ存在．

（２）线性：设ａ，ｂ是两个常数，则

∫［ａｆ（ｘ）＋ｂｇ（ｘ）］ｄｘ＝ａ∫ｆ（ｘ）ｄｘ＋ｂ∫ｇ（ｘ）ｄｘ，　ｘ∈Ｉ．

（３）可微性：（∫ｆ（ｘ）ｄｘ）′＝ｆ（ｘ），　ｄ（∫ｆ（ｘ）ｄｘ）＝ｆ（ｘ）ｄｘ，　ｘ∈Ｉ．

３．不定积分的基本计算法

（１）第一类换元法：若ｆ（ｕ），φ′（ｘ）均连续，ｆ（ｕ）有原函数Ｆ（ｕ），则

∫ｆ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）ｄｘ
令ｕ＝φ（ｘ


）

∫ｆ（ｕ）ｄｕ

＝Ｆ（ｕ）＋Ｃ＝Ｆ［φ（ｘ）］＋Ｃ．

（２）第二类换元法：若ｘ＝ψ（ｔ），ψ′（ｔ）连续且不为零，ｆ［ψ（ｔ）］ψ′（ｔ）有原函数Ｆ（ｔ），则

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｆ［ψ（ｔ）］ψ′（ｔ）ｄｔ

＝Ｆ（ｔ）＋Ｃ＝Ｆ［ψ
－１（ｘ）］＋Ｃ．

（３）分部积分法：若ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）均具有连续的导函数，则

∫ｕ（ｘ）ｄｖ（ｘ）＝ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）－∫ｖ（ｘ）ｄｕ（ｘ），

即 ∫ｕ（ｘ）ｖ′（ｘ）ｄｘ＝ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）－∫ｖ（ｘ）ｕ′（ｘ）ｄｘ．

注意　类似于概率积分∫ｓｉｎｘ
ｘ ｄｘ，∫ｅ±ｘ２ｄｘ，∫ｅｘ

ｘｄｘ及∫ ｌｎ槡 ｘｄｘ等的不定积分没有初等函数式．
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请考生熟记基本积分表（同济大 学 数 学 教 研 室 编．高 等 数 学 第 五 版．北 京：高 等 教 育 出 版 社，２００２年，

Ｐ．１８６～１８７，共１５式）．

三、基本题型与解题方法

１．第一类换元法

例３１　　 计算∫ｘ３＋ｘ
１－ｘ槡 ４

ｄｘ．

解 　∫ｘ３＋ｘ
１－ｘ槡 ４

ｄｘ＝∫ ｘ３

１－ｘ槡 ４
ｄｘ＋∫ ｘ

１－ｘ槡 ４
ｄｘ＝－ １

４∫ｄ（１－ｘ４）

１－ｘ槡 ４
＋ １

２∫ ｄｘ２

１－ｘ槡 ４

＝－ １
４ ×２ １－ｘ槡 ４ ＋ １

２ ａｒｃｓｉｎｘ２＋Ｃ＝ １
２

（ａｒｃｓｉｎｘ２－ １－ｘ槡 ４）＋Ｃ．

例３２　　 计算∫ｔａｎｘ
ｃｏｓ槡 ｘ

ｄｘ．

解 　 由于 ｔａｎｘ
ｃｏｓ槡 ｘ

ｄｘ＝ ｓｉｎｘ

ｃｏｓ
３
２ｘ

ｄｘ＝－ｄ（ｃｏｓｘ）

ｃｏｓ
３
２ｘ

＝２ｄ
１
ｃｏｓ槡（ ）ｘ

，

故

∫ｔａｎｘ
ｃｏｓ槡 ｘ

ｄｘ＝ ２
ｃｏｓ槡 ｘ

＋Ｃ．

例３３　 求不定积分∫ ｓｉｎｘ
１＋ｓｉｎｘｄｘ．

解 　∫ ｓｉｎｘ
１＋ｓｉｎｘｄｘ＝∫ ｓｉｎｘ（１－ｓｉｎｘ）

（１＋ｓｉｎｘ）（１－ｓｉｎｘ）ｄｘ＝∫ｓｉｎｘ－ｓｉｎ２ｘ
ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ

＝－∫ｄ（ｃｏｓｘ）
ｃｏｓ２ｘ

－∫（ｓｅｃ２ｘ－１）ｄｘ＝ １
ｃｏｓｘ－ｔａｎｘ＋ｘ＋Ｃ．

例３４　 求不定积分∫ｘ １－槡 ｘｄｘ．

解 　 由于ｘ １－槡 ｘｄｘ＝ １－槡 ｘｄｘ－（１－ｘ） １－槡 ｘｄｘ，故

∫ｘ １－槡 ｘｄｘ＝－∫ １－槡 ｘｄ（１－ｘ）＋∫（１－ｘ）３／２ｄ（１－ｘ）

＝－ ２
３

（１－ｘ）３／２＋ ２
５

（１－ｘ）５／２．

例３５　 求不定积分∫ｘ２＋１
ｘ４＋１

ｄｘ．

解 　 由于ｘ２＋１
ｘ４＋１

ｄｘ＝
１＋ １

ｘ２

ｘ２＋ １
ｘ２

ｄｘ＝
ｄ ｘ－ １（ ）ｘ

ｘ－ １（ ）ｘ

２

＋２
，

故 ∫ｘ２＋１
ｘ４＋１

ｄｘ＝∫
ｄ ｘ－ １（ ）ｘ

２＋ ｘ－ １（ ）ｘ

２ ＝ １
槡２

ａｒｃｔａｎ
ｘ－ １

ｘ
槡２

＋Ｃ．

例３６　 计算∫（ｘｌｎｘ）Ｐ（ｌｎｘ＋１）ｄｘ．
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解 　 由于ｄ（ｘｌｎｘ）＝ （ｘｌｎｘ）′ｄｘ＝ （ｌｎｘ＋１）ｄｘ，

故 ∫（ｘｌｎｘ）Ｐ（ｌｎｘ＋１）ｄｘ＝∫（ｘｌｎｘ）Ｐｄ（ｘｌｎｘ）＝
１

Ｐ＋１
（ｘｌｎｘ）Ｐ＋１＋Ｃ， Ｐ≠－１；

ｌｎ（ｘｌｎｘ）＋Ｃ， Ｐ＝－１
烅
烄

烆 ．

例３７　 计算∫ ｘ５

３
１＋ｘ槡 ３

ｄｘ．

解法１　 原式＝ １
３∫ ｘ３

３
１＋ｘ槡 ３

ｄｘ３ ＝ １
３∫ｘ３＋１－１

３
１＋ｘ槡 ３

ｄ（１＋ｘ３）

＝ １
３∫（１＋ｘ３）

２
３ｄ（１＋ｘ３）－ １

３∫（１＋ｘ３）－
１
３ｄ（１＋ｘ３）

＝ １
５

（１＋ｘ３）
５
３ － １

２
（１＋ｘ３）

２
３ ＋Ｃ．

解法２　 令１＋ｘ３ ＝ｕ３，则ｘ２ｄｘ＝ｕ２ｄｕ．

　　 原式＝∫
（ｕ３－１）ｕ２ｄｕ

ｕ ＝∫（ｕ４－ｕ）ｄｕ

＝ｕ５

５ －ｕ２

２ ＋Ｃ＝ １
５

（１＋ｘ３）
５
３ － １

２
（１＋ｘ３）

２
３ ＋Ｃ．

例３８　 计算∫ｄｘ
１＋ｅｘ．

解法１　 原式＝∫１＋ｅｘ －ｅｘ

１＋ｅｘ ｄｘ＝∫ｄｘ－∫ｅｘ

１＋ｅｘｄｘ＝ｘ－∫ｄ（１＋ｅｘ）
１＋ｅｘ ＝ｘ－ｌｎ（１＋ｅｘ）＋Ｃ．

解法２　 原式分子分母同乘以ｅ－ｘ．

则 原式＝∫ｅ－ｘ

ｅ－ｘ ＋１
ｄｘ＝－∫ｄ（ｅ－ｘ ＋１）

ｅ－ｘ ＋１
＝－ｌｎ（ｅ－ｘ ＋１）＋Ｃ．

例３９　 计算∫ ｅｘ

ｅｘ ＋２＋２ｅ－ｘｄｘ．

解 　 原式＝∫ ｅ２ｘ

ｅ２ｘ ＋２ｅｘ ＋２
ｄｘ＝∫ｅ２ｘ ＋ｅｘ －ｅｘ

ｅ２ｘ ＋２ｅｘ ＋２
ｄｘ

＝ １
２∫ｄ（ｅ２ｘ ＋２ｅｘ ＋２）

ｅ２ｘ ＋２ｅｘ ＋２
－∫ｄ（ｅｘ ＋１）

１＋（ｅｘ ＋１）２ ＝ １
２ｌｎ（ｅ２ｘ ＋２ｅｘ ＋２）－ａｒｃｔａｎ（ｅｘ ＋１）＋Ｃ．

例３１０　 计算∫ ｘ２＋１
ｘ １＋ｘ槡 ４

ｄｘ．

解法１　 原式＝∫ ｘ
１＋ｘ槡 ４

ｄｘ＋∫ ｄｘ
ｘ １＋ｘ槡 ４

＝ １
２∫ ｄｘ２

１＋（ｘ２）槡 ２
＋∫ ｄｘ

ｘ３ １＋ １
ｘ槡 ４

＝ １
２ｌｎ（ｘ２＋ １＋ｘ槡 ４）－ １

２∫
ｄ １

ｘ（ ）２

１＋
１
ｘ（ ）２槡

２

＝ １
２ｌｎ（ｘ２＋ １＋ｘ槡 ４）－ １

２ｌｎ １
ｘ２ ＋ １＋ １

ｘ槡（ ）４ ＋Ｃ．

—２６—

第三章　不定积分



解法２　 原式＝ｓｇｎｘ∫ ｘ２＋１

ｘ２ ｘ２＋ １
ｘ槡 ２

ｄｘ．＝ｓｇｎｘ∫
１＋ １

ｘ２

ｘ２＋ １
ｘ槡 ２

ｄｘ＝ｓｇｎｘ∫
ｄ ｘ－ １（ ）ｘ

ｘ－ １（ ）ｘ

２

＋槡 ２
．

＝ｓｇｎｘ ｘ－ １
ｘ ＋ ｘ－ １（ ）ｘ

２

＋槡［ ］２ ＋Ｃ．

例３１１　 计算∫ ｄｘ
ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ

．

解 　 原式＝∫ｓｉｎ２ｘ＋ｃｏｓ２ｘ
ｓｉｎｘｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝∫ｓｉｎｘ
ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＋∫ｃｏｔｘ １
ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ

＝ １
２ｃｏｓ２ｘ

＋∫１
ｔａｎｘｄｔａｎｘ＝ １

２ｃｏｓ２ｘ
＋ｌｎ｜ｔａｎｘ｜＋Ｃ．

例３１２　∫ ｄｘ
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

，其中ａ，ｂ不全为零的非负常数

解 　 当ａ≠０，ｂ≠０时，

∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝∫ １
ａ２ｔａｎ２ｘ＋ｂ２ｄ（ｔａｎｘ）＝ １

ａｂａｒｃｔａｎ
ａ
ｂｔａｎ（ ）ｘ ＋Ｃ．

当ａ＝０，ｂ≠０时，

∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝ １
ｂ２∫ １

ｃｏｓ２ｘ
ｄｘ＝ １

ｂ２ｔａｎｘ＋Ｃ．

当ａ≠０，ｂ＝０时，

∫ １
ａ２ｓｉｎ２ｘ＋ｂ２ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝ １
ａ２∫１

ｓｉｎ２ｘ
ｄｘ＝－ １

ａ２ｃｏｔｘ＋Ｃ．

例３１３　 设ｆ（ｘ２－１）＝ｌｎ ｘ２

ｘ２－２
，且ｆ［φ（ｘ）］＝ｌｎｘ，求∫φ（ｘ）ｄｘ．

解 　 因为ｆ（ｘ２－１）＝ｌｎ
（ｘ２－１）＋１
（ｘ２－１）－１

，所以ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ＋１
ｘ－１．

又ｆ［φ（ｘ）］＝ｌｎφ（ｘ）＋１
φ（ｘ）－１＝ｌｎｘ，从而φ（ｘ）＋１

φ（ｘ）－１＝ｘ，φ（ｘ）＝ｘ＋１
ｘ－１

，于是

∫φ（ｘ）ｄｘ＝∫ｘ＋１
ｘ－１ｄｘ＝２ｌｎ（ｘ－１）＋ｘ＋Ｃ．

例３１４　 计算∫１－ｌｎｘ
（ｘ－ｌｎｘ）２ｄｘ．

解 　 原式＝∫
（１－ｌｎｘ）

ｘ２ １－ｌｎｘ（ ）ｘ

２ｄｘ＝∫
ｄｌｎｘ（ ）ｘ
ｌｎｘ
ｘ －（ ）１

２ ＝ １

１－ｌｎｘ
ｘ

＋Ｃ＝ ｘ
ｘ－ｌｎｘ＋Ｃ．

解法２　 原式＝∫
１＋ｌｎ１

ｘ

ｘ＋ｌｎ１（ ）ｘ

２ｄｘ＝∫
１＋ｌｎ１

ｘ

ｘ２ １－ １
ｘｌｎ１（ ）ｘ

２ｄｘ

＝－∫
１＋ｌｎ１

ｘ

１＋ １
ｘｌｎ１（ ）ｘ

２ｄ
１
ｘ ＝－∫

ｄ １＋ １
ｘｌｎ１（ ）ｘ

ｘ＋ １
ｘｌｎ１（ ）ｘ

２
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＝ １

１＋ １
ｘｌｎ１

ｘ

＋Ｃ＝ ｘ
ｘ－ｌｎｘ＋Ｃ．

例３１５　 计算∫ ｄｘ
２＋ｔａｎ２槡 ｘ

，ｘ∈ － π
２

，π（ ）２ ．

解 　 原式＝∫ ｃｏｓｘ
２ｃｏｓ２ｘ＋ｓｉｎ２槡 ｘ

ｄｘ＝∫ ｄｓｉｎｘ
２－ｓｉｎ２槡 ｘ

＝ａｒｃｓｉｎ
ｓｉｎｘ
槡（ ）２

＋Ｃ．

２．第二类换元法

（１）用三角函数代换或双曲函数代换消去二次根式．

一般地，被积函数中含 ａ２－ｘ槡 ２，可令ｘ＝ａｓｉｎｔ或ｘ ＝ａｃｏｓｔ；被积函数中含 ａ２＋ｘ槡 ２，可令ｘ＝ａｔａｎｔ

或ｘ＝ａｓｈｔ；被积函数中含 ｘ２－ａ槡 ２，可令ｘ＝ａｓｅｃｔ或ｘ ＝ａｃｈｔ．

例３１６　 求不定积分：

（１）∫ ｘ２－ａ槡 ２

ｘ ｄｘ；　　　　（２）∫ ｄｘ
ｘ２ ｘ２＋ａ槡 ２

．

解 　（１）令ｘ＝ａｓｅｃｔ，则ｄｘ＝ａｓｅｃｔｔａｎｔｄｔ，这样

ｘ２－ａ槡 ２

ｘ ｄｘ＝ａｔａｎｔ
ａｓｅｃｔ

·ａｓｅｃｔｔａｎｔｄｔ＝ａｔａｎ２ｔｄｔ，　　　　　

故 　　∫ ｘ２－ａ槡 ２

ｘ ｄｘ＝ａ∫ｔａｎ２ｔｄｔ＝ａ∫（ｓｅｃ２ｔ－１）ｄｔ

＝ａ（ｔａｎｔ－ｔ）＋Ｃ＝ａ ｘ２－ａ２

ａ －ａｒｃｃｏｓａ（ ）ｘ ＋Ｃ＝ ｘ２－ａ槡 ２ －ａａｒｃｃｏｓａ
ｘ ＋Ｃ．

（２）令ｘ＝ａｔａｎｔ，则ｄｘ＝ａｓｅｃ２ｔｄｔ，于是

ｄｘ
ｘ２ ｘ２＋ａ槡 ２

＝ ａｓｅｃ２ｔｄｔ
ａ２ｔａｎ２ｔ·ａｓｅｃｔ

＝ １
ａ２

ｃｏｓｔ
ｓｉｎ２ｔ

ｄｔ，　　　　

故 ∫ ｄｘ
ｘ２ ｘ２＋ａ槡 ２

＝ １
ａ２∫ｃｏｓｔ

ｓｉｎ２ｔ
ｄｔ＝ １

ａ２∫ｄｓｉｎｔ
ｓｉｎ２ｔ

　　　　　

＝－ １
ａ２

１
ｓｉｎｔ＋Ｃ＝－ １

ａ２
ｘ２＋ａ槡 ２

ｘ ＋Ｃ．

例３１７　 计算∫ｘ ｘ
２ａ－槡 ｘｄｘ．

解 　 令ｘ＝２ａｓｉｎ２ｔ，则ｄｘ＝４ａｓｉｎｔｃｏｓｔｄｔ，于是

ｘ ｘ
２ａ－槡 ｘｄｘ＝２ａｓｉｎ２ｔ ２槡ａｓｉｎｔ

２槡ａｃｏｓｔ
·４ａｓｉｎｔｃｏｓｔｄｔ＝８ａ２ｓｉｎ４ｔｄｔ，

故

∫ｘ ｘ
２ａ－槡 ｘｄｘ＝８ａ２∫ｓｉｎ４ｔｄｔ＝８ａ２∫１－ｃｏｓ２ｔ（ ）２

２

ｄｔ　　　　　　　　　

＝ａ２∫（３－４ｃｏｓ２ｔ＋ｃｏｓ４ｔ）ｄｔ＝３ａ２ｔ－２ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ａ２

４ ｃｏｓ４ｔ＋Ｃ
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＝３ａ２ａｒｃｓｉｎ ｘ
２槡ａ－２ａ ｘ（２ａ－ｘ槡 ）＋ａ－ｘ

２ ｘ（２ａ－ｘ槡 ）＋Ｃ．

例３１８　 计算∫ ｘ５

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ

解法１　 令ｘ＝ｔａｎｔ，则ｄｘ＝ｓｅｃ２ｔｄｔ．

原式＝∫ｔａｎ５ｔｓｅｃｔｄｔ＝∫ｔａｎ４ｔｄｓｅｃｔ＝∫（ｓｅｃ２ｔ－１）２ｄｓｅｃｔ＝ １
５ｓｅｃ５ｔ－ ２

３ｓｅｃ２ｔ＋ｓｅｃｔ＋Ｃ

＝ １
１５

（８－４ｘ２＋３ｘ４） １＋ｘ槡 ２ ＋Ｃ．

解法２　 令 １＋ｘ槡 ２ ＝ｔ，ｘ２ ＝ｔ２－１，ｘｄｘ＝ｔｄｔ．

原式＝∫（ｔ２－１）２ｄｔ＝ １
５ｔ

５－ ２
３ｔ

３＋ｔ＋Ｃ＝ １
１５

（８－４ｘ２＋３ｘ４） １＋ｘ槡 ２ ＋Ｃ．

解法３　 原式＝∫ｘ４ｄ １＋ｘ槡 ２ ＝ｘ４ １＋ｘ槡 ２ －４∫ｘ３ １＋ｘ槡 ２ｄｘ

＝ｘ４ １＋ｘ槡 ２ －４∫ｘ（ｘ２＋１－１） １＋ｘ槡 ２ｄｘ

＝ｘ４ １＋ｘ槡 ２ －２∫（１＋ｘ２）
３
２ｄ（１＋ｘ２）＋２∫（１＋ｘ２）

１
２ｄ（１＋ｘ２）

＝ｘ４ １＋ｘ槡 ２ － ４
５

（１＋ｘ２）
５
２ ＋ ４

３
（１＋ｘ２）

３
２ ＋Ｃ．

例３１９　 计算∫ ｄｘ
ｘ ｘ２－槡 １

解法１　 令ｘ＝ｓｅｃｔ，则ｄｘ＝ｓｅｃｔｔａｎｔｄｔ．

原式＝∫ｓｅｃｔｔａｎｔ
ｓｅｃｔ｜ｔａｎｔ｜

ｄｔ＝±∫ｄｔ＝｜ｔ｜＋Ｃ＝ ａｒｃｃｏｓ１
ｘ ＋Ｃ

解法２　 令ｘ＝ｃｈｔ，则ｄｘ＝ｓｈｔｄｔ．

原式＝∫ｓｈｔ
ｃｈｔｓｈｔｄｔ＝∫ｄｔ

ｃｈｔ＝∫ｄｓｈｔ
１＋ｓｈ２ｔ

＝ａｒｃｔａｎ（ｓｈｔ）＋Ｃ

＝ａｒｃｔａｎ ｘ２－槡 １＋Ｃ．

解法３　 令 ｘ２－槡 １＝ｔ，则ｘ２ ＝１＋ｔ２，ｘｄｘ＝ｔｄｔ

原式＝∫ｄｔ
１＋ｔ２ ＝ａｒｃｔａｎｔ＋Ｃ＝ａｒｃｔａｎ ｘ２－槡 １＋Ｃ．

解法４　 令ｘ＝ １
ｔ

，则ｄｘ＝－ １
ｔ２ｄｔ．

原式＝∫ ｄｔ
１－ｔ槡 ２

＝ａｒｃｓｉｎｔ＋Ｃ＝
－ａｒｃｓｉｎ１

ｘ ＋Ｃ， ｘ＞１；

ａｒｃｓｉｎ１
ｘ ＋Ｃ， ｘ＜－１

烅

烄

烆 ．

例３２０　 计算∫ ｄｘ
ｘ－ｘ槡 ２

．
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解法１　 原式＝∫ ｄｘ
槡ｘ １－槡 ｘ

＝２∫ 槡ｄ ｘ

１－（槡ｘ）槡 ２
＝２ａｒｃｓｉｎ槡ｘ＋Ｃ．

解法２　 原式 ＝∫
ｄ ｘ－（ ）１

２
１
４ － ｘ－（ ）１

２槡
２
＝ａｒｃｓｉｎ（２ｘ－１）＋Ｃ．

解法３　 原式＝∫ ｄｘ
１
４ － ｘ－（ ）１

２槡
２

（令ｘ－ １
２ ＝ １

２ｓｉｎｔ


）

∫ｄｔ＝ｔ＋Ｃ＝ａｒｃｓｉｎ（２ｘ－１）＋Ｃ．

解法４　 令 ｘ
１－槡 ｘ ＝ｕ，

原式＝∫１
ｘ

· ｘ
１－槡 ｘｄｘ＝２∫ｄｕ

１＋ｕ２ ＝２ａｒｃｔａｎｕ＋Ｃ＝２ａｒｃｔａｎ ｘ
１－槡 ｘ＋Ｃ．

解法５　 易求得被积函数 １
ｘ－ｘ槡 ２

的定义域为０＜ｘ＜１，则可令ｘ＝ｓｉｎｔ．

原式＝∫２ｄｔ＝２ｔ＋Ｃ＝２ａｒｃｓｉｎ槡ｘ＋Ｃ．

（２）倒置换

倒数代换适用于含有 １
ａｘｎ ＋ｂ

的积分．

例３２１　 计算不定积分：

（１）∫ ｄｘ
ｘ（ｘ６＋４）

；　　　　　（２）∫ ｄｘ
ｘ２ ｘ２－槡 ４

．

解 　（１）令ｘ＝ １
ｕ

，则ｄｘ＝－ｄｕ
ｕ２，于是

∫ ｄｘ
ｘ（ｘ６＋４）＝∫

－ １
ｕ２

１
ｕ

１
ｕ６ ＋（ ）４

ｄｕ＝－∫ ｕ５

４ｕ６＋１
ｄｕ　　　　　　　　

＝－ １
２４∫ｄ（４ｕ６＋１）

４ｕ６＋１
＝－ １

２４ｌｎ（４ｕ６＋１）＋Ｃ＝－ １
２４ｌｎ ４

ｘ６ ＋（ ）１ ＋Ｃ；

（２）∫ ｄｘ
ｘ２ ｘ２－槡 ４

令ｘ＝ １


ｕ
∫

－ １
ｕ２

１
ｕ２

１－４ｕ２

ｕ槡 ２

ｄｕ＝－∫ ｕｄｕ
１－４ｕ槡 ２

＝ １
８∫ｄ（１－４ｕ２）

１－４ｕ槡 ２
＝ １

４ １－４ｕ槡 ２ ＋Ｃ＝ ｘ２－槡 ４
４ｘ ＋Ｃ．

例３２２　 求∫ ｄｘ
ｘ ｘ２＋３ｘ－槡 ４

．

解 　 令ｘ＝ １
ｔ

，则ｄｘ＝－ １
ｔ２ｄｔ，故
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原式＝∫
－ １

ｔ２ｄｔ

１
ｔ

· １
ｔ２ ＋ ３

ｔ －槡 ４
＝－∫ ｄｔ

１＋３ｔ－４ｔ槡 ２
＝－ １

２∫ ｄｔ

（ ）５
８

２

－ ｔ－（ ）３
８槡

２

＝－ １
２ａｒｃｓｉｎ

ｔ－ ３
８

５
８

＋Ｃ＝－ １
２ａｒｃｓｉｎ

１
ｘ － ３

８
５
８

＋Ｃ＝－ １
２ａｒｃｓｉｎ８－３ｘ

５ｘ ＋Ｃ．

例３２３　 求∫ ｄｘ
ｘ４ １＋ｘ槡 ２

．

解 　 令ｘ＝ １
ｔ

，则ｄｘ＝－ １
ｔ２ｄｔ，故

　　 原式 ＝∫
－ １

ｔ２ｄｔ

１
ｔ４ · １＋ １

ｔ槡 ２

＝－∫ ｔ３ｄｔ
１＋ｔ槡 ２

，

又令ｕ＝ １＋ｔ槡 ２，则ｔ＝ ｕ２－槡 １，ｄｔ＝ ｕｄｕ
ｕ２－槡 １

，故

　　 原式＝－∫
（ｕ２－１） ｕ２－槡 １

ｕ
· ｕ

ｕ２－槡 １
ｄｕ＝－∫（ｕ２－１）ｄｕ＝－ｕ３

３ ＋ｕ＋Ｃ

＝－
（１＋ｔ２）槡 ３

３ ＋ １＋ｔ槡 ２ ＋Ｃ＝－
（１＋ｘ２）槡 ３

３ｘ３ ＋ １＋ｘ槡 ２

ｘ ＋Ｃ．

例３２４　 计算∫ｘ９＋８
ｘ１０＋８ｘ

ｄｘ．

解 　 原式 ＝∫ ｘ８

ｘ９＋８
ｄｘ＋８∫ ｄｘ

ｘ１０＋８ｘ
＝ １

９ｌｎ｜ｘ９＋８｜＋８∫ ｄｘ
ｘ１０＋８ｘ

．

而积分∫ ｄｘ
ｘ１０＋８ｘ

＝－ １
９×８ｌｎ

ｘ９＋８
ｘ９ ＋Ｃ（利用倒置换）

故 　　 原式 ＝ １
９ｌｎ｜ｘ９＋８｜＋ １

９ｌｎ ｘ９＋８
ｘ９ ＋Ｃ．

３．分部积分法

分 部积分公式∫ｕｄｖ＝ｕｖ－∫ｖｄｕ中把ｆ（ｘ）ｄｘ表成ｕ（ｘ）ｄｖ（ｘ）的一般原则是：①ｖ（ｘ）比较容易被凑得；

②∫ｖｄｕ比较容易计算；③ 被积函数中含反三角函数或对数函数因子时，宜用分部积分法并把这类因子取作

ｕ（ｘ）．

例３２５　 计算∫ａｒｃｔａｎ槡ｘｄｘ

解 　 被积函数含有反三角函数，宜用分部积分法

∫ａｒｃｔａｎ槡ｘｄｘ＝ｘａｒｃｔａｎ槡ｘ－∫ｘｄ（ａｒｃｔａｎ槡ｘ）　　　　　　　

＝ｘａｒｃｔａｎ槡ｘ－∫ ｘ
１＋ｘｄ槡ｘ＝ｘａｒｃｔａｎ槡ｘ－∫１＋ｘ－１

１＋ｘ ｄ槡ｘ

＝ｘａｒｃｔａｎ槡ｘ－槡ｘ＋ａｒｃｔａｎ槡ｘ＋Ｃ．
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例３２６　 计算不定积分

（１）∫ｌｎｘ（ ）ｘ

２

ｄｘ；　　　　（２）∫ｘ２ｓｉｎ２ｘｄｘ．

解 　（１）被积函数含有因子ｌｎ２ｘ，取其为ｕ（ｘ），用分部积分法

∫ｌｎｘ（ ）ｘ

２

ｄｘ＝∫ｌｎ２ｘｄ － １（ ）ｘ ＝－ｌｎ２ｘ
ｘ ＋∫１

ｘｄ（ｌｎ２ｘ）　　　　　　　

＝－ｌｎ２ｘ
ｘ ＋２∫１

ｘｌｎｘ·１
ｘｄｘ＝－ｌｎ２ｘ

ｘ －２∫ｌｎｘｄ １（ ）ｘ

＝－ｌｎ２ｘ
ｘ －２·ｌｎｘ

ｘ ＋２∫１
ｘｄ（ｌｎｘ）＝－ｌｎ２ｘ

ｘ －２ｌｎｘ
ｘ ＋２∫１

ｘ
·１

ｘｄｘ

＝－ １
ｘ

（ｌｎ２ｘ＋ｌｎｘ２＋２）＋Ｃ．

（２）当被积函数为三角函数与ｘ的正整数幂的积时，取ｘ的正整数幂的ｕ（ｘ），凑三角函数为ｖ（ｘ），这样

反复用分部积分法可降低ｘ的幂．

∫ｘ２ｓｉｎ２ｘｄｘ＝∫ｘ２１－ｃｏｓ２ｘ
２ ｄｘ＝ １

２∫ｘ２ｄｘ－ １
４∫ｘ２ｄ（ｓｉｎ２ｘ）

＝ １
６ｘ３－ １

４ｘ２ｓｉｎ２ｘ＋ １
４∫ｓｉｎ２ｘ·２ｘｄｘ

＝ １
６ｘ３－ １

４ｘ２ｓｉｎ２ｘ－ １
４ｘ·ｃｏｓ２ｘ＋ １

４∫ｃｏｓ２ｘｄｘ

＝ １
６ｘ３－ １

４ｘ２ｓｉｎ２ｘ－ １
４ｘ·ｃｏｓ２ｘ＋ １

８ｓｉｎ２ｘ＋Ｃ．

例３２７　 求不定积分∫ ｘｅｘ

（１＋ｘ）２ ｄｘ．

解 　 ｘｅｘ

（１＋ｘ）２ ＝ｘ＋１－１
（１＋ｘ）２ｅ

ｘ ＝ ｅｘ

１＋ｘ－ ｅｘ

（１＋ｘ）２
，

其中，积分∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ无初等形式，而积分

∫ ｅｘ

（１＋ｘ）２ ｄｘ＝－∫ｅｘｄ １
１＋（ ）ｘ ＝－ ｅｘ

１＋ｘ＋∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ

故 ∫ ｘｅｘ

（１＋ｘ）２ ｄｘ＝∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ－∫ ｅｘ

（１＋ｘ）２ ｄｘ　　　　　　

＝∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ＋ ｅｘ

１＋ｘ－∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ＝ ｅｘ

１＋ｘ＋Ｃ．

例３２８　 设ｆ′（ｅｘ）＝ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ　（ａ２＋ｂ２ ≠０），试求ｆ（ｘ）．

解 　 先求出ｆ（ｅｘ）的表达式．注意到

ｆ（ｅｘ）＝∫［ｆ（ｅｘ）］′ｄｘ＝∫ｆ′（ｅｘ）ｅｘｄｘ＝∫（ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ）ｅｘｄｘ

＝ａ∫ｓｉｎｘｅｘｄｘ＋ｂ∫ｃｏｓｘｅｘｄｘ＝ａＩ１＋ｂＩ２，

其中Ｉ１ ＝∫ｓｉｎｘｅｘｄｘ＝∫ｓｉｎｘｄｅｘ
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＝ｅｘｓｉｎｘ－∫ｅｘｃｏｓｘｄｘ＝ｅｘｓｉｎｘ－∫ｃｏｓｘｄｅｘ

＝ｅｘｓｉｎｘ－ｅｘｃｏｓｘ＋∫ｅｘｄｃｏｓｘ＝ｅｘ（ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ）－Ｉ１

故 　Ｉ１ ＝ｅｘ

２
（ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ）＋Ｃ１；

同样可计算得 Ｉ２ ＝ｅｘ

２
（ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）＋Ｃ２

于是 　　　　ｆ（ｅｘ）＝ａＩ１＋ｂＩ２

＝ｅｘ

２
［（ａ＋ｂ）ｓｉｎｘ＋（ｂ－ａ）ｃｏｓｘ］＋Ｃ，

从而

ｆ（ｘ）＝ ｘ
２

［（ａ＋ｂ）ｓｉｎ（ｌｎｘ）＋（ｂ－ａ）ｃｏｓ（ｌｎｘ）］＋Ｃ．

例３２９　 求∫ｌｎ（ｅｘ ＋１）
ｅｘ ｄｘ．

解 　 原式＝－∫ｌｎ（ｅｘ ＋１）ｄ（ｅ－ｘ）＝－ｅ－ｘｌｎ（ｅｘ ＋１）＋∫ｅ－ｘ· ｅｘ

ｅｘ ＋１
ｄｘ

＝－ｅ－ｘ·ｌｎ（ｅｘ ＋１）＋∫ｅ－ｘ

１＋ｅ－ｘｄｘ＝－ｅ－ｘｌｎ（ｅｘ ＋１）－ｌｎ（１＋ｅ－ｘ）＋Ｃ

＝－ｅ－ｘｌｎ（ｅｘ ＋１）－ｌｎ［ｅ－ｘ（ｅｘ ＋１）］＋Ｃ

＝－（ｅ－ｘ ＋１）·ｌｎ（ｅｘ ＋１）＋ｘ＋Ｃ．

例３３０　 求∫（１＋ｘ２）２ｃｏｓｘｄｘ．

解法１　 原式＝∫（１＋ｘ２）２ｃｏｓｘｄｘ＝∫（１＋ｘ２）２ｄｓｉｎｘ

＝ （１＋ｘ２）２ｓｉｎｘ＋４∫ｘ（１＋ｘ２）ｄｃｏｓｘ

＝ （１＋ｘ２）２ｓｉｎｘ＋４ｘ（１＋ｘ２）ｃｏｓｘ－４∫ｘ（１＋３ｘ２）ｃｏｓｘｄｘ

＝ （１＋ｘ２）２ｓｉｎｘ＋４ｘ（１＋ｘ２）ｃｏｓｘ－４（１＋３ｘ２）ｓｉｎｘ＋２４∫ｘｓｉｎｘｄｘ

＝ （４ｘ３－２０ｘ）ｃｏｓｘ＋（ｘ４－１０ｘ２＋２１）ｓｉｎｘ＋Ｃ．

解法２　 用待定系数法 设

∫（１＋ｘ２）２ｃｏｓｘｄｘ＝ （ａ３ｘ３＋ａ２ｘ２＋ａ１ｘ＋ａ０）ｃｏｓ　　　　　

＋（ｘ４＋ｂ３ｘ３＋ｂ２ｘ２＋ｂ１ｘ＋ｂ０）ｓｉｎｘ＋Ｃ．

两边求导得

（１＋ｘ２）２ｃｏｓｘ＝ ［ｘ４＋ｂ３ｘ３＋（ｂ２＋３ａ３）ｘ２＋（ｂ１＋２ａ２）ｘ

＋（ｂ０＋ａ１）］ｃｏｓｘ＋［（４－ａ３）ｘ３＋（３ｂ３－ａ２）ｘ２
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＋（２ｂ２－ａ１）ｘ＋（ｂ１－ａ０）］ｓｉｎｘ．

解得：ａ３ ＝４，ｂ３ ＝０，ａ２ ＝０，ｂ２ ＝－１０，ａ１ ＝－２０，ｂ１ ＝０，ａ０ ＝０，ｂ０ ＝２１．

故 原式 ＝ （４ｘ３－２０ｘ）ｃｏｓｘ＋（ｘ４－１０ｘ２＋２１）ｓｉｎｘ＋Ｃ．

例３３１　 求∫ ｘｌｎｘ
（１＋ｘ２）

３
２
ｄｘ．

解法１　 原式＝－∫ｌｎｘｄ
１

１＋ｘ槡（ ）２ ＝－ ｌｎｘ
１＋ｘ槡 ２

＋∫ ｄｘ
ｘ １＋ｘ槡 ２

＝－ ｌｎｘ
１＋ｘ槡 ２

＋∫ ｄｘ

ｘ２ １＋ １
ｘ槡 ２

＝－ ｌｎｘ
１＋ｘ槡 ２

－ｌｎ １
ｘ ＋ １＋ １

ｘ槡（ ）２ ＋Ｃ．

解法２　 令ｘ＝ｔａｎｔ，则ｄｘ＝ｓｅｃ２ｔｄｔ．

原式＝∫ｌｎｔａｎｔ·ｓｉｎｔｄｔ＝－∫ｌｎｔａｎｔｄｃｏｓｔ＝－ｃｏｓｔｌｎｔａｎｔ＋∫ｃｓｃｔｄｔ　　　　　　　

＝－ｃｏｓｔｌｎｔａｎｔ－ｌｎ｜ｃｓｃｔ＋ｃｏｔｔ｜＋Ｃ＝－ ｌｎｘ
１＋ｘ槡 ２

－ｌｎ １
ｘ ＋ １＋ １

ｘ槡［ ］２ ＋Ｃ．

４．几种常见函数的积分和案例

（１）有理函数的积分∫Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）ｄｘ．

一般地，把有理分式Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）分解为多项式与部分分式（最简真分式）之和，然后逐项积分．比如，对不定积

分∫ ｘ３＋１
ｘ３－５ｘ２＋６ｘ

ｄｘ，被积有理式

ｘ３＋１
ｘ３－５ｘ２＋６ｘ

＝
（ｘ３－５ｘ２＋６ｘ）＋５ｘ２－６ｘ＋１

ｘ３－５ｘ２＋６ｘ
＝１＋ ５ｘ２－６ｘ＋１

ｘ（ｘ－２）（ｘ－３），

令真分式

５ｘ２－６ｘ＋１
ｘ（ｘ－２）（ｘ－３）＝ Ａ

ｘ ＋ Ｂ
ｘ－２＋ Ｃ

ｘ－３
，

等式右端通分后得

５ｘ２－６ｘ＋１＝Ａ（ｘ－２）（ｘ－３）＋Ｂｘ（ｘ－３）＋Ｃｘ（ｘ－２），

右端整理后与左端比较系数得

Ａ＝ １
６

，　　Ｂ＝－ ９
２

，　　Ｃ＝２８
３

，

于是 　∫ ｘ３＋１
ｘ３－５ｘ２＋６ｘ

ｄｘ

＝∫ｄｘ＋ １
６∫１

ｘｄｘ－ ９
２∫ １

ｘ－２ｄｘ＋２８
３∫１

ｘ－３ｄｘ＝ｘ＋ １
６ｌｎｘ－ ９

２ｌｎ（ｘ－２）＋２８
３ｌｎ（ｘ－３）＋Ｃ．

真分式Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）分解为部分分式的一般形式是

Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）＝ Ｐ（ｘ）

（ｘ－ａ）ｎ…（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｋ　　（ｐ２－４ｑ＜０）
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＝
Ａ１

ｘ－ａ＋
Ａ２

（ｘ－ａ）２ ＋…＋
Ａｎ

（ｘ－ａ）ｎ ＋…＋
Ｂ１ｘ＋Ｃ１

ｘ２＋ｐｘ＋ｑ
＋…＋

Ｂｋｘ＋Ｃｋ

（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｋ

其中，分式 １
（ｘ－ａ）ｎ

的积分是简单的；分式 Ｂｘ＋Ｃ
（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｋ

的积分方法介绍如下：

当ｋ＝１时，

　　　　∫ Ｂｘ＋Ｃ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

ｄｘ

＝ Ｂ
２∫ ２ｘ＋ｐ

ｘ２＋ｐｘ＋ｑ
ｄｘ＋ Ｃ－Ｂｐ（ ）２∫ １

ｘ２＋ｐｘ＋ｑ
ｄｘ

＝ Ｂ
２∫ｄ（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）

ｘ２＋ｐｘ＋ｑ
＋ Ｃ－Ｂｐ（ ）２∫ ｄｘ

ｘ＋ ｐ（ ）２

２

＋４ｑ－ｐ２

４

＝ Ｂ
２ｌｎ｜ｘ２＋ｐｘ＋ｑ｜＋ Ｃ－Ｂｐ（ ）２

１
ａ ａｒｃｔａｎ

ｘ＋ ｐ
２

ａ ＋Ｃ１

其中 　ａ＝ ４ｑ－ｐ２

槡４ ．

当ｋ＝２，３，…（奥斯特罗格拉特斯基方法）时

令 ∫ Ｂｘ＋Ｃ
（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｋ ｄｘ＝ Ｑ（ｘ）

（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｋ－１ ＋Ａ∫ ｄｘ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

， （１）

这里的Ｑ（ｘ）是一个次数比（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｋ－１ 低一次的，即２ｋ－３次的待定多项式，常数Ａ 也将待定．

在式（１）的两端对ｘ求导后，通分整理并比较等式两端的系数，定出Ｑ（ｘ）与Ａ，积分基本上完成了．

例３３２　 计算∫ ｄｘ
（ｘ２＋ｘ＋１）２．

解 　 １
（ｘ２＋ｘ＋１）

是ｋ＝２的情形，故令

∫ ｄｘ
（ｘ２＋ｘ＋１）２ ＝ Ａｘ＋Ｂ

ｘ２＋ｘ＋１
＋Ｃ∫ ｄｘ

ｘ２＋ｘ＋１
　（Ａ，Ｂ，Ｃ 待定），

等式两端求导后得到

１
（ｘ２＋ｘ＋１）２ ＝Ａ（ｘ２＋ｘ＋１）－（Ａｘ＋Ｂ）（２ｘ＋１）

（ｘ２＋ｘ＋１）２ ＋ Ｃ
ｘ２＋ｘ＋１

＝
（Ｃ－Ａ）ｘ２＋（Ｃ－２Ｂ）ｘ＋Ａ－Ｂ＋Ｃ

（ｘ２＋ｘ＋１）２
，

比较等式两端分子的系数，可得

Ａ＝Ｃ＝ ２
３

，　　Ｂ＝ １
３

，　　　　　　

于是 ∫ ｄｘ
（ｘ２＋ｘ＋１）２ ＝ １

３
２ｘ＋１

ｘ２＋ｘ＋１
＋ ２

３∫ ｄｘ
ｘ２＋ｘ＋１

　　　　　　

＝ １
３

２ｘ＋１
ｘ２＋ｘ＋１

＋ 槡４ ３
９ ａｒｃｔａｎ２ｘ＋１

槡３
＋Ｃ１．

（２）三角有理函数的积分∫Ｒ（ｓｉｎｘ，ｃｏｓｘ）ｄｘ．
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一般方法是令ｔ＝ｔａｎｘ
２

，　 则ｓｉｎｘ＝ ２ｔ
１＋ｔ２，　ｃｏｓｘ＝１－ｔ２

１＋ｔ２，ｄｘ＝ ２ｄｔ
１＋ｔ２，

于是 ∫Ｒ（ｓｉｎｘ，ｃｏｓｘ）ｄｘ＝∫Ｒ ２ｔ
１＋ｔ２，

１－ｔ２

１＋ｔ（ ）２
２

１＋ｔ２ ｄｔ，

转化为有理函数的积分．

（１）与（２）这两种类型的积分可以互相转化，而以上介 绍 的 仅 是 一 般 方 法，并 非 解 题 的 惟 一 途 径．希 望

考生结合换元法及分部积分法灵活地处理以求得解题的速度．

例３３３　 计算∫１－ｃｏｓｘ
１＋ｃｏｓｘｄｘ．

解法１　 令ｔ＝ｔａｎｘ
２

，　 则

∫１－ｃｏｓｘ
１＋ｃｏｓｘｄｘ＝∫

１－１－ｔ２

１＋ｔ２

１＋１－ｔ２

１＋ｔ２

· ２
１＋ｔ２ ｄｔ＝２∫ｔ２

１＋ｔ２ ｄｔ　　　　　

＝２（ｔ－ａｒｃｔａｎｔ）＋Ｃ＝２ｔａｎｘ
２ － ｘ（ ）２ ＋Ｃ．

解法２　 利用三角恒等式１－ｃｏｓｘ
１＋ｃｏｓｘ＝ｔａｎ２ ｘ

２
，　 就有

∫１－ｃｏｓｘ
１＋ｃｏｓｘｄｘ＝∫ｔａｎ２ ｘ

２ｄｘ＝２∫ｓｅｃ２ ｘ
２ －（ ）１ ｄ ｘ（ ）２ ＝２ｔａｎｘ

２ － ｘ（ ）２ ＋Ｃ．

例３３４　 求三角线性分式的积分∫ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ
ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘｄｘ．

解 　 对三角线性分式的积分可采用待定系数法．

令 ∫ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ
ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘｄｘ＝Ａｘ＋Ｂｌｎ（ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘ）＋Ｃ，

等式两端对ｘ求导，得

ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ
ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘ＝Ａ＋Ｂ·ｃｃｏｓｘ－ｄｓｉｎｘ

ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘ＝
（ｃＡ－ｄＢ）ｓｉｎｘ＋（ｄＡ＋ｃＢ）ｃｏｓｘ

ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘ

比较等式两端分子的系数，可解得

Ａ＝ａｃ＋ｂｄ
ｃ２＋ｄ２，　　Ｂ＝ｂｃ－ａｄ

ｃ２＋ｄ２，

于是 　　　∫ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ
ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘｄｘ＝ａｃ＋ｂｄ

ｃ２＋ｄ２ ｘ＋ｂｃ－ａｄ
ｃ２＋ｄ２ｌｎ（ｃｓｉｎｘ＋ｄｃｏｓｘ）＋Ｃ．

例３３５　 计算∫ ｄｘ
ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ．

解 　 由于ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ＝ ａ２＋ｂ槡 ２ ａ
ａ２＋ｂ槡 ２

ｓｉｎ（ ｘ＋ ｂ
ａ２＋ｂ槡 ２

ｃｏｓ ）ｘ ，

记 ｂ
ａ２＋ｂ槡 ２

＝ｓｉｎφ，　 则

∫ ｄｘ
ａｓｉｎｘ＋ｂｃｏｓｘ＝ １

ａ２＋ｂ槡 ２∫ ｄｘ
ｓｉｎｘｃｏｓφ＋ｃｏｓｘｓｉｎφ
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＝ １
ａ２＋ｂ槡 ２∫ｄ（ｘ＋φ）

ｓｉｎ（ｘ＋φ）＝ １
ａ２＋ｂ槡 ２

ｌｎｔａｎｘ＋φ（ ）２ ＋Ｃ．

（３）无理函数的积分∫Ｒ ｘ，　
ｐａｘ＋ｂ
ｃｘ＋槡（ ）ｄ

ｄｘ．

一般地可令ａｘ＋ｂ
ｃｘ＋ｄ＝ｔｐ，就转化为有理式的 积 分 了．而 形 如∫Ｒ ｘ， ｘ２＋ｐｘ＋槡（ ）ｑ ｄｘ 的 积 分，往 往 采

用根式内配方，变成∫Ｒ ｕ， ａ２±ｕ槡（ ）２ ｄｕ或∫Ｒ ｕ， ｕ２－ａ槡（ ）２ ｄｕ型，这就容易处理了．

例３３６　 计算∫ ｘｅｘ

ｅｘ －槡 ２
ｄｘ．

解 　 先分部积分

∫ｘｅｘｄｘ
ｅｘ －槡 ２

＝∫ｘｄ（ｅｘ －２）

ｅｘ －槡 ２
＝２∫ｘｄ ｅｘ －槡 ２＝２ｘ ｅｘ －槡 ２－２∫ ｅｘ －槡 ２ｄｘ，

其次，令 ｅｘ －槡 ２＝ｔ，则ｘ＝ｌｎ（ｔ２＋２），且ｄｘ＝ ２ｔ
ｔ２＋２

ｄｔ，

于是

∫ ｅｘ －槡 ２ｄｘ＝∫ｔ· ２ｔ
ｔ２＋２

ｄｔ＝２∫ｔ２＋２－２
ｔ２＋２

ｄｔ　　　　　　　　　

＝２ｔ－ ４
槡２

ａｒｃｔａｎｔ
槡２

＋Ｃ＝２ ｅｘ －槡 ２－ ４
槡２

ａｒｃｔａｎｅｘ －２
２ ＋Ｃ，

最后得

∫ ｘｅｘ

ｅｘ －槡 ２
ｄｘ＝２ｘ ｅｘ －槡 ２－４ ｅｘ －槡 ２＋ 槡４ ２ａｒｃｔａｎ ｅｘ －２槡２ ＋Ｃ．

（４）分段函数的不定积分

例３３７　 求不定积分

（１）∫｜ｘ｜ｄｘ；　　（２）∫ｆ（ｘ）ｄｘ，其中ｆ（ｘ）＝

１， ｘ＜０；

ｘ＋１， ０≤ｘ≤１；

２ｘ， ｘ＞１

烅
烄

烆 ．

解 　（１）由于函数｜ｘ｜＝
ｘ， ｘ≥０；

－ｘ， ｘ＜
｛ ０

　 是分段表示的，故先在不同的区间内分别求它的原函数．

ｘ≥０，　∫｜ｘ｜ｄｘ＝∫ｘｄｘ＝ｘ２

２ ＋Ｃ１；

ｘ＜０，　∫｜ｘ｜ｄｘ＝∫－ｘｄｘ＝－ｘ２

２ ＋Ｃ２．

因为原函数在分点ｘ＝０处是连续的，即ｌｉｍ
ｘ→０＋∫｜ｘ｜ｄｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０－∫｜ｘ｜ｄｘ，就得到Ｃ１ ＝Ｃ２，记为Ｃ，于是

∫｜ｘ｜ｄｘ＝

ｘ２

２ ＋Ｃ， ｘ≥０；

－ｘ２

２ ＋Ｃ， ｘ＜０
烅

烄

烆 ，
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即 ∫｜ｘ｜ｄｘ＝ １
２ ｘ｜ｘ｜＋Ｃ．

（２）分段求积分后得

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝

ｘ＋Ｃ１， ｘ＜０；

ｘ２

２ ＋ｘ＋Ｃ２， ０≤ｘ≤１；

ｘ２＋Ｃ３， ｘ＞１

烅

烄

烆 ，

根据∫ｆ（ｘ）ｄｘ在分点处的连续性，即

ｌｉｍ
ｘ→０－∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋∫ｆ（ｘ）ｄｘ，　ｌｉｍ
ｘ→１－∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｘ→１＋∫ｆ（ｘ）ｄｘ．

得Ｃ１ ＝Ｃ２，
３
２ ＋Ｃ２ ＝１＋Ｃ３，记Ｃ２ ＝Ｃ，故

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝

ｘ＋Ｃ，　　 ｘ＜０；

ｘ２

２ ＋ｘ＋Ｃ， ０≤ｘ≤１；

ｘ２＋ １
２ ＋Ｃ， ｘ＞１

烅

烄

烆 ．

例３３８　 求不定积分∫ｅ－｜ｘ｜ｄｘ．

解 　 分段函数的不定积分还可以用定积分上限函数来表示．令Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｅ－｜ｔ｜ｄｔ，则∫ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝Ｆ（ｘ）

＋Ｃ．

当ｘ＜０时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｅ－｜ｔ｜ｄｔ＝∫

ｘ

－∞
ｅ－（－ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞
ｅｔｄｔ＝ｅｘ；

当ｘ≥０时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｅ－｜ｔ｜ｄｔ＝∫

０

－∞
ｅｔｄｔ＋∫

ｘ

０
ｅ－ｔｄｔ＝ｅ０＋ｅ－ｔ

０

ｘ
＝２－ｅ－ｘ，

于是 ∫ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ＝
ｅｘ ＋Ｃ， ｘ＜０；

２－ｅ－ｘ ＋Ｃ， ｘ≥０｛ ．

例３３９　∫ｍａｘ（１，｜ｘ｜）ｄｘ

解 　 设 　ｆ（ｘ）＝ ｍａｘ（１，｜ｘ｜），

则 ｆ（ｘ）＝

－ｘ， ｘ＜－１；

１， －１≤ｘ≤１；

ｘ， ｘ＞１

烅
烄

烆 ．

由于ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上连续，则必存在原函数Ｆ（ｘ）

Ｆ（ｘ）＝

－ｘ２

２ ＋Ｃ１， ｘ＜－１；

ｘ＋Ｃ２， －１≤ｘ≤１；

ｘ２

２ ＋Ｃ３， ｘ＞１

烅

烄

烆 ．
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又Ｆ（ｘ）须处处连续，故可取Ｃ１ ＝０，Ｃ２ ＝ １
２

，Ｃ３ ＝１．

故， 原式 ＝

－ｘ２

２ ＋Ｃ， ｘ＜－１，

ｘ＋ １
２ ＋Ｃ， －１≤ｘ≤１，

ｘ２

２ ＋１＋Ｃ， ｘ＞１

烅

烄

烆 ．

例３４０　 设ｆ（ｘ）在［１，＋∞）上可导，ｆ（１）＝０，ｆ′（ｅｘ ＋１）＝ｅ３ｘ ＋２，试求ｆ（ｘ）．

解 　 令ｅｘ ＋１＝ｔ，则ｅｘ ＝ｔ－１．

ｆ′（ｔ）＝ （ｔ－１）３＋２，　　　　　　

ｆ（ｔ）＝ １
４

（ｔ－１）４＋２ｔ＋Ｃ．

又ｆ（１）＝０，则Ｃ＝－２．

故 ｆ（ｘ）＝ １
４

（ｘ－１）４＋２ｘ－２．

例３４１　 设ｆ′（ｌｎｘ）＝
１， ０＜ｘ≤１；

ｘ， １＜ｘ＜＋∞｛ ．
求ｆ（ｔ）和ｆ（ｌｎｘ）．

解 　 令ｌｎｘ＝ｔ，

则 ｆ′（ｔ）＝
１， －∞ ＜ｔ≤０，

ｅｔ， ０＜ｔ＜＋∞｛ ，

ｆ（ｔ）＝
ｔ＋ｃ， －∞ ＜ｔ≤０；

ｅｔ＋ｄ， ０＜ｔ＜ ∞｛ ，

由ｆ（ｔ）的连续性得 Ｃ＝１＋ｄ．

所以 ｆ（ｔ）＝
ｔ＋１＋ｄ， －∞ ＜ｔ≤０，

ｅｔ＋ｄ， ０＜ｔ＜＋∞｛ ．

ｆ（ｌｎｘ）＝
ｌｎｘ＋１＋ｄ， ０＜ｘ≤１；

ｘ＋ｄ， １＜ｘ＜＋∞｛ ．

例３４２　 设Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的一个原函数，Ｆ（１）＝槡２
４π，若当ｘ＞０时，有ｆ（ｘ）Ｆ（ｘ）＝ ａｒｃｔａｎ槡ｘ

槡ｘ（１＋ｘ）
，试求

ｆ（ｘ）．

解 　 由于Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的原函数，即

Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）．　　　　　　　　

Ｆ′（ｘ）Ｆ（ｘ）＝ ａｒｃｔａｎ槡ｘ
槡ｘ（１＋ｘ）

，

∫Ｆ（ｘ）ｄＦ（ｘ）＝∫ａｒｃｔａｎ槡ｘ
槡ｘ（１＋ｘ）

ｄｘ．

１
２Ｆ２（ｘ）＝ （ａｒｃｔａｎ槡ｘ）２＋Ｃ
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又 Ｆ（１）＝ 槡２
４π，所以Ｃ＝０，

Ｆ（ｘ）＝槡２ａｒｃｔａｎ槡ｘ，

ｆ（ｘ）＝ １
２槡ｘ（１＋ｘ）

．

例３４３　 设ｙ＝ｙ（ｘ）是由ｙ２（ｘ－ｙ）＝ｘ２ 所确定的隐函数，求∫ｄｘ
ｙ２．

解 　 令ｙ＝ｔｘ，则ｙ２（ｘ－ｙ）＝ｘ２，可得

ｘ＝ １
ｔ２（１－ｔ）

，　ｙ＝ １
ｔ（１－ｔ）

，

原式＝∫－２＋３ｔ
ｔ ｄｔ＝３ｔ－２ｌｎ｜ｔ｜＋Ｃ

＝３ｙ
ｘ －２ｌｎ ｙ

ｘ ＋Ｃ．

习 　 题 　３

１．求下列不定积分：

（１）∫（２ｘ ＋３ｘ）２ｄｘ；　　　　　　　　　 （２）∫ｅ３ｘ ＋１
ｅｘ ＋１

ｄｘ；

（３）∫ ｄｘ
（ｘ２＋ａ２）（ｘ２＋ｂ２）

，｜ａ｜≠｜ｂ｜； （４）∫ ｘ
ｘ８－１

ｄｘ．

２．求下列不定积分：

（１）∫ ｘｎ

（ａ＋ｂｘ）ｎｄｘ
，ｂ≠０，ｎ为非负整数；

（２）∫ ｄｘ
ｓｉｎ２ｘ＋２ｃｏｓ２ｘ

； （３）∫ ｄｘ
１６ｘ２＋８ｘ＋槡 ５

；

（４）∫ ａ＋ｘ
ａ－槡 ｘｄｘ．

３．求下列不定积分：

（１）∫ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）ｄｘ； （２）∫ａｒｃｓｉｎｘ
ｘ２ ｄｘ；

（３）∫ｘ＋ｓｉｎｘ
１＋ｃｏｓｘｄｘ

； （４）∫ｅｘ（１＋ｓｉｎｘ）
１＋ｃｏｓｘ ｄｘ．

４．求有理函数的不定积分：

（１）∫ ｄｘ
ｘ８（１＋ｘ２）

； （２）∫ ｄｘ
ｘ４－２ｘ２＋１

；

（３）∫ ｄｘ
ｘ６（１＋ｘ６）

； （４）∫ｄｘ
１＋ｘ４．

５．求三角有理函数的不定积分：

—６７—

第三章　不定积分



（１）∫ ｓｉｎｘ
ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘｄｘ

； （２）∫ ｄｘ
ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ－１．

６．求下列无理函数的不定积分：

（１）∫１
ｘ

ｘ＋１
ｘ－槡 １ｄｘ

； （２）∫ ｄｘ
３ （ｘ＋１）２（ｘ－１）槡 ４

．

７．已知ｆ′（ｓｉｎ２ｘ）＝ｃｏｓ２ｘ＋ｔａｎ２ｘ，当０＜ｘ＜１时，求ｆ（ｘ）．

８．计算∫ｆ（ｘ）
ｆ′（ｘ）－

ｆ２（ｘ）ｆ″（ｘ）
ｆ′３（ｘ［ ］） ｄｘ．

简答与提示

１．（１）４ｘ

ｌｎ４＋２·６ｘ

ｌｎ６＋９ｘ

ｌｎ９＋Ｃ．　　　　　　　　　 （２）１
２ｅ２ｘ －ｅｘ ＋ｘ＋Ｃ．

（３） １
ｘ２－ｂ２

１
ｂａｒｃｔａｎｘ

ｂ － １
ａａｒｃｔａｎｘ（ ）ａ ＋Ｃ． （４）１

８ｌｎ ｘ２－１
ｘ２＋４ － １

４ａｒｃｔａｎ（ｘ２）＋Ｃ．

２．（１）令ｕ＝ａ＋ｂｘ，ｘ＝ｕ－ａ
ｂ

，ｄｘ＝ｄｕ
ｂ

，

原式 ＝ １
ｂｎ＋１∫

（ｕ－ａ）ｎ

ｕｍ ｄｕ　 按二次式展开再积分

（２）１
槡２

ａｒｃｔａｎｔａｎｘ
槡２

＋Ｃ．　　　　（３）１
４ａｒｃｓｈ ２ｘ＋（ ）１

２ ＋Ｃ．

（４）ａａｒｃｓｉｎｘ
ａ － ａ２－ｘ槡 ２ ＋Ｃ．

３．（１）ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）－ １＋ｘ槡 ２ ＋Ｃ．　 （２）－ａｒｃｓｉｎｘ
ｘ ＋ｓｇｎｘｌｎ １

ｘ ＋ １
ｘ２ －槡 １ ＋Ｃ．

（３）ｘｔａｎｘ
２ ＋Ｃ． （４）ｅｘｔａｎｘ

２ ＋Ｃ．

４．（１）－ １
９ｘ９ ＋ １

７ｘ７ － １
５ｘ５ ＋ １

３ｘ３ ＋ａｒｃｔａｎｘ＋Ｃ．　　（２）１
４ ｌｎ １＋ｘ

１－ｘ ＋ １
１－ｘ－ １

１＋（ ）ｘ ＋Ｃ．

（３）－ １
５ｘ５ ＋ １

３ａｒｃｔａｎｘ３＋ １
２ａｒｃｔａｎ ｘ－ １（ ）ｘ ＋ １

槡２ ３
ｌｎ ｘ２＋槡３ｘ＋１

ｘ２－槡３ｘ＋１
＋Ｃ．

（４）槡２
４ａｒｃｔａｎｘ２－１

槡２ｘ
－槡２

８ｌｎ ｘ２＋槡２ｘ＋１
ｘ２－槡２ｘ＋１

＋Ｃ．

５．（１）ｘ
２ ＋ １

２ｌｎ（ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ）＋Ｃ．　　（２）ｌｎｔａｎｘ（ ）２ －ｌｎ １－ｔａｎｘ（ ）２ ＋Ｃ．

６．（１）ｌｎ｜ｘ＋ ｘ２－槡 １｜－ｓｇｎ（ｘ）ａｒｃｓｉｎ１
ｘ ＋Ｃ．　　（２）－ ３

２

３
ｘ＋１
ｘ－槡 １＋Ｃ．

７．ｆ（ｘ）＝－ｌｎ（（－ｘ）－ｘ２＋Ｃ，（０＜ｘ＜１）．

８．１
２

ｆ（ｘ）
ｆ′（ｘ［ ］）

２

＋Ｃ．
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第四章 　 定积分及其应用

定积分的概念与计算、积分变限函数性质（连续性与一定条件下的可导性）、广义积分 及 定 积 分 的 应 用，
历来是考试的主要内容之一．考生除了要掌握积分计算外，还应清楚地了解积分的性质并用定积分处理一些

几何与物理的应用问题．

一、复习与考试要求

（１）理解定积分的概念
（２）掌握定积分的性质及定积分中值定理，掌握换元积分法与分部积分法
（３）理解变上限定积分定义的函数，会求它的导数，掌握牛顿莱布尼茨公式
（４）了解反常（广义）积分的概念并会计算反常积分
（５）掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量（平 面 图 形 的 面 积、平 面 曲 线 的 弧 长、旋 转 体 的 体 积

及侧面积、平行截面积为已知的立体体积、功、引力、压力）及函数的平均值

二、基本概念与理论

１．定积分

（１）设函数ｆ（ｘ）定义在区间［ａ，ｂ］上且有界，若对［ａ，ｂ］作任意的划分：ａ＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜ … ＜ｘｎ ＝ｂ，记

Δｘｉ ＝ｘｉ－ｘｉ－１，λ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

（Δｘｉ），任取点ξｉ ∈ ［ｘｉ－１，ｘｉ］，作积分和式Ｓｎ ＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ．如果极限

ｌｉｍ
λ→０

Ｓｎ ＝ｌｉｍ
λ→０


ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ

不 依赖于［ａ，ｂ］的分法及ξｉ 的取法而惟一地存在，则称ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积，并把极限ｌｉｍ
λ→０

Ｓｎ 称为ｆ（ｘ）在［ａ，

ｂ］上的定积分，记为∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

（２）∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ存在的充分条件

ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续或者ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界且只有有限个间断点．

（３）∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ的意义

① 代数意义：ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的平均值是 １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

② 几何意义：若ｆ（ｘ）≥０，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ表示由曲线ｙ＝ｆ（ｘ），直线ｙ＝０，ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ围成的曲边梯

形的面积．

③ 物理意义：∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ是质点受变力ｆ（ｘ）作用沿ｘ轴从ａ 到ｂ移动所作的功．

（４）定积分性质（假设∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ存在）

规定：∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫

ａ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ；∫

ａ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０；

①∫
ｂ

ａ
［αｆ（ｘ）＋βｇ（ｘ）］ｄｘ＝α∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋β∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ；

②∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ；
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③ 若ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），ｘ∈ ［ａ，ｂ］，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ；

推论 ⅰ）ｆ（ｘ）≥０，ｘ∈ ［ａ，ｂ］，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≥０

　　ⅱ）∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤∫

ｂ

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ　　（ｂ≥ａ）；

　　ⅲ）若 ｍ ≤ｆ（ｘ）≤ Ｍ，ｘ∈ ［ａ，ｂ］，则

ｍ ≤∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｂ－ａ ≤ Ｍ．

④ 积分中值定理 　 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则至少有一点ξ∈ （ａ，ｂ），使得

ｆ（ξ）＝ １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

或：设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积且恒不变号，则至少有一点ξ∈ （ａ，ｂ）使得

ｆ（ξ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ

∫
ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ

２．积分学基本定理

（１）积分上限函数的连续性定理

若函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积，则积分上限函数

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

在［ａ，ｂ］上连续．
（２）积分上限函数的可导性定理

若函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ在［ａ，ｂ］上可导，且

Ｆ′（ｘ）＝ （∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ）′＝ｆ（ｘ），　ｘ∈ ［ａ，ｂ］．

（３）牛顿莱布尼茨公式（ＮＬ公式）

若函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的一个原函数，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）｜ｂ

ａ ＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）．

（４）积分变限函数的一般求导公式

设ｆ（ｘ）连续，φ（ｘ），ψ（ｘ）均可导，则Ｆ（ｘ）＝∫
φ（ｘ）

ψ（ｘ）
ｆ（ｔ）ｄｔ可导，且

Ｆ′（ｘ）＝ｆ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）－ｆ［ψ（ｘ）］ψ′（ｘ）．

３．定积分的计算法

（１）换元法：设函数ｘ＝φ（ｔ）把区间［α，β］单调地映为区间［ａ，ｂ］，且φ′（ｔ）连续，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

β

α
ｆ［φ（ｔ）］φ′（ｔ）ｄｔ．

（２）分部积分法：若函数ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）在［ａ，ｂ］上均有连续的导数，则

∫
ｂ

ａ
ｕ（ｘ）ｖ′（ｘ）ｄｘ＝ ［ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）］ｂａ－∫

ｂ

ａ
ｖ（ｘ）ｕ′（ｘ）ｄｘ．

（３）ＮＬ公式法（见积分学基本定理（３））
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希望考生熟记以下几个等式，在应试中是很有利的：

① 若ｆ（ｘ）是偶函数，则∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝２∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ；

② 若ｆ（ｘ）是奇函数，则∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０；

③ 若Ｔ 是ｆ（ｘ）的周期，则∫
ａ＋Ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

Ｔ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，ａ；

④∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

０
ｆ（ａ－ｘ）ｄｘ；

⑤∫
π／２

０
ｆ（ｓｉｎｘ）ｄｘ＝∫

π／２

０
ｆ（ｃｏｓα）ｄｘ；

⑥∫
π／２

０
ｆ（ｓｉｎｘ，ｃｏｓｘ）ｄｘ＝∫

π／２

０
ｆ（ｃｏｓｘ，ｓｉｎｘ）ｄｘ；

⑦∫
π

０
ｆ（ｓｉｎｘ）ｄｘ＝２∫

π／２

０
ｆ（ｓｉｎｘ）ｄｘ；

⑧∫
π

０
ｘｆ（ｓｉｎｘ）ｄｘ＝π∫

π／２

０
ｆ（ｓｉｎｘ）ｄｘ＝ π

２∫
π

０
ｆ（ｓｉｎｘ）ｄｘ；

⑨∫
π／２

０
ｓｉｎｎｘｄｘ＝∫

π／２

０
ｃｏｓｎｘｄｘ＝

（２ｍ－１）！！
（２ｍ）！！

·π
２

， 　ｎ＝２ｍ，ｍ ＝１，２，…；

（２ｍ）！！
（２ｍ＋１）！！

， 　ｎ＝２ｍ＋１，ｍ ＝０，１，２，…
烅
烄

烆 ．

４ 反常积分

（１）无穷限的反常积分：设函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，＋∞）上连续，取ｔ＞ａ，如果极限

ｌｉｍ
ｔ→＋∞∫

ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

存在，则称此极限为函数ｆ（ｘ）在无穷区间［ａ，＋∞）上的反常积分，记作∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，即

∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｔ→＋∞∫
ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

这时也称反常积分∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ收敛；否则，称反常积分∫

＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ发散

类似地有

∫
ｂ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ｌｉｍ

ｔ→－∞∫
ｂ

ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ

若∫
０

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ、∫

＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ均存在，则∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ存在，且

∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

０

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

（２）无界函数的反常积分：设函数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ］上连续，点ａ为ｆ（ｘ）的瑕点 取ｔ＞ａ，如果极限

ｌｉｍ
ｔ→ａ＋∫

ｂ

ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ

存在，则称此极限为函数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ］上的反常积分，仍然记作∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，即

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｔ→ａ＋∫
ｂ

ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ．
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这时也称反常积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ收敛 否则称反常积分∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ发散

类似地，设函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ）上连续，点ｂ为ｆ（ｘ）的瑕点 取ｔ＜ｂ，

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｔ→ｂ－∫
ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

设 函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上除点ｃ（ａ＜ｃ＜ｂ）外均连续，点ｃ为ｆ（ｘ）的瑕点且∫
ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ均存

在，则∫
ａ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ存在，且

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ

５．应用类公式

（１）面积公式

① 若平面图形由ｙ＝ｆ１（ｘ），　ｙ２ ＝ｆ２（ｘ），　ｘ＝ａ，　ｘ＝ｂ围成（ｆ１（ｘ）≤ｆ２（ｘ），ａ＜ｂ），则它的面

积

Ａ＝∫
ｂ

ａ
［ｆ２（ｘ）－ｆ１（ｘ）］ｄｘ；

② 若平面图形的边界由极坐标方程ρ＝ρ１（θ），ρ２ ＝ρ２（θ），θ＝α，θ＝β，（ρ１（θ）≤ρ２（θ），α＜β）给出，则

它的面积

Ａ＝ １
２∫

β

α
［ρ

２
２（θ）－ρ

２
１（θ）］ｄθ．

（２）弧长公式

① 设平面曲线ｙ＝ｆ（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ，则它的弧长

ｓ＝∫
ｂ

ａ
１＋ｙ′槡 ２ ｄｘ；

② 设平面曲线ρ＝ρ（θ），α≤θ≤β，则它的弧长

ｓ＝∫
β

α
ρ

２＋ρ′槡 ２ｄθ；

③ 设平面曲线
ｘ＝φ（ｔ）

ｙ＝ψ（ｔ｛ ）
，Ｔ１ ≤ｔ≤Ｔ２，则它的弧长

ｓ＝∫
Ｔ２

Ｔ１
ｘ′２＋ｙ′槡 ２ ｄｔ．

（３）体积公式

① 若平面图形０≤ｙ≤ｆ（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ绕ｘ 轴旋转，则旋转体体积

Ｖ ＝π∫
ｂ

ａ
ｆ２（ｘ）ｄｘ；

② 若立体的垂直于ｘ轴的截面面积为Ａ（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ，则它的体积

Ｖ ＝∫
ｂ

ａ
Ａ（ｘ）ｄｘ．

（４）旋转面面积

若平面曲线ｙ＝ｆ（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ，绕ｘ轴旋转，则旋转面面积

Ａ＝２π∫
ｂ

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ １＋ｙ′槡 ２ ｄｘ．
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（５）平面曲线的重心公式

若平面曲线ｙ＝ｆ（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ，线密度为ρ（ｘ），则重心

珚ｘ＝∫
ｂ

ａ
ｘｄｍ

Ｍ ＝∫
ｂ

ａ
ｘρ（ｘ） １＋ｙ′槡 ２ｄｘ

∫
ｂ

ａ
ρ（ｘ） １＋ｙ′槡 ２ｄｘ

．

三、基本题型与解题方法

１．有关积分性质的例题

例４１　 设 函 数 ｆ（ｘ）在 ［０，１］上 连 续，且 在 （０，１）上 可 微，若 有 ８∫
１

７
８
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ｆ（０），证 明：存 在

ξ∈ （０，１），使得ｆ′（ξ）＝０．

证 　 由积分中值定理可知，存在ａ∈
７
８

，［ ］１ 使得

ｆ（０）＝８∫
１

７
８
ｆ（ｘ）ｄｘ＝８ｆ（ａ）· １－（ ）７

８ ＝ｆ（ａ）．

又ｆ（ｘ）在（０，１）上可微，所以ｆ（ｘ）在（０，ａ）上可微，由罗尔定理，存在ξ∈（０，ａ）（０，１），使得ｆ′（ξ）＝０．

例４２　 设ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上单调增加，且只有有限之间断点，则函数Ｆ（ｘ）＝ １
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ在［０，＋∞）

上（　）
（Ａ）连续单调；　　　　　　 （Ｂ）连续但不单调；

（Ｃ）单调但不连续； （Ｄ）既不连续又不单调
答 　（Ｃ）．用特殊值法解，令

ｆ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ≤１；

ｘ＋１， ｘ＞１｛ ．

则 Ｆ（ｘ）＝

ｘ
２

， ０≤ｘ≤１，

（ｘ＋１）２

２ｘ
， ｘ＞１

烅

烄

烆 ．

Ｆ（ｘ）在ｘ＝１不连续，从而否定（Ａ），（Ｂ），Ｆ（ｘ）单调递增，又否定（Ｄ），故选（Ｃ）

注 　 式（１）中当ｘ∈ ［０，１］时Ｆ′（ｘ）＞０，当ｘ＞１时，ｆ′（ｘ）＝ １
２

１－ １
ｘ（ ）２ ＞０，都是单调的，且若ｘ１

∈ ［０，１］，ｘ２ ∈ （１，＋∞），Ｆ（ｘ１）＝
ｘ１

２ ≤ １
２

，而Ｆ（ｘ２）＝
ｘ２

２ ＋１＋ １
２ｘ２

＝ １
２

ｘ２＋ １
ｘ（ ）

２
＋１≥２，故Ｆ（ｘ２）

＞Ｆ（ｘ１），综上即证Ｆ（ｘ）单调递增
例４３　 设 函 数 ｙ ＝ ｆ（ｘ）定 义 在 区 间 ［ａ，ｂ］上，且 对 于 区 间 ［ａ，ｂ］上 任 意 两 点 ｘ１，ｘ２，有

｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜≤｜ｘ１－ｘ２｜ 证明：

（１）对于（ａ，ｂ）内每一点，ｆ（ｘ）是连续函数；

（２）如果ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－（ｂ－ａ）ｆ（ａ） ≤ １

２
（ｂ－ａ）２．

证 　（１）任给ｘ∈ （ａ，ｂ），由题设知

｜Δｙ｜＝｜ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）｜≤｜Δｘ｜．

于是当 Δｘ→０时，Δｙ→０，故ｆ（ｘ）连续
（２）当ｘ≥ａ时，有｜ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）｜≤｜ｘ－ａ｜＝ｘ－ａ，即ｆ（ａ）－（ｘ－ａ）≤ｆ（ｘ）≤ｆ（ａ）＋（ｘ－ａ）．
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两边积分，可得

∫
ｂ

ａ
［ｆ（ａ）－（ｘ－ａ）］ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
［ｆ（ａ）＋（ｘ－ａ）］ｄｘ，

即

－
（ｂ－ａ）２

２ ≤∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－（ｂ－ａ）ｆ（ａ）≤

（ｂ－ａ）２

２ ．

故有

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－（ｂ－ａ）ｆ（ａ） ≤ １

２
（ｂ－ａ）２．

例４４　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，且ｆ（ｘ）＞０，证明：ｌｎ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥∫

１

０
ｌｎｆ（ｘ）ｄｘ．

证 　 记Ａ＝∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，因为ｆ（ｘ）＞０，所以Ａ＞０．

ｌｎｆ（ｘ）
Ａ ＝ｌｎ １＋ ｆ（ｘ）

Ａ －（ ）［ ］１ ≤ｆ（ｘ）
Ａ －１．

两端积分

∫
１

０
ｌｎｆ（ｘ）ｄｘ－∫

１

０
ｌｎＡｄｘ≤ １

Ａ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｚ－１＝０．

所以 ∫
１

０
ｌｎｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

１

０
ｌｎＡｄｘ＝ｌｎＡ＝ｌｎ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

例４５　 证明：若ｆ（ｘ）为［０，１］上的连续函数，且对一切ｘ∈［０，１］有∫
ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ≥ｆ（ｘ）≥０，则ｆ（ｘ）≡０．

证 　 显然ｆ（０）＝０，对任意ｘ０ ∈ （０，１），有

０≤ｆ（ｘ０）≤∫
ｘ０

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｆ（ξ１）ｘ０，其中０≤ξ１ ≤ｘ０．

而ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，所以ｆ（ｘ）在［０，１］上存在最大值 Ｍ

对于上面的ξ１，有０≤ｆ（ξ１）≤∫
ξ１

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｆ（ξ２）·ξ１，其中０≤ξ２ ≤ξ１，

所以 ０≤ｆ（ｘ０）≤ｆ（ξ２）ξ１·ｘ０ ≤ｆ（ξ２）ｘ２
０．



依次进行下去，可知存在ξｎ ∈ ［０，ｘ０］，使得０≤ｆ（ｘ０）≤ｆ（ξｎ）ｘｎ
０ ≤ Ｍｘｎ

０．

当ｎ→＋∞ 时，有ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｍｘｎ
０ ＝０，所以ｆ（ｘ０）＝０．

又ｆ（ｘ）连续，所以ｆ（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（１）＝０．

所以对一切ｘ∈ ［０，１］，有ｆ（ｘ）≡０．

例４６　 求证：ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
（ｔ－ｔ２）（ｓｉｎｔ）２ｎｄｔ（ｎ为正整数）在ｘ≥０上的最大值不超过 １

（２ｎ＋２）（２ｎ＋３）．

证 　 因为ｆ′（ｘ）＝ （ｘ－ｘ２）（ｓｉｎｘ）２ｎ，所以当０＜ｘ＜１时，ｆ′（ｘ）＞０；当ｘ＞１时，ｆ′（ｘ）＜０故对一

切ｘ≥０，ｆ（ｘ）≤ｆ（１） 而

ｆ（１）＝∫
１

０
（ｔ－ｔ２）（ｓｉｎｔ）２ｎｄｔ≤∫

１

０
（ｔ－ｔ２）ｔ２ｎｄｔ＝ １

（２ｎ＋２）（２ｎ＋３），

所以，当ｘ≥０时，ｆ（ｘ）≤ １
（２ｎ＋２）（２ｎ＋３），从而得证
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例４７　 设ｆ（ｘ）为［０，１］上的非负单调非增连续函数（即当ｘ＜ｙ时，ｆ（ｘ）≥ｆ（ｙ））利用积分中值定

理证明：对于０＜α＜β＜１，有下面的不等式成立∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥ α

β∫
β

α
ｆ（ｘ）ｄｘ．

证 　 由题设及积分中值定理有

∫
β

α
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ１）（β－α）≤ｆ（α）（β－α），α≤ξ１ ≤β．

从而

１
α∫

α

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥ｆ（ａ）＞ １

β－α∫
β

α
ｆ（ｘ）ｄｘ．

因此可得

β
α －（ ）１∫

α

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥∫

β

α
ｆ（ｘ）ｄｘ．

１－α（ ）
β∫

α

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥ α

β∫
β

α
ｆ（ｘ）ｄｘ．

又因０＜α＜β＜１，所以１－α
β

＜１，故∫
α

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥ α

β∫
β

α
ｆ（ｘ）ｄｘ．

例４８　 设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ

，其中ｘ＞０，求ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ．

解 　ｆ １（ ）ｘ ＝∫
１
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ

令ｔ＝ １


ｙ
∫

ｘ

１

ｌｎｙ
ｙ（１＋ｙ）ｄｙ，

于是

ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＋∫

ｘ

１

ｌｎｔ
ｔ（１＋ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

１

ｌｎｔ
ｔｄｔ＝ １

２ｌｎ２ｘ．

例４９　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞∫

１

０

ｘｎ

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ．

解法１　 由于在０≤ｘ≤１有０≤ ｘｎ

１＋ｘ槡 ２
≤ｘｎ，

所以 ０≤∫
１

０

ｘｎ

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ≤∫

１

０
ｘｎｄｘ，

又 ∫
１

０
ｘｎｄｘ＝ １

ｎ＋１→０　（ｎ→ ∞），

故 ｌｉｍ
ｎ→∞∫

１

０

ｘｎ

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ＝０．

解法２　 由积分中值定理∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ＝ｇ（ξ）∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ知

∫
１

０

ｘｎ

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ＝ １

１＋ξ
２槡 ｎ
∫

１

０
ｘｎｄｘ　（０＜ξｎ ＜１）

又，ｌｉｍ
ｎ→∞∫

１

０
ｘｎｄｘ＝０，而１

槡２
≤ １

１＋ξ
２槡 ｎ

≤１，即有界，故

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

１

０

ｘｎ

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ＝０．
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例４１０　 求极限ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｎ＋２

０

ｘ２

ｅ
ｘ２
ｄｘ．

解法１　 由积分中值定理得

∫
ｎ＋２

ｎ

ｘ２

ｅｘ２
ｄｘ＝ξ

２

ｅξ
２ ·２，　ｎ≤ξ≤ｎ＋２，

又 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２

ｅｘ２
＝０，

故 　　 原式 ＝０
解法２　 由于当ｎ≤ｘ≤ｎ＋２时，

０＜ ｘ２

ｅｘ２
＜

（ｎ＋２）２

ｅｎ２
，

所以 ０＜∫
ｎ＋２

ｎ

ｘ２

ｅｘ２
ｄｘ＜

（ｎ＋２）２

ｅｎ２
·２．

又 ｌｉｍ
ｘ→∞

（ｘ＋２）２

ｅｘ２
＝０，

则 ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｎ＋２

ｎ

ｘ２

ｅｘ２
ｄｘ＝０．

例４１１　 设ｆ（ｘ）在［Ａ，Ｂ］上连续，Ａ＜ａ＜ｂ＜Ｂ，

求证 　ｌｉｍ
ｈ→０∫

ｂ

ａ

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ ｄｘ＝ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）．

证法１　∫
ｂ

ａ

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ ｄｘ＝ １

ｈ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ＋ｈ）ｄｘ－ １

ｈ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

令ｘ＋ｈ＝ｕ，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ＋ｈ）ｄｘ＝∫

ｂ＋ｈ

ａ＋ｈ
ｆ（ｕ）ｄｕ，

从而 ∫
ｂ

ａ

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ ｄｘ＝ １

ｈ∫
ｂ＋ｈ

ａ＋ｈ
ｆ（ｘ）ｄｘ－ １

ｈ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ １

ｈ∫
ｂ＋ｈ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ－ １

ｈ∫
ａ＋ｈ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

由积分中值定理及ｆ（ｘ）的连续性知：

ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈ∫

ｂ＋ｈ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｂ），　ｌｉｍ

ｈ→０

１
ｈ∫

ａ＋ｈ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ａ）．

故原题得证
证法２　 由证１可知

ｌｉｍ
ｈ→０∫

ｂ

ａ

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ ｄｘ＝ｌｉｍ

ｈ→０

∫
ｂ＋ｈ

ａ＋ｈ
ｆ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｈ 　　　　　　

＝ｌｉｍ
ｈ→０

［ｆ（ｂ＋ｈ）－ｆ（ａ＋ｈ）］　（洛必塔法则）

＝ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）

例４１２　 设ｆ（ｘ）是周期为Ｔ 的连续函数，证明

ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ １

Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ．

证法１　 由ｆ（ｘ）的周期性知
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∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ［］Ｔ Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

ｘ［］Ｔ Ｔ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ ｘ［ ］Ｔ∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

ｘ［］Ｔ Ｔ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

又 ｘ
Ｔ －１＜

ｘ［ ］Ｔ ≤ ｘ
Ｔ ．

所以 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ［ ］Ｔ
ｘ ＝ １

Ｔ．　　　　　　　　

而 ∫
ｘ

ｘ［］Ｔ Ｔ
ｆ（ｔ）ｄｔ ≤∫

ｘ［］Ｔ Ｔ＋Ｔ

ｘ［］Ｔ Ｔ
｜ｆ（ｔ）｜ｄｔ＝∫

Ｔ

０
｜ｆ（ｔ）｜ｄｔ，

所以 　　 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

ｘ［］Ｔ Ｔ
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ ＝０，故原式得证

证法２　 令Φ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－ ｘ

Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，

则 　　Φ（ｘ＋Ｔ）＝∫
ｘ＋Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｘ＋Ｔ

Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ　　　　　　　　　　

＝∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

Ｔ＋ｘ

Ｔ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｘ＋Ｔ

Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

Ｔ＋ｘ

Ｔ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ ｘ

Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝Φ（ｘ）．

Φ（ｘ）以Ｔ 为周期，连续，故在［０，Ｔ］上有界，因而在Ｒ 上有界，从而

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Φ（ｘ）
ｘ ＝ ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－ １

Ｔ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ＝０．

例４１３　 任给０＜δ＜１，求证

ｌｉｍ
ｎ→∞

∫
１

δ
（１－ｔ２）ｎｄｔ

∫
１

０
（１－ｔ２）ｎｄｔ

＝０．

证 　 由于∫
１

δ
（１－ｔ２）ｎｄｔ≤∫

１

δ
（１－δ２）ｎｄｔ＝ （１－δ）（１－δ２）ｎ．

而 ∫
１

０
（１－ｔ２）ｎｄｔ≥∫

δ
２

０
（１－ｔ２）ｎｄｔ≥∫

δ
２

０
１－δ２（ ）４

ｎ

ｄｔ＝ δ
２

１－δ２（ ）４

ｎ

，

则 ０≤∫
１

δ
（１－ｔ２）ｎｄｔ

∫
１

０
（１－ｔ２）ｎｄｔ

≤
（１－δ）（１－δ２）ｎ

δ
２

１－δ２（ ）４

ｎ ＝２（１－δ）
δ

１－δ２

１－δ２
熿

燀

燄

燅４

ｎ

．

又 ０＜ １－δ２

１－δ２

４

＜１，

则 　ｌｉｍ
ｎ→∞

１－δ２

１－δ２
烄

烆

烌

烎４

ｎ

＝０，故原题得证

例４１４　 设ｆ（ｘ）在［０，π］上连续，试证

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

π

０
｜ｓｉｎｎｘ｜ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ２

π∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

证 　 由于∫
π

０
｜ｓｉｎｎｘ｜ｆ（ｘ）ｄｘ
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＝ 
ｎ

ｋ＝１∫
ｋ
ｎπ

ｋ－１
ｎ π

｜ｓｉｎｘ｜ｆ（ｘ）ｄｘ＝ 
ｎ

ｋ＝１
ｆ（ξｎｋ

）∫
ｋ
ｎπ

ｋ－１
ｎ π

｜ｓｉｎｎｘ｜ｄｘ，

其中，ｋ－１
ｎ π≤ξｎｋ

≤ ｋ
ｎπ，这里应用了积分中值定理

又 ∫
ｋ
ｎπ

ｋ－１
ｎ π

｜ｓｉｎｎｘ｜ｄｘ＝ １
ｎ∫

ｋπ

（ｋ－１）π
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ　（令ｎｘ ＝ｔ）　　　　

＝ １
ｎ∫

π

０
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ　（｜ｓｉｎｘ｜以π为周期），

则 ｌｉｍ
ｎ→∞∫

π

０
｜ｓｉｎｎｘ｜ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ 

ｎ

ｋ＝１
ｆ（ξｎｋ

）∫
π

０
ｓｉｎｔｄｔ＝ １

π
ｌｉｍ
ｎ→∞

π
ｎ 

ｎ

ｋ＝１
ｆ（ξｎｋ

）∫
π

０
ｓｉｎｔｄｔ

＝ １
π∫

π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ·∫

π

０
ｓｉｎｘｄｘ＝ ２

π∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

２．用换元法和分部积分法计算定积分

例４１５　 计算∫
１

－１

２ｘ２＋ｘｃｏｓｘ
１＋ １－ｘ槡 ２

ｄｘ．

解 　 原式 ＝∫
１

－１

２ｘ２

１＋ １－ｘ槡 ２
ｄｘ＋∫

１

－１

ｘｃｏｓｘ
１＋ １－ｘ槡 ２

ｄｘ．

由于 　 ２ｘ２

１＋ １－ｘ槡 ２
是偶函数，而 ｘｃｏｓｘ

１＋ １－ｘ槡 ２
是奇函数，

故 原式＝４∫
１

０

ｘ２

１＋ １－ｘ槡 ２
ｄｘ＝４∫

１

０

ｘ２（１－ １－ｘ槡 ２）
ｘ２ ｄｘ

＝４∫
１

０
ｄｘ－４∫

１

０
１－ｘ槡 ２ｄｘ．

由定积分的几何意义知４∫
１

０
１－ｘ槡 ２ｄｘ应为单位圆的面积π

原式 ＝４－π．

例４１６　 计算∫
ｅ
３
４

ｅ
１
２

ｄｘ
ｘ ｌｎｘ（１－ｌｎｘ槡 ）

．

解 　 原式＝∫
ｅ
３
４

ｅ
１
２

ｄｌｎｘ
ｌｎｘ（１－ｌｎｘ槡 ）

＝∫
ｅ
３
４

ｅ
１
２

ｄｌｎｘ

ｌｎ槡 ｘ １－（ ｌｎ槡 ｘ）槡 ２

＝∫
ｅ
３
４

ｅ
１
２

２ｄ ｌｎ槡 ｘ

１－（ ｌｎ槡 ｘ）槡 ２

　
　
＝２ａｒｃｓｉｎ（ ｌｎ槡 ｘ）

ｅ
３
４

ｅ
１
２

＝ π
６．

例４１７　 计算∫
π
４

０

ｓｉｎｘ
１＋ｓｉｎｘｄｘ．

解 　 原式＝∫
π
４

０

ｓｉｎｘ（１－ｓｉｎｘ）
１－ｓｉｎ２ｘ

ｄｘ＝∫
π
４

０

ｓｉｎｘ
ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ－∫
π
４

０
ｔａｎ２ｘｄｘ．

＝－∫
π
４

０

ｄｃｏｓｘ
ｃｏｓ２ｘ

－∫
π
４

０
（ｓｅｃ２ｘ－１）ｄｘ＝ １

ｃｏｓｘ

π
４

０
－（ｔａｎｘ－ｘ）

π
４

０

＝ π
４ －２＋槡２．
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例４１８　 计算∫
１

０

ｘｄｘ
（２－ｘ２） １－ｘ槡 ２

．

解 　 令ｘ＝ｓｉｎｔ．

原式＝∫
π
２

０

ｓｉｎｔ
２－ｓｉｎ２ｔ

ｄｔ＝－∫
π
２

０

ｄｃｏｓｔ
１＋ｃｏｓ２ｔ

＝－ａｒｃｔａｎ（ｃｏｓｔ）｜
π／２

０ ＝ π
４．

例４１９　∫
ａ

０

ｄｘ
ｘ＋ ａ２－ｘ槡 ２

（ａ＞０）

解 　 令ｘ＝ａｓｉｎｔ．

原式 ＝∫
π
２

０

ｃｏｓｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄｔ

，令ｔ＝ π
２ －ｕ，　　　　　　　

则 ∫
π
２

０

ｃｏｓｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ＝∫

π
２

０

ｓｉｎｕ
ｓｉｎｕ＋ｃｏｓｕｄｕ．

原式 ＝ １
２∫

π
２

０

ｃｏｓｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄｔ＋∫

π
２

０

ｓｉｎｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄ［ ］ｔ ＝ １

２∫
π
２

０
ｄｔ＝ π

４．

例４２０　 计算∫
ａ

０
ａｒｃｔａｎ ａ－ｘ

ａ＋槡 ｘｄｘ．

解法１　 令ｔ＝ａｒｃｔａｎ ａ－ｘ
ａ＋槡 ｘ．

ｃｏｓ２ｔ＝１－ｔａｎ２ｔ
１＋ｔａｎ２ｔ

＝
１－ａ－ｘ

ａ＋ｘ

１＋ａ－ｘ
ａ＋ｘ

＝ ｘ
ａ ．

原式 ＝∫
０

π
４

ｔｄ（ａｃｏｓ２ｔ）＝ａｔｃｏｓ２ｔ
０

π
４

＋∫
π
４

０
ｃｏｓ２ｔｄｔ＝ ａ

２ｓｉｎ２ｔ
π
４

０
＝ ａ

２．

解法２　 令ｘ＝ａｃｏｓｔ．

原式 ＝ａ∫
０

π
２

ｔ
２ｄｃｏｓｔ＝ａ·ｔ

２ｃｏｓｔ
０

π
２

－∫
０

π
２

ａ
２ｃｏｓｔｄｔ＝ ａ

２．

解法３　 记ω（ｘ）＝ ａ－ｘ
ａ＋槡 ｘ

，分部积分得

　
　

原式 ＝ｘａｒｃｔａｎω（ｘ）
ａ

０
－∫

ａ

０
ｘ １
１＋ω２

１
２ω

－２ａ
（ａ＋ｘ）２ｄｘ＝∫

ａ

０

ｘ
２ ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘ＝ ａ
２．

例４２１　 求连续函数ｆ（ｘ），使它满足

∫
１

０
ｆ（ｔｘ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）＋ｘｓｉｎｘ．

解 　 令ｔｘ ＝ｕ，则原式变为

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｆ（ｘ）＋ｘｓｉｎｘ，

即 ∫
ｘ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｘｆ（ｘ）＋ｘ２ｓｉｎｘ．

两边对ｘ求导，得

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｘｆ′（ｘ）＋２ｘｓｉｎｘ＋ｘ２ｃｏｓｘ，
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即 ｆ′（ｘ）＝－２ｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ．

积分，得 ｆ（ｘ）＝２ｃｏｓｘ－∫ｘｄｓｉｎｘ＝２ｃｏｓｘ－ｘｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ＋Ｃ

＝ｃｏｓｘ－ｘｓｉｎｘ＋Ｃ．

例４２２　 设函数ｆ（ｘ）连续，且∫
ｘ

０
ｔｆ（２ｘ－ｔ）ｄｔ＝ １

２ａｒｃｔａｎｘ２ 已知ｆ（１）＝１，求∫
２

１
ｆ（ｘ）ｄｘ的值

解 　 令ｕ＝２ｘ－ｔ，则ｔ＝２ｘ－ｕ，ｄｔ＝－ｄｕ，

∫
ｘ

０
ｔｆ（２ｘ－ｔ）ｄｔ＝－∫

ｘ

２ｘ
（２ｘ－ｕ）ｆ（ｕ）ｄｕ＝２ｘ∫

２ｘ

ｘ
ｆ（ｕ）ｄｕ－∫

２ｘ

ｘ
ｕｆ（ｕ）ｄｕ．

于是

２ｘ∫
２ｘ

ｘ
ｆ（ｕ）ｄｕ－∫

２ｘ

ｘ
ｕｆ（ｕ）ｄｕ＝ １

２ａｒｃｔａｎｘ２．

上式两边对ｘ求导，得

２∫
２ｘ

ｘ
ｆ（ｕ）ｄｕ＋２ｘ［２ｆ（２ｘ）－ｆ（ｘ）］－［２ｘｆ（２ｘ）·２－ｘｆ（ｘ）］＝ ｘ

１＋ｘ４，

即

２∫
２ｘ

ｘ
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ ｘ

１＋ｘ４ ＋ｘｆ（ｘ）．

令ｘ＝１，得 ２∫
２

１
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ １

２ ＋１＝ ３
２

于是∫
２

１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ３

４．

例４２３　 计算∫
３

０
ａｒｃｓｉｎ ｘ

１＋槡 ｘｄｘ．

解法１　 令ａｒｃｓｉｎ ｘ
１＋槡 ｘ ＝ｔ，得ｘ＝ｔａｎ２ｔ．

原式＝∫
π
３

０
ｔｄｔａｎ２ｔ＝ｔｔａｎ２ｔ

π
３

０
－∫

π
３

０
ｔａｎ２ｔｄｔ　　　　　　　　

＝π－∫
π
３

０
（ｓｅｃ２ｔ－１）ｄｔ＝π－（ｔａｎｔ－ｔ）

π
３

０
＝４π

３ －槡３．

解法２　 由分部积分公式得

原式＝ｘａｒｃｓｉｎ ｘ
１＋槡 ｘ

３

０
－∫

３

０
ｘ １

１－ ｘ
１＋槡 ｘ

１＋ｘ－ｘ
（１＋ｘ）２

２ ｘ
１＋槡 ｘ

ｄｘ

＝π－∫
３

０

槡ｘ
２（１＋ｘ）ｄｘ＝π－∫

槡３

０

ｔ２

１＋ｔ２ｄｔ（令槡ｘ＝ｔ）

＝４π
３ －槡３．

例４２４　 计算∫
２

１
２

１＋ｘ－ １（ ）ｘ ｅ
ｘ＋１

ｘｄｘ．

解 　 原式＝∫
２

１
２

ｅ
ｘ＋１

ｘｄｘ＋∫
２

１
２

ｘ １－ １
ｘ（ ）２ ｅ

ｘ＋１
ｘｄｘ＝∫

２

１
２

ｅ
ｘ＋１

ｘｄｘ＋∫
２

１
２

ｘｄｅ
ｘ＋１

ｘ
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＝∫
２

１
２

ｅ
ｘ＋１

ｘｄｘ＋ｘｅ
ｘ＋１

ｘ
２

１
２

－∫
２

１
２

ｅ
ｘ＋１

ｘｄｘ＝ ３
２ｅ

５
２ ．

例４２５　 计算∫
π

０

ｄｘ
１＋ｓｉｎ２ｘ

．

解 　 原式＝∫
π
２

０

ｄｘ
１＋ｓｉｎ２ｘ

＋∫
π

π
２

ｄｘ
１＋ｓｉｎ２ｘ

＝２∫
π
２

０

ｄｘ
１＋ｓｉｎ２ｘ

＝２∫
π
２

０

１
ｃｏｓ２ｘ

１
ｃｏｓ２ｘ

＋ｔａｎ２ｘ
ｄｘ

＝２∫
π
２

０

ｄｔａｎｘ
１＋２ｔａｎ２ｘ

＝槡２ａｒｃｔａｎ（槡２ｔａｎｘ）
π
２

０
＝ π

槡２
．

例４２６　 计算∫
π
２

０
ｌｎｓｉｎｘｄｘ．

解 　 令ｘ＝２ｔ

原式 ＝２∫
π
４

０
ｌｎ（ｓｉｎ２ｔ）ｄｔ＝２∫

π
４

０
ｌｎ（２ｓｉｎｔｃｏｓｔ）ｄｔ＝２∫

π
４

０
（ｌｎ２＋ｌｎｓｉｎｔ＋ｌｎｃｏｓｔ）ｄｔ

在等式右端最后一项中令 π
２ －ｔ＝ｙ．

原式 ＝ π
２ｌｎ２＋２∫

π
４

０
ｌｎｓｉｎｔｄｔ－２∫

π
４

π
２

ｌｎｓｉｎｙｄｙ＝ π
２ｌｎ２＋２∫

π
２

０
ｌｎｓｉｎｔｄｔ＝－ π

２ｌｎ２．

例４２７　 计算∫
１

０

ｘ
ｅｘ ＋ｅ１－ｘｄｘ．

解 　 令１－ｘ＝ｔ．

　　 原式 ＝∫
１

０

１－ｔ
ｅ１－ｔ＋ｅｔ

ｄｔ＝∫
１

０

１
ｅｔ＋ｅ１－ｔｄｔ－∫

１

０

ｔ
ｅｔ＋ｅ１－ｔｄｔ

所以， 原式＝ １
２∫

１

０

ｄｔ
ｅｔ＋ｅ１－ｔ ＝ １

２∫
１

０

ｄｅｔ

ｅ２ｔ＋ｅ
＝ １

槡２ ｅ
ａｒｃｔａｎ

ｅｔ

槡ｅ

１

０

＝ １
槡２ ｅ

槡ａｒｃｔａｎｅ－ａｒｃｔａｎ１
槡（ ）ｅ

．

例４２８　 计算∫
１

０

ｌｎ（１＋ｘ）
１＋ｘ２ ｄｘ．

解 　 令ｘ＝ｔａｎｔ．

　　 原式＝∫
π
４

０

ｌｎ（１＋ｔａｎｔ）
１＋ｔａｎ２ｔ

ｓｅｃ２ｔｄｔ＝∫
π
４

０
ｌｎ（１＋ｔａｎｔ）ｄｔ

＝∫
π
４

０
ｌｎ １＋１－ｔａｎｕ

１＋ｔａｎ（ ）ｕ ｄｕ　（令ｕ＝ π
４ －ｔ）

＝∫
π
４

０
［ｌｎ２－ｌｎ（１＋ｔａｎｕ）］ｄｕ＝∫

π
４

０
ｌｎ２ｄｕ－∫

１

０

ｌｎ（１＋ｘ）
１＋ｘ２ ｄｘ，

原式＝ １
２∫

π
４

０
ｌｎ２ｄｕ＝ π

８ｌｎ２．

例４２９　 设在［－１，１］上的连续函数ｆ（ｘ）满足如下条件，对［－１，１］上的任意的偶连续函数ｇ（ｘ），积分

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ＝０，试证：ｆ（ｘ）是［－１，１］上的奇函数
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证 　 作变换ｘ＝－ｔ，则

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ＝∫

－１

１
ｆ（－ｔ）ｇ（－ｔ）（－１）ｄｔ＝∫

１

－１
ｆ（－ｔ）ｇ（－ｔ）ｄｔ．

因为ｇ（－ｘ）＝ｇ（ｘ），所以

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

－１
ｆ（－ｔ）ｇ（ｔ）ｄｔ＝０，　　　

故 ∫
１

－１
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｇ（ｘ）ｄｘ＝０．

取ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ），则ｈ（ｘ）是［－１，１］上 的 偶 函 数，由 题 意 有∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ ＝０，从 而 有

∫
１

－１
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｈ（ｘ）ｄｘ＝０，即

∫
１

－１
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］２ｄｘ＝０，从而ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝０，即ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），因此ｆ（ｘ）是［－１，１］上的

奇函数

例４３０　 求∫
２

０
ｘ３－２ｘ２＋槡 ｘｄｘ．

解 　∫
２

０
ｘ３－２ｘ２＋槡 ｘｄｘ＝∫

２

０
槡ｘ·｜ｘ－１｜ｄｘ＝∫

１

０
槡ｘ（１－ｘ）ｄｘ＋∫

２

１
槡ｘ（ｘ－１）ｄｘ

　 ＝ ２
３ｘ

３
２ － ２

５ｘ（ ）５
２

１

０
＋ ２

５ｘ
５
２ － ２

３ｘ（ ）３
２

２

１
＝ ４

１５
（２＋槡２）．

例４３１　 设ｆ（ｘ）在［－ａ，ａ］（ａ＞０）上连续

证明：∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ，并计算∫

π
４

－π
４

１
１＋ｓｉｎｘｄｘ．

证 　 因ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ），ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）分别为偶、奇函数，所以

∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

－ａ

ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）
２ ＋ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）［ ］２ ｄｘ　　　　　　

＝ １
２∫

ａ

－ａ
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ＋ １

２∫
ａ

－ａ
［ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）］ｄｘ

＝ １
２

·２∫
ａ

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ＋ １

２
·０＝∫

ａ

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ．

而 　∫
π
４

－π
４

１
１＋ｓｉｎｘｄｘ＝∫

π
４

０

１
１＋ｓｉｎｘ＋ １

１＋ｓｉｎ（－ｘ［ ］）ｄｘ＝∫
π
４

０

１
１＋ｓｉｎｘ＋ １

１－ｓｉｎ（ ）ｘ ｄｘ

＝∫
π
４

０

１－ｓｉｎｘ＋１＋ｓｉｎｘ
１－ｓｉｎ２ｘ

ｄｘ＝２∫
π
４

０

１
ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＝２ｔａｎｘ
π
４

０
＝２．

例４３２　 若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有连续导函数，ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）＝０，并且∫
ｂ

ａ
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝１，则∫

ｂ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ

＝－ １
２．

证 　 由分部积分法可知

∫
ｂ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｄ（ｆ（ｘ））＝ １

２∫
ｂ

ａ
ｘｄ［ｆ２（ｘ）］＝ ｘ

２ｆ２（ｘ）
ｂ

ａ
－ １

２∫
ｂ

ａ
ｆ２（ｘ）ｄｘ

—１９—
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＝ ｂ
２ｆ２（ｂ）－ ａ

２ｆ２（ａ）－ １
２

·１＝－ １
２．

３．有关积分限函数的问题

例４３３　 求ｌｉｍ
ｘ→∞∫

ｘ＋２

ｘ
ｔ ｓｉｎ３（ ）ｔ ｆ（ｔ）ｄｔ，其中ｆ（ｔ）可微，且已知ｌｉｍ

ｔ→∞
ｆ（ｔ）＝１．

解 　 由积分中值定理，存在ξ∈ ［ｘ，ｘ＋２］，使

∫
ｘ＋２

ｘ
ｔｓｉｎ ３（ ）ｔ ｆ（ｔ）ｄｔ＝２ξｓｉｎ

３（ ）
ξ

ｆ（ξ），　　　　　　　　

所以 ｌｉｍ
ｘ→∞∫

ｘ＋２

ｘ
ｔｓｉｎ ３（ ）ｔ ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｌｉｍ

ｘ→∞
２ξｓｉｎ

３（ ）
ξ

ｆ（ξ）＝６·ｌｉｍ
ξ→∞

ｓｉｎ３
ξ

３
ξ

·ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ξ）＝６·１·１＝６．

例４３４　 若函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则２∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）∫

ｂ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ

２

．

证 　 因为ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，故ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积

令Ｆ（ｘ）＝∫
ｂ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ，则有Ｆ′（ｘ）＝－ｆ（ｘ），所以

２∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）∫

ｂ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ｄｘ＝２∫

ｂ

ａ
［－Ｆ′（ｘ）］·Ｆ（ｘ）ｄｘ　　　　　　　　　　　　

＝－２∫
ｂ

ａ
Ｆ（ｘ）ｄＦ（ｘ）＝－Ｆ２（ｘ）

ｂ

ａ
＝Ｆ２（ａ）－Ｆ２（ｂ）．

注意到Ｆ（ａ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，Ｆ（ｂ）＝０，所以

２∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）∫

ｂ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ

２

．

例４３５　 设 ｆ（ｘ）在 （－∞，＋∞）上 连 续，又 φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ单 调 递 减，证 明 ｆ（ｘ）＝０，

ｘ∈（－∞，＋∞）．

证　令Ｆ（ｘ）＝１
２∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ２，则Ｆ′（ｘ）＝φ（ｘ），而φ（０）＝０．

若φ（ｘ）不恒为零，φ（ｘ）又单调递减，因而ｘ０＞０，使φ（ｘ０）＜０．
从而有φ（ｘ）≤（０），ｘ∈［０，ｘ０］．

所以Ｆ（ｘ０）＝∫
ｘ０

０
φ（ｘ）ｄｘ＜０， （１）

另外Ｆ（ｘ０）＝
１
２∫

ｘ０

０
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ２≥０． （２）

式（１）与式（２）矛盾，所以φ（ｘ）≡０，ｘ∈（－∞，＋∞），从而∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ等于一个常数，ｘ∈（－∞，＋∞）．

即∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｃ（ｘ∈（－∞，＋∞））．两边求导，所以ｆ（ｘ）≡０，ｘ∈（－∞，＋∞）．

例４３６　设函数ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

０
｜ｃｏｓｔ｜ｄｔ（１）当ｎ为正整数且ｎπ≤ｘ＜（ｎ＋１）π时，证明２ｎ＜ｓ（ｘ）＜２（ｎ＋１）；

（２）求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｓ（ｘ）
ｘ ．

解　（１）因为｜ｃｏｓｘ｜≥０且ｎπ≤ｘ＜（ｎ＋１）π，所以

∫
ｎπ

０
｜ｃｏｓｔ｜ｄｔ≤ｓ（ｘ）＜∫

（ｎ＋１）π

０
｜ｃｏｓｔ｜ｄｔ．

又｜ｃｏｓｘ｜是以π为周期的函数，在每个周期上积分值相等，所以

∫
ｎπ

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝ｎ∫

π

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝２ｎ，　∫

（ｎ＋１）π

０
｜ｃｏｓｘ｜ｄｘ＝２（ｎ＋１）．
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书书书

　　（２）由（１）知，当ｎπ≤ｘ＜（ｎ＋１）π时，有

２ｎ
（ｎ＋１）π＜ｓ

（ｘ）
ｘ ＜２（ｎ＋１）

ｎπ ．

令ｘ→＋∞，由夹通准则得ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｓ（ｘ）
ｘ ＝２

π．

图４１

例４３７　设ｘＯｙ平面上有正方形Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１｝
及直线ｌ：ｘ＋ｙ＝ｔ（ｔ≥０）（图４１）．若Ｓ（ｔ）表示正方形Ｄ 位于直线ｌ左下

方部分的面积，试求∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ（ｘ≥０）．

解　由题设知　Ｓ（ｔ）＝

１
２ｔ

２， ０≤ｔ≤１；

－１
２ｔ

２＋２ｔ－１， １＜ｔ≤２；

１， ｔ＞２

烅

烄

烆 ．

所以，当０≤ｘ≤１时，　∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

０

１
２ｔ

２ｄｔ＝１
６ｘ３；

当１＜ｘ≤２时，　∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝∫

１

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

１
Ｓ（ｔ）ｄｔ

＝－ｘ３

６＋ｘ２－ｘ＋１
３

；

当ｘ＞２时，　∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝∫

２

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

２
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝ｘ－１．

因此 ∫
ｘ

０
Ｓ（ｔ）ｄｔ＝

１
６ｘ３， ０≤ｘ≤１；

－１
６ｘ３＋ｘ２－ｘ＋１

３
， １＜ｘ≤２；

ｘ－１， ｘ＞２

烅

烄

烆 ．

例４３８　设Ｉ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｇ（ｘ－ｔ）ｄｔ，其中ｆ（ｘ）＝ｘ，ｇ（ｘ）＝

ｓｉｎｘ， ｘ≤π
２

；

０， ｘ＞π
２

烅
烄

烆 ．
求Ｉ（ｘ）．

解　令ｘ－ｔ＝ｕ，

Ｉ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｘ－ｕ）ｇ（ｕ）ｄｕ．

当ｘ≤π
２

时，Ｉ（ｘ）＝∫
ｘ

０
（ｘ－ｕ）ｓｉｎｕｄｕ＝－（ｘ＋ｓｉｎｘ）．

当ｘ＞π
２

时，Ｉ（ｘ）＝∫
π
２

０
（ｘ－ｕ）ｓｉｎｕｄｕ＝－（ｘ＋１）．

例４３９　设ｙ＝ｙ（ｘ）由２ｘ－ｔａｎ（ｘ－ｙ）＝∫
ｘ－ｙ

０
ｓｅｃ２ｕｄｕ所确定，试求ｄ２ｙ

ｄｘ２．

解　原式两边对ｘ求导，

２－ｓｅｃ２（ｘ－ｙ）（１－ｙ′）＝ｓｅｃ２（ｘ－ｙ）（１－ｙ′）．

１－ｙ′＝ｃｏｓ２（ｘ－ｙ），

ｙ′＝ｓｉｎ２（ｘ－ｙ）．

ｙ″＝ｓｉｎ（２ｘ－２ｙ）（１－ｙ′）＝ｓｉｎ（２ｘ－２ｙ）ｃｏｓ２（ｘ－ｙ）．

例４４０　设ｙ＝ｙ（ｘ）由ｘ－∫
ｙ＋ｘ

１
ｅ－ｕ２ｄｕ＝０所确定，试求ｄ２ｙ

ｄｘ２
ｘ＝０

．

解　由原式可知ｘ＝０时，ｙ＝１．
原式两端对ｘ求导得
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１－ｅ－（ｘ＋ｙ）２（１＋ｙ′）＝０． （１）

将ｘ＝０，ｙ＝１代入式（１）得

ｄｙ
ｄｘ ｘ＝０

＝ｅ－１．

式（１）两端对ｘ求导得

２（ｘ＋ｙ）ｅ－（ｘ＋ｙ）２（１＋ｙ′）２－ｅ－（ｘ＋ｙ）２

ｙ″＝０．

将ｘ＝０，ｙ＝１，ｙ′＝ｅ－１，代入上式得

ｄ２ｙ
ｄｘ２

ｘ＝０
＝２ｅ２．

例４４１　证明恒等式：

∫
ｓｉｎ２ｘ

０
ａｒｃｓｉｎ槡ｔｄｔ＋∫

ｃｏｓ２ｘ

０
ａｒｃｃｏｓ槡ｔｄｔ＝π

４
，　 ０＜ｘ＜π（ ）２ ．

证　记Φ（ｘ）＝∫
ｓｉｎ２ｘ

０
ａｒｃｓｉｎ槡ｔｄｔ＋∫

ｃｏｓ２ｘ

０
ａｒｃｃｏｓ槡ｔｄｔ．

Φ′（ｘ）＝２ｘｓｉｎｘｃｏｓｘ－２ｘｓｉｎｘｃｏｓｘ＝０．

则 Φ（ｘ）＝Ｃ，０＜ｘ＜π（ ）２ ．

又 φ
π（ ）４ ＝∫

１
２

０
ａｒｃｓｉｎ槡ｔｄｔ＋∫

１
２

０
ａｒｃｃｏｓ槡ｔｄｔ

＝∫
１
２

０
（ａｒｃｓｉｎ槡ｔ＋ａｒｃｃｏｓ槡ｔ）ｄｔ＝π

２∫
１
２

０
ｄｔ＝π

４．

故 ∫
ｓｉｎ２ｘ

０
ａｒｃｓｉｎ槡ｔｄｔ＋∫

ｃｏｓ２ｘ

０
ａｒｃｃｏｓ槡ｔｄｔ＝π

４．

例４４２　设ｆ（ｘ）在ｘ＞０时连续，ｆ（１）＝３．且

∫
ｘｙ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ∫

ｙ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｙ∫

ｘ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ　（ｘ＞０，ｙ＞０），试求ｆ（ｘ）．

解　原等式两端对ｙ求导得

ｘｆ（ｘｙ）＝ｘｆ（ｙ）＋∫
ｘ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ．

令ｙ＝１得

ｘｆ（ｘ）＝３ｘ＋∫
ｘ

１
ｆ（ｔ）ｄｔ．

上式两端对ｘ求导得

ｆ（ｘ）＋ｘｆ′（ｘ）＝３＋ｆ（ｘ）．

所以　ｆ′（ｘ）＝３
ｘ

，

ｆ（ｘ）＝∫３
ｘｄｘ＝３ｌｎｘ＋Ｃ．

又ｆ（１）＝３，得Ｃ＝３，故ｆ（ｘ）＝３ｌｎｘ＋３．
例４４３　设ｆ（ｘ）连续，ｆ（ｘ）０，且对任意的实数ｘ，ｙ有ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），试求ｆ（ｘ）．
解　等式ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）两边对ｙ积分，
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∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ＋ｙ）ｄｙ＝ｆ（ｘ）∫

ｂ

ａ
ｆ（ｙ）ｄｙ＝Ｃｆ（ｘ）．

在∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ＋ｙ）ｄｙ中，令ｘ＋ｙ＝ｕ，

则 ∫
ｘ＋ｂ

ｘ＋ａ
ｆ（ｕ）ｄｕ＝Ｃｆ（ｘ）．

由于ｆ（ｕ）连续，那么等式左端是ｘ的可导函数，从而右端也可导，即ｆ（ｘ）可导，等式ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）
两端对ｙ求导，并令ｙ＝０，得

ｆ′（ｘ）＝ｆ′（０）ｆ（ｘ），

又由于ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｆ′（０），而ｆ（ｘ）０，因此ｆ′（０）＝１．
由此得 ｆ（ｘ）＝ｅｆ′（０）ｘ．

例４４４　试证ｆ（ｘ）＝ｘｅ－ｘ２∫
ｘ

０
ｅｔ

２
ｄｔ在（－∞，＋∞）上有界．

证　因为ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），即ｆ（ｘ）是偶函数，所以只需证明ｆ（ｘ）在［０，＋∞］上有界．

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

０
ｅｔ

２
ｄｔ

１
ｘｅｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ２

２ｅｘ２－１
ｘ２ｅ

ｘ２
＝１

２．

因而存在Ａ＞０，使得对一切ｘ∈［Ａ，＋∞）有０＜ｆ（ｘ）＜１，又ｆ（ｘ）在［０，Ａ］上连续，故存在 Ｍ１＞０使得

对一切ｘ∈［０，Ａ］有０≤ｆ（ｘ）≤Ｍ１，取 Ｍ＝ｍａｘ（１，Ｍ１），则对一切ｘ∈［０，＋∞）有０≤ｆ（ｘ）≤Ｍ．故原题得

证．

例４４５　设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ＋π

２

ｘ
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ，

（１）证明ｆ（ｘ＋π）＝ｆ（ｘ）；
（２）求ｆ（ｘ）的最大值，最小值．
解　（１）令ｕ＝ｔ＋π，则｜ｓｉｎｔ｜＝｜ｓｉｎｕ｜，

故 ｆ（ｘ）＝∫
ｘ＋π

２

ｘ
｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ＝∫

ｘ＋π＋π
２

ｘ＋π
｜ｓｉｎｕ｜ｄｕ＝ｆ（ｘ＋π）．

（２）由（１）知ｆ（ｘ）以π为周期，故只需求出ｆ（ｘ）在［０，π］上的最大值、最小值即可．

ｆ′（ｘ）＝ ｓｉｎ ｘ＋π（ ）２ －｜ｓｉｎｘ｜＝｜ｃｏｓｘ｜－｜ｓｉｎｘ｜．

令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝π
４

，ｘ＝３π
４．

ｆ（π）＝ｆ（０）＝∫
π
２

０
ｓｉｎｔｄｔ＝１．

ｆ π（ ）４ ＝∫
π
４＋π

２

π
４

｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ＝槡２．

ｆ ３π（ ）４ ＝∫
３π
４＋π

２

３π
４

｜ｓｉｎｔ｜ｄｔ＝ 槡２－ ２．

故最大值为槡２，最小值为 槡２－ ２．

例４４６　试证方程∫
ｘ

０
１＋ｔ槡 ４ｄｔ＋∫

０

ｃｏｓｘ
ｅ－ｔ２ｄｔ＝０有且只有一个实根．

证　设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
１＋ｘ槡 ４ｄｔ＋∫

０

ｃｏｓｘ
ｅ－ｔ２ｄｔ，

那么 ｆ′（ｘ）＝ １＋ｘ槡 ４＋ｅ－ｃｏｓ２ｘ·ｓｉｎｘ．
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由于 １＋ｘ槡 ４≥１，等号仅在ｘ＝０时成立，而０＜ｅ－ｃｏｓ２ｘ＜１，－１≤ｓｉｎｘ≤１，则－１≤ｅ－ｃｏｓ２ｘｓｉｎｘ≤１．

又ｘ＝０时， １＋ｘ槡 ４＋ｅ－ｃｏｓ２ｘｓｉｎｘ＞０，则ｆ′（ｘ）＞０，即ｆ（ｘ）严格单调递增．

由 ｆ（０）＝∫
０

１
ｅ－ｔ２ｄｔ＜０，　ｆ π（ ）２ ＝∫

π
２

０
１＋ｔ槡 ４ｄｔ＞０．

故原方程有且仅有一个实根．
４．积分不等式

例４４７　设ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上 连 续 可 微，且ｆ（０）＝１，ｘ≥０时，ｆ（ｘ）＞｜ｆ′（ｘ）｜，证 明：ｘ＞０时，ｅｘ＞
ｆ（ｘ）．

证　由于当ｘ≥０时，ｆ（ｘ）＞｜ｆ′（ｘ）｜，即－ｆ（ｘ）＜ｆ′（ｘ）＜ｆ（ｘ）．

当ｔ＞０时，ｆ（ｔ）＞０，故有ｆ′（ｔ）
ｆ（ｔ）＜１，两边从０到ｘ积分得，∫

ｘ

０

ｆ′（ｔ）
ｆ（ｔ）ｄｔ＜∫

ｘ

０
ｄｔ，其中ｘ＞０，注意到ｆ（０）＝

１，从而可得ｌｎｆ（ｘ）＜ｘ，即ｅｘ＞ｆ（ｘ）．
例４４８　设ｆ（ｘ）在［０，１］上 可 微，而 且 对 任 何ｘ∈（０，１），有｜ｆ′（ｘ）｜≤Ｍ，求 证：对 任 何 正 整 数ｎ 有

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－ １

ｎ
ｎ

ｉ＝１
ｆ ｉ（ ）ｎ ≤Ｍ

ｎ
，其中 Ｍ 是一个与ｘ 无关的常数．

证　由定积分的性质及积分中值定理，有

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝

ｎ

ｉ＝１∫
ｉ
ｎ

ｉ－１
ｎ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）

ｉ
ｎ －ｉ－１（ ）ｎ ＝１

ｎ
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ），其中ξｉ∈

ｉ－１
ｎ

，ｉ［ ］ｎ
，ｉ＝１，２，…，ｎ．

又因为ｆ（ｘ）在［０，１］上 可 微，所 以 由 微 分 中 值 定 理 可 知，存 在ηｉ∈ ξｉ，
ｉ（ ）ｎ

，使 得 ｆ ｉ（ ）ｎ －ｆ（ξｉ）＝

ｆ′（ηｉ）
ｉ
ｎ －ξ（ ）ｉ ，ｉ＝１，２，…，ｎ．

因此 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－ １

ｎ
ｎ

ｉ＝１
ｆ ｉ（ ）ｎ ＝ １

ｎ
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）－

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ｆ ｉ（ ）［ ］ｎ

＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）－ｆ ｉ（ ）［ ］ｎ ＝１

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
ｆ′（ηｉ）ξｉ－

ｉ（ ）ｎ

≤１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
｜ｆ′（ηｉ）｜

ｉ
ｎ －ξ（ ）ｉ ≤１

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
Ｍ·１（ ）ｎ ＝Ｍ

ｎ ．

例４４９　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有连续导数，且 ｍ≤ｆ（ｘ）≤Ｍ．

（１）求ｌｉｍ
ａ→０＋

１
４ａ２∫

ａ

－ａ
［ｆ（ｔ＋ａ）－ｆ（ｔ－ａ）］ｄｔ；

（２）证明 １
２ａ∫

ａ

－ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｆ（ｘ） ≤Ｍ－ｍ，（ａ＞０）．

解　（１）由积分中值定理和微分中值定理有

　ｌｉｍ
ａ→０＋

１
４ａ２∫

ａ

－ａ
［ｆ（ｔ＋ａ）－ｆ（ｔ－ａ）］ｄｔ＝ｌｉｍ

ａ→０＋

１
２ａ

［ｆ（ξ＋ａ）－ｆ（ξ－ａ）］

＝ｌｉｍ
ａ→０＋

ｆ′（ξ
）＝ ｌｉｍ

ξ
 →０＋

ｆ′（ξ
）＝ｆ′（０），（－２ａ≤ξ－ａ＜ξ

 ＜ξ＋ａ≤２ａ）．

证　（２） １
２ａ∫

ａ

－ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ－ｆ（ｘ） ≤

１
２ａ∫

ａ

－ａ
Ｍｄｔ－ｆ（ｘ） ≤ １

２ａＭ
·２ａ－ｍ ＝Ｍ－ｍ．

例４５０　证明２
４
槡ｅ

≤∫
２

０
ｅｘ２－ｘｄｘ≤２ｅ２．

证　令ｆ（ｘ）＝ｅｘ２－ｘ．

ｆ′（ｘ）＝ｅｘ２－ｘ（２ｘ－１）．

再令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝１
２．
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ｆ（０）＝１，　ｆ（ ）１
２ ＝１

４
槡ｅ

，　ｆ（２）＝ｅ２，

所以，ｆ（ｘ）在［０，２］上的最小值为ｆ（ ）１
２ ＝１

４
槡ｅ

，最大值为ｆ（２）＝ｅ２，故原不等式得证．

例４５１　设ｆ（ｘ）在［０，１］上有连续导数，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝０，证明

∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ≤１

４∫
ｘ

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ．

证　ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ．

ｆ２（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄ（ ）ｘ

２

≤∫
ｘ

０
１２ｄｘ∫

ｘ

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ≤ｘ∫

１

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ．

又因ｆ（１）＝０，故ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄｘ．

ｆ２（ｘ）＝∫
ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄ（ ）ｘ

２

≤∫
１

ｘ
１２ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ′（ｘ）ｄｘ≤（１－ｘ）∫

１

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ，

则 ∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ≤∫

１
２

０
ｘｄｘ·∫

１

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ＋∫

１

１
２

（１－ｘ）ｄｘ·∫
１

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ＝１

４∫
１

０
ｆ′２（ｘ）ｄｘ．

例４５２　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ｘ）≥０，∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，试证

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎλｘｄ（ ）ｘ

２

＋∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｃｏｓλｘｄ（ ）ｘ

２

≤１．

证 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎλｘｄ（ ）ｘ

２

＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ槡 ）· ｆ（ｘ槡 ）ｓｉｎλｘｄ（ ）ｘ

２

≤∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ·∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２λｘｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２λｘｄｘ．

同理可证∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｃｏｓλｘｄ（ ）ｘ

２

≤∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２λｘｄｘ，

从而 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎλｘｄ（ ）ｘ

２

＋∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｃｏｓλｘｄ（ ）ｘ

２

≤∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２λｘｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２λｘｄｘ

＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１．　原题得证．

例４５３　试证∫
π
２

０

ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ｄｘ≤∫

π
２

０

ｃｏｓｘ
１＋ｘ２ｄｘ．

证法１　只需证∫
π
２

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ≥０．

∫
π
２

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＝∫

π
４

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＋∫

π
２

π
４

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ．

在第二项积分中，令ｘ＝π
２－ｔ．

得 ∫
π
２

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＝∫

π
４

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＋∫

π
４

０

ｓｉｎｔ－ｃｏｓｔ

１＋ π
２－（ ）ｔ

２ｄｔ

＝∫
π
４

０
（ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ）

１
１＋ｘ２－

１

１＋ π
２－（ ）ｘ

熿

燀

燄

燅
２ ｄｘ

—７９—

高等数学



≥０．　故原式得证．

证法２　∫
π
２

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＝∫

π
４

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＋∫

π
２

π
４

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ

＝ １
１＋ξ

２∫
π
４

０
（ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ）ｄｘ＋ １

１＋η
２∫

π
２

π
４

（ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ）ｄｘ

＝（槡２－１） １
１＋ξ

２－
１

１＋η（ ）２ ，

其中０≤ξ≤π
４

，π
４≤η≤π

２．

从而 ∫
π
２

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ≥０．　故原式得证．

例４５４　设ｙ＝ｆ（ｘ）在（ｘ≥０）是严格单调增的连续函数，ｆ（０）＝０，ｘ＝ｇ（ｙ）是它的反函数．

证：∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

０
ｇ（ｙ）ｄｙ≥ａｂ，　（ａ≥０，ｂ≥０）．

图４２

证　若ａｂ＝０，结论显然成立，故设ａ＞０，ｂ＞０．

（１）若ｂ＝ｆ（ａ），由图４２，显然有∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

０
ｇ（ｙ）ｄｙ＝ａｂ．

（２）若ｂ＞ｆ（ａ），设ｆ（ａ）＝ｃ及ｇ（ｃ）＝ａ，则０＜ｃ＜ｂ，

∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

０
ｇ（ｙ）ｄｙ＝∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｃ

０
ｇ（ｙ）ｄ［ ］ｙ ＋∫

ｂ

ｃ
ｇ（ｙ）ｄｙ

＝ａｃ＋∫
ｂ

ｃ
ｇ（ｙ）ｄｙ≥ａｃ＋∫

ｂ

ｃ
ｇ（ｃ）ｄｙ

＝ａｃ＋ａ（ｂ－ｃ）＝ａｂ．

（３）若ｂ＜ｆ（ａ），同理可证．

例４５５　设ｆ（ｘ）在［０，２］上可导，ｆ（０）＝ｆ（２）＝１（图４３），｜ｆ′（ｘ）｜≤１，试证１≤∫
２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≤３．

证 ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ′（ｃ１）（ｘ－０），　ｃ１∈（０，ｘ）．

ｆ（ｘ）－ｆ（２）＝ｆ′（ｃ２）（ｘ－２），　ｃ２∈（ｘ，２）．

又｜ｆ′（ｘ）｜≤１，

则 １－ｘ≤ｆ（ｘ）＝１＋ｆ′（ｃ２）ｘ≤１＋ｘ，　ｘ∈［０，１］．

ｘ－１≤ｆ（ｘ）＝１＋ｆ′（ｃ２）（ｘ－２）≤３－ｘ，　ｘ∈［１，２］．

∫
２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≥∫

１

０
（１－ｘ）ｄｘ＋∫

２

１
（ｘ－１）ｄｘ＝１，

∫
２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

１

０
（１＋ｘ）ｄｘ＋∫

２

１
（３－ｘ）ｄｘ＝３．

例４５６　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有连续导数，ｆ（ａ）＝０（图４４），试证ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ｆ′（ｘ）｜≥ ２
（ｂ－ａ）２∫

ｂ

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ．

证法１　因为ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（ｃ）（ｘ－ａ）．

所以 ｜ｆ（ｘ）｜＝｜ｆ′（ｃ）｜（ｘ－ａ）≤ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ｆ′（ｘ）｜（ｘ－ａ）

则 ∫
ｂ

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ≤ｍａｘ

ａ≤ｘ≤ｂ
｜ｆ′（ｘ）｜∫

ｂ

ａ
（ｘ－ａ）ｄｘ

＝ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ｆ′（ｘ）｜·（ｂ－ａ）２

２ ．　故原式得证．
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图４３ 图４４

证法２　ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ′（ｘ）ｄｘ．

｜ｆ（ｘ）｜≤∫
ｘ

ａ
｜ｆ′（ｘ）｜ｄｘ≤（ｘ－ａ）ｍａｘ

ａ≤ｘ≤ｂ
｜ｆ′（ｘ）｜．

∫
ｂ

ａ
｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ≤ｍｎａｘ

ａ≤ｘ≤ｂ
｜ｆ′（ｘ）｜∫

ｂ

ａ
（ｘ－ａ）ｄｘ

＝ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ｂ

｜ｆ′（ｘ）｜·（ｂ－ａ）２

２ ．　故原式得证．

５．反常积分

例４５７　试证∫
＋∞

０

ｄｘ
１＋ｘ４＝∫

＋∞

０

ｘ２

１＋ｘ４ｄｘ并求值．

解　令ｘ＝１
ｔ．

∫
＋∞

０

ｄｘ
１＋ｘ４＝∫

０

＋∞

－ｔ２

１＋ｔ４ｄｔ＝∫
＋∞

０

ｘ２

１＋ｘ４ｄｘ．

所以 ∫
＋∞

０

ｄｘ
１＋ｘ４＝

１
２∫

＋∞

０

１＋ｘ２

１＋ｘ４ｄｘ＝１
２∫

＋∞

０

１＋１
ｘ２

１
ｘ２＋ｘ２

ｄｘ

＝１
２∫

＋∞

０

ｄ ｘ－１（ ）ｘ

ｘ－１（ ）ｘ

２

＋２
＝ １

槡２ ２
ａｒｃｔａｎ

ｘ－１
ｘ

槡２

＋∞

０

＝ π
槡２ ２

．

例４５８　证明∫
＋∞

０

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）

与α无关并求值．

证 ∫
＋∞

０

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）＝∫

１

０

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）＋∫

＋∞

１

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）

，

令ｘ＝１
ｙ．

∫
１

０

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）＝∫

＋∞

１

ｄｙ
（１＋ｙ２）（１＋ｙ－α）＝∫

＋∞

１

ｙα

（１＋ｙ２）（１＋ｙα）ｄｙ．

所以 ∫
＋∞

０

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）＝∫

＋∞

１

ｘα

（１＋ｘ２）（１＋ｘα）ｄｘ＋∫
＋∞

１

ｄｘ
（１＋ｘ２）（１＋ｘα）

＝∫
＋∞

１

ｄｘ
１＋ｘ２＝

π
４．

—９９—
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例４５９　设ｆ（ｘ）在［ａ，＋∞］上非负连续且单调减，∫
＋∞

α
ｆ（ｘ）ｄｘ收敛，试证ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０．

证　反证法，由ｆ（ｘ）非负及单调减知，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）存在，不妨设为Ａ，若Ａ≠０，则必有Ａ＞０，此时必存在ｂ

＞ａ，使得ｘ＞ｂ时，ｆ（ｘ）＞Ａ
２．

则当ｘ＞ｂ时，

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＞∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｘ

ｂ

Ａ
２ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋Ａ

２
（ｘ－ｂ）．

从而ｌｉｍ
ｘ→＋∞∫

ｘ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝＋∞，与题设矛盾，故原题得证．

例４６０　计算∫
＋∞

０

ｘｅ－ｘ

（１＋ｅ－ｘ）２ｄｘ．

解法１ ∫
＋∞

０

ｘｅ－ｘ

（１＋ｅ－ｘ）２ｄｘ＝∫
＋∞

０

ｘｅｘ

（１＋ｅｘ）２ｄｘ＝∫
＋∞

０
ｘｄ －１

１＋ｅ（ ）ｘ

＝－ ｘ
１＋ｅｘ

＋∞

０
＋∫

＋∞

０

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫

＋∞

０

１
１＋ｅｘｄｘ．

令ｅｘ＝ｔ，则ｄｘ＝１
ｔｄｔ，于是

∫
＋∞

０

ｘｅ－ｘ

（１＋ｅ－ｘ）２ｄｘ＝∫
＋∞

１

１
ｔ（１＋ｔ）ｄｔ＝∫

＋∞

１

１
ｔ－ １

ｔ＋（ ）１ ｄｔ＝ｌｎｔ
１＋ｔ

＋∞

１
＝ｌｎ２．

解法２　因为

∫ ｘｅ－ｘ

（１＋ｅ－ｘ）２ｄｘ＝∫ｘｄ １
１＋ｅ－（ ）ｘ ＝ ｘ

１＋ｅ－ｘ－∫ １
１＋ｅ－ｘｄｘ

＝ ｘ
１＋ｅ－ｘ－∫ｅｘ

１＋ｅｘｄｘ＝ ｘｅｘ

１＋ｅｘ－ｌｎ（１＋ｅｘ）＋Ｃ．

所以 ∫
＋∞

０

ｘｅ－ｘ

（１＋ｅ－ｘ）２ｄｘ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｅ－ｘ

１＋ｅｘ－ｌｎ（１＋ｅｘ［ ］） ＋ｌｎ２

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｅｘ

１＋ｅｘ－ｘ＋ｘ－ｌｎ（１＋ｅｘ［ ］） ＋ｌｎ２

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

－ ｘ
１＋ｅｘ＋ｌｎ

ｅｘ

１＋ｅ［ ］ｘ ＋ｌｎ２＝０＋ｌｎ２＝ｌｎ２．

例４６１　已知：ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－ａ
ｘ＋（ ）ａ

ｘ

＝∫
＋∞

ａ
４ｘ２ｅ－２ｘｄｘ，求常数ａ的值．

解　右边＝－２∫
＋∞

０
ｘ２ｄｅ－２ｘ＝－２ｘ２ｅ－２ｘ｜＋∞

ａ ＋４∫
＋∞

ａ
ｘｅ－２ｘｄｘ

＝２ａ２ｅ－２ａ－［２ｘｅ－２ｘ＋ｅ－２ｘ］＋∞
ａ ＝２ａ２ｅ－２ａ＋２ａｅ－２ａ＋ｅ－２ａ，

左边＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１＋ ２ａ
ｘ＋（ ）ａ

ｘ

＝ｅ－２ａ．

于是，有ｅ－２ａ＝２ａ２ｅ－２ａ＋２ａｅ－２ａ＋ｅ－２ａ，得

ａ＝０　或　ａ＝－１．

６．定积分应用

例４６２　考虑函数ｙ＝ｓｉｎｘ，０≤ｘ≤π
２．问：

（１）ｔ取何值时，图４５中阴影部分的面积Ｓ１ 与Ｓ２ 之和Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最小？

（２）ｔ取何值时，面积Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最大？

—００１—
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图４５

解 Ｓ１＝ｔｓｉｎｔ－∫
ｔ

０
ｓｉｎｘｄｘ＝ｔｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ－１，

Ｓ２＝∫
π
２

ｔ
ｓｉｎｘｄｘ－ π

２－（ ）ｔｓｉｎｔ＝ｃｏｓｔ－ π
２－（ ）ｔｓｉｎｔ，

Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２＝２ｔ－π（ ）４ ｓｉｎｔ＋２ｃｏｓｔ－１．

令Ｓ′＝２ｔ－π（ ）４ ｃｏｓｔ＝０，在 ０，π（ ）２
内得驻点ｔ＝π

４
，

Ｓ π（ ）４ ＝槡２－１．

又Ｓ＝Ｓ（ｔ）在区间 ０，π［ ］２
两端点处的值为

Ｓ（０）＝１，　Ｓ π（ ）２ ＝π
２－１．

由此可见，当ｔ＝π
４

时，面积Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最小；当ｔ＝０时，面积Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最大．

例４６３　考虑函数ｙ＝ｘ２，０≤ｘ≤１．问

（１）ｔ取何值时，图４６中阴影部分的面积Ｓ１ 与Ｓ２ 之和Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最小？

（２）ｔ取何值时，面积Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最大？

解 Ｓ１＝ｔ３－∫
１

０
ｘ２ｄｘ＝２

３ｔ
３，

Ｓ２＝∫
１

ｔ
ｘ２ｄｘ－（１－ｔ）ｔ２＝２

３ｔ
３－ｔ２＋１

３
，

Ｓ＝Ｓ（ｔ）＝Ｓ１＋Ｓ２＝
４
３ｔ

３－ｔ２＋１
３

，　０≤ｔ≤１．

令Ｓ′＝４ｔ２－２ｔ＝２ｔ（２ｔ－１）＝０，在（０，１）内得ｔ＝１
２

，有Ｓ（ ）１
２ ＝１

４．又Ｓ 在［０，１］两 端 点 处 的 值 为Ｓ（０）＝

１
３

，Ｓ（１）＝２
３．由此可见，当ｔ＝１

２
时，Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最小；当ｔ＝１时，Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ 为最大．

图４６ 图４７

例４６４　在曲线ｙ＝ｘ２（ｘ≥０）上某点Ａ 处作一切线（图４７），使之与曲线以及ｘ 轴 所 围 图 形 的 面 积 为

１
１２

，试求：

（１）切点Ａ 的坐标；
（２）过切点Ａ 的切线方程；
（３）由上述所围平面图形绕ｘ轴旋转一周所成旋转体的体积．
解　设切点Ａ 的坐标为（ａ，ａ２），则过点Ａ 的切线的斜率为ｙ′｜ｘ＝ａ＝２ａ，切线方程为

ｙ－ａ２＝２ａ（ｘ－ａ），　即　ｙ＝２ａｘ－ａ２．
—１０１—
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切线与ｘ轴的交点为 ａ
２

，（ ）０ ，曲线、ｘ轴及切线所围图形面积为

Ｓ＝∫
ａ

０
ｘ２ｄｘ－ａ３

４＝ａ３

３－ａ３

４＝ａ３

１２．

由题设Ｓ＝１
１２

，因此ａ＝１．

于是，切点Ａ 的坐标为（１，１）；过切点（１，１）的切线方程为ｙ＝２ｘ－１；旋转体的体积为

Ｖ＝∫
１

０
π（ｘ２）２ｄｘ－∫

１

１
２

π（２ｘ－１）２ｄｘ＝π
３０．

例４６５　设曲线方程为ｙ＝ｅ－ｘ（ｘ≥０）．
（１）把曲线ｙ＝ｅ－ｘ、ｘ轴、ｙ轴和直线ｘ＝ξ（ξ＞０）所围平面图形绕ｘ轴旋转一周，得一旋转体，求此旋转

体体积Ｖ（ξ）；求满足Ｖ（ａ）＝１
２ｌｉｍ

ξ→＋∞
Ｖ（ξ）的ａ．

（２）在此曲线上找一点，使过该点的切线与两个坐标轴所夹平面图形的面积为最大，并求出该面积．

解　（１）Ｖ（ξ）＝π∫
ξ

０
ｙ２ｄｘ＝π∫

ξ

０
ｅ－２ｘｄｘ＝π

２
（１－ｅ－２ξ），

ｌｉｍ
ξ→＋∞

Ｖ（ξ）＝π
２

，　Ｖ（ａ）＝π
２

（１－ｅ－２ａ）．

要Ｖ（ａ）＝１
２ｌｉｍ

ξ→＋∞
Ｖ（ξ），即 π

２
（１－ｅ－２ａ）＝π

４
，得ａ＝１

２ｌｎ２．

（２）设切点为（α，ｅ－α），则切线方程为ｙ－ｅ－α＝－ｅ－α（ｘ－α）．
令ｘ＝０得ｙ＝（１＋α）ｅ－α；令ｙ＝０得ｘ＝１＋α．切线与坐标轴所夹面积

Ｓ＝１
２

（１＋α）２ｅ－α，　Ｓ′＝（１＋α）ｅ－α－１
２

（１＋α）２ｅ－α＝１
２

（１＋α）（１－α）ｅ－α．

令Ｓ′＝０得α１＝１，α２＝－１（其中α２ 舍去）．
由于当α＜１时，Ｓ′＞０；当α＞１时，Ｓ′＜０．故当α＝１时，面积Ｓ有极大值，即最大值．

所求切点为（１，ｅ－１），最大面积Ｓ＝１
２

·２２ｅ－１＝２ｅ－１．

例４６６　已知曲线ｙ＝ 槡ａ ｘ（ａ＞０）与曲线ｙ＝ｌｎ槡ｘ在点（ｘ０，ｙ０）处有公共切线（图４８），求

（１）常数ａ及切点（ｘ０，ｙ０）；
（２）两曲线与ｘ轴围成的平面图形的面积Ｓ；
（３）两曲线与ｘ轴围成的平面图形绕ｘ 轴旋转所得旋转体的体积Ｖａ．

图４８

解　（１）分别对ｙ＝ 槡ａ ｘ和ｙ＝ｌｎ槡ｘ求导，得

ｙ′＝ ａ
２槡ｘ

　和　ｙ′＝１
２ｘ．

由于两曲线在点（ｘ０，ｙ０）处有公切线，可见

ａ
２ ｘ槡 ０

＝ １
２ｘ０

　得　ｘ０＝
１
ａ２．

将ｘ０＝
１
ａ２ 分别代入两曲线方程，有

ｙ０＝ａ １
ａ槡２ ＝１

２ｌｎ１
ａ２．

于是 ａ＝１
ｅ

，　ｘ０＝
１
ａ２＝ｅ２，　ｙ０＝ａ ｘ槡 ０＝

１
ｅ

· ｅ槡２＝１，

从而切点为（ｅ２，１）．
（２）两曲线与ｘ轴围成的平面图形的面积（图４９）

—２０１—
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图４９

Ｓ＝∫
１

０
（ｅ２ｙ－ｅ２ｙ２）ｄｙ＝１

２ｅ２ｙ
１

０
－１

３ｅ２ｙ３
１

０
＝１

６ｅ２－１
２

，

或 Ｓ＝∫
１

０

１
ｅ槡ｘｄｘ＋∫

ｅ２

１

１
ｅ槡ｘ－ｌｎ槡（ ）ｘ ｄｘ

＝１
ｅ

·２
３ｘ

３
２

１

０
＋１

ｅ
·２

３ｘ
３
２

ｅ２

１
－１

２
（ｘｌｎｘ－ｘ）

ｅ２

１

＝１
６ｅ２－１

２．

（３）旋转体体积为

Ｖｘ ＝∫
ｅ２

０
π １

ｅ槡（ ）ｘ
２

ｄｘ－∫
ｅ２

１
π（ｌｎ槡ｘ）２ｄｘ

＝πｘ２

２ｅ２

ｅ２

０
－ π

４ ｘｌｎ２　
　
ｘ

ｅ２

１
－２∫

ｅ２

１
ｌｎｘｄ［ ］ｘ

＝ １
２πｅ２－ π

４ ４ｅ２－２ｘｌｎ　
　
ｘ

ｅ２

１
＋２∫

ｅ２

１
ｄ［ ］ｘ ＝１

２πｅ２－π
２ｘ

ｅ２

１
＝π

２．

例４６７　已知抛物线ｙ＝ｐｘ２＋ｑｘ（其中ｐ＜０，ｑ＞０）在第一象限内与直线ｘ＋ｙ＝５相切，且此抛物线与

ｘ轴所围成的平面图形的面积为Ｓ．
（１）问ｐ和ｑ 为何值时，Ｓ达到最大值？

（２）求出此最大值．

图４１０

解　依题意知，抛物线如图４１０所示，求得它与ｘ轴交点的横

坐标为

ｘ１＝０，　ｘ２＝－ｑ
ｐ ．

面积

Ｓ＝∫
－ｑ
ｐ

０
（ｐｘ２＋ｑｘ）ｄｘ＝ ｐ

３ｘ３＋ｑ
２ｘ（ ）２

－ｑ
ｐ

０
＝ｑ３

６ｐ２．

因直线ｘ＋ｙ＝５与抛物线ｙ＝ｐｘ２＋ｑｘ 相切，故它们有惟一公

共点．由方程组

ｘ＋ｙ＝５，

ｙ＝ｐｘ２＋ｑｘ｛ ，

得ｐｘ２＋（ｑ＋１）ｘ－５＝０，其判别式必等于零，即

Δ＝（ｑ＋１）２＋２０ｐ＝０，　ｐ＝－１
２０

（１＋ｑ）２．

将ｐ代入Ｓ，得Ｓ（ｑ）＝ ２００ｑ３

３（ｑ＋１）４．
令

Ｓ′（ｑ）＝２００ｑ２（３－ｑ）
３（ｑ＋１）５ ＝０，

得驻点ｑ＝３．当０＜ｑ＜３时，Ｓ′（ｑ）＞０；当ｑ＞３时，Ｓ′（ｑ）＜０．于是，当ｑ＝３时，Ｓ（ｑ）取 极 大 值，即 最 大 值．此

时，ｐ＝－４
５．从而最大值Ｓ＝２２５

３２．

例４６８　设 Ｄ１ 是由抛物线ｙ＝２ｘ２ 和直线ｘ＝ａ，ｘ＝２及ｙ＝０所围成的平面区域；Ｄ２ 是由抛物线ｙ＝

２ｘ２ 和直线ｙ＝０，ｘ＝ａ所围成的平面区域（图４１１），其中０＜ａ＜２．
（１）试求 Ｄ１ 绕ｘ轴旋转而成的旋转体体积Ｖ１；Ｄ２ 绕ｙ轴旋转而成的旋转体体积Ｖ２；

—３０１—

高等数学



（２）问当ａ为何值时，Ｖ１＋Ｖ２ 取得最大值？试求此最大值．

图４１１

解　（１） Ｖ１＝π∫
２

０
（２ｘ２）２ｄｘ＝４π

５
（３２－ａ５）；

Ｖ２＝πａ２·２ａ２－π∫
２ａ２

０

ｙ
２ｄｙ＝２πａ４－πａ４＝πａ４．

（２）设

Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２＝
４π
５

（３２－ａ５）＋πａ４．

由

Ｖ′＝４πａ３（１－ａ）＝０，

得区间（０，２）内的惟一驻点ａ＝１．
当０＜ａ＜１时，Ｖ′＞０；当ａ＞１时，Ｖ′＜０．因此ａ＝１是极大值点即最大值点．

此时Ｖ１＋Ｖ２ 取得最大值，等于１２９
５π．

７．定积分在经济学中的应用

例４６９　某产品的总成本Ｃ（Ｑ）（单位：万元）的边 际 成 本 为 ＭＣ（Ｑ）＝１（万 元／百 台），总 收 入 Ｒ（Ｑ）（单

位：万元）的边际收入 ＭＲ（Ｑ）＝５－Ｑ（单位：万元／百台），其中Ｑ 为产量、固定成本为１万元．问

（１）产量等于多少时总利润Ｌ（Ｑ）为最大？

（２）从利润最大时再生产一百台，总利润增加多少？

解　（１）因为 ＭＣ（Ｑ）＝１，故Ｃ（Ｑ）＝∫ｄＱ＝Ｑ＋Ｃ．

又Ｃ（Ｑ）｜Ｑ＝０＝１，得总成本函数为Ｃ（Ｑ）＝Ｑ＋１．
求总收入函数

边际收入 ＭＲ（Ｑ）＝５－Ｑ，

Ｒ（Ｑ）＝∫ＭＲ（Ｑ）ｄＱ＝∫（５－Ｑ）ｄＱ＝５Ｑ－１
２Ｑ２＋Ｃ．

又Ｒ（Ｑ）｜Ｑ＝０＝０，得Ｃ＝０

故总收入函数为Ｒ（Ｑ）＝５Ｑ－１
２Ｑ２．

求总利润函数

设总利润记为Ｌ（Ｑ），则

Ｌ（Ｑ）＝Ｒ（Ｑ）－Ｃ（Ｑ）＝５Ｑ－１
２Ｑ２－Ｑ－１＝４Ｑ－１

２Ｑ２－１．

求最大利润

Ｌ′（Ｑ）＝４－Ｑ，

令Ｌ′（Ｑ）＝０得４－Ｑ＝０，即Ｑ＝４（百台）．
因本例实际问题，最大利润是存在的，而极大值点又惟一，则在Ｑ＝４（百台）时，利润为最大，其值为

Ｌ（４）＝４×４－１
２×４２－１＝７（万元）．

（２）从Ｑ＝４百台增加到Ｑ＝５百台时，总利润的增加量为

∫
５

４
Ｌ′（Ｑ）ｄＱ＝∫

５

４
（４－Ｑ）ｄＱ＝ ４Ｑ－１

２Ｑ（ ）２
５

４

＝６．５－７＝－０．５（万元）

即从利润最大时的产量又多生产了１００台，总利润减少了０．５万元．
例４７０　现对某企业给予一笔投资Ａ，经测算，该 企 业 在 Ｔ 年 中 可 以 按 每 年ａ 元 的 均 匀 收 入 率 获 得 收
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入，若年利润为γ，试求：
（１）该投资的纯收入贴现值；
（２）收回该笔投资的时间的贴现值．
解　（１）求投资纯收入的贴现值：
因收入率为ａ，年利率为γ，故投资后的Ｔ 年中获总收入的现值为

ｙ＝∫
Ｔ

０
ａｅ－γｔｄｔ＝ａ

γ
（１－ｅ－γＴ），

从而投资所获得的纯收入的贴现值为

Ｒ＝ｙ－Ａ＝ａ
γ

（１－ｅ－γＴ）－Ａ．

（２）求收回投资的时间：
收回投资，即为总收入的现值等于投资，故有

ａ
γ

（１－ｅ－γＴ）＝Ａ，

由此解得

Ｔ＝１
γｌｎ ａ

ａ－Ａγ．

即收回投资的时间为

Ｔ＝１
γｌｎ ａ

ａ－Ａγ．

习　题　４

１．用定积分求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ：

（１）ｓｎ＝
１
ｎ２＋２

ｎ２＋…＋ｎ－１
ｎ２ ； （２）ｓｎ＝

１ｐ＋２ｐ＋…＋ｎｐ

ｎｐ＋１ （ｐ＞０）．

２．设ａ，ｂ＞１，证明ａｂ≤ｅａ－１＋ｂｌｎｂ．
３．求下列定积分：

（１）∫
２

－３
ｍｉｎ（２，ｘ２）ｄｘ； （２）∫

π

０
ｓｉｎθ－ｓｉｎ３槡 θｄθ；

（３）∫
２ａ

０
ｘ２ ２ａｘ－ｘ槡 ２ｄｘ，（ａ＞０）； （４）∫

１

０

ｘｌｎｘ
（１＋ｘ）２ｄｘ．

４．已知ｆ（π）＝２，∫
π

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ″（ｘ）］ｓｉｎｘｄｘ＝５，求ｆ（０）．

５．如果∫
２ｌｎ２

ｘ

ｄｔ
ｅｔ－槡 １

＝π
６

，求ｘ．

６．求ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｓｉｎｘ

０
（１＋ｔ）

１
ｔｄｔ

∫
ｘ

０

ｓｉｎｔ
ｔ ｄｔ

．

７．设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ＋１

ｘ
ｓｉｎｔ２ｄｔ，证明当ｘ＞０时，有｜ｆ（ｘ）｜≤１

ｘ．

８．设函数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）满足ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），ｇ′（ｘ）＝２ｅｘ－ｆ（ｘ）且ｆ（０）＝０，ｇ（０）＝２．求

∫
π

０

ｇ（ｘ）
１＋ｘ－ ｆ（ｘ）

（１＋ｘ）［ ］２ ｄｘ．

９．计算下列反常积分：

（１）∫
＋∞

０
ｅ－槡ｘｄｘ； （２）∫

１

０
ｌｎｘｄｘ．
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１０．已知
∞

ｎ＝１

１
ｎ２＝π２

６
，求∫

１

０

ｌｎｘ
１－ｘ２ｄｘ．

１１．求曲线γ２＝ａ２ｃｏｓ２θ分别（１）绕转轴；（２）绕θ＝π
２

；（３）绕θ＝π
４

旋转所得的曲面面积．

１２．求由悬链线ｙ＝ｅｘ＋ｅ－ｘ

２
的一段弧（ａ≤ｘ≤ｂ），绕Ｏｘ轴旋转所得的表面积．

１３．求底为ｂ，高为ｈ的均匀三角形薄板对于底边的静力矩和转动惯量（ρ＝１）．
１４．求圆弧ｘ＝ａｃｏｓθ，ｙ＝ａｓｉｎθ（｜θ｜≤α＜π）的重心坐标．
１５．求抛物线ａｘ＝ｙ２，ａｙ＝ｘ２（ａ＞０）所围面积的重心．

简答与提示

１．（１）１
２

；（２） １
ｐ＋１．

２．提示：ｅａ－１－１＝∫
ａ－１

０
ｅｙｄｙ，∫

ｂ

１
ｌｎｘｄｘ＝ｂｌｎｂ－ｂ＋１．

３．（１）１０－８
３槡２；　（２）４

３
；　（３）５

８πａ４；　（４）－１
４ｌｎ２．

４．３．
５．ｌｎ２．
６．ｅ．

８．１＋ｅπ

１＋π．

９．－１

１０．－π２

８．

１１．（１）２πａ２（ 槡２－ ２）；　（２）２π槡２ａ２；　（３）４πａ２．

１２．π
４

（ｅ２ｂ－ｅ－２ｂ－ｅ２ａ＋ｅ－２ａ）＋π（ｂ－ａ）．

１３．Ｍ＝ｂｈ
６

，Ｉ＝ｂｈ３

１２．

１４． ａｓｉｎα
α

，（ ）０ ．

１５． ９
２０ａ

，９
２０（ ）ａ ．
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第五章　空间解析几何与向量代数

本章只包含在数学（试卷一）的考试内容中。主要涉及两部分内容：向量及其运算；空间点，直线，平面和

曲面之间的各种关系．
考生在复习本章时，应该加强空间想象力，熟悉空间图形的各类关系及有关公式，能根 据 已 知 条 件 分 析

题目，必要时借助于草图作出解答．
分析历年试题可发现，本章内容与切（法）平面、切（法）线的题目联系较密切，考生应加以注意．

一、复习与考试要求

（１）理解空间直角坐标系，理解向量的概念及其表示．
（２）掌握向量的运算（线性运算、数量积、向量积、混合积），了解两个向量垂直、平行的条件．
（３）理解单位向量、方向数与方向余弦、向量的坐标表达式，掌握用坐标表达式进行向量运算的方法．
（４）掌握平面方程和直线方程及其求法．
（５）会求平面与平面、平面与直线、直 线 与 直 线 之 间 的 夹 角，并 会 利 用 平 面、直 线 的 相 互 关 系（平 行、垂

直、相交等）解决有关问题．
（６）会求点到直线以及点到平面的距离．
（７）了解曲面方程和空间曲线方程的概念．
（８）了解常用二次曲面的方程及其图形，会求以坐标 轴 为 旋 转 轴 的 旋 转 曲 面 及 母 线 平 行 于 坐 标 轴 的 柱

面方程．
（９）了解空间曲线的参数方程和一般方程．了解空间曲线在坐标平面上的投影，并会求其方程．

二、基本概念与理论

１．向量代数

（１）既有大小又有方向的量称为向量，记作ａ．向量的大小称为向量的模，记作｜ａ｜．向量在几何上可用有

向线段来表示．
在空间直角坐标系中，向量按基本向量的 分 解 式 为ａ＝ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ，向 量 的 坐 标 表 示 式 为ａ＝（ａｘ，

ａｙ，ａｚ）其 中 ａｘ，ａｙ，ａｚ 分 别 为 向 量 在 ｘ 轴、ｙ 轴、ｚ 轴 上 的 投 影．与 向 量 ａ 同 向 的 单 位 向 量 为ａ０ ＝

ａｘ

｜ａ｜
，ａｙ

｜ａ｜
，ａｚ

｜ａ（ ）｜
，其中｜ａ｜＝ ａ２

ｘ＋ａ２
ｙ＋ａ２槡 ｚ 称为向量ａ 的模．向量ａ的方向余弦为ｃｏｓα＝

ａｘ

｜ａ｜
，ｃｏｓβ＝

ａｙ

｜ａ｜
，ｃｏｓγ

＝
ａｚ

｜ａ｜
，方向余弦满足ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２

β＋ｃｏｓ２γ＝１．

设 Ｍ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１），Ｍ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）为空间两点．以 Ｍ１为始点，Ｍ２为终点的向量Ｍ１Ｍ→
２＝（ｘ２－ｘ１，ｙ２－ｙ１，

ｚ２－ｚ１），其模即为点 Ｍ１ 到 Ｍ２ 的距离：

｜Ｍ１Ｍ→
２｜＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）２＋（ｚ２－ｚ１）槡 ２．

（２）向量的运算

设有向量ａ＝（ａｘ，ａｙ，ａｚ），ｂ＝（ｂｘ，ｂｙ，ｂｚ），ｃ＝（ｃｘ，ｃｙ，ｃｚ）．

① 加（减）法：向量的加（减）法按平行四边形法则或三角形法则 进 行．其 坐 标 表 达 式 为ａ±ｂ＝（ａｘ±ｂｘ，

ａｙ±ｂｙ，ａｚ±ｂｚ），它满足交换律、结合律．

② 数乘：λａ＝（λａｘ，λａｙ，λａｚ），其中λ为常数．它满足结合律、分配律．

③ 数量积： ａ·ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜ｃｏｓ〈ａ，ｂ
∧

〉＝｜ａ｜Ｐｒｊａｂ＝｜ｂ｜Ｐｒｊｂａ

＝ａｘｂｘ＋ａｙｂｙ＋ａｚｂｚ．
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它满足交换律、结合律、分配律．

④ 向量积：｜ａ×ｂ｜＝｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎ〈ａ，ｂ
∧

〉且ａ，ｂ，ａ×ｂ成右手系：

ａ×ｂ＝

ｉ ｉ ｋ
ａｘ ａｙ ａｚ

ｂｘ ｂｙ ｂｚ

它满足反交换律（ａ×ｂ＝－（ｂ×ａ））、结合律、分配律．
⑤ 混合积：

［ａ，ｂ，ｃ］＝（ａ×ｂ）·ｃ＝（ｂ×ｃ）·ａ＝（ｃ×ａ）·ｂ

＝

ａｘ ａｙ ａｚ

ｂｘ ｂｙ ｂｚ

ｃｘ ｃｙ ｃｚ

｜（ａ×ｂ）·ｃ｜的几何意义：｜（ａ×ｂ）·ｃ｜等于以ａ，ｂ，ｃ为边的平行六面体的体积．
（３）向量之间的关系

设ａ，ｂ，ｃ为非零向量，则

①ａ＝ｂａｘ＝ｂｘ，ａｙ＝ｂｙ，ａｚ＝ｂｚ．

② 向量ａ，ｂ之间的夹角〈ａ，ｂ
∧

〉：ｃｏｓ〈ａ，ｂ
∧

〉＝ ａ·ｂ
｜ａ｜｜ｂ｜．

③ 向量ｂ在向量ａ 上的投影 Ｐｒｊａｂ＝｜ｂ｜ｃｏｓ〈ａ，ｂ
∧

〉＝ａ·ｂ
｜ａ｜＝ｂ·ａ０＝ｂｘｃｏｓα＋ｂｙｃｏｓβ＋ｂｚｃｏｓγ，其中ａ０＝

｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝．

④ａ∥ｂａ＝λｂ（λ为数）ａ×ｂ＝０
ａｘ

ｂｘ
＝
ａｙ

ｂｙ
＝
ａｚ

ｂｚ
．

⑤ａ⊥ｂａ·ｂ＝０ａｘｂｘ＋ａｙｂｙ＋ａｚｂｚ＝０．

⑥ａ，ｂ，ｃ共面［ａ，ｂ，ｃ］＝０

ａｘ ａｙ ａｚ

ｂｘ ｂｙ ｂｚ

ｃｘ ｃｙ ｃｚ

＝０．

２．空间解析几何

（１）空间曲面方程

① 空间曲面一般方程

Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０　或　ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）等．

② 平面方程

一般方程：Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０，其中｛Ａ，Ｂ，Ｃ｝是平面的法向，Ａ２＋Ｂ２＋Ｃ２≠０．
点法式方程：Ａ（ｘ－ｘ０）＋Ｂ（ｙ－ｙ０）＋Ｃ（ｚ－ｚ０）＝０．

截距式方程：ｘ
ａ ＋ｙ

ｂ ＋ｚ
ｃ ＝１．

三点式方程：已知平面过空间三点 Ｍ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１），Ｍ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２），Ｍ３（ｘ３，ｙ３，ｚ３），则平面方程为

ｘ－ｘ１ ｙ－ｙ１ ｚ－ｚ１

ｘ２－ｘ１ ｙ２－ｙ１ ｚ２－ｚ１

ｘ３－ｘ１ ｙ３－ｙ１ ｚ３－ｚ１

＝０．

③ 旋转曲面方程

设平面曲线ｌ：
ｆ（ｙ，ｚ）＝０
ｘ＝｛ ０

绕ｚ轴旋转，则旋转曲面方程为

ｆ（± ｘ２＋ｙ槡 ２，ｚ）＝０．

④ 柱面方程
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母线平行于坐标轴 的 柱 面 方 程 为 不 完 全 的 三 元 方 程，如Ｆ（ｙ，ｚ）＝０就 表 示 母 线 平 行 于 ｘ 轴，准 线 为

Ｆ（ｙ，ｚ）＝０
ｘ＝｛ ０

的柱面．

⑤ 二次曲面

椭球面：
（ｘ－ｘ０）２

ａ２ ＋
（ｙ－ｙ０）２

ｂ２ ＋
（ｚ－ｚ０）２

ｃ２ ＝１．

双曲面：
（ｘ－ｘ０）２

ａ２ ＋
（ｙ－ｙ０）２

ｂ２ －
（ｚ－ｚ０）２

ｃ２ ＝±１．
“＋”为单叶双曲面

“－”（ ）为双叶双曲面

二次锥面：
（ｘ－ｘ０）２

ａ２ ＋
（ｙ－ｙ０）２

ｂ２ －
（ｚ－ｚ０）２

ｃ２ ＝０

椭圆｝双曲
抛物面：

（ｘ－ｘ０）２

２ｐ ±
（ｙ－ｙ０）２

２ｑ ＝ｚ　　（ｐ，ｑ同号）

（２）空间曲线方程

① 一般方程： Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０
Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）＝｛ ０

参数方程：
ｘ＝φ（ｔ）

ｙ＝ψ（ｔ）

ｘ＝ω（ｔ
烅
烄

烆 ）
　，ｔ为参数．

② 空间直线方程

一般方程：
Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１＝０

Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２＝｛ ０

对称式（点向式）方程：ｘ－ｘ０

ｍ ＝ｙ－ｙ０

ｎ ＝
ｚ－ｚ０

ｐ
，｛ｍ，ｎ，ｐ｝为直线的方向向量．

参数方程：

ｘ＝ｘ０＋ｍｔ

ｙ＝ｙ０＋ｎｔ

ｚ＝ｚ０＋ｐ
烅
烄

烆 ｔ
　或　

ｘ＝ｘ０＋ｃｏｓα·ｔ

ｙ＝ｙ０＋ｃｏｓβ·ｔ

ｚ＝ｚ０＋ｃｏｓγ·
烅
烄

烆 ｔ

ｔ为参数，｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝为直线的方向余弦．

③ 空间曲线在坐标平面上的投影

设ｌ：
Ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ）＝０

Ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝｛ ０

（消去ｚ
→
）
Ｈ（ｘ，ｙ）＝０，则曲线

Ｈ（ｘ，ｙ）＝０
ｚ＝｛ ０

为ｌ在ｘＯｙ 面上的投影．

（３）点、直线、平面之间的关系

① 两个平面之间的关系

设平面π１：Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１＝０，其中ｎ１＝｛Ａ１，Ｂ１，Ｃ１｝为平面π１ 的法向；
平面π２：Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２＝０，其中ｎ２＝｛Ａ２，Ｂ２，Ｃ２｝为平面π２ 的法向．

两平面相交：ｎ１∥＼ｎ２即
Ａ１

Ａ２
＝
Ｂ１

Ｂ２
＝
Ｃ１

Ｃ２
不成立．

垂直：ｎ１⊥ｎ２ｎ１·ｎ２＝０Ａ１Ａ２＋Ｂ１Ｂ２＋Ｃ１Ｃ２＝０．

平行ｎ１∥ｎ２ｎ１＝λｎ２（λ≠０）ｎ１×ｎ２＝０
Ａ１

Ａ２
＝
Ｂ１

Ｂ２
＝
Ｃ１

Ｃ２
．

重合：Ａ１

Ａ２
＝
Ｂ１

Ｂ２
＝
Ｃ１

Ｃ２
＝
Ｄ１

Ｄ２
．

设π１ 与π２ 之间的夹角为θ，则θ＝〈ｎ１，ｎ２

∧
〉满足

ｃｏｓ〈ｎ１，ｎ２

∧
〉＝ ｜Ａ１Ａ２＋Ｂ１Ｂ２＋Ｃ１Ｃ２｜

Ａ２
１＋Ｂ２

１＋Ｃ槡 ２
１· Ａ２

２＋Ｂ２
２＋Ｃ槡 ２

２

．
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② 两条直线之间的关系

设 直线ｌ１：
ｘ－ｘ１

ｍ１
＝ｙ－ｙ１

ｎ１
＝
ｚ－ｚ１

ｐ１
，

直线ｌ２：
ｘ－ｘ２

ｍ２
＝ｙ－ｙ２

ｎ２
＝
ｚ－ｚ２

ｐ２
．

两直线不共面：Ｍ１Ｍ→
２·（Ｓ１×Ｓ２）≠０．即混合积［Ｍ１Ｍ→

２，Ｓ１，Ｓ２］≠０，这里Ｍ１Ｍ→
２＝（ｘ２－ｘ１，ｙ２－ｙ１，ｚ２－

ｚ１），Ｓ１＝（ｍ１，ｎ１，ｐ１），Ｓ２＝（ｍ２，ｎ２，ｐ２）．
两直线不共面但相互垂直：Ｍ１Ｍ→

２·（Ｓ１×Ｓ２）≠０，且Ｓ１⊥Ｓ２ 即Ｓ１·Ｓ２＝０．
两直线垂直相交：Ｍ１Ｍ→

２·（Ｓ１×Ｓ２）＝０，且Ｓ１·Ｓ２＝０．
两直线平行：Ｓ１∥Ｓ２ 即Ｓ１×Ｓ２＝０．
两直线重合：Ｍ１Ｍ２∥Ｓ１∥Ｓ２．

ｌ１ 与ｌ２ 之间的夹角可用〈Ｓ１，Ｓ２〉
∧

来定义：

ｃｏｓ〈Ｓ１，Ｓ２

∧
〉＝ ｜ｍ１ｍ２＋ｎ１ｎ２＋ｐ１ｐ２｜

ｍ２
１＋ｎ２

１＋ｐ槡 ２
１· ｍ２

２＋ｎ２
２＋ｐ槡 ２

２

．

③ 平面与直线的关系

设平面π：Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０，　直线ｌ：
ｘ－ｘ０

ｍ ＝ｙ－ｙ０

ｎ ＝
ｚ－ｚ０

ｐ ．

平面π与直线ｌ相交：ｎ·Ｓ≠０，这里ｎ＝（Ａ，Ｂ，Ｃ）为平面π的法向，Ｓ＝（ｍ，ｎ，ｐ）为直线ｌ的方向向量．
平面π与直线ｌ垂直相交：ｎ∥Ｓ即ｎ×Ｓ＝０．
平面π与直线ｌ平行：ｎ⊥Ｓ即ｎ·Ｓ＝０．
直线ｌ在平面π上：ｎ·Ｓ＝０且Ａｘ０＋Ｂｙ０＋Ｃｚ０＋Ｄ＝０，这里 Ｍ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）为直线ｌ上的一点．

直线ｌ与平面π的夹角φ，０≤φ≤π
２

，则

ｓｉｎφ＝｜ｃｏｓ〈ｎ１，Ｓ２

∧
〉｜＝｜ｎ·Ｓ｜

｜ｎ｜｜Ｓ｜＝ ｜ｍＡ＋ｎＢ＋ｐＣ｜
Ａ２＋Ｂ２＋Ｃ槡 ２· ｍ２＋ｎ２＋ｐ槡 ２

．

④ 平面π外一点 Ｍ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）到平面π２：Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ
＝０的距离

ｄ＝｜Ａｘ０＋Ｂｙ０＋Ｃｚ０＋Ｄ｜
Ａ２＋Ｂ２＋Ｃ槡 ２

．

⑤ 不在直线ｌ２：
ｘ－ｘ１

ｍ ＝ｙ－ｙ１

ｎ ＝
ｚ－ｚ１

ｐ
上的点Ｍ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）到直线ｌ的距离

ｄ＝｜Ｍ１Ｍ→
２×Ｓ｜

｜Ｓ｜ ＝

ｉ ｊ ｋ
ｍ ｎ ｐ

ｘ１－ｘ０ ｙ１－ｙ０ ｚ１－ｚ０

ｍ２＋ｎ２＋ｐ槡 ２
．

（４）过直线ｌ：
Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１＝０

Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２＝｛ ０
的平面束方程

λ（Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１）＋μ（Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２）＝０

或Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１＋λ（Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２）＝０，（λ，μ为参数）．
注意：在第二式中不含有平面Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２＝０．

三、基本题型与解题方法

１．向量代数

在向量运算中要分清向量与数量的差异，正确应用运算法则，还要注意各种运算的几何意义及每种运算
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的各种等价表达式．一般说，这类题目 不 难，只 要 善 于 从 几 何 和 代 数 两 方 面 灵 活 运 用 给 定 条 件，就 能 得 出 结

果．
例５１　已知ａ，ｂ，ｃ都是单位向量，且满足ａ＋ｂ＋ｃ＝０，试计算ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ．
解　注意到ａ·ａ＝｜ａ｜２＝１，ｂ·ｂ＝１，ｃ·ｃ＝１，

由于 （ａ＋ｂ＋ｃ）·（ａ＋ｂ＋ｃ）＝０，

展开得 ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ＝－１
２

（ａ·ａ＋ｂ·ｂ＋ｃ·ｃ）＝－３
２．

例５２　已知（ａ×ｂ）·ｃ＝２，计算［（ａ＋ｂ）×（ｂ＋ｃ）］·（ｃ＋ａ）．

解 ［（ａ＋ｂ）×（ｂ＋ｃ）］·（ｃ＋ａ）＝［ａ×ｂ＋ａ×ｃ＋ｂ×ｂ＋ｂ×ｃ］·（ｃ＋ａ）

＝（ａ×ｂ）·ｃ＋（ｂ×ｃ）·ａ＝２（ａ×ｂ）·ｃ＝４．

例５３　若ａ×ｂ＋ｂ×ｃ＋ｃ×ａ＝０，则ａ，ｂ，ｃ共面．
解　要证明ａ，ｂ，ｃ共面，只要证明［ａ，ｂ，ｃ］＝０ 即可．现 在ａ·（ａ×ｂ＋ｂ×ｃ＋ｃ×ａ）＝ａ·（ｂ×ｃ）＝０，故

ａ，ｂ，ｃ共面．
例５４　设ａ＝ｉ，ｂ＝ｊ－２ｋ，ｃ＝２ｉ－２ｊ＋ｋ，求一单位向量ξ，使ξ⊥ｃ且ξ，ａ，ｂ共面．
解　设ξ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ，根据条件｜ξ｜＝１，得ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１．又ξ⊥ｃ，有ξ·ｃ＝０，即２ｘ－２ｙ＋ｚ＝０．
依题要求ξ，ａ，ｂ共面，故［ξ，ａ，ｂ］＝０，即

ｘ ｙ ｚ
１ ０ ０
０ １ －２

＝２ｘ＋ｚ＝０，

解三元一次方程组

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１
２ｘ－２ｙ＋ｚ＝０
２ｘ＋ｚ＝

烅
烄

烆 ０

就得

ξ＝±（２
３ｉ＋

１
３ｊ－２

３ｋ）．

例５５　设ａ＝ｉ－２ｊ＋２ｋ，ｂ＝－２ｉ＋ｊ＋２ｋ．
（１）满足ａ×ｃ＝ｂ的向量ｃ存在吗？为什么？

（２）若存在ｃ，写出满足ａ×ｃ＝ｂ的向量ｃ的坐标表达式；
（３）求出模为最小的向量ｃ．
解　（１）首先讨论ａ·ｂ是否为零，以确定ｃ的存在性．因为若ａ×ｃ＝ｂ，必有ａ⊥ｂ，即ａ·ｂ＝０，经验证ａ

·ｂ＝０，故满足ａ×ｃ＝ｂ的向量ｃ存在．
（２）用待定系数法，设ｃ＝（ｘ，ｙ，ｚ），由ａ×ｃ＝ｂ，即

ｉ ｊ ｋ
１ －２ ２
ｘ ｙ ｚ

＝－２ｉ＋ｊ＋２ｋ，

得

ｙ＋ｚ＝１
２ｘ－ｚ＝１
２ｘ＋ｙ＝

烅
烄

烆 ２
　，　即　　

ｘ＝ｘ
ｙ＝２－２ｘ
ｚ＝２ｘ－

烅
烄

烆 １

所以ｃ＝（ｘ，（２－２ｘ），（２ｘ－１）），其中ｘ可取任何实数．

（３）｜ｃ｜＝ ｘ２＋（２－２ｘ）２＋（２ｘ－１）槡 ２＝ （３ｘ－２）２＋槡 １
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当３ｘ－２＝０，即ｘ＝２
３

时，｜ｃ｜最小，此时｜ｃ｜＝１．

故｜ｃ｜最小的向量是 ２
３

，２
３

，（ ）１
３ ．

例５６　若空间直线ｌ１ 经过点Ａ，其方向向量为ａ．直线ｌ２ 经过Ｂ 点，其方向向量为ｂ，向量ａ，ｂ不共线，
求证ｌ１ 与ｌ２ 的距离为

ｄ＝｜（ａ×ｂ）· →ＡＢ｜
｜ａ×ｂ｜ ．

证　如图５１，记ｃ＝ａ×ｂ，显然ｃ⊥ａ，ｃ⊥ｂ，即向量ｃ与直线ｌ１，ｌ２ 垂直，于是

ｄ＝｜Ｐｒｊｃ →ＡＢ｜＝｜ｃ· →ＡＢ｜
ｃ ＝｜（ａ×ｂ）· →ＡＢ｜

｜ａ×ｂ｜

图５１ 图５２

例５７　已知两非零向量ａ，ｂ相互垂直，且相交于点Ｏ，今将ｂ绕ａ 右旋角θ得到向量ｃ（图５２），试将ｃ
用给定的向量ａ，ｂ及角θ表示．

解　由题意知ｃ在ｂ 与ａ×ｂ确定的平面内．而由向量的加法：

ｃ＝Ｐｒｊｂｃｂ０＋Ｐｒｊ（ａ×ｂ）ｃ（ａ×ｂ）０＝｜ｃ｜ｃｏｓθｂ０＋｜ｃ｜ｓｉｎθ（ａ×ｂ）０＝｜ｂ｜ｃｏｓθｂ０＋｜ｂ｜ｓｉｎθ（ａ×ｂ）０

＝｜ｂ｜ｃｏｓθｂ
｜ｂ｜＋｜ｂ｜ｓｉｎθ ａ×ｂ

｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎπ
２

＝ｂｃｏｓθ＋ａ×ｂ
｜ａ｜ｓｉｎθ．

例５８　已知ａ，ｂ，ｃ两两垂直，且｜ａ｜＝１，｜ｂ｜＝２，｜ｃ｜＝３，求ｓ＝ａ＋ｂ＋ｃ的模和它与向量ｂ 的夹角θ．
解　运用模与数量积的关系｜ｓ｜２＝ｓ·ｓ来求得结果

由于

ｓ·ｓ＝（ａ＋ｂ＋ｃ）·（ａ＋ｂ＋ｃ）＝ａ·ａ＋ｂ·ｂ＋ｃ·ｃ＋２ａ·ｂ＋２ｂ·ｃ＋２ｃ·ａ，

现 ａ·ａ＝｜ａ｜２＝１，　ｂ·ｂ＝｜ｂ｜２＝４，　ｃ·ｃ＝｜ｃ｜２＝９，　ａ·ｂ＝ｂ·ｃ＝ｃ·ａ＝０，

故 ｜ｓ｜２＝ｓ·ｓ＝１＋４＋９＝１４，

即 ｜ｓ｜＝ 槡１４，

ｃｏｓθ＝ ｓ·ｂ
｜ｓ｜｜ｂ｜＝

（ａ＋ｂ＋ｃ）·ｂ
｜ｓ｜｜ｂ｜ ＝ａ·ｂ＋ｂ·ｂ＋ｃ·ｂ

｜ｓ｜｜ｂ｜ ＝ ４
槡１４×２

＝ ２
槡１４

，

因此 θ＝ａｒｃｃｏｓ ２
槡１４

．

例５９　已知（ａ＋３ｂ）⊥（７ａ－５ｂ），（ａ－４ｂ）⊥（７ａ－２ｂ），求〈ａ，ｂ
∧

〉．
解　根据题意，有

（ａ＋３ｂ）·（７ａ－５ｂ）＝０
（ａ－４ｂ）·（７ａ－２ｂ）＝｛ ０
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即
７｜ａ｜２＋１６ａ·ｂ－１５｜ｂ｜２＝０

７｜ａ｜２－３０ａ·ｂ＋８｜ｂ｜２＝｛ ０

解得 ｜ａ｜＝｜ｂ｜，

且 ａ·ｂ
｜ｂ｜２＝

１
２

，　即　 ａ·ｂ
｜ａ｜｜ｂ｜＝１

２
，

所以 ｃｏｓ〈ａ，ｂ
∧

〉＝１
２

，　故　〈ａ，ｂ
∧

〉＝π
３．

例５１０　设Ａ，Ｂ，Ｃ 三点的向径依次为ｒ１，ｒ２，ｒ３，证明Ａ，Ｂ，Ｃ 三点共线的充要条件为ｒ１×ｒ２＋ｒ２×ｒ３＋
ｒ３×ｒ１＝０．

证　因为Ａ，Ｂ，Ｃ 三点共线的充要条件是 →ＡＢ× →ＡＣ＝０

现 →ＡＢ＝ｒ２－ｒ１，　 →ＡＣ＝ｒ３－ｒ１

→ＡＢ× →ＡＣ＝（ｒ２－ｒ１）×（ｒ３－ｒ１）＝ｒ２×ｒ３－ｒ１×ｒ３－ｒ２×ｒ１＋ｒ１×ｒ１

＝ｒ１×ｒ２＋ｒ２×ｒ３＋ｒ３×ｒ１＝０．

从而得证．

图５３

例５１１　以向量ａ和ｂ 为边作 平 行 四 边 形，用 向 量ａ，ｂ来 表

示平行四边形垂直于ａ 边的高．
解　如图５３，设λａ＋ｘ＝ｂ，即ｘ＝ｂ－λａ，但ｘ⊥ａ，有ｘ·ａ＝

０，即（ｂ－λａ）·ａ＝０，

解得 λ＝ａ·ｂ
｜ａ｜２，故ｘ＝ｂ－ａ·ｂ

｜ａ｜２ａ．

例５１２　设向量ａ＝２ｉ＋３ｊ＋４ｋ，ｂ＝３ｉ－ｊ－ｋ．若｜ｃ｜＝３，求

向量ｃ，使得三向量ａ，ｂ，ｃ所构成的平行六面体的体积最大．
解　要使平行六面体的体积 最 大，向 量ｃ必 须 垂 直 于 由ａ 和

ｂ 构成的平行四边形，即ｃ与ａ×ｂ共线．

现 ａ×ｂ＝
ｉ ｊ ｋ
２ ３ ４
３ －１ －１

＝ｉ＋１４ｊ－１１ｋ，

故 ｃ＝λ（ａ×ｂ）＝λｉ＋１４λｊ－１１λｋ，

｜ｃ｜＝｜λ｜ １２＋（１４）２＋（－１１）槡 ２＝ 槡３１８｜λ｜＝３，　即　λ＝± ３
３槡１８

，

从而 ｃ＝ ± ３
３槡１８

，± ４２
槡３１８

， ３３
槡（ ）３１８

．

例５１３　已知 →ＯＡ＝（－２，３，－６），→ＯＢ＝（１，－２，２），｜→ＯＣ｜＝ 槡４２，且 →ＯＣ平分∠ＡＯＢ，求 →ＯＣ．

解　因为 →ＯＡ／｜→ＯＡ｜、→ＯＢ／｜→ＯＢ｜均 为 单 位 向 量，所 以
→ＯＡ

｜→ＯＡ｜＋
→ＯＢ

｜→ＯＢ｜＝１
７

（－２，３，－６）＋１
３

（１，－２，２）是

∠ＡＯＢ 的角平分线向量，依题意存在λ＞０，使

→ＯＡ
｜→ＯＡ｜＋

→ＯＢ
｜→ＯＢ｜＝λ →ＯＣ，

即１
２１

（１，－５，－４）＝λ →ＯＣ．

但｜→ＯＣ｜＝ 槡４２，上式两端取模，得

１
２１槡４２＝λ 槡４２，　λ＝１

２１
，
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故 →ＯＣ＝（１，－５，－４）．
例５１４　设ａ＝（１，４，５），ｂ＝（１，１，２），求λ使ａ＋λｂ 垂直于ａ－λｂ．
解法１　欲ａ＋λｂ⊥ａ－λｂ，则应有

（ａ＋λｂ）（ａ－λｂ）＝０，

即 ａ２－λ２ｂ２＝０，　λ２＝ａ２

ｂ２ ＝７，

故 λ１＝槡７，　λ２＝－槡７．
解法２　因为

ａ＋λｂ＝（１＋λ，４＋λ，５＋２λ），　ａ－λｂ＝（１－λ，４－λ，５－２λ），

欲ａ＋λｂ⊥ａ－λｂ，则应有

（ａ＋λｂ）·（ａ－λｂ）＝０，

即（１－λ２）＋（１６－λ２）＋（２５－４λ２）＝０

得 λ１＝槡７，　λ２＝－槡７．

注　解法１侧重于抽象运算，具有普遍性；解法２侧重于具体计算．
例５１５　求向量ａ＝（６，－１，２）在向量ｂ＝（７，－４，４）上的投影和投影向量．
解　ａ在ｂ 上投影为

Ｐｒｊｂａ＝ａ·ｂ
｜ｂ｜＝

（６，－１，２）·（７，－４，４）

７２＋（－４）２＋４槡 ２
＝６．

ａ在ｂ 上的投影向量为

（Ｐｒｊｂａ）ｂ
｜ｂ｜＝ １４

３
，－８

３
，（ ）８
３ ．

例５１６　求单位向量ｃ０ 使它与向量ａ＝（５，－６，１），ｂ＝（２，－７，１０）共面，且满足ｃ０⊥ａ，然后再求一单位

向量ｅ０，使ｅ０⊥ａ０ 且ｅ０⊥ｃ０．
解　令ｄ表示ｂ 在ａ 上的投影向量，则

ｄ＝ａ·ｂ
ａ２ ａ＝

（５，－６，１）·（２，－７，１０）
５２＋（－６）２＋１２ （５，－６，１）＝（５，－６，１），

那么向量

ｃ＝ｂ－ｄ＝（２，－７，１０）－（５，－６，１）＝（－３，－１，９）．

就是一个与向量ａ，ｂ共面的向量，且ｃ⊥ａ．将ｃ单位化后，得

ｃ０＝ － ３
槡９１

，－ １
槡９１

，９
槡（ ）９１

，　或　ｃ０＝
ｃ
槡９１

，１
槡９１

，－ ９
槡（ ）９１

．

所以 ｅ０＝
ａ×ｃ
｜ａ×ｃ｜＝－ １

槡５５４２
（５３，４８，２３），　或　ｅ０＝

１
槡５５４２

（５３，４８，２３）．

例５１７　设矢量ａ＝（１，－１，１），ｂ＝（３，－４，５），ｘ＝ａ＋λｂ，λ为实数，试证其模最小的矢量ｘ垂直于矢量

ｂ．
证　设ｘ＝ａ＋λｂ，于是｜ｘ｜２＝｜ａ｜２＋λ２｜ｂ｜２＋２λ（ａ·ｂ），将ａ，ｂ的坐标代入得

｜ｘ｜２＝３＋２４λ＋５０λ２＝５０λ＋６（ ）２５

２

＋３
２５．

当λ＝－６
２５

时，模｜ｘ｜最小．这时

ｘ＝（１，－１，１）＋ －６（ ）２５
（３，－４，５）＝ ７

２５
，－１
２５

，－５（ ）２５ ．
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且有ｘ·ｂ＝０．故结论正确．
例５１８　已知两个非零的不共线向量ａ和ｂ，

（１）求证：ｔａｎ＜ａ，ｂ＞
∧

＝｜ａ×ｂ｜
ａ·ｂ

；

（２）向量ａ０×ｂ０／ｓｉｎ＜ａ０，ｂ０＞
∧

表示什么向量（ａ０，ｂ０ 分别表示向量ａ和ｂ 上的单位向量）；

（３）求证：（ａ×ｂ）２≤｜ａ｜２·｜ｂ｜２．等号成立的条件是什么？

证　（１）｜ａ×ｂ｜＝｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎ＜ａ，ｂ＞
∧

和ａ·ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜ｃｏｓ＜ａ，ｂ＞
∧

两式相除，得ｔａｎ＜ａ，ｂ＞
∧

＝｜ａ×ｂ｜
ａ·ｂ ．

（２）ａ０×ｂ０／ｓｉｎ＜ａ０，ｂ０＞
∧

表示与ａ，ｂ都垂直的单位矢量．

（３）（ａ×ｂ）２＝｜ａ×ｂ｜２＝ａ２·ｂ２ｓｉｎ＜ａ，ｂ＞
∧

≤ａ２·ｂ２＝｜ａ｜２｜ｂ｜２，所以结论正确．

当ｓｉｎ２ ＜ａ，ｂ＞
∧

＝１，等号成立．即当ａ⊥ｂ时，等号成立．
例５１９　若三向量ｐ，ｑ，ｒ不共面，求证：２ｐ＋３ｑ，３ｑ－５ｒ，２ｐ＋５ｒ必不共面．
证　因［（２ｐ＋３ｑ）（３ｑ－５ｒ）（２ｐ＋５ｒ）］＝［（２ｐ＋３ｑ）×（３ｑ－５ｒ）］·（２ｐ＋５ｒ）

　　　＝［６（ｐ×ｑ）－１０（ｐ×ｒ）－１５（ｑ×ｒ）］·（２ｐ＋５ｒ）

　　　＝１２（ｐ×ｑ）·ｐ－２０（ｐ×ｒ）·ｐ－３０（ｑ×ｒ）·ｐ＋３０（ｐ×ｑ）·ｒ－５０（ｐ×ｒ）·ｒ－７５（ｑ×ｒ）·ｒ

　　　＝３０（ｐ×ｑ）·ｒ－３０（ｑ×ｒ）·ｐ

且ｐ，ｑ，ｒ不共面，故有（ｐ×ｑ）·ｒ≠０，（ｑ×ｒ）·ｐ≠０．所以，［（２ｐ＋３ｑ）（３ｑ－５ｒ）（２ｐ＋５ｒ）］≠０，即三向量

不共面．
２．空间解析几何

平面、直线、点之间的关系是这部分内容的重点，务必做到熟记直线、平面的各类方程及表达各种位置关

系的有关公式．运用向量的运算性质来处理点、直线、平面的各种关系是解题的一个重要 手 段．解 题 时，首 先

要找出主要几何关系（有时可借助于草图），建立有关的关系式，然后抓住要点进行求解．
例５２０　设一平面经过原点及点（６，－３，２）且与平面４ｘ－ｙ＋２ｚ＝８垂直，求此平面方程．
解　设平面方程为Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０，平面过原点及点（６，－３，２），则有 Ｄ＝０及

６Ａ－３Ｂ＋２Ｃ＝０， （１）

又平面与已知平面４ｘ－ｙ＋２ｚ＝８垂直，则有

４Ａ－Ｂ＋２Ｃ＝０， （２）

联立方程（１）与方程（２）解得 Ａ＝Ｂ＝－２
３Ｃ，

故平面方程为 －２
３Ｃｘ－２

３Ｃｙ＋Ｃ＝０，

即 ２ｘ＋２ｙ－３ｚ＝０．

例５２１　设直线ｌ：
ｘ＋３ｙ＋２ｚ＋１＝０
２ｘ－ｙ－１０ｚ＋｛ ３＝０

及平面π：４ｘ－２ｙ＋ｚ－２＝０，试说明ｌ与π的关系．

解　（说明ｌ与π的关系，即要考察ｌ与π是否相交，若相交则考察是否垂直相交．若ｌ与π不相交，则考

察ｌ是否在π上）．

直线ｌ的方向向量　ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ ３ ２
２ －１ －１０

＝－２８ｉ＋１４ｊ－７ｋ＝－７（４ｉ－２ｊ＋ｋ），又ｎπ＝｛４，－２，１｝，可见

ｎπ∥ｓ，故平面π与直线ｌ垂直相交．

例５２２　设有直线ｌ１：
ｘ－１
１ ＝ｙ－５

－２＝ｚ＋６
１

与ｌ２：
ｘ－ｙ＝６
２ｙ＋ｚ＝｛ ３

，求ｌ１ 与ｌ２ 的夹角．

解　直线ｌ１ 与ｌ２ 的夹角定义为它们的方向向量的夹角．直线ｌ１ 的方向向量ｓ１＝｛１，－２，１｝，直线ｌ２ 的

方向向量
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ｓ２＝
ｉ ｊ ｋ
１ －１ ０
０ ２ １

＝－ｉ－ｊ＋２ｋ，

ｃｏｓ〈ｓ１，ｓ２

∧
〉＝｜ｓ１·ｓ２｜

｜ｓ１｜｜ｓ２｜
＝ ３
槡６·槡６

＝１
２

，

故它们的夹角为ａｒｃｃｏｓ１
２＝π

３．

例５２３　求点 Ｍ（１，２，－１）且与直线

ｘ＝－ｔ＋２

ｙ＝３ｔ－４
ｚ＝ｔ－

烅
烄

烆 １

垂直的平面方程．

解　根据题意，所求平面的法向量ｎ可取为直线的方向向量，ｓ＝｛－１，３，１｝而平面过点 Ｍ（１，２，－１），所

以平面方程由点法式给出

（－１）（ｘ－１）＋３（ｙ－２）＋１（ｚ＋１）＝０，

即 ｘ－３ｙ－ｚ＋４＝０．

例５２４　已知两直线方程为ｌ１：
ｘ－１
１ ＝ｙ－２

０ ＝ｚ－３
－１

，ｌ２：
ｘ＋２
２ ＝ｙ－１

１ ＝ｚ
１

，求 过ｌ１ 且 平 行 于ｌ２ 的 平 面

方程．
解　本题用平面束方程求解较为方便．
首先容易判定ｌ１ 与ｌ２ 不共面，设过ｌ１ 的平面为

π： ｘ＋ｚ－４＋λ（ｙ－２）＝０，

即 ｘ＋λｙ＋ｚ－（４＋２λ）＝０．

现π与ｌ２ 平行，则有｛１，λ，１｝·｛２，１，１｝＝２＋λ＋１＝０．
故　λ＝－３　从而π的方程为ｘ－３ｙ＋ｚ＋２＝０．

例５２５　设平面过点Ｐ（２，３，４）及ｚ轴，求其方程．
解　设平面方程为Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０，由于平面过Ｚ 轴把Ｚ 轴上的点（０，０，０）及（０，０，１）代入方程可

得Ｃ＝Ｄ＝０．又 把 点Ｐ（２，３，４）代 入 Ａｘ＋Ｂｙ＝０，得２Ａ＋３Ｂ＝０，即 Ａ＝－ ３
２Ｂ，所 以 所 求 平 面 的 方 程 是

－３
２Ｂｘ＋Ｂｙ＝０，即３ｘ－２ｙ＝０．

例５２６　分别求出过直线ｌ：
２ｘ－３ｙ＋４ｚ－１２＝０
ｘ＋４ｙ－２ｚ－｛ １０＝０

且垂直于各坐标面的平面方程，并求直线ｌ在平面３ｘ

＋２ｙ＋ｚ＝１０上的投影．
解　设过直线ｌ的平面束方程为

２ｘ－３ｙ＋４ｚ－１２＋λ（ｘ＋４ｙ－２ｚ－１０）＝０，

经整理得 （２＋λ）ｘ－（３－４λ）ｙ＋（４－２λ）ｚ－１２－１０λ＝０，

则其垂直于ｙＯｚ坐标面的平面应满足

｛２＋λ，－（３－４λ），（４－２λ）｝·｛１，０，０｝＝０

即λ＝－２，所以该平面方程为－１１ｙ＋８ｚ＋８＝０．
同理可得：垂直于ｘＯｚ坐标面的平面为１１ｘ＋１０ｚ－１８＝０．
垂直于ｘＯｙ坐标面的平面为４ｘ＋５ｙ－３２＝０．
直线ｌ在平面３ｘ＋２ｙ＋ｚ＝１０上的投影可用一般方程表示．先作出过直线ｌ且垂直于平面３ｘ＋２ｙ＋ｚ＝

１０的平面π，令

｛２＋λ，４λ－３，４－２λ｝·｛３，２，１｝＝０，

得λ＝－４
９

，即π：１４ｘ－４３ｙ＋４２ｚ－６８＝０，
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于是投影直线为

１４ｘ－４３ｙ＋４２ｚ－６８＝０
３ｘ＋２ｙ＋ｚ＝１０｛ ．

例５２７　求通过直线ｌ
ｘ＋５ｙ＋ｚ＝０
ｘ－ｚ＋｛ ４＝０

且与平面π：ｘ－４ｙ－８ｚ＋１２＝０成 π
４

角的平面方程．

解　设过直线ｌ的平面束为（ｘ－ｚ＋４）＋λ（ｘ＋５ｙ＋ｚ）＝０，即

（１＋λ）ｘ＋５λｙ＋（λ－１）ｚ＋４＝０，

要它与平面ｘ－４ｙ－８ｚ＋１２＝０成 π
４

角，就有

ｃｏｓπ
４＝槡２

２＝｜（１＋λ）＋５λ·（－４）＋（λ－１）·（－８）｜
槡１＋１６＋６４ （１＋λ）２＋２５λ２＋（λ－１）槡 ２

＝ ｜９－２７λ｜
９ ２７λ２＋槡 ２

＝ ｜１－３λ｜
２７λ２＋槡 ２

，

解得λ＝０，λ＝－４
３

，

因此，所求平面为ｘ－ｚ＋４＝０与ｘ＋２０ｙ＋７ｚ－１２＝０．
注　如果平面束方程设为ｘ＋５ｙ＋ｚ＋λ（ｘ－ｚ＋４）＝０，这时所作的结果只有ｘ＋２０ｙ＋７ｚ－１２＝０，缺解

ｘ－ｚ＋４＝０，原因是平面束ｘ＋５ｙ＋ｚ＋λ（ｘ－ｚ＋４）＝０中并不包括ｘ－ｚ＋４＝０，而它现在恰恰也是解．因

此，读者应对平面束方程中所缺的平面进行验证，看它是不是可能的解．
例５２８　求过点Ｐ（－２，０，４）且与两平面２ｘ＋ｙ－ｚ＝０，ｘ＋３ｙ＋１＝０都垂直的平面方程．
解　依题意，所 求 平 面 的 法 向 必 同 时 垂 直 于 已 知 两 平 面 的 法 向．令 ｎ＝ ２，１，－｛ ｝１ × １，３，｛ ｝０ ＝

３，－１，｛ ｝５ ．
得点法式方程

３（ｘ＋２）－（ｙ－０）＋５（ｚ－４）＝０，

即 ３ｘ－ｙ＋５ｚ－１４＝０．

例５２９　一直线过点Ａ（２，－３，４）且和ｙ轴垂直相交，求其方程．
解　根据条件，直线与ｙ轴垂直相交，则交点为（０，－３，０），于是直线方向向量为ｓ＝｛２，０，４｝

因此由对称式方程得

ｘ－２
２ ＝ｙ＋３

０ ＝ｚ－４
４ ．

例５３０　求过点Ａ（１，０，－２）与平面π：３ｘ－ｙ＋２ｚ＋３＝０平 行，且 与 直 线ｌ１：
ｘ－１
４ ＝３－ｙ

２ ＝ｚ
１

相 交 的

直线ｌ的方程．
解　过Ａ 点作平行于平面π 的平面π１，过Ａ 点及直线ｌ１ 作平面π２，则π１ 与π２ 的交线即为所求直线ｌ．

现π１： ３（ｘ－１）－（ｙ－０）＋２（ｚ＋２）＝０，

即 ３ｘ－ｙ＋２ｚ＋１＝０，

取 ｎ２＝ｓ１×ＡＭ→
１＝｛４，－２，１｝×｛１－１，３－０，０－（－２）｝＝｛－７，－８，１２｝．

故π２： －７（ｘ－１）－８（ｙ－０）＋１２（ｚ＋２）＝０，

即 ７ｘ＋８ｙ－１２ｚ－３１＝０，

于是ｌ：
３ｘ－ｙ＋２ｚ＋１＝０
７ｘ＋８ｙ－１２ｚ－｛ ３１＝０

为所求．

ｌ的对称式是ｘ－１
－４＝ｙ

５０＝ｚ＋２（ ）３１ ．
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例５３１　过点 Ｍ１（７，３，５）引方向余弦等于１
３

，２
３

，２
３

的直线ｌ１，设直 线ｌ过 点 Ｍ０（２，－３，－１），与 直 线

ｌ１ 相交且和ｘ轴成 π
３

角，求直线方程ｌ．

解　建立直线ｌ１ 的方程

ｘ－７
１
３

＝ｙ－３
２
３

＝ｚ－５
２
３

，　即　ｘ－７
１ ＝ｙ－３

２ ＝ｚ－５
２

，

设所求直线ｌ的方向向量为

ｓ＝ｃｏｓαｉ＋ｃｏｓβｊ＋ｃｏｓγｋ＝１
２ｉ＋ｍｊ＋ｎｋ，

ｌ１ 与ｌ共面且相交，即表示（ｓ×ｓ１）·Ｍ１Ｍ→
０＝０，即

１
２ ｍ ｎ

１ ２ ２
５ ６ ６

＝０，

且 ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２
β＋ｃｏｓ２γ＝１，

即 （ ）１
２

２

＋ｍ２＋ｎ２＝１，

联立上列两式，可得 ｍ＝ｎ＝±槡６
４

，于是

ｓ＝２ｉ±槡６ｊ±槡６ｋ．

故所求直线ｌ为

ｘ－２
２ ＝ｙ＋３

槡６
＝ｚ＋１

槡６
　或　ｘ－２

２ ＝ｙ＋３
－槡６

＝ｚ＋１
－槡６

．

例５３２　求通过点 Ｍ（２，１，３）且与直线ｘ＋１
３ ＝ｙ－１

２ ＝ ｚ
－１

垂直相交的直线方程．

解　先作一平面π过点Ｍ（２，１，３）且与已知直线垂直．

π：３（ｘ－２）＋２（ｙ－１）－（ｚ－３）＝０， （１）

再求已知直线与该平面的交点 Ｎ，令ｘ＋１
３ ＝ｙ－１

２ ＝ ｚ
－１＝λ，即

ｘ＝３λ－１，ｙ＝２λ＋１，ｚ＝－λ

代入式（１），得λ＝３
７

，

故交点为 Ｎ（２
７

，１３
７

，－３
７

）．

以 →ＭＮ为方向向量，直线的对称式方程为

ｘ－２
２
７－２

＝ｙ－１
１３
７－１

＝ ｚ－３

－３
７－３

，

即 ｘ－２
２ ＝ｙ－１

－１＝ｚ－３
４ ．

例５３３　直线过点Ａ（－３，５，－９）且和两直线ｌ１
ｙ＝３ｘ＋５
ｚ＝２ｘ－｛ ３

，ｌ２
ｙ＝４ｘ－７
ｚ＝５ｘ＋｛ １０

相交，求此直线方程．

解　过Ａ 点及直线ｌ１ 作平面π１，过Ａ 点及直线ｌ２ 作平面π２，则π１ 与π２ 的交线即为所求直线．故作过
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ｌ１ 的平面束：

２ｘ－３－ｚ＋λ（３ｘ＋５－ｙ）＝０，

将Ａ 点坐标代入，得λ＝０，故π１：２ｘ－ｚ－３＝０．
同样作过ｌ２ 的平面束：４ｘ－７－ｙ＋λ（５ｘ＋１０－ｚ）＝０，将Ａ 点坐标代入，得λ＝６，故π２：３４ｘ－ｙ－６ｚ＋５３

＝０，因此所求直线为

２ｘ－ｚ－３＝０
３４ｘ－ｙ－６ｚ＋５３＝０｛ ．

例５３４　设直线ｌ１：
ｘ－９
４ ＝ｙ＋２

－３＝ｚ
１

，ｌ２：
ｘ
－２＝ｙ＋７

９ ＝ｚ－２
２

试求（１）ｌ１ 与ｌ２ 之间的距离ｄ；（２）ｌ１ 与ｌ２

的公垂线方程．
解　（１）取ｌ１ 的方向向量ｓ１＝｛４，－３，１｝．ｌ２ 的 方 向 向 量ｓ２＝｛－２，９，２｝，取 Ｐ１（９，－２，０）∈ｌ１，Ｐ２（０，

－７，２）∈ｌ２，不难算出

ｓ１×ｓ２＝｛－１５，－１０，３０｝，

Ｐ１Ｐ→
２＝｛－９，－５，２｝，

故 ｄ＝｜（ｓ１×ｓ２）·Ｐ１Ｐ→
２｜

｜ｓ１×ｓ２｜
＝｜１５×９＋１０×５＋３０×２｜

１５２＋１０２＋３０槡 ２
＝７．

（２）由于ｓ１×ｓ２⊥ｓ１，ｓ１×ｓ２⊥ｓ２，可作公垂线与ｌ１ 所在平面π１，取

ｎ１＝ｓ１×（ｓ１×ｓ２）＝
ｉ ｊ ｋ
４ －３ １

－１５ －１０ ３０
＝｛－１６，－２７，－１７｝，

因Ｐ１（９，－２，０）在π１ 上，故

π１： １６ｘ＋２７ｙ＋１７ｚ－９０＝０

作公垂线与ｌ２ 所在平面π２，取

ｎ２＝ｓ２×（ｓ１×ｓ２）＝
ｉ ｊ ｋ
－２ ９ ２
－１５ －１０ ３０

＝｛５８，６，３１｝，

因点Ｐ２（０，－７，２）在π２ 上，故

π２： ５８ｘ＋６ｙ＋３１ｚ－２０＝０．

π１ 与π２ 的交线即为ｌ１ 与ｌ２ 的公垂线，其方程为

１６ｘ＋２７ｙ＋１７ｚ－９０＝０
５８ｘ＋ ６ｙ＋３１ｚ－２０＝０｛ ．

例５３５　求点Ｐ０（２，３，１）在直线ｌ：ｘ＋７
１ ＝ｙ＋２

２ ＝ｚ＋２
３

上的投影．

解　过Ｐ０（２，３，１）与直线ｌ垂直的平面

（ｘ－２）＋２（ｙ－３）＋３（ｚ－１）＝０，

即 ｘ＋２ｙ＋３ｚ－１１＝０．

此平面与ｌ的交点即为Ｐ０ 的投影，解

ｘ＋２ｙ＋３ｚ－１１＝０
ｘ＋７
１ ＝ｙ＋２

２ ＝ｚ＋２烅
烄

烆 ３
　得　Ｐ０（－５，２，４）．

例５３６　求点Ｐ０（３，－１，－１）在平面π：ｘ＋２ｙ＋３ｚ－４０＝０上的投影．

解　 过 点 Ｐ０ 与 π 垂 直 的 直 线 为ｘ－３
１ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ＋１
３ ．此 直 线 与 π 的 交 点 即 为 Ｐ０ 的 投 影，
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解

ｘ＋２ｙ＋３ｚ－４０＝０
ｘ－３
１ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ＋１烅
烄

烆 ３
　得　Ｐ０（６，５，８）．

例５３７　求过点（０，２，４）且与平面ｘ＋２ｚ＝１及ｙ－３ｚ＝２平行的直线方程．

解　所求直线必与两平面交线
ｘ＋２ｚ＝１

ｙ－３ｚ＝｛ ２
平行，故不妨 设 所 求 直 线 为

ｘ＋２ｚ＝ａ
ｙ－３ｚ＝｛ ｂ

，直 线 过 点（０，２，４），故

ａ＝８，ｂ＝－１０．因此，直线方程为

ｘ＋２ｚ＝８

ｙ－３ｚ＝－１０｛ ．

例５３８　求直线ｌ：

ｘ－１
１ ＝ｙ

１＝ｚ－１
－１

在平面π：ｘ－ｙ＋２ｚ－１＝０上的投影直线ｌ０ 的方程，并求ｌ０ 绕ｙ轴旋转一周所成曲面的方程．
解法１　设经过ｌ且垂直于π的平面方程为π１：Ａ（ｘ－１）＋Ｂｙ＋Ｃ（ｚ－１）＝０，则由条件可知

Ａ－Ｂ＋２Ｃ＝０，　Ａ＋Ｂ－Ｃ＝０．

由此解得Ａ∶Ｂ∶Ｃ＝－１∶３∶２．于是π１ 的方程为

ｘ－３ｙ－２ｚ＋１＝０．

从而ｌ０ 的方程为

ｘ－ｙ＋２ｚ－１＝０，

ｘ－３ｙ－２ｚ＋１＝０｛ ．
　即　

ｘ＝２ｙ，

ｚ＝－１
２

（ｙ－１）烅
烄

烆 ．

于是ｌ０ 绕ｙ轴旋转一周所成曲面方程为ｘ２＋ｚ２＝４ｙ２＋１
４

（ｙ－１）２，即

４ｘ２－１７ｙ２＋４ｚ２＋２ｙ－１＝０．

解法２　由于直线ｌ的方程可写为

ｘ－ｙ－１＝０，

ｙ＋ｚ－１＝０｛ ，

所以过ｌ的平面方程可设为ｘ－ｙ－１＋λ（ｙ＋ｚ－１）＝０，即

ｘ＋（λ－１）ｙ＋λｚ－（１＋λ）＝０．

由它与平面π垂直，得１－（λ－１）＋２λ＝０，解得λ＝－２．
于是经过ｌ且垂直于π的平面方程为

ｘ－３ｙ－２ｚ＋１＝０．

从而ｌ０ 的方程为

ｘ－ｙ＋２ｚ－１＝０
ｘ－３ｙ－２ｚ＋１＝０｛ ．

　（下同解法１）

解法３　ｌ的方向向量为ｓ＝｛１，１，－１｝，π的法线向量为ｎ＝｛１，－１，２｝，经过ｌ且垂直于π的平面π１ 的

法线向量为

ｎ１＝ｓ×ｎ＝
ｉ ｊ ｋ
１ １ －１
１ －１ ２

＝ｉ－３ｊ－２ｋ，

又因为π１ 经过ｌ，π１ 当然经过ｌ上的点（１，０，１），所以π１ 的方程为
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（ｘ－１）－３（ｙ－０）＋２（ｚ－１）＝０，

即 ｘ－３ｙ－２ｚ＋１＝０　（下同解法１）

例５３９　在直线方程ｘ－５
２ ＝ｙ＋１

３－Ａ＝ｚ－２
４＋Ｂ

中，如何选取Ａ 的值才能使直线平行于ｘＯｚ 平面，如何选取Ａ

和Ｂ 的值才能使直线同时平行于平面２ｘ＋３ｙ－２ｚ＋１＝０和ｘ－６ｙ＋２ｚ－３＝０．
解　要使直线平行于ｘＯｚ平面，必须

｛２，３－Ａ，４＋Ｂ｝·｛０，１，０｝＝０，

即 ３－Ａ＝０，　Ａ＝３．
要使直线同时平行于两已知平面，必须

｛２，３－Ａ，４＋Ｂ｝·｛２，３，－２｝＝０，　｛２，３－Ａ，４＋Ｂ｝·｛１，－６，２｝＝０

即
３Ａ＋２Ｂ－５＝０
３Ａ＋Ｂ＝｛ ４

Ａ＝Ｂ＝１，

注　本题后半部分也可这样解，因为平行于两平面的直线，就平行于两平面的交线，而 交 线 的 方 向 向 量

为

｛２，３，－２｝×｛１，－６，２｝＝｛－６，－６，－１５｝，

故应有 ２
－６＝３－Ａ

－６ ＝４＋Ｂ
－１５

Ａ＝Ｂ＝１．

例５４０　求过原点并含直线ｌ：
ｘ＝３－ｔ
ｙ＝１＋２ｔ
ｚ＝

烅
烄

烆 ｔ

的平面方程．

解　变换Ｌ 的方程为一般式

ｘ＋ｚ－３＝０，

ｙ－２ｚ－１＝０｛ ，

则过Ｌ 的平面束为

λ１（ｘ＋ｚ－３）＋λ２（ｙ－２ｚ－１）＝０．

把原点（０，０，０）代入上式得

λ２

λ１
＝－３．

故所求平面方程为

ｘ－３ｙ＋７ｚ＝０．

例５４１　已知平面方程π１：ｘ－２ｙ－２ｚ＋１＝０，π２：３ｘ－４ｙ＋５＝０．求平分π１ 与π２ 夹角的平面方程．
解法１　先利用π１、π２ 的法向量

ｎ１＝｛１，－２，－２｝，　ｎ２＝｛３，－４，０｝．

求未知平面的法向量．由向量的加、减法原则知

Ｎ１＝
ｎ１

｜ｎ１｜
＋

ｎ２

｜ｎ２｜
＝ １４

１５
，－２２

１５
，－｛ ｝２

３
，

Ｎ２＝
ｎ１

｜ｎ１｜
－

ｎ２

｜ｎ２｜
＝ －１４

１５
，２２
１５

，－｛ ｝２
３

，

就是要求的两个法向量，然后再求出π１ 与π２ 的一个交点（－３，－１，０），由平面的点法式所求平面方程为
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｛ｘ＋３，ｙ＋１，ｚ｝·Ｎ１＝０，　或　｛ｘ＋３，ｙ＋１，ｚ｝·Ｎ２＝０，

即 ７ｘ－１１ｙ－５ｚ＋１０＝０，　或　２ｘ－ｙ＋５ｚ＋５＝０．

解法２　设（ｘ，ｙ，ｚ）为所求平面上的任一点，依题意它到π１ 的距离应等于它到π２ 的距离，即

｜ｘ－２ｙ－２ｚ＋１｜
１２＋（－２）２＋（－２）槡 ２

＝｜３ｘ－４ｙ＋５｜
３２＋（－４）槡 ２

，

去掉绝对值符号，得所求平面方程为

７ｘ－１１ｙ－５ｚ＋１０＝０，　或　２ｘ－ｙ＋５ｚ＋５＝０．

例５４２　求平行于平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝１００且与球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝４相切的平面方程．
解　平行于ｘ＋ｙ＋ｚ＝１００的平面方程可设为

π： ｘ＋ｙ＋ｚ＋Ｄ＝０．

因为π与ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝４相切，所以

｜ｘ＋ｙ＋ｚ＋Ｄ｜
１２＋１２＋１槡 ２

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（０，０，０）
＝２．

即 ｜Ｄ｜＝ 槡２ ３．

所以要求的平面方程为

ｘ＋ｙ＋ｚ＋ 槡２ ３＝０，　或　ｘ＋ｙ＋ｚ－ 槡２ ３＝０．

例５４３　求证过点 Ｍ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）且平行于两条既不重合又不平行的直线

ｘ－ａｉ

ｌｉ
＝ｙ－ｂｉ

ｍｉ
＝
ｚ－ｃｉ

ｎｉ

（ｉ＝１，２）的平面方程可写成下列形式

ｘ－ｘ０ ｙ－ｙ０ ｚ－ｚ０

ｌ１ ｍ１ ｎ１

ｌ２ ｍ２ ｎ２

＝０．

证　所求的平面法向量为

ｎ＝｛ｌ１，ｍ１，ｎ１｝×｛ｌ２，ｍ２，ｎ２｝．

由平面的点法式方程得所求平面方程为

｛ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０，ｚ－ｚ０｝·ｎ＝０，

即

ｘ－ｘ０ ｙ－ｙ０ ｚ－ｚ０

ｌ１ ｍ１ ｎ１

ｌ２ ｍ２ ｎ２

＝０．

例５４４　求证过直线ｘ＝ｘ１＋ｌｔ，ｙ＝ｙ１＋ｍｔ，ｚ＝ｚ１＋ｎｔ和不在该直线上的点 Ｍ（ｘ２，ｙ２，ｚ２）的平面方程

可写成下列形式．

π：
ｘ－ｘ１ ｙ－ｙ１ ｚ－ｚ１

ｘ２－ｘ１ ｙ２－ｙ１ ｚ２－ｚ１

ｌ ｍ ｎ

＝０．

证　因为 Ｍ（ｘ２，ｙ２，ｚ２）及（ｘ１，ｙ１，ｚ１）均在所求平面π上，所以

｛ｘ２－ｘ１，ｙ２－ｙ１，ｚ２－ｚ１｝∥π，

又 ｛ｌ，ｍ，ｎ｝∥π，
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所以平面π的法向量为

ｎ＝｛ｘ２－ｘ１，ｙ２－ｙ１，ｚ２－ｚ１｝×｛ｌ，ｍ，ｎ｝，

由点法式得π的方程为

｛ｘ－ｘ１，ｙ－ｙ１，ｚ－ｚ１｝·ｎ＝０，

即

ｘ－ｘ１ ｙ－ｙ１ ｚ－ｚ１

ｘ２－ｘ１ ｙ２－ｙ１ ｚ２－ｚ１

ｌ ｍ ｎ

＝０．

例５４５　求证通过两条平行直线ｘ＝ａｉ＋ｌｔ，ｙ＝ｂｉ＋ｍｔ，ｚ＝ｃｉ＋ｎｔ（ｉ＝１，２）的平面方程可写成下列形式

π：
ｘ－ａ１ ｙ－ｂ１ ｚ－ｃ１

ａ２－ａ１ ｂ２－ｂ１ ｃ２－ｃ１

ｌ ｍ ｎ

＝０．

证　因为（ａ１，ｂ１，ｃ１）及（ａ２，ｂ２，ｃ２）均在所求平面π上，所以

｛ａ２－ａ１，ｂ２－ｂ１，ｃ２－ｃ１｝∥π，

又 ｛ｌ，ｍ，ｎ｝∥π，

则π的法向量为

ｎ＝｛ａ２－ａ１，ｂ２－ｂ１，ｃ２－ｃ１｝×｛ｌ，ｍ，ｎ｝，

所以π的方程为

ｘ－ａ１ ｙ－ｂ１ ｚ－ｃ１

ａ２－ａ１ ｂ２－ｂ１ ｃ２－ｃ１

ｌ ｍ ｎ

＝０．

例５４６　求证过直线ｘ＝ｘ０＋ｌｔ，ｙ＝ｙ０＋ｍｔ，ｚ＝ｚ０＋ｎｔ且 垂 直 于 平 面Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０（这 里 直 线

与平面不垂直）的平面方程可以写成如下形式

π：
ｘ－ｘ０ ｙ－ｙ０ ｚ－ｚ０

ｌ ｍ ｎ
Ａ Ｂ Ｃ

＝０．

证　因为所求平面π垂直于平面

Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０

所以｛Ａ，Ｂ，Ｃ｝∥π，又

｛ｌ，ｍ，ｎ｝∥π，

故π的一个法向量为

ｎ＝｛Ａ，Ｂ，Ｃ｝×｛ｌ，ｍ，ｎ｝，

但（ｘ０，ｙ０，ｚ０）在π上，故π的方程为

ｘ－ｘ０ ｙ－ｙ０ ｚ－ｚ０

ｌ ｍ ｎ
Ａ Ｂ Ｃ

＝０．

例５４７　求与直线ｘ－１＝ｙ＋２
３ ＝ｚ＋５

－２
关于原点对称的直线方程．

解　因为点（１，－２，－５）在已知直线上，它关于原点的对称点为（－１，２，５）．又所求直线必与已知直线平

行，所以与已知直线关于原点对称的直线方程为
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ｘ－１＝ｙ－２
３ ＝ｚ－５

－２．

例５４８　求直线ｌ１：
ｘ＋５
６ ＝１－ｙ＝ｚ＋３与直线ｌ２：

ｘ＋５ｙ＋ｚ＝０，

ｘ＋ｙ－ｚ＋４＝０｛ ．
之间的最短距离ｄ．

解法１　过ｌ２ 的平面方程可设为

π： ｘ＋５ｙ＋ｚ＋λ（ｘ＋ｙ－ｚ＋４）＝０．

令ｌ１∥π，则应有

｛６，－１，１｝·｛１＋λ，５＋λ，１－λ｝＝０，

即 λ＝－１
２．

这时平面方程为

ｘ＋９ｙ＋３ｚ－４＝０ （１）

又（－５，１，－３）是ｌ１ 上的点，故这点到平面（１）的距离即为所求的ｄ，所以

ｄ＝｜－５＋９＋３（－３）－４｜
（－５）２＋９２＋３槡 ２

＝ 槡１８ １１５
２３ ．

解法２　ｌ２ 的方向向量为

ａ２＝｛１，５，１｝×｛１，１，－１｝＝｛－６，２，－４｝，

ｌ１ 的方向向量为 ａ１＝｛６，－１，１｝，

（－５，３，－３）是ｌ１ 上的点，（１，－１，４）是ｌ２ 上的一点，故所求的距离

ｄ＝｜｛６，－２，７｝·ａ１×ａ２｜
｜ａ１×ａ２｜

＝ 槡１８ １１５
２３ ．

例５４９　求直线

ｌ：　
ｘ＋ｙ－ｚ－１＝０，

ｘ－ｙ＋ｚ＋１＝０｛ ．

在球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２－２ｘ－２＝０上点（２，１，１）处的切平面上的投影方程．
解　球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２－２ｘ－２＝０在（２，１，１）点处的切平面方程为π１：ｘ＋ｙ＋ｚ－４＝０．
过已知直线作一平面π２ 垂直于切平面，那么两平面的交线即为所求的投影．
设

π２：　Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０，

因π１⊥π２，故Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝０．又ｌ在π２ 上，在ｌ上任取两点，例如（０，０，－１），（０，１，０），代入π２，得

－Ｃ＋Ｄ＝０，　Ｂ＋Ｄ＝０．

解得 Ｄ＝Ｃ，Ｂ＝－Ｄ．
注意到Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝０，得Ａ＝０，Ｂ＝－Ｄ，Ｃ＝Ｄ．故

π２：　ｙ－ｚ－１＝０．

因此所求投影方程为

ｘ＋ｙ＋ｚ－４＝０

ｙ－ｚ－１＝０｛ ．

例５５０　由两相交平面外一点到这两个平面作垂线，试证它们的垂足的连线必与两平面的交线垂直．
证法１　取已知两平面的交线为ｚ轴，建立空间直角坐标系，则两平面方程分别 为ｙ＝ｍｘ 及ｙ＝ｎｘ，设

定点Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０），由Ｐ０ 作第一个平面的垂线
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ｘ－ｘ０

ｍ ＝ｙ－ｙ０

－１ ＝
ｚ－ｚ０

０
，　或　

ｘ＝ｘ０＋ｍｔ

ｙ＝ｙ０－ｔ

ｚ＝ｚ
烅
烄

烆 ０

代入ｙ＝ｍｘ中，得

ｙ０－ｔ＝ｍｘ０＋ｍ２ｔ，　ｔ＝
ｙ０－ｍｘ０

１＋ｍ２ ，

故垂足为 Ｍ
ｘ０＋ｍｙ０

１＋ｍ２ ，ｍｘ０＋ｍ２ｙ０

１＋ｍ２ ，ｚ（ ）０ ，Ｎ
ｘ０＋ｎｙ０

１＋ｎ２ ，ｎｘ０＋ｎ２ｙ０

１＋ｎ２ ，ｚ（ ）０ ，

→ＭＮ＝
ｘ０＋ｎｙ０

１＋ｎ２ －
ｘ０＋ｍｙ０

１＋ｍ２ ，ｎｘ０＋ｎ２ｙ０

１＋ｎ２ －
ｍｘ０＋ｍ２ｙ０

１＋ｍ２ ，｛ ｝０ ．

显然 →ＭＮ·ｋ＝０，即 →ＭＮ⊥→Ｏｚ，结论正确．
证法２　设二平面的法线向量分别为ｎ１，ｎ２，其交线方向向量为ｓ，ｓ＝ｎ１×ｎ２．
两平面外一点Ｐ０ 到两平面的垂足分别为 Ｍ１，Ｍ２，则Ｐ０Ｍ→

１＝λ１ｎ１，Ｐ０Ｍ→
２＝λ２ｎ２，（λ１，λ２≠０）．而

Ｍ１Ｍ→
２＝Ｐ０Ｍ→

２－Ｐ０Ｍ→
１＝λ２ｎ２－λ１ｎ１．

Ｍ１Ｍ→
２·ｓ＝（λ２ｎ２－λ１ｎ１）·（ｎ１×ｎ２）＝０．

所以，Ｍ１Ｍ→
２垂直于两平面的交线．

３．其他

例５５１　求椭圆抛物面ｚ＝ｘ２＋２ｙ２ 与抛物柱面ｚ＝２－ｘ２ 的交线关于ｘＯｙ面的投影柱面和在ｘＯｙ 面

上的投影曲线方程．

解　由
ｚ＝ｘ２＋２ｙ２

ｚ＝２－ｘ｛ ２ 　消去ｚ，得ｘ２＋ｙ２＝１即为投影柱面方程，则
ｘ２＋ｙ２＝１
ｚ＝｛ ０

为在ｘＯｙ面上的投影曲

线方程．

图５４

例５５２　已知点Ａ（１，０，０）与点Ｂ（０，１，１），直线段 ＡＢ 绕ｚ 轴 旋

转一周所成的旋转曲面为Ｓ，求由Ｓ 及 两 平 面ｚ＝０，ｚ＝１所 围 的 立 体

体积．

解　直线ＡＢ 的方程为ｘ－１
０－１＝ｙ－０

１－０＝ｚ－０
１－０

，即

ｘ＝１－ｚ
ｙ＝ｚ｛ ，

在ｚ 轴 上 截 距 为ｚ 的 水 平 面 截 此 旋 转 体 所 得 截 面 为 一 个 圆

（图５４），圆的 半 径ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ （１－ｚ）２＋ｚ槡 ２ ＝ １－２ｚ＋２ｚ槡 ２．
因此它的面积为Ａ（ｚ）＝π（１－２ｚ＋２ｚ２），于是

Ｖ＝π∫
１

０
（１－２ｚ＋２ｚ２）ｄｚ＝２

３π．

例５５３　求顶点在 Ｍ０（３，－２，－１），准线方程为
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１
ｘ－ｙ＋ｚ＝｛ ０

的锥面方程．

解　设 Ｍ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）是准线上的任一点，则直线

ｌ： ｘ－３
ｘ０－３＝ｙ＋２

ｙ０＋２＝ｚ＋１
ｚ０＋１

在所求锥面上，变换ｌ方程的形式为

ｘ０＝３＋（ｘ－３），　ｙ０＝－２＋ｔ（ｙ＋２），　ｚ０＝－１＋ｔ（ｚ＋１）．

将（ｘ０，ｙ０，ｚ０）代入准线方程得
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［３＋ｔ（ｘ－３）］２＋［－２＋ｔ（ｙ＋２）］２＋［－１＋ｔ（ｚ＋１）］２＝１，

３＋ｔ（ｘ－３）－［－２＋ｔ（ｙ＋２）］＋［－１＋ｔ（ｚ＋１）］＝０．

消去参数ｔ，得锥面方程

５ｘ２＋１３ｙ２＋３７ｚ２＋１４ｘｙ＋１０ｘｚ－１８ｙｚ＋８ｘ－８ｙ＋８ｚ－１６＝０．

例５５４　设从椭球ｘ２

ａ２＋ｙ２

ｂ２ ＋ｚ２

ｃ２ ＝１的中心出发，沿方向余弦为λ，μ，ν的方向到椭球面上的一点的距离

是ｒ，证明

１
ｒ２ ＝λ２

ａ２＋μ
２

ｂ２ ＋ν２

ｃ２ ．

证　过椭球中心且平行于方向｛λ，μ，ν｝的直线为

ｘ＝λｔ，　ｙ＝μｔ，　ｚ＝νｔ．

将它代入已知椭球方程得

λ２

ａ２＋μ
２

ｂ２ ＋ν２

ｃ（ ）２ ｔ２＝１

因为λ，μ，ν为方向余弦，所以

λ２＋μ
２＋ν２＝１．

又设ｔ０ 为已知条件中椭球面上那点所对应的参数．所以

１
ｒ２ ＝ １

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝
１

（λｔ０）２＋（μｔ０）２＋（νｔ０）２

＝ １
（λ２＋μ

２＋ν２）ｔ２
０
＝λ２

ａ２＋μ
２

ｂ２ ＋ν２

ｃ２ ．

习　题　５

１．已知｜ａ｜＝３，｜ｂ｜＝２，（ａ，ｂ）
∧

＝２
３π，求Ｐｒｊａｂ 及｜（ａ＋ｂ）×（ａ－ｂ）｜．

２．求以向量ａ＝ｍ＋２ｎ和ｂ＝ｍ－３ｎ为边的三角形的面积，其中｜ｍ｜＝５，｜ｎ｜＝３，（ｍ，ｎ）
∧

＝π
６．

３．设｜ａ｜＝２，｜ｂ｜＝３试求（ａ×ｂ）２＋（ａ·ｂ）２．

４．求过点（２，０，－１）且与直线
ｘ－２ｙ＋４ｚ－７＝０
３ｘ＋５ｙ－２ｚ＋｛ １＝０

垂直的平面方程．

５．求直线
ｘ＋ｙ＋３ｚ＝０
ｘ－ｙ－ｚ＝｛ ０

和平面ｘ－ｙ－ｚ＋１＝０间的夹角φ．

６．设一平面在三坐标轴上的截点分别为ａ，ｂ，ｃ（均为非零常数），试求该平面到原点的距离．
７．求过两点 Ｍ１（８，－３，１）和 Ｍ２（４，７，２），且垂直于平面３ｘ＋５ｙ－７ｚ－７１＝０的平面方程．

８．求过直线ｘ＋５
３ ＝ｙ－２

１ ＝ｚ
４

且垂直于平面ｘ＋ｙ－ｚ＋１５＝０的平面方程．

９．设有直线ｌ：ｘ－３
－２＝ｙ－４

２ ＝ｚ－４
１

及点Ａ（１，２，１），在ｌ上求一点Ｐ，使｜ＡＰ｜的长度为最短．

１０．求过一点（－１，２，－３）且平行于平面６ｘ－２ｙ－３ｚ＋１＝０又 与 直 线ｘ－１
３ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ－３
－５

相 交 的 直 线

方程．

１１．确定λ，使直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋２

２ ＝ｚ－１
λ

垂直于平面π１：３ｘ＋６ｙ＋３ｚ＋２５＝０并求该直线在平面π２：ｘ－ｙ

＋ｚ－２＝０上的投影方程．
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１２．在一切过直线
ｘ＋ｙ＋ｚ＋１＝０
２ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ ０

的平面中求出与原点的距离最大的平面．

简答与提示

１．Ｐｒｊａｂ＝ａ·ｂ
｜ａ｜＝｜ｂ｜ｃｏｓ（ａ，ｂ

∧
）＝２ －（ ）１

２ ＝－１．

｜（ａ＋ｂ）×（ａ－ｂ）｜＝２｜ａ×ｂ｜＝２｜ａ｜｜ｂ｜ｓｉｎ（ａ，ｂ
∧

）＝２·３·２·槡３
２＝ 槡６ ３．

２．设三角形面积Ｓ＝１
２｜ａ×ｂ｜，现ａ×ｂ＝５ｎ×ｍ

所以 Ｓ＝１
２｜ａ×ｂ｜＝５

２｜ｎ×ｍ｜

＝５
２｜ｎ｜｜ｍ｜ｓｉｎ〈ｎ，ｍ

∧
〉＝５

２
·３·５ｓｉｎπ

６＝７５
４．

３．（ａ×ｂ）２＋（ａ·ｂ）２ ＝｜ａ×ｂ｜２＋｜ａ·ｂ｜２＝｜ａ｜２｜ｂ｜２ｓｉｎ２（ａ，ｂ
∧

）＋｜ａ｜２｜ｂ｜２ｃｏｓ２（ａ，ｂ
∧

）

＝｜ａ｜２｜ｂ｜２＝２２·３２＝３６．

４．直线方向向量ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ －２ ４
３ ５ －２

＝｛－１６，１４，１１｝．现所求平面的法向量ｎ＝ｓ，故平面方程为－１６（ｘ

－２）＋１４（ｙ－０）＋１１（ｚ＋３）＝０即１６ｘ－１４ｙ－１１ｚ－６５＝０．

５．ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ １ ３
１ －１ －１

＝｛２，４，－２｝＝２｛１，２，－１｝，ｎ＝｛１，－１，－１｝，ｓｉｎφ＝ ｓ·ｎ
｜ｓ｜｜ｎ｜＝０，所以φ＝０．

６．平面的截距式方程 为 ｘ
ａ ＋ｙ

ｂ ＋ｚ
ｃ ＝１，或 ｂｃｘ＋ａｃｙ＋ａｂｚ－ａｂｃ＝０，由 点 到 平 面 的 距 离 公 式 ｄ＝

｜ａｂｃ｜
（ｂｃ）２＋（ａｃ）２＋（ａｂ）槡 ２

．

７．Ｍ１Ｍ→
２＝｛－４，１０，１｝，取ｎ＝ｎ１×Ｍ１Ｍ→

２＝｛３，５，－７｝×｛－４，１０，１｝＝｛７５，２５，５０｝．故平面方程为７５（ｘ
－８）＋２５（ｙ＋３）＋５０（ｚ－１）＝０，化简得３ｘ＋ｙ＋２ｚ－２３＝０．

８．设 （ｘ，ｙ，ｚ）在 所 求 平 面 上，则 ｛ｘ＋５，ｙ－２，ｚ＋０｝，｛３，１，４｝，｛１，１，－１｝共 面，即

ｘ＋５ ｙ－２ ｚ－０
３ １ ４
１ １ －１

＝０，整理得５ｘ－７ｙ－２ｚ＋３９＝０．

９．设Ｐ：
ｘ＝３－２ｔ
ｙ＝４＋２ｔ
ｚ＝４＋

烅
烄

烆 ｔ

，→ＡＰ＝｛２－２ｔ，２＋２ｔ，３＋ｔ｝，于是｜→ＡＰ｜２＝（３ｔ＋１）２＋１６，这样｜→ＡＰ｜最小值为４．

１０．设所求直线方程为ｘ＋１
ｍ ＝ｙ－２

ｎ ＝ｚ＋３
ｐ ．由于所求直线与已知直线相交，故它们共面，这样

－１－１ ２－（－１） －３－３
３ ２ －５
ｍ ｎ ｐ

＝０．

又，所求直线与已知平面平行，即有６ｍ－２ｎ－３ｐ＝０，联立上述方程，可得ｓ＝｛ｍ，ｎ，ｐ｝＝｛２，－３，６｝．

１１．由１
３＝２

６＝λ
３

得λ＝１，作过直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋２

２ ＝ｚ－１
１

且垂直于π２ 的平面方程

—７２１—

高等数学



π：
ｘ－１ ｙ＋２ ｚ－１
１ ２ １
１ －１ １

＝０，

即ｘ－ｚ＝０，所以所求投影方程为
ｘ－ｙ＋ｚ－２＝０
ｘ－ｚ＝｛ ０

．

１２．设ｘ＋ｙ＋ｚ＋１＋λ（２ｘ＋ｙ＋ｚ）＝０

即 （１＋２λ）ｘ＋（１＋λ）ｙ＋（１＋λ）ｚ＋１＝０

现要ｄ２＝ １
（１＋２λ）２＋（１＋λ）２＋（１＋λ）２

最大，即使 （１＋２λ）２＋２（１＋λ）２ 最小．由上式＝６（λ＋２
３

）２＋１
３

，

所以，λ＝－２
３

时， ｘ－ｙ－ｚ＋３＝０．
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第六章　多元函数微分学及其应用

多元函数微分学及其应用对报考不同专业的考生都有不同程度的要求．本章也是学习多元 函 数 积 分 学

的重要基础之一．用对比和分析的方法与一元函数微分学中相应概念和理论联系起来复习，既有助于理解和

掌握多元函数微分学的概念、定理、公式等，也有助于复习巩固一元函数微分学中的相应知识．

一、复习与考试要求

（１）理解多元函数的概念
（２）了解二元函数的极限与连续性的概念及有界闭区域上连续函数的性质
（３）理解偏导数和全微分的概念，了解全微分存在的必要条件和充分条件
（４）理解方向导数与梯度的概念并掌握其计算法
（５）掌握复合函数一阶、二阶偏导数的求法
（６）会求隐函数（包括由方程组确定的隐函数）的偏导数
（７）了解空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念，会求它的方程
（８）了解二元函数的二阶泰勒公式
（９）理解多元函数极值和条件极值的概念，掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元函数极值存在

的充分条件，会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值，会求简单多元函数的最大 值 和 最 小 值

并会解决一些简单的应用问题

二、基本概念与理论

１．多元函数的基本概念

（１）函数：设 Ｄ 是平面上的一个点集 若对于每个点Ｐ（ｘ，ｙ）∈Ｄ，变 量ｚ按 照 一 定 法 则 总 有 确 定 的 值

和它对应，则称ｚ是变量ｘ，ｙ的二元函数，记作ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）
（２）极限：设函数ｆ（ｘ，ｙ）在开区域（或闭区域）Ｄ 内有定义，Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是Ｄ 的内点或边界点 若对于任

意给定的正数ε，总存在正数δ，使得对适合不等式０＜｜ＰＰ０｜＝ （ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）槡 ２＜δ的一切点Ｐ（ｘ，ｙ）

∈Ｄ，都有｜ｆ（ｘ，ｙ）－Ａ｜＜ε成立，则称常数Ａ 为 函 数ｆ（ｘ，ｙ）当ｘ→ｘ０，ｙ→ｙ０ 时 的 极 限，记 作ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｙ→ｙ０

ｆ（ｘ，ｙ）＝

Ａ
（３）连续：设函数ｆ（ｘ，ｙ）在开区域（或闭区域）Ｄ 内 有 定 义，Ｐ（ｘ０，ｙ０）是 Ｄ 的 内 点 或 边 界 点 且Ｐ０∈Ｄ

若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｙ→ｙ０

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ０，ｙ０）则称函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）连续

２ 有界闭区域上连续函数的性质

（１）最大值和最小值定理：在有界闭区域 Ｄ 上多元连续函数，在 Ｄ 上一定有最大值和最小值
（２）介值定理：在有界闭区域Ｄ 上多元连续函数，若在Ｄ 上取得两个不同的函数值，则它在Ｄ 上取得介

于这两个值之间的任何值至少一次

３ 二元函数的连续、偏导数、全微分等的相互关系

一阶偏导数连续函数可微

函数连续；
偏导数存在；烅

烄

烆方向导数存在

４ 复合函数求导的链式法则

若函数ｕ＝φ（ｘ，ｙ），ｖ＝ψ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）处有偏导数，函数ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ）在对应点（ｕ，ｖ）有连续偏导数，则

复合函数
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ｚ＝ｆ［φ（ｘ，ｙ），ψ（ｘ，ｙ）］

在点（ｘ，ｙ）关于ｘ与ｙ 有偏导数，计算公式如下：

ｚ
ｘ＝ｚ

ｕ
·ｕ
ｘ＋ｚ

ｖ
·ｖ
ｘ

，　ｚ
ｙ＝ｚ

ｕ
·ｕ
ｙ＋ｚ

ｖ
·ｖ
ｙ．

５．隐函数求导公式

若函数Ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的某一邻域内具有连 续 的 偏 导 数 且Ｆ（ｘ０，ｙ０）＝０，Ｆｙ（ｘ０，ｙ０）≠０，则 方

程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０在ｘ０ 的某一邻域 内 能 惟 一 确 定 一 个 单 值 可 导 且 具 有 连 续 导 数 的 函 数ｙ＝ｆ（ｘ），它 满 足 条 件

ｙ０＝ｆ（ｘ０），并有计算公式：

ｄｙ
ｄｘ＝－

Ｆｘ

Ｆｙ
（Ｆｙ≠０）．

类似地，当方程Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０能确定隐函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ），则有计算公式如下：

ｚ
ｘ＝－

Ｆｘ

Ｆｚ
，　ｚ

ｙ＝－
Ｆｙ

Ｆｚ
　（Ｆｚ≠０）．

６．空间曲线的切线与法平面方程

设空间曲线Γ的参数方程为ｘ＝φ（ｔ），ｙ＝ψ（ｔ），ｚ＝ω（ｔ），其 中φ（ｔ），ψ（ｔ），ω（ｔ）都 是ｔ的 可 导 函 数，又，

Ｍ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）是曲线Γ上的一点，其对应的参数值为ｔ０，且φ′（ｔ０），ψ′（ｔ０），ω′（ｔ０）不同时为零，则在 Ｍ０ 处

切线方程为
ｘ－ｘ０

φ′（ｔ０）
＝ｙ－ｙ０

ψ′（ｔ０）
＝
ｚ－ｚ０

ω′（ｔ０）
．

法平面方程为φ′（ｔ０）（ｘ－ｘ０）＋ψ′（ｔ０）（ｙ－ｙ０）＋ω′（ｔ０）（ｚ－ｚ０）＝０．
７．曲面的切平面与法线方程

设曲面的方程为Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０，其中Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）有不全为０的偏导数，则在点 Ｍ０（ｘ０，

ｙ０，ｚ０）处，切平面方程为Ｆｘ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）（ｘ－ｘ０）＋Ｆｙ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）（ｙ－ｙ０）＋Ｆｚ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）（ｚ－ｚ０）＝０．

法线方程为
ｘ－ｘ０

Ｆｘ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
＝ ｙ－ｙ０

Ｆｙ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
＝

ｚ－ｚ０

Ｆｚ（ｘ０，ｙ，０ｚ０）
．

８．二元函数取得极值的必要条件和充分条件

（１）必要条件：设函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处 具 有 偏 导 数，且 在 点（ｘ０，ｙ０）处 有 极 值，则 它 在 该 点 的

偏导数均为零，即

ｆｘ（ｘ０，ｙ０）＝０，　ｆｙ（ｘ０，ｙ０）＝０．

（２）充分条件：设函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在 点（ｘ０，ｙ０）的 某 一 邻 域 内 连 续，且 有 一 阶 和 二 阶 连 续 偏 导 数，又，

ｆｘ（ｘ０，ｙ０）＝０，ｆｙ（ｘ０，ｙ０）＝０，记

ｆｘｘ（ｘ０，ｙ０）＝Ａ，　ｆｘｙ（ｘ０，ｙ０）＝Ｂ，　ｆｙｙ（ｘ０，ｙ０）＝Ｃ，

则ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）处是否取得极值的条件如下：

① ＡＣ－Ｂ２＞０时具有极值，且当Ａ＜０时，有极大值，当Ａ＞０时，有极小值；

② ＡＣ－Ｂ２＜０时没有极值；

③ ＡＣ－Ｂ２＝０时是否有极值，还需另作讨论．
９．条件极值（拉格朗日乘数法）
设ｆ（ｘ，ｙ），φ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）的某一邻域内都有连续偏导数，且φｙ（ｘ０，ｙ０）≠０，引进辅助函数：

Ｆ（ｘ，ｙ，λ）＝ｆ（ｘ，ｙ）＋λφ（ｘ，ｙ），

其中λ为某一常数，解联立方程组

ｆｘ（ｘ，ｙ）＋λφｘ（ｘ，ｙ）＝０

ｆｙ（ｘ，ｙ）＋λφｙ（ｘ，ｙ）＝０

φ（ｘ，ｙ）＝０
烅
烄

烆 ，

则（ｘ０，ｙ０）是函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在条件φ（ｘ，ｙ）＝０下的可能极值点．
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１０．全微分及全微分存在的必要条件和充分条件

若函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）处可微分，则它的全微分，记作ｄｚ，由下式给出：

ｄｚ＝ｚ
ｘｄｘ＋ｚ

ｙｄｙ．

（１）必要条件：若函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）可微，则函数在该点的各偏导数一定存在；

（２）充分条件：若函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的偏导数ｚ
ｘ

，ｚ
ｙ

在点（ｘ，ｙ）处连续，则函数在该点的全微分存在．

１１．二阶混合偏导数次序可交换的条件

若函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的 两 个 混 合 偏 导 数ｆｘｙ （ｘ，ｙ），ｆｙｘ （ｘ，ｙ）在 区 域 Ｄ 内 连 续，则 在 Ｄ 内ｆｘｙ（ｘ，ｙ）＝

ｆｙｘ（ｘ，ｙ）．
１２．方向导数与梯度

（１）若函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）是可微分的，则函数在该点沿任一方向ｌ的方向导数都存在，且有

ｆ
ｌ＝ｆ

ｘｃｏｓφ＋ｆ
ｙｓｉｎφ

其中φ为ｘ 轴正向到方向ｌ的转角．
类似地，可微函数ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在点（ｘ，ｙ，ｚ）处沿方向ｌ的方向导数为

ｆ
ｌ＝ｆ

ｘｃｏｓα＋ｆ
ｙｃｏｓβ＋ｆ

ｚｃｏｓγ
，

其中ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ为方向ｌ的方向余弦．

（２）设函数在平面区域 Ｄ 内具有一阶连续偏导数，对 于 每 一 点（ｘ，ｙ）∈Ｄ，定 义 一 个 向 量ｆ
ｘｉ＋ｆ

ｙｊ
，称

为函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）的梯度，记作ｇｒａｄｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ
ｘｉ＋ｆ

ｙｊ．

类似地，函数ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）的梯度为

ｇｒａｄｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｆ
ｘｉ＋ｆ

ｙｊ＋ｆ
ｚｋ．

三、基本题型与解题方法

１．函数定义域

例６１　求下列函数的定义域：

（１）ｆ（ｘ，ｙ）＝ ４ｘ２＋ｙ２－槡 １；　　　　　　　　　　（２）ｆ（ｘ，ｙ）＝ｌｎ（ｘｙ）；

（３）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｙ２－槡 １＋ｌｎ（４－ｘ２－ｙ２－ｚ２）； （４）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ａｒｃｓｉｎｘ２－ｙ２

ｘ２＋ｙ２．

解　（１）４ｘ２＋ｙ２≤１，椭圆ｘ２

１
４

＋ｙ２≤１内部与边界．

（２）ｘｙ＞０，即ｘ＞０，且ｙ＞０与ｘ＜０，ｙ＜０．
（３）｜ｙ｜≥１且ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＜４．
（４）由于ａｒｃｓｉｎｕ的定义域为｜ｕ｜≤１，而｜ｘ２－ｙ２｜≤ｘ２＋ｙ２，所以定义域为ｘ２＋ｙ２≠０．

例６２　已知ｆ ｘ＋ｙ，ｙ（ ）ｘ ＝ｘ２－ｙ２，试求ｆ（ｘ，ｙ）．

解　由于ｘ２－ｙ２＝（ｘ－ｙ）（ｘ＋ｙ）＝ｘ－ｙ
ｘ＋ｙ

（ｘ＋ｙ）２＝
１－ｙ

ｘ

１＋ｙ
ｘ

（ｘ＋ｙ）２，ｙ
ｘ ≠－１，ｙ

ｘ ＝－１时ｘ２－ｙ２＝０．

所以

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１－ｙ
１＋ｙｘ

２， ｙ≠－１；

０， ｙ＝－１
烅
烄

烆 ．
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２．二重极限

例６３　求极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

（３
槡ｘ＋ｙ）ｓｉｎ１

ｘｃｏｓ１
ｙ

； （２）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２＋ｙ２

｜ｘ｜＋｜ｙ｜．

解　（１）原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

３
槡ｘｓｉｎ１

ｘｃｏｓ１
ｙ＋ｙｓｉｎ１

ｘｃｏｓ１（ ）ｙ ＝０＋０＝０．

（２）原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２

｜ｘ｜＋｜ｙ｜＋ ｙ２

｜ｘ｜＋｜ｙ（ ）｜ ＝０＋０＝０．

注　题（１）的关键在于充分利用无穷小量与有界量之积为无穷小量．
例６４　求极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｓｉｎ（ｘ４＋ｙ４）
ｘ２＋ｙ２ ； （２）ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ→０

（１＋ｘ２ｙ２）
１

ｘ２＋ｙ
２；

（３）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２ｙ２ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）； （４）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

１＋ｘ２＋ｙ槡 ２－１
｜ｘ｜＋｜ｙ｜ ．

解　（１）原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ４＋ｙ４

ｘ２＋ｙ２＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ４

ｘ２＋ｙ２＋
ｙ４

ｘ２＋ｙ（ ）２ ＝０＋０＝０．

（２）原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

（１＋ｘ２ｙ２）
１

ｘ２ｙ［ ］２
ｘ２ｙ

２

ｘ２＋ｙ
２＝ｅ０＝１．

（３）由于ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２＋ｙ槡 ２ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）＝０，则

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２ｙ２

ｘ２＋ｙ槡 ２
· ｘ２＋ｙ槡 ２ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）＝０·０＝０．

（４）当ｘ→０，ｙ→０时，ｘ２＋ｙ２→０， １＋ｘ２＋ｙ槡 ２－１～１
２

（ｘ２＋ｙ２）．

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

１
２

（ｘ２＋ｙ２）

｜ｘ｜＋｜ｙ｜ ＝０．

注　计算多元函数极限时，经常利用一元函数极限的计算方法．如题（１）中利用ｘ４＋ｙ４→０时，ｓｉｎ（ｘ４＋ｙ４）

～ｘ４＋ｙ４，题（４）中利用ｘ２＋ｙ２→０时， １＋ｘ２＋ｙ槡 ２－１～１
２

（ｘ２＋ｙ２）．

例６５　下列极限是否存在？若存在，求极限值．

（１）ｌｉｍ
ｘ→∞
ｙ→∞

ｘ２＋ｙ２

１＋（ｘ－ｙ）４
； （２）ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ→０

（１＋ｘｙ）
１

ｘ＋ｙ
　（ｘ＋ｙ≠０）；

（３）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２ｙ２

ｘ２ｙ２＋（ｘ－ｙ）２
； （４）ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ→０

ｘ４＋３ｘ２ｙ２＋２ｘｙ３

（ｘ２＋ｙ２）２ ．

解　（１）令ｙ＝ｘ，

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｙ＝ｘ

ｘ２＋ｙ２

１＋（ｘ－ｙ）４＝ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ２＝∞．

所以原式极限不存在．
（２）令ｙ＝－ｘ＋ｘ３，

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１－ｘ２＋ｘ４）
１
３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
［（１－ｘ２＋ｘ４）

１

ｘ４－ｘ２］
ｘ４－ｘ２

ｘ３

ｌｉｍ
ｘ→０

（１－ｘ２＋ｘ４）
１

ｘ４－ｘ２＝ｅ．而ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ４－ｘ２

ｘ３ 不存在，所以，原式极限不存在．
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（３）当（ｘ，ｙ）沿ｙ＝ｘ趋于零时，

ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｘ２ｙ２

ｘ２ｙ２＋（ｘ－ｙ）２＝ｌｉｍｘ→０

ｘ４

ｘ４＝１．

当（ｘ，ｙ）沿ｙ＝２ｘ趋于零时，

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘ４

４ｘ４＋ｘ２＝０，

所以原式极限不存在．
（４）当（ｘ，ｙ）沿ｙ＝ｋｘ趋于零时，

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ４＋３ｋ２ｘ４＋２ｋ３ｘ４

（１＋ｋ２）２ｘ４ ＝１＋３ｋ２＋２ｋ３

（１＋ｋ２）２

与ｋ有关，则原式极限不存在．
３．函数的连续、可导与可微性

例６６　设ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）定义在全平面上，

（１）若ｚ
ｘ≡０，试证ｚ＝ｆ（ｙ）； （２）若 ２ｚ

ｘｙ≡０，试证ｚ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｙ）．

证　（１）令ｆ（ｙ）＝ｚ（０，ｙ０），

任意固定ｙ０，记ｈ（ｘ）＝ｚ（ｘ，ｙ０），则ｈ′（ｘ）＝ｚ（ｘ，ｙ０）
ｘ ≡０，所以ｈ（ｘ）＝Ｃ．

从而 ｚ（ｘ，ｙ０）＝ｈ（ｘ）＝ｈ（０）＝ｚ（０，ｙ０）＝ｆ（ｙ０）．

由ｙ０ 的任意性，知ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｙ）．

（２）因为 
ｘ

ｚ
（ ）ｙ ＝ ２ｚ

ｘｙ≡０，由（１）知ｚ
ｙ＝ｇ１（ｙ），令ｚ（ｘ，０）＝ｆ（ｘ），任意固定ｘ０，考虑ｋ（ｙ）＝ｚ（ｘ０，ｙ），

则

ｋ′（ｙ）＝ｚ（ｘ０，ｙ）
ｙ ＝ｇ１（ｙ），

所以 ｋ（ｙ）＝∫
ｙ

０
ｇ１（ｔ）ｄｔ＋ｋ（０）．

记∫
ｙ

０
ｇ１（ｔ）ｄｔ＝ｇ（ｙ），则上式就是

ｚ（ｘ０，ｙ）＝ｇ（ｙ）＋ｚ（ｘ０，０）＝ｇ（ｙ）＋ｆ（ｘ０）．

由ｘ０ 的任意性知ｚ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｙ）＋ｆ（ｘ）．

例６７　证明方程ｙｕ
ｘ＋ｘｕ

ｙ＝０的解为ｕ＝ｆ（ｘ２－ｙ２），其中ｆ为任一可微函数．

证　令ｖ＝ｘ２－ｙ２，ｗ＝ｘｙ，则将ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）看成是（ｘ，ｙ）→（ｖ，ｗ）→ｕ的复合函数，这时

０＝ｙｕ
ｘ＋ｘｕ

ｙ＝ｙ ｕ
ｖ

ｖ
ｘ＋ｕ

ｗ
ｗ
（ ）ｘ ＋ｘ ｕ

ｖ
ｖ
ｙ＋ｕ

ｗ
ｗ
（ ）ｙ ＝（ｘ２＋ｙ２）ｕ

ｗ．

ｕ
ｗ＝０．

所以，ｕ仅与ｖ 有关，

ｕ＝ｆ（ｘ２－ｙ２）．

例６８　设ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ）是可微函数

（１）如果ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ）满足方程ｘ＝ｆ
ｘ＋ｙｆ

ｙ＝０，试证ｆ（ｘ，ｙ）在极坐标系里只与θ有关；

（２）如果ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ）满足１
ｘ

ｆ
ｘ＝１

ｙ
ｆ
ｙ

，试证ｆ（ｘ，ｙ）在极坐标系里只是ｒ的函数．
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证　（１） ｘ＝ｒｃｏｓθ，　ｙ＝ｒｓｉｎθ，

ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）

ｕ
ｒ＝ｆ

ｘ
ｘ
ｒ＋ｆ

ｙ
ｙ
ｒ＝ｆ

ｘｃｏｓθ＋ｆ
ｙｓｉｎθ＝１

ｒ ｘｆ
ｘ＋ｙｆ

（ ）ｙ ＝０．

则ｕ在极坐标系下只有θ有关，与ｒ无关．
（２）证明与上类似，略．

例６９　设ｆ（ｘ，ｙ）在区域 Ｄ 内可微，且 ｆ
（ ）ｘ

２

＋ ｆ
（ ）ｙ槡

２

≤Ｍ，Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２）是 Ｄ 内两点，线段

ＡＢ 包含在Ｄ 内，试证

｜ｆ（ｘ１，ｙ１）－ｆ（ｘ２，ｙ２）｜≤Ｍ｜ＡＢ｜，

其中｜ＡＢ｜表示线段ＡＢ 的长度．
证　作辅助函数

φ（ｔ）＝ｆ（ｘ１＋ｔ（ｘ２－ｘ１），ｙ１＋ｔ（ｙ２－ｙ１）），

显然φ（ｔ）在［０，１］上可导，根据拉格朗日定理，存在ｃ∈（０，１），使得

φ（１）－φ（０）＝φ′（ｃ）＝ｆ（ξ，η）
ｘ

（ｘ２－ｘ１）＋
ｆ（ξ，η）

ｙ
（ｙ２－ｙ１）．

其中 （ξ，η）＝（ｘ１＋ｃ（ｘ２－ｘ１），ｙ１＋ｃ（ｙ２－ｙ１）．

又 φ（１）＝ｆ（ｘ２，ｙ２），　φ（０）＝ｆ（ｘ１，ｙ１），

所以

　　｜ｆ（ｘ１，ｙ１）－ｆ（ｘ２，ｙ２）｜＝ ｆ（ξ，η）
ｘ

（ｘ２－ｘ１）－
ｆ（ξ，η）

ｙ
（ｙ２－ｙ１）

≤ ｆ（ξ，η）
（ ）ｘ

２

＋ ｆ（ξ，η）
（ ）ｙ［ ］２ １／２

·［（ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）２］１
／２

≤Ｍ｜ＡＢ｜．

例６１０　设ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）二次可微，且ｆ
ｙ≠０，试证对任意的常数Ｃ，ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ 为一直线的充要条件是

ｆ
（ ）ｙ

２２ｆ
ｘ２－２ｆ

ｘ
ｆ
ｙ

２ｆ
ｘｙ＋ ｆ

（ ）ｘ

２２ｆ
ｙ２＝０．

证　由ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ 决定了隐函数ｙ＝ｙ（ｘ），且ｄｙ
ｄｘ＝－ｆ′ｘ

ｆ′ｙ
，则

ｄ２ｙ
ｄｘ２＝

－ｆ′ｘｘ－ｆ′ｘｙ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ ｆ′ｙ＋ ｆ′ｙｘ＋ｆ′ｙｙ

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ ｆ′ｘ

ｆ′ｙ
２ ＝－ｆ′ｘｘｆ′ｙ

２－２ｆ′ｘｙｆ′ｘｆ′ｙ＋ｆ′ｇｙｆ′ｘ
２

ｆ′ｙ
３ ．

因此ｙ＝ｙ（ｘ），即ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ 为直线的充要条件是ｄ２ｙ
ｄｘ２＝０，由刚才推导的式子即得

２ｆ
ｘ２

ｆ
（ ）ｙ

２

－２ｆ
ｙ

ｆ
ｘ

２ｆ
ｘｙ＋２ｆ

ｙ２
ｆ
（ ）ｘ

２

＝０．

例６１１　φ（ｘ，ｙ）连续，ψ（ｘ，ｙ）＝｜ｘ－ｙ｜φ（ｘ，ｙ），研究ψ（ｘ，ｙ）在原点的可微性．

解 ψ′ｘ（０，０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ψ（ｘ，０）－ψ（０，０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

｜ｘ｜φ（ｘ，０）
ｘ

＝ φ（０，０）， ｘ→０＋ ；

－φ（０，０）， ｘ→０－｛ ．
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同理 ｌｉｍ
ｙ→０

ψ（０，ｙ）－ψ（０，０）
ｙ ＝ φ（０，０）， ｙ→０＋ ；

－φ（０，０）， ｙ→０－｛ ．

从而可知φ（０，０）≠０时，ψ（ｘ，ｙ）在原点不可导，故不可微．
若φ（０，０）＝０，则ψ′ｘ（０，０）＝ψ′ｙ（０，０）＝０，且

ψ（ｘ，ｙ）－ψ（０，０）－０·ｘ－０·ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ ψ（ｘ，ｙ）

ｘ２＋ｙ槡 ２

≤｜ｘ｜＋｜ｙ｜
ｘ２＋ｙ槡 ２

·｜φ（ｘ，ｙ）｜

≤２｜φ（ｘ，ｙ）｜→０　（当（ｘ，ｙ）→（０，０）），

故ψ（ｘ，ｙ）在（０，０）点可微．

例６１２　设ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘｙ

ｘ２＋ｙ槡 ２
， ｘ２＋ｙ２≠０；

０， ｘ２＋ｙ２＝０
烅
烄

烆 ，
证明：ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）的邻域内连续，且有一阶偏导数ｆ′ｘ（ｘ，ｙ），ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）．问ｆ（ｘ，ｙ）在 点（０，０）处 是

否可微？说明理由．

证　当ｘ２＋ｙ２≠０时，显然ｆ（ｘ，ｙ）连续，而当ρ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２→０时

｜ｆ（ｘ，ｙ）－ｆ（０，０）｜＝ ｜ｘｙ｜
ｘ２＋ｙ槡 ２

≤ ｘ２＋ｙ槡 ２

２ →０，

故ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）也连续．
又当ｘ２＋ｙ２≠０时，显然有一阶偏导数：

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝ ｙ３

（ｘ２＋ｙ２）３／２
，　ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝ ｘ３

（ｘ２＋ｙ２）３／２．

而ｆ′ｘ（０，０）＝０，ｆ′ｙ（０，０）＝０，但当点Ｐ（ｘ，ｙ）沿直线ｙ＝ｘ趋于（０，０）时，

Δｆ－［ｆ′ｘ（０，０）Δｘ＋ｆ′ｙ（０，０）Δｙ］

ρ
＝ Δｘ·Δｙ

（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２
· １

（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２
＝Δｘ·Δｙ
２（Δｘ）２ ＝１

２
，

它不随ρ→０而趋于０，故函数在（０，０）处不可微．

例６１３　设ｆ（ｘ，ｙ）＝
｜ｘｙ槡 ｜

ｘ２＋ｙ２ｓｉｎ（ｘ
２＋ｙ２）， ｘ２＋ｙ２≠０；

０， ｘ２＋ｙ２＝０
烅
烄

烆 ，
试问：（１）ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）点是否连续？为什么？（２）ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）点是否可微？为什么？

解　（１）因ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｓｉｎ（ｘ２＋ｙ２）
ｘ２＋ｙ２ ＝１，所以ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）＝０＝ｆ（０，０）．故ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）点连续．

（２） ｆ′ｘ（０，０）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（０＋Δｘ，０）－ｆ（０，０）
Δｘ ＝０，　ｆ′ｙ（０，０）＝ｌｉｍ

Δｙ→０

ｆ（０，０＋Δｙ）－ｆ（０，０）
Δｙ ＝０，

Δｆ＝ ｜ΔｘΔｙ槡 ｜
（Δｘ）２＋（Δｙ）２ｓｉｎ

［（Δｘ）２＋（Δｙ）２］．

当点Ｐ（ｘ，ｙ）沿着直线ｙ＝ｘ趋于（０，０）时，

Δｆ－［ｆ′ｘ（０，０）Δｘ＋ｆ′ｙ（０，０）Δｙ］

ρ
＝ ｜ΔｘΔｙ槡 ｜ｓｉｎ［（Δｘ）２＋（Δｙ）２］

［（Δｘ）２＋（Δｙ）２］３／２

＝１
槡２

·ｓｉｎ２（Δｘ）２

２（Δｘ）２ →１
槡２

≠０，

故ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）点不可微．
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例６１４　设ｆ（ｘ，ｙ）＝｜ｘ－ｙ｜φ（ｘ，ｙ），其中φ（ｘ，ｙ）在点（０，０）的邻域内连续，问

（１）φ（ｘ，ｙ）满足什么条件，偏导数ｆ′ｘ（０，０），ｆ′ｙ（０，０）存在；
（２）φ（ｘ，ｙ）满足什么条件，ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处可微．
解　（１）

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（０＋ｘ，０）－ｆ（０，０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘφ（ｘ，０）－０
ｘ ＝φ（０，０），

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（０＋ｘ，０）－ｆ（０，０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－
［－φ（ｘ，０）］＝－φ（０，０），

ｌｉｍ
ｙ→０＋

ｆ（０，０＋ｙ）－ｆ（０，０）
ｙ ＝ｌｉｍ

ｙ→０＋

ｙφ（０，ｙ）
ｙ ＝φ（０，０），

ｌｉｍ
ｙ→０－

ｆ（０，０＋ｙ）－ｆ（０，０）
ｙ ＝ｌｉｍ

ｙ→０－
［－φ（０，ｙ）］＝－φ（０，０）．

容易看出，若φ（０，０）＝０，则偏导数ｆ′ｘ（０，０），ｆ′ｙ（０，０）存在且ｆ′ｘ（０，０）＝ｆ′ｙ（０，０）＝０．

（２） Δｆ＝ｆ（０＋Δｘ，０＋Δｙ）－ｆ（０，０）＝｜Δｘ－Δｙ｜φ（Δｘ，Δｙ），

显然 ｜Δｘ－Δｙ｜
（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２

≤ ｜Δｘ｜＋｜Δｙ｜
（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２

≤２，

故若φ（０，０）＝０，当 （Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２＝ρ→０时，有

Δｆ－［ｆ′ｘ（０，０）Δｘ＋ｆ′ｙ（０，０）Δｙ］

（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２
＝｜Δｘ－Δｙ｜φ（Δｘ，Δｙ）

（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２
→０．

所以当φ（０，０）＝０时，ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处可微．
例６１５　研究函数

ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝
（ｘ２＋ｙ２）ｓｉｎ １

ｘ２＋ｙ２， （ｘ，ｙ）≠（０，０）；

０， （ｘ，ｙ）＝（０，０
烅
烄

烆 ）

在点（０，０）处的可微性与偏导数的连续性．
解　（１）先求函数ｆ（ｘ，ｙ）的偏导数：

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝

２ｘｓｉｎ １
ｘ２＋ｙ２－

２ｘ
ｘ２＋ｙ２ｃｏｓ

１
ｘ２＋ｙ２， （ｘ，ｙ）≠（０，０）；

ｌｉｍ
Δｘ→０

（Δｘ）２ｓｉｎ １
（Δｘ）２

Δｘ ＝０， （ｘ，ｙ）＝（０，０）

烅

烄

烆 ．

同理，有

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝
２ｙｓｉｎ １

ｘ２＋ｙ２－
２ｙ

ｘ２＋ｙ２ｃｏｓ
１

ｘ２＋ｙ２， （ｘ，ｙ）≠（０，０）；

０， （ｘ，ｙ）＝（０，０）
烅
烄

烆 ．

（２）再证明ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处不连续．
当点（ｘ，ｙ）沿着ｘ轴（即ｙ＝０）趋于点（０，０）时，

ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ＝０

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′ｘ（ｘ，０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘｓｉｎ１
ｘ２－

２
ｘｃｏｓ１

ｘ（ ）２ ，

因为ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘｓｉｎ１
ｘ２＝０，而当ｘ→０时，２

ｘｃｏｓ１
ｘ２ 的极限不存在，所以当ｘ→０时，ｆ′ｘ（ｘ，０）＝２ｘｓｉｎ１

ｘ２－２
ｘｃｏｓ１

ｘ２

的极限不存在，于是当（ｘ，ｙ）→（０，０）时，ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）的极限不存在，从而可知ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处不连续．
（３）最后证明ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处可微．
事实上，ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处的全增量
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Δｚ＝ｆ（０＋Δｘ，０＋Δｙ）－ｆ（０，０）＝［（Δｘ）２＋（Δｙ）２］ｓｉｎ １
（Δｘ）２＋（Δｙ）２－０＝ρ

２ｓｉｎ１
ρ

２ ，

其中ρ＝ （Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２，则有

ｌｉｍ
ρ→０

ρ
２ｓｉｎ１

ρ
２

ρ
＝ｌｉｍ

ρ→０ρｓｉｎ
１
ρ

２ ＝０，

取ρ
２ｓｉｎ１

ρ
２ 是比ρ高阶的无穷小（当ρ→０时），记为ρ

２ｓｉｎ１
ρ

２ ＝Ｏ（ρ）．所以

Δｚ＝０Δｘ＋０Δｙ＋Ｏ（ρ）．

根据全微分的定义，函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处可微．
本题说明，偏导数ｆ′ｘ（ｘ，ｙ），ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）存在且连续并非函数ｆ（ｘ，ｙ）可微的必要条件．
４．偏导计算

例６１６　设ｆ，ｇ为连续可微函数

ｕ＝ｆ（ｘ，ｘｙ），　ｖ＝ｇ（ｘ＋ｘｙ），

求ｕ
ｘ

·ｖ
ｘ．

解　设 ｗ＝ｘｙ．

ｕ
ｘ＝ｆ

ｘ＋ｙｆ
ｗ

，　ｖ
ｘ＝（１＋ｙ）ｇ′，　ｕ

ｘ
·ｖ
ｘ＝（１＋ｙ）ｇ′· ｆ

ｘ＋ｙｆ
（ ）ｗ ．

例６１７　设ｚ＝ｆ（ｕ，ｘ，ｙ），ｕ＝ｘｅｙ，其中ｆ具有二阶连续偏导数，求 ２ｚ
ｘｙ．

解　　　　　　　　ｚ
ｘ＝ｆ′ｕ

ｕ
ｘ＋ｆ′ｘ＝ｆ′ｕ·ｅｙ＋ｆ′ｘ

２ｚ
ｘｙ＝ ｆ″ｕｕ·ｕ

ｙ＋ｆ″ｕ（ ）ｙ ｅｙ＋ｆ′ｕ·ｅｙ＋ｆ″ｘｕ·ｕ
ｙ＋ｆ″ｘｙ

＝ｆ″ｕｕ·ｘｅ２ｙ＋ｆ″ｕｙｅ
ｙ＋ｆ′ｕ·ｅｙ＋ｆ″ｘｕｘｅｙ＋ｆ″ｘｙ．

例６１８　设ｚ＝ｆ（２ｘ－ｙ）＋ｇ（ｘ，ｘｙ），其中函数ｆ（ｔ）二阶可导，ｇ（ｕ，ｖ）具有连续二阶偏导数，求 ２ｚ
ｘｙ．

解 ｚ
ｘ＝２ｆ′＋ｇｕ＋ｙｇｖ，　

２ｚ
ｘｙ＝－２ｆ″＋ｘｇｕｖ＋ｘｙｇｖｖ＋ｇｖ．

例６１９　设ｚ＝ｆ（ｅｘｓｉｎｙ，ｘ２＋ｙ２），其中ｆ具有二阶连续偏导数，求 ２ｚ
ｘｙ．

解　　　ｚ
ｘ＝ｅｘｓｉｎｙｆ′１＋２ｘｆ′２，

２ｚ
ｘｙ＝ｆ″１１ｅ

２ｘｓｉｎｙｃｏｓｙ＋２ｅｘ（ｙｓｉｎｙ＋ｘｃｏｓｙ）ｆ″１２＋４ｘｙｆ″２２＋ｆ′１ｅ
ｘｃｏｓｙ．

例６２０　设ｚ＝ｘ３ｆ ｘｙ，ｙ（ ）ｘ
，ｆ具有连续二阶偏导数，求ｚ

ｙ
，

２ｚ
ｙ２及 ２ｚ

ｘｙ．

解　ｚ
ｙ＝ｘ４ｆ′１＋ｘ２ｆ′２，

２ｚ
ｙ２＝ｘ４ ｘｆ″１１＋

１
ｘｆ″［ ］１２ ＋ｘ２ ｘｆ″２１＋

１
ｘｆ″［ ］２２ ＝ｘ５ｆ″１１＋２ｘ３ｆ″１２＋ｘｆ″２２，

２ｚ
ｘｙ＝４ｘ３ｆ′１＋ｘ４ ｙｆ″１１－

ｙ
ｘ２ｆ″［ ］１２ ＋２ｘｆ′２＋ｘ２ ｙｆ″２１－

ｙ
ｘ２ｆ″［ ］２２ ＝４ｘ３ｆ′１＋２ｘｆ′２＋ｘ４ｙｆ″１１－ｙｆ″２２．
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例６２１　设方程ｚ＋ｘｙ＝ｆ（ｘｚ，ｙｚ）确定可微函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ），求ｚ
ｘ．

解　在ｚ＋ｘｙ＝ｆ（ｘｚ，ｙｚ）两边同时对ｘ求导，得

ｚ
ｘ＋ｙ＝ｆ′１ ｚ＋ｘｚ

（ ）ｙ ＋ｆ′２ｙ
ｚ
ｘ

解得 ｚ
ｘ＝ ｆ′１ｚ－ｙ

１－ｆ′１ｘ－ｆ′２ｙ
．

例６２２　设ｕ（ｘ，ｙ）有连续的二阶偏导数，Ｆ（ｓ，ｔ）有 连 续 的 一 阶 偏 导 数，且 满 足Ｆ（ｕ′ｘ，ｕ′ｙ）＝０，（Ｆ′ｓ）２＋
（Ｆ′ｔ）２≠０．

证明：ｕ″ｘｘ·ｕ″ｙｙ－（ｕ″ｘｙ）２＝０．
证　令ｕ′ｘ＝ｓ，ｕ′ｙ＝ｔ．

由Ｆ（ｕ′ｘ，ｕ′ｙ）＝０，可知
Ｆ′ｘ（ｕ′ｘ，ｕ′ｙ）＝０

Ｆ′ｙ（ｕ′ｘ，ｕ′ｙ）＝
｛ ０

即
Ｆ′ｓｕ″ｘｘ＋Ｆ′ｔｕ″ｙｘ＝０，

Ｆ′ｓｕ″ｘｙ＋Ｆ′ｔｕ″ｙｙ＝０｛ ．

即有 Ｆ′ｓ·Ｆ′ｔ·ｕ″ｘｘｕ″ｙｙ＝Ｆ′ｔＦ′ｓ（ｕ″ｘｙ）２

所以 ｕ″ｘｘｕ″ｙｙ－（ｕ″ｘｙ）２＝０．

例６２３　设ｙ＝ｙ（ｘ），ｚ＝ｚ（ｘ）是由方程ｚ＝ｘｆ（ｘ＋ｙ）和Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０所确定的函数，其中ｆ和Ｆ 分别

具有一阶连续导数和一阶连续偏导数，求ｄｚ
ｄｘ．

解　分别在ｚ＝ｘｆ（ｘ＋ｙ）和Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０的两端对ｘ求导，得

ｄｚ
ｄｘ＝ｆ＋ｘ １＋ｄｙ

ｄ（ ）ｘ ｆ′，

Ｆｘ＋Ｆｙ
ｄｙ
ｄｘ＋Ｆｚ

ｄｚ
ｄｘ＝０

烅
烄

烆 ．

整理后得

－ｘｆ′ｄｙｄｘ＋ｄｚ
ｄｘ＝ｆ＋ｘｆ′，

Ｆｙ
ｄｙ
ｄｘ＋Ｆｚ

ｄｚ
ｄｘ＝－Ｆｘ

烅
烄

烆 ．

由此解得

ｄｚ
ｄｘ＝

（ｆ＋ｘｆ′）Ｆｙ－ｘｆ′Ｆｘ

Ｆｙ＋ｘｆ′Ｆｚ
　（Ｆｙ＋ｘｆ′Ｆｚ≠０）．

例６２４　设ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ），φ（ｘ２，ｅｙ，ｚ）＝０，ｙ＝ｓｉｎｘ，其中ｆ，φ都具有一阶连续偏导数，且φ
ｚ≠０，求ｄｕ

ｄｘ．

解　ｄｕ
ｄｘ＝ｆ

ｘ＋ｆ
ｙ

·ｄｙ
ｄｘ＋ｆ

ｚ
·ｄｚ
ｄｘ

，易见ｄｙ
ｄｘ＝ｃｏｓｘ．

由 ２ｘφ′１＋ｅｙｃｏｓｘ·φ′２＋φ′３
ｄｚ
ｄｘ＝０，

得 ｄｚ
ｄｘ＝－１

φ′３
（２ｘφ′１＋ｅｙｃｏｓｘ·φ′２），

故

ｄｙ
ｄｘ＝ｆ

ｘ＋ｆ
ｙｃｏｓｘ－ｆ

ｚ
·１
φ′３

（２ｘφ′１＋ｅｓｉｎｘｃｏｓｘ·φ′２）．
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例６２５　设变换
ｕ＝ｘ－２ｙ，

ｖ＝ｘ＋ａ｛ ｙ
可把方程

６２ｚ
ｘ２＋

２ｚ
ｘｙ－２ｚ

ｙ２＝０．

简化为 ２ｚ
ｕｖ＝０，求常数ａ．

解法１ ｚ
ｘ＝ｚ

ｕ＋ｚ
ｖ

，　ｚ
ｙ＝－２ｚ

ｕ＋ａｚ
ｖ

，

２ｚ
ｘ２＝

２ｚ
ｕ２＋２ ２ｚ

ｕｖ＋２ｚ
ｖ２，

２ｚ
ｙ２＝４２ｚ

ｕ２－４ａ ２ｚ
ｕｖ＋ａ２２ｚ

ｖ２，

２ｚ
ｘｙ＝－２２ｚ

ｕ２＋（ａ－２）
２ｚ

ｕｖ＋ａ２ｚ
ｖ２．

将上述结果代入原方程，经整理后得

（１０＋５ａ）
２ｚ

ｕｖ＋（６＋ａ－ａ２）
２ｚ

ｖ２＝０．

依题意ａ应满足

６＋ａ－ａ２＝０　且　１０＋５ａ≠０，

解之得ａ＝３．
解法２　将ｚ视为以ｘ，ｙ为中间变量的ｕ，ｖ的二元复合函数，由题设可解得

ｘ＝ａｕ＋２ｖ
ａ＋２

，　ｙ＝－ｕ＋ｖ
ａ＋２ ．

从而 ｘ
ｕ＝ ａ

ａ＋２
，　ｘ

ｖ＝ ａ
ａ＋２

，　ｙ
ｕ＝－ １

ａ＋２
，　ｙ

ｖ＝ １
ａ＋２

，

ｚ
ｕ＝ｚ

ｘ
·ｘ
ｕ＋ｚ

ｙ
·ｙ
ｕ＝ ａ

ａ＋２
·ｚ
ｘ－ １

ａ＋２
ｚ
ｙ

，

２ｚ
ｕｖ＝ ａ

ａ＋２
２ｚ
ｘ２·

ｘ
ｖ＋ ２ｚ

ｘｙ
·ｙ
（ ）ｖ － １

ａ＋２
２ｚ
ｙｘ

·ｘ
ｖ＋２ｚ

ｙ２·
ｙ
（ ）ｖ

＝ ２ａ
（ａ＋２）２

２ｚ
ｘ２＋

ａ－２
（ａ＋２）２

２ｚ
ｘｙ－ １

（ａ＋２）２
２ｚ
ｙ２．

依题意 ６２ｚ
ｘ２＋

２ｚ
ｘｙ－２ｚ

ｙ２＝０，　即　２ｚ
ｙ２＝６２ｚ

ｘ２＋
２ｚ
ｘｙ．

代入前式，得

２ｚ
ｕｖ＝ ２ａ－６

（ａ＋２）２
·２ｚ
ｘ２＋

ａ－３
（ａ＋２）２

· ２ｚ
ｘｙ

，

令 ２ｚ
ｕｖ＝０，得ａ－３＝０，ａ＋２≠０．故ａ＝３．

例６２６　设有一小山，取它的底面所在的平面为ｘＯｙ坐标面，其底部所占的区域为 Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２

－ｘｙ≤７５｝，小山的高度函数为ｈ（ｘ，ｙ）＝７５－ｘ２－ｙ２＋ｘｙ．
（１）设 Ｍ（ｘ０，ｙ０）为区域 Ｄ 上一点，问ｈ（ｘ，ｙ）在该点沿平面上什么方向的方向导数最大？若记此 方 向

导数的最大值为ｇ（ｘ０，ｙ０），试写出ｇ（ｘ０，ｙ０）的表达式．
（２）现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚寻找一上山坡度最大的点作为攀登的起点，也就是

说，要在 Ｄ 的边界线ｘ２＋ｙ２－ｘｙ＝７５上找出使（１）中的ｇ（ｘ，ｙ）达到最大值的点．试确定攀登起点的位置．

—９３１—

高等数学



解　（１）由梯度的几何意义知，ｈ（ｘ，ｙ）在点 Ｍ（ｘ０，ｙ０）处沿梯度

ｇｒａｄｈ（ｘ，ｙ）｜（ｘ０
，ｙ０

）＝（ｙ０－２ｘ０）′１ｉ＋（ｘ０－２ｙ０）ｊ

方向的方向导数最大．方向导数的最大值为该梯度的模，所以

ｇ（ｘ０，ｙ０）＝ （ｙ０－２ｘ０）２＋（ｘ０－２ｙ０）槡 ２＝ ５ｘ２
０＋５ｙ２

０－８ｘ０ｙ槡 ０．

（２）令ｆ（ｘ，ｙ）＝ｇ２（ｘ，ｙ）＝５ｘ２＋５ｙ２－８ｘｙ，由题意，只需求ｆ（ｘ，ｙ）在约束条件７５－ｘ２－ｙ２＋ｘｙ＝０下

的最大值点．
令Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝５ｘ２＋５ｙ２－８ｘｙ＋λ（７５－ｘ２－ｙ２＋ｘｙ），则

Ｌ′ｘ＝１０ｘ－８ｙ＋λ（ｙ－２ｘ）＝０，

Ｌ′ｙ＝１０ｙ－８ｘ＋λ（ｘ－２ｙ）＝０，

Ｌ′λ＝７５－ｘ２－ｙ２＋ｘｙ＝０
烅
烄

烆 ．

（１）
（２）
（３）

式（１）与式（２）相加可得（ｘ＋ｙ）（２－λ）＝０，从而得ｙ＝－ｘ或λ＝２．

若λ＝２，则由式（１）得ｙ＝ｘ，再由式（３）得ｘ＝± 槡５ ３，ｙ＝± 槡５ ３．
若ｙ＝－ｘ，则由式（３）得ｘ＝±５，ｙ＝５．

于是得到４个可能的极值点

Ｍ１（５，－５），　Ｍ２（－５，５），　Ｍ３（槡５ ３，槡５ ３），　Ｍ４（－ 槡５ ３，－ 槡５ ３）．

由于ｆ（Ｍ１）＝ｆ（Ｍ２）＝４５０，ｆ（Ｍ３）＝ｆ（Ｍ４）＝１５０．
故 Ｍ１（５，－５）或 Ｍ（－５，５）可作为攀登的起点．

例６２７　求函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ｌｎｃｅ－ｘ＋ｘ２（ ）ｙ
分别沿方向ｌ１＝｛１，０｝，ｌ２＝｛０，１｝及ｌ３＝ａｌ１＋ｂｌ２ 的方向导数，

其中ａ，ｂ为正实数，ｙ＞０．
解　ｌ１＝｛１，０｝的方向余弦为ｃｏｓα＝１，ｃｏｓβ＝０，故

ｆ
ｌ１

＝ｆ
ｘｃｏｓα＋ｆ

ｙｃｏｓβ＝ｆ
ｘ＝

－ｅ－ｘ＋２ｘ
ｙ

ｅ－ｘ＋ｘ２

ｙ

＝２ｘ－ｙｅ－ｘ

ｘ２＋ｙｅ－ｘ．

ｌ２＝｛０，１｝的方向余弦为ｃｏｓα＝０，ｃｏｓβ＝１，故

ｆ
ｌ２

＝ｆ
ｙ＝

－ｘ２

ｙ２

ｅ－ｘ＋ｘ２

ｙ

＝ －ｘ２

ｙ２ｅ－ｘ＋ｙｘ２．

ｌ３＝ａｌ１＋ｂｌ２＝｛ａ，ｂ｝的方向余弦为

ｃｏｓα＝ ａ
ａ２＋ｂ槡 ２

，　ｃｏｓβ＝ ｂ
ａ２＋ｂ槡 ２

，

故 
ｌ３

＝ｆ
ｘｃｏｓα＋ｆ

ｙｃｏｓβ＝ １
ａ２＋ｂ槡 ２

ａ２ｘ－ｙｅ－ｘ

ｘ２＋ｙｅ－ｘ－ｂ ｘ２

ｙ２ｅ－ｘ＋ｙｘ（ ）２ ．

例６２８　求函数ｕ＝ ｘ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

在点 Ｍ（１，２，－２）处沿曲线ｘ＝ｔ，ｙ＝２ｔ２，ｚ＝－２ｔ４ 在 该 点 的 切 线 方

向上的导函数．

解 ｕ
ｘ＝ ｙ２＋ｚ２

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）３／２
，　ｕ

ｙ＝－ ｘｙ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）３／２

，　ｕ
ｚ＝－ ｘｚ

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）３／２
，

在点 Ｍ（１，２，－２）处它们的值分别为８
２７

，－２
２７

，２
２７．

又曲线在该点处的切线的方向余弦分别为１
９

，４
９

，－８
９．于是，所求的方向导数为

—０４１—

第六章　多元函数微分学及其应用



ｕ
ｌ Ｍ

＝８
２７

１
９＋ －２（ ）２７

·４
９＋２

２７
· －（ ）８

９ ＝－１６
２４３．

例６２９　如果ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０），ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）存 在，且 在 点（ｘ０，ｙ０），ｆ（ｘ，ｙ）的 各 方 向 导 数 均 存 在，又 Ｄｌｆ＝

ｆ′ｘｃｏｓα＋ｆ′ｙｓｉｎα，问ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处是否可微？

解　不一定，如在点（０，０）处考察函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１， ｙ＝ｘ２，ｘ＞０；

０， ｙ≠ｘ２ 或ｘ≤０｛ ，

有 ｆｘ（０，０）＝ｆｙ（０，０）＝０，

而沿曲线ｙ＝ｘ２（ｘ＞０），有

Δｚ
ρ

＝１
ρ

→／０，　（当ρ→０时）．

５．全微分

例６３０　ｚ＝ａｒｃｔａｎｘ＋ｙ
ｘ－ｙ

，求ｄｚ．

解 ｚ
ｘ＝ １

１＋ ｘ＋ｙ
ｘ－（ ）ｙ

２·
－２ｙ

（ｘ－ｙ）２＝
－ｙ

ｘ２＋ｙ２，

ｚ
ｙ＝ １

１＋ ｘ＋ｙ
ｘ－（ ）ｙ

２·
２ｘ

（ｘ－ｙ）２＝
ｘ

ｘ２＋ｙ２，

ｄｚ＝ｚ
ｘｄｘ＋ｚ

ｙｄｙ＝－ｙｄｘ＋ｘｄｙ
ｘ２＋ｙ２ ．

例６３１　设ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）是由方程ｚ－ｙ－ｘ＋ｘｅｚ－ｙ－ｘ＝０所确定的二元函数，求ｄｚ．
解　将方程两端取微分得

ｄｚ－ｄｙ－ｄｘ＋ｅｚ－ｙ－ｘｄｘ＋ｘｅｚ－ｙ－ｘ（ｄｚ－ｄｙ－ｄｘ）＝０．

整理后得

（１＋ｘｅｚ－ｙ－ｘ）ｄｚ＝（１＋ｘｅｚ－ｙ－ｘ－ｅｚ－ｙ－ｘ）ｄｘ＋（１＋ｘｅｚ－ｙ－ｘ）ｄｙ，

所以

ｄｚ＝１＋（ｘ－１）ｅｚ－ｙ－ｘ

１＋ｘｅｚ－ｙ－ｘ ｄｘ＋ｄｙ．

例６３２　设函数ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）有连续偏导数，且ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）由方程ｘｅｘ－ｙｅｙ＝ｚｅｚ 所确定，求ｄｕ．
解法１　设Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｅｘ－ｙｅｙ－ｚｅｚ，则

Ｆ′ｘ＝（ｘ＋１）ｅｘ，　Ｆ′ｙ＝－（ｙ＋１）ｅｙ，　Ｆ′ｚ＝－（ｚ＋１）ｅｚ．

故

ｚ
ｘ＝－

Ｆ′ｘ
Ｆ′ｚ

＝ｘ＋１
ｚ＋１ｅ

ｘ－ｚ，　ｚ
ｙ＝－

Ｆ′ｙ
Ｆ′ｚ

＝－ｙ＋１
ｚ＋１ｅ

ｙ－ｚ．

而

ｕ
ｘ＝ｆ′ｘ＋ｆ′ｚ

ｚ
ｘ＝ｆ′ｘ＋ｆ′ｚ

ｘ＋１
ｚ＋１ｅ

ｘ－ｚ，

ｕ
ｙ＝ｆ′ｙ＋ｆ′ｚ

ｚ
ｙ＝ｆ′ｙ－ｆ′ｚ

ｙ＋１
ｚ＋１ｅ

ｙ－ｚ．

所以
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ｄｕ＝ｕ
ｘｄｘ＋ｕ

ｙｄｙ＝ ｆ′ｘ＋ｆ′ｚ
ｘ＋１
ｚ＋１ｅ

ｘ－（ ）ｚ ｄｘ＋ ｆ′ｙ－ｆ′ｚ
ｙ＋１
ｚ＋１ｅ

ｙ－（ ）ｚ ｄｙ．

解法２　在ｘｅｘ－ｙｅｙ＝ｚｅｚ 两边微分，得

ｅｘｄｘ＋ｘｅｘｄｘ－ｅｙｄｙ－ｙｅｙｄｙ＝ｅｚｄｚ＋ｚｅｚｄｚ，

故

ｄｚ＝
（１＋ｘ）ｅｘｄｘ－（１＋ｙ）ｅｙｄｙ

（１＋ｚ）ｅｚ ．

由ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ），得

ｄｕ＝ｆ′ｘｄｘ＋ｆ′ｙｄｙ＋ｆ′ｚｄｚ，

故

ｄｕ＝ ｆ′ｘ＋ｆ′ｚ
ｘ＋１
ｚ＋１ｅ

ｘ－（ ）ｚ ｄｘ＋ ｆ′ｙ－ｆ′ｚ＋
ｙ＋１
ｚ＋１ｅ

ｙ－（ ）ｚ ｄｙ．

例６３３　设ｕ＋ｖ＝ｘ＋ｙ，ｓｉｎｕ
ｓｉｎｖ＝ｘ

ｙ
，求ｄｕ，ｄｖ．

解　将原式改写为
ｕ＋ｖ＝ｘ＋ｙ，

ｙｓｉｎｕ＝ｘｓｉｎｖ｛ ，
微分得

ｄｕ＋ｄｖ＝ｄｘ＋ｄｙ
ｓｉｎｕｄｙ＋ｙｃｏｓｕｄｕ＝ｓｉｎｖｄｘ＋ｘｃｏｓｖｄ｛ ｖ

（１）
（２）

联立式（１）与式（２）求解，得

ｄｕ＝
（ｓｉｎｖ＋ｘｃｏｓｖ）ｄｘ－（ｓｉｎｕ－ｘｃｏｓｖ）ｄｙ

ｘｃｏｓｖ＋ｙｃｏｓｕ
，

ｄｖ＝
（ｙｃｏｓｕ－ｓｉｎｖ）ｄｘ＋（ｓｉｎｕ－ｙｃｏｓｖ）ｄｙ

ｘｃｏｓｖ＋ｙｃｏｓｕ ．

６．多元函数的几何应用

例６３４　试证锥面上任一点处的切平面通过其顶点．
证　设锥面为，其顶点为Ｐ０（ａ，ｂ，ｃ），任意取定上一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），（（ｘ０，ｙ０，ｚ０）≠（ａ，ｂ，ｃ））．由于

连接Ｐ０Ｐ 的直线ｌ仍在上，故在Ｐ 点的切平面必包含ｌ在内，因此Ｐ０ 点在切平面上．

例６３５　设Ｆ（ｕ，ｖ）可微，试证曲面Ｆ ｘ－ａ
ｚ－ｃ

，ｙ－ｂ
ｚ－（ ）ｃ ＝０上任一点处的切平面都通过定点．

证法１　首先说明曲面是以Ｐ０（ａ，ｂ，ｃ）为顶点的锥面，任取曲面上一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），则连接 ＰＰ０ 点 的

直线ｌ的方程为

ｘ＝ａ＋ｔ（ｘ０－ａ）

ｙ＝ｂ＋ｔ（ｙ０－ｂ）

ｚ＝ｃ＋ｔ（ｚ０－ｃ
烅
烄

烆 ）

当ｔ≠０时，

Ｆ ａ＋ｔ（ｘ０－ａ）－ａ
ｃ＋ｔ（ｚ０－ｃ）－ｃ

ｂ＋ｔ（ｙ０－ｂ）－ｂ
ｃ＋ｔ（ｚ０－ｃ）－（ ）ｃ ＝Ｆ ｘ０－ａ

ｚ０－ｃ
ｙ０－ｂ
ｚ０－（ ）ｃ ＝０

ｌ上的点（除Ｐ０（ａ，ｂ，ｃ）外）都在曲面上，所以曲面是以（ａ，ｂ，ｃ）为顶点的锥面，可知曲面上任一点处的切平面

都通过其顶点（ａ，ｂ，ｃ）．
证法２　任取曲面上的一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），该点处的切平面为（（ｘ，ｙ，ｚ）是切平面上的点）

Ｆ′１
ｘ－ｘ０

ｚ０－ｃ
＋Ｆ′２

ｙ－ｙ０

ｚ０－ｃ
－ Ｆ′１

ｘ０－ａ
（ｚ０－ｃ）２＋Ｆ′２

ｙ０－ｂ
（ｚ０－ｃ）（ ）２ （ｚ－ｚ０）＝０．

以ｘ＝ａ，ｙ＝ｂ，ｚ＝ｃ代入满足方程，故点（ａ，ｂ，ｃ）在此切平面上．
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例６３６　设Ｆ（ｕ，ｖ）可微，试证曲面Ｆ（ｃｘ－ａｚ，ｃｙ－ｂｚ）＝０上各点的法线总垂直于 常 向 量，并 指 出 此 曲

面的特征．

证　令ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｆ（ｃｘ－ａｚ，ｃｙ－ｂｚ），则 曲 面 上 一 点（ｘ，ｙ，ｚ）处 的 法 向 量ｎ 为 ｆ
ｘ

ｆ
ｙ

ｆ
｛ ｝ｚ ＝｛ｃＦ′１，

ｃＦ′２，－ａＦ′１－ｂＦ′２｝

ｎ·｛ａ，ｂ，ｃ｝＝ａｃＦ′１＋ｂｃＦ′２－ｃａＦ′１－ｃｂＦ′２＝０，

即任一点的法向量垂直于常向量｛ａ，ｂ，ｃ｝．
任取曲面上一点Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０），则过该点的直线ｌ

ｃｘ－ａｚ＝ｃｘ０－ａｚ０

ｃｙ－ｂｚ＝ｃｙ０－ｂｚ｛
０

在曲面上，而直线ｌ的对称式方程为

ｘ－ｘ０

ａ ＝ｙ－ｙ０

ｂ ＝
ｚ－ｚ０

ｃ ．

说明曲面是母线平行于｛ａ，ｂ，ｃ｝的柱面．
例６３７　在柱面ｘ２＋ｙ２＝ａ２ 上求一条过点（ａ，０，０）的曲线，使它与柱面的任一母线的夹角为常数．

解　将柱面方程写成
ｘ＝ａｃｏｓθ
ｙ＝ａｓｉｎ｛ θ

设柱面上曲线的方程为

ｘ＝ａｃｏｓθ
ｙ＝ａｓｉｎθ
ｚ＝ｚ（θ），（ｚ（θ）＝０）

烅
烄

烆 ．
则过任一点处的切向量为｛－ａｓｉｎθ，ａｃｏｓθ，ｚ′（θ）｝，柱面的母线方向为｛０，０，１｝，按题意

｛－ａｓｉｎθ，ａｃｏｓθ，ｚ′（θ）｝·｛０，０，１｝

ａ２＋ｚ′２（θ槡 ）
＝常数＝ｃｏｓα　（０＜α＜π）．

即 ｚ′（θ）＝ｃｏｓα ａ２＋ｚ′２（θ槡 ）

ｚ′（θ）＝±ｃｏｔα·ａ

ｚ（θ）＝±ｃｏｔα·ａ·θ＋ｃ

当θ＝０时，ｚ（θ）＝０，
所以ｚ（θ）＝±ｃｏｔα·ａ·θ

记ａ·ｃｏｔα＝ｂ
则曲线方程为

ｘ＝ａｃｏｓθ
ｙ＝ａｓｉｎθ
ｚ＝±ｂθ

烅
烄

烆 ，
　－∞＜θ＜＋∞．

例６３８　已知两不相交平面闭曲线Ｔ１：ｆ（ｘ，ｙ）＝０；Ｔ２：φ（ｘ，ｙ）＝０，又Ａ（α，β），Ｂ（ξ，η）分别是 Ｔ１，Ｔ２ 上

的点，试证如果这两点是这两曲线上相距最近或最远的点，则下列关系式成立

α－ξ
β－η

＝ｆ′ｘ（α，β）
ｆ′ｙ（α，β）＝

φ′ｘ（ξ，η）

φ′ｙ（ξ，η）．

证　根据 →ＡＢ与Ｔ２ 在Ｂ 点的切向量垂直，则

｛ξ－α，η－β｝· １，－φ′ｘ（ξ，η）

φ′ｙ（ξ，η｛ ｝） ＝０，

所以 α－ξ
β－η

＝φ′ｘ（ξ，η）

φ′ｙ（ξ，η），
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同理

α－ξ
β－η

＝ｆ′ｘ（α，β）
ｆ′ｙ（α，β）．

７．多元函数的极值及应用

例６３９　设函数ｆ（ｘ，ｙ）在 点 Ｏ（０，０）及 其 邻 域 连 续，且ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）－ｆ（０，０）
ｘ２＋１－ｘｓｉｎｙ－ｃｏｓ２ｙ

＝Ａ＜０，讨 论 函 数

ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｏ（０，０）处是否有极值，如果有是极大还是极小？

解　式中的分母可写成

ｘ２－ｘｓｉｎｙ＋ｓｉｎ２ｙ＝ ｘ－１
２ｓｉｎ（ ）ｙ

２

＋３
４ｓｉｎ２ｙ，

所以分母总是大于零（在（０，０）的充分小的去心邻域）．

又ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ）－ｆ（０，０）
ｘ２＋１－ｘｓｉｎｙ－ｃｏｓ２ｙ

＝Ａ＜０，所以存在δ＞０，当０＜ｘ２＋ｙ２＜σ时，

ｆ（ｘ，ｙ）－ｆ（０，０）
ｘ２＋１－ｘｓｉｎｙ－ｃｏｓ２ｙ

＜０，

且 ｘ２＋１－ｘｓｉｎｙ－ｃｏｓ２ｙ＞０．

这时ｆ（ｘ，ｙ）－ｆ（０，０）＜０，说明Ｏ（０，０）是ｆ（ｘ，ｙ）的极大值点．

例６４０　求函数ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 在（ｘ－槡２）２＋（ｙ－槡２）２≤９上的最大值与最小值．

解法１　先求ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 在圆内（ｘ－槡２）２＋（ｙ－槡２）２＜９的 驻 点：ｚ
ｘ＝２ｘ＝０，ｚ

ｙ＝２ｙ＝０，（０，０）是 驻

点，ｚ（０，０）＝０，显然这是最小值点，最大值必在圆周上达到．
再求ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 在圆周上的最大值，圆周方程可写成

ｘ＝槡２＋３ｃｏｓｔ

ｙ＝槡２＋３ｓｉｎ
烅
烄

烆 ｔ
　０≤ｔ≤２π．

代入ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 得

ｚ＝（槡２＋３ｃｏｓｔ）２＋（槡２＋３ｓｉｎｔ）２＝ 槡１３＋６ ２（ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ）　（０≤ｔ≤２π）．

ｚ
ｔ＝ 槡６ ２（－ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ）．

驻点ｔ＝π
４

，ｔ＝５π
４．

当ｔ＝π
４

时，ｚ＝２５；当ｔ＝５π
４

时ｚ＝１；端点处，当ｔ＝０时，ｚ＝ 槡１３＋６ ２＜２５，当ｔ＝２π时，ｚ＝ 槡１３＋６ ２＜

２５．

所以ｚ在圆周上的最大值（也就是ｚ在圆盘上的最 大 值）为２５，最 大 值 点 为 ５
２槡２，５

２槡（ ）２ ，最 小 值 点 为

（０，０），最小值为０．

解法２　显然最小值０在（０，０）点取得（（０，０）点在圆盘内），而 连 接（０，０）点 与（槡２，槡２）点 的 直 线 与（ｘ－

槡２）２＋（ｙ－槡２）２＝９在第一象限的交点就是最大值点，可解出交点坐标为 ５
２槡２，５

２槡（ ）２ ，ｚ ５
２槡２，５

２槡（ ）２ ＝

２５．
注　解法２完全是从几何意义出发的．
例６４１　设Ｔ：ｘ＝ｘ（ｔ），ｙ＝ｙ（ｔ）（ａ＜ｔ＜ｂ）是区域 Ｄ 内的一条光滑曲线，ｆ（ｘ，ｙ）是 定 义 在 Ｄ 上 的 可 微

函数，若将ｆ（ｘ，ｙ）限制在Ｔ 上（即只让点（ｘ，ｙ）在曲线Ｔ 上变动），而点（ｘ０，ｙ０）是ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｔ 内的最大值

或最小值点，试证ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）的梯度矢量与Ｔ 在该点处的切向量垂直．
证　设点（ｘ０，ｙ０）对应的参数为ｔ０，考虑函数φ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）），ａ＜ｔ＜ｂ．由题意ｔ０ 是φ（ｔ）的 最 大 值
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或最小值点，从而φ′（ｔ０）＝０，即

ｆ
ｘ

（ｘ（ｔ０），ｙ（ｔ０））·ｘ′（ｔ０）＋
ｆ
ｙ

（ｘ（ｔ０），ｙ（ｔ０））·ｙ′（ｔ０）＝０，

注意到ｘ（ｔ０）＝ｘ０，ｙ（ｔ０）＝ｙ０，
ｆ
ｘ

（ｘ０，ｙ０），
ｆ
ｙ

（ｘ０，ｙ０｛ ｝） 是ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）点 的 梯 度，｛ｘ′（ｔ０），ｙ′

（ｔ０）｝是Ｔ 在（ｘ０，ｙ０）点的切向量，从而得出结论：ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）的梯度与Ｔ 在（ｘ０，ｙ０）点处的切线垂直．
例６４２　设生产某种产品必须投入两种要素，ｘ１ 和ｘ２ 分 别 为 两 要 素 的 投 入 量，Ｑ 为 产 出 量；若 生 产 函

数为Ｑ＝２ｘα
１ｘβ

２，其中α，β为正常数，且α＋β＝１．假设两种要素 的 价 格 分 别 为ｐ１ 和ｐ２，试 问：当 产 出 量 为１２
时，两要素各投入多少可以使得投入总费用最小？

解法１　需要在产出量２ｘα
１ｘβ

２＝１２的条件下，求总费用ｐ１ｘ１＋ｐ２ｘ２ 的最小值．为此作拉格朗日函数

Ｆ（ｘ１，ｘ２，λ）＝ｐ１ｘ１＋ｐ２ｘ２＋λ（１２－２ｘα
１ｘβ

２）．

令

Ｆ
ｘ１

＝ｐ１－２λαｘα－１
１ ｘβ

２＝０，

Ｆ
ｘ２

＝ｐ２－２λβｘ
α
１ｘβ－１

２ ＝０，

Ｆ
λ＝１２－２ｘα

１ｘβ
２＝０

烅

烄

烆 ．

（１）
（２）
（３）

由式（１）和式（２），得

ｐ２

ｐ１
＝βｘ１

αｘ２
，　ｘ１＝

ｐ２α
ｐ１β

ｘ２．

将ｘ１ 代入式（３），得

ｘ２＝６ ｐ１β
ｐ２
（ ）α

α

，　ｘ１＝６ ｐ２α
ｐ１
（ ）β

β

．

因驻点惟一，且实际问题存在最小值，故计算结果说明ｘ１＝６ ｐ２α
ｐ１
（ ）β

β
，ｘ２＝６ ｐ１β

ｐ２
（ ）α

α

时，投入总费用最小．

解法２　需要在产出量２ｘα
１ｘβ

２＝１２，即ｘα
１ｘβ

２＝６的条件下，求总费用ｐ１ｘ１＋ｐ２ｘ２ 的 最 小 值．可 用 关 于 两

个正数的推广的算术几何平均不等式求解．
如果ａ，ｂ，α，β均为正整数，且α＋β＝１，则有

ａαｂβ≤αａ＋βｂ， （１）

其中等号当且仅当ａ＝ｂ时成立．在式（１）中取ａ＝ｐ１

αｘ１，ｂ＝ｐ２

β
ｘ２，则有

ｐ１ｘ１＋ｐ２ｘ２＝α
ｐ１

αｘ（ ）１ ＋β
ｐ２

β
ｘ（ ）２ ≥ ｐ１

αｘ（ ）１

α ｐ２

β
ｘ（ ）２

β

＝６ ｐ１（ ）α

α ｐ２（ ）β

β
，

其中等号当且仅当ｐ１

αｘ１＝
ｐ２

β
ｘ２ 时成立．结合ｘα

１ｘβ
２＝６知当ｘ１＝６ ｐ２α

ｐ１
（ ）β

β
，ｘ２＝

ｐ１β
ｐ２
（ ）α

α

时ｐ１ｘ１＋ｐ２ｘ２ 取最

小值６ ｐ１（ ）α

α ｐ２（ ）β

β
，即投入总费用最小．

在式（１）中令α＝β＝１
２

，则有

槡ａｂ≤１
２

（ａ＋ｂ）， （２）

故式（１）称为关于正数ａ，ｂ的推广的算术几何平均不等式．下面给出式（１）的证明．
考虑函数ｆ（ｘ）＝ｘα－αｘ（ｘ＞０，０＜α＜１），则

ｆ′（ｘ）＝αｘα－１－α＝α（ｘα－１－１）．
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ｘ＝１是ｆ（ｘ）的惟一的驻点．并且当０＜ｘ＜１时ｆ′（ｘ）＞０，当ｘ＞１时ｆ′（ｘ）＜０，故ｆ（１）为ｆ（ｘ）的最大值．
所以ｆ（ｘ）≤ｆ（１）＝１－α，即

ｘα－αｘ≤１－α， （３）

其中等号当且仅当ｘ＝１时成立．在式（３）中令１－α＝β，ｘ＝ａ
ｂ

（ａ，ｂ＞０），则α＋β＝１，且

ａαｂβ≤αａ＋βｂ，

其中等号当且仅当ａ＝ｂ时成立．

例６４３　在直线ｘ＋ｙ＝π
２

位于第一象限的那一部分上求一点，使该点横坐标的余弦与纵坐标的余弦的

乘积最大，并求出此最大值．

解法１　令ｆ（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓｘｃｏｓｙ，而ｘ＋ｙ＝π
２

，则

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｃｏｓｘｃｏｓ π
２－（ ）ｘ ＝ｃｏｓｘｓｉｎｘ＝１

２ｓｉｎ２ｘ，

当ｘ＝π
４

时，ｆ（ｘ，ｙ）取得最大值１
２

，横坐标ｙ＝π
２－ｘ＝π

４．

解法２　用拉格朗日乘数法

设Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝ｃｏｓｘｃｏｓｙ＋λ ｘ＋ｙ－π（ ）２
，

令Ｌ′ｘ＝Ｌ′ｙ＝Ｌ′λ＝０，得

－ｓｉｎｘｃｏｓｙ＋λ＝０，

－ｃｏｓｘｓｉｎｙ＋λ＝０，

ｘ＋ｙ＝π
２

烅

烄

烆 ．

解得　ｘ＝ｙ＝π
４

，λ＝１
２．

故ｆ（ｘ，ｙ）在点 π
４

，π（ ）４
的横坐标的余弦与纵坐标的余弦的乘积最大，且最大值为１

２．

例６４４　求两曲面ｘ＋２ｙ＝１和ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２＝１的交线上距原点最近的点．
解法１　化为无条件极值问题．
设（ｘ，ｙ，ｚ）为交线上的一点，则ｐ到原点的距离的平方为

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１－ｙ２＝ｆ（ｙ）　（因ｘ２＋ｙ２＝１－２ｙ２）

令ｆ′ｙ＝２ｙ＝０，得ｙ＝０，由此得ｘ＝１，ｚ＝０．
即交线上距离最近的点为（１，０，０）．
解法２　用拉格朗日乘数法

设Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ，λ１，λ２）＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＋λ１（ｘ＋２ｙ－１）＋λ２（ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２－１）．
令Ｌ′ｘ＝Ｌ′ｙ＝Ｌ′ｚ＝Ｌ′λ１＝Ｌ′λ２＝０，得

２ｘ＋λ１＋２ｘλ２＝０，

２ｙ＋２λ１＋４ｙλ２＝０，

２ｚ＋２ｚλ＝０，

ｘ＋２ｙ＝１，

ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２－１＝０

烅

烄

烆 ．

解得　ｘ＝１，ｙ＝０，ｚ＝０，λ１＝０，λ２＝－１，
故交线上距原点最近的点为（１，０，０）．

例６４５　在曲面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

４＝１（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０）上求一点，使过该点的切平面在三个坐标轴上的截
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距平方和最小．

解　在曲面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

４＝１，（ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０）上任取一点（ｘ０，ｙ０，ｚ０），过该点的切平面方程为

２ｘ０（ｘ－ｘ０）＋２ｙ０（ｙ－ｙ０）＋
ｚ０

２
（ｚ－ｚ０）＝０．

该切平面在三个坐标轴上的截距分别为

ｚ２
０

２＋２ｙ２
０＋２ｘ２

０

２ｘ０
，　

ｚ２
０

２＋２ｙ２
０＋２ｘ２

０

２ｙ０
，　

ｚ２
０

２＋２ｙ２
０＋２ｘ２

０

ｚ２
０

２

．

也即为 １
ｘ０

，　１
ｙ０

，　４
ｚ０

．

令ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）＝
１
ｘ２

０
＋１
ｙ２

０
＋１６
ｚ２

０

，原问题即求在限制条件ｘ２
０＋ｙ２

０＋
ｚ２

０

４＝１，（ｘ０＞０，ｙ０＞０，ｚ０＞０）下 的 使

ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）取得最小值的（ｘ０，ｙ０，ｚ０）．为此，作拉格朗日函数

Ｌ（ｘ０，ｙ０，ｚ０，λ）＝１
ｘ２

０
＋１
ｙ２

０
＋１６
ｚ２

０
＋λ ｘ２

０＋ｙ２
０＋

ｚ２

４（ ）－１ ．

令Ｌ′ｘ０＝Ｌ′ｙ０＝Ｌ′ｚ０＝Ｌ′λ＝０，得

－２
ｘ３

０
＋２λｘ０＝０，

－２
ｙ３

０
＋２λｙ０＝０，

－３２
ｚ３

０
＋λ

２ｚ０＝０，

ｚ２
０＋ｙ２

０＋
ｚ２

０

４－１＝０

烅

烄

烆 ．

习　题　６

１．讨论函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｙｓｉｎ １

ｘ２＋ｙ２， 当ｘ２＋ｙ２≠０时；

０， 当ｘ２＋ｙ２＝０时
烅
烄

烆 ．

偏导数存在性．
２．确定下列函数定义域：

（１）ｚ＝槡ｙａｒｃｓｉｎ ２ａｘ－ｘ槡 ２

ｙ ＋槡ｘａｒｃｃｏｓｙ２

２ａｘ
（ａ＞０）；　（２）ｚ＝ｌｎ［ｘｌｎ（ｙ－ｘ）］；

（３）ｚ＝ａｒｃｓｉｎ（ｘ－ｙ２）＋ｌｎ［ｌｎ（１０－ｘ２－４ｙ２）］．
３．求下列各极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｙ→＋∞

ｘｙ
ｘ２＋ｙ（ ）２

ｘ２

；　（２）ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ→０

ｓｉｎ（ｘ２ｙ）
ｘ２＋ｙ２ ；　（３）ｌｉｍ

ｘ→∞
ｙ→１

１＋１（ ）ｘ

ｘ２

ｘ＋ｙ
．

４．设ｚ＝ｆ［ｘφ（ｙ），ｘ－ｙ］，其中，ｆ具有连续的二阶偏导数，φ具有二阶导数，求ｚ
ｙ

与 ２ｚ
ｙｘ．

５．设函数ｕ＝ｆ（ｒ）满足方程

Δｕ＝２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２＋

２ｕ
ｚ２＝０，
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求ｆ（ｒ）的表达式，其中，ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２．

６．函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）由方程ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ｙｆ ｚ（ ）ｙ
给出，其中ｆ可微，求证

（ｘ２－ｙ２－ｚ２）ｚ
ｘ＋２ｘｙｚ

ｙ＝２ｘｚ．

７．求曲线

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝６
ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ ０

在点 Ｍ（－１，－２，１）处的切线及法平面方程．
８．设ｆ（ｘ，ｙ）可微，证明ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ 是微分方程

Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝０

的解的充要条件是：Ｐｆ
ｙ＝Ｑｆ

ｘ．

９．过直线

１０ｘ＋２ｙ－２ｚ＝２７
ｘ＋ｙ－ｚ＝｛ ０

作曲面３ｘ２＋ｙ２－ｚ２＝２７的切平面，求其方程．
１０．设曲线Ｌ 的方程是φ（ｘ，ｙ）＝０，φ有一阶连续偏导数，Ｐ 是曲线外一点，ＰＱ 是Ｐ 到曲线的最短距离

（Ｑ 在Ｌ 上），求证ＰＱ 就是曲线Ｌ 的法线．
１１．设ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）点 连 续，ｇ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）点 可 微，且ｇ（ｘ０，ｙ０）＝０，试 证ｆ（ｘ，ｙ）ｇ（ｘ，ｙ）在

（ｘ０，ｙ０）点处可微．
１２．在平面上求一点，使它到ｎ个定点（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｎ，ｙｎ）的距离之平方和最小．

简答与提示

１．ｆ′ｘ（０，０）＝０，ｆ′ｙ（０，０）不存在．

２．（１）
０＜ｘ＜２ａｘ，

２ａｘ－ｘ槡 ２≤ｙ≤ ２槡ａｘ｛ ；

（２） ｘ＞０，

ｙ－ｘ＞｛ １
　或　

ｘ＜０
０＜ｙ－ｘ＜１｛ ；

（３）ｘ
２

３２＋ ｙ２

（ ）３
２

２≤１，ｙ２－１≤ｘ≤ｙ２＋１．

３．（１）０；　（２）０；　（３）ｅ．

４．ｚ
ｙ＝ｆ′１ｘφ′（ｙ）－ｆ′２；

２ｚ
ｙｘ＝ｆ″１１ｘφ′φ＋ｆ″１２（ｘφ′－φ）－ｆ″２２＋ｆ′１φ′．

５．ｆ（ｒ）＝－
ｃ１

ｒ＋ｃ２．

７．切线方程为

ｘ＋１
１ ＝ｙ＋２

０ ＝ｚ－１
－１

，

法平面方程为

ｘ－ｚ＝０．
９．９ｘ＋ｙ－ｚ－２７＝０　或　９ｘ＋１７ｙ－１７ｚ＋２７＝０．
１０．提示：只须证ＰＱ 垂直于Ｌ 在点Ｑ 处的切线．

１２． １
ｎ 

ｎ

ｋ＝１
ｘｋ，

１
ｎ 

ｎ

ｋ＝１
ｙ（ ）ｋ ．
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第七章　重积分

多元函数积分学包括重积分、曲线积分和曲面积分．二重积分不仅是学习三重积分的 基 础，同 时 也 是 学

习曲线积分和曲面积分的重要基础，可以说二重积分是学习多元函数积分的关键环节．

一、复习与考试要求

（１）理解二重积分、三重积分的概念，了解重积分的性质，了解二重积分的中值定理。
（２）掌握二重积分（直角坐标、极坐标）的计算方法，会计算三重积分（直角坐标、柱面坐标、球面坐标）。
（３）会用重积分求一些几何量与物理量（平 面 图 形 的 面 积、体 积、曲 面 面 积、质 量、重 心、转 动 惯 量、引 力

等）。

二、基本概念与理论

１．二重积分的计算方法

设 ｆ（ｘ，ｙ）在有界闭区域 Ｄ 上连续

（１）若积分区域 Ｄ 由直角坐标系中的不等式

φ１（ｘ）≤ｙ≤φ２（ｘ），　ａ≤ｘ≤ｂ

给出，其中φ１（ｘ），φ２（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ｂ

ａ
ｄｘ∫

φ２
（ｘ）

φ１
（ｘ）

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

（２）若积分区域 Ｄ 由直角坐标系中的不等式

ψ１（ｙ）≤ｘ≤ψ２（ｙ），　ｃ≤ｙ≤ｄ

给出，其中ψ１（ｙ），ψ２（ｙ）在［ｃ，ｄ］上连续，则


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ｄ

ｃ
ｄｙ∫

ψ２
（ｙ）

ψ１
（ｙ）

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．

（３）若积分区域 Ｄ 由极坐标系中的不等式

φ１（θ）≤ρ≤φ２（θ），　α≤θ≤β

给出，其中φ１（θ），φ２（θ）在［α，β］上连续，则


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
β

α
ｄθ∫

φ２
（θ）

φ１
（θ）

ｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ρｄρ．

２．二重积分的应用

（１）曲面的面积计算法：设 曲 面是 由 方 程ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）给 出，在ｘＯｙ 平 面 上 的 投 影 区 域 为Ｄ，函 数

ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｄ 上具有连续偏导数，则曲面的面积Ａ＝
Ｄ

１＋ｚ２
ｘ＋ｚ２槡 ｙｄｘｄｙ．

（２）物理上的应用．

①质量：设ρ（ｘ，ｙ）是平面薄片 Ｄ 在点（ｘ，ｙ）处的密度，则平面薄片 Ｄ 的质量Ｍ＝
Ｄ
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ；

② 静力矩：设平面薄片 Ｄ 的面密度为ρ（ｘ，ｙ），则 Ｄ 对ｘ 轴、ｙ 轴 的 静 力 矩 分 别 为 Ｍｘ＝
Ｄ

ｙρ（ｘ，ｙ）ｄσ；

Ｍｙ＝
Ｄ

ｘρ（ｘ，ｙ）ｄσ
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③ 重心（形心）：设平面薄片 Ｄ 的重心坐标为（珚ｘ，珔ｙ），则

珚ｘ＝
Ｍｙ

Ｍ ＝


Ｄ

ｘρ（ｘ，ｙ）ｄσ


Ｄ
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ

，　珔ｙ＝
Ｍｘ

Ｍ ＝


Ｄ

ｙρ（ｘ，ｙ）ｄσ


Ｄ
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ

．

特别地，当ρ（ｘ，ｙ）是常数时，（珚ｘ，珔ｙ）是 Ｄ 的形心坐标；

④ 转动惯量：设ρ（ｘ，ｙ）为平面薄片 Ｄ 的面密度，则 Ｄ 对ｘ 轴、ｙ轴的转动惯量分别为

Ｉｘ＝
Ｄ

ｙ２
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ，　Ｉｙ＝

Ｄ

ｘ２
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ

３．三重积分的计算法

设ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在有界闭区域Ω 上连续

（１）利用直角坐标

若积分区域Ω 由不等式

ｚ１（ｘ，ｙ）≤ｚ≤ｚ２（ｘ，ｙ），　ｙ１（ｘ）≤ｙ≤ｙ２（ｘ），　ａ≤ｘ≤ｂ

给出，其中ｚ１（ｘ，ｙ），ｚ２（ｘ，ｙ）在投影区域 Ｄ 上连续，ｙ１（ｘ），ｙ２（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，则


Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｖ＝∫
ｂ

ａ
ｄｘ∫

ｙ２
（ｘ）

ｙ１
（ｘ）

ｄｙ∫
ｚ２

（ｘ，ｙ）

ｚ１
（ｘ，ｙ）

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚ．

（２）利用柱面坐标

柱面坐标与直角坐标的相互关系

ｘ＝ρｃｏｓθ ０≤ρ≤＋∞
ｙ＝ρｓｉｎθ ０≤θ≤２π
ｚ＝ｚ －∞＜ｚ＜＋∞

烅
烄

烆

体积元素ｄｖ＝ρｄρｄθｄｚ，当积分区域Ω 由不等式

ｚ１（ρ，θ）≤ｚ≤ｚ２（ρ，θ），　ｘ１（θ）≤ρ≤ρ２（θ），　α≤θ≤β

给出时，则


Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｖ＝∫
β

α
ｄθ∫

ρ２
（θ）

ρ１
（θ）ρｄρ∫

ｚ２
（ρ，θ）

ｚ１
（ρ，θ）

ｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ，ｚ）ｄｚ．

（３）利用球面坐标

球面坐标与直角坐标的相互关系

ｘ＝ρｓｉｎφｃｏｓθ， ０≤ρ＜＋∞
ｙ＝ρｓｉｎφｓｉｎθ， ０≤φ≤π
ｚ＝ρｃｏｓφ， ０≤θ≤２

烅
烄

烆 π

体积元素ｄｖ＝ρ
２ｓｉｎφｄρｄφｄθ．当积分区域Ω 由不等式

ρ１（θ，φ）≤ρ≤ρ２（θ，φ），　φ１（θ）≤φ≤φ２（θ），　α≤θ≤β

给出时，则


Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｖ＝∫
β

α
ｄθ∫

φ２
（θ）

φ１
（θ）

ｄφ∫
ρ２

（θ，φ）

ρ１
（θ，φ）

ｆ（ρｓｉｎφｃｏｓθ，ρｓｉｎφｓｉｎθ，ρｃｏｓφ）ρ
２ｓｉｎφｄρ．

４．三重积分的应用

设ρ（ｘ，ｙ，ｚ）是空间物体在（ｘ，ｙ，ｚ）处的密度，物体所围空间闭区域为Ω，则

（１）物体的质量

Ｍ＝
Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｖ．
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（２）对坐标面的静力矩

ＭｙＯｚ＝
Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）ｘｄｖ，　ＭｚＯｘ＝

Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）ｙｄｖ，　ＭｘＯｙ＝

Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）ｚｄｖ．

（３）重心坐标

珚ｘ＝
ＭｙＯｚ

Ｍ
，　珔ｙ＝

ＭｘＯｚ

Ｍ
，　珔ｚ＝

ＭｘＯｙ

Ｍ ．

（４）转动惯量

Ｉｘ＝
Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）（ｙ２＋ｚ２）ｄｖ，　Ｉｙ＝

Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）（ｘ２＋ｚ２）ｄｖ，　Ｉｚ＝

Ω
ρ（ｘ，ｙ，ｚ）（ｘ２＋ｙ２）ｄｖ．

三、基本题型与解题方法

图７１

１．多元重积分概念、基本性质

例７１　设ｆ（ｘ）是［０，１］上的连续正值函数，且单调减，证明

∫
１

０
ｘｆ２（ｘ）ｄｘ

∫
１

０
ｘｆ（ｘ）ｄｘ

≤∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

．

证法１　即要证

∫
１

０
ｘｆ２（ｘ）ｄｘ∫

１

０
ｆ（ｙ）ｄｙ－∫

１

０
ｆ２（ｙ）ｄｙ∫

１

０
ｘｆ（ｘ）ｄｘ≤０

或 
Ｄ

ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ≤０，

其中 Ｄ 如图７１中的正方形 Ｄ＝Ｄ１＋Ｄ２，而


Ｄ２

ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｄｙ∫

ｙ

０
ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘ

＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｙｆ（ｙ）ｆ（ｘ）［ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）］ｄｙ

＝
Ｄ１

ｙｆ（ｙ）ｆ（ｘ）［ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）］ｄｘｄｙ，

则 
Ｄ

ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ＝
Ｄ１

ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ

＋
Ｄ２

ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ

＝
Ｄ１

ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）（ｘ－ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ≤０．

这里由于ｆ（ｘ）单调减，所以（ｘ－ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］＜０．

证法２　
Ｄ

ｘｆ（ｘ）ｆ（ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ＝
Ｄ

ｙｆ（ｙ）ｆ（ｘ）［ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ）］ｄｘｄｙ

＝１
２

Ｄ

ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）（ｘ－ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］ｄｘｄｙ≤０，

这里由于ｆ（ｘ）单调减，所以（ｘ－ｙ）［ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）］＜０．
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例７２　证明不等式６１
１６５π≤ 

ｘ２＋ｙ
２
≤１

ｓｉｎ （ｘ２＋ｙ２）槡 ３ｄσ≤２
５π．

证　由于 
ｘ２＋ｙ

２
≤１

ｓｉｎ （ｘ２＋ｙ２）槡 ３ｄσ＝２π∫
１

０
ρｓｉｎρ

３ｄρ，因此将问题化为估计定积分∫
１

０
ρｓｉｎρ

３ｄρ．从 答 案 分

析拟用不等式来估计ｓｉｎρ
３，我们知道，对任意正实数ｔ有：ｔ－ｔ３

３！≤ｓｉｎｔ≤ｔ，于是

ρ
３－ρ

９

３！≤ｓｉｎρ
３≤ρ

３，

∫
１

０
ρｓｉｎρ

３ｄρ≤∫
１

０
ρ

４ｄρ＝１
５

，

∫
１

０
ρｓｉｎρ

３ｄρ≥∫
１

０
ρ

４－ρ
１０（ ）６ ｄρ＝６１

３３０
，

所以 ６１
１６５π≤２π∫

１

０
ρｓｉｎρ

３ｄρ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤１

ｓｉｎ （ｘ２＋ｙ２）槡 ３ｄσ≤２
５π．

注　本题所用不等式来自正弦函数的幂级数展开式．

ｓｉｎｔ＝ｔ－ｔ３

３！＋
ｔ５

５！－…．

如被积函数可展开为交错级数，则容易得到积分的一系列不足近似值和过剩近似值．而由交错级数收敛

的莱布尼茨法则，不难做出近似积分值的误差估计．

例７３　证明不等式 π
４ １－１（ ）ｅ ＜∫

１

０
ｅ－ｘ２ｄ（ ）ｘ

２

＜１６
２５．

证　记Ｉ＝∫
１

０
ｅ－ｘ２ｄｘ，

由 ｅ－ｘ２＝１－ｘ２＋ｘ４

２！－…＜１－ｘ２＋ｘ４

２！
，

得 Ｉ＜∫
１

０
１－ｘ２＋ｘ４（ ）２ ｄｘ＝２３

３０＜２４
３０＝４

５．

所以Ｉ２≤１６
２５

，右边不等式得证．

２Ｉ＝∫
１

－１
ｅ－ｘ２ｄｘ，

（２Ｉ）２＝∫
１

－１
ｅ－ｘ２ｄｘ∫

１

－１
ｅ－ｙ

２
ｄｙ＞ 

ｘ２＋ｙ
２
≤１

ｅ－ｘ２－ｙ
２
ｄσ＝２π∫

１

０
ｒｅ－ｒ２ｄｒ＝π（１－ｅ－１）．

所以Ｉ２＞π
４

（１－ｅ－１）左边不等式也得证．

注　从这几个例题中要学会将定积分的乘积化为重积分解决问题的方法．
例７４　设 ｆ（ｘ，ｙ）在 区 域 Ｄ 上 有 二 阶 连 续 偏 导 数，试 用 重 积 分 的 方 法 证 明 在 Ｄ 内 恒 有ｆ″ｘｙ （ｘ，ｙ）

＝ｆ″ｙｘ（ｘ，ｙ）．
证　设（ｘ０，ｙ０）∈Ｄ 是任 一 点，作 此 点 的 一 个 正 方 形 邻 域 Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ０－δ≤ｘ≤ｘ０＋δ，ｙ０－δ≤ｙ

≤ｙ０＋δ｝，使ΩＤ，则ｆ（ｘ，ｙ）在Ω 上有二阶连续偏导数．考虑积分

Ｉ１ ＝
Ω

ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
ｘ０＋δ

ｘ０－δ
ｄｘ∫

ｙ０＋δ

ｙ０－δ

ｆｘ

ｙｄｙ

＝∫
ｘ０＋δ

ｘ０－δ
［ｆｘ（ｘ，ｙ０＋δ）－ｆｘ（ｘ，ｙ０－δ）］ｄｘ

＝ｆ（ｘ０＋δ，ｙ０＋δ）－ｆ（ｘ０－δ，ｙ０＋δ）－ｆ（ｘ０＋δ，ｙ０－δ）＋ｆ（ｘ－δ，ｙ－δ）；
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Ｉ２ ＝
Ω

ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
ｙ０＋δ

ｙ０－δ
ｄｙ∫

ｘ０＋δ

ｘ０－δ

ｆｙ

ｘｄｘ

＝ｆ（ｘ０＋δ，ｙ０＋δ）－ｆ（ｘ０－δ，ｙ０＋δ）－ｆ（ｘ０＋δ，ｙ０－δ）＋ｆ（ｘ０－δ，ｙ０－δ）

所以Ｉ１＝Ｉ２，利用积分中值定理知，存在（ｘ１，ｙ１）∈Ω 及（ｘ２，ｙ２）∈Ω，使

ｆ″ｘｙ（ｘ１，ｙ１）４δ２＝ｆ″ｙｘ（ｘ２，ｙ２）４δ２

约去４δ２ 并令δ→Ｏ＋ ，则由二阶偏导数的连续性知，ｆ″ｘｙ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ″ｙｘ（ｘ０，ｙ０）．
由（ｘ０，ｙ０）的任意性知本题得证．
例７５　选择题：
（１）设有空间区域

Ω１：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤Ｒ２，ｚ≥０；　及　Ω２：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤Ｒ２，ｘ≥０，ｙ≥０，ｚ≥０，

则 （　）

（Ａ）
Ω１

ｘｄｖ＝４
Ω２

ｘｄｖ； （Ｂ）
Ω１

ｙｄｖ＝４
Ω２

ｙｄｖ；

（Ｃ）
Ω１

ｚｄｖ＝４
Ω２

ｚｄｖ； （Ｄ）
Ω１

ｘｙｚｄｖ＝４
Ω２

ｘｙｚｄｖ．

解　Ω１ 关于ｘＯｚ面、ｙＯｚ面对称，且ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｚ关于ｘ，ｙ均为偶函数，故选 Ｃ．

图７２

（２）设 Ｄ 是ｘＯｙ 平面上以（１，１），（－１，１）和（－１，－１）为 顶 点 的 三

角形区域，Ｄ１ 是 Ｄ 在第一象限的部分，则
Ｄ

（ｘｙ＋ｃｏｓｘｓｉｎｙ）ｄｘｄｙ等于

（　）

（Ａ）２
Ｄ１

ｃｏｓｘｓｉｎｙｄｘｄｙ； （Ｂ）２
Ｄ１

ｘｙｄｘｄｙ；

（Ｃ）４
Ｄ１

（ｘｙ＋ｃｏｓｘｓｉｎｙ）ｄｘｄｙ； （Ｄ）０．

解　由图７２，连ＯＢ 再利用二重积分对称性便可知结论，故选 Ａ．
（３）设Ｓ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２（ｚ≥０），Ｓ１ 为Ｓ 在 第 一 卦 限 中 的 部 分，则

有 （　）．

（Ａ）
Ｓ

ｘｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ； （Ｂ）
Ｓ

ｙｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ；

（Ｃ）
Ｓ

ｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ； （Ｄ）
Ｓ

ｘｙｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｙｚｄＳ．

解　曲面Ｓ关于ｙＯｚ、ｚＯｘ平面均对称，ｘ，ｙ分别关于ｘ，ｙ为奇函数，故
Ｓ

ｘｄＳ＝
Ｓ

ｙｄＳ＝
Ｓ

ｘｙｚｄＳ＝０．

但
Ｓ１

ｘｄＳ＞０，
Ｓ１

ｘｙｚｄＳ＞０，故只能选 Ｃ．或通过验算知 Ｃ正确．

例７６　设ｆ（ｕ）具有连续的导函数，且ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｆ′（ｕ）＝Ａ＞０，Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２≤Ｒ２，ｘ≥０，ｙ≥０｝，（Ｒ＞

０）．
（１）证明：ｌｉｍ

ｕ→＋∞
ｆ（ｕ）＝＋∞；

（２）求ＩＲ＝
Ｄ

ｆ′（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ；ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

ＩＲ

Ｒ２．

解　（１）因为ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｆ′（ｕ）＝Ａ＞０，Ａ＞Ａ
２．

所以由局部保号性知，Ｍ＞０，使当ｕ＞Ｍ 时，ｆ′（ｕ）＞Ａ
２．

故由微分中值公式知，当ｕ＞Ｍ 时，ｆ（ｕ）＝ｆ（Ｍ）＋ｆ′（ξ）（ｕ－Ｍ）＞ｆ（Ｍ）＋Ａ
２

（ｕ－Ｍ），其中 Ｍ＜ξ＜ｕ．
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所以ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｆ（ｕ）＝＋∞．

（２）令
ｘ＝ρｃｏｓθ，

ｙ＝ρｓｉｎθ｛ ，
则０≤θ≤π

２．

ＩＲ＝ 
０≤ρ≤Ｒ
０≤θ≤π

２

ｆ′（ρ
２）·ρｄρｄθ＝１

２
·π

２
［ｆ（Ｒ２）－ｆ（０）］＝π

４
［ｆ（Ｒ２）－ｆ（０）］．

ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

ＩＲ

Ｒ２＝ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

π
４

·ｆ（Ｒ２）－ｆ（０）
Ｒ２ ＝π

４
·ｌｉｍ

Ｒ→＋∞

２Ｒｆ′（Ｒ２）
２Ｒ ＝π

４Ａ．

例７７　若 ｆ（ｘ，ｙ）在 矩 形 Ｇ：０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１ 上 有 定 义，且 积 分Ｉ１ ＝∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ 与

Ｉ２ ＝∫
１

０
ｄｙ∫

１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ都存在，则（　）．

（Ａ）Ｉ１＝Ｉ２；　　　（Ｂ）Ｉ１≠Ｉ２；　　　（Ｃ）
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ存在；　　　（Ｄ）
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ可能不存在．

解

如ｆ（ｘ，ｙ）＝

ｘ－（ ）１
２ ｙ－（ ）１

２

ｘ－（ ）１
２

２

＋ ｙ－（ ）１
２［ ］２ ２， 当 ｘ－（ ）１

２

２

＋ ｙ－（ ）１
２

２

≠０，

０， ｘ＝ｙ＝１
２

烅

烄

烆
，

显然在Ｇ：０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１上有定义，且∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

１

０
ｄｙ∫

１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝０，但ｆ（ｘ，ｙ）在点

１
２

，（ ）１
２ ∈Ｇ 无界，所以ｆ（ｘ，ｙ）在Ｇ 上不可积，故选 Ｄ．

例７８　设ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ＝｛０≤ｘ≤１；０≤ｙ≤１｝上有四阶连续的偏导数，ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ 的边界上恒为零，且

４ｆ
ｘ２ｙ２ ≤３，试证明 

Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ ≤１
４８．

证　考虑辅助函数ｇ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ（１－ｘ）（１－ｙ），则 ４ｇ
ｘ２ｙ２＝４．


Ｄ

ｇ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｘ（１－ｘ）ｄｘ∫

１

０
ｙ（１－ｙ）ｄｙ＝１

３６．

而　　　
Ｄ

ｘｙ（１－ｘ）（１－ｙ）４ｆ
ｘ２ｙ２ｄｘｄｙ＝∫

１

０
ｙ（１－ｙ）ｄｙ∫

１

０
ｘ（１－ｘ）４ｆ

ｘ２ｙ２ｄｘ

＝∫
１

０
ｙ（１－ｙ）ｄｙ ｘ（１－ｘ）３ｆ

ｘ２ｙ２

１

０
－∫

１

０
（１－２ｘ） ３ｆ

ｘ２ｙ２ｄ［ ］ｘ

＝－∫
１

０
ｙ（１－ｙ）ｄｙ （１－２ｘ）

２ｆ
ｙ２

１

０
＋２∫

１

０

２ｆ
ｙ２ｄ［ ］ｘ

＝－２∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｙ（１－ｙ）

２ｆ
ｙ２ｄｙ＝２∫

１

０
ｄｘ∫

１

０
（１－２ｙ）ｆ

ｙｄｙ

＝４∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝４

Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ．

所以 
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ ＝１
４∫

Ｄ

ｘｙ（１－ｘ）（１－ｙ） ４ｆ
ｘ２ｙ２ｄσ

≤３
４

Ｄ

ｘｙ（１－ｘ）（１－ｙ）ｄｘｄｙ＝１
４８．

２．二重积分计算

（１）直角坐标
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例７９　设ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｄ 上连续，Ｄ 由不等式槡ｘ≤ｙ≤ｘ，ｙ≤２所确定，试将二重积分
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ化为直

角坐标下的两种不同次序的累次积分．
解　（１）先画出积分域；（２）投影．设先对ｘ积分，即将 Ｄ 在ｙ 轴 上 投 影，得１≤ｙ≤２，（图７３）；（３）发

射；对固定的ｙ∈（１，２）自左向右作射线，从ｘ＝ｙ的边界进入Ｄ，从ｘ＝ｙ２ 出，即ｙ≤ｘ≤ｙ２，于是得


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
２

１
ｄｙ∫

ｙ
２

ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．

如果我们先对ｙ积分，那么（２）投影应将Ｄ 在ｘ 轴上投影，得区间［１，４］；（３）发射．应固定ｘ∈（１，４），由下向

上作射线，由图７３我们发现ｘ∈（１，２）时，射线从ｙ＝槡ｘ进入Ｄ，从ｙ＝ｘ出；ｘ∈（２，４）时，从ｙ＝槡ｘ进，从ｙ
＝２出．故


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
２

１
ｄｘ∫

ｘ

槡ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

４

２
ｄｘ∫

２

槡ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

图７３ 图７４

例７１０　更换累次积分的次序：Ｉ＝∫
２

０
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

２＋ｘ槡 ２ ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

解　先画积分域，将已知的累次积分化为二重积分，从图７４看出要化累次积分为二重积分得先分已知

的二次积分为两部分．

Ｉ＝∫
１

０
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

２＋ｘ槡 ２ ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ－∫
２

１
ｄｘ∫

２＋ｘ槡 ２

４－ｘ槡 ２ ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝
Ｄ１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ－
Ｄ２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ

＝∫
槡

槡

３

２
ｄｙ∫

ｙ
２－槡 ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫

１

槡３
ｄｙ∫

４－ｙ槡 ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ

　－∫
槡３

０
ｄｙ∫

２

４－ｙ槡 ２ ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ－∫
槡

槡

６

３
ｄｙ∫

２

ｙ
２－槡 ２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．

例７１１　交换积分顺序（如不加说明我们总设被积函数在其积分域上连续）Ｉ＝∫
２

１
ｄｘ∫

２ｘ－槡 １

３－ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

解　先画积分域如图７５．从图中看出，当ｘ∈［１， 槡４－ ６］时， ２ｘ－槡 １≤３－ｘ；当ｘ∈［ 槡４－ ６，２］时，３－ｘ

≤ ２ｘ－槡 １．所以要将Ｉ化为二重积分，首先要将Ｉ分为两部分：

Ｉ＝－∫
４－槡６

１
ｄｘ∫

３－ｘ

２ｘ－槡 １
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

２

４－槡６
ｄｘ∫

２ｘ－槡 １

３－ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝－

Ｄ１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＋
Ｄ２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ

＝∫
槡６－１

１
ｄｙ －∫

ｙ
２＋１
２

１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫

２

３－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｘ ＋∫

２

槡６－１
ｄｙ －∫

３－ｙ

１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｘ ＋∫

槡

槡

３

６－１
ｄｙ∫

２

ｙ
３＋１
２
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ

＝－∫
槡６－１

１
ｄｙ∫

ｙ
２＋１
２

１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ－∫

２

槡６－１
ｄｙ∫

３－ｙ

１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ－∫

槡６－１

１
ｄｙ∫

２

３－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫

槡

槡

３

６－１
ｄｙ∫

２

ｙ
２＋１
２
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．
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图７５ 图７６

例７１２　交换积分顺序：∫
２π

０
ｄｘ∫

ｓｉｎｘ

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

解　如图７６像上两个例子一样，先将二次积分写为

　　∫
π

０
ｄｘ∫

ｓｉｎｘ

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ－∫

２π

π
ｄｘ∫

０

ｓｉｎｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝

Ｄ１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ－
Ｄ２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ

＝∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ－∫

０

－１
ｄｙ∫

２π＋ａｒｃｓｉｎｙ

π－ａｒｃｓｉｎｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．

注　ｙ＝ｓｉｎｘ的反函数不能都写为ｘ＝ａｒｃｓｉｎｙ，这样写要求ｘ∈ －π
２

，π［ ］２ ．如图７６中弧︵ＯＡ中ｘ 在主

值区间，而弧︵ＡＢ、︵ＢＣ的ｘ 不 在 主 值 范 围 之 内，故 用 诱 导 公 式ｙ＝ｓｉｎｘ＝ｓｉｎ（π－ｘ），写 成 反 三 角 式 如 旁 注 一

样；对弧︵ＣＤ，则用诱导公式：ｙ＝ｓｉｎｘ＝ｓｉｎ（ｘ－２π），ｘ－２π∈ －π
２

，（ ）０ ，即在主值区间，则ｘ－２π＝ａｒｃｓｉｎｙ，即

ｘ＝２π＋ａｒｃｓｉｎｙ．

例７１３　计算积分Ｉ＝
Ｄ

（｜ｘ｜＋｜ｙ｜）ｄｘｄｙ其中，Ｄ 为｜ｘ｜＋｜ｙ｜≤１．

解　由对称性知

Ｉ＝４
Ｄ１

（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ　（Ｄ１：ｘ＋ｙ≤１，ｘ≥０，ｙ≥０）＝８
Ｄ１

ｘｄｘｄｙ

＝８∫
１

０
ｘｄｘ∫

１－ｘ

０
ｄｙ＝４

３．

注　如上例，Ｄ１ 的形心珚ｘ＝１
３＝

Ｄ１

ｘｄｘｄｙ

１
２

，
Ｄ１

ｘｄｘｄｙ＝１
６

所以Ｉ＝４
３．

图７７

例７１４　计算积分
Ｄ

（ｘ＋ｙ）ｄσ，Ｄ 是由ｙ２＝２ｘ，ｘ＋ｙ＝４，ｘ＋ｙ＝１２所

围成的区域．
解　如图７７知


Ｄ

＝
Ｄ１

－
Ｄ２

，

而 
Ｄ２

（ｘ＋ｙ）ｄσ＝∫
４

－６
ｄｙ∫

１２－ｙ

ｙ
２／２

（ｘ＋ｙ）ｄｘ
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＝１
２∫

４

－６
１２２－ ｙ２

２＋（ ）ｙ［ ］２

ｄｙ

＝７２０－１
２∫

４

－６

ｙ４

４＋ｙ３＋ｙ（ ）２ ｄｙ，


Ｄ１

（ｘ＋ｙ）ｄσ＝１
２∫

２

－４
１６－ ｙ２

２＋（ ）ｙ［ ］２

ｄｙ

＝４８－１
２∫

２

－４

ｙ４

４＋ｙ３＋ｙ（ ）２ ｄｙ

所以　
Ｄ

（ｘ＋ｙ）ｄσ＝６７２－１
２

４５＋６５

２０ ＋４４－６４

４ ＋４３＋６３［ ］３ ＋１
２

２５＋４５

２０ ＋２４－４４

４ ＋２３＋４３［ ］３

＝６７２－１
２

２５（３５－１）
２０ ＋２．４４－６４－２４

４ ＋６３－２３［ ］３

＝７７２－９６８
５ －１０４

３ ＝５４３１１
１５．

读者可以看出我们不急于将积分∫
４

－６

ｙ４

４＋ｙ３＋ｙ（ ）２ ｄｙ及类似的一个算出来，主要是它们还要相 减，消

去一些项后再算要简单些．

例７１５　计算
Ｄ

ｘｙｄｘｄｙ，其中 Ｄ 是由曲线ｘｙ＝１，ｘ＋ｙ＝５
２

所围成的区域．

解　如图７８，先求交点的横坐标，设ｘ，ｙ为某二次方程的根，则两根之积为１，和 为 ５
２

，故 方 程 是ｘ２－

５
２ｘ＋１＝０，得ｘ１＝

１
２

，ｘ２＝２，所以


Ｄ

ｘｙｄｘｄｙ＝∫
２

１
２

ｘｄｘ∫
５
２－ｘ

１
ｘ

ｙｄｙ＝１
２∫

２

１
２

ｘ ５
２－（ ）ｘ

２

－１［ ］ｘ ｄｘ

＝１
２∫

２

１
２

２５
４ｘ－５ｘ２＋ｘ３－１［ ］ｘ ｄｘ＝１３７

１２８－ｌｎ２．

图７８ 图７９

例７１６　计算由曲线ｘｙ＝ａ２，ｘ＋ｙ＝５
２ａ（ａ＞０），所围成图形的面积．

解法１　用二重积分算，如图７９，记所围图形为σ，面积为Ｓ，则

Ｓ＝（σ）

ｄｘｄｙ

化为累次积分，先求图形σ在Ｏｘ 轴上的投影区间［ｘ１，ｘ２］，这里ｘ１ 及ｘ２ 是二次方程

ｘ２－５ａ
２ｘ＋ａ２＝０
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的两个根．易知ｘ１＝
ａ
２

，ｘ２＝２ａ于是，Ｓ＝∫
２ａ

ａ
２

ｄｘ∫
５
２ａ－ｘ

ａ２

ｘ

ｄｙ＝ １５
８（ ）－ｌｎ４ａ２．

解法２　用定积分计算，Ｓ等于梯形ＡＢＣＤ 的面积Ｓ１，减去以︵ＤＣ为顶的曲边梯形ＡＢＣＤ 的面积Ｓ２：

Ｓ１＝
１
２ ２ａ＋ａ（ ）２ ２ａ－ａ（ ）２ ＝１５

８ａ２，

Ｓ２＝∫
２ａ

ａ
２

ａ２

ｘｄｘ＝ａ２ｌｎ４．

Ｓ＝ １５
８（ ）－ｌｎ４ａ２．

例７１７　计算 
０≤ｘ≤π
０≤ｙ≤π

｜ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）｜ｄｘｄｙ．

解法１　由对称性知（图７１０）

图７１０


Ｄ１

｜ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）｜ｄｘｄｙ＝
Ｄ４

｜ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）｜ｄｘｄｙ，


Ｄ２

｜ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）｜ｄｘｄｙ＝
Ｄ３

｜ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）｜ｄｘｄｙ．

　　原式＝２∫
Ｄ１

ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ－∫
Ｄ２

ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄ［ ］ｙ

＝２ ２
Ｄ１

ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ－
Ｄ１＋Ｄ２

ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄ［ ］ｙ

＝２ ２∫
π
２

０
ｄｘ∫

π
２－ｘ

０
ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｙ－∫

π

０
ｄｘ∫

π－ｘ

０
ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄ［ ］ｙ

＝２ ２∫
π
２

０
（１－ｓｉｎｘ）ｄｘ＋∫

π

０
ｓｉｎｘｄ［ ］ｘ ＝２π．

解法２　作变换
ｘ＝ｔ，

ｘ＋ｙ＝｛ ｕ
则Ｊ＝１


Ｄ１

ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
π
２

０∫
π
２

０
ｃｏｓｔｄｔｄｕ＝π

２
，

－
Ｄ２

ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝－∫
π

π
２

ｄｔ∫
π

π
２

ｃｏｓｕｄｕｄｕ＝π
２

，

所以 
０≤ｘ≤π
０≤ｙ≤π

｜ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）｜ｄｘｄｙ＝２ π
２＋π（ ）２ ＝２π．

例７１８　计算Ｉ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤４

ｓｇｎ（ｘ２－ｙ２＋２）ｄｘｄｙ，其中ｓｇｎｘ为符号函数．

解　参阅图７１１，

Ｉ＝
Ｄ４

ｄσ－２
Ｄ１

ｄσ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤４

ｄσ－４
Ｄ１

ｄσ＝４π－８∫
１

０
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

２＋ｘ槡 ２ ｄｙ

＝４π－８∫
１

０
［ ４－ｘ槡 ２－ ２＋ｘ槡 ２］ｄｘ＝４

３π＋８ｌｎ（ 槡１＋ ３）－４ｌｎ２．

例７１９　计算二次积分∫
２

１
ｄｘ∫

ｘ

槡ｘ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｙ＋∫
４

２
ｄｘ∫

２

槡ｘ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｙ．

解　由所给二次积分作出区域 Ｄ 的图形（图７１２），再由 Ｄ 换成先对ｙ 后对ｘ 的二次积分．
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图７１１ 图７１２

∫
２

１
ｄｘ∫

ｘ

槡ｘ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｙ＋∫
４

２
ｄｘ∫

２

槡ｘ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｙ＝∫
２

１
ｄｙ∫

ｙ
２

ｙ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｘ

＝∫
２

１

２ｙ
π ｃｏｓπ

２－ｃｏｓπ
２（ ）ｙ ｄｙ

＝－２
π∫

２

１
ｙｃｏｓπ

２ｙｄｙ＝４
π３（２＋π）．

图７１３

例７２０　计算∫
１
２

１
４

ｄｙ∫
槡ｙ

１
２

ｅ
ｙ
ｘ
ｄｘ＋∫

１

１
２

ｄｙ∫
槡ｙ

ｙ
ｅ

ｙ
ｘ
ｄｘ．

解　区域 Ｄ 如图７１３阴影部分．

原式＝
Ｄ

ｅ
ｙ
ｘ
ｄσ＝∫

１

１
２

ｄｘ∫
ｘ

ｘ２
ｅ

ｙ
ｘ
ｄｙ

＝∫
１

１
２

ｘ（ｅ－ｅｘ）ｄｘ＝３
８ｅ－１

２槡ｅ．

例７２１　设函数ｆ（ｘ）在区间［０，１］上连续，并设∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ，求

∫
１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ．

解法１　更换积分次序，可得

∫
１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝∫

１

０
ｄｙ∫

ｙ

０
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｘ＝∫

１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ，

２∫
１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝∫

１

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ

＝∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ，

所以

∫
１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝１

２Ａ２．

解法２　记函数Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，则Ｆ（０）＝０，Ｆ（１）＝Ａ，且ｄＦ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｄｘ．于是

∫
１

０
ｄｘ∫

１

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｄｙ＝∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ∫

１

ｘ
ｄＦ（ｙ）＝∫

１

０
ｆ（ｘ）［Ｆ（１）－Ｆ（ｘ）］ｄｘ

＝Ａ２－∫
１

０
Ｆ（ｘ）ｄＦ（ｘ）＝Ａ２－１

２
［Ｆ２（１）－Ｆ２（０）］＝１

２Ａ２．

（２）极坐标及其他

在极坐标下化重积分为先对ｒ后对θ的二次 积 分 定 限 时，我 们 用 投 影、发 射 的 说 法，投 影 是 找θ的 变 化
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范围．令极轴沿逆时针方向转动，看θ角为何值时极轴与积分域开始接触，当θ为 何 值 时 离 去；发 射 是 固 定θ
找ｒ的变化范围．由于ｒ≥０故发射时出发点总是极点．

例７２２　在极坐标下把二重积分
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ化为两种不同次序的累次积分，其中区域 Ｄ 由Ｒｘ≤ｘ２＋

ｙ２≤Ｒ２ 所确定，ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｄ 上连续．

解　（１）画域：如图７１４（ａ），Ｄ１＋Ｄ２＋Ｄ３＝Ｄ；（２）投影：一般先对ρ积分再对θ积分．从图上看出－π
２

≤θ≤３π
２

；（３）发射：发现要分开积分，在 Ｄ１＋Ｄ２ 上即当－π
２≤θ≤π

２
时，ρ从ρ＝Ｒｃｏｓθ进入积分域，从ρ＝Ｒ

出；在 Ｄ３ 上即 π
２≤θ≤３π

２
时，ρ＝０即进入 Ｄ３，ρ＝Ｒ 时出，故


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
π／２

－π／２
ｄθ∫

Ｒ

Ｒｃｏｓθ
ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄρ＋∫

３π
２

π
２

ｄθ∫
Ｒ

０
ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄρ．

若先对θ积分，再对ρ积分，则也是投影，即找ρ的范围０≤ρ≤Ｒ．这时，发射是固定ρ∈（Ｏ，Ｒ）．作圆弧按

逆时针转，如本题，在 Ｄ１，弧从θ＝－π
２

入，θ＝－ａｒｃｃｏｓρ
Ｒ

出；在 Ｄ２，从θ＝ａｒｃｃｏｓρ
Ｒ

入；从θ＝π
２

出；在 Ｄ３，

π
２≤θ≤３π

２
，所以


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
Ｒ

０
ｄρ∫

－ａｒｃｃｏｓρＲ

－π
２

ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄθ＋∫
Ｒ

０
ｄρ∫

π
２

ａｒｃｃｏｓρＲ
ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄθ

＋∫
Ｒ

０
ｄρ∫

３π
２

π
２
ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄθ （１）

图７１４

注　在极坐标下，先对θ，后对ρ的积分定限较困难．因此，介绍另一种方法：在定好了先对ρ，后对θ的累

次积分后，可将（ρ，θ）视为直角坐 标．按 直 角 坐 标 交 换 次 序 即 可，如 图７１４（ｂ）是 按 二 次 积 分 式（１）画 出 的 在

（θ，ρ）直角坐标下的图形．由此得


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ＝∫
Ｒ

０
ｄρ∫

－ａｒｃｃｏｓρＲ

－π／２
ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄθ＋∫

Ｒ

０
ｄρ∫

３π
２

ａｒｃｃｏｓρＲ
ρｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）ｄθ．

避开了极坐标的定限方法．

例７２３　计算 
ｘ２＋ｙ

２
≤ｘ＋ｙ

（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ．

解法１　用极坐标作（图７１５）

Ｉ＝∫
３π
４

－π
４

ｄθ∫
（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）

０
ｒ２（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）ｄｒ＝１

３∫
３π
４

－π
４

（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）４ｄθ
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图７１５

＝１
３∫

３π
４

－π
４

（１＋２ｓｉｎ２θ＋ｓｉｎ２２θ）ｄθ＝π
２．

解法２　作变换：ｘ＝ｕ＋１
２

，ｙ＝ｖ＋１
２

，则

Ｉ＝ 
ｕ２＋ｖ２≤１

２

（１＋ｕ＋ｖ）ｄｕｄｖ＝ 
ｕ２＋ｖ２≤１

２

ｄｕｄｖ＝π
２

解法３　本题一个简单解法是：由ｘ，ｙ的对称性知

Ｉ＝２ 
ｘ２＋ｙ

２
≤ｘ＋ｙ

ｘｄｘｄｙ．

而均匀圆板ｘ２＋ｙ２≤ｘ＋ｙ的质心为圆心Ｐ：珚ｘ＝１
２

，珔ｙ＝１
２

（图７１８），但珚ｘ＝１
２＝


Ｄ

ｘｄｘｄｙ

１
２π

，所 以，
Ｄ

ｘｄｘｄｙ

＝π
４

，从而Ｉ＝π
２．

注　解法１是最 平 凡 的，但 计 算 麻 烦 了 些．解 法 ２则 是 坐 标 平 移，平 移 不 影 响 面 积 的 变 化，故 ｄｘｄｙ
＝ｄｕｄｖ．解法３是反过来将求重心的公式用来计算重积分．

图７１６

例７２４　计算积 分Ｉ＝
Ｄ

ｄσ
（ａ２＋ｘ２＋ｙ２）３／２

，其 中 Ｄ 为０≤ｘ≤ａ；０≤ｙ

≤ａ．
解　用极坐标计算，如图７１６所示．


Ｄ

＝
Ｄ１

＋
Ｄ２

＝２
Ｄ１

＝２∫
π
４

０
ｄθ∫

α
ｃｏｓθ

０

ρｄρ
（ａ２＋ρ

２）３／２

＝２∫
π
４

０

１
ａ－ ｃｏｓθ

ａ ２－ｓｉｎ２槡［ ］θ
ｄθ＝π

６ａ．

３．三重积分的计算

（１）直角坐标

例７２５　将三重积分
Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｖ化为先对ｙ，再对ｘ，最后对ｚ的三次积分．其中Ω 是由ｘ＋ｙ＋ｚ

＝１，ｘ＋ｙ＝１，ｘ＝０，ｙ＝０和ｚ＝１所围成的闭区域，ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在Ω 上连续．

图７１７

解　本题如先对ｚ积分，容易定限

Ｉ＝
Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｖ＝
Ｄ

ｄｘｄｙ∫
１

１－ｘ－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚ

＝∫
１

０
ｄｘ∫

１－ｘ

０
ｄｙ∫

１

１－ｘ－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚ，

然后交换积分次序，先看二次积分（图７１７）

∫
１－ｘ

０
ｄｙ∫

１

１－ｘ－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚ＝

Ｄ１

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙｄｚ

＝∫
１－ｘ

０
ｄｚ∫

１－ｘ

１－ｘ－ｚ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙ＋∫

１

１－ｘ
ｄｚ∫

１－ｘ

０
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙ，

所以

Ｉ＝∫
１

０
ｄｘ∫

１－ｘ

０
ｄｚ∫

１－ｘ

１－ｘ－ｚ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

１－ｘ
ｄｚ∫

１－ｘ

０
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙ

—１６１—
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＝∫
１

０
ｄｚ∫

１－ｚ

０
ｄｘ∫

１－ｘ

１－ｘ－ｚ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙ＋∫

１

０
ｄｚ∫

１

１－ｚ
ｄｘ∫

１－ｘ

０
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙ．

图７１８

例７２６　求均匀球体Ｖ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤２ｚ（体密度为１）绕Ｏｚ轴的转动惯量

（图７１８）．

解法１　即求Ｉ＝
Ｖ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙｄｚ

试用球坐标来计算，但不直接套用公式，先从直角坐标化起：

Ｉ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤１

ｄｘｄｙ∫
１＋ １－ｘ２－ｙ槡 ２

１－ １－ｘ２－ｙ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｄｒ∫

１＋ １－ｒ槡 ２

１－ １－ｒ槡 ２ｒ
３ｄｚ．

用极坐标算∫
１

０
ｄｒ∫

１＋ １－ｒ槡 ２

１－ １－ｒ槡 ２ｒ
３ｄｚ，设

ｒ＝ρｓｉｎφ
ｚ＝ρｃｏｓ｛ φ

则 ∫
１

０
ｄｒ∫

１＋ １－ｒ槡 ２

１－ １－ｒ槡 ２ｒ
３ｄｚ＝∫

π
２

０
ｄφ∫

２ｃｏｓφ

０
ρ

４ｓｉｎ３
φｄρ，

所以 Ｉ＝∫
２π

０
ｄφ∫

π
２

０
ｄθ∫

２ｃｏｓφ

０
ρ

４ｓｉｎ３
φｄρ＝２６π

５∫
π
２

０
ｃｏｓ５

φｓｉｎ
３
φｄφ

＝－２６π
５∫

π
２

０
（ｃｏｓ５

φ－ｃｏｓ７
φ）ｄｃｏｓφ＝２６π

５
１
６－（ ）１

８ ＝８
１５π．

解法２　用“先二后一”的方法：


Ｖ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙｄｚ＝∫
２

０
ｄｚ 

ｘ２＋ｙ
２
≤２ｚ－ｚ２

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ＝∫
２

０
ｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

２ｚ－ｚ槡 ２

０
ｒ３ｄｒ

＝π
２∫

２

０
（４ｚ２－４ｚ３＋ｚ４）ｄｚ＝８

１５π．

例７２７　计算积分Ｉ＝ 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤２ｚ

（ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ）ｄｘｄｙｄｚ．

解法１　由对称性知： 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤２ｚ

ｘｄｖ＝ 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤２ｚ

ｙｄｖ＝０，


ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤２ｚ

ｚｄｖ＝∫
２π

０
ｄθ∫

π
２

０
ｄφ∫

２ｃｏｓφ

０
ｒ３ｓｉｎφｃｏｓφｄｒ＝４

３π

所以 Ｉ＝４ｃ
３π．

解法２　用先二后一的方法：


ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤２ｚ

ｚｄｖ＝∫
２

０
ｄｚ 

ｘ２＋ｙ
２
≤２ｚ－ｚ２

ｚｄｘｄｙ＝π∫
２

０
（２ｚ２－ｚ３）ｄｚ＝４

３π

所以 Ｉ＝４ｃ
３π．

解法３　ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤２ｚ的形心在（０，０，１），所 以 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤２ｚ

ｚｄｖ＝Ｖ＝４
３π，其 中Ｖ 是 单 位 球 体 的 体 积，

所以，Ｉ＝４ｃ
３π．

例７２８　设Ａ 为半径为Ｒ 的球内一定点，过Ａ 作球面任一点Ｑ 处的切平 面 作 垂 线，垂 足 为 Ｐ．当 Ｑ 在
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球面上变动时，Ｐ 点轨迹形成一封闭曲面．求 此 曲 面 所 围 立 体 的 体 积，又 问 点 Ａ 沿 什 么 方 向 变 化 时，这 个 体

积变化率最大？最大变化率等于什么？

解法１　如图７１９以Ａ 为极点，作球坐标系，则Ｐ 点的轨迹方程为ρ＝Ｒ－ａｃｏｓφ．这样所求体积为

ｖ＝
ｖ

ｄｖ＝∫
２π

０
ｄθ∫

π

０
ｄφ∫

Ｒ－ａｃｏｓφ

０
ρ

２ｓｉｎφｄρ

＝２π
３∫

π

０
（Ｒ－ａｃｏｓφ）３ｓｉｎφｄφ＝４π

３Ｒ（Ｒ２＋ａ２）．

图７１９

解法２　我们也可以用定积分求旋转体体积的方法来解本题（图７１９（ｂ）），即以 Ａ 为原点，这时垂直于

Ａ 的断面半径为

ｙ＝（Ｒ－ａｃｏｓθ）ｓｉｎθ，

而 ｄｚ＝－ｄ（Ｒ－ａｃｏｓθ）ｃｏｓθ＝（Ｒｓｉｎθ－ａｓｉｎ２θ）ｄθ，

所以，

Ｖ ＝π∫
π

０
（Ｒ２＋ａ２ｃｏｓ２θ－２ａＲｃｏｓθ）ｓｉｎ３θ（Ｒ－２ａｃｏｓθ）ｄθ，　（令ｃｏｓθ＝ｔ）

＝π∫
１

－１
（Ｒ２＋ａ２ｔ２－２ａＲｔ）（Ｒ－２ａｔ）（１－ｔ２）ｄｔ　（ｔ＝ｃｏｓθ）

＝π∫
１

－１
［Ｒ（Ｒ２＋ａ２ｔ２）（１－ｔ２）＋４ａ２Ｒｔ２（１－ｔ）］ｄｔ

＝２π ２
３Ｒ３＋２

３Ｒａ［ ］２ ＝４π
３Ｒ（Ｒ２＋ａ２）．

当Ａ 点移动时，函数ｖ（ａ）＝４π
３Ｒ（Ｒ２＋ａ２）的等位面是ａ＝常数的球面，故变化率最大是沿等位面的法向

（即半径方向）指向Ｖ（ａ）增加的一面．最大变化率即

Ｖ′（ａ）＝８π
３Ｒａ．

（２）柱面坐标和球面坐标

例７２９　计算三重积分
Ω

（ｘ＋ｚ）ｄｖ，其中Ω 是由曲面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２与ｚ＝ １－ｘ２－ｙ槡 ２所围成的区域．

解　利用球面坐标计算


Ω

ｘｄｖ＝∫
２π

０
ｄθ∫

π
４

０
ｄφ∫

１

０
ｒｓｉｎφｃｏｓθ·ｒ２ｓｉｎφｄｒ＝ｓｉｎθ

２π

０

·１
４

· φ
２－１

４ｓｉｎ２（ ）φ
π
４

０
＝０，
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Ω

ｚｄｖ＝∫
２π

０
ｄθ∫

π
４

０
ｄφ∫

１

０
ｒｃｏｓφ·ｒ２ｓｉｎφｄｒ＝２π·１

２ｓｉｎ２
φ

π
４

０
·１

４＝π
８．

图７２０

所以
Ω

（ｘ＋ｚ）ｄｖ＝π
８．

注　由Ω 关于ｙＯｚ 坐标面对称，直接可知
Ω

ｘｄｖ＝０．

例７３０　计 算 三 重 积 分
Ω

ｘ２ ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙｄｚ，其 中 Ω 是

曲面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２与ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 围成的有界区域．
解　如图７２０所示Ω 在ｘｙ 平面上的投影．

Ｄ：ｘ２＋ｙ２≤１，

所以
Ω

ｘ２ ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙｄｚ＝
Ｄ

ｄｘｄｙ∫
ｘ２＋ｙ槡 ２

ｘ２＋ｙ
２ ｘ２ ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｚ

＝
Ｄ

［ ｘ２＋ｙ槡 ２－（ｘ２＋ｙ２）］ｘ２ ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

ｘ＝ｒｃｏｓθ
ｙ＝ｒｓｉｎ｛ θ
０≤θ≤２π
０≤ｒ≤



１
∫

２π

０
ｄθ∫

１

０
（ｒ－ｒ２）·ｒ２ｃｏｓ２θ·ｒ·ｒｄｒ＝∫

２π

０
ｃｏｓ２θｄθ∫

１

０
（ｒ５－ｒ６）ｄｒ

＝π· １
６－（ ）１

７ ＝π
４２．

例７３１　求ｌｉｍ
ｔ→０＋

１
ｔ６

Ωｔ

ｓｉｎ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）
３
２
ｄｘｄｙｄｚ，其中Ωｔ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤ｔ２｝，

解　作球坐标变换ｘ＝ｒｓｉｎφｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎφｓｉｎθ，ｚ＝ｒｃｏｓφ．

则 
Ωｔ

ｓｉｎ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）
３
２
ｄｘｄｙｄｚ＝∫

２π

０
ｄθ∫

π

０
ｄφ∫

ｔ

０
ｓｉｎｒ３·ｒ２·ｓｉｎφｄｒ＝４π∫

ｔ

０
ｒ２ｓｉｎｒ３ｄｒ，

所以所求极限＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

４π∫
ｔ

０
ｒ２ｓｉｎｒ３ｄｒ

ｔ６ ＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

４πｔ２ｓｉｎｔ３

６ｔ５ ＝２
３πｌｉｍ

ｔ→０＋

ｓｉｎｔ３

ｔ３ ＝２
３π．

例７３２　设（Ｖ）是由球Ｂ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝２ａｚ（ａ＞０）与锥面：以ｚ轴为轴，以坐标原点为顶点，顶角为２α，
所围成的立体，求（Ｖ）的体积Ｖ．

解　令ｘ＝ｒｃｏｓφｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎφｓｉｎθ，ｚ＝ｒｃｏｓφ，则

０≤θ≤２π，　０≤φ≤α，　０≤ｒ≤２ａｃｏｓφ．

所以 Ｖ ＝（Ｖ）

ｄｘｄｙｄｚ＝∫
２π

０
ｄθ∫

ａ

０
ｄφ∫

２ａｃｏｓφ

０
ｒ２ｓｉｎφｄｒ

＝２π∫
α

０

１
３

·８ａ３ｃｏｓ３
φｓｉｎφｄφ＝１６

３πａ３∫
α

０
ｃｏｓ３

φｓｉｎφｄφ

＝４π
３ａ３（－ｃｏｓ４

φ）
α

０
＝４π

３ａ３（１－ｃｏｓ４α）．

例７３３　求ｌｉｍ
ｔ→０＋

１
ｔ４ 

ｘ２＋ｙ
２＋ｚ２≤ｔ

２

ｆ（ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）ｄｘｄｙｄｚ，其中ｆ在［０，１］上连续ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１．

解　利用球坐标变换，得


ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤ｔ
２

ｆ（ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）ｄｘｄｙｄｚ＝∫
２π

０
ｄθ∫

π

０
ｄφ∫

ｔ

０
ｆ（ｒ）·ｒ２·ｓｉｎφｄｒ
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＝４π∫
ｔ

０
ｆ（ｘ）·ｒ２ｄｒ．

再由洛必塔法则得

原式＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

４π∫
ｔ

０
ｆ（ｘ）·ｒ２ｄｒ

ｔ４ ＝ｌｉｍ
ｔ→０＋

４πｔ２ｆ（ｔ）
４ｔ３ ＝πｌｉｍ

ｔ→０＋

ｆ（ｔ）－ｆ（０）
ｔ－０

＝πｆ′（０）＝π．

例７３４　求曲面 ｘ（ ）ａ

２
５
＋ ｙ（ ）ｂ

２
５
＋ ｚ（ ）ｃ

２
５
＝１所围空间区域的体积Ｖ．

解　令ｕ＝ ｘ（ ）ａ

１
５ ，ｖ＝ ｙ（ ）ｂ

１
５ ，ｗ＝ ｚ（ ）ｃ

１
５ ，则

Ｖ＝
Ｖ

ｄｘｄｙｄｚ＝ 
ｕ２＋ｖ２＋ｗ２≤１

１２５ａｂｃ（ｕｖｗ）４ｄｕｄｖｄｗ．

令

ｕ＝ａｒｓｉｎφｃｏｓθ，

ｖ＝ｂｒｓｉｎφｓｉｎθ，

ｗ＝ｃｒｃｏｓ
烅
烄

烆 φ

则０≤ｒ≤１，０≤φ≤π，０≤θ≤２π．

　　Ｖ ＝１２５ａｂｃ∫
２π

０
ｄθ∫

π

０
ｄφ∫

１

０
ｒ４ｓｉｎ４

φｃｏｓ
４θ·ｒ４ｓｉｎ４

φｓｉｎ
４θ·ｒ４ｃｏｓ４

φ·ｒ２ｓｉｎφｄｒ

＝１２５ａｂｃ∫
２π

０
ｓｉｎ４θｃｏｓ４θｄθ∫

π

０
ｓｉｎ９

φｃｏｓ
４ｄφ∫

１

０
ｒ１４ｄｒ

＝１２５ａｂｃ·１
３２∫

２π

０
（ｓｉｎ２θ）４ｄ（２θ） －∫

π

０
（ｃｏｓ４

φ－２ｃｏｓ６
φ＋ｃｏｓ５

φ）ｄｃｏｓφ·１［ ］１５

＝２５
９６ａｂｃ

３
８

（２θ）－１
４ｓｉｎ４θ＋１

３２ｓｉｎ８［ ］θ
２π

０
· － １

５ｃｏｓ５
φ－２

７ｃｏｓ７
φ＋１

９ｃｏｓ９（ ）｛ ｝φ
π

０

＝ ５
５０４ａｂｃπ．

例７３５　（１）若ｆ为连续函数，证明：


Ｖ

ｆ（ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝π∫
１

－１
ｆ（ｚ）（１－ｚ２）ｄｚ，　其中Ｖ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤１；

（２）若ｆ连续，证明：


Ｖ

ｆ（ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝π∫
１

－１
ｆ（ｋｕ）（１－ｕ２）ｄｕ，　其中Ｖ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤１，ｋ＝ ａ２＋ｂ２＋ｃ槡 ２．

证　（１）采用柱面坐标，得


Ｖ

ｆ（ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

－１
ｄｚ∫

１－ｚ２

０
ｆ（ｚ）ｒｄｒ＝∫

１

－１
２π

（１－ｚ２）
２ ｆ（ｚ）ｄｚ

＝π∫
１

－１
ｆ（ｚ）（１－ｚ２）ｄｚ．

（２）作正交变换

ｕ＝１
ｋ

（ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ），

ｖ＝ａ１ｘ＋ｂ１ｙ＋ｃ１ｚ，

ｗ＝ａ２ｘ＋ｂ２ｙ＋ｃ２

烅

烄

烆 ｚ

其中ｋ＝ ａ２＋ｂ２＋ｃ槡 ２．

则由正交变换的特性知Ｖ 变成Ｖ′：ｕ２＋ｖ２＋ｗ２≤１，且（ｕ，ｖ，ｗ）
（ｘ，ｙ，ｚ）＝１．

所以 
Ｖ

ｆ（ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝
Ｖ

ｆ（ｋｕ）ｄｕｄｖｄｗ
由（１


）
π∫

１

－１
ｆ（ｋｕ）（１－ｕ２）ｄｕ．
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例７３６　求三重积分 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤１

ｅ｜ｚ｜ｄｖ的值．

解　令

ｘ＝ｒｓｉｎφｃｏｓθ，

ｙ＝ｒｓｉｎφｓｉｎθ，

ｚ＝ｒｃｏｓ
烅
烄

烆 φ

则０≤ｒ≤１，０≤θ≤２π，０≤φ≤π．


Ｖ

ｅ｜ｚ｜ｄｖ＝∫
２π

０
ｄθ∫

π

０
ｄφ∫

１

０
ｅｒ｜ｃｏｓφ｜·ｒ２ｓｉｎφｄｒ


对称性

２∫
２π

０
ｄθ∫

π
２

０
ｄφ∫

１

０
ｅｒｃｏｓφ·ｒ２ｓｉｎφｄｒ

＝２∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｄｒ∫

π
２

０
ｒ２ｅｒｃｏｓφｓｉｎφｄφ＝４π∫

１

０
（ｅｒ－１）ｒｄｒ＝２π．

图７２１

４．重积分应用

例７３７　求半径为Ｒ，体密度为１的 均 匀 球 体 对 空 间 一 单 位 质 点 的

引力．
解　取坐标系如图７２１，球心为原点，单位质点 Ｍ 在ｚ 轴 上 坐 标 为

（０，０，ａ），设任一点（ｘ，ｙ，ｚ）在球内，ｄｖ是含（ｘ，ｙ，ｚ）的一体积微分，视ｄｖ
为一质点，因Ｆ 表示所求的 力．Ｆ＝｛Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ｝，由 对 称 性 可 知 Ｆｘ＝Ｆｙ

＝０，以ｄＦ 表示ｄｖ对Ｍ 的引力，则由万有引力定律知

｜ｄＦ｜＝Ｇｄｖ
ｒ２ ．

其中Ｇ 是引力常数，ｒ＝｛ｘ，ｙ，ｚ－ａ｝，ｒ＝｜ｒ｜．

所以，ｄＦｚ＝
Ｇ（ｚ－ａ）

ｒ３ ｄｖ，

Ｆｚ ＝ 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤Ｒ２

Ｇ（ｚ－ａ）
ｒ３ ｄｖ＝Ｇ∫

Ｒ

－Ｒ
（ｚ－ａ）ｄｚ 

ｘ２＋ｙ
２
≤Ｒ２－ｚ２

ｄｘｄｙ
（ ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ａ）槡 ２）３

＝２πＧ∫
Ｒ

－Ｒ

ｚ－ａ
｜ｚ－ａ｜－ ｚ－ａ

Ｒ２＋ａ２－２槡［ ］ａｚ
ｄｚ

＝２πＧ ｜Ｒ－ａ｜－｜Ｒ＋ａ｜＋∫
｜Ｒ－ａ｜

Ｒ＋ａ

Ｒ２－ａ２－ｕ２

ａ２ ｄ｛ ｝ｕ 　（积分中令ｕ＝ Ｒ２＋ａ２－２槡 ａｚ）

图７２２

＝
－４πＧＲ３

３ａ２ ， ａ＞Ｒ；

－４π
３Ｇａ， ａ≤Ｒ

烅

烄

烆 ．

例７３８　在均匀半 球 下 接 一 个 与 之 半 径 相 同 的 均 匀 圆 柱

体，要使其重心在球心处，求圆柱半径与其高之比．
解　设球的体密度为ρ１，柱 的 体 密 度 为ρ２，并 取 定 坐 标 系

如图７２２，球半径为Ｒ，柱高为ｈ，

则 ρ１
Ｖ１

ｚｄｖ＋ρ２
Ｖ２

ｚｄｖ＝０，

而 
Ｖ１

ｚｄｖ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤Ｒ２

ｄｘｄｙ∫
Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２

０
ｚｄｚ＝π

４Ｒ４，


Ｖ２

ｚｄｖ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤Ｒ２

ｄｘｄｙ∫
０

－ｈ
ｚｄｚ＝－ｈ２

２
·πＲ２，
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所以，π
４ρ１Ｒ４＝π

２ρ２Ｒ２ｈ２，Ｒ
ｈ ＝

２ρ２

ρ槡１
．

图７２３

例７３９　设有一半径为Ｒ 的球体，Ｐ０ 是此球的表面上的一个定点，
球体上任一点的密度与 该 点 到 Ｐ０ 距 离 的 平 方 成 正 比（比 例 常 数ｋ＞０）
（图７２３），求球体的重心位置．

解法１　记所考虑的球体为Ω，以Ω 的球心为原点Ｏ，射线ＯＰ０ 为正

ｘ轴建立直角坐标系，则点Ｐ０ 的坐标为（Ｒ，０，０），球面的方程为

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｒ２．

设Ω 的重心位置为（珚ｘ，珔ｙ，珔ｚ），由对称性，得

珔ｙ＝０，　珔ｚ＝０，　珚ｘ＝


Ω

ｘ·ｋ［（ｘ－Ｒ）２＋ｙ２＋ｚ２］ｄｖ


Ω

ｋ［（ｘ－Ｒ）２＋ｙ２＋ｚ２］ｄｖ
．

而 
Ω

［（ｘ－Ｒ）２＋ｙ２＋ｚ２］ｄｖ＝
Ω

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ＋
Ω

Ｒ２ｄｖ

＝８∫
π
２

０
ｄθ∫

π
２

０
ｄφ∫

Ｒ

０
ｒ２·ｒ２ｓｉｎφｄｒ＋４

３πＲ５＝３２
１５πＲ

５，


Ω

ｘ［（ｘ－Ｒ）２＋ｙ２＋ｚ２］ｄｖ＝－２Ｒ
Ω

ｘ２ｄｖ＝－２Ｒ
３

Ω

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ＝－８
１５πＲ

６，

故珚ｘ＝－Ｒ
４．因此，球体Ω 的重心位置为 －Ｒ

４
，０，（ ）０ ．

解法２　设所考虑的球体为Ω、球心为Ｏ，以定点Ｐ０ 为原点，射线Ｐ０Ｏ 为 正ｚ 轴 建 立 直 角 坐 标 系，则 球

面的方程为

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝２Ｒｚ．

设Ω 的重心位置为（珚ｘ，珔ｙ，珔ｚ），由对称性，得

珚ｘ＝０，　珔ｙ＝０，　珔ｚ＝


Ω

ｋｚ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ


Ω

ｋ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ
．


Ω

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ＝４∫
π
２

０
ｄθ∫

π
２

０
ｄφ∫

２Ｒｃｏｓφ

０
ｒ４ｓｉｎφｄｒ＝３２

１５πＲ
５，

而 
Ω

ｚ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ＝４∫
π
２

０
ｄθ∫

π
２

０
ｄφ∫

２Ｒｃｏｓφ

０
ｒ５ｓｉｎφｃｏｓφｄｒ＝６４

３πＲ６∫
π
２

０
ｃｏｓ７

φｓｉｎφｄφ＝８
３πＲ６，

故珔ｚ＝５
４Ｒ．因此，球体Ω 的重心位置为 ０，０，５

４（ ）Ｒ ．

例７４０　三个有相同半径ａ的正圆柱，其对称轴两两正交，求它们相贯所得立体的体积和表面积．
解　设选如图７２４的坐标系后，三个柱面的方程分别为：ｘ２＋ｙ２＝ａ２；ｙ２＋ｚ２＝ａ２；ｚ２＋ｘ２＝ａ２．图 中 是

相贯部分在第一卦限的草图，与上题类似只要求所求体积的１
１６

，即

Ｖ
１６＝

Ω

ｄｖ＝
Ｄ１＋Ｄ２

ｄｘｄｙ∫
ａ２－ｘ槡 ２

０
ｄｚ．


Ｄ１

ａ２－ｘ槡 ２ｄｘｄｙ＝∫
槡２
２ａ

０
ｄｘ∫

ｘ

０
ａ２－ｘ槡 ２ｄｙ＝ 槡２ ２－１

槡６ ２
ａ３，
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图７２４


Ｄ２

ａ２－ｘ槡 ２ｄｘｄｙ＝∫
ａ

ａ
槡２

ｄｘ∫
ａ２－ｘ槡 ２

０
ａ２－ｘ槡 ２ｄｙ＝ 槡４ ２－５

槡６ ２
ａ３，

Ｖ＝８（ 槡２－ ２）ａ３．

注意图７２４所示在求表面积时，第一卦限中有三块一样的表面部

分，所以，

Ｓ
２４＝

Ｄ

ａ
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘｄｙ＝
Ｄ１

ａ
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘｄｙ＋
Ｄ２

ａ
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘｄｙ

＝∫
ａ
槡２

０
ｄｘ∫

ｘ

０

ａ
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｙ＋∫
ａ

ａ
槡２

ｄｘ∫
ａ２－ｘ槡 ２

０

ａｄｙ
ａ２－ｘ槡 ２

＝（ 槡２－ ２）ａ２．

Ｓ＝２４（ 槡２－ ２）ａ２．

例７４１　设半径为Ｒ 的球面的球心在定球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２（ａ＞０）上，问 当Ｒ 取 何 值 时，球 面在

定球面内部的那部分的面积最大？

解　设球面的方程为ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ａ）２＝Ｒ２．两球面的交线在ｘＯｙ面上的投影为

ｘ２＋ｙ２＝Ｒ２

４ａ２（４ａ
２－Ｒ２），

ｚ＝０
烅
烄

烆 ．

记投影曲线所围平面区域为 Ｄｘｙ．球面在定球面内的部分的方程为

ｚ＝ａ－ Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２，

这部分球面的面积

Ｓ（Ｒ）＝
Ｄｘｙ

１＋ｚ２
ｘ＋ｚ２槡 ｙｄｘｄｙ＝

Ｄｘｙ

Ｒ
Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２

ｄｘｄｙ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

Ｒ
２ａ ４ａ２－Ｒ槡 ２

０

ｒＲｄｒ
Ｒ２－ｒ槡 ２

＝２πＲ２－πＲ３

ａ ．

Ｓ′（Ｒ）＝４πＲ－３πＲ２

ａ
，　Ｓ″（Ｒ）＝４π－６πＲ

ａ ．

令Ｓ′（Ｒ）＝０，得驻点Ｒ１＝０（舍去），Ｒ２＝
４
３ａ．

Ｓ″ ４
３（ ）ａ ＝－４π＜０，

故当Ｒ＝４
３ａ时，球面在定球面的部分的面积最大．

例７４２　求ｙ２＋ｚ２＝ｐｘ和ｘ＝ｈ所围成立体的形心（ｐ，ｈ＞０）．
解　由对称性知形心坐标为（珚ｘ，０，０），先求静矩：

Ｉ＝
Ｖ

ｘｄｘｄｙｄｚ＝∫
ｈ

０
ｄｘ 

ｙ
２＋ｚ２≤ｐｘ

ｘｄｙｄｚ＝ｐπ∫
ｈ

０
ｘ２ｄｘ＝ｐπ

３ｈ３，

再求体积：

Ｖ＝
Ｖ

ｄｘｄｙｄｚ＝πｐ∫
ｈ

０
ｘｄｘ＝ｐπ

２ｈ２

所以 珚ｘ＝２
３ｈ，
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则形心的坐标为 ２
３ｈ，０，（ ）０ ．

例７４３　设均匀物体由曲面ｚ＝ｘ２＋ｙ２，ｚ＝１和ｚ＝２围成，求其重心的坐标．
解　由对称性知重心为（０，０，珔ｚ），

珔ｚ＝


Ｖ

ｚｄｘｄｙｄｚ

Ｖ
，

而


Ｖ

ｚｄｘｄｙｄｚ＝∫
２

１
ｄｚ 

ｘ２＋ｙ
２
≤ｚ

ｚｄｘｄｙ＝π∫
２

１
ｚ２ｄｚ＝７

３π

Ｖ＝
Ｖ

ｄｖ＝∫
２

１
ｄｚ 

ｘ２＋ｙ
２
≤ｚ

ｄｘｄｙ＝π∫
２

１
ｚｄｚ＝３

２π

所以 珔ｚ＝１４
９．

即重心为 ０，０，１４（ ）９ ．

图７２５

例７４４　设闭区域 Ｄ：ｘ２＋ｙ２≤ｙ，ｘ≥０．ｆ（ｘ，ｙ）为 Ｄ 上 的 连 续 函 数（图

７２５），且

ｆ（ｘ，ｙ）＝ １－ｘ２－ｙ槡 ２－８
π

Ｄ

ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ，

求ｆ（ｘ，ｙ）．

解　设
Ｄ

ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ＝Ａ，在已知等式两边求区域 Ｄ 上的二重积分，有


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝
Ｄ

１－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ－８Ａ
π

Ｄ

ｄｘｄｙ，

从而

Ａ＝
Ｄ

１－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ－Ａ．

所以

２Ａ＝∫
π
２

０
ｄθ∫

ｓｉｎθ

０
１－ρ槡 ２·ρｄρ＝１

３∫
π
２

０
（１－ｃｏｓ３θ）ｄθ＝１

３
π
２－（ ）２

３ ．

故

Ａ＝１
６

π
２－（ ）２

３ ．

于是

ｆ（ｘ，ｙ）＝ １－ｘ２－ｙ槡 ２－４
３π

π
２－（ ）２

３ ．

例７４５　求椭圆Ａｘ２＋２Ｂｘｙ＋Ｃｙ２≤１的面积（其中，Ａ＞０，Δ＝ＡＣ－Ｂ２＞０）．

解法１ Ｓ＝ 
Ａｘ２＋２Ｂｘｙ＋Ｃｙ

２
≤１

ｄｘｄｙ，

由 Ａｘ２＋２Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＝Ａ ｘ＋Ｂ
Ａ（ ）ｙ

２

＋ＡＣ－Ｂ２

Ａ ｙ２
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作变换：ｕ＝槡Ａｘ＋ Ｂ
槡Ａ

ｙ，ｖ＝ ＡＣ－Ｂ２

Ａ槡 ｙ．

则 Ｊ－１＝
槡Ａ Ｂ

槡Ａ

０ ＡＣ－Ｂ２

槡Ａ

＝槡Δ，

所以 Ｓ＝ １
槡Δ 

ｕ２＋ｖ２≤１

ｄｕｄｖ＝ π
槡Δ

．

解法２　我们用条件极值的方法来作．为此，求此椭圆的长、短半轴，即求原点到椭圆的最大、最小距离．
设目标函数为ｘ２＋ｙ２———距离的平方．用拉格朗日乘数法：

设 Ｌ＝ｘ２＋ｙ２＋λ（Ａｘ２＋２Ｂｘｙ＋Ｃｙ２－１）

令 １
２Ｌｘ＝ｘ＋λ（Ａｘ＋Ｂｙ）＝０ （１）

１
２Ｌｙ＝ｙ＋λ（Ｂｘ＋Ｃｙ）＝０ （２）

式（１）×ｘ＋式（２）×ｙ得（ｘ２＋ｙ２）＋λ＝０

ｘ２＋ｙ２＝－λ

这表示－λ即是要求的极值，将式（１）、式（２）改写为

（１＋Ａλ）ｘ＋Ｂｙ＝０
λＢｘ＋（１＋Ｃλ）ｙ＝｛ ０

这是关于ｘ，ｙ的线性齐次方程组，由条件知（ｘ，ｙ）≠（０，０），即有非零解，得

１＋Ａλ Ｂλ
λＢ １＋Ｃλ

＝０，

即（ＡＣ－Ｂ２）λ２＋（Ａ＋Ｃ）λ＋１＝０，

此方程的两个负实根正是－（ｘ２＋ｙ２）的 最 大 与 最 小 值．所 以λ１λ２＝
１
Δ

为 长 短 半 轴 平 方 积，则 椭 圆 的 面

积为

π λ１λ槡 ２＝
π
槡Δ

．

习　题　７

１．将二重积分Ｉ＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄσ按两种次序化为二次积分，其中 Ｄ 为环域ａ２≤ｘ２＋ｙ２≤ｂ２（０＜ａ＜ｂ）．

２．计算∫
２

１
ｄｘ∫

ｘ

槡ｘ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｙ＋∫
４

２
ｄｘ∫

２

槡ｘ
ｓｉｎπｘ

２ｙｄｙ．

３．判断积分


ｘ２＋ｙ

２
≤４

３
１－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

的符号．
４．变更下列二次积分次序

∫
２

０
ｄｘ∫

ｘ２

２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

槡２２

２
ｄｘ∫

８－ｘ槡 ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．
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５．计算下列二重积分：

（１）
Ｄ

ｓｉｎｙ
ｙ ｄｘｄｙ，Ｄ 由ｙ２＝ｘ与ｙ＝ｘ所围区域；

（２）
Ｄ

｜ｘ２－ｙ｜ｄｘｄｙ，Ｄ 由ｘ＝０，ｘ＝１，ｙ＝０与ｙ＝１所围区域；

（３）
Ｄ

Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ，其中 Ｄ：ｘ２＋ｙ２≤Ｒｙ．

６．计算
Ｄ

　 ｘ槡ａ ＋ ｙ槡（ ）ｂ

２

ｄｘｄｙ，其中 Ｄ 由坐标轴与曲线槡ｘ
ａ ＋ ｙ槡ｂ ＝１所围成．

７．改变积分次序Ｉ＝∫
１
３π

１
４π

ｄθ∫
２

ｃｏｓθ

０
ｆ（ρ，θ）ｄρ，θ，ρ为极坐标变量．

８．计算下列三重分：

（１）
Ω

ｚ２ｄｘｄｙｄｚ，其中Ω 是ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤ａ２，ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ａ）２≤ａ２ 的公共部分；

（２）
Ω

ｚ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ｄｘｄｙｄｚ，Ω 由ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１与ｚ＝ ３（ｘ２＋ｙ２槡 ）围成的空间区域．

９．证明：当自然数 ｍ，ｎ中至少有一个为奇数时， 
ｘ２＋ｙ

２
≤ａ２

ｘｍｙｎｄｘｄｙ＝０．

１０．证明 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤１

ｆ（ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝π∫
１

－１
（１－ｕ）２ｆ（ｕ）ｄｕ．

１１．设函数ｆ（ｘ）在（０，１）内连续，试证明∫
１

０∫
１

ｘ∫
ｙ

ｘ
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）ｆ（ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝１

３！∫
１

０
ｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ

３

．

１２．设ｆ（ｔ）为连续函数，Ｆ（ｔ）＝
Ω

［ｚ２＋ｆ（ｘ２＋ｙ２）］ｄｖ，Ω 为：０≤ｚ≤ｌ１　ｘ２＋ｙ２≤ｔ２，求ｄＦ
ｄｔ

和ｌｉｍ
ｔ→０＋

Ｆ（ｔ）
ｔ２ ．

简答与提示

１．∫
－ａ

－ｂ
ｄｘ∫

ｂ２－ｘ槡 ２

－ ｂ２－ｘ槡 ２ ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫
ａ

－ａ
ｄｘ∫

－ ａ２－ｘ槡 ２

－ ｂ２－ｘ槡 ２ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫
ｂ２－ｘ槡 ２

ａ２－ｘ槡 ２ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｙ

＋∫
ｂ

ａ
ｄｘ∫

ｂ２－ｘ槡 ２

－ ｂ２－ｘ槡 ２ ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

２．４π－３（π＋２）．
３．Ｉ＜０．

４．∫
２

０
ｄｙ∫

８－ｙ槡 ２

２槡ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．

５．（１）１－ｓｉｎ１；　（２）１１
３０

；　（３）１
３Ｒ３ π－（ ）４

３ ．

６．作变换ｘ＝ａρ
２ｃｏｓ４θ，ｙ＝ｂρ

２ｓｉｎ４θ，Ｊ＝８ａｂρ
３ｓｉｎ３θｃｏｓ３θ，Ｉ＝２

２１ａｂ．

７．Ｉ＝∫
槡２２

０
ｄρ∫

π
３

π
４

ｆ（ρ，θ）ｄθ＋∫
４

２槡２
ｄρ∫

π
３

ａｒｃｃｏｓ２
ρ

ｆ（ρ，θ）ｄθ．

８．（１）５９
４８０πａ

５；　（２）π
２０．

９．提示：利用奇函数在对称区间上积分等于０．
１０．提示：采用柱面坐标系，先计算对ｘ，ｙ的二重积分，再对ｚ积分．

１１．令Ｆ（ｕ）＝∫
ｕ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，利用Ｆ′（ｕ）＝ｆ（ｕ），再利用牛顿莱布尼茨公式．

１２．Ｆ（ｔ）＝２πｈｔ ｈ２

３＋ｆ（ｔ２［ ］） ，　ｌｉｍ
ｔ→０＋

Ｆ（ｔ）
ｔ２ ＝πｈ ｈ２

３＋ｆ（０［ ］） ．
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第八章　曲线积分与曲面积分

曲线积分与曲面积分是多元函数积分学的主要组成部分之一．曲线、曲面积分或应用格林公式、高斯公

式、斯托克斯公式的试题在数学（试卷一）中占有较高的比例，因此，熟练掌握这部分内容对报考 工 科 硕 士 研

究生是至关重要的．

一、复习与考试要求

（１）理解两类曲线积分的概念，了解两类曲线积分的性质及两类曲线积分的关系．
（２）掌握计算两类曲线积分的方法．
（３）掌握格林公式并会运用平面曲线积分与路径无关的条件，会求全微分的原函数．
（４）了解两类曲面积分的概念、性质及两类曲面 积 分 的 关 系，掌 握 两 类 曲 面 积 分 的 计 算 方 法，了 解 高 斯

公式、斯托克斯公式，会用高斯公式计算曲面积分．
（５）了解散度与旋度的概念，并会计算．
（６）应用曲线积分和曲面积分求一些几何量与物理量（弧长、质量、重心、转动惯量、引力、功及流量等）．

二、基本概念与理论

１．两类曲线积分的概念

两类曲线积分的定义可查阅教科书，这里只对其物理和几何意义稍作说明．

图８１

（１）对弧长的曲线积分∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ可以视为以ｆ（ｘ，ｙ）为

线密度的曲线形构件Ｌ 的质量Ｍ，也可看作是一个柱面的面积，
这个柱面以Ｌ 为准线，以平行于ｚ轴 的 直 线 为 母 线，且 在（ｘ，ｙ）
处母线高度为ｆ（ｘ，ｙ），如图８１所示．

（２）对坐标的曲线积分∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ 可以视为

质点在变力Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ，ｙ）ｉ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｊ作用下沿曲线Ｌ 从起点

到终点移动过程中变力所作的功 Ｗ．即

Ｗ＝∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ．

２．两类曲线积分的计算法

对 弧 长 的 曲 线 积 分∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ 和 对 坐 标 的 曲 线 积 分

∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ均可按不同形式的曲线方程，通过所谓“三替换”步骤化为定积分．

设光滑曲线Ｌ 由 参 数 方 程ｘ＝φ（ｔ），ｙ＝ψ（ｔ）给 出，其 中α≤ｔ≤β，且φ′（ｔ），ψ′（ｔ）连 续 而 不 同 时 为０，则

ｆ（ｘ，ｙ）中的ｘ，ｙ分别用φ（ｔ），ψ（ｔ）替换；ｄｓ用 φ′
２（ｔ）＋ψ′

２（ｔ槡 ）ｄｔ替换；Ｌ 用ｔ的区间［α，β］替换，即

∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

β

α
ｆ（φ（ｔ），ψ（ｔ）） φ′

２（ｔ）＋ψ′
２（ｔ槡 ）ｄｔ，

并注意，公式中定积分下限α小于上限β．
类似地，当Ｌ 为有向曲线时，则

∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

β

α
｛Ｐ［φ（ｔ），ψ（ｔ）］φ′（ｔ）＋Ｑ［φ（ｔ），ψ（ｔ）］ψ′（ｔ）｝ｄｔ．

注意下限、上限分别为对应于有向曲线弧起点、终点的参数值α，β．
若Ｌ 由方程ｙ＝ψ（ｘ），（ａ≤ｘ≤ｂ）给出，则对弧长的曲线积分化为
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∫Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

ｂ

ａ
ｆ［ｘ，ψ（ｘ）］ １＋ψ′

２（ｘ槡 ）ｄｘ．

对坐标的曲线积分化为

∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

ｂ

ａ
｛Ｐ（ｘ，ψ（ｘ））＋Ｑ（ｘ，ψ（ｘ））ψ′（ｘ）｝ｄｘ，

其中下限ａ、上限ｂ分别对应于有向曲线弧的起点、终点的ｘ值．
对于分段光滑的曲线Ｌ，以上积分可分段计算后相加．
３．格林公式

设（１）闭区域 Ｄ 由分段光滑的曲线Ｌ 所围成；

（２）函数Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，ｙ）在 Ｄ 上 具 有 一 阶 连 续 偏 导 数．则
Ｄ

Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄｘｄｙ＝∮Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ，其 中Ｌ

是Ｄ 的整个正向边界曲线（Ｌ 是Ｄ 的正向边界是指Ｄ 恒在Ｌ 走向的左侧）．
４．曲线积分与路径无关的等价条件

设（１）开区域Ｇ 是单连通域；

（２）函数Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，ｙ）在Ｇ 内具有一阶连续偏导数．则曲线积分∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ 在Ｇ 内

与路径无关，等价于以下三个条件中的任何一个：

①Ｐ
ｙ＝Ｑ

ｘ
在Ｇ 内恒成立；

② 沿Ｇ 内任一闭路Ｃ 上的积分为零，即∮Ｃ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＝０；

③ 在Ｇ 内存在二元函数ｕ（ｘ，ｙ），使ｄｕ（ｘ，ｙ）＝Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ．
５．两类曲面积分的计算法

（１）设曲面由方程ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）给出，在ｘＯｙ面上的投影区域为Ｄｘｙ，ｚ（ｘ，ｙ）在 Ｄｘｙ 上具有连续偏导

数，被积函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在上连续，则有对面积的曲面积分的计算公式




ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ＝
Ｄｘｙ

ｆ［ｘ，ｙ，ｚ（ｘ，ｙ）］１＋ｚ２
ｘ＋ｚ２槡 ｙｄｘｄｙ

即通过所谓“三替换”把曲面积分化为二 重 积 分：Ｄｘｙ 替 换；ｚ（ｘ，ｙ）替 换 被 积 函 数 中ｚ；１＋ｚ２
ｘ＋ｚ２槡 ｙｄｘｄｙ 替

换ｄＳ．当由方程ｘ＝ｘ（ｙ，ｚ）或由ｙ＝ｙ（ｚ，ｙ）给出时，有类似计算公式如下：




ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ＝
Ｄ
ｙｚ

ｆ［ｘ（ｙ，ｚ），ｙ，ｚ］１＋ｘ２
ｙ＋ｘ２槡 ｚｄｙｄｚ，




ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ＝
Ｄｚｘ

ｆ［ｘ，ｙ（ｚ，ｘ），ｚ］１＋ｙ２
ｚ＋ｙ２槡 ｘｄｚｄｘ．

（２）设是由方程ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）所给曲面上侧，在ｘＯｙ面上的投影区域为Ｄｘｙ，函数ｚ（ｘ，ｙ）在 Ｄｘｙ 上具

有连续偏导数，被积函数Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）在上连续，则有对坐标的曲面积分的计算公式




Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙ＝
Ｄｘｙ

Ｒ［ｘ，ｙ，ｚ（ｘ，ｙ）］ｄｘｄｙ，

当取下侧时，则有




Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙ＝－
Ｄｘｙ

Ｒ［ｘ，ｙ，ｚ（ｘ，ｙ）］ｄｘｄｙ，

对


Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｙｄｚ与


Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚｄｘ有类似的计算公式．

６．高斯公式

设函数Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）在由 分 片 光 滑 的 闭 曲 面所 围 的 空 间 闭 区 域Ω 上 具 有 一 阶 连

续偏导数，则有
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Ｐｄｙｄｚ＋Ｑｄｚｄｘ＋Ｒｄｘｄｙ＝
Ω

Ｐ
ｘ＋Ｑ

ｙ＋Ｒ
（ ）ｚ ｄｖ，

其中是Ω 的整个边界曲面的外侧．
７．斯托克斯公式

设Γ 为分段光滑的空间有向闭曲线，是以Γ 为边界的分片光滑的有向曲面，Γ 的正向与的侧符合右

手法侧，函数Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ），Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）在包含曲面在内的空间区域内具有一阶连续偏导数，则有




Ｒ
ｙ－Ｑ

（ ）ｚ ｄｙｄｚ＋ Ｐ
ｚ－Ｒ

（ ）ｘ ｄｚｄｘ＋ Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄｘｄｙ＝∮Γ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＋Ｒｄｚ．

８．散度与旋度

在空间直角坐标系里，设有向量场

Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）ｉ＋Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ）ｊ＋Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ）ｋ，则 数 量Ｐ
ｘ＋Ｑ

ｙ＋Ｒ
ｚ

称 为 向 量 场Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）在 点

（ｘ，ｙ，ｚ）处的散度，记为

ｄｉｖＡ＝Ｐ
ｘ＋Ｑ

ｙ＋Ｒ
ｚ

，

向量 Ｒ
ｙ－Ｑ

（ ）ｚ ｉ＋ Ｐ
ｚ－Ｒ

（ ）ｘ ｊ＋ Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｋ 称 为 向 量 场Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）在 点（ｘ，ｙ，ｚ）处 的 旋 度，记 为

ｒｏｔＡ，即

ｒｏｔＡ＝

ｉ ｊ ｋ

ｘ


ｙ


ｚ

Ｐ Ｑ Ｒ

．

三、基本题型与解题方法

１．对弧长的曲线积分

例８１　设ｌ为椭圆ｘ２

４＋ｙ２

３＝１，其周长记为ａ，计算∮ｌ
（２ｘｙ＋３ｘ２＋４ｙ２）ｄｓ．

解　因为ｌ是关于ｙ 轴对称的，且２ｘｙ是关于变量ｘ 的 奇 函 数，所 以∮ｌ
２ｘｙｄｓ＝０．又 因 为 在ｌ上 有３ｘ２

＋４ｙ２＝１２，所以

原积分＝∮ｌ
２ｘｙｄｓ＋∮ｌ

（３ｘ２＋４ｙ２）ｄｓ＝０＋∮ｌ
１２ｄｓ＝１２ａ．

∮ｌ
２ｘｙｄｓ＝０ 也 可 由 下 法 得 到：以 ｌ１、ｌ２ 分 别 表 示 上、下 半 椭 圆，则 它 们 的 方 程 分 别 为 ｌ１：

ｙ＝１
２ １２－３ｘ槡 ２和ｌ２：ｙ＝－１

２ １２－３ｘ槡 ２，故

　　　　∮ｌ
２ｘｙｄｓ＝∫ｌ１

２ｘｙｄｓ＋∫ｌ２

２ｘｙｄｓ

＝∫
２

－２
ｘ １２－３ｘ槡 ２ １６－ｘ２

４（４－ｘ２槡 ）ｄｘ－∫
２

－２
ｘ １２－３ｘ槡 ２ １６－ｘ２

４（４－ｘ２槡 ）ｄｘ＝０．

例８２　求八分 之 一 的 球 面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｒ２，ｘ≥０，ｙ≥０，ｚ≥０的 边 界 曲 线 的 重 心，设 曲 线 的 线 密 度

ρ＝１．
解　边界曲线如图８２所示．曲线在ｘＯｙ，ｙＯｚ，ｚＯｘ坐标平面内弧段分别为Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，则曲线的质量为

ｍ＝∫Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３

ｄｓ＝３·２πＲ
４ ＝３

２πＲ．
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图８２

设曲线重心为（珚ｘ，珔ｙ，珔ｚ），则

珚ｘ＝１
ｍ∫Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３

ｘｄｓ＝１
ｍ ∫Ｌ１

ｘｄｓ＋∫Ｌ２

ｘｄｓ＋∫Ｌ３

ｘｄ（ ）ｓ

＝１
ｍ ∫Ｌ１

ｘｄｓ＋０＋∫Ｌ３

ｘｄ（ ）ｓ ＝２
ｍ∫Ｌ１

ｘｄｓ＝２
ｍ∫

Ｒ

０

Ｒｘｄｘ
Ｒ２－ｘ槡 ２

＝２Ｒ２

ｍ ＝４Ｒ
３π．

由对称性知 珔ｙ＝珔ｚ＝珚ｘ＝４Ｒ
３π

，

即所求重心为 ４Ｒ
３π

，４Ｒ
３π

，４Ｒ
３（ ）π ．

例８３　计算∫
ｃ

ｙ２ｄｓ，ｃ是摆线ｘ＝ａ（ｔ－ｓｉｎｔ），ｙ＝ａ（１－ｃｏｓｔ）（０≤ｔ≤２π）的一拱．

解 ｘ２＋ｙ２＝ａ２［（１－ｃｏｓｔ）２＋ｓｉｎ２ｔ］＝２ａ２（１－ｃｏｓｔ）＝４ａ２ｓｉｎ２ ｔ
２

，

所以，ｄｓ＝２ａｓｉｎｔ
２ｄｔ，

∫
ｃ

ｙ２ｄｓ＝２ａ３∫
２π

０
４ｓｉｎ５ ｔ

２ｄｔ＝１６ａ３∫
π

０
ｓｉｎ５ｕｄｕ＝３２ａ３∫

π
２

０
ｓｉｎ５ｕｄｕ

＝３２ａ３·４
５

·２
３＝２５６

１５ａ３．

例８４　计算∫
ｃ

（ｘ
４
３
＋ｙ

４
３ ）ｄｓ，ｃ为星形线ｘ

２
３
＋ｙ

２
３
＝ａ

２
３

一周．

解　ｃ的参数方程为ｘ＝ａｃｏｓ３ｔ，ｙ＝ａｓｉｎ３ｔ　（０≤ｔ≤２π）．

所以 ｘ
４
３
＋ｙ

４
３
＝（ｘ

２
３
＋ｙ

２
３ ）２－２ｘ

２
３
ｙ

２
３
＝ａ

４
３
－２ａ

４
３
ｃｏｓ２ｔｓｉｎ２ｔ，

ｘ２＋ｙ２＝９ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ｃｏｓ２ｔ．

由对称性，只要求出ｔ∈ ０，π［ ］２
一段弧上积分的４倍，即

∫
ｃ

（ｘ
４
３
＋ｙ

４
３ ）ｄｓ＝４∫

π
２

０
３ａ

７
３ （１－２ｓｉｎ２ｔｃｏｓ２ｔ）ｓｉｎｔｃｏｓｔｄｔ＝３∫

π
２

０
ａ

７
３

１－ｓｉｎ２２ｔ（ ）２ ｓｉｎ２ｔｄ２ｔ

＝６ａ
７
３∫

π
２

０
１－ｓｉｎ２ｕ（ ）２ ｓｉｎｕｄｕ＝３ａ

７
３∫

π
２

０
（１＋ｃｏｓ２ｕ）ｓｉｎｕｄｕ＝４ａ

７
３ ．

图８３

例８５　计算∫
ｃ

ｅ
ｘ２＋ｙ槡 ２

ｄｓ，ｃ是由ρ＝ａ，θ＝０和θ＝π
４

所围平面域的

边界．这里（ρ，θ）是极坐标．

解　如图８３，∫
ｃ

＝∫ｌ１

＋∫ｌ２

＋∫ｌ３

，ｌ１：ｙ＝０，ｘ＝ｘ，ｄｓ＝ｄｘ．

∫ｌ１

ｅ
ｘ２＋ｙ槡 ２

ｄｓ＝∫
ａ

０
ｅｘｄｘ＝ｅａ－１．

ｌ３：ｙ＝ｘ，ｘ＝ｘ．

所以 ｄｘ＝ 槡１＋１ｄｘ＝槡２ｄｘ，　 ｘ２＋ｙ槡 ２＝槡２ｘ．
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∫ｌ３

ｅ
ｘ２＋ｙ槡 ２

ｄｓ＝∫
ａ
槡２

０
ｅ槡２ｘ 槡ｄ ２ｘ＝ｅａ－１．

在ｌ２ 上，ｘ＝ａｃｏｓｔ，ｙ＝ａｓｉｎｔ， ｘ２＋ｙ槡 ２＝ａ．

∫ｌ２

ｅ
ｘ２＋ｙ槡 ２

ｄｓ＝ｅａπａ
４

，

故 ∫ｃ
ｅ

ｘ２＋ｙ槡 ２

ｄｓ＝ π
４ａ＋（ ）２ ｅａ－２．

图８４

例８６　求Ｉ＝∫ｃ
｜ｙ｜ｄｓ，ｃ是双纽线（ｘ２＋ｙ２）２＝ａ２（ｘ２－ｙ２）

的一周（ａ＞０）．
解　双纽线（图８４）的极坐标方程为ρ

２＝ａ２ｃｏｓ２θ，所以，２ρρ′

＝－２ａ２ｓｉｎ２θ，（ρ′）２＝ａ２ｓｉｎ２２θ
ｃｏｓ２θ ．

（ｄｓ）２＝［（ρ′）２＋ρ
２］（ｄθ）２＝ａ２（ｄθ）２

ｃｏｓ２θ ．

由对称 性 知 只 要 计 算 相 应 于θ∈ ０，π［ ］４
一 段 上 积 分 的 ４

倍，故

Ｉ＝４∫
π
４

０
ａ ｃｏｓ２槡 θｓｉｎθ ａ

ｃｏｓ２槡 θ
ｄθ＝２ａ２（ 槡２－ ２）．

例８７　计算空间曲线ｘ＝ｅ－ｔｃｏｓｔ，ｙ＝ｅ－ｔｓｉｎｔ，ｚ＝ｅ－ｔ（０＜ｔ＜＋∞）的弧长．
解　设弧长为Ｌ，弧为ｃ．

则 Ｌ＝∫ｃ
ｄｓ．

ｘ′＝－ｅ－ｔｃｏｓｔ－ｅ－ｔｓｉｎｔ，　ｙ′＝－ｅ－ｔｓｉｎｔ＋ｅ－ｔｃｏｓｔ，　ｚ′＝－ｅ－ｔ．

（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）２＝３ｅ－２ｔ．

ｄｓ＝槡３ｅ－ｔｄｔ．

Ｌ＝槡３∫
＋∞

０
ｅ－ｔｄｔ＝槡３．

例８８　计算曲线（ｘ－ｙ）２＝ａ（ｘ＋ｙ），ｘ２－ｙ２＝９ｚ２

８
，从Ｏ（０，０，０）到Ａ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）一段的弧长（ａ＞０）．

解　由曲线方程（联立的）可知ｘ＞０及关于ｚ的 对 称 性，不 妨 设ｚ＞０．为 了 找 参 数 方 便，将 曲 线 的 联 立

方程化一化，并令ｚ＝２
３
２

３ｔ
３
２ ，得

ｘ－ｙ＝１
２３

２
３ａ

１
３ｚ

２
３ ＝ａ

１
３ｔ，

ｘ＋ｙ＝ａ
－１

３ｔ２，　 ０＜ｔ＜
（３ｚ０）

２
３

（ ）２ ．

由于 ２［（ｘ′）２＋（ｙ′）２］＝ａ
２
３ ＋４ａ

－２
３ｔ２，　２（ｚ′）２＝４ｔ．

所以，（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）２＝
（ａ

１
３ ＋２ａ

－１
３ｔ）２

２ ．
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令ｔ０＝
（３ｚ０）

２
３

２
，那么所求弧长

Ｌ＝∫ｃ
ｄｓ＝∫

ｔ０

０

ａ
１
３
＋２ａ

－１
３ｔ

槡２
ｄｔ＝１

槡２
（ａ

１
３ｔ０＋ａ

－１
３ｔ２

０）

＝１
槡２

ａ
１
３ （３ｚ０）

２
３

２ ＋
（３ｚ０）

４
３

４ａ
［ ］１

３
．

注　当空间曲线用二 曲 面 的 交 线 给 出 时，可 以 任 选 一 个 变 量 为 参 数，但 为 了 计 算 简 便，选 作 变 换，使

（ｄｓ）２ 容易计算为好．化简初等方程的技巧在这里显示出重要性．

例８９　计算∫ｃ
ｘ２ｄｓ，ｃ为由ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｒ２ 与ｘ＋ｙ＋ｚ＝０所表示的圆的一周．

解法１　先找ｃ的一个较易积分的参数方程．为此，于其方程中消去ｚ得

ｘ２＋ｘｙ＋ｙ２＝Ｒ２

２
，

或 ３ｘ２

４ ＋ ｙ＋ｘ（ ）２

２

＝Ｒ２

２．

令ｘ＝槡２Ｒｃｏｓｔ
槡３

，ｙ＋ｘ
２＝Ｒｓｉｎｔ

槡２
．

则 ｘ′＝－槡２
３Ｒｓｉｎｔ，

ｙ′＝Ｒ
槡２

ｃｏｓｔ－ｘ
２＝Ｒ

槡２
ｃｏｓｔ＋１

２槡２
３Ｒｓｉｎｔ，

ｚ′＝－ｘ′－ｙ′．

所以，［（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）２］＝２［（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋ｘ′ｙ′］＝Ｒ２．

∫ｃ
ｘ２ｄｓ＝Ｒ∫

２π

０

２
３Ｒ２ｃｏｓ２ｔｄｔ＝２π

３Ｒ３．

解法２　由ｘ，ｙ，ｚ变元间对称性知

∫ｃ
ｘ２ｄｓ＝∫ｃ

ｙ２ｄｓ＝∫ｃ
ｚ２ｄｓ，

所以，∫ｃ
ｘ２ｄｓ＝１

３∫ｃ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ＝Ｒ２

３∫ｃ
ｄｓ＝２π

３Ｒ３．

例８１０　求摆线ｘ＝ａ（ｔ－ｓｉｎｔ），ｙ＝ａ（１－ｃｏｓｔ）的弧段（０≤ｔ≤π）的形心．

解 ｘ′＝ａ（１－ｃｏｓｔ）＝２ａｓｉｎ２ ｔ
２

，　ｙ′＝ａｓｉｎｔ＝２ａｓｉｎｔ
２ｃｏｓｔ

２．

（ｘ′）２＋（ｙ′）２＝４ａ２ｓｉｎ２ ｔ
２

，

所以ｔ∈［０，π］的一段弧长为

Ｌ＝∫
π

０
２ａｓｉｎｔ

２ｄｔ＝４ａ．

Ｍｙ＝∫ｃ
ｘｄｓ＝∫

π

０
ａ（ｔ－ｓｉｎｔ）·２ａｓｉｎｔ

２ｄｔ＝１６
３ａ２．

Ｍｘ＝∫ｃ
ｙｄｓ＝∫

２π

０
２ａ２（１－ｃｏｓｔ）ｓｉｎｔ

２ｄｔ＝１６
３ａ２，
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故重心坐标为 ４ａ
３

，４ａ（ ）３ ．

例８１１　计算球面上的三角形ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２，ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０的边界线的形心坐标．

图８５

解　如图８５由对称性知，重心为（珚ｘ，珚ｘ，珚ｘ），边界的周长为３πａ
２ ．

∫ｃ
ｘｄｓ＝∫ｃ１

＋∫ｃ２

＋∫ｃ３

在ｃ１ 上

ｘ２＋ｙ２＝ａ２．
ｚ＝｛ ０

ｄｓ＝ａｄｔ　（ｘ＝ａｃｏｓｔ，ｙ＝ａｓｉｎｔ），

所以 ∫ｃ１

ｘｄｓ＝ａ２∫
π
２

０
ｃｏｓｔｄｔ＝ａ２．

而 ∫ｃ１

ｘｄｓ＝∫ｃ２

ｘｄｓ，　∫ｃ３

ｘｄｓ＝０，

故 ∫ｃ
ｘｄｓ＝２ａ２，

所以重心坐标为 ４ａ
３π

，４ａ
３π

，４ａ
３（ ）π ．

例８１２　计算曲线积分∫Γ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ，其中Γ是

（１）螺旋线ｘ＝ａｃｏｓｔ，ｙ＝ａｓｉｎｔ，ｚ＝ｂｔ（０≤ｔ≤２π）；

（２）球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝９
２

与平面ｘ＋ｚ＝１的交线．

解　（１）由螺旋线的参数方程，有

ｄｓ＝ （ｘ′ｔ）２＋（ｙ′ｔ）２＋（ｚ′ｔ）槡 ２ｄｔ＝ （－ａｓｉｎｔ）２＋（ａｃｏｓｔ）２＋ｂ槡 ２ｄｔ＝ ａ２＋ｂ槡 ２ｄｔ

故 ∫Γ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ＝∫

２π

０
（ａ２ｃｏｓ２ｔ＋ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ｂ２ｔ２） ａ２＋ｂ槡 ２ｄｔ＝２π

３
（３ａ２＋４π２ｂ２） ａ２＋ｂ槡 ２．

（２）曲线Γ的方程为

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝９
２

ｘ＋ｚ＝１
烅
烄

烆 ．

方法１　以ｘ作参数，则Γ的参数方程为

ｘ＝ｘ

ｙ＝±槡２ ２－ ｘ－（ ）１
２槡

２

，

ｚ＝１－ｘ

烅

烄

烆 ．

　－槡２＋１
２≤ｘ≤槡２＋１

２

于是 ｄｙ
ｄｘ＝１－２ｘ

ｙ
，　ｄｚ

ｄｘ＝－１

故 ｄｓ＝ １＋ ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

２

＋ ｄｚ
ｄ（ ）ｘ槡

２

ｄｘ＝ 槡２ ２

４－２ ｘ－（ ）１
２槡

２
ｄｘ．

由于用－ｙ代替ｙ 时，被积函数与曲线Γ的方程都不变，因此得到

∫Γ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ＝２∫

槡２＋１
２

－槡２＋１
２

９
２

槡２ ２

４－２ ｘ－（ ）１
２槡

２
ｄｘ
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＝２∫
槡２＋１

２

－槡２＋１
２

９
２

２

４－２ ｘ－（ ）１
２槡

２ 槡ｄ ２ ｘ－（ ）［ ］１
２ ＝１８π

方法２　由于曲线Γ 的方程可表示为

ｘ－（ ）１
２

２

２ ＋ｙ２

４＝１

ｚ＋ｘ＝

烅
烄

烆 １

（１）
（２）

引入广义极坐标：ｘ－１
２＝槡２ｃｏｓθ，ｙ＝２ｓｉｎθ．式（１）化为ｒ＝１，从而得曲线Γ的参数方程为

ｘ＝槡２ｃｏｓθ＋１
２

ｙ＝２ｓｉｎθ

ｚ＝１
２ 槡－ ２ｃｏｓθ

烅

烄

烆 ，

　０≤θ≤２π

ｄｓ＝ （－槡２ｓｉｎθ）２＋（２ｃｏｓθ）２＋（槡２ｓｉｎθ）槡 ２ｄθ＝２ｄθ．

于是 ∫Γ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ＝∫

２π

０

９
２

·２ｄθ＝１８π．

方法３　曲线Γ 是 球 面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝９
２

被 平 面ｘ＋ｚ＝１所 割 出 的 半 径 为２的 圆 周，从 而 它 的 周 长 为

４π，于是

∫Γ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ＝９

２∫Γ
ｄｓ＝９

２
·４π＝１８π．

例８１３　计算∫ｃ
２ｙ２＋ｚ槡 ２ｄｓ，其中ｃ为ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２ 与ｙ＝ｘ的交线．

解法１　ｃ为空间一圆周，其在ｘＯｚ平面上的投影为一椭圆周２ｘ２＋ｚ２＝ａ２，即

ｘ２

ａ
槡（ ）２

２＋
ｚ２

ａ２＝１．

将椭圆改为参数式，得

ｘ＝ａ
槡２

ｃｏｓθ

ｚ＝ａｓｉｎθ
烅
烄

烆 ．
　（０≤θ≤２π）

由于ｙ＝ｘ，故ｃ的参数式方程为

ｘ＝ａ
槡２

ｃｏｓθ

ｙ＝ａ
槡２

ｃｏｓθ

ｚ＝ａｓｉｎθ

烅

烄

烆 ．

　（０≤θ≤２π）

ｄｓ＝ ａ２

２ｓｉｎ２θ＋ａ２

２ｓｉｎ２θ＋ａ２ｃｏｓ２槡 θｄθ＝ａｄθ．

因此 ∫ｃ
２ｙ２＋ｚ槡 ２ｄｓ＝ａ∫

２π

０
ａ２ｃｏｓ２θ＋ａ２ｓｉｎ２槡 θｄθ＝ａ２∫

２π

０
ｄθ＝２πａ２．

解法２　以ｘ为参数，则ｃ在平面ｚ＝０上下两部分分别可表达为参数式
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ｃ１：
ｘ＝ｘ
ｙ＝ｘ

ｚ＝ ａ－２ｘ槡 ２

烅
烄

烆 ．

　 ｜ｘ｜≤ａ
槡（ ）２

　及　ｃ２：
ｘ＝ｘ
ｙ＝ｘ

ｚ＝－ ａ－２ｘ槡 ２

烅
烄

烆 ．

考虑到对称性，有∫ｃ
＝∫ｃ１

＋∫ｃ２

＝２∫ｃ１

，故

∫ｃ
２ｙ２＋ｚ槡 ２ｄｓ＝ 槡２ ２ａ∫

ａ
槡２

－ａ
槡２

ｄｘ
ａ２－２ｘ槡 ２

＝２πａ２．

例８１４　计算∫ｃ
ｘ２ｄｓ，其中ｃ为圆周ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２，ｘ＋ｙ＋ｚ＝０．

解　利用对称性，∫ｃ
ｘ２ｄｓ＝∫ｃ

ｙ２ｄｓ＝∫ｃ
ｚ２ｄｓ，由此有

∫ｃ
ｘ２ｄｓ＝１

３∫ｃ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｓ＝ａ２

３∫ｃ
ｄｓ＝２π

３ａ３．

２．对坐标的曲线积分

例８１５　计算∫ｃ
（ｘ２＋ｙ２）ｄｘ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｙ，其中ｃ为曲线ｙ＝１－｜１－ｘ｜从对应于ｘ＝０的点到ｘ＝２的

图８６

点．
解　由图８６有

∫ｃ
＝∫ｃ１

＋∫ｃ２

＝∫ｃ１

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｙ

＝２∫
１

０
ｘ２ｄｘ＝２

３．

在ｃ２ 上ｙ＝２－ｘ，ｄｘ＝－ｄｙ．

所以 ∫ｃ２

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｙ＝－２∫
０

１
ｙ２ｄｙ＝ ２

３．

所以 ∫ｃ
（ｘ２＋ｙ２）ｄｘ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｙ＝ ４

３

例８１６　 计算∫ｃ
（２ａ－ｙ）ｄｘ＋ｘｄｙ，其中ｃ为摆线ｘ＝ａ（ｔ－ｓｉｎｔ），ｙ＝ａ（１－ｃｏｓｔ）（０≤ｔ≤２π）按ｔ增

加方向的一拱

解 　∫ｃ
２ａｄｘ＝∫

２πａ

０
２ａｄｘ＝４πａ２

ｙｄｘ＝ａ２（１－ｃｏｓｔ）２ｄｔ＝ａ２（１＋ｃｏｓ２ｔ－２ｃｏｓｔ）ｄｔ，

所以 ∫ｃ
（－ｙ）ｄｘ＝－∫

２π

０
ａ２（１＋ｃｏｓ２ｔ－２ｃｏｓｔ）ｄｔ＝－３πａ２

ｘｄｙ＝ａ２（ｔ－ｓｉｎｔ）ｓｉｎｔｄｔ，

所以 ∫ｃ
ｘｄｙ＝ａ２∫

２π

０
＋ｓｉｎｔｄｔ－（ ）π ＝－３πａ２

∫ｃ
（２ａ－ｙ）ｄｘ＋ｘｄｙ＝－２πａ２

例８１７　 计算∫ｃ
ｙｄｘ＋ｚｄｙ＋ｘｄｚ，ｃ 为 按 参 数 增 加 方 向 前 进 的 螺 线ｘ ＝ａｃｏｓｔ，ｙ ＝ａｓｉｎｔ，ｚ＝ｂｔ

（０≤ｔ≤２π）．

解 　ｙｄｘ＋ｚｄｙ＋ｘｄｚ＝ （－ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ａｂｔｃｏｓｔ＋ａｂｃｏｓｔ）ｄｔ，

∫ｃ
ｙｄｘ＋ｚｄｙ＋ｘｄｚ＝∫

２π

０
（－ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ａｂｔｃｏｓｔ＋ａｂｃｏｓｔ）ｄｔ＝－ａ２π
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书书书

图８７

　　 例８１８　 计算∫ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ，ｃ为ｘ２ ＋ｙ２ ＋ｚ２ ＝ａ２，

ｘ２＋ｙ２ ＝ａｘ（ｚ≥０，ａ＞０）的交线（图８７）从Ｏｘ正向看过去为逆

时针方向
解 　ｃ的参数方程为

ｘ＝ ａ
２ ＋ ａ

２ｃｏｓｔ，

ｙ＝ ａ
２ｓｉｎｔ，

ｚ＝ａｓｉｎｔ
２

烅

烄

烆 ，

ｔ从０到２π．ｙ２ｄｘ＝－ａ３

８ｓｉｎ３ｔｄｔ，ｚ２ｄｙ＝ａ３

４
（１－ｃｏｓｔ）ｃｏｓｔｄｔ，ｘ２ｄｚ＝ａ３

８
（１＋ｃｏｓｔ）２ｃｏｓｔ

２ｄｔ，

所以， ∫ｃ
ｙ２ｄｘ＝０，　∫ｃ

ｚ２ｄｙ＝－ π
４ａ３，∫ｃ

ｘ２ｄｚ＝０

∫ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ＝－ π

４ａ３．

例８１９　 计算∫ｃ
（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ，ｃ为球面三角形ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１，ｘ＞０，

ｙ＞０，ｚ＞０的边界线 沿它的正向前进时，球面三角形总在右方

图８８

解 　 由对称性，只要计算在ｃ１ 上积分的三倍（图８８）ｃ１ 的

方程为

ｘ２＋ｙ２ ＝１，ｚ＝０，

则参数方程为

ｘ＝ｃｏｓｔ，ｙ＝ｓｉｎｔ，（ｔ从 π
２

到０）．

ｙ２ｄｘ＝－ｓｉｎ３ｔｄｔ，－ｘ２ｄｙ＝－ｃｏｓ３ｔｄｔ．

∫ｃ
＝３∫ｃ１

＝３∫
π
２

０
（ｓｉｎ３ｔ＋ｃｏｓ３ｔ）ｄｔ＝４．

例８２０　 设Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，ｙ）在曲线Ｌ 上连续，ｌ为Ｌ 的长

度，Ｍ ＝ ｍａｘ
（ｘ，ｙ）∈Ｌ

Ｐ２（ｘ，ｙ）＋Ｑ２（ｘ，ｙ槡 ），证明

∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ ≤ｌＭ．

再利用上面的不等式估计积分

ＩＲ ＝∮ＣＲ

（ｙ－１）ｄｘ＋（ｘ＋１）ｄｙ
（ｘ２＋ｙ２＋２ｘ－２ｙ＋２）２

，

其中，ＣＲ 为圆周（ｘ＋１）２＋（ｙ－１）２ ＝Ｒ２ 的正向，并求ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

｜ＩＲ｜．

解 　 应用两类曲线积分的关系式

∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＝∫Ｌ

（Ｐｃｏｓα＋Ｑｓｉｎα）ｄｓ，

其中，ｃｏｓα，ｓｉｎα为Ｌ 上一点（ｘ，ｙ）处切线的方向余弦 由曲线积分性质有

∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ ≤∫Ｌ

｜Ｐｃｏｓα＋Ｑｓｉｎα｜ｄｓ．

又 （Ｐｃｏｓα＋Ｑｓｉｎα）２ ＝Ｐ２ｃｏｓ２α＋Ｑ２ｓｉｎ２α＋２ＰＱｃｏｓαｓｉｎα，

—１８１—
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０≤ （Ｐｓｉｎα－Ｑｃｏｓα）２ ＝Ｐ２ｓｉｎ２α＋Ｑ２ｃｏｓ２α－２ＰＱｃｏｓαｓｉｎα

即 ２ＰＱｓｉｎαｃｏｓα≤Ｐ２ｓｉｎ２α＋Ｑ２ｃｏｓ２α

于是 （Ｐｃｏｓα＋Ｑｓｉｎα）２ ≤Ｐ２（ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α）＋Ｑ２（ｓｉｎ２α－ｃｏｓ２α）＝Ｐ２＋Ｑ２．

从而 ｜Ｐｃｏｓα＋Ｑｓｉｎα｜≤ Ｐ２＋Ｑ槡 ２ ≤ Ｍ，

故 ∫Ｌ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ ≤ Ｍ∫Ｌ

ｄｓ＝ Ｍｌ．

又在ＩＲ 中，

Ｐ２＋Ｑ２ ＝
（ｘ＋１）２＋（ｙ－１）２

（ｘ２＋ｙ２＋２ｘ－２ｙ＋２）４ ＝Ｒ２

Ｒ８ ＝ １
Ｒ６．

即 １
Ｒ３ ＝ Ｍ，故

｜ＩＲ｜＝∮ＣＲ

（ｙ－１）ｄｘ＋（ｘ＋１）ｄｙ
（ｘ２＋ｙ２＋２ｘ－２ｙ＋２）２

≤ １
Ｒ３·２πＲ＝２π

Ｒ２，

从而

ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

｜ＩＲ｜≤ ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

２π
Ｒ２ ＝０，

故ｌｉｍ
Ｒ→＋∞

｜ＩＲ｜＝０．

例８２１　 计算∮Ｌ

ｙｄｘ－（ｘ－１）ｄｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２ ，其中，（１）Ｌ为圆周ｘ２＋ｙ２－２ｙ＝０的正向；（２）Ｌ为椭圆４ｘ２＋ｙ２

－８ｘ＝０的正向
解 　（１）Ｌ 为圆周ｘ２＋（ｙ－１）２ ＝１，不包含点（１，０）

Ｐ＝ ｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２，Ｑ＝ １－ｘ

（ｘ－１）２＋ｙ２，

Ｐ
ｙ ＝

（ｘ－１）２－ｙ２

［（ｘ－１）２＋ｙ２］２ ＝Ｑ
ｘ

，

故

∮Ｌ

ｙｄｘ＋（ｘ－１）ｄｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２ ＝

Ｄ

Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄｘｄｙ＝０．

（２）Ｌ 为椭圆（ｘ－１）２＋ １
４ｙ２ ＝１包含点（１，０），以（１，０）为圆心，半径为充分小正数δ作圆周Ｃδ，使Ｃδ

含于Ｌ 内，并取Ｃδ 为顺时针方向，设 Ｄ′为Ｌ 与Ｃδ 所围区域，则由格林公式，得

∫Ｌ＋Ｃδ

ｙｄｘ－（ｘ－１）ｄｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２ ＝

Ｄ′

Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄｘｄｙ＝０．

用Ｃ－
δ 表示与Ｃδ 反向的圆周，并设ｘ＝１＋δｃｏｓθ，ｙ＝δｓｉｎθ，则

Ｉ＝∫Ｌ

ｙｄｘ－（ｘ－１）ｄｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２ ＝－∫Ｃδ

ｙｄｘ－（ｘ－１）ｄｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２

＝∫Ｃδ

ｙｄｘ－（ｘ－１）ｄｙ
（ｘ－１）２＋ｙ２ ＝∫

２π

０

－δ２ｓｉｎ２θ－δ２ｃｏｓ２θ
δ２ ｄθ

＝－２π．

例 ８２２　 计 算∮ｃ＋
ｘｄｙ－ｙｄｘ

［（αｘ＋βｙ）２＋（γｘ＋δｙ）２］ｎ
（αδ －βγ ≠ ０）， 其 中，ｃ 为 椭 圆 （αｘ ＋βｙ）２
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＋（γｘ＋δｙ）２ ＝１．
解 　 由于（αｘ＋βｙ）２＋（γｘ＋δｙ）２ ＝１，故可引入参数ｔ，设

αｘ＋βｙ＝ｃｏｓｔ，

γｘ＋δｙ＝ｓｉｎｔ｛ ．
　　（０≤ｔ≤２π），

又因αδ－βγ≠０．故令
α β
γ δ

＝αδ－βγ＝ １
Ａ

，于是，

ｘ＝Ａ（δｃｏｓｔ－βｓｉｎｔ），

ｙ＝Ａ（αｓｉｎｔ－γｃｏｓｔ）｛ ．

代入积分，得

∮ｃ＋
＝∫

２π

０
Ａ（δｃｏｓｔ－βｓｉｎｔ）ｄＡ（αｓｉｎｔ－γｃｏｓｔ）－Ａ（αｓｉｎｔ－γｃｏｓｔ）ｄＡ（δｃｏｓｔ－βｓｉｎｔ）．

其中一些项的积分为零，故得

∮ｃ＋
＝∫

２π

０
Ａ２［αδｃｏｓ２ｔ－βγｓｉｎ

２ｔ＋αδｓｉｎ２ｔ－βγｃｏｓ
２ｔ］ｄｔ

＝Ａ２∫
２π

０
（αδ－βγ）ｄｔ＝２πＡ．

例８２５　 计 算Ｉ＝∮ｃ

ｙ
ｘ２＋ｙ２ ＋ ｙ－４

（ｘ－３）２＋（ｙ－４）（ ）２ ｄｘ－
ｘ

ｘ２＋ｙ２ ＋ ｘ－３
（ｘ－３）２＋（ｙ－４）（ ）２ ｄｙ，其

中，ｃ为以点Ａ（５，６）、Ｂ（５，－６）、Ｃ（－５，－６）、Ｄ（－５，６）为顶点的矩形（方向为顺时针方向）

解 　　　　　　　Ｉ＝∮ｃ－
ｙｄｘ－ｘｄｙ
ｘ２＋ｙ２ ＋∮ｃ－

（ｙ－４）ｄｘ－（ｘ－３）ｄｙ
（ｘ－３）２＋（ｙ－４）２

＝∮ｃ＋
ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＋∮ｃ＋

（ｘ－３）ｄｙ－（ｙ－４）ｄｘ
（ｘ－３）２＋（ｙ－４）２

＝ ∮
ｘ２＋ｙ

２＝１

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＋ ∮

（ｘ－３）２＋（ｙ－４）２＝１

（ｘ－３）ｄｙ－（ｙ－４）ｄｘ
（ｘ－３）２＋（ｙ－４）２

＝２π＋２π＝４π

注 　 不能从题中条件立即得 出 判 断∮ａ
＝０．因 为 被 积 函 数 在 其 所 围 的 区 域 内 有 两 个“洞”（即 不 连 续

点）（０，０）与（３，４），但积分理论告诉我们：绕包含这两个洞在内的任一闭曲线，其线积分值均相等为此据被

积函数的形状选择最方便的积分路线，即两个积分进行计算

例８２６　 计算沿空间曲线的第二型曲线积分∫ｃ
ｘｙｚｄｚ，其中，ｃ是ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１与ｙ＝ｚ相关的圆，其

方向沿曲线依次经过１，２，７，８卦限
解 　 把圆周ｃ分为两段弧，其中

ｃ１：
ｘ＝ １－２ｚ槡 ２，

ｙ＝ｚ，

ｚ＝ｚ
烅
烄

烆 ．

　 －槡２
２ ≤ｚ≤ 槡２（ ）２

ｃ２：
ｘ＝－ １－２ｚ槡 ２，

ｙ＝ｚ，

ｚ＝ｚ
烅
烄

烆 ，
　 －槡２

２ ≤ｚ≤ 槡２（ ）２

因而 　　　　　　　　　∫ｃ
ｘｙｚｄｚ＝∫ｃ１

ｘｙｚｄｚ＋∫ｃ２

ｘｙｚｄｚ

＝∫
槡２
２

－槡２
２

ｚ２ １－２ｚ槡 ２ｄｚ＋∫
－槡２２

槡２
２

－ｚ２ １－２ｚ槡 ２ｄｚ
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＝４∫
槡２
２

０
ｚ２ １－２ｚ槡 ２ｄｚ＝ 槡４ ２∫

槡２
２

０
ｚ２ １

２ －ｚ２ｄ槡 ｚ，

查积分表得

∫ｃ
ｘｙｚｄｚ＝ 槡４ ２

ｚ
８

２ｚ２－（ ）１
２

１
２ －ｚ槡 ２ ＋

１
４
８ａｒｃｓｉｎ ｚ

槡２

熿

燀

燄

燅２

槡２
２

０

＝ π
槡８ ２

．

注 　 该题也可用ｃ的参数方程ｘ ＝ｃｏｓθ，ｙ＝ 槡２
２ｓｉｎθ，ｚ＝ 槡２

２ｓｉｎθ（０≤θ≤２π）进行计算

例８２５　 计算∫ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ，式 中，ｃ为 维 安 尼 曲 线ｘ２ ＋ｙ２ ＋ｚ２ ＝ａ２，ｘ２ ＋ｙ２ ＝ａｘ（ｚ≥０，

ａ＞０），若从ｘ轴的正方向（ｘ＞ａ）看去，此曲线是沿逆时针方向进行的

解 　 柱面方程ｘ２＋ｙ２ ＝ａｘ，可改写为 ｘ－ ａ（ ）２

２

＋ｙ２ ＝ ａ（ ）２

２

，若令ｘ－ａ
２ ＝ ａ

２ｃｏｓｔ，ｙ＝ ａ
２ｓｉｎｔ

（０≤ｔ≤２π），则

ｚ＝ ａ２－（ｘ２＋ｙ２槡 ）　　　　　　

＝ ａ２－ ａ２（１＋ｃｏｓｔ）２

４ ＋ａ２ｓｉｎ２ｔ［ ］槡 ４ ＝ａｓｉｎｔ
２．

从而，曲线的参数方程为

ｘ＝ａ（１＋ｃｏｓｔ）
２

，　ｙ＝ａｓｉｎｔ
２

，　ｚ＝ａｓｉｎｔ
２　（０≤ｔ≤２π）．

故 　　　　　∫ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｘ

＝∫
２π

０ －ａ３ｓｉｎ３ｔ
８ ＋

ａ３ｓｉｎ２ ｔ
２ｃｏｓｔ

２ ＋
ａ３ｃｏｓ３ ｔ

２
烄

烆

烌

烎２
ｄｔ

＝∫
２π

０

ａ３

８
（１－ｃｏｓｔ）ｄ（ｃｏｓｔ）＋ａ３

２∫
２π

０

１－ｃｏｓｔ
２ ｃｏｓｔｄｔ＋ａ３∫

２π

０
１－ｓｉｎ２ ｔ（ ）２ ｄ ｓｉｎｔ（ ）２

＝ａ３

８
ｃｏｓｔ－ １

３ｃｏｓ３［ ］ｔ
２π

０
＋ａ３

４ ｓｉｎｔ－ ｔ
２ ＋ １

４ｓｉｎ２（ ）［ ］ｔ
２π

０

　＋ａ３ ｓｉｎｔ
２ － １

３ｓｉｎ３ ｔ［ ］２

２π

０
＝－ π

４ａ３．

例８２６　 计算∮ｃ
（ｙ２＋ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２＋ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ，ｃ是曲线ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝２Ｒｘ，ｘ２＋ｙ２ ＝２ａｘ（０

＜ａ＜Ｒ，ｚ＞０），且ｃ按如此方向进行，使它在球的外表面上所围成的小区域 Ｄ 在其左方
解 　 若空间曲线方程是由两个曲面方程联立的形式给出时，一般先将其化为参数方程，再进行计算

因此，由ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝２Ｒｘ 及ｘ２＋ｙ２ ＝２ａｘ 消去ｙ，得ｚ＝ ２（Ｒ－ａ）槡 ｘ，用柱面坐标中θ作参数，因

ｘ２＋ｙ２ ＝２ａｘ，柱面坐标方程为 ＝２ａｃｏｓθ，故曲线ｃ的参数方程为

ｘ＝ｃｏｓθ＝２ａｃｏｓ２θ，

ｙ＝ｓｉｎθ＝２ａｃｏｓθｓｉｎθ＝ａｓｉｎ２θ，

ｚ＝ ２（Ｒ－ａ）２ａｃｏｓ２槡 θ＝２ ａ（Ｒ－ａ槡 ）ｃｏｓθ．

于是 ｄｘ＝－４ａｃｏｓθｓｉｎθｄθ，ｄｙ＝２ａｃｏｓ２θｄθ，ｄｚ＝－２ ａ（Ｒ－ａ槡 ）ｓｉｎθｄθ，

所以 Ｉ＝∮ｃ
（ｙ２＋ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２＋ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ

—４８１—

第八章　曲线积分与曲面积分



＝∫
π
２

－π
２

［ａ２ｓｉｎ２２θ＋４（Ｒ－ａ）ａｃｏｓ２θ］（－４ａｃｏｓθｓｉｎθ）ｄθ

　＋∫
π
２

－π
２

［４ａ（Ｒ－ａ）ｃｏｓ２θ＋４ａ２ｃｏｓ４θ］·２ａｃｏｓ２θｄθ

　＋∫
π
２

－π
２

［４ａ２ｃｏｓ４θ＋ａ２ｓｉｎ２２θ］－２ ａ（Ｒ－ａ槡（ ））ｓｉｎθｄθ．

上式第一、三两个积分的被积函数为奇函数，故第一、三两个积分值为０，第二个积分的被积 函 数 为 偶 函 数
因此

Ｉ＝１６ａ２∫
π
２

０
（Ｒ－ａ）ｃｏｓ２θ＋ａｃｏｓ４［ ］θ （２ｃｏｓ２θ－１）ｄθ　　　　　　　　

＝１６ａ２∫
π
２

０
－（Ｒ－ａ）ｃｏｓ２θ＋（２Ｒ－３ａ）ｃｏｓ４θ＋２ａｃｏｓ６［ ］θ ｄθ

＝１６ａ２ －（Ｒ－ａ）·π
４ ＋（２Ｒ－３ａ）·３

４
·１

２
·π

２ ＋２ａ·５
６

·３
４

·１
２

·π［ ］２

＝１６ａ２π － Ｒ
４ ＋ ａ

４ ＋ ２
８Ｒ－ ９

１６ａ＋１５
４８［ ］ａ ＝２ａ２Ｒπ．

例８２７　 计算积分∫ｃ
（ｘ２－ｙｚ）ｄｘ＋（ｙ２－ｘｚ）ｄｙ＋（ｚ２－ｘｙ）ｄｚ，其中ｃ是沿螺线ｘ＝ａｃｏｓφ，ｙ＝ａｓｉｎφ，

ｚ＝ ｈ
２πφ

从点Ａ（ａ，０，０）至点Ｂ（ａ，０，ｈ）的一段弧︵ＡｍＢ．

解法１　 直接计算

∫ｃ
（ｘ２－ｙｚ）ｄｘ＋（ｙ２－ｘｚ）ｄｙ＋（ｚ２－ｘｙ）ｄｚ　　　　　　　

＝∫
２π

０
ａ２ｃｏｓ２

φ－ａｈ
２πφ

ｓｉｎ（ ）φ （－ａｓｉｎφ）＋（ａ２ｓｉｎ２［ φ

　－ａｈ
２πφ

ｃｏｓ ）φ （ａｃｏｓφ）＋
ｈ２

４π２φ
２－ａ２ｓｉｎφｃｏｓφ）·ｈ

２（ ］π ｄφ

＝∫
２π

０
［ａ３ｓｉｎφｃｏｓφ（ｓｉｎφ－ｃｏｓφ）－ａ２ｈ

２πφ
（ｃｏｓ２

φ－ｓｉｎ２
φ＋ｓｉｎφｃｏｓφ）＋ｈ３

８π３φ ］２ ｄφ

＝ａ３∫
２π

０
ｓｉｎφｃｏｓφ（ｓｉｎφ－ｃｏｓφ）ｄφ－ａ２ｈ

２π∫
２π

０
φ ｃｏｓ２φ＋ １

２ｓｉｎ２（ ）φ ｄφ＋ｈ３

８π３∫
２π

０
φ

２ｄφ

＝Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３．

下面分别求Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３

Ｉ１ ＝ａ３∫
２π

０
ｓｉｎφｃｏｓφ（ｓｉｎφ－ｃｏｓφ）ｄφ＝０．

Ｉ２ ＝－ａ２ｈ
２π∫

２π

０
φ（ｃｏｓ２φ＋ １

２ｓｉｎ２φ）ｄφ＝－ａ２ｈ
２π∫

２π

０
φｃｏｓ２φｄφ＋ １

２∫
２π

０
φｓｉｎ２φｄ［ ］φ

＝－ａ２ｈ
２π

１
２∫

２π

０
φｄｓｉｎ２φ－ １

４∫
２π

０
φｄｃｏｓ２［ ］φ

＝－ａ２ｈ
２π

１
２

（φｓｉｎ２φ｜２π
０ －∫

２π

０
ｓｉｎ２φｄφ）－ １

４
（φｃｏｓ２φ）｜２π

０ －∫
２π

０
ｃｏｓ２φｄ［ ］φ ＝０．

Ｉ３ ＝ ｈ３

８π３∫
２π

０
φ

２ｄφ＝
ｈ３

８π３·
１
３φ

３
２π

０
＝ｈ３

３．

故 ∫ｃ
（ｘ２－ｙｚ）ｄｘ＋（ｙ２－ｘｚ）ｄｙ＋（ｚ２－ｘｙ）ｄｚ＝ｈ３

３．

—５８１—

高等数学



解 法２　 以直线段ＢＡ 接于曲线︵ＡｍＢ，形成封闭曲线，并利用斯托克斯公式计算因直线段ＡＢ 所在的直

线的参数方程是ｘ＝ａ，ｙ＝０，ｚ＝ｔ，故

∫︵ＡｍＢ
（ｘ２－ｙｚ）ｄｘ＋（ｙ２－ｘｚ）ｄｙ＋（ｚ２－ｘｙ）ｄｚ

＝∮︵ＡｍＢＡ
（ｘ２－ｙｚ）ｄｘ＋（ｙ２－ｘｚ）ｄｙ＋（ｚ２－ｘｙ）ｄｚ

　－∫ＢＡ
（ｘ２－ｙｚ）ｄｘ＋（ｙ２－ｘｚ）ｄｙ＋（ｚ２－ｘｙ）ｄｚ

＝
Ω

（ｚ２－ｘｙ）
ｙ －（ｙ２－ｘｚ）

［ ］ｚ ｄｘｄｚ＋ （ｘ２－ｙｚ）
ｚ －（ｚ２－ｘｙ）

［ ］ｘ ｄｚｄｘ

　＋ （ｙ２－ｘｚ）
ｘ －（ｘ２－ｙｚ）

［ ］ｙ ｄｘｄｙ－∫
０

Ａ
ｔ２ｄｔ

＝０－ １
３ｔ

３
０

ｈ
＝ｈ３

３．

注 　 其中Ω 是︵ＡｍＢ 和ＢＡ 所围成的光滑曲面

图８９

例８２８　 计算沿空间曲线的第二型曲线积分∫ｃ
（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－

ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ，其中，ｃ为球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１在第一卦限部分

的边界曲线，其方向 按 曲 线 依 次 经 过ｘＯｙ 平 面 部 分，ｙＯｚ 平 面 部 分 和

ｚＯｘ 平面部分
解 　 把ｃ分为三部分（图８９）

ｃ１：
ｘ＝ｃｏｓθ，

ｙ＝０，

ｚ＝ｓｉｎθ
烅
烄

烆 ．
　 ０≤θ≤ π（ ）２

ｃ２：
ｘ＝ｃｏｓθ，

ｙ＝ｓｉｎθ，

ｚ＝０
烅
烄

烆 ．
　 ０≤θ≤ π（ ）２

ｃ３：
ｘ＝０，

ｙ＝ｃｏｓθ，

ｚ＝ｓｉｎθ
烅
烄

烆 ．
　 ０≤θ≤ π（ ）２

因而 ∫ｃ１

（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ

＝－∫
π
２

０
ｓｉｎ３θ＋（ｓｉｎ２θ－ｃｏｓ２θ）·０＋（ｃｏｓ２θ－０）·ｃｏｓ［ ］θ ｄθ

＝－∫
π
２

０
ｓｉｎ３θ＋ｃｏｓ３［ ］θ ｄθ＝－ ４

３
，

∫ｃ２

（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ

＝∫
π
２

０
－ｓｉｎ３θ－ｃｏｓ２θ·ｃｏｓθ＋（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ［ ］）ｄθ

＝－∫
π
２

０
［ｓｉｎ３θ＋ｃｏｓ３θ］ｄθ＋∫

π
２

０
ｃｏｓ２θｄθ＝－ ４

３
，

∫ｃ３

（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ
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＝∫
π
２

０
（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ）·０＋（ｓｉｎ２θ－０）·（－ｓｉｎθ）＋（－ｃｏｓ２θ）ｃｏｓ［ ］θ ｄθ

＝－∫
π
２

０
（ｓｉｎ３θ＋ｃｏｓ３θ）ｄθ＝－ ４

３
，

故 ∫ｃ
（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ＝∫ｃ１

＋∫ｃ２

＋∫ｃ３

＝－４．

图８１０

例８２９　 质点Ｐ沿着以ＡＢ 为直径的半圆周，从点Ａ（１，２）运动到点

Ｂ（３，４）的过程中受变力Ｆ作用（图８１０），Ｆ的大小等于点Ｐ 与原点Ｏ 之

间的距离，其方向垂直于线段ＯＰ，且与ｙ轴正向的夹角小于 π
２ 求变力

Ｆ 对质点Ｐ 所作的功
解 　 按题意，变力

Ｆ＝－ｙｉ＋ｘｊ．

圆弧︵ＡＢ 的参数方程是

ｘ＝２＋槡２ｃｏｓθ，

ｙ＝３＋槡２ｓｉｎθ
烅
烄

烆 ，
　－ ３

４π≤θ≤ π
４．

变力Ｆ 所作的功

　　　　　　　Ｗ ＝∫︵ＡＢ －ｙｄｚ＋ｘｄｙ

＝∫
π
４

－３
４π

槡２（３＋槡２ｓｉｎθ）ｓｉｎθ＋槡２（２＋槡２ｃｏｓθ）ｃｏｓ［ ］θ ｄθ＝２（π－１）．

例８３０　 在过点Ｏ（０，０）和Ａ（π，０）的曲线族ｙ＝ａｓｉｎｘ（ａ＞０）中，求一条曲线Ｌ，使沿该曲线从Ｏ 到

Ａ 的积分∫Ｌ
（１＋ｙ３）ｄｘ＋（２ｘ＋ｙ）ｄｙ的值最小

解 　Ｉ（ａ）＝∫
π

０
［１＋ａ３ｓｉｎ３ｘ＋（２ｘ＋ａｓｉｎｘ）ａｃｏｓｘ］ｄｘ＝π－４ａ＋ ４

３ａ３．

令Ｉ′（ａ）＝４（ａ２－１）＝０，得ａ＝１（ａ＝－１舍去），且ａ＝１是Ｉ（ａ）在（０，＋∞）内的惟一驻点
又由于Ｉ″（１）＝８＞０，所以Ｉ（ａ）在ａ＝１处取到最小值 因此所求曲线是

ｙ＝ｓｉｎｘ　（０≤ｘ≤π）．

例８３３　 在变力Ｆ＝ｙｚｉ＋ｚｘｊ＋ｘｙｋ的作用下，质点由原点沿直线运动到椭球面
ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ ＋ｚ２

ｃ２ ＝１上

第一卦限的点 Ｍ（ξ，η，ζ），问ξ，η，ζ取何值时，力Ｆ 所作的功 Ｗ 最大？并求出 Ｗ 的最大值
解 　 直线段ＯＭ：ｘ＝ξｔ，ｙ＝ηｔ，ｚ＝ζｔ，ｔ从０到１，功 Ｗ 为

Ｗ ＝∫ＯＭ
ｙｚｄｘ＋ｚｘｄｙ＋ｘｙｄｚ＝∫

１

０
３ξηζｔ

２ｄｔ＝ξηζ．

下面求 Ｗ ＝ξηζ 在条件ξ
２

ａ２ ＋η
２

ｂ２ ＋ζ
２

ｃ２ ＝１（ξ≥０，η≥０，ζ≥０）下的最大值

令 Ｆ（ξ，η，ζ）＝ξηζ＋λ １－ξ
２

ａ２ －η
２

ｂ２ －ζ
２

ｃ（ ）２ ．

由 　

Ｆ
ξ

＝０，

Ｆ
η

＝０，

Ｆ
ζ

＝０

烅

烄

烆 ，

　　 得 　

ηζ＝２λ
ａ２ξ，

ξζ＝２λ
ｂ２η，

ξη＝２λ
ｃ２ζ，
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从而ξ
２

ａ２ ＝η
２

ｂ２ ＝ζ
２

ｃ２ ，即得ξ
２

ａ２ ＝η
２

ｂ２ ＝ζ
２

ｃ２ ＝ １
３．于是得

ξ＝ ａ
槡３

，η＝ ｂ
槡３

，ζ＝ ｃ
槡３

．

由问题的实际意义知

Ｗｍａｘ ＝ 槡３
９ａｂｃ．

３ 对面积的曲面积分

例８３１　 计算
Ｓ

（ｘ＋ｙ＋ｚ）ｄＳ，Ｓ是半球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２，ｚ≥０（ａ＞０）．

解 　 由对称性知


Ｓ

ｘｄＳ＝
Ｓ

ｙｄＳ＝０，

只要计算
Ｓ

ｚｄＳ．因为ｚ＝ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２，

ｚｘ′＝ －ｘ
ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２

，　ｚｙ′＝ －ｙ
ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２

，

所以， ｄＳ＝ ａ
ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２

ｄｘｄｙ，


Ｓ

ｚｄｓ＝ａ 
ｘ２＋ｙ

２
≤ａ２

ｄｘｄｙ＝πａ３，

故 
Ｓ

（ｘ＋ｙ＋ｚ）ｄＳ＝πａ３．

例８３２　 计算
Ｓ

｜ｘｙｚ｜ｄＳ，Ｓ是ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 被平面ｚ＝１所割下的有限部分

解 　 由对称性，只要算ｘ＞０，ｙ＞０的部分，

所以 Ｉ＝
Ｓ

｜ｘｙｚ｜ｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｙｚｄＳ，

由ｚ＝ｘ２＋ｙ２，得

ｚｘ′＝２ｘ，ｚｙ′＝２ｙ，ｄＳ＝ １＋４（ｘ２＋ｙ２槡 ）ｄｘｄｙ．

Ｉ＝４∫
π
２

０
ｄθ∫

１

０
ｒ５ｓｉｎθｃｏｓθ １＋４ｒ槡 ２ｄｒ＝∫

１

０
ｒ４ １＋４ｒ槡 ２ｄｒ２

＝∫
１

０
ｕ２ １＋４槡 ｕｄｕ　　（令ｒ２ ＝ｕ）

＝ １
２３∫

槡５

１
（ｔ４－２ｔ２＋１）ｔ２ｄｔ　（令 １＋４槡 ｕ＝ｔ）

＝ 槡１２５ ５－１
４２０ ．

例８３３　 计算
Ｓ

ｄＳ
ρ

，Ｓ是椭球面ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ ＋ｚ２

ｃ２ ＝１，ρ为椭球中心到切平面的距离

解 　 设（ｘ，ｙ，ｚ）是椭球面上一点，则切平面方程是

ｘＸ
ａ２ ＋ｙＹ

ｂ２ ＋ｚＺ
ｃ２ －１＝０，
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（Ｘ，Ｙ，Ｚ）是平面上的动点，

所以，ρ＝ １
ｘ２

ａ４ ＋ｙ２

ｂ４ ＋ｚ２

ｃ槡 ４

．

设Ｓ在ｘＯｙ 上投影是Ｄ：ｘ２／ａ２＋ｙ２／ｂ２ ≤１．由对称性，只要算上半面上积分的２倍，这时

ｚ＝ｃ １－ｘ２

ａ２ －ｙ２

ｂ槡 ２ ，

所以，ｄＳ＝ｃ２

ｚ
ｘ２

ａ４ ＋ｙ２

ｂ４ ＋ｚ２

ｃ槡 ４ｄｘｄｙ．


Ｓ

ｄＳ
ρ

＝２ｃ２
Ｄ

ｘ２

ａ４ ＋ｙ２

ｂ４ ＋ｚ２

ｃ（ ）４
１
ｚｄｘｄｙ

＝
Ｄ

２ｃ２ｘ２

ａ４ｚ
ｄｘｄｙ＋

Ｄ

２ｃ２ｙ２

ｂ４ｚ
ｄｘｄｙ＋

Ｄ

２ｚ
ｃ２ｄｘｄｙ

＝Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３．

Ｉ３ ＝２ａｂ
ｃ 

ｕ２＋ｖ２≤１

１－ｕ２－ｖ槡 ２ｄｕｄｖ＝４πａｂｃ
３ｃ２ ，

由对称性知

Ｉ１ ＝４πａｂｃ
３ａ２ ，　Ｉ２ ＝４πａｂｃ

３ｂ２ ，

Ｉ＝４πａｂｃ
３ａ２

１
ａ２ ＋ １

ｂ２ ＋ １
ｃ（ ）２ ．

例８３４　 求面密度为１的均匀半球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２，ｚ≥０对Ｏｚ 轴的转动惯量
解法１　 因为

ｚ＝ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２，ｄＳ＝ ａ
ｚｄｘｄｙ，

所以， Ｊ＝
Ｓ

（ｘ２＋ｙ２）ｄＳ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤ａ２

ａｘ２＋ｙ２

ｚ ｄｘｄｙ

＝ａ∫
２π

０
ｄθ∫

ａ

０

ｒ３

ａ２－ｒ槡 ２
ｄｒ＝２πａ４∫

π
２

０
ｓｉｎ３ｔｄｔ　（令ｒ＝ａｓｉｎｔ）

＝ ４
３πａ４ ＝ Ｍａ２

３
（Ｍ 为半球面的质量）

解法２　 它是全球面绕Ｏｚ 轴转动惯量的一半，而


ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２≤ａ２

（ｘ２＋ｙ２）ｄＳ＝ ２
３ 

ｘ２＋ｙ
２＋ｚ２≤ａ２

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄＳ

＝ ２
３ａ２ 

ｘ２＋ｙ
２＋ｚ２≤ａ２

ｄＳ＝ ８
３πａ４，

所以，Ｊ＝ ４
３πａ４ ＝ Ｍ

３ａ２　（Ｍ 是质量）

例８３５　 求Ｆ（ｔ）＝ 
ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｔ

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ，其中

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
１－ｘ２－ｙ２－ｚ２， ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ≤１，

０， ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＞１｛ ．
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解 　 当｜ｔ｜≥槡３时，平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｔ与球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１相切或不相交，这时总有


ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｔ

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ＝０．

故考虑｜ｔ｜＜槡３的情况，此时

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝１－ρ
２，ρ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ 是球体ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ≤１，与平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｔ所交成的圆域上

的任一点（ｘ，ｙ，ｚ）到原点的距离积分域就是此圆域，此圆域到原点的距离为｜ｔ｜
槡３

．由对称性，可以将此坐标

系作一旋转，使平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｔ上的积分域旋转到ｚ＝ ｔ
槡３

这一平面上

则 Ｆ（ｔ）＝
ｚ＝ｔ

槡３

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＳ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤１－ｔ

２

３

１－ｔ２

３ －ｘ２－ｙ（ ）２ ｄｘｄｙ

＝π １－ｔ２（ ）３

２

－∫
２π

０
ｄθ∫

１－ｔ
２槡 ３

０
ｒ３ｄｒ

＝ π
１８

（３－ｔ２）２．

所以， Ｆ（ｔ）＝
π
１８

（３－ｔ２）２， ｜ｔ｜＜槡３，

０， ｜ｔ｜≥槡３
烅
烄

烆 ．

例８３６　 求面密度为１的均匀锥面ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ａ２ －ｚ２

ｂ２ ＝０　（０≤ｚ≤ｂ）对直线ｘ
１ ＝ ｙ

０ ＝ｚ－ｂ
０

的转动惯

量
解 　 空间任一点（ｘ，ｙ，ｚ）到此直线距离的平方为

ｄ２ ＝ｙ２＋（ｚ－ｂ）２，

而Ｓ为锥面ｚ＝ ｂ
ａ ｘ２＋ｙ槡 ２　（０≤ｚ≤ｂ），

所以 Ｊ＝
Ｓ

［ｙ２＋（ｚ－ｂ）２］ｄＳ　　　　　　　　　　　

＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤ａ２

ａ２＋ｂ槡 ２

ａ
［ｙ２＋（ｚ－ｂ）２］ｄｘｄｙ

＝ ａ２＋ｂ槡 ２

ａ ∫
２π

０
ｓｉｎ２θｄθ∫

ａ

０
ｒ３ｄｒ＋∫

２π

０
ｄθ∫

ａ

０
ｒ ｂ

ａｒ－（ ）ｂ
２

ｄ［ ］ｒ

＝ａ ａ２＋ｂ槡 ２

１２
（３ａ２＋２ｂ２）ａπ．

例８３７　 求半径为Ｒ 的均匀球面（设面密度为１）对空间一单位质点的引力
解 　 在球面上的任取一点（ｘ，ｙ，ｚ）和含此点的面积微元ｄＳ（取定坐标系如图８１１所示，定点在（０，０，ａ）

处

则 ｜ｄＦ｜＝ＧｄＳ
ｒ２

ｄＦ 的三个分量为

ｄＦｘ ＝ＧｘｄＳ
ｒ３ ，　ｄＦｙ ＝ＧｙｄＳ

ｒ３ ，　ｄＦｚ ＝Ｇ（ｚ－ａ）ｄＳ
ｒ３ ，

所求力 Ｆ＝ ｛Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ｝．
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图８１１

则由对称性知

Ｆｘ ＝Ｆｙ ＝０，

而 Ｆｚ ＝ 
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ２＝Ｒ２

Ｇ（ｚ－ａ）
ｒ３ ｄＳ，

球面参数方程为

ｘ＝Ｒｃｏｓθｓｉｎφ，　ｙ＝Ｒｓｉｎθｓｉｎφ，　ｚ＝Ｒｃｏｓφ，

所以， ｄＳ＝Ｒ２ｓｉｎφｄθｄφ，

故 Ｆｚ ＝Ｇ∫
２π

０
ｄθ∫

π

０

Ｒ２ｓｉｎφ（Ｒｃｏｓφ－ａ）
（ａ２＋Ｒ２－２ａＲｃｏｓφ）

３
２
ｄφ

＝２πＧＲ２∫
π

０

（Ｒｃｏｓφ－ａ）ｓｉｎφ
（ａ２＋Ｒ２－２ａＲｃｏｓφ）

３
２
ｄφ．

令 ａ２＋Ｒ２－２ａＲｃｏｓφ＝ｔ２，

则 Ｆｚ ＝ＧＲπ
ａ２∫

ａ＋Ｒ

｜ａ－Ｒ｜

Ｒ２－ａ２

ｔ２ －（ ）１ ｄｔ

＝
０， ａ＜Ｒ，

－４πＲ２Ｇ
ａ２ ， ａ＞Ｒ烅

烄

烆
．

所以， Ｆ＝

｛０，０，０｝ ａ＜Ｒ，

０，０，－４πＲ２Ｇ
ａ｛ ｝２ ， ａ＞Ｒ

烅
烄

烆 ．

此结果表明：当质点在球内，引力为零；当质点在球外，引力如同球面的质量集中于球心时对该点的引力
读者不难仿此得到当ａ＞Ｒ 的情况

４ 对坐标的曲面积分

例８３８　 计算曲面积分
Ｓ

（２ｘ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋ｚｄｘｄｙ，其中Ｓ为有向曲面ｚ＝ｘ２＋ｙ２（０≤ｚ≤１），其法向量

与ｚ轴正向夹角为锐角
解 法１　 以Ｓ１ 表示法向量指向ｚ轴负向的有向平面ｚ＝１（ｘ２＋ｙ２ ≤１），Ｄ 为Ｓ１ 在ｘＯｙ 平面上的投影

区域，则


Ｓ１

（２ｘ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋ｚｄｘｄｙ＝
Ｄ

－ｄｘｄｙ＝－π

设Ω 表示由Ｓ 和Ｓ１ 所围成的空间区域，则由高斯公式知


Ｓ＋Ｓ１

（２ｘ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋ｚｄｘｄｙ＝－
Ω

（２＋１）ｄｖ＝－３∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｒｄｒ∫

１

ｒ２
ｄｚ

＝－６π∫
１

０
（ｒ－ｒ３）ｄｒ＝－６π １

２ －（ ）１
４ ＝－ ３

２π

因此 
Ｓ

（２ｘ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋ｚｄｘｄｙ＝－ ３
２π－（－π）＝－ １

２π

解法２　 设 Ｄｙｚ，Ｄｘｙ 分别表示Ｓ 在ｙＯｚ 平面，ｘＯｙ 平面上的投影区域，则

　　　　
Ｓ

（２ｘ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋ｚｄｘｄｙ
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＝
Ｄ
ｙｚ

（２ ｚ－ｙ槡 ２ ＋ｚ）（－ｄｙｄｚ）＋
Ｄ
ｙｚ

（－２ ｚ－ｙ槡 ２ ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋
Ｄｘｙ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝－４
Ｄ
ｙｚ

ｚ－ｙ槡 ２ｄｙｄｚ＋
Ｄｘｙ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ，

其中 
Ｄ
ｙｚ

ｚ－ｙ槡 ２ｄｙｄｚ＝∫
１

－１
ｄｙ∫

１

ｙ
２ ｚ－ｙ槡 ２ｄｚ＝ ４

３∫
１

０
（１－ｙ２）

３
２ｄｙ

ｙ＝ｓｉｎ


ｔ ４
３∫

π
２

０
ｃｏｓ４ｔｄｔ＝ ４

３
·３

４
·１

２
·π

２ ＝ π
４

，


Ｄｘｙ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｒ２·ｒｄｒ＝ π

２

所以 
Ｓ

（２ｘ＋ｚ）ｄｙｄｚ＋ｚｄｘｄｙ＝－４·π
４ ＋ π

２ ＝－ π
２

例８３９　 计算


ｘ３ｄｙｄｚ， 是椭球面ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ ＋ｚ２

ｃ２ ＝１上ｘ≥０的部分 取椭球面外侧为正侧

解 　 因为ｘ≥０，故  的方程为ｘ＝ａ １－ｙ２

ｂ２ －ｚ２

ｃ槡 ２ ， 在ｙＯｚ 平面上的投影区域Ｄ 为

ｙ２

ｂ２ ＋ｚ２

ｃ２ ≤１，

ｘ＝０
烅
烄

烆 ．

从而 


ｘ３ｄｙｄｚ＝ａ３
Ｄ

１－ｙ２

ｂ２ －ｚ２

ｃ（ ）２

３
２
ｄｙｄｚ．

令ｙ＝ｂｒｃｏｓθ，ｚ＝ｃｒｓｉｎθ，则ｄｙｄｚ＝ｂｃｒｄｒｄθ，故




ｘ３ｄｙｄｚ＝ａ３
Ｄ

１－ｒ（ ）２ ３
２ｂｃｒｄｒｄθ

＝ａ３ｂｃ∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
（１－ｒ２）

３
２ｒｄｒ＝ ２

５πａ３ｂｃ．

例８４０　 计算


ｄｙｄｚ
ｘ ＋ｄｘｄｚ

ｙ ＋ｄｘｄｙ
ｚ

， 为椭球面ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ ＋ｚ２

ｃ２ ＝１的外表面

解 　 令  ＝ １ ＋ ２，其 中 １ 为 上 半 椭 球 面ｚ１ ＝ｃ １－ｘ２

ａ２ －ｙ２

ｂ槡 ２ 的 上 侧，２ 为 下 半 椭 球 面

ｚ２ ＝－ｃ １－ｘ２

ａ２ －ｙ２

ｂ槡 ２ 的下侧

 在ｘＯｙ 平面上的投影区域为Ｄ：ｘ
２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ ≤１，从而




＝ｄｘｄｙ
ｚ ＝

１

ｄｘｄｙ
ｚ１

＋
２

ｄｘｄｙ
ｚ２

＝２
Ｄ

ｄｘｄｙ

ｃ １－ｘ２

ａ２ －ｙ２

ｂ槡 ２

＝２
Ｄ

ａｂｒｄｒｄθ
１－ｒ槡 ２

＝２ａｂ
ｃ∫

２π

０
ｄθ∫

１

０

ｒｄｒ
１－ｒ槡 ２

＝４πａｂ
ｃ

，

同理可得 


ｄｙｄｚ
ｘ ＝４πｂｃ

ａ
，



ｄｘｄｚ
ｙ ＝４πａｃ

ｂ ．

所以 


ｄｙｄｚ
ｘ ＋ｄｘｄｚ

ｙ ＋ｄｘｄｙ
ｚ ＝４π ｂｃ

ａ ＋ａｃ
ｂ ＋ａｂ（ ）ｃ ．
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图８１２

例８４１　 计算


ｙｚｄｘｄｙ＋ｚｘｄｙｄｚ＋ｘｙｄｚｄｘ， 是圆柱面ｘ２＋ｙ２ ＝

Ｒ２、平面ｘ＝０，ｙ＝０，ｚ＝０及ｚ＝ｈ所围在第一卦限中的一块立体的

表面外侧
解 　 如图８１２所示， ＝ １＋２＋３＋４＋５，其中，

１：ｚ＝０；２：ｚ＝ｈ；３：ｙ＝０；４：ｘ＝０；

５：ｘ２＋ｙ２ ＝Ｒ２，ｘ≥０，ｙ≥０．




ｙｚｄｘｄｙ＝
１

ｙｚｄｘｄｙ＋
２

ｙｚｄｘｄｙ

＝－
Ｄｘｙ

ｙ·０ｄｘｄｙ＋
Ｄｘｙ

ｈｙｄｘｄｙ

＝ｈ∫
π
２

０
ｄθ∫

Ｒ

０
ｒ２ｓｉｎθｄｒ＝ ｈ

３Ｒ３，




ｚｘｄｙｄｚ＝
４

ｚｘｄｙｄｚ＋
５

ｚｘｄｙｄｚ　　　　　　　

＝－
Ｄ
ｙｚ

ｚ·０ｄｙｄｚ＋
Ｄ
ｙｘ

ｚ Ｒ２－ｙ槡 ２ｄｙｄｚ

＝∫
Ｒ

０
ｄｙ∫

ｈ

０
ｚ Ｒ２－ｙ槡 ２ｄｚ＝ π

８Ｒ２ｈ２，




ｘｙｄｚｄｘ＝
３

ｘｙｄｚｄｘ＋
５

ｘｙｄｚｄｘ＝－
Ｄｘｚ

ｘ·０ｄｚｄｙ＋
Ｄｘｙ

ｘ Ｒ２－ｘ槡 ２ｄｚｄｘ

＝∫
ｈ

０
ｄｚ∫

Ｒ

０
ｘ Ｒ２－ｘ槡 ２ｄｘ＝ ｈ

３Ｒ３．

故 


ｙｚｄｘｄｙ＋ｚｘｄｙｄｚ＋ｘｙｄｚｄｘ＝ｈＲ２ ２Ｒ
３ ＋πｈ（ ）８ ．

例８４２　 计算


ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ， 是由圆柱面ｘ２＋ｙ２ ＝ａｘ 与平面ｚ＝ｈ１，ｚ＝ｈ２（ｈ２ ＞ｈ１ ＞

０）所围成的立体表面的外侧
解 　 ＝ １＋２＋３，其中 １ 为圆柱面ｘ２＋ｙ２ ＝ａｘ 的外侧，２ 为平面ｚ＝ｈ２ 的上侧，３ 为平

面ｚ＝ｈ１ 的下侧

１ 在ｘＯｙ 平面上的投影为圆周ｘ２＋ｙ２ ＝ａｘ，故


１

ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ＝０，

而 ２，３ 在ｘＯｙ 平面上的投影区域为Ｄ：ｘ２＋ｙ２ ≤ａｘ，所以


２

ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ＝ｈ２
Ｄ

ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ＝ｈ２∫
π
２

－π
２

ｄθ∫
ａｃｏｓθ

０
ａ２－ｒ槡 ２·ｒｄｒ

＝ｈ２∫
π
２

－π
２

－ １
２

·２
３

（ａ２－ｒ２）３／［ ］２
ａｃｏｓθ

０
ｄθ

＝－ ２
３ａ３ｈ２∫

π
２

０
（ｓｉｎ３θ－１）ｄθ＝ １

９ｈ２（３π－４）ａ３．

同理可得
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３

ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝－ｈ１
Ｄ

ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ＝－ １
９ｈ２（３π－４）ａ３．

所以 


ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ＝
１

ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

　＋
２

ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ＋
３

ｚ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝ １
９

（ｈ２－ｈ１）（３π－４）ａ３．

例８４３　 已知ｆ（ｘ），ｇ（ｙ），ｈ（ｚ）为连续函数，计算




ｆ（ｘ）ｄｙｄｚ＋ｇ（ｙ）ｄｘｄｚ＋ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ，其中

 为平行六面体０≤ｘ≤ａ，０≤ｙ≤ｂ，０≤ｚ≤ｃ的外表面

解 　 先计算


ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ， 是由 １，２，３，４，５，６ 六个平面所围成的

１：ｘ＝０取后侧；２：ｘ＝ａ取前侧；３：ｙ＝０取左侧；

４：ｙ＝ａ取右侧；５：ｚ＝０取下侧；６：ｚ＝ａ取上侧
由于 １，２，３，４ 在ｘＯｙ 平面上的投影区域是一线段，故


１

ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝
２

ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝
３

ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝
４

ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝０．

又 
５

ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝－ｈ（０）
０≤ｚ≤ａ
０≤ｙ≤ｂ

ｄｘｄｙ＝－ａｂｈ（０），


６

ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝ｈ（０）
０≤ｚ≤ａ
０≤ｙ≤ｂ

ｄｘｄｙ＝ａｂｈ（ｃ）．

故 


ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ＝ ［ｈ（ｃ）－ｈ（０）］ａｂ．

同理可得 


ｆ（ｘ）ｄｙｄｚ＝ ［ｆ（ａ）－ｆ（０）］ｂｃ，




ｇ（ｙ）ｄｙｄｚ＝ ［ｇ（ｂ）－ｇ（０）］ａｃ．

所以 


ｆ（ｘ）ｄｙｄｚ＋ｇ（ｙ）ｄｘｄｚ＋ｈ（ｚ）ｄｘｄｙ　　　　　　

＝ａｂｃ ｆ（ａ）－ｆ（０）
ａ ＋ｇ（ｂ）－ｇ（０）

ｂ ＋ｈ（ｃ）－ｈ（０）［ ］ｃ ．

５．格林公式、高斯公式、斯托克斯公式及其他

例８４４　 求Ｉ＝
Ｄ

ｘｄｙｄｚ＋ｙｄｚｄｘ＋ｚｄｘｄｙ，Ｓ为球面

（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＋（ｚ－ｃ）２ ＝Ｒ２ 的上半部分之上侧
解法１　 利用高斯公式 补ｚ＝ｃ的圆Ｓ１：（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２ ≤Ｒ２ 的下侧，所以，

Ｉ＝
Ｓ＋Ｓ１

－
Ｓ１

＝３
Ｖ

ｄｖ＋ 
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２≤Ｒ２

ｃｄｘｄｙ＝２πＲ３＋ｃπＲ２．

解法２　 直接计算
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Ｓ

ｚｄｘｄｙ＝ 
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２≤Ｒ２

［ｃ＋ Ｒ２－（ｘ－ａ）２－（ｙ－ｂ）槡 ２］ｄｘｄｙ

＝ｃπＲ２＋ 
ｕ２＋ｖ２≤Ｒ２

Ｒ２－ｕ２－ｖ槡 ２ｄｕｄｖ＝ｃπＲ２＋ ２
３πＲ３．


Ｓ

ｘｄｙｄｚ＝ 
（ｙ－ｂ）２＋（ｚ－ｃ）２≤Ｒ２

ｃ≤ｘ

［ａ＋ Ｒ２－（ｙ－ｂ）２－（ｚ－ｃ）槡 ２］ｄｙｄｚ

　－ 
（ｙ－ｂ）２＋（ｚ－ｃ）２≤Ｒ２

ｃ≤ｘ

［ａ－ Ｒ２－（ｙ－ｂ）２－（ｚ－ｃ）槡 ２］ｄｙｄｚ

＝２ 
ｕ２＋ｖ２≤Ｒ２

０≤ｖ

Ｒ２－ｕ２－ｖ槡 ２ｄｕｄｖ＝ ２
３πＲ３，

同理， 
Ｓ

ｙｄｚｄｘ＝ ２
３πＲ３，

所以，Ｉ＝ｃπＲ２＋２πＲ３

例８４５　 求Ｉ＝
Ｓ

（ｙ－ｚ）ｄｙｄｚ＋（ｚ－ｘ）ｄｚｄｘ＋（ｘ－ｙ）ｄｘｄｙ，Ｓ为锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２（０≤ｚ≤ｈ）的

外表面
解 　 用高斯公式，补一个Ｓ１：ｚ＝ｈ，ｘ２＋ｙ２ ≤ｈ２，

则 Ｉ＝
Ｓ＋Ｓ１

－
Ｓ１

＝０－ 
ｘ２－ｙ

２
≤ｈ２

（ｘ－ｙ）ｄｘｄｙ＝０．

例８４６　 求Ｉ＝
Ｓ

ｘ２ｄｙｄｚ＋ｙ２ｄｚｄｘ＋ｚ２ｄｘｄｙ，Ｓ为球面（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＋（ｚ－ｃ）２ ＝Ｒ２ 的外表面

解 　 用高斯公式得

Ｉ＝２
Ｖ

（ｘ＋ｙ＋ｚ）ｄｖ，

这里（ｖ）：（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＋（ｚ－ｃ）２ ≤Ｒ２．

而积分
Ｖ

ｘｄｖ是静矩，我们知道球的形心即球心

珚ｘ＝ａ，　珔ｙ＝ｂ，　珔ｚ＝ｃ，

所以，


Ｖ

ｘｄｖ

４πＲ３

３

＝ａ，　 即 　
Ｖ

ｘｄｖ＝４πＲ３

３ ａ，

所以， Ｉ＝８πＲ３

３
（ａ＋ｂ＋ｃ）．

例８４７　 计算曲面积分

Ｉ＝


（ｘ３＋ａｚ２）ｄｙｄｚ＋（ｙ３＋ａｘ２）ｄｚｄｘ＋（ｚ３＋ａｙ２）ｄｘｄｙ，

其中  为上半球面ｚ＝ ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ 的上侧
解 　 记Ｓ为平面ｚ＝０（ｘ２＋ｙ２ ≤ａ２）的下侧，Ω 为  与Ｓ所围成的空间区域

Ｉ＝
＋Ｓ

（ｘ３＋ａｚ２）ｄｙｄｚ＋（ｙ３＋ａｘ２）ｄｚｄｘ＋（ｚ３＋ａｙ２）ｄｘｄｙ
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－
Ｓ

（ｘ３＋ａｚ２）ｄｙｄｚ＋（ｙ３＋ａｘ２）ｄｚｄｘ＋（ｚ３＋ａｙ２）ｄｘｄｙ

＝
Ω

３（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄｖ＋ 
ｘ２＋ｙ

２
≤ａ２

ａｙ２ｄｘｄｙ

＝３∫
２π

０
ｄθ∫

π
２

０
ｓｉｎφｄφ∫

ａ

０
ｒ４ｄｒ＋∫

２π

０
ａｓｉｎ２θｄθ∫

ａ

０
ｒ３ｄｒ

＝ ６
５πａ５＋ １

４πａ５ ＝２９
２０πａ

５．

图８１３

例８４８　 设位于 点（０，１）的 质 点 Ａ 对 质 点 Ｍ 的 引 力 大 小 为

ｋ
ｒ２ （ｋ＞０为常数，ｒ为质点Ａ 与Ｍ 之间的距离），质点 Ｍ 沿曲线ｙ＝

２ｘ－ｘ槡 ２ 自Ｂ（２，０）运动到Ｏ（０，０） 求在此运动过程中质点 Ａ 对

质点Ｍ 的引力所作的功
解 　 由图８１３，

→ＭＡ ＝ ｛０－ｘ，１－ｙ｝，ｒ＝｜ →ＭＡ｜＝ ｘ２＋（１－ｙ）槡 ２．

引力ｆ的方向与 →ＭＡ 一致，故

ｆ＝ ｋ
ｒ３ ｛－ｘ，１－ｙ｝．

从而，引力所作的功

Ｗ ＝∫︵ＢＯ
ｋ
ｒ３ ［－ｘｄｘ＋（１－ｙ）ｄｙ］＝ｋ １－ １

槡（ ）５
．

注 　 因线积分与路径无关，故取沿︵ＢＯ 积分得出结果

例８４９　 设曲线积分∫Ｃ
ｘｙ２ｄｘ＋ｙφ（ｘ）ｄｙ与路径无关，其中，φ（ｘ）具有连续的导数，且φ（０）＝０ 计算

∫
（１，１）

（０，０）
ｘｙ２ｄｘ＋ｙφ（ｘ）ｄｙ的值

解 　 由Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ２，Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｙφ（ｘ），Ｐ
ｙ ＝Ｑ

ｘ
，得

２ｘｙ＝ｙφ′（ｘ），　φ（ｘ）＝ｘ２＋Ｃ．

再由φ（０）＝０，得Ｃ＝０，故φ（ｘ）＝ｘ２ 所以

∫
（１，１）

（０，０）
ｘｙ２ｄｘ＋ｙφ（ｘ）ｄｙ＝∫

（１，１）

（０，０）
ｘｙ２ｄｘ＋ｘ２ｙｄｙ．

沿直线ｙ＝ｘ从点（０，０）到点（１，１）积分，得

∫
（１，１）

（０，０）
ｘｙ２ｄｘ＋ｙφ（ｘ）ｄｙ＝∫

１

０
２ｘ３ｄｘ＝ １

２．

例８５０　 设函数Ｑ（ｘ，ｙ）在ｘＯｙ 平面上具有一阶连续偏导数，曲线积分

∫Ｌ
２ｘｙｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ

与路径无关，并且对任意ｔ恒有

∫
（ｔ，１）

（０，０）
２ｘｙｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

（１，ｔ）

（０，０）
２ｘｙｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ，

求Ｑ（ｘ，ｙ）．
解 　 由曲线积分与路径无关的条件知
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Ｑ
ｘ ＝ 

ｙ
（２ｘｙ）＝２ｘ．

于是，Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋Ｃ（ｙ），其中，Ｃ（ｙ）为待定函数

∫
（ｔ，１）

（０，０）
２ｘｙｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

１

０
［ｔ２＋Ｃ（ｙ）］ｄｙ＝ｔ２＋∫

１

０
Ｃ（ｙ）ｄｙ，

∫
（１，ｔ）

（０，０）
２ｘｙｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

ｔ

０
［１２＋Ｃ（ｙ）］ｄｙ＝ｔ＋∫

ｔ

０
Ｃ（ｙ）ｄｙ．

由题设知ｔ２＋∫
１

０
Ｃ（ｙ）ｄｙ＝ｔ＋∫

ｔ

０
Ｃ（ｙ）ｄｙ 两边对ｔ求导，得

２ｔ＝１＋Ｃ（ｔ），　Ｃ（ｔ）＝２ｔ－１．

从而Ｃ（ｙ）＝２ｙ－１，所以Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋２ｙ－１．
例８５１　 设空间区域Ω 由曲面ｚ＝ａ２－ｘ２－ｙ２ 与平面ｚ＝０围成，其中，ａ为正常数 记Ω 表面的外

侧为Ｓ，Ω 的体积为Ｖ，证明：


Ｓ

ｘ２ｙｚ２ｄｙｄｚ－ｘｙ２ｚ２ｄｚｄｘ＋ｚ（１＋ｘｙｚ）ｄｘｄｙ＝Ｖ．

证 　 由高斯公式知


Ｓ

ｘ２ｙｚ２ｄｙｄｚ－ｘｙ２ｚ２ｄｚｄｘ＋ｚ（１＋ｘｙｚ）ｄｘｄｙ

＝
Ｓ

（１＋２ｘｙｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝Ｖ＋２
Ω

ｘｙｚｄｘｄｙｄｚ．

因Ω 关于ｘＯｚ 坐标面对称，ｘｙｚ 是域Ω 上关于ｙ 的奇函数，故有


Ω

ｘｙｚｄｘｄｙｄｚ＝０．

所以，等式成立

例８５２　 求Ｉ＝∫Ｌ
［ｅｘｓｉｎｙ－ｂ（ｘ＋ｙ）］ｄｘ＋（ｅｘｃｏｓｙ－ａｘ）ｄｙ，其中，ａ，ｂ为正的常数，Ｌ为从点Ａ（２ａ，０）

沿曲线ｙ＝ ２ａｘ－ｘ槡 ２ 到点Ｏ（０，０）的弧
解法１　 添加从点Ｏ（０，０）沿ｙ＝０到点Ａ（２ａ，０）的有向直线段Ｌ１，

Ｉ＝∫ＬＵＬ１

［ｅｘｓｉｎｙ－ｂ（ｘ＋ｙ）］ｄｘ＋（ｅｘｃｏｓｙ－ａｘ）ｄｙ

－∫Ｌ１

［ｅｘｓｉｎｙ－ｂ（ｘ＋ｙ）］ｄｘ＋（ｅｘｃｏｓｙ－ａｘ）ｄｙ．

由格林公式，前一积分

Ｉ１ ＝
Ｄ

（ｂ－ａ）ｄσ＝ π
２ａ２（ｂ－ａ），

其中，Ｄ 为Ｌ ∪Ｌ１ 所围成的半圆域 直接计算后一积分可得

Ｉ２ ＝∫
２ａ

０
（－ｂｘ）ｄｘ＝－２ａ２ｂ．

从而 Ｉ＝Ｉ１－Ｉ２ ＝ π
２ａ２（ｂ－ａ）＋２ａ２ｂ＝ π

２ ＋（ ）２ａ２ｂ－ π
２ａ３．

解法２　Ｉ＝∫Ｌ
［ｅｘｓｉｎｙ－ｂ（ｘ＋ｙ）］ｄｘ＋（ｅｘｃｏｓｙ－ａｘ）ｄｙ

＝∫Ｌ
ｅｘｓｉｎｙｄｘ＋ｅｘｃｏｓｙｄｙ－∫Ｌ

ｂ（ｘ＋ｙ）ｄｘ＋ａｘｄｙ．
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前一积分与路径无关，所以

∫Ｌ
ｅｘｓｉｎｙｄｘ＋ｅｘｃｏｓｙｄｙ＝ｅｘｓｉｎｙ

（０，０）

（２ａ，０）
＝０．

对后一积分，取Ｌ 的参数方程：ｘ＝ａ＋ａｃｏｓｔ，

ｙ＝ａｓｉｎｔ｛ ， ｔ从０到π，得

∫Ｌ
ｂ（ｘ＋ｙ）ｄｘ＋ａｘｄｙ＝∫

π

０
（－ａ２ｂｓｉｎｔ－ａ２ｂｓｉｎｔｃｏｓｔ－ａ２ｂｓｉｎ２ｔ＋ａ３ｃｏｓｔ＋ａ３ｃｏｓ２ｔ）ｄｔ

＝－２ａ２ｂ－ １
２πａ２ｂ＋ １

２πａ３，

从而 Ｉ＝ π
２ ＋（ ）２ａ２ｂ－ π

２ａ３．

例８５３　 设对于半空间ｘ＞０内任意的光滑有向封闭曲面Ｓ，都有


Ｓ

ｘｆ（ｘ）ｄｙｄｚ－ｘｙｆ（ｘ）ｄｚｄｘ－ｅ２ｘｚｄｘｄｙ＝０，

其中函数ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内具有连续的一阶导数，且ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝１．求ｆ（ｘ）．

解 　 由题设和高斯公式得

０＝
Ｓ

ｘｆ（ｘ）ｄｙｄｚ－ｘｙｆ（ｘ）ｄｚｄｘ－ｅ２ｘｚｄｘｄｙ

＝±
Ｖ

（ｘｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）－ｘｆ（ｘ）－ｅ２ｘ）ｄｖ，

其中，Ｖ 为Ｓ 围成的有界闭区域，当有向曲面Ｓ的法向量指向外侧时，取“＋”号，当有向曲面Ｓ的法向量指向

内侧时，取“－”号 由Ｓ的任意性，知

ｘｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）－ｘｆ（ｘ）－ｅ２ｘ ＝０，ｘ＞０，

即 ｆ′（ｘ）＋ １
ｘ －（ ）１ ｆ（ｘ）＝ １

ｘｅ２ｘ，ｘ＞０．

按一阶线性非齐次微分方程通解公式，有

ｆ（ｘ）＝ｅ∫ １－１（ ）ｘ ｄｘ∫１
ｘｅ２ｘ·ｅ∫ １－１（ ）ｘ ｄｘ

ｄｘ＋［ ］Ｃ

＝ｅｘ

ｘ∫１
ｘｅ２ｘ·ｘｅ－ｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｅｘ

ｘ
（ｅｘ ＋Ｃ）．

由于ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ２ｘ ＋Ｃｅｘ［ ］ｘ ＝１，故必有ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｅ２ｘ ＋Ｃｅｘ）＝０，从而Ｃ＝－１

于是 ｆ（ｘ）＝ｅｘ

ｘ
（ｅｘ －１）．

例８５４　 计算Ｉ＝∮Ｌ
（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（２ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（３ｘ２－ｙ２）ｄｚ，其中Ｌ是平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝２与柱面

｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝１的交线，从ｚ轴正向看去，Ｌ 为逆时针方向
解 　 记Ｓ为平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝２上Ｌ所围成部分的上侧，Ｄ 为Ｓ 在ｘＯｙ 坐标面上的投影，由斯托克斯公

式得

Ｉ＝
Ｓ

（－２ｙ－４ｚ）ｄｙｄｚ＋（－２ｚ－６ｘ）ｄｚｄｘ＋（－２ｘ－２ｙ）ｄｘｄｙ　　　　　　

＝－ ２
槡３Ｓ

（４ｘ＋２ｙ＋３ｚ）ｄＳ＝－２
Ｄ

（ｘ－ｙ＋６）ｄｘｄｙ＝－１２
Ｄ

ｄｘｄｙ＝－２４．
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例８５５　 设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内具有一阶连续导数，Ｌ 是上半平面（ｙ＞０）内的有向分段光滑

曲线，其起点为（ａ，ｂ），终点为（ｃ，ｄ） 记

Ｉ＝∫Ｌ

１
ｙ

［１＋ｙ２ｆ（ｘｙ）］ｄｘ＋ ｘ
ｙ２［ｙ

２ｆ（ｘｙ）－１］ｄｙ．

（１）证明曲线积分Ｉ与路径Ｌ 无关；（２）当ａｂ＝ｃｄ 时，求Ｉ的值
（１）证 　 因为


ｙ

１
ｙ

［１＋ｙ２ｆ（ｘ，ｙ｛ ｝）］ ＝ｆ（ｘｙ）－ １
ｙ２ ＋ｘｙｆ′（ｘｙ）＝ 

ｘ
ｘ
ｙ２［ｙ

２ｆ（ｘｙ）－１｛ ｝］
在上半平面内处处成立，所以在上半平面内曲线积分Ｉ与路径无关

（２）解法１　 由于Ｉ与路径无关，故可取积分路径Ｌ为由点（ａ，ｂ）到点（ｃ，ｂ）再到点（ｃ，ｄ）的折线段，所以

Ｉ＝∫
ｃ

ａ

１
ｂ

［１＋ｂ２ｆ（ｂｘ）］ｄｘ＋∫
ｄ

ｂ

ｃ
ｙ２［ｙ

２ｆ（ｃｙ）－１］ｄｙ　　　　

＝ｃ－ａ
ｂ ＋∫

ｃ

ａ
ｂｆ（ｂｘ）ｄｘ＋∫

ｄ

ｂ
ｃｆ（ｃｙ）ｄｙ＋ ｃ

ｄ － ｃ
ｂ

＝ ｃ
ｄ － ａ

ｂ ＋∫
ｂｃ

ａｂ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｃｄ

ｂｃ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ ｃ

ｄ － ａ
ｂ ＋∫

ｃｄ

ａｂ
ｆ（ｔ）ｄｔ．

当ａｂ＝ｃｄ 时，∫
ｃｄ

ａｂ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝０，由此得Ｉ＝ ｃ

ｄ － ａ
ｂ ．

解法２　Ｉ＝∫Ｌ

ｄｘ
ｙ －ｘｄｙ

ｙ２ ＋∫Ｌ
ｙｆ（ｘｙ）ｄｘ＋ｘｆ（ｘｙ）ｄｙ，

∫Ｌ

ｄｘ
ｙ －ｘｄｙ

ｙ２ ＝ ｃ
ｄ － ａ

ｂ ．

设Ｆ（ｘ）为ｆ（ｘ）的一个原函数，则

∫Ｌ
ｙｆ（ｘｙ）ｄｘ＋ｘｆ（ｘｙ）ｄｙ＝∫Ｌ

ｆ（ｘｙ）ｄ（ｘｙ）＝Ｆ（ｃｄ）－Ｆ（ａｂ）．

所以当ａｂ＝ｃｄ 时，Ｆ（ｃｄ）－Ｆ（ａｂ）＝０，由此得Ｉ＝ ｃ
ｄ － ａ

ｂ ．

例８５６　 已知平面区域 Ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤π，０≤ｙ≤π｝，Ｌ 为Ｄ 的正向边界 试证：

（１）∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝∮
Ｌ

ｘｅ－ｓｉｎｙｄｙ－ｙｅｓｉｎｘｄｘ；

（２）∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ≥２π２．

证法１　（１）左边 ＝∫
π

０
πｅｓｉｎｙｄｙ－∫

０

π
πｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝π∫

π

０
（ｅｓｉｎｘ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄｘ，

右边 ＝∫
π

０
πｅ－ｓｉｎｙｄｙ－∫

０

π
πｅｓｉｎｘｄｘ＝π∫

π

０
（ｅｓｉｎｘ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄｘ，

所以 ∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝∮
Ｌ

ｘｅ－ｓｉｎｙｄｙ－ｙｅｓｉｎｘｄｘ．

（２）由于ｅｓｉｎｘ －ｅ－ｓｉｎｘ ≥２，故由（１）得

∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝π∫
π

０
（ｅｓｉｎｘ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄｘ≥２π２．

证法２　（１）根据格林公式，得

—９９１—
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∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝
Ｄ

（ｅｓｉｎｙ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄσ，

∮
Ｌ

ｘｅ－ｓｉｎｙｄｙ－ｙｅｓｉｎｘｄｘ＝
Ｄ

（ｅ－ｓｉｎｙ ＋ｅｓｉｎｘ）ｄσ．

因为 Ｄ 关于ｙ＝ｘ对称，所以


Ｄ

（ｅｓｉｎｙ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄσ＝
Ｄ

（ｅ－ｓｉｎｙ ＋ｅｓｉｎｘ）ｄσ，

故∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝∮
Ｌ

ｘｅ－ｓｉｎｙｄｙ－ｙｅｓｉｎｘｄｘ．

（２）由（１）知

∮
Ｌ

ｘｅｓｉｎｙｄｙ－ｙｅ－ｓｉｎｘｄｘ＝
Ｄ

（ｅｓｉｎｙ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄσ．

＝
Ｄ

（ｅｓｉｎｘ ＋ｅ－ｓｉｎｘ）ｄσ≥
Ｄ

２ｄσ＝２π２．

图８１４

例８５７　 设物体Ｖ（表面Ｓ 光滑）沉浸在液体中，试从帕斯

卡定律出发，证明阿基米德定律
证 　 帕斯卡原理是说：物体浸入液体中 表 面 各 点 所 受 的 压

力ｐ＝ｐｈ，ｈ是此点距液体表面的深度，ρ是液体的密度，设选择

坐标系如图８１４，则物体表面各点的压力为ｐ＝ρｚ，物体表面所

受总压力为

Ｆ＝－ρ
Ｓ

ｚｄｙｄｚ＋ｚｄｚｄｘ＋ｚｄｘｄｙ＝－ρ
Ｖ

ｄｘｄｙｄｘ

＝－ρＶ ＝－Ｗ，

其中，Ｖ 即 物 体 的 体 积，也 就 是 它 排 开 液 体 的 体 积，Ｗ 是 被 排 开

液体的重量阿基米德原理：沉浸在液体中的物体受到的浮力等

于该物体所排除液体的重量 注：如物体不是 全 部 浸 入 水 中，此

定律仍成立，不过此时要加上一个平面域：ｚ＝０与Ｖ 相交部分Ｓ２，但在Ｓ２ 上
Ｓ２

ｚｄＳ＝０，故仍有

图８１５


Ｓ２

ｚｄＳ＝
Ｓ１＋Ｓ２

ｚｄＳ＝ρＶ１ ＝Ｗ．

故阿基米德原理仍成立
例８５８　 设Ｐ（ｘ，ｙ）和Ｑ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数，且对任意实数ｘ０，ｙ０ 和Ｒ 皆有

∫Ｌ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝０．

Ｌ 是半圆ｙ＝ｙ０＋ Ｒ２－（ｘ－ｘ０）槡 ２，试证明：

Ｐ（ｘ，ｙ）≡０，　Ｑｘ′≡０．

证 　 如图８１５，（ｘ０，ｙ０）是平面上任一点，只要证明Ｐ（ｘ０，ｙ０）

＝０，Ｑ
ｘ （ｘ０

，ｙ０
）
＝０即可，作半圆ｙ＝ｙ０＋ Ｒ２－（ｘ－ｘ０）槡 ２，则由

题设

∫︵ＡＣＢＰｄｘ＋Ｑｄｙ＝０，

—００２—
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所以， ∮
ＡＢＣＡ

Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＝∫︵ＡＢＰｄｘ＝
Ｄ

Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄｘｄｙ，

由积分中值定理得

Ｐ（ξ１，ｙ０）·２Ｒ＝ π
２Ｒ２（Ｑｘ －Ｐｙ）

（ξ，η）
，其中ξ１ ∈ ［ｘ０－Ｒ，ｘ０＋Ｒ］；

（ξ，η）∈Ｄ，约去Ｒ，并令Ｒ→０，得Ｐ（ｘ０，ｙ０）＝０，即Ｐ（ｘ，ｙ）≡０，所以，（Ｑｘ－Ｐｙ）｜（ｘ０
，ｙ０

）＝０，即 Ｑｘ ＝０，

从而Ｑｘ ≡０．

图８１６

例８５９　 计算

∮ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ，

其中，ｃ为曲线ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝Ｒ２，ｘ２＋ｙ２ ＝Ｒｘ，（Ｒ＞０，ｚ≥０）．从Ｏｘ
轴的正方向看时，曲线是依顺时针方向进行的

解法１　 设  为曲面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝Ｒ２ 的外侧被ｃ包围的部分（图

８１６），应用斯托克斯公式，注意到曲线ｃ的方向与公式中所要求的方向

相反，故在曲面积分前面要加一负号，即

　　∮ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ

＝－


ｃｏｓα ｃｏｓβ ｃｏｓγ

ｘ


ｙ


ｚ

ｙ２ ｚ２ ｘ２

ｄＳ＝２


（ｚｃｏｓα＋ｘｃｏｓβ＋ｙｃｏｓγ）ｄＳ

＝２


ｚｘ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

＋ ｘｙ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

＋ ｙｚ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡（ ）２ ｄＳ

＝２
Ｄｘｙ

Ｒ２－ｙ２－ｚ槡 ２·ｘ
Ｒ ＋ｘｙ

Ｒ ＋ ｙ
Ｒ Ｒ２－ｘ２－ｙ槡（ ）２ · １＋ ｘ２＋ｙ２

Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝２
Ｄｘｙ

ｘ＋ ｘｙ
Ｒ２－ｘ２－ｙ槡 ２

＋（ ）ｙ ｄｘｄｙ

＝２∫
π
２

－π
２

ｄθ∫
Ｒｃｏｓθ

０
ｒ（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）＋ｒ２ｃｏｓθｓｉｎθ

Ｒ２－ｒ槡［ ］２ ｒｄｒ＝ １
４πＲ３．

解法２　 图及符号规定如下，应用斯托克斯公式，得

∮ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ＝２



（ｚｃｏｓα＋ｘｃｏｓβ＋ｙｃｏｓγ）ｄＳ．

由于  关于平面ｙ＝０对称，所以


ｘｃｏｓβｄＳ＝０．又在  上，ｃｏｓα＝ ｘ
Ｒ

，ｃｏｓγ＝ ｚ
Ｒ

，所以

ｚｃｏｓα＝ｚ·ｘ
Ｒ ＝ｘ·ｚ

Ｒ ＝ｘｃｏｓγ．

于是有

∮ｃ
ｙ２ｄｘ＋ｚ２ｄｙ＋ｘ２ｄｚ＝２



（ｘ＋ｙ）ｃｏｓγｄＳ　　　　　

＝２
Ｄｘｙ

（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝２∫
π
２

－π
２

ｄθ∫
Ｒｃｏｓθ

０
ｒ（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）·ｒｄｒ

—１０２—
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＝ ２
３Ｒ３∫

π
２

－π
２

（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）ｃｏｓ３θｄθ＝ ４
３Ｒ３∫

π
２

０
ｃｏｓ４θｄθ＝ π

４Ｒ３．

其中因ｓｉｎθ·ｃｏｓ３θ为奇函数，故∫
π
２

－π
２

ｓｉｎθｃｏｓ３ｄθ＝０．

例８６０　 计算∫ｃ
（ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）ｄｘ＋（ｆ′（ｙ）ｅｘ －３）ｄｙ的值，其中，ｃ为连接Ａ（２，３）、Ｂ（４，１）的任意路线

︵ＡｍＢ，且它与直线段ＡＢ 围成的面积为５

解法１　∫ｃ
（ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）ｄｘ＋（ｆ′（ｙ）ｅｘ －３）ｄｙ

＝∮︵ＡｍＢ
（ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）ｄｘ＋（ｆ′（ｙ）ｅｘ －３）ｄｙ

－∫ＢＡ
（ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）ｄｘ＋（ｆ′（ｙ）ｅｘ －３）ｄｙ

＝±
Ｄ

（ｆ′（ｙ）ｅｘ －３）
ｘ －（ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）

［ ］ｙ ｄｘｄｙ＋∫ＡＢ
（ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）ｄｘ＋（ｆ′（ｙ）ｅｘ －３）ｄｙ

＝±
Ｄ

［ｆ′（ｙ）ｅｘ －ｆ′（ｙ）ｅｘ ＋３］ｄｘｄｙ＋∫
４

２
［ｆ（－ｘ＋５）ｅｘ －３（－ｘ＋５）

　＋（ｆ′（－ｘ＋５）ｅｘ －３）（－１）］ｄｘ

＝±
Ｄ

３ｄｘｄｙ＋∫
４

２
［３（ｘ－４）＋ｆ（－ｘ＋５）ｅｘ －ｆ′（－ｘ＋５）］ｄｘ

＝±３σ＋３∫
４

２
（ｘ－４）ｄｘ＋∫

４

２
ｆ（－ｘ＋５）ｄｅｘ －∫

４

２
ｆ′（－ｘ＋５）ｄｘ

＝±１５＋３ １
２ｘ２－４［ ］ｘ

４

２
＋∫

４

２
ｆ′（－ｘ＋５）ｄｘ

＝±１５－６＋ｆ（１）ｅ４－ｆ（３）ｅ２

＝
９＋ｅ２［ｆ（１）ｅ２－ｆ（３）］， 当︵ＡｍＢ 在ＡＢ 的下方时；

－２１＋ｅ２［ｆ（１）ｅ２－ｆ（３）］， 当︵ＡｍＢ 在ＡＢ 的上方时｛ 

（其中当曲线在直线段ＡＢ 上方时，取负号；在下方时，取正号，直线ＡＢ 的方程为ｙ＝－ｘ＋５而σ是闭

曲线︵ＡｍＢＡ 所围区域的面积，σ＝５）

解法２　∫ｃ
［ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ）］ｄｘ＋［ｆ′（ｙ）ｅｘ －３］ｄｙ

＝∫︵ＡｍＢ
［ｆ（ｙ）ｅｘ －３ｙ］ｄｘ＋［ｆ′（ｙ）ｅｘ －３ｘ］ｄｙ＋∫︵ＡｍＢ

（３ｘ－３）ｄｙ

＝∫
１

３
［ｆ′（ｙ）ｅ２－６］ｄｙ＋∫

４

２
［ｆ（１）ｅｘ －３］ｄｘ＋∮︵ＡｍＢＡ

（３ｘ－３）ｄｙ－∫ＢＡ
（３ｘ－３）ｄｙ

＝ ［ｆ（ｙ）ｅ２－６ｙ］１３＋ ｆ（１）ｅｘ －３［ ］ｘ ４
２±

Ｄ

（３ｘ－３）
ｘ

ｄｘｄｙ＋３∫ＡＢ
（ｘ－１）ｄｙ

［注］

＝ｆ（１）ｅ２－ｆ（３）ｅ２－６＋１８＋ｆ（１）ｅ４－ｆ（１）ｅ２－１２＋６±３
Ｄ

ｄｘｄｙ＋３∫
４

２
（ｘ－１）（－１）ｄｘ

＝ｆ（１）ｅ４－ｆ（３）ｅ２＋６±３×５－ ３
２

［（ｘ－１）２］４２

＝±１５＋６＋ｅ２［ｆ（１）ｅ２－ｆ（３）］－１２

＝
９＋ｅ２［ｆ（１）ｅ２－ｆ（３）］， 当︵ＡｍＢ 在ＡＢ 的下方时；

－２１＋ｅ２［ｆ（１）ｅ２－ｆ（３）］， 当ＡｍＢ 在︵ＡＢ 的上方时｛ 
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注 　 该式中的第三个积分应用格林公式转化为二重积分，当曲线︵ＡｍＢ 在直线段ＡＢ 的下方时，闭曲线

ＡｍＢＡ 为正向，取正号；反之，在上方时，为负向，取负号

例８６１　 计算曲线积分Ｉ＝∫ｃ
［φ（ｙ）ｅｘ －ｍｙ］ｄｘ＋［φ′（ｙ）ｅｘ －ｍ］ｄｙ，式中，φ（ｙ）和φ′（ｙ）为连续函数，

其 中ｃ是连接点Ａ（ｘ１，ｙ１）与点Ｂ（ｘ２，ｙ２）的任意逐段光滑的弧︵ＡｎＢ，且与直线段ＡＢ 围成的图形ＡｎＢＡ 有定

面积Ｓ（如图８１７）

解 　Ｉ＋∫ＢＡ
＝

Ｓ
φ′（ｙ）ｅｘ －［φ′（ｙ）ｅｘ －［ ］｛ ｝ｍ ｄｘｄｙ＝ｍｓ．

又，直线段ＡＢ 的方程为

ｙ＝ｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ１
（ｘ－ｘ１）＋ｙ１，

所以 ∫ＢＡ
＝∫

ｘ１

ｘ２
φ（ｙ）ｅｘ －ｍ［ ］ｙ ｄｘ＋∫

ｘ１

ｘ２
φ′（ｙ）ｅｘ －［ ］ｍ ｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ１
ｄｘ　　　　　　　　　　

＝ ［φ（ｙ）ｅｘ］ｘ１ｘ２ －∫
ｘ１

ｘ２
φ′（ｙ）ｅｘｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ１
ｄｘ－ｍ ｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ１
·

（ｘ－ｘ１）２

２ ＋ｙ１［ ］ｘ
ｘ１

ｘ２

　＋∫
ｘ１

ｘ２
φ′（ｙ）ｅｘ ｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ［ ］
１

ｄｘ－ｍ ｘ ｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ（ ）［ ］
１

ｘ１

ｘ２

＝φ（ｙ１）ｅｘ１ －φ（ｙ２）ｅｘ２ ＋ １
２ｍ（ｘ２－ｘ１）（ｙ２－ｙ１）－ｍｙ１（ｘ１－ｘ２）＋ｍ（ｙ２－ｙ１）

＝φ（ｙ１）ｅｘ１ －φ（ｙ２）ｅｘ２ ＋ １
２ｍ（ｘ２－ｘ１）（ｙ２＋ｙ１）＋ｍ（ｙ２－ｙ１）．

故 　　Ｉ＝ｍｓ－∫ＢＡ

＝ｍｓ＋φ（ｙ２）ｅｘ２ －φ（ｙ１）ｅｘ１ ＋ ｍ
２

（ｘ１－ｘ２）（ｙ２＋ｙ１）＋ｍ（ｙ１－ｙ２）．

图８１７ 图８１８

解法２　 令Ｐ（ｘ，ｙ）＝φ（ｙ）ｅｘ －ｍｙ，Ｑ（ｘ，ｙ）＝φ′（ｙ）ｅｘ －ｍ，则

Ｑ
ｘ－Ｐ

ｙ ＝ｍ．

积分路线如图８１８所示，加上从Ｂ 到Ａ 的直线段上的积分，利用格林公式即得

Ｉ＝∫ＡＭＢＡ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ－∫ＢＡ

Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ

＝
Ｄ

Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄｘｄｙ＋∫ＡＢ
φ（ｙ）ｅｘｄｘ＋ φ′（ｙ）ｅｘ －［ ］ｍ ｄｙ－ｍ∫ＡＢ

ｙｄｘ

＝ｍ
Ｄ

ｄｘｄｙ＋∫ＡＢ
ｄ［φ（ｙ）ｅｘ －ｍｙ］－ｍ∫

ｘ２

ｘ１
ｙ１＋ｙ２－ｙ１

ｘ２－ｘ１
（ｘ２－ｘ１［ ］）ｄｘ

＝ｍ·ｓ＋［φ（ｙ２）ｅｘ２ －ｍｙｚ］－（φ（ｙ１）ｅｘ１ －ｍｙ１）－ｍｙ１（ｘ２－ｘ１）＋
ｍ
２

（ｘ２－ｘ１）（ｙ２－ｙ１）

—３０２—
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＝ｍ·ｓ＋φ（ｙ２）ｅｘ２ －φ（ｙ２）ｅｘ１ ＋ｍ（ｙ１－ｙ２）－
１
２ｍ（ｘ２－ｘ１）（ｙ１＋ｙ２）．

例８６２　 确定参数λ 的 值，使 得 在 不 经 过 直 线 ｙ ＝０ 的 区 域 上，曲 线 积 分Ｉ＝∫Ｌ

ｘ（ｘ２＋ｙ２）λ

ｙ
ｄｘ

－ｘ２（ｘ２＋ｙ２）λ

ｙ２ ｄｙ与路径无关，并求当Ｌ 为从Ａ（１，１）到Ｂ（０，２）时Ｉ的值

解 　Ｐ＝ｘ（ｘ２＋ｙ２）λ

ｙ
，　Ｑ＝ｘ２（ｘ２＋ｙ２）λ

ｙ２ ，

Ｐ
ｙ ＝ ｘ

ｙ２（ｘ
２＋ｙ２）λ－１（２λｙ２－ｘ２－ｙ２），

Ｑ
ｘ ＝－２ｘ（ｘ２＋ｙ２）λ－１

ｙ２ （ｘ２＋ｙ２＋λｘ２），

图８１９

要使曲线积分Ｉ与路径无关，需Ｐ
ｙ ＝Ｑ

ｘ
，即

（２λ－１）ｙ２－ｘ２ ＝－２（λ＋１）ｘ２－２ｙ２，

或 （２λ＋１）ｙ２＋（２λ＋１）ｘ２ ＝０，

因ｙ≠０，所以λ＝－ １
２．

当Ｌ 为从Ａ（１，１）到Ｂ（０，２）时，选路径ＡＤ＋ＤＢ（图８１９），

Ｉ＝∫
０

１
ｘ（ｘ２＋１）－

１
２ｄｘ＋∫

２

１
０ｄｘ＝１－槡２

例８６３　 证明：若ｆ（ｕ）为连续函数，且Ｌ 为逐段光滑的闭曲线，则

∮Ｌ
ｆ（ｘ２＋ｙ２）［ｘｄｘ＋ｙｄｙ］＝０．

证 　 这里假定ｆ（ｕ）连续，并不可微，不能利用充要条件Ｐ
ｙ＝Ｑ

ｘ
但因ｆ（ｕ）连续，故可积，令Ｆ（ｕ）＝

１
２∫

ｕ

０
ｆ（ｔ）·ｄｔ并令ｕ＝ｘ２＋ｙ２，则

Ｆ
ｘ ＝Ｆ

ｕ
·ｕ
ｘ＝ｆ（ｕ）·ｘ＝ｆ（ｘ２＋ｙ２）·ｘ，

Ｆ
ｙ ＝Ｆ

ｕ
·ｕ
ｙ＝ｆ（ｕ）·ｙ＝ｆ（ｘ２＋ｙ２）·ｙ．

故 ｄＦ＝ｆ（ｘ２＋ｙ２）（ｘｄｘ＋ｙｄｙ）

由等价条件 ② 可知

∮Ｌ
ｆ（ｘ２＋ｙ２）（ｘｄｘ＋ｙｄｙ）＝０．

例８６４　 已知ｆ（０）＝－１，试确定可微函数ｆ（ｘ）使曲线积分∫
（１，１）

（０，０）
［ｔａｎｘ－ｆ（ｘ）］ ｙ

ｃｏｓ２ｘ
ｄｘ＋ｆ（ｘ）ｄｙ与

路径无关，并求积分值

解 　Ｐ（ｘ，ｙ）＝ ［ｔａｎｘ－ｆ（ｘ）］ ｙ
ｃｏｓ２ｘ

　Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ），

Ｐ
ｙ ＝ ［ｔａｎｘ－ｆ（ｘ）］ １

ｃｏｓ２ｘ
，Ｑ
ｘ ＝ｆ′（ｘ）．

即 ｆ′（ｘ）＝ ｔａｎｘ－ｆ（ｘ［ ］） １
ｃｏｓ２ｘ

，　ｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）
ｃｏｓ２ｘ

＝ ｔａｎｘ
ｃｏｓ２ｘ

—４０２—
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这是一阶线性非齐次方程 于是

ｆ（ｘ）＝ｅｘｐ －∫ １
ｃｏｓ２ｘ

ｄ（ ）ｘ ∫ｔａｎｘ
ｃｏｓ２ｘ

·ｅｘｐ∫ １
ｃｏｓ２ｘ

ｄ（ ）ｘ ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｔｇｘ－１＋ｃｅｘｐ（－ｔａｎｘ），

因为ｆ（０）＝－１，－１＝－１＋ｃ，ｃ＝０．故ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘ－１，从而曲线积分

∫
（１，１）

（０，０）
［ｔａｎｘ－ｆ（ｘ）］ ｙ

ｃｏｓ２ｘ
ｄｘ＋ｆ（ｘ）ｄｙ

＝∫
（１，１）

（０，０）

ｙ
ｃｏｓ２ｘ

ｄｘ＋（ｔａｎｘ－１）ｄｙ

＝∫
１

０
０ｄｘ＋∫

１

０
（ｔａｎ１－１）ｄｙ＝ｔａｎ１－１．

习 　 题 　８

１ 计算曲线积分∫Ｌ
ｙｄｓ，Ｌ 是摆线，ｘ＝ａ（ｔ－ｓｉｎｔ），ｙ＝ａ（１－ｃｏｓｔ）的一拱（ａ＞０）．

２ 计算曲线积分∮Ｌ
ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｓ，Ｌ 为圆ｘ２＋ｙ２－ａｘ ＝０（ａ＞０）．

３ 计算曲线积分：

（１）∮Ｌ
ｘ

４
３ ＋ｙ（ ）

４
３ ｄｓ，其中Ｌ 为星形线ｘ

２
３ ＋ｙ

２
３ ＝ａ

２
３ （ａ＞０）；

（２）∮Γ
ｘｄｓ，其中Γ为空间圆周ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２，ｘ＋ｙ＋ｚ＝０．

４ 计算曲线积分Ｉ＝∫Ｌ
ｘｄｘ＋ｙｄｙ＋（ｘ＋ｙ－１）ｄｚ，Ｌ 是由点（１，１，１）至点（２，３，４）的直线段

５ 计算曲线积分：

（１）∮Ｌ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ，其中Ｌ 为不过原点的简单闭曲线；

（２）∫Γ
（ｙ２－ｚ２）ｄｘ＋（ｚ２－ｘ２）ｄｙ＋（ｘ２－ｙ２）ｄｚ，Γ为球面上（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２）的三角形（ｘ≥０，ｙ≥

０，ｚ≥０）围线正向

６ 计算曲线积分：Ｉ＝∫Ｌ
ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘ＋ｙ［ｘｙ＋ｌｎ（ｘ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２）ｄｙ，其中Ｌ是曲线ｙ＝ｓｉｎｘ（０≤ｘ≤

π）按ｘ增大方向

７ 利用格林公式计算曲线积分：

（１）∮Ｌ
ｅ－（ｘ２＋ｙ

２）（ｃｏｓ２ｘｙｄｘ＋ｓｉｎ２ｘｙｄｙ），Ｌ 为圆ｘ２＋ｙ２ ＝ａ２ 的顺时针方向；

（２）∫Ｌ

ｙ２

Ｒ２＋ｘ槡 ２
ｄｘ＋ ４ｘ＋２ｙｌｎ ｘ＋ Ｒ２＋ｘ槡（ ）［ ］２ ｄｙ，其中Ｌ 是沿圆周ｘ２＋ｙ２ ＝Ｒ２ 由点Ａ（Ｒ，０）

依逆时针方向到点Ｂ（－Ｒ，０）的半圆

８ 确定λ的值，使曲线积分∫
Ｂ

Ａ
（ｘ４＋４ｘｙλ）ｄｘ＋（６ｘλ－１－ｙ－５ｙ４）ｄｙ与路径无关，并求当Ａ，Ｂ分别为（０，

０），（１，２）时曲线积分的值

９ 计算曲面积分：Ｉ＝


（ｘ＋ｙ＋ｚ）ｄｓ，其中， 为上半球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２（ｚ≥０）．

１０ 计算曲面积分：Ｉ＝


（ｘ＋ｙ＋ｚ）ｄｓ， 是球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２，而

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
ｘ２＋ｙ２， 当ｚ≥ ｘ２＋ｙ槡 ２；

０， 当ｚ＜ ｘ２＋ｙ槡 ２
烅
烄

烆 ．

—５０２—
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１１ 计算曲面积分：Ｉ＝


｜ｘｙｚ｜ｄｓ，其中， 为ｚ＝ｘ２＋ｙ２（０≤ｚ≤１）．

１２ 计算曲面积分：Ｉ＝


ｘ２ｄｙｄｚ＋ｙ２ｄｚｄｘ＋ｚ２ｄｘｄｙ

其中，曲面  为球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１界于ｘ２＋ｙ２－ｘ≤０，ｚ≥０内部分（外侧面）

１３ 计算曲面积分：

（１）


（ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ）ｄｓ，其中， 为圆锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２ 被曲面ｘ２＋ｙ２ ＝２ａｘ 所割下的部分；

（２）


ｘｙｚｄｘｄｙ，其中， 为球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１上满足ｘ≥０，ｙ≥０部分的外侧；

（３）


ｘ
ｒ３ｄｙｄｚ＋ ｙ

ｒ３ｄｚｄｘ＋ ｚ
ｒ３ｄｘｄｙ，其中

ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚｆ槡 ２， 为球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２ 的外侧

１４．利用高斯公式计算曲面积分：

（１）


ｘ３ｄｙｄｚ＋ １
ｚｆ ｙ（ ）ｚ ＋ｙ［ ］３ ｄｚｄｘ＋ １

ｙｆ ｙ（ ）ｘ ＋ｚ［ ］３ ｄｘｄｙ．

其 中，ｆ（ｕ）具有连续导数， 为ｘ＞０的锥面ｙ２＋ｚ２－ｘ２ ＝１与球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝１，ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝４所

围立体表面外侧；

（２）


４ｚｘｄｙｄｚ－２ｚｄｚｄｘ＋（１－ｚ２）ｄｘｄｙ，其中， 为ｚ＝ａｙ（０≤ｙ≤ｚ），ａ＞０，ａ≠１绕ｚ轴旋转所

成曲面的下侧

１５ 利用斯托克斯公式计算曲线积分

∮Γ
ｙｄｙ＋ｚｄｙ＋ｘｄｚ，

Γ为圆周
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ａ２

ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ ０
，若从Ｏｘ 轴的正向看去，这圆周是依逆时针方向进行的

１６ 设ｆ为连续函数，证明曲线积分：

∫
（ｘ２

，ｙ２
，ｚ２

）

（ｘ１
，ｙ１

，ｚ１
）
ｆ（ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）（ｘｄｘ＋ｙｄｙ＋ｚｄｚ）与路径无关，并将其化为定积分

１７ 验证曲线积分∫
１，２，π（ ）３

（－１，０，１）
２ｘｅ－ｙｄｘ＋（ｃｏｓｚ－ｘ２ｅ－ｙ）ｄｙ－ｙｓｉｎｚｄｚ与路径无关，并求其值

简答与提示

１３２
３ａ２

２２ａ２

３ （１）４ａ
７
３ ；　（２）２

３πａ３（将ｘ作为参数，ｙ＝ｙ（ｘ），ｚ＝ｚ（ｘ））．

４１３

５ （１）Ｌ 不包含坐标原点为０，Ｌ 包含原点为２π；（２）－４

６－ ４
９ ＋π２

２．

７ （１）０；（２）１
３．

—６０２—
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８λ＝３，－７９
５

９πａ３．

１０πａ４

６
（８－ 槡５ ２）

１１ 槡１２５ ５－１
４２０ 

１２ ３８
１０５＋ ５

３２π

１３ （１）６４
１５槡２ａ４；　（２）２

１５
；　（３）４π

１４ （１）１８６
５π １－槡２（ ）２

；（２）２πａ２ ２ａ２－ ２
ｌｎａ＋ １

（ｌｎａ）［ ］２ －２（１－ａ４）π．

１５－槡３πａ２．

１６ 令Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝∫
ｘ２＋ｙ

２＋ｚ槡 ２

０
ｕｆ（ｕ）ｄｕ，

Ｉ＝∫
ｘ２２＋ｙ

２
２＋ｚ槡 ２

２

ｘ２１＋ｙ
２
１＋ｚ槡 ２

１

ｕｆ（ｕ）ｄｕ．

１７ 利用斯托克斯公式ｅ－２．

—７０２—
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第九章 　 无穷级数

本章只包含在数学（试卷一）、数学（试卷三）的考试内容中。主要涉及５个方面：（１）判别数项级数的收

敛性；（２）求幂级数的收敛域，收敛区间及和函数；（３）求某些数 项 级 数 的 和；（４）将 函 数 展 开 成 幂 级 数；（５）
求函数的傅立叶级数及讨论傅立叶级数的和（其中数学（试卷三）对（５）不作要求）．

考生在复习本章时，要注意掌握基本方法、基本公式、一些常用的审敛法，常用函数的展开式务必熟记．

一、复习与考试要求

（１）理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，掌握级数的基本性质及收敛的必要性．
（２）掌握几何级数与ｐ级数的收敛性．
（３）会用正项级数的比较审敛法和根值审敛法，掌握正项级数的比值审敛法．
（４）会用交错级数的莱布尼茨定理．
（５）了解无穷级数绝对收敛与条件收敛的概念，以及绝对收敛与条件收敛的关系．
（６）了解函数项级数的收敛域及和函数的概念．
（７）掌握幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法．
（８）了解幂级数在其收敛区间内的一些基本性质，会求一些幂级数在收敛区间内的和函数，并会由此求

出某些数项级数的和．
（９）了解函数展开为泰勒级数的充分必要条件．
（１０）掌握ｅｘ，ｓｉｎｘ，ｃｏｓｘ，ｌｎ（１＋ｘ）和（１＋ｘ）α 的麦克劳林展开式，会用它们将一些简单函数间接展开成

幂级数．
（１１）了解傅立叶级数的概念和函数展开为傅立叶级数的狄利克雷定理，会将定义在［－ｌ，ｌ］上的函数展

开为傅立叶级数，会将定义在［０，ｌ］上的函数展开为正弦级数与余弦级数，会写出傅立叶级数的和的表达式．

二、基本概念与理论

１．无穷级数

（１）数列ｕｎ（ｎ＝１，２…）的各项依次相加的表达式 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 称为无穷级数．第ｎ项ｕｎ 叫做级数的一般项或

通项，前ｎ项之和ｓｎ ＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ 称为级数 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 的部分和．若ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｎ ＝ｓ（存在），则称 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 的和为ｓ，即级数 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收

敛．若ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ 不存在，则称 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 发散．若 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，则ｒｎ ＝ 

∞

ｉ＝ｎ＋１
ｕｉ 称之为级数的余项，且ｌｉｍ

ｎ→∞
ｒｎ ＝０．

（２）级数的基本性质

① 若 
∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝ｓ，则 

∞

ｎ＝１
ｋｕｎ ＝ｋｓ＝ｋ

∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｋ为常数）．

② 若 
∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝ｓ，

∞

ｎ＝１
ｖｎ ＝Ｔ，则 

∞

ｎ＝１
（ｕｎ±ｖｎ）＝ｓ±Ｔ＝ 

∞

ｎ＝１
ｕｎ± 

∞

ｎ＝１
ｖｎ．

③ 收敛
獉獉

级数加括号后所成的级数仍收敛于原级数的和．

④ 在级数中改变有限项，不影响其收敛性．

⑤ 若 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，则一般项ｕｎ →０（ｎ→ ∞），（反之不然）．

（３）柯西收敛准则

级 数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛的充要条件是：ε＞０，Ｎ＞０，当ｎ＞Ｎ 时，对任意的自然数ｐ，恒有｜ｕｎ＋１＋ｕｎ＋２＋…

＋ｕｎ＋ｐ｜＜ε．
（４）常用的典型级数

—８０２—
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① 几何级数 
∞

ｎ＝１
ａｑｎ－１：当｜ｑ｜＜１时，级数收敛于 ａ

１－ｑ
；当｜ｑ｜≥１时，级数发散．

②ｐ级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎｐ

（ｐ＞０）：当ｐ＞１时，级数收敛；当０＜ｐ≤１时，级数发散（ｐ＝１时级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

为调

和级数）．
（５）正项级数审敛法

若 
∞

ｎ＝１
ｕｎ，其中ｕｎ ≥０，则称 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 为正项级数．

① 正项级数收敛准则：正项级数收敛的充要条件是其部分和有界．

② 比较审敛法：设 
∞

ｎ＝１
ｕｎ，

∞

ｎ＝１
ｖｎ 为正项级数，其中对某一个Ｎ＞０，当ｎ＞Ｎ 时，０≤ｕｎ ≤Ｃｖｎ（Ｃ为常数）．

若 
∞

ｎ＝１
ｖｎ 收敛，则 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛；若 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 发散，则 

∞

ｎ＝１
ｖｎ 发散．

③ 比较审敛法的极限形式：如果ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ｌ（ｖｎ ≠０），则当０＜ｌ＜＋∞ 时，

∞

ｎ＝１
ｕｎ 和 

∞

ｎ＝１
ｖｎ 同时敛散．

当ｌ＝０时，若 
∞

ｎ＝１
ｖｎ 收敛，则 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛；若 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 发散，则 

∞

ｎ＝１
ｖｎ 发散．

当ｌ＝＋∞ 时，若 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，则 

∞

ｎ＝１
ｖｎ 收敛，若 

∞

ｎ＝１
ｖｎ 发散，则 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 发散．

④ 比值审敛法（达朗贝尔判别法）：设 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 为正项级数，当

ｕｎ＋１

ｕｎ
≤ｑ＜１时（ｎ＝１，２，…），则级数 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收

敛，当
ｕｎ＋１

ｕｎ
＞１时（ｎ＝１，２，…），则级数 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 发散．

⑤ 比值审敛法的极限形式：对于正项级数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ，若ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌ，则：（ａ）当ｌ＜１时，级 数 收 敛；（ｂ）当

ｌ＞１或ｌ＝＋∞ 时，级数发散；（ｃ）当ｌ＝１时，此审敛法失效．

⑥ 根值审敛法（柯西判别法）：对于正项级数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ，若

ｎ
ｕ槡ｎ ≤ｑ＜１（ｎ＝１，２，…），则级 数 收 敛，若

ｎ
ｕ槡ｎ

＞１（ｎ＝１，２…），则级数发散．

⑦ 根值审敛法的极限形式：对于正项级数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ，若ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
ｕ槡ｎ ＝ｌ，则 当ｌ＜１时，级数收敛，当ｌ＞１或ｌ

＝＋∞ 时，级数发散，当ｌ＝１时，此审敛法失效．
（６）任意项级数的审敛法

① 如果一个级数的各项正负交替出现，即可写作 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎｕｎ（ｕｎ ＞０）或 

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｕｎ（ｕｎ ＞０）时，称之

为交错级数．

② 若 
∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜收敛，则 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 必收敛，这时称 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 绝对收敛，若 

∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜发散，但 

∞

ｎ＝１
ｕｎ 收敛，则称 

∞

ｎ＝１
ｕｎ

条件收敛．

③ 莱布尼茨判别法：如果交错级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｕｎ（ｕｎ ＞０）满足：（ａ）ｕｎ ≥ｕｎ＋１（ｎ＝１，２…）；（ｂ）ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝

０，则 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｕｎ 收敛，且余项｜ｒｎ｜≤｜ｕｎ＋１｜（ｎ＝１，２…）．

④ 设 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 为任意项级数，若ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌ，（或ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
｜ｕｎ槡 ｜＝ｌ），则当ｌ＜１时级数绝对收敛；当ｌ＞１

或ｌ＝＋∞ 时，级数发散；当ｌ＝１时，需进一步判定．
２．幂级数

（１）设在区间Ｉ上定义一个函数列ｕｎ（ｘ），ｎ＝１，２，…，式 
∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ）称为定义在Ｉ上的函数项级数．

若 
∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ０）收敛，称ｘ０ 为 

∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ）的收敛点，收敛点的全体 称 为 收 敛 域．若 

∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ０）发 散，称ｘ０ 为


∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ）的发散点，发 散 点 的 全 体 称 为 发 散 域．若 对 收 敛 域 中 任 一ｘ，

∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ）收 敛 于ｓ（ｘ），则 称ｓ（ｘ）为


∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ）的和函数，记ｓｎ（ｘ）＝ 

∞

ｋ＝１
ｕｋ（ｘ）．若ｘ 为 收 敛 域 中 的 点，则 有ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｎ（ｘ）＝ｓ（ｘ）．记ｒｎ（ｘ）＝ｓ（ｘ）

－ｓｎ（ｘ），ｒｎ（ｘ）称为 
∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｘ）的余项，显然有ｌｉｍ

ｎ→∞
ｒｎ（ｘ）＝０．
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∞

ｎ＝０
ａｎ（ｘ－ｘ０）ｎ 称为幂级数，作代换ｔ＝ｘ－ｘ０ 就可把它化为简单形式的幂级数 

∞

ｎ＝０
ａｎｔｎ，故一般只讨论


∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ．

如果级数 
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ，当ｘ＝ｘ０（ｘ０ ≠０）时 收 敛，则 适 合｜ｘ｜＜｜ｘ０｜的 一 切ｘ，

∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 绝 对 收 敛，如 果


∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 当ｘ ＝ｘ０ 时发散，则适合｜ｘ｜＞｜ｘ０｜的一切ｘ，

∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 发散．

如果幂级数 
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 在某些点收敛，在某些点发散，则必存在惟一的正数Ｒ，使当｜ｘ｜＜Ｒ时，级数绝对收

敛，当｜ｘ｜＞Ｒ时，级数发散，这个Ｒ称为幂级数的收敛半径，（－Ｒ，Ｒ）为收敛区间，幂级数 
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛域

是下列四个区间之一：（－Ｒ，Ｒ），［－Ｒ，Ｒ），（－Ｒ，Ｒ］，［Ｒ，Ｒ］．
（２）性质

① 幂级数 
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的和函数在其收敛区间内连续．

② 幂级数 
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 在其收敛区间内可以逐项微分和逐项积分，即

ｓ′（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝０
ａｎｘ（ ）ｎ ′＝ 

∞

ｎ＝０
ａｎ（ｘｎ）′＝ 

∞

ｎ＝１
ａｎｎｘｎ－１，

∫
ｘ

０
ｓ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｘ

０

∞

ｎ＝０
ａｎｘ（ ）ｎ ｄｘ＝ 

∞

ｎ＝０
ａｎ∫

ｘ

０
ｘｎｄｘ＝ 

∞

ｎ＝０

ａｎ

ｎ＋１ｘ
ｎ＋１．

逐项微分，逐项积分所得到的幂级数和原幂级数具有相同的收敛半径，在区间端点｜ｘ｜＝Ｒ处的收敛性

需给予重新讨论．
（３）收敛半径的求法

设ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ρ 或ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
｜ａｎ槡 ｜＝（ ）ρ ，其中ａｎ，ａｎ＋１ 为幂级数 

∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的相邻两项的系数，如果 ①ρ≠０，

则Ｒ＝ １
ρ

；②ρ＝０，则Ｒ＝＋∞；③ρ＝＋∞，则Ｒ＝０

（４）函数展开成幂级数

若ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 处具有各阶导数，则幂级数
∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｆ

（ｎ）（ｘ０）（ｘ－ｘ０）ｎ 称为函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处的泰勒

级数，特别当ｘ０ ＝０时，
∞

ｎ＝０

ｆ
（ｎ）
（０）

ｎ！ｘ
ｎ 称为函数ｆ（ｘ）的麦克劳林级数．

设函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 的某一邻域Ｕ（ｘ０）内具有各阶导数，则ｆ（ｘ）在该邻域内能展开成泰勒级数的充分

必要条件是ｆ（ｘ）的泰勒公式中的余项Ｒｎ（ｘ）＝ｆ
（ｎ＋１）（ξ）

（ｎ＋１）！
（ｘ－ｘ０）ｎ＋１ →０（ｎ→ ∞）（其中ξ＝ｘ０＋θ（ｘ－ｘ０），

０＜θ＜１）．
（５）常用函数幂级数展开式

①ｅｘ ＝１＋ｘ＋ １
２！ｘ

２＋…＋ １
ｎ！ｘ

ｎ＋…，（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

②ｓｉｎｘ＝ｘ－ １
３！ｘ

３＋ １
５！ｘ

５＋…＋（－１）ｎ ｘ２ｎ＋１

（２ｎ＋１）！＋…，（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

③ｃｏｓｘ＝１－ １
２！ｘ

２＋ １
４！ｘ

４＋…＋（－１）ｎ ｘ２ｎ

（２ｎ）！＋…，（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

④ｌｎ（１＋ｘ）＝ｘ－ １
２ｘ２＋ １

３ｘ３－…＋（－１）ｎ １
ｎ＋１ｘ

ｎ＋１＋…，（－１＜ｘ≤１）．

⑤ （１＋ｘ）μ ＝１＋μｘ＋μ（μ－１）
２！ ｘ２＋…＋μ（μ－１）（μ－２）…（μ－ｎ＋１）

ｎ！ ｘｎ＋…，（－１＜ｘ＜１）．

３．傅立叶级数

（１）狄利克雷收敛定理 　 设ｆ（ｘ）是周期为２ｌ的周期函数，如果它满足狄利克雷条件，即在一个周期内

连续或只有有限个第一类间断点并且至多只有有限个极值点，则ｆ（ｘ）可展开成傅立叶级数
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ａ０

２ ＋ 
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓ

ｎπ
ｌｘ＋ｂｎｓｉｎ

ｎπ
ｌｘ，

其中 　ａｎ ＝ １
ｌ∫

ｌ

－ｌ
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎπｌｘｄｘ，ｎ＝０，１，２，…，　ｂｎ ＝ １

ｌ∫
ｌ

－ｌ
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎπ

ｌｘｄｘ，ｎ＝１，２，…．

并且（ａ）当ｘ是ｆ（ｘ）的连续点时，级数收敛于ｆ（ｘ）；

　　（ｂ）当ｘ是ｆ（ｘ）的间断点时，级数收敛于ｆ（ｘ＋０）＋ｆ（ｘ－０）
２ ．

（２）当ｆ（ｘ）为偶函数即ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ）时，则

ｂｎ ＝０，ｎ＝１，２，…，　ａｎ ＝ ２
ｌ∫

ｌ

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎπｌｘｄｘ，ｎ＝０，１，２，…．

这时，级数
ａ０

２ ＋ 
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓ

ｎπ
ｌｘ 成为余弦级数．

当ｆ（ｘ）为奇函数，即ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）时，则

ａｎ ＝０，ｎ＝０，１，２，…，　ｂｎ ＝ ２
ｌ∫

ｌ

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎπ

ｌｘｄｘ，ｎ＝１，２，…．

这时级数 
∞

ｎ＝１
ｂｎｓｉｎ

ｎπ
ｌｘ 成为正弦级数．

（３）若ｆ（ｘ）仅在（－ｌ，ｌ）上有定义，且满足狄利克雷条件，则可将ｆ（ｘ）在（－ｌ，ｌ）外，作周期延拓为以２ｌ
为周期的函数Ｆ（ｘ），将Ｆ（ｘ）展开成傅立叶级数，再限制ｘ在（－ｌ，ｌ）内，由于在（－ｌ，ｌ）里Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ），因

此就可得到ｆ（ｘ）在（－ｌ，ｌ）内的傅立叶展开式．
若ｆ（ｘ）仅在（０，ｌ）上有定义，且满足狄利克雷条件，则可将ｆ（ｘ）在（－ｌ，０）作奇延拓或偶延拓，然后再在

（ｌ，ｌ）外作周期延拓为以２ｌ为周期的函数Ｆ（ｘ），将Ｆ（ｘ）展开成傅立叶级数，再限制ｘ在（０，ｌ）上，此时Ｆ（ｘ）

＝ｆ（ｘ），因此，就可得到ｆ（ｘ）在（０，ｌ）内的傅立叶展开式．若在（－ｌ，０）内是作的奇延拓，则得到的Ｆ（ｘ）为

奇函数，这时傅立叶级数为正弦级数，若在（－ｌ，０）内是作偶延拓，则得到的傅立叶级数为余弦级数．

三、基本题型与解题方法

１．判别数项级数的收敛性

对此类题目，首先应该考察该级数是否为正项级数，如果是，则可按正项级数的审敛法进行审敛，先观察

其一般项ｕｎ 是否以零为极限，如果不是，则级数一定发散，如果是，则可用比值或根值审敛法进行判断，当比

值或根值审敛法失效时，用比较审敛法进行判别，如果还不行，可考虑用定义判定．

如果级数为任意项级数，则可以用正项级数的审敛法来判别 
∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜的敛散性，若 

∞

ｎ＝１
｜ｕｎ｜发散，则再

考察它是否为条件收敛，如果是交错级数，则用莱布尼茨定理判别．
除了要熟记有关审敛法，还应该记住一些常用级数，比如几何级数，ｐ级数的敛散性等．
例９１　 判别下列正项级数的敛散性：

（１）
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎｎ）ｌｎｎ

；　　　　　　　　　　 （２）
∞

ｎ＝１
ｎ！ ｘ（ ）ｎ

ｎ

，（ｘ≥０）；

（３）
∞

ｎ＝１

αｎ

ｎｓ（其中ｓ＞０，α＞０为常数）；（４）
∞

ｎ＝１

３＋（－１）ｎ

３ｎ ；

（５）
∞

ｎ＝１
１－ｌｎｎ（ ）ｎ

ｎ

； （６）
∞

ｎ＝２

１
ｌｎｎ！

；

（７）
∞

ｎ＝１

ｎｌｎｎ

（ｌｎｎ）ｎ．

解 　（１）注意到（ｌｎｎ）ｌｎｎ ＝ｅｌｎｌｎｎｌｎｎ ＝ｅｌｎｎ·ｌｎｌｎｎ ＝ｎｌｎｌｎｎ，

当ｎ充分大时，有ｌｎｌｎｎ＞２，所以（ｌｎｎ）ｌｎｎ ＞ｎ２，即

—１１２—
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１
（ｌｎｎ）ｌｎｎ ＜ １

ｎ２，由于 
∞

ｎ＝２

１
ｎ２ 收敛，由比较判别法证得 

∞

ｎ＝２

１
（ｌｎｎ）ｌｎｎ

收敛；

本题也可这样解：当ｎ充分大时，ｌｎｎ＞ｅ２，故

１
（ｌｎｎ）ｌｎｎ ＜ １

ｅ２ｌｎｎ ＝ １
ｎ２，

由比较判别法得 
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎｎ）ｌｎｎ

收敛

（２）利用比值审敛法

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（ｎ＋１）！

ｎ！

ｘ
ｎ＋（ ）１

ｎ＋１

ｘ（ ）ｎ

ｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ

１＋ １（ ）ｎ

ｎ ＝ ｘ
ｅ

，

故，当０≤ｘ≤ｅ时，级数收敛；
当ｘ＞ｅ时，级数发散；
当ｘ＝ｅ时，比值审敛法失效，注意到这时

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ ｅ

１＋ １（ ）ｎ

ｎ，

而 １＋ １（ ）ｎ

ｎ

＜ｅ，即
ｕｎ＋１

ｕｎ
＞１，

因此ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ≠０，所以 
∞

ｎ＝１
ｎ！ ｅ（ ）ｎ

ｎ

发散，故当０≤ｘ＜ｅ时，原级数收敛；当ｘ≥ｅ时，原级数发散

（３）利用根值审敛法

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
αｎ

ｎ槡ｓ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

α
（ｎ槡ｎ）ｓ

＝α，

故 　 当α＜１时，级数收敛；
当α＞１时，级数发散；

当α＝１时，
∞

ｎ＝１

１
ｎｓ 是ｐ级数；

当ｓ＞１时，级数收敛；
当ｓ≤１时，级数发散；

（４）利用根值判别法

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｕ槡ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
３

ｎ
３＋（－１）槡 ｎ ＝ １

３ ＜１，

故级数收敛
（５）由于比值法与根值法对本题均 失 效，因 此，考 虑 用 比 较 判 别 法．但 比 较 级 数 怎 么 取，先 看 看ｕｎ ＝

１－ｌｎｎ（ ）ｎ

ｎ

趋于零的情形．当ｎ充分大时，ｌｎ １－ｌｎｎ（ ）ｎ ≈－ｌｎｎ
ｎ

，得

ｕｎ ＝ｅｎ ｌｎ １－ｌｎｎ（ ）（ ）ｎ ≈ｅｎ· －ｌｎｎ（ ）ｎ ＝ １
ｎ

，

于是启发我们用 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

作为比较级数．

考虑ｘｎ ＝
１－ｌｎｎ（ ）ｎ

ｎ

１
ｎ

＝ｎ １－ｌｎｎ（ ）ｎ

ｎ

，取对数

—２１２—
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ｌｎｘｎ ＝ｌｎｎ＋ｎｌｎ １－ｌｎｎ（ ）ｎ
，

注意到ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎｎ
ｎ ＝０及

ｌｎ １－ｌｎｎ（ ）ｎ ＝－ｌｎｎ
ｎ － １

２
ｌｎｎ（ ）ｎ

２

＋ｏ ｌｎｎ（ ）ｎ［ ］２

，

所以ｌｎｘｎ ＝ｌｎｎ＋ｎ －ｌｎｎ
ｎ － １

２
ｌｎｎ（ ）ｎ

２

＋ｏ ｌｎｎ（ ）ｎ［ ］［ ］２

＝－ １
２

ｌｎ２ｎ
ｎ ＋ｏ ｌｎ２ｎ（ ）ｎ →０（ｎ→ ∞），

即ｘｎ →１，（ｎ→ ∞），由 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散，故 
∞

ｎ＝１
１－ｌｎｎ（ ）ｎ

ｎ

发散

（６）由ｌｎｎ！＝ｌｎ１＋ｌｎ２＋…＋ｌｎｎ＜ｎｌｎｎ即 １
ｌｎｎ！＞ １

ｎｌｎｎ
而 

∞

ｎ＝２

１
ｎｌｎｎ

发散，由比较审敛法知 
∞

ｎ＝１

１
ｌｎｎ！

发

散
（７）利用根值审敛法

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｕ槡ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
ｌｎｎ
ｎ

ｌｎｎ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｅ
ｌｎ２ｎ
ｎ

ｌｎｎ ＝０＜１

（这里ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎ２ｎ
ｎ ＝０）故 

∞

ｎ＝１

ｎｌｎｎ

（ｌｎｎ）ｎ
收敛．

例９２　 设 
∞

ｎ＝１
ａ２

ｎ（ａｎ ＞０）收敛，证明 
∞

ｎ＝１

ａｎ

ｎ
收敛．

证 　 由于
ａｎ

ｎ ≤ １
２

ａ２
ｎ ＋ １

ｎ（ ）２ ，而 
∞

ｎ＝１
ａ２

ｎ，
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 均收敛，故


∞

ｎ＝１

１
２

ａ２
ｎ ＋ １

ｎ（ ）２ 也收敛，由比较审敛法知 
∞

ｎ＝１

ａｎ

ｎ
收敛 ．

例９３　 若ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ｎ·ｓｉｎ１
ｎ ·ａ（ ）ｎ ＝１（ａｎ ≥０），证明 

∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛．

证 　 因ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ

１
ｎ２ｎｓｉｎ１

ｎ

＝１，故 
∞

ｎ＝１
ａｎ 与 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｎｓｉｎ１

ｎ

同时敛散，

利用 ２ｎｓｉｎ１
ｎ ＝

２ｓｉｎ１
ｎ

１
ｎ

→２（ｎ→ ∞），

故当ｎ充分大后，２ｎｓｉｎ１
ｎ ＞ ３

２
，于是 １

ｎ２ｎｓｉｎ１
ｎ

＜ １
ｎ３／２（当ｎ充分大时）．而


∞

ｎ＝１

１
ｎ３／２ 收敛，　 故 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｎｓｉｎ１

ｎ

收敛，　 从而 
∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛．

思考问题：如果ａｎ ≥０的条件删去，是否仍可得出 
∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛的结论？

例９４　 设ａｎ ＝∫
π
４

０
ｔａｎｎｘｄｘ，

（１）求 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

（ａｎ＋ａｎ＋２）的值；　（２）试证：对任意的常数λ＞０，级数 
∞

ｎ＝１

ａｎ

ｎλ
收敛

解 　（１）显然ａｎ ＞０，（ｎ＝１，２，…）

１
ｎ

（ａｎ＋ａｎ＋２）＝ １
ｎ∫

π
４

０
ｔａｎｎｘ（１＋ｔａｎ２ｘ）ｄｘ　　　　　　　　　
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＝ １
ｎ∫

π
４

０
ｔａｎｎｘｓｅｃ２ｘｄｘ

ｔａｎｘ＝


ｔ １
ｎ∫

１

０
ｔｎｄｔ＝ １

ｎ（ｎ＋１）＜ １
ｎ２

而 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 收敛，故 

∞

ｎ＝１

１
ｎ

（ａｎ ＋ａｎ＋２）收敛

又 １
ｎ（ｎ＋１）＝ １

ｎ － １
ｎ＋１

，ｓｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ

（ａｋ ＋ａｋ＋２）＝ 
∞

ｎ＝１

１
ｋ（ｋ＋１）＝１－ １

ｎ＋１
，

所以 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

（ａｎ ＋ａｎ＋２）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ ＝１．

（２）因为

ａｎ ＝∫
π
４

０
ｔａｎｎｘｄｘ

ｔａｎｘ＝


ｔ
∫

１

０

ｔｎ

１＋ｔ２ｄｔ＜∫
１

０
ｔｎｄｔ＝ １

ｎ＋１
，

所以
ａｎ

ｎλ ＜ １
ｎλｎ＋１＜ １

ｎλ＋１
，

由λ＋１＞１知 
∞

ｎ＝１

１
ｎλ＋１

收敛，从而 
∞

ｎ＝１

ａｎ

ｎλ
收敛

例９５　 从点Ｐ１（１，０）作ｘ轴的垂线，交抛物线ｙ＝ｘ２ 于点Ｑ１（１，１），再从Ｑ１ 作这条抛物线的切线与ｘ
轴交于Ｐ２；然后又从Ｐ２ 作ｘ 轴的垂线，交抛物线于Ｑ２，依次重复上述过程得到一系列的点 Ｐ１，Ｑ１；Ｐ２，Ｑ２；
…；Ρｎ，Ｑｎ；…

（１）求ＯＰｎ；

（２）求级数Ｏ１Ｐ１＋Ｏ２Ｐ２＋…＋ＯｎＰｎ＋… 的和，其中，ｎ（ｎ≥１）为自然数，而 Ｍ１Ｍ２ 表示点 Ｍ１ 与 Ｍ２ 之

间的距离
解 　（１）由于ｙ′＝ （ｘ２）′＝２ｘ，故对于任意ａ（０＜ａ≤１），抛物线ｙ＝ｘ２ 在点（ａ，ａ）２ 处的切线方程为

ｙ－ａ２ ＝２ａ（ｘ－ａ）．令ｙ＝０得该切线与ｘ轴交点为 ａ
２

，（ ）０ ，故由ＯＰ１ ＝１可知

ＯＰ２ ＝ １
２ＯＰ１ ＝ １

２
，ＯＰ３ ＝ １

２ＯＰ２ ＝ １
２

·１
２ ＝ １

２２，…ＯＰｎ ＝ １
２ｎ－１

（２）由于ＯｎＰｎ ＝ （ＯＰｎ）２ ＝ （ ）１
２

２ｎ－２

，故 
∞

ｎ＝１
ＯｎＰｎ ＝ 

∞

ｎ＝１
（ ）１
２

２ｎ－２

＝ １

１－ （ ）１
２

２ ＝ ４
３

例９６　 设有两条抛物线ｙ＝ｎｘ２＋１
ｎ

和ｙ＝ （ｎ＋１）ｘ２＋ １
ｎ＋１

，记它们交点的横坐标的绝对值为ａｎ．

（１）求这两条抛物线所围成平面图形的面积Ｓｎ；（２）求级数 
∞

ｎ＝１

Ｓｎ

ａｎ
的和

解 　（１）由于ｙ＝ｎｘ２＋ １
ｎ

与ｙ＝ （ｎ＋１）ｘ２＋ １
ｎ＋１

得ａｎ ＝ １
ｎ（ｎ＋１槡 ）

，因图形关于ｙ轴对称，所以

Ｓｎ ＝２∫
ａｎ

０
ｎｘ２＋ １

ｎ －（ｎ＋１）ｘ２－ １
ｎ＋［ ］１ ｄｘ

＝２∫
ａｎ

０

１
ｎ（ｎ＋１）－ｘ［ ］２ ｄｘ＝ ４

３
１

ｎ（ｎ＋１） ｎ（ｎ＋１槡 ）
．

（２）因
Ｓｎ

ａｎ
＝ ４

３
１

ｎ（ｎ＋１）＝ ４
３

１
ｎ － １

ｎ＋（ ）１
，从而


∞

ｎ＝１

Ｓｎ

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ

ｋ＝１

Ｓｋ

ａｋ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

４
３

１－ １
ｎ＋（ ）［ ］１ ＝ ４

３

例９７　 设Ｉｎ ＝∫
π
４

０
ｓｉｎｎｘｃｏｓｘｄｘ，ｎ＝０，１，２，…，求 

∞

ｎ＝０
Ｉｎ．

解 　 由Ｉｎ ＝∫
π
４

０
ｓｉｎｎｘｄ（ｓｉｎｘ）＝ １

ｎ＋１
（ｓｉｎｘ）ｎ＋１

π
４

０
＝ １

ｎ＋１
槡２（ ）２

ｎ＋１

，有
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∞

ｎ＝０
Ｉｎ ＝ 

∞

ｎ＝０

１
ｎ＋１

槡２（ ）２

ｎ＋１

．

令ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝０

１
ｎ＋１ｘ

ｎ＋１，则其收敛半径Ｒ＝１，在（－１，１）内有

ｓ′（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ １

１－ｘ．于是

ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

０

１
１－ｔｄｔ＝－ｌｎ｜１－ｘ｜．

令ｘ＝ 槡２
２ ∈ （－１，１），则ｓ 槡２（ ）２

＝ 
∞

ｎ＝０

１
ｎ＋１

槡２（ ）２

ｎ＋１

＝－ｌｎ １－槡２
２

．

从而


∞

ｎ＝０
Ｉｎ ＝ 

∞

ｎ＝０∫
π
４

０
ｓｉｎｎｘｃｏｓｘｄｘ＝ｌｎ（２＋槡２）．

例９８　 判别级数槡２＋ ２－槡槡 ２＋ ２＋ ２＋槡槡槡 ２＋ ２－ ２＋槡槡槡 ２＋… 的敛散性

解法１　 级数ｕｎ ＝ ２－ｖ槡 ｎ，其中ｖｎ ＝ ２＋ ２＋…＋槡槡 ２
ｎ－１槡 层




∞

ｎ＝１
ｕｎ 是一正项级数，由于ｌｉｍ

ｎ→∞
ｖｎ ＝２，ｖｎ＋１ ＝ ２＋ｖ槡 ｎ，

Ｕｎ＋１ ＝ ２－ ２＋ｖ槡槡 ｎ

由比值判别法得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２－ ２＋ｖ槡槡 ｎ

２－ｖ槡 ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

４－（２＋ｖｎ槡 ）

２－ｖ槡 ｎ ２＋ ２＋ｖ槡槡 ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１

２＋ ２＋ｖ槡槡 ｎ

＝ １
２ ＜１．

所以原级数收敛

解法２　 由于槡２＝ ２
槡２

＝２·ｓｉｎπ
４ ＝２ｃｏｓπ

４ ＝２ｓｉｎπ
２．

２－槡槡 ２＝ ２－２ｃｏｓπ槡 ４ ＝ ２－２ ２ｃｏｓ２ π
８ －（ ）槡 １ ＝ ２－２ １－２ｓｉｎ２ π（ ）槡 ８ ＝２ｓｉｎπ

２３．

２＋槡２＝２＋２ｃｏｓπ
４ ＝２ １＋２ｃｏｓ２ π

８ －（ ）１ ＝４ｃｏｓ２ π
８

２－ ２＋槡槡槡 ２＝ ２－２ｃｏｓπ槡 ８ ＝２ｓｉｎπ
２４．

　

２－ ２＋ ２＋槡槡槡 … ＝２ｓｉｎ π
２ｎ＋１

，

原级数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝ 

∞

ｎ＝１
２ｓｉｎ π

２ｎ＋１

由比值判别法得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｓｉｎ π
２ｎ＋２

２ｓｉｎ π
２ｎ＋１

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

π
２ｎ＋２

π
２ｎ＋１

＝ １
２ ＜１，

所以原级数收敛
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例９９　 判别级数 
∞

ｎ＝１
２－ｎ－（－１）ｎ 的敛散性

解

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝２－ｎ－１－（－１）ｎ＋１

２－ｎ－（－１）ｎ
＝２－１－（－１）ｎ＋１＋（－１）ｎ

＝
２， ｎ为偶数；

１
８

， ｎ为奇数烅
烄

烆 

故比值判别法不适用
用根值法

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｕ槡ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２

－ｎ－（－１）ｎ

ｎ ＝ １
２ ＜１．

所以原级数收敛

例９１０　 已知级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＝ π２

６
，求 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２（ｎ＋１）２（ｎ＋２）２．

解 　 为了利用已知条件，由题给级数的形式求其和必须将其分解成分母为单项的形式
由待定系数法得

１
ｎ２（ｎ＋１）２（ｎ＋２）２ ＝

－ ３
４

ｎ ＋

１
４
ｎ２ ＋ １

（ｎ＋１）２ ＋

３
４

ｎ＋２＋

１
４

（ｎ＋２）２

于是


∞

ｎ＝１

１
ｎ２（ｎ＋１）２（ｎ＋２）２ ＝ 

∞

ｎ＝１

１
４
ｎ２ ＋ １

（ｎ＋１）２ ＋

１
４

（ｎ＋２）２ － ３
４

１
ｎ － １

ｎ＋（ ）
熿

燀

燄

燅２

＝ １
４ 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＋ 

∞

ｎ＝１

１
（ｎ＋１）２ ＋ １

４ 
∞

ｎ＝１

１
（ｎ＋２）２ － ３

４ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ － １

ｎ＋（ ）２

＝ １
４

·π２

６ ＋ π２

６ －（ ）１ ＋ １
４

π２

６ －１－（ ）１
４ － ３

４
·３

２ ＝ π２

４ －３９
１６．

例９１１　 求 
∞

ｎ＝１
ａｒｎｔａｎ １

２ｎ２ 之和

解 　 因为

ａｒｃｔａｎ １
２ｎ２ ＝ａｒｃｔａｎ

ｎ
ｎ＋１－ｎ－１

ｎ

１＋ｎ（ｎ－１）
ｎ（ｎ＋１）

＝ａｒｃｔａｎ ｎ
ｎ＋１－ａｒｃｔａｎ ｎ－１

（ｎ－１）＋１．

所以，ｓｎ ＝ａｒｃｔａｎ ｎ
ｎ＋１→ π

４

例９１２　 判定下列正项级数的敛散性：

（１）
∞

ｎ＝１

１
ｎ
ｌｎ槡ｎ

；　　　　　　 （２）
∞

ｎ＝１

１！＋２！＋…＋ｎ！
（２ｎ）！

；

（３）
∞

ｎ＝２

１
（ｌｎｌｎｎ）ｌｎｎ

； （４）
∞

ｎ＝２

１
ｌｎ（ｎ！）；

（５）
∞

ｎ＝１

１
ｎ －ｌｎｎ＋１（ ）ｎ

； （６）
∞

ｎ＝１

ａｎ

１＋ａ２ｎ，（ａ＞０）．

解 　（１）方法１　 当ｎ≥３时，１＜
ｎ
ｌｎ槡ｎ≤

ｎ
槡ｎ →１，
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则ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ
ｌｎ槡ｎ

＝１≠０，故原级数发散

方法２　 因为 １
ｎ
ｌｎ槡ｎ

≥ １
ｌｎｎ≥ １

ｎ
，而级数 

∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散，则 
∞

ｎ＝２

１
ｎ
ｌｎ槡ｎ

发散

（２）因为 　　　　　　１！＋２！＋…＋ｎ！
（２ｎ）！ ≤ｎ（ｎ！）

（２ｎ）！

＝ １
２（ｎ＋１）（ｎ＋２）…（２ｎ－１）≤ １

２（ｎ＋１）（ｎ＋２），

而级数 
∞

ｎ＝１

１
（ｎ＋１）（ｎ＋２）收敛，则原级数收敛

（３）因为 １
（ｌｎｌｎ）ｌｎｎ ＝ １

ｎｌｎ（ｌｎｌｎｎ） ＜ １
ｎ２，当ｎ充分大（即ｎ＞ｅｅｅ

２

）时成立而 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 收敛，故原级数收敛

（４）因为 １
ｌｎ（ｎ！）＝ １

ｌｎ１＋ｌｎ２＋…＋ｌｎｎ＞ １
ｎｌｎｎ

，

因为∫
∞

２

１
ｘｌｎｘｄｘ

发散到 ＋∞，


ｎ＋１

ｋ＝２

１
ｋｌｎｋ＞∫

ｎ

２

１
ｘｌｎｘｄｘ

，

所以级数 
∞

ｎ＝２

１
ｌｎ（ｎ！）的部分和无界，故原级数发散

（５）方法１　 由于当 －１＜ｘ＜＋∞，ｘ≠０时，

ｌｎ（１＋ｘ）＜ｘ

因此， ｌｎｎ＋１
ｎ ＝ｌｎ １＋ １（ ）ｎ ＜ １

ｎ
，

同时， ｌｎｎ＋１
ｎ ＝－ｌｎ ｎ

ｎ＋１＝－ｌｎ １－ １
ｎ＋（ ）１ ＞ １

ｎ＋１
，

于是有 ０＜ １
ｎ －ｌｎｎ＋１

ｎ ＜ １
ｎ － １

ｎ＋１＝ １
ｎ（ｎ＋１）

又，
∞

ｎ＝１

１
ｎ（ｎ＋１）收敛，则原级数收敛

方法２　 由泰勒公式可知

ｌｎｎ＋１
ｎ ＝ｌｎ １＋ １（ ）ｎ ＝ １

ｎ － １
２ｎ２ ＋ｏ １

ｎ（ ）２

从而 １
ｎ －ｌｎｎ＋１

ｎ ＝ １
２ｎ２ ＋ｏ １

ｎ（ ）２ ，

又，
∞

ｎ＝１

１
２ｎ２ 收敛，则原级数收敛

（６）方法１　 当ａ＝１时，原级数为 
∞

ｎ＝１

１
２

显然发散

当０＜ａ＜１时， ａｎ

１＋ａ２ｎ ＜ａｎ，则原级数收敛

当ａ＞１时， ａｎ

１＋ａ２ｎ ＝ １
１
ａｎ ＋ａｎ

＜ １
ａｎ ＝ １（ ）ａ

ｎ

，

则原级数收敛
方法２　 当ａ＝１时，原级数显然发散

—７１２—
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当０＜ａ＜１时， ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ａｎ

１＋ａ２槡 ｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ａ
ｎ
１＋ａ２槡 ｎ

＝ａ＜１，

当ａ＞１时， ｌｉｍｎ→∞

ｎ
ａｎ

１＋ａ２槡 ｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
１（ ）ａ

ｎ

１＋ １（ ）ａ

２［ ］槡
ｎ

＝ １
ａ ＜１．

则０＜ａ＜１或ａ＞１时，原级数收敛
例９１３　 讨论下列级数的敛散性：

（１）
∞

ｎ＝１∫
π
ｎ

０

ｓｉｎｘ
１＋ｘｄｘ

；　　　　　　　　（２）
∞

ｎ＝１∫
１
ｎ

０

ｘα

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ（α＞－１）；

（３）
∞

ｎ＝１∫
１

０
ｘｎａｒｃｔａｎｘｄｘ

解 　（１）因为０≤∫
π
ｎ

０

ｓｉｎｘ
１＋ｘｄｘ≤∫

π
ｎ

０
ｓｉｎｘｄｘ≤∫

π
ｎ

０
ｘｄｘ＝ π２

２
·１
ｎ２

又，级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 收敛，则原级数收敛

（２）因为

∫
１
ｎ

０

ｘα

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ≥∫

１
ｎ

０

ｘα

１＋ １（ ）ｎ槡
２
ｄｘ＝ １

（α＋１） １＋ １（ ）ｎ槡
２

１（ ）ｎ

α＋１

又 ∫
１
ｎ

０

ｘα

１＋ｘ槡 ２
ｄｘ≤∫

１
ｎ

０
ｘαｄｘ＝ １

α＋１
１（ ）ｎ

α＋１

，

则原级数与级数 
∞

ｎ＝１

１（ ）ｎ

α＋１

同敛散，故原级数在α＞０时收敛，在 －１＜α≤０时发散

（３）因为

∫
１

０
ｘｎａｒｃｔａｎｘｄｘ＝ １

ｎ＋１∫
１

０
ａｒｃｔａｎｘｄ（ｘｎ＋１）＝ π

４（ｎ＋１）－
１

ｎ＋１∫
１

０

ｘｎ＋１

１＋ｘ２ｄｘ．

又 ０≤∫
１

０

ｘｎ＋１

１＋ｘ２ｄｘ≤∫
１

０
ｘｎ＋１ｄｘ＝ １

ｎ＋２
，

则 ０＜∫
１

０
ｘｎａｒｃｔａｎｘｄｘ＝ π

４（ｎ＋１）＋ｏ １（ ）ｎ ．

故原级数发散
例９１４　 讨论下列级数的敛散性，如果收敛，则指出其是条件收敛还是绝对收敛

（１）
∞

ｎ＝１
（－１）［槡ｎ］ ｎｎ＋１

ｎ

ｎ＋ １
ｎ（ ）２

ｎ；　　　　　　　　 （２）
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １－ｃｏｓα（ ）ｎ

，（常数α＞０）；

（３）
∞

ｎ＝３

（－１）ｎｌｎｎ
ｎ

； （４）
∞

ｎ＝１

ｓｉｎ（ｎα）
ｎ２ － １

槡（ ）ｎ
，其中α为常数；

（５）
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ

槡ｎ＋（－１）ｎ
； （６）

∞

ｎ＝３
ｓｉｎｎπ＋ １

ｌｎ（ ）ｎ ．

解 　（１）由ｌｉｍ
ｎ→∞

｜ａｎ｜＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
１
ｎ

１＋ １
ｎ（ ）２

ｎ ＝１≠０，一般项不趋于零，故级数发散

（２）这是交错级数，注意到 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １－ｃｏｓα（ ）ｎ ＝ 

∞

ｎ＝１
２ｓｉｎ２ α

２ｎ
，而ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｓｉｎ２ α
２ｎ

２ α
２（ ）ｎ

２ ＝１，由 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 收敛，
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则 
∞

ｎ＝１
２ α

２（ ）ｎ

２

也收敛，这样，由比较审敛法得
∞

ｎ＝１
２ｓｉｎ２ α

２ｎ
收敛，即

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １－ｃｏｓα（ ）ｎ

绝对收敛

（３）这是交错级数，注意到 
∞

ｎ＝３
｜ｕｎ｜＝ 

∞

ｎ＝３

ｌｎｎ
ｎ

，由ｌｎｎ
ｎ ≥ １

ｎ
（ｎ≥３），而 

∞

ｎ＝３

１
ｎ

发散，故 
∞

ｎ＝３

（－１）ｎｌｎｎ
ｎ

不会

绝 对收敛．又由ｌｉｍ
ｘ→∞

ｌｎｘ
ｘ ＝０，ｕｎ ＝ｌｎｎ

ｎ →０（ｎ→ ∞），考虑ｙ＝ｌｎｘ
ｘ

，ｙ′＝１－ｌｎｘ
ｘ２ ＜０（ｘ≥３），故ｙ单调减少，

因此ｕｎ ＝ｌｎｎ
ｎ

单凋减少（ｕｎ ≥ｕｎ＋１），由莱布尼茨判别法得原级数条件收敛；

（４）由
ｓｉｎ（ｎα）

ｎ２ ≤ １
ｎ２，

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 收 敛，故 

∞

ｎ＝１

ｓｉｎ（ｎα）
ｎ２ 绝 对 收 敛．而 

∞

ｎ＝１

１
槡ｎ

ｐ＝ １
２ ＜（ ）１ 发 散，故


∞

ｎ＝１

ｓｉｎ（ｎα）
ｎ２ － １

槡（ ）ｎ
发散，（否则 

∞

ｎ＝１

１
槡ｎ

＝ 
∞

ｎ＝１

ｓｉｎ（ｎα）
ｎ２ － 

∞

ｎ＝１

ｓｉｎ（ｎα）
ｎ２ － １

槡（ ）ｎ
收敛，矛盾）

（５）虽然该级数是交错级数，但由于ｕｎ 不是单调数列，故不能使用莱布尼茨定理判别．

考虑
（－１）ｎ

槡ｎ＋（－１）ｎ
＝

（－１）ｎ（槡ｎ－（－１）ｎ）
［槡ｎ＋（－１）ｎ］［槡ｎ－（－１）ｎ］

＝
（－１）ｎ（槡ｎ－（－１）ｎ）

ｎ－１ ＝
（－１）ｎ槡ｎ
ｎ－１ － １

ｎ－１
，

由于 
∞

ｎ＝２
（－１）ｎ 槡ｎ

ｎ－１
收敛（可用莱布尼茨定理判别），而 

∞

ｎ＝２

１
ｎ－１

发散，故原级数发散

（６）由于ｓｉｎｎπ＋ １
ｌｎ（ ）ｎ ＝ （－１）ｎｓｉｎ １

ｌｎｎ
，当ｎ＞２时，ｓｉｎ １

ｌｎｎ＞０，故级数为交错级数．

对于 
∞

ｎ＝３
｜ｕｎ｜＝ 

∞

ｎ＝３
ｓｉｎ １

ｌｎｎ
，由ｌｉｍ

ｎ→∞

ｓｉｎ １
ｌｎｎ
１
ｌｎｎ

＝１，
∞

ｎ＝３

１
ｌｎｎ

发散，

所以原级数不 会 绝 对 收 敛，但ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｉｎ １
ｌｎ（ ）ｎ ＝０，且 考 虑ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ １

ｌｎｘ
，ｆ′（ｘ）＝ｃｏｓ １

ｌｎｘ
· － １

ｌｎ２ｘ
·１（ ）ｘ

＜０（ｘ＞２），故ｆ（ｘ）单调减少，即ｕｎ ＝ｓｉｎ１
ｌｎｎ

单调减少趋于零，由莱布尼茨定理，得
∞

ｎ＝２
ｓｉｎｎπ＋ １

ｌｎ（ ）ｎ
条件

收敛．

例９１５　 设数列ｎａｎ（ｎ＝１，２，…）收敛，级数 
∞

ｎ＝１
ｎ（ａｎ－ａｎ－１）收敛，证明级数 

∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛．

证 　 由数列ｎａｎ（ｎ＝１，２，…）收敛，不妨设Ｓｎ ＝ｎａｎ 作为 级 数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 的 部 分 和 数 列，由ｓ１ ＝ａ１，得ｕ１

＝ａ１，由ｓ２ ＝２ａ２，得ｕ２ ＝ｓ２－ｓ１ ＝２ａ２－ａ１，由ｓ３ ＝３ａ３，得ｕ３ ＝ｓ３－ｓ２ ＝３ａ３－２ａ２，…，由ｓｎ ＝ｎａｎ，得

ｕｎ ＝ｎａｎ－（ｎ－１）ａｎ－１．

现在数列Ｓｎ ＝ｎａｎ（ｎ＝１，２，…）收敛，故级数 
∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝ 

∞

ｎ＝１
［ｎａｎ－（ｎ－１）ａｎ－１］也收敛，又按题意 

∞

ｎ＝１
ｎ（ａｎ

－ａｎ－１）收敛．因此，由［ｎａｎ－（ｎ－１）ａｎ－１－ｎ（ａｎ－ａｎ－１）］＝ａｎ－１，故 
∞

ｎ＝１
ａｎ－１ 收敛，即 

∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛．

例９１６　 设ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎ １
ａ（ ）

ｎ

ｌｎｎ ＝ｑ（ａｎ ＞０），证明 
∞

ｎ＝１
ａｎ，当ｑ＞１时，收敛；当ｑ＜１时发散．

证 　 由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎ １
ａ（ ）

ｎ

ｌｎｎ ＝ｑ，根 据 极 限 定 义：ε＞０，Ｎ ＞０，当ｎ＞ Ｎ 时
ｌｎ １

ａ（ ）
ｎ

ｌｎｎ －ｑ ＜ε即ｑ－ε

＜
ｌｎ １

ａ（ ）
ｎ

ｌｎｎ ＜ｑ＋ε．

当ｑ＞１时，选择适当小的ε，使ｑ－ε＝α＞１，则 　ｌｎ １
ａ（ ）

ｎ
＞αｌｎｎ＝ｌｎｎα，即ａｎ ＜ １

ｎα
，由于 

∞

ｎ＝１

１
ｎα

（α＞１）
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收敛，故 
∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛．

当ｑ＜１时，选择适当小的ε，使ｑ＋ε＝β≤１，则
ｌｎ １

ａ（ ）
ｎ

ｌｎｎ ＜β≤１，即ａｎ ＞ １
ｎβ

，由于 
∞

ｎ＝１

１
ｎβ

发散（β≤１），

故 
∞

ｎ＝１
ａｎ 发散．

例９１７　 设ａｎ ＞０（ｎ＝１，２，…）且级数 
∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛，常数

λ∈ ０，π（ ）２
，证明级数 

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｎｔａｎλ（ ）ｎ ａ２ｎ 绝对收敛．

证 　 由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｔａｎλ
ｎａ２ｎ

ａ２ｎ
＝λ，故 

∞

ｎ＝１
ｎｔａｎλ

ｎａ２ｎ 与 
∞

ｎ＝１
ａ２ｎ 同敛散，由于正项级数 

∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛，故其部分和数

列有 界， 从 而 
∞

ｎ＝１
ａ２ｎ 的 部 分 和 数 列 也 有 界， 因 此 

∞

ｎ＝１
ａ２ｎ 必 收 敛， 故 

∞

ｎ＝１
ｎｔａｎ λ

ｎａ２ｎ 收 敛， 从 而


∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｎｔａｎλ（ ）ｎ ａ２ｎ 绝对收敛．

例９１８　 设ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某一邻域内具有二阶连续导数，且ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝０，证明级数 

∞

ｎ＝１
ｆ １（ ）ｎ

绝对

收敛．

证 　 由ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝０，可得ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）＝０，而ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，故ｆ（０）＝０，

现在ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝０，

且ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某邻域内具有二阶连续导数，故 Ｍ ＞０，使得在此邻域内成立｜ｆ″（ｘ）｜≤ Ｍ，
根据泰勒中值定理，在此邻域内

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）（ｘ－０）＋ １
２！ｆ″（ξ）（ｘ－０）２ ＝ １

２ｆ″（ξ）ｘ２，　　（ξ＝θｘ，０＜θ＜１）．

因此，｜ｆ（ｘ）｜＝ １
２｜ｆ″（ξ）｜ｘ２ ≤ Ｍ

２ｘ２，这样 ｆ １（ ）ｎ ≤ Ｍ
２

·１
ｎ２，而

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 收敛，故 

∞

ｎ＝１
ｆ １（ ）ｎ

也收敛，

这说明级数 
∞

ｎ＝１
ｆ １（ ）ｎ

绝对收敛．

例９１９　 设正项数列｛ａｎ｝单调减少，且 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎａｎ 发散，试问 

∞

ｎ＝１

１
ａｎ＋（ ）１

ｎ

是否收敛？并说明理由

解 　 级数 
∞

ｎ＝１

１
ａｎ＋（ ）１

ｎ

收敛

因为，正项数列｛ａｎ｝单调减少有下界，故ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ 存在，记此极限值为ａ，则ａ≥０，若ａ＝０，则由莱布尼茨

定理知 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎａｎ 收敛，与题设矛盾，故ａ＞０．于是

１
ａｎ＋１＜ １

ａ＋１＜１，从而 １
ａｎ＋（ ）１

ｎ

＜
１

ａ＋（ ）１

ｎ

．

而 
∞

ｎ＝１

１
ａ＋（ ）１

ｎ

是公比为 １
ａ＋１＜１的几何级数，故收敛 因此由比较判别法知原级数收敛

例９２０　 设ｕｎ ≠０（ｎ＝１，２，…），且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｕｎ

＝１，求级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ １

ｕｎ
＋ １
ｕｎ＋

（ ）
１

的收敛性

解 　 已知级数前ｎ项部分和为

　　　　　　　　　　　ｓｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１
（－１）ｋ＋１ １

ｕｋ
＋ １
ｕｋ＋

（ ）
１

＝ １
ｕ１

＋ １
ｕ２

－ １
ｕ２

－ １
ｕ３

＋ １
ｕ３

＋ １
ｕ４

＋…＋（－１）ｎ＋１ １
ｕｎ

＋ １
ｕｎ＋

（ ）
１

—０２２—

第九章 　 无穷级数



＝ １
ｕ１

＋（－１）ｎ＋１ １
ｕｎ＋１

．

由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｕｎ

＝１，故ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｕｎ

＝０，于是ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ ＝ １
ｕ１

，因而原级数收敛

由ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｕｎ

＋ １
ｕｎ＋１

１
ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｕｎ

＋ ｎ
ｎ＋１

ｎ＋１
ｕｎ

＝２知
∞

ｎ＝１

１
ｕｎ

＋ １
ｕｎ＋１

发散，故原级数条件收敛

例９２１　 讨论级数１－ １
２α ＋ １

３ － １
４α ＋… 的敛散性

解法１　 当α＝１时，原级数为１－ １
２ ＋ １

３ － １
４ ＋…，该级数收敛

当α＞１时，级数 
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ）α

收敛，而级数 
∞

ｎ＝１

１
２ｎ－１

发散，原级数为此两级数之差，故是发散的

当α＜１时，考虑原级数加括号后的级数

１－
１
２α －（ ）１

３ －
１
４α －（ ）１

５ －…－
１

（２ｎ）α － １
２ｎ－（ ）１ ＋…，

由于 ｌｉｍ
ｎ→∞

１
（２ｎ）α － １

２ｎ－１
１

（２ｎ）（ ）α

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１－
（２ｎ）α

２ｎ－［ ］１ ＝１，

又 
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ）α

发散，则 
＋∞

ｎ＝１

１
（２ｎ）α － １

２ｎ－（ ）１
发散，故原级数发散

解法２　１－ １
２α ＋ １

３ － １
４α ＋… ＝ １－ １

２ ＋ １
３ －（ ）… ＋

１
２ － １

２（ ）α ＋
１
４ － １

４（ ）α ＋…

前 一级数收敛，后一个级数当α＞１时，１
２α ＋１

４α ＋… 收敛而１
２＋１

４＋… 发散，故原级数发散；当α＜１时，

１
２ｎ－ １

（２ｎ）α ＜０，

而 １
（２ｎ）α － １

２ｎ＞ １
２ｎ

，又 
∞

ｎ＝１

１
２ｎ

发散，故 
∞

ｎ＝１

１
２ｎ－ １

（２ｎ）（ ）α 发散，则原级数发散

例９２２　 试研究级数 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ
ａ

１＋ａｎ（ａ＞０）是绝对收敛、条件收敛还是发散

解 　 先考虑其绝对值级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

ａ
１＋ａｎ．

当ａ＞１时，１
ｎ

ａ
１＋ａｎ ＜ ａ

ａｎ ，而级数 
∞

ｎ＝１

１
ａｎ－１

收敛，则原级数绝对收敛

当ａ≤１时，１
ｎ

ａ
１＋ａｎ ＞ １

ｎ
·ａ

２
，则 

∞

ｎ＝１

１
ｎ

ａ
１＋ａｎ 发散 此时令

ｆ（ｘ）＝ｘ（１＋ａｘ）

则ｆ′（ｘ）＝１＋ａｘ＋ｘａｘｌｎａ，从而当ｘ充分大时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）单增，那么ｎ充分大时， ａ
ｎ（１＋ａｎ）

单调

减且ｌｉｍ
ｎ→∞

ａ
ｎ（１＋ａｎ）＝０，故原级数 

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ
ａ

１＋ａｎ 收敛，即原级数条件收敛

例９２３　 试研究级数 
∞

ｎ＝１

１
ａｎｎＰ 是绝对收敛、条件收敛，还是发散？

解 　 先考虑绝对值级数 
∞

ｎ＝１

１
ａｎｎｐ ．

—１２２—
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由于 ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎｎｐ

ａｎ＋１（ｎ＋１）ｐ ＝ １
｜ａ｜

，

则当｜ａ｜＞１时，级数 
∞

ｎ＝１

１
ａｎｎｐ 收敛，即原级数绝对收敛

当０＜｜ａ｜＜１时，１
｜ａ｜＞１，由上面极限式可知当ｎ充分大时，｜ａｎ＋１｜＞｜ａｎ｜，这时ａｎ →＼０，原级数发

散
当｜ａ｜＝１时，需再讨论

当ａ＝１时，原级数为 
∞

ｎ＝１

１
ｎＰ ，则Ｐ＞１时收敛，Ｐ≤１时发散；

当ａ＝－１时，原级数变为 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎＰ ，当Ｐ＞１时，原级数绝对收敛，０＜Ｐ≤１时，原级数条件收敛；Ｐ

≤０时，原级数发散

例９２４　 证明：若 
∞

ｎ＝１
ａｎ 绝对收敛，则 

∞

ｎ＝１
ａｎ（ａ１＋…＋ａｎ）必绝对收敛

证 　
∞

ｎ＝１
ａｎ 绝对收敛，从而 

∞

ｎ＝１
ａｎ 收敛，记ｓ＝ 

∞

ｎ＝１
ａｎ．

则 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

｜ａｎ（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ）｜
｜ａｎ｜

＝ ｌｉｍ
ｎ→＋∞

｜ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ｜＝｜ｓ｜＜＋∞．

由 比较判别法知 
∞

ｎ＝１
｜ａｎ（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ）｜与 

∞

ｎ＝１
｜ａｎ｜敛散性相同，而 

∞

ｎ＝１
｜ａｎ｜收敛，所以 

∞

ｎ＝１
｜ａｎ（ａ１

＋ａ２＋…＋ａｎ）｜收敛，即 
∞

ｎ＝１
ａｎ（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ）绝对收敛

例９２５　 试求级数 
∞

ｎ＝３

（－１）ｎ

（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ
（ｎ≥３）的绝对收敛、条件收敛和发散的区域

解 　 设ｕｎ ＝
（－１）ｎ

（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ
（ｎ≥３）．

显然，当ｘ≤０时，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ≠０，所以级数发散

当ｘ＞０时，由于 １
（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ ≥ １

ｎ２ｘ，且当ｘ＞ １
２

时，
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｘ 收敛当０＜ｘ≤ １

２
时，

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｘ 发散

又

ｌｉｍ
ｎ→∞

｜ｕｎ｜
１
ｎ２ｘ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ

１
（ｎ２）ｘ

＝１，

根据比较法知：

当ｘ＞ １
２

时，
∞

ｎ＝３
ｕｎ ＝ 

∞

ｎ＝３

（－１）ｎ

（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ
绝对收敛；

当０＜ｘ≤ １
２

时，
∞

ｎ＝３
｜ｕｎ｜发散，但交错级数


∞

ｎ＝３
ｕｎ ＝ 

∞

ｎ＝３

（－１）ｎ

（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ

是莱布尼茨型级数，故它收敛，因此原级数条件收敛
于是得


∞

ｎ＝３

（－１）ｎ

（ｎ２－３ｎ＋２）ｘ　

发散， 当ｘ≤０时；

绝对收敛， 当ｘ＞ １
２

时；

条件收敛， 当０＜ｘ≤ １
２

时

烅

烄

烆 
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即原级数的发散域为（－∞，０］，收 敛 域 有（０，＋ ∞）且 １
２

，＋∞（ ）为 绝 对 收 敛 域，０，（ ］１
２

为 条 件 收 敛

域
２．求幂级数的收敛区间及其和函数，求某些数项级数的和

（１）求幂级数的收敛区间，首先要求出它的收敛半径，然后讨论它在收敛区间端点的敛散性．如果不是

形如 
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的标准型幂级数，可考虑作变换化为标准型幂级数，再进行处理，假如幂级数是缺项的，可直接

用比值法（或根值法）即利用极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１（ｘ）
ｕｎ（ｘ） （或ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
｜ｕｎ（ｘ）槡 ｜）来讨论，对于非幂级数的函数项级数的

收敛域，也按同样方法处理．
（２）幂级数在收敛区间内求和函数时，要注意：虽然对幂级数逐项求导，逐项积分后不改变其收敛半径，

但是收敛区间的端点处的敛散性可能改变，需重新加以讨论．幂级数 
∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ １

１－ｘ
（｜ｘ｜＜１）必须牢记，它

很重要．
（３）在求某些数项级数的和时，一般先设出相应的幂 级 数，求 出 其 和 函 数，再 令 自 变 量 取 特 殊 值 后 获 得

该数项级数之和．

例９２６　 求级数 
∞

ｎ＝１

３ｎ

槡ｎ
ｘｎ 的收敛区间．

解 　 由ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

３ｎ＋１／ ｎ＋槡 １
３ｎ／槡ｎ

＝３得收敛半径Ｒ＝ １
３．

（１）当ｘ＝－ １
３

时，
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

槡ｎ
是交错项级数，由莱布尼茨定理知级数收敛．

（２）当ｘ＝ １
３

时，
∞

ｎ＝１

１
槡ｎ

是ｐ 级 数，ｐ ＝ １
２ ＜１，故 级 数 发 散．因 此，级 数 

∞

ｎ＝１

３ｎ

槡ｎ
ｘｎ 的 收 敛 区 间 为

－ １
３

，［ ）１
３ ．

例９２７　 求 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１２ｎｘ２ｎ－１ 的收敛区间．

解 　 本题的幂级数是缺项的幂级数，故直接用比值法进行讨论．由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１（ｘ）
ｕｎ（ｘ） ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｎ＋１｜ｘ｜２ｎ＋１

２ｎ｜ｘ｜２ｎ－１

＝２｜ｘ｜２，因此，当２｜ｘ｜２ ＜１，即｜ｘ｜＜ １
槡２

时，级数绝对收敛；

当｜ｘ｜≥ １
槡２

时，｜ｕｎ（ｘ）｜＝２ｎ｜ｘ｜２ｎ－１ ≥２ｎ １
槡（ ）２

２ｎ－１

＝槡２．

这说明当｜ｘ｜≥ １
槡２

时，级数的一般项不趋于零，故级数发散．所以级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１２ｎｘ２ｎ－１ 的收敛区间为

－ １
槡２

，１
槡（ ）２

．

例９２８　 求幂级数 
∞

ｎ＝１

（ｘ－３）ｎ

ｎ３ｎ 的收敛区间．

解 　 设ｔ＝ｘ－３，则幂级数可化为标准形式 
∞

ｎ＝１

ｔｎ

ｎ３ｎ，由于

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
（ｎ＋１）３ｎ＋１

１
ｎ·３ｎ

＝ １
３

，

故收敛半径Ｒ＝３，当ｔ＝３时，级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散；当ｔ＝－３时，级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １

ｎ
为交错级数，由莱布尼茨定

理得其收敛，这样当－３≤ｔ＜３，即 －３≤ｘ－３＜３，亦即０≤ｘ＜６时，原幂级数收敛．

—３２２—
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例９２９　 求 
∞

ｎ＝２

１
ｎｐｌｎｎ

ｘｎ（ｐ为常数）的收敛区间．

解 　 由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
（ｎ＋１）ｐｌｎ（１＋ｎ）

１
ｎｐｌｎｎ

＝１，故收敛半径Ｒ＝１，下面讨论｜ｘ｜＝１时，级数的敛

散性．

当ｐ＜０时，由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ－ｐ

ｌｎｎ＝ ∞，此时 
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ

ｎｐｌｎｎ
，

∞

ｎ＝２

１
ｎｐｌｎｎ

均发散，故收敛区间为（－１，１）；

当０≤ｐ≤１时，
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎｐｌｎｎ
收敛，

∞

ｎ＝１

１
ｎｐｌｎｎ

发散，故收敛区间为［－１，１）；

当ｐ＞１时，注意到 １
ｎｐｌｎｎ＜ １

ｎｐ
，（ｎ≥２），由 

∞

ｎ＝１

１
ｎｐ

收敛，故
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ

ｎｐｌｎｎ
，

∞

ｎ＝２

１
ｎｐｌｎｎ

均收敛，因此收敛区间为

［－１，１］．

例９３０　 求 
∞

ｎ＝１

１
２ｎ＋１

１－ｘ
１＋（ ）ｘ

ｎ

的收敛区间．

解 　 可先令ｔ＝１－ｘ
１＋ｘ

，讨论 
∞

ｎ＝１

ｔｎ

２ｎ＋１
的收敛区间．

由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
２ｎ＋３

１
２ｎ＋１

＝１，故收敛半径为Ｒ＝１．

当ｔ＝１时，
∞

ｎ＝１

１
２ｎ＋１

发散；当ｔ＝－１时，
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

２ｎ＋１
收敛．

因此，当 －１≤ｔ＜１，即 －１≤１－ｘ
１＋ｘ＜１，亦即ｘ＞０时，原级数收敛，从而所求收敛域为（０，＋∞）．

例９３１　 求 
∞

ｎ＝１

３ｎ ＋（－２）ｎ

ｎ
（ｘ＋１）ｎ 的收敛区间．

解 　 先令ｔ＝ｘ＋１，讨论 
∞

ｎ＝１

３ｎ＋（－２）ｎ

ｎ ｔｎ 的收敛区间，由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

３ｎ＋１＋（－２）ｎ＋１

ｎ＋１
３ｎ＋（－２）ｎ

ｎ

＝３，

故收敛半径Ｒ＝ １
３

，当ｔ＝－ １
３

时，
∞

ｎ＝１

３ｎ＋（－２）ｎ

ｎ －（ ）１
３

ｎ

＝ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ ＋ １
ｎ （ ）２

３［ ］ｎ

．

由 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ
，

∞

ｎ＝１

１
ｎ （ ）２

３

ｎ

收敛，故 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ＋ （ ）２
３

ｎ

ｎ
收敛．

当ｔ＝ １
３

时，
∞

ｎ＝１

３ｎ＋（－２）ｎ

ｎ （ ）１
３

ｎ

＝ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ ＋ １

ｎ －（ ）２
３［ ］ｎ

．

由 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散，
∞

ｎ＝１

１
ｎ －（ ）２

３

ｎ

收敛，故 
∞

ｎ＝１

１＋ －（ ）２
３

ｎ

ｎ
发散．这样，由－１

３ ≤ｔ＜ １
３

，即－１
３ ≤ｘ＋１

＜ １
３

，亦即 － ４
３ ≤ｘ＜－ ２

３
，因此，原级数的收敛区间为 － ４

３
，－２［ ）３ ．

例９３２　 求 
∞

ｎ＝１

ｘｎ

ｎ
的收敛区间，并求其和函数．

解 　 由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ＋１
１
ｎ

＝１，故收敛半径Ｒ＝１，

—４２２—
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当ｘ＝１时，
∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散；当ｘ＝－１时，
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １

ｎ
收敛，故收敛区间为［－１，１）；当ｘ∈ ［－１，１）时，设

Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

ｘｎ

ｎ
，在（－１，１）内逐次求导．

Ｓ′（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

ｘｎ（ ）ｎ ′＝ 
∞

ｎ＝１
ｘｎ－１，

由于 
∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ １

１－ｘ
，｜ｘ｜＜１，故Ｓ′（ｘ）＝ １

１－ｘ．

等式两端积分：

∫
ｘ

０
Ｓ′（ｘ）ｄｘ＝Ｓ（ｘ）－Ｓ（０）＝∫

ｘ

０

１
１－ｘｄｘ＝－ｌｎ（１－ｘ），

由于Ｓ（０）＝０，故Ｓ（ｘ）＝－ｌｎ（１－ｘ），ｘ∈ ［－１，１）．

例９３３　 求幂级数 
∞

ｎ＝０
（２ｎ＋１）ｘｎ 的收敛区间，并求其和函数．

解 　 由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｎ＋３
２ｎ＋１ ＝１，故收敛半径Ｒ＝１，当｜ｘ｜＝１时，级数的一般项不趋于零，故

级数发散，这样幂级数的收敛域为（－１，１）．

当ｘ∈ （－１，１）时，设Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
（２ｎ＋１）ｘｎ，由 

∞

ｎ＝０
２ｎｘｎ ＝２ｘ

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１，可设Ａ（ｘ）＝ 

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１，逐项积分

∫
ｘ

０
Ａ（ｘ）ｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１
ｎ∫

ｘ

０
ｘｎ－１ｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１
ｘｎ ＝ ｘ

１－ｘ
，

等式两端对ｘ求导：

Ａ（ｘ）＝ ｘ
１－（ ）ｘ′＝ １

（１－ｘ）２

这样， 
∞

ｎ＝０
２ｎｘｎ ＝ ２ｘ

（１－ｘ）２
，

又， 
∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ １

１－ｘ
，（｜ｘ｜＜１），

故 
∞

ｎ＝０
（２ｎ＋１）ｘｎ ＝ 

∞

ｎ＝０
２ｎｘｎ＋ 

∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ ２ｘ

（１－ｘ）２ ＋ １
１－ｘ＝ １＋ｘ

（１－ｘ）２
，（｜ｘ｜＜１）．

例９３４　 求幂级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ·２ｎｘ

ｎ－１ 的收敛区间，并求其和函数．

解 　 由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
（ｎ＋１）２ｎ＋１

１
ｎ２ｎ

＝ １
２

，故收敛半径Ｒ＝２．

当ｘ＝２时，
∞

ｎ＝１

１
２ｎ

发散；

当ｘ＝－２时，
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

２ｎ
收敛，故收敛区间为［－２，２）；

当ｘ∈ ［－２，２）时，设Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ·２ｎ·ｘｎ－１；

当ｘ≠０时，ｘＳ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｎｘ

ｎ ＝ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

ｘ（ ）２

ｎ

，

逐次求导： （ｘＳ（ｘ））′＝ １
２ 

∞

ｎ＝１

ｘ（ ）２

ｎ－１

＝ １
２

· １

１－ ｘ
２

＝ １
２－ｘ

，
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两端积分： ∫
ｘ

０
（ｘＳ（ｘ））′ｄｘ＝ｘＳ（ｘ）＝∫

ｘ

０

１
２－ｘｄｘ＝ｌｎ２－ｌｎ（２－ｘ）＝－ｌｎ １－ ｘ（ ）２

，

故 Ｓ（ｘ）＝
－ｌｎ １－ ｘ（ ）２

ｘ ．

当ｘ＝０时，显然Ｓ（０）＝ １
２

，所以


∞

ｎ＝１

１
ｎ·２ｎｘ

ｎ－１ ＝

１
２　，　ｘ＝０；

－
ｌｎ １－ ｘ（ ）２

ｘ 　，　－２≤ｘ＜０或０＜ｘ＜２

烅

烄

烆 ．

例９３５　 求 
∞

ｎ＝１

ｎ
ｎ＋１ｘ

ｎ 在其收敛域｜ｘ｜＜１中的和函数．

解 　 当｜ｘ｜＜１时，设Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

ｎ
ｎ＋１ｘ

ｎ ＝ 
∞

ｎ＝１
１－ １

ｎ＋［ ］１ ｘｎ，由 
∞

ｎ＝１
ｘｎ ＝ ｘ

１－ｘ
，及当ｘ≠０时，


∞

ｎ＝１

ｘｎ

ｎ＋１＝ １
ｘ 

∞

ｎ＝１

ｘｎ＋１

ｎ＋１＝ １
ｘ∫

ｘ

０

∞

ｎ＝１
ｘ（ ）ｎ ｄｘ　　　　

＝ １
ｘ∫

ｘ

０

ｘ
１－ｘｄｘ＝ １

ｘ
（－ｘ－ｌｎ（１－ｘ）），

故 Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

ｎ
ｎ＋１ｘ

ｎ ＝ ｘ
１－ｘ－ １

ｘ
（－ｘ－ｌｎ（１－ｘ））

＝ １
１－ｘ＋ １

ｘｌｎ（１－ｘ），ｘ≠０．

又，Ｓ（０）＝０，这样


∞

ｎ＝１

ｎ
ｎ＋１ｘ

ｎ ＝
１

１－ｘ＋ １
ｘｌｎ（１－ｘ）， ｘ≠０；

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．

例９３６　 求级数 
∞

ｎ＝１
ｎ２

ｎ
２ｘ３ｎ－１ 的收敛区间及和函数．

解 　 所讨论的幂级数有缺项，故直接用比值法来讨论其收敛区间．

由 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１（ｘ）
ｕｎ（ｘ） ＝槡２｜ｘ３｜，当槡２｜ｘ３｜＜１，即｜ｘ｜＜ １

６
槡２

时，级数收敛；

当｜ｘ｜≥ １
６
槡２

时，级数一般项不趋于零，故级数发散，这样其收敛区间为 － １
６
槡２

，１６
槡（ ）２

．

当ｘ∈ － １
６
槡２

，１６
槡（ ）２

时，设Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｎ２

ｎ
２ｘ３ｎ－１，逐项积分：

∫
ｘ

０
Ｓ（ｘ）ｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１

ｎ
３ｎ

·２
ｎ
２ｘ３ｎ ＝ １

３ 
∞

ｎ＝１
（槡２ｘ３）ｎ ＝ １

３
· 槡２ｘ３

１－槡２ｘ３
，

等式两端求导： Ｓ（ｘ）＝ 槡２
３

ｘ３

１－槡２ｘ（ ）３

′
＝ 槡２ｘ２

（１－槡２ｘ３）２
．

例９３７　 求幂级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ ２ｎ

（２ｎ－１）！ｘ
２ｎ－１ 的收敛区间及和函数．

解 　 由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１（ｘ）
ｕｎ（ｘ） ＝０，故收敛半径Ｒ＝＋∞，即收敛区间为（－∞，＋∞）．
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当ｘ∈ （－∞，＋∞）时，设Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ ２ｎ

（２ｎ－１）！ｘ
２ｎ－１，逐项积分：

∫
ｘ

０
Ｓ（ｘ）ｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１
（２ｎ－１）！ｘ

２ｎ ＝ｘ
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ ｘ２ｎ－１

（２ｎ－１）！＝ｘｓｉｎｘ，

等式两边求导得

Ｓ（ｘ）＝ （ｘｓｉｎｘ）′＝ｓｉｎｘ＋ｘｃｏｓｘ，ｘ∈ （－∞，＋∞）．

注 　 从例９３７可以看到在求幂级数的和函数时有时也会用到某些基本初等函数的幂级数展开式．

例９３８　 求幂级数 
∞

ｎ＝１
ｎ２ｘｎ－１ 的收敛域及在收敛区间内的和函数，并计算 

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｎ２

２ｎ－１．

解 　 由ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（ｎ＋１）２

ｎ２ ＝１，故收敛半径为Ｒ＝１，当｜ｘ｜≥１时，级数一般项不趋于零，故

级数发散，因此级数收敛区间为（－１，１）．

当ｘ∈ （－１，１）时，设Ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｎ２ｘｎ－１，逐项积分：

∫
ｘ

０
Ｓ（ｘ）ｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ ＝ｘ

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１，　　　　

又， 
∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１ ＝ 

∞

ｎ＝１
（ｘｎ）′＝ 

∞

ｎ＝１
ｘ（ ）ｎ ′＝ ｘ

１－（ ）ｘ′＝ １
（１－ｘ）２

，

故 ∫
ｘ

０
Ｓ（ｘ）ｄｘ＝ ｘ

（１－ｘ）２．　　　　

等式两边求导：

Ｓ（ｘ）＝
ｘ

（１－ｘ）［ ］２ ′＝ １＋ｘ
（１－ｘ）３

，

在级数中取ｘ＝－ １
２

，则


∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ ｎ２

２ｎ－１ ＝
１－ １

２

１＋（ ）１
２

３ ＝ ４
２７．

例９３９　 求级数 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ（ｎ２－ｎ＋１）
２ｎ 的和．

解 　 级数 
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ｎ２－ｎ＋１）（ ）１

２

ｎ

可认为是幂级数 
∞

ｎ＝０
（ｎ２－ｎ＋１）ｘｎ 在ｘ＝－ １

２
时的值，因此可

以先求出幂级数 
∞

ｎ＝０
（ｎ２－ｎ＋１）ｘｎ 的和函数ｓ（ｘ），然后计算ｓ －（ ）１

２
得解．

对于 
∞

ｎ＝０
（ｎ２－ｎ＋１）ｘｎ，由于ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝１，故收敛半径Ｒ＝１，即当｜ｘ｜＜１时，级数收敛．

当｜ｘ｜＜１时，设ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝０
（ｎ２－ｎ＋１）ｘｎ ＝ 

∞

ｎ＝０
［（ｎ２－ｎ）ｘｎ＋ｘｎ］，由


∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ １

１－ｘ
，

而 
∞

ｎ＝０
ｎ（ｎ－１）ｘｎ ＝ｘ２

∞

ｎ＝２
ｎ（ｎ－１）ｘｎ－２ ＝ｘ２ 

∞

ｎ＝２
ｘ（ ）ｎ ″

＝ｘ２ ｘ２

１－（ ）ｘ″＝ ２ｘ２

（１－ｘ）３
（｜ｘ｜＜１），

因此 ｓ（ｘ）＝ １
１－ｘ＋ ２ｘ２

（１－ｘ）３
，（｜ｘ｜＜１）．
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这样 ｓ －（ ）１
２ ＝ １

１＋ １
２

＋
２× －（ ）１

２

２

１＋（ ）１
２

３ ＝２２
２７

，

即 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ（ｎ２－ｎ＋１）
２ｎ ＝２２

２７．

例９４０　 求级数 
∞

ｎ＝２

１
（ｎ２－１）２ｎ 的和．

解 　 同上题一样，先考虑 
∞

ｎ＝２

１
ｎ２－１

ｘｎ 的和函数，首先可知当｜ｘ｜＜１时，级数收敛；

设｜ｘ｜＜１时，ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝２

１
ｎ２－１

ｘｎ ＝ 
∞

ｎ＝２

１
２

１
ｎ－１－ １

ｎ＋（ ）１ ｘｎ，

考虑 　　　　　　
∞

ｎ＝２

ｘｎ

ｎ－１＝ｘ
∞

ｎ＝２

ｘｎ－１

ｎ－１

＝ｘ∫
ｘ

０

∞

ｎ＝２
ｘｎ－２ｄｘ＝ｘ∫

ｘ

０

１
１－ｘｄｘ＝－ｘｌｎ（１－ｘ），


∞

ｎ＝２

ｘｎ

ｎ＋１＝ １
ｘ 

∞

ｎ＝２

ｘｎ＋１

ｎ＋１＝ １
ｘ∫

ｘ

０

∞

ｎ＝２
ｘｎｄｘ＝ １

ｘ∫
ｘ

０

ｘ２

１－ｘｄｘ＝ １
ｘ －ｘ２

２ －ｘ－ｌｎ（１－ｘ［ ］）

＝－ ｘ
２ －１－ｌｎ（１－ｘ）

ｘ
，（ｘ≠０）

于是 ｓ（ｘ）＝ １
２ －ｘｌｎ（１－ｘ）＋ ｘ

２ ＋１＋ｌｎ（１－ｘ）［ ］ｘ

＝２＋ｘ
４ ＋１－ｘ２

２ｘ ｌｎ（１－ｘ），（｜ｘ｜＜１，且ｘ≠０）．

因此， 
∞

ｎ＝２

１
（ｎ２－１）２ｎ ＝ｓ（ ）１

２ ＝ ５
８ ＋ ３

４ｌｎ１
２ ＝ ５

８ － ３
４ｌｎ２．

例９４１　 求下列级数的和：

（１）
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ－１）（２ｎ＋１）；　　（２）

∞

ｎ＝１

ｎ
（ｎ＋１）！．

解 　（１）直接利用级数的收敛定义求和．

由于 ｕｎ ＝ １
（２ｎ－１）（２ｎ＋１）＝ １

２
１

２ｎ－１－ １
２ｎ＋（ ）１

，

于是 ｓｎ ＝ １
２

１－ １
３ ＋ １

３ － １
５ ＋ １

５ － １
７ ＋…＋ １

２ｎ－１－ １
２ｎ＋（ ）１ ＝ １

２
１－ １

２ｎ＋（ ）１
，

这样 ｓ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓｎ ＝ １
２

，故 
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ－１）（２ｎ＋１）＝ １

２

（２）由于 ｕｎ ＝ ｎ
（ｎ＋１）！＝ １

ｎ！－ １
（ｎ＋１）！

，

于是 ｓｎ ＝ １－ １
２（ ）！ ＋ １

２！－ １
３（ ）！ ＋…＋ １

ｎ！－ １
（ｎ＋１）（ ）！ ＝１－ １

（ｎ＋１）！
，

这样，ｓ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ ＝１即为级数 
∞

ｎ＝１

ｎ
（ｎ＋１）！

的和．

例９４２　 已知级数 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ａｎ ＝２，

∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１ ＝５，求级数 

∞

ｎ＝１
ａｎ 的和．

解 　 设 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ａｎ 的部分和为Ａｎ，则Ａ２ｎ ＝ａ１－ａ２＋ａ３＋…＋（－１）２ｎ－１ａ２ｎ，


∞

ｎ＝１
ａ２ｎ－１ 的部分和为Ｂｎ，则Ｂｎ ＝ａ１＋ａ３＋…＋ａ２ｎ－１，
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设 
∞

ｎ＝１
ａｎ 的部分和为ｓｎ，则ｓ２ｎ ＋Ａ２ｎ ＝２Ｂｎ，即

ｓ２ｎ ＝２Ｂｎ －Ａ２ｎ，

故 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓ２ｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

（２Ｂｎ －Ａ２ｎ）＝２ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｂｎ －ｌｉｍ
ｎ→∞

Ａ２ｎ ＝２×５－２＝８，

即 
∞

ｎ＝１
ａｎ ＝８．

例９４３　 已知ｆｎ（ｘ）满足

ｆ′ｎ（ｘ）＝ｆｎ（ｘ）＋ｘｎ－１ｅｘ　（ｎ为正整数），

且ｆｎ（１）＝ ｅ
ｎ

，求函数项级数 
∞

ｎ＝１
ｆｎ（ｘ）之和

解 　 由已知条件可见

ｆ′ｎ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）＝ｘｎ－１ｅｘ，

其通解为

ｆｎ（ｘ）＝ｅ∫ｄｘ∫ｘｎ－１ｅｘｅ
－∫ｄｘ

ｄｘ＋（ ）Ｃ ＝ｅｘ ｘｎ

ｎ ＋（ ）Ｃ ．

由条件ｆｎ（１）＝ ｅ
ｎ

，得Ｃ＝０，故ｆｎ（ｘ）＝ｘｎｅｘ

ｎ ．从而


∞

ｎ＝１
ｆｎ（ｘ）＝ 

∞

ｎ＝１

ｘｎｅｘ

ｎ ＝ｅｘ
∞

ｎ＝１

ｘｎ

ｎ

记ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１

ｘｎ

ｎ
，其收敛域为［－１，１），当ｘ∈ （－１，１）时，有

ｓ′（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｘｎ－１ ＝ １

１－ｘ
，

ｓ（ｘ）＝∫
ｘ

０

ｄｔ
１－ｔ＝－ｌｎ（１－ｘ）．

当ｘ＝－１时，
∞

ｎ＝１
ｆｎ（ｘ）＝－ｅ－１ｌｎ２

于是，当 －１≤ｘ＜１时，有 
∞

ｎ＝１
ｆｎ（ｘ）＝－ｅｘｌｎ（１－ｘ）．

例９４４　 求幂级数１＋ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎｘ

２ｎ

２ｎ
（｜ｘ｜＜１）的和函数ｆ（ｘ）及其极值

解 　ｆ′（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎｘ２ｎ－１ ＝－ ｘ

１＋ｘ２

上式两边从０到ｘ积分，得

ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝－∫
ｘ

０

ｔ
１＋ｔ２ｄｔ＝－ １

２ｌｎ（１＋ｘ２）．

由ｆ（０）＝１，得

ｆ（ｘ）＝１－ １
２ｌｎ（１＋ｘ２），　（｜ｘ｜＜１）．

令ｆ′（ｘ）＝０，求得惟一驻点ｘ＝０．由于

ｆ″（ｘ）＝－ １－ｘ２

（１＋ｘ２）２
，ｆ″（０）＝－１＜０，

可见ｆ（ｘ）在ｘ＝０处取得极大值，且极大值为ｆ（０）＝１．

例９４５　 求级数 
∞

ｎ＝１

２－槡ｎ

ｎ
３＋２ｘ
３－（ ）ｘ

ｎ

的收敛域

—９２２—
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解 　 令 ３＋２ｘ
３－ｘ ＝ ｙ， 则 原 级 数 变 为 幂 级 数 

∞

ｎ＝１

２－槡ｎ

ｎｙｎ， 于 是 收 敛 半 径 Ｒ ＝ １

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

２－槡ｎ

ｎ
·ｎ＋１
２－ ｎ＋槡（ ）１ ＝１当ｙ＝±１时幂级数 变 为 数 项 级 数 

∞

ｎ＝１
（±１）ｎ２－槡ｎ

ｎ
，这 是 收 敛 级 数 因 为ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２－槡ｎ

１
ｎ２

＝０，由比较判别法知 
∞

ｎ＝１
ｕｎ 与 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 同收敛

故级数 
∞

ｎ＝１

２－槡ｎ

ｎｙｎ 的收敛域为闭区间［－１，１］ 因而由

－１≤３＋２ｘ
３－ｘ ≤１，

解得 －６≤ｘ≤０，所以原级数的收敛域为［－６，０］

例９４６　 求级数 
∞

ｎ＝０

ｘ２ｎ

ｘ２ｎ＋１ －１
的和函数，（｜ｘ｜＜１）

解 ｘ２ｎ

ｘ２ｎ＋１ －１
＝

（ｘ２ｎ ＋１）－１
（ｘ２ｎ ＋１）（ｘ２ｎ －１）

＝ １
ｘ２ｎ －１

－ １
ｘ２ｎ＋１ －１

，

ｓＮ ＝ 
Ｎ

ｎ＝０

ｘ２ｎ

ｘ２ｎ＋１ －１
＝ 

Ｎ

ｎ＝０

１
ｘ２ｎ －１

－ １
ｘ２ｎ＋１ －（ ）１

＝ １
ｘ－１－ １

ｘ２ｎ＋１ －１
，

所以


∞

ｎ＝０

ｘ２ｎ

ｘ２ｎ＋１ －１
＝ｌｉｍ

Ｎ→∞
ｓＮ ＝ １

ｘ－１＋１＝ ｘ
ｘ－１．

例９４７　 求幂级数 
∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
２ｎｎ！

ｘｎ 的收敛域和和函数

解法１　ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（ｎ＋１）２＋１
２ｎ＋１（ｎ＋１）！

·２ｎ·ｎ！

ｎ２＋１ ＝０

所以收敛半径Ｒ＝＋∞，即收敛域为（－∞，＋∞）

　　
∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
２ｎ·ｎ！

ｘｎ ＝ 
∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
ｎ！

ｘ（ ）２

ｎ

＝ 
∞

ｎ＝０

ｎ（ｎ－１）＋ｎ＋１
ｎ！

ｘ（ ）２

ｎ

令 ｘ
２ ＝


ｔ


∞

ｎ＝０

ｎ（ｎ－１）
ｎ！ ＋ ｎ

ｎ！＋ １
ｎ［ ］！ｔｎ

＝ 
∞

ｎ＝１

ｎ（ｎ－１）
ｎ！ ｔｎ＋ 

∞

ｎ＝１

１
（ｎ－１）！ｔ

ｎ＋ 
∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｔ

ｎ．

＝ 
∞

ｎ＝２

１
（ｎ－２）！ｔ

ｎ＋ 
∞

ｎ＝１

１
（ｎ－１）！ｔ

ｎ＋ 
∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｔ

ｎ

＝ｔ２·ｅｔ＋ｔ·ｅｔ＋ｅｔ ＝ （ｔ２＋ｔ＋１）ｅｔ，（－∞ ＜ｔ＜＋∞）．

所以 
∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
２ｎｎ！

ｘｎ ＝ ｘ２

４ ＋ ｘ
２ ＋（ ）１ ｅ

ｘ
２ ，　　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

解法２　 收敛域同上 已知

ｅｘ ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋…＋ｘｎ

ｎ！＋…　　（－∞，＋∞）

ｅ
ｘ
２ ＝１＋ ｘ

２ ＋ １
２！

ｘ（ ）２

２

＋…＋ １
ｎ！

ｘ（ ）２

ｎ

＋… ＝ 
∞

ｎ＝０

１
２ｎｎ！

ｘｎ．

—０３２—
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于是 　　　　　ｘｅ
ｘ
２ ＝ 

∞

ｎ＝０

１
２ｎｎ！

ｘｎ＋１，

ｘｅ
ｘ

（ ）２ ′ ＝ 
∞

ｎ＝０

ｎ＋１
２ｎｎ！

ｘｎ，

ｘ２ｅ
ｘ

（ ）２ ″ ＝ 
∞

ｎ＝０

（ｎ＋２）（ｎ＋１）
２ｎｎ！

ｘｎ，　（－∞，＋∞）

因为 
∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
２ｎ·ｎ！

ｘｎ ＝ 
∞

ｎ＝０

（ｎ＋２）（ｎ＋１）
２ｎ·ｎ！

－３·ｎ＋１
２ｎ·ｎ！

＋２· １
２ｎ·ｎ［ ］！

ｘｎ

＝ ｘ２ｅ
ｘ

（ ）２ ″－３ ｘｅ
ｘ

（ ）２ ′＋２ｅ
ｘ
２ ．

所以 
∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
２ｎ·ｎ！

ｘｎ ＝ ｘ２

４ ＋ ｘ
２ ＋（ ）１ ｅ

ｘ
２ ，　（－∞，＋∞）．

例９４８　 求下列幂级数的收敛域：

（１）
∞

ｎ＝１

ｘｎ

ａｎ ＋ｂｎ（ａ＞０，ｂ＞０）；　　　 （２）
∞

ｎ＝１

ｘｎ

ｂ槡ｎ
（ｂ＞０）；

（３）
∞

ｎ＝１

１

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ

ｘｎ； （４）
∞

ｎ＝１

２ｎ ＋（－１）ｎ

ｎ
（ｘ－１）ｎ．

解 　（１）不妨设 ｍａｘ（ａ，ｂ）＝ａ，则

Ｒ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ
｜ａｎ槡 ｜

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ａｎ ＋ｂ槡 ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ａ

ｎ

１＋ ｂ（ ）ａ槡
ｎ

＝ａ．

在ｘ＝ａ处，由于

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ

ａｎ ＋ｂｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１

１＋ ｂ（ ）ａ

ｎ ≠０，

则原级数在ｘ＝ａ处发散，同理可知原级数在ｘ＝－ａ处也发散 故原级数收敛域为｜ｘ｜＜ ｍａｘ（ａ，ｂ）．

（２）Ｒ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｂ槡ｎ）
１
ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂ

１
槡ｎ ＝１．

当ｘ＝±１时，级数变成 
∞

ｎ＝１

（±１）ｎ

ｂ槡ｎ


① 若０＜ｂ≤１，由于这时ｌｉｍ
ｎ→∞

（±１）ｎ

ｂ槡ｎ ≠０，则级数发散

② 若ｂ＞１时，考虑绝对值级数 
＋∞

ｎ＝１

１
ｂ槡ｎ

，

由于
２ｌｏｇｂｎ
槡ｎ

＝０，从而ｎ充分大时有２ｌｏｇｂｎ＜槡ｎ，则

１
ｂ槡ｎ ＜ １

ｂ２ｌｏｇｂｎ
＝ １

ｎ２．

故 
∞

ｎ＝１

１
ｂ槡ｎ

收敛，综上所述当０＜ｂ≤１时，原幂级数的收敛域为（－１，１），当ｂ＞１时，原 幂 级 数 的 收 敛 域 为

［－１，１］

（３）Ｒ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ

ａｎ＋１
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ ＋ １
ｎ＋１

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ

＝１，

—１３２—
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或 　　　　　
ｎ
ａ槡ｎ ＝

ｎ
１

１＋ １
２ ＋…＋ １槡 ｎ

，

＝ １
ｎ
槡ｎ

＝
ｎ

１
１＋１＋…＋槡 １≤

ｎ
ａ槡ｎ ≤

ｎ
１

１
ｎ ＋ １

ｎ ＋…＋ １槡 ｎ

＝１，

又 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
槡ｎ ＝１，

则 Ｒ＝１

在ｘ＝－１处，原级数变为 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ

，由于 １

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ

单调减少趋于零，则原级数在ｘ

＝－１处收敛

在ｘ＝１处，原级数为 
∞

ｎ＝１

１

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ

，

又 １

１＋ １
２ ＋…＋ １

ｎ

＞ １
１＋１＋…＋１＝ １

ｎ
，

则原级数在ｘ＝１处发散，故原幂级数的收敛域为 －１≤ｘ＜１．

（４）ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｎ＋１＋（－１）ｎ＋１

ｎ＋１
· ｎ
２ｎ ＋（－１）ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２－ －（ ）１
２

ｎ

１＋ －（ ）１
２

ｎ·
１

１＋ １
ｎ

＝２．

Ｒ＝ １
２

，

在ｘ－１＝ １
２

处，原级数为 
∞

ｎ＝１

２ｎ＋（－１）ｎ

ｎ －（ ）１
２

ｎ

又 ２ｎ ＋（－１）ｎ

ｎ －（ ）１
２

ｎ

＝
（－１）ｎ

ｎ ＋ １
ｎ２ｎ，

显然，
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ
与 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｎ 都收敛，则原幂级数在ｘ－１＝－ １

２
收敛

在ｘ－１＝ １
２

处，原级数为 
∞

ｎ＝１

２ｎ＋（－１）ｎ

ｎ （ ）１
２

ｎ

．

２ｎ＋（－１）ｎ

ｎ （ ）１
２

ｎ

＝ １
ｎ －

（－１）ｎ

ｎ２ｎ ．

又，级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散，
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ２ｎ 收敛，则原幂级数在ｘ－１＝ １
２

处发散

则收敛域为 － １
２ ≤ｘ－１＜ １

２
，即１

２ ≤ｘ＜ ３
２．

例９４９　 试求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ａ ＋ ２

ａ２ ＋…＋ ｎ
ａ（ ）ｎ ，其中ａ＞１．

解 　 考虑幂级数 
∞

ｎ＝１
ｎｘｎ

设ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｎｘｎ，

则 ｓ（ｘ）＝ｘ
∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１ ＝ｘ 

∞

ｎ＝０
ｘ（ ）ｎ ′ ＝ｘ １

１－（ ）ｘ
′

＝ ｘ
（１－ｘ）２

，－１＜ｘ＜１．

—２３２—
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故 ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ａ ＋ ２

ａ２ ＋…＋ ｎ
ａ（ ）ｎ ＝ｓ １（ ）ａ ＝

１
ａ

１－ １（ ）ａ

２ ＝ ａ
（１－ａ）２．

３．将函数展开成幂级数

将函数展开成幂级数一般有两种方法 ——— 直接展开法和间接展开法．直接展开法的基本步骤为：① 求

出函数ｆ（ｘ）的各阶导数ｆ
（ｎ）（ｘ）及其在ｘ＝０处的值ｆ

（ｎ）（０），写出 
∞

ｎ＝０

ｆ
（ｎ）（０）
ｎ！ ｘｎ 的表达式并求出它的收敛

半径Ｒ；② 考察ｘ∈ （－Ｒ，Ｒ）时ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｒｎ（ｘ）是否为零，如果为零，则所写出的幂级数就是ｆ（ｘ）的幂级数展开

式．间接展开法就不必求ｆ（ｘ）的各阶导数及讨论余项Ｒ（ｘ），因此较为便捷．它主要是利用常用函数的展开

式，通过逐项求导、逐项积分和四则运算等变换而得出结果．因此，解题时尽量使用间接展开法，考生可以从

下面的例子中熟悉各种函数间接展开的步骤．
例９５０　 将下列函数展开成ｘ的幂级数（麦克劳林级数）

（１）ｅ
ｘ －ｅ－ｘ

２
；　　　　　 （２） １

ｘ２－３ｘ＋２
；

（３）ａｒｃｔａｎｘ２； （４）（ｘ＋１）［ｌｎ（ｘ＋１）－１］；

（５）ａｒｃｔａｎ４＋ｘ２

４－ｘ２； （６）１
４ｌｎ１＋ｘ

１－ｘ＋ １
２ａｒｃｔａｎｘ－ｘ．

解 　（１）由于ｅｘ ＝ 
∞

ｎ＝０

ｘｎ

ｎ！
，ｅ－ｘ ＝ 

∞

ｎ＝０

（－１）ｎｘｎ

ｎ！ 　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）

故 ｓｈｘ＝ １
２

（ｅｘ －ｅ－ｘ）＝ １
２ 

∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｘ

ｎ－ 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

ｎ！ ｘ（ ）ｎ

＝ １
２ 

∞

ｎ＝０
［１－（－１）ｎ］ｘ

ｎ

ｎ！＝ 
∞

ｎ＝０

ｘ２ｎ＋１

（２ｎ＋１）！
，　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）

（２）有理分式的间接展开必须先把它分解成部分分式，然后对最简分式逐一展开后合并．

１
ｘ２－３ｘ＋２

＝ １
（ｘ－２）（ｘ－１）＝ １

ｘ－２－ １
ｘ－１＝－ １

２
１

１－ ｘ
２

＋ １
１－ｘ

，

其中 １
１－ｘ＝ 

∞

ｎ＝０
ｘｎ（｜ｘ｜＜１），　　　　　　　　

１

１－ ｘ
２

＝ 
∞

ｎ＝０

ｘ（ ）２

ｎ

＝ 
∞

ｎ＝０

１
２ｎｘ

ｎ（｜ｘ｜＜２），　　　　

故 １
ｘ２－３ｘ＋２

＝－ １
２ 

∞

ｎ＝０

１
２ｎｘ

ｎ＋ 
∞

ｎ＝０
ｘｎ ＝ 

∞

ｎ＝０
１－ １

２ｎ＋（ ）１ ｘｎ，（｜ｘ｜＜１）

（３）由于 １
１＋ｘ＝ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘｎ（｜ｘ｜＜１），

故 １
１＋ｘ２ ＝ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘ２ｎ（｜ｘ｜＜１），

这样 ａｒｃｔａｎｘ＝∫
ｘ

０

１
１＋ｘ２ｄｘ＝∫

ｘ

０

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘ２ｎｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｘ２ｎ＋１

２ｎ＋１
，

因此 ａｒｃｔａｎｘ２ ＝ 
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘ４ｎ＋２

２ｎ＋１
，（｜ｘ｜≤１）．

注 　 上述级数在ｘ＝±１时是收敛的，ａｒｃｔａｎｘ２ 在ｘ＝±１处有定义且连续，故展开式对ｘ＝±１也是成

立的．

（４）因为ｌｎ（１＋ｘ）＝ 
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘｎ＋１

ｎ＋１
，（－１＜ｘ≤１），

—３３２—
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所以 （ｘ＋１）［ｌｎ（１＋ｘ）－１］＝ （ｘ＋１）
∞

ｎ＝０

（－１）ｎｘｎ＋１

ｎ＋１ －（ｘ＋１）＝－１＋ 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎｘｎ＋２

（ｎ＋１）（ｎ＋２）．

当ｘ＝±１时，左端级数均收敛，但左端函数在ｘ＝－１时无定义，这样展开式成立的区间仍为（－１，１］

（５）注意到ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ４＋ｘ２

４－ｘ２ 的导数ｆ′（ｘ）＝ ｘ
２

· １

１＋ ｘ（ ）２

４

由 １
１＋ｘ＝ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘｎ（｜ｘ｜＜１），

故 ｆ′（ｘ）＝ ｘ
２

·
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘ（ ）２

４ｎ

＝ 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２４ｎ＋１ ｘ４ｎ＋１｜ｘ｜＜２，

这样 ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＝∫

ｘ

０

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２４ｎ＋１ ｘ４ｎ＋１ｄｘ＝ 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２４ｎ＋１ · １
（４ｎ＋２）ｘ

４ｎ＋２，

由ｆ（０）＝ π
４

，故ｆ（ｘ）＝ π
４ ＋ 

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２４ｎ＋２（２ｎ＋１）ｘ
４ｎ＋２（｜ｘ｜＜２）

（６） ｆ′（ｘ）＝ １
４ｌｎ１＋ｘ

１－ｘ＋ １
２ａｒｃｔａｎｘ－（ ）ｘ

′
＝ １

４
１

１＋ｘ＋ １
１－（ ）ｘ ＋ １

２
１

１＋ｘ２ －１

＝ １
１－ｘ４ －１＝ 

∞

ｎ＝０
ｘ４ｎ －１＝ 

∞

ｎ＝１
ｘ４ｎ（｜ｘ｜＜１），

故 ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＝０＋∫

ｘ

０

∞

ｎ＝１
ｘ４ｎｄｘ＝ 

∞

ｎ＝１

ｘ４ｎ＋１

４ｎ＋１
，（｜ｘ｜＜１）．

例９５１　 将函数ｆ（ｘ）＝ １
３－ｘ

在点ｘ ＝１处展开成幂级数，并求 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１ ．

解 １
３－ｘ＝ １

２－（ｘ－１）＝ １
２

· １

１－ｘ－１
２

＝ １
２ 

∞

ｎ＝０

ｘ－１（ ）２

ｎ

＝ 
∞

ｎ＝０

（ｘ－１）ｎ

２ｎ＋１
，

由 ｘ－１
２ ＜１，可得展开式成立的区间为（－１，３）．

令ｘ＝０，则得 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１ ＝ １
３－ｘ ｘ＝０

＝ １
３．

例９５２　 将ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘ展开 ｘ－ π（ ）４
的幂级数．

解 　 注意到ｃｏｓｘ＝ｃｏｓ π
４ ＋ｘ－ π（ ）４ ＝ｃｏｓπ

４ｃｏｓｘ－ π（ ）４ －ｓｉｎπ
４ｓｉｎ ｘ－ π（ ）４

＝ 槡２
２ ｃｏｓｘ－ π（ ）４ －ｓｉｎ ｘ－ π（ ）［ ］４

，

由 ｓｉｎｘ＝ 
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘ２ｎ＋１

（２ｎ＋１）！
，ｃｏｓｘ＝ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘ２ｎ

（２ｎ）！
（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

得 ｃｏｓｘ＝ 槡２
２ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ

ｘ－ π（ ）４

２ｎ

（２ｎ）！ － 
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ

ｘ－ π（ ）４

２ｎ＋１

（２ｎ＋１）
［ ］

！

＝ 槡２
２ １－ 

∞

ｎ＝０
（－１）

ｎ（ｎ＋（－１）ｎ

２

ｘ－ π（ ）４

ｎ＋１

（ｎ＋１）
［ ］

！
，ｘ∈ （－∞，＋∞）．

例９５３　 将函数 １
ｘ２＋４ｘ＋３

展开成（ｘ－１）的幂级数．
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解 　ｆ（ｘ）＝ １
ｘ２＋４ｘ＋３

＝ １
２

１
ｘ＋１－ １

ｘ＋（ ）３ ＝ １
２

１
２

· １

１＋ｘ－１
２

－ １
４

１

１＋ｘ－１［ ］
４

＝ １
２

１
２ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘ－１（ ）２［ ｎ

－ １
４ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ ｘ－１（ ）４ ］ｎ

＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ １

２ｎ＋２ － １
２２ｎ＋（ ）３ （ｘ－１）ｎ，

由

ｘ－１
４ ＜１

ｘ－１
２ ＜

烅
烄

烆 １
得到 －１＜ｘ＜３，故展开式成立的区间为 －１＜ｘ＜３．

例９５４　 将函数ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ１－２ｘ
１＋２ｘ

展开成ｘ 的幂级数，并求级数 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１
的和

解 　 因为

ｆ′（ｘ）＝－ ２
１＋４ｘ２ ＝－２

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ·４ｎｘ２ｎ，　ｘ∈ － １

２
，（ ）１
２ 

又，ｆ（０）＝ π
４

，所以

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ π

４ －２∫
ｘ

０

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ４ｎｔ２［ ］ｎ ｄｔ

＝ π
４ －２

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ４ｎ

２ｎ＋１ｘ２ｎ＋１，　ｘ∈ － １
２

，（ ）１
２ ．

因为级数 
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１
收敛，函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ １

２
处连续，所以

ｆ（ｘ）＝ π
４ －２

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ４ｎ

２ｎ＋１ｘ２ｎ＋１，　ｘ∈ － １
２

，（ ］１
２ ．

令ｘ＝ １
２

，得

ｆ（ ）１
２ ＝ π

４ －２
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ４ｎ

２ｎ＋１
· １
２２ｎ＋［ ］１ ．　　　　　

再由ｆ（ ）１
２ ＝０，得


∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１＝ π
４ －ｆ（ ）１

２ ＝ π
４．　　　　　

例９５５　 设 ｆ（ｘ）＝
１＋ｘ２

ｘ ａｒｃｔａｎｘ， ｘ≠０；

１， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．

试将ｆ（ｘ）展开成ｘ的幂级数，并求级数 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

１－４ｎ２ 的和

解 　 因 １
１＋ｘ２ ＝ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘ２ｎ，ｘ∈ （－１，１），故

ａｒｃｔａｎｘ＝∫
ｘ

０
（ａｒｃｔａｎｔ）′ｄｔ＝ 

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１ｘ
２ｎ＋１，

ｘ∈ ［－１，１］．于是

ｆ（ｘ）＝１＋ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

２ｎ＋１ｘ
２ｎ＋ 

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

２ｎ＋１ｘ
２ｎ＋２ ＝１＋ 

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

２ｎ＋１ｘ
２ｎ＋ 

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

２ｎ－１ｘ２ｎ
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＝１＋ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ２
１－４ｎ２ｘ

２ｎ，　ｘ∈ ［－１，１］，

因此 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

１－４ｎ２ ＝ １
２

［ｆ（１）－１］＝ π
４ － １

２　　　　　

例９５６　 将函数ｆ（ｘ）＝ １
（１＋ｘ）（１＋ｘ２）（１＋ｘ４）

展开为ｘ的幂级数

解 　 先将函数化简 由于

ｆ（ｘ）＝ １－ｘ
（１－ｘ）（１＋ｘ）（１＋ｘ２）（１＋ｘ４）＝ １－ｘ

１－ｘ８，　　　　　

已知

１
１－ｘ＝ 

∞

ｎ＝０
ｘｎ，　（－１，１）．　　　　　

故得

ｆ（ｘ）＝ （１－ｘ）（１＋ｘ８＋ｘ１６＋…＋ｘ８ｎ ＋…）　　　　　　

＝１－ｘ＋ｘ８－ｘ９＋ｘ１６－ｘ１７＋…＋ｘ８ｎ －ｘ８ｎ＋１＋…，（－１，１）．

例９５７　 求函数ｆ（ｘ）＝ｅｘｃｏｓｘ展开为ｘ 的幂级数
解 　 用直接展开法

ｆ′（ｘ）＝ｅｘ（ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ）＝槡２ｅｘｃｏｓｘ＋ π（ ）４
，　　　　　　

ｆ″（ｘ）＝槡２ｅｘ ｓｉｎ ｘ＋ π（ ）４ ＋ｃｏｓｘ＋ π（ ）［ ］４ ＝ （槡２）２ｅｘｓｉｎ ｘ＋２·π（ ）４
，

…

由数学归纳法可证得

ｆ
（ｎ）（ｘ）＝ （槡２）ｎｅｘｃｏｓｘ＋ｎπ（ ）４ ．

于是得

ｆ（０）＝１，ｆ
（ｎ）（０）＝ （槡２）ｎｃｏｓｎπ４

，　ｎ＝１，２，…

故得

ｅｘｃｏｓｘ＝１＋ 槡２ｃｏｓπ（ ）４ ｘ＋
（槡２）２

２！ｃｏｓ２π
４ｘ２＋…＋

（槡２）ｎ

ｎ！ｃｏｓｎπ４ｘｎ＋…，　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

即 ｅｘｃｏｓｘ＝ 
∞

ｎ＝０

２
ｎ
２ｃｏｓｎπ４
ｎ！ ｘｎ，　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

例９５８　 将ｆ（ｘ）＝ １＋ｘ
（１－ｘ）３

展开为ｘ为幂级数

解法１　ｆ（ｘ）＝２－（１－ｘ）
（１－ｘ）３ ＝ ２

（１－ｘ）３ － １
（１－ｘ）２

，

由于 １
１－（ ）ｘ

′
＝ １

（１－ｘ）２
，　

１
（１－ｘ）（ ）２

′
＝ ２

（１－ｘ）３
，

而 １
１－ｘ＝ 

∞

ｎ＝０
ｘｎ，　（｜ｘ｜＜１）

所以 １
（１－ｘ）２ ＝ 

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１， ２

（１－ｘ）３ ＝ 
∞

ｎ＝２
ｎ（ｎ－１）ｘｎ－２

—６３２—

第九章 　 无穷级数



故 ｆ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝２
ｎ（ｎ－１）ｘｎ－２－ 

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１　　　　　　　　　

＝ 
∞

ｎ＝１
（ｎ＋１）ｎｘｎ－１－ 

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１ ＝ 

∞

ｎ＝１
ｎ２ｘｎ－１，　（｜ｘ｜＜１）．

解法２　 由（１＋ｘ）α 的展开式知

１
（１－ｘ）３ ＝ （１－ｘ）－３ ＝１＋ 

∞

ｎ＝１

（－３）（－３－１）…（－３－ｎ＋１）
ｎ！

（－ｘ）ｎ

＝１＋ 
∞

ｎ＝１

（ｎ＋１）（ｎ＋２）
２ ｘｎ．

１＋ｘ
（１－ｘ）３ ＝ （１＋ｘ）· １

（１－ｘ）３．

其 ｘｎ－１ 项的系数为ｎ（ｎ＋１）
２ ＋

（ｎ－１）ｎ
２ ＝ｎ２．

则 １＋ｘ
（１－ｘ）３ ＝ 

∞

ｎ＝１
ｎ２ｘｎ－１，｜ｘ｜＜１．

例９５９　 求 １
（１－ｘ２） １－ｘ槡 ２

在ｘ０ ＝０处的幂级数，并求其收敛半径

解 　 １
（１－ｘ２） １－ｘ槡 ２

＝ （１－ｘ２）－
３
２

＝１－ ３
２

（－ｘ２）＋
－ ３

２ － ３
２ －（ ）１

２！
（－ｘ２）２＋…＋

－ ３
２ － ３

２ －（ ）１ … － ３
２ －ｎ＋（ ）１

ｎ！
（－ｘ２）ｎ＋…

＝ 
∞

ｎ＝０

（２ｎ＋１）！！

ｎ！
·１
２ｎｘ

２ｎ，

再求收敛半径，令ａｎ ＝
（２ｎ＋１）！！

ｎ！
·１
２ｎ ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（２ｎ＋３）！！
（ｎ＋１）！

· １
２ｎ＋１·

ｎ！２ｎ

（２ｎ＋１）！！＝ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｎ＋３
ｎ＋１

·１
２ ＝１，

即｜ｘ２｜＜１，

所以｜ｘ｜＜１，故级数收敛半径为１

例９６０　 将ｆ（ｘ）＝ ｘ２

（１＋ｘ２）２
展开为ｘ的幂级数

解法１　 由于
１

１＋ｘ（ ）２

′
＝－ ２ｘ

（１＋ｘ２）２
，

那么 ｆ（ｘ）＝ － １
２（ ）ｘ １

１＋ｘ（ ）２

′
，　　　　

而
１

１＋ｘ（ ）２

′
＝ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ２ｎｘ２ｎ－１，　　　　

则 ｆ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｎｘ２ｎ，　｜ｘ｜＜１．　　　　

解法２　 由（１＋ｘ）α 展开式知

１
（１＋ｘ２）２ ＝ （１＋ｘ２）－２ ＝１＋ 

∞

ｎ＝１

（－２）（－２－１）…（－２－ｎ＋１）
ｎ！

（ｘ２）ｎ
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＝１＋ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ（ｎ＋１）ｘ２ｎ，

ｘ２

（１＋ｘ２）２ ＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｎｘ２ｎ，　｜ｘ｜＜１．　　　　

解法３　 ｘ２

（１＋ｘ２）２ ＝ｘ２ １
１＋ｘ（ ）２

１
１＋ｘ（ ）２ ＝ｘ２ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘ２（ ）ｎ · 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘ２（ ）ｎ

＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｎｘ２ｎ，　｜ｘ｜＜１．

解法４　 利用待定系数法

设 ｘ２

（１＋ｘ２）２ ＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ ＋…，

则 ｘ２ ＝ （１＋ｘ２）２· 
∞

ｎ＝０
ａｎｘ（ ）ｎ ＝ （１＋２ｘ２＋ｘ４） 

∞

ｎ＝０
ａｎｘ（ ）ｎ

＝ａ０＋ａ１ｘ＋（２ａ０＋ａ２）ｘ２＋ａ３ｘ３＋（ａ０＋２ａ２＋ａ４）ｘ４＋…

　＋ａ２ｍ－１ｘ
２ｍ－１＋（ａ２ｍ－４＋２ａ２ｍ－２＋ａ２ｍ）ｘ２ｍ ＋…

易得 　ａ０ ＝０，ａ２ｍ－１ ＝０，ａ２ ＝１，ａ４ ＝－２，…，ａ２ｍ ＝ （－１）ｍ＋１ｍ，

故 ｘ２

（１＋ｘ２）２ ＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ＋１ｎｘ２ｎ，　｜ｘ｜＜１．

例９６１　 设

ｆ（ｘ）＝
ｓｉｎｘ
ｘ

， ｘ≠０；

１， ｘ＝０
烅
烄

烆 ．

求ｆ
（ｎ）（０），（ｎ＝１，２，…）．

解 　 由于ｓｉｎｘ＝ｘ－ｘ３

３！＋ｘ５

５！
…（－１）ｎ ｘ２ｎ＋１

（２ｎ＋１）！＋…，　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）

所以 ｓｉｎｘ
ｘ ＝１－ｘ２

３！＋ｘ４

５！－…＋（－１）ｎ ｘ２ｎ

（２ｎ＋１）！＋…，　（ｘ≠０）．

又当ｘ＝０时，上式中的幂级数和为１，则

ｆ（ｘ）＝１－ｘ２

３！＋ｘ４

４！－…＋（－１）ｎ ｘ２ｎ

（２ｎ＋１）！＋…，

故 ｆ
（２ｍ－１）（０）＝０．

ｆ
（２ｍ）（０）＝

（－１）ｍ
（２ｍ＋１）！

，　ｍ ＝１，２，…．

４．求函数傅立叶级数，并讨论其和函数

这部分的题目，解法是比较固定的，首先是求出ｆ（ｘ）的傅立叶系数并写出傅立叶级数，然后根据狄利克

雷定理讨论其和函数，要记住求傅立叶系数的公式及狄利克雷定理的内容，在解题时还要注意函数的定义域

是否需要延拓、函数的奇偶性、函数的周期等．

例９６２　 设ｆ（ｘ）是周 期 为２的 周 期 函 数，它 在（－１，１］上 的 定 义 为ｆ（ｘ）＝
２，－１＜ｘ≤０

ｘ３，０＜ｘ≤｛ １
，试 问

ｆ（ｘ）的傅立叶级数在ｘ＝－１处收敛于何值？

解 　 本题的目的是讨论傅立叶级 数 的 和 函 数 的 值，主 要 依 据 是 狄 利 克 雷 收 敛 定 理，因 此 不 必 去 计 算

ｆ（ｘ）的傅立叶系数．可以先作函数的图形（图９１），根据函数在ｘ＝－１处连续与否的情况，获得其傅立叶级

数的和函数的值，从图中可以看到ｘ＝－１为函数间断点，根据收敛定理和其傅立叶级数在ｘ＝－１处收敛于

１
２

［ｆ（－１－０）＋ｆ（－１＋０）］＝ １
２

［１＋２］＝ ３
２．
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图９１ 图９２

例９６３　 设函数ｆ（ｘ）＝ｘ２，０≤ｘ＜１，而ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｂｎｓｉｎｎπｘ，（－∞ ＜ｘ＜＋∞），其中ｂｎ ＝２∫

１

０
ｆ（ｘ）

·ｓｉｎｎπｘｄｘ，（ｎ＝１，２，…），求ｓ －（ ）１
２ ．

解 　 从ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
ｂｎｓｉｎｎπｘ，可以看出该级数是正弦级数．因此它是将ｆ（ｘ）＝ｘ２ 在［－１，０）内作奇延

拓，然后在［－１，１］外作周期延拓后所得的函数Ｆ（ｘ）的傅立叶级数．为此，作出Ｆ（ｘ）的图形（图９２）．可以

看到ｘ＝－ １
２

为Ｆ（ｘ）的连续点，这样

ｓ －（ ）１
２ ＝Ｆ －（ ）１

２ ＝ｆ（ ）１
２ ＝－ １

４．

例９６４　 设函数ｆ（ｘ）＝πｘ＋ｘ２（－π＜ｘ＜π）的傅立叶级数为
ａ０

２ ＋ 
∞

ｎ＝１
（ａｎｃｏｓｎｘ＋ｂｎｓｉｎｎｘ），求傅立

叶系数ｂ３．
解 　 利用公式，可得

ｂ３ ＝ １
π∫

π

π
ｆ（ｘ）ｓｉｎ３ｘｄｘ＝ １

π∫
π

－π
（πｘ＋ｘ２）ｓｉｎ３ｘｄｘ＝２∫

π

０
ｘｓｉｎ３ｘｄｘ＝２π

３．

例９６５　 将函数ｆ（ｘ）＝π２－ｘ２（－π≤ｘ≤π）展开成傅立叶级数．
解 　 将函数ｆ（ｘ）＝π２－ｘ２ 在［－π，π］外作周期延拓，注意到ｆ（ｘ）＝π２－ｘ２ 为偶函数，因此ｂｎ ＝０，

（ｎ＝１，２，…），

ａ０ ＝ ２
π∫

π

０
（π２－ｘ２）ｄｘ＝ ４

３π２，　　　　　　　　　　

ａｎ ＝ ２
π∫

π

０
（π２－ｘ２）ｃｏｓｎｘｄｘ＝４（－１）ｎ

ｎ２ ，（ｎ＝１，２，…）．

由于ｆ（ｘ）在［－π，π］上是连续的，并且ｆ（－π）＝ｆ（π），因此在区域［－π，π］上有

ｆ（ｘ）＝π２－ｘ２ ＝２π２

３ ＋４
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ２ ｃｏｓｎｘ．

例９６６　 在区间［０，２］上将函数ｆ（ｘ）＝
ｘ，０≤ｘ＜１；

２－ｘ，１≤ｘ≤２｛ ，
展开为余弦级数，并求级数 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ 的和．

解 　 首先将ｆ（ｘ）在［－２，０）上作偶延拓，然后在［－２，２］外作周期延拓．

由 　　　ａ０ ＝ ２
２∫

２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
ｘｄｘ＋∫

２

１
（２－ｘ）ｄｘ＝１，

ａｎ ＝ ２
２∫

２

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎπｘ２ｄｘ＝∫

１

０
ｘｃｏｓｎπｘ２ｄｘ＋∫

２

１
（２－ｘ）ｃｏｓｎπｘ２ｄｘ

＝ ４
ｎ２π２ ２ｃｏｓｎπ２ －１－（－１）（ ）ｎ

—９３２—
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＝
０， ｎ＝２ｍ＋１；

１
ｍ２π２（２·（－１）ｍ －２）， ｎ＝２ｍ烅

烄

烆 ，
（ｍ ＝０，１，２，…）

而 １
ｍ２π２（２·（－１）ｍ －２）＝

０， ｍ ＝２ｋ；

－４
（２ｋ－１）２π２ ｍ ＝２ｋ－１烅

烄

烆 ，
（ｋ＝１，２，…）

注意到延拓后的函数处处连续，故

ｆ（ｘ）＝ １
２ ＋ 

∞

ｋ＝１

－４
（２ｋ－１）２π２ｃｏｓ

２（２ｋ－１）π
２ ｘ

＝ １
２ － ４

π２ 
∞

ｋ＝１

１
（２ｋ－１）２ｃｏｓ

（２ｋ－１）πｘ， （ｘ∈ ［０，２］）．

令ｘ＝０，得 ｆ（０）＝ １
２ － ４

π２ 
∞

ｋ＝１

１
（２ｋ－１）２ ＝０，

故 
∞

ｋ＝１

１
（２ｋ－１）２ ＝ π２

８．　　　　　　　　　　

由于 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２，

∞

ｋ＝１

１
（２ｋ－１）２

，
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ）２

均收敛，因此


∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＝ 

∞

ｎ＝１

１
（２ｎ－１）２ ＋ １

（２ｎ）（ ）２ ＝ 
∞

ｎ＝１

１
（２ｎ－１）２ ＋ 

∞

ｎ＝１

１
（２ｎ）２

＝ π２

８ ＋ １
４ 

∞

ｎ＝１

１
ｎ２．

于是得 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＝ π２

６．

例９６７　 求函数ｆ（ｘ）＝ｘ２ 在区间［０，２π］上的傅立叶级数，并求（１）
∞

ｎ＝１

１
ｎ２；（２）

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ＋１

ｎ２ ．

解 　 首先将ｆ（ｘ）在［０，２π］外作周期延拓，注意到周期函数定积分的性质∫
ａ＋Ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

Ｔ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，其

中，ａ为任意常数，Ｔ 为ｆ（ｘ）的周期，可得

ａｎ ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎｘｄｘ＝ １

π∫
２π

０
ｘ２ｃｏｓｎｘｄｘ＝ ４

ｎ２，ｎ＝１，２，…

ａ０ ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ １

π∫
２π

０
ｘ２ｄｘ＝ ８

３π２，

ｂｎ ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎｘｄｘ＝ １

π∫
２π

０
ｘ２ｓｉｎｎｘｄｘ＝－４π

ｎ
，ｎ＝１，２，…

注意到ｆ（ｘ）延拓后的函数Ｆ（ｘ）在（０，２π）内是连续的且等于ｆ（ｘ），而在ｘ＝０及ｘ＝２π处是间断的，

由１
２

［ｆ（０＋０）＋ｆ（２π－０）］＝２π２ 得

４
３π２＋ 

∞

ｎ＝１

４
ｎ２ｃｏｓｎｘ－４π

ｎｓｉｎ（ ）ｎｘ ＝
ｘ２， ｘ∈ （０，２π）；

２π２， ｘ＝０，２π｛ ，

于是，令ｘ＝０，则有２π２ ＝ ４
３π２＋ 

∞

ｎ＝１

４
ｎ２，故

（１）　　　　　　 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＝ π２

６．

令ｘ＝π，则有π２ ＝ ４
３π２＋ 

∞

ｎ＝１

４（－１）ｎ

ｎ２ ，

—０４２—
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（２） 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ＋１

ｎ２ ＝ π２

１２．

例９６８　 设在区间［－π，π］上的ｆ（ｘ）为偶函数，且ｆ π
２ ＋（ ）ｘ ＝－ｆ π

２ －（ ）ｘ ，证明在ｆ（ｘ）的余弦展

开式中系数ａ２ｎ ＝０，ｎ＝０，１，２，…．

解 　 从ｆ π
２ ＋（ ）ｘ ＝－ｆ π

２ －（ ）ｘ 可以看出ｆ（ｘ）的图形在［０，π］内以点 π
２

，（ ）０ 为中心对称，因此

ａ２ｎ ＝ ２
π∫

π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄｘ＝ ２

π∫
π
２

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄｘ＋∫

π

π
２
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄ［ ］ｘ ，

记 　 Ｉ１ ＝∫
π
２

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄｘ，Ｉ２ ＝∫

π

π
２
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄｘｍ，

在Ｉ１ 中，令ｔ＝ π
２ －ｘ，则

Ｉ１ ＝∫
π
２

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄｘ＝∫

π
２

０
ｆ π

２ －（ ）ｔｃｏｓ（ｎπ－２ｎｔ）ｄｔ，

在Ｉ２ 中，令ｔ＝ｘ－ π
２

，则

Ｉ２ ＝∫
π

π
２
ｆ（ｘ）ｃｏｓ２ｎｘｄｘ＝∫

π
２

０
ｆ π

２ ＋（ ）ｔｃｏｓ（ｎπ＋２ｎｔ）ｄｔ．

注意到条件

ｆ π
２ ＋（ ）ｘ ＝－ｆ π

２ －（ ）ｘ ，及ｃｏｓ（ｎπ－２ｎｔ）＝ｃｏｓ（ｎπ＋２ｎｔ），

因此，Ｉ１＋Ｉ２ ＝０，故ａ２ｎ ＝０，ｎ＝０，１，２，…．

例９６９　 怎样才能将在 ０，π（ ）２
内 可 积 函 数 ｆ（ｘ）延 拓 到 区 间（－π，π）上，使 其 傅 立 叶 级 数 形 式 为


∞

ｎ＝１
ｂ２ｎ－１ｓｉｎ（２ｎ－１）ｘ？

解 　 由于级 数 形 式 中 只 有 正 弦 项，故 应 该 有ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ），又，由 于ｓｉｎ２ｎｘ 项 不 出 现，故 应 有

ｂ２ｎ ＝０，ｎ＝１，２，…，

又 ｂ２ｎ ＝ ２
π∫

π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２ｎｘｄｘ＝ ２

π∫
π
２

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２ｎｘｄｘ＋∫

π

π
２
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２ｎｘｄ［ ］ｘ ，

在第二个式子中，令ｘ＝π－ｔ，则

∫
π

π
２
ｆ（ｘ）ｓｉｎ２ｎｘｄｘ＝－∫

π
２

０
ｆ（π－ｔ）ｓｉｎ２ｎ（π－ｔ）ｄｔ＝∫

π
２

０
ｆ（π－ｔ）ｓｉｎ２ｎｔｄｔ

＝∫
π
２

０
ｆ（π－ｘ）ｓｉｎ２ｎｘｄｘ，

这样 ｂ２ｎ ＝ ２
π∫

π
２

０
（ｆ（ｘ）－ｆ（π－ｘ［ ］）ｓｉｎ２ｎｘｄｘ，

若 取ｆ（ｘ）＝ｆ（π－ｘ），０≤ｘ≤π，则有ｂ２ｎ ＝０．故当ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ）＝ｆ（π－ｘ），ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）时，

就可得到形式为 
∞

ｎ＝１
ｂ２ｎ－１ｓｉｎ（２ｎ－１）ｘ的傅立叶级数．

ｆ（ｘ）延拓到区间（－π，π）后的Ｆ（ｘ）的形式为

—１４２—
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Ｆ（ｘ）＝

－ｆ（ｘ－π） ， －π＜ｘ≤－ π
２

；

－ｆ（－ｘ） ， － π
２ ＜ｘ≤０；

ｆ（ｘ） ， ０＜ｘ＜ π
２

；

ｆ（π－ｘ） ， π
２ ≤ｘ＜π

烅

烄

烆 ．

例９７０　 将函数ｆ（ｘ）＝２＋｜ｘ｜（－１≤ｘ≤１）展开成以２为周期的傅里叶级数，并由此求级数 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２

的和

解 　 由于ｆ（ｘ）＝２＋｜ｘ｜（－１≤ｘ≤１）是偶函数，所以

　　　　ａ０ ＝２∫
１

０
（２＋ｘ）ｄｘ＝５，

ａｎ ＝２∫
１

０
（２＋ｘ）ｃｏｓｎπｘｄｘ＝２∫

１

０
ｘｃｏｓｎπｘｄｘ＝２（ｃｏｓｎπ－１）

ｎ２π２ ，　ｎ＝１，２，…，

ｂｎ ＝０，　ｎ＝１，２，…．

因所给函数在区间［－１，１］上满足收敛定理的条件，故

２＋｜ｘ｜＝ ５
２ ＋ 

∞

ｎ＝１

２（ｃｏｓｎπ－１）
ｎ２π２ ｃｏｓｎπｘ＝ ５

２ － ４
π２ 

∞

ｎ＝０

ｃｏｓ（２ｎ＋１）πｘ
（２ｎ＋１）２ ．

当ｘ＝０时，２＝ ５
２ － ４

π２ 
∞

ｎ＝０

１
（２ｎ＋１）２

，从而 
∞

ｎ＝０

１
（２ｎ＋１）２ ＝ π２

８

又 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＝ 

∞

ｎ＝０

１
（２ｎ＋１）２ ＋ 

∞

ｎ＝１

１
（２ｎ）２ ＝ 

∞

ｎ＝０

１
（２ｎ＋１）２ ＋ １

４ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２，

故 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ ＝ ４

３ 
∞

ｎ＝０

１
（２ｎ＋１）２ ＝ π２

６

例９７１　 将函数ｆ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ２（ｓｉｎｘ）在［－π，π］上展开为傅里叶级数

解 　 函数ｆ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ２（ｓｉｎｘ）是以２π为周期的偶函数当０≤ｘ≤ π
２

时，ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎｘ）＝ｘ，所以，

ａｒｃｓｉｎ２（ｓｉｎｘ）＝ｘ２．当 π
２ ＜ｘ≤π时，ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎｘ）＝π－ｘ，所以ａｒｃｓｉｎ２（ｓｉｎｘ）＝ （π－ｘ）２，因此得

ｆ（ｘ）＝

（π＋ｘ）２， －π≤ｘ＜－ π
２

；

ｘ２， － π
２ ≤ｘ≤ π

２
；

（π－ｘ）２， π
２ ＜ｘ≤π

烅

烄

烆 

从而 　　　　　ｂｎ ＝０，ｎ＝１，２，…

ａ０ ＝ ２
π∫

π
２

０
ｘ２ｃｏｓｎｘｄｘ＋∫

π

π
２

（π－ｘ）２ｃｏｓｎｘｄ［ ］ｘ ＝ ２
π

１＋（－１）［ ］ｎ∫
π
２

０
ｘ２ｃｏｓｎｘｄｘ

＝ ２
π

１＋（－１）［ ］ｎ π２

４ｎｓｉｎ
ｎπ
２ － ２

ｎ
－ π
２ｎｃｏｓ

ｎπ
２ ＋ １

ｎ２ｓｉｎ
ｎπ（ ）［ ］２

＝

０， ｎ为奇数；

４ｃｏｓｎπ２
ｎ２ ， ｎ为偶数

烅
烄

烆 

—２４２—
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所以 ｆ（ｘ）～ π２

１２＋ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ４
（２ｎ）２ ｃｏｓ２ｎｘ ＝ π２

１２＋ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ２ ｃｏｓ２ｎｘ，

在［－π，π］上ｆ（ｘ）连续，从而

ｆ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎｘ）＝ π２

１２＋ 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ

ｎ２ ｃｏｓ２ｎｘ，　［－π，π］．

例９７２　 将函数ｆ（ｘ）＝ π－ｘ（ ）２

２

在［０，２π］上展开成傅里叶级数，并由此推证 
∞

ｎ＝１

１
ｎ４ ＝ π４

９０．

解 　ａ０ ＝ １
π∫

２π

０

π－ｘ（ ）２

２

ｄｘ＝ π２

６
，

ａｎ ＝ １
π∫

２π

０

π－ｘ（ ）２

２

ｃｏｓｎｘｄｘ＝ １
ｎ２，　ｎ＝１，２，…，

ｂｎ ＝０，ｎ＝１，２，…．

于是 ｆ（ｘ）＝ π－ｘ（ ）２

２

＝ π２

１２＋ 
∞

ｎ＝１

ｃｏｓｎｘ
ｎ２ ，０≤ｘ≤２π

由于 ｆ（ｘ）＝ π－ｘ（ ）２

２

连续，帕塞伐尔等式成立

１
π∫

２π

０
［ｆ（ｘ）］２ｄｘ＝

ａ２
０

２ ＋ 
∞

ｎ＝１
（ａ２

ｎ ＋ｂ２
ｎ），

由 １
π∫

２π

０
｜ｆ（ｘ）｜２ｄｘ＝ １

π∫
２π

０

π－ｘ（ ）２

４

ｄｘ＝－ ２
π

·１
５

π－ｘ（ ）２

５ ２π

０
＝ π４

４０

所以就有

１
２

π２（ ）６

２

＋ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ４ ＝ π４

４０

即得 
∞

ｎ＝１

１
ｎ４ ＝ π４

９０
，

５ 级数在经济学中的应用

（１）复利

例９７３　 设有１万元储蓄存款，年利率为ｒ，按复利计息，ｎ年后取出存款记ｓｉ 为第ｉ年的利息ｋｉ 为第

ｉ年未的储蓄本金（ｓｉ，ｋｉ 均以万元为单位），则有

ｋｉ ＝ （１＋ｒ）ｉ，　ｓｉ ＝ｒ（１＋ｒｉ）ｉ－１．

证 　 先采用数学归纳法来证明ｋｉ 和ｓｉ 的关系，当ｉ＝１时，显然有ｋ１ ＝ （１＋ｒ）′＝１＋ｒ，ｓ１ ＝ｒ（１＋

ｒ）１－１ ＝ｒ，设ｉ＝ｌ成立，即设

ｋｌ ＝ （１＋ｒ）ｌ　（ｋｌ 为第ｌ年末储蓄本金），

ｓｌ ＝ｒ（１＋ｒ）ｌ－１　（ｓｌ 为第ｌ年的利息）

则当ｉ＝ｌ＋１时，因为第ｌ＋１年的利息等于第ｌ年储蓄本金，乘以年利率，而第ｌ＋１年末的储蓄本金等于第

ｌ年末的储蓄本金与第ｌ＋１年的利息之和，因此

ｓｌ＋１ ＝ｒｋｌ ＝ｒ（１＋ｒ）ｌ ＝ｒ（１＋ｒ）（ｌ＋１）－１，

ｋｌ＋１ ＝ｋｌ＋ｓｌ＋１ ＝ （１＋ｒ）ｌ＋ｒ（１＋ｒ）ｌ ＝ （１＋ｒ）ｌ＋１．

因此上述关于ｋｉ 和ｓｉ 的公式对ｉ＝ｌ＋１也成立，从而完成了对这两个公式的归纳法证明
（２）资本现值

若年利率为ｒ，则一笔资金在ｋ年后可得到的收入ｂｋ 的现值为 １
１＋（ ）ｒ

ｋ

ｂｋ为方便起见，记ρ＝ １
１＋ｒ

，若

有一笔资金在ｎ年中逐年可得收入ｂｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ），则该笔资金的现值为

—３４２—
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ｋｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１ρ
ｋｂｋ．

如每年收入为常数ｂ，则ｋｎ 可表示为

ｋｎ ＝ｂ
ｎ

ｋ＝１ρ
ｋ ＝ｂ（ρ＋ρ

２＋…＋ρ
ｎ）　　　　

＝ｂρ
（１－ρ

ｎ）
１－ρ

＝ｂ１－ρ
ｎ

１
ρ

－１
＝ｂ·

１－ １
１＋（ ）ｒ

ｎ

１＋ｒ－１

＝ｂ·（１＋ｒ）ｎ －１
ｒ（１＋ｒ）ｎ 

令ｎ→ ∞，取极限得ｋ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｋｎ ＝ ｂ
ｒ ．

如收入逐年均匀增加，即ｂｋ ＝ａ＋ｂｋ，则

ｋｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１
ｂｋρ

ｋ ＝ａ
ｎ

ｋ＝１ρ
ｋ ＋ｂ

ｎ

ｋ＝１
ｋρ

ｋ．

第一个和式已求得；对第二个和式，有


ｎ

ｋ＝１
ｋρ

ｋ ＝ρ·ｄ
ｄρ


ｎ

ｋ＝１ρ
（ ）ｋ ＝ρ

ｄ
ｄρ

ρ（１－ρ
ｎ）

１－（ ）
ρ

＝ρ－（ｎ＋１）ρ
ｎ＋１＋ｎρ

ｎ＋２

（１－ρ）２ ．

于是

ｋｎ ＝ａρ
１－ρ

ｎ

１－ρ
＋ｂρ－（ｎ＋１）ρ

ｎ＋１＋ｎρ
ｎ＋２

（１－ρ）２ 　　

＝ａ
（１＋ｒ）ｕ －１
ｒ（１＋ｒ）ｎ ＋ｂｎ－（ｎ＋１）（１＋ｒ）＋（１＋ｒ）ｎ＋１

ｒ２（１＋ｒ）ｎ
，

当ｎ→ ∞ 时，取极限得

ｋ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｋｎ ＝ ａ
ｒ ＋ｂ（１＋ｒ）

ｒ２ ．

如收入逐年以常年增长率ｈ递增：ｂｋ ＝ｂ（１＋ｈ）ｋ，则有

ｋｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１
ｂｋρ

ｋ ＝ｂ
ｎ

ｋ＝１
ρ

ｋ（１＋ｈ）ｋ ＝ｂ
ｎ

ｋ＝１
［ρ（１＋ｈ）］ｋ．

当ｒ≠ｈ时，由于

ｋｎ ＝ｂρ
（１＋ｈ）［１－ρ

ｎ（１＋ｈ）ｎ］
１－ρ（１＋ｈ） ＝ｂ（１＋ｈ）

１－ １＋ｈ
１＋（ ）ｒ

ｎ

ｒ－ｈ
，

所以当ｒ＜ｈ时，级数 
ｎ

ｋ＝１
ｂｋρ

ｋ 发散；当ｒ＞ｈ时，取极限得

ｋ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｋｎ ＝ 
∞

ｋ＝１
ｂｋρ

ｋ ＝ｂ（１＋ｈ）
ｒ－ｈ ．

而当ｒ＝ｈ时，由ρ
ｋｂｋ ＝ １

（１＋ｒ）ｋ
·ｂ（１＋ｒ）ｋ ＝ｂ，得

ｋｎ ＝ 
ｎ

ｋ＝１
ρ

ｋｂｋ ＝ｎｂ，

即逐年收入的现值均为常值ｂ，因而级数 
ｎ

ｋ＝１
ｂｋρ

ｋ 发散

例９７４　 某人投资１０万元，按年利率５％ 用连续复利计算，问：经过多少时间能增值为２０万元？
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解 　 由本利和公式可知

２０＝１０ｅ０．０５ｔ．

由此得

ｔ＝２０ｌｎ２≈１３．８６３（年）

即需经过近１４年，他的本金才能翻一番
例９７５　 房屋抵押贷款万元贷款的月还款额计算
现行的住房抵押贷款的做法是，购房人先支付房价的一部分，通常为３０％，其余部分用所购住房作为抵

押向银行贷款，贷款采取每月等额还款的办法还贷期越长，利息越高，等额贷款每月的还款额越高通常银

行公布一张表格，通告不同还款的期限、贷款的利率和贷款１万元的月还款额例如，在某一时期银行公布的

居民购房抵押贷款１万元月等额还款数如表９１所示，这张表格中的月还款数是如何计算出来的呢？

解 　 设还款期限为ｎ（月），月利率为ｒ，每月还款额为Ａ，那么，１万元应等于每月末投资额为Ａ，利率为

ｒ，投资ｎ期的年金的现值 因此由

Ａ＝ ｐｒ
１－（１＋ｒ）－ｎ

，

得 Ａ＝ １００００·ｒ
１－（１＋ｒ）－ｎ

以还贷期１０年为例，可知ｎ＝１２０，ｒ＝０．００９７５，得

Ａ＝１００００×０．００９７５
１－１．００９７５－１２０ ≈１４１．７４２（元）

即还贷期为１０年每月的还款额为１４１．７４２元 类似地，可以计算其他不同还贷期的月还款额

表９１

年 　　 数 月利率（‰） 月还款数（元）

１ ７．６５ ８７５．３５

２ ８．０２５ ４５９．７４

３ ８．４ ３２３．０５

４ ８．７７ ２５６．１８

５ ９．１５ ２１７．３２

６ ９．２７ １９０．９８

７ ９．３９ １７２．６４

８ ９．５１ １５９．３２

９ ９．６３ １４９．３５

１０ ９．７５ １４１．７４

１１ ９．８７ １３５．８６

１２ ９．９９ １３１．２７

１３ １０．１１ １２７．６８

１４ １０．２３ １２４．８９

１５ １０．３５ １２２．７３
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习 　 题 　９

１．设有级数 
∞

ｎ＝１
ａｒｃｔａｎ １

２ｎ２，试证ｓｎ ＝ａｒｃｔａｎ ｎ
ｎ＋１

，并求此级数之和．

２．求正项级数 
∞

ｎ＝１

１
（５ｎ－４）（５ｎ＋１）的和．

３．判别下列正项级数的敛散性

（１）
∞

ｎ＝１

（ｎ－１）！

ｎｎ－１
１９（ ）９

ｎ－１

；　　　　　　　　 （２）
∞

ｎ＝１
ｎ（ ）２

５

ｎ

；

（３）
∞

ｎ＝１∫
１
ｎ

０

槡ｘ
１＋ｘｄｘ

； （４）
∞

ｎ＝１

ｌｎｎ
ｎ５／４；

（５）
∞

ｎ＝１

（ａ＋１）（２ａ＋１）…（ｎａ＋１）
（ｂ＋１）（２ｂ＋１）…（ｎｂ＋１），（ａ＞０，ｂ＞０）．

４．判别下列级数的敛散性．若收敛，则指出是条件收敛还是绝对收敛：

（１）
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

（ｎ＋ａ）ｋ
，其中，ａ＞０，ｋ＞０； （２）

∞

ｎ＝２
（－１）ｎ １

ｎｌｎｌｎｎ；

（３）
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ ｅ

１
槡ｎ －１－ １

槡（ ）ｎ
．

５．求下列幂级数的收敛区间及其和函数

（１）
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１·ｎｘｎ－１； （２）

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

ｎ（２ｎ－１）ｘ
２ｎ；

（３）
∞

ｎ＝０

２ｎ＋１
ｎ！ ｘ２ｎ＋１．

６．将下列函数展开成ｘ的幂级数

（１）ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ－２ｘ２； （２）ｆ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎｘ．

７．（１）设ｆ（ｘ）＝１－ｘ，（０≤ｘ≤１），将ｆ（ｘ）展开成正弦级数；
（２）设ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｘ∈ ［０，π］，将ｆ（ｘ）展开成以π为周期的傅立叶级数．

８．证明ｌｉｍ
ｎ→∞

（２ｎ）！

ａｎ！ ＝０，（ａ＞１为常数）．

简答与提示

１．利用ａｒｃｔａｎｘ＋ａｒｃｔａｎｙ＝ｔａｎｘ＋ｙ
１－ｘｙ

及数学归纳法证明

ｓｎ ＝ａｒｃｔａｎ ｎ
ｎ＋１

，令ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ ＝ａｒｃｔａｎ１＝ π
４

，即ｓ＝ π
４．

２．由 １
（５ｎ－４）（５ｎ＋１）＝ １

５
１

５ｎ－４－ １
５ｎ＋（ ）１

，

ｓｎ ＝ １
５

１－ １
５ｎ＋（ ）１

，

因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｎ ＝ １
５

，所以 
∞

ｎ＝１

１
（５ｎ－４）（５ｎ＋１）＝ １

５．

３．（１）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ·ｎｎ－１

（ｎ＋１）ｎ
·１９

９ ＝１９
９ｌｉｍ

ｎ→∞

１

１＋ １（ ）ｎ

ｎ ＝１９
９ｅ＜１，所以原级数收敛
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（２）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ

ｎ（ ）２
５槡

ｎ

＝ ２
５ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
槡ｎ ＝ ２

５ ＜１，所以原级数收敛

（３）解法１　　 由∫
１
ｎ

０

槡ｘ
１＋ｘｄｘ＝ ２

槡ｎ
－２ａｒｃｔａｎ１

槡ｎ
＞０，

ｌｉｍ
ｎ→∞

２
槡ｎ

－２ａｒｃｔａｎ１
槡ｎ

２
ｎ３／２

＝ １
３

，

又，
∞

ｎ＝１

２

ｎ
３
２

收敛，所以级数收敛

解法２　　０＜∫
１
ｎ

０

槡ｘ
１＋ｘｄｘ≤ １

槡ｎ∫
１
ｎ

０
ｄｘ＝ １

ｎ
３
２

，

而 
∞

ｎ＝１

１
ｎ３／２ 收敛，所以级数收敛

（４）根据ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎｎ
ｎｒ ＝０，（ｒ＞０），

考虑 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎｎ

ｎ
５
４

１
ｎ

９
８

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎｎ
ｎ

１
８

＝０，

又，
∞

ｎ＝１

１
ｎ

９
８

收敛，故原级数收敛

（５）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（ｎ＋１）ａ＋１
（ｎ＋１）ｂ＋１＝ ａ

ｂ
，当ａ＜ｂ时，级数收敛，当ａ＞ｂ时级数发散；

当ａ＝ｂ时，ｕｎ ≡１（一般项不趋于零），所以级数发散．

４．（１）由 
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－１

（ｎ＋ａ）ｋ ＝ 
∞

ｎ＝１

１
（ｎ＋ａ）ｋ

，知当ｋ＞１时，级数绝对收敛．

当０＜ｋ≤１时，
∞

ｎ＝１

１
（ｎ＋ａ）ｋ

发散，但原级数是交错级数，根据莱布尼茨定理知级数收敛，故当ｋ＞１时，

级数绝对收敛，当ｋ≤１时，级数条件收敛

（２）由１
ｎｌｎｌｎｎ＞ １

ｎ
，（ｎ＞ 充分大的正整数），

∞

ｎ＝１

１
ｎ

发散，所以原级数不会绝对收敛．又ｕｎ →０（ｎ→ ∞）

且ｕｎ＋１ ＜ｕｎ，故由莱布尼茨定理知原级数收敛，所以级数条件收敛．

（在讨论ｕｎ 的单调性时，可利用ｙ＝ １
ｘｌｎｌｎｘ的单调性，先证当ｘ大于充分大的ｘ０ 时有ｙ′＜０）；

（３）设ｆ（ｘ）＝ｅ
１
槡ｘ －１－ １

槡ｘ
，（ｘ＞０），由ｆ′（ｘ）＜０（ｘ＞０）故ｆ（ｘ）在ｘ＞０时单调减少．因此有

ｕｎ＋１ ＝ｆ（ｎ＋１）＜ｆ（ｎ）＝ｕｎ．

又，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ ＝０，由莱布尼茨定理知级 数 收 敛，又，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｎ）
１
ｎ

＝ １
２

（利 用ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ －１－ｘ
ｘ２ ＝ １

２
），

∞

ｎ＝１

１
ｎ

发 散，故


∞

ｎ＝１
ｆ（ｎ）发散．所以原级数条件收敛．

５．（１）由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ＋１
ｎ ＝１，Ｒ＝１，当｜ｘ｜＝１时，级数一般项不趋于零，故级数收敛域为（－１，１）．
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令ｓ（ｘ）＝ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ｎｘｎ－１，则

∫
ｘ

０
ｓ（ｘ）ｄｘ＝ｘ

∞

ｎ＝１
（－ｘ）ｎ－１ ＝ ｘ

１＋ｘ．

故 ｓ（ｘ）＝ ｘ
１＋（ ）ｘ′＝ １

（１＋ｘ）２
，ｘ∈ （－１，１）

（２）显然，收敛域为［－１，１］，设其和函数为ｓ（ｘ），则

ｓ″（ｘ）＝２
∞

ｎ＝１
（－ｘ２）ｎ－１ ＝ ２

１＋ｘ２，

因而

ｓ′（ｘ）－ｓ′（０）＝∫
ｘ

０
ｓ″（ｘ）ｄｘ＝２ａｒｃｔａｎｘ，

ｓ′（０）＝０，所以

ｓ（ｘ）－ｓ（ｏ）＝∫
ｘ

０
ｓ′（ｘ）ｄｘ＝２ｘａｒｃｔａｎｘ－ｌｎ（１＋ｘ２），

ｓ（０）＝０，所以

ｓ（ｘ）＝２ｘａｒｃｔａｎｘ－ｌｎ（１＋ｘ２），ｘ∈ ［－１，１］

（３）由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１（ｘ）
ｕｎ（ｘ） ＝０，故Ｒ＝＋∞，故收敛域为（－∞，＋∞），设其和函数为ｓ（ｘ），则

ｓ（ｘ）＝ｘ
∞

ｎ＝０

２ｎ＋１
ｎ！ ｘ２ｎ ＝ｘ 

∞

ｎ＝１

１
ｎ！ｘ

２ｎ＋（ ）１ ′

＝ｘ ｘ
∞

ｎ＝０

（ｘ２）ｎ

ｎ（ ）！ ′＝ｘ ｘｅｘ（ ）
２
′

＝ｘｅｘ２（１＋２ｘ２），ｘ∈ （－∞，＋∞）．

６．（１）　　ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ－２ｘ２ ＝ １

３
１

１－ｘ－ １
１＋２（ ）ｘ

＝ １
３ 

∞

ｎ＝０
ｘｎ－ 

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（２ｘ）（ ）ｎ

＝ １
３ 

∞

ｎ＝０
［１－（－２）ｎ］ｘｎ，ｘ∈ － １

２
，（ ）１
２ 

（２）由ｙ′＝ （ａｒｃｓｉｎｘ）′＝ １
１－ｘ槡 ２

，以及

１
１＋槡 ｘ

＝１＋ 
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ （２ｎ－１）！！

（２ｎ）！！ ｘｎ，ｘ∈ （－１，１］　　　　

故 １
１－ｘ槡 ２

＝１＋ 
∞

ｎ＝１

（２ｎ－１）！！
（２ｎ）！！ ｘ２ｎ，ｘ∈ （－１，１）

因此 ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ＝∫
ｘ

０

１
１－ｘ槡 ２

ｄｘ　　　　

＝ｘ＋ 
∞

ｎ＝１

（２ｎ－１）！！
（２ｎ）！！

ｘ２ｎ＋１

２ｎ＋１
，ｘ∈ （－１，１）．

可以证明，当ｘ＝±１时，上述级数也是收敛的．
７．（１）将ｆ（ｘ）在［－１，１）内作奇延拓，然后在（－１，１）外作周期延拓，使其满足狄利克雷定理条件．
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ａｎ ＝０，ｎ＝０，１，２，…；

ｂｎ ＝２∫
１

０
（１－ｘ）ｓｉｎｎπｘｄｘ＝ ２

ｎπ
，ｎ＝１，２，…；

于是 ２
π

∞

ｎ＝１

ｓｉｎｎπｘ
ｎ ＝

０， ｘ＝０；

ｆ（ｘ）， ０＜ｘ≤１｛ ．

（２）由２ｌ＝π，ｌ＝ π
２

，将函数在（０，π）外作周期延拓，使其满足狄利克雷定理条件：

　　　　ａ０ ＝ ２
π∫

π

０
ｘ２ｄｘ＝ ２

３π２；

ａｎ ＝ ２
π∫

π

０
ｘ２ｃｏｓ２ｎｘｄｘ＝ １

ｎ２，　ｎ＝１，２，…；

ｂｎ ＝ ２
π∫

π

０
ｘ２ｓｉｎ２ｎｘｄｘ＝－ π

ｎ
，　ｎ＝１，２…．

这样 　 π２

３ ＋ 
∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｃｏｓ２ｎｘ－ π

ｎｓｉｎ２（ ）ｎｘ ＝
π２

２
， ｘ＝０，π；

ｆ（ｘ）， ｘ∈ （０，π）
烅
烄

烆 ．

８．考虑级数 
∞

ｎ＝１

（２ｎ）！

ａｎ！
的收敛性

由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ＋１

ｕｎ
＝０，知级数收敛，由收敛级数的必要条件，得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝０，即ｌｉｍ

ｎ→∞

（２ｎ）！

ａｎ！ ＝０．
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第十章 　 微分方程及其应用

常微分方程是历年必考的内容．主要涉及三方面内容：（１）以一阶线性微分方程为重点的包括齐次方

程、贝努利方程、可降阶的高阶方程的求解；（２）以二阶常系数线性方程的求解为重点的包括二阶线性方程

解的结构的各类问题；（３）建立和求解由几何问题和简单的物理问题导出的微分方程初值问题，报考不同专

业的考生有不同的要求
考生在复习本章时，可以按照以上三大块进行．首 先 要 学 会 判 别 方 程 的 类 型，以 选 择 适 当 的 解 题 方 法，

仔细计算并注意定解条件．

一、复习与考试要求

（１）了解微分方程及其解、通解、初始条件和特解等概念．
（２）掌握变量可分离的方程及一阶线性方程的解法．
（３）会解齐次方程、伯努利方程和全微分方程，会用简单的变量代换解某些微分方程．
（４）会用降阶法解下列方程：ｙ

（ｎ）＝ｆ（ｘ），ｙ″＝ｆ（ｘ，ｙ′）和ｙ″＝ｆ（ｙ，ｙ′）．
（５）理解线性微分方程解的性质及解的结构定理．
（６）掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法，并会解某些高于二阶的常系数齐次线性微分方程．
（７）会求自由项为多项式，指数函数，正弦函数，余 弦 函 数 以 及 它 们 的 和 与 积 的 二 阶 常 系 数 非 齐 次 线 性

微分方程的特解和通解．
（８）会解欧拉方程．
（９）会用微分方程解决一些简单的应用问题．

二、基本概念与理论

１．微分方程

凡表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间的关系的方程称为微分方程．ｎ阶微分方程的一般形式

是

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′，…，ｙ
（ｎ））＝０．

微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数叫做微分方程的阶．能使微分方程成为恒等式的函

数，称为微分方程的解．如果微分方程的解中含有任意常 数，且 任 意 常 数 的 个 数 与 微 分 方 程 的 阶 数 相 同，此

解称为方程的通解．确定了通解中的任意常数后，得到的微分方程的解就是特解．
用 来确定ｎ阶方程通解的任意常数的ｎ个条件，例如，ｙ（ｘ０）＝ｙ０，ｙ′（ｘ０）＝ｙ１，…，ｙｎ－１（ｘ０）＝ｙｎ－１ 称之

为定解条件或初始条件．
带有定解条件的微分方程称为初值问题或柯西问题．
微分方程的特解的图形叫做微分方程的积分曲线．
２．一阶微分方程

（１）可分离变量的微分方程：如果一个一阶微分方程能写成 Ｍ（ｙ）ｄｙ＝ Ｎ（ｘ）ｄｘ，则 方 程 称 为 可 分 离 变

量的微分方程．通常可用两边积分的方法求解．

（２）齐次方程：方程ｄｙ
ｄｘ＝ｆ（ｘ，ｙ），其中，ｆ（ｘ，ｙ）＝φ

ｙ（ ）ｘ
，称为齐次方程，它可以通过代换转化为可分

离 变量的微分方程．即令ｕ＝ ｙ
ｘ

，也就是ｙ＝ｕｘ，ｄｙ
ｄｘ＝ｕ＋ｘｄｕ

ｄｘ
，这样方程化为ｕ＋ｘｄｕ

ｄｘ＝φ（ｕ），即 ｄｕ
φ（ｕ）－ｕ

＝ｄｘ
ｘ ．

（３）对于线性方程ｙ′＋ｐ（ｘ）ｙ＝ｑ（ｘ）有通解公式
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ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ（Ｃ＋∫ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ），

特别对柯西问题
ｙ′＋ｐ（ｘ）ｙ＝ｑ（ｘ）

ｙ ｘ＝ｘ０
＝ｙ｛

０

有特解公式

ｙ＝ｅ－∫ｘ
ｘ０

　ｐ（ｘ）ｄｘ（ｙ０＋∫
ｘ

ｘ０
ｑ（ｘ）ｅ∫

ｘ
ｘ０

ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ）．

（４）贝努利方程，ｙ′＋ｐ（ｘ）ｙ＝ｑ（ｘ）ｙｎ，（实数ｎ≠０，１）
令ｚ＝ｙ１－ｎ，方程化为一阶线性方程：

ｚ′＋（１－ｎ）ｐ（ｘ）ｚ＝ （１－ｎ）ｑ（ｘ）．

（５）对于微分方程Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝０ （１）
如果存在ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）使ｄｕ＝Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ，则称方 程（１）为 全 微 分 方 程．若 在 某 单 连 通 区 域 内

Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数且ｐ
ｙ＝Ｑ

ｘ
，方程（１）是全微分方程．这时ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）可由下列公式

给出：

ｕ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫

ｙ

ｙ０
Ｑ（ｘ０，ｙ）ｄｙ

（６）可降阶的高阶微分方程

①ｙ
（ｎ）＝ｆ（ｘ）型：这类方程只要逐次积分就可得到通解．

②ｙ″＝ｆ（ｘ，ｙ′）型：这类方程的特征是不显含未知函数ｙ，可令ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｐ′＝ｄｐ
ｄｘ

，这样，方程就可以

化为ｄｐ
ｄｘ＝ｆ（ｘ，ｐ），通过求解可得ｐ＝φ（ｘ，Ｃ１），再积分得

ｙ＝∫φ（ｘ，Ｃ１）ｄｘ＋Ｃ２．

③ｙ″＝ｆ（ｙ，ｙ′）型：这类方程的特征是不显含ｘ，可令ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｄｐ
ｄｘ＝ｄｐ

ｄｙ
·ｄｙ
ｄｘ＝ｐｄｐ

ｄｙ
，这样方程就

可化为ｐｄｐ
ｄｙ＝ｆ（ｙ，ｐ）通过求解得ｐ＝φ（ｙ，Ｃ１），然后得∫ ｄｙ

φ（ｙ，Ｃ１）
＝ｘ＋Ｃ２．

３．二阶微分方程

ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝ｆ（ｘ）称为二阶线性微分方程，当ｆ（ｘ）＝０时，称为齐次方程，否则称为非齐次方

程．
（１）解的结构（以下性质可推广到任意高阶的线性方程）

① 如果ｙ１，ｙ２ 是ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝０的解，则ｙ＝Ｃ１ｙ１＋Ｃ２ｙ２ 也是它的解，其中，Ｃ１，Ｃ２ 为任意常

数．
② 如果ｙ１，ｙ２ 是ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝０的两个线性无关的特解，则ｙ＝Ｃ１ｙ１＋Ｃ２ｙ２（Ｃ１，Ｃ２ 为任意常

数）就是ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝０的通解．
③ 设ｙ 是二阶非齐次线性方程

ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝ｆ（ｘ）的特解，Ｙ 是相应齐次方程的通解，则ｙ＝Ｙ＋ｙ 是ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ
＝ｆ（ｘ）的通解．

④ 若ｙ
ｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ）是ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝ｆｉ（ｘ）的特解，则ｙ ＝ 

ｎ

ｉ＝１
ｙ

ｉ 是ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ

＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）的特解（叠加原理）．

（２）对于二阶常系数齐次线性微分方程ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝０，λ２＋ｐλ＋ｑ＝０称之为对应的特征方程，根据

特征方程的两个根的不同情形，可得出ｙ″＋ｐｙ′＋ｑ＝０的通解．
当λ１，λ２ 为不相等的实根时，Ｙ ＝Ｃ１ｅλ１ｘ ＋Ｃ２ｅλ２ｘ，

当λ１ ＝λ２ 为相等的实根时，Ｙ ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅλ１ｘ，
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当λ１，λ２ 为一对共轭复根α±ｉβ时，Ｙ ＝ｅαｘ（Ｃ１ｃｏｓβｘ＋Ｃ２ｓｉｎβｘ）．
（３）ｎ阶常系数齐次线性微分方程

ｙ
（ｎ）＋ｐ１ｙ

（ｎ－１）＋ｐ２ｙ
（ｎ－２）＋…＋ｐｎ－１ｙ′＋ｐｎｙ＝０，

对应特征方程为λｎ ＋ｐ１λｎ－１＋ｐ２λｎ－２＋…＋ｐｎ－１λ＋ｐｎ ＝０
根据特征方程的根，可以写出其对应的微分方程的解（表１０１）．

　　 表１０１

特征方程的根 微分方程通解中的对应项

单实根ｒ 给出一项Ｃｅｒｘ

一对单复根

ｒ１，２ ＝α±ｉβ
给出两项ｅαｘ（Ｃ１ｃｏｓβｘ＋Ｃ２ｓｉｎβｘ）

ｋ重实根ｒ 给出ｋ项ｅｒｘ（Ｃ１＋Ｃ２ｘ＋…＋Ｃｋｘｋ－１）

一对ｋ重复根

ｒ１，２ ＝α±ｉβ

给出２ｋ项ｅαｘ［（Ｃ１＋Ｃ２ｘ＋…＋Ｃｋｘｋ－１）ｃｏｓβｘ

　＋（Ｄ１＋Ｄ２ｘ＋…＋Ｄｋｘｋ－１ｓｉｎβｘ）

（４）二阶常系数非齐次线性微分方程ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝ｆ（ｘ）的特解ｙ 的求法．
当ｆ（ｘ）＝ｅλｘＰｍ（ｘ）时（其中，λ为实数，Ｐｍ（ｘ）＝ａ０ｘｍ ＋ａ１ｘｍ－１＋…＋ａｍ），则ｙ ＝ｘｋＱｍ（ｘ）ｅλｘ，其中，

Ｑｍ（ｘ）为与Ｐｍ（ｘ）同次的多项式，其系数待定，当λ不是特征根时，ｋ取零，λ是特征根时，ｋ取其重数．
当ｆ（ｘ）＝ｅλｘ［Ｐｌ（ｘ）ｃｏｓωｘ＋Ｐｎ（ｘ）ｓｉｎωｘ］时（其中，Ｐｌ（ｘ），

Ｐｎ（ｘ）分别为ｌ次，ｎ次多项式）则

ｙ ＝ｘｋｅλｘ［Ｒ（１）
ｍ ｃｏｓωｘ＋Ｒ（２）

ｍ ｓｉｎωｘ］，其中Ｒ（１）
ｍ （ｘ），Ｒ（２）

ｍ （ｘ）为ｍ 次多项式．ｍ＝ｍａｘ｛ｌ，ｎ｝，当λ±ｉω不是特

征根时，ｋ取零，当λ±ｉω是特征根时，ｋ取其重数．
（５）欧拉方程：ｘｎｙ

（ｎ）＋ｐ１ｘｎ－１ｙ
（ｎ－１）＋…＋ｐｎ－１ｘｙ′＋ｐｎｙ

＝ｆ（ｘ），其中，ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为常数．

作ｘ＝ｅｔ，即ｔ＝ｌｎｘ，记Ｄ＝ ｄ
ｄｔ

，则有ｘｋｙ
（ｋ）＝Ｄ（Ｄ－１）…（Ｄ－ｋ＋１）ｙ，把它代入欧拉方程后，即可将

方程化为常系数线性方程，通过求解，再作ｔ＝ｌｎｘ即得原方程的解．
４．应用微分方程解决几何、物理问题

微分方程解决物理问题主要涉及到牛顿第二定律Ｆ＝ｍａ 等．
微分方程在几何上的应用，其关键是依题意建立方程．这类问题经常涉及的内容为切线、法线的斜率，它

们在坐标轴上的截距，图形的面积，曲线的弧微分等．

三、基本题型与解题方法

１．一阶线性微分方程

考生在解题时首先要注意判别方程的类型．如果方程本身或经过整理可化为一阶线性微分方程的形式

ｙ′＋ｐ（ｘ）ｙ＝ｑ（ｘ），则可直接利用公式解题，对于一般形式ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ）可先判断它是否是可分离变量的方

程或者是齐次方程或全微分方程。如果方程中出现ｙｎ 项，则判别一下它是否为 贝 努 利 方 程，这 样，选 择 适 当

的办法就可解题．注 意 有 时 不 妨 视ｘ 为 因 变 量，而 视ｙ 为 自 变 量，也 许 可 把 方 程 整 理 为 线 性 方 程，即ｄｘ
ｄｙ＋

ｐ（ｙ）ｘ＝ｑ（ｙ）的形式．如果是求特解，则不要忘记最后利用初始条件确定通解中的任意常数．
作变量代换简化方程也是解方程的一种方法，选择怎样的变换需根据方程的特点而定，考生在平时练习

时要注意积累经验．
例１０１　 求下列微分方程的特解或通解：
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（１）ｘｙ′＋ｙ＝ｘｅｘ，ｙ（１）＝１；　　　　

（２）ｘｄｙ
ｄｘ＝ｘ－ｙ，ｙ（槡２）＝０；

（３）（ｘ２－１）ｄｙ＋（２ｘｙ－ｃｏｓｘ）ｄｘ＝０；ｙ（０）＝１；

（４）ｘｌｎｘｄｙ＋（ｙ－ｌｎｘ）ｄｘ＝０；

（５）ｙ′＝ １
ｘｃｏｓｙ＋ｓｉｎ２ｙ

；

（６）求
ｙ′＋ｙ＝Ｑ（ｘ）

ｙ（０）＝｛ ０
的连续解，其中Ｑ（ｘ）＝

２，０≤ｘ≤１；

０，ｘ＞１｛ ．

解 　（１）先将方程化为线性方程标准形，再求解．
将原方程变形为

ｙ′＋ １
ｘｙ＝ｅｘ，

利用公式得

　　　　　　　　　　　　ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ（∫ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋Ｃ）

　　 ＝ｅ－∫１
ｘｄｘ（∫ｅｘ·ｅ∫

１
ｘｄｘｄｘ＋Ｃ）＝ １

ｘ
［（ｘ－１）ｅｘ ＋Ｃ］，

现由ｙ（１）＝１，得Ｃ＝１，故方程的特解为ｙ＝ １
ｘ

［（ｘ－１）ｅｘ ＋１］

（２）先将方程化为线性方程标准形式：

ｙ′＋ １
ｘｙ＝１，

于是利用公式得

　　　　　　　　　　　　　ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ（Ｃ＋∫ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ）

＝ｅ－∫１
ｘｄｘ（Ｃ＋∫１·ｅ∫

１
ｘｄｘｄｘ）＝ １

２ｘ＋ Ｃ
ｘ

，

由ｙ（槡２）＝０，得Ｃ＝－１．故ｙ＝ ｘ
２ － １

ｘ
为所求

（３）先将方程化为线性方程标准形式

ｙ′＋ ２ｘ
ｘ２－１

ｙ＝ ｃｏｓｘ
ｘ２－１

，

利用公式得

　　　　　　　　　　　　　ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ（Ｃ＋∫ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ）

＝ｅ－∫２ｘ

ｘ２－１
ｄｘ（Ｃ＋∫ｃｏｓｘ

ｘ２－１
ｅ∫

２ｘ

ｘ２－１
ｄｘｄｘ）＝ １

ｘ２－１
（Ｃ＋ｓｉｎｘ），

由ｙ（０）＝１，得Ｃ＝－１，故ｙ＝ １
ｘ２－１

（ｓｉｎｘ－１）

注 　 本题的方程实际上是全微分方程，可用“凑微分”方法求解，由

　　　　　　　　　　　（ｘ２－１）ｄｙ＋（２ｘｙ－ｃｏｓｘ）ｄｘ＝ （ｘ２ｄｙ＋ｙｄｘ２）－ｄｙ－ｄｓｉｎｘ

　　　　　　　　　　　 ＝ｄ（ｘ２ｙ－ｙ－ｓｉｎｘ）＝０，

故ｘ２ｙ－ｙ－ｓｉｎｘ＝Ｃ即为通解，再由ｙ（０）＝１，得Ｃ＝－１，于是ｘ２ｙ－ｙ－ｓｉｎｘ＋１＝０是柯西问题的解
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（４）方程可化为线性方程标准形式：

ｙ′＋ １
ｘｌｎｘｙ＝ １

ｘ
，

于是 ｙ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ（∫ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ＋Ｃ）

＝ｅ－∫１
ｘｌｎｘｄｘ（∫１

ｘｅ∫
ｄｘ

ｘｌｎｘｄｘ＋Ｃ）＝ １
ｌｎｘ

（１
２ｌｎ２ｘ＋Ｃ）

（５）若将ｘ视为未知函数，则方程为线性的，化原方程为ｄｘ
ｄｙ＝ｃｏｓｙ·ｘ＋ｓｉｎ２ｙ，即

ｄｘ
ｄｙ－ｃｏｓｙ·ｘ＝ｓｉｎ２ｙ，

利用公式 　　　ｘ＝ｅ∫ｃｏｓｙｄｙ（Ｃ＋∫ｓｉｎ２ｙｅ－∫ｃｏｓｙｄｙｄｙ）

＝ｅｓｉｎｙ（Ｃ＋∫ｓｉｎ２ｙｅ－ｓｉｎｙｄｙ）＝ｅｓｉｎｙ（Ｃ－２ｓｉｎｙｅ－ｓｉｎｙ －２ｅ－ｓｉｎｙ）

＝Ｃｅｓｉｎｙ －２ｓｉｎｙ－２；

　　（６）利用公式 ｙ＝ｅ－∫ｄｘ（Ｃ＋∫Ｑ（ｘ）ｅ∫ｄｘｄｘ）

＝
ｅ－ｘ（Ｃ１＋２ｅｘ）， ０≤ｘ≤１；

Ｃ２ｅ－ｘ， ｘ＞１｛ ．

由ｙ（０）＝０，得Ｃ１ ＝－２，又ｙ连续，因此Ｃ２ ＝２（ｅ－１），故

ｙ＝
２（１－ｅ－ｘ）， ０≤ｘ≤１；

２（ｅ－１）ｅ－ｘ， ｘ＞１｛ ．

例１０２　 求方程ｘｄｙ
ｄｘ＋ｙ＝２ ｘ槡ｙ 的通解．

解 　 将方程化为ｄｙ
ｄｘ＋１

ｘｙ＝２ ｙ槡ｘ
，可以看出这是齐次方程，令ｕ＝ ｙ

ｘ
，即ｙ＝ｘｕ，由ｄｙ

ｄｘ＝ｘｄｕ
ｄｘ＋ｕ得

ｘｄｕ
ｄｘ＋ｕ＋ｕ＝２槡ｕ，

即 ｘｄｕ
ｄｘ＝２槡ｕ－２ｕ，

经分离变量，有 ｄｕ
槡ｕ－ｕ

＝２ｄｘ
ｘ

，积分得

－ｌｎ（１－槡ｕ）＝ｌｎｘ＋Ｃ１，

即 　　ｘ－ ｘ槡ｙ ＝Ｃ，　　　　 其中，Ｃ＝ｅ－Ｃ１．

例１０３　 求方程ｙ′ｓｅｃ２ｙ＋ ｘ
１＋ｘ２ｔａｎｙ＝ｘ满足ｙ（０）＝０的解．

解 　 这是一阶非线性方程，由于（ｔａｎｙ）′＝ｓｅｃ２ｙ·ｙ′，可作代换Ｚ＝ｔａｎｙ，于是方程化为

Ｚ′＋ ｘ
１＋ｘ２Ｚ＝ｘ

利用公式 Ｚ＝ｅ－∫ｐ（ｘ）ｄｘ（Ｃ＋∫ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘｄｘ）＝ｅ－∫ｘ

１＋ｘ２
ｄｘ（Ｃ＋∫ｘｅ∫

ｘ

１＋ｘ２
ｄｘｄｘ）

＝ １
１＋ｘ槡 ２

（Ｃ＋ １
３

（１＋ｘ２）３／２）＝ １
３

（１＋ｘ２）＋ Ｃ
１＋ｘ槡 ２

，
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由ｙ（０）＝０，得Ｃ＝－ １
３

，故问题的解是ｔａｎｙ＝ １
３

（１＋ｘ２－ １
１＋ｘ槡 ２

）．

例１０４　（１）若连续函数ｆ（ｘ）满足关系式

ｆ（ｘ）＝∫
２ｘ

０
ｆ（ｔ

２
）ｄｔ＋ｌｎ２，求ｆ（ｘ）；

（２）已知ｆ（ｘ）可微，且满足∫
ｘ

１

ｆ（ｔ）
ｔ３ｆ（ｔ）＋ｔ

ｄｔ＝ｆ（ｘ）－１，求ｆ（ｘ）．

解 　（１）本方程中含有未知函数的积分，通常称为积分方程，对这类积分方程可通过两端求导，将原方

程化为微分方程的初值问题而求解．
方程两端对ｘ求导，得ｆ′（ｘ）＝２ｆ（ｘ），且ｆ（０）＝ｌｎ２．
分离变量并积分得ｆ（ｘ）＝Ｃｅ２ｘ，代入ｆ（０）＝ｌｎ２，得Ｃ＝ｌｎ２，故ｆ（ｘ）＝ｌｎ２·ｅ２ｘ 为所求

（２）等式两边求导得 ｆ（ｘ）
ｘ３ｆ（ｘ）＋ｘ

＝ｆ′（ｘ），且ｆ（１）＝１．

现在这个方程既不是线性方程或齐次方程，也无法分离变量，但注意其特点，不妨记ｙ＝ｆ（ｘ），并把ｙ视为自

变量，而ｘ为未知函数，这样方程可写成ｄｘ
ｄｙ－ １

ｙ
ｘ ＝ｘ３，这是贝努利方程，令

ｚ＝ｘ－２，则方程化为

ｄｚ
ｄｙ＋ ２

ｙ
ｚ＝－２，

解得 ｚ＝ｅ－∫２
ｙｄｙ（Ｃ＋∫－２ｅ∫

２
ｙｄｙｄｙ）＝ １

ｙ２（Ｃ＋ ２
３ｙ３），

即 １
ｘ２ ＝ １

ｙ２（Ｃ－ ２
３ｙ３），

亦即 ｆ２（ｘ）
ｘ２ ＋ ２

３ｆ３（ｘ）＝Ｃ，由ｆ（１）＝１得Ｃ＝ ５
３

，

故所求ｆ（ｘ）是 　ｆ２（ｘ）
ｘ２ ＋ ２

３ｆ３（ｘ）＝ ５
３

确定的隐函数．

例１０５　（１）求微分方程ｙ′＋ｓｉｎｘ＋ｙ
２ ＝ｓｉｎｘ－ｙ

２
的通解；

（２）求方程ｙ′＋ｓｉｎｙ＋ｘｃｏｓｙ＋ｘ＝０的通解．
解 　（１）本题的技巧只在初等变形．

　　 由于 ｙ′＝ｓｉｎｘ－ｙ
２ －ｓｉｎｘ＋ｙ

２ ＝２ｃｏｓｘ
２ｓｉｎ（－ ｙ

２
）＝－２ｃｏｓｘ

２ｓｉｎｙ
２

，

可分离变量： ｄｙ
ｓｉｎｙ

２

＝－２ｃｏｓｘ
２ｄｘ，

两边积分得 ｌｎ｜ｃｓｃｙ
２ －ｃｏｔｙ

２｜＝－２ｓｉｎｘ
２ ＋Ｃ

（２）利用三角恒等式，对方程作初等变形：

ｙ′＋２ｓｉｎｙ
２ｃｏｓｙ

２ ＋ｘ·２ｃｏｓ２ ｙ
２ ＝０，

即 １
２ｓｅｃ２ ｙ

２ｙ′＋ｔａｎｙ
２ ＋ｘ＝０，

令 　ｕ＝ｔａｎｙ
２

，则方程为ｄｕ
ｄｘ＋ｕ＝－ｘ，这是一阶线性方程，利用公式

ｕ＝ｅ－∫ｄｘ（Ｃ－∫ｘｅ∫ｄｘｄｘ）＝ｅ－ｘ（Ｃ－ｘｅｘ ＋ｅｘ）＝－ｘ＋１＋Ｃｅ－ｘ，
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即 ｔａｎｙ
２ ＝－ｘ＋１＋Ｃｅ－ｘ．

例１０６　 设ｆ（ｘ＋ｙ）＝ ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）
１－ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），这里ｆ可导，且ｆ′（０）＝２，求ｆ（ｘ）．

解 　 必须根据上述等式导出相应的微分方程，然后求解．

令ｙ＝０，　ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ）＋ｆ（０）
１－ｆ（ｘ）ｆ（０）．

经整理得ｆ（０）［１＋ｆ２（ｘ）］＝０，即ｆ（０）＝０．
固定ｘ，在等式两边关于ｙ求导：

ｆ′（ｘ＋ｙ）＝ｆ′（ｙ）［１－ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）］－［ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）］［－ｆ（ｘ）ｆ′（ｙ）］
（１－ｆ（ｘ）ｆ（ｙ））２

，

令ｙ＝０，得

ｆ′（ｘ）＝ ［１＋ｆ２（ｘ）］ｆ′（０）＝２［１＋ｆ２（ｘ）］，

于是问题转化为求解
ｆ（ｘ）′＝２（１＋ｆ（ｘ）２）

ｆ（０）＝｛ ０

方程分离变量得 　　 ａｒｃｔａｎｆ（ｘ）＝２ｘ＋Ｃ，

由ｆ（０）＝０，得Ｃ＝０，故ｆ（ｘ）＝ｔａｎ２ｘ为所求．

例１０７　 求方程ｄｘ
ｄｔ＝－ｔ＋ ｔ２＋２槡 ｘ 的通解．

解 　 解这类方程一般先作变换，令ｔ２＋２ｘ＝ｕ，则２ｔ＋２ｄｘ
ｄｔ＝ｄｕ

ｄｔ
，原方程就化为

ｄｕ
ｄｔ＝２槡ｕ，

分离变量为 ｄｕ
２槡ｕ

＝ｄｔ，并积分，得槡ｕ＝ｔ＋Ｃ，即 ｔ２＋２槡 ｘ＝ｔ＋Ｃ，或ｘ＝Ｃｔ＋Ｃ２

２．

例１０８　（１）求ｄｙ
ｄｘ＝ （ｘ－ｙ）２ 的通解；

（２）求ｄｙ
ｄｘ＝ｘ４＋ｙ３

ｘｙ２ 的通解．

解 　（１）可令ｕ＝ｘ－ｙ，将原方程化为可分离变量的形式．

由ｄｕ
ｄｘ＝１－ｄｙ

ｄｘ＝１－ｕ２，即 ｄｕ
１－ｕ２ ＝ｄｘ，得

１
２ｌｎ １＋ｕ

１－ｕ ＝ｘ＋Ｃ，

将ｕ＝ｘ－ｙ代回，得１
２ｌｎ １＋ｘ－ｙ

１－ｘ＋ｙ ＝ｘ＋Ｃ．

注 　 一般地，若ｙ′＝ｆ（ａｘ＋ｂｙ＋Ｃ），可令ｕ＝ａｘ＋ｂｙ＋Ｃ 求解．
（２）本题不是线性方程，需经代换化为线性方程．首先原方程化为

ｙ２ｄｙ
ｄｘ＝ｘ３＋ １

ｘｙ３，

令Ｚ＝ｙ３　 得ｄＺ
ｄｘ－３Ｚ

ｘ ＝３ｘ３，于是

Ｚ＝ｅ∫
３
ｘｄｘ［Ｃ＋∫３ｘ３ｅ－∫３

ｘｄｘｄｘ］＝ｘ３［３ｘ＋Ｃ］，
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即 ｙ３ ＝ｘ３（３ｘ＋Ｃ）．

例１０９　 求微分方程（ｘ２＋ｙ）ｄｘ＋（ｘ－２ｙ）ｄｙ＝０的通解．
解 　 先判别此方程是否为全微分方程

令 Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ，　　Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｘ－２ｙ，

则有Ｐ
ｙ ＝Ｑ

ｘ ＝１，故存在ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ），使ｄｕ＝ （ｘ２＋ｙ）ｄｘ＋（ｘ－２ｙ）ｄｙ，由

ｕ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

ｘ０

Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫
ｙ

ｙ０

Ｑ（ｘ０，ｙ）ｄｙ（取ｘ０ ＝０，ｙ０ ＝０）

＝∫
ｘ

０
（ｘ２＋ｙ）ｄｘ＋∫

ｙ

０
（０－２ｙ）ｄｙ＝ｘ３

３ ＋ｘｙ－ｙ２，

故方程解为 ｘ３

３ ＋ｘｙ－ｙ２ ＝Ｃ．

例１０１０　 求２ｘ（ｙｅｘ２ －１）ｄｘ＋ｅｘ２ｄｙ＝０的通解．
解 　 对全微分方程，有时可通过“凑微分”的方法，很快得出解，原方程化为

（ｙｅｘ２ －１）ｄｘ２＋ｅｘ２ｄｙ＝０，

即 ｄ（ｙｅｘ２）－ｄｘ２ ＝０，

从而 ｙｅｘ２ －ｘ２ ＝Ｃ．

例１０１１　 求解下列方程

（１）（ｙ－ｘ ｘ２＋ｙ槡 ２）ｄｘ－ｘｄｙ＝０；

（２）（ｘｙ＋ １－ｘ２ｙ槡 ２）ｄｘ＋ｘ２ｄｙ＝０．

解 　（１）经整理得 　ｙｄｘ－ｘｄｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

＝ｘｄｘ，

可化为
－ｄ（ｙｘ

）

１＋（ｙ
ｘ

）槡 ２
＝ｄｘ，

得解 －ｌｎ ｙ
ｘ ＋ １＋（ｙ

ｘ
）槡 ２ ＝ｘ＋Ｃ；

（２）经整理得 ｙｄｘ＋ｘｄｙ
１－（ｘｙ）槡 ２

＝－ｄｘ
ｘ

，

得解 ａｒｃｓｉｎ（ｘｙ）＋ｌｎ｜ｘ｜＝Ｃ．

例１０１２　 求ｘ＋ｙｙ′＝ｆ（ｘ）ｇ（ ｘ２＋ｙ槡 ２）的通解，并利用此结果求ｘ＋ｙｙ′＝ｔａｎｘ·（ ｘ２＋ｙ槡 ２－１）
的通解．

解 　 先作变换ｕ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，由于ｄｕ＝ｘｄｘ＋ｙｄｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，即

ｕｄｕ＝ｘｄｘ＋ｙｄｙ，

原方程可化为 ｕｄｕ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｕ）ｄｘ，

分离变量后积分得 ∫ｕｄｕ
ｇ（ｕ）＝∫ｆ（ｘ）ｄｘ，

于是通解为 ∫ｕｄｕ
ｇ（ｕ）－∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｃ，
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其中 ｕ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，

现在 ｆ（ｘ）＝ｔａｎｘ，ｇ（ ｘ２＋ｙ槡 ２）＝ ｘ２＋ｙ槡 ２ －１，

即 ｇ（ｕ）＝ｕ－１，

于是 ∫ｕ
ｕ－１ｄｕ－∫ｔａｎｘｄｘ＝ｕ＋ｌｎ｜ｕ－１｜＋ｌｎ｜ｃｏｓｘ｜＝Ｃ，

即 ｘ２＋ｙ槡 ２ ＋ｌｎ ｘ２＋ｙ槡 ２ －１ ＋ｌｎ｜ｃｏｓｘ｜＝Ｃ．

２．　 高阶微分方程

高阶微分方程主要可分为以下几类：（１）可降阶 的 高 阶 方 程，对 于 这 类 方 程 其 解 法 还 是 比 较 固 定 的，只

要按照具体的解法求解就可以了；（２）二阶常系数线性微分方程，即形如ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝ｆ（ｘ）的形式，这是

重点内容，务必注意．对于三阶或更高阶常 系 数 线 性 方 程 的 解 法 基 本 上 与 二 阶 时 相 同．本 章 中 的 关 于 线 性

方程的解的结构，考生也应重视．
例１０１３　 求解下列方程的通解：

（１）ｙ″＝１＋ｙ′２；　　　（２）ｙ″＝２ｙ－１
ｙ２＋１

ｙ′２．

解 　 本例都是可降阶的高阶方程，要根据每个方程的特点，以选择适当的代换．
（１）方程右端不显含ｙ，作代换ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｐ′，这样方程化为

ｐ′＝１＋ｐ２，即 ｄｐ
１＋ｐ２ ＝ｄｘ．

解得 　ａｒｃｔａｎｐ＝ｘ＋Ｃ１，　　　　 即ｐ＝ｔａｎ（ｘ＋Ｃ１）

于是 ｙ＝∫ｔａｎ（ｘ＋Ｃ１）ｄｘ＝－ｌｎ｜ｃｏｓ（ｘ＋Ｃ１）｜＋Ｃ２．

（２）方程右端不显含ｘ，作代换ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｐｄｐ
ｄｙ

，原方程化为

ｐｄｐ
ｄｙ＝２ｙ－１

ｙ２＋１
ｐ２，

当ｐ＝０时，ｙ＝Ｃ 是原方程的解；

当ｐ≠０时，ｄｐ
ｐ ＝２ｙ－１

ｙ２＋１
ｄｙ，

积分得 ｌｎ｜ｐ｜＝ｌｎ｜１＋ｙ２｜－ａｒｃｔａｎｙ＋Ｃ１，

即 ｐ＝Ｃ１（１＋ｙ２）ｅ－ａｒｃｔａｎｙ，

亦即 　　　　 ｅａｒｃｔａｎｙ

１＋ｙ２ｄｙ＝Ｃ１ｄｘ

积分得 　　　 ｅａｒｃｔａｎｙ ＝Ｃ１ｘ＋Ｃ２．

例１０１４　 求解初值问题
ｙｙ″－２ｙｙ′ｌｎｙ＝ｙ′２

ｙ（０）＝ｙ′（０）＝１｛ ．

解 　 方程为可降阶的高阶方程，属ｙ″＝ｆ（ｙ，ｙ′）型，可作ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｐｄｐ
ｄｙ

，原方程可化为

ｙｐｄｐ
ｄｙ－２ｙｐｌｎｙ＝ｐ２，

由初值知ｐ≠０，于是方程化为

ｄｐ
ｄｙ－ １

ｙｐ ＝２ｌｎｙ，
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利用公式得

ｐ＝ｅ∫
１
ｙｄｙ（Ｃ１＋∫２

ｌｎｙｅ－∫１
ｙｄｙｄｙ）

＝ｙ（Ｃ１＋∫２ｌｎｙ·１
ｙ
ｄｙ）＝ｙ（ｌｎ２ｙ＋Ｃ１），

由ｙ（０）＝ｙ′（０）＝１，得Ｃ１ ＝１，于是ｐ＝ｙ（ｌｎ２ｙ＋１），即

ｄｙ
ｙ（ｌｎ２ｙ＋１）＝ｄｘ，

积分得 ａｒｃｔａｎｌｎｙ＝ｘ＋Ｃ２，

由ｙ（０）＝１，得Ｃ２ ＝０，故ａｒｃｔａｎｌｎｙ＝ｘ，即ｌｎｙ＝ｔａｎｘ．

例１０１５　 求下列方程的通解：

（１）ｙ″＋２ｙ′－３ｙ＝ｅ－３ｘ；　　　　　 （２）ｙ″－ｙ＝ｅｘ ＋１；

（３）ｙ″＋２ｙ′＋２ｙ＝ｘ＋３； （４）　ｙ″＋２ｙ′＋ｙ＝ｘｅｘ；

（５）ｙ″＋４ｙ′＋４ｙ＝ｅａｘ（ａ为实数）．

解 　（１）对应的齐次方程的特征方程λ２＋２λ－３＝０的根为λ１ ＝１，λ２ ＝－３，故对应齐次方程的通解为

Ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ－３ｘ，设原方程的一个特解ｙ ＝Ａｘｅ－３ｘ，代入原方程得Ａ＝－１
４

，则原方程的通解为ｙ＝Ｃ１ｅｘ

＋Ｃ２ｅ－３ｘ － １
４ｘｅ－３ｘ

（２）对应齐次方程的特征方程λ２－１＝０的根λ１，２ ＝±１，故对应齐次方程的通解为Ｙ ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ－ｘ，

设原方程的一个特解为ｙ ＝Ａｘｅｘ＋Ｂ，代入原方程得Ａ＝ １
２

，Ｂ＝－１，则原方程的通解为ｙ＝Ｃ１ｅｘ＋Ｃ２ｅ－ｘ

＋ １
２ｘｅｘ －１

（３）对应的特征方程λ２＋２λ＋２＝０的根为λ１，２ ＝－１±ｉ，故对应齐次方程的通解为Ｙ ＝ｅ－ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ

＋Ｃ２ｓｉｎｘ），设原方程的一个特解为ｙ ＝Ａｘ＋Ｂ，代入原方程得Ａ＝ １
２

，Ｂ＝１，则原方程的通解为

ｙ＝ｅ－ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ）＋ １
２ｘ＋１；

（４）对应的特征方程λ２＋２λ＋１＝０的根λ１，２ ＝－１，故对应齐次方程的通解为Ｙ ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－ｘ，设

原方程的一个特解为ｙ ＝ （ａｘ＋ｂ）ｅｘ 代入原方程得ａ＝ １
４

，ｂ＝－ １
４

，故原方程的通解为

ｙ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－ｘ ＋ １
４

（ｘ－１）ｅｘ

（５）对应的特征方程λ２＋４λ＋４＝０的根λ１，２ ＝－２，故对应的齐次方程的通解为Ｙ ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－２ｘ，

当ａ≠－２时，可设原方程的一个特解为ｙ ＝Ａｅａｘ，代入原方程，得Ａ＝ １
（ａ＋２）２

，因此原方程的通解为

ｙ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－２ｘ ＋ １
（ａ＋２）２ｅ

ａｘ．

当ａ＝－２时，可设原方程的一个特解为ｙ ＝Ａｘ２ｅ－２ｘ，代入原方程，得Ａ＝ １
２

，因此原方程的通解为

ｙ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ－２ｘ ＋ １
２ｘ２ｅ－２ｘ．

例１０１６　 求解方程ｙ″＋ｙ＝ｓｉｎｘ－２ｅ－ｘ 的通解．
解 　 对应的特征方程为λ２＋１＝０，其特征根λ１，２ ＝±ｉ，故对应齐次方程的通解为Ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ．
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非齐次方程的特解可设为ｙ ＝ｘ（Ａｃｏｓｘ＋Ｂｓｉｎｘ）＋Ｃｅ－ｘ，

代入原方程，比较系数得Ａ＝－ １
２

，Ｂ＝０，Ｃ＝－１，所以

ｙ ＝－ １
２ｘｃｏｓｘ－ｅ－ｘ，

故原方程通解为

ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ－ １
２ｘｃｏｓｘ－ｅ－ｘ．

例１０１７　 求方程ｙ″＋４ｙ′＋５ｙ＝８ｃｏｓｘ在（－∞，０）内有界的特解．
解 　 对应的特征方程为λ２＋４λ＋５＝０，其特征根为λ１，２ ＝－２±ｉ，故对应齐次方程的通解为

Ｙ ＝ｅ－２ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ）．

设非齐次方程的一个特解为ｙ ＝Ａｓｉｎｘ＋Ｂｃｏｓｘ，代入原方程，比较系数得Ａ＝Ｂ＝１，故ｙ ＝ｓｉｎｘ＋
ｃｏｓｘ，原方程的通解为

ｙ＝ｅ－２ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ）＋ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ．

要使ｙ（ｘ）在（－∞，０）内有界，必须使Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝０，因而ｙ＝ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ是问题的解．
例１０１８　 求微分方程ｙ″＋４ｙ＝２ｘ２ 在原点处与ｙ＝ｘ相切的特解．
解 　 根据题意，可得定解条件ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝１，对应微分方程的特征方程为λ２＋４＝０，其根为λ１，２

＝±２ｉ相应齐次方程的通解为Ｙ＝Ｃ１ｃｏｓ２ｘ＋Ｃ２ｓｉｎ２ｘ，设非齐次方程的一个特解为ｙ ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，代入

原方程得ａ＝ １
２

，ｂ＝０，ｃ＝－ １
４

，即

ｙ ＝ １
２ｘ２－ １

４
，

故原方程通解为 ｙ＝Ｃ１ｃｏｓ２ｘ＋Ｃ２ｓｉｎ２ｘ＋ １
２ｘ２－ １

４
，

由定解条件得 Ｃ１ ＝ １
４

，Ｃ２ ＝ １
２

，

因此，所求解为

ｙ＝ １
４ｃｏｓ２ｘ＋ １

２ｓｉｎ２ｘ＋ １
２ｘ２－ １

４．

例１０１９　（１）求ｙ
（４）－２ｙ＋ｙ″＋１８ｙ′－９０ｙ＝０的通解；

（２）求方程ｙ－４ｙ″＋４ｙ′＝ｘ２－１的通解．
解 　（１）对应特征方程为λ４－２λ３＋λ２＋１８λ－９０＝０，即

（λ２－９）（λ２－２λ＋１０）＝０，

其根 λ１ ＝３，λ２ ＝－３，λ３ ＝１＋３ｉ，λ４ ＝１－３ｉ

因此，通解为

ｙ＝Ｃ１ｅ３ｘ ＋Ｃ２ｅ－３ｘ ＋Ｃ３ｅｘｃｏｓ３ｘ＋Ｃ４ｅｘｓｉｎ３ｘ；

（２）对应特征方程为λ３－４λ２＋４λ＝０，其根为λ１ ＝０，λ２ ＝λ３ ＝２，所以对应齐次方程的通解为Ｙ＝Ｃ１

＋（Ｃ２＋Ｃ３ｘ）ｅ２ｘ．

设非齐次方程的特解为ｙ ＝ｘ（Ａｘ２＋Ｂｘ＋Ｃ），代入原方程，比较系数得Ａ＝ １
１２

，Ｂ＝ １
４

，Ｃ＝ １
８

，所

以

ｙ ＝ １
１２ｘ

３＋ １
４ｘ２＋ １

８ｘ，
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原方程的通解为

ｙ＝Ｃ１＋（Ｃ２＋Ｃ３ｘ）ｅ２ｘ ＋ １
１２ｘ

３＋ １
４ｘ２＋ １

８ｘ．

例１０２０　 若ｙ″＋２ｍｙ′＋ｎ２ｙ＝０，ｙ（０）＝ａ，ｙ′（０）＝ｂ．求∫
＋∞

０
ｙ（ｘ）ｄｘ（其中，ａ，ｂ，ｍ，ｎ为常数，ｍ＞ｎ

＞０）．

解 　 原方程对应的特征方程为λ２＋２ｍλ＋ｎ２ ＝０，其根为λ１，２ ＝－ｍ± ｍ２－ｎ槡 ２（这里λ１，２ ＜０），原方

程通解为ｙ＝Ｃ１ｅλ１ｘ ＋Ｃ２ｅλ２ｘ，根据定解条件有

Ｃ１＋Ｃ２ ＝ａ，　　λ１Ｃ１＋λ２Ｃ２ ＝ｂ

故

∫
＋∞

０
ｙ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

０
（Ｃ１ｅλ１ｘ ＋Ｃ２ｅλ２ｘ）ｄｘ＝－

Ｃ１

λ１
＋

Ｃ２

λ（ ）
２

＝－ １
λ１λ２

［（λ１＋λ２）（Ｃ１＋Ｃ２）－（λ２Ｃ１＋λ２Ｃ２）］

＝－ １
ｎ２［－２ｍａ－ｂ］＝ １

ｎ２［２ｍａ＋ｂ］．

例１０２１　（１）　 设ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，且ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１，并知

［ｘｙ（ｘ＋ｙ）－ｆ（ｘ）ｙ］ｄｘ＋［ｆ′（ｘ）＋ｘ２ｙ］ｄｙ＝０

为一全微分方程，求ｆ（ｘ）及此全微分方程的通解；

（２）求满足ｆ（０）＝－１，ｆ′（０）＝１的具有二阶连续导数的函数ｆ（ｘ），使ｆ（ｘ）ｙｄｘ＋［３
２ｓｉｎ２ｘ－ｆ′（ｘ）］ｄｙ

＝０是全微分方程，并求此全微分方程的积分曲线中经过（π，１）的一条积分曲线．

解 　（１）依条件，应有Ｐ
ｙ＝Ｑ

ｘ
，得ｆ″（ｘ）＋ｆ（ｘ）＝ｘ２，解该方程可得ｆ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ＋ｘ２－２，

由ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１得Ｃ１ ＝２，Ｃ２ ＝１，故ｆ（ｘ）＝２ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ＋ｘ２－２
于是原方程为

［ｘｙ２－（２ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）ｙ＋２ｙ］ｄｘ

＋［－２ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ＋２ｘ＋ｘ２ｙ］ｄｙ＝０

其通解为

－２ｙｓｉｎｘ＋ｙｃｏｓｘ＋２ｘｙ＋ １
２ｘ２ｙ２ ＝Ｃ；

（２）由于ｆ（ｘ）ｙｄｘ＋［３
２ｓｉｎ２ｘ－ｆ′（ｘ）］ｄｙ＝０是全微分方程，则由Ｑ

ｘ ＝Ｐ
ｙ

得

３ｃｏｓ２ｘ－ｆ″（ｘ）＝ｆ（ｘ），

即
ｆ″（ｘ）＋ｆ（ｘ）＝３ｃｏｓ２ｘ
ｆ（０）＝－１，ｆ′（０）＝１｛ ．

可解得通解

ｆ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ－ｃｏｓ２ｘ，

由定解条件得Ｃ１ ＝０，Ｃ２ ＝１，所以ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｃｏｓ２ｘ，因此，相应的全微分方程为

（ｓｉｎｘ－ｃｏｓ２ｘ）ｙｄｘ＋ ３
２ｓｉｎ２ｘ－ｃｏｓｘ－２ｓｉｎ２［ ］ｘ ｄｙ＝０，

即 ｄｙｃｏｓｘ＋ １
２ｙｓｉｎ２［ ］ｘ ＝０，
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通解为 ｙ ｃｏｓｘ＋ １
２ｓｉｎ２（ ）ｘ ＝Ｃ，

由ｙ（π）＝１得Ｃ＝－１．

于是所求积分曲线为ｙ（ｃｏｓｘ＋ １
２ｓｉｎ２ｘ）＋１＝０．

例１０２２　 设φ（ｘ）为二阶可导的函数，且

φ（ｘ）＝ｅｘ －∫
ｘ

０
（ｘ－ｕ）φ（ｕ）ｄｕ，求φ（ｘ）．

解 　 首先要导出相应的微分方程与初值条件，等式两边求导得

φ′（ｘ）＝ （ｅｘ）′－ ｘ∫
ｘ

０
φ（ｕ）ｄｕ－∫

ｘ

０
ｕφ（ｕ）ｄ［ ］ｕ

′

＝ｅｘ －∫
ｘ

０
φ（ｕ）ｄｕ－ｘφ（ｘ）＋ｘφ（ｘ）

＝ｅｘ －∫
ｘ

０
φ（ｕ）ｄｕ，　　 （１）

再求导得 φ″（ｘ）＝ｅｘ －φ（ｘ），

即 φ″（ｘ）＋φ（ｘ）＝ｅｘ， （２）

又从原积分方程与方程（１）可得 　φ（０）＝１，φ′（０）＝１

由特征方程λ２＋１＝０得特征根为λ１，２ ＝±ｉ，

于是对应的齐次方程的通解为Φ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ．

设非齐次方程的特解为φ
（ｘ）＝Ａｅｘ，代入方程（２）得Ａ＝ １

２
，于是方程（２）的通解为φ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋

Ｃ２ｓｉｎｘ＋ １
２ｅｘ，由定解条件得Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝ １

２
，故φ（ｘ）＝ １

２
（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ＋ｅｘ）．

例１０２３　 求４ｘｙ″＋２（１－槡ｘ）ｙ′－６ｙ＝ｅ３槡ｘ 的通解．
解 　 这个方程可通过变换化为线性常系数方程．

令槡ｘ＝ｕ，则 ｄｙ
ｄｘ＝ｄｙ

ｄｕ
·ｄｕ
ｄｘ＝ １

２ｕ
ｄｙ
ｄｕ

，

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝ ｄ

ｄｕ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

ｄｕ
ｄｘ＝ １

４ｕ２
ｄ２ｙ
ｄｕ２ － １

４ｕ３
ｄｙ
ｄｕ

，

代入原方程，可得 ｄ２ｙ
ｄｕ２ －ｄｙ

ｄｕ－６ｙ＝ｅ３ｕ，

其通解为

ｙ＝Ｃ１ｅ３ｕ ＋Ｃ２ｅ－２ｕ ＋ １
５ｕｅ３ｕ

将ｕ＝槡ｘ 代回，得

ｙ＝Ｃ１ｅ３槡ｘ ＋Ｃ２ｅ－２槡ｘ ＋ １
５ 槡ｘｅ３槡ｘ．

例１０２４　 求ｙ″＋（ｘｅ２ｙ）ｙ′３ ＝０的通解．

解 　 注意到ｙ′
ｘ ＝ １

ｘ′
ｙ

，　ｙ″
ｘｘ ＝ －ｘ″

ｙｙ

ｘ′３
ｙ

即可将方程化为线性常系数方程．

经整理可得ｘ″－ｘ＝ｅ２ｙ，求解得通解

ｘ＝Ｃ１ｅｙ ＋Ｃ２ｅ－ｙ ＋ １
３ｅ２ｙ．
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例１０２５　 求ｘ３ｙ＋ｘ２ｙ″－４ｘｙ′＝３ｘ２ 的通解．
解 　 这是欧拉方程，作ｘ＝ｅｔ（即ｔ＝ｌｎｘ），

由 ｘｋｙ
（ｋ）＝Ｄ（Ｄ－１）…（Ｄ－ｋ＋１）ｙ，Ｄ ＝ ｄ

ｄｔ
，

原方程化为 Ｄ３ｙ－２Ｄ２ｙ－３Ｄｙ＝３ｅ２ｔ，

即 ｄ３ｙ
ｄｔ３ －２ｄ２ｙ

ｄｔ２ －３ｄｙ
ｄｔ＝３ｅ２ｔ，

可以解得 ｙ＝Ｃ１＋Ｃ２ｅ－ｔ＋Ｃ３ｅ３ｔ＋ １
２ｅ２ｔ，

将ｘ＝ｅｔ 代回，有

ｙ＝Ｃ１＋Ｃ２
１
ｘ ＋Ｃ３ｘ３＋ｘ２

２．

３．微分方程的应用

根据给定条件建立微分方程，然后求解．这类题目可分为几何问题和简单的物理问题两大类，对于几何

问题主要是考察问题所指出的各种几何关系，再运用切线、法线、截距、两点间的距离、曲率等概念，特别是它

们与导数的关系建立方程，并进行求解，而简单的物理问题主要是运用牛顿第二定律Ｆ＝ｍａ等来建立方程，
然后求解．

例１０２６　 设曲线Ｌ 位于ｘＯｙ 平面的第一象限内，Ｌ 上任一点Ｍ 处的切线与ｙ 轴总相交，记交点为Ａ，

已知｜ＭＡ｜＝｜ＯＡ｜且Ｌ 过点 ３
２

，（ ）３
２

，求Ｌ 的方程．

解 　 设 Ｍ 的坐标为（ｘ，ｙ），则切线 ＭＡ 的方程为

Ｙ－ｙ＝ｙ′（Ｘ－ｘ），

令 Ｘ ＝０，则Ｙ ＝ｙ－ｘｙ′，故点Ａ 的坐标为（０，ｙ－ｘｙ′），由｜ＭＡ｜＝｜ＯＡ｜，则有

｜ｙ－ｘｙ′｜＝ （ｘ－０）２＋（ｙ－ｙ＋ｘｙ′）槡 ２，

化简后得 ２ｙｙ′－ １
ｘｙ２ ＝－ｘ，

令ｚ＝ｙ２，则方程化为ｄｚ
ｄｘ－ １

ｘｚ＝－ｘ，求解得

ｚ＝ｅ∫
１
ｘｄｘ（Ｃ－∫ｘｅ－∫１

ｘｄｘｄｘ）＝ｘ（Ｃ－ｘ），

即 　ｙ２ ＝ｘ（Ｃ－ｘ），由于ｙ＞０，故ｙ＝ ｘ（Ｃ－ｘ槡 ）

因Ｌ 过 ３
２

，（ ）３
２

，故由ｙ（ ）３
２ ＝ ３

２
得Ｃ＝３，

所以Ｌ 的方程为ｙ＝ ３ｘ－ｘ槡 ２，　　（０＜ｘ＜３）．

例１０２７　 设对任意ｘ＞０，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）上点（ｘ，ｆ（ｘ））处的切线在ｙ轴上的截距等于１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，求

ｆ（ｘ）的表达式．
解 　 曲线ｙ＝ｆ（ｘ）上的点（ｘ，ｆ（ｘ））处的切线方程为

Ｙ－ｆ（ｘ）＝ｆ′（ｘ）（Ｘ－ｘ），

令 Ｘ ＝０　 得截距Ｙ ＝ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）．根据题意，有

１
ｘ∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ），

即 ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ［ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）］，
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上式两边对ｘ求导得

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）＋ｘ［ｆ′（ｘ）－ｆ′（ｘ）－ｘｆ″（ｘ）］，

整理得 　ｘｆ″（ｘ）＋ｆ′（ｘ）＝０，　 即 　 ｄ
ｄｘ

（ｘｆ′（ｘ））＝０，

得ｆ（ｘ）＝Ｃ１ｌｎｘ＋Ｃ２　　（Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数）．
例１０２８　 在上半平面求一条向上凹的曲线，其上任一点ｐ（ｘ，ｙ）处的曲率等于曲线在该点的法线段ＰＱ

长度的倒数（Ｑ 为法线与ｘ 轴的交点），且曲线在点（１，１）处的切线与ｘ轴平行．
解 　 曲线ｙ＝ｙ（ｘ）在Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线方程为

Ｙ－ｙ＝ －１
ｙ′

（Ｘ－ｘ），　　（ｙ′≠０）

它与ｘ轴的交点是Ｑ（ｘ＋ｙｙ′，０），从而法线段ＰＱ 的长度是

（ｙｙ′）２＋ｙ槡 ２ ＝ｙ（１＋ｙ′２）
１
２ ，（ｙ＞０）

根据题意，得

｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）

３
２

＝ １
ｙ（１＋ｙ′２）

１
２

，

由曲线向上凹知ｙ″＞０，

故得 ｙ″
（１＋ｙ′２）

３
２

＝ １
ｙ（１＋ｙ′２）

１
２

，

即 ｙｙ″＝１＋ｙ′２，

令ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｐｄｐ
ｄｙ

代入方程可得

ｐ
１＋ｐ２ｄｐ＝ｄｙ

ｙ
，

又因曲线在点（１，１）处的切线与ｘ轴平行，即ｙ（１）＝１，及ｙ′（１）＝０得ｙ＝ １＋ｐ槡 ２，即ｙ′＝± ｙ２－槡 １，
由ｙ（１）＝１得

ｙ＝ １
２

（ｅｘ－１＋ｅ－（ｘ－１））．

例１０２９　 已知曲线ｙ＝ｆ（ｘ）过原点且其上任一点（ｘ，ｙ）处的切线的斜率为２ｘ（ｙ＋１），求该曲线函数．

解 　 根据题意，有
ｙ′＝２ｘ（ｙ＋１）

ｙ（０）＝０　｛ ，
方程分离变量，积分得

　　∫ｄｙ
ｙ＋１＝∫２ｘｄｘ，　 即 　ｌｎ｜ｙ＋１｜＝ｘ２＋Ｃ，

图１０１

亦即 ｙ＝Ｃｅｘ２ －１，
代入ｙ（０）＝０，得Ｃ＝１，故

ｙ＝ｅｘ２ －１．

例１０３０　 求一曲线族的方程，它在任一点处的切线 ＭＴ 从切点Ｍ
到与ｘ轴的交点Ｔ 的长度等于它在ｘ 轴上的截距ＯＴ．

解 　 见 图 １０１，设 Ｍ 点 的 坐 标 为 （ｘ，ｙ），则 Ｔ 点 的 坐 标 为

ｘ－ ｙ
ｙ′

，（ ）０ ，这样，
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｜ＭＴ｜２ ＝ ｙ
ｙ′ １＋ｙ′槡［ ］２ ２

而｜ＯＴ｜２ ＝ ｘ－ ｙ
ｙ（ ）′

２

，

依题意有 ｙ
ｙ（ ）′

２

（１＋ｙ′２）＝ （ｘ－ ｙ
ｙ′

）２，

整理得 ｙ′＝ ２ｘｙ
ｘ２－ｙ２，

这是齐次方程，可解得ｘ２＋ｙ２ ＝Ｃｙ．

例１０３１　 试求曲线ｙ＝ｆ（ｘ），使其切线倾角α满足ｃｏｓ２α＝ｘ．

解 　 由三角恒等式 　ｃｏｓ２α＝１－ｔａｎ２α
１＋ｔａｎ２α

，　 从ｃｏｓ２α＝ｘ，可得１－ｔａｎ２α＝ （１＋ｔａｎ２α）·ｘ，由于ｙ′＝

ｔａｎα，故１－ｙ′２ ＝ （１＋ｙ′２）ｘ，

整理得 　ｙ′２ ＝１－ｘ
１＋ｘ

，即ｙ′＝± １－ｘ
１＋槡 ｘ

，

于是 ｙ＝±２ ａｒｃｔａｎ １－ｘ
１＋槡 ｘ－ １

２ １－ｘ槡（ ）２ ＋Ｃ．

图１０２

例１０３２　 设过曲线上任一点 Ｍ（ｘ，ｙ）的 切 线 ＭＴ，与 坐 标 原 点 到 此

点的连线ＯＭ 相交成定角ω，求曲线方程．
解 　 据图１０２，知

ｔａｎα＝ｄｙ
ｄｘ

，ｔａｎθ＝ ｙ
ｘ

，

若ω＝ π
２

，则 ＭＴ ⊥ＯＭ，故

ｄｙ
ｄｘ

·ｙ
ｘ ＝－１，

即ｄｙ
ｄｘ＝－ ｘ

ｙ
，可得ｘｄｘ＋ｙｄｙ＝０，

故曲线方程为 ｘ２＋ｙ２ ＝Ｃ，

若ω≠ π
２

，不妨设ｔａｎω＝ １
ａ

（ａ≠０），由α＝ω＋θ，得

ｔａｎα＝ｔａｎ（ω＋θ）＝ ｔａｎω＋ｔａｎθ
１－ｔａｎωｔａｎθ

，

即 ｄｙ
ｄｘ＝

１
ａ ＋ ｙ

ｘ

１－ １
ａ

·ｙ
ｘ

＝ｘ＋ａｙ
ａｘ－ｙ

，

这是齐次方程，可解得

ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）－２ａａｒｃｔａｎｙ
ｘ ＝Ｃ．

例１０３３　 一曲线通过点（２，３），在该曲线上任一点Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线与ｘ轴的交点为Ｑ，且线段ＰＱ 恰被

ｙ轴平分，求此曲线方程．

解 　 设所求曲线为ｙ＝ｆ（ｘ），则它在Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线方程为Ｙ－ｙ＝－ １
ｙ′

（Ｘ－ｘ），它在ｘ轴上的截

距为ｘ＋ｙｙ′，由已知条件得
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ｘ＋ｙｙ′＋ｘ
２ ＝０，

即 　　２ｘ＋ｙｙ′＝０，满足ｙ（２）＝３，

分离变量，积分得 ２ｘ２＋ｙ２ ＝Ｃ

确定系数Ｃ＝１７，所求曲线方程为２ｘ２＋ｙ２ ＝１７．
例１０３４　 一条位于第一象限内的曲线段通过原点及（１，１）点，在其上任取一点，过 该 点 作 两 坐 标 轴 的

平 行线，其中一条平行线与ｘ轴和曲线所围成图形绕ｘ轴旋转所得立体体积为Ｖ１，另一条平行线与ｙ轴和曲

线所围成的图形绕ｘ轴旋转所成的立体体积为Ｖ２，若Ｖ１ ＝Ｖ２ 求此曲线方程．
解 　 设所求曲线方程为ｙ＝ｆ（ｘ），并且由已知条件可得

π∫
ｘ

０
ｙ２ｄｘ＝ １

２πｙ２ｘ，

方程两边求导，有πｙ２ ＝ π
２

（２ｘｙｙ′＋ｙ２），并经整理，得

ｙ′＝ ｙ
２ｘ

，

分离变量后积分得 ｙ２ ＝Ｃｘ，

由ｙ（１）＝１得Ｃ＝１，故所求曲线ｙ＝槡ｘ．
例１０３５　 假定某一海湾的海岸线呈直角形，海水的流线为双曲线ｘｙ＝Ｃ（其中，Ｃ 为常数），一条船在

海湾内行驶，船身保持和水流成３０°角，并指向海岸（图１０３），问此船行驶的路线如何？

图１０３

解 　 设船行驶的航线为ｙ＝ｆ（ｘ），航线与水流线在点Ｐ 的切线与

ｘ轴的交角分别为α，α１，则α１ ＝α＋π
６

，

由ｘｙ＝Ｃ 得ｔａｎα１ ＝－ ｙ
ｘ

，而ｔａｎα＝ｙ′，

图１０４

由 ｔａｎα＝ｔａｎ（α１－π
６

）＝
ｔａｎα１－ｔａｎπ

６

１＋ｔａｎα１ｔａｎπ
６

＝
－ ｙ

ｘ － １
槡３

１＋ － ｙ（ ）ｘ
·１
槡３

，

得 ｙ′＝槡３ｙ＋ｘ
ｙ－槡３ｘ

，

这是齐次方程，解得航线ｙ２－ 槡２ ３ｘｙ－ｘ２ ＝Ｃ．

例１０３６　 位于坐标原点的我舰向位于Ｏｘ 轴上Ａ（１，０）点处的敌舰发射导弹，导弹始终对准敌舰，设敌

舰以最大速度ｖ０（ｖ０ ＝ 常数）沿平行于Ｏｙ 轴的直线行驶，又设导弹的速率为５ｖ０，求导弹航行的曲线方程．
当敌舰航行多远时，它将被导弹击中？

解 　 如 图 １０４ 所 示，经 过 时 间ｔ，导 弹 处 于 点 Ｐ（ｘ，ｙ），此 时 敌 舰 处 于 点 Ｑ（１，ｖ０ｔ），设 导 弹

的轨迹为ｙ＝ｆ（ｘ），则

ｙ′＝
ｖ０ｔ－ｙ
１－ｘ 　（）

又根据题意，︵ＯＰ 弧长为｜ＡＱ｜之五倍，即

∫
ｘ

０
１＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝５ｖ０ｔ，

由式（）得ｖ０ｔ＝ （１－ｘ）ｙ′＋ｙ，

于是有 （１－ｘ）ｙ′＋ｙ＝ １
５∫

ｘ

０
１＋ｙ′槡 ２ｄｘ，
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方程两边求导并整理得

（１－ｘ）ｙ″＝ １
５ １＋ｙ′槡 ２，

这是不显含ｙ的可降阶的方程，令ｙ′＝ｐ，方程化为

（１－ｘ）ｐ′＝ １
５ １＋ｐ槡 ２，

即 ｄｐ
１＋ｐ槡 ２

＝ ｄｘ
５（１－ｘ），积分得

ｌｎ（ｐ＋ １＋ｐ槡 ２）＝－ １
５ｌｎ（１－ｘ）＋Ｃ１，

即 ｙ′＋ １＋ｙ′槡 ２ ＝
Ｃ２

１－槡 ｘ
，

由ｙ′（０）＝０　　 得Ｃ１ ＝１，故

ｙ′＋ １＋ｙ′槡 ２ ＝ １
１－槡 ｘ

， （３）

等式两端取倒数，并分母有理化

得 　 １＋ｙ′槡 ２ －ｙ′＝
５
１－槡 ｘ， （４）

式（３）减式（４）得 ｙ′＝ １
２

５
１－槡 ｘ

－ １
２

５
１－槡 ｘ，

从而

ｙ＝－ ５
８

（１－ｘ）
４
５ ＋ ５

１２
（１－ｘ）

６
５ ＋Ｃ２，

由ｙ（０）＝０，得Ｃ２ ＝ ５
２４

，

所以导弹的轨迹为

ｙ＝－ ５
８

（１－ｘ）
４
５ ＋ ５

１２
（１－ｘ）

６
５ ＋ ５

２４．

当ｘ＝１时，ｙ＝ ５
２４

，即当敌舰航行到（１，５
２４

）时将被导弹击中．

例１０３７　 一质量为 ｍ 的物体，在某种介质中由静止自由下落，假设介质的阻力与运动速度成正比，试

求物体运动的规律．
解 　 根据题意，建立定解问题（由Ｆ＝ｍａ）

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝ｍｇ－ｋｄｘ

ｄｔ
，

ｘ（０）＝０，　　ｘ′（０）＝０
烅
烄

烆 ，

解常系数线性方程得 ｘ＝Ｃ１＋Ｃ２ｅ－ｋ
ｍｔ＋ｍｇ

ｋｔ，

由定解条件得 Ｃ１ ＝－ｍ２

ｋ２ｇ，　　Ｃ２ ＝ｍ２

ｋ２ｇ，

所以 　ｘ＝ｍｇ
ｋｔ＋ｍ２ｇ

ｋ２ （ｅ－ｋ
ｍｔ－１）．

例１０３８　 一链条悬挂在钉子上，起动时一端离开钉子８ｍ，另一端离开钉子１２ｍ，求链条全部滑过钉子

所需时间（不计摩擦力，且ｇ取为１０ｍ／ｓ）．
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图１０５

解 　 如图１０５，假设链条下滑的一端在时刻ｔ离钉子距离为ｘ，则根据牛顿

第二定律有

２０ρ
ｄｘ２

ｄｔ２ ＝ （ρｘ－（２０－ｘ）ρ）ｇ＝２ρｇｘ－２０ρｇ，

整理得

ｘ″－ｘ＋１０＝０，　　　（取ｇ＝１０）

ｘ（０）＝１２，ｘ′（０）＝０｛ ，

解方程得 ｘ＝Ｃ１ｅｔ＋Ｃ２ｅ－ｔ＋１０，

由初始条件得Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝１，
故ｘ＝ｅｔ＋ｅ－ｔ＋１０．

当ｘ＝２０时，链条全部滑过钉子，这时

１０＝ｅｔ＋ｅ－ｔ ＝２ｃｈｔ．

即 　ｃｈｔ＝５或

ｔ＝ａｒｃｃｈ５＝ｌｎ（５＋ ５２－槡 １）＝ｌｎ（５＋ 槡２ ６）．

例１０３９　 质量为 Ｍ ＝１ｋｇ的物体，从水面上方为 Ｈ ＝０．１ｍ的地方自由落下（不计空气阻力），恰好落

图１０６

到水面上质量为ｍ ＝０．４ｋｇ的物体上，且结合为一体在 水 中 下 沉，该 结 合

体下沉的阻力与速度成正比，比值为０．７，试建立该结合体在水中下 沉 的

距离与时间的函数关系（ｇ取９．８）．
解 　 建立坐标，如图１０６．根据牛顿第二定律，有

（Ｍ＋ｍ）ｄ
２ｘ
ｄｔ２ ＝ （Ｍ＋ｍ）ｇ－ｋｄｘ

ｄｔ

即 １．４ｄｘ２

ｄｔ２ ＝１．４ｇ－０．７ｄｘ
ｄｔ

，

经整理

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋０．５ｄｘ

ｄｔ＝９．８，

显然ｘ（０）＝０，现在要求ｘ′（０）＝ｖ０，

物 体Ｍ 在水面上方０．１ｍ处的下落速度ｖ１＝ ２ｇ槡 Ｈ ＝ １．槡 ９６＝１．４ｍ／ｓ，由动量守恒Ｍｖ１＝（Ｍ＋ｍ）ｖ０

得

ｖ０ ＝ Ｍ
（Ｍ＋ｍ）ｖ１ ＝１ｍ／ｓ，

现在得定解问题

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋０．５ｄｘ

ｄｔ＝９．８，

ｘ（０）＝０，　　ｘ′（０）＝１
烅
烄

烆 ，

解得 ｘ＝Ｃ１＋Ｃ２ｅ－ｔ
２ ＋１９．６ｔ．

由初值确定系数 Ｃ１ ＝－３７．２，　Ｃ２ ＝３７．２

所以 ｘ＝１９．６ｔ－３７．２（１－ｅ－ｔ
２ ）．

例１０４０　 有一水槽，在时刻ｔ，每单位时间流入的水量为ｇ（ｔ）且在时刻ｔ，每单位时间流出的水量与该时

刻的贮水量成正比，其比例系数为ａ（ａ为系数），试建立贮水量ｙ（ｔ）所满足的微分方程．
解 　 在（ｔ，ｔ＋Δｔ）时间内，ｙ（ｔ）的增量 Δｙ等于 Δｔ时间内流入的水量减去流出的水量，
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故 ｙ（ｔ＋Δｔ）－ｙ（ｔ）＝ｇ（ｔ）Δｔ－ａｙ（ｔ）Δｔ，

即 ｙ（ｔ＋Δｔ）－ｙ（ｔ）
Δｔ ＝ｇ（ｔ）－ａｙ（ｔ），

令 Δｔ→０得 　　ｙ′（ｔ）＝ｇ（ｔ）－ａｙ（ｔ），

即 ｙ′（ｔ）＋ａｙ（ｔ）＝ｇ（ｔ）．

例１０４１　 设ｙ＝ｙ（ｘ）是一向上凸的连续曲线，其上任意一点（ｘ，ｙ）处的曲率为 １
１＋ｙ′槡 ２

，由此曲线上

点（０，１）处的切线方向为ｙ＝ｘ＋１，求该曲线的方程，并求函数ｙ＝ｙ（ｘ）的极值
解 　 因曲线向上凸，故ｙ″＜０，由题设，有

－ｙ″
（１＋ｙ′２）槡 ３

＝ １
１＋ｙ′槡 ２

，　 即 　 ｙ″
１＋ｙ′２ ＝－１．

令ｐ＝ｙ′，则ｐ′＝ｙ″，从而上述方程化为 ｐ′
１＋ｐ２ ＝－１．

分离变量得 ｄｐ
１＋ｐ２ ＝－ｄｘ，

解之得 ａｒｃｔａｎｐ＝Ｃ１－ｘ．

因为ｙ＝ｙ（ｘ）在（０，１）处的切线方程为ｙ＝ｘ＋１，所以ｐ｜ｘ＝０ ＝ｙ′｜ｘ＝０ ＝１．代入上式得Ｃ１ ＝ π
４

，故

　ｙ′＝ｔａｎ π
４ －（ ）ｘ ．

积分后得 ｙ＝ｌｎｃｏｓ π
４ －（ ）ｘ ＋Ｃ２．

因为曲线过点（０，１），所以ｙ｜ｘ＝０ ＝１，代入上式得Ｃ２ ＝１＋ １
２ｌｎ２，故所求曲线的方程为

ｙ＝ｌｎｃｏｓ π
４ －（ ）ｘ ＋１＋ １

２ｌｎ２，　ｘ∈ － π
４

，３π（ ）４ 

因为ｃｏｓ π
４ －（ ）ｘ ≤１，且当ｘ＝ π

４
时，ｃｏｓ π

４ －（ ）ｘ ＝１，所以当ｘ＝ π
４

时函数取得极大值ｙ＝１＋

１
２ｌｎ２．

例１０４２　 求初值问题
（ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２）ｄｘ－ｘｄｙ＝０　（ｘ＞０），

ｙ｜ｘ＝１ ＝｛ ０
的解

解 　 原方程可化为

ｄｙ
ｄｘ＝ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２

ｘ ．

令ｙ＝ｘｕ，得

ｕ＋ｘｄｕ
ｄｘ＝ｕ＋ １＋ｕ槡 ２，　 即 　 ｄｕ

１＋ｕ槡 ２
＝ｄｘ

ｘ ．

解得

ｌｎｕ＋ １＋ｕ槡（ ）２ ＝ｌｎ（Ｃｘ），

其中，Ｃ＞０为任意常数，从而

ｕ＋ １＋ｕ槡 ２ ＝Ｃｘ，　 即 　 ｙ
ｘ ＋ １＋ｙ２

ｘ槡 ２ ＝Ｃｘ，
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亦即 ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝Ｃｘ２．

将ｙ｜ｘ＝１ ＝０代入，得Ｃ＝１，故初值问题的解为

ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ｘ２，

化简得 ｙ＝ １
２ｘ２－ １

２

例１０４３　 某湖泊的水量为Ｖ，每年排入湖泊内含污染物Ａ 的污水量为Ｖ
６

，流入湖泊内不含Ａ 的水量为

Ｖ
６

，流出湖泊的水量为Ｖ
３

已知１９９９年底湖中Ａ 的含量为５ｍ０，超过国家规定指标为了治理污染，从２０００

年初起，限定排入湖泊中含Ａ 污水的浓度不超过
ｍ０

Ｖ 问至多需经过多少年，湖泊中污染物 Ａ 的含量降至ｍ０

以内？（注：设湖水中Ａ 的浓度是均匀的）

解 　 设从２０００年初（令此时ｔ＝０）开始，第ｔ年湖泊中污染物Ａ 的总量为ｍ，浓度为ｍ
Ｖ

，则在时间间隔

［ｔ，ｔ＋ｄｔ］内，排入湖泊中Ａ 的量为
ｍ０

Ｖ
·Ｖ

６ｄｔ＝
ｍ０

６ｄｔ，流出湖泊的水中Ａ 的量为ｍ
Ｖ

·Ｖ
３ｄｔ＝ ｍ

３ｄｔ，因而在此

时间间隔内湖泊中污染物Ａ 的改变量

ｄｍ ＝
ｍ０

６ － ｍ（ ）３ ｄｔ．

由分离变量法解得 ｍ ＝
ｍ０

２ －Ｃｅ－ｔ
３ ，代入初始条件 ｍ｜ｔ＝０ ＝５ｍ０，得Ｃ＝－ ９

２ｍ０．于是

ｍ ＝
ｍ０

２ １＋９ｅ－ｔ
（ ）３ ．

令 ｍ ＝ｍ０，得ｔ＝６ｌｎ３，即至多需经过６ｌｎ３年，湖泊中污染物Ａ 的含量降至ｍ０ 以内
例１０４４　 函数ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上可导，ｆ（０）＝１，且满足等式

ｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）－ １
ｘ＋１∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝０，

（１）求导数ｆ′（ｘ）；（２）证明：当ｘ≥０时，成立不等式：ｅ－ｘ ≤ｆ（ｘ）≤１．

解 　（１）由题设知（ｘ＋１）ｆ′（ｘ）＋（ｘ＋１）ｆ（ｘ）－∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝０，上式两边对ｘ求导，得

（ｘ＋１）ｆ″（ｘ）＝－（ｘ＋２）ｆ′（ｘ）．

设ｕ＝ｆ′（ｘ），则有ｄｕ
ｄｘ＝－ｘ＋２

ｘ＋１ｕ
，解之得ｆ′（ｘ）＝ｕ＝ Ｃｅ－ｘ

ｘ＋１．

由ｆ（０）＝１及ｆ′（０）＋ｆ（０）＝０，知ｆ′（０）＝－１，从而Ｃ＝－１，因此ｆ′（ｘ）＝－ ｅ－ｘ

ｘ＋１．

（２）证法１　 当ｘ≥０时，ｆ′（ｘ）＜０，即ｆ（ｘ）单调减少，又ｆ（０）＝１，所以ｆ（ｘ）≤ｆ（０）＝１．

设φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｅ－ｘ，则φ（０）＝０，φ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋ｅ－ｘ ＝ ｘ
ｘ＋１ｅ

－ｘ．当ｘ≥０时，φ′（ｘ）≥０，即φ（ｘ）

单调增加，因而

φ（ｘ）≥φ（０）＝０，　 即有 　ｆ（ｘ）≥ｅ－ｘ．

综上所述，当ｘ≥０时，成立不等式ｅ－ｘ ≤ｆ（ｘ）≤１．

证法２　 由于∫
ｘ

０
ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｆ（ｘ）－１，所以 　ｆ（ｘ）＝１－∫

ｘ

０

ｅ－ｔ

ｔ＋１ｄｔ．

注意到当ｘ≥０时，０≤∫
ｘ

０

ｅ－ｔ

ｔ＋１ｄｔ≤∫
ｘ

０
ｅ－ｔｄｔ＝１－ｅ－ｘ，因而ｅ－ｘ ≤ｆ（ｘ）≤１．

—０７２—
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例１０４５　 设 有 一 高 度 为 ｈ（ｔ）（ｔ 为 时 间）的 雪 堆 在 融 化 过 程 中，其 侧 面 满 足 方 程 ｚ ＝ ｈ（ｔ）－
２（ｘ２＋ｙ２）

ｈ（ｔ）
（设长度单位为ｃｍ，时间单位为ｈ），已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数０．９），问高度

为１３０（ｃｍ）的雪堆全部融化需多少小时？

解 　 记Ｖ 为雪堆体积，Ｓ为雪堆的侧面积，则

Ｖ ＝∫
ｈ（ｔ）

０
ｄｚ 

ｘ２＋ｙ
２
≤１

２
［ｈ２（ｔ）－ｈ（ｔ）ｚ］

ｄｘｄｙ＝∫
ｈ（ｔ）

０

１
２π［ｈ２（ｔ）－ｈ（ｔ）ｚ］ｄｚ＝ π

４ｈ３（ｔ），

Ｓ＝ 
ｘ２＋ｙ

２
≤ｈ２（ｔ）

２

１＋（ｚ′ｘ）
２＋（ｚ′ｙ）槡 ２ｄｘｄｙ＝ 

ｘ２＋ｙ
２
≤ｈ２（ｔ）

２

１＋１６（ｘ２＋ｙ２）
ｈ２（ｔ槡 ） ｄｘｄｙ

＝ ２π
ｈ（ｔ）∫

ｈ（ｔ）
槡２

０
［ｈ２（ｔ）＋１６ｒ２］

１
２ｒｄｒ＝１３πｈ２（ｔ）

１２ ．

由题意知 　ｄＶ
ｄｔ ＝－０．９Ｓ，所以ｄｈ（ｔ）

ｄｔ ＝－１３
１０

，因此ｈ（ｔ）＝－１３
１０ｔ＋Ｃ．

由ｈ（０）＝１３０得ｈ（ｔ）＝－１３
１０ｔ＋１３０．令ｈ（ｔ）→０得ｔ＝１００（ｈ）．

因此高度为１３０ｃｍ 的雪堆全部融化所需时间为１００ｈ．
例１０４６　 设函数ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上可导，ｆ（０）＝０，且其反函数为ｇ（ｘ）．若

∫
ｆ（ｘ）

０
ｇ（ｔ）ｄｘ＝ｘ２ｅｘ，

求ｆ（ｘ）．
解 　 等式两边对ｘ求导，得

ｇ［ｆ（ｘ）］ｆ′（ｘ）＝２ｘｅｘ ＋ｘ２ｅｘ．

而ｇ［ｆ（ｘ）］＝ｘ，故

ｘｆ′（ｘ）＝２ｘｅｘ ＋ｘ２ｅｘ．

当ｘ≠０时ｆ′（ｘ）＝２ｅｘ ＋ｘｅｘ，积分得ｆ（ｘ）＝ （ｘ＋１）ｅｘ ＋Ｃ．
由于ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，故由ｆ（０）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
［（ｘ＋１）ｅｘ ＋Ｃ］＝０得Ｃ＝－１ 因此

ｆ（ｘ）＝ （ｘ＋１）ｅｘ －１．

例１０４７　 设Ｌ是一条平面曲线，其上任意一点Ｐ（ｘ，ｙ）（ｘ＞０）到坐标原点的距离，恒等于该点处的切

线在ｙ轴上的截距，且Ｌ 经过点 １
２

，（ ）０ ．

（１）试求曲线Ｌ 的方程；
（２）设Ｌ 是位于第一象限部分的一条切线，使该切线与Ｌ 以及两坐标轴所围图形的面积最小
解 　（１）设曲线Ｌ过点Ｐ（ｘ，ｙ）的切线方程为Ｙ－ｙ＝ｙ′（Ｘ－ｘ）．令Ｘ＝０，则得该切线在ｙ轴上的截

距为ｙ－ｘｙ′

由题设知 ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ｙ－ｘｙ′，令ｕ＝ ｙ
ｘ

，则此方程可化为 ｄｕ
１＋ｕ槡 ２

＝－ｄｘ
ｘ

，解之得

ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝Ｃ．

由Ｌ 经过点 １
２

，（ ）０ ，知Ｃ＝ １
２

于是Ｌ 方程为

ｙ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ １
２

，　 即 　ｙ＝ １
４ －ｘ２．

（２）设第一象限内曲线ｙ＝ １
４ －ｘ２ 在点Ｐ（ｘ，ｙ）处的切线方程为

—１７２—

高等数学



Ｙ－ １
４ －ｘ（ ）２ ＝－２ｘ（Ｘ－ｘ），

即 Ｙ ＝－２ｘＸ＋ｘ２＋ １
４

０＜ｘ≤（ ）１
２ ．

它与ｘ轴及ｙ 轴的交点分别为
ｘ２＋ １

４
２ｘ

，
烄

烆

烌

烎０
与 ０，ｘ２＋（ ）１

４ ．所求面积为

Ｓ（ｘ）＝ １
２

·
ｘ２＋（ ）１

４

２

２ｘ －∫
１
２

０

１
４ －ｘ（ ）２ ｄｘ．

对ｘ求导，得 Ｓ′（ｘ）＝ １
４

·
４ｘ２ ｘ２＋（ ）１

４ － ｘ２＋（ ）１
４

２

ｘ２

＝ １
４ｘ２ ｘ２＋（ ）１

４ ３ｘ２－（ ）１
４ ．

令Ｓ′（ｘ）＝０，解得 　ｘ＝ 槡３
６．

当０＜ｘ＜槡３
６

时，Ｓ′（ｘ）＜０；ｘ＞槡３
６

时，Ｓ′（ｘ）＞０，因而ｘ＝槡３
６

是Ｓ（ｘ）在 ０，（ ）１
２

内的惟一极小值

点，即最小值点 于是所求切线为

Ｙ ＝－２·槡３
６Ｘ＋ ３

３６＋ １
４

，

即 Ｙ ＝－槡３
３Ｘ＋ １

３

例１０４８　 一个半球体状的雪堆，其体积融化的速率与半球面面积Ｓ成正比，比例常Ｋ＞０．假设在融化

过程中雪堆始终保持半球体状，已知半径为ｒ０ 的雪堆在开始融化的３ｈ内，融化了其体积的 ７
８

，问雪堆全部

融化需要多少小时？

解法１　 设雪堆在时刻ｔ的体积Ｖ ＝ ２
３πｒ３，侧面积Ｓ＝２πｒ２，由题设知

ｄＶ
ｄｔ ＝２πｒ２ ｄｒ

ｄｔ＝－ＫＳ ＝－２πＫｒ２，

于是 　　ｄｒ
ｄｔ＝－Ｋ．

积分得 　ｒ＝－Ｋｔ＋Ｃ．由ｒ｜ｔ＝０ ＝ｒ０，有ｒ＝ｒ０－Ｋｔ．

又Ｖ｜ｔ＝３ ＝ １
８Ｖ｜ｔ＝０，即２

３π（ｒ０－３Ｋ）３ ＝ １
８

·２
３πｒ３

０ 这样 Ｋ ＝ １
６ｒ０，从而

ｒ＝ｒ０－ １
６ｒ０ｔ．

因雪球全部融化时ｒ＝０，故得ｔ＝６，即雪球全部融化需６ｈ

解法２　 设雪堆在时刻ｔ的体积Ｖ ＝ ２
３πｒ３，侧面积Ｓ＝２πｒ２，从而Ｓ＝

３
１８πＶ槡 ２

由题设知 ｄＶ
ｄｔ ＝－ＫＳ ＝－

３
１８πＶ槡 ２Ｋ，

即 ｄＶ
３
Ｖ槡 ２

＝－
３
１８槡 πＫｄｔ，

积分得 ３
３
槡Ｖ ＝－

３
１８槡 πＫｔ＋Ｃ．
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设Ｖ｜ｔ＝０ ＝Ｖ０，得Ｃ＝３
３
Ｖ槡 ０，故有３

３
槡Ｖ ＝３

３
Ｖ槡 ０ －

３
１８槡 πＫｔ．

又由Ｖ｜ｔ＝３ ＝ １
８Ｖ０ 得 　 ３

２
３
Ｖ槡 ０ ＝３

３
Ｖ槡 ０ ＝３

３
１８槡 πＫ，

从而 Ｋ ＝
３
Ｖ槡 ０

２
３
１８槡 π

，故３
３
槡Ｖ ＝３

３
Ｖ槡 ０ － １

２
３
Ｖ槡 ０ｔ．

令Ｖ ＝０，得ｔ＝６，即雪堆全部融化需６ｈ
例１０４９　 设函数ｙ＝ｙ（ｘ）在（－∞，＋∞）内具有二阶导数，且ｙ′≠０，ｘ＝ｘ（ｙ）是ｙ＝ｙ（ｘ）的反函

数

（１）试将ｘ＝ｙ（ｙ）所满足的微分方程ｄ２ｘ
ｄｙ２ ＋（ｙ＋ｓｉｎｘ）ｄｘ

ｄ（ ）ｙ

３

＝０变换为ｙ＝ｙ（ｘ）满足的微分方程；

（２）求变换后的微分方程满足初始条件ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝ ３
２

的解

解 　（１）由反函数导数公式知ｄｘ
ｄｙ＝ １

ｙ′
，即

ｙ′ｄｙ
ｄｙ＝１．

上式两端关于ｘ求导，得ｙ″ｄｘ
ｄｙ＋ｄ２ｘ

ｄｙ２（ｙ′）２ ＝０，所以

ｄ２ｘ
ｄｙ２ ＝－

ｄｘ
ｄｙｙ

″

（ｙ′）２ ＝－ ｙ″
（ｙ′）３．

代入原微分方程，得

ｙ″－ｙ＝ｓｉｎｘ． （）

（２）方程（）所对应的齐次方程ｙ″－ｙ＝０的通解为

Ｙ ＝Ｃ１ｅｘ ＋Ｃ２ｅ－ｘ．

设方程（）的特解为

ｙ ＝Ａｃｏｓｘ＋Ｂｓｉｎｘ，

代入方程（），求得Ａ＝０，Ｂ＝－ １
２

，故ｙ ＝－ １
２ｓｉｎｘ，从而ｙ″－ｙ＝ｓｉｎｘ的通解是

ｙ（ｘ）＝Ｃ１ｅｘ ＋Ｃ２ｅ－ｘ － １
２ｓｉｎｘ．

由ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝ ３
２

，得Ｃ１ ＝１，Ｃ２ ＝－１，故所求初值问题的解为

ｙ（ｘ）＝ｅｘ －ｅ－ｘ － １
２ｓｉｎｘ．

例１０５０　 设位于第一象限的曲线ｙ＝ｆ（ｘ）过点 槡２
２

，（ ）１
２

，其上任一点Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线与ｙ轴的交

点为Ｑ，且线段ＰＱ 被ｘ 轴平分
（１）求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的方程；
（２）已知曲线ｙ＝ｓｉｎｘ在［０，π］上的弧长为ｌ，试用ｌ表示曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的弧长ｓ．
解 　（１）曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）处的法线方程为

Ｙ－ｙ＝－ １
ｙ′

（Ｘ－ｘ），

其中，（Ｘ，Ｙ）为法线上任意一点的坐标 令 Ｘ ＝０，则

—３７２—
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Ｙ ＝ｙ＋ ｘ
ｙ′

，

故Ｑ 点坐标为 ０，ｙ＋ ｘ
ｙ（ ）′  由题设知

ｙ＋ｙ＋ ｘ
ｙ′ ＝０，　 即 　２ｙｄｙ＋ｘｄｘ＝０．

积分，得

ｘ２＋２ｙ２ ＝Ｃ　（Ｃ 为任意常数）

由ｙ｜ｘ＝槡２
２

＝ １
２

知Ｃ＝１，故曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的方程为

ｘ２＋２ｙ２ ＝１．

（２）曲线ｙ＝ｓｉｎｘ在［０，π］上的弧长为

ｌ＝２∫
π
２

０
１＋ｃｏｓ２槡 ｘｄｘ．

曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的参数方程为

ｘ＝ｃｏｓθ，

ｙ＝ 槡２
２ｓｉｎθ

烅
烄

烆
，

故

ｓ＝∫
π
２

０
ｓｉｎ２θ＋ １

２ｃｏｓ２槡 θｄθ＝ １
槡２∫

π
２

０
１＋ｓｉｎ２槡 θｄθ．

令θ＝ π
２ －ｔ，则

ｓ＝ １
槡２∫

０

π
２

１＋ｃｏｓ２槡 ｔ（－ｄｔ）＝ １
槡２∫

π
２

０
１＋ｃｏｓ２槡 θｄｔ．

＝ ｌ
槡２ ２

＝ 槡２
４ｌ．

图１０７

例１０５１　 有一平底容器，其内侧壁是由曲线ｘ＝φ（ｙ）（ｙ
≥０）绕ｙ轴旋转而成的旋转曲面（图１０７），容器的底面圆的半

径为２ｍ 根据设计要求，当以３ｍ３／ｍｉｎ的速率向容器内注入液

体时，液面的面积 将 以 πｍ２／ｍｉｎ的 速 率 均 匀 扩 大（假 设 注 入 液

体前，容器内无液体）
（１）根据ｔ时刻液面的面积，写出ｔ与φ（ｙ）之间的关系式；
（２）求曲线ｘ＝φ（ｙ）的方程
解 　（１）设在ｔ时刻，液面的高度为ｙ，则由题 设 知 此 时 液

面的面积为πφ
２（ｙ）＝４π＋πｔ，从而ｔ＝φ

２（ｙ）－４．
（２）液面的高度为ｙ时，液体的体积为

π∫
ｙ

０
φ

２（ｕ）ｄｕ＝３ｔ＝３φ
２（ｙ）－１２．

上式两边对ｙ求导，得

πφ
２（ｙ）＝６φ（ｙ）φ′（ｙ），　 即 　πφ（ｙ）＝６φ′（ｙ）．

解此微分方程，得

φ（ｙ）＝Ｃｅ
π
６ｙ，　 其中，Ｃ 为任意常数，

由φ（０）＝２知Ｃ＝２，故所求的曲线方程为

—４７２—
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ｘ＝２ｅ
π
６ｙ．

图１０８

例１０５２　 假设：（１）函数ｙ＝ｆ（ｘ）（０≤ｘ＜＋∞）满足条件

ｆ（０）＝０和０≤ｆ（ｘ）≤ｅｘ－１；（２）平行于ｙ轴的动直线ＭＮ 与

曲线ｙ＝ｆ（ｘ）和ｙ＝ｅｘ－１分别相交于点Ｐ１ 和Ｐ２；（３）曲线ｙ＝
ｆ（ｘ）、直线ＭＮ 与ｘ轴所围封闭图形的面积Ｓ恒等于线段Ｐ１Ｐ２ 的

长度 求函数ｙ＝ｆ（ｘ）的表达式
解 　 由题设可得示意图如图１０８：

由图可知∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｅｘ －１－ｆ（ｘ）．

两端求导，得ｆ（ｘ）＝ｅｘ －ｆ′（ｘ），即

ｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）＝ｅｘ．

由一阶线性方程求解公式，得

ｆ（ｘ）＝ｅ
－∫Ｐ（ｘ）ｄｘ

∫Ｑ（ｘ）ｅ∫Ｐ（ｘ）ｄｘ
ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｅ－ｘ∫ｅｘ·ｅｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝Ｃｅ－ｘ ＋ １

２ｅｘ．

由ｆ（０）＝０，得Ｃ＝－ １
２

因此，所求函数为

ｆ（ｘ）＝ １
２

（ｅｘ －ｅ－ｘ）．

例１０５３　 设函数ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内连续，ｆ（１）＝ ５
２

，且对所有ｘ，ｔ∈ （０，＋∞），满足条件

∫
ｘｔ

１
ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｔ∫

ｘ

１
ｆ（ｕ）ｄｕ＋ｘ∫

ｔ

１
ｆ（ｕ）ｄｕ，

求ｆ（ｘ）．
解 　 由题意可知，等式的每一项都是ｘ的可导函数 于是等式两边对ｘ求导，得

ｔｆ（ｘｔ）＝ｔｆ（ｘ）＋∫
ｔ

１
ｆ（ｕ）ｄｕ． （１）

由式（１）中，令ｘ＝１，由ｆ（１）＝ ５
２

，得

ｔｆ（ｔ）＝ ５
２ｔ＋∫

ｔ

１
ｆ（ｕ）ｄｕ， （２）

则ｆ（ｔ）是（０，＋∞）内的可导函数 式（２）两边对ｔ求导，得

ｆ（ｔ）＋ｔｆ′（ｔ）＝ ５
２ ＋ｆ（ｔ），　 即 　ｆ′（ｔ）＝ ５

２ｔ．

上式两边求积分，得 　ｆ（ｔ）＝ ５
２ｌｎｔ＋ｃ．

由ｆ（１）＝ ５
２

，得ｃ＝ ５
２．于是 　ｆ（ｘ）＝ ５

２
（ｌｎｘ＋１）．

例１０５４　 设Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），其中函数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）内满足以下条件：

ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），ｇ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），　 且ｆ（０）＝０，ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）＝２ｅｘ．

（１）求Ｆ（ｘ）所满足的一阶微分方程；　（２）求出Ｆ（ｘ）的表达式
　　 解 　（１）由

Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）＋ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）＝ｇ２（ｘ）＋ｆ２（ｘ）

＝ ［ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）］２－２ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ （２ｅｘ）２－２Ｆ（ｘ），

可见Ｆ（ｘ）所满足的一阶微分方程为
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书书书

Ｆ′（ｘ）＋２Ｆ（ｘ）＝４ｅ２ｘ．

（２）Ｆ（ｘ）＝ｅ
－∫２ｄｘ∫４ｅ２ｘ·ｅ∫２ｄｘ

ｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｅ－２ｘ∫４ｅ４ｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｅ２ｘ ＋Ｃｅ－２ｘ．

将Ｆ（０）＝ｆ（０）ｇ（０）＝０代入上式，得Ｃ＝－１．于是

Ｆ（ｘ）＝ｅ２ｘ －ｅ－２ｘ．

例１０５５　 设ｙ＝ｆ（ｘ）是第一象限内连接点Ａ（０，１），Ｂ（１，０）的一段连续曲线，Ｍ（ｘ，ｙ）为该曲线上任

意 一点，点Ｃ为Ｍ 在ｘ轴上的投影，Ｏ为坐标原点．若梯形ＯＣＭＡ 的面积与曲边三角形ＣＢＭ 的面积（图１０９）

之和为ｘ３

６ ＋ １
３

，求ｆ（ｘ）的表达式．

图１０９

解 　 根据题意，有

ｘ
２

［１＋ｆ（ｘ）］＋∫
１

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ３

６ ＋ １
３．

两边关于ｘ求导，得

１
２

［１＋ｆ（ｘ）］＋ １
２ｘｆ′（ｘ）－ｆ（ｘ）＝ １

２ｘ２．

当ｘ≠０时，得

ｆ′（ｘ）－ １
ｘｆ（ｘ）＝ｘ２－１

ｘ ．

故

ｆ（ｘ）＝ｅ
－∫－１

ｘｄｘ∫ｘ２－１
ｘ ｅ

－１
ｘｄｘ

ｄｘ＋［ ］Ｃ 　　　　

＝ｅｌｎｘ∫ｘ２－１
ｘ ｅｌｎｘｄｘ＋［ ］Ｃ ＝ｘ∫ｘ２－１

ｘ２ ｄｘ＋（ ）Ｃ

＝ｘ ｘ＋ １
ｘ ＋（ ）Ｃ ＝ｘ２＋１＋Ｃｘ．

当ｘ＝０时，ｆ（０）＝１．
由于ｘ＝１时，ｆ（１）＝０，故有２＋Ｃ＝０，从而Ｃ＝－２．所以

ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ＋１＝ （ｘ－１）２．

例１０５６　 设某商品的需求价格ｅ＝－ｋ（ｋ为常数），求该商品的需求函数 Ｄ ＝ｆ（ｐ）．
解 　 根据需求价格弹性的定义，

ｅ＝ Ｐ
Ｄ

·ｄＤ
ｄＰ

得微分方程ｄＤ
ｄＰ

·Ｐ
Ｄ ＝－ｋ．分离变量

ｄＤ
Ｄ ＝－ｋｄＰ

Ｐ

两边积分ｌｎＤ ＝－ｋｌｎＰ＋ｌｎＣ，因此

Ｄ ＝Ｃｅ－ｋｌｎＰ．

例１０５７　 已知某厂的纯利润Ｌ对广告费ｘ的变化率ｄＬ
ｄｘ

与常数Ａ 和纯利润Ｌ 之差成正比．当ｘ＝０时，

Ｌ＝Ｌ０．试求纯利润Ｌ 与广告费ｘ 之间的函数关系．
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解 　 由题意列出方程

ｄＬ
ｄｘ＝ｋ（Ａ－Ｌ）　（ｋ为常数），

Ｌ ｘ＝０ ＝Ｌ０

烅
烄

烆 ，

分离变量 ｄＬ
Ａ－Ｌ＝ｋｄｘ，两边积分

－ｌｎ（Ａ－Ｌ）＝ｋｘ＋ｌｎＣ１，

Ａ－Ｌ＝Ｃｅ－ｋｘ　 其中Ｃ＝ １
Ｃ（ ）

１
，

Ｌ＝Ａ－Ｃｅ－ｋｘ．

由初始条件Ｌ ｘ＝０ ＝Ｌ０，解得Ｃ＝Ａ－Ｌ０，所以纯利润与广告费的函数为

Ｌ＝Ａ－（Ａ－Ｌ０）ｅ－ｋｘ．

例１０５８（市场动态均衡价格）　 设某商品的市场价格Ｐ＝Ｐ（ｔ）随时间ｔ变动，其需求函数为

Ｄｄ ＝ｂ－ａｐ　（ａ，ｂ＞０），

供给函数为

Ｄｓ ＝－ｄ＋ｃｐ　（ｃ，ｄ＞０）．

又设价格Ｐ 随时间ｔ的变化率与超额需求（Ｄｄ －Ｄｓ）成正比，求价格函数Ｐ＝Ｐ（ｔ）．
解 　 据题意，Ｐ（ｔ）满足方程

ｄＰ
ｄｔ ＝Ａ（Ｄｄ －Ｄｓ）＝－Ａ（ａ＋ｃ）Ｐ＋Ａ（ｂ＋ｄ），

Ｐ ｔ＝０ ＝Ｐ（０）
烅
烄

烆 ．

解得 Ｐ＝ｅ
－∫Ａ（ａ＋ｃ）ｄｔ∫Ａ（ｂ＋ｄ）ｅ∫Ａ（ａ＋ｃ）ｄｔ

ｄｔ＋Ｃ［ ］１

＝ｂ＋ｄ
ａ＋ｃ＋Ｃ１ｅ－Ａ（ａ＋ｃ）ｔ．

由初始条件Ｐ ｔ＝０ ＝Ｐ（０），得Ｃ１ ＝Ｐ（０）－ｂ＋ｄ
ａ＋ｃ

，从而

Ｐ＝ Ｐ（０）－ｂ＋ｄ
ａ＋（ ）ｃ ｅ－Ａ（ａ＋ｃ）ｔ＋ｂ＋ｄ

ａ＋ｃ．

由上式，当ｔ→＋∞ 时，Ｐ（ｔ）→ｂ＋ｄ
ａ＋ｃ

，称ｂ＋ｄ
ａ＋ｃ

为均衡价格．

附 　 差分方程简介

设函数ｙｘ ＝ｆ（ｘ），当ｘ取０，１，２，… 时，函数值可以排成一数列ｙ０，ｙ１，ｙ２，…，ｙｘ…，其差ｙｘ＋１－ｙｘ 称为

函数ｙｘ 的 差 分．记 作 Δｙｘ，即 Δｙｘ ＝ｙｘ＋１ －ｙｘ，也 称 为 一 阶 差 分，而 Δ２ｙｘ ＝ Δ（Δｙｘ）＝ Δｙｘ＋１ －Δｙｘ

＝ｙｘ＋２－２ｙｘ＋１＋ｙｘ 称为二阶差分．同样可以推得Δｎｙｘ 等ｎ阶差分的表达式．二阶以及二阶以上的差分称为

高阶差分．差分具有下列性质：

① Δ（αｙｘ ＋βｚｘ）＝αΔｙｘ ＋βΔｚｘ，其中，α，β为常数；

② Δ（ｙｘｚｘ）＝ｙｘ＋１Δｚｘ ＋ｚｘΔｙｘ；

③ Δ ｙｘ

ｚ（ ）
ｘ

＝
ｚｘΔｙｘ －ｙｘΔｚｘ

ｚｘｚｘ＋１
．
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含有未知函数差分或表示未知函数几个 时 期 值 的 符 号 的 方 程 称 为 差 分 方 程．如Ｆ（ｘ，ｙｘ，ｙｘ＋１，ｙｘ＋２，…，

ｙｘ＋ｎ）＝０或 Ｈ（ｘ，ｙｘ，Δｙｘ，…，Δｎｙｘ）＝０等，均为差分方程．方程中含未知函数下标的最大值与最小值的差

数称为差分方程的阶．如果一个函数代入 差 分 方 程 后，使 方 程 成 为 恒 等 式，则 称 此 函 数 为 该 差 分 方 程 的 解．
满足定解条件的解称为特解．如果差分方程的解中含有相互独立的任意常数的个数与方程的阶数相同，则称

它 为差分方程的通解．如果ｙ
（ｉ）
ｘ 是常系数线性非齐次差分方程Ｌ［ｘ，ｙｘ，ｙｘ＋１，…，ｙｘ＋ｎ］＝ｆ

（ｘ）
ｉ （ｉ＝１，２，…）的

特解，则ｙｘ ＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｙ

（ｉ）
ｘ 必是常系数线性非齐次差分方程Ｌ［ｘ，ｙｘ，ｙｘ＋１，…，ｙｘ＋１］＝ 

ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）的特解．

（一）一阶常系数线性差分方程

形如ｙｘ＋１ －ａｙｘ ＝ｆ（ｘ）（其 中，ａ 为 非 零 常 数）的 方 程 称 为 一 阶 常 系 数 线 性 差 分 方 程，其 通 解 为

ｙｘ ＝Ｙｘ ＋ｙ
ｘ ，其中，Ｙｘ ＝Ａａｘ（其中Ａ为任意常数）为对应齐次方程ｙｘ＋１－ａｙｘ ＝０的通解．ｙ

ｘ 为非齐次方

程ｙｘ＋１－ａｙｘ ＝ｆ（ｘ）的一个特解．当ｆ（ｘ）为某些特殊形式的函数时，ｙ
ｘ 具有下列形式的解：

（１）ｆ（ｘ）＝ｃ（ｃ为常数）

当ａ≠１时，ｙ
ｘ ＝ ｃ

１－ａ
；　 当ａ＝１时，ｙ

ｘ ＝ｃｘ．

（２）ｆ（ｘ）＝ｃｂｘ（其中，ｃ，ｂ≠１，均为常数）

当ｂ≠ａ时，ｙ
ｘ ＝ ｃ

ｂ－ａｂ
ｘ；当ｂ＝ａ时，ｙ

ｘ ＝ｃｘｂｘ．

（３）ｆ（ｘ）＝ｃｘｎ（其中，ｃ为常数）

ｙ
ｘ ＝ｘｓ（Ｂ０＋Ｂ１ｘ＋…＋Ｂｎｘｎ），其中Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｎ 为待定系数，当ａ≠１时，取ｓ＝０，当ａ＝１时，取

ｓ＝１．将ｙ
ｘ 代入方程ｙｘ＋１－ａｙｘ ＝ｃｘｎ．比较两端ｘ的同次项的系数，确定Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｎ，从而得到特解ｙ

ｘ ．
（二）二阶常系数线性差分方程

形如ｙｘ＋２＋ｐｙｘ＋１＋ｑｙｘ ＝ｆ（ｘ）（其中，ｐ，ｑ为非零常数）的方程，当ｆ（ｘ）＝０时，称为齐次方程，否则为

非齐次方程．其通解为ｙｘ ＝Ｙｘ＋ｙ
ｘ ，其中Ｙｘ 为相应齐次方程ｙｘ＋２＋ｐｙｘ＋１＋ｑｙｘ ＝０的通解．ｙ

ｘ 为非齐次

方程ｙｘ＋２＋ｐｙｘ＋１＋ｑｙｘ ＝ｆ（ｘ）的一个特解．如果ｙ
（１）
ｘ ，ｙ

（２）
ｘ 是二阶齐次常系数线性差分 方 程ｙｘ＋２ ＋ｐｙｘ＋１

＋ｑｙｘ ＝０的两个线性无关的特解，则Ｙｘ ＝Ａ１ｙ
（１）
ｘ ＋Ａ２ｙ

（２）
ｘ 就是该方程的通解（其中Ａ１，Ａ２ 为任意常数）．

１．ｙｘ＋２＋ｐｙｘ＋１＋ｑｙｘ ＝０的通解

考虑对应的特征方程λ２＋ｐλ＋ｑ＝０的特征根λ１，２ ＝ －ｐ± ｐ２－４槡 ｑ
２ ．

（１）当λ１，λ２ 为两个不相等的实根时，Ｙｘ ＝Ａ１λｘ
１ ＋Ａ２λｘ

２．

（２）当λ１ ＝λ２ 为相等的实根时，Ｙｘ ＝ （Ａ１＋Ａ２ｘ）λｘ．

（３）当λ１，λ２ 为一对共轭复根α±ｉβ时，Ｙｘ ＝ｒｘ（Ａ１ｃｏｓθｘ＋Ａ２ｓｉｎθｘ）（其中，ｒ＝ α２＋β槡 ２，ｔａｎθ＝ β
α

）．

２．ｙｘ＋２＋ｐｙｘ＋１＋ｑｙｘ ＝ｆ（ｘ）的特解

当ｆ（ｘ）取某些特殊形式的函数时，方程特解ｙ
ｘ 具有下列形式：

（１）ｆ（ｘ）＝ｃ（ｃ为常数）

当１＋ｐ＋ｑ≠０时，ｙ
ｘ ＝ ｃ

１＋ｐ＋ｑ
；当１＋ｐ＋ｑ＝０但ｐ≠－２时，ｙ

ｘ ＝ ｃｘ
２＋ｐ

；当１＋ｐ＋ｑ＝０且

ｐ＝－２时，ｙ
ｘ ＝ １

２ｃｘ２．

（２）ｆ（ｘ）＝ｃａｘ（其中，ｃ，ａ≠１，均是常数）

ｙ
ｘ ＝ｘｓ（Ｂ０＋Ｂ１ｘ＋…＋Ｂｎｘｎ）（其中，Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｎ 为待定系数）．当１＋ｐ＋ｑ≠０时，取ｓ＝０；当

１＋ｐ＋ｑ＝０，但ｐ≠－２时，取ｓ＝１；当１＋ｐ＋ｑ＝０且ｐ＝－２，取ｓ＝２．将ｙ
ｘ 代入方程ｙｘ＋２ ＋ｐｙｘ＋１

＋ｑｙｘ ＝ｆ（ｘ），比较两端ｘ的同次项的系数，确定Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂｎ，从而得到特解ｙ
ｘ ．

（三）几个简单的例题

例１　 求解下列一阶常系数线性差分方程：
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（１）２ｙｘ＋１＋１０ｙｘ －５ｘ＝０；　　（２）
ｙｘ＋１＋ｙｘ ＝２ｘ

ｙ０ ＝２｛ ．

解 　（１）将方程化为ｙｘ＋１ ＋５ｙｘ ＝ ５
２ｘ，对 应 齐 次 方 程 的 通 解 为Ｙｘ ＝Ａ（－５）ｘ．现ａ＝－５≠１，设

ｙ
ｘ ＝Ｂ０＋Ｂ１ｘ代入原方程，比较系数得Ｂ０ ＝－ ５

７２
，Ｂ１ ＝ ５

１２
，故原方程的一个特解

ｙ
ｘ ＝ ５

１２
ｘ－（ ）１

６ ．

原方程的通解为

ｙｘ ＝Ａ（－５）ｘ ＋ ５
１２

ｘ－（ ）１
６ ．

（２）现ａ＝－１，ｂ＝２，ｃ＝１，对应齐次方程的通解为Ｙｘ ＝Ａ（－１）ｘ，设原方程的一个特解

ｙ
ｘ ＝ １

３ ×２ｘ．

则原方程的通解为

ｙｘ ＝Ｙｘ ＋ｙｘ
ｘ ＝Ａ（－１）ｘ ＋ １

３ ×２ｘ，

又ｙ０ ＝１代入通解得Ａ＝ ５
３．故定解问题的解为

ｙｘ ＝ ５
３

（－１）ｘ ＋ １
３ ×２ｘ．

例２　 在农业生产中，种植先于产出及产品出售一个适当的时期，ｔ时期该产品的价格ｐｔ 决定着生产者

在下一时 期 愿 意 提 供 市 场 的 产 量Ｓｔ＋１，ｐｔ 还 决 定 着 本 期 该 产 品 的 需 求 量 Ｄｔ，已 知 Ｄｔ ＝ａ－ｂｐｔ，Ｓｔ

＝－ｃ＋ｄｐｔ－１（其中ａ，ｂ，ｃ，ｄ均为正数）．求价格随时间变动的规律．
解 　 假定在每一个时期中价格总是确定在市场售清的水平下，即Ｓｔ ＝Ｄｔ．因此，有

－ｃ＋ｄｐｔ－１ ＝ａ－ｂｐｔ

即 　ｂｐｔ＋ｄＰｔ－１ ＝ａ＋ｃ，　 亦即 　ｐｔ＋
ｄ
ｂｐｔ－１ ＝ａ＋ｃ

ｂ ．

由 ｄ
ｂ ≠－１，故问题的通解为ｐｔ ＝ａ＋ｃ

ｂ＋ｄ＋Ａ － ｄ（ ）ｂ

ｔ

．

当ｔ＝０时，ｐｔ ＝ｐ０（初始价格），代入通解，得Ａ＝ｐ０－ａ＋ｃ
ｂ＋ｄ

，这样，满足ｐｔ ｔ＝０ ＝ｐ０ 的特解为

ｐｔ ＝ａ＋ｃ
ｂ＋ｄ＋ ｐ０－ａ＋ｃ

ｂ＋（ ）ｄ
· － ｄ（ ）ｂ

ｔ

．

例３　 求差分方程ｙｘ＋２＋３ｙｘ＋１－４ｙｘ ＝ｘ的通解．

解 　 考虑对应齐次方程的特征方程λ２＋３λ－４＝０，其特征根为λ１ ＝１，λ２ ＝－４．故对应齐次方程的通

解为

Ｙｘ ＝Ａ１＋Ａ２（－４）ｘ．

设原方程的一个特解为ｙ
ｘ ＝ｘ（Ｂ０＋Ｂ１ｘ）（现１＋ａ＋ｂ＝０，但ａ≠－２）代 入 原 方 程，比 较 系 数，得

Ｂ０ ＝－ ７
５０

，Ｂ１ ＝ １
１０．故

ｙ
ｘ ＝ｘ － ７

５０＋ ｘ（ ）１０
，
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原方程的通解为

ｙｘ ＝Ａ１＋Ａ２（－４）ｘ ＋ｘ － ７
５０＋ ｘ（ ）１０ ．

习 　 题 　１０

１．求微分方程ｙｄｘ－ｘｄｙ＋ｘ３ｅ－ｘ２ｄｘ＝０的通解．

２．求微分方程ｘｙ′＋ｙ－ｅｘ ＝０满足初始条件ｙ ｘ＝１ ＝ｅ的特解．

３．求微分方程ｘｙ′＋ｙ－ｘｙ３ ＝０的通解．

４．求微分方程ｙ２ｄｘ＝ （ｘ＋ｙ２ｅｙ－１
ｙ ）ｄｙ满足初始条件ｙ ｘ＝０ ＝１的特解．

５．求微分方程ｘ（ｅｙ －ｙ′）＝２的通解．

６．设可微 函 数 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）满 足 ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），ｇ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），且 ｆ（０）＝０，ｇ（ｘ）≠０．又 设φ（ｘ）

＝ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ），试导出φ（ｘ）所满足的微分方程并求出φ（ｘ）．

７．设ｆ（ｘ）满足方程ｆ′（ｘ）＋ｘｆ′（－ｘ）＝ｘ，求ｆ（ｘ）．

８．求解微分方程初值问题
ｙ″＝ｙ′ｙ．

ｙ ｘ＝０ ＝０，ｙ′ ｘ＝０ ＝２｛ ．

９．已知ｙ１，ｙ２，ｙ３ 线性无关，且都是二阶非齐次线性方程ｙ″＋ｐ（ｘ）ｙ′＋ｑ（ｘ）ｙ＝ｆ（ｘ）的解，试写出该非

齐次方程的通解．

１０．设二阶常系数线性微分方程ｙ″＋αｙ′＋βｙ＝γｅｘ 的一个特解为ｙ＝ｅ２ｘ＋（１＋ｘ）ｅｘ，试确定常数α，

β，γ，并求该方程的通解．

１１．求微分方程ｙ″＋ｙ＝ｘ＋ｃｏｓｘ的通解．

１２．求微分方程ｙ″－６ｙ′＋９ｙ＝ｅ３ｘ（ｘ＋１）的通解．

１３．求微分方程ｙ″－４ｙ′＋５ｙ＝２ｅ２ｘｓｉｎｘ的通解．

１４．求微分方程ｙ
（４）－ｙ＝０的通解．

１５．求微分方程ｙ－４ｙ″＋４ｙ′＝ｘ２－１的通解．

１６．设二阶可微函数ｆ（ｘ）满足

∫
ｘ

０
（ｘ＋１－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｅｘ ＋ｘ２－ｆ（ｘ），求ｆ（ｘ）．

１７．设∫
ｌ

［ｆ′（ｘ）＋２ｆ（ｘ）＋ｅｘ］ｙｄｘ＋ｆ′（ｘ）ｄｙ与路径无关，又ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝１试计算：

∫
（１，１）

（０，０）
［ｆ′（ｘ）＋２ｆ（ｘ）＋ｅｘ］ｙｄｘ＋ｆ′（ｘ）ｄｙ．

１８．求曲线族ｘ２＋ｙ２ ＝２ａｘ 的正交曲线族的方程．

１９．设有连接点（０，０）和Ａ（１，１）的一段向上凸的曲线弧︵ＯＡ，对于︵ＯＡ 上任一点Ｐ（ｘ，ｙ），曲线弧︵ＯＰ 与直

线段ＯＰ 所围图形的面积为ｘ２，求曲线︵ＯＰ 的方程．

２０．火车沿水平直线轨道运动，设火车质量为ｐ，机车牵引力为Ｆ，阻力为ａ＋ｂｖ，其中ａ，ｂ为常数，ｖ＝ｄｓ
ｄｔ

为火车的速度，火车是由静止状态开始运动，求火车的运动规律Ｓ＝ｓ（ｔ）．

简答与提示

１．方程整理得ｄｙ
ｄｘ－ １

ｘ ＝ｘ２ｅ－ｘ２，由公式

—０８２—
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ｙ＝ｅ
－∫ｐ（ｘ）ｄｘ

Ｃ＋∫Ｑ（ｘ）ｅ∫ｐ（ｘ）ｄｘ
ｄ（ ）ｘ ＝ｘ Ｃ－ １

２ｅ－ｘ（ ）２
．

２．方程整理得ｙ′＋ １
ｘｙ＝ｅｘ

ｘ
，由公式

ｙ＝ １
ｘ

（ｅｘ ＋Ｃ），

由ｙ ｘ＝１ ＝ｅ得Ｃ＝０，所以特解ｙ＝ １
ｘｅｘ．

３．方程整理得ｙ′＋ １
ｘｙ＝ｙ３，令ｚ＝ｙ－２　 则方程化为ｄｚ

ｄｘ－ ２
ｘｚ＝－２，由公式

Ｚ＝ｘ２ ２
ｘ ＋（ ）Ｃ ，

即 ｙ２ ＝ １
Ｃｘ２＋２ｘ

．

４．可视ｘ为未知函数，这样ｄｘ
ｄｙ－ １

ｙ２ｘ＝ｅｙ－１
ｙ ，由公式

ｘ＝ｅ
－１
ｙ （Ｃ＋ｅｙ），

由ｙ ｘ＝０ ＝１，得Ｃ＝－ｅ，所以ｘ＝ｅ
－１
ｙ （ｅｙ －ｅ）．

５．令ｕ＝ｅ－ｙ，则ｄｕ
ｄｘ＝－ｅ－ｙｄｙ

ｄｘ
，于是方程化为

ｄｕ
ｄｘ－ ２

ｘｕ＝－１，

由公式得

ｕ＝ｘ２ １
ｘ ＋（ ）Ｃ ，

即 ｅ－ｙ ＝Ｃｘ２＋ｘ．

６．可导出 　
φ′（ｘ）＝１－φ

２（ｘ），

φ（ｘ）ｘ＝０ ＝０｛ ，
求解得φ（ｘ）＝ｅ２ｘ －１

ｅ２ｘ ＋１
＝ｔｈｘ．

７．可先导出微分方程ｆ′（ｘ）（１＋ｘ２）＝ｘ（ｘ＋１），即ｆ′（ｘ）＝ｘ２＋ｘ
１＋ｘ２，两边积分得

ｆ（ｘ）＝ｘ－ａｒｃｔａｎｘ＋ １
２ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．

８．这是不显含ｘ的可降阶的微分方程，令ｙ′＝ｐ，ｙ″＝ｐｄｐ
ｄｙ

，原方程化为ｐｄｐ
ｄｙ＝ｐｙ，由初值知ｐ＞０，

故ｄｐ
ｄｙ＝ｙ，所以ｐ＝ １

２ｙ２＋Ｃ１，由ｐ ｙ＝０ ＝２，得Ｃ１ ＝２．

所以ｄｙ
ｄｘ＝ １

２ｙ２＋２，得ａｒｃｔａｎｙ
２ ＝ｘ＋Ｃ２，由ｙ ｘ＝０ ＝０得Ｃ２ ＝０．所以ｙ＝２ｔａｎｘ．

９．由ｙ１ －ｙ３，ｙ２ －ｙ３ 均 是 对 应 齐 次 方 程 的 解，且 它 们 线 性 无 关，故 对 应 齐 次 方 程 的 通 解 为

ｙ＝Ｃ１（ｙ１－ｙ３）＋Ｃ２（ｙ２－ｙ３）（Ｃ１、Ｃ２ 为任意常数），又ｙ３ 是原方程的一个特解，故原方程的通解为

ｙ＝Ｃ１（ｙ１－ｙ３）＋Ｃ２（ｙ２－ｙ３）＋ｙ３．

１０．将所给特解写成ｙ＝ｅ２ｘ＋ｅｘ＋ｘｅｘ，知ｅ２ｘ，ｅｘ 是对应齐次方程的两个线性无关的特解，从而其特征

方程的根应为λ１ ＝１，λ２ ＝２，故特征方程应为（λ－１）（λ－２）＝λ２－３λ＋２＝０，于是α＝－３，β＝２．

—１８２—
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现将ｙ ＝ｘｅｘ 代入原方程得γ＝－１，故原方程的通解应为

ｙ＝Ｃ１ｅｘ ＋Ｃ２ｅ２ｘ ＋ｘｅｘ．

１１．由对应特征方程的根λ１，２ ＝±ｉ知其对应齐次方程的通解为Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ，设原方程的一个特解

为ｙ ＝Ａｘ＋Ｂ＋Ｅｘｃｏｓｘ＋Ｄｘｓｉｎｘ，代入原方程得Ａ＝１，Ｂ＝０，Ｅ＝０，Ｄ＝ １
２

，从而ｙ ＝ｘ＋ｘ
２ｓｉｎｘ，

故原方程的通解为

ｙ＝Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ＋ｘ＋ ｘ
２ｓｉｎｘ．

１２．由对应特征方程λ２－６λ＋９＝０的根，λ１，２ ＝３知对应齐次方程的通解为Ｙ ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ３ｘ，设原

方程的一个特解ｙ ＝ｘ２（Ａｘ＋Ｂ）ｅ３ｘ 代入原方程得Ａ ＝ １
６

，Ｂ＝ １
２

，故

ｙ ＝ １
２ｘ２ １

３ｘ＋（ ）１ ｅ３ｘ．

从而原方程的通解为

ｙ＝ （Ｃ１＋Ｃ２ｘ）ｅ３ｘ ＋ １
２ｘ２ １

３ｘ＋（ ）１ ｅ３ｘ．

１３．由对应特征方程λ２－４λ＋５＝０的根λ１，２ ＝２±ｉ知对应齐次方程的通解Ｙ＝ｅ２ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ），

设原方程的一个特解ｙ ＝ｘｅ２ｘ［ａｃｏｓｘ＋ｂｓｉｎｘ］代入原方程得ａ＝－１，ｂ＝０，故

ｙ ＝－ｘｅ２ｘｃｏｓｘ，

从而原方程的通解为

ｙ＝ｅ２ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ）－ｘｅ２ｘｃｏｓｘ．

１４．方程的特征方程为λ４－１＝０，其特征根是λ１ ＝１，λ２ ＝－１，λ３ ＝ｉ，λ４ ＝－ｉ，从而原方程的通解为

ｙ＝Ｃ１ｅｘ ＋Ｃ２ｅ－ｘ ＋Ｃ３ｃｏｓｘ＋Ｃ４ｓｉｎｘ．

１５．方程所对应的特征方程为λ３－４λ２＋４λ＝０，其特征根为λ１ ＝０，λ２ ＝λ３ ＝２，从而对应的齐次方程

与通解为

Ｙ ＝Ｃ１＋（Ｃ２＋Ｃ３ｘ）ｅ２ｘ，

设原方程的一个特解为ｙ ＝ｘ（Ａｘ２＋Ｂｘ＋Ｃ）代入原方程得Ａ＝ １
１２

，Ｂ＝ １
４

，Ｃ＝ １
８

，故原方程的通

解为

ｙ＝Ｃ１＋（Ｃ２＋Ｃ３ｘ）ｅ２ｘ ＋ｘ３

１２＋ｘ２

４ ＋ ｘ
８．

１６．首先导出微分方程定解问题

ｆ″（ｘ）＋ １
２ｆ′（ｘ）＝１＋ １

２ｅｘ

ｆ（０）＝１，ｆ′（０）＝ １
２

烅
烄

烆 ，

可解得 ｆ（ｘ）＝Ｃ１＋Ｃ２ｅ
－１
２ｘ

＋２ｘ＋ １
３ｅｘ，

确定系数 Ｃ１ ＝１１
３

，　Ｃ２ ＝－３，

—２８２—

第十章　微分方程及其应用



所以 ｆ（ｘ）＝１１
３ｅ

－１
２ｘ

＋２ｘ－３＋ １
３ｅｘ．

１７．首先由Ｑ
ｘ ＝Ｐ

ｙ
得

ｆ″（ｘ）－ｆ′（ｘ）－２ｆ（ｘ）＝ｅｘ．

ｆ（０）＝０，　ｆ′（０）＝１｛ ，

可解得 ｆ（ｘ）＝Ｃ１ｅ２ｘ ＋Ｃ２ｅ－ｘ － １
２ｅｘ，

确定系数 Ｃ１ ＝ ２
３

，　Ｃ２ ＝－ １
６

，

所以 ｆ（ｘ）＝ ２
３ｅ２ｘ － １

６ｅ－ｘ － １
２ｅｘ，

于是 ∫
（１，１）

（０，０）
＝ ４

３ｅ２－ ｅ
２ ＋ １

６ｅ．

１８．所求的正交曲线族的微分方程为 　ｙ′＝ ２ｘｙ
ｘ２－ｙ２

这是齐次方程可令ｙ＝ｕｘ，解之得 　ｘ２＋ｙ２ ＝Ｃｙ．

１９．根据题意可得∫
ｘ

０
ｙｄｘ－ １

２ｘｙ＝ｘ２，　（ｘ＞０）

两边求导得 ｙ′－ １
ｘｙ＝－４及ｙ ｘ＝１ ＝１，

可得解 ｙ＝
ｘ（１－４ｌｎｘ）， ｘ＞０；

０， ｘ＝０｛ ．

２０．由牛顿第二定律可得 　ｐｄ２Ｓ
ｄｔ２ ＝Ｆ－ ａ＋ｂｄＳ

ｄ（ ）ｔ
，

即

ｄ２Ｓ
ｄｔ２ ＋ ｂ

ｐ
ｄｓ
ｄｔ＝Ｆ－ａ

ｐ
，

Ｓ（０）＝０，　Ｓ′（０）＝０
烅
烄

烆 ，

故 Ｓ＝Ｆ－ａ
ｂ

ｔ＋ ｐ
ｂｅ－ｐ

ｂｔ－ ｐ（ ）ｂ ．

—３８２—
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书书书

因为

ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－［ａ２＋ｂ２＋（ａ＋ｂ）２］≠０，

所以，方程组（２）有惟一解．即方程组（１）有惟一解，即三直线交于一点．
例４３３　设ξ１，ξ２，ξ３ 是三元线性方程组ＡＸ＝β的三个线性无关解，Ｒ（Ａ）＝１，则不正确的结论是 （　）
（Ａ）ＡＸ＝β的通解是ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３，其中，ｋ１，ｋ２，ｋ３ 是满足ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝１的任何数；
（Ｂ）ＡＸ＝０的通解是ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３，其中ｋ１，ｋ２，ｋ３ 是满足ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝０的任何数；
（Ｃ）ξ１，ξ２－ξ３ 是ＡＸ＝０的基础解系；
（Ｄ）ξ１－ξ２，ξ２－ξ３ 是ＡＸ＝０的基础解系．
解　选（Ｃ）．因为ξ１ 不是ＡＸ＝０的解．故ξ１，ξ２－ξ３ 不是ＡＸ＝０的基础解系．
（Ａ）正确　因为ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝１，故ｋ３＝１－ｋ１－ｋ２，则ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３＝ｋ１（ξ１－ξ３）＋ｋ２（ξ２－ξ３）＋

ξ３．ξ１－ξ３ 与ξ２－ξ３ 都是ＡＸ＝０的解，且线性无关，所以（Ａ）正确．
（Ｂ）正确　因为ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝０，故ｋ３＝－ｋ１－ｋ２，则ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３＝ｋ１（ξ１－ξ３）＋ｋ２（ξ２－ξ３），而ξ１

－ξ３，ξ２－ξ３ 是ＡＸ＝０的基础解系．
（Ｄ）正确　因为ξ１－ξ２，ξ２－ξ３ 都是ＡＸ＝０的解．且线性无关，又因Ｒ（Ａ）＝１，ｎ＝３，故它们是ＡＸ＝０的

基础解系．
例２３４　设Ｂ 是秩为２的５×４型矩阵．

α１＝

烄

烆

烌

烎

１
１
２
３

，　α２＝

－１
１
４
－

烄

烆

烌

烎１

，　α３＝

５
－１
－８

烄

烆

烌

烎９

其齐次线性方程组ＢＸ＝０的三个解向量．求ＢＸ＝０的解空间的一个标准正交基．
解　已知Ｒ（Ｂ）＝２，未知量个数ｎ＝４．故ＢＸ＝０的基础解系有４－２＝２个线性无关解向量．
现先求出α１，α２，α３ 的极大无关组：

（α１，α２，α３）＝

１ －１ ５
１ １ －１
２ ４ －８
３ －

烄

烆

烌

烎

→

１ ９

… →
行

１ －１ ５
０ ２ －６
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

可知α１，α２ 是α１，α２，α３ 的极大无关组，是ＢＸ＝０的基础解系．再用Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化方法：
令

β１＝α１＝

烄

烆

烌

烎

１
１
２
３

，　β２＝α２－
（α２，β１）
（β１，β１）β１＝

－４
３

２
３
１０
３
－

烄

烆

烌

烎２

．

再单位化：令

γ１＝
β１

‖β１‖
＝

１
槡１５
１
槡１５
２
槡１５
３
槡

烄

烆

烌

烎１５

，　γ２＝
β２

‖β２‖
＝

－２
槡３９
１
槡３９
５
槡３９
－３
槡

烄

烆

烌

烎３９

—５７—
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则γ１，γ２ 就是ＢＸ＝０的解空间的一个标准正交基．

例４３５　设线性方程组Ａｎ×ｎ·Ｘｎ×１＝ｂｎ×１．若Ｒ（Ａ）＝Ｒ
Ａ ｂ

ｂＴ（ ）０
，试证：这个方程组有解：

证　记（珚Ａ）＝（Ａ，ｂ），

Ｃ＝
Ａ ｂ

ｂＴ（ ）０
＝

珚Ａ

ｂＴ　（ ）０
．

显然有 Ｒ（珚Ａ）≤Ｒ（Ｃ），以及Ｒ（Ａ）≤Ｒ（珚Ａ）

则有 Ｒ（Ａ）≤Ｒ（珚Ａ）≤Ｒ（Ｃ）

现已知 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｃ）

故 Ｒ（Ａ）＝Ｒ（珚Ａ），
即方程组ＡＸ＝ｂ有解．

例４３６　已知

Ｂ＝

１ －２ １ ０ ０
１ －２ ０ １ ０
１ －２ ３ －２ ０
５ －

烄

烆

烌

烎６ ０ ０ １

的行向量是方程组：

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＝０

３ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４－３ｘ５＝０

ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋６ｘ５＝０

５ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４－ｘ５＝

烅

烄

烆 ０

的解向量，试问：

（１）Ｂ 的４个行向量是否构成齐次方程组的基础解系；
（２）若不是，不用解方程组的方法．求一个基础解系．
解　（１）先求Ｒ（Ｂ）．用初等变换化为阶梯型，易知Ｒ（Ｂ）＝３，故知Ｂ 的四个行向量线性相关，它们不能

作为齐次方程组的基础解系．
（２）设此齐次方程组为ＡＸ＝０，容易算得Ｒ（Ａ）＝２，故知基础解系中有ｎ－ｒ＝５－２＝３个线性无关解．
可验证Ｂ 的第一，第二，第四行这三个向量线性无关．它们可作为ＡＸ＝０的一个基础解系．
例４３７　设Ａ 是ｎ×ｓ型矩阵．证明：存在ｓ×ｐ型矩阵Ｂ≠０，使ＡＢ＝０的充分必要条件是Ａ 的ｓ个列向

量是线性相关的．
证　“”

ＡＢ＝０ＡＢｉ＝０，ｉ＝１，…，ｐ
这里Ｂｉ 是Ｂ 的第ｉ列．由Ｂ≠０，知必有Ｂｊ≠０．即知ＡＸ＝０有非零解，则Ｒ（Ａ）＜ｓ，即Ａ 的ｓ个列向量线性相

关．
“”

Ａ 的ｓ个列向量线性相关，可知Ｒ（Ａ）＜ｓ．则ＡＸ＝０有非零解，选择ｐ个非零解，记为Ｂ１，…，Ｂｐ，把它们

排成矩阵Ｂ，即得ＡＢ＝０．

四、小　结

（１）线性方程组这一部分主要是两个大定理：①线性方程组ＡＸ＝ｂ有解判别定理．即看Ｒ（Ａ）＝？Ｒ（珚Ａ）．
②齐次方程组ＡＸ＝０的解空间的维数ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）．

一般说，讨论解的情况，总从Ｒ（Ａ）＝？Ｒ（珚Ａ）去考虑．若涉及解的结构．总应考虑ｄｉｍ（η（Ａ））＝ｎ－Ｒ（Ａ）以

及相关的一些性质．
（２）在论证Ｒ（Ａ）＝？Ｒ（珚Ａ）时，一个常用的有效的方法是把增广矩阵珚Ａ 经过初等行变换化到阶梯型．然后

在阶梯型便可看清Ｒ（Ａ）与Ｒ（珚Ａ）的关系．同时，在求解线性方程组时，也要用到这个方法．因此，把矩阵经过

初等行变换化到阶梯型是这一部分的重要的基本功，必须掌握得很好，特别是对带有参数的矩阵化为阶梯型

不太容易做对，要重视．

—６７—
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第五章　矩阵的特征值与特征向量

矩阵的特征值与特征向量问题不仅 是 线 性 代 数 中 的 重 要 内 容，也 是 历 年 硕 士 研 究 生 入 学 考 试 的 重 点．
显含或隐含的特征值和特征向量问题层出不穷．

一、复习与考试要求

（１）理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质．
（２）了解相似矩阵的概念、性质，矩阵可对角化的条件以及实对称阵相似于对角阵的理论．
（３）熟练掌握求矩阵特征值和特征向量的方法．
（４）熟练掌握实对称阵正交相似于对角阵的方法．

二、基本概念与理论

１．矩阵的对角化

矩阵Ａ，若能相似变换到对角阵，就称Ａ 可以对角化，否则，就称Ａ 不能对角化．

２．相似矩阵

若存在可逆阵Ｕ，使Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则称Ａ 与Ｂ 相似．这里，Ａ，Ｂ 皆为ｎ 阶方阵．

３．相似矩阵的性质

（１）相似矩阵有相同的行列式．
（２）相似矩阵有相同的可逆性，且可逆时，它们的逆矩阵也相似．
（３）相似矩阵有相同的秩．
（４）相似矩阵有相同的特征多项式．
（５）相似矩阵有相同的特征值．

（６）相似矩阵有相同的迹．（矩阵Ａ 的迹，即为ｔｒ（Ａ）＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ）．

（７）若Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则Ｕ－１ＡｋＵ＝Ｂｋ，（ｋ∈Ｚ＋）．
（８）若Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则ｆ（Ａ）与ｆ（Ｂ）也相似．

（９）若Ｕ－１ＡＵ＝Ｂ，则Ａ＋Ｅ 与Ｂ＋Ｅ 也相似．

４．特征值与特征向量

（１）定义　ｎ阶方阵Ａ，λ∈数域Ｆ，非零向量α．若Ａα＝λα，则称数λ是Ａ 的特征值，非零向量α是Ａ 的

属于λ的特征向量．

① 由定义可知，若α是Ａ 的属于λ 的特征向量，则ｋα（ｋ≠０，ｋ∈Ｆ）也是Ａ 的属于λ 的特征向量．

② 特征向量α是属于某个特征值的，它不能同时分属于两个不同的特征值．
（２）定理　数域Ｆ 上的ｎ 阶矩阵Ａ 可以对角化Ａ 有ｎ 个线性无关的特征向量．
这是因为

Ａ 可以对角化Ｕ－１ＡＵ＝

λ１

　

　　λ

烄

烆

烌

烎ｎ

ＡＵ＝Ｕ

λ１

　

　　λ

烄

烆

烌

烎ｎ
—７７—
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Ａ（α１，…，αｎ）＝（α１，…，αｎ）
λ１

　

　　λ

烄

烆

烌

烎ｎ
Ａαｉ＝λｉαｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

式中Ｕ＝（α１，…，αｎ）．α１，…，αｎ 是ｎ 个线性无关的特征向量．λ１，…，λｎ 是Ａ 的ｎ 个特征值．
（３）求特征值λ与特征向量α．

Ａα＝λα （λＥ－Ａ）α＝０


α≠０

｜λＥ－Ａ｜＝０．
因此，特征值就是特征方程｜λＥ－Ａ｜＝０的 根．属 于 某 个 特 征 值λ０ 的 特 征 向 量，就 是 求 解 齐 次 线 性 方 程 组

（λ０Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系．
（４）判断ｎ阶矩阵Ａ 是否有ｎ 个线性无关的特征向量？

① 定理：Ａ 的不同特征值所对应的特征向量是线性无关的．

② 推论１：若ｎ阶矩阵Ａ 有ｎ 个不同特征值，则Ａ 必可对角化．

③ 推论２：若特征值λｉ 对应ｓ个线性无关的特征向量，特征值λｊ 对应ｔ个线性无关的特征向量，则这ｓ＋
ｔ个特征向量还是线性无关的．

要注意，这里的定理和推论都只是充分条件，而不是充要条件．
５．实对称矩阵必可对角化

（１）实对称阵的性质：

① 实对称阵的特征值全是实数；

② 实对称阵的不同特征值对应的特征向量是正交的．
（２）定理：对于实对称阵Ａ，必存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝Ｄ．这里Ｄ 为对角阵．
（３）施密特正交化方法：把一组线性无关的向量α１，…，αｒ，通过下列公式化为一组与之等价的正交的向

量组β１，…，βｒ．

β１＝α１

β２＝α２－
（β１，α２）
（β１，β１）β１



βｒ＝αｒ－
（β１，α１）
（β１，β１）β１－…－

（βｒ－１，αｒ）
（βｒ－１，βｒ－１）

·βｒ－１

烅

烄

烆 ．

６．ｎ阶矩阵Ａ 与特征值的关系

（１）λ１＋λ２＋…＋λｎ＝ｔｒ（Ａ）＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ．

（２）λ１·λ２·…·λｎ＝｜Ａ｜．

（３）若可逆阵Ａ 有特征值λ，则Ａ－１有特征值１
λ

，Ａ 有特征值１
λ

·｜Ａ｜．

（４）若Ａ 有特征值λ，则Ａｎ 有特征值λｎ．
（５）实对称阵Ａ 的特征值全是实数．
（６）实反对称阵Ａ 的特征值只能是零或纯虚数．
（７）正交阵的特征值的模必为１．
（８）正定阵的特征值全大于零．
（９）上（下）三角阵的特征值即为其对角线元素．

三、基本题型与解题方法

例５１　求矩阵Ａ＝

－２ １ １

０ ２ ０

－

熿

燀

燄

燅４ １ ３

的特征值和特征向量．

—８７—
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分析　这是最基本的特征值问题，只需按定义求解即可．

解　｜Ａ－λΕ｜＝

－２－λ １ １

０ ２－λ ０

－４ １ ３－

熿

燀

燄

燅λ
＝…＝－（λ＋１）（λ－２）２，

所以Ａ 的特征值为λ１＝－１，λ２＝λ３＝２．
当ｘ１＝－１时，解齐次线性方程组（Ａ＋Ｅ）Ｘ＝０，由

Ａ＋Ｅ＝

－１ １ １

０ ３ ０

－

熿

燀

燄

燅
→

４ １ ４

１ ０ －１

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

得基础解系　ξ１＝
　１　

　０　

　１

熿

燀

燄

燅　

，

所以对应于λ１＝－１的全部特征向量为ｋ１ξ１（ｋ≠０）．
当λ２＝λ３＝２时，解齐次线性方程组（Ａ－２Ｅ）Ｘ＝０．由

Ａ－２Ｅ＝

－４ １ １

０ ０ ０

－

熿

燀

燄

燅
→

４ １ １

１ －１／４ －１／４

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

得基础解系　ξ２＝
　 ０　

　 １　

　－１

熿

燀

燄

燅　

，ξ３＝
　１　

　０　

　４

熿

燀

燄

燅　

，

所以对应于λ２＝λ３＝１的全部特征向量为

ｋ２ξ２＋ｋ３ξ３（ｋ２，ｋ３ 不同时为０），

因为Ａ 有三个线性无关的特征向量ξ１，ξ２，ξ３，所以Ａ 可以对角化．
例５２　求证Ａ 为奇异矩阵的充要条件为０是Ａ 的一个特征值．
分析　有关特征值的证明题基本上都是与特征值定义表达式ＡＸ＝λＸ（Ｘ≠０）分不开的．当λ＝０时，得

ＡＸ＝０，问题便转化为讨论齐次线性方程组有非零解的条件．
证　必要性　设Ａ 奇异，则ＡＸ＝０有非零解Ｘ 即

ＡＸ＝０Ｘ
从而０是Ａ 的特征值．

充分性　设０是Ａ 的一个特征值，则有ξ≠０，使Ａξ＝０，ξ≠０，即ＡＸ＝０有非零解，从而Ａ 是奇异的．
本题更为简单的证明方法是Ａ 奇异｜Ａ｜＝λ１λ２…λｎ＝０λ１，…，λｎ 中至少有一个特征值λｉ＝０．
例５３　若λ≠０是ＡＢ 的特征值，则λ必是ＢＡ 的特征值．（Ａ，Ｂ 可以是奇异阵，也可以是长方矩阵）．

　　分析　若λ是ＡＢ 的特征值，则由定义必存在特征向量ξ（ξ≠０），使ＡＢξ＝λξ，要证λ也是ＢＡ 的特征值，

则需证明存在向量η≠０，使ＢＡη＝λη，（未 必ξ＝η）．由 此 可 见 将ＡＢξ＝λξ 两 边 左 乘Ｂ 才 能 过 渡 到ＢＡη＝

λη，这时有η＝Βξ，剩下的问题是要证η≠０，这时要用条件λ≠０．
证　因为λ是ＡＢ 的特征值，所以存在列向量ξ≠０，使

ＡＢξ＝λξ，

上式两边左乘Ｂ 得

ＢＡＢξ＝λΒξ，

令η＝Βξ．这时η≠０．否则有λξ＝ΑΒξ＝０，而ξ≠０，则得到λ＝０，这与已知条件矛盾，故η≠０，这表明

ＢＡη＝λη
成立，所以λ也是ＢＡ 的特征值．

例５４　已知矩阵　Ａ＝

２ ０ ０

０ ０ １

０ １

熿

燀

燄

燅ｘ
与Ｂ＝

２ ０ ０

０ ｙ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
相似．

—９７—
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（１）求ｘ与ｙ；

（２）求一个满足Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ 的可逆阵Ｐ ．
分析　这是１９８８年数学（试卷一）的８分题．由于Ａ 已经相似于对角阵Ｂ，所以实际上已给出了Ａ 的两

个特征值，这样就避免了需解三次方程来求特征值的困难，而将考试目的转向了其他方向：利用 相 似 的 概 念

求参数ｘ，ｙ以及求Ａ 的特征向量．
解

（１）因为Ａ 和Ｂ 相似，所以有

｜Ａ－λΕ｜＝｜Ｂ－λΕ｜，

可以得到　　（２－λ）（ｘ２－ｘλ－１）＝（２－λ）（λ－ｙ）（λ＋１），

比较等式两端的系数，得ｘ＝０，ｙ＝１．
（２）由（１）知矩阵Ａ 的特征值为２，１，－１．
当λ１＝２时，由

（Ａ－λ１Ｅ）Ｘ＝

０ ０ ０

０ －２ １

０ １ －

熿

燀

燄

燅２

　ｘ１　

　ｘ２　

　ｘ３

熿

燀

燄

燅　

＝０，

解得　ξ１＝（１，０，０）Ｔ，这是对应于λ１＝２的一个特征向量．
当λ２＝１时，由

（Ａ－λ２Ｅ）Ｘ＝

１ ０ ０

０ －１ １

０ １ －

熿

燀

燄

燅１

　ｘ１　

　ｘ２　

　ｘ３

熿

燀

燄

燅　

＝０，

解得对应于λ２＝１的特征向量ξ２＝（０，１，１）Ｔ．
当λ３＝－１时，由

（Ａ－λ３Ｅ）Ｘ＝

１ ０ ０

０ １ １
熿

燀

燄

燅０ １ １

　ｘ１　

　ｘ２　

　ｘ３

熿

燀

燄

燅　

＝０，

解得对应于λ３＝－１的一个特征向量ξ３＝（０，１，－１）Ｔ．
令

Ｐ＝

１ ０ ０

０ １ １

０ １ －

熿

燀

燄

燅１
，

因为Ａ 的特征值互不相同，所以对应的特征向量ξ１，ξ２，ξ３ 线性无关．（进一步，由于Ａ 是实对称阵，故ξ１，ξ２，

ξ３ 两两正交），从而矩阵Ｐ可逆且满足　Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
例５５　设三阶实对称阵Ａ 的特征值为λ１＝－１，λ２＝λ３＝１，对应于λ１ 的特征向量为ξ１＝（０，１，１）Ｔ，求

Ａ．
分析　这是１９９５年数学（试卷一）的７分题．因为要求的三 阶 方 阵Ａ 是 实 对 称 的，所 以Ａ 一 定 有 三 个

两两正交的单位特征向量．只要求出这三个特征向量，再由给出的特征值即可求出Ａ．从已给出的ξ１＝（０，

１，１）Ｔ 出发，可以求出与ξ１ 正交的对应于λ２＝λ３＝１的两个互相正交 的 特 征 向 量ξ２＝（１，０，０）Ｔ，ξ２＝（０，１，

－１）Ｔ（这可通过解线性方程组（０，１，１）（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝０得出）．
解　从上面的分析已经得到了Ａ 的三个互相正交的特征向量ξ１，ξ２，ξ３，再将它们单位化，故取

Ｐ＝

０ １ ０

１／槡２ ０ １／槡２

１／槡２ ０ －１／槡

熿

燀

燄

燅２

，

—０８—
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从而Ｐ－１＝ＰＴ．
所以得

　　ＡＴ ＝ＰΛＰ－１

＝

０ １ ０

１／槡２ ０ １／槡２

１／槡２ ０ －１／槡

熿

燀

燄

燅２

－１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

０ １／槡２ １／槡２
１ ０ ０

０ １／槡２ －１／槡

熿

燀

燄

燅２

＝

１ ０ ０

０ ０ －１

０ －

熿

燀

燄

燅１ ０

．

例５６　设Ａ 为ｎ 阶正交的对称正定阵，求证Ａ 必为单位矩阵．
分析　由Ａ 为对称阵的条件，可以断言Ａ 正交相似于对角阵，且对角线元素全为实数．再由正定阵的条

件得出Ａ 的特征值全为正数．加上Ａ 是正交阵的条件，最后证明出Ａ 的特征值全为１，即Ａ 正交相似于单位

阵，从而Ａ 是单位阵．
证　因为Ａ 是实对称阵，所以Ａ 的特征值全为实数．又Ａ 是正定阵，则Ａ 的特征值全为正数．设有非零

列向量Ｘ
使

ＡＸ＝λΧ，

由　ＡＴ＝Ａ，ＡＴＡ＝Ｅ，得到Ａ２＝Ｅ．从ＡＸ＝λΧ，两边左乘Ａ 得Ａ２Ｘ＝λΑΧ＝λ２Ｘ，λ２Ｘ＝Ｘ，故λ２＝１，从而Ａ 的

特征值只能是１．
由Ａ 对称，则存在正交阵Ｐ使Ｐ－１ＡＰ＝Ｅ，所以

Ａ＝Ｅ．

例５７　设　Ａ＝

１ ０ ２

０ １ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，求Ａ９．

分析　本题看上去似乎与特征值无 关，但 若 硬 求Ａ９，计 算 量 必 然 很 大．这 类 问 题 的 一 般 解 法 是 先 将Ａ
相似于对角形Λ，再求Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Λ，这样得Ａ＝ＰΛＰ－１，Ａ９＝ＰΛ９Ｐ－１．

解法１　先求出Ａ 的特征值λ１＝λ２＝１，λ３＝－１．
当λ１＝λ２＝１时，由（Ａ－Ｅ）Ｘ＝０解出对应于λ１＝λ２＝１的两个线性无关的特征向量

ξ１＝（１，０，０）Ｔ，ξ２＝（１，－１，０）Ｔ

当λ３＝－１时，由（Ａ＋Ｅ）Ｘ＝０解出对应于λ３＝－１的特征向量

ξ３＝（１，０，－１）Ｔ，

令 Ｐ＝

１ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，得　Ｐ－１＝

１ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，

这时有　Ａ＝Ｐ－１ΛＰ

　　　　　　Ａ９ ＝Ｐ－１Λ９Ｐ＝

１ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

１

１

－

熿

燀

燄

燅１

９ １ １ １

０ －１ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

＝
Ａ１ Ａ２

０ －［ ］１

Ｅ ０

０ －［ ］１

Ａ１ Ａ２

０ －［ ］１

＝
Ａ１ －Ａ２［ ］０ １

－Ａ２ Ａ２

０ －［ ］１
＝

Ａ２
１ Ａ１Ａ２＋Ａ２

０ －［ ］１

＝

１ ０ ２

０ １ ０

０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
，
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其中 Ａ１＝
１ １

０ －［ ］１
，　Ａ２＝［］１

０
．

解法２　因为Ａ２＝Ｅ，所以Ａ９＝Ａ．
评注　这是试探法，先求Ａ２，Ａ３，再从中找规律．这种方法只在少数特殊情形才可以用得上．

例５８　已知λ１，λ２，…，λｎ 是ｎ 阶方阵ａ＝（ａｉｊ）的ｎ个特征值，试证λ２
１＋λ２

２＋…＋λ２
ｎ＝ 

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊａｊｉ．

分析　本题初一看很难找到思路，但从特征值定义的表达式ＡＸ＝λＸ（Ｘ≠０），易得Ａ２Ｘ＝λ２Ｘ，这表明如

果λ是Ａ 的特征值，则λ２ 是Ａ２ 的特征值，另外Ａ＝（ａｉｊ）的特征值λ１，λ２，…，λｎ 与Ａ 的元素有以下关系，λ１＋

λ２＋…＋λｎ＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ这两件事启发我们只要证明 

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊａｊｉ就是Ａ２ 的对角元素之和即可完成本题的证明．

证　因为λ１，…，λｎ 是Ａ 的ｎ 个特征值，所以λ２
１，…，λ２

ｎ 是Ａ２ 的ｎ个特征值．

又因为λ１＋λ２＋…＋λｎ＝
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ＝ｔｒ（Ａ），

所以 λ２
１＋λ２

２＋…＋λ２
ｎ＝ｔｒ（Ａ２），

而 ｔｒ（Ａ２）＝ 
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊａｊｉ．

例５９　Ａ 是实反对称阵．证明：

（１）Ａ 的特征值只能是零或纯虚数；

（２）｜Ｅ－Ａ｜≠０，　｜Ｅ＋Ａ｜≠０．
证　（１）设ＡＸ＝λＸ，λ可能复数，Ｘ 也可能是复向量．两边共轭转置：珚ＸＴ珚ＡＴ＝珔λ珚ＸＴ，由于珚Ａ＝Ａ，ＡＴ＝－Ａ，

故上式即为－珚ＸＴＡ＝珔λ珚ＸＴ，两边右乘Ｘ，得－λ珚ＸＴＸ＝珔λ珚ＸＴＸ，

即 （λ＋珔λ）珚ＸＴＸ＝０，

记　Ｘ＝

Ｘ１



Ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，其中，Ｘｉ 均为复数，则珚ＸＴＸ＝
ｎ

ｉ＝１
｜Ｘｉ｜２≠０，

所以　（λ＋珔λ）＝０，即λ＝０．或λ是纯虚数．
（２）若｜Ｅ－Ａ｜＝０１是Ａ 的特征值．这与（１）所证结果矛盾．同样，若｜Ｅ＋Ａ｜＝０－１是Ａ 的特征值．

也与题设矛盾．
例５１０　Ａ 是正交阵，则Ａ 的特征值的模必为１．
证　设ＡＸ＝λＸ，λ与Ｘ 都可能是复的．两边共轭转置

珚ＸＴＡＴ＝珔λ珚ＸＴ

两边右乘ＡＸ 珚ＸＴＡＴＡＸ＝珔λ珚ＸＴＡＸ
即 珡ＸＴＸ＝λ珔λ珚ＸＴＸ
即有 （１－λ珔λ）珚ＸＴＸ＝０
由于珚ＸＴＸ≠０，故１－λ珔λ＝０｜λ｜２＝１｜λ｜＝１．

评注　① 对于抽象矩阵讨论特征值，经常中从定义式ＡＸ＝λＸ 去考虑．除了实对称阵（以及正定阵），这

里λ都有可能是复数．

② 在论证过程中，在等式两边 同 作 一 种 运 算．对 于 复 向 量，常 先 考 虑 作 共 轭 转 置，然 后 运 算．在 例５９
中，两边右乘 Ｘ；在例５１０题中，两边右乘了ＡＸ，这要视题目的条件不同而用不同的运算．

例５１１　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，且Ａ 与Ｂ 相似，Ｅ 为ｎ 阶单位阵．则 （　）

（Ａ）λＥ－Ａ＝λＥ－Ｂ；

（Ｂ）Ａ 与Ｂ 有相同的特征值和特征向量；

（Ｃ）Ａ 与Ｂ 都相似于一个对角矩阵；

（Ｄ）对任意常数ｔ，ｔＥ－Ａ 与ｔＥ－Ｂ 相似．
解　选（Ｄ）．
（Ａ），（Ｂ），（Ｃ）结论都明显不对．
由Ｕ－１ＡＵ＝ＢＵ－１（ｔＥ－Ａ）Ｕ＝Ｕ－１ｔＥＵ－Ｕ－１ＡＵ＝ｔＥ－Ｂ．所以，ｔＥ－Ａ 与ｔＥ－Ｂ 相似．
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例５１２　设Ａ 是ｎ 阶下三角阵，且ａ１１＝…＝ａｎｎ＝ａ且至少有一元素ａｉｊ≠０（ｉ＞ｊ），则Ａ 不能对角化．
证　（反证法）不妨设ａｎ１＝ｂ≠０，即

Ａ＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ｂ ａ

若Ａ 可以对角化，则存在可逆阵Ｕ，使

Ｕ－１ＡＵ＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

，即有Ｕ－１Ａ＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

Ｕ－１

记　Ｕ－１＝（α１，…，αｎ），即有

（α１，…，αｎ）

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ｂ ａ

＝

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

（α１，…，αｎ）．

注意　等号右端的分块矩阵的乘法不能运算，但数量阵与任何矩阵乘法可交换．

＝（α１，…，αｎ）

ａ

ａ



烄

烆

烌

烎ａ

可得　ａ·α１＋ｂ·αｎ＝ａ·α１，ｂ·αｎ＝０，ｂ＝０．与已知矛盾．
例５１３　设

Ａ＝

１ －２ －４

－２ ｘ －２

－４ －

烄

烆

烌

烎２ １

，　Ｂ＝

５

ｙ
－

烄

烆

烌

烎４
．

Ａ 与Ｂ 相似，求ｘ，ｙ．
解　相似矩阵有相同的迹：２＋ｘ＝１＋ｙ．（１）相似矩阵有相同的行列式：｜Ａ｜＝｜Ｂ｜．（２）相似矩 阵 有 相 同

的特征值，故－４是Ａ 的特征值，因此有｜－４Ｅ－Ａ｜＝０．
在上述三式中，只要任选２个．就可解出ｘ和ｙ．

ｘ＝４，ｙ＝５．
例５１４　用观察法判断：

（１）矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ能否对角化？

（２）矩阵Ｇ 的特征值（四选一）；

（３）矩阵 Ｈ 的４个特征值．

其中 Ａ＝

１ １ －１

槡０ ３ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，　Ｂ＝

－１ ２ －１

０ －１ １

０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
，

Ｃ＝Ｅ３－２ββＴ（Ｅ３ 为三阶单位阵，β为三维实列向量．）

Ｇ＝

１ １ ０

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ １

　
①１，０，１． ②１，１，２．

③ －１，１，２． ④ －１，１，１．
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Ｈ＝

１ ２ ３ ４

２ ４ ６ ８

３ ６ ９ １２

烄

烆

烌

烎４ ８ １２ １６

．

解　Ａ 可以．因三阶矩阵有３个不同的特征值．

Ｂ 不可以，理由见例５１５．

Ｃ可以，因为Ｃ是实对称矩阵．

Ｇ 选③．

Ｈ 的４个特征值是：３０，０，０，０．因为 Ｈ 是实对称，必可相似变换到对角阵，又因 Ｈ 的秩为１，故对角阵的

对角线元素只有一个是非零的，其余３个 为 零．又４个 特 征 值 之 和 应 等 于 Ｈ 的 迹，故 这 个 非 零 的 特 征 值 为

３０．
例５１５　设二阶实矩阵Ａ，｜Ａ｜＜０，试证：Ａ 必可对角化．
证　｜Ａ｜＝λ１·λ２＜０．
由于复根出现必成对共轭，故λ１ 与λ２ 必为实根，且λ１≠λ２．二阶矩阵为２个不同特征值，因此必可对角

化．
例５１６　设Ａ 是ｎ 阶矩阵．证明：

（１）当ｎ是偶数，且｜Ａ｜＜０时，Ａ 既有正特征值，又有负特征值；

（２）当ｎ是奇数，且｜Ａ｜＞０时，Ａ 必有正特征值．当ｎ是奇数；且｜Ａ｜＜０时，Ａ 必有负特征值．
证　（１）｜Ａ｜＝λ１·λ２…λｎ＜０，当ｎ是 偶 数 时，特 征 值 不 可 能 全 是 复 根．由｜Ａ｜＜０，可 知：在ｎ个 特 征 值

中，于少有２个（或４个，６个，…）实根，它们相乘小于零，则必有正的特征值和负的特征值．
（２）类似（１）的讨论，可证．
例５１７　已知三阶矩阵Ａ 的特征值为１，－１，２，设Ｂ＝Ａ３－５Ａ２．试求：

（１）Ｂ 的特征值及其相似对角阵；

（２）计算｜Ｂ｜及｜Ａ－５Ｅ｜．
解　（１）因为三阶矩阵Ａ 有三个单特征值，故Ａ 必可对角化，即有

Ｕ－１ＡＵ＝

１

－１
烄

烆

烌

烎２
，也即 Ａ＝Ｕ

１

－１
烄

烆

烌

烎２
Ｕ－１，

则

Ｂ＝Ａ３－５Ａ２ ＝Ｕ

１

－１
烄

烆

烌

烎８
Ｕ－１－Ｕ

５

５
烄

烆

烌

烎２０

Ｕ－１

＝Ｕ

－４

－６

－

烄

烆

烌

烎１２

Ｕ－１，

即　Ｕ－１ＢＵ＝

－４

－６

－

烄

烆

烌

烎１２

，知Ｂ 的特征值为－４，－６，－１２．

（２） ｜Ｂ｜＝－４·（－６）·（－１２）＝－２８８．
又 ｜Ｂ｜＝｜Ａ２｜｜Ａ－５Ｅ｜＝｜Ａ｜２·｜Ａ－５Ｅ｜，

所以 ｜Ａ－５Ｅ｜＝－２８８
４ ＝－７２．

评注　一旦判断出Ａ 可以对角化，马 上 就 写 出Ｕ－１ＡＵ＝Ｄ（Ｄ 为 对 角 阵）．这 样，可 以 把 Ａ 表 示 为：Ａ＝

ＵＤＵ－１．再据题目的条件进行运算或论证．
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例５１８　若Ａ 为幂零阵（即Ａ≠０，但Ａｋ＝０，ｋ∈Ｚ＋）证明：

（１）Ａ 的特征值全为零；

（２）｜Ｅ＋Ａ｜＝１；

（３）Ａ 不能对角化．
证　（１）设ＡＸ＝λＸ，则ＡｋＸ＝λｋＸ．
由Ａｋ＝０，λｋＸ＝０，λｋ＝０，λ＝０．
（２）λＥ－Ａ（λ＋１）Ｅ－（Ｅ＋Ａ）．

上面的这个恒等表述表明：

λ是Ａ 的特征值λ＋１是Ｅ＋Ａ 的特征值．由（１）知，Ａ 的特征值全是零．则Ｅ＋Ａ 的特征值全是１，则｜Ｅ

＋Ａ｜＝λ１λ２·…·λｎ＝１×１×…×１＝１．

（３）（反证）若Ａ 可以对角化．则Ｕ－１ＡＵ＝Ｄ．由于Ａ 的特征值全是零，故这里Ｄ＝０．则有Ａ＝０．这与已知

Ａ≠０矛盾．
评注　（１）第（２）题中，建立了Ａ 与Ｅ＋Ａ 这两个矩阵的一个恒等表述关系，从而建立了Ａ 与Ｅ＋Ａ 之间

特征值的相互关系．这种方法对于Ａ 与ｋＥ＋Ａ 都是适用的．在求解某些题目时，是有用的．但要注意，并不是

任何两个矩阵之间都可建立这种关系的．
不妨可以思考一下：若Ａ 的特征值全是２，Ｂ 的特征值全是－１，能否断言Ａ＋Ｂ 的特征值全是１？

（２）用第（２）题的方法也可以证明：若（Ｅ＋Ａ）＝０　（ｍ∈Ｚ＋），则Ａ 可逆．
例５１９　设Ａ 是ｎ 阶方阵，λ＝２，４，６，…，２ｎ是Ａ 的ｎ 个特征值，求｜Ａ－３Ｅ｜．
解法１　由条件知Ａ 必可对角化，则

Ｕ－１ＡＵ＝

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

，　即　Ａ＝Ｕ

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｕ－１，

则

｜Ａ－３Ｅ｜＝ Ｕ

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｕ－１－３ＵＵ－１ ＝｜Ｕ｜·

２

４



２

烄

烆

烌

烎ｎ

－

３

３



烄

烆

烌

烎３

｜Ｕ－１｜

＝

－１

１

３



２ｎ－３

＝－１×１×３×５×…×（２ｎ－３）．

解法２　由于λＥ－Ａ（λ－３）Ｅ－（Ａ－３Ｅ）已知：λ是Ａ 的 特 征 值λ－３是Ａ－３Ｅ 的 特 征 值．所 以Ａ－

３Ｅ 的ｎ 个特征值为－１，１，３，…，（２ｎ－３）．即有｜Ａ－３Ｅ｜＝－１×１×３×５×…×（２ｎ－３）．
例５２０　设

Ａ＝

３ ４ ０ ０

４ －３ ０ ０

０ ０ ２ ４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ２

，求｜Ａ２ｋ｜与Ａ２ｋ．

解　把矩阵Ａ 表为分块矩阵形式．

Ａ＝
Ｂ ０

０（ ）Ｃ
，其中Ｂ＝

３ ４

４ －（ ）３
，Ｃ＝

２ ４（ ）０ ２
．
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｜Ａ２ｋ｜＝｜Ａ｜２ｋ＝（｜Ｂ｜·｜Ｃ｜）２ｋ＝（－２５×４）２ｋ＝１００２ｋ．

Ａ２ｋ＝
Ｂ２ｋ ０

０ Ｃ２（ ）ｋ
　其中

Ｂ２ｋ＝（Ｂ２）ｋ＝
２５ ０（ ）０ ２５

ｋ

＝
２５ｋ ０

０ ２５（ ）ｋ
．

Ｃ２ｋ＝ ２·
１ ２（ ）（ ）０ １

２ｋ

＝２２ｋ·
１ ４ｋ（ ）０ １

＝
４ｋ ｋ·４ｋ＋１

０ ４（ ）ｋ
．

所以

Ａ２ｋ＝

２５ｋ ０ ０ ０

０ ２５ｋ ０ ０

０ ０ ４ｋ ｋ·４ｋ＋１

０ ０ ０ ４

烄

烆

烌

烎ｋ

．

评注　在计算Ｃ２ｋ的时候，用到了结论：
１ λ（ ）０ １

ｎ

＝
１ ｎλ（ ）０ １

．这当然也可临时递推．

在计算Ｂ２ｋ时，由于Ｂ２ｋ＝（Ｂ２）ｋ，而Ｂ２ 正好是对 角 阵，使 计 算 简 化 了，否 则，还 要 考 虑Ｂ 能 否 对 角 化（求

特征值，特征向量）．若可以，则可计算Ｂ 的高次幂．
例５２１　设

Ａ＝

ａ －１ ｃ

５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

烄

烆

烌

烎ａ
，｜Ａ｜＝－１．

又Ａ 的伴随阵Ａ 有一个特征值λ０，属于λ０ 的一个特征向量α＝（－１，－１，１）Ｔ．求ａ，ｂ，ｃ和λ０ 的值．

解　Ａα＝λ０α　　ＡＡα＝λ０Ａα
即 ｜Ａ｜α＝λ０Ａα，即－α＝λ０Ａα
即

λ０·
ａ －１ ｃ

５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

烄

烆

烌

烎ａ

－１

－１
烄

烆

烌

烎１

＝－

－１

－１
烄

烆

烌

烎１

．

即

λ０（－ａ＋１＋ｃ）＝１

λ０（－５－ｂ＋３）＝１

λ０（－１＋ｃ－ａ）＝－
烅
烄

烆 １

（１）

（２）

（３）

式（１）—式（３）：　　　λ０＝１
代入式（２） 　ｂ＝－３
代入式（１） 　ａ＝ｃ
又由｜Ａ｜＝－１，可解出ａ＝２，

所以，ａ＝ｃ＝２，ｂ＝－３，λ０＝１．

评注　和Ａ 有关的最基本的关系式就是ＡＡ ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ．
例５２２　已知三阶矩阵Ａ 与三维列向量Ｘ，使得Ｘ，ＡＸ，ＡＸ２ 线性无关，且满足Ａ３Ｘ＝３ＡＸ－２Ａ２Ｘ．
（１）记Ｐ＝（Ｘ，ＡＸ，ＡＸ２），求三阶矩阵Ｂ，使Ａ＝ＰＢＰ－１．
（２）计算｜Ａ＋Ｅ｜．
解　（１）设
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Ｂ＝

ａ１ ａ２ ａ３

ｂ１ ｂ２ ｂ３

ｃ１ ｃ２ ｃ

烄

烆

烌

烎３
．

由Ａ＝ＰＢＰ－１ＡＰ＝ＰＢ
即

Ａ（Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ）＝（Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ）

ａ１ ａ２ ａ３

ｂ１ ｂ２ ｂ３

ｃ１ ｃ２ ｃ

烄

烆

烌

烎３

得 ＡＸ＝ａ１Ｘ＋ｂ１ＡＸ＋ｃ１Ａ２Ｘ

Ａ２Ｘ＝ａ２Ｘ＋ｂ２ＡＸ＋ｃ２Ａ２Ｘ

Ａ３Ｘ＝３ＡＸ－２Ａ２Ｘ＝ａ３Ｘ＋ｂ３ＡＸ＋ｃ３Ａ２Ｘ
利用Ｘ，ＡＸ，Ａ２Ｘ 线性无关，可由上面三式解出：

Ｂ＝

０ ０ ０

１ ０ ３

０ １ －

烄

烆

烌

烎２
．

（２）由Ａ＝ＰＢＰ－１，知Ａ 与Ｂ 相似，则Ａ＋Ｅ 与Ｂ＋Ｅ 也相似，则

｜Ａ＋Ｅ｜＝｜Ｂ＋Ｅ｜＝

１ ０ ０

１ １ ３

０ １ －１

＝－４．

例５２３　设三阶实对称阵Ａ 的特征值是１，２，３．矩阵Ａ 属于特征值１，２的特征向量分别是：

α１＝（－１，－１，１）Ｔ，　α２＝（１，－２，－１）Ｔ．
（１）求Ａ 的属于特征值３的特征向量；

（２）求矩阵Ａ．
解　（１）设Ａ 的属于特征值３的特征向量是α３＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ．则因为Ａ 实对称，故属于不同特征值的

特征向量必正交，则有

αＴ
１α３＝－Ｘ１－Ｘ２＋Ｘ３＝０

αＴ
２α３＝Ｘ１－２Ｘ２－Ｘ３＝｛ ０

（１）

方程组（１）的基础解系可解得为ξ＝（１，０，１）Ｔ。

所以，属于特征值３的特征向量为α３＝ｋ·（１，０，１）Ｔ，ｋ为任意非零常数．
（２）若记

Ｐ＝（α１α２α３）＝

－１ １ １

－１ －２ ０

１ －

烄

烆

烌

烎１ １

，

则有

Ｐ－１ＡＰ＝

１ ０ ０

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

，即Ａ＝Ｐ

１ ０ ０

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

Ｐ－１．

由Ｐ可求得Ｐ－１：

Ｐ－１＝１
６

－２ －２ ２

１ －２ －１
烄

烆

烌

烎３ ０ ３

，则Ａ＝１
６

１３ －２ ５

－２ １０ ２
烄

烆

烌

烎５ ２ １３

．
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例５２４　设矩阵

Ａ＝

１ －１ １

ｘ ４ ｙ
－３ －

烄

烆

烌

烎３ ５

，

已知Ａ 有３个线性无关的特征向量，λ＝α是Ａ 的二重特征值．试求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ为对角阵．
解　因三阶矩阵Ａ 有三个线性无关的特征向量，故必可对角化．又已知λ＝２是二重特征值，故对应于λ

＝２的线性无关的特征向量有２个，因此在（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０中，秩（２Ｅ－Ａ）＝１．

（２Ｅ－Ａ）＝

１ １ －１

－ｘ －２ －ｙ
３ ３ －

烄

烆

烌

烎３
→

１ １ －１

０ ｘ－２ －ｘ－ｙ
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．

由上式右端矩阵秩为１，可知ｘ＝２，ｙ＝－２．
所以，

Ａ＝

１ －１ １

２ ４ －２

－３ －

烄

烆

烌

烎３ ５

，

｜λＥ－Ａ｜＝（λ－２）２（λ－６）．
对于λ１＝λ２＝２，解（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到对应的特征向量为α１＝（１，－１，０）Ｔ，α２＝（１，０，１）Ｔ；对于λ３＝６，

解（６Ｅ－Ａ）Ｘ＝０，得到对应的特征向量为

α３＝（１，－２，３）Ｔ．
令

Ｐ＝（α１，α２，α３）＝

１ １ １

－１ ０ －２
烄

烆

烌

烎０ １ ３

，

则

Ｐ－１ＡＰ＝

２ ０ ０

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ６

．

评注　在矩阵对角化问题中，若可以对角化，则特 征 根λ０ 的 重 数（也 称 代 数 重 数）必 与 求 解（λ０Ｅ－Ａ）Ｘ

＝０的基础解系中线性无关向量的个数（也称几何重数）相同．而在线性方程组理论中知道：此基础解系中线

性无关向量的个数（即解空间的维数）等于ｎ－Ｒ（λ０Ｅ－Ａ）．

例５２５　设矩阵Ａ＝

１ １ ａ

１ ａ １

ａ

烄

烆

烌

烎１ １

，向量β＝

１

１

－

烄

烆

烌

烎２
，

已知线性方程组ＡＸ＝β有解但不惟一，试求：

（１）ａ的值；

（２）正交矩阵Ｑ，使ＱＴＡＱ 为对角阵．
解　（１）把增广阵作初等行变换

（Ａ，β）＝

１ １ ａ １

１ ａ １ １

ａ １ １ －

烄

烆

烌

烎２
→…→

１ １ ａ １

０ ａ－１ １－ａ ０

０ ０ （ａ－１）（ａ＋２） ａ＋

烄

烆

烌

烎２
，

由于方程组有解但不惟一，故Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ，β）＜３，所以ａ＝－２．
（２）由（１），把ａ＝－２代入Ａ 中，计算｜λＥ－Ａ｜＝λ（λ－３）（λ＋３）．知 特 征 值 为λ１＝３，λ２＝－３，λ３＝０，并

分别求出它们所对应的特征向量：
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α１＝

１

０

－

烄

烆

烌

烎１
，　α２＝

１

－２
烄

烆

烌

烎１

，　α３＝
烄

烆

烌

烎

１

１

１

．

因为Ａ 实对称，故它们已正交，只需单位化：

β１＝

１
槡２
０

－１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　β２＝

１
槡６
－２
槡６
１
槡

烄

烆

烌

烎６

，　β３＝

１
槡３
１
槡３
１
槡

烄

烆

烌

烎３

．

令 Ｑ＝（β１，β２，β３），　即有　Ｑ－１ＡＱ＝ＱＴＡＱ＝

３ ０ ０

０ －３ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．

例５２６

设矩阵Ａ＝

２ １ １

１ ２ １

１ １

烄

烆

烌

烎ａ
可逆，向量α＝（１，ｂ，１）Ｔ 是矩阵Ａ 的一个特征向量，λ是α 对应的特 征 值，其 中

Ａ 是Ａ 的伴随阵．试求：ａ，ｂ和λ 的值．
解　由Ａ 可逆Ａ 可逆λ≠０．

又由Ａα＝λαＡＡα＝λＡα

Ａα＝１
λ｜Ａ｜α，

即

２ １ １

１ ２ １

１ １

烄

烆

烌

烎ａ

１

ｂ
烄

烆

烌

烎１
＝｜Ａ｜

λ
·

１

ｂ
烄

烆

烌

烎１

即

３＋ｂ＝｜Ａ｜
λ

２＋２ｂ＝｜Ａ｜
λ

·ｂ

ａ＋ｂ＋１＝｜Ａ｜

烅

烄

烆 λ

　
　

（１）

　
　

（２）

　
　

（３）

由式（１），式（３）　ａ＝２；

由式（１），式（２）　ｂ＝１或－２．
又由

｜Ａ｜＝

２ １ １

１ ２ １

１ １ ａ

＝３ａ－２＝４，

故由式（１）得

λ＝｜Ａ｜
３＋ｂ＝ ４

３＋ｂ．

所以，当ｂ＝１时，λ＝１；

当ｂ＝－２时，λ＝４．

—９８—
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　　例５２７

已知ξ＝

１

１

－

烄

烆

烌

烎１
是矩阵Ａ＝

２ －１ ２

５ ａ ３

－１ ｂ －

烄

烆

烌

烎２
的一个特征向量．

（１）试确定参数ａ，ｂ及特征向量ξ 所对应的特征值λ．
（２）问Ａ 能否对角化？说明理由．
解　（１）Ａξ＝λξ，即（Ａ－λＥ）ξ＝０．

即

２－λ －１ ２

５ ａ－λ ３

－１ ｂ －２－

烄

烆

烌

烎λ

１

１

－

烄

烆

烌

烎１
＝
烄

烆

烌

烎

０

０

０

，

即

（２－λ）－１－２＝０

５＋（ａ－λ）－３＝０

－１＋ｂ＋（２＋λ）＝０
烅
烄

烆 ，
　解出

λ＝－１

ａ＝－３

ｂ＝０
烅
烄

烆 ．

（２）Ａ＝

２ －１ ２

５ －３ ３

－１ ０ －

烄

烆

烌

烎２

｜λＥ－Ａ｜＝－（λ＋１）３，λ＝－１是三重根．求解（－Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，由于

（－Ｅ－Ａ）＝

－３ １ －２

－５ ２ －３
烄

烆

烌

烎１ ０ １

→

１ ０ １

０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ２ ２

→

１ ０ １

０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

知Ｒ（－Ｅ－Ａ）＝２，即知（－Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系中只有一个线性无关的特征向量，因此，Ａ 不能对角化．
例５２８　设矩阵

Ａ＝

０ １ ０ ０

１ ０ ０ ０

０ ０ ｙ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

．

（１）已知Ａ 的一个特征值为３，试求ｙ；

（２）求矩阵Ｐ，使（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）为对角矩阵．
解　（１）

｜λＥ－Ａ｜＝

λ －１ ０ ０

－１ λ ０ ０

０ ０ λ－ｙ －１

０ ０ －１ λ－２

＝（λ２－１）·［λ２－（ｙ＋２）λ＋（２ｙ－１）］＝０，

令λ＝３代入上式，得ｙ＝２．则

Ａ＝

０ １ ０ ０

１ ０ ０ ０

０ ０ ２ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

．

（２）由于ＡＴ＝Ａ，故（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）＝ＰＴＡＴＡＰ＝ＰＴＡ２Ｐ，而
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Ａ２＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ ５ ４

烄

烆

烌

烎０ ０ ４ ５

，

由式（１）了解得Ａ 的特征值为：λ１＝λ２＝１，λ３＝－１，λ４＝３．则Ａ２ 的特征值为λ１＝λ２＝λ３＝１，λ４＝９．
分别求出Ａ２ 的对应于特征值的特征向量为

α１－

烄

烆

烌

烎

１

０

０

０

，　α２＝

烄

烆

烌

烎

０

１

０

０

，　α３＝

０

０

－１

烄

烆

烌

烎１

，　α４＝

烄

烆

烌

烎

０

０

１

１

．

它们已经正交，只需再单位化：

Ｐ１＝

烄

烆

烌

烎

１

０

０

０

，　Ｐ２＝

烄

烆

烌

烎

０

１

０

０

，　Ｐ３＝

０

０

０－１
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　Ｐ４＝

０

０

０１
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

则

Ｐ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ －１
槡２

１
槡２

０ ０ １
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，

（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）＝ＰＴＡ２Ｐ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ９

．

评注　实对称阵必可正交相似变换到对角阵，而正交相似变换正好是合同变换（即Ｐ－１＝ＰＴ）．
例５２９　设矩阵Ａ 与Ｂ 相似，

Ａ＝

１ －１ １

２ ４ －２

－３ －３

烄

烆

烌

烎ａ

，　Ｂ＝

２ ０ ０

０ ２ ０

０ ０

烄

烆

烌

烎ｂ
．

（１）求ａ，ｂ的值；

（２）求可逆阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
解　（１）因为Ａ 与Ｂ 相似，所以

｜Ａ｜＝｜Ｂ｜
ｔｒ（Ａ）＝ｔｒ（Ｂ｛ ）

　即
６ａ－６＝４ｂ

５＋ａ＝４＋｛ ｂ
　解出

ａ＝５

ｂ＝６｛ ．

（２）对于λ１＝λ２＝２，求解（２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，即特征向量为

α１＝

１

－１
烄

烆

烌

烎０

，　α２＝
烄

烆

烌

烎

１

０

１

．

—１９—
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对于λ３＝６，求解（６Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，得

α３＝

１

－２
烄

烆

烌

烎３

．则令Ｐ＝（α１，α２，α３）＝

１ １ １

－１ ０ －２
烄

烆

烌

烎０ １ ３

．

就有 Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
例５３０　设

Ａ＝

ａ １ １

１ ａ －１

１ －１

烄

烆

烌

烎ａ

．

求可逆阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ为对角阵，并计算｜Ａ－Ｅ｜．
解

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－ａ －１ －１

－１ λ－ａ １

－１ １ λ－ａ

＝（λ－ａ－１）２（λ－ａ＋２）．

特征值 λ１＝λ２＝ａ＋１，　λ３＝ａ－２．
对应于λ１＝λ２＝ａ＋１，求解（（ａ＋１）Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，得两个线性无关的特征向量．

α１＝
烄

烆

烌

烎

１

１

０

，　α２＝
烄

烆

烌

烎

１

０

１

．

对应于λ３＝ａ－２，求解（（ａ－２）Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的基础解系，求得特征向量：

α３＝

－１烄

烆

烌

烎
１

１

．

则令

Ｐ＝（α１，α２，α３）＝

１ １ －１

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ １

可有

Ｐ－１ＡＰ＝

ａ＋１ ０ ０

０ ａ＋１ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
．

｜Ａ－Ｅ｜＝ Ｐ·
ａ＋１ ０ ０

０ ａ＋１ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
Ｐ－１－ＰＰ－１ ＝｜Ｐ｜·

ａ＋１ ０ ０

０ ａ＋１ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎２
－

１ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

·｜Ｐ－１｜

＝

ａ ０ ０

０ ａ ０

０ ０ ａ－

烄

烆

烌

烎３
＝ａ２（ａ－３）．

评注　注意矩阵中带有参数的特征值的求解过程，以及求相应的特征向量的过程．
例５３１　设矩阵

Ａ＝

３ ２ ２

２ ３ ２
烄

烆

烌

烎２ ２ ３

，　Ｐ＝

０ １ ０

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，　Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ．
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求Ｂ＋２Ｅ 的特征值与特征向量．
解　由Ａ 可求得Ａ ，由Ｐ可求得Ｐ－１：

Ａ ＝

５ －２ －２

－２ ５ －２

－２ －

烄

烆

烌

烎２ ５

，　Ｐ－１＝

０ １ －１

１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

则

Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ＝

７ ０ ０

－２ ５ －４

－２ －

烄

烆

烌

烎２ ３

，　Ｂ＋２Ｅ＝

９ ０ ０

－２ ７ －４

－２ －

烄

烆

烌

烎２ ５

．

｜λＥ－（Ｂ＋２Ｅ）｜＝（λ－９）２（λ－３）．
对应于特征值λ１＝λ２＝９，求解（９Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ））Ｘ＝０的基础解系．求得特征向量为

η１＝

－１烄

烆

烌

烎
１

０

，　η２＝

－２烄

烆

烌

烎
０

１

．

故对应于特征值９的全部特征向量为ｋ１η１＋ｋ２η２．其中，ｋ１，ｋ２ 是任意的不全为零的常数．
对应于特征值λ３＝３，求解（３Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ））Ｘ＝０的基础解系．求得特征向量为

η３＝
烄

烆

烌

烎

０

１

１

，则对应于特征值３的全部特征向量为ｋ３η３．ｋ３ 为任意的非零常数．

例５３２　设

Ａ＝

ａ１

ａ２



ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

（ａ１ａ２…ａｎ），　ａｉ∈Ｒ，　ａ１≠０．

求Ａ 的特征值与特征向量．
解　记Ａ＝ααＴ．α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ．易知Ａ 是实对称．

Ａ２＝ααＴααＴ＝α（αＴα）αＴ＝Ｋ·ααＴ＝Ｋ·Ａ．这里 Ｋ＝
ｎ

ｉ＝１
ａ２

ｉ．

设ＡＸ＝λＸ，Ａ２Ｘ＝λ２ＸＫＡＸ＝λ２ＸＫλＸ＝λ２Ｘ（Ｋλ－λ２）Ｘ＝０（Ｋλ－λ２）＝０．　λ＝０或λ＝

Ｋ．
由于Ｒ（Ａ）＝１，Ａ 实对称必可对角化，故知λ１＝Ｋ，λ２＝λ３＝…＝λｎ＝０．

再求特征向量．对于λ１＝Ｋ＝αＴα，ＡＸ＝λ１Ｘ．即ααＴＸ＝αＴαＸ，可见取Ｘ＝α等式即成立，即 属 于 特 征 值

λ１ 的特征向量为

Ｐ１＝α＝

ａ１

ａ２



ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

．

对应于特征值λ＝０，ＡＸ＝Ｏ·Ｘ＝Ｏ．

→Ａ … →
行

ａ１ ａ２ … ａｎ

０ ０ … ０
   

０ ０ …

烄

烆

烌

烎０
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即求解ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＝０的基础解系．可得

Ｐ２＝

－ａ２

ａ１

０


烄

烆

烌

烎０

，　Ｐ３＝

－ａ３

０

ａ１



烄

烆

烌

烎０

，　…　Ｐｎ＝

－ａｎ

０

０


ａ

烄

烆

烌

烎１

．

例５３３　Ａ，Ｂ 皆为ｎ 阶方阵．证明：Ａ·Ｂ 与ＢＡ 有相同的特征值．
证　设ＡＢＸ＝λＸ．λ是ＡＢ 的特征值．若λ＝０．｜ＡＢ｜＝０．｜ＢＡ｜＝０．λ＝０也是ＢＡ 的特征值．
若λ≠０，则ＢＸ≠Ｏ，在ＡＢＸ＝λＸ 等式两边左乘矩阵Ｂ，得ＢＡＢＸ＝λＢＸ，λ也是ＢＡ 的特征值．
评注　有本题的结论，就可以证明：若Ｅ＋ＡＢ 可逆，则Ｅ＋ＢＡ 也可逆．
例５３４　设Ａ，Ｂ 均为实对称阵．试证：存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝ＢＡ 与Ｂ 有相同的全部特征值．
证　必要性：若存在正交阵Ｔ，使Ｔ－１ＡＴ＝Ｂ，则

｜λＥ－Ｂ｜＝｜λＥ－Ｔ－１ＡＴ｜＝｜λＴ－１Ｔ－Ｔ－１ＡＴ｜
＝｜Ｔ－１｜·｜λＥ－Ａ｜·｜Ｔ｜＝｜λＥ－Ａ｜．

即Ａ 与Ｂ 有相同的特征多项式，即Ａ 与Ｂ 有相同的全部特征值．
充分性：若Ａ 与Ｂ 有相同的全部特征值λ１，λ２，…，λｎ．又Ａ 与Ｂ 皆为实对称，故存在正交阵Ｔ１ 与Ｔ２，使

Ｔ－１
１ ＡＴ１＝

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，　Ｔ－１
２ ＢＴ２＝

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

．

即有　Ｔ－１
１ ＡＴ１＝Ｔ－１

２ ＢＴ２　　　`（Ｔ２Ｔ－１
１ ）Ａ（Ｔ１Ｔ－１

２ ）＝Ｂ．

即 （Ｔ１Ｔ－１
２ ）－１Ａ（Ｔ１Ｔ－１

２ ）＝Ｂ．

由于正交阵的逆阵还是正交阵，正交阵与正交阵相乘还是正交阵，故Ｔ＝Ｔ１·Ｔ－１
２ 也为正交阵．

例５３５　设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶实对称阵，λ是ＡＢ 的一个非实特征值，Ｘ 是ＡＢ 的对应于λ 的特征向量．证明：
珚ＸＴＢＸ＝Ｏ．

证　设ＡＢＸ＝λＸ，λ是复数，Ｘ 是复向量．上式两边共轭转置得珚ＸＴＢＡ＝珔λ珚ＸＴ．
再在等式两边右乘ＢＸ 得　珚ＸＴＢＡＢＸ＝珔λ珚ＸＴＢＸ．
即 λ珚ＸＴＢＸ＝珔λ珚ＸＴＢＸ．
即 （λ－珔λ）珚ＸＴＢＸ＝０．
由于λ非实，故λ－珔λ≠０，珚ＸＴＢＸ＝０．

例５３６　设有４阶矩阵Ａ 满足条件｜３Ｅ＋Ａ｜＝０．ＡＡＴ＝２Ｅ，｜Ａ｜＜０．其中Ｅ 为４阶单位阵．求Ａ 的伴随

阵Ａ 的一个特征值．
解　｜３Ｅ＋Ａ｜＝（－１）４·｜－３Ｅ－Ａ｜＝｜－３Ｅ－Ａ｜＝０可知λ＝－３是Ａ 的一个特征值．
由｜ＡＡＴ｜＝｜２Ｅ｜＝２４＝１６　｜Ａ｜＝４或－４．又因已知｜Ａ｜＜０，故｜Ａ｜＝－４．

由Ａ 有特征值－３，Ａ 可逆（因｜Ａ｜≠０）．故Ａ－１有特征值－１
３．

Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

 ＝－１
４Ａ 　　Ａ－１α＝－１

４Ａα＝－１
３α，

所以Ａα＝３
４α，即Ａ 有特征值４

３．

例５３７　已知Ａ 是ｎ 阶实对称阵，且Ａ２＝Ａ，试证：存在正交阵Ｔ，使得

Ｔ－１ＡＴ＝
Ｅｒ ０（ ）０ ０

，
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其中，Ｅｒ 是ｒ阶单位阵，ｒ＝Ｒ（Ａ）．
证　因Ａ 实对称，故存在正交阵Ｔ，使

Ｔ－１ＡＴ＝

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，λｉ（ｉ＝１，…，ｎ）是Ａ 的ｎ 个特征值，则有

Ａ＝Ｔ

λ１

λ２



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｔ－１，　Ａ２＝Ｔ

λ２
１

λ２
２



λ２

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｔ－１．

由于Ａ２＝Ａ，可得λ２
ｉ＝λｉ，（ｉ＝１，…，ｎ）．

即λｉ＝０或１．由于Ｒ（Ａ）＝对角阵中非零元素的个数，故知Ａ 的特征值中有ｒ个１，ｎ－ｒ个零，故

Ｔ－１ＡＴ＝
Ｅｒ ０（ ）０ ０

．

证法２　由Ａ２＝Ａ．设ＡＸ＝λＸＡ２Ｘ＝λ２Ｘ（λ２－λ）Ｘ＝０，λ＝０或１．
因Ａ 实对称，故必可正交相似变换到对角 阵，对 角 阵 的 对 角 线 元 素 即 为Ａ 的 特 征 值．Ａ 的 秩，即 为 特 征

值１的个数．已知Ｒ（Ａ）＝ｒ，故

Ｔ－１ＡＴ＝
Ｅｒ ０（ ）０ ０

．

例５３８　设Ａ 是ｎ 阶矩阵（ｎ＞１）．Ｒ（Ａ）＝１．试证：Ａ 可以对角化ｔｒ（Ａ）≠０．
证　因Ｒ（Ａ）＝１，故｜Ａ｜＝０，Ａ 有特征值０．且对应于特征值０的特征向量是求解（０·Ｅ－Ａ）Ｘ＝０的

基础解系．由于Ｒ（Ａ）＝１，可知基础解系中线性无关的特征向量的个数为ｎ－１个．即知特征值０的重数≥ｎ

－１．
当Ａ 有ｎ 重０特征值时，此时ｔｒ（Ａ）＝０，但线性无关特征向量只有ｎ－１个，此时Ａ 不能对角化．
当Ａ 有ｎ－１重０特征值时，则另有一个特征值不等于０，此非零特征值即为ｔｒ（Ａ）．特征值ｔｒ（Ａ）对应一

个特征向量．此时，线性无关的特征向量总共有（ｎ－１）＋１＝ｎ个．因此Ａ 可以对角化．

例５３９　某试验性生产线每年一月份进行熟炼工与非熟炼工的人数统计．然后将 １
６

熟炼工支援其他生

产部门，其缺额由招收新的非熟炼工补齐．新、老 非 熟 炼 工 经 过 培 训 及 实 践 至 年 终 考 核 有 ２
５

成 为 熟 炼 工．设

第ｎ年一月份统计的熟炼工和非熟炼工所占百分比分别为ｘｎ 和ｙｎ，记成向量
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

．

（１）求
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

与
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

的关系式，并写成矩阵形成：
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝Ａ·
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

；

（２）验证η１＝（）４

１
，η２＝

－１（ ）１
是Ａ 的两个线性无关的特征向量，并求出相应的特征值；

（３）当
ｘ１

ｙ（ ）
１

＝

烄

烆

烌

烎

１
２

１
２

时，求
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

．

解　（１）
ｘｎ＋１＝

５
６ｘｎ＋

２
５

１
６ｘｎ＋ｙ（ ）ｎ

ｙｎ＋１＝
３
５

１
６ｘｎ＋ｙ（ ）

烅
烄

烆 ｎ

化简得
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ｘｎ＋１＝
９
１０ｘｎ＋

２
５ｙｎ

ｙｎ＋１＝
１
１０ｘｎ＋

３
５ｙ

烅
烄

烆 ｎ

即　
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝

９
１０

２
５

１
１０

烄

烆

烌

烎
３
５

ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

，于是Ａ＝

９
１０

２
５

１
１０

烄

烆

烌

烎
３
５

．

（２）令Ｐ＝（η１，η２）＝
４ －１（ ）１ １

，则｜Ｐ｜＝５≠０，

知η１，η２ 线性无关．

因Ａη１＝（）４

１
＝η１ 故η１ 为Ａ 的特征向量，且对应的特征值λ１＝１．

固Ａη２＝
－１

２
烄

烆

烌

烎
１
２

＝１
２η２，知η２ 为Ａ 的特征向量，且对应的特征值为λ２＝

１
２．

（３）
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝Ａ·
ｘｎ

ｙ（ ）
ｎ

＝Ａ２·
ｘｎ－１

ｙｎ－
（ ）

１

＝…＝Ａｎ

烄

烆

烌

烎

１
２

１
２

．

由Ｐ－１ＡＰ＝
λ１ ０

０ λ（ ）
２

，　有　Ａ＝Ｐ
λ１ ０

０ λ（ ）
２

Ｐ－１

于是　Ａｎ＝Ｐ·
λ１ ０

０ λ（ ）
２

ｎ

Ｐ－１，　又　Ｐ－１＝１
５

１ １

－（ ）１ ４
．

故 Ａｎ ＝１
５

４ －１（ ）１ １

１ ０

０ （ ）１
２

烄

烆

烌

烎
ｎ

１ １

－（ ）１ ４

＝１
５

４＋（ ）１
２

ｎ

４－４·（ ）１
２

ｎ

１－（ ）１
２

ｎ

１＋４·（ ）１
２

烄

烆

烌

烎
ｎ

因此
ｘｎ＋１

ｙｎ＋
（ ）

１

＝Ａｎ·
烄

烆

烌

烎

１
２

１
２

＝１
１０

·
８－３·（ ）１

２

ｎ

２＋３·（ ）１
２

烄

烆

烌

烎
ｎ

．

四、小　结

（１）特征值与特征向量问题经常与线性方程组的理论，与向量组的线性相关性，与下一章的二次型等内

容有联系．这里，首先是求解特征值与特征向量是基本功，必须熟炼掌握．
（２）特征值与矩阵Ａ 的关系中，尤以（１）λ１＋λ２＋…＋λｎ＝ｆｔ（Ａ）；（２）λ１·λ２…λｎ＝｜Ａ｜更 为 重 要．另 外，

一些矩阵与特征值之间的关系也应熟悉．
（３）相似矩阵的性质应熟悉．
（４）矩阵能否对角化，是本章核心内容．“代数 重 数≥几 何 重 数”．这 个 结 论，我 们 没 有 证 明，但 读 者 应 该

知道，当取得等号时，就可以对角化（对每个特征值皆如此），否则就不能对角化．
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（５）实对称阵的性质和定理也是重要的，这与下一章二次型有很大关系．
（６）这一章中有些是充分必要的结论，有些仅是 充 分 而 不 必 要，有 些 是 必 要 而 不 充 分，这 些 内 容 在 复 习

时，要注意多思考．
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第六章　二次型

二次型问题实质上是实对称阵的对角化和实对称阵的特征值问题的延伸．所涉及的主要问题是二次型

化标准形及实对称阵的正定性及判别法．

一、复习与考试要求

（１）熟悉二次型的定义及其矩阵表示，了解二次型的秩．
（２）了解二次型和矩阵的正定性及其判别法．
（３）掌握用正交变换化二次型为标准形．

二、基本概念与理论

１．二次型

含ｎ个变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的二次齐次函数

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ 
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊｘｉｘｊ

称为二次型，当ａｉｊ为实数时，ｆ称为实二次型．

２．二次型的矩阵及秩

在二次型的表达式中取ａｉｊ＝ａｊｉ，则

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ＸＴＡＸ，

其中

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

   

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，　　Ｘ＝

　ｘ１　

　ｘ２　


ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

．

对称矩阵Ａ 称为二次型ｆ 的矩阵，Ａ 的秩也称为二次型ｆ 的秩．

３．正（负）定矩阵

若对任何列向量Ｘ≠０，有

　　ｆ＝ＸＴＡＸ＞０（＜０），则称ｆ为正定（负定）二次型，相应地称对称阵Ａ 为正定（负定）矩阵．

　　ｆ＝ＸＴＡＸ≥０（≤０），则称ｆ为半正定（半负定）二次型，Ａ 为半正定（半负定）矩阵．

４．二次型ｆ化为标准形的方法

（１）对二次型ｆ＝ＸＴＡＸ 存在正交变换Ｘ＝ＰＹ，化二次型ｆ为标准形

ＹＴＰＴＡＰＹ＝λ１ｙ２
１＋λ２ｙ２

２＋…＋λｎｙ２
ｎ，

其中正交阵Ｐ使

Ｐ－１ＡＰ＝ＰＴＡＰ＝

λ１

λ２



λ

熿

燀

燄

燅ｎ

，Ｙ＝

　ｙ１　

　ｙ２　

　　

　ｙｎ

熿

燀

燄

燅　

．

５．正定二次型的判别法

二次型ｆ＝ＸＴＡＸ 是正定的充要条件是下列条件之一成立：
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① 对称阵Ａ 的特征值全大于零；

② 对称阵Ａ 的各阶顺序主子式全大于零，即

ａ１１＞０，
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

＞０，…，｜Ａ｜＞０．

６．负定二次型的判别法

二次型 ｆ＝ＸＴＡＸ 是负定的充要条件是下列条件之一成立：

①对称阵Ａ 的特征值全小于零；

②对称阵Ａ 的各阶顺序主要式中，奇数阶的全小于零，偶数阶全大于零．

③二次型———ＸＴＡＸ 是正定的二次型．

三、基本题型与解题方法

例６１　求一个正交变换，化二次型

ｆ＝ｘ２
１＋４ｘ２

２＋４ｘ２
３－４ｘ１ｘ２＋４ｘ１ｘ３－８ｘ２ｘ３

为标准形．
分析　这是１９９０年数学（试卷一）的８分题．是一种最基本的常规计算题型，它的解题步骤如下：

（１）写出二次型的矩阵Ａ，从而得矩阵表达形式ｆ＝ＸＴＡＸ，注意平方项系数ａｉｉ为Ａ 的对角元素，非平方

项系数的一半作为Ａ 的元素ａｉｊ，另一半作为Ａ 的元素ａｊｉ，这样得对称阵Ａ．
（２）求二次型的矩阵Ａ 的特征值和特征向量；

（３）将特征向量正交规范化，写出正交矩阵Ｐ及正交变换；

（４）写出二次型的标准形．
解　（１）写出ｆ的矩阵

Ａ＝

１ －２ ２

－２ ４ －４

２ －

熿

燀

燄

燅４ ４

，从而ｆ＝ＸＴＡＸ．

（２）由｜Ａ－λΕ｜＝－λ（（１－λ）（８－λ）－８）＝０，

得矩阵Ａ 的特征值λ１＝λ２＝０，λ３＝９．

对λ１＝λ２＝０，解 齐 次 线 性 方 程 组（Ａ－λ１Ｅ）Ｘ＝０得 两 个 线 性 无 关 的 向 量ξ１＝（２，１，０）Ｔ，ξ２＝（－２，０，

１）Ｔ．为得到两个正交的特征向量，将Ａ－λ１Ｅ 化简得到的非零行向量（１，－２，２）和ξ１＝（２，１，０）Ｔ 合 在 一 起

作系数阵，解线性方程组

１ －２ ２（ ）２ １ ０
Ｘ＝０

得 ξ２＝（－２，４，５）Ｔ

对于λ３＝９，解线性方程组　（Ａ－λ３Ｅ）Ｘ＝０得到

ξ３＝（１，－２，２）Ｔ．
（３）将ξ１，ξ２，ξ３ 单位化得

β１＝ξ１／‖ξ１‖＝１
槡５

（２，１，０）Ｔ，

β２＝ξ２／‖ξ２‖＝ １
槡３ ５

（－２，４，５）Ｔ，

β３＝ξ３／‖ξ３‖＝１
３

（１，－２，２）Ｔ，

以β１，β２，β３ 为列向量，构成正交阵

—９９—
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Ｐ＝

２
槡５

－２
槡３ ５

１
３

１
槡５

４
槡３ ５

－２
３

０ ５
槡３ ５

熿

燀

燄

燅
２
３

，

再写出正交变换Ｘ＝ＰＹ．
（４）写出二次型的标准形

ｆ＝ＸＴＡＸ
Ｘ＝


ＰＹ
９ｙ２

３

例６２　已知二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋５ｘ２
３＋２λｘ１ｘ２－２ｘ１ｘ３－４ｘ２ｘ３．

问λ取何值时，该二次型是正定的？

分析　这类问题可用正定阵的判别法来确定参数λ的范围，应用正定阵的充 要 条 件 是 它 的 各 阶 主 子 式

大于零即可求出λ的取值范围．
解　二次型矩阵为

Ａ＝

１ λ －１

λ １ －２

－１ －

熿

燀

燄

燅２ ５

，

Ａ＞０　  　｜Ａ１｜＝１＞０，

　　　　　　　｜Ａ２｜＝
１ λ

λ １，
＝１－λ２＞０，　　得　－１＜λ＜１，

　　　　　　　｜Ａ３｜＝４λ－５λ２＞０， 得　
λ＞０

λ＜４
５

烅
烄

烆 ．

所以，要使所给二次型正定，其充要条件是０＜λ＜４
５．

例６３　设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶正定对称阵，求证Ａ＋Ｂ，Ａ－１＋Ｂ－１也都是对称正定阵．
分析　要证Ａ＋Ｂ 正定，必须用定义，要证Ａ－１，Ｂ－１正定则要用到Ａ 正定的充要条件是其特征值全大于

零．
证　因为Ａ 正定，Ｂ 正定，所以对任意ｎ维非零列向量Ｘ，有

ＸＴＡＸ＞０，　ＸＴＢＸ＞０，

故得 ＸＴ（Ａ＋Ｂ）Ｘ＝ＸＴＡＸ＋ＸＴＢＸ＞０，

此即表明Ａ＋Ｂ 正定．
设λ是Ａ 的特征值，则有非零列向量Ｘ 使

ＡＸ＝λΧ，

因为Ａ 正定，所以Ａ 可逆，λ＞０．从而

Ａ－１Ｘ＝１
λΧ，

因此，１
λ

是Ａ－１的特征值，且１
λ＞０，故Ａ－１正定，同理Ｂ－１也正定．由前面得到的结果，则得Ａ－１＋Ｂ－１正定．

例６４　求证ｎ阶对称阵Ａ 正定的充要条件是

（１）存在可逆阵，使Ａ＝ＱＱＴ；

（２）存在正定阵Ｓ，使Ａ＝Ｓ２．
分析　对称正定阵的一个优良特性是可以对角化，而且正交相似的对角阵的对角线元素全大于零，从而

可将此对角阵分解成一个正定对角阵的平方，再分别求出Ｑ 和Ｓ ．

—００１—
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证　设λ１，λ２，…，λｎ 是Ａ 的特征值，因为Ａ 正定，故λｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，且存在正交阵Ｐ使

Ｐ－１ＡＰ＝

λ１

λ２



λ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

，

所以

Ａ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

′

ＰＴ，

令

Ｑ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

则得 Ａ＝ＱＱＴ．

另外，Ａ 可以表达成

Ａ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

ＰＴ·Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

ＰＴ，

令 Ｓ＝Ｐ

λ槡１

λ槡２



λ槡

熿

燀

燄

燅ｎ

ＰＴ，

则得　　Ａ＝Ｓ２，且Ｓ正定．

例６５　已知方程５ｘ２＋５ｙ２＋ｃｚ２－２ｘｙ＋６ｘｚ－６ｙｚ＝１的图形是一个二次柱面，求常数ｃ，确定柱面的类

型，并求柱面母线的方向向量．
分析　本例把二次型与解析几何相结合，超出考试大纲的要求，但二次型的几何意义，考 生 也 应 该 有 所

了解，且设计线性代数与高等数学相结合的综合题，很可能是今后考试命题的一种趋势．
方程左端的二次型记为

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ＸＴＡＸ，Ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ

经正交变换Ｘ＝ＰＹ，二次型化为

ｆ＝ＹＴＰＴＡＰＹ＝λ１ｕ２＋λ２ｖ２＋λ３ω２，（Ｙ＝（ｕ，ｖ，ｗ）Ｔ）

由ｆ＝１的图形为二次柱面，知λｉ 中必有一个为０，无妨设λ３＝０，则柱面母 线 方 向 即 为 ｗ 轴 的 方 向，亦 即 对

应λ３＝０的特征向量方向．
解　方程左端二次型对应的矩阵

—１０１—
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Ａ＝

５ －１ ３

－１ ５ －３

３ －３

熿

燀

燄

燅ｃ

由Ａ 的一个特征值为０，知｜Ａ｜＝０，求得ｃ＝３．
由　ＡＸ＝０解得特征向量ｐ＝（－１，１，２）Ｔ，即为柱面母线的方向向量．

Ａ＝

５ －１ ３

－１ ５ －３

３ －３

熿

燀

燄

燅
→

ｃ

－１ ５ －３

０ ２ －１

０ ０ ｃ－

熿

燀

燄

燅３
，

因Ｒ（Ａ）＝２，解得ｃ＝３．

这时，｜λΕ－Ａ｜＝
λ－５ １ －３

１ λ－５ ３

－３ ３ λ－

熿

燀

燄

燅３
＝λ（λ－４）（λ－９）＝０，

故所求特征值为λ１＝０，λ２＝４，λ３＝９．
由上述特征值可知　ｆ（Ｘ）＝１所表示的二次曲面是椭圆柱面

４ｕ２＋９ｖ２＝１．
例６６　已知二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２

１－２ｘ２
２＋ｘ２

３＋２ｘ１ｘ３．
（１）试用配方法化二次型为标准形，并求变换矩阵；

（２）试用正交变换化二次型为标准形，并求变换矩阵；

（３）写出二次型的规范形，并求变换矩阵．
解　（１）ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２

１－２ｘ２
２＋ｘ２

３＋２ｘ１ｘ３＝（ｘ２
１＋２ｘ１ｘ３＋ｘ２

３）－２ｘ２
２＝（ｘ１＋ｘ３）２－２ｘ２

２，

令

ｙ１＝ｘ１＋ｘ３

ｙ２＝ｘ２

ｙ３＝ｘ
烅
烄

烆 ３

　及解出　

ｘ１＝ｙ１－ｙ３

ｘ２＝ｙ２

ｘ３＝ｙ３

烅
烄

烆 ，

即ｆ（ｘ）在Ｘ＝Ｐｙ后化为ｆ（ｙ）＝ｙ２
１－２ｙ２

２，其中

Ｐ＝

１ ０ －１

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

（２）二次型ｆ（ｘ）的矩阵为

Ａ＝

１ ０ １

０ －２ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ １

．

｜λＥ－Ａ｜＝λ（λ－２）（λ＋２）．
求出对应于λ１＝２的特征向量：α１＝（１，０，１）Ｔ；对应于λ２＝－２的特征向量：α２＝（０，１，０）Ｔ，对应于λ３＝

０的特征向量：α３＝（１，０，－１）Ｔ．
上述向量已经正交，只需单位化：

ξ１＝

１
槡２
０

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　ξ２＝
烄

烆

烌

烎

０

１

０

，　ξ３＝

１
槡２
０

－１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

—２０１—
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则

Ｔ＝（ξ１，ξ２，ξ３）＝

１
槡２

０ １
槡２

０ １ ０

１
槡２

０ －１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

令Ｘ＝ＴＹ，则ｆ（ｘ）在变换Ｘ＝ＴＹ下，化为标准形ｆ（Ｙ）＝２ｙ２
１－２ｙ２

２．
（３）若由（２）往下做，再令Ｙ＝ＲＺ，这里，

Ｒ＝

１
槡２

０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

则 ｆ（Ｚ）＝ＺＴ（ＲＴ·（ＴＴＡＴ）Ｒ）Ｚ＝ＺＴ·
１

－１
烄

烆

烌

烎０
·Ｚ＝ｚ２

１－ｚ２
２．

即为规范形，此时所用的变换矩阵为

Ｍ＝Ｔ·Ｒ＝

１
槡２

０ １
槡２

０ １ ０

１
槡２

０ －１
槡

烄

烆

烌

烎２

·

１
槡２

０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝

１
２ ０ １

槡２

０ １
槡２

０

１ ０ －１
槡

烄

烆

烌

烎２

．

若由（１）往下做，则可再令Ｙ＝ＨＺ，这里，

Ｈ＝

１ ０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

则 ｆ（Ｚ）＝ＺＴ（ＨＴ（ＰＴＡＰ）Ｈ）Ｚ＝ＺＴ·
１ ０ ０

０ －１ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

·Ｚ＝ｚ２
１－ｚ２

２．即得规范形．

这时，所用的变换矩阵为

Ｎ＝Ｐ·Ｈ＝

１ ０ －１

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

·

１ ０ ０

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝

１ ０ －１

０ １
槡２

０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

．

例６７　已知二次曲面方程：ｘ２＋ａｙ２＋ｚ２＋２ｂｘｙ＋２ｘｚ＋２ｙｚ＝４，可经过正交变换．

ｘ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｚ
＝Ｐ·

ξ

η
烄

烆

烌

烎ζ

化为椭圆柱面方程：η２＋４ζ２＝４．求ａ，ｂ的值和正交阵Ｐ．

—３０１—
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　　解

Ａ＝

１ ｂ １

ｂ ａ １
烄

烆

烌

烎１ １ １

，

ＰＴＡＰ＝Ｐ－１ＡＰ＝

０ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ４

．

则由相似矩阵性质：２＋ａ＝５，ａ＝３．
又由｜Ａ｜＝０，可解得ｂ＝１．

再求属于特征值λ１＝０，λ２＝１，λ３＝４的特征向量，并单位化，得

Ｐ１＝

１
槡２
０

－１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　Ｐ２＝

１
槡３
－１
槡３
１
槡

烄

烆

烌

烎３

，　Ｐ３＝

１
槡６
２
槡６
１
槡

烄

烆

烌

烎６

．

则Ｐ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）即为所求的正交阵．
例６８　试证：

１ ０（ ）０ １
　与　

－１ ０（ ）０ １

在实数域不是合同的，在复数域是合同的．
证　若合同，即存在可逆阵Ｐ，使

ＰＴ·
１ ０（ ）０ １

·Ｐ＝
－１ ０（ ）０ １

．

两边取行列式，得｜Ｐ｜２＝－１．这在实数域是不可能的．而在复数域，可有

ｉ ０（ ）０ １

Ｔ １ ０（ ）０ １

ｉ ０（ ）０ １
＝

－１ ０（ ）０ １
，

即
１ ０（ ）０ １

与
－１ ０（ ）０ １

是合同的．

例６９　证明：

Ａ＝

ａ１ ０ ０

０ ａ２ ０

０ ０ ａ

烄

烆

烌

烎３
　与　Ｂ＝

ａ２ ０ ０

０ ａ３ ０

０ ０ ａ

烄

烆

烌

烎１

是合同的．

证 Ｐ（１，２）·Ｐ（１，３）·Ａ·Ｐ（１，３）·Ｐ（１，２）＝Ｂ
而 Ｐ（１，２）·Ｐ（１，３）＝（Ｐ（１，３）·Ｐ（１，２））Ｔ，
记Ｐ＝Ｐ（１，３）·Ｐ（１，２），即有ＰＴＡＰ＝Ｂ．
而Ｐ是两个初等阵的乘积，故还是可逆阵．因此Ａ 与Ｂ 合同．

例６１０　设二次型ｆ＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３＋２αｘ１ｘ２＋２βｘ２ｘ３＋２ｘ１ｘ３ 经正交变换ｘ＝ＰＹ 化 成ｆ＝ｙ２

２＋２ｙ２
３．其

中，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ 都是三维列向量，Ｐ是三阶正交矩阵．试求常数α，β．
解　变换前后二次型的矩阵分别为

Ａ＝

１ α １

α １ β
１ β

烄

烆

烌

烎１
，　Ｂ＝

０ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

．

—４０１—
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由于Ｐ是正交阵，故ＰＴＡＰ＝Ｂ 即Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ，即Ａ 与Ｂ 相似，故｜λＥ－Ａ｜＝｜λＥ－Ｂ｜，展开即为

λ３－３λ２＋（２－α２－β２）λ＋（α－β）２≡λ３－３λ２＋２λ．
比较两端同次幂的系数，得α＝β＝Ｏ．

评注　注意二次型的矩阵变换，多为合同变换，而正交矩阵ＰＴ＝Ｐ－１，故也正是相似变换，可用相似矩阵

的一些性质．
例６１１　若ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ 经 过 可 逆 变 换ｘ＝Ｐｙ 后，化 为ｆ（Ｐｙ）＝ｙＴ（ＰＴＡＰ）ｙ，则 在 二 次 型ｆ（ｘ）与

ｆ（Ｐｙ）中，只要有一个是正定二次型，则另一个也是正定二次型．
证　设ｆ（ｘ）正定，往证ｆ（Ｐｙ）也正定．即证ＰＴＡＰ 正定．

　Ｚ≠Ｏ，　ＺＴ（ＰＴＡＰ）Ｚ＝（ＰＺ）ＴＡ（ＰＺ）．
由于Ｐ可逆，故ＰＺ还是任给的非零向量．由Ａ 正定，故（ＰＺ）ＴＡ（ＰＺ）＞０，即得ＰＴＡＰ正定．即ｆ（Ｐｙ）正定．

由于上述变换是可逆变换，故也有Ｙ＝Ｐ－１Ｘ．故上述证明过程可逆．证毕．
评注　从矩阵角度说，本题即证明了：合同变换保持矩阵的正定性不变．
例６１２　正定阵Ａ 的等价说法：

（１）对于实对称阵Ａ，Ｘ≠０，恒有ＸＴＡＸ＞０．
（２）实对称阵Ａ 的所有特征值λ１，…，λｎ．全大于零．
（３）Ａ 与Ｅ 合同；

（４）存在可逆阵Ｕ，使Ａ＝ＵＴＵ．
证　“（１）（２）”：已知ｆ（ｘ）＝ＸＴＡＸ＞０，由Ａ 实对称，故存在正交阵Ｑ，使经过Ｘ＝ＱＹ后，

ｆ（Ｑｙ）＝ＹＴ（ＱＴＡＱ）Ｙ＝ＹＴ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ
Ｙ＝λ１ｙ２

１＋…＋λｎｙ２
ｎ，

由例６１１知，ｆ（Ｑｙ）正定．而ｆ（Ｑｙ）正定的充分必要条件是λ１，…，λｎ 全 大 于 零．这 里 的λ１，…，λｎ 是Ａ 的 全

部特征值．

（２）（３）：　ｆ（ｘ）＝ＸＴＡＸ
Ｘ＝ＱＹ

Ｑ
→

正交
ｆ（Ｑｙ）＝ＹＴ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ
Ｙ，

再令Ｙ＝ＰＺ，其中Ｐ＝

１
λ槡１



１
λ槡

烄

烆

烌

烎ｎ

．则得

ｆ（ＱＰＺ）＝ＺＴＥＺ，其中的矩阵变换即ＰＴ（ＱＴＡＱ）Ｐ＝Ｅ．
即Ａ 与Ｅ 合同．

（３）（４）：已知存在可逆阵Ｐ，ＰＴＡＰ＝Ｅ，则有Ａ＝（ＰＴ）－１Ｐ－１＝（Ｐ－１）ＴＰ－１＝ＵＴＵ．这里Ｕ＝Ｐ－１是 可 逆

阵．
（４）（１）：　已知Ａ＝ＵＴＵ．Ｕ 可逆．

Ｘ≠０，ＸＴＡＸ＝ＸＴＵＴＵＸ＝（ＵＸ）Ｔ（ＵＸ）＞０．即Ａ 正定．
例６１３　若Ａ，Ｂ 都是正定阵，则Ａ＋Ｂ 也是正定阵．
证　（Ａ＋Ｂ）Ｔ＝ＡＴ＋ＢＴ＝Ａ＋Ｂ 故对称．

Ｘ≠０，　ＸＴ（Ａ＋Ｂ）Ｘ＝ＸＴＡＸ＋ＸＴＢＸ＞０．
所以，Ａ＋Ｂ 是正定阵．

评注　若已知正定阵，则它必是实对称．若要证矩阵是正定阵．则应先证对称．
例６１４　若Ａ 是正定阵，则Ａ－１，Ａ ，Ａｎ 皆为正定阵．
证　（Ａ－１）Ｔ＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１，故Ａ－１对称．
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设Ａ 的特征值λ，则由Ａ 正定．知λ＞０．而Ａ－１的特征值为１
λ．则可知Ａ－１的特征值也全大于零．故Ａ－１正定．

Ａ ，Ａｎ 的正定性类似可证．
例６１５　若Ａ 是正定阵，则ａｉｉ＞０，（ｉ＝１，…，ｎ）．

证　因Ａ 正定，故Ａ＝ＵＴＵ．（Ｕ 为可逆阵）．而ＵＴＵ 的对角线元素正是Ｕ 的每一列元素的平方和．由于Ｕ
可逆，故每一列皆非零向量，故平方和必大于零．

例６１６　若Ａ，Ｂ 都是正定阵，且ＡＢ＝ＢＡ，则Ａ·Ｂ 也是正定阵．
证　（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ＝ＢＡ＝ＡＢ，故Ａ·Ｂ 对称．
由Ａ 正定，Ａ＝ＰＴＰ．Ｐ为可逆阵，同理Ｂ＝ＱＴＱ，Ｑ 可逆．故ＡＢ＝ＰＴＰＱＴＱ．
再作相似变换：Ｑ（ＡＢ）Ｑ－１＝ＱＰＴＰＱＴＱＱ－１

＝ＱＰＴＰＱＴ＝（ＰＱＴ）Ｔ（ＰＱＴ）．
即等号右端是正定阵．即Ａ·Ｂ 与此正定阵相似．从而有相同的特征值，从而知Ａ·Ｂ 的特征值全大于零．因

此Ａ·Ｂ 正定．
例６１７　证明：二次型ｆ＝ＸＴＡＸ 在‖Ｘ‖＝１时的最大值为矩阵Ａ 的最大特征值．

证　因Ａ 实对称，故必存在正交阵Ｑ，使ＱＴＡＱ＝

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，这里λｉ 是Ａ 的特征值，且全为实数．

ｆ＝ＸＴＡＸ＝ＸＴＱＱＴＡＱＱＴＸ＝（ＱＴＸ）Ｔ（ＱＴＡＱ）（ＱＴＸ）

记向量ｙ＝ＱＴＸ，则由于正交变换是保模变换，故知‖ｙ‖＝‖ｘ‖＝１，则

ｆ＝ｙＴ

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ
ｙ＝λ１ｙ２

１＋…＋λｎｙ２
ｎ

≤λｍａｘ（ｙ２
１＋…＋ｙ２

ｎ）＝λｍａｘ·‖ｙ‖＝λｍａｘ．

设λｍａｘ＝λｉ，只要取Ｙ０＝（０…１…０）Ｔ，此时

Ｙ０＝ＱＴＸ０，即Ｘ０＝ＱＹ０，且有‖Ｘ０‖＝１．则

ｆ（Ｘ０）＝ＸＴ
０ＡＸ０＝（ＱＹ０）ＴＡ（ＱＹ０）＝ＹＴ

０ＱＴＡＱＹ０

＝（０，…，１
ｊ
，…，０）

λ１



λｊ



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

０


１


烄

烆

烌

烎０

＝λｊ．

评注　证最大值，一般分为两步：第一步先证“≤”；第二步再证可以取到等号．与本题相仿，可以证明：二

次型ｆ在ｎ 维向量空间的单位球面上的最小值是二次型矩阵Ａ 的最小特征值．
例６１８　Ａ 实对称，试证：ｔ充分大后，ｔＥ＋Ａ 是正定阵．
证　（ｔＥ＋Ａ）Ｔ＝ｔＥ＋ＡＴ＝ｔＥ＋Ａ，对称．因Ａ 实对称，故Ａ 的特征值全是实数，则由

λＥ－Ａ（λ＋ｔ）Ｅ－（ｔＥ＋Ａ）

可知：λ是Ａ 的特征值λ＋ｔ是ｔＥ＋Ａ 的特征值．当ｔ充分大后，由于λ是实数，故可使λ＋ｔ＞０，即ｔ充分大

后，ｔＥ＋Ａ 的特征值全大于零，故ｔＥ＋Ａ 正定．
例６１９　若Ａ 实对称，Ａ３－Ａ２＋２Ａ＝２Ｅ，证明，Ａ 正定．
证　设ＡＸ＝λＸ．

（Ａ３－Ａ２＋２Ａ）Ｘ＝２Ｘ

　　　　　　（λ３－λ２＋２λ－２）Ｘ＝０

　λ３－λ２＋２λ－２＝０
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　（λ－１）（λ２＋２）＝０

　λ＝１，（λ２＋２≠０．因λ是实数）

　Ａ 的特征值大于零，故Ａ 正定．
例６２０　证明：

Ａ＝

２ －１

－１ ２ －１

－１ ２ －１

  

－１ ２ －１

－

烄

烆

烌

烎１ ２

　是正定阵．

证　Ａ 对称显然．记｜Ａ｜＝Ｄｎ．
则 Ｄｎ ＝２Ｄｎ－１－Ｄｎ－２＝２（２Ｄｎ－２－Ｄｎ－３）－Ｄｎ－２

＝３Ｄｎ－２－２Ｄｎ－３＝３（２Ｄｎ－３－Ｄｎ－４）－２Ｄｎ－３

＝４Ｄｎ－３－３Ｄｎ－４＝…＝（ｎ－１）Ｄ２－（ｎ－２）Ｄ１

＝（ｎ－１）·３－（ｎ－２）·２＝ｎ＋１．
可知Ａ 的所有顺序主子式全大于零．故Ａ 正定．

评注　矩阵Ａ 正定，等价说法有好几种，有的按定义论证方便，有的用特征值论证方便，有的用所 有 顺

序主子式大于零论证方便．
例６２１　若Ａ 为ｎ 阶实对称阵，且｜Ａ｜＜０．试证：必存在０≠ｘ∈Ｒｎ，使ＸＴＡＸ＜０．
证　因Ａ 实对称，故必存在正交阵Ｑ，使

Ｑ－１ＡＱ＝

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

，λｉ（ｉ＝１，…，ｎ）是Ａ 的特征值，且均为实数．

由于｜Ａ｜＝λ１λ２…λｎ＜０，知λｉ 中必有负数，不妨设λ１＜０，则可令Ｙ０＝（１，０，…，０）Ｔ，可有

ＹＴ
０ＱＴＡＱＹ０＝（１，０，…，０）

λ１



λ

烄

烆

烌

烎ｎ

１

０


烄

烆

烌

烎０

＝λ１＜０，

则只要取Ｘ＝ＱＹ０ 即为所求．

例６２２　设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ正定．证明：ｉ≠ｊ，都有｜ａｉｊ｜＜｜ａｉｉ·ａｊｊ｜
１
２ ．

证　把Ａ 的第ｉ行换到第一行，第ｊ行换到第二行，并把Ａ 的第ｉ列换到第一列，第ｊ列换到第二列，即

Ｐ（２，ｊ）Ｐ（１，ｉ）ＡＰ（１，ｉ）Ｐ（２，ｊ）＝Ｂ，

即 （Ｐ（１，ｉ）Ｐ（２，ｊ））ＴＡ（Ｐ（１，ｉ）Ｐ（２，ｊ））＝Ｂ．
即有　Ａ 与Ｂ 合同．由于合同变换保持正定性不变，知Ｂ 正定．则Ｂ 的二阶顺 序主子式大于零．即

ａｉｉ ａｉｊ

ａｉｊ ａｊｊ

＞０．　即｜ａｉｊ｜＜｜ａｉｉ　ａｊｊ｜
１
２ ．

例６２３　设Ａ，Ｂ 是两个ｎ 阶实对称阵，且Ｂ 正定．试证：存在一个ｎ阶可逆阵Ｃ，使ＣＴＡＣ与ＣＴＢＣ同时

成为对角阵．
证　因Ｂ 正定，所以，Ｂ 与Ｅ 合同，即存在可逆阵Ｐ，使ＰＴＢＰ＝Ｅ．而ＰＴＡＰ 仍为实对称，则 存 在 正 交 阵

Ｑ，使ＱＴ（ＰＴＡＰ）Ｑ＝Ｄ．（Ｄ 为对角阵）．而ＱＴ（ＰＴＢＰ）Ｑ＝ＱＴＥＱ＝Ｅ．
则可令Ｃ＝ＰＱ．是可逆阵，有

ＣＴＡＣ＝Ｄ，ＣＴＢＣ＝Ｅ．皆为对角阵．
评注　有两个矩阵Ａ，Ｂ，先从条件强的Ｂ 开始考虑．
例６２４　设Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶实对称阵，且Ａ 为正定阵．试证：Ａ·Ｂ 的特证值都是实数．
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证　因Ａ 正定，故Ａ＝ＵＴＵ，Ｕ 为可逆阵．

　　｜λＥ－ＡＢ｜＝｜λＥ－ＵＴＵＢ｜＝｜λＥ－ＵＴＵＢＵＴ（ＵＴ）－１｜

＝｜λＵＴ（ＵＴ）－１－ＵＴ（ＵＢＵＴ）（ＵＴ）－１｜＝｜ＵＴ｜·｜λＥ－ＵＢＵＴ｜｜（ＵＴ）－１｜

＝｜λＥ－ＵＢＵＴ｜．
由于Ｂ 实对称，ＵＢＵＴ 仍为实对称，故ＵＢＵＴ 的特征 值 皆 为 实 数．上 式 表 明：Ａ·Ｂ 与ＵＢＵＴ 有 相 同 的 特 征

多项式，即有相同的特征值．故Ａ·Ｂ 的特征值都是实数．
例６２５　设Ａ 为ｍ 阶实对称阵，且Ａ 正定．Ｂ 为ｍ×ｎ矩阵．试证：ＢＴＡＢ 为正定矩阵的充分必要条件是

Ｂ 的秩等于ｎ．
证　“必要性”．设Ａ 与ＢＴＡＢ 是正定阵．故（０≠ｘ）∈Ｒｎ，恒有ＸＴ（ＢＴＡＢ）Ｘ＞０，即

ＸＴ（ＢＴＡＢ）Ｘ＝（ＢＸ）ＴＡ（ＢＸ）＞０．
由于Ａ正定，欲使上不等式成立，必须ＢＸ≠０．（当Ｘ≠０时）．也即线性方程组ＢＸ＝０只有零解，即知Ｒ（Ｂ）＝ｎ．

“充分性”设 Ｒ（Ｂ）＝ｎ，则 ＢＸ＝Ｏ 只 有 零 解，即 Ｘ≠Ｏ，ＢＸ≠Ｏ．则 由 Ａ 正 定 可 知，Ｘ≠Ｏ，恒 有

（ＢＸ）ＴＡ（ＢＸ）＞Ｏ，即ＸＴ（ＢＴＡＢ）Ｘ＞Ｏ，即ＢＴＡＢ 正定．
（ＢＴＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＢ　对称显然．
评注　Ｒ（Ｂ）＝ｎ　　ＢＸ＝Ｏ 只有零解

　Ｘ≠Ｏ，ＢＸ≠０．
例６２６　设Ａ 为三阶实对称阵，且满足条件：

Ａ２＋２Ａ＝Ｏ，　Ｒ（Ａ）＝２．
（１）求Ａ 的全部特征值；

（２）当ｋ为何值时，矩阵Ａ＋ｋＥ 为正定阵．
解　（１）设ＡＸ＝λＸ，则Ａ２Ｘ＝λ２Ｘ

（Ａ２＋２Ａ）Ｘ＝（λ２＋２λ）Ｘ＝Ｏ．

　λ＝０，　λ＝－２．
由于Ａ 实对称，必可对角化，对角线上的元素即为Ａ 的特征值．又已知Ｒ（Ａ）＝２，故知

λ１＝λ２＝－２，　λ３＝０．
（２）λＥ－Ａ　　（λ＋ｋ）Ｅ－（Ａ＋ｋＥ），

即λ是Ａ 的特征值λ＋ｋ是Ａ＋ｋＥ 的特征值．即知Ａ＋ｋＥ 的特征值为ｋ－２，ｋ－２，ｋ．
由此可知，当ｋ＞２时，Ａ＋ｋＥ 的特征值全大于零．即正定．

例６２７　设矩阵

Ａ＝

１ ０ １

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ １

．

知阵Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２，其中，ｋ为实数．Ｅ 为单位阵．求对角阵Λ，使Ｂ 与Λ 相似．并求ｋ为何值时，Ｂ 为正定阵．
解法１　｜λＥ－Ａ｜＝λ（λ－２）２．

知Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝２，λ３＝０．
由Ａ 实对称，故存在正交阵Ｐ，使

ＰＴＡＰ＝

２

２
烄

烆

烌

烎０
＝Ｄ，　即有Ａ＝ＰＤＰＴ，

则 Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２＝（ｋＰＰＴ＋ＰＤＰＴ）２

＝（ｋＰＰＴ＋ＰＤＰＴ）·（ｋＰＰＴ＋ＰＤＰＴ）＝Ｐ（ｋＥ＋Ｄ）２ＰＴ

＝Ｐ·

（ｋ＋２）２ ０ ０

０ （ｋ＋２）２ ０

０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
ＰＴ．
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则

Λ＝

（ｋ＋２）２ ０ ０

０ （ｋ＋２）２ ０

０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
，

只要ｋ≠－２，且ｋ≠０时，Ｂ 的特征值全为正数，这时Ｂ 正定．
解法２　Ａ 是实对称阵，Ｒ（Ａ）＝２是显然的．
由于Ａ 的每行元素之和皆为２，知Ａ 有特征值２．又因Ｒ（Ａ）＝２，知 Ａ 有特征值０．又Ａ 必 可 对 角 化，对

角阵的对角线元素就是Ａ 的特征值，因此，对角线上另一个 元 素 也 是２，这 可 从λ１＋λ２＋λ３＝ｔｒ（Ａ）＝４中 求

得．
因此，Ａ的特征值为２，２，０．ｋＥ＋Ａ的特征值为ｋ＋２，ｋ＋２，ｋ．（ｋＥ＋Ａ）２ 的特征值为（ｋ＋２）２，（ｋ＋２）２，ｋ２．
由于ｋＥ＋Ａ 对称．（ｋＥ＋Ａ）２ 也是实对称，因此，Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２ 必可对角化．而对角阵即为

Λ＝

（ｋ＋２）２ ０ ０

０ （ｋ＋２）２ ０

０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
．

当ｋ≠－２，且ｋ≠０时，Ｂ 的特征值全大于零，即Ｂ 正定．
例６２８　设有ｎ元实二次型：

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝（ｘ１＋ａ１ｘ２）２＋（ｘ２＋ａ２ｘ３）２＋…＋（ｘｎ－１＋ａｎ－１ｘｎ）２＋（ｘｎ＋ａｎｘ１）２

其中，ａｉ（ｉ＝１，…，ｎ）为实数．试问：当ａ１，ａ２，…，ａｎ 满足何种条件时，ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为正定二次型．
解　由题设知，对任意的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，有ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）≥０，其中，等号成立当且仅当

ｘ１＋ａ１ｘ２＝０

ｘ２＋ａ２ｘ３＝０



ｘｎ－１＋ａｎ－１ｘｎ＝０

ｘｎ＋ａｎｘ１＝

烅

烄

烆 ０

（１）

方程组（１）仅有零解的充分必要条件是：

１ ａ１ ０ … … ０ ０

０ １ ａ２ … … ０ ０

０ ０ １ ａ３ … ０ ０

      

０ ０ ０ … … １ ａｎ－１

ａｎ ０ ０ … … ０ １

＝１＋（－１）ｎ＋１·ａ１ａ２…ａｎ≠０，

因此，当１＋（－１）ｎ＋１ａ１ａ２…ａｎ≠０时，对 于 任 意 的 不 全 为 零 的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 有ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＞０，即 当

ａ１ａ２…ａｎ≠（－１）ｎ 时，二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是正定二次型．

例６２９　设狏１，狏２，…狏ｎ 是ｎ 个两两正交的ｎ 维单位列向量，σ是实数，ｎ阶矩阵Ｈ＝Ｅ－σ狏１狏Ｔ
１．

（１）证明 Ｈ 是对称阵；

（２）证明狏１ 是 Ｈ 的特征向量，并求相应特征值；

（３）证明狏２，狏３，…狏ｎ 也是Ｈ 的特征向量，并求相应特征值；

（４）σ为何值时，Ｈ 是正交阵；

（５）σ在何范围内，Ｈ 是正定阵；

（６）σ在何范围内，Ｈ 是可逆阵；

（７）若 Ｈ 可逆，且 Ｈ－１＝Ｅ－μ狏１·狏Ｔ
１（μ为实数），求μ与σ应满足的关系式．

—９０１—
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证　（１）ＨＴ＝（Ｅ－σｖ１·ｖＴ
１）Ｔ＝Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１＝Ｈ，即 Ｈ 对称．

（２）Ｈ狏１＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）狏１＝狏１－σ狏１＝（１－σ）狏１．且λ１＝１－σ．

（３）Ｈ狏２＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）狏２＝狏２－０＝狏２，知λ２＝１．类似可证狏３，…，狏ｎ 是特征向量，且λ３＝…＝λｎ＝１．

（４）ＨＴＨ ＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１）＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ
１）·（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１）

＝Ｅ－２σ狏１·狏Ｔ
１＋σ２狏１·狏Ｔ

１＝Ｅ－（２σ－σ２）狏１·狏Ｔ
１．

当２σ－σ２＝０时，即σ＝０或σ＝２时，ＨＴＨ＝Ｅ，Ｈ 为正交阵．
（５）由（２），（３）可知，当σ＜１时，Ｈ 的所有特征值全大于零，Ｈ 正定 。

（６）由（２），（３）可知，当σ≠１时，所有特征值不等于零，Ｈ 可逆．
（７）Ｈ·Ｈ－１＝（Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１）·（Ｅ－μ狏１·狏Ｔ
１）＝Ｅ－σ狏１·狏Ｔ

１－μ狏１·狏Ｔ
１＋σ·μ狏１·狏Ｔ

１，

应有－σ－μ＋σμ＝０，即μ＝ σ
σ－１

，（σ≠１）．

例６３０　设Ａ，Ｂ 均为实对称阵，若Ａ 的特征值全大于ａ，Ｂ 的特征值全大于ｂ，试证：

（１）Ａ－ａＥ 的特征值全大于零；

（２）Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 是正定矩阵；

（３）Ａ＋Ｂ 的特征值全大于ａ＋ｂ．
证　（１）λＥ－Ａ（λ－ａ）Ｅ－（Ａ－ａＥ）

即λ是Ａ 的特征值λ－ａ是Ａ－ａＥ 的特征值．现已知λ＞ａ，故Ａ－ａＥ 的特征值λ－ａ＞０．
（２）同理可证：Ｂ－ｂＥ 的特征值全大于零．由于Ａ，Ｂ 均为实对称阵，知Ａ－ａＥ 与Ｂ－ｂＥ 均为实对称阵，

它们的特征值又全大于零，故Ａ－ａＥ 与Ｂ－ｂＥ 均为正定阵．所以，Ｘ≠０，

ＸＴ（Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ）Ｘ＝ＸＴ（（Ａ－ａＥ）＋（Ｂ－ｂＥ））Ｘ＝ＸＴ（Ａ－ａＥ）Ｘ＋ＸＴ（Ｂ－ｂＥ）Ｘ＞０．
所以，Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 是正定阵．（显然它也是对称阵）．

（３）λＥ－（Ａ＋Ｂ）（λ－（ａ＋ｂ））Ｅ－（Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ）

即λ是Ａ＋Ｂ 的特征值λ－（ａ＋ｂ）是Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 的特征值．由（２）知，Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 是正定阵，故λ－
（ａ＋ｂ）＞０．即λ＞ａ＋ｂ，所以，Ａ＋Ｂ 的特征值全大于ａ＋ｂ．

例６３１　设Ａ为ｎ阶实对称矩阵 ，Ｒ（Ａ）＝ｎ，Ａｉｊ是Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ中元素ａｉｊ的代数余子式（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）二

次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝
ｎ

ｉ＝１

ｎ

ｊ＝１

Ａｉｊ

｜Ａ｜ＸｉＸｊ．

（１）记Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，把ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）写成矩阵形式，并证明二次型ｆ（ｘ）的矩阵为Ａ－１；

（２）二次型ｇ（ｘ）＝ＸＴＡＸ 与ｆ（ｘ）的规范形是否相同？说明理由．
解　（１）二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的矩阵形式为

ｆ（ｘ）＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）·
１

｜Ａ｜
·

Ａ１１ Ａ２１… Ａｎ１

Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２

  

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

由Ｒ（Ａ）＝ｎ，即Ａ 可逆，且Ａ－１＝ １
｜Ａ｜

·Ａ ，又Ａ 实对称，（Ａ－１）Ｔ＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１．故Ａ－１也是实对称．因此，

ｆ（ｘ）的矩阵为Ａ－１．
（２）ｇ（ｘ）＝ＸＴＡＸ，　ｆ（ｘ）＝ＸＴＡ－１Ｘ，

由于（Ａ－１）ＴＡ·Ａ－１＝（Ａ－１）Ｔ＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１，所以，Ａ 与Ａ－１合同．于是ｇ（ｘ）与ｆ（ｘ）有相同的规范形．

四、小　结

本章的中心问题有两类：

（１）二次型化标准形．用正交变换化二次型为标准形与上一章的对称阵正交相似于对角阵是同一个问
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题，而以两种形式出现．需要注意的是特征多项式有重 根 的 情 形，所 求 的 的 特 征 向 量 可 能 不 一 定 正 交，这 时

一定要先正交规范化．
（２）正定矩阵，常用的正定阵的充要条件是：① 其特征值全大于零；② 各阶顺序主子式全大于零．

综合练习题

１ 求证　

ａｘ＋ｂｙ ａｙ＋ｂｚ ａｚ＋ｂｘ

ａｙ＋ｂｚ ａｚ＋ｂｘ ａｘ＋ｂｙ
ａｚ＋ｂｘ ａｘ＋ｂｙ ａｙ＋ｂｚ

＝（ａ２＋ｂ２）
ｘ ｙ ｚ

ｙ ｚ ｘ

ｚ ｘ ｙ

．

２ 求证　

ｃｏｓα １ ０ … ０ ０

１ ２ｃｏｓα １ … ０ ０

０ １ ２ｃｏｓα … ０ ０
     

０ ０ ０ … １ ２ｃｏｓα

＝ｃｏｓｎα．

３ 已知三阶矩阵Ａ 的特征值为１，２，－４，又设Ｂ＝Ａ２＋２Ａ，求：

（１）矩阵Ｂ 的特征值及其相似对角阵；

（２）｜Ｂ｜及｜Ａ－５Ｅ｜．

４（１９８９年数学（试卷一）的３分题）设Ａ 是四阶矩阵，且Ａ 的行列式｜Ａ｜＝０，则Ａ 中 （　）

（Ａ）必有一列元素全为０；

（Ｂ）必有两列元素对应成比例；

（Ｃ）必有一列向量是其余各列向量的线性组合；

（Ｄ）任一列向量是其他各列向量的线性组合．

５ 设Ａ＝

－１ ０ ０

１ －１ ０

１ １ －

熿

燀

燄

燅１
，试计算（Ａ＋２Ｅ）－１（Ａ２－４Ｅ）

６ 设Ａｋ＝０（ｋ为正整数），证明

（Ｅ－Ａ）－１＝Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋…＋Ａｋ－１

７ 设 ｍ 次多项式ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋ａｍｘｍ，记

ｆ（Ａ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Ａ＋ａ２Ａ２＋…＋ａｍＡｍ，

ｆ（Ａ）称为方阵Ａ 的ｍ 次多项式．

（１）设Λ＝
λ１ ０

０ λ［ ］
２

，求证Λｋ＝
λ１

ｋ ０

０ λ２
［ ］ｋ

，ｆ（Λ）＝
ｆ（λ１） ０

０ ｆ（λ２
［ ］） ；

（２）设Ｐ－１ＡＰ＝Λ，求证Ａｋ＝ＰΛｋＰ－１，ｆ（Ａ）＝Ｐｆ（Λ）Ｐ－１．

８ 证明：α１，α２，…，αｓ（其中α１≠０）线性相关的充分必要条件是至少有一个αｉ（１≤ｉ≤Ｓ）可被α１，α２，…，

αｉ－１线性表示．

９ 设α１，α２，…，αｒ 是一组线性无关的向量，βｉ＝
ｒ

ｊ＝１
ａｉｊαｊ，

ｉ＝１，２，…，ｒ，证明β１，β２，…，βｒ 线性无关的充分必要条件是

｜Ａ｜＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｒ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｒ

   

ａｒ１ ａｒ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｒｒ

≠０．

１０ 当把向量α加于向量组α１，α２，…，αｋ 后，向量组的秩不变，那么向量α可由向 量 组α１，α２，…，αｋ 线

性表示．

１１ 非零有序向量组α１，α２，…，αｋ，若任何一个向量都不能被它前面所有的向量线性表示，则α１，α２，…，
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αｋ 线性无关．

１２ 求下述线性方程组的通解

（ｎ－１）ｘ１＝ｘ２＋ｘ３＋…＋ｘｎ

（ｎ－１）ｘ２＝ｘ１＋ｘ３＋…＋ｘｎ

…

（ｎ－１）ｘｎ＝ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ－

烅

烄

烆 １

１３ 当λ取何值时，线性方程组

２ｘ１－ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＋４ｘ４＝２

ｘ１＋７ｘ２－４ｘ３＋１１ｘ４＝
烅
烄

烆 λ
有解？在有解时，求出所有解．

１４ 当ａ，ｂ，ｃ满足什么条件时，线性方程组

－２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝ａ

ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＝ｂ

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３＝
烅
烄

烆 ｃ
有解？在有解时，求出所有解．

１５ 设ｘ１－ｘ２＝ａ１，ｘ２－ｘ３＝ａ２，…，ｘ５－ｘ１＝ａ５，求证此方程组有解的充要条件为
５

ｉ＝１
ａｉ＝０，在有解的情

况下，求出它的一组解．

１６ 如果方阵Ａ 满足Ａ２＝Ａ，称Ａ 为幂等阵，求证幂等阵的特征值只能是０和１．

１７ 设λ是正交阵Ａ 的特征值，问１／λ是不是Ａ 的特征值？为什么？

１８（１）正交阵如果有实特征值，则它们只能是１和－１．
（２）正交阵不同的实特征值所对应的特征向量必定正交．

１９ 设λ是方阵Ａ 的特征值，ｘ是Ａ 的对应于λ 的特征向量，问λ是不是方阵ＡＴ 的特征值？为什么？Ｘ
是不是Ａｔ 的对应于λ的特征向量？

２０ 设方阵Ａ 的各行元素之和为ａ，则ａ是Ａ 的特征值，Ｘ＝（１，１，…，１）Ｔ 是Ａ 的对应于特征值ａ 的特征

向量．

２１ 写出二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３）２ 的矩阵形式，并求出二次型的对称阵的特征值．

２２ 设Ａ 为正交阵，｜Ａ｜＝－１，则－１一定是Ａ 的特征值．

简答与提示

３（１）Ｂ 的特征值为３，８，８，Ｐ－１ＢＰ＝ｄｉａｇ｛３，８，８｝；

（２）｜Ｂ｜＝１９２；　｜Ａ－５Ｅ｜＝－１０８．

４（Ｃ）．

５

－３ ０ ０

１ －３ ０

１ １ －

熿

燀

燄

燅３
．

６ 在（Ｅ－Ａ）－１等式两边同乘Ｅ－Ａ．

７（１）ｆ（Λ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Λ＋ａ２Λ２＋…＋ａｍΛｍ

＝
ａ０＋ａ１λ１＋…＋ａｍλ１

ｍ ０

０ ａ０＋ａ１λ１＋…＋ａｍλ１
［ ］ｍ

＝
ｆ（λ１） ０

０ ｆ（λ２
［ ］） ．

（２）ｆ（Ａ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Ａ＋ａ２Ａ２＋…＋ａｍＡｍ

＝ａ０ＰＰ－１＋ａ１ＰΛＰ－１＋ａ２ＰΛ２Ｐ－１＋…＋ａｍＰΛｍＰ－１

＝Ｐ（ａ０Ｅ＋ａ１Λ＋…ａｍΛｍ）Ｐ－１＝Ｐｆ（Λ）Ｐ－１．
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８ 存在一组不全为０的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 使

ｋ１α１＋…＋ｋｓαｓ＝０，从ｋｓ＝０同前讨论 ，直到某个ｋｉ≠０为止．

９ 必要性ｒ≥Ｒ（Ａ）≥Ｒ（β１，…，βｒ）≥Ｒ（α１，…，αｒ）＝ｒ．得｜Ａ｜≠０；

　 　充分性｜Ａ｜≠０得α１，…，αｒ 可由β１，…，βｒ 线性表示．
从而 Ｒ（α１，…，αｒ）≤Ｒ（β１，…，βｒ），得出β１，… ，βｒ 线性无关．

１０ 设αｉ１，…，αｉｒ是α１，…，αｋ 的极大线性无关组，从而 这 两 组 向 量 等 价．得Ｒ（αｉ１，…，αｉｒ）＝Ｒ（αｉ１，…，

αｉｒ，α）得出α可由αｉ１，…，αｉｒ线性表示，从而α可由α１，…，αｋ 线性表示．

１１ 设有一组数λ１，…，λｋ 使λ１α１＋…＋λｋαｋ＝０．从λｋ≠０开始向前推至λ１≠０，导出矛盾．

１２Ｘ＝（１，１，…，１）Ｔ

１３λ＝５时有解．通解为Ｘ＝Ｃ１

－１熿

燀

燄

燅

３

５

０

＋Ｃ２

－６熿

燀

燄

燅

７

０

５

＋

４
５

３
５

熿

燀

燄

燅
０

０

．

１４ａ＋ｂ＋ｃ＝０时有解．通解为

Ｘ＝Ｃ
熿

燀

燄

燅

１

１

１

＋

１
３

（２ｃ－ｂ）

１
３

（ｃ－ｂ）

　　

熿

燀

燄

燅０

．

１５ 必要性．设ｘ１，…，ｘ５ 是解．得出（ｘ１－ｘ２）＋…＋（ｘ５－ｘ１）＝
５

ｉ＝１
ａｉ＝０；

充分性．由
５

ｉ＝１
ａｉ＝０，得系数阵与增广阵秩相等，通解为

ｘ１



ｘ

熿

燀

燄

燅５
＝ｘ５

１


熿

燀

燄

燅１

＋

ａ１＋…＋ａ４

ａ２＋ａ３＋ａ４

　ａ３＋ａ４

　　ａ４

　　

熿

燀

燄

燅０

．

１６ 由ＡＸ＝λΧ，Ａ２＝Ａ 得λ２Ｘ＝λΧ，又Ｘ≠０，得出λ＝０或λ＝１．

１７ 由ＡＴＡ＝Ｅ，知｜Ａ｜≠０，再由ＡＸ＝λΧ 得１
λＸ＝Ａ－１Ｘ＝ＡＴＸ．从而１

λ
是ＡＴ 的特征值，又｜λΕ－Ａ｜＝｜

λＥ－ＡＴ｜得１
λ

是Ａ 的特征值．

１８（１）由ＡＸ＝λＸ，ｘ≠０，ＡＴＡ＝Ｅ 得ＸＴＡＴＡＸ＝λＸＴＡＸ，从而ＸＴＸ＝λ２ＸＴＸ，若λ是实数，则λ＝±１；

　 （２）由ＡＸ１＝λ１Ｘ１，ＡＸ２＝λ２Ｘ２ 得λ１λ２ＸＴ
１Ｘ２＝ＸＴ

１Ｘ２ 由λ１≠λ２，且λｉ＝±１，得Ｘ１ 与Ｘ２ 正交．

１９ 由１８题已得若λ 是Ａ 的 特 征 值，则λ 是ＡＴ 的 特 征 值．但 Ｘ 未 必 是ＡＴ 的 特 征 向 量，例 如 Ａ＝

０ １［ ］４ ０
；λ１＝２，Ｘ１（１，２）Ｔ；λ２＝－２，Ｘ２＝（１，－２）Ｔ，但ＡＴＸ１≠２Ｘ１．

２０ＡＸ＝Ａ

１


熿

燀

燄

燅１

＝

ａ


熿

燀

燄

燅ａ

＝ａ

１


熿

燀

燄

燅１

＝ａＸ．结论成立．

２１ｆ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
ａ２ ａｂ ａｃ

ａｂ ｂ２ ｂｃ

ａｃ ｂｃ ｃ

熿

燀

燄

燅２

ｘ１

ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅３

．
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概率统计

概率统计是数学（试卷一、试卷三和试卷四）考试的内容之一．按照考试大纲

中试卷结构的要求，“概率论与数理统计”在试卷一中约占２０％，在试卷三和试卷

四中约占２５％．
根据考试大纲所规定的范围，把概率论分成五章加以叙述，即随机事件和概

率，随机变量及其（概率）分布，二维随机变量及其（概率）分布，随机变量的数字特

征，大数定律和中心极限定理；把数理统计分成三章加以叙述，即数理统计的基本

概念，参数估计，假设检验。还单列了综合能力训练一章以提高考生综合运用概

率统计知识的能力。在每一章中选讲了一些典型的例题，并在求解之后作了若干

分析．这些例题大部分取材于历年试题．
概率统计考试大纲的内容虽然庞杂，但究其实质，无非是六类问题：概率论中

求概率、求分布和求数字特征、数理统计中求点估计、求区间估计与求检验的拒绝

域，为此，最后有针对性地给出一些习题．从形式上看，这些习题未必与试题雷同，

但内容是与试题紧扣的，认真完成这些习题，将有助于提高考生的应试能力．
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第一章　随机事件和概率

随机事件及其概率是概率论中最基本的概念．

一、复习与考试要求

（１）理解随机事件的概念，了解样本空间的概念，掌握事件之间的关系与运算．
（２）了解概率的定义，掌握概率的基本性质与应用这些性质进行概率计算．
（３）理解条件概率的概念，掌握概率的加法公式、乘法公式、全概率公式、贝叶斯公式以及应用这些公式

进行概率计算．
（４）理解事件的独立性概念，掌握应用事件独立性进行概率计算．
（５）掌握伯努利概型及其二项概率．

二、基本概念与理论

１．随机试验与样本空间

具有下列三个特性的试验称为随机试验（简称试验）：

（１）试验可以在相同的条件下重复进行；

（２）每次试验的可能结果不止一个，并且事先明确知道试验的所有可能结果（称所有可能结果所组成的

集合为试验的样本空间）．
（３）进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现．

２．随机事件

在随机试验中，把在一次试验中可能出现也可能不出现，而在大量重复试验中具有某种规律性的事情称

为随机事件（简称事件）．


通常把必然事件（记作Ω）


与不可能的事件（记作）


看作特殊的随机事件．
事件之间有下列关系：

（１）包含　如果事件Ａ 发生必然导致事件Ｂ 发生，那么称事件Ｂ 包含事件Ａ，记作ＡＢ（或ＢＡ）．
（２）相等　如果ＡＢ 且ＢＡ，那么，称事件Ａ 与事件Ｂ 相等，记作Ａ＝Ｂ．
（３）互不相容　如果事件Ａ 与事件Ｂ 不能同时发生，那么称事件Ａ 与Ｂ 互不相容（或互斥），记作ＡＢ＝

．
事件之间有下列运算：

（１）和事件　“事件Ａ 与事件Ｂ 中至少有一个发生”是一个事件，称这个事件为事件Ａ 与事件Ｂ 的和事

件，记作Ａ∪Ｂ．

和事件可推广到∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 与∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ．∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 表 示“事 件 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中 至 少 有 一 个 发 生”．而∪

∞

ｉ＝１
Ａｉ 表 示“事 件

Ａ１，Ａ２，…中至少有一个发生”．
（２）积事件　“事件Ａ 与事件Ｂ 同时发生”是一个事件，称这个事件为事件 Ａ 与事件Ｂ 的积事件，记作

Ａ∩Ｂ（或ＡＢ）．

积事件可推广到∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 与∩

∞

ｉ＝１
Ａｉ．

（３）对立事件　“事件Ａ 不发生”是一个事件，称这个事件为事件Ａ 的对立事件（或逆事件），记作 珡Ａ．
（４）差事件　“事件Ａ 发生且事件Ｂ 不发生”是一个事件，称这个事件为事件 Ａ 与事件Ｂ 的差事件，记

作Ａ－Ｂ（或Ａ珚Ｂ）．
事件之间的运算满足下述定律：
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（ⅰ）交换律　　　Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ；

（ⅱ）结合律 Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ，

Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ；

（ⅲ）分配律 Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ），

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）；

（ⅳ）德摩根法则 ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ　∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

３．概率的定义

直观上说，概率是
獉

随机事件发生的可能性大小的度量
獉獉

．记事件Ａ 发生的概率为Ｐ（Ａ）．
（１）古典概率的定义

如果随机试验的样本空间是一个有限集，而且样本空间中每个试验结果的出现具有 等 可 能 性，那 么，规

定事件Ａ 发生的概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ａ 中所含元素的个数
样本空间中所含元素的个数．

（２）几何概率的定义

如果随机试验的样本空间是一个区域（例如直线上的区间、平面或空间中的区域），而且样本空间中每个

试验结果的出现具有等可能性，那么，规定事件Ａ 发生的概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ａ 的长度（或面积、体积）
样本空间的长度（或面积、体积）

（３）概率的统计定义

在进行大量重复试验时，随机事件发生的频率具有稳定性。规定事件Ａ 发生的频率的稳定值ｐ 为事件

Ａ 发生的概率，即Ｐ（Ａ）＝ｐ．
（４）概率的公理化定义

给定一个随机试验．对于任意一个随机事件Ａ，规定一个实数，记作Ｐ（Ａ）．如果函数Ｐ 满足下列三条公

理，就称Ｐ（Ａ）为事件Ａ 的概率：

公理１　（非负性）对任意一个事件Ａ，Ｐ（Ａ）≥０；

公理２　（规范性）Ｐ（Ω）＝１；

公理３　（可列可加性）如果事件Ａ１，Ａ２，…两两互不相容，那么

Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝

∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）．

上述三条公理蕴含了

０≤Ｐ（Ａ）≤１，

Ｐ（）＝０．
（５）条件概率

设Ａ 与Ｂ 是两个事件．在 事 件 Ｂ 发 生 的 条 件 下 事 件Ａ 发 生 的 概 率 称 为 条 件 概 率，记 作 Ｐ（Ａ｜Ｂ），当

Ｐ（Ｂ）＞０时，规定

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）．

在同一条件下的条件概率具有概率的一切性质．例如Ｐ（Ω｜Ｂ）＝１，Ｐ（｜Ｂ）＝０，０≤Ｐ（Ａ｜Ｂ）≤１等．

４．概率的计算公式

（１）求逆公式　Ｐ（珡Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）．
（２）加法公式　Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．如果Ａ 与Ｂ 互不相容，那么

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）．
一般地，如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，那么，

Ｐ（Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋…＋Ｐ（Ａｎ）．
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（３）求差公式　Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）．如果ＡＢ，那么Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ｂ），且

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）．
（４）乘法公式　Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ）Ｐ（Ａ）．如 果 Ａ 与Ｂ 相 互 独 立，那 么，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）

Ｐ（Ｂ）．一般地，如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立，那么

Ｐ（Ａ１∩Ａ２∩…∩Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａｎ）．

（５）全概率公式　如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 构成一个完备事件组（即 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互不相容，且∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝

Ω），且Ｐ（Ａｉ）＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，那么

Ｐ（Ｂ）＝
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）．

（６）贝叶斯公式　如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 构成一个完备事件组，且Ｐ（Ａｉ）＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，那么，当 Ｐ（Ｂ）

＞０时，

Ｐ（Ａｋ｜Ｂ）＝
Ｐ（Ｂ｜Ａｋ）Ｐ（Ａｋ）

Ｐ（Ｂ） ＝
Ｐ（Ｂ｜Ａｋ）Ｐ（Ａｋ）


ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）

，ｋ＝１，２，…，ｎ

５．随机事件的相互独立性

如果事件Ａ 与Ｂ 满足

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

那么，称事件Ａ 与Ｂ 相互独立．
定理　如果Ｐ（Ａ）＞０（或Ｐ（Ｂ）＞０），那 么，事 件 Ａ 与Ｂ 相 互 独 立 的 充 分 必 要 条 件 是Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）

（或Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ））．
这个定理表明：事件Ａ 与Ｂ 相互独立的直观意义是“事件Ａ 与Ｂ 发生与否互不影响”．
定理　下列四个命题是等价的：

（１）事件Ａ 与Ｂ 相互独立；

（２）事件Ａ 与珚Ｂ 相互独立；

（３）事件 珡Ａ 与Ｂ 相互独立；

（４）事件 珡Ａ 与珚Ｂ 相互独立．
事件的相互独立性这一概念可以推广到多个随机事件上：如果事件Ａ１，…，Ａｎ 满足

Ｐ（Ａｉ１
∩…∩Ａｉｋ

）＝Ｐ（Ａｉ１
）…Ｐ（Ａｉｋ

），

其中ｋ＝２，…，ｎ，ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 是１，２，…，ｎ中任意ｋ 个 不 同 的 数，那 么，称 事 件 Ａ１，…，Ａｎ 相 互 独 立．注 意，这

里实际上包含了２ｎ－ｎ－１个等式．

６．伯努利概型与二项概率

一次试验中，事件Ａ 发生的概率Ｐ（Ａ）＝ｐ，（０＜ｐ＜１），独立重复地作ｎ次试验，在这ｎ次试验中Ａ 恰发

生ｋ次的概率为

Ｐｎ（ｋ）＝（）ｎ

ｋ
ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ，

称这组概率为二项概率．

三、例题分析

例１１　已知Ｐ（Ａ）＝０．４，Ｐ（Ｂ）＝０．３，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．６，求Ｐ（Ａ珚Ｂ）．
解　由Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝０．６，可得Ｐ（ＡＢ）＝０．１，因此

Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝０．４－０．１＝０．３．
分析　本题中事件Ａ 与Ｂ 不具有特殊的关系，因此，计算Ｐ（Ａ－Ｂ）时要使用不附加前提的公式．仔细

观察求解过程，可以发现条件“Ｐ（Ａ）＝０．４”是多余的，因 为 由 加 法 公 式 Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

可知
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Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ｂ），

因此 Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ｂ）＝０．６－０．３＝０．３．
本题是１９９０年试题．添加多余条件的后果是降低了难度．

例１２　设两两相互独立的三事件 Ａ，Ｂ 和Ｃ 满 足 条 件：ＡＢＣ＝，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＜１
２

，且 已 知

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝９
１６

，求Ｐ（Ａ）．

解　由加法公式可得

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（（Ａ∪Ｂ）Ｃ）

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ），

由Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立，且Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）得

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝（Ｐ（Ａ））２，Ｐ（ＡＣ）＝（Ｐ（Ａ））２．

Ｐ（ＢＣ）＝（Ｐ（Ａ））２

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝３Ｐ（Ａ）－３（Ｐ（Ａ））２

记Ｐ（Ａ）＝ｘ，则

９
１６＝３ｘ－３ｘ２

解得ｘ１＝
１
４

，ｘ２＝
３
４

，由题意Ｐ（Ａ）＜１
２

，故应取ｘ＝１
４

即Ｐ（Ａ）＝１
４．

分析　本题中Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）的计算公式是解题的关键，由于Ａ，Ｂ，Ｃ 只是两两相互独立，因此Ａ，Ｂ，Ｃ 并

不相互独立．建立方程求解也是求概率常用的技巧．
本题是１９９９年试题．
例１３　已知Ｐ（Ａ）＝０．６，Ｐ（Ｂ）＝０．８，Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）＝０．２，求Ｐ（Ａ｜Ｂ）．
解　由于

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）Ｐ（珡Ａ）＝０．２×０．４＝０．０８

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ），

因此 Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（珡ＡＢ）＝０．８－０．０８＝０．７２，

从而

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝０．７２

０．８＝０．９．

分析　在事件Ａ 与Ｂ 不具有特殊关系时，先设法求出Ｐ（ＡＢ），这是解题的关键．

例１４　已知Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１
４

，Ｐ（ＡＢ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（ＢＣ）＝１
６

，求事件Ａ，Ｂ，Ｃ 全不发生的

概率．
解　由德摩根法则及求逆公式，事件Ａ，Ｂ，Ｃ 全不发生的概率

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ），

再由 Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ），

及ＡＢＣＡＢ 推得

０≤Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（ＡＢ）＝０．
即Ｐ（ＡＢＣ）＝０，因此

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝１
４＋１

４＋１
４－０－１

６－１
６＋０＝５

１２
，

从而

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ）＝１－５
１２＝７

１２．

分析　本题表面上看缺条件“Ｐ（ＡＢＣ）的值”，但 利 用 概 率 的 性 质 可 以 推 得 Ｐ（ＡＢＣ）＝０．这 种 方 法 不 能

误用，它只能用在概率为０的事件上．这里选用了ＡＢ，而不是ＢＣ 与ＣＡ，虽然ＡＢＣ 同样是它们的一个子集．
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本题是１９９２年试题．细心的读者也许 会 发 现：本 题 所 给 的 已 知 条 件 中 数 据 是 有 矛 盾 的．因 为 一 方 面 由

ＡＣＣ，ＢＣＣ．推得（ＡＣ∪ＢＣ）Ｃ，从而应有

Ｐ（ＡＣ∪ＢＣ）≤Ｐ（Ｃ）＝１
４

；

另一方面，由加法公式推得

Ｐ（ＡＣ∪ＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）＝１
６＋１

６－０＝１
３＞１

４．

考生不必理会这些问题，因为本题的目的是检查考生是否掌握前述技巧。

例１５　设三次独立试验中，事件Ａ 出现的概率相等，已知Ａ 至少出现一次的概率为１９
２７

，求事件 Ａ 在一

次试验中出现的概率．
解　设事件Ａ 在一次试验中出现的概率为Ｐ．三次独立试验中，“Ａ 至少出现一次”的逆事件为“Ａ 出现

０次”由求逆公式得到，“Ａ 出现０次”的概率为１－１９
２７＝８

２７
；另一方面，由二项概率

Ｐ３（０）＝（）３

０
ｐ０（１－ｐ）３－０＝（１－ｐ）３

因此，由（１－ｐ）３＝８
２７

得到ｐ＝１
３．

分析　本题使用了两个技巧：一是把事件转化成其逆事件，因为直接讨论将导致复杂 的 计 算；二 是 建 立

方程求解，这个技巧已在例１２中用过。上述两个技巧在概率论中是很有用的．

例１６　随机地向半圆０＜ｙ＜ ２ａｘ－ｘ槡 ２（ａ为正常数）内扔一个点，点落在半圆内任何区域内的概率与

区域的面积成正比，求原点与该点的连线与ｘ轴的夹角小于 π
４

的概率．

解　设事 件 Ａ 为 “原 点 与 投 点 的 连 线 与 ｘ 轴 的 夹 角 小 于 π
４

”．样 本 空 间 Ω＝ ｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｙ＜

２ａｘ－ｘ槡 ２｝，Ω的面积为１
２πａ２；Ａ＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ω，ｙ＜ｘ｝，Ａ 由 １

４
个圆与一等腰直角三角形组成，Ａ 的

面积为ＳＡ＝
１
４πａ２＋１

２ａ２，由几何概率计算公式得到

Ｐ（Ａ）＝
ＳＡ

ＳΩ
＝

１
４πａ２＋１

２ａ２

１
２πａ２

＝１
２＋１

π．

分析　题目中“随机地”表示试验结果的出现具有等可能性，“点落在半圆内任何区域内的概率与区域的

面积成正比”重复强调了试验结果等可能性出现，且暗示需用二维情形下的几何概率公式．解决本 题 涉 及 计

算区域的面积．
例１７　假设Ｐ（Ａ）＝０．４，Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．７．
（１）若Ａ 与Ｂ 互不相容，求Ｐ（Ｂ）；

（２）若Ａ 与Ｂ 相互独立，求Ｐ（Ｂ）；

解　（１）由于ＡＢ＝，因此

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ），

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ａ）＝０．７－０．４＝０．３．
（２）由加法公式和Ａ，Ｂ 相互独立得到

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
因此

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）－Ｐ（Ａ）
１－Ｐ（Ａ） ＝０．７－０．４

１－０．４ ＝０．５．

分析　解本题要求分清两个事件互不相容和相互独立之间的差别．Ａ，Ｂ 互不相容是指Ａ，Ｂ 不能同时发
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生．而Ａ，Ｂ 相互独立则是表示Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．这类题目在历年考试中很常见．注意由Ｐ（ＡＢ）＝０无法

推出ＡＢ＝．
本题是１９８８年试题．
例１８　对于任意两事件Ａ 和Ｂ，

（Ａ）若ＡＢ≠，则Ａ，Ｂ 一定独立；

（Ｂ）若ＡＢ≠，则Ａ，Ｂ 有可能独立；

（Ｃ）若ＡＢ＝，则Ａ，Ｂ 一定独立；

（Ｄ）若ＡＢ＝，则Ａ，Ｂ 一定不独立．
应是（Ｂ）．
分析　本题也是区分互不相容和相互独立这两个概念的题，这二者之间无因果关系，试 举 一 例 如 下．设

Ｘ 服从Ｎ（０，１），若记Ａ＝｛Ｘ≥１｝，Ｂ＝｛Ｘ≤２｝，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（１≤Ｘ≤２）＝Φ（２）－Φ（１），Ｐ（Ａ）＝１－Φ（１），Ｐ
（Ｂ）＝Φ（２），由此推出ＡＢ≠，且Ａ，Ｂ 不相互独立，即（Ａ）不成立．若取Ａ＝｛Ｘ＝１｝，Ｂ＝｛Ｘ≥１｝，则 Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ｘ＝１）＝０，Ｐ（Ａ）＝０，Ｐ（Ｂ）＝１－Φ（１）≠０，由于Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０，故 Ａ，Ｂ 相互独立且ＡＢ≠，

即（Ｂ）成立．考生可自行验证：若取Ａ＝｛Ｘ≥１｝，Ｂ＝｛Ｘ＜１｝时，ＡＢ＝，Ａ，Ｂ 不相互独立，即（Ｃ）不成立．若取

Ａ＝｛Ｘ＝１｝，Ｂ＝｛Ｘ＝２｝时，ＡＢ＝且Ａ，Ｂ 相互独立，即（Ｄ）不成立．
本题是２００３年试题．
例１９　在区间（０，１）中随机地取出两个数，求两数之和小于１．２的概率．
解　设ｘ，ｙ为区间（０，１）中随机地取出的两个数，事件Ａ 表示“ｘ＋ｙ＜１．２”．样本空间Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ

＜１，０＜ｙ＜１｝，Ω 的面积为１；Ａ＝｛（ｘ，ｙ）｜（ｘ，ｙ）∈Ω，ｘ＋ｙ＜１．２｝，Ａ 由Ω 扣除一个等腰直角三角形组成，Ａ

的面积为１－１
２×０．８２＝０．６８．由几何概率计算公式得到

Ｐ（Ａ）＝０．６８
１ ＝０．６８

分析　本题的难点是把所求问题归结为一个几何概率问题．读者若有困难，不妨把它理解成这样一个问

题：“Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ，Ｙ 服从区间（０，１）上的均匀分布，求Ｐ（Ｘ＋Ｙ＜１．２）”。遗 憾 的 是 题 目 中 没 有 明

确给出“独立性”这一条件，而代之以概念比较模糊的字眼“随机地”．在本题中，“随机地”除了表 示 试 验 结 果

出现具有等可能性外，还表示取出的两个数相互独立．本题是１９８８年试题．
例１－１０　有三个箱子，第一个箱子有四个 黑 球 和 一 个 白 球，第 二 个 箱 子 有 三 个 黑 球 和 三 个 白 球，第 三

个箱子有三个黑球和五个白球．现随机地取出一个箱子，再从这个箱子中取出一个球．
（１）求取出的这个球是白球的概率；

（２）已知取出的是白球，求此球属于第二个箱子的概率．
解　设Ａｉ 表示“取出第ｉ个箱子”，ｉ＝１，２，３．

Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ３）＝
１
３．

设Ｂ 表示“取出的这个球是白球”，

Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝
１
５

，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝
３
６

，Ｐ（Ｂ｜Ａ３）＝
５
８．

（１）由全概率公式得到

Ｐ（Ｂ）＝
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）＝

１
５×１

３＋３
６×１

３＋５
８×１

３＝５３
１２０．

（２）由贝叶斯公式得到

Ｐ（Ａ２｜Ｂ）＝
Ｐ（Ｂ｜Ａ２）Ｐ（Ａ２）

Ｐ（Ｂ） ＝

３
６×１

３
５３
１２０

＝２０
５３．

分析　本题是１９８７年试题．本题是考查全概率公式与贝叶斯公式的典型试题．识 别 用 全 概 率 公 式 的 方
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法是：随机试验分成两个阶段，且第一阶段的试验结果不明确给出，而最终结果是已知的，现在要追究最终试

验结果是第一阶段的哪一个试验结果所造成的．在复习时，要有意识地把这两类问题联系起来．
例１１１　甲、乙两人对同一目标进行射击，命中率分 别 为０．６，０．５．在 下 列 两 种 情 形 下，分 别 求 事 件“已

知目标被命中，它是甲射中”的概率．
（１）在甲、乙两人中随机地挑选一人，由他射击一次；

（２）甲、乙两个独立地各射击一次．

解　（１）设事件Ａ１ 表示“甲射击”，事件Ａ２ 表示“乙射击”，Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝
１
２．

设Ｂ 表示“命中目标”，

Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝０．６，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝０．５，

由全概率公式

Ｐ（Ｂ）＝
２

ｉ＝１
Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｉ）＝０．６×１

２＋０．５×１
２＝０．５５；

由贝叶斯公式

Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＝
Ｐ（Ｂ｜Ａ１）Ｐ（Ａ１）

Ｐ（Ｂ） ＝
０．６×１

２
０．５５ ＝６

１１．

（２）设事件Ａ 表示“甲射中”，事件Ｂ 表示“乙射中”，Ａ∪Ｂ 表示“命中目标”，所求概率为

Ｐ（Ａ｜Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ∩（Ａ∪Ｂ））
Ｐ（Ａ∪Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ）

Ｐ（Ａ∪Ｂ）．

由于Ａ，Ｂ 相互独立，因此

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝０．６＋０．５－０．６×０．５＝０．８．

由此得到

Ｐ（Ａ｜Ａ∪Ｂ）＝０．６
０．８＝０．７５．

分析　两种不同的试验导致不同的结果．弄清随机试验的全过程是正确解题的前提．在（２）中 也 可 以 用

求逆公式

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ）Ｐ（珚Ｂ）

＝１－（１－Ｐ（Ａ））（１－Ｐ（Ｂ））＝１－０．４×０．５＝０．８．
这种方法对多个射手射击的情形特别有效．一般地，若Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立，则有

Ｐ（Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ）＝１－（１－Ｐ（Ａ１））（１－Ｐ（Ａ２））…（１－Ｐ（Ａｎ））．
例１１２　袋中有５０个乒乓球，其中２０个是黄 球，３０个 是 白 球．今 有 两 人 依 次 随 机 地 从 袋 中 各 取 一 球，

取后不放回．求第二个人取得黄球的概率．
解　设Ａｉ 表示“第ｉ个人取得黄球”，ｉ＝１，２．

Ｐ（Ａ１）＝
２０
５０

，　Ｐ（珡Ａ１）＝
３０
５０

；

Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝
１９
４９

，　Ｐ（Ａ２｜珡Ａ１）＝
２０
４９

，

由全概率公式得到

Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２｜珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ１）＝
１９
４９×２０

５０＋２０
４９×３０

５０＝０．４

分析　本题是１９９７年试题．类似的试题也曾出现在１９９３年的试 卷 上．题 目 本 意 是 考 查 全 概 率 公 式．由

于这类题目在日常生活中的原型即是“抓阄”，因此有经验的读者应该不假思索地知道：先取与后取的概率是

相等的，这对处理填空（或选择）题更具有特殊的意义．
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四、小　结

本章的重点是概率计算．一要熟练常 握 各 种 概 率 计 算 公 式，特 别 要 注 意 在 事 件 满 足 一 定 关 系（包 含、互

斥、独立）时计算公式的异同之处；二要 学 会 将 普 通 语 言 表 达 的 随 机 事 件 翻 译 成 数 学 符 号（包 括 事 件 运 算 符

号），以便运用公式进行计算．
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第二章　随机变量及其分布

随机变量是概率论中最重要的概念，本章主要讨论随机变量的（概率）分布．

一、复习与考试要求

（１）理解随机变量的概念．
（２）理解随机变量分布函数的概念及性质，理解离散型随机变量的分布律及其性质，理解连续型随机变

量的概率密度及其性质，会应用概率分布计算有关事件的概率．
（３）掌握二项分布、泊松分布、正态分布、均匀分布和指数分布．
（４）会求简单随机变量函数的概率分布 。

二、基本概念与理论

１．随机变量

在随机试验中，如果存在一个变量，它依试验结果的改变而取不同的实数值，那么，称这个变量为（一维）

随机变量．
在随机试验进行之前无法确定随机变量的确切取值，随机变量取各个可能实数值的概率是 概 率 论 研 究

的重点．即概率论主要研究随机变量取值的统计规律．这种统计规律称为随机变量的分布．
随机事件可以通过随机变量来表示，例如｛ａ＜Ｘ≤ｂ｝，｛ａ≤Ｘ＜ｂ｝，…相 应 的 概 率 表 示 为 Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ），

Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ），…其中－∞＜ａ≤ｂ＜∞．

２．分布函数

随机变量的分布可以用其分布函数来表示．随机变量 Ｘ 的分布函数规定为

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ），－∞＜ｘ＜∞．
分布函数具有以下性质：

（１）０≤Ｆ（ｘ）≤１；

（２）ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１；

（３）单调非减　当ｘ１＜ｘ２ 时，Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）；

（４）右连续　ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋

０

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｘ０）

由已知的分布函数可以算出概率：

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ），　Ｐ（Ｘ＝ａ）＝Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－）．
其中　Ｆ（ａ－）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ－
Ｆ（ｘ）．

３．离散型随机变量及其分布律

如果随机变量 Ｘ 仅可能取有限个或可列无限个值，那么称 Ｘ 为离散型随机变量．
离散型随机变量 Ｘ 的分布可以用下列分布律来表示

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

其中　
ｉ
ｐｉ＝１，　ｐｉ＞０，　ｉ＝１，２，…．

由已知的分布律可以算得概率

Ｐ（ｘ∈Ｉ）＝ 
ｉ＝ａｉ∈Ｉ

ｐｉ，

其中，Ｉ是实数轴上的一个集合．
离散型随机变量的分布函数是非降的阶梯函数，它在ａｉ 处的跳跃度为ｐｉ＝Ｆ（ａｉ）－Ｆ（ａ－

ｉ ），ｉ＝１，２，…．
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下面给出常用的离散型随机变量的分布．
（１）二项分布Ｂ（ｎ，ｐ），它的分布律为

ｐ（Ｘ＝ｉ）＝
ｎ（）ｉ

ｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ

其中，０＜ｐ＜１．当ｎ＝１时，Ｂ（１，ｐ）称为０１分布，它的分布律简化成

Ｐ（Ｘ＝０）＝１－ｐ，Ｐ（Ｘ＝１）＝ｐ．
（２）泊松分布Ｐ（λ），它的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝ｅ－λλｉ

ｉ！
，　ｉ＝０，１，２，…，

其中，λ＞０．
（３）均匀分布，它的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝
１
ｎ

，ｉ＝１，２，…，ｎ．

４．连续型随机变量及其密度函数

如果随机变量 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）可以表示成

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ，－∞＜ｘ＜∞

那么，称 Ｘ 为连续型随机变量，其中，函数ｆ（ｘ）称为 Ｘ 的（概率）密度函数，它必须满足．
（１）ｆ（ｘ）≥０，－∞＜ｘ＜∞；

（２）∫
∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１．

密度函数刻画了连续型随机变量的分布，因为由已知的密度函数可以算得概率：

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

连续型随机变量具有下列性质：

（１）分布函数Ｆ（ｘ）是连续函数；

（２）对任意一个实数ｃ，Ｐ（Ｘ＝ｃ）＝０；

（３）在ｆ（ｘ）的连续点处，Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）．
下面给出常用的连续型随机变量的分布：

（１）均匀分布Ｒ（ａ，ｂ），它的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
， ａ＜ｘ＜ｂ；

０， 其余
烅
烄

烆 ，

其中，－∞＜ａ＜ｂ＜∞，分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜ａ；

ｘ－ａ
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ＜ｂ；

１， ｘ≥ｂ

烅

烄

烆 ．

（２）指数分布Ｅ（λ），它的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ＞０；

０， 其余｛ ，

其中，λ＞０；分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－λｘ， ｘ≥０；

０， ｘ＜０｛ ．

（３）正态分布 Ｎ（μ，σ２），它的密度函数为
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ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅｘｐ －
（ｘ－μ）２

２σ｛ ｝２ ，－∞＜ｘ＜∞，

其中，－∞＜μ＜∞，σ２＞０，称 Ｎ（０，１）为标准正态分布，它的分布函数记作Φ（ｘ）．Φ（ｘ）具有下列性质：

（１）Φ（０）＝１
２

；

（２）Φ（－ｘ）＝１－Φ（ｘ）．
如果 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），那么，Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝Φ ｘ－μ（ ）σ
，

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Φ ｂ－μ（ ）σ －Φ ａ－μ（ ）σ ．

５．随机变量函数的分布

设 Ｘ 是随机变量，ｇ（ｘ）是一个已知函数，Ｙ＝ｇ（Ｘ）是随机变量 Ｘ 的函数，它也是一个随机变量．现要在

已知 Ｘ 的分布的前提下求出Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布．
（１）离散型　如果 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…

那么，Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布律为

Ｐ（Ｙ＝ｇ（ａｉ））＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…

但要注意：与取相同ｇ（ａｉ）值对应的那些概率应合并相加．
（２）连续型　要求出Ｙ＝ｇ（Ｘ）的密度函数可以先求其分布函数．如果 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ），那么，Ｙ＝

ｇ（Ｘ）的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ）≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ∈Ｉｙ）＝∫Ｉ
ｙ

ｆ（ｘ）ｄｘ，

其中，｛Ｘ∈Ｉｙ｝是与｛ｇ（Ｘ）≤ｙ｝相等的随机事件，而Ｉｙ＝｛ｘ｜ｇ（ｘ）≤ｙ｝是实数轴上的一 个 集 合（通 常Ｉｙ 是 一

个区间或若干个区间的并集）．
定理　如果ｙ＝ｇ（ｘ）是单调函数，且具有一阶连续导数，ｙ＝ｇ（ｘ）的反函数为ｘ＝ｈ（ｙ），那么，当 Ｘ 的密

度函数为ｆ（ｘ）时，Ｙ＝ｇ（Ｘ）的密度函数为

ｆＹ（ｙ）＝ｆ（ｈ（ｙ））·｜ｈ′（ｙ）｜．

定理　如果 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），那么，当ｋ≠０时，Ｙ＝ｋＸ＋ｂ～Ｎ（ｋμ＋ｂ，ｋ２σ２）．特别地，Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１）．

三、例题分析

例２１　设 Ｘ 与Ｙ 是两个随机变量，且Ｐ（Ｘ≥０，Ｙ≥０）＝３
７

，Ｐ（Ｘ≥０）＝Ｐ（Ｙ≥０）＝４
７

，求 Ｐ（ｍａｘ（Ｘ，

Ｙ）≥０）．
解　事件｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥０｝＝｛Ｘ≥０｝∪｛Ｙ≥０｝．由加法公式

Ｐ｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥０｝＝Ｐ（｛Ｘ≥０｝∪｛Ｙ≥０｝）＝Ｐ（Ｘ≥０）＋Ｐ（Ｙ≥０）－Ｐ（｛Ｘ≥０｝∩｛Ｙ≥０｝）

＝４
７＋４

７－３
７＝５

７．

分析　从形式上看，本题涉及二维随机向量，但实质上仍是第一章的概率计算，只是随 机 事 件 通 过 随 机

变量来表示．本题等价于“已知Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝４
７

，Ｐ（ＡＢ）＝３
７

，求Ｐ（Ａ∪Ｂ）”．本题的另一难点是分解随机

事件｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥０｝．一般地，对任意一个常数ｃ，

｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥ｃ｝＝｛Ｘ≥ｃ｝∪｛Ｙ≥ｃ｝；

｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≤ｃ｝＝｛Ｘ≤ｃ｝∩｛Ｙ≤ｃ｝；

｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≥ｃ｝＝｛Ｘ≥ｃ｝∩｛Ｙ≥ｃ｝；
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｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≤ｃ｝＝｛Ｘ≤ｃ｝∪｛Ｙ≤ｃ｝．
这些分解公式在第三章求 ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）与 ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）分布时也很有用．本题是１９９５年试题．

例２２　设随机变量Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２）（σ＞０）且二次方程ｙ２＋４ｙ＋Ｘ＝０无实根的概率为１
２

，求

μ．

解　由题意 Ｐ（１６－４Ｘ＜０）＝１
２

，

而　Ｐ（１６－４Ｘ＜０）＝Ｐ（Ｘ＞４）＝１－Ｐ（Ｘ≤４）＝１－Φ ４－μ（ ）σ ＝１
２

，

因此

Φ ４－μ（ ）σ ＝１
２

，

由Φ（０）＝１
２

，知

４－μ
σ ＝０，

即　μ＝４．
分析　本题是２００２年试题．初看似乎σ未知时无法求出μ．但本题巧妙地给出恰当的数据，使得问题通

过使用Φ（０）＝０．５而得到解决．遇到这类问题，不必考虑条件是否足够充分，只要正确使用正态分布的概率

计算公式，问题总会迎刃而解．
例２３　在下列两种情形下，求方程ｔ２＋Ｘｔ＋１＝０有实根的概率，其中，Ｘ 是随机变量．
（１）Ｘ 服从｛１，２，…，６｝上的均匀分布；

（２）Ｘ 服从区间［１，６］上的均匀分布．
解　方程ｔ２＋Ｘｔ＋１＝０有实根的充分必要条件是 Ｘ２－４≥０．于是，所求概率可表示成Ｐ（Ｘ２－４≥０）＝

Ｐ（Ｘ≤－２）＋Ｐ（Ｘ≥２）．
（１）Ｐ（Ｘ≤－２）＝０，

Ｐ（Ｘ≥２）＝
６

ｉ＝２
Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝

６

ｉ＝２

１
６＝５

６
，

因此所求概率为５
６

；

（２）Ｐ（Ｘ≤－２）＝∫
－２

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

－２

－∞
０ｄｘ＝０，

Ｐ（Ｘ≥２）＝∫
６

２

１
５ｄｘ＋∫

∞

６
０ｄｘ＝４

５
，

因此所求概率为４
５．

分析　在（１）中用到了离散型均匀分布的分布律

Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝１
６

，ｉ＝１，２，…，６；

在（２）中用到了连续型均匀分布的密度函数

ｆ（ｘ）＝
１
５

， １≤ｘ≤６；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．

在概率论中，被积函数常常是分段函数，因此计算积分时要仔细．
例２４　设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝

１
３

， 若ｘ∈［０，１］；

２
９

， 若ｘ∈［３，６］；

０， 其余

烅

烄

烆 ．
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若ｋ使得Ｐ（Ｘ≥ｋ）＝２
３

，求ｋ的取值范围．

解　由Ｐ（Ｘ≥ｋ）＝１－Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝２
３

，得到

Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝１
３．

而Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
ｋ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ，

当ｋ≤０时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
ｋ

－∞
０ｄｘ＝０；

当０＜ｋ≤１时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
ｋ

０

１
３ｄｘ＝ｋ

３
；

当１＜ｋ＜３时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
１

０

１
３ｄｘ＋∫

ｋ

１
０ｄｘ＝１

３
；

当３≤ｋ≤６时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝∫
１

０

１
３ｄｘ＋∫

３

１
０ｄｘ＋∫

ｋ

３

２
９ｄｘ＝１

３＋２
９

（ｋ－３）≥１
３

，

因此，当ｋ∈［１，３］时，Ｐ（Ｘ＜ｋ）＝１
３．即ｋ的取值范围为［１，３］．

分析　本题是２０００年试题．实质上本题是考分布函数的计算，由 于 密 度 函 数ｆ（ｘ）是 一 个 分 段 函 数，因

此，要讨论分布函数在各段上的取值．
例２５选择题　设随机随机变量 Ｘ 服从指数分布，则随机变量Ｙ＝ｍｉｎ（Ｘ，２）的分布函数 （　）

（Ａ）是连续函数；

（Ｂ）至少有两个间断点；

（Ｃ）是阶梯函数；

（Ｄ）恰好有一个间断点．
解　应选（Ｄ）．
分析　这是１９９９年的试题．本题与例２４一样也是考查分布函数的计算，只是Ｙ＝ｍｉｎ（Ｘ，２）是 Ｘ 的函

数，由例２１的分析可知：

｛Ｙ≤ｙ｝＝｛Ｙ＞ｙ｝＝｛ｍｉｎ（Ｘ，２）＞ｙ｝＝｛Ｘ＞ｙ｝∩｛２＞ｙ｝．
因此，Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝１－Ｐ（Ｙ＞ｙ）＝１－Ｐ（｛Ｘ＞ｙ｝∩｛２＞ｙ｝）．
当ｙ≥２时，

ＦＹ（ｙ）＝１－Ｐ（）＝１；

当ｙ＜２时，由Ｙ～Ｅ（λ）容易算出

ＦＹ（ｙ）＝１－Ｐ（Ｘ＞ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｙ）＝
１－ｅ－λｙ， ０＜ｙ＜２；

０， ｙ≤０｛ ．
即Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ≤０；

１－ｅ－λｙ， ０＜ｙ＜２；

１， ｙ≥２
烅
烄

烆 ．

ｙ＝２是ＦＹ（ｙ）的惟一间断点．故选（Ｄ）．
例２６　已知随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，－∞＜ｘ＜∞．

求 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）．

解　Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞

１
２ｅ－｜ｔ｜ｄｔ．

当ｘ＜０时，
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Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２ｅｔｄｔ＝１

２ｅｘ；

当ｘ≥０时，

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２ｅ－｜ｔ｜ｄｔ＝∫

０

－∞

１
２ｅｔｄｔ＋∫

ｘ

０

１
２ｅ－ｔｄｔ

＝１
２＋ １

２－１
２ｅ－（ ）ｘ ＝１－１

２ｅ－ｘ．

于是，

Ｆ（ｘ）＝

１
２ｅｘ， ｘ＜０；

１－１
２ｅ－ｘ， ｘ≥０

烅
烄

烆 ．

分析　本题考查分布函数的定义及其计算，除了积分计算要注意绝对值符号外，下面提出三个问题．
（１）分布函数最终要用一个分段函数来完整表达；

（２）当ｘ≥０时，也可以用求逆公式来计算：

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝１－Ｐ（Ｘ＞ｘ）＝１－∫
∞

ｘ

１
２ｅ－｜ｔ｜ｄｔ＝１－∫

∞

ｘ

１
２ｅ－ｔｄｔ＝１－１

２ｅ－ｘ；

（３）题目中的ｆ（ｘ）可以改成

φ（ｘ）＝ｋｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜∞，

利用∫
∞

－∞
φ（ｘ）ｄｘ＝１可以求得ｋ＝１

２
，因为

ｋ＝ １

∫
∞

－∞
ｅ－｜ｘ｜ｄｘ

＝ １

２∫
∞

０
ｅ－ｘｄｘ

＝１
２．

例２７　已知 Ｘ 的分布律为

Ｘ －１ ０ １ ２

Ｐｒ ０１ ０２ ０３ ０４

求Ｙ＝２Ｘ２－１的分布律与分布函数．
解　Ｘ 的取值范围为｛－１，０，１，２｝，Ｙ＝２Ｘ２－１的取值范围为｛１，－１，７｝，且

Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝－１）＝０．３＋０．１＝０．４，

Ｐ（Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝０．２，

Ｐ（Ｙ＝７）＝Ｐ（Ｘ＝２）＝０．４．
因此，Ｙ 的分布律为

Ｙ －１ １ ７

Ｐｒ ０．２ ０４ ０４

Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜－１；

０．２， －１≤ｙ＜１；

０．２＋０．４， １≤ｙ＜７；

０．２＋０．４＋０．４， ｙ≥７

烅

烄

烆 ．

＝

０， ｙ＜－１；

０．２， －１≤ｙ＜１；

０．６， １≤ｙ＜７；

１， ｙ≥７

烅

烄

烆 ．

分析　求离散型随机变量函数的分布律的关键是求出ｘ＝ａｉ 时ｇ（ｘ）的函数值ｇ（ａｉ）．在 本 题 中，ｇ（ｘ）

＝２ｘ２－１，当ｘ＝－１，０，１，２时，ｇ（－１）＝ｇ（１）＝１，ｇ（０）＝－１，ｇ（２）＝７．需要注意的是，事件｛Ｙ＝１｝＝｛Ｘ＝

－１｝∪｛Ｘ＝１｝．在求分布律时，Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝１）．在求分布函数值 时，按 自 变 量ｙ 取 值 从
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小到大排列，相应的概率累计相加．
例２８　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝ １
π（１＋ｘ２）

，　－∞＜ｘ＜∞．

求随机变量Ｙ＝１－
３
槡Ｘ的密度函数ｆＹ（ｙ）．

　　解　ｙ＝１－
３
槡Ｘ是单调函数，且反函数为ｘ＝（１－ｙ）３，ｄｘ

ｄｙ＝３（１－ｙ）２．于是

ｆＹ（ｙ）＝ １
π（１＋（１－ｙ）６）

·３（１－ｙ）２＝３
π

· （１－ｙ）２

１＋（１－ｙ）６
，　－∞＜ｙ＜∞．

分析　本题使用公式求解，十分方便，但在使用公式时，一定要看清条件———ｙ＝ｇ（ｘ）是单调函数．下面

用一般的先求分布函数的方法求解：

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（１－
３
槡Ｘ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ≥（１－ｙ）３）＝∫

∞

（１－ｙ）３
１

π（１＋ｘ２）ｄｘ
，

求导得到

ｆＹ（ｙ）＝－３（１－ｙ）２·（－１）· １
π（１＋（１－ｙ）６）＝

３
π

· （１－ｙ）２

１＋（１－ｙ）６
，　－∞＜ｙ＜∞．

例２９　设随机变量 Ｘ～Ｒ（０，２），求随机变量Ｙ＝Ｘ２ 的分布函数与密度函数．
解　Ｘ 的取值范围为（０，２），Ｙ＝Ｘ２ 的取值范围为（０，４）．由于 Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
１
２

， ０＜ｘ＜２；

０， 其余
烅
烄

烆 ．
因此，当０＜ｙ＜４时，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ２≤ｙ）＝Ｐ（－槡ｙ≤Ｘ≤槡ｙ）＝∫
槡ｙ

０

１
２ｄｘ＝槡ｙ

２．

从而Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜０；

槡ｙ
２

， ０≤ｙ＜４；

１， ｙ≥４

烅

烄

烆 ．

Ｙ 的密度函数

ｆＹ（ｙ）＝
１

４槡ｙ
， ０＜ｙ＜４；

０， 其　余

烅
烄

烆 ．

分析　本题若只需求密度函数，也可以仿照上题用公式直接求解，因 为ｙ＝ｘ２（０＜ｘ＜２）依 然 是 一 个 单

调函数．它的反函数是ｘ＝槡ｙ（０＜ｙ＜４），ｄｘ
ｄｙ＝ １

２槡ｙ
，于是，当０＜ｙ＜４时，有

ｆＹ（ｙ）＝１
２

· １
２槡ｙ

＝ １
４槡ｙ

．

例２１０　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
１－｜ｘ｜， ｜ｘ｜＜１；

０， 其　余｛ ．

求随机变量Ｙ＝Ｘ２＋１的分布函数与密度函数．
解　Ｘ 的取值范围为（－１，１），Ｙ 的取值范围为［１，２）．当１≤ｙ＜２时，有
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ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ２＋１≤ｙ）＝Ｐ（－ ｙ－槡 １≤Ｘ≤ １－槡 ｙ）＝∫
ｙ－槡 １

－ ｙ－槡 １
（１－｜ｘ｜）ｄｘ

＝２∫
ｙ－槡 １

０
（１－ｘ）ｄｘ＝１－（１－ ｙ－槡 １）２．

从而，Ｙ 的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜１；

１－（１－ ｙ－槡 １）２， １≤ｙ＜２；

１， ｙ≥２
烅
烄

烆 ．

Ｙ 的密度函数为

ｆＹ（ｙ）＝
１
ｙ－槡 １

－１， １＜ｙ＜２；

０， 其　余

烅
烄

烆 ．

分析　本题中ｙ＝ｘ２＋１（－１＜ｘ＜１）不是单调函数，不能直接用公式求解．这个例子表明，先考虑随机

变量的取值范围，然后在此范围内求分布函数值可以简化运算．至于取值范围之外的分布函数值，可以由分

布函数的性质决定其为０或１．
例２１１　假设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．

现在对 Ｘ 进行ｎ 次独立重复观测，以Ｖｎ 表示观测值不大于０．１的次数．试求随机变量Ｖｎ 的概率分布．

解　ｐ＝Ｐ｛Ｘ≤０．１｝＝∫０．１
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

０．１

０
２ｘｄｘ＝０．０１．

Ｖｎ 服从参数为（ｎ，ｐ）的二项分布：

Ｐ（Ｖｎ＝ｋ）＝（）ｎ

ｋ
ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ＝（）ｎ

ｋ
×０．０１ｋ×０．９９ｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ．

分析　本题是１９９４年的试题．解本题要求对二项分布的直观背景有深入的了解．这题中 Ｘ 的作用在于

定义事件Ａ＝｛Ｘ≤０．１｝，这样Ｖｎ 表 示 在ｎ 重 伯 努 利 试 验 中Ａ 出 现 的 次 数，因 此，Ｖｎ～Ｂ（ｎ，ｐ），其 中ｐ＝

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｘ≤０．１）．

例２１２　假设随机变量 Ｘ 的绝对值不大于１；Ｐ｛Ｘ＝－１｝＝１
８

，Ｐ｛Ｘ＝１｝＝１
４

；在事件｛－１＜ｘ＜１｝出

现的条件下，Ｘ 在（－１，１）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间长度成正比 试求

（１）Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝；（２）Ｘ 取负值的概率ｐ．
解　（１）由于 Ｘ 的取值范围为［－１，１］，因此，

ｘ＜－１时，Ｆ（ｘ）＝０；

ｘ≥１时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤１）＝１；

以下考虑－１≤ｘ＜１时的情形．

ｘ＝－１时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ＝－１）＝１
８

；

由于

１＝Ｐ（｜Ｘ｜≤１）＝Ｐ（Ｘ＝－１）＋Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＋Ｐ（Ｘ＝１）＝１
８＋Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＋１

４
，

从而

Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＝１－１
８－１

４＝５
８

。

由题意，在事件｛－１＜Ｘ＜１｝出现的条件下，Ｘ 服从区间（－１，１）上的均匀分布，即对于－１＜ｘ＜１，有
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Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ｜－１＜Ｘ＜１｝＝１
２

（ｘ＋１）．

即

Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ，－１＜Ｘ＜１｝＝Ｐ｛－１＜Ｘ＜１｝１
２

（ｘ＋１），

从而

Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ｛－１＜Ｘ＜１｝１
２

（ｘ＋１）＝５
８

·１
２

（ｘ＋１）＝５
１６

（ｘ ＋１）．

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤－１）＋Ｐ（－１＜Ｘ≤ｘ）＝１
８＋５

１６
（ｘ＋１）＝５ｘ＋７

１６ ．

综上，有

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１；

５ｘ＋７
１６

， －１≤ｘ＜１；

１， ｘ≥１

烅

烄

烆 ．

分析　本题是１９９７年试题．本题中 Ｘ 既不是连续型随机变量也不是离散型随机变量．对这类随机变量

求分布函数就不能简单套用离散型随机变量和连续型随机变量的分布函数的求法，而需要从题目条 件 中 找

到突破口．本题中“在条件｛－１＜Ｘ＜１｝下，Ｘ 服从（－１，１）上 的 均 匀 分 布”就 是 一 个 突 破 口，由 此 可 算 出－１

＜ｘ＜１时Ｐ（－１＜Ｘ≤ｘ）的值．

四、小　结

本章重点要掌握两种方法：一是承接第一章，会计算用随机变量表示的随机事件的概 率；二 是 会 求 随 机

变量函数的分布，特别是应该掌握先求分布函数的方法，这一方法在第三章中还要经常使用．
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第三章　二维随机变量及其分布

在随机试验中，如果存在二维变量（Ｘ，Ｙ），它依试验结 果 的 改 变 而 取 不 同 的 向 量 值，那 么 称（Ｘ，Ｙ）为 二

维随机变量（或随机向量）．本章主要讨论二维随机变量取值的统计规律，即二维随机变量的（概率）分布．
随机事件可以通过二维随机变量来表示，例如｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝，其中，Ｄ 是二维平面上的某个区域，相应的

概率表示为Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）．有时候，随机事件｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝通过一个或若干个不等式来表示．

一 、复习与考试要求

（１）了解二维随机变量的概念．
（２）了解二维随机变量的联合分布函数及其性质、二 维 离 散 型 随 机 变 量 的 联 合 分 布 律 及 其 性 质 和 二 维

连续型随机变量的联合概率密度及其性质，并会用它们计算有关事件的概率．
（３）了解二维随机变量的边缘分布和条件分布．
（４）理解随机变量独立性的概念，掌握应用随机变量的独立性进行概率计算．
（５）会求两个独立随机变量的简单函数的分布．

二、基本概念与理论

１ 联合分布函数与边缘分布函数

二维随机变量的分布可以用其联合分布函数来 表 示．随 机 变 量 Ｘ 与Ｙ 的 联 合 分 布 函 数 规 定 为 二 元 函

数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ），　－∞＜ｘ，ｙ＜∞．
联合分布函数具有以下性质：

（１）０≤Ｆ（ｘ，ｙ）≤１；
（２）Ｆ（－∞，－∞）＝Ｆ（ｘ，－∞）＝Ｆ（－∞，ｙ）＝０，

Ｆ（∞，∞）＝１；
（３）固定一个自变量时，对于另一个自变量单调非减；
（４）固定一个自变量时，对于另一个自变量右连续．
由已知的联合分布函数可以算得概率：

Ｐ（ｘ１＜Ｘ≤ｘ２，　ｙ１＜Ｙ≤ｙ２）＝Ｆ（ｘ２，ｙ２）－Ｆ（ｘ２，ｙ１）－Ｆ（ｘ１，ｙ２）＋Ｆ（ｘ１，ｙ１）．
设 Ｘ 与Ｙ 的联合分布函数为Ｆ（ｘ，ｙ），分别称

ＦＸ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｆ（ｘ，∞），　－∞＜ｘ＜∞，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｆ（∞，ｙ），　－∞＜ｙ＜∞．
为 Ｘ，Ｙ 的边缘分布函数．

２ 离散型二维随机变量及其分布律

如果二维随机变量（Ｘ，Ｙ）仅可能取有限个或可列无限个值，那么称（Ｘ，Ｙ）为离散型二维随机变量．
离散型二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布可以用下列联合分布律来表示：

Ｐ（Ｘ＝ａｉ，Ｙ＝ｂｊ）＝ｐｉｊ，　ｉ，ｊ＝１，２，…．
其中 

ｉ

ｊ
ｐｉｊ＝１，　ｐｉｊ≥０，　ｉ，ｊ＝１，２，…．

由已知的联合分布律可以算得概率：

Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝  
（ｉ，ｊ）：（ａｉ

，ｂ
ｊ
）∈Ｄ

ｐｉｊ

其中，Ｄ 是二维平面上的一个集合

Ｘ 的边缘分布律是

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ· ，　ｉ＝１，２，…．
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其中，０＜ｐｉ· ＝
ｊ
ｐｉｊ，ｉ＝１，２，…；Ｙ 的边缘分布律是

Ｐ（Ｙ＝ｂｊ）＝ｐ·ｊ，　ｊ＝１，２，…．
其中，０＜ｐ·ｊ＝

ｉ
ｐｉｊ，　ｊ＝１，２，…．

３ 连续型二维随机变量及其分布律

如果 Ｘ 与Ｙ 的联合分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）可以表示成

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ，　－∞＜ｘ，ｙ＜∞，

那么称（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量，其中，二元函数ｆ（ｘ，ｙ）称 为 Ｘ 与Ｙ 的 联 合（概 率）密 度 函 数，它 必 须

满足

（１）ｆ（ｘ，ｙ）≥０，－∞＜ｘ，ｙ＜∞；

（２）∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１．

联合密度函数刻画了连续型二维随机变量的分布，因为由已知的联合密度函数可以算得概率

Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ）＝Ｄ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

二维连续型随机变量具有下列性质：
（１）对任意一条平面曲线Ｌ，Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｌ）＝０；

（２）在ｆ（ｘ，ｙ）的连续点处，２

ｘｙＦ
（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）．

Ｘ 的边缘密度函数是

ｆＸ（ｘ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ，　－∞＜ｘ＜∞；

Ｙ 的边缘密度函数是

ｆＹ（ｙ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ，　－∞＜ｙ＜∞．

下面给出常用的连续型二维随机变量的分布：
（１）均匀分布　如果（Ｘ，Ｙ）在二维平面上某个区域Ｇ 中服从均匀分布，那么它的密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１

Ｇ 的面积
， （ｘ，ｙ）∈Ｇ；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．
（２）二维正态分布 Ｎ（μ１，μ２，σ２

１σ２
２，ρ），它的密度函数为

　　　　　　ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ１σ２ １－ρ槡 ２

ｅｘｐ － １
２（１－ρ

２）
（ｘ－μ１）２

σ１
［｛ ２

　　　　　　　－２ρ·
（ｘ－μ１）（ｙ－μ２）

σ１σ２
＋

（ｙ－μ２）２

σ２
］｝２ ，　－∞＜ｘ，ｙ＜∞，

其中　－∞＜μ１，μ２＜∞，σ２
１，　σ２

２＞０，　｜ρ｜＜１．
定理　如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２

１，σ２
２，ρ），那么 Ｘ～Ｎ（μ１，σ２

１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２
２）．

４ 随机变量的相互独立性

给定二维随机变量（Ｘ，Ｙ）．如果 Ｘ 与Ｙ 的联合分布函数等于Ｘ，Ｙ 的边缘分布函数之积，即

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ），对一切－∞＜ｘ，ｙ＜∞，
那么称随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立．随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立的直观意义是“Ｘ 与Ｙ 各自的取值互不影响”，
因为对实数轴上任意两个集合Ｉ１，Ｉ２，总有

Ｐ（Ｘ∈Ｉ１，Ｙ∈Ｉ２）＝Ｐ（Ｘ∈Ｉ１）Ｐ（Ｙ∈Ｉ２）．
当（Ｘ，Ｙ）为离散型二维随机变量时，Ｘ 与Ｙ 相互独立的充分必要条件为

ｐｉｊ＝ｐｉ·ｐ·ｊ，对一切ｉ，ｊ＝１，２，…．
当（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量时，Ｘ 与Ｙ 相互独立的充分必要条件为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ），至少在一切连续点处成立．
一般地，由 Ｘ 与Ｙ 的边缘分布不能惟一确定它 们 的 联 合 分 布．但 是，当 Ｘ 与Ｙ 相 互 独 立 时，由 Ｘ 与Ｙ

的边缘分布惟一确定了Ｘ 与Ｙ 的联合分布．
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定理　如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２
１，σ２

２，ρ），那么 Ｘ 与Ｙ 相互独立的充分必要条件是ρ＝０．
定理　如果 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么ｇ（Ｘ）与ｈ（Ｙ）相互独立．
５．条件分布

给定二维随机变量（Ｘ，Ｙ）当已知Ｙ 取值ｙ 时，Ｘ 仍 是 随 机 变 量。这 时，Ｘ 的 分 布 会 受 到Ｙ＝ｙ 的 影 响。

Ｘ 在Ｙ＝ｙ的条件下的分布称为Ｘ 的条件分布。类似地有Ｙ 在Ｘ＝ｘ的条件下的条件分布．
当（Ｘ，Ｙ）为离散型二维随机变量时，Ｘ 在给定Ｙ＝ｂｊ 的条件下的条件分布律为

Ｘ｜Ｙ＝ｂｊ ａ１ ａ２ …

Ｐｒ
ｐ１ｊ

ｐ·ｊ

ｐ２ｊ

ｐ·ｊ
…

ｊ＝１，２，…；Ｙ 在给定Ｘ＝ａｉ 的条件下的条件分布律为

Ｙ｜Ｘ＝ａｉ ｂ１ ｂ２ …

Ｐｒ
ｐｉ１

ｐｉ·

ｐｉ２

ｐｉ·
…

　　当（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量时，Ｘ 在给定Ｙ＝ｙ的条件下的条件（概率）密度函数为

ｆ（ｘ｜ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＹ（ｙ），　－∞＜ｘ＜∞，

其中，ｆＹ（ｙ）＞０；Ｙ 在给定Ｘ＝ｘ的条件下的条件（概率）密度函数为

ｆ（ｙ｜ｘ）＝ｆ（ｘ，ｙ）
ｆＸ（ｘ），－∞＜ｙ＜∞，

其中，ｆＸ（ｘ）＞０．
当 Ｘ 与Ｙ 相互独立时，Ｘ（或Ｙ）的一切条件分布都与其边缘分布相同．
６ 两个独立随机变量的简单函数的分布

设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，ｇ（ｘ，ｙ）是一个已知的简单函数，Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）是随机变量 Ｘ 与Ｙ 的函数，
它也是一个随机变量．如何在已知 Ｘ，Ｙ 的分布的前提下求出Ｚ 的分布？

（１）离散型　如果 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

Ｙ 的分布律为

Ｐ（Ｙ＝ｂｊ）＝ｑｊ，　ｊ＝１，２，…，
那么Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的分布律为

Ｐ（Ｚ＝ｇ（ａｉ，ｂｊ））＝ｐｉｑｊ，　ｉ，ｊ＝１，２，…．
但要注意，与取相同ｇ（ａｉ，ｂｊ）值对应的那些概率应合并相加．

（２）连续型　要求Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的密度函数可以先求其分布函数．如果 Ｘ 的密度函数为ｆＸ（ｘ），Ｙ 的密

度函数为ｆＹ（ｙ），那么Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ）＝Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈Ｄｚ）＝Ｄｚ

ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ，

其中，｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄｚ｝是与｛ｇ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ｝相等的随机事件，而Ｄｚ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｇ（ｘ，ｙ）≤ｚ｝是二维平面上的某个集

合（通常是一个区域或若干区域的并集）．
定理（卷积公式）　当 Ｘ 与Ｙ 相互独立时，Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝∫
∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ．（或ｆＺ（ｚ）＝∫

∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ）

定理（分布的可加性）　设 Ｘ 与Ｙ 相互独立

（１）当 Ｘ～Ｂ（ｍ，ｐ），Ｙ～Ｂ（ｎ，ｐ）时，Ｘ＋Ｙ～Ｂ（ｍ＋ｎ，ｐ）；
（２）当 Ｘ～Ｐ（λ１），Ｙ～Ｐ（λ２）时，Ｘ＋Ｙ～Ｐ（λ１＋λ２）；

（３）当 Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２）时，Ｘ＋Ｙ～Ｎ（μ１＋μ２，σ２
１＋σ２

２），更一般地，

ｋＸ＋ｌＹ＋ｂ～Ｎ（ｋμ１＋ｌμ２＋ｂ，ｋ２σ２
１＋ｌ２σ２

２），
其中，ｋ，ｌ不同时为０．
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设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ 的分布函数为ＦＸ（ｘ），Ｙ 的分布函数为ＦＹ（ｙ），那么，Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布函数

为

ＦＵ（ｕ）＝ＦＸ（ｕ）ＦＹ（ｕ），

Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

ＦＶ（ｖ）＝１－（１－ＦＸ（ｖ））（１－ＦＹ（ｖ））．
通过求导，可以求得Ｕ，Ｖ 的密度函数．

三、例题分析

例３１　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立．在下列两种情况下，求方程ｔ２＋２Ｘｔ＋Ｙ＝０有不同的实根、有相

同实根与无实根的概率．

（１）Ｘ～Ｂ（１，１
２

），Ｙ～Ｂ（１，１
３

）；

（２）Ｘ～Ｒ（－１，１），Ｙ～Ｒ（０，１）．
解　方程ｔ２＋２Ｘｔ＋Ｙ＝０的判别式 Δ＝４（Ｘ２－Ｙ）
（１）所给方程有不同实根的概率为

Ｐ（Δ＞０）＝Ｐ（Ｘ２＞Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝０）＝１
２× １－（ ）１

３ ＝１
３

；

有相同实根的概率为

Ｐ（Δ＝０）＝Ｐ（Ｘ２＝Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）

＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）

＝ １－（ ）１
２ １－（ ）１

３ ＋１
２×１

３＝１
２

；

无实根的概率为

Ｐ（Δ＜０）＝Ｐ（Ｘ２＜Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝１）＝ １－（ ）１
２ ×１

３＝１
６．

（２）所给方程有不同实根的概率为

Ｐ（Δ＞０）＝Ｐ（Ｘ２＞Ｙ）＝ｘ２＞ｙ
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

１

－１
ｄｘ∫

ｘ２

０

１
２×１ｄｙ＝１

３
；

有相同实根的概率为

Ｐ（Δ＝０）＝Ｐ（Ｘ２＝Ｙ）＝０；
无实根的概率为

Ｐ（Δ＜０）＝１－Ｐ（Δ＞０）－Ｐ（Δ＝０）＝２
３．

分析　对于Ｐ（Ｘ２＝Ｙ），离散型与连续 型 二 维 随 机 变 量 的 性 质 是 不 一 样 的．Ｐ（Ｘ２＝Ｙ）＝Ｐ（（Ｘ，Ｙ）∈
Ｌ），Ｌ 是抛物线ｙ＝ｘ２ 在［－１，１］之间的一段曲线弧，因此当（Ｘ，Ｙ）是连续型二维随机变量时，这个概率永远

是０，另外，在（２）中，运用了求逆公式以简化运算．这个方法也可以用在（１）中．例如，求得了Ｐ（Δ＞０）＝１
３

，

Ｐ（Δ＜０）＝１
６

之后，立即可推得Ｐ（Δ＝０）＝１－１
３－１

６＝１
２．

例３２　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ｝内服从均匀分布，求 Ｘ 与Ｙ 的边

缘密度函数及条件密度函数．
解　Ｇ 的面积为１，Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１， ０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ；

０， 其　余｛ ．

Ｘ 的取值范围为（０，１）．当０＜ｘ＜１时，
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ｆＸ（ｘ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

ｘ

－ｘ
１ｄｙ＝２ｘ．

因此，Ｘ 的边缘密度函数是

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１；

０， 其　余｛ ．

Ｙ 的取值范围为（－１，１），当０＜｜ｙ｜＜１时，

ｆＹ（ｙ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∫

１

｜ｙ｜
１ｄｘ＝１－｜ｙ｜．

因此，Ｙ 的边缘密度函数是

ｆＹ（ｙ）＝
１－｜ｙ｜， －１＜ｙ＜１；

０， 其　余｛ ．

在Ｙ＝ｙ的条件 下，当ｙ（－１，１）时，ｆＹ （ｙ）＝０，Ｘ 的 条 件 分 布 不 存 在；当ｙ∈（－１，１）时，ｆＹ （ｙ）＝
１－｜ｙ｜，Ｘ 的条件密度函数为

ｆ（ｘ｜ｙ）＝
１

１－｜ｙ｜
，｜ｙ｜＜ｘ＜１；

　０，　　其　余
烅
烄

烆 ．

在 Ｘ＝ｘ的条件下，当ｘ（０，１）时，ｆＸ（ｘ）＝０，Ｘ 的条件分布不存在；当ｘ∈（０，１）时，ｆＸ（ｘ）＝２ｘ，Ｙ 的 条 件

密度函数为

ｆ（ｙ｜ｘ）＝
１
２ｘ

，　－ｘ＜ｙ＜ｘ；

　０，　　其　余
烅
烄

烆 ．

分析　求边缘密度函数的公式貌似简单，但很容 易 出 错，因 为ｆ（ｘ，ｙ）常 常 是 二 元 分 段 函 数．本 例 用 先

求随机变量取值范围的方法．随机变量 Ｘ（或Ｙ）的取值范围是区域Ｇ 在ｘ 轴（或ｙ轴）上的投影．在取值范

围之外，密度函数值是０．
条件密度函数是概率论中的一个难点，但不是重 点．求 条 件 密 度 函 数 的 公 式 很 简 单，但 要 认 清 自 变 量，

ｆ（ｘ｜ｙ）与ｆ（ｙ｜ｘ）都不是二元函数，而是一元函数，自变量分别为ｘ与ｙ，另一个变量在所给定的条件下要视

作一个常量．这相当于高等数学中，当二元函数一个自变量固定时，它只是另一个变量的 一 元 函 数．另 外，随

着所给条件的变化，条件密度函数也不同．例如，在本题中，ｆ（ｘ｜１
２

）与ｆ（ｘ｜１
３

）便 是 不 同 的 条 件 密 度 函 数，

因为它们所给条件分别是“Ｙ＝１
２

”与“Ｙ＝１
３

”．读者不妨作为练习进行计算．

例３３　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜∞．

问 Ｘ 与｜Ｘ｜是否相互独立？为什么？

解　Ｘ 与｜Ｘ｜不独立，其理由如下：

Ｐ（Ｘ＞１）＝∫
∞

１

１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝１

２ｅ
，

Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝Ｐ（Ｘ＞１）＋Ｐ（Ｘ＜－１）＝∫
∞

１

１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＋∫

－１

－∞

１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝１

ｅ
，

Ｐ（Ｘ＞１，｜Ｘ｜＞１）＝Ｐ（Ｘ＞１）＝１
２ｅ

，

易见 Ｐ（Ｘ＞１，｜Ｘ｜＞１）≠Ｐ（Ｘ＞１）Ｐ（｜Ｘ｜＞１）．
分析　本题的难点在于事先不知道结论．但 从 随 机 变 量 相 互 独 立 性 的 直 观 意 义 上 去 理 解，Ｘ 与｜Ｘ｜的

取值是有关系的，因此它们一般不会相互独立．另外，说明 Ｘ 与｜Ｘ｜不 相 互 独 立 容 易 进 入 一 个 误 区，即 去 证
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明 Ｘ 与｜Ｘ｜的联合密度函数不等于 Ｘ 与｜Ｘ｜的边缘密度函数之积．在本题中，这 种 解 题 方 法 将 带 来 较 繁 的

计算．本题是１９９３年试题，说明理由部分仅占１分．
例３４　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ～Ｎ（１，２），Ｙ～Ｎ（０，１），求Ｚ＝２Ｘ－Ｙ＋３的密度函数．
解　由所给条件，按正态分布的可加性定理

Ｚ～Ｎ（２×１－１×０＋３，２２×２＋（－１）２×１）＝Ｎ（５，９），
因此，Ｚ 的密度函数是

ｆＺ（ｚ）＝ １
３ ２槡π

ｅｘｐ －
（ｚ－５）２｛ ｝１８

，　－∞＜ｚ＜∞．

分析　本题是１９８９年试题．它虽然是考查二维随机变量的简单函数的分布，但由于仅涉及两个正态分

布，因此可以直接用可加性定理得到．
例３５　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，Ｘ～Ｎ（μ，σ２），Ｙ～Ｒ（－π，π），试求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数（计算结

果用 Ｎ（０，１）的分布函数Φ 表示，其中，Φ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ－ｔ

２

２ｄ）ｔ ．

解　Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅｘｐ
（ｘ－μ）２

２σ｛ ｝２ ，　－∞＜ｘ＜∞，

Ｙ 的密度函数为

ｆＹ（ｙ）＝
１
２π

， －π＜ｙ＜π；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．

按卷积公式，Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝∫
∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

π

－π
ｆＸ（ｚ－ｙ）１

２πｄｙ

＝１
２π∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
（ｚ－ｙ－μ）２

２σ｛ ｝２ ｄｙ

＝１
２π∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
［ｙ－（ｚ－μ）］２

２σ｛ ｝２ ｄｙ

＝１
２π Φ π－（ｚ－μ）（ ）σ －Φ －π－（ｚ－μ）（ ）［ ］σ

，　－∞＜ｚ＜∞．

分析　上述计算最后一步中利用概率来计算积分．当随机变量Ｕ～Ｎ（ｚ－μ，σ２）时，则

Ｐ（－π＜Ｕ＜π）＝∫
π

－π
ｆＵ（ｕ）ｄｕ＝∫

π

－π

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
［ｕ－（ｚ－μ）］２

２σ｛ ｝２ ｄｕ，

另一方面，按照正态分布的概率计算公式，有

Ｐ（－π＜Ｕ＜π）＝Φ π－（ｚ－μ）（ ）σ －Φ －π－（ｚ－μ）（ ）σ ．

使用卷积公式要仔细，因为ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）常常是分段函数，这样便会涉及分段函数的复合．在上述求解过程

中，没有采用另一个公式ｆＸ（ｚ）＝∫
∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ，就是为了避开ｆＹ（ｚ－ｘ）．

例３６　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）， ｘ＞０，　ｙ＞０；

０， 其　余｛ ．

求随机变量Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ 的分布函数．
解　Ｚ 的取值范围为（０，∞）　当ｚ＞０时，

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（Ｘ＋２Ｙ≤ｚ）
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＝ｘ＋２ｙ≤ｚ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

ｚ

０
ｄｘ∫

１
２

（ｚ－ｘ）

０
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）ｄｙ

＝∫
ｚ

０
ｅ－ｘ １－ｅｘ－（ ）ｚ ｄｘ＝∫

ｚ

０
ｅ－ｘ－ｅ－（ ）ｚ ｄｘ

＝１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ．

于是，Ｚ 的分布函数为

ＦＺ（ｚ）＝
１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ， ｚ＞０；

０， ｚ≤０｛ ．

分析　这类题目还是要注意被积函数ｆ（ｘ，ｙ）是二元分段函数．正确写出二次积分式是解题的关键，由

Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ 的分布函数ＦＺ（ｚ），通过求导便可得到Ｚ 的密度函数：

ｆＺ（ｚ）＝
ｚｅ－ｚ， ｚ＞０；

０， 其　余｛ ．

本题是１９９１年试题．实际上本题中的 Ｘ 与Ｙ 是相互独立，且 Ｘ～Ｅ（１），Ｙ～Ｅ（２）．读者不妨作为练习加以

证明．
例３７　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，其密度函数分别是

ｆＸ（ｘ）＝
１， ０＜ｘ＜１；

０， 其　余｛ ，　　ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ， ｙ＞０；

０， 其　余｛ ．

求随机变量Ｚ＝２Ｘ＋Ｙ 的密度函数．
解　Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ， ０＜ｘ＜１，ｙ＞０；

０， 其　余｛ ．

Ｚ 的取值范围为（０，∞）．当ｚ＞０时，有

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ（２Ｘ＋Ｙ≤ｚ）＝２ｘ＋ｙ≤ｚ
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ．＝Ｄｚ

ｅ－ｙｄｘｄｙ，

其中，Ｄｚ＝｛（ｘ，ｙ）｜２ｘ＋ｙ≤ｚ，０＜ｘ＜１，ｙ＞０｝．

当０＜ｚ＜２时，ＦＺ（ｚ）＝∫
ｚ
２

０
ｄｘ∫

ｚ－２ｘ

０
ｅ－ｙｄｙ＝∫

ｚ
２

０
（１－ｅ２ｘ－ｚ）ｄｘ＝ｚ

２＋１
２ｅ－ｚ－１

２
，

ｆＺ（ｚ）＝１
２

（１－ｅ－ｚ）；

当ｚ＞２时，ＦＺ（ｚ）＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｚ－２ｘ

０
ｅ－ｙｄｙ＝∫

１

０
（１－ｅ２ｘ－ｚ）ｄｘ＝１－ｅ２－１

２ ｅ－ｚ，

ｆＺ（ｚ）＝１
２

（ｅ２－１）ｅ－ｚ．

因此，Ｚ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝

１
２

（１－ｅ－ｚ）， ０＜ｚ＜２；

１
２

（ｅ２－１）ｅ－ｚ， ｚ＞２；

０， 其　余

烅

烄

烆 ．

分析　本题采用先求分布函数的方法．在求解过程中，把ｚ＞０分成两个部分：０＜ｚ＜２与ｚ＞２，这是因

为在两种情形下积分区域 Ｄｚ 的形状不同，前者是三角形，后者是梯形．在ｚ＝２处 不 必 特 别 关 注，因 为 由 分

布函数的性质———ＦＺ（ｚ）连续，立即可以得出它的值，而对密度函数而言，不妨让该处值为０．
例３８　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立．

（１）Ｘ～Ｂ（１，１
２

），Ｙ～Ｂ（１，１
２

），求Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律；
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（２）Ｘ～Ｅ（λ１），Ｙ～Ｅ（λ２），求Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数与密度函数．
解　（１）Ｘ 与Ｙ 的取值范围都是｛０，１｝，因此Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的取值范围也是｛０，１｝，Ｕ 的分布律为

Ｐ（Ｕ＝０）＝Ｐ（ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０）

＝ １－（ ）１
２ × １－（ ）１

２ ＝１
４．

Ｐ（Ｕ＝１）＝１－Ｐ（Ｕ＝０）＝１－１
４＝３

４．

（２）Ｘ 的分布函数为

ＦＸ（ｘ）＝ １－ｅ
－λ１ｘ， ｘ＞０；

０， ｘ≤０｛ ．

Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝ １－ｅ
－λ２ｙ， ｙ＞０；

０， ｙ≤０｛ ．

因此，Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

ＦＶ（ｖ）＝１－（１－ＦＸ（ｖ））（１－ＦＹ（ｖ））＝
１－ｅ－（λ１＋λ２

）ｖ， ｖ＞０；

０， 其余｛ ．

Ｖ 的密度函数为

ｆＶ（ｖ）＝
（λ１＋λ２）ｅ－（λ１＋λ２

）ｖ， ｖ＞０；

０， 其余｛ ．

分析　本题是１９９４年试题．同样是求最大（小）值的分布，本题对离散型与连续 型 二 维 随 机 变 量 采 用 了

不同的方法．如果对（１）采 用 先 求 分 布 函 数 的 方 法，将 导 致 易 犯 错 误 的 分 段 函 数 运 算．顺 便 指 出，Ｕ～Ｂ

１，（ ）３
４

，Ｖ～Ｅ（λ１＋λ２）．

例３９　设 Ｘ，Ｙ 是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知 Ｘ 的分布律为Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝１
３

，ｉ＝１，

２，３．令Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ），Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）．试求：
（１）（Ｕ，Ｖ）的分布律；
（２）Ｕ 与Ｖ 的边缘分布律；
（３）给定Ｖ＝２时Ｕ 的条件分布律与给定Ｕ＝３时Ｖ 的条件分布律．
解　（１）Ｘ 与Ｙ 的取值范围都是｛１，２，３｝，因此，Ｕ 与Ｖ 的取值范围也都是｛１，２，３］，（Ｕ，Ｖ）的分布律为

Ｖ

Ｕ
１ ２ ３

１ １
９ ０ ０

２ ２
９

１
９ ０

３ ２
９

２
９

１
９

这里，九个概率分别计算如下：

Ｐ（Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｉ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｉ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｉ）＝１
３×１

３＝１
９

，ｉ＝１，２，３．

当ｉ＜ｊ时，｛Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ｝＝，因此，Ｐ（Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ）＝０．

当ｉ＞ｊ时，｛Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ｝＝｛Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ｝∪｛Ｘ＝ｊ，Ｙ＝ｉ｝，因此，

Ｐ（Ｕ＝ｉ，Ｖ＝ｊ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ）＋Ｐ（Ｘ＝ｊ，Ｙ＝ｉ）＝Ｐ（Ｘ＝ｉ）Ｐ（Ｙ＝ｊ）＋Ｐ（Ｘ＝ｊ）Ｐ（Ｙ＝ｉ）

＝１
３×１

３＋１
３×１

３＝２
９．
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（２）Ｕ 的边缘分布律为

Ｕ １ ２ ３

Ｐｒ
１
９＋０＋０＝１

９
２
９＋１

９＋０＝３
９

２
９＋２

９＋１
９＝５

９

Ｖ 的边缘分布律为

Ｖ １ ２ ３

Ｐｒ
１
９＋２

９＋２
９＝５

９ ０＋１
９＋２

９＝３
９ ０＋０＋１

９＝１
９

　　（３）给定Ｖ＝２时Ｕ 的条件分布律为

Ｕ｜Ｖ＝２ １ ２ ３

Ｐｒ
０

３／９＝０ １／９
３／９＝１

３
２／９
３／９＝２

３

给定Ｕ＝３时Ｖ 的条件分布律为

Ｖ｜Ｕ＝３ １ ２ ３

Ｐｒ
２／９
５／９＝２

５
２／９
５／９＝２

５
１／９
５／９＝１

５

　　分析　本题（１）是１９９６年试题，解 决 本 题 所 用 的 方 法 仅 仅 是 基 本 要 求 的 综 合 运 用．望 读 者 仔 细 体 会。
在（２）中，由（１）得到的联合分布律推出边缘分布律，也可以仿照例３８（１），直接由（Ｘ，Ｙ）的分布律推出Ｕ，

Ｖ 的分布律．
例３１０（选择题）　设 Ｘ１ 和 Ｘ２ 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们的概率密度分别为ｆ１（ｘ）

和ｆ２（ｘ），分布函数分别为Ｆ１（ｘ）和Ｆ２（ｘ），则

（Ａ）ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的概率密度；
（Ｂ）ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的概率密度；
（Ｃ）Ｆ１（ｘ）＋Ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的分布函数；
（Ｄ）Ｆ１（ｘ）Ｆ２（ｘ）必为某一随机变量的分布函数．
解　应选（Ｄ）．

分析　本题是２００２年试题．解 本 题 要 求 对 分 布 函 数 和 密 度 函 数 的 性 质 十 分 熟 悉．由 于∫
∞

－∞
（ｆ１（ｘ）＋

ｆ２（ｘ））ｄｘ＝∫
∞

－∞
ｆ１（ｘ）ｄｘ＋∫

∞

－∞
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝２，因 此，（Ａ）不 成 立．至 于（Ｂ），若 取 Ｘ１～Ｒ（０，１），Ｘ２～Ｒ（１，２）

时，ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）≡０，因此∫
∞

－∞
ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）ｄｘ＝０．从 而（Ｂ）不 成 立．由 于Ｆ１（＋∞）＝１，Ｆ２（＋∞）＝１，故 Ｆ１

（＋∞）＋Ｆ２（＋∞）＝２，因而（Ｃ）不成立，（Ｄ）是正确的，实际上Ｆ１（ｘ）Ｆ２（ｘ）是 ｍａｘ（Ｘ１，Ｘ２）的分布函数．
例３１１　设随机变量Ｘ 与Ｙ 相互独立，下面列出了二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律及关于Ｘ 和关于

Ｙ 的边缘分布律中的部分数值，试将其余数值填入表中的空白处．

Ｙ
Ｘ

ｙ１ ｙ２ ｙ３ Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝ｐｉ·

ｘ１
１
８

ｘ２
１
８

Ｐ｛Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐ·ｊ
１
６ １

—１４１—
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　　解

Ｙ
Ｘ

ｙ１ ｙ２ ｙ３ Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝ｐｉ·

ｘ１
１
２４

１
８

１
１２

１
４

ｘ２
１
８

３
８

１
４

３
４

Ｐ｛Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐ·ｊ
１
６

１
２

１
３ １

　　分析　本题是１９９９年试题．解本题要求对联合分布律和边缘分布律的概念十分熟悉．先由Ｐ｛Ｘ＝ｘ１，Ｙ

＝ｙ１｝＋
１
８＝１

６
，解出Ｐ｛Ｘ＝ｘ１，Ｙ＝ｙ１｝＝

１
６－１

８＝１
２４．由 Ｘ，Ｙ 相互独立得到Ｐ｛Ｘ＝ｘ１，Ｙ＝ｙ｝＝ｐ１１＝ｐ１·

ｐ·１，因此

Ｐ｛Ｘ＝ｘ１｝＝ｐ１· ＝ｐ１１

ｐ·１
＝

１
２４
１
６

＝１
４．

同样由独立性可得　Ｐ｛Ｘ＝ｘ２｝＝ｐ２· ＝ｐ２１

ｐ·１
＝

１
８
１
６

＝３
４．

Ｐ｛Ｙ＝ｙ２｝＝ｐ·２＝
ｐ１２

ｐ１·
＝

１
８
１
４

＝１
２．

Ｐ｛Ｙ＝ｙ３｝＝１－Ｐ｛Ｙ＝ｙ１｝－Ｐ｛Ｙ＝ｙ２｝＝１－１
６－１

２＝１
３．

Ｐ｛Ｘ＝ｘ２，Ｙ＝ｙ２｝＝ｐ２２＝ｐ２·ｐ·２＝
３
４×１

２＝３
８

，

Ｐ｛Ｘ＝ｘ２，Ｙ＝ｙ３｝＝ｐ２３＝ｐ２·ｐ·３＝
３
４×１

３＝１
４．

例３１２　设随机变量 Ｘｉ（ｉ＝１，２）的分布律为

Ｘｉ －１ ０ １

概率 １
４

１
２

１
４

且满足Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝１，求Ｐ｛Ｘ１＝Ｘ２｝．
解　设（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布律为

Ｘ２

Ｘ１
－１ ０ １

－１ ｐ１１ ｐ１２ ｐ１３

０ ｐ２１ ｐ２２ ｐ２３

１ ｐ３１ ｐ３２ ｐ３３

由于Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝１，因此

Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝ｐ１２＋ｐ２２＋ｐ３２＋ｐ２１＋ｐ２３＝１

另一方面　
３

ｉ＝１

３

ｊ＝１
ｐｉｊ＝１．因此

ｐ１１＝ｐ１３＝ｐ３１＝ｐ３３＝０．
即（Ｘ１，Ｘ２）的联合分布律为
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书书书

Ｘ２

Ｘ１

－１ ０ １

－１ ０ ｐ１２ ０

０ ｐ２１ ｐ２２ ｐ２３

１ ０ ｐ３２ ０

由于已知 Ｘｉ（ｉ＝１，２）的边缘分布律，因此，有

ｐ２１＝Ｐ｛Ｘ２＝－１｝＝１
４

，ｐ２３＝Ｐ｛Ｘ２＝１｝＝１
４

；

ｐ１２＝Ｐ｛Ｘ１＝－１｝＝１
４

，ｐ３２＝Ｐ｛Ｘ１＝１｝＝１
４．

因而

ｐ２２＝１－ｐ１２－ｐ２１－ｐ２３－ｐ３２＝１－１
４－１

４－１
４－１

４＝０．

从而

Ｐ｛Ｘ１＝Ｘ２｝＝ｐ１１＋ｐ２２＋ｐ３３＝０＋０＋０＝０．

分析　本题是１９９９年的考题．本题中 Ｘ１，Ｘ２ 并不 相 互 独 立，此 时，一 般 的 教 材 都 强 调 由 边 缘 分 布 律 得

不出联合分布律，但适当补充条件后，可以由边缘分 布 律 推 出 联 合 分 布 律．本 例 中 通 过 添 加 条 件 Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝
０｝＝１，使得ｐ１１＝ｐ１３＝ｐ３１＝ｐ３３＝０，从而使得未知量个数由９个减少至５个．再结合边缘分布律求出联合分

布律．

四、小　结

本章重点是求分布———联合分布、边缘分布（条件分布）与二维随机变量简单函数的分布，即使是讨论独

立性，也离不开关于分布的讨论．当然，求分布还是建立在求概率的基础上．另外，对正态分 布 要 给 予 足 够 的

重视，因为它具有一些特殊的性质，运用这些性质可以简化计算．
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第四章　随机变量的数字特征

随机变量的分布一般不易得到，退而求其次，本章讨论随机变量的数字特征．

一、复习与考试要求

（１）理解数学期望和方差的概念，掌握它们的性质与计算．
（２）掌握二项分布、泊松分布和正态分布的数学期望和方差，了解均匀分布和指数分布的数学期望和方

差．
（３）会计算随机变量函数的数学期望．
（４）了解矩、协方差和相关系数的概念和性质，并会计算．

二、基本概念与理论

１ 数学期望

设 Ｘ 是离散型随机变量，Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

如果级数
ｉ
ａｉｐｉ 绝对收敛①，那么，规定 Ｘ 的数学期望（或均值）为

Ｅ（Ｘ）＝
ｉ
ａｉｐｉ；

规定随机变量函数ｇ（Ｘ）的数学期望为

Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝
ｉ
ｇ（ａｉ）ｐｉ．

设 Ｘ 是连续型随机变量，Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ）．规定 Ｘ 的数学期望为

Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ；

规定随机变量函数ｇ（Ｘ）的数学期望为

Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝∫
∞

－∞
ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ．

设（Ｘ，Ｙ）为二维离散型随机变量，Ｘ 与Ｙ 的联合分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ，Ｙ＝ｂｊ）＝ｐｉｊ，　ｉ，ｊ＝１，２，…．

规定二维随机变量的函数ｇ（Ｘ，Ｙ）的数学期望为

Ｅ［ｇ（Ｘ，Ｙ）］＝
ｉ

ｊ
ｇ（ａｉ，ｂｊ）ｐｉｊ．

特殊地

Ｅ（Ｘ）＝
ｉ

ｊ
ａｉｐｉｊ＝

ｉ
ａｉｐｉ．，Ｅ（Ｙ）＝

ｉ

ｊ
ｂｉｐｉｊ＝

ｉ
ｂｉｐ．ｊ．

设（Ｘ，Ｙ）为二维连续型随机变量，Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数为ｆ（ｘ，ｙ），规定二维随机变量的函数ｇ（Ｘ，Ｙ）
的数学期望为
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① 如果级数不绝对收敛，那么就认为 Ｘ 的数学期望不存在．以下类似的情形（包括连续型 情 形 下 的 广 义 积 分）不 再

一一指明．



Ｅ［ｇ（Ｘ，Ｙ）］＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

特殊地

Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

－∞
ｘｆＸ（ｘ）ｄｘ，

Ｅ（Ｙ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

∞

－∞
ｙｆＹ（ｙ）ｄｙ．

数学期望具有下列性质：
（１）Ｅ（ｃ）＝ｃ　（ｃ是常数）；
（２）Ｅ（ｋＸ＋ｂ）＝ｋＥ（Ｘ）＋ｂ（ｋ，ｂ是常数）；
（３）Ｅ（Ｘ±Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）±Ｅ（Ｙ）；
（４）如果 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
２ 方差与标准差

随机变量 Ｘ 的函数ｇ（Ｘ）＝［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ 的数学期望称为随机变量 Ｘ 的方差，记作 Ｄ（Ｘ），即

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２）．
计算方差常用下列公式：

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２．
方差具有下列性质：
（１）Ｄ（ｃ）＝０（ｃ是常数）；
（２）Ｄ（ｋＸ＋ｂ）＝ｋ２Ｄ（Ｘ）（ｋ，ｂ是常数）；
（３）如果 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么，Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．

方差 Ｄ（Ｘ）的算术平方根 Ｄ（Ｘ槡 ）称为随机变量 Ｘ 的标准差．
３ 协方差

设（Ｘ，Ｙ）为二维随机变量，称

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］）
为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的协方差．计算协方差常用下列公式：

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
当 Ｘ＝Ｙ 时，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）表示 Ｄ（Ｘ）．
协方差具有下列性质：
（１）ｃｏｖ（Ｘ，ｃ）＝０（ｃ是常数）；
（２）ｃｏｖ（ｋＸ，ｌＹ）＝ｋｌｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）（ｋ，ｌ是常数）；
（３）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ±Ｚ）＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）±ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）．
４ 相关系数

设（Ｘ，Ｙ）为二维随机变量，称

ρ（Ｘ，Ｙ）＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的相关系数．相关系数ρ（Ｘ，Ｙ）反映了随机变量 Ｘ 与Ｙ 之间线性联系的紧密程度．当ρ
（Ｘ，Ｙ）＝０时，称 Ｘ 与Ｙ 不相关．

相关系数具有下列性质：
（１）｜ρ（Ｘ，Ｙ）｜≤１；
（２）｜ρ（Ｘ，Ｙ）｜＝１的充分必要条件是 Ｘ 与Ｙ 之间存在线性关系的概率为１．
定理　下列５个命题是等价的：
（１）ρ（Ｘ，Ｙ）＝０；
（２）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０；
（３）Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）；
（４）Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）；
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（５）Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．
定理　如果随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，那么 Ｘ 与Ｙ 不相关．
定理　如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２

１，σ２
２，ρ），那么 Ｘ 与Ｙ 相互独立等价于Ｘ 与Ｙ 不相关．

利用协方差或相关系数可以计算

　　　　　Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）．
５ 常用分布的数字特征

（１）当 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，　　　　　　Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）．
（２）当 Ｘ～Ｐ（λ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝λ， Ｄ（Ｘ）＝λ．
（３）当 Ｘ～Ｒ（ａ，ｂ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝１
２

（ａ＋ｂ）， Ｄ（Ｘ）＝１
１２

（ｂ－ａ）２．

（４）当 Ｘ～Ｅ（λ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝１
λ

， Ｄ（Ｘ）＝１
λ２ ．

（５）当 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝μ， Ｄ（Ｘ）＝σ２．

（６）当（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２
１，σ２

２，ρ）时，

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝μ１， Ｄ（Ｘ）＝σ２
１．

　　　　　Ｅ（Ｙ）＝μ２， Ｄ（Ｙ）＝σ２
２．

　　　　　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ρσ１σ２， ρ（Ｘ，Ｙ）＝ρ．
６．矩

设 Ｘ 是随机变量，称Ｅ（Ｘｋ）为随机变量 Ｘ 的ｋ 阶原点矩；称Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ）为 随 机 变 量 Ｘ 的ｋ 阶 中

心矩．
设（Ｘ，Ｙ）是二维随机变量，称Ｅ（ＸｋＹｌ）为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的（ｋ，ｌ）阶联合原点矩；称Ｅ（［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ［Ｙ

－Ｅ（Ｙ）］ｌ）为随机变量 Ｘ 与Ｙ 的（ｋ，ｌ）阶联合中心矩．
数学期望是一阶原点矩；方差是二阶中心矩；协方差是（１，１）阶联合中心矩．

三、例题分析

例４１　已知 Ｘ～Ｐ（２），即

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｅ－２２ｋ

ｋ！
，　ｋ＝０，１，２，…．

求随机变量Ｚ＝３Ｘ－２的数学期望Ｅ（Ｚ）．
解　由 Ｘ～Ｐ（２）推知Ｅ（Ｘ）＝２．于是，

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ（３Ｘ－２）＝３Ｅ（Ｘ）－２＝３×２－２＝４．
分析　如果不知道泊松分布的数学期望，那就只好先求级数的和：

Ｅ（Ｘ）＝ｅ－２
∞

ｋ＝０
ｋ· ２ｋ

ｋ！＝ｅ－２
∞

ｋ＝１

２ｋ

（ｋ－１）！＝２ｅ－２ 
∞

ｋ－１＝０

２ｋ－１

（ｋ－１）！＝２．

例４２　已知 Ｘ～Ｅ（１），求Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）
解　由 Ｘ～Ｅ（１）推知Ｅ（Ｘ）＝１，且

Ｅ（ｅ－２Ｘ）＝∫
∞

０
ｅ－２ｘｅ－ｘｄｘ＝∫

∞

０
ｅ－３ｘｄｘ＝１

３．
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因此，

Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（ｅ－２Ｘ）＝１＋１
３＝４

３．

分析　本题切忌错用公式

Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）＋ｅ－２Ｅ（Ｘ）．

因为ｅ－２Ｘ 不是Ｘ 的线性函数，所以上式不成立．
例４３　已知连续型随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
槡π

ｅ－ｘ２＋２ｘ－１，　－∞＜ｘ＜∞，

求Ｅ（Ｘ）与Ｄ（Ｘ）．
解　由于

ｆ（ｘ）＝ １

２槡π槡１
２

ｅｘｐ －
（ｘ－１）２

２×烅
烄

烆
烍
烌

烎
１
２

是 Ｎ（１，１
２

）的密度函数，因此

Ｅ（Ｘ）＝１，　　Ｄ（Ｘ）＝１
２．

分析　本题是１９８７年试题．解决本题的关键 是 要 善 于 识 别 常 用 分 布 的 密 度 函 数．不 然 的 话，直 接 计

算将会带来较大的工作量．本题中的ｆ（ｘ）也可以改成

φ（ｘ）＝ｋｅ－ｘ２＋２ｘ，　－∞＜ｘ＜∞．

最终结果不变．理由请参阅例２３的分析．
例４４　设 Ｘ 表示１０次独立重复射击命中目标的次数，每次射中目标的概率为０４，求Ｅ（Ｘ２）．
解　由题意得到 Ｘ～Ｂ（１０，０４），于是

　　　　　Ｅ（Ｘ）＝１０×０４＝４，

　　　　　Ｄ（Ｘ）＝１０×０４×（１－０．４）＝２．４．
由 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２

　　　　　推得Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝２．４＋４２＝１８．４
分析　本题是１９９５年试题，它考查了两个内容．一是由题意归结出随机变量 Ｘ 的分布，二是灵活应用

方差计算公式，如果直接求解，那么

Ｅ（Ｘ２）＝
１０

ｋ＝０
ｋ２ １０（ ）ｋ

０．４ｋ（１－０．４）１０－ｋ

的计算是较繁的．
例４５　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｝｜０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ｝内服从均匀分布，求随机变量Ｚ

＝２Ｘ＋１的方差Ｄ（Ｚ）．
解　由方差的性质得到

Ｄ（Ｚ）＝Ｄ（２Ｘ＋１）＝４Ｄ（Ｘ）．
在例３２中已经求得 Ｘ 的边缘密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ， ０＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．
于是，

—７４１—
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Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
ｘ×２ｘｄｘ＝２

３
，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
１

０
ｘ２×２ｘｄｘ＝１

２
，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝１
２－（ ）２

３

２

＝１
１８．

因此，Ｄ（Ｚ）＝４×１
１８＝２

９．

分析　尽管本题给出的是二维随机 变 量，但 在 求 Ｘ 的 数 学 期 望 与 方 差 时 可 以 从Ｘ 的 边 缘 密 度 函 数 出

发，而不必从 Ｘ 与Ｙ 的联合密度函数开始．一般情形下，采用边缘密度函数较方便．

例４６　已知 Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ（０，４２），ρ（Ｘ，Ｙ）＝－１
２．设随机变量Ｚ＝Ｘ

３＋Ｙ
２．

（１）求Ｅ（Ｚ）与 Ｄ（Ｚ）；
（２）求 Ｘ 与Ｚ 的相关系数ρ（Ｘ，Ｚ）．
解　（１）由数学期望与方差的性质得到

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ Ｘ
３＋Ｙ（ ）２ ＝１

３Ｅ（Ｘ）＋１
２Ｅ（Ｙ）＝１

３×１＋１
２×０＝１

３
，

Ｄ（Ｚ）＝Ｄ Ｘ
３＋Ｙ（ ）２ ＝Ｄ Ｘ（ ）３ ＋Ｄ Ｙ（ ）２ ＋２ｃｏｖ Ｘ

３
，Ｙ（ ）２

＝１
９Ｄ（Ｘ）＋１

４Ｄ（Ｙ）＋２×１
３×１

２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝１
９×３２＋１

４×４２＋１
３ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１＋４＋１
３× －（ ）１

２ ×３×４＝３．

（２）由于

ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ
３＋Ｙ

２
）＝１

３ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）＋１
２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝１
３Ｄ（Ｘ）＋１

２ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１
３×３２＋１

２×（－１
２

）×３×４＝０．

因此ρ（Ｘ，Ｚ）＝０．
分析　本 题 是 １９９４年 试 题．主 要 考 查 方 差、协 方 差 与 相 关 系 数 的 性 质．即 使 Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ

０，４（ ）２ ，ρ（Ｘ，Ｙ）＝０，但不能由此推出 Ｘ 与Ｙ 相互独立，因为（Ｘ，Ｚ）未必一定服从二维正态分布．这方面内

容的深入讨论超出了考试大纲与教学大纲的要求．当然，如果添上条件“已知（Ｘ，Ｙ）服从二维正态分布”，那

么由ρ（Ｘ，Ｙ）＝０，立刻推得 Ｘ 与Ｚ 相互独立，因为这时（Ｘ，Ｚ）必定服从二维正态分布．
例４７　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜∞．

（１）求Ｅ（Ｘ）与 Ｄ（Ｘ）；
（２）求 Ｘ 与｜Ｘ｜的协方差ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜），并问 Ｘ 与｜Ｘ｜是否不相关？

解　（１）广义积分∫
∞

－∞
ｘ·１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ绝对收敛，因此

Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘ·１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，
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Ｅ（Ｘ２）＝∫
∞

－∞
ｘ２·１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝∫
∞

０
ｘ２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝∫

∞

０
ｘ２ｅ－ｘｄｘ＝２．

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝２；

（２）应用协方差计算公式

ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝Ｅ（Ｘ·｜Ｘ｜）－Ｅ（Ｘ）·Ｅ（｜Ｘ｜），

由于随机变量 Ｘ 的函数ｇ（Ｘ）＝Ｘ·｜Ｘ｜的数学期望

Ｅ（Ｘ·｜Ｘ｜）＝∫
∞

－∞
ｘ·｜ｘ｜×１

２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，

因此

ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝０－０×Ｅ（｜Ｘ｜）＝０．

因此推得ρ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝０，即 Ｘ 与｜Ｘ｜不相关．
分析　在例３３中曾经说明了 Ｘ 与｜Ｘ｜不相互独立．在 本 题 计 算 积 分 时，多 次 用 到 奇（偶）函 数 在 对 称

区间上积分的性质．但要注意，现在是广义积分，遇到奇函 数 时 特 别 要 当 心．严 格 地 说，在（２）中 计 算∫
∞

－∞
ｘ

·｜ｘ｜×１
２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ时也应先说明它绝对收敛．

例４８　一零件的横截面是圆，对截面直径进行测量，设其直径服从区间［０，２］上的均匀分布，求截 面 面

积的数学期望与方差．
解　设截面直径为 Ｘ，Ｘ～Ｒ（０，２），即 Ｘ 的密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
１
２

， ０≤ｘ≤２；

０， 其　余
烅
烄

烆 ．

设横截面面积为Ｙ，Ｙ＝π
４Ｘ２．易见，

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ π
４Ｘ（ ）２ ＝∫

∞

－∞

π
４ｘ２ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

π
４ｘ２×１

２ｄｘ＝π
３．

另外， Ｅ（Ｙ２）＝Ｅ π２

１６Ｘ（ ）４ ＝∫
∞

－∞

π２

１６ｘ
４ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

π２

１６ｘ
４×１

２ｄｘ＝π２

５
，

因此 Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２＝π２

５－ π（ ）３

２

＝４
４５π

２．

分析　本题以应用题的形式出现，要求首先建立随 机 变 量 之 间 的 函 数 关 系．此 题 本 质 上 提 出 了 如 何 求

随机变量的函数Ｙ＝ｇ（Ｘ）的方差？

由上述求解过程可以看出，一般地，有

Ｄ［ｇ（Ｘ）］＝Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２＝Ｅ［ｇ２（Ｘ）］－（Ｅ［ｇ（Ｘ）］）２．

本题是１９８７年备用试题．

例４９　设 Ｘ 与Ｙ 是相互独立且均服从Ｎ ０，（ ）１
２

的随机变量，求（１）Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜），（２）Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）．

解　记Ｕ＝Ｘ－Ｙ．由所给条件，按正态分布的可加性定理，有

Ｕ～Ｎ ０－０，１
２＋（－１）２×（ ）１

２
，

即

Ｕ～Ｎ（０，１）．

于是

Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｅ（｜Ｕ｜）＝∫
∞

－∞
｜ｕ｜ １

２槡π
ｅ－ｕ２

２ｄｕ＝２∫
∞

０
ｕ １

２槡π
ｅ－ｕ２

２ｄｕ
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＝ ２槡π∫
∞

０
ｕｅ－ｕ２

２ｄｕ＝ ２槡π

Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜２）＝ＥＵ２＝Ｄ（Ｕ）＋（ＥＵ）２＝１，

因此

Ｄ（｜Ｘ－Ｙ｜）＝Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜２）－（Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜））２＝１－ ２槡（ ）π

２

＝１－２
π．

分析　本题（１）是１９９６年试题．本题（２）是１９９８年试题．本 题 所 用 的 技 巧 在 例３４中 已 经 有 所 体 现，关

键是引进一个中间随机变量Ｕ，一般它是独立正态随机变量的线性函数．如果 直 接 用 求Ｅ（ｇ（Ｘ，Ｙ））的 公 式

来求解本题，计算便会相当繁琐．
例４１０　设随机变量 Ｘ 的密度为

ｆ（ｘ）＝
１
２ｃｏｓ ｘ（ ）２

， ０≤ｘ≤π；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

对 Ｘ 独立地重复观察４次，用Ｙ 表示观察值大于 π
３

的次数，求Ｙ２ 的数学期望．

解　由于

Ｐ Ｘ＞π（ ）３ ＝∫
π

π
３

１
２ｃｏｓ ｘ（ ）２ ｄｘ＝１

２
，

因此

Ｙ～Ｂ ４，（ ）１
２

因此，ＥＹ＝４×１
２＝２，Ｄ（Ｙ）＝４×１

２× １－（ ）１
２ ＝１，于是

Ｅ（Ｙ２）＝Ｄ（Ｙ）＋（Ｅ（Ｙ））２＝１＋２２＝５．

分析　本题是２００２年试题．利用二项概率使其成为求常用分布的数学特征问 题．这 种 综 合 运 用 概 率 知

识的能力是考生必须具备的．
例４１１　设随机变量 Ｘ 服从参数为λ 的泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）分布，且已知Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝１，求λ．
解　由于 Ｘ 服从Ｐ（λ），因此

ＥＸ＝Ｄ（Ｘ）＝λ，Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋（ＥＸ）２＝λ＋λ２．

从而

Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝Ｅ［Ｘ２－３Ｘ＋２］＝ＥＸ２－３ＥＸ＋２＝λ＋λ２－３λ＋２＝１，

即 （λ－１）２＝λ２－２λ＋１＝０．

由此得

λ＝１．
分析　本题是１９９９年试题．解本题的关键是理解数字特征Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］是参数λ的函数，可记这

个函数为ｈ（λ）．由方程ｈ（λ）＝１解出λ．一般地，若随机变量 Ｘ 的密度函数（或分布律）为ｆ（ｘ；θ），其中，θ为

参数，那么，由条件Ｅｇ（Ｘ）＝０可建立方程

ｕ（θ）≡Ｅｇ（ｘ）＝０，
即 ｕ（θ）＝０．

解此方程可得到θ．
本题中ｇ（ｘ）＝（Ｘ－１）（Ｘ－２）－１，θ＝λ，ｕ（λ）＝λ２－２λ＋１，由ｕ（λ）＝０解出λ＝１．
例４１２　一商店经销某种商品，每周进货的数量 Ｘ 与顾客对该种商品的需求量Ｙ 是相互独立的随机变

量，且都服从区间［１０，２０］上的均匀分布．商店每售出一单位商品可得利润１０００元；若需求量超过了进货量，
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商店可从其他商店调剂供应，这时每单位商品获利润为５００元，试计算此商店经销该种商品每周所得到利润

的期望值．
解　记Ｚ 表示商店一周所得的利润（单位：元）．由题意

Ｚ＝
１０００Ｙ， Ｙ≤Ｘ

１０００Ｘ＋５００（Ｙ－Ｘ）， Ｙ＞｛ Ｘ

由于 Ｘ 与Ｙ 相互独立，所以（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１

１００
， １０≤ｘ≤２０且１０≤ｙ≤２０；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

由Ｚ 的表达式可知，Ｚ 是Ｘ，Ｙ 的函数，即Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）．从而，

ＥＺ＝Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝｛ｙ≤ｘ｝

ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＋｛ｙ＞ｘ｝

ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝｛ｙ≤ｘ｝

１０００ｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＋｛ｙ＞ｘ｝

（５００（ｙ－ｘ）＋１０００ｘ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
２０

１０
ｄｙ∫

２０

ｙ
１０００ｙ· １

１００ｄｘ＋∫
２０

１０
ｄｙ∫

ｙ

１０
５００（ｘ＋ｙ）１

１００ｄｘ

＝１０∫
２０

１０
ｙ（２０－ｙ）ｄｙ＋５∫

２０

１０

３
２ｙ２－１０ｙ－（ ）５０ ｄｙ

＝２００００
３ ＋５×１５００≈１４１６６．７（元）．

分析　本题是１９９８年试题．随机变量的数字特征在经济学和管理科学中有许 多 应 用．如 本 例 中 的 利 润

的期望值（也称为期望利润），投资学中的平均收益
獉獉獉獉

用收益的期望
獉獉獉獉獉

表示，投资的风险
獉獉

则用方差来 度 量
獉獉獉獉獉

等．本 例

中一周的利润是一个随机变量Ｚ，Ｚ 可用进货量Ｘ 和需求量Ｙ 表示，只是这种表示式是一个分段的函数，这

样求ＥＺ 就转化为对Ｘ，Ｙ 的函数ｇ（Ｘ，Ｙ）求 期 望．Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）的 计 算 公 式 为：若（Ｘ，Ｙ）为 二 维 连 续 型 随 机 变

量，（Ｘ，Ｙ）的联合密度为ｆ（ｘ，ｙ），则Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．若（Ｘ，Ｙ）为二维离散型 随 机

变量，Ｘ 与Ｙ 的联合分布律为

Ｐ（Ｘ＝ａｉ，Ｙ＝ｂｊ）＝ｐｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…．

则 Ｅｇ（Ｘ，Ｙ）＝
ｉ

ｊ
ｇ（ａｉ，ｂｊ）ｐｉｊ．

利用上述公式可容易算出协方差ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（ｘ）Ｅ（ｙ），事实上只需分别取ｇ（Ｘ，Ｙ）为 ＸＹ，Ｘ 和

Ｙ 即可．读者可做下面的习题来练习并熟悉计算方法：
设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的联合概率分布为

Ｙ

Ｘ
－１ ０ １

０ ０．０７ ０．１８ ０．１５

１ ０．０８ ０．３２ ０．２０

　　求ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）和ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ２）．（这是２００２年试题）答案：０，－０．０２．
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四、小　结

本章重点是求随机变量的数字特征
獉獉獉獉

．一般有两条途径：一是利用分布律（或密度函数）直接计算，二是利

用性质来计算．不论采用哪一种方法，熟记常用分布的数字特征是有益的．

—２５１—

第四章　随机变量的数字特征



第五章　大数定律和中心极限定理

大数定律和中心极限定理属于随机变量序列的极限性质，它们涉及的理论较深．

一、复习与考试要求

（１）了解切比雪夫不等式．
（２）了解切比雪夫大数定律和伯努利大数定律．
（３）了解独立同分布的中心极限定理和棣莫弗拉普拉斯中心极限定理。

二、基本概念与理论

１ 切比雪夫不等式

设 Ｘ 是随机变量，对任意一个ε＞０，有

Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε）≤Ｄ（Ｘ）
ε２ ． 或Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜＜ε）≥１－Ｄ（Ｘ）

ε（ ）２

切比雪夫不等式的直 观 意 义 是，不 论 Ｘ 服 从 何 种 分 布，Ｘ 取 值 于Ｅ（Ｘ）的ε的 邻 域 内 的 概 率 不 小 于 １－
Ｄ（Ｘ）
ε２ ．

２ 大数定律

（１）切比雪夫大数定律　设 Ｘ１，Ｘ２，…是一列两 两 不 相 关 的 随 机 变 量，Ｅ（Ｘｉ）＝μｉ，Ｄ（Ｘｉ）＝σ２
ｉ，且 存 在

常数ｃ，使得σ２
ｉ≤ｃ，ｉ＝１，２，…，那么，对任意一个ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
μｉ ＜（ ）ε ＝１．

（２）伯努利大数定律　设随机变量Ｙｎ～Ｂ（ｎ，ｐ），那么，对任意一个ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｙｎ

ｎ －ｐ ＜（ ）ε ＝１．

伯努利大数定律的直观意义是，在大量独立重复试验中可以用某个事件 Ａ 发生的频率来近似每次试验

中事件Ａ 发生的概率．
３ 中心极限定理

（１）独立同分布情形下的中 心 极 限 定 理　设 Ｘ１，Ｘ２，…是 一 列 独 立 同 分 布 的 随 机 变 量，Ｅ（Ｘｉ）＝μ，Ｄ
（Ｘｉ）＝σ２，ｉ＝１，２，…，那么，对任意一个实数ｘ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎμ

槡ｎσ
≤（ ）ｘ ＝Φ（ｘ）．

这个定理的直观意义是，当ｎ足 够 大 时，可 以 近 似 地 认 为
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（ｎμ，ｎσ２）．这 个 定 理 也 称 为 列 维林

德贝格（ＬｅｖｙＬｉｎｄｂｅｒｇ）中心极限定理．
（２）棣莫弗拉普拉斯中心极限定理　设随机变量Ｙｎ～Ｂ（ｎ，ｐ），那么，对任意一个实数ｘ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ
Ｙｎ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡 ）≤（ ）ｘ ＝Φ（ｘ）．

４ 二项概率的近似计算

（１）当ｎ足够大且ｐ 较小时，二项概率
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Ｐｎ（ｋ）＝（）ｎ
ｋ

ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ≈ｅ－λ·λｋ

ｋ！．

其中，λ＝ｎｐ．
（２）当ｎ足够大时，有


ｋ

ｉ＝０
Ｐｎ（ｉ）＝

ｋ

ｉ＝０

ｎ（）ｉ
ｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ≈Φ

ｋ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡（ ）） ．

５．依概率收敛性

设Ｙ１，Ｙ２，…是一个随机变量序列，ａ是一个常数．如果对任意一个ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｙｎ－ａ ≥（ ）ε ＝０，（或ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｙｎ－ａ ＜（ ）ε ＝１）．

那么称这个随机变量序列Ｙ１，Ｙ２，…依概率收敛于ａ，记作Ｙｎ →
Ｐ

ａ．

切比雪夫大数定律表明１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μｉ） →

Ｐ
０；伯努利大数定理表明

Ｙｎ

ｎ →
Ｐ

ｐ，这里Ｙｎ～Ｂ（ｎ，Ｐ）．

当 Ｘ１，Ｘ２，…是独立同分布随机变量时，有

珡Ｘ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ →

Ｐ
μ，

其中，μ＝Ｅ（Ｘｉ），ｉ＝１，２，…．

三、例题分析

例５１　设连续型随机变量 Ｘ 具有数学期望Ｅ（Ｘ）＝ａ和方差Ｄ（Ｘ）＝σ２．求证，对任意的正数ε，有

Ｐ（｜Ｘ－ａ｜＜ε）≥１－σ２

ε２ ．

证　设 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ）．由于在集合｛ｘ｜｜ｘ－ａ｜≥ε｝上
（ｘ－ａ）２

ε２ ≥１，因此

　Ｐ（｜Ｘ－ａ｜≥ε）＝∫｜ｘ－ａ｜≥ε
ｆ（ｘ）ｄｘ

≤∫｜ｘ－ａ｜≥ε

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ

≤∫｜ｘ－ａ｜≥ε

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫｜ｘ－ａ｜＜ε

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
∞

－∞

（ｘ－ａ）２

ε２ ｆ（ｘ）ｄｘ＝１
ε２∫

∞

－∞
（ｘ－ａ）２ｆ（ｘ）ｄｘ

＝１
ε２ ·Ｄ（Ｘ）＝σ２

ε２ ．

从而由求逆公式推得

Ｐ（｜Ｘ－ａ｜＜ε）＝１－Ｐ（｜Ｘ－ａ｜≥ε）≥１－σ２

ε２ ．

分析　本题要求证明切比雪夫不等式，必须写出证明过程．需要用到的技巧必须记住．本题是１９８８年

备用试题．
例５２　某人要测量甲、乙两地之间的距离，限于测量工具，他把总距离分成１２００段进行测量，每段测量

误差（单位：ｃｍ）相互独立，且都服从区间（－０．５，０．５）上的均匀分布．试求总距离测量误差的 绝 对 值 不 超 过

２０ｃｍ 的概率（已知Φ（２）＝０．９５）．
解　设第ｉ段测量误差为Ｘｉ，Ｘｉ～Ｒ（－０．５，０．５），
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Ｅ（Ｘｉ）＝０，　Ｄ（Ｘｉ）＝
１
１２

，

ｉ＝１，…，１２００． 由 独 立 同 分 布 情 形 下 的 中 心 极 限 定 理 推 得，可 以 近 似 地 认 为 
１２００

ｉ＝１
Ｘｉ ～

Ｎ １２００×０，１２００×１（ ）１２ ＝Ｎ（０，１００）．于是，所求概率为

　　Ｐ ｜
１２００

ｉ＝１
Ｘｉ｜≤（ ）２０ ＝Ｐ －２０≤

１２００

ｉ＝１
Ｘｉ≤（ ）２０ ＝Φ ２０－０（ ）１０ －Φ －２０－０（ ）１０

＝Φ（２）－Φ（－２）＝Φ（２）－［１－Φ（２）］＝２Φ（２）－１＝２×０．９５－１＝０．９０．

分析　本题的难点在于构造适当的随机变量．这里要避免犯一种错误：设每段测量误差为 Ｘ，总误差为

１２００Ｘ．这种错误在于假定每段测量误差全相等．这是不符合实际情况的，也与题目中的相互独立性违背．
例５３　设随机变量 Ｘ 具有数学期望Ｅ（Ｘ）＝μ与方差Ｄ（Ｘ）＝σ２．对任意一个正常数ｋ＞１，求证：

Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ｋσ）≤１
ｋ２．

证　在切比雪夫不等式中，令ε＝ｋσ便得

Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ｋσ）≤ σ２

ｋ２σ２＝
１
ｋ２．

分析　本题是切比雪夫不等式的简单应用．当ｋ≤１时，Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ｋσ）≤１
ｋ２ 总 是 成 立 的，因 为 １

ｋ２ ≥１．

这表明切比雪夫不等式只是给出了概率的上界，不能把它当作一个近似计算公式．
例５４　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是独 立 同 分 布 的 随 机 变 量．已 知Ｅ（Ｘｋ）＝αｋ，ｋ＝１，２，３，４．试 证，当ｎ 充 分 大

时，随机变量Ｚｎ＝
１
ｎ

·
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 近似地服从正态分布，并指出其分布参数．

证　记Ｙｉ＝Ｘ２
ｉ，ｉ＝１，…，ｎ．

Ｅ（Ｙｉ）＝Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝α２，

Ｄ（Ｙｉ）＝Ｅ（Ｙ２
ｉ）－［Ｄ（Ｙｉ）］２＝Ｅ（Ｘ４

ｉ）－α２
２＝α４－α２

２．

Ｙ１，…，Ｙｎ 是独立同分布的随机变量．由独立同分布情形下的中 心 极 限 定 理 推 得ｎＺ＝
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ＝
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ 近 似 地

服从正态分布Ｎ（ｎα２，ｎ（α４－α２
２）），从而Ｚ 近似地服从正态分布Ｎ（α２，

１
ｎ

（α４－α２
２））．

例５５　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的数学期望都是２，方差分别为１和４，而相关系数为０．５，试根据切比雪夫

不等式给出Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜≥６｝的上界．
解　记Ｕ＝Ｘ－Ｙ，则

ＥＵ＝ＥＸ－ＥＹ＝２－２＝０，

Ｄ（Ｕ）＝Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）－２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）－２ρ（Ｘ，Ｙ） Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１＋４－２×０． 槡５× １×４＝５－２＝３．

从而，由切比雪夫不等式并注意到Ｕ－ＥＵ＝Ｕ，

Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜≥６｝＝Ｐ｛｜Ｕ｜≥６｝≤Ｄ（Ｕ）
６２ ＝３

３６＝１
１２．

分析　本题是２００１年试题．解本题用的技巧仍是引入 中 间 随 机 变 量．本 题 中 引 入Ｕ＝Ｘ－Ｙ，然 后 对 随

机变量Ｕ 用切比雪夫不等式就得到所要的上界．
例５６　设总体Ｘ 服从参数为２的指数分布，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体Ｘ 的简单随机样本，则当ｎ→∞

时，Ｙｎ＝
１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 依概率收敛于 ．

解　本题是填空题．应填“１
２

”．
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分析　本题是２００３年试题．由于 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是独立且服从相同分布的随机变量序列，因此，Ｘ２
１，Ｘ２

２，

…，Ｘ２
ｎ 也是独立同分布的随机变量序列，从而由切比雪夫大数 定 律 知 １

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ →
Ｐ

ＥＸ２
１．由 题 设 Ｘ１～Ｅ（２），

因此

ＥＸ１＝
１
２

，Ｄ（Ｘ１）＝
１
４．

Ｅ（Ｘ２
１）＝Ｄ（Ｘ１）＋（ＥＸ１）２＝

１
４＋１

４＝１
２．

因而　１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 依概率收敛于１
２．

例５７　一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的．假设每箱平均重５０ｋｇ，标准差为５ｋｇ．若

用最大载重量为５ｔ的汽车承运，试利用中心极限定理说明 每 辆 车 最 多 可 以 装 多 少 箱，才 能 保 障 不 超 载 的 概

率大于０．９７７．（Φ（２）＝０．９７７，其中，Φ（ｘ）是标准正态分布函数．）

解　设最多装ｎ箱．Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为第ｉ箱的重量．由题意ＥＸｉ＝５０， Ｄ（Ｘｉ槡 ）＝５．ｉ＝１，２，…，ｎ．并

视 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立且服 从 相 同 的 分 布．货 物 的 总 重 量 为 Ｘ１＋…＋Ｘｎ，不 超 载 即 指“Ｘ１＋…Ｘｎ≤５
０００”．由题意，要求满足

Ｐ｛Ｘ１＋…＋Ｘｎ≤５０００）＞０．９７７．

由列维林德贝格中心极限定理

Ｐ｛Ｘ１＋…＋Ｘｎ≤５０００｝＝Ｐ
Ｘ１＋…＋Ｘｎ－ｎＸ５０

槡ｎ５
≤５０００－５０ｎ

５槡（ ）ｎ

≈Φ
１０００－１０ｎ

槡（ ）ｎ
＞０．９７７＝Φ（２），

由此得到

１０００－１０ｎ
槡ｎ

＞２．

即

１０ｎ＋２槡ｎ－１０００＜０，

记槡ｎ＝ｘ，解方式程１０ｘ２＋２ｘ－１０００＝０得两个根

ｘ１＝
－ 槡２＋２ １０００１

２×１０ ≈９．９，ｘ２＝
－ 槡２－２ １０００１

２×１０ ≈－１０．１．

而使１０ｘ２＋２ｘ－１０００＜０，ｘ满足－１０．１＜ｘ＜９．９．注意到ｘ＞０，因此，只需ｘ＝槡ｎ＜９．９．即ｎ＜９８．０１取ｎ＝
９８即可．即最多可以装９８箱．

分析　本题是２００１年试题．本题中没有指明各箱重量相互独立且服从相同分 布．遇 到 这 类 题 时 只 能 作

上述假设，否则无法用中心极限定理解题．中心极限定理的应用也是经常考的知识点．这些题涉及范围很广，
例如电力的分配，电话线的配制安排等．考生对此应加以熟悉．

四、小　结

本章的理论性较强．大数定律和中心极限定理的应用是要重点掌握的内容，对切比雪夫不等式也要有一

定的了解．这些年对这方面内容的要求有所提高，因此读者还须认真对待．
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第六章　数理统计的基本概念

本章内容既是由概率论向数理统计过渡的桥梁，也是今后讨论统计推断（估计与检验）的必要准备．

一、复习与考试要求

（１）理解总体、个体、简单随机样本和统计量的概念，掌握样本均值、样本方差及样本矩的计算．
（２）了解χ

２ 分布、ｔ分布和Ｆ 分布的定义及性质，了解分位数的概念并会查表计算．
（３）了解正态总体的某些常用统计量的分布．

二、基本概念与理论

１．总体与样本

研究对象的某个数值指标的全体称为总体；从总体中抽取若干个成员，称这些成员为 样 本，称 成 员 个 数

为样本大小（或样本容量）。
设总体 Ｘ 是具有未知的分布函数Ｆ（ｘ）（或未知的分布律，或未知的密度函数）的随机变量，一般有下列

两种情形：
（１）Ｘ 的分布类型已知，但含有若干个未知参数；
（２）Ｘ 的分布类型未知．
简单随机样本（以下简称样本）（Ｘ１，…，Ｘｎ）是一个ｎ维随机变量，它表示 Ｘ１，…，Ｘｎ 是独立同分布的随

机变量，且每一个 Ｘｉ 的分布都与总体Ｘ 的分布相同，ｉ＝１，…，ｎ．在抽样后，记样本观测值为（ｘ１，…，ｘｎ）．在

实际问题中，（ｘ１，…，ｘｎ）即是数据．
在区间估计与假设检验中，只讨论正态总体，即已知总体 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．正态总体有以下三种类型：
（１）μ未知，但σ２ 已知；
（２）σ２ 未知，但μ已知；
（３）μ与σ２ 均未知．
２．统计量

样本（Ｘ１，…，Ｘｎ）的函数称为统计量，要求它不直 接 包 含 总 体 分 布 中 任 何 未 知 参 数。在 抽 样 前，统 计 量

是一个随机变量；在抽样后，统计量的观测值是一个可以由数据算得的实数．

样本均值定义为 珡Ｘ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ；样本方差定义为Ｓ２＝ １

ｎ－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，称Ｓ＝ １

ｎ－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）槡 ２为样

本标准差．记Ｓ２
ｎ＝

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－Ｘ）２，Ｓｎ＝

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－Ｘ）槡 ２．这些都是常用统计量．

对任意一个正整数ｋ，称

Ａｋ＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ

ｋ

为样本的ｋ阶原点矩；称

Ｍｋ＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）ｋ

为样本的ｋ阶中心矩，这些都是统计量．
３．统计量的数字特征

设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是取自总体 Ｘ 的一个样本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２．那么，有

（１）Ｅ（珡Ｘ）＝μ，Ｄ（珡Ｘ）＝σ２

ｎ
；
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（２）Ｅ（Ｓ２）＝σ２，　Ｅ（Ｓ２
ｎ）＝

ｎ－１
ｎ σ２．

４．χ２ 分布、ｔ分布与Ｆ 分布

（１）设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是独立同分布的随机变量，且都服从 Ｎ（０，１），那么，χ
２＝

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 服从自由度为ｎ 的χ
２

分布χ
２（ｎ），且

Ｅ（χ
２）＝ｎ，　Ｄ（χ

２）＝２ｎ．

当χ
２
１～χ

２（ｍ），χ
２
２～χ

２（ｎ），且χ
２
１ 与χ

２
２ 相互独立时，有

χ
２
１＋χ

２
２～χ

２（ｍ＋ｎ）．

χ
２（ｎ）分布的ｐ分位数记作χ

２
ｐ（ｎ）．它表示：当χ

２～χ
２（ｎ）时，有

Ｐ（χ
２≤χ

２
ｐ（ｎ））＝ｐ．

χ
２
ｐ（ｎ）的值可以查表得到．

（２）设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ
２（ｎ），那么，Ｔ＝ Ｘ

Ｙ／槡 ｎ
服从自由度为ｎ 的ｔ分布

ｔ（ｎ）．

ｔ（ｎ）分布的ｐ分位数记作ｔｐ（ｎ）．它表示：当Ｔ～ｔ（ｎ）时，有

Ｐ（Ｔ≤ｔｐ（ｎ））＝ｐ．

ｔｐ（ｎ）的值可以查表得到，它满足关系式

ｔｐ（ｎ）＝－ｔ１－ｐ（ｎ）．

（３）设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ～χ
２（ｍ），Ｙ～χ

２（ｎ），那么，Ｆ＝Ｘ／ｍ
Ｙ／ｎ

服从自由度为（ｍ，ｎ）的Ｆ 分

布Ｆ（ｍ，ｎ）．
Ｆ（ｍ，ｎ）分布的ｐ分位数记作Ｆｐ（ｍ，ｎ）．它表示：当Ｆ～Ｆ（ｍ，ｎ）时，有

Ｐ（Ｆ≤Ｆｐ（ｍ，ｎ））＝ｐ．

Ｆｐ（ｍ，ｎ）的值可以查表得到，它满足关系式

Ｆｐ（ｍ，ｎ）＝ １
Ｆ１－ｐ（ｎ，ｍ）．

（４）Ｎ（０，１）分布的ｐ分位数记作ｕｐ．它表示：当 Ｘ～Ｎ（０，１）时，有

Ｐ（Ｘ≤ｕｐ）＝Φ（ｕｐ）＝ｐ，

即ｕｐ＝Φ－１（ｐ）．ｕｐ 的值可以查表得到，它满足关系式

ｕｐ＝－ｕ１－ｐ．
５．样本Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合分布

设总体 Ｘ 是一个连续型随机变量，密度函数为ｆ（ｘ）．样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合密度函数为

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ）．

设总体 Ｘ 是一个离散型随机变量，分布律为Ｐ（Ｘ＝ａｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…．样 本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的 联 合 分 布 律

为

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＝ｘｉ），　ｘｉ∈｛ａ１，ａ２，…｝．

６．正态总体下常用统计量的分布

定理　设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是取自正态总体 Ｎ（μ，σ２）的一个样本．那么，有

（１）珡Ｘ～Ｎ μ，σ
２（ ）ｎ

，槡ｎ
珡Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１）；
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（２）ｎＳ
２
ｎ

σ２ ＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ＝１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２～χ

２（ｎ－１）；

（３）１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２～χ

２（ｎ）；

（４）珡Ｘ 与Ｓ２（或Ｓ２
ｎ）相互独立；

（５）槡ｎ
珡Ｘ－μ
Ｓ ～ｔ（ｎ－１）．

定理　设（Ｘ１，…，Ｘｍ）是取自正态总体 Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，（Ｙ１，…，Ｙｎ）是取自正态总体 Ｎ（μ２，σ２

２）的

一个样本．那么，有

（１）
（珡Ｘ－珚Ｙ）－（μ１－μ２）

σ２
１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ

～Ｎ（０，１）；

（２）

ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ１）２／ｍσ２

１


ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－μ２）２／ｎσ２

２

～Ｆ（ｍ，ｎ）；

（３）Ｓ
２
１／σ２

１

Ｓ２
２／σ２

２
～Ｆ（ｍ－１，ｎ－１）；

（４）当σ２
１＝σ２

２ 时，有

（珡Ｘ－珚Ｙ）－（μ１－μ２）

Ｓｗ
１
ｍ＋１槡 ｎ

～ｔ（ｍ＋ｎ－２），

其中Ｓｗ＝ １
（ｍ＋ｎ－２） 

ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２＋

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－珚Ｙ）［ ］槡 ２ ；（３）成为

Ｓ２
１

Ｓ２
２
～Ｆ（ｍ－１，ｎ－１）．

其中Ｓ２
１＝

１
ｍ－１

ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，Ｓ２

２＝
１

ｎ－１
ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－珚Ｙ）２，珡Ｘ＝１

ｍ
ｍ

ｉ＝１
Ｘｉ，珚Ｙ＝１

ｎ
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ．

三、例题分析

例６１　已知数据ｘ１，…，ｘｎ 满足
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝ａ，

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝ｂ．试求珚ｘ，ｓ２，ｓ２
ｎ．

解　由所给条件得到珚ｘ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝

ａ
ｎ

；另外，由


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珚ｘ２＝ｂ－ａ２

ｎ

推得ｓ２
ｎ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝１

ｎ２（ｎｂ－ａ２），ｓ２＝ １
ｎ－１

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝ １

ｎ（ｎ－１）（ｎｂ－ａ２）．

分析　本题的意义在于：可以利用中间数据算得常用统计量的观测值．这些公式在数据计算题中常常很

有用。

例６２　设 Ｘ１，…，Ｘ８ 是取自正态总体 Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中μ＝１，σ２ 未知．在ｍａｘ
１≤ｉ≤８

Ｘｉ，
１
８

８

ｉ＝１
（Ｘｉ－

μ）２，ｋ珡Ｘ＋ｂ（ｋ，ｂ为已知常数），１
σ２ 

８

ｉ＝１
（Ｘｉ－１）２ 中，哪个不是统计量？

解　１
σ２ 

８

ｉ＝１
（Ｘｉ－１）２ 不是统计量，因为它包含未知参数σ２．
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例６３　设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（０，σ２）的一个样本．试求样本二阶原点矩Ａ２＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 的数学

期望与方差．
解　由数学期望与方差的性质推得

Ｅ（Ａ２）＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２

ｉ）＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２）＝Ｅ（Ｘ２），

Ｄ（Ａ２）＝
１
ｎ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘ２

ｉ）＝
１
ｎ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘ２）＝１

ｎＤ（Ｘ２）．

因为 Ｘ～Ｎ（０，σ２），Ｘ
σ ～Ｎ（０，１），所以Ｘ２

σ２ ～χ
２（１）．由此推得

Ｅ Ｘ２

σ（ ）２ ＝１，　Ｄ Ｘ２

σ（ ）２ ＝２，

即

Ｅ（Ｘ２）＝σ２，　Ｄ（Ｘ２）＝２σ４．

从而

Ｅ（Ａ２）＝σ２，　Ｄ（Ａ２）＝
２σ４

ｎ ．

分析　一般要求Ａ２ 的方差涉及四阶矩．但是，在正态分布情形下，可以利用χ
２ 分布的方差来回避四阶

矩的计算．
例６４　设Ｘ１，…，Ｘ６ 是取自正态总体 Ｎ（１，σ２）的一个样本．已知Ｐ（珡Ｘ＞１，Ｓ＜ｃσ）＝ｐ．试用分位数表示

常数ｃ，其中０＜ｐ＜０．５．
解　由 珡Ｘ 与Ｓ 的相互独立性推得

ｐ＝Ｐ（珡Ｘ＞１，　Ｓ＜ｃσ）＝Ｐ（珡Ｘ＞１）Ｐ（Ｓ＜ｃσ）．

由 珡Ｘ～Ｎ １，σ
２（ ）６

知道

Ｐ（珡Ｘ＞１）＝１－Ｐ（珡Ｘ≤１）＝１－Φ
１－１
σ／槡（ ）６

＝１－Φ（０）＝１－１
２＝１

２
，

从而，Ｐ（Ｓ＜ｃσ）＝２ｐ．另一方面，由５Ｓ２

σ２ ～χ
２（５）推得

Ｐ（Ｓ＜ｃσ）＝Ｐ（Ｓ２＜ｃ２σ２）＝Ｐ（５Ｓ２＜５ｃ２σ２）＝Ｐ ５Ｓ２

σ２ ＜５ｃ（ ）２ ＝２ｐ，

因此，５ｃ２＝χ
２
２ｐ（５），即ｃ＝ １

５χ
２
２ｐ（５槡 ）．

分析　本题的关键是利用 珡Ｘ 与Ｓ２的相互独立性．
例６５　设随机变量Ｔ～ｔ（ｎ）．试证Ｔ２～Ｆ（１，ｎ）．

证　由Ｔ 分布的定义知道，Ｔ＝ Ｘ
Ｙ／槡 ｎ

，其中，Ｘ 与Ｙ 相互独立，且 Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ
２（ｎ），现在

Ｔ２＝Ｘ２

Ｙ／ｎ＝Ｘ２／１
Ｙ／ｎ

，

其中，Ｘ２ 与Ｙ 相互独立，Ｙ～χ
２（ｎ），由χ

２ 分布的定义推得Ｘ２～χ
２（１），于是，由Ｆ分布的定义得到Ｔ２～Ｆ（１，ｎ）．

分析　服从 Ｎ（０，１）的随机变量的平方服从χ
２（１）分布．这相当于χ

２ 分布定义中取ｎ＝１．这一事实我们

在例６３中已经使用过一次了．
例６６　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是 取 自 正 态 总 体 Ｎ（０，σ２）的 一 个 样 本，试 问，当ｃ 取 何 值 时，随 机 变 量Ｙ＝ｃ
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· 
ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ

２ 服从χ
２ 分布？指出这个χ

２ 分布的自由度．

解　由正态分布的可加性定理知道，
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（０，ｎσ２），即 １

ｎσ槡 ２

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ（０，１），于是，有

１
ｎσ槡 ２


ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ

２

＝ １
ｎσ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ

２～χ
２（１），

这表明ｃ＝ １
ｎσ２，且自由度为１．

例６７　（选择题）设随机变量 Ｘ～ｔ（ｎ）（ｎ＞１），Ｙ＝１
ｘ２，则 （　）

（Ａ）Ｙ～χ
２（ｎ）；　　　　　（Ｂ）Ｙ～χ

２（ｎ－１）；
（Ｃ）Ｙ～Ｆ（ｎ，１）； （Ｄ）Ｙ～Ｆ（１，ｎ）．
解　应选（Ｃ）．
分析　本题是２００３年试题．解本题的关键是要对χ

２ 分布、ｔ分布和Ｆ 分布的定义十 分 熟 悉．由 于 Ｘ～ｔ

（ｎ），因此 Ｘ＝ Ｕ
Ｖ／槡 ｎ

，其中，Ｕ，Ｖ 相互独立且Ｕ～Ｎ（０，１），Ｖ～χ
２（ｎ）．从而Ｙ＝ １

Ｘ２＝
Ｖ／ｎ
Ｕ２ ，而由于Ｕ，Ｖ 独立，

且Ｕ２～χ
２（１），由Ｆ 分布的定义得到Ｙ～Ｆ（ｎ，１）．

例６８　设 Ｘ１，Ｘ２，…；Ｘ９ 是来自正态总体 Ｘ 的简单随机样本，

Ｙ１＝
１
６

（Ｘ１＋…＋Ｘ６），Ｙ２＝
１
３

（Ｘ７＋Ｘ８＋Ｘ９），

Ｓ２＝１
２

９

ｉ＝７
（Ｘｉ－Ｙ２）２，Ｚ＝槡２（Ｙ１－Ｙ２）

Ｓ ．

证明统计量Ｚ 服从自由度为２的ｔ分布．
证　设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），由于

Ｙ１－Ｙ２＝
１
６Ｘ１＋…＋１

６Ｘ６－
１
３Ｘ７－

１
３Ｘ８－

１
３Ｘ９

即Ｙ１－Ｙ２ 是 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ９ 的线性组合，因此Ｙ１－Ｙ２ 服从正态分布．又因为Ｙ１ 与Ｙ２ 相互独立，所以

Ｅ（Ｙ１－Ｙ２）＝ＥＹ１－ＥＹ２＝μ－μ＝０，

Ｄ（Ｙ１－Ｙ２）＝Ｄ（Ｙ１）＋Ｄ（Ｙ２）＝
１
６σ２＋１

３σ２＝１
２σ２．

从而

槡２（Ｙ１－Ｙ２）
σ ～Ｎ（０，１）．

由Ｓ２ 的定义可知：Ｓ２ 是由 Ｘ７，Ｘ８，Ｘ９ 建立的样本方差．由正态总体的定理可知：２Ｓ
２

σ２ ～χ
２（２）且Ｓ２ 与Ｙ２ 相

互独立．再由Ｙ１ 是 Ｘ１，…，Ｘ６ 的函数，Ｓ２ 是 Ｘ７，Ｘ８，Ｘ９ 的函数，所以有Ｓ２ 与Ｙ１ 相互独立．从而，Ｓ２ 与Ｙ１－
Ｙ２ 相互独立．由ｔ分布的定义

Ｚ＝

槡２（Ｙ１－Ｙ２）
σ
２Ｓ２

σ槡２

２

～ｔ（２）．

分析　本题是１９９９年试题．解本题的关键是要对正态总体下常用统计量的分 布 十 分 熟 悉，并 能 灵 活 运

用．
例６９　（选择题）设随机变量 Ｘ 和Ｙ 都服从标准正态分布，则（　）
（Ａ）Ｘ＋Ｙ 服从正态分布；　　　　　　　（Ｂ）Ｘ２＋Ｙ２ 服从χ

２ 分布；
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（Ｃ）Ｘ２ 和Ｙ２ 都服从χ
２ 分布； （Ｄ）Ｘ２／Ｙ２ 服从Ｆ 分布．

解　应选（Ｃ）．
分析　本题是２００２年试题．由题意，Ｘ２～χ

２（１），Ｙ２～χ
２（１）．由 于 Ｘ，Ｙ 并 不 一 定 相 互 独 立，因 此（Ａ），

（Ｂ），（Ｄ）均不一定成立，例如取Ｙ＝－Ｘ，那么，Ｘ＋Ｙ＝０，Ｘ２＋Ｙ２＝２Ｘ２，Ｘ２／Ｙ２＝１，此时（Ａ），（Ｂ）和（Ｄ）均不

成立．
例６１０　设 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 是来自正态总体 Ｎ（０，２２）的简单样本，Ｘ＝ａ（Ｘ１－２Ｘ２）２＋ｂ（３Ｘ３－４Ｘ４）２，

则当ａ，ｂ取何值时Ｘ 服从χ
２ 分布？并指出其自由度．

解　由于 Ｘ１－２Ｘ２，３Ｘ３－４Ｘ４ 均服从正态分布，且

Ｅ（Ｘ１－２Ｘ２）＝０，Ｄ（Ｘ１－２Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋４Ｄ（Ｘ２）＝５×２２＝２０．

Ｅ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝０，Ｄ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝９Ｄ（Ｘ３）＋１６Ｄ（Ｘ４）＝２５×２２＝１００．

由此得

Ｘ１－２Ｘ２

槡２０
～Ｎ（０，１），３Ｘ３－４Ｘ４

１０ ～Ｎ（０，１）

由 Ｘ１－２Ｘ２ 与３Ｘ３－４Ｘ４ 相互独立，所以，由χ
２ 分布定义

（Ｘ１－２Ｘ２）２

２０ ＋
（３Ｘ３－４Ｘ４）２

１００ ～χ
２（２）．

从而，当ａ＝１
２０

，ｂ＝ １
１００

时 Ｘ～χ
２（２）．

分析　本题是１９９８年试题．本题的解法与例６６是一样的．
例６１１　从正态总体 Ｎ（３．４，６２）中抽取容量为ｎ的样本，如果要求其样本均值位于区间（１．４，５．４）内的

概率不小于０．９５，问样本容量ｎ至少应取多大？

解　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总体Ｎ（３．４，６２）的样本，样本均值为 珡Ｘ．由于槡ｎ（珡Ｘ－３．４）
６ ～Ｎ（０，１），因此

Ｐ（１．４＜珡Ｘ＜５．４）＝Ｐ －２槡ｎ
６ ＜槡ｎ

（珡Ｘ－３．４）
６ ＜２槡ｎ（ ）６

＝Φ ２槡ｎ（ ）６
－Φ －２槡ｎ（ ）６

＝２Φ ２槡ｎ（ ）６
－１．

由题意

２Φ ２槡ｎ（ ）６
－１≥０．９５，

即

Φ ２槡ｎ（ ）６
≥０．９７５．

由于Φ（１．９６）＝０．９７５，所以

２槡ｎ
６ ≥１．９６．

解得　ｎ≥３４．５７，所以，ｎ至少应取３５．
分析　本题是１９９８年试题．本题中样本容量ｎ为正整数，因此，最后 答 案 应 取 满 足 条 件ｎ≥３４．５７的 最

小整数，即取ｎ为３５．

四、小　结

在本章中，数理统计的名 词 仅 仅 是 表 象，实 质 仍 是 概 率 论 中 随 机 变 量 的 分 布 与 数 字 特 征．“设 Ｘ１，Ｘ２，
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…，Ｘｎ 是取自某个总体的一个样本”蕴含了“Ｘ１，…，Ｘｎ 是独立同（总体）分布的随机变量”，由此推得Ｅ（Ｘｉ）

＝Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘｉ）＝Ｄ（Ｘ），ｉ＝１，２，…，ｎ．对正态总体下常用统计量的分布的有关结论在以后的内容中常会出

现，读者应熟练掌握这些结论．
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第七章　参数估计

参数估计就是利用样本来估计总体分布中的未知参数．参数估计有两种形式：点估计（用 某 个 实 数 作 估

计）与区间估计（用某个区间作估计）．

一、复习与考试要求

（１）理解点估计的概念．
（２）掌握矩估计法（一阶、二阶）和极大似然估计法．
（３）了解估计量的评选标准（无偏性、有效性和一致性）．
（４）理解区间估计的概念．
（５）会求单个正态总体的均值和方差的置信区间．
（６）会求两个正态总体的均值差和方差比的置信区间．

二、基本概念与理论

１．点估计的统计意义

假定要利用样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 来估计总体分布中的未知参数θ．要求θ的点估计为^θ，即是构造一个统计量

ｈ（Ｘ１，…，Ｘｎ）＝θ
＾，称θ

＾
为θ的估计量．在抽样后，称θ

＾
为θ的估计值．两者都可以简称为θ的估计．

设θ
＾

是θ的估计量，那么ｇ（θ）^便是ｇ（θ）的估计量．

２．矩估计法与极大似然估计法

（１）矩估计量　设总体 Ｘ 的ｋ 阶原点矩Ｅ（Ｘｋ）＝αｋ，ｋ＝１，２，…．如果未知参数θ＝φ（α１，…，αｍ），那么θ

的矩估计量θ
＾＝φ（Ａ１，…，Ａｍ），其中Ａｋ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘｋ

ｉ 是样本的ｋ 阶原点矩．只要掌握 ｍ＝１，２的情形．

定理　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２，其中，μ与σ２ 均 未 知，那 么，珡Ｘ 是

μ 的矩估计量，Ｓ２
ｎ 是σ２ 的矩估计量，Ｓｎ 是σ的矩估计量．

（２）极大似然估计量　设样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合密度函数（或联合分布律）为ｆ （ｘ１，…，ｘｎ；θ１，…，θｋ），

其中θ１，…，θｋ 是总体分布的ｋ 个未知参数．记

Ｌ（θ１，…，θｋ）＝ｆ（ｘ１，…，ｘｎ；θ１，…，θｋ），

并称它为似然函数．（θ１，…，θｋ）的极大似然估计量（θ
＾

１，…，θ
＾

ｋ）满足

Ｌ（θ
＾

１，…，θ
＾

ｋ）＝ ｍａｘ
（θ１

，…，θｋ
）
Ｌ（θ１，…，θｋ）．

只要掌握ｋ＝１，２的情形．
求极大似然估计量的常用方法是求解似然方程组


θ１

ｌｎＬ（θ１，…，θｋ）＝０

　…


θｋ

ｌｎＬ（θ１，…，θｋ）＝０

烅

烄

烆 ．

上述方程组的解是样本（ｘ１，…，ｘｎ）的函数，即得θ１，…，θｋ 的极大似然估计量．

３．估计量的评选标准

（１）无偏性　θ
＾

是θ的无偏估计量的充分必要条件为
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Ｅ（θ）^＝θ．
定理　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２．那么，珡Ｘ 是μ 的无偏估计量，Ｓ２是

σ２ 的无偏估计量；一般地Ｓ２
ｎ 不是σ２ 的无偏估计量，Ｓｎ 与Ｓ 不是σ 的无偏估计量．

（２）有效性　如果θ^ 与θ
＾

都是θ的无偏估计量，且

Ｄ（θ^）＜Ｄ（θ）^，

那么称θ^ 比θ
＾

有效．

（３）一致性（相合性）　如果θ
＾

是θ的估计量，且

θ
＾

→
Ｐ

θ，　ｎ→∞，

那么称θ
＾

是θ的一致（或相合）估计量．
定理　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的 一 个 样 本，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２．那 么，珡Ｘ 是μ 的 一 致 估 计 量；Ｓ２

与Ｓ２
ｎ 都是σ２ 的一致估计量；Ｓ与Ｓｎ 都是σ的一致估计量．

定理　设θ
＾

是θ的无偏估计量．那么，当 Ｄ（θ）^→０时，θ
＾

是θ的一致估计量．

４．区间估计的统计意义

假定要利用样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 来估计总体分布中的未知参数θ．要求θ的区间估计为［θ－
，θ
－］，即是构造两

个统计量ｈ１（Ｘ１，…，Ｘｎ）＝θ－
，ｈ２（Ｘ１，…，Ｘｎ）＝θ

－．

置信区间是区间估计的一种常用形式．置信水平（或置信度）１－α下的置信区间［θ－
，θ
－］必定满足

Ｐ（θ－≤θ≤θ
－）≥１－α

其中，θ－
称为置信下限，θ

－
称为置信上限．

在置信水平１－α下求未知参数θ的置信区间的一般步骤如下：

（１）求出未知参数θ的一个较优的点估计θ
＾．我们建议尽可能使用θ的极大似然估计；

（２）以θ
＾

为基础，构造一个随机变量

Ｊ＝Ｊ（Ｘ１，…，Ｘｎ；θ），

它必须包含，也只能包含所要估计的未知参数θ．要求Ｊ的分位数能通过查表或计算得到具体数值；

（３）设Ｊ的α
２

分位数为ａ，１－α
２

分位数为ｂ，即

Ｐ（ａ≤Ｊ≤ｂ）＝１－α；

（４）把不等式“ａ≤Ｊ≤ｂ”作等价变形，使它成为“θ－≤θ≤θ
－”，这个［θ－

，θ
－］便为所求的置信区间．

如果在置信水平１－α下θ的置信区间为［θ－
，θ
－］，那么，当ｇ（θ）是θ的单调增加函数时，［ｇ（θ－

），ｇ（θ
－）］

便是在置信水平１－α下ｇ（θ）的置信区间．
５．单个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本；取置信水平为１－α．
（１）当σ２ 已知时，μ的置信区间的置信上、下限分别是

珡Ｘ±ｕ１－α
２

σ
槡ｎ

．

（２）当μ已知时，σ２ 的置信区间是
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ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ
２
１－α

２
（ｎ）

，　

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ
２
α
２
（ｎ［ ］）

．

（３）当μ与σ２ 均未知时，μ的置信区间的置信上、下限分别是

珡Ｘ±ｔ１－α
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
；

σ２ 的置信区间是


ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

χ
２
１－α

２
（ｎ－１）

，　

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２

χ
２
α
２
（ｎ－１［ ］）

．

６．两个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｍ 是取自正态总体Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，Ｙ１，…，Ｙｎ 是取自正态总体Ｎ（μ２，σ２

２）的一个样本；

取置信水平为１－α．
（１）当σ２

１，σ２
２ 已知时，μ１－μ２ 的置信区间的置信上、下限分别是

（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｕ１－α
２

σ２
１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ
；

（２）当σ１，σ２ 未知，但σ２
１＝σ２

２ 时，μ１－μ２ 的置信上、下限分别是

（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｔ１－α
２
（ｍ＋ｎ－２）Ｓｗ

１
ｍ＋１槡 ｎ

；

（３）当μ１，μ２ 已知时，σ
２
１

σ２
２

的置信区间是

ｎ
ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ１）２／ｍ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－μ２）２

Ｆ１－α
２
（ｍ，ｎ） ，

ｎ
ｍ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ１）２／ｍ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－μ２）２

Ｆα
２
（ｍ，ｎ［ ］）

；

（４）当μ１，μ２ 均未知时，σ
２
１

σ２
２

的置信区间是

Ｓ２
１／Ｓ２

２

Ｆ１－α
２
（ｍ－１，ｎ－１），　

Ｓ２
１／Ｓ２

２

Ｆα
２
（ｍ－１，ｎ－１［ ］） ．

三、例题分析

例７１　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一 个 样 本．在 正 态 总 体 的 三 种 类 型 下，分 别 求 出 未 知

参数μ，σ２ 的矩估计量与极大似然估计量，并讨论它们的无偏性．
解　由前述定理知道，在正态总体的三种类型下，μ的矩估计量都是珡Ｘ，且是无偏估计量；当μ未知时，σ２

的矩估计量是Ｓ２
ｎ，且不是无偏估计量．

样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的联合密度函数

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Π
ｎ

ｉ＝１

１
２槡πσ

ｅｘｐ －
（ｘｉ－μ）２

２σ｛ ｝［ ］２ ＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ．

当μ未知但σ２ 已知时，似然函数

Ｌ（μ）＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ，

ｌｎＬ（μ）＝－ｎ
２ｌｎ（２πσ２）－ １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．

由似然方程 ｄ
ｄμ

ｌｎＬ（μ）＝０解出μ＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝珚ｘ．因此，μ的极大似然估计量μ^＝珡Ｘ，且是μ的无偏估计量．当σ２

—６６１—

第七章　参数估计



未知但μ已知时，似然函数

Ｌ（σ２）＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ，

ｌｎＬ（σ２）＝－ｎ
２ｌｎ（２π）－ｎ

２ｌｎ（σ２）－ １
２σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．

由似然方程 ｄ
ｄσ２ｌｎＬ（σ２）＝０解出σ２＝１

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．因此，σ２ 的极大似然估计量

σ^２＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２．

由于

Ｅ（^σ２）＝Ｅ １
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）（ ）２ ＝１

ｎ 
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ－μ）２

＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
σ２＝１

ｎ
·ｎσ２＝σ２，

因此，^σ２＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ

２）是σ２ 的无偏估计量．当μ与σ２ 均未知时，似然函数

Ｌ（μ，σ２）＝（２πσ２）－ｎ
２ｅｘｐ － １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）｛ ｝２ ，

ｌｎＬ（μ，σ２）＝－ｎ
２ｌｎ（２πσ２）－ １

２σ２ 
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２．

由似然方程组


μ

ｌｎＬ（μ，σ２）＝１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）＝０


σ２ｌｎＬ（μ，σ２）＝－ ｎ

２σ２＋

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２

２σ４ ＝

烅

烄

烆 ０

解出μ＝珚ｘ，σ２＝１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２．因此，μ的极大似然估计量μ^＝珡Ｘ，且是μ的无偏估计量；σ２ 的极大 似 然 估 计

量σ^２＝Ｓ２
ｎ，且不是σ２ 的无偏估计量．

分析　本题的结论要熟记，它们是讨论置信区间与假设检验的基础．另外，三种不同类 型 下 的 似 然 函 数

的本质区别在于自变量的不同，应当加以注意．
例７２　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｂ（１，ｐ），其 中ｐ 未 知．试 求ｐ 的 矩 估 计 量 与 极 大

似然估计量，并讨论它们的无偏性．
解　由于Ｅ（Ｘ）＝ｐ，因此ｐ的矩估计量是珡Ｘ，且是ｐ的无偏估计量．
总体 Ｘ～Ｂ（１，ｐ），它的分布律可以表达成

Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝ｐｘ（１－ｐ）１－ｘ，　ｘ＝０，１．

似然函数

Ｌ（ｐ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＝ｘｉ）＝Π

ｎ

ｉ＝１
ｐｘｉ（１－ｐ）１－ｘ［ ］ｉ ＝ｐ

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（１－ｐ）ｎ－ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

ｌｎＬ（ｐ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ｌｎｐ＋ ｎ－

ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ｌｎ（１－ｐ）．

由似然方程 ｄ
ｄｐｌｎＬ

（ｐ）＝０解出ｐ＝珚ｘ．因此，ｐ的极大似然估计量仍是珡Ｘ，且是ｐ的无偏估计量．

分析　本题以解析形式写出Ｂ（１，ｐ）的分布律，这是求极大似然估计量的关键．
例７３　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
（θ＋１）ｘθ， ０＜ｘ＜１；

０， 其余｛ ．
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其中θ未知．试求θ的矩估计量与极大似然估计量．
解　由于

Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
ｘ·（θ＋１）ｘθｄｘ＝θ＋１

θ＋２．

因此，从方程

珡Ｘ＝θ
＾＋１

θ
＾＋２

解得θ的矩估计量θ
＾＝２珡Ｘ－１

１－珡Ｘ ．

０＜ｘｉ＜１，ｉ＝１，…，ｎ时，似然函数

Ｌ（θ）＝Π
ｎ

ｉ＝１
［（θ＋１）ｘｉ

θ］＝（θ＋１）ｎ Π
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ

θ，

ｌｎＬ（θ）＝ｎｌｎ（θ＋１）＋θ
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ，

ｄ
ｄθｌｎＬ

（θ）＝ ｎ
θ＋１＋

ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ．

由似然方程 ｄ
ｄθｌｎＬ

（θ）＝０解出θ＝－１－ ｎ


ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ

．因此，θ的极大似然估计量是θ
＾＝－１－ ｎ


ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸｉ

．

分析　本题是１９９７年试题．由于这是第一次出现数理统计试题，因此考查的要求较低，没有涉及无偏性

之类的概念．
例７４　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｐ（λ），其中λ未知．试证：

（１）当常数ｃ１，…，ｃｎ 满足
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＝１时，

ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ 是λ 的无偏估计量；

（２）在λ的所有形如
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ 的无偏估计量中，珡Ｘ 的方差最小（即 珡Ｘ 最有效），并求出最小值 Ｄ（珡Ｘ）．

证　（１）由于
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＝１，Ｅ（Ｘ）＝λ，因此

Ｅ（
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｃｉＥ（Ｘｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｃｉλ＝λ，

即
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸｉ 是λ 的无偏估计量；

（２）由于 Ｄ（Ｘ）＝λ，因此

Ｄ 
ｎ

ｉ＝１
ｃｉＸ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
ｃ２
ｉＤ（Ｘｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
ｃ２
ｉλ．

用高等数学中的拉格朗日乘数法可以得到：在约束条件
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＝１下，ｎ元函数

ｆ（ｃ１，…，ｃｎ）＝
ｎ

ｉ＝１
ｃ２
ｉ

在ｃ１＝…＝ｃｎ＝
１
ｎ

时达到最小值．这表明 珡Ｘ＝１
ｎＸ１＋…＋１

ｎＸｎ 的方差最小，且 Ｄ（珡Ｘ）＝λ
ｎ ．

分析　比较无偏估计量的有效性等价于找出方差最小．有时候，这类问题与高等数学中求最小值可以联

系起来．
例７５　设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的一个样本，Ｘ～Ｒ（０，θ），其中θ未知，θ＞０．试求θ的矩估计量与极

大似然估计量，并讨论它们的无偏性与一致性．
解　由于

Ｅ（Ｘ）＝∫
θ

０
ｘ·１

θｄｘ＝θ
２．
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因此，从方程

珡Ｘ＝θ
＾

２

解得θ的矩估计量θ
＾＝２珡Ｘ．由Ｅ（θ）^＝２Ｅ（珡Ｘ）＝２×θ

２＝θ知道，θ
＾

是θ的无偏估计量．由

Ｄ（θ）^＝４Ｄ（珡Ｘ）＝４１
ｎＤ（Ｘ）＝４

ｎ
·（θ－０）２

１２ ＝θ
２

３ｎ→０

知道，θ
＾

是θ的一致估计量。

似然函数

Ｌ（θ）＝
θ－ｎ， ０≤ｘ１≤…≤ｘｎ≤θ；

０， 其余｛ ．

一方面θ越小，Ｌ（θ）越大；另一方面，θ不能太小，它要满足θ≥ｘｉ，ｉ＝１，…，ｎ．因此，当θ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｉ 时，Ｌ（θ）达最

大值，即θ的极大似然估计量是θ
＾ ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ｘｉ．

当０＜ｘ＜θ时，总体 Ｘ 的分布函数ｆ （ｘ）＝ｘ
θ ．由第三章给出的随机变量函数的分布知道，θ^ ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
Ｘｉ

的分布函数

Ｆ
θ^


（ｕ）＝

０， ｕ＜０；

ｕｎ

θｎ ， ０≤ｕ＜θ；

１， ｕ≥θ

烅
烄

烆 ．

于是，θ^ 的密度函数

ｆ
θ^


（ｕ）＝

ｎｕｎ－１

θｎ ， ０＜ｕ＜θ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

由此算得

Ｅ（θ^）＝∫
∞

－∞
ｕｆ

θ^


（ｕ）ｄｕ＝∫
θ

０
ｕ·ｎｕｎ－１

θｎ ｄｕ＝∫
θ

０

ｎ
θｎ

·ｕｎｄｕ＝ ｎ
ｎ＋１θ≠θ，

这表明θ的极大似然估计θ^ 不是θ的无偏估计量．另外，

Ｄ（θ^）＝Ｅ（θ^２）－［Ｅ（θ^）］２＝∫
θ

０
ｕ２ｎｕｎ－１

θｎ ｄｕ－ ｎ
ｎ＋１（ ）θ

２

＝ ｎ
ｎ＋２θ２－ ｎ２

（ｎ＋１）２θ
２＝ ｎ

（ｎ＋１）２（ｎ＋２）θ
２．

现在来证明θ^ 是θ的一致估计量，即证明θ^ →
Ｐ

θ．由Ｅ（θ^）＝ ｎ
ｎ＋１θ

知道，ｎ＋１
ｎ θ^ 是θ的无偏估计量，

且

Ｄ ｎ＋１
ｎ θ

＾（ ） ＝
（ｎ＋１）２

ｎ２ Ｄ（θ^）＝
（ｎ＋１）２

ｎ２ · ｎθ２

（ｎ＋１）２（ｎ＋２）＝
θ２

ｎ（ｎ＋２）→０，

这表明ｎ＋１
ｎ θ^ →

Ｐ
θ．由ｎ＋１

ｎ →１推得θ^ →
Ｐ

θ．

分析　本题中极大似然估计量的部分有一定的难度，其方法也有一定的特殊性．读者 若 感 困 难 较 大，不

必纠缠于此．
例７６　从正态总体 Ｎ（μ，σ２）中获取四个数据ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，其中，μ与σ２ 均未知。已知
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４

ｉ＝１
ｘｉ＝２４，　

４

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝１４７．

在置信水平９０％ 下，试求μ与σ 的置信区间．
解　本题中ｎ＝４，α＝０．１０．由例６１所得公式算得

珚ｘ＝１
４×２４＝６，　

４

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝１４７－１

４×２４２＝３，

Ｓ２＝１
３ 

４

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝１，　Ｓ＝１．

于是，μ的９０％置信区间的上、下限分别为

珚ｘ±ｔ１－α
２
（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
＝６±ｔ０．９５（３）１

槡４
＝６±１

２ｔ０．９５（３）＝６±１
２×２．３５３４．

由此算出μ的９０％双侧置信区 间 为［４．８２３３，７．１７６７］．另 外，由σ２ 的９０％置 信 区 间［３／χ
２
０．９５（３），　３／χ

２
０．０５

（３）］推得σ的９０％置信区间为

３
χ

２
０．９５（３槡 ）

，　 ３
χ

２
０．０５（３槡［ ］） ＝ ３

６．槡８１５
，　 ３

０．槡［ ］３５２
＝［０．６６，２．９２］

分析　数理统计问题可以分成抽样前和抽样后两大类，本题属于后者，即样本通过具 体 数 据 来 表 达．解

这类题目的特点是用数据（抽样前）代公式作具体计算．
例７７　设 Ｘ１，…，Ｘ２ｎ是取自正态总体Ｎ（μ１，１８）的 一 个 样 本，Ｙ１，…，Ｙｎ 是 取 自 正 态 总 体Ｎ（μ２，１６）的

一个样本．要使μ１－μ２ 的９５％ 置信区间长度不超过ｌ，问ｎ至少要取多大？

解　本题中 ｍ＝２ｎ，α＝０．０５．μ１－μ２ 的９５％ 置信区间的上、下限分别是

（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｕ１－α
２

σ２
１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ ＝（珡Ｘ－珚Ｙ）±ｕ０．９７５

１８
２ｎ＋１６槡 ｎ

由置信区间的长度

θ
－－θ－＝２ｕ０．９７５

１８
２ｎ＋１６槡 ｎ ＝１０

槡ｎ
ｕ０．９７５≤ｌ

解得ｎ≥１００
ｌ２ ｕ２

０．９７５（取最小整数）．

分析　置信区间的长度是一个很有意义的概念．从直观上看，长度太大的置信区间是没有意义的．
例７８　设Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体 Ｎ（μ，σ２）的一个样本，其中，μ与σ２ 均未知，给定置信水平１－α．
（１）试求μ

－
，使得Ｐ（μ≥μ

－
）＝１－α；

（２）试求统计量σ２，使得Ｐ（σ２≤σ２）＝１－α．
解　仿照求置信区间的一般步骤求解．
（１）μ的极大似然估计是珡Ｘ，构造随机变量

Ｊ＝槡ｎ
珡Ｘ－μ
Ｓ ～ｔ（ｎ－１）．

由

Ｐ（Ｊ≤ｔ１－α（ｎ－１））＝ 槡Ｐ ｎ
珡Ｘ－μ
Ｓ ≤ｔ１－α（ｎ－１（ ）） ＝１－α

得到

Ｐ μ≥珡Ｘ－ｔ１－α（ｎ－１）Ｓ
槡（ ）ｎ

＝１－α，

即所求的μ
－
＝珡Ｘ－ｔ１－α（ｎ－１）Ｓ

槡ｎ
．
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（２）σ２ 的极大似然估计是Ｓ２
ｎ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．构造随机变量：

Ｊ＝１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２＝

ｎＳ２
ｎ

σ２ ～χ
２（ｎ－１）．

由 Ｐ（Ｊ≥χ
２
α（ｎ－１））＝Ｐ

ｎＳ２
ｎ

σ２ ≥χ
２
α（ｎ－１（ ）） ＝１－α

得到

Ｐ σ２≤
ｎＳ２

ｎ

χ
２
α（ｎ－１（ ）） ＝１－α，

即所求的σ２＝ｎＳ２
ｎ／χ

２
α（ｎ－１）．

分析　本题是两种特殊类型的置信区间：［θ－
，＋∞）与（－∞，θ

－］．但解题方法基 本 不 变，仅 在 确 定 分 位

数时要注意区别．
例７９　设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
６ｘ
θ３ （θ－ｘ）； ０＜ｘ＜θ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总体Ｘ 的简单随机样本．

（１）求θ的矩估计量θ
＾；（２）求θ

＾
的方差Ｄ（θ）^．

解　（１）Ｅ（Ｘ）＝∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

θ

０

６ｘ２

θ３ （θ－ｘ）ｄｘ＝θ
２．

由此得到

θ＝２Ｅ（Ｘ）．

所以θ的矩估计量为 θ
＾＝２珡Ｘ．

（２）由于

Ｅ（Ｘ２）＝∫
∞

－∞
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

θ

０

６ｘ３

θ３ （θ－ｘ）ｄｘ＝６θ２

２０．

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－（ＥＸ）２＝６θ２

２０－ θ（ ）２

２

＝θ
２

２０
，

所以，θ
＾

的方差为

Ｄ（θ）^＝Ｄ（２珡Ｘ）＝４Ｄ（珡Ｘ）＝４
ｎＤ（Ｘ）＝θ

２

５ｎ．

分析　本题是１９９９ 年 试 题．通 常 参 数 的 矩 估 计 量 并 不 惟 一．如 本 题 中θ２ ＝１０
３Ｅ（Ｘ２），所 以θ

＾＝

１０
３

１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２（ ）槡 ｉ 也是θ的一个矩估计量．一般情况下先考虑从ＥＸ 的表达式建立θ的矩估计量．

例７１０　设某种元件的使用寿命 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ；θ）＝
２ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

其中，θ＞０为未知参数．又设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是Ｘ 的一组样本观测值，求参数θ的最大似然估计值．
解　似然函数为

Ｌ（θ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ；θ）＝ ２ｎｅ－２ 

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－θ）， ｘｉ＞θ，ｉ＝１，…，ｎ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．
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＝ ２ｎｅ
－２ 

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ·ｅ２ｎθ， ｘ（１）＞θ；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

这里ｘ（１）＝ｍｉｎ（ｘ１，…，ｘｎ）．

要使Ｌ（θ）达到最大，应在条件“ｘ（１）＞θ”下使θ尽可能大．因此，当θ
＾＝ｘ（１）时Ｌ（θ）^＝ｓｕｐ

θ
Ｌ（θ）．即ｘ（１）是θ的最

大似然估计值．
分析　本题是２０００年试题．由于Ｌ（θ）在θ＝ｘ（１）处不连续，因此不能对Ｌ（θ）求导．本题中求θ的极大似

然估计的方法与例７５中的方法类似．
例７１１　设总体 Ｘ 的概率分布为

Ｘ ０ １ ２ ３

ｐｒ θ２ ２θ（１－θ） θ２ １－２θ

其中，θ ０＜θ＜（ ）１
２

是未知参数，利用总体 Ｘ 的如下样本值：

３，１，３，０，３，１，２，３，
求θ的矩估计值和最大似然估计值．

解　由于ＥＸ ＝０×θ２＋１×２θ（１－θ）＋２θ２＋３（１－２θ）

＝３－４θ，

因此，由θ＝１
４

（３－ＥＸ）得到θ的矩估计量为

θ
＾＝１

４
（３－珡Ｘ）

θ的矩估计值为

θ
＾＝１

４
（３－珚ｘ）＝１

４ ３－１
８

（３＋１＋３＋０＋３＋１＋２＋３［ ］） ＝１
４．

再求θ的最大似然估计值．先写出似然函数

Ｌ（θ）＝Ｐ（Ｘ１＝３，Ｘ２＝１，Ｘ３＝３，Ｘ４＝０，Ｘ５＝３，Ｘ６＝１，Ｘ７＝２，Ｘ８＝３）

＝Ｐ（Ｘ１＝３）Ｐ（Ｘ２＝１）Ｐ（Ｘ３＝３）Ｐ（Ｘ４＝０）Ｐ（Ｘ５＝３）Ｐ（Ｘ６＝１）·Ｐ（Ｘ７＝２）Ｐ（Ｘ８＝３）

＝（１－２θ）４·（２θ（１－θ））２·（θ２）·θ２＝４θ６（１－θ）２（１－２θ）４．

ｌｎＬ（θ）＝ｌｎ４＋６ｌｎθ＋２ｌｎ（１－θ）＋４ｌｎ（１－２θ）

ｄｌｎＬ（θ）
ｄθ ＝６

θ－ ２
１－θ－ ８

１－２θ＝ ２４θ２－２８θ＋６
θ（１－θ）（１－２θ）

令ｄｌｎＬ（θ）
ｄθ ＝０，解得 θ＝ 槡７± １３

１２ ．

由于θ＝ 槡７＋ １３
１２ ＞１

２
，因此，取θ

＾＝ 槡７－ １３
１２

，即θ的极大似然估计值为 槡７－ １３
１２ ．

分析　本题是２００２年试题．本题中求极大似然估计值部分很有新意．本题的关键在于写出似然函数．在

写出似然函数过程中用到了独立性和同分布性，即样 本 为 简 单 随 机 样 本．Ｌ（θ）＝Ｐ（Ｘ１＝３）Ｐ（Ｘ２＝１）Ｐ（Ｘ３

＝３）Ｐ（Ｘ４＝０）·Ｐ（Ｘ５＝３）Ｐ（Ｘ６＝１）·Ｐ（Ｘ７＝２）Ｐ（Ｘ８＝３）＝（Ｐ（Ｘ＝３））４·（Ｐ（Ｘ＝１））２·Ｐ（Ｘ＝０）·Ｐ
（Ｘ＝２）＝（１－２θ）４（２θ（１－θ））２·θ２·θ２．通过解本题读者对最大似然估计方法的原理一定有了进一步的了

解．
例７１２　设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
２ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

—２７１—
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其中，θ＞０是未知参数，从总体 Ｘ 中抽取简单随机样本Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，记θ
＾＝ｍｉｎ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）．

（１）求总体 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）；

（２）求统计量θ
＾

的分布函数Ｆθ
＾（ｘ）；

（３）如果用θ
＾

作为θ的估计量，讨论它是否具有无偏性．

解　（１）ｘ≤θ时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞
０ｄｔ＝０；

ｘ＞θ时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

θ
２ｅ－２（ｔ－θ）ｄｔ＝１－ｅ－２（ｘ－θ）．

即 Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

（２）Ｆ
θ^

（ｘ）＝Ｐ（θ
＾
≤ｘ）＝Ｐ（Ｘ（１）≤ｘ）

＝１－Ｐ（Ｘ（１）＞ｘ）＝１－Ｐ｛Ｘ１＞ｘ，Ｘ２＞ｘ，…，Ｘｎ＞ｘ｝

＝１－Ｐ｛Ｘ１＞ｘ｝Ｐ｛Ｘ２＞ｘ｝…Ｐ｛Ｘｎ＞ｘ｝＝１－（１－Ｆ（ｘ））ｎ

＝
１－ｅ－２ｎ（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， 其余｛ ．

（３）θ
＾

的概率密度为

ｆ
θ^

（ｘ）＝Ｆ′
θ^
（ｘ）＝

２ｎｅ－２ｎ（ｘ－θ）， ｘ＞θ；

０， ｘ≤θ｛ ．

Ｅθ
＾＝∫

∞

－∞
ｘｆ

θ^
（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

θ
２ｎｘｅ－２ｎ（ｘ－θ）ｄｘ＝θ＋ １

２ｎ≠０．

因此，θ
＾

不是θ的无偏估计量．即θ
＾

作为θ的估计量不具有无偏性．

分析　本题是２００３年试题．由例７１０可知θ
＾＝Ｘ（１）是θ的最大似然估计量．本题表明；θ的 最 大 似 然 估

计量不是θ的无偏估计量．但θ
＾

经修正后可以成为θ的无偏估计量．只需记θ^ ＝Ｘ（１）－１
２ｎ

，则θ^ 是θ的无偏

估计量．一般地，若Ｅθ
＾＝ａθ＋ｂ（ａ≠０，ａ，ｂ为常数），则θ

＾ ＝θ
＾－ｂ
ａ

是θ的无偏估计量．

例７１３　假设０．５０，１．２５，０．８０，２．００是 来 自 总 体 Ｘ 的 简 单 随 机 样 本 值．已 知Ｙ＝ｌｎＸ 服 从 正 态 分 布

Ｎ（μ，１）．
（１）求 Ｘ 的数学期望ＥＸ（记ＥＸ 为ｂ）；
（２）求μ的置信度为０．９５的置信区间；
（３）利用上述结果求ｂ的置信度为０．９５的置信区间．
解　由于Ｙ＝ｌｎＸ，因此，ｌｎ０．５０，ｌｎ１．２５，ｌｎ０．８，ｌｎ２．００可视为取自总体Ｙ 的样本值，而ｒ～Ｎ（μ，１），从而

珔ｙ＝１
４

（ｌｎ０．５０＋ｌｎ１．２５＋ｌｎ０．８０＋ｌｎ２．００）＝０

（１）ＥＸ ＝ＥｅＹ＝∫
∞

－∞
ｅｙｆＹ（ｙ）ｄｙ＝∫

∞

－∞
ｅｙ １

槡２π
ｅ－（ｙ－μ）２

２ ｄｙ

＝∫
∞

－∞

１
槡２π

ｅ－ｙ
２－（２＋２μ）ｙ＋μ

２

２ ＝∫
∞

－∞

１
槡２π

ｅ－（ｙ－μ－１）２

２ ｅ
１＋２μ

２ ｄｙ

＝ｅ
１
２＋μ∫

∞

－∞

１
２槡π

ｅ－（ｙ－μ－１）２

２ ｄｙ＝ｅ
１
２＋μ．

这里用到 １
２槡π

ｅ－（ｙ－μ－１）２

２ 是对应于正态分布 Ｎ（μ＋１，１）的密度函数，所以它在（－∞，＋∞）上积分为１．
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（２）由于Ｙ～Ｎ（μ，１），故μ的置信度为０．９５的置信区间的上、下限为

珔ｙ±１
槡ｎ
ｕ０．９７５＝０±１

槡４
×１．９６＝±０．９８，

所以μ的置信区间为［－０．９８，０．９８］．

（３）由于ｅ
１
２＋μμ 的严格单增函数，所以

Ｐ 珚Ｙ－σ
槡ｎ
ｕ１－α

２
≤μ≤珚Ｙ＋σ

槡ｎ
ｕ１－α（ ）２ ＝Ｐ ｅ

１
２＋珚Ｙ－σ

槡ｎ
ｕ１－α

２
≤ｅ

１
２＋μ

≤ｅ
１
２＋珚Ｙ＋σ

槡ｎ
ｕ１－α

（ ）２ ＝１－α．

从而ｂ＝ｅ
１
２＋μ的置信度为０．９５的置信区间为

ｅ
１
２－０．９８，ｅ

１
２＋０．［ ］９８ ＝ ｅ－０．４８，ｅ１．［ ］４８ ＝［０．６１８８，４．３９２９］．

分析　本题是２０００年试题．本题涉及两个总体间的变换．

四、小　结

本章是数理统计部分的重点，读者尤其要熟练地掌握求点估计的两种方法以及讨论所求出 的 点 估 计 的

无偏性．对正态总体参数的置信区间的求法也应熟练地掌握．
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第八章　假设检验

假设检验就是利用样本来检验关于总体分布的某个假设．假设有两种形式：涉及总体分布中的未知参数

与未知的总体分布本身．读者应主要掌握正态总体分布中的未知参数的假设检验方法．

一、复习与考试要求

（１）理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的基本步骤，了解假设检验可能产生的两类错误．
（２）了解单个及两个正态总体的均值和方差的假设检验．

二、基本概念与理论

１．假设检验的统计意义

样本（Ｘ１，…，Ｘｎ）的取值范围称为样本空间．对于取自正态总体的样本，样本空间是ｎ维欧氏空间Ｒｎ．
原假设（或零假设）Ｈ０ 是针对未知 总 体 分 布 的 某 个 陈 述．它 可 以 是 关 于 总 体 分 布 中 的 未 知 参 数 的 某 个

陈述，例如θ＝θ０；也可以是关于未知的总体分布本 身 的 某 个 陈 述，例 如 总 体 Ｘ 服 从 正 态 分 布．备 择 假 设（或

对立假设）Ｈ１ 常常是原假设 Ｈ０ 的否定命题．
求解一个假设检验问题，其结果分成两种类型．
（１）抽样前　求出一个拒绝域 Ｗ１．它是样本空间的一个子集，通常用一个或两个不等式来表示．拒绝域

Ｗ１ 的含义是：当（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｗ１ 时拒绝 Ｈ０（即认为命题 Ｈ０ 不成立）；当（ｘ１，…，ｘｎ）Ｗ１ 时接受 Ｈ０（即可

以认为命题 Ｈ０ 成立）．
（２）抽样后　在求出拒绝域 Ｗ１ 的基础上，用数据检查样本是否落在 Ｗ１ 中，以得出最终结论究竟是“拒

绝 Ｈ０”还是“接受 Ｈ０”．
２．假设检验的两类错误

利用样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 检验原假设Ｈ０ 是否成立最终会面临犯两类错误的风险，具体内容见表８１：

表８１

检验带来的后果

根据样本观测值所得的结论

当（ｘ１，…，ｘｎ）Ｗ１

接受 Ｈ０

当（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｗ１

拒绝 Ｈ０

总体分布的实

际情况（未知）

Ｈ０ 成立 判断正确 犯第Ⅰ类错误

Ｈ０ 不成立 犯第Ⅱ类错误 判断正确

３．显著性检验的统计思想

显著性检验要求控制犯第Ⅰ类错误的概率不超过显著性水平α，即要求所求出的拒绝域 Ｗ１ 满足：

Ｐ（（Ｘ１，…，Ｘｎ）∈Ｗ１）≤α，　当 Ｈ０ 成立时．

“拒绝 Ｈ０”也称为“有显著性结果”；“接受 Ｈ０”也称为“无显著性结果”．
在显著性水平α下求拒绝域 Ｗ１ 的一般步骤如下：

（１）求出 Ｈ０ 所涉及的未知参数θ的一个较优的点估计θ
＾．我们建议尽可能使用θ的极大似然估计；

（２）以θ
＾

为基础，构造一个检验统计量

Ｔ＝ｔ（Ｘ１，…，Ｘｎ）．
要求当 Ｈ０ 成立（θ＝θ０）时Ｔ 的分布已知，从而Ｔ 的分位数（称为临界值）能通过查表或计算得到具体数值；
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（３）利用检验统计量Ｔ 与临界值构造一个或两个不等式，以确定拒绝域 Ｗ１ 的 形 状，Ｗ１ 应 满 足 显 著 性

水平α的要求．
４．单个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的一个样本；取显著性水平为α．
（１）Ｈ０∶μ＝μ０　（Ｈ１∶μ≠μ０）

当σ２ 已知时，拒绝域

Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜｜ｕ｜＝槡ｎ｜珚ｘ－μ０｜
σ ＞ｕ１－α｛ ｝２

，

称它为ｕ检验法；
当σ２ 未知时，拒绝域

Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜｜ｔ｜＝槡ｎ｜珚ｘ－μ０｜
Ｓ ＞ｔ１－α

２
（ｎ－１｛ ｝） ，

称它为ｔ检验法；
（２）Ｈ０∶σ２＝σ２

０　（Ｈ１∶σ２≠σ２
０）

当μ已知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜χ
２＜χ

２
α
２
（ｎ）或χ

２＞χ
２
１－α

２
（ｎ）｝，

其中χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２；

当μ未知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜χ
２＜χ

２
α
２
（ｎ－１）或χ

２＞χ
２
１－α

２
（ｎ－１）｝，

其中χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝

ｎｓ２
ｎ

σ２
０
＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

．这两个检验都称为χ
２ 检验法．

５．两个正态总体

设 Ｘ１，…，Ｘｍ 是取自正态总体Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，Ｙ１…，Ｙｎ 是取自正态总体Ｎ（μ２，σ２

２）的一个样本；

取显著性水平为α．
（１）Ｈ０∶μ１＝μ２　（Ｈ１∶μ１≠μ２）

当σ２
１，σ２

２ 已知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）｜ｕ｜＝ ｜珚ｘ－珔ｙ｜
σ２

１

ｍ＋σ２
２槡 ｎ

＞ｕ１－α
２
｝，

称它为ｕ检验法；
当σ２

１，σ２
２ 未知，但σ２

１＝σ２
２ 时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）｜ｔ｜＝ ｜珚ｘ＋珔ｙ｜

ＳＷ
１
ｍ＋１槡 ｎ

＞ｔ１－α
２
（ｍ＋ｎ－２）｝，

称它为ｔ检验法．
（２）Ｈ０∶σ２

１＝σ２
２（Ｈ１∶σ２

１≠σ２
２）

当μ１，μ２ 已知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）ｆ＜Ｆα
２
（ｍ，ｎ）或ｆ＞Ｆα

２
（ｍ，ｎ）｝，

其中ｆ＝ｎ
ｍ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ１）２／ｍ 

ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－μ２）２；

当μ１，μ２ 均未知时，拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）ｆ＜Ｆα
２
（ｍ－１，ｎ－１）或ｆ＞Ｆα

２
（ｍ－１，ｎ－１）｝，
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其中，ｆ＝ｓ２
１／ｓ２

２，这两个检验都称为Ｆ 检验法．

三、例题分析

例８１　在假设检验问题中，在样本观测值的基础上试判断：
（１）如果最终结果是拒绝原假设 Ｈ０，可能犯何类错误？

（２）如果最终结果是接受原假设 Ｈ０，可能犯何类错误？

解　（１）当实际情况为 Ｈ０ 成立时，要犯第Ⅰ类错误；当实际情况为 Ｈ０ 不 成 立 时，判 断 正 确，即 不 犯 错

误．
（２）当实际情况为 Ｈ０ 成立时，判断正确，即不犯错误；当实际情况为 Ｈ０ 不成立时，要犯第Ⅱ类错误．
分析　显著性检验仅仅控制了犯第Ⅰ类错误的概率不超过显著性水平α，因而检验结果为“拒绝 Ｈ０”时

比较可靠．当检验结果为“接受 Ｈ０”时，由于不知道犯第Ⅱ类错误的概率究竟有多大，因此结论很不可信．
例８２　从两个正态总体 Ｎ（μ１，σ２

１），Ｎ（μ２，σ２
２）中分别抽取样本（Ｘ１，…，Ｘｍ），（Ｙ１，…，Ｙｎ），其 中，μ１，μ２，

σ２
１，σ２

２ 均未知．假定σ２
１＝σ２

２．在显著性水平α下，要检验

Ｈ０∶μ１＝μ２＋δ　（Ｈ１∶μ１≠μ２＋δ），

其中，δ是已知常数．试求拒绝域 Ｗ１．
解　记θ＝μ１－μ２．现在要检验

Ｈ０∶θ＝δ　（Ｈ１∶θ≠δ）．

θ的极大似然估计是珡Ｘ－珚Ｙ．构造检验统计量

Ｔ＝
（珡Ｘ－珚Ｙ）－δ

ｓｗ
１
ｍ＋１槡 ｎ

当 Ｈ０ 成立时，Ｔ～ｔ（ｍ＋ｎ－２）．因此拒绝域

Ｗ１ ＝
（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）｜｜ｔ｜＝｜（珚ｘ－珔ｙ）－δ｜

ｓｗ
１
ｍ＋１槡 ｎ

＞ｔ１－α
２
（ｍ＋ｎ－２

烅
烄

烆
烍
烌

烎

）
．

分析　本题中取δ＝０便得检验 Ｈ０∶μ１＝μ２ 的拒绝域．类似地，在取消本题关于“等方差”的假定时，在

显著性水平α下，检验

Ｈ０∶σ２
１＝δσ２

２　（Ｈ１∶σ２
１≠δσ２

２）

的拒绝域为

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｍ；ｙ１，…，ｙｎ）ｆ＜Ｆα
２
（ｍ－１，ｎ－１）

或ｆ＞Ｆ１－α
２
（ｍ－１，ｎ－１）｝，

其中，ｆ＝δ
ｓ２

１

ｓ２
２
．

例８３　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ２）的 一 个 样 本，其 中，μ与σ２ 均 未 知，在 显 著 性 水 平α下，
试求下列两个假设检验问题的拒绝域．

（１）Ｈ０∶μ＝μ０　（Ｈ１∶μ＞μ０）；

（２）Ｈ０∶σ２＝σ２
０　（Ｈ１∶σ２＜σ２

０）．
解　仿照求显著性检验的拒绝域的一般步骤求解．
（１）μ的极大似然估计是珡Ｘ．构造检验统计量

Ｔ＝槡ｎ
珡Ｘ－μ０

Ｓ

当 Ｈ０ 成立时，Ｔ～ｔ（ｎ－１），由
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Ｐ（Ｔ＞ｔ１－α（ｎ－１））＝α

推得拒绝域

Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜ｔ＝槡ｎ
珚ｘ－μ０

ｓ ＞ｔ１－α（ｎ－１｛ ｝） ；

（２）σ２ 的极大似然估计是Ｓ２
ｎ＝

１
ｎ 

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．构造检验统计量

χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２．

当 Ｈ０ 成立时，χ
２～χ

２（ｎ－１）．由

Ｐ（χ
２＜χ

２
α（ｎ－１））＝α

推得拒绝域

Ｗ１＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）｜χ
２＜χ

２
α（ｎ－１）｝，

其中χ
２＝１

σ２
０


ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－珚ｘ）２＝

ｎｓ２
ｎ

σ２
０
＝

（ｎ－１）ｓ２

σ２
０

．

分析　要注意本题中拒绝域的形状（从而临界值）已有改变，这是因为备择假设 Ｈ１ 有了变动。另外，如

果本题中原假设 Ｈ０ 改成“μ≤μ０，σ２≥σ２
０”，那么拒绝域仍保持不变．

例８４　设 Ｘ１，…，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，４）的一个样本．在显著性水平α下检验

Ｈ０∶μ＝０　（Ｈ１∶μ≠０），

我们取拒绝域Ｗ１＝ （ｘ１，…，ｘｎ）｜槡ｎ｜珚ｘ｜
２ ＞ｕ１－α｛ ｝２

．当实际情况为μ＝１（即总体Ｘ～Ｎ（１，４））时，试求犯第Ⅱ

类错误的概率．
解　当实际情况为 Ｈ０ 不成立，而最终结果为接受 Ｈ０ 时要犯第Ⅱ类 错 误，其 概 率 为 Ｐ（（Ｘ１，…，Ｘｎ）

Ｗ１）．现在实际情况μ＝１，表示 Ｈ０ 不成立．当Ｘ～Ｎ（１，４）时，珡Ｘ～Ｎ １，４（ ）ｎ ．由正态分布的概率计算公式得

到，犯第Ⅱ类错误的概率为

Ｐ（（Ｘ１，…，Ｘｎ）Ｗ１）＝ 槡Ｐ ｎ｜珡Ｘ｜
２ ≤ｕ１－α（ ）２

＝Ｐ －
２ｕ１－α

２

槡ｎ
≤珡Ｘ≤

２ｕ１－α
２

槡（ ）ｎ

＝Φ

２ｕ１－α
２

槡ｎ
－１

２／槡

烄

烆

烌

烎ｎ
－Φ

－
２ｕ１－α

２

槡ｎ
－１

２／槡

烄

烆

烌

烎ｎ
＝Φ ｕ１－α

２
－槡ｎ（ ）２

－Φ －ｕ１－α
２
－槡ｎ（ ）２

＝ １－Φ 槡ｎ
２－ｕ１－α（ ）［ ］２

－ １－Φ 槡ｎ
２＋ｕ１－α（ ）［ ］２

＝Φ 槡ｎ
２＋ｕ１－α（ ）２

－Φ 槡ｎ
２－ｕ１－α（ ）２

．

分析　犯第Ⅱ类错误的概率一般不易计算．本题目的是让读者通过一个具体例子来加深对 显 著 性 检 验

的理解，因为在显著性检验中我们没有考虑犯第Ⅱ类错误的概率．例如，在本题中，取ｎ＝４，α＝０．０５．通过查

表知道，ｕ０．９７５＝１．９６，犯第Ⅱ类错误的概率为

Φ（１＋１．９６）－Φ（１－１．９６）＝Φ（２．９６）－Φ（－０．９６）＝０．９９８５－０．１６８５＝０．８３．

这表明尽管犯第Ⅰ类错误的概率不超过５％，但犯第Ⅱ类错误的概率高达８３％．
例８５　设某次考试的考 生 成 绩 服 从 正 态 分 布，从 中 随 机 地 抽 取３６位 考 生 的 成 绩，算 得 平 均 成 绩 为

６６．５分，标准差为１５分．问在显著性水平０．０５下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为７０分？并

给出检验过程．
解　设这次考试考生的成绩为 Ｘ，Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．其中，μ，σ２ 均未知．现要在显著性水平０．０５下，检 验 假

设：
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Ｈ０：μ＝７０，（Ｈ１：μ≠７０）．

｜ｔ｜＝槡ｎ｜
珚ｘ－７０｜

ｓ ＝ 槡３６｜６６．５－７０｜
１５ ＝１．４，

ｔ１－α
２
（ｎ－１）＝ｔ０．９７５（３５）＝２．０３０１．

由于｜ｔ｜＝１．４＜ｔ１－α
２
（ｎ－１）＝２．０３０１，因此，拒绝域条件不成立．从而，在显著性水平０．０５下，可以认为这次

考试考生的平均成绩为７０分．
分析　本题是１９９８年试题．考生只要能记住拒绝域条件，会代公式来判断拒绝域条件是否成立即可．

四、小　结

假设检验虽然也是数理统计的一个重要内容，但在本科阶段的教学中要求较弱．考生除了记住各种拒绝

域的公式外，只需对假设检验的基本概念有一般性的了解．
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第九章　综合能力训练

随着概率统计知识的普及，现在对考生综合运用概率统计知识的能力的要求越来越高．综合运用概率统

计知识的能力主要体现在以下几个方面：
（１）综合运用概率论知识的能力；
（２）综合运用统计知识的能力；
（３）综合运用概率论和数理统计知识的能力；
（４）综合运用概率统计、线性代数和高等数学的能力．
本章结合一些例题来说明如何提高综合能力，希望对读者有所启发和帮助．

一、例题分析

例９１　已知随机变量 Ｘ 服从参数为１的泊松分布，并记事件 Ａ＝｛Ｘ≥２｝，Ｂ＝｛Ｘ＜１｝．求 Ｐ（Ａ∪Ｂ），

Ｐ（Ａ－Ｂ），Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）．
解　由于 Ｘ～Ｐ（１），因此

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｘ≥２）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）－Ｐ（Ｘ＝１）＝１－ｅ－１－ｅ－１＝１－２ｅ－１≈０．２６，

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＜１）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝ｅ－１≈０．３７．

又由于ＡＢ＝，即Ａ，Ｂ 互不相容，因而

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝０．２６＋０．３７＝０．６３，

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＝０．２６，

Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）＝Ｐ（珡ＡＢ）
Ｐ（珡Ａ）＝Ｐ（Ｘ≤１，Ｘ＜１）

１－Ｐ（Ａ） ＝Ｐ（Ｘ＜１）
１－Ｐ（Ａ）＝

ｅ－１

１－（１－２ｅ－１）＝
１
２．

分析　本题主要考虑综合运用概率论知识 的 能 力．通 过 随 机 变 量 Ｘ 定 义 的 两 个 随 机 事 件Ａ，Ｂ 的 概 率

要考生利用Ｘ 的分布来求出，同时要判断出Ａ，Ｂ 互不相容和珡ＡＢ．例２１与本题有些相似之处，可谓异曲

同工．
例９２　设某班车起点站上客人数 Ｘ 服 从 参 数 为λ（λ＞０）的 泊 松 分 布，每 位 乘 客 在 中 途 下 车 的 概 率 为

ｐ（０＜ｐ＜１），且中途下车与否相互独立．以Ｙ 表示在中途下车的人数，求：
（１）在发车时有ｎ个乘客的条件下，中途有 ｍ 人下车的概率；
（２）二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布．

解　（１）记Ｚｉ＝
１， 第ｉ位乘客中途下车；

０， 第ｉ位乘客中途不下车｛ ．

则　Ｙ＝Ｚ１＋Ｚ２＋…＋ＺＸ．由题意，Ｚ１，Ｚ２，…相互独立且服从相同的分布，Ｚｉ～Ｂ（１，ｐ），ｉ＝１，２…

Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｐ（Ｚ１＋Ｚ２＋…＋ＺＸ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｐ（Ｚ１＋Ｚ２＋…＋Ｚｎ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）

＝Ｐ（Ｚ１＋Ｚ２＋…＋Ｚｎ＝ｍ）．

由二项分布的可加性定理得到Ｚ１＋Ｚ２＋…＋Ｚｎ～Ｂ（ｎ，ｐ）．因此

Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｃｍ
ｎｐｍ（１－ｐ）ｎ－ｍ，ｍ＝０，１，２，…，ｎ．

（２）对于 ｍ＝０，１，２，…，ｎ，有

Ｐ（Ｘ＝ｎ，Ｙ＝ｍ）＝Ｐ（Ｙ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）Ｐ（Ｘ＝ｎ）＝Ｃｍ
ｎｐｍ（１－ｐ）ｎ－ｍ·λｎ

ｎ！ｅ
－λ

分析　本题是２００１年试题．题目中“中途下车与否相互独立”的含义比较模糊，事 实 上 是 指 各 位 乘 客 中
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途下车与否相互独立且各位乘客中途下车与否与起点站上客人数Ｘ 相互独立，即Ｚ１，Ｚ２，…相互独立，且Ｘ，

Ｚ１，Ｚ２，…，相互独立．在解题过程中Ｐ（Ｚ１＋…＋Ｚｎ＝ｍ｜Ｘ＝ｎ）＝Ｐ（Ｚ１＋…＋Ｚｎ＝ｍ），用到了“Ｚ１＋…Ｚｎ 与

Ｘ 相互独立”．生活经验表明：若起点站上客人数太多，有些人不得不考虑中途下车．但遗憾的是题 目 中 没 有

写清楚，而用了比较模糊的说法．考生对此可以不加理会，毕竟本题只是考查考生综合运用概率 论 知 识 的 能

力．
例９３　已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中，甲箱中装有３件合格品和３件次品，乙箱中 仅 装 有３件

合格品．从甲箱中任取３件产品放入乙箱后，求：
（１）乙箱中次品件数 Ｘ 的数学期望；
（２）从乙箱中任取一件产品是次品的概率．
解　（１）记

Ｘｉ＝
１， 从甲箱中取出的第ｉ件产品是次品；

０， 从甲箱中取出的第ｉ件产品是合格品｛ ．
，ｉ＝１，２，３

由例１１２可知，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 服从相同的分布．Ｘ１ 的概率分布律为

Ｘ１ ０ １

概率 １
２

１
２

从甲箱中任取３件产品放入乙箱后，乙箱中次品数为

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３

ＥＸ＝ＥＸ１＋ＥＸ２＋ＥＸ３＝
１
２＋１

２＋１
２＝３

２．

（２）设Ａ 表示事件“从乙箱中任取一件产品是次品”，由于｛Ｘ＝０｝，｛Ｘ＝１｝，｛Ｘ＝２｝和｛Ｘ＝３｝构成完全

事件组，因此，由全概率公式

Ｐ（Ａ）＝
３

Ｒ＝０
Ｐ（Ａ｜Ｘ＝ｋ）Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝

３

ｋ＝０

ｋ
６Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝１

６
３

ｋ＝０
ｋＰ（Ｘ＝ｋ）

＝１
６ＥＸ＝１

６×３
２＝１

４．

分析　本题是２００３年试题．在Ｐ（Ａ）的计算中巧妙地利用了（１）中已求得的ＥＸ．当然，本题也可以用常

规的方法求解．先确定 Ｘ 的可能取值为０，１，２，３．求出 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝
Ｃｋ

３Ｃ３－ｋ
３

Ｃ３
６

，ｋ＝０，１，２，３．

即算出分布律

Ｘ ０ １ ２ ３

Ｐｒ．
１
２０

９
２０

９
２０

１
２０

因此

ＥＸ＝０×１
２０＋１×９

２０＋２×９
２０＋３×１

２０＝３
２．

Ｐ（Ａ）＝
３

ｋ＝０
Ｐ（Ｘ＝ｋ）Ｐ（Ａ｜Ｘ＝ｋ）＝１

２０×０＋９
２０×１

６＋９
２０×２

６＋１
２０×３

６＝１
４．

例９４　假设随机变量 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 相互独立且同分布Ｐ（Ｘｉ＝０）＝０．６，Ｐ（Ｘｉ＝１）＝０．４，ｉ＝１，２，３，

４．求行列式 Ｘ＝
Ｘ１ Ｘ２

Ｘ３ Ｘ４

的概率分布．
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解　记Ｙ１＝Ｘ１Ｘ４，Ｙ２＝Ｘ２Ｘ３，则

Ｘ＝Ｙ１－Ｙ２．

由于 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 独立同分布，因此，Ｙ１ 与Ｙ２ 也独立同分布．Ｙ１ 可能取值为０，１．

Ｐ（Ｙ１＝１）＝Ｐ（Ｘ１＝１，Ｘ４＝１）＝Ｐ（Ｘ１＝１）Ｐ（Ｘ４＝１）＝０．４×０．４＝０．１６，

Ｐ（Ｙ１＝０）＝１－Ｐ（Ｙ１＝１）＝１－０．１６＝０．８４．

Ｘ＝Ｙ１－Ｙ２ 可能取值为０，１，－１

Ｐ（Ｘ＝－１）＝Ｐ（Ｙ１＝０，Ｙ２＝１）＝Ｐ（Ｙ１＝０）Ｐ（Ｙ２＝１）＝０．８４×０．１６＝０．１３４４，

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｙ１＝１，Ｙ２＝０）＝Ｐ（Ｙ１＝１）Ｐ（Ｙ２＝０）＝０．１６×０．８４＝０．１３４４．

Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｐ（Ｘ＝－１）－Ｐ（Ｘ＝１）＝１－２×０．１３４４＝０．７３１２．

于是 Ｘ 的概率分布律为

Ｘ －１ ０ １

ｐｒ． ０．１３４４ ０．７３１２ ０．１３４４

分析　本题是１９９４年试题．本题要求考生能综合运用概率 统 计 和 线 性 代 数 的 知 识．其 中Ｙ１＝Ｘ１Ｘ４ 与

Ｙ２＝Ｘ２Ｘ３ 独立同分布是解题的关键．
例９５　设随机变量 Ｘｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２）独立同分布，ＥＸｉｊ＝２，求行列式

Ｙ＝

Ｘ１１ Ｘ１２ … Ｘ１ｎ

Ｘ２１ Ｘ２２ … Ｘ２ｎ

   

Ｘｎ１ Ｘｎ２ … Ｘｎｎ

的数学期望ＥＹ．
解　由ｎ阶行列式的定义

Ｙ＝ 
（ｉ１

，…，ｉｎ
）∈Ｓｎ

（－１）τ（ｉ１
…ｉｎ

）Ｘ１ｉ１
Ｘ２ｉ２

·…·Ｘｎｉｎ
，其中Ｓｎ＝｛所有ｎ元排列｝．

因此

　　　　　ＥＹ＝ 
（ｉ１

，…，ｉｎ
）∈Ｓｎ

（－１）τ（ｉ１
…ｉｎ

）Ｅ（Ｘ１ｉ１
Ｘ２ｉ２

·…·Ｘｎｉｎ
）

＝ 
（ｉ１

，…，ｉｎ
）∈Ｓｎ

（－１）τ（ｉ１
…ｉｎ

）ＥＸ１ｉ１
ＥＸ２ｉ２

·…·ＥＸｎｉｎ

＝

ＥＸ１１ ＥＸ１２ … ＥＸ１ｎ

ＥＸ２１ ＥＸ２２ … ＥＸ２ｎ

   

ＥＸｎ１ ＥＸｎ２ … ＥＸｎｎ

＝

２ ２ … ２
２ ２ … ２
   

２ ２ … ２

＝０．

分析　本题是１９９９年考题．本 题 考 查 考 生 综 合 运 用 线 性 代 数 和 概 率 论 知 识 的 能 力．其 中，Ｅ（Ｘｉ１
·…

·Ｘｉｎ
）＝ＥＸｉ１

·…·ＥＸｉｎ
用到Ｘｉ１

，Ｘｉ２
，…，Ｘｉｎ

相互独立．
例９６　设随机变量 Ｘ 在区间［－１，２］上服从均匀分布；随机变量

Ｙ＝
１， 若 Ｘ＞０；

０， 若 Ｘ＝０；

－１， 若 Ｘ＜０
烅
烄

烆 ．

求Ｙ 的方差Ｄ（Ｙ）．
解　先 求 出 Ｙ 的 分 布 律．注 意 到 ｛Ｙ＝１｝＝｛Ｘ＞０｝而 Ｘ～Ｒ［－１，２］，Ｘ 的 密 度 函 数 ｆ（ｘ）＝

—２８１—

第九章　综合能力训练



１
３

， －１≤ｘ≤２

０， 其余
烅
烄

烆 ．
因此Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＞０）＝∫

＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

１
３ｄｘ＝２

３
，

Ｐ（Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝０，

Ｐ（Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＜０）＝∫
０

－１

１
３ｄｘ＝１

３．

由此得到Ｙ 的分布律为

Ｙ －１ １

ｐｒ．
１
３

２
３

ＥＹ＝（－１）×１
３＋１×２

３＝１
３

，

ＥＹ２＝（－１）２×１
３＋１２×２

３＝１．

从而 Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－（ＥＹ）２＝１－（ ）１
３

２
＝８

９．

分析　本题是２０００年试题．本题中 Ｘ 是连续型随机变量，Ｙ 是离散型随机变量．Ｙ 由Ｘ 所定义，因此Ｙ 的分布律可由

Ｘ 的分布求得．本题仍是考查考生综合运用概率论知识的能力．

例９７　假设测量的随机误差 Ｘ～Ｎ（０，１０２），试 求 在１００次 独 立 重 复 测 量 中，至 少 有 三 次 测 量 误 差 的 绝

对值大于１９．６的概率α，并利用泊松分布求出α的近似值．（要求小数点后取两位有效数字）．
附表

λ １ ２ ３ ４ ５ ６ …

ｅ－λ ０．３６８ ０．１３５ ０．０５０ ０．０１８ ０．００７ ０．００２ …

解　先求出

ｐ＝Ｐ（｜Ｘ｜＞１９．６）＝Ｐ ｜Ｘ｜
１０ ＞１．（ ）９６ ＝２（１－Φ（１．９６））＝２×０．０２５＝０．０５．

记Ｙ 表示在１００次重复测量中测量误差的绝对值超过１９．６的次数，则Ｙ～Ｂ（１００，ｐ）．
因此

α＝Ｐ（Ｙ≥３）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）－Ｐ（ｒ＝１）－Ｐ（ｒ＝２）

＝１－０．９５１００－１００×０．０５×０．９５９９－１００×９９
２ ×０．０５２×０．９５９８

由泊松定理，Ｙ 近似服从参数为λ＝ｎｐ＝１００×０．０５＝５的泊松分布

α＝１－Ｐ（Ｙ＝０）－Ｐ（Ｙ＝１）－Ｐ（Ｙ＝２）

≈１－ｅ－λ－λｅ－λ－λ２

２ｅ－λ＝１－ｅ－λ １＋λ＋λ２（ ）２

＝１－ｅ－５（１＋５＋１２．５）＝１－０．００７×１８．５≈０．８７．

分析　本题是１９９２年试题．在本题中出现了三个常用分布．且二项分布中的参数ｐ由Ｘ 的分布算出．这些都要求考生

具有一定的综合能力．
例９８　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 同分布，Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
３
８ｘ２， ０＜ｘ＜２；

０，其余
烅
烄

烆 ．

（１）已知事件Ａ＝｛Ｘ＞ａ｝和Ｂ＝｛Ｙ＞ａ｝独立，且Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝３
４

求常数ａ；
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（２）求 １
Ｘ２的数学期望．

解　（１）由于 Ｘ，Ｙ 同分布，因此，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）．又由于Ａ，Ｂ 独立，所以Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝２Ｐ（Ａ）－（Ｐ（Ａ））２．

由条件知

２Ｐ（Ａ）－（Ｐ（Ａ））２＝３
４

，

即 ４（Ｐ（Ａ））２－８Ｐ（Ａ）＋３＝０，

解得

Ｐ（Ａ）＝１
２

或Ｐ（Ａ）＝３
２．

由于０≤Ｐ（Ａ）≤１，因此取Ｐ（Ａ）＝１
２．

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｘ＞ａ）＝∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

ａ

３
８ｘ２ｄｘ＝１－１

８ａ３．

所以

１－１
８ａ３＝１

２
，

由此解得 ａ＝３槡４．

（２）Ｅ １
Ｘ（ ）２ ＝∫

∞

－∞

１
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０

１
ｘ２·３

８ｘ２ｄｘ＝３
８×２＝３

４．

分析　本题是１９９３年试题．本题考查的知识点有：事件的独立性、概率的加法公式、概率的 性 质（０≤Ｐ（Ａ）≤１）、连 续

型随机变量的密度函数的应用和数学期望的计算．只有能够综合运用学过的知识，才能取得理想的成绩．
例９９　假设由自动线加工的某种零件的内径 Ｘ（μｍ）服从正态分布 Ｎ（μ，１），内径小于１０或大于１２为 不 合 格 品，其

余为合格品．销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损，已 知 销 售 利 润 Ｔ（单 位：百 元）与 销 售 零 件 的 内 径 Ｘ 有 如 下 关

系：

Ｔ＝

－１， 若 Ｘ＜１０；

２０， 若１０≤Ｘ≤１２；

－５， 若 Ｘ＞１２
烅
烄

烆 ．

问平均内径μ取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

解　Ｔ 可能取值为－１，２０，－５，因此，Ｔ 为离散型随机变量，以下求Ｔ 的分布律：

Ｐ（Ｔ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＜１０）＝Ｐ（Ｘ－μ＜１０－μ）＝Φ（１０－μ），

Ｐ（Ｔ＝２０）＝Ｐ（１０≤Ｘ≤１２）＝Ｐ（１０－μ≤Ｘ－μ≤１２－μ）＝Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ），

Ｐ（Ｔ＝－５）＝Ｐ（Ｘ＞１２）＝１－Φ（１２－μ）．

所以

Ｅ（Ｔ）＝（－１）×Φ（１０－μ）＋２０×（Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ））＋（－５）×（１－Φ（１２－μ））

＝２５Φ（１２－μ）－２１Φ（１０－μ）－５．

ＥＴ 是μ 的函数，为使ＥＴ 最大，令ｄＥ（Ｔ）
ｄμ

＝０．即

ｄＥ（Ｔ）
ｄμ

＝－２５φ（１２－μ）＋２１φ（１０－μ）＝０．

其中φ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２

２ 是 Ｎ（０，１）的密度函数．

从而

２５ｅ－（１２－μ）２

２ ＝２１ｅ－（１０－μ）２

２ ，
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ｌｎ２５－
（１２－μ）２

２ ＝ｌｎ２１－
（１０－μ）２

２ ．

由此解得

μ＝１１－１
２ｌｎ２５

２１≈１０．９．

所以当取μ＝１０．９μｍ 时，平均利润最大．
分析　本题是１９９４年试题．本题考查考生综合运用高等数学知识和概率论知识的能力．
例９１０　假设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在矩形Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤１｝上服从均匀分布，记

Ｕ＝
０， 若 Ｘ≤Ｙ；

１， 若 Ｘ＞Ｙ｛ ．
　Ｖ＝

０， 若 Ｘ≤２Ｙ；

１， 若 Ｘ＞２Ｙ｛ ．

（１）求Ｕ 和Ｖ 的联合分布；

（２）求Ｕ 和Ｖ 的相关系数ｒ．
解　（１）Ｕ 可能取值为０，１，Ｖ 可能取值也是０，１．因此，（Ｕ，Ｖ）是二维离散型随机变量，可知取值（０，０），（０，１），（１，０）

和（１，１）．

Ｐ（Ｕ＝０，Ｖ＝０）＝Ｐ（Ｘ≤Ｙ，Ｘ≤２Ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤Ｙ）＝｛ｘ≤ｙ｝
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１

２∫
１

０
ｄｙ∫

ｙ

０
ｄｘ＝１

２
·ｙ２

２

１

０
＝１

４．

这里用到（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
２

， ０≤ｘ≤２且０≤ｙ≤１；

０， 其余
烅
烄

烆 ．

Ｐ（Ｕ＝０，Ｖ＝１）＝Ｐ（Ｘ≤Ｙ，Ｘ＞２Ｙ）＝ 
ｘ＜ｙ

ｘ＞２｛ ｝ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝０．

Ｐ（Ｕ＝１，Ｖ＝０）＝Ｐ（Ｘ＞Ｙ，Ｘ≤２Ｙ）＝ ｛ｙ＜ｘ≤２ｙ｝
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
ｄｙ∫

２ｙ

ｙ

１
２ｄｘ＝１

２∫
１

０
ｙｄｙ＝１

４．

Ｐ（Ｕ＝１，Ｖ＝１）＝１－１
４－０－１

４＝１
２．

因此，（Ｕ，Ｖ）的联合分布律为

Ｖ

Ｕ
０ １

０ １
４ ０

１ １
４

１
２

（２）Ｕ，Ｖ 的边缘分布律分别为

Ｕ ０ １

ｐｒ．
１
４

３
４

Ｖ ０ １

ｐｒ．
１
２

１
２

　　ＥＵ＝０×１
４＋１×３

４＝３
４

，ＥＵ２＝Ｏ２×１
４＋１２×３

４＝３
４

，

ＥＶ＝０×１
２＋１×１

２＝１
２

，ＥＶ２＝Ｏ２×１
２＋１２×１

２＝１
２

，

ＥＵＶ＝０×０×１
４＋０×１×０＋１×０×１

４＋１×１×１
２＝１

２
，
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ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）＝ＥＵＶ－ＥＵＥＶ＝１
２－３

４×１
２＝１

８
，

Ｄ（Ｕ）＝３
４× １－（ ）３

４ ＝３
１６

，Ｄ（Ｖ）＝１
２× １－（ ）１

２ ＝１
４

，

因此，Ｕ 和Ｖ 的相关系数为

ｒ＝ ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）
Ｄ（Ｕ）Ｄ（Ｖ槡 ）

＝

１
８

３
１６×槡 １

４

＝１
槡３

＝槡３
３．

分析　本题是１９９９年试题．本题中（Ｘ，Ｙ）是二维 连 续 型 随 机 变 量．而 由（Ｘ，Ｙ）定 义 的（Ｕ，Ｖ）是 二 维 离

散型随机变量．由（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数来求（Ｕ，Ｖ）的 联 合 分 布 律，这 类 题 目 在 教 材 中 较 少 出 现．但 这 类 题

目应引起读者的重视．读者可自行练习下面的习题（此题是１９９７年的试题）：
假设随机变量Ｙ 服从参数为λ＝１的指数分布，随机变量

Ｘｋ＝
０， 若Ｙ≤ｋ；

１， 若Ｙ＞ｋ｛ ．
　（ｋ＝１，２）

（１）求 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的联合概率分布；
（２）求Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２）．
答案：
（１）

Ｘ１

Ｘ２

０ １

０ １－ｅ－１ ｅ－１－ｅ－２

１ ０ ｅ－２

（２）ｅ－１＋ｅ－２

例９１１　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 独立，其中，Ｘ 的概率分布律为

Ｘ １ ２

ｐｒ． ０．３ ０．７

而Ｙ 的概率密度为ｆ（ｙ），求随机变量Ｕ＝Ｘ＋Ｙ 的概率密度ｇ（ｕ）．
解　先求Ｕ 的分布函数．记Ｙ 的分布函数为Ｆ（ｙ），则Ｕ 的分布函数为

Ｇ（ｕ）＝Ｐ（Ｕ≤ｕ）＝Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤ｕ），

由于 Ｘ 可能取值为１和２，因此，｛Ｘ＝１｝和｛Ｘ＝２｝是完全事件组．由全概率公式

Ｇ（ｕ）＝Ｐ｛Ｘ＋Ｙ≤ｕ｜Ｘ＝１｝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ｛Ｘ＋Ｙ≤ｕ｜Ｘ＝２｝Ｐ（Ｘ＝２）

＝Ｐ｛Ｙ≤ｕ－１｜Ｘ＝１｝×０．３＋Ｐ｛Ｙ≤ｕ－２｜Ｘ＝２｝×０．７，

由于 Ｘ 与Ｙ 相互独立，因而

Ｇ（ｕ）＝０．３Ｐ（Ｙ≤ｕ－１）＋０．７Ｐ（Ｙ≤ｕ－２）＝０．３Ｆ（ｕ－１）＋０．７Ｆ（ｕ－２）．

Ｕ 的密度函数为

ｇ（ｕ）＝ｄ
ｄｕＧ

（ｕ）＝０．３ｆ（ｕ－１）＋０．７ｆ（ｕ－２）．

分析　本题是２００３年试题．在本题中 Ｘ 是离散型随机变量，Ｙ 是连续型随机变量，Ｕ＝Ｘ＋Ｙ 是 连 续 型
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随机变量．由 Ｘ 的概率分布和Ｙ 的密度函数可求出Ｕ 的密度函数．

例９１２　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是取自总 体 Ｎ（０，σ２）的 样 本，其 中σ２ 未 知，ｓ２＝ １
ｎ－１

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珡Ｘ）２，^σ２＝１

ｎ

·
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ（ｎ≥２）

（１）证明：ｓ２ 和σ^２ 均是σ２ 的无偏估计量；
（２）ｓ２ 与σ^２ 哪个更有效？

（３）证明：ｓ２ 与σ^２ 均是σ２ 的相合估计量．
证　（１）Ｅｓ２＝Ｄ（Ｘ）＝σ２

Ｅ^σ２＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
ＥＸ２

ｉ＝ＥＸ２
１＝σ２，

因此，ｓ２ 和σ^２ 均是σ２ 的无偏估计量．

（２）由于
（ｎ－１）
σ２ ｓ２～χ

２（ｎ－１），因此

Ｄ（ｓ２）＝Ｄ σ２

ｎ－１
·ｎ－１

σ２ ｓ（ ）２ ＝ σ４

（ｎ－１）２Ｄ
ｎ－１
σ２ ｓ（ ）２ ＝ σ４

（ｎ－１）２
·２（ｎ－１）＝ ２

ｎ－１σ
４，

由于１
σ２ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ～χ
２（ｎ），因此

Ｄ（^σ２）＝Ｄ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２（ ）ｉ ＝Ｄ σ２

ｎ


ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ

σ（ ）２
＝σ４

ｎ２Ｄ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ

σ（ ）２
＝σ４

ｎ２·２ｎ＝２
ｎσ

４．

由于 Ｄ（^σ２）＜Ｄ（ｓ２），因此，^σ２ 比ｓ２ 更有效．
（３）对任意ε＞０，由切比雪夫不等式

０≤Ｐ ｜ｓ２－σ２｜≥（ ）ε ≤Ｄ（ｓ２）
ε２ ＝ ２

（ｎ－１）
σ４

ε２ ，

所以ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜ｓ２－σ２｜≥ε）＝０，即ｓ２ 是σ２ 的相合估计．

０≤Ｐ（｜^σ２－σ２｜≥ε）≤Ｄ（^σ２）
ε２ ＝２σ４

ｎε２，

从而　ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（｜^σ２－σ２｜≥ε）＝０即σ^２ 是σ２ 的相合估计．

分析　本题在Ｄ（ｓ２）和Ｄ（^σ２）的计算中利用了正态总体下常用统计量分布的结果．本题是考查考生综合

运用数理统计知识的能力．不用这些常用结果则计算十分繁琐．
例９１３　设Ａ，Ｂ 是两个随机事件；随机变量

Ｘ＝
１， 若Ａ 出现；

０， 若Ａ 不出现｛ ．
　Ｙ＝

１， 若Ｂ 出现；

０， 若Ｂ 不出现｛ ．

证明下列三个命题等价：
（１）随机变量 Ｘ，Ｙ 不相关；
（２）随机变量 Ｘ，Ｙ 独立；
（３）随机事件Ａ，Ｂ 相互独立．
证　由 Ｘ，Ｙ 的定义得到

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｐ（Ａ），

Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ｙ＝０）＝１－Ｐ（Ｂ），

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（ＡＢ），Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ），Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ），Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（珡ＡＢ）．
由此得到（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为
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Ｙ

Ｘ
０ １

０ Ｐ（珡Ａ珚Ｂ） Ｐ（珡ＡＢ）

１ Ｐ（Ａ珚Ｂ） Ｐ（ＡＢ）

Ｘ 和Ｙ 的边缘分布律分别为

Ｘ ０ １

ｐｒ． １－Ｐ（Ａ） Ｐ（Ａ）

Ｙ ０ １

ｐｒ． １－Ｐ（Ｂ） Ｐ（Ｂ）

　　先证：（１）与（３）等价．
Ｅ（ＸＹ）＝０×０×Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＋０×１×Ｐ（珡ＡＢ）＋１×０×Ｐ（Ａ珚Ｂ＋１×１×Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（ＡＢ），

ＥＸ＝Ｐ（Ａ），ＥＹ＝Ｐ（Ｂ）

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－ＥＸＥＹ＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
所以ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０的充要充件是Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），即Ａ，Ｂ 相互独立．

再证（２）与（３）等价．
若 Ｘ 与Ｙ 独立，则Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）即Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），因而Ａ，Ｂ 相互独立．
若Ａ，Ｂ 相互独立，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），且 珡Ａ，Ｂ 独立，珚Ｂ，Ａ 独立，珡Ａ，珚Ｂ 独立，所以

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）＝Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（Ｂ）＝（１－Ｐ（Ａ））Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝１），

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）（１－Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝０），

Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（珡Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝０）Ｐ（Ｙ＝０），

Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｘ＝１）Ｐ（Ｙ＝１）．
因此，Ｘ 与Ｙ 相互独立．

分析　本题中 Ｘ，Ｙ 分别由随机事件Ａ，Ｂ 定义，因此，Ｘ 与Ｙ 的分布律可由Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）定出，而（Ｘ，Ｙ）
的联合分布律由Ｐ（珡Ａ珚Ｂ），Ｐ（珡ＡＢ），Ｐ（Ａ珚Ｂ）和 Ｐ（ＡＢ）定 出．当 Ｘ 与Ｙ 独 立 时，（Ｘ，Ｙ）的 联 合 分 布 律 也 可 由

Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）定出．
例９１４　对于任意两个事件Ａ 和Ｂ，０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１．

ρ＝ Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ
－）Ｐ（Ｂ

－槡 ）

称作事件Ａ 和Ｂ 的相关系数．
（１）证明：事件Ａ 和Ｂ 独立的充分必要条件是其相关系数等于零；
（２）利用随机变量相关系数的基本性质，证明：｜ρ｜≤１．
证　（１）由于０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１，所以

ρ＝０的充要条件为Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），即ρ＝０的充要条件是Ａ，Ｂ 相互独立．
（２）引入随机变量

Ｘ＝
１， 若Ａ 出现；

０， 若Ａ 不出现｛ ．
　Ｙ＝

１， 若Ｂ 出现；

０， 若Ｂ 不出现｛ ．

由例９１３可知，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｘ～Ｂ（１，Ｐ（Ａ）），Ｙ～Ｂ（１，Ｐ（Ｂ）），
从而 Ｄ（Ｘ）＝Ｐ（Ａ）（１－Ｐ（Ａ））＝Ｐ（Ａ）Ｐ（珡Ａ），

Ｄ（Ｙ）＝Ｐ（Ｂ）（１－Ｐ（Ｂ））＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（珚Ｂ）．
所以（Ｘ，Ｙ）的相关系数

ρ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ａ
－
Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｂ

－槡 ）
＝ρ．

—８８１—

第九章　综合能力训练



由相关系数的性质有

｜ρ｜＝｜ρ（Ｘ，Ｙ）｜≤｜．
分析　本题是２００３年试题．本题（２）的证明中引入随机变 量 Ｘ，Ｙ 的 做 法 对 读 者 来 说 有 一 定 的 难 度．但

如果做过例９１３后，也许会比较容易想到．

二、小　结

概率统计的综合题的解法灵活多变，但要做到应付自如、得心应手离不开对基本知识 的 理 解 和 掌 握．读

者应着重把握概率论知识的理解和应用．综合题主要考查考生对概率论的相关知识点的灵活运用．由于课时

的关系，对统计部分的要求相对较低．
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