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内 容 简 介

本书是“大学数学的内容、方法与技巧丛书”之一，是大学生学习概率论

与数理统计的优秀辅导书和报考研究生的必备参考书，更是有志于掌握概率

论与数理统计方法的读者的一本极好的指导书．
本书从教育部关于《概率论与数理统计课程的教学要求》与《硕士研究生

入学考试数学考试大纲》出发，并略有提高地按章节对各个问题的内容、方法

与技巧进行了归纳提高、释疑解难、分析演绎，以帮助读者理解和掌握概率论

与数理统计方法．
本书内容包括随机事件与概率、随机变量及其概率分布、多微随机变量

及其分布、随机变量的数字特征、大数定律与中心极限定理、数理统计的基本

概念、参数估计、假设检验、方差分析与回归分析等，还附有实行全国硕士研

究生入学统一考试以来的概率论与数理统计试题的解答，提供给考研读者作

为参考．
希望本书能成为读者的良师益友，欢迎读者选用本系列丛书．



图书在版编目（ＣＩＰ）数据

概率论与数理统计 内容、方法与技巧（第二版）燉孙清华 孙昊
武汉：华中科技大学出版社， ２００１年７月

ＩＳＢＮ７５６０９２８５１Ｘ

Ⅰ概…
Ⅱ① 孙… ② 孙…
Ⅲ概率论与数理统计高等学校教学参考资料

ⅣＯ２１

概率论与数理统计
内容、方法与技巧（第二版）

孙清华 孙昊

责任编辑：徐正达 李立鹏
责任校对：刘 竣

封面设计：刘 卉
责任监印：张正林

出版发行：华中科技大学出版社

武昌喻家山 邮编：４３００７４ 电话：（０２７）８７５５７４３７

经 销：新华书店湖北发行所

录 排：华大图文设计室

印 刷：

开本：８５０×１１６８ １燉３２ 印张： 字数：
版次：２００５年１１月第２版 印次：２００５年１１月第６次印刷 印数：１—５０００

ＩＳＢＮ７５６０９燉· 定价： 元

（本书若有印装质量问题，请向出版社发行部调换）



第二版前言

“概率论与数理统计”是高等学校的一门重要的数学基础课，
也是考研数学的重要组成部分，概率统计方法更是科学技术、经济

管理、工农业生产和社会人文各个领域中卓有成效的处理问题、解

决问题的方法．广大读者需要概率论与数理统计，喜爱概率论与数

理统计，但也感到概率论与数理统计的概念难懂、方法难以掌握、
思维难以展开、问题难以入手和习题难做．本书从读者的角度出

发，帮助大家解决学习中的种种困难．
本书按照教育部关于《概率论与数理统计课程的教学要求》和

《硕士研究生入学考试数学考试大纲》编写，并在此基础上略有提

高．因此，特别适合在校大学生和有志于报考硕士研究生的人士使

用．
为了使读者能够循序渐进、扎扎实实地从理论上、方法上和实

践上掌握概率论与数理统计的概念与方法，我们采取以章节为序

的方法，逐个问题地进行讨论、分析、讲解、举例、演绎、归纳．每一

节先对概念、内容进行梳理、归纳、提炼，然后对内容、方法中问题

进行讨论、释疑解难，再对方法、技巧进行典型例题分析，边演绎、
边讨论、边总结，最终达到消化、理解和掌握的目的．为此，作者用

解析方法认真地对读者学习中可能产生的对概念的误解、对方法

的错失进行了分析探讨、论证求索，选用了较全面、较典型的例题

帮助读者理解概率统计的思想方法、步骤和最终的结论．相信本书

能给读者以启迪和帮助，使读者能更好掌握概率统计方法．
本书第一版得到读者的厚爱，为答谢读者，这次在保持原有风

格的基础上，在内容调整、例题演算、语言表达等方面进行了全面

的修订，以使本书更加贴近读者．
·Ⅰ·



为了帮助读者准备硕士研究生入学考试的数学考试，本书对

１９８７年以来全国工学、经济学硕士研究生入学数学考试试卷中的

概率统计试题作了全面和详尽的解答，并着意加强了最近的硕士

研究生入学试题分析的内容，与考研数学要求一起附在每章的后

面．读者可以从中了解考研的要求、考点与动向．
本书在编写、出版过程中，得到华中科技大学出版社的热心支

持与帮助，在此表示衷心的感谢．
对于本书中可能出现的错漏和失误之处，热忱欢迎同行和读

者给予批评、指正．

孙清华 孙 昊

２００６年３月于武汉

·Ⅱ·
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第一章 随机事件与概率

第一节 样本空间与随机事件

主 要 内 容

．随机现象

在一次试验中可能出现不同结果，而在大量重复试验中各个

结果呈现统计规律性的现象称为随机现象．
如，在正常条件下，水加热到１００℃会沸腾，是确定性现象；足

球运动员临门施射不一定能射中，是不确定性现象．

．随机试验

若把科学实验或观察都称为试验，则满足下列条件的试验称

为随机试验：

（１）在相同条件下可以重复进行；

（２）每次试验的可能结果不止一个，且在试验开始前能明确

所有可能的结果；

（３）每次试验前不能确定哪个结果会出现．
随机试验一般用大写字母爠，爡，…来表示，我们通过随机试验

来研究随机现象．

．样本空间

随机试验的每一个可能出现的不可分解的结果称为样本点，
全体样本点的集合称为样本空间，用犓（或爳）来表示．

·１·



．随机事件
样本空间犓的子集合称为试验爠的随机事件，简称事件，以大

写字母爛，爜，…来表示．随机事件可以分为：
（１）基本事件 只含一个样本点的子集合．
（２）复合事件 含若干个样本点的子集合．
（３）不可能事件 不含样本点的子集合（空集），所以它在每

次试验中都不会发生，记为．
（４）必然事件 样本空间本身，所以它在每次试验中必然发

生，记为犓．
事实上，（３）与（４）具有确定性，不是随机事件，但仍可把它们

当作随机事件来处理．
．事件的关系
设犓为试验爠的样本空间，爛，爜，爞为犓的子集，则以下关系

存在：
（１）包含 若爛的每个样本点都属于爜，则爛发生导致爜发

生，称事件爜包含事件爛，或事件爛被事件爜包含，记为爛爜．
（２）等价 若爛爜与爜爛同时成立，则称爛与爜等价，记为

爛＝爜．在一次试验中，等价的两个事件或同时发生或同时不发生．
（３）互斥（互不相容） 若事件爛与事件爜不能同时发生，称

事件爛与爜互不相容（互斥），记为爛∩爜＝（或爛爜＝）．
．事件的运算
由于事件是集合，因此事件的运算与集合的运算是一致的．常

用的运算如下：
（１）并（和） 至少属于爛或爜中一个的所有样本点的集合称

为事件爛与爜的并（或和），记为爛＋爜或爛∪爜．即在一次试验中，
爛＋爜发生表示爛与爜至少有一个发生．

爛１＋爛２＋…＋爛牕或∪
牕

牑＝１
爛牑称为牕个事件爛１，爛２，…，爛牕的和．爛１

＋爛２＋…＋爛牕＋…或∪
∞

牑＝１
爛牑称为可列个事件爛１，爛２，…，爛牕，…的和．
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（２）交（积） 同时属于爛和爜的所有样本点的集合称为事件

爛与爜的交（或积），记为爛∩爜或爛爜．在一次试验中，爛爜发生表
示爛与爜都发生．

爛１爛２… 爛牕 或 ∩
牕

牑＝１
爛牑 称 为 牕个 事 件 爛１，爛２，…，爛牕 的 积．

爛１爛２…爛牕…或∩
∞

牑＝１
爛牑称为可列个事件爛１，爛２，…，爛牕，…的积．

图１．１

（３）差 事件爛发生而事件爜不发
生，称为爛与爜的差，记为爛－爜，有关系
式爛－爜＝爛爜．
需要注意的是，不要求 爛爜才有

爛－爜，如，图１．１阴影部分即为爛－爜．
（４）逆（对立） 样本空间犓中所有不

包含在爛中的样本点的集合称为爛的逆，记为爛，也称为爛的对立
事件．在一次试验中爛发生表示爛不发生．有关系式

爛＋爛＝犓， 爛∩爛＝．
．事件的运算规律

（１）交换律 爛∪爜＝爜∪爛，爛∩爜＝爜∩爛．
（２）结合律 爛∪（爜∪爞）＝（爛∪爜）∪爞，

爛∩（爜∩爞）＝（爛∩爜）∩爞．
（３）分配律 爛∩（爜∪爞）＝（爛∩爜）∪（爛∩爞），

爛∪（爜∩爞）＝（爛∪爜）∩（爛∪爞）．
（４）对偶原理 爛∪爜＝爛∩爜，爛∩爜＝爛∪爜；

爛＋爛＝爛，爛＋犓＝犓； 爛犓＝爛，爛＝．

疑 难 解 析

．怎样确定随机试验的样本空间？
答 对一个随机试验而言，样本空间并不一定唯一．在同一试

验中，当试验的目的不同时，样本空间往往是不同的．如，把篮球运
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动员投篮作为随机试验时，若试验目的是考察命中率，则试验的样
本空间为犓１＝｛中，不中｝；若试验目的是考察得分情况，则试验的
样本空间为犓２＝｛１分，２分，３分，０分｝．犓１与犓２显然不同．所以，
我们应从试验目的出发来确定样本空间．

．怎样理解样本空间与必然事件的关系？
答 必然事件与样本空间的关系应当这样来认识：必然事件

是指随机试验中一定会出现的事件．当在一次试验中只有一个样
本点出现时，如果把样本空间视作一个整体，就可以说样本空间犓
在每次试验中都出现了．因而样本空间是随机试验的必然事件．

．如何认识互逆事件与互斥事件之间的联系与区别？
答 爛与爜互逆，则爜＝爛．在一次试验中，爛与爜必有一个发

生，且至多只有一个发生．
如果事件爛与爜不能同时发生，则爛，爜互斥．但爛，爜也可以

同时不发生．因此，互逆必定互斥，互斥不一定互逆．
区别互逆与互斥的关键是：互逆只在样本空间只有两个（或两

类）事件时存在，互斥还可在样本空间有多个（或多类）事件时存
在．互斥事件的特征是：在一次试验中，两个互斥事件可以同时不
发生．如，在一次考试中，及格与不及格总有一个发生，它们互逆又
互斥；但考试成绩为７０分或８０分是互斥的，却不互逆，因为它们可
以同时不发生．

．随机事件的运算与数的运算是否相同？
答 不相同．不能把随机事件的“积”与“和”理解成数的“积”

与“和”．虽然它们性质类似，都满足交换律、结合律和分配律，但不
能认为它们就是相同的运算．事实上，它们是完全不同的运算，反
映了不同的两类概念．如：
对于数牃，有牃＋牃＝２牃，牃牃＝牃２；而对于事件爛，有

爛＋爛＝爛， 爛爛＝爛．
对于数牃，牄，牅，有牃＋牄牅≠（牃＋牄）（牃＋牅）；而对于事件爛，爜，爞，

有爛＋爜爞＝（爛＋爜）（爛＋爞）．
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方法、技巧与典型例题分析

本节常见的习题类型是：用简单事件表示复合事件、证明关于
事件的等式或不等式、用事件表示应用问题的结果等．
常用的方法是：（１）利用运算性质与规律将复合事件用等价

的简单事件表示；（２）利用集合的文氏图分析事件间关系，找出等
价事件．
例 设爛，爜为任意两个事件，则

（爛＋爜）（爛＋爜）（爛＋爜）（爛＋爜）＝ ．
解 因为爛与爛互逆，爜与爜互逆，所以

（爛＋爜）（爛＋爜）＝爛爛＋爛爜＋爜爛＋爜爜
＝＋爜＋爜＝爜，

（爛＋爜）（爛＋爜）＝爛爛＋爛爜＋爜爛＋爜爜

＝＋爜＋爜＝爜，
于是 （爛＋爜）（爛＋爜）（爛＋爜）（爛＋爜）＝爜爜＝．
例 设 爛，爜为任意两个事件，则（爛＋爜）（爛＋爜）表示

（ ）．
（Ａ）必然事件； （Ｂ）爛与爜恰有一个发生；
（Ｃ）不可能事件； （Ｄ）爛与爜不同时发生．
解 选（Ｂ）．因为爛＋爜＝犓－爛爜，所以

（爛＋爜）（爛＋爜）＝（爛＋爜）（犓－爛爜）＝爛犓－爛爜＋爜犓－爛爜
＝爛＋爜－爛爜，

表明爛与爜恰有一个发生．
例 对任意两事件爛，爜，证明：爛－爜＝爛爜．
证 设牨∈（爛－爜），则牨∈爛，牨∈爜，即牨∈爛爜，从而爛－爜

爛爜．反之，若牨∈爛爜，则牨∈爛，牨∈爜，即牨∈（爛－爜），从而爛爜
爛－爜．于是，爛－爜＝爛爜得证．
例 指出下列各式成立的条件：
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（１）爛－（爜－爞）＝（爛－爜）＋爞；
（２）（爛＋爜）－爞＝爛＋（爜－爞）；
（３）爛爜爞＝爛爜（爞＋爜）；
（４）（爛＋爜）爞＝爞－爞（爛＋爜）．
解 （１）由例３知

爛－（爜－爞）＝爛（爜爞－）＝爛（爜＋爞）＝爛爜＋爛爞，
而爛－爜＝爛爜，故要爛－（爜－爞）＝（爛－爜）＋爞，必须有（爛－爜）＋
爞＝爛爜＋爛爞，即爛爞＝爞．从而知爞是爛的子集．
由此可知，在代数运算中的去括号与消去律在事件运算中是

不成立的，一定要牢记两种运算的区别．
（２）将式子变形为（爛＋爜）爞＝爛＋爜爞，得爛爞＋爜爞＝爛＋爜爞，

知爛爞＝时等式成立．
（３）将式子变形为爛爜（爞＋爜）＝爛爜爞＋爛爜＝爛爜爞，得爛爜＝

爛爜爞，知爞爛爜时等式成立．
（４）（爛＋爜）爞＝［犓－（爛＋爜）］爞＝爞－（爛＋爜）爞＝爞－

爞（爛＋爜），知等式恒成立．
例 利用事件间关系，化简下列式子：
（１）（爛＋爜）（爛＋爞）； （２）（爛爜＋爞）爛爞；
（３）（爛＋爜）（爛＋爜）．
解 （１）（爛＋爜）（爛＋爞）＝爛爛＋爛爜＋爛爞＋爜爞＝爛＋爛爜＋

爛爞＋爜爞，而（爛爜＋爛爞）爛，故

（爛＋爜）（爛＋爞）＝爛＋爜爞．
（２）本题中含有多个逆事件，因此要多次使用对偶律，以除去

“逆”记号．
（爛爜＋爞）爛爞＝（爛爜＋爞）＋ 爛爞＝爛爜爞＋爛爞

＝（爛＋爜）爞＋爛爞＝爛爞＋爜爞＋爛爞
＝爛（爞＋爞）＋爜爞＝爛＋爜爞．

（３）（爛＋爜）（爛＋爜）＝（爛＋爜）爛＋（爛＋爜）爜

＝爛＋爛爜＋爛爜＋爜爜
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＝爛＋爛（爜＋爜）＋＝爛．
例 证明下列等式：
（１）爛∪爜＝爛∪爜爛； （２）爜－爛＝爛爜－爛爜；
（３）（爛－爜）∪（爜－爛）＝爛爜∪爛爜．
证 利用运算性质和运算律，有

（１）爛∪爜＝（爛∪爜）∩犓＝（爛∪爜）∩（爛∪爛）
＝爛∪爛爜∪爜爛＝爛∪爜爛．

（２）爛爜－爛爜＝爛爜∩爛爜＝（爛∪爜）∩（爛爜）＝爛爜．
（３）爛爜∪爛 爜＝爛爜∩爛 爜＝（爛∪爜）∩（爛∪爜）

＝爛爛∪爜爛∪爛爜∪爜爜＝爛爜∪爜爛

＝（爛－爜）∪（爜－爛）．
例 用文氏图说明下列各式：
（１）（爛∪爜）爞＝爛爞∪爜爞；
（２）爛爜∪爞＝（爛∪爞）（爜∪爞）；
（３）爛＋爜＋爞．
解 （１）如图１．２（ａ）表示，（爛∪爜）爞表示爛与爜之和与爞的

交集，是画有交叉线的阴影部分；爛爞是爛与爞之交，是画有右斜线
的阴影部分，爜爞是爜与爞之交，是画有左斜线的阴影部分．爛爞与

爜爞之积是画有交叉线的阴影部分，故知两者相等．

图１．２

（２）爛爜∪爞表示爛与爜之和与爞的交集，是图１．２（ｂ）中画有
交叉线的部分；（爛∪爞）（爜∪爞）表示爛与爞之和同爜与爞之和的
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交，两者是相等的．
（３）爛＋爜＋爞是爛，爜，爞的和集（见图１．２（ｃ）），可以表示为

爛＋爜＋爞＝（爛－爛爜）＋（爜－爜爞）＋（爞－爛爞）＋爛爜爞．
这里，因为（爜－爜爞）与（爞－爞爛）中重复减去了爛爜爞，所以最后要
加上一个爛爜爞．
例 如果以牨表示一个沿数轴作随机运动的质点的位置，说

明下列事件的关系：

图１．３

爛＝｛牨燏牨≤１５｝，
爜＝｛牨燏牨≥５｝，
爞＝｛牨燏牨＜１０｝，
爟＝｛牨燏牨≤－５｝，
爠＝｛牨燏牨≥１０｝．

解 由图 １．３可知：爛爞爟；
爜爠；爟与爜互斥，爟与爠互斥；爜与

爞相容，爜与爛相容，爠与爛相容；爞与爠互逆．
例  射击运动员射击的目标是三个半径（单位：ｍ）分别为

０．１，０．２，０．３的同心圆环域，标为牜１，牜２，牜３，以爛牏（牏＝１，２，３）记击
中半径为牜牏的圆环域内事件，试以事件的集合表示下列情况：

（１）击中０．３ｍ半径的圆环域外；
（２）击中任一圆环域内；
（３）击中０．１ｍ半径的圆环域内；
（４）击中０．１ｍ半径的圆环域外，０．２ｍ半径的圆环域内．
解 （１）爛３，即爛３的逆事件； （２）爛１∪爛２∪爛３；

（３）爛１； （４）爛２．
例 一批产品中有合格品也有废品，从中有放回地抽取（将

产品取出一件观察后放回）三件产品，以爛牏（牏＝１，２，３）表示第牏次
抽到废品，试以事件的集合表示下列情况：

（１）第一次和第二次抽取至少抽到一件废品；
（２）只有第一次抽到废品； （３）三次都抽到废品；
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（４）至少有一次抽到废品； （５）只有两次抽到废品．
解 （１）爛１∪爛２； （２）爛１∩爛２∩爛３； （３）爛１爛２爛３；

（４）爛１∪爛２∪爛３或爛１爛２爛３（三次都抽到合格品的逆事件）；
（５）爛１爛２爛３∪爛１爛２爛３∪爛１爛２爛３．
例 设有随机事件爛，爜，爞，满足爞爛爜，爞爛爜，证明：

爛爞＝爞爜∪爛爜．
证 因为 爞爛爜，所以 爞爛∪爜．于是，爞爜（爛∪爜）爜＝

爛爜，爞爛爜＝爞爜∩爛爜＝爞爜，爛爞爜＝爞∩爛爜＝爛爜．故

图１．４

爛爞＝爛爞（爜∪爜）＝爛爞爜∪爛爞爜
＝爞爜∪爛爜．
由文氏图（见图 １．４）可以清楚地看

出，爛爞为全部画有斜线的部分，爞爜为画
有左斜线的部分，爛爜为画有右斜线的部
分．所以结论成立．

第二节 随机事件的概率

主 要 内 容

．频率
在相同的条件下进行了牕次试验，若事件爛发生了牕爛次，则牕爛

称为牕次试验中爛发生的频数．牊牕（爛）＝牕爛燉牕称为事件爛发生的
频率．频率具有以下性质：

（１）对任何事件爛，有０≤牊牕（爛）≤１；
（２）对必然事件犓，有牊牕（犓）＝１；
（３）对牑个两两互不相容事件爛１，爛２，…，爛牑，有
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牊牕（爛１）＋牊牕（爛２）＋…＋牊牕（爛牑）＝牊牕 ∪
牑

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝

牑

牏＝１
牊牕（爛牏）．

．概率的公理化定义
设犓是随机试验爠的样本空间，对爠的每一事件爛赋予一个

实数值，称为事件爛的概率，记为爮（爛）．函数爮（·）具有以下性
质：

（１）非负性 对任一事件爛，爮（爛）≥０；
（２）规范性 爮（犓）＝１；
（３）可加性 对可列个两两互不相容事件爛１，爛２，…，爛牕，…，

有 爮（爛１∪爛２∪…∪爛牕∪…）＝爮 ∪
∞

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝

∞

牏＝１
爮（爛牏）．

．概率的统计定义
当牕→∞时，牕次独立重复试验的频率牊牕（爛）＝牕爛燉牕趋于稳定

值爮（爛），则当牕很大时，爮（爛）＝牘≈牕爛燉牕．
．概率的几何意义
若随机试验爠的可能结果有无限（不可列）个，每个基本事件

发生的可能性相等，则当样本空间犓与所求事件爛都可以用几何
量（长度爧、面积爳或体积爼）来测度时，爛发生的概率称为几何概
率．例如

爮（爛）＝爳（爛）
爳（犓）．

其中爳（爛），爳（犓）分别称为爛，犓的几何测度．
．概率的性质

（１）爮（）＝０；
（２）对任一事件爛，爮（爛）＝１－爮（爛）；
（３）若爛１，爛２，…，爛牕两两互不相容，则

爮（爛１∪爛２∪…∪爛牕）＝爮 ∪
牕

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝

牕

牏＝１
爮（爛牏）；

（４）对两个事件爛，爜，若爛爜，则

爮（爜－爛）＝爮（爜）－爮（爛）， 爮（爜）≥爮（爛）．
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．概率的加法公式

（１）对于任意两个事件爛，爜，有

爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛爜）．
（２）对于任意牕个事件爛１，爛２，…，爛牕，有

爮（爛１＋爛２＋…＋爛牕）

＝
牕

牏＝１
爮（爛牏）－ 

１≤牏＜牐≤牕
爮（爛牏爛牐）＋ 

１≤牏＜牐＜牑≤牕
爮（爛牏爛牐爛牑）

－…＋（－１）牕－１爮（爛１爛２…爛牕）．
．古典型概率
若随机试验的样本空间的元素为有限个（有限性），每个样本

点发生的可能性相等（等可能性），则试验爠的事件爛发生的概率

爮（爛）称为古典型概率．记牔为事件爛中所含基本事件数，牕为样
本空间犓中基本事件的总数，则计算公式为

爮（爛）＝牔
牕．

利用古典型概率讨论事件概率的数学模型称为古典概型．

疑 难 解 析

．怎样理解统计概率？
答 随机事件爛的频率牊牕（爛）反映在牕重独立重复试验中爛

发生的频繁程度．当牕不同或在不同组试验时，牊牕（爛）的值一般是
不同的．但当牕充分大时，牊牕（爛）会在概率爮（爛）＝牘的值左右徘
徊．牕越大，徘徊的区间越小．所以，可以在这小区间中取一值作为

牘的近似值，于是有

爮（爛）＝牘≈牕爛燉牕＝牊牕（爛）．
统计概率是一个近似值．
．能否将概率看作频率的极限？
答 不能．这是因为：第一，统计概率仅对牕次独立重复试验
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而言（伯努利大数定律），并非所有情形都适用；第二，当牕→∞时，
牊牕（爛）在爮（爛）左右徘徊，与微积分中牊（牨）→爛不同．用犡爫概念
来解释就是：存在随机现象的偶然性，对于某个给定的犡＞０，可能
找不到相应的爫（犡），使当牕＞爫时，有燏牊牕（爛）－爮（爛）燏＜犡成立．

．怎样确定随机事件的等可能性？
答 等可能性是古典型概率问题的两大假设之一，有了这两

大假设，我们只需讨论样本空间犓和事件爛所包含的基本事件数，
即可计算概率爮（爛）．但所讨论问题是否符合等可能假设，一般不
可能实际验证，而是根据人们长期形成的“对称性经验”作出的．
如，将一枚均匀的硬币掷一次，正面向上和反面向上的机会是相等
的；大小、形状和重量相同而颜色不同的小球装在同一小盒子中，
每个球被摸到的可能性也是相等的．但是，一个产妇到医院生产，
产下男婴和女婴的可能性一般不相等；投一次篮，投中和投不中的
可能性一般也不相等．因此，等可能性的确定是人们根据对事物的
长期认识而作出的，不是人为的．

．怎样判断讨论的问题是排列问题还是组合问题？
答 在计算样本空间犓和事件爛所包含基本事件数时，事件

数的多少与问题是排列还是组合有关．当事件的组成与顺序有关
时，是排列问题；与顺序无关时，是组合问题．
如，某班级有４０名学生，要选３人分别担任班长、学习委员、文

体委员，有两种方案．一种是选出３人，由他们自行分工，这种方案
与顺序无关，是组合问题，共有爞３

４０种选法．另一种方案是分别选出
班长（４０种选法）、学习委员（３９种选法）、文体委员（３８种选法），
与顺序有关，是排列问题，共有爮３

４０种选法．第二种方案也可以表示
为爮３

４０＝爞３
４０×３！，即选出三人后，再自由排列．

．怎样确定几何型概率中几何量的测度？
答 在几何型概率中，所考虑的问题中若只有一个因素在变，

则取一维几何量——长度作几何测度（见本节例２６）；若有两个因
素在变，则取二维几何量——面积作几何测度（见本节例２７～３０）；
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若有三个因素变化，则取三维几何量——体积作几何测度（见本节
例３１）．

方法、技巧与典型例题分析

一、基本的概率问题
基本的概率问题一般可以利用事件之间的关系与运算，运用

概率的运算性质求解或证明．读者对基本概念应有较深刻的理解，
熟练掌握事件与概率的运算．
例 某医院一天中接诊外科病人５０人，内科病人５０人，五官

科病人５０人．设每位病人在一科室至多就诊一次，在病人总数中，
在三个科室各就诊一次的占１０％，只看外科的占２０％，只看内科的
占２５％，只看五官科的占１０％．问：

（１）一天共接诊多少个病人？
（２）只看外科和内科的病人占病人总数的比例为多少？

图１．５

解 以 爛，爜，爞分别表示外科、内
科、五官科接诊病人的集合，由文氏图

（见图１．５）知

爛＋爜＋爞＝爛爜爞＋爛爜爞＋爛爜爞＋爛爜爞
＋爛爜爞＋爛爜爞＋爛爜爞，

又知爮（爛爜爞）＝０．１， 爮（爛爜爞）＝０．２，
爮（爛爜爞）＝０．２５， 爮（爛爜爞）＝０．１５．
设 爮（爛爜爞）＝牨， 爮（爛爜爞）＝牪，

爮（爛爜爞）＝牫，又设病人总人数为爳，可建立方程组

爳（０．２＋牨＋牪＋０．１）＝５０，
爳（０．２５＋牪＋牫＋０．１）＝５０，
爳（０．１５＋牫＋牨＋０．１）＝５０，

烅

烄

烆牨＋牪＋牫＝１－０．２－０．２５－０．１５－０．１．
解方程得
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牨＝０．０５， 牪＝０．１５， 牫＝０．１， 爳＝１００．
所以病人总数为 １００名，只看外科和内科的病人占总病人数的

５％．
例 已知爮（爛）＝爮（爜）＝爮（爞）＝１燉４，爮（爛爜）＝０，爮（爛爞）＝

爮（爜爞）＝１燉８，则事件爛，爜，爞全不发生的概率为 ．
解 由爛爜爞爛爜知，爮（爛爜爞）＝０．又由逆事件公式和加法

公式，得

爮（爛爜爞）＝１－爮（爛＋爜＋爞）
＝１－爮（爛）－爮（爜）－爮（爞）＋爮（爛爜）＋爮（爜爞）

＋爮（爛爞）－爮（爛爜爞）
＝１－３×１燉４＋２×１燉８＝１燉２．

例 设当事件爛，爜都发生时，事件爞必发生，则（ ）．
（Ａ）爮（爞）≤爮（爛）＋爮（爜）－１； （Ｂ）爮（爞）＝爮（爛爜）；
（Ｃ）爮（爞）≥爮（爛）＋爮（爜）－１； （Ｄ）爮（爞）＝爮（爛＋爜）．
解 由题意知爞爛爜，故

爮（爞）≥爮（爛爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛＋爜）
≥爮（爛）＋爮（爜）－１，

所以选（Ｂ）．
例 设爮（爛）＝牃，爮（爜）＝２牃，爮（爞）＝３牃，爮（爛爜）＝爮（爜爞）＝

牄，证明：牃≤１燉４．
证 由爮（爛爜）爮（爛），得牄≤牃．又由加法公式

１≥爮（爜＋爞）＝爮（爜）＋爮（爞）－爮（爜爞）
＝２牃＋３牃－牄≥４牃，

所以 牃≤１燉４．
例 对任意事件爛１，爛２，…，爛牕，证明：
（１）爮（爛１爛２）≥爮（爛１）＋爮（爛２）－１；
（２）爮（爛１爛２…爛牕）≥爮（爛１）＋爮（爛２）＋…＋爮（爛牕）－（牕－１）．
证 （１）由加法公式

爮（爛１＋爛２）＝爮（爛１）＋爮（爛２）－爮（爛１爛２），
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所以

爮（爛１爛２）＝爮（爛１）＋爮（爛２）－爮（爛１＋爛２）
≥爮（爛１）＋爮（爛２）－１．

（２）用数学归纳法．牕＝２即有题（１）的结论．设对牕－１，不等
式成立，则

爮（爛１爛２…爛牕）
＝爮［（爛１爛２…爛牕－１）爛牕］
≥爮（爛１爛２…爛牕－１）＋爮（爛牕）－１
≥爮（爛１）＋爮（爛２）＋…＋爮（爛牕－１）－（牕－２）＋爮（爛牕）－１
＝爮（爛１）＋爮（爛２）＋…＋爮（爛牕）－（牕－１）．
例 设有甲、乙两人玩投篮游戏，规定：每轮由甲先投一次，

接着乙可投两次，先投中者胜．已知甲每次投篮命中率为牘，乙命
中率为０．５，问牘取何值时，甲、乙两人胜负概率相等．
解 以爛牏，爜牏（牏＝１，２，…）分别记甲、乙在第牏次投篮命中事

件，牏又为甲、乙两人投篮的总次数，以爛，爜分别记甲、乙取胜事
件，则

爛＝爛１＋爛１爜２爜３爛４＋爛１爜２爜３爛４爜５爜６爛７＋…，
而 爮（爛１）＝牘，

爮（爛１爜２爜３爛４）＝（１－牘）×０．５２牘＝０．２５牘（１－牘），

爮（爛１爜２爜３爛４爜５爜６爛７）＝０．２５２（１－牘）２牘，
所以 爮（爛）＝牘＋０．２５（１－牘）牘＋０．２５２（１－牘）２牘＋…

＝牘燉［１－０．２５（１－牘）］．
由题设，要爮（爛）＝爮（爜）＝０．５＝牘燉［１－０．２５（１－牘）］，解得牘＝
３燉４．即当甲的命中率为３燉４时，甲、乙胜负的概率相等．
二、古典型概率问题
古典型概率问题有三大典型问题：摸球问题、质点入盒问题和

随机取数问题．另外还有一些其它类型的问题，如超几何分布概率
问题等，也属于古典型概率问题．
求解古典型概率问题的常用方法有：
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．加法原理
设完成一件事有牑类方法，每类分别有牔１，牔２，…，牔牑种方法，

而完成这件事只要选择任一类方法中的任何一种，则完成这件事
的方法有牔１＋牔２＋…＋牔牑种．

．乘法原理
设完成一件事有牕个步骤：第一步有牔１种方法，第二步有牔２

种方法……第牕步有牔牕种方法，且这牕类的所有种方法都各不相
同，则完成这件事的方法有牔１牔２…牔牕种．
注意，如果完成一件事的方法是并列的关系，则使用加法原

理；如果完成一件事的方法有顺序关系，则使用乘法原理．
．排列方法
从全部元素中取出一部分，有次序地排成一列，称为一个排

列．排列可分为：
（１）不同元素的选排列 从牕个不同的元素中无放回地取出

牔（牔＜牕）个元素的排列，共有爮牔
牕种排列，

爮牔
牕＝牕（牕－１）…（牕－牔＋１）．

当牔＝牕时，称为全排列，共有牕！种排列．
（２）不同元素的重复排列 从牕个不同的元素中有放回地取

出牔个元素的排列，共有牕牔种排列．
（３）不全相似元素的排列 若在牕个元素中有牔类不同的元

素，每类各有牑１，牑２，…，牑牔个（每类元素彼此视为不可辨认），则这牕
个元素的全排列共有牕！燉（牑１！牑２！…牑牔！）种．

．环排列
从牕个不同的元素中，选出牔个元素排成一个圆周的排列，共

有爞牔
牕（牔－１）！种排列．
．组合方法
从全部元素中取出一部分元素而不考虑其顺序的排列称为一

个组合．组合可分为：
（１）一般的组合 从牕个不同元素中取出牔个的组合，共有
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牕（牕－１）…（牕－牔＋１）
牔！ ＝ 牕！

牔！（牕－牔）！

种，也记为爞牔
牕或

牕槏 槕牔 ．它具有性质

爞牔
牕＝爞牕－牔

牕 ， 爞牔
牕＝爞牔

牕－１＋爞牔－１
牕－１， 爞０

牕＝１．
（２）不同类元素的组合 从不同的牑类元素中取出牔个元素，

即从第一类的牕１个不同元素中取牔１个，从第二类的牕２个不同元素

中取牔２个……从第牑类的牕牑个不同元素中取牔牑个，且牕牏≥牔牏（牏＝

１，２，…，牑），
牑

牏＝１
牔牏＝牔，则共有组合爞牔１牕１爞

牔２牕２…爞牔牑牕牑＝∏
牑

牏＝１
爞牔牏牕牏
种．

在处理具体问题时，既要考虑事件是否与顺序有关，从而确定
用组合方法还是排列方法，又要从实际问题出发判断是哪一种排
列或组合，才能求得正确的结果．
摸球问题是指从牕个可分辨的球中按照不同的要求逐个地取

出牔个球，并计算事件概率的问题．
例 一袋内有牃个白球，牄个黑球，求：
（１）不放回地任取牔＋牕个球，恰有牔个白球、牕个黑球的概

率；
（２）不放回抽取，每次一个，第牑次才取到白球的概率；
（３）不放回抽取，每次一个，第牑次恰取到白球的概率．
解 （１）任取牔＋牕个球，与次序无关，且牔个白球从牃个白球

中选，牕个黑球从牄个黑球中选，都是组合问题．所以

牘＝
爞牔

牃爞牕
牄

爞牔＋牕
牃＋牄

（属于超几何分布）．

（２）抽取与次序有关，第牑次抽取的白球可为牃个白球中任一
个，所以

牘＝ 牄
牃＋牄·

牄－１
牃＋牄－１·…· 牄－牑＋２

牃＋牄－牑＋２·
爞１

牃

牃＋牄－牑＋１．

（３）第牑次必取到白球，可为牃个白球中任一个．前牑－１次取
到的白球数应小于牃个，因此第一次只能在牃＋牄－１个球中取（留
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一个白球在第牑次取），以后各次相同．所以

牘＝牃＋牄－１
牃＋牄 ·牃＋牄－２

牃＋牄－１·…·牃＋牄－牑＋１
牃＋牄－牑＋２·

爞１
牃

牃＋牄－牑＋１

＝ 牃
牃＋牄．

例 有牕双不同的鞋混放在一起，有牕个人每人随机地取走２
只，求下列事件的概率：

（１）每人取走的鞋恰为一双的概率；
（２）每人取走的鞋不成一双的概率．
解 设２牕只鞋被牕个人取走．第一个人从２牕只中任取２只，第二

个人从２牕－２只中任取２只……第牕个人取走最后２只，但每个人取
走２只的排列只是一种．所以，依乘法原理，基本事件的总数为

２牕（２牕－１）
２ ·（２牕－２）（２牕－３）

２ ·…·２·１
２ ＝（２牕）！

２牕 ．

（１）每人取走的鞋恰为一双的事件数为爞１
牕爞１

牕－１…爞１
２爞１

１＝牕！，于
是

牘＝牕！燉［（２牕）！燉２牕］＝（２牕）！！燉（２牕）！．
（２）每人取走的２只鞋都不成双的事件数为（牕！）２．因为第一

个人可以从牕只右脚鞋中取１只，又可以从牕只左脚鞋中取１只（只
要两只鞋不成一双），其余依此类推．于是

牘＝（牕！）２燉［（２牕）！燉２牕］＝２牕（牕！）２燉（２牕）！＝牕！燉（２牕－１）！！．
例 从５双不同的鞋子中任取４只，求这４只鞋子中至少有２

只鞋子配成一双的概率．
解 本题的解法很多，我们仅举几种解法供读者参考．读者可

尝试其它合理的解法．
（１）基本事件总数为爞４

１０．有利事件数包括：恰有２只配成一双，
事件数是爞１

５爞２
４爞１

２爞１
２（爞１

５表示５双中任取１双，其余２只由４双中取２
双，再在每１双中取１只）；４只配成两双，事件数是爞２

５．所求概率为

牘＝（爞１
５爞２

４爞１
２爞１

２＋爞２
５）燉爞４

１０＝１３０燉２１０＝１３燉２１．
（２）用逆事件求，４只鞋配不成双的事件数是爞４

５爞１
２爞１

２爞１
２爞１

２，故
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牘＝１－（爞４
５爞１

２爞１
２爞１

２爞１
２）燉爞４

１０＝１－８０燉２１０＝１３燉２１．
（３）至少２只能配成一双也可以这样构成：先从５双中任取１

只，其余２只从余下８只中取，但要减去可能成双的重复事件数，则

牘＝（爞１
５爞２

８－爞２
５）燉爞４

１０＝１３燉２１．
本题最容易出现的错误就是把有利事件数取为爞１

５爞２
８，从而出

现重复事件．这是因为，若鞋子标有号码１，２，…，５，则爞１
５可能取中

第 牏号鞋，爞２
８可能取中第 牐号的一双，此时成为两双的配对为

（牏，牐），但也存在配对（牐，牏）．（牏，牐）与（牐，牏）是一种，出现了重复事件，
即多出了爞２

５＝１０个事件．
例 ５０只铆钉随机地取来用在１０个部件上，其中恰有３只

铆钉强度太弱．每个部件用３只铆钉，若将３只铆钉都装在同一部
件上，则这个部件的强度就太弱．问：发生一个部件强度太弱的概
率是多大？
解 基本事件总数为爞３

５０．强度太弱事件数为爞３
３爞１

１０（爞３
３是强度

太弱的铆钉组合，爞１
１０是部件的取法数），所以

牘＝爞３
３爞１

１０燉爞３
５０＝１燉１９６０．

例 一袋内装９个白球和３个红球，从袋中任意地顺次取出

３球（取出后不放回），求：
（１）第三次取出的是白球的概率；
（２）若第三次取出的是白球，则第一次取得的也是白球的概

率．
解 （１）同例７，有牘＝９燉１２＝３燉４．
（２）第三次和第一次都取得白球的事件是两个互不相容事

件：（白，白，白），（白，红，白），所以

牘＝ ９
１２×

８
１１×

７
１０＋

９
１２×

３
１１×

８
１０＝

７２
１３２＝

６
１１．

质点入盒问题是：有牕个可分辨的盒子和牔个质点，按照不同
的要求将牔个质点放在牕个盒子中，计算事件的概率．
例 将牕个质点随机地放入爫 （爫≥牕）个盒子中，求下列事
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件的概率：
（１）某指定的牕个盒子中各有一个质点；
（２）任意牕个盒子中各有一个质点；
（３）指定的某盒中恰有牔（牔＜牕）个质点．
解 每个质点有爫种放法，牕个质点有爫牕种放法，于是：
（１）相当于牕个质点在牕个盒子中的全排列，共有牕！种，所以

牘＝牕！燉爫牕．
（２）有利事件多了一个步骤，即牕个盒子的选法有爞牕

爫种，所以

牘＝爞牕
爫牕！燉爫牕．

（３）从牕个质点中取牔个的取法有爞牔
牕种，其余的每个质点都

有爫－１种放法，所以

牘＝爞牔
牕（爫－１）牕－牔燉爫牕．

例 某单位新录用了１２名公务员，其中有３名博士．将他们
随机地平均分到三个研究室去，问：（１）每一个研究室分到一名博
士的概率是多少？（２）３名博士分到同一研究室的概率是多少？
解 由不全相异元素的排列公式，得基本事件总数为

爞４
１２爞４

８爞４
４＝１２！燉（４！）３．

（１）将３名博士平均分配的分法有爮３
３种．其余９名人员的分法

有９！燉（３！）３种，有利事件数为３！９！燉（３！）３，所以

牘＝ ３！９！
（３！）３

１２！
（４！）３＝

１６
５５．

（２）将３名博士分到同一研究室的分法有爞１
３种，其余９人的分

法有９！燉（１！４！４！）种，有利事件数为（３×９！）燉（４！）２，所以

牘＝３×９！
（４！）２

１２！
（４！）３＝

３
５５．

例 将３个球随机地放在４个杯子中去，求杯子中球的最大
个数分别为１，２，３的概率．
解 基本事件总数为４３个．
最大个数为１，含事件数为爮３

４．所以，牘＝爮３
４燉４３＝３燉８．
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最大个数为２，则有２个球的杯子的选法有爞１
４种，球的选法有

爞２
３种，剩下１个球有３种放法，有利事件数为３爞１

４爞２
３．所以

牘＝３爞１
４爞２

３燉４３＝９燉１６．
最大个数为３，则杯子的选法为爞１

４，有利事件数为爞１
４．所以

牘＝爞１
４燉４３＝１燉１６．

例 某班有１２名学生是在１９８０年出生的，试求下列事件的
概率：

（１）至少有两人是同一天出生的；
（２）至少有一人是５月１日出生的．
解 （１）用求逆事件方法求解．样本空间基本事件总数为

３６５１２，没有两人在同一天出生的事件数为爮１２
３６５，所以

牘＝１－爮１２
３６５燉３６５１２．

（２）也用求逆事件方法求解．没有人在５月１日出生的事件数
为３６４１２，所以

牘＝１－３６４１２燉３６５１２．
随机取数问题是：在牕个不同的数中按不同的要求取出牔个

数，计算事件概率．
例 随机地取一整数，求它的二次方的个位数字是４的概

率．
解 设随机数牨＝牃＋１０牄＋…，其个位数是牃，则牨２＝牃２＋２０牃牄

＋１００牄２＋…．显然牨２的个位数仅与牨的个位数牃有关．

牃有０，１，…，９等１０种取法，而使牃２＝４的只有２种，牃＝２或牃
＝８，故牘＝２燉１０＝１燉５．
例 从０，１，…，９等１０个数字中，任取４个数字排成一排，

求能成为四位偶数的概率．
解 排成四位偶数，显然与数字次序有关，基本事件总数为

爮４
１０．要排成四位偶数，那么千位上不能取０，个位上只能取偶数，有

爞１
５爮３

９－爮２
８爞１

４（前项是个位在５个偶数中选１个，另三位数从余下９
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个数取３个，后项是千位为０时，个位有爞１
４种选法，其余两位有爞２

８

种选法）．所以

牘＝（爞１
５爮３

９－爞１
４爮２

８）燉爮４
１０．

例 从０，１，…，９等１０个数字中任取一个，取出后仍放回，
先后共取３次，求取出的三数总和等于１５的概率．
解 基本事件总数为１０３．每个数被取到的概率为１燉１０（等可能）．
以牃牏记第牏次取到的数字，记爛：牃１＋牃２＋牃３＝１５，则爛所包含

的基本事件相当于（１＋牨＋牨２＋…＋牨９）３展开式牨１５的系数．因为
由

（１＋牨＋牨２＋…＋牨９）３

＝［（１－牨１０）燉（１－牨）］３＝（１－牨１０）３（１－牨）－３

＝（１－３牨１０＋…）（１＋…＋２１牨５＋…＋１３６牨１５＋…）
知，牨１５的系数为１３６－３×２１＝７３，所以牘＝７３燉１０３＝０．０７３．
例 从１，２，…，２０中任取一个数，取到数牑的概率与牑成正

比，求取到的数是３的倍数的概率．

解 以牘牑记取到数牑的概率，则牘牑＝牅牑，且
２０

牑＝１
牅牑＝１，可得牅＝

１燉２１０．取到的数是３的倍数包括３，６，９，１２，１５，１８，所以

牘＝（３＋６＋９＋１２＋１５＋１８）燉２１０＝３燉１０．
例 将一枚硬币掷２牕次，求出现正面次数多于反面次数的

概率．
解 掷２牕次硬币，可能出现：爛——正面次数多于反面次数，

爜——反面次数多于正面次数，爞——正面次数等于反面次数．爛，
爜，爞互不相容．
直接计算爮（爛）是困难的，可以用对称性原理来求解．因为硬

币是均匀的，有爮（爛）＝爮（爜），所以爮（爛）＝［１－爮（爞）］燉２．而２牕次
掷硬币的排列有２２牕种，其中有利爞的有爞牕

２牕种（２牕个中选牕个），则

爮（爞）＝爞牕
２牕燉２２牕．所以

爮（爛）＝［１－爮（爞）］燉２＝（１－爞牕
２牕燉２２牕）燉２．
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例 有外表相同的爫 （爫≥３）个袋子，第牑个袋子中装有牑
个红球和爫－牑个白球．将袋的次序搞混后，任选一袋并任取一
袋，求：

（１）第一次取得红球、放回后第二次又取得红球的概率；
（２）前两次取出的球不放回、第三次时取得红球的概率．
解 （１）选中第牑个袋子的概率是１燉爫，每次取得红球的概率

是牑燉爫，则由加法原理，有

牘＝
爫

牑＝１

１
爫

牑槏 槕爫

２

＝ １
爫３

爫

牑＝１
牑２＝（爫＋１）（２爫＋１）

６爫２ ．

（２）选 中 第 牑袋 的 概 率 是 １燉爫．三 次 取 球 的 方 法 有

爫（爫－１）（爫－２）种．三次取得红球的取法有牑（牑－１）（牑－２）种，
取得（红，白，红）和（白，红，红）的取法各有牑（牑－１）（爫－牑）种，取
得（白，白，红）的取法有牑（爫－牑）（爫－牑－１）种，故取法共有

牑（牑－１）（牑－２）＋牑（牑－１）（爫－牑）＋牑（牑－１）（爫－牑）
＋牑（爫－牑）（爫－牑－１）＝牑（爫－１）（爫－２）

种．所以

牘＝
爫

牑＝１

１
爫· 牑（爫－１）（爫－２）

爫（爫－１）（爫－２）＝
１
爫２·

爫（爫＋１）
２ ＝爫＋１

２爫 ．

例 在１，２，…，９等９个数字中，有放回地随机取出牕个数，
求这牕个数的乘积能被１０除尽的概率．
解 基本事件数有９牕种．能被１０除尽，则这牕个数中应含５与

偶数．用逆事件求出，因为不含５的取法有８牕种，不含偶数的有５牕

种，既不含５又不含偶数的有４牕种，于是知含 ５和偶数的取法有

９牕－８牕－５牕＋４牕种．所以

牘＝９牕－８牕－５牕＋４牕

９牕 ＝１－槏 槕８
９

牕

－槏 槕５
９

牕

＋槏 槕４
９

牕

．

例 某人将牕个准考证随机地发给牕个考生，求至少有一个
准考证发对的概率．
解 这类问题称为配对问题．以爛牏记第牏个准考证发对考生事
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件，则由加法公式，至少有一个准考证发对的事件爛＝
牕

牏＝１
爛牏，所以

爮（爛）＝爮（爛１＋爛２＋…＋爛牕）．

因为 爮（爛牏）＝ １
牕， 

牕

牏＝１
爮（爛牏）＝１，

爮（爛牏爛牐）＝ １
牕· １

牕－１＝
１

牕（牕－１）（牏≠牐），

又 
１≤牏＜牐≤牕

爮（爛牏爛牐）＝
爞２

牕

牕（牕－ １）＝ １
２！，


１≤牏＜牐＜牑≤牕

爮（爛牏爛牐爛牑）＝
爞３

牕

牕（牕－ １）（牕－ ２）＝ １
３！，


爮（爛１爛２…爛牕）＝ 爞牕

牕燉牕！＝ １燉牕！，
所以

爮（爛）＝１－１燉２！＋１燉３！－…＋（－１）牕－１燉牕！
牕

→
→∞

１－ｅ－１．
例 设有 牕个人排成一排，求：（１）甲、乙两人之间恰有

牜（０≤牜≤牕－２）人的概率；（２）甲、乙两人相邻的概率．
解 牕个人排成一排，基本事件数是牕！．
（１）甲、乙两人中间有牜人的排法数可以这样考虑：设甲排在

第牏位，则乙排在第牏＋牜＋１位，所以牏只能取１，２，…，牕－牜－１，共

牕－牜－１种排法；其余牕－２个位置是牕－２人的全排列，有（牕－２）！
种排法；甲、乙位置可以互换，有爞１

２种排法．由乘法原理，有利事件
数为爞１

２（牕－牜－１）（牕－２）！，所以

牘＝爞１
２（牕－牜－１）（牕－２）！燉牕！＝２（牕－牜－１）燉［牕（牕－１）］．

（２）甲、乙两人相邻看作占一个位置，而甲、乙位置可以互换，
故有爞１

２（牕－１）！种排法，所以

牘＝爞１
２（牕－１）！燉牕！＝２燉牕．

例 设牕个人排成一圈，求：（１）按顺时针方向，由甲到乙中
间相隔牜人的概率；（２）甲、乙两人相邻的概率．
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解 牕个人排成一圈，是环排列．
（１）因为是环排列，就没有首尾之分．甲、乙按顺时针方向排

列，中间相隔牜人的基本事件数是牕人取２人（甲与乙）的排列，有

爮２
牕种，而甲的位置有牕种选法，所以

牘＝牕燉爮２
牕＝１燉（牕－１）．

（２）设想甲、乙占一个位置，甲、乙可以互换，则甲、乙相邻有

２（牕－２）！种排法．而一圈只有（牕－１）！种排法，所以

牘＝２（牕－２）！燉（牕－１）！＝２燉（牕－１）．
更简单的想法是：一圈有牕个位置，甲占了一个位置后，乙还

有牕－１个位置可供选择，而与甲相邻的仅两个位置，所以

牘＝２燉（牕－１）．
三、几何型概率问题
几何型概率保留了古典型概率的等可能性特征，但样本点的

个数为无限（不可列）个．要根据具体问题选择恰当的几何测度，然
后计算事件的概率．怎样选择几何测度，可详见本节疑难解析５．
例 某轻轨车站每隔５ｍｉｎ有一轻轨车通过，乘客随机地

来到车站候车，求乘客候车时间不大于３ｍｉｎ的概率．
解 由于乘客在５ｍｉｎ内的任一时刻到达都是等可能的，符

合几何型概率等可能性和无限（不可列）性．同时，只有一个因素

——时间牠在变，所以用几何量长度来测度．由题意，得

牘＝爧（爛）
爧（犓）＝

３
５．

图１．６

例 将长度为牃的线段任意分为三段

（见图１．６），求此三线段能构成三角形的概率．
解 设三线段长为牨，牪，牃－牨－牪，有两个

因素牨，牪变化，所以用几何量面积来测度．
（１）由题意，有０＜牨＜牃，０＜牪＜牃，０＜牨

＋牪＜牃，满足此条件的点充满三角形爛爭爜内．而满足构成三角形
的点可这样求得：由边的关系，得
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牨＋牪＞牃－牨－牪，
（牃－牨－牪）＋牪＞牨，烅

烄

烆（牃－牨－牪）＋牨＞牪，

即
牨＋牪＞牃燉２，
牨＜牃燉２，烅

烄

烆牪＜牃燉２．
满足上述条件的点充满图１．７（ａ）中阴影域内，故

牘＝爳（爛）
爳（犓）＝

阴影域的面积
大三角形的面积＝

１
４．

图１．７

图１．８

（２）也可以这样求解：因为０＜牨＜牃，０＜牪＜牃，满足条件的点
充满正方形域．又由组成三角形的边的关系，知燏牪－牨燏＜牃燉２，即

牨－牃燉２＜牪＜牨＋牃燉２．再考虑牨＜牃燉２，牪＞牃燉２，则组成三角形的点

（牨，牪）充满图１．７（ｂ）中左上阴影域；牨＞牃燉２，牪＜牃燉２，则组成三角
形的点充满右下阴影域．所以

牘＝爳（爛）
爳（犓）＝

阴影域的面积
边长为牃的正方形的面积＝

１
４．

例（会面问题） 两个朋友约定晚８：００至９：００在某地会面，
若先到者等候２０ｍｉｎ而另一人不到，先到
者则离去，求这对朋友能会面的概率．
解 这显然是一个几何型概率问题．

以牨，牪表示两人到达时间，则有０≤牨≤６０，
０≤牪≤６０，样本点（牨，牪）充满正方形域．能
会面条件燏牨－牪燏≤２０，满足条件的点充满
图１．８中阴影域．所以
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牘＝ 爳（爛）
爳（犓）＝

阴影域的面积
正方形的面积 ＝ ６０２－ ４０２

６０２ ＝ ５
９．

会面问题常用于飞船对接、导弹拦截、码头空出等模型．
例（蒲丰投针问题） 设平面上一系列平行线的间距为２牃，

向平面投一长为２牓的针（牓＜牃），求针与平行线相交的概率．
解 如图１．９（ａ）所示，以牪表示针的中点到最近一条平行线

的距离，牨表示针与直线的交角，则０≤牪≤牃，０≤牨≤π，样本空间的
点（牨，牪）充满图１．９（ｂ）中的矩形区域．

图１．９

要针与平行线相交，应有牪≤牓ｓｉｎ牨，满足条件的点充满图１．９
（ｂ）中阴影区域．所以

牘＝爳（爛）
爳（犓）＝
阴影域的面积
矩形的面积 ＝ １

牃π∫
π

０
牓ｓｉｎ牨ｄ牨＝２牓

牃π．

例 甲、乙两人相约下午１：００到２：００之间到某站乘公共汽
车外出，他们到车站的时间是随机的．设在１：００到２：００间有四班客
车开出，开车时间分别为１：１５、１：３０、１：４５、２：００．求他们在下述情况
下同坐一班车的概率：（１）约定见车就乘；（２）约定最多等一班车．
解 设甲、乙到站时间分别为牨，牪，则１≤牨≤２，１≤牪≤２．样本

点（牨，牪）充满正方形区域［１，２；１，２］，正方形区域可分为１６个小方
格，如图１．１０所示．

（１）见车就乘的情形反映为图上画有交叉线的阴影区域，所以

牘＝４燉１６＝１燉４．
（２）约定最多等一班车的情形反映为图上的阴影区域，所以

牘＝１０燉１６＝５燉８．
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图１．１０ 图１．１１

例 在线段［０，牃］上任意取三个点牨，牪，牫，求三线段长牨，牪，
牫能构成三角形的概率．
解 因为０≤牨≤牃，０≤牪≤牃，０≤牫≤牃，所以样本点（牨，牪，牫）充

满以牃为边长的长方体（见图１．１１）．几何测度取为体积．
牨，牪，牫能构成三角形，则还应满足：
牫＜牨＋牪，即点（牨，牪，牫）在爭爛爞平面下方；
牪＜牨＋牫，即点（牨，牪，牫）在爭爜爞平面上方；
牨＜牪＋牫，即点（牨，牪，牫）在爭爛爜平面上方．

所以点（牨，牪，牫）充满六面体爭爛爜爞爟内部．

牘＝爼（爛）
爼（犓）＝

六面体爭爛爜爞爟的体积
边长为牃的正六面体的体积

＝牃３－３×１燉３×牃２燉２×牃
牃３ ＝ １

２．

第三节 条件概率与全概率公式

主 要 内 容

．条件概率
设爛，爜是试验爠的两个事件，且爮（爛）≠０，则在事件爜发生的
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条件下爛发生的概率称为事件爛在条件爜下的条件概率，记为

爮（爛燏爜）．
．条件概率的计算方法

（１）在试验爠的样本空间中计算

爮（爛燏爜）＝爮（爛爜）燉爮（爜），当爮（爜）＞０时；
爮（爜燏爛）＝爮（爛爜）燉爮（爛），当爮（爛）＞０时．
（２）在缩减样本空间中计算 此时样本空间由犓缩减为爜，有

利事件为爛爜，所以

爮（爛燏爜）＝爮（爛爜）（这时爮（爜）＝１）．
．乘法定理
乘法定理是求积事件概率的基本定理．
（１）若爮（爛）＞０，则爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜燏爛）；
（２）若爮（爛爜）＞０，则爮（爛爜爞）＝爮（爛）爮（爜燏爛）爮（爞燏爛爜）；
（３）若爮（爛１爛２…爛牕－１）＞０，则

爮（爛１爛２…爛牕）
＝爮（爛１）爮（爛２燏爛１）爮（爛３燏爛１爛２）…爮（爛牕燏爛１爛２…爛牕－１）．

．完备事件组
设犓为爠的样本空间，爜１，爜２，…，爜牕为爠的一组事件，若

（１）爜牏爜牐＝，牏≠牐，且牏，牐＝１，２，…，牕，

（２）
牕

牏＝１
爜牏＝犓，且爮（爜牏）＞０，

则称爜１，爜２，…，爜牕为犓的一个完备事件组，又称之为犓的一个划分．
．全概率公式
设爜１，爜２，…，爜牕为犓的一个完备事件组，若对爠的一个事件

爛，有爮（爜牏）＞０（牏＝１，２，…，牕），则有全概率公式

爮（爛）＝
牕

牏＝１
爮（爜牏）爮（爛燏爜牏）．

．贝叶斯公式
设爜１，爜２，…，爜牕为犓的一个完备事件组，若对爠的一个事件
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爛，有爮（爛）＞０，爮（爜牏）＞０（牏＝１，２，…，牕），则有贝叶斯公式

爮（爜牏燏爛）＝ 爮（爛燏爜牏）爮（爜牏）


牕

牐＝１
爮（爜牐）爮（爛燏爜牐）

，牏＝１，２，…，牕．

疑 难 解 析

．条件概率为什么是概率？它与无条件概率有何区别？
答 条件概率爮（爛燏爜）可以认为是爜发生的条件下缩减样本

空间爜中事件爛的概率，可以验证它符合概率的三条性质：非负
性、规范性和可列可加性，因此它是一个概率．
条件概率是在试验爠的条件下又加上一个新条件（如爜发生）

时，求事件（如爛）的概率．因为条件增多，则可以理解为：（１）样本
空间 犓不变，有利事件改变（由 爛变为 爛爜，一般地有 爛爛爜）；
（２）或样本空间 犓缩减为爜，有利事件爛改变为爛爜．所以，一般
有

爮（爛）≠爮（爛燏爜）．
．条件概率爮（爛燏爜）与积事件概率爮（爛爜）有何区别与联系？
答 条件概率爮（爛燏爜）是在试验爠的条件下增加条件爜发生

后，求得的事件爛发生的概率．而积事件爮（爛爜）是在试验爠的条
件下爛爜同时发生的概率．它们的区别就在于，它们发生时的条件
不同（虽然都是爛，爜同时发生）．
其联系是爮（爛燏爜）与爮（爛爜）可以相互表示，即

爮（爛燏爜）＝爮（爛爜）燉爮（爜）， 爮（爛爜）＝爮（爜）爮（爛燏爜）．
．全概率公式与贝叶斯公式有何联系？它们反映什么样的概

率问题？
答 全概率公式与贝叶斯公式是计算复杂事物概率的重要工

具．
若把全概率公式中的爛视为“果”，而把犓的每一划分爜牏视为
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“因”，则全概率公式反映“由因求果”的概率问题．公式 爮（爛）＝


牕

牏＝１
爮（爜牏）爮（爛燏爜牏）中的爮（爜牏）是根据以往信息和经验得到的，所

以被称为先验概率．而贝叶斯公式又称为“执果溯因”的概率问题，
即在结果爛已发生的情况下，寻找爛发生的原因．公式爮（爜牏燏爛）＝

爮（爛燏爜牏）爮（爜牏）燉爮（爛）中的爮（爜牏燏爛）是得到“信息”爛后求出的，所
以被称为后验概率．
先验概率与后验概率有不可分割的联系，后验概率的计算是

以先验概率为基础的．由贝叶斯公式知，求爮（爜牏燏爛）要用到爮（爛），
而爮（爛）是由先验概率计算得到的．

方法、技巧与典型例题分析

一、条件概率问题
求解条件概率的关键是能正确地运用条件．分析条件的发生

对样本空间的影响，然后再来考虑计算条件概率，必然可以减少或
避免错误．
条件概率的计算方法主要有两种：一是利用公式爮（爛燏爜）＝

爮（爛爜）燉爮（爜）计算，要注意到爮（爛爜）与爮（爜）都是在样本空间犓
中计算；二是在缩减样本空间爜中计算，这里爮（爜）＝１，爮（爛）＝
爮（爛爜）．其它方法还有用定义或直观意义求条件概率的，但不常
用．对于较复杂的条件概率问题，则要善于利用概率的运算性质，
化复杂为简单．
例 已知事件爛，爜互不相容，且爮（爜）≠０，求概率爮（爛燏爜）．
解 因为爛，爜互不相容，所以爮（爛爜）＝０，有

爮（爛燏爜）＝爮（爛爜）
爮（爜）＝爮（爛）－爮（爛爜）

１－爮（爜） ＝ 爮（爛）
１－爮（爜）．

例 牕个人排成一队，已知甲总排在乙的前面，求乙恰好紧
跟在甲后面的概率．
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解 以爛记甲排在乙前面事件，以爜记乙紧跟在甲后面的事
件，则要求概率爮（爜燏爛）．
在不附带条件的排队中，爮（爛）＝爮（爛）＝１燉２．由于样本空间

有牕！个基本事件，爛有牕！燉２个基本事件，爛爜有（牕－１）！个基本事
件（将甲乙看作一个人的全排列，甲、乙不能交换），则

爮（爜燏爛）＝爮（爛爜）
爮（爛）＝（牕－１）！

牕！
牕！燉２
牕！＝ ２

牕．

若在缩减样本空间中计算，则

爮（爜燏爛）＝（牕－１）！牕！
２＝ ２

牕．

例 电影院的票价为每张５元，今有牔＋牕个人排队购票，设
有牔人持有５元币，其余牕（牕≤牔）人只有１０元币．若每人限购一张
票，且售票处没有准备零币，求无人等待找钱的概率．
解 以牃１，牃２，…，牃牕记牕个持１０元币的人，以牄１，牄２，…，牄牔记牔

个持５元币的人．要没有人等待找钱，则在第牏个持１０元币的人之
前必须有多于牏个持５元币的人，所以是条件概率问题．
设爛牑为牃牑不等待找钱的事件，则

爮（爛１）＝ 牔
牔＋１

（牔个持５元币人加一个持１０元币人牃１，牃１不排在第一位）．

爮（爛２燏爛１）＝牔－１
牔 ，

爮（爛３燏爛１爛２）＝牔－２
牔－１，



爮（爛牕燏爛１爛２…爛牕－１）＝牔－牕＋１
牔－牕＋２，

所以，没有人等待找钱的概率为

爮（爛１爛２…爛牕）＝爮（爛１）爮（爛２燏爛１）…爮（爛牕燏爛１爛２…爛牕－１）

＝ 牔
牔＋１·

牔－１
牔 ·…·牔－牕＋１

牔－牕＋２
·２３·



＝牔－牕＋１
牔＋１ ．

例 掷三枚骰子，已知得到的三个点数不同，求其中含有点１
的概率．
解 用条件概率定义求解．设爛为三个点数不同的事件，爛爜

为其中含有点１的事件．
样本空间的基本事件数为６３＝２１６，爛包含基本事件数为爮３

６＝

１２０，爛爜含基本事件数爮３
３爞２

５＝６０，所以

爮（爛）＝１２０燉２１６＝５燉９， 爮（爛爜）＝６０燉２１６＝５燉８，
爮（爜燏爛）＝６０燉１２０＝１燉２．

例 一袋中有牜个红球，牠个白球，每次从袋中任取一个球观
察后放回，同时放入牃个与其同色的球．在袋中连续取球四次，求
第一、二次取到红球而第三、四次取到白球的概率．
解 以爛牏（牏＝１，２，３，４）记第牏次取到红球的事件，则所求事

件为爛１爛２爛３爛４，其概率为

爮（爛１爛２爛３爛４）＝爮（爛１）爮（爛２燏爛１）爮（爛３燏爛１爛２）爮（爛４燏爛１爛２爛３）

＝ 牜
牜＋牠·

牜＋牃
牜＋牠＋牃·

牠
牜＋牠＋２牃·

牠＋牃
牜＋牠＋３牃

＝ 牜牠（牜＋牃）（牠＋牃）
（牜＋牠）（牜＋牠＋牃）（牜＋牠＋２牃）（牜＋牠＋３牃）．

例 已知某家庭有３个孩子，其中至少有１个是女孩．求这个
家庭至少有１个男孩的概率（设生男生女的概率相等）．
解 以爛记至少有１个女孩事件，以爜记至少有１个男孩事

件，求爮（爜燏爛）用公式爮（爜燏爛）＝爮（爛爜）燉爮（爛）．
由爮（爛）＝（１燉２）３＝１燉８，得爮（爛）＝７燉８，爮（爜）＝７燉８．
由爛与爜互不相容，爛爜＝爛＋爜，得

爮（爛爜）＝爮（爛）＋爮（爜）＝１燉４爮（爛爜）＝３燉４，
所以 爮（爜燏爛）＝爮（爛爜）燉爮（爛）＝（３燉４）燉（７燉８）＝６燉７．
例 已知牕件产品中有牔件次品，从中任取２件．在得知其中

１件是次品的情况下，求另一件也是次品的概率．
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解 以爛１记２件中至少有１件次品的事件，以爛２记２件全是
次品的事件，要求爮（爛２燏爛１）．
因为爛２爛１，所以

爛１爛２＝爛２， 爮（爛１爛２）＝爮（爛２）．
而 爮（爛１）＝１－爮（爛１）＝１－爞２

牕－牔燉爞２
牕

＝［牔（２牕－牔－１）］燉［牕（牕－１）］，
爮（爛２）＝爞２

牔燉爞２
牕＝［牔（牔－１）］燉［牕（牕－１）］，

所以 爮（爛２燏爛１）＝爮（爛１爛２）燉爮（爛１）＝爮（爛２）燉爮（爛１）
＝（牔－１）燉（２牕－牔－１）．

例 已知掷５枚硬币时至少出现２个正面，求正面数恰为３
个的概率．
解 以爜记至少出现２个正面事件，以爛牏记恰好出现牏个正面

事件，则爜＝爛２＋爛３＋爛４＋爛５．
由于爛牏互不相容，爜爛３，爛３爜＝爛３，而

爮（爛３）＝爞３
５燉２５， 爮（爜）＝（爞２

５＋爞３
５＋爞４

５＋爞５
５）燉２５

（因为掷５枚硬币基本事件为２５个，爛牏含基本事件爞牏
５个），所以

爮（爛３燏爜）＝爮（爛３爜）燉爮（爜）＝爮（爛３）燉爮（爜）
＝爞３

５燉（爞２
５＋爞３

５＋爞４
５＋爞５

５）＝５燉１３．
二、全概率公式与贝叶斯公式问题
在求解全概率公式与贝叶斯公式问题时，表面上似乎只要套

公式就可以了，其实很容易出错．因此，特别要注意以下两点：（１）
寻找一个正确的样本空间的完备事件组（划分）爜１，爜２，…，爜牕，并
准确计算 爮（爜牏）和 爮（爛燏爜牏）的值；（２）不要混淆 爮（爛燏爜牏）与

爮（爜牏燏爛），因为两者完全不同．
例 甲、乙、丙三个工厂生产了一批同样规格的零件，它们的

产量分别占总产量的２０％，４０％，４０％，它们的次品率分别为５％，
４％，３％．今从仓库中任取１个零件，它是次品的概率为多少？
解 以爛１，爛２，爛３记分别取到甲、乙、丙厂生产的零件的事件，

以爜记零件为次品的事件，则

·４３·



爮（爛１）＝０．２， 爮（爛２）＝０．４， 爮（爛３）＝０．４，

爮（爜燏爛１）＝０．０５， 爮（爜燏爛２）＝０．０４， 爮（爜燏爛３）＝０．０３．
因为爛１，爛２，爛３为一个完备事件组，由全概率公式，有

爮（爜）＝
３

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）

＝０．２×０．０５＋０．４×０．０４＋０．４×０．０３＝０．０３８．
例 有两箱同型号的零件，Ａ箱内装５０件，其中一等品１０

件；Ｂ箱内装３０件，其中一等品１８件．装配工从两箱中任选一箱，
从箱子中先后随机地取两个零件（不放回抽样）．求：

（１）先取出的一件是一等品的概率；
（２）在先取出的一件是一等品的条件下，第二次取出的零件

仍是一等品的概率．
解 以爛，爜分别记从Ａ箱、Ｂ箱内取得一等品的事件．由已

知条件爮（爛）＝爮（爜）＝１燉２，并设爞牏为第牏（牏＝１，２）次取得一等品
的事件．

（１）因为爮（爞１燏爛）＝１燉５，爮（爞１燏爜）＝３燉５，依全概率公式，得

爮（爞１）＝爮（爛）爮（爞１燏爛）＋爮（爜）爮（爞１燏爜）

＝ １
２

１
５＋槏 槕３

５ ＝ ２
５．

（２）由条件概率公式与全概率公式

爮（爞２燏爞１）＝爮（爞１爞２）燉爮（爞１）
＝［爮（爛）爮（爞１爞２燏爛）＋爮（爜）爮（爞１爞２燏爜）］燉爮（爞１）

＝ １
２

１０×９
５０×４９＋

１８×１７槏 槕３０×２９
２
５＝０．４８５６．

例 已知某批产品的合格率为０．９．检验员检验时，将合格
品误认为次品的概率为０．０２，而一个次品被误认为合格的概率为

０．０５．求：
（１）检查任一产品被认为是合格品的概率；
（２）被认为合格品的产品确实合格的概率．
解 以爜记一个产品检查被认为合格的事件，以爛记产品确
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实合格的事件，则爛，爛构成一个完备事件组，爮（爛）＝０．９，爮（爛）
＝０．１，爮（爜燏爛）＝０．９８，爮（爜燏爛）＝０．０５．于是：

（１）由全概率公式，一个产品被认为合格的概率为

爮（爜）＝爮（爛）爮（爜燏爛）＋爮（爛）爮（爜燏爛）
＝０．９×０．９８＋０．１×０．０５＝０．８８７．

（２）由贝叶斯公式，被认为合格的产品确实合格的概率为

爮（爛燏爜）＝［爮（爛）爮（爜燏爛）］燉爮（爜）＝０．９×０．９８燉０．８８７
＝０．９９４．

例 某人到武汉参加会议，他乘火车、轮船、汽车或飞机去
的概率分别为０．２，０．１，０．３和０．４．如果他乘火车、轮船、汽车前
去，迟到的概率分别为１燉３，１燉１２和１燉４，乘飞机不会迟到．结果他
迟到了，求他乘汽车去的概率．
解 以爜记开会迟到事件，以爛１，爛２，爛３，爛４分别记某人乘火

车、轮船、汽车和飞机去的事件，则爛１，爛２，爛３，爛４为一完备事件组．
由全概率公式

爮（爜）＝
４

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）

＝０．２×１燉３＋０．１×１燉１２＋０．３×１燉４＋０．４×０
＝０．１５．

又由贝叶斯公式，迟到是因为乘汽车的概率是

爮（爛３燏爜）＝（０．３×１燉４）燉０．１５＝０．５．
例 某炮兵阵地有甲、乙、丙三门炮，三门炮的命中率分别

为０．４，０．３，０．５，设三门炮同时向一目标发射炮弹，结果共有两发
击中该目标，求此时是甲炮击中的概率．
解 这是一个“执果溯因”问题．以爛１，爛２，爛３分别记甲、乙、丙

击中的事件，则爮（爛１）＝０．４，爮（爛２）＝０．３，爮（爛３）＝０．５．又以爛记
三发炮弹有两发击中的事件，以爜记三炮齐射甲炮击中的事件，则
所求为爮（爜燏爛）．
若事件爜发生，则另一发命中的为乙炮或丙炮所发炮弹，故
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爮（爛燏爜）＝爮（爛２）［１－爮（爛３）］＋［１－爮（爛２）］爮（爛３）
＝０．３×０．５＋０．７×０．５＝０．５，

爮（爛燏爜）＝爮（爛２）爮（爛３）＝０．３×０．５＝０．１５，
所以

爮（爜燏爛）＝［爮（爜）爮（爛燏爜）］燉［爮（爜）爮（爛燏爜）＋爮（爜）爮（爛燏爜）］
＝（０．４×０．５）燉（０．４×０．５＋０．６×０．１５）＝２０燉２９．
例 设有２４个外形相同的球分装在三个盒子内，每盒装８

个．第一盒内有５个标有Ａ的球，３个标有Ｂ的球；第二盒内有红球
和白球各４个；第三盒内有红球６个，白球２个．先从第一盒中取１
个球，若是Ａ字球，则在第二盒中任取１个球；若是Ｂ字球，则从第
三盒中任取１个球，求第二次取得的球是红球的概率．

图１．１２

解 以爛记第一次从第一盒中取
得Ａ字球事件，以爜记第一次从第一
盒中取得Ｂ字球事件，以爞记第二次取
出红球事件，则可利用“概率树”图形

（见图１．１２）分析表示事件的关系．
依题意有

爮（爛）＝５燉８， 爮（爜）＝３燉８；
爮（爞燏爛）＝ １燉２， 爮（爞燏爛）＝ １燉２；
爮（爞燏爜）＝３燉４， 爮（爞燏爜）＝１燉４．
由全概率公式，得

爮（爞）＝爮（爞燏爛）爮（爛）＋爮（爞燏爜）爮（爜）
＝１燉２×５燉８＋３燉４×３燉８＝１９燉３２．

概率树是用来分析复杂事件中事物间关系的一种既形象又有

效的方法，凡是利用全概率公式求解的问题，都可以借助概率树直
观、清晰地表示概率关系．
例 某卫生机构的资料表明：患肺癌的人中吸烟的占

９０％，不患肺癌的人中吸烟的占２０％．设患肺癌的人占人群的

０．１％，求在吸烟的人中患肺癌的概率．
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解 以爛记被观察者吸烟的事件，以爜１记被观察者中患肺癌

的事件，以爜２记被观察者中不患肺癌的事件，则爜１，爜２为一完备

事 件组．依题意有，爮（爜１）＝０．００１，爮（爜２）＝０．９９９，爮（爛燏爜１）＝
０．９，爮（爛燏爜２）＝０．２，所以，由贝叶斯公式，得

爮（爜１燏爛）＝ 爮（爜１）爮（爛燏爜１）
爮（爜１）爮（爛燏爜１）＋爮（爜２）爮（爛燏爜２）

＝（０．００１×０．９）燉（０．００１×０．９＋０．９９９×０．２）
＝０．００４５．

显然，患肺癌的人中吸烟者的比例很高不等于吸烟者中患肺
癌的比例很高，即爮（爜１燏爛）≠爮（爛燏爜１），故不能以患肺癌的人中吸
烟者比例很高而认为吸烟者患肺癌的比例很高．

第四节 独立性与伯努利概型

主 要 内 容

一、独立性

．两事件相互独立
对随机试验爠的两个事件爛，爜，若爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜），则称

爛，爜为相互独立的事件，也简称事件爛，爜独立．
（１）若爛，爜相互独立，则爛与爜，爛与爜，爛与爜也相互独立．
（２）若爛，爜相互独立，则爮（爜燏爛）＝爮（爜），爮（爛燏爜）＝爮（爛）．

反之亦然．
．三事件相互独立
若对爛，爜，爞三事件，以下等式成立：

爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）， 爮（爜爞）＝爮（爜）爮（爞），
爮（爛爞）＝爮（爛）爮（爞）， 爮（爛爜爞）＝爮（爛）爮（爜）爮（爞），
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则称爛，爜，爞相互独立．
若仅前三个等式成立，最后一个等式不成立，则称爛，爜，爞两

两独立．
．牕个事件相互独立
若对牕个事件爛１，爛２，…，爛牕，对于任意的牑（１＜牑≤牕）及１≤牏１

＜牏２＜…＜牏牑≤牕，等式

爮（爛牏１爛牏２…爛牏牑）＝爮（爛牏１）爮（爛牏２）…爮（爛牏牑）
成立，则称爛１，爛２，…，爛牕相互独立．
上面的等式实际含有２牕－牕－１个等式．
二、伯努利概型
若将试验爠重复进行牕次，每次试验的结果互不影响，则称牕

次试验是相互独立的．
若试验爠只有两个可能结果，爛或爛，则称爠为伯努利试验．

将试验爠独立地重复进行牕次，则称爠为牕重伯努利试验．
在 牕重伯努利试验中，若一次试验时事件爛发生的概率为牘，

则在牕重伯努利试验中爛发生牑次的概率为

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
牕牘牑（１－牘）牕－牑．

由于爮｛牀＝牑｝＝爞牑
牕牘牑（１－牘）牕－牑恰好是二项式（牘＋牚）牕的展开

式中含牘牑的项，所以又称之为二项概率．

疑 难 解 析

．两事件爛，爜相互独立与两事件爛，爜互斥这两个概念有什
么关系？
答 两者没有必然的联系．两事件爛，爜相互独立，则爛发生

与爜发生无关，两者互不影响；两事件爛，爜互斥，则爛发生一定有

爜不发生，两者是相互影响的．
图１．１３为爛，爜相互独立（图（ａ））与爛，爜互斥（图（ｂ））的一个

例子．可以看出：爛，爜相互独立时爛爜可能非空，而爛，爜互斥时一
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图１．１３

定有爛爜＝．
．有放回抽样和无放回抽样与独

立性有什么关系？
答 有放回抽样时，对抽出的样

本观察后仍放回，因此样本空间没有
发生变化，两次抽样可以看作独立的

重复抽样，计算事件的概率时就可以利用独立性概念．无放回抽样
时，抽出的样本不再放回，因此前后抽样的样本空间是不同的，不
能作为独立的重复抽样处理，计算概率时不能利用独立性概念，一
般依据条件概率、乘法公式与其它运算法则处理．

．多个事件的两两独立与相互独立有什么不同？
答 对两个事件而言，两两独立与相互独立是一致的，而两个

事件以上时，两者就不同了．两两独立是指其中任意两个事件相互
独立，而全部事件相互独立是指其中任意个事件都相互独立．如事
件组爛１，爛２，…，爛牕相互独立包括两两独立、三三独立……牕个事
件独立．
由牕个事件两两独立不能得出牕个事件相互独立，但后者可以推

出前者．如掷一个正四面体，其中三面分别写有爛，爜，爞字样，另一面
写有爛爜爞字样．观察朝下一面上的字母，得爮（爛）＝爮（爜）＝爮（爞）＝
１燉２，爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）＝１燉４，爮（爛爞）＝爮（爛）爮（爞）＝１燉４，
爮（爜爞）＝爮（爜）爮（爞）＝１燉４，但爮（爛爜爞）＝１燉４≠爮（爛）爮（爜）爮（爞）．
足以见得，三事件的两两独立，不能推出三事件的相互独立．

．随机事件的相互独立与随机试验的相互独立怎样区分？
答 随机事件的相互独立是指同一随机试验中各个随机事件

的发生互不影响、相互独立的性质．随机试验的独立性有两种类
型：一是重复试验的独立性，如某人昨天投篮试验的结果与今天投
篮试验的结果可以认为是独立的，牕重伯努利试验是随机试验独
立的典型例子；二是不同随机试验的独立性，即从不同的随机试验
中各取任一随机事件，则它们是相互独立的，如某车间各机床是否
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正常工作是独立的，某电路各元件是否可靠也是独立的．
．怎样区分试验是否为伯努利试验？
答 只有两个结果的独立重复试验称为伯努利试验．要注意

的是两个结果不等于两个样本点，如射击，成绩可以是０环、１环

……１０环，但我们可以分为命中、不中两个结果．如果只考虑事件

爛是否发生，则可以把试验爠的其它事件都看作爛，那么试验爠就
是一个伯努利试验，因此伯努利试验是广泛存在的．而牕重伯努利
试验是在相同条件下重复进行的伯努利试验，概率的统计定义就
是由此概率模型得出的，以后将要讲到的许多分布也与其有关．

方法、技巧与典型例题分析

一、独立性问题
独立性是概率计算的一个重要条件，许多定理与公式仅在独

立性条件下才成立．因此首要的问题是判别所要计算的概率中的
各事件是否相互独立．判别的方法是：（１）用定义验证，但当事件
较多时会比较困难；（２）根据实际问题，由经验确定是否相互独
立．在实际计算时，要牢记一些常用的公式与结果（见主要内容），
并能熟练运用它们．
例 加工某一产品有三道工序．设第一、第二、第三道工序的

次品率分别为２％，３％，５％，假定各道工序相互独立，求完成的产
品的次品率．
解 以爛１，爛２，爛３记第一、第二、第三道工序合格事件，记爛为

产品为合格品的事件，则爮（爛１）＝０．９８，爮（爛２）＝０．９７，爮（爛３）＝
０．９５．由乘法公式和独立性，得

爮（爛）＝爮（爛１爛２爛３）＝爮（爛１）爮（爛２）爮（爛３）＝０．９０３０７，
由逆事件概率，得次品率牘＝１－爮（爛）＝０．０９６９３．
例 某工人在车间照管两台不同的机器，由以往经验知，在

某段时间内，甲机器的停工率为０．１５，乙机器的停工率为０．２０．求
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该段时间内至少有一台机器不停工的概率．
解 以爛，爜分别记甲、乙机器不停工的事件，可由经验断定

甲、乙机器停工是独立的．所以，所求概率为爮（爛＋爜），且

爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛爜）
＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛）爮（爜）
＝０．８５＋０．８－０．８５×０．８＝０．９７．

例 一门炮对同一目标进行了三次独立的射击，三次射击的
命中率分别为０．４，０．５，０．７，求：

（１）三次射击中恰有一次击中目标的概率；
（２）三次射击至少有一次击中目标的概率．
解 以爛牏记第牏次击中目标的事件，则

爮（爛１）＝０．４， 爮（爛２）＝０．５， 爮（爛３）＝０．７．
（１）以爜记恰有一次击中目标的事件，得

爮（爜）＝爮（爛１爛２爛３∪爛１爛２爛３∪爛１爛２爛３）（由互不相容性）
＝爮（爛１爛２爛３）＋爮（爛１爛２爛３）＋爮（爛１爛２爛３）（由独立性）
＝０．４×０．５×０．３＋０．６×０．５×０．３＋０．６×０．５×０．７
＝０．３６．

（２）以爞记至少有一次击中目标的事件，得

爮（爞）＝１－爮（爞）＝１－爮（爛１爛２爛３）＝１－爮（爛１）爮（爛２）爮（爛３）
＝１－０．６×０．５×０．３＝０．９１．
例 某系统如图１．１４所示，继电器触点１，２，３，４，５，６闭合的

概率均为牘，且各继电器触点的闭合是相互独立的，求系统是通路
的概率．
解 将系统分为子系统，子系统又分并联与串联，实行分步骤

方法来求系统是通路的概率．
（１）在第一个子系统中，２与３是串联，线路接通是交事件，由

独立性知，接通的概率为牘２；而１与２，３是并联，接通的概率用逆概
率求，为１－（１－牘）（１－牘２）＝牘＋牘２－牘３．
第二个子系统接通的概率为牘，与第一个子系统串联，是交事
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图１．１４

件，故整个系统是通路的概率为

牘１＝牘（牘＋牘２－牘３）＝牘２＋牘３－牘４．
（２）系统由三个子系统并联而成，逐个求出子系统线路接通

的概率，再合成求整个系统是通路的概率．
在第一个子系统中，１与２是并联，１，２与３是串联，所以，线路

接通的概率为［１－（１－牘）（１－牘）］牘；第二个子系统线路接通的概
率为牘；第三个子系统由５，６串联而成，线路接通的概率为牘２．于
是，系统是通路的概率为

牘２＝１－［１－牘２（２－牘）］（１－牘）（１－牘２）
＝牘＋３牘２－４牘３－牘４＋３牘５－牘６．

例 排球比赛的规则是５局３胜制．Ａ、Ｂ两队的胜率分别为

０．６和０．４．前两局Ａ队以２∶０领先，求Ａ队获胜的概率．
解 以爛牏（牏＝３，４，５）记Ａ在第牏局获胜的事件，以爜记Ａ队

获胜的事件，则爮（爛牏）＝０．６．所以

爮（爜）＝爮（爛３∪爛３爛４∪爛３爛４爛５）
＝爮（爛３）＋爮（爛３）爮（爛４）＋爮（爛３）爮（爛４）爮（爛５）
＝０．６＋０．６×０．４＋０．６×０．４２＝０．９３６．

例 在一批爫个产品中有爩个次品，每次任取一个，观察后
放回，求：

（１）牕次都取得正品的概率；
（２）牕次中至少有一次取得次品的概率．
解 因为是放回抽样，可以认为各次抽取相互独立．以爛牏记
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第牏次取得合格品的事件，则爮（爛牏）＝１－爩燉爫．
（１）牘１＝爮（爛１爛２…爛牕）＝爮（爛１）爮（爛２）…爮（爛牕）

＝（１－爩燉爫）牕．
（２）牘２＝１－牘１＝１－（１－爩燉爫）牕．
例 设爮（爛）＞０，爮（爜）＞０，证明：

爛，爜相互独立爮（爛燏爜）＝爮（爛燏爜）．
证 必要性 若爛，爜相互独立，则

爮（爛燏爜）＝爛，爮（爛燏爜）＝爛，
所以 爮（爛燏爜）＝爮（爛燏爜）．
充分性 若爮（爛燏爜）＝爮（爛燏爜），即

爮（爛爜）
爮（爜）＝

爮（爛爜）
爮（爜）

爮（爛爜）
爮（爜）＝爮（爛）－爮（爛爜）

１－爮（爜） ，

得爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜），即爛，爜相互独立．
例 设爛，爜相互独立，且爮（爛爜）＝爮（爛爜）＝１燉４，求概率

爮（爛）与爮（爜）．
解 由爛，爜相互独立知：爛，爜相互独立，爛，爜相互独立．

爮（爛爜）＝爮（爛）（１－爮（爜））＝１燉４，
爮（爛爜）＝爮（爜）（１－爮（爛））＝１燉４，

于是 爮（爛）－爮（爛）爮（爜）＝爮（爜）－爮（爜）爮（爛）
爮（爛）＝爮（爜），

从而 爮（爛）－爮（爛）２＝１燉４爮（爛）＝爮（爜）＝１燉２．
二、伯努利概型问题
在求解伯努利概型问题之前，首先要确认试验是否是牕重独

立试验，再确认试验结果是否只有两个．要求：（１）确定重数牕及
一 次试验中 爛发生的概率 牘；（２）确定所求 爛发生的次数 牑（或

爮（爛）的取值范围）；（３）用二项概率公式计算牘牕（牑）（或确定牑值）．
例 求牕重伯努利试验中爛成功奇数次的概率．
解 设一次试验中爛成功的概率为牘，则成功奇数次的概率

可利用二项展开式求得．将
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（牚＋牘）牕＝爞０
牕牘０牚牕＋爞１

牕牘牚牕－１＋爞２
牕牘２牚牕－２＋…＝１，

（牚－牘）牕＝爞０
牕牘０牚牕－爞１

牕牘牚牕－１＋爞２
牕牘２牚牕－２＋…

相减，得所求概率为

牘＝爞１
牕牘牚牕－１＋爞３

牕牘３牚牕－３＋…
＝［１－（牚－牘）牕］燉２＝［１－（１－２牘）牕］燉２．

例 某商场各柜台受到消费者投诉的事件数为０，１，２三种
情形，其概率分别为０．６，０．３，０．１．有关部门每月抽查商场的两个
柜台，规定：如果两个柜台受到投诉之和超过１，则给商场通报批
评；若一年中有两个月受到通报批评，则该商场受挂牌处分一年．
求该商场受处分的概率．
解 以爛记商场某月受通报批评事件，以爜牏（牏＝０，１，２）记第

一个柜台受牏次投诉的事件，以爞牏记第二个柜台受牏次投诉的事
件，则

爮（爛）＝爮（爜２爞０＋爜０爞２＋爜０爞０）（由加法公式、独立性）
＝爮（爜２）爮（爞０）＋爮（爜０）爮（爞２）＋爮（爜０）爮（爞０）
＝０．１×０．６＋０．６×０．１＋０．４×０．４＝０．２８．

以牀记一年中受通报批评次数，则

爮｛牀≥３｝＝１－爮｛牀＝０｝－爮｛牀＝１｝－爮｛牀＝２｝
＝１－爞０

１２×０．２８０×０．７２１２－爞１
１２×０．２８×０．７２１１

－爞２
１２×０．２８２×０．７２１０

＝０．６９６．
例 一批产品数量很大，其次品率为０．０５，从中抽出５０个

进行检验，若次品数超过１个，则认为这批产品是不合格的．求这
批产品被认为是合格的概率．
解 由于产品数量很大，可把一次抽５０个视同于有放回地抽

５０个，当作５０重伯努利试验．因此，这批产品合格，相当于５０个产
品中次品不超过１个．由牘＝０．０５，牕＝５０，得

牘＝爞０
５０×０．０５０×０．９５５０＋爞１

５０×０．０５×０．９５４９＝０．２７９４．
例 某厂生产了一批产品有１５０００件，其中次品１５０件．现
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从产品中无放回地随机抽取１００件，求恰有２件次品的概率．
解 这是一个超几何分布的概率模型，爫＝１５０００，爩＝１５０，牕

＝１００，所以

牘＝爞２
１５０爞９８

１４８５０燉爞１００
１５０００，

显然很难计算．因为牕很大，牘＝０．０１很小，可用二项分布近似，即

牘牑≈爞２
１００×０．０１２×０．９９９８

仍然不易计算．但牕很大，令犧＝牕牘＝１，则可用泊松分布近似（下章
将详细讨论），得

牘牑≈１２×ｅ－１燉２！．
例 设在每次试验中，事件爛发生的概率是牘．进行了牕次

独立重复试验，问：事件爛至少发生一次的概率是多少？若要使牕
次独立重复试验中爛至少发生一次的概率不小于牘１，问：牕应取多
大？
解 以爛牑 （牑＝０，１，…）记事件爛出现的次数，则爛发生一次

的概率可用二项概率求得，即

牘牑＝１－爞０
牕牘０（１－牘牕）＝１－（１－牘）牕．

要使牘牑≥牘１，即牘牑≥１－（１－牘）牕，有

１－牘１≥（１－牘）牕ｌｎ（１－牘１）≥牕ｌｎ（１－牘），
所以 牕≥ｌｎ（１－牘１）燉ｌｎ（１－牘）．
例 在牕次独立重复试验中，爛在每次试验中发生的概率

为 ０．３．进行４次独立重复试验，若爛一次不发生，则爜也不发生；
若爛发生一次，则爜发生的概率为０．６；若爛发生两次或两次以上，
则爜一定发生．求事件爜发生的概率．
解 以爛０，爛１分别记爛发生零次和一次的事件，以爛２记爛发

生两次和两次以上的事件，则爛０，爛１，爛２为一完备事件组，由二项
概率公式

爮（爛０）＝爞０
４×０．３０×０．７４＝０．２４０１，

爮（爛１）＝爞１
４×０．３×０．７３＝０．４１１６，
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爮（爛２）＝１－爮（爛０）－爮（爛１）＝０．３４８３．
又 爮（爜燏爛０）＝０， 爮（爜燏爛１）＝０．６， 爮（爜燏爛２）＝１，
由全概率公式，得

爮（爜）＝爮（爛０）爮（爜燏爛０）＋爮（爛１）爮（爜燏爛１）＋爮（爛２）爮（爜燏爛２）
＝０＋０．６×０．４１１６＋１×０．３４８３＝０．５９５３．
例 设某车间有１０台同类型的设备，每台设备的电动机功

率为１０ｋＷ．已知每台设备每小时实际开动１２ｍｉｎ，它们的使用是
相互独立的．因某种原因，这天供电部门只能给车间提供 ５０ｋＷ
的电力．问：这天这１０台设备能正常运转的概率是多少？
解 依题意知，要求的是同时开动的设备不超过５台的概率．
本题可视为１０重伯努利试验，牘＝１燉５，故

爮｛牀≤５｝＝爮｛牀＝０｝＋爮｛牀＝１｝＋爮｛牀＝２｝
＋爮｛牀＝３｝＋爮｛牀＝４｝＋爮｛牀＝５｝

＝
５

牏＝０
爞牏

牕槏 槕１
５

牏

槏 槕４
５

牕－牏

＝０．９９４．

例 （Ｂａｎａｃｈ火柴盒问题） 某人带有两盒火柴，每盒有 牕
根．每次使用时，任取一盒中的一根，求：

（１）发现一盒已空、另一盒恰剩牜根的概率；
（２）一盒取出最后一根时另一盒恰剩牜根的概率．
解 以 爜１，爜２记火柴取自不同两盒的事件，则有 爮（爜１）＝

爮（爜２）＝１燉２．
（１）发现一盒已空、另一盒恰剩牜根，说明已取了２牕－牜次．设

牕次取自爜１盒（已空），牕－牜次取自爜２盒，第２牕－牜＋１次拿起爜１

盒，发现已空．
把取２牕－牜次火柴视为２牕－牜重伯努利试验，把取自爜１盒作

为“成功”，则所求概率为

牘牑＝２×爞牕
２牕－牜×（１燉２）牕×（１－１燉２）２牕－牜－牕×１燉２＝爞牕

２牕－牜燉２２牕－牜．
式中２反映爜１与爜２盒的对称性（即也可以是爜２盒先取空），１燉２反
映最后一次取爜１（或爜２）盒的概率．
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（２）只需将总次数改为２牕－牜－１，最后一次（即第２牕－牜次取
自爜１（或爜２）盒，将在爜１中共取牕＋１次改为取牕次即可．故

牘牑＝爞牕－１
２牕－牜－１燉２２牕－牜－１．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求（摘自研究生入学考试大纲，下同）
．了解样本空间（基本事件空间）的概念，理解随机事件的概

念，掌握事件的关系与运算．
．理解概率、条件概率的概念，掌握概率的基本性质，会计算

古典型概率和几何型概率，掌握概率的加法公式、减法公式、乘法
公式、全概率公式以及贝叶斯公式．

．理解事件独立性的概念，掌握用事件独立性进行概率计
算；理解独立重复试验的概念，掌握计算有关事件概率的方法．
二、本章重点内容
随机事件的关系与运算，古典型概率问题、几何型概率问题、

条件概率问题，全概率公式与贝叶斯公式的应用、独立性与伯努利
概型的应用．

（一）随机事件的概率

．将一枚硬币独立地掷两次，引进事件：爛１＝｛掷第一次出现
正面｝，爛２＝｛掷第二次出现正面｝，爛３＝｛正、反面各出现一次｝，爛４

＝｛正面出现两次｝，则事件（ ）．
（Ａ）爛１，爛２，爛３相互独立； （Ｂ）爛２，爛３，爛４相互独立；
（Ｃ）爛１，爛２，爛３两两独立； （Ｄ）爛２，爛３，爛４两两独立．

（２００３年三）
解 选（Ｃ）．（Ａ）、（Ｂ）显然不成立，（Ｄ）也不成立．爛１，爛２相互

独立，爛１，爛３相互独立，爛２，爛３也相互独立，故（Ｃ）成立．
．对于任意二事件爛和爜，（ ）．

·８４·



（Ａ）若爛爜≠，则爛，爜一定独立；
（Ｂ）若爛爜≠，则爛，爜有可能独立；
（Ｃ）若爛爜≠，则爜，爜一定独立；
（Ｄ）若爛爜≠，则爛，爜一定不独立． （２００３年四）
解 选（Ｂ）．（Ｃ）显然不成立．
例如，当 爛＝犓（样本空间），且 爛爜时，爮（爛爜）＝爮（爜）＝

爮（爜）爮（犓）＝爮（爛）爮（爜），即爛，爜独立；但当爛≠犓时，爮（爛爜）≠
爮（爛）爮（爜），即爛，爜不独立．故（Ａ）、（Ｄ）也不成立．

．在电炉上安装了４个温控器，其显示温度的误差是随机的．
在使用过程中，只要有２个温控器显示的温度不低于临界温度牠０，
电炉就断电．以爠表示事件“电炉断电”，设爴（１）≤爴（２）≤爴（３）≤爴（４）

为４个温控器显示的按递增顺序排列的温度值，则事件爠等于事
件（ ）．

（Ａ）｛爴（１）≥牠０｝； （Ｂ）｛爴（２）≥牠０｝；
（Ｃ）｛爴（３）≥牠０｝； （Ｄ）｛爴（４）≥牠０｝． （２０００年三、四）
解 选（Ｃ），因为｛爴（３）≥牠０｝等价于有２个温控器显示的温度

不低于临界温度．
．当事件爛，爜同时发生时，事件爞必发生，则（ ）．
（Ａ）爮（爞）＝爮（爛爜）；
（Ｂ）爮（爞）＝爮（爛＋爜）；
（Ｃ）爮（爞）≤爮（爛）＋爮（爜）－１；
（Ｄ）爮（爞）≥爮（爛）＋爮（爜）－１． （１９９２年四、五）
解 选（Ｄ）．因为

爮（爛爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛＋爜），
即 爮（爛爜）≥爮（爛）＋爮（爜）－１，
所以 爮（爞）≥爮（爛爜）≥爮（爛）＋爮（爜）－１．

．设爛和爜是两个概率不为零的不相容事件，则下列结论肯
定正确的是（ ）．

（Ａ）爛与爜不相容； （Ｂ）爛与爜相容；
·９４·



（Ｃ）爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）； （Ｄ）爮（爛－爜）＝爮（爛）．
（１９９１年四、五）

解 选（Ｄ）．（Ａ）和（Ｃ）显然不成立．当爛＋爜＝犓且爛与爜互
斥时，爛与爜也互斥，故（Ｂ）也不成立．

．以爛表示“甲种产品畅销，乙种产品滞销”，则其对立事件爛

为（ ）．
（Ａ）甲种产品滞销，乙种产品畅销；
（Ｂ）甲、乙两种产品均畅销；
（Ｃ）甲种产品畅销；
（Ｄ）甲种产品滞销或乙种产品畅销． （１９８９年四）
解 选（Ｄ）．设爜＝｛甲种产品畅销｝，爞＝｛乙种产品畅销｝，则

爛＝爜爞＝爜＋爞＝爜＋爞．
．对于任意两事件爛和爜，有爮（爛－爜）＝（ ）．
（Ａ）爮（爛）－爮（爜）； （Ｂ）爮（爛）－爮（爜）＋爮（爛爜）；
（Ｃ）爮（爛）－爮（爛爜）； （Ｄ）爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛爜）．

（１９８７年五）
解 选（Ｃ）．作文氏图即可得知．
．已知爛，爜两个事件满足条件爮（爛爜）＝爮（爛爜），且爮（爛）＝

牘，则爮（爜）＝ ． （１９９４年一）
解 因为

爮（爛爜）＝爮（爛爜）＝爮（爛∪爜）＝１－爮（爛∪爜）
＝１－［爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛爜）］
＝１－爮（爛）－爮（爜）＋爮（爛爜），

所以 爮（爜）＝１－爮（爛）＝１－牘．
．设 爮（爛）＝爮（爜）＝爮（爞）＝１燉４，爮（爛爜）＝爮（爜爞）＝０，

爮（爛爞）＝１燉８，则 爛，爜，爞三事件中至少出现一个的概率为

． （１９９２年五）
解 因为爮（爛爜）＝爮（爜爞）＝０，所以爮（爛爜爞）＝０．于是

爮（爛＋爜＋爞）＝爮（爛）＋爮（爜）＋爮（爞）－爮（爛爜）
·０５·



－爮（爜爞）－爮（爛爞）＋爮（爛爜爞）
＝３燉４－１燉８＝５燉８，

．已知爮（爛）＝爮（爜）＝爮（爞）＝１燉４，爮（爛爜）＝０，爮（爛爞）＝
爮（爜爞）＝１燉６，则事件爛，爜，爞全不发生的概率为 ．

（１９９２年一）
解 因为爮（爛＋爜＋爞）＝１－爮（爛）－爮（爜）－爮（爞）＋爮（爛爜）

＋爮（爛爞）＋爮（爜爞）＝１－３燉４＋１燉３＝５燉１２，所以

爮（爛爜爞）＝１－５燉１２＝７燉１２．
．将Ｃ，Ｃ，Ｅ，Ｅ，Ｉ，Ｎ，Ｓ等７个字母随机地排成一排，那么恰

好排成英文单词ＳＣＩＥＮＣＥ的概率为 ． （１９９２年四、五）
解 牘＝爮１

１爮１
２爮１

１爮１
２爮１

１爮１
１爮１

１燉爮７
７＝４燉７！＝１燉１２６０．

．随机地向半圆０＜牪＜ ２牃牨－牨槡 ２（牃为正常数）内掷一点，
点落在半圆内任何区域的概率与区域的面积成正比，则原点和该

图１．１５

点的连线与牨轴的夹角小于π燉４的概率
为 ． （１９９１年一）
解 利用几何型概率求解．图１．１５中

半圆面积为 １
２π牃２，阴影部分面积为 π

４牃２＋

１
２牃２，故所求概率为

π
４牃２＋ １

２牃槏 槕２ π
２牃槏 槕２ ＝ １

２＋ １
π．

．设随机事件爛，爜及其和事件爛∪爜的概率分别为０．４，
０．３和０．６．若爜表示爜的对立事件，那么积事件爛爜的概率爮（爛爜）
＝ ． （１９９０年一）
解 因为爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛爜），所以

爮（爛爜）＝０．４＋０．３－０．６＝０．１，
爮（爛爜）＝爮（爛）－爮（爛爜）＝０．４－０．１＝０．３．

．若在区间（０，１）内任取两个数，则事件｛两数之和小于

６燉５｝的概率为 ． （１９８８年一）
·１５·



解 用几何型概率求解（见图１．１６）．所求概率为

牘＝１×１－爳△爜爞爟＝１－ １
２× ４

５× ４
５＝１－ ８

２５＝
１７
２５．

图１．１６

．设爮（爛）＝０．４，爮（爛＋爜）＝０．７．
（１）若 爛，爜 互 不 相 容，则 爮（爜）＝

；（２）若 爛，爜相容，则 爮（爜）＝
． （１９８８年四）

解 （１）若爮（爛爜）＝０，则由

爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜），
得 爮（爜）＝０．３．

（２）若爮（爛爜）≠０，则当爛，爜独立时，
有爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛）爮（爜），所以爮（爜）＝０．５．

．考虑一元二次方程牨２＋爜牨＋爞＝０，其中爜，爞分别为将一
枚骰子接连掷两次先后出现的点数，求该方程有实根的概率牘和
有重根的概率牚． （１９９６年四）
解 组成（爜，爞）的事件有（１，１），…，（６，６）等３６个，要使方程

有实根，应有爜２－４爞≥０；要使方程有重根，应有爜２＝４爞．列表分析
如表１．１所示，故

牘＝１９燉３６， 牚＝１燉１８．
表．

爜 １ ２ ３ ４ ５ ６ ∑
爜２≥４爞 ０ １ ２ ４ ６ ６ １９

爜２＝４爞 ０ １ ０ １ ０ ０ ２

．设爛，爜为两个事件，且爮（爛）＝０．７，爮（爛－爜）＝０．３，求

爮（爛爜）． （１９９１年）
解 因为

爮（爛爜）＝爮（爛）－爮（爛－爜）＝０．７－０．３＝０．４，
所以 爮（爛爜）＝１－爮（爛爜）＝０．６．

·２５·



．从０，１，２，…，９等１０个数字中任意选出３个不同的数字，
试求下列事件的概率：

爛１＝｛３个数字中不含０和５｝；

爛２＝｛３个数字中不含０或５｝． （１９９０年四、五）
解 任选３个不同元素的组合有爞３

１０种，不含０和５的组合有爞３
８

种，不含０或５的组合有２爞３
９－爞３

８种，故

爮（爛１）＝爞３
８燉爞３

１０＝７燉１５，

爮（爛２）＝（２爞３
９－爞３

８）燉爞３
１０＝１４燉１５．

．若事件爛，爜，爞满足爛＋爞＝爜＋爞，问：爛＝爜是否成立？
（１９８８年四）

解 不一定．如爛＝｛１，２，３，４，５｝，爜＝｛１，２，３｝，爞＝｛４，５｝，则

爛＋爜＝爜＋爞，但爛≠爜．
．对于任意两事件爛和爜，与爛∪爜＝爜不等价的是（ ）．
（Ａ）爛爜； （Ｂ）爜爛；
（Ｃ）爛爜＝； （Ｄ）爛爜＝． （２００１年四）
解 选（Ｄ）．因为爛∪爜＝爜，即爛爜，则爜爛，爛爜＝，所以

不等价的是（Ｄ）．
（二）条件概率与事件的独立性

．设爛，爜是两随机事件，且０＜爮（爛）＜１，爮（爜）＞０，爮（爜燏爛）
＝爮（爜燏爛），则必有（ ）．

（Ａ）爮（爛燏爜）＝爮（爛燏爜）； （Ｂ）爮（爛燏爜）≠爮（爛燏爜）；
（Ｃ）爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）； （Ｄ）爮（爛爜）≠爮（爛）爮（爜）．

（１９９８年一）
解 选（Ｃ）．因为爮（爜燏爛）＝爮（爜燏爛），所以

爮（爛爜）燉爮（爛）＝ 爮（爛爜）燉爮（爛），

即 爮（爛爜）
爮（爛）＝爮（爛爜）

爮（爛）＝爮（爜）－爮（爛爜）
１－爮（爛） ，

爮（爛爜）－爮（爛爜）爮（爛）＝爮（爛）爮（爜）－爮（爛）爮（爛爜），
因此 爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）．

·３５·



．已知 ０＜爮（爜）＜１，且 爮［（爛１＋爛２）燏爜］＝爮（爛１燏爜）＋
爮（爛２燏爜），则下列选项成立的是（ ）：

（Ａ）爮［（爛１＋爛２）燏爜］＝爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜）；
（Ｂ）爮（爛１爜＋爛２爜）＝爮（爛１爜）＋爮（爛２爜）；
（Ｃ）爮（爛１＋爛２）＝爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜）；
（Ｄ）爮（爜）＝爮（爛１）爮（爜燏爛１）＋爮（爛２）爮（爜燏爛２）．（１９９６年四）
解 选（Ｂ）．因为

爮［（爛１＋爛２）燏爜］＝爮［（爛１＋爛２）爜］燉爮（爜），
又 爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜）＝爮（爛１爜）燉爮（爜）＋爮（爛２爜）燉爮（爜）

＝［爮（爛１爜）＋爮（爛２爜）］燉爮（爜）
＝爮［（爛１＋爛２）爜］燉爮（爜），

所以爮［（爛１＋爛２燏爜］＝爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜）与（Ｂ）等价．
．设爛，爜为任意两事件，且爛爜，爮（爜）＞０，则下列选项必

然成立的是（ ）．
（Ａ）爮（爛）＜爮（爛燏爜）； （Ｂ）爮（爛）≤爮（爛燏爜）；
（Ｃ）爮（爛）＞爮（爛燏爜）； （Ｄ）爮（爛）≥爮（爛燏爜）．

（１９９６年五）
解 选（Ｂ）．当爜≠犓时，爮（爛）＜爮（爛燏爜）；当爜＝犓时，爮（爛）

＝爮（爛燏爜）．
．设爛，爜，爞三个事件两两独立，则爛，爜，爞相互独立的充要

条件是（ ）．
（Ａ）爛与爜爞独立； （Ｂ）爛爜与爛∪爞独立；
（Ｃ）爛爜与爛爞独立； （Ｄ）爛∪爜与爛∪爞独立．

（２０００年四）
解 选（Ａ）．若爛，爜，爞相互独立，则

爮（爛爜爞）＝爮（爛）爮（爜）爮（爞）＝爮（爛）［爮（爜）爮（爞）］
＝爮（爛）爮（爜爞），

即爛与爜爞独立．又若爛与爜爞独立，则

爮（爛爜爞）＝爮（爛）爮（爜爞）＝爮（爛）爮（爜）爮（爞）．
·４５·



．设０＜爮（爛）＜１，０＜爮（爜）＜１，爮（爛燏爜）＋爮（爛燏爜）＝１，则

（ ）．
（Ａ）事件爛和爜互不相容； （Ｂ）事件爛和爜相互对立；

（Ｃ）事件爛和爜互不独立； （Ｄ）事件爛和爜相互独立．
（１９９４年五）

解 选（Ｄ）．因为若爛，爜相互独立，则

爮（爛燏爜）＝爮（爛）， 爮（爛燏爜）＝爮（爛），
所以 爮（爛燏爜）＋爮（爛燏爜）＝爮（爛）＋爮（爛）＝１．

．设两两独立的三事件爛，爜，爞满足条件爛爜爞＝，爮（爛）＝

爮（爜）＝爮（爞）＜１燉２，且已知 爮（爛∪爜∪爞）＝９燉１６，则 爮（爛）＝
． （１９９９年一）

解 爮（爛∪爜∪爞）＝爮（爛）＋爮（爜）＋爮（爞）－爮（爛爜）－

爮（爛爞）－爮（爜爞）＋爮（爛爜爞）＝３爮（爛）－３［爮（爛）］２＋０＝９燉１６．解

此关于爮（爛）的方程，得爮（爛）＝１燉４（３燉４舍去）．
．实习生用一台机器接连制造三个同种零件，第牏（牏＝１，２，

３）个零件的不合格率牘牏＝１燉（１＋牏）．以牀表示三个零件中合格品

的个数，则爮｛牀＝２｝＝ ． （１９９６年五）
解 因为｛牀＝２｝表示三个零件中有两个合格的事件，由

｛不合格，合格，合格｝、｛合格，不合格，合格｝、｛合格，合格，不合格｝
三个事件组成，且各零件的合格与否显然相互独立，所以

爮（牀＝２）＝ １
２× １－槏 槕１

３ １－槏 槕１
４ ＋ １－槏 槕１

２ １－槏 槕１
４ × １

３

＋ １－槏 槕１
２ １－槏 槕１

３ × １
４＝１１

２４．

．设１０件产品中有４件不合格品，从中任取两件，已知所取
两件产品中有一件是不合格品，则另一件也是不合格品的概率牘
是 ． （１９９３年五）
解 设爛牏为第牏件产品为不合格品事件，则两件产品中有一

件不合格的概率为
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爮（爛１爛２）＋爮（爛１爛２）＋爮（爛１爛２）
＝４燉１０×３燉９＋４燉１０×６燉９＋６燉１０×４燉９＝２燉３，

故 牘＝（４燉１０×３燉９）燉（２燉３）＝１燉５．
．设两个相互独立的事件爛和爜都不发生的概率为１燉９，爛

发生爜不发生的概率与爜发生爛不发生的概率相等，则爮（爛）＝
． （２０００年一）

解 因为爮（爛爜）＝爮（爛爜），即

爮（爛）－爮（爛爜）＝爮（爜）－爮（爛爜），
所以 爮（爛）＝爮（爜）．
而 爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）＝［１－爮（爛）］［１－爮（爜）］

＝［１－爮（爛）］２，
即［１－爮（爛）］２＝１燉９，得１－爮（爛）＝１燉３，爮（爛）＝２燉３．

．设工厂Ａ和工厂Ｂ的产品的次品率分别为１％和２％，现
从由Ａ和Ｂ的产品分别占６０％和４０％的产品中随机抽取一件，发
现是次品，则该次品属工厂Ａ生产的概率是 ．

（１９９６年一）
解 记爛＝｛工厂Ａ的产品｝，爜＝｛工厂Ｂ的产品｝，已知爮（爛）

＝０．６，爮（爜）＝０．４，爛，爜构成完备事件组，爮（次燏爛）＝０．０１，
爮（次燏爜）＝０．０２，则由全概率公式，有

爮（次）＝爮（爛）爮（次 燏爛）＋ 爮（爜）爮（次 燏爜）
＝０．６× ０．０１＋ ０．４× ０．０２＝ ０．０１４．

故所求概率由贝叶斯公式得

爮（爛燏次）＝爮（爛）爮（次燏爛）燉爮（次）＝３燉７．
．袋中有５０个乒乓球，其中２０个是黄球，３０个是白球，今有

两人依次随机地从袋中各取一球，取后不放回，则第二个人取得黄
球的概率为 ． （１９９７年一）
解 第二个人取得黄球概率为

爮（黄燏二）＝爮（黄燏一）爮（黄燏黄）＋爮（白燏一）爮（黄燏白）
＝２０燉５０×１９燉４９＋３０燉５０×２０燉４９＝２燉５．
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．假设一批产品中一、二、三等品分别占６０％，３０％，１０％，
从中随意取出一件，结果不是三等品，则取到的是一等品的概率为

． （１９９４年五）
解 以 爛牏 （牏＝１，２，３）记一、二、三等品事件，则 爮（爛１）＋

爮（爛２）＝０．９，所求概率为

牘＝爮（爛１）燉［爮（爛１＋爛２）］＝０．６燉０．９＝２燉３．

．设在三次独立试验中事件爛出现的概率相等，若已知爛
至少出现一次的概率等于１９燉２７，则爛在一次试验中出现的概率为

． （１９８８年一）
解 因为爮｛牑≥１｝＝１９燉２７，牕＝３，所以由

爮｛牑≥１｝＝１－爮｛牑＝０｝＝１－（１－１９燉２７）３

可得 牘＝１－ ３槡１－１９燉２７＝１－２燉３＝１燉３．
．设有来自三个地区的、分别为１０名、１５名和２５名考生的

报名表，其中女生的报名表分别为３份、７份和５份．随机地取一个
地区的报名表，从中先后抽出两份．

（１）求先抽到的一份是女生表的概率；
（２）已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表

的概率． （１９９８年三）
解 以爜牏（牏＝１，２，３）记第牏个地区考生表的事件，以爛牐 （牐＝

１，２）记第牐次取到男生表的事件，则爜１，爜２，爜３为一完备事件组，且

爮（爜牏）＝１燉３（牏＝１，２，３）， 爮（爛１燏爜１）＝７燉１０，

爮（爛１燏爜２）＝８燉１５， 爮（爛１燏爜３）＝２０燉２５．

（１）爮（爛１）＝
３

牏＝１
爮（爜牏）爮（爛１燏爜牏）

＝１燉３×（３燉１０＋７燉１５＋５燉２５）＝２９燉９０．
（２）因为爮（爛２燏爜１）＝７燉１０，爮（爛２燏爜２）＝８燉１５，爮（爛２燏爜３）＝

２０燉２５，爮（爛１爛２燏爜１）＝７燉３０，爮（爛１爛２燏爜２）＝８燉３０，爮（爛１爛２燏爜３）＝
５燉３０，所以
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爮（爛２）＝
３

牏＝１
爮（爜牏）爮（爛２燏爜牏）＝ １

３
７
１０＋

８
１５＋

２０槏 槕２５＝６１
９０．

爮（爛爛２）＝
３

牏＝１
爮（爜牏）爮（爛１爛２燏爜牏）＝ １

３
７
３０＋

８
３０＋

５槏 槕３０＝ ２
９．

爮（爛１燏爛２）＝爮（爛１爛２）燉爮（爛２）＝ ２
９

６１
９０＝

２０
６１．

．一射手对同一目标独立地进行４次射击，若至少击中一次
的概率为８０燉８１，则该射手的命中率是多少？ （１９９０年四）
解 因为一次也没击中的概率为

（１－牘）４＝１－８０燉８１＝１燉８１，

所以 牘＝１－ ４槡１燉８１＝１－１燉３＝２燉３．
．玻璃杯成箱出售，每箱２０只．假设各箱含０，１，２只残次品

的概率分别为０．８，０．１，０．１．一顾客欲购一箱玻璃杯，在购买时，售
货员随意取一箱，顾客开箱随机地察看４只，若无残次品，则买下
该箱玻璃杯；否则退回．试求：

（１）顾客买下该箱的概率犜；
（２）在顾客买下的一箱中，确实没有残次品的概率犝．

（１９８８年四、五）
解 以爛牏（牏＝０，１，２）记一箱中有牏只残次品事件，以爜记顾

客买下该箱的事件，则

爮（爛０）＝０．８， 爮（爛１）＝爮（爛２）＝０．１， 爮（爜燏爛０）＝１，

爮（爜燏爛１）＝爞４
１９燉爞４

２０＝４燉５， 爮（爜燏爛２）＝爞４
１８燉爞４

２０＝１２燉１９．

于是 犜＝爮（爜）＝
２

牏＝０
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）

＝０．８×１＋４燉５×０．１＋１２燉１９×０．１≈０．９４３．

犝＝爮（爜燏爛０）＝爮（爛０爜）燉爮（爜）＝爮（爛０）爮（爜燏爛）燉爮（爜）
＝０．８×１燉０．９４３＝０．８４８．

．有两个箱子，第一个箱子里有３个白球，２个红球；第二个
箱子里有４个白球，４只红球．现从第一个箱子里随机地取一个球
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放到第二个箱子里，再从第二个箱子里取出一个球，此球是白球的
概率是 ．已知从上述第二个箱子里取出的球是白球，则从
第一个箱子里取出的球是白球的概率是 ． （１９８７年一）
解 以爛牏（牏＝１，２）记从第牏个箱子里取到白球的事件，则

爮（爛１）＝３燉５， 爮（爛２燏爛１）＝５燉９， 爮（爛２燏爛１）＝４燉９．
由全概率公式，有

爮（爛２）＝爮（爛１）爮（爛２燏爛１）＋爮（爛１）爮（爛２燏爛１）
＝３燉５×５燉９＋２燉５×４燉９＝２３燉４５，

故 爮（爛１燏爛２）＝爮（爛１爛２）燉爮（爛２）＝（３燉５×５燉９）燉（２３燉４５）
＝１５燉２３．

．一批产品共有１０个正品和２个次品，任意抽取两次，每次
抽一个，抽出后不再放回，则第二次抽出的是次品的概率为

． （１９９３年一）
解 以爛牏（牏＝１，２）记第牏次取得次品的事件，则

爮（爛２）＝爮（爛１）爮（爛２燏爛１）＋爮（爛１）爮（爛２燏爛１）
＝２燉１２×１燉１１＋１０燉１２×２燉１１＝２２燉１３２＝１燉６．

．电源电压在不超过２００Ｖ、２００～２４０Ｖ和超过２４０Ｖ三种
情 况下，元件损坏的概率分别为０．１，０．００１和０．２．设电源电压服
从正态分布，牀～爫（２２０，２５２），求：

（１）元件损坏的概率犜；
（２）元件损坏时，电压在２００～２４０Ｖ间的概率犝．

解 爮｛牀≤２００｝＝爮 牀－２２０
２５ ≤２００－２２０｛ ｝２５ ＝犎（－０．８）

＝１－犎（０．８）＝０．２１１８，

爮｛２００＜牀≤２４０｝＝爮 ２００－２２０
２５ ＜牀－２２０

２５ ≤２４０－２２０｛ ｝２５
＝２犎（０．８）－１＝０．５７６３，

爮｛牀＞２４０｝＝１－爮｛牀≤２４０｝＝１－犎（０．８）＝０．２１１９．
由全概率公式知，元件损坏的概率为

犜＝０．１×０．２１１８＋０．００１×０．５７６３＋０．２×０．２１１９
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＝０．０６４１．
由贝叶斯公式知，元件损坏时，电压在２００～２４０Ｖ的概率为

犝＝０．５７６３×０．００１燉０．０６４１＝０．００９０．
．设爛，爜是任意两事件，其中爛的概率不等于０和１，证明

爮（爜燏爛）＝爮（爜燏爛）是事件爛和爜独立的充分必要条件．
（２００２年四）

证 由于爛的概率不等于０和１，故题中两个条件概率都存在．
（１）必要性 由事件爛与爜独立，知事件爛与爜也独立，因此

爮（爜燏爛）＝爮（爜）， 爮（爜燏爛）＝爮（爜），
从而 爮（爜燏爛）＝爮（爜燏爛）．

（２）充分性 由爮（爜燏爛）＝爮（爜燏爛）可见

爮（爛爜）
爮（爛）＝

爮（爛爜）
爮（爛）

＝爮（爜）－爮（爛爜）
１－爮（爛） ，

故 爮（爛爜）［１－爮（爛）］＝爮（爛）爮（爜）－爮（爛）爮（爛爜），
即 爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）．
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第二章 随机变量及其概率分布

第一节 随机变量及其分布函数

主 要 内 容

．随机变量
设犓是随机试验爠的样本空间，若对每一个样本点犽∈犓，有

一个实数牀（犽）与之对应，这样得到的一个定义在样本空间上的实
值单值函数牀＝牀（犽），称为一个随机变量牀．

．分布函数
设 牀为一个随机变量，牨是任意实数，则称函数 爡（牨）＝

爮｛牀≤牨｝为牀的分布函数，也称之为累积概率函数．
．分布函数的性质

（１）爡（牨）是一个不减函数，即若牨１≤牨２，则爡（牨１）≤爡（牨２）；
（２）０≤爡（牨）≤１，且 ｌｉｍ

牨→－∞
爡（牨）＝０，ｌｉｍ

牨→＋∞
爡（牨）＝１；

（３）爡（牨）右连续，即爡（牨＋０）＝爡（牨）．

疑 难 解 析

．随机变量与普通函数有何区别？引入随机变量有何意义？
答 随机变量是一个单值实值函数．它是对随机试验爠的样

本 空间犓的每一样本点犽∈犓，定义一个实数而得到的一个函数．
它与普通函数的区别是：（１）定义域是样本空间，不是实轴上的区
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间；（２）随机变量牀的值在试验前是不确定的，按统计规律性给出
取值的概率，因而具有随机性，而普通函数的取值是由对应法则牊
确定的．
引入随机变量是为了研究随机现象的统计规律性．我们将形

形色色的样本空间和样本点统一化、数量化，使之与实轴上的一个
集合或者点对应起来，就可以用微积分的理论与方法对随机试验
与随机事件的概率进行数学推理与计算，从而完成对随机试验结
果的规律性的研究．因而，随机变量的引入具有重要的意义．

．随机变量的分布函数有什么意义？
答 分布函数爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝反映了随机变量牀的取值不

大于实数 牨的概率，故又称累积概率函数．牀在实轴任意区间

（牨１，牨２］上的概率也可以用爡（牨）来表示，即爮｛牨１＜牀≤牨２｝＝爡（牨２）
－爡（牨１）．因此，掌握了随机变量牀的分布函数，就了解了随机变
量牀在（－∞，＋∞）上的概率分布．可以说，分布函数完整地描述
了随机变量的统计规律性．
分布函数与随机变量不同，它是一个普通函数，有定义域

（－∞，＋∞），有对应法则爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝，因此，非常便于用微积
分的理论与方法进行研究、分析与计算．概率论与数理统计就是借助
随机变量与分布函数来全面研究与认识随机现象的统计规律性的．

．分布函数的左、右连续定义有什么区别？
答 分布函数有两种定义方法．目前，俄罗斯等东欧国家使用

的是左连续定义，其它许多国家使用的是右连续定义．两者的区别
在于：左连续定义定义爡（牨）＝爮｛牀＜牨｝，而右连续定义定义爡（牨）
＝爮｛牀≤牨｝．这就决定了在计算爡（牨）或爮｛牨１＜牀＜牨２｝时，端点牀
＝牨１或牀＝牨２的概率是否计算在内．当牀为离散型随机变量时，
爮｛牀＝牨１｝或爮｛牀＝牨２｝可能不为零，因此左连续和右连续的分布
函数或概率可能不同．对此，读者要予以充分注意，以免出错．当牀
为连续型随机变量时，因为一点上的概率为零，所以左连续定义与
右连续定义是一样的．
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．不同的随机变量，它们的分布函数是否一定不同？
答 否，可能相同．例如，掷一枚均匀的硬币，可以令

牀１＝
１， 正面朝上，

－１， 反面朝上｛ ，
牀２＝

１， 反面朝上，
－１， 正面朝上｛ ．

显然，牀１与牀２是两个不同的随机变量，因为它们有不同的对应法
则，但它们的分布函数相同，即

爡（牨）＝
０， 牨＜－１，

１燉２， －１≤牨＜１，烅
烄

烆 １， 牨≥１．

方法、技巧与典型例题分析

在验证某一函数是否可以作为分布函数时，一定要从定义

爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝出发，考察所讨论函数是否具备分布函数的性
质，确定是否为分布函数．同时，求随机变量牀的分布函数也要从
定义爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝出发，自左至右考察（－∞，＋∞）上的每一
点牨．当爡（牨）是分段函数时，必须清楚表明爡（牨）的不同定义域段
和不同解析式，牢记分布函数是累积概率这一特性．
例 分析下列函数中哪个是随机变量牀的分布函数．

（１）爡１（牨）＝
０， 牨＜－２，

１燉２， －２≤牨＜０，烅
烄

烆 ２， 牨≥０；

（２）爡２（牨）＝
０， 牨＜０，

ｓｉｎ牨， ０≤牨＜π，烅
烄

烆 １， 牨≥π；

（３）爡３（牨）＝
０， 牨＜０，

牨＋１燉２， ０≤牨＜１燉２，烅
烄

烆 １， 牨≥１燉２．
解 （１）不是分布函数，因为ｌｉｍ

牨→＋∞
爡１（牨）＝２，不符合０≤爡（牨）≤１．
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（２）不是分布函数，因为爡２（牨）＝ｓｉｎ牨在（π燉２，π）是单调减少
的，不是不减函数．

（３）是分布函数，符合分布函数三条性质．但爡（牨）在牨＝０与牨

＝１燉２处不可导，且由此得出∫
牨

－∞
爡′（牨）ｄ牨≠爡（牨）．由下节知，不存

在概率密度函数，同时爡（牨）图形也不是阶跃曲线，所以爡（牨）既非
连续型也非离散型随机变量的分布函数．
例 设牀的分布函数为

爡（牨）＝

牄， 牨＜－１，
牃， －１≤牨＜１，

２燉３－牃， １≤牨＜２，
烅

烄

烆 牃＋牄， 牨≥２，
且爮｛牀＝２｝＝１燉２，求牃，牄和牀的概率分布．
解 由题设知牃＋牄＝１，２燉３－牃＝１燉２，故牃＝１燉６，牄＝５燉６．于是

爮｛牀＝－１｝＝１燉６， 爮｛牀＝１｝＝１燉３， 爮｛牀＝２｝＝１燉２．
例 向直线上掷随机点，已知随机点落入区间 爣１＝

（－∞，０］，爣２＝（０，１］，爣３＝（１，＋∞］的概率分别为０．２，０．５，０．３，
且随机点在（０，１］上是均匀的．设随机点落入区间爣１，爣２，爣３分别

得０，牨，１分，以牀记得分，求牀的分布函数．
解 以爣牏记随机点落入区间爣牏的事件，则

爮（爣１）＝０．２， 爮（爣２）＝０．５， 爮（爣３）＝０．３，

于是 爮｛牀≤牨燏爣１｝＝
０， 牨＜０，｛１， 牨≥０，

爮｛牀≤牨燏爣２｝＝
０， 牨＜０，
牨， ０≤牨＜１，烅

烄

烆１， 牨≥１，

爮｛牀＜牨燏爣３｝＝
０， 牨＜１，｛１， 牨≥１．

由全概率公式
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爡（牨）＝ 爮｛牀≤ 牨｝＝ 
３

牏＝１
爮（爣牏）爮｛牀≤ 牨燏爣牏｝，

得 爡（牨）＝
０， －∞＜牨＜０，

０．２＋０．５牨， ０≤牨＜１，烅
烄

烆 １， １≤牨＜＋∞．
例 设随机变量牀的分布函数如下：

爡（牨）＝
１燉（１＋牨２）， 牨＜ ① ，

烅
烄

烆 ② ， 牨≥ ③ ．
试填上①，②，③项．
解 分布函数一定有 ｌｉｍ

牨→＋∞
爡（牨）＝１，故②项填１；又，爡（牨）是

连续函数，显然有ｌｉｍ
牨→０

１
１＋牨２＝１，故①项填０，从而③项亦填０．即

爡（牨）＝
１燉（１＋牨２）， 牨＜０，｛ １， 牨≥０．

例 设随机变量牀的分布函数为

爡（牨）＝爛＋爜ａｒｃｔａｎ牨 （－∞＜牨＜＋∞），
求：（１）爛与爜； （２）爮｛燏牀燏＜１｝．
解 （１）由 ｌｉｍ

牨→－∞
爡（牨）＝０，ｌｉｍ

牨→＋∞
爡（牨）＝１，得

ｌｉｍ
牨→－∞

（爛＋爜ａｒｃｔａｎ牨）＝爛－π爜燉２＝０，

ｌｉｍ
牨→＋∞

（爛＋爜ａｒｃｔａｎ牨）＝爛＋π爜燉２＝１．

解得 爛＝１燉２， 爜＝１燉π．
（２）爮｛燏牨燏＜１｝＝爮｛－１＜牨＜１｝＝爡（１）－爡（－１）

＝ １
２＋ １

π×槏 槕π
４ － １

２－ １
π×槏 槕π

４ ＝ １
２．

例 掷一枚均匀的骰子，以牀＝牏记出现的点数为偶数的次
数，求牀的分布函数．
解 牀的取值牏只有０，１两个值．以犽牐记骰子出现牐（牐＝１，２，

…，６）点的事件，爮（犽牐）＝１燉６，所以

爮｛牀＝０｝＝爮｛犽１∪犽３∪犽５｝＝１燉２，
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爮｛牀＝１｝＝爮｛犽２∪犽４∪犽６｝＝１燉２，

故 爡（牨）＝
０， 牨＜０，

１燉２， ０≤牨＜１，烅
烄

烆 １， 牨≥１．
例 一均匀陀螺，在其圆周的半圈上均匀地刻上区间［０，１］

上的数字，另半圈表示数字１．旋转这陀螺，求陀螺停下时其圆周上
触及桌面的点的刻度牀的分布函数．
解 以爣１表示点落在表示１的半圈的事件，爣２表示点在另

半圈的事件，则

爮（爣１）＝爮（爣２）＝１燉２，

爮｛牀≤牨燏爣１｝＝
１， 牨≥１，
０， 其它｛ ，

爮｛牀≤牨燏爣２｝＝
０， 牨＜０，
牨， ０≤牨＜１，烅

烄

烆１， 牨≥１．
由全概率公式，知

爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝＝
２

牏＝１
爮（爣牏）爮｛牀≤牨燏爣牏｝＝

０， 牨＜０，
牨燉２， ０≤牨＜１，烅

烄

烆 １， 牨≥１．
分布函数既不是连续型的，也不是离散型的（见下节内容）．

第二节 离散型随机变量及其概率分布

主 要 内 容

．离散型随机变量

（１）如果随机变量牀的取值是有限个或可列无限多个，则称
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牀为离散型随机变量．
（２）若牀的所有可能取值牨牑的概率

爮｛牀＝牨牑｝＝牘牑， 牑＝１，２，…，

且满足牘牑≥０，
∞

牑＝１
牘牑＝１，则称上式为离散型随机变量牀的分布律，

或称之为概率分布、概率函数．当用表格形式给出时，也可称之为
分布列．

（３）对离散型随机变量，若爮｛牀＝牨牑｝＝牘牑，则

爡（牨）＝
牨牑≤牨

牘牑．

此时，爡（牨）为一阶跃曲线，在每一牨牑有一跃度．
．一些常用的离散型随机变量及其分布

（１）０１分布（二点分布） 随机变量牀只取０和１两个值，其
分布律是

爮｛牀＝牑｝＝牘牑（１－牘）１－牑，牑＝０，１ （０＜牘＜１）．
只有两个结果的随机试验可以定义为０１分布．也可以把只

有两类结果的随机试验定义为０１分布．
（２）二项分布 若随机变量牀的可取值为牑＝０，１，…，牕，其分

布律是

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
牕牘牑（１－牘）牕－牑 （０＜牘＜１），

记为牀～爜（牕，牘），称牀服从参数为牕，牘的二项分布．
二项分布是牕重伯努利试验中事件爛恰好发生牑次的概率的

分布．
（３）泊松分布 若随机变量牀的可取值为牑＝１，２，…，牕，…，

其分布律是

爮｛牀＝牑｝＝犧牑

牑！ｅ
－犧 （犧＞０，常数），

记为牀～犮（犧）（或牘（犧）），称牀服从参数为犧的泊松分布．
泊松分布又称为空间散布点子的几何模型．当事件“流”满足

平稳性、无后效性、普通性时，事件的概率服从泊松分布．
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（４）几何分布 若随机变量牀的可取值为牑＝１，２，…，牕，…，
其分布律是

爮｛牀＝牑｝＝牘（１－牘）牑－１ （０＜牘＜１），
记为牀～爢（牘），称牀服从参数为牘的几何分布．

（５）超几何分布 若随机变量 牀的可取值为 牑＝０，１，…，牓
（牓＝ｍｉｎ｛爩，爫｝），其分布律是

爮｛牀＝牑｝＝
爞牑

爩爞牕－牑
爫－爩

爞牕
爫

，

记为牀～爣（牕，爩，爫），称牀服从参数为牕，爩，爫的超几何分布．

疑 难 解 析

．试描述二项分布的性态．
答 二项分布牀～爜（牕，牘）的概率爮｛牀＝牑｝随着牑的增大而增

大，在达到最大值后，又随着牑的增大而变小．这是因为

爮｛牀＝牑＋１｝
爮｛牀＝牑｝ ＝ （牕－牑）牘

（牑＋１）（１－牘）．

故由（牕－牑）牘－（牑＋１）（１－牘）＝（牕＋１）牘－１－牑知：当（牕＋１）牘为
整数且当牑＝（牕＋１）牘－１或牑＝（牕＋１）牘时，爮｛牀＝牑｝取得最大
值；当（牕＋１）牘不是整数且当牑＝［（牕＋１）牘］（取整）时，爮｛牀＝牑｝取
得最大值．
当牕＜牘燉（１－牘）时，爮｛牀＝牑｝单调增加，爮｛牀＝牕｝为最大值；

当牕＜（１－牘）燉牘时，爮｛牀＝牑｝单调减少，爮｛牀＝０｝为最大值．
当牘＝０．５时，二项分布是对称的；当牘≠０．５时，二项分布是

不对称的，且牕越大，不对称性越不明显．
．试描述泊松分布的性态．
答 泊松分布牀～犮（犧）的概率爮｛牀＝牑｝先随着牑的增大而增

大，达到最大值后，又随着牑的增大而减小．这是因为

爮｛牀＝牑｝
爮｛牀＝牑－１｝＝

犧牑ｅ－犧（牑－１）！
犧牑－１ｅ－犧牑！ ＝ 犧

牑．
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当牑＜犧时，有爮｛牀＝牑｝＞爮｛牀＝牑－１｝．故当犧为整数时，牑＝犧或犧
－１，爮｛牀＝牑｝为最大值；当 犧不是整数时，牑＝［犧］（取整），
爮｛牀＝牑｝为最大值．
当犧＜１时，爮｛牀＝牑｝单调减少，爮｛牀＝０｝为最大值．
泊松分布是不对称的，且犧越大，不对称性越不明显．
．超几何分布、二项分布和泊松分布之间有什么联系与区

别？
答 先引入一个例子．若一箱中有爫件产品，其中有爩 件次

品，一次抽取一件，共抽取牕件，要求出取到的次品个数的分布．
若抽取是有放回的，则每次抽取时样本空间不变，抽取是独立

的，次品数牀服从参数为牕，牘的二项分布．若抽取是无放回的，则
继续抽取时样本空间改变，次品数牀服从参数为牕，爩，爫的超几
何分布．
泊松分布是作为二项分布的近似而引入的．假定事件“流”满

足：（１）平稳性，即“流”的发生次数只与时间间隔Δ牠的长短有关，
而与初始时刻无关；（２）无后效性，即任一时刻牠０前“流”的发生与牠０
后“流”的发生无关；（３）普通性，即当时间间隔Δ牠很小时，“流”至
多只发生一次．这时事件的发生次数的概率分布服从泊松分布．
在计算概率的过程中，泊松分布有表可查，而超几何分布与二

项分布的计算都较麻烦．当牕很大而牘很小时，有以下近似公式：
爞牑

爩爞牕－牑
爫－爩

爞爩
爫

≈爞牑
牕牘牑（１－牘）牕－牑≈犧牑ｅ－犧

牑！ （犧＝牕牘）．

其中，第一个“≈”号，要求牕很大，牕燉爫较小，且取牘＝牕燉爫；第二个

“≈”号，牕至少应不小于２０，当牕≥５０时效果较好．

方法、技巧与典型例题分析

对离散型随机变量而言，通常有两类问题．
（１）根据具体问题，求出随机变量牀的分布律．这时，首先要
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明确牀的取值范围，即牀可以取哪些值；然后逐个计算爮｛牀＝牨牏｝，
往往要借助古典型概率、条件概率、概率的运算性质和公式进行．

（２）利用离散型随机变量的分布律或分布函数求事件的概
率．这时，要正确分析事件的组成与运算关系，求得准确的结果．
例 同时掷两枚骰子，直到一枚骰子出现６点为止，求抛掷

次数牀的分布律．
解 先求每次掷出现６点的事件，以爛，爜分别记第一、二枚骰

子出现６点的事件，则爮（爛）＝爮（爜）＝１燉６，且爛，爜相互独立．以爞
记每次抛掷出现６点事件，则

爮（爞）＝爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛）爮（爜）
＝１燉６＋１燉６－１燉６×１燉６＝１１燉３６．

故在牑次试验中，第牑次才出现６点的概率为

爮｛牀＝牑｝＝（１１燉３６）（１－１１燉３６）牑－１， 牑＝１，２，…．
这是几何分布，牀～爢（１１燉３６）．
例 一盒中装有编号为１，２，…，５的５个球，现从中任取３个

球，求被抽取的３个球的中间号码数牀的分布律．
解 牀可取值为２，３，４．当牀＝牑时，另２个球中的１个在小于

牑的牑－１个球中取，剩下１个球在大于牑的５－牑个球中取．故

爮｛牀＝牑｝＝（爞１
牑－１爞１

５－牑）燉爞３
５， 牑＝２，３，４，

即
牀 ２ ３ ４

牘牑 ０．３ ０．４ ０．３

例 在牕重伯努利试验中，每次试验中爛发生的概率为牘，以

牀记爛发生牑次所需进行的试验次数，求牀的分布律．
解 牀可取值为牑，牑＋１，…，牕．牀＝牨表示第牨次试验一定成

功，而在前牨－１次试验中成功了牑－１次（是二项分布），故分布律

（称巴斯卡分布）为

爮｛牀＝牑｝＝牘爞牑－１
牨－１牘牑－１（１－牘）牨－牑＝爞牑－１

牨－１牘牑（１－牘）牨－牑．
例 设随机变量牀的所有可能取值为整数１，２，…，１０，又已
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知爮｛牀＝牑｝正比于牑的值，求牀的分布律．
解 依题意，爮｛牀＝牑｝＝爞牑（爞为常数），于是


１０

牑＝１
爞牑＝５５爞＝１爞＝ １

５５．

故牀的分布律为爮｛牀＝牑｝＝牑燉５５，牑＝１，２，…，１０．
例 一箱中装有８０只管纱，其中棉纱４８只，腈纶纱３２只，现

从箱中抽取两次，每次１只．以牀记可能抽到的棉纱的只数．试写
出在放回与不放回抽样下牀的概率分布．
解 在放回抽样下，牀～爜（２，４８燉８０），故

爮｛牀＝０｝＝（３２燉８０）２＝０．１６，

爮｛牀＝１｝＝爞１
２×（３２燉８０）×（４８燉８０）＝０．４８，

爮｛牀＝１｝＝爞２
２×（４８燉８０）２＝０．３６．

在不放回抽样下，牀～爣（２，４８，８０），故

爮｛牀＝０｝＝爞２
３２燉爞２

８０＝０．１５７，

爮｛牀＝１｝＝爞１
４８爞１

３２燉爞２
８０＝０．４８６，

爮｛牀＝２｝＝爞２
４８燉爞２

８０＝０．３５７．
可写出分布律如下：

牀 ０ １ ２

放回抽样牘牑 ０．１６ ０．４８ ０．３６

不放回抽样牘牑 ０．１５７ ０．４８６ ０．３５７

例 某运动员参加射箭比赛，共有４支箭，设其每支箭的命
中率为牘，且各次射箭是相互独立的．以牀记直至命中为止所需射
箭的次数，求牀的概率分布．
解 牀可取值为１，２，３，４．记牚＝１－牘，则

爮｛牀＝１｝＝牘， 爮｛牀＝２｝＝牚牘， 爮｛牀＝３｝＝牚２牘，

爮｛牀＝４｝＝牚３（牘＋１－牘）＝牚３

（因为最后一箭可能射中也可能射不中，所以不等于牘牚３）．
例 将１～９等９个数放入３×３的格子中，每格随机放入一
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数．设各列的最小值为牑１，牑２，牑３，求牀＝ｍｉｎ｛牑１，牑２，牑３｝的分布律．
解 事件的组成较为复杂，需要详细进行讨论．
依题意知，牀可取值为３，４，…，７，９个数放入９个格子的基本

事件总数为９！．
当爴＝３时，牑１，牑２，牑３分别为１，２，３，有９×６×３种放法，４～９

放入其余６格有６！种放法，故

爮（牀＝ ３）＝ （９× ６× ３× ３！）燉９！＝ ９燉２８．
当爴＝４时，牑１，牑２，牑３中含１和４，另一数为２或３．当为２时，３

只能与１或４同列，有４种放法，其余５个数有５个位置共５！种放法．
当为３时，２只能与１同列，有２种放法，其余５个数有５！种放法，故

爮｛牀＝４｝＝（９×６×３）（４×５！＋２×５！）燉９！＝９燉２８．
当爴＝５时，牑１，牑２，牑３中含１和５，另一数为２或３或４．同理可算得

爮｛牀＝５｝＝（９×６×３）（４×３×４！＋４×４！＋２×４！）燉９！＝６燉２８．
当牀＝６时，牑１，牑２，牑３中含１与６，另一个数为２或３或４．同理可算得

爮｛牀＝ ６｝＝（９× ６× ３）（４× ３× ３！＋ ３× ２× ２× ３！
＋ ２× ２× ３！）燉９！＝ ３燉２８．

当牀＝７时，牑１，牑２，牑３中含１与７，另一个数为２或３或４．同理可算得

爮｛牀＝ ７｝＝（９× ６× ３）（４！× ２！＋ ３× ２× ２× ２！
＋ ２× ２× ２！）燉９！＝ １燉２８．

因此分布律为

牀 ３ ４ ５ ６ ７

牘牑 ９燉２８ ９燉２８ ６燉２８ ３燉２８ １燉２８

例 求长度为牓的棉纱上所含疵点数的概率分布．
解 牀可取值为正整数０，１，２，…．
将棉纱一端取作原点，把区间等分为长为牓燉牕的牕个半开区

间．设在每一小区间上出现一个以上疵点的概率为零，出现一个疵
点的概率牘牕＝犨Δ牓．且各小段上出现疵点相互独立．
以爛记一段上出现一个疵点事件，则
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爮（爛）＝牘牕＝犨Δ牓＝犨牓燉牕， 爮（爛）＝１－牘牕．
观察牕个区间上出现疵点是牕重伯努利试验，因此，有

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
牕牘牑

牕（１－牘牕）牕－牑，
将［０，牓］细分，令牕→∞，有

爮｛牀＝牑｝＝ｌｉｍ
牕→∞

爞牑
牕牘牑

牕（１－牘牕）牕－牑．

记犧＝犨牓，则牘牕＝犧燉牕，有

爞牑
牕牘牑

牕（１－牘牕）牕－牑

＝ 牕！
牑！（牕－牑）！

犧槏 槕牕

牑

１－ 犧槏 槕牕

牕－牑

＝犧牑

牑！·
牕（牕－１）…（牕－牑＋１）

牕牑 · １－ 犧槏 槕牕

牕

１－ 犧槏 槕牕

牑

．

而 ｌｉｍ
牕→∞

牕（牕－１）…（牕－牑＋１）
牕牑 ＝１，

ｌｉｍ
牕→∞

１－ 犧槏 槕牕

牕

＝ｅ－犧， ｌｉｍ
牕→∞

１－ 犧槏 槕牕

牑

＝１，

得 爮｛牀＝牑｝＝ｌｉｍ
牕→∞

爞牑
牕牘牑

牕（１－牘牕）牑＝犧牑

牑！ｅ
－犧．

所以，棉纱上的疵点数牀服从泊松分布．
例 设随机变量牀的分布律为爮｛牀＝牑｝＝牑燉１５，牑＝１，２，

…，５，则 在 概 率 爮｛１燉２≤ 牀 ≤ ５燉２｝，爮｛１≤ 牀 ≤ ２｝，
爮｛０＜牀＜３｝，爮｛牀＝１和牀＝２｝，爮｛牀＝３｝中，值等于 １燉５的有

（ ）个．
（Ａ）２； （Ｂ）３； （Ｃ）４； （Ｄ）５．
解 选（Ｄ），因为

爮｛１燉２≤牀≤５燉２｝＝爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝１｝＝１燉５，
爮｛１≤牀≤２｝＝爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝１｝＝１燉５，
爮｛０＜牀＜３｝＝爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝１｝＝１燉５，

爮｛牀＝１和牀＝２｝＝爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝１｝＝１燉５，
爮｛牀＝３｝＝３燉１５＝１燉５．

例 若牊（牑）＝爞犧牑燉牑！，牑＝０，１，…，犧＞０是离散型随机变量
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的概率函数，则爞＝（ ）．
（Ａ）ｅ犧； （Ｂ）１－ｅ犧； （Ｃ）ｅ－犧； （Ｄ）１－ｅ－犧．

解 选（Ｃ）．因为
∞

牑＝０
爞犧牑燉牑！＝爞ｅ犧，故爞＝ｅ－犧．

例 已知在５重伯努利试验中成功的次数不服从０１分布，
且爮｛牀＝１｝＝爮｛牀＝２｝，求概率爮｛牀＝４｝．
解 设在每次试验中爛成功的概率为牘，则

爞１
５牘（１－牘）４＝爞２

５牘２（１－牘）３牘＝１燉３，
所以 爮｛牀＝４｝＝爞４

５×（１燉３）４×２燉３＝１０燉２４３．
例 设１ｈ内进入某图书馆的读者人数服从泊松分布，已

知１ｈ内无人进入图书馆的概率为０．０１，求１ｈ内至少有两人进入
图书馆的概率．
解 已知牀～犮（犧），但犧未知，需由已知概率求出犧．因为

爮｛牀＝０｝＝ｅ－犧＝０．０１， 知 犧＝２ｌｎ１０．
所以 爮｛牀≥２｝＝１－爮｛牀＝０｝－爮｛牀＝１｝

＝１－０．０１－０．０１×２ｌｎ１０＝０．９４４．
例 某处有５个公用电话亭，调查结果显示，在任一时刻牠，

每门电话被使用的概率为０．１，求在同一时刻

（１）恰有２门电话被使用的概率；
（２）至少有３门电话被使用的概率；
（３）至多有３门电话被使用的概率；
（４）没有一门电话被使用的概率．
解 牀可取值为０，１，…，５，牀～爜（５，０．１），故

（１）爮｛牀＝２｝＝爞２
５×０．１２×０．９３＝０．０７３．

（２）爮｛牀≥３｝＝爞３
５×０．１３×０．９２＋爞４

５×０．１４×０．９
＋爞５

５×０．１５

＝０．００８６．
（３）爮｛牀≤３｝＝１×［爞４

５×０．１４×０．９＋爞５
５×０．１５］＝０．９９９５．

（４）爮｛牀＝０｝＝０．９５＝０．５９０５．
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例 某家电维修站保修本地区某品牌的６００台电视机，已
知每台电视机的故障率为０．００５．

（１）如果维修站有４名维修工，每台只需１人维修，求电视机
能及时维修的概率；

（２）维修站需配备多少名维修工，才能使及时维修的概率不
小于０．９６？
解 设 同 一 时 刻 发 生 故 障 的 电 视 机 台 数 为 牀，牀～

爜（６００，０．００５），由于牕很大，而牘较小，可以利用泊松定理计算．因
为犧＝牕牘＝３，所以

（１）爮｛牀≤４｝＝１－０．１８４７＝０．８１５３（可查表）．

（２）爮｛牀≤牕｝≥０．９６，即
∞

牑＝牕＋１
３牑ｅ－３燉牑！≤０．０４，查表知牕＝６，即

需配备６名维修工．
例 有甲、乙、丙三支球队到某地比赛，该地只有一块训练

场地，商定摸球决定哪支球队先使用场地．摸球办法如下：盒中放
两个白球、一个黑球，进行不放回的摸球，直到摸到黑球为止．若第
一次摸到黑球，则甲队先使用；第二次摸到黑球，则乙队先使用；最
后一次才摸到黑球，则丙队先使用．问：这种摸球办法公平吗？若改
为放回摸球，是否公平？
解 是否公平表现为三次摸球中摸到黑球的概率是否相等的

问题．不放回摸球，摸到黑球概率是条件概率，为

爮｛牀＝１｝＝１燉３， 爮｛牀＝２｝＝（１－１燉３）×１燉２＝１燉３，
爮｛牀＝３｝＝（１－１燉３）×（１－１燉２）×１＝１燉３．

所以，三次摸到黑球的概率相等，是公平的．
放回摸球，第牑次摸到黑球，是几何概率，为

爮｛牀＝１｝＝１燉３， 爮｛牀＝２｝＝（１－１燉３）×１燉３＝２燉９

爮｛牀＝３｝＝（１－１燉３）２×１燉３＝４燉２７．
所以，三次摸到黑球的概率不同，是不公平的．
例 随机数字序列要多长才能使数字０至少出现一次的概

·５７·



率不小于０．９？
解 以牀记数字０出现的次数，求使爮｛牀≥１｝≥０．９的试验次

数牕．
随机数字序列是由０～９等１０个数字随机取一个而排成的，取

到数字０的概率为０．１．取牕次即进行牕次独立重复试验，所以牀服
从二项分布爜（牕，牘），牘＝０．１．于是由

爮｛牀≥１｝＝１－爮｛牀＝０｝＝１－爞０
牕×０．９０×０．９牕≥０．９

得 ０．９牕≤０．１牕ｌｇ０．９≤ｌｇ０．１牕＝２２．
即随机数字序列至少要有２２位数字，才能使数字０至少出现一次
的概率不小于０．９．
至此可以看到，求离散型随机变量的事件的概率，有以下一些

常用方法：
（１）利用古典型概率、条件概率、概率运算性质与公式求事件

的概率爮｛牀＝牑｝．
（２）当已知牀服从某种分布时，按分布律及运算性质求事件

的概率爮｛牀＝牑｝．
（３）当已知牀的分布函数时，按分布函数定义得

爡（牑）－爡（牑－１）＝爮｛牀＝牑｝．
（４）利用概率的基本性质：牘牑＝１，牘牑≥０，建立关于牘牑的方

程组，解得爮｛牀＝牑｝．

第三节 连续型随机变量及其概率分布

主 要 内 容

．概率密度函数的定义
如果对于随机变量牀的分布函数爡（牨），存在非负可积函数
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牊（牨），使对于任意实数牨，有

爡（牨）＝∫
牨

－∞
牊（牠）ｄ牠，

则称牀为连续型随机变量．牊（牨）称为牀的概率密度函数．
．概率密度函数的性质

（１）牊（牨）≥０；

（２）∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝１；

（３）爮｛牨１＜牀≤牨２｝＝爡（牨２）－爡（牨１）＝∫
牨２

牨１
牊（牨）ｄ牨；

（４）在牊（牨）的连续点牨处，爡′（牨）＝牊（牨）．
．常用的重要的连续型随机变量及其分布

（１）均匀分布 记为牀～爺（牃，牄），概率密度为

牊（牨）＝
１燉（牄－牃）， 牨∈（牃，牄），

０， 其它｛ ．
在（牃，牄）上服从均匀分布的随机变量牀，它落在（牃，牄）的任一子区
间内的概率只与子区间的长度有关，而与子区间的位置无关，即

爮｛牅＜牀≤牅＋牓｝＝∫
牅＋牓

牅
牊（牨）ｄ牨＝ 牓

牄－牃，

其中牃≤牅＜牅＋牓≤牄．
（２）正态分布 记为牀～爫（犨，犲２），概率密度为

牊（牨）＝ １
槡２π犲

ｅ－（牨－犨）２燉２， －∞＜牨＜＋∞，

其中犨，犲２ （犲＞０）为常数．称牀服从参数为犨，犲２的正态分布．
当犨＝０，犲２＝１时，称 牀～爫（０，１）为标准正态分布．若 牀～

爫（犨，犲２），则牁＝（牀－犨）燉犲～爫（０，１）．标准正态分布的分布函数

犎（牨）有表可查，对一般正态分布牀～爫（犨，犲２），其分布函数爡（牨）

＝犎 牨－犨槏 槕犲 ．

（３）指数分布 记为牀～ｅ（犧），其概率密度为

牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨≥０，｛０， 牨＜０

（犧＞０，常数）．
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指数分布有一个特殊的性质：
爮｛牀＞牞＋牠燏牀＞牞｝＝爮｛牀＞牠｝．

若以牀表示产品的使用寿命，则上式的意义为：产品使用了时间牞
后再使用时间牠以上的概率，等于新产品使用时间牠以上的概率．
这种性质称为“无记忆性”，即从某时刻起产品的使用寿命与已使
用时间无关．

疑 难 解 析

．为什么要区别连续型随机变量与离散型随机变量？
答 要了解一个随机变量牀，知道了分布函数就了解了它的

统计规律性．但爡（牨）的形式和性质不尽一致，所以要分别考察．
离散型随机变量牀的分布函数不是连续的，因此不能作求导

和积分运算．但只要了解了它的概率分布爮｛牀＝牑｝＝牘牑，则爡（牨）
与事件的概率均可求得．所以，对离散型随机变量只需求出概率分
布就可以了．
连续型随机变量牀的分布函数是连续的，爡（牨）可以表示为

∫
牨

－∞
牊（牠）ｄ牠（但爡（牨）连续，不能得出牀是连续型随机变量）．因此了

解了牀的概率密度函数牊（牠），则爡（牨）与事件的概率均可求得，所
以，对连续型随机变量只需求出概率密度函数就可以了．

．连续型随机变量的牊（牠）ｄ牠与离散随机变量的牘牑在概率中

的意义是否相同？为什么？
答 相同．因为，对于离散型随机变量牀来说，爮｛牀＝牨牑｝＝牘牑

表示牀取牨牑时的概率；而对连续型随机变量而言，任一点的概率
为零，因此，由定积分中值定理有

爮｛牨＜牀≤牨＋Δ牨｝＝∫
牨＋Δ牨

牨
牊（牠）ｄ牠≈牊（牨）ｄ牨．

在对连续型随机变量进行离散化处理的思想下，两者的概率意义
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是相同的．
．为什么凭爮｛牀＝牨牑｝＝０不能说牀＝牨牑一定是不可能事件？
答 对于离散型随机变量来说，爮｛牀＝牨牑｝＝０的点牀＝牨牑的确

是不可能事件，但是对于连续型随机变量来说，任一点的概率都是零．
这由爮｛牨＜牀≤牨＋Δ牨｝≈牊（牨）ｄ牨可以看出，当ｄ牨→０时概率趋于
零．因此，不能只凭爮｛牀＝牨牑｝＝０就断言牀＝牨牑一定是不可能事件．

．试描述正态分布的性态．
答 正态分布与二项分布、泊松分布是概率论的三大重要分

布，在实践中有广泛的应用．一般地，如果影响某一数量指标的因
素有多个，而每个随机因素的作用都不是主要的，则该数量指标必
服从正态分布．
正态分布的概率密度曲线有如下性质：
（１）曲线关于直线牨＝犨对称，在牨＝犨处取得最大值牊（犨）＝

槡１燉（ ２π犲），因此随机变量在牨＝犨附近取值的概率最大．显然，对
长度相同的区间，当区间离犨越远，牀落在该区间内概率越小．曲
线是单峰曲线，在牨＝±（犲＋犨）处有拐点，并以牨轴为渐近线．

（２）固定犲，改变犨值，则曲线图形不变，对称轴平移，所以犨又

称位置参数；固定犨，改变犲值，则最大值牊（犨 槡）＝１燉（ ２π犲）改变，犲
变小时，图形变尖，因而牀落在犨附近的概率也变大．因此，犲又表
征牀值的集中程度，称为精度参数．
对于任何牀～爫（犨，犲２），有

爮｛牃＜牀≤牄｝＝犎 牨－牄槏 槕犲 －犎 牨－牃槏 槕犲 ，

且 犎（－牨）＝１－犎（牨）．

方法、技巧与典型例题分析

这一部分有三大类题：一是已知分布函数，求概率密度与事件
的概率；二是已知概率密度，求事件的概率；三是已知分布形式和
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概率，确定参数或牨的数值．
对于这三大类题，首先要熟知分布函数与密度函数之间的关

系，用分布函数与密度函数的性质解题；在已知分布与概率密度
时，要善于利用分布的特点解题．
例 已知

爡（牨）＝
０， 牨＜０，

牨＋１燉２， ０≤牨＜１燉２，烅
烄

烆 １， 牨≥１燉２，
则爡（牨）是（ ）随机变量的分布函数．

（Ａ）连续型； （Ｂ）离散型；
（Ｃ）非连续型； （Ｄ）非连续亦非离散型．
解 选（Ｄ）．因为爡（牨）在（－∞，＋∞）上单调不减，右连续，且

ｌｉｍ
牨→－∞

爡（牨）＝０，ｌｉｍ
牨→＋∞

爡（牨）＝１，所以它是一个分布函数．又爡（牨）除牨

＝０，１燉２外处处可导，而

爡′（牨）＝
０， 牨＜０，牨＞１燉２，
１， 其它｛ ．

但 ∫
牨

－∞
爡′（牨）ｄ牨＝

０， 牨＜０，
牨， ０＜牨≤１燉２，烅

烄

烆１燉２， 牨＞１燉２，
它不等于爡（牨），因此不存在密度函数．又爡（牨）也不是阶跃函数，所
以爡（牨）是既非离散型又非连续型的随机变量的分布函数．
例 已知随机变量牀的密度函数为

牊（牨）＝爛ｅ－燏牨燏， －∞＜牨＜＋∞．
求：（１）爛值； （２）爮｛０＜牀＜１｝； （３）爡（牨）．

解 由∫
＋∞

－∞
爛ｅ－燏牨燏ｄ牨＝２爛∫

＋∞

０
ｅ－牨ｄ牨＝１，得 ２爛＝１，解得爛＝

１燉２．所以

爮｛０＜牀＜１｝＝∫
１

０

１
２ｅ－牨ｄ牨＝ １

２（１－ｅ－１）．
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当牨＜０时， 爡（牨）＝ １
２∫

牨

－∞
ｅ牠ｄ牠＝ １

２ｅ牨，

当牨≥０时， 爡（牨）＝ １
２∫

０

－∞
ｅ牨ｄ牨＋ １

２∫
牨

０
ｅ－牨ｄ牨＝１－ １

２ｅ－牨．

所以 爡（牨）＝
ｅ牨燉２， 牨＜０，

１－ｅ－牨烅
烄
烆 燉２， 牨≥０．

例 设某种仪器内装有三只同样的电子管，电子管使用寿命

牀的概率密度函数为

牊（牨）＝
１００燉牨２， 牨≥１００，｛ ０， 牨＜１００．

求：（１）在开始１５０ｈ内没有电子管损坏的概率；
（２）在这段时间内有一只电子管损坏的概率；
（３）爡（牨）．

解 （１）爮｛牀≤１５０｝＝∫
１５０

１００

１００
牨２ｄ牨＝

１
３，故

牘＝［爮｛牀＞１５０｝］３＝（１－１燉３）３＝８燉２７．
（２）将观察三只电子管看作三次独立重复试验，由二项概率得

牘＝爞１
３×１燉３×２燉３２＝４燉９．

（３）当牨＜１００时，爡（牨）＝０；当牨≥１００时，

爡（牨）＝－∫
牨

１００

１００
牠２ ｄ牠＝１－１００

牨．

所以 爡（牨）＝
０， 牨＜１００，

１－１００
牨

烅
烄

烆 ， 牨≥１００．

图２．１

例 随机变量牀的密度函数如图２．１
所示，试求：

（１）密度函数牊（牨）；
（２）分布函数爡（牨）；
（３）概率爮｛０．２＜牀≤１．２｝．
解 （１）由图 ２．１可直接写出密度函

数

·１８·



牊（牨）＝

０， 牨＜０，
牨， ０≤牨＜１，

２－牨， １≤牨＜２，
烅

烄

烆 ０， 牨≥２．

（２）由爡（牨）＝∫
牨

－∞
牊（牠）ｄ牠，得

爡（牨）＝

０， 牨＜０，
牨２燉２， ０≤牨＜１，

２牨－牨２燉２－１， １≤牨＜２，
烅

烄

烆 １， 牨≥２．
（３）爮｛０．２＜牀≤１．２｝＝爡（１．２）－爡（０．２）＝０．６６．
例 设爡（牨）是随机变量的分布函数，证明：对任何牎≠０，函数

犎（牨）＝ １
牎∫

牨＋牎

牨
爡（牠）ｄ牠， 犑（牨）＝ １

２牎∫
牨＋牎

牨－牎
爡（牠）ｄ牠

也是随机变量的分布函数．
证 只需证犎（牨），犑（牨）满足分布函数的性质．
由于爡（牨）单调不减，所以对任意犠＞０，有

爡（牨）≤爡（牨＋犠）， 牨∈（－∞，＋∞），

使得 犎（牨＋犠）＝ １
牎∫

牨＋犠＋牎

牨＋犠
爡（牠）ｄ牠＝ １

牎∫
牨＋牎

牨
爡（牠＋犠）ｄ牠

≥ １
牎∫

牨＋牎

牨
爡（牠）ｄ牠＝犎（牨），

从而知犎（牨）也是单调不减函数．
又爡（牨）单调有界，从而对爡（牨）的积分必为积分上限的连续函

数，所以犎（牨）右连续．
利用关系式，当牠∈［牨，牨＋牎］时，

爡（牨）＝ １
牎∫

牨＋牎

牨
爡（牠）ｄ牠≤ １

牎∫
牨＋牎

牨
爡（牠）ｄ牠

≤ １
牎∫

牨＋牎

牨
爡（牨＋牎）ｄ牠＝爡（牨＋牎）≤１，

得 ０≤爡（牨）≤犎（牨）≤爡（牨＋牎）≤１．
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令牨→－∞，则

０≤ ｌｉｍ
牨→－∞

犎（牨）≤ ｌｉｍ
牨→－∞

爡（牨＋牎）＝０， 即 ｌｉｍ
牨→－∞

犎（牨）＝０；

令牨→＋∞，则

１＝ ｌｉｍ
牨→＋∞

爡（牨）≤ ｌｉｍ
牨→＋∞

犎（牨）≤１， 即 ｌｉｍ
牨→＋∞

犎（牨）＝１．

综上所述，犎（牨）满足分布函数的三条性质，故是分布函数．
同理可证，犑（牨）也是分布函数．
例 若在图２．２所示三角形爛爜爞中任取一点爮，令点爮到边

图２．２

爛爜的距离为牀，求牀的分布函数与密度
函数．
解 设爞爟为爛爜边的高，过点爮作

爠爡∥爛爜，则爛爜与爠爡间距离为牨．因此，
当０≤牨＜牎时，

爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝

＝
梯形爠爡爜爛面积
三角形爛爜爞面积

＝１－
三角形爞爠爡面积
三角形爛爜爞面积

＝１－（牎－牨）２燉牎２，

所以 爡（牨）＝
０， 牨＜０，

１－（牎－牨）２燉牎２， ０≤牨＜牎，烅
烄

烆 １， 牨≥牎，

牊（牨）＝爡′（牨）＝
２（牎－牨）燉牎２， ０≤牨＜牎，

０， 其它｛ ．
例 设某种食品的保质期（单位：ｄ）牀的概率密度函数为

牊（牨）＝
６００００燉（牨＋１００）３， 牨＞０，

０， 其它｛ ，
求：（１）爡（牨）； （２）至少有１００ｄ保质期的概率．
解 （１）当牨＜０时，爡（牨）＝０；当牨≥０时，

爡（牨）＝∫
牨

０

６００００
（牠＋１００）３ｄ牠＝－ ３００００

（牠＋１００）２

牨

０
＝１－ ３００００

（牨＋１００）２．
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所以 爡（牨）＝
１－３００００燉（牨＋１００）２， 牨≥０，｛ ０， 牨＜０．

（２）爮｛牀≥１００｝＝１－爮｛牀＜１００｝＝１－爡（１００）
＝３００００燉（１００＋１００）２＝３燉４．

例 设随机变量牀的绝对值不大于 １，爮｛牀＝－１｝＝１燉８，
爮｛牀＝１｝＝１燉４；在事件｛－１＜牀＜１｝出现的条件下，牀在（－１，１）
内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间的长度成正比．试
求牀的分布函数爡（牨）．
解 显然，当牨＜－１时，爡（牨）＝０；当牨≥１时，爡（牨）＝１．所以

爮｛－１＜牀＜１｝＝１－１燉４－１燉８＝５燉８．
因为牀在（－１，１）内服从均匀分布，所以，当－１＜牨＜１时，

爮｛－１＜牀≤牨燏－１＜牀＜１｝＝（牨＋１）燉２．
爮｛－１＜牀≤牨｝
＝爮｛－１＜牀≤牨，－１＜牀＜１｝
＝爮｛－１＜牀＜１｝爮｛－１＜牀≤牨燏－１＜牀＜１｝
＝５燉８×（牨＋１）燉２＝５（牨＋１）燉１６，

即当－１≤牨＜１时，
爡（牨）＝爮｛牀＝－１｝＋爮｛－１＜牀≤牨｝

＝１燉８＋（牨＋１）燉１６＝（５牨＋７）燉１６，

故 爡（牨）＝
０， 牨＜－１，

（５牨＋７）燉１６， －１≤牨＜１，烅
烄

烆 １， 牨≥１．
例 随机变量牀的概率密度函数为

牊（牨）＝
爛ｃｏｓ牨， 燏牨燏≤π燉２，

０， 其它｛ ，
求：（１）爛的值； （２）爡（牨）； （３）爮｛０＜牀≤π燉４｝．

解 （１）由 １＝∫
π燉２

－π燉２
爛ｃｏｓ牨ｄ牨＝２爛∫

π燉２

０
ｃｏｓ牨ｄ牨＝２爛，得 爛＝

１燉２．
（２）当 牨＜－π燉２时，爡（牨）＝０；当 牨≥π燉２时，爡（牨）＝１；当
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－π燉２≤牨＜π燉２时，

爡（牨）＝∫
牨

－π燉２

１
２ｃｏｓ牨ｄ牨＝ １

２＋ １
２ｓｉｎ牨．

所以 爡（牨）＝
０， 牨＜－π燉２，

１燉２＋（ｓｉｎ牨）燉２， π燉２≤牨＜π燉２，烅
烄

烆 １， 牨≥π燉２．
（３）爮｛０＜牀≤π燉４｝＝爡（π燉４）－爡 槡（０）＝ ２燉４．
例 设随机变量牀的分布函数是

爡（牨）＝
爛＋爜ｅ－牨２燉２， 牨＞０，烅

烄

烆 ０， 牨≤０，
求：（１）爛与爜的值； （２）牊（牨）； （３）爮｛１＜牀＜２｝．
解 （１）由０＝爡（０）＝爛＋爜，１＝爡（＋∞）＝爛，得

爛＝１， 爜＝－１．

（２）牊（牨）＝爡′（牨）＝
牨ｅ－牨２燉２， 牨＞０，烅

烄

烆 ０， 牨≤０．
（３）爮｛１＜牀＜２｝＝爡（２）－爡（１）＝０．４７．
例 设随机变量牀的分布函数为

爡（牨）＝
０， 牨＜１，
ｌｎ牨， １≤牨＜ｅ，烅

烄

烆 １， 牨≥ｅ，
求：（１）爮｛牀＜２｝，爮｛０＜牀≤３｝，爮｛２＜牀＜５燉２｝；

（２）概率密度函数牊（牨）．
解 （１）利用分布函数求概率，即

爮｛牀＜２｝＝爡（２）＝ｌｎ２，
爮｛０＜牀≤３｝＝爡（３）－爡（０）＝１－０＝１，

爮｛２＜牀＜５燉２｝＝爡（５燉２）－爡（２）＝ｌｎ（５燉２）－ｌｎ２＝ｌｎ（５燉４）．
（２）由牊（牨）＝爡′（牨）可得

牊（牨）＝
０， 牨＜１或牨＞ｅ，｛１燉牨， １≤牨＜ｅ．
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例 设在区间［牃，牄］上，随机变量牀的密度函数为牊（牨）＝
ｓｉｎ牨，而在［牃，牄］外，牊（牨）＝０，则区间［牃，牄］等于（ ）．

（Ａ）［０，π燉２］； （Ｂ）［０，π］；
（Ｃ）［－π燉２，０］； （Ｄ）［０，３π燉２］．
解 选（Ａ）．因为在［０，π燉２］上，ｓｉｎ牨≥０（非负可积），而且

∫
π燉２

０
ｓｉｎ牨ｄ牨＝１，故牊（牨）是概率密度函数．

在［０，π］上，∫
π

０
ｓｉｎ牨ｄ牨＝２≠１，所以牊（牨）不是概率密度函数．

在［－π燉２，０］上，ｓｉｎ牨≤０，所以牊（牨）不是概率密度函数．
在［０，３π燉２］上，当牨＞π时，ｓｉｎ牨＜０，所以牊（牨）不是概率密度

函数．
例 设连续型随机变量牀的密度函数是

牊（牨）＝
１
爞牨ｅ－牨２燉（２爞）， 牨＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
则式中爞为（ ）．

（Ａ）任何实数； （Ｂ）正数；
（Ｃ）１； （Ｄ）任何非零实数．
解 选（Ｂ）、（Ｃ）．由密度函数性质，

∫
＋∞

０

１
爞牨ｅ－牨２燉（２爞）ｄ牨＝∫

＋∞

０
ｅ－牨２燉（２爞）ｄ牨２

２爞

＝－ｅ－牨２燉（２爞）
＋∞

０
＝ｅ

－ ０
２爞＝１，

当爞＞０时，即有上述等式成立．
例 设随机变量牀在［２，５］上服从均匀分布．现对牀进行

三次独立观察，求至少有两次的观察值大于３的概率．
解 因为牀～爺（２，５），所以

牊（牨）＝
１燉３， 牨∈［２，５］，
０， 其它｛ ．
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设爛＝爮｛牀＞３｝＝∫
５

３

１
３ｄ牨＝ ２

３，依二项概率公式，

牘＝爞２
３×（２燉３）２×（１－２燉３）＋爞３

３×（２燉３）３＝２０燉２７．
例 设随机变量牀的概率密度函数

牊（牨）＝
ｅ－（牨－牃）， 牨＞牨０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
则牨０＝ ．
解 因为

１＝∫
＋∞

牨０
ｅ－（牨－牃）ｄ牨＝－ｅ－（牨－牃）

＋∞

牨０

＝ｅ－（牨０－牃）＝１，

所以牨０－牃＝０，即牨０＝牃．
例 设某河流每年的最高洪水水位（单位：ｍ）牀的概率密

度为 牊（牨）＝
２燉牨３， 牨≥１，｛ ０， 牨＜１．

今要修建能防御百年一遇洪水（即牘≤０．０１）的河堤，问：河堤应修
多高？（河堤高度起点与洪水水位起点相同．）
解 设河堤高为牎，则应有爮｛牀≥牎｝＝０．０１，由

爮｛牀≥牎｝＝１－∫
牎

１

２
牨３ｄ牨＝

１
牎２＝０．０１牎＝１０，

所以，河堤应修１０ｍ高．
例  某种螺栓的长度（单位：ｃｍ）牀～爫（１０．０５，０．０６２）．若

规定长度在范围１０．０５±０．１２内为合格品，求任取一螺栓为不合
格品的概率．
解 牀～爫（１０．０５，０．０６２），则

（牀－１０．０５）燉０．０６～爫（０，１）．
爮｛（１０．０５－０．１２）≤牀≤（１０．０５＋０．１２）｝
＝犎［（１０．１７－１０．０５）燉０．０６］－犎［（９．９３－１０．０５）燉０．０６］
＝犎（２）－犎（－２）＝２犎（２）－１＝０．９５４４，

所以，任取一螺栓为不合格品的概率
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牘＝１－０．９５４４＝０．０４５６．
例 设一大型设备在任何长为牠的时间内发生故障的次数

爫（牠）服从参数为犧牠的泊松分布，试求：
（１）相继两次故障的时间间隔爴的概率分布；
（２）在设备已经无故障工作８ｈ的情况下，再无故障工作８ｈ

的概率．
解 当爴＞牠时，即爫（牠）＝０（也就是相继两次故障的间隔时间

爴＞牠，表示在时间段牠内没发生故障），从而

（１）爡（牠）＝爮｛爴≤牠｝＝１－爮｛爴＞牠｝＝１－爮｛爫（牠）＝０｝

＝１－（犧牠）０

０！ｅ－犧牠＝１－ｅ－犧牠．

（２）牘＝爮｛爴≥１６燏爴≥８｝的求法有两种．
一种是：由爡（牠）＝１－ｅ－犧牠，知爴服从参数为犧的指数分布，依

指数分布的无记忆性爮｛牀＞牞＋牠燏牀＞牞｝＝爮｛牀＞牠｝，得

牘＝爮｛爴≥１６燏爴≥８｝＝爮｛爴≥８｝＝ｅ－８犧．
另一种是：按条件概率直接计算，得

牘＝爮｛爴≥１６燏爴≥８｝＝爮｛爴≥１６，爴≥８｝燉爮｛爴≥８｝
＝爮｛爴≥１６｝燉爮｛爴≥８｝
＝［１－爮｛爴＜１６｝］燉［１－爮｛爴＜８｝］
＝［１－爡（１６）］燉［１－爡（８）］＝ｅ－１６犧燉ｅ－８犧＝ｅ－８犧．

例 某人每天上班有两条线可走，第一条路线较短，但容易
堵车，所需时间（单位：ｍｉｎ）牀的概率密度为

牊（牨）＝
１
槡５ ２π

ｅ－（牨－４０）２燉２００， 牨＞４０，
烅
烄

烆 ０， 牨≤４０；
第二条线路较长，但不易堵车，所需时间牁的概率密度为

牊（牪）＝
１
槡２ ２π

ｅ－（牨－５０）２燉３２， 牨＞５０，
烅
烄

烆 ０， 牨≤５０．
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问：（１）如果提前６０ｍｉｎ离家，走哪条路线上班迟到的可能性小？
（２）如果只能提前５５ｍｉｎ离家，走哪条路线上班迟到的可能性
小？
解 计算超过给定时间的概率，选择概率小的路线．由于

牊（牨）和牊（牪）都不是正态分布的概率密度函数，在计算中可以设法
化为正态分布来求，使计算更简单．

（１）因为，当时间超过６０ｍｉｎ时，

爮｛牀＞６０｝＝ １
５∫

＋∞

６０

１
槡２π

ｅ－（牨－４０）２燉２００ｄ牨 令牨－４０
１０槏 槕＝牠

＝ ２
槡２π∫

＋∞

２
ｅ－牠２燉２ｄ牠＝２［１－犎（２）］＝０．０４５６，

爮｛牁＞６０｝＝ １
槡２ ２π∫

＋∞

６０
ｅ－（牨－５０）２燉３２ｄ牨 令牨－５０

４槏 槕＝牠

＝ ２
槡２π∫

＋∞

２．５
ｅ－牠２燉２ｄ牠＝２［１－犎（２．５）］＝０．０１２４．

可见爮｛牀＞６０｝＞爮｛牁＞６０｝，所以选择第二条路线．
（２）因为，当时间超过５５ｍｉｎ时，

爮｛牀＞５５｝＝ ２
槡２π∫

＋∞

１．５
ｅ－牠２燉２ｄ牠＝２［１－犎（１．５）］＝０．１３３６，

爮｛牁＞５５｝＝ ２
槡２π∫

＋∞

１．２５
ｅ－牠２燉２ｄ牠＝２［１－犎（１．２５）］＝０．２１１２．

可见爮｛牀＞５５｝＜爮｛牁＞５５｝，所以选择第一条路线．
例 设随机变量牀～爫（０，犲２），问：当犲取何值时，牀落入区

间（１，３）的概率最大？

解 因为牀～爫（０，犲２），所以爡（牨）＝犎 牨槏 槕犲 ，于是

爡（１＜牨＜３）＝犎槏 槕３
犲 －犎槏 槕１

犲 ．

令上式等于牋（犲），利用微积分中求极值的方法，有

牋′（犲）＝犎′槏 槕３
犲

－３
犲槏 槕２ ＋犎′槏 槕１

犲
１
犲２
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＝ １
槡２π犲３ｅ

－１燉（２犲２）［１－３ｅ－８燉（２犲２）］．

令上式等于零，解得犲２
０＝４燉ｌｎ３．又牋″（犲０）＜０，故犲 槡＝２燉 ｌｎ３为极大

值点，且唯一．所以，当犲 槡＝２燉 ｌｎ３时，牀落入区间（１，３）的概率最
大．
例 设随机变量牀～爫（犨，犲２），求概率爮｛燏牀－犨燏＜牑犲｝，

牑＝１，２，３．
解 此即著名的“三犲规则”．

爮｛燏牀－犨燏＜牑犲｝＝爮｛犨－牑犲＜牀＜犨＋牑犲｝

＝犎 犨－牑犲－犨槏 槕犲 －犎 犨＋牑犲－犨槏 槕犲
＝犎（牑）－犎（－牑）＝２犎（牑）－１．

当犲＝１时， 爮｛燏牀－犨燏＜犲｝＝２犎（１）－１＝０．６８２６；
当犲＝２时， 爮｛燏牀－犨燏＜２犲｝＝２犎（２）－１＝０．９５４４；
当犲＝３时， 爮｛燏牀－犨燏＜３犲｝＝２犎（３）－１＝０．９９７４．
例 设牀～爫（６０，９），求使牀落入区间（－∞，牨１］，（牨１，牨２］，

（牨２，＋∞］的概率比为３∶４∶５的分点牨１，牨２．
解 由牀～爫（６０，９）知，（牀－６０）燉３～爫（０，１），故

爮｛牀≤牨１｝＝犎 牨１－６０槏 槕３ ＝ ３
３＋４＋５＝０．２５，

即 １－犎 ６０－牨１槏 槕３ ＝０．２５犎 ６０－牨１槏 槕３ ＝０．７５．

查表知（６０－牨１）燉３＝０．０７５，故牨１＝５７．９７５．

爮｛牀＞牨２｝＝１－犎 牨２－６０槏 槕３ ＝ ５
３＋４＋５＝０．４１６７，

即 犎 牨２－６０槏 槕３ ＝０．５８３３．

查表知（牨２－６０）燉３＝２．１，故牨２＝６０．６３．
例 设牀～爫（１０，犲２），且爮｛１０＜牀＜２０｝＝０．３，求

爮｛０＜牀＜１０｝．
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解 由正态分布的性态知，牀的概率分布关于直线牨＝犨＝１０
对称，所以

爮｛０＜牀＜１０｝＝爮｛１０＜牀＜２０｝．
例 设牀～爫（１０，４），求：
（１）爮｛７＜牀＜１５｝； （２）确定牆，使爮｛燏牀－１０燏＜牆｝＝０．８．
解 由牀～爫（１０，４）知，（牀－１０）燉２～爫（０，１），故

（１）爮｛７＜牀＜１５｝＝犎 １５－１０槏 槕２ －犎 ７－１０槏 槕２

＝犎槏 槕５
２ －犎 －槏 槕３

２
＝犎（２．５）＋犎（１．５）－１＝０．９２７（查表）．

（２）爮｛燏牀－１０燏＜牆｝

＝犎 １０－１０＋牆槏 槕２ －犎 １０－１０－牆槏 槕２

＝犎 牆槏 槕２ －犎 － 牆槏 槕２ ＝２犎 牆槏 槕２ －１＝０．８．

从而犎 牆槏 槕２ ＝０．９，查表知牆
２＝１．２８１，所以牆＝２．５６２．

例 设牀的概率密度函数为

牊（牨）＝ １
槡６π

ｅ－（牨２＋４牨－４）燉６，－∞＜牨＜＋∞．

求：（１）爮｛１＜牨＜３｝； （２）使∫
＋∞

爞
牊（牨）ｄ牨＝∫

爞

－∞
牊（牨）ｄ牨的爞．

解 因为 １
槡６π

ｅ－（牨２＋４牨－４）燉６＝ １
槡 槡２π ３

ｅ－（牨－２）２燉（２×３），所以，牀～

爫（２，３），从而

爮｛１＜牀＜３｝＝犎
３－２
槡槏 槕３

－犎
１－２
槡槏 槕３

＝２犎 槡３槏 槕３
－１

＝２犎（０．５７７３）－１＝０．４３８（查表）．

（２）要使∫
＋∞

爞
牊（牨）ｄ牨＝∫

爞

－∞
牊（牨）ｄ牨，则爞为概率分布的对称

点．由正态分布性态知爞＝犨＝２为所求．
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例 一轰炸机带着三枚炸弹投向敌方目标，若炸弹落在目
标中心４０ｍ内，目标将被摧毁．设在使用瞄准器投弹时，弹着点牀
的概率密度函数为

牊（牨）＝
（１００＋牨）燉１００００， －１００＜牨≤０，
（１００－牨）燉１００００， ０＜牨≤１００，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
求投三枚炸弹后，目标被炸毁的概率．
解 一枚炸弹落在目标中心４０ｍ内的概率为

∫
４０

－４０
牊（牨）ｄ牨＝ １

１００００∫
０

－４０
（１００＋牨）ｄ牨＋∫

４０

０［ ］（１００－牨）ｄ牨

＝ ２
１００００∫

４０

０
（１００－牨）ｄ牨＝０．６４，

则炸弹落在４０ｍ外的概率为

牘＝１－０．６４＝０．３６．
所以，三枚炸弹都落在目标中心４０ｍ外的概率是０．３６３．于是，目
标被炸毁的概率是

牘＝１－０．３６３＝０．９５３．
例 公共汽车车门的高度是按成年男子与门楣碰头的概率

不大于０．０１设计的．设成年男子身高（单位：ｃｍ）牀～爫（１７０，６２），
试确定车门应设计的最低高度牎．
解 设车门高度为牎，则应有爮｛牀＞牎｝≤０．０１．

爮｛牀＞牎｝＝１－爮｛牀≤牎｝＝１－犎 牎－１７０槏 槕６ ≤０．０１，

即犎 牎－１７０槏 槕６ ≥０．９９．查表知牎－１７０
６ ≥２．３３，于是

牎＝１７０＋２．３３×６＝１８３．９８，
所以，车门最低高度应为１８４ｃｍ．
例 对一批新子弹，任意抽取５发试射，如果没有一颗子弹

落在离开靶心２ｍ以外，则该批子弹被接受．设弹着点与靶心的距
离牀的概率密度函数为

·２９·



牊（牨）＝
２牨ｅ－牨２

１－ｅ－９， ０＜牨＜３，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求该批子弹被接受的概率．
解 任取一颗子弹落在靶心２ｍ以内的概率是

爮｛０≤牀＜２｝＝∫
２

０

２牨ｅ－牨２

１－ｅ－９ｄ牨＝
－ｅ－牨２

１－ｅ－９

２

０
＝１－ｅ－４

１－ｅ－９，

所以，该批子弹被接受的概率是 １－ｅ－４

１－ｅ槏 槕－９

５

．

第四节 随机变量的函数的分布

主 要 内 容

．随机变量的函数及其分布
在一些试验中，某些随机变量往往不能直接通过观察得到，但

它是某个能直接观察的随机变量的函数．这些随机变量称为随机
变量的函数，它们的分布称为随机变量函数的分布．一般地，随机
变量的函数的分布可以借助随机变量的分布获得．
对随机变量的函数牁＝牋（牀），当牀是离散型时，牁也是离散型

随机变量．当牀是连续型时，牁一般也是连续型随机变量，但也可
以不是连续型随机变量．

．定理
设随机变量牀有概率密度函数牊牀（牨），－∞＜牨＜＋∞，又设牪

＝牋（牨）处处可导，且有牋′（牨）＞０或牋′（牨）＜０（即牋（牨）严格单调），
则牁＝牋（牀）是连续型随机变量，概率密度为

牊牁（牪）＝
牊牀［牎（牪）］燏牎′（牪）燏， 犜＜牪＜犝，

０， 其它｛ ，
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其中牎（牪）是牋（牨）的反函数，
犜＝ｍｉｎ｛牋（－∞），牋（＋∞）｝， 犝＝ｍａｘ｛牋（－∞），牋（＋∞）｝．
该定理可以推广到牋（牨）是分段严格单调的情形，此时

牊牁（牪）＝牊牀［牎１（牪）］燏牎′１（牪）燏＋牊牀［牎２（牪）］燏牎′２（牪）燏＋…．

疑 难 解 析

．离散型随机变量的函数为什么一定是离散型随机变量？连
续型随机变量的函数为什么不一定是连续型随机变量？
答 对离散型随机变量来说，牀的可取值为有限个或可列无

穷多个，因而牁＝牋（牀）的可取值也为有限个或可列无穷多个（当牁
有相同值可合并时，取值个数比牀取值个数减少），故知牁也是离
散型的随机变量．
对连续型随机变量而言，牁＝牋（牀）的可取值因归类合并等原

因，可能只有有限个或可列无穷多个．这时，牁成为离散型随机变
量．有时牁＝牋（牀）的分布可以既不是阶跃函数，也不是连续函数，
这时牊牁（牪）不存在，牁也不是连续型随机变量（见例１５）．

．计算随机变量的函数的分布时应注意哪些问题？
答 首先应准确确定牁的取值范围，一般地，由牪＝牋（牨）即决定

了牁的取值范围．但在离散型变量的情形，要注意相同值的合并．
其次应正确计算牁的分布，特别是连续型随机变量牀的函数

的情形．当牪＝牋（牨）单调或分段单调时，可按定理写出牊牁（牪）；否则
应先求出爡牁（牪），再求牊牁（牪）．

方法、技巧与典型例题分析

一、离散型随机变量牀的函数牋（牀）的概率分布的求法
对于 牀的每一取值 牨牏，写出 牁的对应取值 牪牏＝牋（牨牏），再由

爮｛牁＝牪牏｝＝爮｛牀＝牨牏｝写出牁的概率分布．如果牪牏有相等的值，则
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应将相等项的概率合并，得到规范的牁的概率分布．牁的概率分布
一般仍用分布律的形式写出．
二、连续型随机变量牀的函数牋（牀）的概率密度函数的求法
一般有两种方法．
（１）分布函数法 先设法求出爡牁（牪），再求导得出牊牁（牪），即由

爡牁（牪）＝爮｛牁≤牪｝进行代换牁＝牋（牀），得爡牁（牪）＝爮｛牋（牨）≤牪｝；由

反函数牨＝牋－１（牪），得爡牁（牪）＝爮｛牀≤牋－１（牪）｝＝爡牀（牋－１（牪）），求得

爡牁（牪）；然后再利用在连续点牨，有爡′牁（牪）＝牊牁（牪），求得牊牁（牪）．
要注意的是：第一，反函数牨＝牋－１（牪）是否一定存在，若不存

在，则此方法不可用；第二，对牪的不同值，爡牁（牪）不一定相同（即

爡牁（牪）可能是分段函数），解题时要注意讨论．
（２）当牪＝牋（牨）符合定理条件（即牪＝牋（牨）严格单调、可导），

则直接套用公式就能得到

牊牁（牪）＝
牊牀（牎（牪））燏牎′（牪）燏， 犜＜牪＜犝，

０， 其它｛ ．
要注意的是：第一，要正确求出牎（牪），并确定犜，犝；对分段单调

情形，要求出牎１（牪），牎２（牪），…，并求出犜，犝．第二，代入公式时要正
确计算牊牀（牎（牪））．
例 设随机变量牀的分布律为

爮｛牀＝牨牏｝＝牘牏 （牏＝１，２，…），
求随机变量以下两种情况下牁的分布律：

（１）牁＝爞牀； （２）牁＝３牀２．
解 因为牀是离散型随机变量，所以牁也是离散型的．
（１）由题给条件知，事件｛牁＝爞牀牏｝与事件｛牀＝牨牏｝等价，因而

牁＝爞牀的分布律为

爮｛牁＝爞牨牏｝＝爮｛牀＝牨牏｝＝牘牏 （牏＝１，２，…）．
（２）此时，要考虑 牨牏的取值范值．若 牨牏只取正值，则事件

｛牁＝３牨２
牏｝与事件｛牀＝牨牏｝等价，于是得出

爮｛牁＝３牨２
牏｝＝爮｛牀＝牨牏｝＝牘牏 （牏＝１，２，…）．
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若 牨牏可取正、负值，则事件｛牁＝３牨２
牏｝与事件｛牀＝牨牏∪牀＝

－牨牏｝等价，因而牁＝３牨２的分布律为

爮｛牁＝３牨２
牏｝＝爮｛牀＝牨牏｝＋爮｛牀＝－牨牏｝（牏＝１，２，…）．

例 设随机变量牀的分布律如下：

牀 －１ ０ １ ２
牘牑 ０．１ ０．２ ０．３ ０．４

求牁１＝２牀＋１与牁２＝牀２的分布律．
解 牁１的取值为－１，１，３，５，与牀取值个数相等，因此概率不

必合并，得牁１的分布律如下：

牁１＝２牀＋１ －１ １ ３ ５
牘牑 ０．１ ０．２ ０．３ ０．４

牁２的取值只有０，１，４三个，当牀＝－１与１时，牁２＝１，所以概
率要合并，得牁２的分布律如下：

牁２＝牀２ ０ １ ４

牘牑 ０．２ ０．４ ０．４

例 设爮｛牀＝牑｝＝（１燉２）牑，牑＝１，２，…，令

牁＝
１， 当牀取偶数时，

－１， 当牀取奇数时｛ ，
求随机变量牀的函数牁的分布律．
解 利用概率的加法公式．

爮｛牁＝１｝＝爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝４｝＋…＋爮｛牀＝２牑｝＋…

＝ １
４＋ １

１６＋…＝槏 槕１
４ １－槏 槕１

４ ＝ １
３．

爮｛牁＝－１｝＝１－ １
３＝ ２

３．

例 已知随机变量牀的分布律为

牀 １ ２ ３ … 牕 …

牘牑 １燉２ （１燉２）２ （１燉２）３ … （１燉２）牕 …
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求随机变量牀的函数牁＝ｓｉｎ（π牀燉２）的分布律．
解 因为

牁＝ｓｉｎ（π牀燉２）＝
－１， 当牀＝４牑－１，
０， 当牀＝２牑，
１， 当

烅
烄

烆 牀＝４牑－３，
牑＝０，１，２，…，

所以，牁只有－１，０，１三个值，由等价关系得

爮｛牁＝－１｝＝槏 槕１
２

３

＋槏 槕１
２

７

＋…＋槏 槕１
２

４牑－１

＋…

＝ １
８（１－１燉１６）＝

２
１５，

爮｛牁＝０｝＝槏 槕１
２

２

＋槏 槕１
２

４

＋…＋槏 槕１
２

４牑

＋…＝ １
４（１－１燉４）

＝ １
３，

爮｛牁＝１｝＝ １
２＋槏 槕１

２

５

＋…＋槏 槕１
２

４牑－３

＋…＋ １
２（１－１燉１６）

＝ ８
１５．

故牁＝ｓｉｎ（π牀燉２）的分布律为

牁 －１ ０ １

牘牑 ２燉１５ １燉３ ８燉１５

例 测量一类圆形物体的半径牀为随机变量，其分布律为

牀 １０ １１ １２ １３

牘牑 ０．１ ０．４ ０．３ ０．２

求圆周长牁１和圆面积牁２的分布律．
解 牁１＝２π牀和牁２＝π牀２都是牀的函数，牁１和牁２各自的值均

不相等，不需合并，所以牁１和牁２的分布律分别为

牁１ ２０π ２２π ２４π ２６π

牘牑 ０．１ ０．４ ０．３ ０．２
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牁２ １００π １２１π １４４π １６９π

牘牑 ０．１ ０．４ ０．３ ０．２

例 设通过点（０，１）的直线与牨轴的正向交角为犤（０＜犤＜
π），求这直线在牨轴上截距牀的概率密度函数．
解 设直线与牨轴正向交角犤是随机变量，犤～爺（０，π），概率

密度为

牊犤（犤）＝
１燉π， ０＜犤＜π，
０， 其它｛ ．

而牨＝牋（犤）＝－ｃｏｔ犤，即 牀＝牋（犤）＝－ｃｏｔ犤．反函数 犤＝牎（牨）＝
ａｒｃｃｏｔ（－牨）在（－∞，＋∞）内取值，且牋（犤）在（０，π）内单调并处处
可导，牎′（牪）＝－１燉（１＋牨２）．故依定理有

牊牀（牨）＝牊犤［牎（牨）］燏－１燉（１＋牨２）燏＝１燉［π（１＋牨２）］，
其中－∞＜牨＜＋∞．
例 设随机变量牀～爺（－π燉２，π燉２），求随机变量牁＝ｓｉｎ牀的

概率密度函数牊牁（牪）．
解 因为牪＝ｓｉｎ牨在（－π燉２，π燉２）上单调、可导，牨＝牎（牪）＝

ａｒｃｓｉｎ牪，牎′（牪）＝１燉 １－牪槡 ２，由于

牊牀（牨）＝
１燉π， 牨∈（－π燉２，π燉２），
０， 其它｛ ，

ｍｉｎ
－ π

２≤牨≤ π
２

｛ｓｉｎ牨｝＝－１， ｍａｘ
－ π

２≤牨≤ π
２

｛ｓｉｎ牨｝＝１．

所以依定理有

牊牁（牪）＝
牊牀［牎（牪）］燏牎′（牪）燏｛０ ＝ １燉（π １－牪槡 ２）， －１＜牪＜１，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
例 已知随机变量牀的概率密度

牊牀（牨）＝
２牨燉π２， ０＜牨＜π，

０， 其它｛ ，
求随机变量牁＝ｓｉｎ牀的概率密度．
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图２．３

解 牪＝ｓｉｎ牨在（０，π）不单调，所以
要用分布函数法．因为０＜牪＜１，所以，由
图２．３知

爡牁（牪）＝爮｛牁≤牪｝＝爮｛ｓｉｎ牀≤牪｝
＝爮｛（０＜牀≤牨１）∪（牨２≤牀＜π）｝，

其中牨１＝ａｒｃｓｉｎ牪， 牨２＝π－ａｒｃｓｉｎ牪．
由牊牁（牪）＝爡′牁（牪），得

牊牁（牪）＝∫
牨１

０
牊牀（牨）ｄ牨＋∫

π

牨２
牊牀槏 槕（牨）ｄ牨 ′

＝牊牀（牨１）
ｄ牨１

ｄ牪－牊牀（牨２）
ｄ牨２

ｄ牪

＝ ２
π２ １－牪槡 ２

［ａｒｃｓｉｎ牪＋（π－ａｒｃｓｉｎ牪）］＝ ２
π １－牪槡 ２

．

于是 牊牁（牪）＝
２燉（π １－牪槡 ２）， ０＜牪＜１，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
作图作为一种方法，可以达到非常好的直观效果，可以帮助我

们正确分析和计算，希望读者很好地学习和掌握作图方法．
例 设随机变量牀～爫（０，１），求牁＝２牀２＋１的概率密度函

数．
解 牪＝２牨２＋１不是单调函数，只能用分布函数法求解．当牪

＜１时，爡牁（牪）＝０；当牪≥１时，

图２．４

爡牁（牪）＝爮｛牁≤牪｝＝爮 牀２≤牪－１｛ ｝２ ＝爮｛－牨１＜牀＜牨１｝，

其中牨１ 槡＝ （牪－１）燉２．于是，由图２．４知

爡牁（牪）＝∫
牨１

－牨１

１
槡２π

ｅ－牨２燉２ｄ牨

＝∫
槡（牪－１）燉２

槡－ （牪－１）燉２

１
槡２π

ｅ－牨２燉２ｄ牨

＝２∫
槡（牪－１）燉２

０

１
槡２π

ｅ－牨２燉２ｄ牨．
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故 牊牁（牪）＝爡′牁（牪）＝ １
槡２ π（牪－１）

ｅ－（牪－１）燉４，

即 牊牁（牪）＝
１

槡２ π（牪－１）
ｅ－（牪－１）燉４， 牪≥１，

烅
烄

烆 ０， 牪＜１．
例 已知一只昆虫所生的虫卵数牀～犮（犧），而每个虫卵发

育为幼虫的概率为牘，且各虫卵是否发育为幼虫是相互独立的．求

一只昆虫所生幼虫数牁的概率分布．
解 因为牀～犮（犧），即爮｛牀＝牑｝＝犧牑ｅ－犧燉牑！，牑＝０，１，２，…．牨

个虫卵能够发育为幼虫的个数牁～爜（牨，牘），所以

爮｛牁＝牪燏牀＝牨｝＝爞牪
牨牘牪（１－牘）牨－牪， 牪＝０，１，２，…，牨．

由全概率公式，得

爮｛牁＝牪｝＝
牕

牨＝０
爮｛牀＝牨｝爮｛牁＝牪燏牀＝牨｝， 牕∈．

而必有牪≤牨，故

爮｛牁＝牪｝＝
牕

牨＝牪

犧牨ｅ－犧

牨！· 牨！牘牪牚牨－牪

牪！（牨－牪）！＝
（犧牘）牪ｅ－犧

牪！ 
牕

牨＝牪

（犧牚）牨－牪

（牨－牪）！

＝（犧牘）牪ｅ－犧

牪！ 
牕－牪

牑＝０

（犧牚）牑

牑！ （牚＝１－牘）．

令牕→∞，即得

爮｛牁＝牪｝＝（犧牘）牪ｅ－犧

牪！ ｅ犧牚＝（犧牘）牪

牪！ ｅ－犧牘， 牪＝０，１，…，

故可以确定一只昆虫所生幼虫数服从泊松分布犮（犧牘）．
例 设随机点落在以原点为圆心、爲为半径的圆周上，并对

极角是均匀分布的，求：

（１）该点横坐标的概率密度；
（２）求连接这点与点（－爲，０）的弦长的概率密度．
解 （１）设极角为随机变量牷～爺（－π，π），圆周上任一点爛的

横坐标牀取值为牨，牀＝爲ｃｏｓ牷，于是
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牊牷（犤）＝
１燉２π， －π≤犤≤π，
０， 其它｛ ．

牨＝牋（犤）的反函数犤＝牎（牨）＝ａｒｃｃｏｓ（牨燉爲），当犤在［－π，π］上取值
时，牨在［－爲，爲］上取值，但牨＝牋（犤）不是单调函数，只能用分布函
数法求爡牀（牨）．由图２．５知

图２．５

爡牀（牨）＝爮｛牀≤牨｝＝爮｛－π＜犤＜－犤１｝＋爮｛犤１＜犤＜π｝

＝∫
－犤１

－π
牊（犤）ｄ犤＋∫

π

犤１
牊（犤）ｄ犤 取犤１＝ａｒｃｃｏｓ牨槏 槕爲

＝∫
－ａｒｃｃｏｓ（牨燉爲）

－π

１
２πｄ犤＋∫

π

ａｒｃｃｏｓ（牨燉爲）

１
２πｄ犤

＝１－ １
πａｒｃｃｏｓ牨

爲， －爲＜牨＜爲，

所以 牊牀（牨）＝
１燉（π 爲２－牨槡 ２）， －爲＜牨＜爲，

０， 其它
烅
烄

烆 ．

（２）设弦长为随机变量牂，取值牫∈［０，２爲］．牫＝２爲ｃｏｓ犤
２，反函

数犤＝牎（牫）＝２ａｒｃｃｏｓ牫（牫燉２爲）．由图２．６知

爡牂＝爮｛牂≤牫｝＝爮｛－π＜犤＜－犤１｝＋爮｛犤１＜犤＜π｝

＝∫
－２ａｒｃｃｏｓ（牫燉２爲）

－π

１
２πｄ犤＋∫

π

２ａｒｃｃｏｓ（牫燉２爲）

１
２πｄ犤

＝１－ ２
πａｒｃｃｏｓ牫

２爲， ０≤牫≤２爲，

所以 牊牂（牫）＝
２燉（π ４爲２－牫槡 ２）， ０≤牫≤２爲，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
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图２．６

例 设牀为连续型随机变量，分布函数为爡（牨），密度函数
为牊（牨）求下列随机变量的分布函数与概率密度：

（１）牁１＝１燉牀； （２）牁２＝燏牀燏； （３）牁３＝ｅ－牨．
解 （１）因为爡牁１（牪１）＝爮｛１燉牀＜牪１｝，所以
当牪１＜０时，由于｛１燉牀＜牪１｝等价于｛１燉牪１＜牀＜０｝，于是

爡牁１（牪１）＝爮｛１燉牪１＜牀＜０｝＝爡（０）－爡（１燉牪１）．
当 牪１＝０时，由于｛１燉牀＜牪１｝等价于｛牀＜０｝，于是爡牁１（牪１）＝

爡（０）．
当牪１＞０时，由于｛１燉牀＞牪１｝等价于｛牀＜０｝∪｛牀＞１燉牪｝，于是

爡牁１（牪１）＝爡（０）＋１－爡（１燉牪１）．
又牨＝１燉牪１，牨′牪＝－１燉牪２

１＜０，由公式得

牊牁１（牪１）＝牊 １
牪槏 槕１

· １
牪２

１
＝牊 １

牪槏 槕１
牪２

１ （牪１≠０）．

（２）因为爡牁２（牪２）＝爮｛燏牀燏≤牪２｝＝爮｛－牪２＜牀＜牪２｝，所以
当牪２＞０时，

爡牁２（牪２）＝爡（牪２）－爡（－牪２）．
当牪２＜０时， 爡牁２（牪２）＝０．

因此 牊牁２（牪２）＝爡′牁２（牪２）＝
牊（牪２）＋牊（－牪２）， 牪２＞０，

０， 牪２
烅
烄

烆 ＜０．
（３）因为牁３＝ｅ－牀，所以牀＝－ｌｎ牪３．当牪３＞０时，
爡牁３（牪３）＝爮｛ｅ－牀＜牪３｝＝爮｛牀＞－ｌｎ牪３｝＝１－爡（－ｌｎ牪３）．
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当牪３＜０时， 爡牁３（牪３）＝０．

因此 牊牁３（牪３）＝爡′牁３（牪３）＝
牊（－ｌｎ牪３）燉牪３， 牪３＞０，

０， 牪３
烅
烄

烆 ＜０．

图２．７

例 设有一电路如图２．７所示．电阻

爲是一随机变量，均匀分布在９００～１１００Ω
之间，电流牏＝０．０１Ａ，牜０＝１０００Ω，求电压爼
＝牏爲＋牏牜０的概率密度．
解 因为爲～爼（９００，１１００），爼＝０．０１爲

＋１０，所以爼也服从均匀分布，分布区间为

［０．０１×９００＋１０，０．０１×１１００＋１０］＝［１９，２１］，

所以 牊爼（牤）＝
１燉２， １９＜爼＜２１，
０， 其它｛ ．

例  设 牀为连续型随机变量，若（１）牀的概率密度为

牊牀（牨），（２）牀～ｅ（犧），求牁＝牀３的概率密度．
解 因牁＝牀３，而牪＝牨３是单调增函数，可导，且反函数牨＝

牪１燉３，牨′＝ １
３牪－２燉３，故

（１）牊牁（牪）＝牊牀（牪１燉３） １
３牪槏 槕－２燉３ ＝ １

３牊（３槡牪）
１

３牪槡槏 槕２ ，牪≠０．

（２）由牊牀（牨）当牨＞０时为犧ｅ－犧牨，牨≤０时为零，得

牊牁（牪）＝
１
３犧ｅ－犧３槡牪 燉３牪槡 ２， 牪＞０，

烅
烄

烆 ０， 牪≤０．
例 设某工程队完成某项工程所需时间牀（单位：ｄ）近似服

从爫（１００，５２）．工程队上级规定：若工程在１００ｄ内完工，可获奖金

１０万元；在１００～１１５ｄ内完工，可获奖金３万元；超过１１５ｄ完工，
罚款５万元．求该工程队在完成此项工程时所获奖金的分布律．
解 牀～爫（１００，５２），牁是牀的函数，可取值为１０，３，－５，故

爮｛牁＝－５｝＝爮｛１１５＜牀＜＋∞｝＝１－犎 １１５－１００槏 槕５
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＝１－犎（３）＝０．００１３，
爮｛牁＝３｝＝爮｛１００＜牀≤１１５｝

＝犎 １１５－１００槏 槕５ －犎 １００－１００槏 槕５
＝犎（３）－犎（０）＝０．４９８７，

爮｛牁＝１０｝＝爮｛牀≤１００｝＝犎 １００－１００槏 槕５
＝犎（０）＝０．５０００．

所以，所获奖金牁的分布律为

牁 －５ ３ １０

牘牑 ０．００１３ ０．４９８７ ０．５０００

故从本例得知，连续型随机变量的函数也可以是离散型的．
例 设电流爤是一个随机变量，均匀分布在９～１１Ａ之间．

若此电流通过２Ω的电阻，在电阻上消耗功率爾＝２爤２，求爾 的概
率密度．

解 反函数爤 槡＝± 爾燉２，１６２≤爾≤２４２．当爾＞０时，

爡爾（牥）＝爮｛爾≤牥｝＝∫
槡牥燉２

槡－ 牥燉２
牊（爤）ｄ爤，

当爾＜０时，爡爾（牥）＝０．

由于 牊爤（牏）＝
１燉２， 牏∈（９，１１），
０， 其它｛ ，

所以 牊爾（牥）＝
１
８槡２燉牥， １６２＜爾＜２４２，

０， 其它
烅
烄

烆 ．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．理解随机变量及其概率分布的概念，理解分布函数（爡（牨）
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＝爮｛牀≤牨｝）的概念及性质，会计算与随机变量有关的事件的概
率．

．理解离散型随机变量及其概率分布的概念，掌握０１分布、
二项分布、超几何分布、泊松分布及其应用．

．理解连续型随机变量及其概率密度的概念，掌握概率密度

牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨＞０，｛ ０， 牨≤０

与分布函数之间的关系，掌握正态分布、均匀分布、指数分布及其
应用．

．会求简单随机变量函数的概率分布．
二、本章重点内容
求随机变量相关事件的概率，随机变量的分布函数或概率密

度，求随机变量函数的分布．在硕士研究生入学试题中很可能与随
机变量的数字特征构成综合题．

（一）离散型随机变量的概率分布

．从数１，２，３，４中任取一个数，记为牀，再从１，２，…，牀中任
取一个数，记为牁，则爮｛牁＝２｝＝ ． （２００５年三、四）
解 因为

爮｛牀＝牏｝＝１燉４（牏＝１，２，３，４），
而 爮｛牁＝２燏牀＝１｝＝０， 爮｛牁＝２燏牀＝２｝＝１燉２，

爮｛牁＝２燏牀＝３｝＝１燉３， 爮｛牁＝２燏牀＝４｝＝１燉４，
故 爮｛牁＝２｝＝１燉４×（０＋１燉２＋１燉３＋１燉４）＝１３燉４８．

．设随机变量牀服从正态分布爫（０，１），对给定的犜（０＜犜＜
１），数牣犜满足爮｛牀＞牣犜｝＝犜．若爮｛燏牀燏＜牨｝＝犜，则牨等于（ ）．

（Ａ）牣犜燉２； （Ｂ）牣１－犜燉２； （Ｃ）牣（１－犜）燉２； （Ｄ）牣１－犜．
（２００４年一、三、四）

解 选（Ｃ）．由爮｛燏牀燏＜牨｝＝犜知，爮｛燏牀燏≥牨｝＝１－犜．又由分
布爫（０，１）的对称性知，牨＝牣（１－犜）燉２．

．设随机变量牀～爜（２，牘），牁～爜（３，牘），若爮｛牀≥１｝＝５燉９，
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则爮｛牁≥１｝＝ ． （１９９７年四）
解 本题的关键是先求出牘．解方程

爮｛牀≥１｝＝爞１
２牘（１－牘）＋爞２

２牘２（１－牘）０＝２牘－牘２＝５燉９，
得牘＝１燉３（负值舍去），于是

爮｛牁≥１｝＝１－爞０
３×（１燉３）０×（１－１燉３）３＝１９燉２７．

．假设一厂家生产的每台仪器，以概率０．７可以直接出厂，以
概率０．３需进一步调试．经调试后以概率０．８可以出厂，以概率０．２
定为不合格品不能出厂．现该厂生产了牕（牕≥２）台仪器（假设各台
仪器的生产过程相互独立）．求：

（１）全部能出厂的概率犜；
（２）其中恰好有两台不能出厂的概率犝；
（３）其中至少有两台不能出厂的概率犤． （１９９５年四）
解 记爛＝｛仪器需进一步调试｝，记爜＝｛仪器能出厂｝，则爛

＝｛仪器能直接出厂｝，爛爜＝｛仪器经调试后能出厂｝．
由条件知，爜＝爛＋爛爜，且

爮（爛）＝０．３， 爮（爜燏爛）＝０．８，

爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜燏爛）＝０．３×０．８＝０．２４，

爮（爜）＝爮（爛）＋爮（爛爜）＝０．７＋０．２４＝０．９４．
设牀为所生产的牕台仪器中能出厂的台数，则牀～爜（牕，牘）＝

爜（牕，０．９４），所以

犜＝爮｛牀＝牕｝＝０．９４牕，

犝＝爮｛牀＝牕－２｝＝爞２
牕×０．９４牕－２×０．０６２，

犤＝爮｛牀≤牕－２｝＝１－爮｛牨＝牕－１｝－爮｛牨＝牕｝
＝１－牕×０．９４牕－１×０．０６－０．９４牕．

．设爡１（牨）与爡２（牨）分别为随机变量牀１与牀２的分布函数，为

使爡（牨）＝牃爡１（牨）－牄爡２（牨）是某一随机变量的分布函数，在下列给
定的各组数值中应取（ ）．

（Ａ）牃＝３燉５，牄＝－２燉５； （Ｂ）牃＝２燉３，牄＝２燉３；
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（Ｃ）牃＝－１燉２，牄＝３燉２； （Ｄ）牃＝１燉２，牄＝－３燉２．
（１９９８年四）

解 选（Ａ）．

ｌｉｍ
牨→＋∞

爡１（牨）＝１， ｌｉｍ
牨→＋∞

爡２（牨）＝１，

ｌｉｍ
牕→＋∞

牃爡１（牨）－牄爡２（牨）＝牃－牄＝１，

故（Ａ）满足此要求．
（二）连续型随机变量的概率分布

．设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝ １燉（３ ３牨槡 ２）， 牨∈ ［１，８］，
０， 其它

烅
烄

烆 ，

爡（牨）是牀的分布函数，求随机变量牁＝爡（牀）的分布函数．
（２００３年三、四）

解 当 牨＜１时，爡（牨）＝０；当 牨＞８时，爡（牨）＝１；而当 牨∈

［１，８］时，爡（牨）＝∫
牨

１
１燉（３３牨槡 ２）ｄ牨＝ ３槡牨－１．

设牁＝爡（牀）的分布函数为爢（牪），则：当牪≤０时，爢（牪）＝０；当牪
≥１时，爢（牪）＝１；当牪∈（０，１）时，有

爢（牪）＝ 爮｛牁≤ 牪｝＝ 爮｛爡（牀）≤ 牪｝

＝ 爮｛３槡牀 － １≤ 牪｝＝ 爮｛牀≤ （牪＋ １）３｝

＝ 爡［（牪＋ １）３］＝ （牪＋ １）槡 ３－ １＝ 牪，
所以，牁＝爡（牀）的分布函数为

爢（牪）＝
０， 牪≤ ０，
牪， ０＜ 牪＜ １，烅

烄

烆１， 牪≥ １．

．设牀１和牀２是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们
的概率密度分别为 牊１（牨）和 牊２（牨），分布函数分别为 爡１（牨）和

爡２（牨），则（ ）．

（Ａ）牊１（牨）＋牊２（牨）必为某一随机变量的概率密度；
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（Ｂ）牊１（牨）牊２（牨）必为某一随机变量的概率密度；
（Ｃ）爡１（牨）＋爡２（牨）必为某一随机变量的分布函数；
（Ｄ）爡１（牨）爡２（牨）必为某一随机变量的分布函数．（２００２年一）
解 选（Ｄ）．

（１）∫
＋∞

－∞
［牊１（牨）＋牊２（牨）］ｄ牨＝２，所以（Ａ）不成立．

（２）设牀１～爺（０，２），牀２～爺（０，４），则

∫
＋∞

－∞
牊１（牨）牊２（牨）ｄ牨＝∫

２

０

１
２× １

４ｄ牨＝ １
４，

所以（Ｂ）不成立．
（３）爡（＋∞）＝爡１（＋∞）＋爡２（＋∞）＝２，所以（Ｃ）不成立．
（４）可以验证，０≤爡１（牨）爡２（牨）≤１，单调不减，右连续，所以

（Ｄ）成立．
．设随机变量牀与牁均服从正态分布，牀～爫（犨，４２），牁～

爫（犨，５２），记牘１＝爮｛牀≤犨－４｝，牘２＝爮｛牁≥犨＋５｝，则（ ）．
（Ａ）对任何实数犨，都有牘１＝牘２；
（Ｂ）对任何实数犨，都有牘１＜牘２；
（Ｃ）只对犨的个别值，才有牘１＝牘２；
（Ｄ）对任何实数犨，都有牘１＞牘２． （１９９３年五）
解 选（Ａ）．化为标准正态分布讨论．

牘１＝爮｛牀≤犨－４｝＝爮 牀－犨
４ ≤犨－４－犨｛ ｝４ ＝爮 牀－犨

４｛ ｝≤－１，

牘２＝爮｛牁≥犨＋５｝＝爮 牀－犨
５ ≥犨＋５－犨｛ ｝５ ＝爮 牁－犨

５｛ ｝≥１，

由标准正态分布的对称性知，牘１＝牘２．
．设随机变量牀服从正态分布爫（犨，犲２），则随犲的增大，概率

爮｛燏牀－犨燏＜犲｝（ ）．
（Ａ）单调增大； （Ｂ）单调减小；
（Ｃ）保持不变； （Ｄ）增减不定． （１９９５年四）
解 选（Ｃ）．因为
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爮｛燏牀－犨燏＜犲｝＝爮 燏牀－犨燏
犲 ＜｛ ｝犲

犲 ＝爮 燏牀－犨燏
犲｛ ｝＜１，

所以不因犲的改变而改变．
．设随机变量牀的密度函数为犺（牨），且犺（牨）＝犺（－牨），爡（牨）

是牀的分布函数，则对任意实数牃，有（ ）．

（Ａ）爡（－牃）＝１－∫
牃

０
犺（牨）ｄ牨；（Ｂ）爡（－牃）＝ １

２－∫
牃

０
犺（牨）ｄ牨；

（Ｃ）爡（－牃）＝爡（牃）； （Ｄ）爡（－牃）＝２爡（牃）－１．
（１９９３年四）

解 选（Ｂ）．由犺（－牨）＝犺（牨）知，密度函数曲线关于牪轴对称，
故

爡（－牃）＝ １
２－∫

牃

０
犺（牨）ｄ牨．

．设随机变量牀服从指数分布，则随机变量牁＝ｍｉｎ（牀，２）的
分布函数（ ）．

（Ａ）是连续函数； （Ｂ）至少有两个间断点；
（Ｃ）是阶跃函数； （Ｄ）恰好有一个间断点．

（１９９９年四）
解 选（Ｄ）．牀是连续函数，但在 牁＝２处，牁的分布函数间

断，于是有爡（牪）＝
１－ｅ－犧牪， 牪＜２，｛ １， 牪≥２．

．设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝
１燉３， 若牨∈［０，１］，
２燉９， 若牨∈［３，６］，
０， 其它

烅
烄

烆 ．
若牑使得爮｛牀≥牑｝＝２燉３，则牑的取值范围是 ．（２０００年三）
解 ［１，３］．因爮｛牀≥牑｝＝２燉３，故爮｛牀＜牑｝＝１燉３．由于

爮｛牀≤１｝＝∫
１

０

１
３ｄ牨＝ １

３，

故牑取值范围是［１，３］．
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．设随机变量牀服从（０，２）上的均匀分布，则随机变量牁＝

牀２在（０，４）内的概率分布密度牊牁（牪）＝ ． （１９９３年一）

解 牊牀（牨）＝
１燉２， 牨∈（０，２），
０， 其它｛ ，

而牪＝牨２，牨 槡＝ 牪，牨′＝ １
槡２ 牪
单调．由定理有

牊牁（牪）＝
１
２× １

槡２ 牪
＝ １

槡４ 牪
， （０，４），

０， 其它
烅
烄

烆 ．
．已知随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝ １
２ｅ－燏牨燏， －∞＜牨＜＋∞，

则牀的分布函数爡（牨）＝ ． （１９９０年一）

解 爡（牨）＝
∫

牨

－∞

１
２ｅ牠ｄ牠＝ １

２ｅ牨， 牨＜０，

∫
０

－∞

１
２ｅ牠ｄ牠＋∫

牨

０

１
２ｅ－牠ｄ牠＝１－ １

２ｅ－牨
烅

烄

烆 ， 牨＞０．

．设随机变量牀服从均值为１０，均方差为０．０２的正态分布．
已知

犎（牨）＝∫
牨

－∞

１
槡２π

ｅ－牣２燉２ｄ牣， 犎（２．５）＝０．９９３８，

则牀落在（９．９５，１０．０５）内的概率为 ． （１９８８年一）
解 爮｛９．９５＜牨＜１０．０５｝

＝爮 ９．９５－１０
０．０２ ＜牀－１０

０．０２＜１０．０５－１０｛ ｝０．０２
＝２犎（２．５）－１＝０．９８７６．

．设随机变量牀的概率密度为

牊牀（牨）＝
ｅ－牨， 牨≥０，｛０， 牨＜０，

求随机变量牁＝ｅ牀的概率密度牊牁（牪）． （１９９５年一）
解 爡牁（牪）＝爮｛牁＜牪｝＝爮｛ｅ牀＜牪｝
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＝
爮｛牀＜ｌｎ牪｝， 牪≥１，｛ ０， 牪＜１．

当牪≥１时， 爡牁（牪）＝爮｛牀＜ｌｎ牪｝＝∫
ｌｎ牪

０
ｅ－牨ｄ牨，

因此 牊牁（牪）＝
０， 牪＜１，

爡′牁（牪）＝１燉牪２｛ ， 牪≥１．
．假设随机变量 牀服从参数为 ２的指数分布．证明 牁＝

１－ｅ－２牀在区间（０，１）内服从均匀分布． （１９９５年五）

解 爡牨＝
１－ｅ－２牨， 牨＞０，｛ ０， 牨≤０．

牪＝１－ｅ－２牨是单调增函数，牨＝ １
２ｌｎ（１－牪），则

爢（牪）＝爮｛牁≤牪｝＝牘｛１－ｅ２牀≤牪｝

＝

０，

爮 牀≤－ １
２｛ ｝ｌｎ（１－牪），烅

烄

烆 １，

故 爢（牪）＝
０， 牪≤０，
牪， ０＜牪＜１，烅

烄

烆１， 牪≥１．

．设随机变量牀的概率密度牊（牨）＝
２牨， （０，１），
０， 其它｛ ，

以牁表

示对 牀的三次独立重复观察中，事件｛牀≤１燉２｝出现的次数，则

爮｛牁＝２｝＝ ． （１９９４年四）

解 爮 牀≤｛ ｝１
２ ＝∫

１燉２

０
２牨ｄ牨＝牨２

１燉２

０
＝ １

４，故

爮（牁＝２）＝爞２
３×槏 槕１

４

２

× ３
４＝ ９

６４．

．设随机变量牀的概率密度牊（牨）＝
２牨， （０，１），
０， 其它｛ ，

现对牀

进行牕次独立重复观察，以爼牕表示观察值不大于０．１的次数，试求
随机变量爼牕的概率分布． （１９９４年五）
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解 牘＝爮｛牀≤０．１｝＝∫
０．１

－∞
牊（牨）ｄ牨＝２∫

０．１

０
牨ｄ牨＝０．０１．

记牀≤０．１为成功，则爼牕～爜（牕，０．０１），有

爮｛爼牕＝牔｝＝爞牔
牕×０．０１牔×０．９９牕－牔 （牔＝０，１，…，牕）．

．假设一电路装有三个同种电气元件，其工作状态相互独
立，且无故障工作时间都服从参数为犧（犧＞０）的指数分布．当三个
元件都无故障时，电路正常工作，否则整个电路不能正常工作，试
求电路正常工作时间爴的概率分布． （１９９６年五）
解 以牀牏 （牏＝１，２，３）表示第牏个电气元件无故障工作的时

间，则牀１，牀２，牀３相互独立且同分布．分布函数为

爡（牨）＝
１－ｅ－犧牨， 牨＞０，｛ ０， 牨≤０．

设爢（牠）是爴的分布函数．当牠≤０时，爢（牠）＝０；当牠＞０时，有

爢（牠）＝爮｛爴≤牠｝＝１－爮｛爴＞牠｝
＝１－爮｛牀１＞牠，牀２＞牠，牀３＞牠｝

＝１－爮｛牀１＞牠｝爮｛牀２＞牠｝爮｛牀３＞牠｝

＝１－［１－爡（牠）］３＝１－ｅ－３犧牠，

故 爢（牠）＝
０， 牠≤０，

１－ｅ－３犧牠｛ ， 牠＞０，
即爴～ｅ（３犧）．

．设随机变量 牀的绝对值不大于 １，爮｛牀＝－１｝＝１燉８，
爮｛牀＝１｝＝１燉４．在事件｛－１＜牀＜１｝出现的条件下，牀在（－１，１）
内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间长度成正比，试求

牀的分布函数爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝． （１９９７年三）
解 显然，当牨＜－１时，爡（牨）＝０；而当牨≥１时，爡（牨）＝１．又

燏牀燏≤１，故爮｛－１＜牀＜１｝＝１－１燉８－１燉４＝５燉８，则由均匀分布的
定义知

爮｛－１＜牀≤牨燏－１＜牀＜１｝＝（牀＋１）燉２，
爮｛－１＜牀≤牨｝
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＝爮｛－１＜牀≤牨，－１＜牀＜１｝
＝爮｛－１＜牀＜１｝爮｛－１＜牀≤牨燏－１＜牀＜１｝

＝ ５
８×牨＋１

２ ＝５（牨＋１）
１６ ．

即当－１≤牀＜１时，
爡（牨）＝ 爮｛牀≤－ １｝＋ 爮｛－ １＜ 牀≤ 牨｝

＝ １燉８＋ ５（牨＋ １）燉１６，

故 爡（牨）＝
０， 牨＜－１，

１燉８＋５（牨＋１）燉１６， －１≤牨＜１，烅
烄

烆 １， 牨≥１．
．设随机变量牀的概率密度函数为

牊牀（牨）＝１燉［π（１＋牨２）］， －∞＜牨＜＋∞，

求随机变量牁＝１－ ３槡牀的概率密度函数． （１９８８年一）
解 用分布函数法求．由

爮｛牁≤牪｝＝爮｛１－ ３槡牀≤牪｝＝爮｛牀≥（１－牪）３｝，
得 爡牁（牪）＝爮｛牀≥（１－牪）３｝＝１－爮｛牀≤（１－牪）３｝

＝１－∫
（１－牪）３

－∞

１
π（１＋牨２）ｄ牨，

牊牁（牪）＝爡′牁（牪）＝ ３（１－牪）２

π［１＋（１－牪）６］，－∞＜牪＜＋∞．

．设随机变量牀在［１，６］上服从均匀分布，则方程牨２＋牀牨
＋１＝０有实根的概率是 ． （１９８９年一）
解 因为牱＝牀２－４≥０成立，牀≥２，所以

牘＝（６－２）燉（６－１）＝０．８．
．若牀～爫（２，犲２），且爮｛２＜牀＜４｝＝０．３，求爮｛牀＜０｝．

（１９９１年一）

解 爮｛牀＜０｝＝爮 牀－２
犲 ＜－２｛ ｝犲 ＝１－犎槏 槕２

犲 ，而

爮｛２＜牀＜４｝＝爮 ２－２
犲 ＜牀－２

犲 ＜４－２｛ ｝犲 ＝犎槏 槕２
犲 －犎（０），
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即 犎槏 槕２
犲 ＝０．３＋犎（０）＝０．３＋０．５＝０．８．

于是 爮｛牀＜０｝＝１－０．８＝０．２．
．设随机变量牀服从正态分布爫（犨，犲２）（犲＞０），且二次方

程牪２＋４牪＋牀＝０无实根的概率为１燉２，则犨＝ ．
（２００２年一）

解 若二次方程无实根，则必有判别式牱＝４２－４牀＜０，即牀＞
４．所以，爮｛牀＞４｝＝１燉２，于是，爮｛牀＜４｝＝１燉２，知牨＝４为正态分
布爫（犨，犲２）的对称点，从而知犨＝４．

．设牀１和牀２是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们
的概率密度分别为 牊１（牨）和 牊２（牨），分布函数分别为 爡１（牨）和

爡２（牨），则（ ）．
（Ａ）牊１（牨）＋牊２（牨）必为某一随机变量的概率密度；
（Ｂ）爡１（牨）爡２（牨）必为某一随机变量的分布函数；
（Ｃ）爡１（牨）＋爡２（牨）必为某一随机变量的分布函数；
（Ｄ）牊１（牨）牊２（牨）必为某一随机变量的概率密度．（２００２年四）
解 选（Ｂ）．

因为∫
＋∞

－∞
［牊１（牨）＋牊２（牨）］ｄ牨＝２，所以（Ａ）不成立．

因为ｌｉｍ
牨→０

［爡１（牨）＋爡２（牨）］＝２，所以（Ｃ）不成立．

因为若牀１～爺（０，１），牀２～爺（１，２），则牊１（牨），牊２（牨）不能成为
随机变量的概率密度，所以（Ｄ）不成立．
而爡１（牨），爡２（牨）经过验证，满足不减性、有界性和右连续性，

所以为某一随机变量的分布函数．
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第三章 多维随机变量及其分布

第一节 二维随机变量及其概率分布

主 要 内 容

．二维随机变量及其分布函数
设牀１，牀２，…，牀牕是定义在同一样本空间犓上的随机变量，则

向量（牀１，牀２，…，牀牕）称为牕维随机变量或牕维随机向量．当牕＝２
时，称为二维随机变量，记为（牀，牁）或（犪，犣）．
对于任意实数牨，牪，二元函数

爡（牨，牪）＝爮｛牀≤牨，牁≤牪｝
称为二维随机变量（牀，牁）的联合分布函数．

．联合分布函数爡（牨，牪）的性质

图３．１

分布函数爡（牨，牪）在（牨，牪）处的值就
是随机点（牀，牁）落在图 ３．１所示以点

（牨，牪）为顶点的位于其左下方的无穷矩形
域内的概率．
分布函数具有以下性质：
（１）爡（牨，牪）是变量牨和牪的不减函数．
（２）０≤爡（牨，牪）≤１，且

ｌｉｍ
牨→－∞，
牪固定

爡（牨，牪）＝０， ｌｉｍ
牪→－∞，
牨固定

爡（牨，牪）＝０，

ｌｉｍ
牨→－∞，牪→－∞

爡（牨，牪）＝０， ｌｉｍ
牨→＋∞，牪→＋∞

爡（牨，牪）＝１．
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（３）爡（牨，牪）关于牨右连续，关于牪也右连续，即

爡（牨，牪）＝爡（牨＋０，牪）， 爡（牨，牪）＝爡（牨，牪＋０）．
（４）对任意（牨１，牪１），（牨２，牪２），若牨１＜牨２，牪１＜牪２，则

爡（牨２，牪２）－爡（牨２，牪１）－爡（牨１，牪２）＋爡（牨１，牪１）＞０．
相当于随机点（牀，牁）落在图３．１中画有交叉线的阴影区域内的概
率（其右上角顶点为（牨２，牪２），左下角顶点为（牨１，牪１））．

．二维离散型随机变量及其概率分布
如果二维随机变量（牀，牁）的所有可取值为有限对或可列无限

多对，则称（牀，牁）是离散型随机变量．
若（牀，牁）的所有可能取值为（牨牏，牪牐），牏，牐＝１，２，…，则称

爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝＝牘牏牐为二维离散型随机变量（牀，牁）的概率分布
或牀和牁的联合分布律．
联合分布爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝＝牘牏牐有以下性质：

牘牏牐≥０， 
∞

牏＝１

∞

牐＝１
牘牏牐＝１．

离散型随机变量（牀，牁）的联合分布具有形式

爡（牨，牪）＝
牨牏≤牨，


牪牐≤牪

牘牏牐．

．二维连续型随机变量及其概率密度
设对二维随机变量（牀，牁）的分布函数爡（牨，牪），存在非负函数

牊（牨，牪），使得对于任何的牨，牪，有

爡（牨，牪）＝∫
牪

－∞∫
牨

－∞
牊（牣，牤）ｄ牣ｄ牤，

则（牀，牁）为二维连续型随机变量．函数牊（牨，牪）称为（牀，牁）的联合
概率密度函数．

．概率密度函数牊（牨，牪）的性质

（１）牊（牨，牪）≥０，即牊（牨，牪）为非负函数；

（２）∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝爡（＋∞，＋∞）＝１；

（３）在牊（牨，牪）的连续点（牨，牪），有
２爡（牨，牪）
牨牪 ＝牊（牨，牪）；
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（４）对牨爭牪平面上的任意区域爢，点（牀，牁）落在爢内的概率是

爮｛（牀，牁）∈爢｝＝
爢

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪．

疑 难 解 析

．事件｛牀≤牨，牁≤牪｝表示事件｛牀≤牨｝与｛牁≤牪｝的积事件，
为什么爮｛牀≤牨，牁≤牪｝不一定等于爮｛牀≤牨｝爮｛牁≤牪｝？
答 与仅当事件爛，爜相互独立时才有爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）

一样．这里，依乘法原理，有

爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨｝爮｛牁≤牪燏牀≤牨｝，
那么，当爮｛牀≤牨｝和爮｛牁≤牪｝相互独立时，有爮｛牁≤牪燏牀≤牨｝＝
爮｛牁≤牪｝，因而下式成立：

爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨｝爮｛牁≤牪｝．
．事件｛牀≤牃，牁≤牄｝与事件｛牀＞牃，牁＞牄｝是否为对立事件？

为什么？

图３．２

答 事 件 ｛牀≤ 牃，牁≤ 牄｝与 事 件

｛牀＞牃，牁＞牄｝不是对立事件，由图 ３．２知，
事件｛牀≤牃，牁≤牄｝发生，即随机点（牀，牁）
落在图左下部阴影区域内；事件｛牀＞牃，牁
＞牄｝发生，即随机点（牀，牁）落在图右上部
阴影区域内．它们的和事件不遮盖全平面
区域，所以不是对立事件．

．计算概率爮｛（牀，牁）∈爢｝时应注意些什么？
答 当（牀，牁）是离散型随机变量时，

爮｛（牀，牁）∈爢｝＝
（牨牏，牪牐）∈爢

牘牏牐．

注意，必须找出爢内所有使牘牏牐≠０的点（牨牏，牪牐），不能遗漏．
当（牀，牁）是连续型随机变量时，
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爮｛（牀，牁）∈爢｝＝
爢

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪．

注意，必须正确确定二重积分的积分限．特别是在区域爢要分块计
算时，不要有遗漏或重复求积的现象发生．
在求（牀，牁）的分布函数爡（牨，牪）时，对２平面上的各个区域

的概率都要正确求出，并按顺序累积（可运用矩形区域的和逆等运
算，求得爡（牨，牪））．

方法、技巧与典型例题分析

一、二维离散型随机变量（牀，牁）的联合分布的求法
在理解二维随机变量和二维随机变量的分布函数等概念的基

础上，确定实际问题中的（牀，牁）的所有可能取值．通常可以由定义
与古典型概率方式求出爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝；但有时要借助于事件的
关系与运算性质，如和、差、积、独立性与全概率公式等来求．将全
部爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝列出，即得（牀，牁）的分布律．
二、二维离散型随机变量的分布函数的求法
求二维离散型随机变量的分布函数时，不仅要正确计算牘牏牐，

更要注意验证是否满足分布函数的性质．
例 在元旦茶话会上，每人发给一袋水果，内装３只橘子，２

只苹果，３只香蕉．今从袋中随机抽出４只，以牀记橘子数，牁记苹
果数，求（牀，牁）的分布律．
解 牀可取值为０，１，２，３，牁可取值０，１，２．

爮｛牀＝０，牁＝０｝＝爮｛｝＝０，
爮｛牀＝０，牁＝１｝＝爞０

３爞１
２爞２

３燉爞４
８＝２燉７０，

爮｛牀＝０，牁＝２｝＝爞０
３爞２

２爞２
３燉爞４

８＝３燉７０，

爮｛牀＝１，牁＝０｝＝爞１
３爞０

２爞２
３燉爞４

８＝３燉７０，

爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爞１
３爞１

２爞２
３燉爞４

８＝１８燉７０，

爮｛牀＝１，牁＝２｝＝爞１
３爞２

２爞１
３燉爞４

８＝９燉７０，
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爮｛牀＝２，牁＝０｝＝爞２
３爞０

２爞２
３燉爞４

８＝９燉７０，

爮｛牀＝２，牁＝１｝＝爞２
３爞１

２爞１
３燉爞４

８＝１８燉７０，

爮｛牀＝２，牁＝２｝＝爞２
３爞２

２爞０
３燉爞４

８＝３燉７０，

爮｛牀＝３，牁＝０｝＝爞３
３爞０

２爞１
３燉爞４

８＝３燉７０，

爮｛牀＝３，牁＝１｝＝爞３
３爞１

２爞０
３燉爞４

８＝２燉７０，
爮｛牀＝３，牁＝２｝＝爮（）＝０．

所以，（牀，牁）的联合分布律如下：

牁
牀 ０ １ ２ ３

０ ０ ３燉７０ ９燉７０ ３燉７０

１ ２燉７０ １８燉７０１８燉７０ ２燉７０

２ ３燉７０ ９燉７０ ３燉７０ ０

例 将一枚均匀硬币掷三次，以牀记正面出现的次数，以牁
记正面出现次数与反面出现次数之差的绝对值，求随机变量

（牀，牁）的分布律．
解 牀的可取值为 ０，１，２，３，牁的可取值为 １，３．由 牁＝

燏牀－（３－牀）燏知：当牀＝０，３时，牁＝３；当牀＝１，２时，牁＝１．利用二
项分布可得

爮｛牀＝０，牁＝３｝＝（１燉２）３＝１燉８，
爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爞１

３×１燉２×（１燉２）２＝３燉８，

爮｛牀＝２，牁＝１｝＝爞２
３×（１燉２）２×１燉２＝３燉８，

爮｛牀＝３，牁＝３｝＝爞３
３×（１燉２）３＝１燉８．

所以，（牀，牁）的联合分布律为

牁
牀 ０ １ ２ ３

１ ０ ３燉８ ３燉８ ０

３ １燉８ ０ ０ １燉８

例 已知牀的概率分布为

爮｛牀＝－２｝＝爮｛牀＝－１｝＝爮｛牀＝１｝＝爮｛牀＝２｝＝１燉４，
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求：（１）牁＝牀２的分布律； （２）求（牀，牁）的分布律．
解 牁＝牀２的分布律为

牁 １ ４

牘牑 １燉２ １燉２

因为牀＝－２，牁＝４，所以，由事件的等价性，有

爮｛牀＝－２，牁＝４｝＝爮｛牀＝－２｝＝１燉４．
同理 爮｛牀＝－１，牁＝１｝＝爮｛牀＝－１｝＝１燉４，

爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爮｛牀＝１｝＝１燉４，
爮｛牀＝２，牁＝４｝＝爮｛牀＝２｝＝１燉４．

所以，（牀，牁）的联合分布律为

牁
牀 －２ －１ １ ２

１ ０ １燉４ １燉４ ０

４ １燉４ ０ ０ １燉４

例 一箱零件有１０个，其中有２个一级品，７个二级品，１个
次品．从中任取３个，用牀记其中的一级品数，牁记其中的二级品
数，求（牀，牁）的联合分布律．
解 牀的可取值为０，１，２，牁的可取值为０，１，２，３．由题设知，２

≤牀＋牁≤３，故

爮｛牀＝０，牁＝０｝＝爮｛牀＝０，牁＝１｝＝０，
爮｛牀＝１，牁＝０｝＝爮｛牀＝１，牁＝３｝＝０，
爮｛牀＝２，牁＝２｝＝爮｛牀＝２，牁＝３｝＝０，

爮｛牀＝０，牁＝２｝＝爞０
２爞２

７爞１
１燉爞０

２＝７燉４０，

爮｛牀＝０，牁＝３｝＝爞０
２爞３

７爞０
１燉爞３

１０＝７燉２４，

爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爞１
２爞１

７爞１
１燉爞３

１０＝７燉６０，

爮｛牀＝１，牁＝２｝＝爞１
２爞２

７爞０
１燉爞３

１０＝７燉２０，

爮｛牀＝２，牁＝０｝＝爞２
２爞０

７爞１
１燉爞３

１０＝１燉１２０，

爮｛牀＝２，牁＝１｝＝爞２
２爞１

７爞０
１燉爞３

１０＝７燉１２０．
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所以，（牀，牁）的联合分布律为

牀
牁 ０ １ ２ ３

０ ０ ０ ７燉４０ ７燉２４

１ ０ ７燉６０ ７燉２０ ０

２ １燉１２０ ７燉１２０ ０ ０

例 一盒内装有大小相同的２１个球，分别标有号码１，２，…，
２１．现从盒中随机取出一球，以牀＝０和牀＝１分别记取得球的号
码为偶数和奇数的事件，以牁＝０和牁＝１分别记取得球的号码为３
的倍数与不是３的倍数的事件，求（牀，牁）的联合分布律．
解 （牀，牁）的可能取值为（０，０），（０，１），（１，１），（１，０），要找出

它们的积事件．
样本空间基本事件总事件数为２１．（０，０）含号码为６，１２，１８等

三个事件，（０，１）含２，４，８，１０，１４，１６，２０等七个事件，（１，０）含３，９，
１５，２１等四个事件，（１，１）含１，５，７，１１，１３，１７，１９等七个事件．由古
典型概率计算公式，求出

爮（０，０）＝１燉７， 爮（０，１）＝１燉３，
爮（１，０）＝４燉２１， 爮（１，１）＝１燉３．

所以，（牀，牁）的联合分布律为

牁
牀 ０ １

０ １燉７ ４燉２１

１ １燉３ １燉３

例 将一均匀硬币掷三次，以牀记前两次正面出现的次数，
以牁记三次中正面出现的次数，求（牀，牁）的联合分布律．
解 牀可取值为 ０，１，２，牁可取值为 ０，１，２，３．显然（０，２），

（０，３），（１，０），（１，３），（２，０），（２，１）为不可能事件，概率为零．而

爮｛牀＝０，牁＝０｝＝爮｛牀＝０，牁＝１｝＝（１燉２）３＝１燉８，

爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爞１
２×（１燉２）２×１燉２＝１燉４，
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爮｛牀＝１，牁＝２｝＝爞１
２×（１燉２）２×１燉２＝１燉４，

爮｛牀＝２，牁＝２｝＝爮｛牀＝２，牁＝３｝＝（１燉２）３＝１燉８，
所以，（牀，牁）的联合分布律为

牀
牁 ０ １ ２ ３

０ １燉８ １燉８ ０ ０
１ ０ １燉４ １燉４ ０
２ ０ ０ １燉８ １燉８

例 设离散型随机变量（牀，牁）的分布为

牘牏牐＝（牏＋牐）燉３０，牏＝０，１，２，３且牐＝０，１，２．
求：（１）爮｛牀＞２，牁≤２｝；（２）爮｛牀＞牁｝；（３）爮｛牀＋牁＝４｝．
解 （１）事件｛牀＞０，牁≤２｝包含（３，２），（３，１），（３，０），所以

爮｛牀＞２，牁≤２｝＝［（３＋２）＋（３＋１）＋（３＋０）］燉３０＝２燉５．
（２）事件｛牀＞牁｝包含（１，０），（２，１），（２，０），（３，２），（３，１），

（３，０），所以

爮｛牀＞牁｝＝（１＋３＋２＋５＋４＋３）燉３０＝３燉５．
（３）事件｛牀＋牁＝４｝包含（２，２），（３，１），所以

爮｛牀＋牁＝４｝＝（４＋４）燉３０＝４燉１５．
例 设（牀，牁）的分布函数为爡（牨，牪），试用爡（牨，牪）表示：
（１）爮｛牃≤牨≤牄，牁＜牅｝； （２）爮｛０＜牁＜牄｝；
（３）爮｛牀≥牃，牁＜牄｝．
解 爮｛牃≤牨≤牄，牁＜牅｝＝爡（牄，牅）－爡（牃，牅），

爮｛０＜牁＜牄｝＝爡（＋∞，牄）－爡（＋∞，０），
爮｛牀≥牃，牁＜牄｝＝１＋爡（牃，牄）－爡（＋∞，牄）－爡（牃，＋∞）．
三、二维连续型随机变量（牀，牁）的计算通常存在的几个问题

（１）已知分布形式，求分布的密度函数和分布函数．解决这类
问题的方法，一般是依据分布的定义，由题给条件讨论．要注意不
同区域上密度函数的不同表示形式，将密度函数与分布函数写成
分段函数形式．

（２）已知函数，讨论其是否是二维随机变量的分布函数或密
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度函数．解决这类问题的主要依据是，已知函数是否符合定义，特
别要注意验证是否满足分布函数或密度函数的性质．

（３）已知函数，确定函数中的参数，求分布函数或密度函数，
并求事件的概率．解决这类问题应首先依据分布函数或密度函数
的性质，然后分区域讨论，正确确定各积分区域的积分限，计算二
重积分，依据结果写出分布函数或密度函数．在求给定区域上概率

时，关键是将区域用不等式组表出，顺利地将
爢

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪化为

二次积分．要注意积分区域的分块与积分限的配置．
例 说明函数

爡（牨，牪）＝
０， 牨＜０或牪＜０或牨＋牪＜１，
１，｛ 其它

不是二维随机变量的分布函数．
解 虽然有

爡（－∞，牪）＝爡（牨，－∞）＝０， 爡（＋∞，＋∞）＝１，
且爡（牨，牪）对牨与牪右连续和单调不减，但是，若取牨１＝牪１＝０．１，牨１

＝牪２＝１．１，则有

爡（牨２，牪２）－爡（牨２，牪１）－爡（牨１，牪２）＋爡（牨１，牪１）
＝１－１－１＋０＝－１．

这与爮｛牨１＜牀＜牨２，牪１＜牁＜牪２｝≥０矛盾，故爡（牨，牪）不是二维随机
变量（牀，牁）的分布函数．
例 说明函数

爡（牨，牪）＝
１燉２＋（１－ｅ－牨）（１＋ｅ－牪）， 牨＞０，牪＞０，

１燉２，
烅
烄

烆 其它

是否为二维随机变量（牀，牁）的分布函数．
解 不是．因为它不满足分布函数的性质

ｌｉｍ
牨→－∞，牪→－∞

爡（牨，牪）＝１燉２≠０．

例 设牋（牨）≥０，且∫
＋∞

０
牋（牨）ｄ牨＝１，有
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牊（牨，牪）＝
２牋（ 牨２＋牪槡 ２）
π 牨２＋牪槡 ２

， ０≤牨，牪＜＋∞，

０， 其它

烅
烄

烆 ．
问：牊（牨，牪）是否可以作为二维随机变量（牀，牁）的概率密度函数？
解 可以．显然，牊（牨，牪）≥０，是不减函数，又

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

２牋（ 牨２＋牪槡 ２）
π 牨２＋牪槡 ２ ｄ牨ｄ牪

＝∫
π燉２

０
ｄ犤∫

＋∞

０

２
π牋（牜）ｄ牜＝∫

＋∞

０
牋（牜）ｄ牜＝１

符合概率密度函数的性质，所以，可以作为二维随机变量（牀，牁）的
概率密度函数．
例 说明函数

牊（牨，牪）＝
牨２＋牪２， 牨２＋牪２＜２，

０，｛ 其它

不能作为随机变量（牀，牁）的概率密度函数．

图３．３

解 因为

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝ 

牨２＋牪２＜２

（牨２＋牪２）ｄ牨ｄ牪

＝∫
２π

０
ｄ犤∫

槡２

０
牜２ｄ牜＝２π≠１

不符合概率密度函数性质，所以不能作为（牀，牁）的概率密度函数．
例 求在区域爢上服从均匀分布的随机变量（牀，牁）的密度

函数与分布函数，其中爢由直线牨＝０，牪
＝０，牪＝牨＋１所围成．
解 如图３．３所示，先计算爢的面积

爳爢，爳爢＝１燉２，所以（牀，牁）的联合密度为

牊（牨，牪）＝
２， （牨，牪）∈爢，
０， 其它｛ ．

求爡（牨，牪）需要分区域进行讨论．

·４２１·



（１）当牨＜－１或牪＜０时，有

牊（牨，牪）＝０， 爡（牨，牪）＝０．
（２）当－１≤牨＜０，０≤牪＜牨＋１时，牊（牨，２）＝２，有

爡（牨，牪）＝∫
牪－１

－１
ｄ牨∫

牨＋１

０
２ｄ牪＋∫

牨

牪－１
ｄ牨∫

牪

０
２ｄ牪＝（２牨－牪＋２）牪．

（３）当－１≤牨＜０，牪≥牨＋１时，有

爡（牨，牪）＝∫
牨

－１
ｄ牨∫

牪

０
２ｄ牪＝（牨＋１）２．

（４）当牨≥０，０≤牪＜１时，有

爡（牨，牪）＝∫
牪－１

－１
ｄ牨∫

牨＋１

０
２ｄ牪＋∫

０

牪－１
ｄ牨∫

牪

０
２ｄ牪＝（２－牪）牪．

（５）当牨≥０，牪≥１时，有爡（牨，牪）＝１．
所以爡（牨，牪）是一分段函数

爡（牨，牪）＝

０， 牨＜－１或牪＜０，
（２牨－牪＋２）牪， －１≤牨＜０，０≤牪＜牨＋１，

（牨＋１）２， －１≤牨＜０，牪≥牨＋１，
（２－牪）牪， 牨≥０，０≤牪＜１，

烅

烄

烆 １， 牨≥０，牪≥１．
例 随机变量（牀，牁）在区域爢：牃≤牨≤牄，牅≤牪≤牆内服从均

匀分布，求牊（牨，牪）与爡（牨，牪）．
解 设（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
爛， 牃≤牨≤牄，牅≤牪≤牆，
０， 其它｛ ，

则 １＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝∫

牄

牃
ｄ牨∫

牆

牅
爛ｄ牪

＝爛（牄－牃）（牆－牅），
所以 爛＝１燉［（牄－牃）（牆－牅）］，

牊（牨，牪）＝
１燉［（牄－牃）（牆－牅）］， 牃≤牨≤牄，牅≤牪≤牆，

０， 其它｛ ．
同上题方法，分区域讨论（见图３．４），得
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图３．４

爡（牨，牪）＝

０， 牨＜牃，牪＜牅，
（牨－牃）（牪－牅）
（牄－牃）（牆－牅）， 牃≤牨＜牄，牅≤牪＜牆，

（牪－牅）燉（牆－牅）， 牨≥牄，牅≤牪＜牆，
（牨－牃）燉（牄－牃）， 牃≤牨＜牄，牪≥牆，

烅

烄

烆 １， 牨≥牄，牪≥牆．
例 设二维随机变量（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２

１，犲２
２，犱），其概率

密度为

牊（牨，牪）＝ １
槡２π ３

ｅ
－（４牨２＋２牨牪＋牪２－８牨－２牪＋４）燉６， －∞＜牨，牪＜＋∞，

求参数犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱的值．
解 因为

４牨２＋２牨牪＋牪２－８牨－２牪＋４
６ ＝４（牨－１）２＋２（牨－１）牪＋牪２

槡２（ ３）２
，

所以，与二维正态分布的密度函数比较，得

犨１＝１， 犨２＝０， 犲２
１＝１， 犲２

２＝４， 犱＝－１燉２．
故知（牀，牁）～爫（１，０；１，４；－１燉２）．
例 设二维随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝爛ｅ
－（牨２＋牪２）燉２００， －∞＜牨，牪＜＋∞，

求：（１）系数爛的值； （２）确定（牀，牁）的分布及分布的参数；
（３）爮｛牀＞牁｝．

解 （１）∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
爛ｅ

－（牨２＋牪２）燉２００
ｄ牨ｄ牪（极坐标代换）
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＝∫
２π

０
ｄ犤∫

＋∞

０
爛ｅ

牜２燉２００
牜ｄ牜＝２００π爛＝１，

得爛＝１燉（２００π）．

（２）牊（牨，牪）＝ １
２００π

ｅ－（牨２＋牪２）燉２００

＝ １
２π×１００ｅ

（牨２燉１００＋牪２燉１００）燉２，

所以，（牀，牁）～爫（０，０，１０２，１０２，０），是二维正态分布．
（３）由对称性，爮｛牀＞牁｝＝爮｛牀＜牁｝＝１燉２．
例 设随机变量（牀，牁）的分布函数为

爡（牨，牪）＝
牅－３－牨－３－牪＋３－牨－牪， 牨≥０，牪≥０，

０， 其它｛ ，
求：（１）常数牅； （２）概率密度函数牊（牨，牪）．

解 （１）由１＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（牅－３－牨－３－牪＋３－牨－牪）ｄ牨ｄ牪＝牅，得牅＝１．

（２）牊（牨，牪）＝２爡（牨，牪）
牨牪 ＝ 

牪（３
－牨ｌｎ３－３－牨－牪ｌｎ３）

＝３－牨－牪（ｌｎ３）２， 牨≥０，牪≥０．

故 牊（牨，牪）＝
３－牨－牪（ｌｎ３）２， 牨≥０，牪≥０，

０， 其它｛ ．
例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
爛（爲－ 牨２＋牪槡 ２）， 牨２＋牪２≤爲２，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求：（１）系数爛的值；

（２）概率爮｛（牀，牁）∈牨２＋牪２≤牜２｝ （牜≤爲）．
解 需利用极坐标代换

（１）１＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝ 
牨２＋牪２≤爲２

爛（爲－ 牨２＋牪槡 ２）ｄ牨ｄ牪

＝爛∫
２π

０
ｄ犤∫

爲

０
（爲－牜）牜ｄ牜＝爛π爲３燉３，

得 爛＝３燉（π爲３）．
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（２）爮｛（牀，牁）∈牨２＋牪２≤牜２｝＝ ３
π爲３∫

２π

０
ｄ犤∫

牜

０
（爲－牜）牜ｄ牜

＝３牜２

爲３ １－ ２牜槏 槕３爲 ．

例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
牑（６－牨－牪）， ０＜牨＜２，２＜牪＜４，

０， 其它｛ ，

图３．５

求：（１）常数牑； （２）爮｛牀＜１，牁＜３｝；
（３）爮｛牀＋牁≤４｝（见图３．５）．

解 （１）∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝∫
４

２
ｄ牪∫

２

０
牑（６－牨－牪）ｄ牨

＝牑∫
４

２
（１０－２牪）ｄ牪＝８牑，

故 牑＝１燉８．

（２）爮｛牀＜１，牁＜３｝＝∫
３

２
ｄ牪∫

１

０

１
８（６－牨－牪）ｄ牪

＝∫
３

２

１
８

１１
２槏 槕－牪ｄ牪＝ ３

８．

（３）爮｛牀＋牁≤４｝＝ １
８∫

２

０
ｄ牨∫

４－牨

２
（６－牨－牪）ｄ牪

＝ １
８∫

２

０
６－４牨＋牨２

槏 槕２ ｄ牨＝ ２
３．

图３．６

例 设二维随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
６ｅ－（２牨＋３牪）， 牨＞０，牪＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求：（１）爡（牨，牪）；

（２）爮｛２牀＋３牁≤６｝．
解 （１）分区域讨论（见图３．６）．
当牨≤０，牪≤０时，爡（牨，牪）＝０．
当牨＞０，牪＞０时，
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爡（牨，牪）＝∫
牨

０
ｄ牪∫

牪

０
６ｅ

－（２牨＋３牪）
ｄ牨＝（１－ｅ

－２牨）（１－ｅ
－３牪）．

即 爡（牨，牪）＝
（１－ｅ－２牨）（１－ｅ－３牪）， 牨＞０，牪＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
（２）爮｛２牀＋３牁≤６｝

＝ 
２牨＋３牪≤６

６ｅ
－（２牨＋３牪）

ｄ牨ｄ牪＝∫
３

０
ｄ牨∫

２（３－牨）燉３

０
ｅ
－（２牨＋３牪）

ｄ牪

＝１－７ｅ
－６＝０．９８２６．

图３．７

例 已知随机变量（牀，牁）的概率密
度为

牊（牨，牪）＝
１燉２， ０≤牨≤１，０≤牪≤２，
０， 其它｛ ，

求：牀与牁中至少有一个小于１燉２的概率．
解 事件｛牀与 牁至少有一个小于

１燉２｝等价于随机点（牀，牁）充满图３．７中爳１

∪爳２∪爳３，所以

牘＝ 
爳１＋爳２＋爳３

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝∫
１燉２

０
ｄ牨∫

１燉２

０

１
２ｄ牪＋∫

１燉２

０
ｄ牨∫

２

１燉２

１
２ｄ牪＋∫

１

１燉２
ｄ牨∫

１燉２

０

１
２ｄ牪

＝（１燉２×１燉２＋１燉２×３燉２＋１燉２×１燉２）燉２＝５燉８．
也可直接用几何型概率求解（记爳为边长分别为１和２的矩形面
积），则

牘＝（爳１＋爳２＋爳３）燉爳
＝（１燉２×１燉２＋１燉２×３燉２＋１燉２×１燉２）燉２＝５燉８．

例 设随机变量（牀，牁，牂）的密度函数为

牊（牨，牪，牫）＝
ｅ－（牨＋牪＋牫）， 牨＞０，牪＞０，牫＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求概率爮｛牀＜牁＜牂｝．
解 即求随机点（牀，牁，牂）落入区域爢：｛０＜牨＜＋∞，牨＜牪＜
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＋∞，牪＜牫＜＋∞｝内的概率，所以

爮｛牀＜牁＜牂｝＝
爢

牊（牨，牪，牫）ｄ牨ｄ牪ｄ牫

＝∫
＋∞

０
ｄ牨∫

＋∞

牨
ｄ牪∫

＋∞

牪
ｅ
－（牨＋牪＋牫）

ｄ牫

＝∫
＋∞

０
ｅ
－牨∫

＋∞

牨
ｅ－牪∫

＋∞

牪
ｅ－牫槏 槕［ ］ｄ牫ｄ牪ｄ牨＝ １

６．

例 设二维随机变量（牀，牁）的概率密度为

图３．８

牊（牨，牪）＝
１燉牪， ０＜牨＜牪，０＜牪＜１，
０， 其它｛ ，

求：爮｛牀＋牁＞１燉２｝（见图３．８）．
解 爮｛牨＋牪＞１燉２｝

＝１－爮｛牀＋牁＜１燉２｝

＝１－∫
１燉４

０
ｄ牨∫

１燉２－牨

牨

１
牪ｄ牪

＝１－∫
１燉４

０
ｌｎ １

２槏 槕［ ］－牨 －ｌｎ牨 ｄ牨

＝０．６５３４．

第二节 二维随机变量的

边缘分布与条件分布

主 要 内 容

一、二维随机变量的边缘分布

．边缘分布函数
组成二维随机变量（牀，牁）的随机变量牀，牁各自的分布函数

爡牀（牨），爡牁（牪）称为二维随机变量（牀，牁）关于牀和关于牁的边缘分
布函数．
边缘分布函数可以由（牀，牁）的分布函数爡（牨，牪）确定，即
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爡牀（牨）＝爮｛牀≤牨，牁＜＋∞｝＝ ｌｉｍ
牪→＋∞

爡（牨，牪）＝爡（牨，＋∞），

爡牁（牪）＝爮｛牀＜＋∞，牁≤牪｝＝ ｌｉｍ
牨→＋∞

爡（牨，牪）＝爡（＋∞，牪）．

．边缘分布律
设二维离散型随机变量（牀，牁）的联合分布律为

爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝＝牘牏牐，牏，牐＝１，２，…，
则牀，牁的边缘分布律为

爮｛牀＝牨牏｝＝牘牏·＝
∞

牐＝１
牘牏牐， 牏＝１，２，…，

爮｛牁＝牪牐｝＝牘·牐＝
∞

牏＝１
牘牏牐， 牐＝１，２，…．

．边缘概率密度
设二维连续型随机变量（牀，牁）的联合概率密度为牊（牨，牪），则

关于牀及牁的边缘概率密度为

牊牀（牨）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牪， 牊牁（牪）＝∫

＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨．

二、二维随机变量（牀，牁）的条件分布

．条件分布律
设二维离散型随机变量（牀，牁）的联合分布律为

爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝＝牘牏牐， 牏，牐＝１，２，…，
关于牀和牁的边缘分布分别为

爮｛牀＝牨牏｝＝牘牏· 和 爮｛牁＝牪牐｝＝牘·牐，
则对于固定的牐，若爮｛牁＝牪牐｝＝牘·牐＞０，称

爮｛牨＝牀燏牁＝牪牐｝＝牘牏牐燉牘·牐， 牏＝１，２，…
为在条件牁＝牪牐下，随机变量牀的条件分布律．
对于固定的牏，若爮｛牀＝牨牏｝＝牘牏·＞０，称

爮｛牁＝牪燏牀＝牨牏｝＝牘牏牐燉牘牏·， 牐＝１，２，…
为在条件牀＝牨牏下，随机变量牁的条件分布律．

．条件分布函数
给定牪，设对于固定的任意犡＞０，爮｛牪－犡＜牁≤牪＋犡｝＞０，且对
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任意实数牨，极限

ｌｉｍ
牨→０＋

爮｛牀≤牨燏牪－犡＜牁≤牪＋犡｝

＝ｌｉｍ
牨→０＋

爮｛牀≤牨，牪－犡＜牁≤牪＋犡｝燉爮｛牪－犡＜牁≤牪＋犡｝

存在，则称此极限为在条件牁＝牪下牀的条件分布函数，记为

爡牀燏牁（牨燏牪）．
设（牀，牁）的联合分布函数为 爡（牨，牪），联合概率密度为

牊（牨，牪）．若在点（牨，牪），牊（牨，牪）连续，边缘概率密度牊牁（牪）连续，且

牊牁（牪）＞０，则

爡牀燏牁（牨燏牪）＝
∫

牨

－∞
牊（牣，牪）ｄ牣

牊牁（牪） ＝∫
牨

－∞

牊（牣，牪）
牊牁（牪）ｄ牣．

称牊牀燏牁（牨燏牪）＝牊（牨，牪）
牊牁（牪）
为在条件牁＝牪下牀的条件概率密度．

类似地定义

爡牁燏牀（牪燏牨）＝
∫

牪

－∞
牊（牨，牤）ｄ牤

牊牀（牨） ＝∫
牪

－∞

牊（牨，牤）
牊牀（牨）ｄ牤，

牊牁燏牀（牪燏牨）＝牊（牨，牪）
牊牀（牨）．

二维随机变量（牀，牁）的联合分布唯一确定边缘分布，也唯一
确定条件分布．反之却不一定成立．

疑 难 解 析

．二维随机变量（牀，牁）的联合分布、边缘分布和条件分布之
间存在什么样的关系？
答 由定义知，（牀，牁）的联合分布唯一确定关于牀和关于牁

的边缘分布，也唯一确定条件分布．反之，边缘分布与条件分布却
不一定能唯一确定联合分布．但由

牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁燏牀（牪燏牨）＝牊牁（牪）牊牀燏牁（牨燏牪）
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知，一个条件分布和它对应的边缘分布能唯一确定一个联合分布．
例如，二维正态分布（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２

１，犲２
２，犱）的边缘分布

是牀～爫（犨１，犲２
１）和牁～爫（犨２，犲２

２），很明显与犱无关；而（牀，牁）的边
缘分布牀，牁，当犱不同时却可以得到不同的联合分布

爫（犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱）．
学完下一节后我们将知道，当组成（牀，牁）的 牀，牁相互独立

时，有 爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨｝爮｛牁≤牪｝，即 爡（牨，牪）＝
爡牀（牨）爡牁（牪）．于是知，牀，牁相互独立时，边缘分布能唯一确定联
合分布，从而知条件分布也能唯一确定联合分布．

．二维随机变量的边缘分布与一维随机变量的分布有什么
联系与区别？
答 从某种意义上讲，二维随机变量的每个边缘分布是一维

随机变量的分布．如，二维正态分布（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱）的
边缘分布牀～爫（犨１，犲２

１），牁～爫（犨２，犲２
２）具备一维分布的性质，所以

说，边缘分布与一维分布有联系．
但是从严格意义上讲，二维随机变量的边缘分布是定义在２

平面上的，而一维随机变量的分布是定义在实轴上的，两者的定义
域不同．如（牀，牁）的边缘分布爡牀（牨）＝爮｛牀≤牨，牁＜＋∞｝表示随
机点（牀，牁）落在区域｛－∞＜牀＜牨，－∞＜牁＜＋∞｝内的概率，而

爡（牨）＝爮｛牀≤牨｝表示随机点牀落在区间（－∞，牨］上的概率．两者
是有区别的．

．为什么不能用条件概率定义直接定义连续型随机变量的
条件分布？
答 在第一章中得知，爮（爛燏爜）＝爮（爛爜）燉爮（爜）当爮（爜）＞０

时成立，在离散型随机变量时，可以借此定义，用条件概率定义直
接定义条件分布

爮｛牀＝牨牏燏牁＝牪牐｝＝爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝燉爮｛牁＝牪牐｝＝牘牏牐燉牘·牐·

但是，在连续型随机变量的情形，因为在任一点（牨，牪），概率

爮｛牀＝牨，牁＝牪｝＝０， 爮｛牀＝牨｝＝爮｛牁＝牪｝＝０，
·３３１·



所以，不能用条件概率定义来定义条件分布．要定义一个区间

｛牨－犡＜牀≤牨＋犡｝ 或 ｛牪－犡＜牁≤牪＋犡｝，
使爮｛牨－犡＜牀≤牨＋犡｝＞０或爮｛牪－犡＜牁≤牪＋犡｝＞０，才可以作为
分式的分母，然后用犡→０的极限得出条件分布的定义

爡牀燏牁（牨燏牪）＝爮｛牀≤牨燏牁＝牪｝＝ｌｉｍ
犡→０

爮｛牀≤牨，牪－犡＜牁≤牪＋犡｝
爮｛牪－犡＜牁≤牪＋犡｝ ．

．两个正态随机变量的联合分布一定是正态随机变量吗？
答 不一定．一个二维正态随机变量的两个边缘分布也是正

态随机变量，但是，当两个边缘分布都是正态随机变量时，其联合
分布未必是正态随机变量．例如，设牀～爫（０，１），牁～爫（０，１），而

（牀，牁）的联合分布密度函数为

牊（牨，牪）＝ １
２πｅｘｐ－ １

２（牨２＋牪２［ ］）·（１＋ｓｉｎ牨ｓｉｎ牪）

时，（牀，牁）就不是正态随机变量．
同时指出，由两个随机变量牀，牁的联合分布密度牊（牨，牪）容易

求出牀，牁各自的边缘分布密度牊牀（牨）和牊牁（牪），但是，已知牊牀（牨）和

牊牁（牪）时，未必能求出联合分布密度牊（牨，牪）．

方法、技巧与典型例题分析

一、已知联合分布求边缘分布问题
首先要区别离散型和连续型的不同情形．对于离散型的情形，

只要将联合分布律的各横行或各纵列元素分别相加，填在联合分
布律的边缘上（这也就是边缘分布这一名词的来历）即得．对于连
续型的情形，一般利用定义用积分求出．但要注意，在牊（牨，牪）为分
段函数时，积分也要分段求出；特别是当牊（牨，牪）仅在某个区域不
为零时，要作出爢的图形，用“穿线法”确定积分限，使二重积分计
算得出正确结果．
二、连续型随机变量的条件分布的求法
在计算条件分布时，离散型的情形可以由公式直接得出，比较
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简单，连续型随机变量的情形则较为复杂．如求牊牀燏牁（牨燏牪）时，首先
要排除牊牁（牪）＝０的区域，即仅对牊牁（牪）＞０才有定义．其次，要考
察牊（牨，牪）的值，在牊（牨，牪）为零的区域，牊牀燏牁（牨燏牪）＝０；若牊（牨，牪）是
分段函数，牊牀燏牁（牨燏牪）也要分段表示．
例 设二维随机变量（牀，牁）联合分布律为

牁
牀 １ ２ ３

１ ０ １燉６ １燉１２

２ １燉５ １燉９ ０
３ ２燉１５ １燉４ １燉１８

求：（１）爮｛牀＝牨牏｝，爮｛牁＝牪牐｝； （２）牁＝１下牀的条件分布律．
解 （１）将纵列或横行各数分别相加，得爮｛牀＝牨牏｝，爮｛牁＝

牪牐｝，其分布律分别为

牀 １ ２ ３

牘牑 １燉３ １９燉３６ ５燉３６

牁 １ ２ ３

牘牑 １燉４ １４燉４５ ７９燉１８０

（２）因为

爮｛牁＝１｝＝１燉４， 爮｛牀＝牨牏燏牁＝１｝＝牘牏１燉（１燉４），
故牁＝１下牀的条件分布律为

爮｛牀＝１燏牁＝１｝＝０燉（１燉４）＝０，
爮｛牀＝２燏牁＝１｝＝（１燉６）燉（１燉４）＝２燉３，
爮｛牀＝３燏牁＝１｝＝（１燉１２）燉（１燉４）＝１燉３．

例 （牀，牁）的联合分布律为

牀
牁 １ ２ ３ ４

０ ０ １燉１６ ０ ３燉１６
１ １燉８ １燉８ １燉１６ ０
２ １燉１６ １燉１６ ３燉１６ １燉８

求：（１）牀和牁的边缘分布律； （２）牀＝１下牁的条件分布律．
解 （１）将横行或纵列各数分别相加，得牀和牁的边缘分布

律为
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牀 １ ２ ３
牘牑 １燉４ ５燉１６ ７燉１６

牁 １ ２ ３ ４
牘牑 ３燉１６ １燉４ １燉４ ５燉１６

（２）因为 爮｛牀＝１｝＝５燉１６，
由 爮｛牁＝牪牐燏牀＝１｝＝牘１牐燉牘１·，
得牀＝１下牁的条件分布律为

爮｛牁＝１燏牀＝１｝＝（１燉８）燉（５燉１６）＝２燉５，
爮｛牁＝２燏牀＝１｝＝（１燉８）燉（５燉１６）＝２燉５，
爮｛牁＝３燏牀＝１｝＝（１燉１６）燉（５燉１６）＝１燉５，
爮｛牁＝４燏牀＝１｝＝０．

例 将某医药公司９月份和８月份收到的青霉素针剂订单分
别记为牀和牁．据以往的资料知，牀和牁的联合分布律为

牀
牁 ５１ ５２ ５３ ５４ ５５

５１ ０．０６ ０．０５ ０．０５ ０．０１ ０．０１

５２ ０．０７ ０．０５ ０．０１ ０．０１ ０．０１

５３ ０．０５ ０．１０ ０．１０ ０．０５ ０．０５

５４ ０．０５ ０．０２ ０．０１ ０．０１ ０．０３

５５ ０．０５ ０．０６ ０．０５ ０．０１ ０．０３

求：（１）边缘分布律；（２）８月份的订单数为５１时，９月份订单数的
条件分布律．
解 （１）将横行或纵列各元素分别相加，即得关于牀和牁的边

缘分布律为

牑 ５１ ５２ ５３ ５４ ５５

牘牑· ０．１８ ０．１５ ０．３５ ０．１２ ０．２０

牘·牑 ０．２８ ０．２８ ０．２２ ０．０９ ０．１３

（２）由爮｛牁＝５１｝＝０．２８，对照牀＝牑值，得条件分布律为

牑 ５１ ５２ ５３ ５４ ５５

爮｛牀＝牑燏牁＝５１｝ ６燉２８ ７燉２８ ５燉２８ ５燉２８ ５燉２８
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例 以牀记某医院一天出生婴儿的个数，以牁记其中男婴的
个数，设牀和牁的联合分布律为

爮｛牀＝牕，牁＝牔｝＝ｅ－１４×７．１４牔×６．８６牕－牔

牔！（牕－牔）！ ，

牔＝０，１，…，牕；牕＝０，１，２，…，
求：（１）边缘分布律；（２）条件分布律；（３）当牀＝２０时，牁的条件
分布律．
解 由题给条件，得

（１）爮｛牀＝牕｝＝
牕

牔＝０
爮｛牀＝牕，牁＝牔｝

＝
牕

牔＝０

ｅ－１４×７．１４牔×６．８６牕－牔

牔！（牕－牔）！

＝ｅ－１４

牕！
牕

牔＝０

牕！×７．１４牔×６．８６牕－牔

牔！（牕－牔）！

＝ｅ－１４

牕！
牕

牔＝０
爞牔

牕×７．１４牔×６．８６牕－牔

＝ｅ－１４

牕！１４牕，牕＝０，１，２，…，

爮｛牁＝牔｝＝
∞

牕＝０
ｅ－１４７．１４牔×６．８６牕－牔

牔！（牕－牔）！

＝ｅ－１４

牔！×７．１４牔
∞

牑＝０

６．８６牑

牑！

＝ｅ－１４

牔！×７．１４牔×ｅ６．８６＝ｅ－７．１４×７．１４牔

牔！，

牔＝０，１，…，牕（牑＝牕－牔）．
（２）爮｛牀＝牕燏牁＝牔｝＝爮｛牀＝牕，牁＝牔｝燉爮｛牁＝牔｝

＝６．８６牕－牔燉［（牕－牔）！ｅ６．８６］，牕＝牔，牔＋１，…，
爮｛牁＝牔燏牀＝牕｝＝爮｛牀＝牕，牁＝牔｝燉爮｛牀＝牕｝

＝爞牔
牕×（７．１４燉１４）牔×（６．８６燉１４）牕－牔，牔＝０，１，２，…，牕，

（３）爮｛牁＝牔燏牀＝２０｝＝爞牔
２０×０．５１牔×０．４９２０－牔，

牔＝０，１，…，牕．
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图３．９

例 随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
ｅ－牪， 牨＞０，牪＞牨，
０， 其它｛ ，

求：爮｛牀＞２燏牁＜４｝．
解 如图３．９所示．因为

牊牁（牪）＝∫
牪

０
ｅ－牪ｄ牨＝牪ｅ－牪， 牪＞０，

烅
烄

烆 ０， 牪≤０，

而 爮｛牀＞０，牁＞４｝＝
爢

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝∫
４

２
ｄ牪∫

牪

２
ｅ－牪ｄ牨

＝∫
４

２
（牪－２）ｅ－牪ｄ牪＝ｅ－２－３ｅ－４．

爮｛牪＜４｝＝∫
４

０
牪ｅ－牪ｄ牪＝１－５ｅ－４，

所以 爮｛牀＞０燏牁＜４｝＝（ｅ－２－３ｅ－４）燉（１－５ｅ－４）．

图３．１０

例 雷达的圆形屏幕半径为爲，如
图３．１０所示，设目标出现点（牀，牁）在屏
幕上均匀分布，概率密度为

牊（牨，牪）＝
１燉（π爲２）， 牨２＋牪２≤爲２，

０， 其它｛ ，
求：（１）牊牀（牨），牊牁（牪）；

（２）牊牀燏牁（牨燏牪），牊牁燏牀（牪燏牨）．
解 （１）仅当－爲≤牨≤爲，

－ 爲２－牨槡 ２≤牪≤ 爲２－牨槡 ２

时，牊（牨，牪）≠０，所以

牊牀（牨）＝∫
爲２－牨槡 ２

－ 爲２－牨槡 ２

１
π爲２ｄ牪＝

２
π爲２ 爲２－牨槡 ２， －爲≤牨≤爲，

０， 其它

烅

烄

烆 ．

类似地， 牊牁（牪）＝
２

π爲２ 爲２－牪槡 ２， －爲≤牪≤爲，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
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（２）由牊牀燏牁（牨燏牪）＝牊（牨，牪）燉牊牁（牪），得

牊牀燏牁（牨燏牪）＝
１燉（２ 爲２－牨槡 ２）， － 爲２－牪槡 ２≤牨≤ 爲２－牪槡 ２，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
类似地，

牊牁燏牀（牪燏牨）＝
１燉（２ 爲２－牪槡 ２）， － 爲２－牨槡 ２≤牪≤ 爲２－牨槡 ２，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
可以看出，当联合分布是均匀分布时，边缘分布不一定是均匀

分布．
例 设随机变量牀～爫（牔，牜２），在牀＝牨的条件下牁的条件

分布为爫（牨，犲２），求牁的概率密度．
解 已知牊（牨，牪）＝牊牀燏牁（牪燏牨）牊牀（牨），而

牊牁燏牀（牪燏牨）＝ １
槡２π犲

ｅ
－（牪－牨）２燉（２犲２）， 牊牀（牨）＝ １

２槡 π牜
ｅ
－（牨－牔）２燉（２牜２），

所以

牊牁（牪）＝∫
＋∞

－∞
牊牁燏牀（牪燏牨）牊牀（牨）ｄ牨

＝ １
２π犲牜∫

＋∞

－∞
ｅ
－（犲２＋牜２） 牨－牔犲２＋牪牜２

犲２＋牜槏 槕２
２－ 牔犲２＋牪２牜２

犲２＋牜槏 槕［ ］２ 燉（２犲２牜２）

ｄ牨

＝ １
２π（犲２＋牜２槡 ）

ｅ
－（犲２＋牜２）［（牔２犲２＋牪２牜２）（犲２＋牜２）－（牔犲２＋牪牜２）２］燉［２犲２牜２（犲２＋牜２）２］

＝ １
２π（犲２＋牜２槡 ）

ｅ
－（牪－牔）２燉［２（犲２＋牜２）］．

例 设（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
牨＋牪， ０＜牨＜１，０＜牪＜１，
０， 其它｛ ，

求：在０＜牀＜１燉牕的条件下，牁的分布函数和概率密度．
解 爡（牪燏０＜牀＜１燉牕）

＝爮｛牁≤牪燏０＜牀＜１燉牕｝
＝爮｛０＜牀＜１燉牕，牁≤牪｝燉爮｛０＜牀＜１燉牕｝．

当牪＜０时， 爡（牪＜０燏０＜牀＜１燉牕）＝０；
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当０≤牪＜１时，

爮 ０＜牀＜ １
牕｛ ｝，牁≤牪 ＝∫

１燉牕

０
ｄ牨∫

牪

０
（牨＋牪）ｄ牪＝牪（１＋牕牪）

２牕２ ，

爮 ０＜牀＜ １｛ ｝牕 ＝∫
１燉牕

０
ｄ牨∫

１

０
（牨＋牪）ｄ牪＝牕＋１

２牕２ ，

所以 爡 牪 ０＜牀＜ １槏 槕牕 ＝
０， 牪＜０，

牪（１＋牕牪）燉（１＋牕）， ０≤牪＜１，烅
烄

烆 １， 牪＞１，

牊 牪 ０＜牀＜ １槏 槕牕 ＝
（１＋２牕牪）燉（１＋牕）， ０≤牪＜１，

０， 其它｛ ，
例 设随机变量牀，牁都是连续型的，且

牊牀（牨）＝
４牨ｅ－２牨， 牨＞０，

烅
烄

烆 ０， 牨≤０，

牊牁燏牀（牪燏牨）＝
１燉牨， ０＜牪＜牨，
０， 其它｛ ，

求：（１）牊（牨，牪）； （２）牊牁（牪）．
解 因为 牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁燏牀（牪燏牨），

所以 牊（牨，牪）＝
４ｅ－２牨， ０＜牪＜牨，
０， 其它

烅
烄

烆 ，

牊牁（牪）＝∫
＋∞

牪
４ｅ－２牨ｄ牨＝２ｅ－２牪， 牪＞０，

烅
烄

烆 ０， 牪≤０．
例 设随机变量牀在（０，１）上随机地取值，当牀取到牨时，牁

在（牨，１）上随机地取值，求：
（１）牊（牨，牪）； （２）牊牁（牪）．
解 因为牀～爺（０，１），在牀＝牨的条件下，牁～爺（牨，１），所以

牊牀（牨）＝
１， ０＜牨＜１，
０， 其它｛ ，

牊牁燏牀（牪燏牨）＝
１燉（１－牨）， 牨＜牪＜１，

０， 其它｛ ．

·０４１·



（１）由牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁燏牀（牪燏牨），得

牊（牨，牪）＝
１燉（１－牨）， ０＜牨＜牪＜１，

０， 其它｛ ．

（２）牊牁（牪）＝∫
牪

０

１
１－牨ｄ牨＝－ｌｎ（１－牪），故

牊牁（牪）＝
－ｌｎ（１－牪）， ０＜牪＜１，

０， 其它｛ ．
例 设二维随机变量（牀，牁）的分布函数为

爡（牨，牪）＝爛 爜＋ａｒｃｔａｎ牨槏 槕２ 爞＋ａｒｃｔａｎ牪槏 槕３ ，

－∞＜牨，牪＜＋∞，
求：（１）爛，爜，爞的值； （２）牊（牨，牪）； （３）牊牀（牨），牊牁（牪）．
解 因为爛≠０，所以由牨，牪的任意性，有

爡（０，－∞）＝爛 爜＋ａｒｃｔａｎ槏 槕０
２ 爞－槏 槕π

２ ＝０爞＝ π
２，

爡（－∞，０）＝爛 爜－槏 槕π
２ 爞＋ａｒｃｔａｎ槏 槕０

３ ＝０爜＝ π
２，

爡（＋∞，－∞）＝爛 π
２＋槏 槕π

２
π
２＋槏 槕π

２ ＝１爛＝ １
π２，

于是 爡（牨，牪）＝ １
π２

π
２＋ａｒｃｔａｎ牨槏 槕２

π
２＋ａｒｃｔａｎ牪槏 槕３ ．

由 牊（牨，牪）＝２爡（牨，牪）
牨牪 ，

得 牊（牨，牪）＝ ６
π２（４＋牨２）（９＋牪２），－∞＜牨，牪＜＋∞．

牊牀（牨）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牪＝ ２

π（４＋牨２），－∞＜牨＜＋∞，

牊牁（牪）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨＝ ３

π（９＋牪２），－∞＜牪＜＋∞．

例 设随机变量牀，牁的概率密度分别为牊牀（牨），牊牁（牪），且

牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁（牪）＋牎（牨，牪）， －∞＜牨，牪＜＋∞，

证明：（１）牎（牨，牪）≥－牊牀（牨）牊牁（牪）；（２）∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牎（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝０．
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证 因为牊（牨，牪）≥０，即牎（牨，牪）＋牊牀（牨）牊牁（牪）≥０，所以

牎（牨，牪）≥－牊牀（牨）牊牁（牪）．

又因为 ∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝１，

即 ∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［牊牀（牨）牊牁（牪）＋牎（牨，牪）］ｄ牨ｄ牪＝１，

所以 ∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牎（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝１－∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牪）ｄ牨ｄ牪

＝１－∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）ｄ牨∫

＋∞

－∞
牊牁（牪）ｄ牪

＝１－１＝０．
例 设

牊（牨，牪）＝
１， ０≤牨≤２，ｍａｘ（０，牨－１）≤牪≤ｍｉｎ（１，牨），
０， 其它｛ ，

求：牊牀（牨）和牊牁（牪）．

解 ｍａｘ（０，牨－１）＝
０， 牨＜１，｛牨－１，１≤牨，

ｍｉｎ（１，牨）＝
牨，牨＜１，｛１，牨≥１，

所以，牊（牨，牪）有意义的区域（见图３．１１）可分为

图３．１１

｛０≤牨≤１，０≤牪≤牨｝，
｛１≤牨≤２，牨－１≤牪≤１｝，

即

牊（牨，牪）＝
１， ０≤牨＜１，０≤牪≤牨，
１， １≤牨≤２，牨－１≤牪≤１，
０， 其它

烅
烄

烆 ，

所以 牊牀（牨）＝

∫
１

０
ｄ牪＝牨， ０≤牨＜１，

∫
１

牨－１
ｄ牪＝２－牨， １≤牨≤２，

０， 其它

烅

烄

烆 ，

牊牁（牪）＝∫
牪＋１

牪
ｄ牨＝１， ０≤牪≤１，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
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第三节 独立性及其应用

主 要 内 容

．随机变量的相互独立
设（牀，牁）是二维随机变量，如果对于任意的 牨，牪，有

爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨｝爮｛牁≤牪｝，则称随机变量牀，牁相互独
立．

．相互独立的等价命题
若已知爡（牨，牪）与爡牀（牨）和爡牁（牪），则

牀，牁相互独立爡（牨，牪）＝爡牀（牨）爡牁（牪）．
若（牀，牁）是连续型随机变量，则

牀，牁相互独立牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁（牪）．
若（牀，牁）是离散型随机变量，则

牀，牁相互独立爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝＝爮｛牀＝牨牏｝爮｛牁＝牪牐｝
或 牘牏牐＝牘牏·牘·牐．
对于（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２

１，犲２
２，犱），有

牀，牁相互独立犱＝０．

疑 难 解 析

．两个随机变量的相互独立与两个随机事件的相互独立是
否相同？为什么？
答 两个随机事件的相互独立是指同一随机试验的同一样本

空间上的两个事件的关系，其中一个事件的发生与另一个事件的
发生无关，存在爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）．
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两个随机变量的相互独立是指组成二维随机变量（牀，牁）的两
个向量的关系（但它们也是同一随机试验的同一样本空间上的），
其中一个随机变量的取值与另一个随机变量的取值无关，存在

爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨｝爮｛牁≤牪｝．
随机变量牀和牁是事件的集合，当把｛牀≤牨｝和｛牁≤牪｝看作两

个事件时，两个随机变量相互独立与两个随机事件相互独立是一致
的，只是因为牀与牁所含事件数多一些，实际上要求也高一些．
特别要注意的是，事件组｛牀１，牀２，…，牀牕｝的相互独立性是指

对中的任意集合爛１，爛２，…，爛牕，事件组｛牀牏∈爛牏｝相互独立，而

（牀１，牀２，…，牀牕）的两两独立是指事件组｛牀∈爛牏｝两两独立，与第
一章中事件的相互独立与两两独立不相同是一致的．

．参数可加性与随机变量独立性有什么样的关系？
答 如果相互独立的两个随机变量牀和牁服从的参数分布是相

同的，则它们的和牀＋牁也服从同一参数分布，且参数具有可加性．
如牀～爫（犨１，犲２

１），牁～爫（犨２，犲２
２），则

牀＋牁～爫（犨１＋犨２，犲２
１＋犲２

２）；
如 牀～犮（犧１）， 牁～犮（犧２），
则 牀＋牁～犮（犧１＋犧２）；
如 牀～犻２（牕１）， 牁～犻２（牕２），
则 牀＋牁～犻２（牕１＋牕２）．
其它如二项分布、泊松分布等都具有此性质．
参数可加性只对相互独立的随机变量适用，它为讨论问题和

进行计算带来很大方便．我们要学会利用这一性质．

方法、技巧与典型例题分析

判别两个随机变量的独立性的方法大体有三种：
（１）由定义和它的等价命题来判别，这时必先求得边缘分布

与联合分布，然后进行验证．
·４４１·



（２）利用微积分中的性质，若牊（牨，牪）∈爢，且有

牊（牨，牪）＝牋（牨）牎（牪）， 牨，牪∈爢，
其中牋（牨），牎（牪）是牨，牪的非负可积函数，则组成（牀，牁）的随机变
量牀与牁相互独立．

（３）利用对称性和经验，确定随机变量的相互独立．
例 设随机变量牀以概率１取值为零，而牁是任意的随机变

量，证明牀与牁相互独立．
解 因为牀的分布函数为

爡（牨）＝
０， 牨＜０，｛１， 牨≥０，

设牁的分布函数为爡牁（牪），（牀，牁）的分布函数为爡（牨，牪），则：
当牨＜０时，对任意牪，有

爡（牨，牪）＝爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨∩牁≤牪｝
＝爮｛∩牁≤牪｝＝爮｛｝＝０＝爡牀（牨）爡牁（牪）；

当牨≥０时，对任意牪，有

爡（牨，牪）＝爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝爮｛牀≤牨∩牁≤牪｝
＝爮｛牁≤牪｝＝爡牁（牪）＝爡牀（牨）爡牁（牪）．

依定义，由爡（牨，牪）＝爡牀（牨）爡牁（牪）知，牀与牁相互独立．
例 设牀～爜（牕１，牘），牁～爜（牕２，牘），证明：牀，牁相互独立，则

牀＋牁～爜（牕１＋牕２，牘）．
证 因为 爮｛牀＝牏｝＝爞牏

牕１牘
牏牚牕１－牏 （牏＝０，１，…，牕１），

爮｛牁＝牐｝＝爞牐
牕２牘

牏牚牕２－牐 （牐＝０，１，…，牕２），
所以

爮｛牀＋牁＝牑｝＝
牑

牏＝０
爮｛牀＝牏，牁＝牑－牏｝

＝
牑

牏＝０
爮｛牀＝牏｝爮｛牁＝牑－牏｝

＝
牑

牏＝０
（爞牏

牕１牘
牏牚牕１－牏）（爞牑－牏

牕２ 牘牑－牏牚牕２－牑＋牏）
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＝
牑

牏＝０
爞牏

牕１爞
牑－牏
牕２ 牘牑牚牕１＋牕２－牑＝ 

牑

牏＝０
爞牏

牕１爞
牑－牏
牕槏 槕２ 牘牑牚牕１＋牕２－牑

＝爞牑
牕１＋牕２牘

牑牚牕１＋牕２－牑 （牑＝０，１，…，牕１＋牕２），
于是 牀＋牁～爜（牕１＋牕２，牘）．
例 设牀与牁相互独立，牀～犮（犧１），牁～犮（犧２），证明：

牀＋牁～犮（犧１＋犧２）．
证 因为 爮｛牀＝牏｝＝犧牏１ｅ－犧１燉牏！（牏＝０，１，…），

爮｛牁＝牐｝＝犧牐２ｅ－犧２燉牐！（牐＝０，１，…），
所以 爮｛牀＋牁＝牑｝

＝
牑

牐＝０
爮｛牀＝牏，牁＝牑－牏｝＝

牑

牏＝０
爮｛牀＝牏｝爮｛牁＝牑－牏｝

＝
牑

牏＝０

犧牏１犧牑－牏
２

牏！（牑－牏）！ｅ
－犧１－犧２＝ｅ－（犧１＋犧２）

牑！ 
牑

牏＝０

牑！
牏！（牑－牏）！犧

牏
１犧牑－牏

２

＝（犧１＋犧２）牑

牑！ ｅ
－（犧１＋犧２），牑＝０，１，２，…，

于是 牀＋牁～犮（犧１＋犧２）．
例 设随机变量（牀，牁）的联合分布律为

牁
牀 牨１ 牨２ 牨３

牪１ 牃 １燉９ 牅
牪２ １燉９ 牄 １燉３

若牀，牁相互独立，求牃，牄，牅的值．
解 因为牀，牁的边缘分布律分别为

牀 牨１ 牨２ 牨３

牘牑 牃＋１燉９ 牄＋１燉９ 牅＋１燉３

牁 牪１ 牪２

牘牑 牃＋牅＋１燉９ 牄＋４燉９

牘２２＝（牄＋１燉９）（牄＋４燉９）＝牄牄＝２燉９，

牘１２＝（牃＋１燉９）（牄＋４燉９）＝１燉９牃＝１燉１８，


牏


牐
牘牏牐＝牃＋牄＋牅＋１燉９＋１燉９＋１燉３＝１牅＝１燉６．

经验证，牃＝１燉１８，牄＝２燉９，牅＝１燉６确为本题的解．
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例 设随机变量（牀，牁）的联合分布律为

牀
牁 ０ １ ２

０ ０．０６ ０．１５ 犜
１ 犝 ０．３５ ０．２１

问：当犜，犝为何值时，牀与牁相互独立？
解 牀与牁的边缘分布律分别为

牀 ０ １

牘牑 ０．２１＋犜 ０．５６＋犝

牁 ０ １ ２

牘牑 ０．０６＋犝 ０．５ ０．２１＋犜

若牘牏牐＝牘牏·牘·牐，则牀与牁相互独立．又

０．１５＝牘０１＝牘０·牘·１＝０．５（犜＋０．２１）犜＝０．０９，
０．３５＝牘１１＝牘１·牘·１＝０．５（犝＋０．５６）犝＝０．１４．

经验证，犜＝０．０９，犝＝０．１４确为本题的解，此时牀与牁相互独立．
例 设二维随机变量（牀，牁）的联合密度为

牊（牨，牪）＝
（１＋牨牪）燉４， 燏牨燏＜１，燏牪燏＜１，

０， 其它｛ ，
证明：牀与牁不相互独立，但牀２与牁２相互独立．

证 当燏牨燏＜１时，牊牀（牨）＝∫
１

－１

１＋牨牪
４ ｄ牪＝ １

２；当燏牨燏≥１时，

牊牀（牨）＝０．故

牊牀（牨）＝
１燉２， 燏牨燏＜１，
０， 其它｛ ．

类似地， 牊牁（牪）＝
１燉２， 燏牪燏＜１，
０， 其它｛ ．

显然，当０＜燏牨燏＜１，０＜燏牪燏＜１时，牊（牨，牪）≠牊牀（牨）牊牁（牪），所以牀
与牁不相互独立．
设牀２的分布函数为爡１（牨），在０≤牨≤１内，

爡１（牨）＝爮｛牀２≤牨｝＝∫
槡牨

槡－ 牨

１
２ｄ牨 槡＝ 牨，
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即 爡１（牨）＝

０， 牨＜０，

槡牨， ０≤牨＜１，烅

烄

烆 １， 牨≥１，

爡２（牪）＝

０， 牪＜０，

槡牪， ０≤牪＜１，烅

烄

烆 １， 牪≥１．
设（牀２，牁２）的分布函数为爡３（牨，牪），则：

当牨＜０或牪＜０时，爡３（牨，牪）＝０；
当０≤牨＜１，牪≥１时，

爡３（牨，牪）＝爮｛牀２≤牨，牁２≤牪｝＝爮｛牀２≤牨 槡｝＝ 牨；

当０≤牪＜１，牨≥１时，爡３（牨，牪 槡）＝ 牪；
当０≤牨＜１，０≤牪＜１时，

爡３（牨，牪）＝∫
槡牨

槡－ 牨
ｄ牨∫

槡牪

槡－ 牪

１＋牨牪
４ ｄ牪 槡＝ 牨牪；

当牨≥１，牪≥１时，爡３（牨，牪）＝１．

所以 爡３（牨，牪）＝

０， 牨＜０或 牪＜０，

槡牨， ０≤牨＜１，牪≥１，

槡牪， ０≤牪＜１，牨≥１，

槡牨牪， ０≤牨＜１，０≤牪＜１，

烅

烄

烆 １， 牨≥１，牪≥１．
经验证，爡３（牨，牪）＝爡１（牨）爡２（牪）对所有牨，牪成立，所以牀２与牁２相

互独立．
例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝爛ｅ
－牃牨２＋牄牨牪－牅牪２， －∞＜牨，牪＜＋∞，

问：牃，牄，牅满足什么条件时，牀与牁相互独立？
解 牀与牁的边缘概率密度为

牊牀（牨）＝∫
＋∞

－∞
爛ｅ

－牃牨２＋牄牨牪－牅牪２

ｄ牪＝爛ｅ
－牃牨２

ｅ
槡［牄牨燉（２ 牅 ）］２∫

＋∞

－∞
ｅ－牠２ｄ牠
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＝爛槡π燉牅ｅ
－［牃－牄２燉（４牅）］牨２， －∞＜牨＜＋∞

（令牠 槡＝ 牅牪－牄牨 槡燉（２ 牅）），

类似地， 牊牁（牪）＝爛槡π燉牃ｅ
－［牅－牄２燉（４牃）］牪２，－∞＜牪＜＋∞．

牀，牁相互独立，应该有牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁（牪），即

爛ｅ
－牃牨２＋牄牨牪－牅牪２＝爛２π 槡燉 牃牅·ｅ

－［牃－牄２燉（４牅）］牨２－［牅－牄２燉（４牃）］牪２．
比较等式两边系数知，应该满足条件．

牄 槡＝０， 牃牅＝爛π．
例 设随机变量（牀，牁）的两个分量牀和牁相互独立，且服从

同一分布，试证：爮｛牀≤牁｝＝１燉２．
证 因为牀，牁相互独立，所以牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁（牪）．于是

爮｛牀≤牁｝＝
牨≤牪

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝
牨≤牪

牊牀（牨）牊牁（牪）ｄ牨ｄ牪

＝∫
＋∞

－∞
牊牁（牪）∫

牪

－∞
牊牀［ ］（牨）ｄ牨 ｄ牪

＝∫
＋∞

－∞
［牊牁（牪）爡牁（牪）］ｄ牪

＝∫
＋∞

－∞
爡牁（牪）ｄ爡牁（牪）＝ １

２爡２（牪）
＋∞

－∞
＝ １

２．

也可以利用对称性来证．因为牀，牁相互独立且同分布，所以

爮｛牀≤牁｝＝爮｛牁≤牀｝，
而爮｛牀≤牁｝＋爮｛牀≥牁｝＝１，故爮｛牀≤牁｝＝１燉２．
例 设随机变量牀与牁相互独立，且

爮｛牀＝１｝＝爮｛牁＝１｝＝牘＞０，
爮｛牀＝０｝＝爮｛牁＝０｝＝１－牘＞０，

定义随机变量

牂＝
１， 牀＋牁为偶数，
０， 牀－牁为奇数｛ ，

问：牘为何值时，牀与牂相互独立？
解 先写出（牀，牁，牂）的联合分布律，再写出（牀，牂）的联合分
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布律（用求边缘分布律的方法）．
当牫＝１时，

牁
牀 ０ １

０ （１－牘）２ ０

１ ０ 牘２

当牫＝０时，

牁
牀 ０ １

０ ０ 牘（１－牘）

１ 牘（１－牘） ０

所以，（牀，牂）的联合分布律为

牀
牂 ０ １

０ 牘（１－牘） （１－牘）２

１ 牘（１－牘） 牘２

对牀＝牏，牂＝牐，且牏，牐＝０，１，若牀，牂相互独立，应有

牘牏牐＝牘牏·牘·牐．
由 爮｛牀＝１，牂＝１｝＝牘２＝爮｛牀＝１｝爮｛牂＝１｝

＝牘［牘２＋（１－牘）２］
解得牘＝１燉２．经验证，对（牀，牂）的一切（牏，牐），均满足牘牏牐＝牘牏·牘·牐，
所以，当牘＝１燉２时，牀与牂相互独立．
例 设牀与牁相互独立，牀～爺［牃，牄］，牁～ｅ（犧），求：
（１）牊（牨，牪）； （２）概率爮｛牁≤牀｝．

解 牊牀（牨）＝
１燉（牄－牃）， 牃≤牨≤牄，

０， 其它｛ ，

牊牁（牪）＝
犧ｅ－犧牪， 牪≥０，
０， 其它｛ ，

所以 牊（牨，牪）＝
犧ｅ－犧牪

牄－牃， 牃≤牨≤牄，牪≥０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

爮｛牁≤牀｝＝
牪≤牨

犧ｅ－犧牪

牄－牃ｄ牨ｄ牪＝
犧

牄－牃∫
牄

牃
ｄ牨∫

牨

０
ｅ
－犧牪

ｄ牪

＝ １
牄－牃∫

牄

牃
（１－ｅ

－犧牃）ｄ牨＝１＋ １
（牄－牃）犧（ｅ

－犧牄－ｅ
－犧牃）．
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图３．１２

例 任意取两个正的真分式，求其积
不大于２燉９且其和不大１的概率．
解 以随机变量牀和牁记所取的两个

真分式，则可取值 ０＜牨＜１，０＜牪＜１（见图

３．１２），所求概率为

爮｛（牨，牪）∈｛牨牪≤２燉９，牨＋牪≤１｝｝，
且牀，牁相互独立．因为

牊（牨，牪）＝
１， ０＜牨＜１，０＜牪＜１，
０， 其它｛ ，

所以 爮｛（牨，牪）∈｛牨牪≤２燉９，牨＋牪≤１｝｝

＝ １
２－∫

２燉３

１燉３
ｄ牨∫

１－牨

２燉９牨
ｄ牪＝ １

２－∫
２燉３

１燉３

１－牨－２
９牨 ｄ牨

＝ １
３＋ ２

９ｌｎ２＝０．４８７３．

例 设牀与牁是相互独立的随机变量，且服从同一分布

爺（－牃，牃］（牃＞０），求方程牠２＋牀牠＋牁＝０有实根的概率，并求牃→０
和牃→∞时，此概率的极限值．

解 牊（牨，牪）＝
１燉（４牃２）， 燏牨燏≤牃，燏牪燏≤牃，

０， 其它｛ ．
要方程有实根，应该有牀２－４牁≥０，要求出

爮｛牀２≥４牁｝＝ 
牨２≥４牪

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪．

当０≤牃≤４时，由图３．１３（ａ）知

爮｛牀２≥４牁｝＝２∫
牃

０
ｄ牨∫

牨２燉４

－牃

１
４牃２ｄ牪＝

牃
２４＋

１
２；

当牃＞４时，由图３．１３（ｂ）知

爮｛牀２≥４牁｝＝１－２∫
牃

０
ｄ牪∫

槡２ 牪

０

１
４牃２ｄ牨＝１－ ２

槡３ 牃
．

于是 ｌｉｍ
牃→０

爮｛牀２≥４牁｝＝ｌｉｍ
牃→０

牃
２４＋

１
２＝ １

２，

·１５１·



图３．１３

ｌｉｍ
牃→∞

爮｛牀２≥４牁｝＝ｌｉｍ
牃→∞

１－ ２
槡槏 槕３ 牃

＝１．

第四节 两个随机变量的函数的分布

主 要 内 容

两个随机变量的函数的分布，形式较多，只要求掌握以下几种
即可．

．两个随机变量的和牂＝牀＋牁的分布
设已知随机变量牀和牁的概率分布为爮｛牀＝牨牏｝和爮｛牁＝牪牐｝，

（牀，牁）的联合分布为爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝，则

爮｛牂＝牑｝＝爮｛牀＋牁＝牑｝＝
牑

牏＝１
爮｛牀＝牏，牁＝牑－牏｝．

当牀，牁相互独立时，

爮｛牂＝牑｝＝
牑

牏＝１
爮｛牀＝牏｝爮｛牁＝牑－牏｝．

设（牀，牁）是连续型随机变量，（牀，牁）的概率密度为牊（牨，牪），
则对任意实数牫，有
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爡牂（牫）＝∫
牫

－∞∫
＋∞

－∞［ ］爡（牣－牪，牪）ｄ牪ｄ牣，

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊（牫－牪，牪）ｄ牪＝∫

＋∞

－∞
牊（牨，牫－牨）ｄ牨．

当牀与牁相互独立时，有卷积公式

牊牂（牫）＝牊牀牊牁＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牫－牪）牊牁（牪）ｄ牪

＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牫－牨）ｄ牨．

．两个随机变量的商牂＝牀燉牁的分布
设已知（牀，牁）的概率密度牊（牨，牪），则牂＝牀燉牁的分布函数为

爡牂（牫）＝∫
牫

－∞
ｄ牣∫

＋∞

０
牪牊（牣牪，牪）ｄ牪－∫

牫

－∞
ｄ牣∫

０

－∞
牪牊（牣牪，牪）ｄ牪，

牂的概率密度为

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
燏牪燏牊（牪牫，牪）ｄ牪．

当牀，牁相互独立时，上式化为

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
燏牪燏牊牀（牪牫）牊牁（牪）ｄ牪．

．两个随机变量的最大值 爩＝ｍａｘ（牀，牁）和最小值 爫＝

ｍｉｎ（牀，牁）的分布
当牀和牁相互独立，且分布函数爡牀（牨）和爡牁（牪）为已知时，有

爡爩（牫）＝爡牀（牫）爡牁（牫），

爡爫（牫）＝１－［１－爡牀（牫）］［１－爡牁（牫）］．
以上结果可推广到有限个相互独立的随机变量的情形．若牀１，牀２，

…，牀牕相互独立，分布函数分别为爡牨１（牨１），爡牨２（牨２），…，爡牨牕（牨牕），
则 爡爩（牫）＝爡牀１（牫）爡牀２（牫）…爡牀牕（牫），

爡爫（牫）＝１－［１－爡牀１（牫）］…［１－爡牀牕（牫）］．

当牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布时，有

爡爩（牫）＝［爡（牫）］牕， 爡爫（牫）＝１－［１－爡（牫）］牕．
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疑 难 解 析

．两个相互独立的服从正态分布的随机变量牀１与牀２之和仍

是正态分布的随机变量，那么它们的线性组合呢？
答 由上节知，有限个正态分布的随机变量之和是正态随机

变量，而且具有参数可加性，则

牃牀１～爫（牃犨１，牃犲２
１）， 牄牀２～爫（牄犨２，牄犲２

２），
所以

牃牀１＋牄牀２～爫（牃犨１＋牄犨２，牃犲２
１＋牄犲２

２），
即两个正态随机变量的线性组合仍是正态随机变量，且它们的参
数是相应参数的线性组合．严格的证明可以用分布函数法作出（牃，
牄为正整数）．

．用卷积公式计算牂＝牀＋牁的密度函数时要注意些什么？
答 当牀与牁相互独立，且密度函数分别为牊牀（牨）和牊牁（牪）

时，有卷积公式

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牫－牨）ｄ牨

＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牫－牪）牊牁（牪）ｄ牪．

同以前的积分一样，我们要进行仔细的讨论：即当牫在不同区间取
值，被积函数的形式是否相同，积分是否要分段进行，特别要排除
被积函数为零的区间．
当牀，牁相互独立，且牀，牁的密度函数分别为牊牀（牨）和牊牁（牪）

时，牂＝牃牀＋牄牁的密度函数公式为

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）１

燏牄燏牊牁
牫－牃牨槏 槕牄 ｄ牨

或

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞

１
燏牃燏牊牀

牫－牄牪槏 槕牃 牊牁（牪）ｄ牪．
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方法、技巧与典型例题分析

求两个随机变量函数的分布通常有两种方法：
一种方法是分布函数法，即设牂＝牋（牀，牁），先求出爡牂（牫），再

求牊牂（牫）．教材中已给出牂＝牀＋牁，牂＝牀燉牁，牂＝ｍａｘ（牀，牁）与牂＝
ｍｉｎ（牀，牁）的有关公式．但要注意，有些公式对牀，牁是有要求的，
如卷积公式、牂＝ｍａｘ（牀，牁）与牂＝ｍｉｎ（牀，牁）公式仅当牀与牁相互
独立时才适用．同时，在求积分时，则要注意分区域积分和正确配
置积分限．
另一种方法是引入随机变量函数组（即坐标变换）法，其一般

步骤是：

（１）建立随机变量函数组
爼＝牋（牀，牁），
爺＝牀或牁或｛ 牎（牀，牁），

并写出逆

变换式；
（２）求出变换的雅可比行列式爥＝（牨牪）燉（牣，牤）；
（３）写出新随机变量组（爺，爼）的联合密度函数

牊爺爼（牣，牤）＝牊［牨（牣，牤），牪（牣，牤）］·燏爥燏；

（４）求出边缘概率密度牊爼（牣）．
两种方法各有优缺点．分布函数法便于掌握，但计算二重积分

时要讨论积分区域，比较麻烦．引入随机变量函数组法使变换后的
密度函数的积分区域易于确定，积分容易计算，但要引入另一随机
变量．
例 设牀～爫（０，１），牁～爫（０，１），且牀与牁相互独立，求牂＝

牀＋牁的分布．
解 因为牀，牁相互独立，且有

牊爴（牠）＝ １
槡２π

ｅ
－牠２燉２，－∞＜牠＜＋∞．

利用卷积公式，得
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牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞

１
２πｅ

－牨２燉２
ｅ
－（牫－牨）２燉２

ｄ牨

＝ １
２πｅ

－牫２燉４∫
＋∞

－∞
ｅ
－（牨－牫燉２）２燉２

ｄ牨．

令牠＝牨－牫燉２得

牊牂（牫）＝ｅ
－牫２燉４１

２π∫
＋∞

－∞
ｅ
－牠２

ｄ牠＝ １
槡２ π

ｅ
－牫２燉４，－∞＜牫＜＋∞，

所以牂～爫（０，２）．
例 设随机变量牀和牁相互独立，且

牊牀（牨）＝
１， ０≤牨≤１，
０， 其它｛ ，

牊牁（牪）＝
２牪， ０≤牪≤１，
０， 其它｛ ，

求随机变量牂＝牀＋牁的概率密度牊牂（牫）．
解 如图３．１４所示，用分布函数法求解．

爡牂（牫）＝爮｛牀＋牁≤牫｝＝爮｛牀＋牁∈爢：牀＋牁≤牫｝

＝
爢

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝
爢

１×２牪ｄ牨ｄ牪，

当牫＜０时， 爡牂（牫）＝０；
当０≤牫＜１时，

爡牂（牫）＝∫
牫

０
ｄ牨∫

牫－牨

０
２牪ｄ牪＝牫３

３；

图３．１４

当１≤牫＜２时，

爡牂（牫）＝∫
牫－１

０
ｄ牨∫

１

０
２牪ｄ牪＋∫

１

牫－１
ｄ牨∫

牫－牨

０
２牪ｄ牪

＝牫２－牫３燉３－１燉３；
当牫≥２时，爡牂（牫）＝１．
由爡′牂（牫）＝牊牂（牫），得

牊牂（牫）＝
牫２， ０≤牫＜１，

２牫－牫２， １≤牫＜２，
０， 其它

烅
烄

烆 ．
例 设随机变量牀，牁相互独立且同分布
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牊爴（牠）＝ １
２ｅ

－燏牠燏，－∞＜牠＜＋∞，

求牂＝牀＋牁的分布．
解 由卷积公式，当牫＞０时，

牊牂（牫）＝ １
４∫

０

－∞
ｅ牨－（牫－牨）ｄ牨＋∫

牫

０
ｅ－牨－（牫－牨）ｄ牨＋∫

＋∞

牫
ｅ－牨－（牨－牫）［ ］ｄ牨

＝ １
４∫

０

－∞
ｅ２牨－牫ｄ牨＋∫

牫

０
ｅ－牫ｄ牨＋∫

＋∞

牫
ｅ－２牨＋牫槏 槕ｄ牨

＝ １
４

ｅ－牫

２＋牫ｅ－牫＋ｅ－牫

槏 槕２ ＝ １
４（１＋牫）ｅ－牫．

由于牊牂（－牫）＝牊牂（牫），所以

牊牂（牫）＝ １
４（１＋燏牫燏）ｅ

－燏牫燏， －∞＜牫＜＋∞．

例 设市场上某商品的每周需求量爴是一个随机变量，密度
函数为

牊爴（牠）＝
牠ｅ－牠， 牨＞０，
０， 其它

烅
烄

烆 ．
设各周的需求量是相互独立的，求第２周、第３周需求量的密度函
数．
解 以爴牏（牏＝１，２，３）记第牏周的需求量，爴牏相互独立且同分

布，以牀记爴１＋爴２，则牨＞０时，

牊牀（牨）＝∫
＋∞

０
牊爴１（牠１）牊爴２（牨－牠１）ｄ牠１

＝∫
牨

０
（牨－牠１）ｅ

－（牨－牠１）·牠１ｅ
－牠１ｄ牠１＝牨３ｅ－牨燉６，

所以 牊牀（牨）＝
牨３ｅ－牨燉６， 牨＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
以牁记爴１＋爴２＋爴３，则牪＞０时，

牊牁（牪）＝∫
＋∞

０
牊牀（牨）牊爴３（牪－牨）ｄ牨

＝∫
牪

０

１
６牨３ｅ－牨（牪－牨）ｅ

－（牪－牨）
ｄ牨＝牪５ｅ－牪燉１２０，
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所以 牊牁（牪）＝
牪５ｅ－牪燉１２０， 牪＞０，

烅
烄

烆 ０， 牪≤０．
例 设随机变量牀与牁相互独立，且 牀～爺［－牃，牃］，牁～

爫（牄，犲２），求牂＝牀＋牁的概率密度．
解 因为

牊牀（牨）＝
１
２牃， 燏牨燏≤牃，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
牊牁（牪）＝ １

２槡 π牄
ｅ
－（牪－牄）２燉（２犲２），

所以

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牫－牨）ｄ牨＝∫

牃

－牃

１
槡２牃 ２π

ｅ
－（牫－牨－牄）２燉（２犲２）

ｄ牨

＝－ １
槡２ ２π牃∫

（牫－牃－牄）燉犲

（牫＋牃－牄）燉犲
ｅ
－牠２燉２

ｄ牠＝ １
槡２ ２π牃∫

（牫＋牃－牄）燉犲

（牫－牃－牄）燉犲
ｅ
－牠２燉２

ｄ牠

＝ １
２牃犎 牫＋牃－牄槏 槕犲 －犎 牫－牃－牄槏 槕［ ］犲 ．

图３．１５

例 在区间［０，１］上随机地取得两点

牨和牪（见图３．１５），求这两点间距离的概率
密度函数．
解 （牀，牁）～爺［０，１；０，１］，联合密度

为

牊（牨，牪）＝
１， ０≤牨≤１，０≤牪≤１，
０， 其它｛ ．

以牂＝燏牀－牁燏记两点牨与牪间距离，则

爡牂（牫）＝爮｛燏牀－牁燏≤牫｝＝ 
燏牨－牪燏≤牫

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪．

当牫＜０时， 爡牂（牫）＝０；
当０≤牫＜１时，

爡牂（牫）＝
爟

ｄ牨ｄ牪＝１－（１－牫）２＝２牫－牫２；

当牫≥１时， 爡牂（牫）＝１．
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故 爡牂（牫）＝
０， 牫＜０，

２牫－牫２， ０≤牫＜１，烅
烄

烆 １， 牫≥１，
所以，牂＝燏牀－牁燏的概率密度为

牊牂（牫）＝
２（１－牫）， ０≤牫＜１，

０， 其它｛ ．
例 设随机变量牀和牁相互独立，牀～爫（０，１），牁～爺（０，１），

求牂＝牀燉牁的概率密度函数．

解 因为 牊牀（牨）＝ １
槡２π

ｅ
－牨２燉２， －∞＜牨＜＋∞，

牊牁（牪）＝
１， ０≤牪≤１，
０， 其它｛ ，

所以 牊牂（牫）＝∫
１

０
牪牊牀（牪牫）牊牁（牪）ｄ牪＝∫

１

０

１
槡２π

牪ｅ
－（牪牫）２燉２

ｄ牪．

由于牊牂（牫）是牫的偶函数，当牫＞０时，可令牨＝牫牪，于是

牊牂（牫）＝ １
槡２π

牫２∫
牫

０
牨ｅ

－牨２燉２
ｄ牨＝ １

槡２π牫２
（１－ｅ

－牫２燉２），

当牫≤０时， 牊牂（牫）＝ １
槡２π∫

１

０
牪ｄ牪＝ １

槡２ ２π
，

即 牊牂（牫）＝

１
槡２π牫２

（１－ｅ－牫２燉２）， 牫＞０，

１
槡２ ２π

烅

烄

烆
， 牫≤０．

例 设随机变量牀与牁相互独立，且密度函数为

牊牀（牨）＝
ｅ－牨， 牨＞０，

烅
烄

烆０， 牨≤０，
牊牁（牪）＝

２ｅ－牪， 牪＞０，
烅
烄

烆０， 牪≤０，
求随机变量牂＝牀燉牁的密度函数．

解 牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
燏牪燏牊牀（牪牫）牊牁（牪）ｄ牪＝∫

＋∞

０
２牪ｅ

－２牪
ｅ
－牪牫

ｄ牪．

当牫≤０时， 牊牂（牫）＝０；
当牫＞０时，
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牊牂（牫）＝∫
＋∞

０
２牪ｅ

－２牪
ｅ
－牪牫

ｄ牪＝２∫
＋∞

０
牪ｅ

－（２＋牫）牪
ｄ牪＝ ２

（２＋牫）２．

所以 牊牂（牫）＝
２燉（２＋牫）２， 牫＞０，｛ ０， 牫≤０．

例  设某种型号的电子管的寿命（单位：ｈ）近似地服从

爫（１６０，２０２）分布，随机地选取 ４只，求其中没有一只的寿命小于

１８０ｈ的概率．
解 以 牀牏（牏＝ １，２，３，４）记第 牏只电子管的寿命，牀牏～

爫（１６０，２０２），设爛＝ｍｉｎ｛牀１，牀２，牀３，牀４｝，则

爮｛爛≥１８０｝＝∏
４

牏＝１
爮｛牀牏≥１８０｝＝ １－犎 １８０－１６０槏 槕［ ］２０

４

＝［１－犎（１）］４＝０．０００６３４．
例 设某炮群向同一目标发射牕发炮弹，炮弹的发射是独

立的，每发炮弹射程的分布函数均为爡（牨）．求最大射程爺、最小射
程爼及（爺，爼）的联合分布函数．
解 以牀牏记第牏发炮弹的射程，显然牀１，牀２，…，牀牕相互独立

且同分布．

爺＝ｍａｘ｛牀１，牀２，…，牀牕｝， 爼＝ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝．

爡爺（牣）＝爮｛ｍａｘ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牣｝

＝爮｛牀１≤牣，牀２≤牣，…，牀牕≤牣｝

＝爮｛牀１≤牣｝爮｛牀２≤牣｝…爮｛牀牕≤牣｝＝［爡（牣）］牕，

爡爼（牤）＝爮｛ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牤｝

＝１－爮｛ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝＞牤｝

＝１－爮｛牀１＞牤｝爮｛牀２＞牤｝…爮｛牀牕＞牤｝＝１－［爡（牤）］牕，

爡爺爼（牣，牤）＝爮｛ｍａｘ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牣，ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牤｝

＝爮｛ｍａｘ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牣｝

－爮｛ｍａｘ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牣，ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝＞牤｝．

因为 爮｛ｍａｘ｛牀１，牀２，…，牀牕｝≤牣，ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝＞牤｝
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＝
爮｛｝＝０， 牣≤牤，

爮｛牤≤牀１≤牣，…，牤＜牀牕｛ ≤牣｝， 牣＞牤，

＝
０， 牣≤牤，

［爡（牣）－爡（牤）］牕｛ ， 牣＞牤，

所以 爡爺爼（牣，牤）＝
［爡（牣）］牕， 牣≤牤，

［爡（牣）］牕－［爡（牣）－爡（牤）］牕烅
烄
烆 ， 牣＞牤．

例 设随机变量（牀，牁）的分布律为

牁
牀 ０ １ ２ ３ ４ ５

０ ０ ０．０１ ０．０３ ０．０５ ０．０７ ０．０９

１ ０．０１ ０．０２ ０．０４ ０．０５ ０．０６ ０．０８

２ ０．０１ ０．０３ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０６

３ ０．０１ ０．０２ ０．０４ ０．０６ ０．０６ ０．０５

求：（１）爮｛牀＝２燏牁＝２｝，爮｛牁＝３燏牀＝０｝；
（２）爼＝ｍａｘ（牀，牁）的分布律；
（３）爺＝ｍｉｎ（牀，牁）的分布律；
（４）爾＝牀＋牁的分布律．
解 先分别求出牀和牁的边缘分布律，即

牀 ０ １ ２ ３ ４ ５

牘牑 ０．０３ ０．０８ ０．１６ ０．２１ ０．２４ ０．２８

牁 ０ １ ２ ３

牘牑 ０．２５ ０．２６ ０．２５ ０．２４

（１）爮｛牀＝２燏牁＝２｝＝爮｛牀＝２，牁＝２｝燉爮｛牁＝２｝＝２燉５，
爮｛牁＝３燏牀＝０｝＝爮｛牀＝０，牁＝３｝燉爮｛牀＝０｝＝１燉３．

（２）爮｛爼＝牑｝＝爮｛牀＝牑，牁＝牑｝＋爮｛牀＝牑，牁＜牑｝
＋爮｛牀＜牑，牁＝牑｝，

故
爼 ０ １ ２ ３ ４ ５

牘牑 ０ ０．０４ ０．１６ ０．２８ ０．２４ ０．２８
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（３）爮｛爺＝牑｝＝爮｛牀＝牑，牁＝牑｝＋爮｛牀＝牑，牁＞牑｝
＋爮｛牀＞牑，牁＝牑｝，

故
爺 ０ １ ２ ３

牘牑 ０．２８ ０．３０ ０．２５ ０．１７

（４）由 爮｛爾＝牀＋牁＝牑｝

＝
牑

牏＝０
｛牀＝牏，牁＝牑－牏｝

＝
牑

牏＝０
爮｛牀＝牏｝爮｛牁＝牑－牏｝，牑＝０，１，…，８，

爾 的分布律为

爾 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

牘牑 ０ ０．０２ ０．０６ ０．１３ ０．１９ ０．２４ ０．１９ ０．１２ ０．０５

下面介绍怎样用引入随机变量函数组的方法求两个随机变量

的函数的分布．
一般地，以所讨论的两个随机变量的函数作为函数组中的一

个函数，以所给两个随机变量中的一个作为函数组中的另一个函
数．实际上与微积分中二元函数的坐标变换是一致的，然后按前面
介绍的步骤去做，即可得到我们需要求的结果．
例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
３牨， ０＜牨＜１，０＜牪＜牨，
０， 其它｛ ，

求随机变量牂＝牀－牁的概率密度．
解一 用分布函数法．

爡牂（牫）＝ 
牨－牪≤牫

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝∫
１

０
ｄ牨∫

＋∞

牨－牫
牊（牨，牪）ｄ牪．

由参变量积分的求导公式知，当牫＜０时，牪＝牨－牣＞牨，则

牊牂（牫）＝［爡牂（牫）］′＝∫
１

０∫
＋∞

牨－牫［ ］牊（牨，牪）ｄ牪 ′
牫
ｄ牨＝∫

１

０
牊（牨，牫－牨）ｄ牨，
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其中牊（犜，牨－牫）＝０，所以牊牂（牫）＝０．
当０≤牫＜１时，若牫＜牨＜１，则牊（牨，牫－牨）＝３牨；若 ０＜牨≤牫

＜１，则牊（牨，牨－牣）＝０．所以

牊牂（牫）＝∫
牫

０
０·ｄ牨＋∫

１

牫
３牨ｄ牨＝３（１－牫２）燉２；

当牫≥１时，牊（牨，牨－牫）＝０， 牊牂（牫）＝０．

所以 牊牂（牫）＝
３（１－牫）２燉２， ０≤牫＜牨＜１，

０， 其它｛ ．
解二 引入随机变量函数组

爺＝牀－牁，｛爼＝牁，


牀＝爺＋爼，｛牁＝爼，

其雅可比行列式爥＝（牨，牪）
（牣，牤）＝

１ １
０ １

＝１，所以（爺，爼）的联合密度

为

牊爺爼（牣，牤）＝牊［牨（牣，牤），牪（牣，牤）］·燏爥燏＝牊［牨（牣，牤），牪（牣，牤）］．
当０＜牨＜１，０＜牪＜牨时，牣＋牤＜１，０＜牤＜牣＋牤，所以牊爺爼（牣，牤）

的非零区域为牣＞０，牤＞０，牣＋牤＜１．于是

牊爺爼（牣，牤）＝
３（牣＋牤）， 牣＞０，牤＞０，牣＋牤＜１，

０， 其它｛ ，

得 牊爼（牣）＝牊牀＋牁（牨＋牪）＝∫
＋∞

－∞
牊爺爼（牣，牤）ｄ牤

＝∫
１－牣

０
３（牣＋牤）ｄ牤＝３（１－牣２）燉２， ０＜牣＜１．

与解一结果相同．
例 设电流强度爤和电阻爲为相互独立的随时间服从下列

密度的随机变量：

牊爤（牏）＝
６牏（１－牏）， ０＜牏＜１，

０， 其它｛ ，
牊爲（牜）＝

２牜， ０＜牜＜１，
０， 其它｛ ，

求功率爾＝爤爲２的概率密度．
解一 用分布函数法．
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爡爾（牥）＝爮｛爤２爲≤牥｝＝ 
牏２牜≤牥

牊爤（牏）牊爲（牜）ｄ牏ｄ牜，

当牥≤０时，爡爾（牥）＝０，故 牊爾（牥）＝０；
当牥≥１时，爡爾（牥）＝１，故 牊爾（牥）＝０；
当０＜牥＜１时，

爡爾（牥）＝∫
１

０
ｄ牜∫

槡ｍｉｎ（１， 牥燉牜）

０
２牜×６牏（１－牏）ｄ牏

＝∫
牥

０
ｄ牜∫

１

０
１２牏牜（１－牏）ｄ牏＋∫

１

牥
ｄ牜∫

槡牥燉牜

０
１２牏牜（１－牏）ｄ牏．

由参变量积分的求导公式，得

牊爾（牥）＝［爡爾（牥）］′

＝１２牥∫
１

０
牏（１－牏）ｄ牏－∫

槡牥燉牜

０
１２牥牏（１－牏）ｄ牏

＋∫
１

牥
１２牜 牥槡槏牜 １－ 牥槡槕牜

１
２× １

槡牜牥
ｄ牜

＝６［１－牥 槡 槡－２ 牥（１－ 牥）］

槡＝６（１－ 牥）２．
解二 建立随机变量函数组

爾＝爤２爲，｛爺＝爲，


爲＝爺，

槡
烅
烄

烆爤＝ 爾燉爺，

其雅可比行列式爥＝（牜，牏）燉（牥，牣 槡）＝１燉（２ 牥牣）．
随机变量（爾，爺）的概率密度为

牊爾爺（牥，牣）＝牊爤 槡（ 牥燉牣）牊爲（牣）·燏爥燏

槡 槡＝６ 牥燉牣（１－ 牥燉牣）·２牣 槡燉（２ 牥牣）

槡＝６（１－ 牥燉牣），０＜牥＜牣＜１，

于是 牊爾（牥）＝∫
＋∞

－∞
牊爾爺（牥，牣）ｄ牣＝∫

１

牥
槡６（１－ 牥燉牣）ｄ牣

槡＝６（１－ 牥）２．
例 设随机变量牀，牁相互独立，且都服从爫（０，１），令牂＝牀
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＋牁，爾＝牀－牁，求（牂，爾）的概率密度函数．
解 引入随机变量函数组

牂＝牀＋牁，｛爾＝牀－牁，


牀＝（牂＋爾）燉２，｛牁＝（牂－爾）燉２．
其 雅可比行列式 爥＝（牨，牪）燉（牫，牥）＝－１燉２，燏爥燏＝１燉２，所以

（牂，爾）的概率密度为

牊牂爾（牫，牥）＝ １
２πｅ

－［（牫＋牥）２燉４＋（牫－牥）２燉４］× １
２＝ １

４πｅ
－（牫２＋牥２）燉２．

例 设随机变量（牀，牁，牂）的概率密度为

牊（牨，牪，牫）＝
ｅ－（牨＋牪＋牫）， 牨＞０，牪＞０，牫＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求爺＝（牀＋牁＋牂）燉３的概率密度函数．
解 引入随机变量函数组

爺＝（牀＋牁＋牂）燉３，
爼＝牁，烅

烄

烆爾＝牂，


牀＝３爺－爼－爾，
牁＝爼，烅

烄

烆牂＝爾，
其雅可比行列式爥＝（牨，牪，牫）燉（牣，牤，牥）＝３．所以，（爺，爼，爾）的
概率密度为

牊（牣，牤，牥）＝
３ｅ－３牣， ３牣－牤－牥＞０，牤＞０，牥＞０，
０， 其它

烅
烄

烆 ．
又由牥＞０，３牣－牤－牥＞０得，０＜牥＜３牣－牤，故

牊爺爼（牣，牤）＝∫
３牣－牤

０
３ｅ－３牣ｄ牥， ３牣－牤＞０，牤＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

牊爺（牣）＝∫
３牣

０
ｄ牤∫

３牣－牤

０
３ｅ－３牣ｄ牥＝２７

２牣２ｅ－３牣， 牣＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
例 设随机变量牀和牁相互独立且同分布，密度函数

牊爴（牠）＝
ｅ－牠， 牠＞０，

烅
烄

烆０， 牠≤０，
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证明：随机变量爺＝牀＋牁与随机变量爼＝牀燉牁相互独立．
解 引入随机变量函数组

爺＝牀＋牁，｛爼＝牀燉牁，


牀＝爺爼燉（爼＋１），｛牁＝爺燉（爼＋１），
牣＞０，牤＞０，

其雅可比行列式爥＝（牨，牪）燉（牣，牤）＝－牣燉（牤＋１）２．所以，（爺，爼）
的联合概率密度为

牊爺爼（牣，牤）＝ｅ
－（牣牤＋牣）燉（牤＋１）·牣燉（牤＋１）２，牣＞０，牤＞０．

即 牊爺爼（牣，牤）＝
牣ｅ－牣

（牤＋１）２， 牣＞０，牤＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

牊爺（牣）＝∫
＋∞

０

牣ｅ－牣

（牤＋１）２ｄ牤＝牣ｅ－牣， 牣＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

牊爼（牤）＝∫
＋∞

０

牣ｅ－牣

（牤＋１）２ｄ牣＝
１

（牤＋１）２， 牤＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
显然，牊爺爼（牣，牤）＝牊爺（牣）牊爼（牤），所以牀＋牁与牀燉牁相互独立．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．理解二维随机变量的概念；理解二维随机变量的联合分布
的概念、性质及两种基本形式：（１）离散型联合概率分布、边缘分布
和条件分布，（２）连续型联合概率密度、边缘密度和条件密度；会利
用二维概率分布求有关事件的概率．

．理解随机变量的独立性及不相关的概念，掌握离散型和连
续型随机变量独立的条件．

．掌握二维均匀分布，了解二维正态分布的概率密度，理解
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其中参数的概率意义．
．会求两个独立随机变量的简单函数的分布．
二、本章重点内容
二维随机变量及其概率分布（包括联合分布、边缘分布和条件

分布），相关事件的概率计算，两个独立随机变量的函数的分布及
其概率的计算，综合题．

（一）二维随机变量及其分布

．设二维随机变量（牀，牁）的概率分布为

牁
牀 ０ １

０ ０．４ 牃
１ 牄 ０．１

若随机事件｛牀＝０｝与｛牀＋牁＝１｝相互独立，则（ ）．
（Ａ）牃＝０．２，牄＝０．３； （Ｂ）牃＝０．１，牄＝０．４；
（Ｃ）牃＝０．３，牄＝０．２； （Ｄ）牃＝０．４，牄＝０．１．

（２００５年一、三、四）
解 选（Ｄ）．设牀与牁相互独立，则

爮｛牀＝０｝爮｛牁＝１｝＝牃牃＝０．４或０．１，
爮｛牀＝１｝爮｛牁＝０｝＝牄牄＝０．１或０．４，

当牃＝０．４，牄＝０．１时，

爮｛牀＋牁＝１｝爮｛牀＝０｝＝０．５×０．８＝爮｛牀＝０，牀＋牁＝１｝，
故｛牀＝０｝与｛牀＋牁＝１｝相互独立；当牃＝０．１，牄＝０．４时，

爮｛牀＋牁＝１｝爮｛牀＝０｝＝０．５×０．５≠爮｛牀＝０，牀＋牁＝１｝，
即｛牀＝０｝与｛牀＋牁＝１｝不相互独立．

．设二维随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
６牨， ０≤牨≤牪≤１，
０， 其它｛ ，

则爮｛牀＋牁≤１｝＝ ．
（２００３年一）
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图３．１６

解 由 牨＋牪≤１与 牨≤牪知 爟如图

３．１６所示，故

爮｛牀＋牁≤１｝＝
爟

６牨ｄ牨ｄ牪

＝∫
１燉２

０
６牨ｄ牨∫

１－牨

牨
ｄ牪

＝∫
１燉２

０
６牨（１－２牨）ｄ牨

＝（３牨２－４牨３）
１燉２

０
＝ １

４．

．设随机变量

牀牏～
－１ ０ １槏 槕１燉４ １燉２ １燉４

， 牏＝１，２，

且满足爮｛牀１牀２＝０｝＝１，则爮｛牀１＝牀２｝＝（ ）．
（Ａ）０； （Ｂ）１燉４； （Ｃ）１燉２； （Ｄ）１． （１９９９年三）
解 选（Ａ）．由爮｛牀１牀２＝０｝＝１知

爮｛－１，－１｝＝爮｛－１，１｝＝爮｛１，－１｝＝爮｛１，１｝＝０，
从而知

爮｛０，－１｝＝爮｛０，１｝＝爮｛－１，０｝＝爮｛１，０｝＝１燉４．
于是 爮｛０，０｝＝爮｛牀＝０｝－爮｛０，－１｝－爮｛０，１｝

＝１燉２－１燉４－１燉４＝０．
故爮｛牀１＝牀２｝＝０，牀１，牀２的分布律为

牀２

牀１ －１ ０ １ 牘·牐

－１ ０ １燉４ ０ １燉４
０ １燉４ ０ １燉４ １燉２
１ ０ １燉４ ０ １燉４
牘牏· １燉４ １燉２ １燉４ １

．设两个随机变量牀与牁相互独立且同分布，
爮｛牀＝－１｝＝爮｛牁＝－１｝＝１燉２， 爮｛牀＝１｝＝爮｛牁＝１｝＝１燉２，
则下列各式中成立的是（ ）．
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（Ａ）爮｛牀＝牁｝＝１燉２； （Ｂ）爮｛牀＝牁｝＝１；
（Ｃ）爮｛牀＋牁＝０｝＝１燉４； （Ｄ）爮｛牀牁＝１｝＝１燉４．

（１９９７年三）
解 选（Ａ）．因牀，牁相互独立，由边缘分布可求得联合分布律为

牁
牀 －１ １ 牘·牐

－１ １燉４ １燉４ １燉２
１ １燉４ １燉４ １燉２
牘牏· １燉２ １燉２ １

故 爮｛牀＝牁｝＝１燉２．

图３．１７

．设平面区域爟由曲线牪＝１燉牨及
直线牪＝０，牨＝１，牨＝ｅ２所围成．二维随
机变量（牀，牁）在爟上服从均匀分布，则

（牀，牁）关于牀的边缘概率密度在牨＝２
处的值为 ． （１９９８年一）
解 先求区域爟的面积爳爟（见图

３．１７），即

爳爟 ＝∫
ｅ２

１
ｄ牨∫

１燉牨

０
ｄ牪＝∫

ｅ２

１

１
牨ｄ牨＝ ｌｎ牨

ｅ２

１
＝ ２，

故 牊（牨，牪）＝
１燉２， （牨，牪）∈爟，｛０， （牨，牪）爟．

牊牀（牨）＝∫
１燉牨

０

１
２ｄ牨＝ １

２牨，１≤牨≤ｅ２．

于是 牊牀（２）＝１燉４．
．设随机变量牀和牁相互独立，二维随机变量（牀，牁）的联合分

布律及关于牀，牁的边缘分布律的部分数值如下：

牀
牁 牪１ 牪２ 牪３ 牘牏·

牨１ １燉８
牨２ １燉８
牘·牐 １燉６ １
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试将其余数值填入表中空白处． （１９９９年一）
解 由 牘·１＝１燉６，牘２１＝１燉８

知 牘１１＝１燉２４．
又由 牘１１＝牘１·牘·１＝牘１·×１燉６＝１燉２４
知 牘１·＝１燉４， 牘２·＝１－１燉４＝３燉４，

牘１３＝１燉４－１燉２４－１燉８＝１燉１２．
又由 牘１２＝牘１·牘·２＝１燉４×牘·２＝１燉８
知 牘·２＝１燉２，
故 牘２２＝１燉２－１燉８＝３燉８， 牘·３＝１－１燉６－１燉２＝１燉３，

牘２３＝３燉４×１燉３＝１燉４．
因此

牀
牁 牪１ 牪２ 牪３ 牘牏·

牨１ １燉２４ １燉１２ １燉４

牨２ ３燉８ １燉４ ３燉４

牘·牐 １燉２ １燉３

．已知随机变量牀１和牀２的概率分布

牀１～
－１ ０ １槏 槕１燉４ １燉２ １燉４

， 牀２～
０ １槏 槕１燉２ １燉２

，

而且爮｛牀１，牀２＝０｝＝１．
（１）求牀１和牀２的联合分布；
（２）问：牀１和牀２是否相互独立？为什么？ （１９９９年四）
解 （１）由爮｛牀１，牀２＝０｝＝１，可知

爮｛牀１＝－１，牀２＝１｝＝爮｛牀１＝１，牀２＝１｝＝０，
从而 爮｛－１，０｝＝爮｛牀１＝－１｝＝１燉４，

爮｛０，１｝＝爮｛牀２＝１｝＝１燉２，

爮｛１，０｝＝爮｛牀１＝１｝＝１燉４，

爮｛０，０｝＝１－１燉４－１燉２－１燉４＝０．
于是牀１和牀２的联合分布律为
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牀２
牀１ －１ ０ １ 牘·牐

０ １燉４ ０ １燉４ １燉２
１ ０ １燉２ ０ １燉２
牘牏· １燉４ １燉２ １燉４ １

（２）根据联合分布和边缘分布验证牘牏牐＝牘牏·牘·牐．取牘００＝０，但

牘０·牘·０＝１燉２×１燉２≠０，故牀１与牀２不相互独立．
．已知随机变量牀和牁的联合概率密度为

犺（牨，牪）＝
４牨牪， ０≤牨≤１，０≤牪≤１，
０， 其它｛ ，

求牀和牁的联合分布函数爡（牨，牪）． （１９９５年四）
解 （１）对于牨＜０或牪＜０，有

爡（牨，牪）＝爮｛牀≤牨，牁≤牪｝＝０．
（２）对于０≤牨≤１，０≤牪≤１，有

爡（牨，牪）＝４∫
牨

０∫
牪

０
牣牤ｄ牣ｄ牤＝牨２牪２．

（３）对于牨＞１，牪＞１，有爡（牨，牪）＝１．
（４）对于牨＞１，０≤牪≤１，有

爡（牨，牪）＝爮｛牀≤１，牁≤牪｝＝牪２．
（５）对于牪＞１，０≤牨≤１，有

爡（牨，牪）＝爮｛牀≤牨，牁≤１｝＝牨２．
故牀和牁的联合分布函数

爡（牨，牪）＝

０， 牨＜０或牪＜０，
牨２牪２， ０≤牨≤１，０≤牪≤１，
牨２， ０≤牨≤１，１＜牪，
牪２， １＜牨，０≤牪≤１，

烅

烄

烆 １， １＜牨，１＜牪．
．已知随机变量牀和牁的联合概率密度为

牊（牨，牪）＝
ｅ－（牨＋牪）， ０＜牨＜＋∞，０＜牪＜＋∞，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
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试求爮｛牀＜牁｝． （１９８９年四）
解 因为牨＞０，牪＞０，所以

爮｛牀＜牁｝＝
牨＜牪

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝∫
＋∞

０ ∫
牪

０
ｅ－（牨＋牪）［ ］ｄ牨 ｄ牪

＝∫
＋∞

０
ｅ
－牪
ｄ牪∫

牪

０
ｅ－牨ｄ牨＝∫

＋∞

０
（ｅ－牪－ｅ－２牪）ｄ牪

＝ －ｅ－牪＋ １
２ｅ槏 槕－２牪

∞

０
＝ １

２．

．甲、乙两人独立地进行两次射击，假设甲的命中率为０．２，乙
的命中率为０．５，以牀和牁分别表示甲和乙的命中次数，试求牀和牁
的联合分布律． （１９９０年五）
解 以爛牏（牏＝１，２）记甲第牏次射击命中，爜牏记乙第牏次射击命

中，射击相互独立，则爮（爛牏）＝０．２，爮（爜牏）＝０．５．设

牀牏＝
１， 爛牏发生，
０， 爛牏不发生

烅
烄

烆 ，
牁牏＝

１， 爜牏发生，
０， 爜牏不发生

烅
烄

烆 ，
于是 爮｛牀＝０｝＝爮（爛１，爛２）＝０．８２＝０．６４，

爮｛牀＝１｝＝爮（爛１，爛２）＋爮（爛１爛２）＝２×０．２×０．８＝０．３２，

爮｛牀＝２｝＝爮｛爛１爛２｝＝０．２２＝０．０４，

爮｛牁＝０｝＝爮（爜１爜２）＝０．２５，

爮｛牁＝１｝＝２×０．５２＝０．５，
爮｛牁＝２｝＝爮（爜１爜２）＝０．２５．

由牀，牁的独立性可依牘牏牐＝牘牏·牘·牐写出（牀，牁）的联合分布律如下：

牁
牀 ０ １ ２ 牘牏·

０ ０．１６ ０．０８ ０．０１ ０．２５
１ ０．３２ ０．１６ ０．０２ ０．５
２ ０．１６ ０．０８ ０．０１ ０．２５

牘·牐 ０．６４ ０．３２ ０．０４ １

．设某班车起点站上客人数牀服从参数为犧（犧＞０）的泊松分
布，每位乘客在中途下车的概率为牘（０＜牘＜１），且中途下车与否相
互独立，以牁表示在中途下车的人数，求：
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（１）在发车时有牕个乘客的条件下，中途有牔人下车的概率；
（２）二维随机变量（牀，牁）的概率分布． （２００１年一）
解 （１）爮｛牁＝牔燏牀＝牕｝＝爞牔

牕牘牔（１－牘）牕－牔，
０≤牔≤牕， 牕＝０，１，２，…，

（２）爮｛牀＝牕，牁＝牔｝
＝爮｛牁＝牔燏牀＝牕｝爮｛牀＝牕｝

＝爞牔
牕牘牔（１－牘）牕－牔·ｅ－犧

牕！犧
牕， ０≤牔≤牕， 牕＝０，１，２．

．设随机变量牀在区间（０，１）上服从均匀分布，在牀＝牨（０＜
牨＜１）的条件下，随机变量牁在区间（０，牨）上服从均匀分布，求：

（１）随机变量牀和牁的联合概率密度；
（２）牁的概率密度；
（３）概率爮｛牀＋牁＞１｝． （２００４年四）
解 （１）牀的概率密度为

牊牀（牨）＝
１， ０＜牨＜１，
０， 其它｛ ，

在牀＝牨（０＜牨＜１）的条件下，牁的条件概率密度为

牊牁燏牀（牪燏牨）＝
１燉牨， ０＜牪＜牨，
０， 其它｛ ．

故当０＜牪＜牨＜１时，由牊（牨，牪）＝牊牀（牨）牊牁燏牀（牪燏牨）得出牀与牁的联
合概率密度如下：

牊（牨，牪）＝
１燉牨， ０＜牪＜牨＜１，
０， 其它｛ ．

（２）由牊牁（牪）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨知，当０＜牪＜１时，

牊牁（牪）＝∫
１

牪

１
牨ｄ牨＝－ｌｎ牪，

当牪≤０或牪≥１时，牊牁（牪）＝０．即

牊牁（牪）＝
－ｌｎ牪， ０＜牪＜１，
０， 其它｛ ．
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（３）爮｛牀＋牁＞１｝＝ 
牨＋牪＞１

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝∫
１

１燉２
ｄ牨∫

牨

１－牨

１
牨ｄ牪＝∫

１

１燉２
２－ １槏 槕牨 ｄ牨

＝１－ｌｎ２．
（二）两个随机变量的函数的分布

．设两个相互独立的随机变量 牀和 牁分别服从正态分布

爫（０，１）和爫（１，１），则（ ）．
（Ａ）爮｛牀＋牁≤０｝＝１燉２； （Ｂ）爮｛牀＋牁≤１｝＝１燉２；
（Ｃ）爮｛牀－牁≤０｝＝１燉２； （Ｄ）爮｛牀－牁≤１｝＝１燉２．

（１９９９年一）
解 选（Ｂ）．因为牀～爫（０，１），牁～爫（１，１），所以

牀＋牁～爫（１，２）， （牀＋牁 槡－１）燉 ２～爫（０，１）．
由正态分布的对称性知

爮｛（牀＋牁 槡－１）燉 ２≤０｝＝１燉２，
即爮｛牀＋牁－１≤０｝＝１燉２，于是爮｛牀＋牁≤１｝＝１燉２．

．设牀和牁为两个随机变量，且

爮｛牀≥０，牁≥０｝＝３燉７， 爮｛牀≥０｝＝爮｛牁≥０｝＝４燉７，
则爮｛ｍａｘ（牀，牁）≥０｝＝ ． （１９９５年一）
解 爮｛ｍａｘ（牀，牁）≥０｝＝爮｛牀≥０｝＋爮｛牁≥０｝

－爮｛牀≥０，牁≥０｝
＝４燉７＋４燉７－３燉７＝５燉７．

．设随机变量牀与牁相互独立，牀的概率分布为

牀～
１ ２槏 槕０．３ ０．７

牁的概率密度为牊（牪），求随机变量爺＝牀＋牁的概率密度牋（牣）．
（２００３年三）

解 设牁的分布函数为爡（牪），则由全概率公式知，爺＝牀＋牁的
分布函数为
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爢（牣）＝爮｛牨＋牁≤牣｝
＝０．３爮｛牀＋牁≤牣燏牀＝１｝＋０．７｛牀＋牁≤牣燏牀＝２｝
＝０．３爮｛牁≤牣－１燏牀＝１｝＋０．７｛牁≤牣－２燏牀＝２｝．

因为牀和牁相互独立，故

爢（牣）＝０．３爮｛牁≤牣－１｝＋０．７爮｛牁≤牣－２｝
＝０．３爡（牣－１）＋０．７爡（牣－２），

从而，爺的概率密度为

牋（牣）＝爢′（牣）＝０．３牊（牣－１）＋０．７牊（牣－２）．
．设二维随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
１， ０＜牨＜１，０＜牪＜２牨，
０， 其它｛ ，

求：（１）（牀，牁）的边缘概率密度牊牀（牨），牊牁（牪）；
（２）牂＝２牀－牁的概率密度牊牂（牫）；
（３）爮｛牁＜１燉２燏牀≤１燉２｝．（数学一不考．）

（２００５年一、三、四）
解 （１）当０＜牨＜１时，

牊牀（牨）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牪＝∫

２牨

０
ｄ牪＝２牨；

当牨≤０或牨≥１时，牊牀（牨）＝０．故有

牊牀（牨）＝
２牨， ０＜牨＜１，
０， 其它｛ ．

当０＜牪＜２时，

牊牁（牪）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨＝∫

１

牪燉２
ｄ牨＝１－牪燉２；

当牪≤０或牪≥２时，牊牁（牪）＝０．故有

牊牁（牪）＝
１－牪燉２， ０＜牪＜２，

０， 其它｛ ．

（２）当牫≤０时， 爡牂（牫）＝０；
当牫≥２时， 爡牂（牫）＝１；
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当０＜牫＜２时，

爡牂（牫）＝爮｛２牨－牁≤牫｝＝ 
２牨－牪≤牫

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝牫－牫２

４．

故 牊牂（牫）＝爡′牂（牫）＝
１－牫燉２， ０＜牫＜２，

０， 其它｛ ．

（３）爮｛牁≤１燉２燏牀≤１燉２｝＝爮｛牀≤１燉２，牁≤１燉２｝
爮｛牀≤１燉２｝ ＝３燉１６

１燉４＝ ３
４．

．设二维随机变量（牀，牁）在矩形域爢＝｛牨，牪燏０≤牨≤２，０≤牪
≤ １｝上服从均匀分布，试求边长为牀和牁的矩形面积爳的概率密度

牊（牞）． （１９９９年四）
解 爢的面积为２，（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
１燉２， 牨，牪∈爢，
０， 其它｛ ．

图３．１８

以爡（牞）＝爮｛爳≤牞｝表示爳的分布函数，则
当牞≤０时，爡（牞）＝０；当牞≥２时，爡（牞）＝
１．现考虑０＜牞＜２的情形，由图３．１８知

爡（牞）＝爮｛爳≤牞｝＝爮｛牀牁≤牞｝

＝１－爮｛牀牁＞牞｝＝１－
牨牪＞牞

１
２ｄ牨ｄ牪

＝１－ １
２∫

２

牞
ｄ牨∫

１

牞燉牨
ｄ牪

＝牞（１＋ｌｎ２－ｌｎ牞）燉２．

于是 牋（牞）＝爡′（牞）＝
（ｌｎ２－ｌｎ牞）燉２， 当０＜牞＜２，

０， 其它｛ ．
．假设随机变量牀１，牀２，牀３，牀４相互独立且同分布，爮｛牀牏＝０｝

＝０．６，爮｛牀牏＝１｝＝０．４，牏＝１，２，３，４，求行列式

牀＝
牀１ 牀２

牀３ 牀４

的概率分布． （１９９４年四）
解 设牁１＝牀１牀４，牁２＝牀２牀３，则牀＝牁１－牁２，随机变量牁１，牁２相
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互独立且同分布，有

爮｛牁１＝１｝＝爮｛牁２＝１｝＝爮｛牀２＝１，牀３＝１｝＝０．１６，

爮｛牁１＝０｝＝爮｛牁２＝０｝＝１－０．１６＝０．８４．
随机变量牀＝牁１－牁２有三个可能值－１，０，１，易见

爮｛牀＝－１｝＝爮｛牁１＝０，牁２＝１｝＝０．８４×０．１６＝０．１３４４，
爮｛牀＝１｝＝爮｛牁１＝１，牁２＝０｝＝０．１６×０．８４＝０．１３４４，

爮｛牀＝０｝＝１－爮｛牀＝－１｝－爮｛牀＝１｝＝０．７３１２．
于是行列式的概率分布为

牀＝
牀１ 牀２

牀３ 牀４
～

－１ ０ １槏 槕０．１３４４ ０．７３１２ ０．１３４４
．

．设随机变量牀与牁相互独立，牀服从正态分布爫（犨，犲２），牁服
从［－π，π］上的均匀分布，试求牂＝牀＋牁的概率密度函数（计算结果
用标准正态分布函数犎来表示），其中

犎（牨）＝∫
牨

－∞

１
槡２π

ｅ－牠２燉２ｄ牠． （１９９２年一）

解 因为牊牀（牨）＝ １
槡２π犲

ｅ
－（牨－犨）２燉（２犲２），－∞＜牨＜＋∞；

牊牁（牪）＝
１
２π， －π＜牪＜π，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
牀，牁相互独立，由卷积公式，有

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牫－牪）牊牁（牪）ｄ牪＝∫

π

－π

１
槡２π犲

ｅ
－（牫－牪－犨）２燉（２犲２）· １

２πｄ牪

＝ １
２π·

１
槡２π犲∫

π

－π
ｅ
－（牫－牪－犨）２燉（２犲２）

ｄ牪（令牠＝牫－牪－犨）

＝ －１
（２π）３燉２∫

（牫－π－犨）燉犲

（牫＋π－犨）燉犲
ｅ－牠２燉２ｄ牠

＝ １
２π∫

（牫＋π－犨）燉犲

－∞

１
槡２π

ｅ－牠２燉２ｄ牠－ １
２π∫

（牫－π－犨）犲

－∞

１
槡２π

ｅ－牠２燉２ｄ牠

＝ １
２π犎 牫＋π－犨槏 槕犲 －犎 牫－π－犨槏 槕［ ］犲 ．
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．设二维随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
２ｅ－（牨＋２牪）， 牨＞０，牪＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求随机变量牂＝牀＋２牁的分布函数． （１９９１年一）

解 爡牂（牫）＝爮｛牂≥牫｝＝爮｛牀＋２牁≤牫｝＝ 
牨＋２牪≤牫

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪．

当牫＞０时，

爡牂（牫）＝∫
牫

０
ｄ牨∫

（牫－牨）燉２

０
２ｅ

－（牨＋２牪）
ｄ牪＝∫

牫

０
ｅ－牨ｄ牨∫

（牫－牨）燉２

０
２ｅ－２牪ｄ牪

＝∫
牫

０
（ｅ－牨－ｅ－牫）ｄ牨＝１－ｅ－牫－牫ｅ－牫；

当牫≤０时， 爡牂（牫）＝０．

故 爡牂（牫）＝
１－ｅ－牫－牫ｅ－牫， 牫＞０，

烅
烄

烆０， 牫≤０．
．一电子仪器由两部件构成，以牀和牁分别表示部件的寿命（单

位：ｋｈ），已知牀和牁的联合分布函数为

爡（牨，牪）＝
１－ｅ－０．５牨－ｅ－０．５牪＋ｅ－０．５（牨＋牪）， 牨≥０，牪≥０，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
（１）问牀和牁是否相互独立；
（２）求两个部件的寿命都超过１００ｈ的概率犜． （１９９０年四）

解 爡牀（牨）＝ ｌｉｍ
牪→＋∞

爡（牨，牪）＝
１－ｅ－０．５牨， 牨≥０，

烅
烄

烆 ０， 牨＜０，

爡牁（牪）＝ ｌｉｍ
牨→＋∞

爡（牨，牪）＝
１－ｅ－０．５牪， 牪≥０，

烅
烄

烆 ０， 牪＜０．
因为爡（牨，牪）＝爡牀（牨）爡牁（牪），所以牀和牁相互独立．

犜＝爮｛牀＞０．１｝爮｛牁＞０．１｝
＝［１－爮｛牀＜０．１｝］［１－爮｛牁＜０．１｝］
＝ｅ

－０．０５·ｅ
－０．０５＝ｅ－０．１．

．设随机变量牀，牁相互独立，其概率密度为
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图３．１９

牊牀（牨）＝
１， ０≤牨≤１，
０， 其它｛ ，

牊牁（牪）＝
ｅ－牪， 牪＞０，

烅
烄

烆０， 牪≥０，
求牂＝２牀＋牁的概率密度函数． （１９８７年一）
解 如图３．１９所示，因为牀，牁相互独立，

所以有卷积公式

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牫－２牨）ｄ牨，

０≤牨≤１，牫－２牨＞０．
当牫≤０时， 牊牂（牫）＝０；
当０＜牫≤２时，

牊牂（牫）＝∫
牫燉２

０
ｅ
－（牫－２牨）

ｄ牨＝ｅ－牨∫
牫燉２

０
ｅ２牨ｄ牨

＝ １
２ｅ－牫（ｅ牫－１）＝ １

２（１－ｅ－牫）；

当牫＞２时，

牊牂（牫）＝∫
１

０
ｅ
－（牫－２牨）

ｄ牨＝ｅ－牫∫
１

０
ｅ２牨ｄ牨＝ １

２ｅ－牫（ｅ２－１）．

故 牊牂（牫）＝

０， 牫≤０，

（１－ｅ－牫）燉２， ０＜牫≤２，

ｅ－牫（ｅ２

烅

烄

烆 －１）燉２， 牫＞２．
．某仪器装有三只独立工作的同型号电子元件，其寿命（单位：

ｈ）都服从同一指数分布，分布密度为

牊（牨）＝
１

６００ｅ
－牨燉６００， 牨＞０，

烅
烄

烆 ０， 牨≤０．
求在仪器使用的最初２００ｈ内至少有一只电子元件损坏的概率．

（１９８９年四、五）
解 设损坏只数是随机变量牁，牁～爜（３，牘），爛牏为最初２００ｈ内

第牏只元件损坏事件，牀牏为第牏只元件的使用寿命，牀牏相互独立且同

·９７１·



分布，故

爮（爛牏）＝爮｛牀牏≤２００｝＝∫
２００

１

１
６００ｅ

－牨燉６００
ｄ牨

＝－ｅ
－牨燉６００ ２００

１
＝１－ｅ

－１燉３ （牏＝１，２，３），

爮｛牁≥１｝＝１－（１－牘）３＝１－（ｅ
－１燉３）３＝１－１燉ｅ．

．设随机变量牀与牁相互独立，且牀服从均值为１，标准差为

槡２的正态分布，而牁服从标准正态分布，试求随机变量牂＝２牀－牁
＋３的概率密度函数． （１９８９年一）
解 牀～爫（１，２），牁～爫（０，１），则由正态分布的参数可加性２牀

＋牁～爫（２，９），故牂～爫（５，９），于是

牊（牫）＝ １
槡３ ２π

ｅ
－（牨－５）２燉１８，－∞＜牫＜＋∞．

．设相互独立的两个随机变量牀，牁具有同一分布律，且牀的
分布律为

牀 ０ １

牘牑 １燉２ １燉２

则随机变量牂＝ｍａｘ｛牀，牁｝的分布律为 ． （１９９４年一）
解 因为牂只有两个值０，１，所以

爮｛牂＝０｝＝爮｛牀＝０，牁＝０｝＝１燉２×１燉２＝１燉４，
爮｛牂＝１｝＝爮｛牀＝１，牁＝０｝＋爮｛牀＝１，牁＝１｝

＝爮｛牀＝０，牁＝１｝
＝１燉２×１燉２＋１燉２×１燉２＋１燉２×１燉２＝３燉４．

所以，随机变量牂的分布律为

牂 ０ １

牘牑 １燉４ ３燉４

．设随机变量牀的概率密度为牊（牨）＝ｅ
－牨燉２，－∞＜牨＜＋∞，

问：随机变量牀与燏牀燏是否相互独立？为什么？ （１９９３年一）
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解 燏牀燏与牀不相互独立．
因为事件｛牀＜牃｝事件｛燏牀燏＜牃｝，所以

爮｛牀＜牃，燏牀燏＜牃｝＝爮｛｛牀＜牃｝∩｛燏牀燏＜牃｝｝
＝爮｛燏牀燏＜牃｝，

又 爮｛牀＜牃｝＜１， 爮｛燏牀燏＜牃｝＞０，
因而 爮｛牀＜牃｝爮｛燏牀燏＜牃｝＜爮｛燏牀燏＜牃｝，
即 爮｛牀＜牃，燏牀燏＜牃｝≠爮｛牀＜牃｝爮｛燏牀燏＜牃｝．
所以，燏牀燏与牀不相互独立．

图３．２０

．设随机变量牀和牁的联合分布
是正方形爢＝｛（牨，牪）：１≤牨≤３，１≤牪≤
３｝上的均匀分布，试求随机变量 爺＝
燏牀－牁燏的概率密度牘（牣）．（２００１年三）
解 如图３．２０所示，由条件知牀和

牁的联合密度为

牊（牨，牪）＝
１燉４， １≤牨≤３，１≤牪≤３，
０， 其它｛ ．

以爡（牣）＝爮｛爺≤牣｝（－∞＜牣＜＋∞）
表示随机变量爺的分布函数，显然，当牣≤０时，爡（牣）＝０；当牣≥２时，
爡（牣）＝１．
设０＜牣＜２，则

爡（牣）＝ 
燏牨－牪燏≤牣

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝ 
燏牨－牪燏≤牣

１
４ｄ牨ｄ牪

＝ １
４×［４－（２－牣）２］＝１－（２－牣）２

４ ，

于是，随机变量爺的密度为

牘（牣）＝
（２－牣）燉２， ０＜牣＜２，

０， 其它｛ ．
．假设一台设备开机后无故障工作的时间牀服从指数分布，平

均无故障工作时间爠（牀）为５ｈ．设备定时开机，出现故障时自动关机，
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而在无故障情况下工作２ｈ便关机．试求该设备每次开机无故障工作
的时间牁的分布函数爡（牪）． （２００２年三、四）
解 设牀的分布参数为犧．由于爠（牀）＝１燉犧＝５，可知犧＝１燉５．显

然牁＝ｍｉｎ｛牀，２｝．
对于牪＜０， 爡（牪）＝０；
对于牪≥２， 爡（牪）＝１；
对于０≤牪＜２，

爡（牪）＝爮｛牁≤牪｝＝爮｛ｍｉｎ｛牀，２｝≤牪｝
＝爮｛牀≤牪｝＝１－ｅ－牪燉５．

于是，牁的分布函数为

爡（牪）＝
０， 牪＜０，

１－ｅ－牪燉５， ０≤牪＜２，烅
烄

烆 １， 牪≥２．
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第四章 随机变量的数字特征

第一节 随机变量的数学期望与方差

主 要 内 容

一、数学期望

．离散型随机变量的数学期望
设离散型随机变量牀的分布律为爮｛牀＝牨牑｝＝牘牑 （牑＝０，１，２，

…），若级数
∞

牑＝１
牨牑牘牑绝对收敛，则称此级数的和为随机变量牀的数学

期望或均值，记为爠（牀），即爠（牀）＝
∞

牑＝１
牨牑牘牑．

．连续型随机变量的数学期望

设连续型随机变量牀的概率密度为牊（牨），若积分∫
＋∞

－∞
牨牊（牨）ｄ牨

绝对收敛，则称此积分的值为随机变量牀的数学期望，记为爠（牀）＝

∫
＋∞

－∞
牨牊（牨）ｄ牨．

．随机变量函数的数学期望
设牁＝牋（牀）是随机变量牀的函数，有：
（１）若牀是离散型的随机变量，分布律为爮｛牀＝牨牑｝＝牘牑 （牑＝

１，２，…），若
∞

牑＝１
牋（牨牑）牘牑绝对收敛，则

爠（牁）＝爠［牋（牀）］＝
∞

牑＝１
牋（牨牑）牘牑．
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（２）若 牀是连续型的随机变量，概率密度为 牊（牨），若积分

∫
＋∞

－∞
牋（牨）牊（牨）ｄ牨绝对收敛，则

爠（牁）＝爠［牋（牀）］＝∫
＋∞

－∞
牋（牨）牊（牨）ｄ牨 （牋（牨）连续）．

若牂＝牋（牀，牁）是随机变量牀和牁的函数，则有以下（３）、（４）．
（３）若（牀，牁）是离散型随机变量，其分布律为

爮｛牀＝牨牏，牁＝牪牐｝＝牘牏牐 （牏，牐＝１，２，…），

则 爠（牂）＝爠［牋（牀，牁）］＝
∞

牏＝１

∞

牐＝１
牋（牨牏，牪牐）牘牏牐．

（４）若（牀，牁）是连续型随机变量，其密度函数为牊（牨，牪），则

爠（牂）＝爠［牋（牀，牁）］

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牋（牨，牪）牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪 （牋（牨，牪）连续）．

（３）和（４）中的级数与积分必须绝对收敛．
．数学期望的性质

（１）爠（爞）＝爞（爞为常数）．
（２）爠（爞牀）＝爞爠（牀）（爞为常数）．
（３）对两个随机变量牀和牁，有

爠（牀＋牁）＝爠（牀）＋爠（牁）；
推广到多个随机变量和的情形，有

爠（牀１＋牀２＋…＋牀牕）＝爠（牀１）＋爠（牀２）＋…＋爠（牀牕）．
（４）对两个相互独立的随机变量，有

爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁）；
推广到有限个相互独立的随机变量情形，有

爠（牀１牀２…牀牕）＝爠（牀１）爠（牀２）…爠（牀牕）．
二、方差

．方差的定义
设 牀 为 随 机 变 量，若 爠｛［牀－ 爠（牀）］２｝存 在，则 称

爠｛［牀－爠（牀）］２｝为牀的方差，记为

·４８１·



爟（牀）＝ｖａｒ（牀）＝爠｛［牀－爠（牀）］２｝．

将槡爟（牀）＝犲（牀）称为随机变量牀的均方差（标准差）．
．方差的计算

（１）若牀为离散型随机变量，则

爟（牀）＝
∞

牑＝１
［牨牑－爠（牀）］２牘牑．

（２）若牀是连续型随机变量，则

爟（牀）＝∫
＋∞

－∞
［牨－爠（牀）］２牊（牨）ｄ牨．

（３）方差爟（牀）的简捷计算公式为爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２．
．方差的基本性质

（１）若爞为常数，则爟（爞）＝０；
（２）若爞为常数，则爟（爞牀）＝爞２爟（牀）；
（３）若牀与牁相互独立，则爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）（同时，

爟（牀－牁）＝爟（牀）－爟（牁））；
（４）爟（牀）＝０爮｛牀＝爞｝＝１．
三、一些常用分布的数学期望与方差

牀～爜（牕，牘），则爠（牀）＝牕牘，爟（牀）＝牕牘（１－牘）．
牀～犮（犧）（爮（犧）），则爠（牀）＝犧，爟（牀）＝犧．
牀～爺（牃，牄），则爠（牀）＝（牃＋牄）燉２，爟（牀）＝（牄－牃）２燉１２．

牀～ｅ（犧），则爠（牀）＝１燉犧，爟（牀）＝１燉犧２．

牀～爫（犨，犲２），则爠（牀）＝犨，爟（牀）＝犲２．

疑 难 解 析

．随机变量的数字特征在概率论中有什么实际意义？
答 要全面掌握一个随机变量的统计规律性，必须了解这个随

机变量的分布函数．但是，在实际问题中要求得一个随机变量的分布
函数是困难的，也往往是不必要的，通常只需要了解随机变量的某几
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个数量指标就可以了．这些指标就是概率论中的随机变量的数字特
征．一来，它们比较简单易求（在实际问题中可以通过样本进行估计）；
二来，它们已经足够满足解决实际问题的需要，并且刻画了随机变量
的某些特征．随机变量的数字特征在概率论与数理统计中有着广泛的
应用．

．在数学期望定义中为什么要求级数
∞

牑＝１
牨牑牘牑 和积分

∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨绝对收敛？

答 首先，随机变量的取值是随机的，不一定是按次序的，因此，
在求和的时候，可能要改变项的次序．其次，由高等数学知识可知，当
级数绝对收敛时，不因改变项的次序而改变级数的和，因而期望值唯
一存在．积分是一个积分和式（也可以视为一个级数）的极限，因而也
要求绝对收敛．

．为什么不用爠［牀－爠（牀）］或爠［燏牀－爠（牀）燏］代替方差作为
衡量牀取值偏离程度的一个尺度？
答 牀－爠（牀）虽然反映了随机变量牀的取值与平均值爠（牀）的

偏差，但偏差可能是正的也可能是负的，因而在求和时容易正、负抵
消，故爠［牀－爠（牀）］的值不能正确反映牀取值与平均值的偏离程度．
对爠［燏牀－爠（牀）燏］来说，虽然不再存在正、负抵消的问题，但是

要取绝对值，给计算制造了一定的麻烦，所以爠［燏牀－爠（牀）燏］也不适
合作为衡量随机变量牀取值偏离程度的一个尺度．

．随机变量牀的数学期望爠（牀）与方差爟（牀）之间有什么联系？
答 （１）若爠（牀）存在，爟（牀）不一定存在．
如对二维随机变量（牀，牁），若概率密度为

牊（牨，牪）＝１燉［π（牨２＋牪２＋１）２］，－∞＜牨，牪＜＋∞，
有爠（牀）＝０，爠（牁）＝０，但爟（牀）＝＋∞，爟（牁）＝＋∞．

（２）若爠（牀）不存在，则爟（牀）一定不存在．
因为爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２，所以爠（牀）不存在，必有爟（牀）
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不存在（如 牀服从柯西分布，牊（牨）＝１燉［π（１＋牨２）］，－∞＜牨＜
＋∞，爠（牀）不存在）．

（３）若爟（牀）存在，则对任意常数爞，有爟（牀）≤爠（牀－爞）２，当且
仅当爞＝爠（牀）时等号成立．

方法、技巧与典型例题分析

在计算随机变量的数字特征时，必须先分析已知的条件，根据不
同的条件寻找不同的计算方法．当分布已知时，一般只需依公式计算
随机变量的数字特征．所要注意的是要验证级数或积分的绝对收敛
性，并尽量利用级数求和的技巧和积分的性质．当分布未知时，可以先
求出分布，再计算随机变量的数字特征．但这比较麻烦，一般利用关于
数字特征的定理和数字特征之间的关系来计算．
一、分布已知时，求数学期望与方差
例 设随机变量牀的分布律如下：

牀 －２ ０ ２

牘牑 ０．４ ０．３ ０．３

求：爠（牀），爠（牀２），爠（３牀２＋５），爟（牀）．
解 爠（牀）＝－２×０．４＋０×０．３＋２×０．３＝－０．２，

爠（牀２）＝（－２）２×０．４＋０２×０．３＋２２×０．３＝２．８，
爠（３牀２＋５）＝３爠（牀２）＋５＝３×２．８＋５＝１３．４，

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝２．８－（－０．２）２＝２．７６．
例 设随机变量牀的分布律为

爮｛牀＝牑｝＝犜牑燉（１＋犜）牑＋１，犜＞０，牑＝０，１，…，
求：爠（牀）和爟（牀）．

解 爠（牀）＝
∞

牑＝０

牑犜牑

（１＋犜）牑＋１，利用幂级数求和技巧，有


∞

牑＝１
牑牨牑－１＝

∞

牑＝１
（牨牑）′＝ 

∞

牑＝１
牨槏 槕牑 ′＝ １

１－牨槏 槕－１′＝ １
（１－牨）２．
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爠（牀）＝ 犜
（１＋犜）２

∞

牑＝１
牑 犜槏 槕１＋犜

牑－１

＝ 犜
（１＋犜）２×１ １－ 犜［ ］（１＋犜）

２

＝犜．

同理，利用幂级数的求和技巧可得

爠（牀２）＝
∞

牑＝１
牑２ 犜牑

（１＋犜）牑＋１＝
犜

（１＋犜）２
∞

牑＝１
牑２ 犜槏 槕１＋犜

牑－１

＝ 犜
（１＋犜）２ １＋ 犜槏 槕１＋犜 １－ 犜槏 槕１＋犜

２

＝犜（１＋２犜），

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝犜（１＋犜）．
例 设 牀１，牀２，牀３ 都 服 从 ［０，２］上 的 均 匀 分 布，则

爠（３牀１－牀２＋２牀３）＝（ ）．

（Ａ）４； （Ｂ）３； （Ｃ）１； （Ｄ）２．
解 选（Ａ）．因为

牊（牨牏）＝
１燉２， ０＜牨＜２，
０， 其它｛ ，

爠（牀牏）＝∫
２

０

牨
２ｄ牨＝１，

所以

爠（３牀１－牀２＋２牀３）＝３爠（牀１）－爠（牀２）＋２爠（牀３）＝４．
例 设随机变量牀的分布函数为

爡（牨）＝
０， 牨＜－１，

牃＋牄ａｒｃｓｉｎ牨， －１≤牨＜１，烅
烄

烆 １， 牨≥１，
试确定常数牃和牄，并求爠（牀），爟（牀）．
解 牊（牨）＝爡′（牨），所以

牊（牨）＝
牄燉 １－牨槡 ２， －１≤牨＜１，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

∫
１

－１

牄
１－牨槡 ２ｄ牨＝牄π＝１牄＝ １

π．

由连续性，有
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爡（１）＝牃＋ １
πａｒｃｓｉｎ牨＝牃＋ １

２＝１牃＝ １
２．

所以 爠（牀）＝∫
１

－１
牨 １
π １－牨槡 ２ｄ牨（由奇偶性）＝０．

爟（牀）＝爠（牀２）＝∫
１

－１
牨２ １

π １－牨槡 ２ｄ牨＝
２
π∫

１

０
牨２ １

１－牨槡 ２ｄ牨

＝ ２
π － 牨

２ １－牨槡 ２＋ １
２槏 槕ａｒｃｓｉｎ牨

１

０
＝ １

２．

例 设随机变量牀服从超几何分布．

爮｛牀＝牔｝＝爞牔
爩爞牕－牔

爫－爩燉爞牕
爫， 牔＝０，１，…，牕，

求爠（牀）和爟（牀）．

解 爠（牀）＝
牕

牔＝０
牔爞牔

爩爞牕－牔
爫－爩燉爞牕

爫．

由
牕

牔＝１
牘牔＝１，故


牕

牔＝０
爞牔

爩爞牕－牔
爫－爩燉爞牕

爫＝１（牕≤爫－爩，牕≤爩）．

于是 
牕

牔＝０
爞牔

爩爞牕－牔
爫－爩＝爞牕

爫， 牔爞牔
爩＝爩爞牔－１

爩－１，

从而 
牕

牔＝０
牔爞牔

爩爞牕－牔
爫－爩＝

牕

牔＝１
爩爞牔－１

爩－１爞牕－１－（牔－１）
爫－１－（爩－１）

＝爩
牕－１

牔＝０
爞牔

爩－１爞牕－１－牔
爫－１－（牔－１）＝爩爞牕－１

爫－１，

所以 爠（牀）＝爩爞牕－１
爫－１燉爞牕

爫＝爩牕燉爫．
类似可求得

爠（牀２）＝牕（牕－１）爩（爩－１）
爫（爫－１） ＋牕爩

爫 ，

故 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝牕爩（爫－爩）（爫－牕）
爫２（爫－１） ．

例 设随机变量牀～犮（犧），且已知爠［（牀－１）（牀－２）］＝１，则犧
＝ ．
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解 由牀～犮（犧）知，爠（牀）＝犧，爟（牀）＝犧．又

爠［（牀－１）（牀－２）］＝爠［牀２－３牀＋２］＝爠（牀２）－３爠（牀）＋２
＝爟（牀）＋［爠（牀）］２－３爠（牀）＋２
＝犧＋犧２－３犧＋２＝１，

故 犧＝１．
例 设随机变量牀，牁相互独立，且都服从爫（０，１燉２），求随机

变量燏牀－牁燏的方差．
解 令牂＝牀－牁，则由参数可加性知，牂～爫（０，１），即

爠（牂）＝０， 爟（牂）＝１， 爠（牂２）＝爟（牂）＝１．
由 爟（燏牀－牁燏）＝爟（燏牂燏）＝爠（燏牂燏２）－［爠（燏牂燏）］２

＝爠（牂２）－［爠（燏牂燏）］２，

爠（燏牂燏）＝∫
＋∞

－∞
燏牫燏 １

槡２π
ｅ－牫２燉２ｄ牫＝ ２

槡２π∫
＋∞

０
牫ｅ－牫２燉２ｄ牫＝槡２

π．

所以 爟燏牀－牁燏＝１－２燉π．
例 设在某一规定的时间间隔内，一电气设备用于最大负荷

的时间牀（单位：ｍｉｎ）是一个随机变量，概率密度是

牊（牨）＝
牨燉１５００２， ０≤牨≤１５００，

（３０００－牨）燉１５００２， １５００＜牨≤３０００．
０， 其它

烅
烄

烆 ，
求牀的数学期望爠（牀）．
解 直接代入公式，分段计算积分，有

爠（牀）＝∫
１５００

０

牨２

１５００２ｄ牨＋∫
３０００

１５００

牨（３０００－牨）
１５００２ ｄ牨

＝ 牨３

３×１５００２燏
１５００

０ ＋３０００牨２燉２－牨３燉３
１５００２ 燏

３０００

１５００

＝５００＋４５００－３５００＝１５００（ｍｉｎ）．
例 设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝
１－燏１－牨燏， ０＜牨＜２，

０， 其它｛ ，
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求爠（牀）和爟（牀）．

图４．１

解 如图 ４．１所示，将绝对值记号去

掉，化为牊（牨）＝
牨， ０＜牨＜１，

２－牨， １≤牨＜２，
０， 其它

烅
烄

烆 ．

于是

爠（牀）＝∫
１

０
牨·牨ｄ牨＋∫

２

１
牨（２－牨）ｄ牨

＝ １
３＋ ２

３＝１，

爠（牀２）＝∫
１

０
牨２燈牨ｄ牨＋∫

２

１
牨２（２－ 牨）ｄ牨＝ １

４＋ １１
１２＝ ７

６，

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝ ７
６－１＝ １

６．

例 设随机变量牀服从拉普拉斯分布，概率密度为

牊（牨）＝ １
２犧ｅ

－燏牨－犨燏燉犧 （犧＞０），

求爠（牀）和爟（牀）．

解 爠（牀）＝ １
２犧∫

＋∞

－∞
牨ｅ－燏牨－犨燏燉犧ｄ牨（令牨－犨＝牠）

＝ １
２犧∫

＋∞

－∞
（牠＋犨）ｅ－燏牠燏燉犧ｄ牠＝ １

２犧∫
＋∞

－∞
犨ｅ－燏牠燏燉犧ｄ牠

＝ １
犧∫

＋∞

０
犨ｅ牠燉犧ｄ牠＝犨∫

＋∞

－∞
牠ｅ－燏牠燏燉犧槏 槕ｄ牠＝０，

爠（牀２）＝ １
２犧∫

＋∞

－∞
牨２ｅ－燏牨－犨燏燉犧ｄ牨＝ １

２犧∫
＋∞

－∞
（牠＋犨）２ｅ－燏牠燏燉犧ｄ牠

＝ １
犧∫

＋∞

０
牠ｅ－牠燉犧ｄ牠＋ 犨

犧∫
∞

０
ｅ－牠燉犧ｄ牠＝２犧２＋犨２，

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝２犧２．
例 设牀服从贝塔（犝）分布，概率密度为

牊（牨）＝
１

Ｂ（牘，牚）牨
牘－１（１－牨）牚－１， ０＜牨＜１，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求爠（牀）与爟（牀）．
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解 Ｂ（牘，牚）＝∫
１

０
牨牘－１（１－牨）牚－１ｄ牨＝Γ（牘）Γ（牚）

Γ（牘＋牚）．

而 Γ（犜）＝∫
∞

０
牨犜－１ｅ－牨ｄ牨， Γ（犜＋１）＝犜Γ（犜）， Γ（１）＝１，

所以

爠（牀）＝ １
Ｂ（牘，牚）∫

１

０
牨牘（１－牨）牚－１ｄ牨＝ Γ（牘＋牚）

Γ（牘）＋Γ（牚）Ｂ（牘＋１，牚）

＝ Γ（牘＋牚）
Γ（牘）＋Γ（牚）·

Γ（牘＋１）Γ（牚）
Γ（牘＋牚＋１）

＝ Γ（牘＋牚）
Γ（牘）＋Γ（牚）·

牘Γ（牘）Γ（牚）
（牘＋牚）Γ（牘＋牚）＝

牘
牘＋牚．

类似地

爠（牀２）＝ １
Ｂ（牘，牚）∫

１

０
牨牘＋１（１－牨）牚ｄ牨＝ １

Ｂ（牘，牚）Ｂ（牘＋２，牚）

＝ Γ（牘＋牚）
Γ（牘）＋Γ（牚）·

（牘＋１）牘Γ（牘）Γ（牚）
（牘＋牚＋１）（牘＋牚）Γ（牘＋牚）

＝ （牘＋１）牘
（牘＋牚＋１）（牘＋牚），

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝ 牘牚
（牘＋牚＋１）（牘＋牚）．

下面讨论二维随机变量与随机变量函数的情形．
例 设随机变量（牀，牁）的联合分布律为

牁
牀 １ ２

－１ １燉４ １燉２

１ ０ １燉４

求爠（牀），爠（牁）和爠（牀牁）．
解 因为

牀 １ ２

牘牑 １燉４ ３燉４

牁 －１ １

牘牑 ３燉４ １燉４

所以 爠（牀）＝１×１燉４＋２×３燉４＝７燉４，
爠（牁）＝－１×３燉４＋１×１燉４＝－１燉２，
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爠（牀牁）＝１×（－１）×１燉４＋１×１×０
＋２×（－１）×１燉２＋２×１×１燉４

＝－３燉４．
例 设随机变量牀～爫（０，１），牁＝２牀＋１，则牁～（ ）．
（Ａ）爫（０，１）； （Ｂ）爫（１，１）；
（Ｃ）爫（１，２）； （Ｄ）爫（１，４）．
解 选（Ｄ）．因为爠（牁）＝２爠（牀）＋１＝１，爟（牁）＝４爟（牀）＝４，

所以牁～爫（１，４）．
例 设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝ １
槡２ π

ｅ－（牨＋３）２燉４，－∞＜牨＜＋∞，

若牁～爫（０，１），则牁＝（ ）．

（Ａ）（牀＋３）燉２； （Ｂ）（牀 槡＋３）燉 ２；

（Ｃ）（牀－３）燉２； （Ｄ）（牀 槡－３）燉 ２．

解 选（Ｂ）．因为牀～爫（－３，２），所以，当牁＝牀－犨
犲 ＝牀＋３

槡２
时，牁～爫（０，１）．
例 某厂生产的一种设备的使用寿命牀的概率密度为

牊（牨）＝
１
４ｅ－牨燉４， 牨＞０，

烅
烄

烆 ０， 牨≤０．
工厂规定：已售设备在一年内损坏予以调换．若工厂出售一台设备
盈利１００元，调换一台设备厂方损失３００元，求厂方出售一台设备
盈利值的数学期望．
解 牁可能值为１００和－２００（即１００－３００），于是

爮｛牁＝１００｝＝爮｛牀≥１｝＝∫
＋∞

１

１
４ｅ－牨燉４ｄ牨＝ｅ－１燉４，

爮｛牁＝－２００｝＝爮｛牀＜１｝＝１－ｅ１燉４，
所以 爠（牁）＝１００ｅ－１燉４＋（－２００）×（１－ｅ－１燉４）
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＝３００ｅ－１燉４－２００．
例 设某种出口商品的国际需求量牀～爺（２０００，４０００）．若

每出售１ｔ商品可赚取外汇３万元，但积压１ｔ要花保养费１万元．
问：应组织多少货源，才能获取最大收益？
解 设商品量的最大值点为 牨０，收益为随机变量 牁，牁＝

牋（牀），有

牊（牨）＝
１燉２０００， ２０００＜牨＜４０００，

０， 其它｛ ，

牁＝牋（牀）＝
３牨０， 牀＞牨０，

３牀－（牨０－牀）， 牀≤牨０
烅
烄

烆 ，

则 爠（牁）＝∫
牨０

２０００
（４牨－牨０） １

２０００ｄ牨＋∫
４０００

牨０
３牨０

１
２０００ｄ牨

＝ １
１０００（－牨２

０＋７０００牨０－４×１０６）．

因为，由［爠（牁）］′牨０＝（－２牨０＋７０００）燉１０００＝０，得 牨０＝３５００；又

［爠（牁）］″牨０＝－２燉１０００，所以牨０＝３５００为最大值点．从而知，组织货

源３５００ｔ时，收益最大．
例 设随机变量牀～爺（０，１），牁～爺（１，３），牀与牁相互独

立，求爠（牀牁）与爟（牀牁）．
解 因为

牊牀（牨）＝
１， ０＜牨＜１，
０， 其它｛ ，

牊牁（牪）＝
１燉２， １＜牪＜３，
０， 其它｛ ，

所以 牊（牨，牪）＝
１燉２， ０＜牨＜１，１＜牪＜３，
０， 其它｛ ．

于是 爠（牀牁）＝∫
１

０
牨ｄ牨∫

３

１

１
２牪ｄ牪＝ １

２×２＝１，

爠（牀２牁２）＝∫
１

０
牨２ｄ牨∫

３

１

１
２牪２ｄ牪＝ １

３×１３
３＝１３

９，

从而 爟（牀牁）＝爠（牀２牁２）－［爠（牀牁）］２＝１３
９－１＝ ４

９．

例 在长为牓的线段上任意选取两点，求：两点间距离牂的
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数学期望与方差，并求爠（牂牕）和爟（牂牕）．
解 如图４．２所示，将线段置于区间［０，牓］上，则两点为随机

图４．２

变量牀，牁．牀与牁相互独立且同分布，服
从爺［０，牓］，牂＝燏牀－牁燏，因而

爡（牫）＝爮｛牂≤牫｝＝爮｛燏牀－牁燏≤牫｝．
利用几何型概率可求得

爮｛燏牀－牁燏≤牫｝
＝爮｛牀－牂≤牁≤牀＋牂｝
＝［牓２－（牓－牫）２］燉牓２

＝１－（１－牫燉牓）２，０＜牫＜牓．
当牫≤０时，爡（牫）＝０；当牫≥牓时，爡（牫）＝１．所以

牊（牫）＝
２（１－牫燉牓）燉牓， ０＜牫＜牓，

０， 其它｛ ．

于是 爠（牂）＝ ２
牓∫

牓

０
牫１－ 牫槏 槕牓 ｄ牫＝ ２

牓
牫２

２－牫３

槏 槕３牓
牓

０
＝ 牓

３，

爠（牂２）＝ ２
牓∫

牓

０
牫２ １－ 牫槏 槕牓 ｄ牫＝牓２

６，

爠（牂牕）＝ ２
牓∫

牓

０
牫牕 １－ 牫槏 槕牓 ｄ牫＝ ２牓牕

（牕＋１）（牕＋２），

爠（牂２牕）＝ ２牓２牕

（２牕＋１）（２牕＋２），

所以 爟（牂）＝爠（牂２）－［爠（牂）］２＝牓２燉１８，

爟（牂牕）＝爠（牂２牕）－［爠（牂牕）］２

＝ ２
（２牕＋１）（２牕＋２）－

４
（牕＋１）２（牕＋２）［ ］２ 牓２牕．

例 设随机变量牀～爫（０，犲２），求爠（牀牕）．

解 先进行标准化代换，令 牁＝牀
犲，则 牁～爫（０，１），牊（牪）＝

１
槡２π

ｅ－牪２燉２，牀牕＝犲牕牁牕．于是
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爠（牀牕）＝犲牕爠（牁牕）＝ 犲牕

槡２π∫
＋∞

－∞
牪牕ｅ－牪２燉２ｄ牪．

当牕为奇数时，爠（牀牕）＝０；当牕为偶数时，令牣＝牪２燉２，于是

爠（牀牕）＝犲牕２牕燉２ 槡２π·∫
＋∞

０
牣（牕＋１）燉２－１ｅ－牣ｄ牪

＝犲牕２牕燉２ 槡２π·Γ 牕＋１槏 槕２

＝犲牕２牕燉２ 槡２π· 牕－１槏 槕２
牕－３槏 槕２ …槏 槕１

２ Γ槏 槕１
２

＝犲牕（牕－１）！！，

所以 爠（牀牕）＝
犲牕（牕－１）！！， 牕为大于２的偶数，

０， 牕为奇数｛ ．

图４．３

例 设 平 面 上 点 爛 的 坐 标 为

（０，牃），牃＞０．过点爛的直线牓与牪轴的夹
角为犤，牓交牨轴于点爜（见图４．３）．已知牷
在［０，π燉４］上均匀分布，求△爭爛爜面积的
数学期望．
解 设随机变量牷的概率密度是

牊（犤）＝
４燉π， ０≤犤≤π燉４，
０， 其它｛ ，

而面积爳＝ 牃
２·牃ｔａｎ犤，是随机变量牷的函数，故

爠（爳）＝牃２

２∫
π燉４

０
ｔａｎ犤· ４

πｄ犤＝２牃２

π（－ｌｎｃｏｓ犤）
π燉４

０
＝牃２

πｌｎ２．

例 随机变量 牀 与 牁相互独立，且都服从正态分布

爫（牃，犲２），求爠［ｍａｘ（牀，牁）］与爠［ｍｉｎ（牀，牁）］．

解 （１）令爺＝牀－牃
犲 ，爼＝牁－牃

犲 ，则爺与爼相互独立，且都服

从爫（０，１）．
ｍａｘ（牀，牁）＝牃＋犲ｍａｘ（爺，爼），

牊爺爼（牣，牤）＝ １
２πｅ

－（牣２＋牤２）燉２．

·６９１·



所以

爠［ｍａｘ（爺，爼）］＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｍａｘ（牣，牤）· １

２πｅ
－（牣２＋牤２）燉２ｄ牣ｄ牤

＝ 
牣－牤＜０

牤牊（牣，牤）ｄ牣ｄ牤＋ 
牣－牤≥０

牣牊（牣，牤）ｄ牣ｄ牤

＝ １
２π∫

＋∞

－∞
ｅ－牣２燉２ｄ牣∫

＋∞

牣
牤ｅ－牤２燉２槏 ｄ牤

＋∫
＋∞

－∞
ｅ－牤２燉２ｄ牤∫

＋∞

牤
牣ｅ－牣２燉２ 槕ｄ牣

＝ １
π∫

＋∞

－∞
ｅ－牣２ｄ牣＝ １

槡π
．

故 爠［ｍａｘ（牀，牁）］＝牃＋犲 １
槡π

．

（２）类似地，有

ｍｉｎ（牀，牁）＝牃＋犲ｍｉｎ（爺，爼），

爠［ｍｉｎ（爺，爼）］＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｍｉｎ（牣，牤）· １

２πｅ
－（牣２＋牤２）燉２ｄ牣ｄ牤

＝ 
牣－牤＜０

牣牊（牣，牤）ｄ牣ｄ牤＋ 
牣－牤≥０

牤牊（牣，牤）ｄ牣ｄ牤

＝ １
２π∫

＋∞

－∞
ｅ－牤２燉２ｄ牤∫

牤

－∞
牣ｅ－牣２燉２［ ｄ牣

＋∫
＋∞

－∞
ｅ－牣２燉２ｄ牣∫

牣

－∞
牤ｅ－牤２燉２ ］ｄ牤

＝－１
π∫

＋∞

－∞
ｅ－牤２ｄ牤＝－ １

槡π
，

故 爠［ｍｉｎ（牀，牁）］＝牃－犲 １
槡π

．

例 从１，２，…，爫中依次（不重复）取两个数，分别记为牀
和牁，求爠（牀＋牁）．
解 显然，牀和牁相互独立且同分布，于是

爠（牀＋牁）＝２爠（牀）＝２１× １
爫＋２× １

爫＋…＋爫× １槏 槕爫

＝ ２
爫×爫（爫＋１）

２ ＝爫＋１．

·７９１·



例 设随机变量（牀，牁）服从 爢＝｛（牨，牪）燏｛牪≥０，牨２＋牪２

≤１｝｝上的均匀分布．定义随机变量爺，爼如下：

爺＝
０， 牀＜０，
１， ０≤牀＜牁，烅

烄

烆２， 牀≥牁，
爼＝

槡０， 牀≥ ３牁，

槡
烅
烄

烆１， 牀＜ ３牁，

图４．４

求（爺，爼）的联合概率分布及 爠（爺爼），
爮｛爺爼＝０｝．
解 由图４．４知

牊（牨，牪）＝
２燉π， （牨，牪）∈爢，
０， 其它｛ ，

得 爮｛爺＝０，爼＝０｝＝０，
爮｛爺＝１，爼＝０｝＝０，

爮｛爺＝１，爼＝１｝＝爮｛０≤牀＜牁｝＝１燉４，
爮｛爺＝０，爼＝１｝＝爮｛牀≤０｝＝１燉２，

爮｛爺＝２，爼＝０｝＝爮｛牀 槡≥ ３牁｝＝１燉６，

爮｛爺＝２，爼＝１｝＝爮｛牁≤牀 槡＜ ３牁｝＝１燉４－１燉６＝１燉１２．
所以（爺，爼）的联合分布律为

爼
爺 ０ １ ２

０ ０ ０ １燉６

１ １燉２ １燉４ １燉１２

于是 爠（爺爼）＝１×１×１燉４＋２×２×１燉１２＝５燉１２，
爮｛爺爼＝０｝＝１燉６＋１燉２＝２燉３．

例 设随机变量牀～爫（犨，犲２），牁＝ｅ牀称为服从对数正态分
布，求爠（牁）与爟（牁）．
解 可以由牁的密度函数

牊（牪）＝
１
槡犲牪 ２π

ｅ－（ｌｎ牪－犨）２燉（２犲２）， 牪＞０，

０，
烅
烄

烆 其它
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直接求解，也可以由牀的概率密度间接求解，即

爠（牁）＝爠（ｅ牀）＝ １
槡２π犲∫

＋∞

－∞
ｅ牨·ｅ－（牨－犨）２燉（２犲２）ｄ牨 令牨－犨

犲槏 槕＝牣

＝ １
槡２π∫

＋∞

－∞
ｅ犲牣＋犨·ｅ－牣２燉２ｄ牣＝ｅ犨＋犲２燉２∫

＋∞

－∞

１
槡２π

ｅ－（牣－犨）２燉２ｄ牣

＝ｅ犨＋犲２燉２，

爠（牁２）＝ １
槡２π犲∫

＋∞

－∞
ｅ２牨·ｅ－（牨－犨）２燉（２犲２）ｄ牨＝ １

槡２π∫
＋∞

－∞
ｅ２（犲牣＋犨）·ｅ－牣２燉２ｄ牣

＝ｅ２（犨＋犲２）∫
＋∞

－∞

１
槡２π

ｅ－（牣－２犲）２燉２ｄ牣＝ｅ２（犨＋犲２），

所以

爟（牁）＝爠（牁２）－［爠（牁）］２＝ｅ
２（犨＋犲２）－ｅ２犨＋犲２＝ｅ２犨＋犲２（ｅ犲２－１）．

例 掷两枚骰子，以牀记第一枚骰子掷出的点数，以牁记第
二枚骰子掷出的点数，求爠（牀＋牁）和爠（牀牁）．
解 牀，牁相互独立且同分布，

爮｛牀＝牑｝＝１燉６，牑＝１，２，…，６，

所以 爠（牀）＝爠（牁）＝ １
６（１＋２＋３＋４＋５＋６）＝ ７

２，

爠（牀＋牁）＝２爠（牀）＝７，
爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁）＝４９燉４＝１２．２５．

例 卡车装运水泥，设每袋水泥的重量（单位：ｋｇ）牀服从

爫（５０，２．５２），问：最多装多少袋水泥使总重量超过２０００ｋｇ的概率
大于０．０５？
解 以 牀牏表示第 牏袋水泥的重量，牀牏相互独立且同分布，

牀牏～爫（５０，２．５２），牏＝１，２，…，牕，则牕袋水泥的总重量牁＝
牕

牏＝１
牀牏～

爫（５０牕，牕（２．５）２），问题化为求牕．

爮｛牀＞２０００｝＝１－爮｛牀≤２０００｝＝１－犎
２０００－５０牕

槡槏 槕２．５ 牕
≤０．０５，

即要２０００－５０牕
槡２．５ 牕

≤１．６４５，解得牕≤３９．４８，故取牕＝３９．
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这里，容易犯的错误是牁～爫（牕犨，牕２犲２），这时求出牕＝３６，是不
对的．
例 设牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，爮｛牀牏＝０｝＝１－牘

＝牚，爮｛牀牏＝１｝＝牘（０＜牘＜１），以牀记连续出现“１”或连续出现

“０”的个数（称为游程），求爠（牀）．
解 牀的可取值为１，２，…，牕，则

爮｛牀＝牑｝＝牘牑＝牘牑牚＋牚牑牘， 牑＝１，２，…，牚．

于是 爠（牀）＝
∞

牑＝１
牑牘牑＝

∞

牑＝１
牑牘牑牚＋

∞

牑＝１
牑牚牑牘．

由级数知识知


∞

牑＝１
牘牑＝牘牚

∞

牑＝１
牘牑－１＋

∞

牑＝１
牚槏 槕牑－１ ＝ 牘牚

１－牘＋
牘牚
１－牚＝１，


∞

牑＝１
牑牘牑－１＝ 

∞

牑＝１
牘槏 槕牑 ′

牑＝
牘槏 槕１－牘

′
牑
＝ １

（１－牘）２，

所以 爠（牀）＝牘牚
∞

牑＝１
牑牘牑－１＋

∞

牑＝１
牑牚槏 槕牑－１

＝ 牘牚
（１－牘）２＋

牘牚
（１－牚）２＝

牘
１－牘＋

１－牘
牘 ．

例 某商场经销的一种商品的进货量牀与顾客的需求量牁
是相互独立的随机变量，都服从区间［１０，２０］上的均匀分布．设商
店每售出一单位商品可获利润１０００元，若需求量超过进货量，商
店可到其它商店调剂，此时每单位商品可获利润５００元；若进货量
超过需求量，商场需削价处理，此时每单位商品亏损２００元．求商
场经营该种商品获利的期望值．
解 以牂记经营该种商品的利润值，则

牂＝
１０００牁－２００（牀－牁）＝１２００牁－２００牀， 牁≤牀，｛１０００牀＋５００（牁－牀）＝５００（牀＋牁）， 牁＞牀．

而牀，牁的联合概率密度是

牊（牨，牪）＝
１燉１００， １０≤牨，牪≤２０，

０， 其它｛ ．
·００２·



所以

爠（牂）＝∫
２０

１０
ｄ牨∫

牨

１０
（１２牪－２牨）ｄ牪＋∫

２０

１０
ｄ牪∫

牪

１０
５（牨＋牪）ｄ牨

＝∫
２０

１０
（４牨２＋２０牨－６００）ｄ牨＋∫

２０

１０
５ ３

２牪２槏 槕－１０牪－５０ｄ牪

＝１９０００燉３＋７５００＝１３８３３．３（元）．
例 设在牕次独立重复试验中，每次试验的成功率为牘．又

设随机变量牁当成功偶数次时取０，成功奇数次时取１，求爠（牁）和

爟（牁）．
解 以牀记牕次独立重复试验中成功的次数，则

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
牕牘牑牚牕－牑， 牑＝０，１，…，牕．

爮｛牁＝１｝＝ １
２ 

牕

牑＝０
［爮｛牀＝牑｝＋（－１）牑｛ ｝爮｛牀＝牑｝］

＝ １
２ 

牕

牑＝１
爞牑

牕牘牑牚牕－牑＋
牕

牑＝１
爞牑

牕（－牘）牑牚［ ］牕＋牑

＝ １
２［（牘＋牚）牕＋（牘－牚）牕］＝ １

２［１＋（１－２牘）牕］．

从而

爠（牁）＝０×爮｛牁＝０｝＋１×爮｛牁＝１｝＝ １
２［１＋（１－２牘）牕］，

爠（牁２）＝０×爮｛牁＝０｝＋１×爮｛牁＝１｝＝ １
２［１＋（１－２牘）牕］，

所以 爟（牁）＝爠（牁２）－［爠（牁）］２＝ １
４［１－（１－２牘）２牕］．

例 设某狩猎区内有牕只狐狸，一共牜次设若干个陷阱猎
狐．若在每次猎取中，对每只尚未捕获的狐狸而言，它落入陷阱的
概率都是牘（０＜牘＜１），求第牜次设陷阱捕获狐狸的数学期望．

解 令 牀牏＝
１， 第牏只狐狸在第牜次捕获，
０， 其它｛ ，

则 爠（牀牏）＝爮｛牀牏＝１｝＝（１－牘）牜－１牘
（前牜－１次未捕获，第牜次被捕获），

·１０２·



爠（牁）＝爠 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝牕爠（牀牏）＝牕（１－牘）牜－１牘．

二、分布未知时，求数学期望与方差
例 一个有牕把钥匙的人要开他的门，他随机而独立地试

开．若其中只有一把钥匙能开门，试求：
（１）把试开不成功的钥匙立即除去情形试开次数的数学期望

与方差；
（２）把试开不成功的钥匙不除去情形试开次数的数学期望与

方差．
解 （１）以牀记试开的次数，可取值１，２，…，牕．｛牀＝牏｝表示前

牏－１次没打开，第牏次才打开事件，所以

爮｛牀＝牏｝＝牕－１
牕 ·牕－２

牕－１·…·牕－牏＋１
牕－牏＋２·

１
牕－牏＋１＝

１
牕，

爠（牀）＝
牕

牏＝１
牏· １

牕＝ １
牕·牕（牕＋１）

２ ＝牕＋１
２ ，

爠（牀２）＝
牕

牏＝１
牏２ １

牕＝ １
牕·牕（牕＋１）（２牕＋１）

６ ＝（牕＋１）（２牕＋１）
６ ，

故 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝牕２－１
１２ ．

（２）以牁记试开的次数，则牁可取值１，２，…，牕，…．与牀可取
值不同，｛牁＝牏｝表示前牏－１次没打开，第牏次才打开事件．所以

爮｛牁＝牏｝＝ 牕－１槏 槕牕

牏－１１
牕＝ １

牕 １－ １槏 槕牕

牏－１

，

爠（牀）＝
∞

牏＝１

牏
牕 １－ １槏 槕牕

牏－１

＝ １
牕

∞

牏＝１
牘 １－ １槏 槕牕

牏－１

，

利用级数求和技巧 令槏 槕１－１燉牕＝牘，如例槏 槕２７，可得爠（牀）＝牕．
类似地， 爠（牀２）＝２牕２－牕．

故 爟（爠）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝牕（牕－１）．
例 某射手对一目标进行射击，直到击中为止．设每次射击

的命中率为牘，求该射手射击次数的数学期望与方差．
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解 显然，以牀记射击的次数时，爮｛牀＝牑｝＝牘（１－牘）牑－１（是
几何分布，０＜牘＜１）．令１－牘＝牚，有

爠（牀）＝
∞

牑＝１
牑牘牚牑－１＝ 牘

（１－牚）２＝
１
牘（利用级数求和技巧）．

类似地， 爠（牀２）＝
牕

牑＝１
牑２牘牚牑－１＝牘 １＋牚

（１－牚）３＝
２－牘
牘２ ，

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝２－牘
牘２ － １

牘２＝
１－牘
牘２ ．

例 有１００名战士参加实弹练习，设每名战士一次射击的
命中率为０．８，规定每名战士至多射击４次，若已射中则不再射击．
问：该次练习，至少应准备多少发子弹？
解 以牀牏表示第牏名战士需用的子弹数，牏＝１，２，…，１００．牀牏

可取值为１，２，３，４，则所求为爠（牀）＝爠 
１００

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝

１００

牏＝１
爠（牀牏）．因为

牀牏相互独立且同分布，所以

爮｛牀牏＝１｝＝０．８， 爮｛牀牏＝２｝＝０．２×０．８＝０．１６，
爮｛牀牏＝３｝＝０．２２×０．８＝０．０３２，
爮｛牀牏＝４｝＝０．２３×０．８＝０．００８，

故 爠（牀牏）＝０．８＋２×０．１６＋３×０．０３２＋４×０．００８＝１．２４８．

于是 爠（牀）＝
１００

牏＝１
爠（牀牏）＝１００×１．２４８＝１２４．８，

即至少应准备１２５发子弹．
例 一箱中有１０只同型的配件，其中２只是次品．装配工在

使用时任取１只，若是废品，则扔掉重取１只，直到取得正品为止．
求在取得正品前，已取得次品数的数学期望．
解 以牀记取得正品前已取得的次品数，则牀可取值为０，１，

２，且

爮｛牀＝０｝＝ ８
１０， 爮｛牀＝１｝＝ ２

１０×
８
９＝ ８

４５，

爮｛牀＝２｝＝ ２
１０×

１
９×１＝ １

４５，
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所以 爠（牀）＝０＋１× ８
４５＋２× １

４５＝
２
９，

爠（牀２）＝０＋１× ８
４５＋４× １

４５＝
４
１５，

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝ ４
１５－槏 槕２

９

２

＝ ８８
４０５．

例 将３个球独立地随机地放入４个编号为１，２，３，４的盒
子 中去．以 牀表示其中至少有一个球的盒子的最小号码，求

爠（牀）．
解 先用古典型概率方法求牀的分布律．因为样本空间的基

本事件数为４３，牀＝１含事件数为４３－３３，牀＝２含事件数为３３－２３，
牀＝３含事件数为２３－１，牀＝４含事件数为１，所以

爮｛牀＝１｝＝３７
６４， 爮｛牀＝２｝＝１９

６４，

爮｛牀＝３｝＝ ７
６４， 爮｛牀＝４｝＝ １

６４．

于是 爠（牀）＝３７
６４＋２×１９

６４＋３× ７
６４＋４× １

６４＝
１００
６４＝２５

１６．

这里牀＝牑的事件数是这样算出来的：牀＝１含的事件数是将

３个球任意放入４个盒子的事件数４３减去任意放入除１号盒子的３
个盒子的事件数３３．
例 设袋中装有编有号码为１，２，…，牕的球，第牑号的有牑

个．现从中摸出一球，求所出现号码的数学期望．
解 以牀记所摸得球的号码，则

爮｛牀＝牑｝＝ 牑
１＋２＋…＋牕＝

２牑
牕（牕＋１）， 牑＝１，２，…，牕，

故 爠（牀）＝
牕

牑＝１
牑爮｛牀＝牑｝＝ ２

牕（牕＋１）
牕

牑－１
牑２

＝ ２
牕（牕＋１）

牕（牕＋１）（２牕＋１）
６ ＝２牕＋１

３ ．

例 某地有Ａ、Ｂ两队进行乒乓球比赛，规定一方先胜三
盘，则比赛结束．设每场比赛Ａ队获胜的概率牘＝１燉２，以牀记比赛

·４０２·



的盘数，求爠（牀）．
解 因为Ａ、Ｂ两队的胜率相等，所以只需讨论Ａ队获胜的情

形就可以了．牀的可能取值为３，４，５，求出牀的分布律．

爮｛牀＝３｝＝２×牘３＝１燉４，

爮｛牀＝４｝＝２牘爞２
３牘２（１－牘）＝２×３燉１６＝３燉８，

爮｛牀＝５｝＝２牘爞２
４牘２（１－牘）２＝２×６×１燉３２＝３燉８，

所以 爠（牀）＝３×１燉４＋４×３燉８＋５×３燉８＝３３燉８（盘）．
例 某产品的次品率为０．１，检验员每天检验４次，每次随

机地取１０件产品进行检验．如发现其中的次品数多于１，就去调整
设备．以牀表示１天中调整设备的次数，求爠（牀）．
解 一 一般的方法是先求设备需要调整的概率．若以牁记每

次检验中发现的次品件数，则牁～爜（１０，０．１）．当牁＞１时，需调整
设备．所以

爮｛牁＞１｝＝１－爮｛牁≤１｝
＝１－（１－０．１）１０－爞１

１０×０．１×（１－０．１）９

＝１－０．９１０－０．９９＝０．２６４．
于是，牀～爜（４，０．２６４），从而

爠（牀）＝４×０．２６４＝１．０５６（次）．
解二 技巧性较强的方法是利用数学期望的性质求解．设

牀牏＝
０， 第牏次检验发现次品件数≤１，
１， 第牏次检验发现次品件数｛ ＞１，

则牀＝
４

牏＝１
牀牏，而

爮｛牀牏＝１｝＝１－０．９１０－爞１
１０×０．１×０．９９＝０．２６４，

爠（牀）＝０×爮｛牀牏＝０｝＋１×爮｛牀牏＝１｝＝０．２６４，

所以 爠（牀）＝
４

牏＝１
爠（牀牏）＝４×０．２６４＝１．０５６（次）．

这种方法经常用来求较复杂的但能分解为若干较简单的同分

布的随机变量和的随机变量的数字特征．
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例 某机场的送客车一次载２０名旅客自机场开出，沿途有

１０个停车点，若到达停车点无人下车则车不停．设每名旅客在各
个停车点下车是等可能的，求送客车停车次数的数学期望．
解 利用上题解二的方法．设

牀牏＝
０， 第牏个停车点无人下车，
１， 第牏个停车点有人下车｛ ，

牏＝１，２，…，１０．送客车停车的总次数牀＝
１０

牏＝１
牀牏，则

爮｛牀牏＝０｝＝爮｛第牏个停车点无人下车｝＝ ９槏 槕１０

２０

，

爮｛牀牏＝１｝＝爮｛第牏个停车点至少有一个下车｝＝１－ ９槏 槕１０

２０

．

所以 爠（牀牏）＝０× ９槏 槕１０

２０

＋１× １－ ９槏 槕１０［ ］
２０

＝１－ ９槏 槕１０

２０

，

爠（牀）＝爠 
１０

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝

１０

牏＝１
爠（牀牏）＝１０１－ ９槏 槕１０［ ］

２０

＝８．７８４（次）．

需要提醒的是，在用该方法解题时，各牀牏应当是相互独立的，
其独立性应易于确定．
例 一袋中装有３个红球、５个白球，从中抽取４次，每次抽

一球，以牀记取到红球的次数．求：
（１）在放回抽样下，牀的分布律为爮｛牀＝牑｝，爠（牀）及牀的最

可能取值；
（２）在无放回抽样下，牀的分布律为爮｛牀＝牑｝，爠（牀）．
解 （１）在放回抽样下，每次取到红球的概率为 ３燉８，所以

牀～爜（４，３燉８）．因此

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
４×（３燉８）牑×（５燉８）４－牑， 牑＝０，１，…，４，

爠（牀）＝牕牘＝４×３燉８＝３燉２，
牀的最可能取值为［牕牘＋牘］＝［３燉２＋３燉８］＝［１５燉８］＝１．

（２）在无放回抽样下，抽得红球的概率服从超几何分布

爣（４，３，８），所以
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爮｛牀＝牑｝＝爞牑
３爞４－牑

５ 燉爞４
８， 牑＝０，１，２，３，

爠（牀）＝牕爩燉爫＝４×３燉８＝３燉２．
例 某城镇有爫辆汽车，车牌号的尾数从１到爫．现在在街

上随机地记下牕辆车牌号的尾数，设其最大号码为牀，求爠（牀）（只
考虑放回抽样情形）．
解 先求出牀的概率分布．因为基本事件总数为爫牕，有利事

件数为牑牕－（牑－１）牕（牀＝牑时，号码不大于牑的有牑牕种，号码不大于

（牑－１）的有（牑－１）牕种），所以

爮｛牀＝牑｝＝［牑牕－（牑－１）牕］燉爫牕，
于是

爠（牀）＝
爫

牑＝１
牑爮｛牀＝牑｝＝ １

爫牕
爫

牑＝１
牑［牑牕－（牑－１）牕］

＝ １
爫牕｛１（１牕－０牕）＋２（２牕－１牕）＋…＋爫［爫牕－（爫－１）牕）］｝

＝－１
爫牕［１牕＋２牕＋…＋（爫－１）牕－爫牕＋１］

＝爫－ １
爫牕

爫－１

牑＝１
牑牕．

例 已知随机变量牀的概率密度形式为

牊（牨）＝
牃牨， ０＜牨＜２，

牅牨＋牄， ２≤牨≤４，
０， 其它

烅
烄

烆 ，
且爠（牀）＝２，爮｛１＜牀＜３｝＝３燉４，求：

（１）牃，牄，牅的值； （２）爠（牁）＝爠（ｅ牀）．

解 （１）由１＝∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝∫

２

０
牃牨ｄ牨＋∫

４

２
（牅牨＋牄）ｄ牨，

得 ２牃＋６牅＋２牄＝１．

由 ２＝∫
２

０
牨牃牨ｄ牨＋∫

４

２
牨（牅牨＋牄）ｄ牨，

得 ８牃燉３＋５６牅燉３＋６牄＝２．
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由 ３燉４＝爮｛１＜牀＜３｝＝∫
２

１
牃牨ｄ牨＋∫

３

２
（牅牨＋牄）ｄ牨，

得 ３燉２＋５牅燉２＋牄＝３燉４．
解方程组

２牃＋６牅＋２牄＝１，
８牃燉３＋５６牅燉３＋６牄＝２，烅

烄

烆３燉２＋５牅燉２＋牄＝３燉４，

得
牃＝１燉４，
牄＝１，烅

烄

烆牅＝－１燉４．

（２）爠（牁）＝爠（ｅ牀）＝∫
２

０
ｅ牨· 牨

４ｄ牨＋∫
４

２
ｅ牨 １－ 牨槏 槕４ ｄ牨

＝ １
４（ｅ２－１）２．

例 设牀１，牀２，…，牀牕是相互独立的随机变量，且有

爠（牀牏）＝犨， 爟（牀牏）＝犲２， 牏＝１，２，…，牕．

记牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，爳２＝ １

牕－１
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２，验证：

（１）爠（牀）＝犨，爟（牀）＝犲２燉牕； （２）爳２＝ １
牕－１牀２

牏－牕牀槏 槕２ ；

（３）爠（爳２）＝犲２．

解 （１）爠（牀）＝爠 １
牕

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕牕犨＝犨，

爟（牀）＝爟 １
牕

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕２
牕

牏＝１
爟（牀牏）＝ １

牕２牕犲２＝ １
牕犲２．

（２）爳２＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牀２

牏－２牀牏牀＋牀２）

＝ １
牕－１

牕

牏＝１
牀２

牏－
牕

牏＝１
牀（２牀牏－牀［ ］）

＝ １
牕－１

牕

牏＝１
牀２

牏－牀 ２
牕

牏＝１
牀牏－牕牀槏 槕［ ］

＝ １
牕－１

牕

牏＝１
牀２

牏－牕牀槏 槕２ ．

（３）爠（爳２）＝爠 １
牕－１

牕

牏＝１
牀２

牏－牕牀槏 槕［ ］２
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＝ １
牕－１爠 

牕

牏＝１
［（牀牏－犨）－（牀－犨）］｛ ｝２

＝ １
牕－１

牕

牏＝１
爠（牀牏－犨）２－牕爠［（牀－犨）２｛ ｝］

＝ １
牕－１牕犲２－牕·犲２

槏 槕牕 ＝ １
牕－１（牕－１）犲２＝犲２．

例 设随机变量牀满足

爠［（牀－１）２］＝１０， 爠［（牀－２）２］＝６，
求爠（牀）与爟（牀）．
解 爠［（牀－１）２］＝爠（牀２）－２爠（牀）＋１＝１０

爠（牀２）－２爠（牀）＝９，
爠［（牀－２）２］＝爠（牀２）－４爠（牀）＋４＝６
爠（牀２）－４爠（牀）＝２．

解联立方程组得爠（牀）＝７燉２，爠（牀２）＝１６．于是

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝１６－４９
４＝１５

４．

例 已知随机变量（牀，牁）的联合分布律为

牁
牀 ０ １ ２

０ ０．１０ ０．２５ ０．１５
１ ０．１５ ０．２０ ０．１５

求：牀和牀＋牁的分布律，爠（牂）＝爠 ｓｉｎπ（牀＋牁）［ ］２ ．

解 牀可取值０，１，２，牀＋牁可取值０，１，２，３，故

牀 ０ １ ２
牘牑 ０．２５ ０．４５ ０．３０

牀＋牁 ０ １ ２ ３
牘牑 ０．１０ ０．４０ ０．３５ ０．１５

由牀＋牁分布律得

ｓｉｎ０＝ｓｉｎπ＝０， ｓｉｎ３
２π＝－１，

爠 ｓｉｎπ（牀＋牁）［ ］２ ＝０×０．１０＋１×０．４０＋０×０．３５＋（－１）×０．１５

＝０．２５．
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例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
２
７（牨＋２牪）， ０＜牨＜１，１＜牪＜２，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
求 爠（牂）＝爠（牀燉牁３＋牀２牁）．
解 利用随机变量函数的数学期望公式，有

爠（牂）＝∫
２

１
ｄ牪∫

１

０

牨
牪３＋牨２槏 槕牪 × ２

７（牨＋２牪）ｄ牨

＝∫
２

１
ｄ牪∫

１

０

２
７

牨２

牪３＋
２牨
牪２＋牨３牪＋２牨２牪槏 槕２ ｄ牨＝４６

６３．

例 射手对目标连续射击，直到命中牔次为止．设每次射击
命中率为牘，求所用子弹数牀的数学期望与方差．
解 牀的可取值为牔，牔＋１，…．由于最后一次必然命中，故

爮｛牀＝牑｝＝爞牔－１
牑－１牘牔－１牚牑－牔牘，牑＝牔，牔＋１，…

（称牀服从帕斯卡分布）．
以牀牏记第牏－１次命中至第牏次命中所用子弹数，则

牀＝
牔

牏＝１
牀牏，爠（牀）＝

牔

牏＝１
爠（牀牏），爟（牀）＝

牔

牏＝１
爟（牀牏）．

因为牀牏服从几何分布，爮｛牀牏＝牑｝＝牚牑－１牘，牑＝１，２，…，所以

爠（牀牏）＝１燉牘， 爟（牀牏）＝牚燉牘２

（利用级数求和技巧，类似第一节例２和例２７）．
于是 爠（牀）＝牔燉牘， 爟（牀）＝牔牚燉牘２．

第二节 其它数字特征

主 要 内 容

．协方差与相关系数

（１）对于二维随机变量（牀，牁），量
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｛爠［牀－爠（牀）］［牁－爠（牁）］｝
称为随机变量牀与牁的协方差，记为ｃｏｖ（牀，牁），即

ｃｏｖ（牀，牁）＝爠｛［牀－爠（牀）］［牁－爠（牁）］｝．

（２）犱牀牁＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟（牀） 爟（牁）

称为随机变量牀与牁的相关系数．

（３）对于任意两个随机变量牀和牁，有下列等式成立：
爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）＋２ｃｏｖ（牀，牁），

ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）．
．协方差的性质

（１）ｃｏｖ（牀，牁）＝ｃｏｖ（牁，牀）；
（２）对任意常数牃，牄，有ｃｏｖ（牃牀，牄牁）＝牃牄·ｃｏｖ（牀，牁）；
（３）ｃｏｖ（牀１＋牀２，牁）＝ｃｏｖ（牀１，牁）＋ｃｏｖ（牀２，牁）．
．相关系数的两条重要性质

（１）燏犱牀牁燏≤１（犱牀牁＞０称为正相关，犱牀牁＜０称为负相关）．
（２）燏犱牀牁燏＝１存在常数牃，牄，使爮｛牁＝牃＋牄牀｝＝１（燏犱牀牁燏

＝１称线性相关）．
．矩（原点矩与中心矩）
设牀和牁是两个随机变量，
（１）若爠（牀牑），牑＝１，２，…存在，则称其为牀的牑阶原点矩；
（２）若爠｛［（牀）－爠（牀）］牑｝，牑＝１，２，…存在，则称其为牀的牑

阶中心矩；
（３）若爠（牀牑牁牓），牑，牓＝１，２，…存在，则称其为牀和牁的牑＋牓阶

混合矩；
（４）若爠｛［牀－爠（牀）］牑［牁－爠（牁）］牓｝，牑，牓＝１，２，…存在，则称

其为牀和牁的牑＋牓阶混合中心矩．
．协方差矩阵

牕维随机变量（牀１，牀２，…，牀牕）的二阶混合中心矩

爞牏牐＝ｃｏｖ（牀牏，牀牐）＝爠｛［牀－爠（牀）］［牁－爠（牁）］｝
若都存在，牏，牐＝１，２，…，牕，则称矩阵
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┓＝

牅１１ 牅１２ … 牅１牕
牅２１ 牅２２ … 牅２牕
  
牅牕１ 牅牕２ … 牅

烄

烆

烌

烎牕牕
为牕维随机变量（牀１，牀２，…，牀牕）的协方差矩阵．由于牅牏牐＝牅牐牏 （牏≠牐；
牏，牐＝１，２，…，牕），所以┓是一个对称矩阵．

疑 难 解 析

．协方差和相关系数反映了随机变量牀与牁之间的什么样
的关系？
答 当给定两个随机变量牀和牁时，我们必然会考虑它们之间

是否存在某种关系．如当牀，牁相互独立时，有

爟（牀＋ 牁）＝ 爟（牀）＋ 爟（牁）；
一般情况下，

爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）＋２爠｛［牀－爠（牀）］［牁－爠（牁）］｝．
因而量爠｛［牀－爠（牀）］［牁－爠（牁）］｝≠０反映了牀，牁不相互独立而
存在某种相依关系的事实，将其定义为协方差．
当爟（牀），爟（牁）不变时，

犱牀牁＝ｃｏｖ（牀，牁 槡 槡）燉［ 爟（牀） 爟（牁）］
反映了牀和牁联系的密切程度．当犱牀牁＝±１时，牀和牁之间存在线
性关系牃牀＋牄牁＋牅＝０的概率为１；而犱牀牁＝０，只反映牀，牁不存在线
性关系，不排除其它的联系．

．两个随机变量相互独立与不相关有什么区别？怎样解释它
们之间的联系？
答 两个随机变量牀与牁相互独立与不相关所反映的不是同

一种关系．牀与牁的独立性反映牀与牁之间不存在任何关系，而牀
与牁不相关只是就线性关系而言的．但当（牀，牁）服从二维正态分
布时，牀和牁相互独立与牀和牁不相关是等价的．详细地讨论，可
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以得出：
（１）若牀，牁相互独立，则牀，牁不相关．因为若牀，牁相互独立，

则

爠（牀牁）＝ 爠（牀）爠（牁），
从而 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝０，
得犱牀牁＝０，所以牀，牁不相关．

（２）若 牀，牁不相关，则 牀，牁不一定相互独立．如例 ７，由

（牀，牁）的概率密度

牊（牨，牪）＝
１燉（π爲２）， 牨２＋牪２≤爲２，

０，｛ 其它

可算得 爠（牀）＝爠（牁）＝０， 爠（牀，牁）＝０，
所以犱牀牁＝０，牀与牁不相关．但

牊牀（牨）＝２ 爲２－牨槡 ２燉（π爲２）， 燏牨燏≤爲，

牊牁（牪）＝２ 爲２－牪槡 ２燉（π爲２）， 燏牪燏≤爲，
而牊牀（牨）牊牁（牪）≠牊（牨，牪），所以牀与牁不相互独立（例８、例９也说
明这一事实）．

（３）若牀，牁相关，则牀与牁不相互独立．因为若牀，牁相关，则

犱牀牁≠０，即ｃｏｖ（牀，牁）≠０，因而爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）≠０，所以牀与

牁不相互独立．
（４）若牀，牁不相互独立，牀与牁不一定不相关．

方法、技巧与典型例题分析

计算随机变量的其它数字特征的方法与计算随机变量的数学

期望和方差的方法一样．一是依定义计算，但依定义计算时往往要
先求随机变量的分布，这样使问题变得复杂；二是由随机变量与数
字特征之间的关系来计算，这样比较灵活，也比较简捷，但对概念
的熟悉与技巧的熟练程度要求较高．
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一、其它数字特征的计算
例  设 爟（牀）＝４，爟（牁）＝９，犱牀牁＝０．６，则 爟（３牀－２牁）＝

．
解 爟（３牀－２牁）＝爟（３牀）＋爟（２牁）

－２犱牀牁 槡 槡×２×３ 爟（牀） 爟（牁）
＝９×４＋４×９－１２×０．６×２×３
＝２８．８．

例 已知随机变量 牀的方差 爟（牀）有限，设 牁＝牃牀＋牄
（牃≠０，牃，牄为常数），则犱牀牁＝（ ）．

（Ａ）１； （Ｂ）－１； （Ｃ）牃燉燏牃燏； （Ｄ）燏犱牀牁燏＜１．
解 选（Ｃ）．因为

爠（牀牁）＝爠［牀（牃牀＋牄）］＝牃爠（牀２）＋牄爠（牀），
ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）

＝牃爠（牀２）＋牄爠（牀）－爠（牀）［牃爠（牀）＋牄］
＝牃爠（牀２）－牃［爠（牀）］２＝牃爟（牀），

而 爟（牁）＝牃２爟（牀 槡）， 爟（牁）＝燏牃 槡燏 爟（牀），

所以 犱牀牁＝ 牃爟（牀）
槡 槡燏牃燏 爟（牀） 爟（牀）

＝ 牃
燏牃燏．

例 若随机变量牀与牁满足爟（牀＋牁）＝爟（牀－牁），则必有

（ ）．
（Ａ）牀与牁相互独立； （Ｂ）牀与牁不相关；
（Ｃ）爟（牁）＝０； （Ｄ）爟（牀）爟（牁）＝０．
解 选（Ｂ）．因为

爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）＋２ｃｏｖ（牀，牁），
爟（牀－牁）＝爟（牀）＋爟（牁）－２ｃｏｖ（牀，牁），

所以由爟（牀＋牁）＝爟（牀－牁）得ｃｏｖ（牀，牁）＝０犱牀牁＝０，从而知

牀与牁不相关．
例 设对随机变量牀，牁有爠（牀）＝２，爠（牀２）＝２０，爠（牁）＝３，

爠（牁２）＝３４，犱牀牁＝０．５，求：
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（１）爠（３牀＋２牁），爟（３牀＋２牁）；
（２）爠（牀－牁），爟（牀－牁）．
解 （１）爠（３牀＋２牁）＝３爠（牀）＋２爠（牁）＝６＋６＝１２，

爟（３牀＋２牁）＝９爟（牀）＋４爟（牁）＋２ｃｏｖ（牀，牁）
＝９×（２０－４）＋４×（３４－９）

＋１２×０．５×４×５＝３６４．
（２）爠（牀－牁）＝爠（牀）－爠（牁）＝－１，
爟（牀－牁）＝爟（牀）＋爟（牁）－２ｃｏｖ（牀，牁）

＝（２０－４）＋（３４－９）－２×０．５×４×５＝２１．
例 设随机变量（牀，牁）的协方差矩阵为

┓＝
４ －３槏 槕－３ ９

，

求牀和牁的相关系数犱牀牁．
解 由协方差矩阵知

爟（牀）＝４， 爟（牁）＝９， ｃｏｖ（牀，牁）＝－３，
故 犱牀牁＝－３燉（２×３）＝－１燉２．
例 设随机变量（牀，牁）在区域爟：牨２＋牪２≤爲２上服从均匀分

布．（１）问牀，牁是否相互独立； （２）求牀，牁的相关系数犱牀牁．
解 （１）因为

牊（牨，牪）＝
１燉（π爲２）， 牨２＋牪２＜爲２，

０， 其它｛ ，
所以

牊牀（牨）＝
１

π爲２∫
爲２－牨槡 ２

－ 爲２－牨槡 ２ｄ牪＝
２

π爲２ 爲２－牨槡 ２， 燏牨燏≤爲，

０， 其它

烅

烄

烆 ．

类似地， 牊牁（牪）＝
１

π爲２ 爲２－牪槡 ２， 燏牪燏≤爲，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
显然，牊牀（牨）牊牁（牪）≠牊（牨，牪），所以牀与牁不相互独立．
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（２）爠（牀）＝ ２
π爲２∫

爲

－爲
牨 爲２－牨槡 ２ｄ牨 

奇偶性
０， 爠（牁）＝０，

同样 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）＝ １
π爲２ 

牨２＋牪２≤爲２

牨牪ｄ牨ｄ牪＝０，

所以犱牀牁＝０，即牀，牁不相关．由此可见，不相关不一定相互独立．
例 设随机变量牀服从拉普拉斯分布，其概率密度为

牊（牨）＝ １
２ｅ－燏牨燏， －∞＜牨＜＋∞，

求：（１）爠（燏牀燏），爟（燏牀燏）；
（２）ｃｏｖ（牀，燏牀燏），问：牀与燏牀燏是否相互独立？是否不相关？

解 （１）爠（燏牀燏）＝ １
２∫

＋∞

－∞
燏牨燏ｅ－燏牨燏ｄ牨 

偶

∫
＋∞

０
牨ｅ－牨ｄ牨

＝Γ（２）＝１，

爠（燏牀燏２）＝ １
２∫

＋∞

－∞
燏牨燏２ｅ－燏牨燏ｄ牨 

偶

∫
牨

０
牨２ｅ－牨ｄ牨＝Γ（３）＝２，

故 爟（燏牀燏）＝爠（燏牀燏２）－［爠（燏牀燏）］２＝２－１＝１．

（２）爠（牀燏牀燏）＝∫
＋∞

－∞

牨
２燏牨燏ｅ－燏牨燏ｄ牨

＝－１
２∫

０

－∞
牨２ｅ牨ｄ牨＋ １

２∫
＋∞

０
牨２ｅ－牨ｄ牨

＝－ １
２Γ（３）＋ １

２Γ（３）＝０，

爠（牀）＝ １
２∫

＋∞

－∞
牨ｅ－燏牨燏ｄ牨 

奇
０，

故 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝０－１×０＝０．
所以，牀与燏牀燏不相关．
对于０＜牃＜∞，｛燏牀燏＜牃｝｛牀＜牃｝．由于爮｛燏牀燏＜牃｝＞０，

爮｛牀＜牃｝＜１，所以

爮｛牀＜牃｝＝爮｛燏牀燏＜牃｝≠爮｛燏牀燏＜牃｝爮｛牀＜牃｝．
从而知牀与牁不相互独立．
例 已知随机变量（牀，牁）的分布律为
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牁
牀 －１ ０ １

－１ １燉８ １燉８ １燉８

０ １燉８ ０ １燉８

１ １燉８ １燉８ １燉８

试验证牀与牁不相关，但牀与牁不相互独立．
证 爠（牀）＝－１×３燉８＋０×２燉８＋１×３燉８＝０，

爠（牀２）＝１×３燉８＋０×２燉８＋１×３燉８＝３燉４，

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝３燉４，

爠（牁）＝０， 爟（牁）＝３燉４．
而 爠（牀，牁）＝１燉８－１燉８－１燉８＋１燉８＝０，
所以 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝０，
故犱牀牁＝０，即牀与牁不相关．
任取表中牘牏牐，如牘１１＝１燉８，而牘１·＝３燉８，牘·１＝３燉８，显然牘１１≠

牘１·牘·１，所以牀与牁不相互独立．
例 已知随机变量牀～爫（０，１），牁＝牀３，求牀与牁的相关系

数．
解 由上节例１９知，若牀～爫（０，１），则

爠（牀牑）＝
（牑－１）！！， 牑为偶数，

０， 牑为奇数｛ ．
所以 爠（牀）＝０， 爟（牀）＝１，

爠（牁）＝０， 爠（牁２）＝爠（牀６）＝１５， 爟（牁）＝１５．
又 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝爠（牀４）－０＝３，

所以 犱牀牁＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟（牀） 爟（牁）

＝ ３
槡１× １５

＝ １
５槡１５．

例 已知随机变量牀，牁，牂，证明：
爟（牀＋牁＋牂）＝爟（牀）＋爟（牁）＋爟（牂）＋２ｃｏｖ（牀，牁）

＋２ｃｏｖ（牀，牂）＋２ｃｏｖ（牁，牂）．

·７１２·



证 由方差定义展开上式可得

爟（牀＋牁＋牂）
＝爠｛［（牀＋牁＋牂）－爠（牀＋牁＋牂）］２｝

＝爠｛［牀－爠（牀）］＋［牁－爠（牁）］＋［牂－爠（牂）］２｝

＝爠｛［牀－爠（牀）］２｝＋爠｛［牁－爠（牁）］２｝＋爠｛［牂－爠（牂）］２｝
＋２爠｛［牀－爠（牀）］［牁－爠（牁）］｝
＋２爠｛［牀－爠（牀）］［牂－爠（牂）］｝
＋２爠｛［牁－爠（牁）］［牂－爠（牂）］｝

＝爟（牀）＋爟（牁）＋爟（牂）＋２ｃｏｖ（牀，牁）
＋２ｃｏｖ（牀，牂）＋２ｃｏｖ（牁，牂）．
例 已知随机变量（牀，牁，牂）的协方差矩阵

┓＝
９ １ －２
１ ２０ ３

烄

烆

烌

烎－２ ３ １２
，

令牀１＝２牀＋３牁＋牂，牁１＝牀－２牁＋５牂，牂１＝牁－牂，求（牀１，牁１，牂１）
的协方差矩阵．
解 由协方差矩阵知，爟（牀）＝９，爟（牁）＝２０，爟（牂）＝１２，

ｃｏｖ（牀，牁）＝１，ｃｏｖ（牀，牂）＝－２，ｃｏｖ（牁，牂）＝３．利用上题结论和协
方差运算性质，得

爟（牀１）＝４爟（牀）＋９爟（牁）＋爟（牂）＋１２ｃｏｖ（牀，牁）
＋４ｃｏｖ（牀，牂）＋６ｃｏｖ（牁，牂）

＝３６＋１８０＋１２＋１２－８＋１８＝２５０，

爟（牁１）＝爟（牀）＋４爟（牁）＋２５爟（牂）
＋（－４）ｃｏｖ（牀，牁）＋１０ｃｏｖ（牀，牂）
＋（－２０）ｃｏｖ（牁，牂）＝３０５．

爟（牂１）＝爟（牁）＋爟（牂）－２ｃｏｖ（牁，牂）＝２６，

ｃｏｖ（牀１，牁１）＝ｃｏｖ（２牀＋３牁＋牂，牀－２牁＋５牂）＝－２６．
同理 ｃｏｖ（牀１，牂１）＝４８， ｃｏｖ（牁１，牂１）＝－７６．
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（牀１，牁１，牂１）的协方差矩阵为
２５０ －２６ ４８

－２６ ３０５ －７６
烄

烆

烌

烎４８ －７６ ２６
．

例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
１， 燏牪燏≤牨，０≤牨≤１，
０， 其它｛ ，

求：（１）牊牀（牨），牊牁（牪）； （２）爠（牀），爠（牁），爟（牀），爟（牁）；

图４．５

（３）ｃｏｖ（牀，牁）．
解 （１）为了易于分析积分区域，画出牊

（牨，牪）不为零的区域图形（见图４．５）．
当０≤牨≤１时，

牊牀（牨）＝∫
牨

－牨
１ｄ牪＝２牨，

所以 牊牀（牨）＝
２牨， ０≤牨≤１，
０， 其它｛ ；

当０＜牪＜１时， 牊牁（牪）＝∫
１

牪
１ｄ牨＝１－牪；

当－１＜牪＜０时， 牊牁（牪）＝∫
１

－牪
１ｄ牨＝１＋牪．

所以 牊牁（牪）＝
１－燏牪燏， －１≤牪≤１，

０， 其它｛ ．

又 爠（牀）＝∫
１

０
牨×２牨ｄ牨＝ ２

３，

爠（牀２）＝∫
１

０
牨２×２牨ｄ牨＝ １

２，

爠（牁）＝∫
１

－１
（１－燏牪燏）ｄ牪 

奇
０，

爠（牁２）＝２∫
１

０
牪２（１－牪）ｄ牪＝ １

６，

所以 爟（牀）＝ １
２－槏 槕２

３

２

＝ １
１８， 爟（牁）＝ １

６，

爠（牀牁）＝∫
１

０
ｄ牨∫

牨

－牨
牨牪ｄ牪 

奇
０，
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故 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀）爠（牁）＝０．
例  已知牀～爫（１，３２），牁～爫（０，４２），犱牀牁＝－１燉２，对牂＝

牀燉３＋牁燉２，求：
（１）爠（牂）和爟（牂）； （２）犱牀牂； （３）牀，牂的独立性．
解 （１）由已给分布知

爠（牀）＝１， 爟（牀）＝９， 爠（牁）＝０， 爟（牁）＝１６，

所以 爠（牂）＝ １
３爠（牀）＋ １

２爠（牁）＝ １
３＋０＝ １

３，

爟（牂）＝ １
９爟（牀）＋ １

４爟（牁）＋２× １
３× １

２ｃｏｖ（牀，牁）

＝１＋４＋ １
３ －槏 槕１

２ ×４×３＝３．

（２）ｃｏｖ（牀，牂）＝ｃｏｖ牀，牀３＋牁槏 槕２

＝ １
３ｃｏｖ（牀，牀）＋ １

２ｃｏｖ（牀，牁）

＝ １
３爟（牀）＋ １

２ －槏 槕１
２ ×３×４＝３－３＝０，

所以 犱牀牂＝０．

（３）因为牂＝牀
３＋牁

２，所以牂也是正态分布．对于正态分布，不

相关与相互独立等价，故由犱牀牂＝０知，牀，牂相互独立．
例  设二维随机变量（牀，牁）～爫（０，０，犲２

１，犲２
２，犱），其中犲２

１≠
犲２
２．又设牀１＝牀ｃｏｓ犜＋牁ｓｉｎ犜，牀２＝－牀ｓｉｎ犜＋牁ｃｏｓ犜，问：何时牀１与

牀２不相关，且牀１与牀２相互独立？
解 因为（牀１，牀２）是（牀，牁）的线性变换，所以（牀１，牀２）仍然是

二维正态随机变量，若牀１与牀２不相关，牀１与牀２必然相互独立．
爠（牀１）＝爠（牀２）＝０，

ｃｏｖ（牀１，牀２）＝爠［（牀ｃｏｓ犜＋牁ｓｉｎ犜）（－牀ｓｉｎ犜＋牁ｃｏｓ犜）］－０
＝爠［－牀２ｓｉｎ犜ｃｏｓ犜＋牁２ｓｉｎ犜ｃｏｓ犜＋牀牁（ｃｏｓ２犜－ｓｉｎ２犜）］
＝（犲２

１－犲２
２）ｓｉｎ犜ｃｏｓ犜＋犱犲１犲２（ｃｏｓ２犜－ｓｉｎ２犜）．

若牀１与牀２不相关，则ｃｏｖ（牀１，牀２）＝０．从而有
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ｔａｎ２犜＝ ２ｓｉｎ犜ｃｏｓ犜
ｃｏｓ２犜－ｓｉｎ２犜＝

２犱犲１犲２

犲２
１－犲２

２
．

此时，牀１与牀２不相关，且牀１与牀２相互独立．
例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
２－牨－牪， ０＜牨，牪＜１，

０， 其它｛ ，
求（牀，牁）的协方差矩阵和相关矩阵．

解 爠（牀）＝∫
１

０
ｄ牨∫

１

０
牨（２－牨－牪）ｄ牪＝ ５

１２， 爠（牁）＝ ５
１２，

爠（牀２）＝∫
１

０
ｄ牨∫

１

０
牨２（２－牨－牪）ｄ牪＝ １

４， 爠（牁２）＝ １
４，

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝ １
４－ ５槏 槕１２

２

＝ １１
１４４， 爟（牁）＝ １１

１４４，

爠（牀牁）＝∫
１

０
ｄ牨∫

１

０
牨牪（２－牨－牪）ｄ牪＝ １

６，

ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀，牁）－爠（牀）爠（牁）＝ １
６－ ５槏 槕１２

２

＝－ １
１４４．

又 犱牀牀＝犱牁牁＝１，

犱牀牁＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟（牀） 爟（牁）

＝－ １
１１．

所以协方差矩阵┓与相关系数矩阵┠分别为

┓＝

１１
１４４ － １

１４４

－ １
１４４

１１

烄

烆

烌

烎１４４

， ┠＝
１ － １

１１

－ １
１１

烄

烆

烌

烎１
．

例 设牀和牁都是标准化随机变量，犱牀牁＝１燉２，令牂１＝牃牀，
牂２＝牄牀＋牅牁，试确定牃，牄，牅的值，使爟（牂１）＝爟（牂２）＝１，且牂１与牂２

不相关．
解 因为牀，牁都是标准化随机变量，即

爠（牀）＝０， 爠（牁）＝０， 爟（牀）＝１， 爟（牁）＝１．
又犱牀牁＝１燉２，于是
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爟（牂１）＝爟（牃牀）＝牃２爟（牀）＝牃２，

爟（牂２）＝爟（牄牀＋牅牁）＝牄２爟（牀）＋牅２爟（牁）＋２×１燉２×牄牅×１×１
＝牄２＋牅２＋牄牅，

ｃｏｖ（牀，牁）＝犱牀牁槡 槡爟（牀） 爟（牁）＝１燉２，

ｃｏｖ（牂１，牂２）＝ｃｏｖ（牃牀，牄牀＋牅牁）
＝牃牄ｃｏｖ（牀，牀）＋牃牅ｃｏｖ（牀，牁）＝牃牄＋牄牅燉２．

建立方程组
牃２＝１，
牄２＋牅２＋牄牅＝１，烅

烄

烆牃牄＋牄牅燉２＝０，

解得

牃＝±１，

槡牄＝±１燉 ３，

槡

烅

烄

烆牅＝２燉 ３．
例 设牀１，牀２，…，牀牕＋牔 （牕＞牔）是相互独立且同分布、而

且方差存在的随机变量，又令牁＝牀１＋牀２＋…＋牀牕，牂＝牀牔＋１＋
牀牔＋２＋…＋牀牔＋牕，求犱牁牂．
解 为简单计，不妨设

爠（牀牏）＝０， 爠（牀２
牏）＝１， 牏＝１，２，…，牔＋牕，

则ｃｏｖ（牁，牂）＝爠［（牀１＋牀２＋…＋牀牕）（牀牔＋１＋牀牔＋２＋…＋牀牔＋牕）］
＝爠［牀２

牔＋１＋牀２
牔＋２＋…＋牀２

牕］＝牕－牔，
爟（牁）＝爠（牀２

１＋牀２
２＋…＋牀２

牕）＝牕，

爟（牂）＝爠（牀２
牔＋１＋牀２

牔＋２＋…＋牀２
牔＋牕＝牕，

故 犱牀牁＝ ｃｏｖ（牁，牂）
槡 槡爟（牁） 爟（牂）

＝牕－牔
牕 ＝１－牔

牕．

例 设牀１，牀２，…，牀２牕的数学期望为零，方差为１，且任何两
个随机变量的相关系数为犱．令牁＝牀１＋牀２＋…＋牀牕，牂＝牀牕＋１＋
牀牕＋２＋…＋牀２牕，求犱牁牂．
解

ｃｏｖ（牁，牂）＝爠［（牀１＋牀２＋…＋牀牕）（牀牕＋１＋牀牕＋２＋…＋牀２牕）］
＝牕２犱．

爟（牁）＝爠（牀１＋牀２＋…＋牀牕）２

＝爠（牀２
１＋牀２

２＋…＋牀２
牕）＋２

１≤牏＜牐≤牕
爠（牀牏牀牐）
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＝牕＋２爞２
牕犱＝牕＋牕（牕－１）犱＝牕［１＋（牕－１）犱］，

爟（牂）＝牕＋牕（牕－１）犱＝牕［１＋（牕－１）犱］．

所以 犱牁牂＝ ｃｏｖ（牁，牂）
槡 槡爟（牁） 爟（牂）

＝ 牕犱
１＋（牕－１）犱．

例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
牑ｃｏｓ（牨＋牪）， ０≤牨≤π燉２，－π燉２≤牪≤０，

０， 其它｛ ，
求爠（牀），爠（牁），ｃｏｖ（牀，牁），犱牀牁．
解 由

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝∫

π燉２

０
ｄ牨∫

０

－π燉２
牑ｃｏｓ（牨＋牪）ｄ牪＝２牑＝１

得 牑＝１燉２，

所以 爠（牀）＝ １
２∫

π燉２

０
牨ｄ牨∫

０

－π燉２
ｃｏｓ（牨＋牪）ｄ牪＝－０．７８５，

爟（牀）＝ １
２∫

π

０
牨２ｄ牨∫

０

－π燉２
ｃｏｓ（牨＋牪）ｄ牪－［爠（牀）］２＝０．１８８．

类似地， 爠（牁）＝－０．７８５， 爟（牁）＝０．１８８．

又 爠（牀牁）＝ １
２∫

π燉２

０
牨ｄ牨∫

０

－π燉２
牪ｃｏｓ（牨＋牪）ｄ牪＝－０．６６３，

故 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）
＝－０．６６３＋（０．７８５）２＝－０．０４６，

犱牀牁＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟（牀） 爟（牁）

＝－０．２４４．

例 设随机变量牀～爺［０，２］，求牀与燏牀－１燏的相关系数与
协方差矩阵┓．

解 因为 牊牀（牨）＝
１燉２， ０≤牨≤２，
０， 其它｛ ，

所以 爠（牀）＝（２＋０）燉２＝１， 爟（牀）＝（２－０）２燉１２＝１燉３，

爠（燏牀－１燏）＝ １
２∫

２

０
燏牨－１燏ｄ牨

＝ １
２∫

１

０
（１－牨）ｄ牨＋∫

２

１［ ］（牨－１）ｄ牨
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＝ １
４ －（牨－１）２

１

０
＋（牨－１）２［ ］

２

１
＝ １

２，

爟（燏牀－１燏）＝爠［（牀－１）２］－［爠（燏牀－１燏）］２

＝爟（牀）－ １
４＝ １

１２．

而 爠［牀燏牀－１燏］＝ １
２∫

２

０
牨燏牨－１燏ｄ牨

＝－ １
２∫

１

０
（牨２－牨）ｄ牨＋ １

２∫
２

１
（牨２－牨）ｄ牨＝ １

２，

所以 ｃｏｖ（牀，燏牀－１燏）＝ １
２－ １

２＝０．

于是 犱牀燏牀－１燏＝ ｃｏｖ（牀，燏牀－１燏）
槡 槡爟（牀） 爟（燏牀－１燏）

＝０，

协方差矩阵 ┓＝ １
１２

４ ０槏 槕０ １
．

例 设随机变量牀的分布律为

牀 －２ －１ １ ２

牘牑 １燉４ １燉４ １燉４ １燉４

验证牀２与牀不相关，牀３与牀相关．
证 牀２，牀３，牀４的分布律分别为

牀２ １ ４

牘牑 １燉２ １燉２

牀３ －８ －１ １ ８

牘牑 １燉４ １燉４ １燉４ １燉４

牀４ １ １６

牘牑 １燉２ １燉２

于是 爠（牀）＝０， 爠（牀２）＝５燉２， 爠（牀３）＝０， 爠（牀４）＝１７燉２，

ｃｏｖ（牀，牀２）＝爠（牀３）－爠（牀）爠（牀２）＝０犱牀牀２＝０，

ｃｏｖ（牀，牀３）＝爠（牀４）－爠（牀）爠（牀３）＝１７燉２犱牀牀３≠０．
所以牀与牀２不相关，牀与牀３相关．
例 设随机变量（牀，牁）的概率密度为

牊（牨，牪）＝
１
４ｓｉｎ牨ｓｉｎ牪， ０≤牨，牪≤π，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
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求爠（牀，牁），爟（牀，牁）及犱牀牁．

解 由∫
π

０

１
４ｓｉｎ牨ｓｉｎ牪ｄ牪＝ １

２ｓｉｎ牨，知

牊牀（牨）＝
１
２ｓｉｎ牨， ０≤牨≤π，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
牊牁（牪）＝

１
２ｓｉｎ牪， ０≤牪≤π，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
显然，有牊牀（牨）牊牁（牪）＝牊（牨，牪），所以牀，牁相互独立，犱牀牁＝０．

爠（牀）＝∫
π

０

牨
２ｓｉｎ牨ｄ牨＝ π

２， 爠（牁）＝∫
π

０

牪
２ｓｉｎ牪ｄ牪＝ π

２，

爠（牀２）＝∫
π

０

牨２

２ｓｉｎ牨ｄ牨＝π２

２－２， 爠（牁２）＝π２

２－２，

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝π２

４－２， 爟（牁）＝π２

４－２．

所以 爠（牀，牁）＝ π
２，槏 槕π

２ ， 爟（牀，牁）＝ π２

４－２，π
２

４槏 槕－２．

例 设随机变量牀～爺［０，２π］，概率密度

牊牀（牨）＝
１燉（２π）， ０≤牨≤２π，

０， 其它｛ ．
令牁＝ｓｉｎ牀，牂＝ｓｉｎ（牨＋牃），牃∈［０，２π］为常数．

（１）求犱牁牂； （２）讨论牁和牂的相关性与独立性．

解 爠（牁）＝∫
２π

０
ｓｉｎ牨× １

２πｄ牨＝０，

爠（牂）＝∫
２π

０
ｓｉｎ（牨＋牃）× １

２πｄ牨＝０，

爠（牁２）＝∫
２π

０
ｓｉｎ２牨１

２πｄ牨＝
１
４π∫

２π

０
（１－ｃｏｓ２牨）ｄ牨＝ １

２，

爠（牂２）＝∫
２π

０
ｓｉｎ２（牨＋牃）１

２πｄ牨＝
１
４π∫

２π

０
［１－ｃｏｓ２（牨＋牃）］ｄ牨＝ １

２．

所以 爟（牁）＝爠（牁２）－［爠（牁）］２＝１燉２， 爟（牂）＝１燉２．

爠（牁牂）＝∫
２π

０
ｓｉｎ牨ｓｉｎ（牨＋牃）１

２πｄ牨

＝ １
４π∫

２π

０
［ｃｏｓ牃－ｃｏｓ（２牨＋牃）］ｄ牨＝ １

２ｃｏｓ牃，
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故 ｃｏｖ（牁，牂）＝爠（牁牂）－０＝ １
２ｃｏｓ牃，

犱牁牂＝ ｃｏｖ（牁，牂）
槡 槡爟（牁） 爟（牂）

＝ｃｏｓ牃．

讨论：当牃＝０，π，２π时，燏犱牁牂燏＝１，牁与牂是否存在线性关系？
当牃＝０，２π时，

犱牁牂＝１， ｓｉｎ（牀＋牃）＝ｓｉｎ牀（牂＝牁）；
当牃＝π时，

犱牁牂＝－１， ｓｉｎ（牀＋牃）＝－ｓｉｎ牀（牂＝－牁）．

当牃＝ π
２，３

２π时，犱牁牂＝０，牁与牂不相关．但牁与牂不相互独立，因

为牁与牂有以下关系

牁２＋牂２＝ｓｉｎ２（牀＋牃）＋ｓｉｎ２牀＝ｃｏｓ２牀＋ｓｉｎ２牀＝１．
例 一个工人照看牕台机床．设牕台机床排成一行，相邻两

台机床的间距为牃，求该工人从已照看机床到待照看的下一台的机
床间的行走距离的数学期望．
解 将机床顺次编号为１，２，…，牕，设工人已照看的机床为第牑

台，每台机床需照看的概率相同，均为 １
牕．工人需走的距离为

牆牑牏＝
（牑－牏）牃， 牑≥牏，｛（牏－牑）牃， 牑＜牏，

０≤牏≤牕．

所以 爠（牆牑牏燏牑）＝ １
牕 

牑

牏＝１
（牑－牏）牃＋

牕

牏＝牑＋１
［ ］（牏－牑）牃

＝ 牃
牕 

牑－１

牣＝０
牣＋

牕－牑

牤＝１
槏 槕牤

＝ 牃
２牕［２牑

２－２（牕＋１）牑＋牕（牕＋１）］．

故工人在各车床间行走距离的期望值为

爠（牆）＝爠［爠（牆牑牏燏牑）］＝
牕

牑＝１
爮（牑）爠［牆牑牏燏牑］
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＝
牕

牑＝１

牃
２牕２［２牑２－２（牕＋１）牑＋牕（牕－１）］

＝ 牃
３牕（牕

２－１）．

二、关于数字特征的证明题
数字特征的证明题，反映了数字特征的特性、数字特征之间的

相互关系以及一些可以作为公式应用或推广的结论．在做证明题
时，首先要求读者对数字特征的概念和性质十分熟悉，其次要熟谙
多种证题的技巧．做证明题常用的技巧有：（１）寻找不同概念之间
的联系，由联系入手，步步推进；（２）用“拆拼”项的手段，将原来的
项组合成新项，完成证明；（３）由于数字特征由级数和积分计算，因
此要善于用级数求和与积分求积的技巧来证明；（４）利用对称性、
独立性、奇偶性、互逆性证明．
在做证明题时最重要还是要有开阔的思路，只有进行广泛的

联想，才能灵活地运用技巧，所以读者必须学会多看、多想、多实
践．
例 设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝ １
牔！牨

牔ｅ－牨 （牨≥０，牔为正整数），

证明： 爠（牀）＝爟（牀）＝牔＋１．
证 这是一道利用计算结果来证的证明题，关键是运用了Γ

函数的性质

Γ（牔＋１）＝∫
＋∞

０
牨牔ｅ－牨ｄ牨＝牔！．

因为 爠（牀）＝ １
牔！∫

＋∞

０
牨·牨牔ｅ－牨ｄ牨＝ １

牔！（牔＋１）！＝牔＋１，

爠（牀２）＝ １
牔！∫

＋∞

０
牨２牨牔ｅ－牨ｄ牨＝ １

牔！（牔＋２）！＝（牔＋２）（牔＋１），

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２

＝（牔＋２）（牔＋１）－（牔＋１）２

＝牔＋１＝爠（牀）．
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例 设随机变量牀的爠（牀），爟（牀）均存在，且爟（牀）不等于

零，标准化随机变量为牁＝牀－爠（牀）
槡爟（牀）

，证明随机变量牁～爫（０，１）．

证 利用数学期望与方差的性质来证．

爠（牁）＝爠
牀－爠（牀）
槡槏 槕爟（牀）

＝ １
槡爟（牀）

爠［牀－爠（牀）］

＝ １
槡爟（牀）

［爠（牀）－爠（牀）］＝０，

爟（牁）＝爟
牀－爠（牀）
槡槏 槕爟（牀）

＝ １
爟（牀）爟［牀－爠（牀）］（爠（牀）是常数）

＝ １
爟（牀）爟（牀）＝１，

所以，牁～爫（０，１）．
例 设牀为取值于（牃，牄）的连续型随机变量．证明：
（１）牃≤爠（牀）≤牄； （２）爟（牀）≤（牄－牃）２燉４．
证 （１）因为在（牃，牄）内，牊（牨）≠０，所以

爠（牀）＝∫
牄

牃
牨牊（牨）ｄ牨≥牃∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝牃×１＝牃，

爠（牀）＝∫
牄

牃
牨牊（牨）ｄ牨≤牄∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝牄×１＝牄，

于是 牃≤爠（牀）≤牄．
（２）由牃≤牀≤牄，得

－牄－牃
２ ≤牀－牃＋牄

２ ≤牄－牃＋牄
２ ＝牄－牃

２ ，

即 牀－牃＋牄槏 槕２

２

≤ 牄－牃槏 槕２

２

爠 牀－牃＋牄槏 槕２［ ］
２

≤ 牄－牃槏 槕２

２

．

于是 爟（牀）＝爠｛［牀－爠（牀）］２｝

＝爠 牀－牃＋牄［ ］２ ＋ 牃＋牄
２［ ］｛ ｝－爠（牀）槏 槕

２

＝爠 牀－牃＋牄槏 槕２［ ］
２

－ 牃＋牄
２［ ］－爠（牀）

２

≤爠 牀－牃＋牄槏 槕２［ ］
２

≤（牄－牃）２

４ ．
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例 设牀为取非负整数值的随机变量．证明：

爠（牀）＝
∞

牕＝１
爮｛牀≥牕｝．

证 利用级数交换和号的技巧，则

爠（牀）＝
∞

牑＝１
牑爮｛牀＝牑｝＝

∞

牑＝１


牑

牕＝１
爮｛牀＝牑｝

＝
∞

牕＝１

∞

牑＝牕
爮｛牀＝牑｝＝

∞

牕＝１
爮｛牀≥牕｝．

它提供了一个计算数学期望的公式．
如果不用这一技巧，可以这样证明：


∞

牕＝１
爮｛牀≥牕｝＝

∞

牕＝１

∞

牑＝牕
爮｛牀＝牑｝

＝爮｛牀＝１｝＋爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝３｝＋…
＋爮｛牀＝２｝＋爮｛牀＝３｝＋…

＋爮｛牀＝３｝＋…
＋…

＝爮｛牀＝１｝＋２爮｛牀＝２｝＋３爮｛牀＝３｝＋…

＝
∞

牑＝０
牑爮｛牀＝牑｝＝爠（牀）．

显然要麻烦得多．
例 设牀是取非负整数值的随机变量．证明：

爟（牀）＝２
∞

牕＝１
牕爮｛牀≥牕｝－爠（牀）［爠（牀）＋１］．

证 如同例２９，利用级数交换和号的技巧，有


∞

牕＝１
（２牕－１）爮｛牀≥牕｝＝

∞

牕＝１
（２牕－１）

∞

牑＝牕
爮｛牀＝牑｝

＝
∞

牑＝１
爮｛牀＝牑｝

∞

牕＝１
（２牕－１）

＝
∞

牑＝１
牑２爮｛牀＝牑｝＝爠（牀２），
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利用例２９的结果，得


∞

牕＝１
（２牕－１）爮｛牀≥牕｝＝２

∞

牕＝１
牕爮｛牀≥牕｝－

∞

牕＝１
爮｛牀≥牕｝

＝２
∞

牕＝１
牕爮｛牀≥牕｝＝爠（牀）．

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）２］

＝２
∞

牕＝１
牕爮｛牀≥牕｝－爠（牀）－［爠（牀）］２

＝２
∞

牕＝１
牕爮｛牀≥牕｝－爠（牀）［爠（牀）＋１］．

例 设随机变量牀～ｅ（犧），证明：使爠［燏牀－爞燏］取得最小值

的常数爞＝ １
犧ｌｎ２，
且爞满足

爮｛牀≤爞｝＝爮｛牀≥爞｝＝１燉２．
证 作函数犺（爞）＝爠［燏牀－爞燏］，因为

牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨≥０，
０， 其它｛ ，

所以 爠［燏牀－爞燏］＝∫
爞

０
犧（爞－牨）ｅ－犧牨ｄ牨＋∫

＋∞

爞
犧（牨－爞）ｅ－犧牨ｄ牨

＝爞＋ １
犧 ２ｅ－犧爞－ １槏 槕犧 ．

求导得 犺′（爞）＝１－２ｅ－犧爞， 犺″（爞）＝２犧ｅ－犧爞．

令犺′（爞）＝０爞＝ １
犧ｌｎ２
为驻点，又犺″（爞）＞０，故在爞＝ １

犧ｌｎ２
时，

犺（爞）＝爠［燏牀－爞燏］为极小值（即最小值）点．求出最小值为 １
犧ｌｎ２．

又 爮｛牀≤爞｝＝∫
爞

０
犧ｅ－犧牨ｄ牨＝１－ｅ－犧爞，

当爞＝ １
犧ｌｎ２
时，爮｛牀≤爞｝＝ １

２．从而

爮｛牀≤爞｝＝爮｛牀≥爞｝＝１燉２．
一般，把使爮｛牀≥爞｝＝爮｛牀≤爞｝的点牨＝爞称为牀的中位数．
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一般可证，使爠［燏牀－爞燏］达到最小值的爞即为中位数．
例 设随机变量牀的密度函数为牊（牨），若对于常数爞，有

牊（爞＋牨）＝牊（爞－牨）， 牨＞０
且爠（牀）存在，证明：爠（牀）＝爞．
证 要用积分技巧来证．因为

爠（牀）＝∫
＋∞

－∞
牨牊（牨）ｄ牨

令牠＝牨－

爞∫

＋∞

－∞
（爞＋牠）牊（爞＋牠）ｄ牠

＝∫
＋∞

－∞
爞牊（爞＋牠）ｄ牠＋∫

＋∞

－∞
牠牊（爞＋牠）ｄ牠，

而 ∫
＋∞

－∞
爞牊（爞＋牠）ｄ牠

令爞＋牠＝

牣∫

＋∞

－∞
牊（牣）ｄ牣＝爞×１＝爞，

∫
０

－∞
牠牊（爞＋牠）ｄ牠＝∫

０

－∞
牠牊（爞－牠）ｄ牠 （由题设）

令牣＝－

牠∫

０

－∞
牣牊（爞＋牣）ｄ牣＝－∫

＋∞

０
牣牊（爞＋牣）ｄ牣，

所以 ∫
＋∞

－∞
牠牊（爞＋牠）＝∫

０

－∞
牠牊（爞＋牠）ｄ牠＋∫

＋∞

０
牠牊（爞＋牠）ｄ牠＝０，

爠（牀）＝爞＋０＝爞．
例 设随机变量牀有爠（牀）＝犨，爟（牀）＝犲２，且牁＝牋（牀），证

明：

爠（牁）≈牋（犨）＋ １
２牋″（犨）犲２， 爟（牁）≈［牋′（犨）］２犲２，

其中牋（牨）在牨＝犨处的二阶导数存在．
证 将牁＝牋（牀）在牀＝犨处展开为二阶泰勒公式

牁＝牋（犨）＋牋′（犨）（牀－犨）＋ １
２牋″（犨）（牀－犨）２＋爲２（牀），

舍去余项爲２（牀），对上式两边取期望，得

爠（牁）≈牋（犨）＋ １
２牋″（犨）爠［（牀－犨）２］＝牋（犨）＋ １

２牋″（犨）犲２．

将牁＝牋（牀）在牀＝犨处展开为一阶泰勒公式

牁＝牋（犨）＋牋′（犨）（牀－犨）＋爲１（牀），
舍去余项爲１（牀），对上式两边取方差，得
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爟（牁）≈［牋′（犨）］２爟（牀）＝［牋′（犨）］２犲２．
例 证明：若随机变量牀有爠（牀２）存在，则爠（牀）也存在．
证 因为对随机变量牀，利用不等式性质，由

（燏牀燏＋１）２≥０，

得 ０≤燏牀燏≤ １
２（牀２＋１），

所以 爠（燏牀燏）≤ １
２爠（牀２＋１）＝ １

２爠（牀２）＋１＜＋∞，

故爠（牀）存在．
例 设牀为随机变量，爞为任意常数，且爞≠爠（牀），证明：

爟（牀）＜爠［（牀－爞）２］．
证 用组合的技巧，得

爟（牀）＝爠｛［牀－爠（牀）］２｝＝爠｛［（牀－爞）－爠（牀）－爞］２｝
＝爠［（牀－爞）２］－［爠（牀）－爞］２，

移项 爟（牀）＋［爠（牀）－爞］２＝爠［（牀－爞）２］，
所以 爟（牀）＜爠［（牀－爞）２］．
例 设随机变量牀与牁相互独立且同分布，令爺＝牀＋牁，

爼＝牀－牁，证明：爺，爼必然不相关．
证 只需求犱爺爼＝０，可转化为求ｃｏｖ（爺，爼）＝０．
ｃｏｖ（爺，爼）＝爠（爺爼）－爠（爺）爠（爼）

＝爠［（牀＋牁）（牀－牁）］－爠（牀＋牁）爠（牀－牁）
＝爠（牀２）－爠（牁２）－［爠（牀）］２＋［爠（牁）］２

＝爟（牀）－爟（牁）＝０，
故犱爺爼＝０，爺与爼不相关．
例 设随机变量牀与牁相互独立且同分布，令爺＝犜牀＋

犝牁，爼＝犜牀－犝牁，其中犜，犝为常数，证明：

犱爺爼＝犜２－犝２

犜２＋犝２．

证 因为牀与牁相互独立且同分布，所以

爠（牀）＝爠（牁）＝犨， 爟（牀）＝爟（牁）＝犲２，
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于是 爠（爺）＝爠（犜牀＋犝牁）＝（犜＋犝）犨， 爠（爼）＝（犜－犝）犨，

爟（爺）＝爟（犜牀＋犝牁）＝（犜２＋犝２）犲２， 爟（爼）＝（犜２＋犝２）犲２，
从而

ｃｏｖ（爺，爼）＝爠［（犜牀＋犝牁）（犜牀－犝牁）］－爠（犜牀＋犝牁）爠（犜牀－犝牁）
＝犜２爟（牀）－犝２爟（牁）＝（犜２－犝２）犲２，

得 犱爺爼＝（犜２－犝２）犲２

（犜２＋犝２）犲２＝
犜２－犝２

犜２＋犝２．

显然，当燏犜燏＝燏犝燏时，爺与爼不相关．例３５为本例的特例．
例 设随机变量牀和牁相互独立，证明：

爟（牀牁）＝爟（牀）爟（牁）＋［爠（牀）］２爟（牁）＋［爠（牁２）］爟（牀）．
证 因为牀与牁相互独立，所以

爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁）， 爠（牀２牁２）＝爠（牀２）爠（牁２），

爟（牀牁）＝爠（牀２牁２）－［爠（牀牁）］２

＝爠（牀２）爠（牁２）－［爠（牀）］２［爠（牁）］２

＝｛爟（牀）＋［爠（牀）］２｝爠（牁２）－［爠（牀）］２［爠（牁）］２

＝爟（牀）爠（牁２）＋［爠（牀）］２爠（牁２）－［爠（牀）］２［爠（牁）］２

＝爟（牀）爠（牁２）＋［爠（牀）］２｛爠（牁２）－［爠（牁）］２｝
＝爟（牀）爠（牁２）＋［爠（牀）］２爟（牁）
＝爟（牀）爟（牁）＋爟（牀）［爠（牁）］２＋［爠（牀）］２爟（牁）．

其中多次利用了随机变量方差与数学期望的关系式

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２．
例 设牀和牁为两个随机变量，爠（牀）＝爠（牁）＝０，爟（牀）＝

爟（牁）＝１，犱牀牁＝ｃｏｖ（牀，牁），证明：

爠［ｍａｘ（牀２，牁２）］≤１＋ １－犱槡 ２．
证 与上例相同，利用数学期望与方差的关系式，特别利用了

爠（牀）＝０，爠（牁）＝０，爠（牀＋牁）＝０．
爠［ｍａｘ（牀２，牁２）］

＝爠 １
２（牀２＋牁２＋燏牀２－牁２［ ］燏）
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＝ １
２［爠（牀２）＋爠（牁２）＋爠燏牀２－牁２燏］

＝ １
２［爟（牀）＋爟（牁）＋爠（燏牀＋牁燏燏牀－牁燏）］

≤ １
２ 槡［爟（牀）＋爟（牁）＋ 爟（牀）＋爟（牁）＋２ｃｏｖ（牀，牁）

槡 ］· 爟（牀）＋爟（牁）－２ｃｏｖ（牀，牁）

＝ １
２ 槡槡［爟（牀）＋爟（牁）＋ 爟（牀）＋爟（牁）＋２犱 爟（牀）爟（牁）

槡槡 ］· 爟（牀）＋爟（牁）－２犱 爟（牀）爟（牁）
（代入


） １

２ 槡［ ］１＋１＋ （１＋１＋２犱）（１＋１－２犱）

＝１＋ １－犱槡 ２，
即 爠［ｍａｘ（牀２，牁２）］≤１＋ １－犱槡 ２ （式中，犱即犱牀牁）．
例 设牀１，牀２，…，牀牕是相互独立的随机变量，爟（牀牏）＝犲２

牏．

犜牏（牏＝１，２，…，牕）为常数，且
牕

牏＝１
犜牏＝１．证明：使爟 

牕

牏＝１
犜牏牀［ ］牏 达到最

小值的犜牏为

犜牏＝ １
犲２
牏


牕

牑＝１

１
犲２
牑
， 牏＝１，２，…，牕．

证 由牀１，牀２，…，牀牕的独立性知

爟 
牕

牏＝１
犜牏牀槏 槕牏 ＝

牕

牏＝１
犜２
牏爟（牀牏）＝牊（犜１，犜２，…，犜牕）．

现求函数牊（犜１，犜２，…，犜牕）在约束条件
牕

牏＝１
犜牏＝１下的条件极值．建立

拉格朗日函数

爧＝
牕

牏＝１
犜２
牏犲２

牏＋犧
牕

牏＝１
犜牏槏 槕－１，

由

爧
犜牏＝２犜牏犲２

牏＋犧＝０，


牕

牏＝１
犜牏

烅

烄

烆 －１＝０，
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得 犜牏＝－ 犧
２犲２

牏
， 犧＝－１

牕

牏＝１

１
犲２
牏
．

所以，当 犜牏＝ １
犲２
牏


牕

牑＝１

１
犲２
牑
（牏＝１，２，…，牕）时，爟 

牕

牏＝１
犜牏牀槏 槕牏 达到最小

值．这时，方差为

爟 
牕

牏＝１
犜牏牀槏 槕牏 ＝１

牕

牏＝１

１
犲２
牏
．

例 设爛，爜是两随机事件，定义

牀＝
１， 爛发生，
０， 爛不发生｛ ，

牁＝
１， 爜发生，
０， 爜不发生｛ ，

证明：犱牀牁＝０牀与牁相互独立．
证 利用事件独立性证．写出牀，牁和牀牁的分布律

牀 ０ １

牘 爮（爛） 爮（爛）

牁 ０ １

牘 爮（爜） 爮（爜）

牀牁 ０ １

牘 １－爮（爛爜） 爮（爛爜）

则 爠（牀）＝爮（爛）， 爠（牁）＝爮（爜）， 爠（牀牁）＝爮（爛爜）．
又 犱牀牁＝０ｃｏｖ（牀，牁）＝０，
故 爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁），
即 爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜），
知事件爛与爜相互独立，从而爛与爜，爛与爜，爛与爜也相互独立，
于是

爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）＝爮｛牀＝１｝爮｛牁＝１｝，
爮｛牀＝１，牁＝０｝＝爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）＝爮｛牀＝１｝爮｛牁＝０｝，
爮｛牀＝０，牁＝１｝＝爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）＝爮｛牀＝０｝爮｛牁＝１｝，
爮｛牀＝０，牁＝０｝＝爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）＝爮｛牀＝０｝爮｛牁＝０｝．
所以牀与牁相互独立．
例 设爛，爜是两随机事件，定义
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牀＝
１， 爛发生，

－１， 爛不发生｛ ，
牁＝

１， 爜发生，
－１， 爜不发生｛ ．

证明：犱牀牁＝０爛与爜相互独立．
证 记

爮（爛）＝牘１， 爮（爜）＝牘２， 爮（爛爜）＝牘１２，
由数学期望的定义知

爠（牀）＝１×爮（爛）－１×爮（爛）＝牘１－（１－牘１）＝２牘１－１，
爠（牁）＝１×爮（爜）－１×爮（爜）＝２牘２－１．

因为牀牁只有两个可取值－１，１，故

爮｛牀牁＝１｝＝爮（爛爜）＋爮（爛爜）＝２牘１２－牘１－牘２＋１，
爮｛牀牁＝－１｝＝１－爮｛牀牁＝１｝＝牘１＋牘２－２牘１２，

所以 爠（牀牁）＝１×爮｛牀牁＝１｝－１×爮｛牀牁＝－１｝
＝４牘１２－２牘１－２牘２＋１．

于是 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝４牘１２－４牘１牘２．
从而知，要犱牀牁＝０，必有牘１２＝牘１牘２，即爛与爜相互独立．
例４１与例４２十分相似，但两题证明方法不同，结论也不同．读

者可以尝试将两例的方法调换进行证明，看是否能证出．
例 设随机变量牀１，牀２，…，牀２牕有相同的均值犨和方差犲２，

且当牏≠牐时，犱牀牏牀牐＝犱．令爺＝
牕

牏＝１
牀牏，爼＝

牕

牑＝１
牀牕＋牑，求犱爺爼．

证 爠（爺）＝爠 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝牕犨， 爠（爼）＝牕犨，

ｃｏｖ（牀牏，牀牐）＝犱牀牏牀牐 爟（牀牏槡 ） 爟（牀牐槡 ）＝犱犲２，

所以 爟（爺）＝爟 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝

牕

牏＝１
爟（牀牏）＋ 

牕

牏，牐＝１；牏≠牐
ｃｏｖ（牀牏，牀牐）

＝牕犲２＋（牕２－牕）犱犲２，
爟（爼）＝牕犲２＋（牕２－牕）犱犲２．

又 爠（爺爼）＝爠 
牕

牏＝１
牀牏·

牕

牑＝１
牀槏 槕牕＋牑 ＝

牕

牏，牑＝１
爠（牀牏牀牕＋牑），
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由 犱牀牏牀牕＋牑＝［爠（牀牏牀牕＋牑）－爠（牀牏）爠（牀牕＋牑）］ 爟（牀牏）爟（牀牕＋牑槡 ）

可得 爠（牀牏牀牕＋牑）＝犱 爟（牀牏）爟（牀牕＋牑槡 ）＋爠（牀牏）爠（牀牕＋牑）
＝犱犲２＋犨２，

所以

ｃｏｖ（爺，爼）＝爠（爺，爼）－爠（爺）爠（爼）

＝
牕

牏，牑＝１
爠（牀牏牀牕＋牑）－牕犨２

＝牕２（犱犲２＋犨２）－牕２犨２＝牕２犱犲２．

从而 犱爺爼＝ ｃｏｖ（爺，爼）
槡 槡爟（爺） 爟（爼）

＝ 牕２犱犲２

牕犲２＋（牕２－牕）犱犲２

＝ 牕犱
１＋（牕－１）犱．

例  设 牋（牨）是正值不减函数，牀是连续型随机变量，且

牋（牀）的数学期望存在．证明：
爮｛牀≥牃｝≤爠［牋（牨）］燉牋（牃）．

证 设牀的概率密度为牊（牨），于是

爮｛牀≥牃｝＝爮｛牋（牨）≥牋（牃）｝＝∫牋（牨）≥牋（牨）
牊（牨）ｄ牨

≤∫牋（牨）≥牋（牃）

牋（牨）
牋（牃）牊（牨）ｄ牨

≤ １
牋（牃）∫

＋∞

－∞
牋（牨）牊（牨）ｄ牨

＝爠［牋（牨）］燉牋（牃）．
例 对两个随机变量牀，牁，若爠（牀２），爠（牁２）存在，证明：

［爠（牀牁）］２≤爠（牀２）爠（牁２） （柯西许瓦兹不等式）．
解 引入实变量牠的函数

牋（牠）＝爠［（牀＋牁牠）２］＝爠（牀２）＋２牠爠（牀牁）＋牠２爠（牁２）．
因为，对任何实数牠，牋（牠）≥０，故

牱＝４［爠（牀牁）］２－４爠（牀２）爠（牁２）≤０，
即 ［爠（牀牁）］２≤爠（牀２）爠（牁２）．
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硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．理解随机变量数字特征（数学期望、方差、标准差、协方差、
矩相关系数）的概念，会运用数字特征的基本性质计算具体分布的
数字特征，并掌握常用分布的数字特征．

．会根据随机变量 牀的分布求其函数 牋（牀）的数学期望

爠［牋（牀）］，会根据牀和牁的联合概率分布求其函数牋（牀，牁）的数
学期望爠［牋（牀，牁）］．
二、本章重点内容
考试中，很重要的一类题型就是综合题．它与各章节比较单一

的习题不同，往往将几章的知识联系在一起，解题的步骤也比较复
杂．读者要学会通过审题由已知可以得到哪些结果，再由此结果而
逐步求得我们所需结果．其它考点还有：计算数字特征、通过数字
特征确定参数、通过数字特征讨论相关性与独立性、解关于数字特
征的应用题．

（一）数学期望与方差

．设随机变量 牀和 牁都服从正态分布，且它们不相关，则

（ ）．
（Ａ）牀与牁一定相互独立； （Ｂ）（牀，牁）服从二维正态分布；
（Ｃ）牀与牁未必相互独立； （Ｄ）牀＋牁服从一维正态分布．

（２００３年四）
解 选（Ｃ）．牀与牁不相关，牀与牁未必相互独立．
首先，两个正态随机变量的联合分布不一定是正态的．如牀～

爫（０，１），牁～爫（０，１），而

牊（牨，牪）＝ １
２πｅｘｐ－ １

２（牨２＋牪２［ ］）·（１＋ｓｉｎ牨ｓｉｎ牪）
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就不是正态分布，故（Ｂ）不成立．仅当（牀，牁）服从二维正态分布
时，牀与牁相互独立，故（Ａ）也不成立．仅当牀与牁相互独立时，牀
＋牁服从一维正态分布，故（Ｄ）也不成立．

．设随机变量牀１，牀２，…，牀牕 （牕＞１）相互独立且同分布，且

其方差为犲２＞０，令牁＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏，则（ ）．

（Ａ）ｃｏｖ（牀１，牁）＝犲２燉牕； （Ｂ）ｃｏｖ（牀１，牁）＝犲２；

（Ｃ）爟（牀１＋牁）＝牕＋２
牕 犲２； （Ｄ）爟（牀１－牁）＝牕＋１

牕 犲２．

（２００４年一、四）

解 选（Ａ）．由ｃｏｖ（牀１，牁）＝ １
牕ｃｏｖ牀１，∑

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 而得．

．设随机变量牀和牁的相关系数为０．９，若牂＝牀－０．４，则牁
与牂的相关系数为 ． （２００３年三）
解 因为爟（牂）＝爟（牀）， ｃｏｖ（牂，牁）＝ｃｏｖ（牀，牁），所以

犱牁牂＝犱牀牁＝０．９．

．设随机变量牀服从参数为犧的指数分布，则

爮｛牀 槡＞ 爟（牀）｝＝ ．
（２００４年一、三、四）

解 由题设知，牀的概率密度为

牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨≥０，｛ ０， 牨＜０，

爠（牀）＝１燉犧， 爟（牀）＝１燉犧２，

故 爮｛牀 槡＞ 爟（牀）｝＝爮｛牀＞１燉犧｝＝∫
∞

１燉犧
犧ｅ－犧牨ｄ牨

＝－∫
∞

１燉犧
ｅ－犧牨ｄ（－犧牨）＝－ｅ－犧牨

∞

１燉犧
＝ １

ｅ．

．设牀是一随机变量，爠（牀）＝犨，爟（牀）＝犲２ （犨，犲＞０，常
数），则对任意常数爞，必有（ ）．

（Ａ）爠（牀－爞）２＝爠（牀２）－爞２；
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（Ｂ）爠（牀－爞）２＝爠（牀－犨）２；

（Ｃ）爠（牀－爞）２＜爠（牀－犨）２；

（Ｄ）爠（牀－爞）２≥爠（牀－犨）２． （１９９７年四）
解 选（Ｄ）．设牊（爞）＝爠（牀－爞）２，有

爠（牀－爞）２＝爠（牀２＋爞２－２爞牀）＝爠（牀２）＋爞２－２爞爠（牀）．
令牊′（爞）＝２爞－２爠（牀）＝０，得驻点爞＝爠（牀）．又牊″（爞）＝２＞０，故
当爞＝爠（牀）＝犨时有最小值，即爠（牀－犨）２≤爠（牀－爞）２．

．设两个相互独立的随机变量牀和牁的方差分别为４和２，则
随机变量３牀－２牁的方差是（ ）．

（Ａ）８； （Ｂ）１６； （Ｃ）２８； （Ｄ）４４． （１９９７年一）
解 选（Ｄ），因为

爟（３牀－２牁）＝９爟（牀）＋４爟（牁）＝９×４＋４×２＝４４．
．对于任意两个随机变量牀与牁，若爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁），则

（ ）．
（Ａ）爟（牀牁）＝爟（牀）爟（牁）；
（Ｂ）爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）；
（Ｃ）牀和牁相互独立；
（Ｄ）牀和牁不相互独立． （１９９１年四）
解 选（Ｂ），因为由相关函数性质有

爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁）～犱牀牁＝０～爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）．

．设随机变量牀牏牐 （牏，牐＝１，２，…，牕，牕≥２）相互独立且同分

布，爠（牀牏牐）＝２，则行列式

牁＝

牀１１ 牀１２ … 牀１牕

牀２１ 牀２２ … 牀２牕

  
牀牕１ 牀牕２ … 牀牕牕

的数学期望爠（牁）＝ ． （１９９９年三）
解 由行列式性质可得
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爠（牁）＝爠

牀１１ 牀１２ … 牀１牕

牀２１ 牀２２ … 牀２牕

  
牀牕１ 牀牕２ … 牀牕牕

＝

爠（牀１１） 爠（牀１２） … 爠（牀１牕）
爠（牀２１） 爠（牀２２） … 爠（牀２牕）

  
爠（牀牕１） 爠（牀牕２） … 爠（牀牕牕）

＝

２ ２ … ２
２ ２ … ２
  
２ ２ … ２

＝０．

．设牀是一个随机变量，其概率密度为

牊（牨）＝
１＋牨， －１≤牨＜０，
１－牨， ０≤牨≤１，
０， 其它

烅
烄

烆 ，
则方差爟（牀）＝ ． （１９９５年五）

解 爠（牀）＝∫
０

－１
（１＋牨）牨ｄ牨＋∫

１

０
（１－牨）ｄ牨＝０，

爠（牀２）＝∫
０

－１
（１＋牨）２ｄ牨∫

１

０
（１－牨）牨２ｄ牨＝１燉６，

所以 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝１燉６，
．设 犪和 犣是 两 个 相 互 独 立 且 服 从 正 态 分 布

爫 槡（０，（１燉 ２）２）的随机变量，则随机变量燏犪－犣燏的数学期望

爠燏犪－犣燏＝ ． （１９９６年一）
解 令牂＝犪－犣，则牂～爫（０，１），于是

爠燏犪－犣燏＝爠燏牂燏＝∫
＋∞

－∞
燏牫燏 １

槡２π
ｅ－牫２燉２ｄ牫 槡＝ ２燉π．

．已知离散型随机变量 牀服从参数为 ２的泊松分布，即

爮｛牀＝牑｝＝２牑ｅ－２燉牑！，则随机变量牁＝３牀－２的数学期望爠（牁）＝
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． （１９９０年一）
解 爠（牀）＝犧＝２，所以

爠（牁）＝爠（３牀－２）＝３爠（牀）－２＝３×２－２＝４．
．已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中甲箱中装有３件合

格品、３件次品，乙箱中仅装有３件合格品，从甲箱中任取３件产品
放入乙箱后，求：

（１）乙箱中次品件数牀的数学期望；
（２）从乙箱中任取一件产品是次品的概率．

（２００３年一）

解一 （１）设牀牏＝
０， 从甲箱中取出第牏件产品是合格品，
１， 从甲箱中取出第牏件产品是次品｛ ，

则牀牏的分布律为

牀牏 ０ １

牘牑 １燉２ １燉２

牏＝１，２，３，且爠（牀牏）＝１燉２．由于牀＝∑
３

牏＝１
牀牏，故

爠（牀）＝爠 ∑
３

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝∑

３

牏＝１
爠（牀牏）＝ ３

２．

（２）以 爛记事件｛从乙箱中任取一件是次品｝，则｛牀＝０｝，
｛牀＝１｝，｛牀＝２｝，｛牀＝３｝构成完备事件组，由全概率公式

爮（爛）＝∑
３

牑＝０
爮｛牀＝牑｝爮｛爛燏牀＝牑｝＝∑

３

牑＝０
爮｛牀＝牑｝· 牑

６

＝ １
６∑

３

牑＝０
牑爮｛牀＝牑｝＝ １

６爠（牀）＝ １
６× ３

２＝ １
４．

解二 （１）牀的可能取值为０，１，２，３，牀的分布律为

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
３爞３－牑

３ 燉爞３
６，牑＝０，１，２，３，

即
牀 ０ １ ２ ３

牘牑 １燉２０ ９燉２０ ９燉２０ １燉２０
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故 爠（牀）＝牑爮｛牀＝牑｝＝３燉２．
．对于任意两事件爛和爜，０＜爮（爛）＜１，０＜爮（爜）＜１，

犱＝ 爮（爛爜）－爮（爛）爮（爜）

槡爮（爛）爮（爜）爮（爛）爮（爜）
称为事件爛和爜的相关系数．

（１）证明事件爛与爜相互独立的充分必要条件是其相关系数
等于零；

（２）利用随机变量相关系数的基本性质，证明燏犱燏≤１．
（２００３年四）

证 （１）由题给定义知，当且仅当爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）时犱＝
０，即爛与爜相互独立，故犱＝０是爛与爜相互独立的充分必要条件．

（２）为证明燏犱燏≤１，设随机变量

牀＝
１， 爛发生，
０， 爛不发生｛ ，

牁＝
１， 爜发生，
０， 爜不发生｛ ，

则牀与牁都服从０１分布，有

牀～
０ １槏 槕１－爮（爛） 爮（爛）

， 牁～
０ １槏 槕１－爮（爜） 爮（爜）

．

于是 爠（牀）＝爮（爛）， 爠（牁）＝爮（爜），
爟（牀）＝爮（爛）爮（爛）， 爟（牁）＝爮（爜）爮（爜），

ｃｏｖ（牀，牁）＝爮（爛爜）－爮（爛）爮（爜）．
从而，事件爛与爜的相关系数即随机变量牀和牁的相关系数．由两
随机变量相关系数的基本性质燏犱牀牁燏≤１知，燏犱燏≤１．

．设随机变量牀和牁同分布，牀的概率密度为

牊（牨）＝
３
８牨２， ０＜牨＜２，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
（１）已知事件爛＝｛牀＞牃｝和爜＝｛牁＞牃｝独立，且爮｛爛∪爜｝＝

３燉４，求常数牃；
（２）求１燉牀２的数学期望． （１９９３年四）
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解 （１）因为爮（爛）＝爮（爜），爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜），
爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛爜）

＝２爮（爛）－［爮（爛）］２＝３燉４，
所以 爮（爛）＝１燉２．

爮｛牀＞牃｝＝∫
＋∞

牃
牊（牨）ｄ牨＝ ３

８∫
２

牃
牨２ｄ牨＝１－牃３

８．

由爮｛牀＞牃｝＝爮（爛），得牃＝ ３槡４．

（２）爠（１燉牀２）＝∫
＋∞

－∞

１
牨２牊（牨）ｄ牨＝

３
８∫

２

０
ｄ牨＝ ３

４．

．设随机变量牀和牁独立，都在区间［１，３］上服从均匀分
布，引进事件爛＝｛牀≤牃｝，爜＝｛牁＞牃｝．

（１）已知爮｛爛∪爜｝＝７燉９，求常数牃；
（２）求１燉牀的数学期望． （１９９３年五）
解 （１）设爮（爛）＝牘，则

爮（爜）＝爮（爛）＝牘， 爮（爜）＝１－牘．
由条件知

爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋爮（爜）－爮（爛）爮（爜）＝牘２－牘＋１＝７燉９，
解得 牘１＝１燉３， 牘２＝２燉３．
从而 牃１＝１＋２燉３＝５燉３， 牃２＝１－４燉３＝７燉３．

（２）爠（１燉牀）＝∫
＋∞

－∞

１
牨牊（牨）ｄ牨＝ １

２∫
３

１
１燉牨ｄ牨＝ １

２ｌｎ３．

．从学校乘汽车到火车站途中有三个交通岗，假设在各个
交通岗遇到红灯的事件是相互独立的，且概率都是２燉５．设牀为途
中遇到红灯的次数，求随机变量牀的分布律、分布函数和数学期
望． （１９９７年一）
解 牀服从二项分布爜（３，２燉５），牀可能取值为０，１，２，３，故

爮｛牀＝０｝＝（１－２燉５）３＝２７燉１２５，
爮｛牀＝１｝＝爞１

３×２燉５×（１－２燉５）２＝５４燉１２５，

爮｛牀＝２｝＝爞２
３×（２燉５）２×（１－２燉５）＝３６燉１２５，

爮｛牀＝３｝＝（２燉５）３＝８燉１２５．
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即牀的分布函数为

爡（牨）＝

０， 牨＜０，
２７燉１２５， ０≤牨＜１，
８１燉１２５， １≤牨＜２，
１１７燉１２５， ２≤牨＜３，

烅

烄

烆 １， 牨≥３．

分布律为
牀 ０ １ ２ ３

牘牑 ２７燉１２５ ５４燉１２５ ３６燉１２５ ８燉１２５

数学期望为 爠（牀）＝牕牘＝３×２燉５＝６燉５．
．设犪和犣是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已

知犪的分布律为爮｛犪＝牏｝＝１燉３，牏＝１，２，３．又设

牀＝ｍａｘ｛犪，犣｝， 牁＝ｍｉｎ｛犪，犣｝．
（１）写出二维随机变量（牀，牁）的分布律；
（２）求随机变量牀的数学期望爠（牀）． （１９９６年一）
解 （１）因为爮｛犪＝牏｝＝１燉３，牏＝１，２，３，所以

爮｛牀＝１｝＝爮｛犪＝１，犣＝１｝＝１燉３×１燉３＝１燉９，

爮｛牀＝２｝＝爮｛犪＝２，犣＝１｝＋爮｛犪＝２，犣＝２｝＋爮｛犪＝１，犣＝２｝
＝１燉３，

爮｛牀＝３｝＝爮｛犪＝３，犣＝１｝＋爮｛犪＝１，犣＝３｝＋爮｛犪＝３，犣＝２｝
＋爮｛犪＝２，犣＝３｝＋爮｛犪＝３，犣＝３｝

＝５燉９，
爮｛牁＝１｝＝爮｛犪＝１，犣＝１｝＋爮｛犪＝１，犣＝２｝＋爮｛犪＝２，犣＝１｝

＋爮｛犪＝１，犣＝３｝＋爮｛犪＝３，犣＝１｝
＝５燉９，

爮｛牁＝２｝＝爮｛犪＝２，犣＝３｝＋爮｛犪＝３，犣＝２｝＋爮｛犪＝２，犣＝２｝
＝１燉３，

爮｛牁＝３｝＝爮｛犪＝３，犣＝３｝＝１燉９．
分布律为
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牁
牀 １ ２ ３ 牘·牐

１ １燉９ ２燉９ ２燉９ ５燉９

２ ０ １燉９ ２燉９ １燉３

３ ０ ０ １燉９ １燉９

牘牏· １燉９ １燉３ ５燉９

（２）爠（牀）＝１×１燉９＋２×１燉３＋３×５燉９＝２２燉９．
．设随机变量牁服从参数为１的指数分布，随机变量

牀牑＝
０， 牁≤牑，｛１， 牁＞牑，

牑＝１，２，

求：（１）牀１和牀２的联合分布； （２）爠（牀１＋牀２）． （１９９７年四）

解 （１）因为爡（牪）＝
１－ｅ－牪， 牪＜０，｛ ０， 牪≥０，

所以

爮｛牀１＝０，牀２＝０｝＝爮｛牁≤１，牁≤２｝＝爮｛牁≤１｝＝１－ｅ－１，

爮｛牀１＝０，牀２＝１｝＝爮｛牁≤１，牁＞２｝＝０，

爮｛牀１＝１，牀２＝０｝＝爮｛牁＞１，牁≤２｝＝爮｛１＜牁≤２｝
＝１－ｅ－２－（１－ｅ－１）＝ｅ－１－ｅ－２，

爮｛牀１＝１，牀２＝１｝＝爮｛牁＞１，牁＞２｝＝爮｛牁＞２｝＝ｅ－２．
（２）牀牑服从０１分布，故

爠（牀牑）＝ｅ－牑， 爠（牀１＋牀２）＝ｅ－１＋ｅ－２．

牀２

牀１ ０ １

０ １－ｅ－１ ｅ－１－ｅ－２

１ ０ ｅ－２

牀牑 ０ １

牘牑 １－ｅ－１ ｅ－１

．两台同样的自动记录仪，每台的无故障工作时间服从参
数为５的指数分布；首先开动其中一台，当其发生故障时停用而另
一台自行启动．试求两台记录仪无故障工作总时间爴的概率密度

牊（牨）、数学期望和方差． （１９９７年三）
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解 以牀牏（牏＝１，２）表示两台记录仪的无故障工作时间，即

爴＝牀１＋牀２．

牀牏的概率密度为

牘牏（牨）＝
５ｅ－５牨， 牨＞０，

烅
烄

烆 ０， 牨≤０．

牀１与牀２相互独立，由卷积公式知

牊（牠）＝∫
＋∞

－∞
牘１（牨）牘２（牠－牨）ｄ牨＝∫

牠

０
２５ｅ－５牨·ｅ－５（牠－牨）ｄ牨

＝２５ｅ－５牠∫
牠

０
ｄ牨＝２５牠ｅ－５牠．

所以 牊（牠）＝
２５牠ｅ－５牠， 牠＞０，

烅
烄

烆 ０， 牠≤０．
爠（牀牏）＝１燉５， 爟（牀牏）＝１燉２５．

爠（爴）＝爠（牀１＋牀２）＝２燉５， 爟（爴）＝爟（牀１）＋爟（牀２）＝２燉２５．

．游客乘电梯从底层到电视塔顶层观光，电梯于每个整点

的 第５分钟、２５分钟和５５分钟从底层起行．假设一游客从早八时

的第牀分钟到达底层候梯，且牀在［０，６０］上均匀分布，求该游客

等候时间的数学期望． （１９９７年三）

解 牊（牨）＝
１燉６０， ０≤牨≤６０，
０， 其它

烅
烄
烆 ，

而游客等待时间牁是牀的函数，即

牁＝牋（牀）＝

５－牀， ０≤牀≤５，
２５－牀， ５＜牀≤２５，
５５－牀， ２５＜牀≤５５，

烅

烄

烆６０－牀＋５， ５５＜牀≤６０，

故 爠（牁）＝爠［牋（牀）］＝∫
＋∞

－∞
牋（牨）牊（牨）ｄ牨

＝∫
５

０

５－牨
６０ｄ牨＋∫

２５

５

２５－牨
６０ ｄ牨

·７４２·



＋∫
５５

２５

５５－牨
６０ ｄ牨＋∫

６０

５５
（６０－牨＋５）ｄ牨

＝（１２．５＋２００＋４００＋３７．５）燉６０＝１１．６７．
．某流水生产线上每个产品不合格的概率为牘（０＜牘＜１），

各产品合格与否相互独立，当出现一个不合格产品时即停机检修．
设开机后第一次停机时已生产了的产品个数为牀，求牀的数学期
望爠（牀）和方差爟（牀）． （２０００年一）
解 记牚＝１－牘，则牀的概率分布为

爮｛牀＝牏｝＝牚牏－１牘， 牏＝１，２，…，
牀的数学期望为

爠（牀）＝
∞

牏＝１
牏牚牏－１牘＝牘

∞

牏＝１
牏牚牏－１＝牘

∞

牏＝１
牚槏 槕牏 ′

＝牘 牚槏 槕１－牚
′＝ １

牘．

又 爠（牀２）＝
∞

牏＝１
牏２牚牏－１牘＝牘

∞

牏＝１
牏２牚牏－１＝牘 牚

∞

牏＝１
牚槏 槕牏［ ］′′

＝牘 牚
（１－牚）［ ］２ ′＝２－牘

牘２ ，

故 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝２－牘
牘２ － １

牘２＝
１－牘
牘２ ．

（二）随机变量函数的数字特征

．设牀１，牀２，…，牀牕 （牕＞２）为相互独立且同分布的随机变

量，并均服从爫（０，１），记牀＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏，牁牏＝牀牏－牀，牏＝１，２，…，牕．

求：
（１）牁牏的方差爟（牁牏），牏＝１，２，…，牕；
（２）牁１与牁牕的协方差ｃｏｖ（牁１，牁牕）；
（３）爮｛牁１＋牁牕≤０｝． （２００５年一）

解 （１）爟（牁牏）＝爟（牀牏－牀）＝爟 １－ １槏 槕牕 牀牏－ １
牕∑牑≠牏

牀［ ］牑
＝（牕－１）燉牕， 牏＝１，２，…，牕．
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（２）ｃｏｖ（牁１，牁牕）＝爠［牁１－爠（牁１］［（牁牕－爠（牁牕）］

＝爠（牀１－牀）（牀牕－牀）

＝爠（牀１牀牕）＋爠（牀２）－爠（牀１牀）－爠（牀牕牀）

＝爠（牀１）爠（牀牕）＋爟（牀）－ １
牕爠（牀２

１）－ １
牕∑

牕

牑＝２
爠（牀１牀牑）

－ １
牕爠（牀２

牕）－ １
牕∑

牕－１

牑＝１
爠（牀牑牀牕）

＝－１燉牕．
（３）牁１＋牁牕＝牀１－牀＋牀牕－牀

＝牕－２
牕 牀１－ ２

牕∑
牕－１

牏＝２
牀牏＋牕－２

牕 牀牕．

上式是相互独立的正态随机变量的线性组合，所以牁１＋牁牕服从正

态分布．
由于爠（牁１＋牁牕）＝０，故爮｛牁１＋牁牕≤０｝＝１燉２．
在 ２００５年数学一和数学三中，此题的题设为：牀１，牀２，…，牀牕

（牕＞２）为来自总体爫（０，犲２）的简单随机样本，牀为样本均值，因
而：（１）爟（牁牏）＝（牕－１）燉牕，牏＝１，２，…，牕；（２）ｃｏｖ（牁１，牁牕）＝
－犲２燉牕；数学三中的（３）为，若爞（牁１＋牁牕）２是犲２的无偏估计量，求
常数爞．于是

爠［爞（牁１＋牁牕）２］
＝爞爟（牁１＋牁牕）
＝爞［爟（牁１）＋爟（牁牕）＋２ｃｏｖ（牁１，牁牕）］

＝爞 牕－１
牕 ＋牕－１

牕 － ２槏 槕牕 犲２＝２（牕－２）
牕 爞犲２＝犲２，

故 爞＝ 牕
２（牕－２）．

．设 爛，爜为随机事件，且 爮（爛）＝１燉４，爮（爜燏爛）＝１燉３，
爮（爛燏爜）＝１燉２，令

牀＝
１， 爛发生，
０， 爛不发生｛ ，

牁＝
１， 爜发生，
０， 爜不发生｛ ，
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求：（１）二维随机变量（牀，牁）的概率分布；
（２）牀与牁的相关系数犱牀牁；
（３）牂＝牀２＋牁２的概率分布．（数学一不考．）

（２００４年一、三、四）
解 （１）由 爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜燏爛）＝１燉１２，

爮（爜）＝ 爮（爛爜）
爮（爛燏爜）＝

１
６

得 爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爮（爛爜）＝１燉１２，
爮｛牀＝１，牁＝０｝＝爮（爛爜）＝爮（爛）－爮（爛爜）＝１燉６，
爮｛牀＝０，牁＝１｝＝爮（爛爜）＝爮（爜）－爮（爛爜）＝１燉１２，

爮｛牀＝０，牁＝０｝＝爮（爛爜）＝１－１燉１２－１燉６－１燉１２＝２燉３，

即

牁
牀 ０ １

０ ２燉３ １燉１２

１ １燉６ １燉１２

（２）因为

牀 ０ １

牘牑 ３燉４ １燉４

牁 ０ １

牘牑 ５燉６ １燉６

所以 爠（牀）＝１燉４， 爟（牀）＝３燉１６，

爠（牁）＝１燉６， 爟（牁）＝５燉３６， 爠（牀牁）＝１燉１２，

ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝１燉２４，

从而 犱牀牁＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟（牀） 爟（牁）

＝ 槡１５
１５．

（３）牂的可能取值为０，１，２，而

爮｛牂＝０｝＝爮｛牀＝０，牁＝０｝＝２燉３，

爮｛牂＝１｝＝爮｛牀＝０，牁＝１｝＋爮｛牀＝１，牁＝０｝＝１燉４，

爮｛牂＝２｝＝爮｛牀＝１，牁＝１｝＝１燉１２，
故牂的分布律为
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牂 ０ １ ２

牘牑 ２燉３ １燉４ １燉１２

．设随机变量牀和牁的相关系数为０．５，爠（牀）＝爠（牁）＝０，

爠（牀２）＝爠（牁２）＝２，则爠（牀＋牁）２＝ ． （２００３年四）
解 因为 爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝２，

爟（牁）＝２， 犱牀牁＝０．５，

所以 ｃｏｖ（牀，牁）＝犱牀牁槡 槡爟（牀） 爟（牁）＝０．５×２＝１．
又 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）爠（牀牁）＝１，
故 爠（牀＋牁）２＝爠（牀２）＋爠（牁２）＋２爠（牀牁）＝２＋２＋２＝６．

．设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝
１
２ｃｏｓ牨

２， ０≤牨≤π，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
对牀独立地重复观察４次，用牁表示观察值大于π燉３的次数，求牁２

的数学期望． （２００２年一）
解 因为

爮 牀＞｛ ｝π
３ ＝∫

π

π燉３

１
２ｃｏｓ牨

２ｄ牨＝ｓｉｎ牨
２

π

π燉３
＝ １

２，

所以，牁～爜槏 槕４，１燉２，于是

爠（牁）＝牕牘＝４×１燉２＝２，
爟（牁）＝牕牘（１－牘）＝４×１燉２×１燉２＝１，

得 爠（牁２）＝［爠（牁）］２＋爟（牁）＝２２＋１＝５．

或由
牁 ０ １ ２ ３ ４

牘牑 １燉１６ ４燉１６ ６燉１６ ４燉１６ １燉１６

得 爠（牁２）＝ １
１６０× １

１６＋１× ４
１６＋４× ６

１６＋９× ４
１６＋１６× １槏 槕１６

＝５．
．设二维随机变量（牀，牁）服从二维正态分布，则随机变量犪
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＝牀＋牁与犣＝牀－牁不相关的充分必要条件为（ ）．
（Ａ）爠（牀）＝爠（牁）；
（Ｂ）爠（牀２）－［爠（牀）］２＝爠（牁２）－［爠（牁）］２；
（Ｃ）爠（牀２）＝爠（牁２）；
（Ｄ）爠（牀２）＋［爠（牀）］２＝爠（牁２）＋［爠（牁）］２． （２０００年一）
解 选（Ｂ）．因为犪与犣不相关，则ｃｏｖ（犪，犣）＝０，即

爠｛［（牀＋牁）－爠（牀＋牁）］［（牀－牁）－爠（牀－牁）］｝＝０，
而上式左边为

爠［（牀２－牁２）－爠（牀＋牁）爠（牀－牁）］
＝爠（牀２）－爠（牁２）－［爠（牀）］２＋［爠（牁）］２，

从而得 爠（牀２）－爠（牁２）－［爠（牀）］２＋［爠（牁）］２＝０，
即 爠（牀２）－［爠（牀）］２＝爠（牁２）－［爠（牁）］２．

．设随机变量牀在区间［－１，２］上服从均匀分布，随机变量

牁＝
１， 牀＞０，
０， 牀＝０，烅

烄

烆－１， 牀＜０，
则方差爟（牁）＝ ． （２０００年三、四）
解 由于牀服从［－１，２］上的均匀分布，故牁的分布律为

牁 １ ０ －１

牘牑 ２燉３ ０ １燉３

爟（牁）＝爠（牁２）－［爠（牁）］２＝１－（１燉３）２＝８燉９．
．设牀表示１０次独立重复射击命中目标的次数，每次射中

目标的概率为０．４，则牀２的数学期望爠（牀２）＝ ．
（１９９５年一）

解 因为 牀～爜（１０，０．４），
爠（牀）＝牕牘＝４， 爟（牀）＝牕牘（１－牘）＝２．４，

所以 爠（牀２）＝爟（牀）＋［爠（牀）］２＝２．４＋４２＝１８．４．
．设随机变量 牀 服从参数为 犧的泊松分布，且已知
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爠［（牀－１）（牀－２）］＝１，则犧＝ ． （１９９９年四）
解 爠（牀）＝犧，爟（牀）＝犧，而

爠［（牀－１）（牀－２）］＝爠（牀２）－３爠（牀）＋２
＝爟（牀）＋［爠（牀）］２－３爠（牀）＋２
＝犧＋犧２－３犧＋２＝１，

解方程，得犧＝１．
．设一次试验成功的概率为牘，进行１００次独立重复试验，当

牘＝ 时，成功次数的标准差为最大，最大值犲为 ．
（１９９８年四）

解 成功次数牀～爜（１００，牘），爟（牀）＝牕牘－牕牘２．由

ｄ爟（牀）燉ｄ牘＝牕－２牕牘，
令上式为零得牘＝１燉２．此时

爟（牀）＝１００×１燉２×（１－１燉２）＝２５， 犲＝５．
．假设一部机器在一天内发生故障的概率为０．２，机器发生

故障时全天停止工作，若一周五个工作日无故障，可获利润１０万
元；发生一次故障仍可获利润５万元；发生两次故障获利润为０；发
生三次或三次以上故障亏本２万元．求一周内利润期望值是多少？

（１９９６年五）
解 以 牀表示一周内无故障工作天数，则 牀～爜（５，０．２），

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
５×０．２牑×０．８５－牑，牑＝０，１，…，５．牀的分布律为

牀 ０ １ ２ ≥３

牘牑 ０．３２８ ０．４１０ ０．２０５ ０．０５７

牁 １０ ５ ０ －２

故 爠（牁）＝０．３２８×１０＋０．４１０×５＋０．０５７×（－２）
＝５．２１６（万元）．

．一商店经销某种商品，每周进货的数量牀与顾客对该种
商品的需求量牁是相互独立的随机变量，且都服从区间［１０，２０］上
的均匀分布，商店每售出一单位商品可得利润１０００元．若需求量
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图４．６

超过了进货量，商店可以从其它商店调剂供
应，这时每单位商品获利润５００元．试计算此
商店经销该种商品每周所得利润的期望值．

（１９９８年三）
解 如图４．６所示，设商店每周所得利

润为爯，则

爯＝
１０００牁， 牁≤牀，｛１０００牀＋５００（牁－牀）， 牁＞牀，

由于牀，牁均服从均匀分布爺（１０，２０），故联合密度为

牊（牨，牪）＝
１燉１０×１燉１０＝１燉１００， １０≤牨，牪≤２０，

０， 其它｛ ．
从而，利润的期望值

爠（爯）＝
爟１

１０００牪× １
１００ｄ牨ｄ牪＋

爟２

５００（牨＋牪）× １
１００ｄ牨ｄ牪

＝１０∫
２０

１０
ｄ牪∫

２０

牪
牪ｄ牨＋５∫

２０

１０
ｄ牪∫

牪

１０
（牨＋牪）ｄ牨

＝１４１６６．６７（元）．
．设某种商品的每周需求量牀是服从区间［１０，３０］上的均

匀分布的随机变量，而经销商店进货数量为［１０，３０］中的某一整
数．商店每销售一单位商品可获利 ５００元；若供大于求则削价处
理，每处理一单位商品亏损１００元；若供不应求则可从外部调剂供
应，此时每一单位商品仅获利３００元．为使商品所获利润期望值不
少于９２８０元，试确定最少进货量． （１９９８年四）
解 设进货量为牃，则利润为

爩牃＝
５００牃＋（牀－牃）３００｛５００牀－（牃－牀）１００

＝
３００牀＋２００牃， 牃＜牀≤３０，｛６００牀－１００牃， １０≤牀≤牃，

利润期望为

爠（爩牃）＝∫
３０

１０
爩牃× １

２０ｄ牨
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＝ １
２０∫

牃

１０
（６００牀－１００牃）ｄ牨＋ １

２０∫
３０

牃
（３００牨＋２００牃）ｄ牨

＝－７．５牃２＋３５０牃＋５２５０．
由于爠（爩牃）≥９２８０，则由

－７．５牃２＋３５０牃＋５２５０≥９２８０
可解得６２燉３≤牃≤２６，故知利润期望值不少于９２８０元的最少进货
量为２１单位．

．假设由自动线加工的某种零件的内径（单位：ｍｍ）牀服从
正态分布爫（犨，１），内径小于１０或大于１２的为不合格品，其余为合
格品．销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损，已知销售利
润（单位：元）爴与销售零件的内径牀有如下关系：

爴＝
－１， 牀＜１０，
２０， １０≤牀≤１２，烅

烄

烆－５， 牀＞１２．
问：平均内径犨取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

（１９９４年四）
解 由题设条件知，平均利润为

爠（爴）＝２０爮｛１０≤牀≤１２｝＋（－１）爮｛牀＜１０｝
＋（－５）爮｛牀＞１２｝

＝２０［犎（１２－犨）－犎（１０－犨）］－犎（１０－犨）
－５［１－犎（１２－犨）］

＝２５犎（１２－犨）－２１犎（１０－犨）－５，
其中犎（牨）是标准正态分布函数．设犺（牨）为标准正态密度，则有

ｄ爠（爴）
ｄ犨 ＝－２５犺（１２－犨）＋２１犺（１０－犨），

令上式等于零，得

槡－２５燉２πｅ－（１２－犨）２燉２ 槡＋２１燉２πｅ－（１０－犨）２燉２＝０，
即 ２５ｅ－（１２－犨）２＝２１ｅ－（１０－犨）２燉２．
得 犨＝犨０＝１１－１燉２×ｌｎ（２５燉２１）＝１０．９．
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即，当犨＝犨０＝１０．９ｍｍ时，平均利润最大．
．假设二维随机变量（牀，牁）在矩形爢＝｛（牨，牪）燏０≤牨≤２，０

≤牪≤１燏｝上服从均匀分布，记

图４．７

爺＝
０， 牀≤牁，｛１， 牀＞牁，

爼＝
０， 牀≤２牁，｛１， 牀＞２牁．

（１）求爺与爼的联合分布；
（２）求爺和爼的相关系数．

（１９９９年三）
解 由图４．７可知

爮｛牀≤牁｝＝１燉４， 爮｛牀＞２牁｝＝１燉２，
爮｛牁＜牀≤２牁｝＝１燉４．

（１）（爺，爼）有四种取值：（０，０），（０，１），（１，０），（１，１）．
爮｛爺＝０，爼＝０｝＝爮｛牀＜牁，牀≤２牁｝＝爮｛牀≤牁｝＝１燉４，

爮｛爺＝０，爼＝１｝＝爮｛牀≤牁，牀＞２牁｝＝０，
爮｛爺＝１，爼＝０｝＝爮｛牀＞牁，牀≤２牁｝＝爮｛牁＜牀≥２牁｝＝１燉４，
爮｛爺＝１，爼＝１｝＝爮｛牀＞牁，牀＞２牁｝＝爮｛牀＞２牁｝＝１燉２．
（２）由题（１）与图４．７可知

爺爼～
０ １槏 槕１燉２ １燉２

， 爺～
０ １槏 槕１燉４ ３燉４

， 爼～
０ １槏 槕１燉２ １燉２

，

故 爠（爺）＝３燉４， 爟（爺）＝３燉１６， 爠（爼）＝１燉２，
爟（爼）＝１燉４， 爠（爺爼）＝１燉２，

ｃｏｖ（爺，爼）＝爠（爺爼）－爠（爺）爠（爼）＝１燉８，

犱爺爼＝ｃｏｖ（爺，爼 槡 槡 槡）燉［ 爟（爺） 爟（爼）］＝１燉 ３．

．设随机变量牀的概率分布密度为

牊（牨）＝ １
２ｅ－燏牨燏， －∞＜牨＜＋∞．

（１）求牀的数学期望爠（牀）和方差爟（牀）；
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（２）求牀与燏牀燏的协方差，并问：牀与燏牀燏是否不相关？
（３）问：牀与燏牀燏是否相互独立？为什么？ （１９９３年一）
解 （１）由定义，有

爠（牀）＝∫
＋∞

－∞

牨ｅ－燏牨燏

２ ｄ牨＝０， 爟（牀）＝∫
＋∞

０
牨２ｅ－牨ｄ牨＝２．

（２）ｃｏｖ（牀，燏牀燏）＝爠｛［牀－爠（牀）］［燏牀燏－爠（牁）］｝
＝爠（牀燏牀燏）－爠（牀）爠（燏牀燏）

＝爠（牀燏牀燏）＝∫
＋∞

－∞
牨燏牨燏牊（牨）ｄ牨＝０，

所以，牀与燏牀燏不相关．
（３）对给定的 ０＜牃＜＋∞，显然事件｛燏牀燏＜牃｝包含在事件

｛牀＜牃｝内，且爮｛牀＜牃｝＜１，０＜爮｛燏牀燏＜牃｝，故

爮｛牀＜牃，燏牀燏＜牃｝＝爮｛燏牀燏＜牃｝．
但 爮｛牀＜牃｝爮｛燏牀燏＜牃｝＜爮｛燏牀燏＜牃｝，
所以 爮｛牀＜牃，燏牀燏＜牃｝≠爮｛牀＜牃｝爮｛燏牀燏＜牃｝，
因此，牀与燏牀燏不相互独立．

．已知随机变量（牀，牁）服从二维正态分布，且牀和牁分别
服从正态分布 爫（１，３２）和 爫（０，４２），牀和 牁的相关系数 犱牀牁＝
－１燉２．设牂＝牀燉３＋牁燉２，

（１）求牂的数学期望爠（牂）和方差爟（牂）；
（２）求牀与牂的相关系数犱牀牂；
（３）问：牀与牂是否相互独立？为什么？ （１９９４年一）
解 （１）爠（牂）＝爠（牀）燉３＋爠（牁）燉２＝１燉３，

爟（牂）＝爟（牀）燉９＋爟（牁）燉４＋２犱牀牁槡 槡爟（牀）燉３· 爟（牁）燉２
＝１＋４－２＝３．

（２）ｃｏｖ（牀，牂）＝ｃｏｖ（牀，牀）燉３＋ｃｏｖ（牀，牁）
＝３２燉３＋（－１燉２）×３×４燉２＝０，

所以 犱牀牂＝ｃｏｖ（牀，牂 槡 槡）燉［ 爟（牀） 爟（牂）］＝０．
（３）因为牀，牁均为正态分布，故牂也为正态分布．由犱牀牂＝０，
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所以牀与牂相互独立．
．某箱装有１００件产品，其中一、二、三等品分别为８０，１０，１０

件，现在从中随机抽取一件，记

牀牏＝
１， 抽到牏等品，
０， 其它｛ ，

牏＝１，２，３．

试求：（１）随机变量牀１与牀２的联合分布；
（２）随机变量牀１与牀２的相关系数． （１９９８年四）
解 （１）以爛牏（牏＝１，２，３）表示抽到牏等品，于是

爮（爛牏）＝０．８， 爮（爛２）＝０．１， 爮（爛３）＝０．１．
于是 爮｛牀１＝０，牀２＝０｝＝爮｛爛３｝＝０．１，

爮｛牀１＝０，牀２＝１｝＝爮（爛２）＝０．１，

爮｛牀１＝１，牀２＝０｝＝爮（爛１）＝０．８，

爮｛牀１＝１，牀２＝１｝＝爮（）＝０．
联合分布律为

牀２

牀１ ０ １

０ ０．１ ０．８

１ ０．１ ０

（２） 爠（牀１）＝０．８， 爠（牀２）＝０．１，

爠（牀２
１）＝０．８， 爠（牀２

２）＝０．１，
爟（牀１）＝０．８－０．８２＝０．１６， 爟（牀２）＝０．１－０．１２＝０．０９，

爠（牀１牀２）＝０，

ｃｏｖ（牀１，牀２）＝爠（牀１，牀２）－爠（牀１）爠（牀２）＝０－０．０８＝－０．０８，

犱牀１牀２＝ｃｏｖ（牀１，牀２）燉［ 爟（牀１槡 ） 爟（牀２槡 ）］

槡 槡＝－０．０８燉（ ０．１６ ０．０９）＝－２燉３．
．设爛，爜是二随机事件，随机变量

牀＝
１， 若爛出现，

－１， 若爛不出现｛ ；
牁＝

１， 若爜出现，
－１， 若爜不出现｛ ，
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试证明随机变量牀和牁不相关的充分必要条件是爛与爜相互独
立． （２０００年三、四）
证 记爮（爛）＝牘１，爮（爜）＝牘２，爮（爛爜）＝牘１２，则

爠（牀）＝爮（爛）－爮（爛）＝牘１－（１－牘１）＝２牘１－１．
由于牀牁只有两个可能值１和－１，所以

爮｛牀牁＝１｝＝爮（爛爜）＋爮（爛爜）＝２牘１２－牘１－牘２＋１，

爮｛牀牁＝－１｝＝１－爮｛牀牁＝１｝＝牘１＋牘２－２牘１２，
故 爠（牀牁）＝爮｛牀牁＝１｝－爮｛牀牁＝－１｝

＝４牘１２＋１－２牘１－２牘２，
于是 ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）

＝４牘１２＋１－２牘１－２牘２－（２牘１－１）（２牘２－１）
＝４牘１２－４牘１牘２．

因此，ｃｏｖ（牀，牁）当且仅当爛，爜相互独立时为零．此时牘１２＝牘１牘２，
即牀和牁不相关的充分必要条件是爛与爜相互独立．

．设二维随机变量（牀，牁）的密度函数为

牊（牨，牪）＝ １
２［犺１（牨，牪）＋犺２（牨，牪）］，

其中犺１（牨，牪）和犺２（牨，牪）都是二维正态密度函数，且它们对应的二
维随机变量的相关系数为１燉３和－１燉３．它们的边缘密度函数所对
应的随机变量的数学期望都是零，方差都是１．

（１）求随机变量牀和牁的密度函数牊１（牨），牊２（牪）及牀和牁的
相关系数犱牀牁（可直接利用二维正态密度的性质）；

（２）问：牀和牁是否独立？为什么？ （２０００年四）
解 （１）二维正态分布的两个边缘分布都是一维正态分布，

因此，犺１（牨，牪）和犺２（牨，牪）的两个边缘密度为标准正态密度函数，故

牊１（牨）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牪＝ １

２∫
＋∞

－∞
犺１（牨，牪）ｄ牪＋∫

＋∞

－∞
犺２［ ］（牨，牪）ｄ牪

＝ １
２

１
槡２π

ｅ－牨２燉２＋ １
槡２π

ｅ－牨２槏 槕燉２ ＝ １
槡２π

ｅ－牨２燉２，
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同理 牊２（牪）＝ １
槡２π

ｅ－牪２燉２．

由牀～爫（０，１），牁～爫（０，１）知

爠（牀）＝爠（牁）＝０， 爟（牀）＝爟（牁）＝１．
随机变量牀和牁的相关系数

犱牀牁＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牨牪牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝ １
２∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牨牪犺１（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＋ １

２∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牨牪犺２（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝ １
２

１
３－槏 槕１

３ ＝０．

（２）由题给条件得

牊（牨，牪）＝ ３
槡８π ２

［ｅ－９（牨２－２牨牪燉３＋牪２）燉１６＋ｅ－９（牨２＋２牨牪燉３＋牪２）燉１６］

牊１（牨）牊２（牪）＝ １
２πｅ

－牨２燉２·ｅ－牪２燉２＝ １
２πｅ

－（牨２＋牪２燉２）

知 牊（牨，牪）≠牊１（牨）牊２（牪），
所以，牀与牁不相互独立．

．设二维随机变量（牀，牁）在区域爟：０＜牨＜１，燏牪燏＜牨内服

图４．８

从均匀分布，求关于牀的边缘概率密度及随机
变量牂＝２牀＋１的方差爟（牂）． （１９９０年一）
解 如图４．８所示，因为

牊（牨，牪）＝
１， （牨，牪）∈ 爢，
０， 其它｛ ，

所以 牊牀（牨）＝∫
牨

－牨
ｄ牪＝２牨， 牨＜牨＜１，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

爟（牀）＝爟（２牀＋１）＝４爟（牀）＝４∫
１

０
牨２×２牨ｄ牨－４∫

１

０槏 槕牨ｄ牨
２

＝２－４×４燉９＝２燉９．
．将一枚硬币重复掷牕次，以牀和牁表示正面向上和反面向

上的次数，则牀和牁的相关系数等于（ ）．
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（Ａ）－１； （Ｂ）０； （Ｃ）１燉２； （Ｄ）１．
（１９９９年一）

解 选（Ａ），因为牁＝牕－牀，是线性负相关．
．设随机变量牀和牁相互独立且同分布，记爺＝牀－牁，爼＝

牀＋牁，则随机变量爺与爼必然（ ）．
（Ａ）不相互独立； （Ｂ）相互独立；
（Ｃ）相关系数不为零； （Ｄ）相关系数为零．

（１９９５年四）
解 选（Ｄ）．因为牀，牁相互独立且同分布，所以

ｃｏｖ（爺，爼）＝爠（爺爼）－爠（爺）爠（爼）
＝爠（牀２－牁２）－爠（牀－牁）爠（牀＋牁）
＝爠（牀２）－爠（牁２）－［爠（牀）］２＋［爠（牁）］２

＝爟（牀）－爟（牁）＝０，
即 犱牀牁＝０．

．设随机变量 牀和 牁的联合分布在以点（０，１），（１，０），
（１，１）为顶点的三角形区域上服从均匀分布，试求随机变量爺＝牀

图４．９

＋牁的方差． （２００１年四）
解 如图４．９所示．因为爳爢＝２，所以

牊（牨，牪）＝
２， （牨，牪）∈爢，｛０， （牨，牪）爢，

牊牀（牨）＝∫
１

１－牨
２ｄ牪＝２牨， ０＜牨＜１，

０， 其它
烅
烄

烆 ．

因此 爠（牀）＝∫
１

０
２牨·牨ｄ牨＝２燉３，

爠（牀２）＝∫
１

０
２牨·牨２ｄ牨＝１燉２， 爟（牀）＝１燉２－４燉９＝１燉１８．

同理 爠（牁）＝２燉３， 爟（牁）＝１燉１８，

爠（牀牁）＝２∫
１

０
牨ｄ牨∫

１

１－牨
牪ｄ牪＝５燉１２，

ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－爠（牀）爠（牁）＝５燉１２－４燉９＝－１燉３６．
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从而 爟（爺）＝爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）＋２ｃｏｖ（牀，牁）
＝１燉１８＋１燉１８－２燉３６＝１燉１８．

．设总体牀服从正态分布爫（犨，犲２）（犲＞０），从该总体中抽
取简单随机样本牀１，牀２，…，牀２牕（牕≥２），其样本均值为

牀＝ １
２牕

２牕

犧＝１
牀牏，

求统计量牁＝
牕

牏＝１
（牀牏＋牀牕＋牏－２牀）２的数学期望爠（牁）．

（２００１年一）
解 考虑（牀１＋牀牕＋１），（牀２＋牀牕＋２），…，（牀牕＋牀２牕），将其视为

取自总体爫（２犨，２犲２）的简单随机样本，则其样本均值为

１
牕

牕

牏＝１
（牀牏＋牀牕＋牏）＝ １

牕
２牕

牏＝１
牀牏＝２牀，

样本方差为 １
牕－１牁．

由于爠 １
牕－１槏 槕牁 ＝２犲２，所以

爠（牁）＝（牕－１）（２犲２）＝２（牕－１）犲２．
．设随机变量牀和牁的联合分布律为

牀
牁 －１ ０ １

０ ０．０７ ０．１８ ０．１５
１ ０．０８ ０．３２ ０．２０

则 （１）牀和牁的相关系数犱牀牁＝ ； （２００２年四）
（２）牀２和牁２的协方差ｃｏｖ（牀２，牁２）＝ ．（２００２年三）
解 因为牀，牁的边缘分布律为

牀 ０ １

牘牑 ０．４ ０．６

牁 －１ ０ １

牘牑 ０．１５ ０．５ ０．３５

（１）爠（牀）＝０．６， 爠（牁）＝０．２， 爠（牀牁）＝０．１２，
由于爠（牀牁）＝爠（牀）爠（牁），所以犱牀牁＝０．
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（２）爠（牀２）＝０．６， 爠（牁２）＝０．５， 爠（牀２牁２）＝０．２８，
由于 爠（牀２牁２）－爠（牀２）爠（牁２）＝０．２８－０．６×０．５＝－０．０２，
所以 ｃｏｖ（牀２，牁２）＝－０．０２．

．假设随机变量爺在区间［－２，２］上服从均匀分布，随机变
量

牀＝
－１， 若爺≤－１，
１， 若｛ 爺＞－１，

牁＝
－１， 若爺≤１，
１， 若｛ 爺＞１，

试求：（１）牀和牁的联合概率分布；（２）爟（牀＋牁）． （２００２年三）
解 （１）随机向量（牀，牁）有四个可能值：（－ １，－ １），

（－１，１），（１，－１），（１，１）．
爮｛牀＝－１，牁＝－１｝＝爮｛爺≤－１，爺≤１｝＝１燉４，

爮｛牀＝－１，牁＝１｝＝爮｛爺≤－１，爺＞１｝＝０，
爮｛牀＝１，牁＝－１｝＝爮｛爺＞－１，爺≤１｝＝１燉２，
爮｛牀＝１，牁＝１｝＝爮｛爺＞－１，爺＞１｝＝１燉４．

于是，得牀和牁的联合概率分布为

（牀，牁）～
（－１，－１） （－１，１） （１，－１） （１，１）槏 槕１燉４ ０ １燉２ １燉４

（２）牀＋牁和（牀＋牁）２的概率分布相应为

牀＋牁～
－２ ０ ２槏 槕１燉４ １燉２ １燉４

， （牀＋牁）２～
０ ４槏 槕１燉２ １燉２

．

由此可见

爠（牀＋牁）＝－１燉２＋１燉２＝０， 爠［（牀＋牁）２］＝２，

爟（牀＋牁）＝爠［（牀＋牁）２］＝２．
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第五章 大数定律与中心极限定理

第一节 大 数 定 律

主 要 内 容

．契比雪夫不等式
设随机变量牀的数学期望爠（牀）＝犨，方差爟（牀）＝犲２，则对任

意犡＞０，有不等式

爮｛燏牀－犨燏≥犡｝≤犲２燉犡２，
或 爮｛燏牀－犨燏＜犡｝≥１－犲２燉犡２．

．大数定律

（１）契比雪夫定理的特殊情形 设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互
独立的随机变量序列，有相同的数学期望和方差，爠（牀牏）＝犨，

爟（牀牏）＝犲２ （牏＝１，２，…），则对任意给定的犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝－犨 ＜犡＝１．

（２）契比雪夫定理 设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互独立的随机
变量序列，爠（牀牏）和爟（牀牏）都存在，且爟（牀牏）≤爞（牏＝１，２，…），则对
任意的犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏－ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏｛ ｝）＜犡＝１．

（３）伯努利定理 设牕爛是牕次重复独立试验中事件爛发生的
次数，牘是事件爛在一次试验中发生的概率，则对任意的犡＞０，有
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ｌｉｍ
牕→∞

爮 牕爛

牕－牘｛ ｝＜犡＝１．

（４）辛钦定理 设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互独立且同分布的
随机变量序列，且爠（牀牏）＝犨，则对任意犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

∞

牕＝１
牀牏｛ ｝－犨 ＜犡＝１．

疑 难 解 析

．契比雪夫不等式有什么作用？它的意义是什么？
答 契比雪夫不等式爮｛燏牀－犨燏≤犡｝≥１－犲２燉犡２反映了随机

变量牀的取值落在其数学期望爠（牀）＝犨的犡邻域内的概率不小于

１－犲２燉犡２．它的意义在于：当知道随机变量 牀的数学期望与方差
时，我们可以估计牀落在以爠（牀）为中心的某一区间内的概率（至
少给出一个下限）．
它的作用有四个方面：（１）估计概率．当爠（牀），爟（牀）和犡给定

时，可依公式直接计算概率．（２）当概率确定时，估计所需区间的长
度，即已知爠（牀），爟（牀）和牘，确定犡值．（３）估计试验次数．在牕重伯
努利试验中，频率牕爛燉牕与试验次数有关，在已知爠（牀），爟（牀）和牘
时，可以用契比雪夫不等式确定牕．（４）是推导其它定理的依据．
注意，契比雪夫不等式给出的估计是十分粗糙的，精确的估计

要通过其它更优秀的方法来给出．
．大数定律的意义是什么？
答 大数定律深刻地揭示了随机事件的概率与频率之间的关

系，因此是概率论的重要理论基础．大数定律从大量测量值的平均
值出发，讨论并反映了算术平均值及频率的稳定性．
教材讲述的大数定律都是弱大数定律，它们的条件各不相同，

但结论是一致的：从理论上肯定了用算术平均值代替均值，以频率
代替概率的合理性．大数定理既验证了概率论中一些假设的合理
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性，又为数理统计中用样本推断总体提供了理论依据．

契比雪夫定理：１
牕

牕

牏＝１
牀牏 →

牘 １
牕

牕

牏＝１
爠（牀牏）；

伯努利定理：牕爛

牕 →
牘

牘；

辛钦定理：１
牕

牕

牏＝１
牀牏 →

牘
犨．

．依概率收敛的意义是什么？
答 依概率收敛即依概率１收敛．其定义是：设随机变量序列

牀１，牀２，…，牀牕，对任意犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮｛燏牁牕－牃燏＜犡｝＝１（牃为常数），

则称序列牁１，牁２，…，牁牕，…依概率收敛于牃，记为

牁牕 →
牘

牃．
依概率收敛与微积分中的收敛的不同在于：微积分中的收敛

是确定的，即对任给的犡＞０，当牕＞爫时，必有燏牨牕－牃燏＜犡成立．而
依概率收敛是，对任给的犡＞０，当牕很大时，事件｛燏牨牕－牃燏＜犡｝发生
的概率为１，但不排除偶然事件｛燏牨牕－牃燏≥犡｝的发生．

方法、技巧与典型例题分析

一、契比雪夫不等式及应用
利用契比雪夫不等式解题，常见的题型是估计随机变量牀在

某区间内的概率，估计区间长度，估计试验次数．解题的步骤是：首
先确定恰当的随机变量牀，计算爠（牀）与爟（牀）；其次确定犡＞０的
值；最后，由契比雪夫不等式（两种形式可根据需要选择一种）进行
计算，其技巧主要表现在计算爠（牀），爟（牀）与分解随机变量牀上．
例 若随机变量牀服从参数为２的泊松分布，用契比雪夫不

等式估计，爮｛燏牀－２燏≥４｝＝ ．
解 若牀～犮（２），爠（牀）＝爟（牀）＝２，由契比雪夫不等式，有
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爮｛燏牀－２燏≥４｝＝爮｛燏牀－犨燏≥４｝≥２燉４２＝１燉８．
例 设 牀１，牀２，…，牀牕是相互独立且同分布的随机变量，

爠（牀牏）＝犨，爟（牀牏）＝８（牏＝１，２，…，牕），求牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏所满足的契

比雪夫不等式，并估计爮｛燏牀－犨燏＜４｝≥犜中的犜．
解 先求爠（牀）和爟（牀）．因为

爠（牀）＝爠 １
牕

牕

牏＝１
牀｛ ｝牏 ＝ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕牕犨＝犨，

爟（牀）＝爟 １
牕

牕

牏＝１
牀｛ ｝牏 ＝ １

牕２
牕

牏＝１
爟（牀牏）＝ １

牕２牕爟（牀牏）＝ ８
牕，

所以，满足牀的契比雪夫不等式为

爮｛燏牀－犨燏≥犡｝≤爟（牀）
犡２ ＝ ８

牕犡２．

当犡＝４时，即为

爮｛燏牀－犨燏＜４｝≥１－ ８
４２牕＝１－ １

２牕．

例 若随机变量牀服从［－１，牄］上的均匀分布，且由契比雪
夫不等式得爮｛燏牀－１燏＜犡｝≥２燉３，则牄＝ ，犡＝ ．
解 爠（牀）＝（－１＋牄）燉２， 爟（牀）＝（牄＋１）２燉１２，

又 爮｛燏牀－爠（牀）燏＜犡｝≥爟（牀）燉犡２，
比照 爮｛燏牀－１燏＜犡｝≥２燉３，
得 爠（牀）＝１＝（－１＋牄）燉２牄＝３，
故 爟（牀）＝１６燉１２＝４燉３１－爟（牀）燉犡２＝２燉３犡２＝２．
例 随机地掷６枚骰子，利用契比雪夫不等式估计６枚骰子

出现点数之和在１５点到２７点之间的概率．
解 以牀牏 （牏＝１，２，…，６）记第牏枚骰子出现的点数，显然牀牏

相互独立，６枚骰子出现点数的总和牀＝
牕

牏＝１
牀牏，所以

爠（牀牏）＝ １
６（１＋２＋３＋４＋５＋６）＝２１

６，
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爟（牀牏）＝ １
６ １－２１槏 槕６

２

＋ ２－２１槏 槕６

２

＋…＋ ６－２１槏 槕６［ ］
２

＝３５
１２．

故 爠（牀）＝２１， 爟（牀）＝３５燉２．
由契比雪夫不等式，有

爮｛１５＜牀＜２７｝＝爮｛燏牀－２燏＜６｝≥１－３５
２ ６２＝３７

７２．

例 设随机变量牀的分布律为

牀 １ ２ ３

牘牑 ０．３ ０．５ ０．２

试用契比雪夫不等式估计概率爮｛燏牀－爠（牀）燏≥１｝．
解 爠（牀）＝１×０．３＋２×０．５＋３×０．２＝１．９，

爠（牀２）＝１×０．３＋４×０．５＋９×０．２＝４．１，
爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝０．４９，

所以 爮｛燏牀－爠（牀）燏≥１｝≤０．４９燉１＝０．４９．
而按概率计算，则有

爮｛燏牀－１．９燏≥１｝＝１－爮｛燏牀－１．９燏＜１｝
＝１－爮｛０．９＜牀＜２．９｝
＝１－爮｛１｝－爮｛２｝＝０．２．

可见契比雪夫不等式的估计是很粗糙的．
例 设在每次试验中，事件爛发生的概率牘＝１燉４．
（１）进行３００次重复独立试验，以牀记爛发生的次数，用契比

雪夫不等式估计牀与爠（牀）的偏差不大于５０的概率；
（２）问：是否可用０．９２５的概率确信，在１０００次试验中，爛发

生的次数在２００到３００之间？
解 这是一个问题的正反两种不同的提法．
（１）由牀～爜（３００，１燉４）知

犨＝爠（牀）＝３００×１燉４＝７５，
犲２＝爟（牀）＝３００×１燉４×３燉４＝２２５燉４．

由契比雪夫不等式，有
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爮｛燏牀－爠（牀）燏≤５０｝≥１－２２５
４ ５０２＝０．９７７５．

（２）由牀～爜（１０００，１燉４）知

犨＝爠（牀）＝２５０， 犲２＝爟（牀）＝３７５燉２．
由契比雪夫不等式，有

爮｛２００≤牀≤３００｝＝爮｛燏牀－２５０燏≤５０｝＝爮｛燏牀－犨燏≤５０｝

≥１－３７５
２ ５０２＝０．９２５．

例 设在每次试验中，事件爛发生的概率均为３燉４．用契比雪
夫不等式估计，问：需要进行多少次独立重复试验，才能使事件发
生的频率在０．７４～０．７６之间的概率至少为０．９０？
解 设牀为在牕次独立重复试验中爛发生的次数，确定牀～

爜（牕，３燉４）．以牀燉牕表示在牕次独立重复试验中爛发生的概率，则

爠 牀槏 槕牕 ＝ １
牕爠（牀）＝ １

牕×牕× ３
４＝ ３

４，

爟 牀槏 槕牕 ＝ １
牕２爟（牀）＝ １

牕２牕×
３
４× １

４＝ ３
１６牕．

由契比雪夫不等式，有

爮 ０．７４≤牀
牕｛ ｝≤０．７６

＝爮 牀
牕｛ ｝－０．７５≤０．０１＝爮 牀

牕｛ ｝－爠（牀）≤０．０１

≥１－爟 牀槏 槕牕 ０．０１２＝１－３００００
１６牕．

所以，要使爮 ０．７４≤牀
牕｛ ｝≤０．７６≥０．９０，即１－３００００

１６牕≥０．９０，知牕≥

１８７５０，至少应进行１８７５０次试验才能达到要求．
例 设随机变量牀的概率密度为

牊（牨）＝
牨牔ｅ－牨燉牔！， 牨≥０，牔为自然数，

０， 其它｛ ，
证明： 爮｛０＜牨＜２（牔＋１）｝≥牔燉（牔＋１）．
证 先计算牀的数学期望与方差．
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爠（牀）＝∫
＋∞

－∞
牨牊（牨）ｄ牨＝ １

牔！∫
＋∞

０
牨牔＋１ｅ－牨ｄ牨＝ １

牔！Γ（牔＋２）

＝ １
牔！（牔＋１）！＝（牔＋１） （利用Γ函数性质），

爠（牀２）＝∫
＋∞

－∞
牨２牊（牨）ｄ牨＝ １

牔！∫
＋∞

０
牨牔＋２ｅ－牨ｄ牨＝ １

牔！Γ（牔＋３）

＝ １
牔！（牔＋２）！＝（牔＋２）（牔＋１），

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝（牔＋２）（牔＋１）－（牔＋１）２＝牔＋１．
由契比雪夫不等式，有

爮｛０＜牀＜２（牔＋１）｝
＝爮｛－（牔＋１）＜牀－（牔＋１）＜（牔＋１）｝
＝爮｛燏牀－（牔＋１）燏＜（牔＋１）｝
＝爮｛燏牀－爠（牀）燏＜牔＋１｝≥１－爟（牀）燉（牔＋１）２

＝１－（牔＋１）燉（牔＋１）２＝牔燉（牔＋１）．
本题和例４、例６中都有一个小小的技巧，就是将所求概率式化为
契比雪夫不等式形式．往往是在求出期望值后，照顾期望值而得出

犡值，再利用契比雪夫不等式的结论．
例 已知正常男性成人每毫升血液中平均白细胞数是７３００，

标准差是７００．利用契比雪夫不等式估计男性成人每毫升血液中含
白细胞数在５２００至９４００之间的概率牘．
解 确定每毫升血液中白细胞数为随机变量牀，由题设

爠（牀）＝７３００， 爟（牀）＝７００２．
由契比雪夫不等式，将概率式转化为不等式，得

爮｛５２００＜牀＜９４００｝＝爮｛燏牀－７３００燏＜２１００｝
≥１－７００２燉２１００２＝８燉９．

例 已知爟（牀）＝０，证明：爮｛牀＝爠（牀）｝＝１．
证 爮｛牀＝爠（牀）｝＝爮｛牀－爠（牀）＝０｝

＝１－爮｛牀－爠（牀）≠０｝，
而 ｛牀－爠（牀）≠０｝＝｛燏牀－爠（牀）燏≠０｝
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＝∪
∞

牕＝１
｛燏牀－爠（牀）燏≥１燉牕｝．

这一步转化十分重要，由此可利用契比雪夫不等式，因为

爮｛燏牀－爠（牀）燏≠０｝＝
∞

牕＝１
爮 燏牀－爠（牀）燏≥ １｛ ｝牕 ，

而 爮 牀－爠（牀）≥ １｛ ｝牕 ≤爟（牀） １
牕＝０，

所以 爮｛燏牀－爠（牀）燏≠０｝＝０，牕＝１，２，…，
于是 爮｛燏牀－爠（牀）燏＝０｝＝１－０＝１．
二、大数定律及应用
大数定律的应用，关键是要找到一个随机变量序列，根据计算

出的爠（牀牏）和爟（牀牏），确定定理条件是否满足，然后依据大数定律
解决问题．常用的方法和技巧是：求爠（牀牏）和爟（牀牏）要用到计算数
学期望和方差的技巧，利用契比雪夫不等式，利用有关定理与公式

（如斯特林格公式），利用反证法，等等．一定要根据具体情况灵活
运用方法和技巧．
例 设有随机变量序列｛牀牑｝且相互独立，其分布律为

牀牑 槡－ ２ ０ 槡２
牘牑 １燉４ １燉２ １燉４

问：可否对此随机变量序列使用大数定律？
解 已知牀牑相互独立，爠（牀牑）＝０，爠（牀２

牑）＝１，又

爟（牀牑）＝爠（牀２
牑）－［爠（牀牑）］２＝１－０＝１，

所以，满足契比雪夫大数定理条件，可使用大数定律．
例 设随机变量序列牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，牀牏

的分布律为

牀牏 －牏牃 ０ 牏牃
牘牑 １燉（２牏２） １－１燉牏２ １燉（２牏２）

证明：ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝＞犡＝０．

证 先验证是否满足大数定律条件．因为
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爠（牀牏）＝０， 爠（牀２
牏）＝２牏２牃２×１燉（２牏２）＝牃２，

所以 爠 １
牕

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏）＝０，

爟 １
牕

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕２
牕

牏＝１
爟（牀牏）＝牃２

牕，

满足契比雪夫定理条件，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝－０＜犡＝１，

即 ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝＞犡＝０．

也可以由契比雪夫不等式得出

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝－０＞犡≤爟 １

牕
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 犡２＝ 牃２

牕犡２，

故 ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝＞犡＝０．

例 已知独立随机变量序列牀１，牀２，…，牀牕具有同一分布

爡（牨）＝１燉２＋１燉π·ａｒｃｔａｎ（牨燉牃），
问：是否可以适用辛钦大数定律？
解 因为牊（牨）＝牃燉［π（牃２＋牨２）］，所以

爠（牀）＝∫
＋∞

－∞
燏牨燏 牃

π（牃２＋牨２）ｄ牨＝
２牃
π∫

＋∞

０

牃牨
牃２＋牨２ｄ牨＝∞，

而辛钦大数定律要求爠（牀）存在，故该随机变量序列不适用辛钦大
数定律．
例 设牀１，牀２，…，牀牕，…为相互独立且同分布的随机变量

序列，服从爺（０，１），证明：

∏
牕

牑＝１
牀槏 槕牑 １燉牕

→
牘

爞， 牕→∞．

其中爞为常数，并求出爞的值．
证 令牁牕＝ｌｎ牀牕，则牁牕 （牕≥１）为相互独立且同分布的随机变

量序列，有
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爠（牁牕）＝∫
１

０
ｌｎ牨ｄ牨＝牨ｌｎ牨

１

０
－∫

１

０
ｄ牨＝０－１＝－１，

满足辛钦大数定律，则

１
牕

牕

牑＝１
牁牑 →

牘
－１， 牕→∞．

故 ∏
牕

牑＝１
牀槏 槕牑 １燉牕

＝ｅｘｐ １
牕

牕

牑＝１
牁槏 槕牑 →

牘
ｅ－１， 牕→∞，

于是 爞＝ｅ－１．
例 证明马尔柯夫大数定理：如果随机变量序列牀１，牀２，

…，牀牕，…满足ｌｉｍ
牕→∞

１
牕２爟 

牕

牑＝１
牀槏 槕牑 ＝０，则对任意犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牑＝１
牀牑－ １

牕
牕

牑＝１
爠（牀牑｛ ｝）＜犡＝１．

证 先求 １
牕

牕

牑＝１
牀牑的数学期望与方差．因为

爠 １
牕

牕

牑＝１
牀槏 槕牑 ＝ １

牕
牕

牑＝１
爠（牀牑）， 爟 １

牕
牕

牑＝１
牀槏 槕牑 ＝ １

牕２
牕

牑＝１
爟（牀牑），

由契比雪夫不等式，有

爮 １
牕

牕

牑＝１
牀牑－ １

牕
牕

牑＝１
爠（牀牑｛ ｝）＜犡≥１－爟 

牕

牑＝１
牀槏 槕牑 （牕２犡２）．

由题给条件，立即可得

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牑＝１
牀牑－ １

牕
牕

牑＝１
爠（牀牑｛ ｝）＜犡＝１．

例 设牀１，牀２，…，牀牕，…同分布，当燏牑－牏燏≥２时，牀牑与牀牏

相互独立，方差爟（牀牏）存在，证明：

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏－ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏｛ ｝）＜犡＝１．

证 为简单计，不妨设

爠（牀牏）＝０， 爠（牀２
牏）＝爟（牀牏）＝１，牏＝１，２，…，

于是
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爟 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝爠 

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ２

＝
牕

牏＝１
爠（牀２

牏）＋２
１≤牏＜牑≤牕

爠（牀牏牀牏）

＝牕＋２［爠（牀１牀２）＋爠（牀２牀３）＋…＋爠（牀牕－１牀牕）］
≤牕＋２牕＝３牕．

这里利用了以下条件：当牏≠牑时，

燏爠（牀牏牀牑）燏≤ 爠（牀２
牏）＋爠（牀２

牑槡 ）＝１，

从而 爟 １
牕

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕２爟 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ≤ ３ →牕 ０（牕→∞），

即满足马尔柯夫定理条件，所以

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏－ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏｛ ｝）＜犡＝１．

例 设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互独立的随机变量序列，且

爮｛牀牕 槡＝± ｌｎ牕｝＝ １
２，牕＝１，２，…，验证：｛牀牕｝服从大数定律．

证一 爠（牀牏）＝０， 爟（牀牏）＝爠（牀２
牏）＝ｌｎ牏，且有

爟 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝

牕

牏＝１
爟（牀牏）＝

牕

牏＝１
ｌｎ牏≤牕ｌｎ牕，

所以 １
牕２爟 

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ≤ｌｎ牕 →牕 ０（牕→∞）．

于是，由马尔柯夫定理知，随机变量序列｛牀牕｝服从大数定律．
证二 由斯特林格公式牕！＝牕牕＋１燉２ｅ 槡－牕 ２π，有

１
牕２爟 

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕２
牕

牏＝１
ｌｎ牏＝ １

牕！ｌｎ（牕！）

≈ １
牕２ 牕＋槏 槕１

２ 槡［ ］ →ｌｎ牕－牕＋ｌｎ（牕 ２π） ０，

于是，由马尔柯夫定理知，随机变量序列｛牀牑｝服从大数定律．
例 设｛牀牕｝为相互独立的随机变量序列，且

爮｛牀牕＝±２牕｝＝１燉２２牕＋１，

爮｛牀牕＝０｝＝１－１燉２２牕，牕＝１，２，…，
证明：｛牀牕｝服从大数定律．
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证 爠（牀牕）＝２牕 １
２２牕＋１－２牕 １

２２牕＋１＋０× １－ １
２槏 槕２牕 ＝０，

爟（牀牕）＝２２牕 １
２２牕＋１＋２２牕 １

２２牕＋１＋０× １－ １
２槏 槕２牕 ＝１．

令牁牕＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，牕＝１，２，…，则爠（牁牕）＝０，爟（牁牕）＝ １

牕．于是，对任

意犡＞０，有契比雪夫不等式

爮｛燏牁牕－爠（牁牕）燏＜犡｝≥１－ １
牕犡２，

即有 ｌｉｍ
牕→∞

爮｛燏牁牕－爠（牁牕）燏＜犡｝＝１，

所以，随机变量序列｛牀牕｝服从大数定律．
例 设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互独立且同分布的随机变量，

牀牏～爺（牃，牄），牊（牨）是［牃，牄］上的连续函数．证明：

牘－ｌｉｍ
牕→∞

牄－牃
牕 

牕

牏＝１
牊（牀牏）＝∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

证 由 牀１，牀２，…，牀牕，…相互独立知，牊（牀１），牊（牀２），…，
牊（牀牕），…也相互独立．因为牀牏的密度函数为

牋（牨）＝
１燉（牄－牃）， 牃≤牨≤牄，

０， 其它｛ ，

所以 爠［（牄－牃）牊（牀牏）］＝∫
＋∞

－∞
（牄－牃）牊（牨）牋（牨）ｄ牨＝∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

由辛钦大数定律，有

牘－ｌｉｍ
牕→∞

牄－牃
牕 

牕

牏＝１
牊（牀牏）＝爠［（牄－牃）牊（牀牏）］＝∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

若把本题看成积分和的极限，则它提供了一种定积分计算的
方法．
例 以某种仪器测量已知量爛时，设牕次独立得到的测量

值为牨１，牨２，…，牨牕．如果仪器无系统误差，问：当牕充分大时，是否可

以取 １
牕

牕

牏＝１
（牨牏－爛）２作为仪器测量误差方差的近似值？

解 若把牨牏视为牕个相互独立同分布随机变量牀牏 （牏＝１，２，
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…，牕）的观察值，则爠（牀牏）＝犨，爟（牀牏）＝犲２ （牏＝１，２，…，牕）．仪器第牏
次测量的误差牀牏－爛的数学期望和

爠（牀牏－爛）＝犨－爛，
方差分别为 爟（牀牏－爛）＝犲２．
设牁牏＝（牀牏－爛）２，牏＝１，２，…，牕，则牁牏也相互独立，服从同一

分布．在仪器无系统误差时，有爠（牀牏－爛）＝０，即犨＝爛，于是

爠（牁牏）＝爠［（牀牏－爛）２］＝爠｛［牀牏－爠（牀牏）］２｝

＝爟（牀牏）＝犲２，牏＝１，２，…，牕．
由契比雪夫定理的特殊情形，可得

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牁牏－犲２｛ ｝＜犡＝１，

即 ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－爛）２－犲２｛ ｝＜犡＝１．

从而确定，当牕→∞时，随机变量 １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－爛）２依概率收敛于犲２．

即当牕充分大时，可以取 １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－爛）２作为仪器测量误差的方

差的近似值．

第二节 中心极限定理

主 要 内 容

．列维林德伯格定理（同分布的中心极限定理）
设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互独立且同分布的随机变量序列，有

有限的数学期望与方差，爠（牀牏）＝犨，爟（牀牏）＝犲２≠０（牏＝１，２，…），
则对任意实数牨，随机变量
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牁牕＝


牕

牏＝１
（牀牏－犨）

槡牕犲
＝


牕

牏＝１
牀牏－牕犨

槡牕犲
的分布函数爡牕（牨）满足

ｌｉｍ
牕→∞

爡牕（牨）＝ｌｉｍ爮｛牁牕≤牨｝＝∫
牨

－∞

１
槡２π

ｅ－牠２燉２ｄ牠．

．德莫弗拉普拉斯定理
设随机变量犣牕 （牕＝１，２，…）服从参数为牕，牘（０＜牘＜１）的二

项分布，则对于任意的牨，恒有

ｌｉｍ
牕→∞

爮
犣牕－牕牘

槡牕牘（１－牘）｛ ｝≤牨 ＝∫
牨

－∞

１
槡２π

ｅ－牠２燉２ｄ牠．

．李雅普诺夫定理
设牀１，牀２，…，牀牕，…是相互独立且不同分布的随机变量，它们

分别有数学期望和方差

爠（牀牏）＝犨牏， 爟（牀牏）＝犲２
牏≠０，牏＝１，２，…．

记爜２
牕＝

牕

牏＝１
犲２
牏，若存在正数犠，使得当牕→∞时，有

１
爜２＋犠

牕


牕

牏＝１
爠｛燏牀牏－犨牏燏２＋犠 →｝ ０，

则随机变量

牂牕＝


牕

牏＝１
牀牏－爠 

牕

牏＝１
牀槏 槕牏

爟 
牕

牏＝１
牀槏 槕槡 牏

＝


牕

牏＝１
牀牏－

牕

牏＝１
犨牏

爜牕

的分布函数爡牕（牨）对于任意的牨，满足

ｌｉｍ
牕→∞

爡牕（牨）＝ｌｉｍ槏牕→∞


牕

牏＝１
牀牏－

牕

牏＝１
犨牏

爜牕
≤ 槕牨 ＝ １

槡２π∫
牨

－∞
ｅ－牠２燉２ｄ牠．

·７７２·



疑 难 解 析

．中心极限定理有什么实际意义？
答 正态分布是概率论中三个重要分布之一，它是现实生活

和科学技术中使用最多的一种分布，也是数理统计的重要假设．许
多随机变量本身并不属于正态分布，但它们的共同作用下形成的
随机变量的极限分布是正态分布．它们的概率如何计算是一个很
重要的问题．中心极限定理阐明了，在什么条件下原本不属于正态
分布的一些随机变量其总和分布渐近服从正态分布．

．大数定律与中心极限定理有什么异同？
答 大数定律与中心极限定理都是通过极限理论来研究概率

问题，研究对象都是随机变量序列，解决的都是概率论中的基本问
题，因而大数定律与中心极限定理在概率论中的意义十分重要．
它们的不同在于：大数定律给出的是当牕→∞时随机变量序列

的函数（平均值或概率）的极限；而中心极限定理则告诉我们，随机
变量序列总和的分布近似正态分布，总和的标准化随机变量服从
渐近标准正态分布，而不论随机变量序列服从何种分布．这个问题
是近两个世纪来概率论研究的中心问题，所以称为中心极限定理．

方法、技巧与典型例题分析

应用中心极限定理的关键是，由所给条件构造一个相互独立
同分布的随机变量序列，使具有有限的数学期望与方差，然后建立
一个标准化随机变量，即可应用中心极限定理．
用中心极限定理讨论的第一个问题是：在概率确定的条件下

求样本数牕．解题方法是确定随机变量序列，建立标准化随机变量．
建立已知概率与标准正态分布的关系式，寻找牕的表达式，通过正
态分布表得出牕的关系式即可求出牕．技巧主要表现在求随机变量
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的数学期望和方差上，一般技巧是通过分离组合或者随机变量函
数的形式来给出和的数学期望与方差，如例１、例３、例７、例９等．
第二个问题是：计算总和在某一区间内的概率．其一般方法与

第一个问题相同，只是具体操作时后者只需计算两个标准正态分
布函数值之差就可以了．没有什么特别的技巧，只要按照一般的方
法去做即可，如例２、例５、例８等．
下面通过例题来了解解题的方法和技巧．
例 在抽样检查某种产品质量时，如果发现次品多于１０个，

则拒绝接受这批产品．设产品的次品率为 １０％，问：至少应抽
取多少个产品进行检查，才能保证拒绝接受这批产品的概率达
到０．９？
解 设牕为应抽取的产品数，牁为其中的次品数，记

牀牏＝
１， 第牏次检查时为次品，
０， 第牏次检查时为正品｛ ，

则 牁＝
牕

牏＝１
牀牏， 爠（牀牏）＝０．１，

爟（牀牏）＝０．１×（１－０．１）＝０．０９．
由德莫弗拉普拉斯定理，得

爮｛１０＜牁≤牕｝

＝爮
１０－牕×０．１

槡牕×０．１×０．９
＜ 牁－牕×０．１

槡牕×０．１×０．９
≤ 牕－牕×０．１

槡｛ ｝牕×０．１×０．９

＝犎 槡（３ 牕）－犎
１０－０．１牕

槡槏 槕０．３ 牕
≈１－犎

１０－０．１牕
槡槏 槕０．３ 牕

．

因为 １－犎
１０－０．１牕

槡槏 槕０．３ 牕
＝０．９，

所以 １０－０．１牕
槡０．３ 牕

＝１．２８牕＝１４７，

即至少应抽取１４７个产品检查才能达到目的．
例 某车间有１５０台同类型的机器，每台机器出现故障的概

率都是０．０２．设各台机器的工作是相互独立的，求机器出现故障的
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台数不少于２的概率．
解 设机器出现故障的台数为牀，牀～爜（１５０，０．０２），则爠（牀）

＝３，爟（牀 槡）＝２．９４， 爟（牀）＝１．７１５，由中心极限定理，有

爮｛牀≥２｝＝１－爮｛牀≤１｝＝１－爮 牀－３
１．７１５≤

２－３｛ ｝１．７１５
＝１－犎（－０．５８３２）＝０．７２０１．

例 某单位有１０００人独立地参加防空演习，设每个人能按
时进入掩体的概率为０．９，以０．９５的概率估计：

（１）在一次演习中至少有多少人能进入掩体？
（２）在一次演习中至多有多少人能进入掩体？
解 用牀牏 （牏＝１，２，…，１０００）表示第牏人能按时进入掩体，令

爳牔＝牀１＋牀２＋…＋牀牔．

（１）设至少有 牔人能进入掩体，使得 爮｛牔≤爳牔≤１０００｝≥
０．９５，因为

｛牔≤爳牔｝＝
牔－１０００×０．９

槡１０００×０．９×０．１
≤ 爳牔－１０００×０．９

槡｛ ｝１０００×０．９×０．１
，

令爳牔－９００
槡９０

＝牁，则牁～爫（０，１），由中心极限定理，有

爮｛牔≤爳牔｝＝爮 牁≥牔－９００
槡｛ ｝９０

＝１－爮 牁＜牔－９００
槡｛ ｝９０

＝１－犎
牔－９００
槡槏 槕９０

＝０．９５．

查正态分布表知牔－９００
槡９０

＝－１．６５，得牔＝８８４．３５，即至少有８８４人

能进入掩体．
（２）用类似方法可知，至多有 ９１６人能进入掩体（请读者一

试）．
例 设随机变量序列｛牀牕｝相互独立，在［－牕，牕］上牀牕服从均

匀分布，问：能否对｛牀牕｝使用中心极限定理？
解 能．因为 牀牕～爺（－牕，牕），牕＝１，２，…，所以 爠（牀牕）＝０，
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爟（牀牕）＝（牕＋牕）２燉１２＝牕２燉３．满足列维林德伯格定理条件，有有限

的数学期望与方差，可对｛牀牕｝使用中心极限定理．
例 某电站对一万个用户供电．设用电高峰时每户用电的概

率为０．９，利用中心极限定理，计算：
（１）同时用电户数在９０３０户以上的概率；
（２）若每户用电２００Ｗ，电站至少应具有多大发电量，才能以

０．９５的概率保证供电．
解 以牀记用电高峰时同时用电的户数．
（１）所求概率为爮｛牀＞９０３０｝．因为

牀～爜（１００００，０．９）， 爠（牀）＝９０００， 爟（牀）＝９００，

于是 爮｛牀＞９０３０｝＝爮
１００００－９０００

槡９００
≥９０３０－９０００

槡｛ ｝９００

＝犎 １００槏 槕３ －犎（１）≈１－０．８４１３＝０．１５８７．

（２）设电站的发电量（单位：Ｗ）至少为牨才能以０．９５的概率
保证供电，则因为要

爮｛２００牀≤牨｝＝爮 牀≤ 牨｛ ｝２００＝爮 牀－９０００
３０ ≤牨燉２００－９０００｛ ｝３０

＝犎 牨－１８０００００槏 槕６０００ －０≥０．９５，

所以牨－１８０００００
６０００ ≥１．６５，得牨≥１８０９９００，即电站具有 １８０９９００Ｗ

发电量，才能以０．９５的概率保证供电．
例 现从某厂生产的一批同型号电子元件中抽取３９５件，由

于次品率未知，需要通过次品的相对频率来估计，这时估计的可靠
性大于９５％．（１）求绝对误差犡；（２）如果样品中有十分之一是次
品，应对牘怎样估计？
解 以犝记元件的可靠度．

（１）犝＝爮 犣牕
牕－牘｛ ｝＜犡≈２犎［犡槡牕燉（牘牚）］－１，即

犎［犡槡牕燉（牘牚）］≥（１＋犝）燉２．
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由犝＝０．９５得（１＋犝）燉２＝０．９７５，查正态分布表知

犡槡牕燉（牘牚）＝１．９６犡 槡＝１．９６ 牘牚燉牕．
因为牘＋牚＝１，所以牘牚≤１燉４，牕＝３９５，故

犡 槡≤１．９６燉（２ ３９５）＝０．０５．

（２）由爮 犣３９５

３９５－牘｛ ｝＜犡≥犝知

犣３９５

３９５－犡＜牘＜
犣３９５

３９５＋犡， 犝＝０．９５，

而次品的频率（由题设）犣３９５

３９５＝
１
１０，
从而得

０．１０＜牘＜０．１５．
例 设一条自动生产线的产品合格率是０．８．要使一批产品

的合格率在７６％与８４％之间的概率不小于９０％，问：这批产品至少
要生产多少件？
解 设至少要生产牔件产品，并以牀记牔件产品中合格品的

件数，则牀～爜（牔，０．８）．现在要确定牔，使满足概率不等式

爮｛０．７６＜牀燉牔＜０．８４｝≤０．９０．
（１）若用契比雪夫不等式估计，有

爮｛０．７６＜牀燉牔＜０．８４｝
＝爮｛燏牀－０．８牔燏＜０．０４牔｝
≥１－（０．８牔×０．２）燉（０．０４牔）２＝１－１００燉牔．

由１－１００燉牔≥０．９０，得牔≥１０００，即至少要生产１０００件产品才能
保证合格品的概率满足要求．

（２）用德莫弗拉普拉斯定理估计，可知当牕比较大时，牀近似
服从正态分布爫（０．８牔，０．１６牔），于是

爮｛０．７６＜牀燉牔＜０．８４｝＝爮
牀－０．８牔

槡０．４ 牔
＜ ０．０４牔

槡｛ ｝０．４ 牔
≈２犎 槡（０．１ 牔）－１≥０．９０．

查正态分布表知 槡，０．１ 牔＝１．６５，解得牔≥２６８．９６，故取
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牔＝２６９．
将题（１）与题（２）比较可知，由中心极限定理估计的牔远比由

契比雪夫不等式估计的牔精确得多．
例 某地进行的抽样调查结果显示，考生的外语成绩（百分

制）近似服从正态分布，平均成绩为７２分，９６分以上的占考生总数
的２．３％．试求考生的外语成绩在６０分至８４分之间的概率．
解 以牀记考生的外语成绩，则牀～爫（７２，犲２）．又由题设知

爮｛牀≥９６｝＝爮 牀－７２
犲 ≥９６－７２｛ ｝犲 ＝１－犎 ２４槏 槕犲 ＝０．０２３，

即 犎 ２４槏 槕犲 ＝０．９７７．查正态分布表知，２４燉犲＝２，解得犲＝１２．所以，

牀～爫（７２，１２２）．于是

爮｛６０≤牀≤８４｝＝爮 ６０－７２
１２ ≤牀≤８４－７２｛ ｝１２

＝犎（１）－犎（－１）＝２犎（１）－１＝０．６８２．
例 某厂生产的产品次品率为牘＝０．１．为了确保销售，该厂

向顾客承诺每盒中有１００只以上正品的概率达到９５％，问：该厂需
要在一盒中装多少只产品？
解 设每盒中装牔只产品，合格品数牀～爜（牔，０．９），爠（牀）＝

０．９牔，爟（牀）＝０．０９牔，则

爮｛牀＞１００｝＝１－爮｛牀≤１００｝＝１－犎
１００－０．９牔

槡槏 槕０．３ 牔
＝０．９５，

所以１００－０．９牔
槡０．３ 牔

＝－１．６５，解得牔＝１１７，即每盒至少要装１１７只产

品才能以９５％的概率保证一盒内有１００只正品．
例 某药厂对自己的一种药品的广告宣称，这种药品对疾

病 的治愈率为０．８．卫生部门任意抽查了１００个服用此药的人，如
果其中有多于７５人治愈，就认为宣称是真实的，否则就是虚假的．

（１）若此药的实际治愈率为０．８，求接受这一宣称的概率；
（２）若此药的实际治愈率为０．７，求接受这一宣称的概率．
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解 （１）设 １００人中治愈的病人数为 牀，牀～爜（１００，０．８），
爠（牀）＝８０，爟（牀）＝１６，依德莫弗拉普拉斯定理，（牀－８０）燉４～

爫（０，１），于是

爮｛７５＜牀≤１００｝＝爮 ７５－８０
４ ＜牀－８０

４ ≤１００－８０｛ ｝４
＝犎（５）－犎（－１．２５）
＝犎（５）－１＋犎（１．２５）＝０．８９４４，

即接受这一宣称的概率为０．８９４４．
（２）此时，牀～爜（１００，０．７），爟（牀）＝２１，爠（牀）＝７０．依德莫

弗拉普拉斯定理，（牀 槡－７０）燉 ２１～爫（０，１），故

爮｛７５＜牀≤１００｝＝爮
７５－７０
槡２１

＜牀－７０
槡２１

≤１００－７０
槡｛ ｝２１

＝犎（６．５４７）－犎（１．０９１）＝０．１３７９．
例 某厂生产的产品平均寿命为２０００ｈ，标准差为２５０ｈ．

进行技术改造后，平均寿命提高到２２５０ｈ，标准差不变．为了确认
这一成果，检验的方法是：任意选取若干件产品进行测试，若产品
平均寿命超过２２００ｈ，就确认技术改造成功．要使检验通过的概率
超过０．９９７，至少应检验多少件产品？
解 设应检验牕件产品．以牀牏记第牏件产品的使用寿命，则

牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏， 爠（牀牏）＝２２５０， 爟（牀牏）＝２５０２．

由列维林德伯格定理，有

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝＞２２００

＝爮 
牕

牏＝１
－牕爠（牀牏［ ］｛ 槡） （ 牕犲）＞［２２００－爠（牀牏 槡） 牕］燉２５０｝

＝爮 
牕

牏＝１
牀牏－牕爠（牀牏［ ］ 槡 槡｛ ｝） （ 牕犲）＞－ 牕燉５

＝１－犎 槡（－ 牕燉５）＝犎 槡（ 牕燉５）≥０．９９７．
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查正态分布表知 槡， 牕燉５≥２．７５，解得牕≥１８９．０６２５，故取牕＝１９０．
例 某地有甲、乙两个电影院竞争当地的１０００名观众，观

众选择电影院是相互独立的和随机的，问：每个电影院至少应设有
多少个座位，才能保证观众因缺少座位而离去的概率小于１％？
解 不妨设甲、乙两影院是对称的，故只需讨论甲影院的情

形．设

牀牑＝
１， 第牑个观众选择甲影院，
０， 其它｛ ，

则甲影院的观众人数总数牀＝
１０００

牑＝１
牀牑，而

爠（牀牑）＝ １
２， 爟（牀牑）＝爠（牀２

牑）－［爠（牀牑）］２＝ １
２－槏 槕１

２

２

＝ １
４

（因为爮｛牀牑＝１｝＝１燉２）．又

牕＝１０００， 牕爠（牀牑）＝牕犨＝５００， 牕犲２＝２５０．

依列维林德伯格定理，有（牀 槡－５００）燉（５ １０）～爫（０，１）．于是，若
应设座位数为爩，则

爮｛牀≤爩｝＝爮｛（牀 槡－５００）燉（５ １０）≤（爩 槡－５００）燉（５ １０）｝

＝犎［（爩 槡－５００）燉（５ １０）］≥０．９９．

查正态分布表知，（爩 槡－５００）燉（５ １０）≥２．３３，爩应取５３７，即每个
电影院至少应设５３７个座位，才能符合要求．
例 设牀１，牀２，…，牀牕相互独立，且都服从泊松分布犮（１）．

令牁牕＝
牕

牏＝１
牀牏，证明：当牕→∞时，（牁牕－牕）燉牕的极限分布是标准正

态分布．
证 因为 爠（牀牏）＝１， 爟（牀牏）＝１，牏＝１，２，…，牕，

所以 爠（牁牕）＝爠 
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝牕， 爟（牁牕）＝爟 

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝牕．

由列维林德伯格定理，有
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牁－爠（牁牕）

牕爟（牁牕槡 ）
＝牁－牕 →牕 爫（０，１）．

例 证明：当牕→∞时，有

１＋牕＋ １
２！牕

２＋…＋ １
牕！牕槏 槕牕 ｅ →－牕 １

２．

证 设牀牕 （牕≥１）是相互独立且同分布的随机变量序列，牀牕

服从参数为１的泊松分布，则对每个牕，爳牕服从参数为牕的泊松分
布．依列维林德伯格定理，有

（爳牕－牕 槡）燉 牕～·爫（０，１），
所以，由标准正态分布的对称性，得

１
２＝ｌｉｍ

牕→∞
爮｛（爳牕－牕 槡）燉 牕≤０｝＝ｌｉｍ

牕→∞
｛爳牕≤牕｝

＝ｌｉｍ
牕→∞

１＋牕＋ １
２！牕

２＋…＋ １
牕！牕槏 槕牕 ｅ－牕．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．了解契比雪夫不等式．
．了解契比雪夫大数定律、伯努利大数定律和辛钦大数定律

（独立同分布随机变量的大数定律）成立的条件及结论．
．了解列维林德伯格定理（独立同分布的中心极限定理）和德

莫弗拉普拉斯定理（二项分布以正态分布为极限分布）的应用条件和
结论，并会用相关定理近似计算有关随机事件的概率．
二、本章重点内容
契比雪夫不等式及其应用，列维林德伯格定理及其应用．
大数定律与中心极限定理．
．设 牀１，牀２，…，牀牕，…为相互独立且同分布的随机变量序
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列，并均服从参数为犧（犧＞１）的指数分布，记犎（牨）为标准正态分布
函数，则（ ）．

（Ａ）ｌｉｍ
牕→∞

烅
烄

烆
爮
∑

牕

牏＝１
牀牏－牕犧

槡犧 牕
≤ 烍

烌

烎
牨 ＝犎（牨）；

（Ｂ）ｌｉｍ
牕→∞

烅
烄

烆
爮
∑

牕

牏＝１
牀牏－牕犧

槡牕犧
≤ 烍

烌

烎
牨 ＝犎（牨）；

（Ｃ）ｌｉｍ
牕→∞

烅
烄

烆
爮

犧∑
牕

牏＝１
牀牏－牕

槡牕
≤ 烍

烌

烎
牨 ＝犎（牨）；

（Ｄ）ｌｉｍ
牕→∞

烅
烄

烆
爮
∑

牕

牏＝１
牀牏－犧

槡牕犧
≤ 烍

烌

烎
牨 ＝犎（牨）．

（２００５年四）
解 选（Ｃ）．因为爠（牀牏）＝１燉犧，爟（牀牏）＝１燉犧２，所以

爠 ∑
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝牕燉犧， 爟 ∑

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝牕燉犧２．

．设随机变量牀的数学期望爠（牀）＝犨，方差爟（牀）＝犲２，则由
契比雪夫不等式

爮｛燏牀－犨燏≥３犲｝≤ ． （１９８９年四）
解 契比雪夫不等式为

爮｛燏牀－犨燏≥犡｝≤犲２燉犡２，
将犡＝３犲代入即得爮｛燏牀－犨燏≥３犲｝≤犲２燉（９犲２）＝１燉９．

．某保险公司多年的统计资料表明：在索赔户中被盗索赔户
占２０％．以牀表示在随意抽查的１００个索赔户中因被盗向保险公
司索赔的户数．

（１）写出牀的概率分布；
（２）利用德莫弗拉普拉斯中心极限定理，求被盗索赔户不少

于１４户且不多于３０户的概率． （１９８８年四）
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解 （１）牀～爜（１００，０．２），所以

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
１００×０．２牑×０．８１００－牑， 牑＝０，１，…，１００．

（２）爮｛１４≤牀≤３０｝

＝犎
３０－１００×０．２

槡槏 槕１００×０．２×０．８
－犎

１４－１００×０．２
槡槏 槕１００×０．２×０．８

＝犎（２．５）－犎（－１．５）＝犎（２．５）＋犎（１．５）－１


查表

０．９９４＋０．９３３－１＝０．９２７．

．假设牀１，牀２，…，牀牕是来自总体牀的简单随机样本：已知

爠牀牑＝犜牑 （牑＝１，２，３，４），证明：当牕充分大时，随机变量

牂牕＝ １
牕

牕

牏＝１
牀２

牏

近似服从正态分布，并指出其分布参数． （１９９６年四）
证 依题意牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，可见牀２

１，牀２
２，

…，牀２
牕也相互独立且同分布．由爠（牀牑）＝犜牑 （牑＝１，２，３，４），有

爠（牀２
牏）＝犜２， 爟（牀２

牏）＝爠（牀４
牏）－［爠（牀２

牏）］２＝犜４－犜２
２，

爠（牂牕）＝ １
牕

牕

牏＝１
爠（牀２

牏）＝犜２，

爟（牂牕）＝ １
牕２

牕

牏＝１
爟（牀２

牏）＝
犜４－犜２

２

牕 ．

因此，根据中心极限定理

爺牕＝（牂牕－犜２） （犜４－犜２
２槡 ）燉牕～爫（０，１），

即当牕充分大时，牂牕近似服从爫（犜２，（犜４－犜２
２）燉牕）．

．设随机变量牀的方差为２，则根据契比雪夫不等式有估计

爮｛燏牀－爠（牀）燏≥２｝≤ ． （２００１年一）
解 由契比雪夫不等式

爮｛燏牀－犨燏≥犡｝≤犲２燉犡２，
将犲２＝２，犡＝２代入即得１燉２．

．设随机变量牀和牁的数学期望分别为－２和２，方差分别为
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１和４，而相关系数为－０．５，则根据契比雪夫不等式，有

爮｛燏牀＋牁燏≥６｝≤ ． （２００１年三）
解 爠（牀＋牁）＝爠（牀）＋爠（牁）＝０，

爟（牀＋牁）＝爟（牀）＋爟（牁）＋２ｃｏｖ（牀牁）

＝爟（牀）＋爟（牁）＋２犱牀牁槡 槡爟（牀） 爟（牁）
＝１＋４－２×０．５×２＝３，

所以 爮｛燏牀＋牁燏≥６｝≤３燉３６＝１燉１２．
．设随机变量牀和牁的数学期望都是２，方差分别为１和４，而

相关系数为０．５，则根据契比雪夫不等式，有

爮｛燏牀－牁燏≥６｝≤ ． （２００１年四）
解 爠（牀－牁）＝爠（牀）－爠（牁）＝０，

爟（牀－牁）＝爟（牀）＋爟（牁）－２ｃｏｖ（牀，牁）

＝爟（牀）＋爟（牁）－２犱牀牁槡 槡爟（牀） 爟（牁）
＝１＋４－２×０．５×２＝３，

所以 爮｛燏牀－牁燏≥６｝≤３燉３６＝１燉１２．
．一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的．假

设每箱平均重５０ｋｇ，标准差为５ｋｇ．若用最大载重量为５ｔ的汽车
承运，试利用中心极限定理说明：每辆车最多可以装多少箱，才能
保障不超载的概率大于０．９７７（犎（２）＝０．９７７，其中犎（牨）是标准正
态分布函数）． （２００１年三、四）
解 设牀牏 （牏＝１，２，…，牕）是装运的第牏箱的重量（单位：ｋｇ），牕

是所求箱数．由条件可以把牀１，牀２，…，牀牕视为相互独立且同分布

随机变量，而牕箱的总重量

爴牕＝牀１＋牀２＋…＋牀牕

是相互独立且同分布随机变量之和．
由条件知

爠（牀牏）＝５０ 爟（牀牏槡 ）＝５， 爠（爴牕）＝５０牕 爟（爴牕槡 槡）＝５ 牕．
根据列维林德伯格中心极限定理，爴牕近似服从正态分布
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爫（５０牕，２５牕）．箱数牕取决于条件

爮｛爴牕≤５０００｝＝爮
爴牕－５０牕

槡５ 牕
≤５０００－５０牕

槡｛ ｝５ 牕

≈犎
１０００－１０牕

槡槏 槕牕
＞０．９７７＝犎（２）．

由此可见 １０００－１０牕
槡牕

＞２，

从而牕＜９８．０１９９，即最多可装９８箱．
．设随机变量牀１，牀２，…，牀牕相互独立，爳牕＝牀１＋牀２＋…＋

牀牕，则根据列维林德伯格中心极限定理，当牕充分大时，爳牕近似服

从正态分布，只要牀１，牀２，…，牀牕（ ）．
（Ａ）有相同的数学期望； （Ｂ）有相同的方差；
（Ｃ）服从同一指数分布； （Ｄ）服从同一离散型分布．

（２００２年四）
解 选（Ｃ）．因为列维林德伯格中心极限定理要求 牀１，牀２，

…，牀牕相互独立且同分布，有有限的数学期望与方差，爠（牀牏）＝犨，
所以

爟（牀牏）＝犲２≠０ （牏＝１，２，…，牕）．
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第六章 数理统计的基本概念

第一节 随 机 样 本

主 要 内 容

．总体与个体

研究对象的某项数量指标的全体称为总体．总体中的每个元

素称为个体．总体按所含个体的多少分为有限总体与无限总体．总

体通常用牀来表示，总体的每个个体的取值是随机的，在客观上

有一定的分布，所以牀是一个随机变量．牀的分布函数与数字特

征就称为总体的分布函数与数字特征．

．简单随机样本

设牀是一个具有分布函数爡的随机变量，从总体牀中随机抽

取的有同一分布爡的牕个相互独立的随机变量牀１，牀２，…，牀牕，称为

总体牀的一个容量为牕的简单随机样本．按样本实行的一次抽取

的具体值，记为牨１，牨２，…，牨牕，称为一组样本观察值．

爡（牨１，牨２，…，牨牕）＝∏
牕

牏＝１
爡（牨牏）

称为样本牀１，牀２，…，牀牕的联合分布函数．

牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝∏
牕

牏＝１
牊（牨牏）（若存在）

称为样本牀１，牀２，…，牀牕的联合概率密度．
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．统计量
设 牀１，牀２，…，牀牕 是 来 自 总 体 牀 的 一 个 样 本，

牋（牀１，牀２，…，牀牕）是牀１，牀２，…，牀牕的一个不含任何未知参数的连

续函数，称牋（牀１，牀２，…，牀牕）是一个统计量．统计量也是随机变量．
．一些常用统计量

（１）样本均值 牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏．

（２）样本方差

爳２＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２＝ １

牕－１
牕

牏＝１
牀２

牏－牕牀槏 槕２ ．

（３）样本标准差 爳＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２．

（４）样本牑阶（原点）矩 爛牑＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牑

牏，牑＝１，２，…．

（５）样本牑阶中心矩 爜牑＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）牑，牑＝１，２，…．

它们的观察值仍分别称样本均值、样本方差、样本标准差、标本牑
阶矩、样本牑阶中心矩．

．经验分布函数
若总体为牀，牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，将样本的一组观

察值牨１，牨２，…，牨牕按大小排成顺序统计量牨
１＜牨

２＜…＜牨
牕，则

爡牕（牨）＝
０， 牨＜牨

１，
牑燉牕， 牨

牑≤牨＜牨
牑＋１，

１， 牨＞牨
牕

烅
烄

烆 ．
牑＝１，２，…，牕－１，

称爡牕（牨）为经验分布函数，其图形为一阶跃曲线．

疑 难 解 析

．为什么可以把总体看成一个随机变量？
答 当总体表示某项数量指标时，对于牀的每个个体，都有
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一个对应的取值．这个取值有一定的分布，而且具有随机性，所以

牀是一个随机变量．因此，对总体的研究就转化为对随机变量的
研究，了解了随机变量牀，也就了解了总体．牀的分布函数和数字
特征就是总体的分布函数和数字特征．

．简单随机样本有什么特点？有什么意义？
答 要了解一个总体，当然最好是了解每一个个体，但这样太

费时间，代价也太高，因此，用抽取样本的方式来了解是最好的选
择．为了使样本牀１，牀２，…，牀牕具有充分的代表性，应该：（１）牀１，
牀２，…，牀牕相互独立；（２）牀中每个个体被抽到的机会相等．满足
这两个条件的样本就是简单随机样本．
因为简单随机样本具有充分的代表性，所以用从简单随机样

本得到的信息去推断总体有可靠的依据．而样本分布函数与样本
概率密度又为引进统计量，将样本中信息集中起来，进而为推断总
体提供了有效的途径．

．统计量有什么意义？为什么统计量中不能含有未知参数？
答 样本是总体的反映，又是进行统计推断的依据．但样本反

映的信息是零乱的、无序的和分散的，所以要针对不同的问题构造
样本的不同函数，将信息集中起来，以便进行统计推断和研究分
析，使之更易揭示问题的本质．统计量就是样本的不含未知参数的

连续函数．例如，牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏是一个统计量，不含任何未知参数，

它排除了关于犲２的信息，集中了关于犨的信息．
连续性是为了保证统计量仍然是随机变量而提出的，同时也

为以后用数学分析方法研究统计量（如极大似然函数）提供了条
件．
不含未知参数，则统计量只与样本有关，而与总体无关．若含

有未知参数，则无法依靠样本观察值来求未知参数的估计值，因而
失去利用统计量估计未知参数的作用，这是违背我们引进统计量
的初衷的．
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．经验分布函数与分布函数有什么关系？
答 经验分布函数是由总体牀的一个样本牀１，牀２，…，牀牕的

一次实现牨１，牨２，…，牨牕构造的一个函数．它既是牀的函数，又是顺

序统计量牀
１，牀

２，…，牀
牕 的函数．显然，它对不同的样本，不同次

的实现是不唯一的．
经验分布函数爡牕（牨）在样本的一组观察值确定后就确定了．

它具有：（１）单调不减性．当牨１＜牨２时，爡牕（牨１）＜爡牕（牨２）．（２）有界

性．０≤爡牕（牨）≤１．（３）右连续性．爡（牨＋０）＝爡（牨）．因此，经验分布

函数爡牕（牨）是随机变量的分布函数．事实上，它可以视为一个概率
分布为

爮｛牀＝牨牑｝＝１燉牕， 牑＝１，２，…，牕
的离散型随机变量的分布函数．
经验分布函数爡牕（牨）的值依赖于样本观察值，不含未知参数，

是一个统计量．又因为对每一组样本观察值，有不同的爡牕（牨），所
以经验分布函数又是一个随机变量．由格里文科（Ｗ．Ｇｌｉｖｅｎｋｏ）定
理，当牕→∞时，爡牕（牨）关于牨依概率收敛于爡（牨）．因此，当牕充分大

（牕≥５０，最好牕≥１００）时，用爡牕（牨）代替爡（牨）是可行的．

方法、技巧与典型例题分析

本节的例题主要是加深对数理统计基本概念的理解，利用概
率论中学习过的知识和数理统计基本概念的定义进行计算，或者
验证一些命题．一般可以直接计算．
一、总体、样本及其分布、样本的数字特征
例 某厂生产的某种电器的使用寿命服从指数分布，参数犧

未知．为此，抽查了牕件电器，测量其使用寿命，试确定本问题的总
体、样本及样本的分布．
解 总体是这种电器的使用寿命，其概率密度为
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牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨＞０，｛０， 牨≤０

（犧未知）．

样本牀１，牀２，…，牀牕是牕件某种电器的使用寿命，抽到的牕件电器

的使用寿命是样本的一组观察值．样本牀１，牀２，…，牀牕相互独立，
来自同一总体牀，所以样本的联合密度为

牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝
犧牕ｅ－犧（牨１＋牨２＋…＋牨牕）， 牨１，牨２，…，牨牕＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ．
例 设 牨１，牨２，…，牨牕是总体 牀的一组样本观察值，则使


牕

牏＝１
（牨牏－牃）２取最小值的牃等于什么？

解 设牊（牃）＝
牕

牏＝１
（牨牏－牃）２，求其极值．求导，即

牊′牃（牃）＝－２
牕

牏＝１
（牨牏－牃），

令上式等于零，得 牃＝ １
牕

牕

牏＝１
牨牏．

又 牊″牃（牃）＝２＞０，

故当牃＝ １
牕

牕

牏＝１
牨牏时，

牕

牏＝１
（牨牏－牃）２取最小值．

例 设随机变量牀～爫（１，４），牀１，牀２，…，牀１００是牀的一个样

本，牀＝ １
１００

１００

牏＝１
牀牏．若牁＝牃牀＋牄～爫（０，１），求牃，牄的值．

解 牀～爫（１，４），则牀～爫（１，１燉２５）．而

牁＝牃牀＋牄～爫（牃＋牄，牃２燉２５），
又牁～爫（０，１），所以，牃＝±５，牄＝５．
例 设牀１，牀２，…，牀牕为牀的一个样本，牀～爫（犨，犲２），求牀

的分布，
牕

牏＝１
牃牏牀牏（牃牏≠０，常数）的分布．

解 牀～爫（犨，犲２），则爠（牀）＝犨，爟（牀）＝犲２，故
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爠（牀）＝ １
牕

牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕牕犨＝犨，

爟（牀）＝ １
牕２

牕

牏＝１
爟（牀牏）＝ １

牕２牕犲２＝ １
牕犲２，

即 牀～爫（犨，犲２燉牕）．

爠 
牕

牏＝１
牃牏牀［ ］牏 ＝

牕

牏＝１
牃牏爠（牀牏）＝犨

牕

牏＝１
牃牏，

爟 
牕

牏＝１
牃牏牀［ ］牏 ＝

牕

牏＝１
牃２
牏爟（牀牏）＝犲２

牕

牏＝１
牃２
牏，

即 
牕

牏＝１
牃牏牀牏～爫 犨

牕

牏＝１
牃牏，犲２

牕

牏＝１
牃槏 槕２牏 ．

例 总体牀的一组容量为５的样本观察值为８，２，５，３，７，求
样本均值 牨、样本方差 爳２、样本二阶中心矩 牄２及经验分布函数

爡５（牨）．

解 由定义 牨＝ １
５（８＋２＋５＋３＋７）＝５，

爳２＝ １
４［３２＋（－３）２＋０２＋（－２）２＋２２］＝６．５，

牄２＝ １
５［３２＋（－３）２＋０２＋（－２）２＋２２］＝５．２．

爡５（牨）＝

０， 牨＜２，
０．２， ２≤牨＜３，
０．４， ３≤牨＜５，
０．６， ５≤牨＜７，
０．８， ７≤牨＜８，

烅

烄

烆 １， 牨≥８．
例 设总体牀的分布函数为爡（牨），经验分布函数为爡牕（牨），

证明：

爠［爡牕（牨）］＝爡（牨）， 爟［爡牕（牨）］＝ １
牕爡（牨）［１－爡（牨）］．

证 引入随机变量牕爡牕（牨），则
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爮｛牕爡牕（牨）＝牑｝＝爞牑
牕爡牑（牨）［１－爡（牨）］牕－牑，牑＝０，１，…，牕，

其中爡（牨）是牀的分布函数，所以，由二项分布爜（牕，牘）的数学期望
与方差公式知

爠［牕爡牕（牨）］＝牕爡（牨）爠［爡牕（牨）］＝爡（牨），

爟［牕爡牕（牨）］＝牕爡（牨）［１－爡（牨）］

爟［爡牕（牨）］＝ １
牕爡（牨）［１－爡（牨）］．

例 设总体 牀～ｅ（犧），牀１，牀２，…，牀牕是 牀的一个样本，求

爠（牀），爠（爳２）．
解 爠（牀）＝１燉犧， 爟（牀）＝１燉犧２，

爠（牀２）＝爟（牀）＋［爠（牀）］２＝２燉犧２．
由于牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，故

爠（牀）＝ １
牕

牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕· 牕
犧＝ １

犧，

爠（牀２）＝爟（牀２）＋［爠（牀）］２＝ １
牕２·

牕
犧２＋

１
犧２＝

牕＋１
牕犧２ ，

爠（爳２）＝爠 １
牕－１

牕

牏＝１
牀２

牏－牕牀槏 槕［ ］２

＝ １
牕－１

牕

牏＝１
爠（牀２

牏）－牕爠（牀２［ ］）

＝ １
牕－１牕２

犧２－牕牕＋１
牕犧槏 槕２ ＝ １

犧２．

例 设牀牕和爳２
牕分别是样本牀１，牀２，…，牀牕的样本均值及样

本方差．若添加一次试验，则样本扩展为牀１，牀２，…，牀牕，牀牕＋１，其样

本均值和样本方差分别牀牕＋１和爳２
牕＋１．证明下列递推公式成立：

牀牕＋１＝牀牕＋ １
牕＋１（牀牕＋１－牀牕），

爳２
牕＋１＝牕－１

牕 爳２
牕＋ １

牕＋１（牀牕＋１－牀牕）２．

证 用定义证．
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牀牕＋１＝ １
牕＋１［（牀１＋牀２＋…＋牀牕）＋牀牕＋１］

＝ 牕
牕＋１·

１
牕（牀１＋牀２＋…＋牀牕）＋ １

牕＋１牀牕＋１

＝ 牕
牕＋１牀


牕＋ １

牕＋１牀牕＋１＝牀牕＋ １
牕＋１（牀牕＋１－牀牕）．

爳２
牕＋１＝ １

牕
牕＋１

牏＝１
（牀牏－牀牕＋１）２

＝ １
牕

牕＋１

牏＝１
牀牏－ 牕

牕＋１牀


牕－ １
牕＋１牀槏 槕牕＋１

２

＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀牕）＋ １

牕＋１牀


牕－ １
牕＋１牀槏 槕［ ］牕＋１

２

＋ １
牕 牀牕＋１－ 牕

牕＋１牀


牕－ １
牕＋１牀槏 槕牕＋１

２

＝牕－１
牕 · １

牕－１
牕

牏＝１
（牀牏－牀牕）２＋２（牀牕－牀牕＋１）

·
牕

牏＝１

牀牏－牀牕

牕（牕＋１）＋
（牀牕－牀牕＋１）２

（牕＋１）２ ＋ 牕
牕＋１（牀


牕－牀牕＋１）２

＝牕－１
牕 爳２

牕＋ １
牕＋１（牀牕＋１－牀牕）２．

以上公式阐明，当样本容量再增加一个时，可以利用前牕个数据得
出的均值和方差添加新的数据得到新的样本均值与方差．
例 设有爫个产品，其中有爩个次品，进行放回抽样．定义

牀牏如下：

牀牏＝
１， 第牏次取得次品，
０， 第牏次取得正品｛ ．

求样本牀１，牀２，…，牀牕的联合分布．
解 因为是放回抽样，所以 牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分

布，且

爮｛牀牏＝１｝＝爩
爫， 爮｛牀牏＝０｝＝１－爩

爫，

因此牀１，牀２，…，牀牕的联合分布为
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爮｛牀１＝牨１，…，牀牕＝牨牕｝＝（爩燉爫）

牕

牏＝１
牨牏
（１－爩燉爫）

牕－
牕

牏＝１
牨牏
．

例 设牀和爳２
牨是样本牀１，牀２，…，牀牕的样本均值和样本方

差，作数据变换牪牏＝（牨牏－牃）燉牅，牏＝１，２，…，牕．设牁和爳２
牁为样本牁１，

牁２，…，牁牕的样本均值和样本方差，证明：
（１）牀＝牃＋牅牁； （２）爳２

牀＝牅２爳２
牁．

证 （１） 牁＝ １
牕

牕

牏＝１
牁牏＝ １

牕
牕

牏＝１

牀－牃
牅

＝ １
牕

牕

牏＝１

牀牏

牅－ 牃
牅＝牀

牅－ 牃
牅，

即 牀＝牃＋牅牁．

（２）爳２
牨＝ １

牕－１
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２＝ １

牕－１
牕

牏＝１
［（牁牏＋牃）－（牃＋牅牁）］２

＝ １
牕－１

牕

牏＝１
牅２（牁牏－牁）２＝牅２爳２

牁．

这两个式子可以用来简化运算，特别是数据数值较大或者带
有小数时，应用这两个式子可以给计算带来很大方便．
例 设随机变量牀的概率密度为牊（牨），数学期望爠（牀）＝

犨，爟（牀）＝犲２存在，牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，牀是样本均
值，则有（ ）成立．

（Ａ）牀～牊（牨）； （Ｂ）ｍｉｎ
１≤牏≤牕

｛牀牏｝－牊（牨）；

（Ｃ）ｍａｘ
１≤牏≤牕

｛牀牏｝～牊（牨）； （Ｄ）（牀１，牀２，…，牀牕）～∏
牕

牏＝１
牊（牨牏）．

解 选（Ｄ）．由于牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，因而联合
密度等于各边缘密度之乘积．

因为牀～牊（牨），所以爟（牀）＝ １
牕爟（牀）＝ １

牕犲２，即所以（Ａ）不成

立．
令牁＝ｍｉｎ

１≤牏≤牕
｛牀牏｝，则

爡牁（牨）＝爮｛牁≤牨｝＝１－爮｛牁≥牨｝＝１－爮｛ｍｉｎ｛牀牏｝≥牨｝
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＝１－爮 ∏
牕

牏＝１
｛牀牏｛ ｝≥牨｝＝１－［１－爡牀（牨）］牕≠爡牀（牨），

所以（Ｂ）不成立．
令牂＝ｍａｘ｛牀牏｝，则

爡牂（牨）＝爮｛牂≤牨｝＝爮｛ｍａｘ
１≤牏≤牕

｛牀牏｝≤牨｝＝爮 ∏
牕

牏＝１
｛牀牏｛ ｝≤牨｝

＝∏
牕

牏＝１
爮｛牀牏≤牕｝＝［爡牀（牨）］牕≠爡牀（牨），

所以（Ｃ）不成立．
二、样本统计量的概率与样本容量的确定
当总体已知时，对于从总体中抽取的样本，往往要计算样本统

计量落入某区间内的概率，或是在概率已知的条件下计算样本容
量要取多大．其基本解法是：由总体的分布确定样本统计量的分
布，然后查表，求出概率；或者由概率与样本容量的关系式确定牕．
例 设总体牀～爫（２０，３），从牀中抽取两个样本牀１，牀２，…，

牀１０和牁１，牁２，…，牁１５，求概率爮｛燏牀－牁燏＞３｝．
解 因为牀１，牀２，…，牀１０和牁１，牁２，…，牁１５相互独立且同分布，

所以牀～爫槏 槕２０，３燉１０，牁～爫（２０，０．２），于是牀－牁～爫（０，０．５）．

爮｛燏牀－牁燏＞３｝＝爮｛燏牀－牁 槡 槡燏燉 ０．５＞３燉 ０．５｝

＝１－爮｛燏牀－牁 槡 槡燏燉 ０．５＜３燉 ０．５｝

＝２［１－犎 槡（３燉 ０．５）］＝２（１－０．６６２８）
＝０．６７４４（查正态分布表）．

例 设牀１，牀２，…，牀牕为总体牀～爜（１，牘）的一个样本，牘未
知，则爮 牀｛ ｝＝牑燉牕＝（ ）．

（Ａ）牘； （Ｂ）１－牘；
（Ｃ）爞牑

牕牘牑（１－牘）牕－牑； （Ｄ）爞牑
牕（１－牘）牑牘牕－牑．

解 选（Ｃ）．因为 牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，所以


牕

牏＝１
牀牏～爜（牕，牘），于是
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爮 
牕

牏＝１
牀牏｛ ｝＝牑＝爞牑

牕牘牑（１－牘）牕－牑，

而 爮 牀＝｛ ｝牑
牕 ＝爮 

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝＝牑．

例 设总体牀～爫（犨，犲２），若要以９９．７％的概率保证偏差

燏牀－犨燏＜０．１，问：在犲２＝０．５时，样本容量牕应取多大？
解 要使燏牀－犨燏＜０．１，即要

爮｛燏牀－犨燏＜０．１｝＝爮｛燏牀－犨 槡 槡燏燉 ０．５燉牕＜０．１燉 ０．５燉牕｝

＝２犎 槡（０．１４１ 牕）－１＝０．９９７．

查正态分布表知 槡０．１４１ 牕＝２．９７，所以牕＝４４４．
例 设总体牀～爫（３．４，６２），牀１，牀２，…，牀牕为牀的一个简

单随机样本，要使爮｛１．４＜牀＜５．４｝≥０．９５，样本容量牕应取多大？

解 由题设知，（牀 槡－３．４）燉（６燉 牕）～爫（０，１），故

爮｛１．４＜牀＜５．４｝＝爮｛燏牀－３．４燏＜２｝

＝爮 牀－３．４
６ 槡牕＜ 槡牕｛ ｝３

＝２犎 槡牕槏 槕３
－１≥０．９５

犎 槡牕槏 槕３
≥０．９７５．

查正态分布表知 槡牕燉３≥１．９６，所以牕＝３５．
例 设总体牀～爜（１，牘），牀１，牀２，…，牀牕为牀的一个样本，牘

未知，问：对每个牘（０＜牘＜１），牕应取多大，才能保证

爠［（牀－牘）２］≤０．０１？
解 因为爠（牀）＝牘，爟（牀）＝牘牚，爠（牀）＝牘，爟（牀）＝牘牚燉牕，所

以，要使

爠［（牀－牘）］２＝爟（牀）＝牘牚燉牕≤０．０１，
应有 牕≥１００牘牚＝１００（１－牘）牘．但由不等式性质知，牘（１－牘）≤
１燉４，故牕≥２５．
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例 设牀１，牀２，…，牀牕是来自总体牀～爫（犨，犲２）的一个样
本，求满足下式的最小牕值

爮｛燏爳２－犲２燏≤犲２燉２｝≥０．８．
解 将不等式变形，得

爮 燏爳２－犲２燏≤犲２

｛ ｝２ ＝爮 爳２

犲２－１≤｛ ｝１
２

＝爮 爳２

犲２－１ ２槡牕－１＜
１
２

槡牕－１
槡

烅
烄

烆
烍
烌

烎２

＝２犎
槡牕－１
槡

烄

烆

烌

烎２ ２
－１≥０．８

犎
槡牕－１
槡

烄

烆

烌

烎２ ２
≥０．９．

查正态分布表知 槡牕－１
槡２ ２

≥１．２８，故牕＝１４．

例 设总体牀～爫（犨，４），样本牀１，牀２，…，牀牕来自牀，样本
容量牕取多大时，有

（１）爠（燏牀－犨燏２）≤０．１； （２）爮｛燏牀－犨燏≤０．１｝≥０．９５？
解 （１）因为爠（燏牀－犨燏２）＝爟（牀）＝爟（牀）燉牕，所以

爠（燏牀－犨燏２）≤０．１４燉牕≤０．１牕≥４０，
故当样本容量牕＝４０时，爠（燏牀－犨燏２）≤０．１．

（２）由中心极限定理，要使

爮｛燏牀－犨燏＜０．１｝

＝爮 燏牀 槡 槡｛ ｝－犨燏 爟（牀）＜０．１ 爟（牀）≥０．９５，

必须

２犎 槡槏 槕０．１ 爟（牀）－１≥０．９５犎 槡槏 槕０．１ 爟（牀）≥０．９７５．

因为 爟（牀）＝爟（牀）燉牕＝４燉牕，

所以，查正态分布表知 槡０．０５ 牕≥１．９６，即牕＝１５３７．
例 设总体牀的密度函数为
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牊（牨）＝
燏牨燏， 燏牨燏＜１，
０， 其它｛ ，

牀１，牀２，…，牀５０为取自牀的一个样本，求：

（１）爠（牀）和爟（牀）； （２）爠（爳２）； （３）爮｛燏牀燏＞０．０２｝．

解 爠（牀）＝∫
１

－１
燏牨燏牨ｄ牨＝０，

爟（牀）＝爠（牀２）＝∫
１

－１
燏牨燏牨２ｄ牨＝２∫

１

０
牨３ｄ牨＝ １

２．

（１）爠（牀）＝爠（牀）＝０， 爟（牀）＝ １
牕爟（牀）＝ １

２牕＝
１

１００．

（２）爠（爳２）＝爠 １
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２ ＝ １

牕－１爠 
牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２

＝ １
牕－１爟（牀）＝ １

牕－１·
１
２牕＝

１
２牕（牕－１），

故 爠（爳２）＝ １
２×５０×４９＝

１
４９００．

（３）爮｛燏牀燏＞０．０２｝＝１－爮｛燏牀燏＜０．００２｝

＝１－爮
牀－犨
槡爟（牨）

≤０．０２－犨
槡｛ ｝爟（牀）

＝１－爮｛１０燏牀燏≤０．２｝
＝２－２犎（０．２）
＝０．８４１４．

第二节 正态总体下的抽样分布

主 要 内 容

．样本均值牀的分布
设牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，则样本均值
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牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏是统计量，且

牀～爫（犨，犲２燉牕） 或 （牀－犨）燉 犲２槡 燉牕～爫（０，１）．

（牀－犨）燉 犲２槡 燉牕也称为爺统计量．
．犻２分布

设牀～爫（０，１），牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，则

犻２＝牀２
１＋牀２

２＋…＋牀２
牕

的分布称为服从自由度为牕的犻２分布，记为犻２～犻２（牕）．犻２（牕）分布
的概率密度函数为

牊（牪）＝
１

２牕燉２Γ（牕燉２）牪
牕燉２－１ｅ－牪燉２， 牪＞０，

０ 其它
烅
烄

烆 ．
若牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，则

犻２＝ １
犲２

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２～犻２（牕）．

犻２分布具有以下性质：
（１）若犻２～犻２（牕），则爠（犻２）＝牕，爟（犻２）＝２牕，
（２）若牀１＝犻２

１～犻２（牕１），牀２＝犻２
２～犻２（牕２），且牀１，牀２相互独立，

则

牀１＋牀２＝犻２
１＋犻２

２～犻２（牕１＋牕２）．
此结果可以推广到有限个犻２分布相加的情形．
．牠分布
设总体牀～爫（０，１），牁～犻２（牕），且牀，牁相互独立，则称随机变

量牠＝ 牀
槡牁燉牕
服从自由度为牕的牠分布，记为牠～牠（牕）．牠（牕）分布的概

率密度函数为

牊（牠）＝
Γ 牕＋１槏 槕２

槡牕πΓ 牕槏 槕２

１＋牠２槏 槕牕

－牕＋１
２

， －∞＜牠＜＋∞．

·４０３·



牠分布具有以下性质：

ｌｉｍ
牕→∞

牊（牠）＝ １
槡２π

ｅ
－牠２燉２．

对牠（牕）的上犜分位点，由牊（牠）的图形对称性得

牠１－犜（牕）＝－牠犜（牕）．

．爡分布
设总体爺～犻２（牕１），爼～犻２（牕２），爺与爼相互独立，则称统计量爡

＝爺燉牕１

爼燉牕２
服从第一自由度为牕１，第二自由度为牕２的爡分布，记为爡～

爡（牕１，牕２）．爡（牕１，牕２）的概率密度为

牊（牪）＝

Γ 牕１＋牕２槏 槕２

Γ 牕１槏 槕２ Γ 牕２槏 槕２

牕１

牕槏 槕２

牕１
２
（牪）

牕１
２－１

１＋牕１

牕２槏 槕牪
－

牕１＋牕２
２

， 牪＞０，
烅

烄

烆 ０， 牪≤０．
若爡～爡（牕１，牕２），则１燉爡～爡（牕２，牕１）．

．正态总体样本方差爳２的分布

设总体牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，…，牀牕是 牀的一个样本，爳２＝

１
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２是样本方差，则

（１）（牕－１）爳２

犲２ ～犻２（牕－１）；

（２）牀与爳２相互独立．
由此可以推出：
若牀１，牀２，…，牀牕是牀～爫（犨，犲２）的一个样本，则

牀－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１）．

若牀１，牀２，…，牀牕１
是牀～爫（犨１，犲２）的一个样本，牁１，牁２，…，牁牕２

是牁～爫（犨２，犲２）的一个样本，牀，牁相互独立．牀，牁是两样本的样

本均值，爳２
１，爳２

２是两样本的样本方差，则
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（牀－牁）－（犨１－犨２）

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

～牠（牕１＋牕２－２），

其中

爳爾＝［（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２］燉（牕１＋牕２－２）．
设牀１，牀２，…，牀牕１

是牀～爫（犨１，犲２
１）的一个样本，牁１，牁２，…，牁牕２

是牁～爫（犨２，犲２
２）的一个样本，它们相互独立，若爳２

１，爳２
２是它们的样

本方差，则

爳２
１燉犲２

１

爳２
２燉犲２

２
～爡（牕１－１，牕２－１）．

疑 难 解 析

．什么是自由度？怎样计算自由度？
答 自由度通常是指不受任何约束、可以自由变动的变量的

个数．在数理统计概念中，自由度是对随机变量的二次型而言的，
因为一个含有牕个变量的二次型


牕

牏＝１


牕

牐＝１
牃牏牐牀牏牀牐 （牃牏牐＝牃牐牏；牏，牐＝１，２，…，牕）

的秩是指对称矩阵┑＝（牃牏牐）牕×牕的秩，它的大小反映牕个变量中能自
由变动的无约束变量的多少．所谓自由度，就是二次型的秩．

计算自由度有两种方法，举例如下：求统计量
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２的

自由度．
一种方法是：因为


牕

牏＝１
（牀牏－牀）２＝

牕

牏＝１
牀２

牏－牕牀２＝∑
牕

牏＝１
牀２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ２

＝
牕

牏＝１
１－ １槏 槕牕 牀２

牏＋
牕

牏≠牐
牏，牐＝１

－ １槏 槕牕 牀牏牀牐

＝┨Ｔ┑┨，
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其中 ┨＝

牀１

牀２


牀

烄

烆

烌

烎牕

，┑＝

１－ １
牕 － １

牕 … － １
牕

－ １
牕 １－ １

牕  

   － １
牕

－ １
牕 … － １

牕 １－ １

烄

烆

烌

烎牕

．

通过矩阵的初等变换可以求得 ┑的秩为 牕－１，所以统计量


牕

牏＝１
（牀牏－牀）２的自由度为牕－１．

另一种简单的说法是，因为统计量的样本容量为牕，统计量中

含有牀，而牀＝ １
牕（牀１＋牀２＋…＋牀牕）是一个约束条件，所以统计量

的自由度为牕－１．

在一般的问题中，通常都采用这种简单的说法．如（牕－１）爳２

犲２ ，

牀－犨
槡爳燉 牕
中因为含牀和爳２，是一个约束条件，所以自由度为牕－１；而

牀－牁－（犨１－犨２）

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

中含有牀和牁，有两个约束条件，所以自由度为

牕１＋牕２－２．
．爺分布、牠分布、犻２分布和爡分布等统计量之间有什么联系

与区别？
答 这些分布都是正态总体下的抽样分布，都是在正态总体

的前提下，用不同的方式构造出来的．因为构造的形式不同，所得
的分布就不同，所以它们既有联系又有区别．
例如，牠分布与标准正态分布十分相似，当牕→∞时，两者没有

大的区别；但当牕较小时，区别就较明显了．如牠分布在燏牨燏→∞，密

度函数是燏牨燏－牕＋１数量级的，而标准正态分布的密度函数是ｅ
－牨２燉２

数量级的．因此，牠分布只有最高到（牕－１）阶（整数阶）的矩，而标
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准正态分布有任意阶矩，且牠分布的方差（若存在）也比标准正态
分布的方差大．

．什么是大样本与小样本？
答 在样本容量固定的条件下进行的统计推断和分析问题称

为小样本问题．因为样本容量固定时，如能得到有关统计量或样本
函数的精确分布，就能较精确地和较满意地讨论和分析各种统计
问题．
在样本容量趋于无穷的条件下进行的统计推断和分析问题称

为大样本问题．此时能求出有关统计量或样本函数的极限分布，也
可以利用极限分布作为近似分布来作统计推断．
所以，大样本与小样本不单纯是以样本容量的大小来区分的，

主要是以得到统计量或样本函数的方式（固定容量或极限形式）来
区分的．

方法、技巧与典型例题分析

抽样分布问题包括：（１）判别总体牀的一个样本的统计量的
分布，又含确定分布类型和确定分布中的参数；（２）计算抽样分布
的概率；（３）在抽样分布的概率已知的情况下，确定抽样的样本容
量；（４）证明抽样分布的等式或不等式．要解决抽样分布问题，必
须对爺分布、犻２分布、牠分布和爡分布的构造十分熟悉，能根据问
题条件确定抽样分布的形式、自由度，然后解决其余的问题．
例 设牀１，牀２，牀３，牀４是来自总体牀～爫（０，４）的一个样本，

问：牃，牄取何值时，牁＝牃（牀１－２牀２）２＋牄（３牀３－４牀４）２～犻２（牕）？并确
定牕的值．
解 因为牀１，牀２，牀３，牀４相互独立且同分布，所以

爠（牀１－２牀２）＝０， 爠（３牀３－４牀４）＝０，

爟（牀１－２牀２）＝爟（牀１）＋４爟（牀２）＝２０，

爟（３牀３－４牀４）＝９爟（牀３）＋１６爟（牀４）＝１００，
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于是 牀１－２牀２

槡２０
～爫（０，１）， ３牀３－４牀４

１０ ～爫（０，１），

而且牀１－２牀２与３牀３－４牀４相互独立．此时

（牀１－２牀２）２

２０ ＋（３牀３－４牀４）２

１００ ～犻２（２），

从而知牃＝１燉２０，牄＝１燉１００，牕＝２．
例 设总体牀～爫（０，１），牀１，牀２，…，牀６为牀的一个样本，令

牁＝（牀１＋牀２＋牀３）２＋（牀４＋牀５＋牀６）２，求常数爞，使爞牁服从犻２分

布．
解 因为各牀牏相互独立且同分布，所以

牀１＋牀２＋牀３～爫（０，３）， 牀４＋牀５＋牀６～爫（０，３），

（牀１＋牀２＋牀３ 槡）燉 ３～爫（０，１），

（牀４＋牀５＋牀６ 槡）燉 ３～爫（０，１）．
于是 （牀１＋牀２＋牀３）２＋（牀４＋牀５＋牀６）２

＝３
牀１＋牀２＋牀３

槡槏 槕３

２

＋
牀４＋牀５＋牀６

槡槏 槕３［ ］
２

＝牁２
１＋牁２

２，
其中 牁２

１燉３～犻２（１）， 牁２
２燉３～犻２（１）．

所以 １
３（牁２

１＋牁２
２）＝ １

３［（牀１＋牀２＋牀３）２＋（牀４＋牀５＋牀６）２］

＝ １
３牁～犻２（２），

即 爞＝１燉３．
例 设牀１，牀２，…，牀牕１

是总体牀～爫（犨１，犲２
１）的一个样本，牁１，

牁２，…，牁牕２
是总体牁～爫（犨２，犲２

２）的一个样本，两个样本相互独立．令

犲２
１＝ １

牕１

牕１

牏＝１
（牀牏－犨１）２， 犲２

２＝ １
牕２

牕２

牏＝１
（牁牏－犨２）２，

求爡＝
犲２
１

犲２
２

的抽样分布（犨１，犨２已知）．
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解 因为 犻２
１＝ １

犲２
牕１

牏＝１
（牀牏－犨１）２～犻２（牕１），

犻２
２＝ １

犲２
牕２

牏＝１
（牁牏－犨２）２～犻２（牕２），

犻２
１与犻２

２相互独立，由爡分布定义知

爡＝犻２
１

牕１

犻２
２

牕２
＝犲２

１

犲２
２
～爡（牕１，牕２）．

我们一般只习惯于总体牀～爫（０，１）下的犻２分布，而不习惯总
体牀～爫（犨，犲２）下的犻２分布．必须适应这种转换．
例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，犨，犲２

均未知，则下列结论（ ）正确．

（Ａ）爳２＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（牕－１）；

（Ｂ）犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（牕－１）；

（Ｃ）１
犲２

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（牕－１）；

（Ｄ）１
犲２

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（牕）．

解 选（Ｃ）．同上例，当牀～爫（犨，犲２）时，有 １
犲２

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２～

犻２（牕），但 犨，犲２未知．以 牀代替 犨，则 牀为一个约束条件，所以

１
犲２

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（牕－１）．

例 设牀１，牀２，…，牀牕为牀～爫（０，１）的一个样本，牀与爳２为

样本方差与样本均值，则（ ）成立．
（Ａ）牀～爫（０，１）； （Ｂ）牕牀～爫（０，１）；

（Ｃ）
牕

牏＝１
牀２

牏～犻２（牕）； （Ｄ）牀燉爳～牠（牕－１）．

解 选（Ｂ）、（Ｃ）．因为牀～爫（０，１燉牕），所以（Ａ）不正确，（Ｂ）正
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确．

因为 牀１，牀２，…，牀牕相互独立，牀牏～爫（０，１），所以
牕

牏＝１
牀２

牏～

犻２（牕），（Ｃ）正确．

当 犨＝０时，知 牀－犨
槡爳燉 牕

＝ 牀

槡爳燉 牕
～牠（牕－１），但 牕≠１时，

牀

槡爳燉 牕
≠牀

爳，所以（Ｄ）不正确．

例 设牀１，牀２，…，牀５是总体牀～爫（０，１）的一个样本，若统

计量爺＝牅（牀１＋牀２） 牀２
３＋牀２

４＋牀槡 ２
５～牠（牕），试确定牅与牕．

解 因为牀牏（牏＝１，２，…，５）相互独立且同分布，所以

（牀１＋牀２ 槡）燉 ２～爫（０，１）， 牀２
３＋牀２

４＋牀２
５～犻２（３），

且两者相互独立．由牠分布定义知

爺＝牀１＋牀２

槡２
（牀２

３＋牀２
４＋牀２

５槡 ）燉３～牠（３），

故可确定牅 槡＝ ３燉２，牕＝３．
例 设牀１，牀２，…，牀牕为总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，牀和

爳２为样本均值和样本方差．又设新增加一个试验量牀牕＋１，牀牕＋１与

牀１，牀２，…，牀牕也相互独立，求统计量爺＝牀牕＋１－牀

爳
牕槡牕＋１
的分布．

解 因为 牀～爫（犨，犲２燉牕）， 牀牕＋１～爫（犨，犲２），
所以 （牀牕＋１－牀）～爫（０，（牕＋１）犲２燉牕），

于是 （牀牕＋１－牀） 犲 牕＋１槡
烄

烆

烌

烎牕
～爫（０，１）．

又（牕－１）爳２

犲２ ～犻２（牕－１），且爳２与（牀牕＋１－牀）相互独立．由牠分布定

义，有

爺＝
牀牕＋１－牀

槡犲 （牕＋１）燉牕
（牕－１）爳２

犲２槡（牕－１）

·１１３·



＝牀牕＋１－牀

爳
牕槡牕＋１～牠（牕－１）．

例 设牀～牠（牑），问：牁＝牀２服从什么分布？并确定其参数．

解 因为 牀～牠（牑），依 牠分布定义，牀＝ 爺
爼槡 燉牑

，其中 爺～

爫（０，１），爼～犻２（牑），且爺，爼相互独立．
又由爺～爫（０，１）知，爺２～犻２（１），且爺２与爼也相互独立，于是

牀２＝（爺２燉１）燉（爼燉牑）～爡（１，牑），
即牁＝牀２服从爡分布，参数为（１，牑）．
例 设 牀１，牀２为总体 牀～爫（０，犲２）的一个样本，问：牁＝

（牀１＋牀２）２燉（牀１－牀２）２服从什么分布？并确定其参数．
解 因为 牀～爫（０，犲２），牀１，牀２相互独立，所以（牀１＋牀２）和

（牀１－牀２）都服从爫（０，２犲２），且

［（牀１＋牀２ 槡）燉（ ２犲）］２～犻２（１），

［（牀１－牀２ 槡）燉（ ２犲）］２～犻２（１），
从而，由爡分布定义知

牁＝
［（牀１＋牀２ 槡）燉（ ２犲）］２

［（牀１－牀２ 槡）燉（ ２犲）］２
＝（牀１＋牀２）２

（牀１－牀２）２～爡（１，１），

即牁服从爡分布，参数为（１，１）．
例 从总体牀～爫（犨，犲２）中抽取容量为１６的样本．在下列

情形下分别求牨与犨之差的绝对值小于２的概率：
（１）已知犲２＝２５； （２）犲２未知，但爳２＝２０．８．

解 （１）由犲＝５，统计量爺＝（牀－犨） 犲
槡牕

～爫（０，１），有

爮｛燏牨－犨燏＜２｝＝爮 燏牨－犨燏 犲
槡牕

＜２ ５
槡｛ ｝１６

＝爮｛燏牣燏＜１．６｝＝２犎（１．６）－１
＝０．８９０４．
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（２）由统计量爴＝燏牨－犨燏 爳
槡牕

～牠（牕－１），有

爮｛燏牨－犨燏＜２｝＝爮 燏牨－犨燏 爳
槡牕

＜２ 槡２０．８
槡

烅
烄

烆
烍
烌

烎１６
＝爮｛燏牠燏＜１．７６｝＝１－２×０．０５＝０．９０．

例 设牀１，牀２，…，牀１０是总体牀～爫（犨，０．５２）的一个样本，

（１）已知犨＝０，求爮 
牕

牏＝１
牀２

牏｛ ｝≥４；

（２）犨未知，求爮 
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２｛ ｝≥２．８５．

解 （１）犨＝０时，犻２
１＝ １

犲２
１０

牏＝１
牀２

牏～犻２（１０），于是

爮 
１０

牏＝１
牀２

牏｛ ｝≥４＝爮 １
犲２

１０

牏＝１
牀牏≥ ４

０．５｛ ｝２
＝爮｛犻２

１≥１６｝ 
查表

０．１０．

（２）犨未知时，犻２
２＝ １

犲２
１０

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（９），于是

爮 
１０

牏＝１
（牀牏－牀）２｛ ｝≥２．８５＝爮 １

犲２
１０

牏＝１
（牀牏－牀）２≥２．８５

０．５｛ ｝２

＝爮｛犻２
２≥１１．４｝ 

查表
０．２５．

例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，爳２

是样本方差．试确定牕多大时，有爮｛爳２燉犲２≤１．５｝≥０．９５．

解 因为 （牕－１）爳２

犲２ ～犻２（牕－１），

要 爮 爳２

犲２｛ ｝≤１．５＝爮 （牕－１）爳２

犲２｛ ｝≤１．５（牕－１）≥０．９５，

即要爮 （牕－１）爳２

犲２｛ ｝＞１．５（牕－１）≤０．０５．查表知

１．５×（２７－１）＝３９＞犻２
０．０５（２６）＝３８．８８５，

１．５×（２６－１）＝３７．５＜犻２
０．０５（２５）＝３７．６５２，
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于是，取牕＝２７．
例 设牀１，牀２，…，牀２０为总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，求：

（１）爮 １０．９≤ １
犲２

２０

牏＝１
（牀牏－犨）２｛ ｝≤３７．６；

（２）爮 １２．４≤ １
犲２

２０

牏＝１
（牀牏－犨）２｛ ｝≤４０．

解 因为牀～爫（犨，犲２），所以犻２＝ １
犲２

２０

牏＝１
（牀牏－犨）２～犻２（２０）．

（１）爮 １０．９≤ １
犲２

２０

牏＝１
（牀牏－犨）２｛ ｝≤３７．６

＝爮｛１０．９≤犻２≤３７．６｝

＝爮｛犻２≤３７．６｝－爮｛犻２≤１０．９｝

＝１－爮｛犻２＞３７．６｝－［１－爮｛犻２＞１０．９｝］

＝爮｛犻２＞１０．９｝－爮｛犻２＞３７．６｝


查表

０．９５－０．０１＝０．９４．
查表方法是：在犻２分布表中先查到牕＝２０的一行，再横向查得

与１０．９接近的１０．８５１，该列对应的犜＝０．９５即为所求概率．
同理查得爮｛犻２＞３７．６｝＝０．０１．

（２）类似地，有 爮 １２．４≤ １
犲２

２０

牏＝１
（牀牏－犨）２｛ ｝≤４０

＝爮｛犻２＞１２．４｝－爮｛犻２＞４０｝
＝０．９０－０．００５＝０．８９５．

例 设牀１，牀２，…，牀１６是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，犨，犲２

为未知，而牨＝１２．５，爳２＝５．３３３，求爮｛燏牨－犨燏＜０．４｝．
解 因为犲未知，所以有

牠＝ 牨－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１）．

将牕＝１６，爳 槡＝ ５．３３３＝２．３０９代入，得牠＝ 牨－犨
０．５７７３～牠（１５）．
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爮｛燏牨－犨燏＜０．４｝＝爮 燏牨－犨燏
０．５７７３＜

０．４｛ ｝０．５７７３＝爮｛燏牠燏＜０．６９２｝

＝１－爮｛牠≥０．６９２｝－爮｛牠＜０．６９２｝
＝１－２爮｛牠≥０．６９２｝＝１－２×０．２５＝０．５．

查牠分布表，方法是：先查到 牕＝１６－１＝１５的一行，横向查到

０．６９２，对应的犜即为概率爮｛牠≥０．６９２｝．
例 设牀１，牀２，…，牀９为总体牀～爫（犨，２２）的一个样本，若

记牁＝
９

牏＝１
（牀牏－牀）２，求满足爮｛牁≥犜２｝＝爮｛牁≤犜１｝＝０．０５的犜１和

犜２．
解 因为爟（牀）＝４，所以

爺＝牁
４＝ １

４
９

牏＝１
（牀牏－牀）２～犻２（８）．

故 爮｛牁≥犜２｝＝爮｛爺≥犜２燉４｝＝０．０５．
查表知，若爮｛爺≥犻２

０．０５（８）｝＝０．０５，则犜２燉４＝犻２
０．０５（８）＝１５．５０７，于

是犜２＝６２．０２８．
类似地，由 爮｛牁≤犜１｝＝爮｛爺≤犜１燉４｝＝０．０５，查表知 犜１燉４＝

犻２
０．９５（８）＝２．７３３，于是犜１＝１０．９３２．
例 设总体牀服从指数分布，概率密度

牊（牨）＝
１
犤ｅ

－牨燉犤， 牨＞０，犤＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，

牀１，牀２，…，牀牕为牀的一个样本，证明：２牕牀


犤 ～犻２（２牕）．

证一 这是一种简捷证法．因为犻２（２）的概率密度为

牊（牪）＝
１
２ｅ－牪燉２， 牪＞０，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
所以，犻２（２）分布也可以看作犤＝２的指数分布．令牁＝２牀燉犤，则由犻２

分布的可加性，有
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２牕牀

犤 ＝ ２
犤

牕

牏＝１
牀牏＝

牕

牏＝１

２牀牏

犤＝
牕

牏＝１
牁牏～犻２（２牕）．

证二 因为牀～ｅ（犤），即牀～牰（１，１燉犤），由于参数为犜，犝的牰
分布的密度函数为

牊（牨）＝
犝

Γ（犜）（犝牨）
犜－１ｅ－犝牨， 牨＞０，

烅
烄

烆 ０， 牨≤０．

由牰分布的参数可加性知，牁＝
牕

牏＝１
牀牏～牰 牕，１槏 槕犤 ．而

牂＝２牕牀

犤 ＝ ２
犤

牕

牏＝１
牀牏＝ ２

犤牁，

由随机变量函数分布的定理（公式法）知

牊（牂）＝
１燉犤
Γ（牕）犝牂犤槏 槕２

牕－１

ｅ
－ １

犤
牂犤
２· 犤

２， 牂＞０，
烅
烄

烆 ０， 牂≤０，

即牂＝２牕牀

犤
的密度函数为

牊（牂）＝
１

２牕Γ（牕）牂
牕－１·ｅ－牂燉２， 牂＞０，

烅
烄

烆 ０， 牂≤０．
此式正好是犻２（２牕）分布的密度函数，于是证得

２牕牀

犤 ～犻２（２牕）．

这两种证法实质上是一样的．
例 设牀１，牀２，…，牀１０是总体牀～爫（０，１）的一个样本，牀和

爳２分别是样本均值和样本方差．令牁＝１０牀２燉爳２，若有爮｛牁＞犧｝＝
０．０１，则犧应为多少？

解 由牠分布定义知牀～爫 ０，１槏 槕１０，而牀 爳
槡１０

～牠（９），于是

牁＝爴２＝１０牀２

爳２ ～爡（１，９）．

·６１３·



查爡分布表知犧＝爡０．０１（１，９）＝１０．５６．
例 设牀１，牀２，…，牀８是总体牀～爫（犨，２０）的一个样本，牁１，

牁２，…，牁１０是牁～爫（犨，３５）的一个样本，牀与牁相互独立，爳２
１和爳２

２

是各自的样本方差，求爮｛爳２
１≥２爳２

２｝．
解 因为

爡＝
爳２

１燉２０
爳２

２燉３５
＝１．７５爳２

１

爳２
２
～爡（８－１，１０－１）＝爡（７，９），

所以

爮｛爳２
１≥２爳２

２｝＝爮
爳２

１

爳２
２｛ ｝≥２＝爮

爳２
１燉２０

爳２
２燉３５

≥２×３５｛ ｝２０＝爮｛爡≥３．５｝．

查爡分布表知爡０．０５（７，９）＝３．２９，爡０．０２５（７，９）＝４．２０，而３．２９＜３．５
＜４．２０，于是

０．０２５≤爮｛爳２
１≥２爳２

２｝≤０．０５．
例 设牀１，牀２，…，牀１０是牀～爫（１０，２２）的一个样本，牁１，牁２，

…，牁５是牁～爫（２０，２２）的一个样本，两者相互独立．令

爡１＝

１０

牏＝１
（牀牏－１０）２


５

牏＝１
（牁牏－２０）２

， 爡２＝


５

牏＝１
（牁牏－牁）２


１０

牏＝１
（牀牏－牀）２

，

（１）已知爮｛爡１≤犜１｝＝０．０５，求犜１；

（２）已知爮｛爡２≤犜２｝＝０．０１，求犜２．

解 （１）此时，爡１～爡（５，５），爮｛爡１≤犜１｝＝爮 １
爡１

≥ １
犜｛ ｝１

＝

０．０５．查爡分布表知

１
犜１
＝爡０．０５（５，５）＝５．０５犜１＝０．１９８．

（２）因为

爡＝ １
９

１０

牏＝１
（牀牏－牀）２ １

４
５

牏＝１
（牁牏－牁）［ ］２ ～爡（９，４），

所以
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爮｛爡２≤犜２｝＝爮 
５

牏＝１
（牁牏－牁）２ 

１０

牏＝１
（牀牏－牀）２≤犜｛ ｝２

＝爮 
１０

牏＝１
（牀牏－牀）２ 

５

牏＝１
（牁牏－牁）２≥ １

犜｛ ｝２

＝爮 １
９

１０

牏＝１
（牀牏－牀）２ １

４
５

牏＝１
（牁牏－牁）［ ］２ ≥ ４

９犜｛ ｝２
＝爮 爡≥ ４

９犜｛ ｝２ ．

查爡分布表知

４
９犜２

＝爡０．０１（９，４）＝１４．６６犜２＝０．０３．

例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，试

证：爠 
牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２ ２

＝（牕２－１）犲４．

证 因为 犻２＝
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２燉犲２～犻２（牕－１），爠（犻２）＝牕－１，

爟（犻２）＝２（牕－１），所以

爠 
牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２ ２

＝犲４爠 
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２燉犲［ ］２ ２

＝犲４爠（犻２）２＝犲４［爟（犻２）＋［爠（犻２）］２］
＝犲４［２（牕－１）＋（牕－１）２］＝（牕２－１）犲４．

例 设牀１，牀２是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，证明：牀１＋

牀２与牀１－牀２相互独立．
证 因为

ｃｏｖ（牀１＋牀２，牀１－牀２）
＝爠（牀１＋牀２）（牀１－牀２）－爠（牀１＋牀２）爠（牀１－牀２）
＝爠（牀２

１－牀２
２）－［爠（牀１）＋爠（牀２）］［爠（牀１）－爠（牀２）］，

而 爠（牀２
１）＝爠（牀２

２）， 爠（牀１）＝爠（牀２），
故 ｃｏｖ（牀１＋牀２，牀１－牀２）＝０．
又牀１＋牀２～爫（２犨，２犲２），牀１－牀２～爫（０，２犲２），两个正态总体
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不相关则一定相互独立，所以，由ｃｏｖ（牀１＋牀２，牀１－牀２）＝０知，牀１

＋牀２与牀１－牀２不相关，必相互独立．
例 设随机变量牀～爡（牔，牔），证明：

爮｛牀≤１｝＝爮｛牀≥１｝＝０．５．
证 若牀～爡（牔，牕），则 １燉牀～爡（牕，牔）．由于牔＝牕，故牀与

１燉牀服从同一分布，于是

爮｛牀≤１｝＝爮｛１燉牀≤１｝＝爮｛牀≥１｝．
而 爮｛牀≤１｝＋爮｛牀≥１｝＝１，
因此 爮｛牀≤１｝＝爮｛牀≥１｝＝０．５．
例 设牀１，牀２，…，牀牕１

是牀～爫（犨１，犲２）的一个样本，牁１，牁２，
…，牁牕２
是牁～爫（犨２，犲２）的一个样本，两者相互独立．牀，牁是它们的

样本均值，爳２
１，爳２

２是它们的样本方差，牅，牆是常数．证明：

牠＝
牅（牀－犨１）＋牆（牁－犨２）

爳爾 牅２燉牕１＋牆２燉牕槡 ２

～牠（牕１＋牕２－２），

其中 爳２
爾＝［（牕１－１）爳２

１＋（牕２－１）爳２
２］燉（牕１＋牕２－２）．

证 因为 爠（牅牀＋牆牁）＝牅爠（牀）＋牆爠（牁）＝牅犨１＋牆犨２，

爟（牅牀＋牆牁）＝牅２爟（牀）＋牆２爟（牁）＝犲２（牅２燉牕１＋牆２燉牕２），

所以 爺＝牅（牀－犨１）＋牆（牁－犨２）

犲 牅２燉牕１＋牆２燉牕槡 ２

＝（牅牀＋牆牁）＋（牅犨１＋牆犨２）

犲 牅２燉牕１＋牆２燉牕槡 ２

～爫（０，１）．

又知 （牕１－１）爳２
１燉犲２～犻２（牕１－１）， （牕２－１）爳２

２燉犲２～犻２（牕２－１）．
它们相互独立，由犻２分布的可加性知

犻２＝ １
犲２［（牕１－１）爳２

１＋（牕２－１）爳２
２］～犻２（牕１＋牕２－２）．

而爺与犻２相互独立，依牠分布定义，有

牠＝
牅（牀－犨１）＋牆（牁－犨２）

爳爾 牅２燉牕１＋牆２燉牕槡 ２

～牠（牕１＋牕２－２）．
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例 设牀～爡（牑１，牑２），证明：１
牀～爡（牑２，牑１），从而

爡１－犜（牑１，牑２）＝１燉爡犜（牑２，牑１）．

证 令牀＝爺
牑１

爼
牑２
，设爺～犻２（牑１），爼～犻２（牑２），爺，爼相互独立，则

１
牀＝爼

牑２

爺
牑１
～爡（牑２，牑１）．

由 爮 １
牀≥爡犜（牑２，牑１｛ ｝）＝犜爮 １

牀≤爡犜（牑２，牑１｛ ｝）＝１－犜，

即 爮｛牀≥１燉爡犜（牑２，牑１）｝＝１－犜．
因为 爮｛牀≥爡１－犜（牑１，牑２）｝＝１－犜，
故 爡１－犜（牑１，牑２）＝１燉爡犜（牑２，牑１）．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．理解总体、简单随机样本、统计量、样本均值、样本方差及

样本矩的概念，了解经验分布函数．

．了解犻２分布、牠分布和爡分布的定义及性质，了解分位数的

概念并会查表计算．

．了解正态总体的某些常用抽样分布．
二、本章的重点内容

从已知总体中抽取一个随机样本，构造一个统计量，然后确定

这个统计量的分布，并确定其参数或者自由度．
数理统计的基本概念．

．设牀１，牀２，…，牀牕 （牕≥２）为来自总体爫（０，１）的简单随机样

本，牀为样本均值，爳２为样本方差，则（ ）．

（Ａ）牕牀～爫（０，１）； （Ｂ）牕爳２～犻２（牕）；
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（Ｃ）（牕－１）牀
爳 ～牠（牕－１）； （Ｄ）牕－１

∑
牕

牏＝２
牀２

牏

～爡（１，牕－１）．

（２００５年一）
解 选（Ｄ）．因为牕牀＝牀１＋牀２＋…＋牀牕，所以（Ａ）不成立．
因为（牕－１）爳２燉犲２～犻２（牕－１），所以（Ｂ）不成立．

因为（牀－犨）燉（爳 槡燉 牕）～牠（牕－１），所以（Ｃ）不成立．

而牀２
１～犻２（１），∑

牕

牏＝２
牀２

牏～犻２（牕－１），故（Ｄ）成立．

．设随机变量牀～牠（牕）（牕＞１），牁＝ １
牀２，则（ ）．

（Ａ）牁～犻２（牕）； （Ｂ）牁～犻２（牕－１）；
（Ｃ）牁～爡（牕，１）； （Ｄ）牁～爡（１，牕）．

（２００３年一）

解 选（Ｃ）．因为 牀～牠（牕），所以 牀＝爺 槡燉 爼燉牕，其中 爺～
爫（０，１），爼～犻２（牕）．由牁＝１燉牀２知，牁＝（爼燉牕）燉爺２，则由爼～犻２（牕），
爺２～犻２（１）得牁～爡（牕，１）．

．设总体牀服从参数为２的指数分布，牀１，牀２，…，牀牕为来自

总体牀的简单随机样本，则当牕→∞时，牁牕＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀２

牏依概率收敛

于 ． （２００３年三）
解 因为爠（牀牏）＝１燉２，爟（牀牏）＝１燉４，牏＝１，２，…，牕，所以样本

二阶矩依概率收敛于总体矩，即牁牕＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀２

牏收敛于１燉２．

．设牀１，牀２，…，牀牕是来自正态总体爫（犨，犲２）的简单随机样
本，牀是样本均值，记

爳２
１＝ １

牕－１
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２， 爳２

２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２，

爳２
３＝ １

牕－１
牕

牏＝１
（牀牏－犨）２， 爳２

４＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２，
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则服从自由度为牕－１的牠分布的随机变量是（ ）．

（Ａ）牠＝ 牀－犨
爳１槡牕－１

； （Ｂ）牠＝ 牀－犨
爳２ 槡牕－１

；

（Ｃ）牠＝ 牀－犨
爳３ 槡牕－１

； （Ｄ）牠＝ 牀－犨
爳４ 槡牕－１

． （１９９４年四）

解 选（Ｂ）．由定理

（牀－犨）燉（爳１槡燉 牕）～牠（牕－１），

而 爳１槡燉 牕＝ １
槡牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２槡燉 牕

＝ １
槡牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２槡燉牕－１＝爳２槡燉牕－１，

故 牠＝（牀－犨）燉（爳２槡燉牕－１）．
．设随机变量牀和牁相互独立，且都服从正态分布爫（０，３２），

而牀１，牀２，…，牀９和牁１，牁２，…，牁９分别是来自总体牀和牁的简单随
机样本，则统计量

爺＝（牀１＋牀２＋…＋牀９）燉 牁２
１＋牁２

２＋…＋牁槡 ２
９

服从 分布，参数为 ． （１９９７年三）
解 因为 牀１＋牀２＋…＋牀９～爫（０，１），牁２

１＋牁２
２＋…＋牁２

９～

犻２（９），而牠＝牀 槡燉 牁燉牕～牠（牕），故爺～牠（９）．
．设牀１，牀２，牀３，牀４是来自正态总体爫（０，２２）的简单随机样

本，牀＝牃（牀１－２牀２）２＋牄（３牀３－４牀４）２，则当 牃＝１燉２０，牄＝１燉１００
时，统计量牀服从 分布，且自由度为 ．

（１９９８年三）
解 令牀′１＝牀１－２牀２，牀′２＝３牀３－４牀４，则牀′１～爫（０，２０），牀′２～

爫（０，１００）．当 牃＝１燉２０时 槡， 牃牀′１～爫（０，１）；当 牄＝１燉１００时，

槡牄牀′２～爫（０，１）．所以牀～犻２（２）．
．设牀１，牀２，…，牀９是来自正态总体的简单随机样本，
牁１＝（牀１＋牀２＋…＋牀６）燉６， 牁２＝（牀７＋牀８＋牀９）燉３，
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爳２＝ １
２

９

牏＝７
（牀牏－牁２）２， 牂２ 槡＝ ２（牁１－牁２）燉爳，

证明：统计量牂服从自由度为２的牠分布． （１９９９年三）
证 爟（牀）＝犲２为未知，而

爠（牁１）＝爠（牁２）， 爟（牁１）＝犲２燉６， 爟（牁２）＝犲２燉３．
由牁１与牁２的独立性知

爠（牁１－牁２）＝０， 爟（牁１－牁２）＝犲２燉６＋犲２燉３＝犲２燉２，

故 爺＝（牁１－牁２）燉（犲 槡燉 ２）～爫（０，１）．
由正态总体样本方差的性质知，犻２＝２爳２燉犲２～犻２（牕）．
又由牁１与牁２相互独立知，牁１与爳２相互独立，牁２与爳２相互独立，

于是牁１－牁２也与爳２相互独立．从而，由牠分布随机变量的构造知

牂 槡＝ ２（牁１－牁２）燉爳＝爺燉 犻２槡 燉２～牠（２）．
．设总体牀服从正态分布爫（０，２２），而牀１，牀２，…，牀１５是来自

总体牀的简单随机样本，则随机变量

牁＝
牀２

１＋牀２
２＋…＋牀２

１０

２（牀２
１１＋牀２

１２＋…＋牀２
１５）

服从 分布，参数为 ． （２００１年三）
解 随机变量牀２

１＋牀２
２＋…＋牀２

１０～犻２（１０），随机变量牀２
１１＋牀２

１２

＋…＋牀２
１５～犻２（５），所以

牀燉牕１

牂燉牕２
＝（牀２

１＋牀２
２＋…＋牀２

１０）燉１０
（牀２

１１＋牀２
１２＋…＋牀２

１５）燉５

＝ 牀２
１＋牀２

２＋…＋牀２
１０

２（牀２
１１＋牀２

１２＋…＋牀２
１５）

～爡（１０，５）．

．设随机变量牀和牁都服从标准正态分布，则（ ）．
（Ａ）牀＋牁服从正态分布； （Ｂ）牀２＋牁２服从犻２分布；
（Ｃ）牀２和牁２都服从犻２分布； （Ｄ）牀２燉牁２服从爡分布．

（２００２年三）
解 选（Ｃ）．因为牀和牁不一定独立，牀２＋牁２也不一定独立，

所以（Ａ）、（Ｂ）、（Ｄ）不一定能成立．
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第七章 参 数 估 计

第一节 点 估 计

主 要 内 容

当总体牀的分布形式已知，但它的一个或多个参数未知时，
用总体牀的一个样本来估计参数的真值，称为参数的点估计．
设总体牀的分布函数爡（牨，犤）已知，犤未知，牀１，牀２，…，牀牕为

来自总体牀的一个样本，牨１，牨２，…，牨牕为一组样本观察值．点估计

就是要构造一个适当的统计量犤

（牀１，牀２，…，牀牕），用它的一个观察

值 犤

（牨１，牨２，…，牨牕）来估计未知参数犤的真值．犤


（牀１，牀２，…，牀牕）称

为 参数 犤的估计量，是总体 牀的样本 牀１，牀２，…，牀牕的函数；

犤

（牨１，牨２，…，牨牕）称为犤的一个估计值．

．矩估计法
用样本矩作为总体矩的估计量，以样本矩的连续函数作为相

应总体矩的连续函数的估计量，这种估计方法称为矩估计法．
设总体 牀的分布函数为 爡（牨；犤１，犤２，…，犤牑），其中 犤１，犤２，…，

犤牑为未知 参 数．若 牀 为 连 续 型 随 机 变 量，其 概 率 密 度 为

牊（牨；犤１，犤２，…，犤牑）；若牀为离散型随机变量，其分布律为爮｛牀＝牨｝
＝牘（牨；犤１，犤２，…，犤牑）．设牀１，牀２，…，牀牕为牀的一个样本，且总体牀
的前牑阶矩

犨牏＝爠（牀牏）＝∫
＋∞

－∞
牨牏牊（牨；犤１，犤２，…，犤牑）ｄ牨
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或 犨牏＝爠（牀牏）＝
牨∈爲牨

牨牏牘（牨；犤１，犤２，…，犤牑） （牏＝１，２，…，牑）

存在（它们也是犤１，犤２，…，犤牑的函数）．又，样本矩

爛牏＝ １
牕

牕

牐＝１
牀牏

牐 →
牘

犨牏，

则令 犨牏＝爛牏 （牏＝１，２，…，牑），
得一个含牑个未知参数的联立方程组．方程组的解 犤


１，犤


２，…，犤


牑即

为犤１，犤２，…，犤牕的矩估计量．
．极大似然估计法
若总体牀为离散型随机变量，分布律爮｛牀＝牑｝＝牘（牨；犤１，犤２，

…，犤牑），犤１，犤２，…，犤牑为未知参数，则对于来自总体牀的一个样本

牀１，牀２，…，牀牕，称

爧牕（犤１，犤２，…，犤牑）＝∏
牕

牏＝１
牘（牨牏；犤１，犤２，…，犤牑）

为样本的似然函数．若总体牀为连续型随机变量，概率密度为

牊（牨；犤１，犤２，…，犤牑），
则对于来自总体牀的一个样本牀１，牀２，…，牀牕，称

爧牕（犤１，犤２，…，犤牑）＝∏
牕

牏＝１
牊（牨牏；犤１，犤２，…，犤牑）

为样本的似然函数．
固定一组样本观察值牨１，牨２，…，牨牕，取 犤


，使

爧（犤

）＝爧（犤


１，犤


２，…，犤


牑）＝ｍａｘ

犤∈牷
爧（犤１，犤２，…，犤牑），

则此时的 犤

（牨１，牨２，…，牨牕）称为参数犤的极大（最大）似然估计值．

犤

（牀１，牀２，…，牀牕）称为参数犤的极大（最大）似然估计量．

．估计量的评选标准

（１）无偏性 设犤

＝犤


（牀１，牀２，…，牀牕）为未知参数犤的估计量，

若有爠（犤

）＝犤（犤∈牷），则称 犤

为犤的无偏估计量．
（２）有效性 若 犤


１和 犤


２都是犤的无偏估计量，若有爟（犤


１）＜

爟（犤


２）（犤∈牷），则称 犤


１比 犤


２有效．
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（３）一致性 若 犤


牕是犤的估计量，如果对任给的犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮｛燏犤


牕（牀１，牀２，…，牀牕）－犤燏＜犡｝＝１，

则称 犤


牕是犤的一致（相合）估计量．

疑 难 解 析

．矩估计法的基本思想是什么？矩估计量是否是唯一的？
答 格里文科定理指出，当牕→∞时，经验分布函数爡

牕（牨）关
于牨均匀地依概率收敛于总体分布函数．这就使得在大样本下可
以用爡

牕（牨）代替爡（牨）研究统计推断问题的理论依据．

当以爡
牕（牨）代替爡（牨）时，总体的原点矩犨牑＝∫

＋∞

－∞
牨牑ｄ爡（牨）的估

计犨牑＝∫
＋∞

－∞
牨牑ｄ爡

牕（牨）＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牑

牏＝爛牑，恰好是样本的同阶原点矩．

因此，用样本原点矩代替总体矩是可行的，这是矩估计法的基本思
想．
在一般情况下，矩估计不是唯一的．如牀服从泊松分布犮（犧），犧是

未知参数时，可以用爠（牀）＝犧，即样本一阶原点矩代替总体一阶原点
矩，也可以用爟（牀）＝犧，即样本二阶中心矩代替总体二阶中心矩．

．极大似然估计法的基本思想是什么？它有什么性质？要注
意些什么问题？
答 极大似然估计是利用总体牀的概率分布以及样本提供

的信息所建立的求未知参数估计量的一种方法．它建立在这样一
种直观想法的基础上：假定一个随机试验爠有若干个可能结果爛１，
爛２，…，爛牕，如果只进行了一次试验，而结果爛牑出现了，那么有理由
认为试验的条件对结果爛牑的出现有利，即试验爠出现结果爛牑的概

率最大．例如，已知一袋中装有黑、白两色球，比例为９∶１，但不知
哪一种颜色的球多．现设黑球所占比例为牘，做放回抽样下的两次
随机取球试验，每次取一个，结果两次都取得黑球，于是可以认定，
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牘＝０．９．这是因为，当 牘＝０．９时，连续取得两个黑球的概率为

（０．９）２＝０．８１；而当牘＝０．１时，这时概率只有０．０１，显然两次都取
得黑色球对牘＝０．９有利．
极大似然法的基本思想是：适当地选取 犤，使样本似然函数

爧（犤）的值达到最大，也就是使试验得出结果牀１＝牨１，牀２＝牨２，…，

牀牕＝牨牕的概率最大．

．估计量的三个评选标准各有什么意义？
答 估计量的三个评选标准各有自己的意义，读者要认真理

解．
无偏性是指对估计量犤


，有爠（犤


）＝犤，犤∈牷．因为爠（犤


）－犤反映

用犤
作为犤的估计时的系统误差，所以要求爠（犤


）＝犤，即要求不存在

系统误差．也就是说，当用犤
来估计犤时，犤

与犤真值的偏差不是估计
量本身造成的，而是随机误差造成的，所以在多次重复试验下，有

爠（犤

）＝犤．
无偏性的优点是易于验证．但不是每个参数都有无偏估计量，

而有时一个参数又可以有多个无偏估计量．
有效性是对同一参数的两个无偏估计量进行比较而产生的一

个标准，即若犤


１和犤


２都是犤的无偏估计量，而爟（犤


１）＜爟（犤


２），则称

犤


１比 犤


２更有效，也就是无偏估计应是方差小的为好．特别是，若有

一估计量犤


０，对任一无偏估计量犤有爟（犤


０）≤爟（犤

），则称犤


０是犤的

最小方差无偏估计量．
有效性在理论上和直观上都较合理，而且容易验证，所以使用

得较多．
一致性是在牕→∞时，有 犤


牕→犤．

一致性有重要的理论意义与实际意义．当牕充分大时，犤
十分

接近犤的真值．利用大数定理可以证明，常用估计量都满足一致
性．如样本矩爛牑是犨牑的无偏估计，也是犨牑的一致估计，只是有时让

牕→∞不易做到．
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方法、技巧与典型例题分析

矩估计法解题的步骤是：首先根据实际问题确定总体的分布
与待估计参数，再计算总体矩与样本矩，令总体矩与同阶样本矩相
等，解得矩估计量．矩估计量操作简便可行，如能注意求总体矩的
技巧，将更为简捷．
一、矩估计的求法
例 设总体牀的概率分布为

牀 １ ２ ３

牘牑 犤２ ２犤（１－犤） （１－犤）２

其中犤为未知参数．现抽得一个样本牨１＝１，牨２＝２，牨３＝１，求犤的矩
估计值．
解 先求总体一阶原点矩

爠（牀）＝１×犤２＋２×２犤（１－犤）＋３（１－犤）２＝３－２犤，

一阶样本矩 牨＝ １
３（１＋２＋１）＝ ４

３．

由 爠（牀）＝牨， 即 ３－２犤＝４燉３
得 犤


＝５燉６，

所以犤的矩估计值 犤

＝５燉６．

例 设总体牀的概率密度为

牊（牨）＝
犤（犤＋１）牨犤－１（１－牨）， ０＜牨＜１，

０， 其它｛ ，
求犤的矩估计量 犤


（０＜犤）．

解 设牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，则

爠（牀）＝∫
１

０
牨犤（犤＋１）牨犤－１（１－牨）ｄ牨

＝犤（犤＋１）∫
１

０
（牨犤－牨犤＋１）ｄ牨＝ 犤

犤＋２，
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所以 犤＝２犨１燉（１－犨１）．
由犨１＝爛１，得

犤

＝２爛１燉（１－爛１）＝２牀燉（１－牀）．

例 设总体牀在［牃，牄］上服从均匀分布，牃，牄均未知，求牃和牄
的矩估计量．

解 设牀１，牀２，…，牀牕是牀的样本，牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏．

犨１＝爠（牀）＝牃＋牄
２ ，

犨２＝爠（牀２）＝爟（牀）＋［爠（牀）］２＝（牄－牃）２

１２ ＋（牃＋牄）２

４ ，

令犨１＝爛１＝牀，犨２＝爛２＝ １
牕

牕

牏＝１
牀２

牏，则有

牃＋牄＝２爛１，

牄－牃＝ １２（爛２＋爛２
１槡

烅
烄

烆 ），
解方程组，得

牃＝爛１－ ３（爛２－爛２
１槡 ）＝牀－ ３

牕
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２，

牄＝爛１＋ ３（爛２－爛２
１槡 ）＝牀＋ ３

牕
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２．

例 设总体牀～爜（爫，牘），爫与牘为未知参数，牀１，牀２，…，牀牕

为牀的一个样本，求爫，牘的矩估计量．
解 因为爠（牀）＝爫牘，爟（牀）＝爫牘（１－牘），所以

爠（牀２）＝爟（牀）＋［爠（牀）］２＝爫牘（１－牘）＋爫２牘２．
令犨１＝爛１，犨２＝爛２，得方程组

牀＝爫牘，

１
牕

牕

牏＝１
牀２

牏＝爫２牘２
烅
烄

烆 ＋爫牘（１－牘）．
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解方程组，得

牘＝１＋牀－ １
牕牀

牕

牏＝１
牀２

牏＝１－爜２

牀
．

爫

＝牀

牘
＝ 牀２

牀－爜２
爜２＝ １

牕
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槏 槕２ ．

例 设使用了某种仪器对同一量进行了１２次独立的测量，
其数据（单位：ｍｍ）如下：

２３２．５０，２３２．４８，２３２．１５，２３２．５３，２３２．４５，２３２．３０，
２３２．４８，２３２．０５，２３２．４５，２３２．６０，２３２．４７，２３２．３０，

试用矩估计法估计测量值的真值与方差（设仪器无系统误差）．
解 因为仪器无系统误差，所以

犤＝犨＝牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏＝２３２＋ １

１２
牕

牏＝１
（牀牏－２３２）

＝２３２＋ １
１２×４．７６＝２３２．３９６７．

用样本二阶中心矩爜２估计方差犲２，有

犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２＝ １

牕
牕

牏＝１
（牀牏－牃）２－（牀－牃）２

＝ １
１２

１２

牏＝１
（牀牏－２３２）２－（２３２．３９６７－２３２）２

＝０．１８１９－０．１５７４＝０．０２４５．
例 设牀１，牀２，…，牀牕为总体牀的一个样本，求牀的概率密

度为下述情形时参数的矩估计量：

（１）牊（牨）＝
犤牅犤牨－（犤＋１）， 牨＞牅，

０，｛ 其它
（犤未知，牅已知）；

（２）牊（牨）＝
１
犤ｅ

－（牨－犨）燉犤， 牨≥犨，

０，
烅
烄

烆 其它
（犤，犨均未知）．

解 （１）爠（牀）＝∫
＋∞

０
犤牅犤牨－（犤＋１）牨ｄ牨＝牅 犤

１－犤，
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故，令爠（牀）＝牀，得 犤

＝ 牀

牀－牅．

（２）爠（牀）＝∫
＋∞

犨

１
犤牨ｅ

－（牨－犨）燉犤ｄ牨＝犨＋犤，

故，令爠（牀）＝牀，得犨＝牀－犨．

爠（牀２）＝∫
＋∞

犨

１
犤牨

２ｅ－（牨－犨）燉犤ｄ牨＝犨２＋２犤（犨＋犤），

故，令爠（牀２）＝爜２＋爛２
１，可解得

犤

＝ １

牕
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２， 犨＝牀－ １

牕
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２．

例 设总体牀服从几何分布爢（牘），分布律为爮｛牀＝牨｝＝
（１－牘）牨－１牘，牨＝１，２，…，其中牘为未知参数（０＜牘＜１），求牘的矩
估计量．

解 因为 牀＝爠（牀）＝
∞

牏＝１
牨（１－牘）牨－１牘

＝
∞

牏＝１
（牑牚牑－１）牘＝牘１

牘２＝
１
牘，

所以 牘＝１燉牀．
例 设总体牀的概率密度为

牊（牨）＝
犝牑

（牑－１）！牨
牑－１ｅ－犝牨， 牨＞０，

烅
烄

烆０， 牨≤０，
其中牑为已知整数，犝为未知参数，求犝的矩估计量．

解 爠（牀）＝∫
＋∞

０
牨 犝牑

（牑－１）！牨
牑－１ｅ－犝牨ｄ牨（令犝牨＝牪）

＝ １
犝（牑－１）！∫

＋∞

０
牪牑ｅ－牪ｄ牪＝ Γ（牑＋１）

犝（牑－１）！

＝ 牑！
犝（牑－１）！＝

牑
犝，

令爠（牀）＝牀，得犝的矩估计量犝

＝牑燉牀．

例 设总体牀的概率密度为
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牊（牨）＝ １
２犧ｅ

－燏牨－犤燏燉犧，犧＞０，

求犤和犧的矩估计量．

解 爠（牀）＝∫
＋∞

－∞

１
２犧ｅ

－燏牨－犤燏燉犧牨ｄ牨＝犤，

爟（牀）＝∫
＋∞

－∞

（牨－犤）２

２犧 ｅ－燏牨－犤燏燉犧ｄ牨＝犧２

２∫
＋∞

－∞
牣２ｅ－燏牣燏ｄ牣

＝犧２∫
＋∞

－∞
牣２ｅ－牣ｄ牣＝犧２Γ（３）＝２犧２．

令 牀＝爠（牀）， 爜２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２＝爟（牀），

则有
犤

＝牀，

爜２＝２犧
２

烅
烄

烆 ，

解得 犤

＝牀， 犧


＝ １

２牕
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２．

二、极大似然估计的求法
在建立了样本的似然函数爧（犤）后，在牘｛牨；犤｝或牊｛牨；犤｝可微

时，可以利用微积分学中求极值的求法，令

ｄ
ｄ犤爧（犤）＝０ 或 ｄ

ｄ犤ｌｎ爧（犤）＝０

（爧（犤）与ｌｎ爧（犤）有相同的极值点），即可解得 犤

．若有多个未知参数

犤１，犤２，…，犤牑，则令


犤牏爧＝０ 或 

犤牏ｌｎ爧＝０ （牏＝１，２，…，牑），

解得 犤


１，犤


２，…，犤


牑．
从理论上说，求得的解只满足极值的必要条件，要证明是极

大，则还应验证是否满足极值的充分条件．但一般不考虑此项．
在牘｛牨；犤｝或牊｛牨；犤｝不可微时，只能由定义来确定极大似然估

计量．
极大似然估计和矩估计有一条重要性质，即：若 犤

是犤的极大
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似然估计或矩估计，则牋（犤

）也是牋（犤）的极大似然估计或矩估计．

例 设总体牀的概率分布为

牀 １ ２ ３

牘牑 犤２ ２犤（１－犤） （１－犤）２

其中犤为未知参数．现抽得一个样本牨１＝１，牨２＝２，牨３＝１，求犤的极
大似然估计值．
解 建立样本的似然函数

爧（犤）＝∏
３

牏＝１
牘（牨牏；犤）＝犤２·２（１－犤）犤·犤２＝２犤５（１－犤），

取对数，得 ｌｎ爧（犤）＝ｌｎ２＋５ｌｎ犤＋ｌｎ（１－犤），

求导数，得 ｄ
ｄ犤ｌｎ爧（犤）＝

５
犤－ １

１－犤．

令上式等于零，所以犤的极大似然估计值为 犤

＝５燉６．

例 设总体牀服从几何分布爢（牘），分布律为

爮｛牀＝牨｝＝（１－牘）牨－１牘，牨＝１，２，…，
其中牘（０＜牘＜１）为未知参数，求牘的极大似然估计量．
解 建立样本的似然函数

爧（牘）＝∏
牕

牏＝１
［牘（１－牘）牨牏－１］＝牘牕（１－牘）


牕

牏＝１
牨牏－牕

，

取对数，得 ｌｎ爧（牘）＝牕ｌｎ牘＋ 
牕

牏＝１
牨牏槏 槕－牕ｌｎ（１－牘），

求导数，得 ｄ
ｄ牘ｌｎ爧（牘）＝

牕
牘－


牕

牏＝１
牨牏－牕

１－牘 ．

令上式等于零，所以牘的极大似然估计量牘＝１燉牀．
例 设牀～爺（牃，牄），牃，牄为未知，牨１，牨２，…，牨牕是一组样本

观察值，求牃，牄的极大似然估计值与极大似然估计量．
解 因为牀～爺（牃，牄），所以

牊（牨；牃，牄）＝
１燉（牄－牃）， 牃≤牨≤牄，

０， 其它｛ ．
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取 牨（１）＝ｍｉｎ（牨１，牨２，…，牨牕）， 牨（牕）＝ｍａｘ（牨１，牨２，…，牨牕），
则有牃≤牨（１），牨（牕）≤牄．于是，似然函数

爧（牃，牄）＝
１燉（牄－牃）牕， 牃≤牨（１），牨（牕）≤牄，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
则对满足条件牃≤牨（１），牨（牕）≤牄的任意牃，牄，有

爧（牃，牄）＝１燉（牄－牃）牕≤１燉［牨（牕）－牨（１）］牕．
即爧（牃，牄）在牃＝牨（１），牄＝牨（牕）时取得极大值［牨（牕）－牨（１）］－牕，所以牃，牄
的极大似然估计值为

牃＝牨（１）＝ｍｉｎ
１≤牏≤牕

牨牏， 牄＝牨（牕）＝ｍａｘ
１≤牏≤牕

牨牏．

牃，牄的极大似然估计量为

牃＝ｍｉｎ
１≤牏≤牕

牀牏， 牄＝ｍａｘ
１≤牏≤牕

牀牏．

例 设牀１，牀２，…，牀牕为来自总体牀的一个样本，牀的概率密
度为

牊（牨；犤，犨）＝
１
犤ｅ

－（牨－犨）燉犤， 牨≥犨，

０，
烅
烄

烆 其它
（犤＞０），

求未知参数犤和犨的极大似然估计量．
解 建立样本的似然函数

爧（牨；犨，犤）＝犤－牕ｅ
－

牕

牏＝１
（牨牏－犨）燉犤

，
当牨１，牨２，…，牨牕取定时，犨的最大值在

犨＝牨（１）＝ｍｉｎ（牨１，牨２，…，牨牕）
时取得，此时爧（犨，犤）＝ｍａｘ

犨
爧（犨，犤）．

代入似然函数并取对数，得

ｌｎ爧（犨，犤）＝－牕ｌｎ犤－ １
犤

牕

牏＝１
（牨牏－牨（１）），

求偏导数，得 ｌｎ爧
犤＝－ 牕

犤＋ １
犤２

牕

牏＝１
（牨牏－牨（１）），

令上式等于零，解得
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犤

＝ １

牕
牕

牏＝１
（牨牏－牨（１））＝牨－牨（１）．

即犨，犤的极大似然估计量分别为犨＝牀（１），犤

＝牀－牀（１）．

例 设在牕次独立试验中事件爛发生了牑次，求事件爛发生
的概率牘的极大似然估计量．
解 设牨１，牨２，…，牨牕为牀的一组样本观察值，牀～爜（１，牘），其

分布律为爮｛牀＝牨｝＝牘牨牏（１－牘）１－牨，牨＝１，２．建立似然函数

爧（牘）＝∏
牕

牏＝１
牘牨牏（１－牘）１－牨牏＝牘


牕

牏＝１
牨牏（１－牘）

牕－
牕

牏＝１
牨牏，

取对数，得 ｌｎ爧（牘）＝
牕

牏＝１
牨牏ｌｎ牘＋ 牕－

牕

牏＝１
牨槏 槕牏 ｌｎ（１－牘），

求导数，得 ｄ
ｄ牘ｌｎ爧（牘）＝

１
牘

牕

牏＝１
牨牏－ １

１－牘 牕－
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 ，

令上式等于零，解得牘的极大似然估计值为牘＝ １
牕

牕

牏＝１
牨牏＝牨．牘的

极大似然估计量为

牘＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏＝牀．

例 设牀～爫（犨，犲２），犨，犲２为未知参数，牨１，牨２，…，牨牕是来

自牀的一个样本值，求犨，犲２的极大似然估计值和极大似然估计

量．

解 因为牊（牨）＝ １
槡２π犲

ｅ－（牨－犨）２燉（２犲２），－∞＜牨＜＋∞，所以，其

似然函数为

爧（犨，犲）＝∏
牕

牏＝１

１
槡２π犲

ｅ－（牨牏－犨）２燉（２犲２）＝（２π犲２）－牕燉２ｅ
－

牕

牏＝１
（牨牏－犨）２燉（２犲２）

，

取对数，得

ｌｎ爧＝－ 牕
２ｌｎ２π－ 牕

２ｌｎ犲２－ １
２犲２

牕

牏＝１
（牨牏－犨）２，
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求偏导数，得


犨ｌｎ爧＝

１
犲２ 

牕

牏＝１
牨牏槏 槕－牕犨 ，


犲２ｌｎ爧＝－ 牕

２犲２＋
１
２犲４

牕

牏＝１
（牨牏－犨）２

烅

烄

烆 ，

令上两式分别等于零，解得极大似然估计值为

犨＝牨， 犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牨牏－牨）２，

所以极大似然估计量为

犨＝牀， 犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２．

例 设随机变量牀的概率密度为

牊（牨；犨，犲２）＝ １
槡２π犲牨

ｅ－（ｌｎ牨－犨）２燉（２犲２），牨＞０，

求未知参数犨和犲２的极大似然估计量和矩估计量．
解 （１）建立样本的似然函数

爧（犨，犲２）＝（２π犲２）－牕燉２ １
牀１牀２…牀牕

ｅ
－

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２燉（２犲２）

，

取对数，得

ｌｎ爧＝－牕
２ｌｎ２π－ 牕

２ｌｎ犲２－
牕

牏＝１
ｌｎ牀牏－ １

２犲２
牕

牏＝１
（ｌｎ牀牏－犨）２，

求偏导数，得


犨ｌｎ爧＝

１
犲２

牕

牏＝１
（ｌｎ牀牏－犨），


犲２ｌｎ爧＝－ 牕

２
１
犲２＋

１
２犲４

牕

牏＝１
（ｌｎ牀牏－犨）２

烅

烄

烆 ，

令上两式分别等于零，其解为犨和犲２的极大似然估计量，即

犨＝ １
牕

牕

牏＝１
ｌｎ牀牏＝ｌｎ牀， 犲２＝ １

牕
牕

牏＝１
（ｌｎ牀牏－ｌｎ牀）２．

（２）因为爠（牀）＝ｅ犨＋犲２燉２，爟（牀）＝ｅ犲２＋２犨（ｅ犲２－１）（见第四章第
一节例２４）．令牀＝爠（牀），爜２＝爟（牀），得

·６３３·



牀＝ｅ犨＋ 犲２燉２，

爜２＝ｅ２犨＋ 犲２

（ｅ犲２

－１）＝牀２（ｅ犲２烅
烄

烆 －１），
解得犲２的矩估计量为

犲２＝ｌｎ（１＋爜２燉牀２），

犨的矩估计量为

犨＝ｌｎ［牀２ 爜２＋牀槡 ２］ 爜２＝ １
牕

２

牏＝１
（牀牏－牀）槏 槕２ ．

例 设某种灯泡寿命服从正态分布．在某天生产的灯泡中
抽取１０只，测得寿命（单位：ｈ）为

１０６７，９１９，１１９６，７８５，１１２６，９３６，９１８，１１５６，９２０，９４８，
若总体牀参数未知，试用极大似然估计法求该天生产的灯泡能使
用１２００ｈ以上的概率．
解 总体牀～爫（犨，犲２），犨，犲２为未知参数，由例１５知

犨＝牀， 犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２，

则 爮｛牀＞１２００｝＝１－爮｛牀≤１２００｝＝１－犎
１２００－犨

犲槏 槕

＝１－犎 １２００－９９７．１槏 槕１２４．８ ＝１－犎（１．６２５）

＝１－０．９７８＝０．０２２，
所以，灯泡能使用１２００ｈ以上的概率为０．０２２．
例 为了估计湖中鱼的条数爫，先从湖中捕捉牜条鱼，做上

记号后放回湖中．过一段时间后，再从湖中捕出牞（牞＞牜）条，发现其
中有牠（０≤牠≤牜）条标有记号．试以此估计湖中鱼的条数爫的值．
解 为了启发读者思维，我们给出下面几种解法．
（１）矩估计法

爠（牀）＝牜牞燉爫（见第四章第一节例５）．在只捕一次的情况下，
捕到了牠条有记号的鱼，将它看作一个样本观察值．令总体一阶矩
等于样本一阶矩（原点矩），则牜牞燉爫＝牠，于是得爫的矩估计量为
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爫


［ ］＝ 牜牞燉牠．
（２）极大似然估计法
设在捕到的牞条鱼中，有记号的鱼数是一个取值为０，１，２，…，牜

的随机变量牀．
考虑在牞条鱼中恰有牠条鱼有记号的概率，因为牀服从超几何

分布，分布律为

爮｛牀＝牑｝＝爞牑
牜爞牞－牑

爫－牜燉爞牞
爫，牑＝０，１，２，…，牜，

故 爮｛牀＝牠｝＝爞牠
牜爞牞－牠

爫－牜燉爞牞
爫 
令

爧（爫）．

这里爫是未知参数．按极大似然估计法，要找到爫

，使爧（爫）为最

大．为此，考虑比值

爲（爫）＝ 爧（爫）
爧（爫－１）＝

爞牠
牜爞牞－牠

爫－牜

爞牞
爫

爞牠
牜爞牞－牠

爫－牜－１

爞牞
爫－１

＝爞牞－牠
爫－牜爞牞

爫－１

爞牞
爫爞牞－牠

爫－牜－１
＝ （爫－牜）（爫－牞）

爫（爫－牜－牞＋１）

＝ 爫２－爫牜－爫牞＋牜牞
爫２－爫牜－爫牞＋爫牠，

显然，当牜牞＜爫牠时，爲（爫）＜１；当牜牞＞爫牠时，爲（爫）＞１．即爧（爫）在

爫经过牜牞燉牠时，由增加转为减少，亦即，当爫＝牜牞燉牠时，爧（爫）取得
极大值．所以，爫的极大似然估计量为爫


［ ］＝ 牜牞燉牠．

（３）比例法（用频率估计）
依题意，湖中有记号的鱼所占比例应为牜燉爫，而在捕到的牞条

鱼中，有记号的鱼的频率（比例）是牠燉牞．由于捕鱼是随机的，每条鱼
是独立的，可以认为，应该有

牜燉爫＝牠燉牞爫＝牞牜燉牠．
从而，爫的估计量为爫


［ ］＝ 牜牞燉牠．

三、估计量的评选
估计量的评选，即讨论估计量是否满足估计量的三个标准，所

以，一般可以直接依无偏性、有效性、一致性的定义来确定．但无偏
性是数学期望，有效性是方差，所以又可以利用数学期望与方差的
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运算性质来评选．读者要注意灵活运用．
例 设总体牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，牀３是牀的一个样本，又

犨１＝ １
５牀１＋ ３

１０牀２＋ １
２牀３， 犨２＝ １

３牀１＋ １
４牀２＋ ５

１２牀３，

犨３＝ １
３牀１＋ １

６牀２＋ １
２牀３，

验证犨１，犨２，犨３都是犨的无偏估计量，并判断哪个最有效．
解 因为牀１，牀２，牀３相互独立且同分布，有

爠（牀１）＝爠（牀２）＝爠（牀３）＝犨，

所以 爠（犨１）＝ １
５犨＋ ３

１０犨＋
１
２犨＝犨，

爠（犨２）＝ １
３犨＋ １

４犨＋ ５
１２犨＝犨，

爠（犨３）＝ １
３犨＋ １

６犨＋ １
２犨＝犨，

知犨１，犨２，犨３都是犨的无偏估计量．又

爟（犨１）＝ １
２５犲

２＋ ９
１００犲

２＋ １
４犲２＝ ６８４

１８００犲
２，

爟（犨２）＝ １
９犲２＋ １

１６犲
２＋ ２５

１４４犲
２＝ ６２５

１８００犲
２，

爟（犨３）＝ １
９犲２＋ １

３６犲
２＋ １

４犲２＝ ７００
１８００犲

２，

故爟（犨２）＜爟（犨１）＜爟（犨３），犨２是最有效估计量．
例 设总体牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，

试确定常数爞，使爞
牕－１

牏＝１
（牀牏＋１－牀牏）２为犲２的无偏估计．

解 依题意，即要使爠 爞
牕－１

牏＝１
（牀牏－牀牏）［ ］２ ＝犲２，但

爠 爞
牕－１

牏＝１
（牀牏－牀牏）［ ］２ ＝爞

牕－１

牏＝１
［爠（牀２

牏＋１）－２爠（牀牏＋１）爠（牀牏）＋爠（牀２
牏）］

＝２爞
牕－１

牏＝１
｛爠（牀２）－［爠（牀）］２｝
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＝２爞
牕－１

牏＝１
爟（牀）＝２爞（牕－１）犲２，

故爞＝ １
２（牕－１）．

此时 １
２牕－１

牕－１

牏＝１
（牀牏＋１－牀牏）２是犲２的无偏估计量．

例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀的一个样本，验证估计量牀

＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏和爾＝

牕

牏＝１
牃牏牀牏 

牕

牏＝１
牃牏槏 槕＝１都是爠（牀）的无偏估计量，

且牀比爾 有效．

解 爠（牀）＝ １
牕

牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕牕爠（牀）＝爠（牀），

爠（爾）＝
牕

牏＝１
牃牏爠（牀牏）＝爠（牀）

牕

牏＝１
牃牏＝爠（牀），

可知，牀与爾 都是爠（牀）的无偏估计量．而

爟（牀）＝ １
牕２

牕

牏＝１
爟（牀牏）＝ １

牕２牕爟（牀）＝ １
牕爟（牀），

爟（爾）＝
牕

牏＝１
牃２
牏爟（牀牏）＝爟（牀）

牕

牏＝１
牃２
牏≥ １

２爟（牀），

因为

（牕－１）
牕

牏＝１
牃２
牏≥２

１≤牏＜牐≤牕
牃牏牃牐

牕

牏＝１
牃２
牏≥ １

牕 
牕

牏＝１
牃２
牏＋２

１≤牏＜牐≤牕
牃牏牃槏 槕牐 ，

所以，牀比爾 更有效．
例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爺（０，犤）的一个样本，证明：

（１）犤


１＝２牀与 犤


２＝牕＋１
牕 牀（牕）是犤的无偏估计；

（２）犤


２比 犤


１更有效（牕≥２）．
证 （１）因为牀～爺（０，犤），所以

牊（牨）＝
１燉犤， ０＜牨＜犤，
０， 其它｛ ．

知 牊牀（牕）（牨）＝
牕牨牕－１燉犤牕， ０＜牨＜犤，

０， 其它｛ ，
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所以 爠（２牀）＝ ２
牕

牕

牏＝１
牀牏＝ ２

牕牕·犤＋０
２ ＝犤，

爠 牕＋１
牕 牀槏 槕（牕） ＝牕＋１

牕∫
犤

０

牕牨牕

犤牕ｄ牨＝牕＋１
牕 · 牕

牕＋１犤＝犤．

从而知 犤


１和 犤


２都是犤的无偏估计量．

（２）因为爟（犤


１）＝爟（２牀）＝ ４
牕·（犤－０）２

１２ ＝犤２

３牕，

爟 牕＋１
牕 牀槏 槕（牕） ＝（牕＋１）２

牕２ ｛爠（牀２
（牕））－［爠（牀（牕））］２｝，

而 爠（牀２
（牕））＝∫

犤

０

牕牨牕＋１

犤牕 ｄ牨＝ 牕
牕＋２犤

２，

所以

爟 牕＋１
牕 牀槏 槕（牕） ＝（牕＋１）２

牕２
牕

牕＋２犤
２－ 牕

牕＋１槏 槕犤［ ］
２

＝ 犤２

牕（牕＋２）．

当牕≥２时，爟（犤


１）＞爟（犤


２），所以 犤


２比 犤


１更有效．
例 设总体牀～犮（犧），犧＞０，牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样

本，证明：
（１）牀是犧的无偏估计量，但（牀）２不是犧２的无偏估计量；
（２）牀是犧的达到方差界的无偏估计．
证 （１）因为爠（牀牏）＝爠（牀）＝犧，爟（牀牏）＝爟（牀）＝犧，所以

爠（牀）＝ １
牕

牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕牕犧＝犧，

故牀是犧的无偏估计．

爟（牀）＝ １
牕２

牕

牏＝１
爟（牀牏）＝ １

牕２牕犧＝
犧
牕，

爠（牀２）＝爟（牀）＋［爠（牀）］２＝ 犧
牕＋犧２≠犧，

故牀２不是犧２的无偏估计量．
一 般地，如果 犤

是 犤的极大似然估计或矩估计，则牋（犤

）也是

牋（犤）的极大似然估计或矩估计．但这一性质对无偏估计不成立．
（２）因为

·１４３·



牘（牨；犧）＝ 犧牨

牨！ｅ
－犧，

ｌｎ牘（牨；犧）＝牨ｌｎ犧－犧－ｌｎ（牨！）， 
犧ｌｎ牘（牨；犧）＝

牨
犧－１，

而 爠 牨
犧槏 槕－１［ ］

２

＝
∞

牨＝０

牨
犧槏 槕－１

２ 犧牨

牨！ｅ
－犧

＝
∞

牨＝０

牨２

犧２
犧牨

牨！ｅ
－犧－

∞

牨＝０

２牨
犧

犧牨

牨！ｅ
－犧＋

∞

牨＝０

犧牨

牨！ｅ
－犧，

由 爠（牀）＝犧， 爠（牀２）＝犧＋犧２， 爟（牀）＝犧，

知 爠 牨
犧槏 槕－１［ ］

２

＝犧＋犧２

犧２ －２犧
犧＋１＝ １

犧，

而 爟（牀）＝ 犧
牕＝ １

牕爠 
犧［ ］ｌｎ牘（牨；犧）｛ ｝

２ ＝ １

牕· １
犧

＝ 犧
牕，

所以，牀是犧的达到方差界的无偏估计．
例 设总体牀～爜（１，牘），其中牘为未知参数，０＜牘＜１，牀１，

牀２，…，牀牕是牀的一个样本，证明牀是牘的有效估计量．
证 因为爮（牨；牘）＝牘牨（１－牘）１－牨，牨＝０，１，所以


牘ｌｎ爮（牨；牘）＝ 

牘［牨ｌｎ牘＋（１－牨）ｌｎ（１－牘）］

＝ 牨
牘＋１－牨

１－牘＝
牨－牘

牘（１－牘）．

而 爠 牨－牘［ ］牘（１－牘）

２

＝ １
牘２（１－牘）２爠［（牀－牘）２］＝ １

牘（１－牘）．

又 牘＝牀， 爟（牘）＝爟（牀）＝牘（１－牘）＝１爠 牨－牘［ ］牘（１－牘）

２

，

由克莱姆拉奥不等式

爟（犤

）＝１ 牕爠 ｌｎ牘（牨；犤）槏 槕犤［ ］｛ ｝

２

可知，牀是牘的达到方差界的无偏估计，所以是牘的有效估计量．
例 设牀１，牀２，…，牀牕１

为牀～爫（犨１，犲２）的一个样本，牁１，牁２，
…，牁牕２
是牁～爫（犨２，犲２）的一个样本，且相互独立，爳２

１，爳２
２分别为它
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们的样本方差．证明：对于任意常数牃，牄（牃＋牄＝１），牂＝牃爳２
１＋牄爳２

２

都是犲２的无偏估计，并确定牃，牄的值，使爟（牂）达到最小．
证 因为

爠（爳２
１）＝犲２， 爠（爳２

２）＝犲２，

（牕１－１）
犲２ 爳２

１～犻２（牕１－１）， （牕２－１）
犲２ 爳２

２～犻２（牕２－１），

且相互独立，所以

爟（爳２
１）＝ ２犲４

（牕１－１）， 爟（爳２
２）＝ ２犲４

（牕２－１）．

在 牃＋牄＝１时，爠（牂）＝牃爠（爳２
１）＋牄爠（爳２

２）＝犲２，故牂是犲２的无偏估

计．

爟（牂）＝爟（牃爳２
１＋牄爳２

２）＝ 牃２

牕１－１＋
牄２

牕２槏 槕－１２犲４

＝ 牃２

牕１－１＋
（１－牃）２

牕２［ ］－１ ２犲４，

ｄ爟（牂）
ｄ牃 ＝２犲４ ２牃

牕１－１－
２（１－牃）
牕２［ ］－１ ．

令上式等于零，并由牃与牄的对称性，得

牃＝
牕１－１

牕１＋牕２－２， 牄＝
牕２－１

牕１＋牕２－２．

又由 ｄ２爟（牂）
ｄ牃２ ＝２犲４ ２

牕１－１＋
２

牕２槏 槕－１＞０

知，所确定的牃，牄值能使爟（牂）达到最小，此时

牂＝ １
牕１＋牕２－２［（牕１－１）爳２

１＋（牕２－１）爳２
２］

具有最小方差．
例 设总体牀的一阶矩和二阶矩存在，分布是任意的．记

爠（牀）＝犨，爟（牀）＝犲２，样本均值牀与 １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２是犨与犲２的

矩估计量，问：它们是否是犨与犲２的无偏估计量？
解 因为
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爠（牀）＝爠 １
牕

牕

牏＝１
牀［ ］牏 ＝ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏）＝ １

牕牕犨＝犨，

所以牀是犨的无偏估计量．

爠 １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２

＝ １
牕爠 

牕

牏＝１
［（牀牏－犨）－（牀－犨）］｛ ｝２

＝ １
牕爠 

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２－２

牕

牏＝１
（牀牏－犨）（牀－犨）＋牕（牀－犨）［ ］２

＝ １
牕爠 

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２－牕（牀－犨）［ ］２

＝ １
牕 

牕

牏＝１
爟（牀牏）－牕爟（牀［ ］）＝ １

牕（牕犲２－犲２）＝牕－１
牕 犲２，

所以 １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２不是犲２的无偏估计量，由于

ｌｉｍ
牕→∞

牕－１
牕 犲２＝犲２，

故犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２是犲２的渐近无偏估计量．

但是，对样本方差爳２＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２，有

爠（爳２）＝爠 牕
牕－１·

１
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２

＝ 牕
牕－１爠

１
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２ ＝ 牕

牕－１·
牕－１
牕 犲２＝犲２，

所以，样本方差是犲２的无偏估计量．
例 设牀１，牀２，…，牀牕１

是牀～爫（犨１，犲２）的一个样本，牁１，牁２，

…，牁牕２
是牁～爫（犨２，犲２）的一个样本，两样本相互独立，犨１，犨２为未

知参数．

（１）求参数犨１－犨２的一个无偏估计；
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（２）证明：爳２
爾＝ １

牕１＋牕２－２
牕１

牏＝１
（牀牏－牀）２＋

牕２

牏＝１
（牁牏－牁）［ ］２ 是 犲２

的无偏估计．

解 （１）因为爠（牀）＝爠 １
牕１

牕１

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕１
牕１犨１＝犨１，

爠（牁）＝爠 １
牕２

牕２

牏＝１
牁槏 槕牏 ＝ １

牕２
牕２犨２＝犨２，

所以 爠（牀－牁）＝爠（牀）－爠（牁）＝犨１－犨２，
即牀－牁是参数犨１－犨２的无偏估计量．

（２）因为 
牕１

牏＝１
（牀牏－牀）２＝（牕１－１）爳２

１，


牕２

牏＝１
（牁牏－牁）２＝（牕２－１）爳２

２，

其中，爳２
１为牀１，牀２，…，牀牕１

的样本方差，爳２
２为牁１，牁２，…，牁牕２

的样本

方差，且

爠 
牕１

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２ ＝（牕１－１）爠（爳２

１）＝（牕１－１）犲２，

爠 
牕２

牏＝１
（牁牏－牁）［ ］２ ＝（牕２－１）爠（爳２

２）＝（牕２－１）犲２，

所以 爠 
牕１

牏＝１
（牀牏－牀）２＋

牕２

牏＝１
（牁牏－牁）［ ］２ ＝（牕１＋牕２－２）犲２，

故爠（爳２
爾）＝犲２，即爳２

爾 是犲２的无偏估计量．
例 设牀１，牀２，…，牀牕是牀～爫（０，犲２）（犲２＞０）的一个样本，

证明：犲＝ １
牕槡π

２
牕

牏＝１
燏牀牏燏是犲的无偏估计．

证 先计算爠（燏牀牏燏），有

爠（燏牀牏燏）＝ １
槡２π∫

＋∞

－∞

燏牨燏
犲ｅ－牨２燉（２犲２）ｄ牨＝槡２

π∫
＋∞

０

牨
犲ｅ－牨２燉（２犲２）ｄ牨
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＝槡２
π犲－ｅ－牨２燉（２犲２［ ］）

＋∞

０

＝槡２
π犲．

所以 爠（犲）＝ １
牕槡π

２
牕

牏＝１
爠（燏牀牏燏）＝ １

牕槡π
２·槡２

π·牕犲＝犲．

即犲是犲的无偏估计量．
例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体爺（０，犤）的一个样本，证明：犤


１

＝２牀和 犤


２＝牕＋１
牕 牀（牕）是犤的一致估计，牀（牕）＝ｍａｘ｛牀牏｝．

证 由例２２知

爠（犤


１）＝犤， 爟（犤


１）＝犤２

３牕，

爠（犤


２）＝犤， 爟（犤


２）＝ 犤
牕（牕＋２），

依契比雪夫不等式，对任给的犡＞０，当牕→∞时，有

爮｛燏犤


１－犤燏≥犡｝≤
爟（犤


１）

犡２ ＝ 犤２

３牕犡 →２ ０，

爮｛燏犤


２－犤燏≥犡｝≤
爟（犤


２）

犡２ ＝ 犤２

牕（牕＋２）犡 →２ ０，

所以，犤


１和 犤


２都是犤的一致估计量．

例 设估计量犤

＝犤


牕＝犤


（牀１，牀２，…，牀牕）是犤的估计量，满足

ｌｉｍ
牕→∞

爠［（犤


牕－犤）２］＝０，证明：犤


牕是犤的一致估计量．

证 首先证明爮｛燏犤


牕－犤燏≥犡｝≤
爠［（犤


牕－犤）２］
犡２ ．设 犤


＝犤


牕的概

率密度为牊牕（牨），于是

爮｛燏犤


牕－犤燏≥犡｝＝∫燏牨－犤燏≥犡
牊牕（牨）ｄ牨≤∫燏牨－犤燏≥犡

（牨－犤）２

犡２ 牊牕（牨）ｄ牨

≤ １
犡２∫

＋∞

－∞
（牨－犤）２牊牕（牨）ｄ牨＝ １

犡２爠［（犤


牕－犤）２］．

由ｌｉｍ
牕→∞

爠［（犤


牕－犤）２］＝０知，ｌｉｍ
牕→∞

爮｛燏犤


牕－犤燏≥犡｝＝０，即 犤


牕是犤的一致

估计量．
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例 设总体牀～爺（１，犤），求犤的矩估计量犤

，并证明犤

是犤的
一致估计量．
证 先求出犤的矩估计．因为牀的概率密度函数为

牊（牨）＝
１燉（犤－１）， １＜牨＜犤，

０， 其它｛ ，

所以爠（牀）＝１＋犤
２ ．令牀＝爠（牀），得犤的矩估计量 犤


＝２牀－１．

又 爠（牀）＝１＋犤
２ ， 爠（牀）＝１＋犤

２ ，

有 爠（犤

）＝爠（２牀－１）＝２爠（牀）－１＝１＋犤－１＝犤，

所以，犤
是犤的无偏估计量．

又 爟（牀）＝ １
牕爟（牀）＝（犤－１）２

→１２牕 ０， 牕→∞，

所以牀是１＋犤
２
的一致估计量．

令牋（牀）＝２牀－１，则牋 １＋犤槏 槕２ ＝犤．因为牋（牀）在１＋犤
２
连续，故

牋（牀）＝２牀－１是牋 １＋犤槏 槕２ ＝犤的一致估计．

例 设对总体牀，爠（牀），爟（牀）存在，牀１，牀２，…，牀牕是牀的

一个样本，证明：样本均值牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏为总体均值爠（牀）的一致无

偏估计量．
证 因为

爠（牀）＝爠 １
牕

牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ １

牕
牕

牏＝１
爠（牀牏）＝爠（牀），

所以，牀是爠（牀）的无偏估计量．
又由契比雪夫大数定律知，对任意犡＞０，当牕→∞时，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕

牕

牏＝１
牀牏｛ ｝－爠（牀）≥犡＝０，

故牀是爠（牀）的一致估计量，从而牀是爠（牀）的一致无偏估计量．
例 设抽得牀１是牀～爺（０，犤）的一个样本，试证明 犤


１＝２牀１
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和 犤


２＝牀１都不是犤的一致估计量．

证 因爠（犤


１）＝２爠（牀１）＝２×犤－０
２ ＝犤，故犤


１是犤的无偏估计．

又因爠（犤


２）＝爠（牀１）＝犤－０
２ ＝ 犤

２≠犤，故 犤


２是犤的有偏估计．

对于任意的犡＞０，因为燏犤


１－犤燏＝燏２牀１－犤燏，所以燏２牀－犤燏≥犡
等价于２牀１－犤≥犡和２牀１－犤≤－犡，即

牀１≥（犡＋犤）燉２＞０ 和 牀１≤犤－犡燉２．

又因为牀～爺（０，犤），所以牊（牨）＝ １
犤（０＜牨＜犤），于是

爮｛燏犤


１－犤燏｝≥犡＝爮｛燏２牀１－犤燏≥犡｝＝∫燏２牨１－犤燏≥犡
牊（牨）ｄ牨

＝∫
０

（犤＋犡）燉２

１
犤ｄ牨＋∫

（犤－犡）燉２

０

１
犤ｄ牨

＝犤－犡 →０ 燋 ０（牕→∞）．

所以，犤


１不是犤的一致估计量．
类似可证 犤


２也不是犤的一致估计量．

通过上述例题可以看出，一致性的证明方法比较多，可以依据
定义直接讨论ｌｉｍ

牕→∞
犤

，或者ｌｉｍ

牕→∞
爮｛燏犤


－犤燏≥犡｝，而解题的技巧就在对

爮｛燏犤

－犤燏≥犡｝的处理上；也可以用契比雪夫不等式证明，这时要

求出爟（犤

）；在存在随机变量序列的情形，还可以用大数定律来证．

读者要学会判别条件，选择恰当的方法进行证明．

第二节 区 间 估 计

主 要 内 容

用以一定的概率包含犤的真值的区间来估计未知参数的方法
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称为区间估计，所得到的区间称为置信区间．
设总体牀的分布爡（牨；犤）中含有未知参数犤．对于给定的犜值

（０＜犜＜１），若存在 牀的两个统计量 犤＝犤（牀１，牀２，…，牀牕）和 犤＝

犤（牀１，牀２，…，牀牕），使得

爮｛犤（牀１，牀２，…，牀牕）＜犤＜犤（牀１，牀２，…，牀牕）｝＝１－犜，
则称随机区间（犤，犤）为犤的置信度为１－犜的双侧置信区间．犤和犤
分别称为犤的置信度为１－犜的双侧置信区间的置信下限和置信上
限，１－犜为置信度．若只考虑

爮｛犤（牀１，牀２，…，牀牕）＜犤｝＝１－犜
或 爮｛犤＜犤（牀１，牀２，…，牀牕）｝＝１－犜，
则称随机区间（犤，＋∞）或（－∞，犤）为犤的置信度为１－犜的单侧置

信区间．犤和犤分别称为单侧置信下限和单侧置信上限．
一、单个正态总体均值与方差的区间估计

牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，…，牀牕为牀的一个样本，牀和爳２分别为

样本均值与样本方差．
．均值犨的置信区间 牀～爫（犨，犲２）

（１）犲２已知时，牀～爫 犨，犲
２

槏 槕牕 ．选用估计量 爺＝ 牀－犨
槡犲燉 牕

～

爫（０，１），则犨的置信度为１－犜的置信区间为

牀－ 犲
槡牕

牂犜燉２，牀＋ 犲
槡牕

牂槏 槕犜燉２ ，

牂犜燉２是标准正态分布的上犜燉２分位点．

（２）犲２未知时，选用估计量爴＝ 牀－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１），则犨的置信

度为１－犜的置信区间为

牀－ 爳
槡牕

牠犜燉２（牕－１），牀＋ 爳
槡牕

牠犜燉２槏 槕（牕－１）．

（３）估计犨时，样本容量牕的确定．
若犲２已知，要求犨的置信度为１－犜的置信区间长度不超过牓，
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则牕≥（２犲牂犜燉２燉牓）２．
若犲２未知，而牕较大时，可由经验估计出犲２

０，则牕≥（２犲０牂犜燉２燉牓）２．
．方差犲２的置信区间

若犨未知，选用估计量犻２＝（牕－１）
犲２ 爳２～犻２（牕－１），则犲２的置信

度为１－犜的置信区间为

（牕－１）爳２

犻２
犜燉２（牕－１），

（牕－１）爳２

犻２
１－犜燉２槏 槕（牕－１）．

若犨已知，利用犲２的极大似然估计是犲２＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２，得犲２

的置信度为１－犜的置信区间为


牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

犻２
犜燉２（牕）

，


牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

犻２
１－犜燉２

烄

烆

烌

烎（牕）
．

二、两个正态总体均值差与方差比的区间估计

．两个正态总体均值差的区间估计
总体牀～爫（犨１，犲２

１），总体牁～爫（犨２，犲２
２），牀１，牀２，…，牀牕１

是牀的
一个样本，牁１，牁２，…，牁牕２

是牁的一个样本．牀，牁和爳２
１，爳２

２分别是牀，
牁的样本均值和样本方差．

（１）犲２
１，犲２

２均已知，则 牀－牁是 犨１－犨２的无偏估计，牀－牁～

爫 犨１－犨２，
犲２
１

牕１
＋犲２

２

牕槏 槕２
．选用估计量

爺＝（牀－牁）－（犨１－犨２）

犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡 ２

～爫（０，１），

则犨１－犨２的置信度为１－犜的置信区间为

牀－牁－牂犜燉２ 犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡 ２，牀－牁＋牂犜燉２ 犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡槏 槕２ ．

（２）犲２
１＝犲２

２＝犲２，但犲２未知，选用估计量

爴＝（牀－牁）－（犨１－犨２）

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

～牠（牕１＋牕２－２），
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其中

爳爾＝
（牕１－１）爳２

１＋（牕２－１）爳２
２

牕１＋牕２－２ ，

则犨１－犨２的置信度为１－犜的置信区间为

牀－牁牠犜燉２（牕１＋牕２－２）爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡槏 槕２ ．

（３）犲２
１，犲２

２未知，但为大样本情形，则犨１－犨２的置信度为１－犜
的近似置信区间为

牀－牁－牂犜燉２ 爳２
１燉牕１＋爳２

２燉牕槡 ２，牀－牁＋牂犜燉２ 爳２
１燉牕１＋爳２

２燉牕槡槏 槕２ ．

．两个正态总体方差比的置信区间

牀～爫（犨１，犲２
１），牁～爫（犨２，犲２

２），牀１，牀２，…，牀牕１
为牀的一个样

本，牁１，牁２，…，牁牕２
为牁的一个样本，爳２

１，爳２
２分别为两样本的样本方

差，犨１，犨２，犲２
１，犲２

２均未知．选用估计量

爡＝ 爳２
１燉犲２

１

爳２
２燉犲２

２
～ 爡（牕１－ １，牕２－ １），

则犲２
１燉犲２

２的置信度为１－犜的置信区间为

爳２
１

爳２
２爡犜燉２（牕１－１，牕２－１），

爳２
１

爳２
２爡１－犜燉２（牕１－１，牕２槏 槕－１）．

疑 难 解 析

．什么是区间估计？有了点估计为什么还要引入区间估计？
答 用以一定概率（１－犜）包含真值犤的区间来估计未知参数

的方法称为区间估计．点估计是利用样本值求得参数犤的一个近
似值来估计未知参数犤，但不知近似的精确程度和可信程度，因此
虽有一定参考价值，但毕竟实用意义不大．区间估计则通过两个统
计量犤和犤，确定了一个随机区间（犤，犤），使得该区间内包含真值犤
的概率不小于１－犜．区间估计不仅提供了犤的一个估计范围，还给
出了估计的精度与可信程度，有广泛的实用意义．
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．置信度１－犜的意义是什么？
答 置信度有两种理解方式．
对于一个置信区间（犤，犤）而言，１－犜（０＜犜＜１）表示可信程

度，即随机区间（犤，犤）中包含未知参数犤的概率不小于事先设定的

１－犜．
对于区间估计的设计而言，１－犜又表示在样本容量不变的情

况下，在反复抽样所得到的全部区间中，包含犤真值的区间不小于

１００（１－犜）％．
一般地，１－犜值越大，由样本值所得的区间（犤，犤）覆盖犤的置

信度越大．而（犤，犤）的长度越小，又反映估计犤的精度越高．在牕一
定的情况下，精度与置信度不可能兼得．建立区间估计理论的著名
统计学家Ｎｅｙｍａｎ提出的原则是，先照顾可靠程度，即置信度优于
精度，在满足爮｛犤＜犤＜犤｝＝１－犜的前提下，使精度尽可能地高．

．进行区间估计的一般步骤有哪些？
答 区间估计的一般步骤如下．
（１）根据实际问题的条件，确定未知参数的一个估计量牂＝

牂（牀１，牀２，…，牀牕；犤），不含犤外的其它未知参数，且牂的分布已知．

（２）对于事先给定的置信度 １－ 犜，确定常数 牃，牄，使

爮｛牃＜牂（牀１，牀２，…，牀牕；犤）＜牄｝＝１－犜．

（３）求出与牃＜牂（牀１，牀２，…，牀牕；犤）＜牄等价的不等式犤＜犤＜

犤，则（犤，犤）即为所求的犤的置信度为１－犜的置信区间．
事实上，使爮｛牃＜牂（牀１，牀２，…，牀牕；犤）＜牄｝＝１－犜的数牃，牄有

无穷多组，所以置信区间是不唯一的．但一般总是选择对称形式或
近似对称形式的置信区间，这是为了计算的方便．

．怎样评价两个正态总体下区间估计的结果？
答 对于两个总体均值差的区间估计，若（犤，犤）包含数零，可

以认为两个总体的均值没有大的差异；若置信下限大于零，可以认
为犨１大于犨２；若置信上限小于零，可以认为犨１小于犨２．
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对两个正态总体方差比的区间估计，若（犤，犤）包含１，可以认为
两个总体的方差没有大的区别；若置信下限大于１，可以认为犲２

１大

于犲２
２；若置信上限小于１，可以认为犲２

１小于犲２
２．

方法、技巧与典型例题分析

对于实际问题求参数的区间估计，首先是要认真分析问题的
条件，确定恰当的估计量，选择好区间估计的形式，然后直接计算
即可；其次是分清问题是单侧置信区间还是双侧置信区间，以便确
定用犜还是犜燉２．
一、单个正态总体均值与方差的区间估计
例 已知某地幼儿的身高服从正态分布．现从该地一幼儿园

的大班抽查了９名幼儿，测得身高（单位：ｃｍ）分别为１１５，１２０，１３１，
１１５，１０９，１１５，１１５，１０５，１１０．设大班幼儿身高总体的标准差 犲＝７
ｃｍ，在犜＝０．０５下，求总体均值犨的置信区间．

解 已知 犲２＝７２，选用估计量爺＝ 牀－犨
槡犲燉 牕

，又牕＝９，牨＝１１５，

牂０．０２５＝１．９６，所以犨的置信度为０．９５的置信区间为

１１５－１．９６× ７
槡９

，１１５＋１．９６× ７
槡槏 槕９

＝（１１０．４３，１１９．５７）．

例 设牀方差为１，样本容量牕＝１００，牨＝５，求犨的置信度为

０．９５的置信区间．

解 牕＝１００，是大样本．由中心极限定理有，牀～·爫（犨，犲２燉牕），
所以选用估计量爺．犨的置信度为０．９５的置信区间为

５－ １
１０×１．９６，５＋ １

１０槏 槕×１．９６＝（４．８０４，５．１９６）．

例 从一大批电子管中随机抽取了１００只，抽取的电子管的
平均寿命为１０００ｈ．设电子管寿命服从正态分布，均方差犲＝４０，以
置信度０．９５求出这批电子管平均寿命犨的置信区间．
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解 犲２已知，选用估计量爺．又牕＝１００，犲＝４０，牨＝１０００，牂０．０２５

＝１．９６，所以犨的置信度为０．９５的置信区间为

１０００－ ４０
槡１００

×１．９６，１０００＋ ４０
槡１００槏 槕×１．９６

＝（９９２．１６，１００７．８４）．
例 为了估计产品使用寿命的均值犨和标准差犲，测试了１０

件产品，求得牨＝１５００，爳＝２０．若已知产品使用寿命服从正态分布

爫（犨，犲２），求出犨和犲２的置信度为０．９５的置信区间．

解 （１）犲２未知，选用估计量爴＝ 牀－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１）．又牨＝

１５００，爳＝２０，牕＝１０，牠０．０２５（９）＝２．２６２２，所以犨的置信度为０．９５的
置信区间为

１５００－ ２０
槡１０

×２．２６２２，１５００＋ ２０
槡１０槏 槕×２．２６２２

＝（１４８５．７，１５１４．３）．

（２）犨未知，选用估计量犻２＝（牕－１）爳２

犲２ ～犻２（牕－１）．又牕＝１０，爳

＝２０，犻２
０．０２５（９）＝１９，犻２

０．９７５（９）＝２．７，所以犲２的置信度为０．９５的置
信区间为

９×４００
１９ ，９×４００槏 槕２．７ ＝（１８９．４７，１３３３．３３）．

例 设炮弹的速度牤服从正态分布，抽取９发炮弹试验，测得
样本方差爳２＝１１，求炮弹速度牤的方差犲２与标准差犲的置信度为

０．９０的置信区间．

解 犨未知，选用估计量犻２＝（牕－１）爳２

犲２ ～犻２（牕－１）．又牕＝９，爳２

＝１１，犻２
０．０５（８）＝１５．５０７，犻２

０．９５（８）＝２．７３３，所以犲２的置信度为０．９０
的置信区间为

（９－１）×１１
１５．５０７ ，（９－１）×１１槏 槕２．７３３ ＝（５．６７５，３２．１９９）；

犲的置信度为０．９０的置信区间为
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（９－１）×１１槡１５．５０７ ， （９－１）×１１槡
烄

烆

烌

烎２．７３３
＝（２．３８２，５．６７４）．

例 设制造某种产品每件所需时间服从正态分布，现随机记
录了５件产品所用工时：１０．５，１１，１１．２，１２．５，１２．８．求犨的置信度
为０．９５的单侧置信上限．

解 犲２未知，选用估计量爴＝ 牀－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１）．又牕＝５，牨＝

１１．６，爳２＝０．９９５，牠０．０５（５－１）＝２．１３１８，所以犨的置信度为０．９５的
单侧置信区间为

０，１１．６＋０．９９７５
槡５槏 槕×２．１３１８＝（０，１２．５５）．

故犨的置信度为０．９５的单侧置信上限为１２．５５．
注意，此时的置信下限不一定取－∞，可视问题确定．如本题，

因工时无负值，故取置信下限为零．
例 从自动机床加工的９个零件中测得零件的平均长度（单

位：ｍｍ）为２１．４．设零件长度服从正态分布，求零件长度的均值犨
的置信度为０．９５的置信区间．如果：（１）犲＝０．１５；（２）犲未知．

解 （１）已知犲＝０．１５，选用估计量爺＝ 牀－犨
槡犲燉 牕

．又牨＝２１．４，

牕＝９，牂０．０２５＝１．９６，所以犨的置信度为０．９５的置信区间为

２１．４－１．９６×０．１５
槡９

，２１．４＋１．９６×０．１５
槡槏 槕９

＝（２１．３０２，２１．４９８）．

（２）犲未知，选用估计量爴＝ 牀－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１）．又牨＝２１．４，牕

＝９，爳＝爳，牠０．０２５（８）＝２．３０６，所以犨的置信度为０．９５的置信区间
为

２１．４－２．３０６× 爳
３，２１．４＋２．３０６× 爳槏 槕３ ．

例 求上题中零件长度（单位：ｍｍ）的方差 犲２的置信度为
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０．９５的置信区间．如果：（１）犨＝２１．４２；（２）犨未知．
解 （１）犨已知时，犲２的置信度为１－犜的置信区间为


牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

犻２
犜燉２（牕）

，


牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

犻２
１－犜燉２

烄

烆

烌

烎（牕）
．

可以算得，
牕

牏＝１
（牀牏－犨）２＝０．２６３６，而犻２

０．０２５（９）＝１９．０２３，犻２
０．９７５（９）＝

２．７，则犲２的置信度为０．９５的置信区间为

０．２６３６
１９．０２３，

０．２６３６槏 槕２．７ ＝（０．０１３９，０．０９７６）．

（２）犨未知时，犲２的置信度为１－犜的置信区间为

（牕－１）爳２

犻２
犜燉２（牕－１），

（牕－１）爳２

犻２
１－犜燉２槏 槕（牕－１）．

又犻２
０．０２５（８）＝１７．５３５，犻２

０．９７５（８）＝２．１８，所以犲２的置信度为０．９５的置
信区间为

８爳２

１７．５３５，
８爳２

槏 槕２．１８．

例 设爳是总体牀～爫（犨，犲２）的随机样本牀１，牀２，…，牀牕的方

差，犨，犲２均未知，问：牃，牄（０＜牃＜牄）为何值时，犲２的０．９５的置信区

间 （牕－１）爳２

牄 ＜犲２＜（牕－１）爳２

槏 槕牃
的长度最短？

解 因为 （牕－１）爳２

犲２ ～犻２（牕－１），

所以 爮 （牕－１）爳２

牄 ＜犲２＜（牕－１）爳２

｛ ｝牃 ＝０．９５，

而犨未知时，犲２的置信区间的长度为

牓＝ １
牃－槏 槕１

牄 （牕－１）爳２，

又 爮 （牕－１）爳２

牄 ＜犲２＜（牕－１）爳２

｛ ｝牃 ＝爮 牃＜（牕－１）爳２

犲２｛ ｝＜牄

＝∫
牄

牃
牊（牪）ｄ牪＝爡（牄）－爡（牃）
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（牊（牪）是犻２（牕－１）的概率密度函数）．
要使牓达到最小，利用求极值方法得

牓′牃＝ － １
牃２＋

１
牄２槏 槕牄′（牕－１）爳２，

令上式等于零，解得 牄２＝牃２牄′．
再对爡（牄）－爡（牃）＝０求关于牃的导数，得

爡′（牄）牄′－爡′（牃）＝０， 即 牊（牄）牄′－牊（牃）＝０牄′＝牊（牃）
牊（牄），

所 以 牄２＝牃２ 牊（牃）
牊（牄），
即当 牃，牄满足 牄２牊（牄）＝ 牃２牊（牃）时，区间

（牕－１）爳２

牄 ，（牕－１）爳２

槏 槕牃
最短．

例 设总体牀～爫（犨，犲２），已知犲＝犲０，要使犨的置信度为１
－犜的置信区间长度不大于牓，问：应抽取多大容量的样本？

解 因为 牀－犨
犲０槡燉 牕

～爫（０，１），所以犨的置信度为１－犜的置信区

间为（牀犲０槡燉 牕·牂犜燉２），所以区间长度为

牓＝２牂犜燉２犲０槡燉 牕．

要使牓≤２牂犜燉２犲０槡燉 牕，则应有

槡牕≥２犲０牂犜燉２燉牓， 即 牕≥（２犲０牂犜燉２燉牓）２．
例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本，犨，犲２

均未知，求关于犨的置信度为１－犜的置信区间的长度牓平方的数
学期望．

解 在犲２未知时，选用估计量爴＝ 牀－犨
槡爳燉 牕

～牠（牕－１），犨的置信

度为１－犜的置信区间为

（牀牠犜燉２（牕－１）·爳槡燉 牕），
置信区间的长度为

牓＝２牠犜燉２（牕－１）·爳槡燉 牕．
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爠（牓２）＝爠［４牠２犜燉２（牕－１）·爳燉牕］＝ ４
牕牠２犜燉２（牕－１）·爠（爳２）

＝ ４
牕犲２牠２犜燉２（牕－１）．

例 设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爫（犨，１）的一个样本，犨未
知，要得到犨的一个长度不超过０．２、置信度为０．９９的置信区间，样
本容量至少应为多大？

解 因为牀－犨
槡１燉 牕

～爫（０，１），所以犨的置信度为１－犜的置信区

间为（牀牂犜燉２槡燉 牕）．
由１－犜＝０．９９，牂犜燉２＝牂０．００５＝２．５７６知，置信区间的长度为

牓＝２牂犜燉２槡 槡燉 牕＝２×２．５７６燉 牕．
要使牓≤０．２，则应有牕≥（２×２．５７６燉０．２）２，即

牕≥ ５．１５２槏 槕０．２

２

＝６６３．５７７６．

所以，样本容量至少应取６６４．
例 在测量反应时间中，一心理学家估计的标准差是０．０５

（单位：ｓ）．为了以０．９５的置信度使他对平均反应时间的估计的误
差不超过０．０１ｓ，问：应取多大的样本容量？
解 以牀记反应时间，则犨＝爠（牀）表示平均反应时间，爳＝

０．０５；当牕充分大时，有

爴＝ 牀－犨
槡爳燉 牕

～爫（０，１），

故要求样本容量牕满足

爮｛燏牀－犨燏≤０．０１｝＝爮 燏牀－犨燏
槡爳燉 牕

≤ 槡０．０１ 牕烅
烄

烆
烍
烌

烎０．０５ ＝０．９５．

由牂０．０２５＝１．９６，得

槡牕≈０．０５
０．０１×１．９６＝９．８牕≥９６．０４，

所以，样本容量牕≥９６．
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二、两个总体均值差与方差比的区间估计
两个总体问题在生产、科学技术及管理上都有较广泛的应用．

解题的方法是：认真分析具体问题的条件，选择适当的估计量，熟
练运用公式，正确进行计算．注意运算的技巧，以使解题过程更为
简捷．
例 设超大牵伸纺机所纺纱的抗拉强度牀～爫（犨１，２．１８２），

普通纺机所纺纱的抗拉强度牁～爫（犨２，１．７６２）．现对前者抽取一容
量牕１＝２００的样本，对后者抽取一容量牕２＝１００的样本．经计算，得

牨＝５．３２，牪＝５．７６．求犨１－犨２的置信度为０．９５的置信区间．
解 犲２

１，犲２
２为已知，选用估计量爺．因为牕１＝２００，牕２＝１００，犲２

１＝

２．１８２，犲２
２＝１．７６２，牨＝５．３２，牪＝５．７６，犲

２
１

牕１
＋犲２

２

牕２
＝０．０５４７， 犲２

１

牕１
＋犲２

２

牕槡 ２

＝０．２３４，所以，犨１－犨２的置信度为０．９５的置信区间为

牀－牁－牂犜燉２
犲２
１

牕１
＋犲２

２

牕槡 ２
，牀－牁＋牂犜燉２

犲２
１

牕１
＋犲２

２

牕槡
烄

烆

烌

烎２
＝（－０．４４－１．９６×０．２３４，－０．４４＋１．９６×０．２３４）
＝（－０．８９９，０．０１８６）．
例 随机地从Ａ批导线中抽取４根，又从Ｂ批导数中抽取５

根，测得电阻数据（单位：Ω）为

Ａ批：０．１４８，０．１４２，０．１４３，０．１３７，
Ｂ批：０．１４０，０．１４２，０．１３６，０．１３８，０．１４０．

设Ａ批电阻牀～爫（犨１，犲２），Ｂ批电阻牁～爫（犨２，犲２），两个样本相互
独立．又犨１，犨２，犲２均未知，求犨１－犨２的置信度为０．９５的置信区间．
解 犲２

１＝犲２
２＝犲２，但 犲２未知，选用估计量 爴．经计算，牨＝

０．１４１３，牪＝０．１３９２，爳２
１＝８．２５×１０－６，爳２

２＝５．２×１０－５，爳爾＝２．５５×
１０－３，牠０．０２５（４＋５－２）＝２．３６４６．所以，犨的置信度为０．９５的置信区
间为

牀－牁牠犜燉２（牕１＋牕２－２）爳爾
１
牕１
＋ １

牕槡
烄

烆

烌

烎２
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＝（０．００２１２．３６４６×２．５５×１０－３×０．６７）
＝（－０．００２，０．００６）．

由于犨１－犨２的置信区间包含零，可以认为两个总体的均值无明显
差异．
例 为了估计磷肥对农作物增产的作用，选取２０块条件基

本相同的土地，其中１０块地施磷肥，另外１０块不施磷肥．测得亩（１
亩＝１００００燉１５ｍ２）产量（单位：ｋｇ）如表７．１所示．设两种情形的亩
产量均服从正态分布，且方差相同，试对两种情形下平均亩产量之
差作出区间估计（犜＝０．０５）．

表．

施磷肥 ６２０ ５７０ ６５０ ６００ ６３０ ５８０ ５７０ ６００ ６００ ５８０

不施肥 ５６０ ５９０ ５６０ ５７０ ５８０ ５７０ ６００ ５５０ ５７０ ５５０

解 以牀记施磷肥的亩产总体，以牁记不施磷肥的亩产总体．

犲２
１＝犲２

２＝犲２，但犲２未知，选用估计量爴．

牕１＝１０， 牕２＝１０， 牠０．０２５（１０＋１０－２）＝牠０．０２５（１８）＝２．１００９，

牨＝６００， 
牕

牏＝１
（牨牏－牨）２＝（牕１－１）爳２

１＝６４００，

牪＝５７０， 
牕

牏＝１
（牪牏－牪）２＝（牕２－１）爳２

２＝２４００，

爳爾＝ ［（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２］燉（牕１＋牕２槡 －２）＝２２．１１１，

１燉牕１＋１燉牕槡 ２＝０．４４７，
所以犨１－犨２的置信度为０．９５的置信区间为

牀－牁牠犜燉２（牕１＋牕２－２）爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡槏 槕２
＝（３０２．１００９×２２．１１１×０．４４７）＝（９．２３６，５０．７６４）．

可见，施磷肥土地的平均亩产高于不施磷肥的土地的平均亩产量．
例 生产厂家与使用厂家分别对某种染料的有效含量作了
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１３次与１０次测定，测定值的方差分别为爳２
１＝０．７２４１，爳２

２＝０．６８７２，
设两厂的测定值都服从正态分布，其方差分别为犲２

１和犲２
２，试求方差

比犲２
１燉犲２

２的置信度为０．９０的置信区间．
解 是犨１和犨２未知情形的区间估计，选用估计量爡．因为牕１＝

１３，牕２＝１０，爳２
１＝０．７２４１，爳２

２＝０．６８７２，爡０．０５（１３－１，１０－１）＝

爡０．０５（１２，９）＝ ３．０９，爡０．９５（１２，９）＝ １燉爡０．０５（９，１２）＝ １燉２．８＝

０．３５７１，所以，犲２
１燉犲２

２的置信度为０．９０的置信区间为

爳２
１

爳２
２爡０．０５（１２，９）

， 爳２
１

爳２
２爡０．９５槏 槕（１２，９）＝（０．２９，２．９５）．

由于置信区间包含１，可以认为两总体的方差没有大的差异．
例 从甲、乙两厂生产的蓄电池产品中分别抽出一批样品，

测得蓄电池的电荷量（单位：Ａ·ｈ，１Ａ·ｈ＝３．６ｋＣ）如表７．２所
示．设甲、乙两工厂的蓄电池的电荷量分别服从正态分布 牀～

爫（犨１，犲２
１），牁～爫（犨２，犲２

２）．求：

（１）电荷量的方差比犲２
１燉犲２

２的置信度为０．９５的置信区间；
（２）电荷量的均值差（犨１－犨２）的置信度为 ０．９５的置信区间

（设犲２
１＝犲２

２）．
表．

甲厂 １４４ １４１ １３８ １４２ １４１ １３８ １４３ １３７

乙厂 １４２ １４３ １３９ １４０ １３８ １４１ １４０ １３８ １４２ １３６

解 牨＝１４０．５，牪＝１３９．９，爳２
１＝２．５６３，爳２

２＝２．１８３．
（１）犨１，犨２均未知，选用估计量爡～爡（牕１－１，牕２－１）．又牕１＝８，

牕２＝１０，爡０．０２５（７，９）＝４．２０，爡０．９７５（７，９）＝１燉爡０．０２５（９，７）＝１燉４．８２＝

０．２０７５，所以犲２
１燉犲２

２的置信度为０．９５的置信区间为

２．５６３２

２．１８３２×４．２０，
２．５６３２

２．１８３２槏 槕×０．２０７５＝（０．３２８，６．６４２）．

由于置信区间包含１，可以认为两个总体的方差相等，没有明显的
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差异．
（２）犲２

１＝犲２
２＝犲２，但犲２未知，选用估计量爴～牠（牕１＋牕２－２）．又

牕１＝８，牕２＝１０， １燉牕１＋１燉牕槡 ２＝０．４７４，

爳爾＝ （７×２．５６３２＋９×２．１８３２槡 ）燉１６＝２．３５７，
所以犨１－犨２的置信度为０．９５的置信区间为

（牀－牁牠犜燉２（牕１＋牕２－２）爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２）
＝（０．６２．１１９９×２．３５７×０．４７４）＝（－１．７６８，２．９６８）．
由于置信区间包含０，可认为两个总体的均值没有大的差异．
例 设总体牀～爫（犨１，犲２

１），牁～爫（犨２，犲２
２），其中犨１，犨２已知，

犲２
１，犲２

２未知．从总体牀和牁中分别抽取容量为牕１和牕２的样本，且两样

本相互独立，证明：方差比犲２
１燉犲２

２的置信度为１－犜的置信区间为

犲２
１燉犲２

２

爡犜燉２（牕１，牕２），
犲２
１燉犲２

２

爡１－犜燉２（牕１，牕２槏 槕），

其中 犲２
１＝ １

牕１

牕１

牏＝１
（牀牏－犨１）２， 犲２

２＝ １
牕２

牕２

牏＝１
（牁牏－犨２）２．

证 因为

牕１

牏＝１
（牀牏－犨１）２

犲２
１

～ 犻２（牕１），

牕２

牏＝１
（牁牏－犨２）２

犲２
２

～ 犻２（牕２），

犻２（牕１）与犻２（牕２）相互独立，所以，依爡分布定义，有

犲２
１

犲２
１

犲２
２

犲２
２
＝犲２

１犲２
２

犲２
２犲２

１
～爡（牕１，牕２），

故 爮 爡１－犜燉２（牕１，牕２）≤
犲２
１犲２

２

犲２
２犲２

１
≤爡犜燉２（牕１，牕２｛ ｝）＝１－犜，

即 爮
犲２
１燉犲２

２

爡犜燉２（牕２，牕１）≤
犲２
１

犲２
２
≤ 犲２

１燉犲２
２

爡１－犜燉２（牕２，牕１｛ ｝）＝１－犜．

于是犲２
１燉犲２

２的置信度为１－犜的置信区间为

犲２
１燉犲２

２

爡犜燉２（牕２，牕１），
犲２
１燉犲２

２

爡１－犜燉２（牕２，牕１槏 槕）．
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第三节 关于总体比例的估计

主 要 内 容

在一些实际问题中，经常需要估计总体中含有某种特征的个
体占总体全部个体的比例．这种在一总体中具备某个特征的个体
占总体全部个体的比例称为总体比例，用牘表示．
总体比例问题实际上是一个二项分布问题．
．牘的点估计
设牀～爜（牕，牘），则牘的点估计牘＝牀燉牕．
．牘的区间估计
根据中心极限定理，当牕→∞时，牘～爫（牘，牘（１－牘）燉牕）．以牘代

替牘，得牘的置信度为１－犜的（近似）置信区间为

（牘－牂犜燉２槡牘（１－牘）燉牕，牘＋牂犜燉２槡牘（１－牘）燉牕）．

．估计总体比例牘时，样本容量牕的确定
当置信区间长度为牓时，应有

牕≥牘（１－牘）（２牂犜燉２燉牓）２．
因为０≤牘＜１，牘（１－牘）≤１燉４，所以牕≥（牂犜燉２燉牓）２．当牘接近于１或０
时，取适当的下限或上限牘０，有

牕≥牘０（１－牘０）（２牂犜燉２燉牓）２，
当牕＜３５时，应适当放大．

．两个总体比例之差的估计
设有两个总体牀和牁，各有爫１和爫２个个体，且爫１和爫２都很

大，牘１和牘２分别为牀和牁的总体比例．若从牀和牁中分别抽取牕１

和牕２个个体，而牕１燉爫１和牕２燉爫２都很小，其中所含某种性质的个体
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比例分别为牘１和牘２．
当牕１，牕２很大，而牘１，牘２不接近于０或１时，牘１－牘２的抽样分布

近似服从正态分布，且

犨＝牘１－牘２， 犲２＝牘１（１－牘１）燉牕１＋牘２（１－牘２）燉牕２，

牘１－牘２的置信度为１－犜的置信区间为

（牘１－牘２牂犜燉２ 牘１（１－牘１）燉牕１＋牘２（１－牘２）燉牕槡 ２）．

疑 难 解 析

什么是总体比例问题？
答 在一个总体中，具有某个特征的个体在总体中所占的比

例称为总体比例，如：某年级学生中女生的比例，戴近视镜学生的
比例；企业中有学位职工的比例；某产品中次品的比例；某小区住
户中有太阳能热水器住户的比例；等等．
总体比例问题可以视为二项分布问题．即把具有特征当作“试

验成功”，则牀～爜（牕，牘）．当牕很大时，依中心极限定理，有

（牀－牕牘 槡）燉牕牘（１－牘）～爫（０，１），
这样，就可以利用区间估计的理论了．
大样本下的区间估计可以归结为此类问题．

方法、技巧与典型例题分析

求解本节习题的关键是确定总体牀与所讨论的总体比例牘，
然后按公式进行计算．
例 某印染厂在配制一种染料时，在４０次试验中成功了３４

次，求配制成功的概率牘的置信度为０．９５的置信区间．
解 总体是试验的分布，牘是成功率．
已知牕＝４０，牘＝３４燉４０，牂０．０２５＝１．９６，所以牘的置信度为０．９５
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的置信区间为

３４
４０－１．９６ ３４

４０×
６
４０槡 ４０，３４４０＋１．９６ ３４

４０×
６
４０槡

烄

烆

烌

烎４０

＝（０．７３９３，０．９６０７）．
例 某单位工会准备组织一次旅游，为此调查了 １００名职

工．设调查是随机的，且职工人数远远大于１００人，调查结果显示
有２２人支持，试求支持率牘的置信度为０．９９的置信区间．
解 因为牘的点估计为牘＝牑燉牕＝０．２２，又

牘（１－牘槡 槡）燉牕＝ ０．２２×０．７８燉１００＝０．０４１４，
而牂０．０１＝２．５７５，所以，牘的置信度为０．９９的置信区间为

（０．２２０．０４１４×２．５７５）＝（０．１１３４，０．３２６６）．
例  某纺纱女工看管 ８００个纱锭，抽查女工 ３０次，每次 １

ｍｉｎ，共接头５０次．求：
（１）每分钟断纱次数牀的置信度为０．９５的置信区间；
（２）每分钟断纱率牘的置信度为０．９５的置信区间．
解 （１）因为断纱次数牀～犮（犧），即爠（牀）＝犧，爟（牀）＝犧．而牀

＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，所以有爠（牀）＝犧，爟（牀）＝犧燉牕．

因为牕很大，依中心极限定理可以认为，牀～爫（犧，犧燉牕），所以

爮｛燏牀－犧 槡燏燉犧燉牕＜牂犜燉２｝≈１－犜，

解得 犧１，２＝ １
４牕（牂犜燉２２ 牕牀＋牂２

犜燉２槡 燉４）２，

即牀的置信度为１－犜的置信区间为（犧１，犧２）．
由于牕＝３０，牕牨＝５０，牂０．０２５＝１．９６，代入公式算得犧１＝１．２５，犧２

＝２．２０，故牀的置信度为１－犜的置信区间为（１．２５，２．２０）．
（２）因为牘很小，犧＝牕牘，所以由题（１）的结果算出

牘１＝犧１燉牕＝１．２５燉８００， 牘２＝犧２燉牕＝２．２０燉８００，
于是牘的置信度为０．９５的置信区间为

·５６３·



（１．２５燉８００，２．２０燉８００）＝（０．００１５６，０．００２７５）．
例 设总体牀～爜（１，牘），其中牘未知，０＜牘＜１，牀１，牀２，…，

牀牕为牀的一个样本．求牕很大时，牘的置信度为１－犜的置信区间．
解 因为爠（牀）＝牘，爟（牀）＝牘（１－牘），牕很大时，依中心极限

定理，牀～爫（牘，牘（１－牘）燉牕），即

（牀－牘 槡）燉牘（１－牘）燉牕～爫（０，１），
所以牘的置信度为１－犜的置信区间为

牀－牂犜燉２
牀（１－牀）槡 牕 ，牀＋牂犜燉２

牀（１－牀）槡
烄

烆

烌

烎牕
．

例 设总体牀服从指数分布ｅ（犧），概率密度为

牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨＞０，
０， 其它｛ ，

其中犧＞０为未知，牨１，牨２，…，牨牕为总体牀的一个样本（牕很大），求犧
的置信度为１－犜的置信区间．
解 因为爠（牀）＝１燉犧，爟（牀）＝１燉犧２，依中心极限定理，当牕很

大时，有

牨－１燉犧
槡１燉（犧 牕）

～·爫（０，１）， 即 犧牨－１
槡１燉 牕

～·爫（０，１），

所以 爮
犧牨－１

槡１燉 牕
＜牂｛ ｝犜燉２ ＝１－犜．

得犧的置信度为１－犜的置信区间为

（（１－牂犜燉２ 槡燉 牕）燉牨，（１＋牂犜燉２ 槡燉 牕）燉牨）．
例 根据经验，用船装运玻璃器皿的损坏率不大于５％．现要

估计某船玻璃器皿的损坏率，要求估计与真值不大于５％，在置信
度０．９０下，应取多大的样本验收？
解 要求估计与真值不大于５％，即要求在置信度０．９０下置

信区间长度的一半不大于０．０５．因为

牘＝０．０５， 牓＝０．１０， 牂０．０５＝１．６４，
所以 牕≥０．０５×（１－０．０５）×（２×１．６４燉０．１０）２＝５１．１．
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应取样本容量为牕＝５２进行验收．
例 某公司为了推销产品，需要估计有轿车的家庭在当地住

户所占的比例，并希望估计误差不要超过５％，要求置信度为０．９５．
若估计（由经验得出）牘不超过０．３５，问：应抽多大容量的样本？
解 因为置信区间长度

牓＝２×０．０５＝０．１， 牂０．０２５＝１．９６， 牘＝０．３５，
所以 牕≥０．３５（１－０．３５）（２×１．９６燉０．１）２＝３４９．５９，
应取样本容量为牕＝３５０．
若牘不能估计，则由牕＝（牂犜燉２燉牓）２，得

牕≥（１．９６燉０．１）２＝３８４．１６，
可取牕＝３８５，显然３８５＞３５０．
例 某市为了决定是否建设高架通道，随机调查了５０００个

市区居民和２０００个郊区居民，分别有２４００个和１２００个赞成．试在
置信度 ０．９０下，求市区和郊区居民赞成人数比例之差的区间估
计．
解 赞成人数的点估计为：郊区牘１＝１２００燉２０００＝０．６０，市区

牘２＝２４００燉５０００＝０．４８．牘１－牘２的点估计牘１－牘２＝０．１２，所以牘１－

牘２的置信度为０．９０的置信区间为

（０．１２牂０．０５槡０．６×０．４燉２０００＋０．４８×０．５２燉５０００）
＝（０．１０８４，０．１３１６）．
例 某企业对本单位职工的出勤进行统计，从早班职工中随

机抽查了５０人，其中全年满勤的有４０人；从中班职工中随机抽查
了４０人，其中全年满勤的有３２人．求：在置信度０．９５下，早、中班
职工满勤比率之差的区间估计．
解 满勤比率的点估计为：早班牘１＝４０燉５０＝０．８，中班牘２＝

３５燉４０＝０．８７５．牘１－牘２的点估计为

牘１－牘２＝０．８－０．８７５＝－０．０７５．

又 牘１（１－牘１）燉牕１＋牘２（１－牘２）燉牕槡 ２
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槡＝ ０．８×０．２燉５０＋０．８７５×０．１２５燉４０

槡＝ ０．００３２＋０．００２７＝０．０７７．
所以牘１－牘２的置信度为０．９５的置信区间为

（－０．０７５－牂０．０２５×０．０７７，－０．０７５＋牂０．０２５×０．０７７）
＝（－０．０７５－１．９６×０．０７７，－０．０７５＋１．９６×０．０７７）
＝（０．２２５，０．０７６）．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．理解参数的点估计、估计量与估计值的概念；了解估计量
的无偏性、有效性（最小方差性）和相合性（一致性）的概念，并会验
证估计量的无偏性．

．掌握矩估计法（一阶、二阶矩）和最大似然估计法．
．掌握单个正态总体的均值和方差的置信区间的求法．
．掌握两个正态总体的均值差和方差比的置信区间的求法．
二、本章重点内容

（一）点估计

．设总体牀的概率分布为

牀 ０ １ ２ ３

牘牑 犤２ ２犤（１－犤） 犤２ １－２犤

其中犤槏 槕０＜犤＜１燉２是未知参数，利用总体牀的如下样本值：３，１，
３，０，３，１，２，３．求犤的矩估计和极大似然估计值． （２００２年一）
解 爠（牀）＝０×犤２＋２犤（１－犤）＋２犤２＋３（１－２犤）＝３－４犤，

牨＝ １
８（３＋１＋３＋０＋３＋１＋２＋３）＝２，

由矩估计定义，令爠（牀）＝牨，得３－４犤＝２，所以犤的矩估计值
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犤

＝１燉４．

由样本构造似然函数

爧（犤）＝犤２·犤２［２犤（１－犤）］２（１－２犤）４＝４犤６（１－犤）２（１－２犤）４，

ｌｎ爧（犤）＝ｌｎ４＋６ｌｎ犤＋２ｌｎ（１－犤）＋４ｌｎ（１－犤），

ｄ
ｄ犤ｌｎ爧（犤）＝

６
犤－ ２

１－犤－
８

１－２犤＝
６－２８犤＋２４犤２

犤（１－犤）（１－２犤），

令上式等于零，解得

犤１＝ １
１２ 槡（７－ １３）， 犤２＝ １

１２ 槡（７＋ １３）．

犤２＞ １
２
舍去，于是，犤的极大似然估计值为

犤

＝ １

１２ 槡（７－ １３）．

．设总体牀的概率密度为

牊（牨）＝
６牨（犤－牨）燉犤３， ０＜牨＜犤，

０， 其它｛ ，

牀１，牀２，…，牀牕是取自总体牀的简单随机样本．

（１）求犤的矩估计量 犤

；

（２）求 犤
的方差爟（犤


）． （１９９９年一）

解 （１） 爠（牀）＝∫
＋∞

－∞
牨牊（牨）ｄ牨＝∫

犤

０

６牨２（犤－牨）
犤３ ｄ牨＝ 犤

２，

记牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，令 犤

２＝牀，得犤的矩估计量为 犤

＝２牀．

（２） 爠（牀２）＝∫
犤

０

６牨３（犤－牨）
犤３ ｄ牨＝６犤３

２０，

爟（牀）＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝犤２燉２０，
所以，犤


＝２牀的方差

爟（犤

）＝爟（２牀）＝４爟（牀）＝４× １

牕爟（牀）＝犤２燉５．

．设总体牀的概率密度为
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牊（牨）＝
（犤＋１）牨犤， ０＜牨＜１，

０， 其它｛ ，
其中犤＞－１是未知参数，牀１，牀２，…，牀牕是来自总体牀的一个容量
为牕的简单随机样本，分别用矩估计法和极大似然估计法求犤的估
计量． （１９９７年一）

解 （１）爠（牀）＝∫
＋∞

－∞
（犤＋１）牨犤·牨ｄ牨＝犤＋１

犤＋２，

令爠（牀）＝牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，得 犤


＝２牀－１

１－牀，是犤的矩估计量．

（２）作似然函数

爧（犤）＝
（犤＋１）牕 ∏

牕

牏＝１
牨槏 槕牏 犤

， ０＜牨牏＜１，

０， 其它

烅
烄

烆 ，

取对数，得 ｌｎ爧（犤）＝牕ｌｎ（１＋犤）＋犤
牕

牏＝１
ｌｎ牨牏，

求导，得 ｄ
ｄ犤ｌｎ爧（犤）＝

牕
犤＋１＋

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏，

令上式等于零，解得犤

＝－１－牕

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏，犤

是犤的极大似然估计量．

．设某种元件的使用寿命牀的概率密度为

牊（牨，犤）＝
２犤－２（牨－犤）， 牨≥犤，

０， 其它
烅
烄

烆 ，
其中犤＞０为未知参数，又设牨１，牨２，…，牨牕是牀的一组样本观察值，
求参数犤的极大似然估计值． （２０００年一）
解 似然函数为

爧（犤）＝爧（牨１，牨２，…，牨牕；犤）

＝ ２牕ｅ
－２

牕

牏＝１
（牨牏－犤）

， 牨牏≥犤（牏＝１，２，…，牕），
０， 其它

烅
烄

烆 ．
当牨牏≥犤（牏＝１，２，…，牕）时，爧（犤）＞０，取对数，得
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ｌｎ爧（犤）＝牕ｌｎ２－２
牕

牏＝１
（牨牏－犤）．

因为 ｄ
ｄ犤ｌｎ爧（犤）＝２牕＞０，所以知爧（犤）单调增加．

由于犤要满足犤≤牨牏 （牏＝１，２，…，牕），因此当犤取牨１，牨２，…，牨牕

中最小值时，爧（犤）取最大值，所以犤的最大似然估计值为

犤

＝ｍｉｎ（牨１，牨２，…，牨牕）．

．设总体牀的概率密度为

牘（牨，犧）＝ 犧牃牨牃－１ｅ－犧牨牃， 牨＞０，其中犧＞０未知，
０， 其它，牃＞０，常数

烅
烄

烆 ．
据来自总体牀的简单随机样本牀１，牀２，…，牀牕，求犧的极大似然估计
量． （１９９１年四）
解 似然函数

爧（犧）＝犧牕犜牕 ∏
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 犜－１

ｅ－犧犜，牨＞０，

其中犧＞０未知．当牨牏＞０（牏＝１，２，…，牕）时，爧（犧）＞０，取对数，得

ｌｎ爧（犧）＝牕ｌｎ犧＋牕ｌｎ犜＋（犜－１）ｌｎ∏
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 ＋（－犧）

牕

牏＝１
牨犜

牏，

求导，得 ｄ
ｄ犧ｌｎ爧（犧）＝

牕
犧－

牕

牏＝１
牨犜

牏，

令上式等于零，解得 犧

＝牕 

牕

牏＝１
牨槏 槕犜牏 ．

．设随机变量牀１，牀２，…，牀牕相互独立且同分布，

牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏， 爳２＝ １

牕－１
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２， 爟（牀牏）＝犲２，

则爳（ ）． （１９９２年四）
（Ａ）是犲的无偏估计； （Ｂ）是犲的最大似然估计；
（Ｃ）是犲的一致估计； （Ｄ）是与牀相互独立的．
解 选（Ｃ）．因为，设牀～爫（犨，犲２），则

爜２＝爛２－爛２
１ →

牘
牋（犨１，犨２）＝犨２－犨２

１
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＝爠（牀２）－［爠（牀）］２＝犲２，

爳２＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２＝ 牕

牕－１
１
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）［ ］２

＝ 牕
牕－１爜２ →

牘
犲２，

即爳 →
牘

犲，所以爳是犲的一致估计量．
．设总体牀的概率密度为

牊（牨）＝
２ｅ－２（牨－犤）， 牨＞犤，｛ ０， 牨≤犤，

其中犤＞０是未知参数，从总体中抽取简单随机样本牀１，牀２，…，牀牕，

记 犤

＝ｍｉｎ（牀１，牀２，…，牀牕）．
（１）求总体牀的分布函数爡（牨）；

（２）求估计量 犤

的分布函数爡犤

（牨）；

（３）如果用 犤

作为犤的估计量，讨论它是否具有无偏性．

（２００３年一）
解 （１）由定义知

爡（牨）＝∫
牨

犤
２ｅ－２（牠－犤）ｄ牠＝

１－ｅ－２（牨－犤）， 牨＞犤，｛ ０， 牨≤犤．

（２）爡犤
（牨）＝爮｛犤


≤牨｝＝爮｛ｍｉｎ（牀１，牀２，…，牀牕）≤牨｝

＝１－爮｛ｍｉｎ（牀１，牀２，…，牀牕）＞牨｝
＝１－爮｛牀１＞牨｝爮｛牀２＞牨｝…爮｛牀牕＞牨｝

＝１－［１－爡（牨）］牕＝
１－ｅ－２牕（牨－犤）， 牨＞犤，｛ ０， 牨≤犤．

（３）犤

的概率密度为

牊犤
（牨）＝爡′犤（牨）＝

２牕ｅ－２牕（牨－犤）， 牨＞犤，｛ ０， 牨≤犤，

而 爠（犤

）＝∫

∞

犤
牨·２牕ｅ－２牕（牨－犤）ｄ牨＝犤＋ １

２牕≠犤，
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所以，估计量 犤

不具有无偏性．

．设总体牀的分布函数为

爡（牨；犝）＝
１－１燉牨犝， 牨＞１，｛ ０， 牨≤１，

其中未知参数犝＞１，牀１，牀２，…，牀牕为来自总体牀的简单随机样
本，求：

（１）犝的矩估计量；
（２）犝的最大似然估计量． （２００４年一）
解 牀的概率密度为

牊（牨，犝）＝
犝燉牨犝＋１， 牨＞１，｛ ０， 牨≤１．

（１）爠（牨）＝∫
＋∞

－∞
牨 犝
牨犝＋１ｄ牨＝

犝
犝－１．
令 犝

犝－１＝牀，得 犝＝ 牀
牀－１

，

故犝的矩估计量为犝

＝ 牀

牀－１
．

（２）作似然函数

爧（犝）＝∏
牕

牏＝１
牊（牨牏，犝）＝

犝牕燉（牨１牨２… 牨牕）犝＋１， 牨牏＞１，
０， 其它

烅
烄

烆 ，
当牨牏＞１（牏＝１，２，…，牕）时，有

ｌｎ爧（犝）＝牕ｌｎ犝－（犝＋１）∑
牕

牏＝１
ｌｎ牨牏．

求导，得 ｄ
ｄ犝ｌｎ爧（犝）＝

牕
犝－∑

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏，

令 ｄ
ｄ犝ｌｎ爧（犝）＝０，

得 犝＝牕∑
牕

牏＝１
ｌｎ牨牏．

故犝的最大似然估计量为犝

＝牕∑

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏．

．设随机变量牀的分布函数为
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爡（牨；犜，犝）＝
１－（犜燉牨）犝， 牨＞犜，｛ ０， 牨≤犜，

其中参数犜＞０，犝＞１．设牀１，牀２，…，牀牕为来自总体牀的简单随机
样本，

（１）当犜＝１时，求未知参数犝的矩估计量；
（２）当犜＝１时，求未知参数犝的最大似然估计量；
（３）当犝＝２时，求未知参数犜的最大似然估计量．

（２００４年三）
解 设牨１，牨２，…，牨牕为总体牀的一组样本值．
（１）当犜＝１时，牀的概率密度为

牊（牨；犝）＝
犝燉牨犝＋１， 牨＞１，｛ ０， 牨≤１，

则 爠（牀）＝∫
＋∞

－∞
牨 犝
牨犝＋１ｄ牨＝

犝
犝－１．

令 犝
犝－１＝牀，得犝＝ 牀

牀－１
，故犝的矩估计量为犝


＝ 牀

牀－１
．

（２）当犜＝１时，似然函数

爧（犝）＝
犝牕燉（牨１牨２…牨牕）犝＋１， 牨牏＞１，

０， 牨牏
烅
烄

烆 ≤１，
牏＝１，２，…，牕．

当牨牏＞１时，爧（犝）＞０．取对数、求导，得

［ｌｎ爧（犝）］′＝ 牕ｌｎ犝－（犝＋１）∑
牕

牏＝１
ｌｎ牨［ ］牏 ′＝牕燉犝－∑

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏．

令 ｄ
ｄ犝ｌｎ爧（犝）＝０，解得 犝＝牕∑

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏，故 犝的最大似然估计量为

犝

＝牕∑

牕

牏＝１
ｌｎ牨牏．

（３）当犝＝２时，牀的概率密度为

牊（牨；犜）＝
２犜２燉牨３， 牨＞犜，｛ ０， 牨≤犜，

其似然函数为
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爧（犜）＝
２牕犜２牕燉（牨１牨２…牨牕）３， 牨牏＞犜，

０， 牨牏
烅
烄
烆 ≤犜，

牏＝１，２，…，牕．

当牨牏＞犜时，犜越大，爧（犜）越大，故犜的最大似然估计量为 犜

＝

ｍｉｎ（牀１，牀２，…，牀牕）．
（二）区间估计

．设一批零件的长度服从正态分布爫（犨，犲２），其中犨，犲２均未

知．现从中随机抽取１６个零件，测得样本均值牨＝２０（单位：ｃｍ），样
本标准差爳＝１（ｃｍ），则犨的置信度为０．９０的置信区间是（ ）．

（Ａ） ２０－ １
４牠０．０５（１６），２０＋ １

４牠０．０５槏 槕（１６）；

（Ｂ） ２０－ １
４牠０．１（１６），２０＋ １

４牠０．１槏 槕（１６）；

（Ｃ） ２０－ １
４牠０．０５（１５），２０＋ １

４牠０．０５槏 槕（１５）；

（Ｄ） ２０－ １
４牠０．１（１５），２０＋ １

４牠０．１槏 槕（１５）． （２００５年三）

解 选（Ｃ）．因为按题设，单个正态总体在方差未知时，均值
的置信度为犜的双侧置信区间为

牀－ 爳
槡牕

牠犜燉２（牕－１），牀＋ 爳
槡牕

牠犜燉２槏 槕（牕－１），

故选（Ｃ）．
．已知一批零件的长度牀（单位：ｃｍ）服从正态分布爫（犨，１），

从中随机地抽取１６个零件，得到长度的平均值为４０（单位：ｃｍ），则

犨的置信度为０．９５的置信区间是 ． （２００３年一）
解 当 犲２已知时，犨的置信度为 １－ 犜的置信区间为

（牀－犲 槡燉 牕牂犜燉２，牀＋ 犲 槡燉 牕牂犜燉２）．将 犲２＝ １，牀＝ ４０，牕＝ １６，
犎（１．９６）＝０．９７５代入得置信区间为（３９．５１，４０．４９）．

．假设０．５０，０．８０，１．２５，２．００是来自总体牀的简单随机样
本值，已知牁＝ｌｎ牀服从正态分布爫（犨，１）．

（１）求牀的数学期望爠（牀）（记爠（牀）为牄）；
（２）求犨的置信度为０．９５的置信区间；
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（３）利用上述结果求牄的置信度为０．９５的置信区间．
（２０００年三）

解 （１）牁的密度函数为

牊（牪）＝ １
槡２π

ｅ－（牪－犨）２燉２，－∞＜牪＜＋∞．

作代换牠＝牪－犨，可得

牄＝爠（牀）＝爠（ｅ牁）＝ １
槡２π∫

＋∞

－∞
ｅ牪ｅ－（牪－犨）２燉２ｄ牪

＝ １
槡２π∫

＋∞

－∞
ｅ牠＋犨ｅ－牠２燉２ｄ牠

＝ｅ犨＋１燉２∫
＋∞

－∞

１
槡２π

ｅ－（牠－１）２燉２ｄ牠＝ｅ犨＋１燉２．

（２）置信度 ０．９５，即 犜＝０．０５，所以 牂０．０２５＝１．９６．由于 牁～
爫（犨，１燉４），所以犨的置信度为０．９５的置信区间为

（牁 槡１．９６×１燉 ４）＝（牁－０．９８，牁＋０．９８）．

这里 牁＝ １
４（ｌｎ０．５＋ｌｎ０．８＋ｌｎ１．２５＋ｌｎ２）＝ １

４ｌｎ１＝０，

故参数犨的置信度为０．９５的置信区间为（－０．９８，０．９８）．
（３）由ｅ牨的严格单调增加，可见牄的置信度为０．９５的置信区

间为（ｅ－０．４８，ｅ１．４８）．
．设由来自正态总体牀～爫（犨，０．９２）的容量为９的简单随机

样本，得样本均值牨＝５，则未知参数犨的置信度为０．９５的置信区
间是 ． （１９９６年四）
解 方差犲２＝０．９２，牕＝９，牨＝５，所以犨的置信度为０．９５的置

信区间为

牀 犲
槡牕

牂槏 槕犜燉２ ＝（５０．９
３牂犜燉２）．

查表知，牂０．０２５＝１．９６，所以置信区间为（４．４１２，５．５８８）．
．设总体牀的方差为１，根据来自牀的容量为１００的简单随

机 样本，测得样本均值为 ５，则牀的数学期望的置信度近似等于

０．９５的置信区间为 ． （１９９３年四）
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解 方差犲２＝１，牕＝１００，牨＝５，牂０．０２５＝１．９６，所以犨的置信度
近似等于０．９５的置信区间为

牨 犲
槡牕

牂槏 槕犜燉２ ＝ ５ １
１０槏 槕×１．９６＝（４．８０４，５．１９６）．

近似是因为总体牀分布未知，在大样本（牕≥５０）下可以认为近似
服从正态分析．

．从正态总体爫（３．４，６２）抽取容量为牕的样本，如果要求其
样本均值位于区间（１．４，５．４）内的概率不小于０．９５，问：样本容量牕
至少应取多大？ （１９９８年一）

解 以牀表示样本均值，则牀
－３．４

槡６燉 牕
～爫（０，１），从而

表．

牂 犎（牂）
１．２８ ０．９
１．６４５ ０．９５
１．９６ ０．９７５
２．３３ ０．９９

爮｛１．４＜牀＜５．４｝＝爮｛－２＜牀－３．４＜２｝
＝爮｛燏牀－３．４燏＜２｝

＝爮 燏牀－３．４燏
槡６燉 牕

＜ 槡２ 牕烅
烄

烆
烍
烌

烎６

＝２犎 槡（ 牕燉２）－１
≥０．９５．

由犎 槡（ 牕燉３）≥０．９７５，查表７．３知 槡牕燉３≥１．９６，于是牕≥（１．９６×
３）２＝３４．５７，取牕＝３５．

．在天平上反复称量一重量为牃的物品，假设各次称量的结
果相互独立且服从正态分布爫（牃，０．２２）．若以牀牕表示牕次称量结
果的算术平均值，则为使

爮｛燏牀牕－牃燏＜０．１｝≥０．９５，

牕的最小值应不小于自然数 ． （１９９９年三）
解 这是一个求样本容量的问题．因为０．９５＝１－犜，所以犜＝

０．０５．而

（牀牕－犜）燉（犲 槡燉 牕）～爫（０，１），
故区间长度为

２×犲槡燉 牕×牂０．０２５≤０．１×２，
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从而得 槡牕≥（２×０．２×１．９６）燉０．２＝３．９２，取牕＝１６．
．设总体牀的概率密度为

牊（牨；犤）＝
ｅ－（牨－犤）， 若牨≥犤，

０， 若｛ 牨＜犤，
而牀１，牀２，…，牀牕是来自总体牀的简单随机样本，则未知参数犤的
矩估计量为 ． （２００２年卷三）

解 爠（牀）＝∫
∞

犤
牨ｅ－（牨－犤）ｄ牨

＝∫
∞

犤
（牨－犤）ｅ－（牨－犤）ｄ牨＋犤∫

∞

犤
ｅ－（牨－犤）ｄ牨（分部）

＝－（犤＋１）ｅ－（牨－犤）燏∞

犤＝犤＋１，

即牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏＝犤＋１，所以犤的矩估计量为

犤

＝ １

牕
牕

牏＝１
牀牏－１．
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第八章 假 设 检 验

第一节 正态总体均值的假设检验

主 要 内 容

假设检验问题是统计推断的另一类重要问题．在总体分布函
数未知或只知形式不知其参数的情况下，为推断总体的性质而提
出某些关于总体的假设．假设检验就是根据样本得到的信息，对提
出的假设进行判断：确定接受还是拒绝假设．
一、假设检验的基本概念

．假设检验的基本思想
假设检验使用的是概率反证法思想．先对检验对象提出某个假

设，然后根据抽样结果，利用小概率原理作出拒绝或接受假设的判断．
．假设检验的基本步骤
处理参数的假设检验问题的步骤如下：
（１）根据实际问题的要求，提出原假设爣０和备择假设爣１；
（２）给定显著性水平犜以及样本容量牕；
（３）确定选用的检验统计量及拒绝域的形式；
（４）由样本值计算统计量的值；
（５）按爮｛拒绝爣０燏爣０为真｝＝犜，确定拒绝域，并作出判断，确

定接受还是拒绝假设．
．两类错误
由于是用样本提供的信息来推断总体的特征，而样本的选取
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是随机的，所以作出的推断可能出现错误．错误分为两类：
（１）爣０为真，而作出了拒绝爣０的判断，称为犯第一类错误，

也称犯“弃真”错误．犯错误的概率记为犜．
（２）爣０不真，而作出了接受爣０的判断，称为犯第二类错误，

也称为犯“取伪”错误．犯错误的概率记为犝．
当样本容量确定时，犜与犝是此消彼长的关系，不可能同时变

小．要使犜和犝同时变小，只能增加样本的容量．
．显著性检验与显著性水平
只控制犯第一类错误的概率，而不考虑犯第二类错误的概率

的检验问题，称为显著性检验．
二、正态总体均值的假设检验

．单个正态总体均值的假设检验
设牀１，牀２，…，牀牕是总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本．

（１）犲２＝犲２
０，检验假设爣０：犨＝犨０．

选择检验统计量爺＝ 牀－犨
槡犲燉 牕

～爫（０，１），拒绝域为

燏牀－犨０燏≥牂犜燉２
犲０

槡牕
．

单侧假设检验结果见表８．１．
（２）犲２未知，检验假设爣０：犨≠犨０．

选择检验统计量爴＝ 牀－犨
槡牞燉 牕

～牠（牕－１），拒绝域为

燏牀－犨０燏≥牠犜燉２（牕－１） 爳
槡牕

．

单侧假设检验结果见表８．１．
．两个正态总体的假设检验
设牀１，牀２，…，牀牕１

是总体牀～爫（犨１，犲２
１）的样本，牁１，牁２，…，牁牕２

是总体牁～爫（犨２，犲２
２）的样本，两者相互独立．它们的样本均值和样

本方差分别为牀，牁和爳２
１，爳２

２．
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表．

条件
假设

爣０

检验统计量
统计量

分布

备择

假设
拒绝域

已知

犲２＝犲２
０

犨＝犨０

犨≤犨０

犨≥犨０

爺＝ 牀－犨０

犲０

槡牕

爫（０，１）

犨≠犨０

犨＞犨０

犨＜犨０

燏牣燏＞牂犜燉２

牣＞牂犜

牣＞－牂犜

犲２

未知

犨＝犨０

犨≤犨０

犨≥犨０

爴＝ 牀－犨０

爳
槡牕

，

其中爳２为样

本方差

牠（牕－１）

犨≠犨０

犨＞犨０

犨＜犨０

燏牠燏＜牠犜燉２（牕－１）

牠＞牠０（牕－１）

牠＜－牠０（牕－１）
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（１）犲２
１，犲２

２已知，检验假设爣０：犨１＝犨２．

用检验统计量爺＝ 牀－牁

犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡 ２

～爫（０，１），拒绝域为

燏牀－牁燏≥牂犜燉２ 犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡 ２．
单侧假设检验结果见表８．２．

表．

条件
假设

爣０

检验统计量
统计量

分布

备择

假设
拒绝域

已知

犲２
１，犲２

２

犨１＝犨２

犨１≤犨２

犨１≥犨２

爺＝ 牀－牁

犲２１
牕１

＋
犲２２
牕槡 ２

爫（０，１）

犨１≠犨２

犨１＞犨２

犨１＜犨２

燏爺燏＞牂犜燉２

爺＞牂犜

爺＜－牂犜

犲２
１＝犲２

２

但其值

未知

犨１＝犨２

犨１≤犨２

犨１≥犨２

爴＝

牀－牁

爳爾
１
牕１

＋ １
牕槡 ２

，

其中

爳２爾＝
（牕１－１）爳２１
牕１＋牕２－２

＋
（牕２－１）爳２２
牕１＋牕２－２

牠（牕１＋牕２－２）

犨１≠犨２

犨１＞犨２

犨１＜犨２

燏爴燏≥牠犜燉２（牕１＋牕２－２）

爴≥牠犜（牕１＋牕２－２）

爴＜－牠犜（牕１＋牕２－２）

（２）犲２
１＝犲２

２＝犲２，但犲２未知．检验假设爣０：犨１＝犨２．

选择检验统计量爴＝ 牀－牁

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

～牠（牕１＋牕２－２），拒绝域为

燏牀－牁燏≥牠犜燉２（牕１＋牕２－２）爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２，
其中 爳２

爾＝［（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２］燉（牕１＋牕２－２）．
单侧假设检验结果见表８．２．
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疑 难 解 析

．什么是显著性检验？其基本思想是什么？
答 只考虑一个假设是否成立的检验称为显著性检验．其待

检假设的一般形式为爣０：犤∈牷０，其中牷０为参数空间牷的一个子
集．显著性检验的原则是，只要求犯第一类错误的概率不大于某一
正数犜（０＜犜＜１），即若显著性检验法犺的拒绝域为爾，则爾 应满足

爮｛（牀１，牀２，…，牀牕）∈爾｝≤犜， 犤∈牷０．
显著性检验法的基本思想是，根据小概率事件在一次试验中

一般是不会发生的实际推断原理，依靠从样本得到的信息来判断
假设是否可以接受．
对于同一假设，在同一显著性水平下，根据样本（牀１，牀２，…，

牀牕），可以建立许多不同的显著性检验．由于只需满足一个要求

爮｛（牀１，牀２，…，牀牕）∈爾｝≤犜，所以难以判断诸多显著性检验的优
劣．

．提出原假设的一般依据是什么？原假设与备择假设在检验
假设中的地位是否相同？
答 选择一个问题的哪个结果作原假设，其一般原则如下：
（１）因为显著性检验只考虑犯第一类错误的概率，所以对犯

两类错误可能引起的后果加以比较，将后果严重的列为第一类错
误，以犜来控制它．如某人去做健康检查，需提出假设“有病”还是

“无病”，而把“有病认作无病”的错误显然比把“无病认作有病”的
错误后果严重，所以，原假设应取爣０：有病．

（２）选择经验的、保守的为原假设．如某厂一种产品的使用寿
命为犨０，经过工艺改革，要确认使用寿命是否增加．这时，取原假设
为爣０：犨＝犨０．
假设检验控制犯第一类错误的概率，所以检验法是保护原假

设，不轻易拒绝原假设的．
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．显著性检验的反证法与一般的反证法有什么不同？
答 一般的反证法是逻辑上的反证法，即由结果的矛盾而推

出假设的错误．而显著性检验法的反证法是由小概率事件在一次
试验中本不该发生，却竟然发生了这一矛盾的结果出发，拒绝原假
设爣０．由于样本的抽取具有随机性．因此，由抽样所确定的结果的
矛盾也有随机性．可能出现假设正确而拒绝假设的错误，但犯错误
的概率小于犜．所以说，在假设检验中的反证法具有概率的性质，称
为“概率反证法”．

．为什么在两个总体情形，当待检假设爣０：犨１＝犨２时，若犲２
１，

犲２
２未知，要求犲２

１＝犲２
２＝犲２？

答 当犲２
１，犲２

２未知，且犲２
１≠犲２

２时，要检验假设爣０：犨１＝犨２是不合

理的，是不同条件下两总体均值的比较，不能真实反映两总体的某
数量指标的优劣．只有令犲２

１＝犲２
２，才能在两总体的相同条件下比较

某项数量指标的优劣，作出的判断才有意义．
当犲２

１与犲２
２是否相等未知时，要先用爡检验法，检验犲２

１是否等于

犲２
２．若相等，再用牠检验法检验两总体的期望犨１和犨２是否相等．一

般，为了使结果更可信，应将犜适当取大一些．
若爡检验的结果是犲２

１≠犲２
２，这时要检验假设爣０：犨１＝犨２，有以

下方法．
（１）当牕１，牕２很大时，选用检验统计量

爺＝ 牀－牁

爳２
１燉牕１＋爳２

２燉牕槡 ２

～爫（０，１），

拒绝域为 燏牀－牁燏≥牂犜燉２ 爳２
１燉牕１＋爳２

２燉牕槡 ２．
（２）当牕１＝牕２＝牕时，令牂牏＝牀牏－牁牏，牏＝１，２，…，牕．记爠（牂牏）＝

犨，爟（牂牏）＝犲２，则牂１，牂２，…，牂牕为爫（犨，犲２）的样本，爣０：犨＝０．用检
验统计量

爴＝牂槡牕燉爳２
牫， 爳２

牫＝ １
牕－１

牕

牏＝１
（牂牏－牂）２，

·４８３·



拒绝域为 燏牂燏≥牠犜燉２（牕－１）爳２
牫

槡牕
．

（３）当犲２
１＝牑犲２

２时，用统计量

爴＝ 燏牀－牁燏

爳爾 １燉牕１＋１燉（牑牕２槡 ）
～牠（牕１＋牕２－２），

爳２
爾＝［（牕１－１）爳２

１＋（牕２－１）爳２
２］燉（牕１＋牕２－２），

拒绝域为

燏牀－牁燏≥牠犜燉２（牕１＋牕２－２）爳爾 １燉牕１＋１燉（牑牕２槡 ）．
．假设检验与区间估计有何联系与区别？
答 两者选用的检验统计量形式相同．
（１）假设检验与区间估计的联系．
利用假设检验可以建立区间估计，而利用区间估计也可以得

出假设检验．
例如，设牀～爫（犨，犲２），牀１，牀２，…，牀牕是牀的一个样本，方差犲２

未知，要检验假设爣０：犨＝犨０，爣１，犨≠犨０，则对给定的显著性水平犜，
牠检验的接受域为

｛燏牀－犨０燏≤牠犜燉２（牕－１）爳槡燉 牕｝，
可以写为

牀－牠犜燉２（牕－１）爳槡燉 牕≤犨０≤牀＋牠犜燉２（牕－１）爳槡燉 牕，
将式中犨０改为犨，则上式恰为犨的置信度为１－犜的区间估计．
反过来，若已得到犨的区间估计为

牀－牠犜燉２（牕－１）爳槡燉 牕≤犨≤牀＋牠犜燉２（牕－１）爳槡燉 牕，
其置信度为１－犜，则只需将式中犨改为犨０，上式即成为原假设爣０：
犨＝犨０的一个显著性水平为犜的接受域．
在其它区间估计与假设检验中也存在这种对应关系，但要注

意的是，在把假设检验转化为区间估计时，类似公式要存在一个区
间形式，否则，不可能实现这种对应．

（２）假设检验与区间估计的差别．
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如果对前例检验假设犨＝犨０（水平为犜）和求犨的置信度为１－犜
的区间估计进行研究，就会发现：
在接受爣０：犨＝犨０时，所得到的区间估计精度有高有低，当精

度较低时，区间的长度较长．显然这时认为犨＝犨０不够精确．
在拒绝爣０：犨＝犨０时，也有同样的情形．因为若区间估计的精

度很高，虽然区间内不包含犨０，但区间有可能就在犨０附近，仍然可
以认为犨＝犨０．
因此通过对具体问题的分析，可以发现区间估计的结论有时

可以与假设检验的结论不同．

方法、技巧与典型例题分析

假设检验的方法在主要内容中已详细给出，这里不再赘述．解
题的关键在善于分析具体问题的实际情况，确定是单总体还是双
总体，是均值检验还是方差检验，原假设是什么．然后选择适当的
统计量，依据样本值计算统计量的值，与根据显著性水平查分布表
得到的数值相比较，作出接受还是拒绝原假设爣０的判断．
例 设总体牀～爫（犨，１），牨１，牨２，…，牨１０是牀的一组样本观察

值，要在犜＝０．０５的水平下检验假设爣０：犨＝０，爣１：犨≠０．拒绝域为

爲＝｛燏牨＞牅燏｝．
（１）求牅的值；（２）若已知牨＝１，是否可据此样本推断 犨＝０；

（３）若以爲＝｛燏牨燏≥１．１５｝作为检验爣０：犨＝０的拒绝域，求试验的
显著性水平犜．
解 （１）是单总体下均值犨的双侧检验，检验统计量是

爺＝ 牀－犨
犲０ 槡燉 牕

～爫（０，１）．

对犜＝０．０５，查正态分布表知爮｛燏牣燏≥１．９６｝＝０．０５，从而得拒

绝域为爲＝｛燏牣 槡燏≥１．９６｝＝｛燏 １０牨燏≥１．９６｝＝｛燏牨燏≥０．６２｝．于是
知，牅＝０．６２．
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（２）由牨＝１＞０．６２即牨∈爲知，不能由样本推断犨＝０成立．

（３）爮｛燏牨燏≥１．１５｝＝爮 槡｛ １０牀 槡≥１．１５ １０｝

＝１－爮 槡｛ １０牀 槡≤１．１５ １０｝
＝１－［２犎（３．６４）－１］＝０．０００３．

而显著性水平即为 犨＝０成立时拒绝爣０：犨＝０的概率，所以 犜＝
０．０００３．
例 某种零件的长度服从正态分布，方差犲２＝１．２１，现从零

件堆中随机抽取６件，测得长度（单位：ｍｍ）为

３２．４６，３１．５４，３０．１０，２９．７６，３１．６７，３１．２３．
问：当显著性水平为犜＝０．０１时，能否认为这批零件的平均长度为

３２．５０ｍｍ？
解 是犲２＝１．２１已知、单总体下均值犨的双侧检验．待检假设

爣０：犨＝３２．５０，犜＝０．０１．
因为算得 牨＝３１．１３， 犲＝１．１，

所以用检验统计量爺，得

燏牣燏＝燏３１．１３－３２．５０燏
槡１×１燉 ６

＝３．０５，

查表知牂０．００５＝２．５８，经比较知燏牣燏＝３．０５＞牂０．００５＝２．５８，所以拒绝

爣０，认为该批零件的平均长度不是３２．５０ｍｍ．
注意：在解题过程中，拒绝域的两种形式

燏牀－犨燏≥牂犜燉２
犲

槡牕
和 燏牀－犨燏

槡犲燉 牕
≥牂犜燉２

是一致的，用哪个都可以．在其它检验中同样如此．
例 某厂生产的一种产品的质量指标为牀～爫（１２，１）．改革

加工工艺后，从新生产的产品中随机抽取了１００件，测得牨＝１２．５．
设方差没有改变，问：改革工艺后该产品的质量指标是否有明显变
化（犜＝０．１０）？
解 是犲２＝１已知、单总体下均值犨的双侧检验．待检假设

爣０：犨＝１２， 犜＝０．１０．
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因为 牨＝１２．５， 牕＝１００， 犲＝１，所以用检验统计量爺，得

燏牣燏＝１２．５－１２
槡１燉 １００

＝５，

查正态分布表知牂０．０５＝１．６４，经比较知燏牣燏＝５＞牂０．０５＝１．６４，所以
拒绝爣０，即认为新工艺下产品的质量指标有明显变化．
例 某厂生产的电视机显像管的使用寿命（单位：ｈ）为牀，牀

～爫（５０００，９００００）．使用新设备后要了解使用寿命是否有提高，抽
取了３６只显像管进行测试．以爣０：犨＝５０００为原假设，求检验法的
拒绝域与接受域（规定：以牨＞５１００为显像管寿命有提高，牨≤５１００
为显像管寿命没有提高），并求犯第一类错误的概率．
解 总体牀～爫（犨，９００００），犨未知，方差不变，待检假设

爣０：犨＝５０００， 爣１：犨＞５１００．

牀１，牀２，…，牀３６为牀的一个样本．拒绝域为

爲＝ １
３６

３６

牏＝１
牀牏｛ ｝＞５１００，

接受域为 爲＝ １
３６

３６

牏＝１
牀牏｛ ｝≤５１００．

因为 牀＝ １
３６

３６

牏＝１
牀牏～爫（犨，２５００），

所以，此检验法犯第一类错误的概率为

犜＝爮｛拒绝爣０燏爣０为真｝＝爮 １
３６

３６

牏＝１
牀牏｛ ｝＞５１００燏犨＝５０００

＝∫
＋∞

５１００

１
槡 槡２π ２５００

ｅ－（牨－５０００）２燉５０００ｄ牨＝∫
∞

２

１
槡２π

ｅ－牣２燉２ｄ牣

＝１－犎（２）＝１－０．９７７２＝０．０２２８．
例 某种电器零件的平均电阻为２．６４Ω，改变工艺后，测得

１００个零件的平均电阻为２．６２Ω．设改变工艺前后的电阻的方差
保持在 ０．０６２，问：新工艺对此零件的电阻有无显著的影响（犜＝
０．０１）？
解 是犲２＝０．０６２已知、单总体下均值犨的双侧检验．待检假
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设爣０：犨＝犨０＝２．６４，犜＝０．０１．
因为 牨＝２．６２， 牕＝１００，

所以用检验统计量爺，得

燏牣燏＝燏牨－犨燏
槡犲燉 牕

＝燏２．６２－２．６４燏
０．０６燉１０ ＝３．３３３．

而牂犜燉２＝牂０．００５＝２．５７６，经比较知燏牣燏＝３．３３３＞牂０．００５＝２．５７６，故拒
绝爣０，认为改变工艺后，电阻零件有显著变化．
例 设某次考试的成绩服从正态分布．随机抽取了３６位考

生的成绩，算得平均分为６６．５分，标准差爳＝１５．问：在显著性水平

犜＝０．０５下，是否可以认为这次考试的平均成绩为７０分？
解 是犲２未知、单总体下均值犨的双侧检验．待检假设

爣０：犨＝犨０＝７０， 犜＝０．０５．
因为牨＝６６．５，爳＝１５，牕＝３６，所以用检验统计量爴，得

燏牠燏＝燏６６．５－７０燏
槡１５燉 ３６

＝１．４．

查表知 牠０，０２５（３６－１）＝２．０３０１，经比较知燏牠燏＝１．４＜牠０．０２５（３５）＝
２．０３０１，故接受爣０，认为这次考试的平均成绩为７０分．
例 设番茄汁罐头中ＶＣ（维生素Ｃ）含量服从正态分布．按照

规定，每盒罐头汁中ＶＣ的平均含量不得少于２１ｍｇ．现从一批罐
头中随机抽取了１６盒，算得牨＝２３．爳２＝３．９２，问：这批罐头的ＶＣ
含量是否合格（犜＝０．０５）？
解 是犲２未知、单总体下均值犨的单侧检验，待检假设爣０：犨

≤２１，备择假设爣１：犨＞２１，犜＝０．０５．
因为牨＝２３，爳＝３．９，牕＝１６，所以用检验统计量爴，得

牠＝ ２３－２１
槡３．９燉１６

＝ ２
３．９×４＝２．０５１３．

查表知 牠０．０５（１５）＝１．７５３１，经比较知 牠＝２．０５１３＞牠０．０５（１５）＝
１．７５３１，故拒绝爣０，认为这批罐头的ＶＣ含量合格．
例 某炼铁厂的铁液含碳量（质量分数，％）在正常状态下服
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从爫（４．５５，０．１１２），当日随机测得５炉铁液的含碳量为

４．２８，４．４０，４．４２，４．３５，４．３７，
问：在方差不变的假设下，铁液含碳量的均值是否显著降低（犜＝
０．０５）？
解 是 犲２已知、单总体下关于均值 犨的单侧检验．待检假设

爣０：犨＝４．５５，备择假设爣１：犨＜４．５５，犜＝０．０５．
因为算得牨＝４．３６４，牕＝５，犲＝０．１１，所以用检验统计量爺，得

牣＝４．３６４－４．５５
槡０．１１燉 ５

＝－３．７８１．

查表知牂０．９５＝－１．６４５，经比较知牣＝－３．７８１＜牂０．０５＝－１．６４５，故
拒绝爣０，认为当日铁液含碳量的均值有显著降低．
例 为测定某种药物对人的血压有无疗效，测定了１０名试

验者在服药前后的血压，得血压差值的数据为

６，８，４，６，－３，７，２，６，－２，－１，
问：在犜＝０．０５下，能否认为该药物能够改变人的血压？
解 是犲２未知、单总体下均值犨的双侧检验．待检假设

爣０：犨＝０， 犜＝０．０５．
因为算得 牨＝３．３， 爳２＝７．０１４， 牕＝１０，

所以用检验统计量爴，得

燏牠燏＝ ３．３－０
槡７．０１４

槡× １０＝３．９４０９．

查表知 牠０．０２５（９）＝２．２６２２，经比较知燏牠燏＝３．９４０９＞牠０．０２５（９）＝
２．２６２２，故拒绝爣０，认为该药物能够改变人的血压．
例 一种燃料的辛烷等级服从正态分布，其平均等级为９８，

标准差为０．８．今从一批新燃料中随机抽取２５桶，算得样本均值为

９７．７．假定标准差与原来一样，问：新燃料油的辛烷平均等级是否
比原燃料辛烷平均等级偏低（犜＝０．０５）？
解 是犲２已知、单总体下均值犨的单侧检验．待检假设爣０：犨

≥９８，备择假设爣１：犨＜９８．
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因为牨＝９７．７，犲＝０．８，牕＝２５，所以用检验统计量爺，得

牣＝ 牨－犨
槡犲燉 牕

＝－０．３
０．８×５＝－１．８７５．

查表知牂０．０５＝－１．６４５，经比较知牣＝－１．８７５＜牂０．９５＝－１．６４５，故
拒绝爣０，认为新燃料油的辛烷平均等级要比原燃料辛烷平均等级
偏低．
例 某化工厂生产的一种产品的含硫量（质量分数，％）在

正常情况下服从正态分布爫（４．５５，犲２）．为了解设备维修后产品含
硫量犨是否改变，测试了５个产品，测得它们含硫量为

４．２８，４．４０，４．４２，４．３５，４．３７，
试在下列两种情形下分别检验

爣０：犨＝４．５５， 爣１：犨≠４．５５．
假定方差不变，犜＝０．０５．

（１）犲２＝０．０１； （２）犲２未知．
解 因为算得牨＝４．３６４，爳２＝０．００２９３，所以：
（１）犲２＝０．０１已知，应选用检验统计量爺，于是

燏牣燏＝０．１８６
０．１ 槡× ５＝４．１６．

查表知牂０．０２５＝１．９６，经比较知燏牣燏＝４．１６＞牂０．０２５＝１．９６，故拒绝

爣０，认为含硫量发生了变化．
（２）犲２未知，应选用检验统计量爴，于是

燏牠燏＝ ０．１８６
槡０．００２９３

槡× ５＝７．６８３５．

查表知 牠０．０２５（４）＝２．７７６４，经比较知燏牠燏＝７．６８３５＞牠０．０２５（４）＝
２．７７６４，故拒绝爣０，认为含硫量发生了变化．
例 某种产品在处理前后的含脂率（质量分数，％）分别为

牀和牁，牀～爫（犨１，犲２），牁～爫（犨２，犲２）．从产品中任取１０件，测得它
们在处理前后的含脂率如表８．３所示．试在显著性水平 犜＝０．０５
下，检验处理前后的含脂率有无显著变化．
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表．

处理前 ０．１９ ０．１８ ０．２１ ０．３０ ０．６６ ０．４２ ０．０８ ０．１２ ０．３００．２７

处理后 ０．１９ ０．２４ １．０４ ０．０８ ０．２０ ０．１２ ０．３１ ０．２９ ０．１３０．０７

解 是犲２
１＝犲２

２＝犲２但犲２未知、两个正态总体下均值的假设检
验，待检假设爣０：犨１＝犨２，是犜＝０．０５下的双侧检验．
因为 牨＝０．２７３， 牪＝０．２６７，

爳１＝０．１６７７， 爳２＝０．２８３９， 牕１＝牕２＝１０，
所以由检验统计量

爴＝ 牀－牁

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

～牠（牕１＋牕２－２）

得 燏牠燏＝ ０．２７３－０．２６７
０．２３３×０．４７１４＝０．０５５．

查表知 牠０．０２５（１８）＝２．１０１，经比较知燏牠燏＝０．０５５＜牠０．０２５（１８）＝
２．１０１，故接受爣０，认为处理前后的产品含脂率无显著变化．
例 某林场采用两种方案作杨树育苗试验．已知两种方案

下苗高均服从正态分布，标准差分别为犲１＝２０，犲２＝１８．现各抽６０
棵树苗作样本，测得苗高牨１＝５９．３４ｃｍ，牨２＝４９．１６ｃｍ，试以９５％
的可靠性估计两种方案对杨树苗的高度有无影响．
解 是犲２

１，犲２
２已知、双总体下均值的假设检验，待检假设爣０：犨１

＝犨２，是犜＝０．０５下的双侧检验．
因为牨１＝５９．３４，牨２＝４９．１６，犲１＝２０，犲２＝１８，牕１＝牕２＝６０，所以

由检验统计量爺，得

燏牣燏＝５９．３４－４９．１６
２０２＋１８槡 ２

槡× ６０＝２．９３．

查表知牂０．０２５＝１．９６，经比较知燏牣燏＝２．９３＞牂０．０２５－１．９６，故拒绝

爣０，认为两种方案对杨树苗的高度有显著影响．
例 甲、乙两台机床加工同一种产品，设两台机床加工的零

件外径都服从正态分布，标准差分别为犲１＝０．２０，犲２＝０．４０．现从
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加工的零件中分别抽取８件和７件，测得其外径（单位：ｃｍ）如表

８．４所示．试在犜＝０．０５下检验两机床加工的零件外径有无显著的
差异．

表．

甲 ２０．５ １９．８ １９．７ ２０．４ ２０．１ ２０．０ １９．０ １９．９

乙 １９．７ ２０．８ ２０．５ １９．８ １９．４ ２０．６ １９．２

解 是犲２
１，犲２

２已知、双总体下均值的假设检验．待检假设爣０：犨１

＝犨２，是犜＝０．０５下的双侧检验．
已知牕１＝８，牕２＝７，犲１＝０．２０，犲２＝０．４０，算得牨＝１９．９３，牪＝２０，

所以由检验统计量

爺＝ 燏牀－牁燏

犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡 ２

得 燏牣燏＝ ０．０７
槡０．０４燉８＋０．１６燉７

＝０．４２．

查表知牂０．０２５＝１．９６，经比较知燏牣燏＝０．４２＜牂０．０２５＝１．９６，故接受

爣０，认为两机床加工的零件外径无显著的差异．
例 在酿造啤酒中要形成致癌物质ＮＤＭＡ，现测得旧、新

两种工艺过程中形成的ＮＤＭＡ含量（质量分数，×１０－９）如表８．５
所示．设两样本都服从正态分布，且总体方差相等，作检验

爣０：犨１－犨２≤２， 爣１：犨１－犨２＞２（犜＝０．０５）．
表．

旧过程 ６ ４ ５ ５ ６ ５ ５ ６ ４ ６ ７ ４

新过程 ２ １ ２ ２ １ ０ ３ ２ １ ０ １ ３

解 是犲２
１＝犲２

２＝犲２但犲２未知、双总体下均值的假设检验，待检
假设爣０：犨１－犨２≤２，是犜＝０．０５下的单侧检验．
因为算得

牕１＝牕２＝１２， 牨＝５．２５， 牪＝１．５， 爳１＝０．９６５， 爳２＝１，
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用检验统计量

爴＝ 牨－牪－犠

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

得 牠＝５．２５－１．５－２
０．９８３×０．４０８＝４．３６３３，

此处 爳２
爾＝

（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２

牕１＋牕２－２ ， 犠＝犨１－犨２．

查表知 牠０．０５（２２）＝１．７１７１，经比较知 牠＝４．３６３３＞牠０．０５（２２）＝
１．７１７１，故拒绝爣０，认为犨１－犨２＞２．
例 据推测认为，矮个子的人比高个子的人寿命要长一些．

下面将美国 ３１个自然死亡的总统分为矮个子与高个子两类（以

１７２．７２ｃｍ（６８ｉｎ）为界），其寿命如表８．６所示．设两个寿命总体均
服从正态分布，且方差相等．问：数据显示是否符合推测（犜＝
０．０５）？

表．

矮个子 ８５ ７９ ６７ ９０ ８０

高个子 ６８ ５３ ６３ ７０ ８８ ７４ ６４ ６６ ６０
６０ ７８ ７１ ６７ ９０ ７３ ７１ ７７ ７２
５７ ７８ ６７ ５６ ６３ ６４ ８３ ６５

解 是犲２
１＝犲２

２＝犲２但犲２未知、双总体下均值的假设检验，待检
假设爣０：犨１≤犨２，爣１：犨１＞犨２，是犜＝０．０５下的单侧检验．
因为牨＝８０．２，牪＝６９．１５，爳１＝８．５８５，爳２＝９．３１５，牕１＝５，牕２＝

２６．由检验统计量

爴＝ 牀－牁

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

得 牠＝ ８０．２－６９．１５
９．２１８×０．４８８＝２．４５６．

查表知牠０．０５（２９）＝１．６９９１，经比较知牠＝２．４５６＞牠０．０５（２９）＝１．６９９１，
故拒绝爣０，认为推测正确，矮个子人的寿命高于高个子人的寿命．
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例 某试验室分别在７０℃和８０℃的温度下对某项指标分
别作了８次重复试验，测得该项指标的数据如表８．７所示．由经验
知数据服从正态分布，且方差相等．问：在犜＝０．０５时，是否可以认
为数学期望也相等？

表．

７０℃ ２０．５ １８．８ １９．８ ２０．９ ２１．２ ２１．０ １９．５ ２１．５
８０℃ ２０．３ １８．８ ２０．０ ２０．１ ２０．２ １９．１ １９．０ １７．７

解 是犲２
１＝犲２

２＝犲２但犲２未知、双总体下均值犨的假设检验，待
检假设爣０：犨１＝犨２，是犜＝０．０５下的双侧检验．
因为

牕１＝牕２＝８， 牨＝２０．４， 爳２
１＝０．８８５７， 牪＝１９．４， 爳２

２＝０．８２８６．
由检验统计量爴，得

燏牠燏＝ ２０．４－１９．４
０．９２５８×０．５＝２．１６０３．

查表知 牠０．０２５（１４）＝２．１４４８，经比较知燏牠燏＝２．１６０３＞牠０．０２５（１４）＝
２．１４４８，故拒绝爣０，认为数学期望不相等．在实际问题中，如果两
个数据过于接近，则不宜作出结论，应重新抽样试验．
例 从总体牀～爫（犨１，犲２），牁～爫（犨２，犲２）中分别抽取一个

容量为牕的样本，两样本相互独立，试设计一种较简单的检验法，
检验假设爣０：犨１＝犨２ （显著性水平犜）．
解 可以设犨＝犨１－犨２，则样本值为

牆牏＝牨牏－牪牏，牏＝１，２，…，牕．
总体牂＝牀－牁～爫（犨，２犲２），待检假设爣０：犨＝０．
设牆和爳牆为样本均值与样本标准差，因２犲２未知，用检验统计

量爴，于是

爴＝ 牆

爳牆 槡燉 牕
～牠（牕－１），

拒绝域为 燏牠燏＞牠犜燉２（牕－１）．
例 从总体牀～爫（犨１，犲２）取样本 牀１，牀２，…，牀牕１，从总体

·５９３·



牁～爫（犨２，犲２）中取样本牁１，牁２，…，牁牕２，两样本相互独立．待检假设

爣０：犨１＝牑犨２ （牑≠０），试确定检验统计量与拒绝域．

解 因为 牨～爫 犨１，犲
２

牕槏 槕１
， 牪～爫 犨２，犲

２

牕槏 槕２
，

所以 牨－牑牪～爫 犨１－牑犨２，犲
２

牕１
＋牑２犲２

牕槏 槕２
，

于是 （牨－牑牪）－（犨１－牑犨２）
犲

牕１牕２

牑２牕１＋牕槡 ２
～爫（０，１）．

又 （牕１－１）爳２
１

犲２ ～犻２（牕１－１），（牕２－１）爳２
２

犲２ ～犻（牕２－１），

所以在爳２
１与爳２

２独立时，有

（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２

犲２ ～犻２（牕１＋牕２－２）．

给出检验统计量（由牠分布定义）

爴＝牀－牑牁

爳爾

牕１牕２

牑２牕１＋牕槡 ２
～牠（牕１＋牕２－２），

拒绝域为 燏牠燏＞牠犜燉２（牕１＋牕２－２）．
这是因为，若爣０成立，犨１－牑犨２＝０，而

爳爾＝ ［（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２］燉（牕１＋牕２槡 －２）．
例 某厂Ａ、Ｂ两个化验室每天同时从工厂的冷却水中取

样，以测定水中的含氯量（质量分数，×１０－６），记录７ｄ的数量如表

８．８所示．设牆牏＝牨牏－牪牏，牏＝１，２，…，７，来自正态总体，问：两化验
室的测定结果有无显著差异（犜＝０．００１）？

表．

Ａ室 １．１５ １．８６ ０．７５ １．８２ １．１４ １．６５ １．９０

Ｂ室 １．００ １．９０ ０．９０ １．８０ １．２０ １．７０ １．９５

解 利用例１８的方法．待检假设爣０：犨＝０，牆牏为

０．１５，－０．０４，－０．１５，０．０２，－０．０６，－０．０５，－０．０５，
算得 牆＝－０．０２６， 爳牆＝０．０９２， 牕＝７，
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所以由 爴＝ 牆

爳牆 槡燉 牕

得 燏牠燏＝０．０２６
０．０９２ 槡× ７＝０．７４７７．

查表知 牠０．００５（６）＝３．７０７４，经比较知燏牠燏＝０．７４７７＜牠０．００５（６）＝
３．７０７４，故接受爣０，认为两化验室的测定结果无显著差异．
例１８与例２０也称成对数据的检验，其特征是牆牏来自正态总

体．用于比较两种方法、两种产品或两种仪器的差异，常在相同条
件下（如方差相等）作对比试验，取得成对的观察值，然后分析数据
作出推断．
例  为确定某工艺对降低橡胶制品中含硫量（质量分

数，％），在产品中随机抽取了１０件样品，记录了处理前后含硫量
如表８．９所示．试根据数据确定这种工艺对降低橡胶制品中含硫
量的变化有无作用（犜＝０．０５）．

表．

处理前 ６．０５５．７５７．１２７．１０６．８０６．５５５．９０７．２４５．７５７．３０

后处理 ５．６８５．４０５．９０６．０５６．００５．５５５．１５６．３４５．６０６．４０

解 设牆牏＝牨牏－牪牏，牏＝１，２，…，１０，牆牏来自正态总体，为

０．３７，０．３５，１．２２，，１．０５，０．８０，１．００，０．７５，０．９０，０．１５，０．９０，
待检假设爣０：犨≥０，爣１：犨＜０，是单侧检验．
因为 牆＝０．７４９， 爳牆＝０．３４８９， 牕＝１０，

所以由 爴＝ 牆

爳牆 槡燉 牕

得 牠＝ ０．７４９
０．３４８９ 槡× １０＝６．７８８７．

查表知牠０．０５（９）＝１．８３３１，经比较知牠＝６．７８８７＞牠０．０５（９）＝１．８３３１，
故拒绝爣０，认为工艺对降低橡胶制品含硫量有显著作用．
原假设的选择通常基于这样一种想法：若我们希望某项结论

出现时，就故意把该结论不出现作为原假设．这样，如果能在犜很
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小时拒绝原假设，则结论出现就得到有力的支持．反之，若以结论
出现为原假设，则即被接受也只能说明假设与试验数据相容，不能
反映受到数据的有力支持．
例 某药厂生产一种新止痛片，厂方希望验证服用新药片

后至开始起作用的时间间隔较原有止痛片至少缩短一半，故需检
验假设

爣０：犨１＝２犨２， 爣１：犨１＞２犨２．
这里犨１和犨２是两种止痛片起作用时间间隔的总体均值．设两总体
都是正态总体，犲２

１，犲２
２为已知，牨１，牨２，…，牨牕１

和牪１，牪２，…，牪牕２
为取自

两总体的独立样本．试在显著性水平犜下给出爣０的拒绝域．
解 本例属于例１９的情形，牑＝２，但犲２

１，犲２
２已知．

设 牨～爫（犨１，犲２
１燉牕１）， 牪～爫（犨２，犲２

２燉牕２），
则 牨－２牪～爫（犨１－犨２，犲２

１燉牕１＋犲２
２燉牕２）．

当爣０为真时， 牨－２牪

犲２
１燉牕１＋４犲２

２燉牕槡 ２

～爫（０，１）．

因为是单侧检验，故拒绝域为

牨－２牪

犲２
１燉牕１＋４犲２

２燉牕槡 ２

≥牂犜．

对犲２
１≠犲２

２但大样本的情形，可以认为总体近似正态分布，且以

爳２
１，爳２

２代替犲２
１，犲２

２，用检验统计量爺检验假设．
例 某细纱车间在两种工艺条件下各抽取１００个试样，测

得细纱强力的数据，经计算得
甲工艺：牕１＝１００， 牨＝２８０， 爳１＝２８；
乙工艺：牕２＝１００， 牪＝２８６， 爳２＝２８．５．

问：在犜＝０．０５下，两种工艺条件对细纱强力有无显著影响？
解 犲２

１≠犲２
２且未知，牕１＝牕２＝１００，待检假设爣０：犨１＝犨２．由检

验统计量爺，得

燏牣燏＝ 燏２８０－２８６燏
２８２燉１００＋２８．５２槡 燉１００

＝ ６
３．９９５＝１．５０．
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查表知牂０．０２５＝１．９６，经比较知燏牣燏＝１．５０＜牂０．０２５＝１．９６，故接受

爣０，认为两种工艺条件对细纱强力无显著影响．
例 甲、乙两机床加工同一种零件，抽样测量其产品的尺寸

（单位：ｍｍ），经计算得
甲机床：牕１＝８０， 牨＝３３．７５， 爳１＝０．１；
乙机床：牕２＝１００， 牪＝３４．１５， 爳２＝０．１５．

问：在犜＝０．０１下，两机床加工的产品尺寸有无显著差异？
解 牕≥５０时，即可认为是大样本问题．犲２

１，犲２
２均未知，待检假

设爣０：犨１＝犨２．由检验统计量爺，得

燏牣燏＝ 燏３３．７５－３４．１５燏
０．１２燉８０＋０．１５２槡 燉８０

＝ ０．４
０．０２＝２０．００．

查表知牂０．００５＝２．５７，经比较知燏牣燏＝２０．００＞牂０．００５＝２．５７，故拒绝

爣０，认为两机床加工的产品尺寸有显著差异．
在更多的时候，我们只得到两个样本的一批数据，不知犨１，犨２，

犲２
１，犲２

２，也不知犲２
１与犲２

２是否相等．这时，要检验均值犨，就要先检验方
差齐性，即犲２

１＝犲２
２是否成立．若成立，则可用检验统计量爴来检验

均值．这类例题，将在下节中演绎．

第二节 正态总体方差的假设检验

主 要 内 容

．单个正态总体方差的检验
设牀１，牀２，…，牀牕为来自总体牀～爫（犨，犲２）的一个样本．
（１）犨未知时，待检假设爣０：犲２＝犲２

０．

用检验统计量犻２＝（牕－１）爳２

犲２
０

～犻２（牕－１），拒绝域为
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犻２≤犻２
１－犜燉２（牕－１） 或 犻２≥犻２

犜燉２（牕－１）．
（２）犨已知时，待检假设爣０：犲２＝犲２

０．

用检验统计量犻２＝


牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

犲２
０

～犻２（牕），拒绝域为

犻２≤犻２
１－犜燉２（牕） 或 犻２≥犻２

犜燉２（牕）．
单侧检验如表８．１０所示．

表．

条件
假设

爣０

检验统计量
统计量

分布

备择

假设
拒 绝 域

犨
未知

犲２＝犲２
０

犲２≤犲２
０

犲２≥犲２
０

犻２＝（牕－１）爳２

犲２０
犻２（牕－１）

犲２≠犲２
０

犲２＞犲２
０

犲２＜犲２
０

犻２≥犻２
犜燉２（牕－１）

或犻２≤犻２
１－犜燉２（牕－１）

犻２≥犻２
犜（牕－１）

犻２≤犻２
１－犜（牕－１）
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续表

条件
假设

爣０

检验统计量
统计量

分布

备择

假设
拒 绝 域

犨
已知

犲２＝犲２
０

犲２≤犲２
０

犲２≥犲２
０

犻２＝

牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

犲２０

犻２（牕）

犲２≠犲２
０

犲２＞犲２
０

犲２＜犲２
０

犻２≥犻２
犜燉２（牕）

或犻２≤犻２
１－犜燉２（牕）

犻２≥犻２
犜（牕）

犻２≤犻２
１－犜（牕）

．两个正态总体方差的假设检验
设牀１，牀２，…，牀牕１

是总体牀～爫（犨１，犲２
１）的一个样本，牁１，牁２，…，

牁牕２
是总体牁～爫（犨２，犲２

２）的一个样本，且两样本相互独立，待检假设

爣０：犲２
１＝犲２

２．

（１）犨１，犨２未知时，用检验统计量

爡＝爳２
１燉爳２

２～爡（牕１－１，牕２－１），
拒绝域为

爡≥爡犜燉２（牕１－１，牕２－１） 或 爡≤爡１－犜燉２（牕１－１，牕２－１）．
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（２）犨１，犨２已知时，用检验统计量

爡＝牕１
牕１

牏＝１
（牀牏－犨１）２ 牕２

牕２

牏＝１
（牁牏－犨２）［ ］２ ～爡（牕１，牕２），

拒绝域为

爡≥爡犜燉２（牕１，牕２） 或 爡≤爡１－犜燉２（牕１，牕２）．
单侧检验如表８．１１所示．

表．

条件
假设

爣０

检验统计量
统计量

分布

备择假设

爣１

拒 绝 域

爡检验

犨１，犨２

已知

犲２
１≤犲２

２

犲２
１≥犲２

２

犲２
１＝犲２

２

爡＝

牕１
牕１

牏＝１
（牀牏－犨１）２

牕２
牕２

牐＝１
（牁牐－犨２）２

爡（牕１，牕２）

犲２
１＞犲２

２

犲２
１＜犲２

２

犲２
１≠犲２

２

爡≥爡１－犜（牕１，牕２）

爡≤爡犜（牕１，牕２）

爡＞爡犜燉２（牕１，牕２）
或爡≥爡１－犜燉２（牕１，牕２）

爡检验

犨１，犨２

未知

犲２
１≤犲２

２

犲２
１≥犲２

２

犲２
１＝犲２

２

爡＝
爳２

１

爳２
２

爡（牕１－１，

牕２－１）

犲２
１＞犲２

２

犲２
１＜犲２

２

犲２
１≠犲２

２

爡≥爡１－犜（牕１－１，牕２－１）

爡≤爡犜（牕１－１，牕２－１）

爡＞爡１－犜燉２（牕１－１，牕２－１）

或爡≥爡犜燉２（牕１－１，牕２－１）
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疑 难 解 析

．对于两个正态总体期望的检验，当方差未知且不相同时，
若按方差未知但相等进行检验，其结果会怎样？
答 当犲２

１＝犲２
２时，检验统计量

爴＝ 牀－牁

爳爾 １燉牕１＋１燉牕槡 ２

，

爳２
爾＝

（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２

牕１＋牕２－２ ．

但当犲２
１＝牑犲２

２ （牑≠１），牕１＝牜牕２时（牜≠１），有

爠（牀－牁）
爠［爳２

爾（１燉牕１＋１燉牕２）］
＝１＋［牕２（牜＋１）－１］（牑－１）（１－牜）

［牕２（牜＋牑）－（牑＋１）］（牜＋１）．

显然仅当牑＝１或牜＝１时，上式等于１．
所以，当犲２

１≠犲２
２时，燏爴燏的值会偏大或偏小，从而出现错误判

断．这时，若使样本容量牕１与牕２相等，则可使出现错误的可能性变
小．

方法、技巧与典型例题分析

例  某维尼纶厂生产的维尼纶纤度服从正态分布，犲２≤

０．０４８２．当日随机抽取５根纤维，测得纤度如下：
１．５５，１．３６，１．４１，１．４０，１．３２，

问：该日厂里生产的维尼纶纤度的方差是否正常（犜＝０．０１）？
解 是犨未知、单个总体犲２的假设检验，待检假设爣０：犲２≤０．

０４８２，爣１：犲＞０．０４８２，是犜＝０．０１下的单侧检验．
因为 犲２

０＝０．０４８２， 牕＝５， 爳２＝０．００７８８，

所以用检验统计量犻２＝（牕－１）爳２

犲２
０

，得
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得 犻２＝４×０．００７８８
０．０４８２ ＝１３．６８．

查表知犻２
０．０１（４）＝１３．３，经比较知犻２＝１３．６８＞犻２

０．０１（４）＝１３．３，故拒
绝爣０，认为当日生产的维尼纶纤度方差大于０．０４８２．
例 某纺织厂生产的一种细纱支数的均方差为１．２．现从当

日生产的一批产品中，随机抽取了１６缕进行支数测量，求得样本
均方差为２．１．问：在正态总体的假定下，纱的均匀度是否变劣（犜＝
０．０５）？
解 是犨未知、单总体方差犲２的假设检验，待检假设爣０：犲２≤

１．２２，爣１：犲２＞１．２２，是犜＝０．０５下的单侧检验．
因为 牕＝１６， 爳＝２．１， 犲０＝１．２，

所以用检验统计量犻２＝（牕－１）爳２

犲２
０

，得

犻２＝１５×２．１２

１．２２ ＝４５．９３８．

查表知 犻２
０．０５（１５）＝２４．９９６，经比较知 犻２＝４５．９３８＞犻２

０．０５（１５）＝
２４．９９６，故拒绝爣０，认为纱的均匀度明显变劣．
例 自总体牀～爫（犨，犲２）取一容量为１００的样本，测得牨＝

２．７，
牕

牏＝１
（牨牏－牨）２＝２２５．因为犨，犲２均未知，在犜＝０．０５下，检验下列

假设：
（１）爣０：犨＝３； （２）爣０：犲２＝２．５．
解 （１）是犲２未知、单总体均值犨的假设检验．待检假设爣０：

犨＝３，是犜＝０．０５下的双侧检验．

因为 牕＝１００， 爳２＝２２５
９９＝２．２７２

·
７
·
， 牨＝２．７，

所以用统计量爴＝燏牀－牁燏
槡爳燉 牕

，得

燏牠燏＝燏２．７－３燏
１．５０８ 槡× １００＝１．９８９．

查表知牠０．０２５（９９）≈牂０．０２５＝１．９６，经比较知燏牠燏＝１．９８９４＞牠０．０２５（９９）
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＝１．９６，拒绝爣０．在实际问题中，如果两数过于接近，则不宜作出
结论，应提出重新抽样，再作一次检验的要求．

（２）由于
牕

牏＝１
（牨牏－牨）已知，可用检验统计量犻２＝


牕

牏＝１
（牨牏－牨）２

犲２ ，

待检假设爣０：犲２＝２．５，是双侧检验．

犻２＝２２５
２．５＝９０．

查表知 犻２
０．０２５（９９）＝１２９．５６， 犻２

０．９７５（９９）＝７４．２２，
而 犻２

０．９７５（９９）＜犻２＝９０＜犻２
０．０２５（９９）．

故接受爣０，认为方差犲２＝２．５．
例 包装机包装食盐，设每袋盐的净重服从正态分布，规定

每袋标准重量为５００ｇ，标准差不超过１０ｇ．某日开工后，随机抽取

９袋，测得净重（单位：ｇ）如下：
４９７，５０７，５１０，４７５，５１５，４８４，４８８，５２４，４９１，

在犜＝０．０５下检验假设：
（１）爣０：犨＝５００； （２）爣０：犲≤１０，爣１：犲＞１０．
解 （１）是犲２未知、单总体均值犨的假设检验．待检假设爣０：犨

＝５００，是犜＝０．０５下的双侧检验．
因为 牕＝９， 牨＝４９９， 爳＝１６．０３，

所以用检验统计量爴＝燏牀－牁燏
槡爳燉 牕

，得

燏牠燏＝燏４９９－５００燏
１６．０３ 槡× ９＝０．１８７．

查表知牠０．０２５（８）＝２．３０６，经比较知燏牠燏＝０．１８７＜牠０．０２５（８）＝２．３０６，
故接受爣０，认为该天生产的食盐每袋净重是５００ｇ．

（２）是犨未知、单总体方差的假设检验，待检假设爣０：犲≤１０，

爣１：犲＞１０，是犜＝０．０５下的单侧检验．
因为 牕＝９， 爳＝１６．３０１， 犲０＝１０，
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所以用检验统计量犻２＝（牕－１）爳２

犲２
０

，得

犻２＝８×１６．３０１２

１０２ ＝２１．２５８．

查表知 犻２
０．０５（８）＝１５．５０７，经比较知 犻２＝２１．２５８＞犻２

０．０５（８）＝

１５．５０７，故拒绝爣０，认为该天生产的食盐每袋净重的标准差大于

１０ｇ．
例 设随机变量 牀与 牁相互独立，牀～爫（犨１，犲２

１），牁～

爫（犨２，犲２
２）．牀１，牀２，…，牀１６是牀的一个样本，牁１，牁２，…，牁１０是牁的一

个样本，测得数据


１６

牏＝１
牨牏＝８４， 

１６

牏＝１
牨２

牏＝５６３， 
１０

牏＝１
牪牏＝１８， 

１０

牏＝１
牪２

牏＝７２．

（１）分别求犨１，犨２的矩估计值；

（２）分别求犲２
１，犲２

２的极大似然估计值；
（３）在显著性水平犜＝０．０５下检验假设

爣０：犲２
１≤犲２

２， 爣１：犲２
１＞犲２

２．
解 （１）用样本一阶原点矩估计总体一阶矩，即得犨１和犨２的

矩估计值为

犨１＝牨＝ １
１６

１６

牏＝１
牨牏＝５．２５， 犨２＝牪＝ １

１０
１０

牏＝１
牪牏＝１．８．

（２）正态总体牀～爫（犨，犲２）的参数犲２的极大似然估计量为 犲２

＝ １
牕

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２，因此犲２

１和犲２
２的极大似然估计值为

犲２＝ １
１６

１６

牏＝１
（牨牏－牨）２＝ １

１６
牕

牏＝１
牨２

牏－１６牨槏 槕２ ＝７．６３，

犲２
２＝ １

１０
１０

牏＝１
（牪牏－牪）２＝ １

１０
牕

牏＝１
牪２

牏－１０牪槏 槕２ ＝３．９６．

（３）是犨１，犨２未知、双总体方差的假设检验，待检假设爣０：犲２
１≤

犲２
２；爣１：犲２

１＞犲２
２，是在犜＝０．０５下的单侧检验．
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因为 爳２
１＝ １

１５
１６

牏＝１
（牨牏－牨）２＝８．１３，

爳２
２＝ １

９
１０

牏＝１
牪牏－牪槏 槕 ２＝４．４．

所以用检验统计量爡＝爳２
１燉爳２

２，得

爡＝８．１３
４．４＝１．８５．

查表知 爡０．０５（１５，９）＝３．０１，经比较知 爡＝１．８５＜爡０．０５（１５，９）＝
３．０１，故接受爣０，认为犲２

１不比犲２
２大．

例 对某种金属的熔点作了四次测定，数据（单位：℃）如下：
１２６９，１２７１，１２６３，１２６５，

假定数据服从正态分布．在显著性水平犜＝０．０５下，检验假设测定
值的均方差不大于２是否成立．
解 设熔点牀～爫（犨，犲２），是犨未知、单总体方差的假设检验，

待检假设爣０：犲２≤４，爣１：犲２＞４，是犜＝０．０５下的单侧检验．
因为 牕＝４，牨＝１２．６７，爳２＝１３．３，所以用检验统计量 犻２＝

（牕－１）爳２

犲２
０

，得

犻２＝３×１３．３
４ ＝１０．

查表知犻２
０．０５（３）＝９．３７８，经比较知犻２＝１０＞犻２

０．０５（３）＝９．３７８，故拒
绝爣０，认为测定值的均方差大于２℃．
例 两台机床加工同一种零件，分别取６个和９个零件测量

其长度（单位：ｍｍ），计算得

爳２
１＝０．３４５， 爳２

２＝０．３５７．
假定零件长度服从正态分布，是否可认为两台机床加工的零件尺
寸的方差无显著差异（犜＝０．０５）？
解 是 犨１，犨２均未知、双总体的方差的假设检验．待检假设

爣０：犲２
１＝犲２

２，是犜＝０．０５下的双侧检验．
因为爳２

１＝０．３４５，爳２
２＝０．３５７，所以用检验统计量爡＝爳２

１燉爳２
２，得
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爡＝０．３４５
０．３５７＝０．９６６．

查表知爡０．０２５（５，８）＝４．８２，爡０．９７５（５，８）＝１燉爡０．０２５（８，５）＝０．１４８，经
比较知爡０．９７５（５，８）＝４．８２＜爡＝０．９６６＜爡０．０２５（５，８）＝０．１４８，故接
受爣０，认为两机床加工的零件尺寸无显著差异．
例 某实验室有Ａ、Ｂ两种仪器，测量某一物体长度（单位：

ｍｍ）７次和１０次，得数据如表８．１２所示．在犜＝０．０５下，能否认为
仪器Ｂ的精度比仪器Ａ的精度高？

表．

Ａ ９７ １０２ １０３ ９６ １００ １０１ １００

Ｂ １００ １０１ １０３ ９８ ９７ ９９ １０２ １０１ ９８ １０１

解 物体的长度一般服从正态分布．但犨１，犨２均未知，可认为

方差小的精度高．待检假设爣０：犲２
１＞犲２

２，爣１：犲２
１≤犲２

２，是单侧检验．
计算得爳２

１＝６．４７６２，爳２
２＝３．７７７８，用检验统计量爡＝爳２

１燉爳２
２，得

爡＝６．４７６２
３．７７７８＝１．７１４．

查表知爡０．０５（６，９）＝３．３７，经比较知爡＝１．７１４＜爡０．０５（６，９）＝３．３７，
故拒绝爣０，认为仪器Ｂ的精度比仪器Ａ高．
例 对两批同型号的电子元件各抽取６件进行测试，得电阻

（单位：Ω）数据如表 ８．１３所示．设元件的电阻总体分别服从

爫（犨１，犲２
１）和爫（犨２，犲２

２），且相互独立．试在犜＝０．０５下检验两批元件

的电阻有无显著差异．
表．

Ａ批 ０．１４０ ０．１３８ ０．１４３ ０．１４１ ０．１４４ ０．１３７

Ｂ批 ０．１３５ ０．１４０ ０．１４２ ０．１３６ ０．１３８ ０．１４１

解 待检假设爣０：犨１＝犨２．但由于犲２
１，犲２

２未知，考虑方差齐性，
必须先检验犲２

１是否等于犲２
２，故提出假设爣′０：犲２

１＝犲２
２，是双侧检验．

因为
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牨＝０．１４０５， 牪＝０．１３８７， 爳１＝０．００２７， 爳２＝０．００２６，
所以用检验统计量爡＝爳２

１燉爳２
２，得

爡＝０．００２７２

０．００２６２＝１．０７８．

查表知 爡０．０２５（５，５）＝７．１５， 爡０．９７５（５，５）＝ １
爡０．０２５（５，５）＝０．１４，

经比较知０．１４＜爡＝１．０７８＜７．１５，故接受爣′０，认为两批电子元件
总体的方差相等．
由犲２

１＝犲２
２＝犲２但犲２未知的条件，检验两总体均值是否相等，可

采用检验统计量爴；待检假设爣０：犨１＝犨２，是双侧检验．
用检验统计量

爴＝ 燏牀－牁燏

（牕１－１）爳２
１＋（牕２－１）爳２

２

牕１＋牕２槡 －２

· １

１
牕１
＋ １

牕槡 ２

得

燏牠燏＝ ０．１４０５－ ０．１３８７

（６－ １）× ０．００２７２＋ （６－ １）× ０．００２６２

槡 ６＋ ６－ ２

燈 １

１
６＋槡 １

６
＝１．１７６３．
查表知牠０．０２５（１２－２）＝２．２２８１，经比较知燏牠燏＝１．１７６３＜牠０．０２５（１０）＝
２．２２８１，故接受爣０，认为两批元件的电阻无显著差异．
例 某化工厂为了提高一种化工产品的得率（质量分

数，％），采用了两种方案，进行各１０次试验，测得数据如表８．１４所
示．假设得率服从正态分布，试在犜＝０．０５下检验甲方案得率是否
高于乙方案．

表．

甲 ６８．１ ６２．４ ６４．３ ６４．７ ６８．４ ６６．０ ６５．５ ６６．７ ６７．３ ６６．２
乙 ６９．１ ７１．０ ６９．１ ７０．０ ６９．１ ６９．１ ６７．３ ７０．２ ７２．１ ６７．３

解 犨１，犨２，犲２
１，犲２

２均未知，故应先作方差齐性检验．待检假设

爣′０：犲２
１＝犲２

２，是犜＝０．５０下的双侧检验（因为此时不保护原假设爣′０，
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故犜取０．５）．
因为 爳２

１＝３．３５１１， 爳２
２＝２．２２４４， 牕１＝牕２＝１０，

所以用检验统计量爡＝爳２
１燉爳２

２，得

爡＝３．３５１１
２．２２４４＝１．５１．

查表知爡０．２５（９，９）＝０．６２９，爡０．７５（９，９）＝１．５９，经比较知爡０．２５（９，９）

＝０．６２９＜爡＝１．５１＜爡０．７５（９，９）＝１．５９，故接受爣′０，认为两种方案
得率的方差相等．
在犲２

１＝犲２
２＝犲２但犲２未知的条件下，进行两总体均值的假设检

验，待检假设爣０：犨１≥犨２，是犜＝０．０５下的单侧检验．
因为 牨＝６５．９６， 牪＝６９．４３， 牕１＝牕２＝１０，

所以用检验统计量爴，得

牠＝ ６５．９６－６９．４３

（１０－１）×３．３５１１＋（１０－１）×２．２２４４槡 １０＋１０－２

· １

１
１０＋

１槡 １０
＝－４．６４７２．

查表知牠０．９５（１８）＝－１．７３４１，经比较知牠＝－４．６４７２＜牠０．９５（１８）＝
－１．７３４１，故拒绝爣０，认为乙方案比甲方案可明显提高得率．
例 某农业试验站为了研究一种肥料对提高农作物产量的

效果，分别取６块和７块条件相同的小区作对比试验，得数据如表

８．１５所示．设农作物产量服从正态分布，试在犜＝０．１０下检验这种
化肥对提高农作物产量的效果是否显著．

表．

施肥 ３４ ３５ ３２ ３３ ３４ ３０

不施肥 ２９ ２７ ３２ ３１ ２８ ３２ ３１

解 是 犨１，犨２，犲２
１，犲２

２均未知的条件下的假设检验，需先检验

爣′０：犲２
１＝犲２

２，是双侧检验．
因为 牕１＝６， 牕２＝７， 爳２

１＝３．２， 爳２
２＝４，
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所以用统计量爡＝爳２
１燉爳２

２，得

爡＝３．２
４＝０．８．

查表知爡０．０５（５，６）＝４．３９，爡０．９５（５，６）＝ １
爡０．０５（６，５）＝０．２０２，经比较

知爡０．９５（５，６）＝０．２０２＜爡＝０．８＜爡０．０５（５，６）＝４．３９，故接受爣０，认
为两总体的方差相等．
检验假设爣０：犨１≤犨２，是方差未知但相等条件下的单侧检验．
因为牨＝３３，牪＝３０，所以用检验统计量爴，得

牠＝ ３３－３０

（６－１）×３２＋（７－１）×４槡 ６＋７－２

· １

１
６＋槡 １

７

＝２．８２８．

查表知牠０．１０（１１）＝１．３６３，经比较知牠＝２．８２８＞牠０．１０（１１）＝１．３６３，故
拒绝爣０，认为化肥对提高农作物产量的效果是明显的．
例 从某学院学生的经常参加锻炼和不经常参加锻炼的男

生中各随机抽取５０名，测得平均身高（单位：ｃｍ）牨＝１７４．３４，牪＝
１７２．４２．设身高服从正态分布，且已知犲１＝５．３５，犲２＝６．１１．问：经
常参加锻炼的学生是否高于不锻炼的学生（犜＝０．０５）？
解 犲２

１，犲２
２已知，所以不必作方差齐性检验，待检假设爣０：犨１≤

犨２；爣１：犨１＞犨２，是单侧检验．
因为

牨＝１７４．３４， 牪＝１７２．４２， 牕１＝牕２＝５０， 犲１＝５．３５， 犲２＝６．１１，

所以用统计量爺＝ 牀－牁

犲２
１燉牕１＋犲２

２燉牕槡 ２

，得

牣＝１７４．３４－１７２．４２

５．３５２

５０ ＋６．１１２

槡 ５０

＝１．６７．

查表知牂０．９５＝１．６４，经比较知牣＝１．６７＞牂０．９５＝１．６４，故拒绝爣０，认
为经常锻炼的学生高于不经常锻炼的学生．
此例再次说明，方差是否相等很重要．
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第三节 总体分布的假设检验

主 要 内 容

总体分布的假设检验是针对分布本身，而不是针对分布中参

数的检验，又称为非参数检验．

．犻２拟合优度检验法

（１）总体牀只取有限个值的情形 设总体牀是仅取有限个

（牑）值的离散型随机变量，样本为牀１，牀２，…，牀牕，检验假设爣０：总

体牀的分布律为爮｛牀＝牏｝＝爮牏，牏＝１，２，…，牑．
由皮尔逊（Ｋ．Ｐｅａｒｓｏｎ）定理可知：当爣０成立时，如牕→∞时，

近似地有检验量犻２～犻２（牑－１）．
因此，对于给定的显著性水平犜，如果

犻２＝
牑

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
≥犻２

犜（牑－１），

则拒绝爣０，否则接受爣０．
要求牕≥５０，牕牘牏≥５．若牕牘牏＜５，应适当合并事件，使牕牘牏≥５．
这里，频率牊牏燉牕是在牕次试验中，事件爛牏出现的频率．

（２）总体 牀取无限多个值的情形 设总体的分布函数为

爡（牨），牀１，牀２，…，牀牕为来自牀的一个样本，检验假设爣０：爡（牨）＝

爡０（牨）（或牊（牨）＝牊０（牨））．
由 皮尔逊定理可知：当爣０为真时，若牕充分大（牕≥５０），则不

论 总体 牀 属于什么分布，犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
总是近似服从

犻２（牑－牜－１）分布，其中牜是被估计参数的个数．
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因此，在显著性水平犜下，当

犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＞犻２

犜（牑－牜－１）

时，拒绝爣０，否则接受爣０．
当牕牘牏＜５时，应适当合并区间，使牕牘牏≥５．

．秩和检验法

秩和检验法是一种用样本秩代替样本值的检验方法，用来检

验两总体的分布函数是否相同．
设两总体牀和牁的分布函数分别为爡（牨）和爡（牪），牀１，牀２，…，

牀牕１
和牁１，牁２，…，牁牕２

分别是牀和牁的两个相互独立的样本．检验假

设爣０：爡（牨）＝爡（牪）．

（１）将样本观察值按由小到大的次序编号，规定数据的序数牑
为该数的秩．

（２）将分别属于第一总体和第二总体的样本观察值的秩相
加，得到第一样本和第二样本的秩和爲１和爲２．

（３）取容量小的样本的秩和为检验统计量爴．
（４）由样本容量牕１和牕２及检验水平犜，通过秩和检验表（犜＝

０．０５），查出爞１和爞２．
若爞１＜爴＜爞２，则接受爣０；若爴＜爞１或爴＞爞２，则拒绝爣０．
注意，括号内数字为样本容量（牕１，牕２），括号下的两对数字为

临界点（对应不同的犯第一类错误的概率），右边小数为犯第一类
错误的概率．
当牕１，牕２大于１０时，用检验统计量爺，此时

爴～·爫 牕１（牕１＋牕２＋１）
２ ，牕１牕２（牕１＋牕２＋１）槏 槕１２ ，

统计量为

爺＝ 爴－牕１（牕１＋牕２＋１）燉２

牕１牕２（牕１＋牕２槡 ＋１）燉１２
～爫（０，１）．
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疑 难 解 析

．犻２拟合优度检验法的基本思想是什么？
答 犻２拟合优度检验法的基本思想是：将随机试验的可能结

果的全体犓，分为牑个互不相容的事件爛１，爛２，…，爛牑，使
牑

牏＝１
爛牑＝犓，

爛牏爛牐＝，牏≠牐（牏，牐＝１，２，…，牑）．在假设 爣０下，计算概率 牘牏＝

爮（爛牏）（或者用极大似然估计法估计牘牏）．在牕次试验中，统计事件

爛牏出现的频率，比较频率牊牏燉牕与概率牘牏（或牘牏）．在爣０为真，且试验
次数很大时，频率与概率的差异应很小．由此提出检验统计量

犻２＝
牑

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
或犻２＝

牑

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘槏 槕牏

检验假设爣０．
一般要求牕≥５０．
．怎样确定犻２拟合优度检验中的爡０（牨）？还应注意哪些问题？
答 爡０（牨）可由总体的具体情形初步确定，然后用极大似然

估计法估计参数的值，用估计值代替参数值．具体的做法是：将区
间（－∞，＋∞）分成牑个互不相交的区间（－∞，牃１］，（牃１，牃２］，…，
（牃牑－１，＋∞］（一般可取牑＝５～１０）；再求出落在第牏个小区间内的
样本值个数牊牏 （牏＝１，２，…，牑），得到频率牊牏燉牕，记牃０＝－∞，牃牑＝
＋∞；然后令牘牏＝爡（牃牏）－爡（牃牏－１），牏＝１，…，牑，用犻２统计量检验．
还应注意的是：（１）若总体分布含有牜个未知参数，则临界值

由犻２（牑－牜－１）确定；（２）将（－∞，＋∞）分为牑个区间的分法是任
意的，但一般取牑＝５～１０．当分布是对称时，区间也最好取为对称
的；（３）牕应当较大（牕≥０），则临界域的结论较可靠．

．秩和检验的基本思想是什么？
答 秩和检验法的基本思想是：取样本容量小的秩和作为统计

量爴，根据统计量的值来求检验问题的拒绝域．威尔·柯克逊认为，
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两个样本秩和总和爲１＋爲２＝ １
２（牕１＋牕２）（牕１＋牕２＋１）．当爣０成立

时，可以认为两独立样本实际上来自同一总体，因此牀牏和牁牏的值出

现在排列的每一位置上的可能性相同．故样本容量小的样本的各元
素应分散在排列中，集中在排列前边或后面的可能性很小，所以秩
和爴的值不应太大或太小．于是当爴较大或较小时，拒绝爣０．

方法、技巧与典型例题分析

一、犻２拟合优度检验法

犻２拟合优度检验法检验总体分布，要初步提出一个关于总体
的假设，这一假设大多利用极大似然估计法作出，但也可以借助图
形（如直方图上端连线）确定，方法较多．读者应多看一些参考书
籍，提高自己的能力．
例 一枚骰子掷了１００次，得结果如表８．１６所示，在犜＝０．０５

下，检验这枚骰子是否均匀．
表．

点 数 １ ２ ３ ４ ５ ６

频数牊牏 １３ １４ ２０ １７ １５ ２１

解 用牀表示骰子掷出的点数，爮｛牀＝牏｝＝牘牏，牏＝１，２，…，６．
如果骰子是均匀的，则牘牏＝１燉６，牏＝１，２，…，６．待检假设

爣０：牘牏＝１燉６．

计算检验统计量犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
的值，得

犻２＝ １３－１００槏 槕６

２

＋ １４－１００槏 槕６

２

＋ ２０－１００槏 槕６［
２

＋ １７－１００槏 槕６

２

＋ １５－１００槏 槕６

２

＋ ２１－１００槏 槕６ ］
２

÷１００
６

＝３．２．
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查表知 犻２
０．０５（６－１）＝１１．０７１，经比较知 犻２＝３．２＜犻２

０．０５（５）＝
１１．０７１，故接受爣０，认为骰子是均匀的．
例 某厂近年来发生了６３次事故，按星期几统计如表８．１７

所示，问：事故的发生是否与星期几有关（犜＝０．０５）？
表．

星 期 一 二 三 四 五 六

频数牊牏 ９ １０ １１ ８ １３ １２

解 设牀为事故发生在星期牏，牏＝１，２，…，６，爮｛牀＝牏｝＝牘牏．
若事故的发生与星期几无关，则牘牏＝１燉６，牏＝１，２，…，６．待检假设

爣０：牘牏＝１燉６．

计算检验统计量犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
的值，得

犻２＝ ９－ ６３槏 槕６

２

＋ １０－ ６３槏 槕６

２

＋ １１－ ６３槏 槕６［
２

＋ ８－ ６３槏 槕６

２

＋ １３－ ６３槏 槕６

２

＋ １２－ ６３槏 槕６ ］
２

÷ ６３
６

＝１．６７．
查表知犻２

０．０５（５）＝１１．０７，经比较知犻２＝１．６７＜犻２
０．０５（５）＝１１．０７，故

接受爣０，认为事故的发生与星期几没有关系．
例 孟德尔（Ｍｅｎｄｅｌ）在豌豆试验中对１０棵豌豆株统计了黄

色豌豆与青色豌豆颗数，得：黄色豌豆３５５，青色豌豆１２３．孟德尔的
理论认为，青、黄豌豆比为１∶３．试在犜＝０．０５下检验这一假设．
解 设爮｛黄｝＝３燉４，爮｛青｝＝１燉４．待检假设爣０：爮（黄）＝３燉４，

爮｛青｝＝１燉４．

计算检验统计量犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
的值，得

犻２＝（３５５－４７８×３燉４）２

４７８×３燉４ ＋（１２３－４７８×１燉４）２

４７８×１燉４ ＝０．１３６７．

查表知犻２
０．０５（１）＝３．８４１，经比较知犻２＝０．１３６７＜犻２

０．０５（１）＝３．８４１，
故接受爣０，认为青、黄豌豆比为１∶３．
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例 某船厂的历史资料显示，生产的农用船销往Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、
Ｅ地区的比例为２０％，２８％，８％，１２％，３２％．在今年生产的农用船
中观察了５００艘，发现销往上述地区的分别为１２０，１２３，４３，６６，１４８
艘，试在犜＝０．０５下检验销售比例是否改变．
解 设牀为销往五个地区事件，则农用船销往不同地区的概

率如表８．１８所示，待检假设爣０：爮｛牀＝牏｝＝牘牏．
表．

牀 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ

牘牏 ０．２０ ０．２８ ０．０８ ０．１２ ０．３２

计算检验统计量犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
的值，得

犻２＝（１２０－５００×０．２）２

５００×０．２ ＋（１２３－５００×０．２８）２

５００×０．２８

＋（４３－５００×０．０８）２

５００×０．０８ ＋（６６－５００×０．１２）２

５００×０．１２

＋（１４８－５００×０．３２）２

５００×０．３２
＝７．７８９．

查表知犻２
０．０５（４）＝９．４８８，经比较知犻２＝７．７８９＜犻２

０．０５（４）＝９．４８８，故
接受爣０，认为销售比例与历年无显著变化．
例 从总体牀中抽取一个容量为８０的样本，得频数分布如

下表８．１９所示，试在犜＝０．０２５下检验爣０：牀的概率密度

牊（牨）＝
２牨， ０＜牨＜１，
０． 其它｛ ．
表．

区间 ０，槏 ］１
４

１
４，槏 ］１

２
１
２，槏 ］３

４
３
４槏 ］，１

频数 ６ １８ ２０ ３６
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解 因为

牘牏＝爮 牏－１
４ ＜牀≤ 牏｛ ｝４ ＝∫

牏燉４

（牏－１）燉４
２牨ｄ牨＝牏２－（牏－１）２

１６ ，

牏＝１，２，３，４，

待检假设 爣０：牀～牊（牨）＝
２牨， ０＜牨＜１，
０， 其它｛ ．

列计算表如表８．２０所示．算得

犻２＝∑
４

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝１．８３．

表．

牏 区间 牊牏 牘牏 牕牘牏 牊牏－牕牘牏 （牊牏－牕牘牏）２燉牕牘牏

１ ０，槏 ］１
４ ６ ０．０６２５ ５ １ ０．２０

２ １
４，槏 ］１

２ １８ ０．１８７５ １５ ３ ０．６０

３ １
２，槏 ］３

４ ２０ ０．３１２５ ２５ －５ １．００

４ ３
４槏 ］，１ ３６ ０．４３７５ ３５ １ ０．０３

查表知犻２
０．０２５（３）＝９．３４８，经比较知

犻２＝１．８３＜犻２
０．０２５（３）＝９．３４８，

故接受爣０，认为牀的概率密度为

牊（牨）＝
２牨， ０＜牨＜１，
０， 其它｛ ．

例 考察某地区１１０ｋＶ电网在某天内电压的波动情况，记
录了当天的１００个电压数据（单位：ｋＶ），经分组整理后如表８．２１
所 示，且得牨＝１０９．５２，爳＝１．８８．试问：该电网电压是否服从正态
分布（犜＝０．０５）？
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表




．




区间 频数 区间 频数




（－∞，１０６．５５］ ６ （１０９．５５，１１０．５５］ ２３




（１０６．５５，１０７．５５］ ８ （１１０．５５，１１１．５５］ １５




（１０７．５５，１０８．５５］ １３ （１１１．５５，１１２．５５］ ９

（１０８．５５，１０９．５５］ ２１ （１１２．５５，＋∞］ ５

解 依题意，待检假设爣０：牀～爫（犨，犲２）．参数犨，犲２未知，由极

大似然估计法，有犨＝牀＝１０９．５２，犲２≈爳２＝１．８８２，用估计值代替参
数，所以待检假设爣０：牀～爫（１０９．５２，１．８８２）．由

牘牏＝爮｛牃牏－１＜牀≤牃牏｝＝犎
牃牏－牀

犲槏 槕牏
－犎

牃牏－１－牀

犲槏 槕牏

（牏＝１，２，…，８；牃０＝－∞，牃８＝＋∞），
将计算结果列于表８．２２中．算得

犻２＝
８

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝０．９３７．

表．

牏 牊牏 牘牏 牕牘牏 （牊牏－牕牘牏）２ （牊牏－牕牘牏）２燉牕牘牏

１ ６ ０．０５７ ５．７ ０．０９ ０．０１６

２ ８ ０．８９９ ８．９９ ０．９８ ０．１０９

３ １３ ０．１５４６ １５．４６ ６．０５ ０．３９１

４ ２１ ０．２０４５ ２０．４５ ０．３０３ ０．０１５

５ ２３ ０．２０２８ ２０．２８ ７．３９８ ０．３６５

６ １５ ０．１５１１ １５．１１ ０．０１２ ０．００１

７ ９ ０．０８６４ ８．６４ ０．１３０ ０．０１５

８ ５ ０．０５３７ ５．３７ ０．１３７ ０．０２５
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因为牑＝８，牜＝２，牑－牜－１＝５，查表知犻２
０．０５（５）＝１１．０７１，经比较

知犻２＝０．９３７＜犻２
０．０５（５）＝１１．０７１，故接受爣０，认为该日电网电压服

从正态分布爫（１０９．５２，１．８８２）．
例 为了考察某传呼台在中午１２时至１３时电话呼错的次

数，统计了２００ｄ的记录如表８．２３所示，问：在显著性水平犜＝０．２５
下，能否认为总体服从泊松分布？

表．

呼错次数 ０ １ ２ ３ ４

频数牊牏 １０９ ６５ ２２ ３ １

解 待检假设爣０：牀～犮（犧）（犧＞０）．
用极大似然法估计 犧


＝牀，计算估计值，得

犧

＝牨＝ １

２００（０×１０９＋１×６５＋２×２２＋３×３＋４×１）＝０．６１．

由牀～犮（０．６１），得

牘０＝ｅ－０．６１０．６１０

０！ ＝０．５４３， 牘１＝０．３３１，

牘２＝０．１０１， 牘３＝０．０２１， 牘４＝０．００４．
又牕牘４＝０．８＜５，与牘３合并，得到如表８．２４所示结果．算得

犻２＝
牕

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝０．３８４．

表．

牨牏 牊牏 牘牏 牕牘牏 （牊牏－牕牘牏）２ （牊牏－牕牘牏）２燉牕牘牏

０ １０９ ０．５４３ １０８．６ ０．１６ ０．００１４７

１ ６５ ０．３３１ ６６．２ １．４４ ０．０２１７５

２ ２２ ０．１０１ ２０．２ ３．２４ ０．１６０３９

３

４

３

１

０．０２１｝０．００４
５ １ ０．２

查表知犻２
０．２５（４－１－１）＝犻２

０．２５（２）＝２．７７３，经比较知 犻２＝０．３８４＜
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犻２
０．２５（２）＝２．７７３，故接受爣０，认为传呼台呼错次数服从泊松分布．
例 每次检查产品时，都抽取１０件产品来检查．统计１００次

的检查结果，得到每１０件产品中次品数的分布如表８．２５所示，试
用 犻２拟合优度检验法检验次品数总体 牀服从二项分布（犜＝
０．０５）？

表．

次品数牨牏 ０ １ ２ ３ ４ ５ ≥６

频数牊牏 ３２ ４５ １７ ４ １ １ ０

解 待检假设牀～爜（牕，牘）．由极大似然估计法，牘＝牨燉牕．经计
算，得

牘＝ １
１００×１０（４５＋２×１７＋３×４＋４×１＋５×１）＝ １

１０，

故待检假设爣０：牀～爜（１０，１燉１０）．
爮｛牀＝牏｝＝爞牏

１０×（１燉１０）牏×（９燉１０）１０－牏，牏＝１，２，…，１０．
为了使牕牘牏≥５，将牨牏＝３，４，５合并，于是牑＝４，牜＝１．计算犻２的观察

值（计算数据不再列出），得

犻２＝
３

牏＝０

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝１．６９．

查表知 犻２
０．０５（４－１－１）＝５．９９，经比较知 犻２＝１．６９＜犻２

０．０５（２）＝
５．９９，故接受 爣０，认为 １０件产品中的次品数服从二项分布

爜（１０，１燉１０）．
例 在π＝３．１４１５９…的前８００位小数中各数字出现的次数

如表８．２６所示，试用犻２拟合优度检验法检验各数字的分布是否服

从均匀分布（犜＝０．０５）．
表．

数 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

频数 ７４ ９２ ８３ ７９ ８０ ７３ ９９ ７５ ７６ ９１

解 以 牀记 π的小数部分出现的数字，爮｛牀＝牏｝＝牘牏，牏＝
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０，１，…，９．若牀服从均匀分布，则牘牏＝１燉１０，故待检假设

爣０：牘牏＝１燉１０， 牏＝０，１，…，９．
列出计算结果如表８．２７所示．算得

犻２＝
９

牏＝０

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝５．１２５．

表．

牏 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

牊牏 ７４ ９２ ８３ ７９ ８０ ７３ ９９ ７５ ７６ ９１

燏牊牏－牕牘牏燏 ６ １２ ８ １ ０ ７ ３ ５ ４ １１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
０．４５ １．８０ ０．１１２５ ０．０１２５ ０ ０．６１２５ ０．１１２５ ０．３１２５ ０．２０ １．５１２５

查表知 犻２
０．０５（１０－１）＝１６．９１９，经比较知 犻２＝５．１２５＜犻２

０．０５（９）＝
１６．９１９，故接受爣０，认为π的小数部分各数字的分布服从均匀分
布．
例 某运动员用手枪对１００个靶各射击１０发子弹，记录射

击的结果如表８．２８所示，试用犻２拟合优度检验法检验射击结果是

否服从二项分布（犜＝０．０５）．
表．

命中枪数 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

靶 数 ０ ２ ４ １０ ２２ ２６ １８ １２ ４ ２ ０

解 设射击命中枪数牀～爜（牕，牘），分布律

牘牕（牑）＝爞牑
牕牘牑（１－牘）牕－牑，牑＝０，１，…，１０．

由极大似然估计法，牘＝牀燉牕＝５燉１０＝０．５．因为牕牘牏应不小于

５，将０，１，２和８，９，１０合并，因而有爫＝６．列出计算结果如表８．２９
所示．算得

犻２＝
７

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝０．８７９．
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表．

爫 牨牏 牊牏 牘牏 牕牘牏 牊牏－牕牘牏 （牊牏－牕牘牏）２燉牕牘牏

１ ０，１，２ ６ ５６×槏 槕１
２

１０

５．５ ０．５ ０．０４５

２ ３ １０ １２０×槏 槕１
２

１０

１１．７ －１．７ ０．２４７

３ ４ ２２ ２１０×槏 槕１
２

１０

２０．５ １．５ ０．１１０

４ ５ ２６ ２５２×槏 槕１
２

１０

２４．６ １．４ ０．０８０

５ ６ １８ ２１０×槏 槕１
２

１０

２０．５ －２．５ ０．３０５

６ ７ １２ １２０×槏 槕１
２

１０

１１．７ ０．３ ０．００８

７ ８，９，１０ ６ ５６×槏 槕１
２

１０

５．５ ０．５ ０．０８４

查表知犻２
０．０５（７－１－１）＝１１．０７１，经比较知犻２＝０．８７９＜犻２

０．０５（５）＝
１１．０７１，故接受爣０，认为该运动员射击命中枪数服从二项分布．
例 在一批灯泡中做寿命试验，其结果如表８．３０所示．在犜

＝０．０５下，待检假设爣０，灯泡寿命服从指数分布

牊（牠）＝
０．００５ｅ－０．００５牠， 牠≥０，｛ ０， 牠＜０．
表．

寿命牠 ［０，１００） ［１００，２００） ［２００，３００） ［３００，＋∞）

个 数 １２１ ７８ ４３ ５８

解 待检假设爣０：牀～牊（牨）．
当爣０为真时，可算得

牘牏＝∫
牃

牃牏－１
牊（牠）ｄ牠，牏＝１，２，３， 牘４＝１－

３

牏＝１
牘牏．

查表知 犻２
０．０５（４－１）＝犻２

０．０５（３）＝７．８１５．
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因为

牕＝３００， 牘１＝０．３９４， 牘２＝０．２３９， 牘３＝０．１４５， 牘４＝０．２２２，
列犻２检验计算结果如表８．３１所示，算得

犻２＝
４

牏＝１

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝１．７５４．

表．

区 间 牊牏 牘牏 牕牘牏 牊牏－牕牘牏 （牊牏－牕牘牏）２燉牕牘牏

［０，１００） １２１ ０．３９４ １１８．２ ２．８ ０．０６６３

［１００，２００） ７８ ０．２３９ ７１．６ ６．４ ０．５７３

［２００，３００） ４３ ０．１４５ ４３．４ －０．４ ０．００４

［３００，＋∞） ５８ ０．２２２ ６６．６ －８．６ １．１１１

经比较知犻２＝１．７５４＜犻２
０．０５（３）＝７．８１５，故接受爣０，认为灯泡寿命

服从指数分布．
例 袋中装有８个球，其中红球数未知，在其中任取３个，记

录红球的个数牨，然后放回，再任取３个，记录红球的个数然后放
回．如此重复进行了１１２次，其结果如表８．３２所示，试在犜＝０．０５
下检验假设爣０：牨服从超几何分布．即待检假设

爣０：爮｛牨＝牑｝＝
爞牑

５爞３－牑
３

爞３
８

，牑＝０，１，２，３，

红球的个数为５．
表．

红球个数 ０ １ ２ ３

次 数 １ ３１ ５５ ２９

解 待检假设

爣０：爮｛牨＝牑｝＝
爞牑

５爞３－牑
３

爞３
８

，牑＝０，１，２，３，
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作估计 牘牏＝
爞牏

５爞３－牏
３

爞３
８

，牏＝０，１，２，３，

得 牘０＝０．０６６， 牘１＝０．２６７８， 牘２＝０．５３７１， 牘３＝０．１７８５．
列犻２检验量计算表如表８．３３所示，算得

犻２＝
３

牏＝０

（牊牏－牕牘牏）２

牕牘牏
＝１．６６７．

查表知 犻２
０．０５（３－１）＝５．９９１，经比较知 犻２＝１．６６７＜犻２

０．０５（２）＝
５．９９１，故接受爣０，认为红球个数为５．

表．

牨牏 牊牏 牘牏 牕牘牏 牊牏－牕牘牏 （牊牏－牕牘牏）２燉牕牘牏

０

１

１

３１

０．０１６６

０．２６７８

２

３｝０ ０ ０

２ ５５ ０．５３７１ ６０ －５ ０．４１６７
３ ２９ ０．１７８５ ２０ ５ １．２５

二、秩和检验法
秩和检验要注意的是，一定要分清哪类样本容量小，计算其

秩．其次，在两组临界值中，通常取犯第一类错误概率较小的一组．
例 对染料的某种成分进行了两次测定，分别测试了８瓶

和６瓶样本，得数据如表８．３４所示，问：这两次测定有无显著差异

（犜＝０．０５）？
表．

第一次 ２．３６ ３．１４ ７．５２ ３．４８ ２．７６ ５．４３ ６．５４ ７．４１

第二次 ４．３８ ４．２５ ６．５４ ３．２８ ７．２１ ６．５４

解 待检假设爣０：爡１（牨）＝爡２（牨）．
将样本值按由小到大的次序排列，确定每个样本值的秩．因第

二次样本容量较小，计算其秩．将表８．３５中有下画线数据的秩（属
于第二个样本）相加（相同的值，取秩的平均值），得第二样本的秩
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和

爴＝４＋６＋７＋１０＋１０＋１２＝４９．
由 犜＝０．０５，牕１＝８，牕２＝６，查秩和检验表，得爴１＝２９，爴２＝６１．显然

２９＜４９＜６１，故接受爣０，认为两次测定无显著差异．
表．

数据 ２．３６ ２．７６ ３．１４ ３．２８ ３．４８ ４．２５ ４．３８
秩


１ ２ ３ ４ ５ ６ ７

数据 ５．４３ ６．５４ ６．５４ ６．５４ ７．２１ ７．４１ ７．５２
秩 ８ １０ １０ １０ １２ １３ １４

注意，当牕１，牕２大于１０时，不能在表上查出．此时可用爺检验

法，因为爴～爫 牕１

２（牕１＋牕２＋１），牕１牕２

１２（牕１＋牕２槏 槕＋１），所以其检验统

计量为

爺＝ 爴－牕１（牕１＋牕２＋１）燉２

牕１牕２（牕１＋牕２槡 ＋１）燉１２
～爫（０，１），

拒绝域为 燏牣燏＞牂犜燉２．

本例中，牣＝４９－４５
７．７５＝０．５２＜牂０．０２５＝１．９６，所以接受爣０，可见

与秩和检验结论一致．
例 某药厂生产了一种新药，经过某医院临床试验，对服用

此药的５个病人和不服用此药的４个病人进行跟踪调查，得到病人
存活时间（单位：年）如表８．３６所示，试确定此药是否对疾病有抑
制作用（犜＝０．０５）．

表．

服 药 ３ ４．２ ３．９ ５．１ ４．４

不服药 ２．２ ０．８ ０．８ １．３

解 设总体牀和牁分别为服药与不服药病人存活时间，待检
假设爣０：犨１＝犨２，爣１：犨１＞犨２．
将数据按大小排列（见表８．３７），并取秩求秩和．由表８．３６算
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得秩和爴＝１０，查表知爴１＝１２．显然，１０＜１２，故拒绝爣０，认为此药
确有抑制作用（存活时间犨１＞犨２）．

表．

数据 ０．８ ０．８ １．３ ２．２ ３ ３．９ ４．２ ４．４ ５．１

秩 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

例 表８．３８给出了两个地区成年居民血液中胆固醇含量
的数据，试用秩和检验法检验两地区成年居民中血液胆固醇含量
是否有显著差别（犜＝０．０５）．

表．

地区一 ４０３ ２４４ ２５３ ２３５ ３１９ ２６０

地区二 ４０３ ３１１ ２６９ ３３６ ２５９

解 设总体牀，牁分别表示地区一、地区二居民血液中胆固醇
含量指标，待检假设爣０：犨１＝犨２．
将数据按大小排列（见表８．３９），取秩，求秩和．算得

爴＝４＋６＋７＋９＋１０．５＝３６．５．
表．

数据 ２３５ ２４４ ２５３ ２５９ ２６０ ２６９ ３１１ ３１９ ３３６ ４０３ ４０３

秩 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０．５１０．５

查表知爴１＝２０，爴２＝４０．显然，２０＜３６．５＜４０，故接受爣０，认为两地
区居民血液中胆固醇含量指标无显著差异．
例 为了解甲、乙两班工人的劳动生产率，通过随机抽样取

得，如表８．４０所示，试在犜＝０．０５下，检验甲、乙两班工人劳动生产
率是否有显著差异．

表．

甲班 ２８ ３３ ３９ ４０ ４１ ４２ ４５ ４６ ４７
乙班 ３４ ４０ ４１ ４２ ４３ ４４ ４６ ４８ ４９ ５２
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解 设总体牀与牁分别表示甲、乙两班工人的劳动生产率指
标，待检假设爣０：犨１＝犨２．
将数据按大小排列（见表８．４１），取秩，求秩和．算得

爴＝１＋２＋４＋５．５＋７．５＋９．５＋１３＋１４．５＋１６＝７３，
表．

甲 ２８ ３３ ３９ ４０ ４１ ４２ ４５ ４６ ４７
乙 ３４ ４０ ４１ ４２ ４３ ４４ ４６ ４８ ４９ ５２
秩 １ ２ ３ ４ ５．５７．５９．５ １１ １２ １３１４．５１６ １７ １８ １９

查表知（牕１，牕２）＝（９，１０），得（爴１，爴２）＝（６９，１１１）．显然 ６９＜７３＜
１１１，故接受爣０，认为甲、乙两班工人劳动生产率指标没有显著差
异．
例 分别从两个球队中抽查了部分队员行李的重量（单位：

ｋｇ），得数据如表８．４２所示．设两样本独立，且１队、２队队员行李
重量总体的密度至多差一个平移．记两总体的均值分别为犨１，犨２，
试检验假设（犜＝０．０５）爣０：犨１＝犨２，爣１：犨１＜犨２．

表．

１队 ３４ ３９ ４１ ２８ ３３

２队 ３６ ４０ ３５ ３１ ３９ ３６

解 待检假设爣０：犨１＝犨２，爣１：犨１＜犨２．
将数据按大小排列（见表８．４３），取秩，求秩和．算得

爴＝１＋３＋４＋８．５＋１１＝２７．５．
表．

数据 ２８ ３１ ３３ ３４ ３５ ３６ ３６ ３９ ３９ ４０ ４１

秩 １ ２ ３ ４ ５ ６．５６．５８．５８．５ １０ １１

（牕１，牕２）＝（５，６），查表知（爴１，爴２）＝（２０，４０）．显然，２０＜２７．５＜４０，
故接受爣０，认为两队队员行李重量没有显著差异．
例 Ａ、Ｂ两机床生产同一种零件，测得长度（单位：ｍｍ）如
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表８．４４所示，试用秩和检验法检验两机床生产的零件的长度有无
显著差异（犜＝０．０５）．

表．

Ａ ２０．５４２７．３３２９．１６２１．３４２４．４１２０．９８２９．９５１７．３８２１．７４３１．７２
Ｂ ２６．２７２５．０９２１．８５２３．３９１８．４１２２．６０２４．６４１３．６２１１．８４１２．７７

解 设Ａ、Ｂ两机床生产的零件总体分别为牀和牁．待检假设

爣０：犨１＝犨２．
将数据分别按大小排列（见表８．４５），取秩，求秩和．

表．

Ａ １７．３８ ２０．５４ ２０．９８ ２１．３４ ２１．７４

Ｂ １１．８４ １２．２７ １３．６２ １８．４１ ２１．８５
秩


１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

Ａ ２４．４１ ２７．３３ ２９．１６ ２９．９５ ３１．７２

Ｂ ２２．６０ ２３．３９ ２４．６４ ２５．０９ ２６．２７
秩 １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

牕１＝牕２＝１０，可任取Ａ、Ｂ为样本，不妨选Ａ，则秩和爴＝１２１．又

（牕１，牕２）＝（１０，１０），查表知（爴１，爴２）＝（８３，１２７）．显然，８３＜１２１＜
１２７，故接受爣０，认为两机床生产的零件长度无显著差异．
例 为了解甲、乙两厂产品的质量，对其平均质量指标进行

了抽样检测，抽得甲厂（指标犨１）样品１５０个，乙厂（指标犨２）样品１３０
个，算出乙厂秩和爴＝２０３０６．在犜＝０．０５下，试检验假设爣０：犨１＝
犨２，爣１：犨１≠犨２．
解 牕１＝１５０，牕２＝１３０，爴＝２０３０６．牕１，牕２很大，不能查表．用检

验统计量（见例１３）

爺 槡＝ ３［２爴－牕１（牕１＋牕２＋１）］ 牕１牕２（牕１＋牕２槡 ＋１）

得 牣 槡 槡＝ ３（４０６１２－１３０×２８１） １５０×１３０×２８１＝３．０２１４．
而查表知牂０．０２５＝１．９６，经比较知３．０２１４＞１．９６，故拒绝爣０，认为

犨１＜犨２．
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例 表８．４６给出Ａ、Ｂ两种型号的计算器充电后所能使用
的时间（单位：ｈ）．设两样本独立，且数据所属总体的密度至多差
一个平移，试问：能否认为Ａ型计算器充电后使用时间比Ｂ型的计
算器长（犜＝０．０１）？

表．

Ａ ５．５ ５．６ ６．３ ４．６ ５．３ ５．０ ６．２ ５．８ ５．１ ５．２ ５．９

Ｂ ３．８ ４．３ ４．２ ４．０ ４．９ ４．５ ５．２ ４．８ ４．５ ３．９ ３．７ ４．６

解 待检假设

爣０：犨爛＝犨爜， 爣１：犨爛＞犨爜．
将数据分别按大小排列（见表８．４７），取秩，求秩和．算得

爴＝９．５＋１３＋１４＋１５．５＋１７＋１８＋１９＋２０＋２１＋２２＋２３＝１９２．
表．

数据 ３．７ ３．８ ３．９ ４．０ ４．２ ４．３ ４．５ ４．５ ４．６ ４．６ ４．８ ４．９
秩


１ ２ ３ ４ ５ ６ ７．５ ７．５ ９．５ ９．５ １１ １２

数据 ５．０ ５．１ ５．２ ５．２ ５．３ ５．５ ５．６ ５．８ ５．９ ６．２ ６．３
秩 １３ １４ １５．５ １５．５ １７ １８ １９ ２０ ２１ ２２ ２３

又 牕１（牕１＋牕２＋１）燉２＝１３２， 牕１牕２（牕１＋牕２＋１）燉１２＝２６４．
计算检验统计量爺的值（因牕１，牕２＞１０），得

牣＝１９２－１３２
槡２６４

＝３．６９．

查表知牂０．０１＝２．３３，经比较知牣＝３．６９＞牂０．０１＝２．３３，故拒绝爣０，认
为Ａ型计算器充电后使用时间比Ｂ型计算器使用时间长．

硕士研究生入学试题分析

一、本章考试要求

．理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的基本步骤，
了解假设检验可能产生的两类错误．
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．掌握单个及两个正态总体的均值和方差的假设检验．
二、本章的重点内容
假设检验（单个或两个正态总体的均值和方差），确定检验统

计量并进行假设检验．
．设牀１，牀２，…，牀牕是来自正态总体爫（犨，犲２）的简单随机样

本，其中参数犨和犲２未知．记牀＝ １
牕

牕

牏＝１
牀牏，爯２＝

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２，则假

设爣０：犨＝０的爴检验使用统计量 ． （１９９５年四）
解 爴＝（牀－犨）燉（爳槡燉 牕），化为

爴＝ 牨

槡爳燉 牕
＝牨槡牕 

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２槡 燉（牕－１）

＝牨槡牕（牕－１） 
牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２＝牨槡牕（牕－１）燉爯．

．设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取３６
位考生的成绩，算得平均成绩为６６．５分，标准差为１５分．问：在显
著性水平０．０５下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为

７０分？并给出检验过程．表８．４８是牠分布表爮｛牠（牕）≤牠牘（牕）｝＝牘．
表．

牕
牠牘（牕） 牘 ０．９５ ０．９７５

３５ １．６８９６ ２．０３０１
３６ １．６８８３ ２．０２８１

（１９９８年一）
解 设考生成绩牀～爫（犨，犲２），样本容量牕＝３６，牨＝６６．５，爳＝

１５，待检假设爣０：犨＝７０．
因为犲２未知，检验犨用爴检验法，得

燏牠燏＝燏牨 槡－７０燏× 牕燉爳＝燏６６．５－７０燏×６燉１５＝１．４．
查表知 牠０．０２５（３６－１）＝牠０．０２５（３５）＝２．０３０１，经比较知燏牠燏＝１．４＜
牠０．０２５（３５）＝２．０３０１，故接受爣０，认为平均成绩是７０分．
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第九章 方差分析与回归分析

第一节 方 差 分 析

主 要 内 容

方差分析（ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｖａｒｉａｎｃｅ）是对试验的结果进行分析，鉴
别不同因素对试验结果影响大小的一种有效方法，是英国统计学
家费舍尔（Ｒ．Ａ．Ｆｉｓｈｅｒ）最先提出并使用的．
一、单因素试验的方差分析
影响试验指标的条件称为试验的因素，只有一个因素在改变

的试验称为单因素试验．
因素所处的状态称为因素的水平．设试验的因素有牞个水平

爛１，爛２，…，爛牞，在各个水平爛牐 （牐＝１，２，…，牞）下的样本牨１牐，牨２牐，…，
牨牕牐来自正态总体牀～爫（犨牐，犲２），且相互独立，其中犨牐，犲２未知．在正
态总体和方差齐性（犲２相同）前提下，提出待检假设

爣０： 犨１＝…＝犨牞＝犨０， 爣１：犨牏不全相等．
样本观察值如表９．１所示．
记牨牏牐为第牐个水平下第牏次试验的结果．

牕＝牕１＋牕２＋…＋牕牞，

表中 牨·牐＝ １
牕牐

牕牐

牏＝１
牨牏牐 （牐＝１，２，…，牞），

爴·牐＝
牕牐

牏＝１
牨牏牐＝牕牐牨·牐 （牐＝１，２，…，牞），
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表．

观察值

水 平
爛１ 爛２ … 爛牞

牨１１ 牨１２ … 牨１牞

牨２１ 牨２２ … 牨２牞

  

牨牕１１ 牨牕２２ … 牨牕牞牞

样本总和 爴·１ 爴·２ … 爴·牞

样本均值 牨·１ 牨·２ … 牨·牞

总体均值 犨１ 犨２ … 犨牞

牨＝ １
牕

牞

牐＝１


牐

牏＝１
牨牏牐，称为数据总平均．

爴＝
牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
牨牏牐＝牕牨，犨＝ １

牕
牞

牐＝１
牕牐犨牐，称为总平均．

爳爴＝
牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
（牨牏牐－牨）２称为总变差平方和．

爳爛＝
牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
（牨·牐－牨）２＝

牞

牐＝１
牕牐（牨·牐－牨）２称为效应平方和．

爳爠＝
牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
（牨牏牐－牨·牐）２称为误差平方和．

存在关系 爳爴＝爳爛＋爳爠．

由于 爳爴

犲２～犻２（牕－１）， 爳爠

犲２～犻２（牕－牞），
爳爛

犲２～犻２（牞－１），

爠（爳爠）＝（牕－牞）犲２， 爠（爳爛）＝（牞－１）犲２．

爳爛与爳爠相互独立．选择统计量

爡＝
爳爛燉（牞－１）
爳爠燉（牕－牞）～爡（牞－１，牕－牞）．

检验的拒绝域为爡≥爡犜（牞－１，牕－牞）（犜为显著性水平）．
单因素试验方差分析表（见表９．２）反映了方差分析的结果．
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表．

方差来源 平方和 自由度 均 方 爡比 结 论

因素爛 爳爛 牞－１ 爳爛＝爳爛燉（牞－１） 爡＝爳爛燉爳爠

误差 爳爠 牕－牞 爳爠＝爳爠（牕－牞）
总和 爳爴 牕－１

二、双因素试验的方差分析
有两个因素爛，爜作用于试验的某一指标．因素爛有牜个水平

爛１，爛２，…，爛牜，因素爜有牞个水平爜１，爜２，…，爜牞，对因素爛，爜的水平
的每对组合（爛牏，爜牐），牏＝１，２，…，牜且牐＝１，２，…，牞做试验．按试验
次数分为无重复试验和等重复试验．

．双因素无重复试验的方差分析
对因素爛，爜的水平的每对组合（爛牏，爜牐）只做一次试验的方差

分析称双因素无重复试验的方差分析．将试验数据列于表９．３．
表．

因素爛

因素爜 爜１ 爜２ … 爜牞 牨牏·

爛１ 牨１１ 牨１２ … 牨１牞 牨１·

爛２ 牨２１ 牨２２ … 牨２牞 牨２·

    
爛牜 牨牜１ 牨牜２ … 牨牜牞 牨牜·

牨·牐 牨·１ 牨·２ … 牨·牞 牨

设牨牏牐～爫（犨牏牐，犲２），是从正态总体爫（犨牏牐，犲２）中抽得的容量为１
的样本，且相互独立．其中

犨牏牐＝犨＋犜牏＋犝牐，牏＝１，２，…，牜且牐＝１，２，…，牞，


牜

牏＝１
犜牏＝０， 

牞

牐＝１
犝牐＝０．

犜牏称为因素爛在水平爛牏的效应，犝牐称为因素爜在水平爜牐的效应．
作假设爣０１：犜１＝犜２＝…＝犜牜＝０，又假设爣０２：犝１＝犝２＝…＝犝牞＝

０，记
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牨＝ １
牜牞

牜

牏＝１


牞

牐＝１
牨牏牐， 牨牏·＝ １

牞
牞

牐＝１
牨牏牐，牏＝１，２，…，牜，

牨·牐＝ １
牜

牜

牏＝１
牨牏牐，牐＝１，２，…，牞，

则 爳爴＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１
（牨牏牐－牨）２

称为总变差平方和；

爳爛＝牞
牜

牏＝１
（牨牏·－牨）２， 爳爜＝牜

牞

牐＝１
（牨·牐－牨）２

称为因素爛，爜的效应平方和；

爳爠＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１
（牨牏牐－牨牏·－牨·牐＋牨）２

称为因素爛，爜的误差平方和．
当爣０１为真时，

爡爛＝
爳爛燉（牜－１）

爳爠燉［（牜－１）（牞－１）］～爡（（牜－１），（牞－１）（牜－１）），

在显著性水平犜下，拒绝域形式为

爡爛≥爡犜（（牜－１），（牞－１）（牜－１））．
当爣０２为真时，

爡爜＝
爳爜燉（牞－１）

爳爠燉［（牜－１）（牞－１）］～爡（（牞－１），（牜－１）（牞－１）），

在显著性水平犜下，拒绝域形式为

爡爜≥爡犜（（牞－１），（牜－１）（牞－１））．
表９．４是双因素无重复试验方差分析表．

表．

方差来源平方和 自由度 均 方 爡比 结论

因素爛 爳爛 牜－１ 爳爛＝爳爛燉（牜－１） 爡爛＝爳爛燉爳爠

因素爜 爳爜 牞－１ 爳爜＝爳爜燉（牞－１） 爡爜＝爳爜燉爳爠

误差 爳爠 （牜－１）（牞－１） 爳爠＝爳爠燉（牜－１）（牞－１）

总和 爳爴 牜牞－１
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．双因素等重复试验的方差分析
对因素爛，爜的水平的每对组合（爛牏，爜牐）都作相同次数重复试验

的方差分析称为双因素等重复试验的方差分析，数据如表９．５所示．
表．

因素爛

因素爜 爜１ 爜２ … 爜牞 牨牏··

爛１ 牨１１· 牨１２· … 牨１牞· 牨１··

爛２ 牨２１· 牨２２· … 牨２牞· 牨２··

    
爛牜 牨牜１· 牨牜２· … 牨牜牞· 牨牜··

牨·牐· 牨·１· 牨·２· … 牨·牞· —

牨＝ １
牜牞牠

牜

牏＝１


牞

牐＝１


牠

牑＝１
牨牏牐牑，

牨牏牐·＝ １
牠

牠

牑＝１
牨牏牐牑， 牏＝１，２，…，牜且牐＝１，２，…，牞，

记 牨牏··＝ １
牞牠

牞

牐＝１


牠

牑＝１
牨牏牐牑， 牏＝１，２，…，牜，

牨·牐·＝ １
牜牠

牜

牏＝１


牠

牑＝１
牨牏牐牑， 牐＝１，２，…，牞．

而总平方和及其分解式为

爳爴＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１


牠

牑＝１
（牨牏牐牑－牨）２，

爳爴＝爳爛＋爳爜＋爳爛爜＋爳爠．

其中 爳爠＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１


牠

牑＝１
（牨牏牐牑－牨牏牐·）２，

爳爛＝牞牠
牜

牏＝１
（牨牏··－牨）２，

爳爜＝牜牠
牞

牐＝１
（牨·牐·－牨）２，

爳爛爜＝牠
牜

牏＝１


牞

牐＝１
（牨牏牐·－牨牏··－牨·牐·＋牨）２．
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爳爛爜称为爛，爜的交互效应平方和．
待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝…＝犜牜＝０ （犜牏是水平爛牏的效应），

爣０２：犝１＝犝２＝…＝犝牞＝０ （犝牐是水平犝牐的效应），
爣０３：犞１１＝犞１２＝…＝犞牜牞＝０ （犞牏牐是爛牏和爜牐的交互效应）．
当爣０１为真时，

爡爛＝
爳爛燉（牜－１）

爳爠燉［牜牞（牠－１）］～爡（（牜－１），牜牞（牠－１）），

拒绝域为 爡爛≥爡犜（（牜－１），牜牞（牠－１））．
当爣０２为真时，

爡爜＝
爳爜燉（牞－１）

爳爠燉［牜牞（牠－１）］～爡（（牞－１），牜牞（牠－１）），

拒绝域为 爡爜≥爡犜（（牞－１），牜牞（牠－１））．
当爣０３为真时，

爡爛爜＝
爳爛爜燉［（牜－１）（牞－１）］

爳爠燉［牜牞（牠－１）］ ～爡（（牞－１）（牜－１），牜牞（牠－１））．

分析结果列成双因素等重复试验方差分析表（见表９．６）．
表．

方差来源平方和 自由度 均 方 爡比 结论

因素爛 爳爛 牜－１ 爳爛＝爳爛燉（牜－１） 爡爛＝爳爛燉爳爠

因素爜 爳爜 牞－１ 爳爜＝爳爜燉（牞－１） 爡爜＝爳爜燉爳爠

交互作用 爳爛爜 （牜－１）（牞－１） 爳爛爜＝爳爛爜燉（牜－１）（牞－１） 爡爛爜＝爳爛爜燉爳爠

误差 爳爠 牜牞（牠－１） 爳爠＝爳爠燉牜牞（牠－１）
总和 爳爴 牜牞牠－１

疑 难 解 析

．怎样区分所讨论的问题是方差分析还是回归分析？
答 方差分析与回归分析都是考察所研究的某一指标与试验

因素（条件）的关系的．方差分析考察的是因素对指标的影响是否
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显著，而回归分析考察的是因素的取值与指标的取值存在一种什
么样的相关关系．
因素可以分为两大类，一类是属性的，一类是数量的．属性的

因素一般无数量大小可言，只是性质的不同，如种子的品种、机器
的型号、材料的品质、加工的工艺等等．数量的因素可以在一定范
围内取值，如人的身高、体重，试验的温度，产量，产品的合格率等
等．也有本来是数量而属性化的，如施肥量可以是某个数量，但有
时将它局限在某些范围内而分为高、中、低几个层次，就属性化了．
当所考虑问题的因素是属性的时，问题属于方差分析的范畴；

当所考虑的因素是数量的时，问题属于回归分析的范畴．
．方差分析的依据是什么？
答 方差分析的种类很多．在不同类型的方差分析中，因素可

以增加或减少，数据结构可以发生变化．但是以下三个重要的假定
是不变的．

（１）正态性假定 有了正态性假定后，数据 牨牏牐认为取自

爫（犨，犲２），由此求得的各种离差平方和（如比值爳爴燉犲２）～犻２分布，
从而定义爡分布函数．没有正态假定，就没有犻２分布，也没有爡分
布与统计推断．

（２）方差齐性假定 假定数据牨牏牐来自方差为犲２的正态总体，
只有这样才能在相同的条件（犲２相等）下来分析问题．考察指标的
变化，才可以建立统计假设爣０，才有方差分析检验．

（３）线性假定 线性假定指数据牨牏牐的取得仅通过线性运算，这样
才可以把数据牨牏牐当线性模型处理，也才可以施行方差分析方法．
在大数定律和中心极限定理下，正态性假设是易于确立的．数

据的线性假设也符合实际，易于成立，但是，方差齐性假设不易确

立．例如对于二项分布来说，其样本的方差爳２＝牘（１－牘）
牕
随牘而变

化，对于不同组数据，很难保持方差齐性，所以常常用数据的变换
来实现．由于其计算比较复杂，本书不加叙述．
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在方差分析中，三个假定缺一不可，否则方差分析就失去了依
据．在疑难解析问题４中将提到，方差分析可认为是牠检验的发展，
而对两个总体均值差在方差未知时的检验正是在正态总体、方差
齐性（犲２

１＝犲２
２＝犲２）、线性数据的假定下进行的，可见两者十分一致．

．方差分析中所考虑因素的多少是怎样确定的？
答 在实际问题中，影响指标的因素往往是很多的，这就需要

根据问题的性质，对问题的了解和研究的规模确定因素的取舍，即
只研究其中哪几个（或一个）因素，将因素分几个水平，怎样区分水
平．为了研究方便且突出结论，一般只让一个或两个因素变化，而
把其它因素固定起来．这样观察和分析指标的变化和因素的影响，
就得到单因素和双因素方差分析．

．方差分析与牠检验有什么关系？
答 方差分析是由牠检验发展来的，它们都是检验几个总体

的平均数是否来自同一正态总体的可信程度的．
当因素的水平等于２时，方差分析检验与爴检验是一致的．当

因素的水平（单因素）等于２时，爡统计量的第一自由度是１，爡分
布表中的爡值与牠分布表中的牠值存在平方根关系，即牠犜燉２（１）＝

爡犜槡 （１，１）．这说明牠函数的平方是一个爡函数．但是牠检验只适合

水平等于２的情形，而方差分析适合水平大于等于２的情形．
．方差分析与爡检验有何关系？
答 方差分析与爡检验的关系在前面已经提到，方差分析是

检验几个总体的平均数来自同一正态总体的可信程度，而爡检验
法是检验两个总体的方差来自同一正态总体的可信程度，两者的
出发点是不同的．
在方差分析中，规定了 爳爛燉（牞－ １）是第一样本作分子，

爳爠燉（牕－牞）是第二样本作分母．而爡检验事先没有规定哪个样本为

分子或分母，而是在算出数值后，通常以数值大的那个作第一样本
写在分子上，这又是一个重要差别．
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图９．１

在方 差 分 析 中，当 爣０ 成 立 时，
［爳爛燉（牞－１）］燉［爳爠燉（牕－牞）］服从爡分布；
当 爣０不成立时，分布要偏右些（见图

９．１）．因而，在方差分析时，通常采用单
侧检验．在 爡检验中，爣０可信成立时，
两样本的方差比服从 爡分布；爣０不成

立时，分布可能偏左也可能偏右．

方法、技巧与典型例题分析

一、单因素方差分析
在对具体问题进行方差分析时，首先，应区分实际问题是单因

素方差分析还是双因素方差分析，其中主要考虑哪些是可以固定
的因素，哪些是变化的因素；其次，从数据来观察，看其是重复试验
还是非重复试验．
在计算过程中，要注意使用简化公式．
单因素方差分析的简化公式是：

记 爴·牐＝
牕牐

牏＝１
牨牏牐，牐＝１，２，…，牞， 爴＝

牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
牨牏牐，

即有

爳爴＝
牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
牨２

牏牐－牕牨２＝
牞

牐＝１

牕牐

牏＝１
牨２

牏牐－爴２

牕，

爳爛＝
牞

牐＝１
牕牐牨２

·牐－牕牨２＝
牞

牐＝１

爴２
·牐

牕牐
－爴２

牕，

爳爠＝爳爴－爳爛

烅

烄

烆 ．
如果牞个样本的容量都相同，即牕１＝牕２＝…＝牕牞＝牕０，则称之为

等重复试验，否则称之为不等重复试验．若是等重复试验，有

爳爛＝ １
牕０


牞

牐＝１
爴２

·牐－爴２

牕．

例 对于某种作物进行５种不同肥料的耕作试验，每种肥料
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做４次试验，试验的收获量（单位：ｋｇ）如表９．７所示，问：不同的肥
料对收获量有无显著的影响（犜＝０．０５）？

表．

试验批号

１ ２ ３ ４

肥

料

爛１ ６７ ６７ ４５ ５２
爛２ ９８ ９６ ９１ ６６
爛３ ６０ ６９ ５０ ３５
爛４ ７９ ６４ ８１ ７０
爛５ ９０ ７０ ７９ ８８

解 分别以犨１，犨２，…，犨５表示５种肥料下收获量总体的均值，
待检假设爣０：犨１＝犨２＝犨３＝犨４＝犨５．经计算得

牞＝５， 牕０＝４， 牕＝２０， 犜＝０．０５，

爳爴 ＝
５

牐＝１


４

牏＝１
牨２

牏牐－ １
２０

５

牐＝１


４

牏＝１
牨槏 槕牏牐

２

＝１０６０３３－ １
２０×１４１７２＝５６３８．５５，

爳爛 ＝ １
４

５

牐＝１


４

牏＝１
牨槏 槕牏牐

２
－ １

２０
５

牐＝１


４

牏＝１
牨槏 槕牏牐

２

＝ １
４×４１５７２３－ １

２０×１４１７２＝３５３６．３０．

爳爠＝爳爴－爳爛＝２１０２．２５．
而牕－１＝１９，牕－牞＝１５，牞－１＝４，方差分析结果如表９．８所示．由

爡０．０５（４，１５）＝３．０６＜爡比＝６．３０８，故拒绝爣０，认为不同肥料对收获

量的影响是高度显著的．
表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素 ３５３６．３０ ４ ８８４．０７５ 显著

误差 ２１０２．２５ １５ １４０．１５ ６．３０８
总和 ５６３８．５５ １９
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例 有一些棉布用不同的印染工艺处理，然后进行缩水率试
验．假设采用了５种不同工艺，每种工艺处理４块布样，测得缩水率

（％）如表９．９所示．
若布的缩水率服从正态分布，不同工艺下处理布的缩水率方

差相等，试考察不同工艺对布的缩水率有无显著影响（犜＝０．０５）．
表．
试验批号

１ ２ ３ ４

因素

爛１ ４．３ ７．８ ３．２ ６．５
爛２ ６．１ ７．３ ４．２ ４．１
爛３ ４．３ ８．７ ７．２ １０．１
爛４ ６．５ ８．３ ８．６ ８．２
爛５ ９．５ ８．８ １１．４ ７．８

解 待检假设爣０：犨１＝犨２＝犨３＝犨４＝犨５．犨牏为不同工艺下缩水

率总体的均值．为简便起见，将每一数据减去７．４，再除以０．１，列出
方差计算表（变换后数据仍记为牨牏牐，平方和仍分别为爳爴，爳爛，爳爜）．


５

牐＝１


４

牏＝１
牨２

牏牐＝９５９１， 爴＝５１， 爴２＝２６０１， 
５

牐＝１
爴２

·牐＝１９０１５．

爳爴＝
５

牐＝１


４

牏＝１
牨２

牏牐－ １
２０爴

２＝９４６０．９５，

爳爛＝ １
４

５

牐＝１
爴２

·牐－ １
２０爴

２＝４６２３．７０，

爳爠＝爳爴－爳爛＝４８３７．２５．
方 差分析结果如表 ９．１０所示．因为 爡０．０５（４，１５）＝３．０６＜爡比＝
３．５８，故拒绝爣０，认为不同印染工艺对布的缩水率有显著影响．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论
因素 ４６２３．７０ ４ １１５５．９２５ 显著

误差 ４８３７．２５ １５ ３３２．４８３ ３．５８
总和 ９４６０．９５ １９

例 有三台机器，生产同一种规格的铝合金薄板．测量三台
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机器所生产的薄板厚度（单位：ｍｍ），结果如表９．１１所示．试考察
机器对薄板厚度有无显著的影响（犜＝０．０５）．

表．

机器１ 机器２ 机器３

０．２３６ ０．２５７ ０．２５８
０．２３８ ０．２５３ ０．２６４
０．２４８ ０．２５５ ０．２５９
０．２４５ ０．２５４ ０．２６７
０．２４３ ０．２６１ ０．２６２

解 待检假设爣０：犨１＝犨２＝犨３．犨牏是各台机器生产的薄板总体

的均值．经计算得

牞＝３， 牕１＝牕２＝牕３＝５， 牕＝１５，


３

牐＝１


５

牏＝１
牨２

牏牐＝０．９６３９１２， 爴＝３．８， 
３

牐＝１
爴２

·牐＝４．８１０２．

爳爴＝
３

牐＝１


５

牏＝１
牨２

牏牐－ １
１５爴

２＝０．００１２４５，

爳爛＝ １
５

３

牐＝１
爴２

·牐－ １
１５爴

２＝０．００１０５３，

爳爠＝爳爴－爳爛＝０．０００１９２．
方差分析结果如表 ９．１２所示．因为 爡０．０５（２，１２）＝３．８９＜爡比＝
３２．９２，故拒绝爣０，认为各台机器生产的薄板厚度有显著差异．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素 ０．００１０５ ２ ０．００５２６６ ３２．９２ 显著

误差 ０．０００１９２ １２ ０．００００１６

总和 ０．００１２４５ １４

在进行方差分析时，还常要对未知参数进行估计．下面写出常
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用的几个估计：

（１）犲２＝ 爳爠

牕－牞
是犲２的无偏估计．

（２）犨＝牨，犨牐＝牨·牐分别是犨，犨牐的无偏估计．

（３）犲牐＝牨·牐－牨是犠牐的无偏估计，且
牞

牐＝１
牕牐犠牐＝０．

（４）两总体爫（犨牐，犲２）与爫（犨牑，犲２）的均值差犨牐－犨牑的置信度为

１－犜的置信区间为

牨·牐－牨·牑牠犜燉２（牕－牞） 爳爠（１燉牕牐＋１燉牕牑槡槏 槕）．

例 求上例中未知参数犲２，犨牐，犠牐的点估计及均值差的置信

度为０．９５的置信区间．

解 犲２＝ 爳爠

牕－牞＝
０．０００１９２
１５－３ ＝０．００００１６，

犨１＝牨·１＝０．２４２， 犨２＝牨·２＝０．２５６， 犨３＝牨·３＝０．２６２，

犨＝牨＝０．２５３， 犠


１＝牨·１－牨＝－０．０１１，

犠


２＝牨·２－牨＝０．００３， 犠


３＝牨·３－牨＝０．００９．
又由 牠０．０２５（１５－３）＝２．１７８８，

爳爠（１燉牕牐＋１燉牕牑槡 ）＝ １６×１０－６×槡 ２
５＝１．２６５×１０－３，

知 牠０．０２５（１２） 爳爠（１燉牕牐＋１燉牕牑槡 ）＝０．００５５．
故犨１－犨２，犨１－犨３及犨２－犨３的置信度为０．９５的置信区间分别为

（０．２４２－０．２５６０．００５５）＝（－０．０１９５，－０．００８５），
（０．２４２－０．２６２０．００５５）＝（－０．０２５５，－０．０１４５），
（０．２５６－０．２６２０．００５５）＝（－０．０１１５，－０．０００５）．
例 有同一型号的电池三批，它们分别是Ａ、Ｂ、Ｃ三个工厂

生产的．现各随机抽取５只电池，经试验测得其寿命（单位：ｈ）如表

９．１３所示．试在显著性水平犜＝０．０５下检验电池的平均寿命有无
显著差异，并求犨Ａ－犨Ｂ，犨Ａ－犨Ｃ，犨Ｂ－犨Ｃ的置信度为０．９５的置信区
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间．设各厂电池寿命服从同方差的正态分布．
表．

Ａ厂 ４０ ４８ ３８ ４２ ４５

Ｂ厂 ２６ ３４ ３０ ２８ ３２

Ｃ厂 ３９ ４０ ４３ ５０ ５０

解 以 犨Ａ，犨Ｂ，犨Ｃ记各厂生产电池的平均寿命，待检假设

爣０：犨Ａ＝犨Ｂ＝犨Ｃ．计算得

牞＝３， 牕１＝牕２＝牕３＝５， 牕＝１５，

爳爴＝
３

牐＝１


５

牏＝１
牨２

牏牐－ １
１５爴

２＝８３２，

爳爛＝ １
５

３

牐＝１
爴２

·牐－ １
１５爴

２＝６１５．６，

爳爠＝爳爴－爳爛＝２１６．４，

爳爛＝
爳爛

２＝３０７．８， 爳爠＝
爳爠

１２＝１８．０３，

爡比＝爳爛燉爳爠＝１７．０７．
方差分析结果如表 ９．１４所示．因为 爡０．０５（２，１２）＝３．８９＜爡比＝
１７．０７，故拒绝爣０，认为各厂生产的电池寿命差异显著．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论
因素 ６１５．６ ２ ３０７．８ １７．０７ 显著
误差 ２１６．４ １２ １８．０３
总和 ８３２ １４

作出如下估计：
犨Ａ＝牨Ａ＝４２．６， 犨Ｂ＝牨Ｂ＝３０， 犨Ｃ＝牨Ｃ＝４４．４，

牠０．０２５（１４－２） 爳爠（１燉牕牐＋１燉牕牑槡 ）

槡＝２．１７８８ １８．０３×２燉５＝５．８５，
犨Ａ－犨Ｂ，犨Ａ－犨Ｃ，犨Ｂ－犨Ｃ的置信度为０．９５的置信区间分别为
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（６．７５，１８．４５），（－７．６５，４．０５），（－２０．２５，－８．５５）．
例 某年级有三个班进行了一次数学考试，从各班随机抽取

部分学生，记录其数学成绩如表９．１５所示．试在显著性水平 犜＝
０．０５下检验各班成绩有无显著差异．设各总体是正态总体，且方差
相等．

表．

１班 ２班 ３班

７３ ６６ ８９ ６０ ８８ ７７ ７８ ３１ ４８ ８７ ６８ ４１ ７９ ５９
８２ ４５ ９３ ８０ ７８ ９１ ６２ ５１ ７６ ７１ ５６ ６８ ９１ ５３
３６ ７７ ４３ ７３ ８５ ９６ ７４ ８０ ５６ ７９ ７１ １５

解 以犨牏（牏＝１，２，３）记第牏班的平均成绩，待检假设爣０：犨１＝犨２

＝犨３．计算得

牞＝３， 牕１＝１２， 牕２＝１５， 牕３＝１３， 牕＝４０，

爳爴＝
３

牐＝１

牕牐

牏＝１
牨２

牏牐－ １
４０爴

２＝１３６８５．１，

爳爛＝
３

牐＝１

１
牕牐
爴２

·牐－ １
４０爴

２＝３３５．３５，

爳爠＝爳爴－爳爛＝１３３４９．７５．
方 差分析结果如表 ９．１６所示．因为 爡０．０５（２，３１）＝３．３２＞爡比＝
０．４６５，故接受爣０，认为各班成绩无显著差异．

表．

方差来源 平方和 自由度 均 方 爡比 结论

因素 ３３５．３５ ２ １６７．６８ ０．４６５ 不显著
误差 １３３４９．７５ ３１ ３６０．８０
总和 １３６８５．１ ３９

例 对单因素方差分析问题，求犲２的置信度为１－犜的置信
区间．

解 因为不论爣０是否为真，犲２＝ 爳爠

牕－牞
都是犲２的无偏估计，爳爠

犲２
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～犻２（牕－牞），这里牞是因素的水平个数，所以

爮 犻２
１－犜燉２（牕－牞）＜爳爠

犲２≤犻２
犜燉２｛ ｝（牕－牞）＝１－犜，

得犲２的置信度为１－犜的置信区间为

爳爠

犻２
犜燉２（牕－牞），

爳爠

犻２
１－犜燉２槏 槕（牕－牞）．

例 有四种类型的用于计算器电路的响应时间（单位：ｍｓ）
如表９．１７所示．设响应时间总体均为正态总体，且各总体方差相
同，各样本相互独立，试在犜＝０．０５下检验各类型电路的响应时间
有无显著差异．

表．

类型Ⅰ 类型Ⅱ 类型Ⅲ 类型Ⅳ

１９ １５ ２２ ２０ ４０ ２１ １６ １７ １５ １８ ２２ １９
２０ １８ ３３ ２７ １８ ２６

解 以犨牏（牏＝１，２，…，４）记四个类型电路响应时间总体的平
均值．待检假设爣０：犨１＝犨２＝犨３＝犨４．计算得

牕＝１８， 牞＝４， 牕１＝牕２＝牕３＝５， 牕４＝３，

爳爴 ＝
４

牐＝１

牕牐

牏＝１
牨２

牏牐－ １
１８爴

２

＝８９９２－ １
１８×３８６２＝７１４．４４，

爳爛 ＝
４

牐＝１

１
牕牐
爴２

·牐－ １
１８爴

２

＝ １
５×（９４２＋１４１２＋９２２）＋ １

３×５９［ ］２ － １
１８×３８６２

＝３１８．９８，
爳爠＝爳爴－爳爛＝３９５．４６．

方 差分析结果如表 ９．１８所示．因为 爡０．０５（３，１４）＝３．３４＜爡比＝
３．７６，故拒绝爣０，认为各类型电路响应时间有显著差异．
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表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论
因素 ３１８．９８ ３ １０６．３３ ３．７６ 显著
误差 ３９５．４６ １４ ２８．２５
总和 ７１４．４４ １７

例 对某地三所小学五年级男生身高进行了随机抽查，抽得
身高（单位：ｃｍ）如表９．１９所示．问：

（１）三所小学五年级男生身高有无显著差异？
（２）三所小学五年级男生各自平均身高与方差的点估计数值

（犜＝０．０５）？
表．

第一小学 １２８．１ １３４．１ １３３．１ １３８．９ １４０．８ １２７．４
第二小学 １５０．３ １４７．９ １３６．８ １２６．０ １５０．７ １５５．８
第三小学 １４０．６ １４３．１ １４４．５ １４３．７ １４８．５ １４６．４

解 （１）以犨１，犨２，犨３记三所小学五年级男生的平均身高，待
检假设爣０：犨１＝犨２＝犨３．计算得

牞＝３， 牕１＝牕２＝牕３＝６， 牕＝１８．

爳爴＝
６

牏＝１


３

牐＝１
牨２

牏牐－ １
１８爴

２＝１２６５．１４，

爳爛＝ １
６

３

牐＝１
牨２

·牐－ １
１８爴

２＝４６５．８８，

爳爠＝爳爴－爳爛＝７９９．２６．
方差分析结果如表９．２０所示．因为爡０．０５（２，１５）＝３．６８＜爡比＝４．３７，
故拒绝爣０，认为三所小学五年级男生的平均身高有显著差异．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素 ４６５．８８ ２ ２３２．９４ ４．３７ 显著

误差 ７９９．２６ １５ ５３．２８

总和 １２６５．１４ １７
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（２）犨１＝牨１＝１３３．７３，犨２＝牨２＝１４４．５８，犨３＝牨３＝１４４．４７，

犲２＝ 爳爠

牕－牞＝
７９９．２６

１５ ＝５３．２８．

例 为探讨教师对学生智力的估价是否影响学生智力发展
的问题，任意地选取１８名学生进行试验，将这１８名学生随机地分为
三组，每组６名．先测每名学生智商，然后对第一组学生宣称，他们的
智力不大可能有较大提高；对第二组学生宣称，他们的智力会有中
等程度的提高；对第三组学生宣称，他们的智力会有很大的提高．一
年后再对这些学生测试智商，得两次智商测试的差值如表９．２１所
示．据此能否认为教师的评价会影响学生智力的发展（犜＝０．０５）？

表．

第一组 ３ ２ ６ ９ １１ ５
第二组 １０ ４ １１ １４ ６ ３
第三组 ２０ １０ １６ １５ ９ ８

解 以 犨１，犨２，犨３记三组智商差值总体的均值，待检假设

爣０：犨１＝犨２＝犨３．计算得

牞＝３， 牕１＝牕２＝牕３＝５， 牕＝１５，

爳爴＝
３

牐＝１


６

牏＝１
牨２

牏牐－ １
１８爴

２＝４２２，

爳爛＝ １
６

３

牐＝１
爴２

·牐－ １
１８爴

２＝１５６，

爳爠＝爳爴－爳爛＝２６６．
方 差分析结果如表 ９．２２所示．因为 爡０．０５（２，１５）＝３．６８＜爡比＝
４．４０，故拒绝爣０，认为教师的估价显著影响学生智力的发展．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论
因素 １５６ ２ ７８ ４．４０ 显著
误差 ２６６ １５ １７．７３
总和 ４２２ １７
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例 有三台机床生产同一种产品，记录其５ｄ的产量如表

９．２３所示．问：在犜＝０．０５下，机床对产量的影响是否显著？求出

犲２，犨牐，犠牐 （牐＝１，２，３）及犨１－犨２，犨１－犨３，犨２－犨３的置信度为０．９５的
置信区间．

表．

机床１ ４８ ４５ ５６ ５１ ４８

机床２ ４１ ４９ ４８ ４１ ５７

机床３ ６５ ５４ ７２ ５１ ６４

解 以犨１，犨２，犨３记各机床产量总体的均值，待检假设爣０：犨１

＝犨２＝犨３．计算得

牞＝３， 牕１＝牕２＝牕３＝５， 牕＝１５，

爳爴＝
３

牐＝１


５

牏＝１
牨２

牏牐－ １
１５爴

２＝４２７０８－ １
１５×６２４１００＝１１０１．３３，

爳爛＝ １
５

３

牐＝１
爴２

·牐－ １
１５爴

２＝４２１６７．２－ １
１５×６２４１００＝５６０．５，

爳爠＝爳爴－爳爛＝５４０．８３．
方差分析结果如表 ９．２４所示．因为 爡０．０５（２，１２）＝３．８９＜爡比＝
６．２２，故拒绝爣０，认为机床对产量的影响是显著的．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素 ５６０．５ ２ ２８０．２５ ６．２２ 显著

误差 ５４０．８３ １２ ４５．０７

总和 １１０１．３３ １４

作出如下估计：

犲２＝ 爳爠

牕－牞＝
５４０．８３
１５－３＝４５．０７， 犨＝牨＝５２．６７，

犨１＝牨１＝４９．６， 犨２＝牨２＝４７．２， 犨３＝牨３＝６１．２，
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犠


１＝犨１－犨＝－３．０７， 犠


２＝犨２－犨＝－５．４７，

犠


３＝犨３－犨＝８．５３．
因为犲２未知，由犲２代替，则均值差的置信度为１－犜的置信区间为

牨１－牨２牠犜燉２（牕－牞） 犲
槡２ １燉牕１＋１燉牕槡槏 槕２ ＝（牨１－牨２９．２５），

所以，犨１－犨２的置信区间为

（（４９．６－４７．２）９．２５）＝（－６．８５，１１．６５），
犨１－犨３的置信区间为

（（４９．６－６１．２）９．２５）＝（－２０．８５，－２．３５），
犨２－犨３的置信区间为

（（４７．２－６１．２）９．２５）＝（－２３．２５，－４．７５）．
例 测量了四种不同类型外壳的彩色显像管的传导率，得

传导率的观察值如表９．２５所示．问：外壳类型对传导率有无显著
影响（犜＝０．０５）？

表．

类型１ １４３ １４１ １５０ １４６

类型２ １５２ １４４ １３７ １４３

类型３ １３４ １３６ １３３ １２９

类型４ １２９ １２８ １３４ １２９

解 以犨１，犨２，犨３，犨４记不同类型外壳总体的传导率均值．待检
假设爣０：犨１＝犨２＝犨３＝犨４．计算得

牞＝４， 牕１＝牕２＝牕３＝牕４＝４， 牕＝１６，

爳爴＝
４

牐＝１


４

牏＝１
牨２

牏牐－ １
１６爴

２＝３０５６０８－３０４７０４＝９０４，

爳爛＝ １
４

４

牐＝１
爴２

·牐－ １
１６爴

２＝３０５４００－３０４７０４＝６９６，

爳爠＝爳爴－爳爛＝２０８．
方差分析结果如表 ９．２６所示．因为 爡０．０５（３，１２）＝３．４９＜爡比＝
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１３．３８，故拒绝爣０，认为外壳类型对传导率的影响是显著的．
表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素 ６９６ ３ ２３２ １３．３８ 显著

误差 ２０８ １２ １７．３３

总和 ９０４ １５

二、双因素方差分析
对双因素方差分析问题，要区别是无重复试验还是等重复试

验．无重复试验只需检验两个因素对试验结果有无显著影响，而等
重复试验还要考察两个因素的交互作用对试验结果有无显著影

响．
对双因素无重复试验的方差分析的计算，为了计算方便，爳爴，

爳爛，爳爜，爳爠也可以用以下公式得出：

爳爴＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１
牨２

牏牐－爴２

牜牞， 爳爛＝ １
牞

牜

牏＝１
爴２

牏·－爴２

牜牞，

爳爜＝ １
牜

牞

牐＝１
爴２

·牐－爴２

牜牞， 爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜．

其中 爴＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１
牨牏牐， 爴牏·＝

牞

牐＝１
牨牏牐， 爴·牐＝

牜

牏＝１
牨牏牐．

对双因素等重复试验的方差分析，简化公式为

爴＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１


牠

牑＝１
牨牏牐牑，

爴牏牐·＝
牠

牑＝１
牨牏牐牑， 牏＝１，２，…，牜且牐＝１，２，…，牞，

爴牏··＝
牞

牐＝１


牠

牑＝１
牨牏牐牑， 牏＝１，２，…，牜，

爴·牐·＝
牜

牏＝１


牠

牑＝１
牨牏牐牑， 牐＝１，２，…，牞，

则爳爴，爳爛，爳爜，爳爛爜，爳爠可以由以下公式得出：

·２５４·



爳爴＝
牜

牏＝１


牞

牐＝１


牠

牑＝１
牨２

牏牐牑－爴２

牜牞牠，

爳爛＝ １
牞牠

牜

牏＝１
爴２

牏··－爴２

牜牞牠， 爳爜＝ １
牜牠

牞

牐＝１
爴２

·牐·－爴２

牜牞牠，

爳爛爜＝ １
牠

牜

牏＝１


牞

牐＝１
爴２

牏牐·－爴２

槏 槕牜牞牠－爳爛－爳爜，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜－爳爛爜．
例 某工厂在生产一种产品时使用了三种不同的催化剂和

四种不同的原料，每种搭配都做一次试验，测得产品的抗压强度

（单位：ＭＰａ）数据如表９．２７所示．试在犜＝０．０５下检验不同催化剂
和原料对抗压强度有无显著影响．

表．

催 化 剂

爛１ 爛２ 爛３

原

料

爜１ ３１ ３３ ３５
爜２ ３４ ３６ ３７
爜３ ３５ ３７ ３９
爜４ ３９ ３８ ４２

解 设犜牏为因素爛在水平爛牏的效应，犝牐为因素爜在水平犝牐的

效应．待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝犝３＝犝４＝０．
因为牜＝３，牞＝４，所以

爳爴＝１５９４０－ １
３×４×４３６２＝９８．６７，

爳爛＝ １
４×６３４６６－ １

３×４×４３６２＝２５．１７，

爳爜＝ １
３×４７７３２－ １

３×４×４３６２＝６９．３４，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜＝４．１６．
方差分析结果如表９．２８所示．因为
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爡０．０５（２，６）＝５．１４＜爡比＝１８．１６，
爡０．０５（３．６）＝４．７６＜爡比＝３３．３５，

所以拒绝爣０１和爣０２，认为催化剂和原料的影响都是显著的．
表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素爛 ２５．１７ ２ １２．５８５ １８．１６ 显著
因素爜 ６９．３４ ３ ２３．１１３ ３３．３５ 显著
误 差 ４．１６ ６ ０．６９３
总 和 ９８．６７ １１

例 在爜１，爜２，爜３，爜４四台纺织机器中，用三种不同的加压
水平爛１，爛２，爛３，在每种加压水平和每台机器中各取一个试样测
量，得纱支强度（单位：Ｐａ）如表９．２９所示．问：不同加压水平及不
同机器之间纱支强度有无显著差异（犜＝０．０５）？

表．

机 器

爜１ 爜２ 爜３ 爜４

加压水平
爛１ １５７７ １６９０ １８００ １６４２
爛２ １５３５ １６４０ １７８３ １６２１
爛３ １５９２ １６５２ １８１０ １６６３

解 以犜牏 （牏＝１，２，３）记因素爛在水平爛牏的效应，犝牐为因素爜
在水平犝牐的效应．待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝犝３＝犝４＝０．
因为牜＝３，牞＝４，所以

爳爴＝
３

牏＝１


４

牐＝１
牨２

牏牐－ １
３×４爴

２＝８８６５０－ １
１２×２０００５＝８６９８２．９２，

爳爛＝ １
４

３

牏＝１
爴２

牏·－ １
１２爴

２＝３０００．６７，

爳爜＝ １
３

４

牐＝１
爴２

·牐－ １
１２爴

２＝８２６１９．５８，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜＝１３６２．６７．
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方差分析结果如表９．３０所示．因为

爡０．０５（２，６）＝３．１４＜爡比＝６．６１，

爡０．０５（３，６）＝４．７６＜爡比＝１２１．２６，
所以拒绝爣０１和爣０２，认为不同加压水平对纱支强度影响显著，不
同机器对纱支强度的影响高度显著．

表．

方差来源 平方和 自由度 均 方 爡比 结 论

因素爛 ３０００．６７ ２ １５００．３３ ６．６１ 显著

因素爜 ８２６１９．５８ ３ ２７５３９．８６ １２１．２６ 高度显著
误 差 １３６２．６７ ６ ２２７．１１
总 和 ８６９８２．９２ １１

例 设有６种不同品种的种子和５种不同的施肥方案，在３０
块相同面积的地块上，分别对种子与肥料的不同搭配进行试验，收
获量（单位：ｋｇ）如表９．３１所示．试在犜＝０．０５下检验种子的品种与
施肥方案的不同对收获量是否有显著影响．

表．

品 种

１ ２ ３ ４ ５ ６

施
肥
方
案

１ １２．０ １１．５ １１．５ １１．０ ９．５ ９．３

２ １０．８ １１．４ １２．０ １１．１ ９．６ ９．７
３ １３．２ １３．１ １２．５ １１．４ １２．４ １０．４
４ １４．０ １４．０ １４．０ １２．３ １１．５ ９．５
５ １１．６ １３．０ １４．２ １４．３ １３．７ １２．０

解 以犜牏记种子因素爛的不同品种的效应，以犝牐记施肥因素

爜的不同方案的效应，待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝犜４＝犜５＝犜６， 爣０２：犝１＝犝２＝犝３＝犝４＝犝５．
因为牜＝６，牞＝５，爴＝３５６．５，爴１·＝６１．６，爴２·＝６３，爴３·＝６４．２，

爴４· ＝６０．１，爴５· ＝５６．７，爴６· ＝５０．９，爴·１＝６４．８，爴·２＝６４．６，

爴·３＝７３，爴·４＝７５．３，爴·５＝７８．８，所以
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爳爴＝
６

牏＝１


５

牐＝１
牨２

牏牐－ １
５×６爴

２＝４３０３．４５－４２３６．４＝６７．０５，

爳爛＝ １
５

６

牏＝１
爴２

牏·－ １
５×６爴

２＝４２６０．５８－４２３６．４＝２４．１８，

爳爜＝ １
６

５

牐＝１
爴２

·牐－ １
５×６爴

２＝４２６３．４６－４２３６．４＝２７．０６，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜＝６７．０５－２４．１８－２７．０６＝１５．８１．
方差分析结果如表９．３２所示．因为

爡０．０５（５，２０）＝４．１０＜爡比＝６．３７，

爡０．０５（４，２０）＝４．４３＜爡比＝８．９，
故拒绝爣０１和爣０２，认为种子的品种与施肥方案对收获量的影响都
是显著的．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素爛 ２４．１８ ５ ４．８３６ ６．３７ 高度显著

因素爜 ２７．０６ ４ ６．７６５ ８．９ 高度显著
误 差 １５．８１ ２０ ０．７９１
平方和 ６７．０５ ２９

例 为考察某种合金中碳的质量分数（因素爛）与锑铝质
量分数之和（因素爜）对合金强度（单位：ＭＰａ）的影响，对因素爛取
三个水平，因素爜取四个水平，在每对组合下作一次试验，得强度
数据如表９．３３所示．试在犜＝０．０１下检验因素爛和爜的效应是否
显著．

表．

爛
爜 ３．３％ ３．４％ ３．５％ ３．６％

０．０３％ ６３．１ ６３．９ ６５．６ ６６．８

０．０４％ ６５．１ ６６．４ ６７．８ ６９．０

０．０５％ ６７．２ ７１．０ ７１．９ ７３．５
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解 以犜牏记因素爛的水平爛牏的效应，犝牏记因素爜牏的效应．待
检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝犝３＝０．
因为 牜＝３，牞＝４，爴＝８１１．３，爴１· ＝２５９．４，爴２· ＝２６８．３，爴３· ＝
２８３．６，爴·１＝１９５．４，爴·２＝２０１．３，爴·３＝２０５．３，爴·４＝２０９．３，所以

爳爴＝
３

牏＝１


４

牐＝１
牨２

牏牐－ １
牜牞爴

２＝５４９６３．９３－ １
１２×８１１．３２＝１１３．２９，

爳爛＝ １
４

３

牏＝１
牨２

牏·－ １
牜牞爴

２＝５４９２５．５５－５４８５０．６４＝７４．９１，

爳爜＝ １
３

４

牐＝１
牨２

·牐－ １
牜牞爴

２＝５４８８５．８１－５４８５０．６４＝３５．１７，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜＝３．２１．
方差分析结果如表９．３４所示．因为

爡０．０１（２，６）＝１０．９＜爡比＝７０．０２，

爡０．０１（３，６）＝９．７８＜爡比＝２１．９１，
所以拒绝爣０１和爣０２，认为合金中碳含量和锑铝含量对合金强度的
影响都是显著的．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素爛 ７４．９１ ２ ３７．４５５ ７０．０２ 显著

因素爜 ３５．１７ ３ １１．７２３ ２１．９１ 显著

误 差 ３．２１ ６ ０．５３５

总 和 １１３．２９ １１

例 某细纱车间记录了甲、乙、丙三名工人在四组机台上操
作的产量，其数据如表９．３５所示．试在犜＝０．０５下检验：不同工人
操作之间差异是否显著，机床之间差异是否显著，两个因素的交互
作用是否显著．
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解 这是双因素等重复方差分析问题．待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝犝３＝犝４＝０，

爣０３：犞１１＝犞１２＝…＝犞３４＝０．
表．

工 人

甲（爛１） 乙（爛２） 丙（爛３）

机

台

爜１ １５ １５ １７ １９ １９ １６ １６ １８ ２１

爜２ １７ １７ １７ １５ １５ １５ １９ ２２ ２２

爜３ １５ １７ １６ １８ １７ １６ １８ １８ １８

爜４ １８ ２０ ２２ １５ １６ １７ １７ １７ １７

因为 牜＝３， 牞＝４， 牠＝３， 爴＝６２７，


牜

牏＝１


牞

牐＝１


牠

牑＝１
牨２

牏牐牑＝１１０６５，

所以 爳爴 ＝
３

牏＝１


４

牐＝１


３

牑＝１
牨２

牏牐牑－ １
牜牞牠爴

２＝１１０６５－ １
３６×６２７２

＝１４４．７５，

爳爛 ＝ １
牞牠

牜

牏＝１
爴２

牏··－ １
牜牞牠爴

２＝ １
１２×１３１３６９－１０９２０．２５

＝２７．１７，

爳爜＝ １
牜牠

牞

牐＝１
爴２

·牐·－ １
牜牞牠爴

２＝ １
９×９８３０７－１０９２０．２５＝２．７５，

爳爛爜＝ １
牠

牜

牏＝１


牞

牐＝１
爴２

牏牐·－ １槏 槕牜牞牠－爳爛－爳爜＝７３．５，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜－爳爛爜＝４１．３３．
方 差分析结果如表 ９．３６所示．因为 爡０．０５（２，２４）＝３．４０＜爡比＝
７．８９，所以工人操作因素的影响显著；又因为爡０．０５（３，２４）＝３．０１＞
爡比＝０．５３，所以机床因素的影响不显著；又因为 爡０．０５（６，２４）＝
２．５１＜爡比＝７．１１，所以两因素交互作用影响显著．
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表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素爛 ２７．１７ ２ １３．５８ ７．８９ 显著

因素爜 ２．７５ ３ ０．９２ ０．５３ 不显著

因素爛爜 ７３．５ ６ １２．２５ ７．１１ 显著

误 差 ４１．３３ ２４ １．７
总 和 １４４．７５ ３５

例 为了考察对纤维弹性测量的误差，今对同一批原料，由
四个检测站（爛１，爛２，爛３，爛４）同时测量，每站各出一名检验员

（爜１，爜２，爜３，爜４），轮流使用各站设备作重复测量，得数据如表９．３７
所示．试在犜＝０．０５下检验：不同检测站，不同检验员以及他们的
交互作用对误差的影响是否显著．

表．

爜１ 爜２ 爜３ 爜４ 行和

爛１ ７１，７３ ７２，７３ ７５，７３ ７７，７５ ５８９

爛２ ７３，７５ ７６，７４ ７８，７７ ７６，７４ ６０３

爛３ ７６，７３ ７９，７７ ７４，７５ ７４，７３ ６０１

爛４ ７５，７３ ７３，７２ ７０，７１ ６９，６９ ５７２
列和 ５８９ ５９６ ５９３ ５８７ ２３６５


４

牏＝１


２

牑＝１
牨牏牐牑 ４３３８３ ４４４４８ ４４００９ ４３１３３


４

牏＝１


２

牑＝１
牨槏 槕牏牐牑

２
８６７４５ ８８８８６ ８８０１１ ８６２５３

解 待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝犜４＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝犝３＝犝４＝０，

爣０３：犞１１＝犞１２＝…＝犞４４＝０．
因为 牜＝４， 牞＝４， 牠＝２，
所以 爳爴＝１８４．７１９， 爳爛＝７６．０９５， 爳爜＝６．０９５，

爳爛爜＝７９．０３， 爳爠＝２３．５０．
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方差分析结果如表 ９．３８所示．因为 爡０．０５（３，１６）＝３．２４＜爡比＝

１７．２７，所以不同检测站的影响高度显著；因为爡０．０５（３，１６）＝３．２４

＞爡比＝１．３９，所以不同检验员的影响不显著；因为爡０．０５（９，１６）＝

２．５４＜爡比＝５．９８，所以两因素的交互作用影响显著．
表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素爛 ７６．０９５ ３ ２５．３６５ １７．２７ 显著
因素爜 ６．０９５ ３ ２．０３２ １．３９ 不显著
因素爛爜 ７９．０３ ９ ８．７８ ５．９８ 显著

误 差 ２３．５０ １６ １．４７
总 和 １８４．７１９ ３１

例 发电机的寿命与制造材料及使用地点的温度有关．今
选取三种不同的材料及两种不同的温度作重复试验，得数据如表

９．３９所示．试在犜＝０．０５下，检验不同材料，不同温度及交互作用
对寿命的影响是否显著．

表．

温 度

爜１（１０℃） 爜２（１８℃）

材
料

爛１ １３６ １５０ １７６ ５０ ５４ ６４

爛２ １５０ １６２ １７１ ７６ ８８ ９１

爛３ １３８ １０９ １４０ ６８ ６２ ７７

解 是双因素等重复试验的方差分析．待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝犜３＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝０，

爣０３：犞１１＝犞１２＝…＝犞３２＝０．
因为 牜＝３， 牞＝２， 牠＝３，

爴１··＝６３０， 爴２··＝７３８， 爴３··＝５９４，

爴·１·＝１３３２， 爴·２·＝６３０， 爴＝１９６２，

·０６４·




３

牏＝１


２

牐＝１


３

牑＝１
牨２

牏牐牑＝２４６１９２．

爳爴＝２４６１９２－２１３８５８＝３２３３４，

爳爛＝２１５７３０－２１３８５８＝１８７２，

爳爜＝２４１２３６－２１３８５８＝２３３７８，
所以 爳爛爜＝２４４２００－２１３８５－１８７２－２３３７８＝５０９２，

爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜－爳爛爜＝１９９２，
方 差分析结果如表 ９．４０所示．因为 爡０．０５（２，１２）＝３．８９＜爡比＝
５．６４，所以材料对寿命的影响显著；因为爡０．０５（１，１２）＝４．７５＜爡比

＝１４０．８５，所以温度对寿命的影响高度显著；因为爡０．０５（２，１２）＝
３．８９＜爡比＝１５．３４，所以交互作用对寿命的影响显著．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因 素 爛 １８７２ ２ ９３６ ５．６４ 显著

因 素 爜 ２３３７８ １ ２３３７８ １４０．８５ 显著
因素爛爜 ５０９２ ２ ２５４６ １５．３４ 显著
误 差 １９９２ １２ １６６
总 和 ３２３３４ １７

例 某职校在招收在职生时，为考察年龄与工龄对成绩（百
分制）的影响，各取两个水平进行重复试验，得数据如表 ９．４１所
示．试用方差分析法确定，招收在职生的最佳年龄与工龄．

表．

爜１（５年以下） 爜２（５年以上）

爛１（２５岁以下） ８６ ８７ ７６ ７９ ８５ ８２ ９３ ８２ ８８ ９１
爛２（２５岁以上） ７７ ８２ ８４ ９０ ７６ ８２ ８２ ８０ ７５ ７９

解 这是双因素等重复试验的方差分析．待检假设

爣０１：犜１＝犜２＝０， 爣０２：犝１＝犝２＝０，

爣０３：犞１１＝犞１２＝犞２１＝犞２２＝０．
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因为 牜＝２， 牞＝２， 牠＝５，
爴１１·＝４１３， 爴２１·＝４０９， 爴１２·＝４３６， 爴２２·＝３９８，

爴１··＝８４９， 爴２··＝８０７， 爴·１·＝８２２， 爴＝１６５６，

爴２
牏··＝１３７２０５０，爴２

·牐·＝１３７１２４０，
２

牏＝１


２

牐＝１
爴２

牏牐·＝６８６３５０，

所以

爳爴＝
２

牏＝１


２

牐＝１


５

牑＝１
牨２

牏牐牑－ １
牜牞牠爴

２＝１３７６３０－１３７１１６．８＝５１３．２，

爳爛＝ １
牞牠

牜

牏＝１
爴２

牏··－ １
牜牞牠爴

２＝１３７２０５－１３７１１６．８＝８８．２，

爳爜＝ １
牜牠

牞

牐＝１
爴２

·牐·－ １
牜牞牠爴

２＝１３７１２４－１３７１１６．８＝７．２，

爳爛爜＝ １
牠

牜

牏＝１


牞

牐＝１
爴２

牏牐·－ １
牜牞牠爴槏 槕２ －爳爛－爳爜

＝１５３．２－９５．４＝５７．８．
爳爠＝爳爴－爳爛－爳爜－爳爛爜＝３６０．

方差分析结果如表９．４２所示．因为

爡０．０５（１，１６）＝４．４９＞爡比＝３．９４，

爡０．０５（１，１６）＝４．４９＞爡比＝０．３２，

爡０．０５（１．１６）＝４．４９＞爡比＝２．５８，
所以年龄、工龄以及交互作用对学习成绩都无显著影响．但从平均
成绩来看，２５岁以下者平均成绩为８４．９分，２５岁以上者平均成绩
为８０．７分，所以，以招收２５岁以下者较优．

表．

方差来源 平方和 自由度 均方 爡比 结论

因素爛 ８８．２ １ ８８．２ ３．９４ 不显著
因素爜 ７．２ １ ７．２ ０．３２ 不显著
因素爛爜 ５７．８ １ ５７．８ ２．５８ 不显著
误差 ３６０ １６ ２２．５
总和 ５１３．２ １９
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第二节 回 归 分 析

主 要 内 容

回归分析是处理多个变量之间相互关系的一种数学方法，可

分为一元线性回归与多元线性回归以及可化为线性回归的一元非

线性回归．回归分析从数据出发，提供建立变量之间相关关系的表
达式——经验公式，给出相关性检验规则，并运用经验公式达到预
测与控制目的．
一、一元线性回归
对于一个问题中的两个变量牨与牪（其中牨是一个普通变量，牪

是一个随机变量），若对于牨的每一个确定值，牪有它的分布，则称

牨与牪存在相关关系．当牨取定时，牪的数学期望爠（牪）是牨的函数，
称为牪关于牨的回归．
设牪～爫（犨（牨），犲２），犨（牨）＝爠（牪燏牨＝牨）＝牪是牪的估计值，又

称牪关于牨的回归方程．
若犨（牨）＝牃＋牄牨，即牪～爫（牃＋牄牨，犲２），则估计犨（牨）的问题称

为一元线性回归问题．由样本估计牃和牄，得到方程牪＝牃＋牄牨，称之

为牪关于牨的一元线性回归方程，其图形称为回归直线．
．牃，牄的最小二乘估计

对一组样本值（牨１，牪１），（牨２，牪２，），…，（牨牕，牪牕），画出散点图．应

适当选取牃，牄作直线牪＝牃＋牄牨，使直线与回归直线最接近，这时离

差平方和
牕

牏＝１
［牪牏－（牃＋牄牨牏）］２达到最小．

·３６４·



对函数 爯（牃，牄）＝
牕

牏＝１
［牪牏－（牃＋牄牨牏）］２

取关于牃和牄的偏导数，令其等于零，得方程组

牕牃＋ 
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 牄＝

牕

牏＝１
牪牏，


牕

牏＝１
牨槏 槕牏 牃＋ 

牕

牏＝１
牨槏 槕２牏 牄＝

牕

牏＝１
牨牏牪牏

烅

烄

烆 ，

解得
牄＝牓牨牪

牓牨牨，

牃＝牪－牄牨
烅
烄

烆 ，

则牪＝牃＋牄牨为所求线性回归方程，其中

牓牨牨＝
牕

牏＝１
（牨牏－牨）２＝

牕

牏＝１
牨２

牏－牕牨２，

牓牨牪＝
牕

牏＝１
（牨牏－牨）（牪牏－牪）＝

牕

牏＝１
牨牏牪牏－牕牨牪．

．方差犲２的估计

方差犲２＝爠（牪－牃－牄牨）２的无偏估计量是

犲２＝ １
牕－２（牓牪牪－牄牓牨牪），

其中 牓牪牪＝
牕

牏＝１
（牪牏－牪）２＝

牕

牏＝１
牪２

牏－牕牪２．

．线性回归的分析

（１）线性假设的显著性检验 待检假设爣０：牄＝０．常用牠检验
法、爡检验法、相关系数检验法．

牠检验法 （牄－牄） 牓槡牨牨 犲～牠（牕－２），当爣０为真时，牄＝０，有
统计量

爴＝ 牄

犲
 牓槡牨牨～牠（牕－２），

且爠（牄）＝牄＝０，则爣０的拒绝域为

燏牠燏＝燏牄燏
犲
 牓槡牨牨≥牠犜燉２（牕－２）．
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爡检验法 当爣０为真时，统计量

爡＝ 爺
爯燉（牕－２）～爡（１，牕－２），

则爣０的拒绝域为

爡≥爡犜（１，牕－２）．
当爣０被拒绝时，认为回归效果是显著的（式中，爺＝牓２牨牪燉牓牨牨，爯＝牓牪牪
－爺）．

（２）系数牄的置信区间 当回归效果显著时，牄的置信度１－犜
的置信区间为

牄－牠犜燉２（牕－２）·犲 牓槡牨牨，牄＋牠犜燉２（牕－２）·犲 牓槡槏 槕牨牨 ．

（３）预测 预测就是当给定牨０时，对牪的取值作点估计或区
间估计．
当给定牨０时，牪０的预测值为牪０＝牃＋牄牨０．
牪０的置信度为１－犜的置信区间为

牪０牠犜燉２（牕－３）犲 １＋１燉牕＋（牨０－牨）２燉牓槡槏 槕牨牨
．

图９．２

当牨０与牨越接近，在给定的样本观
察值与置信度下，预测区间宽度越窄，
预测也越精确（见图９．２）．

（４）控制 如果给定了置信度１－
犜，要求出 牨１，牨２，使当 牨１＜牨＜牨２时，牨
所对应的观察值落在事先确定的区间

（牪′１，牪′２）内的概率不小于１－犜．当牕很大
时，令

牪′１＝牪－犲牂犜燉２＝牃＋牄牨－犲牂犜燉２，

牪′２＝牪＋犲牂犜燉２＝牃＋牄牨＋犲牂犜燉２，
即可解出控制牨的上、下限．但必须注意，（牪′１，牪′２）的长度一定要大

于２犲牂犜燉２（见图９．３（ａ））．
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图９．３
二、可化为线性回归的一元非线性回归
常见的可化为线性回归的非线性回归有以下几种．
．双曲线 １燉牪＝牃＋牄燉牨型（见图９．４）
令 牣＝１燉牨，牤＝１燉牪，方程化为 牤＝牃＋牄牣．由（牨牏，牪牏）算出

（牣牏，牤牏），牏＝１，２，…，牕，估计参数牃，牄，故有１燉牪＝牃＋牄燉牨．

图９．４

．幂函数曲线 牪＝牃牨牄 （牨＞０，牄＞０）型（见图９．５）

图９．５
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取对数，得 ｌｎ牪＝ｌｎ牃＋牄ｌｎ牨，
令牣＝ｌｎ牨，牤＝ｌｎ牪，爛＝ｌｎ牃，则有直线方程牤＝爛＋牄牣．
由（牨牏，牪牏）算出（牣牏，牤牏），求出爛


，牄，再由牃＝ｅ犧，于是牪＝牃牨牄．

．倒指数曲线 牪＝牃ｅ牄燉牨 （牃＞０）型（见图９．６）

图９．６
取对数，得 ｌｎ牪＝ｌｎ牃＋牄燉牨，

令牣＝１燉牨，牤＝ｌｎ牪，爛＝ｌｎ牃，化为直线方程牤＝爛＋牄牣．
按幂函数曲线的方式计算得爛


，牄，牃＝ｅ犧，于是得出牪＝牃ｅ牄燉牨．

．指数曲线 牪＝牃ｅ牄牨 （牃＞０）型（见图９．７）

图９．７
取对数，得 ｌｎ牪＝ｌｎ牃＋牄牨，

令 牤＝ｌｎ牪，爛＝ｌｎ牃，用前述方法求出直线方程牤＝爛＋牄牨的估计值

爛
和牄，由牃＝ｅ犧，即得牪＝牃ｅ牄牨．

．对数函数 牪＝牃＋牄ｌｇ牨（牨＞０）型（见图９．８）
令牣＝ｌｇ牨，则有牪＝牃＋牄牣，由数据算得牃，牄，即有牪＝牃＋牄ｌｇ牨．

．Ｓ形曲线 牪＝ １
牃＋牄ｅ－牨型（见图９．９）

令牣＝ｅ－牨，牪＝牤，则有直线方程
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图９．８ 图９．９

牤＝牃＋牄牣，
由数据计算牃，牄，即得

牪＝ １
牃＋牄ｅ－牨．

其它如牪＝牃＋牄ｓｉｎ牨，只要令牣＝ｓｉｎ牨即可化为直线方程．
三、多元线性回归简介
设随机变量牪与牕个普通变量牨１，牨２，…，牨牕存在相关关系，并

设

牪＝牃＋牄１牨１＋牄２牨２＋…＋牄牔牨牔＋犡，犡～爫（０，犲２），
其中牄１，牄２，…，牄牔为常数．对变量牨１，牨２，…，牨牔作牕次观察，得观察
值

（牨牏１，牨牏２，…，牨牏牔；牪牏），牏＝１，２，…，牕，

作为样本来估计参数牃，牄１，牄２，…，牄牔的估计值牃，牄１，牄２，…，牄牔，求

得牪关于牨１，牨２，…，牨牕的线性回归方程

牪＝牃＋牄１牨１＋牄２牨２＋…＋牄牔牨牔．

．用极大似然法估计牃，牄１，牄２，…，牄牔
对样本的似然函数中的平方和

爯＝
牕

牏＝１
（牪牏－牪牏）＝

牕

牏＝１
（牪牏－牃－牄１牨牏１－牄２牨牏２－…－牄牔牨牏牔）

２

解爯关于牃和牄１，牄２，…，牄牔的偏导数的方程组

爯
牃＝０， 爯

牄１＝０， …， 爯
牄牔＝０，
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解得牃，牄１，牄２，…，牄牔．

┒

＝（牃，牄１牄２… 牄牔）－１＝（┨Ｔ┨）－１牀Ｔ牁，

其中 ┨＝

１ 牨１１ 牨１２ … 牨１牔

１ 牨２１ 牨２２ … 牨２牔

   
１ 牨牕１ 牨牕２ … 牨

烄

烆

烌

烎牕牔

， ┩＝

牪１

牪２


牪

烄

烆

烌

烎牕

．

若在显著性水平犜下，拒绝

爣０：牄１＝牄２＝…＝牄牔＝０，
则认为回归的效果是显著的．

．未知参数犲２的点估计

通常用犲＝ １
牕爯（牃，牄１，牄２，…，牄牔），但犲２不是犲２的无偏估计．

疑 难 解 析

．进行回归分析需满足哪些基本条件？
答 进行回归分析，对参数性检验对象要求必须满足以下三

个基本条件：
（１）正态性 被检验的对象或者因变量必须是服从正态分布

爫（犨，犲２）的随机变量．
（２）方差齐性 被检验的各个总体的方差，应该是相等的．
（３）独立性 对被检验的各对观察数据而言，从概率意义上

应理解为是独立取得的．
处理实际问题时，往往不能事先预知这三条是否满足．诚如上

节所提到的，正态性可由大数定律与中心极限定理来确定，方差齐
性的检验用爡检验来进行，而独立性一般凭实际经验判断．一般有
一个近似结论就可以进行回归分析了．

．回归分析与相关分析有什么联系与区别？是否可以用同一
种方法来研究？
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答 相关关系是一种不确定性关系，也可以分为自变量与因
变量加以考察．因变量一般取可以测量的随机变量，而自变量在许
多情况下不是随机的，是可控制的普通变量．它表现为因变量的取
值随自变量的变化而呈现一定的统计规律性，即当自变量取值确
定时，因变量的取值也有确定的概率分布与之对应．
相关分析与回归分析的关系与区别表现在：相关分析一般是

研究随机变量与随机变量之间的相关关系的，而回归分析研究随
机变量与非随机变量之间的相关关系．两者所使用的概念、理论和
方法有所不同，得到的结果含义也不相同，但结果的形式却几乎完
全一致．因此，从应用与计算角度看，两者没有必要加以严格区别．
由于回归分析在数学处理上更为简便，因而不论自变量如何，都可
当作非随机的普通变量看待，用回归分析方法研究变量间的相关
关系．

．回归系数的最小二乘估计与极大似然估计有什么不同？它
们的结果是否相同？
答 以一元正态线性回归为例．其模型为

牪牏＝牃＋牄牨＋犡牏， 牏＝１，２，…，牕，
其中 爠（犡牏）＝０．
最小二乘估计是指对牨，牪的牕对试验值（牨牏，牪牏）（牏＝１，２，…，

牕），作离差平方和

爯＝
牕

牏＝１
（牪牏－牃－牄牨牏）２，

利用微积分中的极值方法，求出使爯（牃，牄）＝ｍｉｎ爯（牃，牄）的牃和 牄，
则牪＝牃＋牄牨为所求线性回归方程．
极大似然估计是由 牪牏＝牃＋牄牨牏＋犡牏，犡牏～爫（０，犲２），则 牪牏～

爫（牃＋牄牨牏，犲２），得样本的极大似然函数

爧＝
１
槡槏 槕犲 ２π

牕

ｅｘｐ－ １
２犲２

牕

牏＝１
（牪牏－牃－牄牨牏）［ ］２ ．
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要使爧取最大值，则应使
牕

牏＝１
（牪牏－牃－牄牨牏）２为最小．用与最小二乘

估计中同样的极值方法，求得使

爯＝
牕

牏＝１
（牪牏－牃－牄牨牏）２

最小的牃和牄，得线性回归方程牪＝牃＋牄牨．

由于两种方法讨论的都是爯＝
牕

牏＝１
（牪牏－牃－牄牨牏）２，且由此求得

牃和牄，故最小二乘估计与极大似然估计的结果是相同的．
．在线性回归确定后，影响预测精度的主要因素有哪些？
答 当线性回归方程牪＝牃＋牄牨已经确定，并经检验确认回

归显著，则对给定的牨０，牪０，置信度为１－犜的预测区间为

牪０牠犜燉２（牕－２）犲 １＋１燉牕＋（牨０－牨）２燉牓牨牨槡槏 槕），

其中 牓牨牨＝
牕

牏＝１
（牨牏－牨）２．

由此可知，影响预测精度的主要因素为：
（１）犲２．一般，犲２越小，精度越高．
（２）牕．牕越大，精度越高，所以应尽量扩大样本容量．
（３）自变量的取值牨牏．牨牏应尽量避免过于集中，但预测点牨０离

牨越近时精度越高．
．非线性回归的线性化过程是怎样进行的？关键是什么？
答 当具有相关关系的两个变量牪和牨，不具有线性相关关

系，而具有某种曲线相关关系时，可以通过适当的变量代换，将变
量间的关系化为线性的形式，即通过必要的变量转换对它作线性
化处理．在两个变量回归的条件下，一般常用的是倒代换与对数代
换，使曲线问题化为代换后的直线问题．所处理的自变量与因变量
间的关系，可以是双曲函数、幂函数、指数函数、负指数函数、对数
函数等．更复杂的曲线回归，将利用后面的多元线性回归方法来解
决．
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正确选择曲线类型，是正确地进行变量转换的前提，而正确的
转换关系又是提高曲线回归精确度的根本．由散点图的形状选择
的线性化转换，往往不能一次就选准．为准确起见，不妨同时作几
种曲线加以比较．

方法、技巧与典型例题分析

一、一元线性回归问题
一元线性回归的解题过程是：（１）建立观测结果（牨１，牪１），

（牨２，牪２），…，（牨牕，牪牕）的散点图，确定 牪对 牨的相依关系的特点；
（２）估计回归系数牃，牄和方差犲２；（３）检验回归方程的回归效果是
否显著；（４）利用回归方程进行预测与控制．在计算数据过程中，
要注意利用数据处理的一些技巧，以减小计算工作量．
例 某工业部门为了分析该部门的产量（单位：千件）牨与生

产费用（单位：千元）牪之间的关系，随机抽取了１０个企业作样本，
得到数据如表９．４３所示．试建立牨与牪之间的回归方程式．

表．

牨 ４０ ４２ ４８ ５５ ６５ ７９ ８８ １００ １２０ １４０

牪 １５０ １４０ １６０ １７０ １５０ １６２ １８５ １６５ １９０ １８５

解 画散点图（略），可以看出散点大致呈直线分布趋势．设线
性回归方程为牪＝牃＋牄牨．计算结果如表９．４４所示．
计算数据如下：

牓牨牨＝
牕

牏＝１
（牨牏－牨）２＝

牕

牏＝１
牨２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牨槏 槕牏 ２

＝７０９０３－ １
１０×７７７２＝１０５３０．１，

牓牪牪＝
牕

牏＝１
（牪牏－牪）２＝

牕

牏＝１
牪２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牪槏 槕牏 ２

·２７４·



＝２７７１１９－ １
１０×１６５７２＝２５５４．１，

牓牨牪＝
牕

牏＝１
（牨牏－牨）（牪牏－牪）＝

牕

牏＝１
牨牏牪牏－ １

牕 
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 

牕

牏＝１
牪槏 槕牏

＝１３２９３８－ １
１０×７７７×１６５７＝４１８９．１．

表．

牨 牪 牨２ 牨牪 牪２

４０ １５０ １６００ ６０００ ２２５００

４２ １４０ １７６４ ５８８０ １９６００
４８ １６０ ２３０４ ７６８０ ２５６００
５５ １７０ ３０２５ ９３５０ ２８９００
６５ １５０ ４２２５ ９７５０ ２２５００
７９ １６２ ６２４１ １２７９８ ２６２４４
８８ １８５ ７７４４ １６２８０ ３４２２５
１００ １６５ １００００ １６５００ ２７２２５
１２０ １９０ １４４００ ２２８００ ３６１００
１４０ １８５ １９６００ ２５９００ ３４２２５

 ７７７ １６５７ ７０９０３ １３２９３８ ２７７１１９

解得 牄＝
牓牨牪
牓牨牨＝

４１８９．１
１０５３０．１＝０．３９８．

牃＝ １
牕

牕

牏＝１
牪牏－牄牨＝１６５．７－０．３９８×７７．７＝１３４．７８，

所以，线性回归方程为

牪＝１３４．７８＋０．３９８牨．
而犲２的无偏估计为

犲＝ １
牕－２（牓牪牪－牄牓牨牨）＝ １

８（２５５４．１－０．３９８×４１８９．１）

＝１１０．８５．
例 设关于某设备的使用年限牨和所支出的维修费用（单
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位：千元）牪如表９．４５所示，求：
（１）牪关于牨的回归方程，犲２的无偏估计；
（２）检验回归是否显著，并求牨＝７时，维修费用牪的０．９５的

预测区间．
表．

牨 ２ ３ ４ ５ ６

牪 ２．２ ３．８ ５．５ ６．５ ７．０

解 （１）作散点图（略），数据呈直线分布趋势．计算结果如表

９．４６所示．
表．

牨 牪 牨２ 牨牪 牪２

２ ２．２ ４ ４．４ ４．８４
３ ３．８ ９ １１．４ １４．４４
４ ５．５ １６ ２２．０ ３０．２５
５ ６．５ ２５ ３２．５ ４２．２５
６ ７．０ ３６ ４２．０ ４９．００

∑ ２０ ２５ ９０ １１２．３ １４０．７８

计算数据如下：

牓牨牨＝
牕

牏＝１
牨２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牨槏 槕牏 ２

＝９０－ １
５×２０２＝１０，

牓牨牪＝
牕

牏＝１
牨牏牪牏－ １

牕 
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 

牕

牏＝１
牪槏 槕牏 ＝１１２．３－ １

５×２０×２５＝１２．３，

牓牪牪＝
牕

牏＝１
牪２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牪槏 槕牏 ２

＝１４０．７８－ １
５×２５２＝１５．７８，

解得 牄＝
牓牨牪
牓牨牨＝

１２．３
１０＝１．２３，

牃＝ １
牕

牕

牏＝１
牪牏－牄牨＝５－１．２３×４＝０．０８．
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所以，线性回归方程为

牪＝０．０８＋１．２３牨．
犲２的无偏估计为

犲２＝ １
牕－２（牓牪牪－牄牓牨牪）＝ １

３（１４０．７８－１．２３×１１２．３）

＝０．８８３７．
（２）将牨０＝７代入回归方程得牪０＝８．６９．因为牕＝５，牠０．０２５（３）＝

３．１８，所以牪０的置信度为０．９５的置信区间为

牪０±牠犜燉２（牕－２）犲 １＋１燉牕＋（牨０－牨）２燉牓槡槏 槕牨牨

＝（８．６９±３．１８×０．９４×１．４５）＝（４．３５５７，１３．０２４３）．
计算统计量爴，得

牠＝ 牄

犲
 牓槡牨牨＝ １．２３

槡０．８８３７
槡× １０＝４．１３７６．

因为牠０．０２５（３）＝３．１８２４＜牠＝４．１３７６，故知回归效果是显著的．
例 为研究某一化学反应过程中，温度（单位：℃）牨对产品

得率（质量分数，％）牪的影响，测得数据如表９．４７所示．求：
（１）线性回归方程和犲２的无偏估计；
（２）检验回归效果是否显著和求牄的置信区间（犜＝０．０５）．

表．

牨 １００ １１０ １２０ １３０ １４０ １５０ １６０ １７０ １８０ １９０
牪 ４５ ５１ ５４ ６１ ６６ ７０ ７４ ７８ ８５ ８９

解 （１）画散点图（略），知数据呈直线分布趋势．
计算数据如下：


１０

牏＝１
牨牏＝１４５０， 

１０

牏＝１
牪牏＝６７３， 

１０

牏＝１
牨２

牏＝２１８５００，


１０

牏＝１
牨牏牪牏＝１０１５７０， 

１０

牏＝１
牪２

牏＝４７２２５， 牕＝１０．

牓牨牨＝２１８５００－ １
１０×１４５０２＝８２５０，
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牓牨牪＝１０１５７０－ １
１０×１４５０×６７３＝３９８５，

牓牪牪＝４７２２５－ １
１０×６７３２＝１９３２．１，

得 牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝０．４８３０，

牃＝６７．３－１４５×０．４８３０＝－２．７３９３．
所以，线性回归方程为

牪＝－２．７３９３＋０．４８３０牨，

犲２的无偏估计为

犲２＝ １
牕－２（牓牪牪－牄牓牨牪）＝０．９１８１．

（２）因为牠０．０２５（８）＝２．３０６０，犲＝０．９５８１，所以

燏牠燏＝燏牄燏
犲
 牓槡牨牨＝１０．４８３０１

槡０．９１８１
槡× ８２５０＝４５．７８５６．

由于燏牠燏＝４５．７８５６＞牠０．０２５（８）＝２．３０６０，故认为回归效果是显著
的．

牄的置信度为１－犜的置信区间为

（牄牠犜燉２（牕－２）·犲燉 牓槡牨牨）
＝（０．４８３０２．３０６０×０．９５８１燉９０．８３）
＝（０．４５８７，０．５０７３）．

例  某地区第一年到第六年间每年的用电量（单位：１０８

ｋＷ·ｈ）牪与年次牨的统计数据如表９．４８所示．求牪对牨的回归方
程，并在犜＝０．０１下作显著性检验．若该地区第七至第八年经济发
展速度不变，试对第八年的用电量在犜＝０．０５下进行预测．

表．

牨 １ ２ ３ ４ ５ ６

牪 １０．４ １１．４ １３．１ １４．２ １４．８ １５．７

解 作散点图（略），知数据分布呈直线趋势，所以，设
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牪＝牃＋牄牨．
计算数据如下：


６

牏＝１
牨牏＝２１， 

６

牏＝１
牪牏＝７９．６，

牨＝３．５， 牪＝１３．２７，


６

牏＝１
牨２

牏＝９１， 
６

牏＝１
牪２

牏＝１０７６．９， 
６

牏＝１
牨牏牪牏＝２９７．５，

１
６ 

６

牏＝１
牨槏 槕牏 ２

＝７３．５， １
６ 

６

牏＝１
牪槏 槕牏 ２

＝１０５６．０３，

１
６ 

６

牏＝１
牨槏 槕牏 

６

牏＝１
牪槏 槕牏 ＝２７８．６．

牓牨牨＝１７．５， 牓牨牪＝１８．９， 牓牪牪＝２０．８７，
由公式得 牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝１８．９燉１７．５＝１．０８，

牃＝ １
６×７９．６－１．０８× １

６×２１＝９．４９．

所以线性回归方程为

牪＝９．４９＋１．０８牨，

犲２的无偏估计为

犲２＝ １
４（２０．８７－１．０８×１８．９）＝０．１１４５， 犲＝０．３３８４．

于是，由 燏牠燏＝ 牄

犲
 牓槡牨牨＝１３．３５１＞牠０．０５（４）＝２．１３１８

知回归效果是显著的．
将牨０＝８代入线性回归方程，得第八年用电量牪０的置信度为

０．９５的置信区间为

（１８．１３牠０．０２５ 槡（４）×０．３３８４ １＋１燉６＋２０．２５燉１７．５）
＝（１６．７０，１９．５６）．
例 表９．４９列出退火温度（单位：℃）牨对黄铜延展性牪效应

的试验数据，牪是以伸长率（％）计算的．又设牨，牪均为正态变量，
其方差与牨无关，求牪对于牨的线性回归方程和犲２的无偏估计．
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表．

牨 ３００ ４００ ５００ ６００ ７００ ８００
牪 ４０ ５０ ５５ ６０ ６７ ７０

解 画散点图（略），知数据呈直线分布趋势，所以，设

牪＝牃＋牄牨．
计算数据如下：


６

牏＝１
牨牏＝３３００， 

６

牏＝１
牨２

牏＝１９９００００， 
６

牏＝１
牪牏＝３４２，


６

牏＝１
牪２

牏＝２０１１４， 
６

牏＝１
牨牏牪牏＝１９８４００，

牓牨牨＝１７５００， 牓牨牪＝１０３００， 牓牪牪＝６２０．
由公式得 牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝０．０５８８６，

牃＝ １
６×３４２－ １

６×５５０×０．０５８８６＝２４．６２８７．

所以线性回归方程为

牪＝２４．６２８７＋０．０５８８６牨，

犲２的无偏估计为

犲２＝ １
４（６２０－０．０５８８６×１０３００）＝３．４３５５．

例 设儿子身高牪与父亲的身高牨适合一元正态线性回归
模型，观察了１０对英国父子的身高（单位：ｉｎ，１ｉｎ＝２５．４ｍｍ），得
数据如表９．５０所示．

（１）试建立牪关于牨的回归方程；
（２）在犜＝０．０５下对方程作显著性检验；
（３）当牨０＝６９时，求牪０的置信度为０．９５的预测区间．

表．

牨 ６０ ６２ ６４ ６５ ６６ ６７ ６８ ７０ ７２ ７４
牪 ６３．６ ６５．５ ６６ ６５．６６６．９６７．１６７．４６３．３７０．１ ７０

解 （１）设回归方程为牪＝牃牨＋牄，按所给数据计算，得
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
１０

牏＝１
牨牏＝６６８， 牨＝６６．８， 

１０

牏＝１
牨２

牏＝４４７９４，


１０

牏＝１
牪牏＝６６５．１， 牪＝６６．５１， 

１０

牏＝１
牪２

牏＝４４２８３．９３，


１０

牏＝１
牨牏牪牏＝４４４９２．４，

牓牨牨＝
１０

牏＝１
牨２

牏－１０牨２＝１７１．６，

牓牪牪＝
１０

牏＝１
牪２

牏－１０牪２＝４８．１２９，

牓牨牪＝
１０

牏＝１
牨牏牪牏－１０牨牪＝６３．７２，

所以 牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝０．３７１３， 牃＝牪－牄牨＝４１．７０７２．
线性回归方程为

牪＝４１．７０７２＋０．３７１３牨．
（２）待检假设爣０：牄＝０．因为

犲２＝ １
牕－２（牓牪牪－牄牓牨牪）＝ １

８（４８．１２９－０．３７１３×６３．７２）

＝２４．４６９８燉８＝３．０５８７，

所以 燏牠燏＝ 牄

犲
 牓槡牨牨＝ ０．３７１３

槡３．０５８７
槡× １７１．６＝２．７８１１．

又因为牠０．０２５（８）＝２．３０６０＜燏牠燏＝２．７８１１，所以拒绝爣０，认为回归的
效果是显著的．
也可用爡统计量检验．
（３）牪０的置信度为１－犜的预测区间为

（牪０牠犜燉２（牕－２）犲 １＋１燉牕＋（牨－牨０）２燉牓槡 牨牨）．
当 牨０＝６９时，牪０＝６７．３２６９，牠０．０２５（８）＝２．３０６０，故 牪０的置信度为

０．９５的预测区间为（６３．０４３２，７１．６１０６）．
例 如果两个变量牨，牪存在相关关系，其中牪的值是难以测

量的，而牨的值是易于测得的，则可以根据牨的测量值利用回归方
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程牪＝牃＋牄牨去估计牪的值，表９．５１给出１８个５～８岁儿童的重量

（易测的，单位：ｋｇ）和体积（难测的，单位：１０－３ｍ３）．设牨，牪是正态
变量，方差与牨无关．求：

（１）牪关于牨的线性回归方程牪＝牃＋牄牨；
（２）牨＝１４时，牪的置信度为０．９５的预测区间．

表．

牨 １７．１ １０．５ １３．８ １５．７ １１．９ １０．４ １５．０ １６．０ １７．８

牪


１６．７ １０．４ １３．５ １５．７ １１．６ １０．２ １４．５ １５．８ １７．６

牨 １５．８ １５．１ １２．１ １８．４ １７．１ １６．７ １６．５ １５．１ １５．１

牪 １５．２ １４．８ １１．９ １８．３ １６．７ １６．６ １５．９ １５．１ １４．５

解 （１）计算数据如下：


１８

牏＝１
牨牏＝２７０．１， 牨＝１５．００６， 

１８

牏＝１
牨２

牏＝４１４９．３９，


１８

牏＝１
牪牏＝２６５， 牪＝１４．７２２， 

１８

牏＝１
牪２

牏＝３９９６．１４，


１８

牏＝１
牨牏牪牏＝４０７１．７１，

牓牨牨＝
牕

牏＝１
牨２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牨槏 槕牏 ２

＝９６．３８９４，

牓牪牪＝
牕

牏＝１
牪２

牏－ １
牕 

牕

牏＝１
牪槏 槕牏 ２

＝９４．７５１１，

牓牨牪＝
牕

牏＝１
牨牏牪牏－ １

牕 
牕

牏＝１
牨槏 槕牏 

牕

牏＝１
牪槏 槕牏 ＝９５．２３７８，

依公式得 牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝０．９８８１，牃＝牪－牄牨＝－０．１０４０，所以，牪关于

牨的线性回归方程为

牪＝－０．１０４０＋０．９８８１牨．
（２）因为犲的无偏估计为

犲２＝ １
牕－２（牓牪牪－牄牓牨牪）＝ １

１６（９４．７５１１－０．９８８１×９５．２３７８）
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＝０．０４０４．
当牨０＝１４时，牪０＝－０．１０４０＋０．９８８１×１４＝１３．７２９４，所以，牨＝１４
时，牪０的置信度为０．９５的预测区间为

（牪


０牠０．０２５ 槡（１６）× ０．０４０４× １＋１燉８＋（１４－１５．００５）２槡 燉９６．３８９４）

＝（１４．６９６，１４．７４８）．
例 在服装标准的制定过程中，需调查获取一系列的数据．

表９．５２给出一组女青年的身高牨与裤长牪的数据（单位：ｃｍ），求：
（１）裤长牪对身高牨的回归方程；
（２）在犜＝０．０１下检验回归方程的显著性．

表．

牨 １６８１６２１６０１６０１５６１５７１５９１６８１５９１６２１５８１５６１６５１５８１６６

牪 １０７１０３１０３１０２１００１００１０１１０７１００１０２１００ ９９ １０５１


０１１０５

牨 １６２１５０１５２１５６１５９１５６１６４１６８１６５１６２１５８１５７１７２１４７１５５

牪 １０５９７ ９８ １０１１０３ ９９ １０７１０８１０６１０３１０１１０１１１０ ９５ ９９

解 （１）计算数据，得


３０

牏＝１
牨牏＝４７９７， 牨＝１５９．９， 

３０

牏＝１
牨２

牏＝７６７９４９，


３０

牏＝１
牪牏＝３０６８， 牪＝１０２．３， 

３０

牏＝１
牪２

牏＝３１４１１２，


３０

牏＝１
牨牏牪牏＝４９１１２４，

牓牨牨＝
３０

牏＝１
牨２

牏－ １
３０

３０

牏＝１
牨槏 槕牏 ２

＝７６７９４９－ １
３０×４７９７２＝９０８．７，

牓牨牪＝
３０

牏＝１
牨牏牪牏－ １

３０
３０

牏＝１
牨槏 槕牏 

３０

牏＝１
牪槏 槕牏 ＝５５０．８，

牓牪牪＝
３０

牏＝１
牪２

牏－ １
３０

３０

牏＝１
牪槏 槕牏 ２

＝３５７．８７．

依公式得 牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝０．６１， 牃＝牪－牄牨＝４．７６，
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所以，裤长牪关于身高牨的线性回归方程为

牪＝４．７６＋０．６１牨．

（２）用爡检验法，爡＝爺
爯（牕－２），待检假设爣０：牄＝０．

爺＝牄牓牨牪＝０．６１×５５０．８＝３３５．９９，

爯＝牓牪牪－爺＝３５７．８７－３３５．９９＝２１．８８，

爡＝（牕－２）爺燉爯＝２８×３３５．９９燉２１．８８＝４２９．９６．
而爡０．９９（１，２８）＝７．６４＜爡＝４２９．９６，故拒绝爣０，认为线性关系高度
显著．
二、可化为线性回归的非线性回归问题
可化为线性回归的非线性回归问题，关键在于确定回归曲线

的类型．在一些不易确定的情况，可选择几种曲线加以比较，选择
效果较好的一种．
例  某商品的需求量（单位：件）牪与价格（单位：元）牨的统

计资料如表９．５３所示，求需求函数的回归方程．
表．

牪 ５４３５８０６１８６９５７２４８１２８８７９９１ １１８６ １９４０

牨 ６１ ５４ ５０ ４３ ３８ ３６ ２８ ２３ １９ １０

解 画散点图（略），根据散点图选择牪＝牃牨－牄来描绘需求量牪
与价格牨的关系．经变换，得

牂＝ｌｎ牪＝ｌｎ牃－牄ｌｎ牨＝犜＋犝牠．
利用最小二乘法求得犜和犝的估计值

犜

＝９．１２０６， 犝


＝－０．６９０２，

所以 牃＝ｅ犜＝９１４１．６８５， 牄＝－犝

＝０．６９０２．

故需求回归方程为

牪＝９１４１．６８５牨－０．６９０２．
将牪与牪的值加以比较，结果如表９．５４所示，可见牪与牪数据相近，
效果较好．
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表．

牪 ５４３ ５８０ ６１８ ６９５ ７２４ ８１２ ８８７ ９９１ １１８６ １９４０

牪 ５３６ ５８３ ６１４ ６８２ ７４２ ７７１ ９１７ １０５０ １１９８ １８８６

例 为研究某企业的生产率（单位：件燉周）牨与废品率（％）
牪的关系，调查记录的数据如表９．５５所示，试根据数据拟合出合
适的曲线模型．

表．

牨 １０００ ２０００ ３０００ ３５００ ４０００ ４５００ ５０００

牪 ５．２ ６．５ ６．８ ８．１ １０．２ １０．３ １３．０

解 画出散点图（略），观察数据显示趋势，既呈直线趋势，又
呈曲线趋势（指数增长），故分别作直线与指数曲线拟合．

（１）设牪＝牃牨＋牄，计算数据如下：


７

牏＝１
牨牏＝２３０００， 

７

牏＝１
牨２

牏＝８７５０００００， 牨＝３２８５．７１４３，


７

牏＝１
牪牏＝６０．１， 

７

牏＝１
牪２

牏＝５６０．２７， 牪＝８．５８５７，


７

牏＝１
牨牏牪牏＝２１９１００，

牓牨牨＝１１９２８５７１．４２８６， 牓牪牪＝５１６， 牓牨牪＝２１６２８．９．
依公式得牄＝牓牨牪燉牓牨牨＝０．００１８１，牃＝牪－牄牨＝２．６３８６，所以直线回归
方程为

牪＝２．６３８６＋０．００１８１牨．
（２）设牪＝牃ｅ牄牨，取对数转化为ｌｎ牪＝ｌｎ牃＋牄牨，得


７

牏＝１
ｌｎ牪牏＝１４．７５．

求得ｌｎ牃和牄的最小二乘估计为

牄＝０．００２， ｌｎ牃＝１．３９８７， 牃＝４．０５，
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所以指数曲线回归方程为

牪＝４．０５ｅ０．００２牨．
比较两个模型的残差平方和，以残差平方和小的为优．
直线回归模型的残差平方和爯＝５．３３７１，指数曲线回归模型

的残差平方和爯＝６．１１，故认为直线回归模型拟合程度更好．
例 在彩色显影中，由经验知：形成染料光学密度牪与析出

银的光学密度牨由公式

牪＝爛ｅ牄燉牨 （牄＜０）
表示，测得试验数据如表９．５６所示，求牪关于牨的回归方程．

表．

牨 ０．０５０．０６０．０７０．１００．１４０．２００．２５０．３１０．３８０．４３０．４７

牪 ０．１００．１４０．２３０．３７０．５９０．７０１．００１．１２１．１９１．２５１．２９

解 对公式牪＝爛ｅ牄燉牨两边取对数，得

ｌｎ牪＝ｌｎ爛＋牄燉牨，
化为 牤＝牃＋牄牣 （牃＝ｌｎ爛）．
令牣牏＝１燉牨，牤牏＝ｌｎ牪牏，牏＝１，２，…，１１，得数据如表９．５７所示．

表．

牣 ２０．００ １６．６６７ １４．２８６ １０．００ ７．１４３

牤


－２．３０３ －１．９６６ －１．４７ －０．９９４ －０．５２８

牣 ５．００ ４．００ ３．２２６ ２．６３２ ２．３２６ ２．１２８

牤 －０．２３６ ０ ０．１１３ ０．１７４ ０．２２３ ０．２５５

计算以下数据：
牣＝７．９４６， 牤＝－０．６１２，

牓牣牣＝４０６．６１４， 牓牤牤＝８．６９０， 牓牣牤＝－５９．３４３，
依公式得 牄＝牓牣牤燉牓牣牣＝－０．１４６， 牃＝牤－牄牣＝０．５４８．
于是 爛＝ｅ０．５４８＝１．７２９，
故回归方程为 牪＝１．７２９ｅ－０．１４６燉牨．
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例 我国在１９８１—１９８８年的八年间，全国居民人均年消费
水平（单位：元）牪和年份牨的统计数据如表９．５８所示．以牠＝１，２，
…，８表示 １９８１，１９８２，…，１９８８年度，试建立 牪对年度 牠＝
（牨－１９８０）的经验回归方程．

表．

牨 １９８１ １９８２ １９８３ １９８４ １９８５ １９８６ １９８７ １９８８

牪 ２４９ ２６７ ２８９ ３２９ ４０６ ４５１ ５１３ ６４３

解 由散点图（略）可以看出，数据分布呈指数曲线趋势．试用
函数

牪＝爛＋牃ｅ牄（牨－１９８０）＝２４０＋牃ｅ牄牠，
其中爛＝２４０为任意选定的基点．令牣＝ｌｎ（牪－２４０），犜＝ｌｎ牃，则得牣
＝牃＋牄牠．
计算以下数据：

牠＝４．６２５， 牣＝４．４９３２， 牠２＝２６．８７５， 牠牣＝２３．５５７５，
依公式得牄＝０．５０６２，犜


＝２．１５２０，牃


＝ｅ犜＝８．６０２０，所以，经验回归

方程为

牣＝２．１５２０＋０．５０６２牠，
即 牪＝２４０＋８．６０２０ｅ０．５０６２（牨－１９８０）．
例 表９．５９所示的是美国旧轿车价格调查资料，其中牨是

轿车使用年数，牪是相应的平均价格（单位：美元）．试建立牪关于牨
的回归方程．

表．

牨 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

牪 ２６５１ １９４３ １４９４ １０８７ ７６５ ５３８ ４８４ ２９０ ２２６ ２０４

解 由散点图（略）看出，数据分布呈指数曲线趋势，故设

牪＝牅ｅ牄牨．
两边取对数，得ｌｎ牪＝ｌｎ牅＋牄牨，化为
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牤＝牃＋牄牨 （牄＞０，ｌｎ牅＝牃），
得数据如表９．６０所示．

表．

牨 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

牤 ７．８８３７．５７２７．３０９６．９９１ ６．６４ ６．２８８６．１８２ ５．６７ ５．４２ ５．３１８

计算以下数据：
牨＝５．５， 牤＝６．５２７４，

牓牨牨＝８２．５， 牓牤牤＝７．３６６３， 牓牨牤＝－２４．５５８６，
依公式得 牄＝牓牨牤燉牓牨牨＝－０．２９７７，

牃＝牤－牄牨＝８．１６４６， 牅＝ｅ牃＝３５１４．２８，
故牪对牨的回归方程为

牪＝３５１４．２８ｅ－０．２９７７牨．
三、多元线性回归问题
多元线性回归问题比较复杂．计算过程由于涉及线性方程组

的求解，可以用克莱姆法则或者矩阵形法．有时为了简便，还可以
用编码形式表达不同的水平（见例１５）．
例 某煤矿十年时间原煤生产的劳动生产率（单位：ｔ燉工）

牪、产量（单位：１０６ｔ）牨１和掘进尺（单位：ｋｍ）牨２的统计数据如表

９．６１所示．设牪与牨１，牨２有相依关系牪＝牃＋牄１牨１＋牄２牨２，
（１）建立牪对牨１，牨２的经验回归方程；
（２）求犲２的无偏估计，并检验回归效果；
（３）检验回归系数牄１与牄２的显著性．

表．

年次 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

牨１ ２．４６ ２．２３ １．９７ ２．３１ ２．１３ ２．６５ ２．５０ ２．３６ ２．４０ ２．０８

牨２ １０．２ ９．３０ １３．０ １６．２ １５．８ １６．５ １１．９ １３．１ １８．１ ２０．７

牪 １．３５ １．２３ １．０７ １．１１ １．０３ １．１２ １．１２ １．２４ １．２０ １．０４

解 （１）计算以下数据：
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
１０

牏＝１
牨１牏＝２３．０９， 

１０

牏＝１
牨２

１牏＝５３．７０７， 
１０

牏＝１
牨２牏＝１４４．８，


１０

牏＝１
牨２

２牏＝２２１３．１８， 
１０

牏＝１
牪牏＝１１．５１， 

１０

牏＝１
牪２

牏＝１３．３４１３，


１０

牏＝１
牨１牏牨２牏＝３３３．４０， 

１０

牏＝１
牨２牏牪牏＝２６．６６７， 

１０

牏＝１
牨２牏牪牏＝１６４．６８，

牓１１＝５．３７０７－２．３０９２＝０．０３９２，

牓２２＝２．２１３１８－１４．４８２＝１１．６４７６，

牓１２＝３３．３４－２．３０９×１４．４８＝－０．０９４，

牓２１＝牓１２＝－０．０９４，

牓１牪＝２．６６６７－２．３０９×１．１５１＝０．００９１，

牓２牪＝１６．４６８－１４．４８×１．１５１＝－０．１９９．
依公式得 牃＝牪－牨牄１－牨２牄２＝０．９２６７，

牄１＝
牓１牪牓２２－牓２牪牓１２
牓１１牓２２－牓２１２

＝０．１９４４，

牄２＝
牓２牪牓１１－牓１牪牓２１
牓１１牓２２－牓２１２

＝－０．０１５５，

所以，经验回归方程为

牪＝０．９２６７＋０．１９４４牨１－０．０１５５牨２．

（２）计算牪牏的回归值，得数据如表９．６２所示．
表．

牪牏 １．３５ １．２３ １．０７ １．１１ １．０３ １．１２ １．１２ １．２４ １．２ １．０４

牪牏 １．２５９１．２２７１．１１８１．１３６１．１０７１．１９９１．２４１１．１９４１．１２５１．０２１

爯牓＝
１０

牏＝１
（牪牏－牪牏）２＝０．０４６３， 爳２

牓＝ １
７×０．０４６３＝０．００６６，

爯爲＝
１０

牏＝１
（牪牏－牪）２＝０．０５０７， 爳２

爲＝ １
２×０．０５０７＝０．０２５４，

故犲２的无偏估计
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爳２
牓＝ １

牕－（牑＋１）
１０

牏＝１
（牪牏－牪牏）２＝０．００６６．

（３）因为统计量

爡＝
爯爲燉２
爯牓燉７＝

０．０２５４
０．００６６＝３．８５，

而爡０．１０（２，７）＝３．２６＜３．８５＝爡，拒绝爣０，认为在水平犜＝０．１下，回
归效果是显著的．

（４）因为统计量

牠１＝牄１燉（爳牓 牅槡１１）＝ ０．１９４４
槡０．０８１２ ２．６

＝１．４８５，

牠２＝牄２燉（爳牓 牅槡２２）＝ ０．０１５５
槡０．０８１２ ０．００８８

＝２．０３５，

（牅１１，牅２２是矩阵（┨Ｔ┨）－１的元素），查表知

牠０．１（７）＝１．８９＜牠２＝２．０３５， 牠０．２（７）＝１．４１＜牠１＝１．４８５，
故认为牨１在犜＝０．２下显著，牨２在犜＝０．１下显著．
若用矩阵运算求回归方程，则有

┩＝
１．３５
１．２３

烄

烆

烌

烎１．０４
， ┨＝

１ ２．４６ １０．２
１ ２．２３ ９．３０

烄

烆

烌

烎１ ２．０８ ２０．７
， ┬＝

牃

牄１

牄

烄

烆

烌

烎２

，

┨Ｔ┨＝
１０ ２３．０９ １４４．８

２３．０９ ５３．７６１ ３３３．４０４
烄

烆

烌

烎１４４．８ ３３３．４０４ ２２１３．１８
， ┨Ｔ┩＝

１１．５１
２６．６６７

烄

烆

烌

烎１６４．６７５
，

燏┨Ｔ┨燏＝４４７．８６９８，

（┨Ｔ┨）－１＝
１７．２０３２ －６．３０８６ －１．７５２
－６．３０８６ ２．６００７ －０．０２１

烄

烆

烌

烎－１．７５２ －０．０２１ ０．００８８
，

得 ┬＝

牃

牄１

牄

烄

烆

烌

烎２

＝（┨Ｔ┨）－１┨Ｔ┩＝
０．９２６７
０．１９４４

烄

烆

烌

烎－０．０１５５
．
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与（１）的结果相同．
例 某种化工产品的得率牪与反应温度牨１、反应时间牨２及

反应物浓度牨３有关．设对于给定的牨１，牨２，牨３，得率牪（％）服从正态

分布，且方差与牨１，牨２，牨３无关．今得试验结果如表９．６３所示，其中

牨１，牨２，牨３均为二水平且均以编码形式表达．

（１）设犨（牨１，牨２，牨３）＝牃＋牄１牨１＋牄２牨２＋牄３牨３，求牪的多元线性回
归方程．

（２）若认为反应时间不影响得率，即犨（牨１，牨２，牨３）＝犝０＋犝１牨１

＋犝２牨２，求牪的多元线性回归方程．
表．

牨１ －１ －１ －１ －１ １ １ １ １

牨２ －１ －１ １ １ －１ －１ １ １

牨３ －１ １ －１ １ －１ １ －１ １

得率牪 ７．６ １０．３ ９．２ １０．２ ８．４ １１．１ ９．８ １２．６

解 （１）由所给数据写出矩阵

┨＝

１ －１ －１ －１
１ －１ －１ １
１ －１ １ －１
１ －１ １ １
１ １ －１ －１
１ １ －１ １
１ １ １ －１

烄

烆

烌

烎１ １ １ １

， ┩＝

７．６
１０．３
９．２
１０．２
８．４
１１．１
９．８

烄

烆

烌

烎１２．６

， ┒＝

牃
牄１
牄２
牄

烄

烆

烌

烎３

，

故 ┨Ｔ┨＝

８ ０ ０ ０
０ ８ ０ ０
０ ０ ８ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ８

， （┨Ｔ┨）－１＝ １
８

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

，
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┨Ｔ┩＝

７９．２
４．６
４．４

烄

烆

烌

烎９．２

， ┒＝（┨Ｔ┨）－１┨Ｔ┩＝

９．９
０．５７５
０．５５

烄

烆

烌

烎１．１５

．

所以，牪的三元线性回归方程为

牪＝９．９＋０．５７５牨１＋０．５５牨２＋１．１５牨３．
（２）此时，只需略去牨２项，即得

牪＝９．９＋０．５７５牨１＋１．１５牨３．
例 某公司在１５个地区的某种商品的销量（单位：罗，１罗

＝１４４件）牪、各地区人口数（单位：千人）牨１和平均每户总收入（单
位：元）牨２如表９．６４所示．设牪对牨１，牨２有线性相依关系，试建立牪
对牨１，牨２的经验回归方程，并求犲２的无偏估计．

表．

牨１ ２７４ １８０ ３７５ ２０５ ８６ ２６５ ９８ ３３０

牨２ ２４５０ ３２５４ ３８０２ ２８３８ ２３４７ ３７８２ ３００８ ２４５０

牪


１６２ １２０ ２２３ １３１ ６７ １６９ ８１ １９２

牨１ １９５ ５３ ４３０ ３７２ ２３６ １５７ ３７０

牨２ ２１３７ ２５６０ ４０２０ ４４２７ ２６６０ ２０８８ ２６０５

牪 １１６ ５５ ２５２ ２３２ １４４ １０３ ２１２

解 计算以下数据：


１５

牏＝１
牨１牏＝３６２６， 

１５

牏＝１
牨２牏＝４４４２８， 

１５

牏＝１
牨１牏牨２牏＝１１４１９１８１，


１５

牏＝１
牨２

１牏＝１０６７６１４， 
１５

牏＝１
牨２

２牏＝１３９０６３４２８， 
１５

牏＝１
牨１牏牪牏＝６４７１０７，


１５

牏＝１
牪牏＝２２５９， 

１５

牏＝１
牪２

牐＝３９４１０７， 
１５

牏＝１
牨２牏牪牏＝７０９６６１９．

牓１１＝１２７３９．２５， 牓２２＝４９８２４１．５， 牓１２＝４５２９６．８６，
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牓２１＝４５２９６．８６， 牓１牪＝６７３５．４３， 牓２牪＝２７０５０．８３．
依公式得

牄１＝０．４９６， 牄２＝０．００９２， 牃＝３．４５３，
所以，牪对牨１，牨２的经验回归方程为

牪＝３．４５３＋０．４９６牨１＋０．００９２牨２．

牪牏的回归值如表９．６５所示，于是算得

爯牓＝
１５

牏＝１
（牪牏－牪牏）２＝５６．８８４， 爳２

牓＝４．７４，

所以，犲２的无偏估计值为爳２
牓＝４．７４．
表．

牪牏 １６２ １２０ ２２３ １３１ ６７ １６９ ８１ １９２

牪牏 １６１．９０１２２．６７２２４．４３１３１．２４ ６７．７０ １６９．６９ ７９．７


３ １８９．６７

牪牏 １１６ ５５ ２５２ ２３２ １４４ １０３ ２１２

牪牏 １１９．８３ ５３．２９ ２５３．７２２２８．６９１４４．９８１００．５３２１０．９３８

例 一种合金在某种添加剂的不同浓度牨之下，各做三次
试验，得强度牪（单位：ＭＰａ）数据如表９．６６所示．以模型牪＝牃＋牄１牨

＋牄２牨２＋犡，犡～爫（０，犲２）拟合数据，其中牃，牄１，牄２，犲２均与牨无关，求

回归方程牪＝牃＋牄１牨＋牄２牨２．
表．

牨 １０．０ １５．０ ２０．０ ２５．０ ３０．０

牪

２５．２ ２９．８ ３１．２ ３１．７ ２９．４

２７．３ ３１．１ ３２．６ ３０．１ ３０．８

２８．７ ２７．８ ２９．７ ３２．３ ３２．８

解 令牠１＝牨，牠２＝牨２，模型化为

牪＝牃＋牄１牠１＋牄２牠２．
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┨＝

１ １０ １００
１ １５ ２２５
１ ２０ ４００
１ ２５ ６２５

烄

烆

烌

烎１ ３０ ９００

， ┩＝

２７．０６７
２９．５６７
３１．１６７
３１．１６７

烄

烆

烌

烎３１

， ┒＝
牃
牄１
牄

烄

烆

烌

烎２
，

┨Ｔ┨＝
１５ ３００ ６７５０
３００ ６７５０ １６５０００

烄

烆

烌

烎６７５０ １６５０００ ４２６３７５０
， ┨Ｔ┩＝

４５０．９
９１５５

烄

烆

烌

烎２０７９９０
，

（┨Ｔ┨－１）＝ １
牱＝

１５５５３１２５００ －１６５３７５０００ ３９３７５００
－１６５３７５０００ １８３９３７５０ －４５００００

烄

烆

烌

烎３９３７５００ －４５００００ １１２５００
，

其中 牱＝２９５３１２０００．

故 ┒＝
牃
牄１
牄

烄

烆

烌

烎２
＝（┨Ｔ┨）－１┨Ｔ┩＝

１９．０３３６
１．００８６

烄

烆

烌

烎－０．０２０４
．

所以，牪的经验回归方程为

牪＝１９．０３３６＋１．００８６牨－０．０２０４牨２．
例  养猪场为了估算猪的毛重（单位：ｋｇ）牪与其身长（单

位：ｃｍ）牨１、肚围（单位：ｃｍ）牨２的关系，测量了１４头猪，所得数据如
表９．６７所示．经验表明，牪与牨１，牨２存在线性相依关系，试求经验
回归方程．

表．

牨１ ４１ ４５ ５１ ５２ ５９ ６２ ６９ ７２ ７８ ８０ ９０ ９２ ９８ １０３

牨２ ４９ ５８ ６２ ７１ ６２ ７４ ７１ ７４ ７９ ８４ ８５ ９４ ９１ ９５

牪 ２８ ３９ ４１ ４４ ４３ ５０ ５１ ５７ ６３ ６６ ７０ ７６ ８０ ８４

解 设线性回归方程为牪＝牃＋牄１牨１＋牄２牨２．计算数据得

牨１＝ １
１４

１４

牏＝１
牨１牏＝７０．８６， 牨２＝ １

１４
１４

牏＝１
牨２牏＝７４．９３，
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牪＝ １
１４

１４

牏＝１
牪牏＝５６．５７，

牓１１＝
１４

牏＝１
牨２

１牏－ １
１４

１４

牏＝１
牨槏 槕１牏

２
＝５２４８．０５，

牓２２＝
１４

牏＝１
牨２

２牏－ １
１４

１４

牏＝１
牨槏 槕２牏

２
＝２５４９．９３，

牓１２＝牓２１＝
１４

牏＝１
牨１牏牨２牏－ １

１４
１４

牏＝１
牨槏 槕１牏 

１４

牏＝１
牨槏 槕２牏 ＝３４９５．４４，

牓１０＝
１４

牏＝１
牨１牏牪牏－ １

１４
１４

牏＝１
牨槏 槕１牏 

１４

牏＝１
牪槏 槕牏 ＝４４００．３０，

牓２０＝
１４

牏＝１
牨２牏牪牏－ １

１４
１４

牏＝１
牨槏 槕２牏 

１４

牏＝１
牪槏 槕牏 ＝３０３６．７２，

依公式得

牄１＝（牓１０牓２２－牓１２牓２０）燉（牓１１牓２２－牓２１２）＝０．５２，

牄２＝（牓２０牓１１－牓２１牓１０）燉（牓１１牓２２－牓２１２）＝０．４８，

牃＝牪－牄１牨１－牄２牨２＝－１６．２４，
所以，牪对牨１，牨２的线性回归方程为

牪＝－１６．２４＋０．５２牨１＋０．４８牨２．
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