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内 容 提 要

本书依据全国硕士研究生入学统一考试数学大

纲编写。对大纲中提到的所有概念、结论等知识点，
进行了点拨式的归纳和阐述，尤其是对概念的联系

和区别进行了整理；将考试要用到的各类公式，集中

归纳在相应的章节；对常见的考试题型给出了实例

和应对措施。本册为理工类分册。
本书可作为考研复习阶段的同学作为随身手册

使用。也可作为低年级本科生学习高等数学的参考

书。



前 言

这是一本为正在刻苦复习的学子们提供的以最

新研究生入学考试数学大纲为标准编写的考研数学

备考手册。本手册充分考虑到考生的实际情况和临

考心态，内容完整而精练，细节丰富而实用，体系科

学而简明，查阅快捷而方便。对于正在学习大学数学

课程的低年级大学生来说本书也有较大的参考价

值。
如果你觉得教科书的内容太多，自己对概念的

理解不太到位，定理的使用也有点盲目，公式分散而

孤立因而比较难找的话；如果你觉得已经看完的研

究生考试复习书还是太厚，题目多而杂，知识的系统

性和要领还是不太清楚的话；如果你觉得自己需要

整理一下所学的知识，检查复习的完整性，系统地归

纳基本公式、常见题型和解题思路方法的话——请

使用这本为以上的需求所设计的小册子吧！
本手册每章包括三部分：大纲要求、知识点·点

拨、常见题型·应对。
本手册既适合于进入复习阶段总结期的临考冲

刺者，也适合于开始复习或准备复习的起跑者。毕竟

不走弯路、提高效率是大家的共同目标。
本书由一直在教学一线的资深教师集体策划并

编写。近十年来，他们参加了每一年硕士研究生数学



入学考试的评卷和分析工作，担任了华中科技大学

数学系的考研辅导教学任务。如果这本凝结了编者

多年教学经验的小册子能够提高考生的复习效率的

话，那将是编者最期望、最快乐的事情。

编 者

２００５年５月

于华中科技大学
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第篇 微 积 分

第章 函数、极限、连续

． 函 数

大纲要求

理解函数的概念，掌握函数的表示法，会建立简

单的应用问题的函数关系．了解函数的有界性、单调

性、周期性和奇偶性．理解复合函数及分段函数的概

念，了解反函数及隐函数的概念．掌握基本初等函数

的性质及其图形，了解初等函数的概念．

知识点·点拨
【常量·变量】在某个考察过程（时间或空间过程）
中保持不变的量称为常量，发生变化的量称为变量．
微积分课程中只考虑实数变量．

【变域】在考察过程中，变量所取得的数值的集合

（通常是区间）称为变域．

【邻域】包含点牨０的开区间（牨０－犠，牨０＋犠）称为牨０的

一个邻域，其中犠＞０称为该邻域的半径．

【左邻域·右邻域】区间（犜，牨０］（犜＜牨０）称为点牨０的



左邻域；区间［牨０，犝）（牨０＜犝）称为点牨０的右邻域．

【去心邻域】从点牨０的邻域中去掉点牨０后的集合称

为点牨０的去心邻域．

【一元函数】设牨与牪是两个变量，爟是一个非空数

集，牊是一个联系着牨与牪的对应规则．如果对每个牨

∈爟，依据规则牊，总有惟一的数值牪与之对应，则称

牪或牊为牨的函数，记作牪＝牊（牨）；称爟 （有时记作

爟牊）为此函数的定义域，牨与牪分别为函数的自变量

与因变量．

【【点拨１】】与牨对应的牪必须是存在且惟一的．

【【点拨２】】定义域及对应规则是函数的两要素．

【值域】设函数牪＝牊（牨）的定义域是爟，则以下数集爾
称为函数的值域：

爾＝｛牊（牨）燏牨∈爟｝．

【函数的相等】两个函数牊与牋相等的充分必要条件

是它们的定义域相等，并且对相同的自变量牨，函数

值也相等，即牊（牨）＝牋（牨）．以下两个函数

牪＝ｓｉｎ牨 （－∞＜牨＜＋∞），

牨＝ｓｉｎ牪 （－∞＜牪＜＋∞）
是同一个函数．使用什么字母表示不是重要的．

【自然定义域】对使用数学公式及数学运算表示的

函数牊（牨），称使得牊（牨）有意义的全体实数组成的集

合为该函数的自然定义域．如果没有指明牊（牨）的定

义域，则默认其定义域为自然定义域．

【函数的奇偶性】设函数牊（牨）的定义域爟关于原点

对称，则称牊（牨）是：（１）奇函数，若牊（－牨）＝－牊（牨），
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牨∈爟；（２）偶函数，若牊（－牨）＝牊（牨），牨∈爟．

【奇偶函数的性质】在函数作图、积分计算等问题中

常用到函数的奇偶性，其主要性质如下．

【【几何特点】】奇函数的曲线牪＝牊（牨）（牨∈爟牊）关

于原点对称，如果０∈爟牊，则牊（０）＝０；偶函数的曲线

牪＝牊（牨）关于牪轴对称，如果牊（牨）在牨＝０处可导，则

牊′（０）＝０．
例 如果奇函数在（－∞，０）上单调增加及下

凸，则它在（０，＋∞）上单调增加且上凸；如果偶函数

在（－∞，０）上单调增加及下凸，则它在（０，＋∞）上

单调减少且下凸．

【【四则运算】】函数的奇偶性经过四则运算后的

变化如下：

牊 牋 牊±牋 牊·牋及牊燉牋 牊（牋（牨））

奇 奇 奇 偶 偶

奇 偶 不确定 奇 偶

偶 偶 偶 偶 偶

偶 奇 不确定 奇 偶

【【导函数】】设函数满足可导条件，则奇函数的导

函数是偶函数，偶函数的导函数是奇函数．

【【原函数】】设牊（牨）连续，则奇函数牊（牨）的所有原

函数是偶函数，而偶函数牊（牨）的原函数中却只有一

个（通过原点的，例如∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠）是奇函数．
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【函数的周期性】设函数牊（牨）的定义域是爟．若有正

常数 爴，使得当 牨∈爟时 牨＋爴∈爟且 牊（牨＋爴）＝

牊（牨），则称牊（牨）是周期函数，爴是牊（牨）的一个周期．

【【点拨】】可以验证，２爴，３爴，…也是牊（牨）的周期，
因此周期函数有无限个周期．

【基本周期】如果牊（牨）有一个最小的周期爴０，则称爴０

是牊（牨）的基本周期．
例 ｓｉｎ牨，ｃｏｓ牨都以 ２π为基本周期；狄利克雷

函数没有基本周期，因为每个正有理数都是其周期．

【狄利克雷函数及其性质】以德国数学家狄利克雷

名字命名的函数．用来说明一些重要的函数性质，定

义如下：

爟（牨）＝
１， 牨为有理数，

０， 牨为无理数｛ ．
此函数具有以下基本性质：

（１）爟（牨）是分段函数，不是初等函数；

（２）爟（牨）是周期函数，以每个正有理数 牜为周

期，因为爟（牨）＝爟（牨＋牜）；

（３）爟（牨）是一个处处有定义的有界函数，也是

一个处处不连续的函数；

（４）爟（牨）在任何有限区间［牃，牄］上的定积分不

存在．

【周期函数的性质】周期函数的性质主要有以下几

条．

【【复合运算】】设爴是牊（牨）的周期，牃＞０．则爴燉牃
是复合函数犺（牨）＝牊（牃牨＋牄）的周期．
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【【和函数】】当两个周期函数的周期爴１，爴２有最小

公倍数爴时，它们的和函数是周期函数，周期为 爴．
而当爴１，爴２无最小公倍数时，和函数不一定是周期

函数．例如牊（牨）＝ｓｉｎ牨以２π为周期，狄利克雷函数

爟（牨）以正有理数牜为周期，由于２π与牜无最小公倍

数，其和牊（牨）＋爟（牨）不是周期函数．

【【导函数】】可导的周期函数牊（牨）的导函数还是

周期函数．事实上，于牊（牨＋爴）＝牊（牨）两边同时对牨
求导，得出牊′（牨＋爴）＝牊′（牨）．这说明牊′（牨）以爴为周

期．

【【原函数】】一般地，周期函数 牊（牨）的原函数

爡（牨）不一定是周期函数，例如，牊（牨）＝１＋ｃｏｓ牨是周

期函数，但是其原函数爡（牨）＝牨＋ｓｉｎ牨却不是周期

函数．但是，如果周期函数牊（牨）在周期区间［０，爴］上

的定积分∫
爴

０
牊（牠）ｄ牠＝０，则它的原函数都是周期函

数．事实上，设 爡（牨）是 牊（牨）的原函数，令 牎（牨）＝

爡（牨＋爴）－爡（牨），则会有 牎′（牨）＝０，牎（０）＝０，故

牎（牨）＝０．

【【有界性】】在（－∞，＋∞）上连续的周期函数是

有界函数．
例如牊（牨）＝ｓｉｎ牨２不是周期函数，因为它的导函

数 牊′（牨）＝２牨ｃｏｓ牨２是（－∞，＋∞）上连续的无界函

数，从而不是周期函数，进而推出牊（牨）不是周期函数．

【【定积分】】设 牊（牨）是以 爴为周期的在（－∞，

＋∞）上连续的周期函数，牃为任意实数，则有
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∫
爴

０
牊（牨）ｄ牨＝∫

牃＋爴

牃
牊（牨）ｄ牨．

【函数的单调性】设函数 牊（牨）在区间 爤上有定义，

牨１，牨２∈爤．

（１）若 牨１＜牨２时恒有 牊（牨１）≤牊（牨２）（或恒有

牊（牨１）≥牊（牨２）），则称牊（牨）为爤上的单调增（或单调

减）函数．单调增函数与单调减函数统称为单调函数．

（２）若 牨１＜牨２时恒有 牊（牨１）＜牊（牨２）（或恒有

牊（牨１）＞牊（牨２）），则称牊（牨）为爤上的严格单调增（或

严格单调减）函数．严格单调增函数与严格单调减函

数统称为严格单调函数．

【函数的有界性】设函数牊（牨）在区间爤上有定义．若

存在常数爜，使得对每个牨∈爤，有牊（牨）≤爜（或牊（牨）

≥爜），则称牊（牨）在爤上有上界（或有下界），且称爜为

牊（牨）在爤上的一个上界（或下界）．若存在爩＞０，使

得对每个牨∈爤，燏牊（牨）燏≤爩，则称牊（牨）在爟上有界；
否则称牊（牨）为爤上的无界函数．既有上界又有下界

的函数是有界函数．

【可逆函数】若自变量取不同值时，对应的函数值也

不相同，则称该函数为可逆函数．

【【点拨】】严格单调函数必为可逆函数，但反之不

然．

【反函数】当函数牪＝牊（牨）可逆时，可以定义从函数

牊（牨）的值域爾牊到定义域爟牊之间的一个函数牊－１：

牊－１（牪）＝牨，牪∈爾牊，牊（牨）＝牪．称之为函数牊（牨）的反

函数．

【【点拨】】通常，从方程牪＝牊（牨）中解出牨＝牊－１（牪）
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即得到所求的反函数表示式．

【反函数的图形】在同一个坐标系中函数牪＝牊（牨）的

图形与其反函数牪＝牊－１（牨）的图形关于直线牪＝牨对

称，但是与函数牨＝牊－１（牪）的图形却是相重合的，如

图１１１所示．

图１１１

【基本初等函数】包括幂函数、指数函数、对数函数、
三角函数及反三角函数．

【初等函数】由基本初等函数经有限次四则运算、有

限次复合运算构成的用一个数学算式表示的函数．

常见题型·应对
历年考卷中较少专门考察函数知识，但是作为

微积分的研究对象，函数的基本知识贯穿在许多问

题当中，因此必须熟练地掌握本章的知识点．

【求函数的定义域问题】首先依据牊（牨）中出现的基

本初等函数性质写出关于自变量的不等式组．例如：

对于偶次根式函数如 槡牣要求牣≥０；对于对数函数
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如ｌｎ牣要求牣＞０；对于分式函数如 牤
牣
要求牣≠０；对于

反三角函数ａｒｃｓｉｎ牣或ａｒｃｃｏｓ牣要求燏牣燏≤１．然后对写

出的不等式进行求解．

例 函数牪＝ｌｎ（牨＋１）
槡牨－１
的定义域是（ ）．

Ａ．｛牨燏牨＞－１｝ Ｂ．｛牨燏牨＞１｝

Ｃ．｛牨燏牨≥－１｝ Ｄ．｛牨燏牨≥１｝
解 首先写出函数中出现的基本初等函数的定

义域：牨＋１＞０以及牨－１＞０，联立即知正确选项是

Ｂ．

【简单函数的复合运算】将函数牊（牨）及牋（牨）按照指

定顺序代入即得复合函数牊（牋（牨））或牋（牊（牨））．

【复合运算的逆问题】给出函数牋（牨）及复合之后的

函数牊（牋（牨）），求牊（牨）．

【【点拨】】可以采用换元法或凑变量法来求得函

数牊（牨）．

例 设牊 １槏 槕牨＋１ ＝１＋牨
２＋牨，
求牊（牨）．

解 换元法．令牠＝ １
牨＋１
得牨＝ １

牠－１，将其代

入条件并化简，得牊（牠）＝ １
１＋牠．

解 凑变量法．因

牊 １槏 槕牨＋１ ＝１＋牨
２＋牨＝

１槏 槕牨＋１

－１

１＋ １槏 槕牨＋１

－１，

故 牊（牨）＝ 牨－１

１＋牨－１＝
１

牨＋１．
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【分段函数的复合运算】给出两个函数牊（牨），牋（牨），
其中至少一个（通常是牊（牨））是分段函数，求复合函

数牊（牋（牨））．

【【点拨】】将函数牋（牨）代入牊（牨），注意定义域必须
同时作相应的变化．

例  设牊（牨）＝
１＋牨， 牨≤０，｛４－牨， 牨＞０，

牋（牨）＝１－牨，

求牊（牋（牨））．

解 牊（牋（牨））＝
１＋牋（牨）， 牋（牨）≤０｛４－牋（牨）， 牋（牨）＞０

＝
１＋１－牨， １－牨≤０｛４－（１－牨）， １－牨＞０

（写入牋（牨））

＝
２－牨， 牨≥１，｛３＋牨， 牨＜１．

（整理定义域）

例 设牊（牨）＝
１＋牨， 牨＜０，｛ １， 牨≥０，

求牊（牊（牨））．

解 牊（牊（牨））＝
１＋牊（牨）， 牊（牨）＜０｛ １， 牊（牨）≥０

＝
１＋牊（牨）， 牨＜－１｛ １， 牨≥－１

＝
２＋牨， 牨＜－１，｛ １， 牨≥－１．

． 极 限

大纲要求

理解极限的概念，理解函数的左极限与右极限
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的概念，以及函数极限存在与左、右极限之间的关

系．掌握极限的性质及四则运算法则，掌握极限存在

的两个准则，并会利用它们求极限，掌握利用两个重

要极限求极限的方法．理解无穷小、无穷大的概念，
掌握无穷小的比较方法，会用等价无穷小求极限．

知识点·点拨
【数列】一串以自然数为下标排序的实数

牨１，牨２，…，牨牕，…
称为无穷数列或数列，记作｛牨牕｝或牨牕．

【数列的单调性】若 牕≥１时有 牨牕＋１≥牨牕（或 牨牕＋１≤

牨牕），则称｛牨牕｝为单调增（或单调减）数列；将不等号

换作严格不等号时便得到严格单调增（或减）的数列

的定义，它们统称为单调数列．

【数列的有界性】若有常数爛（或爜），使牨牕≥爛（或牨牕

≤爜）（牕≥１）成立，则称爛（或爜）是｛牨牕｝的一个下界

（或上界）．既有上界又有下界的数列称为有界数列．

【【点拨１】】数列若有一个上界，则便有无限个上

界；下界情况类似．

【【点拨２】】有界的数列不一定能取得其上界或下

界的值．例如， １｛ ｝牕
有下界０，但是数列的每一项都

不会等于０．

【无界数列】或者无上界，或者无下界的数列为无界

数列．

【收敛数列】设有常数牃，使得任给正数犡，都有自然数

爫，使燏牨牕－牃燏＜犡（牕＞爫）成立，则称数列｛牨牕｝是收敛
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数列，牃是其极限．或说｛牨牕｝收敛于牃，记作ｌｉｍ
牕→∞

牨牕＝牃．

【发散数列】不收敛于任何实数的数列为发散数列．

例 当牕→∞时，
牕槡牕， １＋ １槏 槕牕

牕
是收敛数列；

而ｓｉｎ牕 槡， 牕，（－１）牕则是发散数列．

【收敛数列与有界数列】收敛数列必为有界数列，但

反之不然，如摆动数列（－１）牕，它是发散的有界数

列．

【发散数列与无界数列】无界数列必为发散数列．

【数列极限存在的两个准则】

【【单调有界准则】】单调增加有上界或单调减少

有下界的数列为收敛数列．

【【夹逼准则】】设牃牕≤牨牕≤牄牕（牕＞１），则当数列 牃牕

和牄牕都收敛到同一实数牓时，数列牨牕也收敛到牓．

【数列极限四则运算法则】设牨牕→爛，牪牕→爜，则

牨牕±牪牕→爛±爜， 牨牕牪牕→爛爜，

牨牕燉牪牕→爛燉爜 （爜≠０）

【子列】从数列｛牨牕｝中选出的保持其原来位置次序

而编排的无穷数列称为｛牨牕｝的子列．如｛牨牕｝的奇数

项子列｛牨２牕－１｝，偶数项子列｛牨２牕｝．

【用子列刻画敛散性】｛牨牕｝收敛到牃它的每个子列

也收敛到牃．于是，当两个子列分别收敛到不同的值，
或者有一个子列发散时，数列｛牨牕｝发散．

【奇偶数列的作用】｛牨牕｝收敛到牃｛牨牕｝的奇数项子

列和偶数项子列都收敛到牃．

【收敛数列的保号性】设ｌｉｍ
牕→∞

牨牕＝牃，若牃＞牄，则当牕足
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够大（指大于某个自然数）之后，牨牕＞牄．

【收敛数列的比较性质】设数列｛牨牕｝，｛牪牕｝都收敛，若

牨牕≤牪牕，则ｌｉｍ
牕→∞

牨牕≤ｌｉｍ
牕→∞

牪牕．

【【点拨】】换作严格不等号时上述结论不成立．亦

即在 牨牕＜牪牕情形下，不能保证ｌｉｍ
牕→∞

牨牕＜ｌｉｍ
牕→∞

牪牕．例如

牨牕＝１燉牕，牪牕＝２燉牕．

【两个重要的数列极限】

ｌｉｍ
牕→∞

牕槡牕＝１， ｌｉｍ
牕→∞

１＋ １槏 槕牕

牕

＝ｅ．

【牨→＋∞时函数的极限】设有常数牓，若对任给正数

犡，都有实数牀，当牨＞牀时，成立不等式：燏牊（牨）－牓燏

＜犡，则称牓是函数牊（牨）当牨→＋∞时的极限，记作

ｌｉｍ
牨→＋∞

牊（牨）＝牓 或 牊（＋∞）＝牓．

【牨→－∞时函数的极限】设有常数牓，若对任给正数

犡，都有实数牀，当牨＜牀时，成立不等式：燏牊（牨）－牓燏

＜犡，则称牓是函数牊（牨）当牨→－∞时的极限，记作

ｌｉｍ
牨→－∞

牊（牨）＝牓 或 牊（－∞）＝牓．

【牨→∞时函数的极限】设有常数牓，若对任给正数犡，
都有正数牀，当燏牨燏＞牀时，成立不等式：燏牊（牨）－牓燏

＜犡，则称牓是函数牊（牨）当牨→∞时的极限，记作

ｌｉｍ
牨→∞

牊（牨）＝牓．

【牨→牨＋
０ 时函数的极限】设有常数牓，若对任给正数犡，

都有正数 犠，当 ０＜牨－牨０＜ 犠时，成立不等式：

燏牊（牨）－牓燏＜犡，则称牓是函数牊（牨）当牨→牨＋
０ 时的极

限，记作
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ｌｉｍ
牨→牨＋０

牊（牨）＝牓 或 牊（牨＋
０）＝牓．

【牨→牨－
０ 时函数的极限】设有常数牓，若对任给正数犡，

都有正数 犠，当 ０＜牨０－牨＜ 犠时，成立不等式：

燏牊（牨）－牓燏＜犡，则称牓是函数牊（牨）当牨→牨－
０ 时的极

限，记作

ｌｉｍ
牨→牨－０

牊（牨）＝牓 或 牊（牨－
０）＝牓．

【牨→牨０时函数的极限】设有常数牓，若对任给正数犡，
都有正数 犠，当 ０＜燏牨－牨０燏＜犠时，成立不等式：

燏牊（牨）－牓燏＜犡，则称牓是函数牊（牨）当牨→牨０时的极

限．记作ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）＝牓．

【函数的收敛与局部有界】若ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）＝牃，则函数

牊（牨）在牨０的某个去心邻域（牨０－犠，牨０）∪（牨０，牨０＋犠）
上有界．

【函数极限的夹逼准则】若在点牨０的某个去心邻域

内有

犜（牨）≤牊（牨）≤犝（牨），
且 ｌｉｍ

牨→牨０
犜（牨）＝ｌｉｍ

牨→牨０
犝（牨）＝牓，

则 ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）＝牓．

对其他五种极限过程也有类似的结果．

【函数极限的保号性】设ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）＝牓．若牓＞０，则在牨０

的某个去心邻域内有牊（牨）＞０．

例 如果ｌｉｍ
牨→牃

牊（牨）－牊（牃）
（牨－牃）２ ＝－１，则函数牊（牨）在

点牨＝牃处（ ）．
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Ａ．有非零的导数 Ｂ．取得极大值

Ｃ．取得极小值 Ｄ．导数不存在

解 利 用 保 号 性，在 点 牨＝ 牃附 近，变 量

牊（牨）－牊（牃）
（牨－牃）２ 应当为负号，从而其分子恒为负．于是，

应当选择Ｂ．

【函数极限的比较性质】若在牨０的某个去心邻域内

成立牊（牨）≥牋（牨），且下面所写极限都存在，则有

ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）≥ｌｉｍ
牨→牨０

牋（牨）．

【两个重要的函数极限】

ｌｉｍ
牨→０

ｓｉｎ牨
牨 ＝１， ｌｉｍ

牨→０
（１＋牨）

１
牨＝ｌｉｍ

牨→∞
１＋ １槏 槕牨

牨

＝ｅ．

【函数极限四则运算法则】设ｌｉｍ牊（牨）＝爛，ｌｉｍ牋（牨）

＝爜，则

ｌｉｍ［牊（牨）±牋（牨）］＝ｌｉｍ牊（牨）±ｌｉｍ牋（牨）＝爛±爜，

ｌｉｍ［牊（牨）牋（牨）］＝ｌｉｍ牊（牨）ｌｉｍ牋（牨）＝爛爜，

ｌｉｍ［牊（牨）燉牋（牨）］＝［ｌｉｍ牊（牨）燉ｌｉｍ牋（牨）］＝爛燉爜，

爜≠０．

【左、右极限与极限的关系】

ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）＝牓牊（牨＋
０）＝牊（牨－

０）＝牓，

ｌｉｍ
牨→∞

牊（牨）＝牓牊（＋∞）＝牊（－∞）＝牓．

【判定函数极限敛散性的方法】

（１）初等函数在定义区间内每个点的极限都存

在且等于该点的函数值；

（２）分段函数在分段点的极限的存在性要看函

数在该点的左、右极限是否相等；
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（３）使用等式变形和极限的四则运算；

（４）使用不等式变形和夹逼准则．

【无穷小量】在极限过程中趋于零的变量称为（对应

于该极限过程中的）无穷小量．

例 牕→∞时，１
牕 槡 槡， 牕＋１－ 牕都是无穷小

量；牨→０时，牨２，ｓｉｎ牨，ｅ牨－１都是无穷小量．

【基本无穷小量】当牨→牃时，称牨－牃为基本无穷小

量，作为比较的标准，其阶数视为１．

【无穷小量的比较】设牣，牤是同一极限过程中的无穷

小量，则

（１）当ｌｉｍ 牣
牤＝０或者（等价地）ｌｉｍ 牤

牣＝∞时，

称牣是牤的高阶无穷小，或牤是牣的低阶无穷小，记作

牣＝牗（牤）．

（２）当ｌｉｍ 牣
牤＝牓（牓是非零常数）时，称牣与牤是同

阶的无穷小，记作牣＝爭（牤）．

（３）当ｌｉｍ 牣
牤＝１时，称牣与牤是等价的无穷小，

记作牣～牤．

【【点拨】】等价关系是同阶关系的特例，即牣～牤时

必有牣＝爭（牤）；反过来，若牣与牤同阶，如ｌｉｍ 牣
牤＝牓

（牓≠０），则也可得到等价关系式牣～牓牤．等价关系式

使用的较多．

【无穷小量的三种变形法】

（１）等式变形牣＝牤；

（２）等价变形牣～牤；
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（３）不等式变形牣≤牤．

【【点拨】】等式变形能保留变量的所有信息．通常，
对可微函数采用泰勒公式变形，对三角函数、根式函

数采用初等变形．不等式变形可单向或双向（放大与

缩小）地化简变量，但要控制适当不太容易．等价变形

则能在保留无穷小量的阶数、主部等主要特征的前提

下较大程度地化简变量，且由于等价转换有公式和规

则可循，因而在涉及变量极限问题中使用较多．

【无穷小量的主部和阶】若当牨→牃时，牣～爛（牨－牃）牜

（牜＞０，爛≠０），则称爛（牨－牃）牜是牣的主部，牜是牣的阶

数（或阶）．

例 当牨→０时，１－ｃｏｓ牨～ １
２牨２，故１－ｃｏｓ牨的

主部是 １
２牨２，阶数是２．

【无穷小量运算性质】

（１）两个无穷小量的和与积仍是无穷小量；

（２）有界变量与无穷小量的积是无穷小量．

例 牕→∞时，１
牕＋ １

槡牕
， １
牕ｌｎ牕，

ｓｉｎ牕
牕
是无穷小

量；牨→０时，牨＋ｓｉｎ牨，牨ｓｉｎ牨，牨ｓｉｎ １
牨
是无穷小量；牨

→＋∞时，１
牨＋ｅ－牨，１

牨ｅ－牨，１
牨ｓｉｎ牨是无穷小量．

【等价代换与极限计算】设牣～牣，则有

ｌｉｍ牣牥＝ｌｉｍ牣牥， ｌｉｍ牥燉牣＝ｌｉｍ牥燉牣．

【等价代换与四则运算】设牣，牤是同一极限过程中的

无穷小量，它们分别与牣，牤等价，那么：
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（１）牣牤～牣牤，牣燉牤～牣燉牤；

（２）若牥→牃≠０，则牥牣～牃牣；

（３）若牤＝牗（牣），则牣±牤～牣；

（４）若ｌｉｍ（牣燉牤）≠－１，则牣＋牤～牣＋牤．
例 当牨→０时，有

ｓｉｎ牨＋ ２ｌｎ（１＋ 牨）～ 牨＋ ２牨＝ ３牨，

ｓｉｎ牨ｌｎ（１＋ 牨）～ 牨２，

ｓｉｎ３牨＋ 牨２～ ３牨，

（ｃｏｓ牨＋ ５）ｌｎ（１＋ 牨）～ ６牨．
注意：ｓｉｎ牨－ｔａｎ牨～牨－牨没有意义，上述（４）中

的条件不可缺少．

【等价代换与变限积分】若连续函数 牣（牨），牤（牨）是

牨→０时的等价无穷小量，则有∫
牨

０
牣（牠）ｄ牠～∫

牨

０
牤（牠）ｄ牠．

例 当牨→０时，有

∫
牨２

０
ｔａｎ槡牠ｄ牠～∫

牨２

０
槡牠ｄ牠＝ ２

３牨３．

【无穷大量】在极限过程中绝对值无限增大的变量

称为无穷大量，视其最终的符号恒正或者恒负而分

作正无穷大量及负无穷大量两类．

【无穷大量与无界量】无穷大量一定是无界量，但反

之不然．例如，当牨→∞时牨ｓｉｎ牨是无界量，但不是无

穷大量．

【无穷大量运算性质】两个同号无穷大量之和还是

无穷大量，两个无穷大量之积也是无穷大量，无穷大

量与有界量之和是无穷大量．

【无穷大量与无穷小量】设牣≠０．若牣是无穷大量，则
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１
牣
是无穷小量；若牣是无穷小量，则 １

牣
是无穷大量．

【洛必达法则】 ｌｉｍ
牨

牊（牨）
牋（牨）＝ｌｉｍ

牨

牊′（牨）
牋′（牨），

其中牊（牨），牋（牨）在同一变化过程（用ｌｉｍ
牨
泛指）中都

趋于 ０或都趋于∞．并且等式右边的极限为有限值

或无穷大．

【【点拨】】仅当函数极限是上述 ０
０
型或∞

∞
时，才可

使用这一法则，通常在牊′（牨）燉牋′（牨）较牊（牨）燉牋（牨）简

单时，洛必达法则奏效．

【如何用好洛必达法则】为了使牊′（牨）燉牋′（牨）的极限

易于计算，通常应结合以下方法化简：

（１）使用等价代换化简分子或分母中某个因式；

（２）使用等式变形化简函数形式．

常见题型·应对
【计算数列极限】通过数列极限的计算问题可以考

察极限的概念、性质、计算方法的掌握程度．在数项

级数的问题中经常遇到．

【【一般解法】】由于数列的形式多样，使用的解法也

很多．计算数列极限的关键是对数列化简，通常采用等

式变形法、等价变形法、放大缩小法等化简手段．

（１）对幂指形式如牨牕＝牃
牄牕
牕
形式，考虑等式变形

牃
牄牕
牕＝ ｅ牄牕ｌｎ牃牕转换为乘积形式，而对于常考的１∞型变量

（牃牕→１，牄牕→∞）的极限，则应当直接转换为以下极限：

ｌｉｍ牨牕＝ｅｌｉｍ牄牕（牃牕－１）．

（２）对根式差形式，如牨牕＝牕（ 牕２槡 ＋１－牕），考虑
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用有理化法化简；对下面的牕次方根数列，可以利用

通用结果：

ｌｉｍ
牕
牃牕＋牄槡 牕＝ｍａｘ｛牃，牄｝ （牃，牄＞０）．

（３）对分式如 牨牕＝ 牕２＋牕－１
２牕２－牕＋１，

可考虑分式上下

除以高阶无穷大量牕２来化简．

（４）对含有参数者，如牨牕＝ 牃牕

１＋牃牕（牃＞０），须分别

讨论牃的各种取值．

（５）对一般的牕项和式，如

牨牕＝ 牕
牕２＋１＋

牕
牕２＋２＋…＋ 牕

牕２＋牕，

可以考虑用夹逼准则．

（６）对特殊的牕项和式，如牨牕＝ １
牕∑

牕

牑＝１
牊槏 槕牑

牕
或

者牨牕＝ １
牕∑

牕

牑＝１
牊 牑－１槏 槕牕 ，可以化作区间［０，１］上的定

积分：

ｌｉｍ
牕→∞

牨牕＝∫
１

０
牊（牨）ｄ牨．

（７）对于特殊的通项牨牕＝牊（牕），可以考虑将数列

极限ｌｉｍ
牕→∞

牨牕变作函数极限 ｌｉｍ
牨→＋∞

牊（牨）计算，因为后者

有较多的化简方法．

（８）对递归列牨牕＋１＝牊（牨牕），则要求首先用单调

有界收敛准则证明其收敛，然后从牃＝牊（牃）中解得极

限值牃＝ｌｉｍ
牕→∞

牨牕．

【计算函数极限】函数极限可以作为单独的考点，也

可以作为综合问题中的考点．在使用四则运算极限
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规则的基础上，可以考虑以下较典型的计算方法．

【【分侧计算法】】对于分段函数在分段点的极限，
含有绝对值或指数函数的初等函数在特殊点的极

限，应当分侧处理．例如：

ｌｉｍ
牨→０

２＋ｅ１燉牨

１＋ｅ４燉牨＋
ｓｉｎ牨槏 槕燏牨燏 （＝１），

ｌｉｍ
牨→０

１
１＋ｅ槏 槕１燉牨 （不存在，左、右极限不相等）．

【【函数值代入法】】对于初等函数在定义区间内

部的点的极限，该点的函数值便是所求的极限值：

ｌｉｍ
牨→牃

牊（牨）＝牊（牃）．其中牊（牨）是初等函数，牃在牊（牨）的

定义区间中．例如：

ｌｉｍ
牨→１

ｓｉｎ牨
牨 ＝ｓｉｎ１， ｌｉｍ

牨→ｅ
ｌｎ（ｅ＋牨）＝ｌｎ２＋１．

许多函数极限的最后一步可能归结到这一情况．

【【定性分析法】】根据函数的定义和变量的结构、
性质来计算极限．例如：

ｌｉｍ
牨→０＋

ｌｎ牨＝－∞ （结合函数的图形），

ｌｉｍ
牨→∞

ｓｉｎ牨
牨 ＝０ （有界量ｓｉｎ牨与无穷小量 １

牨
的积

还是无穷小量）．

【【利用重要极限法】】重要极限公式中的变量牨可

以换作任何趋于零的变量牣（牨）．例如：

ｌｉｍ
牨→１

ｓｉｎｌｎ牨
ｌｎ牨 ＝１，因为ｌｎ牨→０，

ｌｉｍ
牨→－∞

（１＋ｅ牨）ｅ－牨
＝ｅ，因为ｅ牨→０．

【【不等式夹逼法】】适当地放大或缩小变量．
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【【等式变形法】】通过对函数的合并、因式分解、
根式有理化等手段使得函数化简，极限容易计算．

【【换元变形法】】通过新的自变量的引进，化简函

数形式．例如函数极限牓＝ ｌｉｍ
牨→０－

ｅ１燉牨

牨，采用倒代换牠＝ １
牨

之后变作牓＝ｌｉｍ
牠→∞

牠
ｅ牠，
便容易调用洛必达法则计算．

【【等价代换法】】通过函数中的因式的替换能较

大程度地化简函数，并且不改变函数极限的存在性

和大小．

【【洛必达法则】】以下五种未定式的函数极限可

以转换为 ０
０
型或∞

∞
型极限问题，从而调用洛必达法

则计算．

（１）∞－∞型：通分化作分式．

（２）０·∞型：直接化作分式．

（３）１∞型：取对数化作０·∞型．

（４）００型：取对数化作０·∞型．

（５）∞０型：取对数化作０·∞型．

【【泰勒公式法】】属于等式变形法，信息无损失．
一旦将函数都写成多项式及其余项的和式，则极限

计算便非常简单．例如：

ｌｉｍ
牨→０

ｃｏｓ牨－ｅ－牨２燉２

牨４

＝ｌｉｍ
牨→０

１－ １
２牨２＋ １

４！牨
４－牗（牨４）－１＋ １

２牨２－ １
８牨４＋牗（牨４）

牨４

＝－ １
１２．
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【【中值定理法】】属于等式变形法，适合于同名函

数差形式，相当于泰勒公式的特殊情况．思路如下：

ｌｉｍ
牨→牃

牊（牨）－牊（牃）
牋（牨）－牋（牃）＝ｌｉｍ

犪→牃

牊′（犪）
牋′（犪）．

【常用的数列极限】当牕→∞时，有

（１） １＋ １槏 槕牕

牕

→ｅ， １＋槏 槕牑
牕

牕

→ｅ牑；

（２）
牕槡牃→１（牃＞０），

牕槡牕→１；

（３）牃牕→０ （燏牃燏＜１）；

（４）牃
牕

牕！→０，牕
牃

牃牕→０ （牃＞１）．

【【点拨】】将以上公式中的牕换作随牕增大而趋于

正无穷大的犜（牕）后，结论依然正确．例如：

１＋ １槏 槕３牕

３牕

→ｅ，
２牕槡２牕→１．

【常用等价无穷小公式】当牨→０时，有

ｓｉｎ牨～牨， ｔａｎ牨～牨，

ｅ牨－１～牨， 牃牨－１～牨ｌｎ牃，

ａｒｃｓｉｎ牨～牨， ａｒｃｔａｎ牨～牨，

ｌｎ（１＋牨）～牨， （１＋牨）犜－１～犜牨，

１－ｃｏｓ牨～ １
２牨２， ｔａｎ牨－ｓｉｎ牨～ １

２牨３．

【【点拨１】】当上述公式中的牨换作中间变量犜（牨）
时，只要犜（牨）→０，公式就依旧可用．例如：

ｌｎ牨＝ｌｎ（１＋牨－１）～牨－１ （牨→１）；

槡 槡ｃｏｓ牨－１＝ １＋ｃｏｓ牨－１－１
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～ １
２（ｃｏｓ牨－１）～－ １

４牨２（牨→０）．

【【点拨２】】结合因式分解，可以将等价的无穷小

因式和极限非零的因式进行替换．例如：
当牨→０＋时，有

槡 槡 槡牨－ 牨燉（牨＋１）＝ 牨 １－ １
槡槏 槕牨＋１

槡 槡 槡＝ 牨（ 牨＋１－１）燉 牨＋１

槡～ 牨· １
２牨 １＝ １

２牨３燉２

（其中 槡牨＋１－１～牨 槡燉２， 牨＋１是极限非零的因

式，可以用其极限值来替换）．

． 连 续

大纲要求

理解函数连续性（含左连续和右连续）的概念，
会判断函数间断点的类型．了解连续函数的性质和

初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质

（有界性，最大值和最小值定理，介值定理），并会应

用这些性质．

知识点·点拨
【在一点连续】设函数牊（牨）在牨０的某个邻域有定义．
若ｌｉｍ

牨→牨０
牊（牨）＝牊（牨０），则称牊（牨）在牨０处连续．

【在一点左（右）连续】设函数 牊（牨）在 牨０的某个左

（右）邻域有定义，若 ｌｉｍ
牨→牨－０

牊（牨）＝牊（牨０）（ｌｉｍ
牨→牨＋０

牊（牨）＝

牊（牨０）），则称牊（牨）在点牨０左（右）连续．
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【在一点连续的充要条件】
函数牊（牨）在点牨０处连续

函数牊（牨）在点牨０既是左连续又是右连续

ｌｉｍ
牨→牨０

（牊（牨）－牊（牨０））＝０

牊（牨－
０）＝牊（牨＋

０）＝牊（牨０）．

【在开区间连续】若 牊（牨）在每个点 牨０∈（牃，牄）都连

续，称函数牊（牨）在开区间（牃，牄）连续．

【在闭区间连续】若牊（牨）在点牃右连续，在点牄左连

续，且在开区间（牃，牄）连续，称函数 牊（牨）在闭区间

［牃，牄］连续．

【间断点】使函数牊（牨）不连续的点称为间断点．

【【点拨】】通常，被考察的点的某个单侧或双侧去

心邻域上函数牊（牨）应当有定义．

【间断点分类】函数牊（牨）的间断点分为第一类（可去

间断点和跳跃间断点）以及第二类间断点（无穷间断

点和振荡间断点）．

【第一类间断点】若 牊（牨＋
０）与 牊（牨－

０）都存在，则当

牊（牨＋
０）≠牊（牨－

０）时，称牨０为跳跃间断点；而当牊（牨＋
０）

＝牊（牨－
０），但是不与牊（牨０）相等，或牊（牨）于牨０无定义

时，称牨０为可去间断点．

例 牨＝０是牊（牨）＝ｓｉｎ牨
牨
的可去间断点，是牋（牨）

＝ｓｉｎ牨
燏牨燏
的跳跃间断点，但却是

牎（牨）＝
ｓｉｎ牨
牨 ， 牨≠０，

烅
烄

烆 １， 牨＝０
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的连续点．

【第二类间断点】若牊（牨＋
０）与牊（牨－

０）有一个是无穷大

或无限振荡，则称牨０为函数牊（牨）的第二类间断点．

例 由于 牨→０时，函数 牊（牨）＝ １
牨→∞，函数

牋（牨）＝ｓｉｎ１
牨
无限振荡，故牨＝０是这两个函数的第

二类间断点．

【连续函数的运算性质】

（１）若牊（牨），牋（牨）在点牨０处连续，则其四则运算

牊（牨）±牋（牨），牊（牨）牋（牨）以及 牊（牨）燉牋（牨）（要求

牋（牨０）≠０）也在点牨０处连续．

（２）若函数牣＝犺（牨）在点牨０处连续且牣０＝犺（牨０），
而牊（牣）在点牣０处连续，则复合函数牊（犺（牨））在点牨０

处连续．

（３）若函数牪＝牊（牨）在区间（牃，牄）内严格单调，于

点牨０∈（牃，牄）处连续，则其反函数牨＝牊－１（牪）于牪０＝

牊（牨０）处连续．

【初等函数的连续性】初等函数在其定义区间内连

续．

【利用连续性求极限】如果牊（牣）是初等函数，于点牣０

处有定义，则在ｌｉｍ
牨
犺（牨）＝牣０时，便有

ｌｉｍ
牨
牊（犺（牨））＝牊（ｌｉｍ

牨
犺（牨））

（记号ｌｉｍ
牨
泛指变量牨的任何一种确定的极限过程）．

【闭区间上连续函数的性质】设 牊（牨）在［牃，牄］上连

续，则成立以下结果．

【【最值定理】】牊（牨）在［牃，牄］上有界，且函数值中
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存在最大值爩及最小值牔．

【【零点定理】】当 牊（牃）牊（牄）＜０时，存在点 牨０∈

（牃，牄），使牊（牨０）＝０．

【【介值定理】】任给爛∈［牔，爩］，必有牨０∈（牃，牄），
使牊（牨０）＝爛．

常见题型·应对
【确定函数的间断点及其类型】首先找出可能的考

察点，然后通过单侧极限判定．例如：

牊（牨）＝ 牨－１
牨２－牨３

的间断点是没有定义的点牨＝０，牨＝１，依次是第二

类与第一类间断点．

【由分段函数的连续性求待定参数】连续性条件相

当于告诉我们在连续点的函数极限存在，从而左、右

极限相等，据此可以计算待定的参数．例如，若函数

牊（牨）在点牨＝０处可导，分段函数

爡（牨）＝
牊（牨）＋牃ｓｉｎ牨

牨 ，
烅
烄

烆 １
在点牨＝０连续，则可以求得

１＝ｌｉｍ
牨→０

爡（牨）＝ｌｉｍ
牨→０

牊（牨）－牊（０）
牨－０ ＋牃ｓｉｎ牨［ ］牨

＝牊′（０）＋牃，
从而 牃＝１－牊′（０）．

【用数列极限定义的函数的间断点】有的分段函数

的形式是由数列极限结果定义的，此时要根据自变

量牨的取值来计算极限，得到分段函数的公式后再
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判定间断点．例如：

牊（牨）＝ｌｉｍ
牕→∞

１＋牨
１＋牨２牕＝

１＋牨， 燏牨燏＜１，

０， 牨＝－１，燏牨燏＞１，烅
烄

烆 １， 牨＝１
的间断点是（作图法判定）跳跃间断点牨＝１．

【零点定理应用要点】若问题归结为证明方程牊（牨）

＝０在区间（牃，牄）内有根，则只需验证牊（牨）在［牃，牄］
的连续性，然后寻找（牃，牄）内两个点犜，犝（通常是牃，牄
或题目中较特殊的点），使牊（犜）牊（犝）≤０即可．

【介值定理应用要点】若问题归结为“存在犪∈（牃，牄），
使牊（犪）＝爛”，则只需证爛在连续函数牊（牨）（牃≤牨≤

牄）的值域中．
例 设牊（牨）在［牃，牄］上连续，牨１，牨２，牨３∈［牃，牄］，

证明存在犪∈［牃，牄］，使

牊（犪）＝ １
３［牊（牨１）＋牊（牨２）＋牊（牨３）］．

解 注意到三个数的平均值必然在其中的最大

值与最小值之间，从而必在牊（牨）的值域之中，应用

介值定理即得．

【最值定理应用要点】在证明函数不等式

爛≤牊（牨）≤爜 （牃≤牨≤牄）
时，只需要证明 牊（牨）的最小值 牔与最大值 爩 在

［爛，爜］之中便可．

【有界定理应用要点】闭区间［牃，牄］上连续函数是有

界函数；开区间（牃，牄）内连续函数不一定是有界函

数；如果牊（牃＋），牊（牄－）都存在，则开区间（牃，牄）内连

续函数一定是有界函数．
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第章 一元函数微分学

． 导数与微分

大纲要求

理解导数和微分的概念、相互关系，理解导数的

几何意义．会求平面曲线的切线和法线方程．了解导

数的物理意义，会用导数描述一些物理量．理解函数

的可导性与连续性的关系．掌握导数的四则运算法

则和复合函数的求导法则，掌握基本初等函数的导

数公式．了解微分的四则运算法则和一阶微分形式

的不变性，会求函数的微分．了解高阶导数的概念，
会求简单函数的牕阶导数．会求分段函数的导数．会

求隐函数和参数方程确定的函数以及反函数的导

数．

知识点·点拨
【改变量】设函数 牪＝牊（牨）在（牃，牄）内有定义，牨０∈

（牃，牄），Δ牨≠０且牨０＋Δ牨∈（牃，牄）．称 Δ牨为自变量牨
的改变量，Δ牪＝牊（牨０＋Δ牨）－牊（牨０）为函数牪＝牊（牨）
在点牨０处的改变量．

【点牨０处的导数】设函数牪＝牊（牨）在（牃，牄）有定义，牨０

∈（牃，牄）．若爧＝ｌｉｍ
Δ牨→０

Δ牪
Δ牨
存在，则说函数牪＝牊（牨）在点

牨０处可导，否则为不可导．称爧为函数牪＝牊（牨）在点

牨０处的导数，记作牊′（牨０）或牪′（牨０）或者用微分符号



表示为ｄ牪
ｄ牨 牨＝牨０

，ｄ牊（牨）ｄ牨 牨＝牨０

，亦即

牊′（牨０）＝ｌｉｍ
Δ牨→０

牊（牨０＋Δ牨）－牊（牨０）
Δ牨 ．

【导数定义的等价形式】为了表述方便，导数定义中

的极限有时写成以下等价形式：

牊′（牨０）＝ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）－牊（牨０）
牨－牨０

；

牊′（牨０）＝ｌｉｍ
牎→０

牊（牨０＋牎）－牊（牨０）
牎 ．

【【点拨】】以下两种表达方式不是等价形式：

牊′（牨０）＝ｌｉｍ
牎→０

牊（牨０＋牎）－牊（牨０－牎）
２牎 ；

牊′（牨０）＝ ｌｉｍ
牎→＋∞

牊（牨０＋１燉牎）－牊（牨０）
１燉牎 ．

因为前者没有包含牊（牨０），后者是单侧极限．

【左导数】设函数 牪＝牊（牨）在包含 牨０的某个区间

（牃，牨０］上有定义．若极限爧＝ ｌｉｍ
Δ牨→０－

Δ牪
Δ牨
存在，则说函数

牪＝牊（牨）在点牨０处左可导，并称爧为函数牪＝牊（牨）在

点牨０处的左导数，记作牊′－（牨０）或牪′－（牨０），亦即

牊′－（牨０）＝ ｌｉｍ
Δ牨→０－

牊（牨０＋Δ牨）－牊（牨０）
Δ牨

＝ ｌｉｍ
牨→牨－０

牊（牨）－牊（牨０）
牨－牨０

．

【右导数】设函数 牪＝牊（牨）在包含 牨０的某个区间

［牨０，牄）上有定义．若极限爧＝ ｌｉｍ
Δ牨→０＋

Δ牪
Δ牨
存在，则说函数

牪＝牊（牨）在点牨０处右可导，并称爧为函数牪＝牊（牨）在
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点牨０处的右导数，记作牊′＋（牨０）或牪′＋（牨０），亦即

牊′＋（牨０）＝ ｌｉｍ
Δ牨→０＋

牊（牨０＋Δ牨）－牊（牨０）
Δ牨

＝ ｌｉｍ
牨→牨＋０

牊（牨）－牊（牨０）
牨－牨０

．

【开区间上的导函数】如果牊（牨）在（牃，牄）内每一点都

可导，则说函数 牊（牨）在开区间（牃，牄）内可导，此时

牊′（牨）（牨∈（牃，牄））是开区间（牃，牄）内的函数，称为导

函数．

【闭区间上的导函数】如果牊（牨）在（牃，牄）内可导，在

端点牃处右可导，在端点牄处左可导，则说函数牊（牨）
在闭区间［牃，牄］上可导．此时称

牊′（牨）＝

牊′＋（牃）， 牨＝牃，

牊′（牨）， 牃＜牨＜牄，

牊′－

烅
烄

烆 （牄）， 牨＝牄
为牊（牨）在闭区间［牃，牄］上的导函数．

【可导与连续】若牊（牨）在点牨０处可导，则牊（牨）在点牨０

处连续，反之不然．

【【点拨】】经常使用其逆否命题：若牊（牨）在点牨０处

不连续，则牊（牨）在点牨０处不可导．

【连续但不可导的例子】函数牊（牨）＝燏牨燏在点牨＝０
处连续但左右导数不相等，因而不可导．

【仅在一点可导的例子】函数

牊（牨）＝
牨２， 牨为有理数，

０， 牨｛ 为无理数

处处有定义，但是仅在点牨０＝０处连续、可导．
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【【点拨】】因

０≤牊′＋（０）＝ ｌｉｍ
牨→０＋

牊（牨）
牨 ≤ ｌｉｍ

牨→０＋

牨２

牨＝０，

故牊′＋（０）＝０；同理可证牊′－（０）＝０．所以牊（牨）在牨０＝

０处可导，从而连续．其次，当牨０≠０时，选取趋于牨０

的无理数列｛牃牕｝及有理数列｛牄牕｝，则有

ｌｉｍ
牕→∞

牊（牃牕）＝０， ｌｉｍ
牕→∞

牊（牄牕）＝ｌｉｍ
牕→∞

牄２牕＝牨２
０．

可见ｌｉｍ
牨→牨０

牊（牨）不存在（否则，以上两种方式的极限应

当相等），故牊（牨）于牨０处不连续，从而不可导．

【【推论】】当牊（牨）在一点可导时，不可以说牊（牨）在

该点附近可导或连续．

【不可导点分类】不可导点有三个类型：

（１）不连续点；

（２）左、右导数都存在但不相等的连续点（称为

折点，见图２１１）；

图２１１

（３）左、右导数至少有一个不存在的连续点（见

图２１２、图２１３）．

【四则运算求导规则】设牣＝牣（牨），牤＝牤（牨）是定义在
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图２１２

图２１３

同一区间上的可导函数，犜，犝是常数，则

【【线性规则】】 （犜牣＋犝牤）′＝犜牣′＋犝牤′；

【【积规则】】 （牣牤）′＝牣′牤＋牣牤′；

【【商规则】】 （牣燉牤）′＝（牣′牤－牣牤′）燉牤２ （牤≠０）．

【复合函数求导规则】设函数牪＝牊（牣）和牣＝牋（牨）都

是可导函数，且复合函数牪＝牊（牋（牨））有意义，则有

［牊（牋（牨））］′＝牊′（牋（牨））·牋′（牨），
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或者用微分表示为

ｄ牪
ｄ牨＝

ｄ牪
ｄ牣·

ｄ牣
ｄ牨．

【反函数求导法则】设二阶可导函数牪＝牊（牨）在区间

爤上有反函数牨＝牊－１（牪），牊′（牨）≠０，则有反函数的

一阶和二阶求导公式

ｄ牨
ｄ牪＝

１
ｄ牪燉ｄ牨＝

１
牊′（牨），

ｄ２牨
ｄ牪２＝

ｄ
ｄ牨

１槏 槕牊′（牨） ·ｄ牨
ｄ牪＝－ 牊″（牨）

牊′３（牨）．

【奇偶性与导函数】设牊（牨）是区间（－牃，牃）内的可导

函数，则

（１）若牊（牨）是奇函数，则牊′（牨）是偶函数；

（２）若牊（牨）是偶函数，则牊′（牨）是奇函数．

【周期性与导函数】设牊（牨）是以爴为周期的可导函

数，则其导函数也是以爴为周期的函数．

【单调性与导函数】单调函数的导函数不一定单调．
例如：牊（牨）＝牨３（－∞＜牨＜＋∞）．

【有界性与导函数】有界函数的导函数不一定是有

界函数．例如：函数 牊（牨 槡）＝ 牨在区间（０，１）内有

界，但是牊′（牨）＝ １
槡２ 牨
在（０，１）内无界．

【函数极限与导函数极限】由牊（＋∞）＝常数，不能

推出牊′（＋∞）＝０，如函数牊（牨）＝ｓｉｎ牨２

牨 ；另一方面，

由牊′（＋∞）＝０也不能推出牊（＋∞）＝常数，如函数

牊（牨）＝ｌｎ牨．

【二阶导数】若函数牪＝牊（牨）在（牃，牄）内处处可导，则
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导函数牊′（牨）在点牨０∈（牃，牄）处的导数称为牊（牨）在点

牨０处的二阶导数，记作牊″（牨０）或牪″（牨０），其极限形式

为

牊″（牨０）＝ｌｉｍ
牨→牨０

牊′（牨）－牊′（牨０）
牨－牨０

．

【一阶导数的几何意义】一阶导数 牊′（牨）表示曲线

牪＝牊（牨）在点（牨，牊（牨））处的切线斜率，其符号表示

倾斜方向，而绝对值表示倾斜程度．

【二阶导数的几何意义】二阶导数 牊″（牨）表示曲线

牪＝牊（牨）在点（牨，牊（牨））处的凹凸性质，其符号表示

凹凸方向，牊″（牨）＞０时表示曲线下凸，牊″（牨）＜０时

表示曲线上凸．

【导数的物理意义】一阶导数牞′（牠）表示直线运动牞（牠）
的速度，而二阶导数牞″（牠）表示速度牞′（牠）的变化率，即

加速度．

【对数求导法】公式牪′＝牪（ｌｎ牪）′适合于幂指函数或

连乘连除函数的导数计算．例如：

（１）牪＝牣牤，牪′＝牣牤（牤ｌｎ牣）′；

（２）牪＝牣牤燉牥，牪′＝牪（ｌｎ牣＋ｌｎ牤－ｌｎ牥）′．

【牕阶导数】若函数牪＝牊（牨）在（牃，牄）内有牕－１阶导

数（牕≥１），则牕－１阶导函数牊（牕－１）（牨）在点牨０∈（牃，牄）
处的导数称为 牊（牨）在点 牨０处的 牕阶导数，记作

牊（牕）（牨０）或牪（牕）（牨０）．

【牕阶导数计算规则】可以使用以下规则来简化牕阶

导数的计算．

（１）线性规则 （犜牣＋犝牤）（牕）＝犜牣（牕）＋犝牤（牕）；
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（２）乘积规则 （牣牤）（牕）＝∑
牕

牑＝０
爞牑

牕牣（牕－牑）牤（牑）；

（３）链导规则 ［牣（牃牨＋牄）］（牕）＝牃牕牣（牕）（牃牨＋牄）．
其中，犜，犝是常数，牣，牤是牕阶可导的函数．

【微分】设函数牪＝牊（牨）在点牨的某个邻域有定义．
若存在与Δ牨无关的常数爛，使得

Δ牪＝牊（牨＋Δ牨）－牊（牨）＝爛Δ牨＋牗（Δ牨），
则 说函数 牊（牨）在点 牨处可微，称 爛Δ牨为函数

牪＝牊（牨）在点牨处的微分，记作ｄ牪或ｄ牊（牨），即ｄ牪＝

爛Δ牨．

【【点拨１】】称Δ牨为自变量的微分，通常用ｄ牨来

记Δ牨．Δ牨的大小与牨没有关系．

【【点拨２】】计算微分时，务必记得写上因式ｄ牨．

【可微与可导】函数牊（牨）在点牨处：可微可导．

【微分与导数的比较】导数牊′（牨）是两个改变量Δ牨，Δ牪

的比的极限ｌｉｍ
Δ牨→０

Δ牪
Δ牨，
微分ｄ牪是改变量Δ牪的线性主部

爛Δ牨．从计算公式ｄ牊（牨）＝牊′（牨）ｄ牨来看，微分的大小

取决于牨及Δ牨这两个变量，而牊′（牨）只取决于牨．
例 牊（牨）＝牨２在牨＝１处的导数与微分分别为

牊′（１）＝２，ｄ牊（１）＝２ｄ牨，只有在给出ｄ牨之值后，微分

值ｄ牊（１）才是常量．

【微分计算规则】设犜，犝为常数，牊，牣，牤为可微函数，
则有：

（１）线性规则 ｄ（犜牣＋犝牤）＝犜ｄ牣＋犝ｄ牤；

（２）积规则 ｄ（牣牤）＝牣ｄ牤＋牤ｄ牣；

（３）商规则 ｄ（牣燉牤）＝（牤ｄ牣－牣ｄ牤）燉牤２ （牤≠０）；
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（４）链规则 ｄ牊（牣）＝牊′（牣）ｄ牣．

【导数看作微分的商】可以通过分别计算微分ｄ牪与

ｄ牨（称作微商法）来得到导数牪′（牨）＝ｄ牪
ｄ牨．

例 设牨＝ｌｎ（１＋牠２），牪＝牠－ａｒｃｔａｎ牠确定了函数

牪＝牪（牨）．求牪′（牨），牪″（牨）．

解 因ｄ牨＝ ２牠
１＋牠２ｄ牠，ｄ牪＝ １－ １

１＋牠槏 槕２ ｄ牠，故

牪′（牨）＝ｄ牪
ｄ牨＝

牠２

２牠＝
牠
２， ｄ牪′（牨）＝ １

２ｄ牠，

牪″（牨）＝ｄ牪′（牨）
ｄ牨 ＝ １

２槏 槕ｄ牠 ２牠
１＋牠２槏 槕ｄ牠＝１＋牠２

４牠．

【【点拨】】与计算参变量函数的二阶导数的复合

法与公式法相比较，以上的微商法较简单．

常见题型·应对
【函数可导性的讨论问题】目的在于考察导数的概

念．较多的题目是研究分段函数在指定的分段点处

的连续性和可导性，或者直接计算导数．应对方法有

两种：主观题使用导数定义求，客观题使用导函数的

极限来求．

例 设牊（牨）＝
牨３， 牨＜０，

牨２｛ ， 牨≥０，
讨论牊′（０）．

方法 分侧依左、右导数定义计算：

牊′－（０）＝ ｌｉｍ
牨→０－

牊（牨）－牊（０）
牨－０ ＝ ｌｉｍ

牨→０－

牨３

牨＝０，

牊′＋（０）＝ ｌｉｍ
牨→０＋

牊（牨）－牊（０）
牨－０ ＝ ｌｉｍ

牨→０＋

牨２

牨＝０．

可见，牊′－（０）＝牊′＋（０），牊′（０）存在且等于０．
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方法 首先确定牊（牨）在牨＝０处连续，然后应

用求导公式求出牊（牨）在牨＝０两侧的导函数：

牊′（牨）＝
３牨２， 牨＜０，｛２牨， 牨≥０．

由于极限牊′（０＋）及牊′（０－）存在，故牊′＋（０）＝牊′（０＋）

＝０，牊′－（０）＝牊′（０－）＝０，从而牊′（０）＝０存在．

【【点拨】】方法２的原理：若函数牪＝牊（牨）在点牨＝

０处连续，且牊′（０＋）＝爧存在，则由导数定义及洛必

达法则即知右导数

牊′＋（０）＝ ｌｉｍ
牨→０＋

牊（牨）－牊（０）
牨－０ ＝ ｌｉｍ

牨→０＋
牊′（牨）＝爧．

类似地说明左导数牊′－（０）的存在性．其中连续性是

必要条件，而导函数极限存在是充分条件．方法２多

用在无需表示过程的题型中．

【由分段函数可导性求参数问题】若已知分段函数

牊（牨）在分段点牨０处可导，则意味着

牊（牨－
０）＝牊（牨＋

０）， 牊′－（牨０）＝牊′＋（牨０）．
从中可求出函数中的待定参数．

例 设函数牊（牨）＝
牨２， 牨≤１，｛牃牨＋牄， 牨＞１

在点牨＝１

处可导，则牃＝ ，牄＝ ．
解 由于可导则连续，故由牊（１－）＝牊（１＋），得

１＝牃＋牄，而由 牊′－ （１）＝牊′＋ （１）或用加强的条件

牊′（１－）＝牊′（１＋）（导函数的左右极限相等），得２＝牃，
从而解出牄＝－１．

【【点拨】】对需要写出计算过程的试题，只可以用

导数定义来判定牊′－（１）＝牊′＋（１）；而对客观题则可以
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用容易求得的导函数的左右极限来代替左右导数

牊′（１－）＝牊′－（１＋），牊′（１＋）＝牊′＋（１）．这一方法要求

事先明确函数在分段点为连续，并且导函数的极限

是收敛的．

【计算参变量函数的导数】设方程组
牨＝牨（牠），｛牪＝牪（牠）

确定

了一元函数牪＝牪（牨），则可以采用如下两种方法：

【【复合法】】 ｄ牪
ｄ牨＝

牪′（牠）
牨′（牠），

ｄ２牪
ｄ牨２＝

ｄ
ｄ牠

牪′（牠）槏 槕牨′（牠） · ｄ牠
ｄ牨．

【【公式法】】ｄ２牪
ｄ牨２＝

牨′（牠）牪″（牠）－牨″（牠）牪′（牠）
牨′（牠）３ ．

【计算隐函数的导数】设方程爡（牨，牪）＝０确定了一

元函数牪＝牪（牨），则先在方程式两边同时对牨求导，
再从结果中解出导数即可．

例 计算由方程ａｒｃｔａｎ牪
牨＝ｌｎ 牨２＋牪槡 ２所确定

的函数牪的一阶导数．

解 １

１＋槏 槕牪
牨

２槏 槕牪
牨 ′＝ １

２
１

牨２＋牪２（牨２＋牪２）′，

从中解得 牪′＝牨＋牪
牨－牪．

【计算牕阶导数问题】有以下两种题型：

（１）计算函数在任意一点的牕阶导数．考虑使用

相应的求导规则和公式．

（２）求函数在特定点牨０的牕阶导数．除了可以先

计算任意一点的牕阶导数之后再代点牨０的值之外，
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还可以使用函数在点 牨０的泰勒公式计算：从 牃牕＝

牊（牕）（牨０）
牕！
中解出牕阶导数牊（牕）（牨０）．

【相关变化率问题】若在某个系统中，两个一元函数

牨（牠）及牪（牠）之间满足关系式

爡（牨（牠），牪（牠））＝０，
则于该关系式两边同时对牠求导，便可得到联系着两

个变化率牨′（牠），牪′（牠）的关系式

爢（牨（牠），牪（牠），牨′（牠），牪′（牠））＝０，
联立上述两个关系式便可以求解所给问题．
例 设以５０ｃｍ３燉ｓ的速率给一气球充气．若在

充气过程中气球内气压保持为常数，气球保持为球

形，问气球半径为５ｃｍ时半径增加的变化率是多大？
解 分别以爼，牜表示气球的体积与半径，则爼，牜

都是时间牠的函数，它们满足关系式

爼（牠）＝ ４
３π牜３（牠），

对牠求导后得爼′（牠）＝４π牜２（牠）牜′（牠）．于是所求的变化

率为 牜′（牠）＝爼′（牠）燉４π牜２（牠），代入 爼′（牠）＝５０ｃｍ３燉ｓ，

牜（牠）＝５ｃｍ，便可以解得牜′（牠）＝ １
２πｃｍ燉ｓ．

【导数计算公式表】

（１）（爞）′＝０；

（２）（牨犜）′＝犜牨犜－１ （牨＞０）；

（３）（牃牨）′＝牃牨ｌｎ牃 （１≠牃＞０）；
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（４）（ｅ牨）′＝ｅ牨；

（５）（ｌｎ牨）′＝ １
牨；

（６）（ｌｏｇ牃牨）′＝ １
牨ｌｎ牃 （１≠牃＞０）；

（７）（ｓｉｎ牨）′＝ｃｏｓ牨， （ｓｈ牨）′＝ｃｈ牨；
（８）（ｃｏｓ牨）′＝－ｓｉｎ牨， （ｃｈ牨）′＝ｓｈ牨；

（９）（ｔａｎ牨）′＝ １
ｃｏｓ２牨＝ｓｅｃ２牨，

（ｔｈ牨）′＝ １
ｃｈ２牨；

（１０）（ｃｏｔ牨）′＝－ １
ｓｉｎ２牨＝－ｃｓｃ２牨，

（ｃｏｔｈ牨）′＝－ １
ｓｈ２牨；

（１１）（ａｒｃｓｉｎ牨）′＝ １
１－牨槡 ２

，

（ａｒｃｃｏｓ牨）′＝－ １
１－牨槡 ２

；

（１２）（ａｒｃｔａｎ牨）′＝ １
１＋牨２，

（ａｒｃｃｏｔ牨）′＝－ １
１＋牨２．

表中爞，犜，牃表示常数．
【微分计算公式表】

（１）ｄ爞＝０；
（２）ｄ牨犜＝犜牨犜－１ｄ牨 （牨＞０）；
（３）ｄ牃牨＝牃牨ｌｎ牃ｄ牨 （１≠牃＞０）；
（４）ｄｅ牨＝ｅ牨ｄ牨；
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（５）ｄｌｎ牨＝ １
牨ｄ牨；

（６）ｄｌｏｇ牃牨＝ １
牨ｌｎ牃ｄ牨 （１≠牃＞０）；

（７）ｄｓｉｎ牨＝ｃｏｓ牨ｄ牨， ｄｓｈ牨＝ｃｈ牨ｄ牨；
（８）ｄｃｏｓ牨＝－ｓｉｎ牨ｄ牨， ｄｃｈ牨＝ｓｈ牨ｄ牨；

（９）ｄｔａｎ牨＝ １
ｃｏｓ２牨ｄ牨＝ｓｅｃ２牨ｄ牨；

（１０）ｄｃｏｔ牨＝－ １
ｓｉｎ２牨ｄ牨＝－ｃｓｃ２牨ｄ牨；

（１１）ｄａｒｃｓｉｎ牨＝ １
１－牨槡 ２

ｄ牨，

ｄａｒｃｃｏｓ牨＝－ １
１－牨槡 ２

ｄ牨；

（１２）ｄａｒｃｔａｎ牨＝ １
１＋牨２ｄ牨，

ｄａｒｃｃｏｔ牨＝－ １
１＋牨２ｄ牨．

表中爞，犜，牃表示常数，牣为可微函数．
【常见函数的牕阶导数公式】

１槏 槕牃牨＋牄

（牕）

＝（－１）牕 牃牕牕！
（牃牨＋牄）牕＋１；

１槏 槕牨

（牕）

＝（－１）牕 牕！
牨牕＋１；

（ｓｉｎ牨）（牕）＝ｓｉｎ 牨＋牕π槏 槕２ ；

（ｃｏｓ牨）（牕）＝ｃｏｓ牨＋牕π槏 槕２ ，

（牃牨）（牕）＝牃牨（ｌｎ牃）牕，
（ｅ牨）（牕）＝ｅ牨．
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． 导数的应用

大纲要求

理解并会用罗尔定理、拉格朗日中值定理和泰

勒定理，了解并会用柯西中值定理．掌握用洛必达法

则求未定式极限的方法．理解函数的极值概念，掌握

用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法，掌

握函数最大值和最小值的求法及其简单应用．会用

导数判断函数图形的凹凸性，会求函数图形的拐点

以及水平、铅直和斜渐近线，会描绘函数的图形．了

解曲率和曲率半径的概念，会计算曲率和曲率半径．

知识点·点拨
【平面曲线的切线与法线】曲线牪＝牪（牨）在其上一点

（牨０，牪０）处的切线方程为

牪－牪０＝牪′（牨０）（牨－牨０），
与切线垂直的过点（牨０，牪０）的直线称为曲线的法线，
其方程为

牪－牪０＝－ １
牪′（牨０）（牨－牨０） （牪′（牨０）≠０）．

【渐近线】如果曲线牪＝牊（牨）上的点爮（牨，牪）与某条

直线爧的距离牆（爮，爧）当点爮（牨，牪）趋于无穷（即牨２＋

牪２→∞）时趋于零，则称直线爧是曲线牪＝牊（牨）的一

条渐近线．渐近线分为水平、铅直、斜渐近线三种（单

侧极限成立便可以）．

【【铅直渐近线牨＝牃】】满足 ｌｉｍ
牨→牃±

牊（牨）＝∞．

【【水平渐近线牪＝爛】】满足 ｌｉｍ
牨→±∞

牊（牨）＝爛．
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【【斜渐近线牪＝牑牨＋牄】】满足

ｌｉｍ
牨→±∞

牊（牨）
牨 ＝牑， 且 ｌｉｍ

牨→±∞
（牊（牨）－牑牨）＝牄．

【曲率】曲率是曲线在一点的弯曲程度的衡量．若函

数牪＝牊（牨）二阶可导，则在点牨处的曲率公式为

犦＝燏牪″燏燉［１＋（牪′）２］３燉２．

【曲率半径】曲率的倒数称为曲率半径：爲＝１燉犦．

【单调性的判定】（１）函数牊（牨）在区间（牃，牄）内单调

增（减）牊′（牨）≥０（≤０）（牃＜牨＜牄）；

（２）函数 牊（牨）在（牃，牄）内严格单调增（减）

牊′（牨）≥０（≤０）（牃＜牨＜牄）且使牊（牨）＝０的点不充满

任何子区间（犜，犝）（牃，牄）．

【凸性的定义】若对任何牨１，牨２∈（牃，牄），有

牊 牨１＋牨２槏 槕２ ≤（≥）牊（牨１）＋牊（牨２）
２ ，

称函数牊（牨）（牃＜牨＜牄）为下凸（上凸）函数．

【【点拨】】下凸函数的曲线称为下凸弧，表示从曲

线的下面来看，曲线是凸起的．也可称之为上凹，指

从曲线的上面来看，曲线是凹进的．类似地理解上凸

弧．

【凸性的判别】若牊″（牨）≥０（牊″（牨）≤０）（牃＜牨＜牄），
则牊（牨）是下凸（上凸）函数．

【拐点的定义】设函数牊（牨）在连续点牨０的两侧的凸

性相反，则称点牨０是函数牊（牨）的拐点，等价地称点

（牨０，牊（牨０））是曲线牪＝牊（牨）的拐点．

【拐点的判定】首先确定函数的凸性区间分布，两侧

凸性发生改变的连续点便是拐点．
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【【点拨１】】当函数牪＝牊（牨）二次可微时，牊″（牨）＝

０是拐点的必要条件，但非充分条件．如牪＝牨４在原

点的二阶导数为零，但原点不是其拐点，因为牊″（牨）
在原点两侧没有变号，两侧的凸性相同．

【【点拨２】】拐点是连续点的条件不可少．例如曲

线 牪＝ １
牨
在原点（间断点）两侧凸性相反，但不可以

讲原点是该函数的拐点．

【函数的极值】若有牨０的一个邻域（牨０－犠，牨０＋犠），
在其上牊（牨）≤牊（牨０）（或牊（牨）≥牊（牨０）），则称函数值

牊（牨０）是函数牊（牨）的一个极大值（或极小值）．此邻

域可以很大，也可以很小．

【函数的最值】若对所有的牨∈爤，牊（牨）≤牊（牨０）（或者

牊（牨）≥牊（牨０）），则称函数值牊（牨０）是函数牊（牨）在区

间爤上的最大值（或最小值）．

【【点拨】】谈及最值时要指明其控制范围，极值则

不需要．依据定义，极值不可以在定义区间的端点取

得，因为它必须与两侧的函数值进行比较．

【极值点与最值点】当牊（牨０）为函数的极值时，称牨０

为函数 牊（牨）的 极 值 点，称 （牨０，牊（牨０））为 曲 线

牪＝牊（牨）的极值点．最值点类似理解．

【驻点】使函数牊（牨）的导数为零的点牨＝牨０．

【极值必要条件】函数牊（牨）的极值点要么是驻点，要

么是不可导点．

【极值充分条件１】对连续点牨０，当牊′（牨）在其两侧左

正右负时，牊（牨０）为极大值；当牊′（牨）在其两侧左负右

正时，牊（牨０）为极小值．

·４４· 考研数学复习宝典（理工类）



【极值充分条件２】对驻点牨０，当牊″（牨０）＞０时，牊（牨０）
为极小值；当牊″（牨０）＜０时，牊（牨０）为极大值．

【最值的存在性】只有明确了所论最值的存在性后

方可进行搜寻．以下是相关结果：

（１）闭区间［牃，牄］上连续函数一定有最大值和最

小值；

（２）开区间（牃，牄）内连续函数可能没有、也可能

有最值．例如 牊（牨）＝牨２在（－１，１）内只有最小值

牊（０），牊（牨）＝牨３在（－１，１）内既没有最大值也没有

最小值．

【闭区间［牃，牄］上连续函数的最值求法】首先求出

（牃，牄）内的全部驻点以及不可导点，然后计算这些点

的函数值，再和两个端点的函数值比较，其中最大者

即最大值，最小者即最小值．

【开区间（牃，牄）内连续函数的最值求法】通过一阶导

数的符号确定（牃，牄）内的单调区间分布，结合几何图

形确定最值是否存在以及大小．

【不连续函数的最值求法】对于分段连续函数（指有

有限个间断点的函数），应当在每个连续区间上进行

最值分析然后综合．

【罗尔定理】设 牊（牨）在［牃，牄］上连续，在（牃，牄）内可

导，则当牊（牃）＝牊（牄）时存在犪∈（牃，牄）使得牊′（犪）＝０．

【拉格朗日中值定理】设 牊（牨）在［牃，牄］上连续，在

（牃，牄）内可导，则有犪∈（牃，牄），使得

牊（牄）－牊（牃）＝牊′（犪）（牄－牃），

或 牊′（犪）＝牊（牄）－牊（牃）
牄－牃 ．
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【柯西中值定理】设 牊（牨），牋（牨）在［牃，牄］上连续，在

（牃，牄）内可导，且牋′（牨）≠０，则有犪∈（牃，牄），使

牊（牄）－牊（牃）
牋（牄）－牋（牃）＝

牊′（犪）
牋′（犪）．

【泰勒多项式】设牊（牨）在牨０有牕阶导数，则称

爴牕（牨）＝牊（牨０）＋牊′（牨０）（牨－牨０）

＋牊″（牨０）
２！ （牨－牨０）２＋…

＋牊（牕）（牨０）
牕！ （牨－牨０）牕

为函数牊（牨）在牨０的牕阶泰勒多项式．

【泰勒定理】设牊（牨）在（牃，牄）上有牕＋１阶导数，牨０，

牨∈（牃，牄），则有介于牨０与牨之间的犪，使得

牊（牨）＝爴牕（牨）＋爲牕（牨），

其中 爲牕（牨）＝ １
（牕＋１）！牊

（牕＋１）（犪）（牨－牨０）牕＋１

称为拉格朗日余项．

【【点拨】】若可导条件减弱为牊（牨）在（牃，牄）内有牕
阶导数，则上述公式中的余项必须换作

爲牕（牨）＝牗（（牨－牨０）牕），
称之为皮亚诺余项．其意义在于说明，当牨→牨０时，
泰勒多项式与牊（牨）的误差至少是牨－牨０的牕阶无穷

小量．

【直接法求函数的泰勒多项式】首先求出直到牕阶的

导数值牊（牑）（牨０）（１≤牑≤牕），然后写出爴牕（牨０）及余项．

【间接法求函数的泰勒多项式】将所给函数牊（牨）用

已知其泰勒多项式的函数牣（牨），牤（牨）表示，例如：

牊（牨）＝牣（牨）＋牤（牨），
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牊（牨）＝牣′（牨）， 牊（牨）＝∫
牨

牃
牣（牨）ｄ牨，

再代入牣（牨），牤（牨）的泰勒多项式即可．

【展开点的调整】如果要将函数牊（牨）展开为牨－牃的

泰勒多项式，则应当遵循以下步骤：

（１）作代换牨－牃＝牠，使

牊（牨）＝牊（牨－牃＋牃）＝牊（牠＋牃）；

（２）将牋（牠）＝牊（牠＋牃）展开为牠的泰勒多项式；

（３）代回牠＝牨－牃．

常见题型·应对
【相关变化率问题】设在某个考察过程中，变量牣与牤
都是牨的函数，并且相互之间满足某种关系爡（牣，牤）
＝０，则变化率牣′（牨），牤′（牨）之间也应当有相应的制
约：［爡（牣，牤）］′牨＝０，从中可以解出所需的未知量．

【【点拨】】通常是已知牣（牨），牤（牨），牣′（牨），牤′（牨）中
的任意两个，求另外两个，结合方程式爡（牣，牤）＝０，
及［爡（牣，牤）］′牨＝０，这是可以成功的．
【函数中值问题概述】

（１）函数方程牊（牨）＝０在区间（牃，牄）内有根；
（２）函数牊（牨）在（牃，牄）内存在零点；
（３）证明存在犪∈（牃，牄），使牋（犪）＝牎（牃，牄）．

以上三种形式的问题可以互相转换，例如问题（３）相
当于证明函数牊（牨）＝牋（牨）－牎（牃，牄）存在零点，因此
归结为同一种题型．使用的工具（根据题给条件选
择）是几个相关定理：连续函数的介值定理、微分中
值定理、积分中值定理．
【如何说明零点的惟一性】证明零点的惟一性可以
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采用两个方法：
（１）函数连续且严格单调；
（２）反证法，假设不惟一来导出矛盾．

【一个中值的问题·解法思路】待证关系为：存在

犪∈（牃，牄），使犺（牃，牄，犪）＝０．
（１）若条件中的函数牊（牨）仅假定为连续，则考

虑用介值定理；若假定为在（牃，牄）内可导，则考虑用
微分中值定理；若假定为二阶可导，则应当考虑使用
泰勒定理．

（２）使用罗尔定理的程序．适当地变形犺（牃，牄，犪）
（等式变形或乘以非零因子）成为牊（犪），以牨代替犪，
求出牊（牨）的原函数爡（牨），验证爡（牨）在［牃，牄］上某两
点牨１，牨２成立爡（牨１）＝爡（牨２）后，即由罗尔定理得出
要证的结果．

（３）使用拉格朗日或柯西中值定理的程序．适当
地变形犺（牃，牄，犪）＝０，使之成为牎（犪）＝犺（牃，牄），探求

牊（牨）使得牊′（犪）＝牎（犪），同时牊（牄）－牊（牃）
牄－牃 ＝犺（牃，牄），

再应用拉格朗日中值定理；或者探求牊（牨）及牋（牨）使

得牊′（犪）
牋′（犪）＝牎（犪），同时牊（牄）－牊（牃）

牋（牄）－牋（牃）＝犺（牃，牄），再应用

柯西中值定理论证．
例 设牊（牨）在［牃，牄］上连续，在（牃，牄）内可导，

牊（牃）＝牊（牄）＝０，犧是常数，证明存在 犪∈（牃，牄），使

牊′（犪）＋犧牊（犪）＝０．
解 以ｅ犧犪乘等式两边，得

ｅ犧犪牊′（犪）＋犧ｅ犧犪牊（犪）＝０，
以牨代犪，则问题变为

（ｅ犧牨牊（牨））′＝ｅ犧牨牊′（牨）＋犧ｅ犧牨牊（牨）
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的零点问题．恰好题设条件已告知ｅ犧牨牊（牨）在牨＝牃及

牨＝牄相等，从而应用罗尔定理完成证明．
例 设牊（牨），牋（牨）在［牃，牄］上连续，在（牃，牄）内

可导，牋′（牨）≠０，证明存在犪∈（牃，牄），使得

牊（犪）－牊（牃）
牋（牄）－牋（犪）＝

牊′（犪）
牋′（犪）．

解 消去分母，将方程变形为

牊′（犪）牋（犪）＋牊（犪）牋′（犪）－牊′（犪）牋（牄）－牊（牃）牋′（犪）＝０，
以牨代犪，则问题变为

爡（牨）＝牊（牨）牋（牨）－牊（牨）牊（牄）－牊（牃）牋（牨）
的导函数 爡′（牨）的零点问题，恰好可验证 爡（牃）＝

爡（牄）．从而应用罗尔定理完成证明．
例 设牊（牨）在［牃，牄］上连续，在（牃，牄）内可导，

０＜牃＜牄，证明存在犪∈（牃，牄），使得

牃ｌｎ牄－牄ｌｎ牃＝（牃牄２－牄牃２）（１－ｌｎ犪）燉犪２．

解 分离牃，牄与犪，得
ｌｎ牄
牄－ｌｎ牃

牃
牄－牃 ＝１－ｌｎ犪

犪２ ，则可看

出，对 牊（牨）＝ｌｎ牨
牨，应用拉格朗日中值定理即可得

证．
例 设０＜牃＜牄，牊（牨）在［牃，牄］连续，在（牃，牄）可

导，证明存在犪∈（牃，牄），使

牊（牄）－ 牊（牃）＝ 犪牊′（犪）ｌｎ（牄燉牃）．

解 分离牃，牄与 犪，得牊（牄）－牊（牃）
ｌｎ牄－ｌｎ牃 ＝犪牊′（犪），记

牋（牨）＝ ｌｎ牨，则 左 边 ＝ 牊（牄）－牊（牃）
牋（牄）－牋（牃），

右 边 恰 好 是

牊′（犪）
牋′（犪），
故应用柯西中值定理完成证明．
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【两个中值的问题·解法思路】待证关系为：存在犪，
犣∈（牃，牄），使犺（牃，牄，犪，犣）＝０．一般的分析思路为：分
离牃，牄与犪，犣，对含犪部分及含犣部分分别恰当地使用
微分中值定理表示为牃，牄的函数，代回原方程式即
可．
例 设０＜牃＜牄，牊（牨）在［牃，牄］上连续，在（牃，牄）

内可导，证明存在犪，犣∈（牃，牄），使得

２犣牊′（犪）＝ （牃＋ 牄）牊′（犣）．
解 分离犪，犣得

牊′（犪）＝（牃＋牄）牊′（犣）２犣 ，

调用拉格朗日中值定理得

牊′（犪）＝牊（牄）－牊（牃）
牄－牃 ，

调用柯西中值定理得

牊′（犣）
２犣 ＝牊（牄）－牊（牃）

牄２－牃２ ，

回代后即得证．
例  牊（牨）在［牃，牄］上连续，在（牃，牄）内可导，

牊（牃）＝０，牊（牄）＝１，证明存在不同的 犪，犣∈（牃，牄），使
得

１
牊′（犪）＋ １

牊′（犣）＝ ２（牄－ 牃）．

解 由介值定理，选取牅∈（牃，牄），使牊（牅）＝ １
２．

在［牃，牅］，［牅，牄］上分别调用拉格朗日中值定理，得

牊′（犪）＝ 牊（牅）－ 牊（牃）
牅－ 牃 ＝ １

２（牅－ 牃），

牊′（犣）＝ 牊（牄）－ 牊（牅）
牄－ 牅 ＝ １

２（牄－ 牅）．
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回代后即得证．
【结合积分条件的中值问题】如果出现积分，则可调
用积分中值定理或ＮＬ公式进行分析．
例 设牊（牨）在［０，１］上连续，在（０，１）内可导，且

满足牊（１）＝牃∫
１燉牃

０
牨ｅ１－牨牊（牨）ｄ牨 （牃＞１），证明存在犪

∈（０，１），使得牊′（犪）＝（１－犪－１）牊（犪）．

解 使用积分中值定理知，存在牅∈ ０，１槏 槕牃 ，使

牊（１）＝牅ｅ１－牅牊（牅），记 牋（牨）＝牨ｅ１－牨牊（牨），则 牋（１）＝
牋（牅）．在区间［牅，１］上对函数 牋（牨）应用罗尔定理即
得．
【罗尔定理推广】若牊（牨）在（牃，牄）上可导，牊（牃＋）＝

牊（牄－），则存在犪∈（牃，牄）使牊′（犪）＝０．
【拉格朗日中值定理推广】设以下函数在［牃，牄］上连
续，在（牃，牄）内所写导数存在，则有

（１）若曲线牪＝牊（牨）与曲线牪＝牋（牨）在［牃，牄］上
有两个交点，则有 犪∈（牃，牄），使 牊′（犪）＝牋′（犪）．取

牋（牨）为通过爮（牃，牊（牃）），爯（牄，牊（牄））的直线，便是拉
格朗日中值定理．

（２）若曲线牪＝牊（牨）与曲线牪＝牋（牨）在［牃，牄］上
有三个交点，则有犪∈（牃，牄），使牊″（犪）＝牋″（犪）．
例 若在区间［０，２］上可导曲线牪＝牊（牨）经过

点爭（０，０），爛（１，１）及爜（２，４），则存在 犪∈（０，２），使

牊″（犪）＝２．
解 取牋（牨）＝牨２，它也通过爭，爛，爜三点，引用

推广结果（２）即得．
【不等式问题概述】常见的几种不等式：

牊（牨）≤牋（牨）， 牊（牨）≤爩， 爮≤牊（牨）≤爯
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均可通过移项以及适当的化简归结为

爡（牨）≥０ （牃≤牨≤牄）．
证明的方式主要有以下三种：

（１）单调法（主要方法） 若爡（牨）在［牃，牄］上连
续，在（牃，牄）内可导．则当

爡（牃）≥ ０， 爡′（牨）≥ ０ （牃＜ 牨＜ 牄）
时便有 爡（牨）≥ ０ （牃≤ 牨≤ 牄）．

（２）最值法 若能求得爡（牨）在区间［牃，牄］上的
最小值为０，则有

爡（牨）≥０， 牃≤牨≤牄．
（３）泰勒公式法 使用０阶或１阶泰勒公式：

牊（牨）＝ 牊（牃）＋ 牊′（犪）（牨－ 牃），

牊（牨）＝牊（牃）＋牊′（牃）（牨－牃）＋ １
２牊″（犪）（牨－牃）２，

适当地放大或缩小余项也能得到函数不等式（例如
凸函数问题）．

例 证明１－牨２

２＜ｃｏｓ牨＜１－牨２

π ０＜牨＜槏 槕π
２ ．

解 将所证不等式变形为

－ １
２＜ｃｏｓ牨－ｃｏｓ０

牨２－０ ＜－ １
π，

调用柯西中值定理作等式变形，得

１
π＜ ｓｉｎ犪

２犪＜ １
２ ０＜ 犪＜槏 槕π

２ ．

记牊（牨）＝ｓｉｎ牨
２牨，易知牊′（牨）＜０ ０＜牨＜槏 槕π

２ ，从而

由单调法知

１
π＝牊槏 槕π

２ ＜牊（牨）＜牊（０＋）＝ １
２ ０＜牨＜槏 槕π

２ ．

例 证明ｅ牨－１＞（１＋牨）ｌｎ（１＋牨） （牨＞０）．
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解 以下做法是标准方法．令

牊（牨）＝ ｅ牨－ １－ （１＋ 牨）ｌｎ（１＋ 牨），
则 牊′（牨）＝ ｅ牨－ ｌｎ（１＋ 牨）－ １．

由于牊′（牨）符号难定，因而考虑牊″（牨）＝ｅ牨－ １
１＋牨，
由

于牊″（牨）＞０（牨＞０）及牊′（０）＝０，故推出

牊′（牨）＞０（牨＞０），
再由牊（０）＝０推出牊（牨）＞０（牨＞０）．
【常见函数的泰勒公式】在牨＝０点的展开公式，犪在

０与牨之间．

ｅ牨＝１＋牨＋ １
２！牨

２＋…＋ １
牕！牨

牕＋ ｅ犪
（牕＋１）！牨

牕＋１，

燏牨燏＜＋∞．

ｓｉｎ牨＝牨－ １
３！牨

３＋ １
５！牨

５－…

＋（－１）牕－１· １
（２牕－１）！牨

２牕－１

＋（－１）牕＋１ １
（２牕＋１）！ｃｏｓ犪牨

２牕＋１，燏牨燏＜＋∞．

ｃｏｓ牨＝１－ １
２！牨

２＋ １
４！牨

４－…＋（－１）牕· １
（２牕）！牨

２牕

＋（－１）牕＋１ ｃｏｓ犪
（２牕＋２）！牨

２牕＋２，燏牨燏＜＋∞．

１
１－牨＝１＋牨＋牨２＋…＋牨牕＋牗（牨牕），燏牨燏＜１．

ｌｎ（１＋牨）＝牨－ １
２牨２＋ １

３牨３－…＋（－１）牕－１１
牕牨牕，

＋牗（牨牕），燏牨燏＜１．
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第章 一元函数积分学

． 不 定 积 分

大纲要求

理解原函数和不定积分的概念．掌握不定积分

的基本公式，掌握不定积分的性质，掌握不定积分的

换元积分法与分部积分法．会求有理函数、三角函数

有理式和简单无理函数的积分．

知识点·点拨
【原函数定义】若在区间 爤上，爡′（牨）＝牊（牨），则称

爡（牨）为牊（牨）的原函数．等价说法是：牊（牨）是爡（牨）的

导函数．

【原函数的存在性】如果牊（牨）是区间［牃，牄］上的连续

函数，则爡（牨）＝∫
牨

牃
牊（牠）ｄ牠便是它的一个原函数．

【【点拨】】“有原函数”并不意味着可以使用初等

函数将原函数表示出来．例如连续函数ｅ牨
２
的原函数

存在但不是初等函数．

【原函数的结构】若爡（牨）是牊（牨）的一个原函数，则

爡（牨）＋爞都是牊（牨）的原函数，爞为任意常数；并且

爡（牨）＋爞包含了牊（牨）的全部原函数．

【不定积分定义】若爡（牨）是牊（牨）的一个原函数，则

原函数全体爡（牨）＋爞称为牊（牨）的不定积分，记作

∫牊（牨）ｄ牨＝爡（牨）＋爞．



【【点拨１】】利用导数理解积分公式：

∫牊（牨）ｄ牨＝爡（牨）＋爞ｄ爡（牨）
ｄ牨 ＝牊（牨）．

【【点拨２】】以下三个关系式等价：

（１）∫牊（牣（牨））ｄ牤（牨）＝爡（牨）＋爞；

（２）ｄ爡（牨）
ｄ牤（牨）＝牊（牣（牨））；

（３）爡′（牨）＝牊（牣（牨））牤′（牨）．

【不定积分互逆性质】求导与求积的关系：

∫槏 槕牊（牨）ｄ牨 ′＝牊（牨）， ｄ∫槏 槕牊（牨）ｄ牨 ＝牊（牨）ｄ牨；

∫爡′（牨）ｄ牨＝爡（牨）＋爞，∫ｄ爡（牨）＝爡（牨）＋爞．

【不定积分线性性质】设犜，犝是常数，则有

∫（犜牊（牨）＋犝牋（牨））ｄ牨＝犜∫牊（牨）ｄ牨＋犝∫牋（牨）ｄ牨．

【凑微分积分法】若有∫牊（牣）ｄ牣＝爡（牣）＋爞，则取牣＝

犺（牨），便产生新的积分公式：

∫牊（犺（牨））ｄ犺（牨）＝爡（犺（牨））＋爞．

【如何凑微分】当积分式中出现因式牊（犺（牨））时，可

考虑凑出牣＝犺（牨）的微分而将积分化作∫牊（牣）ｄ牣后

进行积分．例如：

∫牊（牨牕）牨牕－１ｄ牨 牣＝牨牕

∫牊（ｓｉｎ牨）ｃｏｓ牨ｄ牨 牣＝ｓｉｎ牨
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∫牊（ｌｎ牨）１
牨ｄ牨 牣＝ｌｎ牨

∫牊（ａｒｃｔａｎ牨） １
１＋牨２ｄ牨 牣＝ａｒｃｔａｎ牨

∫牊（ｅ牨）ｅ牨ｄ牨 牣＝ｅ牨

【换元积分法】令牨＝犺（牠）（犺′（牠）连续且非零），便有

∫牊（牨）ｄ牨＝∫牊（犺（牠））犺′（牠）ｄ牠．

【常用换元形式】引入新的积分变量的目的在于化

简积分式，以下是几种消除根式的常见方法：

所含根式 作代换（牃＞０）

牃２－牨槡 ２ 牨＝牃ｓｉｎ牠

牨２－牃槡 ２ 牨＝牃ｔａｎ牠

牃２＋牨槡 ２ 牨＝牃ｓｅｃ牠
牕槡牃＋牄牨 牠＝

牕槡牃＋牄牨

例 求爤＝∫ｅ
槡牨 ｄ牨．

解 令 槡牨＝牠，即牨＝牠２，有

爤＝∫ｅ牠·２牠ｄ牠＝２∫牠ｄｅ牠＝２ 牠ｅ牠－∫ｅ牠槏 槕ｄ牠

＝２（牠－１）ｅ牠＋爞 槡＝２（ 牨－１）ｅ槡牨 ＋爞．

【分部积分法】若牣′（牨）较牣（牨）简单，牤′（牨）不比牤（牨）
复杂，则以下分部积分公式能够简化积分计算：

∫牣（牨）ｄ牤（牨）＝牣（牨）牤（牨）－∫牤（牨）牣′（牨）ｄ牨．
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【【点拨】】通常取牣＝ａｒｃｔａｎ牨，ｌｎ牨，牨牕．

例∫牨ｅ牨ｄ牨＝∫牨ｄｅ牨＝牨ｅ牨－∫ｅ牨ｄ牨

＝ｅ牨（牨－１）＋爞．

例∫牨ａｒｃｔａｎ牨ｄ牨

＝∫ａｒｃｔａｎ牨ｄ牨２

２

＝ １
２牨２ａｒｃｔａｎ牨－ １

２∫牨２

１＋牨２ｄ牨

＝ １
２牨２ａｒｃｔａｎ牨－ １

２∫１＋牨２－１
１＋牨２ ｄ牨

＝ １
２牨２ａｒｃｔａｎ牨－ １

２（牨－ａｒｃｔａｎ牨）＋爞．

【奇偶函数的原函数】设 爡（牨）是 牊（牨）在对称区间

［－牃，牃］上的原函数，则有

（１）牊（牨）为奇函数爡（牨）为偶函数；

（２）牊（牨）为偶函数爡（牨）为奇函数．

【【点拨】】偶函数的原函数并不全是奇函数．如

牊（牨）＝牨２有原函数 爡（牨）＝ １
３牨３＋爞，当 爞≠０时，

爡（牨）便不是奇函数 （参见１．１节）．

【周期函数的原函数】设牊（牨）是区间（－∞，＋∞）上

的周期函数，周期为爴．则牊（牨）的原函数是周期为爴

的周期函数定积分∫
爴

０
牊（牠）ｄ牠＝０（参见１．１节）．

【有理函数】形为爮（牨）
爯（牨）（爮，爯为多项式）的函数称为

有理函数，它包括多项式及分式函数．

【有理函数的积分】理论上可以证明，有理函数的原

函数是初等函数，因而其积分总可以求出．实际计算
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时，采用以下步骤积分．

（１）分项 使用多项式除法和部分分式法将有

理函数表示为多项式及以下的最简分式之和：

牃（牨）＝ １
（牨－牃）牕，

牄（牨）＝ 爛牨＋爜
（牨２＋牘牨＋牚）牕 （牘２＜４牚）．

（２）逐项积分

∫牃（牨）ｄ牨＝ １
１－牕

１
（牨－牃）牕－１＋爞，

∫牄（牨）ｄ牨＝ 爛
２∫ｄ（牨２＋牘牨＋牚）

（牨２＋牘牨＋牚）牕

＋ 爜－爛牘槏 槕２∫ ｄ牨
（牨２＋牘牨＋牚）牕

＝ 爛
２（１－牕）

１
（牨２＋牘牨＋牚）牕－１

＋ 爜－爛牘槏 槕２∫
ｄ 牨＋ 牘槏 槕２

牨２＋ 牘槏 槕２

２

＋牚－ 牘［ ］４

牕，

最后一个积分可以用分部积分法关于牕递推计算．

【部分分式法】将一个有理函数分解为多项式及最

简分式的过程叫部分分式法．根据有理函数特点，写

出相应的包含待定系数的分解式，然后在消除分母

后，比较同次项系数后求出待定系数即成．例如（用

牘牑（牨）表示牑次多项式）：

牘１（牨）
（牨－１）２＝

爛
牨－１＋

爜
（牨－１）２，

牘３（牨）
（牨２＋牨＋１）２＝

爛牨＋爜
牨２＋牨＋１＋

爞牨＋爟
（牨２＋牨＋１）２，
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牘５（牨）
（牨－１）２（牨２＋牨＋１）２

＝ 爛
牨－１＋

爜
（牨－１）２＋

爞牨＋爟
牨２＋牨＋１＋

爠牨＋爡
（牨２＋牨＋１）２．

【常见分式的分项式】使用部分分式法时，计算量较

大．对一些典型情形，往往直接将分子变形以得到分

项公式．例如：

１
１－牨２＝

１
２

１－牨＋１＋牨
（１－牨）（１＋牨）＝

１
２

１
１＋牨＋

１槏 槕１－牨 ，

牨２

１＋牨２＝
１＋牨２－１
１＋牨２ ＝１－ １

１＋牨２．

常见题型·应对
较少出现单独考察不定积分法的试题，因此掌

握基本的积分法便可以．在定积分、重积分、线面积

分、微分方程中都会用到不定积分法．

【常用不定积分表】

∫牑ｄ牨＝牑牨＋爞；

∫牨犜ｄ牨＝牨犜＋１

犜＋１＋爞 （犜≠－１）；

∫１
牨ｄ牨＝ｌｎ燏牨燏＋爞；

∫牃牨ｄ牨＝ 牃牨

ｌｎ牃＋爞 （０＜牃≠１）；

∫ｅ牨ｄ牨＝ｅ牨＋爞；

∫ｌｎ牨ｄ牨＝牨ｌｎ牨－牨＋爞；

∫ｃｏｓ牨ｄ牨＝ｓｉｎ牨＋爞；
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∫ｓｉｎ牨ｄ牨＝－ｃｏｓ牨＋爞；

∫１
ｃｏｓ２牨ｄ牨＝ｔａｎ牨＋爞；

∫１
ｓｉｎ２牨ｄ牨＝－ｃｏｔ牨＋爞；

∫ｓｅｃ牨ｔａｎ牨ｄ牨＝ｓｅｃ牨＋爞；

∫ｃｓｃ牨ｃｏｔ牨ｄ牨＝－ｃｓｃ牨＋爞；

∫ ｄ牨
１＋牨槡 ２

＝ｌｎ（牨＋ １＋牨槡 ２）＋爞；

∫ ｄ牨
１－牨槡 ２

＝ａｒｃｓｉｎ牨＋爞；

∫ｄ牨
１＋牨２＝ａｒｃｔａｎ牨＋爞．

表中爞为任意常数．

． 定积分·广义积分

大纲要求

理解定积分的概念．掌握定积分的性质及定积

分中值定理，掌握换元积分法与分部积分法．理解积

分上限的函数，会求它的导数，掌握牛顿莱布尼兹
公式，了解广义积分的概念并会计算广义积分．

知识点·点拨
【定积分定义】有界函数牊（牨）在闭区间［牃，牄］上的定

积分是以计算曲边梯形面积或变速运动的路程为背

景问题的一个数学概念．其定义式为

·０６· 考研数学复习宝典（理工类）



∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝ｌｉｍ

犧→０∑
牕

牏＝１
牊（犪牏）Δ牨牏，

其中 牃＝牨０＜牨１＜…＜牨牕＝牄，

牨牏≤犪牏≤牨牏＋１，Δ牨牏＝牨牏＋１－牨牏

（牏＝０，１，２，…，牕）， 犧＝ｍａｘ｛Δ牨牏燏０≤牏≤牕｝．
当上述极限存在时，称牊（牨）在区间［牃，牄］上可积，积

分值即该极限值．

【可积函数】狄利克雷函数是不可积函数，但是以下

函数都是可积函数：

（１）［牃，牄］上的分段连续函数（即只有有限个第

一类间断点的函数）；

（２）［牃，牄］上分段单调的函数（指函数曲线由有

限个单调段构成）．

【定积分的整体性】定积分的可积性和积分值的大

小不会因为个别点的函数值的改变而受影响．

【定积分的基本性质】

【【分项积分公式】】（和的积分等于积分的和）

∫
牄

牃
（牊（牨）＋牋（牨））ｄ牨＝∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨＋∫

牄

牃
牋（牨）ｄ牨．

【【常数因子】】设犜是常数，则

∫
牄

牃
犜牊（牨）ｄ牨＝犜∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

【【分段积分公式】】设牃＜牅＜牄，则

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝∫

牅

牃
牊（牨）ｄ牨＋∫

牄

牅
牊（牨）ｄ牨，

当牃＜牄＜牅或牅＜牃＜牄时分段积分公式还是成立．

【【比较定理】】设牃＜牄，则
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牊（牨）≤牋（牨）∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨≤∫

牄

牃
牋（牨）ｄ牨．

【【估界定理】】设牔≤牊（牨）≤爩（牃≤牨≤牄），则

牔（牄－牃）≤∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨≤爩（牄－牃）．

【【积分的绝对值】】设牃＜牄，则

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨 ≤∫

牄

牃
燏牊（牨）燏ｄ牨．

【牛顿莱布尼兹公式】设爡（牨）是连续函数牊（牨）（牃

≤牨≤牄）的一个原函数，则

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝爡（牄）－爡（牃）．

【【点拨】】若牊（牨）是分段连续函数，则可以首先使

用分段积分公式，再使用以上公式计算积分值，被积

函数在端点的第一类间断性可以忽略．

【定积分的换元积分法】令牨＝犺（牠）（犺′（牠）连续且非

零），则

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝∫

犝

犜
牊（犺（牠））犺′（牠）ｄ牠，

其中牠＝犜时，牨＝犜；牠＝犝时，牨＝牄．

【定积分的分部积分公式】若 牣′（牨）较 牣（牨）简单，

牤′（牨）不比牤（牨）复杂，则

∫
牄

牃
牣（牨）ｄ牤（牨）＝牣（牨）牤（牨）

牄

牃
－∫

牄

牃
牤（牨）牣′（牨）ｄ牨．

【变上限积分】设牊（牨）在区间［牃，牄］上连续，对任意牨

∈［牃，牄］，称［牃，牨］上的定积分

爡（牨）＝∫
牨

牃
牊（牠）ｄ牠 （牃≤牨≤牄）
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为变上限积分．它是［牃，牄］上的一个函数．

【变上限积分的导数】

爡′（牨）＝ ｄ
ｄ牨∫

牨

牃槏 槕牊（牠）ｄ牠＝牊（牨）， 牃≤牨≤牄．

【复合变限积分的导数】

ｄ
ｄ牨∫

牄（牨）

牃（牨）槏 槕牊（牠）ｄ牠＝牊（牄（牨））牄′（牨）－牊（牃（牨））牃′（牨）．

【【点拨】】变限积分是考试重点，求导公式务必熟

练掌握．当被积式中含有牨时便不能直接应用以上

求导公式，而要先将牨从被积式中提出来或代换掉

后再用上述求导公式．

例 求爡（牨）＝∫
牨

０
（牨＋牠）牊（牠）ｄ牠的导数．

解 爡（牨）＝牨∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠＋∫

牨

０
牠牊（牠）ｄ牠，

爡′（牨）＝∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠＋牨牊（牨）＋牨牊（牨）

＝∫
牨

０
牊（牠）ｄ牠＋２牨牊（牨）．

【奇偶函数的定积分】若函数牊（牨）是区间［－牃，牃］上

连续的奇函数，则

∫
牃

－牃
牊（牨）ｄ牨＝０；

若函数牊（牨）是区间［－牃，牃］上连续的偶函数，则

∫
牃

－牃
牊（牨）ｄ牨＝２∫

牃

０
牊（牨）ｄ牨．

【周期函数的定积分】若函数牊（牨）是周期为爴的区

间（－∞，＋∞）上连续周期函数，则对任意实数牃，有

∫
爴

０
牊（牨）ｄ牨＝∫

牃＋爴

牃
牊（牨）ｄ牨．
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【积分中值定理】设在区间［牃，牄］上函数牊（牨）连续，

牋（牨）可积且不变号，则存在犪∈［牃，牄］，使得

∫
牄

牃
牊（牨）牋（牨）ｄ牨＝牊（犪）∫

牄

牃
牋（牨）ｄ牨．

【积分中值定理· 特殊情形】设牊（牨）在［牃，牄］上连

续，则存在犪∈（牃，牄），使得

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝牊（犪）（牄－牃）．

【【点拨】】使用微分中值定理证明此公式，可以将

一般公式中的犪∈［牃，牄］加强为犪∈（牃，牄）．

【柯西积分不等式】设函数牊（牨），牋（牨）在区间［牃，牄］
上连续，则

∫
牄

牃［ ］牊（牨）牋（牨）ｄ牨
２

≤∫
牄

牃
牊２（牨）ｄ牨∫

牄

牃
牋２（牨）ｄ牨．

【［牃，＋∞）上的广义积分】设牊（牨）在［牃，＋∞）上有

定义．若对任意牄＞牃，牊（牨）在［牃，牄］上可积，则极限

牓＝ ｌｉｍ
牄→＋∞∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨 （记作∫

＋∞

牃
牊（牨）ｄ牨）

称为牊（牨）在无穷区间［牃，＋∞）上的广义积分，牓为

有限时说广义积分收敛，否则说广义积分发散．
类似地定义（－∞，牄］上的广义积分，记作

∫
牄

－∞
牊（牨）ｄ牨＝ ｌｉｍ

牃→－∞∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

【（－ ∞，＋ ∞）上 的 广 义 积 分】设 牊（牨）在

（－∞，＋∞）上有定义．若对某个 牅，∫
牅

－∞
牊（牨）ｄ牨及

∫
＋∞

牅
牊（牨）ｄ牨都收敛，则说牊（牨）在（－∞，＋∞）上的

广义积分收敛，记作
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∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝∫

牅

－∞
牊（牨）ｄ牨＋∫

＋∞

牅
牊（牨）ｄ牨．

【【点拨】】若∫
牅

－∞
牊（牨）ｄ牨及∫

＋∞

牅
牊（牨）ｄ牨中有一个

发 散，则 称 广 义 积 分∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨发 散．例 如，

∫
＋∞

－∞

１
牨ｄ牨是发散的，因为∫

＋∞

１

１
牨ｄ牨＝＋∞．

【函数的奇点】设牅∈［牃，牄］．若从区间内的单侧极限

牊（牅＋）＝∞或牊（牅－）＝∞，则称牅是函数牊（牨）在［牃，牄］
上的奇点．
【上限为奇点的广义积分】设 牊（牨）在［牃，牄）上有定
义，牊（牄－）＝∞．若对任意犝∈（牃，牄），牊（牨）在［犜，犝］上
可积，则极限

牓＝ ｌｉｍ
犝→牄－∫

犝

犜
牊（牨）ｄ牨 （记作∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨）

称为无界函数在［牃，牄］上的广义积分，牓为有限时，说
广义积分收敛，否则说广义积分发散．
类似地定义当牊（牃＋）＝∞时的广义积分，记作

∫
牄

牃
牊（牨）＝ ｌｉｍ

犜→牃＋∫
牄

犜
牊（牨）ｄ牨．

【内部有奇点的广义积分】设牅∈（牃，牄）是牊（牨）的奇

点，则当广义积分∫
牅

牃
牊（牨）ｄ牨及∫

牄

牅
牊（牨）ｄ牨都收敛时，

说牊（牨）在［牃，牄］上的广义积分收敛，记作

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝∫

牅

牃
牊（牨）ｄ牨＋∫

牄

牅
牊（牨）ｄ牨．

【【点拨】】若∫
牅

牃
牊（牨）ｄ牨及∫

牄

牅
牊（牨）ｄ牨中有一个发

散，则称广义积分∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨发散．例如，∫

１

－１

１
牨ｄ牨是
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发散的，因为∫
１

０

１
牨ｄ牨＝－∞．

【广义积分的计算公式】设爡′（牨）＝牊（牨），则

∫
＋∞

牃
牊（牨）ｄ牨＝爡（＋∞）－爡（牃），

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝爡（牄－）－爡（牃） （牄为奇点）．

例 ∫
＋∞

１
ｅ－２牨ｄ牨＝ － １

２ｅ槏 槕－２牨
＋∞

１
＝ １

２．

【广义积分的换元积分法】换元的目的是化简函数

形式或调整积分区间，因此遵循与定积分换元法相

同的原则：

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝∫

犝

犜
牊（犺（牠））犺′（牠）ｄ牠，

其中，牨＝犺（牠），牠→犜＋时，牨→牃；牠→犝－时，牨→牄．

【广义积分的分部积分公式】

∫
牄

牃
牣（牨）ｄ牤（牨）＝牣（牨）牤（牨）

牄

牃
－∫

牄

牃
牤（牨）牣′（牨）ｄ牨，

其中 牣（牨）牤（牨）
牄

牃
＝牣（牄－）牤（牄－）－牣（牃＋）牤（牃＋）．

【【点拨】】当极限式牣（牨）牤（牨）
牄

牃
不存在时，不可

以推断∫
牄

牃
牣（牨）ｄ牤（牨）发散，此时应当将积分的原函数

求出后再代入上下限判定．

例 计算广义积分爤＝∫
１

０

ｌｎ牨
（１＋牨）２ｄ牨．

解 奇点是０，使用分部积分法，得

爤＝－∫
１

０
ｌｎ牨ｄ １

１＋牨＝－ ｌｎ牨
１＋牨

１

０＋
＋∫１

１＋牨ｄｌｎ牨，
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虽然极限－ ｌｎ牨
１＋牨

１

０＋
不收敛，也不能断定积分发散，

而应当在原函数完全求出来之后再考虑积分限：

爡（牨）＝－∫ｌｎ牨ｄ １
１＋牨＝－ ｌｎ牨

１＋牨＋∫ ｄ牨
（１＋牨）牨

＝－ ｌｎ牨
１＋牨＋ｌｎ牨－ｌｎ（１＋牨）

＝牨ｌｎ牨
１＋牨－ｌｎ（１＋牨），

由于 ｌｉｍ
牨→０＋

牨ｌｎ牨＝０，故爤＝爡（牨）
１

０＋
＝－ｌｎ２．

常见题型·应对
定积分计算作为基本运算主要出现在多元函数

的积分、微分方程等问题中．但是也有一些专门的题

型和考点．

【变限积分的问题概述】涉及变限积分的试题较多．
将变限积分视为一个普通的函数，考察其极限、连续

性、导数、几何性质、不等式等问题．
应对要点主要是掌握求导公式，然后按照标准

的方法求解．
例 求正常数牃，牄，使得

ｌｉｍ
牨→０

１
牄牨－ｓｉｎ牨∫

牨

０

牠２

牃＋牠槡 ２
ｄ牠＝１．

解 使用洛必达法则，得ｌｉｍ
牨→０

２牨
牃＋牨槡 ２

牄－ｃｏｓ牨＝１，于是

推出牄＝１，进而使用等价代换求得牃＝４．

例 函数爡（牨）＝∫
牨

１
２－ １

槡槏 槕牠
ｄ牠（牨＞０）的单
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调减少区间为 ．

解 求得导数爡′（牨）＝２－ １
槡牨

（牨＞０），便可求

得单调减少区间为 ０，槏 槕１
４ ．

【分段函数的定积分计算】考察分段积分公式和牛

顿莱布尼兹公式，在题给的分段点分段积分即可．

例 设牊（牨）＝
１＋牨２， 牨≤０，

ｅ－牨｛ ， 牨＞０，
求定积分

爤＝∫
３

１
牊（牨－２）ｄ牨．

解 代换牨－２＝牠，得爤＝∫
１

－１
牊（牠）ｄ牠，分段代入被

积函数计算便可，即

爤＝∫
０

－１
（１＋牠２）ｄ牠＋∫

１

０
ｅ－牠ｄ牠＝ ７

３－ １
ｅ．

【证明积分恒等式】解法思路有两种：

（１）通过分部积分或变量代换改变定积分的被

积表示式或积分限．

（２）视为变限积分函数的问题，转化为导数的应

用（参见２．２节）．
例 设牊（牨）处处连续，证明

∫
牃

０
牨３牊（牨２）ｄ牨＝ １

２∫
牃２

０
牨牊（牨）ｄ牨．

证 以积分上限牃为变量，设置辅助函数

牎（牠）＝∫
牠

０
牨３牊（牨２）ｄ牨－ １

２∫
牠２

０
牨牊（牨）ｄ牨，

则 牎′（牠）＝牠３牊（牠２）－ １
２牠２牊（牠２）·２牠＝０，
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故 牎（牠）＝牎（０）＝０， 从而 牎（牃）＝０．
证 使用换元法，令牨２＝牠，得

左＝ １
２∫

牃

０
牨２牊（牨２）ｄ牨２＝右．

例 设牊′（牨）处处连续，证明

∫
牃

０
牊（牨）ｄ牨＝牃牊（０）＋∫

牃

０
（牃－牨）牊′（牨）ｄ牨．

证 对出现导数的积分，使用分部积分法，

∫
牃

０
（牃－牨）牊′（牨）ｄ牨

＝∫
牃

０
（牃－牨）ｄ牊（牨）

＝（牃－牨）牊（牨）
牃

０
＋∫

牃

０
牊（牨）ｄ牨

＝－牃牊（０）＋∫
牃

０
牊（牨）ｄ牨．

【证明积分不等式】解法思路有三种：

（１）通过定积分估计性质来分析大小．

（２）若不等式∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨≥０与积分限的大小无

关，则等价于证明函数不等式

爡（牠）＝∫
牠

牃
牊（牨）ｄ牨≥０，

借用爡′（牠）的符号与爡（牃）或爡（牄）之值可以证明．

（３）借助重要不等式，例如柯西不等式

∫
牄

牃［ ］牊（牨）牋（牨）ｄ牨
２

≤∫
牄

牃
牊２（牨）ｄ牨∫

牄

牃
牋２（牨）ｄ牨．

例  设 牊′（牨）在（０，牃）内连续，牊（０）＝０，

燏牊′（牨）燏≤爩，证明∫
牃

０
牊（牨）ｄ牨 ≤爩

２牃２．
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证 因牊（牨）＝牊（０）＋牊′（犪）牨≤爩牨，故

∫
牃

０
牊（牨）ｄ牨 ≤∫

牃

０
燏牊（牨）燏ｄ牨≤爩∫

牃

０
牨ｄ牨

＝ １
２爩牃２．

例 设牊（牨）在［牃，牄］上连续，证明

∫
牄

牃［ ］牊（牨）ｄ牨
２

≤（牄－牃）∫
牄

牃
牊２（牨）ｄ牨．

证 利用柯西不等式（视牋＝１）得

∫
牄

牃［ ］牊（牨）ｄ牨
２

≤∫
牄

牃
牊２ｄ牨∫

牄

牃
１ｄ牨＝（牄－牃）∫

牄

牃
牊２（牨）ｄ牨．

证 移项之后，以积分上限牄为变量，设

爡（牠）＝（牠－牃）∫
牠

牃
牊２（牨）ｄ牨－∫

牠

牃［ ］牊（牨）ｄ牨
２

，

则 爡′（牠）＝∫
牠

牃
牊２（牨）ｄ牨＋（牠－牃）牊２（牠）

－２∫
牠

牃
牊（牨）ｄ牨·牊（牠）

＝∫
牠

牃
［牊２（牨）＋牊２（牠）－２牊（牠）牊（牨）］ｄ牨

＝∫
牠

牃
［牊（牨）－牊（牠）］２ｄ牨≥０，

又爡（牃）＝０，故从爡（牠）在［牃，牄］上连续知爡（牠）≥０，于

是爡（牄）≥０即为所证．

【积分中值问题】通常是积分中值定理、介值定理和

罗尔定理的联合使用．
例 设牊（牨）在［牃，牄］上连续，且满足

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝０，∫

牄

牃
牨牊（牨）ｄ牨＝０，

证明：存在犪，犣∈（牃，牄），使得牊（犪）＝牊（犣）＝０．
证 反证法．如果牊（牨）只有一个根犪，则牊（牨）必
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然在犪两侧反号，于是构建函数牋（牨）＝牨－犪，利用条
件得

∫
牄

牃
牋（牨）牊（牨）ｄ牨＝０，

但另一方面，除牨＝犪外，牋（牨）牊（牨）在［牃，牄］上恒正或
恒负，从而

∫
牄

牃
牋（牨）牊（牨）ｄ牨≠０， 矛盾．

例  设 牊（牨）在闭区间［牃，牄］上连续，且满足

牊（牃）≤牊（牨）≤牊（牄），证明：存在牅∈［牃，牄］，使得

∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨＝牊（牃）（牅－牃）＋牊（牄）（牄－牅）．

证 记爡（牨）＝牊（牃）（牨－牃）＋牊（牄）（牄－牨），则有

爡（牄）≤∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨≤爡（牃），对爡（牨）使用介值定理即

知，有牅∈［牃，牄］，使爡（牅）＝∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

【使用定积分求和式极限】（参见１．２节）
【瓦里斯公式】

∫
π燉２

０
ｓｉｎ牕牨ｄ牨＝∫

π燉２

０
ｃｏｓ牕牨ｄ牨

＝

（牕－１）！！
牕！！ ， 牕为奇数，

（牕－１）！！
牕！！

π
２， 牕为偶数

烅
烄

烆 ，

其中，５！！＝５·３·１，６！！＝６·４·２，等等．
【常用定积分代换公式】

∫
π

０
牨牊（ｓｉｎ牨）ｄ牨＝ π

２∫
π

０
牊（ｓｉｎ牨）ｄ牨；

∫
牃

０
牊（牨）ｄ牨＝∫

牃

０
牊（牃－牨）ｄ牨；
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∫
牃

０
牊（牨）ｄ牨＝ １

２∫
牃

０
（牊（牨）＋牊（牃－牨））ｄ牨；

∫
牃

－牃
牊（牨）ｄ牨＝∫

牃

０
（牊（牨）＋牊（－牨））ｄ牨．

【广义积分公式】

∫
＋∞

０
ｅ－牨２ｄ牨＝

槡π
２ ，∫

＋∞

０

ｓｉｎ牨
牨 ｄ牨＝ π

２．

． 定积分应用

大纲要求

掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量

（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积
及侧面积、平行截面面积为已知的立体体积、功、引
力、压力、质心等）及函数的平均值．

知识点·点拨
【定积分的几何应用】弧长和侧面积计算由于积分
中多出现根式，不易计算，故试题较少涉及；面积计
算与体积计算的问题在考研题中出现频率较高．结
合待定参数，优化问题的综合题常常出现．
【平面曲线的弧长牞】

（１）设曲线爧的方程为牪＝牪（牨），牃≤牨≤牄，则

牞＝∫
牄

牃
１＋牪′２槡 （牨）ｄ牨．

（２）设曲线爧的方程为牜＝牜（犤），牃≤犤≤牄，则

牞＝∫
牄

牃
牜２（犤）＋牜′２槡 （犤）ｄ犤．

（３）设曲线爧的方程为
牨＝牨（牠），｛牪＝牪（牠），

牃≤牠≤牄，则
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牞＝∫
牄

牃
牨′２（牠）＋牪′２槡 （牠）ｄ牠．

例 求曲线牨
２
３＋牪

２
３＝牃

２
３的弧长牞．

解 由对称性，只需考虑曲线在第一象限内的

一段，尽管曲线方程中牪不易解出，但利用隐函数求

导法和等量替换可以求得

（牨
２
３＋牪

２
３）′＝ ２

３牨－ １
３＋ ２

３牪－ １
３牪′＝０，

从而 牪′＝－槏 槕牪
牨

１
３
，

１＋牪′２（牨）＝牨
２
３＋牪

２
３

牨
２
３

＝牨－ ２
３牃

２
３，

故 牞＝４∫
牃

０
１＋牪′２槡 （牨）ｄ牨＝４∫

牃

０
牃

１
３牨－ １

３ｄ牨＝６牃．

例 求曲线牨＝牃（牠－ｓｉｎ牠）牪＝牃（１－ｃｏｓ牠）的弧

长牞（０≤牠≤２π）．
解 牨′（牠）＝牃（１－ｃｏｓ牠）， 牪′（牠）＝牃ｓｉｎ牠，于是

牨′２（牠）＋牪′２槡 （牠）＝牃 （１－ｃｏｓ牠）２＋ｓｉｎ２槡 牠

＝牃槡２（１－ｃｏｓ牠）

＝２牃燏ｓｉｎ（牠燉２）燏，

牞＝∫
２π

０
２牃燏ｓｉｎ（牠燉２）燏ｄ牠＝∫

２π

０
ｓｉｎ（牠燉２）ｄ牠＝８牃．

注意 凡是从平方根式中开出的结果均应非负，
绝对值记号的解除要依据函数在积分区间的符号而

定．
例 求心脏线牜＝牃（１＋ｃｏｓ犤）的弧长牞．

解 牜２（犤）＋牜′２槡 （犤）＝２牃燏ｃｏｓ（犤燉２）燏，利用对
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称性，可以只考虑曲线在上半平面的一段，故有

牞＝２∫
π

０
２牃ｃｏｓ（犤燉２）ｄ犤＝８牃．

【平面区域的面积爳】如图３３１所示，设爟为牨型区

域：
牪１（牨）≤牪≤牪２（牨），｛牃≤牨≤牄，

则爟的面积为

图３３１

爳＝∫
牄

牃
（牪２（牨）－牪１（牨））ｄ牨，

设爟为牪型区域：
牨１（牪）≤牨≤牨２（牪），｛牃≤牪≤牄，

则

爳＝∫
牄

牃
（牨２（牪）－牨１（牪））ｄ牪．

【平行截面体的体积爼】设沿着牨轴方向，截面体的

截面积是爳（牨），牃≤牨≤牄，则

爼＝∫
牄

牃
爳（牨）ｄ牨．

【绕牨轴的旋转体的体积爼与侧面积爳】如图３３２所

示，设旋转体由爟：
０≤牪≤牪（牨），｛牃≤牨≤牄

绕牨轴旋转而得，

则
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爼＝∫
牄

牃
π牪２（牨）ｄ牨 （截面是圆），

爳＝∫
牄

牃
２π牪（牨） １＋牪′２槡 （牨）ｄ牨．

图３３２

【绕牪轴的旋转体的体积爼】如图３３３所示，设旋转

体由爟：
０≤牪≤牪（牨），｛０≤牃≤牨≤牄

绕牪轴旋转而得，则

爼＝∫
牄

牃
２π牨牪（牨）ｄ牨 （截面是圆柱面）．

图３３３

【古鲁津定律】如图 ３３４所示，平面图形爟绕同一
平面内爟外的直线爧旋转，所得旋转体的体积爼及
表面积爳分别为

爼＝２π爲·犲， 爳＝２π爲·牞．
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图３３４

其中爲是爟的质心爮到爧的距离，犲与牞分别是爟的

面积与边界曲线的周长．

【定积分的物理应用概述】积分在物理学中的应用

主要有以下两种：

（１）计算沿直线移动变力做功，计算沿直线移动

变速运动路程，计算静压力；

（２）计算质量、重心、转动惯量、沿曲线移动做

功、通过曲面一侧的流量．
其中（１）适合于用定积分表现，（２）则适合于多

元函数的积分表现．在定积分的物理应用中，变力做

功是常考问题．

【变力做功】设物体Ω移动的路程区间是［牃，牄］，若能

求出在［牨，牨＋ｄ牨］段上移动Ω所做的功ｄ爾，则

爾＝∫
牄

牃
ｄ爾．

例 弹簧从原长压缩１ｍ需做功６０Ｊ，在弹性

限度内，再压缩１ｍ需做功多少？
解 由虎克定律，弹性力牊与压缩长度牨成比

例，即牊（牨）＝牑牨．于是，在路程段［牨，牨＋ｄ牨］中，系统

做功为ｄ爾＝牊（牨）ｄ牨，故所求为
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爾＝∫
２

１
牊（牨）ｄ牨＝∫

２

１
牑牨ｄ牨＝ ３

２牑，

由条件知６０＝∫
１

０
牑牨ｄ牨，即牑＝１２０，从而爾＝１８０（Ｊ）．

例 使用抓斗从井底提升污泥到井口．已知井

深３０ｍ，抓斗自重４００Ｎ，缆绳每米重５０Ｎ，抓斗提升

速度为３ｍ燉ｓ，抓起的污泥重２０００Ｎ，提升过程中污

泥以２０Ｎ燉ｓ的速率从抓斗中漏出，求系统克服重力

做功的大小．
解 以提升距离牨为积分变量，则在路程段［牨，牨＋

ｄ牨］（０≤牨≤３０）中，系统做功为

ｄ爾＝ ４００＋（３０－牨）×５０＋ ２０００－ 牨
３槏 槕［ ］×２０ ｄ牨，

爾＝∫
３０

０
ｄ爾＝９１５００（Ｊ）．

【微元法计算做功】设物体 Ω分布的位置区间是

［牃，牄］．若能求出区间［牨，牨＋ｄ牨］上对应的ｄΩ被移动

时的做功ｄ爾，则爾＝∫
牄

牃
ｄ爾．

例 如图３３５所示，从平地堆出一个底半径为

牜，高为牎的圆锥形沙堆，求做功大小爾（设沙子密度

为犱）．
解 使用微元法，以沙堆的高度牨为积分变量，

有０≤牨≤牎，于是堆积高度范围为［牨，牨＋ｄ牨］的沙层

的做功微元为

ｄ爾＝牋牨ｄ牔＝牋牨π犱 牎－牨
牎槏 槕牜

２

ｄ牨，

故 爾 ＝∫
牎

０
ｄ爾＝牋犱π牜２

牎２∫
牎

０
牨（牎－牨）２ｄ牨
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图３３５

＝ １
１２牋π犱牎

２牜２．

【变速运动路程计算】设物体以速度 牤（牠）沿直线移

动，则其在时段牃≤牠≤牄内的移动路程为

牞＝∫
牄

牃
牤（牠）ｄ牠．

【变压强下压力计算】设物体 Ω承受的压强大小是

牊（牎），牃≤牎≤牄．且在［牎，牎＋ｄ牎］段所对应的部分受压

力为ｄ爡＝牊（牎）ｄ犲（ｄ犲为受压面积微元），则物体Ω所

受压力为

爡＝∫
牄

牃
ｄ爡．

【函数的平均值】函数牊（牨）（牃≤牨≤牄）在区间［牃，牄］

上的平均值是：牊＝ １
牄－牃∫

牄

牃
牊（牨）ｄ牨．

常见题型·应对
将定积分计算与微分学的极值问题相结合产生

的综合题较多．单独考察定积分的几何应用（面积、
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体积），物理应用（变力做功、质心、质量等问题）也有

一些．以下举例说明．

【面积计算结合极值问题举例】
例 求牃（０＜牃＜１），使曲线牪＝牨２，牪＝牃牨与牨＝

１所围的两块面积之和最小．
解 如图３３６所示，所求总面积为

图３３６

爳＝∫
牃

０
（牃牨－牨２）ｄ牨＋∫

１

牃
（牨２－牃牨）ｄ牨

＝ １
２牃３－ １

３牃３＋ １
３（１－牃３）－ 牃

２（１－牃２）

＝ １
３－ １

２牃＋ １
３牃３．

由 爳′（牃）＝－ １
２＋牃２，爳″（牃）＝２牃＞０知，驻点 牃＝

槡２
２
即为所求．

【体积计算结合极值问题举例】
例 设平面区域爟１，爟２如图３３７所示，０＜牃＜

２，（１）求爟１绕牨轴旋转所成体积爼１；爟２绕牪轴旋转

所成体积爼２．（２）牃为何值时，爼＝爼１＋爼２最大？求
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爼ｍａｘ．

图３３７

解 （１）直接套用旋转体体积公式，得

爼１＝∫
２

牃
π牪２（牨）ｄ牨＝４π

５（３２－牃５），

爼２＝∫
牃

０
２π牨牪（牨）ｄ牨＝∫

牃

０
２π牨·２牨２ｄ牨＝π牃４．

（２）爼′（牃）＝４π牃３－４π牃４＝４π牃３（１－牃）在牃＝１两

侧左正右负，故牃＝１时爼取最大值，爼ｍａｘ＝１２９
５π．
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第章 向量代数和空间
解析几何

大纲要求

理解空间直角坐标系，理解向量的概念及其表

示．掌握向量的运算（线性运算、数量积、向量积、混

合积），了解两个向量垂直、平行的条件．理解单位向

量、方向数与方向余弦、向量的坐标表达式，掌握用

坐标表达式进行向量运算的方法．掌握平面方程和

直线方程及其求法．会求平面与平面、平面与直线、
直线与直线之间的夹角，并会利用平面、直线的相互

关系（平行、垂直、相交等）解决有关问题．会求点到

直线以及点到平面的距离．了解曲面方程和空间曲

线方程的概念．了解常用二次曲面的方程及其图形，
会求以坐标轴为旋转轴的旋转曲面及母线平行于坐

标轴的柱面方程．了解空间曲线的参数方程和一般

方程．了解空间曲线在坐标平面上的投影，并会求其

方程．
注 数学二不要求本章内容．

． 向 量 代 数

知识点·点拨
【空间直角坐标系】三根交于一点且两两垂直的数

轴构成一个所在空间的直角坐标系．按照右手法则

依次给这三个数轴命名为牨轴、牪轴、牫轴．每两个数



轴构成的平面称为坐标平面，命名为 爭牨牪面、爭牪牫
面、爭牫牨面．这三个平面将三维空间划分为八个卦

限．通常用爭牨牪牫表示空间直角坐标系（见图４１１）．

图４１１

【两个点的距离】点爮（牨１，牪１，牫１）与点爯（牨２，牪２，牫２）之

间的距离为

（牨２－ 牨１）２＋ （牪２－ 牪１）２＋ （牫２－ 牫１）槡 ２

【向量】向量（也称为矢量）是从一类有大小、有方向

并满足一定运算规则的物理量和几何量中抽象出来

的量．

【向量的几何表示】向量可以用空间中从点爛到点爜

的有向线段来表示，记作爛爜
→

，也可用黑体字母表示

向量，如┫，┬等．

【向量的两个要素：模和方向】有向线段爛爜
→
的长度

称为向量的模，记作燏爛爜
→

燏，方向由爛指向爜．

【向量的相等·可移动性】两个向量相等当且仅当

它们的两个要素一样，即方向一致，并且模相等．经
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过平移后完全重合的两个向量是相同的向量．

【特殊的向量】

【【零向量】】其模为０，规定它有任意方向，记作．

【【单位向量】】其模为１，这样的向量有无限个．与

┫同向的单位向量记作┫０或┯牃，┫０＝┫燉燏┫燏．

【【负向量】】称爜爛
→
为爛爜
→
的负向量，记作爜爛

→
＝

－爛爜
→

．

【【基向量】】三个坐标轴爭牨，爭牪，爭牫上与坐标轴同

向的单位向量，依次记作┳，┴，┵．

【向量的和】两个向量┫，┬的“和”还是向量，记作┫＋

┬，其定义如图４１２所示．

图４１２

【向量的差】两个向量┫，┬的差定义为如下向量：

┫－ ┬＝ ┫＋ （－ ┬）．

【向量的数乘】向量┫与数量 犧的乘积是一个向量，
记作犧┫，其模定义为燏犧燏燏┫燏，方向与向量┫相同（犧＞０
时）或相反（犧＜０时）．

【向量的夹角】两个向量的起点重合之后两线段形

成的较小的角度，如图４１３所示．
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图４１３

【向量的方向角·方向余弦】向量┫与三个基向量的

夹角称为方向角，记作 犜，犝，犞；方向角的余弦称为向

量的方向余弦．

【【点拨】】任给三个角犜，犝，犞不一定能够成为某个

向量的三个方向角．能够成为某个向量的三个方向

角的充分必要条件是它们的余弦的平方和为１：

ｃｏｓ２犜＋ ｃｏｓ２犝＋ ｃｏｓ２犞＝ １．

【向量的数量积·点乘】两个向量┫，┬的数量积（也

称为点乘）记作┫·┬，是一个数量：

┫燈┬＝ 燏┫燏燏┬燏ｃｏｓ犤，
其中犤是向量┫，┬的夹角．┫·┫可以记作┫２．

【向量的向量积·叉乘】两个向量┫，┬的向量积（也

称为叉乘）记作┫×┬，是一个向量：其模为燏┫×┬燏＝

燏┫燏燏┬燏ｓｉｎ犤，方向垂直于┫，┬所在的平面，依右手法

则确定，如图４１４所示．

【三个向量的混合积】三个向量┫，┬，┭的混合积是指

既做点乘，又做叉乘的运算．例如（┫×┬）·┭，它是一

个数量，依次按照两种乘法的定义计算．

【向量运算的基本算律】

【【交换律】】┫·┬＝┬·┫， ┫＋┬＝┬＋┫，
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图４１４

（┫×┬）·┭＝（┭×┫）·┬＝（┬×┭）·┫．

【【反交换律】】┫×┬＝－┬×┫．

【【分配律】】牑（┫＋┬）＝牑┫＋牑┬，

┭燈（┫＋ ┬）＝ ┭燈┫＋ ┭燈┬，

┭× （┫＋ ┬）＝ ┭× ┫＋ ┭× ┬．

【【结合律】】（┫＋┬）＋┭＝┫＋（┬＋┭），

牑（┫燈┬）＝ （牑┫）燈┬＝ ┫燈（牑┬），

牑（┫× ┬）＝ （牑┫）× ┬＝ ┫× （牑┬）．

【使用向量运算判断非零向量的位置关系】

┫∥ ┬ ┫× ┬＝ ，

┫∥ ┬ ┫＝ 牑┬（共线），

┫⊥ ┬ ┫燈┬＝ ０，

┫，┬，┭共面  （┫× ┬）燈┭＝ ０．

【【点拨】】由于向量是可以平行移动的，故向量的

平行与共线是等价的；任何两个向量都是共面的．这

一点与直线不相同．

【坐标系中的径向量】由 原 点 爭（０，０，０）到 点

爮（牨，牪，牫）的向量可以表示为三个基向量┳，┴，┵的线性

组合爭爮
→

＝牨┳＋牪┴＋牫┵，其坐标表示为┼＝｛牨，牪，牫｝．
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牨，牪，牫称为径向量的坐标．

【坐标系中的任意向量】起点为爮（牨１，牪１，牫１），终点为

爯（牨２，牪２，牫２）的向量的坐标表示为

爮爯
→

＝ ｛牨２－ 牨１，牪２－ 牪１，牫２－ 牫１｝，
其中牨２－牨１，牪２－牪１，牫２－牫１称为该向量的坐标．

【使用坐标计算向量的模】设向量┫＝｛牨，牪，牫｝，则其

模为 牨２＋牪２＋牫槡 ２．

【使用坐标计算向量的方向余弦】设┫＝｛牨，牪，牫｝，则

将 其单位化之后的单位向量 ┫燉燏┫燏的三个分量

牨燉燏┫燏，牪燉燏┫燏，牫燉燏┫燏便是它的三个方向余弦．
例 给定爛（０，１，－１），爜（２，１，３）两点，求向量

爛爜
→
的坐标表示、模、单位向量、方向余弦．

解 爛爜
→

＝｛２－０，１－１，３－（－１）｝＝｛２，０，４｝，

燏爛爜
→

燏＝ ２２＋ ０２＋ ４槡 ２ 槡＝ ２ ５，

爛爜
→０ 槡 槡＝ ｛２，０，４｝燉 ２０， ｃｏｓ犜＝ ５燉５，

槡 槡ｃｏｓ犝＝ ０燉 ２０＝ ０， ｃｏｓ犞＝ ２ ５燉５．

【使用坐标进行向量运算】设

┫＝ ｛牃１，牃２，牃３｝，┬＝ ｛牄１，牄２，牄３｝，┭＝ ｛牅１，牅２，牅３｝，
则有

牔┫＋ 牕┬＝ ｛牔牃１＋ 牕牄１，牔牃２＋ 牕牄２，牔牃３＋ 牕牄３｝，

┫燈┬＝ 牃１牄１＋ 牃２牄２＋ 牃３牄３，

┫× ┬＝

┳ ┴ ┵

牃１ 牃２ 牃３

牄１ 牄２ 牄３

，
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（┫× ┬）燈┭＝ （┭× ┫）燈┬＝ （┬× ┭）燈┫

＝

牃１ 牃２ 牃３

牄１ 牄２ 牄３

牅１ 牅２ 牅３

．

【使用向量运算计算几何量】

（１）线段爛爜的长度为燏爛爜
→

燏；

（２）平行四边形爛爜爞爟的面积是燏爛爜
→

×爛爟
→

燏；

（３）△爛爜爞的面积是燏爛爜
→

×爛爞
→

燏燉２；

（４）以三个向量 ┫，┬，┭为棱的平行六面体的体

积为三个向量的混合积的绝对值燏（┫×┬）·┭燏；

（５）线段爛爜与爛爞的夹角为

ａｒｃｃｏｓ（爛爜
→０燈爛爞

→０）．

． 空间解析几何

【平面的法向量】与平面垂直的非零向量．

【平面的方程】主要有以下几种．

【【点法式方程】】如图４２１所示，若平面犮经过点

爮０（牨０，牪０，牫０），法向量为┸＝｛爛，爜，爞｝，则其方程为

爛（牨－ 牨０）＋ 爜（牪－ 牪０）＋ 爞（牫－ 牫０）＝ ０．

【【三点式方程】】若平面 犮经过点 爮（牨１，牪１，牫１），

爯（牨２，牪２，牫２），爲（牨３，牪３，牫３），则其方程为

牨－ 牨１ 牪－ 牪１ 牫－ 牫１

牨２－ 牨１ 牪２－ 牪１ 牫２－ 牫１

牨３－ 牨１ 牪３－ 牪１ 牫３－ 牫１

＝ ０．
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图４２１

【【截距式方程】】如图４２２所示，若平面犮在三个

坐标轴上的截距依次为牃，牄，牅，牃牄牅≠０，则其截距式

方程为

牨
牃＋ 牪

牄＋ 牫
牅＝ １．

图４２２

【【一般方程】】平面方程都可化作三元一次方程

爛牨＋ 爜牪＋ 爞牫＋ 爟＝ ０，
称之为一般方程．其中变量的系数构成平面的法向

量┸＝｛爛，爜，爞｝．

【【点拨】】一般方程的形式简单，便于比较；截距

式方程便于构图；寻找平面的方程时，较多的是使用

点法式方程．为了确定法向量┸，常常寻找与┸垂直
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的两个向量，将这两个向量做叉乘运算来得到┸．

【直线的方向向量】与直线平行的非零向量熸．

【直线的方程】主要有以下几种．

【【点向式方程】】如图 ４２３所示，若直线爧经过

点爮（牨０，牪０，牫０），方向向量为熸＝｛牓，牔，牕｝，则其方程

为

牨－ 牨０

牓 ＝ 牪－ 牪０

牔 ＝ 牫－ 牫０

牕 （也称对称式）．

图４２３

【【两点式方程】】若直线爧经过两点爮（牨１，牪１，牫１），

爯（牨２，牪２，牫２），则其两点式方程为

牨－ 牨１

牨２－ 牨１
＝ 牪－ 牪１

牪２－ 牪１
＝ 牫－ 牫１

牫２－ 牫１
．

【【参数方程】】若直线爧经过点爮（牨０，牪０，牫０），方向

向量为熸＝｛牓，牔，牕｝，则其参数式方程为

牨＝ 牨０＋ 牓牠，

牪＝ 牪０＋ 牔牠，

牫＝ 牫０

烅
烄

烆 ＋ 牕牠

（－ ∞ ＜ 牠＜＋ ∞）．

【【一般方程】】将直线看做两个不平行的平面的

交线，联立这两个平面方程便得到直线的代数方程，
称为一般方程：
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爛１牨＋ 爜１牪＋ 爞１牫＋ 爟１＝ ０，

爛２牨＋ 爜２牪＋ 爞２牫＋ 爟２｛ ＝ ０．

【【点拨１】】确定直线的方程时，关键是寻找方向

向量熸，如果不能直接得到其信息，通常应该考虑寻

找与 熸垂直的两个向量，将这两个向量做叉乘运算

便得到熸．

【【点拨２】】使用较多的是点向式方程．但是若知

道直线所在的两个平面，则使用一般方程．

【平面束方程】如图 ４２４所示，通过一条直线的所

有平面的集合叫平面束．设这条直线的方程为

爧：
爛１牨＋ 爜１牪＋ 爞１牫＋ 爟１＝ ０，

爛２牨＋ 爜２牪＋ 爞２牫＋ 爟２｛ ＝ ０，

图４２４

则含参数犧的三元一次方程

爛１牨＋ 爜１牪＋ 爞１牫＋ 爟１＋

犧（爛２牨＋ 爜２牪＋ 爞２牫＋ 爟２）＝ ０
包含了通过直线爧的除爛２牨＋爜２牪＋爞２牫＋爟２＝０之

外的所有平面，称之为平面束方程．

【距离公式】设爩，爧，犮分别表示点、直线、平面，爩０，
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爩１，爩２表示直线或平面上的点，则有如下距离公

式．

【【两点距】】 牆（爩１爩２）＝燏爩１爩２
→

燏．

【【点线距】】如图４２５所示，

牆（爩，爧）＝燏爩０爩
→

×熸０燏．

图４２５

【【点面距】】如图４２６所示，

牆（爩，犮）＝燏爩０爩
→

·┸０燏．

图４２６

【【点拨１】】线线距、线面距、面面距均可归于以上

情形．

【【点拨２】】原点爭到平面爛牨＋爜牪＋爞牫＋爟＝０的

距离为

牆（爭，犮）＝ 燏爟燏燉 爛２＋ 爜２＋ 爞槡 ２．
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【【异面直线之距离】】如图４２７所示，

牆（爧１，爧２）＝ 燏爩１爩２
→

燈（熸１× 熸２）０燏．

图４２７

【夹角公式】直线、平面之间的夹角可以用它们的方

向向量和法向量的夹角来表示．

【【线 线 夹 角】】两 直 线 爧１，爧２ 的 夹 角，记 作

〈爧１，爧２〉，定义为两个方向向量熸１，熸２的夹角〈熸１，熸２〉

（起点重合后的小角度值）．

【【面面夹角】】两平面犮１，犮２的夹角，记作〈犮１，犮２〉，
定义为两个法向量┸１，┸２的夹角〈┸１，┸２〉．

【【线面夹角】】如图４２８所示，直线爧和平面犮的

夹角，记作〈爧，犮〉，定义为直线爧与它在平面犮上的

投影爧′之间的夹角：〈爧，犮〉＝ π
２－〈┸，熸〉 ．

【判定两条直线是否共面】两条直线共面的充要条

件为方向向量熸１，熸２和爮１爮２
→
为共面向量．在共面时，

若方向向量熸１，熸２不平行，则两直线相交．

【曲面的一般方程】形为爡（牨，牪，牫）＝０．
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图４２８

【柱面】动直线沿着定曲线平移形成的曲面．其中动

直线称为母线，定曲线称为准线．

【标准柱面的方程】母线平行于 牫轴的柱面方程为

爡（牨，牪）＝０，母线平行于牪轴的柱面方程为爡（牨，牫）

＝０，母线平行于牨轴的柱面方程为爡（牫，牪）＝０．

【旋转面】平面曲线爞绕同一平面内的直线爧旋转一

周所成的曲面称为旋转面．称爧为旋转轴．

【标 准 旋 转 面 方 程】平 面 曲 线
牊（牪，牫）＝０，｛牨＝０

或

牊（牨，牫）＝０，｛牪＝０
绕牫轴旋转产生的旋转面方程为

牊（± 牨２＋ 牪槡 ２，牫）＝ ０．
例 曲面 牫＝ 牨２＋ 牪２可以看作是由曲线

牫＝牨２，｛牨＝０
绕牫轴旋转产生的旋转面．

【空间曲线的方程】

【【一般方程】】看作两个曲面的交线．方程为

爡（牨，牪，牫）＝ ０，｛爢（牨，牪，牫）＝ ０．
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【【参变量方程】】

牨＝牨（牠），

牪＝牪（牠），烅
烄

烆牫＝牫（牠）

（犜≤牠≤犝）．

【常用空间曲线】

【【直线】】牨－牨０

牓 ＝牪－牪０

牔 ＝牫－牫０

牕 ．

【【平面曲线】】落在某个平面上的曲线．

【【柱面曲线】】落在某个柱面上的曲线．

【【球面曲线】】落在某个球面上的曲线．
例 如图４２９所示，球面牨２＋牪２＋牫２＝爲２（牫＞

０）和柱面 牨－ 爲槏 槕２

２

＋牪２＝ 爲槏 槕２

２
的交线，既是柱面

曲线，又是球面曲线，称之为维维安妮曲线．

图４２９

【空间曲线的投影柱面·投影曲线】从空间曲线方

程
爡（牨，牪，牫）＝０，｛爢（牨，牪，牫）＝０

中 消 去 变 量 牫，得 出 的 方 程

爣（牨，牪）＝０便是空间曲线在爭牨牪面上的投影柱面方

程．投影柱面与爭牨牪面的交线便是空间曲线在爭牨牪

面上的投影曲线，其方程为
爣（牨，牪）＝０，｛牫＝０．
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【【点拨】】空间曲线
牨＝牨（牠），

牪＝牪（牠），烅
烄

烆牫＝牫（牠）

（犜≤牠≤犝），在爭牨牪

面上的投影柱面方程为
牨＝牨（牠），｛牪＝牪（牠）

（犜≤牠≤犝），投影

曲线方程为

牨＝牨（牠），

牪＝牪（牠），烅
烄

烆牫＝０

（犜≤牠≤犝）．

常见题型·应对
单独考察这一部分的试题较少，确定直线、平面

或旋转曲面的方程是多元微积分学的基础，在积分

区域绘制，极值问题中会用到．

【确定平面的方程】
例 求满足以下条件的平面方程：

（１）平行于平面３牨－７牪＋５牫－１２＝０，过点（４，１，

－２）．

（２）过两点爛（８，－３，１），爜（４，７，２）且垂直于平

面３牨＋５牪－７牫－２１＝０．

（３）过三点爛（７，６，７），爜（５，１０，５）及 爞（－１，８，

９）．

（４）与坐标轴的截距都相等且过点 爮（６，２，

－４）．
解 （１）由条件知┸＝｛３，－７，５｝，故由点法式方

程得所求平面为

３（牨－ ４）－ ７（牪－ １）＋ ５（牫＋ ２）＝ ０．

（２）所求平面的法向量┸与
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爛爜
→

＝ ｛４－ ８，７－ （－ ３），２－ １｝＝ ｛－ ４，１０，１｝
以及｛３，５，－７｝垂直．因为

｛－ ４，１０，１｝× ｛３，５，－ ７｝

＝ ｛－ ７５，－ ２５，－ ５０｝∥ ｛３，１，２｝，
故可取┸＝｛３，１，２｝，结合点爛，由点法式方程得所求

平面为３牨＋牪＋２牫－２３＝０．

（３）法向量 ┸与爛爜
→

＝｛－２，４，－２｝及爛爞
→

＝

｛－８，２，２｝垂直，且

爛爜
→

× 爛爞
→

＝ ４｛３，５，７｝∥ ｛３，５，７｝，
故可取┸＝｛３，５，７｝，结合点爛得到所求方程为

３牨＋ ５牪＋ ７牫＋ １００＝ ０．

（４）套用截距式方程，因牃＝牄＝牅，故有 １
牃（牨＋牪

＋牫）＝１，将点爮的坐标代入，得牃＝４，故所求方程为

牨
４＋ 牪

４＋ 牫
４＝１．

【确定直线的方程】点向式方程是基本思路．
例 求满足下列条件的直线的方程：

（１）过点（２，３，４）且垂直于平面３牨－５牪＋７牫＋６

＝０；

（２）过点（２，－３，８）且平行于牫轴 ；

（３）过原点和点（牃，牄，牅）；

（４）过点 爛（１，２，３）且与 牫轴相交，垂直于直线

牨＝牪＝牫．
解 （１）所求直线的方向向量便是题给平面的

法向量｛３，－５，７｝，故由点向式方程得所求方程为
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牨－ ２
３ ＝ 牪－ ３

－ ５ ＝ 牫－ ４
７ ．

（２）依题意（与 牫轴平行），可取方向向量为

┵＝｛０，０，１｝，故由点向式方程得所求方程为（分母可

以写作０）

牨－ ２
０ ＝ 牪＋ ３

０ ＝ 牫－ ８
１ ．

（３）方向向量平行于所给两点的连线，取原点及

使用方向向量熸＝｛牃，牄，牅｝，得所求直线方程为

牨
牃＝ 牪

牄＝ 牫
牅．

（４）设所求直线与牫轴交点为爜（０，０，牅），则爛爜
→

与直线牨＝牪＝牫的方向向量垂直，即

｛１，２，３－ 牅｝⊥ ｛１，１，１｝， １＋ ２＋ ３－ 牅＝ ０，
故牅＝６．从而熸＝｛１，２，－３｝，所求方程为

牨－ １
１ ＝ 牪－ ２

２ ＝ 牫－ ３
－ ３．

【常用简单曲面】必须掌握图形的曲面有如下几种．

【【球面】】 牨２＋牪２＋牫２＝爲２．

【【圆柱面】】 牨２＋牪２＝爲２．

【【圆锥面】】 牫＝ 牨２＋牪槡 ２．

【【旋转抛物面】】 牫＝牨２＋牪２．

【二次曲面】只需了解的二次曲面有如下几种．

【【椭球面】】 牨２

牃２＋
牪２

牄２＋
牫２

牅２＝１．

【【单叶双曲面】】 牨２

牃２＋
牪２

牄２－
牫２

牅２＝１．
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【【双叶双曲面】】 牨２

牃２＋
牪２

牄２－
牫２

牅２＝－１．

【【椭圆抛物面】】 牨２

牃２＋
牪２

牄２＝牫．

【【双曲抛物面】】 牨２

牃２－
牪２

牄２＝牫．

【【二次锥面】】 牨２

牃２＋
牪２

牄２－
牫２

牅２＝０．
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第章 多元函数微分学

． 多元函数偏导数与全微分

大纲要求

理解多元函数的概念，理解二元函数的几何意

义．了解二元函数的极限与连续的概念以及有界闭

区域上连续函数的性质．理解多元函数偏导数和全

微分的概念，会求全微分，了解全微分存在的必要条

件和充分条件，了解全微分形式的不变性．理解方向

导数与梯度的概念并掌握其计算方法．掌握多元复

合函数一阶、二阶偏导数的求法．了解隐函数存在定

理，会求多元隐函数的偏导数．
注 数学二不要求方向导数、梯度．

知识点·点拨
【平面区域基本概念】

【【邻域】】爭牨牪面上的以点爮０为圆心、以犠为半径

的 不含圆周的圆盘称为点 爮０的一个邻域，记作

爫（爮０，犠）．

【【内点】】设爟是平面点集．若点爮０有一个邻域包

含在爟中，则称点爮０是该点的内点．

【【边界点】】设爟是平面点集．若点爮０的任何邻域中

都包含爟内和爟外的点，则称点爮０是爟的边界点．

【【开区域】】若爟中每一个点都是爟的内点，且任

何两点都可以用全在爟中的折线连接（连通性），则



称爟为开区域．

【【闭区域】】开区域连同其边界点全体构成的集

合称为闭区域．它一定是连通的．

【【有界点集】】能够被某个圆所包含的平面点集

称为有界点集．

【常见二维区域】由一条或多条平面曲线围成．

【常见三维区域】由一片或多片曲面围成．例如具备

以下特征的点集．

（１）开球体：牨２＋牪２＋牫２＜１．

（２）闭球体：牨２＋牪２＋牫２≤１．

（３）圆锥体：由平面牫＝１、锥面牫＝ 牨２＋牪槡 ２围成．

图５１１

【二元函数】二元函数是由平面区域爟到实数集的

一个对应规则，记作牫＝牊（牨，牪），（牨，牪）∈爟．

【二元函数的几何表示】

【【空间曲面】】牫＝牊（牨，牪），（牨，牪）∈爟的图形指以

下点集：

爳＝ ｛（牨，牪，牫）燏牫＝ 牊（牨，牪），（牨，牪）∈ 爟｝，
如图５１１所示．
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【【等量线】】二元函数牊（牨，牪）的定义域爟中函数

值等于牅的点形成一条曲线，称为等量线

爧爞＝ ｛（牨，牪）燏牊（牨，牪）＝ 牅｝．
等量线的分布表现了函数牫＝牊（牨，牪）的变化特征．
其中，牅在函数的值域中变动．如图５１２所示．

图５１２

【二元函数在一点的极限】若任给犡＞０，存在犠＞０，使

得不等式

燏牊（爮）－ 牓燏＜ 犡
在０＜燏爮－爮０燏＜犠时成立，则称牓是牊（爮）在点爮０的

极限，记作

牓＝ ｌｉｍ
爮→爮０

牊（爮）＝ ｌｉｍ
牨→牨０
牪→牪０

牊（牨，牪）．

【路径极限】动点爮沿着一条给定的曲线爞趋于爮０，
所得的极限称做路径极限，记作 ｌｉｍ

爮→爮０
爮∈爞

牊（爮）．

【路径极限与极限的关系】爛＝ ｌｉｍ
爮→爮０

牊（爮）沿任何过

点爮的曲线爞，路径极限都为爛．

【【点拨 １】】此定理常常用来说明一个极限不存

在．
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【【点拨２】】沿任何直线方向的路径极限存在且相

等时，函数的极限还是可能不存在．

例 说明极限ｌｉｍ
牨→０
牪→０

牨牪
牨２＋牪２不存在．

证 沿着曲线牨＝牪，所论极限为

ｌｉｍ
牨→０

牨２

牨２＋ 牨２＝
１
２，

而沿着曲线牪＝－牨，所论极限为

ｌｉｍ
牨→０

－ 牨２

牨２＋ 牨２＝－ １
２．

沿不同的路径得出的路径极限不相等说明该极限不

存在．

例 函数牊（牨，牪）＝
１， 牪＝牨２，

０， 牪≠牨｛ ２
在原点沿任

何直线的路径极限是０，但是沿着曲线牪＝牨２的路径

极限为１，故该函数在原点的极限不存在．

【二元函数在一点连续】称函数 牊（爮）在点 爮０处连

续，若牊（爮）在点爮０的某个邻域有定义，并且

ｌｉｍ
爮→爮０

牊（爮）＝ 牊（爮０）．

【二元初等函数的连续性】由自变量 牨，牪的基本初

等函数经有限次复合运算、四则运算构成的二元初

等函数在其定义域上连续．

【连续函数的运算性质】四则运算、复合运算均保持

函数的连续性．

【最值定理】设爟是有界闭区域，则其上的连续函数

具有最大值与最小值，从而是有界函数．

【介值定理】设爟是有界闭区域，牊是爟上的连续函
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数．若实数牅在函数值牊（爛）和牊（爜）之间，则必有点爮
∈爟，使得牊（爮）＝牅．

【偏导数】二元函数牫＝牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）关于牨的

偏导数定义为牨的一元函数牫＝牊（牨，牪０）在点牨＝牨０

关于牨的导数：

ｌｉｍ
Δ牨→０

牊（牨０＋ Δ牨，牪０）－ 牊（牨０，牪０）
Δ牨 ，

记作牫牨（牨０，牪０），或牫
牨（牨０，牪０），或牊牨（牨０，牪０）．类似地，

可以定义和标记关于牪的偏导数．

【偏导数存在与函数的连续性关系】与一元函数不

同的是，多元函数牊（爮）在点爮处连续与在点爮处偏

导数存在之间没有逻辑关系．

例 函数牫＝ 牨２＋牪槡 ２在原点连续但是偏导不

存在．

例 函数牫＝
牨牪

牨２＋牪２， 牨２＋牪２≠０，

０， 牨２＋牪２
烅
烄

烆 ＝０

在原点偏

导数存在但是不连续．

【全增量】牫＝牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）处与附近的点的

函数值的差，称为全增量，记作

Δ牫＝ 牊（牨０＋ Δ牨，牪０＋ Δ牪）－ 牊（牨０，牪０）．

【全微分】若牫＝牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）处的全增量Δ牫
能写为以下形式：

Δ牫＝ 爛Δ牨＋ 爜Δ牪＋ 牗 Δ牨２＋ Δ牪槡槏 槕２ ，

则称牫＝牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）处可微，此时，若记 Δ牨
＝ｄ牨，Δ牪＝ｄ牪，称
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爛ｄ牨＋ 爜ｄ牪
为 牫＝ 牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）处的全微 分，记 作

ｄ牊（牨０，牪０）．

【全微分计算公式】当牊（牨，牪）可微时，便有

ｄ牊（牨，牪）＝ 牊牨（牨，牪）ｄ牨＋ 牊牪（牨，牪）ｄ牪．

【方向导数】以下极限称为函数牊（爮）在点爮０处沿方

向向量┶的方向导数（其中爮爮０平行于向量┶）：

牊
牓（爮０）＝ ｌｉｍ

爮→爮０

牊（爮）－ 牊（爮０）
燏爮０爮燏 ．

【方向导数计算公式】当二元函数 牊（爮）于 爮０可微

时，可推出方向导数计算公式：

牊
牓（爮０）＝ ｛牊牨（爮０），牊牪（爮０）｝燈┶０．

【梯度】由函数牊（牨，牪）在点爮的偏导数构成的向量

｛牊牨，牊牪｝称为函数牊在该点的梯度，记作┇牊（爮）．
函数在该点的所有方向导数中最大的方向导数即是

此梯度向量的模．

【【点拨】】三元函数 牊（牨，牪，牫）在点 爮的梯度

┇牊（爮）为矢量｛牊牨，牊牪，牊牫｝．
例 求向径┼＝｛牨，牪，牫｝的模的梯度．

解 向径的模为牜＝ 牨２＋牪２＋牫槡 ２，

┇牜＝ ｛牜牨，牜牪，牜牫｝＝ 牨
牜，牪

牜，牫｛ ｝牜 ＝ ┼°．

【可微的必要条件】由函数牊（爮）在点爮处可微推出

以下结果（推理均不可逆）：

（１）该函数在点爮处连续；

（２）该函数在点爮处的偏导都存在；
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（３）该函数在点爮处的任何方向的方向导数都

存在．

【可微的充要条件】函数牫＝牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）处

可微等价于

ｌｉｍ
Δ牨→０
Δ牪→０

Δ牫－ 牊牨（牨０，牪０）Δ牨＋ 牊牪（牨０，牪０）Δ牪

Δ牨２＋ Δ牪槡 ２
＝ ０．

其中 Δ牫＝牊（牨，牪）－牊（牨０，牪０）．

【可微的充分条件】若函数 牊（牨，牪）的偏导函数

牊牨（牨，牪），牊牪（牨，牪）在点（牨０，牪０）处是连续的，则函数

牊（牨，牪）在点（牨０，牪０）处可微．

【多 元 复 合 函 数 的 微 分 法】对 复 合 函 数 牫＝

牊（牣（牨，牪），牤（牨，牪）），有链导法则：

牫牨＝牊牣（牣，牤）·牣牨＋牊牤（牣，牤）·牤牨，

牫牪＝牊牣（牣，牤）·牣牪＋牊牤（牣，牤）·牣牪．
例 设牫＝牊（牨－牪，牨２牪），求牫牨，牫牪．

解 牫牨＝牊１＋２牨牪牊２， 牫牪＝牊１＋牨２牊２．
注 数字下标用来表示关于自变量的偏导数：

牊１表示牊牣， 牊２表示牊牤， 牊１２表示牊牣牤．

【二阶偏导数】对一阶偏导函数牫牨，牫牪再求偏导，便

成为二阶偏导数，简记为牫牨牨，牫牨牪，牫牪牪，牫牪牨．

【【点拨】】当牫牨牪，牫牪牨连续时，它们是相等的．
例 设牫＝牨２ｅ牪，求牫的所有二阶偏导数．
解 牫牨＝２牨ｅ牪，牫牨牨＝２ｅ牪，牫牨牪＝２牨ｅ牪，

牫牪＝牨２ｅ牪，牫牪牪＝牨２ｅ牪，牫牪牨＝２牨ｅ牪．

【复合函数的二阶偏导数】对抽象函数的复合函数，
例如牫＝牊（牨－牪，牨２牪），计算二阶偏导数的关键是要
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将一阶偏导函数看作是与函数牫＝牊（牨－牪，牨２牪）具

有相同复合结构的函数继续求偏导．

常见题型·应对
【多元复合函数的一阶或二阶偏导数计算】此类试

题为基本题，按照链导法则计算便是．
例 设牫＝牊（牨牪，牨２－牪２），求牫牨牨．
解 牫牨＝牊１·牪＋牊２·２牨，

牫牨牨＝牪（牊１１燈牪＋ 牊１２燈２牨）＋ ２牊２

＋ ２牨（牊２１燈牪＋ 牊２２燈２牨），
其中，导函数牊１（牨牪，牨２－牪２）对牨再求偏导时遵循与

函数牊（牨牪，牨２－牪２）对牨求偏导时相同的链导法则，
即

（牊１）牨＝ 牊１１燈（牨牪）′牨＋ 牊１２燈（牨２－ 牪２）′牨

＝ 牪牊１１＋ ２牨牊１２．

【一个方程确定的隐函数的微分法】设牫＝牫（牨，牪）由

方程爡（牨，牪，牫）＝０所确定．两边对牨求导数，得

爡１（牨，牪，牫）＋ 爡３（牨，牪，牫）牫
牨＝ ０，

故有 牫
牨＝－爡１燉爡３．

类似地，推得牫
牪＝－爡２燉爡３．

例 设方程牨＋牪＋牫＝ｅ牫确定了二元函数牫＝

牫（牨，牪），求牫牨．
解 视牪为常数，牫为牨的函数，于方程两边同

时对牨求导，得１＋牫牨＝ｅ牫·牫牨，故有

牫牨＝ １燉（ｅ牫－ １）．
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解 使用公式牫
牨＝－爡１燉爡３，记函数

爡（牨，牪，牫）＝ 牨＋ 牪＋ 牫－ ｅ牫，
由于爡牨＝１，爡牫＝１－ｅ牫，故有牫牨＝１燉（ｅ牫－１）．

【多个方程所确定的函数的偏导数计算】由几个方

程联立的函数方程组也可确定一个或多个函数关

系，其中自变量个数通常是变量个数与方程个数之

差，自变量确定之后剩余的变量便是因变量．这类隐

函数求导方法仍然与上面的例子一致：分清自变量

与因变量，等式两边同时求导便可．

例  设方程组
牨２＋牪２＋牫２＝爲２，｛牨＋牪＋牫＝１

确定了两个

一元函数牪＝牪（牨），牫＝牫（牨），求牪′（牨），牫′（牨）．
解 以牨为自变量，牪，牫为牨的一元隐函数．两

边对牨求导，得

２牨＋ ２牪牪′＋ ２牫牫′＝ ０，｛１＋ 牪′＋ 牫′＝ ０．
解得牪′＝（牫－牨）燉（牫－牪），牫′＝（牨－牪）燉（牫－牪）．

例 设牪＝牊（牨，牠），爡（牨，牪，牠）＝０，求ｄ牪ｄ牨．

解 视为方程组，两边对 牨求导（牠，牪均看作 牨
的一元函数），得

牪′＝牊１＋牊２牠′，爡１＋爡２牪′＋爡３牠′＝０，

解出 ｄ牪
ｄ牨＝ 牪′＝ 牊１爡２－ 爡１爡３

爡３＋ 牊２爡２
．

【方向导数计算·最大方向导数计算】通常是在可

微的条件下计算沿指定方向的方向导数．依据以下

公式即可：
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牊
牓（爮０）＝ ｛牊牨（爮０），牊牪（爮０）｝燈牓０．

例 求牣牨＝牨ｅ２牪在点爮（１，１）沿┶＝｛１，－１｝的方

向导数牣
牓．

解 牣牨＝ｅ２牪，牣牪＝２牨ｅ２牪，┶０ 槡＝｛１，－１｝燉 ２，

故 牣
牓

爮

＝｛ｅ，２ｅ｝·｛１，－１｝
槡２

＝－ ｅ２

槡２
．

例 求牣＝牨２－牨牪＋牪２在点爮（１，１）的最大方

向导数．
解 由梯度的涵义知，本题所求即梯度的模：

燏┇牣（爮）燏＝燏｛２牨－牪，２牪－牨｝燏爮 槡＝ ２．

【数量函数的梯度计算】套用基本公式：

┇牣（爮）＝ ｛牣牨，牣牪，牣牫｝爮．

【向量函数的散度和旋度计算】设有向量函数 ┖＝

｛爮（牨，牪，牫），爯（牨，牪，牫），爲（牨，牪，牫）｝，则其散度 ｄｉｖ爮
是一个数量，旋度┇┄┉┖是一个向量：
散度 ｄｉｖ爡＝爮牨＋爯牪＋爲牫，

旋度 ┇┄┉┖＝

┳ ┴ ┵

牨 牪 牫

爮 爯 爲

．

【分段函数的分析性质讨论】这类试题要求讨论多

元函数在一点的连续性、偏导存在性和可微性．直接

依据定义写出要讨论的问题的极限关系式后进行讨

论便是．注意利用上述三种性质的相互关系．
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． 多元微分学的应用

大纲要求

了解空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面

和法线的概念，会求它们的方程．了解二元函数的二

阶泰勒公式．理解多元函数极值和条件极值的概念，
掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元函数

极值存在的充分条件，会求二元函数的极值，会用拉

格朗日乘数法求条件极值，会求简单多元函数的最

大值和最小值，并会解决一些简单的应用问题．
注 数学二仅要求极值内容．

知识点·点拨
【曲线的切线和法平面】设曲线 爞的参数方程为

牨＝牨（牠），

牪＝牪（牠），烅
烄

烆牫＝牫（牠），

则曲线爞在点爮（牨（牠），牪（牠），牫（牠））∈爞的

切向量为｛牨′（牠），牪′（牠），牫′（牠）｝，切线方程为

牨－ 牨（牠）
牨′（牠） ＝ 牪－ 牪（牠）

牪′（牠） ＝ 牫－ 牫（牠）
牫′（牠） ，

法平面方程为

牨′（牠）（牨－ 牨（牠））＋ 牪′（牠）（牪－ 牪（牠））＋

牫′（牠）（牫－ 牫（牠））＝ ０．

【曲面的切平面和法线】曲面爡（牨，牪，牫）＝０在点爮０

的切平面的法向量为┇爡（爮０），切平面的方程为

爡牨（爮０）（牨－牨０）＋爡牪（爮０）（牪－牪０）＋爡牫（爮０）（牫－牫０）＝０，

与切平面垂直，过点爮０的直线称做该曲面的法线，
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其方程为

牨－ 牨０

爡牨（爮０）＝ 牪－ 牪０

爡牪（爮０）＝ 牫－ 牫０

爡牫（爮０）．

【极值】设函数牫＝牊（牨，牪）在区域爟有定义．若在点

爮０的某个邻域中，函数值牊（爮０）是最大（小）值，则称

牊（爮０）是函数在区域爟上的一个极大（小）值．极值

也称为局部最值．

【条件极值】条件极值是指某个特定范围的极值：

（１）二元函数牫＝牊（牨，牪）在平面区域爟内某条

曲线牎（牨，牪）＝０上的极值；

（２）三元函数牣＝牊（牨，牪，牫）在空间区域爼内某

条曲线
牎（牨，牪，牫）＝０，｛牋（牨，牪，牫）＝０

上的极值；

（３）三元函数牣＝牊（牨，牪，牫）在空间区域爼内某

块曲面爡（牨，牪，牫）＝０上的极值．

【驻点】函数牊的驻点是使得┇牊（爮）＝０的点爮．

【极值点的判定】

【【必要条件】】若可微函数在定义域的内点取得

极值，则该点是函数的驻点．

【【充分条件】】设点爮０是函数牫＝牊（牨，牪）在定义

域内的驻点，二阶偏导数在点 爮０的某个邻域上连

续．记

爛＝ 牊牨牨（爮０）， 爜＝ 牊牨牪（爮０），爞＝ 牊牪牪（爮０），

牱＝ 爛爞－ 爜２，
则 （１）牱＜０时，爮０不是函数的极值点；

（２）牱＞０且爛＞０或爞＞０时，爮０是函数的极小

值点；
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（３）牱＞０且爛＜０或爞＜０时，爮０是函数的极大

值点．

【【点拨】】可以使用二阶矩阵的正定、负定、不定

判别法来记忆以上条件．

【条件极值问题的驻点】

（１）对于条件为 牎（牨，牪）＝０，目标函数为 牫＝

牊（牨，牪）的条件极值问题，可以按照如下方法寻找可

能的极值点（称为驻点）．

【【拉格朗日乘数法】】构造拉格朗日函数

爧（牨，牪，犧）＝ 牊（牨，牪）＋ 犧牎（牨，牪），
求方程组┇爧＝｛爧牨，爧牪，爧犧｝＝的解即可．

【【消元法】】从曲线方程 牎（牨，牪）＝０中解出 牪＝

牪（牨），代入目标函数牫＝牊（牨，牪）中，使之成为一元函

数，然后求其驻点．

（２）对于条件为牎（牨，牪，牫）＝０，目标函数为牣＝

牊（牨，牪，牫）的条件极值问题，可以按照如下方法寻找

可能的极值点．

【【拉格朗日乘数法】】构造拉格朗日函数

爧（牨，牪，牫，犧）＝ 牊（牨，牪，牫）＋ 犧牎（牨，牪，牫），
则方程组┇爧＝｛爧牨，爧牪，爧牫，牓犧｝＝的解即是驻点．

【【消元法】】从曲线方程牎（牨，牪，牫）＝０中解出一个

变量代入到目标函数，化作二元函数后再求其驻点．

（３）对于条件为
牎（牨，牪，牫）＝０，｛牋（牨，牪，牫）＝０，

目标函数为牣＝

牊（牨，牪，牫）的条件极值问题，可以按照如下方法寻找

可能的极值点．
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【【拉格朗日乘数法】】构造拉格朗日函数

爧（牨，牪，牫，犧，犨）＝

牊（牨，牪，牫）＋ 犧牎（牨，牪，牫）＋ 犨牋（牨，牪，牫），
则方程组┇爧＝｛爧牨，爧牪，爧牫，爧犧，爧犨｝＝的解即是

可能的极值点．

【【消元法】】从条件方程
牎（牨，牪，牫）＝０，｛牋（牨，牪，牫）＝０

中解出两

个变量，代入到目标函数中，化作一元函数后再求其

驻点．

【【点拨】】以上求得的点是按照条件极值点的必

要条件计算的，是否为极值点，还需用其他方法确

认．
如果要计算的是函数的最值，且已知最值存在

于驻点之中，则直接对驻点的函数值进行比较即得．

常见题型·应对
【计算空间曲线的切线及法平面】
例 在曲线牨＝牠，牪＝牠２，牫＝牠３上求一点，使曲线

在此点的切线平行于平面牨＋２牪＋牫＝４．
解 切线的方向向量为 熸＝｛１，２牠，３牠２｝，它应与

所给平面的法向量┸＝｛１，２，１｝垂直，即

熸燈┸＝ １＋ ４牠＋ ３牠２＝ ０，

解出牠＝－１，－ １
３，故得到两个所求切点

（－ １，１，－ １） 与 － １
３，１

９，－ １槏 槕２７ ．

【计算空间曲面的切平面及法线】
例 求曲面牫＝牪＋ｌｎ（牨燉牫）在点爮０（１，１，１）的切
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平面方程．
解 记 爡（牨，牪，牫）＝牪＋ｌｎ（牨燉牫）－牫，

则 ┇爡（爮０）＝｛１，１，－２｝，
故切平面方程为

（牨－ １）＋ （牪－ １）－ ２（牫－ １）＝ ０．

【求解条件极值问题】首先明确问题中的两个函数：
目标函数和条件约束函数，再通过拉格朗日乘数法

求可能的极值点．
例 求圆周牨２＋牪２＝１上的一个点使牨２牪最大．
分析 这属于条件极值问题，目标函数牫＝牨２牪，

约束条件是牨２＋牪２－１＝０，以下用两种方法分别求

之．
解（代入消元法） 注意到牨２＝１－牪２，代入牫中

后化作一元函数

牫＝ （１－ 牪２）牪，－ １≤ 牪≤ １，
的 最大值问题．由 牫牪＝ １－ ３牪２＝ ０得驻点 牪＝

± 槡３
３ ，经比较知，当牪＝

槡３
３ （此时牨＝± 槡６

３ ）

时目标函数值最大，故所求点为

槡６
３ ，

槡３槏 槕３
及 －

槡６
３ ，

槡３槏 槕３
．

解（拉格朗日乘数法） 引入拉格朗日函数

爧＝ 牨２牪＋ 犧（牨２＋ 牪２－ １），

从方程组

爧牨＝２牨牪＋２牨犧＝０，

爧牪＝牨２＋２牪犧＝０，

爧犧＝牨２＋牪２

烅
烄

烆 －１＝０

可求出１－３牪２＝０，得
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出与解法１相同的结果．

【条件极值快捷计算法】有时可以套用以下的和积

规则直接得到所求的最大值或者最小值．

【【定积条件】】若 牕个正数的积为定数，则当这 牕
个正数彼此相等时，其和最小．

【【定和条件】】若 牕个正数的和为定数，则当这 牕
个正数彼此相等时，其积最大．
例 设计一个无盖长方体水池，容积为定值

爼，要求用料（即表面积）最省，问：长、宽、高之比应

为多少？
解 设长、宽、高依次是牨，牪，牫．目标函数是和函

数

爳＝ 牨牪＋ ２牨牫＋ ２牪牫
注意到上式中被加数牨牪，２牨牫，２牪牫的乘积

牨牪燈２牨牫燈２牪牫＝ ４（牨牪牫）２＝ ４爼２

是定数，故当这些因数彼此相等时，其和最小．由此

得

牨牪＝ ２牨牫＝ ２牪牫，
故牨∶牪∶牫＝２∶２∶１时用料最省．
例 设某企业的投入为三类：人力牨，固定资产

牪和技术牫，产出牣与投入的关系为牣＝牨牪２牫３．若三类

投入的总和为６００（万元），问：如何分配三者的比例，
可使产出牣取得最大？
解 定和条件牨＋牪＋牫＝６００可写为

牨＋ 牪
２＋ 牪

２＋ 牫
３＋ 牫

３＋ 牫
３＝ ６００，

以便使得被加数的乘积与目标函数 牣＝牨牪２牫３成正
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比，于是，当被加数相等，即当 牨＝牪燉２＝牫燉３＝１００
时，产出牣取得最大．

【计算最大值或最小值问题】以二元函数为例．设函

数牫＝牊（牨，牪）在平面区域爟上有定义．

【【步骤】】首先根据实际问题的意义明确所求的

最值是否存在，然后求函数在区域内部的驻点和边

界曲线上的驻点（依条件极值驻点求法），再比较这

些点的函数值的大小即得所求的最值．
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第章 多元函数积分学

． 重 积 分

大纲要求

理解二重积分、三重积分的概念，了解重积分的

性质，了解二重积分的中值定理．掌握二重积分的计

算方法（直角坐标、极坐标），会计算三重积分（直角

坐标、柱面坐标、球面坐标）．
注 数学二只要求二重积分．

知识点·点拨
【二重积分定义】设牊（牨，牪）是有界闭区域爟上的分

片连续函数，则牊（牨，牪）在爟上的二重积分定义为以

下极限


爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝ ｌｉｍ
犧→０∑

牕

牏＝１
牊（牨牏，牪牏）Δ犲牏，

其中，和式∑
牕

牏＝１
牊（牨牏，牪牏）Δ犲牏是将爟任意地分割成牕个

小片 Δ爳１，Δ爳２，…，Δ爳牕，且从每个小片中任选一点

（牨牏，牪牏），再将牊（牨牏，牪牏）与Δ爳牏的面积Δ犲牏相乘后关于牏
求和所得，极限过程犧→０是指分割方式无限加细．

【三重积分定义】设牊（牨，牪，牫）是有界闭区域爼上的

分片连续函数，则牊（牨，牪，牫）在爼上的三重积分定义

为以下极限（记号的意义类似于二重积分）




爼

牊（牨，牪，牫）ｄ爼＝ ｌｉｍ
犧→０∑

牕

牏＝１
牊（牨牏，牪牏，牫牏）Δ爼牏．

【重积分的性质】以二重积分为例．

【【分项积分法】】对任何常数犜，犝，有


爟

（犜牊（牨，牪）＋ 犝牋（牨，牪））ｄ犲

＝ 犜
爟

牊（牨，牪）ｄ犲＋ 犝
爟

牋（牨，牪）ｄ犲．

【【分片积分法】】若爟被分划为子区域爟１及爟２，
则


爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝
爟１

牊（牨，牪）ｄ犲＋
爟２

牊（牨，牪）ｄ犲．

【【比较性质】】若在爟上成立牊（牨，牪）≤牋（牨，牪），
则


爟

牊（牨，牪）ｄ犲≤
爟

牋（牨，牪）ｄ犲．

【【积分中值定理】】若牊（牨，牪）在爟上连续，则


爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝ 牊（牨０，牪０）燏爟燏

（牨０，牪０）∈爟（燏爟燏表示爟的面积）．

【常用二维区域】当积分区域爟是以下三种类型时，
可以将二重积分化作逐次积分来计算．
直角坐标系：牨型区域，牪型区域；
极坐标系：犤型区域．

【牨型区域】若与牨轴垂直的直线与爟相交时，交线

是连续的线段或一个点，则称爟是牨型区域．

【【点拨】】可以用不等式表示图６１１中的牨型区
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图６１１

域：

（ａ）
０≤牪≤牨，｛０≤牨≤１；

（ｂ）
牪１（牨）≤牪≤牪２（牨），｛牃≤牨≤牄．

【牪型区域】若与牪轴垂直的直线与爟相交时，交线

是连续的线段或一个点，则称爟是牪型区域．

【【点拨】】可以用不等式表示图６１２中的牪型区

域：

图６１２
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（ａ）
１
２牪≤牨≤牪，

烅
烄

烆０≤牪≤２；

（ｂ）
牨１（牪）≤牨≤牨２（牪），｛牃≤牪≤牄．

【犤型区域】若从原点出发的射线与爟相交时，交线

是连续的线段或一个点，则称爟是犤型区域．

【【点拨】】可以用不等式表示图６１３中的犤型区

域：

图６１３

（ａ）
２ｃｏｓ犤≤牜≤１＋ｃｏｓ犤，

０≤犤≤ π
２

烅
烄

烆 ，

以及

０≤牜≤１＋ｃｏｓ犤，

π
２

烅
烄

烆 ≤犤≤π；

（ｂ）
牜１（犤）≤牜≤牜２（犤），｛犜≤犤≤犝．

【二重积分计算公式·直角坐标系】根据积分区域
的不同特点选择相应的计算公式，可以将二重积分
转换为逐次积分算出．
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【【牨型】】
爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝∫
牄

牃
ｄ牨∫

牪２（牨）

牪１（牨）
牊（牨，牪）ｄ牪．

【【牪型】】
爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝∫
牄

牃
ｄ牪∫

牨２（牪）

牨１（牪）
牊（牨，牪）ｄ牨．

【【犤型】】
爟

牊（牨，牪）ｄ犲

＝∫
犝

犜
ｄ犤∫

牜２（犤）

牜１（犤）
牜牊（牜ｃｏｓ犤，牜ｓｉｎ犤）ｄ牜．

注 当爟不属于以上三种区域时，可以将爟适

当分割为几块，在每块上求出积分值后相加即成．

【三重积分计算公式·直角坐标系】

【【牨牪型】】当积分区域爼（见图６１４）为牫１（牨，牪）≤

牫≤牫２（牨，牪），（牨，牪）∈爟时，有


爼

牊（牨，牪，牫）ｄ爼＝
爟

ｄ牨ｄ牪∫
牫２（牨，牪）

牫１（牨，牪）

牊（牨，牪，牫）ｄ牫．

图６１４

【【牫型】】当积分区域爼（见图６１５）为（牨，牪，牫）∈
爟牫，牃≤牫≤牄时，有


爼

牊（牨，牪，牫）ｄ爼＝∫
牄

牃
ｄ牫

爟牫

牊（牨，牪，牫）ｄ牨ｄ牪．
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图６１５

【【点拨】】当爼是牫型区域，且牊＝牎（牫）仅与牫相关

时，若用燏爟牫燏表示爟牫的面积，则牫型区域爼上三重

积分可直接化作定积分


爼

牎（牫）ｄ爼＝∫
牄

牃
牎（牫）燏爟牫燏ｄ牫．

图６１６

【三重积分计算公式·柱坐标】在以上牨牪型及牫型

区域中，若其中二维区域爟或爟牫适合于用极坐标表

示，则可以按照犤型区域要领来计算该二重积分（称

（犤，牜，牫）为柱坐标）．例如，对于图６１６中积分区域爼
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有


爼

牊（牨，牪，牫）ｄ爼＝∫
２π

０
ｄ犤∫

１

０
牜ｄ牜∫

１

牜
牊（牜ｃｏｓ犤，牜ｓｉｎ犤，牫）ｄ牫

（牨牪型），

或 
爼

牊（牨，牪，牫）ｄ爼

＝∫
１

０
ｄ牫∫

２π

０
ｄ犤∫

牫

０
牜牊（牜ｃｏｓ犤，牜ｓｉｎ犤，牫）ｄ牜 （牫型）．

【三重积分计算公式·球坐标】若爼由球面、圆锥面

所围，则可以用球面坐标（犤，犺，犱）来表示区域 爼．例

如，对于图６１７中的区域爼，有


爼

牊（牨，牪，牫）ｄ爼

＝∫
２π

０
ｄ犤∫

π燉４

０
ｄ犺∫

爲

０
犱２ｓｉｎ犺牊（犱ｓｉｎ犺ｃｏｓ犤，犱ｓｉｎ犺ｓｉｎ犤，犱ｃｏｓ犺）ｄ犱．

图６１７

【对称区域上的重积分化简】积分区域的对称性要

与被积函数的奇偶性配套使用．

【【区域的对称性】】平面区域爟关于牪轴对称时，
称为左右对称；关于牨轴对称时，称为上下对称．
空间区域爼关于爭牪牫面对称时，称为前后对称；
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关于爭牫牨面对称时，称为左右对称；关于爭牨牪面对称

时，称为上下对称．

【【奇函数积分】】在以下情况下，二重积分
爟

牊ｄ犲

为零：

（１）牊（牨，牪）作为牨的函数是奇函数，区域爟左右

对称；

（２）牊（牨，牪）作为牪的函数是奇函数，区域爟上下

对称．

在以下情况下，三重积分
爼

牊ｄ爼为零：

（３）牊（牨，牪，牫）关于牨是奇函数，区域爼前后对称；

（４）牊（牨，牪，牫）关于牪为奇函数，区域爼左右对称；

（５）牊（牨，牪，牫）关于牫为奇函数，区域爼上下对称．

例 
牨２＋牪２≤１

牨牪２ｄ犲＝０， 
牨２＋牪２＋牫２≤１

牨ｃｏｓ牪牫ｄ牤＝０．

【【偶函数积分】】在以下情形，都有


爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝ ２
爛

牊（牨，牪）ｄ犲．

（１）区域 爟左右对称，右半区域记作 爛，且

牊（牨，牪）关于牨是偶函数；

（２）区域 爟上下对称，上半区域记作 爛，且

牊（牨，牪）关于牪是偶函数；

（３）类似地可以写出三重积分的对应公式（略）．
注 有时候，积分区域爟不是对称区域，但若可

以分割出一块对称区域，则可以使用分片积分公式

和对称方法化简；同样，如果被积函数不是奇偶函
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数，但若它能分拆出含有奇偶函数的加项，则也可以
结合分项积分公式应用此方法．
【轮称区域上的重积分化简】

【【区域的轮称性】】
（１）平面区域爟关于直线牪＝牨对称时，称为轮

称区域．代数特征：积分域的边界方程不因牨，牪互换
而改变．

（２）空间区域爼关于直线牨＝牪＝牫对称时，称为
轮称区域．代数特征：积分域的边界方程不因牨，牪，牫
互换而改变．

【【轮称区域上的积分】】对二重积分来说，若爟是
轮称区域，则有（相当于作换元牨＝牪，牪＝牨）公式


爟

牊（牨，牪）ｄ犲＝
爟

牊（牪，牨）ｄ犲．

常用方式为


爟

牊（牨）ｄ犲＝
爟

牊（牪）ｄ犲＝ １
２

爟

（牊（牨）＋ 牊（牪））ｄ犲．

例如， 
牨２＋牪２≤１

牨２ｄ犲＝ １
２ 

牨２＋牪２≤１

（牨２＋ 牪２）ｄ犲．

三重积分也有类似的变形．
【利用重心坐标计算重积分】将重心坐标计算公式
反转即得到重积分计算公式，以二重积分为例：


爟

牨ｄ犲＝ 牨燏爟燏， 
爟

牪ｄ犲＝ 牪燏爟燏，

其中，牨，牪表示积分区域爟的重心坐标，燏爟燏表示爟
的面积．

例 
（牨－牃）２＋牪２≤牜２

牨ｄ犲＝牃·π牜２，
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
牨２＋牪２＋（牫－牅）２≤爲２

牫ｄ爼＝ 牅燈４
３π爲３．

常见题型·应对
【换次序计算二次积分】考察二重积分的定限方法，
属于基本题．例如，

∫
２

０
ｄ牨∫

２

牨
ｅ－牪２ｄ牪＝∫

２

０
ｄ牪∫

牪

０
ｅ－牪２ｄ牨＝ １

２（１－ ｅ－４）．

【化简和计算二重积分】仅仅考察使用直角坐标或
极坐标定限法的计算题较少。通常要结合奇偶函数
对称法、轮称区域替换法、分片积分法、分项积分法、
积分区域扩展或转换法等方法．
【使用直角坐标计算三重积分】根据区域的特征选
择投影法还是截面法．
【使用柱面坐标计算三重积分】依据标准方法计算．
【使用球面坐标计算三重积分】依据标准方法计算．
【常用区域的重心】设以下形体的物体是匀质的，则
有如下重心（牨，牪）位置：

半圆周爧
牨２＋牪２＝爲２，牪≥０，

（牨，牪）＝ ０，２
π槏 槕爲 ．

半圆盘爟
牨２＋牪２≤爲２，牪≥０，

（牨，牪）＝ ０，４
３π槏 槕爲 ．

半球面爳
牨２＋牪２＋牫２＝爲２，牫≥０，

（牨，牪，牫）＝（０，０，爲燉２）．
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续表

半球体爼
牨２＋牪２＋牫２≤爲２，牫≥０

（牨，牪，牫）＝ ０，０，３
８槏 槕爲 ．

圆锥体爼
牨２＋牪槡 ２≤牫≤爣

（牨，牪，牫）＝ ０，０，１
４槏 槕爣 ．

． 线 面 积 分

大纲要求

理解两类曲线积分的概念．了解两类曲线积分

的性质及两类曲线积分的关系．掌握计算两类曲线

积分的方法．掌握格林公式并会运用平面曲线积分

与路径无关的条件，会求二元函数全微分的原函数．
了解两类曲面积分的概念、性质及两类曲面积

分的关系，掌握计算两类曲面积分的方法，会用高斯

公式、斯托克斯公式计算曲面、曲线积分．
了解散度与旋度的概念，并会计算．
注 数学二不要求本节内容．

知识点·点拨
【第一型线积分定义】从密度为牊（牨，牪，牫）的曲线爧
的质量计算问题中导出

∫爧
牊（牨，牪，牫）ｄ牞＝ ｌｉｍ

犧→０∑
牕

牏＝１
牊（牨牏，牪牏，牫牏）Δ爳牏．

【第二型线积分定义】从沿有向曲线爧移动物体，变

力┖＝｛爮，爯，爲｝做功问题中导出
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∫爧
┖燈ｄ┼＝ ｌｉｍ

犧→０∑
牕

牏＝１
┖（牨牏，牪牏，牫牏）燈Δ┼牏，

也记作 ∫爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＋ 爯ｄ牫．

【第一型面积分定义】从密度为牊（牨，牪，牫）的曲面爳
的质量计算问题中导出


爳

牊（牨，牪，牫）ｄ爳＝ ｌｉｍ
犧→０∑

牕

牏＝１
牊（牨牏，牪牏，牫牏）Δ爳牏．

【第二型面积分定义】从通过曲面 爳一侧，流速为

┦＝｛爮，爯，爮｝的物质的流量计算问题中导出


爳

┦燈ｄ┣＝ ｌｉｍ
犧→０∑

牕

１
┦（牨牏，牪牏，牫牏）燈┸牏Δ爳牏，

也记作 
爳

爮ｄ牪ｄ牫＋ 爯ｄ牫ｄ牨＋ 爲ｄ牨ｄ牪．

【两类线积分关系】若熸是曲线爧的与其定向一致的

单位切向量，则沿曲线爧的两种线积分的关系为

∫爧
┖燈ｄ┼＝∫爧

（┖燈熸）ｄ牞．

【【点拨】】由于第二型线积分计算有较多的简化

方法，上述转化公式不太常用．

【两类面积分的关系】若┸是曲面爳的与指定定侧一

致的单位法向量，则


爳

爮ｄ牪ｄ牫＋ 爯ｄ牫ｄ牨＋ 爲ｄ牨ｄ牪＝
爳

｛爮，爯，爲｝燈┸ｄ爳．

【【点拨】】通常用等式右边的积分来计算左边的

积分．

【格林公式】若函数爮（牨，牪），爯（牨，牪）在平面区域爟
及其边界爧（逆时针方向）上有连续的一阶偏导数，
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则有

∮爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＝

爟

（爯牨－ 爮牪）ｄ牨ｄ牪．

【【点拨】】此公式主要用于计算闭曲线或（通过增

补法）弓形曲线上的第二型线积分．

【斯托克斯公式】若函数 爮（牨，牪，牫），爯（牨，牪，牫）及

爲（牨，牪，牫）在定向曲面爳及其边界曲线爧（爧的定向

与爳的定向成右手螺旋法则）上有连续的一阶偏导

数，则有

∮爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＋ 爲ｄ牫＝

爟

┇┄┉｛爮，爯，爲｝燈┸ｄ爳．

【【点拨】】此公式主要用于计算空间闭曲线上的

第二型线积分．由于以爧为边界的曲面爳不惟一，通

常选择平面或球面等作 爳，以便将线积分化做简单

的面积分．

【高 斯 公 式】若 函 数 爮（牨，牪，牫），爯（牨，牪，牫）及

爲（牨，牪，牫）在空间区域爼及其表面爳（外侧定向）上有

连续的一阶偏导数，则有


爳

爮ｄ牪ｄ牫＋ 爯ｄ牫ｄ牨＋ 爲ｄ牨ｄ牪

＝
爼

（爮牨＋ 爯牪＋ 爲牫）ｄ爼．

【【点拨】】此公式主要用于计算封闭曲面或（通过

增补法）碗形曲面上的第二型曲面积分．

【线积分的ＮＬ公式】设曲线爧以爛为起点，爜为终

点．在爧上，函数爮，爯，爲连续．若有可微函数牣（牨，牪，

牫），使得ｄ牣＝爮ｄ牨＋爯ｄ牪＋爲ｄ牫，则有计算公式

·８２１· 考研数学复习宝典（理工类）



∫爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＋ 爲ｄ牫＝ 牣（爜）－ 牣（爛）．

【【点拨１】】函数牣（牨，牪，牫）称为线积分的原函数，
并非每个线积分都存在这样的原函数．存在原函数

的必要条件（积分区域为线单连通时为充分条件）是

┇┄┉｛爮，爯，爲｝＝ ０ （空间线积分情形），

爯牨＝ 爮牪 （平面线积分情形）．

【【点拨２】】在原函数存在时，可以用不定积分法

或凑微分法求得函数牣．

例∫
（１，１，１）

（０，０，０）
牨ｄ牨＋牪ｄ牪＋牫ｄ牫．

解 使用凑微分法找原函数．

原式＝∫
（１，１，１）

（０，０，０）
ｄ（牨２＋ 牪２＋ 牫２）燉２

＝ １
２（牨２＋ 牪２＋ 牫２）

（１，１，１）

（０，０，０）

＝ ３
２．

【化作定积分计算两类线积分】若积分曲线爧的参

数方程为牨＝牨（牠），牪＝牪（牠），牫＝牫（牠）（牃≤牠≤牄），则爧
上的两类线积分可依下式化做定积分．

【【第一型】】

∫爧
牊（牨，牪，牫）ｄ牞

＝∫
牄

牃
牊（牨（牠），牪（牠），牫（牠）） 牨′（牠）２＋牪′（牠）２＋牫′（牠）槡 ２ｄ牠．

【【第二型】】

∫爧
爮ｄ牨＋爯ｄ牪＋爲ｄ牫

＝±∫
牄

牃
［爮牨′（牠）＋爯牪′（牠）＋爲牫′（牠）］ｄ牠．
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其中爮＝爮（牨（牠），牪（牠），牫（牠））．爯，爲类似．
当爧的起点与参数牠＝牃对应时取正号，否则取

负号．

【【点拨】】以上公式亦适用于两类平面线积分的

计算．

【改变积分路径计算第二型平面线积分】如图６２１
所示，若在同向的曲线爧１，爧２之间的区域爟上成立

爯牨＝爮牪，则有

∫爧１
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＝∫爧２

爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪．

图６２１

【【点拨】】利用此方法可以将线积分改变到一个
较简单的曲线（折线段、圆或使被积函数变简单的曲
线）上计算．

例 如图６２２所示，计算爤＝∮爧

牪ｄ牨－牨ｄ牪
牨２＋牪２ ，爧

是燏牨燏＋燏牪燏＝１的正向．
解 除原点外可以验证爯牨＝爮牪，于是可以将积

分计算改变到爞：牨２＋牪２＝１（正向）上进行，故

爤＝∮爞

牪ｄ牨－ 牨ｄ牪
牨２＋ 牪２

＝∮爞
牪ｄ牨－ 牨ｄ牪 （牨２＋ 牪２＝ １代入）
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图６２２

＝
爟

－ ２ｄ牨ｄ牪＝－ ２π （格林公式）．

【【点拨１】】此题不可以直接使用格林公式，因为

爮，爯在爧所围区域内的原点处无定义，但是在转换

到曲线爞上并借助等量代换法消化了分母牨２＋牪２之

后，便可以使用格林公式了．

【【点拨２】】虽然函数牣＝ａｒｃｔａｎ牨
牪
是本题中被积

函数式的原函数，但是不能由ＮＬ公式，得

爤＝∫爧

牪ｄ牨－ 牨ｄ牪
牨２＋ 牪２ ＝ 牣（爜）－ 牣（爛）＝ ０，

错误原因在于在爧上存在函数牣无定义的点牪＝０，
因而不可以应用线积分ＮＬ公式．

【改变积分曲面计算第二型面积分】如图 ６２３所

示，若在同向的曲面爳１与爳２之间的空间区域爼上成

立

ｄｉｖ｛爮，爯，爲｝＝ ０，
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则有
爳１

┖燈┸ｄ爳＝
爳２

┖燈┸ｄ爳 （┖＝ ｛爮，爯，爲｝）．

图６２３

【【点拨】】利用此方法可以将面积分改变到一个

使积分容易计算的曲面上进行．
例 计算引力场┖＝－牔┼燉牜３通过包围原点的

闭曲面爳的外侧的通量犎．
解 除原点外可验证ｄｉｖ┖＝０，于是可以将积分

运算改变到单位球面爳０的外侧上进行，注意到爳０的

法向量┸＝┼，方程为牜２＝１，故有

犎＝
爳

┖燈┸ｄ爳＝
爳０

－ 牔┼燈┼ｄ爳

＝－ 牔
爳０

ｄ爳＝－ ４π．

【空间第二型线积分计算方法归纳】

爤＝∫爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＋ 爲ｄ牫．

（１）化作定积分计算：这是基本方法，只需 爮，

爯，爲在爧上连续便可，需要知道爧的参数方程．

（２）化作第一型面积分计算：要求爧是闭曲线，
选择一个适当的以爧为边界的曲面爳，如平面或球
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面，使用斯托克斯公式转化为第一型面积分（求出┸
并进行点乘）后计算．

（３）化作平面线积分计算：若在积分式中代入
曲线爧的方程后，可以消除变量牫，则空间线积分可
以化作爧在爭牨牪平面上的有向投影曲线爞上的平面
线积分，再依据平面线积分的求法计算．

（４）改变积分路径计算：若积分曲线爧位于使
得┇┄┉｛爮，爯，爲｝＝的面单连通的区域中，则可以用
改变路径法、ＮＬ公式法来计算积分．
例 设爧是柱面燏牨燏＋燏牪燏＝１和平面牨＋牪＋牫

＝２的交线，从牫轴正向看，爧取逆时针向，求

爤＝∫爧
（牪２－牨２）ｄ牨＋（２牫２－牨２）ｄ牪＋（３牨２－牪２）ｄ牫．

解（斯托克斯公式） 选择以爧为边界的平面

爳：牨＋牪＋牫＝２的 上 侧，则 有 单 位 法 向 量 ┸爳＝

槡｛１，１，１｝燉 ３，于是由斯托克斯公式得

爤＝ １
槡３爳｛－ ２牪－ ４牫，－ ２牫－ ６牨，－ ２牨－ ２牪｝

燈｛１，１，１｝ｄ爳

＝－ １
槡３爳（８牨＋ ４牪＋ ６牫）ｄ爳


（１） － １

槡３爳（６牨＋ ６牪＋ ６牫）ｄ爳


（２）

－ １
槡３爳１２ｄ爳


（３）

－ １２
槡３爟 槡３ｄ牨ｄ牪＝－ １２燏爟燏＝－ ２４．
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其中，（１）由于爳关于牨，牪轮称，故
爳

２牨ｄ爳＝
爳

２牪ｄ爳；

（２）将 爳的方程 牨＋牪＋牫＝２代入，被积式化简；

（３）化作二重积分．
解（化作平面线积分） 记爞为爧在爭牨牪平面

上的投影曲线，其方向继承 爧，为逆时针方向，代入

恒等关系式

牫＝ ２－ 牨－ 牪，

得 爤＝∫爧
［牪２－ （２－ 牨－ 牪）２－ ３牨２＋ 牪２］ｄ牨

＋ ［２（２－ 牨－ 牪）２－ 牨２－ ３牨２＋ 牪２］ｄ牪


（１）

爞

（－ １２－ ２牨＋ ２牪）ｄ牨ｄ牪


（２）

－ １２
爟

ｄ牨ｄ牪＝－ ２４．

其中，（１）使用格林公式；（２）奇函数在对称区域的二

重积分为零．

【平面第二型线积分计算方法归纳】

爤＝∫爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪．

（１）化作定积分计算：这是基本方法，只需要知

道爧的参数方程．

（２）化作二重积分计算：当爧是闭曲线且被积

函数在其内部有连续偏导时，首先考虑应用格林公

式求解；当爧是弓形曲线时，可考虑“加边法”，增补

一段曲线爞，使爧∪爞为闭曲线，再调用格林公式计

算其中的闭曲线积分，即
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∫爧
┖燈ｄ┼＝∫爧∪爞

┖燈ｄ┼－∫爞
┖燈ｄ┼．

（３）借助原函数计算：若积分曲线爧位于使得

爯牨＝爮牪的线单连通的区域中，则可以用ＮＬ公式法

来计算积分．

（４）改变路径计算：要求爯牨＝爮牪在两条路径所

围的闭区域上成立．

【第二型面积分计算方法归纳】

犎＝
爳

爮ｄ牪ｄ牫＋ 爯ｄ牫ｄ牨＋ 爲ｄ牨ｄ牪．

（１）使用高斯公式化作三重积分：适合于爳为

闭曲面，要求被积函数在爳及其内部有连续偏导；当

爳为碗形时，可考虑“加盖法”，增加一块曲面犮，再调

用高斯公式计算其中的闭曲面积分，即


爳

┖燈┸ｄ爳＝ 
爳∪犮

┖燈┸ｄ爳－
犮

┖燈┸ｄ爳．

（２）化作第一型面积分：适合于爳为单片曲面，
求出爳的单位法向量┸，与┖点乘后便化作┖·┸的第

一型面积分．

（３）化作二重积分：适合于向所对应的坐标平

面投影为单影的曲面爳．通过分项法，可以化作曲面

爳在指定坐标平面上的投影域上的二重积分，转化

公式分为三种．

① 
爳

爮（牨，牪，牫）ｄ牪ｄ牫

＝±
爟牪牫

爮（牨（牪，牫），牪，牫）ｄ牪ｄ牫，
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要求爳能写成牨＝牨（牪，牫），（牪，牫）∈爟牪牫，当爳的定侧
法向量与牨轴成锐角时，取正号，否则取负号．

② 
爳

爯（牨，牪，牫）ｄ牫ｄ牨

＝±
爟牫牨

爯（牨，牪（牫，牨），牫）ｄ牫ｄ牨，

要求爳能写成牪＝牪（牫，牨），（牫，牨）∈爟牫牨，爳的定侧法
向量与牪轴成锐角时取正号，否则取负号．

③ 
爳

爲（牨，牪，牫）ｄ牨ｄ牪

＝±
爟牨牪

爲（牨，牪，牫（牨，牪））ｄ牨ｄ牪，

要求爳能写成牪＝牪（牫，牨），（牫，牨）∈爟牫牨，爳的定侧法
向量与牪轴成锐角时取正号，否则取负号．
【第一型面积分的计算公式】可以根据曲面的特点，
选择适当的投影坐标面，将面积分化作二重积分计
算．针对投影区域的不同，有以下三种平行公式：

①设曲面爳与其在爭牨牪面上的投影域爟是一一
对应的，即爳：牫＝牫（牨，牪），（牨，牪）∈爟，则


爳

牊（牨，牪，牫）ｄ爳

＝
爟

牊（牨，牪，牫（牨，牪）） １＋ 牫２
牨＋ 牫槡 ２

牪ｄ牨ｄ牪．

②设曲面爳：牨＝牨（牪，牫），（牪，牫）∈爟，则


爳

牊（牨，牪，牫）ｄ爳

＝
爟

牊（牨（牪，牫），牪，牫） １＋ 牨２
牪＋ 牨槡 ２

牫ｄ牪ｄ牫．
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③设曲面爳：牪＝牪（牫，牨），（牫，牨）∈爟，则


爳

牊（牨，牪，牫）ｄ爳

＝
爟

牊（牨，牪（牫，牨），牫） １＋ 牪２
牨＋ 牪槡 ２

牫ｄ牫ｄ牨．

【【点拨】】如果曲面爳与其在坐标面上的投影不是

一一对应的，可以考虑将 爳分割后，分片计算面积

分．例如


牨２＋牪２＋牫２＝爲２

牊ｄ爳＝ 
牨２＋牪２＋牫２＝爲２

（牫＞０）

牊ｄ爳＋ 
牨２＋牪２＋牫２＝爲２

（牫＜０）

牊ｄ爳．

【线面积分计算的快捷法】

（１）等量代换法．将曲线爧或曲面爳的方程式代

入积分式中进行化简．要注意的是，重积分中不能使

用这一快捷法．

（２）几何意义法．∫爧
ｄ牞＝爧的弧长，

爳

ｄ爳＝爳的面

积．

（３）奇偶对称法．若牊（牨，牪，牫）关于牨为奇函数（或

偶函数），积分区域爧和爳关于爭牪牫面对称，则对第一型

线积分和面积分，有（爧１，爳１分别是爧，爳的一半）

∫爧
牊ｄ牞＝ ０， 

爳

牊ｄ爳＝ ０

（或 ∫爧
牊ｄ牞＝ ２∫爧１

牊ｄ牞， 
爳

牊ｄ爳＝ ２
爳１

牊ｄ爳）．

类似地，可以写出关于牪和关于牫为奇偶函数的

结果（略去）．

（４）轮换对称法．若积分区域爧和爳中牨，牪，牫的
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地位对称，则在被积式中互换 牨，牪，牫，结果不变，
例如：

∫爧
牊（牨）ｄ牞＝∫爧

牊（牪）ｄ牞＝∫爧
牊（牫）ｄ牞，


爳

牊（牨）ｄ爳＝
爳

牊（牪）ｄ爳＝
爳

牊（牫）ｄ爳．

例 曲线爧：
牨＋牪＋牫＝１，

牨２＋牪２｛ ＝１
中牨，牪位置对称，故

有以下化简法：

∫爧
（３牨＋ 牪＋ ２牫）ｄ牞＝ ２∫爧

（牨＋ 牪＋ 牫）ｄ牞＝ ２∫爧
ｄ牞．

（５）重心坐标法．记（牨，牪，牫）为曲线爧或曲面爳
的重心坐标．燏爧燏和燏爳燏为它们的弧长或面积，则有

∫爧
牨ｄ牞＝ 牨燏爧燏，∫爧

牪ｄ牞＝ 牪燏爧燏，∫爧
牫ｄ牞＝ 牫燏爧燏，


爳

牨ｄ爳＝ 牨燏爳燏，
爳

牪ｄ爳＝ 牪燏爳燏，
爳

牫ｄ爳＝ 牫燏爳燏．

方法（２）～（５）只适合于第一型积分．

【线单连通区域】称犓是线单连通区域，若犓中任何

闭曲线可以在犓内连续地缩成一个点．
对于二维平面区域爟来说，爟中无孔是线单连

通的充要条件；对于三维空间区域犓来说，内部仅含

“气泡”（如球体中去掉球心）时为线单连通区域，但

若有贯通的“孔”（如车胎体），则不是线单连通区域．

【面单连通区域】称空间区域犓是面单连通区域，若

犓中任何闭曲面可以在犓内连续地缩成一个点．
内部含有“气泡”的区域不是面单连通区域，但

是仅含有贯通的“孔”的区域都是面单连通区域．
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【梯度】数量函数牊（牨，牪，牫）的梯度是一个矢量：

灧

牊＝ ┇牊＝ ｛牊牨，牊牪，牊牫｝．

【散度】矢量场┖＝｛爮，爯，爲｝的散度是一个数量：

灧

燈┖＝ ｄｉｖ┖＝ 爮牨＋ 爯牪＋ 爲牫．

【旋度】矢量场┖＝｛爮，爯，爲｝的旋度是一个矢量：

灧

× ┖＝ ┇┄┉┖＝ ｛爲牪－ 爯牫，爮牫－ 爲牨，爯牨－ 爮牪｝．

常见题型·应对
直接计算所给的线面积分；考察基本方法（化作

定积分，重积分计算）；考察化简的方法（改变路径，
使用对称性、轮称性、代入法等等）；考察三个重要的

积分公式：格林公式、斯托克斯公式、高斯公式．
应对的策略很简单，只要将每一个独立的知识

点掌握便可以，题型变化不是太大，但是一道题涉及

的考点较多，比如面积分计算，可能会用到高斯公

式、三重积分、定积分等等．

． 多元函数积分的应用

大纲要求

会用重积分、曲线积分及曲面积分求一些几何

量与物理量（平面图形的面积、体积、曲面面积、弧

长、质量、重心、转动惯量、引力、功及流量等）．
注 本节数学二不要求．

知识点·点拨
几何应用公式

【曲线爧的弧长】 牞＝∫爧
ｄ牞．
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【曲面爳的面积】 爳＝
爳

ｄ爳．

【平面区域爟的面积】 爳＝
爟

ｄ牨ｄ牪．

【空间区域爼的体积】 爼＝
爼

ｄ牨ｄ牪ｄ牫．

【【点拨１】】利用定积分可以计算平面曲线弧长、
曲 边梯形面积、绕牨轴及绕牪轴旋转体体积和表面

积、平行截面体体积（见３．３节），尽管这些公式能够

由以上多元积分表示，但是定积分公式应当是首选．

【【点拨２】】几何应用属基本内容，除了正确地套

用公式、作图、定限之外，计算出积分值无疑是关键

和考点所在．
例 求曲线牪＝牨ｅ牨与牪＝ｅ牨所围区域面积爳．
解 由 （牨ｅ牨）′＝ ｅ牨（牨＋ １）＞ ０及 （牨ｅ牨）″＝

ｅ牨（牨＋２）＞０知，曲线牪＝牨ｅ牨单调增加、下凸，且过

原点，交直线牪＝ｅ牨于牨＝０及牨＝１处，如图６３１所

示．于是有

爳＝
爟

ｄ牨ｄ牪＝∫
１

０
ｄ牨∫

ｅ牨

牨ｅ牨
ｄ牪

＝∫
１

０
（ｅ牨－ 牨ｅ牨）ｄ牨＝ ｅ

２－ １．

例 求曲线牪２＝牨２（牃２－牨２）所围区域的面积爳

（牃＞０）．
解 由于曲线方程中只含牨２及牪２，故曲线所围

区域关于牨轴及牪轴对称，由于牃２－牨２≥０，故曲线的

范围为－牃≤牨≤牃．于是只用考虑在第一象限中的区
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图６３１

域的面积，使用定积分公式计算，有

爳＝ ４∫
牃

０
牪（牨）ｄ牨＝ ４∫

牃

０
牨 牃２－ 牨槡 ２ｄ牨＝ ４

３牃３．

例 求曲线牜＝牃（１＋ｃｏｓ犤）所围平面区域的面

积爳．
解 从 牜≥０来求出 犤的范围是 ０≤犤≤２π，由

牜（－犤）＝牜（犤）知，曲线牜＝牜（犤）关于牨轴对称，故

爳＝
爟

ｄ牨ｄ牪＝ ２∫
π

０
ｄ犤∫

牃（１＋ｃｏｓ犤）

０
牜ｄ牜

＝∫
π

０
牃２（１＋ ｃｏｓ犤）２ｄ犤＝ ３

２π牃２．

物理应用公式

下文中犓代表曲线爧、曲面爳、平面区域爟、空间

区域爼．

【质量】密度为犱（爮）的物体犓的质量为牔犓＝∫犓
犱ｄ犓．

当 犓依次取曲线爧、曲面爳、平面区域爟、空间区域爼
时，有

牔爧＝∫爧
犱ｄ牞， 牔爳＝

爳

犱ｄ爳，
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牔爟 ＝
爟

犱ｄ犲， 牔爼 ＝
爼

犱ｄ爼．

【重心】密度为犱（爮）的物体犓的重心为爩（牨，牪，牫），
其中

牨＝ １
牔∫犓

牨犱ｄ犓， 牪＝ １
牔∫犓

牪犱ｄ犓，

牫＝ １
牔∫犓

牫犱ｄ犓．

牔是犓的质量，如犓＝爟为二维区域时，有

牨＝ １
牔

爟

牨犱ｄ犲， 牪＝ １
牔

爟

牪犱ｄ犲．

【转动惯量】物体犓绕着定轴爧的转动惯量为

爥爧＝∫犓
牆（爮，爧）２犱牋ｄ犓．

其中，犱是密度函数，牆（爮，爧）是点爮∈犓到直线爧的

距离，例如：

（１）设犓为平面区域，取爧为牪轴，则点爮（牨，牪）
到爧的距离的平方为牨２，从而物体爟关于牪轴的转动

惯量为

爥牪＝
爟

牨２犱牋ｄ牨ｄ牪．

类似地，物体爟关于牨轴的转动惯量为

爥牨＝
爟

牪２犱牋ｄ牨ｄ牪．

（２）设 犓＝爼为空间区域，取 爧为 牫轴，则

牆（爮，爧）２＝牨２＋牪２，物体爼关于牫轴的转动惯量为

爥牫＝
爼

（牨２＋ 牪２）犱牋ｄ牨ｄ牪ｄ牫．
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类似地，可以写出关于其他坐标轴的转动惯量．

【引力】三维物体犓对位于点爮０（牨０，牪０，牫０）的单位质

点所产生的引力为

┖＝
犓

牑犱牋
牜３ ┼ｄ爼，

其中，犱是犓的密度，┼＝爮０爮
→

，牜＝燏┼燏，牑为比例系数．
此处，向量函数的重积分约定为对分量的重积

分：


犓

｛爮，爯，爲｝ｄ爼＝ 
犓

爮ｄ爼，
犓

爯ｄ爼，
犓

｛ ｝爲ｄ爼 ．

【变力做功】在力场┖＝｛爮，爯，爲｝作用下，物体沿有

向曲线爧移动过程中系统做功大小为

爾 ＝∫爧
┖燈ｄ┼＝∫爧

爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪＋ 爲ｄ牫，

对于平面力场┖＝｛爮，爯｝，则有

爾 ＝∫爧
爮ｄ牨＋ 爯ｄ牪．

【【点拨１】】若┖是线单连通区域犓内的梯度场，┖

＝┇牣，从爛到爜的曲线爧爛爜位于犓内，则做功爾 与

路径无关，即有函数牣（牨，牪，牫），使得

∫爧爛爜
┖燈ｄ┼＝ 牣（爜）－ 牣（爛），

特别地， ∮爧
┖燈ｄ┼＝ ０．

【【点拨 ２】】若在应用问题中没有写出 ┖的表示

式，则可以依据条件，通过分别计算向量的模与单位

方向来构建┖＝燏┖燏┖０．
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例 设平面力场┖指向原点，┼＝牨┳＋牪┴，燏┖燏与

牜＝燏┼燏成正比．一质点沿椭圆牨２

牃２＋
牪２

牄２＝１从点（牃，０）

移动至点（０，牄），求┖对质点所做的功爾．
解 依题意有┖＝－牑┼，牑是正常数，于是

爾＝∫爧
┖燈ｄ┼＝－ 牑∫爧

牨ｄ牨＋ 牪ｄ牪

＝－ 牑
２∫爧

ｄ（牨２＋ 牪２）＝ 牑
２（牨２＋ 牪２）

（牃，０）

（０，牄）

＝ 牑
２（牃２－ 牄２）．

【通量】在流速场┦＝｛爮，爯，爲｝中，通过简单曲面爳
一侧的流量大小为

犎＝
爳

┖燈┸０ｄ爳＝
爳

爮ｄ牪ｄ牫＋ 爯ｄ牫ｄ牪＋ 爲ｄ牨ｄ牪．

【【点拨】】若┦是面单连通域 犓内的旋度场，┦＝

┇┄┉┖，曲面爳位于犓内，则通量犎只与爳的边界相关，
即

犎＝
爳

┦燈┸０ｄ爳＝∮爧
┖燈ｄ┼，

特别地， 
爳

┦·┸０ｄ爳＝０．
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第章 无 穷 级 数

． 数 项 级 数

大纲要求

理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和

的概念，掌握级数的基本性质及收敛的必要条件，掌

握几何级数及牘级数的收敛与发散的条件．掌握正

项级数收敛性的比较判别法和比值判别法，会用根

值判别法．掌握交错级数的莱布尼兹判别法．了解任

意项级数绝对收敛与条件收敛的概念以及绝对收敛

与收敛的关系．
注 数学二不要求本章．

知识点·点拨

【部分和】级数∑
∞

牕＝１
牃牕的前牕项之和爳牕＝∑

牕

牏＝１
牃牏称为此

级数的部分和．

【收敛与发散】若部分和数列爳牕收敛于实数爳，则称

级数∑
∞

牕＝１
牃牕收敛，和为爳．否则便称级数∑

∞

牕＝１
牃牕发散．

【收敛的必要条件】若∑
∞

牕＝１
牃牕收敛，则ｌｉｍ

牕→∞
牃牕＝０，进而

数列牃牕是有界数列．

【【点拨】】若级数的通项不趋于零，则级数一定发

散．



【常用级数及其敛散性】

（１）摆动级数：∑
∞

牕＝０
（－１）牕，发散；

（２）调和级数：∑
∞

牕＝１

１
牕，发散；

（３）等比级数：∑
∞

牕＝０
牜牕，当燏牜燏＜１时绝对收敛，其

他情形发散；

（４）牘级数：∑
∞

牕＝１

１
牕牘，当牘＞１时收敛，其他情形

发散．

【收敛级数的基本性质】设级数∑
∞

牕＝１
牃牕与∑

∞

牕＝１
牄牕皆收

敛，其和分别为爛与爜．

性质 对常数犜，犝，∑
∞

牕＝１
（犜牃牕＋犝牄牕）收敛，且其

和为犜爛＋犝爜．
性质 若牃牕≤牄牕（牕＝１，２，…），则

∑
∞

牕＝１
牃牕≤ ∑

∞

牕＝１
牄牕．

性质（结合律） 收敛级数 牃１＋牃２＋…＋牃牕

＋…中可任意地加括号而不影响其收敛性与和．

【【点拨】】发散级数加括号后有可能收敛，如摆动

级数．
性质 改变（或增减）收敛级数∑牃牕的有限

项，不影响其收敛性（但其和可能改变）．因此，级数

敛散性的研究可以从某项之后开始．
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【级数加括号问题】对级数中的各项实行加括号，会

产生新的级数．新级数与原级数的敛散关系如下：

（１）原级数收敛加括号级数收敛；

（２）加括号级数发散原级数发散；

（３）加括号级数收敛且原级数通项趋于零原

级数收敛．

【正项级数及其特点】当∑牃牕中每一项为非负时称

此级数为正项级数．它的部分和数列｛爳牕｝是单调增

加的．

【正项级数·收敛的充要条件】正项级数∑牃牕收敛

的充分必要条件是｛爳牕｝有上界．

【【点拨】】相对来说，判定有界性较容易，由此得

到一系列的敛散判别法．

【【子级数】】｛牃牕｝的子列构成的无穷级数称为

∑牃牕的子级数．收敛的正项级数的子级数也收敛．

【正项级数·比较判别法】若自某项之后有０≤牃牕≤

牄牕，则当∑牄牕收敛时，∑牃牕也收敛；当∑牃牕发散

时，∑牄牕也发散．
简言之，大的收敛小的收敛，小的发散大的

发散．

【正项级数·比阶法】通项是同阶无穷小量的两个

正项级数有相同的敛散性．

【【点 拨】】变 号 级 数 没 有 这 一 性 质．例 如，

牃牕＝（－１）牕

槡牕
与牄牕＝（－１）牕

槡牕
＋ １

牕
是等价无穷小量，但是
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∑牃牕收敛，∑牄牕发散（作为收敛级数与发散级数

的和）．

【正项级数· 积分判别法】设函数牊（牨）连续，则通

项牃牕＝牊 １槏 槕牕
单调减少时，正项级数∑牃牕与广义积

分∫
＋∞

１
牊（牨）ｄ牨有相同的敛散性．

【正项级数· 比值法】若ｌｉｍ
牕→∞

牃牕＋１

牃牕
＝牓，则正项级数

∑牃牕当牓＜１时收敛，当牓＞１时发散．

【正项级数· 根值法】若ｌｉｍ
牕→∞

牕
牃槡 牕＝牓，则正项级数

∑牃牕当牓＜１时收敛，当牓＞１时发散．

【【点拨１】】当上述两个判别法中的牓＝１时，级数

既可能是收敛的，如∑ １
牕２，也可能是发散的，如

∑ １
牕．

【【点拨２】】通常，比值法适合于通项中出现阶乘

记号的级数．根值法适合于出现牕次幂的情形．

【变号级数】含有无限多个正项及无限多个负项的

级数．

【绝对收敛】若级数∑燏牃牕燏收敛，则称级数∑牃牕绝

对收敛．

【绝对收敛定理】若级数∑牃牕绝对收敛，即∑燏牃牕燏

收敛，则级数∑牃牕收敛．

【【点拨】】若根据比值法得出∑燏牃牕燏发散，则可以

断定∑牃牕发散（因为燏牃牕燏单调增加，使得 牃牕不趋
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于０）．

【条件收敛】若级数∑燏牃牕燏发散，同时级数∑牃牕收

敛，则称∑牃牕为条件收敛．

【变号级数的叠加性质】
绝对收敛＋绝对收敛＝绝对收敛；
绝对收敛＋条件收敛＝条件收敛；
条件收敛＋条件收敛＝收敛．

【莱布尼兹判别法】当牃牕单调减少且趋于零时，交错

级数∑（－１）牕牃牕为收敛级数．

常见题型·应对
【判定级数敛散的一般流程】首先观察通项是否趋

于零，是则继续，否则级数发散；然后观察通项是否

变号，不变号则归于正项级数问题，否则归于变号级

数问题；最后再分别判定．

【正项级数判敛散】如果通项中含有阶乘、牕次幂，可

以考虑比值法或根值法；如果通项是 １
牕
的函数，可

以考虑比阶法转化成已知的牘级数问题；还可以用

比较判别法，进行适当的放大或缩小处理．

【变号级数判敛散】首先考虑对应的绝对值级数的

敛散性，收敛时级数为绝对收敛，发散时则不能下结

论．如果是交错级数，便调用莱布尼兹判别法，若判

得收敛，便结合绝对值级数的发散性，说此级数条件

收敛．如果不是交错级数，则可以考虑加括号判别法

或者部分和方法．

【适合于部分和方法的问题】
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（１）如果要计算数项级数的和，便不允许有误

差，此时多使用部分和法．

例 ∑
∞

牕＝２
ｌｎ １－ １

牕槏 槕２

＝ｌｉｍ
牕→∞∑

牕

牑＝２
［ｌｎ（牑＋１）＋ｌｎ（牑－１）－２ｌｎ牑］

＝ｌｉｍ
牕→∞

［ｌｎ（牕＋１）－ｌｎ牕＋ｌｎ２］

＝ｌｎ２．

（２）如果通项中出现相邻两项的差，则部分和

比较容易化简．例如，级数∑
∞

牕＝１
（牨牕＋１－牨牕）当数列｛牨牕｝

收敛时收敛．

【适合于分项法的问题】将通项分为几项之和，逐项

考虑敛散性．例如通项为

牃牕＝ （－ １）牕 槡牕－ （－ １）牕

牕－ １

＝ （－ １）牕 槡牕
牕－ １－ １

牕－ １

的级数，由于级数∑（－１）牕 槡牕
牕－１
收敛，∑ １

牕－１
发

散，考虑到“收敛＋发散＝发散”，故级数∑牃牕发散．

【通项中含有定积分的问题】直接求出定积分往往

较难．可先考虑对被积函数进行放大或缩小处理，再

使用正项级数的比较判别法进行判定．

例 判定∑∫
π
牕

０

ｓｉｎ牨
１＋牨ｄ牨
的敛散性．

解 被积函数为分式，缩小分母变形：
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０≤∫
π
２

０

ｓｉｎ牨
１＋ 牨ｄ牨≤∫

π
牕

０
ｓｉｎ牨ｄ牨

＝ １－ ｃｏｓπ
牕～ π２

２燈１
牕２．

由 于∑ １
牕２ 收 敛，故 与 之 同 阶 的 正 项 级 数

∑ １－ｃｏｓπ槏 槕牕
也收敛，从而通项较小的原级数也

收敛．

例 判定级数∑∫
１

０
牨牕ａｒｃｔａｎ牨ｄ牨的敛散性．

解 直接积分与直接放大都不易进行，先做等
式变形：

∫
１

０
牨牕ａｒｃｔａｎ牨ｄ牨

＝∫
１

０
ａｒｃｔａｎ牨ｄ牨牕＋１

牕＋ １

＝ 牨牕＋１

牕＋ １ａｒｃｔａｎ牨燏
１
０－∫

１

０

牨牕＋１

１＋ 牨２燈
１

牕＋ １ｄ牨

＝ π
４燈 １

牕＋ １－ １
牕＋ １∫

１

０

牨牕＋１

１＋ 牨２ｄ牨．

于是所论级数的通项分为两项之和，一项是

牃牕＝ π
４· １

牕＋１，

它对应的级数发散；另一项是

牄牕＝ １
牕＋１∫

１

０

牨牕＋１

１＋牨２ｄ牨．

由于

０＜ １
牕＋１∫

１

０

牨牕＋１

１＋牨２ｄ牨＜
１

牕＋１∫
１

０
牨牕＋１ｄ牨～ １

牕２，

故牄牕对应的级数收敛，从而原级数发散．

·１５１·第７章 无 穷 级 数



． 幂 级 数

大纲要求

了解函数项级数的收敛域及和函数的概念．理

解幂级数收敛半径的概念，并掌握幂级数的收敛半

径、收敛区间及收敛域的求法．了解幂级数在其收敛

区间内的一些基本性质（和函数的连续性、逐项微分

和逐项积分），会求一些幂级数在收敛区间内的和函

数，并会由此求出某些数项级数的和．了解函数展开

为泰勒级数的充分必要条件．掌握 ｅ牨，ｌｎ（１＋牨），

ｓｉｎ牨，ｃｏｓ牨，（１＋牨）犜的麦克劳林展开式，会用它们将

一些简单函数间接展开成幂级数．

知识点·点拨

【幂级数】一般形式为∑
∞

牕＝０
牃牕（牨－牨０）牕，标准形式为

∑
∞

牕＝０
牃牕牨牕．通过代换牠＝牨－牨０，可以将一般形式化作标

准形式．

【收敛点与发散点】若牨＝牃时幂级数收敛，则称牃为

幂级数的收敛点，否则称牃为发散点．

【收敛域】幂级数收敛点的全体构成的集合．

【收敛半径与收敛区间】若幂级数∑
∞

牕＝０
牃牕（牨－牨０）牕的

收敛域不是｛牨０｝，也不是（－∞，＋∞），则存在正数爲

（称为收敛半径）和开区间（牨０－爲，牨０＋爲）（称为收

敛区间），使得
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（１）在收敛区间内幂级数是绝对收敛；

（２）在收敛区间的端点处，其敛散性不定，如果

幂级数在点牨＝牃处是条件收敛，则该点一定是收敛

区间的端点；

（３）在区间［牨０－爲，牨０＋爲］之外幂级数发散，如

图７１１所示．

图７１１

【【点拨】】收敛区间不一定与收敛域相同．

【收敛半径的计算】收敛半径爲的计算公式为

爲＝ ｌｉｍ
牕→∞

牃牕

牃牕＋１
＝ ｌｉｍ

牕→∞

１
牕
燏牃牕槡 燏

．

【【点拨１】】对形为∑
∞

牕＝０
牃牕（牨－牨０）牕和∑

∞

牕＝０
牃牕牨２牕的幂

级数，应当作代换牪＝牨－牨０和牪＝牨２，化作标准形式的

幂级数后求得关于牪的收敛范围，再还原成牨的范围．

【【点拨２】】使用比值法讨论幂级数的绝对收敛范

围也可以得到收敛半径．

【和函数】幂级数在收敛域上的和，记作爳（牨），其定

义域便是收敛域．

【逐项求导公式】设爟是收敛区间，则

∑
∞

牕＝０
牃牕牨槏 槕牕 ′＝ ∑

∞

牕＝１
牕牃牕牨牕－１，其中 牨∈ 爟．

【逐项求积公式】设爟是收敛域，则
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∫
牄

牃 ∑
∞

牕＝０
牃牕牨槏 槕牕 ｄ牨＝ ∑

∞

牕＝０∫
牄

牃
牃牕牨牕ｄ牨，

其中，［牃，牄］爟．

【收敛半径的不变性】幂级数∑
∞

牕＝０
牃牕（牨－牨０）牕经过求

导或积分之后收敛半径不会改变．

【收敛端点的可变性】幂级数积分之后，发散的端点

可能会收敛；而求导之后收敛的端点可能会发散．例

如，∑
∞

牕＝１
（－１）牕牨牕

牕
在收敛区间的端点牨＝１处收敛，但

是其导数∑
∞

牕＝１
（－１）牕牨牕－１在该点发散．

【泰勒级数】设函数牊（牨）在包含牨０的某区间内无限

次可微，则级数

∑
∞

牕＝０

牊（牕）（牨０）
牕！ （牨－ 牨０）牕

称为牊（牨）在点牨０的泰勒级数．

【【点拨】】泰勒级数不一定收敛．

【麦克劳林级数】即牨０＝０时的泰勒级数．

【幂级数展开定理】设函数牊（牨）在包含牨０的某个邻

域爤内无限次可微，则牊（牨）在该邻域内能展开成泰

勒级数的充分必要条件是

ｌｉｍ
牕→∞

牊（牕＋１）［牨０＋ 犤（牨－ 牨０）］
（牕＋ １）！ （牨－ 牨０）牕＋１＝ ０，

牨∈ 爤， ０＜ 犤＜ １，
此条件满足时，在邻域爤上成立

牊（牨）＝∑
∞

牕＝０

牊（牕）（牨０）
牕！ （牨－牨０）牕．
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常见题型·应对
【收敛域概念问题】直接计算幂级数的收敛区间或

收敛域．难点在于讨论端点的敛散性．记住，条件收

敛只能在收敛区间的端点发生，收敛区间内部的点

都是绝对收敛点．以下两个填空题比较典型．

例  若幂级数∑
∞

牕＝１
牃牕（牨－１）牕在 牨＝－１处收

敛，则此级数在牨＝２处绝对收敛．

例 若幂级数∑
∞

牕＝１
牃牕（牨－牨０）牕在点牨＝１，牨＝５

处都是条件收敛，则［１，５］为收敛域，且牨０＝３．

【展开为幂级数·借助已有展开式和积分】

例 ｌｎ（２＋牨）＝∫
牨

０

１
２＋牠ｄ牠＋ｌｎ２

＝ １
２∫

牨

０

１
１－（－牠燉２）ｄ牠＋ｌｎ２

＝ １
２∫

牨

０∑
∞

牕＝０

－牠槏 槕２

牕

ｄ牠＋ｌｎ２

＝ １
２∑

∞

牕＝０∫
牨

０

－牠槏 槕２

牕

ｄ牠＋ｌｎ２

＝∑
∞

牕＝０
（－１）牕· 牨牕＋１

２牕＋１（牕＋１）＋ｌｎ２，

－２＜牨≤２．

【展开为幂级数·借助已有展开式和导数】

例 １
（１－牨）２＝

１槏 槕１－牨
′＝ ∑

∞

牕＝１
牨槏 槕牕 ′

＝∑
∞

牕＝１
牕牨牕－１， 燏牨燏＜１．
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【展开为幂级数·借助已有展开式和因式分解】

例 １
２＋牨－牨２＝

１
３

１
１＋牨＋

１槏 槕２－牨

＝ １
３· １

１＋牨＋
１
６· １

１－（牨燉２）

＝ １
３∑

∞

牕＝０
（－１）牕牨牕＋ １

６∑
∞

牕＝０

牨槏 槕２

牕

＝∑
∞

牕＝０

１
３ （－１）牕＋ １

２［ ］牕＋１ 牨牕， 燏牨燏＜１．

【在非零点的展开式·平移代换】通过代换牠＝牨－

牨０，可以将麦克劳林公式应用到非零点的展开问题

中．
例 求ｌｎ牨在牨＝３的幂级数展开式．
解 代换牠＝牨－３（使牨＝３时，牠＝０），得

ｌｎ牨＝ｌｎ（３＋牠）＝ｌｎ３ １＋ 牠槏 槕３ ＝ｌｎ３＋ｌｎ １＋ 牠槏 槕３

＝ｌｎ３＋∑
∞

牕＝０
（－１）牕 １

牕＋１
牠槏 槕３

牕＋１ 牠
３槏 槕＜１

＝ｌｎ３∑
∞

牕＝１

（－１）牕

牕＋１
１

３牕＋１（牨＋３）牕＋１ （燏牨－３燏＜３）

＝ｌｎ３＋∑
∞

牕＝１

（－１）牕＋１

牕·３牕 （牨－３）牕， ０＜牨≤６．

例 求 １
１＋牨
在牨＝３的幂级数展开式．

解 代换牠＝牨－３，得

１
１＋ 牨＝

１
４＋ 牠＝

１
４燈 １

１－ （－ 牠燉４）

＝ １
４∑

∞

牕＝０

（－ １）牕

４牕 牠牕 牠
４槏 槕＜ １
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＝ １
４∑

∞

牕＝０

（－ １）牕

４牕 （牨－ ３）牕， － １＜ 牨＜ ７．

【幂级数求和·借助已有公式和导数】

例 求∑
∞

牕＝１
牕牨牕的和函数爳（牨）．

解 爳（牨）＝∑
∞

牕＝１
牨（牨牕）′＝牨 ∑

∞

牕＝１
牨槏 槕牕 ′

＝牨 ∑
∞

牕＝０
牨牕槏 槕－１ ′＝牨 １

１－牨槏 槕－１ ′

＝ 牨
（１－牨）２， 燏牨燏＜１．

【幂级数求和·借助已有公式与积分】

例 求∑
∞

牕＝１

牨２牕

牕
的和函数爳（牨）．

解 爳（牨）＝∑
∞

牕＝１∫
牨２

０
牠牕－１ｄ牠＝∫

牨２

０ ∑
∞

牕＝２
牠槏 槕牕－１ ｄ牠

＝∫
牨２

０

１
１－牠ｄ牠＝－ｌｎ（１－牠）

牨２

０

＝－ｌｎ（１－牨２）， －１＜牨＜１．

【幂级数求和·系数拆分】

例 求∑
∞

牕＝１
牕２牨２的和函数爳（牨）．

解 作分解牕２＝（牕＋１）牕－牕，则

爳（牨）＝ 牨∑
∞

牕＝１
（牕＋ １）牕牨牕－１－ 牨∑

∞

牕＝１
牕牨牕－１

＝ 牨 ∑
∞

牕＝１
牨槏 槕牕＋１ ″－ 牨∑

∞

牕＝１
牨槏 槕牕 ′
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＝ 牨 １
１－ 牨槏 槕－ １－ 牨 ″－ 牨 １

１－ 牨槏 槕－ １ ′

＝ 牨（１＋ 牨）
（１－ 牨）３， 燏牨燏＜ １．

例 求∑
∞

牕＝２

牨牕

牕（牕－１）
的和函数爳（牨）．

解 作分解 １
牕（牕－１）＝

１
牕－１－

１
牕，则

爳（牨）＝ ∑
∞

牕＝２

牨牕

牕－ １－ ∑
∞

牕＝２

牨牕

牕

＝ 牨∑
∞

牕＝２

牨牕

牕－ ∑
∞

牕＝１

牨牕

牕＋ 牨

＝ （牨－ １）［－ ｌｎ（１－ 牨）］＋ 牨．

【幂级数求和·微分方程】

例 求爳（牨）＝∑
∞

牕＝０

牨２牕

（２牕）！．

解 爳（牨）＝１＋ １
２牨２＋ １

４！牨
４＋ １

６！牨
６＋…，

爳′（牨）＝ 牨＋ １
３！牨

３＋ １
５！牨

５＋ …，

爳″（牨）＝ １＋ １
２！牨

２＋ １
４！牨

４＋ …，

故爳″（牨）＝爳（牨），且爳（０）＝１，爳′（０）＝０，故得

爳（牨）＝ １
２（ｅ牨＋ ｅ－牨）．

注 构建爳′（牨）＋爳（牨）＝ｅ牨，爳（０）＝１，也可以求

得和函数．

【数项级数求和问题】通常是结合幂级数求和或者

三角级数展开问题出现．代入收敛域内适当的值便
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可以由和函数中求得数项级数的和．

【常用幂级数展开式】

１
１－牨＝∑

∞

牕＝０
牨牕， 燏牨燏＜１；

ｅ牨＝∑
∞

牕＝０

牨牕

牕！， 燏牨燏＜＋∞；

ｓｉｎ牨＝∑
∞

牕＝０
（－１）牕 牨２牕＋１

（２牕＋１）！， 燏牨燏＜＋∞；

ｃｏｓ牨＝∑
∞

牕＝０
（－１）牕 牨２牕

（２牕）！， 燏牨燏＜＋∞；

ｌｎ（１＋牨）＝∑
∞

牕＝１
（－１）牕＋１牨牕

牕， －１＜牨≤１；

ａｒｃｔａｎ牨＝∑
∞

牕＝０
（－１）牕 牨２牕＋１

２牕＋１， －１≤牨≤１．

【常用幂级数求和公式】

∑
∞

牕＝０
牨牕＝ １

１－牨， 燏牨燏＜１；

∑
∞

牕＝１
牕牨牕＝ 牨

（１－牨）２， 燏牨燏＜１；

∑
∞

牕＝１

牨牕

牕＝－ｌｎ（１－牨）， －１≤牨＜１；

∑
∞

牕＝０

牨牕

牕！＝ｅ牨， －∞＜牨＜＋∞．
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． 傅里叶级数

大纲要求

了解傅里叶级数的概念和狄利克雷收敛定理，
会将定义在［－牓，牓］上的函数展开为傅里叶级数，会

将定义在［０，牓］上的函数展开为正弦级数与余弦级

数，会写出傅里叶级数的和的表达式．

知识点·点拨
【三角级数】以爴＝２牓为周期的正弦函数和余弦函数

构成的如下函数项级数：

牃０

２＋ ∑
∞

牕＝１
牃牕ｃｏｓ牕π牨牓 ＋ 牄牕ｓｉｎ牕π牨槏 槕牓 ．

【函数牊（牨）的傅里叶系数】设牊（牨）在区间［－牓，牓］上

可积．以下系数称为牊（牨）的傅里叶系数：

牃牕＝ １
牓∫

牓

－牓
牊（牨）ｃｏｓ牕π牨牓ｄ牨， 牕≥ ０，

牄牕＝ １
牓∫

牓

－牓
牊（牨）ｓｉｎ牕π牨

牓ｄ牨， 牕≥ １．

【函数牊（牨）的傅里叶级数】使用牊（牨）的傅里叶系数

构成的三角级数：

牃０

２＋ ∑
∞

牕＝１
牃牕ｃｏｓ牕π牨牓 ＋ 牄牕ｓｉｎ牕π牨槏 槕牓 ．

【【点拨】】由傅里叶系数看出：奇函数的傅里叶级

数中只出现正弦函数，偶函数的傅里叶级数中只出

现余弦函数．

【狄利克雷收敛定理】设牊（牨）在［－牓，牓］上①分段单
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调，②分段连续，则其傅里叶级数处处收敛，且傅里

叶级数的和函数爳（牨）以爴＝２牓为周期．在［－牓，牓］上

有

爳（牨）＝

牊（牨）， －牓＜牨＜牓，牊在牨连续；

牊（牨－）＋牊（牨＋）
２ ， －牓＜牨＜牓，牊在牨间断；

牊（－牓＋）＋牊（牓－）
２

烅

烄

烆 ， 牨＝±牓．

【三种形式的傅里叶级数展开问题】

（１）标准展开．将对称区间［－牓，牓］上函数牊（牨）
展开成标准形式

牃０

２＋ ∑
∞

牕＝１
牃牕ｃｏｓ牕π牨牓 ＋ 牄牕ｓｉｎ牕π牨槏 槕牓 ．

（２）正弦展开．将［０，牓］上牊（牨）展开成正弦级数

∑
∞

牕＝１
牄牕ｓｉｎ牕π牨

牓．

（３）余弦展开．将［０，牓］上牊（牨）展开成余弦级数

牃０

２＋ ∑
∞

牕＝１
牃牕ｃｏｓ牕π牨牓．

【【点拨１】】三种展开方式的系数计算公式相同．
其 中，正弦展开是将［０，牓］上函数 牊（牨）奇延拓至

［－牓，牓］上后再展开，从而

牃牕＝ ０， 牄牕＝ ２
牓∫

牓

０
牊（牨）ｓｉｎ牕π牨

牓ｄ牨，

余弦展开是将［０，牓］上函数牊（牨）偶延拓至［－牓，牓］上

后再展开，从而

牄牕＝ ０， 牃牕＝ ２
牓∫

牓

０
牊（牨）ｃｏｓ牕π牨牓ｄ牨．

【【点拨２】】三种展开方式的和函数爳（牨）一定要
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在对称区间［－牓，牓］上对被展函数牊（牨）或延拓函数

依狄利克雷收敛定理建立（借助几何作图）．

常见题型·应对
【考察收敛定理】要求写出和函数爳（牨）在［－牓，牓］内

或者（利用爳（牨）以２牓为周期的周期性）在［－牓，牓］外

某点的函数值．

【【点拨】】根据条件弄清是哪一种展开方式，在对

称区间上依据狄利克雷收敛定理解决．

例 设函数牊（牨）＝
２， －１＜牨≤０，

牨２｛ ， ０＜牨≤１，
其图形

如图７３１所示．爳（牨）是牊（牨）在［－１，１］上的傅里叶

级数 牃０

２＋∑
∞

牕＝１
（牃牕ｃｏｓ牕π牨＋牄牕ｓｉｎ牕π牨）的和函数，则

爳（０）＝１，爳（１）＝爳（－１）＝ ３
２，爳槏 槕５

２ ＝爳槏 槕１
２ ＝

１
４（利用和函数的周期性）．

图７３１

例  设牊（牨）＝牨２，０＜牨＜１，其图形如图７３２
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所示．

牄牕＝ １
２∫

１

０
牊（牨）ｓｉｎ牕π牨ｄ牨， 牕≥ １，

爳（牨）＝ ∑
∞

牕＝１
牄牕ｓｉｎ牕π牨，

则可推知爳（牨）是牊（牨）在（０，１）内的正弦级数．从而

爳 －槏 槕１
２ ＝－ １

４， 爳（０）＝爳（１）＝０．

图７３２

【单个系数计算】要求计算某个牃牕或牄牕．

例 设牊（牨）＝π牨＋牨２（－π≤牨≤π）的展开式为

牃０

２＋∑
∞

牕＝１
（牃牕ｃｏｓ牕牨＋牄牕ｓｉｎ牕牨），求牄３．

解 牄３＝ １
π∫

π

－π
牊（牨）ｓｉｎ３牨ｄ牨

＝ １
π∫

π

－π
π牨ｓｉｎ３牨ｄ牨＋０＝２π

３．

【展开为傅里叶级数】

例 将牊（牨）＝
０， －π≤牨＜０，｛牨， ０＜牨≤π

在［－π，π］上

展开为傅里叶级数．
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解 牃牕＝ １
π∫

π

－π
牊（牨）ｃｏｓ牕牨ｄ牨

＝∫
π

０
牨ｃｏｓ牕牨ｄ牨＝（－１）牕－１

牕２π ，

牃０＝ １
π∫

π

－π
牊（牨）ｄ牨＝ １

π牨ｄ牨＝ π
２，

牄牕＝ １
π∫

π

－π
牊（牨）ｓｉｎ牕牨ｄ牨

＝ １
π∫

π

０
牨ｓｉｎ牕牨ｄ牨＝ （－ １）牕－１

牕 ，

和函数为 爳（牨）＝
牊（牨）， 燏牨燏＜π，｛π燉２， 牨＝±π．

故所求展开式为

牊（牨）＝ π
４＋∑

∞

牕＝１

（－１）牕－１
牕２π［ ｃｏｓ牕牨

＋（－１）牕－１

牕 ］ｓｉｎ牕牨 （燏牨燏＜π）．

【展开为正弦级数】
例 将［０，π］上函数牊（牨）＝牨＋１展开为仅有正

弦函数的傅里叶级数（称为正弦级数）．
解 构造［－π，π］上的奇函数 爡（牨），使它在

（０，π］上与牊（牨）一致．再求［－π，π］上爡（牨）的傅里叶

级数，由于牃牕＝０，故得到的三角级数中无余弦成分．
写出其和函数爳（牨）后，截取在［０，π］上的结果，亦即

牄牕＝ １
π∫

π

－π
爡（牨）ｓｉｎ牕牨ｄ牨＝ ２

π∫
π

０
爡（牨）ｓｉｎ牨ｄ牨

＝ ２
π∫

π

０
牊（牨）ｓｉｎ牕牨ｄ牨＝ ２

π∫
π

０
（牨＋１）ｓｉｎ牕牨ｄ牨

＝ ２
牕π［１－（π＋１）（－１）牕］， 牕≥１．
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在［０，π］上的和函数为

爳（牨）＝
牨＋ １， ０＜ 牨＜ π，｛ ０， 牨＝ ０，π．

故所求的展开式为

牊（牨）＝ ２
π∑

∞

牕＝１

１－ （π＋ １）（－ １）牕

牕 ｓｉｎ牕牨

（０＜ 牨＜ π）

【展开为余弦级数】
例 将［０，π］上函数牊（牨）＝牨＋１展开为仅有余

弦函数的傅里叶级数（称为余弦级数）．
解 构造［－π，π］上的偶函数 爡（牨），使它在

（０，π］上与牊（牨）一致．再求［－π，π］上爡（牨）的傅里

叶级数，由于牄牕＝０，故得到的级数是余弦级数，写出

其和函数后，截取在［０，π］上的结果，亦即

牃牕＝ １
π∫

π

－π
爡（牨）ｃｏｓ牕牨ｄ牨＝ ２

π∫
π

０
爡（牨）ｃｏｓ牕牨ｄ牨

＝ ２
π∫

π

０
牊（牨）ｃｏｓ牕牨ｄ牨＝ ２

π∫
π

０
（牨＋１）ｃｏｓ牕牨ｄ牨

＝２［（－１）牕－１］
牕２π ， 牕≥１；

牃０＝ ２
π∫

π

０
（牨＋１）ｄ牨＝π＋２．

在［０，π］上的和函数为爳（牨）＝牊（牨）．
故所求展开式为

牊（牨）＝ １＋ π
２－ ４

π∑
∞

牕＝１

１
（２牕－ １）２ｃｏｓ（２牕－ １）牨

（０≤ 牨≤ π）．
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第章 常微分方程

大纲要求

了解微分方程及其解、阶、通解、初始条件和特

解等概念．掌握变量可分离的微分方程及一阶线性

微分方程的解法．会解齐次微分方程、贝努利方程和

全微分方程，会用简单的变量代换解某些微分方程．
会用降阶法解下列微分方程：

牪″＝ 牊（牨），牪″＝ 牊（牨，牪′），牪″＝ 牊（牪，牪′）．
理解线性微分方程解的性质及解的结构．掌握

二阶常系数齐次线性微分方程的解法，会解某些高

于二阶的常系数齐次线性微分方程．会解自由项为

多项式、指数函数、正弦函数、余弦函数，以及它们的

和与积的二阶常系数非齐次线性微分方程．会解欧

拉方程．会用微分方程解决一些简单的应用问题．
注 数学二不要求贝努利方程、全微分方程．

． 一阶微分方程

知识点·点拨
【一阶微分方程】 含有未知函数牪（牨）的导数牪′（牨）
的等式，如

牪′＝ 牊（牨，牪），
或 牃（牨，牪）ｄ牨＋ 牄（牨，牪）ｄ牪＝ ０．
常见的一阶微分方程有：可分离变量方程、齐次方

程、线性方程、贝努利方程、全微分方程．



【一阶微分方程的通解】满足所给方程的，含有一个

任意常数的可微函数：

牪＝ 牪（牨，爞）．

【一阶微分方程的定解】将定解条件牪（牨０）＝牪０代入

通解后可求出任意常数的值，从而得出的解．

【一阶可分离方程及其求解】形式为

牪′＝ 牊（牨）牋（牪）．

【【求通解】】分离变量使方程为牃（牨）ｄ牨＝牄（牪）ｄ牪，
作不定积分

∫牃（牨）ｄ牨＝∫牄（牪）ｄ牪，

即得通解．

【【求定解】】若定解条件为牪（牨０）＝牪０，则分离变量

后作变限积分

∫
牨

牨０
牃（牨）ｄ牨＝∫

牪

牪０
牄（牪）ｄ牪，

即得定解．

【一阶线性微分方程及其求解】标准形式为

牪′＋ 牃（牨）牪＝ 牄（牨）．

【【求通解】】取爛（牨），使爛′（牨）＝牃（牨），则通解为

牪（牨）＝ ｅ－爛（牨）∫牄（牨）ｅ爛（牨）［ ］ｄ牨＋ 爞

或 牪（牨）＝ ｅ－爛（牨）∫
牨

牨０
牄（牠）ｅ爛（牠）［ ］ｄ牠＋ 爞 ．

【【定解】】若牪（牨０）＝牪０，则定解可写为

牪＝ ｅ－爛（牨）∫
牨

牨０
牄（牠）ｅ爛（牠）ｄ牠＋ 牪０ｅ爛（牨０［ ］） ．
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【【点拨 １】】如果以 牪为因变量时方程不是线性

的，换作牨为因变量便有可能是线性的．例如，微分

方程

牪′（牨＋ ｅ牪）＝ １，
交换牨，牪的地位后，便是函数牨（牪）的线性微分方程

ｄ牨
ｄ牪－ 牨＝ ｅ牪．

【【点拨２】】若所给方程既是线性方程，又是其他

类型时，应当首选线性方程的通解公式法．

【【点拨３】】在需要进一步讨论解函数的极限、不

等式时，如果通解公式中积分不能求出，则使用变上

限积分表示通解．
例 求方程 牪′＋牃牪＝牊（牨），牪（０）＝０的解，当

燏牊（牨）燏≤牑（牨＞０）时，估计解函数的大小．
解 取爛（牨）＝牃牨，则定解为

牪＝ ｅ－牃牨∫
牨

０
牊（牨）ｅ牃牨［ ］ｄ牨＋ ０

＝ ｅ－牃牨∫
牨

０
牊（牨）ｅ牃牨ｄ牨，

由于燏牊（牨）燏≤牑（牨＞０），故有

燏牪（牨）燏≤ ｅ－牃牨∫
牨

０
燏牊（牨）燏ｅ牃牨ｄ牨

≤ 牑ｅ－牃牨∫
牨

０
ｅ牃牨ｄ牨

＝ 牑
牃ｅ－牃牨（ｅ牃牨－ １）＝ 牑

牃（１－ ｅ－牃牨）．

【齐次方程及其求解】形式为 牪′＝牊槏 槕牪
牨 ．
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【【求解】】引入新的函数变量牣＝ 牪
牨
后，变成可分

离方程

ｄ牣
牊（牣）－ 牣＝ ｄ牨

牨．

【贝努利方程及其求解】标准形式为

牪′＋ 牃（牨）牪＝ 牄（牨）牪牕 （牕≠ ０，１）．

【【求解】】引入新的函数变量牣＝牪１－牕后，可变成线

性微分方程

１
１－ 牕牣′＋ 牃（牨）牣＝ 牄（牨）．

【全微分方程及其求解】标准形式为

牘（牨，牪）ｄ牨＋ 牚（牨，牪）ｄ牪＝ ０，
其中 牚牨（牨，牪）＝ 牘牪（牨，牪）．

【【解法１】】通过凑微分，求得函数牣（牨，牪），使得

ｄ牣（牨，牪）＝牘（牨，牪）ｄ牨＋牚（牨，牪）ｄ牪，
通解为牣（牨，牪）＝爞．

【【解法２】】通过变上限线积分，求得函数

牣（牨，牪）＝∫
（牨，牪）

（牨０，牪０）
牘（牨，牪）ｄ牨＋ 牚（牨，牪）ｄ牪，

通解为 牣（牨，牪）＝爞．

【积分方程及其求解】含有未知函数的变限积分的

方程称为积分方程．

【【求解要点】】（１）通过求导来消除积分，转换为

微分方程后求解；（２）求导数之前尽可能将积分孤

立，以便求导后能够消去积分；（３）取牨为特殊的值，
试着找初始条件．
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例 对于积分方程牊（牨）＋２∫
牨

０
牊（牨）ｄ牨＝牨２，首

先找到初始条件牊（０）＝０，再对积分方程求导，得线

性微分方程

牊′（牨）＋ ２牊（牨）＝ ２牨，

从中可以求得定解 牊（牨）＝牨－ １
２＋ １

２ｅ－２牨．

例 对于积分方程

牊（牨）＝ ｅ牨＋ ｅ牨∫
牨

０
牊２（牨）ｄ牨，

两边乘以ｅ－牨，然后求导

［ｅ－牨牊（牨）］′＝ １＋∫
牨

０
牊２［ ］（牨）ｄ牨 ′，

所得方程是贝努利方程

牊′（牨）－ 牊（牨）＝ ｅ牨牊２（牨）， 牊（０）＝ １，
可以求得定解为 牊（牨）＝２ｅ牨燉（３－ｅ２牨）．

． 二阶可降阶微分方程

【二阶微分方程】含有未知函数 牪（牨）的二阶导数

牪″（牨）的等式，如

牪″＝ 牊（牨，牪，牪′）．
常见的二阶微分方程有：常系数线性方程、可降阶方

程和欧拉方程．

【二阶微分方程的通解】满足所给方程的含有两个

任意常数的可微函数，即

牪＝ 牪（牨，爞１，爞２）．

【定解条件】二阶方程的定解条件为

牪（牨０）＝牪０， 牪′（牨０）＝牪１．
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【可降阶方程之一：缺因变量及其一阶导数】方程形

式： 牪″＝牊（牨）．

【【求解】】直接积分两次即得通解．
例 对于牪″＝ｃｏｓ牨，积分两次，得

牪′＝ ｓｉｎ牨＋ 爞１， 牪＝－ ｃｏｓ牨＋ 爞１牨＋ 爞２．

【可降阶方程之二：缺因变量】方程形式：

牪″＝牊（牨，牪′）．

【【求解】】令牘＝牪′，便化做未知函数牘（牨）的一阶

微分方程

牘′＝ 牊（牨，牘）．
例 对于牨牪″＋牪′＝４牨，令牘＝牪′，化做牘′＋牘燉牨

＝４，求得牘＝牪′＝２牨＋爞１燉牨，再积分得通解为

牪＝ 牨２＋ 爞１ｌｎ牨＋ 爞２．

【可降阶方程之三：缺自变量】方程形式：

牪″＝牊（牪，牪′）．

【【求解】】令牘＝牪′，便化做未知函数 牘（牪）的一阶

微分方程牘牘′＝牊（牪，牘）．
例 对于牪″＋牪′２＝牪，牪（０）＝３燉２，牪′（０）＝１，令

牘＝牪′，化做定解问题

牘牘′＋ 牘２＝ 牪， 牘（３燉２）＝ １，

可看做是牘２的线性方程，求解得牘 槡＝ 牪－１燉２，再解

定解问题

槡牪′＝ 牪－ １燉２， 牪（０）＝ ３燉２，
即得所求问题的解

牪＝ １
４（牨＋ ２）２＋ １

２．
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． 线性微分方程

【二阶线性微分方程】
齐次： 牪″＋牃（牨）牪′＋牄（牨）牪＝０；
非齐次： 牪″＋牃（牨）牪′＋牄（牨）牪＝牊（牨）．

【基本解·基本解组】二阶齐次线性微分方程

牪″＋ 牃（牨）牪′＋ 牄（牨）牪＝ ０
的两个不成比例的解函数称为该方程的基本解，它

们构成方程的基本解组．

【二阶齐次线性微分方程通解的结构】通解是两个

基本解牪１，牪２的线性组合：

牪齐 ＝ 爞１牪１＋ 爞２牪２，
其中，爞１，爞２是任意常数．

【二阶非齐次线性微分方程通解的结构】通解是相

应的齐次线性方程的通解与非齐次线性方程的任何

一个解函数的组合：

牪非齐 ＝ 爞１牪１＋ 爞２牪２＋ 牪，
其中，牪牏（牨）（牏＝１，２）是齐次线性方程的基本解，牪

是非齐次线性方程的特解．

【解的叠加原理】

【【非齐次】】设函数牪牏（牨）（牏＝１，２）是方程

牪″＋ 牃（牨）牪′＋ 牄（牨）牪＝ 牊牏（牨）， 牏＝ １，２
的解，牘，牚为常数，则牘牪１（牨）＋牚牪２（牨）是方程

牪″＋ 牃（牨）牪′＋ 牄（牨）牪＝ 牘牊１（牨）＋ 牚牊２（牨）
的解．

【【齐次】】设函数牪牏（牨）（牏＝１，２）是齐次方程
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牪″＋ 牃（牨）牪′＋ 牄（牨）牪＝ ０
的解，则牘牪１（牨）＋牚牪２（牨）还是同一方程的解．

【【非齐次方程的解与对应的齐次方程的解】】
非齐次线性方程的解＋齐次线性方程的解

＝非齐次线性方程的解；
非齐次线性方程的解－非齐次线性方程的解

＝齐次线性方程的解．

【特征方程·特征根】常系数线性微分方程

牪″＋ 牃牪′＋ 牄牪＝ 牊（牨）
的特征方程为 犧２＋牃犧＋牄＝０，它的根称为特征值或

特征根．

【二阶齐次线性微分方程的基本解求法】

特征根 基本解组

互异实根犧１，犧２ ｅ犧１牨，ｅ犧２牨

相等实根犧，犧 ｅ犧牨，牨ｅ犧牨

共轭复根犜±ｉ犝 ｅ犜牨ｃｏｓ犝牨，ｅ犜牨ｓｉｎ犝牨

【【点拨１】】若犧＝牃是特征根，则函数牪＝ｅ牃牨便是

齐次微分方程的解函数．

【【点拨２】】三阶以上的方程考的较少，其特征根

和基本解组可以类似地写出．

【二阶非齐次线性微分方程的特解求法】根据非齐

次项牊（牨）的特点，写出特解牪的待定形式并代入到

微分方程中，比较同次项的系数，列出方程求出待定

系数即得．
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【写牪待定形式的六字诀】
同类型：牪与牊（牨）是同类型的函数，如下表所

示．

牊（牨）的类型 牪的形式

２－３牨＋牨２ 爛＋爜牨＋爞牨２

牨ｅ３牨 （爛＋爜牨）ｅ３牨

ｓｉｎ３牨 爛ｓｉｎ３牨＋爜ｃｏｓ３牨

牨ｃｏｓ３牨 （爛＋爜牨）ｓｉｎ３牨＋（爞＋爟牨）ｃｏｓ３牨

ｅ２牨ｃｏｓ３牨 ｅ２牨（爛ｓｉｎ３牨＋爜ｃｏｓ３牨）

后调整：如果牪包含了对应的齐次方程的基本

解，则需要通过乘以牨来避开基本解，如果没有成功

便再乘以牨．
经过这两步之后，便得到待定的二阶非齐次线

性微分方程的特解待定形式．

【【点拨１】】牪中包含的多项式的系数是待定的，

牪中正弦函数部分与余弦函数部分是成对出现的，
缺一不可．

【【点拨２】】自由项函数牊（牨）必须是多项式、指数

函数、正弦函数、余弦函数，或者是它们的和与积．若

牊（牨）是以上形式的函数牊１（牨）与牊２（牨）的和，则可以

针对牊牏（牨）写出牪
牏（牏＝１，２），再以牪＝牪

１＋牪
２ 作为

特解的待定形式．

【二阶欧拉方程】以下形式的二阶变系数线性微分

方程

牃牨２牪″＋ 牄牨牪′＋ 牅牪＝ 牊（牨）
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称为欧拉方程．

【【求解要点】】通过自变量代换牨＝ｅ牠使得

牨牪′＝ 牪
燈
， 牨２牪″＝ 牪

燈燈
－ 牪

燈
，

函数牪（牨）的变系数线性微分方程便可以化作函数

牪（牠）的常系数线性微分方程（关于牠的导数记作牪
·
，牪
··
）

牃牪
燈燈
＋ （牄－ 牃）牪

燈
＋ 牅牪＝ 牊（ｅ牠）．

例 牨２牪″＋４牨牪′＋２牪＝０ （牨＞０）．
解 令牨＝ｅ牠，得到齐次常系数线性微分方程

牪
燈燈
＋ （４－ １）牪

燈
＋ ２牪＝ ０，

使用特征方程，可以求得通解为

牪＝ 爞１ｅ－牠＋ 爞２ｅ－２牠＝ 爞１
１
牨＋ 爞２

１
牨２．

例 牨２牪″＋２牪′＝１２ｌｎ牨．
解 令牨＝ｅ牠，得到非齐次常系数线性微分方程

牪
燈燈
＋ 牪

燈
＝ １２牠，

由犧２＋犧＝０，求得特征根为

犧１＝０， 犧２＝－１，
设牪＝（爛牠＋爜）牠，代入方程后得

２爛＋ 爜＋ ２爛牠＝ １２牠，
故爛＝６，爜＝－１２，方程通解为

牪＝ 爞１＋ 爞２ｅ－牠＋ （６牠－ １２）牠

＝ 爞１＋ 爞２
１
牨＋ ６（ｌｎ牨）２－ １２ｌｎ牨．

常见题型·应对
【变量互换问题】
例 将牨″＋（牪＋ｓｉｎ牨）（牨′）３＝０换作以牪为因变

·５７１·第８章 常微分方程



量的微分方程．并求在条件牪（０）＝０，牪′（０）＝ ３
２
下方

程的解．

解 将 牨′，牨″分 别 用 牪′，牪″表 示：牨′＝ １
牪′，

牨″＝－牪″
牪′３ （参见２．１节），回代后得线性微分方程

牪″－ 牪＝ ｓｉｎ牨，

通解为 牪＝爞１ｅ牨＋爞２ｅ－牨－ １
２ｓｉｎ牨，

定解为 牪＝ｅ牨－ｅ－牨－ １
２ｓｉｎ牨．

【由解函数构造二阶线性微分方程问题】
例 已知二阶非齐次线性微分方程的三个解

为牪１＝ｅ－牨，牪２＝２ｅ－２牨＋ｅ－牨，牪３＝３ｅ－３牨＋ｅ－牨，求此二

阶非齐次线性微分方程及其通解．
解 应用叠加原理，求出齐次方程的基本解组，

再设法推算出特征值 犧牏，得到特征方程后便可写出

齐次线性微分方程，再代入一个解函数，便可以定出

非齐次项牊（牨）．
由牪２－牪１＝２ｅ－２牨得齐次线性微分方程的解函数

及特征值：ｅ－２牨，犧＝－２．由牪３－牪１＝３ｅ－３牨得齐次线性

微分方程的另一个解函数及特征值：ｅ－３牨，犧＝－３．于

是，特征方程为

（犧＋ ２）（犧＋ ３）＝ 犧２＋ ５犧＋ ６＝ ０，
所求微分方程为

牪″＋５牪′＋６牪＝牊（牨），
最后代入牪１，得出非齐次项为
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牊（牨）＝ ｅ－牨－ ５ｅ－牨＋ ６ｅ－牨＝ ２ｅ－牨．
依据通解结构知，所求通解为

牪＝ 爞１ｅ－２牨＋ 爞２ｅ－３牨＋ ｅ－牨．
例  已知牪１＝牨，牪２＝１燉牨是某二阶齐次线性

微分方程的解函数，建立此微分方程．
解 牪＝爞１牨＋爞２燉牨，构成通解，故本题相当于

由通解求方程．通解两边对牨求导两次，即

牪′＝ 爞１－ 爞２燉牨２， 牪″＝ ２爞２燉牨３．
消去爞１，爞２便得到所求的二阶线性（变系数）微分方

程

牨２牪″＋ 牨牪′－ 牪＝ ０．

【微分方程的几何应用】将导数或变限积分应用到

题给的几何关系中便可得到未知函数的方程．

【【点拨１】】说曲线牪＝牪（牨）在点（１，２）与直线牪＝

３牨－１相切，意味着牪（１）＝２，牪′（１）＝３．

【【点拨２】】过点（牨，牪）的平面曲线牪＝牪（牨）的切

线方程爧为

牁－ 牪＝ 牪′（牨）（牀－ 牨）．
例 求下凸曲线牪＝牪（牨），使它在点（１，１）有

水平切线且在任意一点的曲率犦＝ １＋（牪′）槡 ２燉２牪２．
解 曲线下凸牪″≥０；在点（１，１）有水平切线

牪（１）＝１，牪′（１）＝０．从条件知，曲率

犦＝ 燏牪″燏
（１＋牪′２）３燉２＝

１＋牪′槡 ２

２牪２ ，

于是微分方程化作

２牪２牪″＝（１＋牪′２）２，
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属于缺自变量牨的可降阶方程．使用降阶法，可以求

得解函数为

牪＝１＋ １
４（牨－１）２．

例 设曲线牪＝牊（牨）在任意点（牨，牪）（牨＞０）的

切线在牪轴上的截距为牊（牨）在区间［０，牨］上的平均

值，建立该函数的微分方程．
解 曲线的切线在牪轴上的截距为牪－牨牪′，未

知函数在区间［０，牨］上的平均值为 １
牨∫

牨

０
牪（牠）ｄ牠，故所

求方程为

牪－ 牨牪′＝ １
牨∫

牨

０
牊（牠）ｄ牠

或 牪′＋ 牨牪″＝ ０．

【力学问题中的微分方程】依据牛顿第二定律 爡＝

牔牃建立的微分方程有以下三种：
求函数牤（牠）： 爡＝牔牤′（牠）；
求函数牞（牠）： 爡＝牔牞″（牠）；

求函数牤（牞）： 爡＝牔牤ｄ牤
ｄ牞．

已经考过的力学问题有：
下滑问题、浮力下降问题、振动问题、阻力运动

问题．

【依据告知的定律应用微分方程】题目会将所用的

定律告知，要做的是写成微分方程及求解．常见的定

律如下：

【【冷却定律】】 ｄ爴
ｄ牠＝牑（爴０－爴）， 牑＞０．
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【【衰减定律】】 ｄ牔
ｄ牠＝－牑牔， 牑＞０．

【【增长定律】】 ｄ牔
ｄ牠＝牑牔， 牑＞０．

【【传播定律】】 ｄ爫
ｄ牠＝牑爫（爧－爫）， 牑＞０．

【依据微元法建立微分方程】在时间微区间或空间

微区间上建立变量微元之间的恒等式，便得到所求

的微分方程．
例 某湖储水量为爼，每年流入含Ａ的污水量

是爼燉６，流入不含Ａ的污水量是爼燉６，流出的水量为

爼燉３．已知１９９９年湖中含Ａ为５牔０，超过了国家规定

标准．从 ２０００年初起，国家规定排入的含Ａ的污水

浓度不得高于牔０燉爼．问：至多经过多少年，湖中Ａ的

含量降至牔０以内？
解 设在时刻牠湖中含Ａ的量为牔（牠），则在时间

变量微元段［牠，牠＋ｄ牠］，湖水含 Ａ的浓度近似为

牔（牠）燉爼，于是考虑到湖水的流动，得出微元ｄ牔的均

衡关系式

ｄ牔（牠）＝
牔０

爼
爼
６ｄ牠－ 牔

爼
爼
３ｄ牠

＝ 牔０

６－ 牔槏 槕３ ｄ牠，

牔（０）＝５牔０，
减少量 ＝ 进入量 － 排出量．

解得 牔＝牔０

２ １＋９ｅ－
牠槏 槕３ ，

令 牔（爴）＝牔０，得 爴＝６ｌｎ３≈６．５（年），即至多经过

６ｌｎ３年，湖中Ａ的含量可降至牔０以内．
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第篇 线 性 代 数

第章 行 列 式

大纲要求

了解行列式的概念，掌握行列式的基本性质．会

用行列式的性质和按行（列）展开定理计算行列式．

知识点·点拨
【二阶行列式】称

爟＝
牃１１ 牃１２

牃２１ 牃２２
＝牃１１牃２２－牃１２牃２１

为二阶行列式．

【三阶行列式】称

爟＝

牃１１ 牃１２ 牃１３

牃２１ 牃２２ 牃２３

牃３１ 牃３２ 牃３３

＝牃１１牃２２牃３３＋牃１２牃２３牃３１＋牃１３牃２１牃３２

－牃１３牃２２牃３１－牃１２牃２１牃３３－牃１１牃２３牃３２

为三阶行列式．

【对角线】从左上角到右下角的对角线叫做主对角

线，从右上角到左下角的对角线叫做副对角线．

【排列】自然数１，２，…，牕按一定次序排成一排，称为



一个牕元排列，记为牏１牏２… 牏牕．１２… 牕称为自然排列．

牕元排列总共有牕！个．
例如，自然数１，２，３共有３！＝６个排列，我们用

牏１牏２牏３表示这６个排列中的某一个．

【逆序·逆序数】在一个牕元排列牏１牏２… 牏牕中，若一个

大的数排在一个小的数的前面，则称这两个数构成

一个逆序．一个排列中逆序个数的总和就称为这个

排列的逆序数，记为犳［牏１牏２… 牏牕］．
例 依次从后向前，数出前面比其大的数字的

个数，相加之后便是逆序数．于是

犳［３２４１］＝３＋０＋１＋０＝４，

犳［１３５２４］＝１＋２＋０＋０＋０＝３，

犳［牕牕－ １… ２１］

＝ （牕－ １）＋ （牕－ ２）＋ … ＋ ２＋ １＋ ０

＝ 牕（牕－ １）
２ ．

【奇排列·偶排列】若排列的逆序数为奇（偶）数，则

称此排列为奇（偶）排列．

【对换·邻换】一个排列中的某两个数的位置互换，
其余的数不动，就得到一个新的排列，称这样的变换

为一次对换，其中相邻两个数的对换称为邻换．

【对换性质】一次对换改变排列的奇偶性．此性质有

如下推论：

（１）任意一个牕元排列都可以经过一定次数的

对换变成自然排列，并且所作对换的次数与该排列

的逆序数有相同的奇偶性．

（２）在全体牕元排列的集合中，奇排列与偶排列
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各占一半．
【牕阶行列式】把 牕２个数 牃牏牐（牏＝１，２，…，牕；牐＝１，
２，…，牕）排成牕行牕列，按照下式

爟＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃牕牕

＝ ∑
［牏１牏２… 牏牕］

（－ １）犳［牏１牏２… 牏牕］牃１牏１牃２牏２… 牃牕牏牕

计算得到的一个数，称为 牕阶行列式，简记为 爟＝

ｄｅｔ（牃牏牐）或爟＝燏（牃牏牐）燏，其中 ∑
［牏１牏２… 牏牕］

表示对所有牕元排

列求和．
【【点拨】】定义式右边的每一项牃１牏１牃２牏２… 牃牕牏牕

中的

每 一个元取自爟中不同行不同列．当行下标按自然
顺序排列时，相应的列下标是１２… 牕的一个牕元排
列牏１牏２… 牏牕，若它是偶排列，则该排列对应的项取正
号；若是奇排列，则取负号，用（－１）犳［牏１牏２… 牏牕］表示．
例 下三角行列式

爟＝

牃１１

牃２１ 牃２２

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃牕牕

＝ 牃１１牃２２… 牃牕牕．

上三角行列式

爟＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２２ … 牃２牕

 

牃牕牕

＝ 牃１１牃２２…牃牕牕．

·２８１· 考研数学复习宝典（理工类）



对角形行列式

牃１

牃２



牃牕

＝ 牃１牃２… 牃牕．

牃１

牃２



牃牕

＝ （－ １）１＋２＋…＋牕牃１牃２… 牃牕．

【行列式的转置】如下式所示，把行列式

爟＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃牕牕

的行与列互换，得到新的行列式，记为

爟Ｔ ＝

牃１１ 牃２１ … 牃牕１

牃１２ 牃２２ … 牃牕２

  

牃１牕 牃２牕 … 牃牕牕

，

称爟Ｔ为爟的转置行列式．显然

（爟Ｔ）Ｔ ＝ 爟．

【【点拨】】行列式与转置行列式相等．

【行列式的基本性质】以下对行列式的变形称为初

等变换．

【【性质１】】用一个数牑乘行列式，等于将行列式

的某一行（列）元素都乘以牑，即
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牑

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

  

牃牏１ 牃牏２ … 牃牏牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃牕牕

＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

  

牑牃牏１ 牑牃牏２ … 牑牃牏牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃牕牕

．

也可以说，若行列式某行（列）有公因子牑，则可以把

它提到行列式外面．

【【性质２】】若对换行列式的任意两行（列），则行

列式变号．

【【性质３】】把行列式的第牐行（列）元素的牑倍加

到第牏行（列）的对应元素上，行列式的值不变．

【拆项性质】若行列式的第牏行（列）的每一个元素都

可表示为两数之和，则该行列式可表示为两个行列

式之和，即

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

  

牃牏１＋ 牄牏１ 牃牏２＋ 牄牏２ … 牃牏牕＋ 牄牏牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃牕牕

＝

牃１１ … 牃１牕

 

牃牏１ … 牃牏牕

 

牃牕１ … 牃牕牕

＋

牃１１ … 牃１牕

 

牄牏１ … 牄牏牕

 

牃牕１ … 牃牕牕

．

【代数余子式· 余子式】在牕阶行列式爟中，划去元

素牃牏牐所在的第牏行和第牐列的元素，剩余的元素按原

·４８１· 考研数学复习宝典（理工类）



次序构成一个牕－１阶行列式，称为牃牏牐的余子式，记

为爩牏牐．称（－１）牏＋牐爩牏牐为牃牏牐的代数余子式，记为爛牏牐．

例如，对行列式

１ ０ ０ ４

０ １ ２ １

１ ３ １ ２

０ ２ １ ０

，元素 牃３２＝３的余

子式和代数余子式分别为

爩３２＝

１ ０ ４

０ ２ １

０ １ ０

＝－ １，

爛３２＝ （－ １）３＋２爩３２＝ １．

【【代数余子式重要公式】】

∑
牕

牠＝１
牃牏牠爛牐牠＝

爟， 牏＝ 牐，｛０， 牏≠ 牐．
【按行（列）展开定理】行列式等于任一行（或列）的
每个元素与其对应的代数余子式乘积的和，即

爟＝ 牃牏１爛牏１＋ 牃牏２爛牏２＋ … ＋ 牃牏牕爛牏牕

（或爟＝牃１牐爛１牐＋牃２牐爛２牐＋…＋牃牕牐爛牕牐．）

【【点拨】】沿着零元素较多的行或列展开行列式，
可以减少计算量．因此我们总是先运用行列式的性
质，将某一行（列）元素尽可能多地化为零，然后再按
该行（列）展开．
例 计算行列式

爟＝

－ ３ １ ２ ５

０ ５ ３ ２

５ － ３ ２ ４

１ － １ ０ ４

．
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解 先把第１行与第４行对换，再利用基本性质

３把第１列中除第１个元素外的其他元素都化为零．

爟＝－

１ － １ ０ ４

０ ５ ３ ２

５ － ３ ２ ４

－ ３ １ ２ ５

＝－

１ － １ ０ ４

０ ５ ３ ２

０ ２ ２ － １６

０ － ２ ２ １７

＝－

５ ３ ２

２ ２ － １６

－ ２ ２ １７

＝－ ３４０．

例 计算牕＋１阶行列式

爟牕＋１＝

－ 牃１ 牃１ ０ … ０

０ － 牃２ 牃２  

    ０

０ … ０ － 牃牕 牃牕

１ １ … １ １

．

解 将第１列至第牕列都加到第牕＋１列上去，
然后由第牕＋１列展开．

爟牕＋１＝ （牕＋ １）

－ 牃１ 牃１

－ 牃２ 牃２

 

 牃牕－１

－ 牃牕
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＝ （－ １）牕（牕＋ １）牃１牃２…牃牕．
【行列式为零的充分条件】

（１）有两行（或两列）相同；
（２）有两行（或两列）元素成比例．

【方阵的行列式公式】设┑，┒为牕阶方阵，┙为单位
矩阵，犧为实数，燏┑燏表示┑中元素构成的行列式，则

燏┑┒燏＝ 燏┑燏燏┒燏， 燏犧┑燏＝ 犧牕燏┑燏，
燏┑Ｔ燏＝ 燏┑燏， 燏┑－１燏＝ 燏┑燏－１ （┑可逆），

燏┑燏＝ 燏┑燏牕－１， 燏┙燏＝ １．
【特殊矩阵的行列式】

（１）三角形矩阵的行列式等于主对角线上的元
素的乘积；

（２）如果牕阶方阵┑有特征值犧１，犧２，…，犧牕，则

燏┑燏＝ 犧１犧２…犧牕；
（３）┑有特征值牃燏┑－牃┙燏＝０；
（４）设┑是正交阵，则燏┑燏２＝１，燏┑燏＝±１；
（５）设┑是牔阶方阵，┒是牕阶方阵，则

┑ 

 ┒
＝

┑ 

 ┒
＝ 燏┑燏燏┒燏，

 ┑

┒ 
＝

 ┑

┒ 
＝ （－ １）牔牕燏┑燏燏┒燏．

【范德蒙行列式】

爟牕＝

１ １ … １

牃１ 牃２ … 牃牕

牃２
１ 牃２

２ … 牃２
牕

  

牃牕－２
１ 牃牕－２

２ … 牃牕－２
牕

牃牕－１
１ 牃牕－１

２ … 牃牕－１
牕
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＝ （牃２－ 牃１）（牃３－ 牃１）…（牃牕－ 牃１）

（牃３－ 牃２）（牃４－ 牃２）…（牃牕－ 牃２）…（牃牕－ 牃牕－１）．

常见题型·应对
【行列式计算法概述】计算行列式的方法较多，有

（１）利用初等变换化作三角形行列式；

（２）利用展开公式化作低阶行列式；

（３）利用矩阵关系式计算方阵的行列式；

（４）利用列向量或行向量属性计算行列式．

【利用矩阵关系计算方阵的行列式】设法得到所求

行列式对应矩阵的乘积关系式，再利用方阵行列式

公式计算．
例 设┑，┒为牕阶方阵，燏┑燏＝２，燏┒燏＝－３，求

燏２┑┒－１燏．
解 燏２┑┒－１燏＝２牕燏┑燏燏┒－１燏

＝２牕燏┑燏牕－１燏┒燏－１＝－２２牕－１燉３．

例 设┑┒┑＝２┒┑＋┙，┑＝

２ １ ０

１ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，求

燏┒燏．
解 将已知等式化成（┑－２┙）┒┑＝┙，取行列

式得燏┑－２┙燏燏┒燏燏┑燏＝１；由于燏┑－２┙燏＝１，燏┑燏＝

３，故燏┑燏＝燏┑燏３－１＝９，燏爜燏＝ １
９．

例 设┑为牕阶方阵，燏┑燏＝牃≠０，求

爟＝ 燏┑－１＋ ２┑燏．
解 分解因式，有

┑－１＋ ２┑＝ ┑－１（┙＋ ２┑┑）
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＝ ┑－１（┙＋ ２燏┑燏┙）

＝ ┑－１（１＋ ２燏┑燏）┙，
故 爟＝ 燏┑燏－１（２燏┑燏＋ １）牕＝ 牃－１（２牃＋ １）牕．
例 设方阵┑＝（熢１，熢２，熢３）的行列式为牃，求┑

的列向量构造的矩阵

┒＝ （熢１，４熢１＋ ２熢２，５熢１＋ ６熢２＋ ３熢３）
的行列式之值．

解 ┒＝（熢１，熢２，熢３）

１ ４ ５

０ ２ ６
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

，

故 燏┒燏＝燏┑燏·

１ ４ ５

０ ２ ６

０ ０ ３

＝６牃．

【利用列向量之间的关系化简行列式】通常用来比

较两个以列向量形式出现的抽象行列式的值．
例 设４阶方阵

┑＝（熱，熢，熣，熤）， ┒＝（熩，熣，熤，熢），

燏┑燏＝１， 燏┒燏＝２，
求燏┑＋┒燏．
解

燏┑＋┒燏＝燏熱＋熩，熢＋熣，熣＋熤，熤＋熢燏

＝燏熱＋熩，２（熢＋熣＋熤），熣＋熤，熤＋熢燏 ①

＝２燏熱＋熩，熢＋熣＋熤，－熢，－熣燏 ②

＝２燏熱＋熩，熤，－熢，－熣燏 ③

＝２（燏熱，熤，－熢，－熣燏＋燏熩，熤，－熢，－熣燏） ④

＝２（燏熱，熢，熣，熤燏＋燏熩，熣，熤，熢燏） ⑤

＝２（燏┑燏＋燏┒燏）＝６．
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其中：①第３、第４列加至第２列；②提因子２后，第２

列乘以－１加到第３、第４列；③第３、第４列加至第２

列；④行列式拆项性质；⑤两列互换．

例 设熢，熣，熤，熱，熩是４维列向量，燏熢，熣，熤，熱燏＝

牔，燏熢，熣，熩，熤燏＝牕，求爟＝燏熤，熣，熢，熱＋熩燏．

解 直接使用拆项性质以及对换变形，得

爟＝ 燏熤，熣，熢，熱燏＋ 燏熤，熣，熢，熩燏

＝－ 燏熢，熣，熤，熱燏＋ 燏熢，熣，熩，熤燏

＝ 牕－ 牔．

【化成三角形计算行列式】利用行或列初等变换将

行列式化成三角形后，主对角线上元素之积便是行

列式之值．

【使用降阶法计算行列式】应用展开公式

燏┑燏＝ ∑
牕

牑＝１
牃牏牑爛牏牑＝ ∑

牕

牑＝１
牃牑牐爛牑牐

可以将牕阶行列式燏┑燏的计算归于牕－１阶行列式爛牏牐

的计算．如果选择展开的第 牏行或第 牐列中零元较

多，则可以简化行列式计算，得到递归公式或求得行

列式之值．

例 以下行列式依第１列展开计算，得

爟牕＝

牃 牄 ０ … ０

０ 牃 牄  

    ０

０ … ０ 牃 牄

牄 ０ … ０ 牃
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＝ 牃

牃 牄



牃

＋ 牄燈（－ １）牕＋１

牄

牃 

牄

＝ 牃牕－ （－ 牄）牕．

【适合于降阶法的行列式特征】

（１）某行（列）的零元素较多；

（２）某行（列）的元素全相同，从而可以将该列化

简为至多一个非零元素；

（３）各行（列）的元素之和相同，从而可以统一加

至第１列（行）变作（２）；

（４）能够用拆项法产生特征（１）～（３）．

例 求爟＝

牨 牪 牨＋牪

牪 牨＋牪 牨

牨＋牪 牨 牪

．

解 爟＝２（牨＋牪）

１ 牪 牨＋牪

１ 牨＋牪 牨

１ 牨 牪

（统加）

＝２（牨＋牪）

１ 牪 牨＋牪

０ 牨 －牪

０ 牨－牪 －牨

（三角化）

＝２（牨＋牪）
牨 －牪

牨－牪 －牨
＝－２（牨３＋牪３）．

例 求爟＝

１＋牃 １ １ １

１ １－牃 １ １

１ １ １＋牄 １

１ １ １ １－牄

．
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解

爟＝

１ １ １ １

１ １－牃 １ １

１ １ １＋牄 １

１ １ １ １－牄

＋

牃 １ １ １

０ １－牃 １ １

０ １ １＋牄 １

０ １ １ １－牄

（分拆第一列）

＝

１ １ １ １

０ －牃 ０ ０

０ ０ 牄 ０

０ ０ ０ －牄

＋牃

１－牃 １ １

１ １＋牄 １

１ １ １－牄

＝牃牄２＋牃

１ １ １

１ １＋牄 １
烄

烆 １ １ １－牄

＋

－牃 １ １

０ １＋牄 １
烌

烎０ １ １－牄

＝牃牄２＋牃

１ １ １

０ 牄 ０

０ ０ －牄

－牃
１＋牄 １

烄

烆

烌

烎
１ １－牄

＝牃牄２＋牃（－牄２＋牃牄２）＝牃２牄２．
【箭头形行列式计算示范】

例 求爟４＝

牃０ 牄１ 牄２ 牄３

牅１ 牃１ ０ ０

牅２ ０ 牃２ ０

牅３ ０ ０ 牃３

（牃牏≠０）．
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解 提因子使得主对角线上出现三个１，再用第

２、第３、第４列元素改变第１列产生三个０：

爟４＝ 牃１牃２牃３

牃０ 牄１ 牄２ 牄３

牅１
牃１

１ ０ ０

牅２
牃２

０ １ ０

牅３
牃３

０ ０ １

＝ 牃１牃２牃３

牃０－
牄１牅１
牃１

牄１ 牄２ 牄３

０ １ ０ ０

牅２
牃２

０ １ ０

牅３
牃３

０ ０ １

＝ … ＝ 牃１牃２牃３

牞 牄１ 牄２ 牄３

０ １ ０ ０

０ ０ １ ０

０ ０ ０ １

＝ 牃１牃２牃３牞 （牞＝ 牃０－ ∑
３

牏＝１

牄牏牅牏
牃牏

）．

例 求爟４＝

牨＋１ 牨 牨 牨

牨 牨＋２ 牨 牨

牨 牨 牨＋３ 牨

牨 牨 牨 牨＋４

．

解 第１行乘以－１加至其他行即产生箭头形

行列式．可求出爟４＝５０牨＋２４．
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【三对角行列式计算示范】

例 计算爟牕＝

牃 牪

牨 牃 牪

牨  

 牃 牪

牨 牃

．

解 依第１行展开，便可以得到递推公式

爟牕＝ 牃爟牕－１－ 牨牪爟牕－２， 牕＞ ２．
从而可以由低到高或者由高到低计算．

例 爟３＝

１－牃 牃

－１ １－牃 牃

－１ １－牃
＝（１－牃）爟２＋牃爟１＝１－牃＋牃２－牃３．

【依定义计算行列式中的某一项】依据定义，行列式

中的各项是由不同行且不同列的元素相乘构成的，
一些试题专门考察这一点，尤其是符号的确定法则．

例 爟４＝

５牨 １ ２ ３

牨 牨 １ ２

１ ２ 牨 ３

牨 １ ２ ２牨

的展开式中包含牨４

与牨３的项是什么？
解 分析含 牨４项，它只能由主对角线元素构

成，故为１０牨４；而含牨３项只可以是

牃２１牃１２牃３３牃４４·（－１）犳（２１３４）＝－２牨３

以及 （－１）犳（４２３１）牃４１牃２２牃３３牃１４＝－３牨３．
故所求项为 －５牨３＋１０牨４．

【利用代数余子式表示行列式】设爟牕为牕阶行列式，
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爛牏牐（１≤牏，牐≤牕）是其中元素的代数余子式，则有以下

考点：

（１）某行（或某列）的代数余子式之线性组合，如

牄１爛１１＋ 牄２爛１２＋ … ＋ 牄牕爛１牕

恰是爟牕中以（牄１，牄２，…，牄牕）替代第１行元素之后的新

的行列式之值．

（２）主对角线上的代数余子式之和，如

爛１１＋ 爛２２＋ … ＋ 爛牕牕

恰是伴随矩阵 ┑之特征值之和．如果 ┑可逆，

犧牏（１≤牏≤牕）是┑的特征值，则燏┑燏犧牏
是┑的特征值，从

而

爛１１＋ 爛２２＋ … ＋ 爛牕牕

＝ 燏┑燏 １
犧１ ＋ １

犧２ ＋ … ＋ １
犧槏 槕牕

．

【计算多项式矩阵的行列式】方阵┑的多项式矩阵

的行列式通常使用特征值方法来求．
例  设┑为三阶方阵，熢为三阶向量，向量组

熢，┑熢，┑２熢线 性 无 关，且 ┑３熢＝ ４┑熢－ ３┑２熢，求

燏２┑２＋３┙燏．
解 条件推出┑（┑＋┙）（┑－４┙）熢＝，若燏┑燏≠

０，则左乘┑－１得

（┑＋ ┙）（┑－ ４┙）熢＝－ ４熢－ ３┑熢＋ ┑２熢＝ ，
与熢，┑熢，┑２熢线性无关矛盾，故燏┑燏＝０．类似地推出

燏┑＋┙燏＝０及燏┑－４┙燏＝０，于是┑有三个特征值０，

－１，４，从而２┑２＋３┙有特征值３，５，３５，它们的积便是

所求行列式的值，为５２５．
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注 特征值的传递性质见１３．１节．

例 求矩阵

┑＝

牃１牄１＋ 牨 牃１牄２ … 牃１牄牕

牃２牄１ 牃２牄２＋ 牨  

   牃牕－１牄牕

牃牕牄１ … 牃牕牄牕－１ 牃牕牄牕

烄

烆

烌

烎＋ 牨

的行列式，其中∑
牕

牏＝１
牃牏牄牏≠０．

解 将所给矩阵进行分解，得┑＝牨┙＋┒，其中

┒＝

牃１

牃２



牃

烄

烆

烌

烎牕

（牄１，牄２，…，牄牕）是对称矩阵，依条件知 牜（┒）

＝１，从而它只有一个非零特征值，记为犧，由于特征

值的和等于矩阵的迹，故

犧＝犧１＋犧２＋…＋犧牕＝ｔｒ（┒）＝∑
牕

牏＝１
牃牏牄牏，

因而┒的特征值为ｔｒ（┒），０，…，０；从而（依据特征值

的传递性质）┑的特征值为ｔｒ（┒）＋牨，牨，…，牨，它们

的积即为所求：燏┑燏＝（ｔｒ（┒）＋牨）牨牕－１．

【快速计算特征值的一种方法】三阶矩阵的特征值

计算是经常遇到的行列式运算．可以考虑使用

燏┑－犧┙燏的第２行（或第２列），将位于（１，３）及（３，１）

的元素化作 ０，之后观察行列式是否出现一次因式

犧－牃．
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例 求矩阵┑＝

１ ２ －３

－１ ４ －３
烄

烆

烌

烎１ －２ ５

的特征值．

解 第２行乘以－１加到第１行，第２行直接加

到第３行，得

燏┑－ 犧┙燏＝

１－ 犧 ２ － ３

－ １ ４－ 犧 － ３

１ － ２ ５－ 犧

＝

２－ 犧 犧－ ２ ０

－ １ ４－ 犧 － ３

０ ２－ 犧 ２－ 犧

＝ （犧－ ２）２

－ １ １ ０

－ １ ４－ 犧 － ３

０ － １ － １

＝ （犧－ ２）２（６－ 犧）．
故┑的特征值为２，２，６．
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第章 矩 阵

大纲要求

理解矩阵的概念，了解单位矩阵、数量矩阵、对

角矩阵、三角矩阵、对称矩阵和反对称矩阵，以及它

们的性质．掌握矩阵的线性运算、乘法、转置，以及它

们的运算规律，了解方阵的幂以及方阵乘积的行列

式．理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质，以及矩

阵可逆的充分必要条件，理解伴随矩阵的概念，会用

伴随矩阵求逆矩阵．掌握矩阵的初等变换，了解初等

矩阵的性质和矩阵等价的概念，理解矩阵的秩的概

念，掌握用初等变换求矩阵的逆矩阵和秩的方法，了

解分块矩阵及其运算．
注 数学二不要求分块矩阵，由于也不要求第

１４章，故所要求的正交矩阵放在这一章．

知识点·点拨

． 矩阵的基本概念

【矩阵概念】数域爡（例如实数全体）上的牔×牕个数

牃牏牐（牏＝１，２，…，牔；牐＝１，２，…，牕）排成牔行牕列的数

表

┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牔１ 牃牔２ … 牃

烄

烆

烌

烎牔牕



称为牔×牕矩阵，简记为┑＝（牃牏牐）牔×牕，其中牃牏牐是矩阵┑
的第牏行第牐列的元素．元素属于实数域的矩阵叫做

实矩阵；属于复数域的矩阵叫做复矩阵．

【同型矩阵】若两矩阵的行数、列数分别相等，则称

它们是同型矩阵．

【方阵】行数与列数相等的矩阵称为方阵．当行数和

列数均为牕时，也称为牕阶方阵．
注 本书中未指明阶数的方阵默认为牕阶方阵．

【方阵行列式】由牕阶方阵┑的元素所构成的行列式

叫做方阵┑的行列式，记为燏┑燏或ｄｅｔ┑．

【矩阵的相等】同型且对应位置的元素都相等的矩

阵．

【零矩阵】所有元素都为零的矩阵．

【单位矩阵】主对角线上元素都为 １，其余元素都为

零的方阵：

１

１



烄

烆

烌

烎１

，

记为┙或┕，其中，未写出的元素默认为零元．

【对角矩阵】主对角线以外的元素皆为零的 牕阶方

阵，记作

熅＝

犧１

犧２



犧

烄

烆

烌

烎牕

．
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【上（下）三角矩阵】主对角线的下（上）方元素都为

零的方阵，如┑（┒）所示：

┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２２ … 牃２牕

 

牃

烄

烆

烌

烎牕牕

，

┒＝

牄１１

牄２１ 牄２２

  

牄牕１ 牄牕２ … 牄

烄

烆

烌

烎牕牕

．

【行矩阵或行向量】只有一行的矩阵，记为

（牃１，牃２，…，牃牕）．

【列矩阵或列向量】只有一列的矩阵，记为

牃１

牃２



牃

烄

烆

烌

烎牔
或 （牃１，牃２，…，牃牔）Ｔ．

【转置矩阵】将牔× 牕矩阵

┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牔１ 牃牔２ … 牃

烄

烆

烌

烎牔牕

的行与列互换后得到如下的一个牕×牔矩阵，称为┑
的转置矩阵，记为┑Ｔ，即
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┑Ｔ ＝

牃１１ 牃２１ … 牃牔１

牃１２ 牃２２ … 牃牔２

  

牃１牕 牃２牕 … 牃

烄

烆

烌

烎牔牕

．

显然┑Ｔ的第牏行第牐列的元素等于┑的第牐行第牏列

的元素．

【矩阵转置运算律】

（１）（┑Ｔ）Ｔ＝┑；

（２）对方阵┑，有燏┑Ｔ燏＝燏┑燏；

（３）（┑＋┒）Ｔ＝┑Ｔ＋┒Ｔ，（┑┒）Ｔ＝┒Ｔ┑Ｔ；

（４）（牑┑）Ｔ＝牑┑Ｔ，牑为数域中的数；

（５）（┑Ｔ）＝（┑）Ｔ；

（６）（┑－１）Ｔ＝（┑Ｔ）－１（┑为可逆矩阵）．

【矩阵的加法】两个同型矩阵 ┑＝（牃牏牐）牔×牕与 ┒＝

（牄牏牐）牔×牕的和规定为矩阵

牃１１＋ 牄１１ 牃１２＋ 牄１２ … 牃１牕＋ 牄１牕

牃２１＋ 牄２１ 牃２２＋ 牄２２ … 牃２牕＋ 牄２牕

  

牃牔１＋ 牄牔１ 牃牔２＋ 牄牔２ … 牃牔牕＋ 牄

烄

烆

烌

烎牔牕

，

记作 ┑＋ ┒＝ （牃牏牐＋ 牄牏牐）牔×牕．

【矩阵加法运算律】

（１）交换律：┑＋┒＝┒＋┑；

（２）结合律：（┑＋┒）＋┓＝┑＋（┒＋┓）；

（３）┑＋＝＋┑＝┑，其中为与┑同型的零矩

阵．

【矩阵的数乘】矩阵┑与数牑的乘积规定为矩阵
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牑牃１１ 牑牃１２ … 牑牃１牕

牑牃２１ 牑牃２２ … 牑牃２牕

  

牑牃牔１ 牑牃牔２ … 牑牃

烄

烆

烌

烎牔牕

，

记作 牑┑＝ （牑牃牏牐）牔×牕．

【数量矩阵】单位矩阵与数量牑的积，牑┙．

【负矩阵】称（－１）┑为┑的负矩阵，记作－┑．

【矩阵的减法】两个同型矩阵┑与┒的减法定义为

┑－ ┒＝ ┑＋ （－ ┒）．

【线性运算律】矩阵的加法与数乘称为矩阵的线性

运算．它们满足下面的运算律．

（１）结合律：（牑牓）┑＝牑（牓┑）．

（２）分配律：牑（┑＋┒）＝牑┑＋牑┒；

（牓＋ 牑）┑＝ 牓┑＋ 牑┑．
例 设矩阵

┑＝
１ ０ １槏 槕－ １ ０ ２

， ┒＝
－ ２ １ ０槏 槕１ １ ２

，

则

２┑－ ３┒＝ ２
１ ０ １槏 槕－ １ ０ ２

－ ３
－ ２ １ ０槏 槕１ １ ２

＝
２ ０ ２槏 槕－ ２ ０ ４

＋
６ － ３ ０槏 槕－ ３ － ３ － ６

＝
８ － ３ ２槏 槕－ ５ － ３ － ２

．

【矩阵的乘法】设┑是牔×牑矩阵，┒是牑×牕矩阵，
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┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牑

牃２１ 牃２２ … 牃２牑

  

牃牔１ 牃牔２ … 牃

烄

烆

烌

烎牔牑

，

┒＝

牄１１ 牄１２ … 牄１牕

牄２１ 牄２２ … 牄２牕

  

牄牑１ 牄牑２ … 牄

烄

烆

烌

烎牑牕

，

┑与┒的乘积定义为牔×牕矩阵┓，即

┓＝ ┑┒＝

牅１１ 牅１２ … 牅１牕

牅２１ 牅２２ … 牅２牕

  

牅牔１ 牅牔２ … 牅

烄

烆

烌

烎牔牕

，

其中，牅牏牐＝牃牏１牄１牐＋牃牏２牄２牐＋…＋牃牏牑牄牑牐＝∑
牑

牠＝１
牃牏牠牄牠牐，即乘

积矩阵┓的第牏行第牐列的元素等于矩阵┑的第牏行

元素与矩阵┒的第牐列对应元素乘积之和．

【【点拨】】矩阵乘法不满足交换律．若┑是３×２矩

阵，┒是２×４矩阵，则┑┒为３×４矩阵，而┒┑则无意

义．此外，即便┑，┒是两个同阶方阵，也不一定成立

┑┒＝┒┑．

【矩阵乘法运算律】

（１）结合律：（┑┒）┓＝ ┑（┒┓）．

（２）左分配律：┑（┒＋┓）＝┑┒＋┑┓；
右分配律：（┒＋┓）┑＝┒┑＋┓┑．

（３）数乘交换律：牑（┑┒）＝（牑┑）┒＝┑（牑┒）．
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（４）与单位矩阵┙相乘：如果乘式有意义，则

┙┑＝ ┑，┑┙＝ ┑，┑┙┒＝ ┑┒．

【【点拨】】

（１）矩阵乘法不满足交换律，即一般┑┒≠┒┑．因

此我们称乘积┑┒为 ┑左乘┒，或┒右乘┑．

（２）在数量运算中，若牃牄＝０，必有牃＝０或牄＝０，
但在矩阵乘积运算中，若┑┒＝，则未必有┑＝或┒

＝，例如

┑＝
１ ０槏 槕１ ０

≠ ， ┒＝
０ ０槏 槕１ １

≠ ，

但 ┑┒＝
１ ０槏 槕１ ０

０ ０槏 槕１ １
＝

０ ０槏 槕０ ０
＝ ．

（３）矩阵乘法不成立消去律．就是说，若 ┑┒＝

┑┓，则未必有┒＝┓，例如

┑＝
１ － １槏 槕－ ２ ２

， ┒＝
３ １槏 槕２ － １

，

┓＝
２ － １槏 槕１ － ３

，

有┑┒＝┑┓＝
１ ２槏 槕－２ －４

，而┒≠┓．

【方阵的迹】方阵┑的主对角线上的元素的和称为┑

的迹，记作ｔｒ（┑）＝∑
牕

牏＝１
牃牏牏．

【乘积矩阵的行列式和迹】设┑，┒为牕阶方阵，则有

燏┑┒燏＝ 燏┒┑燏＝ 燏┑燏燏┒燏， ｔｒ（┑┒）＝ ｔｒ（┒┑）．

【方阵的正整数幂】设┑为方阵，牑为正整数，则记
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┑０


＝ ┙，┑┑…┑

牑

＝ ┑牑，

注 一般地，（┑┒）牑≠┑牑┒牑．

【方阵的多项式】设牨的牔次多项式为

牎（牨）＝ 牃０牨牔 ＋ 牃１牨牔－１＋ … ＋ 牃牔－１牨＋ 牃牔，
则称矩阵牃０┑牔＋牃１┑牔－１＋…＋牃牔－１┑＋牃牔┙为方阵┑
的牔次多项式，记作牎（┑）．

【逆矩阵· 可逆】设┑为牕阶方阵，若存在牕阶方阵

┒，使得

┑┒＝ ┒┑＝ ┙，
则称┒为┑的逆矩阵，记┑的逆为┒＝┑－１，并称┑为

可逆矩阵或满秩矩阵，或非奇异矩阵．

【【点拨】】若┑可逆，则┑的逆矩阵是惟一的．

【伴随矩阵】牕阶方阵

┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃

烄

烆

烌

烎牕牕
中元素牃牏牐的代数余子式爛牏牐构成如下的牕阶方阵

┑ ＝

爛１１ 爛２１ … 爛牕１

爛１２ 爛２２ … 爛牕２

  

爛１牕 爛２牕 … 爛

烄

烆

烌

烎牕牕

，

称之为矩阵┑的伴随矩阵．

【【点拨】】对任何方阵┑：┑┑＝┑┑＝燏┑燏┙．

【逆矩阵公式】方阵┑可逆的充要条件是燏┑燏≠０，且

┑－１＝┑燉燏┑燏．
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【逆矩阵运算性质】可逆矩阵有如下重要性质：
（１）（┑－１）－１＝┑；
（２）（┑－１）Ｔ＝（┑Ｔ）－１，（┑－１）＝（┑）－１；

（３）（牑┑）－１＝ １
牑┑－１（牑为非零的数）；

（４）燏┑－１燏＝ １
燏┑燏＝燏┑燏－１；

（５）（┑┒）－１＝┒－１┑－１；
（６）如果方阵┑满足多项式方程

┑牔＋牃１┑牔－１＋…＋牃牔－１┑＋牃牔┙＝ （牃牔≠０），

则 ┑－１＝－ １
牃牔

（┑牔－１＋牃１┑牔－２＋…＋牃牔－１┙）．

【分块矩阵】用贯穿于矩阵的纵线和横线分割矩阵┑
为若干块，每小块叫做矩阵┑的子块（子矩阵），以子
块为元素的矩阵叫做分块矩阵．例如

┑＝

１ ０ １ １ ２

０ １ － １ ２ ３

３ ０ ５ １ ０









烄

烆

烌

烎２ ３ １ ２ １

＝
┑１１ ┑１２

┑２１ ┑


槏 槕２２

，

其中，子块

┑１１＝
１ ０槏 槕０ １

， ┑１２＝
１ １ ２槏 槕－ １ ２ ３

，

┑２１＝
３ ０槏 槕２ ３

， ┑２２＝
５ １ ０槏 槕１ ２ １

．

在向量和方程问题中常把┑按列分块：

┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牔１ 牃牔２ … 牃

烄

烆

烌

烎牔牕

＝ （熢１，熢２，…，熢牕），
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其中 熢牏＝（牃１牏，牃２牏，…，牃牔牏）Ｔ 牏＝１，２，…，牕．

【分块矩阵的加法】
设┑，┒为牔×牕矩阵，用相同分法把┑与┒分块

为

┑＝

┑１１ ┑１２ … ┑１牞

┑２１ ┑２２ … ┑２牞

  

┑牜１ ┑牜２ … ┑

烄

烆

烌

烎牜牞

，

┒＝

┒１１ ┒１２ … ┒１牞

┒２１ ┒２２ … ┒２牞

  

┒牜１ ┒牜２ … ┒

烄

烆

烌

烎牜牞

，

其中每一个┑牏牐与┒牏牐是同型子块矩阵，则

┑＋┒＝

┑１１＋┒１１ ┑１２＋┒１２ … ┑１牞＋┒１牞

┑２１＋┒２１ ┑２２＋┒２２ … ┑２牞＋┒２牞

  

┑牜１＋┒牜１ ┑牜２＋┒牜２ … ┑牜牞＋┒

烄

烆

烌

烎牜牞

．

这里我们把每个小块看作新矩阵的元素进行运算．

【数乘分块矩阵】数乘分块矩阵：

牑┑＝

牑┑１１ 牑┑１２ … 牑┑１牞

牑┑２１ 牑┑２２ … 牑┑２牞

  

牑┑牜１ 牑┑牜２ … 牑┑

烄

烆

烌

烎牜牞

．

【分块矩阵的转置】转置一个分块矩阵时，在分块矩

阵中除了作行、列位置互换外，还要对每一个子矩阵

做转置．例如
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┑＝

１ ０ ２ １ １

０ １ ４ ５ ２











烄

烆

烌

烎１ ４ ３ ５ ６

，

则 ┑Ｔ ＝

１ ０ １

０ １ ４

２ ４ ３

１ ５ ５










烄

烆

烌

烎１ ２ ６

．

【分块矩阵的乘法】设矩阵┑左乘┒有意义，如果┑
的列分块方法与┒的行分块分法一致，例如：

┑＝

２ ０ ５

４ ２ １





烄

烆

烌

烎０ － １ ２

， ┒＝

１ ２ ４ － １

５ ３ １ ０











烄

烆

烌

烎－ １ ０ ２ ３

．

则可以将每个小块看作矩阵元素依普通矩阵乘法规

则作乘积．例如常用的一种分块乘积为

┑（熢１，熢２，…，熢牕）＝ （┑熢１，┑熢２，…，┑熢牕）

． 几种常用矩阵的性质归纳

对以下几种常见的牕阶方阵，我们从基本特征、
行列式、特征值、逆矩阵、典型例子、运算保持性质等

方面进行归纳并对难点给予适当的解释．

【对称矩阵】设┑为牕阶方阵，若┑Ｔ＝┑，则称┑为对

称矩阵，例如

┑＝

１ － １ ２

－ １ ２ ０
烄

烆

烌

烎２ ０ － ３

．
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【【元素特征】】牕阶矩阵┑为对称矩阵的充分必要

条件是其元素关于主对角线对称：牃牏牐＝牃牐牏．

【【运算保持性】】

（１）若矩阵┑对称，则它的转置矩阵、伴随矩阵、
逆矩阵仍然是对称矩阵；

（２）两个同阶对称矩阵的线性组合仍然是对称

矩阵；

（３）两个可交换顺序的对称矩阵的乘积矩阵仍

然是对称矩阵．

【【特征值】】实对称矩阵的特征值是实数．

【【特征向量】】实对称矩阵的属于不同特征值的

特征向量正交．

【【对角化】】实对称矩阵一定可以用正交矩阵相

似成一个由特征值构成的对角矩阵．

【反对称矩阵】设┑为牕阶方阵，若┑Ｔ＝－┑，则称┑
为反对称矩阵．

【【元素特征】】牕阶矩阵为反对称矩阵的充分必要

条件是牃牏牐＝－牃牐牏．特别地，反对称矩阵的主对角线上

元素都为零，例如：

┒＝

０ １ － ２

－ １ ０ ３
烄

烆

烌

烎２ － ３ ０

．

【【运算】】反对称矩阵的平方是对称矩阵．

【【特征值】】反对称矩阵的特征值为零或纯虚数．

【【二次型】】对任何向量熢，熢Ｔ┑熢＝０．

【【可逆问题】】若实数牃≠０，则┙＋牃┑可逆．
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【【行列式】】若牕为奇数，则牕阶方阵┑的行列式为

０，矩阵不可逆．

【幂等矩阵】满足┑２＝┑的方阵，例如单位矩阵．

【【特征值】】特征值只能取０或１．

【【对角化】】可以相似于对角阵
┙牜

槏 槕牕－牜
．

【对合矩阵】满足┑２＝┙的方阵，例如
１槏 槕－１

．

【【行列式】】行列式为－１或１，从而一定可逆．

【【特征值】】特征值只能取－１或１．

【【秩关系】】 牜（┙－┑）＋牜（┙＋┑）＝牕．

【正交矩阵】满足┑┑Ｔ＝┙的方阵，例如单位矩阵．

【【元素特征】】如果某个元素为１或－１，则它所在

行和列的所有其他元素都为零．

【【正交性】】任何两个列（行）向量的内积为零．

【【规范性】】每一列（行）向量的元素的平方和

为１．

【【行列式】】正交矩阵的行列式为１或－１．

【【可逆性】】正交矩阵是可逆矩阵：┑－１＝┑Ｔ．

【【特征值】】特征值不为０．

【【保持性】】

（１）正交矩阵的转置矩阵、逆矩阵、伴随矩阵还

是正交矩阵；

（２）两个同阶的正交矩阵的积还是正交矩阵．

【【充要条件】】方阵┑是正交矩阵┑－１＝┑Ｔ列

向量组为标准正交（彼此正交且模为１）．

【幂等、对合、正交之关系】由实方阵中幂等、对合、
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正交三个性质中任意两条可以推出第三条．

【正定矩阵】对任何非零实向量熢均有熢Ｔ┑熢＞０的实

对称方阵┑．
例 对角线上都是正实数的对角矩阵．

【【行列式】】正定矩阵的行列式为正数．

【【可逆性】】正定矩阵为可逆矩阵．

【【特征值】】正定矩阵的特征值都为正数．

【【保持性】】

（１）正定矩阵的转置矩阵、逆矩阵、伴随矩阵还

是正定矩阵；

（２）两个同阶的正定矩阵的正系数线性组合还

是正定矩阵；

（３）两个可交换次序的正定矩阵的乘积矩阵还

是正定矩阵．

【【充要条件】】实对称方阵：正定合同于单位矩

阵所有顺序主子式大于０特征值都为正数．

． 矩阵初等变换与初等矩阵

【矩阵的初等变换】下列三种变换为初等行变

换．

（１）对换变换：互换矩阵第牏行与第牐行的位置，
记作牜牏牜牐；

（２）数乘变换：用一个非零常数牑乘以矩阵的第牏
行，记作牑牜牏；

（３）倍加变换：将矩阵的第牐行元素的牑倍加到

第牏行上，记作牜牏＋牑牜牐．
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若把定义中的行换成列，则是矩阵的初等列变

换，相应地记作

牅牏牅牐，牑牅牏和 牅牏＋ 牑牅牐．
矩阵的初等行变换和初等列变换统称为矩阵的

初等变换．

【行阶梯形·行标准形·标准形】设┑是一个牔× 牕
矩阵，通过初等行变换可以把┑化为如下类型的矩

阵，称为行阶梯形：

若要求非零行的第一个元素为１，则得到行标准

形，例如

进一步，通过初等行变换和初等列变换，可以把

矩阵化为如下的形式，称为矩阵的标准形

┙牜 槏 槕 
．

【初等矩阵】单位矩阵┙经过一次初等变换得到的矩

阵称为初等矩阵，共有三种．例如，将┙３的第一、二行

互换，第三行乘以非零的数牑以及第一行的牑倍加到

第三行所产生的初等矩阵分别为
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０ １ ０

１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

１ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ 牑

，

１ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎牑 ０ １

．

依次记作┢１２，┢３（牑），┢（３，１（牑）），类似地理解对单位矩阵

作初等列变换产生的初等矩阵，记作 ┓牏牐，┓牏（牑），

┓（牏，牐（牑））．

【初等矩阵的逆矩阵】初等矩阵是可逆矩阵，其逆矩

阵为

┢－１
牏牐 ＝ ┢牏牐， ┢－１

牏（牑）＝ ┢牏槏槕１
牑 ， ┢－１

（牏，牐（牑））＝ ┢（牏，牐（－牑））；

┓－１
牏牐 ＝ ┓牏牐， ┓－１

牏（牑）＝ ┓牏槏槕１
牑 ， ┓－１

（牏，牐（牑））＝ ┓（牏，牐（－牑））．

【对换产生的初等矩阵的性质】两行或两列对换产

生的初等矩阵┢牏牐和┓牏牐比较特别，满足以下性质：

（１）对等性 ┢牏牐＝┓牏牐；

（２）逆矩阵 ┢－１
牏牐 ＝┢牏牐，┓－１

牏牐 ＝┓牏牐；

（３）转置矩阵 ┢Ｔ
牏牐＝┢牏牐．

在使用对换手段对矩阵┑进行合同变换时，产

生的结果为┒＝┢牏牐┑┓牏牐，由于┓－１
牏牐 ＝┢牏牐，故此时矩阵┑

和┒不仅合同而且相似．

【初等变换与初等矩阵】对矩阵┑施行某种初等行

（列）变换，相当于用相应的行（列）初等矩阵左（右）
乘矩阵┑．细节如下：

（１）┢牏牐┑（┑┓牏牐）交换┑的牏，牐两行（列）；

（２）┢牏（牑）┑（┑┓牏（牑））将┑的第牏行（列）乘非零数

牑；

（３）┢（牏，牐（牑））┑（┑┓（牏，牐（牑）））将┑的第牐行（列）的牑
倍加到第牏行（列）上．
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【矩阵的等价关系】若矩阵┑经过初等变换化为矩

阵┒，则称┑与┒等价．

【矩阵的等价定理】设牔×牕矩阵┑的秩为牜，则存在

牔阶可逆矩阵┠和牕阶可逆矩阵┡，使┑等价于标准

形，即

┠┑┡＝
┙牜 槏 槕 

．

特别地，若┑是一个可逆的牕阶方阵，则┑等价

于单位矩阵┙牕．

【可逆矩阵的初等矩阵分解】可逆矩阵┑可表示成

有限个初等矩阵的乘积．

【初等变换法求逆矩阵】若通过初等行变换使得矩

阵┑变为单位矩阵：（┠１┠２…┠牔）┑＝┙，则逆矩阵为

┑－１＝ （┠１┠２…┠牔）┙＝ ┠１┠２…┠牔．
流程记作



（┑ ┙） →
初等行变换 

（┙ 爛－１）．

． 矩 阵 的 秩

【矩阵的秩】矩阵┑中不等于零的子式的最高阶数

称为矩阵┑的秩，记作牜（┑）．零矩阵的秩规定为０．

【【点拨】】若┑是┒的子块，则牜（┑）≤牜（┒）．

【矩阵按秩分解定理】

（１）设矩阵┑的秩为牜，则┑可表示为牜个秩为１
的矩阵之和．

（２）设牔× 牕矩阵┑的秩为牜，则存在两个秩为牜
的牔×牜矩阵┒和牜×牕矩阵┓，使得┑＝┒┓．
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【【推论】】设矩阵┑的秩为１，则存在非零列向量熢
和熣，使得┑＝熢Ｔ熣．

【关于秩的基本公式】

牜（┑）＝牜（┑Ｔ）＝牜（┑┑Ｔ）；

牜（牑┑）＝牜（┑）（牑≠０）；

牜（┑┒）≤ｍｉｎ（牜（┑），牜（┒））；

牜（┑┒）≥牜（┑）＋牜（┒）－牕 （牕是┑的列数）；

┑┒＝时牜（┑）＋牜（┒）≤牕 （牕是┑的列数）；

牜（┑牔×牕）≤ｍｉｎ｛牔，牕｝；

牜（┑）＝

牕， 牜（┑）＝牕，

１， 牜（┑）＝牕－１，烅
烄

烆０， 牜（┑）＜牕－１，

其中┑是牕阶方阵；

若┑≠，则牜（┑）≥１；

牜
┑槏 槕┒

＝牜（┑）＋牜（┒）；

牜（┑＋┒）≤牜（┑）＋牜（┒）；

ｍａｘ（牜（┑），牜（┒））≤牜（



┑ ┒）≤牜（┑）＋牜（┒）．

【关于秩的基本性质】

（１）对矩阵┑进行初等变换不改变牜（┑）的大小．

（２）若┠可逆，则牜（┑┠）＝牜（┑）＝牜（┠┑）．

（３）若牜（┑）＝牜，则┑至少有一个牜阶子式不为

零，且所有高于牜阶的子式全为零．

【三秩相等定理】矩阵┑的秩与┑的行向量组的秩及

列向量组的秩相等．

【线性表示与矩阵秩的关系】若矩阵┑的列向量组

可以由矩阵┒的列向量组线性表示，即┒┨＝┑，则它
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们的秩关系为牜（┑）≤牜（┒）＝牜（



┑ ┒）．

【线性方程组与矩阵秩的关系】若齐次方程 ┒┨＝
的解都是齐次方程┑┨＝的解，则它们的秩关系为

牜（┑）≤牜（┒）．

常见题型·应对
【求矩阵秩问题·解法概述】判定向量组的线性相

关、线性表示、极大无关组和方程组的解的讨论等问

题中都需要计算矩阵的秩的大小．主要方法如下：

（１）用初等行变换将┑化做行阶梯形后，其中非

零行个数即牜（┑）．

（２）使用秩的基本公式，设法证明牜≤牜（┑）≤牜，
从而牜（┑）＝牜．
例 设┑为牕阶方阵，且┑２＝┑，证明

牜（┑）＋ 牜（┑－ ┙）＝ 牕．
证 由┑（┑－┙）＝，知牜（┑）＋牜（┑－┙）≤牕；又

由┑＋（┙－┑）＝┙知

牕＝ 牜（┙）≤ 牜（┑）＋ 牜（┙－ ┑）

＝ 牜（┑）＋ 牜（┑－ ┙）．
故有 牜（┑）＋ 牜（┑－ ┙）＝ 牕．

【求逆矩阵问题·解法概述】判定矩阵的可逆性以

及计算逆矩阵的题目比较基本，可以是单独的问题，
也可以是矩阵运算问题中的一个考点．必须知道以

下常规的应对方法．当牕阶方阵┑可逆时，其求法有

以下几种．

（１）设法导出┑┒＝┙或┒┑＝┙，从而┑－１＝┒．

（２）使用伴随矩阵，┑－１＝┑燉燏┑燏，如
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牃 牄槏 槕牅 牆

－１

＝ １
牃牆－ 牄牅

牆 － 牄槏 槕－ 牅 牃
．

（３）采用行初等变换，（



┑ ┙）→（


┙ ┑－１）．

（４）借助因式分解，若┑＝┠┡，则┑－１＝┡－１┠－１．

（５）借助分块矩阵，如

┠槏 槕┡
－１

＝
┠－１

┡槏 槕－１
，

┠槏 槕┡

－１

＝
┡－１

┠槏 槕－１
，

┒ └槏 槕┓

－１

＝
┒－１ － ┒－１└┓－１

┓槏 槕－１
，

┒槏 槕└ ┓

－１

＝
┒－１

－ ┓－１└┒－１ ┓槏 槕－１
，

特别地，

牃１

牃２

牃

烄

烆

烌

烎３

－１

＝

牃－１
１

牃－１
２

牃－１

烄

烆

烌

烎３

，

牃１

牃２

牃

烄

烆

烌

烎３

－１

＝

牃－１
３

牃－１
２

牃－１

烄

烆

烌

烎１

．

（６）伴随矩阵┑的逆：（┑）－１＝┑燉燏┑燏；
正交矩阵┑的逆：┑－１＝┑Ｔ．

【由定义确定逆矩阵】从问题给出的矩阵出发，设法

变形成┑┒＝┙或┒┑＝┙的形式，则┑－１＝┒．
例 设┑，┒是牕阶方阵，┑┒＝┑＋┒，证明┑－┙

可逆，并求其逆．
证 ┑┒＝┑＋┒┑┒－┑－┒＋┙＝┙
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（┑－┙）（┒－┙）＝┙，
故┑－┙可逆，（┑－┙）－１＝┒－┙．
例 设牕阶方阵┑满足┑２＋２┑－３┙＝，证明

┑，┑±２┙以及┑＋４┙可逆．
证 由于┑（┑＋２┙）＝３┙及３┙的可逆性知，┑及

┑＋２┙为可逆阵．为说明┑＋４┙可逆，先写出待定方

程式

（┑＋ ４┙）（┑＋ 牃┙）＝ 牄┙，
展开后与题给等式比较系数得

（┑＋ ４┙）（┑－ ２┙）＝－ ５┙，
可见┑＋４┙，┑－２┙可逆．
例 设牕阶方阵┑满足┑３＝，证明┙－┑可逆，

并求其逆．
解 由条件得

┙－┑３＝（┙－┑）（┑２＋┑＋┙）＝┙，
故 （┙－┑）－１＝┑２＋┑＋┙．

【分解因式法判定矩阵可逆】设法将所论矩阵写成
可逆矩阵的乘积．
例 设┑，┒是牕阶方阵，┒与┙＋┑┒可逆，证明

┙＋┒┑可逆．
证 ┙＋┒┑＝┒（┒－１＋┑）＝┒（┙＋┑┒）┒－１．
例  设┑，┒是牕阶可逆阵，┑＋┒可逆，证明

┑－１＋┒－１可逆．
证 ┑－１＋┒－１＝┑－１（┙＋┑┒－１）

＝┑－１（┑＋┒）┒－１．

例 设┑＝
１ －１槏 槕２ ３

，证明┒＝┑２－３┑＋２┙可
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逆．
证 因式分解，┒＝（┑－２┙）（┑－┙），易知

燏┑－ ２┙燏≠ ０，燏┑－ ┙燏≠ ０，
即┒是两可逆阵┑－２┙，┑－┙之乘积，故┒可逆．

【通过分块矩阵求逆阵】

例 设 ┑＝

０ 牃１ ０ ０

０ ０ 牃２ ０

０ ０ ０ 牃３

牃４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，牃１牃２牃３牃４≠０，求

┑－１及（┑）－１．

解 视┑为分块矩阵
 ┠槏 槕┡ 

，则

┑－１＝

０ ０ ０ 牃－１
４

牃－１
１ ０ ０ ０

０ 牃－１
２ ０ ０

０ ０ 牃－１
３

烄

烆

烌

烎０

，

（┑）－１＝┑燉燏┑燏＝（－１）犳（４１２３）

牃１牃２牃３牃４
┑＝┑燉（－牃１牃２牃３牃４）．

【矩阵方程求解问题·解法概述】类比于数的方程

问题，未知矩阵满足一个方程，要求结合矩阵的基本

运算求出未知矩阵．其常规求解方法如下：

（１）将含有未知矩阵┨的方程进行化简，使之形

为┑┨＝┒或┨┑＝┒．遇到┑，┑Ｔ，┑－１这类矩阵时，
要尽可能转换到┑．

（２）若┑可逆，则┑┨＝┒的解是┨＝┑－１┒；┨┑
＝┒的解是┨＝┒┑－１，┑的可逆性要论证或指明．

（３）若┑不可逆，则┑┨＝┒的求解归于线性方
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程组求解问题，其中┨的行数与┑相同，列数与┒相

同．

【┑不可逆时┑┨＝┒的求解法】

例 设┑＝
１ ２ －３槏 槕１ １ －１

，┒＝
３ －１槏 槕２ ０

，解方

程┑┨＝┒．
解 记┒＝［┒



１ ┒２］，分别求解方程组┑┨＝┒１

和┑┨＝┒２，得到通解

┨１＝

１－ 牅１

１＋ ２牅１

牅

烄

烆

烌

烎１

和 ┨２＝

牅２

１－ ２牅２

１－ 牅

烄

烆

烌

烎２
，

于是┨＝

１－牅１ 牅２

１＋２牅１ １－２牅２

牅１ １－牅

烄

烆

烌

烎２
，牅１，牅２为任意实数．

【┑可逆时┑┨＝┒的求解法】

例 设┑＝

１ １ －１

０ １ １
烄

烆

烌

烎０ ０ －１

，求解方程

┑２－┑┨＝┙．
解 方程即 ┑┨＝┑２－┙，

左乘┑－１，得 ┨＝┑－┑－１，

故 ┨＝

０ ２ １

０ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．

例 设┑＝

２ ０ １

０ ３ ０
烄

烆

烌

烎２ ０ ２

，┒＝

１

－１
烄

烆

烌

烎０
，且

·０２２· 考研数学复习宝典（理工类）



有┑┨＋２┒＝┒┑＋２┨，计算┨４．
解 由 （┑－２┙）┨＝┒（┑－２┙）

得 ┨＝ （┑－ ２┙）－１┒（┑－ ２┙）
于是

┨４＝ （┑－ ２┙）－１┒４（┑－ ２┙）

＝

１

１
烄

烆

烌

烎２

－１ １

１
烄

烆

烌

烎０

１

１
烄

烆

烌

烎２

＝

０

１
烄

烆

烌

烎１
．

【矩阵行和均为牃时的常规推理】如果矩阵┑的每一

行元素之和均为牃，记┯＝（１，１，…，１）Ｔ，则有

┑┯＝ 牃┯．
这意味着有以下系列结果：

（１）列向量┯是┑┨＝牃┯的非零解．

（２）牃是矩阵┑的特征值，┯是相应的特征向量．

（３）当矩阵┑可逆时，得┑－１┯＝ １
牃┯，从而逆矩阵

┑－１的行和均为１燉牃．

（４）类似地推出，矩阵┑牔的行和均为牃牔．

【燏┑燏＝０时的常规推理】如果牕阶矩阵┑的行列式

满足燏┑燏＝０，则成立以下结果．

（１）┑┑＝┑┑＝，牜（┑）＋牜（┑）≤牕．

（２）┑的列向量都是齐次方程组┑┨＝的解；

┑的列向量都是齐次方程组┑┨＝的解．

（３）犧＝０是矩阵 ┑的特征值；若还有 牜（┑）＝
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牕－１，则有以下两个结果：

①牜（┑）＝１，从而┑的列向量成比例．

②齐次方程┑┨＝的解空间维数ｄｉｍ爫（┑）＝１．

【牜（┑）＝１的常规推理】如果牕阶方阵┑满足牜（┑）

＝１，则有以下结论：

（１）存在两个非零列向量熢，熣：┑＝熢熣Ｔ．

（２）┑有特征值犧＝熢Ｔ熣和０．

（３）方程┑┨＝的解空间的维数为牕－１．

（４）┑的任何两行（列）成比例．

·２２２· 考研数学复习宝典（理工类）



第章 向 量

大纲要求

理解牕维向量、向量的线性组合与线性表示的

概念．理解向量组线性相关、线性无关的定义，掌握

向量组线性相关、线性无关的有关性质及判别法．理

解向量组的极大线性无关组和向量组的秩的概念，
会求向量组的极大线性无关组和秩．理解向量组等

价的概念，以及矩阵的秩与其行（列）向量组的秩之

间的关系．
了解牕维向量空间、子空间、基底、维数、坐标的

概念．了解基变换和坐标变换公式，会求过渡矩阵．
了解内积的概念，掌握线性无关向量组正交规

范化的施密特方法．
注 数学二不要求上述第二段的内容．

知识点·点拨

． 线性相关·线性无关

【牕维向量】在数域爡上的牕个数牃１，牃２，…，牃牕构成有

序数组（也可以看做１×牕矩阵），记作

熢＝ （牃１，牃２，…，牃牕），
称之为爡上的一个牕维向量．其中牃牏称为熢的第牏个

分量（或坐标）．称熢为行向量，称熣＝（牃１，牃２，…，牃牕）Ｔ

为列向量，称＝（０，０，…，０）为零向量．

【向量的线性表示】对一组牕维向量熢１，熢２，…，熢牞和



熣，若存在一组常数牑１，牑２，…，牑牞，使得

熣＝ 牑１熢１＋ 牑２熢２＋ … ＋ 牑牞熢牞，
则称熣可以由向量组熢１，熢２，…，熢牞线性表示．
例 证明向量熣＝（２，－３，４）Ｔ可以由向量组熢１

＝（１，１，１）Ｔ，熢２＝（２，１，０）Ｔ，熢３＝（３，０，０）Ｔ线性表

示．
证 设有线性表示式牨１熢１＋牨２熢２＋牨３熢３＝熣，即

牨１＋ ２牨２＋ ３牨３ ＝ ２，

牨１＋ 牨２ ＝－ ３，

牨１

烅
烄

烆 ＝ ４．
解得牨１＝４，牨２＝－７，牨３＝４．故熣＝４熢１－７熢２＋４熢３．

【向量的线性组合】称牑１熢１＋牑２熢２＋…＋牑牞熢牞为向量

组熢１，熢２，…，熢牞的一个线性组合，常数牑１，牑２，…，牑牞称

为线性组合的组合系数．
例 ３熢１＋５熢２－４熢３为向量组熢１，熢２，熢３的一个

线性组合；０熢１＋０熢２＋０熢３也是向量组熢１，熢２，熢３的线

性组合．

【线性相关·线性无关】给定一组 牕维向量 熢１，熢２，

…，熢牞，如果存在不全为零的数牑１，牑２，…，牑牞，使得

牑１熢１＋ 牑２熢２＋ … ＋ 牑牞熢牞＝ ，
则称向量组熢１，熢２，…，熢牞线性相关；否则称之线性无

关．

【【点拨】】

（１）只含一个向量熢１的向量组线性相关熢１＝．

（２）向量组熢１，熢２线性相关熢１与熢２的对应分

量成比例．

·４２２· 考研数学复习宝典（理工类）



（３）由向量组熢１，熢２，熢３中任意两个线性无关推

不出该向量组线性无关，例如平面三角形中的三条

边向量组．

【线性相关与线性无关的性质】

（１）如果向量组 熢１，熢２，…，熢牞线性相关，则增加

新的向量后依然线性相关．

（２）如果向量组 熢１，熢２，…，熢牞线性无关，则减去

其中一些向量后依然线性无关．

（３）增加线性无关向量组中向量的分量的个数

不改变其无关性．

（４）减少线性相关向量组中向量的分量的个数

不改变其相关性．

【判别向量组线性相关的方法归纳】设熢１，熢２，…，熢牔

是一组牕维列向量，则在以下任何一种情形下，它们

是线性相关的：

（１）矩阵┑＝（熢１，熢２，…，熢牔）的秩牜（┑）＜牔；

（２）在牔＝牕的情形，行列式燏熢１，熢２，…，熢牔燏＝０；

（３）矩阵┑＝（熢１，熢２，…，熢牔）对应的齐次方程┑┨

＝有非零解；

（４）有矩阵分解式（熢１，熢２，…，熢牔）＝┑┒，其中

牜（┑）＜牔或牜（┒）＜牔；

（５）熢１，熢２，…，熢牔中有一个可以由其余向量线性

表示；

（６）熢１，熢２，…，熢牔中包含线性相关的子向量组；

（７）熢１，熢２，…，熢牔中包含有零向量；

（８）熢１，熢２，…，熢牔中每个向量可以由某个向量组
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熣１，熣２，…，熣牠（牠＜牔）线性表示；

（９）有非零矩阵┒使（熢１，熢２，…，熢牔）┒＝．

【判定向量组线性无关的方法归纳】在以下所列条

件之一满足时，所论牕维列向量组熢１，熢２，…，熢牔线性

无关：

（１）矩阵┑＝（熢１，熢２，…，熢牔）的秩牜（┑）＝牔；

（２）在牔＝牕的情形，行列式燏熢１，熢２，…，熢牔燏≠０；

（３）矩阵┑＝（熢１，熢２，…，熢牔）对应的齐次方程┑┨

＝只有零解┨＝；

（４）存在线性无关的向量组熣１，熣２，…，熣牔及可逆

阵┒，使（熢１，熢２，…，熢牔）＝（熣１，熣２，…，熣牔）┒；

（５）熢１，熢２，…，熢牔中任何一个向量都不能由其余

向量线性表示；

（６）有非零向量 熣，它能由 熢１，熢２，…，熢牔线性表

示，且表示式惟一．

【确定向量的线性表示的方法归纳】以下条件之一

成立时可以推出熣能由熢１，熢２，…，熢牔线性表示：

（１）牜（熢１，熢２，…，熢牔，熣）＝牜（熢１，熢２，…，熢牔）；

（２）方程（熢１，熢２，…，熢牔）┨＝熣有解；

（３）熢１，熢２，…，熢牔线性无关，而向量组熢１，熢２，…，

熢牔，熣线性相关，此时线性表示的形式惟一．

【极大线性无关组·向量组的秩】向量组熢１，熢２，…，

熢牔中的一个线性无关的子组熢牏１，熢牏２，…，熢牏牜
称为极大

线性无关组，如果该子组再增加一个向量组中的成

员便线性相关．此时称向量组熢１，熢２，…，熢牔的秩为牜，
记作牜（熢１，熢２，…，熢牔）＝牜．

·６２２· 考研数学复习宝典（理工类）



【【点拨】】一个向量组的秩是惟一的．但是它的极

大线性无关组并不惟一，除非该向量组自身是线性

无关的．

【极大无关组求法】采用矩阵法求解．将所给向量组

逐行排成一个矩阵，然后做初等行变换，得到的行阶

梯形中非零行对应的向量便构成一个极大无关组．
例 设有行向量组

熢１＝ （１，１，２，２）， 熢２＝ （２，５，３，４），

熢３＝ （０，３，２，３）， 熢４＝ （２，２，１，１），
求出一个极大无关组及该向量组的秩．
解 将向量组按行排成矩阵，采用行初等变换

化作行阶梯形 （第五列是为了同步记录向量变动的

过程）：

┑＝

１ １ ２ ２ 犜１

２ ５ ３ ４ 犜２

０ ３ ２ ３ 犜３

２ ２ １ １ 犜







烄

烆

烌

烎４

→

１ １ ２ ２ 犜１

０ ３ －１ ０ 犜２－２犜１

０ ０ ３ ３ 犜３－犜２＋２犜１

０ ０ ０ ０ 犜４－犜２＋犜







烄

烆

烌

烎３

．

由 以上结果得：①因为虚线左边的矩阵的秩是３，故

牜（熢１，熢２，熢３，熢４）＝３；②观察最后一行，得 熢４＝熢２－

熢３，从而熢１，熢２，熢３构成一个极大无关组．

【向量组的线性表示·定义】设有两个向量组

（Ⅰ）熢１，熢２，…，熢┽， （Ⅱ）熣１，熣２，…，熣牠，
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如果向量组（Ⅰ）中的每个向量都可由向量组（Ⅱ）线

性表示，则称向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表示．

【向量组的等价·定义】如果向量组（Ⅰ）和向量组

（Ⅱ）可以互相线性表示，则称这两个向量组等价，记

作（Ⅰ）≌（Ⅱ）．

【极大线性无关组的等价性】向量组熢１，熢２，…，熢牔与

它的极大线性无关组等价，从而它的任意两个极大

线性无关组等价．

【向量组等价关系的性质】向量组的等价关系具有

以下三个性质：

（１）自反性，即（Ⅰ）≌（Ⅰ）；

（２）对称性，若（Ⅰ）≌（Ⅱ），则（Ⅱ）≌（Ⅰ）；

（３）传递性，若（Ⅰ）≌（Ⅱ），（Ⅱ）≌（Ⅲ），则（Ⅰ）

≌（Ⅲ）．
上面（Ⅰ），（Ⅱ），（Ⅲ）均表示向量组，下同．

【向量组等价与矩阵等价的区别】等价的向量组必

然有相等的秩；但是反过来不对，例如，三维向量空

间中的向量（１，０，０）和（０，１，０）分别作为含一个向量

的向量组，秩都是１，但是它们不能互相线性表示，因

此不等价．而对于矩阵来说，两个同型矩阵等价的充

分必要条件便是它们的秩相等．

【向量组的线性表示和等价的判定方法】如果记┑＝

（熢１，熢２，…，熢牞），┒＝（熣１，熣２，…，熣牠），则

（１）向量组熢１，熢２，…，熢牞可由向量组熣１，熣２，…，熣牠

线性表示存在矩阵┛牠×牞，使得┑＝┒┛牠×牞

牜（



┑ ┒）＝牜（┑）；
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（２）向量组熢１，熢２，…，熢牞与向量组熣１，熣２，…，熣牠等

价牜（┑）＝牜（



┑ ┒）＝牜（┒）．

【向量组的线性表示与线性相关】若向量组（Ⅰ）可

由向量个数较少的向量组（Ⅱ）线性表示，则向量组

（Ⅰ）线性相关．

【【推论】】若线性无关的向量组 熣１，熣２，…，熣牠可由

向量组熢１，熢２，…，熢牞线性表示，则牠≤牞．

【向量组的线性表示与向量组的秩】设向量组（Ⅰ）
可由向量组（Ⅱ）线性表示，则牜（Ⅰ）≤ 牜（Ⅱ）．

【向量组的秩与矩阵的秩·三秩相等定理】矩阵 ┑
的行向量组的秩等于矩阵┑的列向量组的秩，也等

于矩阵┑的秩．

【【点拨】】常常利用这个定理把讨论向量组的秩

的问题转化成讨论相应的矩阵的秩的问题（后者有

较多的公式可用）．

． 向量空间·坐标·基变换

【向量空间】设爼是数域爡上的牕维向量构成的非空

集合，且满足

（１）若熢，熣∈爼，则熢＋熣∈爼，

（２）若熢∈爼，牑∈爡，则牑熢∈爼，
便称爼为数域爡上的向量空间．
例 仅有零向量的集合构成向量空间，称为零

空间．齐次线性方程组的解向量全体构成一个向量

空间．

【子空间】设爺和爼都是向量空间，且爺爼，则称爺
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是爼的子空间．

【生成子空间】由向量组熢１，熢２，…，熢┼的线性组合构

成的集合是一个向量空间，记作

爧｛熢１，熢２，…，熢牜｝＝｛牑１熢１＋牑２熢２＋…＋牑牜熢牜燏牑牏∈｝，
称爧为由熢１，熢２，…，熢牜生成的向量空间．

【基·维数】设爼是向量空间，若向量组熢１，熢２，…，熢牕

∈爼满足以下两条：

（１）熢１，熢２，…，熢牕线性无关；

（２）爼中的任一向量都可由熢１，熢２，…，熢牕线性表

示，则称熢１，熢２，…，熢牕为空间爼的一组基，牕称为爼的

维数，记作ｄｉｍ爼＝牕，并称爼是牕维向量空间．
例 牕中的一组基是

┯１＝ （１，０，…，０）Ｔ， ┯２＝ （０，１，０，…，０）Ｔ，…，

┯牕＝ （０，０，…，０，１）Ｔ，
因为对任意熢＝（牨１，牨２，…，牨牕）Ｔ∈牕，有

熢＝ 牨１┯１＋ 牨２┯２＋ … ＋ 牨牕┯牕，
故 ｄｉｍ牕＝ 牕．

【【点拨】】若把向量空间爼看做向量组，则爼的基

就是向量组爼中的极大线性无关组，爼的维数就是

向量组爼的秩．

【基的判定】牕维向量空间爼的任意牕个线性无关的

向量都可作为向量空间爼的基．

【向量的坐标】设熢１，熢２，…，熢牕是牕维空间爼的一组

基，则空间爼中任一向量熢可惟一地表示为

熢＝ 牨１熢１＋ 牨２熢２＋ … ＋ 牨牕犜牕，
称有序数组牨１，牨２，…，牨牕为向量熢关于基熢１，熢２，…，
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熢牕的坐标，在基不变的空间中，人们常用犜的坐标向

量┨＝（牨１，牨２，…，牨牕）Ｔ来代表向量犜．
【基变换·过渡矩阵】牕维空间爼的任意两组基熢１，

熢２，…，熢牕和熣１，熣２，…，熣牕是彼此等价的：

（熣１，熣２，…，熣牕）＝ （熢１，熢２，…熢牕）┓ （基变换公式），
表示式中的矩阵┓称为从熢１，熢２，…，熢牕到熣１，熣２，…，

熣牕的过渡矩阵．

【坐标变换公式】设向量熢在基熢１，熢２，…，熢牕下的坐

标是┨＝（牨１，牨２，…，牨牕）Ｔ，同时在基熣１，熣２，…，熣牕下的

坐标是 ┩＝（牪１，牪２，…，牪牕）Ｔ，爞为从 熢１，熢２，…，熢牕到

熣１，熣２，…，熣牕的过渡矩阵，则有┨＝┓┩．

【【点拨】】可以通过矩阵运算来记忆：
熢＝ （熣１，熣２，…，熣牕）┩＝ （熢１，熢２，…，熢牕）┓┩，

又 熢＝ （熢１，熢２，…，熢牕）┨，对比即知 ┨＝ ┓┩．

． 内积·正交·标准正交基

【向量的内积】定义牕中向量熢＝（牃１，牃２，…，牃牕）Ｔ与

熣＝（牄１，牄２，…，牄牕）Ｔ的内积为实数（记作（熢，熣）），

（熢，熣）＝ 牃１牄１＋ 牃２牄２＋ … ＋ 牃牕牄牕＝ 熢Ｔ熣．

【【点拨】】牕＝３时，（熢，熣）＝牃１牄１＋牃２牄２＋牃３牄３，与向
量代数中的内积（即点乘）的定义是一致的．
【内积的基本性质】

（１）交换性：（熢，熣）＝（熣，熢）．
（２）线性性：（熢１＋熢２，熣）＝（熢１，熣）＋（熢２，熣），

（牑熢，熣）＝ 牑（熢，熣），其中 牑为实数．

（３）非负性：（熢，熢）＝∑
牕

牏＝１
牃２
牏≥０且（熢，熢）＝０的
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充要条件是熢＝．

（４）柯西不等式：燏（熢，熣）燏≤燏熢燏燏熣燏．

（５）三角不等式：燏熢＋熣燏≤燏熢燏＋燏熣燏．

【向量的长度】称非负实数 槡（熢，熢）＝ ∑
牕

牏＝１
牃槡 ２
牏为向

量熢的长度，记作燏熢燏．

【单位向量】称长度等于１的向量为单位向量．

【向量的单位化】如果熢是非零向量，则熢０＝熢燉燏熢燏是

单位向量，称熢０为熢的单位向量，也记为┯犜．

【向量的夹角】设熢，熣为牕中的向量．定义牕中两向

量熢，熣夹角的余弦为

ｃｏｓ犤＝ （熢，熣）
燏熢燏燏熣燏，

于是向量的夹角为

犤＝ ａｒｃｃｏｓ（熢，熣）
燏熢燏燏熣燏．

【向量的正交】设熢，熣∈牕，若有（熢，熣）＝０，则称向量

熢与熣是正交的．

【正交向量组·标准正交向量组】若一个向量组中

的向量两两正交，则称这个向量组为正交向量组；若

正交向量组中每一个向量还是单位向量，则称此正

交向量组为标准正交向量组．

【标准正交向量组判定】向量组熢１，熢２，…，熢牜是标准

正交向量组的充要条件是

（熢牏，熢牐）＝
１， 牏＝ 牐，｛０， 牏≠ 牐．

【正交向量组与线性无关向量组】若正交向量组熢１，
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熢２，…，熢牜中不含零向量，则熢１，熢２，…，熢牜为线性无关

向量组．标准正交向量组必定为线性无关向量组．

【标准正交基】在欧几里德空间牕中，若一组基 熦１，

熦２，…，熦牕满足标准正交向量组的条件，则称之为标准

正交基．

【正交矩阵】若┓满足

┓Ｔ┓＝ ┓┓Ｔ ＝ ┙，
则称牕阶实矩阵┓为正交矩阵．

【正交矩阵的向量组】矩阵 ┓是正交矩阵┓的列

（行）向量组熢１，熢２，…，熢牕是标准正交向量组．

【正交变换】设┓为牕阶正交矩阵，┨和┩是欧几里德

空间牕中的牕维向量，则线性变换┨＝┓┩是牕上的

正交变换．

【正交变换的性质】设┨＝┓┩是欧几里德空间牕上

的线性变换，则下列命题等价：

（１）线性变换┨＝┓┩为正交变换．

（２）在线性变换┨＝┓┩下，向量的内积不变，即

┨１＝ ┓┩１，┨２＝ ┓┩２

时，（┨１，┨２）＝（┩１，┩２）．

（３）线性变换┨＝┓┩把牕中的标准正交基变成

标准正交基．

【【推论】】正交变换不改变向量的内积，也就是不

改变向量的长度，从而不改变曲线或曲面的图形形

状．一些试题据此来设计二次曲面的类型的识别问

题．

【化作正交规范组的施密特方法】以三个向量为例
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说 明．设 熢１，熢２，熢３是线性无关向量组，首先产生与

熢１，熢２，熢３等价的正交向量组

熣１＝ 熢１， 熣２＝ 熢２－
（熣１，熢２）
（熣１，熣１）熣１，

熣３＝ 熢３－
（熣１，熢３）
（熣１，熣１）熣１－

（熣２，熢３）
（熣２，熣２）熣２

再对熣１，熣２，熣３单位化即成正交规范组：

熤１＝ １
燏熣１燏熣１， 熤２＝ １

燏熣２燏熣２， 熤３＝ １
燏熣３燏熣３．

【【点拨】】如果考虑的向量是实对称矩阵的分属

不同的特征值的特征向量，则它们已经是正交的了，
只需要单位化便可以．

常见题型·应对
针对问题的特点使用前面归纳的方法．

【判别向量组线性相关的问题】
例 判断向量组

熢１＝ （１，１，０）Ｔ， 熢２＝ （０，－ １，２）Ｔ，

熢３＝ （２，５，－ ６）Ｔ

是否线性相关．
解 求列向量矩阵的行阶梯形（箭头表示初等

变换）：

┑＝ （熢１，熢２，熢３）

＝

１ ０ ２

１ － １ ５
烄

烆

烌

烎０ ２ － ６

→

１ ０ ２

０ － １ ３
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

得到牜（┑）＝２＜３，所以向量组熢１，熢２，熢３线性相关．

【【点拨】】此题也可以考查行列式燏┑燏是否为零．
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但是求矩阵秩的方法具有一般性且易于实现．

【判定向量组线性无关的问题】
例 已知向量组熢１，熢２，熢３线性无关，证明向量

组熢１＋熢２，熢２＋熢３，熢３＋熢１也线性无关．
解 考虑矩阵表示

┑＝ （熢１＋ 熢２，熢２＋ 熢３，熢３＋ 熢１）

＝ （熢１，熢２，熢３）

１ ０ １

１ １ ０
烄

烆

烌

烎０ １ １

，

等式右边两个矩阵的秩都是３，故牜（┑）＝３，所证向量

组线性无关．
例 设┑是牕×牔矩阵，┒是牔×牕矩阵，且牕＜

牔．若┑┒＝┙，证明┒的列向量组线性无关．
证 欲证牜（┒）＝牕．一方面牜（┒）≤ｍｉｎ｛牔，牕｝＝

牕，另一方面牜（┒）≥牜（┑┒）＝牜（┙牕）＝牕，所以牜（┒）＝牕，
即┒的列向量组的秩为牕．而┒的列向量组恰有牕个

列向量，故┒的列向量组线性无关．

【确定向量的线性表示的问题】
例 已知牕维向量组熢１，熢２，熢３线性无关，向量

组熢２，熢３，熢４线性相关．问：

（１）熢４能否由熢１，熢２，熢３线性表示？为什么？

（２）熢１能否由熢２，熢３，熢４线性表示？为什么？
解 （１）因熢１，熢２，熢３线性无关，故熢２，熢３也线性

无关；又熢２，熢３，熢４线性相关，故熢４可以由熢２，熢３线性

表示，从而更可以由大组熢１，熢２，熢３线性表示．

（２）假设熢１能由熢２，熢３，熢４线性表示，由于熢４可
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以由熢２，熢３线性表示，故熢１能被熢２，熢３线性表示．这

与已知熢１，熢２，熢３线性无关相矛盾，故熢１不能由向量

组熢２，熢３，熢４线性表示．

【【点拨】】注意认识反证法的特殊作用．

例  设矩阵

１

２

牠 ３

烄

烆

烌

烎０ ０

的列向量依次为

熢１，熢２，熢３，熣，问：牠为何值时，熣不能由 熢１，熢２，熢３线性

表示？
解 牠＝０时熣不能由熢１，熢２，熢３线性表示，因为

３＝ 牜（熢１，熢２，熢３，熣）≠ 牜（熢１，熢２，熢３）＝ ２．

【讨论向量组的秩】
例 设牕维向量组熢１，熢２，熢３，熢４，熢５满足

子组（Ⅰ）熢１，熢２，熢３的秩为牜（Ⅰ）＝３；
子组（Ⅱ）熢１，熢２，熢３，熢４的秩为牜（Ⅱ）＝３；
子组（Ⅲ）熢１，熢２，熢３，熢５的秩为牜（Ⅲ）＝４．

求向量组（Ⅳ）熢１，熢２，熢３，熢４＋熢５的秩．
解 基于分类和反证法．由于向量组（Ⅳ）中包

含了线性无关组（Ⅰ），故牜（Ⅳ）＝３或４．如果牜（Ⅳ）＝

３，则熢４＋熢５必定可以由熢１，熢２，熢３线性表示．同理，
对比向量组（Ⅱ）知，熢４可由熢１，熢２，熢３线性表示，从而

熢５可由熢１，熢２，熢３线性表示，这将与牜（Ⅲ）＝ ４矛盾．
故牜（Ⅳ）＝４．
解 基于初等变换不改变矩阵的秩．设

┑＝ （熢１，熢２，熢３，熢４＋ 熢５），
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┒＝ （熢１，熢２，熢３，熢５）．
由已知得牜（┒）＝牜（熢１，熢２，熢３，熢５）＝４．由条件推知熢４

能由熢１，熢２，熢３线性表示，故可设

熢４＝ 牑１熢１＋ 牑２熢２＋ 牑３熢３，
从而可以通过初等变换将熢４除掉：

┑＝ （熢１，熢２，熢３，熢４＋熢５）→ （熢１，熢２，熢３，熢５）＝ ┒
↑

．

－牑１ －牑２ －牑３

故 牜（Ⅳ）＝ 牜（Ⅲ）＝ ４．
例 已知列向量组熢１，熢２，熢３，以及向量组

熣１＝熢１，熣２＝熢１＋２熢２，熣３＝熢１＋３熢２，
证明 牜（熢１，熢２，熢３）＝牜（熣１，熣２，熣３）．
证 由于 （熣１，熣２，熣３）＝（熢１，熢２，熢３）┑，

其中 ┑＝

１ １ １

０ ２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３
是可逆矩阵，故

（熢１，熢２，熢３）＝（熣１，熣２，熣３）┑－１，
说明两个向量组等价，从而秩相等．

【判定向量组的线性表示或等价问题】转换为矩阵

的秩问题讨论．
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第章 线性方程组

大纲要求

会用克莱姆法则．理解齐次线性方程组有非零

解的充分必要条件及非齐次线性方程组有解的充分

必要条件．理解齐次线性方程组的基础解系、通解及

解空间的概念，掌握齐次线性方程组基础解系和通

解的求法．理解非齐次线性方程组的解的结构以及

通解的概念．掌握用初等行变换求解线性方程组的

方法．
注 数学二不要求解空间概念．

知识点·点拨
【克莱姆法则】若线性方程组

牃１１牨１＋ 牃１２牨２＋ … ＋ 牃１牕牨牕＝ 牄１，

牃２１牨１＋ 牃２２牨２＋ … ＋ 牃２牕牨牕＝ 牄２，



牃牕１牨１＋ 牃牕２牨２＋ … ＋ 牃牕牕牨牕＝ 牄

烅

烄

烆 牕

的系数行列式爟＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃

烄

烆

烌

烎牕牕

≠０，则该方

程组有惟一的解

牨牐＝
爟牐

爟， 牐＝ １，２，…，牕．

其中，爟牐是将系数行列式爟中的第牐列替代为列向



量（牄１，牄２，…，牄牕）Ｔ后所得的同阶行列式．

【【点拨】】应当注意的是，用克莱姆法则求解线性

方程组必须满足条件爟≠０．在其他情形，方程组或

者无解，或者解不惟一．

【线性方程组的基本问题】

（１）线性方程组有解的充要条件是什么？

（２）当线性方程组有解时，它有多少个解？如何

求解？

（３）当线性方程组解不惟一时，这些解之间有什

么关系？

【线性方程组的行初等变换】

（１）互换两个方程的位置．

（２）用一个非零数乘某一个方程．

（３）用一数牑乘某一方程后加到另一个方程上．

【高斯消元法·导出组】利用初等行变换把原方程

组化为行阶梯形式的方程组（称为原方程组的导出

组），再用回代方法解出牨１，牨２，…，牨牕．

【增广矩阵】方程组的系数矩阵和常数列写成的矩

阵称为方程组的增广矩阵．
例 方程组

牃１１牨１＋ 牃１２牨２＋ … ＋ 牃１牕牨牕＝ 牄１，

牃２１牨１＋ 牃２２牨２＋ … ＋ 牃２牕牨牕＝ 牄２，



牃牔１牨１＋ 牃牔２牨２＋ … ＋ 牃牔牕牨牕＝ 牄

烅

烄

烆 牔

用矩阵形式表示即为┑┨＝┬，其增广矩阵为
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槇 

┑＝ （┑ ┬）＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕 牄１

牃２１ 牃２２ … 牃２牕 牄２

   

牃牔１ 牃牔２ … 牃牔牕 牄







烄

烆

烌

烎牔

．

【方程组的解向量】满足方程┑┨＝┬的列向量┨称

为方程组的一组解．

【高斯消元法求解线性方程组】如果能使用初等行

变换法把增广矩阵 槇
┑化为如下阶梯形：

槇
┑→

牅１１ 牅１２ … 牅１牜 … 牅１牕 牆１

牅２２ … 牅２牜 … 牅２牕 牆２

   

牅牜牜 … 牅牜牕 牆牜

０ … ０ ０ … ０ 牆牜＋１

    ０











烄

烆

烌

烎０ … ０ ０ … ０ ０

，

（不失一般性，假定牅１１，牅２２，…，牅牜牜都不为零），则原方

程组与以下简化的线性方程组

牅１１牨１＋ 牅１２牨２ ＋ …＋ 牅１牕牨牕＝ 牆１，

牅２２牨２＋ 牅２３牨３ ＋ …＋ 牅２牕牨牕＝ 牆２，



牅牜牜牨牜＋ 牅牜牜＋１牨牜＋１＋ …＋ 牅牜牕牨牕＝ 牆牜，

０ ＝ 牆

烅

烄

烆 牜＋１

同解，于是：

（１）当牆牜＋１≠０时，原方程组无解，相当于牜（┑）≠

牜（
槇
┑）；
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（２）当牆牜＋１＝０时，原方程组有解，相当于牜（┑）＝

牜（
槇
┑），若未知数个数牕大于牜（┑）＝牜，则方程组中有

牕－牜个自由变量，可以求得无穷多组解；当牕＝牜时，
只有惟一解．

【非齐次线性方程组的解】设非齐次线性方程组┑┨

＝┬的系数矩阵┑牔×牕的秩为牜，
槇
┑＝（



┑ ┬）为增广矩

阵，则

（１）牜（┑）≠牜（
槇
┑） 方程组无解；

（２）牜（┑）＝牜（
槇
┑）＝牕 方程组有惟一解；

（３）牜（┑）＝牜（
槇
┑）＝牜＜牕 方程组有无穷多组

解．

【【点拨】】对于秩等于行数的矩阵┑牔×牕，由于牜（┑）

＝牜（
槇
┑）＝牔，故对任何┬，┑┨＝┬一定有解．

【齐次线性方程组的解】设齐次线性方程组 ┑┨＝
的系数矩阵┑牔×牕的秩为牜，则

（１）牜＝牕 方程组有惟一零解；

（２）牜＜牕 方程组有无穷多组解．

【【点拨】】齐次线性方程组至少有一个零解，通常

关注的是它是否有非零解．

【┑┨＝有非零解的判定】在以下情形下，┑┨＝均

有非零解：

（１）方程个数牔少于未知量个数牕；

（２）┑为方阵时，系数行列式燏┑燏＝０；
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（３）┑的列向量组线性相关．

【线性方程组的解的叠加性质】

（１）齐次线性方程组┑┨＝的任意两个解┨１与

┨２的线性组合牑１┨１＋牑２┨２还是该方程组的解；

（２）非齐次线性方程组┑┨＝┬的任意两个解┨１

与┨２的差是相应的齐次方程组┑┨＝的解；

（３）线性方程组┑┨＝┬１的解┨１与┑┨＝┬２的解

┨２的和┨１＋┨２是线性方程组┑┨＝┬１＋┬２的解．

【齐次线性方程组的通解结构】齐次线性方程组的

解┨都可表示为基础解系熢１，熢２，…，熢牞的线性组合，
即通解为┨＝牑１熢１＋牑２熢２＋…＋牑牞熢牞．

【非齐次线性方程组通解结构】设非齐次线性方程

组┑┨＝┬有解，则其任一解（通解）为

┨＝ ┨牅＋ 熩，
其中，熩是┑┨＝┬的一个特解，┨牅是对应的齐次线性

方程组┑┨＝的通解．

【解空间·基础解系】齐次线性方程组┑┨＝解的

全体构成一个向量空间，称为解空间，记为

爫（┑）＝ ｛┨燏┑┨＝ ｝．
称爫（┑）的基熢１，熢２，…，熢牞为该方程组的基础解系．

【【点拨１】】方程组的基础解系是解空间的一个极大

无关组，它的数目是确定的，但是其成员不是惟一的．

【【点拨２】】直接验证可知，非齐次线性方程组┑┨

＝┬的解向量全体不构成向量空间．
例 设 熢１，熢２，熢３是齐次方程┑┨＝的基础解

系，熣是非齐次方程┑┨＝┬的解，则直接由定义可以
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证明熢１，熢２，熢３，熣是线性无关的向量组，再由初等变

换法可以看出熢１＋熣，熢２＋熣，熢３＋熣，熣是非齐次方程

┑┨＝┬的线性无关的解向量组．

【齐次解空间的维数】设牔×牕矩阵┑的秩牜（┑）＝牜，
则齐次线性方程组 ┑┨＝的解空间 爫（┑）的维数

ｄｉｍ爫（┑）＝牕－牜．

常见题型·应对
【根据行初等变换法求解线性方程组】求给出具体

数据的线性方程组的通解或相应的基础解系是基本

题型，例如在对角化问题中的特征向量计算．应对策

略便是运用行初等变换法将增广矩阵化作行阶梯形

后，变作较简单的方程组求解．

【利用解的结构计算线性方程组的通解】分别计算

齐次方程组的基础解系，非齐次方程组的特解，然后

依据通解结构来进行叠加．
例 已知方阵 ┑＝（熢１，熢２，熢３，熢４）中的列向量

熢２，熢３，熢４线性无关，熢１＝２熢２－熢３．如果熣＝熢１＋熢２＋

熢３＋熢４，求解线性方程组┑┨＝熣．
解 首先看出┯＝（１，１，１，１）Ｔ是所给非齐次方

程组┑┨＝熣的一个解；而从条件熢１＝２熢２－熢３知熢１－

２熢２＋熢３＋０熢４＝，说明┫＝（１，－２，１，０）Ｔ是对应的

齐次方程组┑┨＝的一个非零解；再结合熢２，熢３，熢４

线性无关知道，矩阵┑的秩为３，故齐次方程组解空

间的维数是１．由解的结构可知，取┫为基础解系，便

得到所求方程的通解：牑┫＋┯．

【含参数的线性方程组讨论题】运用行初等变换法

·３４２·第１２章 线性方程组



讨论含有参数的非齐次线性方程组的解的存在问题

和惟一问题，在有解时要求写出通解．求解时需要使

用行初等变换法和矩阵的秩概念．

【含参数的线性方程组计算题】有时为了减少计算

量，可以只要求从解的某一种状态中确定参数的值．
这类题涉及行初等变换和解的结构知识，往往是单

独的试题．解法同上．
例 设┒是一个三阶非零矩阵，它的每一列是

齐次方程组

牨１＋ ２牨２－ ２牨３＝ ０，

２牨１－ 牨２＋ 犧牨３＝ ０，

３牨１＋ 牨２－ 牨３

烅
烄

烆 ＝ ０
的解，求犧的值和燏┒燏．
解 因为非零矩阵┒的列是上面齐次方程组的

解，故该齐次方程组有非零解，从而系数行列式

燏┑燏＝

１ ２ － ２

２ － １ 犧

３ １ － １

＝ ０，

得５犧－５＝０，即犧＝１．
又因矩阵┑的秩为２，故ｄｉｍ爫（┑）＝３－２＝１，即

基础解系只有一个解向量，因而┒的三个列向量必

线性相关，得燏┒燏＝０．

【两个方程组的公共解计算题】给出方程组（Ⅰ）和

方程组（Ⅱ），求它们的公共解．

【【解法１】】首先求解一个方程组，将所得惟一解

或通解代入到另一个方程组中，验证是否矛盾，不矛
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盾或需要对参数加以限制时便得到公共解．

【【解法２】】将两个方程组联立，然后求解．

【两个方程组的同解判定问题】若两个线性方程组

同解，则有

（１）它们的导出组的解空间维数一样（在有解情

形，这表现为系数矩阵的秩相同）；

（２）解向量互相满足对方的方程组．
两个线性方程组同解的充分条件为以下条件之

一：

（１）两个方程组的增广矩阵的行向量组是等价

向量组；

（２）联立之后的大方程组与每一个方程组的解

相同．

【几何学应用问题】将直线、平面关系用向量关系和

方程组来表示的问题．
例 借助解空间维数可知，三个平面

牃１牨＋ 牄１牪＋ 牅１牫＝ 牆１，

牃２牨＋ 牄２牪＋ 牅２牫＝ 牆２，

牃３牨＋ 牄３牪＋ 牅３牫＝ 牆３

交于一条直线的充分必要条件是上述三个方程联立

的非齐次方程组┑┨＝┬满足牜（┑）＝牜（
槇
┑）＝２．

【综合转换问题】结合矩阵的秩、解空间的维数、伴

随矩阵性质、向量的线性相关、特征向量的定义的综

合问题．应对的关键是掌握用不同的形式来表达相

同的命题．
例如，方程┑┨＝┩有解等价于向量┩可以由矩
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阵 ┑的列向量组线性表示；┑┨＝有非零解熢，等价
于非零向量熢与矩阵┑的每个行向量正交．
例 设┑为牔×牕矩阵，┒为牕×牑矩阵，若┑┒＝

，证明牜（┑）＋牜（┒）≤牕．
证 将┒按列分块为┒＝（┒１┒２… ┒牑），由┑┒＝

，得

（┑┒１┑┒２… ┑┒牑）＝ （… ），
即 ┑┒牏＝ ， 牏＝ １，２，…，牑．
上式表明，矩阵┒的每一列是齐次线性方程组┑┨＝
的解，即┒１，┒２，…，┒牑∈爫（┑），从而

牜（┒１┒２… ┒牑）≤ ｄｉｍ爫（┑）＝ 牕－ 牜（┑），
即 牜（┒）≤ 牕－ 牜（┑）或 牜（┑）＋ 牜（┒）≤ 牕．
【由齐次方程组的基础解系求该方程组的系数矩阵
问题】利用正交的概念建立方程．
例 求一个齐次线性方程组，使得

熣１＝ （１，２，－ １，４）Ｔ， 熣２＝ （１，０，－ ４，０）Ｔ

为其基础解系．
解 设所求方程为

牃１牨１＋ 牃２牨２＋ 牃３牨３＋ 牃４牨４＝ ０，
代入给定的解向量，得到两个方程

牃１＋ ２牃２－ 牃３＋ 牃４＝ ０，

牃１－ ４牃３｛ ＝ ０，
解出的基础解系为

熢１＝ （８，－ ３，２，０）Ｔ， 熢２＝ （０，２，０，－ １）Ｔ．
于是所求齐次线性方程组如下：

８牨１－３牨２＋２牨３＝０，

２牨２－牨４｛ ＝０．
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第章 矩阵的特征值和
特征向量

大纲要求

理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质，
会求矩阵的特征值和特征向量．理解相似矩阵的概

念、性质及矩阵可相似对角化的充分必要条件．掌握

将矩阵化为相似对角矩阵的方法．掌握实对称矩阵

的特征值和特征向量的性质．

知识点·点拨

． 特征值和特征向量

【特征值·特征向量】设方阵 ┑＝（牃牏牐）牕×牕，若有数 犧
和牕维非零向量熱，使┑熱＝犧熱成立，则称数犧为┑的特

征值，称向量熱为矩阵┑的对应于犧的特征向量．

【【点拨】】对应于 犧的特征向量是齐次线性方程

（犧┙－┑）┨＝的非零解，该方程有非零解的充分必

要条件是燏犧┙－┑燏＝０．

【特征多项式·特征方程·特征值】称多项式

牊（犧）＝燏犧┙－┑燏

＝

犧－牃１１ －牃１２ … －牃１牕

－牃２１ 犧－牃２２  

   －牃牕－１牕

－牃牕１ … －牃牕牕－１ 犧－牃牕牕

＝犧牕＋牄１犧牕－１＋…＋牄牕－１犧＋牄牕



为矩阵 ┑的特征多项式．称燏犧┙－┑燏＝０为特征方

程．特征方程的根犧便为┑的特征值．

【特征多项式的系数】设牕阶方阵┑＝（牃牏牐）牕×牕的牕个

特征值为犧１，犧２，…，犧牕，则有

（１）犧１犧２… 犧牕＝燏┑燏；

（２）犧１＋犧２＋…＋犧牕＝牃１１＋牃２２＋…＋牃牕牕．

【【推论】】方阵┑可逆┑的特征值都非零．

【特征向量的计算方法】计算方法有两种：

（１）依据特征向量的定义，使 ┑熱＝犧熱；

（２）求齐次线性方程组（犧┙－┑）┨＝的非零解．

【特征值计算方法】计算方法有三种：

（１）依据特征值定义，若有非零向量 熱，使┑熱＝

犧熱，则犧是┑的一个特征值；

（２）依据特征方程燏┑－犧┙燏＝０求解；

（３）根据特征值的传递性质求解．

【特征值的传递性质】设犧是┑的特征值，熢是┑的对

应于特征值 犧的特征向量．牎（犧）是代数多项式，则

┑Ｔ，┑－１等的特征值及特征向量如下表：

矩 阵 特征值 特征向量

┑ 犧 熢

┑Ｔ 犧 熢

┑－１ 犧－１ 熢

┑ 燏┑燏犧－１ 熢

┑２－３┙ 犧２－３ 熢

牎（┑） 牎（犧） 熢
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【特殊矩阵的特征值】

（１）三角阵

牃１  … 

牃２  

 

牃

烄

烆

烌

烎牕

或对角矩阵的特

征值是对角线上的元素：牃１，牃２，…，牃牕．
特别地，零矩阵的特征值只有０，数量矩阵牑┙的

特征值只有牑．

（２）实对称阵（┑＝┑Ｔ且元素全是实数）的特征

值是实数．它的非零特征值的个数等于牜（┑）．

（３）分块对角阵
┑槏 槕┒ 的特征值由┑及┒的特

征值构成．

（４）秩为 １的矩阵必可写做（见矩阵分解定理）
两个非零列向量 熢，熣的乘积：┑＝熢熣Ｔ，由于 ┑熢＝

熢熣Ｔ熢＝（熣Ｔ熢）熢，故熣Ｔ熢是它的一个特征值．

（５）各行元素之和为牃的矩阵有一个特征值牃，
对应的特征向量是（１，１，…，１）Ｔ．

（６）正交矩阵的特征值或是１，或是－１．

（７）方阵┑，┒的乘积┑┒和┒┑有相同的特征值．

（８）可逆阵的特征值全非零．

（９）如果矩阵┑满足多项式矩阵方程牎（┑）＝，
则矩阵┑的特征值犧也满足代数方程牎（牨）＝０；但是

要注意：牎（牨）＝０的根不一定都是┑的特征值．

【特征向量的叠加性质】矩阵┑关于特征值犧牏的牔个

特征向量熢１，熢２，…，熢牔的任何非零线性组合∑
牔

牏＝１
牑牏熢牏
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还是┑关于犧牏的特征向量．

【特征向量的线性相关性】

（１）牕阶矩阵┑至多有牕个线性无关的特征向

量，每个特征值至少对应一个非零的特征向量．

（２）牕阶矩阵┑分属于不同特征值犧１，犧２，…，犧牜的

特征向量组熢１，熢２，…，熢牜是线性无关的．

（３）牕阶矩阵 ┑的不同特征值所属下的线性无

关特征向量子组汇总在一起还是线性无关的．

（４）牕阶矩阵┑的牠重特征值对应的特征向量组

的秩小于或等于牠．

【【推论】】若┑有牕个互异的特征值：犧１，犧２，…，犧牕，
则每个犧牏对应且仅对应一个线性无关的特征向量，
从而┑共有牕个线性无关的特征向量．

． 矩阵相似对角化

【矩阵相似的概念】对牕阶方阵┑和┒，若有可逆的牕
阶方阵┠，使得┠－１┑┠＝┒，则称┑和┒相似，或┑相

似于┒，记作┑～┒，称矩阵┠为相似变换矩阵．

【矩阵相似关系的性质】

（１）自发性 ┑～┑；

（２）对称性 ┑～┒，则┒～┑；

（３）传递性 ┑～┒且┒～┓，则┑～┓．

【相似矩阵的共性】设牕阶方阵┑和┒相似，则有

（１）牜（┑）＝牜（┒）；

（２）燏犧┙－┑燏＝燏犧┙－┒燏；

（３）燏┑燏＝燏┒燏，ｔｒ（┑）＝ｔｒ（┒）；
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（４）┑和┒的特征值相同．

【【点拨】】两个实对称矩阵相似的充分必要条件

是：它们有相同的特征值，包括重数．

【相似关系与等价关系的比较】

（１）相似关系是两个牕阶方阵之间的关系，等价

关系则是两个同型矩阵之间的关系．

（２）相似变换结果是┠－１┑┠＝┒；等价变换结果

则是┡┑┠＝┒．都要求变换矩阵是可逆矩阵．

（３）两个矩阵相似两个矩阵等价，反之不然．

（４）等价变换仅保持矩阵的秩不变，而相似变换

还保持特征值不变等．

【牕阶矩阵┑可以相似于对角矩阵的判定】

【【充要条件１】】┑有牕个线性无关的特征向量．

【【充要条件２】】牠牏重特征值犧牏对应的矩阵犧牏┙－┑
的秩为牜（犧牏┙－┑）＝牕－牠牏．

【【充分条件１】】┑有牕个互异的特征值．

【【充分条件２】】┑为实数构成的对称矩阵．

【矩阵可对角化的传递性质】如果矩阵┑可相似对

角化，则┑Ｔ，┑－１，┑以及牎（┑）（牎（牨）为多项式）也可

以相似对角化．

【【点拨】】利用┑＝┠－１熅┠，熅为对角矩阵来证明．

【相似对角化结果表述】设矩阵┑可以相似于对角

矩阵，则┑有牕个线性无关的列特征向量熢１，熢２，…，

熢牕，依次属于牕个特征值犧１，犧２，…，犧牕（允许重复），则

相似变换矩阵可取为┠＝（熢１熢２… 熢牕）．对角化结果

表述为
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┠－１┑┠＝

犧１

犧２



犧

烄

烆

烌

烎牕

．

【实对称矩阵正交相似对角化的结果表述】实对称

矩阵一定可以使用正交矩阵化作对角矩阵．即有正

交矩阵┓，使得┓－１┑┓＝┓Ｔ┑┓为对角矩阵熅．其中

熅＝

犧１

犧２



犧

烄

烆

烌

烎牕

， ┓＝ （熢１熢２… 熢牕），

熢１，熢２，…，熢牕依次是犧１，犧２，…，犧牕对应的彼此正交的

标准特征向量．

【利用正交性计算三阶实对称矩阵的特征向量】根

据不同特征值对应的特征向量必正交的性质，可以

设计以下的算法．设矩阵为三阶实对称阵，则有：

（１）若已求得的两个特征向量熢１，熢２来自不同的

特征值，则使用向量代数中的叉乘可以得到第三个

特征向量 熢１×熢２，这三个向量构成一个正交特征向

量组；

（２）如果特征值是一个二重根和一个单根，则与

单根的特征向量正交的不成比例的两个向量 熢１，熢２

必是另一个二重特征值的特征向量．

常见题型·应对
【计算具体矩阵的特征值、特征向量】直接依据定

义，先求特征值，再通过齐次方程组的基础解系得到
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对应的特征向量．

例 求┑＝

１ －３ ３

３ －５ ３
烄

烆

烌

烎６ －６ ４

的特征值和特征向量．

解 由 燏犧┙－┑燏＝

犧－１ ３ －３

－３ 犧＋５ －３
烌

烎－６ ６ 犧－４

＝０，

得特征值 犧１＝犧２＝－２， 犧３＝４．
当犧１＝犧２＝－２时，求解（－２┙－┑）┨＝，即

－ ３ ３ － ３

－ ３ ３ － ３
烄

烆

烌

烎－ ６ ６ － ６

┨＝
烄

烆

烌

烎

０

０

０

，

得基础解系（１，１，０）Ｔ，（－１，０，１）Ｔ为其对应的特征

向量．
当犧３＝４时，求解（４┙－┑）┨＝，即

３ ３ － ３

－ ３ ９ － ３
烄

烆

烌

烎－ ６ ６ ０

┨＝
烄

烆

烌

烎

０

０

０

，

得基础解系（１，１，２）Ｔ为其对应的特征向量．

【判定给定矩阵能否对角化】这是基本题型，依据可

对角化的判别条件进行判定．
例 判断下列矩阵能否相似于对角阵，若能，

求出相似变换矩阵┠．

（１）┑１＝

２ ０ ０

１ １ ０
烄

烆

烌

烎１ １ １

；（２）┑２＝

１ ２ ２

２ １ ２
烄

烆

烌

烎２ ２ １

．

解 （１）由燏犧┙－┑１燏＝（犧－２）（犧－１）２＝０，得 犧１
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＝犧２＝１，犧３＝２，其中犧１＝犧２＝１为二重根．由于

牜（１燈┙－ ┑１）＝ 牜

－ １ ０ ０

－ １ ０ ０
烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎－ １ － １ ０

＝ ２，

故二重特征值犧＝１只有一个线性无关的特征向量，
故该矩阵不能相似于对角形．

（２）由燏犧┙－┑２燏＝（犧＋１）２（犧－５）＝０，得犧１＝犧２＝

－１，犧３＝５．因为┑２是实对称矩阵，故可对角化．犧１＝

犧２＝－１对应的线性无关特征向量为

（－ １，１，０）Ｔ，（－ １，０，１）Ｔ．

犧３＝５为单特征值，它对应的特征向量为（１，１，１）Ｔ．
所以

┠＝

－１ －１ １

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ １

， ┠－１┑２┠＝

－１

－１
烄

烆

烌

烎５
．

例 确定参数牠的值，使得┑＝

１ 牠 ３

１ ４
烄

烆

烌

烎２
可以

相似对角化．
解 关键是判定二重特征值１对应的矩阵┑－┙

的秩能否为１．由于

┑－ ┙＝

０ 牠 ３

０ ４
烄

烆

烌

烎１
，

故当牠＝０时，牜（┑－┙）＝１，矩阵可以相似对角化，否

则不行．
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例 满足矩阵方程（┑－牃┙）（┑－牄┙）＝的牕阶

矩阵┑可以相似对角化，其中牃与牄为不同的实数．
证 由于

牜（┑－ 牃┙）＋ 牜（┑－ 牄┙）≤ 牕，

牜（┑－ 牃┙）＋ 牜（┑－ 牄┙）

＝ 牜（牃┙－ ┑）＋ 牜（┑－ 牄┙）

≥ 牜（牃┙－ ┑＋ ┑－ 牄┙）

＝ 牜（（牃－ 牄）┙）＝ 牕，
故 牜（┑－牃┙）＋牜（┑－牄┙）＝牕．于是，当 牜（┑－牃┙）＝牜
时，特征值牃对应的线性无关的特征向量有牕－牜个，
此时，牜（┑－牄┙）＝牕－牜，特征值牄对应的线性无关的

特征向量有牜个，加起来恰好是牕个，故由可对角化

充要条件知矩阵┑可以相似对角化．

【计算矩阵或矩阵多项式的行列式】
例 设三阶方阵┑的三个特征值分别为２，３，７，

求行列式燏５┑＋┙燏．
解 若犧牏是┑的特征值，则５犧牏＋１为５┑＋┙的特

征值，即５┑＋┙有特征值

５× ２＋ １， ５× ３＋ １， ５× ７＋ １，
所以 燏５┑＋ ┙燏＝ １１× １６× ３６＝ ６３３６．

【含参数的矩阵特征值问题】给出含两个参数的矩

阵┑（牃，牄）的全部特征值犧１，犧２，犧３，要求计算特征向量

和变换矩阵．

例 已知矩阵┑＝

１ 牄 ０

－２ 牃 ０
烄

烆

烌

烎０ ０ －３

的特征值为
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３，３，０，计算参数牃，牄的值，并求变换矩阵┠，使得

┠－１┑┠＝

３

３
烄

烆

烌

烎０
．

解 利用ｔｒ（┑）＝犧１＋犧２＋犧３，燏┑燏＝犧１犧２犧３，便可

求得牃＝２，牄＝－１，┠＝

１ ０ １

－２ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ ０

（过程略）．

【【点拨】】还可以利用燏犧牏┑－┙燏＝０（牏＝１，２，３），或

者定义式┑熢＝犧熢来列关于牃，牄的方程．

【其他含参数问题】理解题目的含义，列出基本的方

程式，应当可以找到解题的思路．
例 已 知 熢＝ （１，牑，１）Ｔ 是 矩 阵 ┑＝

２ １ １

１ ２ １
烄

烆

烌

烎１ １ ２

的逆矩阵┑－１的特征向量．求牑值．

解 设┑－１熢＝犧熢，两边左乘┑，得犧┑熢＝熢，把熢，

┑值代入，得

犧

２ １ １

１ ２ １
烄

烆

烌

烎１ １ ２

１

牑
烄

烆

烌

烎１
＝

１

牑
烄

烆

烌

烎１
，

展开消去犧，得牑２＋牑－２＝０，从而得牑１＝１，牑２＝－２．

【求矩阵┑的牕次幂问题】这类题的解法较多，此处

主要是利用对角矩阵的 牕次幂还是对角矩阵的性

质，将所给矩阵┑对角化之后直接计算便是．

例 设┑＝
１ ２槏 槕２ １

，计算┑牕．
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解 可以求得特征值为３和－１，对应的特征向

量构成变换矩阵

┠＝
１ １槏 槕１ －１

，

于是 ┠－１┑┠＝
３槏 槕－１

，

从而

┑牕＝ ┠
３槏 槕－ １

┠槏 槕－１
牕

＝ ┠
３槏 槕－ １

牕

┠－１

＝ ┠
３牕

（－ １）槏 槕牕 ┠－１

＝ １
２

３牕＋ （－ １）牕 ３牕－ （－ １）牕

３牕－ （－ １）牕 ３牕＋ （－ １）槏 槕牕 ．
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第章 二 次 型

大纲要求

掌握二次型及其矩阵表示，了解二次型的秩的

概念，了解合同变换与合同矩阵的概念，了解二次型

的标准形、规范形的概念以及惯性定理．掌握用正交

变换化二次型为标准形的方法，会用配方法化二次

型为标准形．理解正定二次型、正定矩阵的概念，并

掌握其判别法．
注 数学二不要求本章内容．

知识点·点拨

． 二次型的标准形

【二次型】称牕个实变量的二次齐次多项式

牊（牨１，牨２，…，牨牕）

＝牃１１牨２
１＋牃１２牨１牨２＋…＋牃１牕牨１牨牕

＋牃２１牨２牨１＋牃２２牨２
２＋…＋牃２牕牨２牨牕

＋…＋牃牕１牨牕牨１＋牃牕２牨牕牨２＋…＋牃牕牕牨２
牕

为牕元实二次型，简称牕元二次型．

【二次型的矩阵表示】设牃牏牐＝牃牐牏 （１≤牏，牐≤牕），取向

量┨＝（牨１，牨２，…，牨牕）Ｔ，记矩阵

┑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃

烄

烆

烌

烎牕牕



则上述二次型牊可以表示为

牊（牨１，牨２，…，牨牕）

牃１１ 牃１２ … 牃１牕

牃２１ 牃２２ … 牃２牕

  

牃牕１ 牃牕２ … 牃

烄

烆

烌

烎牕牕

牨１

牨２



牨

烄

烆

烌

烎牕
＝ ┨Ｔ┑┨，

称之为二次型的矩阵形式，其中，┑称为二次型

牊（牨１，牨２，…，牨牕）所对应的矩阵．

【【点拨】】二次型的矩阵┑是实对称矩阵．
例 二次型３牨２

１＋２牨２
２－牨２

３＋２牨１牨２－４牨２牨３可以

表示为（牨１，牨２，牨３）

３ １ ０

１ ２ －２
烄

烆

烌

烎０ －２ －１

牨１

牨２

牨

烄

烆

烌

烎３
．

【二次型的秩】指二次型的矩阵的秩．

【二次型的标准形】只含平方项的二次型

牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝ 牆１牨２
１＋ 牆２牨２

２＋ … ＋ 牆牕牨２
牕

称为二次型的标准形．
显然，标准形的矩阵为对角矩阵：

熅＝

牆１

牆２



牆

烄

烆

烌

烎牕

．

【【点拨】】标准形中系数的大小不惟一，但是正负

系数的个数（即正负惯性指数）是确定的．

【二次型的规范形】只含平方项的二次型且形如

牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝牨２
１＋…＋牨２

牘－牨２
牘＋１－…－牨２

牘＋牚
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的二次型称为二次型的规范形．
规范形的矩阵如下所示：
１



１

－ １



－ １

０



烄

烆

烌

烎０

．

【化标准形问题】二次型的基本问题是求一个可逆
的线性变换┨＝┠┩，即

牨１＝ 牘１１牪１＋ 牘１２牪２＋ … ＋ 牘１牕牪牕，

牨２＝ 牘２１牪１＋ 牘２２牪２＋ … ＋ 牘２牕牪牕，



牨牕＝ 牘牕１牪１＋ 牘牕２牪２＋ … ＋ 牘牕牕牪牕

烅

烄

烆 ，
将二次型┨Ｔ┑┨化为标准形┩Ｔ熅┩．
使用矩阵语言来说便是：对一个实对称矩阵

┑牕×牕，求一个可逆矩阵┠牕×牕，使得

┠Ｔ┑┠＝

牆１

牆２



牆

烄

烆

烌

烎牕

．

． 矩阵的合同

【矩阵的合同】设┑，┒为牕阶方阵，若存在牕阶可逆
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矩阵┠，使┠Ｔ┑┠＝┒，则称┑合同于┒，记为┑┒．
【合同关系的性质】

（１）自反性：┑┑；
（２）对称性：┑┒，则┒┑；
（３）传递性：┑┒，且┒┓，则┑┓．

【合同关系的不变性】如果┑┒，则

（１）牜（┑）＝牜（┒）；
（２）┑，┒的惯性指数相同；
（３）若┑正定，则┒也正定．
【【点拨】】两个合同矩阵的特征值可以不同．

【合同与相似的比较】

（１）合同推不出相似：例如，取┠＝
１槏 槕２ 可以

使得
１槏 槕１ 

１槏 槕４ ，但是
１槏 槕１ 与 １槏 槕４ 却不

相似，因为特征值不同．
（２）若合同变换矩阵┠是正交矩阵，则（由于┠－１

＝┠Ｔ）合同关系┠Ｔ┑┠＝┒也是相似关系┑～┒．
【实对称矩阵的合同与相似】

（１）两个实对称矩阵相似它们的特征值相同．
（２）两个实对称矩阵合同它们的正负惯性指

数相同．
（３）两个实对称矩阵相似两个实对称矩阵合

同．
例 判定以下两个矩阵是否合同：

┑＝

１ ２ ０

２ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ３

， ┒＝

１

－ ２
烄

烆

烌

烎３
．
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解 先将矩阵 ┑的第一行的－２倍加到第二

行，然后将所得结果的第一列的－２倍加到第二列，
使之成为对角矩阵，其惯性指数与矩阵┒一样，故两

个矩阵合同．

【分块矩阵的合同】┠１┡１，┠２┡２的充分必要条件

为

┠１

┠槏 槕２ 
爯１

爯槏 槕２ ．

【标准形定理】任何一个实对称矩阵┑都可以合同

于某个对角矩阵，即存在可逆矩阵┠，使得

┠Ｔ┑┠＝

牆１

牆２



牆

烄

烆

烌

烎牕

，

从而任何一个实二次型┨Ｔ┑┨都可用可逆线性变换

┨＝┠┩化为标准形．

【【点拨】】进一步的结果：对任何实对称矩阵，都

可以求得正交矩阵┓，使得

┓Ｔ┑┓＝

犧１

犧２



犧

烄

烆

烌

烎牕

，

其中犧牏（１≤牏≤牕）是矩阵┑的特征值．正交矩阵┓是

对角化问题中的特征向量矩阵经过施密特方法改造

之后的矩阵．

【三种化二次型为标准形的方法】
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（１）拉格朗日配方法；

（２）对矩阵的行列同步的初等变换法；

（３）对矩阵的正交变换法．

． 二次型的正定性

【二次型的正定性问题】任取 ┨≠，考虑实二次型

牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝┨Ｔ┑┨是否恒取正值的问题．

【【点拨】】列向量┨≠是指它至少有一个分量牨牏

不为零，不是所有的分量不为零．

【正（负）定二次型】对牕元实二次型牊（牨１，牨２，…，牨牕）

＝┨Ｔ┑┨，如果任取 ┨≠，恒有 牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝

┨Ｔ┑┨＞０（牊＜０），则称牊（牨１，牨２，…，牨牕）为正（负）定

二次型，并称二次型矩阵┑为正（负）定矩阵．

【惯性定理】实二次型牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝┨Ｔ┑┨经可

逆线性变换化为标准形时，其标准形中正、负平方项

的个数是惟一确定的，它们的和等于矩阵┑的秩．

【【推论】】任何一个实二次型牊（牨１，牨２，…，牨牕）经过

适当的可逆线性变换┨＝┠┩可以化为规范形

牪２
１＋ … ＋ 牪２

牘－ 牪２
牘＋１－ … － 牪２

牘＋牚，
该规范形是惟一的．

【惯性指数】在实二次型牊（牨１，牨２，…，牨牕）的标准形或

规 范 形 中，正 平 方 项 的 个 数 牘称 为 二 次 型

牊（牨１，牨２，…，牨牕）的正惯性指数，负平方项个数牚称为

二次型牊（牨１，牨２，…，牨牕）的负惯性指数，其差（牘－牚）
称为二次型的符号差．

【【点拨】】注意到牘＋牚＝牜（┑）＝ 牜，所以二次型
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的符号差：

牘－ 牚＝ 牘－ （牜－ 牚）＝ ２牘－ 牜．

【顺序主子阵】设┑＝（牃牏牐）牕×牕为牕阶实对称矩阵，则

顺序取┑的前牑行与前牑列构成的矩阵

┑牑＝

牃１１ 牃１２ … 牃１牑

牃２１ 牃２２ … 牃２牑

  

牃牑１ 牃牑２ … 牃

烄

烆

烌

烎牑牑

（牑＝ １，２，…，牕）

称为┑的牑阶顺序主子阵，它的行列式燏┑牑燏称为┑的

牑阶顺序主子式．┑共有牕个顺序主子阵，它们仍然

是实对称矩阵．

【判定二次型为正定的方法归纳】判定牕元实二次型

┨Ｔ┑┨为正定二次型或判定二次型矩阵┑为正定矩

阵的常见方法如下．

【【充要条件】】下列条件之一：

（１）┨Ｔ┑┨的正惯性指数等于牕；

（２）┑的全部特征值都是正数；

（３）存在可逆矩阵┠，使┠Ｔ┑┠＝┙；

（４）存在可逆矩阵┠，使┑＝┠Ｔ┠；

（５）┑的所有顺序主子式都大于０．

【【必要条件】】下列条件之一：

（１）矩阵┑中主对角线上的元素都为正数；

（２）矩阵┑的行列式大于０；

（３）矩阵┑可以分解为两个正定矩阵的乘积．

【判定二次型负定的充要条件】牕元实二次型┨Ｔ┑┨
为负定二次型的充要条件是下列条件之一：
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（１）┨Ｔ┑┨的负惯性指数为牕；

（２）存在可逆矩阵┠，使┠Ｔ┑┠＝－┙牕；

（３）┑的奇数阶顺序主子式都小于零，┑的偶数

阶顺序主子式都大于零．

【正定矩阵的重要性质】设┑和┒是同阶正定矩阵，
则有：

（１）┑与┒的和┑＋┒是正定矩阵；

（２）如果┑┒＝┒┑，则┑┒是正定矩阵；

（３）┑－１，┑Ｔ，┑，牎（┑）也是正定矩阵（多项式

牎（牨）＞０，牨＞０）．

【【点拨】】正定矩阵必须首先是对称矩阵．

【特殊矩阵的正定性】设┑牕×牕为实对称矩阵，则有：

（１）若多项式方程牎（牨）＝０只有正根，矩阵┑满

足牎（┑）＝，则矩阵┑为正定矩阵；

（２）若矩阵┑可逆，则┑┑Ｔ正定；

（３）若牜（┑牔×牕）＝牔，则┑┑Ｔ正定；

（４）若矩阵┑正定，┒反对称，则┑－┒２正定；

（５）正定且正交的矩阵是单位矩阵．
例 如果实矩阵┑３×４的秩为３，证明┑┑Ｔ为正定

矩阵．
证 显然，┑┑Ｔ是对称矩阵．任取┨≠，只需证

┨Ｔ┑┑Ｔ┨＝ （┑Ｔ┨）Ｔ（┑Ｔ┨）＞ ０．
这只要说明向量┑Ｔ┨≠．由于┑Ｔ的秩为３，故齐次方

程┑Ｔ┨＝的解空间的维数是０，它没有非零解．由于

┨≠，因此┑Ｔ┨≠．
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常见题型·应对
【使用配方法化二次型为标准形】拉格朗日配方法

是利用代数公式将二次型配成完全平方式的方法．
下面举例说明该方法．
例 用配方法化二次型

牊（牨１，牨２，牨３）

＝ 牨２
１＋ ２牨２

２＋ ５牨２
３＋ ２牨１牨２＋ ２牨１牨３＋ ６牨２牨３

为标准形．
解

牊＝ 牨２
１＋ ２牨１牨２＋ ２牨１牨３＋ ２牨２

２＋ ６牨２牨３＋ ５牨２
３

＝ （牨１＋ 牨２＋ 牨３）２＋ 牨２
２＋ ４牨２

３＋ ４牨２牨３

＝ （牨１＋ 牨２＋ 牨３）２＋ （牨２＋ ２牨３）２，
于是可以令可逆变换为

牪１＝ 牨１＋ 牨２＋ 牨３，

牪２＝ 牨２＋ ２牨３，

牪３＝ 牨３

烅
烄

烆 ，

即

牨１＝ 牪１－ 牪２＋ 牪３，

牨２＝ 牪２－ ２牪３，

牨３＝ 牪３

烅
烄

烆 ，

或 ┨＝

１ － １ １

０ １ － ２
烄

烆

烌

烎０ ０ １

┩，

便可以把题给二次型化为标准形

牊（牨１，牨２，牨３）＝ 牪２
１＋ 牪２

２．
例 用配方法化二次型

牊（牨１，牨２，牨３）＝ 牨１牨２＋ ４牨１牨３＋ 牨２牨３
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为标准形．
解 由于牊（牨１，牨２，牨３）不含平方项，故先用下列

变换让牊（牨１，牨２，牨３）产生平方项：

令

牨１＝ 牪１＋ 牪２，
牨２＝ 牪１－ 牪２，
牨３＝ 牪３

烅
烄

烆 ，

或

牪１＝ １
２牨１＋ １

２牨２，

牪２＝ １
２牨１－ １

２牨２，

牪３＝ 牨３

烅

烄

烆 ．
得牊＝ 牪２

１－ 牪２
２＋ ４（牪１＋ 牪２）牪３＋ （牪１－ 牪２）牪３

＝ 牪２
１－ 牪２

２＋ ５牪１牪３＋ ３牪２牪３ （配方）

＝ 牪１＋ ５
２牪槏 槕３

２

－ 牪２－ ３
２牪槏 槕３

２

－ （２牪３）２

＝ 牫２
１－ 牫２

２－ 牫２
３．

其中可逆线性变换为

牫１＝ 牪１＋ ５
２牪３，

牫２＝ 牪２－ ３
２牪３，

牫３＝ ２牪３

烅

烄

烆 ．
从而

牫１

牫２

牫

烄

烆

烌

烎３
＝

１ ０ ５
２

０ １ － ３
２

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

牪１

牪２

牪

烄

烆

烌

烎３

＝

１ ０ ５
２

０ １ － ３
２

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

１
２

１
２ ０

１
２ － １

２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

牨１

牨２

牨

烄

烆

烌

烎３
，
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令 ┠＝

１ ０ ５
２

０ １ － ３
２

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

１
２

１
２ ０

１
２ － １

２ ０

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎０ ０ １

－１

，则可

逆线性变换┨＝┠┩将二次型化为标准形

牊（牨１，牨２，牨３）＝ 牫２
１－ 牫２

２－ 牫２
３．

【使用合同变换化二次型为标准形】在使用成对的

初等列变换和初等行变换产生对角矩阵时，记录所

作的变换，产生可逆变换矩阵┠．

例 用合同变换把二次型

牊＝ 牨２
１＋ ２牨２

２＋ ５牨２
３＋ ２牨１牨２＋ ６牨２牨３＋ ２牨１牨３

化为标准形．

解


┑槏 槕┙

＝

１ １ １

１ ２ ３

１ ３ ５

１ ０ ０

０ １ ０



烄

烆

烌

烎０ ０ １

→
①

１ ０ ０

１ １ ２

１ ２ ４

１ － １ － １

０ １ ０



烄

烆

烌

烎０ ０ １

→
②

１ ０ ０

０ １ ２

０ ２ ４

１ － １ － １

０ １ ０



烄

烆

烌

烎０ ０ １

→
③

１ ０ ０

０ １ ０

０ ２ ０

１ － １ １

０ １ － ２



烄

烆

烌

烎０ ０ １
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→
④

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ ０

１ － １ １

０ １ － ２



烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝ 槏 槕熅
┠

，

对角化成功．其中，①把第一列乘（－１）分别加到第

二列和第三列上，②把第一行乘（－１）分别加到第二

行和第三行上，③把第二列乘（－２）加到第三列，④
把第二行乘（－２）加到第三行上．于是

┠＝

１ － １ １

０ １ － ２
烄

烆

烌

烎０ ０ １

， └＝

１ ０ ０

０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

故在线性变换┨＝┠┩下所求标准形为牪２
１＋牪２

２．

【使用正交变换化二次型为标准形】实二次型┨Ｔ┑┨
必可由正交变换┨＝┓┩化为以特征值为系数的标

准形：

牊（牨１，牨２，…，牨牕）＝┨Ｔ┑┨
┨＝


┓┩

犧１牪２
１＋犧２牪２

２＋…＋犧牕牪２
牕，

其中，犧１，犧２，…，犧牕为┑的特征值．

【【主要步骤】】

（１）求┑的牕个特征值犧１，犧２，…，犧牕；

（２）对犧牏，求（犧牏┙－┑）┨＝的基础解系；

（３）对 牠（牠＞１）重特征值 犧牐，用施密特正交化方

法，将其牠个线性无关的特征向量正交化．注意不同

特征值对应的特征向量之间已经彼此正交．
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（４）将┑的牕个正交的特征向量单位化，再以它

们为列向量构成正交矩阵┓，并写出相应的正交变换

式┨＝┓┩和二次型的标准形．

【含参数标准形问题】已知含参数的二次型使用正

交变换后所变成的标准形，求其中的参数．
例 已知二次型牃牨２

１＋３牨２
２＋３牨２

３＋４牨２牨３，通过正

交变换┨＝┓┩化为标准形牪２
１＋２牪１牪２

２＋５牪２
３，求参数牃

及所用的正交变换矩阵┓．
解 由于正交合同关系也是相似关系，因此，二

次型的矩阵

┑＝

牃 ０ ０

０ ３ ２
烄

烆

烌

烎０ ２ ３

与标准形的矩阵

１
２

烄

烆

烌

烎５
是相似关系，相似关系

能保持特征值不变，故┑的特征值为１，２，５，且由迹

ｔｒ（┑）＝牃＋３＋３＝１＋２＋５，得牃＝２．对犧１＝１，犧２＝２，
犧３＝５分别求得特征向量

熢１＝ （０，１，－ １）Ｔ，熢２＝ （１，０，０）Ｔ，熢３＝ （０，１，１）Ｔ，
由于特征值互不相同，故熢１，熢２，熢３是相互正交的，将
它们单位化，便得所求的正交矩阵为

┓＝

０ １ ０
１

槡２
０ １

槡２
－ １
槡２

０ １
槡

烄

烆

烌

烎２

．
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【判定二次型的正定性问题】直接按照判别条件和
主要性质操作．
【含参数的二次型问题】已知含参数的二次型的正
定性，求其中的参数变化范围．
例 求牠的取值范围，使下面二次型为正定二次

型：
牊＝ 牨２

１＋ 牨２
２＋ ５牨２

３＋ ２牠牨１牨２－ ２牨１牨３＋ ４牨２牨３．
解 二次型矩阵

┑＝
１ 牠 － １
牠 １ ２

烄

烆

烌

烎－ １ ２ ５
，

取牠使┑的顺序主子式大于零．

燏┑１燏＝ １＞ ０， 燏┑２燏＝
１ 牠
牠 １

＝ １－ 牠２＞ ０，

燏┑３燏＝ 燏┑燏＝－ ５牠２－ ４牠＞ ０，
解联立不等式

牠２－ １＜ ０，｛牠（５牠＋ ４）＜ ０，

即 － ４
５＜ 牠＜ ０，

故当牠取值满足－ ４
５＜牠＜０时，牊是正定二次型．
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第篇 概率论与
数理统计

第章 随机事件和概率

大纲要求

了解样本空间（基本事件空间）的概念，理解随

机事件的概念，掌握事件间的关系及运算．理解概

率、条件概率的概念、掌握概率的基本性质，会计算

古典型概率和几何型概率．掌握计算概率的加法公

式、减法公式、乘法公式、全概率公式，以及贝叶斯公

式．理解事件独立性的概念，掌握用事件独立性进行

概率计算；理解独立重复试验的概念，掌握计算有关

事件概率的方法．

知识点·点拨

． 随机事件与样本空间

【样本空间】随机试验的最简单结果称为基本事件．
全体基本事件构成的集合称为样本空间（基本事件

空间），常记作 犓．样本空间中的元素（基本事件）也

称为样本点．

【随机事件】若干基本事件（样本点）构成的集合称



为随机事件，简称为事件．它表现为样本空间的子

集，常记作 爛，爜，爞，…．特别地，空集称为不可能事

件，记作．样本空间犓也称为必然事件．

【事件的关系】

名称及记号 定 义 集合解释 图 形

爛包含 爜，
记作爛爜
或爜爛

若 爜发生，
则 爛也发
生

爜 中 的 样
本 点 也 含

在爛中

爛与 爜等
价记作爛＝
爜

爛爜且 爜
 爛 即 爛
与 爜同 时
发 生 或 同

时不发生

爜 中 的 样
本点含在爛
中，爛中的
样 本 点 也

含在爜中

爛与 爜互
斥或爛与爜
互不相容，
记作 爛爜＝


爛与 爜不
能 同 时 发

生

爛与 爜没
有 共 同 的

样本点，即

爛与 爜不
相交

爛与 爜为
对立事件，
或 爛与 爜
为 互 逆 事

件，记作 爛
＝爜或爜＝
爛

爛与 爜互
斥且爛与爜
必 有 一 个

发生

不在爛中的
样本点含在

爜中，且 爛
中的样本点

不在 爜中，
即爛与爜互
补

【【事件的不相容拆分】】将一事件分解成若干互
斥事件的和是计算概率的基本技巧．
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例 将任意牕件事件爛１，爛２，…，爛牕的和事件写

成牕个互斥事件的和．
解 设爜１＝爛１，爜２＝爛１爛２，爜３＝爛１爛２爛３，…，爜牕

＝爛１爛２…爛牕－１爛牕，则

∪
牕

牏＝１
爛牏＝ ∑

牕

牏＝１
爜牏

【【逆事件的关键词】】描述逆事件或对立事件的
关键词是“不发生”．将逆事件看作对事件的运算，它
与交、并运算不可交换运算次序．例如，爛爜表示 爛
和爜

·
都

·
不发生，而爛爜则表示爛与爜

·
不

·
都发生．

【事件的运算】

名称及记号 定 义 集合解释 图 形

爛与 爜的
并 （和）事
件，记作 爞
＝ 爛∪ 爜．
若 爛爜 ＝
，可记作

爞＝爛＋爜

爛与 爜至
少 有 一 个

发生，即或
者 爛发生，
或者 爜发
生

爞＝ 爛∪ 爜
中 的 样 本

点或者在爛
中或者在爜
中

爛与 爜的
交 （积）事
件，记作 爞
＝爛∩爜或

爞＝爛爜

爛与 爜同
时发生，即

爛发生且爜
也发生

爞＝爛爜中
的 样 本 点

即在 爛中
也在爜中

爛与 爜的
差事件，记
作 爞＝爛－
爜

爛发生且爜
不发生

爞＝ 爛－ 爜
的 样 本 点

在 爛中，但
不在爜中

·４７２· 考研数学复习宝典（理工类）



【【交、并运算的关键词】】事件并（和）运算的关键

词是“至少”、“或者”，事件交（积）运算的关键词是

“同时”、“且”．例如，∪
牕

牏＝１
爛牏表示爛１，爛２，…，爛牕中至少

有一个发生，∩
牕

牏＝１
爛牏表示爛１，爛２，…，爛牕同时发生．

【事件运算法则】
交换律 爛∪爜＝爜∪爛，爛爜＝爜爛．
结合律 （爛∪爜）∪爞＝爛∪（爜∪爞），

（爛爜）爞＝爛（爜爞）．
分配律 （爛∪爜）爞＝爛爞∪爜爞，

（爛爜）∪爞＝（爛∪爞）（爜∪爞）．
德摩根（ＤｅＭｏｒｇａｎ）律

∪
牏
爛牏＝∩

牏
爛牏， ∩

牏
爛牏＝∪

牏
爛牏

【【交、并运算的转换】】德摩根律（也称为对偶律）
表明：通过取事件的逆事件（对立事件）可实现事件

间 交运算与并运算的转换．例如，爛与 爜
·
都不发生

爛爜，也就是爛与爜不能
·
至

·
少有一个发生爛∪爜；爛与

爜不
·
同

·
时发生爛爜，也就是爛与爜

·
至

·
少有一个不发生

爛∪爜．

． 概率的定义、性质及计算

【事件的概率】设犓为一个随机试验的样本空间．对

犓上的任一事件爛，规定一个实数爮（爛）与之对应，使

其满足：
非负性 爮（爛）≥０，
规范性 爮（犓）＝１，
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可列可加性 若爛牏爛牐＝，牏≠牐，则

爮 ∑
∞

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝∑

∞

牏＝１
爮（爛牏），

那么，称爮（爛）为事件爛发生的概率．

【概率的性质】

（１）不可能事件的概率：爮（）＝０．

（２）有限可加性，若爛牏爛牐＝，牏≠牐，则

爮 ∑
牕

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝ ∑

牕

牏＝１
爮（爛牏）．

（３）对立事件的概率：爮（爛）＝１－爮（爛）．

（４）加法公式：

爮（爛∪ 爜）＝ 爮（爛）＋ 爮（爜）－ 爮（爛爜）．

牕个事件的加法公式：

爮（∪
牕

牏＝１
爛牏）＝ ∑

牕

牏＝１
爮（爛牏）－ ∑

牏≠牐
爮（爛牏爛牐）

＋ ∑
牏≠牐≠牑

爮（爛牏爛牐爛牑）＋ …

＋ （－ １）牕－１爮（爛１爛２…爛牕）

（５）减法公式：若爛爜，则爮（爛－爜）＝爮（爛）－

爮（爜），从而爮（爛）≥爮（爜）．

【【概率的序关系】】由概率的加法公式和减法公

式易见，对任何事件爛和爜，有

０≤ 爮（爛爜）≤ ｍｉｎ｛爮（爛），爮（爜）｝

≤ 爮（爛）≤ ｍａｘ｛爮（爛），爮（爜）｝

≤ 爮（爛∪ 爜）≤ 爮（爛）＋ 爮（爜）．

【概率的计算】

（１）古典型概率：设样本空间犓由牕个样本点构
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成，且每个样本点作为一个基本事件有相同的概率．
若事件爛由犓中的牑个样本点构成，则其概率为

爮（爛）＝ 牑
牕．

（２）几何型概率：设样本空间 犓具有有限的测

量值犨（犓）（长度、面积、体积等），且每个样本点出现

的可能性相同．若事件爛作为犓的子集具有测量值

犨（爛），则其概率为爮（爛）＝犨（爛）
犨（犓）．

【【加法原理与乘法原理】】设事件爛出现共有牑类

方法，第牏类又有牔牏种方法，则爛出现的方法共有

牕＝ 牔１＋ 牔２＋ … ＋ 牔牑

种．此为加法原理．设事件 爛的发生可分为 牑个步

骤，第牏个步骤有牔牏种可能的方法，则爛发生共有

牕＝ 牔１× 牔２× … × 牔牑

种方法．此为乘法原理．

【【排列与组合】】从牕个不同的元素中任取牔（牔
≤牕）个元素按取出的顺序排成一列，所有可能的结

果为排列数

爮牔
牕 ＝ 牕（牕－ １）…（牕－ 牔＋ １）＝ 牕！

牕－ 牔！．

从牕个不同元素中一次取出牔个元素，所有可能的

结果为组合数

爞牔
牕 ＝ 爮牔

牕

牔！＝ 牕！
牔！（牕－ 牔）！．

【【抽样模型与放球模型】】古典型概率的计算问

题实际上是所有可能情况的计数问题．它们都可解

释为从一批不同的产品中任取一部分产品时所有可
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能情况的计数，即抽样模型．也可以解释为将一批球

任意放入若干盒子中时所有可能情况的计数，即放

球模型．在抽样模型中，强调抽取次序时用排列数计

算，不强调抽取次序时用组合数计算．在放球模型

中，球为可辨（强调那些球放在某个盒子中）时用排

列数计算，球不可辨（仅强调某个盒子放几个球）时

用组合数计算．

模 型 试验方式 所有情况计数

抽 样 模

型：从 牕
件 产 品

中 任 取

牔件

有放回抽样

不放回抽样

强调次序 牕牔

不强调次序 爞牔
牕＋牔－１

强调次序 爮牔
牕

不强调次序 爞牔
牕

放 球 模

型：将 牔
个 球 任

意放入牕
个 盒 子

中

每 盒 可

放 任 意

多球

每 盒 最

多 放 一

个球

球可辨 牕牔

球不可辨 爞牔
牕＋牔－１

球可辨 爮牔
牕

球不可辨 爞牔
牕

用此法计算古典型概率时，分母和分子的计数一定

要在同一试验方式下计算．
例 设袋中有牃只黑球和牄只白球，逐一进行不

放回地随机抽取，直到剩余的球颜色相同为止．求剩

余的球为黑球的概率．
分析 本题从试验方法上看应属抽样模型，但

由于它是由未取出的球的颜色确定抽取次数．讨论

已取出球的情况就很复杂，不便计算．因此可将此试

验“翻译”成放球模型：将牃＋牄只球逐一随机放入牃
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＋牄个有序号的盒子中．每个盒子只能放一只球，第牏
个盒子中的球就是第牏次取到的球．于是在第牑次抽

取后停止试验意着后面的牃＋牄－牑个盒子放的是同

颜色的球．
解 将试验解释成放球模型后，记爛＝｛后面的

盒子中放的全是黑球｝，爜＝｛最后一个盒子中放的

是黑球｝．注意到，如果后面的盒子放的全是黑球，最

后一个盒子放的一定是黑球．即爛爜；反之，如果最

后一个盒子放的是黑球．那么，后面的盒子放的也全

是黑球，即爜爛，所以，爛＝爜．于是所求概率为

爮（爛）＝ 爮（爜）＝ 爞牃
牃＋牄－１

爞牃
牃＋牄

＝ 牃
牃＋ 牄．

． 条件概率与独立性

【条件概率】设爛，爜为两事件，且爮（爜）＞０，称

爮（爛燉爜）＝ 爮（爛爜）
爮（爜）

为在事件爜已发生的条件下，事件爛发生的条件概

率．

【【点拨１】】条件概率爮（爛燏爜）是将爜视为样本空

间 时的概率，从而概率爮（爛）是当爜＝犓时的条件概

率的特例．因此在计算爮（爛燏爜）或讨论相应的性质

时，可不考虑爜以外的样本点．

【【点拨２】】条件概率也是概率，即爮（爛燏爜）满足．
概率定义的三条公理，从而概率的所有性质对条件

概率也成立，如爮（爛燏爜）＝１－爮（爛燏爜）．
例 已知 ０＜爮（爜）＜１且 爮［（爛１＋爛２）燏爜］＝
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爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜），则下列选项成立的是：

（Ａ）爮［（爛１＋爛２）燏爜］＝爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜）

（Ｂ）爮（爛１爜＋爛２爜）＝爮（爛１爜）＋爮（爛２爜）

（Ｃ）爮（爛１＋爛２）＝爮（爛１燏爜）＋爮（爛２燏爜）

（Ｄ）爮（爜）＝爮（爛１）爮（爜燏爛１）＋爮（爛２）爮（爜燏爛２）
解 题设条件表明在爜的“内部”，爛１与爛２“不

相交”，而选项（Ｂ）也有同样的“含义”．严格推导如

下：由条件概率的加法公式

爮（爛１爛２燏爜）

＝ 爮（爛１燏爜）＋ 爮（爛２燏爜）－ 爮［（爛１＋ 爛２）燏爜］＝ ０

爮（爛１爛２爜）＝ 爮（爜）爮（爛１爛２燏爜）＝ ０

爮（爛１爜＋ 爛２爜）＝ 爮（爛１爜）＋ 爮（爛２爜）－ 爮（爛１爛２爜）

＝ 爮（爛１爜）＋ 爮（爛２爜），
即选项（Ｂ）成立．

【乘法公式】爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜燏爛）

＝爮（爜）爮（爛燏爜）

爮（爛１爛２…爛牕）＝爮（爛１）爮（爛２燏爛１）爮（爛３燏爛１爛２）

…爮（爛牕燏爛１爛２…爛牕－１）．

【【同时与依次】】爮（爛爜）是事件爛、爜同时发生的

概率．在多数情况下，可将试验过程看作两个步骤：
第一步 爛可能发生，第二步 爜可能发生．在计算

爮（爛爜）时，可以依次先计算爛发生的概率爮（爛），再

计算当爛发生时爜发生的条件概率爮（爜燏爛）．两者的

乘积即为爮（爛爜）．对两个以上事件
·
同

·
时发生的概率

也可类似
·
依

·
次计算．

【完备事件组】设一组事件爛１，爛２，…，爛牕满足
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爛牏爛牐＝ （牏≠ 牐）且∑
牕

牏＝１
爛牏＝ 犓，

则称爛１，爛２，…，爛牕为一个完备事件组．

【全概率公式】设爛１，爛２，…，爛牕为一完备事件组，则

对任何事件爜有

爮（爜）＝ ∑
牕

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）．

【贝叶斯公式】设爛１，爛２，…，爛牕为一完备事件组，事

件爜满足爮（爜）＞０，则

爮（爛牐燏爜）＝ 爮（爛牐）爮（爜燏爛牐）

∑
牕

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）

， 牐＝ １，２，…，牕

【【先验概率与后验概率】】全概率公式和贝叶斯

公式体现了一种对随机问题求解的思想．公式中的

爛牏为“原因”，爜为“结果”．全概率公式是由“原因”求

“结果”；贝叶斯公式则是已知“结果”去查“原因”．公

式中爮（爛牏）称为先验概率，爮（爛牏燏爜）称为后验概率．

【【实用的完备条件组】】全概率公式和贝叶斯公

式中的完备事件组，从本质上看是对事件爜的一个

划分：

爜＝ 爛１爜＋ 爛２爜＋ … ＋ 爛牕爜，
因此在应用这对公式时可作如下灵活处理：

（１）牕可取为无穷大，即爜＝∑
∞

牏＝１
爛牏爜；

（２）只要∑
牏
爛牏爜就不必要求∑

牏
爛牏＝犓．

【【多层试验模型】】全概率公式中的“原因”事件

可以推广到多层．以两层为例：第一层可能的“原因”
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为 爛１，爛２，…，爛牔，第二层可能的“原因”为：爜１，爜２，

…，爜牕．“结果”事件为 爞，则这种情况下的全概率公

式为

爮（爞）＝ ∑
牕

牑＝１
爮（爜牑）爮（爞燏爜牑）

＝ ∑
牕

牑＝１
∑

牔

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜牑燏爛牏［ ］） 爮（爞燏爜牑）

＝ ∑
牕

牑＝１
∑

牔

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜牑燏爛牏）爮（爞燏爜牑）．

全概率公式的“全”可以理解为考虑了导致结果爞发

生的全部途径：→爛牏→爜牑→爞（牏＝１，…，牔；牑＝１，…，

牕）．
例 某数字信号发射站分别以概率 ０．４和 ０．６

发出信号０和１，经过中继站转发后，由接收站接收．
设中继站正确转发信号０和１的概率分别为０．９和

０．９５，对中继站转发的信号，接收站正确接收的概率

为０．９９．试求接收站正确接收到发射站的一个信号

的概率．
解 记爛＝｛发射站发出信号０｝，爜＝｛中继站转

发信号０｝，爞＝｛接收站正确的接收到发射站的一个

信号｝，则爞发生的全部途径为
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相应的概率为

爮（爛）＝０．４，
爮（爜燏爛）＝０．９， 爮（爞燏爛爜）＝０．９９，

爮（爜燏爛）＝０．１，爮（爞燏爛爜）＝０．０１；

爮（爛）＝０．６，
爮（爜燏爛）＝０．０５，爮（爞燏爛爜）＝０．０１，

爮（爜燏爛）＝０．９５，爮（爞燏爛爜）＝０．９９．
于是所求概率为

爮（爞）＝０．４×０．９×０．９９＋０．４×０．１×０．０１

＋０．６×０．０５×０．０１＋０．６×０．９５×０．９９

＝０．９２１４．

【事件的独立性】若两事件爛，爜满足

爮（爛爜）＝ 爮（爛）爮（爜），
则称爛与爜相互独立．若牕个事件爛１，爛２，…，爛牕满足

如下２牕－牕－１个等式

爮（爛牏１爛牏２…爛牏牑）＝ 爮（爛牏１）爮（爛牏２）…爮（爛牏牑），

１≤ 牏１＜ 牏２＜ … ＜ 牏牑≤ 牕， ２≤ 牑≤ 牕，
成立，则称爛１，爛２，…，爛牕相互独立．

【独立重复试验】将某试验重复牕次：爠１，爠２，…，爠牕，
若试验爠牏的任一事件爛牏．都有爛１，爛２，…，爛牕相互独

立，则称爠１，爠２，…，爠牕为独立重复试验．

【【互不相容与相互独立】】事件互不相容与相互

独立是两个不同的重要概念，它们的区别和关系如

下：

（１）爛与爜互不相容由事件是否发生定义，爛爜
＝ ；爛与 爜相互独立则是由事件的概率来定义，

爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）．

（２）从集合的观点看，爛与爜互不相容表示爛与
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爜没有公共的样本点；爛与爜独立则表示爛在爜中

的“比例”与爛在爜中的“比例”相同．这说明不论爜
是否发生，爛发生的概率不会改变．

（３）爛 与 爜互 不 相 容 使 加 法 公 式 简 化 为

爮（爛＋爜）＝爮（爛）＋（爜）；爛与爜相互独立使乘法公

式简化为爮（爛爜）＝爮（爛）爮（爜）．

（４）牕个事件两两互不相容，则牕个事件不相容

（不能同时发生），反之不然；牕个事件相互独立，则牕
个事件两两独立，反之不然．

（５）若 爛与 爜的概率均不为零，即 爮（爛）爮（爜）

＞０，那么爛与爜互不相容则必不独立．因此，若爛与

爜既互不相容又相互独立，那么爛与爜中至少有一

个的概率为零．
例 对任意二事件爛和爜，

（Ａ）若爛爜≠，则爛，爜一定独立

（Ｂ）若爛爜≠，则爛，爜有可能独立

（Ｃ）若爛爜＝，则爛，爜一定独立

（Ｄ）若爛爜＝，则爛，爜一定不独立

解 如果没有附加条件，互不相容与相互独立

不能互相导出，故只有（Ｂ）正确．

常见题型·应对
【事件概率的计算问题】计算简单事件的概率是概

率论的基本问题．对此类问题应注意以下几点：

（１）用排列组合计算概率时，首先应确认它是否

古典概型，即该试验的样本空间是否有限集（有限

性），每个基本事件（样本点）发生的概率是否相等
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（等可能性）．

（２）如果对古典概率问题的文字描述难以把握．
可将其“翻译”成抽样模型或放球模型来计算概率．

（３）对几何概率的计算，通过作图可以收到事半

功倍的效果．

（４）对于较为复杂的古典型概率，应避免直接计

数法计算．而尽量利用概率的性质将问题简化分解

后再计数．
例 从５双不同的手套中任取４只，求此４只手

套中至少有２只配成一双的概率．
分析 此题的试验方式和所求结果都未强调抽

取次序，故适合用组合数来计数，总数显然是爞４
１０．记

爛为取到的４只手套中至少有２只配成一双．爮（爛）
的计算方法有多种．
直接计数法：所取的４只中必有２只成双．它们

来自５双中的一双，有爞１
５种情况．另外２只可在余下

的８只中任取，有爞２
８种情况，但这样将４只恰为两双

的爞２
５种情况进行了重复计数，故概率为

爮（爛）＝ 爞１
５爞２

８－ 爞２
５

爞４
１０

＝ １３
２１．

分解法：记爛１为４只手套中恰有２只配成一双，

爛２为４只手套恰配成两双，则

爮（爛）＝ 爮（爛１＋ 爛２）＝ 爮（爛１）＋ 爮（爛２）

＝ 爞１
５爞２

４爞１
２爞１

２

爞４
１０

＋ 爞２
５

爞４
１０
＝ １３

２１．

对立事件法：事件的描述中有“至少”一词时应

用概率的对立事件性质往往可收到事半功倍的效
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果．对于本题

爮（爛）＝ １－ 爮（爛）＝ １－ 爞４
５爞１

２爞１
２爞１

２爞１
２

爞４
１０

＝ １３
２１．

加法公式法：将５双手套编号，记爛牏为所取的４
只手套中有第牏双手套（牏＝１，２，…，５）．则

爮（爛）＝爮（∪
５

牏＝１
爛牏）

＝∑
５

牏＝１
爮（爛牏）－∑

牏≠牐
爮（爛牏爛牐）＋∑

牏≠牐≠牑
爮（爛牏爛牐爛牑）

－ ∑
牏≠牐≠牑≠牓

爮（爛牏爛牐爛牑爛牓）＋爮（爛１爛２爛３爛４爛５）

＝５× 爞２
８

爞４
１０
－爞２

５× １
爞４

１０
＋爞３

５×０－爞４
５×０＋０

＝１３
２１．

注 本题的计数也可用排列数计算，不过分

子、分母都要按强调抽取次序来计数，如用对立事件

法，计算结果为

爮（爛）＝ １－ 爮４
５爮１

２爮１
２爮１

２

爮４
１０

＝ １３
２１．

事实上，在上述所有概率的计算公式中，分子分母同

乘４！就是强调抽取次序的计数法．

【全概率公式与贝叶斯公式的应用问题】运用全概

率公式和贝叶斯公式解决实际问题是概率论的典型

问题．解决此类问题的步骤如下：

（１）当随机试验分两步（或多步）进行时，或问题

中的随机事件涉及两个（或多个）层次时，可确定用

全概率公式和贝叶斯公式计算概率．

（２）确定“原因”事件（即完备事件组）：爛１，爛２，
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…，爛牕以及（先验）概率爮（爛牏），牏＝１，２，…，牕．

（３）确定“结果”事件 爜以及由“原因”导致“结

果”的条件概率爮（爜燏爛牏），牏＝１，２，…，牕．

（４）用全概率公式求 爮（爜），用贝叶斯公式求

爮（爛牏燏爜），牏＝１，２，…，牕．
例 一架长机带两架僚机执行空中轰炸任务，

只有长机知道具体目标．在飞行途中要经过敌高炮

防空区，这时任一架飞机被击落的概率为０．２．到达

目标上空后，各机将独立地进行轰炸，炸毁目标的概

率都是０．３．试求目标被炸毁的概率．如果目标已被

炸毁，求三架飞机到达目标上空的概率．
解 记爛牏为长机与牏架僚机到达目标上空，牏＝

０，１，２，爜为目标被炸毁，则

爮（爛０）＝０．８×０．２２＝０．０３２，

爮（爜燏爛０）＝０．３，

爮（爛１）＝爞１
２０．８２×０．２＝０．２５６，

爮（爜燏爛１）＝１－０．７２＝０．５１，

爮（爛２）＝０．８３＝０．５１２，

爮（爜燏爛２）＝１－０．７３＝０．６５７，
故目标被炸毁的概率为

爮（爜）＝∑
２

牏＝０
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）＝０．４７６５

若目标被炸毁，三架飞机均到达目标上空的概率为

爮（爛２燏爜）＝
爮（爛２）爮（爜燏爛２）

∑
２

牏＝１
爮（爛牏）爮（爜燏爛牏）
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＝ ０．５１２× ０．６５７
０．４７６５ ＝ ０．７０６．

【独立事件的判断与应用问题】关于事件独立性的

问题一般表现为两个方面：

（１）对事件独立性的判断和证明．证明爛与爜独

立应严格按事件独立的定义进行，即证明爮（爛爜）＝

爮（爛）爮（爜）．判断爛与爜是否独立则可结合独立性

的含义：无论爜是否发生，爛发生的概率不变，即

爮（爛燏爜）＝ 爮（爛燏爜）＝ 爮（爛）．

（２）利用独立性计算概率．若爛１，爛２，…，爛牕相互

独立，则

爮 ∩
牕

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝ ∏

牕

牏＝１
爮（爛牏），

爮 ∪
牕

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝ 爮 ∩

牕

牏＝１
爛槏 槕牏 ＝ １－ ∏

牕

牏＝１
［１－ 爮（爛牏）］．

事件的独立性对于取逆、交、并、差运算保持不变，即

若爛，爜，爞相互独立，则

爮（爛爜）＝ 爮（爛）爮（爜）， 爮（爛爜）＝ 爮（爛）爮（爜），

爮（爛（爜爞））＝ 爮（爛）爮（爜爞），

爮（爛（爜∪ 爞））＝ 爮（爛）爮（爜∪ 爞），

爮（爛（爜－ 爞））＝ 爮（爛）爮（爜－ 爞）．
例 设爛，爜为两事件，０＜爮（爛）＜１，证明爛与

爜相互独立的充分必要条件是爮（爜燏爛）＝爮（爜燏爛）．
证 由０＜爮（爛）＜１知爮（爜燏爛）和爮（爜燏爛）都存

在．

（１）必要性 由爛与爜独立知爛与爜也独立，因

此
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爮（爜燏爛）＝ 爮（爜）＝ 爮（爜燏爛）．

（２）充分性 由爮（爜燏爛）＝爮（爜燏爛），得

爮（爛爜）
爮（爛）＝ 爮（爛爜）

爮（爛）
＝ 爮（爜）－ 爮（爛爜）

１－ 爮（爛） ，

爮（爛爜）［１－爮（爛）］＝爮（爛）爮（爜）－爮（爛）爮（爛爜），

爮（爛爜）＝ 爮（爛）爮（爜），
即爛与爜独立．
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第章 随机变量及其概率分布

大纲要求

理解随机变量的概念；理解分布函数

爡（牨）＝ 爮｛牀≤ 牨｝（－ ∞ ＜ 牨＜＋ ∞）
的概念及性质；会计算与随机变量相联系的事件的

概率．理解离散型随机变量及其概率分布的概念，掌

握０１分布、二项分布、超几何分布、泊松分布及其

应用．了解泊松定理的结论和应用条件，会用泊松分

布近似表示二项分布．理解连续型随机变量及其概

率密度的概念，掌握均匀分布、正态分布爫（犨，犲２）、
指数分布及其应用，其中参数为犧（犧＞０）的指数分布

的密度函数为

牊（牨）＝
犧ｅ－犧牨， 牨＞ ０，｛ ０， 牨≤ ０．

会求随机变量函数的分布．

知识点·点拨

． 随机变量及其分布函数

【随机变量】设犓为随机试验的样本空间，牀为定义

在 犓上的实函数，即对每一样本点犽∈犓，牀（犽）为一

实数，则称牀为一个随机变量．

【分布函数】设牀为一个随机变量，则称实函数

爡（牨）＝ 爮（牀≤ 牨），－ ∞ ＜ 牨＜＋ ∞
为牀的分布函数．



【分布函数的性质】

１．有界性 ０≤爡（牨）≤１，且

爡（－∞）＝０， 爡（＋∞）＝１．

２．单调不减性 若牨１＜牨２，则

爡（牨１）≤爡（牨２）．

３．右连续性 爡（牨＋０）＝ｌｉｍ
牠→牨＋

爡（牠）＝爡（牨）．

【【分布函数的鉴别】】分布函数的有界性，单调不

减性和右连续性是一个实函数成为分布函数的充分

必要条件，即此三条可作为判断一个实函数是否为

分布函数的试金石．
例 在下述函数中，可以作为某个随机变量的

分布函数是（ ）．

（Ａ）爡（牨）＝ １
牨２

（Ｂ）爡（牨）＝ １
πａｒｃｔａｎ牨＋ １

２

（Ｃ）爡（牨）＝
１
２（１－ｅ－牨）， 牨＞０，

烅
烄

烆 ０， 牨≤０

（Ｄ）爡（牨）＝∫
牨

－∞
牊（牠）ｄ牠，其中∫

＋∞

－∞
牊（牠）ｄ牠＝１

分析 （Ａ）不是单调函数；由于牊（牨）不一定非

负，（Ｄ）也不是单调函数；（Ｃ）不满足爡（＋∞）＝１；只

有（Ｂ）满足分布函数的三条性质．故本题应选（Ｂ）．

【【分布函数与概率】】由分布函数的定义知

爮（牃＜ 牀≤ 牄）＝ 爡（牄）－ 爡（牃） （牃＜ 牄），

爮（牀＝ 牃）＝ 爡（牃）－ 爡（牃－ ０）．
因 此，由牀的分布函数可以确定牀在任何区间中取
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值的概率，由此还可以看出分布函数爡（牨）是用其函

数值上升幅度的大小来描述随机变量牀的概率分布

的．
例 设随机变量牀的分布函数为

爡（牨）＝

０， 牨＜－ １，

１
８， 牨＝－ １，

牃牨＋ 牄， － １＜ 牨＜ １，
烅

烄

烆 １， 牨≥ １，

且已 知 爮｛牀＝ １｝＝ １
４，则 牃＝ ，牄＝

．
解 由爡（牨）在右连续性及已知条件，有

爡（－ １＋ ０）＝－ 牃＋ 牄＝ １
８，

爡（１）－ 爡（１－ ０）＝ １－ （牃＋ 牄）＝ １
４

烅
烄

烆 ，

解此方程组得

牃＝ ５
１６， 牄＝ ７

１６．

． 离散型随机变量

【离散型随机变量】若随机变量牀所有可能的取值

为有限个或可列无穷个，则称牀为离散型随机变量．

【分布列（律）】爮（牀＝牨牏）＝牘牏， 牏＝１，２，…．

牀 牨１ 牨２ … 牨牕 …
爮 牘１ 牘２ … 牘牕 …

【【分布列与分布函数的关系】】分布函数爡（牨）与
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分布列牘牏都描述了离散型随机变量牀的概率分布．
它们的区别在于：分布列描述牀在各点上取值的概

率，分布函数爡（牨）则描述牀在牨左边取值的累积概

率．两者的关系为爡（牨）＝∑
牨牏≤牨

牘牏．

【分布列的性质】

１．牘牏≥０，牏＝１，２，…； ２．∑
牏
牘牏＝１．

【【点拨】】牘牏≥０（牏＝１，２，…）和∑
牏
牘牏＝１是一数列

｛牘牏｝成为分布列的充分必要条件．它常用来确定分

布中的待定常数的条件．

【常用分布】

名 称 记 号 分布列（律）

０１分布 爜（１，牘）
爮（牀＝１）＝牘，

爮（牀＝０）＝１－牘

二项分布 爜（牕，牘）

爮（牀＝ 牑）＝ 爞牑
牕牘牑（１－

牘）牕－牑，

牑＝０，１，…，牕，０≤牘≤１

超几何分布 爣（爫，爩，牕）
爮（牀＝牑）＝

爞牑
爫爞牕－牑

爩

爞牕
爫＋爩

，牑≤爫，

牕－牑≤爩为非负整数

泊松分布 爮（犧）
爮（牀＝牑）＝ 犧牑

牑！ｅ
－犧，

牑＝０，１，２，…，犧＞０

【【实际背景】】对常用分布应结合随机变量产生

的背景来掌握．
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（１）若牀为牕重贝努利试验中事件爛发生的次

数，则牀～爜（牕，牘），其中牘为每次试验中爛发生的概

率．０１分布是二项分布牕＝１时的特例．

（２）设袋中有爫个红球和爩个白球，从中任取牕
个球，牀为取到的红球个数，则牀～爣（爫，爩，牕）．

（３）设牀为一段时间内，事件爛发生的次数，则

牀～爮（犧）．
例 一射手对同一目标独立地进行 ４次射击．

若他至少命中一次的概率为８０燉８１，则他至多命中一

次的概率为 ．
解 设牀为该射手命中的次数，则牀～爜（４，牘），

其中牘为命中率．由已知条件，他至少命中的一次的

概率为

爮（牀≥ １）＝ １－ （１－ 牘）４＝ ８０
８１，

因而解得牘＝ ２
３，故他至多命中一次的概率为

爮（牀≤ １）＝ （１－ 牘）４＋ 爞１
４牘（１－ 牘）３＝ １

９．

【泊松定理及其应用】若数列｛牘牕｝满足

ｌｉｍ
牕→∞

牕牘牕＝犧＞０，

则对任何非负整数牑，有

ｌｉｍ
牕→∞

爞牑
牕牘牑

牕（１－ 牘牕）牕－牑＝ 犧牑

牑！ｅ
－犧．

由此结论，对牀～爜（牕，牘），当牕＞１０，牘＜０．１时，可近

似计算

爮（牀＝ 牑）≈ （牕牘）牑

牑！ ｅ－牕牘， 牑＝ ０，１，２，…．
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． 连续型随机变量

【连续型随机变量及其概率密度】若存在非负实函

数牊（牨）使随机变量牀的分布函数

爡（牨）＝∫
牨

－∞
牊（牠）ｄ牨， － ∞ ＜ 牨＜＋ ∞，

则称牀为连续型随机变量，且称牊（牨）为牀的概率密

度函数．

【【密度函数与分布函数】】连续型随机变量牀的

概率密度函数牊（牨）描述了 牀在 牨附近取值的概

率：

爮（牨－犡＜牀＜牨＋犡）＝∫
牨＋犡

牨－犡
牊（牠）ｄ牠＝牊（犪）·２犡，

牨－犡＜犪＜牨＋犡．
而其分布函数描述了 牀在（－∞，牨］取值的累积概

率．

【性质】连续型随机变量牀的分布函数爡（牨）和概率

密度函数牊（牨）有如下性质：

（１）爡（牨）为连续函数；

（２）对任何实数牃，爮（牀＝牃）＝０；

（３）爮（牀∈（牃，牄））＝∫
牄

牃
牊（牨）ｄ牨；

（４）对牊（牨）的连续点牨，有爡′（牨）＝牊（牨）；

（５）牊（牨）≥０，∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝１．

【【点拨】】牊（牨）≥０，∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝１是实函数

牊（牨）成为概率密度函数的充分必要条件，它常用来

确定概率密度的待定常数．
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【常用分布】

名 称 记 号 概率密度函数

均匀分布 爺［牃，牄］
牊（牨）＝

１
牄－牃， 牃＜牨＜牄，

０， 其他
烅
烄

烆 ，

－∞＜牃＜牄＜＋∞

正态分布 爫（犨，犲２）
牊（牨）＝ １

２槡π犲
ｅ－

（牨－犨）２

２犲２ ，

－∞＜犨＜＋∞，犲＞０

指数分布 爠（犧）
牊（牨）＝

犧ｅ－犧牨， 牨＞０，｛ ０， 牨≤０．

犧＞０

【【几何形态与实际背景】】对常用分布可结合其

分布形态来掌握．

（１）均匀分布的“均匀”意味着其概率分布在

［牃，牄］内无高低起伏，因而其概率密度函数图像表现

为水平线．牀在［牅，牆］内取值的概率表现为仅与区间

长度（牆－牅）有关而与区间的位置无关（牃≤牅＜牆≤

牄）．

（２）正态分布的“正态”描述了概率的中间大两

边小的正常分布状态，其概率密度函数图像表现为

以牨＝犨为中心的对称曲线．因而其数学期望犨又称

为位置参数．方差犲２反映了该曲线的平坦程度，因而

也称犲２为形状参数．性质犎（－牨）＝１－犎（牨）也是其

对称性的体现．

（３）指数分布因其概率密度简洁的指数函数形

·６９２· 考研数学复习宝典（理工类）



式而得名，它通常用来描述寿命，即正常工作的概率

随时间的增加而呈负指数函数衰减的规律．指数分

布还具有“无记忆”性质：

爮（牀＞ 牠１＋ 牠２燏牀＞ 牠１）＝ 爮（牀＞ 牠２）， 牠１，牠２＞ ０．
例 已知随机变量牀的概率密度函数

牊（牨）＝
爛ｅ－牨， 牨＞犧，｛ ０， 牨≤犧

（犧＞０，爛为常数），

则概率爮（犧＜牀＜犧＋牃）（牃＞０）的值

（Ａ）与牃无关，随犧的增大而增大

（Ｂ）与牃无关，随犧的增大而减小

（Ｃ）与犧无关，随牃的增大而增大

（Ｄ）与犧无关，随牃的增大而减小

解 ∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝∫

＋∞

犧
爛ｅ－牨ｄ牨＝爛ｅ－犧＝１，求得

爛＝ｅ犧．因此概率

爮（犧＜ 牀＜ 犧＋ 牃）＝∫
犧＋牃

犧
ｅ犧－牨ｄ牨＝－ ｅ－犧－牨

犧＋牃

犧

＝ １－ ｅ－牃

与犧无关，且随牃的增大而增大．故选（Ｃ）．
本题还可以结合指数分布来分析．令牁＝牀－犧，

则牁的概率密度函数为

牊牁（牪）＝
爞ｅ－牪， 牪＞ ０，｛ ０， 牪≤ ０

（爞＝ 爛ｅ－犧）．

显然牁服从参数为１的指数分布，即爞＝１，从而概率

爮（犧＜ 牀＜ 犧＋ 牃）＝ 爮（牁＜ 牃）＝ 爡牪（牃）
与犧无关，且为牃的单调增函数．

【正态分布的性质】设牀～爫（０，１），称牀服从标准正
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态分布，其概率密度函数和分布函数为

犺（牨）＝ １
槡２π

ｅ－
牨２
２， 犎（牨）＝∫

牨

－∞
犺（牠）ｄ牠．

若牀～爫（犨，犲２），则

（１）爮（牃＜牀＜牄）＝犎 牄－犨槏 槕犲 －犎 牃－犨槏 槕犲 ．

（２）爮（燏牀－犨燏＜牃犲）＝２犎（牃）－１，

爮（燏牀－犨燏＞牃犲）＝２［１－犎（牃）］．

（３）牁＝牃牀＋牄～爫（牃犨＋牄，牃２犲２）（牃≠０）．

． 随机变量函数的分布

【随机变量函数的分布】设牀是一个随机变量，牪＝

牋（牨）是一个连续函数，则牁＝牋（牨）也是一个随机变

量，称牁的分布为牀的函数的分布．

【离散型随机变量函数的分布】设牀的分布列为

爮（牀＝ 牨牏）＝ 牘牏， 牏＝ １，２，…，
则牁＝牋（牨）为离散型随机变量，记

牪牏＝牋（牨牏） （牏＝１，２，…）．

（１）若牪牏＝牋（牨牏）的值互不相等，则牁的分布列为

爮（牁＝ 牪牏）＝ 牘牏 （牏＝ １，２，…）．

（２）若各牪牏的值有相等的情形，则应将那些相等

的值分别合并，并将相等牪牏值对应的概率相加，就得

到牁的分布列．

【连续型随机变量函数的分布】设牀的概率密度函

数为牊牀（牨），牪＝牋（牨）为连续函数，则牁＝牋（牀）也是

连续型随机变量．求牁的概率密度函数有两种方法．

（１）公式法．若牪＝牋（牨）严格单调，且其反函数
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牨＝牋－１（牪）可导，则牁＝牋（牀）的概率密度函数为

牊牁（牪）＝
牊牀［牋－１（牪）］燏牋－１′（牪）燏， 犜＜ 牪＜ 犝，

０， 其他｛ ．
其中 犜＝ｍｉｎ｛牋（－∞），牋（＋∞）｝，

犝＝ｍａｘ｛牋（－∞），牋（＋∞）｝．
（２）定义法．若牪＝牋（牨）不是严格单调函数，则

先计算牁的分布函数爡牁（牪）＝爮（牋（牀）≤牪）．然后由

牊牁（牪）＝爡′牁（牪）求出牁的概率密度函数．

【【点拨】】连续型随机变量函数的分布的情形（２）
与离散型随机变量的分布的情形（２）本质上是一样
的，即函数牪＝牊（牨）有多个自变量的值对应相同因
变量的值．因此所计算的分布函数往往是多个概率
的和

爡牁（牪）＝爮（牋（牀）≤牪）＝∑
牏
爮（牀∈爜牏）， 爜牏．

当定义法用于牪＝牋（牨）严格单调的情形时，就
是对公式法的推导．
例 设随机变量牀～爫（０，１），求牁＝２牀２＋１的

概率密度函数．
解 此题可用两种方法求解．
（１）定义法．牁的分布函数为

爡牁（牪）＝ 爮（２牀２＋ １≤ 牪）＝ 爮 牀２≤ 牪－ １槏 槕２ ，

当牪＜１时，爡牁（牪）＝０，当牪≥１时，

爡牁（牪）＝ 爮 － 牪－ １槡２ ≤ 牀≤ 牪－ １槡槏 槕２

＝∫
牪－１槡 ２

－ 牪－１槡 ２

１
槡２π

ｅ－
牨２
２ｄ牨
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＝ ２∫
牪－１槡 ２

０

１
槡２π

ｅ－
牨２
２ｄ牨．

故牁的概率密度函数为

牊牁（牪）＝ 爡′牁（牠）＝

０， 牪＜ １，

１
槡２ π（牪－ １）

ｅ－
牪－１
４

烅
烄

烆
， 牪≥ １．

（２）公式法．由于牪＝２牨２＋１在（－∞，＋∞）不
是严格单调函数，故将整个区间分为（－∞，０）和

（０，＋∞）两个单调区间，则在（－∞，０）内有反函数

牨＝－ 牪－１槡２ （牪≥１），在 （０，＋ ∞）内 有 反 函 数

牨＝ 牪－１槡２ （牪≥１），且均可导．当牪≥１时，由公式得

牁的概率密度函数为

牊牁（牪）＝ 犺－ 牪－ １槡槏 槕２ － 牪－ １槡槏 槕２

′

＋ 犺 牪－ １槡槏 槕２
牪－ １槡槏 槕２

′

＝ ２ １
槡２π

ｅ－
牪－１
４ × １

槡 槡２ ２ 牪－ １
，

其中，犺（牨）＝ １
槡２π

ｅ－
牨２
２为牀的概率密度函数．

由于牁＝２牀２＋１≥１，所以当牪＜１时牊牁（牪）＝０，
即

牊牁（牪）＝

０， 牪＜ １，

１
槡２ π（牪－ １）

ｅ－
牪－１
４

烅
烄

烆
， 牪≥ １．
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常见题型·应对
【分布常数的确定问题】确定分布中的待定常数有

如下原则．

（１）若题目给出的是分布函数 爡（牨），则可由

爡（－∞）＝０，爡（＋∞）＝１和爡（牨＋０）＝爡（牨）来确定

待定常数．必要时，可由０≤爡（牨）≤１和爡（牨）单调不

减来约束待定常数的取值范围．

（２）若题目给出的是分布列爮（牀＝牨牏）＝牘牏（牏＝

１，２，…），则由∑
牏
牘牏＝１来确定待定常数．

（３）若题目给出的是概率密度函数 牊（牨），则由

∫
＋∞

－∞
牊（牨）ｄ牨＝１来确定待定常数．

例 设离散型随机变量牀的分布列为

爮（牀＝ 牑）＝ 牅牘牑，牑＝ ０，１，２，…，
已知爮（牀＝０）＝０．１，则牘＝ ．
解 因为爮（牀＝０）＝牅＝０．１，由

∑
∞

牑＝０
牅牘牑＝ 牅

１－ 牘＝ ０．１
１－ 牘＝ １

得 牘＝０．９．

【正态分布的参数与概率】正态分布是应用最广泛

的分布，熟练掌握其分布形式和其参数的作用，可以

大大提高解题的速度．

（１）如果连续型随机变量牀的概率密度函数有

形式

牊（牨）＝ 牑ｅ－牃牨２＋牄牨＋牅，
其中牑，牃，牄，牅为常数，且牃＞０，则牀服从正态分布．
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例  设连续型随机变量的概率密度函数为

牊（牨）＝牃ｅ－
１
２牨２＋牄牨，且 爠牀＝３，则 牃＝ ，牄＝

．
解 将牊（牨）化为正态密度的规范形式

牊（牨）＝ 牃ｅ－
（牨－牄）２

２ ＋牄２
２ ＝ 牃ｅ

牄２
２ｅ－

（牨－牄）２
２×１ ．

由题设条件知牄＝爠牀＝３，牃牉
９
２＝ １

槡２π×１
，从而

牃＝ １
槡２π

ｅ－
９
２．

（２）若 牀～爫（犨，犲２），则标准化随机变量 牁＝

牀－犨
犲 ～爫（０，１）．这意味着牁在某确定区域爟内取

值的概率与犨和犲２的取值无关．
例 设随机变量牀～爫（犨，１），则概率爮（牀＞犨

＋３）随着犨增加而（ ）．

（Ａ）增加 （Ｂ）减小

（Ｃ）不变 （Ｄ）不能确定

分析 因为

爮（牀＞犨＋３）＝爮（牀－犨＞３）＝１－犎（３）
与犨无关，故应选（Ｃ）．

【随机变量函数的综合应用】此类问题通常由大段

文字描述，解题时应注意下面几个环节：

（１）设置合理的随机变量是解决实际问题的关

键．随机变量牀是一个随机的数，不能把它设成某个

事件发生．事实上，牀的不同取值可以表示一切可能

的事件．
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（２）此类问题中所涉随机变量大多数服从常用

分布．因此，熟练掌握这些分布的表达式和实际背景

是解题的关键，特别是二项分布和正态分布．

（３）随机变量函数的分布可将牪＝牋（牨）推广到

非连续的情形．比如，连续型随机变量牀的概率密度

函数为牊（牨），分段函数

牋（牨）＝

牪０， 牨≤牃１，

牪牏， 牃牏－１＜牨≤牃牏， 牏＝２，３，…，牑－１，

牪牑， 牨＞牃牑－１

烅
烄

烆 ，

－∞＝牃０＜牃１＜牃２＜…＜牃牑－１＜牃牑＝＋∞，
则牁＝牋（牀）为离散型随机变量，其分布列为

爮（牁＝ 牪牏）＝ 爮（牃牏－１＜ 牀≤ 牃牏）

＝∫
牃牏

牃牏－１
牊（牨）ｄ牨， 牏＝ １，…，牑．

例 假设一部机器一天内发生故障的概率为

０．２，机器发生故障时全天停止工作．若一周 ５个工

作日内无故障，可产生利润 １０万元；发生一次故障

可产生利润５万元；发生两次故障产生零利润；发生

三次或三次以上故障产生负利润 ２万元，求一周内

产生利润的分布律．
解 设牀为一周 ５天内机器发生故障的天数，

则牀～爜（５，０，２）．因此

爮（牀＝ ０）＝ ０．８５＝ ０．３２８，

爮（牀＝ １）＝ 爞１
５× ０．２× ０．８４＝ ０．４１０，

爮（牀＝ ２）＝ 爞２
５× ０．２２× ０．８３＝ ０．２０５，

爮（牀≥ ３）＝ １－ 爮（牀＝ ０）－ 爮（牀＝ １）
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－ 爮（牀＝ ２）＝ ０．０５７．
再设 牁为一周产生的利润（单位：万元），则根据题

设，有

牁＝ 牋（牀）＝

１０， 牀＝ ０，

５， 牀＝ １，

０， 牀＝ ２，
烅

烄

烆－ ２， 牀≥ ３，
故牁的分布律为

牁 １０ ５ ０ －２

爮 ０．３２８ ０．４１０ ０．２０５ ０．０５７
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第章 多维随机变量及其分布

大纲要求

理解多维随机变量的概念，理解多维随机变量

的分布的概念和性质．理解二维离散型随机变量的

概率分布，边缘分布和条件分布；理解二维连续性随

机变量的概率密度、边缘密度和条件密度．会求与二

维随机变量相关事件的概率．理解随机变量的独立

性及不相关性的概念，掌握随机变量相互独立的条

件．掌握二维均匀分布，了解二维正态分布的概率密

度，理解其中参数的概率意义．会求多个相互独立随

机变量的简单函数的分布．

知识点·点拨

． 二维随机变量的联合分布

【二维随机变量】在同一样本空间 犓上定义的两个

随机变量牀、牁构成的向量（牀，牁）称为二维随机变

量．

【联合分布函数】称二元实函数

爡（牨，牪）＝爮（牀≤牨，牁≤牪）
为二维随机变量（牀，牁）的联合分布函数．

【【联合分布函数的求法】】求联合分布函数是一

项细致的工作，在二维情况下是对一切（牨，牪）∈２

计算事件｛牀≤牨，牁≤牪｝的概率值．通常是让牨和牪
从－∞向＋∞变化，将区域｛牀≤牨，牁≤牪｝内的概率



求和（离散型）或积分（连续型）．

【离散型随机向量的联合概率分布】若二维随机变

量（牀，牁）仅取有限个或可列无限个值，则称（牀，牁）
为二维离散型随机变量．其联合概率分布为

爮（牀＝牨牏，牁＝牪牏）＝牘牏牐， 牏，牐＝１，２，…
或

牁
牀 牪１ … 牪牐 …

牨１ 牘１１ … 牘１牐 …

  

牨牏 牘牏１ … 牘牏牐 …

  

牘牏牐具有性质：牘牏牐≥０，∑
牏，牐

牘牏牐＝１．

【连续型随机向量的联合概率密度】若有二元非负

实函数牊（牨，牪），使二维随机变量（牀，牁）的联合分布

函数

爡（牨，牪）＝∫
牨

－∞∫
牪

－∞
牊（牣，牤）ｄ牣ｄ牤，

则称（牀，牁）为二维连续型随机变量，称牊（牨，牪）为其

联合概率密度函数．它具有如下基本性质：

（１）牊（牨，牪）≥０，∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝１；

（２）爮（（牀，牁）∈爢）＝
爢

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪；

（３）对牊（牨，牪）的连续点有

牊（牨，牪）＝２爡（牨，牪）
牨牪 ．
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【【二维分布的判定法】】同一维分布类似，二维分

布的基本性质是判断二元函数能否成为概率分布和

确定分布中待定常数的根据．

判断对象 充分必要条件

联合分布

函 数

爡（牨，牪）

１°０≤爡（牨，牪）≤１，爡（－∞，牪）＝爡（牨，－∞）＝０，
爡（＋∞，＋∞）＝１；

２°若牨１＜牨２，牪１＜牪２则

爡（牨１，牪）≤爡（牨２，牪），爡（牨，牪１）≤爡（牨，牪２）；
３°ｌｉｍ

牨→牃＋
爡（牨，牪）＝爡（牃，牪），

ｌｉｍ
牪→牄＋

爡（牨，牪）＝爡（牨，牄）；

４°若牨１＜牨２，牪１＜牪２，则

爡（牨２，牪２）－爡（牨１，牪２）－爡（牨２，牪１）
＋爡（牨１，牪１）≥０

联合分布

列牘牏牐
牘牏牐≥０，∑

牏，牐
牘牏牐＝１

联合密度

函 数

牊（牨，牪）
牊（牨，牪）≥０，∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝１

例 设牊１（牨，牪）与牊２（牨，牪）都是联合概率密度函

数，要使牊（牨，牪）＝牃牊１（牨，牪）＋牄牊２（牨，牪）也是联合概

率密度函数，则当且仅当牃，牄满足条件

（Ａ）牃＋牄≤１ （Ｂ）０≤牃≤１，０≤牄≤１

（Ｃ）牃＞０且牄＞０ （Ｄ）牃≥０，牄≥０且牃＋牄＝１
解 因（Ａ）不能保证牊（牨，牪）≥０，（Ｂ）和（Ｃ）不

能保证∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪＝牃＋牄＝１，而（Ｄ）同时

满足牊（牨，牪）的这两条充要条件，故应选（Ｄ）．

【二维均匀分布】若二维随机变量（牀，牁）的联合概

·７０３·第１７章 多维随机变量及其分布



率密度为

牊（牨，牪）＝
１燉爳爢， （牨，牪）∈ 爢，

０， 其他｛ ．
其中，爢为平面上某一区域，爳爢 为其面积，则称

（牀，牁）服从区域爢上的均匀分布．
【二维正态分布】若二维随机变量（牀，牁）的联合概
率密度为

牊（牨，牪）＝ １
２π犲１犲２ １－犱槡 ２

ｅｘｐ － 牚（牨，牪）
２（１－犱２｛ ｝） ，

其中 牚（牨，牪）＝
牨－犨１

犲槏 槕１

２

－２犱
牨－犨１

犲槏 槕１

牪－犨２

犲槏 槕２

＋ 牪－犨２

犲槏 槕２

２

．

则称（牀，牁）服从参数为犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱的二维正态分

布，记作（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱）．其中犨１和犨２分

别为牀和牁的数学期望，犲２
１和犲２

２分别为牀和牁的方
差，犱为牀与牁的相关系数．

． 边缘分布和条件分布

【边缘分布】二维随机变量（牀，牁）中某一个随机变
量的分布称为边缘分布．
设爡（牨，牪）为（牀，牁）的联合分布函数，则

爡牀（牨）＝ ｌｉｍ
牪→＋∞

爡（牨，牪）， 爡牁（牪）＝ ｌｉｍ
牨→＋∞

爡（牨，牪）

分别为牀和牁的边缘分布函数．设二维离散型随机
变量（牀，牁）的联合分布为

爮（牀＝牨牏，牁＝牪牏）＝牘牏牐（牏，牐＝１，２，…），

则 牘牏．＝ 爮（牀＝ 牨牏）＝ ∑
牐
牘牏牐 （牏＝ １，２，…），
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牘．牐＝ 爮（牁＝ 牪牐）＝ ∑
牏
牘牏牐 （牐＝ １，２，…）

分别为牀和牁的边缘分布列．设二维连续型随机变

量（牀，牁）的联合概率密度函数为牊（牨，牪），则

牊牀（牨）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牪，

牊牁（牪）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牨

分别为牀和牁的边缘概率密度函数．

【条件分布】在二维随机变量（牀，牁）中，已知一个随

机变量的取值时，另一个随机变量的分布称为条件

分布．
设 二维随机变量（牀，牁）的联合分布函数为

爡（牨，牪），牀和牁的边缘分布为爡牀（牨）和爡牁（牪），则

爡牀燏牁（牨燏牪）＝ ｌｉｍ
Δ牪→０

爡（牨，牪＋ Δ牪）－ 爡（牨，牪－ Δ牪）
爡牁（牪＋ Δ牪）－ 爡牁（牪－ Δ牪）

为已知牁＝牪时牀的条件分布函数．类似地有已知牀

＝牨时牁的条件分布函数

爡牁燏牀（牪燏牨）＝ ｌｉｍ
Δ牨→０

爡（牨＋ Δ牨，牪）－ 爡（牨－ Δ牨，牪）
爡牀（牨＋ Δ牨）－ 爡牀（牨－ Δ牨）．

设二维离散型随机变量（牀，牁）的联合分布为

爮（牀＝牨牏，牁＝牪牐）＝牘牏牐（牏，牐＝１，２，…）．牀和牁的边缘

分布分别为爮（牀＝牨牏）＝牘牏．（牏＝１，２，…）和爮（牁＝牪牐）

＝牘．牐（牐＝１，２，…），则

爮（牀＝ 牨牏燏牁＝ 牪牐）＝ 牘牏牐

牘．牐
（牏＝ １，２，…），

爮（牁＝ 牪牐燏牀＝ 牨牏）＝ 牘牏牐

牘牏．
（牐＝ １，２，…）
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分别为已知牁＝牪牐时牀的条件分布列和已知牀＝牨牏

时牁的条件分布列．
设二维连续型随机变量（牀，牁）的联合概率密度

函数为牊（牨，牪），牀和牁的边缘概率密度函数分别为

牊牀（牨）和牊牁（牪），则

牊牀燏牁（牨燏牪）＝ 牊（牨，牪）
牊牁（牪），

牊牁燏牀（牪燏牨）＝ 牊（牨，牪）
牊牀（牨）

分别为已知牁＝牪时牀的条件概率密度函数和已知

牀＝牨时牁的条件概率密度函数．

【【点拨】】边缘分布和条件分布都是（一维）随机

变量的概率分布，同样具有概率分布的基本性质：

牘牏．≥ ０， ∑
牏
牘牏．＝ １；

（牘牏牐燉牘．牐）≥ ０， ∑
牏
（牘牏牐燉牘．牐）＝ １；

牊牀（牨）≥ ０，∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）ｄ牨＝ １；

牊牀燏牁（牨燏牪）≥ ０，∫
＋∞

－∞
牊牀燏牁（牨燏牪）ｄ牨＝ １．

它们可用来确定分布中的待定值和检验计算结果的

正确性．

【【联合分布、边缘分布、条件分布三者的关系】】
由（牀，牁）的联合分布可以求出牀和牁的边缘分布，
反之，由牀和牁的边缘分布一般不能确定（牀，牁）的

联合分布．如果已知一个随机变量的边缘分布和另

一个随机变量的条件分布，则可求得（牀，牁）的联合
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分布，事实上

牘牏牐＝ 牘牏．（牘牏牐燉牘牏．）＝ 牘．牐（牘牏牐燉牘．牐），

牊（牨，牪）＝ 牊牀（牨）牊牁燏牀（牪燏牨）＝ 牊牁（牪）牊牀燏牁（牨燏牪），
这是概率的乘法公式在随机变量概率分布上的表

现．

【【边缘分布和条件分布的几何表示】】从几何上

看，边缘分布是将平面上的概率分布累积到一个坐

标轴上，条件分布则表现为平面上概率分布在某直

线上的截面．从而不难理解下面结论．

（１）二维正态分布的边缘分布和条件分布仍为

正态分布，即若（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱），则

牀～爫（犨１，犲２
１），

（牀燏牁＝牪）～爫 犨１＋
犲１

犲２
犱（牪－犨２），（１－犱２）犲槏 槕２１

牁～爫（犨２，犲２
２），

（牁燏牀＝牨）～爫 犨２＋
犲２

犲１
犱（牨－犨１），（１－犱２）犲槏 槕２２ ．

（２）区域爢上的二维均匀分布，边缘分布一般不

是均匀分布（除非爢为各边平行于坐标轴的矩形），
而条件分布仍为均匀分布．

． 独 立 性

【独立性的定义】设牀１，牀２，…，牀牕为牕个随机变量，
若对任意实数集合爛１，爛２，…，爛牕，有

爮（牀１∈ 爛１，牀２∈ 爛２，…牀牕∈ 爛牕）

＝ 爮（牀１∈ 爛１）爮（牀２∈ 爛２）…爮（牀牕∈ 爛牕），
则称牀１，牀２，…，牀牕相互独立．
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【【对随机变量独立性的理解】】牀与 牁独立的概

念有下面两种理解：

（１）牀所能描述的任一事件与牁所能描述的任

一事件相互独立．

（２）无论牁取何值，牀的条件分布不会改变，同

样牁的条件分布也不随牀的取值不同而改变．事实

上，这时的条件分布就是边缘分布．

【独立性的判定条件】按 １７．１节和 １７．２节的记号，
有

类 型
牀１，牀２，…，牀牕相互独立的条

件
牀与牁相互
独立的条件

一般型
爡（牨１，…，牨牕）
＝爡牀１（牨１）…爡牀牕（牨牕）

爡（牨，牪）
＝爡牀（牨）爡牁（牪）

离散型
爮（牀１＝牨１，…，牀牕＝牨牕）
＝爮（牀１＝牨１）…爮（牀２＝牨２）

牘牏牐＝牘牏．牘．牐

连续型
牊（牨１，…，牨牕）
＝牊牀１（牨１）…牊牀牕（牨牕）

牊（牨，牪）
＝牊牀（牨）牊牁（牪）

【相关性】若牀与牁的协方差

ｃｏｖ（牀，牁）＝ 爠［（牀－ 爠牀）（牁－ 爠牁）］＝ ０，
则称牀与牁不相关．

【【对随机变量相关性的理解】】牀与 牁的协方差

ｃｏｖ（牀，牁）和相关系数犱牀牁反映了牀与牁具有线性关

系的程度．所谓线性关系可以这样理解：

（１）若犱牀牁＞０，当牀值偏大时，牁值偏大的概率

增大；当牀值偏小时，牁值偏小的概率增大．这时称
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牀与牁正相关．

（２）若犱牀牁＜０，当牀值偏大时，牁值偏小的概率

增大；当牀值偏小时，牁值偏大的概率增大．这时称

牀与牁负相关．

（３）若 犱牀牁＝０，则没有上述变化趋势．这时称牀
与牁不相关．

【不相关与独立的关系】若牀与牁独立，则牀与牁不

相关；反之，若牀与牁不相关，则牀与牁不一定独立．

【【两个特例】】一般情况下，牀与牁不相关不能导

出牀与牁独立，但在下列特殊情况下，由不相关性可

以导出独立性．

（１）若（牀，牁）～爫（犨１，犨２，犲２
１，犲２

２，犱），则牀与牁相

互独立的充分必要条件是牀与牁不相关，即犱＝０．

（２）若牀和牁均为两点分布，则牀与牁相互独立

的充分必要条件是牀与牁不相关．（见下例）
例 设牀～爜（１，牘１），牁～爜（１，牘２），牀与牁不相

关，试证明牀与牁相互独立．
证 记（牀，牁）的联合分布为

牁
牀 ０ １ 牘牏．

０ 牘００ 牘０１ １－牘１

１ 牘１０ 牘１１ 牘１

牘．牐 １－牘２ 牘２ １

则 爠牀＝牘１， 爠牁＝牘２，

爠（牀牁）＝１×牘１１＋０×（１－牘１１）＝牘１１，
由条件
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ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－（爠牀）（爠牁）＝牘１１－牘１牘２＝０，
即 牘１１＝ 牘１牘２， ①
注意到 爮（牀＝ １）＝ 牘１０＋ 牘１１＝ 牘１，

爮（牁＝ １）＝ 牘０１＋ 牘１１＝ 牘２．
由式①导出

牘１０＝ 牘１－ 牘１牘２＝ 牘１（１－ 牘２）， ②

牘０１＝ 牘２－ 牘１牘２＝ （１－ 牘１）牘２， ③

牘００＝ １－ 牘１１－ 牘１０－ 牘０１

＝ １－ 牘１牘２－ 牘１（１－ 牘２）－ （１－ 牘１）牘２

＝ （１－ 牘１）（１－ 牘２）． ④
式①～④说明牀与牁相互独立．

． 二维随机变量函数的分布

【一般函数的分布】设二元函数牫＝牋（牨，牪）连续，则

对二维离散型随机变量（牀，牁），牂＝牋（牀，牁）为一维

离散型随机变量，其概率分布为

爮（牂＝ 牫牑）＝ ∑
牋（牨牏，牪牐）＝牫牑

牘牏牐， 牑＝ １，２，…

其中牘牏牐＝爮（牀＝牨牏，牁＝牪牏）为（牀，牁）的联合分布．对

二维连续型随机变量（牀，牁），牂＝牋（牀，牁）为一维连

续型随机变量，其概率密度为

牊牂（牫）＝ 爡′牂（牫）＝ ｄ
ｄ牫 

牋（牨，牪）≤牫
［ ］牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪 ，

其中牊（牨，牪）为（牀，牁）的联合概率密度．

【和的概率分布】设牀和牁均为取整数值的随机变

量，则牂＝牀＋牁的概率分布为
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爮（牂＝ 牑）＝ ∑
牏
爮（牀＝ 牏，牁＝ 牑－ 牏）

＝ ∑
牐
爮（牀＝ 牑－ 牐，牁＝ 牐），

牑为整数．
设二维连续型随机变量（牀，牁）的联合概率密度

为牊（牨，牪），则牂＝牀＋牁的概率密度为

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牫－ 牨）ｄ牨

＝∫
＋∞

－∞
牊（牫－ 牪，牪）ｄ牪．

这个公式称为卷积公式．
【【可加性】】若两个独立同类分布的随机变量之

和仍为该类分布，则称该类分布具有可加性．下面重
要分布具有可加性：

（１）设牀～爜（牕１，牘），牁～爜（牕２，牘），且牀与牁相互
独立，则牀＋牁～爜（牕１＋牕２，牘）．

（２）设牀～爮（犧１），牁～爮（犧２），且 牀与 牁相互独
立，则牀＋牁～爮（犧１＋犧２）．

（３）设牀～爫（犨１，犲２
１），牁～爫（犨２，犲２

２），且牀与牁相

互独立，则牀＋牁～爫（犨１＋犨２，犲２
１＋犲２

２）．

（４）设牀～犻２（牕１），牁～犻２（牕２），且牀与牁相互独

立，则牀＋牁～犻２（牕１＋牕２）．
【最大最小值的分布】设牀牏的分布函数为爡牏（牨），牏＝

１，２，…，牕且相互独立，则爺＝ｍａｘ
１≤牏≤牕

牀牏的分布函数为

爡ｍａｘ（牨）＝ ∏
牕

牏＝１
爡牏（牨），

爼＝ ｍｉｎ
１≤牏≤牕

牀牏的分布函数为
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爡ｍｉｎ（牨）＝ １－ ∏
牕

牏＝１
［１－ 爡牏（牨）］．

特别地，若牀１，牀２，…，牀牕为独立同分布的连续

型随机变量，概率密度为牊（牨），分布函数为爡（牨），则

爺和爼的概率密度分别为

牊ｍａｘ（牨）＝ 牕［爡（牨）］牕－１牊（牨），

牊ｍｉｎ（牨）＝ 牕［１－ 爡（牨）］牕－１牊（牨）．

常见题型·应对
【求边缘分布和条件分布】从本质上讲，求边缘分布

就是将联合分布对某个变量所有可能取值的概率进

行累加．求条件分布就是在其中一个变量取值一定

的情况下，求另一个变量取各个值的条件概率．理解

了这个本质就能应对各种复杂的问题．

【【离散型边缘分布的求法】】二维离散型随机变

量（牀，牁）的联合分布通常表现为表格形式：
牁

牀 牪１ … 牪牕

牨１ 牘１１ … 牘１牕

  

牨牔 牘牔１ … 牘牔牕

这时，表中各行元素的和就是牀的边缘分布列，表中

各列元素的和就是牁的边缘分布列．

【【连续型边缘分布的求法】】二维连续型随机变

量（牀，牁）的联合概率密度牊（牨，牪）通常为分段函数，
求边缘分布时，应画出 牊（牨，牪）的非零区域 爟＝

｛（牨，牪）燏牊（牨，牪）＞０｝．这样，当牨在爟内时，边缘密度
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牊牀（牨）为牊（牨，牪）从爟的下边界到上边界对牪积分，当

牨在爟外时，牊牀（牨）＝０．同样，当牪在爟内时，边缘密

度牊牁（牪）为牊（牨，牪）从爟的左边界到右边界对牨积分，
当牪在爟外时，牊牁（牪）＝０．
例 设二维随机变量（牀，牁）的联合概率密度为

牊（牨，牪）

＝
１， ０≤牨≤２，ｍａｘ｛０，牨－１｝≤牪≤ｍｉｎ｛１，牨｝，

０， 其他｛ ，
求条件概率密度牊牁燏牂（牪燏牨）．
解 首先画出牊（牨，牪）的非零区域，如图１７４１

所示．

爟＝ ｛（牨，牪）燏０≤ 牨≤ ２，

ｍａｘ｛０，牨－ １｝≤ 牪≤ ｍｉｎ｛１，牨｝｝．

图１７４１

其次求牀的边缘密度

牊牀（牨）＝

∫
牨

０
１ｄ牪＝ 牨， ０＜ 牨≤ １，

∫
１

牨－１
１ｄ牪＝ ２－ 牨， １＜ 牨＜ ２，

０， 其他

烅

烄

烆 ．
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最后得到条件密度为，当０＜牨≤１时，

牊牁燏牀（牪燏牨）＝
１
牨， ０≤ 牪≤ 牨，

０， 其他
烅
烄

烆 ；
当１＜牨＜２时，

牊牁燏牀（牪燏牨）＝
１

２－牨， 牨－１≤牪≤１，

０， 其他
烅
烄

烆 ；
当牨≤０或牨≥２时，牁无条件密度．

【独立性的判断】要证明独立性，必须对每一对

（牨，牪）验证独立性条件，而要否定独立性，只需对某

一对（牨，牪）指出独立性条件不满足即可．

【【可分离变量判别法】】若二维连续型随机变量

（牀，牁）的联合概率密度函数有如下形式：

牊（牨，牪）＝ 牅牎（牨）牋（牪） （牅为常数），
则牀与牁相互独立．
值得注意的是，当牊（牨，牪）为分段函数时，其非

零区域爟＝｛（牨，牪）燏牃≤牨≤牄，牅≤牪≤牆，其中牃，牄，牅，牆
为常数｝时方可分离变量．例如，若（牀，牁）的联合概

率密度函数为

牊（牨，牪）＝
牅牪（２－ 牨）， ０≤ 牨≤ １，０≤ 牪≤ １，

０， 其他｛ ，
则牀与牁相互独立．但若（牀，牁）的联合概率密度函

数为

牊（牨，牪）＝
牅牪（２－ 牨）， ０≤ 牨≤ 牪，０≤ 牪≤ 牨，

０， 其他｛ ，
则牀与牁不相互独立．
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【独立性的应用】当题设条件给出随机变量相互独

立时，可以作出如下推断．

（１）相互独立的随机变量的边缘分布可惟一地

确定它们的联合分布．其实在一般情况下，牀和牁的

边缘分布不能确定（牀，牁）的联合分布．其原因在于

边缘分布不能反映牀与牁的关系，而牀与牁独立正

好弥补了这一信息．当然，牀与牁的关系也能用其他

条件来表现．（见下例）

（２）若牀与牁相互独立，可方便地使用如下公

式：

牊牀＋牁（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牫－ 牨）ｄ牨，

牊ｍａｘ（牫）＝ 爡牀（牫）牊牁（牫）＋ 牊牀（牫）爡牁（牫），

牊ｍｉｎ（牫）＝［１－爡牀（牫）］牊牁（牫）＋牊牀（牫）［１－爡牁（牪）］，

爠（牀牁）＝ （爠牀）（爠牁），

爟（牀± 牁）＝ 爟牀＋ 爟牁．

（３）在独立的条件下可应用正态分布、二项分布

和泊松分布的可加性．

（４）若（牀１，牀２，…，牀牔）与（牁１，牁２，…，牁牕）相互独

立，则任一牀牏（牏＝１，２，…，牔）与任一牁牐（牐＝１，２，…，

牕）相互独立，这两组随机变量的连续函数牋（牀１，牀２，

…，牀牔）与牎（牁１，牁２，…，牁牕）也相互独立．
例 已知随机变量牀１和牀２的概率分布

牀１～
－ １ ０ １

１
４

１
２

烄

烆

烌

烎
１
４

， 牀２～
０ １

１
２

烄

烆

烌

烎
１
２

，

且爮（牀１牀２＝０）＝１．
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（１）求牀１和牀２的联合分布；

（２）问牀１和牀２是否独立，为什么？
解 设（牀１，牀２）的联合分布为

牀２

牀１ ０ １ 牘牏．

－１ 牘１１ 牘１２
１
４

０ 牘２１ 牘２２
１
２

１ 牘３１ 牘３２
１
４

牘．牐
１
２

１
２

（１）由条件爮（牀１牀２＝０）＝１知爮（牀１牀２≠０）＝

牘１２＋牘３２＝０，即

牘１２＝ 牘３２＝ ０，

从而 牘１１＝ １
４－ 牘１２＝ １

４，

牘３１＝ １
４－ 牘３２＝ １

４，

牘２１＝ １
２－ 牘１１－ 牘３１＝ ０，

牘２２＝ １
２－ 牘２１＝ １

２．

（２）因为牘１１＝ １
４≠ １

４· １
２＝牘１．牘．１，所以牀与牁

不独立．

【求两个随机变量函数的分布】解此类题应在理解

一般函数的分布（见相应条目）的基础上．合理地运

·０２３· 考研数学复习宝典（理工类）



用公式．

（１）应用随机变量函数的公式时务必注意题设

条件．例如，若牀与牁不独立就不能用卷积公式的特

殊形式

牊牂（牫）＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牨）牊牁（牫－ 牨）ｄ牨

＝∫
＋∞

－∞
牊牀（牫－ 牪）牊牁（牪）ｄ牪．

（２）连续型随机变量的函数可以是离散型随机

变量．这类问题的一般表现形式和解法如下．
已知（牀，牁）的联合概率密度牊（牨，牪），定义随机

变量牂：
当（牀，牁）∈爟牏时，牂＝牫牏，牏＝１，２，…，其中 爟１，

爟２，…，是对平面２的一个划分，即∪
牏
爟牏＝２，且爟牏

∩爟牐＝（牏≠牐）．则牂的分布律为

爮（牂＝ 牫牏）＝
爟牏

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪，牏＝ １，２，…．

例 设随机变量（牀，牁）服从区域

爟＝｛（牨，牪）燏牪＞０，牨２＋牪２≤１｝
上的均匀分布．定义随机变量爺，爼如下：

爺＝

０， 牀＜ ０，

１， ０≤ 牀＜ 牁，烅
烄

烆２， 牀≥ 牁，

爼＝
槡０， 牀≥ ３牁，

槡
烅
烄

烆１， 牀＜ ３牁．
求（爺，爼）的联合分布，并计算爮（爺爼≠０）．

·１２３·第１７章 多维随机变量及其分布



解 由题设知（牀，牁）的联合密度函数为

牊（牨，牪）＝
２
π， （牨，牪）∈ 爟，

烅
烄

烆０， （牨，牪） 爟．

（爺，爼）所有可能的取值有３×２＝６个：（０，０），（０，１），

（１，０），（１，１），（２，０），（２，１）．分别计算概率如下：

爮（爺＝ ０，爼＝ ０）＝ 爮（）＝ ０，

爮（爺＝ １，爼＝ ０）＝ 爮（）＝ ０，

槡爮（爺＝ １，爼＝ １）＝ 爮（０≤ 牀≤ 牁，牀＜ ３牁）

＝ 爮（０≤ 牀＜ 牁）＝ 
０≤牨＜牪

牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝ 爳扇爞爭爟
爳爛爟爠

＝ １
４．

其中，爳扇爞爭爟和爳爛爟爠分别表示图１７４２中扇形爞爭爟和

半圆爛爟爠的面积．因为（牀，牁）服从二维均匀分布．
所以可以由面积比计算概率．

图１７４２

同理有

槡爮（爺＝ ０，爼＝ １）＝ 爮（牀＜ ０，牀＜ ３牁）
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＝ 爮（牀＜ ０）＝ 爳扇爟爭爠

爳爛爟爠
＝ １

２，

槡爮（爺＝ ２，爼＝ ０）＝ 爮（牀≥ 牁，牀≥ ３牁）

槡＝ 爮（牀≥ ３牁）＝ 爳扇爛爭爜

爳爛爟爠

＝ １
６，

槡爮（爺＝ ２，爼＝ ０）＝ 爮（牀≥ 牁，牀＜ ３牁）

槡＝ 爮（牁≤ 牀＜ ３牁）＝ 爳扇爜爭爞
爳爛爟爠

＝ １
１２．

所以（爺，爼）的联合分布列为

爼
爺 ０ １

０ ０ １
２

１ ０ １
４

２ １
６

１
１２

从而

爮（爺爼≠０）＝爮（爺＝１，爼＝１）＋爮（爺＝２，爼＝１）

＝ １
４＋ １

１２＝
１
３．

（３）求随机变量函数牂＝牋（牀，牁）的分布，其关

键是求概率爡牂（牫）＝爮（牋（牀，牁）≤牫）．对最值函数，
常用方法是将事件｛ｍａｘ

１≤牏≤牕
牀牏≤牨｝理解为
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｛牀牏≤牨｝ （牏＝１，２，…，牕）
都发生，将事件｛ｍｉｎ

１≤牏≤牕
牀牏≤牨｝理解为至少有一个｛牀牏

≤牨｝（牏＝１，２，…，牕）发生，利用牀１，牀２，…，牀牕的独立

性，就可计算出有关ｍａｘ
１≤牏≤牕

牀牏和ｍｉｎ
１≤牏≤牕

牀牏取值的概率．

例 设总体牀的分布函数为爡（牨），牀１，牀２，…，

牀牕是取自牀的一个简单随机样本，试求顺序统计量

牀
１＝ ｍｉｎ

１≤牏≤牕
牀牏和牀

牕＝ｍａｘ
１≤牏≤牕

牀牏的联合分布函数．

解 由于

｛牀
牕≤牪｝＝｛牀

１≤牨，牀
牕≤牪｝＋｛牀

１＞牨，牀
牕≤牪｝，

（牀
１，牀

牕）的联合分布函数可表示为

爡（牨，牪）＝ 爮（牀
１ ≤ 牨，牀

牕 ≤ 牪）

＝ 爮（牀
牕 ≤ 牪）－ 爮（牀

１ ＞ 牨，牀
牕 ≤ 牪），

而样本牀１，牀２，…，牀牕是独立同分布的随机变量，因

此有

爮（牀
牕 ≤ 牪）＝ ∏

牕

牏＝１
爮（牀牏≤ 牪）＝ ［爡（牪）］牕，

当牨＜牪时，

爮（牀
１＞牨，牀

牕≤牪）＝爮（牨＜牀牏≤牪，牏＝１，２，…，牕）

＝∏
牕

牏＝１
爮（牨＜牀牏≤牪）

＝［爡（牪）－爡（牨）］牕；
当牨≥牪时，

爮（牀
１ ＞ 牨，牀

牕 ≤ 牪）＝ ０．
综上计算得

爡（牨，牪）＝
［爡（牪）］牕－［爡（牪）－爡（牨）］牕， 牨＜牪，

［爡（牪）］牕｛ ， 牨≥牪．
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第章 随机变量的数字特征

大纲要求

理解随机变量数字特征（数学期望、方差、标准

差、矩、协方差、相关系数）的概念，会运用数字特征

的基本性质，并掌握常用分布的数字特征．会求随机

变量函数的数学期望．

知识点·点拨

． 数学期望、方差及其性质

【数学期望】

（１）设离散型随机变量牀的分布列为爮（牀＝牨牏）

＝牘牏（牏＝１，２，…），若∑
牏
燏牨牏燏牘牏收敛，则称

爠牀＝ ∑
牏
牨牏牘牏

为牀的数学期望或均值．

（２）设连续型随机变量 牀的概率密度函数为

牊（牨），若积分∫
＋∞

－∞
燏牨燏牊（牨）收敛，则称

爠牀＝∫
＋∞

－∞
牨牊（牨）ｄ牨

为牀的数学期望或均值．

【【位置参数】】数学期望刻画了随机变量取值的

平均位置通常称为位置参数，它具有与随机变量相

同的量纲．



【方差与标准差】若爠（牀２）存在，则称

爟牀＝爠（牀－爠牀）２

为牀的方差，并称 槡爟牀为牀的标准差．方差常用下

式计算：

爟牀＝ 爠（牀２）－ （爠牀）２，
若离散型随机变量牀的分布列为

爮（牀＝牨牏）＝牘牏 （牏＝１，２，…），

则 爟牀＝∑
牏
（牨牏－爠牀）２牘牏＝∑

牏
牨２

牏牘牏－（爠牀）２．

若连续型随机变量牀的概率密度函数为牊（牨），则

爟牀＝∫
＋∞

－∞
（牨－ 爠牀）２牊（牨）ｄ牨

＝∫
＋∞

－∞
牨２牊（牨）ｄ牨－ （爠牀）２．

【【形状参数】】方差和标准差刻画了随机变量的

不稳定程度，在分布的图形上，它决定了其形状的

“平坦”程度，通常称为形状参数．方差的量纲是随机

变量量纲的平方，标准差具有同随机变量一样的量

纲．

【基本性质】

（１）常量性质：对任何常数牃，有

爠（牃）＝ 牃， 爟（牃）＝ ０．

（２）系数性质：对任何常系数牃，有

爠（牃牀）＝ 牃爠牀， 爟（牃牀）＝ 牃２爟牀．

（３）和性质：设牀和牁是任意两个随机变量，则

爠（牀± 牁）＝ 爠牀± 爠牁，
爟（牀± 牁）＝ 爟牀＋ 爟牁± ２ｃｏｖ（牀，牁）．
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一般地，对牕个随机变量牀１，牀２，…，牀牕，有

爠 ∑
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ ∑

牕

牏＝１
爠牀牏，

爟 ∑
牕

牏＝１
牀槏 槕牏 ＝ ∑

牕

牏＝１
爟牀牏＋ ２∑

牕

牏＜牐
ｃｏｖ（牀牏，牀牐）．

【【随机变量的标准化】】若随机变量牀的期望爠牀
和方差爟牀均存在，则称

牀 ＝ 牀－ 爠牀
槡爟牀

为牀的标准化变量，它满足爠牀＝０，爟牀＝１，是解
决概率统计问题的常用手段．如：
若 牀～爫（犨，犲２），

则 爮（牀≤牃）＝犎 牃－犨槏 槕犲 ；

若 牀～爜（牕，牘），
则对充分大的牕有

爮（牃＜ 牀≤ 牄）＝ 犎
牄－ 牕牘

槡槏 槕牕牘（１－ 牘）

－ 犎
牃－ 牕牘

槡槏 槕牕牘（１－ 牘）
．

它们都使用了标准化处理．
【常用分布的数字特征】
名称及记号 数学期望爠牀 方差爟牀

０１分布爜（１，牘） 牘 牘（１－牘）
二项分布爜（牕，牘） 牕牘 牕牘（１－牘）
泊松分布爮（犧） 犧 犧

超几何分布

爣（爫，爩，牕）
牕 爫
爫＋爩 牕 爫爩

（爫＋爩）２
爫＋爩－牕
爫＋爩－１
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续表

名称及记号 数学期望爠牀 方差爟牀

均匀分布爺［牃，牄］ 牃＋牄
２

（牄－牃）２
１２

正态分布爫（犨，犲２） 犨 犲２

指数分布爠（犧） １燉犧 １燉犧２

对于常用分布应用结合其分布的背景掌握它们

的数学期望和方差（见１６．２节和１６．３节的【常用分

布】条目）．

【随机变量函数的数学期望】设随机变量牀的分布

已知（离散型时为分布列 牘牏，连续型时为概率密度

牊（牨）），若牁＝牋（牀）有数学期望存在，则

爠牁＝爠［牋（牀）］

＝
∑

牏
牋（牨牏）牘牏， 牀为离散型，

∫
＋∞

－∞
牋（牨）牊（牨）ｄ牨， 牀为连续型

烅
烄

烆 ．

设二维随机变量（牀，牁）的联合分布已知（离散

型时为联合分布列 牘牏牐，连续型时为联合概率密度

牊（牨，牪）），若牂＝牋（牀，牁）有数学期望存在，则

爠牂＝爠［牋（牀，牁）］

＝
∑

牏
∑

牐
牋（牨牏，牪牐）牘牏牐， （牀，牁）为离散型，

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牋（牨，牪）牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪， （牀，牁）为连续型

烅
烄

烆 ．

． 协方差、相关系数和矩

【协方差】对二维随机变量（牀，牁），若

爠燏（牀－爠牀）（牁－爠牁）燏
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存在，则称

ｃｏｖ（牀，牁）＝ 爠［（牀－ 爠牀）（牁－ 爠牁）］
为牀与牁的相关系数．

【相关系数】对二维随机变量（牀，牁），若ｃｏｖ（牀，牁），

爟牀和爟牁存在，则称

犱牀牁＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟牀 爟牁

为牀与牁的相关系数．

【【无量纲化】】协方差ｃｏｖ（牀，牁）和相关系数犱牀牁都

是描述牀与牁相关程度的数字特征，它们的区别在

于ｃｏｖ（牀，牁）与牀和牁的量纲有关，而犱牀牁与量纲无

关．当牀和牁分别为牀和牁的标准化随机变量时有

ｃｏｖ（牀，牁）＝ 犱牀牁．

【不相关及其等价条件】若犱牀牁＝０，则称牀与牁不相

关；否则称牀与牁相关．牀与牁不相关有如下充分必

要条件：

（１）ｃｏｖ（牀，牁）＝０；

（２）爠（牀牁）＝（爠牀）（爠牁）；

（３）爟（牀＋牁）＝爟牀＋爟牁．

【基本性质】

（１）ｃｏｖ（牀，牁）＝爠（牀牁）－（爠牀）（爠牁）；

（２）ｃｏｖ（牀，牁）＝ｃｏｖ（牁，牀）；

（３）ｃｏｖ（牃牀，牄牁）＝牃牄ｃｏｖ（牀，牁）（牃，牄为常数）；

（４）ｃｏｖ（牀１＋牀２，牁）＝ｃｏｖ（牀１，牁）＋ｃｏｖ（牀２，牁）；

（５）－１≤犱牀牁≤１且燏犱牀牁燏＝１存在牃，牄，使

爮（牁＝ 牃牀＋ 牄）＝ １．

·９２３·第１８章 随机变量的数字特征



【【线性性质的一般形式与特例】】利用线性性质

求线性函数牂＝牃牀＋牄牁的数字特征是计算数字特

征的典型问题．基本性质（３）、（４）的一般形式为

ｃｏｖ（牃牀＋ 牄牁，牅牀＋ 牆牁）

＝ 牃牅爟牀＋ （牃牆＋ 牄牅）ｃｏｖ（牀，牁）＋ 牄牆爟牁．
当牃＝牅＝１，牄＝牆＝±１时，有

爟（牀＋ 牁）＝ 爟牀± ２ｃｏｖ（牀，牁）＋ 爟牁，
当牅＝１，牆＝０时，有

ｃｏｖ（牃牀＋ 牄牁，牀）＝ 牃爟牀＋ 牄ｃｏｖ（牀，牁）．
例 设爟牀＝爟牁＝４，ｃｏｖ（牀，牁）＝－１，牂＝牀＋

牅牁，若ｃｏｖ（牀，牂）＝ｃｏｖ（牁，牂），则犱牀牂＝ ．
解 ｃｏｖ（牀，牂）＝爟牀＋牅ｃｏｖ（牀，牁）＝４－牅，

ｃｏｖ（牁，牂）＝ｃｏｖ（牀，牁）＋牅爟牁＝－１＋４牅，
由ｃｏｖ（牀，牂）＝ｃｏｖ（牁，牂）得牅＝１．且

爟牂＝爟（牀＋牁）＝爟牀＋２ｃｏｖ（牀，牁）＋爟牁＝６．

故 犱牀牂＝ ｃｏｖ（牀，牂）
槡 槡爟牀 爟牂

＝ ３
槡 槡４ ６

＝
槡６
４ ．

【【相关的含义】】性质燏犱牀牁燏＝１爮（牁＝牃牀＋牄）

＝１表明相关系数犱牀牁是反映牀与牁存在线性关系的

程度的数字特征．牀与牁不相关（犱牀牁＝０）仅说明牀
与牁不存在线性关系而不能说明牀与牁不存在其他

关系，因而一般不能导出牀与牁相互独立（见 １７．３
节条目【不相关与独立的关系】）．

【随机变量的原点矩和中心矩】若下面所涉及的数

学期望存在，则称

牤牑＝爠（牀牑）为牀的牑阶原点矩 （牑＝１，２，…）；
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犨牑＝爠［（爠－爠牀）牑］为牀的牑阶中心矩 （牑＝１，

２，…）；

牤牑牓＝爠（牀牑牁牓）为牀与牁的牑＋牓阶混合原点矩

（牑，牓＝１，２，…）；

犨牑牓＝爠［（牀－爠牀）牑（牁－爠牁）牓］为牀与牁的牑＋牓
阶混合中心矩 （牑，牓＝１，２，…）．

【【矩的特殊形式】】随机变量的数字特征一般都

表现为特殊的矩或矩函数．如数学期望爠牀是一阶

原点矩牤１，方差爟牀是二阶中心矩阵犨２，相关系数犱牀牁

＝ 犨１１

犨槡 牀２ 犨槡 牁２

等等．

常见题型·应对
【警示】随机变量的数字特征是反映随机变量分布

特点的参数，它是常数，不是函数，更不是随机变量．

【数字特征的典型求法】求随机变量的各种数字特

征，究其本质都是求数学期望，其方法有以下几种．

【【定义法】】先确定随机变量牀的概率分布，再按

定义求爠牀．

【【性质法】】已知简单随机变量的数字特征或常

用分布的数字特征．应用基本性质求复杂随机变量

的数字特征．
例 设牁服从参数为犧的指数分布，随机变量

牀牑＝
０， 牁≤ 牑燉犧，｛１， 牁＞ 牑燉犧

（牑＝ １，２），

求爠（牀１＋牀２）和爟（牀１＋牀２）．
解 注意到牀１和牀２均服从两点分布，且
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爮（牀１＝ １）＝ 爮 牁＞ １槏 槕犧 ＝∫
＋∞

１
犧

犧ｅ－犧牨ｄ牨＝ ｅ－１，

爮（牀２＝ １）＝ 爮 牁＞ ２槏 槕犧 ＝∫
＋∞

２
犧

犧ｅ－犧牨ｄ牨＝ ｅ－２，

即 牀１～爜（１，ｅ－１）， 牀２～爜（１，ｅ－２）．
因此 爠（牀１）＝ ｅ－１，爟（牀１）＝ ｅ－１（１－ ｅ－１），

爠（牀２）＝ ｅ－２，爟（牀２）＝ ｅ－２（１－ ｅ－２）．
同样牂＝牀１牀２也服从两点分布

爠（牀１牀２）＝ 爮（牀１牀２＝ １）＝ 爮（牀１＝ １，牀２＝ １）

＝ 爮 牁＜ １
犧，牁＞ ２槏 槕犧

＝ 爮 牁＞ ２槏 槕犧 ＝ ｅ－２．

于是

ｃｏｖ（牀１，牀２）＝爠（牀１牀２）－（爠牀１）（爠牀２）

＝ｅ－２（１－ｅ－１），

爠（牀１＋牀２）＝爠（牀１）＋爠（牀２）＝ｅ－１＋ｅ－２，

爟（牀１＋牀２）＝爟（牀１）＋爟（牀２）＋２ｃｏｖ（牀１，牀２）

＝ｅ－１（１－ｅ－１）＋ｅ－２（１－ｅ－２）

＋２ｅ－２（１－ｅ－１）

＝ｅ－１＋２ｅ－２－２ｅ－３－ｅ－４．

【【函数法】】应用定理（见条目【随机变量函数的

数学期望】），由牀的分布求其函数牁＝牋（牀）的数学

期望，或由（牀，牁）的联合分布求其函数牂＝牋（牀，牁）
的数学期望．
例 设随机变量牀与牁相互独立，且都服从区

间［０，１］上的均匀分布，求爠［ｍａｘ｛牀２，牁｝］．
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解 由题设知（牀，牁）的联合概率密度函数为

牊（牨，牪）＝
１， ０≤ 牨≤ １，０≤ 牪≤ １，

０， 其他｛ ，

故 爠［ｍａｘ｛牀２，牁｝］＝∫
１

０∫
１

０
ｍａｘ｛牨２，牪｝ｄ牨ｄ牪

＝∫
１

０∫
牨２

０
牨２ｄ牪＋∫

１

牨２槏 槕牪ｄ牪 ｄ牨

＝∫
１

０
牨４＋ １

２（１－ 牨４［ ］） ｄ牨

＝ ３
５．

【【分解变量法】】将一个较复杂的随机变量分解

成若干个简单随机变量的和，然后利用和性质求数

学期望和方差是一个典型的解题技巧．
例 一台设备有三个独立工作的部件，已知这

三个部件需要调整的概率分别为０．１，０．２，０．３．试求

同时需要调整部件个数的数学期望和方差．
解（直接法） 设 牀为需要调整的部件个数，

则

爮（牀＝０）＝０．９×０．８×０．７＝０．５０４，

爮（牀＝１）＝０．１×０．８×０．７＋０．９×０．２×０．７

＋０．９×０．８×０．３＝０．３９８，

爮（牀＝２）＝０．１×０．２×０．７＋０．１×０．８×０．３

＋０．９×０．２×０．３＝０．０９２，

爮（牀＝３）＝０．１×０．２×０．３＝０．００６．

故 爠牀＝∑
３

牑＝０
牑爮（牀＝牑）

＝１×０．３９８＋２×０．０９２＋３×０．００６＝０．６，
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爟牀＝爠（牀２）－（爠牀）２

＝１×０．３９８＋４×０．０９２＋９×０．００６－０．６２

＝０．４６．
解（分解法） 设牀为需要调整的部件个数，

牀牏＝
１， 第 牏个部分需要调整，

０， 否则｛ ，
牏＝ １，２，３，

由题意知牀１，牀２，牀３相互独立，则

爠牀１＝ ０．１，爟牀１＝ ０．１× ０．９＝ ０．０９，

爠牀２＝ ０．２，爟牀２＝ ０．２× ０．８＝ ０．１６，

爠牀３＝ ０．３，爟牀３＝ ０．３× ０．７＝ ０．２１．

故 爠牀＝ ∑
３

牏＝１
爠牀牏＝ ０．６，

爟牀＝ ∑
３

牏＝１
爟牀牏＝ ０．４６．

【不相关与独立的判断】随机变量牀与牁是否不相

关由协方差ｃｏｖ（牀，牁）或相关系数犱牀牁是否为零来判

断；牀与 牁是否相互独立用联合概率密度函数

牊（牨，牪）是 否 等 于 边 缘 概 率 密 度 函 数 的 乘 积

牊牀（牨）牊牁（牪）来判断．这类题的判断结果往往是，牀
与牁不相关，但牀与牁不独立．
例 设二维随机变量（牀，牁）的密度函数为

牊（牨，牪）＝ １
２［犺１（牨，牪）＋ 犺２（牨，牪）］，

其中犺１（牨，牪）和犺２（牨，牪）都是二维正态密度函数，且

它们对应的二维随机变量的相关系数分别为 １
３
和

－ １
３，它们的边缘密度函数对应的随机变量的数学
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期望均为０，方差均为１．

（１）求随机变量 牀和 牁的密度函数 牊１（牨）和

牊２（牪），及牀和牁的相关系数犱（可以直接利用二维正

态密度的性质）；

（２）牀和牁是否独立？为什么？
解 （１）由于二维正态密度函数的两个边缘密

度都是正态密度函数，因此，犺１（牨，牪）和犺２（牨，牪）的两

个边缘密度为标准正态密度函数．故

牊１（牨）＝∫
＋∞

－∞
牊（牨，牪）ｄ牪

＝ １
２∫

＋∞

－∞
犺１（牨，牪）ｄ牪＋∫

＋∞

－∞
犺２［ ］（牨，牪）ｄ牪

＝ １
２

１
槡２π

ｅ－
牨２
２ ＋ １

槡２π
ｅ－

牨２

槏 槕２ ＝ １
槡２π

ｅ－
牨２
２，

同理 牊２（牪）＝ １
槡２π

ｅ－
牪２
２．

由于 牀～爫（０，１），牁～爫（０，１），可见 爠（牀）＝

爠（牁）＝０，爟（牀）＝爟（牁）＝１，故牀与牁的相关系数

为

犱＝ ｃｏｖ（牀，牁）
槡 槡爟（牀） 爟（牁）

＝爠（牀牁）

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牨牪牊（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝ １
２∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牨牪犺１［ （牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＋∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
牨牪犺２ ］（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

＝ １
２

１
３－槏 槕１

３ ＝０．
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（２）由题设

牊（牨，牪）＝ １
２［犺１（牨，牪）＋犺２（牨，牪）］

＝ ３

槡８π ２
ｅ－

９
１６（牨

２－ ２
３牨牪＋牪２）＋ｅ－

９
１６（牨

２＋ ２
３牨牪＋牪２［ ］） ，

而牊１（牨）牊２（牪）＝ １
２πｅ

－牨２＋牪２
２ ，故

牊（牨，牪）≠ 牊１（牨）牊２（牪），
所以，牀与牁不独立．
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第章 大数定律和中心极限定理

大纲要求

了解切比雪夫不等式．了解切比雪夫大数定律、
贝努利大数定律和辛钦大数定律（独立同分布随机

变量的大数定律）．了解棣莫佛拉普拉斯定理（二项

分布以正态分布为极限分布）和列维林德伯格定理

（独立分布的中心极限定理）．

知识点·点拨

． 大 数 定 律

【切比雪夫不等式】若随机变量牀的数学期望 犨＝
爠牀和方差犲２＝爟牀存在，则对任何犡＞０，有

爮（燏牀－ 犨燏≥ 犡）≤ 犲２

犡２

或 爮（燏牀－ 犨燏＜ 犡）≥ １－ 犲２

犡２．

【【利用期望和方差估算概率】】切比雪夫不等式
说明无需已知牀的分布，仅由其数字特征爠牀和爟牀
就可估算牀在爠牀附近取值的概率，通常是牀在爠牀
附近区域取值的概率较大．而这种“较大”的程度取
决于爟牀．
例 设随机变量牀和牁的数学期望都是２，方差

分别为１和４，而相关系数为０．５，则根据切比雪夫不
等式爮（燏牀－牁燏≥６）≤ ．
解 设牂＝牀－牁，由期望和方差的和性质有

爠牂＝ 爠牀－ 爠牁＝ ０，



爟牂＝ 爟牀＋ 爟牁－ ２ｃｏｖ（牀，牁）

槡 槡＝ １＋ ４－ ２× ０．５× １× ４＝ ３．
根据切比雪夫不等式

爮（燏牀－ 牁燏≥ ６）＝ 爮（燏牂－ 爠牂燏≥ ６）

≤ ３
６２ ＝ １

１２．

【大数定律】若随机变量序列牀１，牀２，…满足：对任何

犡＞０，

ｌｉｍ
牕→∞

爮 １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏－ １

牕∑
牕

牏＝１
爠牀牏槏 槕＜犡＝１，

则称随机变量序列｛牀牕｝服从大数定律．它揭示了随
机现象由不确定性向确定性演化的规律．
【三个重要的大数定律】

名 称 条 件 结 论

切比雪夫

大数定律

牀１，牀２，… 相 互
独立，方差存在
且有界：爟牀牏＜爞
（牏＝１，２，…）

对任何犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮（燏牀－犨牕燏＜犡）＝１，

其中牀＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏，犨牕＝爠（牀）

贝努利

大数定律

牕爛为牕重贝努利
试验中爛发生的
次数，牘为每次
试验中爛发生的
概率

对任何犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮 牕爛

牕－牘槏 槕＜犡 ＝１

辛钦

大数定律

牀１，牀２，… 独 立
同 分布，且 爠牀牏

＝犨（牏＝１，２，…）

对任何犡＞０，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮（燏牀－犨燏＜犡）＝１，

其中牀＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏
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【【大数定律的应用】】大数定律在本课程中有如

下应用：

（１）大数定律是参数估计中矩估计方法的理论

依据．

（２）大数定律是验证估计量一致性（相容性）的

主要工具．

（３）贝努利大数定律是切比雪夫大数定律和辛

钦大数定律的特殊情形，它揭示了事件发生的频率

牕爛燉牕趋于事件发生的概率牘的统计规律．

． 中心极限定理

【列维林德伯格定理（独立同分布的中心极限定

理）】设牀１，牀２，…，为独立同分布的随机变量序列，
且爠牀牏＝犨，爟牀牏＝犲２（牏＝１，２，…），则随机变量

牁牕＝
∑

牕

牏＝１
牀牏－ 牕犨

牕犲槡 ２

的分布函数爡牕（牨）满足

ｌｉｍ
牕→∞

爡牕（牨）＝∫
牨

－∞

１
槡２π

ｅ－
牠２
２ｄ牠＝ 犎（牨）．

【【正态分布适用的依据】】中心极限定理揭示了

大量随机变量的和在一定条件下趋于正态分布的统

计规律，它是正态分布得以广泛应用的重要原因．

【棣莫佛拉普拉斯定理】设牀牕为牕重贝努利试验中

事件爛发生的次数．牘＝爮（爛），即牀牕～爜（牕，牘），则对

任何实数牨都有
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ｌｉｍ
牕→∞

爮
牀牕－ 牕牘

槡牕牘（１－ 牘）槏 槕≤ 牨 ＝∫
牨

－∞

１
槡２π

ｅ－
牠２
２ｄ牠．

【【定理的应用】】棣莫佛拉普拉斯中心极限定理

是列维林德伯格中心极限定理的特殊情况．它可直

接用来近似计算二项分布的概率：设牀～爜（牕，牘），若

牕充分大，则可认为 牀－牕牘
槡牕牘（１－牘）

～爫（０，１）近似成

立．

常见题型·应对
【解题要点】应用列维林德伯格中心极限定理的要

点如下：

（１）将问题中的随机变量表示为牕个独立同分

布随机变量的和：牀＝∑
牕

牏＝１
牀牏，通常牕≥３０．

（２）将和进行标准化：牁＝牀－爠牀
槡爟牀

．

（３）视牁为标准正态分布爫（０，１）计算概率．

（４）如果题设随机变量牀～爜（牕，牘）且牕充分大，
则可近似计算概率，即

爮（牃＜ 牀≤ 牄）≈ 犎
牄－ 牕牘

槡槏 槕牕牘（１－ 牘）

－ 犎
牃－ 牕牘

槡槏 槕牕牘（１－ 牘）
．

例 计算机做加法运算时，要对每个加数取整

（即取最接近它的整数），设所有的取整误差是相互

独立的，且它们都服从均匀分布爺［－０．５，０．５］，如

果将 １５００个数相加，求误差总和的绝对值超过 １５
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的概率．
解 设牀牏为第牏个加数的取整误差，由题设条

件知

牀牏～ 爺［－ ０．５，０．５］， 牏＝ １，２，…，１５００，

相互独立，则误差总和牀＝∑
１５００

牏＝１
牀牏，且

爠牀＝ １５００× 爠牀牏＝ ０，

爟牀＝ １５００爟牀牏＝ １５００× １
１２＝ １２５．

由列维林德伯格中心极限定理牁＝ 牀－０
槡１２５
近似服从

爫（０，１），故所求概率

爮（燏牀燏＞ １５）＝ 爮
牀

槡１２５
＞ １５

槡槏 槕１２５

≈ ２ １－ 犎
１５

槡槏 槕［ ］１２５
＝ ０．１７９９．
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第章 数理统计的基本概念

大纲要求

理解总体、简单随机样本、统计量、样本均值、样

本方差及样本矩的概念，其中样本方差定义为

爳２＝ １
牕－ １∑

牕

牏＝１
（牀牏－ 牀）２．

了 解犻２分布、牠分布和爡分布的概念及性质，了解分

位数的概念并会查表计算．了解正态总体的常用抽

样分布．

知识点·点拨

． 总体、样本与统计量

【总体】在数理统计中，将研究对象的数量指标的集

合称为总体或母体．它表现为一个随机变量牀或牀
的分布函数爡（牨）．

【简单随机样本】从总体中抽取的部分个体称为样

本．它们表现为牕个相互独立且与总体同分布的随

机变量牀１，牀２，…，牀牕，也称为简单随机样本．抽取完

成后得到的数值牨１，牨２，…，牨牕称为样本观察值或样

本值．牕称为样本容量．

【【样本与其观察值的区别】】样本牀１，牀２，…，牀牕在

试验前是牕个独立同分布的随机变量，在试验后则是

牕个实数，即样本观察值．同样统计量爴作为样本的

函数在试验前也是随机变量，其分布可用来分析它的



统计作用和性质，试验后作为样本观察值的函数是一

个实数，它是一次参数估计或假设检验的结果．

【统计量】设爴（牀１，牀２，…，牀牕）为样本的连续函数，
若爴（牀１，牀２，…，牀牕）不含有总体的任何未知参数，则

称之为一个统计量．

【【统计量的判断】】统计量是对样本的一次“加

工”，“加工”的目的在于提取样本中有关总体分布的

重要信息．这种“加工”在数学上就表现为函数．要

求此函数连续是为了保证它仍然是一个随机变量，
这对于常用的函数都满足要求．因此判断样本的函

数是否为统计量可以仅看其中是否含有未知参数．

【常用统计量】

样本均值：牀＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏；

样本方差：爳２＝ １
牕－１∑

牕

牏＝１
（牀牏－牀）２；

样本标准差：爳＝ １
牕－１∑

牕

牏＝１
（牀牏－牀）槡 ２；

样本牑阶原点矩：爛牑＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牑

牏；

样本牑阶中心矩：爜牑＝ １
牕∑

牕

牏＝１
（牀牏－牀）牑；

顺序统计量：牀（１）＝ ｍｉｎ
１≤牏≤牕

｛牀牏｝，牀（牕）＝ｍａｘ
１≤牏≤牕

｛牀牏｝．

【【总体均值、总体方差与样本均值、样本方差】】
总体牀的均值（期望）爠牀和方差爟牀是牀分布的数

字特征，是客观存在的实数，在数理统计中常常是总

体分布的未知参数．而样本均值牀和样本方差爳２则
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是统计量，也是随机变量，在不同的试验中会有不同

的取值，牀和爳２常常用来估计爠牀和爟牀．

． 抽 样 分 布

【犻２分 布】设 牀１，牀２，…，牀牕 相 互 独 立，均 服 从

爫（０，１），则称牁＝∑
牕

牏＝１
牀２

牏服从自由度为牕的犻２分布，

记作牁～犻２（牕）．

【牠分布】设牀～爫（０，１），牁～犻２（牕），且牀与牁相互独

立，则称爴＝ 牀
槡牁燉牕
服从自由度为牕的牠分布，记作

爴～牠（牕）．

【爡分布】设牀～犻２（牔），牁～犻２（牕），且牀与牁相互独

立，则称爡＝牀燉牔
牁燉牕
服从自由度为牔，牕的爡分布，记作

爡～爡（牔，牕）．

【【三个统计分布的关系及性质】】对 犻２分布、牠分

布、爡分布主要应掌握它的构造性定义，为此可如下

记忆：

爫（０，１）

 

∑
牕

牏＝１
［爫（０，１）］２

牏～犻２（牕）→ 爫（０，１）
犻２槡 （牕）燉牕

～牠（牕）

↓

犻２（牔）燉牔
犻２（牕）燉牕～爡（牔，牕）

（表达式中各量相互独立．）
在此基础上就不难理解这三个分布的如下性
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质：

（１）犻２分布的可加性：设牀～犻２（牕１），牁～犻２（牕２），
且牀与牁相互独立，且牀＋牁～犻２（牕１＋牕２）．

（２）设牀～犻２（牕），则爠牀＝牕，爟牀＝２牕．

（３）设爴～牠（牕），则爠爴＝０，且牕充分大时，爴近似

服从爫（０，１）．

（４）设牀～爡（牔，牕），则 １
牀～爡（牕，牔）．

【（上侧）分位数】若爮（牀＞犧犜）＝犜，则称犧犜为牀分布

的犜（上侧）分位数或（上侧）分位点．特别记

犨犜为正态分布爫（０，１）的犜分位数；

犻２
犜（牕）为犻２分布犻２（牕）的犜分位数；

牠犜（牕）为牠分布牠（牕）的犜分位数；

爡犜（牔，牕）为爡分布爡（牔，牕）的犜分位数．

【【分位点的转换】】分位点是计算机求得的统计

分布边界点与概率的关系，由于书籍篇幅所限，所列

出的值不能完全满足统计分析的要求，可用以下方

法求出所需分位点．

（１）线性插值．将 犧犜近似为 犜的线性函数，若已

知犧１＝犧犜１，犧２＝犧犜２，犜１＜犜０＜犜２则

犧０＝ 犧犜０≈ 犧１＋
犧２－ 犧１
犜２－ 犜１（犜０－ 犜１）．

（２）当牕＞４５时，

牠犜（牕）≈牣犜， 犻２
犜（牕）≈ １

２（犨犜 槡＋ ２牕－１）２．

（３）爡１－犜（牔，牕）＝ １
爡犜（牕，牔）．

【抽样定理】设 牀１，牀２，…，牀牕为取自正态总体
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爫（犨１，犲２）的样本，则

（１）牀＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牏～爫 犨，犲

２

槏 槕牕 ；

（２）牕－１
犲２ 爳２＝∑

牕

牏＝１

牀牏－牀槏 槕犲

２

～犻２（牕－１）；

（３）牀与爳２相互独立．

【【正态总体的牀和爳２】】样本均值牀和样本方差

爳２是构造统计量的基本要素，而抽样定理的三个结

论描述了正态总体的牀和爳２的基本性质，为导出统

计量的分布提供理论依据．

【【推论 １】】设 牀１，牀２，…，牀牕为取自正态总体

爫（犨，犲２）的样本，样本均值和样本方差为牀和爳２，则

牀－ 犨
爳 槡牕～ 牠（牕－ １）．

【【推论 ２】】设 牀１，牀２，…，牀牕１为取自正态总体

爫（犨１，犲２）的样本，样本均值和样本方差为 牀和 爳２
１，

牁１，牁２，…，牁牕２为取自正态总体爫（犨２，犲２）的样本，样

本均值和样本方差为牁和爳２
２，则

爴＝ （牀－ 牁）－ （犨１－ 犨２）

爳牥
１
牕１

＋ １
牕槡 ２

～ 牠（牕１＋ 牕２－ ２），

其中 爳２
牥 ＝ （牕１－ １）爳２

１＋ （牕２－ １）爳２
２

牕１＋ 牕２－ ２ ．

【【推论３】】设爳２
牏为取自总体爫（犨牏，犲２

牏）的样本方

差，样本容量为牕牏（牏＝１，２），则

爡＝ 爳２
１燉犲２

１

爳２
２燉犲２

２
～ 爡（牕１－ １，牕２－ １）．
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常见题型·应对
【解题模式】本章考题的典型模式如下：
题设条件：牀１，牀２，…，牀牕为取自正态总体的样

本，或牀１，牀２，…，牀牕独立同分布于爫（犨，犲２）．
推导依据：抽样定理和犻２分布、牠分布、爡分布的

构造性定义．
问题结论：所涉统计量（通常为牀和爳２的函数）

服从犻２分布或牠分布或爡分布．
抽样定理的三个推论就是上述模式下的结果．
例 设牀１，牀２，…，牀９是来自正态总体牀的简

单随机样本．

牁１＝ １
６（牀１＋ 牀２＋ … ＋ 牀６），

牁２＝ １
３（牀７＋ 牀８＋ 牀９），

爳２＝ １
２∑

９

牏＝７
（牀牏－ 牁２）２，

牂＝
槡２（牁１－ 牁２）

爳 ，

求统计量牂的分布．
解 视牀１，…，牀６和牀７，…，牀９为来自正态总体

爫（犨，犲２）的两个样本，则 牁１和 牁２为两者的样本均

值，爳２为后者的样本方差，由抽样定理知

牁１～ 爫 犨，犲
２

槏 槕６ ， 牁２～ 爫 犨，犲
２

槏 槕３ ，

２
犲２爳２～ 犻２（２）．
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且三者相互独立，从而

爺＝ 牁１－ 牁２

犲２

６＋ 犲２

槡 ３

＝ ２
犲槡２（牁１－ 牁２）～ 爫（０，１），

爼＝ ２
犲２爳２～ 犻２（２），

且爺与爼相互独立，故

牂＝ 爺
槡爼燉２

～ 牠（２）．
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第章 参 数 估 计

大纲要求

理解参数的点估计、估计量与估计值的概念．掌
握矩估计法（一阶、二阶矩）和最大似然估计法．了解
估计量的无偏性、有效性（最小方差性）和一致性（相
合性）的概念，并会验证估计量的无偏性．理解区间
估计的概念，会求单个正态总体的均值和方差的置
信区间，会求两个正态总体的均值差和方差比的置
信区间．

知识点·点拨

． 点估计方法

【点估计】用一个量来估计一个未知参数的方法称
为点估计．
【估计量与估计值】设总体分布为爡（牨，犤），犤为未知

参数．由样本牀１，牀２，…，牀牕构造一个统计量 犤

（牀１，

牀２，…，牀牕）用来估计犤，则称犤

（牀１，牀２，…，牀牕）为犤的

估计量，其观察值 犤

（牨１，牨２，…，牨牕）称为犤的估计值．

【矩估计法】它是依据大数定律建立的一种估计方
法，其步骤如下（限于两个未知参数）：

（１）通过求总体的一、二阶原点矩牤１，牤２，将未知
参数犤１，犤２表示成牤１，牤２的函数，即

求
爠牀＝牤１（犤１，犤２），

爠（牀２）＝牤２（犤１，犤２｛ ），
解出

犤１＝牎１（牤１，牤２），

犤２＝牎２（牤１，牤２｛ ）．



（２）用样本原点矩爛牑＝ １
牕∑

牕

牏＝１
牀牑

牏（牑＝１，２）代替

总体原点矩得到参数的矩估计：

犤


１＝ 牎１（爛１，爛２），

犤


２＝ 牎２（爛１，爛２

烅
烄
烆 ）．

【【常用估计量】】设总体的数学期望 犨＝爠（牀）和

方差犲２＝爟（牀）均存在，则其矩估计量分别为

犨

＝ 牀， 犲

２＝ 爜２＝ １
牕∑

牕

牏＝１
（牀牏－ 牀）２．

【【矩估计的函数】】（见２１．２节相关条目）

【最大似然估计（极大似然估计）】它是依据“已发生

事件的概率应该最大”的原则建立的一种估计方法，
其步骤为：

（１）对样本值牨１，牨２，…，牨牕写出似然函数

爧（犤；牨１，牨２，…，牨牕）＝ ∏
牕

牏＝１
牘犤（牨牏），

其中，对离散型总体，牘犤（牨牏）为概率爮犤（牀＝牨牏）；对连

续型总体，牘犤（牨牏）为概率密度值牊（牨牏；犤）．

（２）视似然函数为未知参数犤的函数爧（犤），求其

最大值点 犤

，即为犤的最大似然估计，即

爧（犤

）＝ ｍａｘ

犤
爧（犤）．

【【常用估计量】】对于常用分布的总体，其参数的

最大似然估计如下：

（１）牀～爫（犨，犲２），犨

＝牀．

当犨未知时，犲
２＝爜２＝ １

牕∑
牕

牏＝１
（牀牏－牀）２；
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当犨已知时，犲
２＝ １

牕∑
牕

牏＝１
（牀牏－犨）２．

（２）牀～爜（１，牘），牘

＝牀．

（３）牀～爮（犧），犧

＝牀．

（４）牀～爺［牃，牄］，

牃

＝牀（１）＝ ｍｉｎ

１≤牏≤牕
｛牀牏｝， 牄


＝牀（牕）＝ｍａｘ

１≤牏≤牕
｛牀牏｝．

【【最大似然估计的函数】】（见２１．２节相关条目）
例 设总体 牀～爫（犨，１），由样本（牀１，牀２，…，

牀牕）求参数犤＝爮（牀＞１）的最大似然估计．
解 因为

犤＝爮（牀＞１）＝１－犎 １－犨槏 槕１ ＝犎（犨－１）

是犨的单调增函数，而犨的最大似然估计为牣

＝牀，所

以犤的最大似然估计为

犤

＝ 犎（犨


－ １）＝ 犎（牀－ １）．

． 估计量的评选标准

【无偏性】设犤

＝犤


（牀１，牀２，…，牀牕）为未知参数犤的估

计量．若爠（犤

）＝犤，则称 犤


为犤的无偏估计量．

【【不惟一性】】对一个未知参数 犤可以有多个（甚

至无穷多个）无偏估计量，比如 １
２牀１＋ １

２牀２和
１
３牀１

＋ ２
３牀２都是总体期望的无偏估计．因此有必要比较

它们的有效性．

【有效性】设 犤


１＝犤


１（牀１，牀２，…，牀牕）和 犤


２＝犤


２（牀１，
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牀２，…，牀牕）为未知参数 犤的两个无偏估计量，若

爟（犤


１）＜爟（犤


２），则称 犤


１比 犤


２有效．

【【讨论的前提】】有效性是在估计量已具有无偏

性的前提下的优良性质，失去了无偏性讨论有效性

是无意义的．

【相合性（一致性）】设 犤


牕＝犤

（牀１，牀２，…，牀牕）是 犤的

一个估计量序列，如果对任何正数犡，都有

ｌｉｍ
牕→∞

爮（燏犤


牕－ 犤燏＜ 犡）＝ １，

则称 犤


牕为犤的相合估计（一致估计）．

【【常用估计量的优良性】】关于估计量的优良性

有如下结论：

（１）若总体的期望（均值）爠牀和方差 爟牀均存

在，则

爠（牀）＝ 爠牀，爠（爳２）＝ 爟牀，
即样本均值和样本方差分别是总体均值和总体方差

的无偏估计．

（２）若总体均值和方差均存在，则

爟（牀）≤ 爟 ∑
牕

牏＝１
牃牏牀槏 槕牏 ， ∑

牕

牏＜１
牃牏＝ １，

即样本均值牀在所有总体均值 犨的线性无偏估计

犨

＝∑

牕

牏＝１
牃牏牀牏（∑

牕

牏＝１
牃牏＝１）中方差最小．

（３）对于正态总体爫（犨，犲２），牀是犨的有效估计．

当犨已知时，爳２
０＝ １

牕∑
牕

牏＝１
（牀牏－犨）２是 犲２的有效估计

（也是极大似然估计）．这里有效估计是指方差达到
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最小的无偏估计．

（４）由大数定律知，对任何正数犡，有

ｌｉｍ
牕→∞

爮（燏牀－ 爠牀燏＜ 犡）＝ １，

即样本均值牀是总体均值爠牀的相合估计．一般样

本牑阶原点矩爛牑是总体牑阶原点矩牤牑的相合估计．

【【估计量的函数】】估计量取函数有如下结论：

（１）设 犤

是犤的矩估计，牋（犤）是犤的连续函数，则

牋（犤

）是牋（犤）的矩估计．

（２）设犤

是犤的最大似然估计，牋（犤）是犤的单调函

数，则牋（犤

）是牋（犤）的最大似然估计．

（３）若犤

是犤的无偏估计，则牃犤


＋牄是牃犤＋牄的无

偏估计；若 犤


牏是 犤牏的无偏估计（牏＝１，２，…，牔），则

∑
牔

牏＝１
牃牏犤


牏是∑

牔

牏＝１
牃牏犤牏的无偏估计，其中牃，牄，牃牏均为常数．

（４）设 犤

是犤的相合估计，牋（犤）是犤的连续函数，

则牋（犤

）是牋（犤）的相合估计．

． 区 间 估 计

【置信区间与置信度（水平）】设牀１，牀２，…，牀牕为取自

总体爡（牨；犤）的样本，犤为未知参数．构造两个统计量

犤


１＝犤１（牀１，牀２，…，牀牕）和犤


２＝犤２（牀１，牀２，…，牀牕），使

爮（犤


１≤ 犤≤ 犤


２）＝ １－ 犜，

则称区间［犤


１，犤


２］为犤的置信区间，１－犜为该区间的

置信度（或置信水平），也称犤


１为犤的置信下限，犤


２为

犤的置信上限．当 犤


１≡－∞或 犤


２≡＋∞时，称（－∞，
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犤


２］和［犤


１，＋∞）为单侧置信区间，否则称［犤


１，犤


２］为
双侧置信区间．
【正态总体均值和方差的置信区间】
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【【双、单侧置信区间的转换】】正态总体参数的置

信区间表中仅列出了双侧置信区间．将其中的一个

置信限换为＋∞（或－∞），另一个置信限中分位点

的犜燉２换为犜，就可得到该参数的单侧置信区间．

常见题型·应对
【提示】矩估计和最大似然估计是求估计量的方法，
无偏估计、一致估计是已有估计量的性质，这是两组

不同性质的概念．

【求矩估计的要点】求矩估计时要根据实际情况进

行灵活处理．

（１）在求总体原点矩时，由低阶到高阶，以够用

为原则．一般情况下，仅有一个未知参数时，求一阶

原点矩即可；若待估参数有牑个，则应求出牑个（１～牑
阶）原点矩．以保证由牑个表达式解出牑个未知参数．

（２）当未知参数更容易表示为总体中心矩（比如

方差为总体的二阶中心矩）的函数 犤＝牎（犨２，…，犨牜）
时，可由样本中心矩爜牑代替总体中心矩犨牑得到矩估

计 犤

＝牎（爜２，…，爜牜）．当所得结果与仅用原点矩的结

果不一致时，以取简舍繁为原则．

例 设总体概率密度函数为 牊（牨）＝ 犤
２ｅ－犤燏牨燏

（犤＞０），试求未知参数犤的矩估计量．
解 注意到牊（牨）为偶函数，显然有爠牀＝０，故需

由二阶矩来表示犤．由

犩２＝ 爠牀２＝∫
＋∞

－∞
牨２ 犤

２ｅ－犤燏牨燏ｄ牨
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＝∫
＋∞

０
牨２犤ｅ－犤牨ｄ牨＝ ２

犤２

（其中后一等式由指数分布的二阶原点矩得到）解得

犤＝ ２燉犩槡 ２＝ （犩２燉２）－ １
２．

于是犤的矩估计为

犤

＝ 爛２槏 槕２

－ １
２
＝ １

２牕∑
牕

牏＝１
牀槏 槕２牏

－ １
２
．

注意到对本例总体而言，有

犨２＝ 爟牀＝ 爠（牀２）＝ 犩２，

犤＝ （犨２燉２）－ １
２，

故 犤

＝ （爜２燉２）－ １

２ ＝ １
２牕∑

牕

牏＝１
（牀牏－ 牀）［ ］２

－ １
２

也是犤的矩估计．不过它不如前者简洁．

【求最大似然估计的要点】求最大似然估计的关键

在于求似然函数的最大值点．一般采用如下方法：

（１）对于最大似然估计，由于目标函数爧（犤）为分

布密度的连乘积，故通常由解如下对数似然方程

（组）

［ｌｎ爧（犤）］
犤 ＝ ０

得到爧（犤）的最大值点，即最大似然估计 犤

．

（２）当总体的分布密度为分段函数，且分段点与

未知参数犤有关时，会造成对数似然方程无解．这时

可依据爧（犤）对犤的单调性以及犤的取值范围来确定

爧（犤）的最大值点，即最大似然估计 犤

．

例 设总体牀的概率密度为
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牊（牨；犜，犝）＝
犝犜犝牨－（犝＋１）， 牨≥犜，｛ ０， 牨＜犜，

（犜＞０，犝≥１）．

（１）当犜＝１时，求未知参数犝的最大似然估计量．

（２）当犝＝１时，求未知参数犜的最大似然估计量．
解 总体牀关于样本牨１，牨２，…，牨牕的似然函数

为

爧（犜，犝）＝ ∏
牕

牏＝１
牊（牨；犜，犝）

＝
犝牕犜牕犝 ∏

牕

牏＝１
牨槏 槕牏

－犝＋１
， 牨１，牨２，…，牨牕≥ 犜，

０， 其他

烅
烄

烆 ．
（１）当犜＝１时，犝的似然函数为

爧（犝）＝
犝牕（∏

牕

牏＝１
牨牏）－（犝＋１）， 牨１，牨２，…，牨牕≥ １，

０， 其他

烅
烄

烆 ．
解对数似然方程

ｌｎ爧（犝）
犝 ＝ 牕

犝－ ｌｎ（∏
牕

牏＝１
牨牏）＝ ０，

得犝的最大似然估计

犝

＝ 牕

ｌｎ ∏
牕

牏＝１
牨槏 槕牏

＝ １
牕∑

牕

牏＝１
ｌｎ牨槏 槕牏

－１

．

（２）当犝＝１时，总体牀的概率密度

牊（牨；犜）＝
犜
牨２， 牨≥ 犜，

烅
烄

烆０， 牨＜ 犜
的分段点与未知参数犜有关．但注意到其似然函数
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爧（犜）＝
犜牕（∏

牕

牏＝１
牨牏）－２， 牨１，牨２，…，牨牕≥ 犜，

０，
烅
烄

烆 其他

为犜的单调增加函数，且要求犜≤牨牏（牏＝１，２，…，牕），
故犜的取值上界犜＝ｍｉｎ｛牨１，牨２，…，牨牕｝是爧（犜）的最大

值点，即犜的最大似然估计量为

犜

＝ ｍｉｎ｛牀１，牀２，…，牀牕｝＝ 牀（１）．

【估计量优良性的判断】判断估计量优良性的一般

原则是：

（１）由数学期望爠（犤

）判断其无偏性；

（２）由方差爟（犤

）讨论其有效性；

（３）由大数定律分析其相容性．
例 设牀１，牀２，…，牀牔是取自正态总体爫（犨，１）

的样本，牁１，牁２，…，牁牕是取自正态总体爫（犨，９）的样

本，试求牃和牄使犨的估计量犨

＝牃∑

牔

牏＝１
牀牏＋牄∑

牕

牐＝１
牁牐最

有效．
解 由于有效性以无偏性为前提，故本题是要

确定牃和牄在满足爠犨

＝犨的条件下，使爟犨


达到最

小．

爠犨

＝ 牃爠 ∑

牔

牏＝１
牀槏 槕牏 ＋ 牄爠 ∑

牕

牐＝１
牀槏 槕牐

＝ 牃牔犨＋ 牄牕犨＝ 犨，

即牃，牄应满足牃牔＋牄牕＝１或牄＝１－牃牔
牕 ．
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爟犨

＝牃２∑

牔

牏＝１
爟牀牏＋牄２∑

牕

牐＝１
爟牁牐＝牃２牔＋牄２（９牕）

＝牃２牔＋ ９
牕（１－牃牔）２

＝ ９牔２

牕槏 槕＋牔 牃２－１８牔
牕 牃＋ ９

牕，

令 ｄ爟犨


ｄ牃＝ １８牔２

牕槏 槕＋２牔 牃－１８牔
牕 ＝０，

解得牃＝ ９
牕＋９牔．注意到９牔

２

牕＋牔＞０，故当

牃＝ ９
牕＋ ９牔， 牄＝ １－ 牃牔

牕 ＝ １
牕＋ ９牔

时，犨

为犨的无偏估计，且方差最小．

【无偏估计量的构造】如果问题是要寻求未知参数犤
的无偏估计量，可按下面步骤解题：

（１）将犤表示为若干常见参数犤牏的线性组合犤＝

∑
牔

牏＝１
牃牏犤牏，而犤牏的无偏估计量 犤


牏容易获得（见【【常见估

计量的优良性】】）．

（２）应用数学期望的线性性质，得到犤的无偏估计

犤

＝ ∑

牔

牏＝１
牃牏犤


牏．

例 设（牀１，牀２，…，牀牕）为取自两点分布总体

爜（１，牘）的样本，试求牘２的无偏估计量．
解 由题设知总体的均值和方差分别为

爠（牀）＝ 牘， 爟（牀）＝ 牘（１－ 牘），
故 牘２＝ 爠（牀）－ 爟（牀）．
而样本均值牀和样本方差爳２分别为爠（牀）和爟（牀）
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的无偏估计，于是有

爠（牀－爳２）＝爠（牀）－爠（爳２）＝牘－牘（１－牘）＝牘２，

即牘
２＝牀－爳２是牘２的无偏估计．

【求参数的置信区间】构造未知参数的置信区间应

遵循的如下步骤：

（１）明确待估参数；

（２）根据待估参数选取核心统计量，如对总体期

望犨选样本均值牀，对总体方差犲２选样本方差爳２；

（３）将核心统计量“加工”成具有常用统计分布

的量（该量含有核心统计量和待估参数）；

（４）由（３）中分布的 １－犜概率区间解出待估参

数的置信区间．
例 设 一 批 零 件 的 长 度 服 从 正 态 分 布

爫（犨，犲２），其中犨，犲２均未知，现从中随机抽取１６个零

件，测得样本均值 牨＝２０（ｃｍ），样本标准差 牞＝１

（ｃｍ），则犨的置信度为０．９０的置信区间是

（Ａ） ２０－ １
４牠０．０５（１６），２０＋ １

４牠０．０５槏 槕（１６）

（Ｂ） ２０－ １
４牠０．１（１６），２０＋ １

４牠０．１槏 槕（１６）

（Ｃ） ２０－ １
４牠０．０５（１５），２０＋ １

４牠０．０５槏 槕（１５）

（Ｄ） ２０－ １
４牠０．０１（１５），２０＋ １

４牠０．０１槏 槕（１５）

解 因为是在犲２未知的条件下估计犨，所用牠统

计量的自由度为牕－１＝１５，所以正确答案在（Ｃ）和

（Ｄ）中．又因是双例置信区间，所用分位点应为 犜燉２

＝０．０５，故应选（Ｃ）．
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第章 假 设 检 验

大纲要求

理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的

基本步骤，了解假设检验可能产生的两类错误．掌握

单个及两个正态总体的均值和方差的假设检验．

知识点·点拨
【参数假设】将总体的未知参数值作为假设提出来，
由统计量检验其真伪．参数假设表现为两个：被检验

的假设称为原假设，记作爣０；与爣０的参数值不同的

假设称为对立假设．也称为备择假设，记作爣１．当假

设的参数值只有一个时，称为简单假设，如爣０：犤＝

犤０，否则称为复合假设，如爣０：犤≤犤０．

【检验的基本思想】依据“小概率事件在一次试验中

不会发生”的原则，如果原假设爣０导致小概率事件

发生．则应拒绝爣０．

【拒绝域】设 爾 是样本值（牨１，牨２，…，牨牕）的一个区

域，当样本值落入爾 时，否定原假设爣０，称为爾 为

爣０的拒绝域，或称为否定域．爾 通常表现为检验统

计量的值大于或小于某个边界值．

【两类错误】由于样本的随机性，假设检验的结果可

能会犯如下两类错误：

（１）当 爣０为真时，由于样本落入 爾 而否定了

爣０，称这种否定真实假设的错误为第一类错误，也

称为去真错误．其概率为



爮（（牨１，牨２，…，牨牕）∈ 爾燏爣０为真）．
（２）当爣０不真时，由于样本未落入爾 而接受了

爣０，称这种接受不真假设的错误为第二类错误，也
称为存伪错误．其概率为

爮（（牨１，牨２，…，牨牕） 爾燏爣１为真）．
【显著水平】允许犯第一类错误的概率上界犜称为显
著水平或检验水平，即

爮（（牨１，牨２，…，牨牕）∈ 爾燏爣０为真）≤ 犜．
【正态总体均值和方差的假设检验（显著水平为犜）】
单总体爫（犨，犲２）：
原假设

爣０

检验统计量

及其分布

对立假设

爣１

爣０的

拒绝域爾
犨＝犨０

（犲２ 已

知）

爺＝ 牀－犨０

槡犲燉 牕

～爫（０，１）

犨≠犨０

犨＞犨０

犨＜犨０

燏爺燏＞牣犜燉２

爺＞牣犜

爺＜－牣犜

犨＝犨０

（犲２ 未

知）

爴＝ 牀－犨０

槡爳燉 牕
～

牠（牕－１）

犨≠犨０

犨＞犨０

犨＜犨０

燏爴燏＞牠犜燉２（牕－１）

爴＞牠犜（牕－１）

爴＜－牠犜（牕－１）

犲２＝犲２０

（犨 已

知）

犻２０＝
１
犲２０
∑
牕

牏＝１
（牀牏－犨）２

～犻２（牕）

犲２≠犲２０

犲２＞犲２０

犲２＜犲２０

犻２
０＜犻２

１－犜燉２（牕）

或犻２
０＞犻２

犜燉２（牕）

犻２
０＞犻２

犜（牕）

犻２
０＜犻２

１－犜（牕）

犲２＝犲２０

（犨 未

知）

犻２＝（牕－１）爳２

犲２０

～犻２（牕－１）

犲２≠犲２０

犲２＞犲２０

犲２＜犲２０

犻２＜犻２
１－犜燉２（牕－１）

或犻２＞犻２
犜燉２（牕－１）

犻２＞犻２
犜（牕－１）

犻２＜犻２
１－犜（牕－１）
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【【拒绝域与置信区间】】假设检验的拒绝域爾 和

接受域爾＝爲－爾 是由检验统计量爴刻画的关于样
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本 值的取值区域．如果将接受域爾 看成未知参数 犤
的取值区域，它就是犤的置信区间．例如，假设爣０：犨

＝犨０，爣１：犨≠犨０（犲２未知）的拒绝域为

燏爴燏＝ 牀－ 犨０

爳 槡牕 ＞ 牠犜燉２（牕－ １）．

将接受域爾＝｛燏爴燏≤牠犜燉２（牕－１）｝表示成犨０的区域就

是犨的置信度为１－犜

［
的置信区间

牀－ 爳
槡牕

牠犜燉２（牕－１），牀＋ 爳
槡牕

牠犜燉２（牕 ］－１） ．

因此，可以将正态总体均值和方差的置信区间表与

假设检验表放在一起记忆．

常见题型·对应
【假设检验的基本步骤】

（１）根据实际问题，提出待检验的原假设爣０及

其对立假设爣１．

（２）根据被检验参数，构造一个检验统计量

爴（牀１，牀２，…，牀牕），使之在爣０为真时有确定的分布．

（３）由给定的显著水平犜．确定爣０的拒绝域爾，
使爮（爴∈爾）＝犜．

（４）由样本值计算爴的值，当爴∈爾 拒绝爣０，否

则接受爣０．

【【原假设与对立假设】】假设检验的第一个步骤

是将实际问题“翻译”成原假设 爣０及其对立假设

爣１，这时无论爣０，爣１是简单假设还是复合假设，都

应将带等号的参数值作为爣０．这是因为当爣０为真

时，检验统计量要有确定的分布，而假设爣０：犤＝犤０，
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爣１：犤＜犤０与假设爣０：犤≥犤０，爣１：犤＜犤０有相同的拒绝

域．例如，要检验参数 犤是否小于 犤０时，应提出假设

爣０：犤≥犤０，爣１犤＜犤０而不是爣０：犤＜犤０，爣１：犤≥犤０．

【【检验统计量】】假设检验的第二个步骤：建立检

验统计量是假设检验的关键．其方法一般为：首先根

据被检验参数选核心统计量（如检验 爣０：犲２＝犲２
０时

选爳２；检验爣０：犨１＝犨２时选牀－牁），然后根据常用统

计分布（如爫（０，１），犻２，牠，爡）的构造性定义，将核心

统计量“加工”成具有确定分布的检验统计量（如对

爳２“加工”后，有（牕－１）爳２

犲２
０

～犻２（牕－１））．

例 设某饮料销售机操作正常时，所放出的饮料

量服从爫（２００，１５２）（单位：ｍＬ）．采用抽取９杯饮料算

出平均容量牨作周期性的检查，问：按显著水平 犜＝

０．０５，牨的值为多少时可以认为销售机的操作正常？当

犨＝１８０时，这种检验犯第二类错误的概率犝是多少？
解 销售机的操作是否正常可以表示为检验如

下假设：

爣０：犨＝ ２００，爣１：犨≠ ２００ （犲２＝ １５２）．
由于是检验正态总体的期望犨，故选样本均值牀为核

心统计量，当爣０为真时，将牀标准化后得到有确定

分布的检验统计量

爺＝ 牀－ ２００
槡１５燉 ９

～ 爫（０，１）．

于是对显著水平犜＝０．０５，爣０的拒绝域为

爾 ＝ ｛燏爺燏＞ 牣０．０２５｝＝ ｛燏牀－ ２００燏＞ ５× １．９６｝，
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即当燏牨－２００燏＞９．８时拒绝 爣０，反之，当 牨在

［１９０．２，２０９．８］内时可以认为销售机的操作正常．
当 犨＝１８０时，牀～爫（１８０，１５２），上述检验第二

类错误的概率为

犝＝ 爮｛接受 爣０燏爣１：犨＝ １８０为真｝

＝ 爮 １９０．２－ １８０
５ ≤ 牀－ １８０

５ ≤ ２０９．８－ １８０槏 槕５

＝ 犎（５．９６）－ 犎（２．０４）＝ １－ ０．９７９＝ ０．０２１．
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