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内 容 提 要

本书根据２００６年 ＭＢＡ联考数学考试大纲，在分析、归纳、总 结 历 年 来，

特别是２００３年以来的 ＭＢＡ联考数学试卷的题型及其解题方法技巧的基础

上编写而成。本书通过大量典 型 的 考 题（含 ＭＢＡ 联 考 数 学 试 题）讲 述 了 各

类题型的解题思路、常用方法与技巧，因而能起到指航引路、预测未来考向的

作用。

本书讲述方式是由浅入深，由易到难，分析透彻，解答详尽。本书适于自

学，是复习、备考 ＭＢＡ联考数学的 理 想 自 学 辅 导 书，也 可 作 为 ＭＢＡ 联 考 数

学辅导班的辅导教材。



前　　言

为了帮助报考工商管理硕士（ＭａｓｔｅｒｏｆＢｕｓｉｎｅｓｓＡｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ，英文缩

写为 ＭＢＡ）的考生更好地复习、备 考 数 学，作 者 对 历 年 来、特 别 是２００３年 以

来的 ＭＢＡ联考数学试题 进 行 了 研 究，将 其 归 纳、分 类、整 理。在 此 基 础 上，

按照２００６年 ＭＢＡ 联考数学考试大纲的要求编写了这本《ＭＢＡ 联考（数学）

常考题型及其解题方法技巧归纳》。

本书有以下几个显著特点。

全书按照 ＭＢＡ联考数学考 试 大 纲 的 要 求 分 为 初 等 数 学、微 积 分、线 性

代数和概率论四部分；每部分按考试 内 容 又 分 若 干 节；每 节 先 将 有 关 基 本 概

念、基础知识总结归纳成条，然后再讲 述 该 节 的 常 考 题 型 及 其 解 题 方 法 技 巧

归纳。为突出典型性，本书的绝大多数题型中都含有 ＭＢＡ 联考数学试题的

题型，与２００６年考纲有关的 ＭＢＡ 联 考 数 学 试 题 绝 大 多 数 都 已 收 集 在 本 书

的例题或习题之中。数学试题是无限的，而题型是有限的。掌握好考纲范围

内的各类常考题型及其解题思路、方 法、技 巧，就 能 以 不 变 应 万 变，遇 到 类 似

题型就能很快确立思路，形成条件 反 射，以 快 速 简 捷 的 解 题 套 路，从 容 应 考，

轻取高分，收到触类旁通的效果。掌 握 好 这 些 题 型 及 其 解 题 思 路、方 法 和 技

巧，也就使你掌握了未来的 ＭＢＡ 联 考 数 学 的 题 型 及 其 解 题 思 路、方 法 和 技

巧。因而本书能起到指航引路、预测未来考向的作用。

本书特别强调对 ＭＢＡ联考 数 学 考 试 大 纲 所 划 定 的 基 本 概 念 和 基 础 知

识的正确理解和熟练应用。

对于数学知识，ＭＢＡ联考不同 于 普 通 的 研 究 生 入 学 考 试。它 不 要 求 考

生有全面系统的数学理论知识，而是选择考生将来学习 ＭＢＡ 课程所必需的

数学知识和能力加以考察。因而 ＭＢＡ联考数学考察的主要是基本概念、基

础知识和基本运算能力。近 些 年 来 相 当 一 部 分 考 生 在 ＭＢＡ 联 考 中 数 学 失

误，究其原因，恰恰是对考纲中所规定的基本概念、基础知识和基本运算能力

的理解与掌握上存在欠缺。鉴于此，针对参加 ＭＢＡ 联考的考生中有相当数

量的考生数学基本概念比较模糊、基 础 知 识 遗 忘 较 多、基 本 运 算 不 熟 练 的 特
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点，本书例题较多且讲述方式是由浅入深，由易到难，分析透彻，解答详尽，尽

量做到题精而易懂。这同时 也 说 明 本 书 是 备 考 ＭＢＡ 复 习 数 学 适 于 自 学 的

辅导书。

为避免常犯错误，在不少例题后加写“注意”一项，望读者细心揣摩，这有

益于理解基本概念、掌握基础知识、提高运算能力。

本书还注意提高考生的快速、准确计算的能力。为激活思维，开阔思路、

简化计算，对有些计算题除给出计算的通法外，还经常一题多解。

ＭＢＡ联考中的问题求解题实际 上 是 选 择 题，而 选 择 题 往 往 有 多 种 方 法

求解。用什么方法使之能以最快的速度找出答案，这就变得极为重要了。为

此，本书介绍了不少作者在长期教 学 实 践 中 积 累 的 简 化 计 算 方 法。“善 出 奇

兵”，“出奇制胜”，帮助读者提高解题的准确率，且以最快的速度求出答案。

ＭＢＡ联考数学试题中也有综合应用题。求解这类题常需运用多个数学

知识点。本书十分注意 这 类 题 的 解 题 方 法、技 巧 归 纳，较 好 地 体 现 了 ＭＢＡ
数学考试的特点和要求。

为使考生具有较为扎实的数学 基 础 知 识，同 时 更 好 地 阅 读 本 书，特 推 荐

一套可以指导读者全面、系统、深入复习有关数学知识的参考书，这就是作者

编写的经济类数学学习指导、考研指南丛书：《经济数学（微积分）解题方法技

巧归纳》、《经济数学（线性代数）解题方法技巧归纳》、《经济数学（概率论与数

理统计初步）解题方法技巧归纳》。这 套 丛 书 自 出 版 以 来 一 直 受 到 全 国 广 大

读者的一致好评，多次印刷，久销不衰。编者在撰写本书时，多处引用了这套

丛书的内容和方法。如果能把这套丛书与本书结合起来学习，必将收到事半

功倍的效果。这套丛书解决全面、系统复习问题，而本书则解决明确目标、抓

住重点问题。

在编写本书时，编者参阅了有关书籍，引用了一些例子，恕不一一指明出

处，在此一并向有关作者致谢。

由于编者水平有限，兼之时间 仓 促，错 误 和 疏 漏 之 处 难 免，恳 请 读 者、专

家批评指正。

毛纲源

于北京师范大学珠海分校国际金融学院

２００５年７月
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书书书

第１篇　初 等 数 学

１１　绝　对　值

（一）考试内容

１ 绝对值定义和性质

定义１１１　实数ａ的绝对值记作｜ａ｜，其定义为

ａ＝
　ａ（ａ≥０），

－ａ（ａ＜０｛ ）。

从上述绝对值的定义可以看出，求 一 个 数 的 绝 对 值 时，必 须 将 绝 对 值 符

号内的式子分别就大于零、小于零和等于零的三种情况分别求之。例如求ａ
－２的绝对值｜ａ－２｜，要考虑ａ－２究竟是正数、是负数、还是零。当ａ－２＞０
时有｜ａ－２｜＝ａ－２，当ａ－２＜０时 有｜ａ－２｜＝－（ａ－２）＝２－ａ，当ａ－２＝０
时有｜ａ－２｜＝０，即

｜ａ－２｜＝

ａ－２， 当ａ＞２时，

０， 当ａ＝２时，

２－ａ， 当ａ＜２时

烅
烄

烆 。

由上述定义易知，绝对值｜ａ｜有下述性质。

命题１１１　（１）｜ａ｜≥０（实数的绝对值是非负实数）；

（２）｜ａ｜＝０ａ＝０（只有实数０的绝对值才等于０）；

（３）｜ａ｜＝１ａ＝±１，即ａ＝１或ａ＝－１；

（４）｜ａ｜＝｜－ａ｜（互为相反数的两实数，其绝对值相等）；

（５）－｜ａ｜≤ａ≤｜ａ｜（任意一个数的绝对值不小于自身，绝对值的相反数

不大于自身）当且仅当ａ≥０时后一 等 号 成 立，当 且 仅 当ａ≤０时 前 一 等 号 成

立；
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（６） ａ槡２＝｜ａ｜（实数平方的算术根等于这个实数的绝对值）；

（７）｜ａ｜
ａ

（ａ≠０）＝±１．

２ 绝对值的几何意义

实数ａ的绝 对 值 就 是 数 轴 上 实 数ａ 所 对 应 的 点 到 原 点 的 距 离，如 图

１１１所示。

图１１１

因此，适合不等式｜ｘ｜＜ａ（ａ＞０）的 所 有 实 数ｘ 所 对 应 的 点 就 是 全 部 与

原点距离小于ａ 的点。同样，适合不等式｜ｘ｜＞ａ（ａ＞０）的 所 有 实 数ｘ 所 对

应的点就是全体与原点距离大于ａ 的点。因而得到以下命题。

命题１１２　　　｜ｘ｜＜ａ－ａ＜ｘ＜ａ（ａ＞０），

｜ｘ｜＞ａｘ＜－ａ或ｘ＞ａ（ａ＞０）．

３ 绝对值的运算法则

命题１１３　（１）｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜≤｜ａ±ｂ｜≤｜ａ｜＋｜ｂ｜（三角形不等式）；

（２）当且仅当ａｂ≥０时有｜ａ＋ｂ｜＝｜ａ｜＋｜ｂ｜，｜ａ－ｂ｜＝｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜；

（３）当且仅当ａｂ≤０时有｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜＝｜ａ＋ｂ｜，｜ａ－ｂ｜＝｜ａ｜＋｜ｂ｜；

（４）｜ａｂ｜＝｜ａ｜｜ｂ｜；

（５） ａ
ｂ ＝｜ａ｜

｜ｂ｜
（ｂ≠０）。

４ 非负数的常用性质

命题１１４　（１）若槡ａ有意义，则ａ≥０，槡ａ≥０；

（２）有限个非负数之和等于０，则每一个非负数必等于０；

（３）有限个非负数之和仍为非负数。

（二）考试要求

理解绝对值定义及其几何意义，掌 握 其 性 质 及 其 运 算 法 则，会 求 解 与 绝

对值有关的简单计算问题。
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（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　计算含绝对值的代数式的值

法一　利用绝对值的性质即命题１１１和运算法则即命题１１３求之。

例１［２００４年Ⅰ１］?（条件充分性判断）

ｘ，ｙ是实数，｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝｜ｘ－ｙ｜．
（１）ｘ＞０，ｙ＜０；　　　　（２）ｘ＜０，ｙ＞０。

解法１　由条件（１）有ｘ＞０，ｙ＜０，则｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝ｘ－ｙ．又ｘ＞ｙ，故｜ｘ｜

＋｜ｙ｜＝ｘ－ｙ＝｜ｘ－ｙ｜。条件（１）充分。

由条件（２）有ｘ＜０，ｙ＞０，则｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝－ｘ＋ｙ＝ｙ－ｘ，又ｙ＞ｘ，ｙ－ｘ

＞０，故ｙ－ｘ＝｜ｙ－ｘ｜．于是有

｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝｜ｙ－ｘ｜＝｜ｘ－ｙ｜，

条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

解法２　由绝对值的运算法则，即命题１１３（３）即知条件（１）充分，条件

（２）也充分。仅 Ｄ入选。

例２［２００１年Ⅰ５］　已知｜ａ｜＝５，｜ｂ｜＝７，ａｂ＜０，则｜ａ－ｂ｜等于

（Ａ）２。　　　　（Ｂ）－２。　　　　（Ｃ）１２。　　　　（Ｄ）－１２．
解法１　因ａｂ＜０，由绝对值的运算法则即命题１１３（３）得到

｜ａ－ｂ｜＝｜ａ｜＋｜ｂ｜＝５＋７＝１２。仅（Ｃ）入选。

解法２　因ａｂ＜０，故只有两种可能

（１）ａ＝５，ｂ＝－７，这时｜ａ－ｂ｜＝｜５－（－７）｜＝１２；

（２）ａ＝－５，ｂ＝７，这时｜ａ－ｂ｜＝｜－５－７｜＝１２．仅（Ｃ）入选。

例３　已知ｘ∈［２，５］，｜ａ｜＝５－ｘ，｜ｂ｜＝ｘ－２，则｜ｂ－ａ｜的取值范围是

（Ａ）［－３，５］．　（Ｂ）［０，５］．　（Ｃ）［１，３］．　（Ｄ）［３，５］．　（Ｅ）［０，３］。

解　由命题１１３（１）得到

｜ａ－ｂ｜≤｜ａ｜＋｜ｂ｜＝（５－ｘ）＋（ｘ－２）＝３，

｜ａ－ｂ｜≥｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜＝｜（５－ｘ）－（ｘ－２）｜＝｜７－２ｘ｜≥０。

而｜ａ－ｂ｜＝｜ｂ－ａ｜，故０≤｜ｂ－ａ｜＝｜ａ－ｂ｜≤３。仅（Ｅ）入选。

·３·
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例４（条件充分性判断）　｜ａ－ｂ｜＋｜ｂ－ｃ｜＋｜ｃ－ａ｜＝２．
（１）ａ，ｂ，ｃ均为整数；　　　　　（２）｜ａ－ｂ｜＋｜ｃ－ａ｜＝１．
解　条件（１）与条件（２）单独 都 不 充 分，但 两 个 条 件 联 合 时 却 是 充 分 的，

因而仅 Ｃ入选。事实上，因ａ，ｂ，ｃ都是整数，故｜ａ－ｂ｜及｜ｃ－ａ｜也都是整数。

于是由｜ａ－ｂ｜＋｜ｃ－ａ｜＝１得到

｜ａ－ｂ｜＝０，

｜ｃ－ａ｜＝１｛ ，　
或　

｜ａ－ｂ｜＝１，

｜ｃ－ａ｜＝０｛ 。

再由命题１１１（２）、（３）得到

ａ－ｂ＝０，

ｃ－ａ＝±１｛ ，　
或　

ａ－ｂ＝±１，

ｃ－ａ＝０｛ 。

解得ｃ－ｂ＝±１，即｜ｃ－ｂ｜＝１．因而

｜ａ－ｂ｜＋｜ｂ－ｃ｜＋｜ｃ－ａ｜＝（｜ａ－ｂ｜＋｜ｃ－ａ｜）＋｜ｃ－ｂ｜＝１＋１＝２．
例５　若｜ａ｜＝１／２，｜ｂ｜＝１，则｜ａ＋ｂ｜等于

（Ａ）３／２或０。　　（Ｂ）１／２或０。　　（Ｃ）－１／２。 （Ｄ）１／２或３／２．
解　当ａ＝１／２，ｂ＝１时，有ａｂ＞０，由命题１１３（２）有

｜ａ＋ｂ｜＝｜ａ｜＋｜ｂ｜＝１／２＋１＝３／２．
当ａ＝－１／２，ｂ＝１或ａ＝１／２，ｂ＝－１时，有ａｂ＜０。由命题１１３（３）有

｜ａ＋ｂ｜＝｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜＝｜１／２－１｜＝｜－１／２｜＝１／２．
因而｜ａ＋ｂ｜等于１／２或３／２．仅（Ｄ）入选。

法二　用下述三法去掉绝对值符号求之。

１°确定绝对值符号内式子的符号，依绝对值定义去掉绝对值符号。

含有绝对值符号的代数式，如同 实 数 绝 对 值 一 样，可 以 根 据 绝 对 值 定 义

去掉绝对值符号。如果绝对值符号内的代数式的值是非负数，那么去掉绝对

值符号后就是原来代数式的值；如果 绝 对 值 符 号 内 的 代 数 式 是 负 数，那 么 去

掉绝对值符号后就应当取原来代数式的值的相反数；如果绝对值符号内的代

数式的值不是一个确定的数，或者不 能 断 定 它 的 符 号，那 么 就 应 该 根 据 字 母

取值的不同范围进行讨论。

２°根据绝对值的几何意义去掉绝对值符号。

３°用平 方 的 方 法 去 掉 绝 对 值 符 号，即 当ａ∈（－∞，＋∞）时，由 命 题

１１１（６）有｜ａ｜＝ ａ槡２。因而｜ａ｜２＝ａ２．
例６（条件充分性判断）　已知｜ｌｏｇ１

２
ｘ｜＝－ｌｏｇ１

２
ｘ（ｘ＞０），则

（１）ｘ∈（１／２，１］；　　　　（２）ｘ∈［１，３）。
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解　由对数函数性质知，当底数ａ∈（０，１）时，ｘ∈（０，１）有ｌｏｇａｘ＞０；ｘ∈
（１，＋∞）有ｌｏｇａｘ＜０；当ｘ＝１时，ｌｏｇａｘ＝０．因而只有当ｘ≥１时才有－ｌｏｇ１

２

ｘ≥０。于是条件（１）不充分，但条件（２）充分。仅Ｂ入选。

例７［２００２年Ⅱ６］?　已知ｔ２－３ｔ－１８≤０，则｜ｔ＋４｜＋｜ｔ－６｜等于

（Ａ）２ｔ－２。　　　（Ｂ）１０。　　　（Ｃ）３。　　　（Ｄ）２ｔ＋２．
解　ｙ＝ｔ２－３ｔ－１８为开口向上的抛物线，由ｔ２－３ｔ－１８＝（ｔ－６）（ｔ＋３）

≤０得到－３≤ｔ≤６．因而当－３≤ｔ≤６时，有｜ｔ＋４｜＝ｔ＋４，｜ｔ－６｜＝－（ｔ－６）

＝６－ｔ。于是当－３≤ｔ≤６，即当ｔ２－３ｔ－１８≤０时有

｜ｔ＋４｜｜ｔ－６｜＝ｔ＋４＋６－ｔ＝１０．仅（Ｂ）入选。

例８　设ａ，ｂ，ｃ三 个 实 数 在 数 轴 上 的 对 应 点 为 Ａ，Ｂ，Ｃ，其 位 置 如 图

１１２所示，化简ａ－｜ａ＋ｂ｜＋｜ｃ－ａ｜＋｜ｃ－ｂ｜。

图１１２

解　由图１１２所示知ｂ＜ｃ＜０＜ａ．由绝对值的几何意义得到｜ｂ｜＞｜ｃ

｜，｜ｂ｜＞｜ａ｜，｜ａ｜＞｜ｃ｜，且ａ＋ｂ＜０，ｃ－ａ＜０，ｃ－ｂ＞０。因而

原式＝ａ－［－（ａ＋ｂ）］＋［－（ｃ－ａ）］＋（ｃ－ｂ）＝３ａ．

题型二　求解含绝对值的方程

法一　利用非负数的性质即命题１１４（２）解之。

求解含绝对值且各 项 为 非 负 的 方 程 不 需 去 绝 对 值 符 号，只 需 利 用 命 题

１１４（２）解之即可。

例９［１９９７年Ⅰ５］　设 （ａ－６０）槡 ２＋｜ｂ＋９０｜＋（ｃ－１００）１０＝０，则ａ＋ｂ＋

ｃ的值是

（Ａ）０。　　（Ｂ）２８０。　（Ｃ）１００。　（Ｄ）－１００。　（Ｅ）无法确定。

解　由于二次根式 （ａ－６０）槡 ２≥０，偶 数 次 乘 方（ｃ－１３０）１０≥０。又 由 于

绝对值非负性质，｜ｂ＋９０｜≥０，因 而 所 给 方 程 实 质 上 就 是 有 限 个（三 个）非 负

数之和等于０，由命题１１４（２）知，每一个非负数必等于０。于是有

·５·
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（ａ－６０）槡 ２＝０，　｜ｂ＋９０｜＝０，　（ｃ－１３０）１０＝０。

从而ａ＝６０，ｂ＝－９０，ｃ＝１３０。因此得

ａ＋ｂ＋ｃ＝６０－９０＋１３０＝１００．仅（Ｃ）入选。

例１０　实数ｘ，ｙ，ｚ满足条件｜ｘ２＋４ｘｙ＋５ｙ２｜＋ ｚ＋１／槡 ２＝－２ｙ－１，则

（４ｘ－１０ｙ）ｚ 等于

（Ａ）槡６／２。　　　（Ｂ） 槡－ ２／６．　　　（Ｃ）槡２／６．

（Ｄ） 槡－ ６／２。 （Ｅ）槡６／６．
解　由｜ｘ２＋４ｘｙ＋５ｙ２｜＝｜ｘ２＋４ｘｙ＋４ｙ２＋ｙ２｜＝（ｘ＋２ｙ）２＋ｙ２ 得到

｜ｘ２＋４ｘｙ＋５ｙ２｜＋２ｙ＋１＋ ｚ＋１／槡 ２＝（ｘ＋２ｙ）２＋ｙ２＋２ｙ＋１＋ ｚ＋１／槡 ２

＝（ｘ＋２ｙ）２＋（ｙ＋１）２＋ ｚ＋１／槡 ２＝０．
根据非负数性质，即命题１１４（２）得到

ｘ＋２ｙ＝０，　ｙ＋１＝０，　ｚ＋１／２＝０
解得 ｘ＝２，　ｙ＝－１，　ｚ＝－１／２，

故 （４ｘ－１０ｙ）ｚ 槡＝ ２／６．仅（Ｃ）入选。

例１１（条件充分性判断）　可以确定ｘ和ｙ 的值。

（１） （ｘ－３）槡 ２＋｜ｙ－２｜＝４；　　（２） （ｘ－３）槡 ２－｜ｙ－２｜＝０．
解　当条件（１）成立时，只有一个方程不能确定ｘ 和ｙ 的 值，条 件（１）不

充分。同样，当条件（２）成立时，只有一个方程不能确定ｘ，ｙ的值，条件（２）不

充分。但当条件（１）与条件（２）联 合 时，得 到 由 两 个 方 程 组 成 的 一 个 方 程 组，

可求得ｘ与ｙ 的值。事实上，由条件（２）得到｜ｙ－２｜＝ （ｘ－３）槡 ２，代 入 条 件

（１）有２｜ｙ－２｜＝４，即｜ｙ－２｜＝２，因而ｙ＝０，ｙ＝４，于是ｘ＝１，５．仅 Ｃ入选。

法二　利用绝对值性质即命题１１１求之。

例１２［２００３年Ⅱ２１］　已知 ５ｘ－３
２ｘ＋５ ＝３－５ｘ

２ｘ＋５
，则实数ｘ的取值范围是

（Ａ）ｘ＜－５／２或ｘ≥３／５。　　　　（Ｂ）－５／２≤ｘ≤３／５．
（Ｃ）－５／２＜ｘ≤３／５。 （Ｄ）－３／５≤ｘ≤５／２．
（Ｅ）以上结论都不正确。

解　由命题１１１（１）知 ５ｘ－３
２ｘ＋５ ≥０，故３－５ｘ

２ｘ＋５≥０。因而

３－５ｘ≥０，

２ｘ＋５＞０｛ ， ①
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或
３－５ｘ≤０，

２ｘ＋５＜０｛ 。 ②

由不等式组①得到－５／２＜ｘ≤３／５．由 不 等 式 组②得 到ｘ≥３／５，ｘ＜－５／２。

矛盾，没有解。故实数ｘ的取值范围是－５／２＜ｘ≤３／５．仅（Ｃ）入选。

例１３　已知 ２ｘ－１
３ ＝１－２ｘ

３
，ｘ的取值范围为

（Ａ）（－∞，－１／２）。　　　（Ｂ）（－∞，０）。　　　（Ｃ）（－∞，１／２）。

（Ｄ）（－∞，１）。 （Ｅ）（－∞，２）．

解　 ２ｘ－１
３ ＝１－２ｘ

３ ＝－２ｘ－１
３

，因 而 有｜ａ｜＝－ａ，其 中ａ＝２ｘ－１
３

。

显然这只有ａ≤０时上式才成立，即有

（２ｘ－１）／３≤０，　２ｘ－１≤０，　ｘ≤１／２，

故ｘ的取值范围是ｘ（－∞，１／２）．仅（Ｃ）入选。

例１４　设｜ｘ－３｜＋｜ｙ＋４｜＝１，求满足此等式的整数ｘ和ｙ 的值。

解　因为ｘ和ｙ 都是整数，且｜ｘ－３｜≥０，｜ｙ＋４｜≥０，｜ｘ－３｜和｜ｙ＋４｜
都是非负整数，而和为１的两个非负整数只能是０和１，所以

｜ｘ－３｜＝１，

｜ｙ＋４｜＝０｛ ，　
或　

｜ｘ－３｜＝０，

｜ｙ＋４｜＝１｛ ．
再利用绝对值性质即命题１１１（２）、（３）得到

ｘ－３＝±１，

ｙ＋４＝０｛ ， 　或　
ｘ－３＝０，

ｙ＋４＝±１｛ 。

解得如下四组解：

ｘ１＝４，

ｙ１＝－４｛ ，
　

ｘ２＝２，

ｙ２＝－４｛ ，
　

ｘ３＝３，

ｙ３＝－３｛ ，
　

ｘ４＝３，

ｙ５＝－５｛ 。

法三　利用绝对值的运算法则即命题１１３求之。

例１５　等式｜３ｘ－７｜＝｜３－２ｘ｜＋｜ｘ－４｜成立的条件是

（Ａ）３／２＜ｘ＜４。　　　（Ｂ）３／２≤ｘ≤４．　　　（Ｃ）ｘ≥３／２。

（Ｄ）ｘ≤４。 （Ｅ）ｘ≤３／２或ｘ≥４。

解　由三角形不等式性质，原式可化为

｜３ｘ－７｜≤｜２ｘ－３｜＋｜ｘ－４｜，

即 ｜（２ｘ－３）＋（ｘ－４）｜≤｜２ｘ－３｜＋｜ｘ－４｜。

由绝对值的运算法则即命题１１３（２）知，上式等号成立的条件是

·７·



（２ｘ－３）（ｘ－４）≥０　即　ｘ≤３／２或ｘ≥４。仅（Ｅ）入选。

法四　利用分段求解法求之。

先找出使各绝对值等于零的分界点，且在数轴上用这些分界点划分为几

个子区间，然后按照子区间的位置确定代数式中绝对值的值或其取值符号。

例１６　已知ｙ＝ ｘ２＋４ｘ槡 ＋４＋ ｘ２－２ｘ槡 ＋１＋ ｘ槡 ２＋ ｘ２－６ｘ槡 ＋９，求

ｙ的最小值。

解　ｙ为四个算术根之和，应利 用 命 题１１１（６）化 为 绝 对 值 问 题 求 之。

原式可分为

ｙ＝ （ｘ＋２）槡 ２＋ （ｘ－１）槡 ２＋ ｘ槡 ２＋ （ｘ－３）槡 ２

＝｜ｘ＋２｜＋｜ｘ－１｜＋｜ｘ｜＋｜ｘ－３｜。

先确定ｙ中各绝对值的零点分别为

ｘ１＝－２，　ｘ２＝１，　ｘ３＝０，　ｘ４＝３，

然后将数轴即区间（－∞，＋∞）分成下列区间：

（－∞，－２］，　（－２，０］，　（０，１］，　（１，３］，　（３，＋∞）。

在各区间上讨论ｙ的取值情况：

１°ｘ≤－２时，ｙ＝－（ｘ＋２）－（ｘ－１）－ｘ－（ｘ－３）＝２－４ｘ，即ｙ≥１０；

２°－２＜ｘ≤０时，ｙ＝ｘ＋２－（ｘ－１）－ｘ－（ｘ－３）＝６－２ｘ，即ｙ≥６－２

×０＝６；

３°０＜ｘ≤１时，ｙ＝ｘ＋２－（ｘ－１）＋ｘ－（ｘ－３）＝６；

４°１＜ｘ≤３时，ｙ＝ｘ＋２＋ｘ－１＋ｘ－（ｘ－３）＝２ｘ＋４，即ｙ＞２×１＋４＝

６；

５°ｘ≥３时，ｙ＝ｘ＋２＋ｘ－１＋ｘ＋ｘ－３＝４ｘ－２，即ｙ≥４×３－２＝１０。

比较ｙ在各区间上的取值知道：当０≤ｘ≤１时，ｙ取最小值６。

法五　利用绝对值的几何意义求之。

例１７　若｜ｘ－４｜＋｜３－ｘ｜＝１，则ｘ的取值范围是

（Ａ）ｘ＜３。　（Ｂ）ｘ＜４。　（Ｃ）３＜ｘ＜４．　（Ｄ）３≤ｘ≤４．　（Ｅ）ｘ≥４．
解法１　利用绝对值的几何意义判定 之。｜ｘ－４｜＋｜３－ｘ｜的 几 何 意 义

是数轴上点ｘ到点３的距离与点ｘ 到点４的距离之和。当点ｘ 在点３与点

４之间（包括点３和点４）移动时，这个距离之和等于１，即３≤ｘ≤４时有｜ｘ－

４｜＋｜３－ｘ｜＝１．而点ｘ在点３的以左或在点４的以右移动时，这个距离之和

大于１。仅（Ｄ）入选。
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解法２　由绝对值的运算法则即命题１１３（２）有，当（ｘ－４）（３－ｘ）≥０
时得到｜ｘ－４｜＋｜３－ｘ｜＝｜ｘ－４＋３－ｘ｜＝｜－１｜＝１．下 面 求 出 ｘ 满 足

（ｘ－４）（３－ｘ）≥０的取值范围。

由（ｘ－４）（３－ｘ）≥０得到（ｘ－４）（ｘ－３）≤０，而左端为二次多项式，且ａ
＝１＞０，故其解集为３≤ｘ≤４。仅（Ｄ）入选。

解法３　用分段求解法求之。分段点为３与４。
（１）ｘ＜３时，已知等式化为４－ｘ＋３－ｘ＝１，即２ｘ＝６，ｘ＝３．这与ｘ＜３

矛盾，故ｘ＜３不正确。
（２）３≤ｘ≤４时，已知等式化为－（ｘ－４）－（３－ｘ）＝１，即１＝１．显 然 该

等式成立，这说明３≤ｘ≤４为所求的ｘ的取值范围。
（３）ｘ＞４时，已知等式化为ｘ－４－（３－ｘ）＝１，得ｘ＝４与ｘ＞４矛盾，故

ｘ＞４也不正确。仅（Ｄ）入选。

题型三　判别含绝对值的不等式

法一　利用绝对值定义和性质判别。

例１８［２００５年Ⅰ１４］（条 件 充 分 性 判 断）　实 数ａ，ｂ满 足｜ａ｜（ａ＋ｂ）＞
ａ｜ａ＋ｂ｜。

（１）ａ＜０；　　　　（２）ｂ＞－ａ．
解　由于｜ａ｜（ａ＋ｂ）＞ａ｜ａ＋ｂ｜中 左 右 两 端 均 含 有 绝 对 值，条 件（１）与 条

件（２）都不是充分条件。下面考虑这两个条件联合起来是否充分。

由ａ＜０得到－ａ＞ａ，又由条件（２）有ａ＋ｂ＞０，由不等式性质得到

－ａ（ｂ＋ａ）＞ａ（ｂ＋ａ）．
由ａ＜０，有－ａ＝｜ａ｜；由ａ＋ｂ＞０，有ａ＋ｂ＝｜ａ＋ｂ｜．故由上式即得

｜ａ｜（ａ＋ｂ）＞ａ｜ｂ＋ａ｜。仅 Ｃ入选。

例１９［２００３年Ⅰ３］（条件充 分 性 判 断）　不 等 式｜ｘ－２｜＋｜４－ｘ｜＜ｓ无

解

（１）ｓ≤２；　　　　　（２）ｓ＞２。

解法１　因｜ｘ－２｜＋｜４－ｘ｜≥｜（ｘ－２）＋（４－ｘ）｜＝２，故当ｓ≤２时不等

式｜ｘ－２｜＋｜４－ｘ｜＜ｓ无解。即使ｓ＝２，不等式｜ｘ－２｜＋｜４－ｘ｜＜２仍然无

解。条件（１）充分，条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

解法２　设ｆ（ｘ）＝｜ｘ－２｜＋｜４－ｘ｜＝｜ｘ－２｜＋｜ｘ－４｜，则

ｆ（ｘ）＝

２ｘ－６， ｘ≥４，

２， ２≤ｘ＜４，

－２ｘ＋６， ｘ＜２
烅
烄

烆 。
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易知ｆ（ｘ）的最小值为２。要使ｆ（ｘ）＜ｓ无解，即使函数ｆ（ｘ）的 图 像 无 位 于

函数ｙ＝ｓ的图像下方的部分，其充要条件为ｓ≤２．
当ｓ≤２时满足其充要 条 件 中 的 充 分 条 件，条 件（１）充 分。显 然 条 件（２）

不充分。仅 Ａ入选。

例２０（条件充分性判断）　ａ２＜ｂ２ 成立。

（１）｜ａ｜＜｜ｂ｜；　　　　　（２）ａ＜ｂ。

解　因｜ａ｜≥０，｜ｂ｜≥０，由命题１１１（６）得到 ａ槡２＝｜ａ｜，ｂ槡２＝｜ｂ｜．

当条件（１）成立时，有 ａ槡２＜ ｂ槡２，即ａ２＜ｂ２。条件（１）充分。

当条件（２）成立时，由于ａ＜ｂ不能确定ａ，ｂ的正负号，不能由ａ＜ｂ得到

ａ２＜ｂ２。事实上，当ａ＝－５，ｂ＝３时，有ａ＜ｂ，但由ａ２＝２５＞ｂ２＝９可知ａ２＜

ｂ２，这时条件（２）不成立。条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

法二　用绝对值运算法则即命题１１３判别之。

例２１（条件充分性判断）　 ｜ａ－ｂ｜
｜ａ｜＋｜ｂ｜＜１成立。

（１）ａｂ＞０；　　　　　（２）ａｂ＜０。

解　条件（１）成立，即ａｂ＞０时，由绝对值运算法则即命题１．１．３（２）知

｜ａ｜＋｜ｂ｜＝｜ａ＋ｂ｜， ①

｜ａ－ｂ｜＝｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜． ②

因而 由 式 ① 有 ｜ａ－ｂ｜
｜ａ｜＋｜ｂ｜＝｜ａ－ｂ｜

｜ａ＋ｂ｜＜１ 成 立，或 由 式 ② 也 有 ｜ａ－ｂ｜
｜ａ｜＋｜ｂ｜＝

｜｜ａ｜－｜ｂ｜｜
｜ａ｜＋｜ｂ｜ ＜１成立。条件（１）充分。

当条件（２）成 立 即ａｂ＜０时，有｜ａ－ｂ｜＝｜ａ｜＋｜ｂ｜，因 而 ｜ａ－ｂ｜
｜ａ｜＋｜ｂ｜＝

｜ａ｜＋｜ｂ｜
｜ａ｜＋｜ｂ｜＝１。条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

例２２（条件充分性判断）　已知｜ｙ－ａ｜≤２成立。

（１）｜２ｘ－ａ｜≤１；　　　　　（２）｜２ｘ－ｙ｜≤１．
解　由条件（１）与条件（２）中都含变量ｘ 易 知 此 两 个 条 件 必 然 不 是 充 分

条件。下面考虑这两个条件联合起来是否充分。解

｜２ｘ－ａ｜≤１， ①

｜２ｘ－ｙ｜≤１， ②
由式②得到
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｜ｙ－２ｘ｜≤１， ③
则由式①与式③得到

｜２ｘ－ａ｜＋｜ｙ－２ｘ｜≥｜２ｘ－ａ＋ｙ－２ｘ｜＝｜ｙ－ａ｜，

故２＝１＋１≥｜２ｘ－ａ｜＋｜２ｘ－ｙ｜≥｜ｙ－ａ｜，即条件（１）与条件（２）联合为充分

条件．仅 Ｃ入选．
例２３　设｜ａ＋２｜≤１，｜ｂ＋２｜≤２，则正确的不等式是

（Ａ）｜ａ－ｂ｜≤３。　　　（Ｂ）｜ａ－ｂ｜≤２。　　　（Ｃ）｜ａ－ｂ｜≤１．
（Ｄ）｜ａ＋ｂ｜≤７。　　　（Ｅ）｜ａ＋ｂ｜≤１．
解法１　根据绝对值的运算法则｜ａ－ｂ｜≤｜ａ｜＋｜ｂ｜得到

｜ａ－ｂ｜＝｜（ａ＋２）－（ｂ＋２）｜≤｜ａ＋２｜＋｜ｂ＋２｜≤１＋２＝３。仅（Ａ）入选。

解法２　由｜ａ＋２｜≤１利用绝对值的几何意义或去绝对值的方法易得到

－３≤ａ≤－１． ①
同理，由｜ｂ＋２｜≤２得到

－４≤ｂ≤０。 ②
式①与式②为同向不等式，不能相减，从而得到ａ－ｂ．为此将式②化为

０≤－ｂ≤４， ③
而式①与式③为同向不等式，可以相加，从而得到

－３≤ａ－ｂ≤３　即　｜ａ－ｂ｜≤３．仅（Ａ）入选。

习　题　１１

（一）问题求解

１ 已知１＜ｘ＜２，｜ｘ－２｜
ｘ－２ －｜ｘ－１｜

１－ｘ
的值等于

（Ａ）１。　　 （Ｂ）２。　 　（Ｃ）３。　 　（Ｄ）０。　 　（Ｅ）－１。

２ 已知１＜ｘ＜２，｜ｘ－１｜＋ ｘ（ｘ－４）槡 ＋４的值等于

（Ａ）２。 （Ｂ）３。 （Ｃ）４。 （Ｄ）１。 （Ｅ）６。

３ 已知｜ａ｜＝１，｜ｂ｜＝２，｜ａ－ｂ｜的值为

（Ａ）１或３。 （Ｂ）２或４。 （Ｃ）３或５。

（Ｄ）４或６。 （Ｅ）５或７。

４ 已知｜ａ｜＝５，｜ｂ｜＝７，且ａｂ＜０，｜ａ＋ｂ｜的值为

（Ａ）１。 （Ｂ）２。 （Ｃ）３。 （Ｄ）４。 （Ｅ）５。
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５ 方程 ｘ２－６ｘ槡 ＋９－ ２ｘ槡 －４＋１＝０的根为

（Ａ）１；２。 （Ｂ）２；３。 （Ｃ）３；４。

（Ｄ）４； 槡５－ ５。 （Ｅ）４； 槡５＋ ５．

６ 若 （ｘ－２）槡 ２＋｜ｙ－３｜＝０，则｜１／ｘ２－１／ｙ－ｘｙ｜的值是

（Ａ）１４。 （Ｂ）９７／１２。 （Ｃ）９５／１２。

（Ｄ）９。 （Ｅ）１２。

７ 已知｜（ｘ＋１）／３｜＝２，ｘ的值为

（Ａ）１或２。 （Ｂ）２或３。 （Ｃ）３或４。

（Ｄ）５或６。 （Ｅ）５或－７．

８｜２ｘ－１１｜＝｜ｘ－３｜＋｜ｘ－８｜成立的条件是

（Ａ）ｘ∈（１，２）。 （Ｂ）ｘ∈（３，４）。 （Ｃ）ｘ≥５或ｘ≥８．
（Ｄ）ｘ∈（６，７）。 （Ｅ）ｘ≤３或ｘ≥８。

９ 若关于ｘ的不 等 式｜３－ｘ｜＋｜ｘ－２｜＜ａ的 解 集 是 空 集，则 实 数ａ
的取值范围是

（Ａ）ａ＜１。 （Ｂ）ａ≤１。 （Ｃ）ａ＞１。

（Ｄ）ａ≥１。 （Ｅ）ａ≠１．

１０ 等式｜２ｍ－７｜＝｜ｍ－２｜＋｜ｍ－５｜成立，则实数 ｍ 的取值范围是

（Ａ）２≤ｍ≤５。 （Ｂ）ｍ≤－２或 ｍ≥５。　（Ｃ）－２＜ｍ＜５。

（Ｄ）ｍ≤２或 ｍ≥５。 （Ｅ）ｍ≤－５或 ｍ≥－２．

１１ 已知｜ｘ－ｙ＋１｜＋（２ｘ－ｙ）２＝０，则ｌｏｇｙｘ＝
（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）３． （Ｄ）４． （Ｅ）０．
（二）条件充分性判断

１［２００３年Ⅱ３］可以确定｜ｘ＋ｙ｜
ｘ－ｙ ＝２。

（１）ｘ／ｙ＝３；　　　　　　　　　（２）ｘ／ｙ＝１／３．

２ 设ｘ，ｙ为实数，可确定３ｘ－２ｙ的值为１。

（１）ｘ＋２ｙ＝１； （２）（ｘ－ｙ－１）４＋｜２ｘ＋ｙ＋４｜＝０．

３ 不等式｜ａ－ｂ｜≤３恒能成立。

（１）｜ａ＋２｜≤１且｜ｂ＋２｜≤２； （２）｜ａ－２｜≤２且｜ｂ－２｜≤１．

４ 若ａ，ｂ∈Ｒ，则｜ａ－ｂ｜＝｜ａ｜＋｜ｂ｜成立。

（１）ａｂ≥０； （２）ａｂ≤０。

５｜ａ｜／ａ－｜ｂ｜／ｂ＝－２成立。
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（１）ａ＜０； （２）ｂ＞０。

６｜ｘ｜的值可以求得。

（１）ｘ＝－ｘ； （２）ｘ２＝４．

７ 方程ｆ（ｘ）＝１有且仅有一个实根。

（１）ｆ（ｘ）＝｜ｘ－１｜； （２）ｆ（ｘ）＝｜ｘ－１｜＋１．

１２　比 和 比 例

（一）考试内容

１ 比的定义

两 数ａ与ｂ相除称为ａ 与ｂ的比，记作ａ∶ｂ，即ａ÷ｂ＝ａ
ｂ

，称ａ为比的前

项，ｂ为比的后项。若ａ除以ｂ的商为ｋ，即ａ
ｂ ＝ｋ则称ｋ 为ａ∶ｂ的比值。

２ 比的基本性质

命题１２１　（１）ａ∶ｂ＝ｋａ＝ｋｂ；

（２）ａ∶ｂ＝（ａｃ）∶（ｂｃ）（ｃ≠０），

ａ∶ｂ∶ｃ＝（ａｄ）∶（ｂｄ）∶（ｃｄ）（ｄ≠０）。

在实际应用时，常将比表示为百分数。一般称以百分数形式表示的比值

为百分比（或 百 分 率）。若ａ∶ｂ＝ｋ％，则 其 含 义 是ａ为ｂ 的ｋ％，即ａ＝ｂ·

ｋ％。

３ 比例的定义

如果两个比ａ∶ｂ和ｃ∶ｄ的比值相等，就称ａ，ｂ，ｃ，ｄ成比例，记作

ａ∶ｂ＝ｃ∶ｄ　或　ａ
ｂ ＝ｃ

ｄ
，

其中ａ，ｄ称为比例的外项，ｂ，ｃ称为比例的内项．ａ∶ｂ＝ｂ∶ｃ时，称ｂ为ａ 和ｃ
的比例中项，当ａ，ｂ，ｃ均为正数时，称ｂ为ａ 和ｃ的几何平均值。

定义１２１　若ｙ∶ｘ＝ｋ１ 或ｙ＝ｋ１ｘ，其中ｋ１ 为非零常数，称 为 比 例 系

数，称变量ｘ与ｙ 成正比例；若ｙ＝ｋ２／ｘ，其中非零常数ｋ２ 为比例常数，称变

量ｘ与ｙ 成反比例。
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４ 比例有下述基本性质

定理１２１　如果ａ∶ｂ＝ｃ∶ｄ，则

（１）ａｄ＝ｂｃ（基本定理）（即两外项的积等于两内项的积）；

（２）ａ∶ｃ＝ｂ∶ｄ，ｄ∶ｂ＝ｃ∶ａ，ｄ∶ｃ＝ｂ∶ａ，ｂ∶ａ＝ｄ∶ｃ（更比定理）（两

内项或两外项可调换位置，两外项与 两 内 项 同 时 可 调 换 位 置，内 项 与 外 项 可

同时调换位置）；

（３）ａ＋ｂ
ｂ ＝ｃ＋ｄ

ｄ
（合比定理）；

（４）ａ－ｂ
ｂ ＝ｃ－ｄ

ｄ
（分比定理）；

（５）ａ＋ｂ
ａ－ｂ＝ｃ＋ｄ

ｃ－ｄ
ａ
ｂ ＝ｃ

ｄ ≠（ ）１ （合分比定理）；

（６）如果ａ∶ａ１＝ｂ∶ｂ１＝ｃ∶ｃ１，则

ａ＋ｂ＋ｃ
ａ１＋ｂ１＋ｃ１

＝ａ
ａ１

＝ｂ
ｂ１

＝ｃ
ｃ１

（ａ１＋ｂ１＋ｃ１≠０）（等比定理）。

（二）考试要求

理解比和比例的概念，掌握比例 的 基 本 性 质，能 正 确 求 解 与 比 例 有 关 的

实际应用题。

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　求解与两个量成比例的有关问题

类型（一）　求解与两个量成正（反）比例的有关问题。

成正比例的两个量可按它们的比值相等的关系列出方程求解。

对成反比例的两个量，列方程时只需把其中一个比上、下反过来写。

一般地说，成比例的有关问题还可设出其比例系数求解。

例１　设ａ，ｂ，ｃ，ｄ均为正数，且ａ∶ｂ＝ｃ∶ｄ，则 ａ２＋ｂ槡 ２／ ｃ２＋ｄ槡 ２＝

（Ａ）ａ
ｄ ．　　（Ｂ）ｂ

ｄ ．　　（Ｃ）ａ
ｂ ．　　（Ｄ）ａ＋ｃ

ｂ＋ｄ．　　（Ｅ）ｂ
ｃ ．

解　 ａ２＋ｂ槡 ２

ｃ２＋ｄ槡 ２
＝ａ １＋（ｂ／ａ）槡 ２

ｃ １＋（ｄ／ｃ）槡 ２
，因 ａ∶ｂ＝ｃ∶ｄ，由 更 比 定 理 即 定 理

１２１（２）得到

ｂ∶ａ＝ｄ∶ｃ　且　ａ∶ｃ＝ｂ∶ｄ．
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故
ａ２＋ｂ槡 ２

ｃ２＋ｄ槡 ２
＝ａ

ｃ ＝ｂ
ｄ

。仅（Ｂ）入选。

例２　已知
ｘ
ｙ ＝３

５
，那么

３ｘ＋２ｙ
３ｘ－２ｙ

的值是

（Ａ）１９．　（Ｂ）－１９．　（Ｃ）６．　（Ｄ）－６．　（Ｅ）以上结论都不正确．

解法１　由ｘ
ｙ ＝３

５
得到３

２×ｘ
ｙ ＝３

２×３
５＝９

１０
。利用合分比定理得到

３ｘ＋２ｙ
３ｘ－２ｙ＝１０＋９

９－１０＝－１９．仅（Ｂ）入选。

解法２　利用比例系数 求 之，设
ｘ
ｙ ＝３

５＝ｋ，即
ｘ
３＝ｙ

５＝ｋ，则ｘ＝３ｋ，ｙ

＝５ｋ，因而

３ｘ＋２ｙ
３ｘ－２ｙ＝９ｋ＋１０ｋ

９ｋ－１０ｋ＝ １９ｋ
（－１）ｋ＝－１９。仅（Ｂ）入选。

解法３　由ｘ
ｙ ＝３

５
得到ｘ＝３

５ｙ，则

３ｘ＋２ｙ
３ｘ－２ｙ＝３×（３ｙ／５）＋２ｙ

３×（３／５）ｙ－２ｙ＝－１９。仅（Ｂ）入选。

例３［１９９８年Ⅰ２］　制鞋厂本月计划生产旅游鞋５０００双，结果１２天 就

完成了计划的４５％，照这样的进 度，这 个 月（按３０天 计 划）旅 游 鞋 的 产 量 将

为

（Ａ）５６２５双．　　　（Ｂ）５６５０双．　　　（Ｃ）５７００双．
（Ｄ）５７５０双． （Ｅ）５８００双．
解法１　先由生产天数与鞋产量成正比例关系直接算出３０天完成计划

的百分之几，设为ｘ％，则１２
３０＝４５％

ｘ％
。解得

ｘ＝４５
４ ＝１．１２５，

即这个月（到 ３０ 号）完 成 旅 游 鞋 的 产 量 为 计 划 的 １１２５％，即 为 ５０００×

１１２５％＝５６２５（双）。仅（Ａ）入选。

解法２　因鞋的产量与时间（天数）成正比，已知１２天完成５０００×０４５

＝２２５０（双），设３０天完成鞋的产量为ｘ，则２２５０
１２ ＝ｘ

３０
。解得

ｘ＝５６２５（双）。仅（Ａ）入选。

例４　有一篇墙报稿。若抄成１２行，则每行１２个字，现 要 求 减 少４行，
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这样每行应抄的字数为

（Ａ）１６．　　（Ｂ）１５．　　（Ｃ）１４．　　（Ｄ）１７．　　（Ｅ）１８．
解　同一篇墙报稿抄成的行 数 少，每 行 的 字 数 便 多，成 反 比 例 关 系。设

每行应抄ｘ个字，由题意列方程得到

１２
１２－４＝ｘ

１２．

其中方程左边的 分 式 是“第 一 对”同 单 位 的 量（行 数）的 比，而 右 边 的 分 式 是

“第二对”同单位的量（指标）的比，但 要 上 下 反 过 来 写，这 是 成 反 比 例 的 量 的

方程的写法。解得ｘ＝１８，即每行应抄１８个字。仅（Ｅ）入选。

例５　已知ｙ＝ｙ１－ｙ２，且ｙ１ 与 １
２ｘ２成反比例，与 ３

ｘ＋２
成正比例。当ｘ＝

０时，ｙ＝－３；又当ｘ＝１时，ｙ＝１．那么ｙ的ｘ 的表达式是

（Ａ）ｙ＝３ｘ２

２ － ３
ｘ＋２

。　 （Ｂ）ｙ＝３ｘ２－ ６
ｘ＋２

。　（Ｃ）ｙ＝３ｘ２＋ ６
ｘ＋２

。

（Ｄ）ｙ＝－３ｘ２

２ ＋ ３
ｘ＋２

。 （Ｅ）ｙ＝－３ｘ２－ ３
ｘ＋２．

解　依 题 意 有 ｙ１＝ｋ１
１

２ｘ（ ）２ ＝２ｋ１ｘ２，ｙ２＝ ３ｋ２

ｘ＋２
，所 以 ｙ＝２ｋ１ｘ２－

３ｋ２

ｘ＋２
。

将ｘ＝０，ｙ＝－３；ｘ＝１，ｙ＝１代入上式得到

－３＝２ｋ１×０－３ｋ２／２，　１＝２ｋ１－ｋ２。

解得ｋ１＝３／２，ｋ２＝２．于是所求函数为ｙ＝３ｘ２－６／（ｘ＋２）．仅（Ｂ）入选。

例６　已知反比例函数图像与直线ｙ＝－ｘ＋８相交于点Ｐ，点Ｐ 到原点

的距离为 槡２ １０，则反比例函数的表示式为

（Ａ）ｙ＝１２
ｘ

。　　　　（Ｂ）ｙ＝１０
ｘ．　　　　（Ｃ）ｙ＝９

ｘ．

（Ｄ）ｙ＝８
ｘ． （Ｅ）以上结论都不正确。

解　设反比例函数的表示式为ｙ＝ｋ／ｘ，点Ｐ 的坐标为（ａ，ｂ）。因直线ｙ
＝－ｘ＋８与双曲线ｙ＝ｋ／ｘ相交于点Ｐ，故点Ｐ 既在双曲线上，又在直线上，

所以ｂ＝ｋ／ａ，ｂ＝－ａ＋８．又 因ＯＰ＝ ａ２＋ｂ槡 ２ 槡＝２ １０，所 以ａ２＋ｂ２＝４０，即

（ａ＋ｂ）２－２ａｂ＝４０．而ａｂ＝ｋ，ａ＋ｂ＝８，于是８２－２ｋ＝４０，故ｋ＝１２，即反比例

函数为ｙ＝１２／ｘ．
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注意　例６用ａ，ｂ两数的和及其积巧解得到ｋ 的值，而没有必要求出ａ，

ｂ的值。

类型（二）　求解与三个（或四个）量成比例的量的有关问题。

这类问题常给出三个量或四 个 量 两 两 成 比 例 的 条 件。此 类 问 题 常 有 两

种解法。

一是利用等比定理即定理１２１（６）求之。为此需先将两个量之间 的 比

例关系利用性质即命题１２１化成三个量或四个量的连比关系。

另一解法是写成连比后，设出并算出比例系数，利用比例系数求之。

例７［２００２年Ⅱ８］　若
ａ＋ｂ－ｃ

ｃ ＝ａ－ｂ＋ｃ
ｂ ＝－ａ＋ｂ＋ｃ

ａ ＝ｋ，则ｋ的值为

（Ａ）１。　　　（Ｂ）１或－２。　　　（Ｃ）－１或２。　　　（Ｄ）－２．
解　由等比定理即定理１２１（６）得到

ａ＋ｂ－ｃ
ｃ ＝ａ－ｂ＋ｃ

ｂ ＝－ａ＋ｂ＋ｃ
ａ ＝ａ＋ｂ－ｃ＋ａ－ｂ＋ｃ－ａ＋ｂ＋ｃ

ａ＋ｂ＋ｃ

＝ａ＋ｂ＋ｃ
ａ＋ｂ＋ｃ＝１＝ｋ。仅（Ａ）入选。

例８［２００１年Ⅰ３］　一公司向银行借款３４万元，欲按１／２∶１／３∶１／９的

比例分配给下属甲、乙、丙三车间进行技术改造，则甲车间应得

（Ａ）４万元。　　（Ｂ）８万元。　　（Ｃ）１２万元。　　（Ｄ）１８万元。

解法１　设甲、乙、丙三车间应得ｘ，ｙ，ｚ万元，由题意有

ｘ
１／２＝ ｙ

１／３＝ ｚ
１／９

，　即　ｘ
９＝ｙ

６＝ｚ
２

。

利用定理１２１（６）等比定理得到

ｘ＋ｙ＋ｚ
９＋６＋２＝ｘ

９＝ｙ
６＝ｚ

２
，　即　３４

１７＝ｘ
９＝ｙ

６＝ｚ
２

，

故ｘ＝９×２＝１８（万元），即甲车间应得１８万元。仅（Ｄ）入选。

解法２　由题意，甲车间应得

３４× １／２
１／２＋１／３＋１／９＝３４× １／２

１７／１８＝２×１８×１
２＝１８（万元）。仅（Ｄ）入选。

解法３　由１／２∶１／３∶１／９＝９∶６∶２，甲车间应得

９
９＋６＋２×３４＝１８（万元）。仅（Ｄ）入选。

例９［２００３年Ⅰ１］（条件充分性判断）　某公司得到一笔贷款共６８万元，

用于下属三个工厂的设备改 造，结 果 甲、乙、丙 三 个 车 间 按 比 例 分 别 得 到３６
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万元、２４万元和８万元。

（１）甲、乙、丙三个工厂按１／２∶１／３∶１／９的比例分配贷款；

（２）甲、乙、丙三个工厂按９∶６∶２的比例分配贷款。

解法１　设甲、乙、丙三个工厂分别得到货款为ｘ，ｙ，ｚ万元，则ｘ＋ｙ＋ｚ

＝６８（万元）。当条件（１）成立时，有

ｘ
１／２＝ ｙ

１／３＝ ｚ
１／９

， ①

利用比的性质有

ｘ
９＝ｙ

６＝ｚ
２

， ②

再由等比定理有

ｘ＋ｙ＋ｚ
９＋６＋２＝ｘ

９＝ｙ
６＝ｚ

２
，

即 ４＝６８
１７＝ｘ

９＝ｙ
６＝ｚ

２
，

故 ｘ＝９×４＝３６，　ｙ＝２４，　ｚ＝８．
因而条件（１）充分。由上述连比即知条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

解法２　使用比例系数法求之。设ｘ，ｙ，ｚ的含义同解法１，且

ｘ
１／２＝ ｙ

１／３＝ ｚ
１／９＝ｋ，

则ｘ＝ｋ
２

，ｙ＝－ｋ
３

，ｚ＝ｋ
９

。于是有

ｘ＋ｙ＋ｚ＝６８＝ １
２＋１

３＋（ ）１
９ ｋ，

即 ｋ＝６８×５４
５１ ＝４×５４

３ ＝４×１８，

故 ｘ＝ｋ／２＝４×１８／２＝３６，ｙ＝ｋ／３＝４×１８／３＝２４，ｚ＝ｋ／９＝４×１８／９＝８．
条件（１）充分。由解法１中 式①与 式②等 价 知 道，条 件（２）也 充 分。仅 Ｄ 入

选。

解法３　上例也可如下简解：因为

３６∶２４∶８＝９∶６∶２＝９／１８∶６／１８∶２／１８＝１／２∶１／３∶１／９，

故条件（１）与条件（２）均为充分条件。仅 Ｄ入选。

题型二　求解与比例有关的实际应用题

这类应用题一般利用题设的比例关系建立方程解之。
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为正确建立方程首先要准确理解有关比例的下列术语：

Ａ 比Ｂ 多（小）ｒ％，其含义是Ａ＝（１＋ｒ％）Ｂ（Ａ＝（１－ｒ％）Ｂ）．因而这里

多ｒ％是Ｂ 的ｒ％，即Ｂ 为ｒ％的标准量。

Ａ 是Ｂ 的ｒ％，即Ａ＝Ｂ·ｒ％，或Ｂ＝Ａ÷ｒ％．

Ａ 增加到Ｂ 的ｒ倍，即Ａ＝Ｂｒ．
其次还必须 明 确 所 给（或 所 求）的 比 是 谁 与 谁 的 比，即 是 哪 两 个 量 的

比值。

类型（一）　求解与比（或与倍数）有关的实际应用题．
例１０［２００１年Ⅱ２］　健身房中，某个周末下午３：００，参加健 身 的 男 士 与

女士人数之比为３∶４；下午５：００，男士中有２５％，女士中有５０％离开了健身

房。此时留在健身房内的男士与女士人数之比是

（Ａ）１０∶９。　　　（Ｂ）９∶８。　　　（Ｃ）８∶９。　　　（Ｄ）９∶１０。

解　仅（Ｂ）入选。设下午３：００时男士与女士健身的人数分别为ｘ 与ｙ，

则ｘ∶ｙ＝３∶４。下午５：００时留在健身房的男士人数为７５％·ｘ，女 士 人 数

为５０％·ｙ，其人数之比为

７５％ｘ
５０％ｙ＝７５ｘ

５０ｙ＝７５
５０×３

４＝３
２×３

４＝９
８＝９∶８。

例１１［２００１年Ⅱ６］　用一笔钱的５／８购买甲商品，再 以 所 余 金 额 的２／５
购买乙商品，最后余９００元，这笔钱的总额是

（Ａ）２４００元。　　（Ｂ）３６００元。　　（Ｃ）４０００元。　　（Ｄ）４５００元。

解　设此笔钱的总额为ａ，则购买甲商品后所余金额为３
８ａ，再用所余金

额的
２
５

，即用２
５×３

８ａ 金 额 购 买 乙 商 品，则 最 后 所 余 金 额 为 ３
８ａ 的 ３

５
即 为

３
５×３

８ａ。此金额恰为９００元。于是有

（３／５）×（３／８）ａ＝９００，

则 ａ＝４０００（元）。仅（Ｃ）入选。

例１２［１９９７年Ⅰ３］　某投资 者 以２万 元 购 买 甲、乙 两 种 股 票，甲 股 票 的

价格为８元／股，乙股票的价格为４元／股，它们的投资额之比是４∶１，在 甲、

乙股票价格分别为１０元／股和３元／股时，该投资者全部抛出这两种股票，他

共获利

（Ａ）３０００元。　　　（Ｂ）３８８９元。　　　（Ｃ）４０００元。
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（Ｄ）２８８９元。 （Ｅ）５０００元。

解　期初２万元投资于甲和 乙 两 种 股 票，比 例 为４∶１，则 投 资 于 甲、乙

两种股票的股数分别为

４
５×２００００

８ ＝２０００，　１
５×２００００

４ ＝１０００。

期末卖出所有股票时，甲股票每股盈利２元，乙股票每股亏损１元，于是他共

获利

２×２０００－１×１０００＝３０００（元）。仅（Ａ）入选。

例１３［２００３年Ⅰ１９］　所得税是工资加奖金总和的３０％，如 果 一 个 人 的

所得税为６８１０元，奖金为３２００元，则他的工资为

（Ａ）１２０００元。 （Ｂ）１５９００元。 （Ｃ）１９５００元。

（Ｄ）２５９００元。 （Ｅ）６２０００元。

解法１　设他的工资为ｘ。由题设有６８１０＝（ｘ＋３２００）×３０％，解得ｘ＝

１９５００元。仅（Ｃ）入选。

解法２　６８１０÷３０％为 他 的 工 资 加 奖 金 的 总 和，又 已 知 其 奖 金 为３２００
元，于是其工资为

６８１０÷３０％－３２００＝１９５００（元）。仅（Ｃ）入选。

例１４［２００２年Ⅱ３］　商店出售两套礼盒，均以２１０元售出，按进价计算，

其中一套盈利２５％，而另一套亏损２５％，结果商品

（Ａ）不赔不赚．　（Ｂ）赚了２４元．　（Ｃ）亏了２８元．　（Ｄ）亏了２４元．
解　设进价为ｘ，由题设有ｘ＋２５％ｘ＝２１０，即

ｘ＝ ２１０
１＋２５％＝２１０×１００

１２５＜２１０（元），

故第一套礼盒盈利２１０－ｘ＝２１０－ １２０
１＋２５％＝４２（元）．

而另一套礼盒由题意有

ｘ－２５％ｘ＝２１０　即　ｘ＝２１０× １
１－２５％＝２１０×１００

７５＞２１０（元），

因而收益（２１０元）比进价还少，商店亏损

２１０
１－２５％－２１０＝２１０ １００

７５（ ）－１ ＝２１０×２５
７５＝２１０×１

３＝７０（元），

结果商店亏损７０－２４＝２８元。仅（Ｃ）入选。

类型（二）　求某量变化的百分比。
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ＭＢＡ联考数学试题中每年都会出现与百分比有关的应用题。这对一部

分考生来说相对较难。原因是标准量的确认较难，题中百分比的准标量不明

确，或同一问题中不同百分比各自有 不 同 的 标 准 量，使 应 试 者 难 以 辨 认 和 判

别。因此应注意理解和掌握下述解题方法：

１°求标准量用百分比去除：

２°求部分量用百分比去乘；

３°求增加了一个百分 比 的 量 用“１＋百 分 比”去 乘（或 用（１＋百 分 比）去

除）；

４°求减少一个百分比的量用（１－百分比）去乘（或用（１－百分比）去除）。

用文字可表述为：求标准量用除，求部分量用乘；求增长了的量用“一加”

去乘（除），求减缩了的量用“一减”去乘（除）。

例１５［２００１年Ⅱ５］　商店某种服装换季降价，原来可买８件的钱现在可

买１３件，问这种服装价格下降的百分比是

（Ａ）３６５％。　　　（Ｂ）３８５％。　　　（Ｃ）４０％。　　　（Ｄ）４２％。

解　设原价为Ｐ１，现价为Ｐ２，则８Ｐ１＝１３Ｐ２，即

Ｐ２

Ｐ１
＝８
１３

。

利用定理１２１（４）即分比定理得到

Ｐ２－Ｐ１

Ｐ１
＝８－１３

１３ ＝－５
１３

。

服装价格下降的百分比为
Ｐ２－Ｐ１

Ｐ１
，即

５／１３＝０．３８５＝３８５％。仅（Ｂ）入选。

注意　例１５假设了原价为Ｐ１，现价为Ｐ２，但在解题过程中并不需 要 求

出Ｐ１ 和Ｐ２ 的值是多少。这种“设而不求”的方法是解题中常用方法。

例１６［１９９９年Ⅱ１］　容 器 内 装 满 铁 质 或 木 质 的 黑 球 与 白 球，其 中３０％
是黑球，６０％的白球是铁质的，则容器中木质白球的百分比是

（Ａ）２８％。　　（Ｂ）３０％。　　（Ｃ）４０％。　　（Ｄ）４２％。　 （Ｅ）

７０％。

解　因 容 器 中３０％是 黑 球，故１－３０％＝７０％的 球 是 白 球，而 白 球 中

６０％是铁质的，因而铁质白 球 占 容 器 比 例 为（１－０．３）×０６＝０．４２＝４２％。

因容器中白球的比例为０７，故其中木质白球比例为

０．７－０．４２＝０．２８＝２８％。仅（Ａ）入选。
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例１７［２００５年Ⅰ１］　甲、乙两个储煤仓库的库存煤量之比为１０∶７，要使这

两仓库的库存煤量相等，甲仓库需向乙仓库搬入的煤量占甲仓库库存煤量的

（Ａ）１０％。　　（Ｂ）１５％。　　（Ｃ）２０％。　　（Ｄ）２５％。　　（Ｅ）

３０％。

解　设甲、乙两个储煤仓库 的 库 存 煤 量 为１，则 甲 仓 库 所 占 库 存 煤 量 为

１０／１７，乙仓库所占 库 存 煤 量 为３／１７。设 甲 仓 库 需 向 乙 仓 库 搬 入 的 煤 量 为

ｘ／１７，则由题意有

１０
１７－ｘ

１０＝７
１０＋ｘ

１０　即　ｘ＝３
２＝１５。

于是甲仓库需 向 乙 仓 库 搬 入 的 煤 量 ｘ／１７＝１．５／１７ 占 甲 仓 库 库 存 煤 量 的

１５／１７
１０／１７＝１．５

１０＝０．１５，即１５％。仅（Ｂ）入选。

例１８［２００４年Ⅰ１８］　某工 厂 生 产 某 种 定 型 产 品，一 月 份 每 件 产 品 销 售

的利润是出厂价的２５％（假 设：利 润 等 于 出 厂 价 减 去 成 本）。若 二 月 份 每 件

产品的出厂价降低１０％，成本不 变，销 售 件 数 比 一 月 份 增 加８０％，那 么 二 月

份的销售总利润比一月份的销售总利润增长

（Ａ）６％。　　　　（Ｂ）８％。　　　　（Ｃ）１５５％。

（Ｄ）２５５％。 （Ｅ）以上结论都不正确。

解　设一月份每件产品的成本为Ｃ，出厂价为 Ｐ，销售件数为 Ｑ，则一月

份的销售利润为

Ｌ１＝ＰＱ－ＣＱ＝（Ｐ－Ｃ）Ｑ。 ①
二月份每件 产 品 的 成 本 为 Ｃ，出 厂 价 为（１－１０％）Ｐ＝０．９Ｐ，销 售 件 数 为

（１＋８０％）Ｑ＝１８Ｑ，则二月份的销售利润为

Ｌ２＝１．８Ｑ×０９Ｐ－１８ＱＣ＝（０．９Ｐ－Ｃ）×１８Ｑ。

二月份比一月份销售总利润增长了

Ｌ２－Ｌ１＝（０．９Ｐ－Ｃ）×１．８Ｑ－（Ｐ－Ｃ）Ｑ，

二月份比一月份销售总利润增长率为

Ｌ２－Ｌ１

Ｌ１
＝

（０．９Ｐ－Ｃ）×１．８Ｑ－（Ｐ－Ｃ）Ｑ
（Ｐ－Ｃ）Ｑ ＝

（０．９Ｐ－Ｃ）×１．８
Ｐ－Ｃ －１。 ②

因一月份每件 产 品 销 售 的 利 润 是 出 厂 价 的 ２５％，在 式①中 令 Ｑ＝１，Ｌ１＝

０２５Ｐ 得到０２５Ｐ＝Ｐ－Ｃ，即Ｃ＝０７５Ｐ。将其代入式②有

（０．９Ｐ－０．７５Ｐ）×１．８
Ｐ－０．７５Ｐ －１＝

（０．１５×１．８）Ｐ
０．２５Ｐ －１＝０．２７

０．２５＝１．０８－１＝０．０８，
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即二月份的销售总利润比一月份增长８％。仅（Ｂ）入选。

例１９（条件充分性判断）　商店换季大甩卖，某种上衣价格下降６０％．
（１）原来买２件的钱现在可以买５件；

（２）原来的价格是现在价格的２５倍。

解　设某种上衣原价为Ｐ，现价为ｘ。

当条件（１）成立时，有２Ｐ＝５ｘ，则ｘ＝（２／５）Ｐ＝０．４Ｐ＝（１－６０％）Ｐ，这

说明上衣价格下降６０％．条件（１）充分。

当条件（２）成立时，有Ｐ＝２５ｘ＝（５／２）ｘ，故

ｘ＝２Ｐ／５＝０４Ｐ＝（１－６０％）Ｐ。

这也说明上衣价格下降６０％。仅 Ｄ入选。

例２０（条件充分性判断）　某商品销售额增加的百分比确定。

（１）某商品销售量增加了５００件；

（２）某商品打八折，使销售量增加了６０％。

解　条件（１）成立时，只给出销售量增加数量，无法确定原销售量与现销

售量的关系，因而求不出商品销售额增加的百分比。条件（１）不充分。

当条件（２）成立时，设原单价为Ｐ，原销售量为Ｑ，则原销售额为ＰＱ。由

于条件（２）成立，现单价为０８Ｐ，而销售量为１６Ｑ，销售额为０８Ｐ×１６Ｑ＝

１２８ＰＱ。于是销售额增加，即

１２８ＰＱ－ＰＱ＝０２８ＰＱ，

销售额增长率 为２８％，销 售 额 增 加 的 百 分 比 确 定。条 件（２）充 分。仅 Ｂ入

选。

注意　求比值问题，必须知道这个比是谁与谁的比，例２０是确定销售额

增加的百分比，那就必须考虑原销售额是多少，现销售额是多少，才能求得销

售额增加了多少。

例２１［２００３年Ⅱ１］（条件充分性判断）　某城区２００１年绿地面积较上年

增加了２０％，人口却负增长，结果人均绿地面积比上年增长了２１％。

（１）２００１年人口较上年下降了８２６‰；

（２）２００１年人口较上年下降了１０‰。

解　设２０００年绿地面积为ａ，人 口 数 为ｂ，则 人 均 绿 地 面 积 为ａ／ｂ，２００１

年绿地面积为（１＋２０％）ａ＝１．２ａ。

当条件（１）满足时，２００１年人口数为（１－０．８２６％）ｂ，人均绿地面积为
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１２ａ
（１－０．８２６％）ｂ＝ １２ａ

（１－０．００８２６）ｂ＝ １２ａ
０．９９１７４ｂ

。

２００１年人均绿地面积增长了 １２ａ
０．９９１７４ｂ－ａ

ｂ
，２００１年 人 均 绿 地 面 积 增 长

率为

１２ａ
０．９９１７４ｂ－ａ（ ）ｂ

ａ（ ）ｂ ＝ １２
０．９９１７４－１＝２０．９９９％≈２１％．

条件（１）充分。

当条件（２）满足时，２００１年人口数为（１－１％）ｂ＝０．９９ｂ，人均绿地面积为

１．２ａ
０．９９ｂ．

２００１年人均绿地面积增长了１．２ａ
０．９９ｂ－ａ

ｂ
，２００１年人均绿地面积增长率为

１２ａ
０．９９ｂ－ａ（ ）ｂ

ａ（ ）ｂ ＝１２
０．９９－１＝２１．２１２％。

条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

类型（三）　已知某量经历两次幅度不同的比例变换，求其变化后的值。

不同比例的变换常用百分比表 达，因 而 此 题 型 也 是 解 百 分 数 的 应 用 题。

尤其是在同一问题中不同的百分比各自有不同的标准量时，求解时一定要准

确找到不同百分比的标准量。一个数量为ａ的量增加ｘ％，该量变为

ａ＋ａ·ｘ％＝ａ（１＋ｘ％），

如果再减少ｙ％（或增加ｙ％），这时标准量为ａ（１＋ｘ％）。于是实际变化结果

为

ａ（１＋ｘ％）－ａ（１＋ｘ％）ｙ％＝ａ（１＋ｘ％）（１－ｙ％），

或 ａ（１＋ｘ％）＋ａ（１＋ｘ％）ｙ％＝ａ（１＋ｘ％）（１＋ｙ％）．
命题１２２　一个原值为ａ的量经比例分别为ｘ％，ｙ％的两次不同的变

化，其值变为

ａ（１±ｘ％）（１±ｙ％）．
该量最终变化结果是增加还是减少，增 加 或 减 少 多 少，取 决 于 变 化 前 后 两 量

之差

ａ－ａ（１＋ｘ％）（１－ｙ％）＝ａ［（１－（１＋ｘ％）（１－ｙ％）］

或 ａ－ａ（１＋ｘ％）（１－ｙ％）＝ａ［１－（１＋ｘ％）（１＋ｙ％）］

的正负号及其绝对值的大小。

命题１２３　设某量的原值为ａ，在 增 加（或 减 少）ｘ％后，要 保 持 其 原 值
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不变，则应再减少（或增加）幅度为
ｘ％

１＋ｘ％
或

ｘ％
１－ｘ（ ）％ ．

事实上易验证有

ａ（１＋ｘ％）１－ ｘ％
１＋ｘ（ ）％ ＝ａ（１＋ｘ％） １

１＋ｘ％＝ａ

或 ａ（１－ｘ％）１＋ ｘ％
１－ｘ（ ）％ ＝ａ（１－ｘ％） １

１－ｘ％＝ａ．

例２２［１９９９年Ⅱ４］　某 商 店 将 每 套 服 装 按 原 价 提 高５０％后，再 作 七 折

“优惠”的广告宣传。这样每售 出 一 套 服 装 可 获 利６２５元。已 知 每 套 服 装 的

成本是２０００元。该店按“优惠”价售出一套服装比按原价售出

（Ａ）多赚１００元。　　（Ｂ）少赚１００元。　　（Ｃ）多赚１２５元。

（Ｄ）少赚１２５元。　　（Ｅ）多赚１５５元。

解法１　设原售价为Ｐ，则售价Ｐ 经两次变换后由命题１２２得到

Ｐ（１＋５０％）（１－３０％）－２０００＝６２５．
解得Ｐ＝２５００元。由２６２５－２５００＝１２５（元），知该店按“优惠”价售出比按原

价售出多赚１２５元。仅（Ｃ）入选。

解法２　依题意，服装的优惠价为２０００＋６２５＝２６２５（元），此优惠价是按

原价提高５０％，再作七折“优惠”得到的。因而原价是

２６２５÷７０％÷（１＋５０％）＝２５００（元）。

于是多赚２６２５－２５００＝１２５（元）。仅（Ｃ）入选。

例２３　某种商品打九折出售，销售额增加了２０％，此时，销售量实际增

加百分数是销售额增加百分数的

（Ａ）１４倍。　　　（Ｂ）１５倍。　　　（Ｃ）１６倍。　　　（Ｄ）１６７
倍。

解　设销售价为Ｐ，销量为Ｑ，销售增加ｘ％，则这时销售额为

Ｐ（１－０．１）×Ｑ（１＋ｘ％）＝０．９ＰＱ（１＋ｘ％）。 ①
另一方面，此销售额还可由销售额ＰＱ 增加了２０％来表示，即为

ＰＱ＋ＰＱ×２０％＝ＰＱ×１２０％。 ②
于是由式①、②得到

０．９ＰＱ（１＋ｘ％）＝１．２ＰＱ，　即　１＋ｘ％＝０．４／０．３＝４／３。

解得 ｘ％＝１／３＝０．３３３＝３３．３％，　３３．３％÷２０％＝１．６７，

即销售量实际增加百分数是销售额增加百分数的１６７倍。仅（Ｄ）入选。

例２４［１９９８Ⅰ１］　一种货币贬值１５％，一年后需增值百分之几才能保持
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原币值？

（Ａ）１５％。　　　　　（Ｂ）１５２５％。　　　　　（Ｃ）１６７８％。

（Ｄ）１７１７％。 （Ｅ）１７６５％。

解法１　由题意易知，所求 的 百 分 比 是 以 贬 值 后 的 币 值 为 标 准 量 的，如

设原币值为ａ，则此标准量为ａ（１－１５％）．再设需增值ｘ％，由命题１２２应

有

ａ（１－１５％）（１＋ｘ％）＝ａ
解得 ｘ％＝１５／８５≈１７６５％。仅（Ｅ）入选。

解法２　由命题１２３即知应增值

ｘ％
１－ｘ％＝ １５％

１－１５％＝１５
８５≈１７６５％。仅（Ｅ）入选．

例２５　某商品在第一次降价１０％的基础上，第二次又降价５％，若 第 二

次降阶后恢复到原来的价格，则价格上涨的百分比为

（Ａ）１５％。　　（Ｂ）１６％。　　（Ｃ）１７％。　　（Ｄ）１４％。　　（Ｅ）

１３％。

解　设某商品的原价为Ｐ，由题意有

Ｐ（１－１０％）（１－５％）（１＋ｘ％）＝Ｐ，

即 ９０×９５（１００＋ｘ）＝１０００００，

故 ｘ＝１４５００／８５５≈１６．９≈１７，

即价格上涨１７％，即可恢复到原来的价格。仅（Ｃ）入选。

习　题　１２

（一）问题求解

１［１９９７年Ⅰ１］　某厂生产流水线，若每１５秒可出产品４件，则１小 时

流水线可出产品

（Ａ）４８０件．　　　　　（Ｂ）５４０件．　　　　　（Ｃ）７２０件．
（Ｄ）９６０件． （Ｅ）１０８０件．

２［１９９４年Ⅰ１］　一批图书放在两个书柜中，其中第一柜占５５％，若 从

第一柜中取出１５本放入第 二 柜 内，则 两 书 柜 的 书 各 占 这 批 图 书 的５０％，这

批图书共有 本。

３［１９９８年Ⅱ２］　商店 本 月 的 计 划 销 售 额 为２０万 元，由 于 开 展 了 促 销
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活动，上半月完成了计划的６０％，若 全 月 要 超 额 完 成 计 划 的２５％，则 下 月 应

完成销售额

（Ａ）１２万元。 （Ｂ）１３万元。 （Ｃ）１４万元。

（Ｄ）１５万元。 （Ｅ）１６万元。

４［２００４Ⅰ１６］　装配一台机器需要甲、乙、丙三种部件各一件，库中存有

这三种部件共２７０件。分别 用 甲、乙、丙 库 存 件 数 的３／５，３／４，２／３装 配 了 若

干台机器，那么库中原来存有甲种部件

（Ａ）８０件。 （Ｂ）９０件。 （Ｃ）１００件。

（Ｄ）１１０件。 （Ｅ）以上结论都不正确。

５ 设ｆ１（ｘ）为正 比 例 函 数，ｆ２（ｘ）为 反 比 例 函 数，且ｆ１（１）／ｆ２（１）＝３，

ｆ１（２）－３ｆ２（２）＝３，则ｆ２（ｘ）＝
（Ａ）３／（２ｘ）。 （Ｂ）２／（３ｘ）。 （Ｃ）３／（４ｘ）。

（Ｄ）４／（３ｘ）． （Ｅ）１／（３ｘ）．

６ 已知ｙ＝ｙ１＋ｙ２，ｙ１ 与ｘ成正比例，ｙ２ 与ｘ成反比例，且ｘ＝１时ｙ＝

４，ｘ＝２时ｙ＝５，则ｘ＝４时ｙ的值为

（Ａ）６。　（Ｂ）７。　（Ｃ）８。　（Ｄ）１７／２。　（Ｅ）以上结论都不正确。

７ 已知甲、乙身高比为２７∶２５，甲比乙高１０厘米，则乙的身高为

（Ａ）１１５厘米．　　　　（Ｂ）１２５厘米．　　　　（Ｃ）１３５厘米．
（Ｄ）１４５厘米．　　　　（Ｅ）无法确定．

８［１９９７年Ⅱ２］　某地连续举办三场国际商业足球比赛，第二场观众 比

第一场减少８０％，第三场 观 众 比 第 二 场 减 少５０％，若 第 三 场 观 众 仅 有２５００
人，则第一场观众有

（Ａ）１５０００人。 （Ｂ）２００００人。 （Ｃ）２２５００人。

（Ｄ）２５０００人。 （Ｅ）２７５００人。

９［２００２年Ⅰ５］　设１／ｘ∶１／ｙ∶１／ｚ＝４∶５∶６，则使ｘ＋ｙ＋ｚ＝７４成立

的ｙ值是

（Ａ）２４。　　　　（Ｂ）３６。　　　　（Ｃ）７４／３。　　　　（Ｄ）３７／２．

１０ 某天甲、乙、丙三位售货员共售出糖果９０盒，甲售出的是 乙、丙 售 出

的和，又已知乙、丙售出量之比为２∶３，则乙售出糖果盒数为

（Ａ）９。　　（Ｂ）１８。　　（Ｃ）２７。　　（Ｄ）３６。　　（Ｅ）４５。

１１［１９９７年Ⅱ１］　某 人 以１０００元 购 买 Ａ，Ｂ，Ｃ 三 种 商 品，且 所 用 金 额

之比是１∶１５∶２５，则他购买Ａ，Ｂ，Ｃ 三种商品的金额（单位：元）依次是
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（Ａ）１００，３００，６００。 （Ｂ）１５０，２２５，４００。　　（Ｃ）１５０，３００，５５０。

（Ｄ）２００，３００，５００。 （Ｅ）２００，２５０，５５０。

１２ 某单位将一批 电 脑 分 发 给 三 个 部 门，已 知 部 门 一 比 部 门 二 多 分 到

５０％，部门三与部门一所 分 电 脑 之 比 为１７∶１０，部 门 三 比 部 门 二 多 分 到３１
台，则部门三分到电脑

（Ａ）３２台。 （Ｂ）４３台。 （Ｃ）４５台。 （Ｄ）５１台。

１３［２０００年Ⅱ１］　某 单 位 有 男 职 工４２０人，男 职 工 人 数 是 女 职 工 人 数

的１１
３

倍，工龄２０年以上者占全体职工人数的２０％，工龄１０～２０年者是工

龄１０年以下者人数的一半，工龄在１０年以下者人数是

（Ａ）２５０． （Ｂ）２７５． （Ｃ）３９２． （Ｄ）４０１．

１４［１９９７年Ⅰ４］　甲仓存粮３０吨，乙仓存粮４０吨，要 再 往 甲 仓 和 乙 仓

共运去粮食８０吨，使甲仓粮食是乙仓粮食数量的１５倍，应运往乙仓的粮食

是

（Ａ）１５吨。 （Ｂ）２０吨。 （Ｃ）２５吨。 （Ｄ）３０吨。 （Ｅ）３５吨。

１５［１９９７年Ⅱ５］　某商品打九折会使销售量增加２５％，则这一折扣 会

使销售额增加的百分比是

（Ａ）１８％。 （Ｂ）１０％。 （Ｃ）８％。 （Ｄ）５％。 （Ｅ）２％。

１６ 长虹彩电的制造成本为ｎ，制 造 商 以 高 出 成 本５％的 价 格 卖 给 零 售

商，零售商又以高出１５％的价 格 卖 给 顾 客，那 么，顾 客 买 一 台 长 虹 彩 电 需 花

的钱为

（Ａ）１２０７５ｎ。 （Ｂ）１２０００ｎ。 （Ｃ）１１１００ｎ。

（Ｄ）１３２１０ｎ。 （Ｄ）以上结论都不正确。

１７ 某人用３５万元资金投资股票市场，第一季度账面资金增加了２５％，

第二季度结账时，账面资金比最初投 入 资 金 增 加５万 元，则 第 二 季 度 资 金 与

第一季度相比

（Ａ）增加８５７％。 （Ｂ）增加９５７％。

（Ｃ）减少８５７％。 （Ｄ）减少９５７％。

１８ 某商品单价上调１０％后，再降回原价，下降的百分比是

（Ａ）１０％。 （Ｂ）１１％。 （Ｃ）１２％。

（Ｄ）９％。 （Ｅ）以上结论都不正确。

１９ 某企业计划在两年内将产值增加了２０％，但第一年产值比上一年反
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而下降５％，那么要达到预期目标，第二年产值要比第一年增加幅度为

（Ａ）２６３％。（Ｂ）３０３％。（Ｃ）３５３％。（Ｄ）２５％。

２０［１９８８年Ⅱ１］　某种商品降价２０％后，若欲恢复原价，应提价

（Ａ）２０％。 （Ｂ）２５％。 （Ｃ）２２％。 （Ｄ）１５％。 （Ｅ）２４％。

２１ 收割某块麦地，甲队完成４５％面积的收割任务后，又由乙队完成余

下面积４０％，再 由 丙 队 完 成 剩 余 面 积 的２／３，还 有２２亩（１亩≈６６６６平 方

米）地没有收割，则这块地的面积是

（Ａ）３００亩。（Ｂ）２００亩。 （Ｃ）１５０亩。 （Ｄ）４４０亩。

２２［１９９８年Ⅱ４］　采矿 场 有 数 千 吨 矿 石 要 运 走，运 矿 石 汽 车７天 可 运

走全部的３５％，照此进度，余下的矿石都运走还需

（Ａ）１３天。 （Ｂ）１２天。 （Ｃ）１１天。 （Ｄ）１０天。 （Ｅ）９天。

２３［２００３年Ⅱ１９］　某 培 训 班 有 学 员 ９６人，其 中 男 生 占 全 班 人 数 的

７／１２，女生中有１５％是３０岁和３０岁以上的，则女生中不到３０岁的人数是

（Ａ）３０。 （Ｂ）３１。 （Ｃ）３２。 （Ｄ）３３。 （Ｅ）３４。

２４［２００１年Ⅰ２］　两地 相 距３５１千 米，汽 车 已 行 驶 了 全 程 的１／９，试 问

再行驶多少千米，剩下的路程是已行驶的路程的５倍？答案是

（Ａ）１９５千 米。　 （Ｂ）２１千 米。　 （Ｃ）２１５千 米。　 （Ｄ）２２千

米。

２５［２００３年Ⅱ２０］　某 工 厂 人 员 由 技 术 人 员、行 政 人 员 和 工 人 组 成，共

有男职工４２０人，是女职工 的１１
３

倍，其 中 行 政 人 员 占 全 体 职 工 的２０％，技

术人员比工人少１／２５，那么该工厂有工人

（Ａ）２００人。（Ｂ）２５０人。 （Ｃ）３００人。 （Ｄ）３５０人。 （Ｅ）４００人。

２６ 某车间生产数码相机。若每天生产２４０台相机，２５天才能完成这笔

订单。当完成了计划的４０％后，引进了新的设备和工艺，每天比原计划多生

产２５％，于是，完成任务的时间比原计划可提前

（Ａ）５天． （Ｂ）３天． （Ｃ）４天． （Ｄ）６天． （Ｅ）８天．

２７［２００１年Ⅰ１］　一商店把某商品按标价的九折售出，仍可获利２０％，

若该商品的进价为每件２１元，则该商品每件的标价为

（Ａ）２６元。 （Ｂ）２８元。 （Ｃ）３０元。 （Ｄ）３２元。

２８ 陈先生卖了两套公寓，每套售价１００万元，其中 Ａ套亏本２０％，Ｂ套

赚２０％，那么，陈先生
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（Ａ）赚８万 元。 （Ｂ）赔８万 元。 （Ｃ）赚２５／３万

元。

（Ｄ）赔２５／３万元。 （Ｅ）不赚也不赔。

２９ 某商品的销售量对 于 进 货 量 的 百 分 比 与 销 售 价 格 成 反 比 例。已 知

销售单价为８元时可售出进货量的８０％，又销售价格与进货价格成正比例。

已知进价为５元，销售价格为８元，在以上的比例系数不变的情况下，当进货

价格为６元时，可售出进货量的百分比为

（Ａ）７８％。 （Ｂ）７６％。 （Ｃ）７４％。 （Ｄ）７０％。 （Ｅ）６７％。

３０［１９９９年Ⅱ２］　甲、乙、丙三名工人加工完成一批零件。甲完成了总件

数的３４％，乙、丙两人完成的件数之比是６∶５，已知丙完成４５件，则甲完成了

（Ａ）４８件。 （Ｂ）５１件。 （Ｃ）６０件。 （Ｄ）６３件。 （Ｅ）１３２件。

３１［２００２年Ⅰ４］　某厂生产的一批产品，经检验，优等品与二等 品 的 比

是５∶２，二等品与次品的比是５∶１，则 该 批 产 品 的 合 格 率（合 格 品 包 括 优 等

品与二等品）为

（Ａ）９２％。　　（Ｂ）９２３％。　　（Ｃ）９４６％。　　（Ｄ）９６％。

３２ 周小姐的周薪增加了８％，即增加了４０元，则周小姐现在的周薪是

（Ａ）５００元。 （Ｂ）５１０元。 （Ｃ）５２０元。

（Ｄ）５３０元。 （Ｅ）５４０元。

（二）条件充分性判断

１ 某次会议，每个与会者均可免费领到一个背包或一只手表，但不能二

者都领，领到手表的人数可以确定。

（１）在该会议期间，有４０％的人领到背包；

（２）在该会议期间，共分发手表和背包２００份。

２ 已知１／ｘ∶１／ｙ∶１／ｚ＝４∶５∶６，则ｘ＋ｙ＋ｚ的值可求出。

（１）ｘ＝３０； （２）ｘ－ｙ＝６．

３ 设ａ，ｂ，ｃ均为正数，ａ２＋ｂ２＋ｃ２ 的值为２６１。

（１）ａ∶ｂ∶ｃ＝２∶３∶４； （２）ａ＋ｂ＋ｃ＝２７。

４ 现有１８０名 学 生 参 加 考 试，成 绩 分 为 甲、乙、丙、丁 四 等。Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ
分别为取得甲、乙、丙、丁成绩的人数，则Ａ∶Ｂ∶Ｃ∶Ｄ＝２∶４∶３∶１。

（１）Ａ＝３６； （２）（Ａ＋Ｂ）∶Ｃ∶Ｄ＝６∶３∶１．

５ 可以确定某种上衣上涨的百分比。

（１）每件上衣涨价０５元；（２）每件上衣上涨７元。
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１３　算术平均值和几何平均值

（一）考试内容

１ 算术平均值和几何平均值的定义

定义１３１　（１）设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是ｎ 个 数，ｎ 为 自 然 数，且ｎ＞１，称

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ
为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的算术平均值。

（２）设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是ｎ 个非负数，ｎ为自然数，且ｎ＞１，称
ｎ
ｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ

为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的几何平均值。

（３）ｎ＝２时，ｘ１，ｘ２（＞０）的 几 何 平 均 值 ｘ１ｘ槡 ２ 称 为ｘ１ 与ｘ２ 的 比 例 中

项，即ｘ１∶ ｘ１ｘ槡 ２＝ ｘ１ｘ槡 ２∶ｘ２．

２ 算术平均值与几何平均值的关系

定理１３１　对于任意ｎ个 非 负 的 算 术 平 均 值 不 小 于 它 们 的 几 何 平 均

值，即

ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ

ｎ ≥
ｎ
ａ１ａ２…ａ槡 ｎ，

等号当且仅当ａ１＝ａ２＝…＝ａｎ 时成立。

上述不等式简称为ｎ个非负数的算几不等式。

对于上述定理要注意四点：（１）各项均为正数；（２）各项和或各项积均为

定值；（３）仅当ａ１＝ａ２＝…＝ａｎ 时 才 能 取 等 号；（４）左 端 分 母 中 的ｎ就 是 右

端的开方数。

（二）考试要求

记住算术平均值和几何平均值的定义和计算公式及其关系，会计算这两

个平均值，会利用它们的关系判别不等式，求函数的最值。

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　求与平均值有关的参数值
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一般用定义１３１求之。

例１［１９９７年Ⅱ６］　ｘ１，ｘ２ 是方程６ｘ２－７ｘ＋ａ＝０的两个实根。若１／ｘ１

和１／ｘ２ 的几何平均值是槡３，则ａ的值是

（Ａ）２。　　（Ｂ）３。　　（Ｃ）４。　　（Ｄ）－２。　　（Ｅ）－３。

解　由几何平 均 值 定 义 有 （１／ｘ１）（１／ｘ２槡 ） 槡＝ ３，即１／ｘ１·１／ｘ２＝３，亦

即ｘ１ｘ２＝１／３．
又由韦达定理知ｘ１ｘ２＝ａ／６。因而ａ／６＝１／３，即ａ＝２。仅（Ａ）入选。

例２　已知ｘ＞０，ｙ＞０；ｘ，ｙ的算术平均值为６，１／ｘ＋１／ｙ＝４，则ｘ，ｙ的

比例中项为

（Ａ）２４。　　（Ｂ）１２。　　（Ｃ）槡１２。　　（Ｄ）槡３。　　（Ｅ） 槡３ ２。

解　由题设有（ｘ＋ｙ）／２＝６，即ｘ＋ｙ＝１２。又有１／ｘ＋１／ｙ＝４，即（ｘ＋

ｙ）／（ｘｙ）＝４，故ｘｙ＝３，所以ｘ，ｙ的比例中项为 ｘ槡ｙ 槡＝ ３。仅（Ｄ）入选。

例３　已知ａ，ｂ，ｃ是三个正整数，且ａ＞ｂ＞ｃ。若ａ，ｂ，ｃ的算术平均值是

１４／３，几何平均值是４，且ｂ，ｃ之积恰为ａ，则ａ，ｂ，ｃ的值依次为

（Ａ）６，５，３。　（Ｂ）１２，６，２。　（Ｃ）４，２，８。　（Ｄ）８，２，４。　（Ｅ）８，４，

２。

解法１　用验算排错法 求 之。因ａ，ｂ，ｃ的 值 要 满 足ａ＞ｂ＞ｃ，因 而（Ｃ）、

（Ｄ）不能入 选。又 因（ａ＋ｂ＋ｃ）／３＝１４／３，即ａ＋ｂ＋ｃ＝１４，故（Ｂ）也 不 能 入

选。又因ｂｃ＝ａ，故（Ａ）不能入选。仅（Ｅ）入选。

解法２　根据题设有

ａ＋ｂ＋ｃ＝１４， ①
３槡ａｂｃ＝４， ②

ａ＝ｂｃ。 ③
由式②有 ａｂｃ＝４３＝２４。 ④
将式③代入式④有ａ２＝２６，故ａ＝±２３。因ａ＞０，故ａ＝８，将其代入式①、式

③得到ｂ＋ｃ＝６，ｂｃ＝８，则方程

ｘ２－６ｘ＋８＝（ｘ－２）（ｘ－４）＝０，

得到 ｂ＝４，ｃ＝２　或　ｂ＝２，ｃ＝４。

但因ａ＞ｂ＞ｃ，故ａ＝８，ｂ＝４，ｃ＝２。仅（Ｅ）入选。

例４　已知ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的几何平均值为３，而前ｎ－１个数的几何平均

值为２，则ｘｎ＝
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（Ａ）３
２

。　（Ｂ）（ ）３
２

ｎ
。　（Ｃ）２（ ）３

２
ｎ
。　（Ｄ）３（ ）３

２
ｎ
。　（Ｅ）

（ ）２
３

ｎ
。

解　由题设有

ｎ
ｘ１ｘ２…ｘｎ－１ｘ槡 ｎ＝３，　

ｎ－１
ｘ１…ｘｎ槡 －１＝２。

因而 ｘ１ｘ２…ｘｎ－１ｘｎ＝３ｎ， ①

ｘ１ｘ２…ｘｎ－１＝２ｎ－１。 ②

①÷②得到　　　ｘｎ＝３ｎ／２ｎ－１＝２×３ｎ／２ｎ＝２（３／２）ｎ。仅（Ｃ）入选。

例５（条件充分性判断）　ｘ＞０，ｙ＞０，ｘ 与ｙ 的算术平均值为６，ｘ，ｙ 可

求。

（１）１／ｘ＋１／ｚ＝４；　　（２）ｙ，ｚ的比例中项之一是 槡２ ３５／７。

解　因条件（１）、（２）中除ｘ，ｙ之外还含有第三个未知数，故条件（１）、（２）

单独都不充分。但如果将其联合起来，且由题干中的已知条件联立得

ｘ＋ｙ
２ ＝６， ①

１
ｘ＋１

ｚ＝４， ②

ｙ槡ｚ 槡＝２ ３５／７，　即　ｙｚ＝２０／７。 ③
将式①、②、③联立解之得ｘ＝２，ｙ＝１０，ｚ＝２／７，故条件（１）与条件（２）联合起

来充分。仅 Ｃ入选。

例６（条件充分性判断）　三个自然数ａ，ｂ，ｃ的几何平均值是 槡３０。

（１）ａｂ＝６；　　（２）ａｃ＝１０，　ｂｃ＝１５．
解　当条件（１）成立 或 条 件（２）成 立 时 无 法 求 出ａ，ｂ，ｃ的 值，因 而 条 件

（１），条件（２）都不充分。但当条件（１）与条件（２）联合起来后，由条件（２）得到

ａｃ＝１０，ｂｃ＝１５。因而

ａｃ
ｂｃ＝１０

１５
，　即　ａ

ｂ ＝２
３

，

故３ａ＝２ｂ。因而３ａ·ａ＝２ｂ·ａ。再由条件（１）即ａｂ＝６得 到３ａ２＝１２，即ａ２

＝４，因ａ＞０，故ａ＝２。于是ｂ＝３，ｃ＝５。则ａ，ｂ，ｃ的几何平均值为

３槡ａｂｃ＝
３槡２×３×５＝

３槡３０。仅 Ｃ入选。

例７（条件充分性判断）　ａ＝ｂ＝ｃ成立。
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（１）ｂ是ａ，ｃ的算术平均值；　　（２）ｂ是ａ，ｃ的几何平均值。

解　条件（１）、（２）单独成立时由于 不 能 确 定ａ，ｂ，ｃ，它 们 均 不 充 分，但 当

条件（１）与条件（２）联合起来后，有（ｂ＋ｃ）／２＝ａ＝槡ｂｃ，即

ｂ＋ｃ＝２槡ｂｃ。

又因ｂ是ａ，ｃ的几何平均值，故ａ＞０，ｃ＞０，因而ｂ＞０。于是由ｂ＋ｃ＝２槡ｂｃ得到

（槡ｂ）２＋（槡ｃ）２＝２槡ｂｃ，　即　（槡ｂ－槡ｃ）２＝０．

故槡ｂ＝槡ｃ＝０，即ｂ＝ｃ．因而ａ＝（ｂ＋ｃ）／２＝ｂ．于是有ａ＝ｂ＝ｃ．仅Ｃ入选。

题型二　判别不等式

常用定理１３１判别之。

例８［１９９９年Ⅰ６］　设ｘ，ｙ，α都是实数，且ｘ２＋ｙ２＝２，则

（Ａ）｜ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα｜＞２。　　　　　（Ｂ）｜ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα｜≤２。

（Ｃ）｜ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα｜≤３／２。 （Ｄ）｜ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα｜＞３／２。

（Ｅ）｜ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα｜≤ 槡２２。

解　仅（Ｃ）入选。利 用 两 个 非 负 数 的 算 术 平 均 数 不 小 于 其 几 何 平 均 数

即定理１３１求之。

　　｜ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα｜

≤｜ｘｓｉｎα｜＋｜ｙｃｏｓα｜＝｜ｘ｜｜ｓｉｎα｜＋｜ｙ｜｜ｃｏｓα｜

＝ ｜ｘ｜２｜ｓｉｎ２α槡 ｜＋ ｜ｙ｜２｜ｃｏｓ２α槡 ｜≤ｘ２＋ｓｉｎ２α
２ ＋ｙ２＋ｃｏｓ２α

２

＝ｘ２＋ｙ２＋ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α
２ ＝２＋１

２ ＝３
２．

例９　设正数ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝１，则１
ａ＋１

ｂ＋１
ｃ

（Ａ）等于３。　　　　（Ｂ）小于３。　　　　（Ｃ）小于８。

（Ｄ）不小于９。 （Ｅ）不大于９．
解　因ａ，ｂ，ｃ为正数，故由定理１３１有

１
ａ＋１

ｂ＋１
ｃ≥３

３
１
ａ

·１
ｂ

·１槡 ｃ ＝ ３
３槡ａｂｃ

，

又因
３槡ａｂｃ≤ａ＋ｂ＋ｃ

３
，ａ＋ｂ＋ｃ＝１，故

３槡ａｂｃ≤１
３

。

１
ａ＋１

ｂ＋１
ｃ≥ ３

３
槡ａｂｃ

≥ ３
１／３＝９．仅（Ｄ）入选。
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例１０　已知一个班级的 考 试 成 绩 为：男 生 平 均 成 绩 为９０分，女 生 平 均

成绩为８１分，全班平均成绩为８４分。如果ｂ为男生人数，ｇ 为女生人 数，则

下式中一定正确的是

（Ａ）ｂ＞ｇ。　（Ｂ）ｂ＝ｇ。　（Ｃ）ｂ＜ｇ。　（Ｄ）ｂ≤ｇ。　（Ｅ）ｂ≥ｇ。

解　由题意，通过全班的总成绩的两种表示方式９０ｂ＋８１ｇ 与８４（ｂ＋ｇ）

可建立ｂ与ｇ 的关系式９０ｂ＋８１ｇ＝８４ｂ＋８４ｇ，即６ｂ＝３ｇ 或ｇ＝２ｂ．由于ｇ＞
０，ｂ＞０，因而ｇ＞ｂ。仅（Ｃ）入选。

题型三　利用平均值求函数的最大值、最小值

常利用平均值定义１３１及定理１３１求之。

例１１　已知ｌｇｘ＋ｌｇｙ＝２，则１／ｘ＋１／ｙ的最小值为

（Ａ）３／４。　　（Ｂ）２／５．　　（Ｃ）１／５。　　（Ｄ）５／６．　　（Ｅ）１。

解　由已知条件得ｘｙ＝１０２＝１００．又由定理１３１得到

ｘ＋ｙ≥２ ｘ槡ｙ＝２×１０＝２０．
即ｘ＋ｙ的最小值为２０，因而

１
ｘ＋１

ｙ＝ｘ＋ｙ
ｘｙ ＝ｘ＋ｙ

１００≥２０
１００＝１

５
，

即１／ｘ＋１／ｙ的最小值为１／５。仅（Ｃ）入选。

例１２　设２≤ｘ≤１０，且ｙ，２（ｙ－１），３（ｙ－２）的算术平均值为ｘ，则ｙ可

得最大值为

（Ａ）１９／３。　　（Ｂ）１４／３．　　（Ｃ）１１／３．　　（Ｄ）８／３．　　（Ｅ）５／３．
解　由题设，利用定义１３１（１）得到

ｙ＋２（ｙ－１）＋３（ｙ－２）＝３ｘ，

即 ６ｙ－８＝３ｘ，　ｙ＝（３ｘ＋８）／６≤（３×１０＋８）／６＝１９／３，

故ｙ可取得最大值１９／３．仅（Ａ）入选。

例１３（条件充分性判断）　设ｘ，ｙ为实数，可确定３ｘ＋９ｙ 的最小值是６。

（１）点（ｘ，ｙ）只在直线ｘ＋２ｙ＝２上移动；

（２）点（ｘ，ｙ）只在直线ｘ＋２ｙ＝０上移动。

解　当条件（１）成立时，有ｙ＝（２－ｘ）／２，于是

３ｘ＋９ｙ＝３ｘ＋３（２－ｘ）．
利用定理１３１即几何平均值与算术平均值的关系得到

３ｘ＋９ｙ＝３ｘ＋３（２－ｘ）≥２ ３ｘ×３（２－ｘ槡 ）＝６。

当且仅当３ｘ＝９ｙ 时３ｘ＋９ｙ 取得最小值６，由

·５３·



３ｘ＝９ｙ＝３２（２－ｘ）／２＝３２－ｘ，

得到 ｘ＝２－ｘ，　即　ｘ＝１。

因而ｙ＝（２－ｘ）／２＝１／２，即 当ｘ＝１，ｙ＝１／２时，３ｘ＋２ｙ 取 得 最 小 值。条 件

（１）充分。

当条件（２）成立时，有

ｙ＝ｘ／２，　３ｘ＋９ｙ＝３ｘ＋（３２）ｘ／２＝２×３ｘ≥０，

且当ｘ→－∞时， ｌｉｍ
ｘ→－∞

（３ｘ＋９ｙ）＝２ｌｉｍ
ｘ→－∞

３ｘ＝０。

因而这时３ｘ＋９ｙ 没有最小值。条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

例１４（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ（ｘ）的最小值为１／２．
（１）ｆ（ｘ）＝｜ｘ－２／５｜＋｜１／１０＋ｘ｜；

（２）ｆ（ｘ）＝ｘ＋１／（５４ｘ２）（ｘ＞０）。

解　当条件（１）成立时，有

ｆ（ｘ）≥｜２／５－ｘ｜＋｜１／１０＋ｘ｜，

当且仅当（２／５－ｘ）（１／１０＋ｘ）≥０时，有

ｆ（ｘ）≥｜２／５－ｘ｜＋｜１／１０＋ｘ｜＝｜２／５－ｘ＋１／１０＋ｘ｜＝１／２。

由等号成立的充分条件（２／５－ｘ）（１／１０＋ｘ）＝０可得

ｘ＝２／５　或　ｘ＝－１／１０。

这时，有ｙ＝ｆ（ｘ）≥１／２，即ｙｍｉｎ＝１／２．

由条件（２）有　　ｆ（ｘ）＝ｘ＋ １
５４ｘ２＝

ｘ
２＋ｘ

２＋ １
５４ｘ２

≥３
３
ｘ
２

·ｘ
２

· １
５４ｘ槡 ２＝

１
２

。

当且仅当ｘ／２＝ｘ／２＝１／（５４ｘ２）即ｘ＝１／３时，ｙｍｉｎ＝１／２．因而条件（１）与条件

（２）均为充分条件。仅 Ｄ入选。

题型四　求解与平均值有关的实际应用题

例１５［２００１年Ⅰ４］　某班同学在一次测验中，平均成绩为７５分，其中男

同学人数比女同学人数多８０％，而女同学平均成绩比男同学高２０％，则女同

学的平均成绩为

（Ａ）８３分。　　　（Ｂ）８４分。　　　（Ｃ）８５分。　　　（Ｄ）８６分。

解　设女同学人数为ｘ，则 男 同 学 人 数 为（１＋８０％）ｘ，又 设 男 同 学 平 均

成绩为ｙ，则女同学平均成绩为（１＋２０％）ｙ，由

（１＋８０％）ｘｙ＋ｘ（１＋２０％）ｙ
ｘ＋（１＋８０％）ｘ ＝７５
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解得ｙ＝７０，故女同学平均成绩为（１＋２０％）×７０＝８４（分）。仅（Ｂ）入选。

例１６［２００２年Ⅱ４］　甲、乙两组射手打靶，乙组平均成绩为１７１６环，比

甲组平均成绩高出３０％，而甲组 人 数 比 乙 组 人 数 多２０％，而 甲、乙 两 组 射 手

的总平均成绩是

（Ａ）１４０环。　　（Ｂ）１４５５环。　　（Ｃ）１５０环。　　（Ｄ）１５８５环。

解　为求出甲、乙两组射手的总 平 均 成 绩，先 必 须 求 出 两 组 的 人 数 及 两

组的平均成绩。为此设乙组人数为ｘ，则甲组人数为１２ｘ．由题意知，设甲组

平均成绩为ｙ，则

ｙ＋ｙ×３０％＝１７１６，　即　ｙ＝ １７１６
１＋３０％＝１３２。

则甲、乙两组选手的总平均成绩为

１７１６ｘ＋１３２×１２ｘ
ｘ＋１２ｘ ＝１５０（环）。仅（Ｃ）入选。

例１７（条件充分性判断）　英语期末考试全班平均分可以确定。

（１）１６名男生的英语总分是１２６３分，１２名女生的英语总分是１１３７分；

（２）男生英语平均分为７６４分，女生英语平均分为８６６分。

解　当条件（１）成立时，得到全班学生人数为１６＋１２＝２８。总 成 绩１２６３

＋１１３７＝２４００（分）。于 是 全 班 平 均 分 为２４００／２８＝８６９（分）。条 件（１）充

分。但当条件（２）成立时，只知男生的平均分和女生的平均分，而不知男生人

数与女生人数，故不能求得全班平均分。条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

注意　当条件（２）成立时，易犯下列错误：把两个平均分相加除以２即得

全班平均分数，因而条件（２）也充分。

例１８［１９９８年Ⅱ３］　以一笔钱买 Ａ型彩色电视机，若买５台余２５００元，

若买６台则尚缺４０００元。今以这笔钱购买Ｂ型彩电，正好可购买７台，则 Ｂ
型彩电每台的售价是

（Ａ）４０００元。　　（Ｂ）４５００元。　　（Ｃ）５０００元。　　（Ｄ）５５００元。

解　由题意易知，Ａ型彩电单价是２５００＋４０００＝６５００（元），这 笔 钱 共 为

６５００×５＋２５００＝３５０００（元），则 Ｂ型 彩 电 的 单 价 为３５０００÷７＝５０００（元）。

仅（Ｃ）入选。

例１９　某班同学在一次 测 验 中，全 班 平 均 分 为７５分，女 生 的 平 均 成 绩

却高达８４分，这比男生的平均成绩高２０％。（１）已知男生共有２７人，求全班

人数；（２）男生比女生多８０％，女生得分之和为１２６０分，求全班人数。
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解　（１）由题设知男生的平均成绩为

８４
１＋２０％＝８４×１００

１２０ ＝７０（分）。

设女生人数为ｘ，则　　ｘ×８４＋２７×７０＝（ｘ＋２７）×７５。

解得ｘ＝１５。因而全班人数为２７＋１５＝４２（人）。

（２）由１２６０÷８４＝１５知，全班女生人数为１５，因而男生人数为

１５（１＋８０％）＝２７（人），

故全班人数为２７＋１５＝４２（人）。

习　题　１３

（一）问题求解

１［２００３年Ⅰ２０］车 间 共 有４０人，某 次 技 术 操 作 考 试 的 平 均 成 绩 为８０
分，其中男工平均成绩为８３分，女工平均成绩为７８分，该车间有女工

（Ａ）１６人。　（Ｂ）１８人。　（Ｃ）２０人。　（Ｄ）２４人。　（Ｅ）２８人。

２ 某班学生４５人，期末考试班平均成绩为９０分，８５分以上（含８５分）

学生的平均成绩是９５分，不足８５分 学 生 的 平 均 成 绩 是８０分，则８５分 以 上

的学生人数是

（Ａ）３０。　（Ｂ）２８。　（Ｃ）３２。　（Ｄ）３５。　（Ｅ）以上结论都不正确。

３ 设ａ，ｂ，ｃ都是正数，则必有（ａ＋ｂ＋ｃ）（１／ａ＋１／ｂ＋１／ｃ）

（Ａ）＜９。　　（Ｂ）＝９。　　（Ｃ）≥９。　　（Ｄ）＞９。　　（Ｅ）≤９。

（二）条件充分性判断

１ 设ａ＞０，ｂ＞０，则ａ，ｂ的比例中是 槡２ ２。

（１）ａ，ｂ的算术平均值为８；　　　　（２）１／ａ＋１／ｂ＝２．

２ 可确定有２０名学生的一个班级英语的平均成绩（百分制）

（１）最低分为６０分，最高分为８５分；

（２）８名女生的平均成绩为７０分，男生的平均成绩为８０分。

１４　一元一次方程和一元二次方程
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（一）考试内容

１ 一元一次方程及其解法

含有未知数的等式 称 为 方 程；能 使 方 程 左 右 两 边 的 值 相 等 的 未 知 数 的

值，称为方程的根（或解）；求方程解的过程称为解方程。

只含一个未知数，且 未 知 数 的 最 高 次 数 为 一 次 的 方 程 称 为 一 元 一 次 方

程，其一般形式（最简形式）为ａｘ＝ｂ（ａ≠０）。

把所给一元一次方程化为上述一般形式，再解出ｘ即可。

一般说来，形如ａｘ＝ｂ的方程（注意ａ＝０时，该方程不是一元一次方程）

的解法有三种情况。

当ａ≠０时，其解为ｘ＝ｂ／ａ；当ａ＝０且ｂ＝０时，方程的解为任意实数；当

ａ＝０，而ｂ≠０时，方程无解。

２ 一元二次方程及其解法

只含一个未知数，且 未 知 数 的 最 高 次 数 为 二 次 的 方 程 称 为 一 元 二 次 方

程，其一般形式（标准形式）为

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）。

其解法常用的有下述三种方法：

１°因式分解法。常用十字相乘法等方法将方程化为两个 一 次 因 式 之 积

等于零的形式ａ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）＝０．由此解得其解ｘ＝ｘ１ 或ｘ＝ｘ２。

２°配方法。将方程左边配成一个完全平方的形式

ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２

＝ｂ２－４ａｃ
４ａ２ 。

当ｂ２－４ａｃ≥０时，在上方程两边开平方得到

ｘ＋ｂ
２ａ＝± ｂ２－４槡 ａｃ

２ａ
，

其解为 ｘ＝－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ
２ａ

，

其中ｂ２－４ａｃ称为一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的判别式。习惯上记作Δ＝

ｂ２－４ａｃ．

３°把上面所得结果

ｘ１，２＝－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ
２ａ
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作为公式使用，将方程系数代入上式直接求解。

３ 一元二次方程的根与系数的关系

定理１４１（韦达定理）　（１）ｘ１，ｘ２ 是 方 程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的 两

个根的充分必要条件是

ｘ１＋ｘ２＝－ｂ／ａ，　ｘ１ｘ２＝ｃ／ａ．

（２）ｘ１，ｘ２，ｘ３ 是一元三次 方 程ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ＋ｄ＝０ （ａ≠０）的 三 个 根

的充分必要条件是

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝－ｂ／ａ，

ｘ１ｘ２＋ｘ２ｘ３＋ｘ３ｘ１＝ｃ／ａ，

ｘ１ｘ２ｘ３＝－ｄ／ａ
烅
烄

烆 ．

４ 二元一次方程组及其解法

由含有相同的两个未知数的两个 一 次 方 程 所 组 成 的 方 程 组 称 为 二 元 一

次方程组，其一般形式是

ａ１ｘ＋ｂ１ｙ＝ｃ１，

ａ１ｘ＋ｂ２ｙ＝ｃ２
｛ ．

①

②
（其中ａ１，ｂ１ 不同时为零，且ａ２，ｂ２ 不同时为零．）

这两个二元一次方程的公共解就是这个二元一次方程组的解。

其解法常用下述两种方法。

１°加减消元法。①×ｂ２－②×ｂ１ 消去ｙ（也可消去ｘ）得

（ａ１ｂ２－ａ２ｂ１）ｘ＝ｂ２ｃ１－ｂ１ｃ２． ③

从所得的一元一次方程③中 解 出ｘ，再 将ｘ 的 值 代 入 方 程①（或②），求 出ｙ
的值，从而得到方程组的解。

２°代入消元法．由方程①（或②）得到

ｙ＝（ｃ１－ａ１ｘ）／ｂ１　（ｂ１≠０）， ④

将其代入方程②，消去ｙ，得到关于ｘ的一元一次方程。解之即得ｘ 的值，再

将此解值代入式④即得ｙ的解值。

除上述两种常用的方法外，对方程个数与未知个数相等的二（三）元一次

方程组还可用线性代数中克莱姆法则求解。

５ 指数方程、对数方程及其解法

指数方程、对数方程及其解法详见本节题型四。
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（二）考试要求

掌握各类方程（一元一次方程（组）、一元二次方程（组）、指数方程和对数

方程）的解法及一元二次方程根与系数的关系（即韦达定理）。会解一元一次

方程及一元二次方程的简单实际应用题。

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　已知一元二次方程，求其根的代数式的值

求解此类题型不需求解方法，只需应用韦达定理即定理１４１。

类型（一）　已知一元二次方程，求其根的对称式的值。

一个代数式ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），如果把其中任意两个变元的位置对调，而

代数式不变，那么这样的代数式 叫 做 关 于 这 些 变 元 的 对 称 式。例 如α２＋β
２，

１／α＋１／β，都是关于α，β的对称式，ａ２ｂ＋ａｂ２＋ｂ２ｃ＋ｂｃ２＋ａ２ｃ＋ａｃ２ 是 关 于ａ，

ｂ，ｃ的对称式。

已知一元二次方程，求其根α，β的 对 称 式 的 值 不 需 解 方 程，只 需 应 用 一

元二次方程根与系数的关系求之。为此，应首先把所给对称的代数式表示为

关于α＋β与αβ这两个基本式子的 函 数 形 式，然 后 将α＋β，αβ的 值 代 入 即 可

求出α，β的对称式的值。

例１［２００２年Ⅰ７］　已知方程３ｘ２＋５ｘ＋１＝０的 两 个 根 为α，β，则 β／槡 α

＋ α／槡 β等于

（Ａ） 槡－５３／３。　（Ｂ）槡５３／３。　（Ｃ）槡３／５．　（Ｄ） 槡－ ３／５．
解　由根与系数的关系得到α＋β＝－５／３，αβ＝１／３，则

（ β／槡 α＋ α／槡 β）２ ＝β／α＋α／β＋２＝（β
２＋α２）／αβ＋２

＝［（α＋β）２－２αβ］／（αβ）＋２＝（α＋β）２／（αβ）＝２５／３．

故 β／槡 α＋ α／槡 β＝ （ β／槡 α＋ α／槡 β）槡 ２＝ ２５／槡 ３

＝５／槡 槡３＝５３／３。仅（Ｂ）入选。

注意　（１）为利用根与系数的关系，常先将两根的代数式的表达式进行

运算（例如将其平方），使之出现两根之和或其乘积的形式。

（２）对于α２＋β
２ 常化为α２＋β

２＝（α＋β）２－２αβ．
（３）还可求类似的代数式α２－β

２，（α－β）２，１／α３±１／β
３ 的值，等等。
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例２［２０００年Ⅰ５］　已知方程ｘ３＋２ｘ２－５ｘ－６＝０的根为ｘ１＝－１，ｘ２，

ｘ３。则１／ｘ２＋１／ｘ３＝
（Ａ）１／６。　　（Ｂ）１／５。　　（Ｃ）１／４。　　（Ｄ）１／３。　　（Ｅ）１／８。

解法１　用因式分解法将所给方程化为三个一次因式的乘积，得到

ｘ３＋２ｘ２－５ｘ－６＝ｘ３＋ｘ２＋ｘ２－５ｘ－６＝ｘ２（ｘ＋１）＋（ｘ－６）（ｘ＋１）

＝（ｘ＋１）（ｘ２＋ｘ－６）＝（ｘ＋１）（ｘ＋３）（ｘ－２）＝０．
因而ｘ＋１＝０，ｘ＋３＝０，ｘ－２＝０，故 原 方 程 的 根 为ｘ１＝－１，ｘ２＝－３，ｘ３＝

２．

所以 １
ｘ２

＋１
ｘ３

＝ｘ２＋ｘ３

ｘ２ｘ３
＝－３＋２

－６ ＝１
６

。仅（Ａ）入选。

解法２　利用三次方程的韦达定理解之。由该定理得到

－１＋ｘ２＋ｘ３＝－２，

（－１）·ｘ２·ｘ３＝＋６｛ ，
　即　

ｘ２＋ｘ３＝－１，

ｘ２ｘ３＝－６｛ ．

因而 １
ｘ２

＋１
ｘ３

＝ｘ２＋ｘ３

ｘ２ｘ３
＝－１

－６＝１
６

。仅（Ａ）入选。

例３（条件充分性判断）　已知ｙ１，ｙ２ 是关于ｙ的方程ｙ２＋（２－ｂ）ｙ＋ｂ／

４＝０的两个实根， ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２的值是已知的。

（１）关于ｘ的方程ｘ２＋ｂｘ＋ｍ＝０有两个相等实根；

（２）２ｍ２－９ｍｂ＋４ｂ２＝０且ｂ≠２ｍ，ｂ≠０．
解　给出的条件（１）与（２）由于都不可能确定ｂ的值，从而求不出ｙ１ 与

ｙ２ 的值。它们不能分别作为充 分 条 件，但 由 于 条 件（１）与（２）中 都 分 别 包 含

一个 ｍ 与ｂ的等量关系，利用此关系可望求出ｂ的值。于是条件（１）与（２）联

合起来必可求出ｂ值。事实上由条件（２）有

（２ｍ－ｂ）（ｍ－４ｂ）＝０，

且ｂ≠２ｍ，故 ｍ＝４ｂ．将其代入条件（１）有：ｘ２＋ｂｘ＋４ｂ＝０有两相等实根，故

Δ＝ｂ２－１６ｂ＝０，

则 ｂ＝１６　或　ｂ＝０（舍去），

原方程化为ｙ２－１４ｙ＋４＝０，利用韦达定理得到

ｙ１＋ｙ２＝１４，　ｙ１ｙ２＝４．

故 ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２＝ （ ｙ槡 １＋ ｙ槡 ２）槡 ２＝ ｙ１＋ｙ２＋２ ｙ１ｙ槡槡 ２

槡 槡＝ １４＋４＝３２．仅 Ｃ入选。

类型（二）　已知一元二次方程，求其根的代数式的值。
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此类题型除利用韦达定理外，还需利用其他条件求之。

例４［１９９８年Ⅱ６］　若 方 程ｘ２＋ｐｘ＋３７＝０恰 有 两 个 正 整 数 解ｘ１ 与

ｘ２，则
（ｘ１＋１）（ｘ２＋１）

ｐ
的值是

（Ａ）－２。　　（Ｂ）－１。　　（Ｃ）－１／２．　　（Ｄ）１。　　（Ｅ）２。

解　由ｘ１ｘ２＝３７及ｘ１，ｘ２ 为 正 整 数 得 到ｘ１＝１，ｘ２＝３７。由 韦 达 定 理

得ｐ＝－（ｘ１＋ｘ２）＝－３８，因而

（ｘ１＋１）（ｘ２＋１）
ｐ ＝ｘ１ｘ２＋ｘ１＋ｘ２＋１

ｐ ＝３７＋３８＋１
－３８ ＝－２．仅（Ａ）入选。

例５　已知ｘ１，ｘ２ 是方程ｘ２－（ｋ－２）ｘ＋（ｋ２＋３ｋ＋５）＝０的 两 个 实 根。

据此求出的ｘ２
１＋ｘ２

２ 的最大值是

（Ａ）１６。　　（Ｂ）１９。　　（Ｃ）１４／３。　　（Ｄ）１８。　　（Ｅ）２。

解　１°先由方程有两实根的判别式条件求出参数ｋ的约束条件，即ｋ的

定义域

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝（ｋ－２）２－４（ｋ２＋３ｋ＋５）

＝－３ｋ２－１６ｋ－１６＝（－３ｋ－４）（ｋ＋４）≥０

解
－３ｋ－４≥０，

ｋ＋４≥｛ ０
和

－３ｋ－４≤０，

ｋ＋４≤０｛ 。
前者的解为－４≤ｋ≤－４

３
，后 者 无 解。因

而ｋ的定义域为［－４，－４／３］．

２°将ｘ２
１＋ｘ２

２ 化成两根之和及积的函数，从而化成ｋ的函数，即

ｘ２
１＋ｘ２

２ ＝（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１ｘ２＝（ｋ－２）２－２（ｋ２＋３ｋ＋５）

＝－ｋ２－１０ｋ－６＝－（ｋ＋５）２＋１９＝ｆ（ｋ）。

３°显然ｆ（ｋ）为ｋ的单调减少函数，故只有当ｋ取最小值时，ｆ（ｋ）才取最

大值。因而ｋ＝－４时，ｆ（ｋ）的最大值为

ｆ（ｋ）｜ｋ＝－４＝－（－４＋５）２＋１９＝１８，

即ｘ２
１＋ｘ２

２ 的最大值为１８。仅（Ｄ）入选。

题型二　已知一元二次方程两根的某些关系，确定该方程

类型（一）　已知两根对称式的值，确定该方程。

为确定该方程的系数和常数只需 将 两 根 的 对 称 式 化 成 两 根 之 和 与 之 积

的函数，然后用韦达定理求之。

例６［１９９９年Ⅱ７］　设方程３ｘ２－８ｘ＋ａ＝０的 两 个 实 根 为ｘ１，ｘ２，若１／

ｘ１＋１／ｘ２ 的算术平均值为２，则ａ的值是
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（Ａ）－２。　　（Ｂ）－１。　　（Ｃ）１。　　（Ｄ）１／２。　　（Ｅ）２。

解　由韦达定理有ｘ１＋ｘ２＝８／３，ｘ１ｘ２＝ａ／３．又由题设有

１／ｘ１＋１／ｘ２

２ ＝２，　即　
ｘ１＋ｘ２

２ｘ１ｘ２
＝ ８／３
２×（ａ／３）＝２，

故ａ＝２．仅（Ｅ）入选。

例７　求作一个以两个正 数α和β 为 根 的 一 元 二 次 方 程，且 必 使α和β
适合下面两个关系式：

α２－αβ＋β
２

α２＋αβ＋β
２＝

３１
４３

，　１
α＋１

β
＝７

２．

解　为求出所求方程，只需求出其系数和常数，即求出α＋β和αβ 的值。

为此将所给的两个等式左端化成α＋β，αβ的函数，即

α２－αβ＋β
２

α２＋αβ＋β
２＝

（α＋β）２－３αβ
（α＋β）２－αβ

＝３１
４３

，

亦即 １２（α＋β）２－９８αβ＝０， ①

得 １
α＋１

β
＝α＋β

αβ
＝７

２
，　即　２（α＋β）＝７αβ。 ②

由式①与式②得到

１２（α＋β）２－２８（α＋β）＝０，　即　４（α＋β）［３（α＋β）－７］＝０，

因α＋β≠０，故　３（α＋β）－７＝０，　α＋β＝７／３，　αβ＝２／３．
所以所求的一元二次方程是３ｘ２－７ｘ＋２＝０。

类型（二）　已知两根代数式的值，确定该方程。

此类题除利用韦达定理外，还需利用其他条件才能确定其系数和常数。

例８［２００３年Ⅰ２］（条件充分性判断）　一元二次方程ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的

两根之差的绝对值为４。

（１）ｂ＝４，ｃ＝０；　　　　（２）ｂ２－４ｃ＝１６．
解　设方程的两根为ｘ１，ｘ２，利用韦达定理，得到

｜ｘ１－ｘ２｜＝ （ｘ１－ｘ２）槡 ２＝ （ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ槡 ２＝ ｂ２－４槡 ｃ。

将条件（１）代入，有｜ｘ１－ｘ２｜＝４；将 条 件（２）代 入，也 有｜ｘ１－ｘ２｜＝４．因 而 条

件（１）与（２）都充分。仅 Ｄ入选。

例９（条件充分性判断）　已知ｘ１，ｘ２ 是方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两个实数

根，且ｘ４
１＋３ｘ２＝５（其中ａ，ｂ，ｃ为常数且ａ≠０）。

（１）常数ａ＝１，ｂ＝－１；　　　　（２）ｂ＝ｃ．
解　当条件（１）成立时，因条件（１）没有给出ｃ的 值，求 不 出ｘ１，ｘ２，故 不
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充分。而条件（２）只给出ｂ＝ｃ，无具体数值也求不出ｘ１，ｘ２，从而求不出ｘ４
１＋

３ｘ２ 的值。但如将条件（１）与（２）联合起来，则ａ＝１，且ｂ＝ｃ＝－１，这 时 原 方

程化为ｘ２－ｘ－１＝０，且有ｘ２
１＝ｘ１＋１．代入所给的等式得到

ｘ４
１＋３ｘ２ ＝（ｘ２

１）２＋３ｘ２＝（ｘ１＋１）２＋３ｘ２＝ｘ２
１＋２ｘ１＋１＋３ｘ２

＝（ｘ２
１－ｘ１－１）＋３（ｘ１＋ｘ２）＋２＝０＋３×１＋２＝５．

故条件（１）与（２）联合起来充分。仅 Ｃ入选。

类型（三）　已知两根的代数式（对称式）的最大（小）值，确定该方程。

求解此类问题常分以下三步进行：

１°先根据方程有 两 实 根 列 出 判 别 式 即 方 程 中 常 数ｋ 所 满 足 的 约 束 条

件，此条件也可看成ｋ的定义域；

２°将两根的代数式利用韦达定理化成ｋ的函数ｆ（ｋ）；

３°观察ｆ（ｋ）是增函数还是减函数，以及ｋ取何值时，ｆ（ｋ）等于已给出的

最大（小）值，此ｋ值即为所求。

例１０（条件充分性判断）　关于ｘ的方程ｘ２＋（ｍ－２）ｘ－（ｍ＋３）＝０的

两个实根的平方和有最小值９。

（１）整数 ｍ＝－１；　　　　（２）整数 ｍ＝１．
解　设方程两根为ｘ１，ｘ２∈Ｒ，则

ｘ１＋ｘ２＝－（ｍ－２），　ｘ１ｘ２＝－（ｍ＋３），

且 ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１ｘ２＝（ｍ－２）２＋２（ｍ＋３）＝（ｍ－１）２＋９，

当且仅当 ｍ＝１时，两 实 根 的 平 方 和 有 最 小 值９，因 而 条 件（２）充 分，而 条 件

（１）不充分。仅Ｂ入选。

例１１（条件充分性判断）　设α，β是 关 于ｘ 的 一 元 二 次 方 程ｘ２＋ａ（ｋ＋

ｂ）ｘ＋ｋ２＋ｂ＝０（ａ，ｂ，ｋ均为实数）的两个实根，（α－１）２＋（β－１）２ 的最小值

为１８。

（１）ａ＝３且ｂ＝２；　　（２）ａ＜ｂ，ａ，ｂ是方程ｘ２－５ｘ＋６＝０的两个根。

解　因ｘ２－５ｘ＋６＝（ｘ－３）（ｘ－２）＝０，其 根 为ａ＝２＜ｂ＝３，这 与 条 件

（１）矛盾，故条件（１）与（２）最多只可能有一个成立，即为充分条件。

由条件（２）有ａ＝２，ｂ＝３，代入原方程得到ｘ２＋２（ｋ＋３）ｘ＋ｋ２＋３＝０，由

韦达定理得到

α＋β＝－２（ｋ＋３），　αβ＝ｋ２＋３，

则　（α－１）２＋（β－１）２ ＝α２＋β
２－２（α＋β）＋２

＝（α＋β）２－２αβ－２（α＋β）＋２＝２（ｋ＋７）２－５４． ①
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由于ｋ的取值要受方程有两个实根的制约，ｋ应满足判别式

Δ＝４（ｋ＋３）２－４（ｋ２＋３）≥０。

解得ｋ≥－１．
显然（α－１）２＋（β－１）２＝２（ｋ＋７）２－５４为ｋ的单调增加函数，故当ｋ取

最小值－１时，（α－１）２＋（β－１）２ 取最小值。易求得当ｋ＝－１时，

（α－１）２＋（β－１）２＝１８，

即 ［（α－１）２＋（β－１）２］｜ｍｉｎ＝１８．
因而条件（２）充分，条件（１）不充分。仅Ｂ入选。

注意　不能仅由式①确定ｋ＝－７时，（α－１）２＋（β－１）２ 取最小值－５４。

这是因为ｋ要受方程有两实根的制约。

类型（四）　已知方程两根的关系，求该方程。

例１２　已知方程ｘ２＋ｍｘ＋ｎ＝０的两根的积比两根的和大５，并且根的

平方和等于２５，则 ｍ，ｎ分别等于

（Ａ）５，０。　（Ｂ）５，０或－７，１２。　（Ｃ）－７，１２。　（Ｄ）０，５或１２，－７。

解　设方程两根为ｘ１，ｘ２，则

ｘ１ｘ２－（ｘ１＋ｘ２）＝ｎ＋ｍ＝５，　即　ｎ＝５－ｍ， ①

ｘ２
１＋ｘ２

２＝（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１ｘ２＝ｍ２－２ｎ＝２５． ②
将式①代入式②得到

ｍ２＋２ｍ－３５＝（ｍ＋７）（ｍ－５）＝０．
因而 ｍ＝５，或 ｍ＝－７，于是 ｍ，ｎ分别可等于

ｍ＝５，ｎ＝０　或　ｍ＝－７，ｎ＝１２．仅（Ｂ）入选。

例１３　已知方程２ｘ２－６ｘ＋３＝０的两个根是ａ和ｄ，并且ａ，ｂ，ｃ，ｄ四个

数成等差数列，求作以ｂ和ｃ为根的一元二次方程。

解　方程２ｘ２－６ｘ＋３＝０的两根易求得为

ａ＝（ 槡３－ ３）／２，　ｄ＝（ 槡３＋ ３）／２．
又设ａ，ｂ，ｃ，ｄ四个数所成等差数列的公差是ｍ，则

ｄ＝ａ＋３ｍ，　即　（ 槡３＋ ３）／２＝（ 槡３－ ３）／２＋３ｍ，

解得 ｍ 槡＝ ３／３。于是

ｂ＝ａ＋ｍ＝（ 槡３－ ３）／ 槡２＋ ３／３＝３／ 槡２－ ３／６，

ｃ＝ｂ＋ｍ＝（３／ 槡２－ ３／６） 槡＋ ３／３＝３／ 槡２＋ ３／６．

由此可得　ｂ＋ｃ＝３，　ｂｃ＝（３／ 槡２－ ３／６）（３／ 槡２＋ ３／６）＝１３／６。
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于是所求方程是 ６ｘ２－１８ｘ＋１３＝０．
题型三　已知一元二次方程根的性质，求方程中参数的取值范围

已知方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的根的 性 质 常 用 根 的 判 别 式Δ＝ｂ２－４ａｃ及 其

求根公式，求其参数的取值范围。

命题１４１　（１）当Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０时该方程有两个不同的实根，即

ｘ１，２＝－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ
２ａ ．

（２）当Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０时该方程有两个相等实根，其表示式为ｘ＝－ｂ
２ａ．

（３）当Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０时该方程无实根。

（４）上述（１），（２），（３）的逆命题也成立。

由命题１４１（４）知，一 元 二 次 方 程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ，ｂ，ｃ为 实 数，且

ａ≠０）如果有两个不相同的实根，那么Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０；如 果 有 两 个 相 同 的 实

根，那么Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０；如果没有实根，那么Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０。

例１４［２００１年Ⅰ６］　已知 关 于ｘ 的 一 元 二 次 方 程ｋ２ｘ２－（２ｋ＋１）ｘ＋１

＝０有两个相异实根，则ｋ的取值范围为

（Ａ）ｋ＞１／４。　　　　　　　　　（Ｂ）ｋ≥１／４．
（Ｃ）ｋ＞－１／４且ｋ≠０。 （Ｄ）ｋ≥１／４且ｋ≠０。

解　因二次方程有两个相异实根，由命题１４１（４）知其判别式

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝（２ｋ＋１）２－４ｋ２·１＞０，　即　ｋ＞－１／４。

为保证所给方程为二次方程，应有ｋ２≠０，即ｋ≠０，故ｋ的 取 值 范 围 为ｋ

＞－１／４，且ｋ≠０。仅（Ｃ）入选。

例１５［２００４年Ⅰ２］（条件充分性判 断）　ｘ１，ｘ２ 是 方 程ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋

ｋ２＋２＝０的两个实根。

（１）ｋ＞１／２；　　　　　（２）ｋ＝１／２．
解　原方程的判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４（ｋ＋１）２－４（ｋ２＋２）＝４（２ｋ－１）．当

条件（１）成立即ｋ＞１／２时得２ｋ－１＞２×（１／２）－１＝０，因而Δ＞０。于是由命

题１４１（１）知方程有两个实根。条件（１）充 分。当 条 件（２）成 立 时 有ｋ＝１／

２，则２ｋ－１＝０，因而Δ＝０，由命题１４１（２）知方程有两相等实根，条件（２）也

充分。仅 Ｄ入选。

注意　ｘ１，ｘ２ 为 实 根，在 解 题 中 未 用 到。该 题 的 题 干 最 好 改 为“方 程

ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋ｋ２＋２＝０有两个实根”。
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例１６［１９９８年Ⅰ７］　要使 方 程３ｘ２＋（ｍ－５）ｘ＋ｍ２－ｍ－２＝０的 两 个

实根满足０＜ｘ１＜１和１＜ｘ２＜２，实数 ｍ 的取值范围应是

（Ａ）－２＜ｍ＜－１。　　（Ｂ）－４＜ｍ＜－１。　　（Ｃ）－４＜ｍ＜－２。

图１４１

（Ｄ）（ 槡－１－ ６５）／２＜ｍ＜－１。

（Ｅ）－３＜ｍ＜１．
解　令ｆ（ｘ）＝３ｘ２＋（ｍ－５）ｘ＋ｍ２－

ｍ－２，则ｆ（ｘ）在［０，１］与［１，２］上 连 续，其

图像（见 图１４１）是 开 口 向 上 的 抛 物 线，

在［０，１］与［１，２］上分别单调下降和单调上

升，且与ｘ轴交于点（ｘ１，０），（ｘ２，０）。由其

图像易知ｆ（０）＞０，ｆ（ｘ１）＝０，ｆ（１）＜０，ｆ
（１）＜０，ｆ（ｘ２）＝０，ｆ（２）＞０，于是有如下的

不等式组：

ｆ（０）＞０，

ｆ（１）＜０，

ｆ（２）＞０
烅
烄

烆 ，
　即　

ｍ２－ｍ－２＝（ｍ－２）（ｍ＋１）＞０，

ｍ２－４＝（ｍ－２）（ｍ＋２）＜０，

ｍ２＋ｍ＝ｍ（ｍ＋１）＞０
烅
烄

烆 ，

解得

ｍ＜－１或 ｍ＞２，

－２＜ｍ＜２，

ｍ＜－１或 ｍ＞０
烅
烄

烆 。

又解

ｍ＜－１，

－２＜ｍ＜２，

ｍ＜
烅
烄

烆 －１

得－２＜ｍ＜－１；解

ｍ＞２，

－２＜ｍ＜２，

ｍ＜
烅
烄

烆 －１
无解，故所求的公共解为－２＜ｍ＜－１。仅（Ａ）入选。

例１７［２００５年Ⅰ１３］（条件充分性判断）　方程４ｘ２＋（ａ－２）ｘ＋ａ－５＝０
有两个不等的负实根。

（１）ａ＜６；　　　　　（２）ａ＞５。

解　判别式Δ＝（ａ－２）２－４×４（ａ－５）＝（ａ－２）２－１６（ａ－５）。为 使 方

程有两个不等的实根，必有Δ＞０，即

（ａ－２）２－１６（ａ－５）＝ａ２－２０ａ＋８４＝（ａ－１４）（ａ－６）＞０。

又因ａ２－２０ａ＋８４ 为 开 口 向 上 的 抛 物 线，为 使 其 大 于 零，ａ 的 取 值 必 在

ａ２－２０ａ＋８４＝０的两根之外，故ａ＞１４或ａ＜６。

为使其两根都为负实根，两根之和ｘ１＋ｘ２＜０，且两根之积ｘ１ｘ２＞０。于

是又得到

ｘ１＋ｘ２＝－（ａ－２）／４＜０，　即　ａ＞２。

ｘ１ｘ２＝（ａ－５）／４＞０，　即　ａ＞５。

·８４·



于是由ａ＞１４，ａ＞２，ａ＞５得到ａ＞１４；由ａ＜６，ａ＞２，ａ＞５得 到５＜ａ＜６．当

条件（１）与条件（２）同时成立时有５＜ａ＜６．仅 Ｃ入选。

例１８（条件 充 分 性 判 断）　要 使 两 个 关 于ｘ 的 二 次 方 程ｘ２＋ａｘ＋ｃ＝０
和ｘ２＋ｂｘ＋ｄ＝０至少有一个方程有实根。

（１）ａｂ＝２（ｃ＋ｄ）；　　　　　（２）ａｂ＝－２（ｃ＋ｄ）．
解　为证上述两个方程中至少有一个方程有实根，只需证明两方程的判

别式Δ１ 与Δ２ 满足

Δ１＋Δ２≥０。

事实上，Δ１＝ａ２－４ｃ，Δ２＝ｂ２－４ｄ，因而如条件（１）成立，即ａｂ＝２（ｃ＋ｄ）成立，则

Δ１＋Δ２＝ａ２＋ｂ２－４（ｃ＋ｄ）＝ａ２＋ｂ２－２ａｂ＝（ａ－ｂ）２≥０。

因而Δ１，Δ２ 中至少有一个取非负值，故 两 个 已 知 方 程 中 至 少 有 一 个 有 实 根，

所以条件（１）充分。

同法可证条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

例１９［２０００年Ⅱ２７］　求ａ的范围，使ｆ（ｘ）＝ｘ３＋３ａｘ２－ｘａ－１无 极 大

值的同时又无极小值。

解　ｆ（ｘ）既无极大值又无极小值，说明ｆ′（ｘ）＝３ｘ２＋ｂａｘ－ａ无相 异 实

根，由命题１４１（４）知其判别式

Δ＝（６ａ２）－４×３×（－ａ）＝３６ａ２＋１２ａ＝１２ａ（３ａ＋１）≤０．
而３ａ２＋ａ为开口向上的抛物线，使ａ（３ａ＋１）≤０的ａ的取值范围应在其两根

之间，故－１／３≤ａ≤０．于是当－１／３≤ａ≤０时，ｆ（ｘ）无极大值的同时又无极小

值．
题型四　求解对数方程和指数方程

在指数里含有未知数的方程称为指数方程，在对数符号后面含有未知数

的方程叫做对数方程。

指数方程与对数方程属于超越方程，所谓超越方程是指含有对未知数的

超越运算（例如指数、对数、三角函数、反三角函数等运算）的方程。它无一般

的代数解法规律。应着重掌握形如

ａｆ（ｘ）＝ａφ（ｘ），　ａ２ｘ＋ｂ·ａｘ＋ｃ＝０，

ｌｏｇａｆ（ｘ）＝ｌｏｇａφ（ｘ），　（ｌｏｇａｘ）２＋ｂｌｏｇａｘ＋ｃ＝０
（其中ａ＞０，ａ≠１）的方程的解法。

为将超越方程化成一元二次方 程，除 常 作 变 量 代 换 外，还 要 注 意 对 数 的

换底公式及其推论的应用。换底公式为
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ｌｏｇａＮ＝ｌｏｇｃＮ
ｌｏｇｃａ

（ａ＞０，ａ≠１，ｃ＞０，ｃ≠１，Ｎ＞０）。 （１４１）

由换底公式可得下述几个推论：

ｌｏｇａｂｌｏｇｂａ＝１，

即 ｌｏｇａｂ＝ １
ｌｏｇｂａ

（ａ＞０，ａ≠１，ｂ＞０，ｂ≠１）。 （１４２）

ｌｏｇａｍｂｎ＝ｎ
ｍｌｏｇａｂ，

特别有 ｌｏｇａｎｂｎ＝ｌｏｇａｂ。 （１４３）

上述性质在对数运算中是常用的。

解上述方程时，应设法把它们化为代数方程，变形过程中涉及指数、对数

运算，可能会使方程中表示未知数的 字 母 的 取 值 范 围 扩 大 或 缩 小，因 而 导 致

增根或失根，应对所求的根进行检验。

此外，还应理解指数式ａｂ＝ｄ与对数式ｂ＝ｌｏｇａｄ 的关系。这两式所表示

的ａ，ｂ，ｄ三个量之间的关系是一致的，它们是同一关系的两种不同的表达形

式，因而可以互相转化。事实 上 由ａｂ＝ｄ（这 里ａ＞０，ａ≠１，因 而ｄ＞０）即 可

得到ｂ＝ｌｏｇａｄ．反之亦然。于是有

ａｌｏｇａｄ＝ｄ＝ａｂ （ａ＞０，ａ≠１，ｄ＞０）。 （１４４）

以１０为底的对数，叫做常用对数，并简记作ｌｇｄ，即ｌｏｇ１０ｄ＝ｌｇｄ。以无理数ｅ
为底的对数叫做自然对数，ｌｏｇｅｘ通常写作ｌｎｘ．有

ｅｌｎｄ＝ｄ． （１４５）

求解对数方程时应先充分利用下述对数性质和运算法则化简方程。

命题１４２　设ａ＞０，ａ≠１，则

（１）零和负数没有对数；　　 （２）１的对数是零，即ｌｏｇａ１＝０；

（３）底的对数是１，即ｌｏｇａａ＝１；（４）ｌｏｇａ（ｘｙ）＝ｌｏｇａｘ＋ｌｏｇａｙ （ｘ＞０，ｙ＞０）；

（５）ｌｏｇａ
ｘ（ ）ｙ ＝ｌｏｇａｘ－ｌｏｇａｙ （ｘ＞０，ｙ＞０）；

（６）ｌｏｇａｘｎ＝ｎｌｏｇａｘ （ｘ＞０）；（７）ｌｏｇａ
ｎ槡ｘ＝１

ｎｌｏｇａｘ （ｘ＞０）。

从上述法则中可以看到，对数 可 把 乘、除 运 算 转 化 为 加、减 运 算，可 把 乘

方和开方运算转化为乘法或除法运算。

类型（一）　求解对数方程。

例２０　求解对数方程ｌｏｇｘ２５－３ｌｏｇ２５ｘ＋ｌｏｇ槡ｘ５＝１．
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解　利用对 数 换 底 公 式（１４３）有ｌｏｇ槡ｘ５＝ｌｏｇ（槡ｘ）２５２＝ｌｏｇｘ２５。利 用 式

（１４２）有ｌｏｇｘ２５＝１／ｌｏｇ２５ｘ．于是原方程可化为

１／ｌｏｇ２５ｘ－３ｌｏｇ２５ｘ＋１／ｌｏｇｘ２５－１＝０。

令ｔ＝ｌｏｇ２５ｘ，则

２／ｔ－３ｔ－１＝３ｔ２＋ｔ－２＝（３ｔ－２）（ｔ＋１）＝０，

故ｔ１＝２／３，ｔ２＝－１，即ｌｏｇ２５ｘ＝２／３，或ｌｏｇ２５ｘ＝－１。因而原方程的解为

ｘ１＝（２５）２／３＝５
３槡５，　ｘ２＝１／２５．

例２１（条件充分性判断）　已知方程中未知数是ｘ，ａ为待定常数。

ｌｏｇｘ９－３ｌｏｇ９ｘ＋ｌｏｇ槡ｘ３＝ａ

的两个解是ｘ１＝３
３槡３，ｘ２＝１／９（ｘ＞０，且ｘ≠１）。

（１）常数ａ的值为１。　　　（２）常数ａ的值为２。

解　利用式（１４３）有ｌｏｇ槡ｘ３＝ｌｏｇ（槡ｘ）２３２＝ｌｏｇｘ９。于 是 当ａ＝１时，原 方

程可化为

ｌｏｇｘ３２－３ｌｏｇ３２（槡ｘ）２＋ｌｏｇｘ９＝ｌｏｇｘ３２－３ｌｏｇ３槡ｘ＋ｌｏｇｘ３２

＝４ｌｏｇｘ３－（３／２）ｌｏｇ３ｘ＝ａ＝１．
即 ８ｌｏｇｘ３－３ｌｏｇ３ｘ－１＝０，

８／ｌｏｇ３ｘ－３ｌｏｇ３ｘ－１＝０，

于是３ｌｏｇ２
３ｘ＋２ｌｏｇ３ｘ－８＝０．设ｌｏｇ３ｘ＝ｙ，则

３ｙ２＋２ｙ－８＝（３ｙ－４）（ｙ＋２）＝０。

解得ｙ＝ｌｏｇ３ｘ＝４／３，或ｙ＝ｌｏｇ３ｘ＝－２，故

ｘ１＝３４／３＝３
３槡３，　ｘ２＝３－２＝１／９．

因此条件（１）充分。当ａ＝２时，原方程可化为３ｌｏｇ３ｘ＋４ｌｏｇ３ｘ－１０＝０，此方

程虽有两个实数解，但与ｘ１，ｘ２ 不相等。因此条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

类型（二）　求解指数方程。

求解指数方程时，应首先考察各个底数是否有乘幂关系，如果有，可用变

量代换或化为同一 底 数 的 指 数 方 程 解 之。如 果 没 有，可 先 在 方 程 两 端 取 对

数，化为代数方程解之。

例２２［２０００年Ⅰ２６］　解方程４ｘ－１
２ ＋２ｘ＝１。

解　因４＝２２，故可用变量代换ｕ＝２ｘ，将原方程化为ｕ２／２＋ｕ－１＝０，易

求得其根为ｕ１ 槡＝－１＋ ３，ｕ２ 槡＝－１－ ３（舍去），则

２ｘ 槡＝－１＋ ３，　ｘ＝ｌｏｇ２（槡３－１）．
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例２３［２００１年Ⅰ１０］　若２，２ｘ－１，２ｘ＋３成等比数列，则ｘ＝
（Ａ）ｌｏｇ２５。　　（Ｂ）ｌｏｇ２６。　　（Ｃ）ｌｏｇ２７。　　（Ｄ）ｌｏｇ２８。

解　由题设有（２ｘ－１）２＝２×（２ｘ＋３），即２２ｘ－４×２ｘ－５＝０．令２ｘ＝ｔ，

则ｔ２－４ｔ－５＝（ｔ－５）（ｔ＋１）＝０，故

ｔ１＝５，ｔ２＝－１，　即　２ｘ＝５，２ｘ＝－１（舍去），

故ｘ＝ｌｏｇ２５。仅（Ａ）入选。

例２４　指数方程６２ｘ＋４＝３３ｘ×２ｘ＋８的解是

（Ａ）ｘ＝４。　　（Ｂ）ｘ＝－２。　　（Ｃ）ｘ＝±４。　　（Ｄ）ｘ＝±２。

（Ｅ）方程无实数解。

解　 ６２ｘ＋４＝２２ｘ＋４×３２ｘ＋４＝３３ｘ×２ｘ＋８，

即２ｘ－４＝３ｘ－４，底数２与３之间没有乘幂关系，两端取对数得到

（ｘ－４）ｌｎ２＝（ｘ－４）ｌｎ３，　即　（ｘ－４）（ｌｎ３－ｌｎ２）＝０，

故ｘ－４＝０，即ｘ＝４。仅（Ａ）入选。

下面是列方程解实际应用题的几种常见题型。解这类题型的方法和步骤

是：

１°理解题意。分析题中所给的关系，明确已知量和 未 知 量，找 出 彼 此 间

的数量关系。

２°设出未知数。可采用直接设元法和间接设元法。所 谓 直 接 设 元 法 就

是所求的是什么，就设未知数代表 什 么；有 几 个 所 求 的 量，就 设 几 个 未 知 数。

但有时也采用间接设元法。根据题设 条 件 设 出 和 几 个 未 知 量 都 有 密 切 关 系

的某个（些）量，作为基本未知数列出方程。这样可使方程（组）或解题简便。

３°列方程。这是求解应用题的关键一步。常从已知 条 件 中 找 出 题 中 各

量之间相等的关系（常称为等量关系），然后把相等关系中的各量代之以未知

数的表示式就得到了方程。

４°解所列的方程或方程组。

５°检验。检验所得结果是否是原方程（组）的解，是否合乎题意。

６°对原问题作出答案。

题型五　求解一元一次方程的实际应用题

例２５［２００２年Ⅰ１］　一批奖金发给甲、乙、丙、丁四人，其中１／５发给甲、

１／３发给乙，发给丙的奖金正 好 是 甲、乙 奖 金 之 差 的３倍。已 知 发 给 丁 的 奖

金为２００元，则这批奖金数为

（Ａ）１５００元。　　（Ｂ）２０００元。　　（Ｃ）２５００元。　　（Ｄ）３０００元。
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解　设 这 批 奖 金 数 为ｘ 元，则 甲、乙、丙、丁 的 奖 金 数 分 别 为ｘ／５，ｘ／３，

３（ｘ／３－ｘ／５），２００，其和应等于ｘ，故有

ｘ／５＋ｘ／３＋３（ｘ／３－ｘ／５）－２００＝ｘ．
即 ３ｘ＋５ｘ＋６ｘ＋３０００＝１５ｘ，

解得 ｘ＝３０００（元）。仅（Ｄ）入选。

例２６［２０００年Ⅱ４］　菜园里的菜获得丰收，收到３／８时，装满４筐 还 多

２４斤（１斤＝５００克），其余部 分 收 完 后 刚 好 又 装 满 了８筐，菜 园 共 收 获 了 白

菜

（Ａ）３８１斤．　　（Ｂ）３８２斤．　　（Ｃ）３８３斤．　　（Ｄ）３８４斤．
解　设共收白菜ｘ斤。利用每筐装白菜的斤数相等，得到

（３／８）ｘ－２４
４ ＝

（５／８）ｘ
８

，

解得 ｘ＝３８４（斤）。仅（Ｄ）入选。

例２７［１９９７年Ⅱ３］　用一根 绳 子 量 井 深，若 将 绳 子 折 成 三 折 来 量，井 外

余绳４尺（１尺＝１
３

米），若折成四折来量，井外余绳１尺，则井深是

（Ａ）６尺。　　（Ｂ）７尺。　　（Ｃ）８尺。　　（Ｄ）９尺。　　（Ｅ）１２
尺。

解法１　由题意易知，绳子比井深长得多，应根据两次量井深时，绳子的

长不变来列方程。

设井深为ｘ，第一次量井深 时 绳 长 的 表 示 式 为３（ｘ＋４），第 二 次 量 井 深

时，绳长的表示式应为４（ｘ＋１）。由绳长相等得到

３（ｘ＋４）＝４（ｘ＋１），

解得 ｘ＝８（尺）。仅（Ｃ）入选。

解法２　也可根据井深 相 等 来 列 方 程。ｘ 的 含 义 同 解 法１，由 题 意 和 两

次测量井深，井深应相等。因而有ｘ／３－４＝ｘ／４－１，即ｘ＝３６（尺）。于 是 井

深为

ｘ／３－４＝３６／３－４＝１２－４＝８（尺）。

或 ｘ／４－１＝３６／４－１＝９－１＝８（尺）。仅（Ｃ）入选。

例２８［２０００年Ⅰ３］　一本书有三篇文章，第一篇的页数分别是第二篇页

数和第三篇页数的２倍和３倍。已 知 第 三 篇 比 第 二 篇 少１０页，则 这 本 书 共

有
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（Ａ）１００页。　　（Ｂ）１０５页。　　（Ｃ）１１０页。　　（Ｄ）１２０页。

解　设第三篇文章的页 数 为ｘ，则 第 二 篇 的 页 数 为ｘ＋１０．由 题 意 得 到

第一篇的页数为２（ｘ＋１０）或为３ｘ，因而有

２（ｘ＋１０）＝３ｘ，　即　ｘ＝２０（页）．
因而第二篇的页数ｘ＋１０＝３０，第一篇的页数为

２（ｘ＋１０）＝２（２０＋１０）＝６０（页），

这本书共有 ２０＋３０＋６０＝１１０（页）。仅（Ｃ）入选。

题型六　求解工程问题的实际应用题

该应用题型的基本等量关系是

工作总量＝工作效率×工作时间，

即 工作时间＝工作总量÷单位时间完成的工作量。

也可依工作量的关系列出方程，求解。

在工程问题中常遇到多人（多 队）参 加 的 工 程 的 计 算 问 题。这 时 要 求 出

各人（各队）单独完成某项工程的效率（每 天 完 成 的 工 程 量）以 及 以 某 种 方 式

多人（多队）合作完成同一工 程 的 效 率。要 找 出 这 些 效 率 之 间 的 关 系。一 般

来说，如果对同一工程，甲的效率为Ａ，乙的效率为Ｂ，则甲、乙同时完成该工

程的效率为Ａ＋Ｂ；如果甲、乙单独完成某工程所需时间分别为Ｔ１，Ｔ２，则甲、

乙合作，完成该工程所需时间为 １
１／Ｔ１＋１／Ｔ２

，这里由于该工程的总工作量不

具体，假设该工程的总工作量为１。

求解有多人（多队）参加的工程问题，要注意上述两种特殊关系的应用。

例２９［１９９９年Ⅰ２］　一项工程由甲、乙两队合作３０天可以完成，甲队单

独做２４天后，乙队加入，两队合作１０天后，甲队调走，乙队继续做了１７天才

完成。若这项工程由甲队单独做，需要

（Ａ）６０天。　（Ｂ）７０天。　（Ｃ）８０天。　（Ｄ）９０天。　（Ｅ）１００天。

解　设甲、乙两队单独完成该工程的天数分别为ｘ，ｙ。又设该工程的总

工作量为１，则

１
ｘ＋１

ｙ＝１
３０

，

２４
ｘ＋１０

ｙ＋１０
ｘ＋１７

ｙ＝１
烅
烄

烆 ，
　即　

１
ｘ＋１

ｙ＝１
３０

，

３４
ｘ＋２７

ｙ＝１
烅
烄

烆 ．

①

②

下用加减消元法求解。

②－２７×①得７×（１／ｘ）＝０１，即ｘ＝７０（天），即 若 由 甲 队 单 独 做，需 要
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７０天才能完成。

注意　例２８设工程的总 工 作 量 为１，这 是 为 了 计 算 简 便。事 实 上 也 可

设总工作量为“２”、“３”，或者其他任何一个数。

例３０　某车间生产一批 零 件 原 计 划１０天 完 成，加 工 时 采 用 新 的 技 术，

提前３天完成任务。又知原计划每 天 生 产 零 件 数 比 采 用 新 技 术 后 每 天 生 产

的零件的３／４还少４个，则原计划每天生产零件数比采用新技术生产的零件

数少

（Ａ）４个。　　　（Ｂ）３个。　　　（Ｃ）２个。　　　（Ｄ）６个。

解　利用“提前３天完成任务”列出等式，为此设采用新技术后每天生产

零件数为ｘ个，则原计划每天生产的零件数为（３／４）ｘ－４。又 设 该 车 间 的 整

个生产任务为１，则

１
（３／４）ｘ－４－１

ｘ＝３。解得　ｘ＝８．

因而原计划每天生产（３／４）×８－４＝２个零件，较采用新技术生产的零件数８
少６个。仅（Ｄ）入选。

例３１　甲、乙两个工程队需铺设一段地下管道，如果甲单独干１０天，将

正好完成铺设任务的一半；现在两队合作从两端同时相向施工，共用１２天完

成任务。如果由甲完 成 一 半 后，（１）由 乙 单 独 完 成 剩 余 任 务，共 需 多 少 天 完

成？（２）由甲、乙合作完成剩余任务，需多少天完成？

解　假设该项任务的总工作 量 为１，又 设 甲、乙 两 个 工 程 队 单 独 完 成 铺

设任务的天数分别为ｘ，ｙ，由题意有

１
ｘ１０＝１

２
，

１
ｘ＋１（ ）ｙ １２＝１

烅
烄

烆 ，
　解得　

ｘ＝２０，

ｙ＝３０｛ ，

即铺设任务如果单独由甲、乙两队完成分别需２０天，３０天完成。

（１）乙单独完成剩余任务，设完成的天数为Ｓ，则

１
３０Ｓ＝１

２
，　即　Ｓ＝１５，

即乙单独完成剩余任务共需１５天。

（２）解法１　由甲、乙合作完成剩余任务，设完成的天数为ｔ，则

１
２０＋１（ ）３０ｔ＝１

２　解得　ｔ＝６。
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再加上甲已单独干了１０天，完成铺设任务一半，故这项任务共需１０＋６＝１６
（天）完成。

（２）解法２　因已知甲单 独 干 需１０天 正 好 完 成 铺 设 任 务 的 一 半，由（１）

又知乙单独干需１５天 完 成。于 是 甲、乙 完 成 剩 余 任 务 的 效 率 分 别 为１／１０，

１／１５，因而由甲、乙合作完成剩余任务共需

１
１／１０＋１／１５＝ ３０

３＋２＝６（天）。

加上甲已单独干了１０天，这项任务共需１０＋６＝１６（天）完成。

例３２　甲、乙、丙三 人 完 成 某 件 工 作，甲 单 独 做，完 成 工 作 所 用 时 间 是

乙、丙两人合作所需时间的４倍，乙单独完成工作所用的时间是甲、丙两人合

作所需时间的３倍，则丙单独完成 工 作 所 需 时 间 是 甲、乙 两 人 合 作 所 需 时 间

的

（Ａ）２倍．　（Ｂ）５／３倍．　（Ｃ）７／１２倍．　（Ｄ）９／１１倍．　（Ｅ）１１／７倍．
解　因总工作量没有具体给定，为方便计设其为１。若某人完成总工作

量的天数为 ｍ，则其日工作量为１／ｍ。

又设甲、乙、丙单独完成工作所需时间分别为ｘ，ｙ，ｚ，再设丙单独完成工作

所需时间是甲、乙合作所需时间的ａ倍，下面建立方程组求出ａ值。由题设有

４
ｘ＝１

ｙ＋１
ｚ

，

３
ｙ＝１

ｘ＋１
ｚ

，

ａ
ｚ ＝１

ｘ＋１
ｙ

烅

烄

烆 ，

　即　

４＝ｘ·ｙ＋ｚ
ｙｚ

，

３＝ｙ·ｚ＋ｘ
ｚｘ

，

ａ＝ｚ·ｘ＋ｙ
ｘｙ

烅

烄

烆 ，

①

②

③

①×②×③得到

１２ａ＝
（ｘ＋ｙ）（ｙ＋ｚ）（ｚ＋ｘ）

ｘｙｚ ＝２ｘｙｚ＋ｘ２ｙ＋ｙ２ｚ＋ｚ２ｘ＋ｘｙ２＋ｚｘ２

ｘｙｚ

＝２＋ ｘ
ｙ ＋ｘ（ ）ｚ ＋ ｙ

ｚ ＋ｙ（ ）ｘ ＋ ｚ
ｘ ＋ｚ（ ）ｙ ＝２＋４＋３＋ａ，

故ａ＝９／１１。仅（Ｄ）入选。

题型七　求解行程问题的实际应用题

有关行程问题的实际应用题实 质 上 都 是 路 程、速 度 与 时 间 的 关 系 问 题。

与速度有关的一类问题要利用下述速度ｖ，距离ｓ，时间ｔ三者的关系解之：

ｖ＝ｓ／ｔ，　ｓ＝ｖｔ，　ｔ＝ｓ／ｖ。

还要注意在实际试题中常出现 的 几 个 关 系：若 两 物 体 相 向 而 行，则 相 对
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速度为两速度之和；若两物体同向而行，则相对速度为两速度之差。

同一时间行走路程与两者的速度成正比例关系。

命题１４３　设甲、乙两人同时相向出发，且在途中相遇，则

（１）甲行走路程＋乙行走路程＝全程；

（２）甲所用时间＝乙所用时间；

（３）相向行程速度＝甲行走速度＋乙行走速度。

例３３［２００１年Ⅱ１］　从 甲 地 到 乙 地，水 路 比 公 路 近４０千 米。上 午１０：

００，一艘轮船从甲地 驶 往 乙 地，下 午１：００，一 辆 汽 车 从 甲 地 开 往 乙 地，最 后

船、车同时到达乙地。若汽车的速度是每小时４０千米，轮船的速度是汽车的

３／５，则甲、乙两地的公路长为

（Ａ）３２０千米。　（Ｂ）３００千米。　（Ｃ）２８０千米。　（Ｄ）２６０千米。

解　设甲、乙两地公路长为ｘ，则 水 路 长 为ｘ－４０。依 题 意，利 用ｔ＝ｓ／ｖ
得到

ｘ
４０＋３＝ ｘ－４０

４０×（３／５）＝
ｘ－４０
２４

，　即　ｘ
２４－ｘ

４０＝３＋４０
２４

，

亦即 ５ｘ
１２０－３ｘ

１２０＝３６０＋２００
１２０

，　２ｘ＝５６０，ｘ＝２８０。

于是甲、乙两地的公路长为２８０千米。仅（Ｃ）入选。

例３４［１９９８年Ⅰ３］　甲、乙 两 汽 车 从 相 距６９５千 米 的 两 地 出 发 相 向 而

行，乙汽车比甲汽车迟２小时出发，甲汽车每小时行驶５５千米。若乙汽车出

发５小时后，与甲汽车相遇，则乙汽车每小时行驶

（Ａ）５５千米。　　　　（Ｂ）５８千米。　　　　（Ｃ）６０千米。

（Ｄ）６２千米。　　　　（Ｅ）６５千米。

解　由命题１４３（１）知甲 汽 车 行 驶 路 程＋乙 汽 车 行 驶 路 程＝甲、乙 两

汽车相距全程。设乙汽车每 小 时 行 驶 的 距 离 为ｘ，视 甲、乙 两 汽 车 同 时 相 向

出发，则甲汽车共行驶７小时，乙汽 车 共 行 驶５小 时，它 们 相 遇，于 是 由 上 述

等量关系得到

７×５５＋５×ｘ＝６９５。

解得 ｘ＝６２（千米）．仅（Ｄ）入选。

例３５［２００４年Ⅱ１］　甲、乙 两 人 同 时 从 同 一 地 点 出 发 相 背 而 行，１小 时

后他们分别到达各自的终点Ａ 和Ｂ。若从原地出发，互 换 彼 此 的 目 的 地，则

甲在乙到达Ａ 之后３５分钟到达Ｂ。甲的速度和乙的速度之比是
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（Ａ）３∶５。　　（Ｂ）４∶３。　　（Ｃ）４∶５。　　（Ｄ）３∶４。

（Ｅ）以上结论都不正确。

解　设甲、乙的速 度 分 别 为ｘ 与ｙ。由 题 设 知 原 地 至 终 点 Ａ 的 距 离 为

１·ｘ＝ｘ，原地至终点Ｂ 的距离为１·ｙ＝ｙ。

又设乙从原地出发到达其目的地Ａ 的时间为ｔ，则甲从原地出发到达其

目的地Ｂ 的时间应为ｔ＋３５／６０，又乙在时间ｔ内所走过的距离为ｔｙ，因而有

ｔｙ＝ｘ。 ①
甲在时间（ｔ＋３５／６０）内所走过的距离为（ｔ＋３５／６０）ｘ，因而有

（ｔ＋３５／６０）ｘ＝ｙ． ②
将式①与式②的左、右两端分别相乘得到

（ｔ＋３５／６０）ｘ·ｔｙ＝ｘｙ，

即 （ｔ＋３５／６０）ｔ＝１　或　ｔ２＋（７／１２）ｔ＝１，

亦即 （２ｔ２＋７ｔ－１２）＝（３ｔ＋４）（４ｔ－３）＝０，

故ｔ＝３／４。即ｘ／ｙ＝３／４，所以甲、乙的速度之比为３∶４。仅（Ｄ）入选。

例３６［２００５年Ⅰ２］　一支队伍排成长度为８００米的队列行军，速度为８０
米／分。在队首的通信员以３倍于行 军 的 速 度 跑 步 到 队 尾，花１分 钟 传 达 首

长命令后，立即以同样的速度跑回到队首。在这往返过程中通信员所花费的

时间为

（Ａ）６５分钟。　　　　（Ｂ）７５分钟。　　　　（Ｃ）８分钟。

（Ｄ）８５分钟。　　　　（Ｅ）１０分钟。

解　队列行军与通信员 相 向 而 行 时，相 对 速 度 为 队 列 行 军 的 速 度ｖ１＝

８０米／分，与通信员的速度ｖ２＝３ｖ１＝３×８０＝２４０（米／分）之和，即

ｖ１＋ｖ２＝２４０＋８０＝３２０（米／分）。

因而队列行军时，通信员从队尾跑至队首所花费时间为

ｔ１＝ ８００
ｖ１＋ｖ２

＝ ８００
２４０＋８０＝８０

３２＝１０
４＝５

２＝２．５（分）。

通信员传达命令所费时间为ｔ２＝１（分）。传 达 完 毕 后，通 信 员 与 队 列 同 向 而

行，其相对速度为两速之差

ｖ３＝ｖ２－ｖ１＝２４０－８０＝１６０（米／分）。

因而通信员从队尾跑至队首时，所费时间为

ｔ３＝８００
ｖ３

＝ ８００
２４０－８０＝８００

１６０＝１０
２＝５（分），
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于是在这往返的过程中通信员所花费时间为

ｔ＝ｔ１＋ｔ２＋ｔ３＝２５＋１＋５＝８５（分）。仅（Ｄ）入选。

题型八　求解航运问题的实际应用题

求解这类题型需利用下述等量关系：

顺水速度＝静水速度＋水流速度；逆水速度＝静水速度－水流速度。

例３７　一汽艇顺流下 行６３千 米 到 达 目 的 地，然 后 逆 流 上 行，共 航 行５
小时２０分钟，已知水流速度是３千米／时，汽艇在静水中的速度为

（Ａ）２４千米／时。　　（Ｂ）２６千米／时。　　（Ｃ）２０千米／时。

（Ｄ）１８千米／时。　　（Ｅ）３０千米／时。

解　设汽艇在静水中每小时行驶的距离为ｘ，则在顺水中 时 速 为ｘ＋３，

在逆水中时速为ｘ－３。由航行６３千米所用时间之和为５１
３

小时得到

６３
ｘ＋３＋ ６３

ｘ－３＝１６
３

，

化简得到 １６ｘ２－３７８ｘ－１４４＝０。

用十字相乘法
８

２

３

－４８
得到

（８ｘ＋３）（２ｘ－４８）＝０，

解得 ｘ１＝－３／８（舍去），　ｘ２＝２４。

即汽艇在静水中的速度为２４千米／时。仅（Ａ）入选。

例３８　一艘船往返于 Ａ，Ｂ两个港口，往返路径不同。由 Ａ 到 Ｂ顺水行

驶６０千米，逆水行驶４０千 米；由 Ｂ到 Ａ 顺 水 行 驶３０千 米，逆 水 行 驶６０千

米，如果往返时间相同，为８小时，船速和水的流速保持不变，则水的流速为

（Ａ）２５千米／时。 （Ｂ）５千米／时。 （Ｃ）７５千米／时。

（Ｄ）１０千米／时。 （Ｅ）１０５千米／时。

解　设水流速度为ｘ，船速为ｙ，则顺水速度为ｘ＋ｙ，逆水速度为ｙ－ｘ。

由题意有

６０
ｘ＋ｙ＋ ４０

ｙ－ｘ＝８， ①

６０
ｙ－ｘ＋ ３０

ｘ＋ｙ＝８， ②

即 ６０（ｙ－ｘ）＋４０（ｙ＋ｘ）＝８（ｙ２－ｘ２）， ③
６０（ｙ＋ｘ）＋３０（ｙ－ｘ）＝８（ｙ２－ｘ２）． ④
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④×２－③得到　　８０（ｙ＋ｘ）＝８（ｙ２－ｘ２），即ｙ－ｘ＝１０ ④
将式④代入式②得到 ｘ＋ｙ＝１５。 ⑤
再将式④ 加 上 式 ⑤ 得 到 ｙ＝１２５（千 米／时），将 其 代 入 式 ④ 即 得 ｘ＝２５
（千米／时）．仅（Ａ）入选。

题型九　求解复利问题的实际应用题

复利问题是指在给定核算周期 内，自 一 个 周 期 后，将 新 增 利 息 并 入 本 金

后重新开始新的周期的增值过程。

若各个周期的利率都为ｒ，初始资金为Ａ０（本金），则在ｎ个周期后，资金

总量为

Ａｎ＝本金（１＋周利率）周数＝Ａ０（１＋ｒ）ｎ＝经过ｎ周后的本利和。

事实上第一个周期末的本利和为Ａ１＝Ａ０＋Ａ０ｒ＝Ａ０（１＋ｒ）．
第二个周期末的本利和为Ａ２＝Ａ０（１＋ｒ）＋Ａ０（１＋ｒ）ｒ＝Ａ０（１＋ｒ）２。

第ｎ个周期末的本利和为

Ａｎ＝Ａ０（１＋ｒ）ｎ－１＋Ａ０（１＋ｒ）ｎ－１ｒ＝Ａ０（１＋ｒ）ｎ． （１４６）

式（１４６）是计算复利问题的常用公式。

若第ｉ个周期的利率为ｒｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ），初始资金为Ａ０（本金），则在ｎ
个周期后资金总量为

Ａｎ＝Ａ０（１＋ｒ１）（１＋ｒ２）…（１＋ｒｎ）＝Ａ０∏
ｎ

ｉ＝１
（１＋ｒｉ）． （１４７）

上述公式可推广到与其类似的产量增长率、疾病下降率（“负”增长率）等

的计算。仿照式（１４６）得到

原产量（１＋每年增产率）年数ｎ＝经过ｎ年后的产量．
原价格（１－每次降价率）次数ｎ＝经过ｎ次降价后的价格．

原销售量（１＋每月增长率）月数ｎ＝经过ｎ个月增长后的销售量。

值得注意的是对“负”增长率（如降低率、减少率等）前面应取“－”号。

若称Ａ０ 为现在值，Ａｎ 为未来值，式（１４６）是已知现在值求未来值的公

式，即为复利问题。与此相反．若 已 知 未 来 值 Ａｎ，求 现 在 值 Ａ０，则 称 贴 现 问

题，这时利率ｒ称为贴现率（负增长率）。将复利式（１４６）中的Ａ０ 解出来即

得贴现率为ｒ的贴现公式：

Ａ０＝
Ａｎ

（１＋ｒ）ｎ， （１４８）

即ｎ个周期后的资金按现值计算的公式。

例３９［１９９７年Ⅱ４］　银 行 的 一 年 期 定 期 存 款 利 率 是１０％，某 人 于１９９１
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年１月１日存入１００００元，１９９４年１月１日取出，若按复利计算，他取出时所

得的本金和利息共计是

（Ａ）１０３００元。　　　　（Ｂ）１０３０３元。　　　　（Ｃ）１３０００元。

（Ｄ）１３３１０元。　　　　（Ｅ）１４６４１元。

解　一年期定期存款，其含义就是每年计息一次，则于１９９２年１月１日

的本利和是

ｙ（１）
１ ＝Ａ０＋Ａ０ｒ＝Ａ０（１＋ｒ）＝１００００＋１００００×１０％＝１００００（１＋１０％）；

１９９３年１月１日的本利和是

ｙ（２）
１ ＝Ａ０（１＋ｒ）＋Ａ０（１＋ｒ）ｒ＝Ａ０（１＋ｒ）２＝１００００（１＋１０％）２；

１９９４年１月１日取出，其本利和共计为

　　　ｙ（３）
１ ＝Ａ０（１＋ｒ）２＋Ａ０（１＋ｒ）２ｒ＝Ａ０（１＋ｒ）３，

＝１００００（１＋１０％）３＝１００００（１×１）３＝１３３１０元。仅（Ｄ）入选。

例４０　某工厂去年１２月份的产量是去年元月份产量的ａ倍，则该厂去

年月产量的平均增长率为（其中ａ为正的有理数）

（Ａ）１２槡ａ。　　　　（Ｂ）１２槡ａ－１。　　　　（Ｃ）１１槡ａ。

（Ｄ）１１槡ａ－１。 （Ｅ）１２槡ａ＋１。

解　设元月份产量为ｂ，月平均增长率为ｒ％，则１２月份产量为ａｂ，依题

意

有 ｂ（１＋ｒ％）１１＝ａｂ，　即　（１＋ｒ％）１１＝ａ，

故ｒ％＝
１１槡ａ－１。仅（Ｄ）入选。

例４１　某工厂生产总值月平均增长率为ｒ，则年平均增长率为

（Ａ）（１＋ｒ）１２－１。　　　（Ｂ）（１＋ｒ）１１－１。　　　（Ｃ）（１＋ｒ）１２。

（Ｄ）（１＋ｒ）１１。 （Ｅ）（１＋ｒ）１１＋１。

解　设该工厂生产总值为 Ａ０，则 第 一 个 月 生 产 总 值 为 Ａ０（１＋ｒ），第 二

个月生产总值为

Ａ０（１＋ｒ）（１＋ｒ）＝Ａ０（１＋ｒ）２，

依此类推，第十二个月生产总值 为 Ａ０（１＋ｒ）１２。于 是 年 生 产 总 值 增 长 了 Ａ０

（１＋ｒ）１２－Ａ０。年平均增长率为

Ａ０（１＋ｒ）１２－Ａ０

Ａ０
＝（１＋ｒ）１２－１。仅（Ａ）入选。

例４２　某公司以５００万元资金投入某种新产品的生产。在第一年 获 得

一定的利润。若这５００万资金加上第一年的利润再投资，在第二年共得利润
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５２５万元，而第二年的利润率比第一年多５％，求第一年的利润率是多少？

解　 设 第 一 年 的 利 润 率 为 ｘ，则 第 一 年 的 本 利 和 为 ５００（１＋ｘ）．以

５００（１＋ｘ）为本金，第二年获得 利 润 为５００（１＋ｘ）（ｘ＋０．０５）。又 依 题 意，在

第二年获得利润５２５万元，于是

５００（１＋ｘ）（ｘ＋０．０５）＝５２．５。

化简得 ｘ２＋１．０５ｘ－０．０５５＝０．

于是用十字相乘法
１

１

１１

－００５
得到

ｘ２＋１．０５ｘ－０．０５５＝（ｘ＋１．１）（ｘ－０．０５），

故 ｘ１＝－１．１（舍去），　ｘ２＝０．０５。

或直接利用求根公式计算得到

ｘ＝－１．０５± （１．０５）２－４×１×（－０．０５５槡 ）
２

＝－１．０５± １．槡 ３２２５
２ ＝－１．０５±１．１５

２ ．

ｘ１＝（－１．０５－１．１５）／２＝－１．１，　ｘ２＝（－１．０５＋１．１５）／２＝０．０５．
即第１年的利润率为５％。

例４３　某企业１９９３年人均税利达到２万元，１９９４年该企业人均税利比

１９９３年增长１０％，１９９５年又比１９９４年增长１５％。问该企业１９９５年人均税

利比１９９３年增长了多少？

解　由题意知，Ａ０＝２（万元），ｒ１＝１０％，该企业１９９４年人均利税为

Ａ０（１＋ｒ１）＝２（１＋１０％）。

该企业１９９５年人均税利较１９９４年增长了ｒ２＝１５％，则１９９５年的 人 均

利税由式（１４７）得到

Ａ０（１＋ｒ１）（１＋ｒ２）＝２（１＋１０％）（１＋１５％）＝２２６５（万元）。

它比１９９３年增长了 ２．２６５－２
２ ＝１３２５％。

例４４　某工厂现有资金为ａ（万元，ａ＞１００）。每年资金递 增２０％，该 工

厂每年年底要将当年增加资金的３０％捐 给 希 望 工 程。计 划 在 时 间 ｍ（年，ｍ

∈Ｎ）后该厂资金要翻一番，则 ｍ 的最小值为 。

解　显然有Ａ０＝ａ，ｒ＝０．２，则第ｎ年后该厂应有资金为

珡Ａｎ＝Ａｎ－１（１＋ｒ）＝Ａｎ－１（１＋０．２）．
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将当年增加的资金ｒＡｎ－１的３０％即０．３×０．２Ａｎ－１捐赠给希望工程后，该厂实

有资金为

Ａｎ＝Ａｎ－１（１＋０．２）－０．３×０．２Ａｎ－１＝１．１４Ａｎ－１．

因而 Ａｎ ＝１．１４Ａｎ－１＝１．１４×１．１４Ａｎ－２＝（１．１４）２Ａｎ－２＝…

＝（１．１４）ｎＡ０＝（１．１４）ｎａ。

若要求Ａｍ≥２Ａ０＝２ａ，即

（１．１４）ｍａ≥２ａ．（１．１４）ｍ≥２，　ｍｌｎ１．１４≥ｌｎ２．

从而得到 ｍ≥ ｌｎ２
ｌｎ１．１４

。

满足条件的最小值为 ｌｎ２
ｌｎ１．［ ］１４ ＋１，其中 ｌｎ２

ｌｎ１．［ ］１４
表示 ｌｎ２

ｌｎ１．１４
的整数部分。

题型十　求解与浓度有关的化学应用题

求解与浓度有关的化学应用题常用两种方法列方程。

一是已知浓度（或浓度不变）时，可用下述定义列方程：

浓度＝
溶质量

溶质量＋溶剂量
＝

溶质量
溶液量

；

二是稀释溶液（浓度变化）时，要 利 用 稀 释 前 后 溶 质 量 不 变 列 方 程，有 时

也可利用反比例关系列方程。这是 因 为 在 溶 质 量 不 变 的 条 件 下，浓 度 大 的，

溶液量少，浓度小的溶液量多。

例４５　有盐水若干，加入一定量水后，盐水浓度降到３％，又加入同样多

的水后，盐水浓度又降到２％。问如果再加入同样多的水后，盐水浓度降到

（Ａ）１％。　　（Ｂ）１２％。　　（Ｃ）１５％。　　（Ｄ）１７％。

（Ｅ）以上结论都不正确。

解　设原盐水ｙ，其中含盐ｘ，每次加水ｚ，则

ｘ
ｙ＋ｚ＝３％，　 ｘ

ｙ＋２ｚ＝２％，

利用更比定理即定理１２１（２）得到

ｙ＋ｚ
ｘ ＝１００

３
，　即　ｙ

ｘ ＋ｚ
ｘ ＝１００

３
， ①

ｙ＋２ｚ
ｘ ＝１００

２
，　即　ｙ

ｘ ＋２ｚ
ｘ ＝１００

２
， ②

②－①有ｚ
ｘ ＝１００

６
，代入式①有ｙ

ｘ ＝１００
６

。于是
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ｙ＋３ｚ
ｘ ＝ｙ

ｘ ＋３ｚ
ｘ ＝１００

６ ＋３×１００
６ ＝２００

３ ．

因而 ｘ
ｙ＋３ｚ＝ ３

２００＝１５％。仅（Ｃ）入选。

例４６　有２５％的杀虫剂４斤（１斤＝０５千克），问需加水多少斤才能稀

释成０１％的溶液。

解法１　设 加 水 ｘ，则 稀 释 后 的 溶 液 总 质 量 为（ｘ＋４），若 要 求 浓 度 为

０１％，则杀虫剂占（ｘ＋４）０１％。

因加水（溶剂）不会使溶质增加 或 减 少，只 是 改 变 溶 液 的 浓 度，故 上 述 杀

虫剂的量应与未加水前的浓度中的杀虫剂的量相等，这样便列出方程

（ｘ＋４）０１％＝４×２５％。

解得ｘ＝９９６（斤），即需加水９９６斤。

解法２　设０１％的溶液为ｘ斤，按反比例关系可列方程

２５％
０１％＝ｘ

４
，

解得 ｘ＝１０００（斤）。

这１０００斤是浓度为０１％的溶液重量它是由原来的溶质杀虫剂４斤加 水 而

成，因而需加水１０００－４＝９９６（斤）。

例４７　Ａ是一种油箱冷却剂，现散热箱中有４升浓度为２０％的 Ａ溶液，

汽车在行驶中，散热箱中水蒸发了２升，要 想 溶 液 Ａ 的 浓 度 恢 复 到２０％，问

需加入多少升浓度为１０％的 Ａ溶液（假设散热箱容积足够大）？

解　设需加入浓度为１０％的 Ａ 溶 液 的 量 为ｘ。加 入 Ａ 溶 液 后，该 散 热

箱含有溶质

４×２０％（原来的）＋ｘ×１０％（后加的）。

这时箱中溶液量为（４－２）＋ｘ（升）。根据浓度＝溶质量／溶液量，得到

４×２０％＋ｘ×１０％
（４－２）＋ｘ ＝２０％。

整理得一元一次方程８０＋１０ｘ＝４０＋２０ｘ．解之得到ｘ＝４升。

习　题　１４

（一）问题求解

１［１９９７年Ⅰ２］　若ｘ２＋ｂｘ＋１＝０的两个根为ｘ１ 和ｘ２，且１／ｘ１＋１／ｘ２

·４６·



＝５，则ｂ的值是

（Ａ）－１０。　　（Ｂ）－５。　　（Ｃ）３。　　（Ｄ）５。　　（Ｅ）１０。

２［２００１年Ⅱ４］　已知方程３ｘ２＋ｐｘ＋５＝０的 两 个 根ｘ１，ｘ２ 满 足１／ｘ１

＋１／ｘ２＝２，则ｐ等于

（Ａ）１０。 （Ｂ）－６。 （Ｃ）６。 （Ｄ）－１０。

３［２０００年Ⅱ５］　 已 知ａ，ｂ，ｃ是 △ＡＢＣ 的 三 条 边 长，且ａ＝ｃ＝１．若

（ｂ－ｘ）２－４（ａ－ｘ）（ｃ－ｘ）＝０有相同实根，则△ＡＢＣ 为

（Ａ）等边三角形。 （Ｂ）等腰三角形。

（Ｃ）直角三角形。 （Ｄ）钝角三角形。

４［２００２年Ⅱ７］　设方程３ｘ２＋ｍｘ＋５＝０的两个实根ｘ１，ｘ２ 满足１／ｘ１

＋１／ｘ２＝１，则 ｍ 的值为

（Ａ）５。 （Ｂ）－５。 （Ｃ）３。 （Ｄ）－３。

５［２００２年Ⅰ６］　已知关于ｘ 的 方 程ｘ２－６ｘ＋（ａ－２）｜ｘ－３｜＋９－２ａ

＝０有两个不同的实数根，则系数ａ的取值范围是

（Ａ）ａ＝２或ａ＞０。 （Ｂ）ａ＜０。

（Ｃ）ａ＞０或ａ＝－２。 （Ｄ）ａ＝－２．

６ 设方程ｘ２－３ｘ－４＝０。下列方程中其根是原方程的各根的三次方的

方程是

（Ａ）ｘ２－５３ｘ－５４＝０。 （Ｂ）ｘ２－６５ｘ－６４＝０。

（Ｃ）ｘ２－６３ｘ－６４＝０。 （Ｄ）ｘ２－６３ｘ－５４＝０．

７ 已知函数ｙ＝（ｍｘ２ 槡＋４３ｘ＋ｎ）／（ｘ２＋１）的最大值为７，最小值为－１，

则 ｍ，ｎ的值为

（Ａ）２，３。　　（Ｂ）３，４。　　（Ｃ）４，５。　　（Ｄ）５，１。　　（Ｅ）６，４。

８ 方程（４／９）ｘ（２７／８）ｘ－１＝２／３的解是ｘ＝
（Ａ）１。 （Ｂ）２。 （Ｃ）３。 （Ｄ）４。 （Ｅ）５。

９ 方程５ｘ＋１＝３ｘ２－１的解是ｘ＝
（Ａ）ｌｏｇ３１５。 （Ｂ）ｌｏｇ３１６。 （Ｃ）ｌｏｇ３１８。 （Ｄ）ｌｏｇ３２０ （Ｅ）

ｌｏｇ３２１。

１０ 方程ｌｇ（ｘ－１）＋ｌｇ（ｘ－２）＝ｌｇ（ｘ＋２）的解是ｘ＝
（Ａ）１。 （Ｂ）２。 （Ｃ）３。 （Ｄ）４。 （Ｅ）５。

１１［２００１年Ⅱ１０］　已知 ｘ３＋２ｘ槡 ２＝－ｘ ｘ槡 ＋２，则ｘ的取值范围是
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（Ａ）ｘ＜０。 （Ｂ）ｘ≥－２。 （Ｃ）－２≤ｘ≤０。　（Ｄ）－２＜ｘ＜０。

１２［１９９７年Ⅱ１２］　一抛物线的顶点在点（２，０），并以ｘ 轴为对称轴，开

口向左，且过点（１，２），则该抛物线方程是

（Ａ）ｙ２＝２ｘ＋２。 （Ｂ）ｘ２＝ｙ－１。　　（Ｃ）ｙ２－８＝－４ｘ．
（Ｄ）２ｘ２＝ｙ＋２． （Ｅ）ｙ２＝４ｘ－８．

１３ 已知方程ｘ２－２ｘ＋ｌｇ（ａ２－２ａ）有一个正根和一个负根，则ａ的取值

范围是

（Ａ）０＜ａ≤２；　　（Ｂ）２＜ａ＜ 槡１＋ ２。　　（Ｃ）ａ≥ 槡１＋ ２．

（Ｄ）ａ≥３。 　　（Ｅ）３＜ａ＜ 槡３＋ ２．

１４［２０００年Ⅰ４］　一轮船发生漏水事故，当进水６００桶 时，两 部 抽 水 机

开始排水，甲机每分钟能排水２０桶，乙 机 每 分 钟 能 排 水１６桶，经５０分 钟 刚

好将水全部排完，每分钟漏进的水有

（Ａ）１２桶。 （Ｂ）１８桶。 （Ｃ）２４桶。 （Ｄ）３０桶。

１５［２０００年Ⅱ３］　车 间 工 会 为 职 工 买 来 足 球、排 球 和 篮 球 共９４个，按

人数计算平均每３人一只足球，每４人 一 只 排 球，每５人 一 只 篮 球。该 车 间

共有职工

（Ａ）１１０人。 （Ｂ）１１５人。 （Ｃ）１２０人。 （Ｄ）１２５人。

１６ 夜１０点盗窃嫌 疑 犯 窃 取 一 汽 车 后 以１２０千 米／时 的 速 度 逃 窜。４５
分钟后当地公安局接到报案，武 警 立 即 开 车 以１４０千 米／时 的 速 度 按 原 路 追

赶，则武警追上该盗窃嫌疑犯时恰为

（Ａ）夜１２点半。　　　（Ｂ）凌晨３点１５分。　　　（Ｃ）凌晨５点。

（Ｄ）夜１２点。　　　（Ｅ）以上结论都不正确。

１７［２０００年Ⅰ１］商店委托搬运队运送５００只瓷花瓶。双 方 商 定 每 只 花

瓶运费０５元，若搬 运 中 打 破 一 只，则 不 但 不 计 运 费，还 要 从 运 费 中 扣 除２
元。已知搬运队共收到２４０元，试问搬运中打破花瓶

（Ａ）３只。 （Ｂ）４只。 （Ｃ）５只。 （Ｄ）６只。

１８［２００２年Ⅰ２］　公司有职工５０人，理论知识考核 平 均 成 绩 为８１分。

按成绩将职工分为优秀与非优秀 两 类。优 秀 职 工 的 平 均 成 绩 为９０分，非 优

秀职工的平均成绩是７５分，则非优秀职工人数为

（Ａ）３０。 （Ｂ）２５。 （Ｃ）２０。 （Ｄ）无法确定。

１９［２００２年Ⅱ１］有 大 小 两 种 货 车，２辆 大 车 与３辆 小 车 可 以 运 货１５５

·６６·



吨，５辆大车与６辆小车可以运货３５吨，则３辆大车与５辆小车可以运货

（Ａ）２０５吨。 （Ｂ）２２５吨。 （Ｃ）２４５吨。 （Ｄ）２６５吨。

２０［２００１年Ⅱ３］　有 Ａ、Ｂ两种型号联合收割机，在第一个工作日，９部

Ａ型机与３部Ｂ型机共收割小麦１８９公顷；在第二个工作日，５部 Ａ型机与６
部Ｂ型机共收割小麦１９６公顷。Ａ、Ｂ两种联合收割机一个工作日 内 收 割 小

麦的公顷数分别是

（Ａ）１４，２１。 （Ｂ）２１，１４。 （Ｃ）１５，１８。 （Ｄ）１８，１５。

２１［１９９８年Ⅱ５］　在 有 上 下 行 的 轨 道 上，两 列 火 车 相 向 开 来。若 甲 车

长１８７米，每秒行驶２５米，乙车长１７３米，每秒行驶２０米，则从 两 车 头 相 遇

到两车尾离开，需要

（Ａ）１２秒。 （Ｂ）１１秒。 （Ｃ）１０秒。 （Ｄ）９秒。 ８秒。

２２［２００１年Ⅰ７］　某人下午３：００出门赴约，若他 每 分 钟 走６０米，会 迟

到５分钟，若他每分钟走７５米，会提前４分钟到达。所定的约会时间是下午

（Ａ）３：５０。 （Ｂ）３：４０。 （Ｃ）３：３５。 （Ｄ）３：３０。

２３［１９９９年Ⅱ３］　一列火车长７５米，通过５２５米 长 的 桥 梁 需 要４０秒。

若以同样的速度穿过３００米的隧道，则需要

（Ａ）２０秒。 （Ｂ）约２３秒。 （Ｃ）２５秒。

（Ｄ）约２７秒。 （Ｅ）约２８秒。

２４［１９９８年Ⅰ４］　一批 货 物 要 运 进 仓 库，由 甲、乙 两 队 合 运９小 时，可

运进全部货物的５０％，乙队则要３０小时才能运完。又知甲队每小时可运 进

３吨，则这批货物共有

（Ａ）１３５吨。 （Ｂ）１４０吨。 （Ｃ）１４５吨。 （Ｄ）１５０吨。 （Ｅ）１５５
吨。

２５［２００４年Ⅰ１７］　快慢两列车的长度分别 为１６０米 和１２０米，它 们 相

向行驶在平行轨道上。若坐在慢车上的人见到整列快车驶过的时间是４秒，

那么坐在快车上的人见整列慢车驶过的时间是

（Ａ）３秒。 （Ｂ）４秒。 （Ｃ）５秒。 （Ｄ）６秒。

（Ｅ）以上结论都不正确。

２６［１９９９年Ⅱ５］　已知 方 程ｘ２－６ｘ＋８＝０有 两 相 异 实 根。下 列 方 程

中仅有一根在已知方程两根之间的方程是

（Ａ）ｘ２＋６ｘ－９＝０。　　　（Ｂ）ｘ２ 槡－２２ｘ＋２＝０。

（Ｃ）ｘ２－４ｘ＋２＝０。　　　（Ｄ）ｘ２－５ｘ＋７＝０。 （Ｅ）ｘ２－６ｘ＋５＝０。
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２７ 一辆汽车从 Ａ地出发，按某速度行驶可在预定时间内到达Ｂ地。但

在距Ｂ地１８０千米处意外受阻３０分钟，因此继续行驶时，车速每小时必须增

加５千米，才能准时到达Ｂ地，则汽车后来速度是

（Ａ）４０千米／时。　　　（Ｂ）４５千米／时。　　　（Ｃ）５０千米／时。

（Ｄ）５５千米／时。　　　（Ｅ）以上结论都不正确。

２８ 某人在与轻轨铁路平行的公路上以匀速驾驶摩托车，他发现每过１２
分钟有一列轻轨车超过他，同时每隔４分钟必有一列轻轨迎面驶来。设起点

站与终点站发车时间固定，且列车均速行驶，则发车间隔是

（Ａ）６分钟． （Ｂ）７分钟． （Ｃ）８分钟． （Ｄ）９分钟． （Ｅ）１０分钟．

２９ 一容器盛纯酒精１０升，每一次倒出若干升后用水加满，第二次 倒 出

同样多的升数，再用水加满。此时容器中的酒精浓度是３６％，则每次倒出溶

液

（Ａ）３升。 （Ｂ）４升。 （Ｃ）５升。 （Ｄ）２８升。 （Ｅ）４６
升。

３０ 某工程甲单独做１２天完成，乙单独做１５天完成，丙 单 独 做１８天 完

成。现甲和乙合做３天后，丙再参加，问３人合做完成的天数还需要

（Ａ）３天。 （Ｂ）４天。 （Ｃ）９９／３７天。（Ｄ）５天。 （Ｅ）６天。

３１［２００４年Ⅱ２］　某 单 位 有 职 工４０人，其 中 参 加 计 算 机 考 核 的 有３１
人，参加外语考核的有２０人，有８人 没 有 参 加 任 何 一 种 考 核，则 同 时 参 加 两

项考核的职工有

（Ａ）１０人。 （Ｂ）１３人。 （Ｃ）１５人。 （Ｄ）１９人。

（Ｅ）以上结论都不正确。

３２［２０００年Ⅱ２］　甲、乙 两 机 床４小 时 共 生 产 某 种 零 件３６０个。现 在

两机床同时生产这种零件，在相 同 时 间 内，甲 机 床 生 产 了１２２５个，乙 机 床 生

产了１０２５个，甲机床每小时生产零件

（Ａ）４９个。 （Ｂ）５０个。 （Ｃ）５１个。 （Ｄ）５２个。

３３［２０００年Ⅰ２］　购买 商 品 Ａ、Ｂ、Ｃ，第 一 次 各 买２件，共１１４０元；第

二次购买 Ａ商品４件，Ｂ商品３件，Ｃ商品２件，共１４８元；第三次购买 Ａ商

品５件，Ｂ商品４件，Ｃ商品２件，共１７５０元。则每件 Ａ商品的价格是

（Ａ）０７０元。 （Ｂ）０７５元。 （Ｃ）０８０元。 （Ｄ）０８５元。

３４ 某工厂去年总产值为ａ，计划今后五年内，每年比上一年 增 长１０％，

这一计划的最后一年该厂的总产值是
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（Ａ）１１４ａ。 （Ｂ）１１５ａ。 （Ｃ）１１６ａ。 （Ｄ）（１＋１１５）ａ．
（二）条件充分性判断

１ 一 个 一 元 二 次 方 程 有 两 个 实 根α，β，且 已 知 β／槡 α＋ α／槡 β的 值 是

槡５３／３．
（１）已知方程是３ｘ２－５ｘ＋１＝０； （２）已知方程是３ｘ２＋５ｘ＋１＝０。

２ 方程ａｘ２＋（２ａ－１）ｘ＋（ａ－３）＝０有两个不相等的实数根。

（１）ａ＜３； （２）ａ≥２．

３ 已知关于ｘ的方程３ｘ２＋ｐｘ＋５＝０，可求ｐ的值。

（１）已知该方程有一根为ｘ＝－１；

（２）设该方程的两根为ｘ１，ｘ２，且１／ｘ１＋１／ｘ２＝２．

４ 已知ａ，ｂ，ｃ是三角形的三条边长，方程 ｍｘ２＋ｎｘ＋ｃ２＝０没有实根。

（１）ｍ＝ｂ２，ｎ＝ｂ２＋ｃ２－ａ２； （２）ｍ＝ａ２，ｎ＝ａ２＋ｃ２－ｂ２．

５ 方程４ｘ２－４（ｍ－１）ｘ＋ｍ２＝７的两根之差的绝对值大于２。

（１）１＜ｍ＜２； （２）－５＜ｍ＜－２．

６ 实数ｋ的取值范围是（－∞，２）∪（５，＋∞）。

（１）关于ｘ的方程ｋｘ＋２＝５ｘ＋ｋ的根为非负实数；

（２）抛物线ｙ２＝ｘ２－２ｋｘ＋（７ｋ－１０）位于ｘ轴上方。

７ 王先生购买甲、乙两种股票各若干股，其中买甲股票的股权多。

（１）甲股票每股８元，乙股票每股１０元；

（２）当甲股票上扬１０％、乙 股 票 下 跌８％时，王 先 生 将 这 种 股 票 全 部 抛

出后获利。

８Ａ、Ｂ两地相距ｓ，甲、乙两人同时分别从 Ａ、Ｂ两地出发，甲每小时走的

距离与乙每小时走的距离之比是３∶２。

（１）甲、乙相向而行，两人在途中相遇时，甲与乙走的距离之比为３∶２；

（２）甲、乙同向而行，甲追上乙时，乙走的距离为２ｓ。

（三）解答题

１ 关于ｘ的一元二次方程ｍｘ２－２（ｍ－１）ｘ－４＝０（ｍ≠０）的两个实根，

一个比１大，一个比１小，求 ｍ 的取值范围。

２［１９９９年Ⅰ２２］　 在 等 腰 三 角 形 ＡＢＣ 中，ＡＢ＝ＡＣ，ＢＣ 槡＝２２／３，且

ＡＢ，ＡＣ 的长分别是方程ｘ２ 槡－ ２ｍｘ＋（３ｍ－１）／４＝０的两个根，求△ＡＢＣ 的

面积。
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３ 若ｘ１，ｘ２ 是方程ｘ２－３ｘ＋１＝０的两个根，求下列各式的值：

（１）ｘ２
１＋ｘ２

２；　　（２）｜ｘ１－ｘ２｜；　　（３）ｘ２／ｘ１＋ｘ１／ｘ２；　　（４）ｘ３
１＋

ｘ３
２．

４ 甲、乙两汽车从 Ａ、Ｂ两处相向而行，甲车速度是乙车速度的１１／９，若

甲出发１小时后乙再出发，则经６小 时 后，甲、乙 两 车 在 途 中 相 遇。若 甲、乙

两车同时出发，经过６小时３０分钟，它们都未相遇，且相距５千米。问甲、乙

两车速度各为多少千米／时？Ａ、Ｂ两地相距多少千米？

５ 小麦需 用 浓 度 为２０％的 盐 水 浸 种，现 有 浓 度 为２５％的 盐 水５０斤（１
斤＝０．５千克），问加水多少斤才能稀释成２０％的盐水？

６ 某生产队从前年开始水稻逐年增产２０％，到今年亩（１亩≈６６６．６平

方米）产１８００斤。问前年水稻亩产是多少？

７ 某 企 业 在 今 年 初 贷 款 额 为ａ，年 利 率 为ｒ。从 今 年 年 末 开 始，每 年 偿

还一定金额，预计５年内还清，则每年偿还金额为多少？

８ 解方程 ｌｏｇｘ ３槡槡 ｘ·ｌｏｇ３ｘ＝１．

９［２００２年Ⅱ５］　Ａ、Ｂ两地 相 距１５千 米，甲 中 午１２时 从 Ａ 地 出 发，步

行前往Ｂ地。２０分钟后乙从Ｂ地出发骑车前往 Ａ地，到达 Ａ地后乙停留４０
分钟后骑车从原路返回。结果甲、乙同时到达 Ｂ地，若 乙 骑 车 比 甲 步 行 每 小

时快１０千米，则两人同时到达Ｂ地的时间是下午几点钟？

１５　一元一次不等式、一元二次不等式

（一）考试内容

　　１ 不等式及不等式的解

把“＞”、“＜”、“≤”、“≥”、“≠”叫做 不 等 号。用 不 等 号 连 接 的 数 学 式 称

为不等式。

在含有未知数的不等式中能使不等式成立的未知数的取值范围，称为不

等式的解集，简称为不等式的解。

因带等号的不等式（即带≥或≤）只 需 在 不 带 等 号 的 不 等 式 的 解 集 中 增

加两个解即可，下面只对不带等号的不等式叙述。
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　　２ 不等式的基本性质（详见本节题型一）

　　３ 一元一次不等式组及其解法

一元一次不等式ａｘ＞ｂ或ａｘ＜ｂ （ａ≠０）的解可由不等式的基本性质直

接求出。

几个含有同一个未知数的一元一次不等式所组成的不等式组，叫做一元

一次不等式组，不等式 组 中 各 个 不 等 式 解 集 的 交 集 就 是 该 不 等 式 组 的 解 集

（不等式组的解集可能是空集）。因而一元一次不等式组的解法是：先分别求

出不等式组中每一个不等式的解，再 求 出 这 些 解 的 公 共 部 分（解 集 的 交 集），

就得到该不等式组的解集。

若一个不等式（组）的解集是ａ＜ｘ≤ｂ，则可记作｛ｘ｜ａ＜ｘ≤ｂ｝或（ａ，ｂ］。

４ 一元二次不等式及其解法

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０或ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＜０（ａ≠０）称为一元二次不等式。其解法

有因式分解法、配方法、公式法和图像法，其中图像法就是利用二次函数ｙ＝

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的图 像 求 解 不 等 式。这 是 很 常 用 的 方 法。因 而 是 极 为 重

要的一种方法（详见本节题型三）。

（二）考试要求

掌握不等式的基本性质，会求解 一 元 一 次 不 等 式，一 元 二 次 不 等 式 及 其

简单的不等式组。

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　利用不等式性质判别不等式

不等式问题主要是求解不等式（组）及 判 别 不 等 式 两 大 类。但 是 不 论 求

解哪一类问题都离不开利用不等 式 的 基 本 性 质。因 此 不 等 式 的 下 述 基 本 性

质必须透彻理解，熟练掌握。

命题１５１（不等式的基本性质）

（１）如ａ＞ｂ，则ｂ＜ａ．
（２）如ａ＞ｂ，ｂ＞ｃ，则ａ＞ｃ．
（３）如ａ＞ｂ，则ａ＋ｃ＞ａ＋ｃ，其中ｃ为任一实数．
（不等式两边都加上同一个实数，所得不等式与原不等式同向．）

（４）如ａ＞ｂ，且ｃ＞ｄ，则ａ＋ｃ＞ｂ＋ｄ．

·１７·



（两个或几个 同 向 不 等 式 可 以 相 加，所 得 不 等 式 与 原 不 等 式 同 向，但 不 能 相

减．）

（５）如ａ＞ｂ，ｃ＜ｄ，则ａ－ｃ＞ｂ－ｄ．
（两个异向不等式可以相减，但不能相加．）

（６）如ａ＞ｂ，ｃ＞０，则ａｃ＞ｂｃ；如ａ＞ｂ，ｃ＜０，则ａｃ＜ｂｃ．
（７）如ａ＞ｂ＞０，ｃ＞ｄ＞０，则ａｃ＞ｂｄ．
（两个或几个两边都是正数的同 向 不 等 式 可 分 别 相 乘，所 得 不 等 式 与 原

不等式同向。但不能分别相除．）

（８）如ａ＞ｂ＞０，则ａｎ＞ｂｎ（ｎ为正整数，且ｎ＞１）．

（９）如ａ＞ｂ＞０，则
ｎ槡ａ＞

ｎ槡ｂ（ｎ为正整数，且ｎ＞１）。

（（８）、（９）两条可推广为：如ａ＞ｂ＞０，则ａｔ＞ｂｔ （ｔ∈（０，＋∞））．）

（１０）如ａ＞ｂ，ｃ＜ｄ，ａ，ｂ，ｃ，ｄ都是正数，则ａ／ｃ＞ｂ／ｄ．
（两个两边都是正数的异向不等式可分别相除，但不能相乘。）

上述不等式的基本性质有几个 性 质 和 等 式 的 性 质 相 似，易 记 住；有 几 个

性质却和等式的性质不同，应特别加以注意。总的来说应注意下述两点：

第一，在后五个基本性质 中，要 注 意ａ，ｂ，ｃ，ｄ 均 为 正 数 的 条 件。许 多 运

算错误往往都是忽略了这个条件所引起的。

第二，在不等式两边分别相加、相 减、相 乘 或 相 除 时，必 须 注 意 只 有 两 个

同向不等式方可以相加或相乘，只有 两 个 异 向 不 等 式 方 可 以 相 减 或 相 除，且

在相乘或相除时，还必须有“ａ，ｂ，ｃ，ｄ都是正数”这个条件。

例１　下列各题中正确的是

（Ａ）如果ａ＞ｂ，则ａｎ＞ｂｎ，ｎ槡ａ＞
ｎ槡ｂ。

（Ｂ）如果ａ＞ｂ，ｃ＞ｄ，则ａ－ｃ＞ｂ－ｄ。

（Ｃ）如果ａ
ｃ２ ＜ｂ

ｃ２ ，则ａ＜ｂ。

（Ｄ）如果ａ＞ｂ，ｃ＞ｄ，则ａｃ＞ｂｄ。

（Ｅ）如果ａ＞ｂ，则１
ａ＜１

ｂ
。

解　由命题１５１（８）、（９）知（Ａ）不一定 成 立。由 命 题１５１（４）知（Ｂ）

也不一定成立。由命题１５１（７）知（Ｄ）也不正确。

令ａ＝２，ｂ＝－３，有ａ＞ｂ，但

１
ａ＝１

２＞１
ｂ＝－１

３
。（Ｅ）也不成立。
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因ｃ２＞０，由
ａ
ｃ２ ＜ｂ

ｃ２ 及命题１６１（６）知有

ｃ２·ａ
ｃ２ ＜ｃ２ ｂ

ｃ２ 　即　ａ＜ｂ。仅（Ｃ）入选。

例２［２００１年Ⅱ８］　若ａ＞ｂ＞０，ｋ＞０，则下列不等式中成立的是

（Ａ）－ｂ／ａ＜－（ｂ＋ｋ）／（ａ＋ｋ）。　　　（Ｂ）ａ／ｂ＞（ａ－ｋ）／（ｂ－ｋ）。

（Ｃ）－ｂ／ａ＞－（ｂ＋ｋ）／（ａ＋ｋ）。 （Ｄ）ａ／ｂ＜（ａ－ｋ）／（ｂ－ｋ）。

解　因ａ＞ｂ＞０，ｋ＞０，由命题１５１（６）知ａｋ＞ｂｋ。又因命题１５１（２）

有

ａｋ＋ａｂ＞ｂｋ＋ａｂ　即　ａ（ｋ＋ｂ）＞ｂ（ａ＋ｋ）．
因而ｂ／ａ＜（ｂ＋ｋ）／（ａ＋ｋ），－ｂ／ａ＞－（ｂ＋ｋ）／（ａ＋ｋ）。仅（Ｃ）入选。

例３［２００４年Ⅱ１４］（条件充分性判断）　 ｃ
ａ＋ｂ＜ ａ

ｂ＋ｃ＜ ｂ
ｃ＋ａ

。

（１）０＜ｃ＜ａ＜ｂ；　　　　　　（２）０＜ａ＜ｂ＜ｃ。

解　当条件（１）成立时，ａ＞ｃ＞０，因而ａ＋ｂ＞ｃ＋ｂ＞０，０＜ １
ａ＋ｂ＜ １

ｃ＋ｂ
，

又ａ＞ｃ＞０。于是由命题１５１（７）得到

１
ａ＋ｂ

·ｃ＜ １
ｃ＋ｂ

·ａ　即　 ｃ
ａ＋ｂ＜ ａ

ｃ＋ｂ
。

同法可证当条件（１）成立时，有 ａ
ｃ＋ｂ＜ ｂ

ｃ＋ａ
。于是有

ｃ
ａ＋ｂ＜ ａ

ｂ＋ｃ＜ ｂ
ｃ＋ａ

。条件（１）充分。

当条件（２）成立时０＜ａ＜ｂ，故０＜ｃ＋ａ＜ｂ＋ｃ，０＜ １
ｂ＋ｃ＜ １

ａ＋ｃ
，又０＜ａ

＜ｂ，由命题１５１（７）有

１
ｂ＋ｃ

·ａ＜ １
ａ＋ｃ

·ｂ　即　 ａ
ｂ＋ｃ＜ ｂ

ａ＋ｃ
。

同法可证当条件（２）成立时，有 ｃ
ａ＋ｂ＜ ａ

ｂ＋ｃ
。于是有

ｃ
ａ＋ｂ＜ ａ

ｂ＋ｃ＜ ｂ
ａ＋ｃ

。条件（２）充分。仅（Ｄ）入选。

例４（条件充分性判断）　ａ，ｂ，ｃ，ｄ均为正数，有ａ／ｃ＞ｂ／ｄ。

（１）ａ＞ｂ；　　　　　　　（２）ｄ＞ｃ．
解　条件（１）与条件（２）单独成立时，均不充分，例ａ＝５，ｂ＝２时，有ａ＞
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ｂ，但当ｃ＝６，ｄ＝２，ａ／ｃ＞ｂ／ｄ 就 不 成 立，原 因 是 两 个 都 是 正 数 的 同 向 不 等 式

不能分别相除。

将条件（１）与条 件（２）联 合 起 来 后 得 到 的 两 个 都 是 正 数 的 同 向 不 等 式。

将ｄ＞ｃ改写为ｃ＜ｄ。于是将两个都是正数的异向不等式相除，由不等式性

质，即命题１５１（１０）得到ａ／ｃ＞ｂ／ｄ。仅（Ｃ）入选。

例５［条件充分性判断］　设ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ均为实数，ｄ－ａｃ＜ｅ－ｂｃ。

（１）ａ＞ｂ，ｃ＞ｄ；　　　　　　　（２）ｃ＞０。

解　条件（１）与条件（２）单独成立时，都不充分。但当两条件联合在一起

时，由不等式性质即命题１５１（６）可知：由ａ＞ｂ，ｃ＞０得到ａｃ＞ｂｃ，即－ａｃ＜
－ｂｃ。又由ｅ＞ｄ及不等式性质即命题１５１（４）得到ｅ－ｂｃ＜ｄ－ａｃ。因而条

件（１）与条件（２）联合时充分。仅 Ｃ入选。

例６　已知ａ，ｂ，ｍ，ｎ均为正数，且ａ＞ｂ．

（１）证明１＞ｂ＋ｍ
ａ＋ｍ＞ｂ

ａ
；

（２）将
ｂ
ａ

，ａ
ｂ

，ｂ＋ｍ
ａ＋ｍ

，ａ＋ｎ
ｂ＋ｎ

按从大到小顺序，从左到右排列。

解　（１）因ａ＞ｂ，且 ｍ＞０，由命题１５１（６）有 ｍａ＞ｍｂ，再由命题１５１
（３）有 ｍａ＋ａｂ＞ｍｂ＋ａｂ即ａ（ｂ＋ｍ）＞ｂ（ａ＋ｍ）。又因ａ，ｂ，ｍ 均为正数，故

ａ（ａ＋ｍ）＞０。

因而 １／［ａ（ａ＋ｍ）］＞０。

于是由命题１５１（６）有

ａ（ｂ＋ｍ）
ａ（ａ＋ｍ）＞

ｂ（ａ＋ｍ）
ａ（ａ＋ｍ），　即　ｂ＋ｍ

ａ＋ｍ＞ｂ
ａ

。

因ａ＞ｂ＞０，故ａ＋ｍ＞ｂ＋ｍ＞０（因 ｍ＞０），所以ｂ＋ｍ
ａ＋ｍ＜１，因而

１＞ｂ＋ｍ
ａ＋ｍ＞ｂ

ａ
。

（２）因ａ＞ｂ＞０，且ｎ为正数，由（１）得到

１＞ｂ＋ｎ
ａ＋ｎ＞ｂ

ａ
，

因而 １＜ａ＋ｎ
ｂ＋ｎ＜ｂ

ａ
。

再利用（１）结果，得到

ａ
ｂ ＞ａ＋ｎ

ｂ＋ｎ＞１＞ｂ＋ｍ
ａ＋ｍ＞ｂ

ａ
。
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题型二　求解一元一次不等式组

应十分熟练地掌握一次不等 式 组 的 解 法。这 是 因 为 在 解 二 次 不 等 式 或

高次不等式的时候常归结为解一次 不 等 式 组，一 次 不 等 式 组 的 解 法 是：先 把

这个不等式组里的每一个不等式的解集都求出来，然后再找出这些解集的公

共部分（交集）。这就得到整个不 等 式 组 的 解 集。常 利 用 数 轴 作 出 不 等 式 解

的图像找出各个不等式解集的公共部分，从而直观地求出不等式组的解集。

例７　分别解下列不等式组：

（１）
４＋２ｘ＞７ｘ＋３，

３ｘ＋６＞４ｘ＋５，

２ｘ－３＜３ｘ－５
烅
烄

烆 ，
　

①

②

③

　　　　（２）
３＋ｘ＜４＋２ｘ，

５ｘ－３≤４ｘ－１，

７＋２ｘ＞６＋３ｘ
烅
烄

烆 。
　

④

⑤

⑥
解　（１）易求得不等式①、②、③的解分别是ｘ＜１／５，ｘ＜１，ｘ＞２。显然

不等式②与③没有公共 解，因 而 原 不 等 式 组 无 解。从 图１５１（ａ）中 可 以 看

到它们没有公共部分，所以原不等式组无解。

图１５１

（２）这三个不等式的解分别是ｘ＞－１，ｘ≤２和ｘ＜１。从图１５１（ｂ）易

看出它们的公部分是－１＜ｘ＜１，所以原不等式组的解是－１＜ｘ＜１．
注意　用数轴表示不等式的解集时，开区间的端点用“”来标记，闭区间

的端点用“·”来标记。如图１５１所示。

例８　解不等式组
ａ（ｘ－２）＞ｘ－３，

９（ａ＋１）ｘ＞９ａｘ＋８｛ 。
①

②
解　化原不等式组为同解不等式组

（ａ－１）ｘ＞２ａ－３，

９ｘ＞８｛ 。

１ 当 ａ＞１ 时，得 其 解 为
ｘ＞（２ａ－３）／（ａ－１），

ｘ＞８／９｛ 。
因

２ａ－３
ａ－１ － ８

９ ＝

１０ａ－１９
９（ａ－１），

（１）当１０ａ－１９
９（ａ－１）＞０时得ａ＞１９

１０
，故当ａ＞１９

１０
时，有２ａ－３

ａ－１＞８
９

，所 以 原 不
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等式组的解为ｘ＞２ａ－３
ａ－１

。

（２）当１０ａ－１９
９（ａ－１）＜０时得ａ＜１９

１０
，故当１＜ａ＜１９

１０
时，有２ａ－３

ａ－１－８
９＜０，即

８
９＞２ａ－３

ａ－１
，所以原不等式的解为ｘ＞８

９．

（３）当
１０ａ－１９
９（ａ－１）＝０时得ａ＝１９

１０
，这时

２ａ－３
ａ－１＝８

９
，因而当ａ＝１９

１０
时，原 不

等式组的解为ｘ＞８
９

。

２ 当ａ＝１时，原不等式组的解为ｘ＞８／９．

３ 当ａ＜１时，得
ｘ＜（２ａ－３）／（ａ－１），

ｘ＞８／９｛ ．

而
２ａ－３
ａ－１－８

９＝１０ａ－１９
９（ａ－１）＞０，

故 ８
９＜ｘ＜２ａ－３

ａ－１
。

综上所述原不等式组的解为

当ａ＞１９
１０

时，ｘ＞２ａ－３
ａ－１

，

当１≤ａ≤１９
１０

时，ｘ＞８
９

，

当ａ＜１时，８
９＜ｘ＜２ａ－３

ａ－１

烅

烄

烆 ．

注意　未知数的系数为文字，且 无 法 确 定 其 正、负 号，在 除 以 该 系 数 时，

要分情况讨论。

题型三　求解一元二次不等式（组）

一元二次不等式的解集其主要求法是利用二次函数的图像求之。

命题１５２　１ 若ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０有两不同实 根α，β （α＜β），即 若Δ＝

ｂ２－４ａｃ＞０，且

（１）ａ＞０，则ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０的 解 集 为ｘ＜α或ｘ＞β（见 图１５２（ａ）），

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＜０的解集为α＜ｘ＜β（见图１５２（ａ））。

（２）ａ＜０，则ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０的解集为α＜ｘ＜β（见图１５２（ｂ）），ａｘ２＋

ｂｘ＋ｃ＜０的解集为ｘ＜α或ｘ＞β（见图１５２（ｂ））。

２ 若ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０有二相等实根α＝β，即若判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０，

且

·６７·



图１５２

（１）ａ＞０，则ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２

－ｂ２－４ａｃ
４ａ［ ］２ ＝ａ ｘ＋ｂ

２（ ）ａ
２

＞０

的解集为ｘ≠－ｂ／（２ａ）的一切实数（见图１５３（ａ）），而ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＜０的解

集为空集（见图１５３（ａ））。

图１５３

（２）ａ＜０，则ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２

＞０的 解 集 为 空 集（见 图１５３

（ｂ）），ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＜０的解集为ｘ≠－ｂ／（２ａ）的一切实数（见图１５３（ｂ））．

３ 若ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０没有实根，即若判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０，且

（１）若ａ＞０，则ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０的解集为一切实数（见图１５４（ａ）），ａｘ２

＋ｂｘ＋ｃ＜０无解（见图１５４（ａ））。

（２）若ａ＜０，则ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０无 解（见 图１５４（ｂ）），ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＜０

的解集为一切实数（见图１５４（ｂ））。

从图１５２至１５４中易看到：

１°当ｙ有两个不同实根α，β（α＜β）时，ｙ的值有时为正，有时为负；而如果

α＜ｘ＜β，则 ｙ 与 ａ 异 号；如 果 ｘ＜α 或 ｘ＞β（就 是 ｘ∈（－∞，α）或 ｘ∈
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图１５４

（β，＋∞）），则ｙ与ａ同号。因此如果ａ＞０，则ｙ＞０的解为（－∞，α）和（β，＋

∞），而如果ａ＞０，则ｙ＜０的解就是（α，β）；如果ａ＜０，则ｙ＞０的解是（α，β）；如

果ａ＜０，则ｙ＜０的解为（－∞，α）和（β，＋∞）。如果ｘ＝α或ｘ＝β，则ｙ＝０。

２°当ｙ有两相同实根α＝β时，除ｘ＝α＝β以外，对于ｘ的任何值，ｙ与ａ
总是同号。因此如果ａ＞０，不等式ｙ＞０除ｘ＝α＝β外的任何值都成立。而

不等式ｙ＜０无 解。如 果ａ＜０，不 等 式ｙ＞０无 解，而 不 等 式ｙ＜０的 解 是

（－∞，α）和（α，＋∞）．

３°当ｙ没有实根时，ｙ与ａ 总同号，因此，如果ａ＞０，不等式ｙ＞０的解为

（－∞，＋∞），而不等式ｙ＜０无解；如果ａ＜０不等式ｙ＞０无解，而不等式ｙ
＜０的解为（－∞，＋∞）．

如果对二次三项式ａｘ２＋ｂｘ＝ｃ的图像很熟悉，上述结果是很容易记 住

的。这些结果很重要 也 应 记 住。为 方 便 计 将 上 述 结 果 制 成 下 述 表 格（见 表

１５１）。
表１５１

方程ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的解

的情况
不等式ｙ≠０的解集区间
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ｙ与ａ 同号

ａ＞０，ｙ＞０

或

ａ＜０，ｙ＜
烅
烄

烆 ０

Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０，方程无实根
（１）ｘ∈（－∞，＋∞），无 穷 区

间

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０，方 程 有 相 等

实根α＝β

（２）ｘ∈（－∞，＋∞），ｘ≠α，β，

无穷区间

Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０，方 程 有 相 异

实根α＜β
（３）ｘ＜α或ｘ＞β，无穷区间

ｙ与ａ 异号

ａ＞０，ｙ＜０，

或

ａ＜０，ｙ＞
烅
烄

烆 ０

Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０，方程无实根 （４）无解，空集

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０，方 程 有 相 等

实根α＝β
（５）无解，空集

Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０，方 程 有 相 异

实根α＜β
（６）ｘ∈（α，β），有限区间

　　命题１５３　ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ａ 同号，ｙ≠０的解集为无穷区间，ｙ与ａ
异号，ｙ≠０的解集为有限区间（空集看成特殊的有限区间）。

例９［２００５年Ⅰ３］　满足不等式（ｘ＋４）（ｘ＋６）＋３＞０的 所 有 实 数ｘ 的

集合是

（Ａ）［４，＋∞）。　　　　（Ｂ）（４，＋∞）。　　　　（Ｃ）（－∞，－２］。

（Ｄ）［－∞，－１）。 （Ｅ）（－∞，＋∞）。

解　注意到ｙ＝（ｘ＋６）（ｘ＋４）＋３＞０，且ａ＝１＞０即ｙ与ａ 同号，又ｙ＝

ｘ２＋１０ｘ＋２７的判别式Δ＝１００－４×１×２７＜０即ｙ＝０无 解，由 命 题１５３
或由表１５１（１）即知ｙ＞０的解集为（－∞，＋∞）。仅（Ｅ）入选。

例１０［１９９９年Ⅱ６］　不等式（ｘ４－４）－（ｘ２－２）≥０的解集是

（Ａ）ｘ≥槡２或ｘ≤ 槡－ ２。 （Ｂ） 槡－ ２≤ｘ≤槡２。

（Ｃ）ｘ＜ 槡－ ３或ｘ＞槡３。　（Ｄ） 槡－ ２＜ｘ＜槡２。　（Ｅ）空集。

解　本例是求解特殊的高次不等式，先用因式分解及不等式的有关性质

转化为同解的低次不等式求解。

因（ｘ４－４）－（ｘ２－２）＝（ｘ２－２）（ｘ２＋２）－（ｘ２－２）＝（ｘ２－２）（ｘ２＋１），

故（ｘ４－４）－（ｘ２－２）＞０等价于（ｘ２－２）（ｘ２＋１）＞０，而ｘ２＋１≥１，所以归结

为求ｘ２－２＞０的解集。因而可由对 应 的 一 元 二 次 方 程ｘ２－２＝０的 根 直 接

求出不等式 的 解 集，显 然 由ｘ２－２＝（ｘ 槡－ ２）（ｘ 槡＋ ２）＝０知 其 两 根 为ｘ１＝
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槡－２，ｘ２ 槡＝ ２。又ｙ＝ｘ２－２＞０，且ａ＝１＞０即ｙ 与ａ 同 号，由 命 题１５３即

表１５１（３）知其解集在这两根之外，即ｘ≤ 槡－２或ｘ≥槡２。仅（Ａ）入选。

例１１　已知关于ｘ的不等式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０的解集是｛ｘ｜α＜ｘ＜β｝，其

中０＜α＜β，求不等式ｃｘ２＋ｂｘ＋ａ＜０的解集。

解　由ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０的解集是｛ｘ｜α＜ｘ＜β｝知ａ＜０，且ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝

０的两根为α，β，由韦达定理有α＋β＝－ｂ／ａ，而０＜α＜β，故－ｂ／ａ＞０，因 而ｂ

＞０。αβ＝ｃ／ａ＞０，而ａ＜０，故ｃ＜０。

因Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０，故可设ｃｘ２＋ｂｘ＋ａ＝０的 两 根 为ｘ１，ｘ２，且ｘ１＜ｘ２。

由韦达定理得到

ｘ１＋ｘ２＝－ｂ
ｃ ＝－ｂ／ａ

ｃ／ａ＝α＋β
αβ

＝１
α＋１

β
＞０， ①

ｘ１ｘ２＝ａ
ｃ ＝ １

ｃ／ａ＝１
αβ

＝１
α

·１
β

＞０。 ②

由式①与式②知，ｘ１＝１／β，ｘ２＝１／α．
因ｙ＝ｃｘ２＋ｂｘ＋ａ＜０与ｃ （ｃ＜０）同号，且ｙ＝ｃｘ２＋ｂｘ＋ａ＝０有两相异

实根，由命题１５３即表１５１（３）知，ｃｘ２＋ｂｘ＋ａ＜０的解集为ｘ＜ｘ１＝１／β，

或ｘ＞ｘ２＝１／α，即｛ｘ｜ｘ＜１／β或ｘ＞１／α｝。

例１２　解不等式组
ｘ２－６ｘ－１６＜０，

ｘ２－８ｘ＋１２＞０｛ 。

解　先求第一个一元二次不等式的解集。显然ａ＝１＞０，又ｘ２－６ｘ－１６

＝（ｘ－８）（ｘ＋２）＝０有两个实根ｘ１＝－２，ｘ２＝８，因而该不等式的解集为

－２＜ｘ＜８。 ①
再求第二个一元二 次 不 等 式 的 解 集。显 然ａ＝１＞０，又ｘ２－８ｘ＋１２＝

（ｘ－６）（ｘ－２）＝０有两个实根ｘ１＝２，ｘ２＝６，故该不等式的解集为

ｘ＜２　或　ｘ＞６。 ②
对不等式①与②求交集分别得到－２＜ｘ＜２，６＜ｘ＜８．
将这两个不等式的解集的图像画出来，如图１５５所示。从图可以看到

它们的公共部分是－２＜ｘ＜２和６＜ｘ＜８。因此原不等式组的解集 是－２＜

ｘ＜２和６＜ｘ＜８。

题型四　求解含绝对值的不等式

法一　去掉绝对值符号，转化为不含绝对值的不等式（组）求之。

解含有绝对值符号的不等式与解含有绝对值符号的方程相类似，基本思
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图１５５

想是设法去掉绝对值符号，将其化为不含绝对值符号的一般不等式去解。常

用的化法有下述几种：

１°｜ｆ（ｘ）｜＜ａ （ａ＞０）－ａ＜ｆ（ｘ）＜ａ；

２°｜ｆ（ｘ）｜＞ａ （ａ＞０）ｆ（ｘ）＜－ａ或ｆ（ｘ）＞ａ；

３°｜ｆ（ｘ）｜＝ ｆ２（ｘ槡 ）即（｜ｆ（ｘ）｜）２＝ｆ２（ｘ）；

４°｜ｆ（ｘ）｜＝
ｆ（ｘ）， ｆ（ｘ）≥０，

－ｆ（ｘ）， ｆ（ｘ）＜０｛ ．
例１３（条件充分性判断）　要使｜ｘ＋１｜≤３成立。

（１）｜ｘ｜≤２；　　　　　　（２）｜ｘ－１｜≤２．
解　（１）由｜ｘ｜≤２有－２≤ｘ≤２，－１≤ｘ＋１≤３，故－３≤－１≤ｘ＋１≤

３，有｜ｘ＋１｜≤３．条件（１）充分。

（２）由｜ｘ－１｜≤２有－２≤ｘ－１≤２，０≤ｘ＋１≤４，当０≤ｘ＋１≤４成 立

时，｜ｘ＋１｜≤３不成立，故条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

例１４　不等式｜－ｘ２＋２ｘ－４｜－｜２ｘ＋１｜＜０的解集为

（Ａ）－１＜ｘ＜２。　　　（Ｂ）－２＜ｘ＜－３。　　　（Ｃ）１＜ｘ＜３．
（Ｄ）４＜ｘ＜５． （Ｅ）以上结论都不正确。

解　因二次三项式－ｘ２＋２ｘ－４的 首 项 系 数ａ＝－１＜０且 其 判 别 式Δ
＝４－１６＜０，故－ｘ２＋２ｘ－４恒为负，有

｜－ｘ２＋２ｘ－４｜＝－（－ｘ２＋２ｘ－４）＝ｘ２－２ｘ＋４。

解原不等式归结为解ｘ２－２ｘ＋４－｜２ｘ＋１｜＜０。可分解为下述两个 不

等式组解之：

（１）
２ｘ＋１≥０，

ｘ２－２ｘ＋４－（２ｘ＋１）＜０｛ ，
其解为１＜ｘ＜３；

（２）
２ｘ＋１＜０，

ｘ２－２ｘ＋４＋（２ｘ＋１）＜０｛ ，
无解。

原不等式的解集为１＜ｘ＜３。仅（Ｃ）入选。

法二　用分段求解法求之。
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此法常用于求解含两个或多个绝对值符号的代数不等式，其步骤与方法

是：

先求出使各个绝对值等于零的变量的值，然后用这些值（数轴上的点）将

数轴分成若干个子区间，再令变量分 别 在 这 些 子 区 间 内 取 值，并 求 出 不 等 式

的解。最后对这些解集求出其并，即得所求的不等式的解集。

使用此法时，注意不要丢掉分点的值。

例１５　满足不等式｜ｘ＋１｜－｜２ｘ－３｜＜０的ｘ取值的范围是

（Ａ）（－２／３，４）。　　（Ｂ）（２／３，４）。　　（Ｃ）（－∞，４）．
（Ｄ）（－∞，－２／３）∪（４，＋∞）。 （Ｅ）（－∞，２／３）∪（４，＋∞）。

解法１　用分段求解法求之。令｜ｘ＋１｜＝０，｜２ｘ－３｜＝０分 别 得ｘ＝－

１，ｘ＝３／２。

（１）当ｘ＜－１时，原不等式化为－（ｘ＋１）－［－（２ｘ－３）］＝ｘ－４＜０，即

ｘ＜４与ｘ＜－１求交得原不等式的解集为ｘ＜－１．
（２）当－１≤ｘ＜３／２时，原不等式化为ｘ＋１－［－（２ｘ－３）］＝３ｘ－２＜０，

即ｘ＜２／３与－１≤ｘ＜３／２求交得到原不等式的解集为－１≤ｘ＜２／３．
（３）当３／２≤ｘ时，原不等式化为ｘ＞４与３／２≤ｘ，求交得到原不等式的

解集为ｘ＞４．
综上得到原不等式的解集为上述各个解集的并集，即

［－∞，－１）∪［－１，２／３）∪（４，＋∞）＝（－∞，２／３）∪（４，＋∞）。

仅（Ｅ）入选。

解法２　利用不 等 式 的 性 质 求 之。因｜２ｘ－３｜＞｜ｘ＋１｜＞０，由 命 题

１５１（８）得到（２ｘ－３）２＞（ｘ＋１）２，即

３ｘ２－１４ｘ＋８＝（３ｘ－２）（ｘ－４）＞０，

故原不等式的解集为４＜ｘ或ｘ＜２／３。仅（Ｅ）入选。

解法３　原不等式可化为｜ｘ＋１｜＜｜２ｘ－３｜，令ａ＝｜２ｘ－３｜＞０，则

－｜２ｘ－３｜＜ｘ＋１＜｜２ｘ－３｜。

归结为解下列不等式组：

ｘ＋１＜｜２ｘ－３｜，

ｘ＋１＞－｜２ｘ－３｜｛ 。
①

②
由不等式①得到２ｘ－３＞ｘ＋１或－（２ｘ－３）＞ｘ＋１，即ｘ＞４或ｘ＜２／３。

由不等式②得｜２ｘ－３｜＞－（ｘ＋１），于是有

２ｘ－３＞－（ｘ＋１）　或　－（２ｘ－３）＞－（ｘ＋１）．
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解得 ｘ＞２／３　或　ｘ＜４。

ｘ＞４与 ｘ＞２／３求 交 得 ｘ＞４，ｘ＞４与 ｘ＜４求 交 得 空 集，ｘ＜２／３与

ｘ＞２／３求交得空集，ｘ＜２／３与ｘ＜４求交得ｘ＜２／３。

ｘ＞４ 与 ｘ＜２／３ 求 并 得 到 原 不 等 式 的 解 集 为 ｘ＞４ 或 ｘ＜２／３ 即

（－∞，２／３）∪（４，＋∞）。仅（Ｅ）入选。

题型五　求解一元高次不等式

含有一个未知数且未知数的最高 次 数 高 于 二 次 的 不 等 式 叫 做 一 元 高 次

不等式。可用下述数轴标根法求其解集。

一元ｎ次多项式在实数范围内能分解为几不互不相同的一次因式的积，

不妨设

ｙ＝ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０＝ａｎ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）…（ｘ－ｘｎ），

其中ｘ１＞ｘ２＞…＞ｘｎ．为方 便 起 见，设ａｎ＞０，易 知 当ｘ＞ｘ１ 时，所 有 因 式 皆

为正，故积为正，因而ｙ＞０。当ｘ１＞ｘ＞ｘ２＞…＞ｘｎ 时，有一个负因式，其他

因式皆为正，故积为负，ｙ＜０。依此类推，不妨作一示意图，如图１５６所示。

可见，右起第一区间 为 正，其 余 区 间 负、正 交 替 出 现。于 是ｘ 轴 上 方 各 区 间

（ｘ１，＋∞），（ｘ３，ｘ２），…即为

ｙ＝ａｎ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）…（ｘ－ｘｎ）＞０（ａｎ＞０）

的解集，ｘ轴下方的各区间（ｘ２，ｘ１），（ｘ４，ｘ３），…即为

ｙ＝ａｎ（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）…（ｘ－ｘｎ）＜０（ａｎ＞０）

的解集。

图１５６

由于ｙ在各区间上的符号正、负或负、正交替出现，用上述数轴标根法求

ｙ＞０或ｙ＜０的解集只需考察 在 最 右 端 区 间 或 最 左 端 区 间 上ｙ 的 符 号 就 行

了。在考察ｙ的符号之前应注意考察ｙ 的因式中 能 否 去 掉 一 些 因 式 而 不 影

响求ｙ＞０或ｙ＜０的解集，从而能简化计算。下述情况可以去掉ｙ的一些因

式而不影响求出其解集：

１°ｙ有相同因式，例如有因式（ｘ－ｘｉ）ｍ．若 ｍ 为奇数，可去掉指数 ｍ，保

留一个因式；若 ｍ 为偶数，则可去掉因式（ｘ－ｘｉ）ｍ。
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２°ｙ的分解中如含 有 不 能 分 解 为 一 次 因 式 的 二 次 因 式ａ１ｘ２＋ｂ１ｘ＋ｃ１

时，如果ａ１＞０，且其判别式Δ＝ｂ２
１－４ａ１ｃ１＜０，则ａ１ｘ２＋ｂ１ｘ＋ｃ１＞０的 解 集

为所有实数，即ａ１ｘ２＋ｂ１ｘ＋ｃ１ 恒为正。于是可在因式中去掉 这 个 二 次 因 式

不影响ｙ的解集。如果ａ１＜０，且Δ＝ｂ２
１－４ａ１ｃ１＜０，则ａ１ｘ２＋ｂ１ｘ＋ｃ１＜０，因

而如果要去掉这个因式应把原不等式 乘 以－１．这 样 就 得 到 与 原 不 等 式 同 解

的不等式。

这样利用二次三项式的性质可简化含二次因式的高次不等式的求解。

例１６［２００１年Ⅰ８］　设０＜ｘ＜１，则不等式３ｘ２－１
ｘ２－１＞１的解集是

（Ａ）０＜ｘ＜１／槡２。　　　　　（Ｂ）１／槡２＜ｘ＜１．

（Ｃ）０＜ｘ＜ ２／槡 ３。 （Ｄ） ２／槡 ３＜ｘ＜１．

解法１　用数轴标根法求之。原不 等 式 与３ｘ２－１
ｘ２－１－１＞０即 与２ｘ２－１

ｘ２－１
同

解。因０＜ｘ＜１，ｘ２－１＜０，但（ｘ２－１）２＞０。方程两边同乘（ｘ２－１）２ 得到同

解不等式（２ｘ２－１）（ｘ２－１）＞０，即

ｙ＝（槡２ｘ－１）（槡２ｘ＋１）（ｘ－１）（ｘ＋１）　　　　　

＝（ｘ－１／槡２）（ｘ＋１／槡２）（ｘ－１）（ｘ＋１）／２＞０。

如图１５７所示，以ｘ＝－１，－１／槡２，１／槡２，１为分界点，将数轴分为五个

子区间。显然当ｘ＞１时在右起第一区间ｙ＞０，而ｙ在其他子区间的符号依

次负、正交替出现。因而原不等式解集为ｘ轴的上方区间的并集，即

（－∞，－１］∪［－１／槡２，１／槡２］∪［１，＋∞］．

于是所求的原不等式的解集为０＜ｘ＜１／槡２（因０＜ｘ＜１）．仅（Ａ）入选。

图１５７

解法２　由０＜ｘ＜１知ｘ２－１＜０，因而３ｘ２－２＜ｘ２－１即２ｘ２＜１．｜ｘ｜

≤１／槡２，－１／槡２＜ｘ＜１／槡２．因０＜ｘ＜１，故０＜ｘ＜１／槡２．仅（Ａ）入选．
例１７　解不等式（ｘ＋３）（ｘ＋１）２（ｘ－２）３（ｘ－４）＞０．
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解　易看出，当ｘ≠－１时（ｘ＋１）２ 恒为正值，它不影响原不等式左端的

符号变化，而ｘ＝－１又不是原不等式的解。因此在求不等式解时，可以不考

虑（ｘ＋１）２。另外，（ｘ－２）３ 与（ｘ－２）的符号 相 同，因 此（ｘ－２）３ 对 原 不 等 式

左端符号影响和（ｘ－２）完全相同，所以原不等式与（ｘ＋３）（ｘ－２）（ｘ－４）＞０
同解。下用数轴标根法求之。

先将其根－３，２，４，分别标在数轴上，由图１５８即知原不等式

（ｘ＋３）（ｘ＋１）２（ｘ－２）３（ｘ－４）＞０
的解为 ４＜ｘ＜＋∞　或　－３＜ｘ＜２，

即原不等式的解集为（－３，２）∪（４，＋∞）．

图１５８

例１８　不等式（４ｘ２＋１２ｘ＋９）（ｘ２－ｘ－２）＞０的解集为

（Ａ）ｘ＜－２或ｘ＞３。　（Ｂ）ｘ＜－３或ｘ＞４。　（Ｃ）ｘ＜－４或ｘ＞５。
（Ｄ）ｘ＜－１或ｘ＞２。 （Ｅ）ｘ＜０或ｘ＞１。
解　这是一个含二次因式的高次不等式组。左边的二次因式４ｘ２＋１２ｘ

＋９的判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４２－４×４×９＜０，因 而 这 个 二 次 三 项 式 没 有 实

根，它的值与首项系数ａ＝４同号即其值恒为正。于是原不等式与不等式

ｘ２－ｘ－２＝（ｘ－２）（ｘ＋１）＞０
同解。显然同解不等式的解集为ｘ＜－１或ｘ＞２，即原不等式的解集为ｘ＜
－１或ｘ＞２。仅（Ｄ）入选。

题型六　求解无理不等式

根号内含未知数的不等式称为无理不等式。
解无理不等式，首先要考虑无理式中ｘ的允许值范围。可先根据根号内

的代数式必须不小于零这一点求出，然后把不等式两端平方（去掉根号）逐步

化简求其解。但在两端平方时又必须先考察两端的取值符号，只有两端同为

正（或负）才能平方（参阅命题１５１（８））。
常见的无理不等式有下述两类：

１° ｆ（ｘ槡 ）＞ｇ（ｘ）

ｆ（ｘ）≥０，

ｇ（ｘ）≥０，

ｆ（ｘ）＞ｇ２（ｘ
烅
烄

烆 ），

或
ｆ（ｘ）≥０，

ｇ（ｘ）＜０｛ ；
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２° ｆ（ｘ槡 ）＜ｇ（ｘ）

ｆ（ｘ）≥０，

ｇ（ｘ）＞０，

ｆ（ｘ）＜ｇ２（ｘ
烅
烄

烆 ）。

无理不等式的解法，在使根式有意义的前提下，常将根式去掉，化为不含

根式的等价不等式，然后求解。

例１９　不等式ｘ－１０＞２ ｘ槡 ＋５。

解　转化为不等式组求解，即

ｘ－１０＞２ ｘ槡 ＋５

ｘ－１０＞０，

ｘ＋５≥０，

（ｘ－１０）２＞４（ｘ＋５
烅
烄

烆 ），


ｘ＞１０，

ｘ≥－５，

ｘ＞２０，

或ｘ＜４

烅

烄

烆 。

①

②

③

④
将式①、式②及式③求交得ｘ＞２０；将 式①、式②及 式④求 交 为 空 集，故 原 不

等式的解集为ｘ＞２０。

例２０　解不等式 （ｘ－１）槡 ２＋ （ｘ－３）槡 ２＞４．
解　将所给的不等式转化为含绝对值的不等式解之。事实上，原不等式

与｜ｘ－１｜＋｜ｘ－３｜＞４同解。后者可分成四个不等式组求解，即

（１）
ｘ－１≥０，

ｘ－３≥０，

（ｘ－１）＋（ｘ－３）＞４
烅
烄

烆 ；
　　（２）

ｘ－１≥０，

ｘ－３＜０，

（ｘ－１）－（ｘ－３）＞４
烅
烄

烆 ；

（３）
ｘ－１＜０，

ｘ－３≥０，

－（ｘ－１）＋（ｘ－３）＞４
烅
烄

烆 ；

（４）
ｘ－１＜０，

ｘ－３＜０，

－（ｘ－１）－（ｘ－３）＞４
烅
烄

烆 。

易求得以上不等式组的解集依次为ｘ＞４，无解，无解，ｘ＜０，故原不等式

的解集为ｘ＜０或ｘ＞４．

例２１　解不等式 ｘ２－３ｘ槡 ＋２－３－ｘ＞０．
解　先求出根号内的代数式中的ｘ 的 容 许 值。由ｘ２－３ｘ＋２＝（ｘ－２）

（ｘ－１）≥０得到

ｘ≥２　或　ｘ≤１。 ①

把原不等式改成 ｘ２－３ｘ槡 ＋２＞３＋ｘ．下面分两种情况求出其解集。

１°３＋ｘ＞０即ｘ＞－３。于是原不 等 式 两 端 均 为 正 数，两 端 平 方 得 到ｘ２

－３ｘ＋２＞９＋ｘ２＋６ｘ即ｘ＜－７／９。因而
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－３＜ｘ＜－７／９。 ②
将式②与式①中ｘ≥２求交 得 空 集，式②与 式①中ｘ≤１求 交 即 为－３＜ｘ＜

－７／９。这是原不等式的部分解集。

２°３＋ｘ≤０即ｘ≤－３时满足原不等式，因而ｘ≤－３是其解。它与式①
中ｘ≥２求交得空集，与ｘ≤１求交得ｘ≤－３。因而ｘ≤－３也是原不等式的

另一部分解集。

１°与２°中解集的并（－∞，－３］∪（－３，－７／９）＝（－∞，－７／９），即ｘ＜

－７／９为原不等式的解集。

例２２　解不等式 ｘ２＋４槡 ｘ＞２－ １６－ｘ槡 ２。

解　先求ｘ的允许值范围。由

ｘ２＋４ｘ＝ｘ（ｘ＋４）≥０，

１６－ｘ２≥｛ ０
得 ０≤ｘ≤４。 ①
然后再分两种情况求出原不等式的解集。

１°若原不等式右端为非正数，即

１６－ｘ槡 ２≥２， ②
在０≤ｘ≤４条件下，将式②的两端平方得ｘ２≤１２即

｜ｘ｜≤ 槡２３， ③
将式③与式①求交得原不等式的部分解集

０≤ｘ≤ 槡２３。 ④

２°若原不等式右端为正 数，即 １６－ｘ槡 ２＜２．在０≤ｘ≤４的 条 件 下 两 端

平方得到ｘ２＞１２即｜ｘ｜＞ 槡２３与式①求交得到原不等式组的另一部分解为

槡２ ３≤ｘ≤４。 ⑤

求出式④与式⑤的并［０，槡２３］∪［槡２３，４］＝［０，４］，即为原不等式组的解

集。

注意　 上 例 的 不 等 式 中 含 两 个 根 号，如 按 通 常 去 根 号 的 解 法 在

ｘ２＋４ｘ≥０，

１６－ｘ２≥１０｛ ，
即０≤ｘ≤４的条 件 限 制 下 需 连 续 平 方 两 次 才 能 去 掉 根 号，这

时出现四次不等式，不易求其解。

题型七　求解对数不等式
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在使对数有定义的前提下，利用 对 数 函 数 的 单 调 性 或 用 换 元 法，可 将 对

数不等式转化为代数不等式求解。关 键 是 正 确 应 用 对 数 运 算 法 则 及 对 数 函

数的下述单调性：

若ａ＞１，ｌｏｇａｆ（ｘ）＞ｌｏｇａｇ（ｘ）ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）＞０；

若０＜ａ＜１，ｌｏｇａｆ（ｘ）＞ｌｏｇａｇ（ｘ）０＜ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ）．
例２３　不等式ｌｏｇｘ＋７２５＞２的解集为

（Ａ）３＜ｘ＜４。　　　（Ｂ）５＜ｘ＜６。　　　（Ｃ）４＜ｘ＜５。

（Ｄ）－６＜ｘ＜－２。 （Ｅ）－７＜ｘ＜－３．
解　由ｌｏｇｘ＋７２５＞２＝ｌｏｇｘ＋７（ｘ＋７）２ 得到

ｘ＋７＞１，

２５＞（ｘ＋７）２｛ ，


ｘ＞－６，

－１２＜ｘ＜－２｛ ，
其解集为－６＜ｘ＜－２．

０＜ｘ＋７＜１，

２５＜（ｘ＋７）２｛ ，


－７＜ｘ＜－６，

ｘ＜－１２或ｘ＞－２｛ ，
无解。

故原不等式的解集为－６＜ｘ＜－２．仅（Ｄ）入选。

例２４　求解不等式｜ｌｏｇ２ｘ｜＋｜ｌｏｇ２（２－ｘ）｜≥１．
解　因不等式中含两个绝对值符号，为去掉它们需分段讨论。

当０＜ｘ＜１时

｜ｌｏｇ２ｘ｜＝－ｌｏｇ２ｘ，　｜ｌｏｇ２（２－ｘ）｜＝ｌｏｇ２（２－ｘ）。

原不等式化为　－ｌｏｇ２ｘ＋ｌｏｇ２（２－ｘ）＝ｌｏｇ２（２／ｘ－１）≥１＝ｌｏｇ２２，

或由２ｌｏｇ２（２／ｘ－１）≥２１ 知，有２／ｘ－１≥２，即ｘ≤２／３。

因而原不等式的解集为０＜ｘ＜１与ｘ≤２／３的交集０＜ｘ≤２／３。

当１＜ｘ＜２时原不等式化为

ｌｏｇ２ｘ－ｌｏｇ２（２－ｘ）＝ｌｏｇ２［ｘ／（２－ｘ）］≥１＝ｌｏｇ２２，

或由２ｌｏｇ２［ｘ／（２－ｘ）］≥２１ 知 ｘ
２－ｘ≥２，即ｘ≥４

３
与１＜ｘ＜２求 交 得 到 ４

３≤ｘ＜２．

于是原不等式的解集为０＜ｘ≤２／３或４／３≤ｘ＜２．
例２５　已知ｘ＝９／４时，不等式ｌｏｇａ（ｘ２－ｘ－２）＞ｌｏｇａ（－ｘ２＋３ｘ＋３）成

立，这个不等式的所有解为

（Ａ）１＜ｘ＜２。　　　（Ｂ）３＜ｘ＜４。　　　（Ｃ）５＜ｘ＜６。

（Ｄ）２＜ｘ＜５／２。 （Ｅ）４＜ｘ＜５．
解　先利用ｘ＝９／４为已知不等式的解，求出对数的底数ａ的取值范围，

然后再求出所有解。
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当ｘ＝９／４时，ｘ２－ｘ－２＝１３／１６，－ｘ２＋２ｘ＋３＝３９／１６，因ｘ＝９／４是已

知不等式的解，故ｌｏｇａ（１３／１６）＞ｌｏｇａ（３９／１６），而１３／１６＜３９／１６，故０＜ａ＜１．
因而

由　　　ｌｏｇａ（ｘ２－ｘ－２）＞ｌｏｇａ（－ｘ２＋３ｘ＋３）（０＜ａ＜１）

　　

ｘ２－ｘ－２＜－ｘ２＋３ｘ＋３，

ｘ２－ｘ－２＞０，

－ｘ２＋３ｘ＋３＞０
烅
烄

烆 ，


－１＜ｘ＜５／２，

ｘ＞２②或ｘ＜－１，

－１＜ｘ＜３
烅
烄

烆 ．

①

③

④
求不等式①、②、④的交得到２＜ｘ＜５／２；求 不 等 式①、③、④的 交 为 空 集，因

而原不等式的解集为２＜ｘ＜５／２。仅（Ｄ）入选。

题型八　求解指数不等式

利用指数函数的单调性

ａｆ（ｘ）＞ａｇ（ｘ）
ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ），　若ａ＞１，

ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ），　若０＜ａ＜｛ １
或用换元法将指数不等式化为代数不等式解之。

另外，在ｆ（ｘ）＞０的条件下，形如ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞１或ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＜１的 不 等 式

可化为下述不等式组解之：

ｆ（ｘ）＞１，

ｇ（ｘ）＞０｛ ，
和

０＜ｆ（ｘ）＜１，

ｇ（ｘ）＜０｛ ； 　或　
ｆ（ｘ）＞１，

ｇ（ｘ）＜０｛ ，
和

０＜ｆ（ｘ）＜１，

ｇ（ｘ）＞０｛ 。

例２６　不等式２２ｘ２－３ｘ＋１＜（ ）１
２

ｘ２＋２ｘ－５

的解集为

（Ａ）（－１，１）。　　　　（Ｂ）（０，２）。　　　　（Ｃ）（１，３）。

（Ｄ）（－１，４／３）。 （Ｅ）以上结论都不正确。

解　原不等式即为２２ｘ２－３ｘ＋１＜２－（ｘ２＋２ｘ－５）由指数函数的单调性得到

２ｘ２－３ｘ＋１＜－（ｘ２＋２ｘ－５）　即　３ｘ２－ｘ－４＝（ｘ＋１）（３ｘ－４）＜０，

故其解集为－１＜ｘ＜４／３，即（－１，４／３）。仅（Ｄ）入选。

例２７　满足不等式｜ｘ｜ｘ２－２ｘ＜１的一切实数值是

（Ａ）（－２，－１）∪（０，２）。　　　（Ｂ）（０，２）。　　　（Ｃ）（－１，２）．
（Ｄ）（－∞，－１）∪（２，＋∞）。 （Ｅ）（－１，０）∪（１，２）．
解　原不等式在ｘ＝０时无意义。在ｘ≠０时，原不等式等价于下列两个

不等式组：

（Ⅰ） ｜ｘ｜＞１，

ｘ２－２ｘ＜０｛ ；
　　　　　　（Ⅱ）

０＜｜ｘ｜＜１，

ｘ２－２ｘ＞０｛ 。
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解不等式组（Ⅰ）得其解 集 为１＜ｘ＜２，解 不 等 式 组（Ⅱ）得 其 解 集 为－１

＜ｘ＜０，故原不等式的解集为两个解集之并，即（－１，０）∪（１，２）。

例２８　不等式ａ ２ｘ２－３ｘ槡 ＋１＜ａ２ｘ＋１ （０＜ａ＜１）的解集为

（Ａ）ｘ＞０。　（Ｂ）ｘ＞１。　（Ｃ）ｘ＜－１。　（Ｄ）ｘ＜０。　（Ｅ）ｘ＞２。

解　０＜ａ＜１时，ａｘ 单调减少，因而有 ２ｘ２－３ｘ槡 ＋１＞２ｘ＋１．
该不等式与下述两个不等式组同解：

（Ⅰ）
２ｘ２－３ｘ＋１≥０，

２ｘ＋１≥０，

２ｘ２－３ｘ＋１＞（２ｘ＋１）２
烅
烄

烆 ；
　　　　　（Ⅱ）

２ｘ２－３ｘ＋１≥０，

２ｘ＋１＜０｛ 。

解不等式组（Ⅰ）得到ｘ≤１／２或ｘ≥１，ｘ≥－１／２，－７／２＜ｘ＜０。因ｘ≤

１／２，ｘ≥－１／２，－７／２＜ｘ＜０的交集 为－１／２＜ｘ＜０，ｘ≥１，ｘ≥－１／２，－７／２

＜ｘ＜０的交集为空集，故不等式组（Ⅰ）的解集为－１／２≤ｘ≤０。

解不等式组（Ⅱ）得到ｘ≤１／２或ｘ≥１，ｘ＜－１／２。因ｘ＜－１／２，ｘ≤１／２
的交集为ｘ＜－１／２，ｘ≥１，ｘ＜－１／２的交集为空集，故不等式组（Ⅱ）的解集

为ｘ＜－１／２。于是所求不等式的解集为－１／２≤ｘ≤０与ｘ＜－１／２的 并 集，

即为

－１／２≤ｘ＜０　或　ｘ＜－１／２，

亦即为ｘ＜０。仅（Ｄ）入选。

题型九　已知ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的取值情况，求其待定常数

求解这类题型时应先熟悉表１５１中所列出的二次函数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋

ｃ的取值情况（ｙ＞０或ｙ＜０）与 首 项 系 数ａ、判 别 式Δ＝ｂ２－４ａｃ及 解 集 之 间

的关系。如有必要，应根据已知条件再列出不等式（或等式）解之。

例２９［２０００年Ⅱ８］　已知－２ｘ２＋５ｘ＋ｃ≥０的解为－１／２≤ｘ≤３，则ｃ为

（Ａ）１／３。　　　（Ｂ）３。　　　（Ｃ）－１／３。　　　（Ｄ）－３．
解　注意到不等式左端二次三项式的首项系数ａ＝－２＜０，又不等号为

≥且右端为０，两者符号相反，因而所给不等式的解集为一元二次方程－２ｘ２

＋５ｘ＋ｃ＝０两根ｘ１，ｘ２ 所构成的区间ｘ１≤ｘ≤ｘ２。由 题 设 有－１／２≤ｘ≤３，

因而ｘ１＝－１／２，ｘ２＝３。再由韦达定理有－ｃ／２＝ｘ１ｘ２＝（－１／２）×３＝－３／

２，即ｃ＝３．仅（Ｂ）入选。

例３０［２００３年Ⅱ２］（条件充分性判断）　不等式（ｋ＋３）ｘ２－２（ｋ＋３）ｘ＋ｋ

－１＜０，对ｘ的任意值都成立。
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（１）ｋ＝０；　　　　　　（２）ｋ＝－３．
解　（１）当ｋ＝０时，原不等式左 边 化 为３ｘ２－６ｘ－１，欲 使３ｘ２－６ｘ－１

＜０，因ａ＝３＞０，只能α＜ｘ＜β，不可能对ｘ的任意值成立。条件（１）不充分。

（２）ｋ＝－３时原不等式化为－３－１＝－４＜０，这对ｘ 的 任 意 值 都 成 立。

条件（２）充分。仅Ｂ入选。

注意　因当ａ＝ｋ＋３＜０，即ｋ＜－３另可推出方程（ｋ＋３）ｘ２－２（ｋ＋３）ｘ

＋（ｋ－１）＝０的判别式为

Δ＝４（ｋ＋３）２－４（ｋ＋３）（ｋ－１）＝１６（ｋ＋３）＜０，

由表１５１中（１）知道题 干 结 论 成 立。因 而ｋ＜－３为 例３０的 另 一 充 分 条

件。

例３１　当 ｍ 取哪些数值时，二次三项式

ｆ（ｘ）＝（ｍ２＋４ｍ－５）ｘ２－２（ｍ＋１）ｘ＋３
的值总是正的？

解　要二次三项式ｆ（ｘ）的 值 总 是 正 的，由 表１５１中（１）或 其 图 像 知，

ｆ（ｘ）＝０没有实根，即其判别式Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０，同时其首项系数ａ＝ｍ２＋４ｍ

－５＞０。于是问题归结为求解下列不等式组：

ｂ２－４ａｃ＝４（ｍ＋１）２－４（ｍ２＋４ｍ－５）×３＜０，

ａ＝ｍ２＋４ｍ－５＞０｛ ，

即
（ｍ＋１）２－３（ｍ２＋４ｍ－５）＜０，

ｍ２＋４ｍ－５＞｛ ０
　或　

－ｍ２－５ｍ＋８＜０，

ｍ２＋４ｍ－５＞０｛ 。

第一个不等式的解为ｍ＜α＝（ 槡－５－ ５７）／２或ｍ＞β＝（ 槡－５＋ ５７）／２，第二

个不等式的解为 ｍ＜－５或 ｍ＞１。将 这 两 个 不 等 式 的 解 分 别 求 出，其 公 共

部分得到该不等式组所求的解为 ｍ＜（ 槡－５－ ５７）／２和 ｍ＞（ 槡－５＋ ５７）／２
（见图１５９）。

图１５９

例３２（条件充分性判断）　不 等 式２ｘ２＋ｌｇｍ２ｘ＋１

４ｘ２＋６ｘ＋３＜１对 于ｘ 取 一 切 实 数
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都成立。

（１）１０＜ｍ＜１００；　　　　（２）１００＜ｍ＜１０００．
解　（１）先检验条件（１）是 否 充 分。注 意 到 二 次 三 项 式４ｘ２＋６ｘ＋３的

首项系数ａ＝４＞０，且其判别式

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝３６－４×４×３＜０，

故对任意ｘ有４ｘ２＋６ｘ＋３＞０。于是原不等式可化为

２ｘ２＋ｌｇｍ２ｘ＋１＜４ｘ２＋６ｘ＋３　即　２ｘ２＋２（３－ｌｇｍ）ｘ＋３－ｌｇｍ＞０。 ①
归结检验在条件（１）下不 等 式 对ｘ 取 一 切 实 数 成 立。因 其 首 项 系 数ａ＝２＞
０，只需检验其判别式

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４（３－ｌｇｍ）２－４×２（３－ｌｇｍ）＝４（ｌｇｍ－３）（ｌｇｍ－１）＜０。

事实上，由１０＜ｍ＜１００得到

ｌｇ１０＜ｌｇｍ＜ｌｇ１００，　即　１＜ｌｇｍ＜２．
因ｌｇｍ－１＞０，ｌｇｍ－２＜０，故ｌｇｍ－３＜０。于是

Δ＝４（ｌｇｍ－３）（ｌｇｍ－１）＜０，

所以不 等 式①对 任 意 实 数ｘ 都 成 立，因 而 原 不 等 式 对 任 意 实 数 成 立。条 件

（１）充分。

由条件（２）可得２＜ｌｇｍ＜３，因而ｌｇｍ－２＞０，于是有ｌｇｍ－１＞０。又ｌｇｍ
－３＜０，于是不等式①的判别式Δ＜０，故条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

题型十　利用不等式求函数的定义域、值域和最值

求函数的定义域、值域及其最值 等 问 题 常 与 求 解 不 等 式 问 题 有 联 系，下

面举例说明利用不等式如何求函数的定义域、值域和最值。求时应注意有关

知识的综合运用。

类型（一）　利用不等式，求函数的定义域。

例３３［１９９７年Ⅰ１８］　ｆ（ｘ）＝ ｘ－ｘ槡 ２的定义域是

（Ａ）（－∞，１］。　　　（Ｂ）（－∞，０），（１，＋∞）。　　　（Ｃ）（０，１）。

（Ｄ）（－∞，０］。 （Ｅ）［０，１］。

解　由ｘ－ｘ２＝ｘ（１－ｘ）≥０得到

ｘ≥０，

１－ｘ≥０｛ ，　
或　

ｘ≤０，

１－ｘ≤０｛ 。

前一不等式组的 解 为 ０≤ｘ≤１，后 一 不 等 式 组 无 解，故 ｆ（ｘ）的 定 义 域 为

［０，１］。仅（Ｅ）入选。

例３４　函数ｙ＝ ｌｇ［（５ｘ－ｘ２）／４槡 ］的定义域为
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（Ａ）［２，５］。　（Ｂ）［３，６］。　（Ｃ）（３，７）。　（Ｄ）（４，９）。　（Ｅ）［１，４］。

解　
ｌｇ［（５ｘ－ｘ２）／４］≥０，

（５ｘ－ｘ２）／４＞０｛ ，


（５ｘ－ｘ２）／４≥１，

ｘ（５－ｘ）＞０｛ ， 
（ｘ－４）（ｘ－１）≤０，

ｘ（５－ｘ）＞０｛ 。

由（ｘ－４）（ｘ－１）≤０得１≤ｘ≤４，由ｘ（５－ｘ）＞０得０＜ｘ＜５。求１≤ｘ≤４与

０＜ｘ＜５的交集即得所求的定义域为１≤ｘ≤４。仅（Ｅ）入选。

类型（二）　求函数的值域。

例３５　函数ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｘ＋２
ｘ２＋ｘ＋１

的值域为

（Ａ）（０，＋∞）。　　　（Ｂ）［１，７／３］。　　（Ｃ）（１，７／３］。

（Ｄ）（７／３，＋∞）。 （Ｅ）以上结论都不正确。

解　因二次三项式ｘ２＋ｘ＋１的首项 系 数ａ＝１＞０，且Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０，

故对任意ｘ有ｘ２＋ｘ＋１＞０，所以ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，＋∞）。

因ｙ＝ｘ２＋ｘ＋２
ｘ２＋ｘ＋１

去分母后得到

（ｙ－１）ｘ２＋（ｙ－１）ｘ＋ｙ－２＝０， ①
当ｙ＝１时方程化为０·ｘ＝１，矛盾，这与ｘ∈Ｒ不符，故ｙ≠１．因方程①有实

根，故Δ＝（ｙ－１）２－４（ｙ－１）（ｙ－２）≥０，即

（ｙ－１）（３ｙ－７）≤０，

故１≤ｙ≤７／３，因ｙ≠１，所以１＜ｙ≤７／３．仅（Ｃ）入选。

类型（三）　求函数的最值。

例３６［１９９８年Ⅰ６］　设实数ｘ，ｙ适合等式ｘ２－４ｘｙ＋４ｙ２ 槡＋ ３ｘ 槡＋ ３ｙ－

６＝０，则ｘ＋ｙ的最大值为

（Ａ）槡３／２。　　　（Ｂ）槡２３／３。　　　（Ｃ）槡２３。

（Ｄ）槡３２。 （Ｅ）槡３３。

解　注 意 到 已 知 等 式 中 已 出 现ｘ＋ｙ 项，对 该 式 整 理，利 用 不 等 式 性 质

求其最大值。

ｘ２－４ｘｙ＋４ｙ２ 槡＋ ３ｘ 槡＋ ３ｙ－６＝（ｘ－２ｙ）２ 槡＋ ３（ｘ＋ｙ）－６，

即 ｘ＋ｙ＝［６－（ｘ－２ｙ）２］／槡３。

由于（ｘ－２ｙ）２≥０，有６－（ｘ－２ｙ）２≤６，于是

ｘ＋ｙ≤６／槡 槡３＝２ ３．仅（Ｃ）入选。

例３７（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ（ｘ）的最小值为１／２．
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（１）ｆ（ｘ）＝｜ｘ－２／５｜＋｜１／１０＋ｘ｜； （２）ｆ（ｘ）＝ｘ＋１／（５４ｘ２）（ｘ＞０）．
解　由条件（１）有

ｆ（ｘ）＝（２／５－ｘ）＋｜１／１０＋ｘ｜≥（２／５－ｘ）＋（１／１０＋ｘ）＝１／２，

当且仅当（２／５－ｘ）（１／１０＋ｘ）≥０时等号成立。取等号的一个充分条件是

（２／５－ｘ）（１／１０＋ｘ）＝０．
解得 ｘ＝２／５　或　ｘ＝－１／１０．
故当ｘ＝２／５或ｘ＝－１／１０时，ｙｍｉｎ＝１／２。条件（１）充分。由条件（２）有

ｆ（ｘ）＝ｘ＋ １
５４ｘ２＝

ｘ
２＋ｘ

２＋ １
５４ｘ２≥３

３
ｘ
２

·ｘ
２

· １
５４ｘ槡 ２＝

１
２．

条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

例３８　某商场出售一种商品，每天可卖２００件，每件可获利润６０元。根

据市场预测，一件商品，每降低２０元，则每天可多卖出１００件。为获取最大

利润，每件商品应降价

（Ａ）８元。　（Ｂ）９元。　（Ｃ）１０元。　（Ｄ）１２元。　（Ｅ）１５元。

解　设每件应降价ｘ，为求出降价后的利润Ｌ（ｘ）的表达式，应先求出降

价后商品销售的件数ｙ．再 加 上 降 价 前 所 销 售 的２００件，就 得 到 降 低 后 每 日

销售的件数为ｙ＋２００．
因商品售出的增加量与售价的降低量成比例，故

１００
２０＝ｙ

ｘ
，　即　ｙ＝１００ｘ

２０
。

降价ｘ后，每件商品的利润应降为６０－ｘ。因而其利润函数为

Ｌ（ｘ）＝（６０－ｘ）（２００＋ｙ）＝（６０－ｘ）２００＋１００ｘ（ ）２０

＝（６０－ｘ）（２００＋５ｘ），

即 Ｌ（ｘ）＝－５ｘ２＋１００ｘ＋１２０００＝－５（ｘ－１０）２＋１２５００≤１２５００。

所以当ｘ＝１０即每件降价１０元时可获最大利润．仅（Ｃ）入选。

习　题　１５

（一）问题求解

１ 若ａ＞ｂ，１／ａ＞１／ｂ，则

（Ａ）ａ＞０＞ｂ．　（Ｂ）ａ＞ｂ＞０．　（Ｃ）０＞ａ＞ｂ．　（Ｄ）｜ａ｜＞｜ｂ｜．
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２ 下列结论成立的是：

（Ａ）若ａ＞ｂ，则ａｃ２＞ｂｃ２．　　（Ｂ）若ａ＞ｂ，ｃ＞ｄ，则必有ａ／ｄ＜ｂ／ｃ。

（Ｃ）若ａ＜ｂ＜０，则ａ３＜ｂ３．　 （Ｄ）若０＞ａ＞ｂ，则１／（ｂ－ａ）＞１／ｂ．

３［２００２年Ⅱ１０］　不等式４＋５ｘ２＞ｘ的解集是

（Ａ）全体实数。　　（Ｂ）（５，－１）。　　（Ｃ）（－４，２）。　　（Ｄ）空集。

４［１９９８年Ⅰ５］　一元二次不等式３ｘ２－４ａｘ＋ａ２＜０（ａ＜０）的解集是

（Ａ）ａ／３＜ｘ＜ａ。　　　（Ｂ）ｘ＞ａ或ｘ＜ａ／３。　（Ｃ）ａ＜ｘ＜ａ／３．
（Ｄ）ｘ＞ａ／３或ｘ＜ａ。 （Ｅ）ａ＜ｘ＜３ａ．

５ 不等式组

２ｘ－１＜０，

（２ｘ－１）／３＞ｘ－２，

ｘ（４ｘ＋１）＋１３≥（２ｘ－１）
烅
烄

烆 ２

的解集是

（Ａ）－１／２≤ｘ≤１。 （Ｂ）－１２／５＜ｘ＜１／２。

（Ｃ）－１２／５≤ｘ≤１／２． （Ｄ）－１２／５≤ｘ＜１／２．
（Ｅ）以上结论都不正确。

６ 已知函数ｆ（ｘ）＝ｌｇ［ｘ２＋（ｋ＋２）ｘ＋５／４］的 定 义 域 为 全 体 实 数，实 数

ｋ的取值范围是

（Ａ）－２＜ｋ＜２。 （Ｂ） 槡－ ５＜ｘ＜槡５。

（Ｃ）ｘ＞ 槡－２＋ ５． （Ｄ）ｘ＜ 槡－２－ ５。

（Ｅ） 槡－２－ ５＜ｘ＜槡５－２．

７ 设ｘ∈Ｒ，不等式（３ｘ２＋２ｘ＋２）／（ｘ２＋ｘ＋１）＞ｋ恒 成 立，则 正 数ｋ的

取值范围是

（Ａ）ｋ＜２。 （Ｂ）ｋ＞２。 （Ｃ）１＜ｋ＜２。

（Ｄ）ｋ＜１或ｋ＞１． （Ｅ）０＜ｋ＜２．

８ 不等式（ｘ２－４ｘ＋３）／（ｘ＋４）≤０的解集是

（Ａ）（－∞，－４）∪［１，３］。　　　　　　（Ｂ）（－∞，－４］∪（１，３）。

（Ｃ）（－４，３）。　　（Ｄ）（－∞，３）。　　（Ｅ）（－∞，－４）∪（３，＋∞）。

９ 不等式
ｘ２－３ｘ－１
ｘ２＋ｘ＋１ ＜３的解集是

（Ａ）ｘ＜－３或ｘ＞－２。　　　（Ｂ）ｘ＜－４或ｘ＞－３。

（Ｃ）ｘ＜－２或ｘ＞－１。　　　（Ｄ）ｘ＜１或ｘ＞２。

（Ｅ）以上结果都不正确。

１０ 不等式｜ｘ２－３ｘ－４｜＜ｘ＋１的解集是
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（Ａ）１＜ｘ＜２。 （Ｂ）２＜ｘ＜３。 （Ｃ）３＜ｘ＜４．
（Ｄ）４＜ｘ＜５。 （Ｅ）以上结论都不正确。

１１ 若ａ＞０，使不等式｜ｘ－４｜＋｜ｘ－３｜＜ａ在 实 数 集 Ｒ上 的 解 集 非 空，

则ａ的取值范围是

（Ａ）０＜ａ＜１。　　（Ｂ）ａ＝１。　　　（Ｃ）ａ＞１。　　　（Ｄ）ａ≥１。

１２ 不等式‖ｘ＋１｜－｜ｘ－１‖＜１的解集是

（Ａ）－１＜ｘ＜－２。　　　（Ｂ）１＜ｘ＜２。 （Ｃ）３＜ｘ＜４．
（Ｄ）ｘ＞－１／２。 　　　（Ｅ）－１／２＜ｘ＜１／２．

１３ 已知不等式ａ－１≤ｌｏｇ１
２
ｘ≤ａ在１／４≤ｘ≤１／２时 成 立，则ａ的 取 值

为

（Ａ）１／２。 （Ｂ）１／４． （Ｃ）－２。 （Ｄ）２．

１４ 函数ｆ（ｘ）＝
９－ｘ槡 ２， ｜ｘ｜≤３，

ｘ２－９， ３＜｜ｘ｜＜｛ ４
的定义域是

（Ａ）［－３，４）。 （Ｂ）（－３，４）。 （Ｃ）［－４，４）。 （Ｄ）（－４，４）．

１５ｙ＝ ｘ２槡 －４
ｌｇ（３＋２ｘ－ｘ２）的定义域是

（Ａ）［２，３）。 （Ｂ）（２，３）。　　（Ｃ）［２， 槡１＋ ３）∪（ 槡１＋ ３，３）。

（Ｄ）（２， 槡１＋ ３）∪（ 槡１＋ ３，３）。 （Ｅ）以上结论都不正确。

（二）条件充分性判断

１ 设ａ，ｂ为实数，ｎ为大于１的整数，必有
ｎ槡ａ＞

ｎ槡ｂ．
（１）ａ，ｂ均为正数；　　　　　　　　（２）ａ＞ｂ．

２ 不等式ｘ２－４ｘ＋３＜０成立。

（１）ｘ－｜ｙ－２｜＝５； （２）ｘ＝２．

３｜ｘ２－５ｘ｜＜６能够成立。

（１）ｘ＞３； （２）ｘ＜５．

４ 不等式｜ｘ－３｜＋｜ｘ－４｜＜ａ的解集不是空集。

（１）ａ＜１／２； （２）ａ＞１．

５ 不等｜ａ－ｂ｜≤３恒能成立。

（１）｜ａ＋２｜≤１且｜ｂ＋２｜≤２； （２）｜ａ－２｜≤２且｜ｂ－２｜≤１。

６ 不等式 ｍｘ２－２ｍｘ＋（２ｍ－３）＜０的解集是空集。

（１）ｍ＜３（ｍ∈Ｒ）； （２）ｍ≥３（ｍ∈Ｒ）。
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７ 使ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０（ａ≠０）恒成立。

（１）ｂ２－４ａｃ＞０； （２）ａ＞０且ｂ２－４ａｃ＜０。

８ 要使１＜ｋ＜２成立。

（１）关于ｘ的方程ｘ２－２（ｋ－１）ｘ＋（ｋ－１）＝０无实根；

（２）不等式组
２ｘ２＋ｘ－１０＜０，

２ｘ２＋（５＋２ｋ）ｘ＋５ｋ＜｛ ０
的整数解只有－２．

９ 二次三项式ｋｘ２－（ｋ－８）ｘ＋１对 一 切 实 数ｘ 均 为 正 值（其 中ｋ∈Ｒ，

且ｋ≠０）。

（１）ｋ＝５； （２）４＜ｋ＜８．

１０ 函数ｆ（ｘ）的最小值为１／２．
（１）ｆ（ｘ）＝｜ｘ－５／１２｜＋｜ｘ＋１／１２｜；（２）ｆ（ｘ）＝（ｘ２－１／１６）／｜ｘ－１／４｜．
（三）解答题

１ 求解下列高次不等式：

（１）（１－ｘ）（ｘ２＋６ｘ＋８）＜０； （２）（ｘ３＋１）（ｘ２＋２ｘ－３）≥０。

２ 解不等式 ２４－２ｘ－ｘ槡 ２

ｘ ＜１．

３ 解不等式ｘ＞ ２ｘ槡 ＋２４．

４ 解不等式ｌｇ（１０ｘ－１）ｌｏｇ０１（１０ｘ＋１－１）＞－６．

５ 求函数ｙ＝１０ｘ－１０－ｘ

１０ｘ＋１０－ｘ 的值域。

１６　等差数列和等比数列

（一）考试内容

　　１ 数列的基本概念

１）数列定义

按一定次序排列的一列数称为数列，数列中的每一个数都叫做这个数列

的项．
数列的表达形式为ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｎ，…，或简记作｛ａｎ｝，其中ｎ是以ｎ＝１
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开始取的自然数．

２）数列的通项及通项公式

数列｛ａｎ｝中的第ｎ项ａｎ 叫做数列的通项．如果通项ａｎ 与ｎ 之间的函数

关系可用一个公式来表示，这个公式 就 叫 做 这 个 数 列 的 通 项 公 式．例 如 数 列

２，５，１０，１７，２６，…的通项公式为

ａｎ＝ｎ２＋１．
但不是每一个数列都一定有通项公式，正如每个函数不一定都有解析表达式

一样．

３）数列前ｎ项和

已知数列｛ａｎ｝，其前ｎ项和记作Ｓｎ，即

Ｓｎ＝ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ．

４）ａｎ 与Ｓｎ 的关系

已知数列｛ａｎ｝的通项ａｎ 可求出数列前ｎ 项和Ｓｎ．反之，若已知数列｛ａｎ｝

的前ｎ项和Ｓｎ，能不能求出通项公式ａｎ 呢？

因 Ｓｎ＝ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ （ｎ≥１）， ①
Ｓｎ＝ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ－１ （ｎ≥２）， ②

在式①与式②的共同定义域ｎ≥２的条件下，①－②得 到ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１（ｎ≥
２）．但ｎ＝１时由式①得ａ１＝Ｓ１，故

ａｎ＝
Ｓ１， ｎ＝１，

Ｓｎ－Ｓｎ－１， ｎ≥２｛ ．
（１６１）

这是ａｎ 与Ｓｎ 之间的关系式．值 得 注 意 的 是，ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１并 不 是 对 一 切 自

然数ｎ都成立，而仅限于ｎ≥２的一切自然数恒成立．因为当ｎ＝１时Ｓ１－Ｓ０

无意义，因此已知数列｛ａｎ｝前ｎ项和Ｓｎ 求ａｎ 时，要分ｎ＝１与ｎ≥２两 种 情

况讨论．

　　２ 等差数列

定义１６１　如果一个数列从第２项起，每一项与它前一项的差等 于 同

一个常数，这个数列称为等差数列．这个常数称为这个等差数列的公差，记作

ｄ，即

｛ａｎ｝是等差数列ａｎ＋１－ａｎ＝ｄ（常数），

对任意自然数ｎ成立，其中ｄ称为｛ａｎ｝的公差．

１）通项公式

设｛ａｎ｝为等差数列，ｄ为公差，首项为ａ１，则其通项为

·８９·



ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ　或　ａｎ＝ｄｎ＋（ａ１－ｄ）＝ｋｎ＋ｂ． （１６２）

由式（１６２）知，等差数列｛ａｎ｝的通项是关于ｎ的一次函数，且一次项系数为

其公差，一次项系数与常数项之和为其首项．
上述结论的逆也成立，即有命题１６１。

命题１６１　如某数列的通 项 为ｎ的 一 次 函 数ａｎ＝ｋｎ＋ｂ，则 此 数 列 必

为等差数列，且其公差为ｎ的 一 次 项 系 数ｋ，其 首 项 为 该 一 次 项 系 数 与 其 系

数之和ｋ＋ｂ．
由式（１６２）及命题１６１即可得到下述定理。

定理１６１　数列｛ａｎ｝为等差数列的充要条件是，对于ｎ∈Ｎ，满足

ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ＝ｎｄ＋（ａ１－ｄ）＝ｋｎ＋ｂ．
此外，等差数列｛ａｎ｝的通项公式还可表示为

ａｎ＝ａｍ＋（ｎ－ｍ）ｄ． （１６３）

２）等差数列｛ａｎ｝的前ｎ项和

常用的有下述三种表示式：

Ｓｎ＝
（ａ１＋ａｎ）ｎ

２
（已知首项ａ１ 和末项ａｎ，计算其和的公式）．（１６４）

当ｎ为奇 数 时，第 （ｎ＋１）／２ 项ａ（ｎ＋１）／２ 距 首 项ａ１ 与 末 项ａｎ 等 远，故

２ａ（ｎ＋１）／２＝ａ１＋ａｎ，即（ａ１＋ａｎ）／２＝ａ（ｎ＋１）／２，式（１６４）化为

Ｓｎ＝ｎａ（ｎ＋１）／２　（ｎ为奇数，ｎ∈Ｎ）． （１６５）

（ａ（ｎ＋１）／２可看做是等差数列｛ａｎ｝前ｎ项（奇数）项之和的中值．）

将ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ代入式（１６４）得到

Ｓｎ＝ｎａ１＋ｎ（ｎ－１）
２ ｄ＝ｎ［２ａ１＋（ｎ－１）］ｄ

２ ＝ｄ
２ｎ２＋ ａ１－

ｄ（ ）２ ｎ。

（１６６）

（已知首项ａ１ 及公差ｄ计算其和的公式．）

由式（１６６）知，当｛ａｎ｝为等差数列时，其前ｎ项和的表示式为ｎ 的不含

常数的二次函数．其逆也成立，即有以下定理。

定理１６２　数列｛ａｎ｝是等差数列的充要条件是其前ｎ项和为ｎ 的不含

常数的二次函数Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ （Ａ≠０），且ｎ２ 项的系数 Ａ 为半公差，二次函

数的系数之和Ａ＋Ｂ 为其首项．
定理１６３　数列｛ａｎ｝的前ｎ项和为Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ＋Ｃ （Ａ≠０，Ｃ≠０），

则该数列｛ａｎ｝从第２项起才是等差数列．
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３）等差数列的常用性质

用下述命题表述之．
命题１６２　设｛ａｎ｝为等差数列，则

（１）距首末等远的两项和均相等，即

ａ１＋ａｎ＝ａ１＋ａｎ－１＝…＝ａｋ＋ａｎ－ｋ＋１。

（两项下角码之和只要是ｎ＋１，则这两项距首项ａ１、末项ａｎ 必等远。）

（２）距任一项ａｋ （ｋ≠１，即第１项除外）前后等远的两项之和相等，且都

等于ａｋ 的２倍，即

２ａｋ＝ａｋ－１＋ａｋ＋１＝ａｋ－２＋ａｋ＋２＝…＝ａｋ－ｍ＋ａｋ＋ｍ。

（两项下角码之和为２ｋ时，这两项距ａｋ 前后等远。）

（３）若 ｍ＋ｎ＝ｐ＋ｑ （ｍ，ｎ，ｐ，ｑ∈Ｎ），则ａｍ＋ａｎ＝ａｐ＋ａｑ．
特别有 ２ａｍ＝ａｍ－ｎ＋ａｍ＋ｎ．

４）等差数列中项公式

如果ａ，Ａ，ｂ成等差数列，则Ａ 叫做ａ 与ｂ的等差中项，且Ａ＝（ａ＋ｂ）／２．

　　３ 等比数列

定义１６２　如果一个数列从第２项起，每一项与它前一项的比等 于 同

一个不等于零的常数，这个数列就称 为 等 比 数 列．这 个 常 数 称 为 这 个 等 比 数

列的公比，记作ｑ，即

｛ａｎ｝是等比数列ａｎ＋１／ａｎ＝ｑ（常数，不等于零），

ｑ是等比数列｛ａｎ｝的公比．

１）通项公式

ａｎ＝ａ１ｑｎ－１（ｎ∈Ｎ）　或　ａｎ＝ａｍｑｎ－ｍ． （１６７）

定理１６４　数列｛ａｎ｝成等比数列 的 充 要 条 件 是，对 于 任 意ｎ∈Ｎ，满 足

ａｎ＝ａ１ｑｎ－１．

２）等比中项

若ａ，Ｇ，ｂ三数成等比数列，则Ｇ 称为ａ，ｂ的等比中项，且有Ｇ２＝ａｂ，即

Ｇ＝±槡ａｂ．

３）前ｎ项和的计算公式

由下述命题表述之．
命题１６３　设｛ａｎ｝为等比数列，首项为ａ１，公比为ｑ，前ｎ项之和为Ｓｎ

＝ａ１＋ａ１ｑ＋…＋ａ１ｑｎ－１（注意第ｎ项为ａｎ＝ａ１ｑｎ－１，不是ａ１ｑｎ，而ａ１ｑｎ 是｛ａｎ｝
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的第ｎ＋１项，即ａｎ＋１＝ａ１ｑｎ）．

１°当ｑ＝１时，Ｓｎ＝ｎａ１；

２°ｑ≠１时，有

Ｓｎ＝
ａ１－ａ１ｑｎ

１－ｑ ＝ａ１（１－ｑｎ）
１－ｑ ＝ａ１－ａｎｑ

１－ｑ ． （１６８）

３°｜ｑ｜＜１，且ｎ→∞时，有

Ｓ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓｎ＝
ａ１

１－ｑｌｉｍｎ→∞
（１－ｑｎ）＝ ａ１

１－ｑ． （１６９）

值得注意的是，不要将式（１６８）与式（１６９）相混淆．

５）等比数列的常用性质

用下述命题表述之。

命题１６４　设｛ａｎ｝为等比数列，公比为ｑ，则

１°距首末等远两项之积均相等，即

ａ１ａｎ＝ａ２ａｎ－１＝ａ３ａｎ－１＝ａｋａｎ－ｋ＋１．
（两项下角码之和为ｎ＋１，则这两项距首项ａ１ 和末项ａｎ 必等远。）

２°当ｋ≠１时距ａｋ 前后等远的两项之积相等，都等于ａｋ 的平方，即

ａ２
ｋ＝ａｋ－１ａｋ＋１＝ａｋ＋２ａｋ＋２＝…。

（两项下角码之和为２ｋ，这两项距ａｋ 前后等远。）

３°若 ｍ＋ｎ＝ｐ＋ｑ （ｍ，ｎ，ｐ，ｑ∈Ｎ），则ａｍａｎ＝ａｐａｑ．
特别有 ａ２

ｍ＝ａｍ－ｎａｍ＋ｎ．

（二）考试要求

理解等差数列、等比数列的概念掌 握 其 通 项 公 式、前ｎ项 和 的 公 式 及 其

应用，掌握等差数列、等比数列性质，并能利用公式和性质进行相关运算．
数列是联考必考的内容，近几年 来 对 这 部 分 的 考 查 逐 渐 由 考 查 定 义、概

念向考查性质及其综合应用演变．这向考生提出了更高的要求。由于这部分

内容规律性与综合性较强，与其他各 部 分 知 识 联 系 紧 密，这 就 要 求 考 生 一 定

要重视这部分知识的复习。它既是 重 点，又 是 难 点，要 适 当 多 花 一 点 时 间 和

精力，以求真正掌握，达到融会贯通、灵活应用的程度．

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　判别数列为等差数列或等比数列
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法一　用定义法求之。

依据等差数列的定义１６１，对于任意自然数ｎ，只需验证ａｎ＋１－ａｎ 恒为

同一常数，或对于ｎ≥２的任意自然数验证ａｎ－ａｎ－１为同一常数。这里ｎ≥２
这个条件不能缺，因为数列｛ａｎ｝中的ｎ是以ｎ＝１开始取的自然数．

依据等比数列的定义１６２知，只需验证ａｎ＋１／ａｎ＝ｑ （ｑ为不等于零的

常数，ｎ∈Ｎ），即可判定该数列为等比数列．
解题时要注意等比数列中任意一项都不是零的条件，因此常数列是等差

数列但只有非零常数列才是等比数列．
例１　已知数列｛ａｎ｝的ａ１＝１，Ｓｎ＋１＝４ａｎ＋２．
（１）若ｂｎ＝ａｎ＋１－２ａｎ，则数列｛ｂｎ｝是等比数列；

（２）若ｃｎ＝ａｎ／２ｎ，则数列｛ｃｎ｝是等差数列．
解　（１）为判别｛ｂｎ｝为 等 比 数 列，只 需 说 明ｑ＝ｂｎ＋１／ｂｎ 为 同 一 常 数．事

实上，当ｎ≥２时，有

ａｎ＋１＝Ｓｎ＋１－Ｓｎ＝（４ａｎ＋２）－（４ａｎ－１＋２）＝４ａｎ－４ａｎ－１，

则当ｎ≥２时，有

ｂｎ＝ａｎ＋１－２ａｎ＝４ａｎ－４ａｎ－１－２ａｎ＝２（ａｎ－２ａｎ－１）＝２ｂｎ－１　即　ｂｎ／ｂｎ－１＝２＝ｑ．
又因 ｂ１ ＝ａ２－２ａ１＝（Ｓ２－ａ１）－２ａ１＝Ｓ２－３ａ１

＝（４ａ１＋２）－３ａ１＝ａ１＋２＝１＋２＝３，

所以数列｛ｂｎ｝是以３为首项、公比为ｑ＝２的等比数列．
（２）利用（１）中结果有ｂｎ＝ａｎ＋１－２ａｎ＝３×２ｎ－１，则

ｃｎ＋１－ｃｎ＝
ａｎ＋１

２ｎ＋１－
ａｎ

２ｎ ＝ １
２ｎ＋１（ａｎ＋１－２ａｎ）＝

ｂｎ

２ｎ＋１＝
３×２ｎ－１

２ｎ＋１ ＝３
４

，

故｛ｃｎ｝是以公差ｄ＝３／４的等差数列．
例２　设｛ａｎ｝为等比数列，则｛ｌｎ｜ａｎ｜｝（且｜ａｎ｜≠０）为等差数列．
解　因｛ａｎ｝为等比数列，设其公比为ｑ，则

ａｎ／ａｎ－１＝ｑ　（ｎ≥２）．
两边取绝对值后再取对数，得到

ｌｎ｜ａｎ｜－ｌｎ｜ａｎ－１｜＝ｌｎ｜ｑ｜．
从而知｛ｌｎ｜ａｎ｜｝是公差为ｌｎ｜ｑ｜的等差数列．

注意　例２揭示了等比数列与等差数列的内在联系，即若｛ａｎ｝是等比数

列，则｛ｌｏｇａ｜ａｎ｜｝是等差数列；若｛ａｎ｝是等差数列，则｛ａａｎ｝是等比数列，其中ａ

＞０，ａ≠１（见命题１６９）．
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例３（条件充分性判断）　数列｛ａｎ｝是等差数列．
（１）数列｛ａｎ｝前ｎ项和为Ｓｎ＝ｎ２＋ｎ－１；

（２）数列｛ａｎ｝前ｎ项和为Ｓｎ＝ｎ２＋ｎ．
解法１　当条件（１）成立时，有ａ１＝１。当ｎ≥２时，有

ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１＝ｎ２＋ｎ－１－［（ｎ－１）２＋ｎ－１－１］＝２ｎ，

故ａｎ＝
１， ｎ＝１，

２ｎ， ｎ≥２｛ 。
显然条件（１）不充分．

事实上由定理１６３知，条件（１）中数列｛ａｎ｝从第２项起才是等差数列．
当条件（２）成立时，有ｎ＝１。当ａ１＝２，ｎ≥２时，有

ａｎ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１＝ｎ２＋ｎ－［（ｎ－１）２＋（ｎ－１）］＝２ｎ．
当ｎ＝１时，ａ１ 满足ａｎ＝２ｎ，故｛ａｎ｝为等差数列．仅Ｂ入选．

解法２　由定理１６２即知条件（１）不充分，条件（２）充分．仅Ｂ入选．
法二　用通项公式法求之。

用命题１６１或定理１６１判别一数列为等差数列，用定理１６４判别

一数列为等比数列．
例４　已知数列｛ａｎ｝和｛ｂｎ｝满足

ｂｎ＝（ａ１＋２ａ２＋…＋ｎａｎ）／（１＋２＋…＋ｎ），

且｛ｂｎ｝为等差数列，问数列｛ａｎ｝是什么数列？

解　设等差数列的公差为ｄ，由题设有

ａ１＋２ａ２＋３ａ３＋…＋ｎａｎ＝（１＋２＋…＋ｎ）ｂｎ＝ｎ（ｎ＋１）ｂｎ／２， ①
则 ａ１＋２ａ２＋…＋（ｎ－１）ａｎ－１＝（１＋２＋…＋ｎ－１）ｂｎ－１＝（ｎ－１）ｎｂｎ－１／２，②

①－②得到 ｎａｎ＝ｎ（ｎ＋１）ｂｎ／２－（ｎ－１）ｎｂｎ－１／２，

故 ａｎ ＝（ｎ＋１）［ｂ１＋（ｎ－１）ｄ］／２－（ｎ－１）［ｂ１＋（ｎ－２）ｄ］／２

＝ｂ１＋（３／２）ｄ（ｎ－１）＝［ｂ１－（３／２）ｄ］＋（３／２）ｄｎ， ③
由式③并利用命题１６１知，｛ａｎ｝为 等 差 数 列，其 公 差 为（３／２）ｄ，首 项 为ｂ１－
（３／２）ｄ＋（３／２）ｄ＝ｂ１．或由式（１６２）知，｛ａｎ｝是首项为ｂ１、公差为３ｄ／２的等差

数列．
法三　用中项公式法求之。

用下述命题表述之。

命题１６５　（１）若数列｛ａｎ｝满足２ａｎ＋１＝ａｎ＋ａｎ＋２或ａｎ＋１＝ａｎａｎ＋２ （ｎ∈
Ｎ），则该数列｛ａｎ｝为等差数列或等比数列。其逆也成立．

（２）由三项ａ，ｂ，ｃ组成的数列，若满足２ｂ＝ａ＋ｃ，或ｂ２＝ａｃ，则该数列ａ，
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ｂ，ｃ为等差数列或等比数列。其逆也成立．
例５　设各项均为正数的无穷数列｛ａｎ｝和｛ｂｎ｝满 足 如 下 条 件：对 任 意 自

然数ｎ都有ａｎ，ｂｎ，ａｎ＋１成等差数列，ｂｎ，ａｎ＋１，ｂｎ＋１成等比数列，则数列｛ｂ槡ｎ｝

（Ａ）是等差数列．　　　（Ｂ）既不是等差数列又不是等比数列．
（Ｃ）是等比数列．　　　（Ｄ）既是等差数列又是等比数列．
解　由题设有 ｂｎ＝（ａｎ＋ａｎ＋１）／２， ①

ａｎ＋１＝ ｂｎｂｎ槡 ＋１，

因而 ａｎ＝ ｂｎｂｎ槡 －１ （ｎ≥２）， ②
将式②代入式①得到

ｂｎ＝（ ｂｎ－１ｂ槡 ｎ＋ ｂｎｂｎ槡 ＋１）／２（ｎ≥２），

因ｂｎ＞０，由２ｂｎ＝ ｂｎｂｎ槡 －１＋ ｂｎ＋１ｂ槡 ｎ即得

２ ｂ槡ｎ＝ ｂｎ槡 －１＋ ｂｎ槡 ＋１ （ｎ≥２），

所以｛ｂ槡ｎ｝是等差数列．仅（Ａ）入选。

法四　利用下述等差数列或等比数列诸性质判别之．
命题１６６　（１）设｛ａｎ｝为等差数列，则

２ａｎ＝ａｎ－ｍ＋ａｎ＋ｍ　（ｎ，ｍ∈Ｎ，且ｎ≥ｍ＋１）。 （１６１０）

反之，若式（１６１０）成立，则｛ａｎ｝为等差数列．
（２）若｛ａｎ｝为等比数列，则

ａ２
ｎ＝ａｎ－ｍａｎ＋ｍ　（ｍ，ｎ∈Ｎ，ｎ≥ｍ＋１）， （１６１１）

反之，若式（１６１１）成立，则｛ａｎ｝为等比数列．
设｛ａｎ｝为等差数列，则项数相同的连续项和ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ，ａｋ＋１＋ａｋ＋２

＋…＋ａ２ｋ，ａ２ｋ＋１＋ａ２ｋ＋２＋…＋ａ３ｋ，…也为等差数列．
设等差数列｛ａｎ｝的前ｋ项之和为Ｓｋ，上述结论可表示为下述命题。

命题１６７　设Ｓｋ 为等差数列｛ａｎ｝的前ｋ项的和，则Ｓｋ，Ｓ２ｋ－Ｓｋ，Ｓ３ｋ－

Ｓ２ｋ，…仍为等差数列，且其等差中项为

Ｓ２ｋ－Ｓｋ＝［Ｓｋ＋（Ｓ３ｋ－Ｓ２ｋ）］／２． （１６１２）

同样，设｛ａｎ｝为等比数列，则 项 数 相 同 的 连 续 项 的 和（和 不 为 零）ａ１＋ａ２

＋…＋ａｋ，ａｋ＋１＋ａｋ＋２＋…＋ａ２ｋ，…仍为等比数列。由此即得下述命题。

命题１６８　若Ｓｋ 是公比为ｑ 的等比数列｛ａｎ｝的前ｋ项的和，则Ｓｋ，Ｓ２ｋ

－Ｓｋ，Ｓ３ｋ－Ｓ２ｋ，…仍为等比数列，公比为ｑｋ，且有

（Ｓ２ｋ－Ｓｋ）２＝Ｓｋ（Ｓ３ｋ－Ｓ２ｋ）． （１６１３）
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命题１６９　（１）若数列｛ｙｎ｝（ｙｎ＞０）为 等 比 数 列，则｛ｌｏｇａｙｎ｝为 等 差 数

列，其中ａ＞０，ａ≠１．
（２）若｛ｘｎ｝为等差数列，则｛ａｘｎ｝为等比数列，其中ａ＞０，ａ≠１．
命题１６１０　（１）设｛ａｎ｝为 等 差 数 列，公 差 为ｄ，则ａｎ，ａｎ－１，…，ａ２，ａ１

也是等差数列，公差为－ｄ．
（２）设｛ａｎ｝为等比数列，公差 为ｑ≠０，则ａｎ，ａｎ－１，…，ａ２，ａ１ 也 是 等 比 数

列，公差为１／ｑ．
命题１６１１　一个数列如果既是等差数列，又是等比数列，则该 数 列 必

是常数数列．
命题１６１２　设数列｛ａｎ｝的第ｋ项、第ｌ项、第ｎ项分别为ａｋ，ａｌ，ａｎ，则

｛ａｎ｝为等差数列的充要条件是

ｋ ａｋ １

ｌ ａｌ １

ｎ ａｎ １

＝０．

例６［２００２年Ⅱ９］　设３ａ＝４，３ｂ＝８，３ｃ＝１６，则ａ，ｂ，ｃ
（Ａ）是等比数列，但不是等差数列．
（Ｂ）是等差数列，但不是等比数列．
（Ｃ）既是等比数列，也是等差数列．
（Ｄ）既不是等比数列，也不是等差数列．
解法１　显然三个数４，８，１６为等比数列，其公比ｄ＝２，由命题１６９（１）

即知ｌｏｇ３４，ｌｏｇ３８，ｌｏｇ３１６为等差数列，即

ｌｏｇ３４＝ｌｏｇ３３ａ＝ａ，　ｌｏｇ３８＝ｌｏｇ３３ｂ＝ｂ，　ｌｏｇ３１６＝ｌｏｇ３３ｃ＝ｃ
成等差数列，但因ｂ２＝（ｌｏｇ３８）２＝（ｌｏｇ３２３）２＝（３ｌｏｇ３２）２＝９（ｌｏｇ３２）２，而ａｃ＝

ｌｏｇ３４·ｌｏｇ３１６＝２ｌｏｇ３２·４ｌｏｇ３２＝８（ｌｏｇ３２）２，故ｂ２≠ａｃ．因 而ａ，ｂ，ｃ不 成 等 比

数列．仅（Ｂ）入选．
解法２　在３ａ＝４，３ｂ＝８，３ｃ＝１６两端分别取以３为底的对数函数得到

ａｌｏｇ３３＝ｌｏｇ３４，　ｂｌｏｇ３３＝ｌｏｇ３８，　ｃｌｏｇ３３＝ｌｏｇ３１６，

即ａ＝ｌｏｇ３４，ｂ＝ｌｏｇ３８，ｃ＝ｌｏｇ３１６．因有

２ｂ＝２ｌｏｇ３８＝ｌｏｇ３６４，　ａ＋ｃ＝ｌｏｇ３４＋ｌｏｇ３１６＝ｌｏｇ３６４，

故２ｂ＝ａ＋ｃ．由命题１６５（２）知ａ，ｂ，ｃ成等差数列，但不成等比数列，其理由

见本例解法１。也可用反证法证之．
事实上，如果ａ，ｂ，ｃ又是 等 比 数 列，则ａ，ｂ，ｃ既 是 等 差 数 列 又 是 等 比 数
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列，由命题１６１１知该数列ａ，ｂ，ｃ必为常数列，但显然有

ａ＝ｌｏｇ３４≠ｂ＝ｌｏｇ３８≠ｃ＝ｌｏｇ３１６．
因而ａ，ｂ，ｃ不成等比数列，仅为等差数列．仅（Ｂ）入选．

例７　已知ａ，ｂ，ｃ是不为１的正数，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｒ＋ ，且有

ａｘ＝ｂｙ＝ｃｚ　和　１／ｘ＋１／ｚ＝２／ｙ，

证明ａ，ｂ，ｃ成等比数列．
证　令ａｘ＝ｂｙ＝ｃｚ＝ｋ，则

ｘ＝ｌｏｇａｋ，　ｙ＝ｌｏｇｂｋ，　ｚ＝ｌｏｇｃｋ，

由１
ｘ＋１

ｚ＝２
ｙ

得到

１
ｌｏｇａｋ＋ １

ｌｏｇｃｋ＝ ２
ｌｏｇｂｋ

，　即　ｌｇａ
ｌｇｋ＋ｌｇｃ

ｌｇｋ＝２ｌｇｂ
ｌｇｋ

，

亦即 ｌｇａ＋ｌｇｃ＝２ｌｇｂ，

故ｂ２＝ａｃ，由命题１６５（２）知ａ，ｂ，ｃ成等比数列．
法五　利用等差数列、等比数列的运算性质判别之．
定理１６５　设｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝均为等差数列，公差分别为ｄ１，ｄ２，则

（１）在等差数列各项中，如果加上同一个数ｂ，或同乘一个不等于零的常

数ｋ，则所得的新数列｛ａｎ＋ｂ｝，｛ｋａｎ｝仍为等差数列，且公差不变仍为ｄ１．
（２）ｎ 个 等 差 数 列 的 对 应 项 的 和 组 成 的 数 列 仍 为 等 差 数 列，例 如

｛ａｎ＋ｂｎ｝仍为等差数列．
（３）｛ｋａｎ＋ｂｎ｝仍为等差数列（ｋ为常数）．
（４）在等差数列｛ａｎ｝中每隔ｋ （ｋ∈Ｎ）项 取 出 一 项，按 原 来 顺 序 排 列，所

得的新数列仍为等差数列，其公差为（ｋ＋１）ｄ１．
定理１６６　设｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝为等比数列，其公比分别为ｑ１，ｑ２，则

（１）｛ａｎｂｎ｝为公比是ｑ１ｑ２ 的等比数列，特别｛ａ２
ｎ｝，｛ｂ２

ｎ｝均为等比数列；

（２）｛ａｎ／ｂｎ｝为公比是ｑ１／ｑ２ 的等比数列；

（３）｛ｋａｎ｝（ｋ为非零常数）为公比是ｑ１ 的等比数列；

（４）｛｜ａｎ｜｝仍为等比数列；

（５）在等比数列｛ａｎ｝中每隔ｋ（ｋ∈Ｎ）项取出一项，按原来顺序排列，所得

的新数列仍为等比数列，其公比为ｑｋ＋１
１ ．

例８（条件充分性判断）　数 列｛ａｎ｝的 偶 数 项 所 组 成 的 新 数 列 的 前ｎ 项

和为３
４

（９ｎ－１）．
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（１）数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝２×３ｎ－１；

（２）数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝３ｎ．
解　当条件（１）成立时，易知｛ａｎ｝为 等 比 差 数 列，ａ１＝２，ａ２＝６，公 比ｑ＝

６／２＝３．又由定理１６６（５）知 数 列｛ａｎ｝的 偶 数 项 组 成 的 数 列｛ａ２ｎ｝也 为 等 比

数列，其首项应ａ（１）
１ ＝ａ２＝６，公比ｑ１＝ｑ２＝３２＝９，则其前ｎ项的和应为

Ｓｎ＝
ａ（１）

１ （１－ｑｎ
１）

１－ｑ１
＝６（１－９ｎ）

１－９ ＝３
４

（ｑｎ－１）。

条件（１）充分．但当条件（２）成立时，ａ１＝３，ａ２＝９，ｑ＝３，因而新数列｛ａ２ｎ｝的首项

ａ（２）
１ ＝ａ２＝９，其前ｎ项和的表示式不等于３（９ｎ－１）／４．条件（２）不充分．仅 Ａ入

选．
例９　若｛ａｎ｝是等比数列，有

（１）数列｛ａ２
ｎ｝也是等比数列；　　（２）数列｛ａ２ｎ｝也是等比数列；

（３）数列｛１／ａｎ｝也是等比数列； （４）｛｜ａｎ｜｝也是等比数列．
以上命题中正确命题的个数是

（Ａ）１个．　　（Ｂ）２个．　　（Ｃ）３个．　　（Ｄ）４个．
解　由定理１６６（１）知命题（１）正 确；由 该 定 理（５）知 命 题（２）也 正 确；

由该定理（２）知命题（３）也正确，因为１，１，…，１为常数等比数列，公 比ｑ＝１．
最后由该定理（４）知命题（４）也正确．因而四个命题全部正确．仅（Ｄ）入选．

题型二　求等差数列或等比数列的通项公式

法一　归结求首项ａ１，公差ｄ或首项ａ１，公比ｑ．
当已知数列 的 两 项 或 两 个 条 件 时，常 利 用 定 理１６１或 式（１６２）、式

（１６３）建立方程组求出ａ１ 和ｄ，利用式（１６７）建立方程组求出ａ１ 和ｑ．
也可利用式（１６２）建立关于ｎ的一次方程求出待求系数ｋ，ｂ，从而求得

通项ａｎ．
例１０　试求第３项为１２，第５项为４８的等比级数第８项．
解　先求出该数列的通项公式．依题意，利用式（１６７）得到

ａｑ２＝１２， ①
ａｑ４＝４８， ②

则②÷①得到ｑ２＝４，故ｑ＝±２．将其代入式①得ａ１＝３，所求通项公式为

ａｎ＝ａ１ｑｎ－１＝３（±２）ｎ－１，

于是所求第８项为ａ８＝３（±２）８－１＝３（±２）７＝±３８４。

当ｑ＝２时，ａ８＝３８４；当ｑ＝－２时，ａ８＝－３８４．
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例１１（条件充分 性 判 断）　在 等 差 数 列｛ａｎ｝的 每 相 邻 两 项 间 插 入 一 个

数，使所得数列｛ｂｎ｝的通项公式为

ｂｎ＝３
４ｎ－２３

４．

（１）等差数列｛ａｎ｝的公差为３／２；

（２）等差数列｛ａｎ｝中ａ１＝－５，ａ４＝－１／２．
解　由所得新数列｛ｂｎ｝的 通 项 公 式，利 用 定 理１６１知，所 得 新 数 列 为

等差数列，且公差ｋ＝ｄ２＝３／４，首项ｂ１＝ｋ＋ｂ＝３／４－２３／４＝－５．
当条件（１）成立时，仅知｛ａｎ｝的公差ｄ１＝３／２，因而新数列｛ｂｎ｝的公差ｄ２

＝ｄ１／２＝３／４，但首项无法确定。条件（１）不充分．
但当条件（２）成立时，由ａ１＝－５＝ｂ１，且由ａ４＝ａ１＋３ｄ１＝－１／２得到ｄ１

＝（－１／２＋５）／３＝３／２．因｛ａｎ｝与｛ｂｎ｝均 为 等 差 数 列，由｛ｂｎ｝的 构 造 知，ｄ２＝

ｄ１／２，从而ｄ２＝３／４．于是条件（２）推出｛ｂｎ｝的首项为－５，公差为３／４，因而其

通项为

ｂｎ＝ｂ１＋（ｎ－１）ｄ２＝ｎｄ２＋（ｂ１－ｄ２）＝（３／４）ｎ－２３／４．
条件（２）充分．仅Ｂ入选．

例１２　已 知｛ａｎ｝为 等 差 数 列，且 ｐ，ｑ∈Ｎ，ｐ＞ｑ．若ａｐ ＝ｑ，ａｑ＝ｐ，求

ａｐ＋ｑ．
解法１　由题设有

ａ１＋（ｐ－１）ｄ＝ｑ，

ａ１＋（ｑ－１）ｄ＝ｐ｛ ，
①

②

①－②得到（ｐ－ｑ）ｄ＝ｑ－ｐ，故ｄ＝－１．又由式①有ａ１＝ｐ＋ｑ－１，所以

ａｐ＋ｑ＝ａ１＋（ｐ＋ｑ－１）ｄ＝ｐ－１＋ｑ－（ｐ＋ｑ－１）＝０．
解法２　设等差数列｛ａｎ｝中第 ｍ，ｎ项分别为ａｍ，ａｎ．先求出第 ｍ＋ｎ项

ａｍ＋ｎ用ａｍ，ａｎ 表示的式子．事实上，

ａｍ＋ｎ＝ａ１＋（ｍ＋ｎ－１）ｄ＝ａ１＋（ｍ－１）ｄ＋ｎｄ＝ａｍ＋ｎｄ， ①
ａｍ＋ｎ＝ａ１＋（ｍ＋ｎ－１）ｄ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ＋ｍｄ＝ａｎ＋ｍｄ， ②

①×ｍ－②×ｎ得到

（ｍ－ｎ）ａｍ＋ｎ＝ｍａｍ－ｎａｎ，　即　ａｍ＋ｎ＝
ｍａｍ－ｎａｎ

ｍ－ｎ
（ｍ≠ｎ）。 ③

在式③中令 ｍ＝ｐ，ｎ＝ｑ，则

ａｐ＋ｑ＝ｐａｐ－ｑａｑ

ｐ－ｑ ＝ｐｑ－ｑｐ
ｐ－ｑ ＝０．

·８０１·



解法３　由式（１６２）知等差数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝ｋｎ＋ｂ（ｋ≠０）．
将ａｐ，ａｑ 之值代入得到

ａｐ＝ｐｋ＋ｂ，

ａｑ＝ｑｋ＋ｂ｛ ，
　解得　

ｋ＝－１，

ｂ＝ｐ＋ｑ｛ ．
因而 ａｎ＝－ｎ＋ｐ＋ｑ．
于是 ａｐ＋ｑ＝－（ｐ＋ｑ）＋ｐ＋ｑ＝０．

法二　已知等差数列的前ｎ项和，可按式（１６１）求其通项．
例１３［２００３年Ⅱ２２］　数列｛ａｎ｝的前ｎ项和是Ｓｎ＝４ｎ２＋ｎ－２，则它的通

项ａｎ 是

（Ａ）３ｎ－２．　　　（Ｂ）４ｎ＋１．　　　（Ｃ）８ｎ－２．
（Ｄ）８ｎ－１．　　　（Ｅ）以上结论都不正确．
解法１　当ｎ＝１时ａ１＝Ｓ１＝４＋１－２＝３．
当ｎ≥２时　ａｎ ＝Ｓｎ－Ｓｎ－１＝４ｎ２＋ｎ－２－［４（ｎ－１）２＋（ｎ－１）－２］

＝４ｎ２＋ｎ－４（ｎ－１）２－（ｎ－１）＝８ｎ－３．
将ｎ＝１代入ａｎ＝８ｎ－３中得到ａ１＝５≠３，故所求通项为

ａｎ＝
３， ｎ＝１，

８ｎ－３， ｎ≥２｛ ．
　仅（Ｅ）入选．

解法２　由定理１６３知Ｓｎ＝４ｎ２＋ｎ－２，ｃ＝－２≠０，该数列｛ａｎ｝从第二

项起才是等差数列．因而｛ａｎ｝不是等差数列．由命题１６１知选项（Ａ）、（Ｂ）、

（Ｃ）、（Ｄ）均为ｎ的一次函数，均为等差数列的通项公式，故它们均不能入选．
仅（Ｅ）入选．

法三　已知等差数列中任意两项还可用命题１６２求其通项．
例１４　在－３，２５之间插入６个数，使它们和这两个数成等差数列．求所

插入的数．
解法１　由题意有ａ１＝－３，ａ８＝２５．设 该 等 差 数 列 的 通 项 为ａｎ，则 由 命

题１６１２得到

１ －３ １

８ ２５ １

ｎ ａｎ １

＝０　即　ａｎ＝４ｎ－７．

于是令ｎ＝２，３，４，５，６，７，即得所插入的数为１，５，９，１３，１７，２１．
解法２　由ａ８＝ａ１＋７ｄ＝－３＋７ｄ＝２５，故ｄ＝４．于是

ａ２＝ａ１＋ｄ＝－３＋４＝１，　ａ３＝ａ１＋２ｄ＝５，　ａ３＝ａ１＋３ｄ＝９，
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ａ４＝ａ１＋３ｄ＝１３，　ａ５＝ａ１＋４ｄ＝１７，　ａ６＝ａ１＋５ｄ＝２１．
法四　各项不是由一个式子表示的数列可用递推法、数学归纳法等法求

其通项．

例１５　已知数列｛ａｎ｝中的项满足
ａ１＝ｂ，

ａｎ＋１＝ｃａｎ＋ｄ｛ ，
求｛ａｎ｝的通项公式．

解　可分如下三种情况讨论．

１°当ｃ＝０时，ａｎ＝
ｂ， ｎ＝１，

ｄ， ｎ≥２｛ ．

２°当ｃ＝１时，有ａｎ＋１＝ａｎ＋ｄ，ａｎ＝ａｎ－１＋ｄ，故

ａｎ＋１＝ａｎ－１＋２ｄ，…，ａｎ＋１＝ａ１＋ｎｄ＝ｂ＋ｎｄ．
因而 ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ＝ｂ＋（ｎ－１）ｄ．

３°当ｃ≠０，ｃ≠１时，用递推法求之．
由ａｎ＋１＝ｃａｎ＋ｄ得到ａｎ＝ｃａｎ－１＋ｄ，ａｎ－１＝ｃａｎ－２＋ｄ，故

　ａｎ＝ｃａｎ－１＋ｄ＝ｃ（ｃａｎ－２＋ｄ）＋ｄ＝ｃ２ａｎ－２＋ｃｄ＋ｄ＝…

＝ｃｎ－１ａ１＋ｃｎ－２ｄ＋ｃｎ－３ｄ＋…＋ｃｄ＋ｄ

＝ｃｎ－１ｂ＋ｄ（１＋ｃ＋ｃ２＋…＋ｃｎ－２）＝ｃｎ－１ｂ＋ｄ１－ｃｎ－１

１－ｃ

＝ｃｎ－１ｂ＋ｄｃ
ｎ－１－１
ｃ－１ ＝ｃ

ｎｂ－ｃｎ－１ｂ＋ｄｃｎ－１－ｄ
ｃ－１ ＝ｂｃｎ＋（ｄ－ｂ）ｃｎ－１－ｄ

ｃ－１ ．

故其通项为ａｎ＝

ｂ， ｃ＝０，ｎ＝１，

ｄ， ｃ＝０，ｎ≥２，

ｂ＋（ｎ－１）ｄ， ｃ＝１，

［ｂｃｎ＋（ｄ－ｂ）ｃｎ－１－ｄ］／（ｃ－１）， ｃ≠０，ｃ≠１

烅

烄

烆 ．
题型三　求等差数列或等比数列若干项的代数式的值

等差数列和等比数列 的 通 项 公 式、前ｎ 项 和 公 式 涉 及 五 个 量：ａ１，ｄ（或

ｑ），ｎ，ａｎ，Ｓｎ．当已知条件中能确定其中任何三个，另外两个必定可求出．一般

常将等差数列、等比数列的计算问题转化为先求首项ａ１ 和公差ｄ（或公比ｑ）

这两个量．计算时，要灵活运用数列 的 有 关 性 质，以 简 化 计 算；恰 当 地 设 未 知

数可使计算更为简捷和准确．
类型（一）　求等差数列、等比数列的前ｎ项和。

例１６　等差数列｛ａｎ｝中
ａ２ｎ

ａｎ
＝４ｎ－１
２ｎ－１

，则
Ｓ２ｎ

Ｓｎ
＝ ．

解　由通项公式得到
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ａ１＋（２ｎ－１）ｄ
ａ１＋（ｎ－１）ｄ＝ａ２ｎ

ａｎ
＝４ｎ－１
２ｎ－１．

设ｘ＝ａ１／ｄ，则

（２ｎ－１）［ｘ＋（２ｎ－１）］＝（４ｎ－１）［ｘ＋（ｎ－１）］，

即 ２ｎｘ＝（２ｎ－１）２－（４ｎ－１）（ｎ－１）＝ｎ，

故ｘ＝１／２．利用等差级数求和式（１６６）得到

Ｓ２ｎ

Ｓｎ
＝２ｎａ１＋２ｎ（２ｎ－１）ｄ／２

ｎａ１＋ｎ（ｎ－１）ｄ／２ ＝４ｘ＋（２ｎ－１）×２
２ｘ＋（ｎ－１） ＝２×２ｘ＋２ｎ－１

２ｘ＋ｎ－１

＝２２×１（１／２）＋２ｎ－１
２×（１／２）＋ｎ－１ ＝２×２ｎ

ｎ ＝４．

例１７　一等差数列第６项等于５，第１１项等于３０，前２５项和Ｓ２５的值是

（Ａ）８６０．　　（Ｂ）１０００．　　（Ｃ）１５００．　　（Ｄ）１８００．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解法１　利用Ｓ２５＝２５（ａ１＋ａ２５）／２求之．为此先求出ａ１ 及ａ２５的值，于是

需先求出公差ｄ．由式（１６３）得到

ｄ＝ａ１１－ａ６

１１－６＝３０－５
５ ＝５．

因而 ５＝ａ６＝ａ１＋５ｄ＝ａ１＋２５，

故ａ１＝－２０．于是

ａ２５＝ａ１＋２４ｄ＝－２０＋２４×５＝１００，

Ｓ２５＝２５（ａ１＋ａ２５）／２＝（２５×８０）／２＝１０００．仅（Ｂ）入选．

解法２　 ｄ＝ａ１１－ａ６

１１－６＝３０－５
５ ＝５，

ａ１３＝ａ１１＋２ｄ＝３０＋２×５＝４０．
因ｎ＝２５为奇数，由求和公式（１６５）即得

Ｓ２５＝ｎ ａ１＋ａ２５（ ）２ ＝ｎ·ａ（１＋２５）／２＝ｎ·ａ１３＝２５ａ１３＝２５×４０＝１０００．

解法３　由等差数列之性质可知，距第１３项ａ１３等远的两项之和都相等，

且都等于２ａ１３，因而有

ａ１＋ａ２５＝ａ２＋ａ２４＝ａ３＋ａ２３＝…＝ａ１２＋ａ１４＝２ａ１３，

故 Ｓ２５＝ａ１＋ａ２＋…＋ａ２５＝１２×２ａ１３＋ａ１３＝２５ａ１３

＝２５×４０＝１０００．仅（Ｂ）入选．
解法４　由式（１６２）知，等差数列 的 通 项ａｎ＝ｋｎ＋ｂ为ｎ 的 一 次 函 数，
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由题意有

ａ６＝５＝６ｋ＋ｂ，

ａ１１＝３０＝１１ｋ＋ｂ｛ 。

解得ｋ＝５，ｂ＝－２５．因而ａｎ＝５ｎ－２５，则

ａ１＝５－２５＝－２０，　ａ２５＝５×２５－２５＝１００，

Ｓ２５＝
（ａ１＋ａ２５）×２５

２ ＝８０
２×２５＝１０００．仅（Ｂ）入选．

例１８　在等比数列｛ａｎ｝中ａ１＝－１，前ｎ项 和 为Ｓｎ，若Ｓ１０／Ｓ５＝３１／３２，

则ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓｎ 等于

（Ａ）２／３．　　（Ｂ）－２／３．　　（Ｃ）２．　　（Ｄ）－２．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解法１　利用命题１６１４即式（１６１６）得到

Ｓ１０＝Ｓ５＋ｑ５Ｓ５＝Ｓ５（１＋ｑ５），　Ｓ１０／Ｓ５＝１＋ｑ５＝３１／３２．

因而 ｑ５＝３１／３２－１＝－１／３２＝－１／２５，　即　ｑ＝－１／２．

再由式（１６９）得到ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓｎ＝
ａ１

１－ｑ＝ －１
１＋１／２＝－２

３．仅（Ｂ）入选．

解法２　利用式（１６８）得到

Ｓ１０

Ｓ５
＝ａ１（１－ｑ１０）
ａ１（１－ｑ５）＝

ａ１［１－（ｑ５）２］
ａ１（１－ｑ５） ＝１＋ｑ５＝３１

３２
，　ｑ５＝１

２５，

故ｑ＝－１／２．下同解法１（略）．
解法３　Ｓ１０＝Ｓ５＋ａ６＋ａ７＋ａ８＋ａ９＋ａ１０

＝Ｓ５＋ａ１ｑ５＋ａ２ｑ５＋ａ３ｑ５＋ａ４ｑ５＋ａ５ｑ５

＝Ｓ５＋ｑ５（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５）＝Ｓ５＋ｑ５Ｓ５。

下同解法１（略）．
例１９［１９９８年Ⅱ７］　若在等差数列中前５项的和Ｓ５＝１５，前１５项 的 和

Ｓ１５＝１２０，则前１０项的和Ｓ１０＝
（Ａ）４０．　　（Ｂ）４５．　　（Ｃ）５０．　　（Ｄ）５５．　　（Ｅ）６０．
解法１　利用定理１６２求之．设 等 差 级 数｛ａｎ｝的 前ｎ项 和Ｓｎ＝Ａｎ２＋

Ｂｎ（Ａ≠０），由题意有

Ｓ５＝１５＝５２Ａ＋Ｂｎ＝２５Ａ＋５Ｂ，

Ｓ１５＝１２０＝１５２Ａ＋１５Ｂ＝２２５Ａ＋１５Ｂ｛ ，

解得Ａ＝Ｂ＝１／２．因而Ｓｎ＝ｎ２／２＋ｎ／２，于是当ｎ＝１０时有
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Ｓ１０＝１０２／２＋１０／２＝５０＋５＝５５．仅（Ｄ）入选．
解法２　利用命题１６７求 之．由 该 命 题 知Ｓ５，Ｓ１０－Ｓ５，Ｓ１５－Ｓ１０，…仍

为等差数列，且有

２（Ｓ１０－Ｓ５）＝Ｓ５＋（Ｓ１５－Ｓ１０），

则 ３Ｓ１０＝３Ｓ５＋Ｓ１５＝３×１５＋１２０＝１６５，　即　Ｓ１０＝５５．
解法３　因５，１５均为奇数，由式（１６５）得到Ｓ５＝５ａ３，Ｓ１５＝１５ａ８，故

ａ３＝Ｓ５／５＝３＝ａ１＋２ｄ， ①

ａ８＝１２０／１５＝８＝ａ１＋７ｄ。 ②
由式①、式②得到ａ１＝ｄ＝１，故

Ｓ１０＝
１０（ａ１＋ａ１０）

２ ＝１０（ａ１＋ａ１＋９ｄ）
２ ＝５５．仅（Ｄ）入选．

解法４　由解法３知ｄ＝１，则

Ｓ１５＝Ｓ５＋ａ６＋ａ７＋ａ８＋ａ９＋ａ１０＋…＋ａ１５　　　　

＝Ｓ５＋（ａ１＋５ｄ）＋（ａ２＋５ｄ）＋…＋（ａ１０＋５ｄ）

＝Ｓ５＋（ａ１＋ａ２＋…＋ａ１０）＋１０×５ｄ

＝Ｓ５＋Ｓ１０＋５０（因ｄ＝１），

故 Ｓ１０＝Ｓ１５－Ｓ５－５０＝１２０－１５－５０＝５５．
解法５　由命题１６１３即式（１６１４）有

Ｓｎ＋ｍ＝Ｓｎ＋Ｓｍ＋ｍｎｄ．
由本例解法３知ｄ＝１．又ｎ＝５，ｍ＝１０，则ｎ＋ｍ＝１５，

Ｓ１５＝Ｓ５＋Ｓ１０＋５×１０×ｄ　即　１２０＝１５＋Ｓ１０＋５０，

故Ｓ１０＝５５．仅（Ｄ）入选．

解法６　由定理１６２知Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ（Ａ≠０），则
Ｓｎ

ｎ ＝Ａｎ＋Ｂ，此 为 关

于ｎ的一次函数，其图形为一直线，直线上点的坐标为 ｎ，Ｓｎ（ ）ｎ ．由题设知，点

Ｃ ５，１５（ ）５
，Ｄ １５，１２０（ ）１５

，Ｅ １０，Ｓ１０（ ）１０
均在 此 直 线 上，故ｋＣＤ ＝ｋＣＥ （ＣＤ 线 段 与

ＣＥ 线段斜率相等），故有

１２０
１５－１５（ ）５

（１５－５）＝ Ｓ１０

１０－１５（ ）５
（１０－５），　即　５

１０＝Ｓ１０－３０
５０

，

亦即２５＝Ｓ１０－３０，所以Ｓ１０＝５５．
例２０　设有等比数列，它的前ｎ项的和为４８，前２ｎ项的和为６０，试求它
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的前３ｎ项的和．
解法１　因Ｓｎ 为等比数列｛ａｎ｝的前ｎ项的和，由命题１６８知Ｓｎ，Ｓ２ｎ－

Ｓｎ，Ｓ３ｎ－Ｓ２ｎ，…，仍为等比数列．因而

（Ｓ２ｎ－Ｓｎ）２＝Ｓｎ（Ｓ３ｎ－Ｓ２ｎ），　即　（６０－４８）２＝４８（Ｓ３ｎ－６０）．
解得 Ｓ３ｎ＝１４４／４８＋６０＝６３．

解法２　设首项为ａ，公 比 为ｑ．若ｑ＝１则ｎａ＝４８，２ｎａ＝６０，此 两 式 矛

盾，因而ｑ＝１不合理，故ｑ≠１。依题意有

ａ（１－ｑｎ）
１－ｑ ＝４８， ①

ａ（１－ｑ２ｎ）
１－ｑ ＝６０． ②

由式②有
ａ（１－ｑｎ）（１＋ｑｎ）

１－ｑ ＝６０．将式①代入４８（１＋ｑｎ）＝６０，故ｑｎ＝１／４．因

此前３ｎ项的和为

ａ（１－ｑ３ｎ）
１－ｑ ＝ａ（１－ｑｎ）

１－ｑ
（１＋ｑｎ＋ｑ２ｎ）＝４８ １＋１

４＋１（ ）１６ ＝６３．

例２１（条件充分性判断）　数列｛ａｎ｝的前ｎ项和Ｓｎ＝ｎ（ｎ＋２）．
（１）｛ａｎ｝是等差数列；

（２）｛ａｎ｝的前２ｎ－１项和Ｓ２ｎ－１＝（２ｎ－１）（２ｎ＋１）．
解　由定理１６２知Ｓｎ＝ｎ（ｎ＋２）为等差数列｛ａｎ｝的 前ｎ项 和，且 该 等

差数列的公差为２，首项为３．条件（１）、条件（２）都无法说明这些条件成立，所

以条件（１）、条件（２）都不充分。但将其联合起来后，由条件（１）知｛ａｎ｝为等差

数列，由条件（２）可证明该等差数列首项ａ１＝３，公差ｄ＝２．
事实上，ｎ＝１时由条件（２）得到Ｓ１＝ａ１＝３．
又ａ１＋ａ２＋ａ３＝Ｓ３ 即３ａ１＋ｄ＋２ｄ＝３ａ１＋３ｄ＝３×５＝１５，故ｄ＝５－ａ１

＝５－３＝２．这就说明了 条 件（１）、条 件（２）联 合 起 来｛ａｎ｝确 是 首 项 为３、公 差

为２的等差数列，因而Ｓｎ＝ｎ２＋２ｎ＝ｎ（ｎ＋２）．
或由ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ＝３＋２（ｎ－１）＝２ｎ＋１也得到

Ｓｎ＝
（ａ１＋ａｎ）ｎ

２ ＝ｎ（ｎ＋２）．仅 Ｃ入选．

例２２　等差数列｛ａｎ｝有ｎ项，ｎ为奇数，则其奇数项之和与偶数项之 和

的比为

（Ａ）ｎ－１
２ ．　　（Ｂ）２ｎ＋１

ｎ ．　　（Ｃ）２ｎ＋１
２ｎ ．　　（Ｄ）ｎ＋１

ｎ－１．
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（Ｅ）以上结论都不正确．
解　设等差数列｛ａｎ｝公差为ｄ，因ｎ为奇数，设ｎ＝２ｍ－１（ｍ∈Ｎ），故在

｛ａｎ｝中有 ｍ 项奇数项，ｍ－１项 偶 数 项，则 由 定 理１６５（４）知，奇 数 项｛ａ（１）
ｎ ｝

也为一等差数列ａ（１）
１ ＝ａ１，ｄ１＝２ｄ，其和为

Ｓ１ ＝ｍ（ａ（１）
１ ＋ａ（１）

２ｎ－１）
２ ＝ｍ（ａ１＋ａｎ）

２ ＝ｍ［ａ１＋ａ１＋（ｍ－１）２ｄ］
２

＝ｍ［ａ１＋（ｍ－１）ｄ］．
偶数项也组成一等差数列｛ａ（２）

ｎ ｝（见 定 理１６５（４），ａ（２）
１ ＝ａ２，ｄ２＝２ｄ，ａ（２）

ｎ ＝

ａ２ｍ－２＝ａ２（ｍ－１）．因而共有 ｍ－１项，其和为

Ｓ２ ＝
（ａ（２）

１ ＋ａ（２）
２ｍ－２）（ｍ－１）
２ ＝

（ｍ－１）［ａ２＋ａ２＋（ｍ－２）×２ｄ］
２

＝（ｍ－１）［ａ２＋（ｍ－２）ｄ］＝（ｍ－１）［ａ１＋ｄ＋（ｍ－２）ｄ］

＝（ｍ－１）［ａ１＋（ｍ－１）ｄ］，

故
Ｓ１

Ｓ２
＝ ｍ［ａ１＋（ｍ－１）ｄ］

（ｍ－１）［ａ１＋（ｍ－１）ｄ］＝
ｍ

ｍ－１＝
（ｎ＋１）／２

（ｎ＋１）／２－１

＝ｎ＋１
ｎ－１．仅（Ｄ）入选．

类型（二）　计算等差数列或等比数列若干项的代数式的值．
除用到前述有关公式、命题、定理外，还用到下述命题。

命题１６１３　设等差数列｛ａｎ｝的前 ｍ＋ｎ项 的 和 为Ｓｍ＋ｎ，前 ｍ 项、前ｎ
项的和分别为Ｓｍ，Ｓｎ，ｄ为公差，则

Ｓｍ＋ｎ＝Ｓｍ＋Ｓｎ＋ｍｎｄ， （１６１４）

ｎＳｍ＝ｍＳｎ＋ｍｎ（ｍ－ｎ）ｄ／２。 （１６１５）

命题１６１４　若｛ａｎ｝是 等 比 数 列，其 公 比 为ｑ （ｑ≠１），Ｓｎ 为 其 前ｎ 项

和，则

Ｓｍ＋ｎ＝Ｓｎ＋ｑｎＳｍ＝Ｓｍ＋ｑｍＳｎ。 （１６１６）

例２３［２００１年Ⅱ１２］　等差数列｛ａｎ｝中ａ５＜０，ａ６＞０，且ａ６＞｜ａ５｜，Ｓｎ 是

前ｎ 项之和，则

（Ａ）Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 均小于零，而Ｓ４，Ｓ５，…均大于零．
（Ｂ）Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓ５ 均小于零，而Ｓ６，Ｓ７，…均大于零．
（Ｃ）Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓ９ 均小于零，而Ｓ１０，Ｓ１１，…均大于零．
（Ｄ）Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓ１０均小于零，而Ｓ１１，Ｓ１２，…均大于零．
解法１　利用命题１６２及命题１６１３判别之．
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先由ａ５＜０，ａ６＞０，ａ６＞｜ａ５｜得到

Ｓ９＝
９（ａ１＋ａ９）

２ ＝９
２×２ａ５＜０，

Ｓ１０＝
１０（ａ１＋ａ１０）

２ ＝１０（ａ５＋ａ６）
２ ＞０，　ｄ＝ａ６－ａ５

６－５ ＞０（见式（１６３）），

设等差数列｛ａｎ｝的前 ｍ，ｎ项的和分别 为Ｓｍ，Ｓｎ，公 差 为ｄ，则 由 命 题１６１３
有 ｍＳｎ＝ｎＳｍ＋ｍｎ（ｎ－ｍ）ｄ／２．
因而 １０Ｓ１１＝１１Ｓ１０＋１１×１０（１１－１０）ｄ／２＞０，

１０Ｓ１２＝１２Ｓ１１＋１２×１１（１２－１１）ｄ／２＞０，

　…

因而对任意ｋ＞１０的正整数ｋ总有

１０Ｓｋ＝ｋＳ１０＋１０×ｋ（ｋ－１０）ｄ／２＞０　（ｋ＝１１，１２，…）．仅（Ｃ）入选．
解法２　先将等差数列｛ａｎ｝中 的 相 关 元 素ａ５，ａ６ 及Ｓｎ 均 化 为 用 其 首 项

ａ１ 和公差ｄ表述：

ａ５＝ａ１＋４ｄ＜０，

ａ６＝ａ５＋ｄ＝ａ１＋４ｄ＋ｄ＝ａ１＋５ｄ＞０，

ａ６＝ａ１＋５ｄ＞｜ａ５｜＝－ａ１－４ｄ，


ａ１＜－４ｄ，

ｄ＞－ａ５＞０，

ａ１＞（－９／２）ｄ
烅
烄

烆 ，
－９ｄ

２＜ａ１＜－４ｄ．

由 Ｓｎ＝
ｎ（ａ１＋ａｎ）

２ ＝ｎ［ａ１＋ａ１＋（ｎ－１）ｄ］
２ ＝ｎａ１＋ｎ（ｎ－１）

２ ｄ

得到 －９
２ｎｄ＋ｎ（ｎ－１）

２ ｄ＜Ｓｎ＜－４ｎｄ＋ｎ（ｎ－１）
２ ｄ，

即 ｎ（ｎ－１０）
２ ｄ＜Ｓｎ＜ｎ（ｎ－９）

２ ｄ。

因而当ｎ≤９时，Ｓｎ＜０；当ｎ≥１０时，Ｓｎ＞０．仅（Ｃ）入选．
例２４［２０００年Ⅱ７］　已知等差数列｛ａｎ｝的公差不为零，但第３、第４、第７

项构成等比数列，则
ａ２＋ａ６

ａ３＋ａ７
＝

（Ａ）３／５．　　　（Ｂ）２／３．　　　（Ｃ）３／４．　　　（Ｄ）４／５．
解法１　因｛ａｎ｝为等差数列，且其公差ｄ≠０，由ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ，得到

ａ３＝ａ１＋２ｄ，　ａ４＝ａ１＋３ｄ，　ａ７＝ａ１＋６ｄ，

由ａ２
４＝ａ３ａ７ 得到（ａ１＋３ｄ）２＝（ａ１＋２ｄ）（ａ１＋６ｄ），即

３ｄ２＋２ｄａ１＝ｄ（３ｄ＋２ａ１）＝０，

因ｄ≠０，故ａ１＝－３ｄ／２．则

·６１１·



ａ２＋ａ６

ａ３＋ａ７
＝ａ１＋ｄ＋ａ１＋５ｄ
ａ１＋２ｄ＋ａ１＋６ｄ＝２ａ１＋６ｄ

２ａ１＋８ｄ＝－３ｄ＋６ｄ
－３ｄ＋８ｄ＝３

５．仅（Ａ）入选．

解法２　利用等差数列性质

ａ２＋ａ６＝２ａ４，　ａ３＋ａ７＝２ａ５，

则
ａ２＋ａ６

ａ３＋ａ７
＝２ａ４

２ａ５
＝ａ４

ａ５
＝ ａ４

ａ４＋ｄ．

又已知ａ３，ａ４，ａ７ 成等比数列，故

ａ２
４＝ａ３ａ７＝（ａ４－ｄ）（ａ４＋３ｄ）＝ａ２

４＋２ａ４ｄ－３ｄ２，

即３ｄ２＝２ａ４ｄ．因ｄ≠０，故ｄ＝２ａ４／３，于是

ａ２＋ａ６

ａ３＋ａ７
＝ ａ４

ａ４＋ｄ＝ ａ４

ａ４＋（２／３）ａ４
＝３

５．仅（Ａ）入选．

例２５（条件充分性判断）　在等比数列｛ａｎ｝中ａ３＋ａ７ 的值能确定

（１）ａ２ａ３ａ４＋ａ６ａ７ａ８＋３ａ２
５（ａ３＋ａ７）＝－８；　　（２）ａ４＋ａ６＝６．

解　当条件（１）成立时，利用等比数列的性质得到

ａ２
３＋ａ３

７＋３ａ３ａ７（ａ３＋ａ７）＝（ａ３＋ａ７）３＝－８，

故ａ３＋ａ７＝－２．条件（１）充分．当 条 件（２）成 立 时，由 于 无 法 确 定ａ４ 与ａ６ 的

值，从而无法确定ａ３＋ａ７ 的值．条件（２）不充分。仅 Ａ入选．
例２６　在等比数列｛ａｎ｝中ａ１＋ａ２＋…＋ａ１０＝２，ａ１１＋ａ１２＋…＋ａ３０＝１２，

则ａ３１＋ａ３１＋…＋ａ６０的值等于

（Ａ）１００．　　（Ｂ）１０１．　　（Ｃ）１１０．　　（Ｄ）１１２．　　（Ｅ）１１５．
解　由所给的两个等式可知数列｛ａｎ｝的公比ｑ≠１，则

ａ１＋ａ２＋…＋ａ１０＝ａ１＋ｑａ１＋ｑ２ａ１＋…＋ｑ９ａ１＝ａ１（１＋ｑ＋…＋ｑ９）

＝ａ１（１－ｑ１０）
１－ｑ ＝２， ①

ａ１１＋ａ１２＋…＋ａ３０＝Ｓ３０－Ｓ１０＝
ａ１（１－ｑ３０）

１－ｑ －２＝１２， ②

①÷②得１－ｑ１０

１－ｑ３０＝
１－ｑ１０

１－（ｑ１０）３＝
１
７．因而ｑ１０＝２．代入式①得

ａ１

１－ｑ＝－２，故

ａ３１＋ａ３１＋…＋ａ６０＝Ｓ６０－Ｓ３０＝
ａ１（１－ｑ６０）

１－ｑ －１４＝ ａ１

１－（ ）ｑ
［１－（ｑ１０）６］－１４

＝（－２）［１－２６］－１４＝１１２．
注意　利用等比数列（ｑ≠１）求 和 公 式 建 立 方 程 组 时，有 时ｑ的 指 数 较

高，一般采用两式相除的方法求解方程，有时还需把一个代数式 如
ａ１

１－（ ）ｑ
看
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成一个整体运算，这样运算简捷、准确．
例２７［１９９８年Ⅱ７］（条件充分性判断）　数 列｛ａｎ｝的 前ｋ项 和ａ１＋ａ２＋

…＋ａｋ 与随后ｋ 项和ａｋ＋１＋ａｋ＋２＋…＋ａ２ｋ之比与ｋ 无关．
（１）ａｎ＝２ｎ－１（ｎ＝１，２，…）；　　（２）ａｎ＝２ｎ （ｎ＝１，２，…）．
解　条件（１）成立时，由命题１６１知，以ａｎ＝２ｎ－１为通项的数列｛ａｎ｝

为等差数列，其公差ｄ＝２，首 项 为２－１＝１．再 由 等 差 数 列 的 和 的 计 算 公 式

（１６４）知

ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ＝
（ａ１＋ａｋ）ｋ

２ ＝
（１＋２ｋ－１）ｋ

２ ＝ｋ２，

ａｋ＋１＋ａｋ＋２＋…＋ａ２ｋ＝
ｋ（ａｋ＋１＋ａ２ｋ）

２ ＝ｋ［２（ｋ＋１）－１＋４ｋ－１］
２ ＝３ｋ２，

则
ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ

ａｋ＋１＋ａｋ＋２＋…＋ａ２ｋ
＝ｋ２

３ｋ２＝
１
３

为常数，与ｋ无关。条件（１）充分．

当条件（２）成立时，由命题１６１知，以ａｎ＝２ｎ 为 通 项 的 数 列｛ａｎ｝仍 为

等差数列，且其公差为２，首项为ａ１＝２．由其和的计算公式（１６４）得到

ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ＝
ｋ（ａ１＋ａｋ）

２ ＝ｋ（２＋２ｋ）
２ ＝ｋ（ｋ＋１），

ａｋ＋１＋ａｋ＋２＋…＋ａ２ｋ＝
ｋ（ａｋ＋１＋ａ２ｋ）

２ ＝ｋ［２（ｋ＋１）＋２×２ｋ］
２ ＝ｋ（３ｋ＋１），

则
ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ

ａｋ＋１＋ａｋ＋２＋…＋ａ２ｋ
＝ｋ＋１
３ｋ＋１

与ｋ有关。条件（２）不充分．仅 Ａ入选．

例２８　已知｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝是两个等差数列，｛ａｎ｝的前ｎ项和为Ｓｎ，｛ｂｎ｝的前

ｎ项和为Ｓ′ｎ．若
Ｓｎ

Ｓ′ｎ ＝３ｎ－２
２ｎ＋７

，则ａ８∶ｂ８ 的比值为

（Ａ）４３／３７．　 （Ｂ）２．　 （Ｃ）３７／４３．　 （Ｄ）１７／２８．　 （Ｅ）２８／１７．

解法１　
ａ８

ｂ８
＝ａ１＋７ｄ１

ｂ１＋７ｄ２
＝２ａ１＋１４ｄ１

２ｂ１＋１４ｄ２
＝ａ１＋（ａ１＋１４ｄ１）
ｂ１＋（ｂ１＋１４ｄ２）

＝ａ１＋ａ１５

ｂ１＋ｂ１５
＝１５（ａ１＋ａ１５）／２
１５（ｂ１＋ｂ１５）／２

＝Ｓ１５

Ｓ′１５＝
３×１５－２
２×１５＋７

＝４３
３７．仅（Ａ）入选．

解法２　
Ｓ１５

Ｓ′１５＝
１５（ａ１＋ａ１５）／２
１５（ｂ１＋ｂ１５）／２

＝ａ１＋ａ１５

ｂ１＋ｂ１５
＝２ａ８

２ｂ８
＝ａ８

ｂ８
，

即
ａ８

ｂ８
＝Ｓ１５

Ｓ′１５＝
３×１５－２
２×１５＋７＝４３

３７．
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例２９（条件充分性判断）　｛ａｎ｝为 等 差 数 列，ａ３＋ａ６＋ａ９＋…＋ａ９９＝ｍ
的值可知。

（１）数列｛ａｎ｝的公差为１；　　（２）前９９项之和为Ｓ９９＝９８．
解　条件（１）只 知 公 差 为１，无 其 他 条 件，不 能 确 定｛ａｎ｝中 任 何 一 项 的

值，因而无法求得 ｍ．条 件（１）不 充 分。由 条 件（２），利 用 等 差 数 列 之 性 质 距

ａ５０项等远的项的和均相等得到ａ１＋ａ９９＝ａ２＋ａ９８＝…＝ａ４９＋ａ５１，故ａ１＋ａ９９

＝９８÷４９＝２，故中值 Ｍ＝（ａ１＋ａ９９）／２＝１．
注意到ａ５１是ａ３，ａ６，ａ９，…，ａ４８，ａ５１，ａ５４，ａ５７，…，ａ９９的中间项，由等差数列

的性质：距ａ５１前后等远的两项之和其值相等且都等于２ａ５１，有

ａ３＋ａ６＋ａ９＋…＋ａ９９＝２ａ５１×１６＝３２ａ５１．
如果能将ａ５１求出，则 ｍ 即可求出，仅有条件（２）还求不出ａ５１，只能求出

２ａ５０＝ａ１＋ａ９９＝２　即　ａ５０＝１．
如能加上条件（１）知道｛ａｎ｝的公差为１，则ａ５１＝１＋１＝２．于 是 由 前 面 分 析 即

得

ａ３＋ａ６＋ａ９＋…＋ａ９９＝１６×２ａ５１＝６４．仅 Ｃ入选．
例３０（条件充分性判断）　两 个 等 差 数 列 首 项 都 是ｘ，末 项 均 为９，则 第

一个数列中第３项与第２项之差和 第 二 个 数 列 第５项 与 第３项 之 差 的 比 值

为 ｎ＋１
２（ｍ＋１）．

（１）第１个数列是在ｘ与ｙ 之间插入ｍ 个数；

（２）第２个数列是在ｘ与ｙ 之间插入ｎ 个数．
解　因题干中给出的比与两个数列 的 个 别 项 直 接 有 关，条 件（１）与 条 件

（２）单独都不充分，将它们联合起来看是否充分。为此设两个数列分别为

ｘ，ａ１，ａ２，…，ａｍ，ｙ，公差为ｄ１，则

ｙ＝ｘ＋（ｍ＋２－１）ｄ１。 ①
ｘ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ，ｙ，公差为ｄ２，则

ｙ＝ｘ＋（ｎ＋２－１）ｄ２． ②

下面考察
ａ２－ａ１

ｂ４－ｂ２
＝ ｎ＋１
２（ｍ＋１）是 否 成 立，即

ｄ１

２ｄ２
＝ ｍ＋１
２（ｍ＋１）是 否 成 立．由 式①、

式②分别得到ｄ１＝ ｙ－ｘ
ｍ＋２－１＝ｙ－ｘ

ｍ＋１
，ｄ２＝ｙ－ｘ

ｎ＋１
，故

ｄ１

２ｄ２
＝ ｙ－ｘ
２（ｍ＋１）

ｙ－ｘ
（ｎ＋１）＝

ｎ＋１
２（ｍ＋１）．
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即条件（１）与条件（２）联合起来后是充分的．仅 Ｃ入选．
题型四　求非等差数列或非等比数列的前ｎ项和

法一　用拆项分组法求之。

该法是指将某些数列拆成两个或两个以上的等差数列或（和）等比数列，

然后再利用等差数列或（和）等比级数的前ｎ项和的公式求之．

例３１　求和：（１） １＋（ ）１
２ ＋ ２＋（ ）１

４ ＋ ３＋（ ）１
８ ＋…＋ ｎ＋１

２（ ）ｎ ；

（２）１＋（１＋ａ）＋（１＋ａ＋ａ２）＋…＋（１＋ａ＋ａ２＋…＋ａｎ－１）．

解　（１）原式＝（１＋２＋３＋…＋ｎ）＋ １
２＋１

２２＋…＋１
２（ ）ｎ

＝ｎ（ｎ＋１）
２ ＋１／２－１／２ｎ＋１

１－１／２

＝ｎ（ｎ＋１）
２ ＋１－（ ）１

２
ｎ

＝ｎ２＋ｎ＋２
２ －１

２ｎ ．

（２）原式＝
［１＋（１＋ａ）＋（１＋ａ＋ａ２）＋…＋（１＋ａ＋ａ２＋…＋ａｎ－１）］（１－ａ）

１－ａ

＝［（１－ａ）＋（１－ａ２）＋（１－ａ３）＋…＋（１－ａｎ）］／（１－ａ）

＝［ｎ－（ａ＋ａ２＋ａ３＋…＋ａｎ）］／（１－ａ）

＝ １
１－ａ ｎ－ ａ－ａｎ＋１

１－（ ）［ ］ａ ＝ １
１－ａ ｎ－ａ １－ａｎ

１－（ ）［ ］ａ

＝ ｎ
１－ａ－ａ（１－ａｎ）

（１－ａ）２ ．

例３２　在一个数列｛ａｎ｝中，ａ１＝１，ａ２＝３，ａｎ＋２

ａｎ
＝２（ｎ＝１，２，…），求Ｓ１００．

解　将｛ａｎ｝分成两个数列｛Ａｎ｝，｛Ｂｎ｝，其中

Ａｎ＝ａ２ｎ－１ （ｎ＝１，２，…），　Ｂｎ＝ａ２ｎ （ｎ＝１，２，…）．
因而｛Ａｎ｝＝｛ａ２ｎ－１｝是首项为ａ１＝１、公比为２的等比数 列，｛Ｂｎ｝是 首 项 为ａ２

＝３、公比为２的等比数列．｛Ａｎ｝的前５０项的和为

ＳＡ５０＝
ａ１（１－２５０）

１－２ ＝２５０－１．

｛Ｂｎ｝的前５０项的和为

ＳＢ５０＝
ａ２（１－２５０）

１－２ ＝３（２５０－１），

所以 Ｓ１００＝ＳＡ５０＋ＳＢ５０＝（２５０－１）＋３（２５０－１）＝４（２５０－１）＝２５２－２２．
法二　用错位相减法求之．
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该法常用来求下述一类数列的前ｎ项和：设数列｛ａｎ｝和｛ｂｎ｝分别是公差

为ｄ的等差数列与公比为ｑ 的等比数列，其积数列｛ａｎｂｎ｝（常称为混合数列）

的前ｎ项和便可采用此法。同时利用等比数列求和公式求之．
设等比数列｛ｂｎ｝的公式为ｑ （ｑ≠１），记｛ａｎｂｎ｝的前ｎ项和为Ｓｎ，利用

ｑｂｋ＝ｂｋ＋１ （ｋ＝１，２，…，ｎ）

得到 Ｓｎ＝ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２＋ａ３ｂ３＋…＋ａｎ－１ｂｎ－１＋ａｎｂｎ， ①

ｑＳｎ ＝ａ１（ｑｂ１）＋ａ２（ｑｂ２）＋…＋ａｎ－１（ｑｂｎ－１）＋ａｎ（ｑｂｎ）

＝ａ１ｂ２＋ａ２ｂ３＋ａ３ｂ４＋…＋ａｎ－１ｂｎ＋ａｎｂｎ＋１． ②

①－②，左端为（１－ｑ）Ｓｎ，而其右端错位相减得到

（１－ｑ）Ｓｎ ＝ａ１ｂ１＋（ａ２－ａ１）ｂ２＋（ａ３－ａ２）ｂ３＋…＋（ａｎ－ａｎ－１）ｂｎ－ａｎｂｎ＋１

＝ａ１ｂ１＋ｄｂ２＋ｄｑｂ２＋ｄｑ２ｂ２＋…＋ｄｑｎ－２ｂ２－ａｎｂｎ＋１

＝ａ１ｂ１＋ｄｂ２（１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑｎ－２）－ａｎｂｎ＋１

＝ａ１ｂ１－ａｎｂｎ＋１＋
ｄｂ２（１－ｑｎ－１）

１－ｑ
，

故 Ｓｎ＝
ａ１ｂ１－ａｎｂｎ＋１

１－ｑ ＋ｄｂ２（１－ｑｎ－１）
１－ｑ ．

例３３［１９９９年Ⅰ２１］　求和：Ｓｎ＝３＋２×３２＋３×３３＋４×３４＋…＋ｎ×３ｎ．

解　Ｓｎ＝
ｎ

ｋ＝１
ａｋｂｋ，其中ａｋ 为等差数列１，２，…，ｋ，…，ｎ的一般项，ｂｋ 为等

比数列３，３２，３３，…，３ｎ 的一般项，因而Ｓｎ 为混合数列｛ａｎｂｎ｝的前ｎ项的和．
在 Ｓｎ＝３＋２×３２＋３×３３＋４×３４＋…＋（ｎ－１）３ｎ－１＋ｎ３ｎ ①

的两端乘以公比ｑ＝３得到

３Ｓｎ＝３２＋２×３３＋３×３４＋…＋（ｎ－２）３ｎ－１＋（ｎ－１）３ｎ＋ｎ×３ｎ＋１， ②

①－②，将其右端错位相减得到

Ｓｎ－３Ｓｎ＝－２Ｓｎ＝３＋３２＋３３＋３４＋…＋３ｎ－１＋３ｎ－ｎ３ｎ＋１．
上式最右端含一公比为ｑ＝３的ｎ项等比数列之和，利用其求和的公式得到

－２Ｓｎ＝３（１＋３＋３２＋…＋３ｎ－２＋３ｎ－１）－ｎ３ｎ＋１＝３×１－３ｎ

１－３－ｎ×３ｎ＋１，

故Ｓｎ＝３
４

（１－３ｎ）＋ｎ
２３ｎ＋１＝３

４ １－３ｎ＋２ｎ
３×３ｎ（ ）＋１ ＝３

４
［１＋（２ｎ－１）３ｎ］．

法三　用列项法求之．
如果数列的通项公式ａｎ 可表示为ｆ（ｎ＋１）－ｆ（ｎ）的形式，常可采取 裂

项求和法，这时其前ｎ项和Ｓｎ＝
ｎ

ｋ＝１
［ｆ（ｋ＋１）－ｆ（ｋ）］通过前后项相消转化为
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只求两项代数和的值，即

　Ｓｎ ＝
ｎ

ｋ＝１
［ｆ（ｋ＋１）－ｆ（ｋ）］

＝ｆ（２）－ｆ（１）＋ｆ（３）－ｆ（２）＋ｆ（４）－ｆ（３）＋…＋ｆ（ｎ－１）

－ｆ（ｎ－２）＋ｆ（ｎ）－ｆ（ｎ－１）＋ｆ（ｎ＋１）－ｆ（ｎ）

＝ｆ（ｎ＋１）－ｆ（１）．

这样极大地简化了计算．特别当数列的通项表示式为ｎ的分式形式而分母又

能分解成其差为常数的两项乘积时，常可应用此法求其前ｎ项和．例如求和

Ｓｎ＝
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ２＋ｋ

，　Ｓｎ＝
ｎ

ｋ＝１

１
４ｋ２－１

时可将其一般项分解为

１
ｋ２＋ｋ＝ １

ｋ（ｋ＋１）＝
１
ｋ－ １

ｋ＋１
，

１
４ｋ２－１＝ １

（２ｋ＋１）（２ｋ－１）＝
１
２

１
２ｋ－１－ １

２ｋ（ ）＋１ ．

通过前后项相消，即可求得前ｎ项和Ｓｎ．

例３４［２０００年Ⅱ１７］　 １
１×２＋ １

２×３＋ １
３×４＋…＋ １

９９×１００＝ ．

解　用裂项法求之，所求和为
９９

ｎ＝１

１
ｎ（ｎ＋１）．注意到（ｎ＋１）－ｎ＝１为常数，

可将一般项分项为 １
ｎ（ｎ＋１）＝

１
ｎ＋１－１

ｎ
，故

原式＝ １－（ ）１
２ ＋ １

２－（ ）１
３ ＋ １

３－（ ）１
４ ＋…＋ １

９９－ １（ ）１００

＝１－ １
１００＝９９

１００＝０．９９．

例３５　数列
１

４ｎ２｛ ｝－１
的前ｎ项和Ｓｎ＝ ．

解　 １
４ｎ２－１＝ １

（２ｎ－１）（２ｎ＋１），其分母为其差２ｎ＋１－（２ｎ－１）＝２是常

数的两因式（２ｎ－１）与（２ｎ＋１）的乘积．可用裂项法求其前ｎ项和．事实上由

１
（２ｎ－１）（２ｎ＋１）＝

１
２

１
２ｎ－１－ １

２ｎ（ ）＋１

有　　　　Ｓｎ ＝
ｎ

ｋ＝１

１
（２ｋ－１）（２ｋ＋１）＝

１
２

ｎ

ｋ＝１

１
２ｋ－１－ １

２ｋ（ ）＋１
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＝１
２ １－（ ）１

３ ＋ １
３－（ ）１

５ ＋ １
５－（ ）１

７ ＋［ …

＋ １
２ｎ－３－ １

２ｎ（ ）－１ ＋ １
２ｎ－１－ １

２ｎ（ ）］＋１

＝１
２ １－ １

２ｎ（ ）＋１ ．

法四　用公式法求之．
公式法是指直接应用等差数列或等比数列的前ｎ项和的公式，或者应用

自然数一次幂的和、平方和、立方和的公式

１＋２＋３＋…＋ｎ＝ｎ（ｎ＋１）／２， （１６１７）

１２＋２２＋３２＋…＋ｎ２＝ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）／６， （１６１８）

１３＋２３＋３３＋…＋ｎ３＝ｎ２（ｎ＋１）２／４ （１６１９）

及无穷递减等比级数求和公式（式（１６９））的方法．
一般地，如果已知数列的通项公 式 是 不 超 过 三 次 幂 的ｎ的 多 项 式 形 式，

其前ｎ项和就可利用上述三个常用的求和公式求出．
例３６　已知数列｛ａｎ｝中，ａｎ＝３ｎ２－２ｎ＋１（ｎ∈Ｎ），试求此数列前ｎ项和

Ｓｎ 的表达式．
解　依题意有　　　　ａ１＝３×１２－２×１＋１，

ａ２＝３×２２－２×２＋１，

ａ３＝３×３２－２×３＋１，

　…

ａｎ＝３×ｎ２－２×ｎ＋１．
将以上这ｎ个等式纵向相加，由式（１６１７）、式（１６１８）得到其和为

　　Ｓｎ ＝３（１２＋２２＋３２＋…＋ｎ２）－２（１＋２＋３＋…＋ｍ）＋ｎ×１

＝３×１
６ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）－２×ｎ（ｎ＋１）

２ ＋ｎ＝ｎ（２ｎ２＋ｎ＋１）／２．

题型五　求解与等差数列或（和）等比数列有关的综合应用题

等差数列、等比数列涉及的知识 面 较 广，考 生 除 了 要 熟 练 掌 握 有 关 数 列

的概念和公式外，还要善于根据题设 的 特 征 挖 掘 隐 含 条 件，联 想 有 关 数 学 内

容和方法，求解有关综合应用题．
类型（一）　已知数列元素为某方程的系数或其根，讨论该数列的性质．
常根据方程根（解）的情况，利用判别式及韦达定理等讨论之．
例３７［１９９８年Ⅰ２１］　已知ａ，ｂ，ｃ三数既成等差数列，又成等比数列，设
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α，β是方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两个根，且α＞β，求α３
β－αβ

３．
解法１　由题设有 ２ｂ＝ａ＋ｃ， ①

ｂ２＝ａｃ． ②
将式①平方得 ４ｂ２＝（ａ＋ｃ）２＝ａ２＋ｃ２＋２ａｃ， ③
将式②代入式③有４ａｃ＝ａ２＋ｃ２＋２ａｃ，即（ａ－ｃ）２＝０，故ａ＝ｃ．由式①有２ｂ＝

２ａ，即ａ＝ｂ＝ｃ．
由韦达定理得α＋β＝－ｂ／ａ＝－ａ／ａ＝－１，αβ＝－ｃ／ａ＝－ａ／ａ＝－１，则

　α３
β－αβ

３ ＝αβ（α２－β
２）＝αβ（α＋β）（α－β）

＝αβ（α＋β） （α－β）槡 ２（因α＞β）＝αβ（α＋β） （α＋β）２－４α槡 β

＝（－１）（－１） （－１）２－４（－１槡 ） 槡＝ ５． ④
解法２　由等差数列与等比数 列 之 关 系 即 命 题１６１１知ａ，ｂ，ｃ为 常 数

数列，即ａ＝ｂ＝ｃ，则

ａｘ２＋ｂｘ－ｃ＝ａｘ２＋ａｘ－ａ＝０，

即 ｘ２＋ｘ－１＝０　（因ａ，ｂ，ｃ成等比数列，ａ≠０）．
又因α，β为上方程的两根，故α＋β＝－１，αβ＝－１（根据韦达定理）．将其

代入解法１中的式④即得α３
β－αβ

３ 槡＝ ５．
例３８［１９９９年Ⅰ４］　若方程（ａ２＋ｃ２）ｘ２－２ｃ（ａ＋ｂ）ｘ＋ｂ２＋ｃ２＝０有 实

根，则

（Ａ）ａ，ｂ，ｃ成等比数列。　　　　（Ｂ）ａ，ｃ，ｂ成等比数列。

（Ｃ）ｂ，ａ，ｃ成等比数列。 （Ｄ）ａ，ｂ，ｃ成等差数列。

（Ｅ）ｂ，ａ，ｃ成等差数列。

解　因方程有实根，故其判别式Δ≥０．但

Δ＝４ｃ２（ａ＋ｂ）２－４（ａ２＋ｃ２）（ｂ２＋ｃ２）＝４（２ａｂｃ２－ａ２ｂ２－ｃ４）＝－４（ａｂ－ｃ２）２≤０，

故Δ＝０．因而ａｂ－ｃ２＝０，故ｃ２＝ａｂ．又因ａ２＋ｃ２ 为 一 元 二 次 方 程 的 系 数，故

ａ２＋ｃ２≠０，即ａ≠０，ｃ≠０，于是ｂ≠０．这样ａ，ｂ，ｃ为非零实数，又ｃ２＝ａｂ，故ａ，

ｃ，ｂ（或ｂ，ｃ，ａ）成等比数列．仅（Ｂ）入选．
例３９　若实数ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 都不为零，且

（ａ２
１＋ａ２

２）ａ２
４－２ａ２（ａ１＋ａ３）ａ４＋ａ２

２＋ａ２
３＝０， ①

则ａ１，ａ２，ａ３ 成等比数列，且ａ４ 是其公比．
解　视ａ４ 为方程①的实根，则其判别式

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４ａ２
２（ａ１＋ａ３）２－４（ａ２

１＋ａ２
２）（ａ２

２＋ａ２
３）＝－４（ａ２

２－ａ１ａ３）２≥０．
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显然上述代数式只有４（ａ２
２－ａ１ａ３）＝０时 才 成 立，因 而ａ２

２－ａ１ａ３＝０，即ａ２
２＝

ａ１ａ３，由命题１６５知ａ１，ａ２，ａ３ 成等比数列．
由于判别式Δ＝０，由求根公式得到

ａ４＝－ｂ
２ａ＝２ａ２（ａ１＋ａ３）

２（ａ２
１＋ａ２

２）
＝ａ２（ａ１＋ａ３）
ａ１（ａ１＋ａ３）

＝ａ２

ａ１
，

故ａ４ 为该等比数列的公比．
例４０　｛ａｎ｝是等比数列，ａ４ａ７＝－５１２，ａ３＋ａ８＝１２４，且 公 比ｑ为 整 数，

则ａ１０等于

（Ａ）－５１２．　　（Ｂ）５１２．　　（Ｃ）４０９６．　　（Ｄ）－４０９６．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解　ａ４ａ７＝ａ３ｑａ７＝ａ３ａ８＝－５１２，又ａ３＋ａ８＝１２４，故ａ３，ａ８ 是 关 于ｘ 的

二次方程ｘ２－１２４ｘ－５１２＝０的两根．
又因ｑ∈Ｚ（整数集合），故｜ａ３｜＜｜ａ８｜．由

ｘ２－１２４ｘ－５１２＝（ｘ－１２８）（ｘ＋４）＝０
得到 ｘ１＝－４＝ａ３，　ｘ２＝１２８＝ａ８．

又由ａ８＝ａ３ｑ５，即１２８＝（－４）ｑ５ 得到ｑ＝－２．因而

ａ１０＝ａ８ｑ２＝１２８×４＝５１２．仅（Ｂ）入选．
类型（二）　求满足一定条件的等 差 数 列 或 等 比 数 列 的 前ｎ项 和 的 最 大

（小）值．
由定理１６２知等差数列的前ｎ项和Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ（Ａ≠０）是关于ｎ的

二次函数，其图像是抛物线上横 坐 标 为 自 然 数 的 一 群 孤 立 点，可 借 助 关 于ｎ
的二次函数的抛物线图像求得该等差数列前ｎ 项和Ｓｎ 的最大（小）值．

也可用配方法求得等差数列前ｎ项 和Ｓｎ 的 最 大（小）值．为 此 先 利 用 题

设（例如ａ１＞０）证明Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ（Ａ≠０）中系数Ａ＜０，然后再配方，即有

Ｓｎ＝Ａ ｎ－Ｂ
２（ ）Ａ

２

－Ｂ２

４Ａ
，

由于Ａ＜０，当ｎ＝Ｂ／（２Ａ）时，Ｓｎ 取最大值．
值得注意的是，首项为正的递减 的 等 差 数 列，其 前 面 所 有 非 负 项 的 和 即

为Ｓｎ 的最大值．
常用式（１６８）求等比数列前ｎ项和的最大（小）值。

各项为正，且公比ｑ＞１的等 比 数 列，其 最 后 一 项 必 为 最 大 项，其 前ｎ项

和的最大值易求得。
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例４１　等差数列｛ａｎ｝的首项ａ１＞０，前ｎ项 和 为Ｓｎ．若Ｓｌ＝Ｓｋ （ｌ≠ｋ），

问当ｎ取何值时，Ｓｎ 最大？

解法１　应用数列通项的表示式将数列问题转化为二次函数问题求解。

为此不妨令

ｆ（ｎ）＝Ｓｎ＝ｎａ１＋ｎ（ｎ－１）
２ ｄ＝１

２ｄｎ２＋ ａ１－
ｄ（ ）２ ｎ．

此函数为自变量ｎ的二次函数．下面说明ｄ＜０，从而其图像是开口向下的抛

物线上横坐标自然数的一群孤立点．
由ｆ（ｌ）＝ｆ（ｋ）得到

１
２ｄｌ２＋ ａ１－

ｄ（ ）２ ｌ＝１
２ｄｋ２＋ ａ１－

ｄ（ ）２ ｋ，

即 （ｌ－ｋ） １
２ｄ（ｌ＋ｋ）＋ａ１－

ｄ［ ］２ ＝０．

因ｌ≠ｋ，故

１
２ｄ（ｌ＋ｋ）＋ａ１－ｄ

２＝０　即　１
２ｄ（ｌ＋ｋ－１）＋ａ１＝０． ①

又因ａ１＞０，而ｌ，ｋ∈Ｎ（自然数集），ｌ＋ｋ＞１，则ｌ＋ｋ－１＞０．由式①知，必有ｄ

＝－２ａ１／（ｌ＋ｋ－１）＜０．因而二次函数ｆ（ｎ）的图像必为开口向下的抛物线上

横坐标为自然数的一群孤立点．而ｆ（ｌ）＝ｆ（ｋ），故当ｘ＝（ｌ＋ｋ）／２时ｆ（ｘ）取

最大值，但ｆ（ｎ）中ｎ∈Ｎ，所以当ｌ＋ｋ为偶数时，ｎ＝（ｌ＋ｋ）／２时，Ｓｎ 最大．
当ｌ＋ｋ为奇数时，ｎ＝（ｌ＋ｋ±１）／２时，Ｓｎ 最大．
解法２　用配方法求之．由Ｓｌ＝Ｓｋ （ｌ≠ｋ）得到

ｌａ１＋ｌ
（ｌ－１）
２ ｄ＝ｋａ１＋ｋ（ｋ－１）

２ ｄ，

不妨设ｌ＞ｋ，则

（ｌ－ｋ）ａ１＝－ ｌ（ｌ－１）
２ －ｋ（ｋ－１）［ ］２ ｄ．

因ｌ－ｋ＞０，ａ１＞０，而ｌ（ｌ－１）／２－ｋ（ｋ－１）／２＞０，故ｄ＜０．

又由定理１６２知，Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ （Ａ≠０），且Ａ＋Ｂ＝ａ，Ａ＝２ｄ，故 Ａ＜

０．

Ｓｎ ＝Ａｎ２＋Ｂｎ＝Ａ ｎ２＋Ｂ
Ａ（ ）ｎ ＝Ａ ｎ２＋２×Ｂ

２Ａｎ＋ Ｂ
４Ａ（ ）２ －Ｂ

４Ａ

＝Ａ ｎ＋Ｂ
２（ ）Ａ

２

－Ｂ２

４Ａ　（Ａ＜０）．
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又由Ｓｌ＝Ｓｋ 得Ａｌ２＋ｂｌ＝Ａｋ２＋Ｂｋ，即Ａ（ｌ２－ｋ２）＝－Ｂ（ｌ－ｋ），亦即Ａ（ｌ＋ｋ）

＝－Ｂ，故－Ｂ／Ａ＝ｌ＋ｋ，因而

Ｓｎ＝Ａ ｎ－ｌ＋ｋ（ ）２
２

－Ｂ２

４Ａ　（Ａ＜０），

故当ｎ＝（ｌ＋ｋ）／２时，Ｓｎ 最大．因ｎ∈Ｎ，故

当ｌ＋ｋ为偶数时，ｎ＝（ｌ＋ｋ）／２时，Ｓｎ 最大；

当ｌ＋ｋ为奇数时，ｎ＝（ｌ＋ｋ＋±１）／２时，Ｓｎ 最大．
例４２　一个首项为正数的等差数列｛ａｎ｝的Ｓ３＝Ｓ１１，则此数 列 的 前

项和最大．
（Ａ）６　　（Ｂ）７　　（Ｃ）８　　（Ｄ）９　　（Ｅ）１０
解法１　由定理１６２知等差数列的前ｎ项和Ｓｎ 是关于ｎ 的二次函数，

且常数项为零，即Ｓｎ＝Ａｎ２＋Ｂｎ （Ａ≠０）．
由题意知Ｓ３＝Ｓ１１，由式（１６６）有

Ｓ３＝３ａ１＋３（３－１）
２ ｄ，　Ｓ１１＝１１ａ１＋１１（１１－１）

２ ｄ．

由Ｓ３＝Ｓ１１得到８ａ１＝－５２ｄ．由题 意 知ａ１＞０，故ｄ＜０．而 Ａ 为 半 公 差，即 Ａ

＝ｄ／２＜０．下用配方法求出Ｓｎ 的最大值．

因Ｓ３＝Ｓ１１，故Ａ×３２＝Ｂ×３＝Ａ×１１２＋Ｂ×１１，即１４Ａ＋Ｂ＝０，故

－Ｂ／（２Ａ）＝７，　即　Ｂ／（２Ａ）＝－７．

又 Ｓｎ ＝Ａｎ２＋Ｂｎ＝Ａ ｎ２＋Ｂ
Ａ（ ）ｎ ＝Ａ ｎ２＋２×Ｂ

２Ａ（ ）ｎ

＝Ａ ｎ２＋２×Ｂ
２Ａｎ＋ Ｂ

２（ ）Ａ［ ］２

－Ｂ２

４Ａ

＝Ａ ｎ＋Ｂ
２（ ）Ａ

２

－Ｂ２

４Ａ
（Ａ＜０），

因Ａ＜０，且已求出Ｂ／（２Ａ）＝－７，故当ｎ＝７时Ｓｎ 有最大值．仅（Ｂ）入选．
解法２　由Ｓ３＝Ｓ１１得 到ａ４＋ａ５＋ａ６＋ａ７＋ａ８＋ａ９＋ａ１０＋ａ１１＝０．又 因

ａ１１＋ａ４＝ａ５＋ａ１０＝ａ６＋ａ９＝ａ７＋ａ８，故

４（ａ７＋ａ８）＝０　即　ａ７＋ａ８＝０．
由于ａ１＞０，ｄ＜０（见解法１），数 列｛ａｎ｝是 首 项 为 正 的 递 减 的 等 差 数 列，

它前面所有非负项和即为Ｓｎ 的最大值．
由ａ７＋ａ８＝０有ａ７＞０，ａ８＜０．因而前７项和最大．仅（Ｂ）入选．
例４３（条件充分性判断）　一个各项均为正数的等比数列前ｎ项之中数
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值最大的项为５４，此数列的首项ａ１ 与公比ｑ的乘积为６．
（１）此数列的前ｎ项之和Ｓｎ＝８０；

（２）此数列的前２ｎ项之和Ｓ２ｎ＝６５６０．
解　当条件（１）成立时，加上题设ａ１ｑ＝６只有两个条件，要求出ａ１，ｑ和

ｎ 不可能，故条件（１）不充分．因一个等差（等比）数列在ａ１，ｑ（ｄ），ｎ，ａｎ，Ｓｎ 中

需已知三个，另外两个才能求出．
同理条件（２）也不充分。但条件（１）与 条 件（２）联 合 起 来 情 况 就 不 同 了，

这时共有三个条件，从而可求出三 个 元 素，另 外 两 个 就 可 求 出 了．事 实 上，由

条件（１）与条件（２）得到

ａ１（１－ｑｎ）
１－ｑ ＝８０， ①

ａ１（１－ｑ２ｎ）
１－ｑ ＝６５６０。 ②

②÷①得１＋ｑｎ＝８２，故ｑｎ＝８１＝３４，ｎ＝４，ｑ＝３．将ｑｎ＝８１代 入 式①得ａ１＝

２．此时满足ａ１ｑ＝２×３＝６，又因ｎ＝４，即该数列只有四项，各项均为正，公比

ｑ＝３＞１，因而其最后一 项ａ４＝ａ１ｑ３＝２×２７＝５４必 最 大．于 是 条 件（１）与 条

件（２）联合起来充分．仅 Ｃ入选．
例４４［２００１年Ⅰ９］　在等差数列｛ａｎ｝中ａ３＝２，ａ１１＝６；数 列｛ｂｎ｝是 等 比

数列．若ｂ２＝ａ３，ｂ３＝１／ａ２，则满足ｂｎ＞１／ａ２６的最大的ｎ是

（Ａ）３．　　　（Ｂ）４．　　　（Ｃ）５．　　　（Ｄ）６．
解　在等差数列｛ａｎ｝中因已知两项，则此数列即为已知数列，因由这两

项可求出公差和首项．因而 可 求 出 数 列 中 任 意 项．同 理 在 等 比 数 列｛ｂｎ｝中 已

知两项也可视为已知数列．下面分别求出其ａ１，ｄ；ｂ１，ｑ．求解

ａ１＋２ｄ＝ａ３＝２，　ａ１＋（１１－１）ｄ＝ａ１＋１０ｄ＝ａ１１＝６
得ａ１＝１，ｄ＝１／２，故ａ２＝ａ１＋ｄ＝３／２，ａ２６＝ａ１＋（２６－１）ｄ＝２７／２．

再求等比级数的首项与公比．由ｂ２＝ａ３＝２，ｂ３＝１／ａ２＝２／３，得到

ｑ＝ｂ３／ｂ２＝１／３，

则 ｂ２＝ｂ１ｑ２－１＝ｂ１×（１／３），　即　２＝ｂ１×（１／３），

所以ｂ１＝６．于是ｂｎ＝ｂ１ｑｎ－１＝６×（１／３）ｎ－１．由ｂｎ＞１／ａ２６得到

６（１／３）ｎ－１＞２×（１／２７）＝２×（１／３）３，　即　（１／３）ｎ－１＞（１／３）４．
因１／３＜１，故满足上式的ｎ应有ｎ－１＜４，即ｎ＜５．于是满足上式的最大的ｎ

＝４．仅（Ｂ）入选．
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例４５　等比数列｛ａｎ｝中ａ１＝２，ｑ＝３，则使Ｓｎ＞１０００的最小自然数ｎ为

（Ａ）４．　　（Ｂ）５．　　（Ｃ）６．　　（Ｄ）７．　　（Ｅ）以上结论都不正确．

解　由式（１６８）知Ｓｎ＝
ａ１（１－ｑｎ）

１－ｑ ＝２（１－３ｎ）
１－３ ＞１０００，即３ｎ＞１００１，故

ｎ的最小值为７．仅（Ｄ）入选．
类型（三）　已知一数列的部分项为等差（或等比）数列，求该数列中的另

一些项或确定该数列项中的待定常数

充分利用等差数列或等比数列 之 性 质 及 题 设 条 件 求 之．必 要 时，需 建 立

联立方程组解之．
例４６　七个数排成一列，奇 数 项 成 等 差 数 列，偶 数 项 成 等 比 数 列，且 奇

数项的和与偶数项的积之差为４２，首末两项与中间项的和为２７，则中间项为

（Ａ）－２．　 （Ｂ）２．　 （Ｃ）－３．　 （Ｄ）３．　 （Ｅ）以上结论都不正确．
解　设七个数为ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ａ７．由 题 设ａ１，ａ３，ａ５，ａ７ 成 等 差 数

列．设ａ１＝ａ－３ｄ，ａ３＝ａ－ｄ，ａ５＝ａ＋ｄ，ａ７＝ａ＋３ｄ，故ａ１＋ａ３＋ａ５＋ａ７＝４ａ．
又因ａ２，ａ４，ａ６ 成等比数列，公比为ｑ，则

ａ２＝ａ４／ｑ，　ａ６＝ａ４ｑ，

故 ａ２ａ４ａ６＝ａ３
４．

由已知 ４ａ－ａ３
４＝４２， ①

又 ａ－３ｄ＋ａ４＋ａ＋３ｄ＝２７，

即 ２ａ＋ａ４＝２７， ②
由式①与式②消去ａ，得

ａ３
４＋２ａ４＋１２＝０　即　ａ３

４＋２３＋２ａ４＋４＝０，

（ａ４＋２）（ａ３
４－２ａ４＋２２）＋２（ａ４＋２）＝（ａ４＋２）（ａ２

４－２ａ４＋６）＝０，

故ａ４＝－２，即中间项为－２．仅（Ａ）入选。

注意　三个数或四个数成等差（等比）数列，常 采 用 对 称 法：ａ－ｄ，ａ，ａ＋

ｄ（或ａ／ｑ，ａ，ａｑ）；或ａ－３ｄ，ａ－ｄ，ａ＋ｄ，ａ＋３ｄ（或ａ／ｑ３，ａ／ｑ，ａｑ，ａｑ３）．
例４７［２００１年Ⅰ１０］　若２，２ｘ－１，２ｘ＋３成等比数列，则ｘ等于

（Ａ）ｌｏｇ２５．　　（Ｂ）ｌｏｇ２６．　　（Ｃ）ｌｏｇ２７．　　（Ｄ）ｌｏｇ２８．
解法１　２，２ｘ－１，２ｘ＋３为等比级数，则有

（２ｘ－１）２＝２×（２ｘ＋３）　即　（２ｘ）２－４（２ｘ）－５＝（２ｘ－５）（２ｘ＋１）＝０，

故２ｘ＝５，即ｘ＝ｌｏｇ２５．仅（Ａ）入选．
解法２　将ｘ＝ｌｏｇ２５代入，得
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２ｘ－１＝２ｌｏｇ２５－１＝５－１＝４，　２ｘ＋３＝２ｌｏｇ２５＋３＝５＋３＝８．
而２，４，８成等比级数，故ｘ＝ｌｏｇ２５．仅（Ａ）入选．

解法３　因 ２，２ｘ －１，２ｘ ＋３ 成 等 比 数 列，由 命 题 １６９（１）知ｌｏｇ２２，

ｌｏｇ２（２ｘ－１），ｌｏｇ２（２ｘ＋３）成等差数列，因而有

２ｌｏｇ２（２ｘ－１）＝ｌｏｇ２２＋ｌｏｇ２（２ｘ＋３），　即　ｌｏｇ２（２ｘ－１）２＝ｌｏｇ２（２ｘ＋１＋６），

故 （２ｘ－１）２＝２ｘ＋１＋６　即　（２ｘ）２－４×２ｘ－５＝（２ｘ－５）（２ｘ＋１）＝０．
因而 ２ｘ＝５　或　２ｘ＝－１（因２ｘ＞０，舍去）．
于是由２ｘ＝５得到

ｘｌｏｇ２２＝ｌｏｇ２５，　即　ｘ＝ｌｏｇ２５．仅（Ａ）入选．
题型六　应用等差数列或等比数列求解实际应用题

这类应用题主要是与变化率（如增 长 率、浓 度 等）有 关 的 应 用 题（可 参 阅

１４节题型九、题型十）．求解这类问题时首先要明确该问题中哪些量依什么

顺序组成数列；这个数列是等差数列还是等比数列；在这个数列中已知什么；

应该求的是什么；是求通项ａｎ、求前ｎ项和Ｓｎ 还是求其中某一项．
例４８　铜片绕在盘上，空盘时，盘心直径８０毫米，满盘直径１６０毫米．已

知铜片的厚度是０１毫米．求满盘时一盘铜片共长多少。

解　盘心半径为４０毫米，满盘半径为８０毫米，而铜片厚度为０１毫米，

故铜片一共绕的圈数ｎ＝（８０－４０）／０１＝４００．
每一圈看成一个圆，其半径 组 成 一 个 公 差 为０１（毫 米）的 等 差 数 列，因

而每圈的长度也组成一个等差数列，其首项为ａ１＝２π（４０＋０１）＝８０２π（毫

米），公差为两圆圆周长之 差，即ｄ＝８０．２π－８０π＝０．２π（毫 米）．该 等 差 数 列

共４００项即ｎ＝４００，其和即为一盘铜片的长，由式（１６４）有

Ｓ４００＝８０．２π×４００＋４００（４００－１）
２ ×０２π＝４８０４０π（毫米）≈１５１（米）．

即铜片总长约为１５１米．
例４９（条件充分性判断）　从盛满２０升酒精的容器中倒出１升酒精，然

后用纯净水加满至２０升，再倒出１升稀释后的酒精，又用纯净水加满……照

此方法继续几次之后，容器中只会有纯酒精约为１６３升．
（１）连续进行了三次；　　（２）连续进行了四次．

解　第一次倒出 后，余 纯 酒 精１９升，加 水 后 浓 度 为１９
２０

升，第 二 次 倒 出

后，余纯酒精为１９×１９
２０

升，加水后浓度为１９２

２０２．第三次倒出后余纯酒精为１９×
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１９
２０×１９

２０＝１９×１９２

２０２升，加水后浓度为
１９３

２０３．第四次倒出后，余纯酒精１９×１９２

２０２×

１９
２０＝１９１９３

２０３＝１６．３升．

当条件（１）成立时，三次倒出后余 纯 酒 精１９×１９２

２０２＝１７．１升，故 条 件（１）

不充分，条件（２）充分．仅Ｂ入选．
例５０　李先生打算存入银行一笔钱，希望５年后得到５０００元．如果５年

内银行的年利率不变，均为５％，按单利（不计复利）每年计息一次计算，李先

生现在应该存入

（Ａ）３０００元．　　　（Ｂ）３５００元．　　　（Ｃ）３７５０元．
（Ｄ）４０００元．　　　（Ｅ）４１６６元．
解　由于银行 不 计 复 利，仅 计 算 单 利，每 年 的 本 利 和 是 一 个 等 差 数 列

｛ａｎ｝的问题．设应存入ｘ元，则ａ１＝ｘ，公差ｄ＝ｘ·５％，其通项为

ａｎ＝ａ１＋（ｎ－１）ｄ．
第二年得到本利和为ａ２＝ａ１＋ｄ＝ｘ＋ｘ×５％＝ｘ（１＋５％）；

第三年得到本利和为ａ３＝ａ１＋２ｄ＝ｘ＋２×ｘ×５％＝ｘ（１＋２×５％）；

第四年得到本利和为ａ４＝ａ１＋３ｄ＝ｘ＋３×ｘ×５％＝ｘ（１＋３×５％）；

第五年得到本利和为ａ５＝ａ１＋４ｄ＝ｘ＋４×ｘ×５％＝ｘ（１＋４×５％）；

第六年得到本利和为

ａ６＝ａ１＋５ｄ＝ｘ＋５×ｘ×５％＝ｘ（１＋５×５％）＝５０００． ①
求解式①，得到ｘ＝４０００（元），即现时应存入银行４０００元．仅（Ｄ）入选．

习　题　１６

（一）问题求解

１ 已知数列｛ａｎ｝的前ｎ项和Ｓｎ＝３＋２ｎ，则该数列是

（Ａ）等差数列．　　　　（Ｂ）既非等差数列，又非等比数列．
（Ｃ）等比数列． （Ｄ）既是等差数列，又是等比数列．

２ 设２ａ＝３，２ｂ＝６，２ｃ＝１２，则数列ａ，ｂ，ｃ
（Ａ）是等差数列，但不是等比数列．
（Ｂ）是等比数列，但不是等差数列．
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（Ｃ）既是等差数列，又是等比数列．
（Ｄ）既不是等差数列，又不是等比数列．

３［１９９７年Ⅰ６］　一等差数列中ａ１＝２，ａ４＋ａ６＝－４，该数列的公差是

（Ａ）－２．　 （Ｂ）－１．　 （Ｃ）１．　 　（Ｄ）２．　　 （Ｅ）３．

４ 等差数列｛ａｎ｝中ａ１＝１，公差ｄ≠０，且ａ３，ａ４，ａ６ 依次是某等比数列的

前３项，则这个等比数列的第４项是

（Ａ）－８． （Ｂ）－６． （Ｃ）８． （Ｄ）９． （Ｅ）不能确定

５ 如果Ａ 是ａ，ｂ的等差中项，Ｇ 是ａ，ｂ的等比中项，ａ，ｂ，Ｇ∈Ｒ＋ ，则ａｂ
与ＡＧ 之间的关系是

（Ａ）ａｂ＞ＡＧ．　　（Ｂ）ａｂ≥ＡＧ．　　　（Ｃ）ａｂ＜ＡＧ．　　　　（Ｄ）ａｂ≤ＡＧ．

６ 一个等比数列｛ａｎ｝，其前４项之和为前２项之和的２倍，则其公比为

（Ａ）１／２或－１／２．　　（Ｂ）１．　　　（Ｃ）１或－１．　　　　（Ｄ）２或－２．

７ 在等比数列｛ａｎ｝中如果ａ１＋ａ２＋ａ３＝１８，ａ２＋ａ３＋ａ４＝－９，Ｓｎ＝ａ１＋

ａ２＋…＋ａｎ，则ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓｎ 的值等于

（Ａ）８． （Ｂ）１６． （Ｃ）３２． （Ｄ）４８． （Ｅ）５０．

８ 已知｛ａｎ｝是等差数列，ａ１＋ａ４＋ａ７＝３９，ａ２＋ａ５＋ａ８＝３３，则ａ３＋ａ６＋

ａ９ 等于

（Ａ）３０． （Ｂ）２７． （Ｃ）２４． （Ｄ）３６． （Ｅ）２２．

９ 已 知 等 差 数 列 ｛ａｎ｝的 公 差 ｄ≠０，且 ａ１，ａ３，ａ９ 成 等 比 数 列，则

（ａ１＋ａ３＋ａ９）／（ａ２＋ａ４＋ａ１０）的值是

（Ａ）９／１０． （Ｂ）４． （Ｃ）－４． （Ｄ）１３／１６．（Ｄ）６／７．

１０ 设｛ａｎ｝为等比数列，且ａ４ａ７＝－５１２，ａ３＋ａ８＝１２４，且ｑ∈Ｚ，则ａ１０＝
（Ａ）３６０． （Ｂ）１２８． （Ｃ）２５６． （Ｄ）５１２． （Ｅ）４８０．

１１ 等差数列｛ａｎ｝的前 ｍ 次和为３０，前２ｍ 项和为１００，则其前３ｍ 项和

为

（Ａ）１３０． （Ｂ）１７０． （Ｃ）２１０． （Ｄ）２６０． （Ｅ）２７０．

１２ 一等差数 列 的 前 ４项 和 为 ２６，后 ４项 和 为 １１０，且 所 有 项 之 和 为

１８７，则项数ｎ＝
（Ａ）８． （Ｂ）９． （Ｃ）１０． （Ｄ）１１． （Ｅ）１２．

１３Ｓｎ＝１
２＋３

４＋５
８＋…＋２ｎ－１

２ｎ ＝

（Ａ）２ｎ＋３
２ｎ ．（Ｂ）２ｎ＋５

２ｎ ．（Ｃ）２ｎ＋８
２ｎ ．（Ｄ）３－２ｎ＋３

２ｎ ．　（Ｅ）２ｎ＋１５
２ｎ ．
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１４ 数列
ｎ＋２

ｎ（ｎ＋１）·
１
２｛ ｝ｎ 的前ｎ 项和Ｓｎ＝

（Ａ） １
２ｎ（ｎ＋１）． （Ｂ）１－ １

２ｎ（ｎ＋１）． （Ｃ） １
２ｎ（ｎ＋１）．

（Ｄ） ２
２ｎ（ｎ＋１）． （Ｅ） ３

２ｎ（ｎ＋１）．

１５ 已知两个等差数列｛ａｎ｝和｛ｂｎ｝的前ｎ项和Ｓｎ 与Ｓ′ｎ 满足关系式

Ｓｎ

Ｓ′ｎ ＝７ｎ＋１
４ｎ＋２７　（ｎ∈Ｎ），

则
ａ１１

ｂ１１
＝

（Ａ）１／４． （Ｂ）２／４． （Ｃ）４／３． （Ｄ）１／５． （Ｅ）２／５．

１６ 等差数列｛ａｎ｝中 满 足３ａ３＝７ａ７，且ａ１＞０，Ｓｎ 是 数 列｛ａｎ｝的 前ｎ 项

和．若Ｓｎ 取最大值，则ｎ＝
（Ａ）１０． （Ｂ）９． （Ｃ）８． （Ｄ）７． （Ｅ）６．

１７［２００２年Ⅰ９］　设有两个数列｛槡２－１，ａ槡３，槡２＋１｝和｛槡２－１，ａ槡６／２，

槡２＋１｝，则使前者成为等差数列、后者成为等比数列的实数ａ的值有

（Ａ）０个． （Ｂ）１个． （Ｃ）２个． （Ｄ）３个．

１８［２０００年Ⅰ６］　若α２，１，β
２ 成 等 比 数 列，而１／α，１，１／β成 等 差 数 列，

则（α＋β）／（α２＋β
２）＝

（Ａ）－１／２或１． （Ｂ）－１／３或１． （Ｃ）１／２或１．
（Ｄ）１／３或１． （Ｄ）１／２或１／３．

１９ 已知在数列｛ａｎ｝中ａ１＝２，且对 任 意 自 然 数ｎ，ａｎ 与ａｎ＋１均 是 关 于ｘ
的方程ｘ２－ｋｘ＋（１／３）ｎ＝０的两根，则ａ１＋ａ３＋ａ５＋…＋ａ１５的值为

（Ａ）３－３－６．　（Ｂ）３－３６．　（Ｃ）３－３７．　（Ｄ）３－３－７．　（Ｅ）３－３－９．

２０ 某人在１９９８年１月１日存入银行一年整存整取的金额为ａ．１９９９年

１月１日存款到期时，将本利一并取出，并全部再存入一年到期的定期存款．
若某人每年１月１日都照上述方法存款，且年利率ｒ保持不变，他到２００２年

１月１日本利取出总数为

（Ａ）ａ（１＋ｒ）４．　（Ｂ）ａ（１＋ｒ）５．　（Ｃ）ａ（１＋ｒ）６．　（Ｄ）ａ（１＋ｒ）．

２１ 钻井的费用第一米为５００元，以后每往下钻一 米，费 用 增 加８００元．
若要钻一口５０米深的井，总费用为

（Ａ）１２０万元。　　　（Ｂ）１２３万元。　　　（Ｃ）１２５万元。
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（Ｄ）１８０万元。　　　（Ｄ）１９０万元。

２２ 等差数列｛ａｎ｝中ａ１＝１，它 的 前１１项 的 算 术 平 均 值 是１６，去 掉 其 中

一项后的算术平均值是１４８，那么去掉的是

（Ａ）ａ１１． （Ｂ）ａ１０． （Ｃ）ａ９． （Ｄ）ａ８． （Ｄ）ａ７．
（二）条件充分性判断

１ 对任意自然数ｎ，ｆ（ｎ＋１）＝［２ｆ（ｎ）＋１］／２成 立，则ｆ（１０１）的 值 是

５２．
（１）ｆ（５１）＝２７；　　（２）ｆ（１）＝２．

２ 可确定ａ，ｂ，ｃ成等比数列．
（１）ａ，ｂ，ｃ满足ｂ２＝ａｃ；　　（２）ｂ≠０．

３ 要使等差数列｛ａｎ｝的第１０项等于１２．
（１）等差数列｛ａｎ｝中ａ３＝５，ａ９＝８；

（２）等差数列｛ａｎ｝中Ｓ２０＝１８０，且其中的偶数项和为６０．

４ 在数列｛ａｎ｝中ａ５０＝３／５２．

（１）数列
１
ａ｛ ｝

ｎ
是等差数列，公差为

１
３

，且ａ１＝１；

（２）数列｛ａｎ｝是等差数列，公差为－１／４９，且ａ１＝５５／５２．

５ 设｛ａｎ｝为等差数列，其前８０项之和Ｓ８０可求出．
（１）ａ３＋ａ７＋ａ７４＋ａ７８＝１００； （２）ａ４＋ａ１１＋ａ６９＋ａ７６＝９６．

６ 在等比数列｛ａｎ｝中ａ３＋ａ７ 的值可确定．
（１）ａ２ａ３ａ４＋ａ６ａ７ａ８＋３ａ２

５（ａ３＋ａ７）＝－８；　　（２）ａ４＋ａ６＝６．

７ 已知数列｛ａｎ｝为等比数列，且ａ３＋ａ４＋ａ５＝１４，则可知其公比值．
（１）ａ４＋ａ５＋ａ６＝７；　　（２）ａ４＋ａ５＋ａ６＝２８．

８［２００４年Ⅰ３］　由方程组

ｘ＋ｙ＝ａ，

ｙ＋ｚ＝４，

ｚ＋ｘ
烅
烄

烆 ＝２

解得的ｘ，ｙ，ｚ成等差数列．

（１）ａ＝１；　　　　　　（２）ａ＝０．

９［２００３年Ⅰ４］　（ａ＋ｂ）／（ａ２＋ｂ２）＝－１／３．
（１）ａ２，１，ｂ２ 成等差数列；　　（２）１／ａ，１，１／ｂ成等比数列．

１０｛ａｎ｝为等差数列，其前１００项和Ｓ１００可求．
（１）Ｓ１０＝１０；　　（２）ａ１００＋ａ９９＋ａ９８＋…＋ａ９１＝６０．

１１ 已知２，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）成等比数列时，ｘ＝ｌｏｇ２５．
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（１）ｆ（ｘ）＝２ｘ－１，ｇ（ｘ）＝２ｘ＋３；　　（２）ｆ（ｘ）＝２ｘ／５，ｇ（ｘ）＝２ｘ／１０．

１２ 已知｛ａｎ｝为等差数列，｛ｂｎ｝为 等 比 数 列，且ａ３＝２，ａ１１＝６，则 满 足ｂｎ

＞１／ａ２６的最大的ｎ值是４．
（１）在上述数列中ｂ２＝ａ３，且ｂ３＝１／ａ２；

（２）在上述数列中ｂ３＝ａ２，ｂ２＝１／ａ３．

１３ 等比数列｛ａｎ｝的公比ｑ＝（ 槡１± ５）／２成立．
（１）｛ａｎ｝是等差数列；

（２）在等比数列中ａ１，ａ３，ａ４ 互不相等，且成等差数列．

１４ 要使ａ∶ｂ∶ｃ＝４∶１∶－２成立．
（１）三个不同的实数ａ，ｂ，ｃ成等差数列；

（２）三个实数ａ，ｃ，ｂ成等比数列．

１５ 已知数列｛ａｎ｝为等比数列，则数列｛ｂｎ｝也成等比数列．
（１）ｂｎ＝ａｎａｎ＋１；　　（２）ｂｎ＝（ａｎ＋１）２．

１６ 在等差数列｛ａｎ｝中Ｓｎ 的最大值为Ｓ２１．
（１）ａ１＜０；　　（２）ａ１＞０，且３ａ４＝５ａ１１．

１７ 使抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ 轴无交点．
（１）ａ，ｂ，ｃ成等比数列；　　（２）ａ，ｂ，ｃ成等差数列．
（三）解答题

１ 已知数列｛ａｎ｝的前ｎ项 和Ｓｎ 满 足 关 系 式ｌｇ（Ｓｎ－１）＝ｎ （ｎ∈Ｎ），求

｛ａｎ｝的通项公式．

２ 若｛ａｎ｝是等差数列，则｛ａａｎ｝是等比数列，其中ａ＞０，ａ≠１．

３ 设等比数列的 首 项 为ａ （ａ＞０），公 比 为ｑ （ｑ＞０），它 的 前ｎ 项 和 为

８０，而其中最大一项为５４，又前２ｎ项的和为６５６０，求ａ，ｑ的值．

４ 设｛ａｎ｝为等差数列，ｄ为 公 差，前 ｍ＋ｎ 项 和 为Ｓｍ＋ｎ，则Ｓｍ＋ｎ＝Ｓｎ＋

Ｓｍ＋ｍｎｄ．

５ 在整数ａ＝－１０，ｂ＝６之 间 插 入 五 个 数，使 这 七 个 数 组 成 等 差 数 列，

求Ｓ７．

６ 已知Ｓ１ 为前５０个正偶数的和，Ｓ２ 为前５０个正奇数的和，求Ｓ１，Ｓ２．

７ 如果ａ是ｎ 个连续正整数的算术平均值，ｎ＞１，问这ｎ个数中最大与

最小数的和是多少？

８ 求
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ（ｋ＋１）（ｋ＋２）．
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９ 有四个数前三个成等比数 列，其 和 为１９，后 三 个 成 等 差 数 列，其 和 为

１２，求这四个数．

１０ 设｛ａｎ｝为等比数列，其首项ａ１＝１，公 比ｑ＝３，求 数 列｛ａ２
ｎ｝的 前ｎ项

和Ｓｎ．

１１ 有四个数，其中前三个数成等差数列，后四个数成等比数列，且第 一

个数与第四个数的和为１６，第二个数与第三个数的和为１２．求这四个数．

１２ 已知｛ａｎ｝为等差数列，且ｐ，ｑ∈Ｎ，若Ｓｐ＝ｑ，Ｓｑ＝ｐ，求Ｓｐ＋ｑ．

１３ 求｛ａｎ｝是等比数列，其公比为ｑ（ｑ≠１），则

Ｓｍ＋ｎ＝Ｓｎ＋ｑｎＳｍ＝Ｓｍ＋ｑｍＳｎ．
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第２篇　微 积 分

　
?２１　函数、极限、连续

２１１　函数

（一）考试内容

１函数概念

１）函数的定义

定义２１１１　设在某一变化过程中有两个变量ｘ 与ｙ，若对非空集合

Ｄ 中的每一点ｘ，按照某一对应规则ｆ，都有惟一确定的实数ｙ与之相应，则

称ｙ是ｘ 的函数，记作

ｙ＝ｆ（ｘ）。

其中，ｘ称为自变量；ｙ称为因变量；Ｄ 称为函数的定义域，记作 Ｄｆ；ｙ的取值

范围即集合｛ｙ｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ｝称为函数的值域，记作Ｚｆ。

由定义可知，函数的定义 域 Ｄｆ 和 对 应 规 则ｆ 是 确 定 函 数 的 两 个 要 素．

因而，两个函数ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）相等（或相同）当且仅它们的定义域相同和对应

规则一样．
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ｘＯｙ平面上点的集合｛（ｘ，ｙ）｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ｝称 为 函 数ｙ＝ｆ（ｘ）的 图

形．

２）函数的表示方法

函数一般有三种表示方法：解析法、图示法及表格法．这三种表示方法各

有其特点．解析法便于运算，而图示法和表格法直观，在实际中常结合使用．

３）函数的定义域

实际 问 题 中 的 函 数 的 定 义 域 由 实 际 意 义 确 定．由 式 子 表 示 的 函 数ｙ＝

ｆ（ｘ），如不考虑实际意义，其定义域是使ｆ（ｘ）有意义的ｘ的集合。微积分是

讨论实变量的实值函数．因而ｆ（ｘ）有意义是指ｆ（ｘ）取实数，且其定义域即ｘ
的取值范围也应取实数集合．

　　２函数的主要性质

１）有界性

定义２１１２　设函数ｆ（ｘ）在集合 Ｄ 上 有 定 义，若 存 在 实 数 Ｍ＞０，使

得对任意ｘ∈Ｄ 都有｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ，则称ｆ（ｘ）在 Ｄ 上有界，或称ｆ（ｘ）为 Ｄ 上

的有界函数。

定义２１１３　设函数ｆ（ｘ）在集 合 Ｄ 上 有 定 义，若 对 任 意 实 数 Ｍ＞０，

总可以找到一个ｘ∈Ｄ，使得｜ｆ（ｘ）｜＞Ｍ，即不存在实数 Ｍ＞０，使得对每个ｘ

∈Ｄ，｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ 都成立，则称ｆ（ｘ）在 Ｄ 上无界或称ｆ（ｘ）为 Ｄ 上的无界函

数．

２）单调性

定义２１１４　设函数在区间（ａ，ｂ）内 有 定 义，如 果 对 于（ａ，ｂ）内 任 意 两

点ｘ１ 和ｘ２，且ｘ１＜ｘ２ 均有ｆ（ｘ１）≤ｆ（ｘ２），称ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内 单 调 增 加，若

ｆ（ｘ１）≥ｆ（ｘ２），则称ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内单调减少。若ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），则称ｆ（ｘ）

在（ａ，ｂ）内严格单调增 加，若ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），则 称 为ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内 严 格 单

调减少。单调增加与单调减少函数统称为单调函数．

３）奇偶性

定义２１１５　设函数ｆ（ｘ）在关于原点对称的区间［－ａ，ａ］上 有 定 义，

如果对于［－ａ，ａ］上任意点ｘ均有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）（或ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）），则

称函数ｆ（ｘ）为［－ａ，ａ］上的偶（奇）函数．
偶函数的图形对称于ｙ轴；奇函数的图形对称于原点，且ｆ（０）＝０．

４）周期性

定义２１１６　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，如果存在正常数Ｔ，使
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得对于任意ｘ∈（－∞，＋∞），恒有ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）成 立，则 称ｆ（ｘ）为 周 期

函数．满足上式的最小正数Ｔ，称为ｆ（ｘ）的基本周期，简称周期．
周期函数的图形沿ｘ轴每间隔一个周期Ｔ，就重复一次．
注意　首先，式子ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）是要求对定义中的每一个值都成立，

而不能是对“一个ｘ”或“某些个ｘ”成立。其次，是一个函数是周期函数，它并

不一定就有最小正数Ｔ 使ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）．例如ｆ（ｘ）＝２，任何正数Ｔ 都满

足ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ），因而它没有周期．

３常用函数

１）基本的初等函数

１°常数函数ｙ＝Ｃ，定义域为（－∞，＋∞），图形为平行于ｘ轴的直线。

２°幂函数ｙ＝ｘα，其定义域随着α的不同而变化．但不论α取何值，函数

总在（０，＋∞）内有定义，且其图形过点（１，１）．
对于ｘ＞０部分的图形，由ｙ′＝αｘα－１，ｙ″＝α（α－１）ｘα－２知道：

当α＞０时，ｙ′＞０，ｙ 单 调 增 加；若α＞０，且α＜１，则ｙ″＜０，其 图 形 上 凸

（下凹），若α＞０，且α＞１，则ｙ″＞０，其 图 形 下 凸（上 凹），且 图 形 都 过 原 点，如

图２１１１（ａ）所示．

图２１１１

　　当α＜０ 时，ｙ′＜０，ｙ 单 调 减 少，且 ｙ″＞０，其 图 形 上 凹 （下 凸），如 图

２１１１（ｂ）所示．
３°指数函数ｙ＝ａｘ （ａ＞０，ａ≠１），其定义域为（－∞，＋∞）。

当０＜ａ＜１时，函数严格单调减少；当ａ＞１时，函数严格单调增加．函数

图形过点（０，１）．微 积 分 中 常 用 到 以 ｅ为 底 的 指 数 函 数．常 见 形 式 有 ｙ＝
ａｅ－ｂｘ，ｙ＝ａｅｂｘ，ｂ＞０，其图形分别如图２１１２（ａ）、（ｂ）所示。

４°对数函数ｙ＝ｌｏｇａｘ （ａ＞０，ａ≠１），其定义域为（０，＋∞）。它与ｙ＝ａｘ
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互为反函数．微积分中常用到以ｅ为底的对数函数ｙ＝ｌｎｘ，它称为自然对数，

其图形过点（１，０），如图２１１３（ａ）所示。图２１１３（ｂ）是以ｂ（０＜ｂ＜１）为

底的对数函数的图形。

图２１１２

图２１１３

对基本初等函数的定义及其特 性、图 形 都 要 熟 练 地 掌 握，因 在 导 数 和 定

积分中常用到它们．有些问题若能用基本初等函数图形及性质判断显得非常

便捷．

２）初等函数

由基本初等函数经有限次四则运 算 或 有 限 次 复 合 所 得 到 的 函 数 称 为 初

等函数．
初等函数在其定义域内有统一的表达式。

初等函数是微积分的主要研究的对象．

３）反函数

设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为 Ｄｆ，值域为Ｚｆ，如果对于每 一 个ｙ∈Ｚｆ，都

有Ｄｆ 中惟一的点ｘ 与之对应，且满足ｙ＝ｆ（ｘ），则ｘ是一个定义在Ｚｆ 上以

ｙ 为自变量的函数，记作ｘ＝ｆ－１（ｙ），ｙ∈Ｚｆ，并称其为ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数。
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习惯上用ｘ作自变量，ｙ作因 变 量，因 此ｙ＝ｆ（ｘ）的 反 函 数 也 记 作ｙ＝

ｆ－１（ｘ），ｘ∈Ｚｆ。由于ｘ，ｙ 互换，函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图形与ｙ＝ｆ－１（ｘ）的 图 形

关于直线ｙ＝ｘ对称。

由反函数的定义可知，函数与其反函数有以下的重要结果。

命题２１１１　（１）反函数ｆ－１（ｘ）的定义域、值域分别为ｆ（ｘ）的值域、

定义域．
（２）ｆ［ｆ－１（ｘ）］＝ｘ，其中ｘ∈Ｚｆ，ｆ－１［ｆ（ｘ）］＝ｘ，其中ｘ∈Ｄｆ。

（３）严格单调函数必有反函数，且函数与其反函数有相同的单调性．

４）复合函数

设ｙ＝ｆ（ｕ）是定义域为 Ｄｆ，值域为Ｚｆ 的函数．ｕ＝φ（ｘ）是以 Ｄφ 为定义

域、Ｚφ 为值域的函数，如果集合 Ｄｆ 与Ｚφ 的交集非空，则称函数ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］

为函数ｙ＝ｆ（ｕ）和ｕ＝φ（ｘ）复合而成的复合函数，其中ｕ称为中间变量．

５）隐函数

若对某一区间 Ｄ 内的每一点ｘ，方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０都有惟一 的 解ｙ，由 此

得到的ｘ的函数ｙ＝ｙ（ｘ），ｘ∈Ｄ 称为由此方程确定的隐函数。

若函数的因变量ｙ明显地表示成ｙ＝ｆ（ｘ）的 形 式，则 称 其 为 显 函 数．方

程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０所确定的隐函数有时也可以表示成显函数的形式．
但并不是所有隐函数都可以用ｘ的显函数的形式表示出来．
当然并不是任何一个方程都能确定一个隐函数，例如ｘ２＋ｙ２＋１＝０．

６）分段函数

对于其定义域内的自变量ｘ的不同 值，不 能 用 统 一 的 解 析 式 表 示，而 要

用两个或两个以上的式子表示，这类函数称为分段函数．

（二）考试要求

理解函数的概念、反函数的概念；会求函数的定义域，会求已知函数的反

函数；掌握函数的主要性质，会判断 函 数 的 单 调 性、周 期 性 及 奇 偶 性．熟 悉 基

本初等函数的定义、特性及其图形．

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　求函数的定义域

若函数单用数学式子表示，没给 出 实 际 含 义，则 其 定 义 域 就 是 这 个 数 学
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式子的自变量允许取值的范围．常用下述几条法则确定之．

１°当数学式子中有分式形式时，应使分式的分母不等于零．

２°当数学式子中有偶次根式时，应使其被开方数大于零或等于零．

３°当数学式子中含有对数时，应使对数的真数大于零．

４°反函数ｆ－１（ｘ）的定义域就是ｆ（ｘ）的值域（见命题２１１１）。

例１　函数ｙ＝ １－２槡 ｘ＋ ｅ－ｅ
３ｘ－１（ ）２槡 ２

的定义域是

（Ａ）（∞，１／２］．　　　（Ｂ）（－∞，１／３］．　　　（Ｃ）［－１／３，１／２］．
（Ｄ）［１／３，１／２］． （Ｅ）（－∞，－１／３］．

解　由

１－２ｘ≥０，

３ｘ－１（ ）２
２

≤１
烅
烄

烆 ，
　即　

１－２ｘ≥０，

－１≤３ｘ－１
２ ≤

烅
烄

烆 １

易解得－１／３≤ｘ≤１／２ 因而其定义域为［－１／３，１／２］．仅（Ｃ）入选．

例２　设ｙ＝ｆ（ｘ）＝

－４ｘ２，－３≤ｘ＜０，

ｘ， ０＜ｘ≤４，

ｘ２／４，ｘ＞４
烅
烄

烆 ，

则其反函数ｆ（ｘ）的定义域为

（Ａ）（－∞，＋∞）． 　　　　（Ｂ）［－３６，＋∞）．
（Ｃ）（－∞，０）∪（０，＋∞）．　　　　（Ｄ）［－３６，０）∪（０，＋∞）．
（Ｅ）［－３，０）∪（０，＋∞）。

解　由命题２１１１知，ｆ－１（ｘ）的定义 域 就 是ｆ（ｘ）的 值 域，而ｆ（ｘ）的

值域为［－３６，０）∪（０，＋∞），故ｆ－１（ｘ）的定义域为［－３６，０）∪（０，＋∞）．仅

（Ｄ）入选．
例３（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）的定义域为（１，＋∞）．

（１）ｆ（ｅ－ｘ）＝ １
ｘ槡 －１

；　　（２）ｆ（ｅｘ＋１）＝ｘ。

解　当条件（１）成立时，令ｅ－ｘ＝ｔ，则－ｘｌｎｅ＝ｌｎｔ，即ｘ＝－ｌｎｔ．因而

ｆ（ｔ）＝ １
－ｌｎｔ槡 －１

。

为求ｆ（ｔ）＝ １
－ｌｎｔ槡 －１

的定义 域，必 有－ｌｎｔ－１＞０即－ｌｎｔ＞１，ｌｎｔ＜－１即

ｔ＜ｅ－１．因而条件（１）不充分．当 条 件（２）成 立 时，令ｅｘ＋１＝ｔ，则ｅｘ＝ｔ－１，ｘ

＝ｌｎ（ｔ－１）．因而必有ｔ－１＞０即ｔ＞１，故ｆ（ｘ）的 定 义 域 为（１，＋∞）．条 件

（２）充分．仅Ｂ入选．
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题型二　已知ａｆ［ｇ（ｘ）］＋ｂｆ［φ（ｘ）］＝ｈ（ｘ），求ｆ（ｘ）．
所给方程中的ｇ（ｘ），φ（ｘ）常 有 一 定 关 系，例 如 互 为 倒 数 或 互 为 反 函 数

等．求ｆ（ｘ）一般常作两次变量代换：一 次 令ｔ＝ｇ（ｘ）。因φ（ｘ）与ｇ（ｘ）有 一

定关系，从而ｆ［φ（ｘ）］也可化成ｔ的函数；另一次变量代换是令ｔ＝φ（ｘ）。从

而得到两个ｔ的方程。联立解之，即可求出ｆ（ｔ）即ｆ（ｘ）．有时也只需作一次

变量代换就可求出ｆ（ｘ）．
例４　已知函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ３）＋２ｆ（１／ｘ３）＝３ｘ，ｘ≠０，试求ｆ（ｘ）。

解　令ｘ３＝ｔ，则

ｆ（ｔ）＝２ｆ（１／ｔ）＝３
３槡ｔ，　ｔ≠０， ①

再令ｔ＝１／ｘ３，则

ｆ（１／ｔ）＋２ｆ（ｔ）＝３
３
１／槡 ｔ，　ｔ≠０， ②

联立式①与式②易解得

ｆ（ｔ）＝２
３
１／槡 ｔ－

３槡ｔ，　ｔ≠０，　即　ｆ（ｘ）＝２
３
１／槡 ｘ－

３槡ｘ，　ｘ≠０．
例５　已知 ２ｆ（ｘ）＋ｆ（１－ｘ）＝ｘ２， ①

试求ｆ（ｘ）的表示式．
解　令１－ｘ＝ｔ，则ｘ＝１－ｔ，代入式①得到

２ｆ（１－ｔ）＋ｆ（ｔ）＝（１－ｔ）２，　即　２ｆ（１－ｘ）＋ｆ（ｘ）＝（１－ｘ）２ ②

①×２－②得到

３ｆ（ｘ）＝２ｘ２－（１－ｘ）２＝ｘ２＋２ｘ－１，ｆ（ｘ）＝（ｘ２＋２ｘ－１）／３
例６（条件充分性判断）　ｆ（２）＝－１／３。

（１）函数ｆ（ｘ）满足方程ｆ（ｘ）＋２ｆ（１／ｘ）＝４ｘ＋３；

（２）函数ｆ（ｘ）满足方程２ｆ（ｘ）＋ｆ ｘ＋１
２ｘ（ ）－１ ＝－ｘ２＋６

解　当条件（１）成立时，将ｘ＝２，ｘ＝１／２代入方程得到

ｆ（２）＋２ｆ（１／２）＝１１， ①

ｆ（１／２）＋２ｆ（２）＝５， ②
联立式①、式②解得ｆ（２）＝－１／３ 条件（１）充分。

当条件（２）成立时，令ｘ＝２，ｘ＝１分别代入方程有

２ｆ（２）＋ｆ（１）＝２， ③
２ｆ（１）＋ｆ（２）＝５ ④

联立式③、式④解得ｆ（２）＝－１／３ 条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．
题型三　求反函数的表达式
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求反函数的方法是在原函数ｙ＝ｆ（ｘ）中解出ｘ，再交换ｘ 与ｙ 的位置即

得所求的反函数ｙ＝ｆ－１（ｘ）．同时得到ｆ－１的定义域即为ｆ的值域．
如ｙ＝ｆ（ｘ）为分段函数．且在 各 分 段 区 间 上 都 是 单 调 函 数，则 分 别 求 出

各分段区间上的反函数就得到该分 段 函 数 的 反 函 数，且ｆ（ｘ）的 每 段 的 值 域

就是其反函数的定义域．
互为反函数的两个函数，其图形关于直线ｙ＝ｘ对称．

例７　已知函数ｙ＝ｅｘ－ｅ－ｘ

ｅｘ＋ｅ－ｘ 与ｙ＝ｇ（ｘ）关于直线ｙ＝ｘ对称，则ｙ（ｘ）的

表示式为ｇ（ｘ）＝

（Ａ）ｌｎ１＋ｘ
１－ｘ． （Ｂ）３ｌｎ１－ｘ

１＋ｘ． （Ｃ）１
２ｌｎ１＋ｘ

１－ｘ．

（Ｄ）２ｌｎ１－ｘ
１＋ｘ． （Ｅ）ｌｎｘ＋２

ｘ＋１．

解　由题意知，ｇ（ｘ）与已知函数互为反函数，反解函数ｙ的表示式得到

（ｅｘ＋ｅ－ｘ）ｙ＝ｅｘ－ｅ－ｘ，　ｅ２ｘ＝１＋ｙ
１－ｙ

，　２ｘ＝ｌｎ１＋ｙ
１－ｙ

，　ｘ＝１
２ｌｎ１＋ｙ

１－ｙ
，

即 ｙ＝１
２ｌｎ１＋ｘ

１－ｘ＝ｇ（ｘ）．仅（Ｃ）入选．

例８（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）的反函数为

ｆ－１（ｘ）＝（ｅｘ＋ｅ－ｘ）／２，ｘ∈（－∞，０］。

（１）ｆ（ｘ）＝ｌｎ（ｘ＋ ｘ２槡 －１）；　（２）ｆ（ｘ）＝ｌｎ（ｘ－ ｘ２槡 －１）。

解　只需求出ｆ－１（ｘ）的反函数，即可判断条件是否充分．由ｙ＝ｆ－１（ｘ）

＝（ｅｘ＋ｅ－ｘ）／２，ｘ（－∞，０］得到２ｙ＝ｅｘ＋ｅ－ｘ，即２ｙｅｘ＝ｅ２ｘ＋１，故

（ｅｘ）２－２ｙｅｘ＋１＝０。

解得 ｅｘ＝２ｙ± ４ｙ２槡 －４
２ ＝ｙ± ｙ２槡 －１，ｙ∈［１，＋∞）。

因ｘ∈（－∞，０］，故ｅｘ≤１，因而ｅｘ＝ｙ－ ｙ２槡 －１。于是

ｘ＝ｌｎ（ｙ－ ｙ２槡 －１），　即　ｙ＝ｌｎ（ｘ－ ｘ２槡 －１），

故条件（２）充分，条件（１）不充分．仅Ｂ入选．

例９　求ｙ＝ｆ（ｘ）＝

１＋ｘ２， ｘ＞０，

０， ｘ＝０，

－１－ｘ２， ｘ＜
烅
烄

烆 ０

的反函数并作图．

解　当 ｘ＞０ 时，由 ｙ＝１＋ｘ２ 得 到 ｘ＝± ｙ槡 －１．因 ｘ＞０，故 ｘ＝
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ｙ槡 －１，从而ｙ＞１。

当ｘ＝０时，ｙ＝０。

当ｘ＜０ 时，由 ｙ＝ －１－ｘ２ 得 到 ｘ＝ ± －１－槡 ｙ．因 ｘ＜０，故

ｘ＝－ －１－槡 ｙ，从而－１－ｙ＞０，即ｙ＜－１

于是得到 ｘ＝ｆ－１（ｙ）＝
ｙ槡 －１， ｙ＞１，

０， ｙ＝０，

－ －１－槡 ｙ， ｙ＜－１

烅
烄

烆 ，

因而所求的反函数为

ｙ＝ｆ－１（ｘ）＝

ｘ槡 －１， ｘ＞１，

０， ｘ＝０，

－ －１－槡 ｘ， ｘ＜－１

烅
烄

烆 。

其图形如图２１１４所示．

图２１１４

注意　由例９可知，函数ｆ（ｘ）的 值 域、定 义 域 恰 好 分 别 是ｆ－１（ｘ）的 定

义域、值域．

题型四　求分段函数的复合函数

法一　用分段复合法求之。

当两分段函数定义域的分段区间的分段点相同时，常用此法求之．

例１０　设ｆ（ｘ）＝
１， ｜ｘ｜≤１，

０， ｜ｘ｜＞１｛ ，ｇ
（ｘ）＝

２－ｘ２， ｜ｘ｜≤１，

２， ｜ｘ｜＞１｛ ，
求ｆ［ｇ（ｘ）］．
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解　注意到ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）定义域及其分段区间的划分均相同，可用分段复

合法求之．
当｜ｘ｜＜１时，ｇ（ｘ）＝２－ｘ２＞１，ｆ［ｇ（ｘ）］＝０；当｜ｘ｜＝１时，ｇ（ｘ）＝１，

ｆ［ｇ（ｘ）］＝１；当｜ｘ｜＞１时，ｇ（ｘ）＝２＞１，ｆ［ｇ（ｘ）］＝０。故

ｆ［ｇ（ｘ）］＝
０， ｜ｘ｜≠１，

１， ｜ｘ｜｛ ＝１
法二　用代换法求之。

一般当两分段函数的分段区间不相同，即分段点不一致时，用此法求之．
求ｆ［ｇ（ｘ）］的表示式，可把函数关 系 式ｆ（ｘ）中 的ｘ 都 换 成ｇ（ｘ），且 把

ｆ（ｘ）的自变量取值范围（一般用不等式表示）中的ｘ 也同时换成ｇ（ｘ），即 可

求得ｆ［ｇ（ｘ）］的表达式；然后解所得到的ｇ（ｘ）的两个不等式，分别求出与之

等价的ｘ的取值范围，从而求得ｆ［ｇ（ｘ）］的定义域；再 根 据ｆ［ｇ（ｘ）］的 定 义

域写出其表示式中ｇ（ｘ）的表示式；最 后 得 到 表 示 式 及 定 义 域 均 用ｘ 表 示 的

函数ｆ［ｇ（ｘ）］的表达式．

例１１　设ｆ（ｘ）＝
ｅｘ， ｘ＜１，

ｘ， ｘ≥１｛ ，ｇ
（ｘ）＝

ｘ＋２， ｘ＜０，

ｘ２－１， ｘ≥０｛ ，
求ｆ［ｇ（ｘ）］．

解　ｆ［ｇ（ｘ）］＝
ｅｇ（ｘ）， ｇ（ｘ）＜１，

ｇ（ｘ）， ｇ（ｘ）≥｛ １

＝

ｅｘ＋２， ｘ＋２＜１，ｘ＜０，

ｘ＋２， ｘ＋２≥１，ｘ＜０，

ｅｘ２－１， ｘ２－１＜１，ｘ≥０，

ｘ２－１， ｘ２－１≥１，ｘ≥０

烅

烄

烆 ，

＝

ｅｘ＋２， ｘ＜－１，

ｘ＋２， －１≤ｘ＜０，

ｅｘ２－１， ０≤ｘ＜槡２，

ｘ２－１， ｘ≥槡２

烅

烄

烆 ．

例１２　已知ｆ（ｘ）＝
ｘ２， ｘ≥０，

１－２ｘ， ｘ＜０｛ ，φ
（ｘ）＝ｅ－ｘ，求φ［ｆ（ｘ）］和 ｆ［φ

（ｘ）］．

解　（１）　φ［ｆ（ｘ）］＝ｅ－ｆ（ｘ）＝
ｅ－ｘ２， ｘ≥０，

ｅ－（１－２ｘ）， ｘ＜０｛ 。

（２）由于在－∞＜ｘ＜＋∞上φ（ｘ）＝ｅ－ｘ＞０，有

ｆ［φ（ｘ）］＝φ
２（ｘ），φ（ｘ）＞０

＝（ｅ－ｘ）２，ｅ－ｘ＞０

＝ｅ－２ｘ （－∞＜ｘ＜＋∞）．
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题型五　判别函数的单调性

法一　用单调性定义即定义２１１４判断。

例１３（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，ｆ２（ｘ）必单

调增加。

（１）ｆ（ｘ）单调增加；　　（２）ｆ（ｘ）＞０．
解　当条件（１）成立时，ｆ２（ｘ）未必单调增加，例如ｙ＝ｘ在（－∞，＋∞）

上单调增加，但ｙ＝ｘ２ 在（－∞，＋∞）上 非 单 调．条 件（１）不 充 分．当 条 件（２）

成立时，ｆ２（ｘ）未必单调．例如ｙ＝ｅ－ｘ＞０，但ｆ２（ｘ）＝ｅ－２ｘ 在（－∞，＋∞）上

单调减少。条件（２）不充分．但当条件（１）与 条 件（２）联 合 时，有ｆ（ｘ）＞０，且

当ｘ１＞ｘ２ 时有ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）＞０，由不等式运算知，必有ｆ２（ｘ１）＞ｆ２（ｘ２）＞
０，故条件（１）和条件（２）联合起来充分．仅 Ｃ入选．

法二　利用函数的几何图形判断。

一方面可根据基本初等函数的几何图形判别其单调性，另一方面还可利

用函数的对称性（包含偶函数关于ｙ轴对称，奇函数关于原点对称，互为反函

数的两个函数关于直线ｙ＝ｘ对称）的几何图形直观判别函数的单调性。

例１４（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，当ｘ＞０时，

ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调增加。

（１）当ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调增加；

（２）当ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调减少．
解　定义在（－∞，＋∞）上的函数ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）为偶函数，因而其几何

图形关于ｙ轴对称，在ｘ＝０的左右两旁单调性相反．当条件（１）成立即ｘ＜０
时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调增加，则ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调减少。条件（１）

不充分．当条件（２）成立时，有ｘ＜０时ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调减少，因而ｘ＞０时

ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）必单调增加．条件（２）充分．仅Ｂ入选．
法三　利用下述命题判断复合函数的单调性。

命题２１１２　（１）当φ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 单 调 增 加 时，ｆ［φ（ｘ）］在［ａ，ｂ］上

的单调性与ｆ（ｕ）的单调性相同；

（２）当φ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调减少时，ｆ［φ（ｘ）］在［ａ，ｂ］上的单调性与ｆ（ｕ）

的单调性相反．
例１５（条件充分性判断）　ｆ（ｘ）＋ｆ［φ（ｘ）］单调减少。

（１）ｆ（ｘ）与φ（ｘ）都单调减少；　　（２）ｆ（ｘ）单调减少，φ（ｘ）单调增加．
解　当条件（１）成立时，由 于φ（ｘ）单 调 减 少，而ｆ（ｘ）也 单 调 减 少，由 命
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题２１１２（２）知ｆ［φ（ｘ）］单调增加，而ｆ（ｘ）单调减少，其和ｆ（ｘ）＋ｆ［φ（ｘ）］

的单调性不确定。条件（１）不充分．
当条件（２）成立时，由命题２１１２（１）知ｆ［φ（ｘ）］单 调 减 少，而ｆ（ｘ）也

单调减少，其和函数ｆ（ｘ）＋ｆ［φ（ｘ）］单调减少．条件（２）充分．仅Ｂ入选．
法四　利用导数判断函数的单调性（详见２２２节题型三）。

题型六　判别函数的周期性

常用周期函数的定义即定义２１１６判别。

例１６（条件充 分 性 判 断）　函 数ｙ＝ｆ １
３ｘ＋ｇ（ｘ［ ］） 是 周 期 函 数，其 中

ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）都定义在（－∞，＋∞）上。

（１）ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）都是以１为周期的函数；

（２）ｆ（ｘ）以２为周期，且ｇ（ｘ）以３为周期的函数．
解　当条件（１）成立时，有

ｙ（ｘ＋３Ｔ）＝ｆ １
３

（ｘ＋３Ｔ）＋ｇ（ｘ＋３Ｔ［ ］） ＝ｆ １
３ｘ＋ｇ（ｘ＋３Ｔ）＋［ ］Ｔ

＝ｆ １
３ｘ＋ｇ（ｘ）＋［ ］Ｔ ＝ｆ １

３ｘ＋ｇ（ｘ［ ］） ＝ｙ（ｘ）．

条件（１）充分。当条件（２）成立时，有

ｙ（ｘ＋１８Ｔ）＝ｆ １
３

（ｘ＋１８Ｔ）＋ｇ（ｘ＋１８Ｔ［ ］）
＝ｆ １

３ｘ＋ｇ（ｘ＋１８Ｔ）＋６［ ］Ｔ ＝ｆ １
３ｘ＋ｇ（ｘ）＋６［ ］Ｔ

＝ｆ １
３ｘ＋ｇ（ｘ）＋２Ｔ［ ］×３ ＝ｆ １

３ｘ＋ｇ（ｘ［ ］） ＝ｙ（ｘ）．

条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．
例１７　［ｘ］表 示 不 超 过 ｘ 的 最 大 整 数，则 函 数 ｆ（ｘ）＝ｘ－［ｘ］在

（－∞，＋∞）上

（Ａ）单调增加．　　　　（Ｂ）单调减少．　　　　（Ｃ）为奇函数．
（Ｄ）为偶函数． （Ｅ）为周期函数．
解　由［ｘ］的定义知，对任意ｘ∈（－∞，＋∞）有［ｘ＋１］＝［ｘ］＋１，因 而

对任一ｘ∈（－∞，＋∞），都有

ｆ（ｘ＋１）＝（ｘ＋１）－［ｘ＋１］＝ｘ＋１－（［ｘ］＋１）＝ｘ－［ｘ］＝ｆ（ｘ），

故ｆ（ｘ）是以１为周期的周期函数．仅（Ｅ）入选．
它在一个周期［０，１）上的表示式为ｙ＝ｘ，ｘ∈［０，１），因而ｆ（ｘ）＝ｘ－［ｘ］
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的图形如图２１１５（ａ）所示。

图２１１５

注意　ｆ（ｘ）＝ｘ－［ｘ］的图形与ｙ＝［ｘ］的 图 形（见 图２１１５（ｂ））是 不

一样的，要注意区分．

例１８（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）有 定 义，ｆ（ｘ＋３）＝

ｆ（ｘ），且ｆ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ＜１，

２－ｘ， １≤ｘ＜３｛ ，
则ｆ（ｘ）单调减少。

（１）－５＜ｘ＜－３时；　　（２）５＜ｘ＜７时．

解　周期为３的周期函数ｆ（ｘ）在区间［３ｋ，３ｋ＋３）（ｋ为 整 数）与 在 区 间

［０，３）上的性质相同．而ｆ（ｘ）在区 间（－５，－３）内 的 性 质 与ｆ（ｘ）在 区 间［１，

３）上的性质相同．而在［１，３）上ｆ（ｘ）＝２－ｘ单调减少，故ｆ（ｘ）在（－５，－３）

内ｆ（ｘ）也单调减少。条件（１）充分．

同样，ｆ（ｘ）在区间（５，７）内的性质与在区间（６，７）内的性质相同，与ｆ（ｘ）

在区间（０，１）内性质也相同．而０≤ｘ＜１时ｆ（ｘ）＝ｘ单调增加，故ｆ（ｘ）在（５，

７）内也应单调增加．条件（２）不充分．仅 Ａ入选．

注意　计算周期函数有关问题常 利 用 等 区 间 平 移 法 放 归 到 标 准 的 周 期

内，利用已知条件讨论之．

题型七　判别函数的奇偶性

法一　利用奇、偶函数的定义２１１５判别之。

例１９　判别函数ｙ＝ｆ １
１＋ｅ（ ）ｘ ＋ｆ ｅｘ

１＋ｅ（ ）ｘ 的奇偶性。

解　利用奇偶性定义即定义２１１５判别之．

ｙ（－ｘ）＝ｆ １
１＋ｅ－（ ）ｘ ＋ｆ ｅ－ｘ

１＋ｅ－（ ）ｘ ，

将内层函数的分子、分母均乘以ｅｘ 得到
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ｙ（－ｘ）＝ｆ ｅｘ

ｅｘ＋ｅｘｅ－（ ）ｘ ＋ｆ ｅｘｅ－ｘ

ｅｘ＋ｅｘｅ－（ ）ｘ

＝ｆ ｅｘ

１＋ｅ（ ）ｘ ＋ｆ １
１＋ｅ（ ）ｘ ＝ｙ（ｘ）．

因而ｙ（ｘ）为偶函数．
法二　利用奇、偶函数的运算规律判别之。

命题２１１３　关于奇偶函数有如下的运算规律：

（１）奇函数乘（除）偶函数为奇函 数；（２）奇 函 数 乘（除）奇 函 数 为 偶 函 数；

（３）偶函数乘（除）偶函数为偶函数；（４）奇函数加（减）奇函数为奇函数；（５）偶

函数加（减）偶函数为偶函数；（６）不 恒 等 于 零 的 偶 函 数（不 恒 等 于 零 的 奇 函

数）加减不恒等于零的奇函数（不恒 等 于 零 的 偶 函 数）为 非 奇 非 偶 函 数，特 别

是奇函数加非零常数为非奇非偶函数；（７）偶（奇）函 数 乘 以 非 奇 非 偶 函 数 为

非奇非偶函数．
以上命题（７）可 如 下 证 明：设 ｆ（ｘ）为 偶 函 数，ｇ（ｘ）为 非 奇 非 偶 函 数，

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｈ（ｘ），则ｈ（ｘ）为 非 奇 非 偶 函 数。事 实 上，如 果ｈ（ｘ）为 偶 函 数

（ｈ（ｘ）≠０），则由上命题（３）知道ｇ（ｘ）＝ｈ（ｘ）／ｆ（ｘ）为偶函数，与ｇ（ｘ）为非偶

函数矛盾．同法可证如ｈ（ｘ）为奇函数，则得到ｇ（ｘ）为奇函数，与ｇ（ｘ）为非奇

函数矛盾，故ｈ（ｘ）为非奇非偶函数．
例２０［１９９７年Ⅱ１３］　下列函数中非奇非偶的函数是

（Ａ）ｆ（ｘ）＝３ｘ－３－ｘ。　（Ｂ）ｆ（ｘ）＝
３槡ｘ。　（Ｃ）ｆ（ｘ）＝ｘ（１－ｘ）。

（Ｄ）ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ＋１
ｘ－１

。 （Ｅ）ｆ（ｘ）＝ｘ２ｃｏｓｘ。

解　ｘ 为 奇 函 数，１－ｘ 为 非 奇 非 偶 函 数，由 命 题２１１３（７）知（Ｃ）中

ｆ（ｘ）为 非 奇 非 偶 函 数．或 由ｆ（ｘ）＝ｘ－ｘ２ 为 奇 函 数 与 偶 函 数 之 差 及 命 题

２１１３（６）知ｆ（ｘ）为非奇非偶函数．
由命题２１１３（５）知（Ｅ）中ｆ（ｘ）为偶函数．
由命题２１１４（２）知（Ａ）与（Ｄ）中函数ｆ（ｘ）均为奇函数．
利用定义易知（Ｂ）中函数ｆ（ｘ）为奇函数．仅（Ｃ）入选．

例２１（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ（ｘ）－ｌｎ（－ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）为奇函数。

（１）ｆ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的常数函数ｆ（ｘ）＝０；

（２）ｆ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的偶函数．

解　令 ｇ（ｘ）＝ｌｎ（－ｘ＋ ｘ２槡 ＋１），
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则 ｇ（－ｘ）＝ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）＝ｌｎｘ２－（ １＋ｘ槡 ２）２

ｘ－ １＋ｘ槡 ２

＝ｌｎ －１
ｘ－ １＋ｘ槡 ２

＝ｌｎ １
１＋ｘ槡 ２－ｘ

＝－ｌｎ（－ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）＝－ｇ（ｘ），

故ｇ（ｘ）为奇函数．
当条件（１）成立时，ｆ（ｘ）＝０也 为 奇 函 数，故 由 命 题２１１３（４）知ｙ＝

ｆ（ｘ）－ｌｎ（－ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）也是奇函数．条件（１）充分．
当条件（２）成立时，ｙ为非奇非偶函数。条件（２）不充分．仅 Ａ入选．
类型（一）　判断自变量带相反符号的两同名函数的代数和的奇偶性。

利用下述命题判别之．
命题２１１４　设ｆ（ｘ）定 义 在［－ａ，ａ］（ａ可 以 为 无 穷）上 的 任 意 函 数，

则

（１）ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）为偶函数；

（２）ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）或ｆ（－ｘ）－ｆ（ｘ）为奇函数．
即自变量带相反符号的两同名函数之和为偶函数，之差为奇函数．

例２２（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ（ｘ） ｘ２

ｘ２＋１－ｘ２（ ）２
是奇函数．

（１）ｆ（ｘ）＝ｌｎ１－ｘ
１＋ｘ

；　　（２）ｆ（ｘ）＝ ｅｘ

１＋ｘ＋ｅ－ｘ

１－ｘ．

解　因ｌｎ１－ｘ
１＋ｘ＝ｌｎ（１－ｘ）－ｌｎ（１＋ｘ）为自变量带相反符号的两同名函

数之差，由 命 题 ２１１４ 知 为 奇 函 数，而 ｘ２

１＋ｘ２ －ｘ２

２
为 偶 函 数，故 ｙ＝

ｆ（ｘ） ｘ２

１＋ｘ２－
ｘ２（ ）２

为奇函数．条件（１）充分．

由ｆ（ｘ）＝ ｅｘ

１＋ｘ＋ｅ－ｘ

１－ｘ
为自 变 量 带 相 反 符 号 的 两 同 名 函 数 之 和 为 偶 函

数，因而ｙ为偶函数，条件（２）不充分。仅 Ａ入选．

例２３　判断函数ｙ＝ ｆ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）－

１
２

的奇偶性．

解　　ｙ＝２ｆ（ｘ）－［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］
２［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ ＝ ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）

２［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］。

而ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ），ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）分别是自变量带相反符号的两同名函数之
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差、之和，故依次是奇函数、偶函数。两者相除，由命题２１１３（１）知，ｙ为奇

函数．
例２４（条件充分性判断）　ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）的 定 义 域 均 为（－ａ，ａ），ｆ（ｘ）＋

ｇ（ｘ）为奇函数。

（１）ｆ（ｘ）为奇函数，ｇ（ｘ）为偶函数；　　（２）ｇ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）．
解　当条件（１）成 立 时，ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）为 奇 函 数 与 偶 函 数 之 和。由 命 题

２１１３（６）知，ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）为非奇非偶函数，条件（１）不充分．当然，当ｇ（ｘ）

≡０时，条件（１）也不充分．
当条件（２）成立时，ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）为 自 变 量 带 相 反 符 号

的两同名函数之差，由命题２１１４（２）知 为 奇 函 数．条 件（２）充 分。仅 Ｂ入

选．
类型（二）　判断复合函数的奇偶性。

命题２１１５　（１）若函数ｙ＝ｆ（ｔ），ｔ＝ｇ（ｘ）的 奇 偶 性 不 同，则 其 复 合

函数ｙ＝ｆ［ｇ（ｘ）］必为偶函数；若奇偶性相同，则其复合函数ｙ＝ｆ［ｇ（ｘ）］与

外层函数ｆ（ｘ）具有相同的奇偶性．
（２）ｆ不具有奇偶性时，则ｆ（ｇ０），ｆ（ｇ０），ｇ０（ｆ），ｇｅ（ｆ），ｆ（ｆ）也 同 样 不

具有奇偶性，其中ｇ０ 为奇函数，ｇｅ 为偶函数．
由命题２１１５易得到下述命题。

命题２１１６　当ｇ（ｘ）为偶函数时，ｙ＝ｆ［ｇ（ｘ）］为偶函数．
这是因为当ｆ（ｘ）为奇函 数 时，ｆ［ｇ（ｘ）］为 偶 函 数，而 当ｆ（ｘ）为 偶 函 数

时，ｆ［ｇ（ｘ）］的奇偶性与 外 层 函 数ｆ（ｘ）的 奇 偶 性 相 同，故ｆ［ｇ（ｘ）］仍 为 偶

函数．
例２５（条件充分性判断）　复合函数ｆ［φ（ｘ）］为偶 函 数，其 中 函 数ｆ（ｘ）

与φ（ｘ）均定义在（－∞，＋∞）上。

（１）φ（ｘ）为奇函数且ｆ（ｘ）为偶函数；

（２）φ（ｘ）为偶函数且ｆ（ｘ）为奇函数．
解　由命题２１１５及命题２１１６即 知 条 件（１）与 条 件（２）均 为 充 分

条件，仅 Ｄ入选．

例２６　判断函数ｙ＝ｆ［ｘｌｎ（ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）］的奇偶性．

解　因ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）与ｘ均为奇函数，故其乘积ｘｌｎ（ １＋ｘ槡 ２＋ｘ）为

偶函数，由命题２１１６即得ｙ＝ｆ［ｘｌｎ（ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）］为偶函数．
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类型（三）　判别函数（ａｋｘ±１）／（ａｋｘ１）（ａ＞０，ａ≠１，ｋ≠０）的奇偶性。

利用下述命题判别之。

命题２１１７　函数ｆ（ｘ）＝（ａｋｘ±１）／（ａｋｘ１）为奇函数，其中常数ａ＞

０，ａ≠１，ｋ≠０。

例２７（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ ｅｘ

１＋ｅｘ－（ ）１
２

为奇函数．

（１）ｆ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的奇函数；

（２）ｆ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的偶函数．

解　因 ｅｘ

１＋ｅｘ－
１
２＝２ｅｘ－１－ｅｘ

２（１＋ｅｘ）＝ ｅｘ－１
２（ｅｘ＋１），

由命题２１１７知它为奇函数．

当条 件（１）成 立 时，由 命 题２１１５知 函 数ｙ＝ｆ ｅｘ

１＋ｅｘ－（ ）１
２

为 奇 函

数．条件（１）充分．
当条件（２）成立时，由命题２１１５知ｙ 为 偶 函 数。条 件（２）不 充 分．仅

Ａ入选．
例２８（条件充分性判断）　函数ｙ为偶函数。

（１）ｙ＝ １
ａ＋ｘ＋ １

ａ－ｘ
；　　（２）ｙ＝ １

ａｘ＋１－（ ）１
２ ｘ。

解　条件（１）中 函 数 为 自 变 量 带 相 反 符 号 的 两 同 名 函 数 之 和，由 命 题

２１１４知ｙ为偶函数．条件（１）充分。当条件（２）成立时，

１
ａｘ＋１－１

２＝２－（ａｘ＋１）
２（ａｘ＋１）＝ １－ａｘ

２（１＋ａｘ）＝－１
２
ａｘ－１
ａｘ＋１

。

由命题２１１７即 知 上 述 函 数 为 奇 函 数，ｘ 也 为 奇 函 数，由 命 题２１１３（２）

知ｙ为偶函数。条件（２）充分．仅 Ｄ入选．
类型（四）　判别分段函数的奇偶性．
常用奇偶性的定义即定义２１１５判别之．

例２９　证明ｆ（ｘ）＝
１－２－ｘ， ｘ≥０，

２ｘ－１， ｘ＜｛ ０
是单调增加的奇函数．

证　由　　ｆ（－ｘ）＝
１－２ｘ， －ｘ≥０，

２－ｘ－１， －ｘ＜０｛ ，

＝
－（２ｘ－１）， ｘ＜０

－（１－２－ｘ）， ｘ≥｛ ０
＝－ｆ（ｘ）
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知，ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上为奇 函 数．又 因２－ｘ 单 调 减 少，故－２－ｘ 单 调 增 加，

即ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上单调增加．又２ｘ 单调增加，因而ｆ（ｘ）在（－∞，０）上单

调增加，于是ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上单调增加．
类型（五）　判别原函数∫ｘ

０ｆ（ｔ）ｄｔ的奇偶性。

利用以下命题判别之．
命题２１１８　设ｆ（ｘ）是连续的奇（偶）函 数，则Ｆ（ｘ）＝∫ｘ

０ｆ（ｔ）ｄｔ是 偶

（奇）函数，即连续奇（偶）函数的一个原函数为偶（奇）函数．
证　（１）ｆ（ｘ）为奇函数时，下面用负代换证明Ｆ（－ｘ）＝Ｆ（ｘ）．

Ｆ（－ｘ）＝∫－ｘ
０ ｆ（ｔ）ｄｔ

ｔ＝－ｕ
（负代换
）∫

ｘ
０ｆ（－ｕ）ｄ（－ｕ）

＝∫ｘ
０［－ｆ（－ｕ）］ｄｕ＝∫ｘ

０ｆ（ｕ）ｄｕ＝Ｆ（ｘ），

或 Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０ｆ（ｔ）ｄｔ

ｔ＝－


ｕ
∫－ｘ

０ ［－ｆ（－ｕ）］ｄｕ＝∫－ｘ
０ ｆ（ｕ）ｄｕ＝Ｆ（－ｘ），

故Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０ｆ（ｔ）ｄｔ为偶函数．

（２）ｆ（ｘ）为偶函数时，同法可证Ｆ（－ｘ）＝－Ｆ（ｘ），故Ｆ（ｘ）为奇函数．
例３０（条件充分性判断）　∫ｘ

ａｆ（ｔ）ｄｔ必为奇函数．
（１）ｆ（ｔ）为偶函数；　　（２）ａ＝０．
解　当条件（１）单独成立时，由命题２１１８的证明易看出并不能确保

∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ必为奇函数，故条件（１）不 充 分．当 条 件（２）单 独 成 立 时 也 不 能 确 保

∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ＝∫ｘ

０ｆ（ｔ）ｄｔ为奇函数．只有条件（１）、（２）同时成立时才有∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ＝

∫ｘ
０ｆ（ｔ）ｄｔ为奇函数．仅 Ｃ入选．

例３１　设函数ｆ（ｘ）连续，则在下列函数中，必为偶函数的是

（Ａ）∫ｘ
０ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］ｄｔ．　　（Ｂ）∫ｘ

０ｔ［ｆ（ｔ）－ｆ（－ｔ）］ｄｔ．
（Ｃ）∫ｘ

０ｆ（ｔ２）ｄｔ． （Ｄ）∫ｘ
０ｆ２（ｔ）ｄｔ．

解法１　令Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］ｄｔ，作负代换得

Ｆ（－ｘ）＝∫－ｘ
０ ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］ｄｔ

ｔ＝－


ｕ
∫ｘ

０ｕ［ｆ（－ｕ）＋ｆ（ｕ）］ｄ（－ｕ）

＝∫－ｘ
０ ｕ［ｆ（ｕ）＋ｆ（－ｕ）］ｄｕ＝Ｆ（ｘ）．

故Ｆ（ｘ）为偶函数．仅（Ａ）入选．
解法２　由命题２１１８知（Ａ）中函数为偶函数，因为ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］

为奇函数；而（Ｂ）中函数为奇函数，因为ｔ［ｆ（－ｔ）－ｆ（－ｔ）］为偶函 数；（Ｃ）中

函数也为奇函数，因为ｆ（ｔ２）为偶函数；而ｆ２（ｔ）无法判定其奇偶性，因而（Ｄ）

中函数不一定是偶函数．
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题型八　奇、偶函数的几个性质的应用

可导的奇、偶函数的性质常用的有下述几条：

１°如ｆ（ｘ）为奇（偶）函数，则ｆ′（ｘ）为偶（奇）函数，ｆ″（ｘ）为奇（偶）函数．

２°偶函数在对称区间间内单调性相反，而凹向相同，且拐点关于ｙ轴 对

称；而奇函数则相反：在对称区间内 单 调 性 相 同，凹 向 相 反，且 拐 点 关 于 原 点

对称．

３°可导的偶函数ｆ（ｘ）有ｆ′（０）＝０，而（可导的）奇函数ｆ（ｘ）则有ｆ（０）＝０．

４°偶函数的图形关于ｙ轴对称，奇函数的图形关于原点对称．
例３２　设ｆ（ｘ）为偶函数，且ｆ′（０）存在，则ｆ′（０）等于

（Ａ）１　　　（Ｂ）－１　　　（Ｃ）２　　　（Ｄ）０．　　　（Ｅ）１／２
解法１　ｆ（ｘ）为偶函数，且ｆ（ｘ）在ｘ＝０处 可 导，则 由 偶 函 数 的 性 质 知

必有ｆ′（０）＝０．仅（Ｄ）入选．
解法２　因为ｆ（ｘ）为偶函数，即ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）对任何ｘ成立，而

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（－ｘ）－ｆ（０）
－（－ｘ） ＝－ｆ′（０），

故ｆ′（０）＝０。仅（Ｄ）入选．
例３３　若ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）（－∞＜ｘ＋∞），在（－∞，０）内ｆ′（ｘ）＞０，且

ｆ″（ｘ）＜０，则在（０，＋∞）内有

（Ａ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０．　　　（Ｂ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０．
（Ｃ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０．　　　（Ｄ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０．
解法１　由ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）（－∞＜ｘ＜＋∞）知，ｆ（ｘ）的图形关于ｙ 轴

对称．由题设有ｘ∈（－∞，０）时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０．因 为ｆ（ｘ）的 图 形 在

（－∞，０）内凸着上升。由对称性知，在（０，＋∞）内ｆ（ｘ）的图形凸着下降，因

而必有ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０．仅（Ｃ）入选．
解法２　由ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）得到

［ｆ（－ｘ）］′＝－ｆ′（－ｘ）＝ｆ′（ｘ），

［ｆ（－ｘ）］″＝｛［ｆ（－ｘ）］′｝′＝［－ｆ′（－ｘ）］′＝－ｆ″（－ｘ）（－ｘ）′＝ｆ″（－ｘ），

因而有 ｆ″（－ｘ）＝ｆ″（ｘ）．
当ｘ∈（０，∞）时，有－ｘ∈（－∞，０），由题意有ｆ′（－ｘ）＞０，ｆ″（－ｘ）＜０，

则

ｆ′（ｘ）＝－ｆ′（－ｘ）＜０，　ｆ″（ｘ）＝ｆ″（－ｘ）＜０。仅（Ｃ）入选．
例３４　下列函数中关于ｙ轴对称的是
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（Ａ）ｙ＝ｘ２＋２ｘ＋１　（Ｂ）ｙ＝ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）．　（Ｃ）ｙ＝２ｘ－２－ｘ．

（Ｄ）ｙ＝２ｘｅ－ｘ。 （Ｅ）ｙ＝
１－ｘ， ０＜ｘ≤１，

１＋ｘ， －１＜ｘ≤０｛ ．
解　只需找出偶函数．显然，（Ａ）、（Ｄ）中 函 数 为 非 偶 函 数．（Ｅ）中 函 数 显

然有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），但 区 间 不 对 称，因 而 也 不 是 偶 函 数。（Ｂ）中 函 数ｘ 与

ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）均为奇函数，故其乘积ｙ＝ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）为偶函 数，其 曲

线关于ｙ轴对称。仅（Ｂ）入选．

２１２　极限

（一）考试内容

１极限的概念

在这里仅给出极限的描述性定义，其精确定义从略．

１）数列的极限

设有数列｛ｘｎ｝和常数 Ａ，如 果 当 项 数ｎ 无 限 增 大 时，ｘｎ 无 限 接 近 于 常

数Ａ，则称Ａ 为数列｛ｘｎ｝当ｎ趋于无穷大时的极限，记作

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＝Ａ　或　ｘｎ→Ａ （ｎ→∞）。

这时也称数列｛ｘｎ｝是收敛的，否则称该数列是发散的．

２）函数的极限

１°ｘ→ｘ０ 时的函数极限　设函数ｆ（ｘ）定义在点ｘ０ 的去心邻域内，Ａ 为

常数，如果ｘ无限 接 近 于 点ｘ０（但 不 到 点ｘ０）时 函 数ｆ（ｘ）无 限 接 近 于 常 数

Ａ，则称Ａ 为函数ｆ（ｘ）当ｘ趋于点ｘ０ 时的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ　或　ｆ（ｘ）→Ａ （ｘ→ｘ０）．

２°ｘ→∞时的函数的极限　设函数定义在｛ｘ｜ｘ｜＞ｒ｝，其中ｒ为一正数，

Ａ 为常数．如果当｜ｘ｜无限变大时，虽然ｆ（ｘ）无限接近于常数Ａ，则称Ａ 为函

数ｆ（ｘ）当ｘ趋于无穷大时的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝Ａ　或　ｆ（ｘ）→Ａ （ｘ→∞）。

３°左极限与右极限　如果当ｘ 仅 从ｘ０ 的 左（或 右）侧（ｘ＜ｘ０）（或ｘ＞

ｘ０）趋于ｘ０ 时，ｆ（ｘ）无限接近于 Ａ，则 称 Ａ 为ｘ→ｘ０ 时ｆ（ｘ）的 左（或 右）极
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限，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０－０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－

０

ｆ（ｘ）＝Ａ　或　ｆ（ｘ０－０） ＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０－０

ｆ（ｘ（ ）） ＝Ａ

或 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０＋０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋

０

ｆ（ｘ）＝Ａ　或　ｆ（ｘ０＋０） ＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０＋０

ｆ（ｘ（ ）） ＝（ ）Ａ 。

类似地可定义ｘ→＋∞，ｘ→－∞时ｆ（ｘ）→Ａ 的极限概念，分别记作

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝Ａ，　ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝Ａ。

左、右极限统称为单侧极限，它与极限有以下关系。

定理２１２１　极限存在的充要条件是左、右极限存在且相等，即

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，　当且仅当ｆ（ｘ０－０）＝ｆ（ｘ０＋０）．

３）函数极限的性质

命题２１２１　函数极限有以下性质：

（１）惟一性　若函数ｆ（ｘ）有极限，则其极限值惟一，即若

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ｂ，

则Ａ＝Ｂ．
（２）有界性　若函数ｆ（ｘ）在ｘ→ｘ０ 或ｘ→∞时有极限 Ａ，则ｆ（ｘ）在ｘ０

的某邻域（点ｘ０ 除外）或在｜ｘ｜足够大时有界。

（３）保号性　１°若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ 且Ａ＞０（或 Ａ＜０），则 存 在ｘ０ 的 某 邻

域（点ｘ０ 除外），在该邻域内ｆ（ｘ）＞０（或ｆ（ｘ）＜０）。

２°若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，且 在ｘ０ 的 某 邻 域 内（点ｘ０ 除 外），ｆ（ｘ）＞０，（或ｆ

（ｘ）＜０），则有Ａ≥０（或Ａ≤０）．

３°若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝Ｂ，且Ａ＞Ｂ（或Ａ＜Ｂ），则存在点ｘ０ 的一

个邻域（点ｘ０ 除外），使得在此邻域内有

ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）　（或ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ））．

４°若函数ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）在点ｘ０ 的邻域（点ｘ０ 除外）内满足不等式ｆ（ｘ）

≤ｇ（ｘ）（或ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ）），且 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝Ｂ，则 Ａ≤Ｂ（或 Ａ≥

Ｂ）．
（４）函数极限与无穷小的关系

ｌｉｍ
ｘ→□

ｆ（ｘ）＝Ａｆ（ｘ）＝Ａ＋α（ｘ），

其中α（ｘ）是ｘ→□时的无穷小量，这里ｘ→□表示ｘ→ｘ０ 或ｘ→∞（下同）．

４）极限的运算法则
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下述法则在求极限时经常用到，应很好地掌握．
定理２１２２（四则运算法则）　若ｌｉｍ

ｘ→□
ｆ（ｘ）和ｌｉｍ

ｘ→□
ｇ（ｘ）都存在，则

ｌｉｍ
ｘ→□

［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍ
ｘ→□

ｆ（ｘ）±ｌｉｍ
ｘ→□

ｇ（ｘ），

ｌｉｍ
ｘ→□

［ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍ
ｘ→□

ｆ（ｘ）·ｌｉｍ
ｘ→□

ｇ（ｘ），

ｌｉｍ
ｘ→□

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）＝

ｌｉｍ
ｘ→□

ｆ（ｘ）

ｌｉｍ
ｘ→□

ｇ（ｘ）（ｌｉｍｘ→□
ｇ（ｘ）≠０）．

值得注意的是，上述四则运算法 则 的 前 提 是 其 多 个 因 子 的 极 限 都 存 在，

否则不能应用此法则。商的极限运算法则的前提除了其分子、分母极限存在

以外，还要求其分母的极限不能为零．
定理２１２３（复合运算法 则）　设ｆ（ｕ），φ（ｘ）构 成 复 合 函 数，ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
φ（ｘ）

＝ｕ０，且ｘ≠ｘ０ 时，φ（ｘ）≠ｕ０．又设ｌｉｍ
ｕ→ｕ０

ｆ（ｕ）＝Ａ，则

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ［φ（ｘ）］＝Ａ＝ｌｉｍ
ｕ→ｕ０

ｆ（ｕ）．

该法则的重要性在于可通过换元ｕ＝φ（ｘ）来计算极限．
定理２１２４（洛必达法则）　设函数ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）满足条件：

（１） ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

（或ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

（或ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝０（或∞）；

（２）在点ｘ０ 的某去心邻域内（或存在正数 Ｎ，使当｜ｘ｜＞Ｎ 时），ｆ（ｘ）和

ｇ（ｘ）可导，且ｇ′（ｘ）≠０；

（３）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）＝Ａ （或∞），则

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

（或ｘ→∞）

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）（ ）０

０
?＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）

或 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

∞
∞（ ）＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）．

洛必达法可用于求
０
０

型或∞
∞

型未定式的极限．对于其他类型的未定式，
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记号 ｌｉｍ

ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）（ ）０

０ ＝…表示（ ）０
０

的 左 边 是
０
０

型 未 定 式，其 右 边 表 示 对 其

使用洛必达法则的结果．记号 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

∞
∞（ ）＝…也表示类似含义。下同．



如∞±∞，０·∞，１∞ ，００ 和∞０ 等，应 先 化 为
０
０

或 ∞
∞

型，再 用 洛 必 达 法 则 求

之．

５）极限存在准则与重要极限

定理２１２５　设函数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）在点ｘ０ 的邻域内（点ｘ０ 除外）

满足不等式ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）≤ｈ（ｘ），且 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝Ａ＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｈ（ｘ），则 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝

Ａ．
定理２１２６（极限存在准则）　单 调 增 加（或 减 少）且 有 上（或 下）界 的

数列必有极限。

由定理２１２６可得下述重要极限。

命题２１２２　ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１（ ）ｘ
ｘ

＝ｅ，ｌｉｍ
ｔ→０

（１＋ｔ）
１
ｔ ＝ｅ． （２１２１）

６）无穷小量与无穷大量

（ｉ）无穷小量的定义和性质

定义２１２２　若ｘ在 某 一 变 化 过 程 中 函 数ｆ（ｘ）以 零 为 极 限，则 称ｆ
（ｘ）在此变化过程中为无穷小量，简称无穷小．

定理２１２７　（１）有限多个无穷小量的和、差、积仍为无穷小量；

（２）无穷小量与有界函数之积仍为无穷小量；

（３）在连乘、连除的情况下可用等价无穷小代换；

（４）在极限的加、减运算中，如果各项均为无穷小，则可以去掉高阶无穷

小，只保留最低阶无穷小．
如果各项趋于无穷大，只保留最高阶的无穷大．
（ｉｉ）无穷小的比较

定义２１２２　当ｘ→ｘ０ 时α（ｘ）与β（ｘ）为 两 个 无 穷 小 量，如 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

β（ｘ）
α（ｘ）

＝ｌ，则

（１）当ｌ≠０时，称β（ｘ）是α（ｘ）的同阶无穷小；

特别当ｌ＝１时，称β（ｘ）是α（ｘ）的等价无穷小，记作β（ｘ）～α（ｘ）．
（２）当ｌ＝０时，称β（ｘ）是α（ｘ）的高阶无穷小，记作β（ｘ）＝ｏ［α（ｘ）］．
（３）当ｌ＝∞时，称α（ｘ）是比β（ｘ）高阶的无穷小．

若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

β（ｘ）
α（ｘ）不存在，但非无穷大，称两个无穷小β（ｘ）与α（ｘ）不可比较．

（ｉｉｉ）无穷大量
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定义２１２３　ｘ在某一变化过程中，函数ｆ（ｘ）的绝对值｜ｆ（ｘ）｜无限变

大，则称ｆ（ｘ）在此变化过程中为无穷大量，记作∞，简称无穷大．
类似地，可定义正无穷大量与负无穷大量，它们分别记作＋∞，－∞．
（ｉｖ）无穷大量与无穷小量的关系

定理２１２９　无穷小量的倒数是无穷大量；无穷大量的倒数为 无 穷 小

量．

（二）考试要求

极限是研究微积分的基本分法，它 贯 穿 于 微 积 分 理 论 的 始 终．微 积 分 中

的一些基本概念，如连续、导数、微分、定积分、偏导数及全微分都是通过极限

来定义的，虽然考试大纲中未列出极限，仍需了解极限的思想，掌握极限的性

质、运算法则及其计算方法．

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　判别极限的存在性

一般根据极限的定义判别其存在性．对于其定义要注意考察两点，一是

考察自变量的趋向过程是否加了限制，即要考察趋向过程是全过程还是某个

子过程。如果是后者，函数的极限存 在 不 能 推 出 整 个 函 数 极 限 的 存 在．当 然

如果已知极限存在，自变量沿任何一个路径变化，函数极限是存在的，且是惟

一的．二是考察函数值的趋向是否一致，例如，左、右极限是否存在且相等．
例１［１９９９年Ⅰ１２］　设δ＞０，函数ｆ 在（ａ－δ，ａ）和（ａ，ａ＋δ）内 有 意 义，

如果下面条件成立，则ｆ在ａ 点极限存在。

（Ａ）ｌｉｍ
ｘ→ａ－０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋０

ｆ（ｘ）＝Ａ，Ａ≠∞ （ｘ为有理数）。

（Ｂ）ｆ（ａ－０）和ｆ（ａ＋０）都存在，并且ｆ在ａ 点有定义。

（Ｃ）ｆ在（ａ－δ，ａ）和（ａ，ａ＋δ）内可导。

（Ｄ）ｆ在（ａ－δ，ａ）和（ａ，ａ＋δ）内连续，并且单调有界。

（Ｅ）Ａ 为某一定数，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）－Ａ
３槡ｘ

存在。

解　选项（Ｅ）中 因ｌｉｍ
ｘ→０

｛［（ａ＋ｘ）－Ａ］／３槡ｘ｝存 在，且ｌｉｍ
ｘ→０

３
槡ｘ＝０，由 命 题

２１２１０知，ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ａ＋ｘ）－Ａ］＝０，即ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）＝Ａ．

令ａ＋ｘ＝ｔ，则ｌｉｍ
ｔ→ａ

ｆ（ｔ）＝Ａ．仅（Ｅ）入选．
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对选项（Ａ）至（Ｄ），下举反例说明它们不正确．

１°设函数ｆ（ｘ）＝
１，

０｛，　
若ｘ为有理数，

若ｘ为无理数，
则ｘ 取 有 理 数 时，有 ｌｉｍ

ｘ→２－０
ｆ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→２＋０

ｆ（ｘ）＝１，满足选项（Ａ）的 条 件，但 当ｘ→２（ｘ 取 任 意 实 数 趋 于２）时，

ｆ（ｘ）不能在某一时刻后总无限接近于１ 因ｘ取无理数时总有ｆ（ｘ）＝０，故

ｆ（ｘ）在ｘ→２时没有极限。（Ａ）不正确．

２°设ｆ（ｘ）＝
ｘ２＋１， ｘ≥０，

－ｘ２－１， ｘ＜｛ ０
在（０－δ，０）和（０，０＋δ）内 有 定 义，这 里

取ａ＝０，且 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｆ（０－０）＝－１，ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｆ（０＋０）＝１，ｆ（０）＝１满

足选项（Ｂ）的条件，但ｆ（０－０）≠ｆ（０＋０），ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）不存在。（Ｂ）也不正确。

３°ｆ（ｘ）为（２）中所设，解ｆ（ｘ）在（０－δ，０）＝（－１，０）和（０，０＋δ）＝（０，１）

（这里取δ＝１）内可导，但由于ｆ（０＋０）＝１≠ｆ（０－０）＝－１，因 而ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）不

存在．（Ｃ）也不正确．

４°ｆ（ｘ）为（２）中所设，仍取ａ＝０，δ＝１，则ｆ（ｘ）在（０－δ，０）＝（－１，０）和

（０，０＋δ）＝（０，１）内 都 连 续，且 分 别 单 调 有 界 同 样ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）不 存 在．（Ｄ）也 不

正确。

例２　设下列极限存在，且ｆ（ｘ）为 连 续 函 数，则 能 等 于ｆ′（６）的 极 限 式

为

（Ａ）ｌｉｍ
ｘ→２

ｆ（ｘ＋４）－ｆ（２ｘ＋２）
２－ｘ ．　　（Ｂ）ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ ｆ ６＋１（ ）ｎ －ｆ（６［ ］） ．

（Ｃ）ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ ｆ ６＋１（ ）ｘ －ｆ（６［ ］） ． （Ｄ）ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ２＋６）－ｆ（６）
ｘ２ ．

解　本例实质是判别极限

ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（６＋Δｘ）－ｆ（６）
Δｘ ①

的存在性问题．由（Ａ）推不出式①中的极限存在．（Ｂ）、（Ｄ）中 Δｘ分别为１／ｎ，

ｘ２ 只是 Δｘ→０的子过程，推不出 Δｘ在任意过程中趋于零的极限。仅（Ｃ）入

选．

例３　设ｆ（ｘ）＝
－ｘ，ｘ≤１

３＋ｘ，ｘ＞１｛ ，ｇ
（ｘ）＝

ｘ３， ｘ≤１，

２ｘ－１，ｘ＞１｛ ，
则ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ［ｇ（ｘ）］＝

（Ａ）２　　（Ｂ）３　　（Ｃ）４　　（Ｄ）５　　（Ｅ）不存在．
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解　易求得 ｆ［ｇ（ｘ）］＝
－ｘ３， ｘ≤１，

３＋（２ｘ－１）， ｘ＞１｛ ，

ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ［ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

［３＋（２ｘ－１）］＝４，

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ［ｇ（ｘ）］＝ｌｉｍ
ｘ→１－

（－ｘ３）＝－１，

ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ［ｇ（ｘ）］≠ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ［ｇ（ｘ）］．

因此ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ［ｇ（ｘ）］不存在．仅（Ｅ）入选．

例４　设ｆ（ｘ）＝
ｅ－１

ｘ ， ｘ＞０，

ｘｅ－１
ｘ ， ｘ＜０

烅
烄

烆 ，
则ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）不存在的原因是

（Ａ）ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）和 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）都存在，但不相等．　（Ｂ）ｆ（０）无意义．

（Ｃ）ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）不存在． （Ｄ）ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）不存在．

（Ｅ）左、右极限均不存在．

解　因　ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ－１
ｘ ＝０，　ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
ｘｅ－１

ｘ ＝∞，

故ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）不存在的原因是 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）不存在．仅（Ｄ）入选．

题型二　求０
０

型或∞
∞

型极限

法一　先化简极限式，再求极限．

下面举例介绍几种化简极限式的常用方法．

化简极限式的常用方法之一是通过 恒 等 变 形（例 如 有 理 化）暴 露 出 分 子

或（与）分母中极限为零的公因子或极限为∞的公因子。约去这些公因子后，

然后再用极限四则运算法则即定理２１２２求其极限．

例５　ｌｉｍ
ｘ→４

槡ｘ－２
ｘ－４＝

（Ａ）１／２　　（Ｂ）１／３　　（Ｃ）１／４　　（Ｄ）１／５　　（Ｅ）１／６

解　分子、分母同乘一个因子将无 理 式 从 分 子 移 到 分 母（简 称 分 子 有 理

化），并分解出极限为零的公因子，约去这个公因子就可以利用极限四则运算

法则求之．

原式＝ｌｉｍ
ｘ→４

（槡ｘ－２）（槡ｘ＋２）
（ｘ－４）（槡ｘ＋２）

＝ｌｉｍ
ｘ→４

ｘ－４
（ｘ－４）（ ｘ槡 ＋２）
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＝ｌｉｍ
ｘ→４

１
槡ｘ＋１

＝
ｌｉｍ
ｘ→４

１

ｌｉｍ
ｘ→４

（槡ｘ＋２）
＝１

４．仅（Ｃ）入选．

例６　ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－３ｘ＋２
ｘ２＋２ｘ－３＝

（Ａ）１　　（Ｂ）２　　（Ｃ）１／４　　（Ｄ）－１／４　　（Ｅ）５

解　原式＝ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ－１）（ｘ－２）
（ｘ－１）（ｘ＋３）＝ｌｉｍｘ→１

ｘ－２
ｘ＋３＝－１

４．仅（Ｄ）入选．

例７　ｌｉｍ
ｘ→８

９＋２槡 ｘ－５
３槡ｘ－２

＝

（Ａ）１２／５　　（Ｂ）１３／６　　（Ｃ）１４／５　　（Ｄ）１５／７　　（Ｅ）１６／９

解　所求极限为 ０
０

型 极 限．将 其 分 子、分 母 同 时 有 理 化。为 此 将 分 子、

分母分别同乘 ９＋２槡 ｘ＋５，（３槡ｘ）２＋２
３槡ｘ＋２２ 得到

ｌｉｍ
ｘ→８

（ ９＋２槡 ｘ－５）（ ９＋２槡 ｘ＋５）［（３槡ｘ）２＋２
３槡ｘ＋２２］

（３槡ｘ－２）［（３槡ｘ）２＋２
３槡ｘ＋２２］（ ９＋２槡 ｘ＋５）

＝ｌｉｍ
ｘ→８

２（ｘ－８）［（３槡ｘ）２＋３
３槡ｘ＋２２］

（ｘ－８）（ ９＋２槡 ｘ＋５）
＝２ｌｉｍ

ｘ→８

（３槡ｘ）２＋２
３槡ｘ＋４

９＋２槡 ｘ＋５

＝２×
ｌｉｍ
ｘ→８

［（３槡ｘ）２＋２
３槡ｘ＋４］

ｌｉｍ
ｘ→８

（ ９＋２槡 ｘ＋５）
＝２×

（３槡８）２＋２
３槡８＋４

槡９＋１６＋５

＝１２／５。仅（Ａ）入选．

化简极限式的常用方法之二是利用无穷小（无穷大）性质化简（详见定理

２１２７）．

在连乘、连除的情况下常用下述等价无穷小代换（ｘ→０）：

ｘ～ｌｎ（１＋ｘ）　即　ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ ＝１， （２１２２）

ｅｘ－１～ｘ，　ａｘ－１～ｘｌｎａ， （２１２３）

ｌｏｇａ（１＋ｘ）～（１／ｌｎａ）ｘ， （２１２４）
ｎ
１＋槡 ｘ－１～ｘ／ｎ　（ｎ＝２，３，…）， （２１２５）

（１＋ｘ）λ－１～λｘ　（λ为实数）， （２１２６）

ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ２／２， （２１２７）

ｘｘ－１～ｘｌｎｘ。 （２１２８）
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例８（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｌｎ（１＋ａｘ槡 ）－ １－ｌｎ（１－ａｘ槡 ）
ｘ－ｌｎ（１＋ｘ） ＝－１

（１）ａ＝－１；　　　　　（２）ａ＝１
解　

ｌｉｍ
ｘ→０

［ １＋ｌｎ（１＋ａｘ槡 ）－ １－ｌｎ（１－ａｘ槡 ）］［ １＋ｌｎ（１＋ａｘ槡 ）＋ １－ｌｎ（１－ａｘ槡 ）］
［ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）］［ １＋ｌｎ（１＋ａｘ槡 ）＋ １－ｌｎ（１－ａｘ槡 ）］

＝１
２ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（１＋ａｘ）＋ｌｎ（１－ａｘ）
ｘ－ｌｎ（ｘ＋１） ＝１

２ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１－ａ２ｘ２）
ｘ－ｌｎ（ｘ＋１）．

再使用式（２１２２）及式（２１２７）得到

原式左端＝１
２ｌｉｍ

ｘ→Δ

－ａ２ｘ２

ｘ２／２ ＝－ａ２

可见条件（１）和条件（２）均充分．仅 Ｄ入选．

例９（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ［１＋ｌｎ（１＋ａｘ）］
ｌｎ（ｅｂｘ＋ｘ） ＝１

（１）ａ＝２，ｂ＝１；　　（２）ａ＝－１，ｂ＝－２
解　用等价无穷小式（２１２２）先将极限式化简，有

ｌｎ［１＋ｌｎ（１＋ａｘ）］～ｌｎ（１＋ａｘ）～ａｘ （ｘ→０），

ｌｎ（ｅｂｘ＋ｘ）＝ｌｎ［１＋（ｘ＋ｅｂｘ－１）］～ｘ＋ｅｂｘ－１（ｘ→０），

故 原式左端＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ
ｘ＋ｅｂｘ－１（ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ
１＋ｂｅｂｘ＝ ａ

１＋ｂ．

当条件（１）成立时，有　原式左边＝ ２
１＋１＝１，条件（１）充分．

当条件（２）成立时，有　原式左边＝ －１
１－２＝１，条件（２）充分．仅（Ｄ）入选．

例１０　ｌｉｍ
ｘ→０

ａ
ｘ － １

ｘ２－ａ（ ）２ ｌｎ（１＋ａｘ［ ］） （ａ≠０）＝

（Ａ）ａ２　　（Ｂ）ａ２／２　　（Ｃ）ａ２／３　　（Ｄ）ａ２／４　　（Ｅ）ａ２／５
解法１　先化简极限或去掉分子中高阶无穷小，保留最低阶无穷小，即

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｌｎ（１＋ａｘ）＋ａ２ｘ２ｌｎ（１＋ａｘ）
ｘ２ 　　　　

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｌｎ（１＋ａｘ）
ｘ２ （ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ－ａ／（１＋ａｘ）
２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａ＋ａ２ｘ－ａ
２ｘ（１＋ａｘ）＝ｌｉｍｘ→０

ａ２

２（１＋ａｘ）＝
ａ２

２．仅（Ｂ）入选．

解法２　先拆项，再分项，用等价无穷小式（２１２７）求之．
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由ｘ→０得ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ２／２，ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ．因而

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－ｌｎ（１＋ａｘ）
ｘ２ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ａ２ｘ２ｌｎ（１＋ａｘ）
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

（ａｘ）２／２
ｘ２ ＋ｌｉｍ

ｘ→０
ａ２·ａｘ＝ａ２

２．仅（Ｂ）入选．

化简极限式的常用方法之三是先 算 出 极 限 式 中 极 限 不 等 于 零 的 因 子 的

极限．

例１１（条件充分性判断题）　ｌｉｍ
ｘ→２－０

ｌｎ（１＋
ｎ
２－槡 ｘ）

ｎ
４－ｘ槡 ２

＝１
槡２

。

（１）ｎ＝４；　　　　　　（２）ｎ＝２。

解　ｌｉｍ
ｘ→２－０

ｌｎ（１＋
ｎ
２－槡 ｘ）

ｎ
２－槡 ｘ

ｎ
２＋槡 ｘ

＝１
ｎ槡４

ｌｉｍ
ｘ→２－０

ｌｎ（１＋
ｎ
２－槡 ｘ）

ｎ
２－槡 ｘ

＝１
ｎ槡４

ｌｉｍ
ｘ→２－０

ｎ
２－槡 ｘ

ｎ
２－槡 ｘ

＝１
ｎ槡４

×１＝１
ｎ槡４

．

因而当ｎ＝４时，有１
ｎ槡４

＝ １
２

２
４
＝１
槡２

．而当ｎ＝２时，上式不成立，故条件（１）充分，

而条件（２）不充分．仅Ｂ入选．
化简极限式的常用方法之四是将所求极限的函数恒等变形，例为提取公

因式，拆项合并、将分子、分母同除某函数，利用对数性质变形，将幂指函数化

成以ｅ为底的指数函数等．

例１２　ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘｌｎ １＋ｘ

１－槡ｘ＝

（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）４　　　（Ｅ）５
解法１　利用对数性质先化简极限式。

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘｌｎ

１＋ｘ
１－ｘ＝１

２ ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘｌｎ（１＋ｘ）－ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘｌｎ（１－ｘ［ ］）

＝１
２ ｌｉｍ

ｘ→０
ｌｎ（１＋ｘ）１

ｘ ＋ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１－ｘ）－１［ ］ｘ

＝１
２ ｌｎｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）１

ｘ ＋ｌｎｌｉｍ
ｘ→０

（１－ｘ）－１［ ］ｘ

＝１
２

［ｌｎ（ｅ＋ｌｎｅ）］＝１
２

（１＋１）＝１ 仅（Ａ）入选．

解法２　先利用对数性质化简极限式，再利用式（２１２１０）直 接 计 算 出

结果．
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原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘｌｎ

１＋ｘ
１－（ ）［ ］ｘ ＝ｌｎｌｉｍ

ｘ→０

１＋ｘ
１－（ ）ｘ

１
２［ ］ｘ

＝ｌｎｌｉｍ
１／ｘ→∞

１／ｘ＋１
１／ｘ（ ）－１

１

［ ］ｘ
１
２
＝ｌｎ（ｅ２）１

２ ＝１

例１３　ｌｉｍ
ｘ→１

ｘｘ－１
ｘｌｎｘ ＝

（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）４　　　（Ｅ）５
解法１　将ｘｘ 化为ｘｘ＝ｅｘｌｎｘ，因ｌｉｍ

ｘ→１
ｘｌｎｘ＝０，用等价无穷小代换得到

原式＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｅｘｌｎｘ－１
ｘｌｎｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｘｌｎｘ
ｘｌｎｘ＝１ 仅（Ａ）入选．

解法２　令ｘｌｎｘ＝ｔ，则ｘｘ＝ｅｔ，当ｘ→１时，有ｔ→０，故

原式＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｅｔ－１
ｔ ＝１ 仅（Ａ）入选．

解法３　所求极限为０
０

型极限，注意到

（ｘｘ）′＝（ｅｘｌｎｘ）′＝ｅｘｌｎｘ（１＋ｌｎｘ），

利用洛必达法则得到

原式（ ）０
０ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｅｘｌｎｘ（１＋ｌｎｘ）
１＋ｌｎｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→１
ｅｘｌｎｘ＝１

例１４　ｌｉｍ
ｘ→０＋

１－ｅ１／ｘ

ｘ＋ｅ１／ｘ＝

（Ａ）１／２　　（Ｂ）１／３　　（Ｃ）－１　　（Ｄ）２　　（Ｅ）３
解　ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ１／ｘ＝＋∞，将分子、分母同除ｅ１／ｘ，有

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１／ｅ１／ｘ－１
ｘ／ｅ１／ｘ＋１＝０－１

０＋１＝－１ 仅（Ｃ）入选．

化简极限式的常用方法之五是作 变 量 代 换。例 如ｘ→０时，函 数 中 含 有

子函数１／ｘ时，常作变量代换ｔ＝１／ｘ．
例１５　ｌｉｍ

ｘ→∞
［ｘ－ｌｎ（１＋１／ｘ）ｘ２］＝

（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）４　　　（Ｅ）１／２
解　利用对数性质，有

原式＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－ｘ２ｌｎ １＋１（ ）［ ］ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２ １
ｘ－ｌｎ １＋１（ ）［ ］ｘ

１／ｘ＝


ｔ
＝ｌｉｍ

ｔ→０

ｔ－ｌｎ（１＋ｔ）
ｔ２ （ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｔ→０

１－１／（１＋ｔ）
２ｔ
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＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｔ
２ｔ（１＋ｔ）＝ｌｉｍｔ→０

１
２（１＋ｔ）＝

１
２

，

或由式（２１２７）有

原式＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｔ－ｌｎ（１＋ｔ）
ｔ２ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

ｔ２／２
ｔ２ ＝１

２．仅（Ｅ）入选．

法二　下述几类特殊形式的０
０

型的极限可先直接使用洛必达 法 则 即 定

理２１２４求之较简便．

１°含趋于无穷大的对数函数的０
０

型或∞
∞

型的极限式；

２°含三项（或三项以上）代数和的０
０

型或∞
∞

型的极限式；

３°含变限积分的
０
０

型或∞
∞

型的极限式．

例１６（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→＋０

ｘ－ｌｎｘ
ｌｎ（１＋ａ／ｘ）＝１

（１）ａ＝２；　　　　　（２）ａ＝３
解　极限式中含趋于无穷大的对数函数，先用洛必达法则求之．

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ－ｌｎｘ
ｌｎ（１＋ａ／ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ－ｌｎｘ
ｌｎ（ｘ＋ａ）－ｌｎｘ

∞
∞（ ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１－１／ｘ
１／（ｘ＋ａ）－１／ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｘ－１）（ｘ＋ａ）
－ａ ＝１

上式成立，ａ可为任一非零实数。条件（１）与条件（２）都充分．仅 Ｄ入选．

例１７（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｘ２ｌｎ（ｘ－ａ）
ｌｎ（ｅｘ－ｅａ）＝１６

（１）ａ＝８；　　　　　（２）ａ＝４
解　极限式中含趋于无穷大的对数函数，先用洛必达法则求之。

　　ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｘ２ｌｎ（ｘ－ａ）
ｌｎ（ｅｘ－ｅａ）

∞
∞（ ）＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋

ｘ２ｌｎ（ｘ－ａ）＋ｘ２／（ｘ－ａ）
ｅｘ／（ｅｘ－ｅａ）

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｘ［２（ｘ－ａ）ｌｎ（ｘ－ａ）＋ｘ］
（ｘ－ａ）ｅｘ／ｅａ（ｅｘ－ａ－１）

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｅａ（ｅｘ－ａ－１）ｘ［２（ｘ－ａ）ｌｎ（ｘ－ａ）＋ｘ］
（ｘ－ａ）ｅｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｅａ（ｘ－ａ）ｘ［２（ｘ－ａ）ｌｎ（ｘ－ａ）＋ｘ］
ｅｘ（ｘ－ａ）

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

［２ｘ（ｘ－ａ）ｌｎ（ｘ－ａ）＋ｘ２］
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＝ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｘ２＝ａ２＝１６。

（由命题２１２３（１）知 ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

［（ｘ－ａ）ｌｎ（ｘ－ａ）］＝０．）故当ａ＝４（或ａ＝－４）时

所给极限式成立。条件（２）充分，条件（１）不充分．仅Ｂ入选．

例１８　ｌｉｍ
ｘ→０

１＋槡 ｘ＋ １－槡 ｘ－２
ｘ２ ＝

（Ａ）－１　 （Ｂ）－１／２　 （Ｃ）－１／３　 （Ｄ）－１／４　 （Ｅ）－１／５
解法１　先用洛必达法则求之，再有理化得到

原式（ ）０
０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
２ １＋槡 ｘ

－ １
２ １－槡（ ）ｘ

（２ｘ）＝１
４ｌｉｍ

ｘ→０

１－槡 ｘ－ １＋槡 ｘ
ｘ １－ｘ槡 ２

＝１
４ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｘ－（１＋ｘ）
ｘ（ １－槡 ｘ＋ １＋槡 ｘ）

＝－１
４．仅（Ｄ）入选．

解法２　接连两次使用洛必达法则，得到

　　原式（ ）０
０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

（１＋ｘ）－１
２／２－（１－ｘ）－１／２／２

２ｘ （ ）０
０

＝１
４ｌｉｍ

ｘ→０

（１＋ｘ）－３／２

－２ －
（１－ｘ）－３／２［ ］２ ＝－１

４．仅（Ｄ）入选．

解法３　原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

（ １＋槡 ｘ＋ １－槡 ｘ－２）（ １＋槡 ｘ＋ １－槡 ｘ＋２）
ｘ２（ １＋槡 ｘ＋ １－槡 ｘ＋２）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

（ １－槡 ｘ＋ １－槡 ｘ）２－４
４ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２（ １－ｘ槡 ２－１）
４ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２×（－ｘ２）／２
４ｘ２ ＝－１

４．仅（Ｄ）入选．

例１９［２００１年Ⅱ２８］　设函数ｆ（ｘ）的导函数ｆ（ｘ）连续，求

ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ［ ］ｔ ｘ２

解　注意到分子的变限积分中被积函数除含积分变量外，还含有参变量

（求导变量）ｘ，应先将ｘ移到积分号外，即

∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｘ∫ｘ

０ｆ′（ｔ）ｄｔ－∫ｘ
０ｔｆ′（ｔ）ｄｔ，

则 ∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ［ ］ｔ′ｘ＝∫ｘ

０ｆ′（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ′（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）＝∫ｘ
０ｆ′（ｔ）ｄｔ．

于是使用洛必达法则得到

ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ］［ ｔ ｘ２（ ）０

０

＝ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ］ｔ［ ′ （ｘ２）′

＝ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０ｆ′（ｔ）ｄｔ／（２ｘ）（ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）
２ ＝ｆ′（０）

２ ．
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例２０［１９９８年Ⅰ２２］　当α等 于 何 值 时，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ｘα∫ｘ２

０ １＋ｔ槡 ４ｄｔ存 在 并 且

非零，再求此极限值．

解　由于 １＋ｔ槡 ４＞０，变上限积 分∫ｘ２
０ １＋ｔ槡 ４ｄｔ→＋∞ （ｘ→＋∞时）．又

因所给极限存在且非零，故α＞０，且ｘα 与∫ｘ２
０ １＋ｔ槡 ４ｄｔ在ｘ→＋∞时 是 同 阶

无穷大．于是可先用洛必达法则求其极限，即

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ｘα∫ｘ２

０ １＋ｔ槡 ４ｄｔ ∞
∞（ ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１＋ｘ槡 ８×２ｘ
αｘα－１ ＝２

α ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１＋ｘ槡 ８

ｘα－２

＝２
α ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１＋ｘ８

ｘ２（α－２槡 ）＝
２
α ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１
ｘ２α－４＋

ｘ８

ｘ２α槡 －４，

因而当２α－４＝８即α＝６时上述极限存在，且

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ｘα∫ｘ２

０ １＋ｔ槡 ４ｄｔ＝２
α×１＝２

６＝１
３．

题型三　求０·∞型极限

对０·∞型极限也像题型 二 那 样 先 尽 量 化 简 极 限 式，然 后 再 求 极 限．如

需用洛必达法则，需先将其化为０
０

型或∞
∞

型极限．求时，有用到下述０·∞型

极限等于零的结论。

命题２１２３　（１）ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎｘ＝０；　（２）ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｍｌｎｘ＝０（ｍ＞０）＝０；

（３）ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｍｌｎαｘ＝０（ｍ＞０，α＞０）．

例２１　ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｅｘｎ－１）ｌｎｘ＝（　　），ｎ为正整数．

（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）ｎ　　　（Ｄ）０　　　（Ｅ）∞

解　当ｘ→０＋ 时有ｅｘｎ－１～ｘｎ，则由命题２１２３（２）得到

ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｅｘｎ－１）ｌｎｘ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｎｌｎｘ＝０．仅（Ｄ）入选．

例２２　ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｅｘ－１）ｌｎ １＋１（ ）ｘ ＝

（Ａ）０．　　（Ｂ）１　　（Ｃ）１／２　　（Ｄ）ｅ．　　（Ｅ）１／ｅ．
解法１　用等价无穷小代换化简极限式得到

ｌｉｍ
ｘ→０＋

（ｅｘ－１）ｌｎ １＋１（ ）ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎ １＋１（ ）ｘ
ｔ＝１／


ｘ
ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｌｎ（１＋ｔ）
ｔ

∞
∞（ ）

＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
１＋ｔ＝０．仅（Ａ）入选．
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解法２　原式＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ［ｌｎ（１＋ｘ）－ｌｎｘ］

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎ（１＋ｘ）－ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎｘ．

由命题２１２３（１）知 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎｘ＝０，因而

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎ（１＋ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ·ｘ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２＝０．仅（Ａ）入选．

题型四　求∞－∞型极限

∞－∞型极限不能直接利用极限四则运算法则．一般先将它通分或有理

化，然后约去极限为零的公因子，最后 利 用 极 限 的 四 则 运 算 法 则 或 洛 必 达 法

则求其极限．如果所求极限的函数不是分式，可利用函数性质（例如对数函数

性质）或通过恒等变形将函数化为分式函数再用洛必达法则求之．

例２３　ｌｉｍ
ｘ→１

１
１－ｘ－ １

ｌｎ（ ）ｘ ＝

（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）４　　　（Ｄ）∞．　　　（Ｅ）５

解　所求极限为∞－∞型，先通分，再用洛必达法则求之．

原式＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｌｎｘ－１＋ｘ
（１－ｘ）ｌｎｘ（ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→１

１／ｘ＋１
１／ｘ－ｌｎｘ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→１

１＋ｘ
１－ｘｌｎｘ－ｘ＝∞．仅（Ｄ）入选．

例２４　求ｌｉｍ
ｎ→∞

［ｎ２ｌｎ（ｎ＋１）－ｎ２ｌｎｎ－ｎ］。

解　所求极限为∞－∞型极限。为使用洛必达法则，先将其化为分式的

形式，且让对数函数在分子上，于是得到

原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ ｌｎ １＋１（ ）ｎ －１［ ］ｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎ（１＋１／ｎ）－１／ｎ
（１／ｎ）２ 。

上式最右边是０
０

型 极 限，但 不 能 直 接 使 用 洛 必 达 法 则，因 为ｎ 为 离 散 型 变

量．为此将１／ｎ换为连续变量ｘ，得到

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
ｘ２ （ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１／（１＋ｘ）－１
２［ ］ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－ ｘ
２ｘ（１＋ｘ）＝－１

２．

或者利用式（２１２７）得

原式＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
ｘ２ ＝－ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ２
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＝－ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ２／２
ｘ２ ＝－１

２．

题型五　求幂指函数的极限

类型（一）　 设 ｙ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），若 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ＞０，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝Ｂ，求

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）．

可按下述命题求其极限．

命题２１２４　若 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝Ａ＞０，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝Ｂ，其 中 Ａ，Ｂ 为 常 数，

则

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ［ ］）

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）

＝ＡＢ．

值得注意的是，求极限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）时函数式中各部分ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）是同

步变化的整体．

例２５　ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ） １
ｌｎ（１＋ｘ）＝

（Ａ）ｅ．　　（Ｂ）ｅ２　　（Ｃ）ｅ＋１　　（Ｄ）ｅ３　　（Ｅ）ｅ＋２

解　利用命题２１２４求之．由

ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ）１
ｘ ＝ｅ，　ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｌｎ（１＋ｘ）１

ｘ ＝ｌｎｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ）１
ｘ ＝ｌｎｅ＝１

得 ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ） １
ｌｎ（１＋ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）１［ ］ｘ

ｘ
ｌｎ（１＋ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）１［ ］ｘ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｌｎ（１＋ｘ）

＝ｅ１＝ｅ．仅（Ａ）入选．

在命题２１２４中，当Ａ 或（和）Ｂ 不 是 常 数，或 者 Ａ 不 大 于 零 时，上 述

命题不成立．因而不能通过计算底和 指 数 的 极 限 求 出 幂 指 函 数 的 极 限．例 如

１∞ ，００，∞０ 型的极限不能用它来计算。下面讨论１∞ ，００，∞０ 型极限的求法．

类型（二）　求００ 型、∞０ 型极限。

常用换底法即利用恒等式ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｅｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）将其化为０·∞型极限，再

用洛必达法则求之．

例２６　ｌｉｍ
ｘ→０

［ｌｎ（ｅｘ－ｘ）］ｘ＝

（Ａ）０．　　　（Ｂ）ｅ．　　　（Ｃ）１／ｅ．　　　（Ｄ）１　　　（Ｅ）∞．
解　 ｌｉｍ

ｘ→０
［ｌｎ（ｅｘ－ｘ）］ｘ＝ｅｌｉｍ

ｘ→０
ｘｌｎ［ｌｎ（ｅｘ－ｘ）］，
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而　　ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｌｎｌｎ（ｅｘ－ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｌｎ（ｅｘ－ｘ）
１／ｘ

∞
∞（ ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－１
ｌｎ（ｅｘ－ｘ）·（ｅｘ－ｘ）（－１／ｘ２）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

－ｘ２（ｅｘ－１）
（ｅｘ－ｘ）ｌｎ（ｅｘ－ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ３

１×ｌｎ（ｅｘ－ｘ）（ ）０
０ ＝－ｌｉｍ

ｘ→０

３ｘ２（ｅｘ－ｘ）
ｅｘ－１

＝－ｌｉｍ
ｘ→０

３ｘ２×１
ｘ ＝－ｌｉｍ

ｘ→０
（３ｘ）＝０，

故原极限＝ｅ０＝１ 仅（Ｄ）入选．

例２７　ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ＋１（ ）ｘ
ｘ

＝

（Ａ）０．　　　（Ｂ）１　　　（Ｃ）ｅ．　　　（Ｄ）１／ｅ．　　　（Ｅ）∞．

解 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ１（ ）ｘ
ｘ

＝ｅｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ ｌｎ＋１（ ）ｘ
ｘ
，

而　ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎｌｎ１（ ）ｘ
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎｌｎ１（ ）ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎｌｎ（１／ｘ）
１／ｘ

∞
∞（ ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－１／ｘ２

－（１／ｘ）（１／ｘ２）ｌｎ（１／ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ
ｌｎｘ＝０．

故原极限＝ｅ０＝１ 仅（Ｂ）入选．
类型（三）　求１∞ 型极限。

１∞ 型极限求法较多，下面分别举例介绍．

法一 　利用重要极限ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘ）１
ｘ ＝ｅ求之．

上极限的一般形式为

ｌｉｍ
φ（ｘ）→０

［１＋φ（ｘ）］１
φ（ｘ）＝ｅ， （２１２９）

注意上式左端的结构特点：第 一，所 求 极 限 的 函 数 为 幂 指 函 数；第 二，其

指数为无穷（趋 于 无 穷 大），底 数 由 两 项 所 组 成，一 项 是１，另 一 项 是 无 穷 小

（趋于零）；第三，无穷小所在的项（底 数 中 的 加 项）与 无 穷 大 所 在 的 项（指 数）

互为倒数．至于自变量ｘ的极限 过 程 没 有 具 体 要 求，只 要 使φ（ｘ）→０即 可．
此外，易看出式（２１２９）中的极限是１∞ 型极限．

例２８［１９９７年Ⅰ２３］　求极限ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｘ
１＋（ ）ｘ

１
ｘ 。

解 　利用重要极限求之。

·２７１·



ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｘ
１＋（ ）ｘ

１
ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０

（１－ｘ）１
ｘ

（１＋ｘ）１
ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０
（１－ｘ）－１［ ］ｘ －１ ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）１

ｘ

＝ｅ－１／ｅ＝ｅ－２。

法二　利用命题２１２４求之。

例２９　极限 ｌｉｍ
ｘ→０＋

［１＋ｌｎ（１＋ｘ）］ｌｎｘ＝

（Ａ）５　　　（Ｂ）４　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）２　　　（Ｅ）１
解　　　ｌｉｍ

ｘ→０＋
［１＋ｌｎ（１＋ｘ）］ｌｎｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１＋ｌｎ（１＋ｘ［ ］） １
ｌｎ（１＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）ｌｎ｛ ｝ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→０＋

１＋ｌｎ（１＋ｘ［ ］） １
ｌｎ（１＋ｘ｛ ｝）

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ｘ）ｌｎｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→０＋

［１＋ｌｎ（１＋ｘ） １
ｌｎ（１＋ｘ｛ ｝）

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ·ｌｎｘ

＝ｅ０＝１。

法三　利用换底法求之。

这同本题型类型（一）使用的方法一样．

１∞ 型极限，其一般形式ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）ｖ（ｘ），其中ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）＝１，ｌｉｍ
ｘ→□

ｖ（ｘ）＝∞，将

其恒等变形为

ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）ｌｎｕ（ｘ）

，

而ｌｉｍ
ｘ→□

ｖ（ｘ）ｌｎｕ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→□

ｌｎｕ（ｘ）
１／ｖ（ｘ）（ ）０

０
，然后利用洛必达法则求之．

例３０　ｌｉｍ
ｘ→０

（ｘ＋ｅｘ） １
ｌｎ（１－ｘ）＝

（Ａ）ｅ－３．　　（Ｂ）ｅ－４．　　（Ｃ）ｅ－５．　　（Ｄ）ｅ－２．　　（Ｅ）ｅ３
解　用换底法求之．原式左边可改写成

原式左边＝ｅｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（ｘ＋ｅｘ） １
ｌｎ（１－ｘ）＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（ｘ＋ｅｘ）
ｌｎ（１－ｘ），

而 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（ｘ＋ｅｘ）
ｌｎ（１－ｘ）＝－ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（ｘ＋ｅｘ）
ｘ （ ）０

０ ＝－ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｅｘ

ｘ＋ｅｘ＝－２，

故原式左边＝ｅ－２＝－２ 仅（Ｄ）入选．
法四　对下述三种不同形状的１∞ 型极限可分别利用其简化公式计算．

１°设ａ，ｂ，ｃ为常数，且ｌｉｍ
ｘ→□

φ（ｘ）＝∞，对１∞ 型 极 限ｌｉｍ
ｘ→□

φ（ｘ）＋ａ
φ（ｘ）＋（ ）ｂ

φ（ｘ）±ｃ

可用下述命题简化计算。
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命题２１２５　设ａ，ｂ，ｃ为常数，且ｌｉｍ
ｘ→□

φ（ｘ）＝∞，则

ｌｉｍ
ｘ→□

φ（ｘ）＋ａ
φ（ｘ）＋（ ）ｂ

φ（ｘ）±ｃ

＝ｅａ－ｂ． （２１２１０）

值得注意的是，式（２１２１０）ｘ的极限过程使φ（ｘ）→∞，且 三 处 的 变 量

即分子、分母与指数中的变量部分完全相同，均为φ（ｘ）．
在式（２１２１０）中，左边幂指函数形式的极限是考试中出现频率较高的

题型．利用上述命题，只 需 心 算 即 可 写 出 其 极 限 结 果，因 而 上 述 公 式 具 有 简

便、实用、有效的优点，应熟记．

例３１（条件充 分 性 判 断）　ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｔ ｘ－ｋｔ（ ）ｘ
ｘ

的 二 阶 导 数ｆ″（ｔ）＝

４（ｔ－１）ｅ－２ｔ。

（１）ｋ＝－２；　　　　　（２）ｋ＝２
解　由式（２１２１０）先求出ｆ（ｔ）的表示式

ｆ（ｔ）＝ｔｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－ｋｔ
ｘ（ ）－０

ｘ

＝ｔｅ－ｋｔ．

然后在上式两端对ｔ求导得到

ｆ′（ｔ）＝（１－ｋｔ）ｅ－ｋｔ，　ｆ″（ｔ）＝ｋ（ｋｔ－２）ｅ－ｋｔ．
当ｋ＝－２时，ｆ′（ｔ）＝－２（－２ｔ－２）ｅ－２ｔ＝４（ｔ＋１）ｅ－２ｔ≠４（ｔ－１）ｅ－２ｔ。条

件（１）不充分．
当ｋ＝２时，ｆ′（ｔ）＝２（２ｔ－２）ｅ－２ｔ＝４（ｔ－１）ｅ－２ｔ。条 件（２）充 分．仅 Ｂ入

选．

例３２（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－１
ｘ＋（ ）ｋ

２ｘ

＝ｅ２

（１）ｋ＝－２；　　　　　（２）ｋ＝－３
解　由式（２１２１０）即得

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－１
ｘ＋（ ）ｋ

２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ－２
２ｘ＋２（ ）ｋ

２ｘ

＝ｅ－２－２ｋ＝ｅ２（－１－ｋ）．

当条件（１）成立时，有ｅ２（－１－ｋ）＝ｅ２（－１＋２）＝ｅ２。条件（１）充分。

当条件（２）成立时，有ｅ２（－１－ｋ）＝ｅ２（－１＋３）＝ｅ４≠ｅ２ 条件（２）不充分。仅 Ａ
入选．

２°计算１∞ 型极限ｌｉｍ
ｘ→□

［１＋φ（ｘ）］ｖ（ｘ），其ｌｉｍ
ｘ→□

φ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→□

ｖ（ｘ）＝∞，可用

下述命题简化计算。

命题２１２６　ｌｉｍ
ｘ→□

［１＋φ（ｘ）］ｖ（ｘ）＝ｅｌｉｍ
ｘ→□

ｖ（ｘ）φ（ｘ）， （２１２１１）
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其中 ｌｉｍ
ｘ→□

φ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→□

ｖ（ｘ）＝∞。

这是因为 ［１＋φ（ｘ）］ｖ（ｘ）＝ｅｌｎ（１＋φ（ｘ）］ｖ（ｘ）
＝ｅｖ（ｘ）ｌｎ［１＋φ（ｘ）］，

故 ｌｉｍ
ｘ→□

［１＋φ（ｘ）］ｖ（ｘ）＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）ｌｎ［１＋φ（ｘ）］

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）φ（ｘ）

。

（因ｌｎ［１＋φ（ｘ）］～φ（ｘ），φ（ｘ）→０．）

例３３［１９９７年Ⅰ１３］　ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋３ｘ）２／ｘ＝

（Ａ）１。　　　（Ｂ）０。　　　（Ｃ）ｅ２。　　　（Ｄ）ｅ３。　　　（Ｅ）ｅ６。

解法１　由式（２１２１１）即得

ｌｉｍ
ｘ→□

（１＋３ｘ）２
ｘ ＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

（３ｘ·１２／ｘ）

＝ｅ６ 仅（Ｅ）入选．

解法２　利用重要极限式（２１１１）求之．
原式＝ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋３ｘ）１

３［ ］ｘ ３×２＝ｅ６ 仅（Ｅ）入选．

例３４　ｌｉｍ
ｘ→０＋

［１＋ｌｎ（１－ｘ）］ｌｎｘ＝

（Ａ）１　　（Ｂ）２　　（Ｃ）３　　（Ｄ）４　　（Ｅ）５
解　原式由式（２１２１１）可改写成

原式＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｌｎｘｌｎ（１－ｘ）

＝ｅ
－ ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｌｎｘ

．
由命题２１２３（１）有 ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘｌｎｘ＝０。原式＝ｅ０＝１ 仅（Ａ）入选．

３°计算１∞ 型极限ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）ｖ（ｘ），其中ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）＝１，ｌｉｍ
ｘ→□

ｖ（ｘ）＝∞，可 用 下

述命题简化计算．
命题２１２７　设ｌｉｍ

ｘ→□
ｕ（ｘ）＝１，ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）＝∞，则

ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）［ｕ（ｘ）－１］

。 （２１２１２）

这是因为ｌｎｕ（ｘ）＝ｌｎ｛１＋［ｕ（ｘ）－１］｝～［ｕ（ｘ）－１］［ｕ（ｘ）－１→０］，

故 ｌｉｍ
ｘ→□

ｕ（ｘ）ｖ
（ｘ）

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｌｎｕ（ｘ）ｖ（ｘ）

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）ｌｎｕ（ｘ）

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→□
ｖ（ｘ）［ｕ（ｘ）－１］

．

例３５　ａ＞０，ｂ＞０为常数，求ｌｉｍ
ｘ→０

ａ２＋ｂ２（ ）２

ｂ
ｘ
．

解　所求极限１∞ 型未定式．由式（２１２１２）得到

原式＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ＋ｂｘ
２（ ）－１ ·３

ｘ ，

而 ｌｉｍ
ｘ→０

ａ２＋ｂ２

２（ ）－１ ·３
ｘ＝３

２ ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ－１
ｘ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｂｘ－１（ ）ｘ
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＝３
２ ｌｉｍ

ｘ→０

ｘｌｎａ
ｘ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｘｌｎｂ（ ）ｘ

＝３
２ｌｎ（ａｂ）　（利用式（２１２３））．

故 原式＝ｅｌｎ（槡ａｂ）３＝（ａｂ）３／２．

注意　一般有ｌｉｍ
ｘ→０

ａ１＋ａ２＋…＋ａｘ
ｍ（ ）ｍ

ｎ
ｘ
＝（ａ１ａ２…ａｍ）

ｎ
ｍ ．

例３６　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｌｎ １＋１（ ）［ ］ｎ
ｎ

＝

（Ａ）０．　　（Ｂ）１　　（Ｃ）１／ｅ．　　（Ｄ）ｅ．　　（Ｅ）１／槡ｅ．
解　所求极限为１∞ 型，且是数列极限．先将其连续化，计算

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘｌｎ １＋１（ ）［ ］ｘ
ｘ ｘ＝１／


ｔ
ｌｉｍ
ｔ→０

ｌｎ（１＋ｔ）［ ］ｔ
１／ｔ

．

由式（２１２１２）即得

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘｌｎ １＋１（ ）［ ］ｘ
ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ
ｔ→０

ｌｎ（１＋ｔ）
ｔ（ ）－１ ·１

ｔ
．

而 ｌｉｍ
ｔ→０

ｌｎ（１＋ｔ）
ｔ（ ）－１ ·１［ ］ｔ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

ｌｎ（１＋ｔ）－ｔ
ｔ２ ＝ｌｉｍ

ｔ→０

－ｔ２／２
ｔ２ ＝－１

２．

因而原极限＝ｅ－１
２ ．仅（Ｅ）入选．

注意　例３６如使用洛必达法则求解，要多次使用，计算量很大．
例３７　函 数 ｆ（ｘ）在 ｘ＝ａ 点 可 导，且 ｆ′（ａ）＝３，ｆ（ａ）＝２，则

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）
ｆ（ａ［ ］）

１
ｘ
＝

（Ａ）ｅ３／２．　　（Ｂ）ｅ２／３．　　（Ｃ）ｅ３．　　（Ｄ）ｅ２．　　（Ｅ）１
解　所求极限为１∞ 型未定式．利用式（２１２１２）有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）
ｆ（ａ［ ］）

１
ｘ
＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）
ｆ（ａ）（ ）－１ １［ ］ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ａ＋ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ

１
ｆ（ａ［ ］）

＝ｅｆ′（ａ）／ｆ（ａ）＝ｅ３／２．仅（Ａ）入选。

法三　ｘ趋于无穷时的有理分式函数的极限常用下述命题求之．
命题２１２８　有理分式ｘ→∞时的极限有三种可能结果，即

　　ｌｉｍ
ｘ→∞

ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ

ｂ０ｘｍ＋ｂ１ｘｍ－１＋…＋ｂｍ－１ｘ＋ｂｍ
＝

ａ０／ｂ０， ｎ＝ｍ，

０， ｎ＜ｍ，

∞， ｎ＞ｍ
烅
烄

烆 。

（２１２１３）
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（ａ０≠０，ｂ０≠０。）

式（２１２１３）说明，ｘ→∞时 的 有 理 函 数 的 极 限，仅 与 其 分 子、分 母 中ｘ
的最高次幂的那一项（首 项）有 关，即 分 子 中ｘ 最 高 次 幂 如 果 小 于 分 母 中ｘ
的最高次幂，则该分式的极限为零；如果前者大于后者，则该分式的极限不存

在，即为∞；如果二者相等，则该分式的极限等于一常数，该常数为分子、分母

中ｘ的最高次幂所在项的系数之比．

上述结论可当公式使用．值得注意的是，命题２１２８当 ｍ，ｎ是 正 分 数

时也成立，但ｘ趋于有限数时不成立．

各项趋于无穷大的多项和的极限 值 当 然 应 由 趋 于 无 穷 大 的 速 度 最 快 的

项决定，因而上述命题的结论是很自然的．

例３８　ｌｉｍ
ｘ→∞

（ｘ－３）１２（２ｘ＋１）８
（３ｘ－１）２０ ＝

（Ａ）（２／３）１０．　（Ｂ）（２／３）５　（Ｃ）２８／３２０．　（Ｄ）２１０／３２１．　（Ｅ）２９／３２１．

解　所求极限为 ∞
∞

型 的 有 理 分 式 的 极 限。由 命 题２１２８知，所 求 极

限值为分子、分母中ｘ的最高次幂所在项的系数之比，于是

原式＝２８／３２０．仅（Ｃ）入选．

题型六　求几类形式特殊的函数极限

类型（一）　求初等函数在其定义域内某点的极限。

一般可根据下述命题求之。

命题２１２９　初等函数ｆ（ｘ）在其定义域 Ｄ 内某点ｘ０ 的极限 值 等 于

函数值ｆ（ｘ０），即

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），　ｘ０∈ Ｄ．

这是因为初等函数在其定 义 域 Ｄ 内 处 处 连 续．根 据 函 数 在 一 点 连 续 的 定 义

必有上式成立．

例３９　根据ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｇ（１００＋ｘ）
ａｘ＋ １－槡［ ］ｘ

１
２

的值等于

（Ａ）１　　（Ｂ）槡２．　　（Ｃ）３　　（Ｄ）槡３．　　（Ｅ）４

解　因函 数ｆ（ｘ）＝
ｌｇ（１００＋ｘ）
ａｘ＋ １－槡［ ］ｘ

１
２

在ｘ＝０处 连 续，故 其 极 限 值 等 于

ｆ（０），即将ｘ＝０代入ｆ（ｘ）得到
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ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｇ（１００＋ｘ）
ａｘ＋ １－槡［ ］ｘ

１
２
＝ ｌｇ１０２（ ）１＋１

１
２
＝（ ）２

２

１
２
＝１ 仅（Ａ）入选．

例４０（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋ｌｎ（ｘ２－２ｘ＋２）
ｅａｘ＋（ｘ－１） ＝ｅ２

（１）ａ＝－２；　　　　　（２）ａ＝２

解　因函数ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ｌｎ（ｘ２－２ｘ＋２）
ｅａｘ＋（ｘ－１） 是 初 等 函 数，且 其 分 母 在ｘ＝１

处不等于零，故ｆ（ｘ）在ｘ＝１处有定义，因而ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续，于是

ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋ｌｎ（ｘ２－２ｘ＋２）
ｅａｘ＋（ｘ－１） ＝ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）＝ｆ（１）＝１

ｅａ ．

可见当条件（１）成立时，有

ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋ｌｎ（ｘ２－２ｘ＋２）
ｅａｘ＋（ｘ－１） ＝ １

ｅ－２＝ｅ２。

条件（１）充分．但当ａ＝２时，上式不成立，条件（２）不充分．仅 Ａ入选．
类型（二）　求含有界但极限不存在的因式的函数极限。

常用定理２１２７（２）求之．一 般，当 所 求 极 限 为ｘ→ｘ０（或ｘ→∞）时 的

两函数乘积的极限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）］时，如果有 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝０（或 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝

０），应注意考察ｇ（ｘ）（或 ｆ（ｘ））是 否 有 界．如 果 有 界，应 利 用 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［ｆ（ｘ）ｇ

（ｘ）］＝０求出有关极限．这时有界函数在所给的ｘ的变化过程中其极限常不

存在，因而不能使用极限四则运算法则求出ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）］＝０．

例４１（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
１＋ｅａ／ｘ＝０。

（１）ａ＞０；　　　　　（２）ａ＜０．

解　无论ａ取 何 值，有ｅａ／ｘ＞０．因 而１＋ｅａ／ｘ＞１，故
１

１＋ｅａ／ｘ ＝ １
１＋ｅａ／ｘ

＜１，即 １
１＋ｅａ／ｘ 为有界变量，又ｌｉｍ

ｘ→０
ｘ＝０，即ｘ为无穷小量，由定理２１２７（２）

知ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
１＋ｅａ／ｘ＝０．条件（１）和条件（２）都充分．仅 Ｄ入选．

注意　函数１／（１＋ｅａ／ｘ）为有界函数。

类型（三）　求须先考察左、右极限的函数极限。

考题中这一类极限出现较多的是含ｅ
１
ｘ 的极限ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ

１
ｘ ．

ｅｘ 是常见的指数函数，它是ａｘ 的特殊情况（ａ＝ｅ）．
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含ａ
１
ｘ 的函 数ｘ 趋 于 零 的 极 限，实 质 上 是 含ａｘ 的 函 数ｘ 趋 于 无 穷 的 极

限，这只要作变量代换ｔ＝１／ｘ即可看出

ｌｉｍ
ｘ→０

ａ
１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｔ→∞
ａｔ＝ｌｉｍ

ｘ→∞
ａｘ．

对于ｅ
１
ｘ ，特别要注意变量ｘ的变化过程是ｘ→０＋ 还是ｘ→０－ ．前者表示

１／ｘ→＋∞，－１／ｘ→－∞；后者表示１／ｘ→－∞，－１／ｘ→＋∞．在这些变化过

程中ｅ
１
ｘ 的极限情况是各不相同的，ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ

１
ｘ ＝＋∞，ｌｉｍ

ｘ→０－
ｅ

１
ｘ ＝０．因 而ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ

１
ｘ 不

存在．但含ｅ
１
ｘ 的函数当ｘ→０时不 一 定 没 有 极 限．是 否 有 极 限 需 考 察 函 数 的

左、右极限是否存在且相等来确定．
此外还可作变量代换ｔ＝１／ｘ（或ｔ＝ｅ１／ｘ）将其转化为ｔ→∞求之．
求含绝对值的函数的极限，求分 段 函 数 在 分 段 点 处 的 极 限，求 含 偶 次 方

根的函数的极限及求含取整函数 的 极 限，一 般 都 需 先 考 察 其 左、右 极 限。如

它们存在且相等，由定理２１２１知该极限存在，否则其极限不存在．

例４２　ｌｉｍ
ｘ→０

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
２
ｘ
＋ ｘ
｜ｘ（ ）｜ ＝

（Ａ）３．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）１．　　　（Ｄ）－１．　　　（Ｅ）－２．
解法１　求所给极限需先求左、右极限。求时，注意使用下述结果：

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｅ
１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｙ→－∞
ｅｙ＝０，　ｌｉｍ

ｘ→０－

｜ｘ｜
ｘ ＝－１，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ
１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｙ→＋∞
ｅｙ＝＋∞，　ｌｉｍ

ｘ→０＋

｜ｘ｜
ｘ ＝１，

故 ｌｉｍ
ｘ→０＋

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ２／ｘ＋
ｘ

｜ｘ（ ）｜ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

２ｅｘ／（ｅ
１
ｘ ＋１）

ｅ２ｘ（１／ｅ２／ｘ＋１）＋
ｘ

｜ｘ［ ］｜ ＝０＋１＝１，

当ｘ→０－ 时， ２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ２／ｘ→２，ｘ
｜ｘ｜→－１，

从而 ｌｉｍ
ｘ→０－

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
２
ｘ
＋ ｘ
｜ｘ［ ］｜ ＝１。仅（Ｃ）入选．

解法２　ｌｉｍ
ｘ→０＋

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ２／ｘ

ｅ
１
ｘ ＝


ｔ
ｌｉｍ
ｔ→∞

２＋ｔ
１＋ｔ２＝０（利用命题２１２２），

而 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ
｜ｘ｜＝１，故原式＝０＋１＝１。

ｌｉｍ
ｘ→０－

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ２／ｘ

ｅ
１
ｘ ＝


ｔ

ｌｉｍ
ｔ→０－

２＋ｔ
１＋ｔ２＝２，
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而 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ
｜ｘ｜＝－１，故原式＝２－１＝１ 仅（Ｃ）入选．

例４３　求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１；　　（２）ｌｉｍ

ｘ→０
ｙ，其中ｙ＝

ｘ２－１， ｘ＜０，

２ｘ， ｘ≥０｛ 。

解　（１）ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｘ２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１＝ｌｉｍ

ｘ→１＋
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１＝２ｌｉｍ

ｘ→１＋
ｅ

１
ｘ－１＝＋∞；

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｘ２－１
ｘ＋１ｅ

１
ｘ－１＝ｌｉｍ

ｘ→１－
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１＝２ｌｉｍ

ｘ→１－
ｅ

１
ｘ－１＝２×０＝０．

因左、右极限不存在，故极限不存在．
（２）ｌｉｍ

ｘ→０－
ｙ＝ｌｉｍ

ｘ→０－
（ｘ２－１）＝－１，　ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｙ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
２ｘ＝１，

其左、右极限也不相等，故其极限也不存在．
类型（四）　求含指数函数差的函数极限。

极限中含有指数函数差的因式 时，求 其 极 限 有 效 的 方 法 是 先 恒 等 变 形，

常以被 减 的 指 数 函 数 作 为 公 因 式 提 出，再 用 公 式 ｅｘ －１～ｘ 或ａｘ －１～

ｘｌｎａ（ｘ→０）进行无穷小等价代换．

如果是０
０

型或∞
∞

型未定式，一般不宜一开始就使用洛必达法则．

例４４　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ ｘ
１
ｎ －ｘ

１
ｎ（ ）＋１ ＝（　　）（ｘ＞０）．

（Ａ）０　　　（Ｂ）∞　　　（Ｃ）ｌｎｘ　　　（Ｄ）ｌｎ２　　　（Ｅ）１
解　因极限式中含有指数函数是公因子．先提取公因式得到

原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ｘ
１

ｎ＋１ ｘ
１
ｎ－ １

ｎ＋１（ ）－１ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ
１

ｎ＋１ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ ｘ
１

ｎ（ｎ＋１）［ ］－１

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２ １
ｎ（ｎ＋１）ｌｎｘ＝ｌｎｘｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ２

ｎ（ｎ＋１）＝ｌｎｘ．仅（Ｃ）入选．

例４５（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→１

ｅａ（ｘ－１）－ｅｘ－１

ｆ（３－２ｘ）－ｆ（１）＝
１
８．

（１）ｆ′（１）＝４，ａ＝０；　　（２）ｆ′（１）＝－４，ａ＝２
解　ｅａ（ｘ－１）－ｅｘ－１＝ｅｘ－１［ｅａ（ｘ－１）－（ｘ＋１）－１］

＝ｅｘ－１［ｅ（ｘ－１）（ａ－１）－１］～（ｘ－１）（ａ－１）（ｘ→１时），

ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（３－２ｘ）－ｆ（１）
２－２ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｆ［１＋２（１－ｘ）］－ｆ（１）
２（１－ｘ） ＝ｆ′（１）．

因而　ｌｉｍ
ｘ→１

ｅａ（ｘ－１）－ｅｘ－１

ｆ（３－２ｘ）－ｆ（１）＝ｌｉｍｘ→１

（ｘ－１）（ａ－１）
ｆ［１＋２（１－ｘ）］－ｆ（１）
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＝１
２ｌｉｍ ａ－１

｛ｆ［１＋２（１－ｘ）］－ｆ（１）｝／２（ｘ－１）

＝－１
２

ａ－１
ｆ′（１）＝

１
８．

当ｆ′（１）＝４，ａ＝０时上式成立。条件（１）充分．

当ｆ′（１）＝－４，ａ＝２时，上式也成立。条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．

题型七　判别无穷小量与无穷大量

一般用无穷小量与无穷大量的定义判别。

例４６［２００２年Ⅰ１３］　ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ２ｘ－１－ｌｎ（２＋ｘ）
ｘ ＝

（Ａ）３／２．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）０．　　　（Ｄ）∞．

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ２ｘ－１
ｘ ＝２，ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（２＋ｘ）
ｘ ＝∞．

因而当ｘ→０时，ｅ
２ｘ－１－ｌｎ（２＋ｘ）

ｘ
为无穷大量．仅（Ｄ）入选．

注意　虽 然 分 子 为 三 项 的 代 数 和，但 由 于ｌｉｍ
ｘ→０

［ｅ２ｘ－１－ｌｎ（２＋ｘ）］＝

－ｌｎ２≠０，该极限属于
常数

无穷小
型 的 极 限，其 结 果 是∞，不 是 未 定 式，不 能 用 洛

必达法则求其极限．

例４７　设ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝∞，则当ｘ→０时，一定是无穷小量的变量是

（Ａ）ｘｆ（ｘ）．　　　　（Ｂ）ｆ（ｘ）－ｘ．　　　　（Ｃ） ｘ
ｆ（ｘ）－ｘ．

（Ｄ）ｆ（ｘ）－１
ｘ． （Ｅ）ｘｆ（ｘ）－ｘ．

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｘ）为０·∞型未定式；

ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）－ｘ］＝∞，ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）－（１／ｘ）］为∞－∞型未定式；

ｌｉｍ
ｘ→０

［ｘｆ（ｘ）－ｘ］为０·∞型未定式；

只有ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｆ（ｘ）－［ ］ｘ ＝０，因而 ｘ

ｆ（ｘ）－ｘ为无穷小量．仅（Ｃ）入选．

例４８　设数列ｘｎ，ｙｎ 满足ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎｙｎ＝０，则有

（Ａ）若ｘｎ 发散，则ｙｎ 必发散．　　（Ｂ）若ｘｎ 无界，则ｙｎ 必有界．
（Ｃ）若ｘｎ 有界，则ｙｎ 必为无穷小．
（Ｄ）若１／ｘｎ 为无穷小，则ｙｎ 必为无穷小．
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解　由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎｙｎ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ

１／ｘｎ
＝０及１／ｘｎ 为无穷小，即ｌｉｍ

ｎ→∞
（１／ｘｎ）＝０。根

据命题２１２９知，必 有ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ＝０．因 而ｙｎ 必 为 无 穷 小．又 由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ

１／ｘｎ
＝０

还进一步可知ｙｎ 为比１／ｘｎ 高阶的无穷小．仅（Ｄ）入选．
例４９［２００１年Ⅱ１９］　无穷大量与无穷小量的乘积必定是

（Ａ）无穷小量．　　（Ｂ）有界变量．　　（Ｃ）无穷小量．
（Ｄ）上述（Ａ）、（Ｂ）、（Ｃ）都有可能．
解　选 项 （Ａ）未 必 成 立，例 如 ｘ→０ （ｘ≠０）时，１／ｘ 为 无 穷 大 量，但

ｘ·（１／ｘ）＝１不是无穷小量．
选项（Ｂ）未 必 成 立．例 如 ｘ→０ （ｘ≠０）时，１／ｘ 为 无 穷 大 量，但 乘 积

ｘ·（１／ｘ２）＝１／ｘ→∞ （ｘ→０）不是有界变量。

选项（Ｃ）也不一定成立，例如ｘ→０（ｘ≠０）时，无穷大量ｘ２ 与无穷 大 量

１／ｘ乘积为无穷小量，而不是无穷大量．仅（Ｄ）入选．
题型八　比较无穷小的阶

一般用阶的比较定义即定义２１２２比较之．
例５０（条件充分性判断）　ｘ→０时，ｘ＋ｘ２ 与ｌｎ（１＋ｘｋ）是等价无穷小．
（１）ｋ＝１；　　　　（２）ｋ＝２
解　因ｘ→０时，ｘ２ 是ｘ 的 高 阶 无 穷 小，故ｘ＋ｘ２～ｘ，当 条 件（１）成 立

时，有ｋ＝１于是

ｌｎ（１＋ｘｋ）＝ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ　（ｘ→０），

因而ｘ＋ｘ２～ｘ～ｌｎ（１＋ｘ）．条件（１）充分．
但当条件（２）成立时，有ｌｎ（１＋ｘｋ）＝ｌｎ（１＋ｘ２）～ｘ２ 显然它不与ｘ＋ｘ２

等价．条件（２）不充分．仅 Ａ入选．
例５１　设ｆ（ｘ）＝２ｘ＋３ｘ－２，则当ｘ→０时，

（Ａ）ｆ（ｘ）与ｘ是等价无穷小．
（Ｂ）ｆ（ｘ）与ｘ同阶但非等价无穷小量．
（Ｃ）ｆ（ｘ）是比ｘ较高阶的无穷小量．
（Ｄ）ｆ（ｘ）是比ｘ较低阶的无穷小量．

解　因　　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｘ＋３ｘ－２
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｘ－１
ｘ ＋３ｘ－１（ ）ｘ

＝ｌｎ２＋ｌｎ３＝ｌｎ６≠１，

由定义２１２２（１）知ｆ（ｘ）与ｘ是同阶但非等价的无穷小。仅（Ｂ）入选．
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例５２（条件充分性判断）　ｘ→０时，ｘｍ＋２ｘｎ 是与ｘｎ 同阶无穷小。

（１）ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ ｘ＋槡槡槡 ｘ
ｘｍ ＝ｃ１≠０； （２）ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ＋ ｘ＋槡槡槡 ｘ
ｘｎ ＝ｃ２≠０．

解　当条件（１）成立时，有

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ
ｘ２ｍ＋ ｘ

ｘ４ｍ＋ ｘ
ｘ８槡槡槡 ｍ ＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｘ１－２ｍ＋ ｘ１－４ｍ＋ ｘ１－８槡槡槡 ｍ ．

为使该极限等于ｃ１≠０，必有 ｍ＝１／２，即当 ｍ＝１／２时有

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ１－２ｍ＝１，　ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ１－４ｍ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ－１＝０，　ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ１－８ｍ＝０．

因而当 ｍ＝１
２

时，有 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ＋ ｘ＋槡槡槡 ｘ
ｘｍ ＝１≠０．

当条件（２）成立时，有

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ＋ ｘ＋槡槡槡 ｘ
ｘｎ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ
ｘ２ｎ＋

ｘ
ｘ４ｎ＋

ｘ
ｘ８槡槡槡 ｎ 。

因而当８ｎ＝１即ｎ＝１／８时，上式极限等于１ 这时有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｍ＋２ｘｎ

ｘｎ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ１／２＋２ｘ１／８

ｘ１／８ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ３／８＋２＝２

故条件（１）与条件（２）联合起来充分．仅 Ｃ入选．

题型九　求极限式中的待定常数

已知一极限式，求其待定常数的题型有下述几类．

类型（一）　求有理函数的极限式中的待定常数。

常用命题２１２８求之。

例５３　当ｘ→∞时，ｆ（ｘ）＝ｐｘ２－２
ｘ＋１ －３ｑｘ＋５为 无 穷 小 量，则 常 数ｐ，ｑ

满足条件

（Ａ）ｐ＝５且ｑ＝５／３　　　　（Ｂ）ｐ＝５或ｑ＝５／３
（Ｃ）ｐ＝５且ｑ为任意实数． （Ｄ）ｐ为任意实数，ｑ＝５／３

（Ｅ）ｐ＋ｑ＝２０ｅ
１
ｘ／３

解　因ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｐｘ２－２
ｘ＋１ －３ｑｘ（ ）＋５

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｐｘ２－２＋（５－３ｑｘ）（ｘ＋１）
ｘ＋１
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＝ｌｉｍ
ｘ→∞

（ｐ－３ｑ）ｘ２＋（５－３ｑ）ｘ＋５
ｘ＋１ ＝０，

由式（２１２１３）知ｐ－３ｑ＝０，且５－３ｑ＝０，即ｑ＝５／３，ｐ＝５ 仅（Ａ）入选．
类型（二）　确定分式函数极限式中的参数。

法一　用下述命题求之．

命题２１２１０　已知ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）＝Ａ（ｘ０ 与Ａ 均为常数），且ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
Ｑ（ｘ）＝

０ 或ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Ｐ（ｘ）（ ）＝０ ，则Ｐ（ｘ）（或Ｑ（ｘ））必为无穷小量，即

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Ｐ（ｘ）＝０ 或ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Ｑ（ｘ）（ ）＝０ ．

命题２１２１０可说成分式极限存在，而分母（或分子）的极限为零，则分

子（或分母）的极限也必为零．
先由命题２１２１０推知分子（或 分 母）的 极 限 为 零，从 而 建 立 待 求 参 数

所满足的（第一个）方程．
可有多个所求参数，可多次使用洛 必 达 法 则（每 次 使 用 都 要 验 证 是 否 满

足洛必达法则的条件）得到多个其分 子（或 分 母）极 限 为 零 的 等 式，从 而 得 到

多个待求参数所满足的多个方程，直到由这些方程能求出待求参数为止．

例５４　［２００１ 年 Ⅱ２１］ｌｉｍ
ｘ→－１

ａｘ２－ｘ＋１
ｘ＋１ ＝ｂ （ａ，ｂ 都 是 常 数），则 ａ＝

，ｂ＝ ．
解　因ｂ为常数，且 ｌｉｍ

ｘ→－１
（ｘ＋１）＝０，由命题２１２９知，ｌｉｍ

ｘ→－１
（ａｘ２－ｘ＋

１）＝０，即ａ－（－１）＋１＝０，故ａ＝－２ 因而

ｂ＝ｌｉｍ
ｘ→－１

－２ｘ２－ｘ＋１
ｘ＋１ ＝ｌｉｍ

ｘ→－１

－（２ｘ－１）（ｘ＋１）
ｘ＋１ ＝－ｌｉｍ

ｘ→－１
（２ｘ－１）＝３

例５５（条件充分性判断）　ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ－２
２ｘ２－３ｘ＋ｋ＝ａ（ａ为非零常数）．

（１）ｋ＝２，ａ＝１／３；　　（２）ｋ＝－２，ａ＝１／５
解　因ｌｉｍ

ｘ→２
（ｘ－２）＝０，而ａ为非零常数，故由命题２１２９知

ｌｉｍ
ｘ→２

（２ｘ２－３ｘ＋ｋ）＝８－６＋ｋ＝０，　即　ｋ＝－２

条件（１）不充分．因ｋ＝－２有

ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ－２
２ｘ２－３ｘ－２＝ｌｉｍ

ｘ→２

ｘ－２
（２ｘ＋１）（ｘ－２）＝ｌｉｍｘ→２

１
２ｘ＋１＝１

５．

因而ａ＝１／５ 条件（２）充分。仅Ｂ入选．
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法二　利用无穷小性质求之，即利用定理２１２７求之．

例５６　已知 ｌｉｍ
ｘ→０＋

［ｌｎ（１＋ｘｋ）／（ｅｘｎ－１）］＝１，其中ｋ，ｎ为正整数，则

（Ａ）ｋ＞ｎ．　　　（Ｂ）ｋ＝ｎ．　　（Ｃ）ｋ＜ｎ．
（Ｄ）ｋ＋ｎ≤４ （Ｅ）ｋ，ｎ为任意整数．
解　先用等 价 无 穷 小 代 换 化 简 所 给 的 极 限 式．利 用 式（２１２２）及 式

（２１２３）分别得到

ｌｎ（１＋ｘｋ）～ｘｋ，　ｅｘｎ－１～ｘｎ　（ｘ→０，ｋ，ｎ为正整数）。

因而由所给的极限式得到

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｋ

ｘｎ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｋ－ｎ＝１。

于是ｋ＝ｎ．仅（Ｂ）入选．

例５７　已知ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ＋ｂ［（１＋ｘ２）１／３－１］
ｃｌｎ（１－２ｘ）＋ｄ（１－ｅ－ｘ２）

＝２，ａ，ｂ，ｃ，ｄ为非零常数，则

（Ａ）ａ＋４ｃ＝０，ｂ，ｄ为任意数．　　（Ｂ）ｂ＋４ｄ＝０，ａ＝ｃ．
（Ｃ）ａ＋４ｃ＝０，ｂ＝ｄ． （Ｄ）ａ，ｂ，ｃ，ｄ为任意数．
解　所给极限式的分子，分 母 均 为 两 项 的 代 数 和．考 虑 到ｘ→０，其 极 限

值取决于ｘ的最低阶的无穷小量，因而高阶无穷小均可去掉，不影响极限值．

而　（１＋ｘ２）１
３ －１～（１／３）ｘ２，１－ｅ－ｘ２＝－（ｅ－ｘ２－１）～－（－ｘ２）＝ｘ２，

ｌｎ（１－２ｘ）～－２ｘ　（ｘ→０），

故 原式＝ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ１

ｃｌｎ（１－２ｘ）＝ｌｉｍｘ→０

ａｘ
ｃ（－２ｘ）＝－ａ

２ｃ＝２，

即ａ＋４ｃ＝０，而ｂ，ｄ为任意数．仅（Ａ）入选．
题型十　已知含未知函数的一（些）极限，求与该函数有关的极限

此类题型的求法有下述几个：

１°设法求出（或确定）未知函数（或未知函数的极限），再求所求极限．

２°利用变量代换，恒等 变 形 等 方 法 找 出 所 求 极 限 与 题 设 极 限 之 间 的 关

系，利用题设极限求出所求极限．

３°利用存在极限的变量与无穷小量的关系，即命题２１２１（４）求之．
例５８［１９９９ 年 Ⅰ２３］　 已 知 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
３ｘｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→＋∞
［４ｆ（ｘ）＋５］，求

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｆ（ｘ）．

解　（１）若 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）不存在，且不为∞，则 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

［４ｆ（ｘ）＋５］不存在，也
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不为∞．因而 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

３ｘｆ（ｘ）不存在，也不为∞，从而 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｆ（ｘ）不存在，也不

为无穷大．
（２）若 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝∞，则 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
［３ｘｆ（ｘ）］＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
［４ｆ（ｘ）＋５］＝∞，因

而 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｆ（ｘ）也为无穷大．

（３）若 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ａ≠０，则 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

３ｘｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

［４ｆ（ｘ）＋５］＝４ａ＋５，

因而 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｆ（ｘ）＝（４ａ＋５）／３

（４）若 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝０，则 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

３ｘｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

［４ｆ（ｘ）＋５］＝５，因而

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｆ（ｘ）＝５／３。

例５９　已知ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｆ（３ｘ）＝２，则ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（２ｘ）
ｘ ＝

（Ａ）１／２．　　（Ｂ）１／３．　　（Ｃ）１／４．　　（Ｄ）１／５．　　（Ｅ）１／６．
解法１　令３ｘ＝ｕ，则

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｆ（３ｘ）＝ｌｉｍｎ→０

ｕ／３
ｆ（ｕ）＝

１
３ｌｉｍ

ｎ→０

ｕ
ｆ（ｕ）＝２，　即　ｌｉｍ

ｕ→０

ｕ
ｆ（ｕ）＝６

再令２ｘ＝ｔ，则

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（２ｘ）
ｘ

ｔ＝２


ｘ
２ｌｉｍ

ｔ→０

ｆ（ｔ）
ｔ ＝２ｌｉｍ

ｔ→０

ｔ
ｆ（ｔ）＝

２
６＝１

３．仅（Ｂ）入选．

解法２　令３ｘ＝２ｕ，即ｘ＝２ｕ／３，则

２＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｆ（３ｘ）＝ｌｉｍｕ→０

（２／３）ｕ
ｆ（２ｕ），　即　ｌｉｍ

ｕ→０

ｕ
ｆ（２ｕ）＝３

于是 ｌｉｍ
ｕ→０

ｆ（２ｕ）
ｕ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（２ｘ）
ｘ ＝１

３．

例６０　ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１－２ｘ２）＋ｘｆ（ｘ）
ｘ３ ＝２，则ｌｉｍ

ｘ→０

２ｘ＋ｆ（ｘ）
ｘ ＝

（Ａ）０．　　（Ｂ）∞．　　（Ｃ）２．　　（Ｄ）４．　　（Ｅ）不能确定．
解　由题设及命题２１２１知，有

ｌｎ（１－２ｘ２）＋ｘｆ（ｘ）＝２ｘ３＋ｏ（ｘ３），　ｆ（ｘ）＝２ｘ３－ｌｎ（１－２ｘ２）
ｘ ＋ｏ（ｘ２），

２ｘ＋ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋２ｘ－ｌｎ（１－２ｘ２）
ｘ ＋ｏ（ｘ２），

２ｘ＋ｆ（ｘ）
ｘ ＝２＋２ｘ－ｌｎ（１－２ｘ２）

ｘ２ ＋ｏ（ｘ），

故 ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘ＋ｆ（ｘ）
ｘ ＝２－ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（１－２ｘ２）
ｘ２ ＝２－ｌｉｍ

ｘ→０

－２ｘ２

ｘ２ ＝４ 仅（Ｄ）入选．
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例６１　设ｆ（ｘ）是三次多项式，且 有ｌｉｍ
ｘ→２ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－２ａ＝ｌｉｍ

ｘ→４ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－４ａ＝１（ａ≠０），

求ｌｉｍ
ｘ→３ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－３ａ．

解　因为ｌｉｍ
ｘ→２ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－２ａ＝ｌｉｍ

ｘ→４ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－４ａ＝１（ａ≠０），由 命 题２１２９知ｆ（２ａ）

＝ｆ（４ａ）＝０．故ｘ－２ａ，ｘ－４ａ均为ｆ（ｘ）的因式．故可令

ｆ（ｘ）＝Ａ （ｘ－２ａ）（ｘ－４ａ）（ｘ－Ｂ），

则 ｌｉｍ
ｘ→２ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－２ａ＝ｌｉｍ

ｘ→２ａ
Ａ （ｘ－４ａ）（ｘ－Ｂ）＝－２Ａａ（２ａ－Ｂ）＝１，

ｌｉｍ
ｘ→４ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－４ａ＝ｌｉｍ

ｘ→４ａ
Ａ （ｘ－２ａ）（ｘ－Ｂ）＝２Ａａ（４ａ－Ｂ）＝１

联立可解得 Ａ＝１／（２ａ２），　Ｂ＝３ａ．
故 ｆ（ｘ）＝（ｘ－２ａ）（ｘ－４ａ）（ｘ－３ａ）／（２ａ２），

所以 ｌｉｍ
ｘ→３ａ

ｆ（ｘ）
ｘ－３ａ＝ｌｉｍ

ｘ→３ａ

１
２ａ２（ｘ－２ａ）（ｘ－４ａ）＝－１

２．

例６２　设ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘ＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ

１
ｘ
＝ｅ３，则ｌｉｍ

ｘ→０
１＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ

１
ｘ
＝

（Ａ）ｅ３．　　（Ｂ）ｅ２．　　（Ｃ）ｅ．　　（Ｄ）ｅ－１．　　（Ｅ）ｅ－２．
解　由题设得到

ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘ＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ

１
ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ

１
ｘｌｎ １＋ｘ＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ ＝ｅ３

因而 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ １＋ｘ＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ
ｘ ＝３， ①

而ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ＝０，由命题２１２９知

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ １＋ｘ＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ ＝０．

从而ｘ→０时，有 ｌｎ １＋ｘ＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ ～ｘ＋ｆ（ｘ）
ｘ ．

由式①得到　ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ＋ｆ（ｘ）／ｘ
ｘ ＝１＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝３，　即　ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝２，

则 ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ

１
ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０
１＋ｘｆ（ｘ）

ｘ（ ）２

１
ｘ

为１∞ 型极限，由式（２１２１１）得到
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ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｆ（ｘ）（ ）ｘ

１
ｘ
＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｆ（ｘ）

ｘ２
·１［ ］ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）

ｘ２ ＝ｅ２ 仅（Ｂ）入选．

２１３　函数的连续性

（一）考试内容

１ 函数连续与间断的概念

１）函数的连续

定义２１３１　 设 函 数 ｙ＝ｆ（ｘ）在 点 ｘ０ 的 某 邻 域 内 有 定 义，若 有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），则称ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处连续，并称点ｘ０ 为ｆ（ｘ）的连续点．

定义２１３２　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 的 邻 域 内，当 自 变 量 有 改 变 量

Δｘ＝ｘ－ｘ０ 时，相应地函 数 有 改 变 量 Δｙ＝ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０），如 果ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ

＝０，则称函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处连续．
定义２１３３　（１）若ｌｉｍ

ｘ→ｘ＋
０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），即ｆ（ｘ０＋０）＝ｆ（ｘ０），则 称

ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处右连续．
（２）若ｌｉｍ

ｘ→ｘ－
０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），即ｆ（ｘ０－０）＝ｆ（ｘ０），则称ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处左

连续．
定理２１３１　函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处连续的充要条件是在该点左、右连

续，即

ｆ（ｘ０－０）＝ｆ（ｘ０＋０）＝ｆ（ｘ０）．
定义２１３４　若函数ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内每一点都连续，则称ｆ（ｘ）在

（ａ，ｂ）内连续，如果又在点ｘ＝ａ处右连续，在点ｘ＝ｂ处左连续，则称ｆ（ｘ）在

［ａ，ｂ］上连续，且称［ａ，ｂ］为ｆ（ｘ）的连续区间．

２）函数的间断点

定义２１３５　如函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处无定义，或无极限，或极限值不等

于函数值ｆ（ｘ０），则称ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处间断，点ｘ０ 称为ｆ（ｘ）的间断点．

　　２ 连续函数的运算法则

命题２１３１（四则运算法则）　若 函 数ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在 点ｘ０ 处 连 续，则

ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）／ｇ（ｘ）（ｇ（ｘ０）≠０）在点ｘ０ 处也连续．
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定理２１３２（复合运算）　设函数φ（ｘ）在 点ｘ０ 处 连 续，ｕ０＝φ（ｘ０），且

函数ｆ（ｕ）在点ｕ０ 处连续，则复合函数ｆ［φ（ｘ）］在点ｘ０ 处也连续，即有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ［φ（ｘ）］＝ｆ［φ（ｘ０）］＝ｆ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

φ（ｘ［ ］） ＝ｆ（ｕ０）．

由定理２１３２可知，当复合函 数 连 续 时，可 将 极 限 运 算 与 函 数 记 号 相

交换，这给计算复合函数的极限带来很大方便．

定理２１３３　（１）基本初等函数在其定义域内连续．

（２）初等函数在其定义区间内连续．

由上定理知，初等函数的连续性也提供了初等函数求极限的一种方法．

３ 闭区间上连续函数的性质

定理２１３４（最值定理）　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 连 续，则 在 其 上 一 定 有 最

大值和最小值．

定理２１３５（介值定理）　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，ｍ 和Ｍ 分别为ｆ（ｘ）

在［ａ，ｂ］上的最小值和最大值，则对介于ｍ 和Ｍ 之间的任一实数ｃ，至少存在

一点ξ∈（ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）＝ｃ．

定理２１３６（零点定理，根的存在定理）　若函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，

且ｆ（ａ）和ｆ（ｂ）异号，则至少存在一点ξ∈（ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）＝０．

（二）考试要求

理解函数在一点连续和间断的概念，掌握关于函数连续性的一些结论及

在闭区间上连续的函数的性质．

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　讨论函数的连续性

类型（一）　判别函数在指定点的连续性。

常用定义 ２１３１、定 义 ２１３２、定 义 ２１３３及 定 义 ２１３５判 别

之．

判别绝对值函数｜ｆ（ｘ）｜在指定点的连续性常用到下述命题。

命题２１３２　（１）若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ａ，则ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

｜ｆ（ｘ）｜＝｜ａ｜（ａ为常数）；

（２）当且仅当ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝０时，有ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

｜ｆ（ｘ）｜＝０．
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例１　设ｆ（ｘ）＝
ｅ

１
ｘ －ｅ－１

ｘ

ｅ
１
ｘ ＋ｅ－１

ｘ
， ｘ≠０，

１， ｘ＝０
烅
烄

烆 ，
ｆ（ｘ）在ｘ＝０处

（Ａ）连续．　　　　　（Ｂ）右连续．　　　　　（Ｃ）左连续．
（Ｄ）左、右均不连续．（Ｅ）连续性不确定．

解　因 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｅ
１
ｘ ＝０，　ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ

１
ｘ ＝＋∞，

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｅ－１
ｘ ＝＋∞，　ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ－１

ｘ ＝０．

故 ｌｉｍ
ｘ→０－

ｅ
１
ｘ －ｅ－１

ｘ

ｅ
１
ｘ ＋ｅ－１

ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｅ１／ｘ／ｅ－１／ｘ－１
ｅ１／ｘ／ｅ－１／ｘ＋１＝－１＝ｆ（０－０），

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ
１
ｘ －ｅ－１

ｘ

ｅ
１
ｘ ＋ｅ－１

ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１－ｅ－１／ｘ／ｅ１／ｘ

１＋ｅ－１／ｘ／ｅ１／ｘ＝１＝ｆ（０＋０）＝ｆ（０），

由定义２１３３知，ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处右连续．仅（Ｂ）入选．
例２　设函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处的某邻域内有定义，且ｘ０ 为 间 断 点，则 在

点ｘ０ 处必间断的函数是

（Ａ）ｆ（ｘ）（ｘ－１）２　　　（Ｂ）ｆ（ｘ）＋（ｘ－１）２　　　（Ｃ）ｆ２（ｘ）．
（Ｄ）｜ｆ（ｘ）｜． （Ｅ）１／ｆ（ｘ）．
解　用反证法证之．令ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋（ｘ－１）２，注意到（ｘ－１）２为初等函

数，处处连续，当然在点ｘ０ 处也连续．如果ｈ（ｘ）在点ｘ０ 处连续，则ｆ（ｘ）＝ｈ
（ｘ）－（ｘ－１）２，由命题２１３１知ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处也连续．这与题设矛盾．故

ｆ（ｘ）＋（ｘ－１）２ 必在点ｘ０ 处间断．仅（Ｂ）入选．
例３　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有定义，且在（ａ，ｂ）内连续，则有

（Ａ）若ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０，则必存在ξ∈（ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）＝０．
（Ｂ）若ｆ（ａ）ｆ（ｂ）≤０，则必存在ξ∈（ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）＝０．
（Ｃ）ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界．
（Ｄ）ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上取得最大、最小值．
（Ｅ）任意ξ∈（ａ，ｂ）必有ｌｉｍ

ｘ→ξ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ξ）］＝０．

解　由于ｆ（ｘ）在开区间（ａ，ｂ）内连 续，ｆ（ｘ）在 闭 区 间［ａ，ｂ］上 连 续 成 立

的性质都可能不成立．因而，选 项（Ａ）、（Ｂ）、（Ｃ）、（Ｄ）都 不 一 定 成 立．而 因

ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内连续，又ξ∈（ａ，ｂ），由连续的定义２１３１知仅（Ｅ）入选．

例４　设ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续，且ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＋２
ｘ－１ ＝３ 则ｆ（１）＝
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（Ａ）－１　　（Ｂ）－２　　（Ｃ）－３　　（Ｄ）１　　（Ｅ）４
解法１　因ｌｉｍ

ｘ→１
（ｘ－１）＝０，由命题２１２９知 必 有ｌｉｍ

ｘ→１
［ｆ（ｘ）＋２］＝０，又

因ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续，故ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝ｆ（１）．于是

ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝－２，　即　ｆ（１）＝－２。仅（Ｂ）入选．

解法２　由命题２１２１知 有ｆ（ｘ）＋２
ｘ－１ ＝３＋α（ｘ），其 中ｌｉｍ

ｘ→１
α（ｘ）＝０．因

而

ｆ（ｘ）＋２＝［３＋α（ｘ）］（ｘ－１），　ｌｉｍ
ｘ→１

［ｆ（ｘ）＋２］＝０，

即 ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝ｆ（１）＝－２。仅（Ｂ）入选．

例５［１９９７年Ⅱ１４］　函数ｆ（ｘ）＝
４－ｘ， ０≤ｘ≤１，

ｓｉｎ（ｘ－１）
ｘ－１

， １＜ｘ≤
烅
烄

烆 ３
在ｘ＝１点间

断是因为

（Ａ）ｆ（ｘ）在点ｘ＝１无定义．
（Ｂ）ｆ（ｘ）在点ｘ＝１的左极限不存在．
（Ｃ）ｆ（ｘ）在点ｘ＝１的右极限不存在．
（Ｄ）ｆ（ｘ）在点ｘ＝１的左、右极限都存在，但不相等．
（Ｅ）ｆ（ｘ）在点ｘ＝１的极限存在，但不等于ｆ（１）．
解　在点ｘ＝１处的左极限ｆ（１－０）＝ｌｉｍ

ｘ→１－
（４－ｘ）＝３，右极限为ｆ（１＋

０）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｓｉｎ（ｘ－１）
ｘ－１ ＝１，因ｆ（１－０）≠ｆ（１＋０），故ｆ（ｘ）在 点ｘ＝１处 的 极 限

不存在．由定义２１３５知ｆ（ｘ）在点ｘ＝１处不连续。仅（Ｄ）入选．
例６（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处连续．
（１）｜ｆ（ｘ）｜在ｘ＝ａ处连续；　　　（２）ｆ（ａ）＝０．
解　条件（１）与 条 件（２）单 独 都 不 是 充 分 条 件。使 用 命 题２１３２（２）

知，当条件（１）与条件（２）联合起来时，由ｌｉｍ
ｘ→ａ

｜ｆ（ｘ）｜＝｜ｆ（ａ）｜＝０得到

ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝０＝ｆ（ａ），

从而知ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处连续。仅（Ｃ）入选．
类型（二）　函数在某点无定义，试补充定义使函数在该点连续．
先求函数在该点的极限，如果该 极 限 存 在，再 补 充 定 义 使 该 函 数 在 该 点

的函数值等于该极限之值．
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例７　函数ｆ（ｘ）＝ｌｎ １＋ｋｘ
ｅ（ ）ｘ

ｍ

［ ］ｘ
在 点ｘ＝０处 无 定 义，试 补 充 定 义ｆ

（０）使其在点ｘ＝０处连续．
解　先求出ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处的极限，即

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ １＋ｋｘ
ｅ（ ）ｘ

ｍ

［ ］ｘ
＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｍ
ｘ

［ｌｎ（１＋ｋｘ）－ｌｎｅｘ］

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｍｋｌｎ（１＋ｋｘ）
ｋｘ －［ ］ｍ ＝ｍｋｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ（１＋ｋｘ）
ｋｘ －ｍ

＝ｍ（ｋ－１）．
这里利用了式（２１２２）．再补充定义ｆ（０）＝ｍ（ｋ－１）时，由定义２１３１知

ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处连续．
例８（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处可以重新定义，使之在

该点连续．

（１）ｆ（ｘ）＝
（ｅ２ｘ－１）（ｘ＋１）

ｘ２ ；　　（２）ｆ（ｘ）＝ｘｌｎ（１＋ｘ）
ｅｘ－１ ．

解　当条件（１）成立时，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

（ｅ２ｘ－１）（ｘ＋１）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｘ（ｘ＋１）
ｘ２ ＝２＋ｌｉｍ

ｘ→０

２ｘ
ｘ２＝∞。

条件（１）不充分．当条件（２）成立时，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｌｎ（１＋ｘ）
ｅｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ２

ｘ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ＝０．

故重新定义ｆ（０）＝０，则ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处连续．仅Ｂ入选．
类型（三）　求函数的连续区间。

例９　函数在其定义域内连续的是

（Ａ）ｆ（ｘ）＝１
ｘ．　　　　　　　（Ｂ）ｆ（ｘ）＝

ｅｘ＋１， ｘ≤０，

ｌｎ（１＋ｘ）， ｘ＞０｛ ．

（Ｃ）ｆ（ｘ）＝
ｘ＋１， ｘ＜０，

ｘ－１， ｘ≥０｛ 。
（Ｄ）ｆ（ｘ）＝

１／｜ｘ｜， ｘ≠０，

０， ｘ＝０｛ 。

解　函数ｆ（ｘ）＝１／ｘ 在 其 定 义 域（－∞，０）∪（０，＋∞）内 连 续，而（Ｂ）、

（Ｃ）、（Ｄ）中 各 个 分 段 函 数 在 其 有 定 义 的 分 段 点 ｘ＝０处 都 不 连 续．仅（Ａ）

入选．

例１０（条件充分 性 判 断）　当ｘ≠０时，ｆ（ｘ）＝（ｅｘ）
ｘ

ｌｎ（１＋ｘ２），且ｆ（ｘ）在

（－∞，＋∞）内连续，
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（１）ｆ（０）＝ｅ；　　　　　　　（２）ｆ（０）＝１
解　当ｘ≠０时，ｆ（ｘ）为 初 等 函 数 且 有 定 义，因 而ｆ（ｘ）在（－∞，０）∪

（０，＋∞）内连续．下面只需考虑ｘ＝０时的连续性．
当条件（１）成立时，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

（ｅｘ）
ｘ

ｌｎ（１＋ｘ２）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
ｘ２

ｌｎ（１＋ｘ２）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
ｘ２

ｘ２＝ｅ＝ｆ（０），

因而ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处连续。条件（１）充分。显然，当条件（２）成立时，由于

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｅ≠ｆ（０）＝１，

ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处不连续．条件（２）不充分。仅 Ａ入选．
题型二　讨论极限函数的连续性

类型（一）　讨论以ｎ为极限变量的极限函数的连续性．
以ｘ为参变量，以自变量ｎ的无限变化趋势（即ｎ→∞）的极限所定义的

函数ｆ（ｘ），即

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇ（ｘ，ｎ） （２１３１）

称为极限函数．为讨论ｆ（ｘ）的连 续 性，应 先 求 出 极 限，得 到 仅 用ｘ 表 示 的 函

数，一般为分段函数．为求出这分段 函 数，观 察 出 分 段 点 是 关 键，其 标 准 就 是

能求出上面极限．
下面讨论ｇ（ｘ，ｎ）中与极限变量ｎ有关的项仅为ｘｈ（ｎ）时，式（２１３１）中

极限的求法，其中ｈ（ｎ）为ｎ的多项式函数．
因在ｎ→∞的极限过程中底数ｘ 是定值，因而ｘｈ（ｎ）为指数函数，根据 指

数函数的性质知，常分｜ｘ｜＜１，｜ｘ｜＝１，｜ｘ｜＞１三种 情 况 求 出ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｈ（ｎ）．事 实

上，由于当｜ｘ｜＞１时，ｌｉｍ
ｎ→∞

１／ｘｎ＝０；当｜ｘ｜＜１时，ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＝０．利 用 它 们 易 求 出

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇ（ｘ，ｎ），从而求出ｆ（ｘ）的表示式，｜ｘ｜＝１为其分段点．

例１１　讨论函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１－ｘ２ｎ

１＋ｘ２ｎ的连续性．

解　先求分段函数ｆ（ｘ）的表示式．

（１）当｜ｘ｜＝１时，ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１－ｘ２ｎ

１＋ｘ２ｎ＝０，因ｌｉｍ
ｎ→∞

（１－ｘ２ｎ）＝０．

（２）当｜ｘ｜＜１时，因ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｘｎ）２＝０，故

ｆ（ｘ）＝ｘｌｉｍ
ｎ→∞

１－ｘ２ｎ

１＋ｘ２ｎ＝ｘ．

（３）当｜ｘ｜＞１时，因ｌｉｍ
ｎ→∞

（１／ｘ２ｎ）＝０，故
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ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ１／ｘ２ｎ－１
１／ｘ２ｎ＋１＝ｘｌｉｍ

ｎ→∞

１／ｘ２ｎ－１
１／ｘ２ｎ＋１＝－ｘ，

图２１３１

所以 ｆ（ｘ）＝

ｘ， ｜ｘ｜＜１，

０， ｜ｘ｜＝１，

－ｘ，｜ｘ｜＞
烅
烄

烆 １
显然，ｆ（ｘ）在区间（－∞，－１），（１，＋∞）及－１

＜ｘ＜１内连续，而在点ｘ＝±１处，有

ｆ（－１－０）＝ ｌｉｍ
ｘ→－１－

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→－１－

（－ｘ）

＝１≠ｆ（－１）＝０，

ｆ（１＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

（－ｘ）

＝－１≠ｆ（１）＝０．
故在点ｘ＝±１处ｆ（ｘ）不 连 续，其 连 续 区 间 为（－∞，－１），（－１，１），（１，＋

∞），ｘ＝±１为其间断点，其图形如图２１３１所示．
类型（二）　讨论以连续 变 量 为 极 限 变 量 的 极 限 函 数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｔ→ｘ
ｇ（ｘ，ｔ）

的连续性．
同类型（一）一样先求出其极限。如果ｇ（ｘ，ｔ）中 与 极 限 变 量ｔ有 关 的 项

为ａｈ（ｔ，ｘ），其中ａ为常数，应以满足ｈ（ｘ，ｔ）＝０即ａｈ（ｔ，ｘ）＝１的ｘ 之值ｘ０ 为分

段点，分ｘ＝ｘ０，ｘ＞ｘ０，ｘ＜ｘ０ 三种情况分别求出ｆ（ｘ）的表示式，然后再讨论

其连续性．

例１２　讨论函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ
２＋ｘ２－ｅｔｘ

的连续性．

解　极限函数中与连续型变量ｔ有关的项为ｅｈ（ｔ，ｘ）＝ｅｔｘ，于 是 应 由ｅｔｘ＝

１，即ｔｘ＝０的ｘ之值ｘ＝０为分段点，分下列三种情况求出ｆ（ｘ）：

当ｘ＝０时，ｆ（ｘ）＝０；

当ｘ＜０时，ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅｔｘ＝０，故ｆ（ｘ）＝ ｘ
２＋ｘ２；

当ｘ＞０时，ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅｔｘ＝∞，故ｆ（ｘ）＝０．

所以 ｆ（ｘ）＝
０， ｘ≥０，

ｘ
２＋ｘ２， ｘ＜０烅

烄

烆 ．

因ｆ（０＋０）＝ｆ（０－０）＝ｆ（０），故 ｆ（ｘ）在 点 ｘ＝０处 连 续，因 而 ｆ（ｘ）在

（－∞，＋∞）上连续．
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例１３　设ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｌｎｘ＋（ｘ－ｅ）ｅ（ｘ－ｅ）ｔ＋ｘ

１＋（ｘ－ｅ）ｅ（ｘ－ｅ）ｔ＋ｋ （ｋ≤ｅ，ｘ＞０），求 函 数ｆ（ｘ）

的反函数ｇ（ｘ），并讨论ｇ（ｘ）的连续性．
解　先求ｆ（ｘ）．因极限式中ｅｈ（ｘ，ｔ）＝ｅ（ｘ－ｅ）ｔ＋ｘ＝ｅｘ·ｅ（ｘ－ｅ）ｔ．令（ｘ－ｅ）ｔ＝０

得到ｘ＝ｅ．于是应分ｘ＝ｅ，ｘ＜ｅ，ｘ＞ｅ三种情况求出极限．
当ｘ＞ｅ时，ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｅ（ｘ－ｅ）ｔ＋ｘ＝＋∞，ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ｋ；

当０＜ｘ＜ｅ时，ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅ（ｘ－ｅ）ｔ＋ｘ＝０，ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ；

当ｘ＝ｅ时，ｆ（ｅ）＝１

所以 ｆ（ｘ）＝

ｅｘ－ｋ， ｘ＞ｅ，

１， ｘ＝ｅ，

ｌｎｘ， ０＜ｘ＜ｅ
烅
烄

烆 ．
下面求ｆ（ｘ）的反函数ｇ（ｘ）：

当ｘ＞ｅ时，ｙ＝ｅｘ－ｋ，ｘ＝ｌｎｙ＋ｋ，即ｙ＝ｌｎｘ＋ｋ；

当０＜ｘ＜ｅ时，ｙ＝ｌｎｘ，ｘ＝ｅｙ，即ｙ＝ｅｘ；

当ｘ＝ｅ时，ｙ＝１，ｘ＝ｅ，即ｙ＝ｅ．

所以 ｇ（ｘ）＝
ｌｎｘ＋ｋ， １＜ｘ＜＋∞，

ｅｘ， －∞＜ｘ≤｛ １

ｇ（ｘ）在各自分段开区间对应的初等函数连续，只考虑点ｘ＝１处的连续性．
由 ｌｉｍ

ｘ→１＋
ｆ（ｘ）＝ｋ＝ｌｉｍ

ｘ→１－
ｆ（ｘ）＝ｅ＝ｆ（１）

知，当ｋ＝ｅ时，ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）上连续，当ｋ≠ｅ时，ｇ（ｘ）在ｘ＝１处间断．
题型三　用零点定理讨论方程根的存在性

例１４　讨论ｃ为何值时，方程ｘ３－３ｘ＋ｃ＝０在［０，１］上有实根、无实根．
解　令ｆ（ｘ）＝ｘ３－３ｘ＋ｃ，因ｆ（０）＝ｃ，ｆ（１）＝ｃ－２，当ｆ（０）ｆ（１）＜０时

有实根，于是可由

ｆ（０）≥０，

ｆ（１）≤｛ ０
　或　

ｆ（０）≤０，

ｆ（１）≥０｛ ，　
即　

ｃ≥０，

ｃ≤｛ ２
　或　

ｃ≤０，

ｃ≥｛ ２
前者的解为０≤ｃ≤２，后者无解，故当０≤ｃ≤２时方程在［０，１］上有实根，当ｃ
为其他情况无实根．

例１５　方程ｘ３－３ｘ＝１在下列区间中至少存在一个实根的区间是

（Ａ）（１，２）．　　　　（Ｂ）（０，１）．　　　　（Ｃ）（２，３）．
（Ｄ）（０，１／２）． （Ｅ）（－１／３，０）．
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解　令ｆ（ｘ）＝ｘ３－３ｘ－１，显 然ｆ（ｘ）在 上 述 开 区 间 组 成 的 闭 区 间 上 连

续，而

ｆ（－１／３）＝－１／８＋３／８－１＜０，ｆ（０）＝－１＜０， ｆ（１／２）＝１／８－３／２－１＜０，

ｆ（１）＝１－３－１＜０，ｆ（２）＝８－６－１＞０，ｆ（３）＝２７－９－１＞０．
由定理２１３６知，在区间（１，２）内ｆ（ｘ）至少存在一个实根．

例１６（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上 有 定 义，方 程ｆ（ｘ）

＝０至少有一个实根．
（１）ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上连续；（２）ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）存在且异号．

解　上述两 条 件 单 独 都 不 充 分．联 合 起 来 利 用 定 理 ２１３８（零 点 定

理），知为充分条件．仅 Ｃ入选．

例１７　证明方程ｆ（ｘ）＝ １
ｘ－１＋ １

ｘ－２＋ １
ｘ－３＝０在（１，２），（２，３）内均有

惟一实根．

证　因ｌｉｍ
ｘ→１＋

１
ｘ－１＝＋∞，故ｌｉｍ

ｘ→１＋
ｆ（ｘ）＝＋∞．又ｌｉｍ

ｘ→２－
ｆ（ｘ）＝－∞．故 至

少存在一根ξ１∈（１，２）使得ｆ（ξ１）＝０．下面再证在（１，２）内ｆ（ｘ）只有一实根。

为此需证ｆ（ｘ）在（１，２）内单调．事实上，

当１＜ｘ１＜ｘ２＜２时，有ｘ２－１＞ｘ１－１＞０， １
ｘ１－１＞ １

ｘ２－１
；

当ｘ１－２＜ｘ２－２＜０时，有 １
ｘ１－２＞ １

ｘ２－２
；

当ｘ１－３＜ｘ２－３＜０时，有 １
ｘ１－３＞ １

ｘ２－３
。

所以ｆ（ｘ１）＝ １
ｘ１－１＋ １

ｘ１－２＋ １
ｘ３－３＞ｆ（ｘ２）＝ １

ｘ２－１＋ １
ｘ２－２＋ １

ｘ２－３
，

即ｆ（ｘ）在（１，２）上单调减少，因此ｆ（ｘ）＝０在（１，２）内只有一根，即ξ１ 惟一．
同法可证在（２，３）内ｆ（ｘ）＝０也只有一根ξ２

习　题　２１

（一）问题求解

１ 设ｆ（ｘ）＝ｅｘ，且ｆ（φ（ｘ））＝１－ｘ，则函数φ（ｘ）的定义域为

（Ａ）（－∞，＋∞）．　　　（Ｂ）（－∞，０）．　　　（Ｃ）（０，＋∞）．
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（Ｄ）（－∞，１）． （Ｅ）（１，＋∞）．

２ 设ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｅ－ｘ），则与该函数曲线关于ｙ＝ｘ对称的是

（Ａ）ｙ＝ｌｎ（１－ｅｘ）． （Ｂ）ｙ＝１＋ｅｘ （Ｃ）ｙ＝ｅｘ－１
（Ｄ）ｙ＝－ｌｎ（ｅｘ－１）． （Ｅ）ｙ＝１－ｅｘ．

３ 设ｇ（ｘ）＝
２－ｘ， ｘ≤０，

ｘ＋２， ｘ＞０｛ ，ｆ
（ｘ）＝

ｘ２， ｘ＜０，

－ｘ， ｘ≥０｛ ，
则ｇ［ｆ（ｘ）］＝

（Ａ）
２＋ｘ２， ｘ＜０，

２－ｘ， ｘ≥０｛ ．
　　　　　　（Ｂ）

２－ｘ２， ｘ＜０，

２＋ｘ， ｘ≥０｛ ．

（Ｃ）
２－ｘ２， ｘ＜０，

２－ｘ， ｘ≥０｛ ．
（Ｄ）

２＋ｘ２， ｘ＜０，

２＋ｘ， ｘ≥０｛ ．
４ 已知函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上 单 调 减 少，则 下 列 函 数 中 单 调 增 加

的函数是

（Ａ）ｆ２（ｘ）．　 （Ｂ）１／ｆ（ｘ）．　 （Ｃ）ｆ（－ｘ）．　 （Ｄ）ｘｆ（ｘ）．
５ 设ｆ（ｘ）是连续函数，Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的原函数，则

（Ａ）当ｆ（ｘ）是奇函数时，Ｆ（ｘ）必为偶函数．
（Ｂ）当ｆ（ｘ）是偶函数时，Ｆ（ｘ）必为奇函数．
（Ｃ）当ｆ（ｘ）是周期函数时，Ｆ（ｘ）必为周期函数．
（Ｄ）当ｆ（ｘ）是单调增加函数时，Ｆ（ｘ）必为单调增加函数．

６ 设ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓｘ－ｘ， －π≤ｘ≤０，

ｃｏｓｘ＋ｘ， ０≤ｘ≤π｛ ，
则ｆ（ｘ）在其定义域内为

（Ａ）奇函数． （Ｂ）偶函数．
（Ｃ）非奇非偶函数． （Ｄ）奇函数同时又为偶函数．
７ 若函数ｆ（ｘ）＝－ｆ（－ｘ）（－∞＜ｘ＜＋∞），在（０，＋∞）内ｆ′（ｘ）＞

０，且ｆ″（ｘ）＞０，则在（－∞，０）内有

（Ａ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０． （Ｂ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０．
（Ｃ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０． （Ｄ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０．

８ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－１－ｘ
ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ＝

（Ａ）３ （Ｂ）２ （Ｃ）１ （Ｄ）－１　　（Ｅ）－２

９［１９９９年Ⅱ１５］　ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－∫ｘ
０ｅｔ

２
ｄ（ ）ｔ ｘ３＝

（Ａ）１／３ （Ｂ）－２／３ （Ｃ）１／６　　（Ｄ）－１／６． （Ｅ）－１／３．

１０ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎ（１＋２ｘ）ｌｎ １＋１（ ）ｘ ＝
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（Ａ）ｌｎ３． （Ｂ）ｌｎ４． （Ｃ）ｌｎ２． （Ｄ）ｌｎ６． （Ｅ）ｌｎ７

１１ｌｉｍ
ｘ→０

（ｅｘ－１－ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）＝

（Ａ）∞． （Ｂ）２． （Ｃ）１／２． （Ｄ）０． （Ｅ）１．

１２ｌｉｍ
ｘ→＋０

［１＋ｌｎ（１＋ｘ）］ｌｎｘ＝

（Ａ）０． （Ｂ）ｅ． （Ｃ）１． （Ｄ）ｅ－１． （Ｅ）槡ｅ．

１３ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２槡 ＋１－１
ｘ（ ｘ槡 ＋１－１）

＝

（Ａ）３ （Ｂ）２ （Ｃ）１ （Ｄ）－１ （Ｅ）－２

１４ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ
１
ｘ －

３
３ｘ槡 －１

ｅ
１
ｘ ＋ｅｘ

＝

（Ａ）１ （Ｂ）２ （Ｃ）３ （Ｄ）４ （Ｅ）５

１５ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ２ｘ－ｅ－３ｘ

１－槡 ｘ－１
＝

（Ａ）－８ （Ｂ）－９ （Ｃ）－１０． （Ｄ）－１１ （Ｅ）－１２

１６［２００１年Ⅰ１７］　设函数在ｘ０ 可导，则ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）＋ｆ（ｘ０－３ｔ）
ｔ

等于

（Ａ）ｆ′（ｘ０）． （Ｂ）－２ｆ′（ｘ０）．　　（Ｃ）∞．　　（Ｄ）不能确定．

１７ 函数ｙ＝ｘ（ｘ－１） ｘ槡 ＋１
ｘ３－１

在下 列 自 变 量 的 趋 向 下，除 什 么 过 程 外 均

为无穷小量？

（Ａ）ｘ→０＋ ． （Ｂ）ｘ→０－ ．　　　　（Ｃ）ｘ→１＋ ．
（Ｄ）ｘ→＋∞． （Ｅ）ｘ→１

１８［２０００年Ⅰ１０］设数列｛ａｎ｝为无穷小量，｛ｂｎ｝是有界数列（对一切ｎ，ｂｎ

≠０），则｛ａｎｂｎ｝

（Ａ）必是无穷大量． （Ｂ）有可能是无穷小量．
（Ｃ）不可能是无穷小量． （Ｄ）必是有界数列．

１９ 若函数ｙ＝ｆ（ｘ）有ｆ′（ｘ０）＝１／２，则当Δｘ→０时，该函数在ｘ＝ｘ０ 处

的微分ｄｙ是

（Ａ）与 Δｘ等价的无穷小． （Ｂ）与 Δｘ同阶的无穷小．
（Ｃ）比 Δｘ低阶的无穷小． （Ｄ）比 Δｘ高阶的无穷小．

２０ 当ｘ→１时，１－ｘ
１＋ｘ

与ｌｎｘ相比是
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（Ａ）等价无穷小． （Ｂ）同阶但非等价无穷小．
（Ｃ）高阶无穷小． （Ｄ）低阶无穷小．

２１［１９９８年Ⅰ１４］　ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－ｅｘ＋１
ｘ ＝

（Ａ）－１／２． （Ｂ）１／２． （Ｃ）－１． （Ｄ）１． （Ｅ）∞．

２２ 设ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ＋ｂｘ３

ｃｌｎ（１－２ｘ）＋ｄ（１－ｅ－ｘ２）
＝２，其中ａ２＋ｃ２≠０，则必有

（Ａ）ｂ＝４ｄ． 　　　　（Ｂ）ｂ＝－４ｄ．　　　　（Ｃ）ａ＝４ｃ．
（Ｄ）ａ＝－４ｃ．　　　　（Ｅ）ａ＝５ｃ．

２３ 已知ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ２）＋ｘ２ｆ（ｘ）
ｘ４ ＝０，则ｌｉｍ

ｘ→０

１＋ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝

（Ａ）０． （Ｂ）１ （Ｃ）１／２ （Ｄ）－１／２ （Ｅ）－１

２４ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ＋ｘ２＋ｘ３）＋ｌｎ（１－ｘ）
ｌｎ（１＋ｘ３） ＝

（Ａ）０． （Ｂ）１． （Ｃ）－１． （Ｄ）∞． （Ｅ）２．

２５ｌｉｍ
ｘ→２＋

ｘ２ｌｎ（ｘ－２）
ｌｎ（ｅｘ－ｅ２）＝

（Ａ）４ （Ｂ）４ｅ． （Ｃ）４ｅ２ （Ｄ）２ｅ２． （Ｅ）ｅ２．

２６ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０ 处连续是｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ＝ｘ０ 处连续的

（Ａ）必要条件．　　　　（Ｂ）充分条件．　　（Ｃ）充分必要条件．
（Ｄ）无关的条件．　　　　（Ｅ）以上结论都不正确．

２７ 设ｆ（ｘ）＝
｜ｘ２－１｜／（ｘ－１），ｘ≠１，

２， ｘ＝１｛ ，
则在ｘ＝１处函数ｆ（ｘ）

（Ａ）不连续． （Ｂ）连续但不可导．
（Ｃ）可导但导数不连续． （Ｄ）可导且导数连续．

２８ 设ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处连续，φ（ｘ）在ｘ＝ａ处间断，又ｆ（ａ）≠０，则

（Ａ）φ［ｆ（ｘ）］在ｘ＝ａ处间断．　　（Ｂ）ｆ［φ（ｘ）］在ｘ＝ａ处间断．
（Ｃ）φ

２［ｆ（ｘ）］在ｘ＝ａ处间断．　　（Ｄ）φ（ｘ）／ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处间断．
（Ｅ）ｆ２［φ（ｘ）］在ｘ＝ａ处间断．
（二）条件充分性判断

１ 函数ｙ＝ｆ（ｘ－１）＋ｆ（ｘ＋１）的定义域是（１，３］．
（１）函数ｆ（ｘ）的定义域为（０，４］； （２）函数ｆ（ｘ）的定义域为［０，４）．

２ 函数ｙ＝ ｋｘ２－２ｋｘ＋２ｋ槡 ＋１定义在（－∞，＋∞）上．

·９９１·



（１）ｋ＞０； （２）ｋ≥０．

３ 函数ｙ＝ｆ［ｘ／５＋２ｇ（ｘ）］是 周 期 函 数，其 中 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）定 义 在

（－∞，＋∞）上。

（１）ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）都是以Ｔ 为周期的函数；

（２）ｆ（ｘ）以３Ｔ 为周期，ｇ（ｘ）以２Ｔ 为周期．

４ 设Ｆ（ｘ）＝∫ｘ２
ａｆ（ｔ）ｄｔ在（－∞，＋∞）上有定义，则Ｆ（ｘ）是奇函数．

（１）ｆ（ｘ）为偶函数； （２）ａ＝０．

５ 设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）有定义，当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调增加．
（１）ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调增加；

（２）ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）单调减少。

６ 复合函数ｆ［φ（ｘ）］在［ａ，ｂ］上单调减少．
（１）ｆ（ｕ）在（－∞，＋∞）上单调增加，φ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调减少；

（２）ｆ（ｕ）在（－∞，＋∞）上单调减少，φ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调增加．

７ 函数ｙ＝ｆ １
１＋ｅ（ ）ｘ －ｆ ｅｘ

１＋ｅ（ ）ｘ 为奇函数．

（１）ｆ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的奇函数；

（２）ｆ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的偶函数．

８ ｌｉｍ
ｘ→－∞

（ ｘ２＋ａｘ槡 ＋１－ ｘ２＋槡 ｘ）＝１

（１）ａ＝－３； （２）ａ＝－１

９ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－ｋ（ ）ｘ
ｘ

＝ｅ－２．

（１）ｋ＝２； （２）ｋ＝－２

１０ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（３－２ｅａｘ）
１＋ｅ１／ｘ ＝０．

（１）ａ＝１； （２）ａ＝２

１１ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ７

ｘｎ－（ｘ－１）ｎ＝
１
ａ．

（１）ｎ＝８，ａ＝８； （２）ｎ＝７，ａ＝７

１２ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ－２
２ｘ２－３ｘ＋ｋ＝１

５．

（１）ｋ＝－３； （２）ｋ＝－２

１３ ｌｉｍ
ｘ→２－０

ｌｎ（１＋
ｎ
２－槡 ｘ）

ｎ
４－ｘ槡 ２

＝１
３槡４

．
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（１）ｎ＝３； （２）ｎ＝４

１４ｌｉｍ
ｘ→０

２＋ｆ（ｘ）
ｘ２ ＝３

（１）ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ２）＋ｘ２ｆ（ｘ）／２
ｘ４ ＝１；　　（２）ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）＝－２

１５ｆ（ｘ）＝
ｅ

ａ
ｘ－１， ｘ≠０，

ｂ＋２， ｘ｛ ＝０
在点ｘ＝０处连续．

（１）ａ＜０，ｂ＝－３； （２）ａ＞０，ｂ＝－３

１６ 方程ｋｘ－ｅ－ｘ＝０在（０，１）内有一个实根．
（１）ｋ＞１／ｅ； （２）ｋ＜１／３

１７ 方程ｆ（ｘ）＝０在［ａ，ｂ］上必有实根．
（１）ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续； （２）ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０．

１８ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＋２＋（ｘ２－１）３
１／２＋ａｘ槡 ２

ｘｎ＋ｘ２－１
在（－∞，＋∞）上连续．

（１）ａ＝１／２； （２）ａ＝２
（三）解答题

１ 求下列函数的反函数及其定义域：

（１）ｙ＝ ｘ
ｘ＋２

； （２）ｙ＝
ｘ２－１， ０≤ｘ≤１，

ｘ２， －１≤ｘ＜０｛ 。

２ 设ｆ（ｘ）＝
ｅｘ， ｘ＜１，

ｘ， ｘ≥１｛ ，ｇ
（ｘ）＝

ｘ＋１， ｘ＜１，

ｘ２－１， ｘ≥１｛ ，
求ｆ［ｇ（ｘ）］．

３ 设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）满 足２ｆ（１＋ｘ）＋ｆ（１－ｘ）＝３ｅｘ，求ｆ
（ｘ）．

４ 设ｆ为偶函数，ｇ为奇函数，试考察下列函数的奇偶性：

（１）ｆ（ｇ）；　　（２）ｇ（ｆ）；　　（３）ｇ（ｇ）；　　（４）ｆ（ｆ）．

５ 已知ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（３ｘ）
ｘ ＝Ａ，求ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ．

６ 求ｆ（ｘ）＝ ｅ－ｘ－ｅ２

（ｘ２＋ｘ－２）（２＋ｅ１／ｘ）的连续区间及间断点．

７ 求ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｘ＋ｅｔｘ

１＋ｘｅｔｘ
的连续区间和间断点．

８ 设ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ－ｘ－２ｎ

ｘ２ｎ＋ｘ－２ｎ，试求ｆ（ｘ），并求其间断点．
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２２　一元函数微分学

２２１　导数与微分

（一）考试内容

导数的概念、函数的可导性与连 续 性 的 关 系，基 本 初 等 函 数 的 导 数 公 式

（不含三角函数和反三角函数），导数的四则运算，复合函数的导数，二阶导数

的概念及计算，微分的概念．

（二）考试要求

理解导数、微分的概念，熟练掌握导数的求导公式、运算法则和微分的计

算公式、运算法则，掌握可导与连续的关系，可导与可微的关系．

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　用导数定义求某些分式函数的极限

定义２２１１　设ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处的某邻域内有定义，在该邻域内给

自变量一个改变量 Δｘ，函数值有一相应的改变量 Δｙ＝ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０），

若极限

ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）
Δｘ

（２２１１）

存在，则称此极限值为函数ｆ（ｘ）点ｘ０ 处 的 导 数，此 时 称ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 处 可

导．记作

ｆ′（ｘ０），　ｙ′｜ｘ＝ｘ０
，　ｄｙ

ｄｘ ｘ＝ｘ０
　或　ｄ

ｄｘｆ
（ｘ）

ｘ＝ｘ０
．

若令ｘ＝ｘ０＋Δｘ，得到导数定义的另一形式

ｆ′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

． （２２１２）

·２０２·



类型（一）　求含或可化为函数改变量的分式函数的极限。

例１［２００１年Ⅰ（１７）］　设函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处可导，则

ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）＋ｆ（ｘ０－３ｔ）
ｔ ＝

（Ａ）ｆ′（ｘ０）．　　（Ｂ）－２ｆ′（ｘ０）．　　（Ｃ）∞．　　（Ｄ）不能确定．

解　ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）＋ｆ（ｘ０－３ｔ）
ｔ

＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）－ｆ（ｘ０）
ｔ ＋ｆ（ｘ０－３ｔ）－ｆ（ｘ０）

ｔ ＋２ｆ（ｘ０）［ ］ｔ
，

由 ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）－ｆ（ｘ０）
ｔ ＝ｆ′（ｘ０），

ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０－３ｔ）－ｆ（ｘ０）
ｔ ＝－３ｆ′（ｘ０）

可知，当ｆ（ｘ０）＝０时，有

ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）＋ｆ（ｘ０－３ｔ）
ｔ ＝ｆ′（ｘ０）－３ｆ′（ｘ０）＝－２ｆ′（ｘ０）．

当ｆ（ｘ０）≠０时，所给极限属于（常数／无穷小）型的极限，故为

ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔ）＋ｆ（ｘ０－３ｔ）
ｔ ＝∞．仅（Ｄ）入选．

例２（条件充分性判断）　ｆ（ｘ）是定义在（－１，１）内的奇函数，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（－ｘ）
ｅｘ－１

＝－２
（１）ｆ′（０）＝－２；　　　　（２）ｆ′（０）＝２

解　因ｆ（ｘ）是（－１，１）上的奇函数，故ｆ（０）＝０．于是

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（－ｘ）
ｅｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（－ｘ）－ｆ（０）
ｅｘ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（－ｘ）－ｆ（０）
－ｘ－０

－ｘ－０
ｅｘ［ ］－１ ＝ｆ′（０）ｌｉｍ

ｘ→０

－１
（ｅｘ－１）／ｘ

＝ｆ′（０）×１＝－ｆ′（０）＝－２，

故ｆ′（０）＝２ 条件（２）充分，而条件（１）不充分．仅Ｂ入选．

类型（二）　求含改变量的幂指数函数的极限。

这类极限的 一 般 形 式 为ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋φ（Δｘ））
ｆ（ｘ０［ ］）

１
φ（Δｘ），常 用 换 底 的 方 法 将

其恒等变形化为差商比的形式，即
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ｅ
ｌｎ

ｆ［ｘ０＋φ（Δｘ）］

ｆ（ｘ０
｛ ｝）

１
φ（Δｘ）

＝ｅ
ｌｎｆ［ｘ０＋φ（Δｘ）］－ｌｎｆ（ｘ０）

φ（Δｘ） ，

归结为求上述指数部分的极限，即

ｌｉｍ
Δｘ→０

ｌｎｆ［ｘ０＋φ（Δｘ）］－ｌｎｆ（ｘ０）
φ（Δｘ） ．

例３　ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导，且ｆ（ａ）≠０，则ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ａ＋１／ｘ）
ｆ（ａ［ ］）

ｘ

＝

（Ａ）ｅ．　　（Ｂ）ｅ２．　　（Ｃ）ｅｆ′（ａ）．　　（Ｄ）ｅｆ′（ａ）／ｆ（ａ）．　　（Ｅ）ｅｆ（ａ）．
解　所求极限属１∞ 型，由式（２１２１２）得

原式＝ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋ｆ（ａ＋１／ｘ）
ｆ（ａ）［ ］－１

ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ａ＋１／ｘ）－ｆ（ａ）

ｆ（ａ） ·１［ ］ｘ

而 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ａ＋１／ｘ）－ｆ（ａ）
ｆ（ａ） ·１［ ］ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→∞

ｆ（ａ＋１／ｘ）－ｆ（ｕ）
１／ｘ

· １
ｆ（ａ［ ］）

＝ｆ′（ａ）／ｆ（ａ），

故所求极限为ｅｆ′（ａ）／ｆ（ａ）．仅（Ｄ）入选．

类型（三）　已知ｆ′（０）＝Ａ（常数），且ｆ（０）＝０．求ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ．

可直接利用下述命题求之．
命题２２１１　（１）如ｆ′（０）＝Ａ，且ｆ（０）＝０，则

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｆ′（０）＝Ａ （Ａ 为常数）．

（２）如ｆ（０）＝０，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝Ａ （Ａ 为 常 数），则ｆ（ｘ）在 点ｘ＝０处 可 导，

且

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝Ａ．

例４　设函数ｆ（ｘ）有连续的导函数，ｆ（０）＝０，且ｆ′（０）＝ｂ．若

Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）＋ａ（ｅｘ－１）

ｘ
， ｘ≠０，

Ａ， ｘ
烅
烄

烆 ＝０
在点ｘ＝０处连续，则常数Ａ＝

（Ａ）ｂ．　　（Ｂ）ａ．　　（Ｃ）ａ＋ｂ．　　（Ｄ）ａ－ｂ．　　（Ｅ）ａｂ．
解　因ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝ｂ，由命题２２１１（１）知，有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｆ′（０）＝ｂ．
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又 ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ
ｘ ＝１，

故 ｌｉｍ
ｘ→０

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＋ａｌｉｍ

ｘ→０

ｅｘ－１
ｘ ＝ｂ＋ａ＝Ｆ（０）＝Ａ，

即 Ａ＝ａ＋ｂ．仅（Ｃ）入选．
题型二　讨论函数在某点的可导性

常利用导数定义及导数在一点存在的充要条件讨论之．为此先介绍有关

的定义、定理及命题．

１）左、右导数

定义２２１２　若极限 ｌｉｍ
Δｘ→０－

Δｙ
Δｘ＝ｌｉｍ

Δｘ→０－

ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）
Δｘ

存在，则该极

限值称为ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处的左导数，记作

ｆ′－（ｘ０）　或　ｆ′－（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－

０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

；

若极限 ｌｉｍ
Δｘ→０＋

Δｙ
Δｘ＝ｌｉｍ

Δｘ→０＋

ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）
Δｘ

存在，则该极限 值 称 为ｆ（ｘ）

在点ｘ０ 处的右导数，记作

ｆ′＋（ｘ０）　或　ｆ′＋（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋

０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

．

左、右导数的求法除用定义外还可利用下述命题简化计算。

命题２２１２　设（１）ｆ（ｘ）在［ｘ０，ｘ０＋δ］（δ＞０）上 连 续，（２）ｆ（ｘ）在

（ｘ０，ｘ０＋δ）内可导，（３）ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋

０

ｆ′（ｘ）存在，则ｆ′＋（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋

０

ｆ′（ｘ）．

命题２２１３　设（１）ｆ（ｘ）在［ｘ０－δ，ｘ０］（δ＞０）上 连 续，（２）ｆ（ｘ）在

（ｘ０－δ，ｘ０）内可导，（３）ｌｉｍ
ｘ→ｘ－

０

ｆ′（ｘ）存在，则ｆ′－（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－

０

ｆ′（ｘ）．

值得注意的是，只有上述三个条 件 全 部 得 到 满 足 时，才 能 使 用 上 述 命 题

求出右导数ｆ′＋（ｘ０）、左导数ｆ′－（ｘ０），否则不能使用上述命题．
讨论函数ｆ（ｘ）在某点ｘ０ 是否可导可这样进行。

先看ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处是否连续，如不连续，由定理２２１２知ｆ（ｘ）在该

点处必不可导．
利用导数定义讨论ｆ（ｘ）在某点ｘ０ 处是否可导，要一看自变量趋向过程

是否加了限定，即看该过程是子过程 还 是 全 过 程；二 看 函 数 值 的 差 值 中 是 否

含有讨论可导性的点的函数值；三看左、右导数是否存在，且相等．
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定理２２１１　ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处可导且导数为Ａ 的充要条件是

ｆ′（ｘ０）＝ｆ′－（ｘ０）＝ｆ′＋（ｘ０）＝Ａ．
定义２２１３　若ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内可导，且ｆ′＋（ａ）及ｆ′－（ｂ）都存在，则称

ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上可导．

２）导函数

若ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内 每 一 点 都 可 导，则 称ｆ（ｘ）在 区 间（ａ，ｂ）内 可 导，

区间内每一点与该点处的导数值构成一个新的函数，称为ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内的

导函数，简称导数，记作ｆ′（ｘ），ｙ′，ｄｙ
ｄｘ

或ｄｆ（ｘ）
ｄｘ ．

３）可导与连续的关系

定理２２１２　若函数ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处可导，则ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处一定

连续．但其逆命题不一定成立．

事实上，若函数ｙ＝ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 处 可 导，则 极 限ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ

必 存 在，由ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｘ＝０及命题２１２１０知必有ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ＝０．因 而ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 处 连 续．但ｆ

（ｘ）在点ｘ０ 处连续只说明，当 Δｘ→０时，Δｙ→０，而当 Δｙ的无穷小的阶低于

Δｘ时，极限ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ

即不存在，这时ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处不可导．只有 Δｙ 与 Δｘ 是

同阶无穷小或 Δｙ是比 Δｘ高阶无穷小时，ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处才可导．
例５　设ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ的某邻域内有定义，则ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导的充

分条件是

（Ａ）ｌｉｍ
ｈ→＋∞

ｈ［ｆ（ａ＋１／ｈ）－ｆ（ａ）］存在．

（Ｂ）ｌｉｍ
ｈ→０

［ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ＋ｈ）］／ｈ存在．

（Ｃ）ｌｉｍ
ｈ→０

［ｆ（ａ＋ｈ）－ｆ（ａ－ｈ）］／（２ｈ）存在．

（Ｄ）ｌｉｍ
ｈ→０

［ｆ（ａ）－ｆ（ａ－ｈ）］／ｈ存在．

解　选项（Ａ）中极限是

ｌｉｍ
ｈ→＋∞

［ｆ（ａ＋１／ｈ）－ｆ（ａ）］ １
ｈ

Δｘ＝１／


ｈ
ｌｉｍ
Δｘ→＋０

ｆ（ａ＋Δｘ）－ｆ（ａ）
Δｘ

，

它只说明ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处的右导数存在，因而不能充当 充 分 条 件．选 项（Ｂ）、

（Ｃ）中分子两点函数的差均与函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处的值无关，因而 这 两 个 极

限存在与否与ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处的值无关，这样可能出现下述两极限均存在

但函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处不连续的现象．
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例如，函数ｆ（ｘ）＝
０，　ｘ≠０，

１，　ｘ｛ ＝０
显 然 在ｘ＝０处 不 连 续，因 而 不 可 导，但

（Ｂ）中极限存在，即

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（０＋２ｈ）－ｆ（０＋ｈ）
ｈ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

０－０
ｈ ＝０，

故（Ｂ）不能作为ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导的充分条件．

再如，取ｆ（ｘ）为偶 函 数，ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓ（１／ｘ）， ｘ≠０，

０， ｘ｛ ＝０
显 然 在 点ｘ＝０处

不连续，当然不可导．但（Ｃ）中极限却存在，即

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（０＋ｈ）－ｆ（０－ｈ）
２ｈ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｃｏｓ（１／ｈ）－ｃｏｓ（－１／ｈ）
２ｈ ＝０．

因而（Ｃ）也不能作为ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导的充分条件．

只有（Ｄ）中极限可作为ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处可导的充分条件，事实上，

ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ａ）－ｆ（ａ－ｈ）
ｈ ＝ｌｉｍ

ｈ→０

ｆ（ａ－ｈ）－ｆ（ａ）
－ｈ

＝ｆ′（ａ）．仅（Ｄ）入选。

例６（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处可导．

（１）ｆ（ｘ）是（－１，１）内的奇函数；　　（２）极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ

存在．

解　易知条件（１）与条件（２）单独 都 不 充 分．但 当 条 件（１）、（２）同 时 成 立

时，由条件（１）有ｆ（０）＝０，再由条件（２）及命题２２１１（２）即知ｆ（ｘ）在点ｘ

＝０处可导。仅 Ｃ入选．

例７（条件充分性判断）　函数｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ０ 处可导．

（１）ｆ′（ｘ０）＞０；　　　　（２）ｆ（ｘ０）＝０且ｆ′（ｘ０）＝０．

解　条件（１）不充分，例如函数ｆ（ｘ）＝ｘ 在 点ｘ＝０处 有 导 数ｆ′（０）＝１

＞０，但｜ｆ（ｘ）｜＝｜ｘ｜在点ｘ＝０处导数不存在．

若条件（２）成立，利用命题２１３２（２），由

０＝ｆ′（ｘ０）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ）
Δｘ

得到 ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ）
Δｘ

＝０． ①

利用｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ０ 处可导的定义，有
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ｌｉｍ
Δｘ→０

｜ｆ（ｘ０＋Δｘ）｜－｜ｆ（ｘ０）｜
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

｜ｆ（ｘ０＋Δｘ）｜
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

｜ｆ（ｘ０＋Δｘ）｜
｜Δｘ｜

｜Δｘ｜
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ）
Δｘ

｜Δｘ｜
Δｘ

。

因为 Δｘ
Δｘ ＜１，由式①知上式极限为零．因而函数｜ｆ（ｘ）｜在点ｘ０ 处可导，且

导数为零．条件（２）充分．仅Ｂ入选．
题型三　讨论几类形式特殊的函数的可导性

类型（一）　讨论分段函数的可导性及其导函数的连续性。

１°讨论分段函数的可导性，关键在于讨论在分段点的可 导 性．因 为 在 分

段点的两侧一般为初等函数，在定义 区 间 是 可 导 的．若 分 段 函 数 在 其 分 段 点

不连续，则此函数在其分段点必不可导．如果连续，可用导数定义或可导的充

要条件讨论之：若分段函数在分段点两侧的表示式不同用可导的充要条件即

定理２２１１讨 论 之；若 在 分 段 点 两 侧 的 表 示 式 相 同，就 用 导 数 定 义 式

（２２１１）或式（２２１２）讨论之．

２°讨论分段函数的导函数在分段点ｘ０ 的连续性的步骤是：

先求出ｘ＝ｘ０ 时ｆ′（ｘ）的表示式，再求 出 极 限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ′（ｘ）．若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ′（ｘ）＝

ｆ′（ｘ０），则ｆ′（ｘ）在分段点ｘ０ 处连续，否则不连续．

例８［２０００年Ⅱ２６］　讨 论 函 数ｆ（ｘ）＝
ｘ２ｃｏｓ（１／ｘ）， ０＜ｘ＜１，

ｘ， －１＜ｘ≤｛ ０
的 连

续性与可导性．
解　函数ｆ（ｘ）在（－１，０）∪（０，１）内连续可导。下面讨论在分段点ｘ＝

０处是否连续与可导．
在ｘ＝０处，ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘ２ｃｏｓ（１／ｘ）＝０，这是因为ｘ→０＋ 时，ｘ２ 为无

穷小量，ｃｏｓ（１／ｘ）为有界变量，因而ｘ→０＋ 时，ｘ２ｃｏｓ（１／ｘ）为无穷小量，故

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ２ｃｏｓ（１／ｘ）＝０，　即　ｆ（０＋０）＝０．

又ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ＝０＝ｆ（０－０），因ｆ（０－０）＝ｆ（０＋０）＝ｆ（０），所以ｆ（ｘ）

在ｘ＝０处连续．因

ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｘ２ｃｏｓ（１／ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘｃｏｓ（１／ｘ）＝０，

ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｘ－０
ｘ－０＝１，
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ｆ′＋（０）≠ｆ′－（０），故ｆ（ｘ）在ｘ＝０处不可导．

例９［１９９９年Ⅰ２４］　设ｆ（ｘ）＝
ｇ（ｘ）
ｘ

， ｘ≠０，

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ，
其 中ｇ（ｘ）在（－∞，＋

∞）内有二阶连续导数，且ｇ（０）＝ｇ′（０）＝０，讨论导函数ｆ′（ｘ）在哪个区间内

连续．
解　先求ｆ′（ｘ）。当ｘ≠０时，因ｇ（ｘ）有二阶连续导数，故ｆ（ｘ）可导，且

ｆ′（ｘ）＝ ｇ（ｘ）［ ］ｘ
′＝ｘｇ′（ｘ）－ｇ（ｘ）

ｘ２ ．

当ｘ＝０时，由式（２２１２）有

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｇ（ｘ）
ｘ２ ．

因ｇ″（ｘ）在ｘ＝０附近连续，故ｇ（ｘ），ｇ′（ｘ）在ｘ＝０附近必连续，又ｇ（０）＝０，

上式为０
０

型，可用洛必达法则求其极限，即

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｇ（ｘ）
ｘ２ （ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｇ′（ｘ）
２ｘ ＝１

２ｌｉｍ
ｘ→０

ｇ″（ｘ）。

因ｇ″（ｘ）在ｘ＝０处连续，故ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

［ｇ″（ｘ）／２］＝ｇ″（０）／２ 因而

ｆ′（ｘ）＝
［ｘｇ′（ｘ）－ｇ（ｘ）］／ｘ２， ｘ≠０，

ｇ″（０）／２， ｘ＝０｛ ．
下证ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处连续．事实上，因

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｇ′（ｘ）－ｇ（ｘ）
ｘ２ （ ）０

０ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｇ″（ｘ）＋ｇ′（ｘ）－ｇ′（ｘ）
２ｘ （ ）０

０

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｇ″（ｘ）
２ ＝ｇ″（０）

２ ＝ｆ′（０），

故ｆ′（ｘ）在ｘ＝０处连续，于是ｆ′（ｘ）在（－∞，＋∞）上连续．
类型（二）　讨论两函数乘积在指定点的可导性。

常用导数定义或可导的充要条件讨论之．
例１０　设函数ｆ（ｘ）＝｜ｘ３－１｜φ（ｘ），其中φ（ｘ）在ｘ＝１处连续，则φ（１）

＝０是ｆ（ｘ）在ｘ＝１处可导的

（Ａ）充分必要条件．　　　　　　　（Ｂ）必要但非充分条件．
（Ｃ）充分但非必要条件． （Ｄ）既非充分也非必要条件．
解　用可导的充分必要条件判 别 之．为 此 求 出ｆ（ｘ）在ｘ＝１处 的 左、右

导数，即
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ｆ′＋（１）＝ｌｉｍ
Δｘ→０＋

｜（１＋Δｘ）３－１｜φ（１＋Δｘ）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０＋

｛［（１＋Δｘ）２＋（１＋Δｘ）＋１］φ（１＋Δｘ）｝＝３φ（１）；

ｆ′－（１）＝ｌｉｍ
Δｘ→０－

｜（１＋Δｘ）３－１｜φ（１＋Δｘ）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０－

－｛［（１＋Δｘ）２＋（１＋Δｘ）＋１］φ（１＋Δｘ）｝＝－３φ（１）．

因当且仅当ｆ′＋（１）＝ｆ′－（１），即３φ（１）＝－３φ（１），亦即φ（１）＝０时，ｆ（ｘ）

在点ｘ＝１处可导．仅（Ａ）入选．
类型（三）　已知ｆ（ｘ＋ｙ）或ｆ（ｘｙ）满足一定条件，讨论ｆ（ｘ）的可导性．
这里ｆ（ｘ＋ｙ）或ｆ（ｘｙ）满 足 一 定 条 件 常 由ｆ（ｘ）所 满 足 的 等 式 给 出．为

用定 义 讨 论 ｆ（ｘ）的 可 导 性，常 取 自 变 量 的 改 变 量 Δｘ＝ｙ，讨 论

ｌｉｍ
ｙ→０

ｆ（ｘ＋ｙ）－ｆ（ｘ）
ｙ

是否存在．

例１１　设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，且满足方程ｆ（ｘ＋ｙ）＝

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＋ｆ（ｙ）ｇ（ｘ），又ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在ｘ＝０可 导，ｆ（０）＝ｇ′（０）＝０，ｇ（０）

＝ｆ′（０）＝１，则ｆ′（ｘ）＝
（Ａ）ｇ（ｘ）．　　　　（Ｂ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）．　　　　（Ｃ）ｘｆ（ｘ）．
（Ｄ）ｘｇ（ｘ）． （Ｅ）ｘ２ｇ（ｘ）．
解　由形如ｆ（ｘ＋ｙ）的函数求ｆ′（ｘ），可用导数定义求之。

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｙ→０

ｆ（ｘ＋ｙ）－ｆ（ｘ）
ｙ ＝ｌｉｍ

ｙ→０

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＋ｆ（ｙ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）
ｙ

＝ｌｉｍ
ｙ→０

ｆ（ｘ）［ｇ（ｙ）－ｇ（０）］
ｙ ＋ｌｉｍ

ｙ→０

ｇ（ｘ）［ｆ（ｙ）－ｆ（０）］
ｙ

＝ｆ（ｘ）ｇ′（０）＋ｇ（ｘ）ｆ′（０）＝ｇ（ｘ）．仅（Ａ）入选．
题型四　求一元函数的导数

先将基本初等函数 的 求 导 公 式，导 数 的 四 则 运 算 法 则 及 二 阶 导 数 的 概

念、计算方法表述于下。

１）基本初等函数的求导公式

１°ｙ＝ｃ（ｃ为常数），ｙ′＝０．

２°ｙ＝ｘα，ｙ′＝αｘα－１．

３°ｙ＝ａｘ，ｙ′＝ａｘｌｎａ，特别ｙ＝ｅｘ，ｙ′＝ｅｘ．

４°ｙ＝ｌｏｇａｘ，ｙ′＝ １
ｘｌｎａ

，特别ｙ＝ｌｎｘ，ｙ′＝１
ｘ．
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２）导数的四则运算法则

设函数ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）可导，则

１°［ｃｕ（ｘ）］′＝ｃｕ′（ｘ）（ｃ为常数）；

２°［ｕ（ｘ）±ｖ（ｘ）］′＝ｕ′（ｘ）±ｖ′（ｘ）；

３°［ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）］′＝ｕ′（ｘ）ｖ（ｘ）＋ｕ（ｘ）ｖ′（ｘ）；

４° ｕ（ｘ）
ｖ（ｘ［ ］）′＝ｕ′（ｘ）ｖ（ｘ）－ｕ（ｘ）ｖ′（ｘ）

ｖ２（ｘ） ．

由导数的运算法则可得下述常用的重要结果，应记住。

定理２２１３　可导的奇函数的导数为偶函数，可导的偶函数的 导 数 为

奇函数．
定理２２１４　可导的周期函数的导函数是具有相同周期的周期函数．
命题２２１４　函数ｙ＝ｌｎ｜ｘ｜，则ｙ′＝（ｌｎ｜ｘ｜）′＝１／ｘ．

３）二阶导数的概念及计算

如果函数ｙ＝ｆ（ｘ）的导数ｆ′（ｘ）在点ｘ 处 可 导，则 称 导 函 数ｆ′（ｘ）在 点

ｘ处的导数为函数ｆ（ｘ）在点ｘ处的二阶导数，记作ｙ″，ｆ″（ｘ），ｄ
２ｙ

ｄｘ２或ｄ２ｆ（ｘ）
ｄｘ２ ．

由上定义可知，ｙ＝ｆ（ｘ）的二阶导数就是对ｆ（ｘ）求两次导数（更 高 阶 导

数的内容在 ＭＢＡ大纲中不作要求）．
类型（一）　求复合函数的导数。

复合函数的求导法则

定理２２１５　设函数ｕ＝φ（ｘ）在点ｘ 处 可 导，而 函 数ｙ＝ｆ（ｕ）在 相 应

的点ｕ＝φ（ｘ）处可导，则复合函数ｙ＝ｆ［ｕ（ｘ）］在点ｘ处可导，且

｛ｆ［φ（ｘ）］｝′＝ｆ′（ｕ）φ′（ｘ），　ｄｙ
ｄｘ＝ｄｙ

ｄｕ
ｄｕ
ｄｘ　或　ｙ′ｘ＝ｙ′ｕ·ｕ′ｘ．

求复合函数导数时，要一层一层地计算，不要漏层，每一层都可以使用如

下的公式

（复合函数）′ｘ＝（复合函数）′中间变量 ×（中间变量）′ｘ．
因而求导前首先要将复合函数分解（在 头 脑 里 分 解）成 基 本 初 等 函 数 或 者 简

单函数，这里简单函数是指用基本初等函数的求导公式和求导的四则运算法

则可直接求出导数的函数．此外对较复杂的复合函数还可利用微分形式不变

性及微分的运算法则先求出微分，再由此微分即可求得其导数．
为求复合函数ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］的 二 阶 导 数，先 求 出 其 一 阶 导 数ｙ′ｘ ＝ｆ′（ｕ）

φ′（ｘ），对此一阶导数，再求一次导数，即得ｙ的二阶导数．
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例１２［２００３年Ⅱ６］（条件充分性判断）　设ｙ＝ｆ １（ ）ｘ
，则

ｄｙ
ｄｘ＝－１

ｘ．

（１）ｆ（ｘ）＝－ｘ２／２；　　　　　（２）ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ．

解　条件（１）成立时，有ｆ １（ ）ｘ ＝－ １
２ｘ２，则

ｄｙ
ｄｘ＝ｄｆ

ｄｘ＝－ｄ［１／（２ｘ２）］
ｄｘ ＝１

ｘ３≠－１
ｘ

。

条件（１）不充分．当条件（２）成立时，ｆ １（ ）ｘ ＝ｌｎ１
ｘ＝－ｌｎｘ，则

ｄｙ
ｄｘ＝ｄ（－ｌｎｘ）

ｄｘ ＝－ｄｌｎｘ
ｄｘ ＝－１

ｘ．

条件（２）充分．仅Ｂ入选．
例１３［２００１年Ⅱ１６］　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内 可 导，并 且ｆ（ｘ）≠０，ｙ

＝ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜，则ｙ′等于

（Ａ）ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）．　　（Ｂ）ｆ′（ｘ）

｜ｆ（ｘ）｜．　　（Ｃ）｜ｆ′（ｘ）｜
ｆ（ｘ） ．　　（Ｄ）｜ｆ′（ｘ）｜

｜ｆ（ｘ）｜．

解法１　若ｆ（ｘ）＞０，则ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜＝ｌｎｆ（ｘ），易求得

ｙ′＝［ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜］′＝ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）．

若ｆ（ｘ）＜０，则｜ｆ（ｘ）｜＝－ｆ（ｘ）＞０，ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜＝ｌｎ［－ｆ（ｘ）］，易求得

ｙ′＝（ｌｎ［－ｆ（ｘ）］）′＝
［－ｆ（ｘ）］′
－ｆ（ｘ） ＝－－ｆ′（ｘ）

ｆ（ｘ） ＝ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）．仅（Ａ）入选．

解法２　由命题２２１４知（ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜）′ｆ（ｘ）＝ １
ｆ（ｘ），则

ｙ′＝［ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜］′ｘ＝ｄ（ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜）
ｄｆ（ｘ）

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ ＝ｆ′（ｘ）

ｆ（ｘ）．仅（Ａ）入选．

类型（二）　求分段函数的导数．
求分段函数以及含绝对值或形如 ｍａｘ｛·｝，ｍｉｎ｛·｝的 函 数 的 导 数 均 可

按分段函数求导的方法求导．求导时，在分段开区间可用求导公式求导，在分

段点应通过左、右导数判断在该点 是 否 可 导．如 可 导，再 由 右、左 导 数 确 定 其

导数值．
例１４　设函数ｙ＝ｍａｘ｛－１－ｘ，０，ｘ３｝，求ｙ′ｘ．
解　函数ｙ＝ｍａｘ｛－１－ｘ，０，ｘ３｝属于可化为分段函数的函数，先化为分

段函数．为此，先令－１－ｘ＝０，得到ｘ＝－１为一个分段点，再令ｘ３＝０，得另

一分段点ｘ２＝０．于是
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当ｘ≤－１时，有－１－ｘ≥０，ｘ３≤－１，故ｙ＝ｍａｘ｛－１－ｘ，０，ｘ３｝＝－１

－ｘ；

当－１＜ｘ＜０时，有－１－ｘ＜０，ｘ３＜０，故ｙ＝ｍａｘ｛－１－ｘ，０，ｘ３｝＝０；

当ｘ≥０时，有－１－ｘ≤－１≤０，ｘ３≥０，故ｙ＝ｍａｘ｛－１－ｘ，０，ｘ３｝＝ｘ３
于是得到所求的分段函数为

ｙ＝

－１－ｘ， ｘ≤－１，

０， －１＜ｘ＜０，

ｘ３， ｘ≥０
烅
烄

烆 。
①

图２２１１

将函数化为分 段 函 数 的 另 一 简 便 方 法

是图像法．易画得ｙ＝－１－ｘ，ｙ＝０及ｙ＝

ｘ３ 的图像 如 图２２１１所 示，由 其 图 像 易

得到分段函数ｙ的表示式①．于是

ｙ′＝

－１， ｘ＜－１，

０， －１＜ｘ＜０，

３ｘ２， ｘ＞０
烅
烄

烆 ．

ｆ′－（－１）＝ｌｉｍ
Δｘ→０－

－１－（－１＋Δｘ）－０
Δｘ

＝－１，

ｆ′＋（－１）＝ｌｉｍ
Δｘ→０＋

０－０
Δｘ ＝０，　ｆ′＋（－１）≠ｆ′－（－１）．

ｆ′（－１）不存在。当ｘ＝０时，ｆ′＋（０）＝ｆ′－（０）＝０，故ｆ′（０）＝０．因而

ｙ′＝ｆ′（ｘ）＝

－１， ｘ＜－１，

０， －１＜ｘ＜０，

３ｘ２， ｘ≥０
烅
烄

烆 ．
类型（三）　求指数函数的导数。

例１５［１９９７年Ⅱ１５］　函数４ｘ 的一阶导数是

（Ａ）４ｘ．　 （Ｂ）ｘ·４ｘ－１．　 （Ｃ）４ｘｌｎｘ．　 （Ｄ）４ｘ

ｌｎ４．　 （Ｅ）４ｘｌｎ４．

解法１　４ｘ＝ｅｌｎ４ｘ＝ｅｘｌｎ４，则

（４ｘ）′＝（ｅｘｌｎ４）′＝ｅｘｌｎ４·（ｘｌｎ４）′＝４ｘｌｎ４ 仅（Ｅ）入选．
解法２　直接使用求导公式（ａｘ）′＝ａｘｌｎａ即得

（４ｘ）′＝４ｘｌｎ４．仅（Ｅ）入选．
类型（四）　求含对数函数的函数的导数。
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求含有对数函数的 函 数 的 导 数 时，注 意 使 用 对 数 函 数 的 性 质 先 化 简 函

数，再行求导．
常将积或商的对数化成对数之和或对数之差，将以ａ为底的对数函数化

成以ｅ为底的自然对数函数．

例１６（条件充分性判断）［２００４年Ⅰ７］　函数ｙ＝ｌｎ ３ｘ
１＋ａｘ

的二阶导数ｙ″

＝ ２
（ 槡１＋ ２ｘ）２

－１
ｘ２．

（１）ａ 槡＝ ２；　　　　　（２）ａ＝２
解　先利用对数函数性质化简函数ｙ得到

ｙ＝ｌｎ ３ｘ
１＋ａｘ＝ｌｎ（３ｘ）－ｌｎ（１＋ａｘ）＝ｌｎ３＋ｌｎｘ－ｌｎ（１＋ａｘ），

再求导得到 ｙ′＝１
ｘ－ ａ

１＋ａｘ
，　ｙ″＝－１

ｘ２＋
ａ２

（１＋ａｘ）２。

将ａ 槡＝ ２代入上式时，得到ｙ的二阶导数表示式．条件（１）充分，而条件（２）不

充分．仅 Ａ入选．
类型（五）　求幂指函数的导数。

对于幂指函数ｙ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）（ｆ（ｘ）＞０）可用下述两法求其导数．
法一　用换底法求之．
将ｙ先改写成以ｅ为底的指数函数，即

ｙ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｅｌｎｆ（ｘ）ｇ（ｘ）
＝ｅｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ），

然后再用复合函数的求导法则求之，即

ｙ′ｘ ＝ｅｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ） ｇ′（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ［ ］）

＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ） ｇ′（ｘ）ｌｎ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ［ ］） ．

法二　用对数求导法求之．
先在ｙ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）两端取对数，即

ｌｎｙ＝ｌｎｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ），

然后在上式两端对ｘ求导（左边按复合函数求导法求导）得

１
ｙｙ′ｘ＝ｇ′（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）

ｆ（ｘ），

故 ｙ′ｘ＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ） ｇ′（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ［ ］） 。
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值得注意的是，由于幂指函数既 不 是 幂 函 数 也 不 是 指 数 函 数，其 导 数 切

不可按幂函数或指数函数求导法求之．
例１７［１９９７年Ⅰ１５］　ｙ＝ｘｘ 的导数是

（Ａ）ｘｘ（１＋ｌｎｘ）．　　　　（Ｂ）ｘｘｌｎｘ．　　　　（Ｃ）ｘｘ－１．
（Ｄ）ｘｘ（１－ｌｎｘ）． （Ｅ）ｘｘ－１（ｌｎｘ＋１）．
解法１　用对数求导法求之．在ｙ＝ｘｘ 两端取对数得到ｌｎｙ＝ｘｌｎｘ，则

ｙ′／ｙ＝１＋ｌｎｘ，　即　ｙ′＝ｙ（１＋ｌｎｘ）＝ｘｘ（１＋ｌｎｘ）．仅（Ａ）入选．
解法２　用 换 底 法 求 之，先 将 其 化 成 以ｅ为 底 的 指 数 函 数ｙ＝ｅｌｎｘｘ ＝

ｅｘｌｎｘ，

则 ｙ′＝（ｅｘｌｎｘ）′＝ｅｘｌｎｘ（ｘｌｎｘ）′＝ｘｘ（１＋ｌｎｘ）．
类型（六）　求多个因子函数连乘的函数的导数．
常用对数求导法求之．

例１８　设ｙ＝
３ （１－２ｘ）ｌｎｘ

１＋ｘ槡 ２ ，求ｙ′．

解　在所给函数两边取对数，利用对数函数的性质得到

ｌｎｙ＝［ｌｎ（１－２ｘ）＋ｌｎ（ｌｎｘ）－ｌｎ（１＋ｘ２）］／３
再对ｘ求导数得到

１
ｙｙ′＝１

３
－２

１－２ｘ＋ １
ｌｎｘ

·１
ｘ－ ２ｘ

１＋ｘ［ ］２ ，

故 ｙ′＝１
３

３ （１－２ｘ）ｌｎｘ
１＋ｘ槡 ２

－２
１－２ｘ＋ １

ｘｌｎｘ－ ２ｘ
１＋ｘ（ ）２ ．

题型五　求函数在指定点的导数值

类型（一）　求带绝对值符号的函数在指定点的导数值。

要先去掉绝对值符号将函数化成分段函数，归结求其分段点的导数值．
例１９　求函数ｙ＝ｘ｜ｘ｜在点ｘ＝０处的导数值．

解　将ｙ改写成分段函数ｙ（ｘ）＝
ｘ２， ｘ≥０，

－ｘ２， ｘ＜０｛ ，
显然有ｙ（０）＝０．因

ｙ′＋（０）＝ｌｉｍ
Δｘ→０＋

ｙ（０＋Δｘ）－ｙ（０）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０＋

（０＋Δｘ）２－０
Δｘ ＝０，

ｙ′－（０）＝ｌｉｍ
Δｘ→０－

ｙ（０＋Δｘ）－ｙ（０）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０－

－（０＋Δｘ）２－０
Δｘ ＝０，

故ｙ′＋（０）＝ｙ′－（０）＝０，所以ｙ在点ｘ＝０处可导，且ｙ′（０）＝０．
类型（二）　求复合函数在指定点的导数值。
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常用复合函数求导法则求之．当函数的复合关系比较复杂时还可利用微

分形式不变性及微分的运算法则求之．其步骤是：先求出其微分，再利用此微

分求出其导数，最后将指定点的值代入，即得所求．

例２０　已知ｙ＝ｆ ３ｘ－２
３ｘ（ ）＋２

，ｆ′（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ２），则ｙ′ｘ｜ｘ＝０＝

（Ａ）５ｌｎ２．　　（Ｂ）４ｌｎ３．　　（Ｃ）３ｌｎ２．　　（Ｄ）２ｌｎ２．　　（Ｅ）０．

解　显然ｙ是ｘ 的复合函数，设ｕ＝３ｘ－２
３ｘ＋２

，则ｙ＝ｆ（ｕ）．于是由复合函

数求导法则得到

ｙ′ｘ＝ｆ′ｕ（ｕ）ｕ′ｘ＝ｌｎ（１＋ｕ２）· ３ｘ－２
３ｘ（ ）＋２

′
ｘ
＝ｌｎ １＋ ３ｘ－２

３ｘ（ ）＋２［ ］２
· １２

（３ｘ＋２）２，

故ｙ′ｘ｜ｘ＝０＝３ｌｎ２．仅（Ｃ）入选．
例２１（条件充分性判断）　函 数ｙ＝ｆ［３ｘ２ｆ（３ｘ）］在 点ｘ＝１处 的 导 数

ｙ′（１）＝３
（１）ｆ（３）＝１，ｆ′（３）＝－１；　　　　（２）ｆ（３）＝１，ｆ′（３）＝１／３
解　利用一阶微分形式的不变性，先求ｙ的微分，即

　　ｄｙ＝ｆ′［３ｘ２ｆ（３ｘ）］ｄ［３ｘ２ｆ（３ｘ）］

＝ｆ′［３ｘ２ｆ（３ｘ）］［６ｘｆ（３ｘ）ｄｘ＋３ｘ２ｆ′（３ｘ）ｄ３ｘ］

＝ｆ′［３ｘ２ｆ（３ｘ）］［６ｘｆ（３ｘ）ｄｘ＋９ｘ２ｆ′（３ｘ）ｄｘ］

＝３ｆ′［３ｘ２ｆ（３ｘ）］［２ｘｆ（３ｘ）ｄｘ＋３ｘ２ｆ′（３ｘ）ｄｘ］，

得 ｙ′＝３ｆ′［３ｘ２ｆ（３ｘ）］［２ｘｆ（３ｘ）＋３ｘ２ｆ′（３ｘ）］． ①
当条件（１）成立时，将ｘ＝１代入式①得到

　ｙ′（１）＝３ｆ′［３ｆ（３）］［２ｆ（３）＋３ｆ′（３）］

＝３ｆ′（３）（２×１＋３×－１）＝３×－１×（２－３）＝３ ②
当条件（２）成立时，将ｘ＝１代入式①，由式②得到

ｙ′（１）＝３ｆ′（３）（２×１＋３×１／３）＝３×１／３×３＝３，

故条件（１）与条件（２）都充分。仅 Ｄ入选．
类型（三）　求具有特殊性质的函数在指定点的导数值．
应充分利用该函数所具有的特殊性质，为应用导数定义求其在指定点的

导数值创造条件．
例２２　函数ｆ（ｘ）满足ｆ（１＋ｘ）＝－ｆ（ｘ），且ｆ′（０）＝２，则ｆ′（２）＝
（Ａ）２　　（Ｂ）－２　　（Ｃ）１　　（Ｄ）－１　　（Ｅ）０．
解　因只知道ｆ（ｘ）在ｘ＝０处 可 导，并 不 知 道ｆ（ｘ）在 点ｘ＝２处 可 导，
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故不能直接在等式两端求导，然后将ｘ＝２代入，只能用定义求之．由定义有

ｆ′（２）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ＋２）－ｆ（２）
ｘ ．

下面反复利用所给等式求出ｆ（ｘ＋２）及ｆ（２），事实上，有

ｆ（ｘ＋２）＝ｆ［１＋（ｘ＋１）］＝－ｆ（１＋ｘ）＝－［－ｆ（ｘ）］＝ｆ（ｘ），

ｆ（２）＝ｆ（１＋１）＝－ｆ（１）＝－ｆ（１＋０）＝－［－ｆ（０）］＝ｆ（０），

故ｆ′（２）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ＋２）－ｆ（２）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｆ′（０）＝２ 仅（Ａ）入选．

例２３（条件充分性判断）　曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（－７，ｆ（－７））处的切线斜

率为２，其中ｆ（ｘ）是（－∞，＋∞）上周期为５的可导的奇函数．

（１）ｆ′（２）＝２；　　　　　（２）ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（３－ｘ）＋ｆ（３）
１－ｘ ＝２

解　当条件（１）成立时，因ｆ（ｘ）为奇函数，故ｆ′（ｘ）为偶函数且是周期为

５的周期函数（见定理２２１３和定理２２１４），故

ｆ′（２）＝ｆ′（－２）＝ｆ′（－２－５）＝ｆ′（－７）＝２，

因而条件（１）充分．当条件（２）成立时，由于

ｆ（３）＝ｆ（－５＋３）＝ｆ（－２）＝－ｆ（２），ｆ（３－ｘ）＝ｆ［２＋（１－ｘ）］，

则 ２＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（３－ｘ）＋ｆ（３）
１－ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｆ［２＋（１－ｘ）］－ｆ（２）
１－ｘ ＝ｆ′（２）．

而ｆ′（ｘ）也是周期为５的 周 期 偶 函 数，故ｆ′（２）＝ｆ′（－２）＝ｆ′（－７），因 而

ｆ′（－７）＝２ 条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．
例２４［１９９９年Ⅱ１４］　设ｆ（ｘ）＝ｘ（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－３），则ｆ′（１）＝
（Ａ）２　　（Ｂ）－２　　（Ｃ）３　　（Ｄ）－３　　（Ｅ）０．
解法１　利用乘积函数的求导法则求之．因ｆ′（ｘ）共有四项，只有对因式

ｘ－１求导的那一项在ｘ＝１处不等 于 零，其 他 三 项 均 有 因 式（ｘ－１），它 们 在

ｘ＝１处都等于零，故

ｆ′（１）＝ｆ′（ｘ）｜ｘ＝１＝｛（ｘ－１）［ｘ（ｘ－２）（ｘ－３）］｝′｜ｘ＝１

＝（ｘ－１）′［ｘ（ｘ－２）（ｘ－３）］｜ｘ＝１

＝ｘ（ｘ－２）（ｘ－３）｜ｘ＝１

故 ｆ′（１）＝１×（１－２）（１－３）＝２ 仅（Ａ）入选．

解法２　使用导数定义ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

求之．

ｆ′（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｆ（ｘ）－０
ｘ－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→１
ｘ（ｘ－２）（ｘ－３）
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＝１×（１－２）（１－３）＝２
题型六　求一元函数的微分

定义２２１４　设函数ｙ＝ｆ（ｘ），如果对自变 在 点ｘ０ 处 的 改 变 量 Δｙ＝

ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）可以表示为

Δｙ＝ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）＝ＡΔｘ＋α（Δｘ）（Δｘ→０），

其中Ａ 与Δｘ无关，α是关于Δｘ的无穷小量，则称ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处可微（分），

且称ＡΔｘ为ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处的微分，记作

ｄｙ｜ｘ＝ｘ０＝ｄｆ｜ｘ＝ｘ０＝ＡΔｘ．

ＡΔｘ也称为函数改变量（函数增量）Δｙ的线性主部．
函数ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处可微的充分必要条件是ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处可导，

且ｄｙ｜ｘ＝ｘ０＝ｆ′（ｘ０）Δｘ．
当ｆ（ｘ）＝ｘ时，可得ｆ′（ｘ）＝１ 于是

ｄｙ｜ｘ＝ｘ０＝ｄｆ（ｘ）｜ｘ＝ｘ０＝ｄｘ｜ｘ＝ｘ０＝ｆ′（ｘ０）Δｘ＝１Δｘ＝Δｘ．
因而有 Δｘ＝ｄｘ．于是

ｄｙ｜ｘ＝ｘ０＝ｆ′（ｘ０）Δｘ＝ｆ′（ｘ０）ｄｘ，　ｄｙ＝ｆ′（ｘ）ｄｘ．
由此可知，微分的计算完全可以借助导数的计算来完成．

１）微分运算法则

１°设ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）可微，则

ｄ［ｃｕ（ｘ）］＝ｃｄｕ（ｘ），　ｄ（ｃ）＝０（ｃ为常数）．

ｄ［ｕ（ｘ）±ｖ（ｘ）］＝ｄｕ（ｘ）±ｄｖ（ｘ）．

ｄ［ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）］＝ｕ（ｘ）ｄｖ（ｘ）＋ｖ（ｘ）ｄｕ（ｘ）．

ｄ ｕ（ｘ）
ｖ（ｘ［ ］） ＝ｖ（ｘ）ｄｕ（ｘ）－ｕ（ｘ）ｄｖ（ｘ）

ｖ２（ｘ） ．

２°一阶微分形式不变性。设ｙ＝ｆ（ｕ），则ｄｙ＝ｆ′（ｕ）ｄｕ（ｕ为自变量），若

ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝φ（ｘ）（这里ｕ为中间变量），则仍有

ｄｙ＝ｄｆ［φ（ｘ）］＝ｆ′［φ（ｘ）］ｄφ（ｘ）＝ｆ′［φ（ｘ）］φ′（ｘ）ｄｘ＝ｆ′（ｕ）ｄｕ，

即无论ｕ为自变量还是中间变量，其 微 分 形 式 保 持 不 变，故 称 一 阶 微 分 形 式

不变性．但导数就没有此性质：若ｕ为自变量，ｙ′＝ｆ′（ｕ），但ｕ若为中间变量

ｕ＝ｕ（ｘ），则

ｙ′＝ｆ′ｕ·ｕ′ｘ≠ｆ′（ｕ）。

由上述微分运算法则易得到下述常用的基本初等函数的微分公式：

ｄ（ｃ）＝０（ｃ为常数），　ｄ（ｕα）＝αｕα－１ｄｕ，α为非零常数，
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ｄ（ａｕ）＝ａｕｌｎａｄｕ，　ｄ（ｅｕ）＝ｅｕｄｕ，

ｄ［ｌｏｇａ（ｕ）］＝ １
ｕｌｎａｄｕ

，　ｄ（ｌｎ｜ｕ｜）＝１
ｕｄｕ．

以上各式中的变量ｕ既可以是自变量，也可以是函数．

２）微分的几何意义

当ｘ由ｘ０ 变到ｘ０＋Δｘ时，函数纵坐标的改变量为 Δｙ，此时点ｘ０ 的切

线的纵坐标的改变量为ｄｙ．
当ｄｙ＜Δｙ时，切线在曲线下方，曲线为凹弧．
当ｄｙ＞Δｙ时，切线在曲线上方，曲线为凸弧．
例２５［２００３年Ⅰ１０］（条件充分性判断）　ｄｙ｜ｘ＝１＝（２／ｅ）ｄｘ．

（１）ｙ＝ｘｅ－１
ｘ ；　　　　（２）ｙ＝２ｘ２ｅ－ｘ．

解　当条件（１）成立时，有

ｄｙ＝ｅ－１
ｘｄｘ＋ｘｅ－１

ｘｄ［（－１／ｘ）］＝ｅ－１
ｘ （１＋１／ｘ）ｄｘ，

由此可得ｄｙ｜ｘ＝１＝（２／ｅ）ｄｘ。条件（１）充分．
当条件（２）成立时，有

ｄｙ＝４ｘｅ－ｘｄｘ＋２ｘ２ｄｅ－ｘ＝２ｘｅ－ｘ（２－ｘ）ｄｘ，

由此可得ｄｙ｜ｘ＝１＝（２／ｅ）ｄｘ。条件（２）也充分。仅 Ｄ入选．
例２６　设ｙ＝ｆ（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ），其中ｆ可微，则ｄｙ＝ ．
解法１　ｙ′＝ｆ′（ｌｎｘ）（１／ｘ）·ｅｆ（ｘ）＋ｆ（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ）ｆ′（ｘ），

ｄｙ＝ｙ′ｄｘ＝ｅｆ（ｘ）［（１／ｘ）ｆ′（ｌｎｘ）＋ｆ′（ｘ）ｆ（ｌｎｘ）］ｄｘ。

解法２　ｄｙ＝ｄ［ｆ（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ）］＝ｅｆ（ｘ）ｄ［ｆ（ｌｎｘ）］＋ｆ（ｌｎｘ）ｄ（ｅｆ（ｘ））

＝ｅｆ（ｘ）［（１／ｘ）ｆ′（ｌｎｘ）＋ｆ′（ｘ）ｆ（ｌｎｘ）］ｄｘ．
例２７　设函数ｆ（ｕ）可导，ｙ＝ｆ（ｘ２）．当自变量ｘ在ｘ＝－１处取得增量

Δｘ＝－０．１时，相应的函数增量 Δｙ的线性主部为０１，则ｆ′（１）＝
（Ａ）－１　　（Ｂ）０１　　（Ｃ）１　　（Ｄ）０５　　（Ｅ）－０５
解　因 Δｙ＝ＡΔｘ＋ｏ（Δｘ），其 中 ＡΔｘ 称 为ｙ 的 线 性 主 部，即 为ｙ 的 微

分，于是ｄｙ＝ＡΔｘ＝ｙ′ｄｘ为 Δｙ的线性主部，对ｙ＝ｆ（ｘ２）求微分得到

ｄｙ＝ｄｆ（ｘ２）＝ｆ′（ｘ２）ｄｘ２＝２ｘｆ′（ｘ２）ｄｘ．
由题设有ｘ＝－１，ｄｘ＝Δｘ＝－０．１，ｄｙ＝０．１，将它们代入上式得到

０．１＝２（－１）ｆ′［（－１）２］（－０．１），　即　ｆ′（１）＝０．５。仅（Ｄ）入选．
注意　函数微分就是函数增量的线性主部．因而例２７是已知微分值、自

变量ｘ的增量，反求函数的导数值ｆ′（１）．
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例２８　已知函数ｙ＝ｇ（ｘ）在任 意 点ｘ 处 的 增 量 Δｙ＝ ｙΔｘ
１＋ｘ２＋α，且 当α

→０时，α是 Δｘ的高阶无穷小，ｙ（０）＝π，则ｙ（１）＝
（Ａ）２π．　　（Ｂ）π．　　（Ｃ）ｅπ／４．　　（Ｄ）πｅπ／４．
解　由题意和微分定义得到ｄｙ＝［ｙ／（１＋ｘ２）］ｄｘ，两端积分有

∫ｄｙｙ ＝∫ ｄｘ
１＋ｘ２，　即　ｌｎｙ＝ａｒｃｔａｎｘ＋ｌｎＣ．

因而ｙ＝Ｃｅａｒｃｔａｎｘ，令ｘ＝０得到Ｃ＝π，因而ｙ（１）＝πｅπ／４．仅（Ｄ）入选．
题型七　已知函数在某点连续或可导，求其待定常数

类型（一）　已知函数在某点连续，求其待定常数．
常利用函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０ 处连续的定义２１３１和函数在点ｘ＝ｘ０

处连续的充要条件即定理２１３１求之．

例２９（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）＝
ａｘ－槡ｘ＋ｂ

ｘ－４
， ｘ＞０，且ｘ≠４，

０， ｘ
烅
烄

烆 ＝４
在点ｘ＝４处连续．

（１）ａ＝１／２，ｂ＝０；　　　　　（２）ａ＝１／４，ｂ＝１
解　由函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝４处连续的定义２１３１有

ｌｉｍ
ｘ→４

ｆ（ｘ）＝ｆ（４）＝０，　即　ｌｉｍ
ｘ→４

ａｘ－槡ｘ＋ｂ
ｘ－４ ＝０。

因ｌｉｍ
ｘ→４

（ｘ－４）＝０，由命题２１２１０知

ｌｉｍ
ｘ→４

（ａｘ－槡ｘ＋ｂ）＝４ａ 槡－ ４＋ｂ＝０。 ①

当条件（１）与条件（２）单独分别 成 立 时，均 有 式①成 立，故 条 件（１）、条 件

（２）都充分．仅 Ｄ入选．
类型（二）　已知函数在某点可导，求其待定常数．
如果待求的常数只 有 一 个，可 根 据 可 导 的 定 义 或 其 充 要 条 件 即 在 某 点

ｘ０ 处的左、右导数ｆ′－（ｘ０），ｆ′＋（ｘ０）存在且相等求之．
如待求的常数有两个，通常一要 利 用 函 数 在 某 点ｘ０ 处 可 导 的 充 要 条 件

ｆ′－（ｘ０）＝ｆ′＋（ｘ０）列出一个关于待 定 常 数 的 方 程；二 要 利 用 函 数 的 可 导 必 连

续的结论．根据一 个 函 数 在ｘ０ 处 连 续 的 充 要 条 件ｆ（ｘ０－０）＝ｆ（ｘ０＋０）＝

ｆ（ｘ０）再列出关于待定常数的另一方程．解这两方程即可求得待定常数．
值得注意的是，函数在ｘ０ 处 的 左、右 导 数ｆ′－ （ｘ０），ｆ′＋ （ｘ０）即 可 按 定 义
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２２１２求之，也可利用命题２２１２和命题２２１３化简求之．

例３０［１９９８年Ⅱ１５］　设ｆ（ｘ）＝
ａｘ２＋ｂ， ｘ≥１，

ｅ１／ｘ， ０＜ｘ＜１｛ ，
ｆ（ｘ）在ｘ＝１处

可导，则ａ，ｂ分别等于

（Ａ）ａ＝ｅ／２，ｂ＝３ｅ／２ （Ｂ）ａ＝－ｅ／２，ｂ＝３ｅ／２ （Ｃ）ａ＝－ｅ／２，ｂ任意．
（Ｄ）ａ＝ｅ／２，ｂ任意． （Ｅ）ａ＝ｅ／２，ｂ＝ｅ／２
解　由题设知ｆ（ｘ）在ｘ＝１处 连 续 得 到ｅ＝ａ＋ｂ．显 然，ｆ（ｘ）分 别 满 足

命题２２１２与命题２２１３的三个条件，其中ｘ０＝１，则有

ｆ′＋（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

（ａｘ２＋ｂ）′＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

２ａｘ＝２ａ，

ｆ′－（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→１－

（ｅ１／ｘ）′＝ｌｉｍ
ｘ→１－

ｅ
１
ｘ －１／ｘ（ ）２ ＝－ｅ．

因ｆ（ｘ）在ｘ＝１处可导，故ｆ′＋（１）＝ｆ′－（１），即２ａ＝－ｅ，故ａ＝－ｅ／２ 因而ｂ

＝ｅ－ａ＝ｅ－（ｅ／２）＝３ｅ／２ 仅（Ｂ）入选．
例３１［１９９７年Ⅰ２２］　若 一 条 二 次 曲 线 将（－∞，０）内 的 曲 线ｙ＝ｅｘ 和

（１，＋∞）内曲线ｙ＝１／ｘ连接成一条一阶可导的曲线，求定义在［０，１］上这条

二次曲线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．
解　依题意，即确定常数ａ，ｂ，ｃ，使函数

ｆ（ｘ）＝

ｅｘ， －∞＜ｘ＜０，

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ， ０≤ｘ≤１，

１／ｘ， １＜ｘ＜＋∞
烅
烄

烆
在（－∞，＋∞）上可导．

由ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｆ（０），有ｃ＝１；

由ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（ｘ）＝ｆ（１），有ａ＋ｂ＋ｃ＝１。

因而当ｃ＝１，且ａ＋ｂ＝０时ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上连续．

又由 ｆ′（ｘ）＝

ｅｘ， －∞＜ｘ＜０，

２ａｘ＋ｂ， ０＜ｘ＜１，

－１／ｘ２， １＜ｘ＜＋∞
烅
烄

烆
及命题２２１２和命题２２１３得到

ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ′（ｘ）＝１＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ′（ｘ）＝ｆ′＋（０）＝ｂ，

ｆ′－（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ′（ｘ）＝２ａ＋ｂ＝ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ′（ｘ）＝ｆ′＋（１）＝－１

解 １＝ｂ，　２ａ＋ｂ＝－１，　得　ａ＝－１
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则当ａ＝－１，ｂ＝１，ｃ＝１，即ｙ＝－ｘ２＋ｘ＋１时，ｆ（ｘ）为一阶可导函数．
例３２［２００２年Ⅰ２７］　设函数ｆ 满 足ｆ（０）＝２，ｆ（－２）＝０，ｆ（ｘ）在ｘ＝

－１，ｘ＝５有极值，ｆ′（ｘ）是二次多项式，求ｆ（ｘ）．
解　由ｆ′（ｘ）是二次多项式及ｆ（ｘ）有极值点ｘ＝－１，ｘ＝５可知

ｆ′（ｘ）＝ｋ（ｘ＋１）（ｘ－５），

其中ｋ为非零常数．对上式两端积分，可得

ｆ（ｘ）－ｆ（０）＝ｋ∫ｘ
０（ｔ＋１）（ｔ－５）ｄｔ＝ｋ∫ｘ

０（ｔ２－４ｔ－５）ｄｔ＝ｋ［ｘ３／３－２ｘ２－５ｘ］，

即 ｆ（ｘ）＝ｋ［ｘ３／３－２ｘ２－５ｘ］＋２，

由ｆ（－２）＝０，可得ｋ＝３ 结果有

ｆ（ｘ）＝ｘ３－６ｘ２－１５ｘ＋２

２２２　导数的应用

（一）考试内容

变化率与切线斜率，曲线的切线方程，函数的单调性及其判别，极值概念

及其判别，函数图像的凹凸性及其判别，拐点及其判别，函数的最大值与最小

值及其应用．

（二）考试要求

明确导数的几何意义、物理意义。会求解相关变化率及切线斜率有关的

问题，会求切线方程，掌握函数单调性的判别方法，掌握求函数极值和最值的

方法，会解简单的最值应用题，掌握函数曲线的凹凸性及拐点的判别方法．

（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　求曲线的切线方程

函数的导数ｆ′（ｘ０）表示曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（ｘ０，ｙ０）处 的 切 线 斜 率．从 而

过曲线上的点（ｘ０，ｙ０）的切线方程为

ｙ－ｙ０＝ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）． （２２２１）

求曲线的切线方程有四种常见类型．
类型（一）　求过曲线ｙ＝ｆ（ｘ）上一点（ｘ０，ｆ（ｘ０））的切线方程．
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这是四种类型中最简单的一种。为求出所求的切线方程，只需求出切线

的斜率ｆ′（ｘ０）并将其代入切线方程（２２２１）即可．
例１　设周期函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内可导，周期为４ 又

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１）－ｆ（１－ｘ）
２ｘ ＝－１，

则曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（５，ｆ（５））处的切线斜率为

（Ａ）１／２　　　（Ｂ）０．　　　（Ｃ）－１　　　（Ｄ）－２
解　因ｆ（ｘ）可导，故

－１＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１）－ｆ（１－ｘ）
２ｘ ＝１

２ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（１－ｘ）－ｆ（１）
－ｘ ＝１

２ｆ′（１）．

又因ｆ（ｘ）是周期为４的周期函数，且ｆ′（１）／２＝－１即ｆ′（１）＝－２，由

定理２２１４知ｆ′（ｘ）也是周期为４的周期函数，故

ｆ′（５）＝ｆ′（１＋４）＝ｆ′（１）＝－２。仅（Ｄ）入选．
例２［２００３年Ⅰ８］（条件充分性判断）　曲 线ｙ＝ｅａ－ｘ在 点ｘ＝ｘ０ 的 切 线

方程为ｘ＋ｙ＝２
（１）ａ＝２，ｘ０＝２；　　　　　　（２）ａ＝１，ｘ０＝１
解　由切线斜率为－１及导数的几何意义可得

－１＝（ｅａ－ｘ）′｜ｘ＝ｘ０＝－ｅａ－ｘ０，　即　ａ－ｘ０＝０．

又因切点（ｘ０，ｅａ－ｘ０）在切线ｘ＋ｙ＝２上，故有

ｘ０＋ｅａ－ｘ０＝２，　即　ｘ０＋１＝２
于是ｘ０＝１，ａ＝ｘ０＝１ 故条件（２）充分，而条件（１）不充分．仅Ｂ入选．

类型（二）　过曲线ｙ＝ｆ（ｘ）外一点（ａ，ｂ）（ｂ≠ｆ（ａ））求曲线的切线方程．
设切点为（ｘ０，ｆ（ｘ０）），则切线方程为ｙ－ｆ（ｘ０）＝ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０），将 点

（ａ，ｂ）代入切线方程中得到

ｂ－ｆ（ｘ０）＝ｆ′（ｘ０）（ａ－ｘ０）． ①
从中解出ｘ０，化为本题型类型（一）的情况求之．

若方程①的解ｘ０ 不 惟 一，则 切 线 也 不 惟 一．一 般 有 几 个 解 相 应 地 过 点

（ａ，ｂ）就有几条切线．
例３　过点（２，０），曲线ｙ＝２ｘ－ｘ３ 的切线有

（Ａ）一条．　　　（Ｂ）两条．　　　（Ｃ）三条．　　　（Ｄ）四条．
解　点（２，０）不在该曲线ｙ＝２ｘ－ｘ３ 上．于 是 另 设 切 点（ｘ０，ｙ０），则 过 切

点（ｘ０，ｙ０）的切线方程为
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ｙ＝（２－３ｘ２
０）（ｘ－ｘ０）＋２ｘ０－ｘ３

０．
切线过点（２，０），将其坐标代入得到

（２－３ｘ２
０）（２－ｘ０）＋２ｘ０－ｘ３

０＝０，　即　ｘ３
０－３ｘ２

０＋２＝０．

亦即　　（ｘ３
０－１）－３（ｘ２

０－１）

＝（ｘ０－１）［ｘ２
０＋ｘ０＋１－３（ｘ０＋１）］＝（ｘ０－１）（ｘ２

０－２ｘ０－２）

＝（ｘ０－１）［ｘ－（ 槡１＋ ３）］［ｘ－（ 槡１－ ３）］＝０．

解得ｘ０＝１， 槡１± ３．因而知曲线ｙ＝２ｘ－ｘ３ 过 点（２，０）的 切 线 有 三 条．仅（Ｃ）

入选．
注意　过曲线外的已知点作切线不一定只能作一条．
类型（三）　求两条曲线在某公共点处的切线方程．
求这类切线方程往往需要确定曲线中未知的常数．为此求解这类问题时

应注意利用两曲线在公共点处（切 点）相 切 的 含 义．它 包 含 有 两 层 意 义：一 是

两曲线相交，因而两曲线在切点的纵 坐 标 相 等，即 两 曲 线 的 函 数 在 切 点 的 函

数值相等；二是两曲线在切点相切就是在切点斜率相等，即其导数值相等．据

此可建立两个方程求解有关诸如求未知常数、切点等有关的问题．
例４［１９９７年Ⅱ２］　曲线ｙ＝ｘ３＋ａｘ 与 曲 线ｙ＝ｂｘ３＋ｃ相 交 于 点（－１，

０）并且在该点有公切线，求ａ，ｂ，ｃ和公切线方程．
解　因曲线ｙ＝ｘ３＋ａｘ与曲线ｙ＝ｂｘ３＋ｃ相 交 于 点（－１，０），故 在 该 点

函数值相等，即

０＝（－１）３＋ａ（－１）＝－１－ａ，　０＝－ｂ＋ｃ，

故 ａ＝－１，　ｂ＝ｃ． ①
又两曲线在点（－１，０）相切，故在该点两曲线的公切线的斜率相等，即

ｙ′｜ｘ＝－１＝（ａｘ＋ｘ３）′｜ｘ＝－１＝３ｘ２＋ａ｜ｘ＝－１＝ａ＋３，

ｙ′｜ｘ＝－１＝（ｂｘ３＋ｃ）′｜ｘ＝－１＝３ｂｘ２｜ｘ＝－１＝３ｂ，

故ａ＋３＝３ｂ．由式①得到２＝３ｂ，ｂ＝２／３ 于是ｂ＝ｃ＝２／３，ａ＝－１ 又因

ｙ′｜ｘ＝－１＝３ｘ２＋ａ｜ｘ＝－１＝３－１＝２，

所以所求的切线方程为

ｙ－０＝２（ｘ＋１），　即　ｙ＝２（ｘ＋１）．
例５［２００４年Ⅰ４］（条件充 分 性 判 断）　曲 线ｙ＝２－ｘ２ 与ｙ＝１／ｘ 在 点

（ａ，ｂ）处相切．
（１）ａ＝ｂ＝１；　　　　　　（２）ａ＝ｂ＝２
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解　用代入法判 别 之．条 件（１）成 立，即ａ＝ｂ＝１时，点（１，１）在 两 曲 线

上，但在点（１，１）处相切的切线斜率分别为

ｋ１＝ｙ′｜ｘ＝１＝（２－ｘ２）′｜ｘ＝１＝－２，　ｋ２＝ｙ′｜ｘ＝１＝（１／ｘ）′｜ｘ＝１＝－１
由于ｋ１≠ｋ２，两曲线不可能在点（１，１）处相切。条件（１）不充分．

条件（２）成立，即ａ＝ｂ＝２时，点（２，２）不在两曲线上，更不是两曲线的交

点，因而两曲线不可能在此点相切。条件（２）不充分．
另外，条件（１）与（２）联合也不充分。仅 Ｅ入选．
类型（四）　求两条相离（不相交）曲线的公切线。

设两条相离曲线ｙ＝ｆ（ｘ），ｙ＝ｇ（ｘ），所 求 公 切 线 在 此 两 曲 线 上 的 切 点

分别设为（ａ，ｆ（ａ）），（ｂ，ｇ（ｂ））．如 能 求 出ａ，ｂ，则 公 切 线 的 方 程 即 可 求 出．下

面建立ａ，ｂ所满足的两方程，联立求解．
首先两切点连线的斜率即为公切线的斜率，因而有

ｆ′（ａ）＝ｇ′（ｂ）。 ①
另外过点（ａ，ｆ（ａ））作 切 线 方 程 ｙ－ｆ（ａ）＝ｆ′（ａ）（ｘ－ａ），该 切 线 必 过 点

（ｂ，ｇ（ｂ）），因而该点坐标满足切线方程，于是有

ｇ（ｂ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（ａ）（ｂ－ａ）． ②
联立式①与式②，即可求得ａ与ｂ，从而可求 出ｆ（ａ），ｇ（ｂ）．于 是 可 写 出 公 切

线的方程．
例６　求曲线ｙ＝ｘ２ 与ｙ＝１／ｘ的公切线方程．
解法１　设两 曲 线 ｙ＝ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｙ＝ｇ（ｘ）＝１／ｘ，其 上 切 点 分 别 为

（ａ，ａ２），（ｂ，１／ｂ），则在这两切点上的切线斜率应相等．于是有

ｆ′（ａ）＝ｇ′（ｂ），　即　２ｘ｜ｘ＝ａ＝－１／ｘ２｜ｘ＝ｂ，

亦即 ２ａ＝－１／ｂ２ ①
又过点（ａ，ｆ（ａ））＝（ａ，ａ２）的切线方程为ｙ－ａ２＝ｆ′（ａ）（ｘ－ａ）＝２ａ（ｘ－ａ）．
该切线必过另一切点（ｂ，ｇ（ｂ））＝（ｂ，１／ｂ）．将其坐标代入得到

１／ｂ－ａ２＝２ａ（ｂ－ａ）． ②
下面由式①与式②求出ａ与ｂ。将式①代入式②得到

１／ｂ－ａ２＝－（１／ｂ２）（ｂ－ａ），　即　ｂ－ａ２ｂ２＝ａ－ｂ，ｂ－ａ２（－１／２ａ）＝－ｂ＋ａ，

故ｂ＝ａ／４ 将 其 代 入 式①得 到ａ３＝－８，即ａ＝－２，于 是 由 式①得 到ｂ＝

±１／２。但当ｂ＝１／２及ａ＝－２时，不 满 足 方 程②，而ｂ＝－１／２，ａ＝－２满 足

方程②．因而所求的公切线方程为

ｙ－４＝２（－２）［ｘ－（－２）］，　即　ｙ＝－４ｘ－４
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解法２　过切点（ａ，ａ２），（ｂ，１／ｂ）分别作切线，其方程分别为

ｙ＝２ａ（ｘ－ａ）＋ａ２＝２ａｘ－ａ２，

ｙ＝－（ｘ－ｂ）／ｂ２＋１／ｂ＝（－１／ｂ２）ｘ＋２／ｂ．
由题意，切线相同应同时有

２ａ＝－１／ｂ２，

－ａ２＝２／ｂ｛ ，
　解得　ａ＝－２，ｂ＝－１／２，

从而得公切线方程为ｙ＝－４（ｘ＋２）＋４＝－４ｘ－４
题型二　求解相关变化率问题

函数的导数ｆ′（ｘ）刻画了ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处相对于自变量ｘ 的变化速度，

即刻画了函数值随自变量变化而变化的快慢程度，因此把导数称为变化率．
根据导数是因变量关于自变量的变化率的物理意义，可利用导数求解相

关变化率问题．问题的一般提法是：在一个问题中常有几个变量，它们之间有

隐含的函数关系（一 般 为 线 性 关 系），且 同 是 另 一 变 量（如 时 间 或 地 点）的 函

数，已知其中一个变量的变化率需求 另 一 个 变 量 的 变 化 率．由 于 这 些 变 化 率

有一定的关系，常把求解这样的问题称为求解相关变化率问题．
例７［１９９９年Ⅰ１１］　如图２２２１所 示，Ａ 为 固 定 的 一 盏 路 灯，ＭＮ 为

一垂直于ｘ 轴的木杆，ＮＰ 为该杆 在 路 灯 下 的 影 子，若 该 杆 沿ｘ 轴 正 向 匀 速

前进，并保持与ｘ轴垂直，则

图２２２１

（Ａ）点Ｐ 作匀速前移。

（Ｂ）点Ｐ 前移速度逐渐减少。

（Ｃ）点Ｐ 前移速度逐渐增加。

（Ｄ）点Ｐ 前移速度先增加然后减少。

（Ｅ）点Ｐ 前移速度先减少然后增加。

解　本题是相关变化率问题．
设ＯＮ＝ｘ，ＯＰ＝ｇ，显然ｘ，ｇ均为ｔ的函数．下面先求出ｘ与ｇ 的关系．

由△ＰＭＮ∽△ＰＡＯ（见图２２２１）得到

ＰＮ
ＯＰ＝ＭＮ

ＡＯ
，　即　ＯＰ－ＯＮ

ＯＰ ＝ＭＮ
ＡＯ

，

由题意有 ＭＮ 及ＡＯ 均 为 定 值，不 妨 设ＭＮ
ＡＯ ＝ａ（定 值），则ｇ－ｘ

ｇ ＝ａ，解 之 得

ｇ＝ ｘ
１－ａ

，故
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ｄｇ
ｄｔ＝ １

１－ａ
ｄｘ
ｄｔ．

这表明当木杆沿ｘ轴匀速前行即ｄｘ
ｄｔ

为一常数时，ｄｇ
ｄｔ

也是一常数，即点Ｐ

作匀速前移．仅（Ａ）入选．
例８　从离水面３０米高的岩壁上用５８米长的绳拉船．若用４米／秒的速

度拉绳，求２秒时的船速．

图２２２２

解　设时刻ｔ拉 船 的 绳 长 为ｌ（ｔ），船 所 在 位 置 为

ｘ（ｔ），则

ｌ（ｔ）＝ ３０２＋ｘ２（ｔ槡 ），

ｄｌ（ｔ）
ｄｔ ＝ ２ｘｘ′（ｔ）

２ ３０２＋ｘ２（ｔ槡 ）
。 ①

为求２秒时的船速，需先求２秒时船所在的位置．因
ｄｌ
ｄｔ

＝４（米／秒），故在２秒时拉船的绳长变为５８－２×４＝５０（米）．于 是ｌ（ｔ）＝５０
（米）即得到５０２－３０２＝ｘ２（ｔ）｜ｔ＝２，即

ｘ２（ｔ）｜ｔ＝２＝４０２

因而将ｘ２（ｔ）＝４０２，ｌ′（ｔ）＝４代入式①即得

ｘ′（ｔ）＝ ３０２＋４０槡 ２×４／４０＝５０×４／４０＝５

注意到船速单调减少，故ｘ′（ｔ）＝－５（米／秒）．

题型三　判别函数的单调性并求其单调区间

类型（一）　判别函数的单调性。

定理２２２１　设函数ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上 连 续，在（ａ，ｂ）内 可 导，若

ｆ′（ｘ）＞０（或ｆ′（ｘ）＜０），则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调增加（或单调减少）．反之，若

ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调增加（或单调减少）且可导，则ｆ′（ｘ）≥０（或ｆ′（ｘ）≤０）．
利用上定理讨论闭区间上定义的函数的单调性时，前提是ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］

上连续．

由上定理易知利用导数讨论函数 的 单 调 性 的 一 般 方 法 是 首 先 求 出 驻 点

和导数不存在的点，这些点把函数的 定 义 域 分 割 成 几 部 分 区 间，然 后 在 各 个

区间上确定一阶导数的正负号，利用 上 述 定 理 判 别 其 单 调 性，同 时 也 求 出 了

函数的单调区间．如ｆ′（ｘ）＝０在［ａ，ｂ］上无实根，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调（ａ，

ｂ可为有限数，也可为无穷大）．
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此外，利用函数曲线的对称性也 是 判 断 函 数 单 调 性 的 一 个 有 效 方 法．两

曲线如关于原点对称，则在对称区间有 相 同 的 单 调 性；如 两 曲 线 关 于ｙ轴 对

称，则在对称区间内单调性相反．

例９（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）可导，ｙ＝ ｘ
ｆ（ｘ）在ｘ＞０时单调增加．

（１）ｘ＞０时，ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）＞０；

（２）ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＞０，且ｆ（ｘ）单调减少．
解　当 条 件 （１）成 立 时，由 于 没 有 指 明 ｘ＞０ 时，ｆ（ｘ）≠０，故 ｙ′＝

ｆ（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）
ｆ２（ｘ） 不一定成立．从而不能保证ｙ′＞０．条件（１）不充分．

当条件（２）成 立 时，对 任 意ｘ１＜ｘ２ 有ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），且ｆ（ｘ１）＞０，ｆ

（ｘ２）＞０，故 有
ｘ１

ｆ（ｘ１）＜
ｘ２

ｆ（ｘ２）
，因 而 ｘ

ｆ（ｘ）单 调 增 加。条 件（２）充 分．仅 Ｂ入

选．
例１０　设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内可导，且 对 任 意ｘ１，ｘ２，当ｘ１＞ｘ２

时都有ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），则

（Ａ）对任意ｘ，ｆ′（ｘ）＞０．　　　　　（Ｂ）对任意ｘ，ｆ′（－ｘ）≤０．
（Ｃ）函数ｆ（－ｘ）单调增加． （Ｄ）函数－ｆ（－ｘ）单调增加．
解法１　因对任意ｘ１，ｘ２，当ｘ１＞ｘ２ 时，有－ｘ１＜－ｘ２，因ｆ（ｘ）单 调 增

加，故ｆ（－ｘ１）＜ｆ（－ｘ２），即

－ｆ（－ｘ１）＞－ｆ（－ｘ２）．
视－ｆ（－ｘ）为 一 新 函 数，则 对 任 意 ｘ１，ｘ２，当 ｘ１＞ｘ２ 时，有 －ｆ（－ｘ１）＞
－ｆ（－ｘ２），这说明－ｆ（－ｘ）单调增加．

解法２　因函 数 ｆ（ｘ）与 －ｆ（－ｘ）的 图 形 关 于 原 点 对 称，而 ｆ（ｘ）在

（－∞，＋∞）内单调增加，故－ｆ（－ｘ）也单调增加．
注意　由题设得知ｆ（ｘ）为单调 增 加 后 易 错 选 为（Ａ）项．这 里 错 误 的 根

源是把“对任意ｘ，ｆ′（ｘ）＞０”当作ｆ（ｘ）单调增加的必要条件．事实上它只是

充分条件，即当ｆ（ｘ）单调增加时，ｆ（ｘ）有可能在原点的导数等于零．如ｆ（ｘ）

＝ｘ３ 为单调增加函数，但在点ｘ＝０处有ｆ′（０）＝０（参阅定理２２２１）．
例１１（条件充分性判断）　函 数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内 先 单 调 减 少，后 单 调 增

加．
（１）ｆ″（ｘ）＞０，ｘ∈（ａ，ｂ）；　　　　（２）ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内有惟一驻点．
解　由条件（２）知，存在惟一的点ｘ０∈（ａ，ｂ），使得ｆ′（ｘ０）＝０．又由条件
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（１）知，ｆ′（ｘ）在（ａ，ｂ）内 严 格 单 调 增 加．由 此 可 知，当ｘ＜ｘ０ 时，ｆ′（ｘ）＜ｆ′
（ｘ０）＝０；当ｘ＞ｘ０ 时，有ｆ′（ｘ）＞ｆ′（ｘ０）＝０，于 是ｆ（ｘ）在（ａ，ｘ０）内 单 调 减

少，而在（ｘ０，ｂ）内单 调 增 加，故 条 件（１），（２）同 时 成 立 时，条 件 充 分，而 条 件

（１）与条件（２）单独都不充分．仅 Ｃ入选．
例１２［２００１年Ⅰ１６］　设函数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内有二阶导数，且ｆ″（ｘ）＞０，

则ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内

（Ａ）单调增加．　　　　　　　　　（Ｂ）单调减少．
（Ｃ）先单调减少，然后单调增加． （Ｄ）以上结论都有可能．
解　仅有ｆ″（ｘ）＞０，ｘ∈（ａ，ｂ），不 能 保 证 只 有（Ａ）或（Ｂ）或（Ｃ）成 立．事

实上，这三种情况均有可能．
例如，设ｆ（ｘ）＝ｅｘ 或ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘ都满足ｆ″（ｘ）＞０，ｘ∈（－∞，＋∞）．但

ｆ（ｘ）＝ｅｘ 为 单 调 增 加 函 数，ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘ 为 单 调 减 少 函 数．而 ｆ（ｘ）＝ｘ２ 在

（－１，１）内满 足ｆ″（ｘ）＝２＞０，在（－１，０）内 单 调 减 少，在（０，１）内 却 单 调 增

加．仅（Ｄ）入选．
例１３（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调增加．
（１）ｆ′（ｘ）＞０，ｘ∈（ａ，ｂ）；　　　　（２）ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可导．
解　条件（１）只能保证ｆ（ｘ）在 开 区 间（ａ，ｂ）内 单 调 增 加，只 有 加 上 条 件

ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连 续，ｆ（ｘ）才 能 在［ａ，ｂ］上 单 调 增 加，而 条 件（２）正 好

保证了ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的连续 性，因 此 只 有 条 件（１）和（２）联 合 才 是 充 分 的．
仅 Ｃ入选．

类型（二）　求函数的单调区间。

函数ｙ＝ｆ（ｘ）的导函数ｙ′不变号的区间称为ｙ 的单调区间．因而求ｙ的

单调区间就是求其导函数保持正号或保持负号的区间．
例１４［２００１年Ⅰ２］　已知函数ｆ（ｘ）＝－ｘ３／３＋ｂｘ２＋１在ｘ＝０和ｘ＝２

处有极值，求ｆ（ｘ）的单调区间．
解　令ｆ′（ｘ）＝－ｘ２＋２ｂｘ＝ｘ（－ｘ＋２ｂ）＝０得 其 驻 点ｘ１＝０，ｘ２＝２ｂ．

由题设ｆ（ｘ）在ｘ＝０和ｘ＝２处有极值，故ｘ１＝０，ｘ２＝２处为其驻点，所以２ｂ

＝２，ｂ＝１，因而ｆ（ｘ）＝－ｘ３／３＋ｘ２＋１ 由ｆ′（ｘ）＝ｘ（２－ｘ）知，当ｘ＜０时，

ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）在（－∞，０）内 单 调 减 少；当０＜ｘ＜２时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）在

（０，２）内单调增加；当ｘ＞２时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）在（２，＋∞）内单调减少．
例１５［２００３年Ⅱ２６］　ｆ（ｘ）＝（５ｘ－１）ｅ－ｘ的单调增加区间是

（Ａ）（６／５，＋∞）．　　　　（Ｂ）（－∞，６／５）．　　　　（Ｃ）（１／５，＋∞）．
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（Ｄ）（－∞，１／５）． （Ｅ）以上结论都不正确．
解　ｆ′（ｘ）＝５ｅ－ｘ－（５ｘ－１）ｅ－ｘ＝（６－５ｘ）ｅ－ｘ．令ｆ′（ｘ）＝０得惟一驻点

ｘ０＝６／５ 当ｘ＜６／５时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）单 调 增 加；当ｘ＞６／５时，ｆ′（ｘ）＜０，

ｆ（ｘ）单调减少。故ｆ（ｘ）的单调增加区间（－∞，６／５）．仅（Ｂ）入选．
题型四　求一元函数的极值

定义２２２１　（１）设ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 的 某 邻 域 内 有 定 义，若 对 该 邻 域 内

任意一点ｘ （ｘ≠ｘ０）均有ｆ（ｘ）＜ｆ（ｘ０）（或ｆ（ｘ）＞ｆ（ｘ０）），则 称ｆ（ｘ０）是ｆ
（ｘ）的极大值（或极小值），称点ｘ０ 为ｆ（ｘ）的极大值点（或极小值点）。

（２）函数的极大值与极小值统称为极值，极大值点与极小值点统称为极

值点．
由定义２２２１可知极值点一定是区间的内点（因要能以ｘ０ 为中心 组

成邻域），极值点不可能在区间的端点．
极值 存 在 的 必 要 条 件：若 ｆ（ｘ）在 点 ｘ０ 处 可 导，且 ｘ０ 为 极 值 点，则

ｆ′（ｘ０）＝０．因此极值点只需在ｆ′（ｘ）＝０的点（驻点）或ｆ′（ｘ）不存 在 的 点 中

去找．当然这些点并不一定都是极值点，可用下述各法判别．
定理２２２２（一阶导 数 判 别 法）　设 函 数ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 的 某 邻 域 内 可

导，且ｆ′（ｘ０）＝０或ｆ′（ｘ０）不存在，但ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０ 处连续．若ｆ′（ｘ）在点

ｘ０ 的两侧异号，ｆ（ｘ０）是函数ｆ（ｘ）的极值，且当导数符号由正变负时，ｆ（ｘ０）

是极大值，点ｘ０ 为ｆ（ｘ）的极大值点；当导数符号由负变正时，ｆ（ｘ０）为ｆ（ｘ）

的极小值，点ｘ０ 为ｆ（ｘ）的 极 小 值 点；若ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 的 两 侧 邻 近 同 号，则

ｆ（ｘ０）不是函数ｆ（ｘ）的极值．
由上定理易知单调子区间的分界连续点一般为极值点．
定理２２２３（二阶导数判别法）　设函数ｆ（ｘ）在 点ｘ０ 处 二 阶 可 导，且

ｘ０ 为驻点（即ｆ′（ｘ０）＝０），而ｆ″（ｘ０）≠０，则：当ｆ″（ｘ０）＞０时，ｆ（ｘ０）为ｆ（ｘ）

的极小值；当ｆ″（ｘ０）＜０时，ｆ（ｘ０）为ｆ（ｘ）的极大值．
当ｆ′（ｘ０）＝０，且ｆ″（ｘ０）＝０时，上述判别法失效．
二阶导数判别法只适用于二阶 导 数 存 在，且 不 为 零 的 点．因 而 该 定 理 有

一定的局限性，但使用方便，常为首选判别极值的方法．
法一　用一阶导数、二阶导数 判 别 法 即 定 理２．２．２．２、定 理２．２．２．３求

之．
利用导数求函数的极值同讨论函 数 的 单 调 性 一 样 要 掌 握 好 下 述 方 法 和

步骤：
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１°用导数讨论函数性 质 应 在 开 区 间 上 进 行，在 定 义 域 上 函 数 导 数 大 于

零，不保证函数单调增加，因此讨论前应找出驻点，不可导点（尖点）及间断点

用这些点把函数的定义域分割几部分区间．

２°熟悉导数与函数性质之间的对应关系即一阶导数符号与函 数 单 调 性

（增减性）的关系，这样就能在各个开区间上由一阶导数的正负号判别其增减

性即单调性．增减区间（单调区间）分界的连续点即为极值点．

３°若ｆ″（ｘ）易求，可 根 据 驻 点 处 的 二 阶 导 数 的 正、负 号 即 定 理２２２３
判别极值点．

例１６　求ｙ＝４ｘ３－３ｘ２－６ｘ＋１的增减区间与极值点，并画简图．
解　由ｙ′＝１２ｘ２－６ｘ－６＝６（２ｘ＋１）（ｘ－１）＝０得 驻 点ｘ１＝－１／２，ｘ２

＝１ 于是可得表２２２１。
表２２２１

ｘ －∞，－１／（ ）２ －１／２ －１／２，（ ）１ １ （１，＋∞）

ｙ′ ＋ ０ － ０ ＋

ｙ  极大  极小 

图２２２３

从而得ｙ（－１／２）＝２７５为极大值，ｙ（１）＝－４为

极小值．在（－∞，－１／２）和［１，＋∞）上，ｙ′≥０，函

数单调增加；在［－１／２，１］上，ｙ′≤０，函 数 单 调 减

少．简图如图２２２３所示．
注意　一般，三次多项式函数ｙ＝ａｘ３＋ｂｘ２＋

ｃｘ＋ｄ．当ａ＞０时，其 图 形 为 上 图 所 示 的“Ｎ”形；

如ａ＜０，则其图形为“倒 Ｎ”形．而特殊的三次多项

式ｙ＝ｘ３，其图形为退化的“Ｎ”形．
四次多项式函数ｙ＝ａｘ４＋ｂｘ３＋ｃｘ２＋ｄｘ＋ｅ，

当ａ＞０时，其图形一般为“Ｗ”形．

例１７（条件充分性判断）　ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ０ 点取得极大值．
（１）当ｘ＜ｘ０ 时ｆ′（ｘ）＞０，当ｘ＞ｘ０ 时ｆ′（ｘ）＜０；

（２）ｆ（ｘ）在点ｘ０ 的某邻域内连续．

解　根据定理２２２２知，当ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处连续，且ｆ′（ｘ）经ｘ０（由小到

大）两侧由正变负时，ｆ（ｘ０）为极大值．条件（１）、（２）联 合 为 充 分 条 件．仅 Ｃ入

选．
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例１８　函数ｙ＝
３ （ｘ２－４ｘ）槡 ２的极值点的个数为

（Ａ）０．　　（Ｂ）１　　（Ｃ）２　　（Ｄ）３　　（Ｅ）４
解　先求出ｙ的驻点及不可导点再加以判别，由

ｙ′＝２
３

（ｘ２－４ｘ）－１
３ （２ｘ－４）＝０．

得到驻点ｘ＝２及不可导点 为ｘ＝０，ｘ＝４ 因 求 二 阶 导 数 较 繁，兼 之ｙ 有 多

个驻 点 和 不 可 导 点，应 列 表 利 用 一 阶 导 数 判 别 法 加 以 判 别 （见 下 表

２２２２）。

表２２２２

ｘ （－∞，０） ０ （０，２） ２ （２，４） ４ （４，＋∞）

ｙ′ － ＋ － ＋

从表易看出ｙ′在ｘ＝０，２，４处，其左、右 导 数 均 变 号，故ｘ＝０，ｘ＝２，ｘ＝４均

为ｙ的极值点．且ｘ＝０，ｘ＝４为极小值点，ｘ＝２为极大值点．
注意　ｆ′（ｘ），ｆ″（ｘ）有多个零 点 或 多 个 不 存 在 的 点 时，应 列 表 讨 论 函 数

的有关极值和凹凸性等方面的性质．
法二　用配方法求之。

当所求极值的函数 为 或 可 化 为 一 元 二 次 函 数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ （ａ≠０）

时，可试用配方法求其极值．
例１９［１９９７年Ⅱ３１］　已知二次方程ｘ２－２ａｘ＋１０ｘ＋２ａ２－４ａ－２＝０有

实根，求其两根之积的极值．
解法１　由韦达定理知，已知方程的两根之积为

ｙ（ａ）＝２ａ２－４ａ－２＝２（ａ２－２ａ－１）＝２［（ａ２－２ａ＋１）－２］

＝２（ａ－１）２－４
显然当ａ＝１时，两根之积ｙ（ａ）取极小值，且极小值为ｙ（１）＝－４

解法２　两根之积为ｙ（ａ）＝２ａ２－４ａ－２ 由ｙ′＝４ａ－４＝４（ａ－１）＝０，

得其驻点ａ＝１
因ａ＜１时，ｙ′＜０，ａ＞１时，ｙ′＞０，由一阶导数判别法即定理２２２２知

ａ＝１为ｙ的极小值点，且极小值ｙ（１）＝２－４－２＝－４ 这 时 二 次 方 程ｘ２－

２ａｘ＋１０ｘ＋２ａ２－４ａ－２｜ａ＝１＝ｘ２－８ｘ－４＝０确 有 两 实 根，这 是 因 为 其 判 别

式

Δ＝ｂ２－４ａｃ＝８２－４×１×（－４）＞０．
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题型五　判别函数在某点是否取得极值

法一　利用极限的保号性和极值的定义判别之．
当题设 给 出 一 极 限 式 时，常 利 用 有 极 限 的 函 数 的 保 号 性 （见 命 题

２１２１（３））、函数极 限 与 无 穷 小 的 关 系（命 题２１２１（４））和 极 值 的 定 义

２２２１（１）、一阶导数判别法或二阶导数判别法判别之．
例２０（条件充分性判断）　ｘ＝０为函数ｆ（ｘ）的极大值点。

（１）ｆ′（０）＝０；　　　　　　（２）ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）
３
ｘ槡 ２

＝－１

解　条件（１）成立时，仅表示ｘ＝０为ｆ（ｘ）的驻点，不一定为极值点。条

件（１）不充分．当条件（２）成立时，由极限的保号性及
３
ｘ槡 ２＞０知在ｘ＝０处的

左右邻域ｆ″（ｘ）均为负值，故由二阶导数判别法即定理２２２３知ｘ＝０为ｆ
（ｘ）的极大值点．条件（２）充分。仅Ｂ入选。

例２１（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处有极小值。

（１）ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＋１
ｘ２ ；　　　　　（２）ｆ′（０）存在．

解　要判别点ｘ＝０为ｆ（ｘ）的 一 个 极 小 值 点，ｆ（ｘ）必 须 在ｘ＝０处 连

续，且在该点邻域内有ｆ（ｘ）≥ｆ（０）．
由条件（１）和ｌｉｍ

ｘ→０
ｘ２＝０及命题２１２１０得到

ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）＋１］＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＋１＝０，　即　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝－１

当条件（２）成立时，因ｆ′（０）存在，则ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处连续，于是

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＝－１

再由条件（１）知因在点ｘ＝０的某一去心邻域内有ｘ２＞０，所以在此去心

邻域内也有

ｆ（ｘ）＋１＞０，　即　ｆ（ｘ）＞－１＝ｆ（０）。

由定义２２２２（１）知，ｆ（０）为ｆ（ｘ）的一个极小值．仅 Ｃ入选．

例２２　设ｆ（ｘ）的导数在点ｘ＝ａ处连续，又ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ′（ｘ）
ｘ－ａ＝－１，则

（Ａ）ｘ＝ａ是ｆ（ｘ）的极小值点． （Ｂ）ｘ＝ａ是ｆ（ｘ）的极大值点．
（Ｃ）（ａ，ｆ（ａ））是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点．
（Ｄ）ｘ＝ａ不是ｆ（ｘ）的极值点，（ａ，ｆ（ａ））也不是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点．

解法１　因ｆ（ｘ）的导数在点ｘ＝ａ处连续，由ｌｉｍ
ｘ→ａ

（ｘ－ａ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ′（ｘ）
ｘ－ａ＝
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－１得到ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ａ）＝０，即ｘ＝ａ为ｆ′（ｘ）的驻点．

又根据极限的保号性，在点ｘ＝ａ的 去 心 邻 域 内 有ｆ′（ｘ）
ｘ－ａ＜０，则 当ｘ＞ａ

即ｘ－ａ＞０时，必有ｆ′（ｘ）＜０；当ｘ＜ａ即ｘ－ａ＜０时，必有ｆ′（ｘ）＞０．又由

题设知ｆ′（ｘ）在点ｘ＝ａ处连续，故由极 大 值 的 一 阶 导 数 判 别 法 知ｘ＝ａ为ｆ
（ｘ）的极大值点。仅Ｂ入选．

解法２　由 题 设 有ｆ′（ｘ）／（ｘ－ａ）＝－１＋α（ｘ）（α（ｘ）→０），即ｆ′（ｘ）＝

－（ｘ－ａ）＋α（ｘ）（ｘ－ａ），－（ｘ－ａ）为ｆ′（ｘ）的主要部分．
当ｘ＜ａ，即ｘ－ａ＜０时，－（ｘ－ａ）＞０，即ｆ′（ｘ）＞０；

当ｘ＞ａ，即ｘ－ａ＞０时，－（ｘ－ａ）＜０，即ｆ′（ｘ）＜０．
根据一阶导数判别法知ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处取极大值．

例２３（条件充分性判断）　点ｘ＝０是函数ｆ（ｘ）的极值点．

（１）ｆ″（０）存在；　　　　　（２）ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）
ｘ ＝１

解　因ｆ″（０）存在，故ｆ′（ｘ）在点ｘ＝０处连续，因而

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）＝ｆ′（０）．

又因ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）
ｘ ＝１，且ｌｉｍ

ｘ→０
ｘ＝０，由命题２１２１０有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）＝０＝ｆ′（０），

于是 ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）－ｆ′（０）
ｘ－０ ＝ｆ″（０）＝１＞０。

由定理２２２３知ｘ＝０是ｆ（ｘ）的 极 小 值 点，故 条 件（１）、（２）联 合 为 充 分 条

件．仅 Ｃ 入选．
法二　利用函数或其导数满足的方程讨论该函数在某点是否取得极值。

常将所给方程转化为一阶导数或二阶导数所满足的不等式，再利用有关

定义、定理判别之．
例２４　设ｆ（ｘ）存在二阶连续导数，且 满 足ｘｆ″（ｘ）＋３ｘ［ｆ′（ｘ）］２＝１－

ｅ－ｘ，又ｘ０ 为驻点，则

（Ａ）ｆ（ｘ０）为ｆ（ｘ）的极大值．　　（Ｂ）ｆ（ｘ０）为ｆ（ｘ）的极小值．
（Ｃ）（ｘ０，ｆ（ｘ０））为ｆ（ｘ）的拐点．
（Ｄ）ｆ（ｘ０）非极值，（ｘ０，ｆ（ｘ０））也非拐点．
解　由已知ｆ′（ｘ０）＝０，于是有

ｘ０ｆ″（ｘ０）＝１－ｅ－ｘ０，　ｆ″（ｘ０）＝（１－ｅ－ｘ０）／ｘ０．
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当ｘ０＞０时，ｅ－ｘ０＜１，故ｆ″（ｘ０）＞０；

当ｘ０＜０时，ｅ－ｘ０＞１，因而１－ｅ－ｘ０＜０，故ｆ″（ｘ０）＞０．
从而知，总有ｆ″（ｘ０）＞０。由定理２２２３知，ｆ（ｘ０）为极小值．仅（Ｂ）入选．

法三　利用其导数所满足的不等式讨论原来函数在某点是否取得极值．
常用定理２２２２或定理２２２３判别之．
例２５（条件充分性判断）　ｆ（０）必为函数ｆ（ｘ）的极小值。

（１）ｆ（ｘ）连续；　　　　　（２）当ｘ≠０，ｘｆ′（ｘ）＞０．
解　显然条件（１）不充分．当条件（２）成 立 时，有ｘ≠０时ｘｆ′（ｘ）＞０，即

ｆ′（ｘ） ＜０， ｘ＜０，

＞０， ｘ＞０｛ ，
则ｆ（ｘ）在点ｘ＝０的 左 侧 单 调 减 少，在 点ｘ＝０的 右 侧

单调增加．如果再加上条件（１），即ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处连续，则ｆ（０）为ｆ（ｘ）的

极小值．仅 Ｃ入选．
例２６（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处取极大值。

（１）当ｘ＜ｘ０ 时，ｆ′（ｘ）＞０；　　（２）当ｘ＞ｘ０ 时，ｆ′（ｘ）＜０．
解　条件（１）、条件（２）单独都 不 充 分，因 为 函 数ｆ（ｘ）没 有 在 点ｘ０ 处 连

续的条件，函数ｆ（ｘ）可 能 在 点ｘ０ 处 没 有 定 义。例 如，ｙ＝１／（ｘ－１）２，ｙ′＝

－ １
２（ｘ－１）３在ｘ＝１处满足条件（１）、条件（２），但因ｆ（ｘ）在ｘ＝１处不连续，ｘ

＝１不是ｆ（ｘ）的 极 大 值 点．条 件（１）与 条 件（２）联 合 起 来 也 不 充 分。仅 Ｅ入

选．
题型六　求函数在给定区间上的最值

求函数在区间上的最大值和最小值（简称最值），常用下述四种方法．
法一　根据连续函数的性质知，函数ｆ（ｘ）在闭区间上必存在最大值、最

小值，其最大值点、最小值点只可能出现在区间内的驻点、不可导点和区间端

点．因此只要找出这三种点，并算出 相 应 的 函 数 值，比 较 其 大 小，即 可 求 出 函

数在此闭区间上的最值（不必判断这 些 驻 点 和 不 可 导 点 是 否 为 极 值 点，但 函

数在这些点必有定义）．

例２７　求ｆ（ｘ）＝３（ｘ－１）２ｘ
２
３ 在［－１，２］上的最大、最小值．

解　只需求出ｆ（ｘ）在（－１，２）上的驻点和导数不存在的点，将其函数值

与闭区间［－１，２］端点ａ＝－１，ｂ＝２处 的 函 数 值 比 较，其 中 最 大（小）的 就 是

ｆ（ｘ）在［－１，２］上的最大（小）值．由于

ｆ′（ｘ）＝６（ｘ－１）ｘ２／３＋２（ｘ－１）２ｘ－１／３＝２（ｘ－１）ｘ－１／３［３ｘ＋（ｘ－１）］
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＝２（ｘ－１）（４ｘ－１）ｘ－１／３，

令ｆ（ｘ）＝０得驻点ｘ１＝１，ｘ２＝１／４，而在ｘ３＝０处ｆ′（ｘ）不存在，易求得

ｆ（１）＝ｆ（０）＝０，　０＜ｆ（１／４）＜ｆ（－１）＝１２，　ｆ（２）＝３（３槡４），

故 ｆｍｉｎ（０）＝０，　ｆｍａｘ（－１）＝１２
求函数在闭区间上的最值除按上述一般方法外，还要注意使用下述几种

特殊的方法．
法二　若函数ｙ＝ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 单 调 增 加（单 调 减 少），则ｆ（ａ）是 其 在

区间［ａ，ｂ］上的最小（大）值，ｆ（ｂ）是其在区间［ａ，ｂ］上的最大（小）值．

例２８［２０００年Ⅱ９］　求函数ｙ＝ｘ
１
ｘ ，ｘ∈［１，ｅ］的导数和ｙ的值域．

解　ｙ＝ｘ
１
ｘ 为幂指函数，用对数求导法求其导数，即

ｌｎｙ＝ｌｎｘ
ｘ

，　１
ｙｙ′＝１－ｌｎｘ

ｘ２ ，　即　ｙ′＝１－ｌｎｘ
ｘ２ ｘ

１
ｘ ．

由上式知，当ｘ∈（１，ｅ）时，ｙ′＞０，故 函 数ｙ 在［１，ｅ）上 严 格 单 调 增 加，因 而ｙ

的最小值为ｙ（１）＝１，最大值为ｙ（ｅ）＝ｅ
１
ｅ ．由此可得在［１，ｅ］上连续函数ｙ＝

ｘ
１
ｘ 的值域为［１，ｅ

１
ｅ］．

法三　利用下述命题求之．
命题２２２１　若ｙ＝ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内 只 有 一 个 极 大（小）值 点（惟 一 驻

点），则它也是ｙ＝ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的最大（小）值点．
例２９［１９９７年Ⅰ２５］　求函数ｙ＝ｘ３－ｘ２－ｘ＋１在［０，２］上的极值、最大

值和最小值．
解法１　先求出ｙ在［０，２］上的驻点．由

ｙ′＝３ｘ２－２ｘ－１＝（ｘ－１）（３ｘ＋１）＝０
得驻点ｘ＝１及ｘ＝－１／３，因－１／３［０，２］，舍去ｘ＝－１／３ 因而ｘ＝１为ｙ
在［０，２］上的惟一驻点．又因当０＜ｘ＜１时ｙ′＜０，当１＜ｘ＜２时ｙ′＞０，故ｘ

＝１为ｙ的极小 值 点。由 于 该 驻 点 惟 一，由 命 题２２２１知 该 点 也 是ｙ 在

［０，２］上的最小值点．因而ｙ的极小值和最小值均为ｙ（１）＝０．
再求出函数ｙ在［０，２］上的端点值ｙ（０）＝１，ｙ（２）＝３ 显然ｙ在［０，２］上

的最大值为ｙ（２）＝３
解法２　显然ｙ在［０，２］上没有不可导点，由解法１知只有一个驻点ｘ＝

１，求出ｙ在驻点ｘ＝１及在端点的值，即

ｙ（１）＝０，　ｙ（０）＝１，　ｙ（２）＝３
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比较之，谁最小、最大，谁就是ｙ在［０，２］上 的 最 小 值、最 大 值．显 然 所 求 的 最

小值为ｙ（１）＝０，最大值为ｙ（２）＝３
法四　用配方法求之。

当所求最值的函数 为 或 可 化 为 一 元 二 次 函 数ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ （ａ≠０）

时，可用配方法简化求出其最值．
例３０（条件充分性判断）　ｘ２＋ｙ２ 的最小值是２
（１）ｘ，ｙ是关于ｔ的方程ｔ２－２ａｔ＋ａ＋２＝０的两个实根；

（２）ｘ，ｙ满足条件ｙ２－２ｘ２－６ｘ－５＝０．
解　由条件（１）得Δ≥０，所以ａ２－ａ－２≥０．解得ａ≤－１或ａ≥２。因为

ｘ＋ｙ＝２ａ，ｘｙ＝ａ＋２，所以

ｘ２＋ｙ２＝（ｘ＋ｙ）２－２ｘｙ＝４ａ２－２ａ－４＝４（ａ－１／４）２－１７／４

ａ∈（－∞，－１）∪［２，＋∞），所以当ａ＝－１时，（ｘ２＋ｙ２）ｍｉｎ＝２。条 件（１）充

分．
由条件（２）得ｙ２＝２ｘ２＋６ｘ＋５，因为ｙ２≥０，则有２ｘ２＋６ｘ＋５≥０．因为Δ

＝３６－４０＝－４＜０，所以ｘ∈Ｒ．
又因为ｘ２＋ｙ２＝３ｘ２＋６ｘ＋５＝３（ｘ＋１）２＋２≥２，所 以 当ｘ＝－１时，

（ｘ２＋ｙ２）ｍｉｎ＝２条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．
题型七　求解最值问题的应用题

要充分利用题设条件（特别是等量关系）建立目标函数所满足的方程．
解方程时，要注意利用命题２２２１的条件和结论求出最值点．
例３１［２００３年Ⅰ２７］　已 知 某 厂 生 产 ｘ 件 产 品 的 成 本 为Ｃ＝２５０００＋

２００ｘ＋ｘ２／４０（元），要使平均成本最小所应生产的产品件数为

（Ａ）１００件．　　　　（Ｂ）２００件．　　　　（Ｃ）１０００件．
（Ｄ）２０００件． （Ｅ）以上结论都不正确．
解　平均成本为

珚Ｃ＝Ｃ
ｘ ＝１

ｘ ２５０００＋２００ｘ＋ｘ２（ ）４０ ＝２５０００
ｘ ＋２００＋ｘ

４０
，

则珚Ｃ′＝－２５０００
ｘ２ ＋１

４０．令珚Ｃ′＝０，得 驻 点ｘ＝±１０００．因ｘ＞０，得 惟 一 驻 点ｘ０

＝１０００．又珚Ｃ″｜ｘ＝ｘ０＝２×２５０００
ｘ３

ｘ＝ｘ０

＝ ５００００
（１０００）３＞０，故ｘ０ 为珚Ｃ 的 极 小 值 点．

又因驻点惟一，由命题２２２１知该极小值 点ｘ０ 也 是 其 最 小 值 点．仅（Ｃ）入

选．
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例３２　将一长为ａ的铁丝切成两段，并将其中一段围成正方形，另一段

围成圆形，为使正方形和圆形面积之和最小，问两段铁丝的长各为多少？

解　设圆形的周长为ｘ，则正方形的周长为ａ－ｘ，两图形的面积之和为

Ａ＝ ａ－ｘ（ ）４
２

＋π ｘ
２（ ）π

２

＝４＋π
１６πｘ２－ａ

８ｘ＋ａ２

１６
，

Ａ′＝４＋π
８πｘ－ａ

８
，　Ａ″＝４＋π

８π ＞０．

令Ａ′＝０，解得惟一驻点ｘ＝πａ／（４＋π），且 为 极 小 值 点．由 命 题２２２１知，

该点也是最小值点，故当圆 的 周 长ｘ＝πａ／（４＋π），正 方 形 的 周 长 为ａ－ｘ＝
４ａ／（４＋π）时，两图形的面积之和最小．

例３３　假设某种商品的需求量Ｑ 是价格Ｐ（单位：元）的函数Ｑ＝１２０００
－８０Ｐ，商品的总成本Ｃ 是需求量Ｑ 的 函 数Ｃ＝２５０００＋５０Ｑ，每 单 位 产 品 需

纳税２元，试求使利润最大的商品单价和最大利润额．
解　根据销售额＝单价×销 量，销 售 额 为（１２０００－８０Ｐ）Ｐ．又 根 据 税 额

＝销量×单位税额，应付税额为（１２０００－８０Ｐ）×２，因而其销售利润为

　　Ｌ＝销售额－税额－总成本

＝（１２０００－８０Ｐ）Ｐ－（１２０００－８０Ｐ）×２－（２５０００＋５０Ｑ）

＝（１２０００－８０Ｐ）（Ｐ－２）－［２５０００＋５０（１２０００－８０Ｐ）］

＝－８０Ｐ２＋１６１６０Ｐ－６４９００，

Ｌ′＝－１６０Ｐ＋１６１６０．
令Ｌ′＝０得惟一驻点Ｐ０＝１０１（元）．又因Ｌ″｜Ｐ＝Ｐ０＝－１６０＜０，故 Ｐ０ 为Ｌ 的

极大值点，又驻点惟一，由命题２２２１知它也为最大值点．于是Ｐ０＝１０１为

所求的商品单价，其最大利润额为Ｌ｜Ｐ０＝１０１＝１６７０８０（元）．
题型八　判别函数图形的凹凸性

研究函数的性态，不仅需要知道 它 的 增 减 性，还 要 知 道 它 单 调 增 加 或 单

调减少的“方 式”．例 如，函 数ｙ＝ｅｘ 与ｙ＝ｌｎｘ 都 是 单 调 增 加 函 数，但ｙ＝ｅｘ

单调增加是向上凹的，而ｙ＝ｌｎｘ单调增加则是向上凸的．这反映了它们的图

形的弯曲状态不一样．
定义２２２２　若在某区间内曲线弧位于任一点处的切线的上 方，则 称

曲线在此区间内是向上凹的（或简称上凹），或称向下凸（下凸），或称凹弧，用

符号“　

⌒

”表示．且称该区 间 为ｆ（ｘ）的 凹 区 间．反 之，若 弧 位 于 切 线 的 下 方，

则称曲线是向上凸的（或称下凹，上 凸），或 叫 凸 弧，用 符 号“⌒”表 示，且 称 该

区间为ｆ（ｘ）的凸区间．曲线上上凹弧与下凹弧即凹弧与凸弧，亦即凹区间与

凸区间的分界点称为拐点．
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由图２２２４可见，凹弧（见图（ａ））的切线斜率随着ｘ的增加而增加，即

ｆ′（ｘ）单调增加，而凸 弧（见 图（ｂ））的 切 线 斜 率 随 着ｘ 的 增 加 而 减 少，即ｆ′
（ｘ）单调减少．因此有下面的判定定理．

图２２２４
定理２２２４（曲线凹性的充分条件）　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在 区 间（ａ，ｂ）内

二阶可导，若在（ａ，ｂ）内ｆ″（ｘ）＞０（或ｆ″（ｘ）＜０）则 曲 线ｙ＝ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）是

凹（或凸）的．

值得注意的是，上述条件仅是充分的而不是必要的，曲线为凹（凸）弧时，

其二阶导数在有些点可能等于零．例如，ｙ＝１－ｘ４ 在（－∞，＋∞）上为凸弧，

但却有ｙ″（０）＝０．
再如，ｙ＝ｘ４ 在（－∞，＋∞）上为凹弧，但ｙ″｜ｘ＝０＝１２ｘ２｜ｘ＝０＝０．
由上定理知道，讨论 函 数ｙ＝ｆ（ｘ）的 凸 凹 性 应 先 求 出ｆ″（ｘ）的 零 点 或

ｆ″（ｘ）不存在的点，用这些点将ｆ（ｘ）的 定 义 域 分 为 若 干 子 区 间，再 进 一 步 根

据ｆ″（ｘ）在各自区间的符 号 性 质 确 定 相 应 区 间 的 凹 凸 性．其 次 还 要 注 意，用

导数讨论函数性质特别是凹凸性时，应该在开区间内进行。在定义域上二阶

导数为正不保证函数曲线上凹。因此讨论函数曲线的凹性应先找出间断点，

把定义域分为若干子区间，然后分区间一一判别．

定理２２２５（曲线 凹 性 的 充 分 必 要 条 件）　设ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内 二 阶 可

导，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内是凹（或凸）的充分必要条件是

ｆ″（ｘ）≥０（或ｆ″（ｘ）≤０），　ｘ∈（ａ，ｂ）．

此外利用函数曲线的对称性也是判断函数凹凸性的一个有效方法．
例３４［１９９８年Ⅰ２７］　讨论函数ｆ（ｘ）＝∫ｘ

０（ｔ－１）３ｄｔ的单调性、极值和凹

凸性．

解　ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０（ｔ－１）３ｄｔ，所 以ｆ′（ｘ）＝（ｘ－１）３，驻 点 为ｘ＝１ 当ｘ＜１

时，ｆ′（ｘ）＜０，函数ｆ（ｘ）单调减少；当ｘ＞１时，ｆ′（ｘ）＞０，函 数ｆ（ｘ）单 调 增
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加．从而知在ｘ＝１处函数ｆ（ｘ）有极小值，极小值为

ｆ（１）＝∫１
０（ｔ－１）３ｄｔ＝１

４
（ｔ－１）４

１

０
＝－１

４．

又ｆ″（ｘ）＝３（ｘ－１）２＞０（ｘ≠１），所以ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上为上凹（或

下凸）函数．
例３５［２００３年Ⅰ７］（条件充分性判断）　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内

有二阶导数，曲线在区间（ａ，ｂ）内是凹的。

（１）导函数ｙ′＝ｆ′（ｘ）在（ａ，ｂ）内单调增加；

（２）存在ｘ０∈（ａ，ｂ），使得ｆ″（ｘ０）＞０．
解　当条件（１）成立时，只能推出ｆ″（ｘ）在（ａ，ｂ）内 有ｆ″（ｘ）≥０，这 不 能

保证曲线ｙ＝ｆ（ｘ）是凹的．条件（２）仅在一点处有ｆ″（ｘ０）＞０，不 足 以 说 明 曲

线在整个区间（ａ，ｂ）内 的 性 质，故 条 件（２）不 充 分．例 如，函 数ｙ＝ｘ３ 在 区 间

（－１，１）内存在点ｘ０＝１／２，ｆ″（１／２）＝３＞０，但函 数 曲 线 在 区 间（－１，１）内 有

拐点（０，０）．因而即使加 上 条 件（２），仍 只 有ｆ″（ｘ）≥０，ｘ∈（ａ，ｂ），所 以 条 件

（１）、（２）都不充分，即使联合在一起，也是不充分的．这是因为曲线在（ａ，ｂ）内

是凹的判别的充分条件为（ａ，ｂ）内恒有ｆ″（ｘ）＞０（称曲线上凹）或恒有ｆ″（ｘ）

＜０（称曲线为下凹）．仅 Ｅ入选．
例３６　设ｋ为偶数，ｙ＝－ｘｋ＋４ｘ＋１的图形在ｘ＜０时 为 凸 弧，则ｋ的

取值范围为

（Ａ）ｋ＝２　　　　　　　　（Ｂ）ｋ＝±２ｎ （ｎ＝１，２，…）．
（Ｃ）ｋ＝２ｎ （ｎ＝１，２，…）． （Ｄ）ｋ＝－２ｎ （ｎ＝１，２，…）．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解　ｙ″＝－ｋ（ｋ－１）ｘｋ－２，为使ｙ″≤０必有

ｋ（ｋ－１）≥０，

ｘｋ－２≥０｛ ，
　①　或　

ｋ（ｋ－１）≤０，

ｘｋ－２≤０｛ ，
　②

解不等式组①得到
ｋ≤０或ｋ≥１，

ｋ－２为偶数｛ 。
显 然 当ｋ＝－２ｎ 或ｋ＝２ｎ （ｎ＝１，２，…）

时，合乎要求，于是（Ｂ）入选．

解不等式组②得到
０≤ｋ≤１，

ｋ－２为奇数｛ ，
即ｋ＝１，这与ｋ为偶数矛盾，故不等式

组②无解．仅（Ｂ）入选．
题型九　判别拐点
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定义２２２３　一条连续曲 线ｙ＝ｆ（ｘ），在 其 上 一 点 Ｍ０（ｘ０，ｆ（ｘ０））的

左、右两侧的凹凸性正好相反，则称点 Ｍ０（ｘ０，ｆ（ｘ０））为该曲线的拐点。

定理２２２６（拐点存在的必要条件）　设ｆ″（ｘ）存 在，点（ｘ０，ｆ（ｘ０））为

曲线ｆ（ｘ）的拐点，则ｆ″（ｘ０）＝０．
定理２２２６表 明，二 阶 可 导 函 数 的 拐 点（ｘ０，ｆ（ｘ０））的 必 要 条 件 是

ｆ″（ｘ０）＝０。但ｆ″（ｘ０）＝０不是拐点的充分条件。例如ｙ＝ｘ４，有ｙ″（０）＝０，

但（０，０）不是曲线ｙ＝ｘ４ 的拐点。

定理２２２７（拐点的充分 条 件）　（１）如ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内 二 阶 可 导，ｘ０

∈（ａ，ｂ）且在ｘ０ 的两侧ｆ″（ｘ）变号，则点（ｘ０，ｆ（ｘ０））是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点。

（２）在点ｘ０ 处一阶导数 存 在，而 二 阶 导 数 不 存 在 时，如 在 点ｘ０ 的 两 侧

二阶导数存在且符号相反，则（ｘ０，ｆ（ｘ０））是拐点；如符号相同，则不是拐点。

（３）在点ｘ０ 处函数连续，而一、二阶导数都不存在，如在该点ｘ０ 的两侧

二阶导数存在且符号相反，则（ｘ０，ｆ（ｘ０））是拐点；如符号相同，则不是拐点。

（４）如果ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处三阶可导，ｆ′（ｘ０）＝ｆ″（ｘ０）＝０，ｆ（ｘ０）≠０，则

（ｘ０，ｆ（ｘ０））是拐点。

注意　拐点应记作坐标点形式（ｘ０，ｆ（ｘ０）），不可记作ｘ＝ｘ０。

由上定理可看出，曲线的拐点同曲线的凹凸性一样都取决于二阶导数的

符号。

因ｆ（ｘ）的上凸区间为对应曲线ｙ＝ｆ′（ｘ）的下降区间，ｆ（ｘ）的上凹区间

是对应曲线ｙ＝ｆ′（ｘ）的上升区间，因而拐点即为曲线ｙ＝ｆ′（ｘ）的 单 调 区 间

的分界点。

同讨论函数曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的凹凸性一样，讨论拐点也应先找出ｆ″（ｘ）的

零点或ｆ″（ｘ）不存在的点将定义域分 为 若 干 个 子 区 间，再 进 一 步 根 据ｆ″（ｘ）

在相邻左、右区间的变号性确定此相邻区间的分界点是否为拐点。

例３７［２００３年Ⅰ９］（条件充分性判断）　函数ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点（ｘ０，ｙ０）的

横坐标ｘ０＝－２
（１）ｆ（ｘ）＝ｘ３＋６ｘ２＋ｘ＋１；　　　　　　（２）ｆ（ｘ）＝ｘｅｘ／２
解　当条件（１）成立时，有ｆ″（ｘ）＝６ｘ＋１２＝６（ｘ＋２），可知ｆ″（－２）＝０，

且当ｘ＜－２时ｆ″（ｘ）＜０，而当ｘ＞－２时ｆ″（ｘ）＞０，故 知（－２，ｙ０）为 拐 点。

条件（１）充分。

当条件（２）成立时，有ｆ′（ｘ）＝（ｘ＋１）ｅｘ／２，ｆ″（ｘ）＝ｅｘ（ｘ＋２）／２ 可 知

ｆ″（－２）＝０，且当ｘ＜－２ 时 ｆ″（ｘ）＜０，而 当 ｘ＞－２ 时 ｆ″（ｘ）＞０，因 此
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（－２，ｙ０）也是曲线的拐点，条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

图２２２５

例３８（条件充分性判断）　ｙ＝ｆ（ｘ）的图形在ｘ＝ｘ０ 处有拐点。

（１）ｆ″（ｘ０）＝０；

（２）ｆ″（ｘ０）经ｘ０ 时两侧改变正负号。

解　ｙ＝ｆ（ｘ）图形的拐 点 应 是 曲 线 凹 凸 的 分 界 点，在 拐 点 处，若 二 阶 可

导，则必有ｆ″（ｘ）＝０，但不可导点也可能是拐点，只要在ｘ０ 两侧ｆ″（ｘ０）变号

即可．如图２．２．２．５所示，（０，ｆ（０））是拐点，由于曲线在ｘ＝０处的斜率为∞，

ｆ（ｘ）在ｘ＝０处不可导。因而ｆ″（０）不 存 在，所 以 条 件（２）是 充 分 的．仅 Ｂ入

选．
例３９　曲线ｙ＝（ｘ－１）２（ｘ－３）２ 的拐点个数为

（Ａ）０．　　　（Ｂ）１．　　　（Ｃ）２．　　　（Ｄ）３．　　　（Ｅ）４．
解　ｙ′＝２（ｘ－１）（ｘ－３）（ｘ－２），令

ｙ″＝２（３ｘ２－１２ｘ＋１１）＝２（ｘ－ｘ１）（ｘ－ｘ２）＝０

得到 ｘ１＝（ 槡６－ ３）／３，　ｘ２＝（ 槡６＋ ３）／３。

因当－∞＜ｘ＜ｘ１ 时，ｙ″＞０，曲 线ｙ 向 上 凹；当ｘ２＜ｘ＜＋∞时，ｙ″＞０，曲 线

ｙ向上凹；当ｘ１＜ｘ＜ｘ２ 时，ｙ″＜０，曲线ｙ向下凹。因而

（ｘ１，ｙ１）＝（（ 槡６－ ３）／３，４／９）　与　（ｘ２，ｙ２）＝（（ 槡６＋ ３）／３，４／９）

为拐点。仅（Ｃ）入选。

例４０（条件充分性判断）　（０，ｆ（０））必为曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点。

（１）ｆ′（０）＝１；　　　　　（２）当ｘ≠０时，ｆ″（ｘ）
ｘ ＜０。

解　显然，条件（１）单独成立时并不充分。当条件（２）成立时，有当ｘ＞０
时ｆ″（ｘ）＜０，当ｘ＜０时ｆ″（ｘ）＞０。即ｆ″（ｘ）在 点ｘ＝０处 的 左、右 两 侧 变

号，但不知ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处是否连续。如果条件（１）同时成立，则 由ｆ′（０）

＝１知ｆ（ｘ）在ｘ＝０处 可 导，当 然 连 续，从 而（０，ｆ
（０））为ｆ（ｘ）的拐点。仅 Ｃ入选。

例４１（条件充分性判断）　点（１，６）是曲线ｙ＝

ａｘ３＋ｂｘ２ 的拐点。

（１）ａ＝ｂ＝６；　　　　　（２）ａｂ＝－２７
解　条件（１）与条件（２）单独成立时，由ａ，ｂ不

能具体确定无法 判 定 点（１，６）是 否 是 其 拐 点，条 件

（１）、条件（２）单独不充分。
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条件（１）与条件（２）联合时有ａ＋ｂ＝６，ａｂ＝－２７，解 方 程ｘ２－６ｘ－２７＝
（ｘ＋３）（ｘ－９）＝０，得ａ＝－３，ｂ＝９，或ａ＝９，ｂ＝－３。将ａ＝－３，ｂ＝９代入ｙ
得到ｙ＝－３ｘ３＋９ｘ２，该曲线过点（１，６），由ｙ″＝１８（１－ｘ）＝０得到拐点横坐

标ｘ０＝１，其纵坐标为ｙ０＝６。但当ａ＝－９，ｂ＝３时，有ｙ＝９ｘ３－３ｘ２，点（１，

６）也在此曲线上，但由ｙ″＝－６＋５４ｘ＝０有ｘ＝１／９，可见（１，６）不是拐点，故

条件（１）、条件（２）联合起来也不充分。仅 Ｅ入选。

题型十　已知函数的极（最）值点或（和）拐点，求该函数中的待定常数。

先根据题设条件 列 出 相 应 方 程：例 如 当ｆ（ｘ）可 导 时，若ｘ＝ｘ０ 为 其 驻

点，则有ｆ′（ｘ０）＝０；若（ｘ０，ｆ（ｘ０））为 其 拐 点 时，则 有ｆ″（ｘ０）＝０，且ｙ０＝ｆ
（ｘ０）；若曲线ｆ（ｘ）切于原点，则有ｆ′（０）＝０．联立上述诸方程，解之可求得待

定常数。

例４２［２００４年Ⅱ１７］（条件充分性判断）　曲线ｙ＝ａｘ３＋ｂｘ２－２４ｘ＋ｄ以

ｘ＝－２为驻点，（１，－１０）为拐点。

（１）ａ＝－１，ｂ＝－１，ｄ＝１６；　　　　　（２）ａ＝１，ｂ＝－３，ｄ＝１６
解　因函数ｙ二阶可导，由ｘ＝－２为其驻点，（１，－１０）为其拐点，得到

ｆ′（－２）＝０，

ｆ″（１）＝０｛ ， 　即　
３ａｘ２＋２ｂｘ－２４｜ｘ＝－２＝１２ａ－４ｂ－２４＝０，

６ａｘ＋２ｂ｜ｘ＝１＝６ａ＋２ｂ＝０｛ 。
①

②
联立式①与式②，解得ａ＝１，ｂ＝－３

又因（１，－１０）为曲线ｙ的拐点，该点在曲线上，故有

ｙ｜ｘ＝１＝－１０，

将ａ＝１，ｂ＝－３代入ｙ，有

ｙ＝ｘ３－３ｘ２－２４ｘ＋ｄ，

所以 ｙ｜ｘ＝１＝１－３－２４＋ｄ＝１０，　即　ｄ＝１６
显然条件（２）充分，条件（１）不充分。仅Ｂ入选。

例４３（条件充分性判断）　ｙ＝ａｘ３＋ｂｘ＋ｃ在点ｘ＝１处取极小值－１，且

点（０，１）为曲线的拐点。

（１）ａ＝１，ｂ＝－３，ｃ＝１；　　　　（２）ａ＝－１，ｂ＝－１，ｃ＝１
解　 ｙ′＝３ａｘ２＋ｂ，　ｙ″＝６ａｘ，　ｙ″（１）＝６ａ．

因ｘ＝１为ｙ的极小值点，故ｙ″（１）＝６ａ＞０，即ａ＞０。条件（２）不充分。

因ｙ′（１）＝０，有

３ａ＋ｂ＝０， ①
又因（０，１）为拐点，该点必在曲线上，故有ｙ（０）＝１，即
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１＝０·ａ＋０·ｂ＋ｃ，　即　ｃ＝１ ②
又因ｙ在ｘ＝１处有极小值－１，故ｙ（１）＝－１，即

ａ＋ｂ＋ｃ＝－１。 ③
联立式①、②、③解得

ａ＝１，　ｂ＝－３，　ｃ＝１
条件（１）充分。仅 Ａ入选。

例４４（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）＝ｘ３＋３ａｘ２－ａｘ－１既有极大值又

有极小值。

（１）ａ∈（２，３）；　　　　　　（２）ａ∈（－３，－２）．
解　由ｆ′（ｘ）＝３ｘ２＋６ａｘ－ａ可知，函数ｆ（ｘ）既有极小值，又有极大值，

当且仅当二次方程３ｘ２＋６ａｘ－ａ＝０有两个相异的实根，则其判别式

Δ＝（６ａ）２＋１２ａ＝１２ａ（３ａ＋１）＞０，

故由
ａ＞０，

３ａ＋１＞０｛ ，
即

ａ＞０，

ａ＞－１／３｛ 。
其解为ａ＞０，即为（０，＋∞）；

由
ａ＜０，

３ａ＋１＜０｛ ，
即

ａ＜０，

ａ＜－１／３｛ ，
得其 解 为ａ＜－１／３，即 为（－∞，－１／３）。

所以ａ的取 值 范 围 为（－∞，－１／３）或（０，＋∞），因 而 条 件（１）、（２）都 充 分。

仅 Ｄ入选。

题型十一　由所给函数的图形确定相关函数的性质

这类题型有两种类型，一 是 已 知 原 来 函 数ｆ（ｘ）的 图 形，确 定 其 导 函 数

ｆ′（ｘ）的性质；二是已知导函数ｆ′（ｘ）的图形，确定原来函数ｆ（ｘ）的性质。

应注意从曲线ｆ（ｘ）与ｆ′（ｘ）的 图 形 上 直 观 看 出 它 们 有 下 述 对 应 关 系，

这是求解这些题型的关键所在。

１°曲线ｆ（ｘ）是 否 有 水 平 渐 近 线、铅 直 渐 近 线。如 果 有 前 者，应 找 出

ｆ′（ｘ）等于零的对应点；如果有后者，则曲线ｆ′（ｘ）也有对应的铅直渐近线。

２°在哪些区间上ｆ（ｘ）单调增加（减少），从而确定在相应区间上有ｆ′（ｘ）

≥０（ｆ′（ｘ）≤０），其图形在ｘ轴的上方（下方）。

３°ｆ（ｘ）有无极值点，有 几 个 极 值 点，哪 些 点 是 极 大 值 点，哪 些 点 是 极 小

值点，相应地在ｆ′（ｘ）的图形上找出ｆ′（ｘ）等于零的点，或由ｆ′（ｘ）改变符号

的点找出ｆ（ｘ）的极值点。

４°在哪些区间上曲线ｆ（ｘ）上 凸、下 凸，有 无 拐 点，有 几 个 拐 点。相 应 地

·４４２·



在曲线ｆ′（ｘ）的图形中找出单调增加（减少）与单调减少（增加）的界点。

图２２２６

类型（一）　已 知 函 数 的 图 形，确 定 其 导 函

数的性质。

例４５　设函数ｆ（ｘ）在定 义 域 内 可 导，ｙ＝

ｆ（ｘ）的图形如图２２２６所示，则 导 函 数ｙ′＝

ｆ′（ｘ）的图形为图２２２７中的

（Ａ）图（ａ）。　　（Ｂ）图（ｂ）。

（Ｃ）图（ｃ）。　　（Ｄ）图（ｄ）。

解　 由 图 ２２２６ 易 看 出，当 ｘ＜０ 时，

ｆ（ｘ）单调增加，因而当ｘ＞０时，ｆ′（ｘ）＞０。于 是ｆ′（ｘ）的 图 形 在ｘ＜０的 部

分应在ｘ轴的上方。这就排 除 了ｙ′＝ｆ′（ｘ）的 图（ａ）、（ｃ）中 图 形 的 可 能 性。

可从下述几方面排除为图（ｂ）中图形的可能性。仅（Ｄ）入选。

１°ｙ＝ｆ（ｘ）只有两个极 值 点，因 而ｆ′（ｘ）只 有 两 个 零 点。而 在 图（ｂ）中

ｆ′（ｘ）有三个零点。

图２２２７

２°曲线ｙ＝ｆ（ｘ）有铅直渐近线，且在ｙ轴左右两侧都是单调增加趋于无

穷大，因而ｙ轴为曲线ｆ′（ｘ）的渐近线，且都从ｘ轴上方趋于正无穷大。

３°曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ＞０部分的第一个区间单调增加，因而在相应区间

有ｆ′（ｘ）＞０，其图形应在ｘ轴上方。

４°曲线ｆ（ｘ）只有一个拐点。因而［ｆ′（ｘ）］′＝０只有一解，而图（ｂ）中有

两点满足［ｆ′（ｘ）］′＝０．而在图（ｄ）中只有一点满足［ｆ′（ｘ）］′＝０。

类型（二）　已知导函数的图形，确定其原来函数的性质。

例４６［２００５年Ⅰ４］　设ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），ｘ∈（ａ，ｂ）。已知曲线ｙ＝ｇ（ｘ）的

图形如图２２２８所示，则曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的极值点为
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图２２２８

（Ａ）ｃ１，ｃ３。　　　（Ｂ）ｃ２，ｃ４。

（Ｃ）ｃ１，ｃ３，ｃ５。 （Ｄ）ｃ２，ｃ４，ｃ５。

（Ｅ）以上结论都不正确。

解　因ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ）在ｘ＝ｃ１ 处等于

零，又在ｃ１ 的两 侧 改 变 符 号，且 由 正 变 为

负，故ｘ＝ｃ１ 为ｙ＝ｆ（ｘ）的极大值点。

又在ｘ＝ｃ３ 处ｆ′（ｘ）等于零，在ｃ３ 的

两侧ｆ′（ｘ）改变符号，且由负变为正，故点

ｘ＝ｃ３ 为ｙ＝ｆ（ｘ）的 极 小 值 点。因 而 ｆ
（ｘ）的极值点为ｃ１，ｃ３。仅（Ａ）入选。

例４７（条件充分性判断）　函数曲线ｙ＝ｆ（ｘ）有三个拐点。

（１）曲线ｙ′＝ｆ′（ｘ），如图２２２９（ａ）；

（２）曲线ｙ′＝ｆ′（ｘ），如图２２２９（ｂ）．

图２２２９

解　拐点应是二阶导数变号的分界点，因ｆ″（ｘ）＝［ｆ′（ｘ）］′，故也可以说

拐点是 一 阶 导 数 变 号 的 分 界 点。在 图２２２９（ａ）中，点ａ１，Ｏ，ａ２ 为 一 阶 导

数变号的分界点，因而均为拐点的横坐标。同理，图２２２９（ｂ）中，点ｂ１，ｂ２，

ｂ３ 也是一阶导数变号的分界点，故它们也都是拐点的横坐标。仅 Ｄ入选。

题型十二　讨论方程的根或函数零点的个数

讨论方程的根或函数零点的个数多为三次（或四次）多项式，一般形式为

Ｆ（ｘ）＝ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ＋ｄ　（或Ｆ（ｘ）＝ａｘ４＋ｂｘ３＋ｃｘ２＋ｄｘ＋ｅ）。

当ａ＞０时，Ｆ（ｘ）＝ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ＋ｄ的图形一般如图２２２１０（ａ）所示

的“Ｎ”形；ａ＜０时，则其图形为“倒 Ｎ”形，如图２２２１０（ｂ）所示。特 殊 情 况

ｙ＝ｘ３ 是退化的“Ｎ”形。
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图２２２１０

一般的四次多项式函数Ｆ（ｘ）＝ａｘ４＋ｂｘ３＋ｃｘ２＋ｄｘ＋ｅ，当ａ＞０时，其

图形一般都是“Ｗ”形。如果Ｆ（ｘ）缺项其图形为退化的“Ｗ”形。

Ｆ（ｘ）中的常数项与图 形 形 状 无 关。它 只 是 把 函 数 的 图 形 上 下 移 动，因

而极值的正负与常 数 项 有 关，即 函 数 零 点（或 方 程 实 根）的 个 数 与 常 数 项 有

关。当其他项的系数已经确定，即函数图形的形状已定，函数零点（或方程实

根）个数由常数项确定，而ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ＋ｄ 的 极 值 点 的 个 数 与 常 数ｂ，ｃ有

关，而ａｘ４＋ｂｘ３＋ｃｘ２＋ｄｘ＋ｅ的极值点个数与常数ｂ，ｃ，ｄ有关。

类型（一）　判别方程Ｆ（ｘ）＝０有惟一实根（或函数有惟一零点）。

常用下述命题判别之。由函数几何图形易知下述命题成立。

命题２２２２　下述条件之一成立，则方程Ｆ（ｘ）＝０有惟一实根。

（１）函数Ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］（ａ，ｂ可 为 有 限 数 也 可 为 无 穷）上 连 续，单

调，且两端异号（或ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｆ（ｘ）与ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

Ｆ（ｘ）异号）。

（２）函数Ｆ（ｘ）在区间端点同号，只有一个极值点，且极值为零。

（３）函数Ｆ（ｘ）有多 个 极 值 点，但 极 值 都 同 号，而 函 数Ｆ（ｘ）在 两 区 间 端

点异号。

（４）函数Ｆ（ｘ）有多个 极 值 点 但 只 有 一 个 极 值 为 零，其 他 极 值 均 与 两 区

间端点函数值同号（同大于零或同小于零）。

此外，还可先用零点定理即定理２１３６证明Ｆ（ｘ）＝０在［ａ，ｂ］上 至 少

有一实根，再用反证法证明只有一个实根。

例４８　方程ｆ（ｘ）＝ｘ３－３ｘ＋ｋ＝０只有一个实根，则ｋ的取值范围为

（Ａ）｜ｋ｜＜１。　　　（Ｂ）｜ｋ｜＞１。　　　（Ｃ）｜ｋ｜＞２。

（Ｄ）ｋ＜２。 （Ｅ）ｋ＜－２。

解　ｆ（ｘ）为三次函数，ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝－∞，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝＋∞，即ｆ（ｘ）在区
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间端点值异号。为要使ｆ（ｘ）＝０只 有 一 个 实 根，要 么ｆ（ｘ）单 调，要 么ｆ（ｘ）

的极值同号。显然ｆ（ｘ）＝ｘ３－３ｘ＋ｋ不单调。于是求出其驻点，由

ｆ′（ｘ）＝３（ｘ２－１）＝３（ｘ－１）（ｘ＋１）＝０
得驻点 ｘ＝±１。

由三次函数的图形易知ｆ（－１）为极大值，ｆ（１）为极小值。

ｆ（１）＝１－３＋ｋ＝ｋ－２，　ｆ（－１）＝－１＋３＋ｋ＝ｋ＋２
由命题２２２２（３）知，当ｆ（１）与ｆ（－１）同号时，ｆ（ｘ）＝０只有一个实根。

解
ｆ（１）＝ｋ－２＞０，

ｆ（－１）＝ｋ＋２＞０｛ ，
得ｋ＞２，解

ｆ（１）＝ｋ－２＜０，

ｆ（－１）＝ｋ＋２＜０｛ ，
得ｋ＜－２，因 而

当ｋ＞２或ｋ＜－２，即｜ｋ｜＞２时，ｆ（ｘ）＝０只有一个实根。仅（Ｃ）入选。

例４９　若３ａ２－５ｂ＜０，则方程ｘ５＋２ａｘ３＋３ｂｘ＋４ｃ＝０
（Ａ）无实根。　　　（Ｂ）有惟一实根。　　　（Ｃ）有三个不同实根。

（Ｄ）有五个不同实根。　　（Ｅ）有两个不同实根。

解　ｆ′（ｘ）＝５ｘ４＋６ａｘ２＋３ｂ

＝５ ｘ４＋２×３
５ａｘ２＋ ３

５（ ）ａ［ ］２

＋３
５ｂ－ ３

５（ ）ａ｛ ｝２

＝５ ｘ２＋３
５（ ）ａ

２

－３
５２（３ａ２－５ｂ［ ］） ．

因３ａ２－５ｂ＜０，故ｆ′（ｘ）＞０，ｘ∈（－∞，＋∞），所以ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上

单调增加。又

ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝－∞，　ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝＋∞，

由命题２２２２（１）知，ｆ（ｘ）与ｘ轴仅有一个交点，即方程ｆ（ｘ）＝０有且仅有

一个实根。仅（Ｂ）入选。

类型（二）　判别方程Ｆ（ｘ）＝０只有两个实根（或函数只有两个零点）。

常用下述命题判别之。由函数几何图形易知下述命题成立。

命题２２２３　下述条件之一成立，则方程Ｆ（ｘ）＝０只有两个实根。

（１）函数Ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］（ａ，ｂ可 为 有 限，也 可 为 无 穷）端 点 的 值 均 大

于零，又只有一个极（最）小值点，其极（最）小值小于零。

（２）函数Ｆ（ｘ）在 区 间［ａ，ｂ］端 点 值 均 小 于 零，又 只 有 一 个 极（最）大 值

点，其极（最）大值大于零。

（３）函数Ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］端点值异号（或ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｆ（ｘ）与ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

Ｆ（ｘ）异号），

且有一个极值等于零，另一个极值与一个区间端点值同号。
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命题２２２４　设Ｆ（ｘ）＝ａｘ４＋ｂｘ２＋ｃ，作代换ｔ＝ｘ２，原方程化为ａｔ２＋

ｂｔ＋ｃ＝０，如果后者只有一个实根，则原方程只有两个实根。

例５０［２０００年Ⅰ２８］　当ｑ为 何 值 时，方 程ｘ３－３ｘ＋ｑ＝０有 两 相 异 实

根。

解　设ｆ（ｘ）＝ｘ３－３ｘ＋ｑ，ｘ∈（－∞，＋∞），ｆ′（ｘ）＝３ｘ２－３＝３（ｘ２－

１）．令ｆ′（ｘ）＝０，得ｆ（ｘ）的驻点ｘ＝±１。

当ｘ∈（－∞，－１）时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）单调增加，（－∞，－１）为其单调区

间；当ｘ∈（－１，１）时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）单调减少，（－１，１）为ｆ（ｘ）的单调减少

区间；当ｘ∈（１，＋∞）时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）单调增加，（１，＋∞）为ｆ（ｘ）的单调

增加区间。因而ｆ（１）为ｆ（ｘ）的极小值，ｆ（－１）为其极大值。又

ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝－∞，　ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝＋∞。

于是当ｆ（－１）＝２＋ｑ＞０，ｆ（１）＝－２＋ｑ＜０时，即－２＜ｑ＜２时，因ｆ（ｘ）的

定义域可划分为四个端点值异号的三个单调区间，故ｆ（ｘ）有三个相异实根。

为要使ｆ（ｘ）只有两个相异实根，由命题２２２３（３）知，只需ｆ（－１）＝２

＋ｑ＝０或ｆ（１）＝－２＋ｑ＝０，即ｑ＝－２或ｑ＝２时，ｆ（ｘ）有两个零点。亦即ｑ
＝±２时，方程有两相异实根。

例５１　设常数ｋ＞０，ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－ｘ
ｅ＋ｋ在（０，＋∞）内零点个数为

（Ａ）３。　　　（Ｂ）２。　　　（Ｃ）１。　　　（Ｄ）０。　　　（Ｅ）４。

解　ｆ（ｘ）在（０，＋∞）可 导，且 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝－∞，ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝－∞。由

ｆ′（ｘ）＝１／ｘ－１／ｅ＝０得惟一驻点ｘ０＝ｅ．且ｆ″（ｘ）｜ｘ＝ｘ０＝－１／ｘ２｜ｘ＝ｘ０＝－１／

ｅ２＜０，因而ｘ０＝ｅ为ｆ（ｘ）的极大值点。又由于驻点惟一，该极大值点也为ｆ
（ｘ）的最大值点。设其最大值为 Ｍ，则 Ｍ＝ｆ（ｅ）＝１－１＋ｋ＝ｋ．因ｋ＞０，故 Ｍ

＞０，由命题２２２３（２）知曲线ｆ（ｘ）与ｘ 轴有两个交点，即ｆ（ｘ）＝０在（０，

＋∞）内有两个实根，亦即ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内有两个零点，仅（Ｂ）入选。由表

２２２３可知ｆ（ｘ）在（０，ｅ）与（ｅ，＋∞）内各有一个零点。
表２２２３

ｘ （０，ｅ） ｅ （ｅ，＋∞）

ｆ′（ｘ） ＋ ０ －

ｆ（ｘ）  极大 

　　例５２（条件充分性判断）　方程ｘ４－２ｘ２＋ｋ＝０有两个相异实根。
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（１）ｋ＝１；　　　　　（２）ｋ＜０。

解　原方程可化为（ｘ２）２－２ｘ２＋ｋ＝０．令ｘ２＝ｔ，则ｔ２－２ｔ＋ｋ＝０。其根

的判别式为Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４－４ｋ＝４（１－ｋ），当ｋ＜０时，有Δ＞０。ｔ有两相异

实根，则由ｘ＝±槡ｔ知原方程有四个相异实根。条件（２）不充分。

当Δ＝０时即ｋ＝１时，ｔ只有一个实根，于是由ｘ＝±槡ｔ及 命 题２２２４
知，原方程有两个相异实根。条件（１）充分。仅 Ａ入选。

类型（三）　判别方程Ｆ（ｘ）＝０只有三个实根（或函数只有三个零点）。

可用下述命题判别之，由函数的几何图形易知下述命题成立。

命题２２２５　下述条件之一成立，则方程Ｆ（ｘ）＝０只有三个实根。

（１）Ｆ（ａ）＜０，Ｆ（ｂ）＞０，ｃ１，ｃ２∈（ａ，ｂ）分 别 为 Ｆ（ｘ）的 极 大 值 点、极 小 值

点，且Ｆ（ｃ１）＞０，Ｆ（ｃ２）＜０，Ｆ′（ｘ）＜０，ｘ∈（ｃ１，ｃ２）。

（２）Ｆ（ａ）＞０，Ｆ（ｂ）＜０，ｃ１，ｃ２∈（ａ，ｂ）分 别 为 Ｆ（ｘ）的 极 小 值 点、极 大 值

点，且Ｆ（ｃ１）＜０，Ｆ（ｃ２）＞０，Ｆ′（ｘ）＞０，ｘ∈（ｃ１，ｃ２）．

例５３［１９９９年Ⅱ２７］　设方程ｘ３－２７ｘ＋ｃ＝０，当ｃ为 何 值 时，方 程 有 三

个相异实根。

解　设ｙ＝ｘ３－２７ｘ＋ｃ，则其定义域为（－∞，＋∞）。令ｙ′＝３ｘ２－２７＝

３（ｘ２－９）＝３（ｘ－３）（ｘ＋３）＝０得ｘ＝－３或ｘ＝３。当ｘ∈（－∞，－３）时，ｙ′

＞０，ｙ″＝６ｘ，ｙ″｜ｘ＝－３＝－１８＜０，因而ｘ＝－３为ｙ的极 大 值 点，极 大 值ｙ（－

３）＝５４＋ｃ。函数ｙ在（－∞，－３）单调增加，当ｘ∈（－３，３）时，ｙ′＜０，ｙ″｜ｘ＝３

＝１８＞０，函数单调减少，ｘ＝３为 函 数ｙ 的 极 小 值 点，极 小 值ｙ（３）＝ｃ－５４
当ｘ∈（３，＋∞）时，ｙ′＞０，函数单调增加。又

ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｙ＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

（ｘ３－２７ｘ＋ｃ）＝－∞，　ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｙ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（ｘ３－２７ｘ＋ｃ）＝＋∞。

为使ｙ＝ｘ３－２７ｘ＋ｃ 有 三 个 零 点，只 需 ｙ 在 三 个 单 调 区 间（－∞，－３），

（－３，３），（３，＋∞）的端点处函数值异 号。为 此 需ｙ（－３）＝５４＋ｃ＞０，ｙ（３）

＝ｃ－５４＜０，即ｃ＞－５４且ｃ＜５４，亦 即－５４＜ｃ＜５４时，由 命 题２２２５（１）

知方程ｘ３－２７ｘ＋ｃ＝０有三相异实根。

类型（四）　判别方程Ｆ（ｘ）＝０无实根（或函数无零点）。

可用下述命题判别之，由函数几何图形易知下述命题成立。

命题２２２６　下述条件之一成立，则方程Ｆ（ｘ）＝０无实根。

（１）函数Ｆ（ｘ）在区间内取值均大于零或均小于零。

（２）函数Ｆ（ｘ）在区间端点取值均为正，且最小值也为正。
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（３）函数Ｆ（ｘ）在区间端点取值均为负，且最大值也为负。

例５４［１９９８年Ⅰ２５］　设方程ｘ４＋ａｘ＋ｂ＝０。

（１）当ａ，ｂ满足何种关系时，方程有惟一实根？

（２）当ａ，ｂ满足何种关系时，方程无实根？

解　令ｙ＝ｘ４＋ａｘ＋ｂ，ｙ′＝４ｘ３＋ａ＝０，得惟一驻点ｘ０＝
３
－ａ／槡 ４。又ｙ″

＝１２ｘ２＞０，ｘ∈（－∞，＋∞），因而ｙ″｜ｘ＝ｘ０＞０，于是ｘ０ 为ｙ的极小值点。又

ｘ０ 为惟一驻点，故ｘ０ 为最小值点，最小值ｙｍｉｎ＝ ３
－ａ／槡（ ）４

４＋ ３
－ａ／槡（ ）４ ａ

＋ｂ，且曲线ｙ在（－∞，＋∞）内上凹。

又当ｘ→－∞时，ｙ→＋∞；ｘ→＋∞时，ｙ→＋∞，故

（１）当ｙｍｉｎ＝０时，即（－ａ／４）４／３＋ａ（－ａ／４）１／３＋ｂ＝０时，方 程 有 惟 一 实

根（利用命题２２２２（２））。

（２）当ｙｍｉｎ＞０时，即（－ａ／４）４／３＋ａ（－ａ／４）１／３＋ｂ＞０时，方程无实根（利

用命题２２２６（２））。

（３）当ｙｍｉｎ＜０时，即（－ａ／４）４／３＋ａ（－ａ／４）１／３＋ｂ＜０时，方 程 有 两 相 异

实根（利用命题２２２３（１））。

类型（五）　讨论含参数的方程实根的存在性及其个数。

其求法可采取如下步骤：

１°将要讨论方程实根个数的方程Ｆ（ｘ，ｋ）＝０同解变形为ｆ（ｘ）＝ｋ的形

式，其中ｋ为影响方程实根个数的参数。

２°作出ｙ＝ｆ（ｘ）的简图，这里所谓简图是指不必考 虑 图 形 的 凹 凸 性，只

需求出函数ｙ＝ｆ（ｘ）的单调区间、极值（最 值）的 符 号，并 求 出 当ｘ 趋 于 求 实

根区间的端点时ｆ（ｘ）极限的符号。

３°考察直线ｙ＝ｋ与曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的交点个数如何随ｋ的 改 变 而 改 变。

它们的交点个数就是所求方程实根的个数。

也可不引入辅助函数ｆ（ｘ），直接讨论曲线Ｆ（ｘ，ｋ）与ｘ轴（即直线ｙ＝０）

的交点个数如何随参数ｋ的变化而变化。其讨论步骤与前述类似。

例５５　当ｋ取何值时，方程ｆ（ｘ）＝ｘ４－２ｘ２＋ｋ＝０有 两 个、三 个、四 个

实根或没有实根。

解法１　易求得函数ｆ（ｘ）的驻点，由ｆ′（ｘ）＝４ｘ３－４ｘ＝４ｘ（ｘ２－１）＝０
得到ｘ１＝－１，ｘ２＝０，ｘ３＝１

进一步讨论这些驻点 的 性 质，即 是 否 为 极 值 点。由 表２２２４易 看 出，
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三个驻点将（－∞，＋∞）分为四个单调区间，且这些驻点为极值点：ｆ（±１）＝

ｋ－１为极小值，即±１为极小值点；ｆ（０）＝ｋ为极大值，即０为极大值点。
表２２２４

ｘ －∞ （－∞，－１） －１ （－１，０） ０ （０，１） １ （１，＋∞） ＋∞

ｆ′（ｘ） － ＋ － ＋

ｆ（ｘ） ＋∞ 
极小

ｋ－１


极大

ｋ


极小

ｋ－１
 ＋∞

　　因ｆ（ｘ）的其他项的系数已定，ｆ（ｘ）＝０的根的个数由常数项确定。

下面利用ｆ（ｘ）的轮廓图形，确定ｋ取何值时，ｆ（ｘ）＝０有两个、三个、四

图２２２１１

个实根或没有实根。

ｆ（ｘ）的 图 形 大 致 为“Ｗ”形。注 意

到ｌｉｍ
ｘ→±∞

ｆ（ｘ）＝＋∞，其图形的轮廓曲线

如图２２２１１所示。

因ｆ极 大 （０）＝ｋ，ｆ极小 （±１）＝ｋ－１，

由图２２２１１易知

１°当ｆ极 小 （±１）＞０，即ｋ－１＞０，亦

即ｋ＞１时，ｆ（ｘ）与ｘ轴没有交点，即ｆ（ｘ）＝０没有实根。

２°当ｆ极小 （±１）＝０即ｋ－１＝０亦即ｋ＝１时，ｆ（ｘ）与ｘ轴有两个交点即

为ｘ＝±１，因而ｆ（ｘ）＝０有两个实根。

３°当ｆ极 小 （±１）＜０，且ｆ极大 （０）＞０即ｋ－１＜０，ｋ＞０时，亦即０＜ｋ＜１

时，ｆ（ｘ）与ｘ轴有四个交点，因而ｆ（ｘ）＝０有四个实根。

４°当ｆ极 大 （０）＝ｋ＝０时，曲线与ｘ轴有三个交点，ｆ（ｘ）＝０有三个实根。

５°ｋ＜０时，这时ｆ（ｘ）与ｘ 轴 只 有 两 个 交 点，因 而ｆ（ｘ）＝０只 有 两 个

实根。

例５６　讨论方程ｌｎｘ＝ａｘ （ａ＞０）有几个实根。

解　方程ｌｎｘ＝ａｘ 同解变形为ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ／ｘ＝ａ的形式，其定义域 为ｘ

＞０。于是所给方程有几个实根的问题转化 为 曲 线ｙ＝ｆ（ｘ）与 直 线ｙ＝ａ有

几个交点的问题。

令ｆ′（ｘ）＝（１－ｌｎｘ）／ｘ２＝０得惟一驻点ｘ＝ｅ，且易知
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图２２２１２

ｆ′（ｘ）
＞０， ０＜ｘ＜ｅ，

＝０， ｘ＝ｅ，

＜０， ｘ＞ｅ
烅
烄

烆 ．
因而ｘ＝ｅ为ｆ（ｘ）的 极 大 值 点，即 为 最 大 值 点，其

最大值为ｆ（ｅ）＝１／ｅ．
又 ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
（ｌｎｘ／ｘ）＝－∞，

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎｘ
ｘ

∞
∞（ ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１
ｘ＝０．

由上可作出ｙ＝ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ／ｘ的简图（见图２２２１２）。

所给方程有几个根，取决于曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与直线ｙ＝ａ （ａ＞０）有 几 个 交

点。

１°当ａ＝１／ｅ＝ｆ（ｅ）时，显然曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与 直 线ｙ＝ａ相 切，它 们 仅 有

一个交点，即方程ｌｎｘ＝ａｘ仅有一个实根。

２°当０＜ａ＜１／ｅ＝ｆ（ｅ）时，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与直线ｙ＝ａ有两个交点，即方

程ｌｎｘ＝ａｘ有两个实根。

３°当ａ＞１／ｅ＝ｆ（ｅ）时，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与直线ｙ＝ａ没有交点，即方程ｌｎｘ

＝ａｘ没有实根。

４°当ａ＜０时，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与 直 线ｙ＝ａ只 有 一 个 交 点，即 方 程ｌｎｘ＝

ａｘ只有一个实根（但因有ａ＞０的要求，可不考虑此点）。

题型十三　利用导数判别不等式

一般常用两种方法判 别 之。一 是 利 用 函 数 的 单 调 性 即 定 理２２２１判

别之。另一方法是利用函数的最值判别。

先介绍利用函数的单调性判别不等式的情况。

例５７［１９９８年Ⅰ２４］　设０＜ｘ１＜ｘ２＜２，问ｅｘ１

ｘ２
１

和ｅｘ２

ｘ２
２

哪 一 个 更 大？为 什

么？

解　显然可作辅助函数Ｆ（ｘ）＝ｅｘ／ｘ２。因０＜ｘ１＜ｘ２＜２，故

Ｆ′（ｘ）＝ ｅｘ

ｘ（ ）２
′＝ｘ２ｅｘ－２ｘｅｘ

ｘ４ ＝ｘｅｘ（ｘ－２）
ｘ４ ＜０，

即Ｆ（ｘ）在（０，２）内单调减少。故由０＜ｘ１＜ｘ２＜２，有

Ｆ（ｘ１）＞Ｆ（ｘ２）　即　ｅｘ１／ｘ２
１＞ｅｘ２／ｘ２

２
例５８（条件充分性 判 断）　对 于 任 意ｘ１，ｘ２∈（－∞，＋∞），当ｘ１＞ｘ２
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时，都有ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）．
（１）函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内可导，且ｆ′（ｘ）＞０；

（２）函数－ｆ（－ｘ）在（－∞，＋∞）内单调增加。

解法１　当条件（１）成立时，ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内单调增加。因而对任

意ｘ１，ｘ２∈（－∞，＋∞），当ｘ１＞ｘ２ 时，有ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）．条 件（１）充 分。当

条件（２）成 立 时，对 任 意 －ｘ１，－ｘ２∈（－∞，＋∞），当 －ｘ１＞－ｘ２ 时，有

－ｆ（－ｘ１）＞－ｆ（－ｘ２），即ｆ（－ｘ１）＜ｆ（－ｘ２）．
当－ｘ１＞－ｘ２ 时，有ｘ１＜ｘ２，由上式有ｆ（ｘ２）＜ｆ（ｘ１）。条件（２）充 分。

仅 Ｄ入选。

解法２　从几何上分析，函数ｆ（ｘ）与－ｆ（－ｘ）的图形关于原点对称，因

而它们有相同的单调性。当条件（２）成 立，即－ｆ（－ｘ）在（－∞，＋∞）单 调

增加时，必有ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上 单 调 增 加，于 是 当ｘ１＞ｘ２ 时，有ｆ（ｘ２）

＜ｆ（ｘ１）。条件（２）充分。仅 Ｄ入选。

例５９（条件充分性判断）　ｆ（ａ）ｇ（ｂ）＞ｆ（ｂ）ｇ（ａ），其 中ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）为

［ａ，ｂ］上的正值连续函数。

（１）ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ），ｘ∈（ａ，ｂ）；

（２）ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）＞ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ），ｘ∈（ａ，ｂ）．
解　由于ｆ（ｘ）＞０，ｇ（ｘ）＞０，有ｆ（ａ）＞０，ｇ（ａ）＞０，问题归结为证明

ｆ（ａ）／ｇ（ａ）＞ｆ（ｂ）／ｇ（ｂ）．
为此作辅助函数Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）／ｇ（ｘ）。如 能 证Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 单 调 减 少，则

此例得证。

当条件（１）成 立 时，有 Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）
ｇ２（ｘ） ＜０，因 而 Ｆ（ｘ）

单调减少，故Ｆ（ａ）＞Ｆ（ｂ）即 ｆ（ａ）／ｇ（ａ）＞ｆ（ｂ）／ｇ（ｂ），亦 即 ｆ（ａ）ｇ（ｂ）＞

ｆ（ｂ）ｇ（ａ）。条件（１）充分。因而条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

注意　从条件（１）、（２）应能看出当ｇ（ｘ）≠０时，ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）

为［ｆ（ｘ）／ｇ（ｘ）］′的分子。这就要求对导数公式很熟悉，且能灵活运用。

类型（一）　已知Ｆ（ａ）≥０（或Ｆ（ｂ）≥０），判别ｘ＞ａ（或ｘ＜ｂ）时Ｆ（ｘ）＞
０。

这类命题可用Ｆ（ｘ）的单调增加（或单调减少）即定理２２２１判别之。

这里Ｆ（ａ）≥０也可换为ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｆ（ｘ）≥０，或ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）≥０，因 而Ｆ（ｘ）可 以

在ａ没有定义。ａ与ｂ可以分别是－∞，＋∞．
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利用导数判别不等式先要作出辅助 函 数 Ｆ（ｘ），常 将 待 判 的 不 等 式 恒 等

变形找出Ｆ（ｘ）．例如，将待判的不 等 式 的 小 端 函 数 移 至 大 端，然 后 将 大 于 零

的一端函数设为辅助函数Ｆ（ｘ）。

例６０［２００３年Ⅱ１８］（条 件 充 分 性 判 断）　 设 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）都 是 区 间

（ａ，＋∞）内的可导函数，可以确定在（ａ，＋∞）上总有ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）．
（１）ｆ′（ｘ）＞ｇ′（ｘ）；　　　　（２）ｆ（ａ）＝ｇ（ａ）．
解法１　令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ），当条件（２）成立时，有Ｆ（ａ）＝０，当条件

（１）同时成立时，有Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）－ｇ′（ｘ）＞０。由 定 理２２２１知 Ｆ（ｘ）在

（ａ，＋∞）内单调增加，于是当ｘ＞ａ时 有Ｆ（ｘ）＞Ｆ（ａ）＝０即ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）。

结论成立。当条件（１）与条件（２）单 独 成 立 时，结 论 不 成 立，因 而 它 们 都 不 充

分。仅 Ｃ入选。

解法２　当条件（２）满足时，说明是在同一点（ａ，ｆ（ａ）），（ａ，ｇ（ａ））开始比

较ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）的大小。当条件（１）成立时，说明ｆ（ｘ）的变化率大于ｇ（ｘ）的

变化率，因而曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在（ａ，＋∞）上 高 于 曲 线ｙ＝ｇ（ｘ），即 有ｆ（ｘ）＞ｇ
（ｘ）．于是只有当条件（１）、（２）同时满足时，结论才成立。仅 Ｃ入选。

类型（二）　已知Ｆ（ａ）≤０（或Ｆ（ｂ）≤０），判别ｘ＞ａ（或ｘ＜ｂ）时，Ｆ（ｘ）＜
０。

这类命题可用Ｆ（ｘ）的单调减少（或单调增加）即定理２２２１判别。

例６１　设Ｆ（ｘ）＝ｘ－ｘ２／２，ｇ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ），当ｘ＞０时有

（Ａ）ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ）。　　　（Ｂ）ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）。　　　（Ｃ）ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ）．
（Ｄ）ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ）。 （Ｅ）以上结论都不正确。

解　设Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ｘ－ｘ２／２－ｌｎ（１＋ｘ）．因Ｆ（０）＝０，又 当ｘ

＞０时，有

Ｆ′（ｘ）＝１－ｘ－１／（１＋ｘ）＝－ｘ２／（１＋ｘ）＜０，

故Ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内单调减少。从而当ｘ＞０时，有

Ｆ（ｘ）＜Ｆ（０）＝０，　即　ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ）．仅（Ａ）入选。

下面介绍利用函数最值判别不等式的情况。

类型（三）　判别含常数加项的不等式。

含常数加项的一类不等式是指下述一类不等式：

ｘ∈Ｉ时，ｆ（ｘ）≥ｃ　或　ｆ（ｘ）≤ｃ　或　ｃ１≤ｆ（ｘ）≤ｃ２，

其中ｃ，ｃ１，ｃ２ 均为常数，Ｉ为 有 限 区 间 或 为 无 穷 区 间。此 类 不 等 式 可 用 最 值

法证明，即先求出函数ｆ（ｘ）的最小值 ｍ（或最大值 Ｍ），再证明 ｍ≥ｃ，或 Ｍ＜
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ｃ。为证ｃ１≤ｆ（ｘ）≤ｃ２，可证 ｍ≥ｃ１，Ｍ≤ｃ２

例６２　若０≤ｘ≤１，ｐ＞１，证明
１

２ｐ－１≤ｘｐ＋（１－ｘ）ｐ≤１

证　令ｆ（ｘ）＝ｘｐ＋（１－ｘ）ｐ，如能证ｆ（ｘ）在［０，１］上最大值为１，最小值

为
１

２ｐ－１，此例得证。

由ｆ′（ｘ）＝０即ｘｐ－１＝（１－ｘ）ｐ－１得到ｘ＝１－ｘ，惟一驻点为ｘ＝１／２，而

ｆ（ ）１
２ ＝ １

２ｐ－１＜１（因ｐ＞１），而ｆ（ｘ）在区间两端点的值为ｆ（０）＝ｆ（１）＝１

将上述三个函数值比较，得到ｆ（ｘ）在区间［０，１］上的最大值为１，其最小值为

１
２ｐ－１。此例得证。

例６３　对任意实数ｘ１ 恒有

（Ａ）ｅ－ｘ≤１－ｘ。　　　（Ｂ）ｅ－ｘ≤１＋ｘ。　　　（Ｃ）ｅ－ｘ≥１－ｘ．
（Ｄ）ｅ－ｘ≥１＋ｘ． （Ｅ）以上结论都不正确。

解法１　因上述不等式中都含常数加 项，可 用 最 值 法 判 别 之。令ｆ１（ｘ）

＝ｅ－ｘ＋ｘ，则ｆ′１（ｘ）＝－ｅ－ｘ＋１，由ｆ′１（ｘ）＝０得惟一驻点ｘ０＝０。又

图２２２１３

ｆ″（ｘ）｜ｘ０＝０＝ｅ－ｘ｜ｘ０＝０＝１＞０，

故ｘ＝０为ｆ１（ｘ）的极小值点，且极小值为

ｍ＝ｆ１（０）＝１。

又因驻点惟一，故ｍ 也为ｆ１（ｘ）的最小值，因而

ｆ１（ｘ）≥ｆ（０）＝１，即ｅ－ｘ＋ｘ≥１，即ｅ－ｘ≥１－ｘ．
仅（Ｃ）入选。

解法２　在直角坐标系内作出三个函数

ｙ１＝ｅ－ｘ，　ｙ２＝１－ｘ，　ｙ３＝１＋ｘ
的图形，如图２２２１３所示。由图２２２１３易看出对任何ｘ恒有

ｅ－ｘ≥１－ｘ．仅（Ｃ）入选。

习　题　２２

（一）问题求解

１ 设ｆ（ｘ）在ｘ＝１处可导，ｆ（１）＝２，且ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＋ｘ－１
ｘ－１ ＝３，则ｆ′（１）＝
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（Ａ）１。　　　（Ｂ）２。　　　（Ｃ）３。　　　（Ｄ）４。

（Ｅ）以上结论都不正确。

２ 已知 ｄ
ｄｘ

［ｆ（ｘ３）］｜ｘ＝－２＝８，ｆ（ｘ）为偶函数，则ｆ′（８）＝

（Ａ）２／３。 （Ｂ）－２／３。 （Ｃ）－８。 （Ｄ）８。　　（Ｅ）－２

３ 设ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１＋２ｘ）ｅ３槡ｘ，则ｆ′（０）＝
（Ａ）不存在且非无穷大．　（Ｂ）∞．　（Ｃ）２．（Ｄ）１／２ （Ｅ）２／３

４［１９９７年Ⅰ１４］　若ｆ（ｘ）＝
ｘ２＋２ｘ， ｘ≥０，

ｌｎ（１＋ａｘ），ｘ＜｛ ０
在ｘ＝０处 可 导，则ａ

＝
（Ａ）－２。 （Ｂ）２。 （Ｃ）－１。 （Ｄ）１。 （Ｅ）０。

５ 设ｆ（ｘ）有 连 续 的 导 函 数，ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝４，若 函 数 Ｆ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）＋∫ｘ
０
ｌｎ（１－２ｔ）

ｔ ｄ］［ ｔ ｘ， ｘ≠０，

Ａ， ｘ
烅
烄

烆 ＝０
在点ｘ＝０处连续，则Ａ＝

（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）３． （Ｄ）４． （Ｅ）５．

６ 设ｆ（ｘ）为可导函数，函数ｙ＝ｆ（ｌｎｘ）在ｘ＝ｅ处，当 自 变 量 的 增 量 为

－０．５时，函数增量的线性主部为２，则ｆ′（１）＝
（Ａ）４ｅ。 （Ｂ）－４ｅ。 （Ｃ）４。 （Ｄ）－４。 （Ｅ）２ｅ。

７ 设ｆ（ｘ）＝（ｘ－３）（ｘ－４）（ｘ－５）（ｘ－６），则ｆ′（４）＝
（Ａ）２。 （Ｂ）－２。 （Ｃ）３。 （Ｄ）－３。 （Ｅ）０。

８ 已知ｙ＝ｆ ２ｘ－１
２ｘ（ ）＋１

，ｆ′（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ２），则ｄｙ
ｄｘ ｘ＝１

＝

（Ａ）２（ｌｎ１０－ｌｎ３）／３． （Ｂ）４（ｌｎ１０－ｌｎ３）／９．
（Ｃ）２（ｌｎ５－２ｌｎ３）． （Ｄ）４（ｌｎ１０－２ｌｎ３）／９．
（Ｅ）以上结论都不正确．

９ｙ＝ｘ槡ｘ的导数ｙ′ｘ＝

（Ａ）槡ｘｘ槡ｘ－１。 （Ｂ）ｘ槡ｘｌｎｘ。

（Ｃ）ｘ槡ｘ－１
２ １＋ｌｎｘ（ ）２

。 （Ｄ）ｘ槡ｘ １＋ｌｎｘ（ ）２
。

（Ｅ）以上结论都不正确。

１０ 设ｆ（ｘ）有二阶连续导数，且ｆ′（０）＝０，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）
｜ｘ｜ ＝１，则
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（Ａ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极大值。　　（Ｂ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极小值。

（Ｃ）（０，ｆ（０））是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点。

（Ｄ）ｆ（０）不是ｆ（ｘ）的极值，（０，ｆ（０））也不是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点。

１１ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
（ｘ－ａ）２ ＝－１，则ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ处

（Ａ）导数存在，且ｆ′（ａ）≠０。 　　（Ｂ）导数不存在。

（Ｃ）取得极大值。 　　（Ｄ）取得极小值。

１２ 设ｆ（ｘ）是方程ｙ″－２ｙ′＋４ｙ＝０的一个解，若ｆ（ｘ０）＞０，ｆ′（ｘ０）＝０，

则ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处

（Ａ）取得极大值。　　　　　（Ｂ）取得极小值。 （Ｃ）取得最小值．
（Ｄ）在某邻域内单调增加　　（Ｅ）在某邻域内单调减少。

１３［２００３年Ⅱ２７］　已知某厂生产ｘ 件产品的成本为Ｃ＝２５０００＋２００ｘ

＋ｘ２／４０（元）。若产品以每件５００元售出，则使利润最大的产量是

（Ａ）２０００件． （Ｂ）３０００件．　　　　（Ｃ）４０００件．
（Ｄ）５０００件． （Ｅ）６０００件．

１４ 函数ｆ（ｘ）＝５ｘ２／６－３
３
ｘ槡 ５的拐点个数为

（Ａ）０。 （Ｂ）１。 （Ｃ）２。 （Ｄ）３。 （Ｅ）４。

１５ 设ｆ′（ｘ０）＝ｆ″（ｘ０）＝０，ｆ（ｘ０）＞０，则

（Ａ）ｆ′（ｘ０）是ｆ′（ｘ）的极大值。　（Ｂ）ｆ（ｘ０）是ｆ（ｘ）的极小值。

（Ｃ）ｆ（ｘ０）是ｆ（ｘ）的极大值。　（Ｄ）（ｘ０，ｆ（ｘ０））是曲线ｆ（ｘ）的拐点。

（Ｅ）ｆ′（ｘ０）是ｆ′（ｘ）的极小值。

１６ 设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内连续，其导函数的图形如图２２２１４
所示，则ｆ（ｘ）有

（Ａ）一个极小值点和两个极大值点。

（Ｂ）两个极小值点和一个极大值点。

（Ｃ）两个极小值点和两个极大值点。

（Ｄ）三个极小值点和一个极大值点。

１７ 设函数ｆ（ｘ）具有连续的二阶导数，图２２２１５中三条曲线Ｌ１，Ｌ２，

Ｌ３ 分别为曲线

（Ａ）ｙ＝ｆ（ｘ），ｙ＝ｆ′（ｘ），ｙ＝ｆ″（ｘ）．
（Ｂ）ｙ＝ｆ（ｘ），ｙ＝ｆ″（ｘ），ｙ＝ｆ′（ｘ）。

（Ｃ）ｙ＝ｆ″（ｘ），ｙ＝ｆ′（ｘ），ｙ＝ｆ（ｘ）。
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图２２２１４

图２２２１５

（Ｄ）ｙ＝ｆ′（ｘ），ｙ＝ｆ（ｘ），ｙ＝ｆ″（ｘ）．

１８ 设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ｘ）＞０，则方程∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ＋∫ｘ

ｂ
１

ｆ（ｔ）ｄｔ＝０

的根的个数为

（Ａ）４。 （Ｂ）３。 （Ｃ）２。 （Ｄ）１。 （Ｅ）０。

１９ 已知方程ｘ３＋（２ｍ－３）ｘ＋ｍ２－ｍ＝０有 三 个 相 异 实 根，分 别 介 于

（－∞，０），（０，１），（１，＋∞）之间，则

（Ａ）－２＜ｍ＜０。　（Ｂ）０＜ｍ＜１。　（Ｃ）ｍ＞１。　（Ｄ）－２＜ｍ＜１

２０ 设ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１，且ｆ″（ｘ）＞０，则

（Ａ）ｆ（ｘ）≤ｘ。 （Ｂ）ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＜ｘ；ｘ≥０时，ｆ（ｘ）≥

ｘ。

（Ｃ）ｆ（ｘ）≥ｘ。 （Ｄ）ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＞ｘ；ｘ≥０时，ｆ（ｘ）≤

ｘ。

２１［２０００年Ⅰ９］　设函数ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）都 在（－∞，＋∞）内 可 导，且 对

一切ｘ有ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ），那么

（Ａ）对一切ｘ有ｆ′（ｘ）≤ｇ′（ｘ）． （Ｂ）存在惟一的ｘ，使ｆ′（ｘ）≤ｇ′（ｘ）．
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（Ｃ）存在某些ｘ，使ｆ′（ｘ）≤ｇ′（ｘ）．（Ｄ）以上结论都不正确．

２２ 已知函数ｆ（ｘ）在其定义域内存在二阶导数，则在定义域内

（Ａ）若恒有ｆ′（ｘ）≡０，则ｆ（ｘ）恒为常数。

（Ｂ）若ｆ′（ｘ）＞０，则ｆ（ｘ）单调增加。

（Ｃ）若ｆ″（ｘ）＞０，则函数曲线ｙ＝ｆ（ｘ）下凹。

（Ｄ）ｆ（ｘ）连续。

２３ 已知某产品 的 价 格 是 产 量ｘ 的 函 数，为 Ｐ＝１０－ｘ／５，成 本 函 数 为

Ｃ（ｘ）＝５０＋２ｘ，要使总利润Ｌ 最大，产量应为

（Ａ）１０。　 　（Ｂ）２０。 　　（Ｃ）５０。　 　（Ｄ）１００。　 （Ｅ）２００。

２４［２００４年Ⅱ７］　根据图２２２１６（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ），判断函数ｆ（ｘ）的

单调性。

图２２２１６

（Ａ）（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）均单调增加。

（Ｂ）（ａ）、（ｄ）单调增加，（ｂ）、（ｃ）单调减少。

（Ｃ）（ａ）、（ｃ）单调增加，（ｂ）、（ｄ）单调减少。

（Ｄ）（ａ）、（ｂ）、（ｄ）单调增加，（ｃ）单调减少。

（Ｅ）（ａ）、（ｂ）、（ｃ）单调增加，（ｄ）单调减少。

（二）条件充分性判断

１ｆ（ｘ）＝
ｅ－ｘ， ｘ≥０，

ａｘ＋ｂ， ｘ＜｛ ０
在（－∞，＋∞）内可导。

（１）ａ＝－１； 　　　（２）ｂ＝１

２ 函数ｆ（ｘ）＝［ｌｎ（１＋ｘ）＋ｌｎ（１－ｘ）］ｇ（ｘ）在点ｘ＝０处可导。

（１）ｇ（ｘ）在（－１，１）内有界； （２）ｇ（ｘ）在点ｘ＝０处连续。

３ 设函数ｆ（ｘ）＝ｌｎ １／（ａ－ｘ）＋１／（ａ＋ｘ槡 ）在 点ｘ＝１处 的 二 阶 导 数

ｆ″（１）＝５／３２，其中ａ＞１
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（１）ａ＝２； （２）ａ＝３

４ 函数ｆ（ｘ）＝
ｇ（ｘ）
ｘ

， ｘ≠０，

０， ｘ
烅
烄

烆 ＝０
在点ｘ＝０处的导数ｆ′（０）存在。

（１）ｇ（０）＝ｇ′（０）＝０； （２）ｇ″（０）存在。

５ 函数ｙ＝ｆ［３ｘ２ｆ２（３ｘ）］在 点ｘ＝１处 的 导 数ｙ′（１）＝２４，其 中 函 数ｆ
（ｘ）可导。

（１）ｆ（３）＝１，ｆ′（３）＝１； （２）ｆ（３）＝１，ｆ′（３）＝－４／３

６ 极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（２ｘ）－２ｆ（ｘ）
ｘ

存在。

（１）ｆ′（０）存在； （２）ｆ（ｘ）是（－１，１）内的奇函数。

７ 函数ｆ（ｘ）在ｘ＝１处可导。

（１）ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续； （２）ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（３－２ｘ）＋３＋ｘ
ｘ－１

存在。

８［２００４年Ⅰ５］ｙ＝
３槡ｘ在点ｘ０ 处的切线方程为ｘ－１２ｙ＋１６＝０。

（１）ｘ０＝１； （２）ｘ０＝８

９［２００３年Ⅱ７］　可以断定两条抛物线ｙ＝ａｘ２ 与ｙ＝ｘ２－２ｘ相切。

（１）ａ＝２； （２）ａ＝－１

１０ 过点（ａ，ｂ）可作出曲线ｙ＝ｘ２ 的两条切线。

（１）（ａ，ｂ）为（ａ，ａ２＋１）； （２）（ａ，ｂ）为（ａ，ａ２－１）．

１１［２００３年Ⅱ１０］　ｆ″（ｘ０）存在，ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ０ 处取得极值。

（１）ｆ′（ｘ０）＝０； （２）ｆ″（ｘ０）＝０．

１２ 点ｘ０ 是ｆ（ｘ）的极值点。

（１）ｆ′（ｘ）在点ｘ０ 左、右两边的符号相反；　　（２）ｆ″（ｘ０）＝０．

１３ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上每一点的二阶导数ｆ″（ｘ）＜０。

（１）ｆ（ｘ）二阶可导，ｆ（ｘ）图形在（ａ，ｂ）内为凸弧；

（２）ｆ（ｘ）二阶可导，ｆ′（ｘ）在（ａ，ｂ）上严格单调减少。

１４ 方程ｘ－１＝ｌｎ（１＋ｘ）有惟一实根。

（１）在区间（０，１）内； （２）在区间（１，３）内。

１５ 已知ａ＞０，则方程ｅｘ＝ａｘ＋ｂ有两个实根。

（１）ａ，ｂ满足ａ（１－ｌｎａ）＜ｂ； （２）ａ，ｂ满足ａ（１－ｌｎａ）≥ｂ．

１６ 方程ｘ３－１２ｘ＋ｑ＝０有三个相异实根。

（１）ｑ≤１６； （２）ｑ＞－１６
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１７ 方程ｘ４＋ａｘ＋ｂ＝０无实根。

（１）ａ＝４，ｂ＝４ （２）ａ＝１／２，ｂ＝１

１８ 方程ｘ３＋ｋｘ＋１＝０在（－１，１）内有实根。

（１）ｋ＞０； （２）ｋ≤－３

１９ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在（ａ，ｂ）内 可 导，则 对 任 意ｘ∈（ａ，ｂ），有

ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）．
（１）ｆ′（ｘ）＞ｇ′（ｘ）； （２）ｆ（ｂ）＝ｇ（ｂ）．

２０ 使ｌｇｘ＋ｌｇｙ的最大值为－３ｌｇ２．
（１）ｘ＞０，ｙ＞０； （２）２ｘ＋ｙ＝１
（三）解答题

１［２０００年Ⅱ２９］　求函数ｙ＝ｘ
１
ｘ 的导数和ｙ 的最大值，其中１≤ｘ≤ｅ．

２ 设ｆ，ｇ定义在（－１，１）上，且ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在ｘ＝０处连续，令

ｆ（ｘ）＝
ｇ（ｘ）／ｘ， ｘ≠０，

２， ｘ＝０｛ ，

求ｇ（０）及ｇ′（０）．

３ 已知ｙ＝ ｘ ｘ ｘ槡槡槡 ＋１，求ｙ′．

４ 设ｙ＝ｌｎ（１＋３－ｘ），则ｄｙ＝ 。

５ 设方程ｘ＝ｙｙ 确定ｙ 是ｘ 的函数，求ｄｙ．

６ 设函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）
１－ｆ（ｘ）ｆ（ｙ），且ｆ（０）存在，求ｆ′（ｘ）．

７ 设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上有定义，且满足下列性质：

（１）ｆ（ａ＋ｂ）＝ｆ（ａ）·ｆ（ｂ），ａ，ｂ为任意实数；

（２）ｆ（０）＝１； （３）在ｘ＝０处可导。

证明：对任意ｘ∈（－∞，＋∞）都有ｆ′（ｘ）＝ｆ′（０）ｆ（ｘ）．

８ 设ｆ（ｘ）＝
［ｇ（ｘ）－ｅ－ｘ］／ｘ， ｘ≠０，

０， ｘ＝０｛ ，
其 中ｇ（ｘ）有 二 阶 连 续 导 数，且

ｇ（０）＝１，ｇ′（０）＝－１
（１）求ｆ′（ｘ）；　　（２）讨论ｆ′（ｘ）在（－∞，＋∞）上的连续性。

９ 判别ｙ＝ｘ｜ｘ｜在点ｘ＝０处是否可导。

１０ 讨论ａ，ｂ为何值时，才能使函数ｆ（ｘ）＝
ｘ２＋２ｘ＋ｂ， ｘ≤０，

ｌｎ（１＋ａｘ）， ｘ＞｛ ０
在ｘ＝
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０处可导。

１１ 设ｙ＝ｌｏｇφ（ｘ）ψ（ｘ），φ（０）＝ψ（０）＝２，φ′（０）＝２，ψ′（０）＝１／２，求ｙ′（０）．

１２ｙ＝ｆ（ｘ２＋ｂ），求ｙ″ｘ 。

１３ 设ｆ（ｘ）可导，恒正，则ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ａ＋１／ｎ）
ｆ（ａ［ ］）

ｎ

＝ 。

１４ 设ｆ（０）＝１，ｆ′（０）存在，则ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）１
ｘ ＝ 。

１５ 设ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导，且ｆ（ｘ）是奇函数，求ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｔｘ）－ｆ（ｘ）
ｘ ．

１６［２００２年Ⅱ２１］曲 线ｙ＝［ｘ／（１＋ｘ）］２ 在 ｘ＝１处 的 切 线 斜 率 等 于

。

１７ 设曲线ｙ１＝ａｘ＋ｌｎｘ 和 曲 线ｙ２＝ｂｘ２＋ｃｅｘ 在 点（１，２）相 交 且 相 切，

试求ａ，ｂ，ｃ，并求公切线方程。

１８［１９９８年Ⅰ２３］　求曲线ｘｙ＝ｘ２ｙ在（１，１）点的切线方程。

１９［１９９８年Ⅱ２３］　设圆的面积以均匀 的 速 度ｃ增 长，问 圆 周 长 的 增 长

速度与圆的半径有什么关系？为什么？

２０ 旗杆高１００米，一人以３米／秒的速度向杆前进，当此 人 跑 至 离 杆 脚

５０米时，他与杆顶距离的变 化 率 是 多 少？（这 里 不 考 虑 人 的 高 度，并 假 定 步

行的速度不变。）

２１ 求函数ｙ＝（ｘ－５）３
ｘ槡 ２的单调区间与极值点。

２２［１９９８年Ⅱ２４］　求函数ｆ（ｘ）＝２槡ｘ＋１／ｘ－３在［１，４）上的最大值。

２３［２００３年Ⅰ３１］求函数Ｆ（ｘ）＝∫１
０（１－ｔ）｜ｘ－ｔ｜ｄｔ（其 中０≤ｘ≤１）的

凹凸区间。

２４［１９９９年Ⅰ２５］　讨 论 函 数ｙ＝ １
ｘ－ａ１

＋ １
ｘ－ａ２

＋ １
ｘ－ａ３

的 零 点，其 中

ａ１＜ａ２＜ａ３

２５ 讨论曲线ｙ＝４ｌｎｘ＋ｋ与ｙ＝４ｘ＋ｌｎ４ｘ的交点个数。

２６ 设ｐ，ｑ是 大 于１的 常 数，且１／ｐ＋１／ｑ＝１，证 明 对 于 任 意ｘ＞０，有

ｘｐ／ｐ＋１／ｑ≥ｘ．

２７ 方程ｘ４＋ａｘ＋ｂ＝０有惟一实根，试求ａ，ｂ满足的条件。

２８ 方程ｘ３－３ｘ＋Ａ＝０，问Ａ 取 何 值 时，（１）只 有 一 个 实 根；（２）有 两 个

不同实根；（３）有三个不同实根。

·３６２·



２３　一元函数积分学

（一）考试内容

定积分的概念和基本性质，变 上 限 定 积 分，牛 顿莱 布 尼 兹 公 式，应 用 换

元积分法和分部积分法进行简单的定积分计算，平面图形面积的计算。

（二）考试要求

理解原函数与不定积分的概念，掌 握 不 定 积 分 的 性 质，熟 练 掌 握 计 算 不

定积分的换元法和分部积分法，了解 定 积 分 的 概 念 和 基 本 性 质，理 解 变 上 限

定积分是函数的一种表示形式，会求变上限定积分的导数，掌握牛顿莱布尼

兹公式，掌握计算定积分的两种基本 方 法（换 元 法 和 分 部 积 分 法），会 用 定 积

分计算平面图形的面积。

２３１　原函数与不定积分

１ 原函数与不定积分概念

定义２３１１　设在某区 间 上 的 任 一 点ｘ，都 有 Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），则 称 Ｆ
（ｘ）为ｆ（ｘ）在该区间上的原函数。

定义２３１２　设Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的 一 个 原 函 数，Ｃ 为 任 意 常 数，则 Ｆ（ｘ）

＋Ｃ 为ｆ（ｘ）的全体原函数，称为ｆ（ｘ）的不定积分，记作∫ｆ（ｘ）ｄｘ，其中∫称为

积分号，ｆ（ｘ）称为被积函数，ｆ（ｘ）ｄｘ称为被积式。

２ 不定积分的性质

（１） ∫ｆ（ｘ）ｄ（ ）ｘ′＝ｆ（ｘ）　或　ｄ∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｘ）ｄｘ；

（２）∫Ｆ′（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ　或　∫ｄＦ（ｘ）＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ；

（３）∫ｋｆ（ｘ）ｄｘ＝ｋ∫ｆ（ｘ）ｄｘ （ｋ≠０，常数）；

（４）∫（ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ））ｄｘ＝∫ｆ（ｘ）ｄｘ±∫ｇ（ｘ）ｄｘ。

３ 基本积分公式

（１）∫０ｄｘ＝Ｃ （Ｃ 为常数）； （２３１１）
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（２）∫ｘαｄｘ＝ １
α＋１ｘ

α＋１＋Ｃ （α≠－１）； （２３１２）

（３）∫１
ｘｄｘ＝ｌｎ｜ｘ｜＋Ｃ； （２３１３）

（４）∫ａｘｄｘ＝ １
ｌｎａａ

ｘ＋Ｃ （ａ＞０，ａ≠１）； （２３１４）

（５）∫ｅｘｄｘ＝ｅｘ＋Ｃ； （２３１５）

（６）∫ １
ｘ２±ａ槡 ２

ｄｘ＝ｌｎ｜ｘ＋ ｘ２＋ａ槡 ２｜＋Ｃ； （２３１６）

（７）∫ ａｘ
ｘ２－ａ２＝

１
２ａｌｎ

ｘ－ａ
ｘ＋ａ ＋Ｃ； （２３１７）

（８）∫ｌｎｘｄｘ＝ｘｌｎｘ－ｘ＋Ｃ； （２３１８）

以上各式中的ｘ既可以是自变量也可以是函数。

　　４ 求不定积分的基本方法

１）直接积分法

所谓直接积分法就是用基本积分 公 式 和 不 定 积 分 的 运 算 性 质 求 出 不 定

积分的方法。求之前有时需先将被积函数恒等变形。

２）换元积分法

１°第一换元法（凑微分法）

∫ｆ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）ｄｘ＝∫ｆ（ｕ）ｄｕ（令φ（ｘ）＝ｕ）。

２°第二换元法

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｆ［ψ（ｘ）］ψ′（ｔ）ｄｔ（令ｘ＝ψ（ｔ））。

３）分部积分法

∫ｕ（ｘ）ｖ′（ｘ）ｄｘ＝ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）－∫ｖ（ｘ）ｕ′（ｘ）ｄｘ，

或 ∫ｕｄｖ＝ｕｖ－∫ｖｄｕ。

　　５ 常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　求解与原函数有关的问题

类型（一）　已知某函数求其原函数。

求出该函数的不定积分就是所求的原 函 数，或 将 该 函 数 与ｄｘ 相 乘 改 写

为ｄ与某函数相乘，则微分号后面所得到的函数就是该函数的一个原函数。

例１　设ｆ′（ｌｎｘ）＝１＋ｘ，求ｆ（ｘ）．
解法１　设ｌｎｘ＝ｔ，则ｘ＝ｅｔ，ｆ′（ｔ）＝１＋ｅｔ，ｆ（ｔ）＝∫ｆ′（ｔ）ｄｔ＝∫（１＋ｅｔ）ｄｔ

＝ｔ＋ｅｔ＋Ｃ，即ｆ（ｘ）＝ｘ＋ｅｘ＋Ｃ。
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解法２　ｆ（ｌｎｘ）＝∫ｆ′（ｌｎｘ）ｄｌｎｘ＝∫（１＋ｘ）ｄｘ
ｘ ＝∫ｄｘｘ ＋∫ｄｘ

＝ｌｎｘ＋ｘ＋Ｃ＝ｌｎｘ＋ｅｌｎｘ＋Ｃ，

故 ｆ（ｘ）＝ｘ＋ｅｘ＋Ｃ。

例２　ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）ｄｘ＝ｄ 。

解　设ｄｆ（ｘ）＝ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）ｄｘ，则ｆ′（ｘ）ｄｘ＝ｅｘ（ｅ

３
２ｘ－１）ｄｘ．因而ｆ′（ｘ）

＝ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）。于是所求的ｆ（ｘ）为ｅｘ（ｅ

３
２ｘ－１）的一个原函数，因

∫ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）ｄｘ＝∫ｅ

５
２ｘｄｘ－∫ｅｘｄｘ＝２

５ｅ
５
２ｘ－ｅｘ＋Ｃ，

故ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）的一个原函数为２

５ｅ
５
２ｘ－ｅｘ。因而ｆ（ｘ）＝（２／５）ｅ

５
２ｘ－ｅｘ，即

ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）ｄｘ＝ｄ［（２／５）ｅ

５
２ｘ－ｅｘ］。

于是 ｅｘ（ｅ
３
２ｘ－１）ｄｘ＝ｄ［（２／５）ｅ

５
２ｘ－ｅｘ＋Ｃ］。

例３［１９９７年Ⅱ２３］（条 件 充 分 性 判 断）　 函 数 ｆ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ａｘ２）

－ｂ∫ ｄｘ
１＋ａｘ２在点ｘ＝０处的二阶导数ｆ″（０）＝４

（１）ａ＝２，ｂ＝０；　　（２）ａ＝２，ｂ＝３
解　在所给函数表示式两端对ｘ求导，得到

ｆ′（ｘ）＝ ２ａｘ
１＋ａｘ２－

ｂ
１＋ａｘ２，　ｆ″（ｘ）＝２ａｘ（１＋ａｘ２）－（２ａｘ－ｂ）－２ａｘ

（１＋ａｘ２）２ 。

将ｘ＝０代入上面二阶导数表示式，得到

４＝ｆ″（０）＝２ａ，　即　ａ＝２，

而ｂ可为任一实数。条件（１）充分，条件（２）也充分．仅 Ｄ入选。

类型（二）　已知某 函 数 的 一 个 原 函 数，求 该 函 数 或 其 因 子 函 数 或 其 积

分．
设∫ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ，其中ｇ（ｘ），Ｆ（ｘ）为已知函数。下用两种方法

求出ｆ（ｘ）．
一是由 ∫ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄ（ ）ｘ′＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝（Ｆ（ｘ）＋Ｃ）′＝Ｆ′（ｘ）得到

ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）／ｇ（ｘ）；

二是由ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ＝ｄ（Ｆ（ｘ）＋Ｃ）＝ｄＦ（ｘ）得到

ｆ（ｘ）＝ｄＦ（ｘ）／（ｇ（ｘ）ｄｘ）＝Ｆ′（ｘ）／ｇ（ｘ）。

例４［１９９７年Ⅰ１７］　若∫ｆ（ｘ）ｅ－１
ｘｄｘ＝－ｅ－１

ｘ ＋Ｃ，则ｆ（ｘ）＝
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（Ａ）１／ｘ．　　（Ｂ）１／ｘ２．　（Ｃ）－１／ｘ．　（Ｄ）－１／ｘ２．　（Ｅ）ｅ－１
ｘ ．

解法１　在所给等式两端对ｘ求导得到

ｆ（ｘ）ｅ－１
ｘ ＝（－ｅ－１

ｘ ＋Ｃ）′＝－ｅ－１
ｘ －１（ ）ｘ

′
＝－１

ｘ２·ｅ－１
ｘ ，

故ｆ（ｘ）＝－１／ｘ２ 仅（Ｄ）入选。

解法２　ｆ（ｘ）ｅ－１
ｘｄｘ＝ｄ（－ｅ－１

ｘ ＋Ｃ）＝ｄ（－ｅ－１
ｘ ）＝－ｄｅ－１

ｘ

＝－（ｅ－１
ｘ ）′ｄｘ＝－ｅ－１

ｘ （１／ｘ２）ｄｘ，

故ｆ（ｘ）＝－１／ｘ２ 仅（Ｄ）入选。

例５　设 ｄ
ｄｘ

［ｆ（３ｘ－１）］＝ｅｘ，则ｆ（ｘ）＝

（Ａ）ｅｘ＋Ｃ．　　（Ｂ）ｅ２ｘ＋Ｃ．　　（Ｃ）ｅ（ｘ＋１）／３＋Ｃ．　　（Ｄ）ｅ（ｘ＋２）／３＋Ｃ．

解　由 ｄ
ｄｘ

［ｆ（３ｘ－１）］＝ｅｘ 知，ｅｘ 的一个原函数为ｆ（３ｘ－１），而由∫ｅｘｄｘ

＝ｅｘ＋Ｃ 知，ｅｘ 的任一个原函数为ｅｘ＋Ｃ，于是有

ｆ（３ｘ－１）＝ｅｘ＋Ｃ．

令（３ｘ－１）＝ｕ，则ｆ（ｕ）＝ｅ（ｕ＋１）／３＋Ｃ，即

ｆ（ｘ）＝ｅ（ｘ＋１）／３＋Ｃ　（Ｃ 为任取的一个常数）。仅（Ｃ）入选。

例６［２００４年Ⅰ８］（条 件 充 分 性 判 断）　已 知ｘｌｎｘ 是ｆ（ｘ）的 一 个 原 函

数，有∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ａｘ ｄｘ＝１

（１）ａ＝２／３；　　　　　（２）ａ＝３／２

解　因ｆ（ｘ）＝（ｘｌｎｘ）′，故

∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ａｘ ｄｘ＝∫ｅ

１
（ｘｌｎｘ）′
ａｘ ｄｘ＝１

ａ∫ｅ
１
ｌｎｘ＋１

ｘ ｄｘ＝１
ａ

１
２ｌｎ２ｘ＋ｌｎ（ ）ｘ

ｅ

１

＝１
ａ

１
２（ ）＋１ ＝３

２ａ＝１

当条件（１）成立时，∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ａｘ ｄｘ＝３

２ａ＝９
４

。条 件（１）不 充 分。当 条 件（２）成 立

时，有∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ａｘ ｄｘ＝１。条件（２）充分．仅Ｂ入选。

类型（三）　判断某个函数为已知函数的原函数。

先看在给定区间某函数是否连续，可导，再看其导数是否等于已知函数。

例７　函数ｅ｜ｘ｜的原函数是
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（Ａ）
ｅｘ， ｘ≥０，

ｅ－ｘ， ｘ＜０｛ ．
　　　　　（Ｂ）

ｅｘ， ｘ≥０，

－ｅ－ｘ， ｘ＜０｛ ．

（Ｃ）
ｅｘ， ｘ≥０，

２－ｅ－ｘ， ｘ＜０｛ ．
（Ｄ）

ｅｘ， ｘ≥０，

３－ｅ－ｘ， ｘ＜０｛ ．
解　设Ｆ（ｘ）为ｅ｜ｘ｜的原函数，则Ｆ（ｘ）必 在ｘ＝０处 连 续，且 可 导。（Ｃ）

和（Ａ）中函数满足在ｘ＝０处连续的条件，但（Ａ）中函数的导数

Ｆ′（ｘ）＝
ｅｘ， ｘ≥０，

－ｅ－ｘ， ｘ＜０｛ ，
≠ｆ（ｘ）＝ｅ｜ｘ｜＝

ｅｘ， ｘ≥０，

ｅ－ｘ， ｘ＜０｛ ，

即Ｆ′（ｘ）≠ｆ（ｘ），故（Ａ）中函数不能入选。仅（Ｃ）入选。

例８　函数（　　）是ｅｘ２ 的原函数。

（Ａ）∫ｅｔ
２
ｄｔ　 （Ｂ）∫ｅｔ

２
ｄｔ＋Ｃ　 （Ｃ）∫ｅｘ２ｄｔ　 （Ｄ）∫ｘ

０ｅｔ
２
ｄｔ　 （Ｅ）∫ｅｘ２

ｄｘ２

解　依据原函数的定义分别对各选项求导，看哪一项的导数等于ｅｘ２，仅

（Ｄ）中的积分符合条件 ∫ｘ
０ｅｔ

２
ｄ（ ）ｔ′＝ｅｘ２。仅（Ｄ）入选。

题型二　简化计算有理函数的积分

有理函数积分是一个基本积分类型，考生应重点掌握如下几种类型的有

理函数积分。

类型（一）　计算形如∫ Ｍｘ＋Ｎ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

ｄｘ的有理函数积分。

对分母为二次式，分子为一次 式 的 形 式∫ Ｍｘ＋Ｎ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

ｄｘ 的 有 理 函 数 的 不

定积分，常用凑微分法求之。为此先 将 被 积 式 凑 成 两 项 的 代 数 和，其 中 一 项

的分子为其分母的微分，再将另一项的分母配成完全平方。

例９　∫３
－１

ｘｄｘ
ｘ２－２ｘ－８＝

（Ａ）０．　　（Ｂ）－ｌｎ５／３．　　（Ｃ）－２ｌｎ５．　　（Ｄ）ｌｎ５．　　（Ｅ）６ｌｎ５．

解　原式＝１
２∫３

－１
２ｘｄｘ

ｘ２－２ｘ－８＝１
２∫３

－１
２ｘ－２＋２
ｘ２－２ｘ－８ｄｘ

＝１
２∫３

－１
（２ｘ－２）ｄｘ
ｘ２－２ｘ－８＋∫３

－１
ｄｘ

（ｘ－１）２－９

＝１
２∫３

－１
ｄ（ｘ２－２ｘ－８）
ｘ２－２ｘ－８ ＋∫３

－１
ｄ（ｘ－１）

（ｘ－１）２－９

＝１
２ｌｎ（ｘ２－２ｘ－８）

３

－１
＋ １
２×３ｌｎ

ｘ－１－３
ｘ－１＋３

３

－１
＋Ｃ
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＝－ｌｎ５／３。仅（Ｂ）入选。

类型（二）　计算∫ ｄｘ
［ｆ（ｘ）＋ａ］［ｆ（ｘ）＋ｂ］，其中ａ，ｂ为常数。

被积函数的分母是（或能分解为）其差为常数的两项乘积，其积分常用下

列分项法求之。由

１
［ｆ（ｘ）＋ａ］［ｆ（ｘ）＋ｂ］＝

１
ｂ－ａ

１
ｆ（ｘ）＋ａ－ １

ｆ（ｘ）＋［ ］ｂ
，

得到 ∫ ｄｘ
［ｆ（ｘ）＋ａ］［ｆ（ｘ）＋ｂ］＝

１
ｂ－ａ ∫ ｄｘ

ｆ（ｘ）＋ａ－∫ ｄｘ
ｆ（ｘ）＋［ ］ｂ

，

这里ｆ（ｘ）常为幂函数ｆ（ｘ）＝ｘｋ。为 将 其 被 积 函 数 的 分 母 化 成 差 为 常 数 的

两项乘积，有时需在分子、分母上同乘ｘ的方幂ｘｋ。

例１０　求Ｉ＝∫ ｘ３＋１
ｘ２＋ｘ－２ｄｘ

。

解　ｘ２＋ｘ－２＝（ｘ＋２）（ｘ－１），且 １
ｘ２＋ｘ－２＝１

３
１

ｘ－１－ １
ｘ（ ）＋２

，故

　Ｉ＝１
３∫ｘ

３＋１
ｘ－１ｄｘ－１

３∫ｘ
３＋１
ｘ＋２ｄｘ＝１

３∫ｘ
３－１＋２
ｘ－１ ｄｘ－１

３∫ｘ
３＋２３－７
ｘ＋２ ｄｘ

＝１
３∫（ｘ２＋ｘ＋１）ｄｘ＋２

３ｌｎ｜ｘ－１｜－１
３∫（ｘ２－２ｘ＋４）＋７

３ｌｎ｜ｘ＋２｜

＝１
９ｘ３＋１

６ｘ２＋ｘ
３＋２

３ｌｎ｜ｘ－１｜－１
９ｘ３＋２

６ｘ２－４
３ｘ＋７

３ｌｎ｜ｘ＋２｜＋

Ｃ

＝１
２ｘ２－ｘ＋２

３ｌｎ｜ｘ－１｜＋７
３ｌｎ｜ｘ＋２｜＋Ｃ。

例１１　计算Ｉ＝∫ ｄｘ
ｘ（ｘｎ＋１）。

解法１　为将被积函数的 分 母 化 成 其 差 为 常 数 的 两 项 乘 积，在 分 子、分

母上同乘ｘｎ－１得到

Ｉ＝∫ ｘｎ－１ｄｘ
ｘｎ－１ｘ（ｘｎ＋１）＝

１
ｎ∫ ｄｘｎ

ｘｎ（ｘｎ＋１）＝
１
ｎ∫ １

ｘｎ－ １
ｘｎ（ ）＋１ ｄｘｎ

＝１
ｎ∫ｄｘ

ｎ

ｘｎ －１
ｎ∫ｄ

（１＋ｘｎ）
１＋ｘｎ ＝１

ｎｌｎ ｘｎ

１＋ｘｎ ＋Ｃ。

解法２　Ｉ＝∫ｘ
ｎ＋１－ｘｎ

ｘ（ｘｎ＋１）ｄｘ＝∫１
ｘｄｘ－∫ｘｎ－１

ｘｎ＋１ｄｘ

＝ｌｎ｜ｘ｜－１
ｎ∫ １

ｘｎ＋１ｄ
（ｘｎ＋１）＝ｌｎ｜ｘ｜－１

ｎｌｎ｜ｘｎ＋１｜＋Ｃ．
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解法３　Ｉ＝∫ ｄｘ
ｘｎ＋１（１＋ｘ－ｎ）＝∫ｘ

－（ｎ＋１）

１＋ｘ－ｎｄｘ＝－１
ｎ∫ｄｘ

－（ｎ＋１）＋１

１＋ｘ－ｎ

＝－１
ｎ∫ｄ

（ｘ－ｎ＋１）
ｘ－ｎ＋１ ＝－１

ｎｌｎ｜１＋ｘ－ｎ｜＋Ｃ．

例１２（条件充分性判断）　∫１
０

ｘｄｘ
（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ）＝

１
３ｌｎ２７

３２．

（１）ａ＝２，ｂ＝４；　　（２）ａ＝４，ｂ＝２。

解　 １
（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ）＝

１
ｂ＋ａ

１
ｘ－ａ－ １

ｘ＋（ ）ｂ
，则

原式＝ １
ｂ＋ａ ∫１

０
ｘｄｘ
ｘ－ａ－∫１

０
ｘｄｘ
ｘ＋（ ）ｂ ＝ １

ｂ＋ａ ∫１
０
ｘ－ａ＋ａ
ｘ－ａ ｄｘ－∫１

０
ｘ＋ｂ－ｂ
ｘ＋ｂ ｄ（ ）ｘ

＝ １
ｂ＋ａ ∫１

０
ａｄｘ
ｘ－ａ＋∫１

０
ｂｄｘ
ｘ＋（ ）ｂ ＝ １

ｂ＋ａ
（ａｌｎ｜ｘ－ａ｜＋ｂｌｎ｜ｘ＋ｂ｜）

１

０

＝ １
ｂ＋ａ

（ａｌｎ｜１－ａ｜＋ｂｌｎ｜１＋ｂ｜－ａｌｎ｜－ａ｜－ｂｌｎ｜ｂ｜）。

当条件（１）成立时，将ａ＝２，ｂ＝４代入上式得原式＝１
３ｌｎ２５

３２≠１
３ｌｎ２７

３２．

条件（１）不充分。当条件（２）成立时，将ａ＝４，ｂ＝２代入上式得到

原积分＝１
６

（４ｌｎ３＋２ｌｎ３－４ｌｎ４－２ｌｎ２）＝１
６

（６ｌｎ３－１０ｌｎ２）

＝１
６×２×（ｌｎ３３－５ｌｎ２）＝１

３ｌｎ２７
３２．

条件（２）充分．仅Ｂ入选。

题型三　计算被积函数含根式的积分

常用的计算方法有下述几种。

法一　用凑微分求之。

被积函数的 分 母 出 现 ｆ（ｘ槡 ）因 子 函 数 时，应 先 考 察 被 积 式 能 否 凑 成

ｄｆ（ｘ）

ｆ（ｘ槡 ）
的形式，如果能，则利用

∫ｄｆ（ｘ）

ｆ（ｘ槡 ）
＝２∫ｄ ｆ（ｘ槡 ）＝２ ｆ（ｘ槡 ）＋Ｃ

计算，即可解决去掉被积函数中分母根式 ｆ（ｘ槡 ）的问题。

例１３　计算不定积分∫ｘｅ
－ １－ｘ槡 ２

１－ｘ槡 ２
ｄｘ。
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解　原式＝－１
２∫ｅ－ １－ｘ槡 ２

１－ｘ槡 ２
ｄ（１－ｘ２）

＝－∫ｅ－ １－ｘ槡 ２
ｄ １－ｘ槡 ２ 用到

１
槡ｕ

ｄｕ＝２ｄ槡（ ）ｕ

＝∫ｅ－ １－ｘ槡 ２
ｄ（－ １－ｘ槡 ２）＝ｅ－ １－ｘ槡 ２

＋Ｃ。

例１４　∫ ｄｘ

槡ｘ １＋槡槡 ｘ
＝

（Ａ） １＋槡槡 ｘ．　　 （Ｂ）２ １＋槡槡 ｘ．　　（Ｃ）３ １＋槡槡 ｘ．

（Ｄ）４ １＋槡槡 ｘ．　　（Ｅ）５ １＋槡槡 ｘ．

解　原式＝２∫ ｄ槡ｘ
１＋槡槡 ｘ

＝２∫ｄ
（槡ｘ＋１）

１＋槡槡 ｘ
＝２×２∫ｄ １＋槡槡 ｘ

＝４ １＋槡槡 ｘ＋Ｃ。仅（Ｄ）入选。

例１５　∫１
０

ｘ
１＋ 槡槡ｘ ｘ

ｄｘ＝

（Ａ）（槡２－１）／３．　　（Ｂ）２（槡２－１）／３．　　（Ｃ）４（槡２－１）／３．

（Ｄ）槡２－１． （Ｅ）４（槡２－１）／３．

解　∫１
０

ｘ
１＋ 槡槡ｘ ｘ

ｄｘ＝∫１
０

槡ｘｄｘ
１＋ 槡槡 ｘ ｘ

＝∫１
０
２
３

ｄｘ
２
３

１＋ｘ槡 ３
２

＝２
３∫１

０
ｄ（１＋ｘ

２
３ ）

１＋ｘ槡 ３
２

＝２
３×２∫１

０ｄ １＋ｘ槡 ３
２

＝４
３ １＋ｘ槡 ３

２

１

０
＝４

３
（槡２－１）。仅（Ｅ）入选。

法二　将被积函数的分母或（和）分子有理化求之。

例１６　计算∫ ｘｄｘ
ｘ－ ｘ２槡 ＋１

。

解　分母有理化得到

原式＝∫ ｘ（ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）
（ｘ－ ｘ２槡 ＋１）（ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）

ｄｘ＝－ ∫ｘ２ｄｘ＋∫ｘ １＋ｘ槡 ２ｄ（ ）ｘ

＝－ １
３ｘ３＋１

２∫ １＋ｘ槡 ２ｄ（１＋ｘ２［ ］）
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＝－ １
３ｘ３＋１

２×２
３

（１＋ｘ２）［ ］３
２ ＋Ｃ

＝－１
３ｘ３－１

３
（ｘ２＋１）３

２ ＋Ｃ。

法三　化根式为幂函数，应用幂函数的积分公式求之。

例１７　求Ｉ＝∫ｘ
２＋ ｘ槡 ３＋３

槡ｘ
ｄｘ。

解　Ｉ＝∫
（ｘ２＋ｘ３／２＋３）

ｘ１／２ ｄｘ＝∫（ｘ３／２＋ｘ＋３ｘ－１／２）ｄｘ

＝ １ １＋（ ）］［ ３
２ ｘ３／２＋１＋１

２ｘ２＋ ３ １－（ ）］［ １
２ ｘ１－１／２＋Ｃ

＝２
５ｘ５／２＋１

２ｘ２＋６ｘ１／２＋Ｃ。

法四　用配方法求之。

根式 中 含ｘ 的 二 次 函 数 可 通 过 配 方 等 方 法 化 为 Ａ２－ｕ槡 ２， ｕ２－Ａ槡 ２，

ｕ２＋Ａ槡 ２等形式，再用凑微分法或直使用 积 分 公 式（２３１６）算 出 一 些 较 特

殊的积分。

例１８（条件充分性判断）　∫ａ
２

ｄｘ
ｘ２－４ｘ槡 ＋５

＝ｌｎ（ 槡１＋ ２）。

（１）ａ＝３；　　　　　（２）ａ＝４

解　∫ａ
２

ｄｘ
ｘ２－４ｘ槡 ＋５

＝∫ａ
２

ｄｘ
（ｘ－２）２槡 ＋１

＝∫ａ
２

ｄ（ｘ－２）
（ｘ－２）２槡 ＋１

＝ｌｎ （ｘ－２）＋ （ｘ－２）２槡［ ］＋１
ａ
２

＝ｌｎ （ａ－２）＋ （ａ－２）２槡［ ］＋１ ．

当条件（１）成立即ａ＝３时，有

∫３
２

ｄｘ
ｘ２－４ｘ槡 ＋５

＝ｌｎ （ａ－２）＋ （ａ－２）２槡［ ］＋１
３
２＝ｌｎ（ 槡１＋ ２）。

条件（１）充分。但当条件（２）成立即ａ＝４时，有

∫４
２

ｄｘ
ｘ２－４ｘ槡 ＋５

＝ｌｎ （ａ－２）＋ （ａ－２）２槡［ ］＋１
４
２＝ｌｎ（ 槡２＋ ５）

≠ｌｎ（ 槡１＋ ２）。

条件（２）不充分。仅Ｂ入选。

法五　用变量代换法求之。
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一般均可令被积函数中的根式为 一 新 变 量 使 无 理 式 积 分 化 为 有 理 式 的

积分。常考题型有下述几种情况：

１°根式内含ｘ的一次函 数，且 被 积 函 数 只 含 一 个 根 式，作 变 量 代 换，直

接令整个根式为新变量ｕ。

２°被积函数中含有 两 个 根 式
ｍ
ａｘ＋槡 ｂ，ｎ

ａｘ＋槡 ｂ，常 作 代 换ｔ＝ ｐａｘ＋槡 ｂ，

其中ｐ为正整数ｍ，ｎ的最小公倍数。

３°被积函数含根式 ｅｋｘ±槡 ａ（或 ａ±ｅ槡 ｋｘ）时 常 作 代 换ｔ＝ ｅｋｘ±槡 ａ（或ｔ

＝ ａ±ｅ槡 ｋｘ）化为有理函数 积 分，有 理 也 可 作 代 换ｔ＝ｅｋｘ 利 用 基 本 积 分 公 式

（２３１６）直接积分（参阅本节题型四）。

例１９［１９９９年Ⅱ２５］　求Ｉ＝∫１
０ １＋槡槡 ｘｄｘ．

解法１　令ｔ＝１＋槡ｘ，则ｘ＝（ｔ－１）２，ｄｘ＝２（ｔ－１）ｄｔ．因而

Ｉ＝∫１
０ １＋槡槡 ｘｄｘ＝２∫２

１槡ｔ（ｔ－１）ｄｔ＝２∫２
１（ｔ

３
２ －ｔ

１
２ ）ｄｔ

＝２ ２
５ｔ

５
２ －２

３ｔ（ ）３
２

２

１
＝８
１５

（ 槡１＋ ２）。

解法２　令ｔ＝ １＋槡槡 ｘ，则ｘ＝（ｔ２－１）２，ｄｘ＝４ｔ（ｔ２－１），

Ｉ＝４∫槡２１ｔ２（ｔ２－１）ｄｔ＝４ １
５ｔ

５－１
３ｔ（ ）３

槡２

１
＝８
１５

（ 槡１＋ ２）．

例２０［２０００年Ⅱ３０］　求∫ ｄｘ
ｘ槡 ＋１＋

３
ｘ槡 ＋１

。

解　因２与３的最小 公 倍 数 为６，令ｘ＋１＝ｔ６，则ｄｘ＝６ｔ５ｄｔ， ｘ槡 ＋１＝

ｔ３，３
ｘ槡 ＋１＝ｔ２，所以

原式＝∫６ｔ５ｄｔ
ｔ３＋ｔ２＝∫６ｔ

３ｄｔ
１＋ｔ＝６∫ｔ

３＋１－１
１＋ｔ ｄｔ＝６∫（ｔ２＋ｔ＋１）ｄｔ－∫ｄｔ

１＋ｔ

＝２ｔ３－３ｔ２＋６ｔ－６ｌｎ（１＋ｔ）＋Ｃ

＝２ ｘ槡 ＋１－３
３
ｘ槡 ＋１＋６

６
ｘ槡 ＋１－６ｌｎ（

６
ｘ槡 ＋１＋１）＋Ｃ．

例２１　∫－ｌｎ２
０ １－ｅ２槡 ｘｄｘ＝

（Ａ）槡３／２－ｌｎ（ 槡２－ ３）．　　（Ｂ）１／２－ｌｎ（ 槡２－ ３）．

（Ｃ）１／２＋ｌｎ（ 槡２＋ ３）． （Ｄ）槡３／２＋ｌｎ（ 槡２＋ ３）．

（Ｅ）槡３／２－ｌｎ（ 槡２＋ ３）．

解　本例是含根式的被 积 函 数 的 积 分，应 先 通 过 变 量 代 换ｔ＝ １－ｅ２槡 ｘ
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去掉根式和指数函数，再积分。

由ｔ＝ １－ｅ２槡 ｘ 得到ｘ＝１
２ｌｎ（１－ｔ２），ｄｘ＝ －ｔ

１－ｔ２ｄｔ．于是

∫－ｌｎ２
０ １－ｅ２槡 ｘｄｘ＝∫

槡３
２０

－ｔ２

１－ｔ２ｄｔ＝∫
槡３
２０
１－ｔ２－１
１－ｔ２ ｄｔ　　　　

＝槡３
２－∫

槡３
２０

ｄｔ
１－ｔ２＝

槡３
２－１

２ｌｎ１＋ｔ
１－ｔ

槡３
２

０

槡＝ ３／２－ｌｎ（ 槡２＋ ３）．仅（Ｅ）入选。

例２２　计算∫ ｄｘ
１－４ｅｘ＋ｅ２槡 ｘ

。

解　原式＝∫ ｅ－ｘｄｘ
ｅ－ｘ ｅ２ｘ－４ｅｘ槡 ＋１

＝－ ｄｅ－ｘ

１－４ｅ－ｘ＋ｅ－２槡 ｘ

ｅ－ｘ＝


ｕ
－∫ ｄｕ

ｕ２－４ｕ槡 ＋１
＝－∫ ｄｕ

ｕ２－２×２ｕ槡 ＋４－３

＝－∫ ｄ（ｕ－２）
（ｕ－２）２槡 －３

＝－ｌｎ｜（ｕ－２）＋ （ｕ－２）２槡 －３｜＋Ｃ

＝－ｌｎ｜（ｅ－ｘ－２）＋ （ｅ－ｘ－２）２槡 －３｜＋Ｃ。

法六　用倒代换法求之。

为求这类积分∫ ｄｘ
ｘｋ ａｘ２＋ｂｘ＋槡 ｃ

常用倒代换ｔ＝１
ｘ

求之。这时虽不能去

掉根号，但可以降低分母中ｘｋ 的幂指数改善根号内的函数，使之能用凑微分

法或用基本积分公式求出其积分。

例２３［２０００年Ⅰ２９］　求Ｉ＝∫ ｄｘ
ｘ２ １＋ｘ槡 ２

．

解法１　用倒代换ｘ＝１
ｔ

求之，则ｄｘ＝－１
ｔ２ｄｔ．于是

Ｉ＝－∫ ｄｔ
ｔ２（１／ｔ２） １＋（１／ｔ）槡 ２

＝－∫ ｔｄｔ
１＋ｔ槡 ２

＝－１
２∫ｄ

（１＋ｔ２）
１＋ｔ槡 ２

＝－１
２×２∫ｄ １＋ｔ槡 ２＝－ １＋ｔ槡 ２＋Ｃ＝－ １＋ｘ槡 ２

ｘ ＋Ｃ．

解法２　用分部积分法求之。

Ｉ＝∫ ｄｘ
ｘ３ １＋１／ｘ槡 ２

＝－１
２∫ｄ（１／ｘ２）

１＋１／ｘ槡 ２
＝－１

２∫ｄ
（１＋１／ｘ２）
１＋１／ｘ槡 ２
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＝－１
２×２∫ｄ １＋１／ｘ槡 ２＝－ １＋１

ｘ槡 ２＋Ｃ＝－ １＋ｘ槡 ２

ｘ ＋Ｃ．

题型四　计算被积函数仅含指数函数类的积分

类型（一）　计算被积函数仅含ｅｋｘ（或ａｋｘ）的积分。

如果被积函数的分母 仅 含ｅｋｘ（或ａｋｘ）其 积 分 有 多 种 求 法。作 代 换ｔ＝

ｅｋｘ，将 原 积 分 化 为 有 理 函 数 积 分 求 之 是 常 用 方 法，计 算 时 要 利 用 式

（２３１４）。

例２４　计算∫ ｄｘ
ｅ２ｘ＋１

。

解　令ｅ２ｘ＝ｔ，则２ｅ２ｘｄｘ＝ｄｔ，ｄｘ＝ｄｔ／（２ｅ２ｘ）＝ｄｔ／（２ｔ）。于是

原式＝∫ ｄｔ
２ｔ（ｔ＋１）＝

１
２∫ １

ｔ－ １
ｔ（ ）＋１ ｄｔ＝１

２
［ｌｎｔ－ｌｎ（ｔ＋１）］＋Ｃ

＝１
２ｌｎ ｔ

１＋ｔ＋Ｃ＝１
２ｌｎ ｅ２ｘ

ｅ２ｘ＋１＋Ｃ．

例２５　计算∫２ｘ３ｘ

９ｘ－４ｘｄｘ．

解　原式＝∫ ６ｘｄｘ
４ｘ［（９／４）ｘ－１］＝∫

（３／２）ｘ
（３／２）２ｘ－１ｄｘ

＝∫
（３／２）ｘｌｎ（３／２）ｄｘ

ｌｎ（３／２）｛［（３／２）ｘ］２－１｝＝∫
［（３／２）ｘ］′ｄｘ

ｌｎ（３／２）｛［（３／２）ｘ］２－１｝

＝∫ ｄ（３／２）ｘ

ｌｎ（３／２）｛［（３／２）ｘ］２－１｝

＝ １
ｌｎ（３／２）

１
２ ｌｎ

（３／２）ｘ－１
（３／２）ｘ（ ）［ ］＋１ ＋Ｃ

＝ １
２（ｌｎ３－ｌｎ２）ｌｎ

３ｘ－２ｘ

３ｘ＋２（ ）ｘ ＋Ｃ．

例２６（条件充分性判断）　∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝６

（１）ａ＝６；　　　　　（２）ａ＝３
解法１　作变量代换ｅｘ＝ｔ求之，则ｅｘｄｘ＝ｄｔ，ｄｘ＝ｄｔ／ｅｘ＝ｄｔ／ｔ．于是

∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫ｅａ

ｅ－ａ
ｄｔ

ｔ（１＋ｔ）＝∫ｅａ
ｅ－ａ

ｄｔ
ｔ －∫ｅａ

ｅ－ａ
ｄ（ｔ＋１）
ｔ＋１ 　　　　

＝ｌｎｅａ－ｌｎｅ－ａ－ｌｎｅａ＋１
ｅ－ａ＋１＝２ａ－ｌｎ ｅａ ｅａ＋１

ｅａ（ｅ－ａ＋１［ ］）
＝２ａ－ａ＝ａ．
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当条件（１）成立时，有∫６
－６

１
１＋ｅｘｄｘ＝６。条件（１）充分。

当条件（２）成立时，有∫３
－３

１
１＋ｅｘｄｘ＝３。条件（２）不充分。仅 Ａ入选。

解法２　∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫ａ

－ａ
ｅｘｄｘ

ｅｘ（１＋ｅｘ）＝∫ａ
－ａ
ｄｅｘ

ｅｘ －∫ａ
－ａ
ｄ（１＋ｅｘ）
１＋ｅｘ

＝ｌｎｅｘ
ａ

－ａ
－ｌｎ（１＋ｅｘ）

ａ

－ａ
＝２ａ－ｌｎ１＋ｅａ

１＋ｅ－ａ

＝２ａ－ｌｎ ｅａ １＋ｅａ

ｅａ（１＋ｅ－ａ［ ］） ＝２ａ－ｌｎ ｅａ１＋ｅａ

１＋ｅ（ ）ａ

＝２ａ－ｌｎｅａ＝２ａ－ａ＝ａ．

解法３　∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫ａ

－ａ
ｅ－ｘｄｘ
１＋ｅ－ｘ ＝－∫ａ

－ａ
ｄ（１＋ｅ－ｘ）
１＋ｅ－ｘ ＝－ｌｎ（１＋ｅ－ｘ）

ａ

－ａ

＝－ｌｎ１＋ｅ－ａ

１＋ｅａ ＝－ｌｎ ｅａ １＋ｅ－ａ

ｅａ（１＋ｅａ［ ］）
＝－ｌｎ １

ｅａ
１＋ｅａ

１＋ｅ（ ）［ ］ａ ＝－ｌｎ１
ｅａ ＝－（－ｌｎｅａ）＝ａ．

解法４　注意到ｇ（ｘ）＝２－（１＋ｅｘ）
２（１＋ｅｘ）＝１

２
１－ｅｘ

１＋ｅ（ ）ｘ 为奇函数，∫ａ
－ａｇ（ｘ）ｄｘ

＝０，于是

０＝∫ａ
－ａｇ（ｘ）＝∫ａ

－ａ
２ｄｘ

２（１＋ｅｘ）－
１
２∫ａ

－ａｄｘ＝∫ａ
－ａ

ｄｘ
１＋ｅｘ－ａ，

即 ∫ａ
－ａ

ｄｘ
１＋ｅｘ＝ａ。

解法５　∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫ａ

－ａ
１＋ｅｘ－ｅｘ

１＋ｅｘ ｄｘ＝∫ａ
－ａｄｘ－∫ａ

－ａ
ｄ（１＋ｅｘ）
１＋ｅｘ

＝２ａ－ｌｎ（１＋ｅｘ）
ａ

－ａ
＝２ａ－ｌｎ１＋ｅａ

１＋ｅ－ａ

＝２ａ－ｌｎ ｅａ １＋ｅａ

ｅａ（１＋ｅ－ａ［ ］） ＝２ａ－ｌｎｅａ＝２ａ－ａ＝ａ．

解法６　注意到积分区间为对称区间，虽ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｅｘ 不 是 奇、偶 函 数，

但

ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝ １
１＋ｅｘ＋

１
１＋ｅ－ｘ＝

１
１＋ｅｘ＋

ｅｘ

１＋ｅｘ＝１，
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由式（２３２６）即得

∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫ａ

０［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ＝∫ａ
０１ｄｘ＝ａ。

解法７　∫ａ
－ａ

１
１＋ｅｘｄｘ＝∫ａ

－ａ
ｄｘ

ｅｘ（１＋ｅ－ｘ）＝∫ａ
－ａ

ｅ－ｘｄｘ
１＋ｅ－ｘ＝ａ（见解法３）。

注意　被积函数ｆ（ｘ）含ｅｘ 时，为求其积分常进行如下恒等变形：

１°分子、分母同乘ｅｘ 或ｅ－ｘ，即ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）＝

ｅｘｇ（ｘ）
ｅｘｈ（ｘ）＝

ｅ－ｘｇ（ｘ）
ｅ－ｘｈ（ｘ）；

２°分子上加减相同的项，即ｆ（ｘ）＝
（ｇ（ｘ）±ｅｘ）ｅｘ

ｈ（ｘ） ；

３°分子或分母上提取公因式，即

ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）＝

ｅｘｇ１（ｘ）
ｈ（ｘ） 　或　ｆ（ｘ）＝ ｇ（ｘ）

ｅｘｈ１（ｘ）．

类型（二）　计算被积函数含多个指数项的积分。

常用下述方法求之：

１°作变量代换ｕ＝ｅｘ 或ｕ＝ｅ－ｘ，将其化为∫ ｄｘ
ｕ２－ａ２而求之。

２°将被积函数分母的和差形式化为乘积形式而求之。

３°被积函数中如含有ｅ－ｋｘ 可在分子分母上同乘ｅｋｘ，如含有ｅｋｘ，可 在 分

子分母上同乘ｅ－ｋｘ，化简被积函数而求之。

类型（三）　计算被 积 函 数 含 ｅｋｘ±槡 ａ或 ａ±ｅ槡 ｋｘ 的 积 分（参 阅 本 节 题 型

三中的法五）。

例２７　计算∫ ｄｘ
ｅ２ｘ＋ｅ－２ｘ－２

。

解法１　用配方法，提公因式等方法将分母中和差化为乘积形式。

　　∫ ｄｘ
ｅ２ｘ＋ｅ－２ｘ－２＝∫ ｄｘ

（ｅｘ）２－２ｅｘｅ－ｘ＋（ｅ－ｘ）２＝∫ ｄｘ
（ｅｘ－ｅ－ｘ）２　　

＝∫ ｄｘ
ｅ－２ｘ［（ｅｘ）２－１］２＝

１
２∫ ｅ２ｘｄ（２ｘ）

［（ｅｘ）２－１］２＝
１
２∫ｄ

（ｅ２ｘ－１）
（ｅ２ｘ－１）２

＝－１
２∫ｄ １

ｅ２ｘ（ ）－１ ＝－１
２

１
ｅ２ｘ－１＋Ｃ。

解法２　将原积分的分子分母同乘ｅ２ｘ得到

原式＝∫ ｅ２ｘｄｘ
（ｅ２ｘ）２＋１－２ｅ２ｘ＝

１
２∫ｄ

（ｅ２ｘ－１）
（ｅ２ｘ－１）２
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＝－１
２∫ｄ １

ｅ２ｘ（ ）－１ ＝－１
２

１
ｅ２ｘ－１＋Ｃ。

解法３　令ｅ２ｘ＝ｔ，则２ｅ２ｘｄｘ＝ｄｔ，２ｔｄｘ＝ｄｔ，于是

原式＝∫ ｄｔ／２ｔ
ｔ＋ｔ－１－２＝１

２∫ ｄｔ
ｔ２－２ｔ＋１＝１

２∫ ｄｔ
（ｔ－１）２＝－１

２
１

ｔ－１＋Ｃ

＝－１
２

１
ｅ２ｘ－１＋Ｃ．

题型五　计算∫ｆ（ｘ）ｄｘ
（ａｘ＋ｂ）ｋ （ｋ为实数且不等于１）

常用凑微分的公式求解，为此要熟练掌握下列凑微分公式：

ｘｎｄｘ＝ １
ｎ＋１ｄｘ

ｎ＋１， （２３１９）

１
ｘ２ｄｘ＝－ｄ１

ｘ
，

１
ｘ３ｄｘ＝－１

２ｄ１
ｘ２，

１
ｘ４ｄｘ＝－１

３ｄ１
ｘ３，

一般ｋ为不等于１的实数时，有

１
ｘｋｄｘ＝－１

ｋｄ １
ｘｋ－１。 （２３１１０）

ｄｘ
（ａｘ＋ｂ）ｋ＝

－１
ａ（ｋ－１）ｄ

１
（ａｘ＋ｂ）ｋ［ ］－１ ＝ １

ａ（１－ｋ）ｄ
１

（ａｘ＋ｂ）ｋ［ ］－１ ．

（２３１１１）

为理解式（２３１１１），下面对ｋ＝２，３，４加以验证。

１
（ａｘ＋ｂ）２ｄｘ＝１

ａ
１

（ａｘ＋ｂ）２ｄ（ａｘ＋ｂ）＝－１
ａｄ １

（ａｘ＋ｂ［ ］）
＝ １
ａ（１－２）ｄ

１
ａｘ＋（ ）ｂ

，

ｋ＝３时，有 ｄｘ
（ａｘ＋ｂ）３＝－１

２ａｄ
１

（ａｘ＋ｂ）［ ］２ ＝ １
ａ（１－３）ｄ

１
（ａｘ＋ｂ）［ ］２ ，

ｋ＝４时，有 ｄｘ
（ａｘ＋ｂ）４＝－１

３ａｄ
１

（ａｘ＋ｂ）［ ］３ ＝ １
ａ（１－４）ｄ

１
（ａｘ＋ｂ）［ ］３ 。

例２８　计算∫ ｄｘ
ｘ

３
１＋ｌｎ槡 ｘ

．

解　由式（２３１１１）得到
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原式＝∫ ｄｌｎｘ
３
１＋ｌｎ槡 ｘ

＝∫ｄ（１＋ｌｎｘ）
（１＋ｌｎｘ）１／３＝－ １

１／３－１∫ｄ
１

（１＋ｌｎｘ）１／３－１

＝３
２

１
（１＋ｌｎｘ）－２／３＋Ｃ＝３

２
（１＋ｌｎｘ）２／３＋Ｃ．

例２９［２００２年Ⅰ２１］　设函数ｆ（ｘ）在［０，１］上 有 连 续 的 导 数，ｆ（ｘ）无 零

点，且ｆ（０）＝１，ｆ（１）＝２，则∫１
０
ｆ′（ｘ）
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝ 。

解　先将被积函数中导函数因 子 移 入 微 分 号 内，再 用 分 部 积 分 法 求 之，

即

∫１
０
ｆ′（ｘ）
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝∫１

０
ｄｆ（ｘ）
ｆ２（ｘ）＝（－１）∫１

０ｄ
１

ｆ（ｘ）＝－ １
ｆ（１）－

１
ｆ（０［ ］） ＝１

２．

例３０（条件充分性判断）　∫ｅ
１
ｆ′（ｌｎｘ）

ｘ ｄｘ＝ｅ－１－１。

（１）ｆ（ｘ）＝ｅｘ；　　　　　（２）ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘ．

解　∫ｅ
１
ｆ′（ｌｎｘ）

ｘ ｄｘ＝∫ｅ
１ｆ′（ｌｎｘ）ｄｌｎｘ＝∫ｅ

１ｄｆ（ｌｎｘ）＝ｆ（ｌｎｅ）－ｆ（ｌｎ１）

＝ｆ（１）－ｆ（０）．
当条件（１）成立时，ｆ（ｘ）＝ｅｘ，则ｆ（１）－ｆ（０）＝ｅ－１≠ｅ－１－１。条件（１）

不充分。当条件（２）成立时，有

ｆ（１）－ｆ（０）＝ｅ－１－ｅ－０＝ｅ－１－１。条件（２）充分。仅Ｂ入选。

例３１　∫２
１
１
ｘ２ｅ１－１／ｘｄｘ＝

（Ａ）ｅ１／２－１．　　　（Ｂ）ｅ－１－ｅ－１／２．　　　（Ｃ）ｅ－１／２－ｅ－１．
（Ｄ）ｅ３／２－ｅ．　　　（Ｅ）ｅ１／２．

解　原式＝∫２
１ｅ１－１／ｘｄ －１（ ）ｘ ＝∫２

１ｅ１－１／ｘｄ １－１（ ）ｘ

＝∫２
１ｄｅ１－１／ｘ＝ｅ１－１／ｘ ２

１＝ｅ１／２－１。仅（Ａ）入选。

例３２　∫ ｘ２ｄｘ
（１－ｘ３）３／２＝

（Ａ）１
３

１
（１－ｘ３）１／２＋Ｃ．　（Ｂ）２

３
１

（１－ｘ３）１／２＋Ｃ．　（Ｃ）４
３

１
（１－ｘ３）３／２＋Ｃ．

（Ｄ）５
３

１
（１－ｘ３）１／２＋Ｃ． （Ｅ） １

（１－ｘ３）３／２＋Ｃ．

解　原式＝１
３∫ ｄｘ３

（１－ｘ３）３／２＝－１
３∫ｄ（１－ｘ３）

（１－ｘ３）３／２
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＝－１
３

－１
３／２－１∫ｄ

１
（１－ｘ３）３／［ ］２－１ ＝２

３
１

（１－ｘ３）１／２＋Ｃ。

仅（Ｂ）入选。

例３３　∫ １＋ｘ
（１－ｘ）３ｄｘ＝

（Ａ）Ｃ＋ ｘ
（１－ｘ）２． （Ｂ） １

（１－ｘ）２＋Ｃ． （Ｃ） １
（１－ｘ）３＋Ｃ．

（Ｄ） ２
（１－ｘ）３＋Ｃ． （Ｅ）１

１－ｘ＋Ｃ．

解　∫ １＋ｘ
（１－ｘ）３ｄｘ＝∫１＋ｘ－１＋１

（１－ｘ）３ ｄｘ＝－２∫ｄ
（１－ｘ）
（１－ｘ）３－∫ ｄｘ

（１－ｘ）２

＝（－２） －１（ ）２ ∫ｄ １
（１－ｘ）２＋∫ｄ

（１－ｘ）
（１－ｘ）２

＝ １
（１－ｘ）２＋（－１）∫ｄ １

１－ｘ＝ １
（１－ｘ）２－

１
１－ｘ＋Ｃ

＝ ｘ
（１－ｘ）２＋Ｃ。仅（Ｂ）入选。

习　题　２３１

（一）问题求解

１［１９９７年Ⅱ１７］　∫６
３ｆ′ ｘ（ ）３ ｄｘ＝

（Ａ）ｆ（２）－ｆ（１）． （Ｂ）３［ｆ（２）－ｆ（１）］． （Ｃ）［ｆ（２）－ｆ（１）］／３．
（Ｄ）［ｆ″（２）－ｆ″（１）］／３．（Ｅ）３［ｆ″（２）－ｆ″（１）］．

２ 设ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘ，则∫ｆ′
（ｌｎｘ）
ｘ ｄｘ＝

（Ａ）－１／ｘ＋Ｃ． （Ｂ）－ｌｎｘ＋Ｃ． （Ｃ）１／ｘ＋Ｃ．
（Ｄ）ｌｎｘ＋Ｃ． （Ｅ）－ｘ＋Ｃ．

３ 设 ｄ
ｄｘ

［ｆ（３ｘ－１）］＝ｅｘ，ｆ（ｘ）＝

（Ａ）ｅｘ／３． （Ｂ）ｅ（ｘ＋１）／３． （Ｃ）ｅ（ｘ＋１）／３＋Ｃ．
（Ｄ）ｅ（ｘ－１）２＋Ｃ． （Ｅ）ｅ（ｘ＋２）２＋Ｃ．

４∫１
０ｌｎ（１＋槡ｘ）ｄｘ＝
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（Ａ）ｌｎ２．　　（Ｂ）１１．　　 （Ｃ）２．　　 （Ｄ）１／２．　　 （Ｅ）－１．

５Ｉ＝∫ｅ２
ｅ

ｄｘ
ｘ ｌｎｘ（１＋ｌｎｘ槡 ）

＝

（Ａ）３ｌｎ（槡３－１）． （Ｂ）２ｌｎ（槡３－１）．

（Ｃ）４ｌｎ（槡３－１）． （Ｄ）５ｌｎ（槡３－１）．

６∫ ｘ
１－ 槡槡ｘ ｘ

ｄｘ＝

（Ａ） １－ｘ３／槡 ２＋Ｃ． （Ｂ）３ １－ｘ３／槡 ２＋Ｃ． （Ｃ）５ １－ｘ３／槡 ２＋Ｃ．

（Ｄ）（－４／３） １－ｘ３／槡 ２＋Ｃ．（Ｅ）４ １－ｘ３／槡 ２＋Ｃ．

７∫３２
１

ｄｘ
ｘ１／５ １＋ｘ４／槡 ５

＝

（Ａ）槡 槡１７－ ２． （Ｂ）５（槡 槡１７－ ２）．

（Ｃ）６（槡 槡１７－ ２）． （Ｄ）（５／２）（槡 槡１７－ ２）．

（Ｅ）７（槡 槡１７－ ２）．
（二）条件充分性判断

１∫１
０ａｘｅｘｄｘ＝ｅ２－１

２ ．

（１）ａ＝ｅ； （２）ａ 槡＝ ｅ。

２∫ａ
０ｅ（ｘ＋ｅｘ）ｄｘ＝ｅ２－ｅ．

（１）ａ＝２； （２）ａ＝ｌｎ２

３∫２
１／２

ｄｘ
ｘ（１＋ｘｎ）＝ｌｎ２。

（１）ｎ＝６； （２）ｎ＝３

４∫ａ
０
ｘ＋ｌｎ（１＋ｘ）

１＋ｘ ｄｘ＝ｅ－３
２．

（１）ａ＝１； （２）ａ＝ｅ。

５∫ａ
－１ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，其中函数ｆ（ｘ）满足∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝ｘ２ｅｘ＋Ｃ．

（１）ａ＝－２； （２）ａ＝０．

６ｆ（ａ）＝３（ｅ－１），其中函数ｆ（ｘ）满足ｆ′（３ｘ－１）＝ｅｘ 且ｆ（－１）＝３
（１）ａ＝２； （２）ａ＝０．
（三）解答题

１ 已知∫ １＋槡 ｘｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ，求ｄＦ（ｅｘ）。
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２ 求∫ １－１
ｘ（ ）２ 槡槡ｘ ｘｄｘ．

３［２００１年Ⅱ２２］　∫１
０

槡ｘ
１＋槡ｘ

ｄｘ＝ 。

４∫ ｄｘ
（１＋ｘ）（２－ｘ）＝ 。

５［１９９８年Ⅱ２５］　求Ｉ＝∫ｌｎ２ｘ
ｘｌｎ４ｘｄｘ．

６ 求下列积分：

（１）∫ ｄｘ
槡ｘ＋

３槡ｘ
；　　（２）∫ ｄｘ

１＋槡槡 ｘ
；　　（３）∫ ｄｘ

ｘ２ ｘ２槡 －４
；

（４）∫ ｄｘ
２－ｅ槡 ｘ

； （５）∫ ２ｘｄｘ
ｘ２－ｘ－２

； （６）∫２
１

ｌｎｘｄｘ
ｘ（１＋３ｌｎ２ｘ）；

（７）∫ ２ｘ２－３
ｘ２（ｘ２－１）ｄｘ．

２３２　计算定积分

　　１ 定积分的定义

设ｆ（ｘ）是定义在区间［ａ，ｂ］上的已知函数，对区间［ａ，ｂ］进行任意分划，

其任意分划的ｘ区间［ｘｉ－１，ｘｉ］的 长 度 为 Δｘｉ＝ｘｉ－ｘｉ－１ （ｉ＝１，２，…，ｎ），任

取ξｉ∈［ｘｉ－１，ｘｉ］，作和式Ｓｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ．若和式的极限

ｌｉｍ
Δｘ→０

Ｓｎ＝ｌｉｍ
Δｘ→０


ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ，其中 Δｘ＝ｍａｘ｛Δｘ１，Δｘ２，…，Δｘｎ｝

存在，且极限值与［ａ，ｂ］的分划及ξｉ 的取法无关，则称函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可

积，且称此极限值为函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的定积分，记作∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ，即

ｌｉｍ
Δｘ→０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ＝∫ｂ

ａｆ（ｘ）ｄｘ，

其中ｆ（ｘ）称为被积函数，［ａ，ｂ］称为 积 分 区 间，ａ，ｂ分 别 称 为 积 分 下 限、积 分

上限，ｘ称为积分变量，Ｓｎ 称为积分和．由积分的上述定义易知

１°定积分的值只与被积函数和积分区间有关；

２°定积分的值与积分变量用什么文字表示无关，即

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｂ

ａｆ（ｔ）ｄｔ；
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３°∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫ａ

ｂｆ（ｘ）ｄｘ，特别有∫ａ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝０。

　　２ 定积分的基本性质

１°∫ｂ
ａ［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］ｄｘ＝∫ｂ

ａｆ（ｘ）ｄｘ±∫ｂ
ａｇ（ｘ）ｄｘ．

２°∫ｂ
ａｋｆ（ｘ）ｄｘ＝ｋ∫ｂ

ａｆ（ｘ）ｄｘ，ｋ为常数．

３°定积分的可加性：对任意ａ，ｂ，ｃ总有

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｃ

ａｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ｂ
ｃｆ（ｘ）ｄｘ。

定理２３２１（牛顿莱 布 尼 兹 公 式）　 若 函 数 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 连 续，

Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的一个原函数，则

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）ｂ

ａ＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）．

上述公式也称为微积分基本定理，是计算定积分的基本公式．

　　３ 常考题型及其解题分法技巧归纳

题型一　利用定积分的几何意义计算定积分

类型（一）　利用圆心在原点、半径为Ｒ 的圆的面积计算定积分。

∫Ｒ
－Ｒ Ｒ２－ｘ槡 ２ｄｘ＝１

２πＲ２。 （２３２１）

∫０
－Ｒ Ｒ２－ｘ槡 ２ｄｘ＝∫Ｒ

０ Ｒ２－ｘ槡 ２ｄｘ＝１
４πＲ２。 （２３２２）

例１（充分条件性判断）　∫ａ
－ａ（ａ＋ｘ） ａ２－ｘ槡 ２ｄｘ＝４π．

（１）ａ＝１；　　　　　（２）ａ＝２

解　∫ａ
－ａ（ａ＋ｘ） ａ２－ｘ槡 ２ｄｘ＝ａ∫ａ

－ａ ａ２－ｘ槡 ２ｄｘ＋∫ａ
－ａｘ ａ２－ｘ槡 ２ｄｘ

＝ａ∫ａ
－ａ ａ２－ｘ槡 ２ａｘ＋０＝ａ·πａ２

２ ＝πａ３

２ ．

由πａ３／２＝４π得到ａ３＝８＝２３，故ａ＝２ 仅Ｂ入选．

例２　ｙ＝ｆ（ｘ）＝
ａ２－ｘ槡 ２，

ｘ－ａ｛ ，

－ａ≤ｘ≤０，

０≤ｘ≤ａ，
利用几何意义求∫ａ

－ａｆ（ｘ）ｄｘ．

解　∫ａ
－ａｆ（ｘ）ｄｘ＝∫０

－ａ ａ２－ｘ槡 ２ｄｘ＋∫ａ
０（ｘ－ａ）ｄｘ

＝πａ２／４＋ａ２／２－ａ２＝πａ２／４－ａ２／２＝（π－２）ａ２／４

类型（二）　利用圆心在（ａ，０）、半径为ａ的圆的面积计算定积分。

　　∫２ａ
０ ａ２－（ｘ－ａ）槡 ２ｄｘ＝∫２ａ

０ ｘ（２ａ－ｘ槡 ）＝πａ２

２
， （２３２３）

　　∫ａ
０ ａ２－（ｘ－ａ）槡 ２ｄｘ＝∫ａ

０ ｘ（２ａ－ｘ槡 ）＝∫２ａ
ａ ａ２－（ｘ－ａ）槡 ２ｄｘ
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＝∫２ａ
ａ ｘ （２ａ－ｘ槡 ）ｄｘ＝πａ２

４ ． （２３２４）

例３　由定积分的几何意义，有∫２
０ ｘ（２－ｘ槡 ）ｄｘ＝

（Ａ）π／４　（Ｂ）π／２　（Ｃ）π．　（Ｄ）３π／２　（Ｅ）２π．

解法１　注意到ｘ（２－ｘ）＝２ｘ－ｘ２＝１－１＋２ｘ－ｘ２＝１－（ｘ－１）２，有

ｙ＝ １－（ｘ－１）槡 ２＝ ｘ（２－ｘ槡 ）．

此为圆心在点（１，０）、半径为１的上半圆周的方程．由于该上半圆周的面积为

π／２，由定积分的几何意义有

∫２
０ ｘ（２－ｘ槡 ）ｄｘ＝上半圆面积＝π

２．仅（Ｂ）入选．

解法２　令ａ＝１，直接利用式（２３２３）计算得到

∫２
０ ｘ（２－ｘ槡 ）ｄｘ＝π

２．仅（Ｂ）入选．

解法３　∫２
０ ｘ（２－ｘ槡 ）ｄｘ＝∫２

０ １－（ｘ－１）槡 ２ ｘ－１＝


ｔ
∫１

－１ １－ｔ槡 ２ｄｔ

＝π×１２／２＝π／２ 仅（Ｂ）入选。

例４（条件充分性判断）　有∫ａ
０ ｘ（ａ－ｘ槡 ）ｄｘ＝π

２．

（１）ａ＝２；　　　　　（２）ａ＝４

解　由式（２３２３）知所给等式的左边是圆心在（ａ／２，０）、半径为ａ／２的

半圆的面积，即

∫ａ
０ ｘ（ａ－ｘ槡 ）ｄｘ＝π（ａ／２）２

２ ＝πａ２

８ ．

于是当ａ＝２时有　　∫２
０ ｘ（２－ｘ槡 ）ｄｘ＝π×４

８ ＝π
２．

条件（１）充分．显然条件（２）不充分．仅 Ａ入选．

题型二　计算对称区间上的定积分

对称区间上的定积分可用下述命题简化计算．

命题２３２１　（１）用下式可简化对称区间上奇偶函数定积分的计算：

　　∫ａ
－ａｆ（ｘ）ｄｘ＝

２∫ａ
０ｆ（ｘ）ｄｘ， ｆ（ｘ）为偶函数，

０， ｆ（ｘ）为奇函数｛ ．
（２３２５）

（２）积分区间是对称区间，但被积函数不是奇函数（也不是偶函数）可利

用下式简化计算：
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　∫ａ
－ａｆ（ｘ）ｄｘ＝１

２∫ａ
－ａ［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］＝∫ａ

０［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ．（２３２６）

注意到区间为对称区间，可作负代换ｘ＝－ｔ证明式（２３２６），即

Ｉ＝∫ａ
－ａｆ（ｘ）ｄｘ

ｘ＝－


ｔ
－∫－ａ

ａ ｆ（－ｔ）ｄｔ＝∫ａ
－ａｆ（－ｔ）ｄｔ，

故 ２Ｉ＝∫ａ
－ａｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ａ

－ａｆ（－ｘ）ｄｘ＝∫ａ
－ａ［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ．

计算对称区间［－ａ，ａ］上的定积分时，一要注意被积函数的奇偶性，简化

计算，二要想到使用负代换计算或证明不熟悉的问题．例如式（２３２６）没有

记住时，就可利用负代换推得．
类型（一）　计算对称区间上的奇偶函数的定积分。

常用式（２３２５）简化计算。

例５［２００５年Ⅰ１８］（条件充分性判断）　∫ａ
－ａｘｋｌｎ ｘ－１

ｘ＋１ ｄｘ＝０．

（１）ｋ＝２；　　　　　（２）ｋ＝０．
解　首先应注意函数

ｇ（ｘ）＝ｌｎ ｘ－１
１＋ｘ ＝ｌｎ １－ｘ

１＋ｘ ＝ｌｎ｜１－ｘ｜－ｌｎ｜１＋ｘ｜

是自变量带相反符号的两函 数 之 差．由 命 题２１１４知 它 是 奇 函 数．而 当 条

件（１）满 足 时，ｘｋ＝ｘ２ 为 偶 函 数．于 是ｘ２ｌｎ ｘ－１
１＋ｘ

为 奇 函 数，在 对 称 区 间

［－ａ，ａ］上其积分

∫ａ
－ａｘ２ｌｎ ｘ－１

１＋ｘ ｄｘ＝０．

条件（１）充分．当条件（２）成立时，ｘｋ＝ｘ０＝１仍为偶函数，因而有

∫ａ
－ａｘ０ｌｎ ｘ－１

１＋ｘ ｄｘ＝０．条件（２）充分．仅 Ｄ入选．

例６　若∫２
－２

ａｘ＋ｂ
ｘ２槡 －１

＝２ｌｎ（槡５－２），则有

（Ａ）ａ＝１，ｂ＝１　　　（Ｂ）ａ＝０，ｂ＝－１　　　（Ｃ）ａ＝２，ｂ＝０．
（Ｄ）ａ为任意实数，ｂ＝１　　（Ｅ）ａ为任意实数，ｂ＝－１

解　被积函数 ａｘ
１＋ｘ槡 ２

为 奇 函 数，由 对 称 性 有∫２
－２

ａｘ
１＋ｘ槡 ２

ｄｘ＝０．而 由

积分的基本公式有

　　∫２
－２

ｂ
ｘ２槡 ＋１

ｄｘ＝２ｂ∫２
０

ｄｘ
１＋ｘ槡 ２

＝２ｂｌｎ ｘ＋ １＋ｘ槡（ ）２ ２
０
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＝２ｂｌｎ（槡５＋２）＝２ｂｌｎ
（槡５＋２）（槡５－２）

槡［ ］５－２

＝２ｂｌｎ １
（槡５－２）

＝－２ｂｌｎ（槡５－２）．

比较所给结果易看出ｂ＝－１，ａ为任意实数．仅（Ｅ）入选．

例７　定积分Ｉ＝∫１
－１

｜ｘ｜３

１－ｘ槡 ２
ｄｘ＝

（Ａ）１／２　　（Ｂ）２／３　　（Ｃ）４／３　　（Ｄ）４／５　　（Ｅ）５／６
解　设积函数为偶函数，故

Ｉ＝２∫１
０

ｘ３

１－ｘ槡 ２
ｄｘ＝∫１

０
ｘ２２ｘｄｘ

１－ｘ槡 ２
＝∫１

０－
ｘ２ｄ（－ｘ２）

１－ｘ槡 ２

＝－∫１
０
ｘ２ｄ（１－ｘ２）

１－ｘ槡 ２
＝－２∫１

０ｘ２ｄ １－ｘ槡 ２

＝－２ ｘ２ １－ｘ槡（ ２ １
０－∫１

０ １－ｘ槡 ２ ｄｘ ）２

＝－２∫１
０ １－ｘ槡 ２ｄ（１－ｘ２）＝－２×２

３
（１－ｘ２）３

２

１

０

＝４／３ 仅（Ｃ）入选．
类型（二）　计 算 对 称 区 间 上 被 积 函 数 含 因 子 函 数 ｇ（ｘ）的 积 分，其 中

ｇ（ｘ）＋ｇ（－ｘ）易于计算，且其结果较简．
常用式（２３２６）简化计算．这样的因子函数常见的有

ｇ（ｘ）＝ １
１＋ｅｘ，　

１
１＋ｅ

１
ｘ

，　 ｅｘ

１＋ｅｘ，　
ｅｋｘ±１
ｅｋｘ１

等．

例８　Ｉ＝∫１
－１

ｄｘ
１＋ｅ１／ｘ＝

（Ａ）１．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）３．　　　（Ｄ）４．　　　（Ｅ）５．
解法１　考虑到积分区间为对称区间，可使用负代换求之．

Ｉ
ｘ＝－


ｔ
－∫－１

１
ｄｔ

１＋ｅ－１／ｔ＝∫１
－１

ｅ
１
ｔ

１＋ｅ１／ｔｄｔ＝∫１
－１

ｅ
１
ｘ

１＋ｅ１／ｘｄｘ，

因此 ２Ｉ＝∫１
－１

１
１＋ｅ１／ｘｄｘ＋∫１

－１
ｅ

１
ｘ

１＋ｅ１／ｘｄｘ＝∫１
－１ｄｘ＝２，　Ｉ＝１

解法２　　　ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝ １
１＋ｅ１／ｘ＋

１
１＋ｅ－１／ｘ

＝ １
１＋ｅ１／ｘ＋

ｅ
１
ｘ ×１

ｅ１／ｘ＋ｅ
１
ｘ ·ｅ－１／ｘ
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＝ １
１＋ｅ１／ｘ＋

ｅ１／ｘ

１＋ｅ１／ｘ＝１，

利用式（２３２６）即得

Ｉ＝∫１
－１

ｄｘ
１＋ｅ１／ｘ＝∫１

０
１

１＋ｅ１／ｘ＋
１

１＋ｅ－１／（ ）ｘ ｄｘ＝∫１
０１ｄｘ＝１ 仅（Ａ）入选．

例９（条件充分性判断）　∫１
－１

ｅｘ

１＋ｅｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ．

（１）ｆ（ｘ）为连续的奇函数；　　（２）ｆ（ｘ）为连续的偶函数．
解　当条件（１）成立时，有－ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ）．由式（２３２６）有

∫１
－１

ｅｘ

１＋ｅｆ
（ｘ）＝∫１

０
ｅｘ

１＋ｅｘｆ（ｘ）＋ ｅ－ｘ

１＋ｅ－ｘｆ（－ｘ［ ］）ｄｘ

＝∫１
０

ｅｘ

１＋ｅｘｆ（ｘ）－ ｅ－ｘ·ｅｘ

ｅｘ＋ｅ－ｘ·ｅｘｆ（ｘ［ ］）ｄｘ

＝∫１
０

ｅｘ－１
１＋ｅ（ ）ｘ ｆ（ｘ［ ］）ｄｘ≠∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ．

条件（１）不充分．当条件（２）成立时，有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），则

∫１
－１

ｅｘ

１＋ｅｘｆ（ｘ）＝∫１
０

ｅｘ

１＋ｅｘｆ（ｘ）＋ ｅ－ｘ

１＋ｅ－ｘｆ（－ｘ［ ］）ｄｘ

＝∫１
０

ｅｘ

１＋ｅｘｆ（ｘ）＋ １
１＋ｅｘｆ（ｘ［ ］）ｄｘ

＝∫１
０
ｅｘ＋１
ｅｘ＋１ｆ

（ｘ）ｄｘ＝∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ．

条件（２）充分．仅Ｂ入选．

例１０　∫２
－２

１
１＋ｅｘ（ｘ２＋２）２ｄｘ＝

（Ａ）３７４／１５　（Ｂ）３７６／１５　（Ｃ）３７８／１５　（Ｄ）３７９／１６
（Ｅ）３７２／１５

解　注意到被积函数含因子函数 １
１＋ｅｘ，又积分区间为对称区间，可利用

式（２３２６）简化计算。

原式＝∫２
０

１
１＋ｅｘ（ｘ２＋２）２＋ １

１＋ｅ－ｘ［（－ｘ）２＋２］｛ ｝２ ｄｘ

＝∫２
０

１
１＋ｅｘ（ｘ２＋２）２＋ ｅｘ

１＋ｅｘ（ｘ２＋２）［ ］２ ｄｘ

＝∫２
０（ｘ２＋２）２ｄｘ＝∫２

０（ｘ４＋４ｘ２＋４）ｄｘ
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＝１
５ｘ５＋４

３ｘ３＋４ｘ
２

０
＝２５１

１５＝３７６
１５．仅（Ｂ）入选．

题型三　利用周期函数性质计算定积分

常用下述定理将周期函数的定积 分 化 为 以 零 为 起 点 的 一 个 周 期 内 的 定

积分计算．
定理２３２２　设ｆ（ｘ）是以Ｔ 为周期的连续函数，则对任一实数ａ有

（１）∫ａ＋Ｔ
ａ ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫Ｔ

０ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫Ｔ／２
－Ｔ／２ｆ（ｘ）ｄｘ； （２３２７）

（２）∫ａ＋ｎＴ
ａ ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｎ∫Ｔ

０ｆ（ｘ）ｄｘ，ｎ为自然数。 （２３２８）

由定理２３２２易知，周期函数在一个周期内的定积分的值与起 点 是ａ
无关，因而常化为以零为起点的一个周期内计算．

定理２３２３　若ｆ（ｘ）是以Ｔ 为周期的连续奇函数，则

∫Ｔ
０ｆ（ｘ）ｄｘ ＝∫Ｔ／２

－Ｔ／２ｆ（ｘ）ｄｘ＝０．
例１１　ｆ（ｘ）是以Ｔ 为周期的连续函数，则Ｉ＝∫ｌ＋Ｔ

ｌ ｆ（ｘ）ｄｘ的值

（Ａ）依赖于ｌ，Ｔ．　　　　　　　　（Ｂ）依赖于ｌ，Ｔ 和ｘ．
（Ｃ）依赖于Ｔ，ｘ，不依赖于ｌ． （Ｄ）依赖于Ｔ 不依赖于ｌ．
解法１　直接利用定理２３２２即式（２３２８）得到

Ｉ＝∫ｌ＋Ｔ
ｌ ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫Ｔ

０ｆ（ｘ）ｄｘ．仅（Ｄ）入选．
解法２　∫ｌ＋Ｔ

ｌ ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫Ｔ
ｌｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ｌ＋Ｔ

Ｔ ｆ（ｘ）ｄｘ（第 二 式 中 令ｔ＝ｘ－

Ｔ）

＝∫Ｔ
ｌｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ｌ

０ｆ（ｔ＋Ｔ）ｄｔ

＝∫Ｔ
ｌｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ｌ

０ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫Ｔ
０ ｆ（ｘ）ｄｘ．仅（Ｄ）入

选．
例１２［２００１年Ⅰ２８］　设φ（ｘ）是ｘ点到离它最近的整数点的距离，求

Ｉ＝∫１００
０ φ（ｘ）ｄｘ．

解　依题设应以两 个 整 数 点 的 中 点 为 界，在 其 左 右 两 侧 分 别 写 出 函 数

φ（ｘ）的表示式．例如在区间［０，１］上 在 其 中 点１／２的 左 侧ｘ 到０的 距 离 为ｘ

－０＝ｘ，在其右侧ｘ到１的距离为１－ｘ．因而φ（ｘ）在［０，１］上表示式为

φ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ＜１／２，

１－ｘ， １／２≤ｘ≤｛ １
在任意两整数点ｎ，ｎ＋１之 间 的 区 间 上，也 应 以 区 间 中 点ｎ＋１／２为 界

点，在其左右两侧分别写出φ（ｘ）的 表 示 式．在 点ｎ＋１／２的 左 侧 上 的 点ｘ 到

其最近的整数点ｎ 的距离为ｘ－ｎ；在其右侧上的点ｘ 到最近的整数点ｎ＋１
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的距离为ｎ＋１－ｘ．于是得到φ（ｘ）在区间［ｎ，ｎ＋１］上的表示式

φ（ｘ）＝
ｘ－ｎ， ｎ≤ｘ＜ｎ＋１／２，

ｎ＋１－ｘ， ｎ＋１／２≤ｘ＜ｎ＋１｛ ，　
ｎ∈Ｚ。

由图易知φ（ｘ）是周期 为１的 连 续 函 数，故 由 周 期 函 数 的 定 积 分 公 式 式

（２３２８）得到

Ｉ＝∫１００
０ φ（ｘ）ｄｘ＝１００∫１

０φ（ｘ）ｄｘ＝１００ ∫
１
２０ ｘｄｘ＋∫１１

２
（１－ｘ）ｄ［ ］ｘ

＝１００（１／８＋１／８）＝２５。

例１３　设ｆ（ｘ）是以３为 周 期 的 连 续 奇 函 数．已 知∫１２
６ （ｘ＋２４）ｆ（ｘ）ｄｘ

＝２４，则∫３
０（１６７ｘ＋１２０）ｆ（ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）６０．　　（Ｂ）１２０．　　（Ｃ）１６７　　（Ｄ）２００４
（Ｅ）以上结论都不正确．
解　ｆ（ｘ）是以３为周期 的 连 续 奇 函 数，由 定 理２３２２和 式（２３２７）

知

∫３
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫３／２

－３／２ｆ（ｘ）ｄｘ＝０．
再利用定理２３２２即式（２３２８）得到

∫１２
６ （ｘ＋２４）ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫６＋６

０＋６
（ｘ＋２４）ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫６

０（ｘ＋２４）ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫３×２
０ （ｘ＋２４）ｆ（ｘ）＝２∫３

０（ｘ＋２４）ｆ（ｘ）ｄｘ

＝２∫３
０ｘｆ（ｘ）ｄｘ＋２×２４∫３

０ｆ（ｘ）ｄｘ

＝２∫３
０ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝２４，

故∫３
０ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝１２ 于是

∫３
０（１６７＋１２０）ｆ（ｘ）ｄｘ＝１６７∫３

０ｘｆ（ｘ）ｄｘ＋１２０∫３
０ｆ（ｘ）ｄｘ

＝１６７×１２＝２００４ 仅（Ｄ）入选．
题型四　比较和估计定积分的大小

常用下述定理（比较定理）判别之．
定理２３２４（比较定理）　（１）若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ｘ）≥０，则

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ≥０．

（２）若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且ｆ（ｘ）≥０，但在［ａ，ｂ］上ｆ（ｘ）≠０，则

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＞０．

（３）若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则∫ｂ
ａ｜ｆ（ｘ）｜ｄｘ≥ ∫ｂ

ａｆ（ｘ）ｄｘ ．
（４）当ｘ ∈ ［ａ，ｂ］且ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ），则∫ｂ

ａｆ（ｘ）ｄｘ≥∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ．

定理２３２５（估值定理）　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且在［ａ，ｂ］上的最大
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值、最小值分别为 Ｍ，ｍ，则

（１）ｍ（ｂ－ａ）≤∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ≤Ｍ（ｂ－ａ）；

（２）如ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上不恒为常数，则 ｍ（ｂ－ａ）＜∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＜Ｍ（ｂ－ａ）．

定理２３２６　（积分中值 定 理）若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 连 续，则 在［ａ，ｂ］上

至少存在一点ξ，使得

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ）．

上式若改写成ｆ（ξ）＝
１

ｂ－ａ∫
ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ，则 其 右 端 称 为 函 数ｆ（ｘ）在 区 间

［ａ，ｂ］上的平均值．
例１４［２００２年Ⅱ２７］　设函数ｆ（ｘ）在［０，１］内可导，且ｆ′（ｘ）＜０，问当０

＜ｔ＜１时，∫ｔ
０ｆ（ｘ）ｄｘ和ｔ∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ何者更大？为什么？

解　因在［０，１］上ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）单 调 减 少．又 由 积 分 中 值 定 理 即 定 理

２３２６知，必存在ξ１∈［０，ｔ］使得∫ｔ
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｔｆ（ξ１），也 必 存 在ξ２∈［ｔ，１］

使得∫１
ｔｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ２）（１－ｔ），且ｆ（ξ１）＞ｆ（ξ２）．从而有

ｙ＝∫ｔ
０ｆ（ｘ）ｄｘ－ｔ∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｔ
０ｆ（ｘ）ｄｘ－ｔ∫ｔ

０ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫１
ｔｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ

＝∫ｔ
０（１－ｔ）ｆ（ｘ）ｄｘ－ｔ∫１

ｔｆ（ｘ）ｄｘ

＝（１－ｔ）ｔｆ（ξ１）－ｔ（１－ｔ）ｆ（ξ２），ξ１∈［０，ｔ］，ξ２∈［ｔ，１］．

＝ｔ（１－ｔ）［ｆ（ξ１）－ｆ（ξ２）］。

由于ｆ′（ｘ）＜０，ξ１＜ξ２，ｆ（ｘ）单调减少，有ｆ（ξ１）＞ｆ（ξ２）．又 因０＜ｔ＜１，

１－ｔ＞０，故ｙ＞０．因而∫ｔ
０ｆ（ｘ）ｄｘ更大．

例１５　下列不等式中成立的是

（Ａ）∫１
０ｅｘｄｘ＜∫１

０ｅｘ２ｄｘ．　　　　　（Ｂ）∫２
１ｅｘｄｘ＜∫２

１ｅｘ２ｄｘ．
（Ｃ）∫１

０ｅ－ｘｄｘ＜∫２
１ｅ－ｘｄｘ． （Ｄ）∫－１

－２ｘ２ｄｘ＜∫－１
－２ｘ３ｄｘ．

（Ｅ）∫－２
－１ｘ２ｄｘ＞∫－２

－１ｘ３ｄｘ．

解　在（０，１）内ｘ＞ｘ２，即ｅｘ＞ｅｘ２，故∫１
０ｅｘｄｘ＞∫１

０ｅｘ２ｄｘ．在（１，２）内ｘ＜

ｘ２，则ｅｘ＜ｘｘ２，故∫２
１ｅｘｄｘ＜∫２

１ｅｘ２ｄｘ．选 项（Ｂ）入 选。在［－２，－１］上，ｘ２＞０

＞ｘ３，故∫－１
－２ｘ２ｄｘ＞∫－１

－２ｘ３ｄｘ或∫－２
－１ｘ２ｄｘ＜∫－２

－１ｘ３ｄｘ．由 于 函 数ｙ＝ｅ－ｘ 单 调 减

少，∫１
０ｅ－ｘｄｘ≥ｅ－１≥∫２

１ｅ－ｘｄｘ．仅（Ｂ）入选．

例１６　设 Ｍ＝∫１
－１ｌｎ３ （ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）ｄｘ，Ｎ＝∫１

－１
ｘ３＋｜ｘ｜
（１＋ｘ２）２ｄｘ，Ｐ＝

∫１
－１

３槡ｘ－２
１＋ｘ２ｄｘ，则有
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（Ａ）Ｍ＜Ｎ＜Ｐ．　　　（Ｂ）Ｍ＜Ｐ＜Ｎ．　　　（Ｃ）Ｐ＜Ｍ＜Ｎ．
（Ｄ）Ｎ＜Ｐ＜Ｍ． （Ｅ）Ｐ＜Ｎ＜Ｍ．

解　因ｌｎ（ｘ＋ ｘ２槡 ＋１）为 奇 函 数，故ｌｎ３（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）仍 为 奇 函 数，所

以 Ｍ＝０．又

Ｎ ＝∫１
－１

ｘ３ｄｘ
（１＋ｘ２）２＋∫１

－１
｜ｘ｜

（１＋ｘ２）ｄｘ＝０＋２∫１
０

ｘ
（１＋ｘ２）２ｄｘ

＝∫１
０
ｄ（１＋ｘ２）
（１＋ｘ２）２＝－∫１

０ｄ
１

１＋ｘ（ ）２ ＝－ １
１＋ｘ２

１

０
＝１

２＞０，

Ｐ＝∫１
－１

３槡ｘ－２
１＋ｘ２ｄｘ＝∫１

－１

３槡ｘ
１＋ｘ２ｄｘ－２∫１

－１
ｄｘ

１＋ｘ２＝０－４∫１
０

ｄｘ
１＋ｘ２＜０，

故 Ｎ＞Ｍ＞Ｐ．仅（Ｃ）入选．
例１７　设δ＞０，在 区 间［－δ，δ］上 恒 有｜ｆ（ｘ）｜≤ｘ２，ｆ″（ｘ）＞０，设Ｉ＝

∫δ
－δｆ（ｘ）ｄｘ，则

（Ａ）Ｉ＝０．　　　（Ｂ）Ｉ＞０．　　　（Ｃ）Ｉ＜０．　　　（Ｄ）不确定．
解　本题关键是判断ｆ（ｘ）在（－δ，δ）内 的 符 号．由｜ｆ（ｘ）｜≤ｘ２ 可 得ｆ

（０）＝０且ｆ′（０）＝０．又因ｆ″（ｘ）＞０，所以ｆ′（ｘ）单调增加，因此在（－δ，０）和

（０，δ）内分别有ｆ′（ｘ）＜０和ｆ′（ｘ）＞０，从而ｆ（ｘ）在（－δ，０）内 单 调 减 少，在

（０，δ）内单调增加．由于ｆ（０）＝０，于是有在（－δ，δ）上除ｆ（０）＝０外，其他点

ｘ有ｆ（ｘ）＞０，由定理２３２４（２）知∫δ
－δｆ（ｘ）ｄｘ＞０．仅（Ｂ）入选．

题型五　使用分部积分法计算的几类定积分

使用分部积分法计算定积分时，常用到下述公式：

∫ｂ
ａｕ（ｘ）ｄ（ｘ ） ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）ｂ

ａ－∫ｂ
ａｖ（ｘ）ｄｕ（ｘ）

或 ∫ｂ
ａｕ（ｘ）ｖ′（ｘ）ｄｘ＝ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）ｂ

ａ－∫ｂ
ａｖ（ｘ）ｕ′（ｘ）ｄｘ．

使用分部积分法计算不定积分或定积分的关键在于正确选择函数ｕ（ｘ）

或ｄｖ（ｘ）．选好了ｕ（ｘ），ｄｖ（ｘ）也 就 随 之 确 定 了．下 面 着 重 介 绍 函 数ｕ（ｘ）的

选法．
类型（一）　求幂函数或指数函数与对数函数乘积的积分．
常选ｕ（ｘ）为对数函数，其理由是根据分部积分公式

∫ｕｄｖ＝ｕｖ－∫ｖｄｕ，

当ｕ为对数函数时，ｄｕ为ｘ 的有理函数，能使∫ｖｄｕ较易求出．另一方面，

由于对数函数的原函数一般无法观察求出，如 果 原 选 对 数 函 数 为ｖ′，因 求 不

出ｖ也就行不通．
例１８［１９９７年Ⅱ２４］　求定积分∫２

１ｘ２ｌｎｘｄｘ．
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解　用分部积分法求之。选ｌｎｘ为ｕ（ｘ），得到

∫２
１ｘ２ｌｎｘｄｘ＝１

３∫２
１ｌｎｘｄｘ３＝１

３ｘ３ｌｎｘ
３

１
－１

３∫２
１ｘ２ｄｘ

＝８
３ｌｎ２－１

９ｘ３
３

１
＝８

３ｌｎ２－７
９．

类型（二）　求幂函数（多项式）与指数函数乘积的定积分。

一般选ｕ（ｘ）为幂函数，其理由是虽然这两类函数的原函数均易求出，但

对幂函数求其微分ｄｕ时，可 降 低 幂 函 数 的 次 数．因 而 其 积 分∫ｕｄｖ较 原 积 分

∫ｕｄｖ易求出．
例１９　∫２

０ｘ３ｅｘｄｘ＝
（Ａ）ｅ２＋５　　　（Ｂ）２ｅ２＋４　　　（Ｃ）３ｅ２＋６
（Ｄ）４ｅ２＋７ （Ｅ）２ｅ２＋６
解　∫２

０ｘ３ｅｘｄｘ＝∫２
０ｘ３ｄｅｘ＝ｘ３ｅｘ ２

０－∫２
０ｅｘｄｘ３＝８ｅ２－３∫２

０ｘ２ｅｘｄｘ

＝８ｅ２－３∫２
０ｘ２ｄｅｘ＝８ｅ２－３ｘ２ｅｘ

２

０
＋３∫２

０ｅｘｄｘ２

＝－４ｅ２＋６∫２
０ｘｅｘｄｘ＝－４ｅ２＋６∫２

０ｘｄｅｘ

＝－４ｅ２＋６ｘｅｘ
２

０
－６∫２

０ｅｘｄｘ＝８ｅ２－６ｅｘ
２

０
＝２ｅ２＋６

仅（Ｅ）入选．
注意　例１９三次使用了分部积分法．多次使用分部积分法时，第一次选

某类函数为ｕ（ｘ）（例１９是ｕ（ｘ）＝ｘ３ 为 幂 函 数）第 二 次、第 三 次 再 用 分 部 积

分法时仍选该类函数为ｕ（ｘ）（例１９第二次、第三次分别选ｕ（ｘ）为幂函数，即

选ｕ（ｘ）＝ｘ２，ｕ（ｘ）＝ｘ）．
类型（三）　计算被积函数含导函数的积分。

含函数一阶或高阶导数的被积函数，其（不）定积分的算法总是先让导数

部分进入微分号，然后再用分部积分 法 求 之．同 样 被 积 函 数 虽 然 不 含 函 数 导

数但含已知其导数的函数，或含已知其原函数的函数仍然可按上述方法用分

部积分法求其积分．

例２０　当ｘ＞０时，ｆ（ｌｎｘ）＝１／槡ｘ，则∫２
－２ｘｆ′（ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）－４／ｅ．　　　（Ｂ）４／ｅ．　　　（Ｃ）２／ｅ．　　　（Ｄ）－２／ｅ．

解　令ｌｎｘ＝ｔ，则ｘ＝ｅｔ，ｆ（ｔ）＝１／ ｅ槡ｔ＝ｅ－ｔ
２ 。于是

∫２
－２ｘｆ′（ｘ）ｄｘ＝∫２

－２ｘｄ（ｆ（ｘ））＝ｘｆ（ｘ）２
－２－∫２

－２ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ｘｅ－ｘ
２ ２

－２－∫２
－２ｅ－ｘ

２ｄｘ＝４
ｅ．仅（Ｂ）入选．
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例２１（条件充分性判断）　∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＝ｅ＋１

（１）ｘ２ｌｎｘ是ｆ（ｘ）的一个原函数；　　（２）ｆ（ｘ）＝ｘｅｘ＋１

解　条件（１）成立时，由于已知ｆ（ｘ）的原函数，用分部积分法得到

∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＝∫ｅ

１
（ｘ２ｌｎｘ）′

ｘ ｄｘ＝∫ｅ
１
２ｘｌｎｘ＋ｘ

ｘ ｄｘ＝∫ｅ
１（２ｌｎｘ＋１）ｄｘ

＝２∫ｅ
１ｌｎｄｘ＋∫ｅ

１ｄｘ＝２（ｘｌｎｘ－ｘ）
ｅ

１
＋（ｅ－１）

＝２（ｅ－ｅ＋１）＋ｅ－１＝１＋ｅ．

因而条件（１）充分．当条件（２）成立时，有

　∫ｅ
１
ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＝∫ｅ

１
ｘｅｘ＋１

ｘ ｄｘ＝ｅｘ｜ｅ
１＋ｌｎｘ｜ｅ

１＝ｅｅ－ｅ＋１≠ｅ＋１

条件（２）不充分．仅 Ａ入选．

类型（四）　求被积函数仅为一类函数的积分．

这类积分如不能用其他方法求 出，可 用 分 部 积 分 法 求 之．特 别 是 当 这 类

函数为对数函 数、复 合 函 数 时，常 用 分 部 积 分 法 求 其 积 分，且 选 该 函 数 为

ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）＝ｘ．

例２２［２００２年Ⅱ１４］　∫３
０ｌｎ １＋槡 ｘｄｘ等于

（Ａ）９ｌｎ３－９／２．　　　（Ｂ）９ｌｎ３＋９／２．
（Ｃ）４ｌｎ２－３／２．　　　（Ｄ）４ｌｎ２＋３／２．

解　先利用对数函数的性质，化简被积函数得到

∫３
０ｌｎ １＋槡 ｘｄｘ＝１

２∫３
０ｌｎ（１＋ｘ）ｄｘ．

再利用分部积分法求之，即

　原式＝１
２ｘｌｎ（１＋ｘ）

３

０
－∫３

０ｘｄｌｎ（１＋ｘ）

＝３
２ｌｎ４－１

２∫３
０

ｘ
１＋ｘｄｘ＝３

２ｌｎ４－１
２∫３

０
１＋ｘ－１
１＋ｘ ｄｘ

＝３
２ｌｎ４－１

２
［ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）］

３

０
＝３ｌｎ２－３／２＋（ｌｎ４）／２

＝４ｌｎ２－３／２ 仅（Ｃ）入选．

例２３　求∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ．

解　可用分部积分法求解．令ｕ＝ ａ２＋ｘ槡 ２，ｄｖ＝ｄｘ，即ｖ＝ｘ，得到
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∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ＝ｘ ａ２＋ｘ槡 ２－∫ｘ ｘ
ａ２＋ｘ槡 ２

ｄｘ

＝ｘ ａ２＋ｘ槡 ２－∫ａ
２＋ｘ２－ａ２

ａ２＋ｘ槡 ２
ｄｘ

＝ｘ ａ２＋ｘ槡 ２＋ａ２∫ １
ａ２＋ｘ槡 ２

ｄｘ－∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ

＝ｘ ａ２＋ｘ槡 ２＋ａ２ｌｎ（ｘ＋ ａ２＋ｘ槡 ２）－∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ．

将等式右端的积分移到左端，得２∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ，于是

∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ＝１
２

［ｘ ａ２＋ｘ槡 ２＋ａ２ｌｎ（ｘ＋ ａ２＋ｘ槡 ２］＋Ｃ．

注意　用分部积分法求积分时，如果右端出现所求的积分（如例２３右端

出现∫ ａ２＋ｘ槡 ２ｄｘ），则无需再进行计算，只 需 将 其 移 到 左 端 即 可 求 得 所 求 之

积分．一般，如果

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｇ（ｘ）＋ｋ∫ｆ（ｘ）ｄｘ（ｋ≠１），

则 ∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｇ（ｘ）
１－ｋ＋Ｃ．

类型（五）　求被积函数为分式函数ｆ（ｘ）／ｇ（ｘ）的定积分．
如果１／ｇ（ｘ）或其因子１／ｇ１（ｘ）（ｇ１（ｘ）为ｇ（ｘ）的一因式）的一个原函数

易求得，则可设该原函数为所选的ｖ，这时被积函数的其余部分选为ｕ（ｘ）．确

定ｖ时，需熟练地利用有关微分公式．

例２４　∫１
０

ｔｅｔ
（ｅｔ＋１）２ｄｔ＝

（Ａ） ｅ
１＋ｅ．　　　　　　（Ｂ）２ｅ

１＋ｅ＋ｌｎ ２
１＋ｅ．　　（Ｃ）３ｅ

１＋ｅ＋ｌｎ ２
１＋ｅ．

（Ｄ）４ｅ
１＋ｅ＋ｌｎ ２

１＋ｅ． （Ｅ） ｅ
１＋ｅ＋ｌｎ ２

１＋ｅ．

解　∫１
０

ｔｅｔ
（ｅｔ＋１）２ｄｔ

＝∫１
０
ｔｄ（ｅｔ＋１）
（ｅｔ＋１）２ ＝－∫１

０ｔｄ
１

ｅｔ（ ）＋１

＝－ ｔ
ｅｔ＋１

１

０
＋∫１

０
ｄｔ

ｅｔ＋１＝－ １
１＋ｅ＋∫１

０
ｅｔｄｔ

ｅｔ（ｅｔ＋１）

＝ － １
１＋ｅｔ ＋ ∫１

０
１
ｅｔ － １

ｅｔ（ ）［ ＋１ ｄｅｔ ＝ － １
１＋ｅ ＋
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∫１
０
ｄｅｔ

ｅｔ －∫１
０
ｄ（ｅｔ＋１）
ｅｔ（ ）＋１

＝－ １
１＋ｅ＋ ｌｎｅｔ－ｌｎ（ｅｔ＋１［ ］）

１

０
＝－ １

１＋ｅ＋［１－ｌｎ（１＋ｅ）＋ｌｎ２］

＝ ｅ
１＋ｅ＋ｌｎ ２

１＋ｅ．仅（Ｅ）入选．

题型六　求需换元计算的定积分

定理２３２７　设函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上 连 续，而 函 数ｘ＝φ（ｔ）满 足

下列条件：（１）φ（α）＝ａ，φ（β）＝ｂ．（２）当ｔ在α 与β之间变动时，ｘ＝φ（ｔ）的值

与［ａ，ｂ］上变动，（３）φ′（ｔ）在［α，β］或［β，α］上连续，则

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＝∫β

αｆ［φ（ｔ）］φ′（ｔ）ｄｔ．
为了变 换 积 分 限 和 （或）被 积 函 数，常 作 变 量 代 换．用 换 元 法 计 算

∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ时，由定理２３２７知首先必须注 意 所 选 的 变 换ｘ＝φ（ｔ）取 值 在ａ

与ｂ之间：φ（α）＝ａ，φ（β）＝ｂ，且在［α，β］上φ（ｔ）单调连续，φ′（ｔ）连续。不满足

这些条件的换元将导致错误计算．
其次应注意的是换元必须相应地变换积分限，但若换元采用的是凑微分

法，未引入新变量，则不必更换上、下限．
此外，还应注意，使用换元法所得新的定积分，其被积函数的原函数找到

后，不必代回原变量，只需代入新变量的积分上、下限后再相减就行了．
类型（一）　计算需变换积分上、下 限 的 定 积 分，常 根 据 积 分 限 的 变 更 作

换元计算．

例２５　设ｆ（ｘ）＝∫ｘ
１
ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ

（ｘ＞０），则ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ＝

（Ａ）２＋ｌｎ２ｘ． （Ｂ）３＋ｌｎ２ｘ． （Ｃ）（ｌｎ２ｘ）／２
（Ｄ）（ｌｎ２ｘ）／３ （Ｅ）（ｌｎ２ｘ）／５

解　为计算ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ＝∫ｘ
１
ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＋∫

１
ｘ１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ

，需变更后一积 分 的

积分限，为此令ｔ＝１／ｕ，则ｔ＝１，１／ｘ时，ｕ＝１，ｘ，于是

　　　　∫
１
ｘ１

ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＝∫ｘ

１
－ｌｎｕ

１＋１／ｕ －１
ｕ（ ）２ ｄｕ＝∫ｘ

１
ｌｎｕ

ｕ（１＋ｕ）ｄｕ

＝∫ｘ
１ｌｎｕ １

ｕ－ １
１＋（ ）ｕ ｄｕ＝∫ｘ

１
ｌｎｕ
ｕｄｕ－∫ｘ

１
ｌｎｕ
１＋ｕｄｕ

，

故　　　ｆ（ｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ＝∫ｘ
１
ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ＋∫ｘ

１
ｌｎｔ
ｔｄｔ－∫ｘ

１
ｌｎｔ
１＋ｔｄｔ
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＝∫ｘ
１
ｌｎｔ
ｔｄｔ＝∫ｘ

１ｌｎｔｄｌｎｔ＝１
２ｌｎ２ｘ．仅（Ｃ）入选．

注意　例２５若分别算出ｆ（ｘ）与ｆ １（ ）ｘ
比 较 困 难，变 更 积 分 限 合 在 一

起计算，一些积分正负相消，都变得容易了。

类型（二）　计算需变换被积函数的定积分。

常根据被积函数的变更作换元计算，特别是计算被积函数中含有不好处

理的子函数的定积分时，常需作变量代换．
这类不好处理的子函数常为无理函数、指数函数．不好处理的含义是，既

不能用凑微分，又不能用常用公 式 计 算 其 积 分。但 通 过 换 元 改 善 被 积 函 数，

其原函数常可求出．
例２６　设ｆ（ｘ）为连续函数，若

∫ａ
０ｘ３ｆ（ｘ２）ｄｘ＝１

２∫ｋ
ｂｘｆ（ｘ）ｄｘ　（ａ＞０），

则　（Ａ）ｂ＝０，ｋ＝ａ３　　（Ｂ）ｂ＝ａ２，ｋ＝０．　　（Ｃ）ｂ＝０，ｋ＝ａ２
（Ｄ）ｂ＝ａ３，ｋ＝０． （Ｅ）以上结论都不正确．

解　令ｘ２＝ｔ，因ａ＞０，故ｘ＞０，ｘ＝槡ｔ．于是

∫ａ
０ｘ３ｆ（ｘ２）ｄｘ＝∫ａ２

０ ｔ
３
２ｆ（ｔ）ｄｔ

２槡ｔ
＝１

２∫ａ２
０ ｔｆ（ｔ）ｄｔ，

因此，当ｂ＝０，ｋ＝ａ２ 时有

∫ａ
０ｘ３ｆ（ｘ２）ｄｘ＝１

２∫ｋ
ｂｘｆ（ｘ）ｄｘ．仅（Ｃ）入选．

类型（三）　计算被积函数和积分限都需变换的定积分．

例２７［２００４年Ⅱ１６］（条件充分性判断）　∫４
１
１
槡ｘ

ｆ（槡ｘ）ｄｘ＝２∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ．

（１）ａ＝１，ｂ＝４；　　（２）ａ＝１，ｂ＝２

解法１　　∫４
１
１
槡ｘ

ｆ（槡ｘ）ｄｘ＝２∫４
１ｆ（槡ｘ）ｄ槡ｘ

令槡ｘ＝ｔ，则ｘ＝１，４时，ｔ＝１，２。于是

∫４
１ｆ（槡ｘ）ｄ槡ｘ＝∫２

１ｆ（ｔ）ｄｔ，

所以当ａ＝１，ｂ＝２时，有

∫４
１
１
槡ｘ

ｆ（槡ｘ）ｄｘ＝２∫２
１ｆ（ｔ）ｄｔ＝２∫ｂ

ａｆ（ｘ）ｄｘ．

·６９２·



条件（２）充分，条件（１）不充分．仅Ｂ入选．

解法２　令槡ｘ＝ｔ，则ｘ＝ｔ２，ｄｘ＝２ｔｄｔ，于是

∫４
１

１
槡ｘ

ｆ（槡ｘ）ｄｘ＝∫２
１２ｔｆ

（ｔ）
ｔ ｄｔ＝２∫２

１ｆ（ｔ）ｄｔ．

条件（２）充分，条件（１）不充分．仅Ｂ入选．

例２８　若∫２
０（ｘ＋ａ） ２ｘ－ｘ槡 ２ｄｘ＝３

２π，则ａ＝

（Ａ）０．　　（Ｂ）１　　（Ｃ）２　　（Ｄ）３　　（Ｅ）－２

解　利用 对 称 性 计 算 所 给 积 分，作 变 量 代 换ｔ＝ｘ－１，则ｘ＝０，２时 有

ｔ＝－１，１。于是

∫２
０（ｘ＋ａ） ２ｘ－ｘ槡 ２ｄｘ＝∫２

０（ｘ＋ａ） １－（ｘ－１）槡 ２ｄｘ＝∫１
－１（ｔ＋１＋ａ） １－ｔ槡 ２ｄｔ

＝∫１
－１ｔ １－ｔ槡 ２ｄｔ＋（１＋ａ）∫１

－１ １－ｔ槡 ２ｄｔ

＝０＋（１＋ａ）π／２＝３π／２，

即ａ＝２ 仅（Ｃ）入选．

题型七　计算几类需分子区间积分的定积分

类型（一）　计算分段函数的定积分。

对分段函数的积分，应在各分段区间分别积分．

对于不定积分还要注意在分段点处，应根据原函数在分段点处连续的性

质确定各分段区间上任意常数之间 的 关 系，使 各 个 任 意 常 数 应 互 相 匹 配，最

后求出各个任意常数．

对于定积分（含变限定积分），如果积分下限与积分上限之间即积分区间

含有分段点，还要分段积分。

要会使用“分区间”的办法处理含 绝 对 值 或 可 化 为 分 段 函 数 的 被 积 函 数

的积分．

例２９　设ｆ（ｘ）＝
ｘｅｘ２， －１／２≤ｘ＜１／２，

－１， ｘ≥１／２｛ ，
则∫２

１／２ｆ（ｘ－１）ｄｘ＝ ．

解法１　令ｘ－１＝ｔ，则

∫２
１／２ｆ（ｘ－１）ｄｘ＝∫１

－１
２ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

１
２
－１

２
ｘｅｘ２ｄｘ＋∫１

１
２
（－１）ｄｘ

＝０＋（－１）１－１／（ ）２ ＝－１／２

解法２　由ｆ（ｘ）的表达式易写出ｆ（ｘ－１）的表达式得到
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ｆ（ｘ－１）＝
（ｘ－１）ｅ（ｘ－１）２， －１／２≤ｘ－１＜１／２，

－１， ｘ－１≥１／｛ ２

＝
（ｘ－１）ｅ－（ｘ－１）２， －１／２≤ｘ＜３／２，

－１， ｘ≥３／２｛ ，

故 ∫２
１
２
ｆ（ｘ－１）ｄｘ＝∫

３
２
１
２

（ｘ－１）ｅ
－（ｘ－１）２

ｄｘ＋∫２
２
３

（－１）ｄｘ

＝－１
２∫

３
２
１
２
ｅ－（ｘ－１）２ｄ［－（ｘ－１）２］－１

２

＝－１
２∫

３
２１
２
ｄｅ

－（ｘ－１）２

－１
２

＝－１
２ｅ－（ｘ－１）２

３
２

１
２

－１
２＝０－１

２＝－１
２

。

类型（二）　求被积函数含绝对值的定积分。

计算带绝对值的被积函数的积 分，先 脱 掉 其 绝 对 值 符 号．常 用 的 方 法 有

两种：一是令含绝对值部分的函数等于零，求出其实根，以此实根为分段点将

被积函数化成分段函数；二是利用函数的奇偶性、周期性等性质，使绝对值符

号自然脱落．

例３０［２００２年Ⅱ２８］　求∫２
０ ｘ２－２ｘ槡 ＋１ｄｘ．

解　∫２
０ ｘ２－２ｘ槡 ＋１ｄｘ＝∫２

０ （ｘ－１）槡 ２ｄｘ＝∫２
０｜ｘ－１｜ｄｘ

＝∫１
０［－（ｘ－１）］ｄｘ＋∫２

１（ｘ－１）ｄｘ

＝ －ｘ２

２＋ ）（ ｘ
１

０
＋ ｘ２

２－ ）（ ｘ
２

１
＝１

例３１（条件充分性判断）　曲线ｙ＝ｆ（ｘ）＝∫１
０（１－ｔ）｜ｘ－ｔ｜ｄｔ在区间Ｄ

内是凹的．
（１）Ｄ＝（０，１／２）；　　（２）Ｄ＝（１／２，１）．
解　函数ｆ（ｘ）的表示式为

当ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＝∫１
０（１－ｔ）（ｔ－ｘ）ｄｔ＝１

６－ｘ
２

；

当０≤ｘ≤１时，ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０（１－ｔ）（ｘ－ｔ）ｄｔ＋∫１

ｘ（１－ｔ）（ｔ－ｘ）ｄｔ

＝－ｘ３／３＋ｘ２－ｘ／２＋１／６；

当ｘ＞１时，ｆ（ｘ）＝∫１
０（１－ｔ）（ｘ－ｔ）ｄｔ＝ｘ

２－１
６．

由此可知，当ｘ＜０时，ｆ″（ｘ）＝０；当ｘ＞１时，ｆ″（ｘ）＝０；当０＜ｘ＜１时，
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ｆ″（ｘ）＝－２ｘ＋２＞０．可知条件（１）充分，条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．
类型（三）　求被积函数含最值符号 ｍａｘ或 ｍｉｎ的定积分．
求∫ｂ

ａ ｍａｘ｛ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）｝ｄｘ 或∫ｂ
ａ ｍｉｎ｛ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）｝ｄｘ 的 方 法 一 般 是，由

ｇ（ｘ）＝ｈ（ｘ）找出区分函数大小的界点．用这些界点将积分区间［ａ，ｂ］分 成 为

若干个子区间，然后求出各子区间上的被积函数，算出其积分．

例３２（条件充分性判断）　设ａ＞０，∫ａ
０ ｍａｘ｛ｘ，ｘ３｝ｄｘ＝１７

４．

（１）ａ＝３；　　　　　（２）ａ＝２
解　先算出定积分．为此令ｘ＝ｘ３ 得 到ｘ＝０，ｘ＝１ 以ｘ＝１为 分 段 点

将积分化为分段积分：

∫ａ
０ ｍａｘ｛ｘ，ｘ３｝ｄｘ＝∫１

０ｘｄｘ＋∫ａ
１ｘ３ｄｘ＝１

２＋ １
４ｘ（ ）４

ａ

１

＝１
２－１

４＋１
４ａ４＝１

４
（１＋ａ４）＝１７

４
。

因而１＋ａ４＝１７，即ａ４＝１６＝２４，故ａ＝２ 条件（１）不充分，条件（２）充分。仅

Ｂ入选．
题型八　求解含积分值为常数的函数方程

注意到定积分、二重积分等虽然被积函数为抽象函数，但由于积分限、积

分区域确定，该积分为一常数 Ａ．可在所给含积分的等式两边进行等式中所

出现的积分，利用Ａ 为常数，即可求得该积分值Ａ 或该函数。如有必要再讨

论该函数的性质．

例３３［１９９９年Ⅰ２６］　设ｘｅｘ∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＋ １

１＋ｘ２＋ｆ（ｘ）＝１，求∫１
０ｆ（ｘ）

ｄｘ．
解　设∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ，则有

ｆ（ｘ）＝１－ｘｅｘＡ－ １
１＋ｘ２。

在此等式两端在区间［０，１］上积分得到

∫１
０（１－ｘｅｘＡ－ １

１＋ｘ２）ｄｘ＝Ａ．

即１－Ａ－π／４＝Ａ，于是Ａ＝１／２－π／８
例３４　设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，且满足ｆ（ｘ）＝ｘ∫１

０ｆ（ｔ）ｄｔ－１，则ｆ（ｘ）

＝
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（Ａ）ｆ（ｘ）＝２ｘ－１　（Ｂ）ｆ（ｘ）＝２ｘ－１　（Ｃ）ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－１
（Ｄ）ｆ（ｘ）＝－ｘ２－２ｘ－１　　（Ｅ）ｆ（ｘ）＝－２ｘ＋１
解　设∫１

０ｆ（ｔ）ｄｔ＝Ａ（常数），在所给等式两端在区间［０，１］上积分得到

∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ∫１

０ｘｄｘ－∫１
０ｄｘ，　即　Ａ＝Ａ·１

２ｘ２
１

０
－１，

故２Ａ＝Ａ－２，即Ａ＝－２ 因而ｆ（ｘ）＝－２ｘ－１ 仅（Ｂ）入选．
例３５（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）连续，且∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ＝２，则必有

ｆ（ｘ）＋∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝１＋ｋｘ．

（１）ｋ＝２；　　　　　（２）ｋ＝４
解　所给等式两端在［０，１］上积分得到

∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＋２＝２＋２＝∫１

０（１＋ｋｘ）ｄｘ＝ｋ
２＋１

因而ｋ＝８－２＝６ 于是条件（１）、条件（２）均不充分，条件（１）、条件（２）联合起

来也不充分．仅 Ｅ入选．

习　题　２３２

（一）问题求解

１∫１
０ ２ｘ－ｘ槡 ２ｄｘ＝

（Ａ）π／３　　（Ｂ）π／４　　（Ｃ）π／２　　（Ｄ）π／５　　（Ｅ）π／６

２∫２ａ
０ ｘ ａ２－（ｘ－ａ）槡 ２ｄｘ＝

（Ａ）πａ／２ （Ｂ）πａ２／２ （Ｃ）πａ３／２ （Ｄ）πａ／３ （Ｅ）πａ／４
３ 设Ｆ（ｘ）是以２为周 期 的 周 期 函 数，当ｘ ∈［－１，１］时，Ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜，

∫１００
－１００Ｆ（ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）１００００． （Ｂ）２００． （Ｃ）１００． （Ｄ）５０００．

４ 设ｇ（ｘ）＝∫ｘ
０ｆ（ｕ）ｄｕ，其 中ｆ（ｘ）＝

（ｘ２＋１）／２， ０≤ｘ＜１，

（ｘ－１）／３， １≤ｘ≤２｛ ，
则ｇ（ｘ）

在（０，２）内

（Ａ）无界． （Ｂ）单调减少．　（Ｃ）不连续．　（Ｄ）连续．

５Ｉ＝∫３
－３ｍａｘ｛１，２ｘ－３｝ｄｘ＝

（Ａ）７ （Ｂ）６ （Ｃ）５ （Ｄ）４ （Ｅ）３

６Ｉ＝∫３
－２ｍｉｎ｛１，ｘ２｝ｄｘ＝
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（Ａ）１０／３ （Ｂ）１３／３ （Ｃ）１５／３ （Ｄ）１１／３ （Ｅ）１７／３

７∫ｅ
１／ｅ｜ｌｎｘ｜ｄｘ＝

（Ａ）１－１／ｅ．（Ｂ）１－２／ｅ．（Ｃ）２－２／ｅ．（Ｄ）２－１／ｅ．（Ｅ）３－２／ｅ．

８ 设 Ｎ＝∫ａ
－ａｘ２ｌｎ ２ａ－ｘ

２ａ＋ｘ ｄｘ，Ｐ＝∫ａ
－ａ（ｘ３－ａ）２ｄｘ，Ｑ＝∫ａ

－ａ（ｘ３－ｅｘ２）

ｄｘ，则有不等式

（Ａ）Ｎ＜Ｐ＜Ｑ． （Ｂ）Ｐ＜Ｎ＜Ｑ．
（Ｃ）Ｑ＜Ｎ＜Ｐ． （Ｄ）Ｐ＜Ｑ＜Ｎ．

９ 设Ｉ＝∫１
０ｅ－槡ｘｄｘ，Ｊ＝∫１

０ｘｅ－ｘｄｘ，Ｋ＝∫１
０ｅ－ｘｄｘ，则Ｉ，Ｊ，Ｋ 的大小关系是

（Ａ）Ｉ＜Ｊ＜Ｋ． （Ｂ）Ｊ＜Ｋ＜Ｉ． （Ｃ）Ｋ＜Ｊ＜Ｉ．
（Ｄ）Ｊ＜Ｉ＜Ｋ． （Ｅ）Ｉ＜Ｋ＜Ｊ．

１０ 连续函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ）＝３ｘ２－ｘ∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ，则ｆ（ｘ）＝

（Ａ）３ｘ２－２ｘ． （Ｂ）３ｘ２－２ｘ／３ （Ｃ）３ｘ２＋ｘ＋１
（Ｄ）３ｘ２＋２ｘ＋１ （Ｅ）以上结论都不正确．

１１ 已知ｆ（２）＝１
２

，ｆ′（２）＝０及∫２
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，则∫１

０ｘ２ｆ″（２ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）１ （Ｂ）２ （Ｃ）３ （Ｄ）４ （Ｅ）０．

１２ 已知连续函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ）＝ｆ（２ａ－ｘ）（ａ≠０），ｃ为任意常数，则

∫ｃ
－ｃｆ（ａ－ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）２∫ｃ
０ｆ（２ａ－ｘ）ｄｘ． （Ｂ）２∫ｃ

－ｃｆ（２ａ－ｘ）ｄｘ．
（Ｃ）０． （Ｄ）２∫ｃ

０ｆ（ａ－ｘ）ｄｘ．
（二）条件充分性判断

１∫ａ
－ａ［ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）］ｅ｜ｘ｜ｄｘ＝０．

（１）ｆ（ｘ）在［－ａ，ａ］上为连续的偶函数；

（２）ｆ（ｘ）在［－ａ，ａ］上为非奇非偶函数．

２ 设ｆ（ｘ）在［－ａ，ａ］上可积，下列等式恒成立：

∫ａ
－ａｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ａ

０［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｄｘ．
（１）ｆ（ｘ）为偶函数； （２）ｆ（ｘ）为任意连续函数．

３［２００５年Ⅰ１６］　∫１
－１（ｘ＋ ａ－ｘ槡 ２）２ｄｘ＝８

（１）ａ＝８； （２）ａ＝６４

４∫１
－１ｅｘ（１＋ｅｘ）αｄｘ＝１

（１）α＝１； （２）α＝－１
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５∫２
０［ａｘ＋ｂ １－（ｘ－１）槡 ２］ｄｘ＝１－２π．

（１）ａ＝１，ｂ＝－１； （２）ａ＝１／２，ｂ＝－４

６∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｅ－２－１

（１）ｆ（ｘ）＝ｘ－１／２－２ｅ－２ｘ；

（２）连续函数ｆ（ｘ）满足∫ｘ
０ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ＝ｅ－２ｘ－１

７∫ａａ
２ｆ（ａ－ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ＝∫ｃ

ｂｆ（ｘ）ｇ（ａ－ｘ）ｄｘ．
（１）ｂ＝ａ／２，ｃ＝０； （２）ｂ＝ａ，ｃ＝ａ／２

８∫１
０ｆ（ １－槡 ｘ）ｄｘ＝∫ｂ

ａ２ｘｆ（ｘ）ｄｘ．
（１）ａ＝０，ｂ＝１； （２）ａ＝１，ｂ＝０．

９［２００３年Ⅱ９］　∫１
０（槡ｘ＋ａ）ｄｘ＝５

３．

（１）ａ＝１； （２）ａ＝－１

１０∫４
１
（槡ｘ＋ａ）２

槡ｘ
ｄｘ＝２

３．

（１）ａ＝－１； （２）ａ＝－２

１１∫１
０
ｆ′（ｘ）
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝１

２
，其中函数ｆ（ｘ）在［０，１］上有连续的 导 数 且ｆ（ｘ）无

零点．
（１）ｆ（０）＝１且ｆ（１）＝２； （２）ｆ（０）＝２／３且ｆ（１）＝１
（三）解答题

１ 计算下列定积分：

（１）∫１
－１ｘ２ｌｎ２－ｘ

２＋ｘｄｘ
； （２）∫１

－１
ｅｘ－ｅ－ｘ

１＋ｘ２ ｄｘ．

２ 设ｆ（ｘ）＝
ｅ－ｘ， ０≤ｘ≤１，

２ｘ， １＜ｘ≤２｛ ，
且ｆ（ｘ＋２）＝ｆ（ｘ），求∫５

３ｆ（ｘ）ｄｘ．

３ 计算∫ｂ
ａ｜２ｘ－ａ－ｂ｜ｄｘ（ａ＜ｂ）．

４ 计算∫２
０
１＋ｘ

３
２ ＋ ｘ

３
２ －１

槡ｘ（ｘ＋１）
ｄｘ．

５ 计算下列定积分：

（１）∫２
－２（｜ｘ｜＋ｘ＋１） ４－ｘ槡 ２ｄｘ；　　（２）∫１

０ｘ｜ａ－ｘ｜ｄｘ．

６［２００２年Ⅱ２２］　∫２
－１ｅ｜ｘ｜ｄｘ＝ ．

７ 计算∫ｂ
ａｘｅ｜ｘ｜ｄｘ．
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８ 计算∫ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）ｄｘ．

９ 若ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ２＋ １－ｘ槡 ２∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ，则ｆ（ｘ）＝ ．

１０［１９９７年Ⅰ２４］　计算∫ｘ２ｅｘｄｘ．

１１ 已知∫１
０

ｅｘ

１＋ｘｄｘ＝Ａ，则∫ａ
ａ＋１

ｅ－ｘ

ｘ－ａ－１ｄｘ＝ ．

１２ 计算∫５０
０ ｆ（ｘ）ｄｘ，其中ｆ（ｘ）是ｘ到离ｘ 最近的整数的距离．

２３３　求解与变限定积分有关的问题

１ 变上限定积分的定义

定义２３３１　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 连 续，ｘ 为［ａ，ｂ］上 任 意 一 点，则 在

［ａ，ｘ］上的定积分∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ是上限ｘ 的函数，记作Ｆ（ｘ）＝∫ｘ

ａｆ（ｔ）ｄｔ，ｘ∈［ａ，

ｂ］，并称∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ为变上限定积分．

变上限定积分∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ有时也写成∫ｘ

ａｆ（ｘ）ｄｘ。这时要注意后者的ｘ 是

积分变量，与上限ｘ的意义 不 同，积 分 时 上 限ｘ 固 定 不 变，而 积 分 变 量ｘ 在

积分区间［ａ，ｘ］或［ｘ，ａ］上变化．

２ 变上限积分的性质

设函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则 函 数 Ｆ（ｘ）对 积 分 上 限ｘ 的 导 数 等 于 被

积函数ｆ（ｘ）在上限ｘ处的值，即

Ｆ′（ｘ）＝ ∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄ（ ）ｔ′＝ｆ（ｘ）．

定理２３３１（原函数存在定理）　如果 函 数ｆ（ｘ）在 区 间［ａ，ｂ］上 连 续，

则函数Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ是函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上的一个原函数，即

Ｆ′（ｘ）＝ｄ
ｄｘ ∫ｘ

ａｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ＝ｆ（ｘ）．

设φ（ｘ），ψ（ｘ）可导，定理２３３１可进一步推广得到如下定理。

定理２３３２　设Ｆ（ｘ）＝∫ψ（ｘ）
ａ ｆ（ｔ）ｄｔ，则

Ｆ′（ｘ）＝ｆ［ψ（ｘ）］ψ′（ｘ）． （２３３１）

定理２３３３　设Ｆ（ｘ）＝∫ψ（ｘ）
φ（ｘ）ｆ（ｔ）ｄｔ，则

Ｆ′（ｘ）＝ｆ［ψ（ｘ）］ψ′（ｘ）－ｆ［φ（ｘ）］φ′（ｘ） （２３３２）

不定积分、变上限定 积 分 及 牛 顿莱 布 尼 兹 定 理 三 者 之 间 的 关 系 是：当

ｆ（ｘ）是［ａ，ｂ］上 的 连 续 函 数 时，函 数ｆ（ｘ）的 不 定 积 分 是 它 所 有 原 函 数 的 集

·３０３·



合；变上限积分∫ｘ
ａｆ（ｔ）ｄｔ是在以ａ 为 起 点 的 区 间 上 连 续 的 函 数ｆ（ｘ）的 一 个

原函数；定积分∫ｂ
ａｆ（ｔ）ｄｔ是一个确定的数值，是变上限定积分∫ｘ

ａｆ（ｔ）ｄｔ在ｘ＝

ｂ处的函数值，也 是ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上 任 一 原 函 数 在 区 间［ａ，ｂ］上 的 增 量 即 Ｆ
（ｂ）－Ｆ（ａ）．

３ 常考题型及其解题方法技巧归纳

与变限积分有关的题型是历 年 来 试 题 中 出 现 频 率 较 高 的 题 型。与 变 限

积分有关的问题包括其极限、导数、积分、极（最）值的求法以及含变限积分的

方程的求解等问题，求含变 限 积 分 的 未 定 型 极 限 已 在 前 面 介 绍（详 见２１２
节例１９、例２０）。下面介绍与变限积分有关的其他题型的求解方法与技巧．

题型一　求变限定积分的导数

类型（一）　求∫ψ（ｘ）
φ（ｘ）ｆ（ｔ）ｄｔ的导数．

值得注意的是，类型（一）的被积函数不含求导变量ｘ，仅是积分变量ｔ的

函数．这时可直接使用式（２３３２）求 之。当ψ（ｘ）或φ（ｘ）中 有 一 个 为 常 数

时，可直接使用式（２３３１）求之．

例１［２００２年Ⅰ２２］　设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内可导，则
ｄ２

ｄｘ２∫ｘ２
ｘｆ（ｔ）

ｄｔ＝ ．
解　利用变限积分的求导公式（２３３２）即得

ｄ
ｄｘ∫

ｘ２
ｘｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ２）·（ｘ２）′ｘ－ｆ（ｘ）ｘ′ｘ＝２ｘｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ），

则 ｄ２

ｄｘ２ ∫ｘ２
ｘｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ＝ｄ

ｄｘ
ｄ
ｄｘ∫

ｘ２
ｘｆ（ｔ）ｄ［ ］ｔ ＝ｄ

ｄｘ
［２ｘｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ）］

＝２ｆ（ｘ２）＋４ｘ２ｆ′（ｘ２）－ｆ′（ｘ）．
例２［２００１年Ⅰ２２］　设函数ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上可导，ｆ（１）＝１，ｇ（ｘ）

＝∫ｅｘ
１＋ｘｆ（ｔ）ｄｔ，则ｇ″（０）＝（　　）．

解　按公式（２３３２）有

ｇ′（ｘ）＝ｅｘｆ（ｅｘ）－ｆ（１＋ｘ）（１＋ｘ）′＝ｅｘｆ（ｅｘ）－ｆ（１＋ｘ）．
又 ｇ″（ｘ）＝ｅｘｆ（ｅｘ）＋ｅ２ｘｆ′（ｅｘ）－ｆ′（１＋ｘ）．
由此可得， ｇ″（０）＝ｆ（１）＋ｆ′（１）－ｆ′（１）＝ｆ（１）＝１

例３［２００５年Ⅰ５］　设ｆ（ｘ，ｙ）＝∫ｘ２＋ｙ２
ｘ ｅｔ

２
ｄｔ，则ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）＝

（Ａ）ｘ（ｘ２＋ｙ２）ｅ（ｘ２＋ｙ２）２．　　　（Ｂ）ｘｙ（ｘ２＋ｙ２）ｅ（ｘ２＋ｙ２）２．
（Ｃ）８ｘｙ（ｘ２＋ｙ２）ｅ（ｘ２＋ｙ２）２． （Ｄ）ｙ（ｘ２＋ｙ２）ｅ（ｘ２＋ｙ２）２．
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解　由变限积分的求导公式（２３３２）得到

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝ｅ（ｘ２＋ｙ２）２·（ｘ２＋ｙ２）
ｘ －ｅｘ２ｄｘ

ｄｘ＝２ｘｅ（ｘ２＋ｙ２）２－ｅｘ２．

又　　　　ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）＝２ｘｅ（ｘ２＋ｙ２）２（ｘ２＋ｙ２）２

ｙ －ｅｘ２

ｙ

＝２ｘｅ（ｘ２＋ｙ２）２２（ｘ２＋ｙ２）（ｘ２＋ｙ２）
ｙ

＝４ｘｅ（ｘ２＋ｙ２）２（ｘ２＋ｙ２）·２ｙ
＝８ｘｙ（ｘ２＋ｙ２）ｅ（ｘ２＋ｙ２）２．仅（Ｃ）入选．

例４（条件充分性判断）　ｆ″（ａ）＝７ｅ，其中ｆ（ｘ）＝∫ｘ２
０ ｅｔ ∫ｔ

０ｕｄ（ ）ｕ ｄｔ．
（１）ａ＝－１；　　　　　（２）ａ＝１
解　ｆ′（ｘ）＝ｅｘ２∫ｘ２

０ ｕｄｕ（ｘ２）′＝２ｘｅｘ２∫ｘ２
０ ｕｄｕ＝ｘｅｘ２·ｘ４＝ｘ５ｅｘ２，

ｆ″（ｘ）＝５ｘ４ｅｘ２＋２ｘ·ｘ５ｅｘ２＝５ｘ４ｅｘ２＋２ｘ６ｅｘ２＝ｘ４ｅｘ２（５＋２ｘ２），

故 ｆ″（ａ）＝ａ４ｅａ２（５＋２ａ２）．
当条件（１）成立即ａ＝－１时，有

ｆ″（－１）＝（－１）４ｅ（－１）２［５＋２（－１）２］＝７ｅ。

条件（１）充分．当条件（２）成立即ａ＝１时，有

ｆ″（１）＝１×ｅ（５＋２）＝７ｅ。

条件（２）也充分．仅 Ｄ入选 ．
类型（二）　求∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ的导数．

对形如∫ψ（ｘ）
φ（ｘ）ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ的变 限 定 积 分，由 于 被 积 函 数ｆ（ｔ，ｘ）中 除 含 积 分

变量ｔ外还含有求导变量ｘ（参变量ｘ），对ｘ求导前必须先设法将ｆ（ｘ，ｔ）中

的求导变量ｘ移出被积函数，使其成为只是积分变量ｔ的函数．
移出求导变量的方法常用的有两个。一是移项法，当求导变量ｘ的函数

ｇ（ｘ）为被积函数ｆ（ｘ，ｙ）的因子函数时，常采用这种方法，例如

Ｆ（ｘ）＝∫ψ（ｘ）
φ（ｘ）ｆ（ｘ，ｔ）ｄｔ＝∫ψ（ｘ）

φ（ｘ）Ｈ（ｔ）ｇ（ｘ）ｄｔ＝ｇ（ｘ）∫ψ（ｘ）
φ（ｘ）Ｈ（ｔ）ｄｔ．

例５（条件充分性判断）　设ｆ（ｘ）的导数ｆ′（ｘ）连续，则

∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ［ ］ｔ′＝ｆ（ｘ）．

（１）ｆ（０）＝０；　　（２）ｆ′（０）＝０．
解　因ｆ′（ｘ）连续，故（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）连续，从而∫ｘ

０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ可导．因

∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ［ ］ｔ′＝ ｘ∫ｘ

０ｆ′（ｔ）ｄｔ－∫ｘ
０ｔｆ′（ｔ）ｄ［ ］ｔ′

＝∫ｘ
０ｆ′（ｔ）ｄｔ＋ｘｆ′（ｘ）－ｘｆ′（ｘ）
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＝∫ｘ
０ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）－ｆ（０），

故当ｆ（０）＝０时有 ∫ｘ
０（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄ［ ］ｔ′＝ｆ（ｘ）．条件（１）充分。仅 Ａ入选．

移出求导变量的另一方法是作变量代换．当求导变量含于抽象被积函数

的中间变量之中或求导变量无法直接移出时，常作变量代换将求导变量变到

积分限上去．
例６　设Ｆ（ａ）＝∫２ａ

０ｆ（ｘ）ｄｘ－∫ａ
０［ｆ（ｘ）＋ｆ（２ａ－ｘ）］ｄｘ，其 中ｆ（ｘ）为 连

续正值函数，则Ｆ（ａ）为

（Ａ）正常数．　　（Ｂ）负常数．　　（Ｃ）零．　　（Ｄ）与ａ值有关的数．
解　视ａ为参变量，则

Ｆ（ａ）＝∫２ａ
０ｆ（ｘ）ｄｘ－∫ａ

０ｆ（ｘ）ｄｘ－∫ａ
０ｆ（２ａ－ｘ）ｄｘ，

而 ∫ａ
０ｆ（２ａ－ｘ）ｄｘ

令２ａ－ｘ＝


ｔ
－∫ａ

２ａｆ（ｔ）ｄｔ＝－∫ａ
２ａｆ（ｘ）ｄｘ，

故 Ｆ（ａ）＝∫２ａ
０ｆ（ｘ）ｄｘ－∫ａ

０ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ａ
２ａｆ（ｘ）ｄｘ．

在上方程两边对ａ求导，得到

Ｆ′（ａ）＝２ｆ（２ａ）－ｆ（ａ）＋ ∫ａ
２ａｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ′

＝２ｆ（２ａ）－ｆ（ａ）＋ｆ（ａ）－２ｆ（２ａ）＝０，

所以Ｆ（ａ）＝ｃ，又Ｆ（０）＝０，故ｃ＝０．从而知Ｆ（ａ）＝０．仅（Ｃ）入选．
题型二　计算被积函数为变限定积分的定积分

这类积分可用分部积分法计算，且选ｕ（ｘ）为变限定积分，这是因为已知

变限积分也就知道了其导数．已知被积函数的导数是可以用分部积分法求出

该积分的．

例７［２００５年Ⅰ７］　函数ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０

ｅｔ
１－ｔｄｔ

，则∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ的值为

（Ａ）ｅ－１　　（Ｂ）１－ｅ．　　（Ｃ）ｅ／（１－ｅ）．　　（Ｄ）ｅ．　　（Ｅ）１
解　因已知ｆ（ｘ）的导数ｆ′（ｘ）＝ｅｘ／（１－ｘ），故可用分部积分法求之．

　　　　∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｘｆ（ｘ）

１

０
－∫１

０ｘｄｆ（ｘ）＝ｆ（１）－∫１
０ｘｆ′（ｘ）ｄｘ

＝∫１
０

ｅｔ
１－ｔｄｔ－∫１

０
ｘｅｘ

１－ｘｄｘ＝∫１
０

ｅｘ

１－ｘｄｘ－∫１
０
ｘｅｘ

１－ｘｄｘ

＝∫１
０
ｅｘ－ｘｅｘ

１－ｘ ｄｘ＝∫１
０ｅｘｄｘ＝ｅ－１ 仅（Ａ）入选．

例８　计算∫１
０ｘｆ（ｘ）ｄｘ，其中ｆ（ｘ）＝∫ｘ２

１
ｅｔ
ｔｄｔ．

解　积分∫１
０ｘｆ（ｘ）ｄｘ 中 的 被 积 函 数 含 变 上 限 定 积 分，用 分 部 积 分 法 求
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之，且选

ｕ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＝∫ｘ２
１

ｅｔ
ｔｄｔ，　ｄｖ＝ｘｄｘ＝１

２ｄｘ２

由变上限定积分求导法则得到

ｆ′（ｘ）＝ ∫ｘ２
１

ｅｔ
ｔｄ（ ）ｔ

′
＝２ｘｅｘ２

ｘ２ ＝２ｅｘ２

ｘ ．

则　　∫１
０ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝１

２∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ２＝１

２ｘ２ｆ（ｘ）
１

０
－１

２∫１
０ｘ２ｄｆ（ｘ）

＝１
２×１×ｆ（１）－１

２∫１
０ｘ２ｆ′（ｘ）ｄｘ

＝－１
２∫１

０ｘ２×２ｅｘ２

ｘｄｘ＝－∫１
０ｘｅｘ２ｄｘ＝－１

２∫１
０ｅｘ２ｄｘ２

＝－１
２∫１

０ｄｅｘ２＝－１
２ｅｘ２

１

０
＝－１

２
（ｅ－１）＝１

２
（１－ｅ）．

题型三　求被积函数为分段函数的变限定积分

计算分段函数的变限积分，因对其变限的取值范围要进行讨论需分段积

分．其分段情况与被积函数中的 分 段 函 数 一 样。值 得 注 意 的 是，如 果 在 积 分

下限与上限之间有分段点，还需再分段积分．
例９　设ｘ≥－１，求∫ｘ

－１（１－｜ｔ｜）ｄｔ。

解　为去掉被积函数中的 绝 对 值，应 以ｔ＝０为 分 段 点 先 求 出 其 被 积 函

数的表示式

ｆ（ｔ）＝
１－ｔ， ０≤ｔ＜＋∞，

１＋ｔ， －１≤ｔ＜０｛ ．
当－１≤ｘ＜０时，［－１，ｘ］（－１，０），则

∫ｘ
－１（１－｜ｔ｜）ｄｔ＝∫ｘ

－１（１＋ｔ）ｄｔ＝
（１＋ｘ）２

２ ．

当ｘ≥０时，［－１，ｘ］＝［－１，０］∪［０，ｘ］即在积分上限－１与上限ｘ之间

有分段点０，故

∫ｘ
－１（１－｜ｔ｜）ｄｔ＝∫０

－１（１＋ｔ）ｄｔ＋∫ｘ
０（１－ｔ）ｄｔ＝１

２＋ ｔ－１
２ｔ ）（ ２

ｘ

０

＝１－
（ｘ－１）２

２
，

故 ∫ｘ
－１（１－｜ｔ｜）ｄｔ＝

（ｘ＋１）２／２， －１≤ｘ＜０，

１－（ｘ－１）２／２， ｘ≥０｛ ．
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例１０　设ｆ（ｘ）＝
１＋槡 ｘ，－１≤ｘ≤０，

ｅ－槡ｘ， ０＜ｘ＜＋∞
烅
烄

烆 ，
求

Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－１ｆ（ｔ）ｄｔ　（－１≤ｘ＜＋∞）。

解　当－１≤ｘ≤０时，

Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－１ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫ｘ

－１ １＋槡 ｔｄｔ＝∫ｘ
－１（１＋ｔ）

１
２ｄ（１＋ｔ）

＝２
３

（１＋ｔ）
３
２

ｘ

－１
＝２

３
（１＋ｘ）３

２ ．

而当０＜ｘ＜＋∞时，［－１，ｘ］＝［－１，０］∪［０，ｘ］，即在积分下限０与 上 限ｘ
之间有分段点０，故

Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－１ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫０

－１ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫ｘ
０ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫０

－１ １＋槡 ｔｄｔ＋∫ｘ
０ｅ－槡ｔｄｔ，

而 ∫０
－１ １＋槡 ｔｄｔ＝∫０

－１（１＋ｔ）
１
２ｄ（１＋ｔ）＝２

３
（１＋ｔ）

３
２

０

－１
＝２

３
，

∫ｘ
０ｅ－槡ｔｄｔ

槡ｔ＝


ｕ
∫槡ｘ０２ｅ－ｕｄｕ＝－２∫槡ｘ０ｕｄｅ－ｕ

＝－２ ｕｅ－ｕ槡ｘ

０
－∫槡ｘ０ｅ－ｕｄ［ ］ｕ

＝－２ 槡ｘｅ槡ｘ＋ｅ－ｕ槡ｘ［ ］０

＝－２［槡ｘｅ－槡ｘ＋ｅ－槡ｘ－１］

＝－２（槡ｘ＋１）＋ｅ－槡ｘ＋２，

故 Ｆ（ｘ）＝２／３＋２－２（槡ｘ＋１）ｅ－槡ｘ＝８／３－２（槡ｘ＋１）ｅ－槡ｘ，

所以 Ｆ（ｘ）＝
２（１＋ｘ）３／２／３， －１≤ｘ≤０，

８／３－２（槡ｘ＋１）ｅ－槡ｘ， ０＜ｘ＜＋∞｛ ．

例１１　设ｆ（ｘ）＝ｘ，ｘ≥０，ｇ（ｘ）＝
ｅｘ，０≤ｘ≤ｌｎ２，

０，ｘ＞ｌｎ２｛ ，
求∫ｘ

０ｆ（ｔ）ｇ（ｘ－ｔ）ｄｔ．

解　原式Ｉ
ｘ－ｔ＝


ｕ
∫ｘ

０ｆ（ｘ－ｕ）ｇ（ｕ）ｄｕ＝∫ｘ
０（ｘ－ｕ）ｇ（ｕ）ｄｕ．

于是，当０≤ｘ≤ｌｎ２时，有

Ｉ＝∫ｘ
０（ｘ－ｕ）ｅｕｄｕ＝ｘｅｕ

ｘ

０
－（ｕｅｕ－ｅｕ）

ｘ

０
　　　　

＝ｘ（ｅｘ－１）－ｘｅｘ＋ｅｘ－１＝ｅｘ－ｘ－１；

当ｌｎ２＜ｘ时，因积分区间（０，ｘ）含分段点ｌｎ２，需分段积分，即

Ｉ＝∫ｘ
０（ｘ－ｕ）ｇ（ｕ）ｄｕ＝∫ｌｎ２

０ （ｘ－ｕ）ｇ（ｕ）ｄｕ＋∫ｘ
ｌｎ２（ｘ－ａ）ｇ（ｕ）ｄｕ

＝∫ｌｎ２
０ （ｘ－ｕ）ｅｕｄｕ＋∫ｘ

ｌｎ２（ｘ－ｕ）·０ｄｕ＝∫ｌｎ２
０ （ｘ－ｕ）ｅｕｄｕ
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＝ｘｅｕ
ｌｎ２

０
－（ｕｅｕ－ｅｕ）

ｌｎ２

０
＝ｘ－２ｌｎ２－１

所以 Ｉ＝
ｅｘ－ｘ－１， ０≤ｘ≤ｌｎ２，

ｘ－２ｌｎ２－１， ｘ＞｛ ｌｎ２
例１２　计算∫ｘ

０ｍａｘ（ｅ－ｔ，１／２）ｄｔ．
解　令ｅ－ｔ＝１／２，则－ｔｌｎｅ＝ｌｎ（１／２），故ｔ＝ｌｎ２
当ｔ＜ｌｎ２时，ｅ－ｔ＞１／２，故 ｍａｘ（ｅ－ｔ，１／２）＝ｅ－ｔ；当ｔ≥ｌｎ２时，ｅ－ｔ≤１／２，

故 ｍａｘ（ｅ－ｔ，１／２）＝１／２。于是

ｆ（ｔ）＝ｍａｘ（ｅ－ｔ，１／２）＝
ｅ－ｔ， ｔ＜ｌｎ２，

１／２，ｔ≥ｌｎ２｛ ，

所以　原式＝
∫ｘ

０ｅ－ｔｄｔ， ｘ＜ｌｎ２

∫ｌｎ２
０ ｅ－ｔｄｔ＋∫ｘ

ｌｎ２
１
２ｄｔ， ｘ≥

烅
烄

烆 ｌｎ２
＝

１－ｅ－ｘ， ｘ＜ｌｎ２，

１－ｌｎ２＋ｘ
２

， ｘ≥
烅
烄

烆 ｌｎ２

题型四　讨论由变限积分所确定的函数的性态

由变限积分所确定的函数同其他形式表示的函数一样，可用其导数讨论

其多种性态．

例１３　设Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０ｆ（ｘ）ｄｘ，且ｆ（ｘ）＝

ｘ２＋１，ｘ≥０，

２ｘ－１，ｘ＜０｛ ，
则Ｆ（ｘ）是

（Ａ）连续函数．　　（Ｂ）单调增加函数．　　（Ｃ）单调减少函数

（Ｄ）有界函数．　　（Ｅ）可导函数．
解　因ｆ（ｘ）可积，故Ｆ（ｘ）必 连 续，选 项（Ａ）成 立。但ｆ（ｘ）可 积，Ｆ（ｘ）

不一定可导，如ｆ（ｘ）连续，则Ｆ（ｘ）一定可导，但ｆ（ｘ）在ｘ＝０处不连续，（Ｅ）

不成立。又ｆ（ｘ）无界，故Ｆ（ｘ）也无界，（Ｄ）也不成立．
因Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ），故 当ｘ≥０时，ｆ（ｘ）＞０，因 而 Ｆ′（ｘ）＞０；在ｘ＜０时，

ｆ（ｘ）＜０，因而Ｆ′（ｘ）＜０。在（－∞，＋∞）上 Ｆ（ｘ）变 号 不 单 调。仅（Ａ）入

选．

例１４（条件充分性判断）　函 数ｆ（ｘ）＝∫ｘ２
０ （ｋ－ｔ）ｅ－ｔｄｔ（ｋ＞０）在ｘ 槡＝ ２

处取得最大值．
（１）ｋ＝２；　　（２）ｋ＝４
解　ｆ（ｘ）为偶函数且ｆ（０）＝０，故 只 需 求 出ｆ（ｘ）区 间（０，＋∞）上 的 最

大值即可．

令ｆ′（ｘ）＝（ｋ－ｘ２）ｅ－ｘ２×２ｘ＝０得（０，＋∞）内的惟一驻点ｘ＝槡ｋ。当ｘ
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∈（０，槡ｋ）时，ｆ′（ｋ）＞０；当ｋ∈（槡ｋ，＋∞）时，ｆ′（ｘ）＜０。故ｘ＝槡ｋ为ｆ（ｘ）的惟

一极大值点，因而也是ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内的最大值点，于是当ｋ＝２时，函数

ｆ（ｘ）＝∫ｘ２
０ （ｋ－ｔ）ｅ－ｔｄｔ（ｋ＞０）在ｘ 槡＝ ２处 取 得 最 大 值，条 件（１）充 分。仅 Ａ

入选．
注意　若不考虑ｆ（ｘ）的 奇 偶 性，则 由ｆ′（ｘ）＝０得 三 个 驻 点ｘ＝０，ｘ＝

±槡ｋ，需一一判别，计算量就较大了．

例１５［２０００年Ⅰ２７］　求由∫ｙ
０ｅｔ

２
ｄｔ＝１

２
（ｘ

１
３ －１）２ （ｘ＞０）所确定的函数

ｙ＝ｙ（ｘ）的极值．
解　在方程两端对ｘ求导，得到

ｅｙ２ｙ′＝１
３ｘ－２

３ （ｘ
１
３ －１），　ｙ′＝１

３ｅ－ｙ２ｘ－２
３ （ｘ

１
３ －１），

ｘ＝１为驻点．且当０＜ｘ＜１时，ｙ′＜０，函 数 单 调 增 加；当ｘ＞１时，ｙ′＞０，函

数单调减少。所以ｙ（ｘ）在ｘ＝１处有极小值ｙ（１），且由

∫ｙ（１）
０ ｅｔ

２
ｄｔ＝１

２ ｘ
１
３（ ）－１ ２

ｘ＝１
＝０

知，极小值为ｙ（１）＝０．
例１６　积分ｔ∫

ｓ
ｔ０ｆ（ｔｘ）ｄｘ与变量（　　）有关．

（Ａ）ｔ，ｓ，ｘ　　（Ｂ）ｓ，ｔ　　（Ｃ）ｘ，ｔ　　（Ｄ）ｓ，ｘ　　（Ｅ）ｓ
解　令ｔｘ＝ｕ，则ｘ＝０，ｓ／ｔ时，ｕ＝０，ｓ，ｄｘ＝ｄｕ／ｔ，于是

ｔ∫ｓ／ｔ
０ ｆ（ｔｘ）ｄｘ＝ｔ∫ｓ

０ｆ（ｕ）ｄｕ
ｔ ＝∫ｓ

０ｆ（ｕ）ｄｕ．

仅与ｓ有关。仅（Ｅ）入选．
例１７　曲线ｙ＝∫ｘ

０｜ｔ（ｔ－１）（ｔ－３）｜ｄｔ有（　　）个拐点．
（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）４　　　（Ｅ）５

解　ｙ′＝｜ｘ（ｘ－１）（ｘ－３）｜＝

－ｘ（ｘ－１）（ｘ－３）， ｘ＜０，

ｘ（ｘ－１）（ｘ－３）， ０＜ｘ＜１，

－ｘ（ｘ－１）（ｘ－３）， １＜ｘ＜３，

ｘ（ｘ－１）（ｘ－３）， ｘ＞３

烅

烄

烆 ，

　　ｙ″＝

（３ｘ－１）（３－ｘ）， ｘ＜０，

（３ｘ－１）（ｘ－３）， ０＜ｘ＜１，

（３ｘ－１）（３－ｘ）， １＜ｘ＜３，

（３ｘ－１）（ｘ－３）， ｘ＞３

烅

烄

烆 。
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令ｙ″＝０得ｘ１＝１／３，ｘ２＝３
显然在ｘ１＝１／３处二阶导数ｙ″变 号，因 而 为ｙ 的 一 个 拐 点。另 外ｙ′不

存在的点有ｘ３＝０，ｘ４＝１，ｘ５＝３，由 于 在 这 些 点 的 左、右 两 侧 其 二 阶 导 数 都

变号（由ｙ″的表示式易看出），它们都是拐点。仅（Ｃ）入选．
例１８［１９９９年Ⅱ２８］　设 三 次 多 项 式 ｆ（ｘ）＝ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ＋ｄ 满 足

ｄ
ｄｘ∫

ｘ＋１
ｘ ｆ（ｔ）ｄｔ＝１２ｘ２＋１８ｘ＋１，当ｘ 何值时，ｆ（ｘ）达到极大值．

解　依题意，ｆ（ｘ＋１）－ｆ（ｘ）＝１２ｘ２＋１８ｘ＋１，即有

３ａｘ２＋（３ａ＋２ｂ）ｘ＋（ａ＋ｂ＋ｃ）＝１２ｘ２＋１８ｘ＋１

比较系数得

３ａ＝１２，

３ａ＋２ｂ＝１８，

ａ＋ｂ＋ｃ＝１
烅
烄

烆 ，
　解得　

ａ＝４，

ｂ＝３，

ｃ
烅
烄

烆＝－６
所以有 ｆ（ｘ）＝４ｘ３＋３ｘ２＋６ｘ＋ｄ　（ｄ为任意常数）．

令ｆ′（ｘ）＝１２ｘ２－６ｘ＋６＝０，得驻点ｘ＝－１或ｘ＝１／２
又 ｆ″（ｘ）＝２４ｘ＋６，　ｆ″（－１）＝－１８＜０，　ｆ″（１／２）＝１８＞０，

知ｘ＝－１时，函数有极大值．
题型五　由变限定积分所满足的函数方程求未知函数或其积分值

类型（一）　求未知函数．
为求未知函数先在所给方程两端求导，得到未知函数的导数所满足的方

程，再用积分法求出其未知函数．
例１９［１９９９年Ⅰ２７］　设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上可导，且满足

ｘｆ（ｘ）＝３
２ｘ４－３ｘ２＋４＋∫ｘ

２ｆ（ｔ）ｄｔ，

求ｆ（ｘ）．
解　在所满足的等式中，令ｘ＝２，可得初始条件ｆ（２）＝８ 在所给方程

两端对ｘ求导得到

ｘｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）＝６ｘ３－６ｘ＋ｆ（ｘ），　即　ｆ′（ｘ）＝６ｘ２－６
在ｆ′（ｘ）＝６ｘ２－６两端积分，得到

∫ｘ
２ｆ′（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）－ｆ（２）＝∫ｘ

２（６ｔ２－６）ｄｔ＝（２ｔ３－６ｔ）
ｘ

２
＝２ｘ３－６ｘ－４

于是 ｆ（ｘ）＝２ｘ３－６ｘ－４＋ｆ（２）＝２ｘ３－６ｘ＋４
例２０　设函数ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内 连 续，ｆ（１）＝５／２，且 对 所 有 ｘ，ｔ∈

（０，＋∞）满足下述条件，求ｆ（ｘ）：
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∫ｘｔ
１ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｔ∫ｘ

１ｆ（ｕ）ｄｕ＋ｘ∫ｔ
１ｆ（ｕ）ｄｕ．

解　因ｆ（ｘ）在（０，＋∞）内连续，题设方程中各项均可导，在所给方程两

端对ｘ求导，由于各个被积函数都只含积分变量，由式（２３３１）得到

ｔｆ（ｘｔ）＝ｔｆ（ｘ）＋∫ｔ
１ｆ（ｕ）ｄｕ。 ①

在式①中令ｘ＝１，由ｆ（１）＝５／２得到

ｔｆ（ｔ）＝５ｔ
２＋∫ｔ

１ｆ（ｕ）ｄｕ。 ②

因式②右端两项可导，故ｔｆ（ｔ）也可导，因而ｆ（ｔ）是可导的，对ｔ求导得到

ｆ（ｔ）＋ｔｆ′（ｔ）＝５／２＋ｆ（ｔ），　即　ｆ′（ｔ）＝５／（２ｔ）。 ③
在式③两端积分得到ｆ（ｘ）＝５ｌｎｔ／２＋ｃ．由ｆ（１）＝５／２得到

ｆ（ｘ）＝５（ｌｎｘ＋１）／２
例２１　变量ｘ与积分∫１

０［ｆ（ｘ）＋ｘｆ（ｔｘ）］ｄｔ无关，则ｆ（ｘ）＝
（Ａ）ｃｅ－２ｘ．　　（Ｂ）ｃｅ－３ｘ．　　（Ｃ）ｃｅ－ｘ．　　（Ｄ）ｃｅ２ｘ．　　（Ｅ）ｃｅ３ｘ．
解　因　　　　∫１

０ｆ（ｘ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）∫１
０ｄｔ＝ｆ（ｘ），

∫１
０ｘｆ（ｔｘ）ｄｔ＝ｘ∫１

０ｆ（ｔｘ）ｄｔ
ｕ＝


ｔｘ
ｘ∫ｘ

０ｆ（ｕ）１
ｘｄｕ＝∫ｘ

０ｆ（ｕ）ｄｕ，

故 ∫１
０［ｆ（ｘ）＋ｘｆ（ｔｘ）］ｄ ｔ ｆ（ｘ）＋∫ｘ

０ｆ（ｕ）ｄｕ．
依题意积分对变量ｘ求导，因而

∫１
０［ｆ（ｘ）＋ｘｆ（ｔｘ）］ｄ｛ ｝ｔ′＝ｆ′（ｘ）＋ｆ（ｘ）＝０，

即 ｆ′（ｘ）／ｆ（ｘ）＝－１，

积分得 ｌｎｆ（ｘ）＝－ｘ＋ｌｎＣ．

ｆ（ｘ）＝Ｃｅ－ｘ （Ｃ 为任意常数）。仅（Ｃ）入选．
类型（二）　求未知函数的积分值．
先由所 给 方 程 求 出 ｆ（ｘ）的 一 个 原 函 数∫ｘ

ａｆ（ｘ）ｄｔ或 其 变 限 定 积 分

∫ψ（ｘ）
φ（ｘ）ｆ（ｔ）ｄｔ所满足的方程，然后代入ｘ＝ｂ或令φ（ｘ）＝ａ，ψ（ｘ）＝ｂ，解出ｘ，求

出∫ｂ
ａｆ（ｔ）ｄｔ的值．

例２２　设连续函数满足∫ｘ
０ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ＝ｅ－２ｘ－１，则∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）１／ｅ－１．　 （Ｂ）１／ｅ２－１．　（Ｃ）ｅ－１．　（Ｄ）１／槡ｅ－１．　（Ｅ）０．
解　令ｘ－ｔ＝ｕ，则ｔ＝０，ｘ时，ｕ＝ｘ，０．于是

∫ｘ
０ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ＝－∫０

ｘｆ（ｕ）ｄｕ＝∫ｘ
０ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｅ－２ｘ－１

令ｘ＝１，则∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｅ－２·１－１＝ｅ－２－１ 仅（Ｂ）入选．

例２３　设ｆ（ｘ）连续，且∫ｘ
０ｔｆ（２ｘ－ｔ）ｄｔ＝ｅｘ．已知ｆ（１）＝１，求∫２

１ｆ（ｘ）ｄｘ．
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解　因被积函数中含上限变 量（求 导 变 量）需 先 作 变 量 代 换ｕ＝２ｘ－ｔ，

将其变换到积分上限中去．

当ｔ＝０，ｘ时，ｕ＝２ｘ，ｘ，且ｄｕ＝－ｄｔ，故

∫ｘ
０ｔｆ（２ｘ－ｔ）ｄｔ＝－∫ｘ

２ｘ（２ｘ－ｕ）ｆ（ｕ）ｄｕ＝２ｘ∫２ｘ
ｘｆ（ｕ）ｄｕ－∫２ｘ

ｘｕｆ（ｕ）ｄｕ．

则 ２ｘ∫２ｘ
ｘｆ（ｕ）ｄｕ－∫２ｘ

ｘｕｆ（ｕ）ｄｕ＝ｅｘ．

等式两端对ｘ求导得到

２∫２ｘ
ｘｆ（ｕ）ｄｕ＋２ｘ［ｆ（２ｘ）×２－ｆ（ｘ）］－２ｘｆ（２ｘ）×２＋ｘｆ（ｘ）＝ｅｘ，

化简得到２∫２ｘ
ｘｆ（ｕ）ｄｕ＝ｅｘ＋ｘｆ（ｘ）．令ｘ＝１得

２∫２
１ｆ（ｕ）ｄｕ＝ｅ＋１，　即　∫２

１ｆ（ｘ）ｄｘ＝１＋ｅ
２ ．

习　题　２３３

（一）问题求解

１ 设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程∫ｙ－１
０ ３＋ｅｘ槡 ２

ｄｘ＝ｘ３－１所确定，则ｙ′（１）＝

（Ａ）０．　　 （Ｂ）１　　 （Ｃ）３　　 （Ｄ）３／２　　 （Ｅ）槡３．

２ 设ｆ（ｘ）为连续函数，且Ｆ（ｘ）＝∫ｌｎｘ
１／ｘｆ（ｔ）ｄｔ，则Ｆ′（ｘ）＝

（Ａ）１
ｘｆ（ｌｎｘ）＋１

ｘ２ｆ
１（ ）ｘ ． （Ｂ）ｆ（ｌｎｘ）＋ｆ １（ ）ｘ ．

（Ｃ）１
ｘｆ（ｌｎｘ）－１

ｘ２ｆ
１（ ）ｘ ． （Ｄ）ｆ（ｌｎｘ）－ｆ １（ ）ｘ ．

３ 设ｆ（ｘ）具有连续导数，则 ｄ
ｄｘ∫

ｘ
ａ（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ＝

（Ａ）ｆ（ｘ）． （Ｂ）０．　　　　　（Ｃ）ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）．
（Ｄ）ｆ（ｘ）＋ｆ（ａ）． （Ｅ）ｆ（ａ）．

４ 设∫ｘ－１
０ ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ３－ｘ２＋ｘ，则ｆ（ｘ）在ｘ＝（　　）处取得最小值．

（Ａ）１ （Ｂ）－１／２ （Ｃ）－１ （Ｄ）－２／３ （Ｅ）不能确定

５ 已知∫ｘ
０

３槡ｔ
１＋ｆ（ｔ）ｄｔ＝

３
槡ｘ，则∫１

０ｆ（ｘ）ｄｘ＝

（Ａ）１／２． （Ｂ）１／３． （Ｃ）１． （Ｄ）－１／２． （Ｅ）３／２．

６ 设ｆ（ｘ）＝∫ｘ
０
ｌｎｔ
１－ｔｄｔ

，则∫１
０ｆ（ｘ）ｄｘ＝
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（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）３． （Ｄ）４． （Ｅ）－１．

７ 设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上 连 续，且 满 足∫１
０ｆ（ｘｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）＋ｘｅｘ，则

ｆ（ｘ）＝
（Ａ）－（ｘ＋１）ｅｘ＋１． （Ｂ）－（ｘ＋１）ｅｘ＋２．　（Ｃ）（ｘ＋１）ｅｘ＋１．
（Ｄ）（ｘ＋１）ｅｘ＋Ｃ． （Ｅ）－（ｘ＋１）ｅｘ＋Ｃ，Ｃ 为任意常数．

８ 函数Ｉ（ｘ）＝∫ｘ
ｅ

ｌｎｔ
ｔ２－２ｔ＋１ｄｔ

在区间［ｅ，ｅ２］上的最大值为

（Ａ）ｌｎ（１＋ｅ）． 　 （Ｂ）ｌｎ（１＋ｅ）－ｅ／（１＋ｅ）．
（Ｃ）２ｌｎ（１＋ｅ）－ｅ／（１＋ｅ）．　（Ｄ）ｅ／（１＋ｅ）．　（Ｅ）３ｅ／（１＋ｅ）．
（二）条件充分性判断

１ 设ｆ（ｘ）＝
ａ＋ｘ， ｘ＜０，

１＋ｅ－ｘ， ｘ≥０｛ ，
Ｆ（ｘ）＝∫ｘ

－１ｆ（ｔ）ｄｔ在点ｘ＝０处可导．

（１）ａ＝０；　　　　　（２）ａ＝２。

２ 设ｆ（ｘ）为连续函数，曲线ｙ＝Ｆ（ｘ）＝∫ｅ
－ｘｆ（ｘ）ｄｘ下凸．

（１）ｆ（ｘ）单调减少；　　（２）ｆ（ｘ）单调增加．

３［２００４年Ⅰ６］　函数Ｉ（ｘ）＝∫ｘ
１

ｄｘ
２ｘ－ａ

在［１，２］上取得的最大值和最小

值分别为（ｌｎ３）／２和０．
（１）ａ＝３／２；　　　　　（２）ａ＝１
（三）解答题

１［１９９９ 年 Ⅱ２６］　 该 函 数 ｆ（ｘ）的 导 函 数 ｆ′（ｘ）连 续，Ｆ（ｘ）＝

∫ｘ
ａ（ｘ－ｔ）ｆ′（ｔ）ｄｔ．求Ｆ″（ｘ）．

２［２０００年Ⅰ２７］　求由方程∫ｙ
０ｅｔ

２
ｄｔ＝１

２
（３槡ｘ－１）２，ｘ＞０所确定 的 隐 函

数ｙ＝ｙ（ｘ）的极值．

３ 求 ｄ
ｄｘ∫

φ（ｘ）
０ （φ（ｘ）－ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ，其 中ｆ（ｔ）为 已 知 的 连 续 函 数，φ（ｘ）为 已

知的可导函数．

４ 设ｆ（ｘ）单调增加，有连续导数，ｆ（０）＝０，ｆ（ａ）＝ｂ，ｇ（ｘ）是ｆ（ｘ）的反

函数，证明∫ａ
０ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫ｂ

０ｇ（ｘ）ｄｘ＝ａｂ．

５ 设函数ｆ（ｘ）连续，φ（ｘ）＝∫１
０ｆ（ｘｔ）ｄｔ，且ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝Ａ （Ａ 为常数），求

φ′（ｘ）并讨论φ′（ｘ）在ｘ＝０处的连续性．
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６ 计算∫１
０ ∫槡ｘ０ｅ－ｔ２ｄ（ ）ｔ １

槡ｘ
ｄｘ．

２３４　定积分的应用

题型一　已知曲线方程，求其所围平面图形的面积

这类题型解题的步骤为：

１°根据已知条件画出曲线图形及所围的平面图形。

２°求出曲线的有关交点。

３°根 形 平 面 图 形 的 形 状 与 位 置 选 好 积 分 变 量，并 确 定 积 分 限。一 般 平

面图形的边界曲线之间的位置关系是上与下（或左与右）的关系应选ｘ（或ｙ）

为积分变量。

４°列出所求平面图形面积的表示式，并算出结果．
根据考纲的要求定积分的应用主要就是计算平面图形的面积，往届的考

题较多，希望考生熟练掌握这类题型中下述各类试题的解法．
类型（一）　求坐标轴上曲边梯形的面积。

１°当ｆ（ｘ）≥０时，由ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ，ｙ＝０与ｙ＝ｆ（ｘ）所围成的ｘ轴上方的

平图形称为以ｆ（ｘ）为曲边的ｘ轴上方的曲 边 梯 形，设 为Ｇ１ 由 定 积 分 的 几

何意义知Ｇ１ 的面积为

Ｓ＝∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ．

２°若ｆ（ｘ）≤０，以ｆ（ｘ）为曲边，由ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ （ｂ＞ａ）ｙ＝０与ｙ＝ｆ（ｘ）

所围成的ｘ轴下方的曲边梯形Ｇ２ 的面积为

Ｓ＝－∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ．

３°由曲线ｘ＝φ（ｙ）≥０及直线ｙ＝ｃ，ｙ＝ｄ （ｃ＜ｄ）及ｘ＝０所围成的ｙ轴

右边的曲边梯形Ｇ３ 的面积为

Ｓ＝∫ｄ
ｃφ（ｙ）ｄｙ．

４°若ｘ＝φ（ｙ）≤０，以φ（ｙ）为曲边，ｙ＝ｃ，ｙ＝ｄ （ｃ＜ｄ），ｘ＝０与ｘ＝φ（ｙ）

所围成的ｙ轴左边的曲边梯形Ｇ４ 的面积为

Ｓ＝∫ｄ
ｃφ（ｙ）ｄｙ．

例１［２００４年Ⅰ２０］　设 函 数ｆ（ｘ）在 区 间［ａ，ｂ］上 非 负，且 在（ａ，ｂ）内

ｆ″（ｘ）＞０，ｆ′（ｘ）＜０，
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Ｉ１＝ｂ－ａ
２

［ｆ（ｂ）＋ｆ（ａ）］，　Ｉ２＝∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ，　Ｉ３＝（ｂ－ａ）ｆ（ｂ），

则　（Ａ）Ｉ１≤Ｉ２≤Ｉ３．　 　（Ｂ）Ｉ２≤Ｉ３≤Ｉ１．　 　（Ｃ）Ｉ１≤Ｉ３≤Ｉ２．
（Ｄ）Ｉ３≤Ｉ２≤Ｉ１． （Ｅ）以上结论都不正确．

图２３４１

解　由于ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上非负，且在（ａ，ｂ）内

ｆ″（ｘ）＞０，ｆ′（ｘ）＜０，曲 线ｙ＝ｆ（ｘ）的 图 形 如 图

２３４１所示。

Ｉ１＝ｂ－ａ
２

［ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）］表示以ａ，ｂ为底的梯

形ＢｂａＡ 的面积．

Ｉ２＝∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ表示曲边梯形ＢｂａＡ 的面积．

Ｉ３＝（ｂ－ａ）ｆ（ａ）表 示 矩 形ａｂＢＣ 的 面 积，显

然有Ｉ３≤Ｉ２≤Ｉ１．仅（Ｄ）入选．
例２　曲线ｙ＝ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）与ｘ轴所围图形面积为

（Ａ）－∫２
０ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ．　　（Ｂ）∫２

０ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ．
（Ｃ）－∫１

０ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ＋∫２
１ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ．

（Ｄ）∫１
０ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ－∫２

１ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解　函数与ｘ轴的交点分别为０，１，２，且当０＜ｘ＜１时，函数为负，１＜ｘ

＜２时函数为正，于是曲线与ｘ轴所围图形的面积为

　Ｓ＝∫２
０｜ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）｜ｄｘ

＝－∫１
０ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ＋∫２

１ｘ（ｘ－１）（２－ｘ）ｄｘ．仅（Ｃ）入选．
类型（二）　计算所围平面图形不是曲边梯形的面积。

当ｙ＝ｆ（ｘ）（或ｘ＝φ（ｙ））所 围 平 面 图 形 不 是 坐 标 轴 上 的 曲 边 梯 形 要 将

其分解为ｘ（或ｙ）坐标轴上的曲边梯形之差或之和，分别求出 相 应 的 曲 边 梯

形的面积，将其相减或相加，即得所求平面图形的面积．
计算时，还应注意所分解的ｘ（或ｙ）坐标轴上的曲边 梯 形 中 是 否 有 规 则

的图形（如直角三角形、矩形、梯形等），如有应利用其面积计算公式直接写出

其面积，不必使用定积分计算，这样可减少计算工作量．
一般说来当所围的平面图形的边界线中含有不垂直于坐标轴的直线时，

所作出来的曲边梯形中常含有规则图形．

例３［２００４年Ⅰ２１］　曲线ｙ＝ｘｅ－ｘ２
２ 和直线ｘ＝－２，ｘ＝２及ｘ轴所围成
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的图形的面积是

（Ａ）２－２／ｅ２．　　　（Ｂ）２－２／ｅ．　　　（Ｃ）ｅ－２／ｅ．
（Ｄ）ｅ＋１／ｅ． （Ｅ）２＋２／ｅ．
解法１　由题意可知，所 求 面 积 为ｘ 轴 上 的 曲 边 梯 形 之 面 积．曲 线ｙ＝

ｘｅ－ｘ２／２不易画出，其取值又有负的部分，其面积可用绝对值之积分表示，再由

区间的对称性，脱掉绝对值，即

Ｓ＝∫２
－２｜ｙ｜ｄｘ＝∫２

－２｜ｘｅ
－ｘ２

２｜ｄｘ＝２∫２
０ｘｅ

－ｘ２
２ｄｘ＝－２∫２

０ｄｅ
－ｘ２

２

＝－２ｅ－ｘ２
２

２

０
＝－２（ｅ－２－１）＝２－２／ｅ２ 仅（Ａ）入选．

解法２　如图２３４２所示，函数ｙ＝ｘｅ－ｘ２／２为奇函数，所求面积为ｘ轴

上的两曲边梯形之和，即

图２３４２

　　　　∫２
－２ｙｄｘ＝∫０

－２－ｙｄｘ＋∫２
０ｙｄｘ＝－∫０

－２ｙｄｘ＋∫２
０ｙｄｘ

＝－∫０
－２ｘｅ

－ｘ２
２ ｄｘ＋∫２

０ｘｅ
－ｘ２

２ｄｘ＝∫０
－２ｄｅ

－ｘ２
２ －∫２

０ｄｅ
－ｘ２

２

＝ｅ－ｘ２
２

０

－２
－ｅ－ｘ２

２
２

０
＝１－ｅ－２－ｅ－２＋１

＝２－２／ｅ２ 仅（Ａ）入选．
解法３　先作出函数ｙ＝ｘｅ－ｘ／２

在（０，２）内的图形，再由 奇 函 数 的 图 形 关

于原点对称作出另一区间（－２，０）的图形。令

ｙ′＝ｅ－ｘ２／２＋ｘ（－ｘ）ｅ－ｘ２／２＝（１－ｘ２）ｅ－ｘ２／２＝０，

解得驻点ｘ＝±１（舍去ｘ＝－１）。又

ｙ″＝－ｘｅ－ｘ２／２×（３－ｘ２），

因０＜ｘ＜２故ｙ″＜０，所以ｘ＝１为极大值是也是最大值点，且曲 线ｙ 在（０，

２）内上凸．由于ｙ为奇函数，其图形关于点Ｏ 对称，故在［－２，２］上ｙ 的图形

如图２３４２所示，其面积为

Ｓ＝２∫２
０ｘｅ

－ｘ２
２ｄｘ＝２∫２

０ｅ
－ｘ２

２ｄｘ
２

２＝－２ｅ－ｘ２
２

２

０
＝２－２ｅ－２＝２－２

ｅ２ ．

例４［１９９７年Ⅱ２５］　求 曲 线ｙ＝１／ｘ 和 直

线ｙ＝ｘ，ｙ＝２所围成的图形的面积．
解法１　如 图２３４３所 示，选ｙ 为 积 分

变量，所求面积的 平 面 图 形 为 一 梯 形 与 一 曲 边

梯形之差，而梯形 面 积 为（２＋１）（２－１）／２＝３／

２，故所求面积为
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图２３４３

Ｓ＝３
２－∫２

１
１
ｙｄｙ＝３

２－ｌｎ２

或所求面积为

Ｓ＝∫２
１ ｙ－１（ ）ｙ ｄｙ＝ １

２ｙ２－ｌｎ ）（ ｙ
２

１

＝３
２－ｌｎ２。

解法２　选ｘ为 积 分 变 量，则 其 面 积 分 为

两部分Ｓ１ 和Ｓ２ 计算

Ｓ１ ＝ １－（ ）１
２ ×２－∫１１

２

１
ｘｄｘ＝１－ｌｎ

１

１
２
＝１－ｌｎ２，

Ｓ２ ＝（２－１）×２－
（１＋２）（２－１）

２ ＝２－３
２＝１

２
，

故 Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２＝１－ｌｎ２＋１／２＝３／２－ｌｎ２

或所求面积为　　Ｓ＝∫１１
２

２－１（ ）ｘ ｄｘ＋∫２
１（２－ｘ）ｄｘ

＝（２ｘ－ｌｎｘ）
１

１／２
＋（２ｘ－ｘ２／２）

２

１
＝３／２－ｌｎ２

注意　用定积分计算面积时，一 要 注 意 适 当 选 择 好 积 分 变 量，二 要 注 意

用面积计算公式求规则图形的面积，这样会使计算工作量大为减少．
类型（三）　求切线与曲线所围平面图形的面积．
先设出切点（ｘ０，ｙ０），根据题设条件再求出切点坐标，为减少未知量的个

数，将ｙ０ 用ｆ（ｘ０）代替之（其中ｆ（ｘ）为曲线方程），于是切线方程为

ｙ－ｆ（ｘ０）＝ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）。

它是仅含一个待求常数ｘ０ 的方 程，利 用 切 线 过 一 已 知 点 将 其 坐 标 代 入

上面的切线方程即可求出切点横坐标ｘ０，然后再写出切线方程，最后根据所

围图形的形状与位置利用本题类型（一）或类型（二）中所述方法求出其面积。

求解时要特别注意考察曲边梯形中是 否 有 由 切 线 或 不 垂 直 坐 标 轴 的 直 线 所

围成的规则图形，如直角三角形、梯形、矩形等，如有，应按其面积的计算公式

直接写出其结果，简化计算。不宜再用定积分表示．
这类题型能反映考生一定的综合应用知识能力，试题中出现率较高．
例５［１９９８年Ⅰ２８］　从点（２，０）引 两 条 直 线 与 曲 线ｙ＝ｘ３ 相 切，求 由 这

两直线与曲线ｙ＝ｘ３ 所围图形的面积．
解法１　设切点为（ｘ０，ｙ０），则 在 该 点 的 切 线 斜 率 为ｙ′｜ｘ＝ｘ０＝３ｘ２

０，于 是
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切点为（ｘ０，ｙ０）的切线方 程 为ｙ－ｘ３
０＝３ｘ２

０（ｘ－ｘ０）．又 因 切 线 过 点（２，０），于

是该点在切线上，将其坐标ｘ＝２，ｙ＝０代入切线方程得到

－ｘ３
０＝３ｘ２

０（２－ｘ０），

即 ｘ２
０［３（２－ｘ０）＋ｘ０］＝ｘ２

０（６－２ｘ０）＝０。

因而切点的横坐标为ｘ０＝０或ｘ０＝３，于是两切线方程为ｙ＝０，ｙ＝２７ｘ－５４
所求面 积 的 平 面 图 形 可 看 作 是 ｙ 轴 上 的 两 个 曲 边 梯 形 之 差 （见 图

２３４４），其中大的曲边梯形为一梯形，其面积为

图２３４４

Ｓ１＝
［（２－０）＋（３－０）］×２７

２ ＝３３×５
２

，

另一曲边梯形的面积为

Ｓ２＝∫２７
０ｙ

１
３ｄｙ＝３

４ｙ
４
３

２７

０
＝１

４×３５，

故所求面积为

Ｓ＝Ｓ１－Ｓ２＝３３×５／２－３５／４＝３３／４＝２７／４

或　Ｓ＝∫２７
０
ｙ＋５４
２７ ｄｙ－∫２７

０ｙ
１
３ｄｙ

＝∫２７
０

ｙ
２７＋２－ｙ（ ）１

３ ｄｙ

＝１
２７

ｙ２

２
２７

０
＋２×２７－３

４ｙ１＋１
３

２７

０

＝１
２７

２７２

２ ＋２×２７－３
４２７

４
３ ＝２７／２＋２×２７－（３／４）×２７×３

＝２７（１／２＋２－９／４）＝２７／４
解 法 ２　 将 所 求 面 积 看 作 是 ｘ 轴 上 两 曲 边 梯 形 面 积 之 差 （见 图

２３４４），其中小曲边梯形为一个以切线为斜边的直角三角形，其面积为

Ｓ１＝（３－２）×２７／２＝２７／２＝３３／２
而另一曲边梯形之面积为

Ｓ２＝∫３
０ｘ３ｄｘ＝１

４ｘ４
３

０
＝１

４３４。

故所求面积为

Ｓ＝Ｓ２－Ｓ１＝３４／４－３３／２＝３３（３／４－２／４）＝２７／４

或 Ｓ＝∫３
０ｘ３ｄｘ－∫３

２（２７ｘ－５４）ｄｘ＝１
４ｘ４

３

０
－３３ｘ２

２
３

２

＝３４

４－３３ ９
２－（ ）４

２ ＋２×３３＝３３ １１
４－１０（ ）４ ＝２７

４．
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图２３４５

例６［１９９８年Ⅱ２８］　从原点（０，０）引两条直线

与曲线ｙ＝１＋ｘ２ 相 切（见 图２３４５），求 两 直 线

与曲线ｙ＝１＋ｘ２ 所围的面积．
解　设切点为（ｘ０，ｙ０）＝（ｘ０，１＋ｘ２

０），切线为

ｙ＝２ｘ０（ｘ－ｘ０）＋１＋ｘ２
０，

即 ｙ＝２ｘ０ｘ＋１－ｘ２
０．

切线过点（０，０），有ｘ０＝±１，所 以 切 点（１，２），

（－１，２）。切线方程为

ｙ－２＝２（ｘ－１），　ｙ－２＝－２（ｘ＋１），

即 ｙ＝２ｘ，　ｙ＝－２ｘ．
所求面积可分两部分面积Ｓ１ 与Ｓ２ 计算，其中

Ｓ１ ＝∫０
－１ｙｄｘ－Ｓ１１（以切线ｙ＝－２ｘ为斜边的直角三角形面积）

＝∫０
－１（１＋ｘ２）ｄｘ－１

２×１×２＝４
３－１＝１

３
，

Ｓ２ ＝∫１
０ｙｄｘ－Ｓ２１（以切线ｙ＝２ｘ为斜边的直角三角形面积）

＝∫１
０（１＋ｘ２）ｄｘ－１

２×１×２＝ ｘ＋１
３ｘ ）（ ３

１

０
－１＝４

３－１＝１
３

，

所求面积 Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２＝１／３＋１／３＝２／３。

或 Ｓ＝∫０
－１［ｘ２＋１－（－２ｘ）］ｄｘ＋∫１

０（ｘ２＋１－２ｘ）ｄｘ

＝ １
３ｘ３＋ｘ＋ｘ（ ）２

０

－１
＋ １

３ｘ３＋ｘ－ｘ（ ）２
１

０
＝８

３．

例７　曲线ｙ＝１／槡ｘ的切 线 与ｘ 轴 和ｙ 轴 围 成 一 个 图 形。记 切 点 的 横

坐标为ａ，试求切线方程和 这 个 图 形 的 面 积 当 切 点 沿 曲 线 趋 于 无 穷 远 时，该

面积的变化趋势如何？

解　由ｙ＝ １
槡ｘ

得ｙ′＝－１
２ｘ－３

２ ，则切点Ｐ（ａ，１／槡ａ）处的切线方程为

ｙ－１
槡ａ

＝－ １
２ ａ槡３

（ｘ－ａ），　即　ｙ＝－ １
２ 槡ａ ａ

ｘ＋ ３
２槡ａ

．

切线与ｘ轴、ｙ轴的交点分别为Ｑ（３ａ，０）与Ｒ ０，３
２槡（ ）ａ

（见图２３４６）．

于是△ＯＲＱ 的面积为

Ｓ（ａ）＝１
２×３ａ ３

２槡ａ
＝９

４槡ａ
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或　Ｓ（ａ）＝∫３ａ
０ － ｘ

２ 槡ａ ａ
＋ ３
２槡（ ）ａ

ｄｘ＝ － １
２ 槡ａ ａ

·ｘ２

２＋ ３ｘ
２槡（ ）ａ

３ａ

０

＝－９
４槡ａ＋９

２槡ａ＝９
４槡ａ．

当切点按ｘ轴正方向趋于无穷远时，有 ｌｉｍ
ａ→＋∞

Ｓ（ａ）＝＋∞．

当切点按ｙ轴方向趋于无穷远时，即ａ→０＋ 时，有 ｌｉｍ
ａ→０＋

Ｓ（ａ）＝０．

类型（四）　求所围平面图形的最大面积．
为求最大面积，需将曲线方程及其有关交点坐标均用参数表示。因而所

围平面图形的面积也用该参数表示，求所围平面图形的最大面积转化为求参

数取何值时，面积函数取最大值．

例８［２０００年Ⅰ３０］　当ａ （０≤ａ≤４）为 何 值 时，两 曲 线ｙ＝－２
３ｘ（ｘ－

ａ）与ｙ＝（４－ａ）ｘ（ｘ－ａ）所围图形面积最大．

解　ｙ＝－２
３ｘ（ｘ－ａ）是开口向下的抛物线，ｙ＝（４－ａ）ｘ（ｘ－ａ）是 开 口

向上的抛物线（见图２３４７），其交点为（０，０），（ａ，０），所以所围图形面积为

　　Ｓ（ａ）＝∫ａ
０ －２

３ｘ（ｘ－ａ）－（４－ａ）ｘ（ｘ－ａ［ ］）ｄｘ

＝∫ａ
０ｘ（ｘ－ａ） －２

３－（４－ａ［ ］）ｄｘ＝∫ａ
０ ａ－１４（ ）３ ｘ（ｘ－ａ）ｄｘ

＝ ａ－１４（ ）３ ∫ａ
０ｘ（ｘ－ａ）ｄｘ＝－１

６ａ３ ａ－１４（ ）３
（０≤ａ≤４），

Ｓ′＝－１
６

（４ａ３－１４ａ２）＝－１
６ａ２（４ａ－１４）．

令Ｓ′（ａ）＝０得驻点ａ＝０，ａ＝３５．又函数Ｓ在区间［０，４］的端点的值为

Ｓ（０）＝０，　Ｓ（４）＝６４／９，

又 Ｓ（３５）＝２４０１／２８８
比较这三个值可知当ａ＝３５时两条曲线所围成图形面积最大．

注意　面积Ｓ（ａ）是上限ａ的函数可以用变上限函数求导的方法求出驻

点和极值，但因被积函 数 中 含 上 限 变 量ａ，需 先 把ａ提 到 积 分 号 外 才 能 对ａ
求导，计算量较大。这里没有采用此法．

例９　已知抛物线ｙ＝ｐｘ２＋ｑｘ（其 中ｐ＜０，ｑ＞０）在 第 一 象 限 内 与 直 线

ｘ＋ｙ＝５相切，且此抛物线与ｘ轴所围成的平面图形的面积为Ｓ．
（１）问ｐ和ｑ 为何值时，Ｓ达到最大值？

（２）求出此最大值．
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图２３４６

图２３４７

图２３４８

解　令ｐｘ２＋ｑｘ＝０得抛 物 线 与ｘ 轴 的 两

交点为Ｏ（０，０），Ｂ（－ｑ／ｐ，０）。由于ｐ＜０，抛物

线开口向下（见图２３４８），则

　　Ｓ＝∫－ｑ／ｐ
０ （ｐｘ２＋ｑｘ）ｄｘ

＝ ｐｘ３

３ ＋ｑｘ２（ ）２
－ｑ
ｐ

０
＝ｑ３

６ｐ２． ①

为将Ｓ化成仅为 一 个 参 数 的 函 数，需 找 出

ｐ和ｑ 的关系．因 在 点 Ａ，两 线 的 斜 率 相 等，设

Ａ＝Ａ（ｘ０，ｙ０）．由ｙ＝－ｘ＋５知

ｙ′｜ｘ＝ｘ０＝－１，

则 ｙ′｜ｘ＝ｘ０＝２ｐｘ＋ｑ｜ｘ＝ｘ０＝－１
于是ｘ０＝－（１＋ｑ）／（２ｐ），而在点Ａ 两曲线的纵坐标相等，故

５－ｘ０＝ｐｘ２
０＋ｑｘ０，　即　５＋１＋ｑ

２ｐ ＝ｐ
（１＋ｑ）２

４ｐ２ －ｑ（１＋ｑ）
２ｐ ．

整理得到 ｐ＝－（ｑ＋１）２／２０． ②
也可由直线ｘ＋ｙ＝５与 抛 物 线ｙ＝ｐｘ２＋ｑｘ 相 切，有 惟 一 交 点，即 由

ｘ＋ｙ＝５，

ｙ＝ｐｘ２＋ｑ｛ ｘ
有惟一解得到方程ｐｘ２＋（ｑ＋１）ｘ－５＝０的判别式等于零，即

·２２３·



Δ＝（ｑ＋１）２＋２０ｐ＝０，　即　ｐ＝－（１＋ｑ）２／２０．

将式②代入式①得Ｓ（ｑ）＝ ２００ｑ３

３（ｑ＋１）４．令Ｓ′＝２００ｑ２（３－ｑ）
３（ｑ＋１）５ ＝０．得 驻 点ｑ＝３

当０＜ｑ＜３时，Ｓ′（ｑ）＞０；当ｑ＞３时，Ｓ′（ｑ）＜０．于是当ｑ＝３时，Ｓ（ｑ）取极大

值，即最大值，此时ｐ＝－４／５，其最大值为Ｓ＝２２５／３２
题型二　已知曲线所围平面图形的面积确定有关待定常数

例１０（条件充分性判断）　过 曲 线ｙ＝ｘ２ 上 一 点（ａ，ａ２）作 曲 线 的 切 线，

切线与曲线，ｘ轴所围面积为１／１２
（１）ａ＝１；　　（２）ａ＝－１
解　ｙ′＝２ｘ，ｙ′｜ｘ＝ａ＝２ａ，切 线 方 程 为ｙ－ａ２＝２ａ（ｘ－ａ），即ｙ＝２ａｘ－

ａ２ 令ｙ＝０得切线与ｘ轴 之 交 点 为ａ／２，阴 影 部 分 面 积 如 图２３４９所 示，

为

Ｓ＝ｘ轴上的一曲边梯形面积减去一直角三角形面积

＝∫ａ
０ｘ２ｄｘ－１

２ａ２·ａ
２＝１

３ａ３－１
４ａ３＝１

１２ａ
３。

由Ｓ＝１
１２

得到１
１２ａ

３＝１
１２

，即ａ＝１，条件（１）充分．由于ｙ＝ｘ２ 的图形关于ｙ轴

对称且通过原点，故条件（２）也是充分的。仅 Ｄ入选．

图２３４９ 图２３４１０

例１１　ａ＝（　　）时，ｙ＝ｘ－ｘ２ 与ｙ＝ａｘ间的图形面积为９／２（ａ＞０）．

（Ａ）１　　　（Ｂ）２　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）４　　　（Ｅ）５

解法１　由ｙ＝ｘ－ｘ２＝－ ｘ－（ ）１
２

２

＋ １
４

易 画 出 其 图 形（见 图２．３．４．

１０）．
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由ｘ－ｘ２＝ａｘ易求得其交点坐标ｘ＝０或ｘ＝１－ａ，于 是 当ａ＜１时，所

求图形面积为

Ｓ１ ＝∫１－ａ
０ （ｘ－ｘ２－ａｘ）ｄｘ＝∫１－ａ

０ ［（１－ａ）ｘ－ｘ２］ｄｘ＝
（１－ａ）３

６
。

由题设有
（１－ａ）３

６ ＝９
２

解得ａ＝－２

当ａ＞１时，所求图形面积为

Ｓ２＝∫０
１－ａ［（ｘ－ｘ２）－ａｘ］ｄｘ＝－∫１－ａ

０ ［（ｘ－ｘ２）－ａｘ］＝－
（１－ａ）３

６ ＝
（ａ－１）３

６
。

由题设有
（ａ－１）３

６ ＝９
２

，解得ａ＝４ 仅（Ｄ）入选．

例１２　求抛物线ｙ＝ａ２ｘ２ 与直线ｙ＝ａｘ 以及直线ｘ＝１所围成的在 直

线ｘ＝１的左方面积，其中０＜ａ＜１（见 图２３４１１），并 问ａ等 于 多 少 时，上

述面积最大，并求最大面积．

图２３４１１

解　所求面积Ｓ等 于 直 线ｙ＝ａｘ 为 斜 边 的

直角三角形面 积 减 去 以ｙ＝ａ２ｘ２ 为 曲 边 的 曲 边

梯形之面积，即

Ｓ＝１×ａ
２ －∫１

０ａ２ｘ２ｄｘ＝１
２ａ－１

３ａ２。

令Ｓ′（ａ）＝１／２－（２／３）ａ＝０得惟一驻点ａ＝３／４
因Ｓ″（ａ）＝－２／３＜０，故 点ａ＝３／４为Ｓ（ａ）的 极

大值点，也是最大值点，其最大值为

Ｓ（ ）３
４ ＝１

２×３
４－１

３（ ）３
４

２

＝３
５－３

１６＝３
１６．

题型三　求函数在区间上的平均值

函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上的平均值为

ｙ＝ｆ（ｘ）＝ １
ｂ－ａ∫

ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ． （２３４１）

例１３　设某商品从时刻０到时刻ｔ的销售量为ｘ（ｔ）＝ｋｔ，ｔ∈［０，Ｔ］（ｋ＞
０）．欲在Ｔ 时将数量为Ａ 的该商品销售完，试求

（１）ｔ时的商品剩余量，并确定ｋ的值；
（２）在时间段［０，Ｔ］上的平均剩余量．
解　（１）在时刻ｔ商品的剩余量 为ｙ（ｔ）＝Ａ－ｘ（ｔ）＝Ａ－ｋｔ，ｔ∈［０，Ｔ］．

依题意有Ａ－ｋＴ＝０，得ｋ＝Ａ／Ｔ，故ｙ（ｔ）＝Ａ－Ａｔ／Ｔ，ｔ∈［０，Ｔ］．
（２）依题意，ｙ（ｔ）在［０，Ｔ］上的平均值由式（２３４１）得到
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ｙ＝１
Ｔ∫Ｔ

０ｙ（ｔ）ｄｔ＝１
Ｔ∫Ｔ

０ Ａ－Ａ
Ｔ（ ）ｔ ｄｔ＝Ａ

２．

因此，在时间段［０，Ｔ］上的平均剩余量为Ａ／２
例１４　设ｆ（ｘ）在［０，＋∞）上连续，又设 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，求

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ａ∫ｘ＋ａ

ｘ ｆ（ｘ）ｄｔ　（其中ａ＞０）。

解　由定理２３２６（积分中值定理）得到∫ｘ＋ａ
ｘ ｆ（ｔ）ｄｔ＝ａｆ（ξ），其中ｘ≤ξ

≤ｘ＋ａ，因而ｘ→＋∞时有ξ→＋∞，于是有

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ａ∫ｘ＋ａ

ｘ ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｌｉｍ
ξ→＋∞

ｆ（ξ）＝Ａ．

习　题　２３４

（一）问题求解

图２３４１２

１［２００４年Ⅱ４］　由 图２３４１２判 断 如 下

三个表达式的大小：

Ｉ１＝ｂ－ａ
２

［ｇ（ｂ）＋ｇ（ａ）］，

Ｉ２＝∫ｂ
ａｇ（ｘ）ｄｘ，　Ｉ３＝（ｂ－ａ）ｇ（ｂ）．

（Ａ）Ｉ３＜Ｉ１＜Ｉ２．　　（Ｂ）Ｉ１＜Ｉ３＜Ｉ２．
（Ｃ）Ｉ２＜Ｉ３＜Ｉ１．　　（Ｄ）Ｉ１＜Ｉ２＜Ｉ３．
（Ｅ）Ｉ３＜Ｉ２＜Ｉ１．
２［２００４年Ⅱ５］　曲线ｙ＝ｌｎｘ与ｘ 轴及直线ｘ＝１／ｅ，ｘ＝ｅ围成图形的

面积是

（Ａ）ｅ－１／ｅ．　（Ｂ）２－２／ｅ．　（Ｃ）ｅ－２／ｅ．（Ｄ）ｅ＋１／ｅ．　（Ｅ）２＋２／ｅ．
３ 双曲线ｙ＝１／ｘ与点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）处的切线及ｘ＝ａ（ａ为切线在ｘ 轴上

的截距）所围图形面积Ｓ与ｘ０ 的关系是

（Ａ）ｘ０ 越大Ｓ越大． 　　　（Ｂ）ｘ０ 越大Ｓ越小．
（Ｃ）Ｓ与ｘ０ 无关，恒为常数．　　　（Ｄ）Ｓ不是ｘ０ 的单调函数．

４［２００３年Ⅰ２３］　过点（１，０）可作曲线ｙ＝ｘ２ 的两条切线，它们与曲线

ｙ＝ｘ２ 所围图形的面积是

（Ａ）１／３． （Ｂ）２／３． （Ｃ）１． （Ｄ）４／３． （Ｅ）５／３．
５［２００５年Ⅰ６］　过抛物 线ｙ＝－ｘ２＋４ｘ－３上 的 两 点（０，－３），（３，０）

的两条切线与ｘ轴所围图形的面积是
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（Ａ）４／９． （Ｂ）２７／８． （Ｃ）９／４． （Ｄ）８／２７． （Ｅ）２７／４．
６［２００３年Ⅱ２４］　曲线ｙ＝ｌｎｘ，ｙ＝ｅ＋１－ｘ 与ｙ＝０所 围 成 的 平 面 图

形的面积为

（Ａ）３／２． （Ｂ）３． （Ｃ）（ｅ＋１）ｌｎ（ｅ＋１）－ｅ．
（Ｄ）（ｅ＋１）ｌｎ（ｅ＋１）． （Ｅ）以上结论都不正确．
７ 假设曲线Ｌ１：ｙ＝１－ｘ２（０≤ｘ≤１），ｘ轴及ｙ 轴所围区域被曲线Ｌ２：ｙ

＝ａｘ２ 分为面积相等的两部分，其中ａ是大于零的常数，则ａ＝
（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）３． （Ｄ）４． （Ｅ）５．

图２３４１３

８ 曲线ｙ＝ｅ－ｘ与直线ｙ＝ｅ－ｔ（ｔ∈［０，１］），

ｘ＝１和ｙ轴所 围 图 形 面 积Ｓ（见 图２３４１３中

阴影部分）为

（Ａ）没有最大值．　　（Ｂ）没有最小值．
（Ｃ）必有最大值，且在ｔ＝０处取得最大值．
（Ｄ）必有最小值，且在ｔ＝０处取得最小值．
９ 根据定积分的 几 何 值 意 义，在 区 间［ａ，ｂ］

上若ｆ（ｘ）＞０，能使不等式

（ｂ－ａ）ｆ（ａ）＜∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ＜（ｂ－ａ）ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）

２
成立的ｆ（ｘ）满足

（Ａ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０． （Ｂ）ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０．
（Ｃ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０． （Ｄ）ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０．
（Ｅ）以上结论都不正确．
１０ 某仓库在４月１日至３０日ｔ时油库存量为ｆ（ｔ）＝ｔ２－３ｔ＋１２，则日

平均库存量为

（Ａ）２６７．　（Ｂ）４１１．　（Ｃ）２７５８３３．　（Ｄ）４１５８７５．　（Ｅ）无法确定．
（二）条件充分性判断

１ 抛物线ｙ＝１＋ｘ２ 与过点Ｂ（０，ｂ）的切线及ｙ轴所围图形面积为８／３
（１）ｂ＝－３； （２）ｂ＝－２
２ 以抛物线ｙ＝ａ２－ｘ２（ｘ≥０的部 分）与ｘ 轴，ｙ 轴 及ｘ＝２ａ （ａ＞０）为

边界所围图形面积为１６
（１）ａ＝１； （２）ａ＝２。

３ 曲线ｙ＝１／ｘ与直线ｘ＝ａ，ｙ＝ｘ所围图形面积为１－（ｌｎ３）／２

（１）ａ 槡＝ ３； （２）ａ＝２。

４ 抛物线ｙ＝ｘ２ 与直线ｙ＝ａｘ所围图形面积为９／２
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（１）ａ＝３； （２）ａ＝－３。
（三）解答题

１［１９９７年Ⅰ３１］　求由曲线ｙ＝ｅｘ 和 该 曲 线 的 经 过 原 点 的 切 线 以 及ｙ
轴所围图形的面积．

２［２０００年Ⅱ３１］　从原点 向 抛 物 线ｙ＝ｘ２＋ｘ＋１引 两 条 切 线，求 此 两

切线与抛物线所围图形的面积．
３ 已知抛物线通过ｘ轴上 的 两 点Ａ（１，０），Ｂ（３，０）（见 图２３４１４），求

证两坐标轴与该曲线所围平面图形的面积Ｓ１ 等于ｘ轴与该曲线所围平面图

形的面积Ｓ２
４ 求椭圆ｘ２／ａ２＋ｙ２／ｂ２＝１的面积．

图２３４１４ 图２３４１５

５ 如图２３４１５所示，两块阴影部分面积分别为Ｓ１ 和Ｓ２。
（１）求ｔ的值使得Ｓ１＝Ｓ２；
（２）当ｔ为何值时，Ｓ１＋Ｓ２ 为最小，并求最小的面积和的值。

２４　多元函数的微分学

（一）考试内容

多元函数一阶偏导数的概念及计算二元函数的极值及判定。

（二）考试要求

理解二元函数的概念；理解二元 函 数 的 偏 导 数 概 念，会 求 多 元 函 数 的 一

阶偏导数，掌握多元函数极值存在的必要条件，充分条件，会求二元函数的极
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值，会求解简单的极值应用题．

２４１　多元函数一阶偏导数的计算

　　１ 多（二）元函数及其极限，连续的概念

定义２４１１（二元函数定义）　设 Ｄ 为ｘＯｙ 平 面 上 的 一 个 非 空 点 集，

如果对于任意（ｘ，ｙ）∈Ｄ，按照某个确定的对应法则ｆ，总有惟一确定的实数

ｚ与之对应，则称ｚ为ｘ，ｙ的二元函数，记作ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），其中ｘ，ｙ称为自变

量，ｚ称为因变量，且称点集 Ｄ 为函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的定义域，集合

Ｚ＝｛ｚ｜ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）∈Ｄ｝

称为函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的值域。

二元函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）∈Ｄ，其图形在空间直角坐标系下通常表示

空间中的一张曲面，该 曲 面 在ｘＯｙ 平 面 上 的 投 射 区 域 就 是 该 函 数 的 定 义 域

Ｄ。

定义２４１２（二元函数的极限）　函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的某

一邻域内除去点Ｐ０ 以外都有定义为某 动 点 Ｐ（ｘ，ｙ）在 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）之 间 的

距离ρ＝ （ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）槡 ２趋于零时，ｆ（ｘ，ｙ）趋 于 一 个 常 数 Ａ，则 称 该

常数Ａ 为Ｐ 趋于Ｐ０ 时函数ｆ（ｘ，ｙ）的极限，记作

ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（ｘ０，ｙ０）

ｆ（ｘ，ｙ）＝Ａ．

定义２４１３（二元函数的连续性）　设 函 数ｆ（ｘ，ｙ）在 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的

邻域内有 定 义，若 ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（ｘ０，ｙ０）

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ０，ｙ０），则 称 函 数 ｆ（ｘ，ｙ）在 点

Ｐ０（ｘ０，ｙ０）处连续，点Ｐ０ 称为函数ｆ（ｘ，ｙ）的连续 点；否 则 称 函 数ｆ（ｘ，ｙ）在

点Ｐ０ 处间断。点Ｐ０ 称为函数ｆ（ｘ，ｙ）的间断点。

也可用改变量定义二元函数的连续性．
定义２４１４　设函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的 邻 域 内 有 定 义，当

自变量有改变 量 Δｘ＝ｘ－ｘ０，Δｙ＝ｙ－ｙ０ 时，相 应 地 函 数 有 改 变 量 Δｚ＝

ｆ（ｘ０＋Δｘ，ｙ０＋Δｙ）－ｆ（ｘ０，ｙ０），如 果 ｌｉｍ
（Δｘ，Δｙ）→（０，０）

Δｚ＝０，则 称 函 数ｚ＝ｆ（ｘ，

ｙ）在点Ｐ０ 处连续．
若函数ｆ（ｘ，ｙ）在区域 Ｄ 内 每 一 点 都 连 续，则 称 函 数ｆ（ｘ，ｙ）在 区 域 Ｄ

内连续．
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定理２４１１　二元初等函数在其定义域内连续．
定理２４１２　有 界 闭 区 域 Ｄ 上 的 二 元 连 续 函 数，在 Ｄ 上 必 有 最 大 值

和最小值．

　　２ 偏导数的概念

１）一阶偏导数

定义２４１５　设函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）的某邻域内有定义，如果

当 Δｘ→０时，极限

ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｘｚ
Δｘ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ，ｙ０）－ｆ（ｘ０，ｙ０）
Δｘ

存在，则称此极限值为ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处对ｘ的偏导数，记作

ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０），　ｆ（ｘ０，ｙ０）
ｘ

，　ｚ
ｘ ｘ＝ｘ０

ｙ＝ｙ０

　或　ｚ′ｘ ｘ＝ｘ０
ｙ＝ｙ０

．

如果当 Δｙ→０时，极限

ｌｉｍ
Δｙ→０

Δｙｚ
Δｙ＝ｌｉｍ

Δｙ→０

ｆ（ｘ０，ｙ０＋Δｙ）－ｆ（ｘ０，ｙ０）
Δｙ

存在，则称此极限值为ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处对ｙ的偏导数，记作

ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０），　ｆ（ｘ０，ｙ０）
ｙ

，　ｚ
ｙ ｘ＝ｘ０

ｙ＝ｙ０

　或　ｚ′ｙ ｘ＝ｘ０
ｙ＝ｙ０

．

如果函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在平面区域 Ｄ 内每一点（ｘ，ｙ）处对ｘ（或ｙ）的偏导

数都存在，则函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｄ 内 的 偏 导 数 存 在，且 称 函 数ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｄ
内有对ｘ（或ｙ）的偏导函数，记作

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ），　ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ

，　ｚ
ｘ　或　ｚ′ｘ

或ｆ′ｙ（ｘ，ｙ），　ｆ（ｘ，ｙ）
ｙ

，　ｚ
ｙ　或　ｚ′（ ）ｙ

２）二阶偏导数

一般说来，函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的偏导数ｆ′ｘ（ｘ，ｙ），ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）仍是ｘ，ｙ的二元

函数。如果函数ｆ′ｘ（ｘ，ｙ），ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）对于自变量ｘ 和ｙ 的偏导数也存在，则

称这些偏导数为函数ｆ（ｘ，ｙ）的二阶偏导数，记作

２ｚ
ｘ２＝


ｘ

ｚ
（ ）ｘ

，　 ２ｚ
ｘｙ＝

ｙ
ｚ
（ ）ｘ

，　或　ｚ″ｘｘ，　ｚ″ｘｙ；

２ｚ
ｙ２＝


ｙ

ｚ
（ ）ｙ

，　 ２ｚ
ｙｘ＝

ｘ
ｚ
（ ）ｙ

，　或　ｚ″ｙｙ，　ｚ″ｙｘ．

命题２４１１　当二阶偏 导 数ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ），ｆ″ｙｘ（ｘ，ｙ）为ｘ，ｙ 的 连 续 函 数
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时，必有ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）＝ｆ″ｙｘ（ｘ，ｙ），即二阶混合偏导数与求偏导的次序无关．
题型一　计算二（多）元显函数的偏导数

计算二（多）元显函数对某个变量 的 偏 导 数 就 是 把 另 一 变 量（其 余 变 量）

暂视为常数，仅对该变量求导数。其 计 算 方 法 与 一 元 函 数 的 求 导 方 法 相 同，

即使用一元函数的求导公式与运算法则求之．
有时为了得到二元显函数的表示式，求导前需先作变量代换．
例１［２００３年Ⅱ２９］　设ｚ＝ｆ（ｘ）ｅａｘ＋ｂｙ，ｆ为任意有二阶连续偏导数的函

数，求ａ，ｂ，使 ２ｚ
ｘｙ－ｚ

ｘ－ｚ
ｙ＋ｚ＝０．

解　ｚ
ｘ＝ｆ′（ｘ）ｅａｘ＋ｂｙ＋ａｆ（ｘ）ｅａｘ＋ｂｙ＝［ｆ′（ｘ）＋ａｆ（ｘ）］ｅａｘ＋ｂｙ，

ｚ
ｙ＝ｂｆ（ｘ）ｅａｘ＋ｂｙ，　 ２ｚ

ｘｙ＝
ｙ

ｚ
（ ）ｘ ＝ｂ［ｆ′（ｘ）＋ａｆ（ｘ）］ｅａｘ＋ｂｙ，

２ｚ
ｘｙ－ｚ

ｘ－ｚ
ｙ＋ｚ＝ｅａｘ＋ｂｙ［（ｂ－１）ｆ′（ｘ）＋（ａｂ－ａ－ｂ＋１）ｆ（ｘ）］，

令ｂ－１＝０，ａｂ－ａ－ｂ－１＝０，则 上 式 等 于 零．即ｂ＝１，ａ为 任 意 实 数 时，上 式

等于零．

例２　设ｕ＝ｘｙｚ，求ｕ
ｘ

，ｕ
ｙ

，ｕ
ｚ

。

解　ｕ
ｘ＝（ｙｚ）ｘｙｚ－１，ｕ

ｙ＝ｘｙｚ·ｚｌｎｘ，ｕ
ｚ＝ｘｙｚ·ｙｌｎｘ．

例３（条件充分性判断）　ｘｕ′ｘ＋ｙｕ′ｙ＋ｚｕ′ｚ＝０，其中

ｕ＝［（ｘ－ｙ）＋２ｚ）／（ｘ＋２ｙ－ｚ）］ｎ。

（１）ｎ＝３；　　（２）ｎ＝５
解　利用对数求导法得到

ｌｎｕ＝ｎ［ｌｎ（ｘ－ｙ＋２ｚ）－ｌｎ（ｘ＋２ｙ－ｚ）］，

在上式两端分别对ｘ，ｙ，ｚ求偏导数得到

ｕ′ｘ
ｕ ＝ｎ １

ｘ－ｙ＋２ｚ－ １
ｘ＋２ｙ－［ ］ｚ

，

ｕ′ｙ
ｕ ＝ｎ －１

ｘ－ｙ＋２ｚ－ ２
ｘ＋２ｙ－［ ］ｚ

，

ｕ′ｚ
ｕ ＝ｎ ２

ｘ－ｙ＋２ｚ＋ １
ｘ＋２ｙ－［ ］ｚ

，

则ｘｕ′ｘ＋ｙｕ′ｙ＋ｚｕ′ｚ ＝ｎｕ ｘ
ｘ－ｙ＋２ｚ－ ｘ

ｘ＋２ｙ－（ ）［ ｚ
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＋ －ｙ
ｘ－ｙ＋２ｚ－ ２ｙ

ｘ＋２ｙ－（ ）ｚ ＋ ２ｚ
ｘ－ｙ＋２ｚ＋ ｚ

ｘ＋２ｙ－（ ）］ｚ

＝ｎｕ ｘ－ｙ＋２ｚ
ｘ－ｙ＋２ｚ－ｘ＋２ｙ－ｚ

ｘ＋２ｙ－（ ）ｚ ＝０。

可见条件（１）、条件（２）都充分。仅 Ｄ入选。

题型二　求二元显函数的偏导数在某点的值

求在某定点（ｘ０，ｙ０）的偏导数的值可采用下述三种方法．
一是先求偏导 数，然 后 再 将 定 点 坐 标 代 入 导 函 数，求 出 偏 导 数 在 该 点

的值．
二是使用下述公式计算一阶偏导数在某定点（ｘ０，ｙ０）处的值：

ｆ′ｘ（ｘ０ｙ０）＝
ｄｆ（ｘ，ｙ０）

ｄｘ ｘ＝ｘ０

，　ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝
ｄｆ（ｘ０，ｙ）

ｄｙ ｙ＝ｙ０

．

即求ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）时，可先将ｙ０ 代 入ｆ（ｘ，ｙ）得 到ｆ（ｘ，ｙ０），然 后 求ｘ 的 函 数

ｆ（ｘ，ｙ０）对ｘ在ｘ＝ｘ０ 处的导数．
求ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）也一样，先将ｘ＝ｘ０ 代入函数ｆ（ｘ，ｙ）得到ｆ（ｘ０，ｙ），然 后

再求ｙ的函数ｆ（ｘ０，ｙ）对ｙ在ｙ＝ｙ０ 处的导数．
求对ｘ的二阶偏 导 数 在 点（ｘ０，ｙ０）的 值，可 先 将ｙ＝ｙ０ 代 入 函 数 得 到

ｆ（ｘ，ｙ０），再对ｆ（ｘ，ｙ０）求出ｘ的二阶导数，最后代入ｘ＝ｘ０ 即可。

同法可求到ｙ的二阶偏导数在点（ｘ０，ｙ０）处的值．

为求二阶混合偏 导 数 ２ｙ
ｘｙ

在 点（ｘ０，ｙ０）的 值，先 对ｘ 求 出 一 阶 偏 导 数

后，再代入ｘ＝ｘ０ 的 值，再 对ｙ 求 出ｆ′ｘ（ｙ，ｘ０）的 一 阶 导 数 后 再 代 入ｙ＝ｙ０

的值．
三是求分段函数（包括含绝对值的函数）在分段点处的偏导数，一段用偏

导数的定义，先判定在该点偏导数是 否 存 在，若 存 在 同 时 也 就 求 出 了 在 该 分

段点的导数值．

例４　设ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ３（ｙ２－１）＋（ｘ－１）３
ｙ／槡 ｘ，则ｆ′ｘ（１，０），ｆ′ｙ（１，０）分别

等于

（Ａ）０，０．　　　（Ｂ）－１，０．　　　（Ｃ）－３，０．　　　（Ｄ）１／３，１
解　ｆ（ｘ，０）＝－ｘ３，ｆ′ｘ（ｘ，０）＝－３ｘ２，ｆ′ｘ（１，０）＝－３，ｆ（１，ｙ）＝ｙ２－１，

ｆ′ｙ（１，ｙ）＝２ｙ，ｆ′ｙ（１，０）＝０．仅（Ｃ）入选．

例５［２００１年Ⅱ１８］　设ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｜ｘｙ槡 ｜，则ｆ
ｘ （０，０）

分别等于
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（Ａ）０．　　　（Ｂ）１　　　（Ｃ）－１　　　（Ｄ）∞．
解法１　根据二元函数在（０，０）处导数的定义求之。

ｆ
ｘ （０，０）

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（０＋Δｘ，０）－ｆ（０，０）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（Δｘ，０）－ｆ（０，０）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

｜Δｘ·０槡 ｜－０
Δｘ ＝０．仅（Ａ）入选．

解法２　将ｙ＝０代入ｆ（ｘ，ｙ）中得到ｆ（ｘ，０）＝０，故ｆ
ｘ （０，０）

＝０．

例６［２０００年Ⅰ２０］　已知ｚ＝ｅ２ｘ２ｙ，则 ２ｚ
ｘｙ （２，３）

＝ ．

解法１　由 ｚ
ｘ＝ｅ２ｘ２ｙ，（２ｘ２ｙ）

ｘ ＝４ｘｙｅ２ｘ２ｙ，

有 ｚ
ｘ （２，ｙ）

＝８ｙｅ８ｙ，　 ２ｚ
ｘｙ＝

ｙ
ｚ
（ ）ｘ ＝

ｙ
（８ｙｅ８ｙ）＝８ｅ８ｙ＋６４ｙｅ８ｙ，

所以 ２ｚ
ｘｙ （２，３）

＝２００ｅ２４．

解法２　 ｚ
ｘ＝４ｘｙｅ２ｘ２ｙ，

２ｚ
ｘｙ＝

ｙ
（４ｘｙｅ２ｘ２ｙ）＝４ｘｅ２ｘ２ｙ＋４ｘｙｅ２ｘ２ｙ·２ｘ２＝４ｘｅ２ｘ２ｙ（１＋２ｘ２ｙ），

所以 ２ｚ
ｘｙ （２，３）

＝８ｅ２４（１＋２４）＝２００ｅ２４．

注意　解法１较解法２简便。一般求二阶混合偏导时，可以在对ｘ求出

一阶偏导数后将ｘ的值代入，再对ｙ求偏导后，再代入ｙ的值，但不能先将ｙ
的值代入，再对ｘ求偏导，因为后面还要对ｙ求偏导。若是求ｘ 或ｙ 的二阶

偏导在某点的值，求一阶偏导前就可以将ｙ或ｘ 的值代入，再求偏导数．

题型三　计算复合函数的偏导数

计算抽象复合函 数 的 偏 导 数，不 是 将 中 间 变 量ｕ，ｖ直 接 代 入 算 式ｚ＝

ｆ（ｕ，ｖ）成为ｚ＝Ｆ（ｘ，ｙ），再对ｘ，ｙ求偏导数，不能这样计算的原因或是代入

困难，或是根本无法代入。一般的计 算 方 法 是 主 动 地 引 入 中 间 变 量，把 抽 象

复合函数分解成复合函数形式后利用下述链锁法则，再求其导数．

定理２４１３（链锁法则）　设ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ），ｕ＝φ（ｘ，ｙ）和ｖ＝ψ（ｘ，ｙ），且

ｆ，φ，ψ的偏导数均连续，则 复 合 函 数ｚ＝ｆ［φ（ｘ，ｙ），ψ（ｘ，ｙ）］的 偏 导 数 也 连

续，且
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ｚ
ｘ＝ｚ

ｕ
ｕ
ｘ＋ｚ

ｖ
ｖ
ｘ

，　ｚ
ｙ＝ｚ

ｕ
ｕ
ｙ＋ｚ

ｖ
ｖ
ｙ

。 （２４１１）

从历年的考题情况看，上述定理 总 是 满 足 的，考 生 的 任 务 就 是 熟 悉 链 锁

法则以及在什么情况下使用该法则，在什么情况下主动地引入中间变量应用

该法则．
为正确写出二元复合函数求偏导数的链锁法则中的各项，可先将变量间

的复合关系作 出 其 结 构 图（见 图２４１１），然 后 据 图 写 出 链 锁 法 则 中 的 各

项．从图中易看出因变量ｚ对一自 变 量 的 偏 导 数，等 于ｚ关 于 每 一 个 中 间 变

量的偏导数分别乘以这些中间变量关于该自变量的偏导数，然后相加．

图２４１１

上面介绍的链锁法则是关于两个中间变量两个自变量的情形，下面再介

绍其他几种常见情形．

１°两个中间变量，一个自变量的情形。由函数ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ），ｕ＝φ（ｘ），ｖ＝

ψ（ｘ）构成的复合函数ｚ＝ｆ［φ（ｘ），ψ（ｘ）］，函数复合条件同定理２４１３中的

一样，其复合关系如图２４１１（ｂ）所示，因自变量只有一个ｘ，ｚ对ｘ 的导数

称为全导数，由图２４１１（ｂ）易写出其公式为

ｄｚ
ｄｘ＝ｚ

ｕ
ｄｕ
ｄｘ＋ｚ

ｖ
ｄｖ
ｄｘ

。 （２４１２）

其中ｄｕ
ｄｘ

，ｄｖ
ｄｘ

都是一元函数的导数（这里要注意何时用偏，何时用ｄ）。

２°一个中间变量，两个自变量的情形。由函数ｚ＝ｆ（ｕ），ｕ＝φ（ｘ，ｙ）构成

的复合函数ｚ＝ｆ［φ（ｘ，ｙ）］，函数复合条件同定理２４１３中一样，其复合关

系如图２４１１（ｃ）所示，借助于图２４１１（ｃ）易写出链锁法则为

ｚ
ｘ＝ｄｆ

ｄｕ
ｕ
ｘ

，　ｚ
ｙ＝ｄｆ

ｄｕ
ｕ
ｙ

。 （２４１３）

３°三 个 中 间 变 量，两 个 自 变 量，其 中 两 个 中 间 变 量 又 是 自 变 量 的 情 形．
由函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｕ），ｕ＝φ（ｘ，ｙ）这里ｘ，ｙ既是中间变量，又是自变量．函数

ｚ＝ｆ［ｘ，ｙ，φ（ｘ，ｙ）］的复合关系，如图２４１１（ｄ）所示，由该图易写出其偏导

数公式为
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ｚ
ｘ＝ｆ

ｘ＋ｚ
ｕ

ｕ
ｘ

，　ｚ
ｙ＝ｆ

ｙ＋ｚ
ｕ

ｕ
ｙ

。 （２４１４）

值得注意的是，上式两端的ｚ
ｘ

与ｆ
ｘ

具 有 不 同 的 含 义。左 端 的ｚ
ｘ

是 把 另

一个变量ｙ 看作常数对自变量ｘ 求导，因而ｆ 中的ｘ 与ｕ 中的ｘ 都 变。而

ｆ
ｘ

是把ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｕ）中 的 中 间 变 量ｙ，ｕ看 作 常 数 对 中 间 变 量ｘ 求 偏 导 数，

即视ｕ为常数，从而ｕ中的ｘ 不变．

同样，ｚ
ｙ

与ｆ
ｙ

也具有上面所解释的那样不同的含义．

由上述法则及求导公式易看出，求复合函数对自变量的偏导数时必经过

所有的中间变量，而最后到达自变量，有几条分线（通道），该导数就有几项相

加，每条分线有几条线段，该加项就有几个因子相乘，即遵循“分线相加，连线

相乘”的法则．
例７（条件充分性判断）　ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ）且ｆ，ｕ，ｖ的偏导数都连续，则

ｚ
ｘ＝ｙｅｘｙｆ

ｕ＋２ｘｆ
ｖ．

（１）ｕ＝ｅｘｙ；　　　　　　（２）ｖ＝ｘ２－ｙ２
解　当条件（１）与 条 件（２）同 时 成 立 时，将ｕ＝ｅｘｙ，ｖ＝ｘ２－ｙ２ 代 入ｚ＝

ｆ（ｕ，ｖ）中得到ｚ＝ｆ（ｅｘｙ，ｘ２－ｙ２），则由式（２４１１）得到

ｚ
ｘ＝ｆ

ｕ
ｕ
ｘ＋ｆ

ｖ
ｖ
ｘ＝ｆ

ｕｙｅ
ｘｙ＋ｆ

ｖ２ｘ＝ｙｅｘｙｆ
ｕ＋２ｘｆ

ｖ．

因而条件（１）与条件（２）联合起来充分．仅 Ｃ入选．
例８　设二元函数ｙ＝ｆ［ｘ２，φ（ｘ，ｙ）］，且ｙ 与φ（ｘ，ｙ）具 有 连 续 的 偏 导

数，则ｄｙ
ｄｘ＝

（Ａ） ２ｘｆ′ｘ２
１－ｆ′φφ′ｙ

．　　（Ｂ）ｆ′φ＋２ｘｆ′ｘ２
１－ｆ′φφ′ｙ

．　　　　（Ｃ）ｆ′φφ′ｘ＋２ｘｆ′ｘ２．

（Ｄ）ｆ′φφ′ｘ＋ｆ′ｘ２
１－ｆ′φφ′ｙ

．　　 　（Ｅ）ｆ′φφ′ｘ＋２ｘｆ′ｘ２
１－ｆ′φφ′ｙ

．

图２４１２

解　作ｙ＝ｆ［ｘ２，φ（ｘ，ｙ）］的复合函数关系图（见

图２４１２），则由链锁法则得到

ｄｙ
ｄｘ＝ｚ

ｕ
ｕ
ｘ＋ｚ

ｖ
ｖ
ｘ＋ｖ

ｙ
ｄｙ
ｄ［ ］ｘ
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＝ｆ′ｘ２·２ｘ＋ｆ′φ φ′ｘ＋φ′ｙ
ｄｙ
ｄ（ ）ｘ

，

解得 （１－ｆ′φφ′ｙ）
ｄｙ
ｄｘ＝ｆ′φφ′ｘ＋２ｘｆ′ｘ２，

即
ｄｙ
ｄｘ＝ｆ′φφ′ｘ＋２ｘｆ′ｘ２

１－ｆ′φφ′ｙ
。仅（Ｅ）入选。

例９　设ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｕ）＝ｘｙ＋ｘＦ（ｕ），其 中 Ｆ 有 连 续 的 偏 导 数，且ｕ＝

ｙ
ｘ

，则ｘｚ
ｘ＋ｙｚ

ｙ＝

图２４１３

（Ａ）ｘｚ＋ｙ．　　（Ｂ）ｙｚ＋ｘ．　　（Ｃ）ｘ＋ｙ＋ｚ．
（Ｄ）ｘｙ＋ｚ． （Ｅ）以上结论都不正确．
解　作出复合函数ｚ的结构图形如图２４１３所示．

ｚ有三个中间变量ｘ，ｙ，ｕ，其中ｘ，ｙ既是中间 变 量，又

是自变量，ｕ＝ｙ／ｘ为ｘ，ｙ的函数，由式（２４１４）得到

ｚ
ｘ＝ｆ

ｘ＋ｚ
ｕ

ｕ
ｘ＝［ｙ＋Ｆ（ｕ）］＋ｘＦ

ｕ －ｙ
ｘ（ ）２

＝ｙ＋Ｆ（ｕ）－Ｆ
ｕ

·ｙ
ｘ

，

ｚ
ｙ＝ｘ＋ｘＦ

ｕ
ｕ
ｙ＝ｘ＋ｘＦ

ｕ
１
ｘ＝ｘ＋Ｆ

ｕ
，

故 ｘｚ
ｘ＋ｙｚ

ｙ＝ｘ ｙ＋Ｆ（ｕ）－ｙ
ｘ

Ｆ
［ ］ｕ ＋ｙ ｘ＋Ｆ

（ ）ｕ ＝２ｘｙ＋ｘＦ（ｕ）

＝ｘｙ＋［ｘｙ＋ｘＦ（ｕ）］＝ｘｙ＋ｚ．仅（Ｄ）入选．
例１０（条件充分 性 判 断）　ｆ（ｕ，ｖ）＝ｘ２＋１０ｘｙ＋ｙ２，且 ｆ′ｘ ＝６ｘ，ｆ′ｙ ＝

－４ｙ．
（１）ｕ＝ｘ＋ｙ；　　（２）ｖ＝ｘ－ｙ．
解　先求出ｆ（ｘ，ｙ）的表示式．条件（１）与条件（２）同时成立时，有

ｘ＝（ｕ＋ｖ）／２，　ｙ＝（ｕ－ｖ）／２，

则 ｆ（ｕ，ｖ）＝ ｕ＋ｖ（ ）２
２

＋１０ｕ＋ｖ
２

·ｕ－ｖ
２ ＋ ｕ－ｖ（ ）２

２

＝ｕ２＋ｖ２

２ ＋５
２

（ｕ２－ｖ２）＝３ｕ２－２ｖ２，

即ｆ（ｘ，ｙ）＝３ｘ２－２ｙ２ 因而ｆ′ｘ＝６ｘ，ｆ′ｙ＝－４ｙ，于是条件（１）与条件（２）联合

相起来充分。仅 Ｃ入选．
例１１［２００１年Ⅱ２９］　设ｚ＝ｘｆ（ｘ＋ｙ）＋ｙｇ（ｘ＋ｙ），ｆ 和ｇ 有 二 阶 连 续
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导数，求２ｚ
ｘ２－２２ｚ

ｘｙ＋２ｚ
ｙ２．

解　在ｚ＝ｘｆ（ｘ＋ｙ）＋ｙｇ（ｘ＋ｙ）两边分别对ｘ，ｙ求导数，得到

ｚ
ｘ＝ｆ＋ｘｆ′＋ｙｇ′，

２ｚ
ｘ２＝ｆ′＋ｆ′＋ｘｆ″＋ｙｇ″＝２ｆ′＋ｘｆ″＋ｙｇ″，

２ｚ
ｘｙ＝ｆ′＋ｘｆ″＋ｇ′＋ｙｇ″，

ｚ
ｙ＝ｘｆ′＋ｇ＋ｙｇ′，　２ｚ

ｙ２＝ｘｆ″＋ｇ′＋ｇ′＋ｙｇ″＝ｘｆ″＋２ｇ′＋ｙｇ″，

故　　２ｚ
ｘ２－２２ｚ

ｘｙ＋２ｚ
ｙ２

＝ ２ｚ
ｘ２＋

２ｚ
ｙ（ ）２ －２２ｚ

ｘｙ
＝２ｆ′＋ｘｆ″＋ｙｇ″＋２ｇ′＋ｘｆ″＋ｙｇ″－２ｆ′－２ｇ′－２ｘｆ″－２ｙｇ″＝０。

注意　例１１中的ｆ′，ｇ′，ｆ″及ｇ″不可以带下标，写成ｆ′ｘ，ｆ′ｙ 等是错误的．
这是因为这里ｆ′，ｆ″表示对 中 间 变 量ｕ＝ｘ＋ｙ 求 一 阶 导 数、二 阶 导 数，对 中

间变量ｕ＝ｘ＋ｙ来说ｆ 是一元函数。对ｇ′，ｇ″也应同样理解．

例１２　设ｚ＝ｆ（ｘ，ｘ／ｙ）具有连续二阶偏导数，求ｚ
ｘ

，ｚ
ｙ．

解　设ｕ＝ｘ，ｖ＝ｘ／ｙ，则ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ），其结构图如图２４１４所示，则

图２４１４

ｚ
ｘ＝ｚ

ｕ
ｕ
ｘ＋ｚ

ｖ
ｖ
ｘ＝ｆ′ｕ＋（１／ｙ）ｆ′ｖ，

ｚ
ｙ＝ｚ

ｕ
ｕ
ｙ＋ｚ

ｖ
ｖ
ｙ＝ｚ

ｕ
·０＋ｚ

ｖ －ｘ
ｙ（ ）２ ＝－ｘ

ｙ２ｆ′ｖ。

题型四　求带绝对值的函数的偏导数

对含绝对值的函数求导数或偏 导 数，需 先 脱 掉 绝 对 值 符 号，化 成 分 段 函

数然后再求。对分段点处是否存在 导 数，存 在 的 话 其 值 等 于 什 么，都 需 用 导

数定义来讨论．

例１３［２００１年Ⅰ２９］　设ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｜ｘｙ槡 ｜，求ｆ
ｘ．

解　（１）当ｘ＞０时，ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ｜ｙ槡 ｜，则ｆ
ｘ＝ ｜ｙ槡 ｜

２槡ｘ
。

（２）当ｘ＜０时，ｆ（ｘ，ｙ）＝ （－ｘ）｜ｙ槡 ｜＝ ｜ｙ槡 ｜ －槡 ｘ，则
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ｆ
ｘ＝（ ｜ｙ槡 ｜ －槡 ｘ）

ｘ ＝槡ｙ －槡 ｘ
ｘ ＝ 槡ｙ

２ －槡 ｘ
（－ｘ）′ｘ＝－ 槡ｙ

２ －槡 ｘ
．

（３）当ｘ＝０，ｙ≠０时，则

ｆ
ｘ （０，ｙ）

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（０＋Δｘ，ｙ）－ｆ（０，ｙ）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

｜Δｘ·ｙ槡 ｜
Δｘ

＝槡ｙｌｉｍ
Δｘ →０

｜Δｘ槡 ｜
Δｘ

，

当 Δｘ＞０时，有 ｌｉｍ
Δｘ→０＋

｜Δｘ槡 ｜
Δｘ ＝１。

当 Δｘ＜０时，有 ｌｉｍ
Δｘ→０－

｜Δｘ槡 ｜
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０１

－Δｘ
Δｘ ＝－１。故ｆ

ｘ （０，ｙ）
不存在．

（４）当ｘ＝０，ｙ＝０时，则

ｆ
ｘ （０，０）

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

｜０＋Δｘ｜槡 ０－ ０·槡 ０
Δｘ ＝０．

例１４［２００１年Ⅰ１８］　设ｆ（ｘ，ｙ）＝｜ｘ－ａ｜＋｜ｙ－ｂ｜（ａ＞０，ｂ＞０），则

ｆ
ｘ

（ａ，ｂ）为

（Ａ）∞．　　　　（Ｂ）１　　　　（Ｃ）０．　　　　（Ｄ）不存在，非∞．

解　ｆ
ｘ

（ａ，ｂ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ａ＋Δｘ，ｂ）－ｆ（ａ，ｂ）
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

｜Δｘ｜
Δｘ ．

当 Δｘ＞０时，ｌｉｍ
Δｘ→０＋

｜Δｘ｜
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０＋

Δｘ
Δｘ＝１；

当 Δｘ＜０时，ｌｉｍ
Δｘ→０－

｜Δｘ｜
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０－

－Δｘ
Δｘ ＝－１

因ｌｉｍ
Δｘ→０

｜Δｘ｜
Δｘ

不存在，但非∞，故ｆ
ｘ

（ａ，ｂ）不存在，但非∞．仅（Ｄ）入选．

习　题　２４１

（一）问题求解

１［２００４年Ⅱ６］　设三 元 函 数 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｙｚ（ｘ＞０），则ｘｗ
ｘ＋ｙｗ

ｙ

－ｚｗ
ｚ＝
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（Ａ）ｘｚｗ．　　　　　　（Ｂ）－ｘｚｗ．　　　　　　（Ｃ）ｙｚｗ．
（Ｄ）－ｙｚｗ． （Ｅ）以上结论都不正确．

２ 设ｆ（ｘ＋ｙ，ｘ－ｙ）＝３ｘ２＋２ｙ２－４ｘｙ，则ｆ（ｘ，ｙ）的二阶混合偏导 ２ｆ
ｘｙ

＝
（Ａ）４　　（Ｂ）１　　（Ｃ）１／２　　（Ｄ）－１／２　　（Ｅ）－１

３ 设ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）有连续的偏导数，且ｆ（ｘ＋ｙ，ｘ－ｙ）＝ｘ２－ｙ２＋２ｘｙ，则

ｚ
ｘ

，ｚ
ｙ

分别为

（Ａ）２（ｘ＋ｙ），２（ｘ－ｙ）．　　（Ｂ）ｘ＋ｙ，ｘ－ｙ．
（Ｃ）２ｘ，－２ｙ． 　　（Ｄ）ｘ－ｙ，ｘ＋ｙ． （Ｅ）２ｙ，２ｘ．

４［２００２年Ⅰ１４］　设ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘ２ｙ

ｘ２＋ｙ２，

０
烅
烄

烆 ，

（ｘ，ｙ）≠（０，０），

（ｘ，ｙ）＝（０，０），
则ｆ
ｘ

（０，０）为

（Ａ）∞． （Ｂ）１ （Ｃ）０． （Ｄ）不存在，非∞．
（二）条件充分性判断

１ 对函数ｆ（ｘ，ｙ）总有 ２ｆ
ｘｙ＝２ｆ

ｙｘ．

（１）ｆ（ｘ，ｙ）存在二阶偏导数；　　（２）ｆ（ｘ，ｙ）存在二阶连续偏导数。

２ 设ｚ＝ｆ（ｕ），其中函数ｆ可导，有ｙｚ
ｘ－ｘｚ

ｙ＝０．

（１）ｕ＝ｘ２＋ｙ２；　　（２）ｕ＝ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）．

３ 函数ｕ（ｘ，ｙ）＝ ｘ
ｆα（ｘ２－ｙ２）满足方程１

ｘ
ｕ
ｘ＋１

ｙ
ｕ
ｙ＝ｕ

ｘ２。

（１）α为任意实数；　　（２）α为正整数。

４ 设ｙ＝ｙ（ｘ）由方程ｙ＝ｆ（ｘ２＋ｙ２）＋ｆ（ｘ＋ｙ）所确定，且ｙ（０）＝２，有

ｄｙ
ｄｘ＝－１

７．

（１）ｆ（ｕ）是可导函数，ｆ′（２）＝１／２；　　（２）ｆ（ｕ）是可导函数，ｆ′（４）＝１。

５ｆ（ｘ－ｙ，ｘｙ）＝ｋｘｙ（ａｘ２＋ｙ２），则 ２ｆ
ｘｙ＝２ｘ．

（１）ｋ＝－１，ａ＝１；　　（２）ｋ＝１，ａ＝１

６ｕ″ｘｘ （１，１）＝４，其中ｕ＝∫ ｘ２＋ｙ槡 ２
０ ｔｆ（ｘ２＋ｙ２－ｔ２）ｄｔ，ｆ有连续的导数．

（１）ｆ（２）＝２，ｆ′（２）＝１；　　（２）ｆ（２）＝３，ｆ′（２）＝１／２
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７ｙｚ
ｘ＝ｘｚ

ｙ．

（１）ｚ＝ｆ（ｘ２＋ｙ２），ｆ有连续的偏导数；

（２）ｚ＝ｆ（ｘ＋ｙ），ｆ有连续的偏导数．
（三）解答题

１［２００２年Ⅱ２３］　已知ｆ（ｘ，ｙ）＝ｌｎｙ＋ｘ２

３（ ）ｙ
，则ｆ

ｙ （２，１）
＝ ．

２ 已知ｚ＝（ｘ－２）２ｙ２＋（ｙ－１） ｘ／槡 ｙ，求ｚ″ｘｘ（２，１），ｚ″ｙｙ（０，１）．

３ 设ｚ＝ｆ（ｘ，ｘ／ｙ），ｆ具有一阶连续偏导数，求ｚ
ｘ

，ｚ
ｙ．

４ 设ｚ＝ｕｖ，ｕ＝３ｘ２＋ｙ２，ｖ＝ｘｙ，求ｚ
ｘ．

５［２００２年Ⅱ２９］　若ｚ＝ｘｆ（ｘ＋ｙ）＋ｙｇ（ｘ－ｙ），ｆ 和ｇ 有 二 阶 连 续 偏

导数，求２ｚ
ｘ２－２２ｚ

ｘｙ＋２ｚ
ｙ２．

２４２　二元函数极值的判定与求法

　　１ 二元函数极值的概念

定义２４２１　（二 元 函 数 极 值 定 义）在 函 数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）有 定 义 的 点

Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的某邻域内，若有

ｆ（ｘ，ｙ）≤ｆ（ｘ０，ｙ０）　或　ｆ（ｘ，ｙ）≥ｆ（ｘ０，ｙ０），

其中（ｘ，ｙ）≠（ｘ０，ｙ０），则称ｆ（ｘ０，ｙ０）是 函 数ｆ（ｘ，ｙ）的 极 大 值 或 极 小 值．点

Ｐ０（ｘ０，ｙ０）称为ｆ（ｘ，ｙ）的极大值点或极小值点．
函数的极大值与极小值统称为极值，使函数取得极值的点称为极值点．

定理２４２１（极值存在的必要条件）　若 函 数ｆ（ｘ，ｙ）在 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）

处存在偏导数，且点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是极值点，则

ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）＝０，　ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝０．

如果ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝０，称点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）为ｆ（ｘ，ｙ）的驻点。对

于驻点，与一元函数一样，也要注意以下两点：

１°二元函数ｆ（ｘ，ｙ）的极值点不一定是驻点，因偏导数不存在的点，也可

能是二元函数的极值点。例 如ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２（圆 锥 面），原 点 Ｏ（０，０）显 然 是
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其极小值点，但ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２在其顶点Ｏ（０，０）处是尖点，两个偏导 数 都 不 存

在。这是因为ｚ′ｘ（０，０）是ｚ（ｘ，０）＝ ｘ２槡 ＋０＝ ｘ槡 ２＝｜ｘ｜在ｘ＝０处的导数，

而ｚ＝｜ｘ｜在ｘ＝０处不可导．同理ｚ′ｙ（０，０）也不存在．

２°驻点也不一定是极值 点，例 如ｚ＝ｘｙ（马 鞍 面）的 两 个 偏 导 数ｚ′ｘ ＝ｙ，

ｚ′ｙ＝ｘ在原点Ｏ（０，０）处均存在，且等于０，即点Ｏ（０，０）是驻点，但ｚ（０，０）＝０
不是它的极值，因为ｚ＝ｘｙ当（ｘ，ｙ）在 第 一、第 二 象 限 时ｚ＞０，而 在 第 三、第

四象限时ｚ＜０．
这表明驻点的存在是偏导数连续的函数存在极值的必要条件，但非充分

条件．

　　２ 二元函数极值的判定

定理２４２２（极值存在的充分条件）　设 函 数ｆ（ｘ，ｙ）在 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）

的某邻域内连续，存在二阶连续偏 导 数，且ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）＝０，ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝０，即

点（ｘ０，ｙ０）是它的驻点，令

Ａ＝ｆ″ｘｘ（ｘ０，ｙ０），　Ｂ＝ｆ″ｘｙ（ｘ０，ｙ０），　Ｃ＝ｆ″ｙｙ（ｘ０，ｙ０）．
（１）若Ｂ２－ＡＣ＜０，且Ａ＜０（或Ｃ＜０），则点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是极 大 值 点，即

ｆ（ｘ０，ｙ０）是它的一个极大值；

若Ｂ２－ＡＣ＜０ 且 Ａ＞０（或 Ｃ＞０），则 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是 极 小 值 点，即

ｆ（ｘ０，ｙ０）是它的一个极小值；

（２）若Ｂ２－ＡＣ＞０，则点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）不是极值点；

（３）若Ｂ２－ＡＣ＝０，此 法 不 能 判 定 点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是 否 为 极 值 点，需 应 用

其他方法．

　　３ 常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　判别二元函数的极值

法一　利用二元函数的极值的定义即定义２４２１判别之。

例１　设函数ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，则结论成立的是

（Ａ）原点（０，０）为该函数的驻点，但非极值点．
（Ｂ）原点（０，０）为该函数的驻点，且为极小值点．
（Ｃ）原点（０，０）为该函数的驻点，且为极大值点．
（Ｄ）原点（０，０）不是该函数的驻点，故不是极值点．
（Ｅ）原点（０，０）是该函数的极小值点．

解　因为函数ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２ 在 原 点（０，０）处 的 偏 导 数ｚ′ｘ（０，０），ｚ′ｙ（０，０）
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不存在，故点（０，０）不是函数ｚ的驻点，但由ｚ（０，０）＝０且ｚ（ｘ，ｙ）＞０，（ｘ，ｙ）

≠（０，０），可知在点（０，０）的邻域内有ｚ（ｘ，ｙ）≥ｆ（０，０）。由定义２４２１知，

点（０，０）为函数ｚ的极小值点，亦是最小值点。仅（Ｅ）入选．
例２（条件充分性判断）　ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）处取得极小值．

（１）ｚ
ｘ Ｐ０

＝０，ｚ
ｙ Ｐ０

＝０．

（２）在Ｐ０ 的一个邻域内恒有ｚ（ｘ，ｙ）＞ｚ（ｘ０，ｙ０）。

解　当条件（１）成立时，只说明点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）为ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）的 一 个 驻 点，

但驻点是可能的极值点，不一定为ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）的极值点。条件（１）不充分．
当条件（２）成立时，根据定义２．４．２．１知，点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）为ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）的一

个极小值点，即ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）处取得极值．条件（２）充分．仅 Ｂ入

选．
法二　使用充分条件即定理２４２２判别之。

用定理２４２２判别二元函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）的极值可按下述步骤进行：

１°令ｚ′ｘ＝０，ｚ′ｙ＝０，解得可能取的极值点；

２°根据函数极值存在的充分条件即定 理２４２２判 别 所 求 得 的 驻 点 是

否为极值点．
例３［２００３年Ⅰ６］（条件充分性判断）　ｚ＝２ｘ２＋ｙ２－ｘｙ＋７ｙ＋ａ的极小

值为－６。
（１）ａ＝８；　　（２）ａ＝－８

解　由
ｚ′ｘ＝４ｘ－ｙ＝０，

ｚ′ｙ＝２ｙ－ｘ｛ ＋７＝０
可得函数ｚ的驻点为ｘ＝－１，ｙ＝－４，再判断

点（－１，－４）是否是极小值点。由

ｚ″ｘｘ＝４，　ｚ″ｘｙ＝－１，　ｚ″ｙｙ＝２
知 Ａ＝ｚ″ｘｘ（－１，－４）＝４＞０，　Ｂ＝ｚ″ｘｙ（－１，－４）＝－１，

Ｃ＝ｚ″ｙｙ（－１，－４）＝２，　Ｂ２－ＡＣ＝－７＜０．
由定理２４２２可知点（－１，－４）为函数ｚ的极小值点。又ｚ的极小值

为－６，故

ｚ（－１，－４）＝２＋１６－４－２８＋ａ＝－６，

由此可知ａ＝８。条件（１）是充分的，而条件（２）不充分。仅 Ａ入选．
例４（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处取得极值．
（１）（ｘ０，ｙ０）是ｆ（ｘ，ｙ）的驻点；
（２）Ａ＝ｆ″ｘｘ（ｘ０，ｙ０），Ｂ＝ｆ″ｘｙ（ｘ０，ｙ０），Ｃ＝ｆ″ｙｙ（ｘ０，ｙ０）且 满 足 Ｂ２－ＡＣ＜
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０．
解　从表面看，似乎应 Ｃ入选，原因是 一 方 面（ｘ０，ｙ０）是 驻 点，另 一 方 面

Ａ，Ｂ，Ｃ 的关系又满足判别 式 所 要 求 的 关 系。但 这 里 容 易 忽 略 的 一 点 是，判

别法中要求在（ｘ０，ｙ０）处 的 二 阶 偏 导 数 连 续，而 条 件（１）、（２）中 都 不 含 连 续

性。仅 Ｅ入选．
例５　函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ｅ２ｘ（ｘ＋ｙ２＋２ｙ）的极大值为

（Ａ）不存在．　（Ｂ）ｅ／２　　（Ｃ）２ｅ２　　（Ｄ）ｅ．　　（Ｅ）－ｅ／２
解　先求函数的驻点，由

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝２ｅ２ｘ（ｘ＋ｙ２＋２ｙ）＋ｅ２ｘ＝０，

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝２（ｙ＋１）ｅ２ｘ＝０｛ ，

可得ｆ（ｘ，ｙ）的惟一驻点为ｘ＝１／２，ｙ＝－１
再判别点（１／２，－１）是否是极值点，是极大值点还是极小值点。由

Ａ＝ｆ″ｘｘ（１／２，－１）＝［４ｅ２ｘ（ｘ＋ｙ２＋２ｙ）＋４ｅ２ｘ］ １
２

，（ ）－１ ＝２ｅ，

Ｂ＝ｆ″ｘｙ（１／２，－１）＝４ｅ２ｘ
１
２

，（ ）－１ ＝０，

Ｃ＝ｆ″ｙｙ（１／２，－１）＝２ｅ２ｘ
１
２

，（ ）－１ ＝２ｅ，

Ｂ２－ＡＣ＝－４ｅ２＜０，且Ａ＝２ｅ＞０，

可知点（１／２，－１）是函数ｆ（ｘ，ｙ）的极小值点，故函数ｆ（ｘ，ｙ）不存在极大值。

仅（Ａ）入选．
例６（条件充分性判断）　函 数ｚ＝３ａｘｙ－ｘ３－ｙ３ 在 点（ａ，ａ）取 得 极 大

值．
（１）ａ＜０；　　　　　（２）ａ＞０．
解　由ｚ＝３ａｘｙ－ｘ３－ｙ３ 得到

ｚ′ｘ＝３ａｙ－３ｘ２＝０，　ｚ′ｙ＝３ａｘ－３ｙ２＝０。

当ｘ＝ａ，ｙ＝ａ时，有ｚ′ｘ（ａ，ａ）＝０，ｚ′ｙ（ａ，ａ）＝０．又

Ａ＝ｚ′ｘｘ（ａ，ａ）＝－６ａ，　Ｂ＝ｚ′ｘｙ（ａ，ａ）＝３ａ，

Ｃ＝ｚ′ｙｙ＝－６ａ，　Ｂ２－ＡＣ＝９ａ２－３６ａ２＝－２７ａ２＜０．
由极值的判别条件即定理２４２２知，当Ａ＜０即ａ＞０时，点（ａ，ａ）为极

大值点。条件（１）不充分，条件（２）充分。仅Ｂ入选．
法三　用配方法判别之。

例７（条件充分性判断）　要使ｘ＋ｙ的最大值为２
（１）实数ｘ，ｙ满足ｘ２＋６ｘｙ＋９ｙ２＋ｘ＋ｙ＋２＝０；
（２）实数ｘ，ｙ满足ｘ２＋６ｘｙ＋９ｙ２＋２ｘ＋２ｙ－４＝０．

·２４３·



解　当条件（１）成立时，有ｘ＋ｙ＝－２－（ｘ＋３ｙ）２≤－２，因而ｘ＋ｙ的最

大值为－２，条件（１）不充分．当条件（２）成立时，有

２（ｘ＋ｙ）＝４－（ｘ＋３ｙ）２≤４，　即　ｘ＋ｙ≤２，
故ｘ＋ｙ的最大值为２，条件（２）充分。仅Ｂ入选．

此时有ｘ＋３ｙ＝０，ｘ＋ｙ＝２，解得ｘ＝３，ｙ＝－１，它们满足

ｘ２＋６ｘｙ＋９ｙ２＋２ｘ＋２ｙ－４＝０．
题型二　求二元函数的极值

常用的求法有两个，一是根据定 义 求 之，二 是 利 用 极 值 存 在 的 充 分 条 件

即定理２４２２求之．
例８　ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２ 极小值＝
（Ａ）０．　　（Ｂ）１．　　（Ｃ）２．　　（Ｄ）３．　　（Ｅ）４．
解　ｚ′ｘ＝２ｘ，ｚ′ｙ＝２ｙ，令ｚ′ｘ＝ｚ′ｙ ＝０得其驻点为（ｘ０，ｙ０）＝（０，０）．当（ｘ，

ｙ）在点（０，０）的邻域内变化时，即当ｘ，ｙ不同时为零时，总有ｆ（ｘ，ｙ）＞ｆ（０，

０）＝ｆ（ｘ０，ｙ０）＝０．由定义２４２１知，点（ｘ０，ｙ０）＝（０，０）是 极 小 值 点，ｆ（０，

０）＝０为极小值（也是ｆ（ｘ，ｙ）的最小值）。仅（Ａ）入选．
例９　计算下列函数的极值：
（１）ｚ＝ｘ２－ｘｙ＋ｙ２＋９ｘ－６ｙ＋２０；　　（２）ｚ＝ｘｙ＋１／ｘ＋１／ｙ．

解　（１）令
ｚ′ｘ＝２ｘ－ｙ＋９＝０，

ｚ′ｙ＝－ｘ＋２ｙ－６＝０｛ ，
得

ｘ＝－４，

ｙ｛＝１
又 Ａ＝ｚ″ｘｘ＝２＞０，　Ｂ＝ｚ″ｘｙ＝－１，　Ｃ＝ｚ″ｙｙ＝２，

Ｂ２－ＡＣ＝（ｚ″ｘｙ）２－ｚ″ｘｘｚ″ｙｙ＝１－４＝－３＜０，
由定理２４２２知该点为极小值点，且极小值为ｚ（－４，１）＝－１

（２）令

ｚ
ｘ＝ｙ－１

ｘ２＝０，

ｚ
ｙ＝ｘ－１

ｙ２＝０
烅
烄

烆 ，
得ｘ＝ｙ＝１。

又 ｚ″ｘｘ＝２／ｘ３，　ｚ″ｘｙ＝１，　ｚ″ｙｙ＝２／ｙ３，

Ｂ２－ＡＣ＝［（ｚ″ｘｙ）２－ｚ″ｘｘｚ″ｙｙ］ｘ＝１，ｙ＝１＝１－４＝－３＜０，　ｚ″ｘｘ（１，１）＝２＞０，

由定理２４２２知ｘ＝１，ｙ＝１为极小值点，且极小值为ｚ（１，１）＝３
例１０　已知ｆ（１，２）为函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ａｘ２－ｂｘｙ＋ａｙ２＋ｃｌｎｘ－ｄｌｎｙ 的

极小值，则ａ，ｂ，ｃ，ｄ分别取值为

（Ａ）１，１，４，１０．　　（Ｂ）－１，－１，－４，－１０．　　（Ｃ）－１，１，４，－１０．
（Ｄ）１，－１，－４，１０．　　（Ｅ）１，１，－４，－１０．
解　因ｆ（１，２）为ｆ（ｘ，ｙ）的极小值，而ｆ（ｘ，ｙ）的偏导数存在，故ｘ＝１，ｙ
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＝２为ｆ（ｘ，ｙ）的驻点．因而有

ｆ′ｘ（１，２）＝２ａｘ＋ｃ／ｘ－ｂｙ （１，２）＝２ａ－２ｂ＋ｃ＝０；

ｆ′ｙ（１，２）＝（－ｂｘ＋２ａｘ－ｄ／ｙ）
（１，２）＝－ｂ＋４ａ－ｄ／２＝０。

经检验，（Ｃ）、（Ｄ）中的四个数学点符合上述两等式．
又因　ｆ″ｘｘ（１，２）＝２ａ－ｃ，　ｆ″ｘｙ（１，２）＝－ｂ，　ｆ″ｙｙ（１，２）＝２ａ＋ｄ／４，

故 Ｂ２－ＡＣ＝［ｆ″ｘｘ（１，２）］２－ｆ″ｘｘ（１，２）ｆ″ｙｙ（１，２）

＝ｂ２－４ａ２＋２ａｃ－ａｄ／２＋ｃｄ／４
仅当取（Ｄ）中四个数即ａ＝１，ｂ＝－１，ｃ＝－４，ｄ＝１０才 满 足 Ｂ２－ＡＣ＜

０，且有ｆ″ｘｘ（１，２）＞０。仅（Ｄ）入选．
题型三　求简单的实际问题的最大值、最小值

实际问题中的二元函数的最大值、最小值的判别方法与一元函数相同．
如由实际问题能确定最大（小）值在这域内部存在而驻点惟一，又没有偏

导数不存在的点，则此驻点必为最大（小）值点．
二元函数的驻点惟一，又证明了该 驻 点 为 极 大（小）值 点，则 该 驻 点 必 为

该函数的最大（小）值点．
实际应用问题中的二元函数极值常分两类。如果求二元函数ｆ（ｘ，ｙ）的

极值（最值）仅仅要求自变量（ｘ，ｙ）在某区域内，即求函数ｆ（ｘ，ｙ）在其定义域

Ｄ 上的极值，这类极值称为二元函数的无条件极值．
如果求二元函数ｆ（ｘ，ｙ）的 极 值（最 值）还 要 求 满 足 某 个 约 束 条 件φ（ｘ，

ｙ）＝０，这类极值称为二元函数的条件极值．常将二元函数的条件极值转化为

无条件极值求之．这时常由φ（ｘ，ｙ）＝０解出ｙ＝ｙ（ｘ）代入ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）中将其

转化为一元函数的 极 值 问 题 或 二 元 函 数 无 条 件 极 值 问 题 解 之．当 从 条 件φ
（ｘ，ｙ）＝０解出ｙ较困难时，此法就不适用。这时就用拉格朗日乘数法求之。

该法的解题步骤是：

１°先作辅助函数（称为拉格朗日函数）

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）＋λφ（ｘ，ｙ），
其中λ是待定常数，称为拉格 朗 日 乘 数。在 这 里 它 起 桥 梁 作 用，并 不 一 定 要

求出其值。

２°求可能极值点。为此求偏导数，并解方程组

Ｆ
ｘ＝ｆ

ｘ＋λφ
ｘ＝０，

Ｆ
ｙ＝ｆ

ｙ＋λφ
ｙ＝０，

φ（ｘ，ｙ）＝０

烅

烄

烆 ．
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一般情况下，消去λ，解出ｘ，ｙ，则点（ｘ，ｙ）就是可能的极值点。

３°判定可能极值点是否为极值点。对应用问题一般根据 问 题 的 实 际 意

义判定。

例１１［２０００年Ⅱ３２］　某工厂生产两种产品，产量分别为ｘ和ｙ，总成本

为Ｃ＝８００＋３４ｘ＋７０ｙ，总收入为Ｒ＝１３４ｘ＋１５０ｙ－２ｘ２－２ｘｙ－ｙ２，问在限定

两种产量之和为３０的条件下该厂生产两种产品各为多少时能使取得的利润

最大？

解法１　显然所求利润最大值是在条件ｘ＋ｙ＝３０约束下的 最 大 值，由

此约束条件可求出变量ｘ与ｙ 之间 的 简 单 关 系ｙ＝３０－ｘ，将 其 代 入 利 润 函

数中可化为一元函数的最值问题而求之．
设利润函数为Ｌ（ｘ，ｙ），将ｙ＝３０－ｘ代入Ｌ 中得到

Ｌ（ｘ，ｙ）＝Ｒ－Ｃ＝１３４ｘ＋１５０ｙ－２ｘ２－２ｘｙ－ｙ２－（８００＋３４ｘ＋７０ｙ）

＝１３４ｘ＋１５０（３０－ｘ）－２ｘ２－２ｘ（３０－ｘ）－（３０－ｘ）２

＝－ｘ２＋２０ｘ＋７００＝－（ｘ－２×１０ｘ＋１００）＋８００

＝－（ｘ－１０）２＋８００。

显然当ｘ＝１０，因而ｙ＝３０－ｘ＝２０时，Ｌ（ｘ，ｙ）取最大值，最大值为８００．
解法２　本例所求的利 润 最 大 问 题 为 条 件 极 值 问 题。可 用 拉 格 朗 日 乘

数法解之。为此，先作出拉格朗日函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｌ（ｘ，ｙ）＋λφ（ｘ，ｙ）＝Ｒ－Ｃ＋λ（ｘ＋ｙ－３０）

＝１３４ｘ＋１５０ｙ－２ｘ２－２ｘｙ－ｙ２

　－（８００＋３４ｘ＋７０ｙ）＋λ（ｘ＋ｙ－３０），

然后求出偏导数，并解下列方程组：

Ｆ
ｘ＝１３４－４ｘ－２ｙ－３４＋λ＝１００－４ｘ－２ｙ＋λ＝０，

Ｆ
ｙ＝１５０－２ｘ－２ｙ－７０＋λ＝８０－２ｘ－２ｙ＋λ＝０，

φ（ｘ，ｙ）＝ｘ＋ｙ－３０＝０

烅

烄

烆 。

①

②

③

②－①得到ｘ＝１０，将其代入式③得到ｙ＝２０。于是 拉 格 朗 日 函 数 的 惟 一 驻

点即可能的极值点为（１０，２０）。

由此问题的实际意义知，显然利润函数Ｌ（ｘ，ｙ）有 最 大 值，故Ｆ（ｘ，ｙ）的

惟一驻点ｘ＝１０，ｙ＝２０就是使Ｌ（ｘ，ｙ）取得最大值的最大值点。

例１２　某厂家生产一 种 产 品 同 时 在 两 个 市 场 销 售，售 价 分 别 为 Ｐ１ 和
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Ｐ２，销售量分别为Ｑ１ 和Ｑ２，需求函数分别为

Ｑ１＝２４－０．２Ｐ１，　Ｑ２＝１０－０．０５Ｐ２，

总成本函数为 Ｃ＝３５＋４０（Ｑ１＋Ｑ２）．
试问：厂家如何确定两个市场的 售 价，能 使 其 获 得 的 总 利 润 最 大？最 大 总 利

润为多少？

解法１　总收入函数为

Ｒ＝Ｐ１Ｑ１＋Ｐ２Ｑ２＝２４Ｐ１－０．２Ｐ２
１＋１０Ｐ２－０．０５Ｐ２

２
总利润函数为

Ｌ＝Ｒ－Ｃ＝（Ｐ１Ｑ１＋Ｐ２Ｑ２）－［３５＋４０（Ｑ１＋Ｑ２）］

＝３２Ｐ１－０．２Ｐ２
１＋１２Ｐ２－０．０５Ｐ２

２－１３９５
这是个无条件极值问题，由极值的必要条件，得方程组

Ｌ
Ｐ１

＝３２－０．４Ｐ１＝０，

Ｌ
Ｐ２

＝１２－０．１Ｐ２＝０
烅
烄

烆 ，
　解得　

Ｐ１＝８０，

Ｐ２＝１２０｛ ．

将（Ｐ１，Ｐ２）＝（８０，１２０）代入 ２Ｌ
Ｐ１Ｐ２

，
２Ｌ

Ｐ２
１
，

２Ｌ
Ｐ２

２
得到

Ｂ＝ ２Ｌ
Ｐ１Ｐ２

＝０，　Ａ＝２Ｌ
Ｐ２

１
＝－０．４，　Ｃ＝２Ｌ

Ｐ２
２
＝－０．１，

则 Ｂ２－ＡＣ＝－（－０．４）×（－０．１）＝－０．０４＜０，且Ａ＝２Ｌ
Ｐ２

１
＜０。

由极值的充分条件即 定 理２４２２知，点（８０，１２０）为 极 大 值 点，即 为 最

大值点，厂家此时能得总利润最大，其利润为Ｌ
Ｐ１＝８０，Ｐ２＝１２０

＝６０５

解法２　因Ｃ 是以Ｑ１，Ｑ２ 为未知变元的函数，将利润Ｌ 表示为以Ｑ１，Ｑ２

为未知变元而求之，由题设易得

Ｐ１＝１２０－５Ｑ１，　Ｑ２＝２００－２０Ｑ２，

则 Ｒ＝Ｐ１Ｑ１＋Ｐ２Ｑ２＝（１２０－５Ｑ１）Ｑ１＋（２００－２０Ｑ２）Ｑ２，

Ｌ＝Ｒ－Ｃ＝８０Ｑ１－５Ｑ２
１＋１６０Ｑ２－２０Ｑ２

２－３５ ①
令 Ｌ′Ｑ１＝８０－１０Ｑ１＝０，　Ｌ′Ｑ２＝１６０－４０Ｑ２＝０，

解得 Ｑ１＝８，　Ｑ２＝４
又 Ｌ″Ｑ１Ｑ２＝０，　Ｌ″Ｑ１Ｑ１＝－１０＜０，　Ｌ″Ｑ２Ｑ２＝－４０＜０。

所以Ｂ２－ＡＣ＝Ｌ″Ｑ１Ｑ２－Ｌ″Ｑ１Ｑ１－Ｌ″Ｑ１Ｑ１
·Ｌ″Ｑ２Ｑ２＝－４００＜０，　Ａ＝Ｌ″Ｑ１Ｑ１＜０。

由定理２４２２即知Ｑ１＝８，Ｑ２＝４为Ｌ 的极大值点，又驻点惟一也是Ｌ
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的最大值点。代入式①可得最大利润为６０５，因而公司在

Ｑ１＝１２０－５Ｑ１＝１２０－４０＝８０，　Ｐ２＝２００－２０Ｑ２＝２００－２０×４＝１２０
时可取得最大利润６０５

例１３　设生产某种产品 必 须 投 入 两 种 要 素，ｘ１ 和ｘ２ 分 别 为 两 要 素 的

投入量，Ｑ 为产出量，若生产函数为Ｑ＝２ｘα
１ｘβ

２，其中α，β为正常数，且α＋β＝

１，假设两种要素的价格分别为Ｐ１ 和Ｐ２ 试问当产出量为１２时两要素投入

多少可以使得投入总费用最小？

解　由题设知投入总费用为ｆ（ｘ１，ｘ２）＝Ｐ１ｘ１＋Ｐ２ｘ２ 下求ｆ（ｘ１，ｘ２）的

最小值。由题设有２ｘα
１ｘβ

２＝１２，即

ｘα
１ｘβ

２＝６， ①
且 α＋β＝１， ②
可利用这两个条件将求二元函数ｆ（ｘ１，ｘ２）的最值问题化为求一元函数的最

值问题．
由式①与式②得到

ｘα
１ｘ１－α

２ ＝６，　ｘ１＝６１／αｘ１－１／α
２ ，

则 ｆ＝Ｐ１ｘ１＋Ｐ２ｘ２＝Ｐ１６１／αｘ１－１／α
２ ＋ｘ２Ｐ２。

在上式对ｘ２ 求导得到

ｆ′ｘ２＝Ｐ６１／α（１－１／α）ｘ－１／α
２ ＋Ｐ２，

令ｆ′ｘ２＝０，易解得

ｘ１／α
２ ＝６１／αＰ１

Ｐ２

１－α（ ）α
，　即　ｘ２＝６ Ｐ１β

Ｐ２（ ）α

α
。 ③

又因 ｆ″ｘ２＝－Ｐ（１／α）６１／α（１－１／α）ｘ－１／α－１
２

＝Ｐ（１／α）６１／α（β／α）ｘ－１／α－１＞０，

故ｘ２＝６［Ｐ１β／（Ｐ２α）］α 为ｆ 的极小值点．由于驻点惟一，也是ｆ的最小值点．
将③式代入①式易求得ｘ１＝６［Ｐ２α／（Ｐ１β）］β．
因该实际问题存在最小值，故当

ｘ１＝６［Ｐ２α／（Ｐ１β）］β，　ｘ２＝６［Ｐ１β／（Ｐ２α）］α

时可以使得投入总费用最小．

习　题　２４２

（一）问题求解
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１［２００３年Ⅰ２４］　某产品的产量Ｑ 与原材料Ａ，Ｂ，Ｃ 的数量ｘ，ｙ，ｚ（单

位均为吨）满足Ｑ＝０．０５ｘｙｚ，已知Ａ，Ｂ，Ｃ 每吨的价格分别是３，２，４（百元），

若用５４０元购买Ａ，Ｂ，Ｃ 三种原材料，则使产量最大的Ａ，Ｂ，Ｃ 的采购量分别

为

（Ａ）６，９，４５（吨）．　　　（Ｂ）２，４，８（吨）．　　　（Ｃ）２，３，６（吨）．
（Ｄ）２，２，２（吨）． （Ｅ）以上结论都不正确．

２ 设ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ３－４ｘ２＋２ｘｙ－ｙ２，则下述结论中不正确的是

（Ａ）点（２，２）是ｆ（ｘ，ｙ）的驻点．　　　（Ｂ）点（２，２）不是极值点．
（Ｃ）点（０，０）是ｆ（ｘ，ｙ）的驻点．　　　（Ｄ）点（０，０）是极值点．
（Ｅ）点（０，０）是极小值点．

３ 二元函数ｚ＝ｘ３－ｙ３＋３ｘ２＋３ｙ２－９ｘ的极小值点是

（Ａ）（１，０）． （Ｂ）（１，２）． （Ｃ）（－３，０）．
（Ｄ）（－３，２）． （Ｅ）以上结论都不正确．

４ｚ＝ｘ２＋ｙ２ 在约束条件ｘ＋ｙ＝３下的最小值是

（Ａ）９／２　（Ｂ）９　　（Ｃ）０．　　（Ｄ）３　　（Ｅ）１／２
（二）条件充分性判断

１ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）在Ｐ０（ｘ０，ｙ０）点取极大值．

（１）ｚ
ｘ Ｐ０

＝０，ｚ
ｙ Ｐ０

＝０；

（２） ２ｚ
ｘ（ ）ｙ

２

Ｐ０
－２ｚ
ｘ２ Ｐ０

·２ｚ
ｙ２ Ｐ０

＜０，且２ｚ
ｘ２ Ｐ０

＜０．

２ｚ＝ｙ３－ｘ２＋６ｘ－１２ｙ＋ａ的极大值为３０．
（１）ａ＝５；　　　　　（２）ａ＝４

３ 函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ－ｘ２－ｙ２＋ｘ－２ｙ在点（ａ，ｂ）处取得最大值．
（１）当常数满足２ａ－ｂ＝２时；　　（２）当常数满足ａ－２ｂ＝１时．

４ 函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处 的 某 邻 域 内 有 一 阶 和 二 阶 连 续 偏 导 数，

点（ｘ０，ｙ０）是ｆ（ｘ，ｙ）的极值点．
（１）ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）＝０，ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝０；

（２）［ｆ″ｘｙ（ｘ０，ｙ０）］２－ｆ″ｘｘ（ｘ０，ｙ０）·ｆ″ｙｙ（ｘ０，ｙ０）＜０．

５ｚ＝ｙ２ｌｎｘ＋ａ（ｘ＋ｙ）＋ｂ（ｘ－ｙ）在点（ｅ，１）处取得极值．
（１）ａ＝－１－１／（２ｅ），ｂ＝１－１／（２ｅ）；　　（２）ａ＝－１，ｂ＝１
（三）解答题
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１ 求下列函数的极值：

（１）ｚ＝ｅ２ｘ（ｘ＋ｙ２＋２ｙ）；　　　　（２）ｚ＝ｘ３＋ｙ３－３（ｘ２＋ｙ２）；

（３）ｚ＝ｘ３＋ｙ３－３ｘｙ．

２ 某公司可通过电台及报 纸 两 种 方 式 做 销 售 某 种 商 品 的 广 告，根 据 统

计资料，销售收入Ｒ（万元）与电台广告费用ｘ１（万元）及报纸广告费用ｘ２（万

元）之间的关系有如下的经验公式：

Ｒ＝１５＋１４ｘ１＋３２ｘ２－８ｘ１ｘ２－２ｘ２
１－１０ｘ２

２。

（１）在广告费用不限的情况下，求最优广告策略；

（２）若提供的广告费用为１５万元，求相应的最优广告策略．

·９４３·



第３篇　线 性 代 数

３１　行　列　式

（一）考试内容

ｎ阶行列式定义，行列式性质，代数余子式，克莱姆法则。

（二）考试要求

理解ｎ阶行列式定义，熟练掌握 行 列 式 性 质，并 能 灵 活 运 用 行 列 式 性 质

计算或化简行列式；理解并掌握代数 余 子 式 的 概 念，会 求 行 列 式 中 元 素 的 代

数余子式；熟练掌握行列式按一行（一 列）展 开 的 方 法，会 用 克 莱 姆 法 则 解 简

单的未知数个数等于方程个数的非齐次线性方程组。

３１１　行列式计算

１ 行列式的递归定义

由ｎ２ 个数组成的ｎ阶行列式

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

表示一个数，它是由不同行（横为行）不同列（竖为列）的ｎ个元素乘积的代数

和。

ｎ＝１时，｜ａ１１｜＝ａ１１。
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ｎ＝２时，
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２
＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１。

ｎ＝ ３ 时，
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１

ａ２２ ａ２３

ａ３２ ａ３３
－ａ１２

ａ２１ ａ２３

ａ３１ ａ３３
＋ａ１３

ａ２１ ａ２２

ａ３１ ａ３２

＝ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２－ａ１３ａ２２ａ３１

－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１１ａ２３ａ３２。 （３１１１）

一般地，ｎ阶行列式

　　　Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ１１

ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ

ａ３２ ａ３３ … ａ３ｎ

… … …

ａｎ２ ａｎ３ … ａｎｎ

－ａ１２

ａ２１ ａ２３ … ａ２ｎ

ａ３１ ａ３３ … ａ３ｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ３ … ａｎｎ

＋…

＋（－１）ｎ＋１ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２，ｎ－１

ａ３１ ａ３２ … ａ３，ｎ－１

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎ，ｎ－１

。

２ 行列式性质

行 列 式 Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

的 行、列 互 换 所 得 的 行 列 式

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１

ａ１２ ａ２２ … ａｎ２

… … …

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａｎｎ

称为Ｄ 的 转 置 行 列 式，用 符 号 ＤＴ 或 Ｄ′表 示。显 然 Ｄ
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与ＤＴ 是互为转置的。为方便计，ｎ阶行列式Ｄ 简记作Ｄ＝｜ａｉｊ｜ｎ×ｎ．
性质１　行列式 Ｄ 与它的转置行列式ＤＴ 相等，即 Ｄ＝ＤＴ．
此性质表明了行列式中行与列的地位是对称的，也就是说行列式中有关

行的性质对列也同样成立。当然 对 列 的 有 关 性 质 对 行 也 成 立。下 面 仅 叙 述

有关行的性质。

为方便起见，以ｒｉ 表示行 列 式（或 矩 阵）的 第ｉ行，以ｃｉ 表 示 行 列 式（或

矩阵）的第ｉ列，ｋ为常数，有

（１）交换第ｉ，ｊ两行（列）记作ｒｉｒｊ（ｃｉｃｊ）；
（２）第ｉ行（列）乘以ｋ记作ｒｉ（ｋ）［ｃｉ（ｋ）］；
（３）ｋ乘第ｉ行（列）加到第ｊ行（列）记作ｒｊ＋ｋｒｉ（ｃｊ＋ｋｃｉ）．
性质２　交换行列式的两行（列），行列式变号。

特别地，如果行列式中有两行（列）相同，则行列式等于零；如果行列式有

两行（列）成比例，则行列式等于零。

性质３　行列式有一行（列）有公因式，该公因式可提到行列式外面。

特别地，若行列式有某行（列）元素全为零，则行列式的值等于零。

性质４　如果行列式有某行（列）的所有元素均为两数的和，即该行（列）

有两个分行（列），则这个行列式等 于 两 个 行 列 式 的 和，这 两 个 行 列 式 分 别 以

这两个分行（列）为该行（列），其他行与原行列式分别相同。

例如，
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ｂ１＋ｃ１ ｂ２＋ｃ２ ｂ３＋ｃ３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ｂ１ ｂ２ ｂ３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＋

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ｃ１ ｃ２ ｃ３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

。

性质５　行列式某行（列）的ｋ倍加至另一行（列），行列式的值不变。

例如，
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

ｒ２＋ｋｒ


１

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１＋ｋａ１１ ａ２２＋ｋａ１２ ａ２３＋ｋａ１３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

。

３ 行列式按行（列）展开

定 义３１１１　在ｎ阶行列式Ｄ＝｜ａｉｊ｜中去掉ａｉｊ所在的第ｉ行与第ｊ列

后得到的ｎ－１阶行列式，称为 元 素ａｉｊ的 余 子 式，记 作 Ｍｉｊ，并 称（－１）ｉ＋ｊＭｉｊ

为元素ａｉｊ的代数余子式，记作Ａｉｊ，即Ａｉｊ＝（－１）ｉ＋ｊＭｉｊ。

定理３１１１　ｎ阶行列式Ｄ＝｜ａｉｊ｜等于它的任一行（列），例如第ｉ行（第ｊ
列）的所有元素与它们对应的代数余子式Ａｉｋ（Ａｋｊ）（ｋ＝１，２，…，ｎ）的乘积之和，即

Ｄ＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋…＋ａｉｎＡｉｎ＝
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｉｋ　（ｉ＝１，２，…，ｎ），
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Ｄ＝ａ１ｊＡ１ｊ＋ａ２ｊＡ２ｊ＋…＋ａｎｊＡｎｊ＝
ｎ

ｋ＝１
ａｋｊＡｋｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ）．

定理３１１２　ｎ阶行列式Ｄ＝｜ａｉｊ｜ｎ×ｎ中 某 一 行（列）的 各 元 素 与 另 一

行（列）对应元素的代数余子式乘积之和等于零，即


ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｓｋ＝ａｉ１Ａｓ１＋ａｉ２Ａｓ２＋…＋ａｉｎＡｓｎ＝０　（ｉ≠ｓ），


ｎ

ｋ＝１
ａｋｊＡｋｔ＝ａ１ｊＡ１ｔ＋ａ２ｊＡ２ｔ＋…＋ａｎｊＡｎｔ＝０　（ｊ≠ｔ）．

将定理３１１１和定理３１１２合写为


ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｓｋ＝

Ｄ，ｉ＝ｓ，

０， ｉ≠ｓ｛ ，
（３１１２）


ｎ

ｋ＝１
ａｋｊＡｋｔ＝

Ｄ， ｊ＝ｔ，

０， ｊ≠ｔ｛ ．
（３１１３）

　　４ 几个常用的计算行列式的公式

１°上三角行列式、下三角行列式及对角行列式的值等于主对 角 线（由 行

列式左上角到右下角的对角线）上元素的乘积，即

ａ１１ ０ … ０

ａ２１ ａ２２  …

…   ０

ａｎ１ … ａｎ，ｎ－１ ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

０ ａ２２  …

…   ａｎ－１，ｎ

０ … ０ ａｎｎ

＝

ａ１１ ０ … ０

０ ａ２２  …

…   ０

０ … ０ ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ。 （３１１４）

２°

ａ１１ … ａ１，ｎ－１ ａ１ｎ

…   ０

ａｎ－１，１ ａｎ－１，２  …

ａｎ１ ０ … ０

＝

０ … ０ ａ１ｎ

…   ａ２ｎ

０ ａｎ－１，２  …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

０ … ０ ａ１ｎ

…   ０

０ ａｎ－１，２  …

ａｎ１ ０ … ０
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＝（－１）ｎ
（ｎ－１）
２ ａ１ｎａ２，ｎ－１…ａｎ１。

（３１１５）

注意　上面三种行列式不是上、下 三 角 行 列 式 和 对 角 行 列 式，常 称 为 副

（次）对角线行列式 。它 们 的 值 不 但 与 副（次）对 角 线 上 的 元 素 有 关，且 其 符

号与行列式的阶数ｎ有关。

３°准三角行列式（特殊的拉普拉斯展开式），即

ａ１１ … ａ１ｎ ｃ１１ … ｃ１ｍ

… … … …

ａｎ１ … ａｎｎ ｃｎ１ … ｃｎｍ

０ … ０ ｂ１１ … ｂ１ｍ

… … … …

０ … ０ ｂｍ１ … ｂｍｍ

＝

ａ１１ … ａ１ｎ ０ … ０
… … … …

ａｎ１ … ａｎｎ ０ … ０

ｃ１１ … ｃ１ｎ ｂ１１ … ｂ１ｍ

… … … …

ｃｍ１ … ｃｍｎ ｂｍ１ … ｂｍｍ

＝

ａ１１ … ａ１ｎ ０ … ０
… … … …

ａｎ１ … ａｎｎ ０ … ０

０ … ０ ｂ１１ … ｂ１ｍ

… … … …

０ … ０ ｂｍ１ … ｂｍｍ

＝

ａ１１ … ａ１ｎ

… …

ａｎ１ … ａｎｎ

ｂ１１ … ｂ１ｍ

… …

ｂｍ１ … ｂｍｍ

。 （３１１６）

即
Ａｎ×ｎ Ｃｎ×ｍ

Ｏｍ×ｎ Ｂｍ×ｍ
＝｜Ａｎ×ｎ｜｜Ｂｍ×ｍ｜＝

Ａｎ×ｎ Ｏｎ×ｍ

Ｃｍ×ｎ Ｂｍ×ｍ

，

其中 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，　Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｍ。

　　

ｃ１１ … ｃ１ｍ ａ１１ … ａ１ｎ

… … … …

ｃｎ１ … ｃｎｍ ａｎ１ … ａｎｎ

ｂ１１ … ｂ１ｍ ０ … ０
… … … …

ｂｍ１ … ｂｍｍ ０ … ０
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＝

０ … ０ ａ１１ … ａ１ｎ

… … … …

０ … ０ ａｎ１ … ａｎｎ

ｂ１１ … ｂ１ｍ ｃ１１ … ｃ１ｎ

… … … …

ｂｍ１ … ｂｍｍ ｃｍ１ … ｃｍｎ

＝

０ … ０ ａ１１ … ａ１ｎ

… … … …

０ … ０ ａｎ１ … ａｎｎ

ｂ１１ … ｂ１ｍ ０ … ０
… … … …

ｂｍ１ … ｂｍｍ ０ … ０

＝（－１）ｍｎ
ａ１１ … ａ１ｎ

… …

ａｎ１ … ａｎｎ

ｂ１１ … ｂ１ｍ

… …

ｂｍ１ … ｂｍｍ

。 （３１１７）

即
Ｏｎ×ｍ Ａｎ×ｎ

Ｂｍ×ｍ Ｃｍ×ｎ
＝（－１）ｍｎ｜Ａｎ×ｎ｜｜Ｂｍ×ｍ｜＝

Ｃｎ×ｍ Ａｎ×ｎ

Ｂｍ×ｍ Ｏｍ×ｎ

，

其中 Ａｎ×ｎ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，　Ｂｍ×ｍ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｍ。

４°第１行、最后一行及第１列、最后一列的元素除交 叉 处 的 四 个 元 素 外

其余元素全为零的ｎ阶行列式，即

Ｄｎ＝

ａ ０ … ０ ｂ

０ ０
… Ａ …

０ ０

ｃ ０ … ０ ｄ

＝（ａｄ－ｂｃ）｜Ａ｜（ｎ－２）×（ｎ－２）。（３１１８）

５°爪型行列式，即

ｘ１ ａ２ ａ３ … ａｎ

ｂ２ ｘ２ ０ … ０

ｂ３ ０ ｘ３  …

… …   ０

ｂｎ ０ … ０ ｘｎ

＝ｘ２ｘ３…ｘｎ ｘ１－
ｎ

ｉ＝２

ａｉｂｉ

ｘ（ ）ｉ
。 （３１１９）

６°范德蒙行列式。以ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为行元素 的ｎ 阶 范 德 蒙 行 列 式 的 算

式为

Ｄｎ＝

１ １ … １

ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

… … …

ｘｎ－１
１ ｘｎ－１

２ … ｘｎ－１
ｎ

＝ 
１≤ｊ＜ｉ≤ｎ

（ｘｉ－ｘｊ）。 （３１１１０）

以ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为列元素的ｎ 阶范德蒙行列式的算式为
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Δｎ＝

１ ｘ１ … ｘｎ－１
１

１ ｘ２ … ｘｎ－１
２

… … …

１ ｘｎ … ｘｎ－１
ｎ

＝ 
１≤ｊ＜ｉ≤ｎ

（ｘｉ－ｘｊ）。 （３１１１１）

要注意范德蒙行列式的结构特点：Ｄｎ（或Δｎ）的 每 列（每 行）都 是 某 一 个

数的不同方幂，且自上而下（自 左 至 右）幂 次 数 由 零 连 续 递 增 至ｎ－１。这 样

的ｎ行阶列式称为范德蒙行列式，它等于其第２行（列）元素中下标大的数减

去下标小的数所有可能的差的连乘积，其中符号
ｉ＝１

ｘｉ 表示ｎ 个数ｘ１，ｘ２，…，

ｘｎ 相乘，即


ｉ＝１

ｘｉ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ．

题型一　利用行列式定义计算行列式

根据ｎ阶 行 列 式Ｄ＝｜ａｉｊ｜ｎ×ｎ的 定 义 知 道，它 是 一 个 数，该 数 是 由 不 同

行、不同列的ｎ个元素乘积的代数和。为计算行列式，只需找出由不同行、不

同列的ｎ个非零元素乘积的代数和，或 根 据 问 题 的 需 要 找 出 由 不 同 行、不 同

列的ｎ个非零元素组成的且具有特殊性质的这样一些乘积项的代数和。

例１［２０００ 年 Ⅱ１９］　 设 ｆ（ｘ）＝

１ －１ ２ ０

２ ｘ －１ １

０ －２ ｘ＋１ １

－２ １ －３ ２

，则ｄ２ｆ（ｘ）
ｄｘ２ ＝

。

解　根据行列式定义知ｆ（ｘ）中含ｘ２ 的项只有一项，这就是不同行不同

列的四个元素的乘积项１×ｘ（ｘ＋１）×２＝２（ｘ＋１）ｘ。而含ｘ 的项 虽 然 有 几

项，但其二阶导数都等于零。显然，不 含ｘ 的 各 项 均 为 常 数，其 导 数 也 为 零。

因而由ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋ａｘ＋ｂ（ａ，ｂ为常数）得

ｄ２ｆ（ｘ）
ｄｘ２ ＝ｄ２（２ｘ２＋ａｘ＋ｂ）

ｄｘ２ ＝ｄ（４ｘ）
ｄｘ ＝４。

题型二　利用对角线法则计算三阶行列式

可由对角线法则即式（３１１１）计算三 阶 行 列 式 的 值。下 用 图３１１１
所示的画线方法帮助记忆。

图３１１１中各实线 连 接 的 三 个 元 素 的 乘 积 是 式（３１１１）右 端 带 正 号 的

项，各虚线连接的三个元素的乘积是式（３１１１）右端带负号的项。

如三 阶 行 列 式 含 有 零 元 素，可 用 式 （３１１１）简 化 计 算。因 这 时 式
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图３１１１
（３１１１）右端至少有两项等于零。

例２［１９９７年Ⅰ１９］　下列矩阵中，行列式的值为零的是

（Ａ）
　３ ２ １

－３ ２ １

　

熿

燀

燄

燅０ ０ １

．　　（Ｂ）
０ 　０ ３

０ －１ ０

１ 　

熿

燀

燄

燅３ ０

．　　（Ｃ）
０ －１ ０

３ 　０ ０

０ 　

熿

燀

燄

燅０ １

．

（Ｄ）
３ ２ １

２ １ ４
熿

燀

燄

燅６ ４ １

．　　　（Ｅ）
３ －１ ６

２ 　２ ４

１ 　

熿

燀

燄

燅６ ２

．

解　它的第三个列向量是第一个 列 向 量 的２倍，所 以 行 列 式 为 零，其 他

均不为零。事实上，利用式（３１１１）易求得（Ａ）中行列式的值为１×２×３－
（－３）×２×１＝６＋６＝１２；（Ｂ）中 行 列 式 的 值 为－［３×（－１）×１］＝３；（Ｃ）中

行列式的值为（－１）［１×（－１）×３］＝３ 而（Ｄ）中行列式的值为

３×１×１＋２×４×１＋６×２×４－１×１×６－４×４×３－１×２×２＝１。

仅（Ｅ）入选。

例３　设三阶矩阵Ａ＝

ａ －１ ａ

５ －３ ３

１－ａ ０ －

熿

燀

燄

燅ａ
，已知｜Ａ｜＝－１，ａ＝

（Ａ）１．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）３．　　　（Ｄ）４．　　　（Ｅ）５．
解　由三阶行列式的计算公式（３１１１）得到

｜Ａ｜＝（－３）×ａ（－ａ）＋（１－ａ）×（－１）×３

　－（－３）×ａ×（１－ａ）－（－ａ）×（－１）×５

＝３ａ２－３＋３ａ＋３ａ－３ａ２＋５ａ＝ａ－３＝－１，

即 ａ＝２。仅（Ｂ）入选。

例４（条件充分性判断）　可确定ａ，ｂ，ｃ的值均等于零。
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（１）
ａ－１ １ ２

１ ｂ ０

２ ０ ｃ

＝０；　　（２）
１ －ｃ －ｂ

ｃ １ －ａ

ｂ ａ １

＝１

解　设条件（１）与（２）中的三阶行列式分别为 Ｄ３ 与Δ３，由式（３．１．１．１）即

得

Ｄ３ ＝（ａ－１）×ｂ×ｃ＋１×０×２＋２×１×０－２×ｂ×２

　－（ａ－１）×０×０－１×１×ｃ
＝（ａ－１）ｂｃ－４ｂ－ｃ，

Δ３ ＝１×１×１＋ｃ×ａ（－ｂ）＋ｂ（－ｃ）（－ａ）－ｂ（－ｂ）×１

　－ａ（－ａ）×１－ｃ（－ｃ）×１
＝１－ａｂｃ＋ａｂｃ－（ｂ２＋ａ２＋ｃ２）＝１－（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）。

当条件（１）成立时，有（ａ－１）ｂｃ－４ｂ－ｃ＝０，但 不 能 由 此 确 定ａ＝ｂ＝ｃ＝
０．条件（１）不充分。

当条件（２）成立时，有１－（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＝１，即ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝０，因 而 可 确

定ａ＝ｂ＝ｃ。仅Ｂ入选。

题型三　计算行列式的若干常用方法

法一　用展开计算法求之。

利用行列式性质将行列式某行（列）化为只有一个（或两个）非零元，然后

对该行（列）展开计算；或利用行列式 性 质 将 行 列 式 化 成 准 三 角 行 列 式（特 殊

的拉普拉斯的展开形式）直接利用式（３１１６）或式（３１１７）计算。

例５［１９９７年Ⅰ２７］　计算ｎ阶行列式

Ｄ＝

ａ ０ ０ … ０ １

０ ａ ０ … ０ ０

０ ０ ａ  … …

… …   ０ ０

０ ０ … ０ ａ ０

１ ０ … ０ ０ ａ

。

解法１　将 Ｄ 按第１行展开得到

Ｄ ＝ａ

ａ

ａ


ａ

ａ （ｎ－１）×（ｎ－１）

＋（－１）１＋ｎ

０ ａ ０ … ０

０ ０ ａ  …

… …   ０

０ ０ … ０ ａ

１ ０ … ０ ０
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＝ａａｎ－１＋（－１）１＋ｎ（－１）ｎ－１＋１

ａ

ａ


ａ

ａ （ｎ－２）×（ｎ－２）

＝ａｎ－ａｎ－２＝ａｎ－２（ａ２－１）。

解法２　直接使用式（３１１８）求之即得 Ｄ＝（ａ２－１）ａｎ－２．
例６［１９９７年Ⅱ２６］　计算ｎ阶行列式

Ｄ＝

－ａ１ ａ ０ … ０

０ －ａ２ ａ２  …

…    ０

０ … ０ －ａｎ－１ ａｎ－１

１ １ … １ １

。

解法１　Ｄ 中第１行、第２行……第ｎ－１行 的 行 和 都 等 于 零，只 有 第ｎ
行的行和为ｎ。将各列加到第１列，这时虽不能提公因式，但可将其展开。

Ｄ
ｃ１＋ｃｉ

ｉ＝２，３，…，
ｎ

０ ａ１ ０ … ０

０ －ａ２ ａ２  …

…    ０

０ … ０ －ａｎ－１ ａｎ－１

ｎ １ … １ １

＝（－１）ｎ＋１ｎ

ａ１ ０ ０ … ０

－ａ２ ａ２ ０ … ０

０    …

…    ０

０ … ０ －ａｎ－１ ａｎ－１

＝（－１）ｎ＋１ａ１ａ２…ａｎ－１·ｎ。

解法２　将 Ｄ 中第ｉ列加到第ｉ＋１列（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）得到

Ｄ＝

－ａ１ ０ ０ … ０

０ －ａ２ ０ … ０
…    …

０ … ０ －ａｎ－１ ０

１ ２ … ｎ－１ ｎ

＝ｎ（－１）ｎ－１ａ１ａ２…ａｎ－１。
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例７　计算下列ｎ阶行列式，其中ａｉ，ｂｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ）不全为零：

Ｄ（１）
ｎ ＝

ａ１ ｂ１ ０ … ０

０ ａ２ ｂ２  …

…    ０

０ … ０ ａｎ－１ ｂｎ－１

ｂｎ ０ … ０ ａｎ

，

Ｄ（２）
ｎ ＝

ａ１ ０ … ０ ｂｎ

ｂ１ ａ２ ０ … ０

０    …

…  ｂｎ－２ ａｎ－１ ０

０ … ０ ｂｎ－１ ａｎ

。

解　下面只计算 Ｄ（１）
ｎ ，Ｄ（２）

ｎ 计算类似。用展开（降阶）法求之，按第１列

展开，得到

　　　　　　Ｄ（１）
ｎ ＝ａ１

ａ２ ｂ２ ０ … ０

０ ａ３ ｂ３  …

０ ０   ０
…   ａｎ－１ ｂｎ－１

０ … ０ ０ ａｎ

　＋（－１）１＋ｎｂｎ

ｂ１ ０ ０ … ０

ａ２ ｂ２ ０ … ０

０    …

…  ａｎ－１ ｂｎ－２ ０

０ … ０ ａｎ－１ ｂｎ－１

＝ａ１ａ２ａ３…ａｎ＋（－１）ｎ＋１ｂ１ｂ２…ｂｎ－１ｂｎ。 （３１１１２）

Ｄ（１）
ｎ 等于主对角 线 上 元 素 之 积 加 上 其 余ｎ个 元 素 之 积，后 者 所 带 的 符 号 为

（－１）ｎ＋１（ｎ＋１即为行列式阶数加１）或（－１）ｎ－１（ｎ－１即 为 行 列 式 阶 数ｎ减

１）．

同法可求得

Ｄ（２）
ｎ ＝ａ１ａ２…ａｎ＋（－１）ｎ＋１ｂ１ｂ２…ｂｎ＝ａ１ａ２…ａｎ＋（－１）ｎ－１ｂ１ｂ２…ｂｎ．

（３１１１３）

注意　上述两个行列式在求解 其 他 问 题 时 经 常 碰 到，应 记 住 所 得 结 果，
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直接引用可简化计算。

例８　设 Ｄ＝

１ ０ ２ ０

０ ２ ０ ３

３ ０ ４ ０

０ ４ ０ １

，则 Ｄ＝

（Ａ）０．　　（Ｂ）１０．　　（Ｃ）２０．　　（Ｄ）－１０．　　（Ｅ）－２０．
解法１　用行列式性质将 Ｄ 化为准对角行列式，用式（３１１６）计算．

Ｄ
ｃ２ｃ


３ （－１）

１ ２ ０ ０

０ ０ ２ ３

３ ４ ０ ０

０ ０ ４ １

ｒ２ｒ


３ （－１）（－１）

１ ２ ０ ０

３ ４ ０ ０

０ ０ ２ ３

０ ０ ４ １

＝
１ ２

３ ４

２ ３

４ １
＝（４－６）（２－１２）＝２０。仅（Ｃ）入选。

解法２　将 Ｄ 利用行列式性质化成式（３１１８）中行列式的形式，直接

使用该式结果求之。

Ｄ
ｃ３ｃ


４ （－１）

１ ０ ０ ２

０ ２ ３ ０

３ ０ ０ ４

０ ４ １ ０

ｒ３ｒ


４ （－１）（－１）

１ ０ ０ ２

０ ２ ３ ０

０ ４ １ ０

３ ０ ０ ４

＝
１ ２

３ ４

２ ３

４ １
＝（－２）（－１０）＝２０。仅（Ｃ）入选。

法二　用去掉成比例的分行（列）的方法计算。

所谓一行（列）与另一行（列）的分行（分 列）成 比 例 是 指 该 行（列）元 素 与

另一行（列）的分行（分列）的对应元素成比例。

一个行列式的第ｉ行（列）元素乘 以 常 数ｋ加 到 第ｊ 行（列）（ｉ≠ｊ）上，成

为第ｊ行（列）中的一分行（分列），消 掉 第ｊ行（列）的 这 一 分 行（分 列），下 称

在第ｊ行（列）中去掉与第ｉ行（列）成比例的分行（分列），即
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ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

… … …

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

… … …

ｋａｉ１＋ｂｊ１ ｋａｉ２＋ｂｊ２ … ｋａｉｎ＋ｂｊｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

ｒｊ＋（－ｋ）ｒ


ｉ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

… … …

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

… … …

ｂｊ１ ｂｊ２ … ｂｊｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

。

各行（列）元素分别有类似结构的行列式常用上法简化计算，该法就是利

用行列式性质５进行计算。

例９［２００１ 年 Ⅱ２０］　 已 知 三 阶 行 列 式

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ，则

ａ３１ ２ａ１１－５ａ２１ ３ａ２１

ａ３２ ２ａ１２－５ａ２２ ３ａ２２

ａ３３ ２ａ１３－５ａ２３ ３ａ２３

＝

（Ａ）－６ａ．　　　（Ｂ）６ａ．　　　（Ｃ）－１５ａ．　　　（Ｄ）１５ａ．
解　用行列式的性质将所求值的行列式用已知其值的行列式表示。

ａ３１ ２ａ１１－５ａ２１ ３ａ２１

ａ３２ ２ａ１２－５ａ２２ ３ａ２２

ａ３３ ２ａ１３－５ａ２３ ３ａ２３

第２列中
去掉与第３
列成比例


的分列

ａ３１ ２ａ１１ ３ａ２１

ａ３２ ２ａ１２ ３ａ２２

ａ３３ ２ａ１３ ３ａ２３

＝６

ａ３１ ａ１１ ａ２１

ａ３２ ａ１２ ａ２２

ａ３３ ａ１３ ａ２３

ｃ１ｃ


２
－６

ａ１１ ａ３１ ａ２１

ａ１２ ａ３２ ａ２２

ａ１３ ａ３３ ａ２３

ｃ２ｃ


３ （－６）×（－１）
ａ１１ ａ２１ ａ３１

ａ１２ ａ２２ ａ３２

ａ１３ ａ２３ ａ３３


取转置

６

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝６ａ．仅（Ｂ）入选。

例１０　证明

ａ１＋ｂ１ ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１

ａ２＋ｂ２ ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２

ａ３＋ｂ３ ｂ３＋ｃ３ ｃ３＋ａ３

＝２

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ３

。
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证　设左端行列式为 Ｄ，先将其拆成为两个行列式，得到

Ｄ１＝

ａ１ ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１

ａ２ ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２

ａ３ ｂ３＋ｃ３ ｃ３＋ａ３

＋

ｂ１ ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１

ｂ２ ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２

ｂ３ ｂ３＋ｃ３ ｃ３＋ａ３

，

然后再去掉上述两个行列式中与第１列成比例的分列，得到

Ｄ１＝

ａ１ ｂ１＋ｃ１ ｃ１

ａ２ ｂ２＋ｃ２ ｃ２

ａ３ ｂ３＋ｃ３ ｃ３

＋

ｂ１ ｃ１ ｃ１＋ａ１

ｂ２ ｃ２ ｃ２＋ａ２

ｂ３ ｃ３ ｃ３＋ａ３

，

再去掉 Ｄ１ 中与（ｃ１，ｃ２，ｃ３）Ｔ成比例的分列得到

Ｄ１＝

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ３

＋

ｂ１ ｃ１ ａ１

ｂ２ ｃ２ ａ２

ｂ３ ｃ３ ａ３

。

因　　

ｂ１ ｃ１ ａ１

ｂ２ ｃ２ ａ２

ｂ３ ｃ３ ａ３

ｃ２ｃ


３ （－１）

ｂ１ ａ１ ｃ１

ｂ２ ａ２ ｃ２

ｂ３ ａ３ ｃ３

ｃ１ｃ


２ （－１）×（－１）

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ３

＝

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ３

．

故行列式等式获证。

例１１　ｎ＋１阶行列式 Ｄｎ＋１＝

１ ａ１ ａ２ … ａｎ

１ ａ１＋ｂ１ ａ２ … ａｎ

１ ａ１ ａ２＋ｂ２  …

… …   ａｎ

１ ａ１ … ａｎ－１ ａｎ＋ｂｎ

＝

（Ａ）（－１）ｎ－１ｂ１ｂ２…ｂｎ．　　（Ｂ）ｂ１ｂ２…ｂｎ．　　（Ｃ）（－１）ｎ－２ｂ１ｂ２…ｂｎ．

（Ｄ）ａ１ａ２…ａｎ． （Ｅ）（－１）ｎ－１ａ１ａ２…ａｎ．

解　去掉与第１列成比例的分列即得
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Ｄｎ＋１＝

１ ０ ０ … ０

１ ｂ１ ０ … ０

… ０ ｂ２  …

１ …   ０

１ ０ … ０ ｂｎ

＝ｂ１ｂ２…ｂｎ。仅（Ｂ）入选。

例１２　Ｄ１＝

１０３ １００ ２０４

１９９ ２００ ３９５

３０１ ３００ ６００

＝

（Ａ）２０００．　（Ｂ）３０００．　（Ｃ）４０００．　（Ｄ）５０００．　（Ｅ）６０００．
解　Ｄ１ 中去掉与第２列成比例的分列得到

Ｄ３ ＝

１００＋３ １００ ２００＋４

２００－１ ２００ ４００－５

３００＋１ ３００ ６００＋０

＝

３ １００ ４

－１ ２００ －５

１ ３００ ０

＝１００

３ １ ４

－１ ２ －５

１ ３ ０

＝１００

３ １ ４

０ ５ －５

１ ３ ０

＝５００

３ １ ４

０ １ －１

１ ３ ０

＝５００

３ １ ５

０ １ ０

１ ３ ３

＝５００
３ ５

１ ３
＝２０００。仅（Ａ）入选。

注意　对其元素为数字，且数字较大的行列式应仔细分析各行或各列数

字之间的线性关系，利用上法（法二）将 行 列 式 尽 量 化 简，使 其 各 元 素 的 数 字

变小，然后再展开计算。

法三　利用已知其结果的行列式计算。

为此，常利用行列式性质将行列式化为上、下三角行列式和对角行列式，

化为副（次）对角线行列式利用 式（３１１５）计 算，化 为 范 德 蒙 行 列 式 使 用 式

（３１１１０）或式（３１１１１）计算，化为爪型行列式使用式（３１１９）计算。

例１３　计算ｎ＋１阶行列式

Ｄ＝

ｘ１ ａ２ ａ３ … ａｎ

ｂ２ ｘ２ ０ … ０

ｂ３ ０ ｘ３  …

… …   ０

ｂｎ ０ … ０ ｘｎ

　（ｘｉ≠０，ｉ＝１，２，…，ｎ）。
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解　Ｄ
ｒ１＋（－ａｉ／ｘｉ）ｒｉ

ｉ＝２，３，…，
ｎ

ｘ１－
ａ２ｂ２

ｘ２
－…－ａｎｂｎ

ｘｎ
０ ０ … ０

ｂ２ ｘ２ ０ … ０

ｂ３ ０ ｘ３  …

… …   ０

ｂｎ ０ … ０ ｘｎ

＝ｘ２ｘ３…ｘｎ ｘ１－
ｎ

ｉ＝２

ａｉｂｉ

ｘ（ ）ｉ
。

例１４（条件充分性判断）　

ａ ｂ ｃ

ａ２ ｂ２ ｃ２

ｂ＋ｃ ａ＋ｃ ａ＋ｂ
≠０。

（１）ａ＋ｂ＋ｃ≠０；　　（２）ａ，ｂ，ｃ为互异实数。

解　因

ａ ｂ ｃ

ａ２ ｂ２ ｃ２

ｂ＋ｃ ａ＋ｃ ａ＋ｂ

ｒ３＋ｒ


１

ａ ｂ ｃ

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ＋ｂ＋ｃ ａ＋ｂ＋ｃ ａ＋ｂ＋ｃ

＝（－１）（－１）（ａ＋ｂ＋ｃ）
１ １ １

ａ ｂ ｃ

ａ２ ｂ２ ｃ２

＝（ａ＋ｂ＋ｃ）
１ １ １

ａ ｂ ｃ

ａ２ ｂ２ ｃ２

。

左端行列式为三阶范德蒙行列式，由式（３１１１０）即得

原行列式＝（ａ＋ｂ＋ｃ）（ｂ－ａ）（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ）．

显然，当条件（１）与 条 件（２）单 独 成 立 时，它 们 都 不 充 分。当 条 件（１）与 条 件

（２）联合时，条件充分。仅 Ｃ入选。

例１５（条件充分性判断）　Ｄ４＝

ｘ 槡 槡１ ３ ５

１ ｘ ０ ０

槡３ ０ ｘ ０

槡５ ０ ０ ｘ

＞０。

（１）ｘ＞３；　　　　　（２）ｘ＜－３。

解　所给行列式为爪型行列式。利用式（３１１９）即得
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Ｄ４ ＝ｘｘｘ ｘ－１×１
ｘ －槡 槡３× ３

ｘ －槡 槡５× ５（ ）ｘ
＝ｘ３ｘ２－９

ｘ

＝ｘ２（ｘ２－９）。

当条件（１）成立时，有ｘ＞３，ｘ２（ｘ２－９）＞０。条 件（１）充 分。当 条 件（２）

成立时，ｘ＜－３，有ｘ２（ｘ２－９）＞０。条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

法四　用消成零元素、提取公因式法计算。

将行列式化成未知变元的线性 函 数 的 因 式 的 乘 积，可 试 用 消 成 零 元 素、

提取公因式法。此法的含义就是将行 列 式 中 不 含 未 知 变 元 的 某 元 素 利 用 行

列式性质将其消成零，使 零 所 在 的 行 或 所 在 的 列 出 现 未 知 变 元 的 一 次 公 因

式，直到行列式化成为未知变元的二次或一次式才展开行列式。这时就可将

行列式写成未知变元的线性函数的因式的乘积，求出其结果。

例１６［２０００年Ⅱ２２］　４阶行列式

２ ２ ２ ２＋ｘ

２ ２ ２－ｘ ２

２ ２＋ｙ ２ ２

２－ｙ ２ ２ ２

＝ 。

解　将 不 含ｘ，ｙ 的 元 素 消 成 零，然 后 再 在 零 元 素 所 在 的 行 或 列 提 取 公

因式，最后展开行列式，得到

２ ２ ２ ２＋ｘ

２ ２ ２－ｘ ２

２ ２＋ｙ ２ ２

２－ｙ ２ ２ ２

ｒ２－ｒ１

ｒ４－ｒ


３

２ ２ ２ ２＋ｘ

０ ０ －ｘ －ｘ

２ ２＋ｙ ２ ２

－ｙ －ｙ ０ ０

＝ｘｙ

２ ２ ２ ２＋ｘ

０ ０ －１ －１

２ ２＋ｙ ２ ２

－１ －１ ０ ０

，

ｒ１＋２ｒ４

ｒ３＋２ｒ


４
ｘｙ

０ ０ ２ ２＋ｘ

０ ０ －１ －１

０ ｙ ２ ２

－１ －１ ０ ０

＝ ｘｙ （－ １）５ （－ １）

０ ２ ２＋ｘ

０ －１ －１

ｙ ２ ２
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＝ｘｙｙ（－１）４
　２ ２＋ｘ

－１ －１
＝ｘｙ２（－２＋２＋ｘ）＝ｘ２ｙ２。

法五　使用递推法计算。

计算三对角线行列式常用递推法计算。

应用行列式的性质把一个高（ｎ）阶行列式表示为具有相同结构的较低阶

行列式（例如ｎ－１阶，或ｎ－１阶 与ｎ－２阶 的 行 列 式）的 线 性 关 系 式。这 种

关系式称为递推关系式。根据递推关系式及某个低阶行列式（例如二阶或一

阶行列式）的值，便可递推求得所给ｎ阶 行 列 式 的 值。这 种 计 算 行 列 式 的 方

法称为递推法。

元素特殊的三对角线行列式还可利用行列式性质采用其他的方法计算。

例１７［２００２年Ⅰ１５］　５阶行列式 Ｄ５＝

４ ３ ０ ０ ０

１ ４ ３ ０ ０

０ １ ４ ３ ０

０ ０ １ ４ ３

０ ０ ０ １ ４

等于

（Ａ）２６４　　　（Ｂ）３６４　　　（Ｃ）－２６４　　　（Ｄ）－３６４

解　将 Ｄ５ 按第１行展开得到 Ｄ５＝４Ｄ４－３Ｄ３。依次递推，有

Ｄ５ ＝４（４Ｄ３－３Ｄ２）－３Ｄ３＝１３Ｄ３－１２Ｄ２

＝１３（４Ｄ２－３Ｄ１）－１２Ｄ２＝４０Ｄ２－３９Ｄ１，

易求得 Ｄ２＝
４ ３

１ ４
＝１６－３＝１３，　Ｄ１＝４，

故 Ｄ５＝４０×１３－３９×４＝５２０－１５６＝３６４ 仅（Ｂ）入选。

题型四　计算行（列）和相等的行列式

将各列（行）加到第１列（行），提 取 公 因 式，再 利 用 行 列 式 性 质 化 为 三 角

行列式或将元素为１的第１列（行）化成只含一个非零元素，再展开计算．

例１８［１９９７年Ⅱ２８］　已知Ａ＝

１ ２ ２

２ １ ２
熿

燀

燄

燅２ ２ １

，Ｅ 为 三 阶 单 位 阵，问λ为 何

值时，能使｜λＥ－Ａ｜＝０？
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解法１　 ｜λＥ－Ａ｜＝

λ－１ －２ －２

－２ λ－１ －２

－２ －２ λ－１

． ①

此行列式为行和与列和都相等的行列式，因而有下述解法：

｜λＥ－Ａ｜
ｃ１＋ｃｉ
ｉ＝２，

３

λ－５ －２ －２

λ－５ λ－１ －２

λ－５ －２ λ－１

＝（λ－５）
１ －２ －２

１ λ－１ －２

１ －２ λ－１

ｃ２＋２ｃ１

ｃ３＋２ｃ


１
（λ－５）

１ ０ ０

１ λ＋１ ０

１ ０ λ＋１

＝（λ－５）（λ＋１）２

当λ１＝λ２＝－１或λ３＝５时，有｜λＥ－Ａ｜＝０．

解法２　在行列式①中将不含λ的元素消成零，提取公因式，得到

｜λＥ－Ａ｜
ｒ１－ｒ


２

λ＋１ －λ－１ ０

－２ λ－１ －２

－２ －２ λ－１

ｒ３－ｒ


２ （λ＋１）
１ －１ ０

－２ λ－１ －２

０ －１－λ λ＋１

＝（λ＋１）２
１ －１ ０

－２ λ－１ －２

０ －１ １

ｒ２＋２ｒ


１ （λ＋１）２
１ －１ ０

０ λ－３ －２

０ －１ １

＝（λ＋１）２
λ－３ －２

－１ １

＝（λ＋１）２（λ－５）．

故当λ１＝λ２＝－１或λ３＝５时，｜λＥ－Ａ｜＝０．

例１９［１９９８年Ⅱ３０］　计算行列式 Ｄ＝

１ ２ ３ ４ ５

２ ３ ４ ５ １

３ ４ ５ １ ２

４ ５ １ ２ ３

５ １ ２ ３ ４

．

解　把 Ｄ 的各列加到第１列上，提出公因子１５，得到
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Ｄ ＝１５

１ ２ ３ ４ ５

１ ３ ４ ５ １

１ ４ ５ １ ２

１ ５ １ ２ ３

１ １ ２ ３ ４

由下而上各


行减去上一行

１５

１ ２ ３ ４ ５

０ １ １ １ －４

０ １ １ －４ １

０ １ －４ １ １

０ －４ １ １ １

对第１行


展开
１５

１ １ １ －４

１ １ －４ １

１ －４ １ １

－４ １ １ １

各列加到

第１


列上
１５

－１ １ １ －４

－１ １ －４ １

－１ －４ １ １

－１ １ １ １

第１列加到


各列上
１５

－１ ０ ０ －５

－１ ０ －５ ０

－１ －５ ０ ０

－１ ０ ０ ０

＝１５×（－１）４（４－１）／２（－５）３×（－１）＝１８７５

例２０　行列式

１ －１ １ ｘ－１

１ －１ ｘ＋１ －１

１ ｘ－１ １ －１

ｘ＋１ －１ １ －１

＝

（Ａ）ｘ．　 　（Ｂ）ｘ２．　 　（Ｃ）ｘ５．　 　（Ｄ）ｘ３．　 　（Ｅ）ｘ４．

解　上行列式仅各行的行和相等，将各列都加到第１列，得

原式＝

ｘ －１ １ ｘ－１

ｘ －１ ｘ＋１ －１

ｘ ｘ－１ １ －１

ｘ －１ １ －１

＝ｘ

１ －１ １ ｘ－１

１ －１ ｘ＋１ －１

１ ｘ－１ １ －１

１ －１ １ －１

ｃ２＋ｃ１

ｃ３＋（－１）ｃ１

ｃ４＋ｃ



１

ｘ

１ ０ ０ ｘ

１ ０ ｘ ０

１ ｘ ０ ０

１ ０ ０ ０

＝ｘ（－１）４（４－１）／２ｘ３

＝ｘ４（利用（３１１５）式）．仅（Ｅ）入选．
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例２１（条件充分性判断）　

ａ－３ －１ ０ １

－１ ａ－３ １ ０

０ １ ａ－３ －１

１ ０ －１ ａ－３

＝０．

（１）ａ＝３；　　　　　（２）ａ＝５

解　令所给４阶行列式为 Ｄ４，则 Ｄ４ 是行和相等的行列式．因而

Ｄ４
ｃ１＋ｃｉ

ｉ＝２，３，
４

ａ－３ －１ ０ １

ａ－３ａ－３ １ ０

ａ－３ １ ａ－３ －１

ａ－３ ０ －１ ａ－３

＝（ａ－３）

１ －１ ０ １

１ａ－３ １ ０

１ １ ａ－３ －１

１ ０ －１ ａ－３

ｒｉ＋（－１）ｒ


１ （ａ－３）

１ －１ ０ １

０ ａ－２ １ －１

０ ２ ａ－３ －２

０ １ －１ ａ－４

＝（ａ－３）
ａ－２ １ －１

２ ａ－３ －２

１ －１ ａ－４

ｃ１＋ｃ


３ （ａ－３）
ａ－３ １ －１

０ ａ－３ －２

ａ－３ －１ ａ－４

＝（ａ－３）２
１ １ －１

０ ａ－３ －２

１ －１ ａ－４

ｃ３＋ｃ


２ （ａ－３）２
１ １ ０

０ ａ－３ ａ－５

１ －１ ａ－５

＝（ａ－３）２（ａ－５）
１ １ ０

０ａ－３ １

１ －１ １

ｒ２－ｒ


３ （ａ－３）２（ａ－５）
１ １ ０

－１ａ－２ ０

１ －１ １

＝（ａ－３）２（ａ－５）
１ １

－１ ａ－２
＝（ａ－１）（ａ－３）２（ａ－５）．

显然，条件（１）与条件（２）都充分．仅 Ｄ入选．

题型五　求解行列式方程

其思路就是将行列式利用行列式性质化为未知数的线性函数的乘积。

法一　用观察法计算。

观察未知数取何值时该行列式有两行（两列）相同或成比例．未知数所取

的这些值就是所求行列式方程的根．
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例２２　ｘ为何值时

２ ２ －１ ３

４ ｘ２－５ －２ ６

－３ ２ －１ ｘ２＋１

３ －２ １ －２

＝０．

解　该行列式展开后是关于ｘ的四次方程，因而行列式等于零的根有四

个．
注意到由第１、第２行及第３、第４行对应元素成比例分别得到ｘ２－５＝

４，ｘ２＋１＝２，即ｘ＝±３，ｘ＝±１

例２３　方程ｆ（ｘ）＝

１ １ １ … １

１ １－ｘ １ … １

１ １ ２－ｘ  …

… … 　  １

１ １ … １ ｎ－ｘ

＝０的根为

（Ａ）－１，０，１，２，…，ｎ－２．　（Ｂ）０，１，２，…，ｎ－１．　（Ｃ）１，２，３，…，ｎ．
（Ｄ）２，３，４，…，ｎ＋１． （Ｅ）３，４，５，…，ｎ＋２．
解法１　用观察法求之．当ｘ＝０时，ｆ（ｘ）中 第１列 与 第２列 相 同，有ｆ

（ｘ）＝０．因而ｘ＝０为ｆ（ｘ）＝０的一个根．同法可观察出，当ｘ＝１时，第３列

与第１列相同，故ｘ２＝１也是ｆ（ｘ）＝０的根。一般有ｘｉ＝ｉ－１时ｆ（ｘ）的第ｉ
列与第１列相同，故ｘｉ＝ｉ－１（ｉ＝１，２，…，ｎ）均为ｆ（ｘ）＝０的 根．显 然，ｆ（ｘ）

为ｎ次多项式最多只有ｎ 个根，因而０，１，…，ｎ－１为其全部根。仅（Ｂ）入选．
解法２　在ｆ（ｘ）中去掉行列中与第１列成比例的分别得到

ｆ（ｘ）＝

１ １ １ … １

１ １－ｘ １ … １

１ １ １＋（１－ｘ）  …

… …   １

１ １ … １ １＋（ｎ－１－ｘ）

＝

１ ０ ０ … ０

１ －ｘ ０ … ０

１ ０ １－ｘ  …

… …   ０

１ ０ … ０ ｎ－１－ｘ

＝－ｘ（１－ｘ）（２－ｘ）…（ｎ－１－ｘ）＝０，
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故ｆ（ｘ）＝０的解为０，１，２，…，ｎ－１ 仅（Ｂ）入选．
法二　使用展开的方法计算。

利用行列式性质将行列式的某行 或 某 列 化 成 只 含 一 个 非 零 元 素 或 化 成

准三角行列式（特殊的拉普拉斯展开式）的形式，再展开．

例２４［２０００年Ⅰ２２］　求方程

１ １ １ １

－２ ｘ ３ １

２ ２ ｘ ４

３ ３ ４ ｘ

＝０的根．

解　将行列式算出并化为ｘ的一次因式的乘积得

　

１ １ １ １

－２ ｘ ３ １

２ ２ ｘ ４

３ ３ ４ ｘ

Ｃ１－Ｃ


２

０ １ １ １

－（２＋ｘ） ｘ ３ １

０ ２ ｘ ４

０ ３ ４ ｘ

＝－（２＋ｘ）（－１）２＋１

１ １ １

２ ｘ ４

３ ４ ｘ

＝（２＋ｘ）
１ ０ ０

２ ｘ－２ ２

３ １ ｘ－３

＝（２＋ｘ）［（ｘ－２）（ｘ－３）－２］

＝（２＋ｘ）（ｘ２－５ｘ＋４）＝（２＋ｘ）（ｘ－４）（ｘ－１）＝０，

故所给方程的根为１，４，－２

例２５［２００２年Ⅱ１７］　ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－３

２ｘ－２ ２ｘ－１ ２ｘ－３

３ｘ－３ ３ｘ－２ ３ｘ－５

＝０的根为

（Ａ）２．　　　　（Ｂ）３．　　　　（Ｃ）０或３．　　　　（Ｄ）０．
解　注意到各列都含有相同的分列先用行列式性质化简行列式，得到

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－３

２ｘ－２ ２ｘ－１ ２ｘ－３

３ｘ－３ ３ｘ－２ ３ｘ－５

Ｃ２－Ｃ１

Ｃ３－Ｃ


１

ｘ－２ １ －１

２ｘ－２ １ －１

３ｘ－３ １ －２

Ｃ３＋Ｃ


２
ｘ－２ １ ０

２ｘ－２ １ ０

３ｘ－３ １ －１

＝（－１）
ｘ－２ １

２ｘ－２ １
＝（－１）［ｘ－２－（２ｘ－２）］
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＝（－１）（－ｘ）＝０．
故ｘ＝０，即ｆ（ｘ）＝０的根只有一个零．仅（Ｄ）入选．

法三　化成已知其结果的行列式求之．

例２６　（条件充分判断）Ｄ＝

λ＋２ －１ －１ －１

－１ λ＋２ －１ －１

－１ －１ λ＋２ －１

－１ －１ －１ λ＋２

＝０。

（１）λ＝１；　　　　　（２）λ＝－３
解　所给行列式为列和与行和均相等的行列。将各行都加到第１行，有

　　Ｄ
ｒ１＋ｒｉ

ｉ＝２，３，
４

λ－１ λ－１ λ－１ λ－１

－１ λ＋２ －１ －１

－１ －１ λ＋２ －１

－１ －１ －１ λ＋２

＝（λ－１）

１ １ １ １

－１ λ＋２ －１ －１

－１ －１ λ＋２ －１

－１ －１ －１ λ＋２

ｒｉ＋ｒｉ

ｉ＝２，３，
４

（λ＋１）

１ １ １ １

０ λ＋３ ０ ０

０ ０ λ＋３ ０

０ ０ ０ λ＋３

＝（λ－１）（λ＋３）３

当条件（１）与条件（２）单独成立时，都有 Ｄ＝０．它们都充分．仅 Ｄ入选．

例２７　方程

１ ｘ－１ （ｘ－１）２ （ｘ－１）３

１ ２ ４ ６

１ ｘ ｘ２ ｘ３

１ －３ ９ －２７

＝０根的个数为

（Ａ）２个．　　（Ｂ）３个．　　（Ｃ）４个．　　（Ｄ）５个．　　（Ｅ）６个．
解　方程左边的行列式为一个以ｘ－１，２，ｘ，－３为列元素的４阶范德蒙

行列式．由式（３１１１１）得到

原式＝［２－（ｘ－１）］［ｘ－（ｘ－１）］［－３－（ｘ－１）］（ｘ－２）（－３－２）（－３－ｘ）

＝－５（ｘ＋２）（ｘ－２）（ｘ＋３）（３－ｘ），

故方程的根共有四个不同的根．仅（Ｃ）入选．
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法四　消成零元素，提取公因式法求之。

详见本节题型三（计算行列式的若干常用方法）法四．

例２８　λ的三次方程ｆ（ｘ）＝
λ－１ ２ －２

２ λ－４ ４

－２ ４ λ－４

＝０的根为

（Ａ）１．（Ｂ）９或０．（Ｃ）１，－１．（Ｄ）２，８．（Ｅ）以上结论都不正确．
解　直接展开将得到λ的三次多项式不易分解为λ 的线性函数的乘积，

为此采用消成零元素、提取 公 因 式 法，即 将ｆ（λ）的 第１行，第３行 处 的 元 素

消成零，再提取零所在的第３列的公因式λ，即

ｆ（λ）
Ｃ３＋Ｃ


２
λ－１ ２ ０

２ λ－４ λ
－２ ４ λ

＝λ

λ－１ ２ ０

２ λ－４ １

－２ ４ １

ｒ２－ｒ


３
λ

λ－１ ２ ０

４ λ－８ ０

－２ ４ １

＝λ
λ－１ ２

４ λ－８

＝λ［（λ－１）（λ－８）－８］＝λ（λ２－９λ＋８－８）

＝λ（λ２－９λ）＝λ２（λ－９）．
因而ｆ（λ）＝ｘ２（λ－９）的根为０或９。仅（Ｂ）入选．

题型六　求代数余子式之和的值

类型（一）　求代数余子式线性组合的值。
法一　常用代数余子式性质即定理３１１１和定理３１１２求之．

例２９［２００３年Ⅰ２８］　已知

２ １ ３ ４

１ ０ ２ ３

１ ５ ２ １

－１ １ ５ ２

，则Ａ１３＋Ａ２３＋Ａ４３等于

（Ａ）２　　　（Ｂ）３　　　（Ｃ）４　　　（Ｄ）－８　　　（Ｅ）－４

解法１　Ａ１３＋Ａ２３＋Ａ４３＝

２ １ １ ４

１ ０ １ ３

１ ５ ０ １

－１ １ １ ２

ｒ１－ｒ２

ｒ４－ｒ


２

１ １ ０ １

１ ０ １ ３

１ ５ ０ １

－２ １ ０ －１

＝（－１）２＋３

　１ １ １

　１ ５ １

－２ １ １

Ｃ３－Ｃ


１
－

　１ １ ０

　１ ５ ０

－２ １ １

＝－
１ １

１ ５
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＝－４ 仅（Ｅ）入选．

解法２　Ａ１３＋Ａ２３＋Ａ４３＝（－１）１＋３

１ ０ ３

１ ５ １

－１ １ ２

＋（－１）２＋３

２ １ ４

１ ５ １

－１ １ ２

＋（－１）４＋３

２ １ ４

１ ０ ３

１ ５ １

＝２７－３９－（－８）＝－４．

例３０　设 Ｄ＝

１ ２ ３ ４

５ ６ ７ ８

２ ３ ４ ５

６ ７ ８ ９

，求３Ａ１２＋７Ａ２２＋４Ａ３２＋８Ａ４２，其中 Ａｉ２ （ｉ

＝１，２，３，４）为 Ｄ 中元素ａｉ２的代数余子式．
解法１　因Ａｉ２为 Ｄ 中元素ａｉ２的代数余子式（ｉ＝１，２，３，４），故将 Ｄ 中第

２列元素依次换为３，７，４，８，即得

３Ａ１２＋７Ａ２２＋４Ａ３２＋８Ａ４２＝

１ ３ ３ ４

５ ７ ７ ８

２ ４ ４ ５

６ ８ ８ ９

＝０．

解法２　因３，７，４，８恰为 Ｄ 中第３列 元 素，而 Ａ１２，Ａ２２，Ａ３２，Ａ４２为 Ｄ 中

第２列元素的代数余子式，由定理３１１２有３Ａ１２＋７Ａ２２＋４Ａ３２＋８Ａ４２＝０．

例３１　已知５阶行列式 Ｄ５＝

１ ２ ３ ４ ５

２ ２ ２ １ １

３ １ ２ ４ ５

１ １ １ ２ ２

４ ３ １ ５ ０

＝２７，求Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３

和Ａ４４＋Ａ４５，其中Ａ４ｊ为Ｄ５ 中第４行第ｊ列元素的代数余子式（ｊ＝１，２，３，４，

５）．
解　由已知条件及式（３１１２）分别得到

（１×Ａ４１＋１×Ａ４２＋１×Ａ４３）＋（２×Ａ４４＋２×Ａ４５）＝２７，

（２×Ａ４１＋２×Ａ４２＋２×Ａ４３）＋（１×Ａ４４＋１×Ａ４５）＝０｛ 。

由上面两个方程可解得

Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＝－９；Ａ４４＋Ａ４５＝１８
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例３２（条件充 分 性 判 断）　三 阶 行 列 式

２ ２ ３

１ １ ２

２ ｙ ｘ

＝１，且 Ｍ１１＋Ｍ１２－

Ｍ１３＝３（Ｍｉｊ是行列式中元素ａｉｊ的余子式）．
（１）ｘ＝４，ｙ＝１；　　（２）ｘ＝０，ｙ＝１

解　由

２ ２ ３

１ １ ２

２ ｙ ｘ

ｒ１＋（－２）ｒ


２
０ ０ －１

１ １ ２

２ ｙ ｘ

＝（－１）（ｙ－２）＝１

故ｙ＝１ 又由

　　　Ｍ１１＋Ｍ１２－Ｍ１３＝（－１）１＋１Ｍ１１－（－１）１＋２Ｍ１２－（－１）１＋３Ｍ１３

＝Ａ１１－Ａ１２－Ａ１３＝

１ －１ －１

１ １ ２

２ ｙ ｘ

Ｃ２＋Ｃ１

Ｃ３＋Ｃ


１

１ ０ ０

１ ２ ３

２ ｙ＋２ ２＋ｘ

＝
２ ３

ｙ＋２ ２＋ｘ

＝２（２＋ｘ）－３（ｙ＋２）＝４＋２ｘ－３×３＝３，

即ｘ＝４ 条件（１）充分，而条件（２）不充分．仅 Ａ入选．

法二　利用伴随矩阵直接写出∑
ｎ

ｋ＝１
Ａｋｊ或∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｉｋ求之．

如果由矩阵Ａ 能方便地求出Ａ－１及｜Ａ｜，则由Ａ ＝Ａ－１｜Ａ｜，即可写出所

求．

例３３　设Ａ 为三阶可逆矩阵，且Ａ－１＝

２ ３ ４

１ －１ ２
熿

燀

燄

燅３ １ ２

，则Ａ２１＋Ａ２２＋Ａ２３

＝
（Ａ）１／２０．　　（Ｂ）２／２０．　　（Ｃ）３／２０．　　（Ｄ）５／２１　　（Ｅ）６／２７

解　 ｜Ａ－１｜＝

２ ３ ４

１ －１ ２

３ １ ２

＝

５ ３ １０

０ －１ ０

４ １ ４

＝２０，

Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１＝Ａ－１／｜Ａ－１｜＝１
２０

２ ３ ４

１ －１ ２
熿

燀

燄

燅３ １ ２

，
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故其第２列的元素之和，即

Ａ２１＋Ａ２２＋Ａ２３＝１
２０

（３－１＋１）＝３
２０．仅（Ｃ）入选．

法三　利用伴随矩阵Ａ ＝（Ａｊｉ）ｎ×ｎ的特征值性质求之．
设Ａ 的特征值为λ１，λ２，…，λｎ，则 Ａ１１＋Ａ２２＋…＋Ａｎｎ＝λ１＋λ２＋…＋

λｎ．
例３４　设Ａ 是三阶可逆矩阵，如Ａ－１的特征值为１，２，３，则｜Ａ｜的代数余

子式之和：Ａ１１＋Ａ２２＋Ａ３３＝
（Ａ）１．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）３．　　　（Ｄ）４．　　　（Ｅ）５．
解　Ａ１１，Ａ２２，Ａ３３为Ａ 的伴随矩阵Ａ 的主对角线上的元素，则Ａ１１＋Ａ２２

＋Ａ３３＝Ａ 的三个特征值之和。下求Ａ 的特征值．
因Ａ－１的特征值为１，２，３，故Ａ 的特征值为λ１＝１，λ２＝１／２，λ３＝１／３，又｜

Ａ｜＝λ１λ２λ３＝１×（１／２）×（１／３）＝１／６，故Ａ 的三个特征值分别为

｜Ａ｜／λ１＝１／６，　｜Ａ｜／λ２＝１／３，　｜Ａ｜／λ３＝１／２，

故Ａ１１＋Ａ２２＋Ａ３３＝１／６＋１／３＋１／２＝１ 仅（Ａ）入选．
类型（二）　求行列式｜Ａ｜中所有元素的代数余子式之和．
伴随矩 阵 法。　当 Ａ－１易 求 时，先 求 出 Ａ－１，再 由 Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１，求 出

Ａ ，则Ａ 中所有元素之和即为｜Ａ｜中所有元素的代数余子式之和．

例３５　ｎ阶行列式｜Ａ｜＝

０ ０ … ０ １

１ ０  ０ ０

０ １  ０ …

… …   ０

０ … ０ １ ０

所 有 元 素 的 代 数 余 子

式的和＝
（Ａ）（－１）ｎ－２ｎ．　（Ｂ）ｎ．　（Ｃ）（－１）ｎ－１ｎ．　（Ｄ）２ｎ．　（Ｅ）３ｎ．
解　设｜Ａ｜中元素ａｉｊ的代数余子式为Ａｉｊ，下求｜Ａ｜中所有元素的代数余

子式的和．由于Ａ ＝（Ａｊｉ）ｎ×ｎ，如能求Ａ 便可求出｜Ａ｜中所有元素的代数余

子式的和，而Ａ ＝（Ａ）Ａ－１，归结求出｜Ａ｜及Ａ－１．易求得

Ａ－１＝

０ ０ … ０ １

１ ０  … ０

０ １  ０ …

…   ０ ０

０ …

熿

燀

燄

燅０ １ ０

－１

＝

０ １ ０ … ０

０ ０ １  …

…    ０

０ … ０ ０ １

１ ０ …

熿

燀

燄

燅０ ０
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由式（３１１１２）即得｜Ａ｜＝００…０＋（－１）ｎ－１１×１…１＝（－１）ｎ－１，从而Ａ ＝

｜Ａ｜Ａ－１＝（－１）ｎ－１Ａ－１，故｜Ａ｜中 的 所 有 元 素 代 数 余 子 式 之 和 为（－１）ｎ－１ｎ．

仅（Ｃ）入选．

习　题　３１１

（一）问题求解

１ 如果

ａ ０ ０ １

０ ０ －ａ ２

３ ａ ０ －１

１ ２ －１ ０

＝８，则ａ＝

（Ａ）２或４．（Ｂ）－２或－４．（Ｃ）０或８．（Ｄ）－２或４．（Ｅ）０或－８．

２ 设ｆ（ｘ）＝

１ ２ ３ ４

１ ｘ ３ ４

１ ２ ｘ ４

１ ２ ３ ｘ

，则ｆ′（２）＝

（Ａ）０． （Ｂ）２． （Ｃ）４． （Ｄ）８． （Ｅ）１２．

３ 设ｎ阶矩阵Ａ＝

０ １ １ … １

１ ０ １ … １

１ １   …

…   ０ １

１ … １ １ ０

，则｜Ａ｜＝

（Ａ）（－１）ｎ－１（ｎ－１）． （Ｂ）（－１）ｎ－２（ｎ－１）． （Ｃ）（－１）ｎ．
（Ｄ）ｎ． （Ｅ）ｎ－１．

４ 设 Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ ２， 则

４ａ１１ ４ａ１２ ４ａ１３

２ａ１１－３ａ２１ ２ａ１２－３ａ２２ ２ａ１３－３ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝

（Ａ）１６． （Ｂ）４８． （Ｃ）－２４． （Ｄ）－８． （Ｅ）２４．
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５ 设α，β，γ是方程ｘ３＋ｐｘ＋ｑ＝０的三个根，则 Ｄ３＝
α β γ

γ α β

β γ α

＝

（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）０． （Ｄ）３． （Ｅ）４．
６ 已知５阶行列式第１列元素分别为－１，１，３，ｘ，４；其第２列对应的代

数余子式依次为３，４，２，５，７，则ｘ等于

（Ａ）４． （Ｂ）－７．　（Ｃ）６．　（Ｄ）－４． （Ｅ）以上结论都不正确．

７

ａ１－ｂ１ ｂ１－ｃ１ ｃ１－ａ１

ａ２－ｂ２ ｂ２－ｃ２ ｃ２－ａ２

ａ３－ｂ３ ｂ３－ｃ３ ｃ３－ａ３

＝

（Ａ）０． （Ｂ）１． （Ｃ）２． （Ｄ）３． （Ｅ）４．

８

ａ ０ ０ ｂ

０ ａ ｂ ０

０ ｂ ａ ０

ｂ ０ ０ ａ

＝

（Ａ）ａ４－ｂ４． （Ｂ）ａ４＋ｂ４． （Ｃ）（ａ２＋ｂ２）２．
（Ｄ）（ａ２－ｂ２）２． （Ｅ）（ａ＋ｂ）２．

９ 计算行列式 Ｄ＝

１ －１ １ ｘ－１

１ －１ ｘ＋１ －１

１ ｘ－１ １ －１

ｘ＋１ －１ １ －１

＝

（Ａ）ｘ． （Ｂ）ｘ２． （Ｃ）ｘ３． （Ｄ）ｘ４． （Ｅ）３ｘ４．

１０ 设Ａ 为１０×１０矩 阵，Ａ＝

０ １ ０ … ０

０ ０ １  …

…    ０

０ … ０ ０ １

１０１０ ０ ０ … ０

。计 算 行 列 式

｜Ａ－λＥ｜＝（　　），其中Ｅ 为１０阶单位矩阵，λ为常数．
（Ａ）λ１２ （Ｂ）λ１０ （Ｃ）λ－１０ （Ｄ）λ１０－１０１０ （Ｅ）λ１４

１１ 方程ｆ（ｘ）＝

１ ２ ３ ４

１ ｘ ３ ４

１ ２ ｘ ４

１ ２ ３ ｘ

＝０的解是
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（Ａ）０，１，５． （Ｂ）２，３，４．　　　　（Ｃ）６，７，８．
（Ｄ）－２，－１，０． （Ｅ）５，６，７．

１２ 设等差数 列｛ａｎ｝的 第ｋ 项，第ｌ项 和 第ｎ 项 分 别 为ａｋ，ａｌ，ａｎ，则

ｋ ａｋ １

ｌ ａｌ １

ｎ ａｎ １

＝

（Ａ）０． （Ｂ）１． （Ｃ）２． （Ｄ）３． （Ｅ）４．

１３ 已知４阶行列式的值为３，它 的 第３个 行 向 量 为（０，２，４，ａ），它 们 对

应的代数余子式分别等于１０，３，－２，－１，则ａ＝
（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）３． （Ｄ）４． （Ｅ）－５．

１４ 行列式方程ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－２ ｘ－３
２ｘ－２２ｘ－１２ｘ－２２ｘ－３
３ｘ－３３ｘ－２４ｘ－５３ｘ－５
４ｘ ４ｘ－３５ｘ－７４ｘ－３

＝０的根的个数为

（Ａ）１． （Ｂ）２． （Ｃ）３． （Ｄ）４． （Ｅ）５．
１５ 下列行列式中为零的是

（Ａ）
２ １ ０
４ ０ ２
０ １ １

．　　　　（Ｂ）
１ ２ ０
２ ４ ７

－１ －２ ３
．　（Ｃ）

０ ０ １
２ ４ １
３ ２ １

．

（Ｄ）
０ －１ １

－１ ０ １
２ ２ ０

．　　（Ｅ）
０ ３ ０
２ ０ ０
１ ０ ４

．

（二）条件充分性判断

１ｆ（ｘ）＝
λ－１ １ －１
－２ λ＋２ －２
１ －１ λ＋１

＝０．

（１）λ＝０； （２）λ＝２

２ 行列式 Ｄ＝

１ ２ ３ ４
－１ ０ ３ ４
－１ －２ ０ ４
－１ －２ －３ ｔ

＝４

（１）ｔ＝１； （２）ｔ＝２
３设５阶行列式Ｄ 依下列次序变换：变换第１行与第５行，周转置，用２
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乘所有元素，再用（－３）乘第２列加至第４列，最后用４除第２列各元素，结果

为－３２．

（１）Ｄ＝４； （２）Ｄ＝２

４ 行列式 Ｄ＝

０ １ ２ ０ １

２ ０ ０ ３ ０

０ ａ １ ０ １

１ ０ ０ ｂ ０

０ １ ３ ０ １

＝０．

（１）ａ＝１，ｂ为任意数； 　　（２）ｂ＝３／２，ａ为任意数．

５Ｄ＝

１ １ １

ａ－１ ２ ａ＋１
（ａ－１）２ ４ （ａ＋１）２

＝０．

（１）ａ＝１； （２）ａ＝３

６ 行列式 Ｄ４＝

１ ０ ｘ １

０ １ １ ｘ

１ ｘ ０ １

ｘ １ １ ０

＝０．

（１）ｘ＝±２； （２）ｘ＝０．

７４阶行列式 Ｄ４＝

１ －１ ０ ０

－１ ｘ －１ ０

－４ ０ ｘ －１

４ ０ ０ ｘ

＞０．

（１）ｘ＞２； （２）ｘ＜－２

８Ｄ＝
λ－１ ４ ４

４ λ－１ ４

４ ４ λ－１

＝０．

（１）λ＝５； （２）λ＝－７

９ 行列式 Ｄ＝

０ ａ１１ ａ１２ ａ１３

０ ａ２１ ａ２２ ａ２３

０ ａ３１ ａ３２ ａ３３

ａ ｂ ｃ ｄ

＝－１
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（１）

ａ ｂ ｃ ｄ

０ ａ１１ ａ１２ ａ１３

０ ａ２１ ａ２２ ａ２３

０ ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝１； （２）
ａ１１ ａ２１ ａ３１

ａ１２ ａ２２ ａ３２

ａ１３ ａ２３ ａ３３

＝１
ａ．

（三）解答题

１ 解方程

ｘ ａ１ ａ２ … ａｎ－１ １

ａ１ ｘ ａ２ … ａｎ－１ １

ａ１ ａ２   … …

… ａ２  ｘ ａｎ－１ １

ａ１ …  ａｎ－１ ｘ １

ａ１ ａ２ … ａｎ－１ ａｎ １

＝０．

２ 计算 Ｄ３＝

２４６ ４２７ ３２７

１０１４ ５４３ ４４３

－３４２ ７２１ ６２１

．

３ 计算５阶行列式 Ｄ５＝

１－ａ ａ ０ ０ ０

－１ １－ａ ａ ０ ０

０ －１ １－ａ ａ ０

０ ０ －１ １－ａ ａ

０ ０ ０ －１ １－ａ

．

４ 设４阶行列式 Ｄ４＝

１ ２ ３ ４

２ ３ ４ １

３ ４ １ ２

２ ２ ２ ２

，求

（１）Ａ１１＋Ａ１２＋Ａ１３＋Ａ１４； （２）２Ａ１１＋３Ａ１２＋４Ａ１３＋５Ａ１４．

５ 设ｘｙｚ≠０，计算 Ｄ＝

１＋ｘ ２ ３

１ ２＋ｙ ３

１ ２ ３＋ｚ

．
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６ 计算６阶行列式 Ｄ＝

ａ１ ０ ０ ０ ０ ｂ１

０ ａ２ ０ ０ ｂ２ ０

０ ０ ａ３ ｂ３ ０ ０

０ ０ ｃ３ ｄ３ ０ ０

０ ｃ２ ０ ０ ｄ２ ０

ｃ１ ０ ０ ０ ０ ｄ１

．

３１２　克莱姆法则

　　１ 克莱姆法则

定理３１２１（克莱姆法则）　含有ｎ个未知数，ｎ个方程的线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

　…

ａｎ１ｘ１＋ａｎ１ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＝ｂｎ

烅

烄

烆 ，

（３１２１）

当其系数行列式 Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

≠０时，有 惟 一 解，且 可 表 示 为ｘ１

＝Ｄ１

Ｄ
，ｘ２＝

Ｄ２

Ｄ
，…，ｘｎ＝

Ｄｎ

Ｄ
，其中 Ｄｊ （ｊ＝１，２，…，ｎ）是 行 列 式 Ｄ 的 第ｊ 列 元

素换为方程组的常数项ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ，而其余各列元素不变而得到的行列式．
将克莱姆法则用于齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝０，

　…

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＝０

烅

烄

烆 ，

（３１２２）

有下述常用的结论．
推论３１２１　齐次线性方程组（３１２２）当其系数行列式 Ｄ≠０时，该

方程组有惟一零解ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘｎ＝０．
当齐次线性方程组（３１２２）有非零解时，则其系数行列式 Ｄ＝０，反之
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如果该方程组有非零解，则 由 推 论３１２１的 逆 否 命 题 知，Ｄ＝０，因 而 得 到

以下推论。

推论３１２２　齐次线性方程组（３１２２）有非零解 的 充 要 条 件 是 其 系

数行列式 Ｄ 等于０．

　　２ 常见题型及其解题方法技巧归纳

题型一　使用克莱姆法则求解方 程 个 数 与 未 知 数 个 数 相 等 的 非 齐 次 线

性方程组

例１　三元一次方 程 组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

２ｘ１－ｘ２＋３ｘ３＝４，

４ｘ１＋ｘ２＋９ｘ３

烅
烄

烆 ＝１６

的 解 中 未 知 数ｘ２ 的 解 值 必

为

（Ａ）１．　　　（Ｂ）５／２．　　（Ｃ）７／３．　　（Ｄ）１／６．　　（Ｅ）５／１２．

解　因所给 方 程 组 的 系 数 矩 阵 的 行 列 式 是 三 阶 范 德 蒙 行 列 式．由 式

（３１１１０）即得

Ｄ ＝

１ １ １

２ －１ ３

４ １ ９

＝

２０ （－１）０ ３０

２１ （－１）１ ３１

２２ （－１）２ ３２

＝（－１－２）（３－２）［３－（－１）］＝－１２，

Ｄ２ ＝

１ １ １

２ ４ ３

４ １６ ９

＝

１ １ １

２ ４ ３

２２ ４２ ３２

＝（４－２）（３－２）（３－４）＝－２，

故由克莱姆法则得到ｘ２＝Ｄ２／Ｄ＝－２／（－１２）＝１／６．仅（Ｄ）入选．

例２　设Ａ＝

１ １ １ … １

ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ２
１ ａ２

２ ａ２
３ … ａ２

ｎ

… … … …

ａｎ－１
１ ａｎ－１

２ ａｎ－１
３ … ａｎ－１

熿

燀

燄

燅ｎ

，ｘ＝

ｘ１

ｘ２

ｘ３

…

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

，ｂ＝

１

１

１
…

熿

燀

燄

燅１

，

其中ａｉ≠ａｊ （ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），求线性方程组ＡＴＸ＝ｂ的解．
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解　ＡＴＸ＝ｂ即为

１ ａ１ ａ２
１ … ａｎ－１

１

１ ａ２ ａ２
２ … ａｎ－１

２

… … … …

１ ａｎ ａ２
ｎ … ａｎ－１

熿

燀

燄

燅ｎ

ｘ１

ｘ２

…

ｘ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝

１

１
…

熿

燀

燄

燅１

．

因其系数行列式 Ｄ 为ｎ 阶范德蒙行列式，由ａｉ≠ａｊ（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，…，

ｎ），可知 Ｄ＝｜ＡＴ｜≠０，从而方程组有惟一解，又易求出（观察出）

Ｄ１＝Ｄ，　Ｄ２＝Ｄ３＝…＝Ｄｎ＝０，

故ｘ１＝Ｄ１／Ｄ＝１，ｘｉ＝Ｄｉ／Ｄ＝０（ｉ＝２，３，…，ｎ），所以Ｘ＝［１，０，…，０］Ｔ 为所

求的惟一解．
题型二　判别方程个数与未知数个数相等的齐次线性方程组只有零解

例３　设ａ，ｂ，ｃ，ｄ是不全为零的实数，证明线性方程组

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３＋ｄｘ４＝０，

ｂｘ１－ａｘ２＋ｄｘ３－ｃｘ４＝０，

ｃｘ１－ｄｘ２－ａｘ３＋ｂｘ４＝０，

ｄｘ１＋ｃｘ２－ｂｘ３－ａｘ４

烅

烄

烆 ＝０
仅有零解．

证　为证其系数行列式 Ｄ 不等于零，考虑到系数行列式的特点，先计算

Ｄ 与ＤＴ 的乘积，即

ＤＤＴ ＝

ａ ｂ ｃ ｄ
ｂ －ａ ｄ －ｃ
ｃ －ｄ －ａ ｂ
ｄ ｃ －ｂ －ａ

ａ ｂ ｃ ｄ
ｂ －ａ －ｄ ｃ
ｃ ｄ －ａ －ｂ
ｄ －ｃ ｂ －ａ

＝

ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２ ０ ０ ０

０ ｂ２＋ａ２＋ｃ２＋ｄ２ ０ ０

０ ０ ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２ ０

０ ０ ０ ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２

＝（ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２）４。

因 Ｄ２＝（ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２）４≠０，由克莱姆法则知，所给方程组只有零解．
题型三　确定方程个数与未知数 个 数 相 等 的 线 性 方 程 组 的 系 数 行 列 式

中的待定常数

类型（一）　已知非齐次线 性 方 程 组（３１２１）有 惟 一 解，确 定 其 系 数 行
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列式中的待定常数．
常根据定理３１２１（克莱姆法则）即 Ｄ≠０确定之．

例４（条件充分性判断）　方程组

ａｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３＝１，

２ｘ１＋ａｘ２＋ｘ３＝５，

ａｘ１＋２ｘ２＋ｘ３

烅
烄

烆 ＝２

有惟一解．

（１）ａ≠２；　　　　　（２）ａ≠－１
解　所给方程组的系数行列式

Ｄ ＝

ａ ３ ２

２ ａ １

ａ ２ １

＝

－ａ －１ ０

２－ａ ａ－２ ０

ａ ２ １

＝
－ａ －１

２－ａ ａ－２

＝－（ａ２－ａ－２）＝－（ａ－２）（ａ＋１）．
因已知方程组有惟一解，则 Ｄ≠０．

当条件（１）成立时，不能保证 Ｄ≠０．条件（１）不充分。同理，条件（２）也不

充分。但当条件（１）与条件（２）联合时有 Ｄ≠０，因而为充分条件．仅 Ｃ入选．
类型（二）　已知齐次线性 方 程 组（３１２２）只 有 零 解，确 定 其 系 数 行 列

式中的待定常数．
利用推论３１２１即 Ｄ≠０确定之．

例５（条件充分性判断）　齐次线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３

烅
烄

烆 ＝０

只有零解．

（１）λ＝２；　　　　　（２）λ＝１
解　当条件（１）成立时，其系数行列式为

Ｄ＝

２ １ １

１ ２ １

１ １ １

＝

１ －１ ０

１ ２ １

０ －１ ０

＝（－１）×（－１）×１＝１≠０．

这时方程组只有零解。条件（１）充分．当 条 件（２）成 立 时，其 系 数 行 列 式 Ｄ＝

１ １ １

１ １ １

１ １ １

＝０。条件（２）不充分。仅 Ａ入选．

类型（三）　已知齐次线性方程组（３１２２）有非零解，即有无穷多解，确

定其系数行列式中的待定常数．
利用推论３１２２即 Ｄ＝０确定之．
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例６　齐次线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ２ｘ１＋２ｘ２＋λｘ３

烅
烄

烆 ＝０

有非零解，则λ＝

（Ａ）３．　（Ｂ）４．　（Ｃ）５．　（Ｄ）１或２．　（Ｅ）以上结论都不正确．
解　因已知齐次线性方程组有非零解，由定理３１１２知其系数行列式

Ｄ＝

λ １ １

１ λ １

λ２ ２ λ

＝０．为求出λ，不能直接展开行列式。因为 Ｄ 为λ 的三次多

项式，不便于因式分解，为此将 Ｄ 中 不 含λ 的 元 素 消 成 零，使 零 所 在 的 行 或

列有λ的一次公因式，然后提出，再展开行列式。为此利用行列式性质得到

Ｄ
ｒ１＋（－１）ｒ


２
λ－１ １－λ ０

１ λ １

λ２ ２ λ

＝（λ－１）
１ －１ ０

１ λ １

λ２ ２ λ

ｃ２＋ｃ


１ （λ－１）
１ ０ ０

１ λ＋１ １

λ２ ２＋λ２ λ

＝（λ－１）λ＋１ １

２＋λ２ λ

＝（λ－１）（λ－２），

故λ＝１或λ＝２．仅（Ｄ）入选．

例７［２００２年Ⅱ１７］　齐次线性方程组ＡＸ＝０为

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ｔｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ２＋ｔｘ３＝０
烅
烄

烆 ，

若存

在三阶非零矩阵Ｂ，使ＡＢ＝Ｏ，则

（Ａ）ｔ＝－２，且｜Ｂ｜＝０．　　　　　　（Ｂ）ｔ＝－２，且｜Ｂ｜≠０．
（Ｃ）ｔ＝１，且｜Ｂ｜＝０． （Ｄ）ｔ＝１，且｜Ｂ｜＝０．
解　因Ｂ 为非零矩阵，由ＡＢ＝Ｏ 知ＡＸ＝０有非零解，因而知秩（Ａ）≤２，

故｜Ａ｜＝０．

而｜Ａ｜＝

１ １ １

１ ｔ １

１ １ ｔ

，当ｔ＝１时，｜Ａ｜中三行成比例，故｜Ａ｜＝０，因 而ｔ＝

１。而ｔ＝－２时代入｜Ａ｜，求得｜Ａ｜＝１２≠０，故（Ａ）、（Ｂ）不 能 入 选。下 证｜Ｂ｜
＝０，用反证法证之．

如｜Ｂ｜≠０，则Ｂ 可逆，由ＡＢ＝Ｏ 得到ＡＢＢ－１＝Ａ＝Ｏ，与题设矛盾．故｜Ｂ
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｜＝０。仅（Ｄ）入选．

习　题　３１２

（一）问题求解

１ 已知三阶矩阵Ｂ≠Ｏ，且Ｂ 的 每 个 列 向 量Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 都 是 下 列 方 程 组

的解向量：

ｘ１＋２ｘ２－２ｘ３＝０，

２ｘ１－ｘ２＋λｘ３＝０，

３ｘ１－ｘ３＝０
烅
烄

烆 ，

则λ和｜Ｂ｜的值分别为

（Ａ）λ＝１，｜Ｂ｜＝２．　（Ｂ）λ＝－１，｜Ｂ｜＝１／２．　（Ｃ）λ＝１／６，｜Ｂ｜＝０．
（Ｄ）λ＝６，｜Ｂ｜＝０．　（Ｅ）以上结论都不正确．

２ 齐次线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋λ２ｘ３＝０，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３

烅
烄

烆 ＝０

的 系 数 矩 阵 记 作Ａ。若 存 在 三

阶矩阵Ｂ≠Ｏ，使得ＡＢ＝Ｏ，则

（Ａ）λ＝－２且｜Ｂ｜＝０．　　　　（Ｂ）λ＝－２且｜Ｂ｜≠０．
（Ｃ）λ＝１且｜Ｂ｜＝０． （Ｄ）λ＝１且｜Ｂ｜≠０．

３ 若方程组

－２ｘ１＋ａｘ２＋ｘ３＝１，

２ｘ１－ｘ３＝２，

－ａｘ１＋３ｘ２＋ｘ３

烅
烄

烆 ＝－１

有惟一解，则ａ应满足

（Ａ）ａ≠０．　（Ｂ）ａ≠１．　（Ｃ）ａ≠０且ａ≠２．　（Ｄ）ａ≠２．　（Ｅ）ａ≠４．
（二）条件充分性判断

１ 已知矩阵Ａ＝

１ ４ ４

２ ａ －１
熿

燀

燄

燅－２ ３ １

，Ｂ 为三阶非零矩阵，且ＡＢ＝Ｏ．

（１）ａ＝３；　　　　　（２）ａ＝－３

２ 方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋（ｋ－２）ｘ２＋（ｋ－２）２ｘ３＝０，

ｘ１＋（ｋ－４）ｘ２＋（ｋ－４）２ｘ３

烅
烄

烆 ＝０

有非零解．
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（１）ｋ＝３； （２）ｋ＝５

３ 方程组

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３＋２ｘ４＝０，

２ｘ１＋ｘ２－６ｘ３＋４ｘ４＝０，

３ｘ１＋２ｘ２＋ｐｘ３＋ｑｘ４＝０

２ｘ１＋ｘ２＋ｘ４

烅

烄

烆 ＝０

有非零解．

（１）ｐ＝４且ｑ＝１； （２）ｐ＝８且ｑ＝－１
（三）解答题

１ 用克莱姆法则解线性方程组

５ｘ１－３ｘ２－４ｘ３＝１００，

－４ｘ１＋１０ｘ２－５ｘ３＝２００，

－２ｘ１－ｘ２＋１０ｘ３＝１２０
烅
烄

烆 ．

２ 已知三阶矩阵Ｂ≠Ｏ，且Ｂ 的每个列向量都是下列方程组的解向量：

ｘ１＋２ｘ２－２ｘ３＝０，

２ｘ１－ｘ２＋λｘ３＝０，

３ｘ１＋ｘ２－ｘ３＝０
烅
烄

烆 。

（１）求λ的值； （２）证明｜Ｂ｜＝０．

３ｋ取何值时，下列齐次线性方程组仅有零解：

ｋｘ＋ｙ－ｚ＝０，

ｘ＋ｋｙ－ｚ＝０，

２ｘ－ｙ＋ｚ＝０
烅
烄

烆 。

４ 如果下列齐次线性方程组有非零解，ｋ应取什么值？

ｋｘ＋ｙ－ｚ＝０，

ｘ＋ｋｙ－ｚ＝０，

２ｘ－ｙ－ｚ＝０
烅
烄

烆 。

５ 设ａ，ｂ，ｃ，ｄ是不全为零的实数，证明下列线性方程组仅有零解：

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３＋ｄｘ４＝０，

－ｂｘ１＋ａｘ２－ｄｘ３＋ｃｘ４＝０，

－ｃｘ１＋ｄｘ２＋ａｘ３－ｂｘ４＝０，

－ｄｘ１－ｃｘ２＋ｂｘ３＋ａｘ４＝０

烅

烄

烆 ．
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３２　矩　　阵

（一）考试内容

矩阵的概念，矩阵的 加 法、数 乘 和 乘 法 的 计 算 及 性 质，矩 阵 的 转 置 及 性

质，逆矩阵的概念、性质及计算．

（二）考试要求

理解矩阵的概念，掌握矩阵加、减、数 乘 和 乘 法 的 运 算 规 则，明 确 矩 阵 运

算与行列式运算的区别，掌握矩阵的 行 列 式 的 有 关 性 质，理 解 可 逆 矩 阵 的 概

念，会用初等行变换及伴随矩阵法求 逆 矩 阵，了 解 初 等 矩 阵 与 初 等 变 换 的 概

念及其关系，理解矩阵的秩的概念，会求矩阵的秩．

３２１　矩阵的运算及其运算律

１矩阵的概念

定义３２１１　由 ｍ×ｎ个元素ａｉｊ （ｉ＝１，２，…，ｍ；ｉ＝１，２，…，ｎ）排成 ｍ

个行ｎ 个列的矩形数表，称为 ｍ×ｎ矩阵，记作

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

　或　Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

也可简记作Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，ａｉｊ为Ａ 中第ｉ行、第ｊ列元素．
如Ａ＝（ａｉｊ）的行数与列 数 都 等 于ｎ，则 称Ａ 为ｎ 阶 方 阵 或ｎ 阶 矩 阵，元

素ａ１１，ａ２２，…，ａｎｎ叫做方阵的主对角元素，它们所在的位置叫做主对角线．
所有元素ａｉｊ都等于０的矩阵称为零矩阵，记作Ｏ．两矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，Ｂ

＝（ｂｉｊ）ｍ×ｎ，并且仅当ａｉｊ＝ｂｉｊ （ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）时 称 矩 阵Ａ 等 于

矩阵Ｂ，即Ａ＝Ｂ．

·０９３·



值得注意的是：（１）ｎ阶矩阵不同 于ｎ 阶 行 列 式，前 者 是 一 个 由ｎ２ 个 元

素排成的正方形数表，无大小可言，后 者 是 一 个 数；又 矩 阵 也 可 为 长 方 形，而

行列式必为方形．
（２）两矩阵相等与两行 列 式 相 等 的 含 义 也 不 一 样。前 者 需 要 两 矩 阵 有

相同的行数、列数，且对应位置上的元素均分别相等，而两个行列式相等就是

其值相等．

　　２矩阵的运算及其运算律

１）矩阵的加法

设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ，则Ｃ＝Ａ＋Ｂ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ＋（ｂｉｊ）ｍ×ｎ＝
（ｃｉｊ）ｍ×ｎ，其中ｃｉｊ＝ａｉｊ＋ｂｉｊ （ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）．且称Ｃ 为矩阵Ａ 与

Ｂ 的和．
Ｄ＝Ａ－Ｂ＝Ａ＋（－Ｂ），称 Ｄ 为 矩 阵Ａ 与Ｂ 的 差，其 中 （－Ｂ）＝（－

ｂｉｊ）ｍ×ｎ称为Ｂ 的负矩阵，Ｄ＝（ｄｉｊ）ｍ×ｎ＝（ａｉｊ－ｂｉｊ）ｍ×ｎ （ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，
…，ｎ）．

２）数与矩阵的乘法

设ｋ是一个数，矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，则ｋＡ＝ｋ（ａｉｊ）ｍ×ｎ＝（ｋａｉｊ）ｍ×ｎ称为数ｋ
与Ａ 的乘积，即将ｋ乘以Ａ 的每一个元素．

矩阵的加法与数乘称为矩阵的线性运算，它们满足以下的运算律：

设Ａ，Ｂ，Ｃ为ｍ×ｎ矩阵，ｋ，ｌ为数。

１°交换律　Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ，ｋ·Ａ＝Ａ·ｋ；

２°结合律　（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ），ｋ（ｌＡ）＝（ｋｌ）Ａ；

３°分配律　ｋ（Ａ＋Ｂ）＝ｋＡ＋ｋＢ，（ｋ＋ｌ）Ａ＝ｋＡ＋ｌＡ．
值得注意的是，数ｋ与矩阵相乘，不同于数ｋ与行列式相乘，前者要乘矩

阵中每个元素，后者只能用ｋ去乘某一行或某一列．

　　３矩阵的乘法

设Ａ＝（ａｉｊ）ｐ×ｍ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｎ，则乘积矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ）＝ＡＢ 是一个ｐ×ｎ的

矩阵，它的第ｉ行，第ｊ列元素为

ｃｉｊ＝∑
ｍ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ＝ａｉ１ｂ１ｊ＋ａｉ２ｂ２ｊ＋…＋ａｉｍｂｍｊ （ｉ＝１，２，…，ｐ；ｊ＝１，２，…，ｎ）．

矩阵的乘法有下述运算律：

１°结合律　（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ），（ｋＡ）Ｂ＝Ａ（ｋＢ）＝ｋ（ＡＢ）；

２°分配律　Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ，（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ；

其中Ａ，Ｂ，Ｃ为矩阵，ｋ为数．
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３°矩阵乘法不满足交换律，即一般ＡＢ≠ＢＡ；

４°矩阵乘法不满足消去律，即由ＡＣ＝ＢＣ，且Ｃ≠Ｏ 一般不能推出Ａ＝Ｂ；

５°两个非零矩阵相乘可以是零矩阵，因而由ＡＢ＝Ｏ 一般不能推出Ａ＝Ｏ
或Ｂ＝Ｏ；

　　４方阵的幂和矩阵多项式

设Ａ 为方阵，Ａｋ＝ＡＡ…Ａ 称为Ａ 的幂，ｋ＝０时规定Ａ０＝Ｅ。

设Ａ 为方阵，若ｐ（ｘ）是ｘ的ｎ 次多项式ｐ（ｘ）＝ａｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１

ｘ＋ａｎ，则称ｐ（Ａ）＝ａ０Ａｎ＋ａ１Ａｎ－１＋…＋ａｎ－１Ａ＋ａｎＥ 为Ａ 的 矩 阵 多 项 式。

这里要特别注意常数项ａｎ 一定要在ｐ（Ａ）中变为ａｎ 乘单位矩阵Ｅ．
方阵的幂有以下的运算律：

１°ＡｒＡｓ＝Ａｒ＋ｓ；　　　　　２°（Ａｋ）ｌ＝Ａｌｋ．
其中Ａ 为方阵，ｒ，ｋ，ｌ为自然数．

注意　一般（ＡＢ）ｎ≠ＡｎＢｎ，只有Ａ，Ｂ 可交换时，才有（ＡＢ）ｎ＝ＡｎＢｎ；但当

（ＡＢ）ｎ＝ＡｎＢｎ 时不能推出Ａ，Ｂ 可交换．

５矩阵的转置

将矩阵 Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

的行、列互换，所得矩阵

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１

ａ１２ ａ２２ … ａｎ２

… … …

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

称 为 原 矩 阵 的 转 置 矩 阵 用 符 号

ＡＴ 或Ａ′表示．
转置矩阵有以下运算律：

１°（ＡＴ）Ｔ＝Ａ；　　　　２°（Ａ＋Ｂ）Ｔ＝ＡＴ＋ＢＴ；

３°（ｋＡ）Ｔ＝ｋＡ； ４°（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ；

５°（Ａｋ）Ｔ＝（ＡＴ）ｋ。

其中Ａ，Ｂ 为矩阵，ｋ为实数．
题型一　利用矩阵的运算法则判别矩阵算式的正确性

例１（条件充分性判断）　ｎ阶矩阵Ａ 必是零矩阵．
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（１）ＡＴ＝Ａ；　　　　（２）Ａ２＝Ｏ．
解　条件（１）、（２）单 独 都 不 充 分，但 两 条 件 合 在 一 起 时，可 求 得 Ａ＝Ｏ。

事实上，设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，Ｃ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ＝Ａ２＝ＡＡＴ＝Ｏ，即

Ｃ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１

ａ１２ ａ２２ … ａｎ２

… … …

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

＝Ｏ，

故ｃｉｉ＝ａ２
ｉ１＋ａ２

ｉ２＋…＋ａ２
ｉｎ＝０（ｉ＝１，２，…，ｎ），所以ａｉｊ＝０（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），

即Ａ＝Ｏ。仅 Ｃ入选．
例２　若Ａ＝ＢＴ，则ＡＴ（Ｂ－１Ａ－１＋Ｅ）Ｔ＝
（Ａ）Ａ＋Ｂ．　　　（Ｂ）ＡＴ＋Ａ－１．　　（Ｃ）ＡＴＢ．　　　（Ｄ）Ａ＋Ａ－１．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解　ＡＴ（Ｂ－１Ａ－１＋Ｅ）Ｔ ＝［（Ｂ－１Ａ－１＋Ｅ）Ａ］Ｔ＝（Ｂ－１＋Ａ）Ｔ

＝（Ｂ－１）Ｔ＋ＡＴ＝（ＢＴ）－１＝Ａ－１＋ＡＴ．仅（Ｂ）入

选．
例３　设有矩阵Ａｍ×ｎ，Ｂｍ×ｓ，Ｃｓ×ｍ，则下列运算中有意义的是

（Ａ）ＣＡ２．　　　　（Ｂ）ＢＣＡＴ．　　　　（Ｃ）（Ａ＋Ｂ）Ｃ．
（Ｄ）ＢＣ＋ＣＡ． （Ｅ）ＡＴ（Ｂ＋ＣＴ）．
解　ｎ阶方阵才有方幂运算，故（Ａ）不正确．
同型矩阵（即行数和列数分别相等的两矩阵）才能相加，因而Ａ＋Ｂ 无意

义，（Ｃ）不正确．又ＢＣ为ｍ 阶 矩 阵，ＣＡ 是ｓ×ｎ矩 阵，因 而ＢＣ＋ＣＡ 没 有 意

义，（Ｄ）排除．根据矩阵乘法知ＣＡＴ 没有意义因而（Ｂ）也不成立．而Ｂ 与ＣＴ

同为 ｍ×ｓ矩阵且其行数ｍ 与ＡＴ 的 列 数 ｍ 相 等，故ＡＴ（Ｂ＋ＣＴ）有 意 义．仅

（Ｅ）入选．
例４　设ＡＢ 是ｎ 阶矩阵，Ｅ 是ｎ 阶单位矩阵．
（１）（Ａ＋Ｂ）２＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２，　　　　（２）（Ａ－Ｂ）（Ａ＋Ｂ）＝Ａ２－Ｂ２，

（３）（Ａ－Ｅ）（Ａ＋Ｅ）＝（Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ），（４）Ａ２·Ａ５＝Ａ５·Ａ２，

（５）（Ａ－Ｅ）（Ａｋ＋Ａｋ－１＋…＋Ａ＋Ｅ）＝Ａｋ＋１－Ｅ．
在上述命题中，正确的共有

（Ａ）１个．　　（Ｂ）２个．　　（Ｃ）３个．　　（Ｄ）４个．　　（Ｅ）５个．
解　由于乘法没有交换律，（１）、（２）不正确；由ＡＥ＝ＥＡ，乘法有结合律，

（４）正确，（３）正确；利用分配律，（５）正确。仅（Ｃ）入选．
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题型二　判别两矩阵是否可交换

一般两个同阶方阵Ａ，Ｂ 不可交换，即ＡＢ≠ＢＡ，但 有 下 述 几 类 特 殊 矩 阵

可交换．
定理３２１１　（１）乘积矩阵等于单位矩阵Ｅ 的两同阶方阵可交换；

（２）两对角矩阵可交换；

（３）同一方阵的两不同方幂之乘积可交换ＡｋＡα＝ＡαＡｋ；

（４）（Ａ＋ｋＥ）（Ａ－ｋＥ）＝（Ａ－ｋＥ）（Ａ＋ｋＥ），Ａ（Ａ±ｋＥ）＝（Ａ±ｋＥ）Ａ；

（５）ＡＡ＝ＡＡ ；

（６）ＡＡ－１＝Ａ－１Ａ；

（７）Ａ（ｋＥ）＝（ｋＥ）Ａ．
命题３２１１　设Ａ，Ｂ 均为同阶矩阵，下列诸条件之一均为ＡＢ＝ＢＡ 的

充分必要条件：

（１）Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２＝（Ａ＋Ｂ）２；　　　　（２）（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）＝Ａ２－Ｂ２；

（３）ＡＢ＝Ａ＋Ｂ．
命题３２１２　Ａ 与Ｂ 可交换时，有

（Ａ＋Ｂ）ｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎＡｋＢｎ－ｋ． （３２１１）

例５［２００３年Ⅰ１１］（条 件 充 分 性 判 断）　两 个ｎ 阶 矩 阵Ａ，Ｂ 满 足（Ａ＋

Ｂ）２＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２
（１）｜Ａ｜≠０；　　　　（２）ＡＢ－Ｂ－Ａ＝Ｏ．
解　由ＡＢ－Ｂ－Ａ＝Ｏ，得 到 ＡＢ－Ｂ－Ａ＋Ｅ＝Ｅ，对 左 边 因 式 分 解，得

（Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝Ｅ．由定理３２１１（１）知Ａ－Ｅ，Ｂ－Ｅ 可交换，即有

（Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝（Ｂ－Ｅ）（Ａ－Ｅ），

由此推出ＡＢ＝ＢＡ．从而

（Ａ＋Ｂ）２＝Ａ２＋ＡＢ＋ＢＡ＋Ｂ２＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２。

条件（２）充分。由｜Ａ｜≠０推不出ＡＢ＝ＢＡ。条件（１）不充分。仅Ｂ入选．
例６［２００３年Ⅱ１４］（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶矩阵，有（Ａ＋Ｂ）２

＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２
（１）Ｂ 可逆；　　　　（２）Ｂ＝Ｅ＋Ａ。

解　因（Ａ＋Ｂ）２＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２ＡＢ＝ＢＡ，下 面 检 验 当 条 件（１）、条 件

（２）成立时，是否满足ＡＢ＝ＢＡ．
因Ｂ 可逆，同ＡＢ＝ＢＡ 没有必然联系。条件（１）不充分．
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当条件（２）成立即Ｂ＝Ｅ＋Ａ 时，则

ＡＢ＝Ａ（Ｅ＋Ａ）＝Ａ＋Ａ２，　ＢＡ＝（Ｅ＋Ａ）Ａ＝Ａ＋Ａ２，

因而ＡＢ＝ＢＡ。条件（２）充分。仅Ｂ入选．
当条件（２）成立时，也可直接验证（Ａ＋Ｂ）２＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２，从而条件（２）

充分。事实上Ｂ＝Ｅ＋Ａ 时，有

（Ａ＋Ｂ）２＝（Ａ＋Ｅ＋Ａ）２＝（Ｅ＋２Ａ）２＝Ｅ＋４Ａ＋４Ａ２，

Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２ ＝Ａ２＋２Ａ（Ｅ＋Ａ）＋（Ｅ＋Ａ）２＝Ａ２＋２Ａ＋２Ａ２＋Ｅ＋Ａ２＋２Ａ

＝４Ａ２＋４Ａ＋Ｅ＝（２Ａ＋Ｅ）２＝（Ａ＋Ｂ）２
题型三　计算方阵的高次幂

类型（一）　计算能分解为一列向量与一行向量相乘的方阵的高次幂．
若Ａ＝αβＴ，其中α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ，β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ，利 用 矩 阵 乘

法的结合律得到简化计算Ａ 的ｋ 次幂的公式，即

Ａｋ ＝（αβＴ）ｋ＝（αβ）Ｔ（αβ）Ｔ…（αβ）Ｔ＝α（βＴα）ｋ－１βＴ＝（βＴα）ｋ－１αβＴ

＝（βＴα）ｋ－１Ａ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｂ（ ）ｉ

ｋ－１Ａ． （３２１２）

有时先需将Ａ 分解成αβＴ 的形式。如何分解呢？因为Ａ＝αβＴ，则Ａ 中

各列向量应与列向量α成比例，据此可找出列向量α及行向量β，然后再找式

（３２１１）计算Ａ 的高次幂．
例７［２００１年Ⅰ２４］　已知α＝（１，－２，３）Ｔ，β＝（－１，－１／２，１／３）Ｔ．设Ａ

＝αβＴ，则Ａ６＝ ．
解法１　由式（３２１２）得到

Ａ６ ＝（αβ）６＝（βＴα）５αβＴ＝（βＴα）５Ａ

＝ １，－１
２

，（ ）１
３

　１

－２

　

熿

燀

燄

燅３
Ａ＝３５Ａ．

而 Ａ＝αβＴ＝
　１

－２

　

熿

燀

燄

燅３
１，－１

２
，（ ）１
３ ＝

　１ －１／２ １／３

－２ １ －２／３

　３ －３／

熿

燀

燄

燅２ １

，

故 Ａ６＝３５

１ －１／２ １／３

－２ １ －２／３

３ －３／

熿

燀

燄

燅２ １

．

解法２　Ａ＝（αβＴ）（αβＴ）（αβＴ）（αβＴ）（αβＴ）（αβＴ）
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＝α［（βＴα）（βＴα）（βＴα）（βＴα）（βＴα）βＴ］＝（βＴα）５αβＴ

＝３５αβＴ＝３５

１ －１／２ １／３

－２ １ －２／３

３ －３／

熿

燀

燄

燅２ １

．

例８　设Ａ＝

２ １ ３

６ ３ ９
熿

燀

燄

燅－２ －１ －３

，则Ａｎ＝

（Ａ）２ｎＡ．　　（Ｂ）３ｎＡ．　　（Ｃ）２ｎ－１Ａ．　　（Ｄ）３ｎ－１Ａ．　　（Ｅ）２Ａ．

解　Ａ＝

２ １ ３

６ ３ ９
熿

燀

燄

燅－２ －１ －３

＝
　１

　３
熿

燀

燄

燅－１

（２　１　３）＝αβ Ｔ，其 中 α＝

（１，３，－１）Ｔ，βＴ＝（２，１，３），则由式（３２１２）及Ａ＝αβＴ 得到

Ａｎ＝（βＴα）ｎ－１Ａ＝ （２，１，３）
　１

　３
熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅－１

ｎ－１

Ａ＝２ｎ－１Ａ．

类型（二）　已知矩阵Ａ 中多元素，求Ａｎ．
一般用递推归纳法求之，即先算出ｎ＝２，３，…时Ａ２，Ａ３，…的 结 果，找 出

其与幂次数２，３，…的关系，据此推算出Ａ 的ｋ 次幂的结果，最后用数学归纳

法证明推算的正确性．

例９　设Ａ＝

１ ０ １

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ １

，而ｎ≥２为正整数，则Ａｎ－２Ａｎ－１＝

（Ａ）Ｏ．　（Ｂ）Ｅ．　（Ｃ）－Ｅ．　（Ｄ）Ｅ＋Ａ．　（Ｅ）以上结论都不正确．

解法１　先求出Ａ 的方幂Ａｋ 的 一 般 公 式，为 此 先 求Ａ２＝

２ ０ ２

０ ４ ０
熿

燀

燄

燅２ ０ ２

＝

２Ａ，Ａ３＝Ａ２·Ａ＝２Ａ·Ａ＝２Ａ２＝２２Ａ，…，由此得到Ａｋ＝２ｋ－１Ａ，ｋ＝１，２，…，于

是Ａｎ－２Ａｎ－１＝２ｎ－１Ａ－２×２ｎ－２Ａ＝Ｏ。仅（Ａ）入选．

解法２　当ｎ＝２时，Ａ２－２Ａ＝

１ ０ １

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ １

２

－２

１ ０ １

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ １

＝Ｏ．

当ｎ＞２时，原式＝Ａｎ－２（Ａ２－２Ａ）＝Ａｎ－２·Ｏ＝Ｏ．
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故ｎ≥２时，Ａｎ－２Ａｎ－１＝Ｏ．仅（Ａ）入选．
解法３　 Ａｎ－２Ａｎ－１＝Ａｎ－１（Ａ－２Ｅ）＝Ａｎ－２Ａ（Ａ－２Ｅ），

而Ａ－２Ｅ＝
－１ ０ １

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ －１

，Ａ（Ａ－２Ｅ）＝
１ ０ １

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ １

－１ ０ １

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ －１

＝Ｏ．

故 Ａｎ－２Ａｎ－１＝Ａｎ－２·Ｏ＝Ｏ（ｎ≥２）。仅（Ａ）入选．

例１０　设Ａ＝
－１ １［ ］１ －１

，则Ａ８＝

（Ａ）
－８ ８［ ］８ －８

．　　（Ｂ）
－１６ 　１６

　［ ］１６ －１６
．　　（Ｃ）

－６４ 　６４

　［ ］６４ －６４
．

（Ｄ）
６４ ６４［ ］６４ ６４

．　　　（Ｅ） 　１２８ －１２８

－１２８ 　［ ］１２８
．

解　用递推归纳法求之。

Ａ２＝
－１ １［ ］１ －１

－１ １［ ］１ －１
＝

２ －２［ ］－２ ２
＝－２Ａ，

Ａ８ ＝（Ａ２）４＝（－２Ａ）４＝１６（Ａ２）２＝１６（－２Ａ）２

＝６４Ａ２＝－１２８Ａ，

即 Ａ８＝
　１２８ －１２８

－１２８ 　［ ］１２８
。仅（Ｅ）入选．

类型（三）　计算能分解为两可交换的矩阵之和的高次幂。

常利用命题３２１２计算。

例１１　已知Ｂ＝
１ ２ ３

０ １ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，求Ｂｎ．

解　Ｂ 可分解为单位矩阵与一主对角元为零的上三角阵之和，即

Ｂ＝
１ ２ ３

０ １ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ １

＝
１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

＋
０ ２ ３

０ ０ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

＝Ｅ＋Ａ，

而Ｅ 与Ａ 可交换，利用命题３２１２展开可求出Ｂｎ．

又因Ａ２＝

０ ０ ４

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，Ａ３＝Ｏ，Ａ４＝Ｏ，…，即Ａｋ＝Ｏ （ｋ≥３），故
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　　　　Ｂｎ ＝（Ｅ＋Ａ）ｎ＝Ｅｎ＋ｎＥｎ－１Ａ＋Ｃ２
ｎＥｎ－２Ａ２＋…＋Ａｎ

＝Ｅ＋ｎＡ＋ｎ（ｎ－１）
２ Ａ２

＝

１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

＋

０ ２ｎ ３ｎ

０ ０ ２ｎ
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

＋

０ ０ ２ｎ（ｎ－１）

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

＝

１ ２ｎ ２ｎ２＋ｎ

０ １ ２ｎ
熿

燀

燄

燅０ ０ １

。

注意　在展开式（３２１１）中 如 有Ａｋ 或Ｂｋ＝Ｏ （ｋ＜ｎ），用 上 述 展 开 式

计算矩阵的高次幂更简单．
类型（四）　利用初等矩阵的性质计算方阵的高次幂．
因初等矩阵Ｐ左乘（或右乘）矩阵Ａ，相当于对Ａ 施以 相 应 的 初 等 行（或

列）变换（参阅３２２节６（３）初等变换与初等矩阵的性质），所以初等矩阵Ｐ
的高次幂Ｐｋ 左乘或（和）右乘矩阵Ａ 时，要注意分析相应的这 些 初 等 变 换 对

Ａ 变换的结果，根据这变换的结果可直接写出所求矩阵．

例１２　计算

０ １ ０

１ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

２００１ １ ２ ３

４ ５ ６
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ ０

２００２

。

解　矩阵Ｐ＝

０ １ ０

１ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，Ｑ＝

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ ０

均 为 初 等 矩 阵，因 Ｐ２００１ 左 乘

Ａ，Ｑ２００２右乘Ａ，其中Ａ＝

１ ２ ３

４ ５ ６
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

。

Ｐ２００１左乘Ａ，其含义就是对Ａ 进行２００１次的第１行、第２行调换，显然，

这变换的结果就是对Ａ 进行一次第１行、第２行交换，即

Ｐ２００１

１ ２ ３

４ ５ ６
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

＝

４ ５ ６

１ ２ ３
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

＝Ｂ．

而ＢＱ２００２，其含义就是对Ｂ 矩 阵 进 行２００２次 的 第１列、第３列 的 调 换，

显然，变换结果就是对Ｂ 没有进行变换，因此有

·８９３·



０ １ ０

１ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

２００１ １ ２ ３

４ ５ ６
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ ０

２００２

＝

４ ５ ６

１ ２ ３
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

。

题型四　求与已知矩阵可交换的所有矩阵

用待定元素法求之．由所给矩阵 的 行 数 和 列 数，设 出 所 求 矩 阵 的 行 数 和

列数及待求的矩阵元素。根据矩阵相等的定义列出齐次方程组，并求出其通

解，将通解向量中的元素，代入所求矩阵中的待求元素即为所求．或确定齐次

线性方程组的独立变量与自由变量，并 将 独 立 变 量 用 由 自 变 量 表 示 之，代 入

所求矩阵，即为所求．

例１３［２０００年Ⅱ３４］　设 Ａ＝
１ －１［ ］２ ３

，求 与 Ａ 相 乘 可 交 换 的 全 体 矩

阵．

解　设待求矩阵Ｘ＝
ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

，由Ａ 与Ｘ 可交换得到

１ －１［ ］２ ３

ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

＝
ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

１ －１［ ］２ ３
，

即
１ －１［ ］２ ３

ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

－
ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

１ －１［ ］２ ３
＝

０ ０［ ］０ ０
，

ｘ１－ｘ３ ｘ２－ｘ４

２ｘ１＋３ｘ３ ２ｘ２＋３ｘ［ ］
４

－
ｘ１＋２ｘ１ －ｘ１＋３ｘ２

ｘ３＋２ｘ４ －ｘ３＋３ｘ［ ］
４

＝
０ ０［ ］０ ０

，

亦即
－ｘ３－２ｘ２ －２ｘ２＋ｘ１－ｘ４

２ｘ１＋２ｘ３－２ｘ４ ２ｘ２＋ｘ［ ］
３

＝
０ ０［ ］０ ０

。

由矩阵相等的定义得到

２ｘ２＋ｘ３＝０，

－ｘ１＋２ｘ２＋ｘ４＝０，

ｘ１＋ｘ３－ｘ４＝０，

２ｘ２＋ｘ３＝０

烅

烄

烆 。

①

将方程组①的系数矩阵使用初等行变换化为阶梯形矩阵，即

Ａ＝

０ ２ １ ０

－１ ２ ０ １

１ ０ １ －１

熿

燀

燄

燅０ ２ １ ０

→

１ ０ １ －１

０ ２ １ ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

→

１ ０ １ －１

０ １ １／２ ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝Ａ１，
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得到方程组①的基础解系为

α１＝（－１，－１／２，１，０）Ｔ，　α２＝（１，０，０，１）Ｔ。

其通解为 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝Ｃ１α１＋Ｃ２α２，

即 （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝（－Ｃ１＋Ｃ２，（－１／２）Ｃ１，Ｃ１，Ｃ２）Ｔ，
将 ｘ１＝－Ｃ１＋Ｃ２，ｘ２＝（－１／２）Ｃ１，ｘ３＝Ｃ１，ｘ４＝Ｃ２

代入矩阵Ｘ 得到所求矩阵为

Ｘ＝
－Ｃ１＋Ｃ２ （－１／２）Ｃ１

Ｃ１ Ｃ［ ］
２

，　Ｃ１，Ｃ２ 为任意实数．

或由秩（Ａ１）＝２知，方程组①的独立变量有２个，自由变量也有ｎ－２＝４
－２＝２个．为方便计，确定ｘ１，ｘ２ 为独立变量，ｘ３，ｘ４ 为自由变量，且ｘ１＝－
ｘ３＋ｘ４，ｘ２＝（－１／２）ｘ３，将此代入待求矩阵Ｘ 中得到

Ｘ＝
－ｘ３＋ｘ４ －ｘ３／２

ｘ３ ｘ［ ］
４

，

其中ｘ３，ｘ４ 为任意实数．

例１４［１９９９年Ⅱ２３］　设Ａ＝

０ ０ ０

１ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ １ ０

，求 满 足ＡＢ＝ＢＡ 的 所 有 矩 阵

Ｂ．
解　首先要使ＡＢ，ＢＡ 都有意义，Ｂ 一定是三阶矩阵，用待定系数法决定

Ｂ 的各元素。设

Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３

ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３

ｂ３１ ｂ３２ ｂ

熿

燀

燄

燅３３

，

则 ＡＢ＝

０ ０ ０

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３

ｂ２１ ｂ２２ ｂ

熿

燀

燄

燅２３

，　ＢＡ＝

ｂ１２ ｂ１３ ０

ｂ２２ ｂ２３ ０

ｂ３２ ｂ３３

熿

燀

燄

燅０
，

由ＡＢ＝ＢＡ 得到下列等式：

ｂ１２＝ｂ１３＝ｂ２３＝０，　ｂ１１＝ｂ２２＝ｂ３３，　ｂ２１＝ｂ３２．
而ｂ３３可任意取值，不妨设为ｚ．又设ｂ１１＝ｂ２２＝ｂ３３＝ｘ，ｂ２１＝ｂ３２＝ｙ，ｘ，ｙ，ｚ均

为自由变量．

于是满足ＡＢ＝ＢＡ 的 矩 阵Ｂ 的 一 般 形 式 为

ｘ ０ ０

ｙ ｘ ０

ｚ ｙ

熿

燀

燄

燅ｘ
，ｘ，ｙ，ｚ可 取 任
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意实数．
题型五　计算方阵的行列式

类型（一）　计算抽象矩阵的行列式。

常利用下述命题中的公式计算。

命题３２１３　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，ｋ为实数，则

（１）｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜；　　　　　（２）｜ｋＡ｜＝ｋｎ｜Ａ｜；　　（３）｜Ａｋ｜＝｜Ａ｜ｋ；
（４）｜Ａ·Ｂ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜； （５）｜Ａ－１＝１／｜Ａ｜； （６）｜Ａｋ｜＝｜Ａ｜ｎ－１．
分块矩阵的行列式可用下述命题中的公式计算。

命题３２１４　分块矩阵的行列式

（１）
Ａｎ×ｎ Ｏｎ×ｍ

Ｃｍ×ｎ Ｂｍ×ｍ
＝

Ａｎ×ｎ Ｃｎ×ｍ

Ｏｍ×ｎ Ｂｍ×ｍ
＝｜Ａｎ×ｎ｜｜Ｂｍ×ｍ｜；

（２）
Ｃｎ×ｍ Ａｎ×ｎ

Ｂｍ×ｍ Ｏｍ×ｎ
＝

Ｏｎ×ｍ Ａｎ×ｎ

Ｂｍ×ｍ Ｃｍ×ｎ
＝（－１）ｍ×ｎ｜Ａｎ×ｎ｜｜Ｂｍ×ｍ｜；

（３）
Ａｎ×ｎ Ｏｎ×ｍ

Ｏｍ×ｎ Ｂｍ×ｍ
＝｜Ａｎ×ｎ｜｜Ｂｍ×ｍ｜；

（４） Ｑｎ×ｍ Ａｎ×ｎ

Ｂｍ×ｍ Ｏｍ×ｎ
＝（－１）ｍ×ｎ｜Ａｎ×ｎ｜｜Ｂｍ×ｍ｜．

其中，Ｏｍ×ｎ，Ｏｎ×ｍ 均为零矩阵．
两分块矩阵的乘积的行列式，只 要 符 合 分 块 矩 阵 可 相 乘 法 则，先 将 两 分

块矩阵相乘，然后再取行列式．
例１５　设三阶矩阵Ａ＝（α１，α２，α３），已知｜Ａ｜＝５，求

｜Ｂ｜＝｜２α１＋α２－α３，－α１＋２α２，α２＋α３｜．
解法１　显然Ｂ 的各个列向量均为Ａ 的三个列向量的线性组合．将Ｂ 改

写为Ａ 与另一个数字矩阵的乘积，即

（２α１＋α２－α３，－α１＋２α２，α２＋α３）＝（α１，α２，α３）
２ －１ ０

１ ２ １

－１ ０ １

．

易求得

２ －１ ０

１ ２ １

－１ ０ １

ｃ１＋ｃ


３
２ －１ ０

２ ２ １

０ ０ １

＝６，

则 ｜２α１＋α２－α３，－α１＋２α２，α２＋α３｜＝｜α１，α２，α３｜

２ －１ ０

１ ２ １

－１ ０ １

·１０４·



＝｜Ａ｜×６＝５×６＝３０．

解法２　利用行列式性质求之，自行求出（略）．

例１６［１９９８年Ⅰ３０］　已知Ａ，Ｂ 都是４阶矩阵，｜Ａ｜＝－２，｜Ｂ｜＝３，求

（１）｜５ＡＢ｜；　　　　（２）｜－ＡＢＴ｜；　　　　（３）｜（ＡＢ）－１｜；

（４）｜Ａ－１Ｂ－１｜； （５）｜［（ＡＢ）Ｔ］－１｜．
解　（１）｜５ＡＢ｜＝５４｜ＡＢ｜＝５４｜Ａ｜｜Ｂ｜＝－３７５０．
（２）｜－ＡＢＴ｜＝（－１）４｜ＡＢＴ｜＝｜Ａ｜｜ＢＴ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜＝－６
（３）｜（ＡＢ）－１｜＝｜ＡＢ｜－１＝－１／６
（４）｜Ａ－１Ｂ－１｜＝｜Ａ－１｜｜Ｂ－１｜＝｜Ａ｜－１｜Ｂ｜－１＝－１／６．
（５）｜（（ＡＢ）Ｔ）－１｜＝｜（ＡＢ）Ｔ｜－１＝｜ＡＢ｜－１＝－１／６

例１７　设Ａ 和Ｂ 均为ｎ×ｎ矩阵，则必有

（Ａ）｜Ａ＋Ｂ｜＝｜Ａ｜＋｜Ｂ｜．　　　　（Ｂ）ＡＢ＝ＢＡ．
（Ｃ）｜ＡＢ｜＝｜ＢＡ｜． （Ｄ）（Ａ＋Ｂ）－１＝Ａ－１＋Ｂ－１．

解　因｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜＝｜Ｂ｜｜Ａ｜＝｜ＢＡ｜。仅（Ｃ）入选．

类型（二）　计算由行（列）向量表示的矩阵的行列式。

利用行列式加法（减法）运算法则计算，设αｉ 为同维列向量，βｉ 为同维行

向量（ｉ＝１，２，３，４），则

｜（α１，α２，α３）｜＋｜（α１，α２，α４）｜＝｜（α１，α２，α３＋α４）｜

β１

β２

β

熿

燀

燄

燅３
＋

β１

β２

β

熿

燀

燄

燅４
＝

β１

β２

β３＋β

熿

燀

燄

燅４
。

这里要区分矩阵相加与行列式相加的不同含义，两矩阵相加，则有

（α１，α２，α３）＋（α１，α２，α４）＝（α１＋α１，α２＋α２，α３＋α４），

β１

β２

β

熿

燀

燄

燅３
＋

β１

β２

β

熿

燀

燄

燅４
＝

２β１

２β２

β３＋β

熿

燀

燄

燅４
．

例１８　设三 阶 矩 阵Ａ＝

α
２γ２

３γ

熿

燀

燄

燅３
，Ｂ＝

β
γ２

γ

熿

燀

燄

燅３
，其 中β，γ２，γ３ 都 是 三 维 行 向

量，其已知行列式｜Ａ｜＝１８，｜Ｂ｜＝２，求｜Ａ－Ｂ｜．

解　两矩阵相减，其对应行分别相减，因而
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｜Ａ－Ｂ｜＝

α－β
２γ２－γ２

３γ３－γ

熿

燀

燄

燅３
＝

α－β
γ２

２γ

熿

燀

燄

燅３

＝２

α－β
γ２

γ

熿

燀

燄

燅３

．

且行列式的第１行为两分列之差，因而可拆分为两行列式之差，得到

｜Ａ－Ｂ｜＝２

α

γ２

γ

熿

燀

燄

燅３
－２

β
γ２

γ

熿

燀

燄

燅３
＝１

３

α
２γ２

３γ

熿

燀

燄

燅２
－２

β
γ２

γ

熿

燀

燄

燅３
＝１

３×１８－２×２＝２

类型（三）　计算分块矩阵的行列式。

例１９　 设 Ａ，Ｂ 为 三 阶 矩 阵，且｜Ａ｜＝１，｜Ｂ｜＝ －１，则 行 列 式

２
Ａ ０

０ －２ＢＡ［ ］
＝ ．

解　 ２
Ａ ０

０ －２ＢＡ［ ］
＝２６｜Ａ｜｜－２ＢＡ｜＝２６×（－２）３｜Ａ｜｜Ｂ｜｜Ａ｜

＝２９｜Ａ｜｜Ａ｜＝２９｜ＡＡ｜＝２９｜Ａ｜｜Ｅ｜
＝２９×１３｜Ｅ｜＝２９

例２０　已知Ａ，Ｂ 为三阶矩阵，｜Ａ｜＝４，｜Ｂ｜＝－５，则
Ａ／４ Ｃ

０ －Ｂ
＝

（Ａ）－１／１６．（Ｂ）－３／１６．（Ｃ）－５／１６．（Ｄ）－７／１６．（Ｅ）－９／１６．

解　
Ａ／４ Ｃ

０ －Ｂ
＝ １

４Ａ ｜－Ｂ｜＝（－１）３（１
４

）３｜Ａ｜｜Ｂ｜

＝（－１／６４）×４×（－５）＝－５／１６。仅（Ｃ）入选．
类型（四）　计算矩阵和（差）的行列式。

一般情况下｜Ａ±Ｂ｜≠｜Ａ｜±｜Ｂ｜，其中Ａ，Ｂ 为同阶方阵，因此 常 将 两 矩

阵的和（差）利用题 设 或 恒 等 变 形 为 两 矩 阵 的 乘 积，或 化 为 同 一 个 矩 阵 的 倍

数，再计算其行列式．
例２１　设Ａ 是ｎ 阶矩阵，满足ＡＡＴ＝Ｅ，｜Ａ｜＜０，求｜Ａ＋Ｅ｜．
解　｜Ａ＋Ｅ｜＝｜Ａ＋ＡＡＴ｜＝｜Ａ｜｜Ｅ＋ＡＴ｜＝｜Ａ｜｜ＥＴ＋ＡＴ｜

＝｜Ａ｜｜（Ｅ＋Ａ）Ｔ｜＝｜Ａ｜｜Ｅ＋Ａ｜，

故｜Ａ＋Ｅ｜（１－｜Ａ｜）＝０，而｜Ａ｜＜０，所以１－｜Ａ｜≠０，因而｜Ａ＋Ｅ｜＝０．
例２２　设Ａ 是三阶矩阵，Ａ 是Ａ 的伴随矩阵，Ａ 的行列式｜Ａ｜＝１／２，求

行列式｜（３Ａ）－１－２Ａ｜的值．
解法１　利用Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１计算得到

·３０４·



｜（３Ａ）－１－２Ａ｜＝｜（３Ａ）－１－２｜Ａ｜Ａ－１｜＝｜Ａ－１／３－Ａ－１｜＝｜（－２／３）Ａ－１｜
＝（－２／３）３｜Ａ－１｜＝－１６／２７

解法２　利用Ａ－１＝Ａ／｜Ａ｜＝２Ａ 计算得到

｜（３Ａ）－１－２Ａ｜＝｜Ａ－１／３－２Ａ｜｜（２／３）Ａ －２Ａ｜＝｜（－４／３）Ａ｜
＝（－４／３）３｜Ａ｜＝（－４／３）３｜Ａ｜３－１

＝（－４／３）３×（１／４）＝－１６／２７
解法３　（１／２）｜（３Ａ）－１－２Ａ｜＝｜Ａ｜｜Ａ－１／３－２Ａ｜＝｜ＡＡ－１／３－２ＡＡ

｜
＝｜Ｅ／３－２｜Ａ｜Ｅ｜＝｜Ｅ／３－Ｅ｜
＝｜（－２／３）Ｅ｜＝－（８／２７）｜Ｅ｜＝－８／２７，

即 ｜（３Ａ）－１－２Ａ｜＝－２×８／２７＝－１６／２７

例２３［２００４年Ⅰ２４］　若Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ，Ａ＝

１ ０ １

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅－２ ０ １

，则｜Ｂ｜＝

（Ａ）２．　（Ｂ）１／２．　（Ｃ）－２．　（Ｄ）－１／２．　（Ｅ）以上结论都不正确．
解　（Ａ２－Ｅ）Ｂ＝Ａ＋Ｅ，（Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ａ＋Ｅ．
由于｜Ａ＋Ｅ｜＝１８≠０，故（Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ｅ．
由于｜Ａ－Ｅ｜＝２≠０，故Ｂ＝（Ａ－Ｅ）－１，且

｜Ｂ｜＝｜（Ａ－Ｅ）－１｜＝１／｜Ａ－Ｅ｜＝１／２ 仅（Ｂ）入选．
题型六　讨论矩阵的对称性

类型（一）　讨论矩阵是否对称。

利用下述定义讨论之。

定义３２１２　对于ｎ阶矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，如 果ＡＴ＝Ａ（或ａｉｊ＝ａｊｉ，ｉ，ｊ
＝１，２，…，ｎ），则称Ａ 为对称矩阵．

此外也可利用对称矩阵的性质判别之。

命题３２１５　对称矩阵的和、数乘仍是对称矩阵。

命题３２１６　当且仅当两对称矩阵能交换时，其积也是对称矩阵．
命题２３１７　互为转置的两矩阵乘积为对称矩阵．

例２４　设Ａ＝

２ ０ －１

０ ２ １
熿

燀

燄

燅－１ １ ２

，则下列表述不正确的是

（Ａ）ＡＢ 为对称矩阵，Ｂ 是三阶对称矩阵．　　（Ｂ）２Ａ 为对称矩阵．
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（Ｃ）ＡＴＡ 为对称矩阵．　　（Ｄ）Ａ 可逆．　 　（Ｅ）ＡＡ－１为对称矩阵．
解　因ＡＢ≠ＢＡ，由命题３２１６知，ＡＢ 不 一 定 为 对 称 矩 阵，（Ａ）不 正

确。又由命题３２１５、命题３２１７知，２Ａ，ＡＴＡ 为对称矩阵．

因｜Ａ｜＝８≠０，故Ａ 可 逆，易 求 得Ａ－１＝

３／２ －１／４ １／２

－１／４ ３／４ －１／２

１／２ －１／

熿

燀

燄

燅２ １

．显 然

Ａ－１为对称矩阵。又因Ａ－１Ａ＝ＡＡ－１＝Ｅ，由命题３２１６知，ＡＡ－１也为对称

矩阵。仅（Ａ）入选．
例２５　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶对称矩阵，则下列结论中不正确的是

（Ａ）Ａ＋Ｂ 为对称矩阵．　　（Ｂ）对任意矩阵Ｐｎ×ｎ，ＰＴＡＰ为对称矩阵．
（Ｃ）ＡＢ 为对称矩阵． （Ｄ）若Ａ，Ｂ 可换，则ＡＢ 为对称矩阵．
（Ｅ）Ａ－Ｂ 为对称矩阵．
解　因Ａ，Ｂ 为对称 矩 阵，由 命 题３２１５知 Ａ＋Ｂ，Ａ－Ｂ 均 为 对 称 矩

阵，（Ａ）、（Ｅ）均正确．因（ＰＴＡＰ）Ｔ＝ＰＴＡＴ（ＰＴ）Ｔ＝ＰＴＡＰ，（Ｂ）也正确．
因ＡＢ＝ＢＡ，由命题３２１６即知ＡＢ 也为对称矩阵，（Ｄ）正确．因（Ｃ）中

矩阵 ＡＢ 不 一 定 有ＡＢ＝ＢＡ，故 ＡＢ 不 对 称 （利 用 命 题 ３２１６）．事 实 上

（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ＝ＢＡ≠ＡＢ．仅（Ｃ）入选．
类型（二）　讨论矩阵是否为反对称矩阵。

讨论方法与本题类型（一）类似．常用反对称矩阵的定义讨论之．
定义３２１３　如果ｎ阶矩阵Ａ＝（ａｉｊ）满足ＡＴ＝－Ａ（或ａｉｊ＝－ａｊｉ，ｉ，ｊ

＝１，２，…，ｎ），则称Ａ 为反对称矩阵．
也可利用其性质判别之。

命题３２１８　反对称矩阵的和、数乘仍是反对称矩阵．
命题３２１９　当且仅当反对称矩阵与对称矩阵可换时，其积为 反 对 称

矩阵．
事实上，设Ａ，Ｂ 分别为 同 阶 的 反 对 称 矩 阵、对 称 矩 阵，则（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ

＝－ＢＡ＝－ＡＢ，即ＡＢ 为反对称矩阵．
例２６（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ是ｎ阶矩阵，ＡＢＡ，ＡＢ－ＢＡ是对称矩阵．
（１）Ａ 与Ｂ 都是对称矩阵；　　（２）Ａ 是反对称矩阵，Ｂ 是对称矩阵．
解　当条件（１）成立时，由

（ＡＢ－ＢＡ）Ｔ＝（ＡＢ）Ｔ－（ＢＡ）Ｔ＝ＢＴＡＴ－ＡＴＢＴ＝ＢＡ－ＡＢ＝－（ＡＢ－ＢＡ）

知ＡＢ－ＢＡ 是反对称矩阵。条件（１）不充分．当条件（２）成立时，由
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（ＡＢＡ）Ｔ ＝ＡＴＢＴＡＴ＝（－Ａ）Ｂ（－Ａ）＝ＡＢＡ，（ＡＢ－ＢＡ）Ｔ＝ＢＴＡＴ－ＡＴＢＴ

＝Ｂ（－Ａ）－（－Ａ）Ｂ＝－ＢＡ＋ＡＢ
知ＡＢＡ 与ＡＢ－ＢＡ 都是对称矩阵。仅Ｂ入选．

例２７（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，则ＡＢ 为反对称矩阵．
（１）Ａ 为对称矩阵，Ｂ 为反对称矩阵；

（２）Ａ 与Ｂ 可交换，且Ａ 为对称矩阵，Ｂ 为反对称矩阵．
解　当条件（１）成立时，因为ＡＢ＝ＢＡ 不一定成立，由命题３２１９即知

ＡＢ 不是反对称矩阵．条件（１）不充分。当条件（２）成立时，由命题３２１９即

知ＡＢ 为反对称矩阵。事实上有

（ＡＢ）Ｔ＝－ＢＡ＝－ＡＢ．条件（２）充分。仅Ｂ入选．

习　题　３２１

（一）问题求解

１ 设α为 三 维 列 向 量，αＴ 是α 的 转 置，若ααＴ＝

１ －１ １

－１ １ －１
熿

燀

燄

燅１ －１ １

，则

αＴα＝
（Ａ）１．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）３．　　　（Ｄ）４．　　　（Ｅ）５．

２ 设αβＴ＝

１ －１ ２

－１ １ －２
熿

燀

燄

燅２ －２ ４

，则（βＴα）ｎ＝

（Ａ）３ｎ． （Ｂ）４ｎ． （Ｃ）５ｎ． （Ｄ）６ｎ． （Ｅ）７ｎ．

３ 设Ａ，Ｂ，Ｃ均为ｎ 阶矩阵．
（１）若Ａ≠Ｂ，则｜Ａ｜＝｜Ｂ｜；

（２）若ＡＢ＝ＡＣ，且Ａ≠Ｏ，则Ｂ＝Ｃ；

（３）若Ａ２Ｏ＝Ｅ，且Ａ≠Ｅ，则Ａ＝－Ｅ；

（４）若Ａ 可逆，且Ａ－１Ｂ＝ＣＡ－１，则Ｂ＝Ｃ．

正确的命题个数是

（Ａ）０． （Ｂ）１． （Ｃ）２． （Ｄ）３． （Ｅ）４．

４Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，下列各式正确的是
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（Ａ）（Ａ－Ｂ）２＝Ａ２－２ＡＢ＋Ｂ２．（Ｂ）（ＡＢ）２＝Ａ２Ｂ２．（Ｃ）（ＡＴＢＴ）＝

ＢＴＡ．

（Ｄ）Ａ２－Ｂ２＝（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）． （Ｅ）Ａ（Ｂ＋Ａ）＝（Ｂ＋Ａ）Ａ．

５ 设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶矩阵，则Ａ，Ｂ 可交换的充分必要条件是

（Ａ）（ＡＢ）２＝Ａ２Ｂ２． （Ｂ）Ａ２Ｂ２＝Ｂ２Ａ２．

（Ｃ）（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）＝（Ａ－Ｂ）（Ａ＋Ｂ）． （Ｄ）ＡＴＢ＝ＢＡＴ．

６Ａ＝

０ １ ０

１ ０ －１
熿

燀

燄

燅０ －１ ０

，则Ａ２００３＝

（Ａ）２１０００Ａ． （Ｂ）２１００１Ａ． （Ｃ）２１００２Ａ． （Ｄ）２１００３Ａ． （Ｅ）２１００４Ａ．

７ 设Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶矩阵，｜Ａ｜＝２，｜Ｂ｜＝－３，则｜２ＡＢ－１｜＝

（Ａ）－２２ｎ－１／３． （Ｂ）２２ｎ／３． （Ｃ）２２ｎ＋１／５．

（Ｄ）３２ｎ＋１／４． （Ｅ）５２ｎ＋１／６．

８ 已知α１，α２，β１，β２ 是三维列向量，设Ａ＝（α１，α２，β１），Ｂ＝（α１，α２，β２），

则｜２Ａ－５Ｂ｜＝

（Ａ）２｜Ａ｜－５｜Ｂ｜．　　　（Ｂ）８｜Ａ｜－１２５｜Ｂ｜．　　（Ｃ）１８｜Ａ｜－４５｜Ｂ｜．

（Ｄ）９｜Ａ｜－９｜Ｂ｜．　　　（Ｅ）以上结论都不正确．

９ 设Ａ，Ｂ 均为对称矩阵，则下述矩阵不为对称矩阵的是

（Ａ）３Ａ＋２Ｂ．（Ｂ）－ＡＢＡ．（Ｃ）ＡＢ＋ＢＡ．（Ｄ）ＡＢ－ＢＡ．（Ｅ）ＢＡ２Ｂ．

１０．若矩阵Ａ 满足Ａ２＝Ｏ，且ＡＴ＝Ａ，则Ａ 满足

（Ａ）Ａ＝Ｅ． 　（Ｂ）Ａ 为任意矩阵． （Ｃ）Ａ 可逆．

（Ｄ）Ａ＝Ｏ． 　（Ｅ）｜Ａ｜≠０．

１１设Ａ为三阶矩阵，｜Ａ｜＝－１，Ａ 为Ａ 的伴随矩阵，则｜（２Ａ）－１＋２Ａ｜

＝

（Ａ）－９／８． （Ｂ）－２７／８．（Ｃ）－２． （Ｄ）２７／８． （Ｅ）９／８．

（二）条件充分性判断

１Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶矩阵，则（Ａ＋Ｂ）２＝Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２。

（１）ＡＢ＝ＢＡ； （２）ＡＢ－Ａ－Ｂ＝Ｏ。

２Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶矩阵，ＡＢ＝ＢＡ。

（１）Ａ＋Ｂ＝ＡＢ； （２）ＡＢ－２Ａ－２Ｂ－５Ｅ＝Ｏ．
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３Ａ＝

ａ １ ０ ０

０ ａ ０ ０

０ ０ ｂ １

０ ０ ０

熿

燀

燄

燅ｂ

，则Ａｎ＝

１ ｎ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

（ｎ≥２）．

（１）ａ＝１，ｂ＝１； （２）ａ＝１，ｂ＝０．

４Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶矩阵，ＡＢ＝ＢＡ．
（１）ＡＢＴ＝ＢＴＡ； （２）Ａ 是对称矩阵．
（三）解答题

１ 设Ａ 是三阶矩阵，α１，α２，α３ 是线性无关的三维向量组，满足

Ａα１＝α２＋α３，　Ａα２＝α１＋α３，　Ａα３＝α１＋α２

求Ａ 的行列式｜Ａ｜．

２［２００１年Ⅰ２５］　已知Ａ 是４阶矩阵，且｜Ａ｜＝ａ≠０，求｜｜Ａ｜Ａ｜．

３ 设Ａ 为ｍ 阶矩阵，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，且｜Ａ｜＝ａ，｜Ｂ｜＝ｂ，Ｃ＝
Ｏ Ａ［ ］Ｂ Ｏ

，则

Ｃ＝ ．

４ 已知Ａ，Ｂ 均 为 三 阶 矩 阵，｜Ａ｜＝４，｜Ｂ｜＝－５，试 求｜２ＡＢ｜，｜ＡＢＴ｜，

｜Ａ－１Ｂ－１｜，｜－Ａ－１Ｂ｜，｜（（ＡＢ）－１）Ｔ｜，
Ａ／４ Ｃ

Ｏ －Ｂ
．

５［１９９７年Ⅱ１９］　若Ａ 是三阶矩阵，且｜Ａ｜＝３ 求｜ＡＴ＋ＡＴ｜．

６ 设Ａ＝

１ １ １

２ ２ ２
熿

燀

燄

燅３ ３ ３

，ｎ为正整数，则Ａｎ＝ ．

７ 设Ａ 为ｎ 阶非零矩阵，Ａ 是Ａ 的伴随矩阵，ＡＴ 是Ａ 的转 置 矩 阵．当

Ａ ＝ＡＴ 时，证明｜Ａ｜≠０．

８ 求与矩阵Ａ＝

０ １ ０

０ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

可交换的所有矩阵．

９ 设Ａ，Ｂ 是两个反对称矩阵，则ＡＢ－ＢＡ 是反对称矩阵．

１０．［１９９９年Ⅱ２２］　设ｆ（ｘ）＝ｘ２－３ｘ＋１，Ａ＝

２ ０ １

１ １ ０
熿

燀

燄

燅０ －１ １

，求ｆ（Ａ）．
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３２２　逆矩阵

　　１ 逆矩阵的概念

定义３２２１　对于ｎ阶矩阵Ａ，如果存在ｎ阶矩阵Ｂ，使得ＡＢ＝ＢＡ＝

Ｅ，则称矩阵Ａ 为可逆矩阵，称Ｂ 为Ａ 的逆矩阵，记作Ｂ＝Ａ－１．
命题３２２１　如果矩阵Ａ 可逆，其逆矩阵惟一．
命题３２２２　若ｎ阶矩阵Ａ，Ｂ 满足ＡＢ＝Ｅ，则Ａ，Ｂ 都可逆，且Ａ 与Ｂ

互为逆矩阵，即Ａ＝Ｂ－１，Ｂ＝Ａ－１．

　　２矩阵可逆的充分必要条件

定理３２２１　下列诸条件之一均为ｎ阶矩阵Ａ 可逆的充要条件：

（１）Ａ 为非奇异矩阵即｜Ａ｜≠０；

（２）Ａ 可表示为若干个初等矩阵的乘积；

（３）Ａ 经若干次初等变换可化为单位矩阵．
定理３２２２　（１）Ａ，Ｂ 均 可 逆，则ＡＢ 可 逆；反 之ＡＢ 可 逆，则Ａ，Ｂ 也

可逆；（２）ＡＢ 不可逆的充分必要条件是Ａ 与Ｂ 中至少有一个不可逆．

　　３逆矩阵的性质

１°（Ａ－１）－１＝Ａ；　　　２°（ｋＡ）－１＝Ａ－１／ｋ（ｋ为非零实数）；

３°（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１；　４°（ＡＴ）－１＝（Ａ－１）Ｔ；　（５）｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１．

　　４逆矩阵的求法

１）伴随矩阵法

ｎ阶矩阵Ａ 可逆时，由定理３２２１（１）知｜Ａ｜≠０，且 有Ａ－１＝Ａ／｜Ａ｜，

其中Ａ 为矩阵Ａ 的伴随矩阵，即

Ａ ＝

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｎ１

Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２

… … …

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，

其中Ａｉｊ是Ａ 中元素ａｉｊ的代数余子式 （ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）．

２）初等行变换法

１° ［ＡＥ］ →
初等行变换

［ＥＡ－１］。 （３２２１）

２°已知Ａ，Ｂ，其中Ａ 是可逆矩阵，且ＡＸ＝Ｂ，则Ｘ＝Ａ－１Ｂ，且
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［ＡＢ］ →
初等行变换

［ＥＡ－１Ｂ］。 （３２２２）

３°已知Ａ，Ｂ 是可逆矩阵，且 ＸＡ＝Ｂ，由 于（ＸＡ）Ｔ＝ＡＴＸＴ＝ＢＴ，则 ＸＴ＝
（ＡＴ）－１ＢＴ，且

［Ａ Ｔ ＢＴ］ →
初等行变换

［Ｅ （ＡＴ）－１ＢＴ］， （３２２３）

因而 Ｘ＝［（ＡＴ）－１ＢＴ］Ｔ＝ＢＡ－１．

　　５可逆方阵Ａ 的伴随矩阵Ａ 的性质

命题３２２３　（１）ＡＡ ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ（无论Ａ 是否可逆都对！）；

（２）（λＡ） ＝λｎ－１Ａ（因式对｜Ａ｜＝０也对）；

（３）（Ａ）＝｜Ａ｜ｎ－１（因式对｜Ａ｜＝０也对）；

（４）（ＡＢ） ＝ＢＡ ；

（５）（ＡＴ） ＝（Ａ）Ｔ，（Ａ－１） ＝（Ａ）－１；

（６）若｜Ａ｜≠０，则Ａ 可逆，且（Ａ）－１＝｜Ａ｜－１Ａ＝（Ａ－１） ；

（７）（Ａ） ＝｜Ａ｜ｎ－２Ａ．

　　６矩阵的初等变换

１）初等变换

对矩阵施行以下三种变换，称为矩阵的初等变换：

１°交换矩阵的某两行（列）；

２°以一个非零数ｋ乘矩阵的某一行（列）；

３°将矩阵的某一行（列）的ｋ倍加到另一行（列）上．

２）初等矩阵

对单位矩阵实施一次某种初等变换得到的矩阵称为初等矩阵．
初等变换有上述三种形式，相应地初等矩阵也有三种形式．

３）初等变换与初等矩阵的性质

１°初等变换不改变矩阵的秩；

２°对矩阵Ａｍ×ｎ进行某种初 等 行 变 换 等 于 用 同 种 的ｍ 阶 初 等 矩 阵 左 乘

Ａ，对Ａｍ×ｎ施行某种列变换等于用同种的ｎ 阶初等矩阵右乘Ａ；

３°初等矩阵为可逆矩阵，且其逆矩阵仍为初等矩阵；

４°经若干次初等行变换可将矩阵化为行阶梯形矩阵．
定义３２２２　若矩阵Ａｍ×ｎ满足其 非 零 行（即 元 素 不 全 为 零 的 行）的 第

一个非零元素的列下标随着行标的递增而严格增大，且该矩阵若有元素全为

零的行必排在非零行的下方，称该矩阵为（行）阶梯形矩阵．
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把一个矩阵通过初等行变换化成（行）阶 梯 形 矩 阵 是 线 性 代 数 中 各 类 计

算题中常使用的基本运算，考生务必熟练掌握．
题型一　利用逆矩阵的性质讨论有关矩阵等式的正确性

例１［２００２年Ⅱ１６］　设Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶矩阵，且（ＡＢ）２＝Ｅ，则下列命题中

不成立的是

（Ａ）（ＢＡ）－１＝ＢＡ．　　　　　　（Ｂ）ＡＢ＝Ｅ．
（Ｃ）秩（Ａ）＝秩（Ｂ）． （Ｄ）Ｂ－１＝ＡＢＡ．
解　由（ＡＢ）２＝Ｅ 得到ＡＢＡＢ＝Ａ（ＢＡＢ）＝Ｅ，故Ａ 可逆，秩（Ａ）＝ｎ．又由

ＡＢＡＢ＝Ａ（ＢＡＢ）＝Ｅ 得 到（ＢＡＢ）Ａ＝（ＢＡ）ＢＡ＝Ｅ，故ＢＡ 可 逆，且（ＢＡ）－１＝

ＢＡ；再ＢＡＢＡ＝Ｂ（ＡＢＡ）＝Ｅ 得到Ｂ 可逆，且Ｂ－１＝ＡＢＡ，因而秩（Ｂ）＝ｎ．于是

秩（Ａ）＝秩（Ｂ）．
综上可知，选项（Ａ）、（Ｃ）、（Ｄ）均 成 立，但（Ｂ）项 不 一 定 成 立．虽 然ＡＢ

＝Ｅ 是（ＡＢ）２＝Ｅ 的充分 条 件，但 不 是 必 要 条 件．事 实 上 由（ＡＢ）２－Ｅ＝Ｏ 得

到（ＡＢ－Ｅ）（ＡＢ＋Ｅ）＝Ｏ，满 足 等 式 的ＡＢ。除ＡＢ＝Ｅ 外，还 有 其 他 矩 阵，例

如ＡＢ＝－Ｅ 也满足上式因而也满足（ＡＢ）２＝Ｅ。（Ｂ）不成立．仅（Ｂ）入选．
例２　设Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶可逆矩阵，则下述结论中不正确的是

（Ａ）［（ＡＢ）Ｔ］－１＝（Ａ－１）Ｔ（Ｂ－１）Ｔ．
（Ｂ）（Ａ＋Ｂ）－１＝Ａ－１＋Ｂ－１．
（Ｃ）（Ａｋ）－１＝（Ａ－１）ｋ （ｋ为正整数）．
（Ｄ）｜（ｋＡ）－１｜＝ｋ－ｎ｜Ａ｜－１ （ｋ≠０，常数）．
（Ｅ）若（ＡＢ）２＝Ｅ，则（ＢＡ）２＝Ｅ．
解　对选项（Ａ）成立，因为由可逆矩阵性质有

［（ＡＢ）Ｔ］－１＝［ＢＴＡＴ］－１＝（ＡＴ）－１（ＢＴ）－１＝（Ａ－１）Ｔ（Ｂ－１）Ｔ．
选项（Ｂ）不 一 定 成 立。首 先 Ａ，Ｂ 可 逆，Ａ＋Ｂ 不 一 定 可 逆，例 如 Ａ＝

１ ０［ ］０ １
，Ｂ＝

－１ ０［ ］０ －１
都 可 逆，但 Ａ＋Ｂ＝

０ ０［ ］０ ２
不 可 逆．即 使 Ａ＋Ｂ 可

逆，也不一定有（Ａ＋Ｂ）－１＝Ａ－１＋Ｂ－１．因而（Ｂ）不成立．
选项（Ｃ）成立，因为由逆矩阵性质有

（Ａｋ）－１＝（ＡＡ…Ａ）－１＝Ａ－１Ａ－１…Ａ－１＝（Ａ－１）ｋ （ｋ为正整数）。

选项（Ｄ）、（Ｅ）都成立，因为

｜（ｋＡ）－１｜＝｜１
ｋＡ－１｜＝１

ｋｎ｜Ａ－１｜＝１
ｋｎ

１
｜Ａ｜＝ｋ－ｎ｜Ａ｜－１，
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（ＡＢ）２＝Ｅ，　即　（ＡＢ）（ＡＢ）＝Ｅ，

由结合律有 ＡＢＡＢ＝Ａ（ＢＡＢ）＝Ｅ，

故 （ＢＡＢ）Ａ＝（ＢＡ）（ＢＡ）＝（ＢＡ）２＝Ｅ。

或在ＡＢＡＢ＝Ｅ 两端左乘Ａ－１得ＢＡＢ＝Ａ－１，再在后一方程两端右乘Ａ 得到

ＢＡＢＡ＝（ＢＡ）２＝Ａ－１Ａ＝Ｅ．仅（Ｂ）入选。

例３　Ａ，Ｂ 为ｎ 阶可逆矩阵，则下列正确的表示式是

（Ａ）（Ａ＋Ｂ）－１＝Ａ－１＋Ｂ－１．　　　（Ｂ）Ａ－１Ｂ－１＝（ＡＢ）－１．
（Ｃ）（（ＡＴ）Ｔ）－１＝（（Ａ－１）－１）Ｔ．　　（Ｄ）（３Ａ）－１＝３Ａ－１．
（Ｅ）（（ＡＴ）－１）Ｔ＝Ａ－１．
解　（Ａ）显然不正确．Ａ－１Ｂ－１＝（ＢＡ）－１，（Ｂ）也不正确。（（ＡＴ）Ｔ）－１＝

（Ａ）－１，而（（Ａ－１）－１）Ｔ＝ＡＴ，Ａ－１≠ＡＴ，（Ｃ）也 不 正 确。（３Ａ）－１＝Ａ－１／３≠
Ａ－１，（Ｄ）也不正确．（（ＡＴ）－１）Ｔ＝（（ＡＴ）Ｔ）－１＝Ａ－１。仅（Ｅ）入选．

例４　Ａ 是ｎ 阶可逆矩阵，ｎ为奇数，Ａ－１＝ＡＴ，｜Ａ｜＝１，则｜Ｅ－Ａ｜＝
（Ａ）１。　　（Ｂ）－１。　　（Ｃ）０。　　（Ｄ）２。　　（Ｅ）－４。

解　｜Ｅ－Ａ｜＝｜Ａ－１Ａ－Ａ｜＝｜ＡＴＡ－Ａ｜
＝｜（ＡＴ－Ｅ）Ａ｜＝｜ＡＴ－Ｅ｜｜Ａ｜＝｜ＡＴ－Ｅ｜
＝｜（Ａ－Ｅ）Ｔ｜＝｜Ａ－Ｅ｜＝｜－（Ｅ－Ａ）｜
＝（－１）ｎ｜Ｅ－Ａ｜＝－｜Ｅ－Ａ｜，

故｜Ｅ－Ａ｜＝０，即｜Ｅ－Ａ｜＝０。仅（Ｃ）入选．
例５　下列等式中正确的是

（Ａ）［（Ａ）Ｔ］－１＝［（Ａ－１）Ｔ］ 。（Ｂ）Ａ（Ａ－Ｅ）－１＝Ａ（Ａ－１－Ｅ）＝Ｅ－Ａ。

（Ｃ）ＡＢ－Ｂ＝Ｂ（Ａ－Ｅ）。 （Ｄ）（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）＝Ａ２－Ｂ２。

解　由 命 题３２２３（５）知，伴 随、转 置 矩 阵 求 逆 可 任 意 交 换 运 算 次 序。

仅（Ａ）入选。事实上，

［（Ａ）Ｔ］－１＝［（Ａ）－１］Ｔ＝［（Ａ－１）］Ｔ＝［（Ａ－１）Ｔ］ ．
其余选项均不成立，且是常见错误．

例６（条件充分性判断）　三阶矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ满足ＡＴＢＴＡＴＣＴ＝Ｅ．
（１）ＡＢＡＣ＝Ｅ；　　　　　（２）Ａ－１Ｂ－１Ａ－１Ｃ－１＝Ｅ．
解　当条件（１）成立时，显然有（ＡＢＡＣ）Ｔ＝ＥＴ＝Ｅ，即

ＣＡＢＡ＝Ｅ，

则 （ＣＡＢＡ）Ｔ＝ＡＴＢＴＡＴＣＴ＝ＥＴ＝Ｅ．
条件（１）充分。当条件（２）成立时，有
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（ＣＡＢＡ）－１＝Ｅ，　即　［（ＣＡＢＡ）－１］－１＝Ｅ－１，

故ＣＡＢＡ＝Ｅ，两端取转置有

（ＣＡＢＡ）Ｔ＝ＡＴＢＴＡＴＣＴ＝ＥＴ＝Ｅ．
条件（２）也充分。仅 Ｄ入选．

例７　设ｎ维向量α＝（ａ，０，…，０，ａ）Ｔ，ａ＜０，Ｅ 是ｎ 阶 单 位 矩 阵，Ａ＝Ｅ

－ααＴ，Ｂ＝Ｅ＋ααＴ／ａ，其中Ａ 的逆矩阵为Ｂ，则ａ＝
（Ａ）１．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）３．　　　（Ｄ）－１．　　　（Ｅ）－２．

解　由题设有ＡＢ＝Ｅ，即（Ｅ－ααＴ）Ｅ＋αα（ ）ａ ＝Ｅ．整理得

（１－ａ）ααＴ－（αＴα）ααＴ＝Ｏ　或　（１－ａ－αα）ααＴ＝Ｏ。

因而（１－ａ－２ａ２）ααＴ＝Ｏ。因ａ＜０，故

ααＴ＝

ａ２ ０ … ０ ａ２

０ ０ … ０ ０
… … … …

０ ０ … ０ ０

ａ２ ０ … ０ ａ

熿

燀

燄

燅２

≠Ｏ．

于是 １－ａ－２ａ２＝０，　即　２ａ２＋ａ－１＝（２ａ－１）（ａ＋１）＝０．
由ａ＜０得到ａ＝－１。仅（Ｄ）入选．

题型二　讨论矩阵的可逆性

法一　利用定义３２２１或命题３２２２讨论之．
例８（条件充分性判断）　Ａ 是ｎ 阶矩阵，Ａ＋Ｅ 可逆。

（１）存在ｎ阶矩阵Ｂ，使得Ｂ＝Ａ－ＢＡ；　　（２）Ａ２＝Ａ．
解　条件（１）成立时，有

Ｂ＝Ａ－ＢＡ，　即　Ｂ（Ｅ＋Ａ）＝Ａ＝Ｅ＋Ａ－Ｅ．
化为 （Ｂ－Ｅ）（Ｅ＋Ａ）＝－Ｅ．
由命题３２２２知Ａ＋Ｅ 可逆，于是条 件（１）充 分。当 条 件（２）成 立 时，有Ａ２

＝Ａ．由Ａ２－Ａ＝Ｏ 得到

Ａ２－Ａ－２Ｅ＝Ａ２－Ｅ－Ａ－Ｅ＝２Ｅ，

即 （Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ）－（Ａ＋Ｅ）＝２Ｅ，　（Ａ＋Ｅ）（Ａ－２Ｅ）＝２Ｅ．
由命题３２２２知，Ａ＋Ｅ 可逆。仅 Ｄ入选．

例９（条件充分性判断）　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，Ａ－Ｅ 必可逆．
（１）Ａ＋Ｂ＝ＡＢ；　　　　（２）ＡＢＡ＋Ｂ＝ＡＢ＋ＢＡ＋Ｅ．
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解　当条件（１）成立时，有ＡＢ－Ｂ－Ａ＝０，即

（Ａ－Ｅ）Ｂ－Ａ＋Ｅ＝Ｅ，　（Ａ－Ｅ）Ｂ－（Ａ－Ｅ）＝Ｅ，　（Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝Ｅ．
由命题３２２２知，Ａ－Ｅ 可逆．条件（１）充分。当条件（２）成立时，有

ＡＢＡ－ＢＡ＋Ｂ－ＡＢ＝Ｅ，　即　（Ａ－Ｅ）（ＢＡ）－（ＡＢ－Ｂ）＝Ｅ，

（Ａ－Ｅ）ＢＡ－（Ａ－Ｅ）Ｂ＝（Ａ－Ｅ）（ＢＡ－Ｂ）＝（Ａ－Ｅ）Ｂ（Ａ－Ｅ）＝Ｅ．
由命题３２２２知，Ａ－Ｅ 可逆，条件（２）也充分。仅 Ｄ入选．

法二　利用矩阵可 逆 的 充 分 必 要 条 件 即 定 理３２２１和 定 理３２２２
讨论之．

例１０　设Ａ，Ｂ 均是ｎ 阶矩阵，则正确命题是

（Ａ）若Ａ，Ｂ 均可逆，则Ａ＋Ｂ 可逆．
（Ｂ）若Ａ，Ｂ 均不可逆，则Ａ＋Ｂ 不可逆．
（Ｃ）若ＡＢ 不可逆，则Ａ＋Ｂ 不可逆．
（Ｄ）若ＡＢ 可逆，则Ａ 与Ｂ 均可逆．
（Ｅ）若Ａ＋Ｂ 可逆，则Ａ 与Ｂ 均可逆．
解　若ＡＢ 可逆，由定理３２２２（１）知Ａ，Ｂ 也 可 逆。事 实 上 由｜ＡＢ｜＝

｜Ａ｜｜Ｂ｜≠０，有｜Ａ｜≠０，｜Ｂ｜≠０，即Ａ，Ｂ 均 可 逆，选 项（Ｄ）正 确，其 余 各 选 项

都不正确．

若Ａ＝
１ ０［ ］０ １

，Ｂ＝
０ １［ ］１ ０

，则Ａ＋Ｂ＝
１ １［ ］１ １

，因｜Ａ＋Ｂ｜＝０，Ａ＋Ｂ 不

可逆。因而（Ａ）不正确。

若Ａ＝
１ ０［ ］０ ０

，Ｂ＝
０ ０［ ］０ １

不可逆，虽 然ＡＢ＝
０ ０［ ］０ ０

不 可 逆，但Ａ＋Ｂ

＝
１ ０［ ］０ １

可逆．因而（Ｂ）不正确，（Ｃ）也不正确。

本例也说明Ａ＋Ｂ 可逆，但｜Ａ｜＝｜Ｂ｜＝０，Ａ，Ｂ 不可逆．于是（Ｅ）不正确。

仅（Ｄ）入选。

注意　两个可逆矩阵之和（差）不 一 定 可 逆；同 样，两 个 矩 阵 的 和（差）可

逆，但这两个矩阵也不一定可逆．
例１１［２０００年Ⅰ１３］　已知Ａ，Ｂ 均为ｎ 阶非零矩阵，且ＡＢ＝Ｏ，则

（Ａ）Ａ，Ｂ 中必有一个可逆．　　　　（Ｂ）Ａ，Ｂ 都不可逆．
（Ｃ）Ａ，Ｂ 都可逆． （Ｄ）以上结论都不正确．
解法１　事实上，如果Ａ，Ｂ 中有一个可逆，例如Ａ 可逆，则由ＡＢ＝Ｏ，得
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到Ａ－１ＡＢ＝Ｂ＝Ｏ，与题意矛盾．仅（Ｂ）入选。

解法２　因ＡＸ＝０有非零解，故｜Ａ｜＝０，因而Ａ 不可逆，又由ＡＢ＝Ｏ 得

到ＢＴＡＴ＝Ｏ，而ＡＴ 为非零矩阵，故ＢＴＸ＝Ｏ 也有非零解，因而｜ＢＴ｜＝｜Ｂ｜＝

０，即Ｂ 不可逆．仅（Ｂ）入选。

注意　方阵ＡＢ＝Ｏ，当然ＡＢ 不可逆，由定理３２２２（２）即知Ａ 与Ｂ 中

至少有一个不可逆．由上例知如果再加上条件Ａ，Ｂ 均为非零矩阵，则两者都

不可逆．
例１２（条件充分性判断）　ｎ阶矩阵Ａ＋Ｂ 可逆．
（１）Ａ，Ｂ，Ａ－１＋Ｂ－１都可逆；　　　（２）Ａ，Ｂ 与Ａ－１＋Ｂ 都可逆．
解　因　Ａ＋Ｂ＝ＡＥ＋ＥＢ＝ＡＥ＋ＡＡ－１Ｂ＝Ａ（Ｅ＋Ａ－１Ｂ）

＝Ａ（Ｂ－１Ｂ＋Ａ－１Ｂ）＝Ａ（Ｂ－１＋Ａ－１）Ｂ，

当Ａ，Ｂ，Ａ－１＋Ｂ－１可逆时，由定理３２２２（１）知，其乘积矩阵也可逆，由

上式知，Ａ＋Ｂ 可逆，条件（１）充分。但条件（２）不充分，可举反例如下：

Ａ＝
１／３ ０［ ］０ ２

，　Ｂ＝
－１／３ ０［ ］０ ２

，

则Ａ＋Ｂ＝
０ ０［ ］０ ４

不可逆，但Ａ，Ｂ，Ａ－１＋Ｂ 都可逆，事实上

Ａ－１＋Ｂ＝
３ ０

０ １／［ ］２
＋

－１／３ ０［ ］０ ２
＝

８／３ ０

０ ５／［ ］２
可逆．条件（２）不充分。仅 Ａ入选．

例１３（条件充分性判断）　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，则Ｅ±Ａ 均不可逆．
（１）Ａ２＝Ｅ；　　　　（２）ａ１１≠±１。

解法１　当条 件（１）成 立 时，有 Ａ２－Ｅ＝（Ｅ－Ａ）（Ａ＋Ｅ）＝Ｏ。由 定 理

３２２２（２）知，Ｅ－Ａ，Ｅ＋Ａ 至少有一个不可逆。如条件（２）也成立，则Ａ＋Ｅ
与Ｅ－Ａ 两者都不可逆，如果有一个可逆，例如Ａ＋Ｅ 可逆，则由

（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）＝Ｏ
得到 （Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）（Ｅ＋Ａ）－１＝Ｏ（Ｅ＋Ａ）－１＝Ｏ，　即　Ｅ－Ａ＝Ｏ，

故Ｅ＝Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，则ａ１１＝１与条件（２）矛盾。因 此 当 条 件（１）与 条 件（２）同

时成立时，必有Ｅ±Ａ 均不可逆．仅 Ｄ入选。

解法２　利用本节例１１的结论“ＡＢ＝Ｏ 且Ａ≠Ｏ，Ｂ≠Ｏ，则Ａ，Ｂ 都 不 可

逆”证之．事实上，因（Ａ－Ｅ）（Ａ＋Ｅ）＝Ｏ，而ａ１１≠±１，则Ａ－Ｅ≠Ｏ，Ａ＋Ｅ≠
Ｏ，故Ａ－Ｅ，Ａ＋Ｅ 均不可逆．仅 Ｄ入选。
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法三　对ｎ阶矩阵Ａ 的多项式ｆ（Ａ）可用下述命题证明Ａ 可逆．
命题３２２４　如果ｎ阶矩阵Ａ 使多项式ｆ（Ａ）＝Ｏ，且ｆ（ｘ）的 常 数 项

不为零，则Ａ 可逆．
例１４（条件充分性判断）　ｎ阶矩阵Ａ 的特征值全不为零．
（１）Ａ 满足Ａ２－Ａ－６Ｅ＝Ｏ；　　　　（２）Ａ 满足Ａ２－５Ａ＝Ｏ．
解　当条件（１）成立时，有ｆ（Ａ）＝Ｏ，ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ－６且ｆ（ｘ）的常数项

为－６不等于零，故Ａ 为可逆矩阵，因而｜Ａ｜≠０，于是Ａ 的特征 值 全 不 为 零，

条件（１）充分．
但当条件（２）成立时，Ａ 满足ｆ（Ａ）＝Ｏ，其 中ｆ（ｘ）＝ｘ２－５ｘ．由Ａ２－５Ａ

＝Ａ（Ａ－５Ｅ）＝Ｏ，知Ａ２－５Ａ 不可逆．根据定理３２２２（２）知Ａ 与Ａ－５Ｅ 中

至少有一个不可逆，因而Ａ 不一定可逆．
当Ａ 不可逆时，｜Ａ｜＝０，这时不能保证Ａ 的特征值全不为零，条件（２）不

充分。仅 Ａ入选．
例１５　设ｎ阶矩阵Ａ 满足Ａ２＋２Ａ＋５Ｅ＝Ｏ，证明 对 任 何 实 数ｋ，Ａ＋ｋＥ

可逆．
证　用命题３２２４证之．令Ｂ＝Ａ＋ｋＥ 即Ａ＝Ｂ－ｋＥ，则

Ａ２＋２Ａ＋５Ｅ＝（Ｂ－ｋＥ）２＋２（Ｂ－ｋＥ）＋５Ｅ　　　　
＝Ｂ２－２（ｋ＋１）Ｂ＋（ｋ２－２ｋ＋５）Ｅ＝Ｏ．

设ｆ（ｘ）＝ｘ２－２（ｋ＋１）ｘ＋（ｋ２－２ｋ＋５），因ｆ（Ｂ）＝Ｏ，且Δ＝ｂ２－４ａｃ＝４

－４×５＝－１６＜０，故对任何实数ｋ，有ｋ２－２ｋ＋５≠０，即ｆ（ｘ）的常数项不等

于零，由命题３２２４知，对任何实数Ｂ 可逆，即Ａ＋ｋＥ 可逆．
题型三　矩阵元素给定，求其逆矩阵

法一　用伴随矩阵法求之。

根据公式Ａ－１＝Ａ／｜Ａ｜求其逆矩阵．

特别当Ａ＝
ａ ｂ［ ］ｃ ｄ

为二阶 矩 阵 时，由 行 列 式｜Ａ｜＝
ａ ｂ

ｃ ｄ
得 到 代 数 余

子式

Ａ１１＝（－１）１＋１ｄ＝ｄ，　Ａ１２＝（－１）１＋２ｃ＝－ｃ，

Ａ２１＝（－１）２＋１ｂ＝－ｂ，　Ａ２２＝（－１）２＋２ａ＝ａ，

故Ａ 的伴随矩阵Ａ 为Ａ ＝
Ａ１１ Ａ２１

Ａ１２ Ａ［ ］
２２

＝
ｄ －ｂ

－［ ］ｃ ａ
，因而得到二阶矩阵

的伴随矩阵的求法：将Ａ 的主对角上两元素位置调换，次对角 线 上 的 两 元 素
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符号调换即得．由此进而得到二阶矩阵Ａ＝
ａ ｂ［ ］ｃ ｄ

的逆矩阵的求法：如Ａ＝

ａ ｂ［ ］ｃ ｄ
可逆，利用两调一除的方法即可求得其逆矩阵

Ａ－１＝
ａ ｂ［ ］ｃ ｄ

－１

＝ １
｜Ａ｜

ｄ －ｂ

－［ ］ｃ ａ
． （３２２４）

这里的两调就是求二阶矩阵的伴随矩阵中的两调，一除就是用｜Ａ｜除１

例１６　设矩阵Ａ＝
１ －１［ ］２ ３

，Ｂ＝Ａ２－３Ａ＋２Ｅ，则Ｂ－１＝（　　）．

解　因 ｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ １

－２ λ－３
＝λ２－４λ＋５，

而 ｂ２－４ａｃ＝１６－４×１×５＜０，

故｜λＥ－Ａ｜＝０没 有 实 根．而 Ｂ＝（Ａ－２Ｅ）（Ａ－Ｅ）＝（Ｅ－Ａ）（２Ｅ－Ａ），故

｜Ｅ－Ａ｜≠０，｜２Ｅ－Ａ｜≠０，因而Ａ－２Ｅ，Ａ－Ｅ 可逆且其逆矩阵可 用 两 调 一 除

的方法即用式（３２２４）求得，即

Ｂ－１＝［（Ａ－２Ｅ）（Ａ－Ｅ）］－１＝（Ａ－Ｅ）－１（Ａ－２Ｅ）－１

＝
０ －１［ ］２ ２

－１ －１ －１［ ］２ １

－１

＝１
２

２ １［ ］－２ ０
×１

１
１ １［ ］－２ －１

＝１
２

０ １［ ］－２ －２
＝

０ １／２［ ］－１ －１
．

注意　如不将Ｂ 化成乘积矩阵，计算将比较烦琐。

例１７　求矩阵Ａ＝

０ １ ２

１ １ ４
熿

燀

燄

燅２ －１ ０

的逆矩阵．

解　用伴随矩阵法求之，因｜Ａ｜＝－２＋８－４＝２≠０，故Ａ 可逆．

Ａ１１＝（－１）１＋１
　１ ４

－１ ０
＝４，　Ａ２１＝（－１）２＋１

　１ ２

－１ ０
＝－２，

Ａ３１＝（－１）３＋１
１ ２

１ ４
＝２，　Ａ１２＝（－１）１＋２

１ ４

２ ０
＝８，

Ａ２２＝（－１）２＋２
０ ２

２ ０
＝－４，　Ａ３２＝（－１）３＋２

０ ２

１ ４
＝２，
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Ａ１３＝（－１）１＋３
１ 　１

２ －１
＝－３，　Ａ２３＝（－１）２＋３

　０ 　１

－２ －１
＝２，

Ａ３３＝（－１）３＋３
０ １

１ １
＝－１，

故 Ａ－１＝Ａ

｜Ａ｜＝ １
｜Ａ｜

Ａ１１ Ａ２１ Ａ３１

Ａ１２ Ａ２２ Ａ３２

Ａ１３ Ａ２３ Ａ

熿

燀

燄

燅３３

＝

２ －１ １

４ －２ １

－３／２ １ －１／

熿

燀

燄

燅２
．

注意　用 伴 随 矩 阵 法 计 算 Ａｉｊ 时，不 要 忘 记 所 带 符 号（－１）ｉ＋ｊ，用 Ａｉｊ 构

造Ａ 时要注意Ａｉｊ的排列次序．

法二　用初等行变换法求之。

对矩阵（ＡＥ）进行初等行变换化为（ＥＡ－１），从而直接求得Ａ－１．

若在初等行变换求逆的过程中出现Ａ 的某行全为零，则Ａ 不可逆．

用初等行变换法求逆时，只能用初等行变换，其中不能用初等列变换．

例１８［１９９８ 年 Ⅱ２９］　 设 Ａ＝

１ ２ －２

０ ３ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ －１

，Ｂ＝

１ ０ ０

０ －２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ３

，求

（ＡＢ）－１．

解　ＡＢ＝

１ ２ －２

０ ３ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ －１

１ ０ ０

０ －２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ３

＝

１ －４ ６

０ －６ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ －３

，

因｜ＡＢ｜＝１８≠０，故ＡＢ 可逆。下用初等行变换求出其逆矩阵．

　　　（ ＡＢＥ）＝

１ －４ －６ １ ０ ０

０ －６ ０ ０ １ ０





熿

燀

燄

燅０ ０ －３ ０ ０ １

ｒ２（－１／６）

ｒ３（－１／３
→）

１ －４ －６ １ ０ ０

０ １ ０ ０ －１／６ ０

０ ０ １ ０ ０ －１／






熿

燀

燄

燅３

ｒ１＋６ｒ
→
３

１ －４ ０ １ ０ －２

０ １ ０ ０ －１／６ ０

０ ０ １ ０ ０ －１／






熿

燀

燄

燅３
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ｒ１＋４ｒ
→
２

１ ０ ０ １ －２／３ －２

０ １ ０ ０ －１／６ ０

０ ０ １ ０ ０ －１／






熿

燀

燄

燅３

，

故 （ＡＢ）－１＝

１ －２／３ －２

０ －１／６ ０

０ ０ －１／

熿

燀

燄

燅３
．

例１９［１９９８年Ⅰ２９］　已 知 Ａ＝

－４ －３ １

－５ －３ １
熿

燀

燄

燅６ ４ －１

，Ｂ＝

１ ０ －１

２ １ ０
熿

燀

燄

燅０ １ －１

，

且ＸＢ＝Ｂ，求Ｘ．

解　可用初等行 变 换 判 定 Ａ 是 否 可 逆，如 果 可 逆，可 同 时 求 出 其 逆 矩

阵．

（ＡＥ）＝

－４ －３ １ １ ０ ０

－５ －３ １ ０ １ ０




熿

燀

燄

燅６ ４ －１ ０ ０ １

ｒ１－ｒ２

ｒ３＋ｒ
→
２

１ ０ ０ １ －１ ０

－５ －３ １ ０ １ ０




熿

燀

燄

燅１ １ ０ ０ １ １

ｒ２＋５ｒ１

ｒ３－ｒ
→
１

１ ０ ０ １ －１ ０

０ －３ １ ５ －４ ０




熿

燀

燄

燅０ １ ０ －１ ２ １

ｒ２＋３ｒ
→
３

１ ０ ０ １ －１ ０

０ ０ １ ２ ２ ３




熿

燀

燄

燅０ １ ０ －１ ２ １

ｒ２ｒ
→
３

１ ０ ０ １ －１ ０

０ １ ０ －１ ２ １




熿

燀

燄

燅０ ０ １ ２ ２ ３

．

因在上述初等行变换的过程中虚线左边没有出现一个不可逆的变换矩阵，因

而矩阵Ａ 可逆，且其逆矩阵为

Ａ－１＝

１ －１ ０

－１ ２ １
熿

燀

燄

燅２ ２ ３

．

在所给矩阵方程两端右乘Ａ－１，得到

Ｘ＝ＢＡ－１＝

１ ０ －１

２ １ ０
熿

燀

燄

燅０ １ －１

１ －１ ０

－１ ２ １
熿

燀

燄

燅２ ２ ３

＝

－１ －３ －３

１ ０ １
熿

燀

燄

燅－３ ０ －２

．

注意　例１９中用初等行变 换 化 Ａ 为 单 位 矩 阵 有 一 点 技 巧。尽 管 Ａ 的
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第１列没有单位元素，注意到其第１列的第１行与第２行元素相差１，将其相

减，便可产生单位元素，因而使用 初 等 变 换ｒ１－ｒ２。这 给 后 面 计 算 带 来 极 大

方便。切忌用－４除第１行元素产 生１，因 这 样 会 出 现 分 数，使 计 算 繁 杂，易

错．
法三　利用下述求逆矩阵的公式求之：

（１）（ｋＡ）－１＝１
ｋＡ－１ （ｋ≠０）；　　　（２）（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１；

（３）（ＡＴ）－１＝（Ａ－１）Ｔ； （４）（Ａ）－１＝（Ａ－１） ＝ １
｜Ａ｜Ａ

。

例２０［２００３年 Ⅱ２８］　 已 知 Ａ＝

２ １ １

０ １ １
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，Ａ 是 Ａ 的 伴 随 矩 阵，则

（Ａ）－１等于

（Ａ）
２ １ １

０ １ １
熿

燀

燄

燅０ ０ １

．　　（Ｂ）
４ －１ －１

０ １ －１
熿

燀

燄

燅０ ０ １

．　　（Ｃ）
１ １／２ １／２

０ １／２ １／２

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅２
．

（Ｄ）
－１ 　１／２ １／２

０ －１／２ －１／２

０ 　０ －１／

熿

燀

燄

燅２
．　　（Ｅ）以上结论都不正确．

解　（Ａ）－１＝（｜Ａ｜Ａ－１）－１＝（Ａ－１）－１／｜Ａ｜＝Ａ／｜Ａ｜，而｜Ａ｜＝２，故

（Ａ）－１＝ Ａ
｜Ａ｜＝１

２

２ １ １

０ １ １
熿

燀

燄

燅０ ０ １

＝

１ １／２ １／２

０ １／２ １／２

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅２
。仅（Ｃ）入选．

例２１　设Ａ，Ｂ 及ＡＢ＋ＢＡ 为ｎ 阶可逆矩阵，则［Ｅ＋Ａ－１（ＢＡ）Ｂ－１］－１等

于

（Ａ）Ａ－１＋Ｂ－１。　　　　　　　（Ｂ）Ａ＋Ｂ。

（Ｃ）Ｂ（ＡＢ＋ＢＡ）－１Ａ。 （Ｄ）Ｅ＋Ｂ（ＢＡ）－１Ａ。

解法１　［Ｅ＋Ａ－１（ＢＡ）Ｂ－１］－１

＝［ＢＢ－１＋Ａ－１（ＢＡ）Ｂ－１］－１＝｛［Ｂ＋Ａ－１（ＢＡ）］Ｂ－１｝－１

＝Ｂ［Ｂ＋Ａ－１（ＢＡ）］－１＝Ｂ［Ａ－１ＡＢ＋Ａ－１ＢＡ］－１

＝Ｂ［Ａ－１（ＡＢ＋ＢＡ）］－１＝Ｂ（ＡＢ＋ＢＡ）－１（Ａ－１）－１

＝Ｂ（ＡＢ＋ＢＡ）－１Ａ．仅（Ｃ）入选．

·０２４·



解法２　［Ｂ（ＡＢ＋ＢＡ）－１Ａ］－１

＝Ａ－１（ＡＢ＋ＢＡ）Ｂ－１＝Ａ－１ＡＢＢ－１＋Ａ－１ＢＡＢ－１

＝Ｅ＋Ａ－１（ＢＡ）Ｂ－１．仅（Ｃ）入选．
题型四　求解矩阵方程

求解矩阵方程是一 种 常 见 的 考 题。其 解 法 大 致 分 两 步 进 行：先 化 简 方

程，然后求解．
如果矩阵方程中含多个未知矩 阵，所 求 的 未 知 矩 阵 只 有 一 个，应 对 所 给

方程进行适当的矩阵运算，将其恒等变形，消掉非所求的未知矩阵，再代入已

知数据，求出所求的未知矩阵．
切忌一开始就代入已知数据，那样往往导致运算复杂化、费时、易错．
类型（一）　求解只含一个未知矩阵的矩阵方程。

先用恒等变形（提取因式等）将方程化简，化成乘积形式，使之变为ＡＸ＝
Ｃ或ＸＢ＝Ｃ，或ＡＸＢ＝Ｃ 的形式，其中Ａ，Ｂ，Ｃ 均为已知矩阵，再通过左乘或

（和）右乘可逆矩阵求出未知矩阵

Ｘ＝Ａ－１Ｃ　或　Ｘ＝ＣＢ－１　或　Ｘ＝Ａ－１ＣＢ－１．
也可通过初等行变换即用式（３２２１）或式（３２２２）或式（３２２３）求之．

例２２［１９９７年Ⅱ２７］　已知ＸＢ＝Ａ，其中

Ｂ＝

１ ０ ０

１ ２ １
熿

燀

燄

燅１ ３ ２

，　Ａ＝

－１ １ ０

２ －１ ３
熿

燀

燄

燅－３ ２ －１

，

求Ｘ．

解法１　｜Ｂ｜＝
２ １

３ ２
＝１≠０，故Ｂ 为可逆矩阵，所以由ＸＢ＝Ａ 得到Ｘ

＝ＡＢ－１，利用初等行变换式（３２２１）易求得

（ＢＥ →）
１ ０ ０ １ ０ ０

０ １ ０ －１ ２ －１




熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ －３ ２

，

则 Ｂ－１＝

１ ０ ０

－１ ２ －１
熿

燀

燄

燅１ －３ ２

，

因而 Ｘ＝ＡＢ－１＝

－１ １ ０

２ －１ ３
熿

燀

燄

燅－３ ２ －１

１ ０ ０

－１ ２ －１
熿

燀

燄

燅１ －３ ２
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＝

－２ ２ １

６ －１１ ７
熿

燀

燄

燅－６ ７ －４

．

解法２　 使 用 初 等 行 变 换 式（３２２３），先 求 出 ＸＴ，由 ＸＢ＝Ａ，得 到

ＢＴＸＴ＝ＡＴ，则

（Ｂ Ｔ ＡＴ）＝

１ １ １ －１ ２ －３

０ ２ ３ １ －１ ２




熿

燀

燄

燅
→

０ １ ２ ０ ３ －１

１ ０ ０ －２ ６ －６

０ １ ０ ２ －１１ ７




熿

燀

燄

燅０ ０ １ －１ ７ －４

，

故 ＸＴ＝

－２ ６ －６

２ －１１ ７
熿

燀

燄

燅－１ ７ －４

，　Ｘ＝

－２ ２ －１

６ －１１ ７
熿

燀

燄

燅－６ ７ －４

．

例２３［２００２年Ⅱ３１］　已知Ａ＝

１ ０ －１

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，Ｂ＝

１ １ １

０ ０ １
熿

燀

燄

燅１ ０ ０

，Ｃ为三阶

矩阵，且满足ＡＣＡ＋ＢＣＡ＝３Ｅ－ＡＣＢ－ＢＣＢ，求Ｃ．

解　由 ＡＣＢ＋ＢＣＡ＝３Ｅ－ＡＣＢ－ＢＣＢ

得到 ＡＣ（Ａ＋Ｂ）＋ＢＣ（Ａ＋Ｂ）＝３Ｅ，　即　（Ａ＋Ｂ）Ｃ（Ａ＋Ｂ）＝３Ｅ．

又因｜Ａ＋Ｂ｜＝

２ １ ０

０ １ １

１ ０ １

＝２×１×１＋（－１）３－１×１×１×１

＝２＋１＝３≠０（利用了式（３１１１２）），

故Ａ＋Ｂ 为可逆矩阵。用初等行变换式（３２２１）易求得

（Ａ＋ ＢＥ）＝

２ １ ０ １ ０ ０

０ １ １ ０ １ ０




熿

燀

燄

燅
→

１ ０ １ ０ ０ １

１ ０ ０ １／３ －１／３ １／３

０ １ ０ １／３ ２／３ －２／３

０ ０ １ －１／３ １／３ ２／





熿

燀

燄

燅３
，

故 （Ａ＋Ｂ）－１＝１
３

１ －１ １

１ ２ －２
熿

燀

燄

燅－１ １ ２

，

因而 Ｃ＝３［（Ａ＋Ｂ）－１］２＝１
３

－１ －２ ５

５ １ －７
熿

燀

燄

燅－２ ５ １

．
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例２４［２００３年Ⅰ２９］　已 知 Ａ＝

２ ０ １

０ ３ ０
熿

燀

燄

燅２ ０ ２

，Ｂ＝

１ ０ ０

０ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，Ｘ 满 足

ＡＸ＋２Ｂ＝ＢＡ＋２Ｘ，则Ｘ４＝

（Ａ）
０ ０ ０

１ ０ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

。　　　　（Ｂ）
０ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

。　　　（Ｃ）
１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

。

（Ｄ）
１ ０ ０

０ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

。 （Ｅ）
０ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ２

．

解法１　原式化为（Ａ－２Ｅ）Ｘ＝Ｂ（Ａ－２Ｅ），其 中Ａ－２Ｅ＝

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅２ ０ ０

可

逆，于是

Ｘ＝（Ａ－２Ｅ）－１Ｂ（Ａ－２Ｅ），　Ｘ４＝（Ａ－２Ｅ）－１Ｂ４（Ａ－２Ｅ），
即 （Ａ－２Ｅ）Ｘ４＝Ｂ４（Ａ－２Ｅ）．

这是关于Ｘ４ 的一个矩阵方程，可用初等行变换式（３２２２）求解．

Ｂ４（Ａ－２Ｅ）＝

１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅２ ０ ０

＝

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

（Ａ－２ ＥＢ４）（Ａ－２Ｅ）＝

０ ０ １ ０ ０ １

０ １ ０ ０ １ ０




熿

燀

燄

燅
→

２ ０ ０ ０ ０ ０

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ １ ０




熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ ０ １

，

设Ｘ４＝

０ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

．仅（Ｂ）入选．

解法２　由ＡＸ＋２Ｂ＝ＢＡ＋２Ｘ 得到（Ａ－２Ｅ）Ｘ＝Ｂ（Ａ－２Ｅ）由 于Ａ－２Ｅ

＝

０ ０ １

０ １ ０
熿

燀

燄

燅２ ０ ０

可逆，且（Ａ－２Ｅ）－１＝

０ ０ １／２

０ １ ０
熿

燀

燄

燅１ ０ ０

，故

Ｘ＝（Ａ－２Ｅ）－１Ｂ（Ａ－２Ｅ）＝

０ ０ ０

０ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，
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所以 Ｘ４＝

０ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

。仅（Ｂ）入选．

类型（二）　求解除含未知矩阵外，还含未知逆矩阵的矩阵方程．

常在方程两端左乘或右乘矩 阵Ａ（或 Ａ－１），以 消 掉 未 知 逆 矩 阵，简 化 方

程．如已 知 Ａ ，还 可 利 用 Ａ／｜Ａ｜＝Ａ－１ 消 掉 Ａ－１，有 时 也 利 用 Ａ－１Ｂ－１＝
（ＢＡ）－１来消掉Ａ－１或Ｂ－１，简化方程．

例２５　设Ａ，Ｂ 为三阶矩阵，且满足方程Ａ－１ＢＡ＝６Ａ＋ＢＡ，若

Ａ＝

１／３ ０ ０

０ １／４ ０

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅７
，

则Ｂ＝

（Ａ）
３ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

．　　　（Ｂ）
１／２ ０ ０

０ １／３ ０

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅６
．　　（Ｃ）

１ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ３

．

（Ｄ）
１ ０ ０

０ １／２ ０

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅６
． （Ｅ）

１／２ ０ ０

０ １／３ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

．

解　因｜Ａ｜≠０，Ａ 可逆，用Ａ－１右乘所给方程两端得到

Ａ－１Ｂ＝６Ｅ＋Ｂ，　即　（Ａ－１－Ｅ）Ｂ＝６Ｅ，

因而Ｂ 可逆，且

　　　　　Ｂ＝［（Ａ－１－Ｅ）／６］－１＝６（Ａ－１－Ｅ）－１

＝６

３ ０ ０

０ ４ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ７

－

１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅０ ０ １

－１

＝６

２ ０ ０

０ ３ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ６

－１

＝６

１／２ ０ ０

０ １／３ ０

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅６
＝

３ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

。仅（Ａ）入选．

类型（三）　求解除 含 所 求 未 知 矩 阵 除 外，还 含 未 知 转 置 矩 阵 的 矩 阵 方

程．

常利用转置矩阵的性质（ＡＴ）Ｔ＝Ａ，ＡＴＢＴ＝（ＢＡ）Ｔ 简化方程．
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例２６　设４阶矩阵Ｂ＝

１ －１ ０ ０

０ １ －１ ０

０ ０ １ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

，Ｃ＝

２ １ ３ ４

０ ２ １ ３

０ ０ ２ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ２

，且矩

阵Ａ 满足关系式Ａ（Ｅ－Ｃ－１Ｂ）ＴＣＴ＝Ｅ，试将上述关系化简，并求Ａ．
解　由所给的矩阵关系式得到

Ａ［Ｃ（Ｅ－Ｃ－１Ｂ）］Ｔ＝Ｅ，　即　Ａ（Ｃ－Ｂ）Ｔ＝Ｅ，

故Ａ＝［（Ｃ－Ｂ）Ｔ］－１，而

（Ｃ－Ｂ）Ｔ＝

２ １ ３ ４

０ ２ １ ３

０ ０ ２ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ２

－

１ －１ ０ ０

０ １ －１ ０

０ ０ １ －１

熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

Ｔ

＝

１ ０ ０ ０

２ １ ０ ０

３ ２ １ ０

熿

燀

燄

燅４ ３ ２ １

．

（Ｃ－Ｂ）Ｔ 的逆矩阵可用初等行变换法求得

Ａ＝［（Ｃ－Ｂ）Ｔ］－１＝

１ ０ ０ ０

－２ １ ０ ０

１ －２ １ ０

熿

燀

燄

燅０ １ －２ １

．

类型（四）　求解与伴随矩阵有关的矩阵方程．
这里与伴随矩阵有关的矩阵方程，其含义是要么方程中含有伴随矩阵或

含有与伴随矩阵有关的矩阵，要么方程中不含伴随矩阵但已知伴随矩阵．
这类方程的解法是固定的，利用ＡＡ＝ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ 的性质消 掉Ａ ，为

此，常在所给矩阵等式两端右乘或左乘矩阵Ａ，或在方程两端乘以１／｜Ａ｜（｜Ａ｜
≠０）利用Ａ－１＝Ａ／｜Ａ｜消掉Ａ ，简化方程，或利用｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ－１求出｜Ａ｜．

例２７［２００１年Ⅱ３０］　已知Ａ＝

０ －１ １

０ －１ －２
熿

燀

燄

燅－１ １ １

，矩阵Ｘ 满足ＸＡ－１＝

Ａ ＋Ｘ，其中Ａ 是Ａ 的伴随矩阵，求Ｘ．
解　在ＸＡ－１＝Ａ ＋Ｘ 两边右乘Ａ 得到Ｘ＝｜Ａ｜Ｅ＋ＸＡ，即Ｘ（Ｅ－Ａ）＝

｜Ａ｜Ｅ，故Ｘ＝｜Ａ｜（Ｅ－Ａ）－１，易 求 得｜Ａ｜＝－３。下 面 用 初 等 行 变 换 求 出

（Ｅ－Ａ）－１。

（Ｅ－ ＡＥ）＝

１ １ －１ １ ０ ０

０ ２ ２ ０ １ ０




熿

燀

燄

燅
→

１ －１ ０ ０ ０ １

１ ０ ０ １／３ １／６ ２／３

０ １ ０ １／３ １／６ －１／３

０ ０ １ －１／３ １／３ １／





熿

燀

燄

燅３
，
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故 （Ｅ－Ａ）－１＝
　１／３ １／６ 　２／３

　１／３ １／６ －１／３

－１／３ １／３ 　１／

熿

燀

燄

燅３
，

Ｘ＝｜Ａ｜（Ｅ－Ａ）－１＝

－１ －１／２ －２

－１ －１／２ １

１ －１　

熿

燀

燄

燅－１

．

例２８　 已 知 Ａ３×３，｜Ａ｜＞０，Ａ ＝

１ ０ ０

０ －１ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ －４

且 ＡＢＡ－１ ＝３Ｅ＋

ＢＡ－１，求Ｂ．
解　在所给方程两端右乘Ａ 得到ＡＢ＝３Ａ＋Ｂ，再在此方程两端左乘Ａ

得到

ＡＡＢ＝３ＡＡ＋ＡＢ，

即 ｜Ａ｜Ｂ＝３｜Ａ｜Ｅ＋ＡＢ　或　（｜Ａ｜Ｅ－Ａ）Ｂ＝３｜Ａ｜Ｅ。

又Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１，故 （｜Ａ｜Ｅ－｜Ａ｜Ａ－１）Ｂ＝３｜Ａ｜Ｅ．因｜Ａ｜＞０，故

（Ｅ－Ａ－１）Ｂ＝３Ｅ，即［（Ｅ－Ａ－１）／３］Ｂ＝Ｅ，从 而Ｂ 可 逆，且Ｂ＝［（Ｅ－Ａ－１）／

３］－１，而Ａ－１＝Ａ／｜Ａ｜。又因｜Ａ｜＝｜Ａ｜ｎ－１＝｜Ａ｜３－１＝｜Ａ｜２，而｜Ａ｜＝４，｜

Ａ｜＞０，故｜Ａ｜ 槡＝ ４＝２，因而Ａ－１＝Ａ／２。所以有

Ｂ＝ １
３ Ｅ－Ａ（ ）［ ］２

－１

＝ １
３

１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

－１
６

１ ０ ０

０ －１ ０
熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅０ ０ －４

－１

＝

１／６ ０ ０

０ １／２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

－１

＝

６ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

．

类型（五）　求解ＸＡ＝Ｃ，ＢＸ＝Ｃ，其中Ａ，Ｂ 不是方阵或不可逆．
使用待定元素法求之。先设出所求矩阵的阶数及其元素，再根据矩阵相

等的定义列出待求元素所满足的方程解之．

例２９［２００４年Ⅰ２５］　设Ａ＝
２ １［ ］１ ２

，Ｂ 为二阶矩阵，且满足ＡＢ＝Ｂ，则

Ｂ 等于

（Ａ）
２ －２［ ］－３ ３

．　　（Ｂ）
－１ ２［ ］２ －１

。　　　（Ｃ）
ｋ１ ｋ２

－ｋ２ －ｋ［ ］
１

。
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（Ｄ）
ｋ１ －ｋ２

－ｋ１ ｋ［ ］
２

。（Ｅ）以上结论都不正确（其中ｋ１，ｋ２ 为任意常数）．

解　由题设得到（Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ｏ．因｜Ａ－Ｅ｜＝０，下用待定元素法即解方程

组的方法求出矩阵Ｂ．为此设Ｂ＝
ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

，而Ａ－Ｅ＝
１ １［ ］１ １

，由（Ａ－Ｅ）Ｂ

＝Ｏ 得到

１ １［ ］１ １

ｘ１ ｘ２

ｘ３ ｘ［ ］
４

＝
０ ０［ ］０ ０

，　即　
ｘ１＋ｘ３＝０，

ｘ２＋ｘ４
｛ ＝０

①

由方程组①的系 数 矩 阵
１ ０ １ ０［ ］０ １ ０ １

即 得 其 基 础 解 系 中 的 向 量α１＝

（－１，０，１，０），α２＝（０，－１，０，１）。因而其通解为

（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝ｋ１α１＋ｋ２α２＝（－ｋ１，－ｋ２，ｋ１，ｋ２），

故 ｘ１＝－ｋ１，　ｘ２＝－ｋ２，　ｘ３＝ｋ１，　ｘ４＝ｋ２，

所以所求矩阵Ｂ＝
－ｋ１ －ｋ２

ｋ１ ｋ［ ］
２

，其中ｋ１，ｋ２ 为任意常数。仅（Ｄ）入选。

例３０　设α＝（１，２，１）Ｔ，β＝（１，１／２，０）Ｔ，γ＝（０，０，８）Ｔ．Ａ＝αβＴ，Ｂ＝

βＴα，其中βＴ 是Ｂ 的转置，求解方程２Ｂ２Ａ２ｘ＝Ａ４ｘ＋Ｂ４ｘ＋γ．

解　由 题 设 Ａ＝
熿

燀

燄

燅

１

２

１

１，１
２

，（ ）０ ＝

１ １／２ ０

２ １ ０

１ １／

熿

燀

燄

燅２ ０

，Ｂ＝ １，１
２

，（ ）０
熿

燀

燄

燅

１

２

１

＝

２，

又 Ａ２＝αβＴαβＴ＝α（βＴα）βＴ＝（βＴα）αβＴ＝２Ａ，

Ａ４＝Ａ２Ａ２＝４Ａ２＝４×２Ａ＝８Ａ，

代入原方程得１６Ａｘ＝８Ａｘ＋１６ｘ＋γ，即

８（Ａ－２Ｅ）ｘ＝γ　（Ｅ 为三阶单位矩阵）． ①
因｜Ａ－２Ｅ｜＝０，故Ａ－２Ｅ 不可逆．设ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，代入方程①得到

－ｘ１＋ｘ２／２＝０，

２ｘ１－ｘ２＝０，

ｘ１＋ｘ２／２－２ｘ３＝１
烅
烄

烆 ．

因

－１ １／２ ０ ０

２ －１ ０ ０

１ １／

熿

燀

燄

燅２ －２ １

初等
→

行变换

１ ０ －１ １／２

０ １ －２ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，
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故所求的通解为ｘ＝ｋ（１，２，１）Ｔ＋（１／２，１，０）Ｔ（ｋ为任意常数）．

习　题　３２２

（一）问题求解

１ 已知Ａ，Ｂ 为三阶矩阵，且满足２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ，其中Ｅ 是三阶单位矩

阵，则Ａ－２Ｅ＝
（Ａ）Ｂ－４Ｅ．　（Ｂ）（Ｂ－４Ｅ）－１．　（Ｃ）（Ｂ－４Ｅ）／８．　（Ｄ）８（Ｂ－４Ｅ）－１．
（Ｅ）以上结论都不正确．

２ 设Ａ 为ｎ 阶矩阵，且Ａ２－２Ａ－３Ｅ＝Ｏ，则（Ａ－Ｅ）－１＝
（Ａ）４（Ａ－Ｅ）．　（Ｂ）（Ａ－Ｅ）／４．　（Ｃ）±Ｅ／２．　（Ｄ）不能确定．

３ 设Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 都是ｎ 阶矩阵，满足ＡＢＣＤ＝Ｅ，则必有

（Ａ）Ｂ－１＝ＡＣＤ．（Ｂ）Ｃ－１＝ＡＢＤ．（Ｃ）（ＢＣ）－１＝ＤＡ．
（Ｄ）（ＢＣ）－１＝ＡＤ．

４ 设Ａ 为ｎ 阶矩阵，且Ａ４＝Ｏ，则（Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋Ａ３）－１＝
（Ａ）Ｅ＋Ａ．　（Ｂ）Ｅ－Ａ．　（Ｃ）Ａ．　　（Ｄ）２Ａ．　　（Ｅ）３Ａ．

５ 设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶矩阵，ＡＢ＝Ｏ，则不正确的结论是

（Ａ）秩（Ａ）＋秩（Ｂ）≤ｎ． 　　（Ｂ）Ａ 与Ｂ 中至少有一个不可逆．
（Ｃ）Ａ 与Ｂ 中至少有一个可逆．　　（Ｄ）Ａ，Ｂ 不同时可逆．
（Ｅ）｜Ａ｜与｜Ｂ｜中至少有一个为零．
（二）条件充分性判断

１ｎ阶矩阵Ａ 是可逆矩阵．
（１）Ａ 可以只通过初等行变换化成单位矩阵；　　（２）｜Ａ｜≠０．

２Ｂ－Ｅ 可逆，则（Ｂ－Ｅ）－１＝Ａ－Ｅ．
（１）｜Ｂ｜≠０，且｜Ａ－Ｅ｜≠０；　　（２）ＡＢ－Ａ－Ｂ＝Ｏ．

３ 设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，（Ｂ－Ｅ）－１＝－（Ａ＋Ｅ）／２
（１）Ｂ＝（Ａ＋Ｅ）－１（Ａ－Ｅ）；　　（２）Ｂ＝（Ａ－Ｅ）（Ａ＋Ｅ）－１．

４ 设ｎ阶矩阵Ａ 满足等式Ａ２－３Ａ＋２Ｅ＝Ｏ，要使得Ａ＋ａＥ 可逆．
（１）ａ≠１和２；　　（２）ａ≠－１和－２

５ 已知ｎ阶矩阵Ａ 满足等式Ａ２＋ｋＡ＋ｌＥ＝Ｏ，要使得Ａ＋ＣＥ 可逆．
（１）Ｃ 不是ｘ２＋ｋｘ＋ｌ＝０的解；　　（２）－Ｃ 不是ｘ２＋ｋｘ＋ｋ＝０的解．
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６ 设Ｃ＝

ａ １ ０

０ ２ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ ３

，Ｂ＝

－１ １ ０

０ ｂ ２

０ ０

熿

燀

燄

燅ｃ
，则满足（Ｅ－Ｃ－１Ｂ）ＴＣＴＡ＝Ｅ 的

Ａ＝ｄｉａｇ（１／２，１／２，１），Ａ－１＝ｄｉａｇ（２，２，１）．
（１）ａ＝１，ｂ＝０，ｃ＝２； （２）ａ＝１，ｂ＝１，ｃ＝－２

７ 已知Ａ＝ｄｉａｇ（１，ａ，１），且ＡＢＡ＝２ＢＡ－８Ｅ，则Ｂ＝ｄｉａｇ（２，－４，２）．
（１）ａ＝１； （２）ａ＝－２
（三）解答题

１［２０００ 年 Ⅰ３３］　 已 知 Ａ＝

１ ２ －３

０ １ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，Ｂ＝

１ ２ ０

０ １ ２
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，且 满 足

（２Ｅ－Ａ－１Ｂ）ＣＴ＝Ａ－１，求Ｃ．

２［１９９９年Ⅰ３０］　已知Ａ＝

２ －１

０ ３
熿

燀

燄

燅－２ １

，Ｂ＝

３ ０ ０

２ ３ ０
熿

燀

燄

燅３ ２ ３

，并且ＢＸ＝

Ａ＋２Ｘ，求矩阵Ｘ．

３［１９９７年Ⅰ２７］　已知ＡＸ＝Ｂ，其中Ａ＝

１ １ －１

０ １ ０
熿

燀

燄

燅１ １ １

，Ｂ＝
熿

燀

燄

燅

２

３

６

，求Ｘ．

４［２０００年Ⅱ２４］　已知Ａ＝

１ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ －３

且ＡＢＡ＝３ＡＢ－２Ｅ，则Ｂ＝

．

５ 设矩阵 Ａ 的 伴 随 矩 阵Ａ ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

１ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ －３ ０ ８

，且 ＡＢＡ－１＝ＢＡ－１＋

３Ｅ，其中Ｅ 为４阶单位矩阵，求矩阵Ｂ．

６ 设 三 阶 矩 阵 Ａ，Ｂ，满 足 关 系 式 Ａ－１ＢＡ ＝６Ａ ＋ＢＡ，且 Ａ ＝

１／３ ０ ０

０ １／４ ０

０ ０ １／

熿

燀

燄

燅７
，则Ｂ＝ ．
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７［２００２年Ⅰ３０］　已知Ａ＝

０ １ ０

０ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，Ｂ 为三阶矩阵，满足Ａ２Ｂ＝Ａ＋

ＡＢ，求Ｂ．

８［２００１年Ⅰ３０］　已 知Ａ＝

３ ０ ０

２ １ ０
熿

燀

燄

燅－３ ４ ６

，Ｂ＝
２ －１ １（ ）１ －２ ０

，且 ＸＡ＋

２Ｂ－２Ｘ＝Ｏ，求Ｘ．

９ 设ｎ阶矩阵Ａ 满足等式Ａ２－Ａ－５Ｅ＝Ｏ，说明Ａ 可逆，并用Ａ 的多项

式表示Ａ－１．

１０．设Ａ＝
１ ２ －１［ ］－１ ０ ２

，Ｂ＝
１ ２ ３［ ］１ ０ １

，求（ＡＢＴ）－１．

１１ 设Ａ 是４×３矩阵，求Ａ，其中Ａ 满足Ａ（１，－１，１）Ｔ＝（２，－１，４，１）Ｔ，

Ａ（１，－２，－１）Ｔ＝（１，７，－１，－２）Ｔ，Ａ（１，－１，０）Ｔ＝（１，２，１，１）Ｔ．

１２ 已知Ｘ

１ １ －１

０ ２ ２
熿

燀

燄

燅１ －１ ０

＝
１ －１ １［ ］１ １ ０

，则Ｘ＝ ．

１３ 若Ａ－１＝

１ ０ －１

０ －２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，则（Ａ）－１＝ ．

１４ 设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶矩阵，且｜Ｂ｜≠０，（Ａ－Ｅ）－１＝（Ｂ－Ｅ）Ｔ，证 明Ａ 可

逆，并求Ａ－１．

３３　向　　量

３３１　向量组的线性相关性

ｎ个数ａ１，ａ２，…，ａｎ 构成一个 有 序 数 组（ａ１，ａ２，…，ａｎ）称 为 一 个ｎ 维 向

量，记作α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），也称为ｎ维行向量。ｎ维列向量则表示为
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αＴ＝

ａ１

ａ２

…

ａ

熿

燀

燄

燅ｎ

由于行向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）是一个１×ｎ矩 阵，而 列 向 量β＝

ｂ１

ｂ２

…

ｂ

熿

燀

燄

燅ｎ

是

ｎ×１矩阵，向量可认为是矩阵的特殊情况．因而向量的相等、向量的加法及数

乘运算都与矩阵的相应运算相同，且满足相同的运算律．
题型一　判别向量组的线性相关性

法一　用线性相关定义判定向量组的线性相关性。

利用向量组线性无关、线性相关的下述定义及其等价说法判别之．
定义３３１１　对向量α１，α２，…，αｍ （ｍ≥１），如果有一组不全为零的数

ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 使ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０，则称α１，α２，…，αｍ 线性相关．
上述定义有下述等价的说法：

定义３３１２　如果α１，α２，…，αｍ （ｍ≥２）中至少有一个向量（注意不要

求所有向量）能由其余向量线性表示，则该向量组线性相关．
定义３３１３　一个向量组不线性相关，就称之为线性无关．
联系线性相关定义，上述定义与下述诸定义等价。

定义３３１４　对 任 意 一 组 不 全 为 零 的 数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，总 有ｋ１α１＋

ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ≠０，则向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关．
由上定义知，使ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０成立 的ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 必 不 是

不全为零的一组数，即只有完全是零的一组数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 能使ｋ１α１＋ｋ２α２

＋…＋ｋｍαｍ＝０时，α１，α２，…，αｍ 才 线 性 无 关．因 而 又 得 到 向 量 组 线 性 无 关

的下述等价定义。

定义３３１５　只有ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｍ＝０时才有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ

＝０，则向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关．
由线性相关的定义３３１２可得到线性无关的另一等价定义．
定义３３１６　向量组α１，α２，…，αｍ （ｍ≥２）中，若其中每个向量都不能

表成其余向量的线性组合，则向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关．
例１　设α１，α２，…，αｓ 为ｎ 维 向 量 组，则α１，α２，…，αｓ 线 性 无 关 的 充 分
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必要条件是

（Ａ）存在全为零的实数λ１，λ２，…，λｓ 使得λ１α１＋λ２α２＋…＋λｓαｓ＝０。

（Ｂ）存在不全为零的实数λ１，λ２，…，λｓ 使得λ１α１＋λ２α２＋…＋λｓαｓ≠０。

（Ｃ）每个αｉ 不能用α１，…，αｉ－１，αｉ＋１，…，αｓ 线性表示。

（Ｄ）存在αｉ 不能用α１，…，αｉ－１，αｉ＋１，…，αｓ 线性表示。

解　选项（Ｃ）实质上就是定义３３１６ 它是定义３３１２的逆否命题，

不正确．（Ｂ）不正确．正确的说法应为定义３３１４即对任意一组实数λ１，λ２，

…，λｓ，总有ｋ１α１＋…＋ｋｓαｓ≠０．（Ａ）也 不 正 确．正 确 的 说 法 由 定 义３３１５
知，将“存在”改为“只 有”才 正 确．（Ｄ）中“存 在”改 为“每 个”就 正 确 了．仅（Ｃ）

入选．
例２　向量α１，α２，…，αｓ （ｓ≥２）线性相关的充分必要条件是

（Ａ）α１，α２，…，αｓ 中至少有一个是零向量。

（Ｂ）α１，α２，…，αｓ 中至少有两个向量成比例。

（Ｃ）α１，α２，…，αｓ 中至少有一个向量可由其余ｓ－１个向量线性表示。

（Ｄ）α１，α２，…，αｓ 中任一部分组线性相关。

（Ｅ）向量个数大于向量的维数。

解　选项（Ａ）仅是充分条件，选项（Ｂ）、（Ｄ）、（Ｅ）均为向量线性 相 关 的 充

分条件而非必要条件．由线性相关的定义３３１２知 选 项（Ｃ）为 向 量 组 线 性

相关的充分必要条件．仅（Ｃ）入选。

例３　设α１，α２，…，αｍ 均为ｎ 维向量，那么下列结论正确的是

（Ａ）若ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０，则α１，α２，…，αｍ 线性相关．
（Ｂ）若对任意一组不全为 零 的 数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 都 有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋

ｋｍαｍ≠０，则α１，α２，…，αｍ 线性无关．
（Ｃ）若α１，α２，…，αｍ 线性相关，则 对 任 意 一 组 不 全 为 零 的 数ｋ１，ｋ２，…，

ｋｍ 都有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０．
（Ｄ）若０α１＋０α２＋…＋０αｍ，则α１，α２，…，αｍ 线性无关．
解　由定义３３１４知，仅（Ｂ）入选．
法二　利用线性相关、线性无关的下述性质判别之．
命题３３１１　（１）单独一个零向 量 组 成 的 向 量 组 线 性 相 关，含 有 零 向

量的向量组必线性相关，一个非零向量组成的向量组线性无关．
（２）两向量线性相关的充要条件是其分量成比例．
（３）向量组的部分向量组线性相关，则该向量组的任一包含该部分向量
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组的另一向量组必线性相关．
（４）向量组线性无关，则 该 向 量 组 不 含 零 向 量，且 其 任 何 部 分 向 量 组 必

线性无关．
（５）一向量组线性相关，则在相同位置上去掉相同个数的分量所得的向

量组仍线性相关．
（６）一向量组线性无关，则在相同位置上增加相同个数的分量所得的向

量组仍线性无关．
（７）任意ｎ＋１个ｎ维向量必线性相关．
（８）ｎ维单 位 向 量 组ε１＝（１，０，…，０），ε２＝（０，１，０，…，０），…，εｎ ＝

（１，０，…，０，１）线性无关．
例４［１９９９年Ⅰ１４］　已知ｎ 维 向 量 组α１，α２，…，αｍ 线 性 无 关（ｍ＞２），

则

（Ａ）对任何一组数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 都有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０．
（Ｂ）ｍ＜ｎ。

（Ｃ）α１，α２，…，αｍ 中少于ｍ 个向量构成的向量组均线性相关．
（Ｄ）对任一ｎ维向量β，有向量组α１，α２，…，αｍ，β线性相关．
（Ｅ）α１，α２，…，αｍ 中任意两个向量均线性无关．
解　由于α１，α２，…，αｍ 线性 无 关，当 且 仅 当ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｍ＝０时，才

有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０，因而（Ａ）选项不成立．
选项（Ｂ）也不成立．事实上 ｍ＝ｎ也是可以的．例 如 ｍ＝ｎ＝３时，向 量 组

α１＝（１，０，０）Ｔ，α２＝（０，１，０）Ｔ，α３＝（０，０，１）Ｔ 线性无关．
向量组α１，α２，…，αｍ （ｍ＜ｎ）线 性 无 关，β，α１，α２，…，αｍ 也 可 能 线 性 无

关．例如α１＝（１，０，０，０，０）Ｔ，α２＝（０，１，０，０，０）Ｔ，α３＝（０，０，１，０，０）Ｔ 线 性 无

关（ｍ＝３＜ｎ＝５），且β＝（０，０，０，１，０）Ｔ，α１，α２，α３，α４ 仍 线 性 无 关．选 项（Ｄ）

不正确．
根据向量组线性无关的性质，由命题３３１１（４）知，若整组向 量 线 性 无

关，则其任一部分向量组也线性无关，故α１，α２，…，αｓ 线性无关（ｓ＜ｍ），因而

选项（Ｃ）不正确．仅（Ｅ）入选．
例５　对任意实数ａ，ｂ，ｃ，线性无关的向量组是

（Ａ）（ａ，１，２）Ｔ，（２，ｂ，３）Ｔ，（０，０，０）Ｔ。

（Ｂ）（１，２，－３）Ｔ，（ａ，５，７）Ｔ，（－２，－４，６）Ｔ。

（Ｃ）（１，ａ，１）Ｔ，（３，ｂ，５）Ｔ，（２，４，７）Ｔ，（ａ，０，ｃ）Ｔ。
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（Ｄ）（１，ａ，１，２）Ｔ，（０，３，－１，ｂ）Ｔ，（０，ｃ，０，８）Ｔ。
（Ｅ）（１，１，１，ａ）Ｔ，（２，２，２，ｂ）Ｔ，（０，０，０，ｃ）Ｔ。

解　由命题３３１１（１）知含 有 零 向 量 的 向 量 组 必 线 性 相 关，故（Ａ）不

正确．又因向量（１，２，－３）Ｔ 与（－２，－４，６）Ｔ 对 应 分 量 成 比 例，它 们 线 性 相

关。再由命题３３１１（３）知（Ｂ）中向量组线性相关，再由命题３３１１（７）知

（Ｃ）中向量组也线性相关．又因

ｃ［（２，２，２，ｂ）Ｔ－２（１，１，１，２ａ）Ｔ］＝［０，０，０，ｃ（ｂ－２ａ）］Ｔ＝（ｂ－２ａ）（０，０，０，ｃ）Ｔ．
（Ｅ）中三向量也线性相关．

注意到向量（１，１，２）Ｔ，（０，－１，ｂ）Ｔ，（０，０，８）Ｔ 为 三 个 阶 梯 形 向 量 组．显

然线性无关，根据命题３３１１（６）知，在相同位置上再增添一个分量所 得 向

量组仍然线性无关．仅（Ｄ）入选．
法三　利用下述线性相关、线性无关的充分必要条件判别。

定理３３１１　下 述 条 件 之 一 是 列 向 量 组α１，α２，…，αｍ 线 性 相 关 的 充

分必要条件：
（１）向量方程ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｎαｎ＝０有非零解；
（２）设Ａ＝（α１，α２，…，αｎ），方程组Ａｘ＝０有非零解；
（３）设Ａ＝（α１，α２，…，αｎ），秩（Ａ）＝秩（α１，α２，…，αｎ）＜ｎ；
（４）ｎ个ｎ 维向量α１，α２，…，αｎ，其分量组成的行列式等于零．
定理３３１２　下述条件之一是向量组α１，α２，…，αｎ 线性无关的充分必

要条件：
（１）向量方程ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｎαｎ＝０只有零解；
（２）设Ａ＝（α１，α２，…，αｎ），方程组Ａｘ＝０只有零解；
（３）设Ａ＝（α１，α２，…，αｎ），方程Ａ＝秩（α１，α２，…，αｎ）＝ｎ；
（４）ｎ个ｎ 维向量α１，α２，…，αｎ，其分量组成的行列式不等于零．
定理３３１３（三秩定理）　矩阵的秩与其行向量组的秩、列向量 组 的 秩

相等．
例６［２００１年Ⅰ２４］　已 知 向 量 组α１＝（１，０，５，２）Ｔ，α２＝（３，－２，３，－

４）Ｔ，α３＝（－１，１，ｔ，３）Ｔ，α４＝（－２，１，－４，１）Ｔ 线性相关，则ｔ＝ ．
解法１　令Ａ＝［α１，α２，α３，α４］，用初等行变换将Ａ 化成阶梯形矩阵，即

Ａ＝

１ ３ －１ －２

０ －２ １ １

５ ３ ｔ －４

熿

燀

燄

燅２ －４ ３ １

→

１ ３ －１ －２

０ －２ １ 　１

０ －１２ｔ＋５ 　６

０ －１０ ５ 　

熿

燀

燄

燅５

→

１ ３ －１ －２

０ －２ １ 　１

０ ０ｔ－１ 　０

０ ０ ０ 　

熿

燀

燄

燅０

。
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当ｔ＝１时，秩（Ａ）＝秩（α１，α２，α３，α４）＝２＜ｎ＝４，α１，α２，α３，α４ 线性相关．
当ｔ≠１时，秩（Ａ）＝秩（α１，α２，α３，α４）＝３＜ｎ＝４，α１，α２，α３，α４ 线 性 相

关．
因而ｔ为任何实数值时，α１，α２，α３，α４ 线性相关．

解法２　因｜Ａ｜＝｜α１，α２，α３，α４｜
ｒ３＋ｒ１

ｒ４＋２ｒ


１

０ ３ ０ ０

０ －２ １ １

５ ３ ｔ＋５ ６

２ －４ ５ ５

ｒ２－３ｒ


１

１ ０ ０ ０

０ －２ １ １

５ －１２ ｔ＋５ ６

２ －１０ ５ ５

＝

－２ １ １

－１２ ｔ＋５ ６

－１０ ５ ５

≡０（因第１列与第３列成比例），

故ｔ取任意实数时，α１，α２，α３，α４ 线性相关．
例７（条件充分性判断）　４维列向量α１，α２，α３ 线性无关。

（１）矩阵Ａ＝（α１，α２，α３）的前三个行向量线性无关；

（２）去掉Ａ＝（α１，α２，α３）的第２行之后的行列式非零．
解　因秩（Ａ）＝Ａ 的行秩＝Ａ 的列秩，当条件（１）成 立 时 说 明 秩（Ａ）≥３，

则秩（α１，α２，α３）≥３ 又因Ａ 为４×３矩阵，故秩（Ａ）≤３，即秩（α１，α２，α３）≤３
所以秩（α１，α２，α３）＝３，即 列 向 量α１，α２，α３ 线 性 无 关．条 件（１）充 分．当 条 件

（２）成立时，Ａ 中有 三 阶 子 式 不 等 于 零，因 而 这 三 阶 子 式 的 列 向 量珘α１，珘α２，珘α３

线性无关，将其在第一个分 量 后 都 增 加 一 个 分 量，即 得 到α１，α２，α３ 由 命 题

３３１１（６）即知α１，α２，α３ 线性无关，条件（２）也充分。仅 Ｄ入选．
或由条件（２）成立时，Ａ 中有一个 三 阶 子 式 不 等 于 零，故 秩（Ａ）≥３，再 由

秩（Ａ）≤３，即得秩（Ａ）＝３，由 定 理３３１３知 秩（Ａ）＝Ａ 的 列 秩＝３，即α１，

α２，α３ 线性无关．
例８　设Ａ，Ｂ 为满足ＡＢ＝Ｏ 的任意两个非零矩阵，则必有

（Ａ）Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关．
（Ｂ）Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关．
（Ｃ）Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关．
（Ｄ）Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关．
（Ｅ）以上结论都不正确．
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解　为方便计，不妨设Ａ 为ｓ×ｔ矩阵，Ｂ 为ｔ×ｍ 矩阵，且Ａ＝

Ａ１

Ａ２

…

Ａ

熿

燀

燄

燅ｓ

，Ｂ＝

（Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ），其中Ａｉ 与Ｂｉ 分别为Ａ 的行向量，Ｂ 的列向量，则由ＡＢ＝Ｏ
知Ｂｉ 为ＡＸ＝０的解向量．因Ｂ≠Ｏ，故ＡＸ＝０有非零解．由定理３３１１（２）

知秩（Ａ）＜ｔ（Ａ 的列数）．因而Ａ 的列向量组线性相关．
又由ＡＢ＝Ｏ 知Ａｉ 为ＸＴＢ＝Ｏ 的 解 向 量，因 Ａ≠Ｏ，故 ＸＴＢ＝Ｏ 有 非 零

解．由定理３３１１（２）知秩（Ｂ）＜ｔ（Ｂ 的 行 数），因 而Ｂ 的 行 向 量 线 性 相 关。

仅（Ａ）入选．
例９　判断下列向量组是否线性相关，是否线性无关。

（１）α１＝（１，－２，３），α２＝（０，２，－５），α３＝（－１，０，２）；

（２）β１＝（１，－３，１），β２＝（－１，２，－２），β３＝（１，１，３）。

解　（１）解法１　利用 线 性 相 关 的 充 分 必 要 条 件 判 断，即 是 否 存 在 一 组

不全为零的数ｋ１，ｋ２，ｋ３ 满 足ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０，为 此 设ｋ１α１＋ｋ２α２＋

ｋ３α３＝０，即得齐次线性方程组

ｋ１ －ｋ３ ＝０，

－２ｋ１ ＋２ｋ２ ＝０，

３ｋ１ －５ｋ２ ＋２ｋ３ ＝０
烅
烄

烆 ．

因系数行列式

｜Ａ｜＝

１ ０ －１

－２ ２ ０

３ －５ ２

＝０，

故上方程组有非零解，即ｋ１，ｋ２，ｋ３ 可以 不 全 为 零，由 定 理３３１１（１）知α１，

α２，α３ 线性相关．
解法２　易看出α１＋α２＋α３＝０，由定义３３１１即知α１，α２，α３ 线性相

关．
（２）设ｋ１，ｋ２，ｋ３ 满 足ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０，则 得 齐 次 线 性 方 程 组

ｋ１ －ｋ２ ＋ｋ３ ＝０，

－３ｋ１ ＋２ｋ２ ＋ｋ３ ＝０，

ｋ１ －２ｋ２ ＋３ｋ３ ＝０
烅
烄

烆 ．

其系数矩阵的行列式｜Ａ｜＝

１ －１ １

－３ ２ １

２ －２ ３

＝

２≠０，由克莱姆法则知，上 方 程 组 只 有 零 解ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０，由 定 理３３１２
知β１，β２，β３ 线性无关．

例１０（条件充分性判断）　设Ａ 为ｍ×ｎ矩 阵，则Ａ 的 行 向 量 组 中 必 有
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一个行向量是其余行向量的线性组合．
（１）秩（Ａ）＝ｎ；　　（２）秩（Ａ）＜ｎ。

解　将Ａ 的ｎ 行看成ｎ 个ｎ 维向量组，该组有ｎ个 向 量，而 这 个 向 量 组

的秩小于ｎ，由定理３３１１（３）知Ａ 的ｎ 个行向量线性相关，由定义３３１２
知条件（２）充分，而条件（１）不充分．因由秩（Ａ）＝ｎ，根据定理３３１２（３）知，

α１，α２，…，αｎ 线性无关，再由定义３３１６知 任 何 一 个 向 量 都 不 能 表 成 其 余

向量的线性组合。条件（１）不充分．仅Ｂ入选．
法四　利用下述结论判别之。

命题３３１２　设向量组β１，β２，…，βｓ 的 每 个 向 量 可 由 另 一 向 量 组α１，

α２，…，αｒ 线性表示，如ｓ＞ｒ，则向量组β１，β２，…，βｓ 线性相关．
命题３３１２可理解为，如果多 数 向 量 能 用 少 数 向 量 线 性 表 出，无 论 少

数向量线性相关还是线性无关，那么多数向量一定线性相关．
例１１［２００５年Ⅰ８］　已知ｎ维向量α１，α２，α３ 线 性 无 关，β１ 可 由α１，α２，

α３ 线性表示，β２ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，则下列结论不正确的是

（Ａ）向量组α１，α２，α３，β１ 线性相关。

（Ｂ）向量组α１，α２，α３，β１ 线性无关。

（Ｃ）向量组α１，α２，α３，β１，β２ 线性相关。

（Ｄ）向量组α１，α２，α３，β１－β２ 线性相关。

（Ｅ）向量组α１，α２，α３，β１＋β２ 线性无关。

解　因β１，α１，α２，α３ 均 可 用α１，α２，α３ 线 性 表 示，４＞３，由 命 题３３１２
即知α１，α２，α３，β１ 线性相关，（Ａ）正确．

因α１，α２，α３ 线性无关，如β２，α１，α２，α３ 线 性 相 关，则 由 定 理３３２１知

β２ 必可由α１，α２，α３ 线性表示与题设矛盾，（Ｂ）正确．
因α１，α２，α３，β１ 线性相关，由 命 题３３１１（３）知 添 加 一 向 量β２ 所 得 的

新向量组仍线性相关，（Ｃ）也正确，（Ｅ）也正确．
事实上，如α１，α２，α３，β１＋β２ 线性相关，则因α１，α２，α３ 线性无关，故β１＋

β２ 可写成α１，α２，α３ 的线性组合，即β１＋β２＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３，而β１＝ｋ１α１

＋ｋ２α２＋ｋ３α３，故β２＝（λ１－ｋ１）α１＋（λ２－ｋ２）α２＋（λ３－ｋ３）α３ 即β２ 可由α１，

α２，α３ 线性表示，与题设矛 盾，故α１，α２，α３，β１＋β２ 线 性 无 关．同 法 可 证α１，

α２，α３，β１－β２ 也线性无关，因而（Ｄ）不正确。仅（Ｄ）入选．
题型二　判别解向量组的线性相关性

法一　一般用线性相关、线性无关的定义判别．
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若α１，α２，…，αｓ 为ＡＸ＝０的 解，η 为ＡＸ＝ｂ的 解，欲 证α１，α２，…，αｓ，η
的线性相关性，令

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ＋ｋη＝０． ①
为利用Ａαｉ＝０和Ａη＝ｂ的已知条件，常用方程组的系数矩阵Ａ 或某解向量

左乘式①，通过一次或多次对等式①的这种运算，确定ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ，ｋ必须全

为零或不全为零，从而得到α１，α２，…，αｓ，η线性无关或线性相关的结论．

法二　使用反证法证明。

由于向量组的线性相关和线性无关是两个相互对立的概念，因此在证明

向量组线性相关性时，反证法往往具有特殊的重要性，因而很常用．
法三　利用下述命题判别之。

命题３３１３　齐次线性方程组ＡＸ＝０的 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数

小于解向量组的向量个数，则该解向量组线性相关．

例１２［２００３年Ⅱ１３］（条 件 充 分 性 判 断）　ｎ维 向 量 组α１，α２，α３ 线 性 无

关．
（１）α３ 是非齐次线性方 程 组ＡＸ＝ｂ的 一 个 解，而α１，α２ 是 对 应 的 齐 次

方程组ＡＸ＝０的一个基础解系；

（２）α１，α２，α３ 中两两线性无关．
解　当条件（１）成立时，可 用 下 述 两 法 证 明α１，α２，α３ 线 性 无 关，先 用 反

证法证明．如α１，α２，α３ 线性相关，因α１，α２ 线性无关，故α３ 可 用α１，α２ 线 性

组合表示为α３＝ｋ１α１＋ｋ２α２ 则Ａα３＝Ａ（ｋ１α１＋ｋ２α２）＝ｋ１Ａα１＋ｋ２Ａα２＝０＋０

＝０，这与Ａα３＝ｂ矛盾，故α１，α２，α３ 必线性无关．
还可用线性无关的定义证明，设

λ１α１＋λ２α２＋λ３α３＝０． ①
下证λ１＝λ２＝λ３＝０。用Ａ 左乘式①两端得到

λ１Ａα１＋λ２Ａα２＋λ３Ａα３＝λ１０＋λ２０＋λ３ｂ＝λ３ｂ＝０．

因ｂ≠０，故λ３＝０，将其代入式①有λ１α１＋λ２α２＝０．因α１，α２ 线 性 无 关，

故λ１＝λ２＝０，于是α１，α２，α３ 线性无关．
条件（２）不充分．例如α１＝（１，０），α２＝（０，１），α３＝（１，１）中 两 两 线 性 无

关，但α１，α２，α３ 却线性相关：α３＝１·α１＋１·α２

例１３　设αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）Ｔ （ｉ＝１，２，…，ｒ；ｒ＜ｎ）是ｎ维 实 向 量，且

α１，α２，…，αｒ 线性无关．已知β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ 是线性方程组
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ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝０，

　…

ａｒ１ｘ１＋ａｒ２ｘ２＋…＋ａｒｎｘｎ

烅

烄

烆 ＝０

①

的非零解向量，试判断向量组α１，α２，…，αｒ，β的线性相关性．
解　设有一组数ｋ１，ｋ２，…，ｋｒ，ｋ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｒαｒ＋ｋβ＝０ ②
成立．因为β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ 是线性方程组①的解，且β≠０，故有

αＴ
ｉβ＝０　（ｉ＝１，２，…，ｒ），

在上式两端求转置得到

βＴαｉ＝０　（ｉ＝１，２，…，ｒ）， ③
于是，在式②两端左乘βＴ，

ｋ１βＴα１＋ｋ２βＴα２＋…＋ｋｒβＴαｒ＋ｋβＴβ＝０，

由式③得ｋβＴβ＝０，但βＴβ≠０，故ｋ＝０，从 而 式②化 为ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋

ｋｒαｒ＝０．由于α１，α２，…，αｒ 线性无关，故有ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｒ＝０．因 而α１，α２，

…，αｒ，β线性无关．
例１４（条件充分性判断）　ｎ维向量组α１，α２，…，αｓ 线性相关．
（１）α１，α２，…，αｓ 是齐次方程ＡＸ＝０的解，其中Ａ 是秩大于ｎ－ｓ的ｍ×

ｎ矩阵；

（２）α１，α２，…，αｓ 是非齐次方 程ＡＸ＝β的 解，其 中 Ａ 是 秩 大 于ｎ－ｓ的

ｍ×ｎ矩阵；

解　由Ａ 的秩大于ｎ－ｓ知，ＡＸ＝０的基础解系的向量个数小于ｓ，因此

当α１，α２，…，αｓ 是ＡＸ＝０的解时，由命题３３１３即知α１，α２，…，αｓ 线性相

关。条件（１）充分．
但当α１，α２，…，αｓ 是ＡＸ＝β的解时，无法判断α１，α２，…，αｓ 是线性相关

或线性无关。条件（２）不充分．仅 Ａ入选．
例１５（条件充分性判断）　设Ａ 是ｎ 阶矩阵，ξ１，ξ２，ξ３ 都是ｎ维向量，使

得Ａξ１＝Ａξ２＝Ａξ３≠０，要使得ξ１，ξ２，ξ３ 线性无关．
（１）其中任何两个都线性无关；　　（２）ξ２－ξ１，ξ３－ξ１ 线性无关．

解　条件（１）不 充 分。例 如 Ａ＝

１ １ ０

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，ξ１＝
熿

燀

燄

燅

１

０

０

，ξ２＝
熿

燀

燄

燅

０

１

０

，ξ３＝

·９３４·



１／２

１／２
熿

燀

燄

燅０

，则Ａξ１＝Ａξ２＝Ａξ３＝
熿

燀

燄

燅

１

０

０

≠０并 且 满 足 条 件（１），但ξ１，ξ２，ξ３ 线 性 相

关．

条件（２）充分．设Ａξ１＝β≠０，则ξ１，ξ２，ξ３ 都 是 非 齐 次 方 程 组 ＡＸ＝β的

解，于是ξ２－ξ１，ξ３－ξ１ 都是ＡＸ＝０的解，且线性无关。因而ξ１ 不能用ξ２－

ξ１，ξ３－ξ１ 线性表示（否则Ａξ１＝０），于是ξ２－ξ１，ξ３－ξ１，ξ１ 线性无关，ξ１，ξ２，

ξ３ 与ξ２－ξ１，ξ３－ξ１，ξ１ 等价，秩也为３ 因而也线性无关．

题型三　判别用向量组线性表出的向量组的线性相关性

类型（一）　判别用线性无关向量组线性表出的向量组的线性相关性。

法一　用线性相关性定义判别。

例１６［２００４年Ⅱ１９］（条 件 充 分 性 判 断）　ｎ 维 向 量 组β１，β２，β３ 线 性 无

关．

（１）ｎ维向量组α１，α２，α３ 线性无关；

（２）β１＝α１＋α２，β２＝α２－α３，β３＝α３＋３α１

解　条件（１）单独不充分．条件（２）单 独 也 不 充 分，但 条 件（１）与 条 件（２）

联合起来后是充分的．这可用线性相关性定义证明．

设ｋ１β１＋ｋ２β２＋ｋ３β３＝０，下 证ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０。因α１，α２，α３ 线 性 无 关，

由

ｋ１β１＋ｋ２β２＋ｋ３β３＝ｋ１（α１＋α２）＋ｋ２（α２－α３）＋ｋ３（α３＋３α１）＝０

即由 （ｋ１＋３ｋ３）α１＋（ｋ１＋ｋ２）α２＋（ｋ３－ｋ２）α３＝０

得到 ｋ１＋３ｋ３＝０， ①

ｋ１＋ｋ２＝０， ②

ｋ３－ｋ２＝０． ③

②＋③得到ｋ１＋ｋ３＝０，代入式①有

ｋ１＋ｋ３＋２ｋ３＝０＋２ｋ３＝０，

故ｋ３＝０．因而ｋ１＝－ｋ３＝０，ｋ２＝－ｋ１＝０．于是β１，β２，β３ 线性无关．

法二　用下述命题判别之．

命题３３１４　设向量组（Ⅱ）：β１，β２，…，βｒ 能 由 线 性 无 关 向 量 组（Ⅰ）：

α１，α２，…，αｓ 线性表示为
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β１

β２

…

β

熿

燀

燄

燅ｒ

＝［ｋｉｊ］ｒ×ｓ

α１

α２

…

α

熿

燀

燄

燅ｓ

＝Ｋ

α１

α２

…

α

熿

燀

燄

燅ｓ

　（这里αｉ，βｊ 均为行向量）

或 ［βＴ
１，βＴ

２，…，β
Ｔ
ｒ］＝［αＴ

１，αＴ
２，…，αＴ

ｓ ］ＫＴ，

其中矩阵Ｋ（ＫＴ）称为向量组（Ⅰ）与 向 量 组（Ⅱ）之 间 的 转 换 矩 阵，则 向 量 组

（Ⅱ）线性无关的充要条件是秩（Ｋ）＝ｒ（或秩（ＫＴ）＝ｒ）．

由命题３３１４可知，证明向量组（Ⅱ）的线性相关性归结为计算矩阵Ｋ

或ＫＴ 的秩，如其秩等于向量组（Ⅱ）中向量个数，则向量组（Ⅱ）线性无 关，否

则线性相关．

当ｒ＝ｓ时，归结计算行列式｜Ｋ｜或｜ＫＴ｜，如 不 等 于 零，则 向 量 组（Ⅱ）线

性相关，否则线性无关．

例１７（条件充分性 判 断）　向 量 组α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１ 一 定 线 性 无

关．

（１）α１，α２，α３ 线性相关；　　（２）α１，α２，α３ 线性无关．

解　设有数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使

ｋ１（α１＋α２）＋ｋ２（α２＋α３）＋ｋ３（α３＋α１）＝０，

即 （ｋ１＋ｋ３）α１＋（ｋ１＋ｋ２）α２＋（ｋ２＋ｋ３）α３＝０．

当条件（１）成立时，ｋ１＋ｋ３，ｋ１＋ｋ２，ｋ２＋ｋ３ 中至少有一 个 不 等 于 零，从 而

ｋ１，ｋ２，ｋ３ 中至少有一个非零，于 是α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１ 线 性 相 关。条 件

（１）不充分．

当条件（２）成立时，必有ｋ１＋ｋ３＝０，ｋ１＋ｋ２＝０，ｋ２＋ｋ３＝０，此 方 程 组 仅

有零解ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０，故ｋ１＋ｋ２，ｋ２＋ｋ３，ｋ３＋ｋ１ 必线性无关．条件（２）充分．

仅Ｂ入选．

例１８［２００１年Ⅱ１６］　已知ｎ维向量组α１，α２，α３，α４，α５，其中向量组α１，

α２，α３，α４，线性无关，则

（Ａ）向量组α１，α２，α３，α４，α５ 线性无关。

（Ｂ）向量组α１－α２，α２－α３，α３－α４，α４－α１ 线性无关。

（Ｃ）向量组α１＋α２，α２＋α３，α３＋α４，α４＋α１ 线性无关。

（Ｄ）向量组α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１ 线性无关。
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解　因

α１－α２

α２－α３

α３－α４

α４－α

熿

燀

燄

燅１

＝

１ －１ ０ ０

０ １ －１ ０

０ ０ １ －１

熿

燀

燄

燅－１ ０ ０ １

α１

α２

α３

α

熿

燀

燄

燅４

＝Ｋ１

α１

α２

α３

α

熿

燀

燄

燅４

，

α１＋α２

α２＋α３

α３＋α４

α４＋α

熿

燀

燄

燅１

＝

１ １ ０ ０

０ １ １ ０

０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅１ ０ ０ １

α１

α２

α３

α

熿

燀

燄

燅４

＝Ｋ２

α１

α２

α３

α

熿

燀

燄

燅４

，

由式（３１１１２）易求得上式中的转换矩阵Ｋ１ 与Ｋ２ 的行列式，即

｜Ｋ１｜＝１＋（－１）４－１＝０，　｜Ｋ２｜＝１＋（－１）４－１＝０，

故（Ｂ）、（Ｃ）中向量组均 线 性 相 关，而（Ａ）中 向 量 组 可 能 线 性 相 关，也 可 能 线

性无关。例如α５ 如不能写 成α１，α２，α３，α４ 的 线 性 组 合，则α１，α２，α３，α４，α５

线性无关，否则线性相关．
而（Ｄ）中向量线性无关。这是因为α１，α２，α３ 线性无关，且

α１＋α２

α２＋α３

α３＋α

熿

燀

燄

燅１
＝

１ １ ０

０ １ １
熿

燀

燄

燅１ ０ １

α１

α２

α

熿

燀

燄

燅３
＝Ｋ３

α１

α２

α

熿

燀

燄

燅３
中转换矩阵的行列式｜Ｋ３｜＝１＋（－１）３－１＝２≠０。

类型（二）　判别用另一向量组线性表出的向量组的线性相关性。

常用命题３３１２、命 题３３２２、命 题３３２４、命 题３３３４等 判 别

之．
例１９［２００３年Ⅰ１２］（条 件 充 分 性 判 断）　α１，α２，β１，β２，β３ 均 为ｎ 维 向

量，β１，β２，β３ 线性相关．
（１）α１，α２ 线性相关，且β１＝α１＋α２，β２＝α１－α２，β３＝３α１＋α２；

（２）α１，α２ 线性相关，且β１＝α１＋α２，β２＝α２，β３＝２α１－α２
解　可用命题３３１２判别之．因 向 量 组（Ⅰ）：β１，β２，β３ 均 可 用 向 量 组

（Ⅱ）：α１，α２ 线性表示，且ｒ＝３＞ｓ＝２ 由 命 题３３１２即 知，向 量 组（Ⅰ）：

β１，β２，β３ 线性相关，而与向量组（Ⅱ）：α１，α２ 是 线 性 无 关 还 是 线 性 相 关 无 关．
仅（Ｄ）入选．

例２０（条件充分判断）　向量组α１，α２，…，αｓ 线性相关．
（１）向量组β１，β２，…，βｓ－１可以由α１，α２，…，αｓ 线性表示；

（２）秩（α１，α２，…，αｓ，β１，β２，…，βｓ－１）＝秩（β１，β２，…，βｓ－１）．
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解　当条件（１）成立时，是少数向量可由多数向量线性表示，这对向量组

的线性相关性没有任何信息（注 意 不 要 与 命 题３３１２相 混 淆），条 件（１）不

充分．
当条件（２）成 立 时，α１，α２，…，αｓ 均 可 写 成β１，β２，…，βｓ－１的 线 性 组 合。

显然有ｓ＞ｓ－１ 由命题３３１２即知α１，α２，…，αｓ 线性相关。仅Ｂ入选．
例２１（条件充分性判断）　要 使 得 向 量 组（Ⅰ）：ｓα１＋ｔα２－α３，２α１＋ｔα２

－α３，２α１－２α２＋２α３ 线性相关．
（１）α１，α２，α３ 线性相关；　　（２）ｓ＝２或ｔ＝１
解　当条件（１）成立时，秩（α１，α２，α３）＜３，而 向 量 组（Ⅰ）可 用α１，α２，α３

线性表示，由命题３３２２（１）知，秩（向量 组（Ⅰ））≤秩（α１，α２，α３）＜３，再 由

命题３３２４（２）知，向量组（Ⅰ）必线性相关．条件（１）充分．又因

（ｓα１＋ｔα２－α３，２α１＋ｔα２－α３，２α１－２α２＋２α３）

＝（α１，α２，α３）
ｓ ２ －２

ｔ ｔ －２
熿

燀

燄

燅－１ －１ ２

＝ α１，α２，α（ ）３ Ｋ，

当ｔ＝１时，｜Ｋ｜＝

ｓ ２ －２

ｔ ｔ －２

－１ －１ ２

中的第２、第３行成比例，｜Ｋ｜＝０，当ｓ＝

２时，｜Ｋ｜中的第１、第２列相同，｜Ｋ｜＝０．由命题３３３４知秩（向量组（Ⅰ））

≤秩（Ｋ），而当条件（２）成立时，由于｜Ｋ｜＝０，秩｜Ｋ｜＜３，有秩（向量组（Ⅰ））＜

３，因而向量组（Ⅰ）线性相关．条件（２）也充分。仅 Ｄ入选．

习　题　３３１

（一）问题求解

１［１９９９年Ⅱ１６］　设向量组α１＝（１，３，６，２）Ｔ，α２＝（２，１，２，－１）Ｔ，α３＝
（１，－１，ａ，－２）Ｔ 线性无关，则

（Ａ）ａ＝２．　　（Ｂ）ａ＝１．　　（Ｃ）ａ＝－２．　（Ｄ）ａ≠１．　　（Ｅ）ａ≠２．

２［２０００年Ⅱ１２］　已知ｎ维向量α１，α２，…，αｓ，β且向量组α１，α２，…，αｓ

（ｓ≥２）线性无关，则

（Ａ）向量组α１，α２，…，αｓ，β线性无关。

·３４４·



（Ｂ）向量组α１，α２，…，αｓ，β线性相关。

（Ｃ）向量组α１，α２，…，αｓ 线性无关。

（Ｄ）向量组α１，α２，…，αｓ 线性相关。

３ｎ维向量α１，α２，…，αｓ （α１≠０）线性相关，则

（Ａ）α１，α２，…，αｓ 中任何ｓ－１个向量线性相关．
（Ｂ）对于每一个αｉ 都可以由其余向量线性表示．
（Ｃ）α１，α２，…，αｓ－１线性无关．
（Ｄ）α１，α２，…，αｓ 中无零向量．
（Ｅ）存在一组不全为零的数组ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ，使得ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ＝

０．

４ｎ 维向量组α１，α２，…，αｓ （３≤ｓ≤ｎ）线性无关的充要条件是。

（Ａ）存在一组不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ，使ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ≠０．
（Ｂ）α１，α２，…，αｓ 中任意两个向量都线性无关。

（Ｃ）α１，α２，…，αｓ 存在一个向量，它不能用其余向量线性表示。

（Ｄ）α１，α２，…，αｓ 任意一个向量都不能用其余向量线性表示。

５ 设 向 量 组 （Ⅰ）：α１ ＝ （ａ１１，ａ１２，ａ１３）Ｔ，α２ ＝ （ａ２１，ａ２２，ａ２３）Ｔ，α３ ＝
（ａ３１，ａ３２，ａ３３）Ｔ；向量 组 （Ⅱ）：β１ ＝ （ａ１１，ａ１２，ａ１３，ａ１４）Ｔ，α２ ＝ （ａ２１，ａ２２，ａ２３，

ａ２４）Ｔ，α３＝（ａ３１，ａ３２，ａ３３，ａ３４）Ｔ，则必有

（Ａ）组（Ⅰ）相关组（Ⅱ）相关．　　　（Ｂ）组（Ⅱ）相关组（Ⅰ）无关．
（Ｃ）组（Ⅰ）相关组（Ⅱ）无关．　　　（Ｄ）组（Ⅱ）无关组（Ⅰ）相关．
（Ｅ）组（Ⅰ）无关组（Ⅱ）无关．

６ 设α１，α２，…，αｓ 均为ｎ 维向量，下列结论不正确的是

（Ａ）若对于任意一组 不 全 为 零 的 数ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ，都 有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…

＋ｋｓαｓ≠０，则α１，α２，…，αｓ 线性无关．
（Ｂ）若α１，α２，…，αｓ 线 性 相 关，则 对 于 任 意 一 组 不 全 为 零 的 数ｋ１，ｋ２，

…，ｋｓ，都有ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ＝０．
（Ｃ）α１，α２，…，αｓ 线性无关的充分必要条件是此向量组的秩为ｓ。

（Ｄ）α１，α２，…，αｓ 线性无关的必要条件是其中任意两个向量线性无关．

７ 设ｎ维列向量组α１，α２，…，αｍ （ｍ＜ｎ）线 性 无 关，则ｎ 维 列 向 量 组

β１，β２，…，βｍ 线性无关的充分必要条件为

（Ａ）α１，α２，…，αｍ 可由β１，β２，…，βｍ 线性表示．
（Ｂ）β１，β２，…，βｍ 可由α１，α２，…，αｍ 线性表示．
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（Ｃ）α１，α２，…，αｍ 可 由β１，β２，…，βｍ 线 性 表 示，且β１，β２，…，βｍ 也 可 由

α１，α２，…，αｍ 线性表示．
（Ｄ）Ａ＝［α１，α２，…，αｍ］，Ｂ＝［β１，β２，…，βｍ］，秩（Ａ）＝秩（Ｂ）．
（Ｅ）上述结论都不正确．

８ 已知α１＝（１，ｋ，１），α２＝（０，－１，１），α３＝（１，０，－１），则下列结论正确

的是

（Ａ）当ｋ＝－２时，α１，α２，α３ 线性无关．
（Ｂ）当ｋ≠－２时，α１，α２，α３ 线性相关．
（Ｃ）当ｋ≠－２时，α２，α３ 线性相关．
（Ｄ）当ｋ≠－２时，α１，α２，α３ 线性无关．

９ 设ｎ维向量组α１，α２，α３ 线性无关，则下列结论正确的是

（Ａ）β１＝α１－α２－α３，β２＝α１＋α２－α３，β３＝α２＋α３－α１ 线性无关．
（Ｂ）β１＝α１＋α２，β２＝α２－α３，β３＝α３＋α１ 线性无关．
（Ｃ）β１＝α１－α２＋α３，β２＝α２－α３，β３＝α３－α１ 线性相关．
（Ｄ）β１＝α１－α２＋α３，β２＝－α１＋α３，β３＝－α１＋２α２＋α３ 线性无关．
（Ｅ）β１＝３α１＋α２＋２α３，β２＝α１＋α２，β３＝２α２＋α２＋２α３ 线性相关．

１０．设Ａ 是ｎ 阶矩阵，且Ａ 的行列式｜Ａ｜＝０，则Ａ 中

（Ａ）必有一列元素全为０．
（Ｂ）必有两列元素对应成比例．
（Ｃ）必有一列向量是其余列向量的线性组合．
（Ｄ）任一列向量是其余列向量的线性组合．
（二）条件充分性判断

１［２００４年Ⅰ１１］　ｎ维向量组α１，α２，…，αｓ 线性相关．
（１）秩（α１，α２，…，αｎ）＜ｎ；

（２）αｉ＝βｉ＋γｉ （ｉ＝１，２，…，ｓ），其中向量组β１，β２，…，βｓ 线性相关，向量

组γ１，γ２，…，γｓ 也线性相关．

２ξ１，ξ２，ξ３ 是ｎ元非齐次线性方程组Ａｘ＝β的三个解，要使得ξ１，ξ２，ξ３

线性相关．
（１）秩（Ａ）＝ｎ－２； （２）ξ２－ξ１ 和ξ３－ξ１ 线性相关．

３ｎ维向量组α１＋ｔα２＋α３，２ｔα１＋α２＋２α３，－ｔα２－α３ 线性无关．
（１）α１，α２，α３ 线性无关； （２）ｔ≠１／２

４ 要使２α１＋ｔα２，２α２＋ｔα３，２α３＋ｔα１ 线性相关．
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（１）α１，α２，α３ 线性无关； （２）ｔ＝－２

５ 要使α１＋ｔα２－α３，２α１＋ｔα２－α３，２α１－２α２－２α３ 线性无关．
（１）α１，α２，α３ 线性无关； （２）ｔ≠１
（三）解答题

１ 讨论向量组α１＝（１，１，０），α２＝（１，３，－１），α３＝（５，３，ｔ）的线性相关性．

２Ａ 是三阶矩阵，α是三维列向 量，且α，Ａα，Ａ２α 线 性 无 关，试 判 断 向 量

组Ａα，Ａ２α，３Ａα－２Ａ２α的线性相关性．

３ 已知α１，α２，α３ 线 性 无 关，试 问 常 数 ｍ，ｋ 满 足 什 么 条 件 时，向 量 组

ｋα２－α１，ｍα３－α２，α１－α３ 线性无关，线性相关．

３３２　向量组的秩

秩是表明向量组线性相关“程度”的一个数量描述．
定义３３２１　设α１，α２，…，αｓ 为 一 个ｎ 维 向 量 组，如 果 向 量 组 中 有ｒ

个向量线性无关，且向量组的任意ｒ＋１个向量线性相关，则这ｒ个线性无关

的向量称为向量组α１，α２，…，αｓ 的一个极（最）大线性无关组，简称极（最）大

无关组．极（最）大 无 关 组 的 向 量 个 数 称 为 向 量 组 的 秩，记 作 秩（α１，α２，…，

αｓ）或ｒ（α１，α２，…，αｓ）．如果α１，α２，…，αｓ 都 是 零 向 量，则 规 定 秩（α１，α２，…，

αｓ）＝０．
定义３３２２　若向量组β１，β２，…，βｋ 中每个向量均可由向量组α１，α２，

…，αｓ 线性表示，则称向量 组β１，β２，…，βｋ 可 由 向 量 组α１，α２，…，αｓ 线 性 表

示，如果它们可互相线性表示，则称它的等价，记作

｛α１，α２，…，αｓ｝≌｛β１，β２，…，βｋ｝．
向量组的秩的性质，用命题表述如下。

命题３３２１　如果秩（α１，α２，…，αｓ）＝ｌ，则

（１）α１，α２，…，αｓ 的任何含有多于ｌ个向量的部分组一定线性相关；

（２）α１，α２，…，αｓ 的任何含ｌ个向量的线性无关部分组一定都是极大无

关组，一个向量组的秩惟一，但其极大无关组不惟一．
命题３３２２　（１）若向 量 组β１，β２，…，βｋ 可 由 向 量 组α１，α２，…，αｓ 线

性表示，则

秩（β１，β２，…，βｋ）≤秩（α１，α２，…，αｓ）；
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（２）向量β 可 用α１，α２，…，αｓ 线 性 表 示  秩 （α１，α２，…，αｓ，β）＝
秩（α１，α２，…，αｓ）．

命题３３２３　若向量组｛β１，β２，…，βｋ｝≌｛α１，α２，…，αｓ｝，则

秩（α１，α２，…，αｓ）＝秩（β１，β２，…，βｋ）．
命题３３２３的逆命题不成立，例如

α１＝（１，０，０），　α２＝（０，１，０），　α３＝（０，０，１），

显然秩（α１，α２）＝２，秩（α２，α３）＝２，但｛α１，α２｝与｛α２，α３｝不是等价向量．
命题３３２４　（１）秩（α１，α２，…，αｓ）≤ｓ和其维数ｎ；

（２）当秩（α１，α２，…，αｓ）＝ｓ时，α１，α２，…，αｓ 线性无关；

当秩（α１，α２，…，αｓ）＜ｓ时，α１，α２，…，αｓ 线性相关；

（３）ｓ＞ｎ即向量个数大于其维数时，α１，α２，…，αｓ 线性相关．
命题３３２５　一向量组 加 上 或 去 掉 可 用 其 线 性 表 出 的 向 量 后 所 得 的

新向量组与原向量组等价．
以上性质说明了秩的 重 要 性。命 题３３２４可 用 来 判 别 向 量 组 的 线 性

相关性，命题３３２２（２）可用来判别一个向量能否用向量组线性表示，而 命

题３３２１（２）常作为求极大无关组的依据．
题型一　求分量给出的向量组的秩及其极大线性无关组

将所给出向量排成列向量组（不管原题给出的向量是行向量还是列向量

都按列排），组成矩阵Ａ＝（α１，α２，…，αｍ），当 矩 阵 经 过 初 等 行 变 换 化 为 矩 阵

Ｂ＝（β１，β２，…，βｍ）时，Ａ 的列向量组和Ｂ 的列向量组有相同的线性关系，其

含义就是：

１°它们的秩相等。

２°它们的极大线性无关组相对应。若Ｂ 的βｊ１，βｊ２，…，βｊｒ列是Ｂ 的列向

量组的一个极大线性无关组，则Ａ 的αｊ１，αｊ２，…，αｊｒ就 是Ａ 的 列 向 量 组 的 一

个极大线性无关组。

３°它们有相同的内在线性表示关系：若Ｂ 的 某 个 列 向 量βｓ 可 表 示 为 某

些列向量βｉ，βｊ，…，βｔ 的线性组合

βｓ＝ｌｉβｉ＋ｌｊβｊ＋…＋ｌｔβｔ，

则Ａ 中对应列向量αｓ 也可表示为列向量αｉ，αｊ，…，αｔ 的线性组合

αｓ＝ｌｉαｉ＋ｌｊαｊ＋…＋ｌｔαｔ．
基于此，为求Ａ 的列向量组的秩，极大线性无关组及其线性表示，只需求出Ｂ
的列向量组的秩、极大线性无关组及其线性表示即可．将Ａ 用初等行变换化
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为行阶梯形矩阵Ａ１，则Ａ１ 中 非 零 行 的 个 数 即 等 于 该 向 量 组 的 秩；从 每 一 个

阶梯中取一列向量，则所得的向量组 就 是 所 求 的 一 个 极（最）大 无 关 组（这 里

的两个列向量属于同一阶梯是指不等 于 零 的 最 后 一 个 分 量 在 同 一 行 的 两 个

列向量）．一般选阶梯形矩阵的阶梯角所在列号对应的部分组为一个极大无

关组，即Ａ１ 中 各 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 所 在 的 列 号 对 应 的α１，α２，…，αｓ

中的那些向量构成一个极大无关组．
极大无关组所含向量的个数就是该向量组的秩．
向量组的秩除用上述求法外，还可 利 用 矩 阵 秩 的 定 义（不 等 于 零 的 子 式

Ｄｒ 的最高阶数ｒ）求之。即是 Ｄｒ 的线性无关组。将它们分 别 增 加 相 同 个 数

的分量后得到Ａ 的线性无关的列向量组，这是因为

矩阵的秩＝行向量组的秩＝列向量组的秩，

而 Ｄｒ 包含的ｒ个列向量即是Ａ 的列向量组的一个极大无关组．
例１［２００３年Ⅰ１３］（条件 充 分 性 判 断）　向 量 组α１＝（１，３，６，２）Ｔ，α２＝

（２，１，２，－１）Ｔ，α３＝（１，－１，ａ，－２）Ｔ 的秩（α１，α２，α３）＝３
（１）ａ＝－２；　　（２）ａ≠－２
解　以α１，α２，α３ 为列向量作矩阵Ａ＝（α１，α２，α３）用初等行变换将Ａ 化

为行阶梯形矩阵

Ａ＝（α１，α２，α３）＝

１ ２ １

３ ２ －１

ｂ ２ ａ

熿

燀

燄

燅２ －１ －２

→

１ ２ １

０ －５ －４

０ ０ ａ＋２

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

。

当条件（１）成立，即ａ＝－２时，秩（Ａ）＝秩（α１，α２，α３）＝２．条件（１）不充分．
当条件（２）成立，即ａ≠－２时，秩（Ａ）＝秩（α１，α２，α３）＝３．条件（２）充分．

仅Ｂ入选．
例２　［１９９９年Ⅰ３１］　已 知α１＝（１，０，２，３）Ｔ，α２＝（１，１，３，ａ）Ｔ，α３＝

（１，－１，１，１）Ｔ，α４＝（１，２，６，７）Ｔ．问ａ为何值时，向量组α１，α２，α３，α４ 线性相

关，并求它的一组最大线性无关组．
解　令Ａ＝（α１，α２，α３，α４）．用初等行变换将Ａ 化为阶梯形矩阵

Ａ＝（α１，α２，α３，α４）＝

１ １ １ １

０ １ －１ ２

２ ３ １ ６

３ ａ

熿

燀

燄

燅１ ７

→

１ １ １ １

０ １ －１ ２

０ １ －１ ４

０ ａ

熿

燀

燄

燅－３ －２ ４
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→

１ ２ ０ ０

０ －１ １ ０

０ ０ ０ １

０ ａ

熿

燀

燄

燅－５ ０ ０

ａ

＝５

１ ２ ０ ０

０ －１ １ ０

０ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝（β１，β２，β３，β４）＝Ａ１．

当ａ＝５时，由Ａ１ 可知秩（Ａ１）＝秩（Ａ）＝３＜ｎ＝４，故α１，α２，α３，α４ 线性相关．
注意到Ａ１ 中列向量β２，β３ 的 不 等 于 零 的 最 后 一 个 分 量 在 同 一 行（第２

行），因此β２，β３ 属同一阶梯的列向量．显然β１，β４ 是属于不同阶梯的列向量，

在这三个阶梯中每一阶梯取一列向量β１，β３，β４ 即为β１，β２，β３，β４ 的一组最大

（极大）线性无关组．且β２＝２β１－β３＋０β４ 由 于 初 等 行 变 换 保 持 原 来 列 向 量

之间的线性关系．因而原向量组的一组最大线性无关组为α１，α３，α４，且α２＝

２α１－α３＋０α４＝２α１－α３ 显然α１，α２，α４ 是另一组最大线性无关组。

例３　向量组α１＝（１，－１，２，４）Ｔ，α２＝（０，３，１，２）Ｔ，α３＝（３，０，７，１４）Ｔ，

α４＝（１，－２，２，０）Ｔ，α５＝（２，１，５，１０）Ｔ 的极大线性无关组不能是

（Ａ）α１，α２，α４．　　　　（Ｂ）α１，α３，α４．　　　　（Ｃ）α１，α４，α５．
（Ｄ）α３，α４，α５．　　　　（Ｅ）α１，α３，α５．
解　令Ａ＝（α１，α２，α３，α４，α５）．对Ａ 进行初等行变换得到

Ａ＝

１ ０ ３ １ ２

－１ ３ ０ －２ １

２ １ ７ ２ ５

熿

燀

燄

燅４ ２ １４ ０ １０

→

１ ０ ３ １ ２

０ １ １ ０ １

０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

＝Ａ１。

由于Ａ１ 中有三个阶梯而第三个阶梯只能选α４，故极大无关组中虽有多

组α１，α２，α４；α１，α３，α４；α１，α５，α４ 等 但 每 组 都 有α４，因 而 极 大 无 关 组 不 能 是

α１，α３，α５。仅（Ｅ）入选．
题型二　将向量用极大线性无关组线性表示

为将向量用极大线性 无 关 组 线 性 表 示，需 将 矩 阵 Ａ 化 成 含 行 最 简 形 矩

阵Ａ１，这时Ａ１ 的列向量之间 的 线 性 关 系 可 一 眼 看 出，从 而 即 可 将 向 量 用 极

（最）大线性无关组线性表示．
这里所谓行最简形矩阵是指具有下述特点的行阶梯形矩阵：

１°每个非零行的第一个非零元素（也称首元素）均为１；

２°首元素所在列的其余元素全为零．
例４［２００１年Ⅱ３１］　已 知 四 维 向 量α１＝（１，２，－１，３）Ｔ，α２＝（２，５，ｔ，

８）Ｔ，α３＝（－１，０，３，１）Ｔ，β＝（１，ｔ，ｔ２－５，７）Ｔ，问ｔ为 何 值 时，β可 被 向 量 组

·９４４·



α１，α２，α３ 线性表示，并求表示系数．

解　设β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３，记矩阵Ａ＝（α１，α２，α３，β）．对Ａ 进 行 初 等

行变换化为行阶梯形矩阵，即

Ａ＝（α１，α２，α３，β）＝

１ ２ －１ １

２ ５ ０ ｔ

－１ｔ ３ ｔ２－５

熿

燀

燄

燅３ ８ １ ７

→

１ ２ －１ １

０ １ ２ ｔ－２

０ ０ －２（ｔ＋１） ０

０ ０ ０ －２（ｔ－４

熿

燀

燄

燅）

＝珚Ａ１。

显然，当ｔ＝４时，秩（珚Ａ１）＝秩（Ａ）＝３＜ｎ＝４，秩（α１，α２，α３）＝３，因 而β可 被

α１，α２，α３ 线性表示，且可惟一地被α１，α２，α３ 的线性表示．

下面求表示系数。为此将Ａ１用初等行 变 换 化 成 行 最 简 形 矩 阵 即 化 成 含

最高阶（三阶）单位矩阵的矩阵，即

Ａ１＝

１ ２ －１ １

０ １ ２ ２

０ ０ －１０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

→

１ ０ ０ －３

０ １ ０ ２

０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

则当ｔ＝４时，β＝－３α１＋２α２＋０α３，表示系数ｋ１＝－３，ｋ２＝２，ｋ３＝０．

例５　已知向量α１＝（１，１，３，１），α２＝（－１，１，－１，３），α３＝（５，－２，８，

－９），α４＝（－１，３，１，７），求向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 和 向 量 组 的 秩，并 用 此

极大无关组将其余向量线性表示．

解　将α１，α２，α３，α４ 作列向量 构 造 矩 阵Ａ，对Ａ 作 初 等 行 变 换，化Ａ 为

最简行阶梯形矩阵．由三秩定理知Ａ 的秩等于其列秩，即为向量组的秩．

　Ａ＝ α１
Ｔ，α２

Ｔ，α３
Ｔ，α４（ ）Ｔ ＝

１ －１ ５ －１

１ １ －２ ３

３ －１ ８ １

熿

燀

燄

燅１ ３ －９ ７

ｒ２＋（－１）ｒ１

ｒ３＋（－３）ｒ１
ｒ４＋（－１）ｒ

→

１

１ －１ 　５ －１

０ ２ －７ ４

０ ２ －７ ４

熿

燀

燄

燅０ ４ －１４ ８

ｒ３＋（－１）ｒ２

ｒ４＋（－２）ｒ
→
２

１ －１ ５ －１

０ ２ －７ ４

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０
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ｒ２（１／２
→
）

１ －１ ５ －１

０ １ －７／２ ２

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

ｒ１＋ｒ
→
２

１ ０ ３／２ １

０ １ －７／２ ２

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝Ａ１

由Ａ１ 知Ａ 的秩即向 量 组α１，α２，α３，α４ 的 秩 为２，其 一 个 极 大 无 关 组 为α１，

α２，且

α３＝（３／２）α１－（７／２）α２，　α４＝α１＋２α２
题型三　求抽象向量组的秩及其极大无关组

常用向量组的性质即命题３３２１至命题３３２５求之．
例６（条件充分性判断）　设α１，α２，…，αｓ 是一个ｎ 维向量组，ｓ＞３，要使

得α１，α２，α３ 是α１，α２，…，αｓ 的极大无关组．
（１）ｒ（α１，α２，…，αｓ）＝３；　　（２）α１，α２，…，αｓ 与α１，α２，α３ 等价．
解　当条件（１）成立 时，由 于 没 有α１，α２，α３ 线 性 无 关，条 件（１）不 充 分．

当条件（２）成立时，也推 不 出α１，α２，α３ 线 性 无 关，故 条 件（２）单 独 也 不 充 分。

但当条件（１）与条件（２）联 合 时，由 条 件（２）利 用 命 题３３２３有，秩（α１，α２，

α３）＝秩（α１，α２，…，αｓ）。再由条件（１）知α１，α２，…，αｓ 的秩为３，于是秩（α１，

α２，α３）＝３．即α１，α２，α３ 线性无关．再由命题３３２１（２）知，α１，α２，α３ 为α１，

α２，…，αｓ 的一个极大无关组．仅 Ｃ入选．
例７［２００５年Ⅰ１９］（条件充分性判断）　秩（Ａ）＜３
（１）对于三阶矩阵Ａ，存在三阶矩阵Ｂ，满足ＡＢ＝Ｏ；

（２）三阶矩阵Ａ＝（α１，α２，α３），β是三维向量，

秩（α１，α２，α３）＜秩（α１，α２，α３，β）．
解　当条件（１）成立，且Ｂ＝Ｏ 时，这时有可能秩（Ａ）＝３，仍满足ＡＢ＝Ｏ．

结论秩（Ａ）＜３不一定成立．条件（１）不充分．
当条件（２）成立时，α１，α２，α３，β均 为 三 维 向 量，由 命 题３３２４（１）知 其

秩必不超过其维数３，因而当 秩（α１，α２，α３）＜秩（α１，α２，α３，β）时，秩（α１，α２，

α３）＜３必成立．仅Ｂ入选．
例８（条件充分性判断）　要使α１，α２，α３ 是α１，α２，…，αｓ （ｓ＞３）的 极 大

无关组．
（１）α１，α２，α３ 线性无关；　　（２）秩（α１，α２，…，αｓ）＝３
解　条件（１）与条件（２）单独成立时都不充分．但当条件（１）与条件（２）联

合起来时，说明向量组α１，α２，…，αｓ 的 一 个 极 大 无 关 组 含 三 个 向 量，由 条 件
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（１）说明α１，α２，α３ 线性无关．由命题３３２１（２）知α１，α２，α３ 为α１，α２，…，αｓ

的一个极大无关组。仅 Ｃ入选．
例９［２００３年Ⅱ２５］　已 知ｎ维 向 量 组（Ⅰ）：α１，α２，α３，向 量 组（Ⅱ）：α１，

α２，α３，α４，向量组（Ⅲ）：α１，α２，α３，α５，它们的秩为秩（向量组（Ⅰ））＝秩（向量

组（Ⅱ））＝３，秩（向量组（Ⅲ））＝４，则秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝ ．
解法１　因秩（向 量 组（Ⅰ））＝３，故α１，α２，α３ 线 性 无 关，由 秩（向 量 组

（Ⅱ））＝３，有α１，α２，α３，α４ 线性相关，由定理３３２１知α４ 可由α１，α２，α３ 线

性表示．设α４＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３。利用初等列变换得到

（α１，α２，α３，２α４－α５）

＝（α１，α２，α３，２λ１α１＋２λ２α２＋２λ３α３－α５）

ｃ４＋（－２λ１）ｃ１，ｃ４＋（２λ１）ｃ２

ｃ４＋（－２λ３）ｃ
→

３
（α１，α２，α３，－α５）

ｃ５（－１
→
）
（α１，α２，α３，α５）

因而矩阵（α１，α２，α３，２α４－α５）与（α１，α２，α３，α５）等价．等价必等秩，故

秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝秩（α１，α２，α３，α５）＝秩（向量组（Ⅲ））＝４
解法２　利用命题３３２５求之．
因α４ 可用α１，α２，α３ 线性表出，由命题３３２５知

｛α１，α２，α３，２α４－α５｝≌｛α１，α２，α３，－α５｝≌｛α１，α２，α３，α５｝．
而 秩（α１，α２，α３，α５）＝秩（向量组（Ⅲ））＝４，

故 秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝４
解法３　用线性无关的定义证明：α１，α２，α３，２α４－α５ 线性无关，从而

秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝４
设 ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４（２α４－α５）＝０， ①
下证ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝ｋ４＝０．又设α４＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３，将其代入式①得到

ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４（２λ１α１＋２λ２α２＋２λ３α３－α５）

＝（ｋ１＋２ｋ４λ１）α１＋（ｋ２＋２ｋ４λ２）α１＋（ｋ３＋２ｋ４λ３）α３－ｋ４α５＝０．
因α１，α２，α３，α５ 线性无关，故

ｋ１＋２ｋ４λ１＝０，　ｋ２＋２ｋ４λ２＝０，　ｋ３＋２ｋ４λ３＝０，　ｋ４＝０．
将ｋ４＝０代入上式的前三式得到ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０．因而α１，α２，α３，２α４－α５ 线

性无关，即秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝４
解法４　用向量组的秩与线性表示的关系证之．
因秩（α１，α２，α３）＝３，秩（α１，α２，α３，α４）＝３，故α４ 可 由α１，α２，α３ 线 性 表

示．而秩（α１，α２，α３，α５）＝４，故α５ 不能由α１，α２，α３ 线性表示．为证
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秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝４，

只需证２α４－α５ 不能由α１，α２，α３ 线性表示．
事实上，如果２α４－α５ 可由α１，α２，α３ 线性表示，即

２α４－α５＝μ１α１＋μ２α２＋μ３α３，

则由α４＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３，有

α５＝（２λ１－μ１）α１＋（２λ２－μ２）α２＋（２λ３－μ３）α３，

即α５ 可由α１，α２，α３ 线性表示，这矛盾说明２α６－α５ 不能由α１，α２，α３ 线性表

示，而α１，α２，α３ 线性无关，故

秩（α１，α２，α３，２α４－α５）＝秩（α１，α２，α３）＋１＝３＋１＝４
题型四　判别一向量能否用向量组线性表出

设α１，α２，…，αｓ 为 一 个ｎ 维 向 量 组，ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 为 一 组 数，称β＝ｋ１α１

＋ｋ２α２＋…＋ｋｓαｓ 为向量组α１，α２，…，αｓ 的 一 个 线 性 组 合，或 称β可 由 向 量

组α１，α２，…，αｓ 线性表示，ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 称为该组合的系数．
类型（一）　判别分量已知的向量能否由向量组线性表示．
法一　转化为非齐次线性方程组的求解．
先根据定义设β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｔαｔ．由向量相等的关系写出以ｘ１，

ｘ２，…，ｘｔ 为未知数的非齐次线性方程组，然后求解该方 程 组．如 该 方 程 组 无

解，则β不能由向量组α１，α２，…，αｓ 线性表示；如有解，则β可由α１，α２，…，αｓ

线性表示，且当解惟一时，其线性表示惟一，解不惟一时，其线性表示不惟一．
解题时可不写出上述方程组直接对（α１，α２，…，αｔ，β）进行初等行变换。

１°当秩（α１，α２，…，αｔ）≠秩（α１，α２，…，αｔ，β）时，β不可由α１，α２，…，αｔ 线

性表示；

２°当秩（α１，α２，…，αｔ）＝秩（α１，α２，…，αｔ，β）＝ｔ时，β可由α１，α２，…，αｔ

惟一地线性表示；

３°当秩（α１，α２，…，αｔ）＝秩（α１，α２，…，αｔ，β）＜ｔ时，β可由α１，α２，…，αｔ

线性表示，且表示方法有无穷多种．
例１０　已知β＝（１，２，ｔ）Ｔ 不能由α１＝（２，１，１）Ｔ，α２＝（－１，２，７）Ｔ，α３＝

（１，－１，－４）Ｔ线性表示，求ｔ的值．

解　设β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３，按分量写出为

２ｘ１－ｘ２＋ｘ３＝１，

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＝２，

ｘ１＋７ｘ２－４ｘ３＝ｔ
烅
烄

烆 ．

　因β

不能由α１，α２，α３ 线性表示，故此方程组无解．对其增广矩阵作初等行变换化
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为行阶梯形矩阵，得到

　（Ａ ｂ）＝

２ －１ １ １

１ ２ －１ ２

１ ７ －４





熿

燀

燄

燅ｔ

ｒ１←→ｒ
→
２

１ ２ －１ ２

２ －１ １ １

１ ７ －４





熿

燀

燄

燅ｔ

ｒ２＋（－２）ｒ１

ｒ３＋（－１）ｒ
→
１

１ ２ －１ ２

０ －５ ３ －３

０ ５ －３ ｔ





熿

燀

燄

燅－２

ｒ３＋ｒ
→
２

１ ２ －１ ２

０ －５ ３ －３

０ ０ ０ ｔ





熿

燀

燄

燅－５

。

为使秩（ Ａ ｂ）≠秩（Ａ），必ｔ－５≠０，即ｔ≠５，故 当ｔ≠５时，β不 能 由α１，α２，

α３ 线性表示．
例１１　设有三维列向量

α１＝（１＋λ，１，１）Ｔ，α２＝（１，１＋λ，１）Ｔ，α３＝（１，１，１＋λ）Ｔ，α４＝（０，λ，λ２）Ｔ．
问λ取何值时，

（１）β可由α１，α２，α３ 线性表示，且表达式惟一；
（２）β可由α１，α２，α３ 线性表示，且表达式不惟一；
（３）β不能由α１，α２，α３ 线性表示。

解法１　用初等行变换解之。

　　　Ａ＝

１＋λ １ １ ０

１ １＋λ １ λ

１ １ １＋λ λ

熿

燀

燄

燅２

经初等
→

行变换

１ １ １＋λ λ２

０ λ －λ λ－λ２

０ ０ －λ（３＋λ） －λ（λ２＋２λ－１

熿

燀

燄

燅）
＝Ａ１

（１）当λ≠０且λ≠－３时，有

→Ａ

１ ０ ０ －（λ＋１）／（λ＋３）

０ １ ０ ２／（λ＋３）

０ ０ １ （λ２＋２λ－１）／（λ＋３

熿

燀

燄

燅）
，

故当λ≠０，且λ≠－３时，β可表示成α１，α２，α３ 的线性组合，且

β＝－（λ＋１）
λ＋３ α１＋ ２

λ＋３α２＋λ２＋２λ－１
λ＋３ α３。

因α１，α２，α３ 线性无关，故β的上述表示法惟一．

（２）当λ＝０时，Ａ１＝

１ １ １ ０

０ ０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，显 然 有β＝０α１ 或β＝０α２ 或β＝
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０α３，表示法不惟一．

（３）当λ＝－３时，Ａ１＝

１ １ －２ ９

０ －３ ３ －６
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ６

，因

秩（α１，α２，α３）＝２≠秩（α１，α２，α３，β）＝３，

故β不能表示成α１，α２，α３ 的线性组合．
解法２　用解方程组的方法求之．设β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３，则

１＋λ １ １

１ １＋λ １

１ １ １＋

熿

燀

燄

燅λ

ｘ１

ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅３
＝

０

λ

λ

熿

燀

燄

燅２
　即　ＡＸ＝ｂ．

因｜Ａ｜＝λ２（λ＋３），故

（１）当λ≠０且λ≠－３时，方程组有惟一解，β可惟一地表示成α１，α２，α３

的线性组合；

（２）当λ＝０时，易看出秩（Ａ）＝秩（Ａ）＝１＜３＝ｎ，故 原 方 程 组 有 无 穷 多

组解，即β可由α１，α２，α３ 线性表示，且表示法不惟一；

（３）当λ＝－３时，秩（Ａ）＝２＜秩（Ａ）＝３，原 方 程 组 无 解，故β不 能 写 成

α１，α２，α３ 的线性组合．
法二　利用向量组的秩与线性表出的下列关系判别。

命题３３２６　（１）β可由α１，α２，…，αｔ 线性表示
秩（α１，α２，…，αｔ，β）＝秩（α１，α２，…，αｔ）；

（２）β可由α１，α２，…，αｔ 惟一线性表示
秩（α１，α２，…，αｔ，β）＝秩（α１，α２，…，αｔ）＝ｔ；

（３）β可由α１，α２，…，αｔ 线性表示，但表示不惟一
秩（α１，α２，…，αｔ，β）＝秩（α１，α２，…，αｔ）＝ｒ＜ｔ；

（４）β不能由α１，α２，…，αｔ 线性表示
秩（α１，α２，…，αｔ，β）＝秩（α１，α２，…，αｔ）＋１

例１２［２００４年Ⅰ９］（条件充分性判断）　α４ 与α槇４不能由α１，α２，α３ 线性表

示，其中α１＝（２，３，３）Ｔ，α１＝（１，０，３）Ｔ，α３＝（３，５，４）Ｔ．

（１）α４＝（４，－３，１５）Ｔ；　　（２）α槇４＝（－２，－５，－１）Ｔ．

解　令Ａ＝（α１，α２，α ３ α４，α槇４），对其进行初等行变换将其化为最 简 行

阶梯形矩阵，即含最高阶单位矩阵的矩阵．
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　　Ａ＝（α１，α２，α ３ α４，α槇４）＝
１ ２ ３ 　４ －２

０ ３ ５ －３ －５

３ ３ ４ 　





熿

燀

燄

燅１５ －１

→

１ ２ ３ ４ －２

０ １ ５／３ －１ －５／３

０ ０ ０ ０ 　





熿

燀

燄

燅０

→

１ ０ －１／３ ６ 　４／３

０ １ 　５／３ －１ －５／３

０ ０ 　０ ０ 　





熿

燀

燄

燅０

＝Ａ１，

因而当条件（１）与条件（２）分别成立时，有

秩（α１，α２，α３，α４）＝秩（α１，α２，α３）＝２，

秩（α１，α２，α３，α槇４）＝秩（α１，α２，α３）＝２，

由命题３３２６（３）知，α４ 与α槇４都能由α１，α２，α３ 线性表示．由Ａ１ 易知其线性

表示式分别为

α４＝６α２－α１＋０α３＝６
熿

燀

燄

燅

１

０

３

－
熿

燀

燄

燅

２

３

３

＋０
熿

燀

燄

燅

３

５

４

，

α槇４＝４
３α２－

５
３α１＋０α３＝

４
３

熿

燀

燄

燅

１

０

３

－５
３

熿

燀

燄

燅

２

３

３

＋０
熿

燀

燄

燅

３

５

４

。

类型（二）　判别一抽象向量能否由向量组线性表示．
除用本题型类型（一）中法二以外 还 可 用 反 证 法 及 下 述 线 性 相 关 与 线 性

表出的关系判别．
定理３３２１　如果α１，α２，…，αｍ 线 性 无 关，而 向 量 组α１，α２，…，αｍ，β

线性相关，则β可由α１，α２，…，αｍ 惟一线性表示．
定理３３２２　若秩（α１，α２，…，αｓ）＝秩（α１，α２，…，αｓ，β），则β可由α１，

α２，…，αｓ 线性表示，反之也成立．
例１３　（条件充分性判断）　向量α３ 可以由α１，α２ 线性表示．
（１）α１，α２，α３ 线性相关；　　（２）α１ 与α２ 的分量不成比例。

解　当条件（１）与条件（２）单独成立时，都不是充分条件，但两条件（１）与

条件（２）联合起来时，由于条件（２）保 证α１ 与α２ 线 性 无 关，再 加 上 条 件（１），

利用定理３３２１即知α３ 可由α１，α２ 惟一地线性表示。仅 Ｃ入选．
例１４　设向量β可由 向 量 组α１，α２，…，αｍ 线 性 表 示，但 不 能 由 向 量 组

（Ⅰ）：α１，α２，…，αｍ 线性表示，记向量组（Ⅱ）：α１，α２，…，αｍ－１，β，则
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（Ａ）αｍ 不能用向量组（Ⅰ）线性表示，也不能由向量组（Ⅱ）线性表示．
（Ｂ）αｍ 不能用向量组（Ⅰ）线性表示，但可由向量组（Ⅱ）线性表示．
（Ｃ）αｍ 可由向量组（Ⅰ）线性表示，也可由向量组（Ⅱ）线性表示．
（Ｄ）αｍ 可由向量组（Ⅰ）线性表示，但不可由向量组（Ⅱ）线性表示．
（Ｅ）条件不够，αｍ 能否用向量组（Ⅰ）或向量组（Ⅱ）线性表示不能确定．
解法１　由题设有

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍ－１αｍ－１＋ｋｍαｍ。 ①
因β不能由α１，α２，…，αｍ－１线性表示，则ｋｍ≠０，故

αｍ＝β／ｋｍ－（ｋ１／ｋｍ）α１－…－ｋｍ－１｜ｋｍ）αｍ－１

即αｍ 能用向量组（Ⅱ）线 性 表 示，但αｍ 能 否 用 向 量 组（Ⅰ）线 性 表 示 呢？由

上式易看出如果αｍ 能用α１，α２，…，αｍ－１线性表示，即

αｍ＝ｌ１α１＋…＋ｌｍ－１αｍ－１， ②
则β就可以用α１，α２，…，αｍ－１线性表示，事实上将式②代入式①有

β＝（ｋ１＋ｋｍｌ１）α１＋（ｋ２＋ｋｍｌ２）α２＋…＋（ｋｍ－１＋ｋｍｌｍ－１）αｍ－１．
这与β不能由向量组（Ⅰ）线性表示矛盾，所以αｍ 不能用向量组（Ⅰ）表示．仅

（Ｂ）入选．
解法２　向量β可由α１，α２，…，αｍ 线性表示，则α１，α２，…，αｍ，β线 性 相

关，为方便计，假 设α１，α２，…，αｍ－１线 性 无 关，由β不 能 由α１，α２，…，αｍ－１线

性表示知，α１，α２，…，αｍ－１，β线性无关，而α１，α２，…，αｍ－１，αｍ，β线性相关，由

定理３３２１即 知αｍ 可 由β，α１，α２，…，αｍ－１线 性 表 示．即αｍ 可 由 向 量 组

（Ⅱ）线性表示，不妨设

αｍ＝ｓ１α１＋ｓ２α２＋…＋ｓｍ－１αｍ－１＋ｓβ。

由上式易知αｍ 不能由α１，α２，…，αｍ－１线性表示，如果能，由上 式 易 看 出β可

由α１，α２，…，αｍ－１线性 表 示，与 题 设 矛 盾，故αｍ 不 能 由 向 量 组（Ⅰ）线 性 表

示。仅（Ｂ）入选．
注意　涉及抽象向量不能线性表出的问题一个常用的思路是用反证法．

设其能表出，然后找矛盾．
例１５　若向量组α，β，γ线性无关，α，β，δ线性相关，则

（Ａ）α必可由β，γ，δ线性表示．　　（Ｂ）β必不可由α，γ，δ线性表示．
（Ｃ）δ必可由α，β，γ线性表示．　　（Ｃ）δ必不可由α，β，γ线性表示．
解　因α，β，γ线性无关，由命题３３１１（４）知α，β线性无关，又因α，β，

δ线性相关，由定理３３２１知δ可惟一地表成α，β的线性组合．因而δ必可
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表示成α，β，γ的线性组合，即δ必可由α，β，γ线性表示．仅（Ｃ）入选．
例１６　设α１，α２，α３，α４ 是三维非零向量．
（１）如果α４ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，则α１，α２，α３ 线性相关；

（２）如果秩（α１，α２，α３＋α１）＝秩（α１，α２，α３，α４），则α４ 可由α１，α２，α３ 线

性表示；

（３）如果秩（α１，α２，α３）＝３，则α４ 可由α１，α２，α３ 线性表示；

（４）如果α３ 不能 由α１，α２ 线 性 表 示，α４ 不 能 由α２，α３ 线 性 表 示，则α１

可由α２，α３，α４ 线性表示．
上述四个命题中正确命题的个数为

（Ａ）４．　　　（Ｂ）３．　　　（Ｃ）２．　　　（Ｄ）１．　　　（Ｅ）０．
解　因α１，α２，α３，α４ 为非零的三维向量，如果α１，α２，α３ 线性无关，则α４

必可由α１，α２，α３ 线性表示，故α１，α２，α３ 必线性相关。或由

秩（α１，α２，α３，α４）＝秩（α１，α２，α３）＋１
得到 秩（α１，α２，α３）＝秩（α１，α２，α３，α４）－１≤３－１≤２，

所以α１，α２，α３ 必线性相关．（１）正确．
由于经过初等变换向量组的 秩 不 变，而（α１，α２，α３＋α１）→（α１，α２，α３），

故

秩（α１，α２，α３）＝秩（α１，α２，α３，α４），

因而方程组ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＝α４ 有解。（２）正确．
如秩（α１，α２，α３）＝３，则α１，α２，α３ 线性无关，而αｉ 为三维向量，故α４ 可

用α１，α２，α３ 线性表示。（３）正确．
由秩（α１，α２）≠秩（α１，α２，α３）知，α２，α３ 必线性无关，即秩（α２，α３）＝２，又

由秩（α２，α３）≠秩（α２，α３，α４），而α２，α３ 线性无 关，故 秩（α２，α３，α４）＝２＋１＝

３，而αｉ 又是三维向量，故α１ 必可由α２，α３，α４ 线性表出．仅（Ａ）入选．

习　题　３３２

（一）问题求解

１．设向量组α１，α２，…，αｓ 的秩为ｒ，则

（Ａ）必有ｒ＜ｓ．
（Ｂ）向量组中任意ｒ－１个向量线性无关．
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（Ｃ）向量组中任意ｒ个向量线性无关．
（Ｄ）向量组中任意ｒ＋１个向量线性相关．
（Ｅ）向量组中不存在ｒ个向量线性相关．

２ 若向量组的秩为ｓ，则

（Ａ）向量组中只有一个极大线性无关组。

（Ｂ）向量组中任何ｓ个向量都线性无关。

（Ｃ）向量组中任何ｓ个线性无关向量组都是向量组的极大无关组。

（Ｄ）向量组中任何ｓ－１个向量都线性无关。

（Ｅ）以上结论都不正确。

３ 设 α１＝（１，１，１，２）Ｔ，　α２＝（４，６，２ａ＋７，１０）Ｔ，

α３＝（３，ａ＋４，２ａ＋５，ａ＋７）Ｔ，　β＝（２，３，２ａ＋３，５）Ｔ，

若β不能用α１，α２，α３ 线性表示，则ａ＝
（Ａ）１．　　　　（Ｂ）－１．　　　（Ｃ）０．　　　（Ｄ）２．　　　（Ｅ）－２．

４ 向量β可由向量组α１，α２，…，αｓ 线性表示，则

（Ａ）表达式不惟一的充分必要条件是α１，α２，…，αｓ 中无零向量．
（Ｂ）表达式不惟一的充分必要条件是α１，α２，…，αｓ 线性无关．
（Ｃ）表达式不惟一的充分必要条件是α１，α２，…，αｓ 线性相关．
（Ｄ）表达式惟一的充分必要条件是α１，α２，…，αｓ 互不相同．
（Ｅ）表达式不惟一的充分必要条件是α１，α２，…，αｓ 中无零向量．

５ 设β可由α１，α２，α３，α４ 线性表示，β不可由α１，α２，α３ 线性表示，则

（Ａ）α１，α２，α３，α４ 线性无关。

（Ｂ）α４ 能由α１，α２，α３ 线性表示。

（Ｃ）α４ 能由α１，α２，α３，β线性表示。

（Ｄ）α４ 不能由α１，α２，α３，β线性表示。

（Ｅ）α１，α２，α３，α４ 线性相关。

６ 已知 α１＝（１，０，１，２）Ｔ，α２＝（１，４，３，２）Ｔ，α３＝（１，４，６，２）Ｔ，α４＝
（４，０，４，８）Ｔ，则下列结论正确的是

（Ａ）α１ 不能被α２，α３ 线性表示．　　（Ｂ）α２ 不能被α１，α３，α４ 线性表示．
（Ｃ）α３ 不能被α１，α２，α４ 线 性 表 示．　（Ｄ）α４ 不 能 被α１，α２，α３ 线 性 表

示．
（Ｅ）α２，α３，α４ 线性无关．
（二）条件充分性判断

·９５４·



１ 设α４＝（１，０，１，１）Ｔ，α２＝（１，２，－１，０）Ｔ，α３＝（１，１，０，－１）Ｔ，β１＝

（２，－１，１，０）Ｔ，β２＝（１，２，０，１）Ｔ，则ｋ１β１＋ｋ２β２ 可由α１，α２，α３ 线性表示．

（１）２ｋ１－ｋ２＝０； （２）２ｋ１－ｋ２≠０．

２ 已知ｎ维向量组β１，β２，β３，β４ 可用α１，α２，α３，α４ 线性表示，要使得β１，

β２，β３，β４ 线性相关。

（１）ｎ＜４； （２）α１，α２，α３，α４ 线性相关．

３ 要使得α１，α２，α３ 是α１，α２，…，αｓ （ｓ＞３）的极大无关组。

（１）秩（α１，α２，α３）＝秩（α１，α２，…，αｓ）；

（２）｛α１，α２，α３｝≌｛α１，α２，…，αｓ｝．

４ 向量α３ 可由α１，α２，线性表示。

（１）秩（α１，α２）＝秩（α１，α２，α３）；　　（２）３α１－２α２＋６α３＝０．

５ 向量α４ 可由α１，α２，α３ 线性表示。

（１）α１，α２，α３ 线性无关； （２）α２，α３，α４ 线性相关．

６ 向量α４ 不能由α１，α２，α３ 线性表示．

（１）α５ 不能由α１，α２，α３ 线性表示；

（２）α５ 可以由α１，α２，α３，α４ 线性表示．

（三）解答题

１［１９９９年Ⅱ２９］　已知向量组α１＝（１，２，３，４）Ｔ，α２＝（３，４，５，６）Ｔ，α３＝

（５，６，５，８）Ｔ，α４＝（４，３，２，１）Ｔ，求 向 量 组α１，α２，α３，α４ 的 秩 及 它 们 的 一 组 最

大线性无关组．

２［２０００ 年 Ⅱ３３］　 已 知 α１ ＝ （１，０，１，２），α２ ＝ （０，１，１，２），α３ ＝

（－１，１，０，ａ－３），α４＝（１，２，ａ，６），问ａ为何值时向量组α１，α２，α３，α４ 线 性 相

关？并求此时向量组的一个最大线性无关组．

３ 已知α１＝（１，４，０，２）Ｔ，α２＝（２，７，１，３）Ｔ，α３＝（０，１，－１，ａ）Ｔ，β＝

（３，０，ｂ，４）Ｔ．

（１）ａ，ｂ取何值时，β不能由α１，α２，α３ 线性表示？

（２）ａ，ｂ取何值时，β可以由α１，α２，α３ 线性表示？并写出线性表示式．

４ 设向量组α１，α２，α３ 线性相关，向量组α２，α３，α４ 线性无关。

（１）α１ 能否由α２，α３ 线性表示？证明你的结论；

（２）α４ 能否由α１，α２，α３ 线性表示？证明你的结论．
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３３３　矩阵的秩

设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，Ａ 的ｍ 维列向量依次记作α１，α２，…，αｎ，Ａ 的ｎ 维行

向量依次记作β１，β２，…，βｍ。由定理３３１３有

秩（Ａ）＝秩（α１，α２，…，αｎ）＝秩（β１，β２，…，βｎ）． （３３３１）

对于ｎ阶矩阵Ａ，当秩（Ａ）＝ｎ时，称Ａ 为满秩矩阵．
定理３３３１　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，下 列 条 件 之 一 为 秩（Ａ）＝ｎ 的 充 分 必

要条件：

（１）Ａ 的行（列）向量组线性无关；　　（２）｜Ａ｜≠０；

（３）Ａ 是可逆矩阵； （４）Ａ 是满秩矩阵；

（５）齐次线性方程组ＡＸ＝０只有零解；

（６）对任意ｂ∈Ｒｎ，非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ有惟一解．
矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ的秩还可用其子式如下定义．
定义３３３１　矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ中任取ｋ 行ｋ 列（ｋ≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）），位于

这些行、列交叉处的ｋ２ 个元素组成的ｋ阶行列式称为矩阵的一个ｋ 阶子式．
矩阵Ａ 中不等于零的子式的最高阶数ｒ称为矩阵Ａ 的秩．

规定零矩阵Ｏ＝（０）ｍ×ｎ的秩等于零．
题型一　求元素具体给定的矩阵的秩

法一　利用秩的定义３３３１求之．
利用秩的定义求矩阵Ａ 的秩就是求矩阵Ａ 中不等于零的子式的最高阶

数，由此定义易知下述结论成立．
命题３３３１　（１）如Ａ 为非零矩阵，则秩（Ａ）≥１；如Ａ 为任意矩阵，则

秩（Ａ）≥０．
（２）设 ｍ×ｎ矩阵Ａ 的秩为ｒ，则ｒ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ｝．
（３）ｍ×ｎ矩阵Ａ 的秩为ｒ的充分必要条件是Ａ 中有一个ｒ阶子式不为

零，所有ｒ＋１阶子式全为零．
（４）ｎ阶矩阵Ａ 的秩为ｎ 的充分必要条件是｜Ａ｜≠０．
（５）ｎ矩阵阵Ａ 的秩小于ｎ 的充分必要条件是｜Ａ｜＝０．
（６）秩（Ａ）＝秩（Ａ）Ｔ．
（７）若ｋ≠０，则秩（ｋＡ）＝秩（Ａ），其中ｋ为非零常数．
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由矩阵秩的定义所推出的上述 命 题 应 用 较 广，除 用 来 求 矩 阵 的 秩 外，还

可根据矩阵秩的大小，确定矩阵中的待定常数．
例１　设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，秩（Ａ）＝ｌ，则下述命题正确的是：

（Ａ）如果ｌ＜ｍ，则Ａ 有非零行．
（Ｂ）如果ｌ＜ｍ，则Ａ 的最后一行的元素一定全为零．
（Ｃ）Ａ 存在ｌ个列向量线性无关．
（Ｄ）Ａ 的ｌ阶子式都不为零．
解　由式（３３３１）知Ａ 的列向量组的秩为ｌ，因而Ａ 存在ｌ个列向量线

性无关．（Ｃ）正确．
（Ａ）、（Ｂ）是错误的．秩（Ａ）＝ｌ＜ｍ 只能说明用初等行变换将Ａ 化为阶梯

形矩阵的非零行的行数小于ｍ，从 而 阶 梯 形 矩 阵 中 有 零 行，显 然 不 能 推 断Ａ
中有零行或非零行．

从定义３３３１知，存在ｌ阶不等于零的子式，并不是说所有ｌ阶子式都

不等于零，因而（Ｄ）也不正确．仅（Ｃ）入选．

例２　设Ａ＝

ａ１ｂ１ ａ２ｂ２ … ａ１ｂｎ

ａ２ｂ１ ａ２ｂ２ … ａ２ｂｎ

… … …

ａｎｂ１ ａｎｂ２ … ａｎｂ

熿

燀

燄

燅ｎ

，其 中ａｉ≠０，ｂｉ≠０（ｉ＝１，２，…，

ｎ），则秩（Ａ）＝
（Ａ）１．　　（Ｂ）２．　　（Ｃ）３．　　（Ｄ）４．　　（Ｅ）以上结论都不正确．
解法１　由矩阵秩的定义 知，因Ａ 中 任 意 二 阶 子 式 的 两 行 都 成 比 例，因

而其值等于零，又ａｉ≠０，ｂｉ≠０，故ａｉｂｉ≠０，所以秩（Ａ）＝１。仅（Ａ）入选．

解法２　Ａ＝

ａ１

ａ２

…

ａ

熿

燀

燄

燅ｎ

（ｂ１ｂ２…ｂｎ），由命题３３３４知

秩（Ａ）＝秩

ａ１

ａ２

…

ａ

熿

燀

燄

燅ｎ

（ｂ１ｂ２…ｂｎ

熿

燀

燄

燅

） ≤秩（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）＝１

又Ａ 为非零矩阵，故秩（Ａ）≥１ 于是有秩（Ａ）＝１ 仅（Ａ）入选。
法二　用初等变换求之．
求矩阵的秩，既可用初阶等行 变 换，也 可 用 初 等 列 变 换 求 之。一 般 常 将
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所求秩的矩阵Ａ 用初等行变换化 为 行 阶 梯 形 矩 阵Ａ１，因 初 等 变 换 不 改 变 矩

阵的秩，所以矩阵Ａ 的秩等于Ａ 的阶梯形矩阵Ａ１（或最简阶梯形矩阵）的秩，

而阶梯形矩阵的Ａ１ 的秩等于非零行向量的个数，所以矩阵Ａ 的秩等于Ａ 的

阶梯形矩阵Ａ１ 中非零行向量个数．

例３　求矩阵Ａ＝

１ －１ ２ １ ０

２ －２ ４ －２ ０

３ ０ ６ －１ １

熿

燀

燄

燅０ ３ ０ ０ １

的秩．

解　用初等行变换求之．

　Ａ
ｒ２＋ｒ（－２）

ｒ３＋ｒ（－３
→）

１ －１ ２ １ ０

０ ０ ０ －４ ０

０ ３ ０ －４ １

熿

燀

燄

燅０ ３ ０ ０ １

ｒ２ｒ
→
３

１ －１ ２ １ ０

０ ３ ０ －４ １

０ ０ ０ －４ ０

熿

燀

燄

燅０ ３ ０ ０ １

ｒ４ｒ
→
３

１ －１ ２ １ ０

０ ３ ０ －４ １

０ ３ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ －４ ０

ｒ２＋ｒ（－１）

ｒ４ －（ ）
→

１
４

１ －１ ２ １ ０

０ ３ ０ ０ １

０ ３ ０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

ｒ３＋（－１）ｒ
→
２

１ －１ ２ １ ０

０ ３ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

ｒ２ｒ
→
４

１ －１ ２ １ ０

０ ３ ０ ０ １

０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

＝Ａ１

因阶梯形矩阵Ａ１ 中仅有三个非零行，故秩（Ａ）＝３
题型二　求与乘积矩阵有关的矩阵的秩

利用下述诸命题求之．
命题３３３２　若Ｐ，Ｑ 可逆，则

秩（ＰＡＱ）＝秩（ＰＡ）＝秩（ＡＱ）＝秩（Ａ）．
命题３３３３　Ａ 为实矩阵时，有

秩（Ａ）＝秩（ＡＴ）＝秩（ＡＴＡ）＝秩（ＡＡＴ）．
命题３３３４　秩（ＡＢ）≤ｍｉｎ｛秩（Ａ），秩（Ｂ）｝．
命题３３３５　设Ａ 为ｍ×ｐ矩阵，Ｂ 为ｐ×ｎ矩阵．
（１）如ＡＢ＝Ｏ，且Ｂ≠Ｏ，则ＡＸ＝０有非零解，因而秩（Ａ）＜ｐ；

（２）如ＡＢ＝Ｏ，则秩（Ａ）＋秩（Ｂ）≤ｐ（ｐ为Ａ 的列数，Ｂ 的行数）．
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例４　Ａ，Ｂ 均是ｎ 阶矩阵，且Ａ２－２ＡＢ＝Ｅ，则秩（ＡＢ－ＢＡ＋２Ａ）＝
（Ａ）ｎ－２．　　　　　（Ｂ）ｎ－１．　　　　　（Ｃ）ｎ－３．
（Ｄ）ｎ． （Ｅ）ｎ－３．
解　由Ａ（Ａ－２Ｂ）＝Ｅ 知，Ａ 可逆，因而秩（Ａ）＝ｎ．且有

Ａ（Ａ－２Ｂ）＝（Ａ－２Ｂ）Ａ＝Ｅ，　即　Ａ２－２ＡＢ＝Ａ２－２ＢＡ．
于是ＡＢ＝ＢＡ，所以

秩（ＡＢ－ＢＡ＋２Ａ）＝秩（２Ａ）＝秩（Ａ）＝ｎ．仅（Ｄ）入选．

例５［２００２年Ⅰ２４］　已知Ａ＝

１ ２ ３ ４

２ ３ ４ ５

３ ４ ５ ６

熿

燀

燄

燅４ ５ ６ ７

，Ｂ＝

１ －１ ２ ４

０ ２ ０ １

０ ０ ３ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ４

，

则矩阵ＢＡ＋２Ａ 的秩为 ．
解　ＢＡ＋２Ａ＝（Ｂ＋２Ｅ）Ａ，而

Ｂ＋２Ｅ＝

３ －１ ２ ４

０ ４ ０ １

０ ０ ５ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ６

，　且　｜Ｂ＋２Ｅ｜＝３×４×５×６≠０，

因而Ｂ＋２Ｅ 为可逆矩阵，而用初等行变换将Ａ 化为阶梯形矩阵得到

Ａ＝

１ ２ ３ ４

２ ３ ４ ５

３ ４ ５ ６

熿

燀

燄

燅４ ５ ６ ７

→

１ ２ ３ ４

０ －１ －２ －３

０ －２ －４ －６

熿

燀

燄

燅０ －３ －６ －９

→

１ ２ ３ ４

０ １ ２ ３

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝Ａ１，

故秩（Ａ１）＝秩（Ａ）＝２，因Ｂ＋２Ｅ 可逆，由命题３３３２有

秩（ＢＡ＋２Ａ）＝秩［（Ｂ＋２Ｅ）Ａ］＝秩（Ａ）＝２
例６［１９９９年Ⅰ１５］　设有矩阵Ａｍ×ｎ，秩（Ａ）＝ｍ＜ｎ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，则

（Ａ）Ａ 的任意ｍ 阶子式均不为零．
（Ｂ）Ａ 的任意ｍ 个列向量均线性无关．
（Ｃ）｜ＡＴＡ｜≠０。

（Ｄ）当ＡＢ＝Ｏ 时，必有Ｂ＝Ｏ。

（Ｅ）当秩（Ｂ）＝ｎ时，有秩（ＡＢ）＝ｍ。

解　由秩（Ａ）＝ｍ 知，矩阵Ａ 中 必 有 一 个ｍ 阶 子 式 不 等 于 零，且 存 在 ｍ
个列向量线性无关，但不能说任意 ｍ 阶子式不等于零，任意 ｍ 个列向量线性
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无关。（Ａ）、（Ｂ）均不成立．

因秩（ＡＴＡ）≤秩（Ａ）＝ｍ＜ｎ，ＡＴＡ 为ｎ×ｎ矩 阵，故 秩（ＡＴＡ）≤ｍ＜ｎ，因

而｜ＡＴＡ｜＝０．（Ｃ）也不成立．或直接利用命题３３３３有秩（ＡＴＡ）＝秩（Ａ）＝

ｍ＜ｎ，而ＡＴＡ 为ｎ 阶矩阵，故｜ＡＴＡ｜＝０．

两个因子矩阵相乘等于零矩阵，但因子矩阵不一定为零矩阵．例如

ＡＢ＝
１ ０ ０［ ］０ １ ０

０ ０ ０

０ ０ ０
熿

燀

燄

燅１ １ １

＝
０ ０ ０［ ］０ ０ ０

＝Ｏ，

但Ｂ≠Ｏ，这里 ｍ＝２，ｎ＝３，秩（Ａ）＝２（Ｄ）也不成立．

但如秩（Ａ）＝ｎ，且 有 ＡＢ＝Ｏ，则 因 ＡＸ＝０ 只 有 零 解 必 有 Ｂ＝Ｏ，或 如

秩（Ａ）＝ｍ，且有ＢＡ＝Ｏ（Ｂ 为ｍ 阶矩阵），则因 ＸＴＡ＝０只有零解，必有Ｂ＝

Ｏ．

当秩（Ｂ）＝ｎ时，Ｂ 为可逆矩阵，由命题３３３２知秩（ＡＢ）＝秩（Ａ）＝ｍ，

仅（Ｅ）入选．事实上，因 Ｂ 可 逆，可 写 成 初 等 矩 阵 Ｑｉ 的 乘 积：Ｂ＝Ｑ１Ｑ２…Ｑｓ．

于是有

ＡＢ＝ＡＱ１Ｑ２…Ｑｓ，

即ＡＢ 是Ａ 经ｓ次初等列变 换 后 所 得 到 的 矩 阵。由 于 矩 阵 经 初 等 变 换 后 秩

不变，有秩（ＡＢ）＝秩（Ａ）．

例７［２００４年Ⅰ１０］（条件充分性判断）　ｎ阶矩阵Ａ 的秩（Ａ）＝１
（１）Ａ＝ααＴ，其中α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ≠０（ａ１，ａ２，…，ａｎ 为实数）；

（２）Ａ＝Ｂ２－Ｂ，其中

Ｂ＝

１ ２ ３ … ｎ

０ １ ０ … ０
…    …

０ … ０ １ ０

０ …

熿

燀

燄

燅０ ０ １

．

解　秩（α）＝１，Ａ＝ααＴ，由命题３３３４知

秩（Ａ）≤ｍｉｎ｛秩（α），秩（αＴ）｝＝１，　Ａ≠Ｏ，

由命题３３３１（１）知秩（Ａ）≥１，条件（１）充分．当条件（２）成立时，

Ａ＝Ｂ２－Ｂ＝Ｂ（Ｂ－Ｅ）．

Ｂ 是可逆矩阵，故秩（Ｂ）＝ｎ，于是由命题３３３２知

·５６４·



秩（Ａ）＝秩［Ｂ（Ｂ－Ｅ）］＝秩（Ｂ－Ｅ）＝秩

０ ２ ３ … ｎ

０ ０ ０ … ０

０ ０ ０ … ０
… … … …

０ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

＝１

条件（２）充分。仅 Ｄ入选．

例８（条 件 充 分 性 判 断）　 设 Ａ 是ｎ 阶 矩 阵，Ｂ 是ｎ×ｓ矩 阵，要 使 得

秩（ＡＢ）＜秩（Ｂ）．
（１）｜Ａ｜＝０；　　　　（２）秩（Ｂ）＝ｎ．

解　当条件（１）成立时，如Ｂ＝Ｏ 时就有秩（ＡＢ）＝０，秩（Ｂ）＝０。因 而 推

不出秩（ＡＢ）＜秩（Ｂ）．条件（１）不充分．

当条件（２）成立，且秩（Ａ）＝ｎ时，有秩（ＡＢ）＝秩（Ｂ）＝ｎ．条件（２）也不充

分．但当条件（１）与条件（２）联合时，由命题３３３４得到秩（ＡＢ）≤秩（Ａ）．又

因｜Ａ｜＝０有秩（Ａ）＜ｎ，故

秩（ＡＢ）≤秩（Ａ）＜ｎ＝秩（Ｂ）．仅 Ｃ入选．

题型三　求与Ａ 有关的矩阵的秩

主要用下述命题求之．

命题３３３６　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，则

秩（Ａ）＝

ｎ，　秩（Ａ）＝ｎ，

１，　秩（Ａ）＝ｎ－１，

０，　秩（Ａ）＜ｎ
烅
烄

烆 －１

例９（条件充分性判断）　Ａ是三阶矩阵，Ａ 是Ａ的伴随矩阵，秩（Ａ）＝１．
（１）Ａ 不可逆；　　　（２）Ａ ≠Ｏ．

解　当条件（１）、条件（２）单独成立时，都得不到秩（Ａ ）＝１，所以它们单

独不充分．但联合起来后，由Ａ ≠Ｏ，Ａ 中 至 少 有 一 个 元 素Ａｉｊ不 等 于 零，即

至少有一个二阶子式不等于零，而条件（１）又成立，因而｜Ａ｜＝０．于是Ａ 的三

阶行列式等于零．由命题３３３１（３）知秩（Ａ）＝２＝ｎ－１。再由命题３３３６

知秩（Ａ）＝１ 仅 Ｃ入选．

例１０（条件充分性判断）　有三阶矩阵Ａ，秩（Ａ）＜３
（１）三阶矩阵Ａ 的伴随矩阵Ａ 的秩小于２；

（２）三阶矩阵Ａ 的任意两列均不成比例．
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解　Ａ 为三阶矩阵，则秩（Ａ ）＝

３，　秩（Ａ）＝３，

１，　秩（Ａ）＝２，

０，　秩（Ａ）＜２
烅
烄

烆 。

当 条 件（１）成 立 时，有

秩（Ａ）＜２即秩（Ａ）≤１。由命 题３３３６知 有 秩（Ａ）≤ｎ－１＝２即 秩（Ａ）

＜３，故条件（１）充分．

当条件（２）成立时，有可能秩（Ａ）＝３，例如Ａ＝

１ ０ ０

０ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

，因而条件（２）

不充分．仅 Ａ入选．
例１１　设４阶方阵Ａ 的秩为２，则其伴随矩阵Ａ 的秩为

（Ａ）０．　　　（Ｂ）１．　　　（Ｃ）２．　　　（Ｄ）３．　　　（Ｅ）４．
解法１　因秩（Ａ）＝２＝ｎ－２＝４－２＜ｎ－１＝３，由 命 题 ３３３６ 知，

秩（Ａ）＝０，故仅（Ａ）入选．
解法２　由题设秩（Ａ）＝２，由 命 题３３３１（３）知 Ａ 的 所 有 三 阶 子 式 等

于零．于是Ａ 的所有元素的代数余子式均为零，即Ａ ＝Ｏ，故秩（Ａ ）＝０．仅

（Ａ）入选．
例１２　已知Ａ 是４阶不可逆矩阵，则秩（（Ａ））＝ 。

解法１　因Ａ 的秩≤３＝ｎ－１，由命题３３３６知，当秩（Ａ）＝３＝ｎ－１＝

４－１时，秩（Ａ）＝１，当秩（Ａ）＜３＝ｎ－１＝４－１时，秩（Ａ ）＝０，于是秩（Ａ）

≤１＜ｎ－１＝４－１＝３，对矩阵Ａ 使用命题３３３６，即知秩（Ａ） ＝０．
解法２　因｜Ａ｜＝０，故（Ａ） ＝｜Ａ｜ｎ－２Ａ＝Ｏ，因而秩（Ａ） ＝０．
注意　当ｎ≥３时，由于Ａ 的秩只有等于ｎ，１，０这三种情况，对Ａ 利用

命题３３３６即知

秩（Ａ） ＝

ｎ， 秩（Ａ）＝ｎ，

０， 秩（Ａ）＝１＜ｎ－１，

０， 秩（Ａ）＝＝０＜ｎ－１
烅
烄

烆 ，

即 秩（Ａ） ＝
ｎ， 秩（Ａ）＝ｎ，

０， 秩（Ａ）＝０或秩（Ａ）＝１｛ 。

依此类推得到

秩（（（Ａ））） ＝
ｎ， 秩（（Ａ））＝ｎ，

０， 秩（（Ａ））＝０＜ｎ｛ －１
例１３（条件充分性判断）　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，必有Ａ ＝Ｏ．

·７６４·



（１）｜Ａ｜＝０；　　（２）秩（Ａ）＝ｎ－２（ｎ≥２）．
解　当条件（１）成立时，只能得到｜Ａ｜＝０不一定有Ａ ＝Ｏ，条件（１）不

充分。当条件（２）成立时，由命题３３３６有 秩（Ａ ）＝０，因 而Ａ ＝Ｏ．条 件

（２）充分。仅Ｂ入选．
题型四　已知矩阵的秩，求该矩阵的待定常数

常用矩阵秩的定义求之，为此常先将所给矩阵用初等行（列）变换化简矩

阵，再用秩的定义求其待定常数，或直 接 利 用 行 列 式 性 质 化 简 或 求 出 方 阵 的

行列式，利用行列式等于零的性质，求出待求常数．

例１４［２００２年Ⅱ２４］　已 知 矩 阵Ａ＝
４ ３ －６ １

－２ ２ ３ ２
－６ －８ ９

熿

燀

燄

燅ｔ
，秩（Ａ）＝２，

则ｔ＝ ．
解　求矩阵的秩，既可以用初等行变换，也可以用初等列变换，同时还可

以既用初等行变换，又用初等列变换．
下用初等行变换先将Ａ 化成阶梯形矩阵，然后再根据秩的大小确定ｔ．

Ａ＝
４ ３ －６ １
－２ ２ ３ ２
－６ －８ ９

熿

燀

燄

燅ｔ

ｒ２ｒ
→
１

－２ ２ ３ ２
４ ３ －６ １
－６ －８ ９

熿

燀

燄

燅ｔ

ｒ２＋２ｒ１

ｒ３＋（－３）ｒ
→
１

－２ ２ ３ ２
０ ７ ０ ５
０ －１４ ０ ｔ

熿

燀

燄

燅－６

ｒ３＋２ｒ
→
２

－２ ２ ３ ２
０ ７ ０ ５
０ ０ ０ ｔ

熿

燀

燄

燅＋４

，

因秩（Ａ）＝２，故ｔ＋４＝０所以ｔ＝－４

例１５［２００１年Ⅰ２０］　已知５阶矩阵Ａ＝

２ ａ ａ ａ ａ
ａ ２ ａ ａ ａ
ａ ａ ２ ａ ａ
ａ ａ ａ ２ ａ
ａ ａ ａ ａ

熿

燀

燄

燅２

，且秩（Ａ）＝

４，则ａ必为

（Ａ）－２．　　　　（Ｂ）－１／２．　　　　（Ｃ）１／２．　　　　（Ｄ）２．
解　因秩（Ａ）＝４，由命题３３３１（５）知｜Ａ｜＝０．于是由｜Ａ｜＝０得到

｜Ａ｜＝

２ ａ ａ ａ ａ
ａ ２ ａ ａ ａ
ａ ａ ２ ａ ａ
ａ ａ ａ ２ ａ
ａ ａ ａ ａ ２

＝

２＋４ａ ａ ａ ａ ａ
２＋４ａ ２ ａ ａ ａ
２＋４ａ ａ ２ ａ ａ
２＋４ａ ａ ａ ２ ａ
２＋４ａ ａ ａ ａ ２

·８６４·



＝（２＋４ａ）

１ ａ ａ ａ ａ
１ ２ ａ ａ ａ
１ ａ ２ ａ ａ
１ ａ ａ ２ ａ
１ ａ ａ ａ ２

＝（２＋４ａ）

１ ０ ０ ０ ０
１ ２－ａ ０ ０ ０
１ ０ ２－ａ ０ ０
１ ０ ０ ２－ａ ０
１ ０ ０ ０ ２－ａ

＝（２＋４ａ）（２－ａ）４＝０，

则ａ＝２或ａ＝－１／２ 当ａ＝２时显然秩（Ａ）＝１，故ａ＝－１／２ 仅（Ｂ）入选．

例１６　ｎ阶（ｎ≥３）矩 阵　Ａ＝

１ ａ … ａ
ａ １  …
…   ａ
ａ … ａ １

的 秩 为ｎ－１，则ａ必

为

（Ａ）１．　　（Ｂ）１／（１－ｎ）．　　（Ｃ）－１．　　（Ｄ）１／（ｎ－１）．　　（Ｅ）０．

解法１　｜Ａ｜
ｃ１＋ｃｉ

ｉ＝２，３，…，
ｎ

［（ｎ－１）ａ＋１］

１ ａ ａ … ａ
１ １ ａ … ａ
１ ａ １  …
… …   ａ
１ ａ … ａ １

ｃｉ－ａｃ１

ｉ＝２，３，…，
ｎ

［（ｎ－１）ａ＋１］

１ ０ ０ … ０
１ １－ａ ０ … ０
１ ０ １－ａ  …
… …   ０
１ ０ … ０ １－ａ

＝（１－ａ）ｎ－１［（ｎ－１）ａ＋１］。

令｜Ａ｜＝０得ａ＝１或ａ＝１／（１－ｎ）．但当ａ＝１时秩（Ａ）＝１，这与秩（Ａ）＝ｎ－
１≥３－１＝２矛盾。仅（Ｂ）入选．

解法２　先用初等变换化简矩阵，再用秩的定义求之．易求得

Ａ
ｒｉ－ｒ１

ｉ＝２，３，…，→
ｎ

１ ａ ａ … ａ
ａ－１ １－ａ ０  ０
ａ－１ ０ １－ａ  …
… …   ０

ａ－１ ０ … ０ １－

熿

燀

燄

燅ａ
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ｒ１
１

１－（ ）ａ
ａ≠１

ｉ＝２，３，…，
→
ｎ

１ ａ ａ … ａ
－１ １ ０ … ０
－１ ０ １  …
… …   ０
－１ ０ …

熿

燀

燄

燅０ １

ｃ１＋ｃｉ
ｉ＝２，３，…，ｎ

ａ≠

→
１

１＋（ｎ－１）ａ ａ ａ … ａ
０ １ ０ … ０
０ ０ １  …
… …   ０
０ ０ …

熿

燀

燄

燅０ １

＝Ａ１

因秩（Ａ）＝ｎ－１，由 秩 的 定 义 知 当１＋（ｎ－１）ａ＝０且ａ≠１时 有 秩（Ａ１）＝
秩（Ａ）＝ｎ－１ 因ｎ≥３，当 １＋（ｎ－１）ａ＝０时 自 然 有ａ≠１ 于 是 有ａ＝
１／（１－ｎ）．仅（Ｂ）入选．

例１７［２０００年Ⅱ１３］　已知Ａ＝

１ ２ －２
２ －１ ｔ
３ ｔ －１

熿

燀

燄

燅４ ３ －３

，Ｂ 是 三 阶 非 零 矩 阵，且

ＡＢ＝Ｏ，则ｔ＝
（Ａ）６．　　　　（Ｂ）－４．　　　　（Ｃ）１．　　　　（Ｄ）任何实数．
解法１　因Ｂ≠Ｏ，故 秩（Ｂ）≥１，又 ＡＢ＝Ｏ，所 以 秩（Ａ）＋秩（Ｂ）≤３即

秩（Ａ）≤３－秩（Ｂ）≤３－１≤２ 当ｔ＝１时，Ａ 中有两列成比例，秩（Ａ）＝２．仅

（Ｃ）入选．
解法２　因Ｂ≠Ｏ，ＡＢ＝Ｏ，故ＡＸ＝０有非零解．因而秩（Ａ）≤２，而经初等

行变换Ａ 可化为

Ａ＝

１ ２ －２
２ －１ ｔ
３ ｔ －１

熿

燀

燄

燅４ ３ －３

→

１ ２ －２
０ －１ １
０ ０ ｔ－１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

＝Ａ１。

当ｔ＝１时秩（Ａ１）＝２，因而秩（Ａ）＝秩（Ａ１）＝２。仅（Ｃ）入选．

习　题　３３３

（一）问题求解
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１．［１９９８年Ⅰ１６］　设Ａ＝
２ ６ ３
３ ０ ５
３ ａ

熿

燀

燄

燅４
，且秩（Ａ）＝２，则ａ＝

（Ａ）９．　　 （Ｂ）１８．　　 （Ｃ）０．　　 （Ｄ）１．　　 （Ｅ）－１８．

２．［２０００年Ⅰ１２］　设Ａ＝
－１ ２ ３
－３ ６ ８
２ －４

熿

燀

燄

燅ｔ
，且秩（Ａ）＝２，则ｔ＝

（Ａ）－６． （Ｂ）６． （Ｃ）８． （Ｄ）任何实数．
３．设Ａ 为ｍ×ｎ矩阵，ｍ＜ｎ，则必有

（Ａ）｜ＡＴＡ｜＞０． （Ｂ）｜ＡＡＴ｜＞０． （Ｃ）｜ＡＴＡ｜＝０．
（Ｄ）｜ＡＡＴ｜＜０． （Ｅ）｜ＡＴＡ｜＜０．

４．［２００３ 年 Ⅱ２９］　 设 Ａ＝
１ －１ ２
２ １ －３

熿

燀

燄

燅－１ －２ ５

，Ｂ＝
３ ａ －２
０ ５ ａ

熿

燀

燄

燅０ ０ －１

，则

秩（ＡＢ－Ａ）＝
（Ａ）０．　　（Ｂ）１．　　（Ｃ）２．　　（Ｄ）３． （Ｅ）不定，与ａ取值有关．
５．ｍ×ｎ矩阵Ａ 的秩为３
（Ａ）Ａ 的４阶子式全为零，三阶子式全不为零．
（Ｂ）Ａ 的４阶子式全为零．
（Ａ）Ａ 的４阶子式全为零，三阶子式不全为零．
（Ｄ）Ａ 的三阶子式不全为零．

６．设矩阵Ａ＝

ｋ １ １ １
１ ｋ １ １
１ １ ｋ １
１ １ １

熿

燀

燄

燅ｋ

且秩（Ａ）＝３，则ｋ＝

（Ａ）－１． （Ｂ）－２． （Ｃ）－３． （Ｄ）－４．
７．设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，Ｂ 是ｎ×ｍ 矩阵，则

（Ａ）当 ｍ＞ｎ时，｜ＡＢ｜≠０． （Ｂ）当 ｍ＞ｎ时，｜ＡＢ｜＝０．
（Ｃ）当 ｍ＜ｎ时，｜ＡＢ｜≠０． （Ｄ）当 ｍ＝ｎ时，｜ＡＢ｜≠０．

８．设Ａ＝

１ －１ ２

２ ２ －３
熿

燀

燄

燅－１ －２ ５

，Ｂ＝

３ ａ －２

０ ５ ａ
熿

燀

燄

燅０ ０ －１

，则秩（ＡＢ－Ｂ）＝

（Ａ）０．　（Ｂ）１．　（Ｃ）２．　（Ｄ）３．　（Ｅ）不定，与ａ取值有关．
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９．设Ａ 是ｎ 阶矩阵，α１，α２，…，αｓ 是ｎ 维列向量组，βｉ＝Ａαｉ （ｉ＝１，２，…，

ｓ），则

（Ａ）若α１，α２，…，αｓ 线性无关，则β１，β２，…，βｓ 也线性无关．

（Ｂ）当Ａ 可逆时，秩（β１，β２，…，βｓ）＝秩（α１，α２，…，αｓ）．
（Ｃ）若Ａ 不可逆，则秩（α１，α２，…，αｓ）＞秩（β１，β２，…，βｓ）．

（Ｄ）若秩（α１，α２，…，αｓ）＞秩（β１，β２，…，βｓ），则Ａ 不可逆．

（Ｅ）上述结论都不正确．

１０．设Ａ＝

１ ２ －２

４ ｔ ３
熿

燀

燄

燅３ －１ １

，Ｂ 为三阶非零矩阵，且ＡＢ＝Ｏ，则ｔ＝

（Ａ）－１。 （Ｂ）－２。 （Ｃ）－３。 （Ｄ）１。 （Ｅ）２。

（二）条件充分性判断

１．Ａ 为ｎ 阶矩阵，则Ａ 的行向量组必有一个行向量是其余行向量的线性

组合．

（１）秩（Ａ）＝ｎ； （２）秩（Ａ）＜ｎ．

２．Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｎ，则秩（Ａ）＝０．

（１）秩（Ｂ）＝ｍ； （２）ＡＢ＝Ｏ．

３．向量组α１，α２，…，αｓ 线性无关．

（１）α１，α２，…，αｓ 作为矩阵Ａ 的行向量，对任意ｂ∈Ｒｓ，非齐次线 性 方 程

组ＡＸ＝ｂ有惟一解；

（２）α１，α２，…，αｓ 作为矩阵Ｂ 的列向量，ＢＸ＝０只有零解．

４．Ａｍ×ｎ，Ｂｎ×ｍ，则Ｂ 的列向量组线性无关．

（１）ｍ＜ｎ； （２）ＡＢ＝Ｅ．

３４　线性方程组

（一）考试内容

齐次线性方程组的基础解系及求解，非齐次线性方程组解的结构及求解．
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（二）考试要求

掌握非齐次线性方程组解的判定定理，齐次线性方程只有零解和有非零

解的判定定理；熟练掌握用初等行变 换 求 线 性 方 程 的 通 解（一 般 解）；掌 握 非

齐次线性方程组解的结构及解的性 质；会 求 齐 次 线 性 方 程 组 的 基 础 解 系，会

用基础解系（向量形式）表示齐次和非齐次线性方程组的全部解．

３４１　齐次线性方程组

题型一　判定齐次线性方程组解的情况

类型（一）　判定齐次线性方程组只有零解。

定理３４１１　齐次线 性 方 程 组 Ａｍ×ｎＸ＝０仅 有 零 解 的 充 分 必 要 条 件

是：

（１）秩（Ａ）＝ｎ（即Ａ 的秩等于Ａ 的列数，或Ａ 的秩等于未知数个数）．
（２）Ａ 的列向量组α１，α２，…，αｎ 线性无关．

定理３４１２　 齐 次 线 性 方 程 组 ＸＴＡｍ×ｎ ＝０，其 中 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）Ｔ，只有零解的充分必要条件是：

（１）秩（Ａ）＝ｍ（即Ａ 的秩等于Ａ 的行数，或Ａ 的秩等于未知数个数）．
（２）Ａ 的行向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关．
命题３４１１　当Ａ 为ｎ 阶矩阵，且｜Ａ｜≠０时，齐次线性方程组ＡＸ＝０

只有零解．
例１　设Ａ 为ｍ×ｎ矩阵，齐次线性方程组ＡＸ＝０仅有零解的充分条件

是

（Ａ）Ａ 的列向量线性无关．　　（Ｂ）Ａ 的列向量线性相关．
（Ｃ）Ａ 的行向量线性无关．　　（Ｄ）Ａ 的行向量线性相关．
解　由定理３４１１（２）知，仅（Ａ）入选．

例２　要使方程组

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３＝０，

２ｘ２＋３ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３

烅
烄

烆 ＝０

有惟一解，则

（Ａ）λ＝０。　 （Ｂ）λ≠０。　 （Ｃ）λ＝２。　 （Ｄ）λ≠－２。　 （Ｅ）λ≠

２。
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解　因｜Ａ｜＝

１ １ －２

０ ２ ３

１ １ λ

ｒ２＋（－１）ｒ


１
１ １ －２

０ ２ ３

０ ０ λ＋２

为 三 阶 矩 阵．由

命题３４１１知，当｜Ａ｜≠０，即λ＋２≠０，即λ≠－２时该方程组有惟一解，即

只有零解．仅（Ｄ）入选．

类型（二）　判别齐次线性方程组有非零解．

定理３４１３　齐次线性方程组Ａｍ×ｎＸ＝０有非零解（无穷多解）的充分

必要条件是下列条件之一成立：

（１）秩（Ａ）＜ｎ（即Ａ 的秩小于Ａ 的列数，或Ａ 的秩小于未知数个数）；

（２）Ａ 的列向量组α１，α２，…，αｎ 线性相关．

定理３４１４　齐次线性方程 组 ＸＴＡｍ×ｎ＝０，其 中 ＸＴ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）

有非零解（无穷多解）的充分必要条件是下列条件之一成立：

（１）秩（Ａ）＜ｍ（即Ａ 的秩小于Ａ 的行数，亦即小于未知数个数）；

（２）Ａ 的行向量组β１，β２，…，βｍ 线性相关．

命题３４１２　当 ｍ＜ｎ时齐次线性方程组Ａｍ×ｎＸ＝０必有非零解．

命题３４１３　当Ａ 为ｎ 阶矩阵时，ＡＸ＝０有非零解的充分必要条件为

秩（Ａ）＜ｎ，即｜Ａ｜＝０或Ａ 不可逆．

例３［２００３年Ⅱ１１］（条件充分性判断）　ＡＡＴＸ＝０一定有非零解．
（１）Ａ 是４×３矩阵；　　（２）Ａ 是３×４矩阵．

解　当条 件 （１）成 立 的，ＡＡＴ 为 ４ 阶 矩 阵，而 秩 （Ａ）≤３，秩 （ＡＡＴ）≤

ｍｉｎ｛秩（Ａ），秩（Ａ）Ｔ｝≤３＜ｎ＝４，故 秩（ＡＡＴ）＜４，所 以｜ＡＡＴ｜＝０，由 命 题

３４１３知（ＡＡＴ）Ｘ＝０有非零解．条件（１）充分．

当条件（２）成立时，ＡＡＴ 为三阶矩阵，且

秩（ＡＡＴ）≤ｍｉｎ｛秩（Ａ），秩（ＡＴ）｝≤３

当秩（ＡＡＴ）＜３时，｜ＡＡＴ｜＝０，ＡＡＴＸ＝０有 非 零 解；当 秩（ＡＡＴ）＝３时，

（ＡＡＴ）Ｘ＝０只有零解，因而ＡＡＴＸ＝０一定有非零解不一定成立．条件（２）不

充分．仅 Ａ入选．

例４［１９９７年Ⅰ３２］　已知 三 阶 矩 阵Ａ＝

２ １ －１

１ ２ １
熿

燀

燄

燅－１ １ ２

，Ｅ 为 三 阶 单 位

矩阵，问常数λ为何值时，线性齐次方程（λＥ－Ａ）Ｘ＝０有非零解．
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解　λＥ－Ａ＝
λ－２ －１ １

－１ λ－２ －１

１ －１ λ

熿

燀

燄

燅－２

．由命题３４１３知使（λＥ－Ａ）Ｘ＝０

有非零解的λ之值，即使｜λＥ－Ａ｜＝０的λ之值．
下面利用行列式的性质将｜λＥ－Ａ｜中不含λ的元素消成零元素，使 该 零

元素所在的行或列出现λ的一次公因式．

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－２ －１ １

－１ λ－２ －１

１ －１ λ－２

ｒ２＋ｒ


３
λ－２ －１ １

０ λ－３ λ－３

１ －１ λ－２

＝（λ－３）
λ－２ －１ １

０ １ １

１ －１ λ－２

ｒ３＋（－１）ｒ


１ （λ－３）
λ－２ －１ １

０ １ １

１－（λ－２） ０ λ－２－１

＝（λ－３）
λ－２ －１ １

０ １ １

－（λ－３） ０λ－３

＝（λ－３）２
λ－２ －１ １

０ １ １

－１ ０ １

ｃ３＋ｃ


１ （λ－３）２
λ－２ －１ λ－１

０ １ １

－１ ０ ０

＝（－１）（－１）３＋１（λ－３）２
－１ λ－１

１ １

＝－（λ－３）２（－１－λ＋１）＝λ（λ－３）２
故当λ＝０或λ＝３时，线性齐次方程组（λＥ－Ａ）Ｘ＝０有非零解．

例５　设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，Ｂ 是ｎ×ｍ 矩阵，则线性方程组（ＡＢ）Ｘ＝０．
（Ａ）当ｎ＞ｍ 时，仅有零解。　　（Ｂ）当ｎ＞ｍ 时，必有非零解。

（Ｃ）当 ｍ＞时ｎ，仅有零解。 （Ｄ）当 ｍ＞ｎ时，必有非零解。

（Ｅ）以上结论都不正确．
解 　 因 秩 （Ａ）≤ ｍｉｎ（ｍ，ｎ），秩 （Ｂ）≤ ｍｉｎ（ｍ，ｎ），而 秩 （ＡＢ）≤

ｍｉｎ｛秩（Ａ），秩（Ｂ）｝，于是

当ｎ＞ｍ 时，有秩（Ａ）≤ｍ，秩（Ｂ）≤ｍ，而ＡＢ 为ｍ 阶 矩 阵．由 于 秩（ＡＢ）

·５７４·



可能等于也可能小于 ｍ，只 能 说 当ｎ＞ｍ 时，如 果 秩（ＡＢ）＝ｍ，则（ＡＢ）Ｘ＝０
只有零解，如果秩（ＡＢ）＜ｍ，（ＡＢ）Ｘ＝０必有非零解，因而（Ａ）、（Ｂ）都不正确．

又当ｎ＜ｍ 时，秩（ＡＢ）≤ｎ＜ｍ，而ＡＢ 为ｍ 阶矩阵，因而矩阵ＡＢ 的秩小

于未知数的个数，由定理３４１３（１）知齐次方程（ＡＢ）Ｘ＝０必有非零解。仅

（Ｄ）入选．
题型二　求齐次线性方程组的基础解系

定义３４１１　若α１，α２，…，αｔ 是ＡＸ＝０的线性无关的解，且ＡＸ＝０的

任意一个解均可用它们线性表示，则称α１，α２，…，αｔ 是ＡＸ＝０的一个基础解

系．
由此定义易知，只有有非零解的齐次方程组ＡＸ＝０才有基础解系，它实

质上 就 是 全 部 解 的 集 合 的 一 个 极 大 无 关 组。因 而 ＡＸ＝０的 一 组 解β１，β２，

…，βｓ 为其基础解系的条件是：

（１）β１，β２，…，βｓ 线性无关；　　（２）其个数ｓ＝ｎ－秩（Ａ）．
定理３４１５（齐次线性方程组解的结构）　设齐次线性方程组ＡＸ＝０，

其中系数矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，且秩（Ａ）＝ｒ＜ｎ，则ＡＸ＝０的 一 个 基 础 解 系 由ｎ

－秩（Ａ）＝ｎ－ｒ个解向量所组成．

ＡＸ＝０的基础解系可用下述两法求之．
法一　用初等行变换化系数矩阵为阶梯形矩阵求之．
先用初等行变换 化Ａ 为 阶 梯 形 矩 阵，得 到 同 解 方 程 组。其 非 零 行 的 行

数设为ｒ（即秩（Ａ）＝ｒ），每行第一个非零元素所在的列（共有ｒ列）对应的未

知量称为独立未知量，其余ｎ－ｒ个未知量称为自由未知量，并用自由未知量

表示独立未知量。为此 给 自 由 未 知 量 赋 值，每 次 给 一 个 自 由 未 知 量 赋 值 为

１，其余的自由未知量赋值为零，即令自由未知量分别取（１，０，…，０），（０，１，０，

…，０），…，（０，…，０，１）代入同 解 方 程 组 中 求 得 独 立 变 量 的 取 值，从 而 得 到ｒ

－秩（Ａ）＝ｎ－ｒ个解．它就是所求的方程组的一个基础解系．
法二　用初等行变换化系数矩阵为含最高阶单位矩阵的矩阵求之．
这是基础解系的一种简便求法．用这种方法还可求出非齐次线性方程组

ＡＸ＝ｂ的一个特解。

设非齐次线性方程组 ＡＸ＝ｂ有 无 穷 多 个 解，其 中 Ａ 为ｍ×ｎ 矩 阵．设

秩（珚Ａ）＝秩（ Ａ ｂ）＝ｒ．对增广矩阵珚Ａ＝（ Ａ ｂ）施行初等行变换，化为珚Ａ１＝
（Ａ １ ｂ１），其中Ａ１ 是将Ａ 化成含ｒ阶（最 高 阶）单 位 矩 阵 的 矩 阵．如 果ｒ阶

（最高阶）单位矩阵在Ａ１ 的第ｊ１，ｊ２，…，ｊｒ 列，则 基 础 解 系 的ｎ－ｒ个 解 向 量
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α１，α２，…，αｎ－ｒ的ｊ１，ｊ２，…，ｊｒ 个分量依次 是Ａ１ 中 除ｒ阶 单 位 矩 阵 所 在ｒ 个

列以外的其余ｎ－ｒ列前ｒ个分量反号，而α１，α２，…，αｎ－ｒ的其余ｎ－ｒ个分量

依次组成ｎ－ｒ阶单位矩阵．
特解η０ 的第ｊ１，ｊ２，…，ｊｒ 个 分 量 依 次 为珚Ａ１ 中 最 后 一 列ｂ１ 的 前ｒ个 分

量（但不反号），而η０ 的其余ｎ－ｒ个分量全部取成零．

例６　求齐次线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ５＝０，

ｘ１＋ｘ２－ｘ３＝０，

ｘ３＋ｘ４＋ｘ５

烅
烄

烆 ＝０

的基础解系。

解法１　用初等行变换将系数矩阵Ａ＝

１ １ ０ ０ １

１ １ －１ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １

化为阶梯形

矩阵，确定独立未知量、自由未知量，即

Ａ→

１ １ ０ ０ １

１ １ ０ １ １
熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １

→

１ １ ０ ０ １

０ ０ １ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

，

得原方程组的同解方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ５＝０，

ｘ３＋ｘ５＝０，

ｘ４＝０
烅
烄

烆 。
①

因秩（Ａ）＝３，ｎ＝５，故自由未知量共有ｎ－秩（Ａ）＝５－３＝２个．令ｘ１，ｘ５

为自由未知量，将ｘ１＝１，ｘ５＝０代 入 式①得 到ｘ２＝－ｘ１＝－１，ｘ３＝０．又ｘ４

＝０，故基础解系中一解向量为α１＝（１，－１，０，０，０）。

再令ｘ１＝０，ｘ５＝１，代入式①得到ｘ２＝－ｘ５＝－１，ｘ３＝－ｘ５＝－１，ｘ４＝

０，于是基础解系中另一解向量为α２＝（０，－１，－１，０，１）。因而α１，α２ 为所求

的一个基础解系．
解法２　用初等行变换将系数矩阵Ａ 化为含最高阶单位矩阵的矩阵，然

后直接写出所求的基础解系中的解向量．

Ａ→

１ １ ０ ０ １

０ ０ １ ０ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

＝Ａ１，　秩（Ａ）＝秩（Ａ１）＝３，

ｎ＝５，故该方程组的一个基础解系含ｎ－秩（Ａ）＝５－３＝２个解向 量．下 面 就

来写出这两个解向量的分量，不妨设

·７７４·



αｉ＝（ｘ（ｉ）
１ ，ｘ（ｉ）

２ ，ｘ（ｉ）
３ ，ｘ（ｉ）

４ ，ｘ（ｉ）
５ ）　（ｉ＝１，２）．

因最高阶（三阶）单位矩阵Ｅ３ 位于Ａ１ 中的第ｊ１＝２，ｊ２＝３，ｊ３＝４列，故

α１，α２ 的第２、第３、第４个分量分别为Ａ１ 中的最高阶单位矩阵Ｅ３ 以外的另

外两列即第１、第５两列的前三个分量反号，故

ｘ（１）
２ ＝－１，ｘ（１）

３ ＝－０，ｘ（１）
４ ＝０，　即　α１＝（ｘ（１）

１ ，－１，０，０，ｘ（１）
５ ），

ｘ（２）
２ ＝－１，ｘ（２）

３ ＝－１，ｘ（２）
４ ＝０，　即　α２＝（ｘ（２）

１ ，－１，－１，０，ｘ（２）
５ ）。

由α１，α２ 的尚未确定的分量ｘ（１）
１ ，ｘ（１）

５ ；ｘ（２）
１ ，ｘ（２）

５ 依次要组成二阶 单 位 矩

阵，即可写出它们的取值分别为

ｘ（１）
１ ＝１，　ｘ（１）

５ ＝０；　ｘ（２）
１ ＝０，　ｘ（２）

５ ＝１

它们组成的二阶单位矩阵为
ｘ（１）

１ ｘ（１）
５

ｘ（２）
１ ｘ（２）［ ］

５

＝
１ ０［ ］０ １

．于是所求的基础解系

中的向量为

α１＝（１，－１，０，０，０）Ｔ，　α２＝（０，－１，－１，０，１）Ｔ．

例７［２００１年Ⅱ２４］　齐 次 线 性 方 程 组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ５＝０，

ｘ１＋ｘ２－ｘ３＝０，

ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＝０，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ５

烅

烄

烆 ＝０

的 基 础 解 系

为 ．
解　将上方程组的系数矩阵Ａ，用初等行变换化为含最高阶单位矩阵的

矩阵，即

Ａ＝

１ １ ０ ０ １

１ １ －１ ０ ０

０ ０ １ １ １

熿

燀

燄

燅１ １ １ ０ ０

ｒｉ－ｒ１

ｉ＝２，３，→
４

１ １ ０ ０ １

０ ０ －１ ０ －１

０ ０ １ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ －１

ｒ２ｒ
→
４

１ １ ０ ０ １

０ ０ １ ０ －１

０ ０ １ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ －１ ０ －１

ｒ５＋ｒ
→
２

１ １ ０ ０ １

０ ０ １ ０ －１

０ ０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ －２

ｒ４（－１／２
→
）

１ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ －１

０ ０ ０ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

ｒ２＋ｒ４

ｒｉ－ｒ４

ｉ＝１，２，→
３

１ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

＝Ａ１。
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因秩（Ａ１）＝４，故 所 给 齐 次 方 程 组 的 一 个 基 础 解 系 只 含ｎ－ 秩 （Ａ）＝５－
秩（Ａ１）＝５－４＝１个解向量α．又因Ａ１ 的最高阶（４阶）单位矩阵位于第２、第

３、第４、第５列，故解向量α的第２、第３、第４、第５个分量为最高阶单位矩阵

Ｅ４ 所在列的另外一列，即Ａ１ 中第１列 的 前 四 个 分 量 反 号，而α 的 第 一 个 分

量组成一阶单位矩阵，即为１ 于是α＝（１，－１，０，０，０）Ｔ．此为所求的一个基

础解系．

例８　齐次线性方程组

ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋４ｘ４＝０，

２ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３＋５ｘ４＝０，

３ｘ１＋４ｘ２＋５ｘ３＋６ｘ４＝０，

４ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３＋７ｘ４

烅

烄

烆 ＝０

的基础解系是

（Ａ）（－３，０，３，０）Ｔ，（２，－３，０，１）Ｔ．
（Ｂ）ｋ１（１，－２，１，０）Ｔ＋ｋ２（２，－３，０，１）Ｔ，其中ｋ１，ｋ２ 为任意实数．
（Ｃ）（２，－３，０，１）Ｔ，（１，－３／２，０，１／２）．
（Ｄ）（１，－２，１，０）Ｔ，（２，－３，０，１）Ｔ．
（Ｅ）（－３，４，１，－２）Ｔ，（２，－３，０，１）Ｔ，（１，－２，１，０）Ｔ．

解　基础解系中的向量首先必是解．而（－３，０，３，０）不是解，故（Ａ）不能

入选．其次这些向量必 线 性 无 关．而（Ｃ）中 两 向 量 对 应 分 量 成 比 例，线 性 相

关．（Ｃ）也不能入选．另外基础解系是一个向量组，而不是通解，（Ｂ）也不能入

选．由

Ａ＝

１ ２ ３ ４

２ ３ ４ ５

３ ４ ５ ６

熿

燀

燄

燅４ ５ ６ ７

→

１ ０ －１ －２

０ １ ２ ３

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝Ａ１

知，秩（Ａ）＝２，ｎ＝４，一个基础解系所含解向量个数有要求，它只含ｎ－秩（Ａ）

＝４－２＝２个解向量α１，α２，因而（Ｅ）也不能入选．

用基础解系的简便求法 可 由Ａ１ 直 接 写 出α１ 与α２．因Ａ１ 的 最 高 阶（二

阶）单位矩阵位于Ａ１ 的第１、第２两 列，故α１，α２ 的 第１、第２个 分 量 分 别 是

Ａ１ 中其余的第３、第４两列的前两个分量反号，即α１＝（１，－２，ｘ（１）
３ ，ｘ（１）

４ ），α２

＝（２，－３，ｘ（２）
３ ，ｘ（２）

４ ）．而α１，α２ 的 第 ３、第 ４ 个 分 量 组 成 二 阶 单 位 矩 阵 即

ｘ（１）
３ ｘ（１）

４

ｘ（２）
３ ｘ（２）［ ］

４

＝
１ ０［ ］０ １

，因而ｘ（１）
３ ＝１，ｘ（１）

４ ＝０，ｘ（２）
３ ＝０，ｘ（２）

４ ＝１ 于 是 该 方
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程组的一个基础解系为α１＝（１，－２，１，０）Ｔ，α２＝（２，－３，０，１）Ｔ．仅（Ｄ）入选．
例９［２００１年Ⅰ１９］　已知Ａ 为４×５矩 阵，ξ１，ξ２ 是ＡＸ＝０的 一 组 基 础

解系，则

（Ａ）ξ１－ξ２，ξ１＋２ξ２ 也是ＡＸ＝０的一组基础解系。
（Ｂ）ｋ（ξ１＋ξ２）是ＡＸ＝０的通解。
（Ｃ）ｋξ１＋ξ２ 是ＡＸ＝０的通解。
（Ｄ）ξ１－ξ２，ξ２－ξ１ 也是ＡＸ＝０的一组基础解系．
解　由题设知，ＡＸ＝０的 一 个 基 础 解 系 含 两 个 解 向 量，故 选 项（Ｂ）、（Ｃ）

不成立．事实上其通解为ｋ１ξ１＋ｋ２ξ２

又 因
ξ１－ξ２

ξ１＋２ξ［ ］
２

＝
１ －１［ ］１ ２

ξ１

ξ［ ］
２

，而
１ －１

１ ２
＝３≠０，由 命 题

３３１４知，ξ１－ξ２，ξ１＋２ξ２ 线性无关，且它们都是ＡＸ＝０的解向量，所以ξ１

－ξ２，ξ１＋２ξ２ 为ＡＸ＝０的一组基础解系．选项（Ｄ）中向量。因为

ξ１－ξ２

ξ２－ξ［ ］
１

＝
１ －１［ ］－１ １

ξ１

ξ［ ］
２

，　而　
１ －１

－１ １
＝０，

由命题３３１４知ξ１－ξ２，ξ２－ξ１ 线性相关．（Ｄ）不成立。仅（Ａ）入选．
例１０　设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，η１，η２，…，ηｔ 是 齐 次 方 程 组ＡＴＸ＝０的 基 础

解系，则秩（Ａ）＝
（Ａ）ｔ．　　（Ｂ）ｎ－ｔ．　　（Ｃ）ｍ－ｔ．　　（Ｄ）ｎ＋ｔ．　　（Ｅ）ｍ＋ｔ．
解　因Ａ 为ｍ×ｎ矩阵，故ＡＴ 为ｎ×ｍ 矩阵，由定理３４１５知该方程

组一个基础解系含 ｍ－秩（ＡＴ）＝ｍ－秩（Ａ）＝ｔ个解向量，则

秩（Ａ）＝秩（ＡＴ）＝ｍ－ｔ．仅（Ｃ）入选．
题型三　求（判定）齐次线性方程组ＡＸ＝０的通解

齐次线性方程组一定有零解，仅有零解的充分必要条件是秩（Ａ）＝ｎ，其

中ｎ为Ｘ 的维数（未知数的个数），即Ａ 的列数．
在有非零解的条件下必存在ＡＸ＝０的基础解系．设秩（Ａ）＝ｒ，则ＡＸ＝０

的一个基础解系必含ｎ－ｒ个解向量α１，α２，…，αｎ－ｒ．ＡＸ＝０的通解（全部解）

可表示为α１，α２，…，αｎ－ｒ的线性组合，即

ｃ１α１＋ｃ２α２＋…＋ｃｎ－ｒαｎ－ｒ，　其中ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｒ为任意常数．
因而为求ＡＸ＝０的通解先求出系数矩阵Ａ 的秩ｒ，然后再求出其基础解系．

例１１［２００５年Ⅰ９］　设Ａ＝

１ ２ ３

０ １ １
熿

燀

燄

燅ａ ｂ ｃ

，且秩（Ａ）＝２，Ａ 为Ａ 的伴随矩
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阵，则ＡＸ＝０的通解是

（Ａ）ｋ１

１

０
熿

燀

燄

燅ａ
．　　（Ｂ）ｋ１

２

１
熿

燀

燄

燅ｂ
．　　（Ｃ）ｋ１

３

１
熿

燀

燄

燅ｃ
．　　（Ｄ）ｋ１

１

０
熿

燀

燄

燅ａ
＋ｋ２

２

１
熿

燀

燄

燅ｂ
．

（Ｅ）以上结论都不正确（注：ｋ１，ｋ２ 为任意常数）．
解　由秩（Ａ）＝２，由 命 题３３３６知 秩（Ａ ）＝１ 因 而ｎ－秩（Ａ ）＝３

－１＝２，且｜Ａ｜＝０．于是ＡＸ＝０的一个基础解系含两个解向量．由ＡＡ＝

｜Ａ｜Ｅ＝０知，Ａ 的三个列向量均为ＡＸ＝０的非零解向量．因

α１＝（１，０，ａ）Ｔ，　α２＝（２，１，ｂ）Ｔ

的两分量不成比例，故线性无关，为ＡＸ＝０的一个基础解系．因而ＡＸ＝０
的通解为（Ｄ）。仅（Ｄ）入选．

例１２［２０００年Ⅰ２３］　齐 次 线 性 方 程 组

ｘ１＋２ｘ２－ｘ４＝０，

ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ２＋ｘ３＋ｘ４

烅
烄

烆 ＝０

的 一 般 解（全

部解）是 ．
解法１　先将方程组的系数矩阵用初等行变换化为行阶梯形矩阵：

Ａ＝

１ ２ ０ －１

０ １ １ ０
熿

燀

燄

燅０ １ １ １

→

１ ２ ０ －１

０ １ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

→

１ ２ ０ ０

０ １ １ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

＝Ａ１．

由矩阵Ａ１ 可写出原方程组的同解方程组为

ｘ１＋２ｘ２＝０，

ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ４＝０
烅
烄

烆 ，
　即　

ｘ１＝－２ｘ２，

ｘ２＝－ｘ３，

ｘ４＝０
烅
烄

烆 ．
令ｘ２ 为自由变量，且因秩（Ａ）＝秩（Ａ１）＝３，ｎ＝４，故上方程组只含一个自由

变量。不妨令ｘ２＝ｃ为任意常数，则得其方程组的全部解为

ｘ１＝－２ｃ，

ｘ２＝ｃ，

ｘ３＝－ｃ，

ｘ４

烅

烄

烆 ＝０

　（ｃ为任意常数）．

·１８４·



解法２　用基础解系表示一般解．因秩（Ａ１）＝秩（Ａ）＝３＜ｎ＝４，故 原 方

程组有无穷多解，且一个基础解系 只 含ｎ－秩（Ａ）＝４－３＝１个 解 向 量α．下

由Ａ１ 直接写出此解向量义α．因Ａ１ 的 最 高 阶（三 阶）单 位 矩 阵 位 于Ａ１ 的 第

１、第３、第４列，故α的第１、第３、第４个分量分别是其余的一列向量（第２列

向量）的三个分量反号，而第２个分量为１，即α＝（－２，１，－１，０）Ｔ．因而原方

程的一般解为Ｘ＝ｃα，其中ｃ为任意常数．它与解法１所得结果是相同的。

例１３　设Ａ＝

１ ２ １ ２

０ １ ａ ａ

１ ａ

熿

燀

燄

燅０ １

，齐次方程组ＡＸ＝０的基础解系含两个解

向量，求ＡＸ＝０的通解．
解　由题设有ｎ－秩（Ａ）＝２，即秩（Ａ）＝ｎ－２＝４－２＝２ 对Ａ 进行初等

行变换得到

Ａ→

１ ２ １ ２

０ １ ａ ａ

０ ａ

熿

燀

燄

燅－２ －１ －１

→

１ ２ １ ２

０ （ａ－１）２ ０ ０

１ ａ

熿

燀

燄

燅－２ －１ －１

＝Ａ１

当ａ＝１时，显然秩（Ａ１）＝秩（Ａ）＝２ 此时

Ａ１ ＝

１ ２ １ ２

０ ０ ０ ０
熿

燀

燄

燅１ －１ －１ －１

→

１ ０ －１／３ ０

０ １ ２／３ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝Ａ１

因秩（Ａ）＝秩（Ａ１）＝２，ｎ＝４，故方程组ＡＸ＝０只含两个自由变量。

令自由变量为ｘ３，ｘ４，同 解 方 程 组 为
ｘ１＝（１／３）ｘ３，

ｘ２＝（－２／３）ｘ３－ｘ４
｛ 。

　令ｘ３＝１，

ｘ４＝０可求得ｘ１＝１／３，ｘ２＝－２／３；再令ｘ３＝０，ｘ４＝１可得到ｘ１＝０，ｘ２＝－

１。从而得到方程组的基础解系为

α１＝（１／３，－２／３，１，０）Ｔ，　α２＝（０，－１，０，１）Ｔ．
或对Ａ１ 使用基础解系的简便求法即得

α１＝（１／３，－２／３，１，０）Ｔ，　α２＝（０，－１，０，１）Ｔ．
故方程组的通解为ｃ１α１＋ｃ２α２，其中ｃ１，ｃ２ 为任意常数．

习　题　３４１

（一）问题求解
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１．［１９９８年Ⅰ１７］　四元线性方程组

ｘ１＋ｘ４＝０，

ｘ２＝０，

ｘ１－ｘ４

烅
烄

烆 ＝０

的基础解是

（Ａ）（０，０，０，０）Ｔ。　　　（Ｂ）（０，０，２，０）Ｔ。　　　（Ｃ）（１，０，－１）Ｔ。

（Ｄ）（０，０，２，０）Ｔ 和（０，０，１，０）Ｔ。 （Ｅ）（０，０，０）Ｔ。

２．已知齐次线性方程组ＡＸ＝０，Ａ 为ｍ×ｎ矩 阵，则 方 程 组ＡＸ＝０没 有

非零解的充分条件是

（Ａ）Ａ 的列向量组线性无关。　　　（Ｂ）Ａ 的行向量组线性相关。

（Ｃ）Ａ 的行向量组线性无关。　　　（Ｄ）Ａ 的列向量组线性相关。

（Ｅ）Ａ 的行秩等于其列秩。

３．［１９９９年Ⅱ１７］　四元齐次线性方程组
ｘ１＋ｘ３＝０，

ｘ２＋ｘ４／｛ ２＝０
的基础解系是

（Ａ）（０，－１，０，２）Ｔ。 （Ｂ）（０，－１，０，２）Ｔ 和（０，１／２，０，１）Ｔ。

（Ｃ）（０，０，０，０）Ｔ。 （Ｄ）（－１，０，１，０）Ｔ 和（２，０，－２，０）Ｔ。

（Ｅ）（－１，０，１，０）Ｔ 和（０，－１，０，２）Ｔ。

４．已知向量

α１＝（１，－１，１，０）Ｔ，　α２＝（０，１，－１／２，１）Ｔ，　α３＝（－２，０，１，－２）Ｔ，

α４＝（１，－１，０，０）Ｔ，　α５＝（０，－２，１，－２）Ｔ，

则齐次方程组
ｘ１＋ｘ２－ｘ４＝０，

２ｘ３＋ｘ４
｛ ＝０

的基础解系是

（Ａ）α１，α２． （Ｂ）α２，α５． （Ｃ）α３，α４．
（Ｄ）α３，α４，α５． （Ｅ）α１，α２，α３．

５．［２００４年Ⅱ８］　已知向量

α１＝（１，１，－１，０）Ｔ，　α２＝（２，０，－１，２）Ｔ，

α３＝（２，－２，０，０）Ｔ，　α４＝（０，－２，１，－２）Ｔ，

则齐次方程组
ｘ１＋ｘ２－ｘ４＝０，

２ｘ３＋ｘ４
｛ ＝０

的基础解系是

（Ａ）α１，α２．　　　（Ｂ）α１，α３．　　　（Ｃ）α３，α４．　　　（Ｄ）α２，α３，α４．
（Ｅ）以上结论都不正确。

（二）条件充分性判断

１［２００５年Ⅰ２０］　η１，η２ 是 线 性 方 程 组
ｘ１＋ｘ２－ｘ４＝０，

２ｘ３＋ｘ４
｛ ＝０

的 一 个 基 础
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解系。

（１）η１＝（１，－１，１，０）Ｔ；　　　　（２）η２＝（４，０，－２，４）Ｔ．

２ 齐次线 性 方 程 组

２ｘ１＋４ｘ２＋（３ａ＋１）ｘ３＋２ｔｘ４＝０，

２ｘ１＋４ｘ２＋２ａｘ３＋（ｔａ＋ｔ－ａ＋１）ｘ４＝０，

ｘ１＋２ｘ２＋ａｘ３＋ｔｘ４

烅
烄

烆 ＝０

的 基 础 解

系由两个向量组成．
（１）ｔ＝１且ａ＝１； （２）ｔ＝１且ａ＝－１

３η１，η２，η３ 是齐次方程组ＡＸ＝０的三个解，要使得η１，η２，η３ 是ＡＸ＝０

的基础解系．
（１）任何解都可以用η１，η２，η３ 线性表示，并且表示方式惟一；

（２）η１，η２，η３ 线性无关．

４ 设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，ＡＸ＝０只有零解．
（１）ＡＸ＝ｂ无解； （２）ＡＸ＝ｂ有惟一解．
（三）解答题

１ 已知齐次线性方程组

２ｘ１－ｘ２＋３ｘ３＝０，

４ｘ１＋２ｘ２＋ａｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ３＝０，

ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３

烅

烄

烆 ＝０

有非零解，求ａ及其通解．

２λ取 何 值 时 齐 次 线 性 方 程 组

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３＝０，

－ｘ１＋λｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３

烅
烄

烆 ＝０

有 非 零 解，只 有 零

解？

３ 求下列齐次线性方程组的基础解系：

ｘ１－ｘ２－ｘ３＋３ｘ５＝０，

２ｘ１－２ｘ２－ｘ３＋２ｘ４＋４ｘ５＝０，

３ｘ１－３ｘ２－ｘ３＋４ｘ４＋５ｘ５＝０，

ｘ１－ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋８ｘ５＝０

烅

烄

烆 ．

４ 求下列齐次方程组的通解：

ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３＋ｘ４＝０，

３ｘ１－６ｘ２＋４ｘ３－２ｘ４＝０，

４ｘ１－５ｘ２＋５ｘ３－３ｘ４＝０
烅
烄

烆 ．
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３４２　非齐次线性方程组

非齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ３＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ１，

　…

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ＝ｂ

烅

烄

烆 ｍ

除该形式还有下述两种形 式。一 是 向 量 形 式。记ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ，α１＝
（ａ１ｉ，ａ２ｉ，…，ａｎｉ）Ｔ （ｉ＝１，２，…，ｎ），则上方程组可写成向量形式ｘ１α１＋ｘ２α２＋
…＋ｘｎαｎ＝ｂ。二 是 矩 阵 形 式 ＡＸ＝ｂ，其 中 Ａ 为 方 程 组 的 系 数 矩 阵Ａ＝
（ａｉｊ）ｍ×ｎ．

称齐次线性方程组ＡＸ＝０为非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ的 导 出 组，简 称

导出组．
题型一　判定非齐次线性方程组解的情况

下面判定ＡＸ＝ｂ（ｂ≠０）有解、无解及有解时有多少个解．
定理３４２１　下列条件之一是非齐次线性方程组Ａｍ×ｎＸ＝ｂ有解的充

分必要条件：

（１）秩（Ａ）＝秩（珚Ａ），其中珚Ａ＝（ Ａ ｂ）为方程组的增广矩阵．
（２）向量ｂ可由α１，α２，…，αｎ 线 性 表 示（ｂ为 常 数 项 组 成 的 列 向 量，α１，

α２，…，αｎ 是Ａ 的列向量组）．
（３） α１，α２，…，α｛ ｝ｎ ≌ α１，α２，…，αｎ，｛ ｝ｂ 。

定理３４２２　下列条件之一是非齐次方程组Ａｍ×ｎＸ＝ｂ有无穷多解的

充分必要条件：

（１）秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝ｒ＜ｎ，其中ｎ为方程组未知数的个数．
（２）ｂ可由α１，α２，…，αｎ 线性表示，且α１，α２，…，αｎ 线性相关．
定理３４２３　下列条件之一是非齐次方程组Ａｍ×ｎＸ＝ｂ有惟一解的充

分必要条件：

（１）秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝ｒ＝ｎ，其中ｎ为方程组未知数的个数．
（２）ｂ可由α１，α２，…，αｎ 惟一线性表示．
定理３４２４　下列条件之一是非齐次线性方程组Ａｍ×ｎＸ＝ｂ无解的充

·５８４·



分必要条件：

（１）秩（珚Ａ）＝秩（Ａ）＋１。

（２）ｂ不能由α１，α２，…，αｎ 线性表示．
方程个数在上定理中没有出现，它是秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）的上限，由此得到．
命题３４２１　当秩（Ａ）＝ｍ 时，非 齐 次 线 性 方 程 组 Ａｍ×ｎＸ＝ｂ一 定 有

解，其中 ｍ 为Ａｍ×ｎＸ＝ｂ中方程的个数．
值得注意的是当Ａ 的秩等于方程组Ａｍ×ｎＸ＝ｂ中未知数个数即秩（Ａ）＝

ｎ 时，Ａｍ×ｎＸ＝ｂ不一定有解．因为这时有可能秩（珚Ａ）＝秩（ Ａ ｂ）＞秩（Ａ）＝

ｎ，即由秩（Ａ）＝ｎ推不出 秩（珚Ａ）＝ｎ．例 如 方 程 组ｘ１＋ｘ２＝０，ｘ１－ｘ２＝０，５ｘ１

＋６ｘ２＝１，易知秩（Ａ）＝２，但秩（珚Ａ）＝３
例１［２００３年Ⅰ１４］（条件充分性判断）　线性方程组

－ｘ１－４ｘ２＋ｘ３＝１，

ｔｘ２－３ｘ３＝３，

ｘ１＋３ｘ２＋（ｔ＋１）ｘ３

烅
烄

烆 ＝０
有无穷多解．

（１）ｔ＝－３；　　　　　　　　（２）ｔ＝１
解　将所给方程组的增广矩阵进行初等行变换得到

珚Ａ＝（Ａｂ）＝

－１ －４ １ １

０ ｔ －３ ３

１ ３ ｔ





熿

燀

燄

燅＋１ ０

→

１ ４ －１ －１

０ －１ ｔ－２ １

０ ０ （ｔ＋３）（ｔ－１）ｔ

熿

燀

燄

燅＋３

。

当条件（１）成立即ｔ＝－３时，秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝２＜ｎ＝３，因而方程组有无

穷多组解。条件（１）充分。当条件（２）成立即ｔ＝１时，秩（Ａ）＝２，秩（珚Ａ）＝３，

方程组无解．条件（２）不充分。仅 Ａ入选．
例２［２００２年Ⅱ１５］　Ａ 是ｍ×ｎ矩 阵，Ｘ 是ｎ 维 向 量，ｂ是 非 零ｍ 维 向

量，则

（Ａ）若ＡＸ＝０只有零解，则ＡＸ＝ｂ必有惟一解。

（Ｂ）若ＡＸ＝０有非零解，则ＡＸ＝ｂ必有无穷多解。

（Ｃ）若ＡＸ＝ｂ有无穷多解，则ＡＸ＝０只有零解。

（Ｄ）若ＡＸ＝ｂ有无穷多解，则ＡＸ＝０必有非零解。

解　当ＡＸ＝０只有零解时，这只说明秩（Ａ）＝ｎ，但 不 能 保 证 秩（ Ａ ｂ）

＝秩（Ａ）＝ｎ，因而不能保证ＡＸ＝ｂ有 解，更 不 能 保 证ＡＸ＝ｂ有 惟 一 解．（Ａ）

不成立．

·６８４·



同样，ＡＸ＝０有非零解，只 说 明 秩（Ａ）＝ｒ＜ｎ，但 不 能 保 证 秩（ Ａ ｂ）＝
秩（Ａ）＝ｒ，因而不能保证ＡＸ＝ｂ有解。（Ｂ）不成立．

当ＡＸ＝ｂ有非穷多解时，则秩（ Ａ ｂ）＝秩（Ａ）＝ｒ＜ｎ．因而 秩（ Ａ ０）

＝秩（Ａ）＝ｒ＜ｎ，于是ＡＸ＝０必 有 无 穷 多 解，即 必 有 非 零 解。（Ｄ）成 立，（Ｃ）

不成立．仅（Ｄ）入选．
例３（条件充分性判断）　设Ａ 为ｍ×ｎ矩阵，非齐次方程组ＡＸ＝ｂ有无

穷多解。

（１）ｍ＜ｎ；　　　　　　（２）秩（Ａ）＝ｍ．
解　对齐次方程组ＡＸ＝０，当 ｍ＜ｎ时必有非零解，因而有无穷多解，但

对非齐次方程组ＡＸ＝ｂ来说，ｍ＜ｎ时，结论就不成立了．原因是这时有可能

秩（Ａｂ）＞秩（Ａ），因而这时可能ＡＸ＝ｂ无解．例如
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

３ｘ１＋３ｘ２＋３ｘ３
｛ ＝４

就无

解．条件（１）单独不充分．
当条件（２）成立时，虽能保证秩（Ａ ｂ）＝秩（Ａ），因 而 ＡＸ＝ｂ有 解，但 不

能保证秩（Ａ）＝ｍ＜ｎ．因而条件（２）单独也不充分．将条件（１）与条件（２）联合

起来，正好有秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝ｍ＜ｎ．仅 Ｃ入选．
例４　设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，则线性方程组ＡＸ＝ｂ有惟一解的充分条件是

（Ａ）ｍ＞ｎ且Ａ 的列向量组线性无关．　　（Ｂ）ｍ＝ｎ且｜Ａ｜≠０．
（Ｃ）ｍ＜ｎ且Ａ 的行向量组线性无关。 （Ｄ）秩（Ａ）＜ｎ。

解　当 ｍ＝ｎ且｜Ａ｜≠０时，有秩（珚Ａ）＝秩（Ａ）＝ｒ＝ｎ．由定理３４２３（１）

知ＡＸ＝ｂ有惟一解．仅（Ｂ）入选．
（Ａ）成立不能保证有解，若有解，则一定惟一．
（Ｃ）成立由命题３４２１知能保证有解，但不能保证解惟一．
（Ｄ）成立既不能保证有解，也不能保证解惟一．

例５（条件充 分 性 判 断）　设 Ａ＝

１ １ ３

１ ａ＋２ ａ＋３

ｂ ２ａ＋ｂ＋２ ２ａ＋２ｂ＋２

ｂ ａ＋ｂ＋１ ａ＋２ｂ

熿

燀

燄

燅＋２

存 在 两

个不相等的矩阵Ｂ 与Ｃ，使得ＡＢ＝ＡＣ．
（１）ａ＝－１，ｂ为任何数；　　　　　　　（２）ｂ＝２，ａ为任何数．
解　由ＡＢ＝ＡＣ得Ａ（Ｂ－Ｃ）＝Ｏ，于 是Ｂ－Ｃ 的 列 向 量 是 线 性 齐 次 方 程

组ＡＸ＝０的解．由Ｂ≠Ｃ知（Ｂ－Ｃ）是非零矩阵，则方 程 组ＡＸ＝０有 非 零 解，

·７８４·



秩（Ａ）＜３

Ａ＝

１ １ ３

１ ａ＋２ ａ＋３

ｂ ２ａ＋ｂ＋２ ２ａ＋２ｂ＋２

ｂ ａ＋ｂ＋１ ａ＋２ｂ

熿

燀

燄

燅＋２

→

１ １ ３

０ ａ＋１ ａ

０ ０ ｂ－２

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

。

当ａ＝－１，ｂ为任何数时，秩（Ａ）＜３，条 件（１）充 分；当ｂ＝２，ａ为 任 意 数

时，秩（Ａ）＜３，条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．
题型二　求解非齐次线性方程组

定理３４２５（解的结构定理）　（１）非 齐 次 线 性 方 程 组ＡＸ＝ｂ的 任 意

一个解均可表示为方程组的一个特解与其导出组ＡＸ＝０的某个解的和．
（２）当非齐次线性 方 程 ＡＸ＝ｂ有 无 穷 多 解 时，其 中 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，且 秩

（Ａ）＝ｒ＜ｎ，它的全部解（通解）为

Ｘ＝η０＋ｃ１α１＋ｃ２α２＋…＋ｃｎ－ｒαｎ－ｒ，

其中，η０ 为原非齐次方程组的一个特解，α１，α２，…，αｎ－ｒ为其导出组的一个基

础解系，ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｒ为任意常数．
由定理３４２５易得非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ的通解的求法：

（１）对增广矩阵珚Ａ 作初等行变换将其化为阶梯形矩阵；

（２）求导出组ＡＸ＝０的一个基础解系；

（３）求出ＡＸ＝ｂ的一个特解（令自由变量全为零即得一特解）；

（４）按上述解的结构定理写出其通解．
类型（一）　求解不含参数的非齐次线性方程组。

例６［１９９７年Ⅰ２８］　求解线性方程组

ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３－４ｘ４＝４，

ｘ２－ｘ３＋ｘ４＝－３，

ｘ１＋３ｘ２－３ｘ４＝１，

－７ｘ２＋３ｘ３＋ｘ４

烅

烄

烆 ＝－３
解法１　利用初等行变换将方程组的增广矩阵珚Ａ＝（Ａｂ）化为含最高阶

单位矩阵的矩阵，即

珚Ａ＝（Ａｂ）＝

１ －２ ３ －４ ４

０ １ －１ １ －３

１ ３ ０ －３ １







熿

燀

燄

燅０ －７ ３ １ －３

→

１ ０ ０ ０ －８

０ １ ０ －１ ３

０ ０ １ －２ ６







熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

＝珚Ａ１。

·８８４·



秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝秩（Ａ１）＝３，ｎ＝４，原 方 程 组 只 含ｎ－秩（Ａ）＝４－３＝１
个自由未知量。不妨令ｘ４ 为自由未知量，则由珚Ａ１ 得原方程组的同解方程组

ｘ１＝－８，

ｘ２－ｘ４＝３，

ｘ３－２ｘ４＝６
烅
烄

烆 。
　解得　

ｘ１＝－８，

ｘ２＝３＋ｘ４，

ｘ３＝６＋２ｘ４，

ｘ４＝ｘ４

烅

烄

烆 ．

解法２　珚Ａ１ 为含最高阶（三阶）单位矩阵的矩阵．易知秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝３

＜ｎ＝４，原方程组有无穷多组解，导出组的一个基础解系含ｎ－秩（Ａ）＝４－３

＝１个解向量α．由基础解系和特解的简便求法，由Ａ１ 即可写 出α 和 原 方 程

组的一特解η，即

α＝（０，１，２，１）Ｔ，　η＝（－８，３，６，０）Ｔ．

于是原方程组的所有解用向量形式可表示为

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝ｋα＋η＝ｋ（０，１，２，１）Ｔ＋（－８，３，６，０）Ｔ，

其中ｋ为任意常数．

类型（二）　求解含参数的线性方程组。

求解含参数的线性方程组这一类考题是必考内容，它是线性方程组最常

出现的一类考题．因为它既考了解的判别法则，又考了求解方法．

利用初等行变换求解含参数的线性方程组ＡＸ＝ｂ的步骤如下：

１°将增广矩阵珚Ａ＝（ Ａ ｂ）进行初等行变换，化为行阶梯形矩阵；

２°利用行阶梯形 矩 阵 对 参 数 的 取 值 加 以 讨 论：参 数 取 哪 些 值 时，使 秩

（Ａ）≠秩（珚Ａ），从而使方程组无解？参数取哪些值 时，使 秩（Ａ）＝秩（珚Ａ），因 而

使方程组有解？

３°在有解的情况下，进一步讨论：参数取哪些值时，使秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝ｒ

＜ｎ，因而使方程组有无穷多解？参数取哪些值时，使秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝ｒ＝ｎ，

因而使方程组有惟一解？

对于求解方程个数与未知数个数相等的含参数的线性方程组，一般用初

等行变换求之．也可先 用 克 莱 姆 法 则 求 出 系 数 行 列 式 不 等 于 零 的 参 数 的 取

值，从而求得方程组有惟一解的参数 取 值，再 对 使 系 数 行 列 式 等 于 零 的 参 数

取值讨论方程组解的情况．常用初等行变换讨论之．

对于求解方程个数与未知数个数 不 等 的 含 参 数 的 线 性 方 程 组 只 能 用 初

等行变换解之．
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例７［１９９７年Ⅱ３２］　当ａ取何值时，线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝ａ，

ａｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

ｘ１＋ｘ２＋ａｘ３

烅
烄

烆 ＝１

有惟

一解、无穷解？并分别求出解．
解　对上方程组的增广矩阵珚Ａ＝（ Ａ ｂ）进行初等行变换得到

珚Ａ＝

１ １ １ ａ

ａ １ １ １

１ １ ａ

熿

燀

燄

燅１
→

１ １ １ ａ

０ １－ａ １－ａ １－ａ２

０ ０ ａ－１ １－

熿

燀

燄

燅ａ

＝珚Ａ１。

当１－ａ≠０即ａ≠１时，秩（Ａ）＝秩（珚Ａ１）＝秩（珚Ａ）＝３，上 方 程 组 有 惟 一

解。为求惟一解，对Ａ１ 进一步初等行变换，将Ａ１ 化 为 含 最 高 阶 单 位 矩 阵 的

矩阵

珚Ａ１ →

１ ０ ０ －１

０ １ ０ ａ＋２
熿

燀

燄

燅０ ０ １ －１

，

故惟一解为ｘ１＝－１，ｘ２＝ａ＋２，ｘ３＝－１

１－ａ＝０时，Ａ１ 化为珚Ａ２＝（Ａ ２ ｂ）＝

１ １ １ １

０ ０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

．因秩（Ａ）＝秩（珚Ａ２）

＝１，ｎ＝３，原方程含ｎ－秩（Ａ）＝３－１＝２个自由变量。不妨令ｘ２，ｘ３ 为自由

变 量。 原 方 程 组 与 方 程 ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ ｘ３ ＝ ０ 同 解，故 所 求 解 为

ｘ１＝１－ｘ２－ｘ３，

ｘ２＝ｘ２，

ｘ３＝ｘ３

烅
烄

烆 ，

其中ｘ２，ｘ３ 可取任意实数，因而方程组有无穷多组解．

或由Ａ２ 知，当ａ＝１时，秩（Ａ）＝秩（珚Ａ２）＝１，因 而 对 应 的 齐 次 线 性 方 程

组的一个基础解系含ｎ－秩（Ａ）＝３－１＝２个解向量，即α１＝（－１，１，０）Ｔ，α２

＝（－１，０，１）Ｔ．
又由珚Ａ２ 知ａ＝１时，所给方程组的一特解为η＝（１，０，０）Ｔ，因而ａ＝１时

所给方程的一般解用向量形式可表示为

Ｘ＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋η＝ｋ１（－１，１，０）Ｔ＋ｋ３（－１，０，１）Ｔ＋（１，０，０）Ｔ．
例８［２００１年Ⅰ３１］　ａ，ｂ，ｔ各为何值时，方程组

ｘ１－ｔｘ２＝ａ，

ｘ２－ｔｘ３＝ｂ，

－ｔｘ１＋ｘ３

烅
烄

烆 ＝０

·０９４·



有惟一解、无解、无穷多解？求出无穷多解时的一般解．
解　将增广矩阵化为阶梯形矩阵，即

珚Ａ＝

１ －ｔ ０ ａ

０ １ －ｔ ｂ

－ｔ





熿

燀

燄

燅０ １ ０

→

１ －ｔ ０ ａ

０ １ －ｔ ｂ

０ ０ １－ｔ３ ａｔ＋ｂｔ





熿

燀

燄

燅２
＝珚Ａ１．

当１－ｔ３≠０时，即ｔ≠１时，有惟一解；当ｔ＝１，且ａ＋ｂ≠０时无解；当ｔ＝
１，且ａ＋ｂ＝０时有无穷多解，此时

珚Ａ１＝

１ －１ ０ ａ

０ １ －１ －ａ




熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

→

１ ０ －１ ０

０ １ －１ －ａ




熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

。

设原方程组只有一个自由变量，不 妨 令 其 为ｘ３，其 同 解 方 程 组ｘ１＝ｘ３，ｘ２＝
ｘ３－ａ．令ｘ３＝０，求出一特解ξ０＝（０，－ａ，０）。令ｘ３＝１可 求 出 导 出 组ｘ１－
ｘ３＝０，ｘ２－ｘ３＝０的一个解η＝（１，１，１），它 构 成 基 础 解 系，原 方 程 组 的 一 般

解为ξ０＋ｃη，ｃ可取任意实数．

例９［１９９９年Ⅰ３２］　已 知 线 性 方 程 组

ｘ１＋ｘ２＋ｔｘ３＝４，

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３＝－４，

－ｘ１＋ｔｘ２＋ｘ３＝ｔ
烅
烄

烆 ２

有 无 穷 多 组

解，求ｔ的值，并求方程组的一般解．
解法１　用初等行变换将方程组的增广矩阵化成阶梯形矩阵，即

珚Ａ＝（Ａｂ）＝

１ １ ｔ ４

１ －１ ２ －４

－１ ｔ １ ｔ





熿

燀

燄

燅２

→

１ １ ｔ ４

０ －２ ２－ｔ －８

０ ｔ＋１ ｔ＋１ ｔ２





熿

燀

燄

燅＋４

→

１ ０ （ｔ＋２）／２ ０

０ １ （ｔ－２）／２ ４

０ ０ （ｔ＋１）（４－ｔ）／２ ｔ（ｔ－４

熿

燀

燄

燅）
＝珚Ａ１。

显然，当ｔ＝４时，秩（珚Ａ１）＝秩（珚Ａ）＝２＝秩（Ａ）＜ｎ＝３，因 而 方 程 组 有 无 穷 多

解．当ｔ＝４时，珚Ａ１＝

１ ０ ３ ０

０ １ １ ４




熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，因 而 原 方 程 组 只 有 一 个 自 由 变 量，不 妨

设为ｘ３。原方程与下列方程组

ｘ１＋３ｘ３＝０，

ｘ２＋ｘ３＝４，

ｘ３＝ｘ３

烅
烄

烆 ，
　即　

ｘ１＝－３ｘ１，

ｘ２＝４－ｘ３，

ｘ３＝ｘ
烅
烄

烆 ３
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同解。令ｘ３＝０，得原方程组的一个特解η＝（０，４，０）Ｔ．因ｎ－秩（Ａ）＝３－２

＝１，原方程组的导出组的一个基础解系只含一个解向量α．
令自变量ｘ３＝１得原方程组导出组ｘ１＋３ｘ３＝０，ｘ２＋ｘ３＝０的基础解系

为α＝（－３，－１，１）Ｔ，所以方程组的一般解为

Ｘ＝ｃα＋η＝ｃ（－３，－１，１）Ｔ＋（０，４，０）Ｔ．

解法２　当ｔ＝４时，Ａ１＝

１ ０ ３ ０

０ １ １ ４




熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

中已含最高阶（二阶）单位矩阵，

可直接写出基础解系及一个特解．
因秩（Ａ１）＝秩（Ａ）＝２，ｎ－秩（Ａ）＝３－２＝１，基 础 解 系 只 含 一 个 解 向 量

α．又因Ａ１ 中的最高阶（二阶）单位矩阵在第１、第２列，故α的第１、第２个分

量就是Ａ１ 中第３列的前两个分量反号，即为－３，－１ 第３个分量为１，于是

α＝（－３，－１，１）Ｔ．用此法也可写出 原 方 程 组 的 一 个 特 解，它 的 第１、第２个

分量就是最后一个的前两个分量（但不反 号），第３个 分 量 取 成０，即η＝（０，

４，０）Ｔ．则其一般解为

Ｘ＝ｃα＋η＝ｃ（－３，－１，１）Ｔ＋（０，４，０）Ｔ，　ｃ为任意常数．
题型三　 求抽象线性方程组的通解

抽象线性方程组是指方程组ＡＸ＝ｂ中Ａ 和ｂ 没有具体给出或没有完全

具体给出．欲求这类方程组的通解需综合运用方程组解的性质及其结构．
利用下述解的性质判定某向量为ＡＸ＝０或为ＡＸ＝ｂ（ｂ≠０）的解向量．
定理３４２６　（１）如果α１，α２，…，αｓ 是ＡＸ＝０的一组解，则其任意线

性组合ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋ３αｓ 也是其解，其中ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ 为任意常数．
（２）设α为ＡＸ＝０的任 意 一 个 解，η０ 为ＡＸ＝ｂ的 一 个 解，则α＋η０ 为

ＡＸ＝ｂ的一个解（即ＡＸ＝ｂ的解是其特解η０ 和ＡＸ＝０的一个解的和）（见定

理３４２５（１））．
（３）ＡＸ＝ｂ的ｓ个解β１，β２，…，βｓ 的任意线性组合ｋ１β１＋ｋ２β２＋…＋ｋｓβｓ

不一定是ＡＸ＝ｂ的解，更不一定是ＡＸ＝０的解。当 且 仅 当ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋ３

＝１时，ｋ１β１＋ｋ２β２＋…＋ｋｓβｓ 仍是ＡＸ＝ｂ的解，当且仅当ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｓ＝

０时，ｋ１β１＋ｋ２β２＋…＋ｋｓβｓ 为ＡＸ＝０的 解。特 别ＡＸ＝ｂ的 两 解β１ 与β２ 的

差β１－β２ 是ＡＸ＝０的解．
类型（一）　Ａ 没有具体给出，求ＡＸ＝０通解。

一般先求矩阵Ａ 的秩，由此确定一个基础解系含多 少 个 解 向 量，然 后 设
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法求出这些解向量，证明它们线性无关．
例１０　设ｎ阶矩阵Ａ 的各行元素之和均 为 零，且Ａ 的 秩 为ｎ－１，则 线

性方程组ＡＸ＝０的通解为 ．
解　Ｘ 的维数为ｎ，秩（Ａ）＝ｎ－１，故ＡＸ＝０的一个基础系含ｎ－ｒ＝ｎ－

（ｎ－１）＝１个解向量。而α１＝（１，１，…，１）Ｔ 满 足 方 程 组 ＡＸ＝０，因 而α１ 为

ＡＸ＝０的一个基础解系，于是其通解为Ｘ＝ｋ１α１ （ｋ１ 为任意常数）．

例１１　已知Ａ 是４×３的非零矩阵，若矩阵Ｂ＝

１ ２ ３

４ ５ ６
熿

燀

燄

燅７ ８ ９

使 得ＡＢ＝

Ｏ，则齐次方程组ＡＸ＝０的通解为 ．
解　由ＡＢ＝Ｏ 知秩（Ａ）＋秩（Ｂ）≤３，又因｜Ｂ｜＝０，秩（Ｂ）＝２，故秩（Ａ）≤

３－秩（Ｂ）＝１，又Ａ≠Ｏ，故秩（Ａ）≥１ 因而得到秩（Ａ）＝１，于 是ｎ－秩（Ａ）＝

２，因此ＡＸ＝０的一个基础解系含两 个 解 向 量α１，α２ 由ＡＢ＝Ｏ 可 知 矩 阵Ｂ
的列向量是ＡＸ＝０的解，取α１＝（１，４，７）Ｔ，α２＝（２，５，８）Ｔ，因α１，α２ 线 性 无

关，故为ＡＸ＝０的一个基础解系，其通解为ｋ１α１＋ｋ２α２（ｋ１，ｋ２ 为任意常数）．
例１２　设ξ１，ξ２，ξ３ 是齐次方程组ＡＸ＝０的一个基础解系，判别下列向

量的表示式是不是ＡＸ＝０的通解．
（１）ｃ１（ξ１－ξ２）＋ｃ２（ξ２－ξ３）＋ｃ３（ξ３－ξ１），ｃ１，ｃ２，ｃ３ 为任意常数．
（２）ｃ１（ξ１＋ξ２）＋ｃ２（ξ２＋ξ３）＋ｃ３（ξ３＋ξ１），ｃ１，ｃ２，ｃ３ 为任意常数．
解　如果ξ１－ξ２，ξ２－ξ３，ξ３－ξ１ 是ＡＸ＝０的基础解系，则（１）中 的 表 示

式即为ＡＸ＝０的通解。但因

ξ１－ξ２

ξ２－ξ３

ξ３－ξ

熿

燀

燄

燅１
＝

１ －１ ０

０ １ －１
熿

燀

燄

燅－１ ０ １

ξ１

ξ２

ξ

熿

燀

燄

燅３
＝Ｋ１

ξ１

ξ２

ξ

熿

燀

燄

燅３

，

｜Ｋ１｜＝１×１×１＋（－１）３－１（－１）（－１）（－１）＝０ （见式（３１１１２）），

故ξ１－ξ２，ξ２－ξ３，ξ３－ξ１ 不线 性 无 关，因 而 不 是 ＡＸ＝０的 基 础 解 系，故（１）

不是通解．而

ξ１＋ξ２

ξ２＋ξ３

ξ３＋ξ

熿

燀

燄

燅１
＝

１ １ ０

０ １ １
熿

燀

燄

燅１ ０ １

ξ１

ξ２

ξ

熿

燀

燄

燅３
＝Ｋ１

ξ１

ξ２

ξ

熿

燀

燄

燅３

，

｜Ｋ１｜＝１×１×１＋（－１）３－１×１×１×１＝２≠０，

故ξ１＋ξ２，ξ２＋ξ３，ξ３＋ξ１ 线性无关，因而为ＡＸ＝０的基础解系，故（２）为ＡＸ
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＝０的通解．
类型（二）　已知ＡＸ＝ｂ的特解及 其 线 性 组 合，且 已 知Ａ 的 秩 或ＡＸ＝０

的基础解系，求其通解．
归结为求ＡＸ＝０的通解。先由Ａ 的秩确定其解的结构即其基础解系所

含解向量个数，再利用解的性质（定 理３４２６（３））构 造 出ＡＸ＝０的 分 量 已

知的解向量，为此常将其分量已知的各个特解的线性组合凑成组合系数之和

等于零的特解的线性组合，从而求出ＡＸ＝０的解向量．
如需要还可利用ＡＸ＝ｂ的 解 的 性 质（定 理３４２６（３））求 出ＡＸ＝ｂ的

分量已知的特解，为此常将特解的线性组合凑成组合系数之和等于１的特解

的线性组合．
最后，写出通解时，还要利用解的结构的结论（详见定理３４２５）．
例１３　设α１，α２，α３，是四元非齐次 线 性 方 程 组ＡＸ＝ｂ的 三 个 解 向 量，

且秩（Ａ）＝３，α１＝（１，２，３，４）Ｔ，α２＋α３＝（０，１，２，３）Ｔ，ｃ表 示 任 意 常 数，则 线

性方程组ＡＸ＝ｂ的通解Ｘ＝

（Ａ）

　１　熿

燀

燄

燅

２
３
４

＋ｃ

　１　熿

燀

燄

燅

１
１
１

．　　　　　　　（Ｂ）

　１　熿

燀

燄

燅

２
３
４

＋ｃ

　０　熿

燀

燄

燅

１
２
３

．

（Ｃ）

　１　熿

燀

燄

燅

２
３
４

＋ｃ

　２　熿

燀

燄

燅

３
４
５

． （Ｄ）

　１　熿

燀

燄

燅

２
３
４

＋ｃ

　３　熿

燀

燄

燅

４
５
６

．

解法１　ＡＸ＝ｂ为四元非齐次方程，秩（Ａ）＝３，ＡＸ＝０的 一 个 基 础 解 系

只含ｎ－秩（Ａ）＝４－３＝１个解向 量．将 特 解 的 线 性 组 合２α１，α２＋α３ 写 成 特

解之差的线性组合：２α１－（α２＋α３）＝（α１－α２）＋（α１－α３），由 定 理３４２６
（３）与（１）知

２α１－（α２＋α３）＝（２，３，４，５）Ｔ≠０
仍为ＡＸ＝０的一个解向量，且为其一个基础解系，故ＡＸ＝ｂ的通解为

Ｘ＝α１＋ｋ［２α１－（α２＋α３）］＝（１，２，３，４）Ｔ＋ｋ（２，３，４，５）Ｔ．
仅（Ｃ）入选．

解法２　因α２，α３ 为ＡＸ＝ｂ的 解，且１／２＋１／２＝１，由 定 理３４２６（３）

知
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α２／２＋α３／２＝（α２＋α３）／２＝（０，１／２，１，３／２）Ｔ

仍为ＡＸ＝ｂ的解，又α１ 也为ＡＸ＝ｂ的解，由定理３４２６（３）知，向量

α１－（α２＋α３）／２＝（１，３／２，２，５／２）Ｔ≠０
为ＡＸ＝０的一个解，且线性无关，故为ＡＸ＝０的一个基础解系，所以ＡＸ＝ｂ
的通解也可表示为

Ｘ＝α１＋ｋ［α１－（α２＋α３）／２］＝（１，２，３，４）Ｔ＋ｋ（１，３／２，２，５／２）Ｔ．
例１４　已知β１，β２ 是非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ的两个不同的解，α１，α２

是对应的齐次线性方程ＡＸ＝０的基础解系，ｋ１，ｋ２ 为任意常数，则ＡＸ＝ｂ的

通解必是

（Ａ）ｋ１α１＋ｋ２（α１＋α２）＋（β１－β２）／２。
（Ｂ）ｋ１α１＋ｋ２（α１－α２）＋（β１＋β２）／２。
（Ｃ）ｋ１α１＋ｋ２（β１＋β２）＋（β１－β２）／２。
（Ｄ）ｋ１α１＋ｋ２（β１－β２）＋（β１＋β２）／２。

解　（Ａ）中向量是ＡＸ＝０的解，不是ＡＸ＝ｂ的解，更不是其通解．

（Ｂ）因
α１

α１－α［ ］
２

＝
１ ０［ ］１ －１

，秩
１ 　０［ ］１ －１

＝２，故α１，α１－α２ 线 性 无

关，且为ＡＸ＝０的 解 向 量．因 而α１，α１－α２ 为 ＡＸ＝０的 一 个 基 础 解 系，又

（β１＋β２）／２为ＡＸ＝ｂ的一个特解，故（Ｂ）中向量为ＡＸ＝ｂ的通解．
（Ｃ）中向量β１＋β２ 不 是ＡＸ＝０的 解，又（β１－β２）／２为ＡＸ＝０的 解，但

不是ＡＸ＝ｂ的特解，故（Ｃ）中向量也不是ＡＸ＝ｂ的通解．
（Ｄ）中向量β１－β２，α１ 虽是ＡＸ＝０的 解，但 因 无 法 证 明 它 们 线 性 无 关，

故ｋ１α１＋ｋ２（β１－β２）不能确定为ＡＸ＝０的通解，因而（Ｄ）中向量不是ＡＸ＝ｂ
中的通解的表示式．仅（Ｂ）入选．

类型（三）　已知ＡＸ＝ｂ的特解，但不知Ａ 的秩，求ＡＸ＝ｂ的通解．
先求Ａ 的秩，由方程组Ａｍ×ｎＸ＝ｂ有两个或多个特解，得到秩（Ａ）＜ｎ（如

秩（Ａ）＝秩（珚Ａ）＝ｎ，则其解惟一）即得到秩（Ａ）≤ｎ－１（或由ＡＸ＝０的线性无

关特解的个数ｋ及ｎ－秩（Ａ）≥ｋ，求 出 秩（Ａ）≤ｎ－ｋ））．再 在 矩 阵Ａｍ×ｎ中 找

出一个ｎ－１阶不等于零的子式，则秩（Ａ）≥ｎ－１，于是得到秩（Ａ）＝ｎ－１ 知

道了Ａ 的秩也就知道了ＡＸ＝０和ＡＸ＝ｂ的解的结构．
例１５［２０００年Ⅰ３４］　已知α１＝（０，１，０）Ｔ，α２＝（－３，２，２）Ｔ 是方程组

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３＝－１，

３ｘ１＋ｘ２＋４ｘ３＝１，

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３＝
烅
烄

烆 ｄ
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的两个解．求此方程组的全部解．
解法１　已知方程组ＡＸ＝ｂ有两个解，故秩（Ａ）＜３，即 秩（Ａ）≤２ 又 因

Ａ 的前两行不成比例，故秩（Ａ）≥２ 因而秩（Ａ）＝２，于是ＡＸ＝０的基础解系

只含一个解向量α１－α２＝（３，－１，－２）Ｔ．故其通解为

α１＋ｃ（α１－α２）＝（０，１，０）Ｔ＋ｃ（３，－１，－２）Ｔ．
解法２　因α１≠α２，故α１－α２≠０为ＡＸ＝０的解，因而３－秩（Ａ）≥１，即

秩（Ａ）≤２，又因Ａ 的前 两 行 不 成 比 例，故 秩（Ａ）≥２ 于 是 必 有 秩（Ａ）＝２，因

而ＡＸ＝０的一个基础解系 含 一 个 解 向 量，α１－α２ 则 该 方 程 的 全 部 解 为α１

＋ｃ（α１－α２）或α２＋ｃ（α１－α２），其中ｃ为任意常数。

解法３　因秩（Ａ）＝２，故方程组的第三个方程是多余方程，即原方程 与

下面方程组同解：

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３＝－１，

３ｘ１＋ｘ２＋４ｘ３＝１｛ 。

Ａ＝
１ －１ ２ －１［ ］３ １ ４ １

→
１ ０ ３／２ ０

０ １ －１／［ ］２ １
，

其基础解系为（－３／２，１／２，１），即α＝（－３，１，２）Ｔ．特解为η＝（０，１，０）Ｔ，因而

其通解为

ｃα＋η＝ｃ（－３，１，２）Ｔ＋（０，１，０）Ｔ．
类型（四）　利用线性方程组的向量形式求（证明）其解。

利用定理３４２１至定理３４２４中有关解向量形式的结论求（证）之．
例１６　已知４阶 矩 阵Ａ＝（α１，α２，α３，α４），α１，α２，α３，α４ 均 为４维 列 向

量，其中α２，α３，α４ 线性无关，α１＝２α２－α３ 若β＝α１＋α２＋α３＋α４，求线性方

程组ＡＸ＝ｂ的解．
解　由α２，α３，α４ 线 性 无 关 和α１＝２α２－α３＋０α４ 知，Ａ 的 秩 为３ 因 此

ＡＸ＝０的 基 础 解 系 只 包 含 一 个 解 向 量．将 ＡＸ＝０及 ＡＸ＝β写 成 列 向 量 形

式，即

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ３α３＝０， ①
ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ３α３＝β， ②

为求上方程组的一个解向量，只需 求 出 满 足 上 方 程 组 的ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ 即 可．
将α１－２α２＋α３＝α１－２α２＋α３＋０α４＝０与组①比较即知组①的一个解向量

为

（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝（１，－２，１，０）Ｔ．
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又由式②及β＝α１＋α２＋α３＋α４ 有

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４＝α１＋α２＋α３＋α４，

因而ｘ１＝ｘ２＝ｘ３＝ｘ４＝１，即（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ３）Ｔ＝（１，１，１，１）Ｔ 为ＡＸ＝β的 一

个特解，故ＡＸ＝β的通解为

ｋ（１，－２，１，０）Ｔ＋（１，１，１，１）Ｔ　（ｋ为任意常数）．
注意　例１６解法的关键是将线性方程组写成向量形式，即式①与式②．
题型四　由其解反求方程组的参数或其系数矩阵

一般根据 解 的 性 质（定 理 ３４２６），利 用 线 性 方 程 组 解 的 理 论（定 理

３４２５）求之．求出参数值后，应检验哪些参数值符合题设要求，应舍去与题

设不符的参数值．
类型（一）　已知ＡＸ＝０的解的情况，反求Ａ 中参数．
当Ａ 为方阵时，根据｜Ａ｜＝０（有非零解）或｜Ａ｜≠０（只 有 零 解）确 定Ａ 中

参数；当Ａ 不是方阵，即方阵个数与未知数个数不相等时，一般用秩（Ａ）的大

小确定解的情况，求出Ａ 中参数。常用初等行变换求出Ａ 的秩．
例１７［１９９８年Ⅱ１６］　设齐次方程组ＡＸ＝０有非零解，

Ａ＝

１ ２ ３

２ ｔ １

－１ ３ ２

熿

燀

燄

燅－２ １ －１

，

则ｔ＝
（Ａ）４．　　　（Ｂ）－４．　　　（Ｃ）－１．　　　（Ｄ）１．　　　（Ｅ）０．
解　根据解的判别法则应有秩（Ａ）＜３，而

Ａ→

１ ２ ３

０ ｔ－４ －５

０ ５ ５

熿

燀

燄

燅０ ５ ５

→

１ ２ ３

０ １ １

０ ０ －ｔ－１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

故当ｔ＝－１时，秩（Ａ）＝２＜３。仅（Ｃ）入选．
例１８［２００４年Ⅰ１２］（条件充分性判断）　ξ＝（－２，１，２）Ｔ 是齐 次 线 性 方

程组ＡＸ＝０的一个基础解系．

（１）Ａ＝

３ ４ ５

１ ２ ２
熿

燀

燄

燅１ ０ １

；　　（２）Ａ＝

１ ２ ２

－２ －４ －４
熿

燀

燄

燅２ ４ ４

．
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解　因ＡＸ＝０的 基 础 解 系 只 含 一 个 解 向 量，因 而ｎ－秩（Ａ）＝１，即 秩

（Ａ）＝ｎ－１＝３－１＝２ 而条件（２）中Ａ 的秩为１，故条件（２）不充分．
又条件（１）成立时，秩（Ａ）＝２且 Ａξ＝０，ξ是ＡＸ＝０的 解。条 件（１）充

分。仅 Ａ入选．
类型（二）　已知ＡＸ＝ｂ的解的情况，反求方程组中的参数．
常用两种方法求 之。第 一 种 方 法 是 计 算 行 列 式 法．当Ａ 为 方 阵 时 先 由

｜Ａ｜＝０（或｜Ａ｜≠０）确定参数可能取的值，再用是否满足秩（Ａ）＝秩（Ａｂ）＝
秩（珚Ａ）确定参数的取值，即用下述命题求之．

命题３４２２　设 Ａ 是ｎ 阶 矩 阵，若｜Ａ｜≠０，则 方 程 组 ＡＸ＝ｂ有 惟 一

解；若｜Ａ｜＝０，则方程组ＡＸ＝ｂ可能有无穷多解，也 可 能 无 解．当 秩（Ａ）＝秩

（珚Ａ）时有无穷多解，当秩（Ａ）＜秩（珚Ａ）时无解．
由命题３４２２易 知｜Ａ｜＝０是 方 程ＡＸ＝ｂ无 解 或 有 无 穷 多 解 的 必 要

条件．但仅由｜Ａ｜＝０还不 能 确 定 方 程 组ＡＸ＝ｂ是 无 解 还 是 有 无 穷 多 解，还

必须由秩（Ａ）与秩（珚Ａ）是否相等来判定．
第二种方法是初等行变换法．此法对任意矩阵Ａ 均适用，对珚Ａ 进行初等

行变换，看参数等于何值时有秩（Ａ）＝秩（珚Ａ），或秩（Ａ）≠秩（珚Ａ）．

例１９　 已 知 方 程 组

ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＝ａ，

３ｘ１－ｘ２－６ｘ３＝ａ＋２，

ｘ１＋４ｘ２＋１１ｘ３＝ａ
烅
烄

烆 ＋３

有 无 穷 多 解，那 么 ａ＝

．
解　线性方程组ＡＸ＝ｂ有解的充分必要条件是秩（Ａ）＝秩（珚Ａ），对 增 广

矩阵作初等行变换，有

珚Ａ＝

１ １ ２ ａ

３ －１ －６ ａ＋２

１ ４ １１ ａ





熿

燀

燄

燅＋３

→

１ １ ２ ａ

０ １ ３ １

０ ０ ０ ６－２





熿

燀

燄

燅ａ
．

由于秩（Ａ）＝２，而要秩（珚Ａ）＝２必６－２ａ＝０，ａ＝３，所以方程组有解的充

分必要条件是ａ＝３

例２０　已知方程组

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＋３ｘ４＝１，

２ｘ１＋ｘ２＋４ｘ３＋３ｘ４＝５，

ａｘ２＋２ｘ３－ｘ４

烅
烄

烆 ＝－６

无解，则ａ＝ ．

解　非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ无解的充分必要条件 是 秩（Ａ）≠秩（珚Ａ），

对增广矩阵作初等行变换有
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珚Ａ＝

１ ２ －１ ３ １

２ １ ４ ３ ５

０ ａ





熿

燀

燄

燅２ －１ －６

→

１ ２ －１ ３ １

０ １ －２ １ －１

０ ａ





熿

燀

燄

燅＋１ ０ ０ －７

，

可见，ａ＝－１时，秩（Ａ）＝２，秩（珚Ａ）＝３，线性方程组无解．
例２１（条 件 充 分 性 判 断）　 设 α＝（１，２，１）Ｔ，β＝ （１，１／２，０）Ｔ，γ＝

（－１／２，ｂ，ｃ）Ｔ，Ａ＝αβＴ，Ｂ＝βＴα，则方程组ＢＡ２Ｘ＝ＡＸ＋３ＢＸ＋３γ的 一 般 解

为

Ｘ＝ｃ（１，２，１）Ｔ＋（１，１，１）Ｔ．
（１）ｂ＝２，ｃ＝－１；　　（２）ｂ＝１，ｃ＝－１／２
解　易求得Ｂ＝βＴα＝２，Ａ２＝αβＴαβＴ＝α（βＴα）βＴ＝２αβＴ＝２Ａ，则

（ＢＡ２－Ａ－３ＢＥ）Ｘ＝（２Ａ２－Ａ－６Ｅ）Ｘ＝（３Ａ－６Ｅ）Ｘ＝３γ，

即 （Ａ－２Ｅ）Ｘ＝γ， ①

其中 Ａ－２Ｅ＝
熿

燀

燄

燅

１

２

１

１，１
２

，［ ］０ －

２ ０ ０

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅

熿

燀

燄

燅０ ０ ２

＝

－１ １／２ ０

２ －１ ０

１ １／

熿

燀

燄

燅２ －２

．

于是方程组①为

－１ １／２ ０

２ －１ ０

１ １／

熿

燀

燄

燅２ －２

ｘ１

ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅３
＝

－１／２熿

燀

燄

燅
ｂ

ｃ

． ②

因已知方程组②的通解为 Ｘ＝ｃ（１，２，１）Ｔ＋（１，１，１）Ｔ．为 求ｂ，ｃ只 需 将 特 解

（１，１，１）Ｔ代入方程组②即可．由

２×１－１×１＋０×１＝ｂ，　１×１＋（１／２）×１＋（－２）×１＝ｃ
解得ｂ＝１，ｃ＝－１／２。条件（２）充分，条件（１）不充分。仅Ｂ入选．

题型五　求两线性方程组的非零公共解

类型（一）　求两齐次线性方程组的非零公共解．
设两齐次线性方程组（Ⅰ）：ＡＸ＝０，方 程 组（Ⅱ）：ＢＸ＝０．其 非 零 公 共 解

常有下述求法：

１°将方程组（Ⅰ）和方程组（Ⅱ）联立，求解［］Ａ

Ｂ
Ｘ＝０，其非零解就是方程

组（Ⅰ）和方程组（Ⅱ）的非零公共解．

２°求出ＡＸ＝０和ＢＸ＝０的 通 解，令 其 相 等，求 出 通 解 中 任 意 常 数 的 表

示式，将其代入方程组（Ⅰ）或方程组（Ⅱ）的通解，即可求得其公共非零解．
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３°将方程组（Ⅰ）或 方 程 组（Ⅱ）的 通 解 代 入 方 程 组（Ⅱ）或 方 程 组（Ⅰ）

中，求出其任意常数的表示式，即可求得其公共非零解．
求法３°常用于已知一个方程组及另一个方程 组 的 通 解（或 基 础 解 系）的

情况下求其公共解．

例２２　设 方 程 组 （Ⅰ）为
ｘ１＋ｘ２＝０，

ｘ３－ｘ４＝０｛ ，
方 程 组 （Ⅱ）有 基 础 解 系 η１＝

（０，１，１，０），η２＝（－１，２，２，１）．求方程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）的全部公共解．
解法１　方程组（Ⅰ）和方程组（Ⅱ）的公共解也是方程组（Ⅱ）的解．从而

可写成

ｃ１η１＋ｃ２η２＝（－ｃ２，ｃ１＋２ｃ２，ｃ１＋２ｃ２，ｃ２）

的 形 式，同 时 它 又 是 方 程 组 （Ⅰ ）的 解，因 而 满 足 方 程 组 （Ⅰ ）

（－ｃ２）＋（ｃ１＋２ｃ２）＝０，

（ｃ１＋２ｃ２）－ｃ２＝０｛ ，
即ｃ１＋ｃ２＝０，ｃ２＝－ｃ１。于 是 方 程 组（Ⅰ）和 方 程 组

（Ⅱ）的所有公共解为

ｃ１η１＋ｃ２η２＝－ｃ２η１＋ｃ２η２＝ｃ２（η２－η１）＝ｃ２（－１，１，１，１），

其中ｃ２ 为任意常数．
解法２　由其基础解系构造一个齐次方程组（Ⅱ）′，使得它以η１，η２ 为基

础解系，这样的方程组不惟一，例 如 可 作 方 程 组（Ⅱ）′为
ｘ２－ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ４＝０｛ 。
所 求 的

全部公共解就是方程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）′的全部公共解。联立方程组（Ⅰ）

与方程组（Ⅱ）′得到

ｘ１＋ｘ２＝０，

ｘ３－ｘ４＝０，

ｘ２－ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ４＝０

烅

烄

烆 ，

其系数矩阵 Ａ＝

１ １ ０ ０

０ ０ １ －１

０ １ －１ ０

熿

燀

燄

燅１ ０ ０ １

经初等
→

行变换

１ ０ ０ １

０ １ ０ －１

０ ０ １ －１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

故该方程组的基础解系只含一个解向量α＝（－１，１，１，１）Ｔ，因而方程组（Ⅰ）

与方程组（Ⅱ）即与方程组（Ⅱ）′的所有公共解为ｃα＝ｃ（－１，１，１，１）Ｔ，ｃ为 任

意常数。
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类型（二）　求两非齐次线性方程组的公共解。

例２３［２０００年Ⅱ２３］　方程组

ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３＝２，

２ｘ１＋６ｘ２＋３ｘ３
｛ ＝６

　与　
－ｘ１－ｘ２＋３ｘ３＝４，

ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３
｛ ＝１０

的公共解是 。

解　求两方程组的公共解就是求上述四个方程联立的方程组

ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３＝２，

２ｘ１＋６ｘ２＋３ｘ３＝６，

－ｘ１－ｘ２＋３ｘ３＝４，

ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３

烅

烄

烆 ＝１０

的解。对上程组的增广矩阵Ａ 进行初等行变换将其化为行阶梯形矩阵，即

Ａ＝（Ａｂ）＝

１ ３ １ ２

２ ６ ３ ４

－１ －１ ３ ４







熿

燀

燄

燅

→

１ ５ ６ １０

１ ３ １ ２

０ １ ２ ３

０ ０ １ ２







熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

＝珚Ａ１＝（Ａ１ ｂ１）。

因秩（Ａ）＝秩（Ａ１）＝３＝ｎ，故 秩（Ａ）＝秩（Ａ）＝３＝ｎ。因 而 上 方 程 组 有 惟 一

解。将Ａ１ 用初等行变换化为含最高阶的单位矩阵的矩阵得到

珚Ａ →１

１ ０ ０ ３

０ １ ０ －１

０ ０ １ ２







熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

故其惟一解为ｘ１＝３，ｘ２＝－１，ｘ３＝２，即为（３，－１，２）Ｔ．
题型六　讨论两方程组同解的有关问题

设两线性方程组（Ⅰ）：ＡＸ＝ｂ，方程组（Ⅱ）：ＢＸ＝ｄ．其导 出 组（对 应 的 齐

次线性方程组）分别为方程组（Ⅲ）：ＡＸ＝０，方程组（Ⅳ）：ＢＸ＝０．
所谓方程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）同解，由其定义易知方程组（Ⅰ）的解也是

方程组（Ⅱ）的解，且方程组（Ⅱ）的解也是方程组（Ⅰ）的解。常用此定义讨论

两方程组同解的问题，有时也用下述同解的充分必要条件讨论之．
定理３４２７　方程组（Ⅰ）和方程组（Ⅱ）同 解 的 充 分 必 要 条 件 是 其 特

解相同，即方程组（Ⅰ）的任一特解 均 为 方 程 组（Ⅱ）的 特 解，反 之 亦 然。且 其

导出组的基础解系相同，即ＡＸ＝０的 任 一 基 础 解 系 是ＢＸ＝０的 基 础 解 系，

反之亦然．

·１０５·



定 理３４２８　方程组ＡＸ＝０与方程组ＢＸ＝０同解的充分必要条件是

它们有相同的基础解系．
值得注意的是，由定理３４２７易 知，仅 有 秩（Ａ）＝秩（Ｂ）不 能 保 证ＡＸ

＝０与ＢＸ＝０同解，秩（Ａ）＝秩（Ｂ）是ＡＸ＝０和ＢＸ＝０同解的必要条件而不

是充分条件．
例２４［２００２年Ⅰ３１］　已知线性方程组

（Ⅰ）
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

３ｘ１＋５ｘ２＋ｘ３＝７｛ ，
　（Ⅱ）

２ｘ１＋３ｘ２＋ａｘ３＝４，

２ｘ１＋４ｘ２＋（ａ－１）ｘ３＝ｂ＋４｛ ，

问ａ，ｂ为何值时，方程组（Ⅰ）和方程组（Ⅱ）有相同的解？并求此解．
解法１　方程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）有相同的解如理解为两方程组同解，

可如下求出ａ和ｂ。先求出方程组（Ⅰ）的通解，由

Ａ＝（Ａｂ）＝
１ １ １ １

（ ） →
３ ５ １ ７

１ ０ ２ －１
（ ）０ １ －１ ２

即知其特解为（－１，２，０）Ｔ，导 出 组 的 基 础 解 系 为（－２，１，１）Ｔ，于 是 方 程 组

（Ⅰ）的通解为

（－１，２，０）Ｔ＋ｋ（－２，１，１）Ｔ　（ｋ为任意实数）。 ①
因方程组（Ⅱ）与方程组（Ⅰ）同解，故 其 任 一 特 解 相 同，于 是（－１，２，０）Ｔ

也是方程组（Ⅱ）的特解，将其代入方程组（Ⅱ）的第二个方程得ｂ＝２，又 因 方

程组（Ⅱ）与方程组（Ⅰ）有 相 同 的 基 础 解 系，故（－２，１，１）Ｔ 也 是 方 程 组（Ⅱ）

的解，将其代入方程组（Ⅱ）导出组的任一方程得到ａ＝１
解法２　方程组（Ⅰ）和 方 程 组（Ⅱ）有 相 同 的 解 如 理 解 为 它 们 有 公 共 解

即方程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）联立有解，即［］Ａ

Ｂ
Ｘ＝ｂ有解，于是由

［］Ａ

Ｂ
＝

１ １ １ １

３ ５ １ ７

２ ３ ａ ４

２ ４ ａ－１ ｂ







熿

燀

燄

燅

→

＋４

１ １ １ １

０ １ －１ ２

０ ０ ａ－１ ０

０ ０ ０ ｂ

熿

燀

燄

燅－２

＝
Ａ１

Ｂ［ ］
１

。

于是当ｂ＝２（ａ为任意）时，方程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）总有公共解．
当ｂ＝２，ａ＝１时，其公共解即为方程组（Ⅰ）的通解（见式①）。

当ｂ＝２，ａ≠１ 时，
Ａ１

Ｂ［ ］
１

１ ０ ０ －１

０ １ ０ ２

０ ０ １ ０







熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

的 公 共 解 只 有 一 个 （－１，２，

·２０５·



０）Ｔ．
例２５（条件充分性判断）　方程组ＡＸ＝０与方程组ＢＸ＝０同解。

（１）若Ａα＝０，则Ｂα＝０；　　（２）秩（Ａ）＝秩（Ｂ）．

解　条件（１）成立，仅说明ＡＸ＝０的解为ＢＸ＝０的解，但 其 逆 不 一 定 成

立。条件（１）不充分．

若条件（２）成立，则有ｎ－秩（Ａ）＝ｎ－秩（Ｂ），仅 说 明 两 方 程 组 的 基 础 解

系所含解向量的个数相等，条件（２）单独也不充分。但当两条件联合起来后，

方程组ＡＸ＝０的基础解系α１，α２，…，αｎ－ｒ也是方程组ＢＸ＝０的解，且仍线性

无关。于是由于两方程组 的 基 础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 相 同，α１，α２，…，αｎ－ｒ

也是ＢＸ＝０的基础解系，从而ＢＸ＝０的 解 向 量 也 是ＡＸ＝０的 解 向 量，因 此

ＡＸ＝０与ＢＸ＝０同解．仅 Ｃ入选．

例２６　设Ａ 为ｎ 阶实矩阵，则

（１）方程组（Ⅰ）：ＡＸ＝０和方程组（Ⅱ）：ＡＴＡＸ＝０为同解方程组；

（２）秩（Ａ）＝秩（ＡＴＡ）。

证　因若有α是ＡＸ＝０的解向量，则Ａα＝０，因而ＡＴＡα＝ＡＴ（Ａα）＝ＡＴ

·０＝０，故ＡＸ＝０的解向量都是ＡＴＡＸ＝０的解向量，反之，若有向量β是方

程组ＡＴＡＸ＝０的解向量，则ＡＴＡβ＝０．于是

βＴ（ＡＴＡβ）＝（Ａβ）Ｔ（Ａβ）＝０，

设 Ａβ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ．

则 （Ａβ）Ｔ（Ａβ）＝［（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ］Ｔ（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ＝ｂ２
１＋ｂ２

２＋…＋ｂ２
ｎ＝０，

因而ｂ１＝ｂ２＝…＝ｂｎ＝０，于是Ａβ＝０。这说明ＡＴＡＸ＝０的解向量也是ＡＸ＝

０的解向量，故ＡＸ＝０和ＡＴＡＸ＝０同解．
（２）因ＡＸ＝０和ＡＴＡＸ＝０同解，故其基础解系也含有相 同 个 数 的 解 向

量。为方便计，设 Ａ 为 ｍ×ｎ 矩 阵，则 它 们 一 个 基 础 解 系 分 别 含 有ｎ－ 秩

（Ａ），ｎ－秩（ＡＴＡ）个 解 向 量．由ｎ－秩（Ａ）＝ｎ－秩（ＡＴＡ）得 到 秩（Ａ）＝ 秩

（ＡＴＡ）．
例２７　设Ａ，Ｂ 都是ｎ 阶方阵，齐次线性方程组ＡＸ＝０与ＢＸ＝０有相同

的基础解系ξ１，ξ２，ξ３，则ξ１，ξ２，ξ３ 也是方程组（　　）的基础解系．
（Ａ）（Ａ＋Ｂ）Ｘ＝０　　　　（Ｂ）ＡＢＸ＝０

（Ｃ）［］Ａ

Ｂ
Ｘ＝０ （Ｄ）以上结论都不正确
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解　由题设易 知［］Ａ

Ｂ
Ｘ＝０与ＡＸ＝０同 解，故ξ１，ξ２，ξ３ 也 是［］Ａ

Ｂ
Ｘ＝０

的基础解系．仅（Ｃ）入选．

习　题　３４２

（一）问题求解

１ 设矩阵Ａｍ×ｎ的秩等于ｍ＜ｎ，下述结论中正确的是

（Ａ）Ａ 的任意ｍ 个列向量此线性无关。

（Ｂ）Ａ 的任意一个ｍ 阶子式不等于零。

（Ｃ）齐次方程组ＡＸ＝０只有零解。

（Ｄ）非齐次方程组ＡＸ＝ｂ必有无穷多解。

２ 设α１，α２，α３ 是四元非齐次方程组ＡＸ＝ｂ的 三 个 解 向 量，且 秩（Ａ）＝

３，α１＋α２＝（１，２，３，４）Ｔ，α２＋２α３＝（２，３，４，５）Ｔ，ｋ和ｌ是任意常数，则ＡＸ＝ｂ
的通解是

（Ａ）

熿

燀

燄

燅

１

２

３

４

＋ｋ

－１

　０

　１

　

熿

燀

燄

燅２

．　　（Ｂ）１
２

熿

燀

燄

燅

１

２

３

４

＋ｋ

熿

燀

燄

燅

３

５

７

９

．　　（Ｃ）

熿

燀

燄

燅

１

１

１

１

＋ｋ

　１

　０

－１

熿

燀

燄

燅－２

．

（Ｄ）ｌ

熿

燀

燄

燅

１

１

１

１

＋ｋ

－１

　０

　１

　

熿

燀

燄

燅３

．　　（Ｅ）

熿

燀

燄

燅

３

５

７

９

＋１
２

熿

燀

燄

燅

１

１

１

１

．

３ 已知线性方程组

１ ２ ａ

１ ａ＋３ １
熿

燀

燄

燅１ ２ ４

ｘ１

ｘ２

ｘ

熿

燀

燄

燅３
＝
熿

燀

燄

燅

１

２

１

无解，则ａ＝

（Ａ）４．　　　（Ｂ）２．　　　（Ｃ）１．　　　（Ｄ）－１．　　　（Ｅ）－３．

４ 若α１＝（０，１，０）Ｔ，α２＝（－３，２，２）Ｔ 是方程组

ｘ１－ｘ２－２ｘ３＝－１，

３ｘ１＋ｘ２＋４ｘ３＝１，

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３＝
烅
烄

烆 ｄ

的

两个解，则
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（Ａ）α２－α１ 不是方程导出组的基础解系．
（Ｂ）α１－α２ 不是方程导出组的基础解系．
（Ｃ）方程组的通解是ｃ（α１－α２）＋α１（ｃ为任意常数）．
（Ｄ）方程组的通解是ｃ１（ｘ１－ｘ２）＋ｃ２（ｘ１＋ｘ２）（ｃ１，ｃ２ 为任意常数）．

５ 设 α１，α２，α３ 是 方 程 组 Ａ３×４Ｘ＝ｂ３×１ 的 三 个 解 向 量，其 中 α１ ＝
（１，２，０，０）Ｔ，α２＋α３＝（２，３，１，１）Ｔ，秩（Ａ）＝３，则ＡＸ＝ｂ的一般解是

（Ａ）Ｘ＝ｋα１＋α２＋α３．　　　（Ｂ）Ｘ＝α１＋ｋ（α２＋α３）。

（Ｃ）Ｘ＝ｋ（α２－α１）＋α３。 （Ｄ）Ｘ＝ｋ（α２＋α３－２α１）＋α１。

（Ｅ）Ｘ＝ｋ（α２－２α１）＋α１。

６ 设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，秩（Ａ）＝ｌ，则方程组ＡＸ＝β
（Ａ）在ｌ＝ｍ 时有解。 （Ｂ）在ｌ＝ｎ时有惟一解。

（Ｃ）在 ｍ＝ｎ时有惟一解。 （Ｄ）在ｌ＜ｎ时有无穷多解。

７ 已知非齐次线性方程组ＡＸ＝β有两个不同的解ξ１，ξ２，它的导出组有

基础解系η１，η２，则（　　）是ＡＸ＝β的通解．
（Ａ）ｃ１η１＋ｃ２η２ （ｃ１，ｃ２ 任意实数）

（Ｂ）ｃ１η１＋ｃ２（η１＋η２）＋（ξ１＋ξ２）／２（ｃ１，ｃ２ 为任意实数）

（Ｃ）ｃ１η１＋ｃ２（ξ１－ξ２）＋ξ１ （ｃ１，ｃ２ 为任意实数）

（Ｄ）ｃ１η１＋ｃ２η２＋（ξ１＋ξ２）（ｃ１，ｃ２ 为任意实数）

８ 要使ξ１＝（１，－１，０）Ｔ，ξ２＝（１，０，１）Ｔ 都 是 线 性 方 程ＡＸ＝０的 解，只

要Ａ 为

（Ａ）
１ １ －１［ ］－１ －１ １

．　　　　（Ｂ）
２ １ －１［ ］－１ －１ ２

．

（Ｃ）
１ ２ ３［ ］２ １ １

． （Ｄ）
１ １ ０

２ １ １
熿

燀

燄

燅１ ２ １

．

（二）条件充分性判断

１ｎ元线性方程组ＡＸ＝ｂ有惟一解．

（１）ＡＸ＝０只有零解；　　（２）秩（Ａ）＝ｎ．

２ 设α１，α２ 为ＡＸ＝０的 基 础 解 系，β１，β２ 是 ＡＸ＝ｂ 的 两 个 解，则 Ｘ＝

ｃ１（α１＋α２）＋ｃ２（α１＋ａα２）＋（ｋ１β１＋ｋ２β２）是ＡＸ＝ｂ的通解，其中ｃ１，ｃ２ 为任

意常数．
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（１）ａ＝－１，ｋ１＝２，ｋ２＝－１；　　（２）ａ＝２，ｋ１＝３，ｋ２＝－２

３ 三元齐次线性方程组ＡＸ＝０的通解是ｋ（１，１，１）Ｔ．

（１）Ａ 中每行元素之和均为零；　　（２）Ａ 的伴随矩阵Ａ 非零．

４ 将ｎ阶（ｎ≥２）矩阵Ａ 的前ｎ－１列形成的矩阵记作Ａ１，其第ｎ列记作

ｂ，则线性方程组Ａ１Ｘ＝ｂ无解．

（１）｜Ａ｜≠０；　　（２）１≤秩（Ａ）＜ｎ．

５ 方程组

ｘ１－ｘ２＝ａ１，

ｘ２－ｘ３＝ａ２，

ｘ３－ｘ４＝ａ３，

ｘ４－ｘ１＝ａ

烅

烄

烆 ４

有解．

（１）ａ１＋ａ２＝０；　　　　　（２）ａ３＋ａ４＝０．

６ 方程组

ｔｘ１＋ｘ３＝ａ，

２ｘ１＋ｔｘ２＋ｘ３＝ｂ，

ｔｘ１－２ｘ２＋ｘ３＝
烅
烄

烆 ｃ

有惟一解．

（１）ｔ≠０；　　　　　（２）ｔ≠２

７［２００３年Ⅱ１２］　线性方程组

ｘ１－ｔｘ２＝１，

ｘ２－ｔｘ３＝－１，

－ｘ１＋ｘ３

烅
烄

烆 ＝０

有无穷多解．

（１）ｔ＝－１；　　　　　（２）ｔ＝１

８ 线性方程组

（Ⅰ）
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

３ｘ１＋５ｘ２＋ｘ３
｛ ＝７

　与　（Ⅱ）
２ｘ１＋３ｘ２＋ａｘ３＝４，

２ｘ１＋４ｘ２＋（ａ－１）ｘ３＝ｂ｛ ＋４

是同解方程组．

（１）ａ＝１；　　　　　（２）ｂ＝２

（三）解答题

１［１９９７年Ⅱ３２］　当ａ取 何 值 时，线 性 方 程 组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝ａ，

ａｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

ｘ１＋ｘ２＋ａｘ３

烅
烄

烆 ＝１

有 惟

一解、无穷多解？并求解．
２［１９９８年Ⅰ３１］　已知线性方程组
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ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１，

ｘ２－ｘ３＋２ｘ４＝１，

２ｘ１＋３ｘ２＋（ａ＋２）ｘ３＋４ｘ４＝ｂ＋３，

３ｘ１＋５ｘ２＋ｘ３＋（ａ＋８）ｘ４＝５

烅

烄

烆 ，

问ａ，ｂ为何值时，方程组有无穷多组解，并求其解（用向量形式表示）．
３［２００２年Ⅱ３０］　线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３－ｘ４＝１，

ｘ１－ｘ２－２ｘ３－７ｘ４＝３，

ｘ２＋ａｘ３＋４ｘ４＝１，

ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４

烅

烄

烆 ＝７
在ａ为何值时有无穷多组解？并在此时求方程组的通解．

４［１９９９年Ⅱ３１］　设方程组

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３－３ｘ４＝０，

２ｘ１＋ｘ２－６ｘ３＋４ｘ４＝－１，

３ｘ１＋２ｘ２－８ｘ３＋７ｘ４＝－１，

ｘ１－ｘ２－６ｘ３－ｘ４＝ｔ

烅

烄

烆 ，

问ｔ为何值时，方程组（１）有惟一解；（２）有无穷多组解．

５［１９９８年Ⅱ３１］　已知方程组

－ｘ１－４ｘ２＋ｘ３＝１，

ｔｘ２－３ｘ３＝３，

ｘ１＋３ｘ２＋（ｔ＋１）ｘ３＝０
烅
烄

烆 ，
问ｔ为何值时，

方程组有无穷多组解，并写出其全部解（用向量形式表示）．
６ 设ξ１，ξ２，ξ３ 都 是 方 程 组 ＡＸ＝β 的 解，ξ１＝（２，０，５，－１），ξ２＋ξ３＝

（１，９，０，３），秩（Ａ）＝３，求该方程组的通解．
７ 已知 α１＝（－３，２，０）Ｔ，　α２＝（－１，０，－２）Ｔ

是线性方程组

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＝ａ４，

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＝１，

２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３

烅
烄

烆 ＝－４

的两个解，求此方程组的通解．

８ 已 知 方 程 组

ａｘ１＋ｘ２＋ｂｘ３＋２ｘ４＝ｃ，

ｘ１＋ｂｘ２－ｘ３－２ｘ４＝４，

－２ｘ１＋ｘ２－ｘ３－５ｘ４

烅
烄

烆 ＝１

的 通 解 是 （１，２，－１，０）Ｔ ＋

ｋ（１，－２，１，－１）Ｔ，求ａ和ｂ的值．

９ 设有四元线性方程组ＡＸ＝ｂ，秩（Ａ）＝３，又 已 知β１，β２，β３ 是 ＡＸ＝ｂ
的三个解，且β１＝（２，０，０，２）Ｔ，β２＋β３＝（０，２，２，０）Ｔ，求ＡＸ＝ｂ的通解．
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１０．设α１，α２，α３，α４ 是四元非齐次线性方程组ＡＸ＝ｂ的四个解向量，且

α１＋α２＝（２，４，６，８）Ｔ，α２＋α３＋α４＝（３，５，７，９）Ｔ，α１＋２α２－α３＝（２，０，０，

２）Ｔ．若秩（Ａ）＝２，则方程组ＡＸ＝ｂ的通解是 ．

１１ 已知４阶矩阵Ａ＝（α１，α２，α３，α４），α１，α２，α３，α４ 为４维列向量，其中

α１，α２ 线性无关，若α１＋２α２－α３＝β，α１＋α２＋α３＋α４＝β，２α１＋３α２＋α３＋

２α４＝β，ｋ１，ｋ２ 为任意常数，求ＡＸ＝β的通解．

１２ 已知方程组（Ⅰ）：
ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＝０，

２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３＝０｛ ，
方 程 组（Ⅱ）：ｘ１＋５ｘ３＝０，则

方程组（Ⅰ）与组方程（Ⅱ）的公共解是 ．

１３ 已知齐次线 性 方 程 组（Ⅰ）与 方 程 组（Ⅱ）同 解，其 中 方 程 组（Ⅰ）：

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３＝５，

ｘ２＋ｘ３
｛ ＝２

方程组（Ⅱ）：
ａｘ１＋４ｘ２＋ｘ３＝１１，

２ｘ１＋５ｘ２－ａｘ３
｛ ＝１６

则ａ＝ ．

３５　矩阵的特征值与特征向量的概念

（一）考试内容

矩阵的特征值和特征向量的概念．

定义３５１　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，若存在一个数λ和一个非零列向量α 满

足Ａα＝λα，则称数λ为Ａ 的一个特征值，称向量α为Ａ 的属于特征值λ 的特

征向量．

设Ａ 为ｎ 阶矩阵，如果Ａα＝λα （α≠０），即（λＥ－Ａ）α＝０，则α是齐次线

性方程组（λＥ－Ａ）Ｘ＝０的非零解。此方程组有非零解的充要条件是｜λＥ－Ａ

｜＝０。将λ看成未知数，｜λＥ－Ａ｜是关于λ的多项式，称ｆ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜为Ａ

的特征多项式，｜λＥ－Ａ｜＝０称为Ａ 的特征方程。从｜λＥ－Ａ｜＝０中求出的λ
就是Ａ 的特征值，也是特征方程的根，因而Ａ 的特征值也称为Ａ 的特征根．

（二）考试要求

理解矩阵的特征值和特征向量的概念，掌握其性质及求法．
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（三）常考题型及其解题方法技巧归纳

题型一　求矩阵的特征值

法一　用解方程法求之。

先算出特征多项式｜λＥ－Ａ｜，再 令｜λＥ－Ａ｜＝０，求 出 其 根，即 得 Ａ 的 特

征值．
当Ａ 为ｎ 阶矩阵时，其 特 征 多 项 式｜λＥ－Ａ｜是 关 于λ的 一 个ｎ 次 多 项

式，｜λＥ－Ａ｜＝０的根就是Ａ 的全部特征值。Ａ 的特征值中可能有复特征值，

但本书仅讨论Ａ 的实特征值及对应的特征向量．
若已知｜λ０Ｅ－Ａ｜＝０，则λ０ 就 是Ａ 的 一 个 特 征 值，其 中λ０ 为 一 个 已 知

数．

例１［１９９８年Ⅱ１７］　已知Ａ＝

１ ０ ０

０ －２ ４
熿

燀

燄

燅０ ４ －２

，则Ａ 的特征值为

（Ａ）１，－６，２。　　　　（Ｂ）－１，６，２。　　　　（Ｃ）１，１，２。

（Ｄ）１，－２，－２。 （Ｅ）１，６，－２。

解　由｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ ０ ０

０ λ＋２ －４

０ －４ λ＋２

＝（λ－１）［（λ＋２）２－１６］

＝（λ－１）（λ＋６）（λ－２）＝０，

得到Ａ 的特征值为λ１＝１，λ２＝－６，λ３＝２。仅（Ａ）入选．
例２　设三阶矩阵Ａ 满足｜Ａ－２Ｅ｜＝０，｜２Ａ＋３Ｅ｜＝０，｜３Ａ－Ｅ｜＝０，则Ａ

的三个特征值是

（Ａ）－２，３，－１．　　（Ｂ）－２，３／２，－１／３。　　（Ｃ）２，－３／２，１／３。

（Ｄ）２，３／２，１／３ （Ｅ）以上结论都不正确．
解　由｜Ａ－２Ｅ｜＝０得｜（－２）Ｅ－Ａ｜＝０，故λ１＝－２是Ａ 的特征值。由

２Ａ＋３Ｅ ＝０得

２ Ａ＋３
２（ ）Ｅ （－２） －３

２Ｅ－（ ）Ａ ＝（－２）３ －３
２Ｅ－Ａ ＝０，

即 －３
２Ｅ－Ａ ＝０，故λ２＝－３

２
为Ａ 的特征值．又

３Ａ－Ｅ ＝ ３ Ａ－１
３（ ）Ｅ （ ）＝ －３ １

３Ｅ－（ ）Ａ
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＝（－３）３ １
３Ｅ－Ａ ＝０，

即 １
３Ｅ－Ａ ＝０，故λ３＝１

３
为Ａ 的 特 征 值．因 而Ａ 特 征 值 为λ１＝－２，λ２＝

－３／２，λ３＝１／３．仅（Ｃ）入选．

例３　矩阵Ａ＝

１ －１ １

２ ４ －２
熿

燀

燄

燅－３ －３ ５

的全部特征值是

（Ａ）２，６，６．　（Ｂ）２，２，６．　（Ｃ）２，３，３．　（Ｄ）２，２，３．　（Ｅ）－２，３，３．

解　Ａ 的特征多项式为｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ １ －１

－２ λ－４ ２

３ ３ λ－５

。为将｜λＥ－Ａ｜

展开成λ的因式的乘积，先利用行列式性质将｜λＥ－Ａ｜化简，将其不含λ的某

元素消成零，使零所在的行或列出现λ的一次因式，即

λ－１ １ －１

－２ λ－４ ２

３ ３ λ－５

ｃ２＋ｃ


３
λ－１ ０ －１

－２ λ－２ ２

３ λ－２λ－５

＝（λ－２）
λ－１ ０ －１

－２ １ ２

３ １λ－５

ｃ１＋ｃ


３ （λ－２）
λ－２ ０ －１

０ １ ２

λ－２ １λ－５

＝（λ－２）２
１ ０ －１

０ １ ２

１ １λ－５

＝（λ－２）２（λ－５＋１－２）＝（λ－２）２（λ－６），

故Ａ 的特征值为λ１＝２（二重），λ２＝６ 仅（Ｂ）入选．
注意　按上述化简行列式的方 法 使 行 列 式 为λ的 二 次 或 一 次 多 项 式 再

展开行列式，不要一开始就展开，因 为 对λ的 三 次 多 项 式 因 式 分 解 是 不 方 便

的．
例４（条件充分性判断）　设有矩阵Ａｎ×ｎ，Ｂｎ×ｎ，则ＡＢ 和ＢＡ 有相同的特

征值．
（１）Ａ 可逆；　　（２）｜Ｂ｜≠０．
解　当条件（１）成立时，Ａ 可逆，有

｜λＥ－ＡＢ｜＝｜Ａ－１｜｜λＥ－ＡＢ｜｜Ａ｜＝｜Ａ－１（λＥ－ＡＢ）Ａ｜＝｜λＥ－ＢＡ｜．
条件（１）充分．当条件（２）成立时即Ｂ 可逆时，有

｜λＥ－ＡＢ｜＝｜Ｂ｜｜λＥ－ＡＢ｜｜Ｂ－１｜＝｜Ｂ（λＥ－ＡＢ）Ｂ－１｜＝｜λＥ－ＢＡ｜．
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条件（２）也充分。仅 Ｄ入选．
法二　利用特征值的定义Ａα＝λα 求之．
求抽象矩阵的特征值常用此 法 求 之．求 时 为 利 用 题 设 条 件 常 在 等 式Ａα

＝λα 两端左乘或右乘适当矩阵，且多次用到定义Ａα＝λα，最终化为ｇ（λ）α＝

０，由于α≠０，得到ｇ（λ）＝０，求出特征值λ．
例５（条件充分性判断）　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ 的特征值只能是－１或１。

（１）Ａ２＝Ｅ；　　（２）Ａ 可逆且Ａ＝Ａ－１．
解　设Ａ 的特征值为λ，属于λ的 特 征 向 量 为α，则Ａα＝λα。两 端 左 乘

Ａ，得到Ａ２α＝λＡα＝λ２α。

当条件（１）成立即Ａ２＝Ｅ 时，有α＝λ２α即（１－λ２）α＝０因α≠０，故λ２＝

１，λ＝±１ 条件（１）充分。当条件（２）成立时，在Ａα＝λα 左乘Ａ－１，则

α＝λＡ－１α＝λＡα＝λ２α，　即　（１－λ２）α＝０．
故１－λ２＝０，所以λ＝±１ 条件（２）也充分．仅 Ｄ入选．

例６（条件充分性判断）　可以求出Ａ＋５Ｅ 的一个特征值．
（１）λ＝３是矩阵Ａ 的特征值；　　（２）矩阵Ａ＋２Ｅ 不可逆．
解　当条件（１）成立时有Ａα＝３α （α≠０），则

（Ａ＋５Ｅ）α＝Ａα＋５α＝３α＋５α＝８α （α≠０），

因而λ＝８是Ａ＋５Ｅ 的一个特征值。条件（１）充分．
当条件（２）成立时，有｜Ａ＋２Ｅ｜＝０，即

｜（－１）（－２Ｅ－Ａ）｜＝０，　｜－２Ｅ－Ａ｜＝０．
因而－２为Ａ 的一个特征值，于是有

Ａα＝－２α，　（Ａ＋５Ｅ）α＝Ａα＋５α＝－２α＋５α＝３α （α≠０），

即λ＝３为Ａ＋５Ｅ 的一个特征值。条件（２）充分。仅 Ｄ入选．
法三　当秩（Ａ）＝１时可使用下述命题求之。

命 题３５１　设ｎ阶矩阵Ａ＝（ａｉｊ）．若秩（Ａ）＝１，则Ａ 有ｎ－１个零特征

值λ１＝λ２＝…＝λｎ－１＝０，另一个特征值为λｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ．

例７［２００４年Ⅱ９］　三阶矩阵Ａ 的元素全为２，则Ａ 的特征值为

（Ａ）０，６，－６　（Ｂ）０，０，６　（Ｃ）０，０，－６　（Ｄ）０，２，６ （Ｅ）２，２，２．
解　因Ａ 的元素全为２，故秩（Ａ）＝１。由命题３５１知其特征值有ｎ－１

＝３－１＝２个零，另一个为主对角线上的元素之和即为６ 仅（Ｂ）入选．
法四　利用特征值的下列性质求之。
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命题３５２　设ｎ阶矩阵Ａ＝（ａｉｊ）的特征值为λ１，λ２，…λｎ，则

（１）∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ；　　（２）

ｎ

ｉ＝１
λｉ＝｜Ａ｜．

例８　三阶矩阵Ａ 的特征值为１，－１，２，矩阵Ｂ＝Ａ３－５Ａ２，则｜Ｂ＋４Ｅ｜
＝

（Ａ）１６．　　（Ｂ）８．　　（Ｃ）１０．　　（Ｄ）－２．　　（Ｅ）０．
解　Ａ 的三个特征值为１，－１，２，则Ｂ 的三个特征值为

ｆ（λ）＝λ３－５λ２，　λ＝１，－１，２，

即 ｆ（１）＝－４，　ｆ（－１）＝－８，　ｆ（２）＝－１２，

则Ｂ＋４Ｅ 的三个特征值为

－４＋４＝０，　－８＋４＝－４，　－１２＋４＝－８，

故｜Ｂ＋４Ｅ｜＝０×（－４）×（－８）＝０。仅（Ｅ）入选．

例９　设Ａ＝

１ ２ －２

４ －３ ３
熿

燀

燄

燅２ －１ １

，则Ａ 的三个特征值是

（Ａ）１，０，－２．　　（Ｂ）１，１，－３．　　（Ｃ）３，０，－２．　　（Ｄ）２，０，－３．

解法１　由∑
３

ｉ＝１
ａｉｉ＝λ１＋λ２＋λ３，即λ１＋λ２＋λ３＝－１即 可 排 除（Ｃ）．又 因

Ａ 的第２、第３列成比例，故｜Ａ｜＝０，于是由｜Ａ｜＝λ１λ２λ３ 知，Ａ 的 三 个 特 征 值

必有一个是零，于是排除（Ｂ）。下用λ取特殊值的方法先判定１是 否 为Ａ 的

特征值．因为

｜Ｅ－Ａ｜＝

０ －２ ２

－４ ４ －３

－２ １ ０

＝－４≠０，

故λ＝１不是Ａ 的特征值。仅（Ｄ）入选．

解法２　由｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －２ ２

－４ λ＋３ －３

－２ １ λ－１

＝
λ－１ －２ ０

－４ λ＋３ λ
－２ １ λ

＝λ

λ－１ －２ ０

－４ λ＋３ １

－２ １ １

＝
λ－１ －２ ０

－２ λ＋２ ０

－２ １ １

＝λ（λ＋３）（λ－２）＝０，

得到λ１＝０，λ２＝－３，λ３＝２ 仅（Ｄ）入选．
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题型二　求矩阵的特征向量

类型（一）　求矩阵的全部特征值与全部特征向量。

一般求ｎ阶矩阵Ａ 的全部特征值和全部特征向量的方法和步骤如下：

１°求Ａ 的特征多项式｜λＥ－Ａ｜，解方程｜λＥ－Ａ｜＝０得矩阵Ａ 的全部特

征值λｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ），其中可能有重根或复根；

２°对每个不同的λｉ （１≤ｉ≤ｎ）解 齐 次 线 性 方 程 组（λｉＥ－Ａ）Ｘ＝０，如

秩（λｉＥ－Ａ）＝ｋｉ，则 可 得 此 方 程 组 的 基 础 解 系α１，α２，…，αｎ－ｋｉ
，于 是 矩 阵 Ａ

的属于特征值λｉ 的全部特征向量为

ｃ１α１＋ｃ２α２＋…＋ｃｎ－ｋｉαｎ－ｋｉ

其中ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｋｉ
是不全为零的常数．

例１０　求ｎ阶矩阵的特征值和特征向量

（１）Ａ＝

ａ

ａ



熿

燀

燄

燅ａ

；　　（２）Ａ＝

ａ ａ … ａ

ａ ａ … ａ
… … …

ａ ａ …

熿

燀

燄

燅ａ

（ａ≠０）．

解　（１）令｜λＥ－Ａ｜＝

λ－ａ ０ … ０

０ λ－ａ  …

…   ０

０ … ０ λ－ａ

＝（λ－ａ）ｎ＝０，得Ａ 的

特征值λ＝ａ（ｎ重）。解（ａＥ－Ａ）Ｘ＝０，由 于 秩（ａＥ－Ａ）＝０故 任 意ｎ个 线 性

无关的向量都可充当Ａ 的特征向量，例如

ε１＝（１，０，…，０），　ε２＝（０，１，０，…，０），…，　εｎ＝（０，…，０，１）．
（２）因秩（Ａ）＝１，由命题３５１知Ａ 的特征值有

λ１＝０（ｎ－１重）　和　λ２＝ｎａ．
解（λ１Ｅ－Ａ）Ｘ＝－ＡＸ＝０因ａ≠０，用初等行变换可化为

－Ａ→

１ １ … １

０ ０ … ０
… … …

０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

，

因秩（Ａ）＝１，故属于λ１＝０的线性无关的特征向量为

α１＝（－１，１，０…，０），α２＝（－１，０，１，０，…，０），…，αｎ－１＝（－１，０，…，０，１），

所以属于λ１＝０的所有特征向量为
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ｃ１α１＋ｃ２α２＋…＋ｃｎ－１αｎ－１　（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１不全为零）。

当λ２＝ｎａ时，解（λ２Ｅ－Ａ）Ｘ＝０．因

　　λ２Ｅ－Ａ＝ｎａＥ－Ａ＝

（ｎ－１）ａ －ａ … －ａ

－ａ （ｎ－１）ａ  …

…   －ａ

－ａ … －ａ （ｎ－１）

熿

燀

燄

燅ａ

ｒｉ（１／ａ
→
）

ｎ－１ －１ … －１

－１ ｎ－１  …

…   －１

－１ … －１ ｎ

熿

燀

燄

燅－１

ｒｉ＋（－１）ｒ１

ｉ＝２，３，…，ｎ
→

－１

ｎ－１ －１ －１ … －１

－ｎ ｎ ０ … ０

－ｎ ０ ｎ  …

… …   ０

－ｎ ０ … ０

熿

燀

燄

燅ｎ

ｒｉ（１／ｎ）

ｉ＝２，３，…，ｎ
→

－１

ｎ－１ －１ －１ … －１

－１ １ ０ … ０

－１ ０ １  …

… …   ０

－１ ０ …

熿

燀

燄

燅０ １

ｒ１＋ｒ
→
ｉ

０ ０ ０ … ０

－１ １ ０ … ０

－１ ０ １  …

… …   ０

－１ ０ …

熿

燀

燄

燅０ １

→
　

－１ １ ０ … ０

－１ ０ １  …

… …   ０

－１ ０ … ０ １

　０ ０ …

熿

燀

燄

燅０ ０

，

故（ｎａＥ－Ａ）Ｘ＝０的一个基础解中只含一个解向量

α＝（１，１，１，…，１）Ｔ，
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其所有的特征向量为ｃα（ｃ为不等于零的任意实数）。

例１１［１９９９年Ⅱ３０］　已 知 矩 阵Ａ＝

２ －１ ２

－１ ２ ２
熿

燀

燄

燅２ ２ －１

，求Ａ 的 特 征 值

和其中最小特征值对应的特征向量．

解　｜λＥ－Ａ｜＝
λ－２ １ －２

１ λ－２ －２

－２ －２ λ＋１

ｒ１－ｒ２

ｒ３＋２ｒ


２

λ－３ ３－λ ０

１ λ－２ －２

０ ２λ－６ λ－３

＝（λ－３）（λ－３）
１ －１ ０

１ λ－２ －２

０ ２ １

＝（λ－３）２
１ ０ ０

１ λ－１ －２

０ ２ １

＝（λ－３）２（λ－１＋４）

＝（λ－３）２（λ＋３），

故Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝３，λ３＝－３ 最小特征值为λ３＝－３，下求属λ３＝－３
的特征向量，即解（－３Ｅ－Ａ）Ｘ＝０．由

－３Ｅ－Ａ＝

－５ １ －２

１ －５ －２
熿

燀

燄

燅－２ －２ －２

→

１ －１ ０

０ ２ １
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

＝Ａ１，

因而秩（－３Ｅ－Ａ）＝２，（－３Ｅ－Ａ）Ｘ＝０ 的 一 个 基 础 解 系 只 含 ｎ－
秩（－３Ｅ－Ａ）＝３－２＝１个解向量α，由Ａ１ 即可写出为α＝（１，１，－２）Ｔ，所以

Ａ 的属于特征值λ３＝－３的全部特征向量为ｋα（ｋ为不等于零的常数）．
类型（二）　求矩阵的部分特征向量。

常用定义Ａα＝λα （α≠０）求之．

例１２　矩阵Ａ＝

３ －４ －４

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅２ －２ －３

有一个特征向量是

（Ａ）（１，０，－１）Ｔ．　　　　　　　（Ｂ）（３，３，－６）Ｔ．
（Ｃ）（４，－１，２）Ｔ． （Ｄ）（１，１，－２）Ｔ．
解　若α是Ａ 的特征向量，那 么ｋα （ｋ≠０）仍 是Ａ 的 特 征 向 量．因 此 若

（Ｂ）正确，则（Ｄ）也正确．由Ａα＝λα，α≠０知α与Ａα 的坐标应当成比例．但
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Ａ（１，１，－２）Ｔ≠λ（１，１，－２）Ｔ，故（Ｄ）不能入选，（Ｂ）亦应排除．
因Ａ（１，０，－１）Ｔ＝（７，０，５）Ｔ≠λ（１，０，－１）Ｔ，即（１，０，－１）Ｔ 与（７，０，５）Ｔ

坐标不成比例，所以（１，０，－１）Ｔ 不是Ａ 的特征向量，（Ａ）不 正 确。用 排 除 法

可知应选（Ｃ），或由下式即知仅（Ｃ）入选：

３ －４ －４

０ ２ ０
熿

燀

燄

燅２ －２ －３

　４

－１

　

熿

燀

燄

燅２
＝

　８

－２

　

熿

燀

燄

燅４
＝２

　４

－１

　

熿

燀

燄

燅２
．

例１３（条件充分性判断）　非零向量α是矩阵Ａ 的特征向量．
（１）α是ＡＸ＝０的解；　　（２）Ａα，α线性相关．
解　当条件（１）成立时有Ａα＝０＝０α，因而０为Ａ 的特征向量，非零向量

α是Ａ 的属于特征值０的特征向量。条件（１）充分．
当条件（２）成立时，有Ａα与α 线性相关，因而其对应分量成比例。于 是

有Ａα＝ｋα，则α是Ａ 的属于特征值ｋ 的特征向量。条件（２）充分，仅Ｄ入选．
例１４　设Ａ 是ｎ 阶实对称矩阵，Ｐ 是ｎ 阶 可 逆 矩 阵，已 知ｎ维 列 向 量α

是Ａ 的属于特征值λ 的特征向量，则矩阵（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ 属于特 征 值λ的 特 征 向

量是

（Ａ ）Ｐ－１λ．　　（Ｂ）ＰＴα．　　（Ｃ）Ｐα．　　（Ｄ）（Ｐ－１）Ｔα．
解　注意到α≠０，Ｐ 为 可 逆 矩 阵，则 ＰＴα≠０，事 实 上，如 ＰＴα＝０，则

（ＰＴ）－１ＰＴα＝（ＰＴ）－１·０＝０，即α＝０与α≠０矛盾．
因（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ＝ＰＴＡＴ（Ｐ－１）Ｔ＝ＰＴＡ（ＰＴ）－１，Ａα＝λα，将ＰＴＡ（ＰＴ）－１与 Ａ

比较易知，由Ａ 产 生 出ＰＴＡ（ＰＴ）－１ 先 产 生 ＰＴＡ，为 此 在 Ａα＝λα 两 端 左 乘

ＰＴ，得到

ＰＴＡα＝λＰＴα，

因ＰＴα≠０，在上式左端能出现因子ＰＴα，则对应于λ的特征向量即为ＰＴα，为

此将上式左端恒变形得到

ＰＴＡ（ＰＴ）－１ＰＴα＝λＰＴα，

即 ［ＰＴＡ（ＰＴ）－１］ＰＴα＝ＰＴＡＴ（Ｐ－１）ＴＰＴα＝（Ｐ－１ＡＰＴ）ＰＴα＝λＰＴα。

故（Ｐ－１ＡＰＴ）的对应于特征值λ的特征向量为ＰＴα．仅（Ｂ）入选．
题型三　已知一矩阵的特征值、特征向量，求相关联矩阵的特征值、特征

向量

类型（一）　已知一矩阵的特征值求相关联矩阵的特征值。

利用下述命题求之。
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命题３５３　设矩阵Ａ 的特征值为λ，Ａ 的属于特征值λ 的特征向量为

α，则

（１）对任何常数ｃ，ｃＡ 的特征值为ｃλ；

（２）对任何自然数ｋ，Ａｋ 的特征值为λｋ；

（３）Ａ 的多项式ｆ（Ａ）的特征值为ｆ（λ）；

（４）若Ａ 可逆，则Ａ－１的特征值不等于零，且为λ－１；

（５）若Ａ 可逆，Ａ 的特征值为｜Ａ｜／λ；

（６）ＡＴ 的特征值为λ；

（７）Ｂ１＝Ｐ－１ＡＰ的特征值为λ；

（８）Ｂ２＝（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ（Ａ＝ＡＴ）的特征值为λ．
既要会利用命题３５３由矩阵Ａ 的特征值求出相关联矩阵的特征值，也

要会由相关联矩阵的特征值反求矩阵Ａ 的特征值，特别要会由Ａ 的特征值

反求Ａ 的特征值．
例１５［１９９９年Ⅰ１３］　已知λ为可逆矩阵Ａ 的特征值，Ａ 为Ａ 的伴随矩

阵，则

（Ａ）Ａ 可逆，且｜Ａ｜／λ是Ａ 的特征值。

（Ｂ）Ａ 不可逆，但｜Ａ｜／λ是Ａ 特征值。

（Ｃ）Ａ 可逆，且－λ｜Ａ｜是Ａ 的特征值。

（Ｄ）Ａ 不可逆，但－λ｜Ａ｜是Ａ 的特征值。

（Ｅ）不可判断Ａ 可逆否。

解法１　因Ａ 可逆，故｜Ａ｜≠０，由ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ 得 到（Ａ／｜Ａ｜）Ａ ＝Ｅ，故

Ａ 可逆，且（Ａ）－１＝Ａ／｜Ａ｜．
由题设有Ａα＝λα，其中α为Ａ 的属于λ 的特征向量，则

ＡＡα＝λＡα． ①
又因Ａ 可逆，故λ≠０，于是由式①得到

Ａα＝（１／λ）ＡＡα＝（｜Ａ｜／λ）Ｅα＝（｜Ａ｜／λ）Ｅα＝（｜Ａ｜／λ）α．
即｜Ａ｜／λ为Ａ 的特征值，其他选项都不对．仅（Ａ）入选．

解法２　利用命题３５３（５）即知．仅（Ａ）入选．
例１６　 设 Ａ 为ｎ 阶 矩 阵 （ｎ≥２），Ａ 为 其 伴 随 矩 阵，｜Ａ｜＝３ 秩

（２Ｅ＋Ａ）＝ｎ－１，则Ａ 有一个特征值

（Ａ）－３／２。　　　（Ｂ）－２／３。　　　（Ｃ）３／２。　　　（Ｄ）２／３。

解法１　２Ｅ＋Ａ 为ｎ阶矩阵，而秩（２Ｅ＋Ａ ）＝ｎ－１，故｜２Ｅ＋Ａ｜＝０，
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即｜Ａ －（－２）Ｅ｜＝０，所 以Ａ 有 一 个 特 征 值－２，于 是 由｜Ａ｜／λ＝－２得 到

λ＝｜Ａ｜／（－２）＝－３／２为Ａ 的一个特征值．仅（Ａ）入选．
解法２　因｜Ａ｜＝３，故Ａ 可逆，且Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１＝３Ａ－１，于是

｜２Ｅ＋Ａ｜＝｜２Ｅ＋３Ａ－１｜＝０，　即　｜Ａ｜｜２Ｅ＋３Ａ－１｜＝｜２Ａ＋３Ｅ｜＝０，

亦即｜Ａ－（－３／２）Ｅ｜＝０，故－３／２为Ａ 的一个特征值．仅（Ａ）入选．
例１７［２００２年Ⅰ１６］　已知Ａ 为ｎ 阶矩阵，满足（Ａ－Ｅ）２＝３（Ａ＋Ｅ）２，则

（１）Ａ 可逆；（２）Ａ＋Ｅ 可逆；（３）Ａ＋２Ｅ 可逆；（４）Ａ＋３Ｅ 可逆．
以上结论正确的有

（Ａ）一个。　　　（Ｂ）两个。　　　（Ｃ）三个。　　　（Ｄ）四个。

解　根据特征值的性质，Ａ＋ＣＥ 可逆，则｜－ＣＥ－Ａ｜≠０，－Ｃ 不 是Ａ 的

特征值．
而条件（Ａ－Ｅ）２＝３（Ａ＋Ｅ）２，即Ａ２＋４Ａ＋Ｅ＝Ｏ．于 是 当λ是Ａ 的 特 征

值时，λ２＋４λ＋１是Ａ２＋４Ａ＋Ｅ 的特征值，从而λ２＋４λ＋１＝０．而此方程的解

为 槡－２± ３，是无理数，于是０，－１，－２，－３都不是Ａ 的 特 征 值，从 而 四 个 矩

阵都是可逆的．仅（Ｄ）入选．
例１８（条件充分性判断）　可确定－１为ｎ阶矩阵Ａ 的特征值．
（１）ＡＡＴ＝Ｅ；　　（２）｜Ａ｜＝－１
解　条件（１）与条件（２）单 独 都 不 充 分。当 条 件（１）成 立 时，由 ＡＡＴ＝Ｅ

得到Ａ－１＝ＡＴ。因而当λ为Ａ 的 特 征 值 时，１／λ为Ａ－１的 特 征 值，λ也 为ＡＴ

的特征值。于是由Ａ－１＝ＡＴ 得到１／λ＝λ即λ２＝１，λ＝±１即当条件（１）成立

时，Ａ 的特征值为１或为－１。又由命题３５２知｜Ａ｜等于Ａ 的所有特征值之

积，故当条件（２）成立时，有｜Ａ｜＝－１，故－１必 为Ａ 的 特 征 值．于 是 条 件（１）

与条件（２）联合起来充分。仅 Ｃ入选．
例１９（条件充分性判断）　设Ａ 为三阶矩阵，有｜Ａ｜＝０，可确定矩阵Ｅ＋

Ａ 必可逆．
（１）｜２Ａ－３Ｅ｜＝０；　　（２）｜３Ａ＋２Ｅ｜＝０．
解　由｜Ａ｜＝０知Ａ 也有一特征值为０，因而Ｅ＋Ａ 也有一特征值为１＋

０＝１；当条件（１）成立由

２Ａ－３Ｅ ＝ （－２） ３
２Ｅ－（ ）Ａ ＝（－２）３ ３

２Ｅ－Ａ ＝０

知｜（３／２）Ｅ－Ａ｜＝０．因 而 Ａ 有 一 特 征 值３／２，Ｅ＋Ａ 有 一 特 征 值１＋３／２＝

５／２但不能保证Ｅ＋Ａ 的另一个特征值不为零，因而条件（１）不充分．
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同样，当条件（２）成立时，由

３Ａ＋２Ｅ ＝ （－３） －２
３Ｅ－（ ）Ａ ＝（－３）３ －２

３Ｅ－Ａ ＝０

仅说明Ａ 有一特征值－２／３，因而Ｅ＋Ａ 的另一个特征 值 为１－２／３＝１／３，不

能保证另一特征值不等于零，所以条件（２）也不充分．但当条件（１）与条件（２）

联合起来时，这时由于Ｅ＋Ａ 有三个非零 特 征 值λ１＝１，λ２＝５／２，λ３＝１／３，故

Ｅ＋Ａ 必可逆，仅 Ｃ入选．
类型（二）　已知一矩阵的特征向量，求相关联矩阵的特征向量．
利用特征向量的下列诸性质判别之．
命题３５４　设矩阵Ａ 的属于特征值λ 的特征向量为α，则

（１）α是矩阵ＣＡ 的属于特征值ｃλ 的特征量；

（２）α是矩阵Ａｋ 的属于特征值λｋ 的特征向量；

（３）α是矩阵多项式ｆ（Ａ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉＡｉ 的属于特征值ｆ（λ）＝∑

ｍ

ｉ＝０
ａｉλｉ 的特征

向量；

（４）α是矩阵Ａ－１（如果Ａ 可逆）的属于特征值１／λ的特征向量；

（５）α是矩阵Ａ 的属于特征值｜Ａ｜／λ的特征向量；

（６）Ｐ－１α是矩阵Ｐ－１ＡＰ的属于特征值λ 的特征向量；

（７）ＰＴα是矩阵（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ（Ａ＝ＡＴ）的属于特征值λ的特征向量．
既要会利用上述命题 由 矩 阵 Ａ 的 特 征 向 量 求 相 关 联 矩 阵 的 特 征 向 量，

也要会由相关联矩阵的特 征 向 量 利 用 上 述 命 题 反 求 矩 阵 Ａ 的 特 征 向 量，特

别要会由Ａ 的特征向量，反求Ａ 的特征向量．
为了便于记忆，特将命题３５３和命题３５４的内容归纳成下表３５１

表３５１　相关联矩阵的特征值、特征向量一览表

矩阵 Ａ ＣＡ Ａｋ ｆ（Ａ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｉＡｉ Ａ－１ Ａ ＡＴ Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ

（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ

（Ａ＝ＡＴ）

特征值 λ ｃλ λｋ ｆ（λ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｉλｉ １

λ
｜Ａ｜
λ λ λ λ

特征向量 α α α α α α
不一

定是α
Ｐ－１α ＰＴα

命题３５５　设ｎ阶矩阵Ａ 的一个特征值为λ，Ａ 的属于λ 的线性无关
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的特征向量为α１，α２，…，αｔ，则Ａ 的属于λ 的 全 部 特 征 向 量 为ｋ１α１＋ｋ２α２＋
…＋ｋｔαｔ，其中ｋ１，ｋ２，…，ｋｔ 是不全为零的任意常数．

命题３５６　矩阵Ａ 的同一个特征向量不可能是属于不同特征 值 的 特

征向量，即Ａ 的一个特征向量只能属于Ａ 的一个特征值．
由命题３５１６易知下述命题成立。

命题３５７　设λ１，λ２，…，λｍ 为ｎ 阶矩阵Ａ 的互不相同特征值，αｉ 为属

于λｉ 的特征向量（ｉ＝１，２，…，ｍ），则ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ 不 是Ａ 的 特 征

向量．
例２０　设α 是矩阵Ａ 属于特征值λ 的特征向量，则α 不是特征向 量 的

矩阵是

（Ａ）Ａ－２Ｅ．　　（Ｂ）３Ａ．　　（Ｃ）ＡＴ．　　（Ｄ）Ａ２．　　（Ｅ）－Ａ．
解　仅（Ｃ）入选．这是因为

（λＥ－Ａ）Ｘ＝０　与　（λＥ－ＡＴ）Ｘ＝０
是不同的方程组，其解不同，因而Ａ 与ＡＴ 的特征 向 量 是 不 同 的，由Ａα＝λα，

易推得

（Ａ－２Ｅ）α＝Ａα－２Ｅα＝（λ－２）α，

（３Ａ）α＝３Ａα＝（３λ）α，

Ａ２α＝Ａ（Ａα）＝λＡα＝λ２α，

（－Ａ）α＝－Ａα＝－λα＝（－λ）α．
可见Ａ－２Ｅ，３Ａ，Ａ２，－Ａ 的特征值不同，但α仍是这些矩阵 的 特 征 向 量。仅

（Ｃ）入选．
例２１［２００４年Ⅰ２６］　设Ｘ１，Ｘ２ 是三阶矩阵Ａ 的属于特 征 值λ１ 的 两 个

线性无关的特征向量，Ｘ３ 是Ａ 的属于特征值λ２ 的特征向量，且λ１≠λ２，则

（Ａ）ｋ１Ｘ１＋ｋ２Ｘ２ 是Ａ 的特征向量．
（Ｂ）ｋ１Ｘ１＋ｋ２Ｘ３ 是Ａ 的特征向量．
（Ｃ）Ｘ１＋Ｘ２ 是２Ａ－Ｅ 的特征向量．
（Ｄ）Ｘ２＋Ｘ３ 是２Ａ－Ｅ 的特征向量．
（Ｅ）以上结论都不正确（其中ｋ１，ｋ２ 是任意常数）．
解　因２Ａ－Ｅ 为Ａ 的矩阵多项式，其特征向量与Ａ 的特征向量相同，而

Ｘ１，Ｘ２ 为Ａ 的特征向量，故 线 性 组 合 Ｘ１＋Ｘ２ 也 是Ａ 的 特 征 向 量。因 而 Ｘ１

＋Ｘ２ 也是２Ａ－Ｅ 的特征向量．
因（Ａ）中未交代ｋ１ 与ｋ２ 不全为零，如ｋ１＝ｋ２＝０，显然ｋ１Ｘ１＋ｋ２Ｘ２ 不是
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Ａ 的特征向量；因Ｘ２，Ｘ３ 属于Ａ 的不同特征值的特征向量，故其线性组合Ｘ２

＋Ｘ３ 不是Ａ 的特征向量，也不是２Ａ－Ｅ 的 特 征 向 量。同 理，ｋ１Ｘ１＋ｋ２Ｘ３ 也

不是Ａ 的特征向量。事实上，当ｋ１＝ｋ２＝０时，显 然 不 是。当ｋ１，ｋ２ 不 全 为

零时，有可能是也可能不是。如全 不 为 零 时，不 是；如 其 中 有 一 个 等 于 零，则

是．仅（Ｃ）入选．
例２２［２００５年Ⅰ２１］（条件充分性判断）　β＝（３，２，１）Ｔ 是Ａ 的一个特征

向量．
（１）α１＝（１，１，０）Ｔ，α２＝（１，０，１）Ｔ 是三阶矩阵Ａ 属于特征值λ１＝－２的

两个特征向量；

（２）α３＝（－１，－１，１）Ｔ 是三阶矩阵Ａ 属于特征值λ２＝０的特征向量．
解　当条件（１）成立时，因α１，α２ 为

（Ａ－λＥ）Ｘ＝［Ａ－（－２）Ｅ］Ｘ＝（Ａ＋２Ｅ）Ｘ＝０
的解向量，β＝２α１＋α２＝（３，２，１）Ｔ，故β 也 是 上 方 程 组 的 解 向 量，即β＝
（３，２，１）Ｔ是Ａ 的一个特征向量．条件（１）充分。

当条件（２）成立，即α３ 为（Ａ－０Ｅ）Ｘ＝ＡＸ＝０的非零解向量时，β绝不可

能再为Ａ 的特征向量，如果是，则同一个Ａ 的特征向量β 既属于特征值λ１＝

－２的特征向量又属于特征值λ２＝０的特征向量．由命题３５６知，这是不可

能的。条件（２）不充分。仅（Ａ）入选．
题型四　已知特征值或（和）特征向量，求矩阵中的待定常数

类型（一）　已知特征值，求矩阵中的待定常数．
利用特 征 值 的 性 质 即 命 题 ３５２ 求 之，有 时 也 利 用 特 征 值 的 定 义

｜λ０Ｅ－Ａ｜＝０求之．
如果已知矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ的 所 有 特 征 值λ１，λ２，…，λｎ，还 可 通 过 比 较Ａ

的两个特征多项式，即

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－ａ１１ －ａ１２ … ａ１ｎ

－ａ２１ λ－ａ２２  …

…   ａｎ－１，ｎ

－ａｎ１ … ａｎ，ｎ－１ λ－ａｎｎ

与｜λＥ－Ａ｜＝（λ－λ１）（λ－λ２）…（λ－λｎ）的系数求出待定常数．

例２３　若Ａ＝

２ ｘ ２

５ ｙ ３

－１ ｚ

熿

燀

燄

燅－２

的特征值为－１，－１，－１，则ｘ，ｙ，ｚ之 值
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是

（Ａ）ｘ＝１，ｙ＝－３，ｚ＝０．　　　（Ｂ）ｘ＝－１，ｙ＝３，ｚ＝０．
（Ｃ）ｘ＝－１，ｙ＝－３，ｚ＝１． （Ｄ）ｘ＝－１，ｙ＝－３，ｚ＝０．
（Ｅ）以上结论都不正确．
解法１　由命题３５２知

２＋ｙ－２＝－１－１－１，　即　ｙ＝－３
又由λ＝－１得到

｜－Ｅ－Ａ｜＝０，　即　（－１）３｜Ｅ＋Ａ｜＝０，

－｜Ｅ＋Ａ｜＝－

２ ｘ ２

５ ｙ ３

－１ ｚ －２

＝－

１ ｘ＋２ｚ ０

２ ｙ＋１＋３ｚ ０

０ ｚ －１

＝ｙ＋１＋３ｚ－２（ｘ＋２ｚ）＝１－２ｘ－ｚ＋ｙ＝０，

即 －２ｘ－ｚ＝２． ①
又由｜Ａ｜＝（－１）（－１）（－１）＝－１得到

｜Ａ｜＝

１ ｘ＋ｚ ０

５ ｙ ３

－１ ｚ －２

＝７ｘ＋４ｚ－２ｙ＝－１，

即 ７ｘ＋４ｚ＝－７。 ②
联立式①与式②解得ｘ＝－１，ｚ＝０。仅（Ｄ）入选．

解法２　因　｜λＥ－Ａ｜＝
λ－２ －ｘ －２

－５ λ－ｙ －３

１ －ｚ λ＋２

＝λ３－ｙλ２＋（－２－５ｘ－３ｚ）λ－７ｘ＋２ｙ－４ｚ，

又Ａ 的特征值为－１，－１，－１，故

｜λＥ－Ａ｜＝（λ＋１）３＝λ３＋３λ２＋３λ＋１
比较Ａ 的特征多项式的上述两个表示式得到

－ｙ＝３，　－２－５－３ｚ＝３，　－７ｘ＋２ｙ－４ｚ＝１，

解得ｘ＝－１，ｙ＝－３，ｚ＝０。仅（Ｄ）入选．

例２４（条件充分性判断）　设矩阵Ａ＝

ａ ０ ｂ

０ ２ ０

ｂ

熿

燀

燄

燅０ －２

可确定ａ，ｂ的值．

（１）Ａ 的特征值之和为１；　　（２）Ａ 的特征值之积为－１２
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解　当条件（１）和条件（２）单 独 成 立 时 都 不 充 分．但 两 条 件 联 合 时，由 命

题３５２有

｜Ａ｜＝λ１·λ２·λ３＝－１２＝２（－２ａ－ｂ２），　即　２ａ＋ｂ２＝６，

λ１＋λ２＋λ３＝１＝ａ＋２－２＝ａ．
将ａ＝１代入上式即得ｂ＝±２，故ａ＝１，ｂ＝２，或ａ＝１，ｂ＝－２ 条件（１）与条

件（２）联合后充分．仅 Ｃ入选．

例２５　已知４阶矩阵Ａ＝

２ ２ ４ ６

２ １ ３ ２

２ ０ ２ ｘ

熿

燀

燄

燅２ ３ １ ２

有一个零特征值，则

（Ａ）ｘ为任意数．（Ｂ）ｘ＝１．（Ｃ）ｘ＝２ （Ｄ）ｘ＝－２ （Ｅ）ｘ＝０．
解　因Ａ 有一个零特征值，故｜Ａ｜＝０，而

｜Ａ｜＝２

１ １ ２ ３

２ １ ３ ２

２ ０ ２ ｘ

２ ３ １ ２

＝２

１ １ ２ ３

０ －１ －１ －４

０ －２ －２ ｘ－６

０ １ －３ －４

＝（－２）
１ １ ４

－２ －２ ｘ－６

１ －３ －４

＝（－２）
１ １ ４

０ ０ ｘ＋２

０ －４ －８

＝（－２）
０ ｘ＋２

－４ －８
＝（－２）４（ｘ＋２），

故ｘ＝－２ 仅（Ｄ）入选．
类型（二）　给出分量已知的特征向量，求矩阵中的待定常数．
常用特征值，特征向量的定义Ａα＝λα （α≠０）及分量已知的特征向量建

立方程组求出待定常数．
事实上Ａα＝λα 这是一个含特征值及待定常数的方程组．

例２６［２００３年Ⅱ３０］　已知（１，－１，０）Ｔ 是矩阵Ａ＝

ａ －１ １

－１ ０ ｂ

１ ｂ

熿

燀

燄

燅１
的属

于λ０ 是一个特征向量，则λ０，ａ，ｂ的值分别为

（Ａ）１，１，０．　　（Ｂ）－１，１，２．　　（Ｃ）０，０，１．　　（Ｄ）１，０，１．
（Ｅ）以上结论都不正确．
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解　由题设有Ａ（１，－１，０）Ｔ＝λ０（１，－１，０）Ｔ，即

ａ －１ １

－１ ０ ｂ

１ ｂ

熿

燀

燄

燅１

　１

－１

　

熿

燀

燄

燅０
－λ０

　１

－１

　

熿

燀

燄

燅０
＝

　λ０

－λ０

　

熿

燀

燄

燅０



ａ＋１＝λ０，

－１＝－λ０，

１－ｂ＝０
烅
烄

烆 ．

解得λ０＝１，ａ＝０，ｂ＝１ 仅（Ｄ）入选．

例２７　设矩阵Ａ＝

ａ －１ ｃ

５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

熿

燀

燄

燅ａ
，且｜Ａ｜＝－１，又设Ａ 的伴随矩阵

Ａ 有特征值λ０，属于λ０ 的特 征 向 量 为α＝（－１，－１，１）Ｔ，求ａ，ｂ，ｃ和λ０ 的

值．

解法１　设与Ａ 的一个特征值λ０ 相对应的Ａ 的特征值为λ，则

｜Ａ｜／λ＝λ０，　即　λ＝｜Ａ｜／λ０．

又因Ａ 的属于λ０ 的特征向量为α，故Ａ 的属于λ 的特征向量为α，于是有

Ａα＝λα＝（｜Ａ｜／λ０）α，　即　λ０Ａα＝－α， ①

由 λ０

ａ －１ ｃ

５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

熿

燀

燄

燅ａ

－１

－１

　

熿

燀

燄

燅１
＝

　１

　１
熿

燀

燄

燅－１

，

有

λ０（－ａ＋１＋ｃ）＝１，

λ０（－５－ｂ＋３）＝１，

λ０（－１＋ｃ－ａ）
烅
烄

烆 ＝－１

②

③

④

②－④得λ０＝１，将其代入式②、式③得ｂ＝－３，ａ＝ｃ．再由｜Ａ｜＝－１和ａ＝ｃ
有

ａ －１ ａ

５ －３ ３

１－ａ ０ －ａ

＝ａ－３＝－１

所以ａ＝ｃ＝２ 因此ａ＝ｃ＝２，ｂ＝－３，λ０＝１

解法２　由题设知Ａα＝λ０α，用Ａ 左乘此式两端得ＡＡα＝λ０Ａα．因为

ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ＝－Ｅ，所以上式变 为λ０Ａα＝－Ｅα＝－α．这 样 就 得 到 解 法１中

的式①．下面与解法１相同（略）．

注意　如由Ａα＝λα 得 到 的 方 程 个 数 小 于 参 数 个 数，再 利 用 其 他 条 件

（如上例｜Ａ｜＝－１）求之．
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习　题　３５

（一）问题求解

１ 设４阶矩阵Ａ 满足条件｜３Ｅ＋Ａ｜＝０，ＡＴＡ＝２Ｅ，｜Ａ｜＜０，则矩阵Ａ 的

伴随矩阵的一个特征值为

（Ａ）－４／３．　　（Ｂ）４／３．　　（Ｃ）３／４．　　（Ｄ）－３／４．　　（Ｅ）３．

２ｎ阶矩阵Ａ 满足Ａ３－２Ａ２＋Ａ＝Ｏ，则正确的结论是

（Ａ）Ａ 的特征值至少有一个为零． （Ｂ）Ａ 的特征值至少有两个为１．

（Ｃ）Ａ 的特征值为０，１，１及其他． （Ｄ）Ａ 的特征值全为零或全为１．

（Ｅ）Ａ 的特征值只能是从０，１中取．

３ 下述结论中不正确的是

（Ａ）Ａ 与ＡＴ 有相同的特征多项式．

（Ｂ）若λ是Ａ 的特征值，则 方 程 组（λＥ－Ａ）Ｘ＝０的 非 零 解 向 量 必 是 Ａ

的对应于λ 的特征向量．

（Ｃ）若λ＝０是Ａ 的 一 个 特 征 值，则 齐 次 线 性 方 程 组 ＡＸ＝０必 有 非 零

解．

（Ｄ）Ａ 的特征向量的线性组合仍为Ａ 的特征向量．

（Ｅ）Ａ 的一个特征值可对应于多个特征向量，但Ａ 的一个特征向量只能

属于Ａ 的一个特征值．

４ 已知矩阵Ａ＝

１ α １

α １ β
１ β

熿

燀

燄

燅１
有三个特征值０，１，２，则

（Ａ）α＝１，β＝１　　　　（Ｂ）α＝１，β＝０． （Ｃ）α＝０，β＝１．

（Ｄ）α＝０，β＝０．　　　　（Ｅ）α＝２，β＝２

５［２００３年Ⅰ３０］　设Ｘ＝（１，－１，２）Ｔ 是矩 阵Ａ＝

２ １ ２

２ ｂ ａ

１ ａ

熿

燀

燄

燅３
的 一 个 特

征向量，则ａ，ｂ的值为

（Ａ）５，２． （Ｂ）１，－３． （Ｃ）－３，１． （Ｄ）－１，３． （Ｅ）２，５
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６ 向量α＝（１，１，－１）Ｔ 是三阶矩阵Ａ＝

２ －１ ２

５ ａ ３

－１ ｂ

熿

燀

燄

燅－２

的一个特征

向量，则ａ，ｂ和α 的特征值λ 是

（Ａ）ａ＝３，ｂ＝０，λ＝－１． （Ｂ）ａ＝－３，ｂ＝０，λ＝１．
（Ｃ）ａ＝－３，ｂ＝０，λ＝－１． （Ｄ）ａ＝３，ｂ＝０，λ＝１．

７ 已知向量α＝（１，１，２）Ｔ 是 矩 阵Ａ＝

１ －３ ３

６ ｘ －６

ｙ

熿

燀

燄

燅－９ １３

的 逆 矩 阵Ａ－１的

特征向量，则

（Ａ）ｘ＝－１０，ｙ＝－９． （Ｂ）ｘ＝－１０，ｙ＝９．
（Ｃ）ｘ＝１０，ｙ＝－９． （Ｄ）ｘ＝１０，ｙ＝９．

８ 已知ｎ阶矩阵Ａ 的ｎ 个特征值全为零，则正确的结论是

（Ａ）Ａ＝Ｏ。 （Ｂ）秩（Ａ）＝０。 （Ｃ）秩（Ａ）＜ｎ－１（ｎ＞２）。

（Ｄ）｜Ａ｜＝０。 （Ｅ）Ａ 的伴随矩阵Ａ ＝Ｏ．
（二）条件充分性判断

１ 设Ａ 为ｎ 阶矩阵，且｜Ａ｜＝１，可确定１是Ａ 的一个特征值．
（１）ＡＴＡ＝Ｅ； （２）ｎ为奇数．

２ 设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ 的特征值是０或１
（１）Ａ２＝Ａ； （２）｜Ａ｜＝０．

３ｎ阶矩阵Ａ 有特征值５
（１）ＡＴ 有特征值５； （２）矩阵Ａ 各行元素之和均为５

４α＝（３，－１，ａ）是矩阵Ａ＝

－１ ０ ２

１ ２ １

１ ３

熿

燀

燄

燅ａ
的特征向量．

（１）ａ＝１； （２）ａ＝０．
（三）解答题

１ 求矩阵Ａ＝

１ １ １ １

１ １ １ １

１ １ １ １

熿

燀

燄

燅１ １ １ １

的非零特征值和特征向量．
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２ 设矩阵Ａ＝

１ －３ ３

３ ａ ３

６ －６

熿

燀

燄

燅ｂ
有特征值λ１＝－２，λ２＝４ 试求ａ，ｂ的值．

３ 已知矩阵Ａ＝

１ －１ ａ

１ ３ ５
燄

燅０ ０ ２

只 有 一 个 线 性 无 关 的 特 征 向 量，求 Ａ 的

三个特征值，并求参数ａ．

４ 求矩阵Ａ＝

０ ２ １

－２ ０ ３
熿

燀

燄

燅－１ －３ ０

的实特征值．

５ 若λ＝２是可逆矩阵Ａ 的一个特征值，求矩阵 （１／３）Ａ［ ］２ －１的 一 个 特

征值．
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第４篇　概 率 论

４１　随机事件与概率

（一）考试内容

随机事件，事件的关系及其运算，概率及性质，条件概率及独立性

（二）考试要求

理解随机事件与随机试验的意义，根据随机试验的条件正确求出样本空

间及样本空间所包含的样本点；理 解 事 件 的 四 种 关 系：包 含 关 系、相 等 关 系、

对立关系和互不相容的关系；掌握事件的并、交、差的运算及其运算法则
理解古典型概率定义，掌握古典 型 概 率 的 计 算 方 法，掌 握 概 率 的 基 本 性

质．
理解条件概率及事件独立性等概念，熟练掌握概率加法定理、乘法定理，

会用事件独立性计算概率；掌握贝努 利 公 式，会 用 这 个 公 式 计 算 有 关 事 件 概

率

４１１　随机事件及其运算

１ 随机现象

在一定事件下必然发生某种结果的现象称为确定性现象在 一 定 条 件

下可能出现的结果多于一个，而且事前无法确切预知到底会出现什么结果的

现象称为不确定性现象或随机现象
随机现象具有以下特点：它在一 次 试 验 中 呈 现 偶 然 性，而 在 多 次 重 复 试
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验中呈现规律性
概率论就是研究随机现象统计规律的一个数学分支

２ 随机试验

为了掌握随机现象的统计规律而对随机现象进行的大量观测或实验，其

可能出现的试验结果在上一个，这样的试验称为随机试验简称试验 随机试

验有下述特点：

１°可重复性　在相同条件下试验可重复地进行；

２°随机性　在一次试验中可能出现哪一种结果事先无法确定；

３°全体结果的可知性　试 验 有 多 种 可 能 的 结 果，且 试 验 的 所 有 可 能 结

果试验之前都已知

３ 随机事件

在一次试验中可能出现，也可能不出现的结果称为随机事件 随机事件

通常用大写字母Ａ，Ｂ，Ｃ 等表示
基本（随机）事件　试验中可能 出 现 的 最 基 本 结 果，称 为 基 本 随 机 事 件，

简称基本事件
必然事件　每次试验中都一定出现的结果称为必然事件，记作Ω。

不可能事件　每次试验中都不出现的结果称为不可能事件，记作
例如掷一枚骰子的试验，｛点 数 为 偶 数｝是 随 机 事 件，｛点 数 为５｝为 基 本

事件，｛点数小于７｝是必然事件，｛点数小于１｝是不可能事件
题型一　描绘随机试验的样本空间

一个随机事件的每一种可能的结果称为该试验的样本点所 有 样 本 点

的集合称为该试验的样本空间，记作Ω
样本点就是基本事件 任 何 随 机 事 件 都 可 看 作 若 干 个 样 本 点 的 集 合

事件Ａ 发生就是指事件Ａ 所包 含 的 某 个 样 本 点 在 试 验 中 发 生，但 不 可 能 事

件不包含任何样本点，它就是空集 样本空间Ω 和空集是Ω 的两个特殊子

集，它们作为特殊的随机事件处理
样本空间由随机试验的方式和目的所确定当 然 不 同 的 随 机 试 验 具 有

不同的样本空间 就是同一个随机试 验 由 于 目 的 和 划 分 的 方 式 不 一 样 也 可

能得到不同的样本空间 因此在构造样本空间时，一定要仔细考察随机试验

的条件和方式
样本空间所包含的样本点可能 是 有 限 的，也 可 能 是 无 限 的；可 能 是 有 顺

序的样本点，也可能是无序的样本点
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例１　写出下列试验的样本空间：

（１）掷一枚骰子，考虑它出现的点数；

（２）掷一枚骰子，考虑它出现点数的奇偶性
解　（１）设掷骰子这个随机事件的基本事件为 Ａｉ＝｛骰 子 出 现ｉ点｝，则

样本空间为

Ω＝｛Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４，Ａ５，Ａ６｝，　且　ＡｉＡｊ＝ （ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，３，４，５，６）
（２）设该试验 的 基 本 事 件 为 Ｂ１＝｛出 现１，３，５点｝；Ｂ２＝｛出 现２，４，６

点｝，其样本空间为Ω＝｛Ｂ１，Ｂ２｝，Ｂ１Ｂ２＝
注意　由例１看出，同一试验的样本空间Ω 可以有不 同 划 分，它 依 赖 于

所考虑的随机事件
例２　写出下列随机试验的样本空间：

（１）任取一支灯管，观察它的寿命；

（２）连续两次抛一枚硬币，观察出现正面和反面的情况；

（３）连续抛一枚硬币，直至出现正面为止，观察抛硬币的次数；

（４）一次抛两枚硬币，观察出现正面和反面的情况
解　（１）灯管的使用寿命不可能是负数，可以是大于或等于零的任何实

数，故Ω＝｛ｔ｜ｔ≥０｝
（２）在这个 随 机 试 验 中 样 本 点 是 有 顺 序 的，所 有 可 能 的 结 果 为 Ｗ１＝

｛正，正｝，Ｗ２＝｛正，反｝，Ｗ３＝｛反，反｝，Ｗ４＝｛反，正｝ 因此样本空间为

Ω＝｛Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３，Ｗ４｝＝｛（正，正），（正，反），（反，反），（反，正）｝
（３）第一次抛时可能就 出 现 正 面，也 可 能 是 第 二 次、第 三 次……才 出 现

正面，因而其样本点为无限，Ω＝｛１，２，３，…｝。

（４）在这个随机试验中不 考 虑 样 本 点 的 顺 序，所 有 可 能 的 结 果 为 Ｗ１＝
｛两个全是 正 面｝，Ｗ２＝｛－ 正，一 反｝，Ｗ３＝｛两 个 全 是 反 面｝ 因 此 Ω＝
｛Ｗ１，Ｗ２，Ｗ３｝

例３　计算下列随机试验样本空间中及下列事件中的样本点数：

（１）１０件产品中有２件次品 从 中 随 机 抽 取 两 次，每 次１件，抽 取 不 放

回．
事件Ａ＝｛两件中至少有一件次品｝，事件Ｂ＝｛已知第一次抽到次品｝
（２）掷一枚骰子两次，得两个点数
事件Ａ＝｛两数之和不超过６｝，事件Ｂ＝｛第一次得的数小于第二次得的

数｝。
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解　（１）样本空间样本 点 数 为 第 一 次 抽 有１０种 可 能，余 下 的 抽 第 二 次

就有９种可能，总共有１０×９＝９０个样本点
因第一次得次品，第二次为正品有Ｃ１

２Ｃ１
８ 种，第一次正品，第二次为次品

又有Ｃ１
２Ｃ１

８ 种，再加上两次全为次品有两种，事件Ａ 总共有３４个样本点
第一次抽到次品有２种，第二次可以随便抽取有９种，事件Ｂ 总共有１８

个样本点
（２）样本空间的样本点数为６２＝３６个 先求事件Ａ 的样本点数
设第一个数为１，第二个数有５种可能与１之和不超过６
设第一个数为２，３，４时，第二个数分别有４，３，２种可能使两数之和不超

过６ 事件Ａ 总共有样本点１４个
设第一个数为１，２，３，４，５时，第二个数分别有５，４，３，２，１种可 能，事 件

Ｂ 总共有样本点数为５＋４＋３＋２＋１＝１５个
题型二　用事件的运算表示事件

事件间的关系与运算，在集合论中的表示方法及其在概率论中的含义列

表归纳为表４１１。

表４１１　事件间关系与运算

文字描述 集合论中的表示法 概率论中的含义

（１）事件Ｂ 包含事件Ａ
（或事件Ａ 包含事件Ｂ）

ＢＡ
（或ＡＢ）

事件Ａ 发生，则 事 件 Ｂ 必 发 生（或

事件Ｂ 发生则事件Ａ 必发生）

事件Ａ 与Ｂ 相等 Ａ＝Ｂ
事件Ａ 发 生，则 Ｂ 也 发 生，反 之 亦

然

事件Ａ 与Ｂ 的和（或并） Ａ＋Ｂ 或Ａ∪Ｂ 两事件Ａ，Ｂ 中至少有一事件发生

事件Ａ 与Ｂ 的积（或交） ＡＢ 或Ａ∩Ｂ
事件ＡＢ 发生，当且仅当Ａ 与Ｂ 同

时发生

事件Ａ 与Ｂ 的差 Ａ－Ｂ 事件Ａ 发生，而事件Ｂ 不发生

事件Ａ 与Ｂ 互不相容

（或互斥）
ＡＢ＝或

Ａ∩Ｂ＝
事件Ａ 与Ｂ 不可能同时发生

事件Ａ 与Ｂ 对立

（或互逆）

ＡＢ＝，Ａ∪Ｂ＝Ω，

记Ｂ＝Ａ

事件Ａ 发生，当且仅当事件Ａ 不发

生
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有限个事件Ａ１，…，Ａｎ

（ｎ≥２）构成完备事件组

∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝Ω，ＡｉＡｊ＝，

ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ

ｎ个事件Ａ１，…，Ａｎ 不能

同时都不发生，且 任 何 两 事 件 也 不

可能同时发生

事件运算法则有：

１°交换律　Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ，ＡＢ＝ＢＡ；

２°结合律　Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）＝（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ，Ａ（ＢＣ）＝（ＡＢ）Ｃ；

３°分配律　（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ，ＡＢ＋Ｃ＝（Ａ＋Ｃ）（Ｂ＋Ｃ）；

４°摩根律　Ａ＋Ｂ＝Ａ∩Ｂ，Ａ∩Ｂ＝Ａ＋Ｂ，一般有

∪
ｎ

ｉ＝１
＝∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，　∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ

在样本空间中常要讨论不同事 件 之 间 的 关 系 和 运 算，为 了 直 观，常 用 几

何图形来表示事件 一般用某一个 矩 形 区 间 表 示 样 本 空 间 该 区 域 的 一 个

子区间表示一个事件 这样便可以用 集 合 表 示 事 件 的 各 种 关 系 和 运 算 法 则


如图４１１１所示，用来表示事件关系及其运算法则的图称为文氏图

图４１１１

利用事件的运算，可将一个事件 表 示 成 与 其 等 价 的 多 种 不 同 形 式，在 计

算概率时可以根据不同条件（如包含、互不相容、相互对立、相互独立等）和需

要而选取其恰当形式
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例４　设事件Ａ 表示｛甲是女生，乙吸烟，丙戴眼镜｝，则事件Ａ表示

（Ａ）甲是男生，乙不吸烟，丙不戴眼镜
（Ｂ）甲是女生，乙不吸烟，丙戴眼镜
（Ｃ）甲是女生，乙吸烟，丙不戴眼镜
（Ｄ）甲是男生，乙吸烟，丙戴眼镜
（Ｅ）甲是男生或乙不吸烟或丙不戴眼镜
解　设事件Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 分别表示｛甲是女生｝，｛乙吸烟｝，｛丙戴眼镜｝，依

题意有Ａ＝Ｂ１Ｂ２Ｂ３，则

Ａ＝Ｂ１Ｂ２Ｂ３＝Ｂ１＋Ｂ２＋Ｂ３。

其含义是甲是男生或乙不吸烟或丙不戴眼镜 仅（Ｅ）入选
例５　设Ａ，Ｂ，Ｃ 为任意三个事件，试用事件的运算表示下列事件：

（１）仅有Ａ 发生；　　　　　　　（２）Ａ，Ｂ，Ｃ 都不发生；

（３）Ａ，Ｂ，Ｃ 不都发生； （４）Ａ，Ｂ，Ｃ 中至少有两个发生；

（５）Ａ，Ｂ，Ｃ 中不多于两个发生
解　（１）仅有Ａ 发生的含义是Ａ 发生，Ｂ、Ｃ 都不发生，因而用事件的运

算表示应为ＡＢＣ
（２）ＡＢＣ。

（３）ＡＢＣ 为Ａ，Ｂ，Ｃ 都发生，而Ａ，Ｂ，Ｃ 不都发生即 为 事 件Ａ，Ｂ，Ｃ 同 时

发生是不可能的，应为ＡＢＣ；或Ａ，Ｂ，Ｃ 不 都 发 生 理 解 为Ａ，Ｂ，Ｃ 至 少 有 一 个

事件不发生，因而也可表示为Ａ＋Ｂ＋Ｃ
（４）因有三个事件，Ａ，Ｂ，Ｃ 中至少有两个 发 生，其 含 义 是 至 少 有 两 个 事

件发生，另一个事件不发生 于是

珡ＡＢＣ＋Ａ珚ＢＣ＋ＡＢ珚Ｃ　或　ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ
（５）不多于两个发生，包含两个发生、一个发生、三个事件都不发生，为

珡ＡＢＣ＋ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珡Ａ珚ＢＣ＋珡ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ
例６　｛事件Ａ１ 或Ａ２ 发生，但 不 同 时 发 生，且 事 件 Ａ３ 发 生｝可 以 表 示

为

（Ａ）Ａ１Ａ３　　　　　　　（Ｂ）Ａ２Ａ３　　　　　（Ｃ）（Ａ１＋Ａ２）Ａ３

（Ｄ）（Ａ１Ａ２＋Ａ１Ａ２）Ａ３ （Ｅ）以上结论都不正确

解　可表示为（Ａ１Ａ２＋Ａ１Ａ２）Ａ３ 仅（Ｄ）入选
例７　某地区共有１００家工厂，其中有８０家工厂能生产甲种产品（设为

Ａ），有６１家工厂能生产乙种产品（设为Ｂ），有５５家工厂能生产甲、乙两种产
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品（设为Ｃ）。试用Ａ，Ｂ，Ｃ 表示下列各类工厂，并算出各类工厂的数目。

（１）只能生产甲种产品的工厂；

（２）只能生产乙种产品的工厂；

（３）甲、乙两种产品至少能生产其中一种的工厂；

（４）甲、乙两种产品都不能生产的工厂。

解　（１）只能生产甲种产品的工厂数目为

Ａ－ＡＢ＝Ａ－Ｃ＝８０－５５＝２５，

即有２５家工厂只能生产甲种产品
（２）只能生产乙种产品的工厂数目为

Ｂ－ＡＢ＝Ｂ－Ｃ＝６１－５５＝６，

即有６家工厂只能生产乙种产品
（３）甲、乙两种产品中至少能生产其中一种的工厂数目为

　　Ａ＋Ｂ＝｛只能生产甲种产品的工厂｝＋｛只能生产乙种产品的工厂｝

＋｛甲、乙两种产品都能生产的工厂｝

＝（Ａ－Ｂ）＋（Ｂ－Ａ）＋ＡＢ

＝（Ａ－ＡＢ）＋（Ｂ－ＡＢ）＋ＡＢ＝２５＋６＋５５＝８６
（４）甲、乙两种产品都不能生产的工厂数目为

Ａ∩Ｂ＝Ａ＋Ｂ＝Ω－（Ａ＋Ｂ）＝１００－８６＝１４，

即有１４家工厂既不能生产甲种产品，也不能生产乙种产品
例８　射手射击三次，用Ａｉ （ｉ＝１，２，３）表示“第ｉ次击中目标”
（１）用文字叙述下列事件的含义：

１°Ａ１＋Ａ２；　　　２°Ａ３－Ａ２；　　　３°Ａ２＋Ａ３
（２）用Ａ１，Ａ２，Ａ３ 表示下列事件：

１°至少有两次击中；２°前两次均未击中；３°至少有一次未击中．
解　（１）１°Ａ１＋Ａ２ 表示前两次 中 至 少 有 一 次 击 中，也 表 示 或 者 第 一 次

击中或者第二次击中。

２°Ａ３－Ａ２ 表示第三次击中而第二次未击中

３°Ａ２＋Ａ３ 表示后两次 中 至 少 有 一 次 未 击 中，或 由 摩 根 律 有Ａ２＋Ａ３＝

Ａ２Ａ３，它表示第二次与第三次未全击中
（２）１°Ａ１Ａ２＋Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ３，

或 Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３。

２°Ａ１Ａ２，或Ａ１＋Ａ２（前两次至少有一次击中是不可能的）。
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３°Ａ１＋Ａ２＋Ａ３，或由摩根律可表为Ａ１Ａ２Ａ３（三次全击中不可能）
例９　Ａ，Ｂ，Ｃ 是任意三个事件，说明下列各对事件 Ｄ２ｉ－１与 Ｄ２ｉ （ｉ＝１，

２，３，４）间的关系：

（１）Ｄ１＝ＡＢＣ＋ＡＢＣ＋ＡＢＣ 与Ｄ２＝ＡＢ＋ＢＣ＋ＡＣ；

（２）Ｄ３＝Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珡ＡＢ珚Ｃ＋珡Ａ珚ＢＣ 与Ｄ４＝Ａ＋Ｂ＋Ｃ；

（３）Ｄ５＝（Ａ＋Ｂ）－Ｃ 与Ｄ６＝Ａ＋（Ｂ－Ｃ）；

（４）Ｄ７＝Ａ＋ＢＣ 与Ｄ８＝（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋Ｃ）。

解　（１）Ｄ１ 表示 Ａ，Ｂ，Ｃ 事件中仅发生其中两个，而 Ｄ２ 表示至少发生

两个的事件，Ｄ２Ｄ１
（２）Ｄ３ 表示Ａ，Ｂ，Ｃ 三个事件中仅有一个事件发生，而 Ｄ４ 表示 Ａ，Ｂ，Ｃ

三个事件中至少发生一个事件，Ｄ４Ｄ３。

（３）Ｄ５＝（Ａ＋Ｂ）－Ｃ＝（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ，

Ｄ６＝Ａ＋（Ｂ－Ｃ）＝Ａ＋ＢＣ，

而ＡＡＣ，故 Ｄ６Ｄ５
（４）由和对积的分配律可知 Ｄ７＝Ｄ８
题型三　判别事件间的关系

可用文氏图直接判定，也可由事 件 的 运 算 法 则 予 以 推 证，当 然 还 可 以 举

反例排错 此外，还应熟练下列常见的一些事件间的关系
命题４１１１　设Ａ，Ｂ 为随机事件，则

（１）ＡＢＢＡＡＢ＝Ａ＋Ｂ＝ＢＡＢ＝Ａ。

（２）Ａ，ＡΩ，ΩＡ，ＡＢＡＡ＋Ｂ，Ａ－ＢＡＡ＋Ｂ。

（３）Ａ＋＝Ａ，Ａ＝，Ａ＋Ω＝Ω，ＡΩ＝Ａ，Ａ＋Ａ＝Ａ，ＡＡ＝Ａ，Ａ
＝Ａ，Ω＝，＝Ω，Ａ＝Ω－Ａ。

（４）ＡＢ 与ＡＢ互不相容，且Ａ＝ＡＢ＋ＡＢ。

（５）ＡＢ，ＡＢ，ＡＢ 两两互不相容，且Ａ＋Ｂ＝ＡＢ＋ＡＢ＋ＡＢ。

（６）Ａ＝Ｂ，且ＡＢ＝，则Ａ＝Ｂ＝（两 个 相 等 且 互 不 相 容 的 事 件 为 不

可能事件）
（７）Ａ－Ｂ＝ＡＢ
如果说事件的并与交与初等数学中的数字相加与相乘类似的话，则两事

件的差就与初等数学中两 数 字 的 差 的 含 义 不 同 了。一 般 情 况 下 不 将 Ａ－Ｂ
化成ＡＢ，也就是不将两事件 之 差 化 成 两 事 件 之 交 来 处 理，然 后 再 用 事 件 运

算规律，因为一般的规律都是对并与交的运算而言的
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注意避免事件之差的运算 中 常 犯 的 下 述 错 误：从 Ａ＋Ｂ－Ａ＝Ｃ 错 误 得

出Ｂ＝Ｃ，或从Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ｃ 错误得出Ａ＝Ｃ，或从Ａ－Ｂ＝Ｃ－Ｂ 错误得出Ａ

＝Ｃ
例１０［２００３年Ⅰ１５］（事件充分性判断）　Ａ，Ｂ，Ｃ 为随机事件，Ａ 发生必

导致Ｂ，Ｃ 同时发生
（１）Ａ∩Ｂ∩Ｃ＝Ａ；　　（２）Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝Ａ
解　当条件（１）成立时，由Ａ∩Ｂ∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝Ａ 知Ａ Ｂ∩Ｃ，故

Ａ 发生必导致Ｂ，Ｃ 同时发生 事件（１）充分
当条件（２）成立时，即Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）＝Ａ，这说明Ｂ＋ＣＡ 于

是当Ａ 发生 时，不 一 定 能 导 致 Ｂ 与Ｃ 同 时 发 生 故 条 件（２）不 充 分 仅 Ａ
入选

例１１（条件充分性判断）　事件Ａ，Ｂ 为对立事件
（１）ＡＢ＝珡Ａ珚Ｂ；　　（２）Ａ＋Ｂ＝Ω
解　当条件（１）成立时，有 ＡＢ＝ＡＢ，又 ＡＢ·ＡＢ＝ＡＡ·ＢＢ＝ 由

命题４１１１（６）即知ＡＢ＝

又由ＡＢ＝ＡＢ＝Ａ＋Ｂ＝Ａ＋Ｂ，即Ａ＋Ｂ＝＝Ω，因而Ａ，Ｂ 为对立事件

 条件（１）充分 条件（２）不充分 仅 Ａ入选
注意　得到ＡＢ＝后很容易与条件（２）联合错选为答案 Ｃ
例１２　设事件Ａ，Ｂ，Ｃ 满足关系式Ａ＋ＢＣ＝ＡＣ＋ＢＣ，则

（Ａ）Ａ＋Ｂ Ｃ。　　　（Ｂ）ＡＢ Ｃ。　　　（Ｃ）Ａ＝Ｂ＝Ｃ。

（Ｄ）ＡＢＣ＝。 （Ｅ）ＡＢＣ＝。

解　由（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ 得到ＡＢＣ＝（Ａ＋Ｂ）Ｃ
在等式两端乘以Ｂ，得到

ＡＢＣＢ＝（Ａ＋Ｂ）ＣＢ＝ＡＣＢ＋ＢＣＢ，

即 ＝ＡＣＢ＝ＡＢＣ 仅（Ｄ）入选
例１３　设Ａ，Ｂ，Ｃ 为三个事件，则下列结论中正确的是

（Ａ）ＡＢＣ（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ）　　　（Ｂ）若ＡＣ＝ＢＣ，则Ａ＝Ｂ
（Ｃ）若Ａ＋Ｃ＝Ｂ＋Ｃ，则Ａ＝Ｂ （Ｄ）若Ａ－Ｃ＝Ｂ－Ｃ，则Ａ＝Ｂ
（Ｅ）（Ａ－Ｂ）＋（Ａ－Ｃ）＝Ａ－（Ｂ＋Ｃ）．
解　对于选项（Ａ），因ＡＢＣＡＢ，ＡＢＣＢＣ，ＡＢＣＣＡ，故

ＡＢＣ（ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ）
（Ａ）正确 由图４１１２（文氏图）也可看出其正确性
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图４１１２

在代数中，若ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ，则 有ａ＝ｂ，

但对于事件，若Ａ＋Ｃ＝Ｂ＋Ｃ 不 一 定 有Ａ
＝Ｂ，例如

Ａ＝｛１，２，３，４，５，６｝，

Ｂ＝｛１，２，３｝，　Ｃ＝｛４，５，６｝，

则有Ａ＋Ｃ＝Ｂ＋Ｃ＝｛１，２，３，４，５，６｝，

但显然Ａ≠Ｂ（Ｃ）不正确
（Ａ－Ｂ）＋（Ａ－Ｃ）＝｛４，５，６｝＋｛１，２，３，４，５，６｝＝Ａ，

但 Ａ－（Ｂ＋Ｃ）＝｛１，２，３，４，５，６｝－｛１，２，３，４，５，６｝＝，

显然Ａ≠（Ｅ）也不正确

Ａ－Ｃ＝｛１，２，３｝，　Ｂ－Ｃ＝｛１，２，３｝，

虽有Ａ－Ｃ＝Ｂ－Ｃ，但Ａ≠Ｂ（Ｄ）也不正确
又Ａ＝，Ｂ＝，故Ａ＝Ｂ，但Ａ≠Ｂ．（Ｂ）也不正确．仅（Ａ）入选．
例１４　Ａ，Ｂ，Ｃ 为三个任意事件则（Ａ－Ｂ）＋（Ｂ－Ｃ）等于事件

（Ａ）Ａ－Ｃ。　　　　　（Ｂ）Ａ＋（Ｂ－Ｃ）。　　　　（Ｃ）（Ａ＋Ｂ）－Ｃ。

图４１１３

（Ｄ）（Ａ＋Ｂ）－ＢＣ。

（Ｅ）Ｂ＋（Ａ－Ｃ）。

解法１　用文氏图判断易知（Ａ）、（Ｂ）、

（Ｃ）、（Ｅ）均 不 成 立  由 文 氏 图 （见 图

４１１３）可直接得到（Ａ＋Ｂ）－ＢＣ 为 图 中

画有斜线的部分，而Ａ－Ｂ 与Ｂ－Ｃ 的并恰

好为该图中画有斜线部分 仅（Ｄ）入选
解法２
（Ａ＋Ｂ）－ＢＣ＝（Ａ＋Ｂ）ＢＣ

＝（Ａ＋Ｂ）（Ｂ＋Ｃ）

＝ＡＢ＋ＢＢ＋ＡＣ＋ＢＣ＝ＡＢ＋＋ＡΩＣ＋ＢＣ

＝ＡＢ＋Ａ（Ｂ＋Ｂ）Ｃ＋ＢＣ＝ＡＢ＋Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋ＡＢ珚Ｃ＋Ｂ珚Ｃ

＝ＡＢ＋ＢＣ （因Ａ珚Ｂ珚ＣＡＢ，ＡＢＣＢＣ）

＝（Ａ－Ｂ）＋（Ｂ－Ｃ） 仅（Ｄ）入选
例１５　Ａ，Ｂ，Ｃ 为任意三个事件，则必有

（Ａ）Ａ＋（Ｂ－Ｃ）＝（Ａ＋Ｂ）－Ｃ　　（Ｂ）Ａ－（Ｂ＋Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）－Ｃ
（Ｃ）Ａ－（Ｂ－Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）＋Ｃ　　（Ｄ）（Ａ＋Ｂ）－（Ａ＋Ｃ）＝Ｂ－Ｃ
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（Ｅ）（Ａ－Ｂ）－（Ｃ－Ｂ）＝Ａ－Ｃ
解　选项（Ａ）一般不成立，因为

右端＝（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ，

左端＝Ａ＋ＢＣ＝Ａ（Ｃ＋Ｃ）＋ＢＣ＝ＡＣ＋ＡＣ＋ＢＣ
左端较右端多ＡＣ 部分，所以仅当ＡＣ＝时，选项（Ａ）才成立

选项（Ｂ）成立，因为

左端＝Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢＣ＝（ＡＢ）Ｃ＝（Ａ－Ｂ）－Ｃ＝右端
选项（Ｃ）一般不成立 因为

左端＝Ａ（Ｂ－Ｃ）＝Ａ（ＢＣ）＝Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ，

右端＝ＡＢ＋Ｃ＝ＡＢ＋（Ａ＋Ａ）Ｃ＝ＡＢ＋ＡＣ＋ＡＣ，

右端较左端多ＡＣ 部分，所以仅当ＡＣ＝（即ＣＡ）时，选项（Ｃ）才成立
选项（Ｄ）也不成立，因 左 端＝（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋Ｃ）＝（Ａ＋Ｂ）（ＡＣ）＝ＡＢＣ，

而右端＝ＢＣ
选项（Ｅ）也不成立，因左端＝ＡＢ－ＣＢ＝ＡＢＣＢ＝ＡＢ（Ｃ＋Ｂ）＝Ａ珚Ｂ珚Ｃ，

而右端＝ＡＣ 仅（Ｂ）入选
例１６（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ 是两个随机事件，Ａ＝Ｂ
（１）ＡＢ＝ＡＢ；　　　　　（２）ＡＢ＝Ｂ
解　当条件（１）成立 时，有 ＡＢ＝ＡＢ＝Ａ＋Ｂ 另 一 方 面 由 ＡＢ＝ＡＢ 得

到ＡＢ·ＡＢ＝（ＡＢ）（ＡＢ）＝（Ａ·Ａ）（Ｂ·Ｂ）＝，故ＡＢ 与ＡＢ 互不相容，但

ＡＢ＝ＡＢ，由命题４１１１（６）知 ＡＢ＝ 于 是Ａ＋Ｂ＝ＡＢ＝，因 而 Ａ＋Ｂ

＝Ω 又ＡＢ＝，故Ａ，Ｂ 为对立 事 件 于 是 Ａ 为Ｂ 的 对 立 事 件，故 Ａ＝Ｂ
条件（１）充分 当条件（２）成立时，有ＢＡ 只有当Ｂ＝，Ａ＝Ω 时，Ａ 与Ｂ
才是对立事件，才有Ａ＝Ｂ。因而条件（２）不充分 仅 Ａ入选。

例１７　对于任意两事件Ａ 和Ｂ，与Ａ＋Ｂ＝Ｂ 不等价的是

（Ａ）ＡＢ　　（Ｂ）ＢＡ　　（Ｃ）ＡＢ＝　　（Ｄ）ＡＢ＝．
解　因Ａ＋Ｂ＝ＢＡＢＡＢＡＢ＝，故与 Ａ＋Ｂ＝Ｂ 不等 价 的

是ＡＢ＝ 仅（Ｄ）入选

习　题　４１１

（一）问题求解
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１ 若ＡＢＣ，则必有

（Ａ）ＡＣ 或ＢＣ　　　　（Ｂ）ＣＡ＋Ｂ　　　（Ｃ）ＡＢＣ
（Ｄ）ＡＢＣ （Ｅ）ＣＡ＋Ｂ

２Ａ，Ｂ 为任意两个事件，则

（Ａ）（Ａ＋Ｂ）－ＢＡ。 （Ｂ）（Ａ－Ｂ）＋Ｂ＝Ａ。

（Ｃ）（Ａ＋Ｂ）－ＢＡ。 （Ｄ）（Ａ－Ｂ）＋ＢＡ。

（Ｅ）Ａ－（Ａ－Ｂ）Ｂ。

３ 设Ａ，Ｂ，Ｃ 是三个随机事件，下列选项中与Ａ＋Ｂ＝Ｂ 不等价的是

（Ａ）ＢＡ （Ｂ）ＡＢ （Ｃ）Ａ－Ｂ＝
（Ｄ）Ｂ－Ａ＝ （Ｅ）ＡＢ＝Ａ

４Ａ，Ｂ 为任意两事件，则不能得出结论

（Ａ）若ＡＢ，则ＡＢ＝Ａ 　　（Ｂ）若ＡＢ，则ＡＢ
（Ｃ）Ａ＋Ｂ＝Ｂ，等价于ＡＢ　　（Ｄ）若ＡＢ＝，则Ａ＋Ｂ＝Ω。

（Ｅ）若ＡＢ＝，则Ａ＋Ｂ＝Ω

５Ａ，Ｂ 为任意两事件，则

（Ａ）（Ａ＋Ｂ）－Ｂ＝Ａ　（Ｂ）（Ａ－Ｂ）＋Ｂ＝Ａ　（Ｃ）Ａ－（ＡＢ）＝Ａ－Ｂ
（Ｄ）Ａ－（Ｂ－Ａ）＝Ａ （Ｅ）Ａ－（Ａ－Ｂ）＝Ｂ
（二）条件充分性判断

１（Ｂ＋Ｃ）－Ａ＝Ｂ＋（Ｃ－Ａ）。

（１）Ａ，Ｂ 是互不相容事件；　　　　　（２）Ａ，Ｂ 是对立事件

２Ａ，Ｂ，Ｃ 是随机事件，Ａ＋ＢＣ
（１）Ｃ＋（Ａ＋Ｂ）Ｃ； （２）ＣＡ∩Ｂ

３Ａ，Ｂ 是两个随机事件，Ａ＋Ｂ＝Ｂ
（１）Ａ＝Ω；　　　　　（２）Ｂ＝Ω

４Ａ，Ｂ，Ｃ 为随机事件，Ａ 发生必导致Ｂ 与Ｃ 至少有一个不发生
（１）ＡＢＣ； （２）ＡＢＣ

５ 事件Ａ＝Ｂ
（１）Ａ＋Ｂ＝Ｂ； （２）ＡＢ＝
（三）解答题

１ 写出下列多随机试验的样本空间：

（１）将两枚骰子掷一次，已知出现点数之和是６的倍数；

（２）将一枚骰子掷两次，已知第二次出现点数大于第一次出现的点数
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２ 写出下列各随机试验的样本空间：

（１）将一枚硬币抛三次，观察正面 Ｈ、反面Ｔ 出现的情况，再将三枚硬币

抛一次，观察正面 Ｈ、反面Ｔ 出现的情况；

（２）将一个红球、一个白 球 随 机 地 放 入 三 个 盒 子 中，观 察 两 个 球 放 置 的

所有可能结果

３ 某射击运动员向目标 射 击 三 次，记 事 件 Ａｉ＝“第ｉ次 击 中 目 标”，ｉ＝

１，２，３ 试用文字叙述下列事件的含义：

（１）Ａ１Ａ２Ａ３；　　（２）Ａ１＋Ａ２＋Ａ３；　　（３）Ａ１－Ａ２；

（４）Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３；

（５）Ａ１珡Ａ２珡Ａ３＋珡Ａ１Ａ２珡Ａ３＋珡Ａ１＋珡Ａ１珡Ａ２Ａ３＋珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３。

４ 设事件Ａ 与Ｂ 相等且互不相容，事件Ｃ 为 任 意 随 机 事 件，则Ａ＋Ｃ＝

，ＢＣ＝ 

５ 设事件Ａ，Ｂ 满足ＡＢ＝ＡＢ，问Ａ 与Ｂ 满足什么关系？

６ 设Ａ 与Ｂ 为对立事件，求证Ａ与Ｂ也是对应事件

７ 设Ａ，Ｂ，Ｃ 构 成 一 完 备 事 件 组，且Ｃ≠，判 断Ａ，Ｂ，Ｃ是 否 仍 构 成 一

个完备事件组

８ 设Ａ，Ｂ，Ｃ 是三个事件，试用它们表示下列事件：

（１）Ａ 发生，Ｂ 与Ｃ 不都发生；

（２）Ａ 发生，Ｂ 与Ｃ 至少有一个发生；

（３）Ａ，Ｂ，Ｃ 中至少有两个发生；

（４）Ａ，Ｂ，Ｃ 恰好有两个发生；

（５）Ａ，Ｂ，Ｃ 最多有两个发生；

（６）Ａ，Ｂ，Ｃ 最多有两个发生，且Ａ 发生；

（７）Ａ，Ｂ，Ｃ 不都发生

９ 从一批产品中每一次取出 一 个（取 后 不 放 回），抽 取 三 次，且 Ａｉ （ｉ＝

１，２，３）表示“第ｉ次取到的是正品” 试用Ａ１，Ａ２，Ａ３ 表示下列事件：

（１）抽到的三个产品中，没有一个次品；

（２）抽到的三个产品中，只有一个次品；

（３）抽到的三个产品中，至少有一个是次品；

（４）抽到的三个产品中，次品不多于一个。
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４１２　随机事件的概率

１ 古典型概率定义

如果一个随机试验的样 本 空 间 Ω 仅 包 含 有 限 个 样 本 点，且 每 个 样 本 点

出现的可能性相同，称此试验的数学模型为古典概型，则在古典概型中事 件

Ａ 发生的概率（常称为古典型概率）为

Ｐ（Ａ）＝
有利于事件Ａ 的样本点数（ｍ）
样本空间所含样本点总数（ｎ）＝ｍ

ｎ

计算古典概型中某事件Ａ 的概率，只需求出样本空间中样本点的总数ｎ
和事件Ａ 所含样本点的个数ｍ 两者之比即为事件 Ａ 的概率 计算 ｍ 和ｎ
时，常常利用排列组合的有关计算公式．

２ 概率的公理化定义

为使概率论具有严谨的逻辑基 础，可 抽 象 出 古 典 型 概 率、统 计 概 率 所 共

有的几条基本性质作 为 概 率 论 公 理 化 结 构 的 基 础．于 是 有 概 率 的 公 理 化 定

义．
设随机试验的样本空间为Ω，若 对 任 意 事 件 Ａ，都 能 按 照 某 种 方 法 赋 予

一个实数值Ｐ（Ａ），且Ｐ（Ａ）满足以下三条公理：

１°非负性：Ｐ（Ａ）≥０；　　２°规范性：Ｐ（Ω）＝１；

３°可列 可 加 性：如 果 事 件 Ａ１，Ａ２，… 两 两 互 斥，恒 有 Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝

∑
∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ），则称Ｐ（Ａ）是事件Ａ 的概率

由上面的三条公理就可严谨推出概率的一系列重要性质
题型一　计算古典型概率

在古典概型的问题中，计算 某 事 件 Ａ 的 概 率 经 常 要 用 到 排 列 组 合 的 某

些计算公式 用命题形式述于下。

命题４１２１　从ｎ个不同元素中任取ｒ （ｒ≤ｎ）个构成一组（不计序），

称为从ｎ个不同元素中取ｒ个元素的一个组合，所有不同组合的个数 称 为 组

合数，记作Ｃｒ
ｎＣｒ

ｎ 的计算公式是

当ｒ＜ｎ时，Ｃｒ
ｎ＝ｎ（ｎ－１）…（ｎ－ｒ＋１）

ｒ！ ＝ ｎ！

ｒ！（ｎ－ｒ）！
； （４１２１）

当ｒ＝ｎ时，Ｃｒ
ｎ＝１；
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当ｒ＞ｎ时，Ｃｒ
ｎ＝０

命题４１２２　组合数有下述常用性质：

（１）Ｃｒ
ｎ＝Ｃｎ－ｒ

ｎ ；　　　　　　　（２）Ｃｒ
ｎ＝Ｃｒ

ｎ－１＋Ｃｒ－１
ｎ－１；

（３）∑
ｒ

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎ１Ｃ
ｒ－ｋ
ｎ２ ＝Ｃｒ

ｎ１＋ｎ２
； （４）∑

ｎ

ｒ＝０
Ｃｒ

ｎ＝２ｎ

命题４１２３　从ｎ个不同元素里，每次 任 取ｒ （１≤ｒ≤ｎ）个 不 同 元 素

按一定的次序排成一列，称为从ｎ个不同元素里取ｒ个不同元素的排列 如

ｒ＜ｎ，称为选排列，记作Ａｒ
ｎ 或Ｐｒ

ｎ；如果ｒ＝ｎ，称为全排列，记作Ｐｎ 则

　　Ａｒ
ｎ ＝ｎ（ｎ－１）…（ｎ－ｒ＋２）（ｎ－ｒ＋１）

＝ｎ…（ｎ－ｒ＋１）（ｎ－ｒ）（ｎ－ｒ－１）…２×１
（ｎ－ｒ）（ｎ－ｒ－１）…２×１ ＝ ｎ！

（ｎ－ｒ）！

＝ｒ！Ｃｒ
ｎ （ｒ≤ｎ，规定０！＝１）， （４１２２）

Ｐｎ＝ｎ（ｎ－１）…［ｎ－（ｎ－１）］＝ｎ！。

命题４１２４　从ｎ个相异元 素 里，每 次 取 出 允 许 重 复 使 用 的 ｍ 个 元

素，按照一定的顺序排成一 列，称 为ｎ个 相 异 元 素 里 允 许 重 复 的ｍ 元 排 列，

简称重复排列，其排列的总数为ｎｍ
古典模型的概率计算常见的大致可归纳为下述四类
类型（一）　计算摸球问题的概率。

摸球问题是指从ｎ个可分辨的球 中 按 照 不 同 要 求（例 如 是 否 放 回，是 否

计序等）一个个地从中取 出 ｍ 个 球，从 而 得 到 不 同 的 样 本 空 间，然 后 在 各 自

的样本空间中计算事件的概率。一 般 说 来，根 据 摸 球 的 方 式 不 同，常 见 的 有

如表４１２所述三种情况。
表４１２

从ｎ个球中摸取ｍ 个球

摸球方式 不同摸法总数

有放回 计序 ｎｍ

无放回

计序 Ａｎ
ｍ（或Ｐｍ

ｎ）

不计序 Ｃｍ
ｎ

　　有放回摸球是指每次摸出的球，在 下 一 次 摸 以 前 要 放 回 袋 内，因 而 每 次

摸球均在全部球中进行 这样，各 个 球 都 有 可 能 多 次 摸 到，同 一 球 重 复 出 现

便是有放回摸球的特点。这 时 就 必 须 按 命 题４１２４即 按 相 异 元 素 允 许 重

复的排列公式计算这种样本空间的基本事件总数
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计算基本事件（样本点）总数以及 事 件 所 含 的 基 本 事 件（样 本 点）的 数 目

时，必在同一确定的样本空间中考 虑，因 而 摸 球 方 式 也 应 一 致，例 如，如 果 一

个计序或不计序，另一个的计算也必须按同样方法计序或不计序 当然如果

可以不考虑顺序，应尽量采取不考虑顺序的方法
摸球问题是古典概型中的一类 重 要 模 型，实 际 中 的 许 多 问 题，如 产 品 的

抽样检查问题都可以 运 用 这 一 模 型 的 解 法 例 如，Ｎ 个 产 品 中 有 Ｎ１ 个 次

品，从中任取ｎ个（１≤ｎ≤Ｎ１≤Ｎ），设 Ａ＝｛抽 取 产 品 中 有ｋ个（ｋ≤ｎ）个 次

品｝，其概率为

Ｐ（Ａ）＝Ｃｋ
Ｎ１Ｃｎ－ｋ

Ｎ－Ｎ１
／Ｃｎ

Ｎ （４１２３）

例１［２００２年Ⅱ１８］　从６双 不 同 的 鞋 子 中 任 取４只，则 其 中 没 有 成 双

鞋子的概率是

（Ａ）４／１１　　　（Ｂ）５／１１　　　（Ｃ）１６／３３　　　（Ｄ）２／３
解　这是古典概型中摸球模型的计算问题 其摸球方式是无放回，不计

序，因而样本空间包含的样本点数即基本事件总数为

ｎ＝Ｃ４
１２＝１２！／［４！（１２－４）！］＝１２！／（４！８！）。

令事件Ａ＝｛从６双不同的鞋 子 中 任 取４只，没 有 成 双 鞋 子｝，则 有 利 于

事件Ａ 的样本点数，即基本事件数为

　　　　ｍ ＝（从６双鞋子中任选４双的选法数）

×（从选出的每一双鞋子中任取一只的选法数）

＝Ｃ４
６Ｃ１

２Ｃ１
２Ｃ１

２Ｃ１
２＝（６！×２４）／（４！２！），

故所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ｍ
ｎ ＝４！８！

１２！×６！２４

４！２！＝
２×３×４×５×６×２３

９×１０×１１×１２ ＝１６
３３

仅（Ｃ）入选

例２［２００１年Ⅱ１４］　一只口袋 中 有５只 同 样 大 小 的 球，编 号 分 别 为１，

２，３，４，５。今从中随机抽取３只球，则取到的球中最大号码是４的概率为

（Ａ）０３　　　　（Ｂ）０４　　　　（Ｃ）０５　　　　（Ｄ）０６
解　摸球方式是无放回、不 计 序，样 本 空 间 的 基 本 事 件 总 数 为ｎ＝Ｃ３

５＝

１０ 设事件Ａ＝｛任取３球，其中最大号码为４｝，则有利于事件Ａ 的基本事件

总数为从１，２，３中任取２个元素的组合数即为 ｍ＝Ｃ２
３＝３，则

Ｐ（Ａ）＝ｍ
ｎ ＝３

１０＝０３。仅（Ａ）入选

例３［２００１年Ⅰ１３］　在共 有１０个 座 位 的 小 会 议 室 内 随 机 地 坐 上６名
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与会者，则指定的４个座位被坐满的概率是

（Ａ）１／１４ （Ｂ）１／１３ （Ｃ）１／１２ （Ｄ）１／１１
解　１０个座位中坐其中６位，共有Ｃ６

１０种可能 设事件Ａ＝｛指定的４个

座位都坐了与会者｝，则其发生的可能性大小是Ｃ４
４Ｃ２

６（在 另 外６个 座 位 中 坐

了两个），因而所求概率由式（４１２３）得到

Ｐ（Ａ）＝Ｃ４
４Ｃ２

６／Ｃ６
１０＝１５×４！／（１０×９×８×７）＝１／４。仅（Ａ）入选

例４［２００１年Ⅱ１５］　从集合｛０，１，３，５，７｝中 先 任 取 一 个 数 记 作ａ，放 回

集合后再任取一个数记作ｂ，若ａｘ＋ｂｙ＝０能 表 示 一 条 直 线，则 该 直 线 的 斜

率等于－１的概率是

（Ａ）４／２５ （Ｂ）１／６ （Ｃ）１／４ （Ｄ）４／１５

解　直线可化为ｙ＝－ａ
ｂｘ 为 确 定 以 直 线 必 确 定ａ，ｂａ，ｂ可 从 集 合

｛０，１，３，５，７｝中任意取值 但要除掉ａ＝０，ｂ＝０这一种情况 因而ａ，ｂ取值

的样本空间总的基本事件数为５２－１

设事件Ａ＝｛ａ＝ｂ｝，则有 利 于 事 件 Ａ 的 基 本 事 件 数 只 有４个 即ａ＝ｂ＝

１，ａ＝ｂ＝３，ａ＝ｂ＝５，ａ＝ｂ＝７，故所求概率为

Ｐ（Ａ）＝４／（５２－１）＝４／２４＝１／６。仅（Ｂ）入选

例５［２０００年Ⅰ１４］　袋 中 有６只 红 球，４只 黑 球．从 袋 中 随 机 取 出４只

球．设取到一只红球得２分，取到一只黑球得１分，则得分不大于６分的概率

是

（Ａ）２３／４２． （Ｂ）４／７． （Ｃ）２５／４２． （Ｄ）１３／２１．

解　设事件Ａ＝｛随机取出４球得分不大于６｝，则事件Ａ 发生当且仅当

取出的４只球，其中红球数不大于２

设事件Ａ１＝｛４球中有２只红球｝，事件Ａ２＝｛４球中只有１只红球｝，事

件Ａ３＝｛４只全是黑球｝，则 Ａ＝Ａ１＋Ａ２＋Ａ３，且 Ａ１，Ａ２，Ａ３ 两两互斥，于 是

所求概率为

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）。

用古典概型计算公式（４１２３）易求得

Ｐ（Ａ１）＝Ｃ２
４×Ｃ２

６／Ｃ４
１０，　Ｐ（Ａ２）＝Ｃ３

４×Ｃ１
６／Ｃ４

１０，　Ｐ（Ａ３）＝１／Ｃ４
１０，

因而　　Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）＝
Ｃ２

４×Ｃ２
６

Ｃ４
１０

＋Ｃ３
４×Ｃ１

６

Ｃ４
１０

＋ １
Ｃ４

１０
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＝６×１５＋４×６＋１
Ｃ４

１０
＝１１５
２１０＝２３

４２
。仅（Ａ）入选

类型（二）　计算质点入盒问题的概率。

质点入盒（或置球入盒）问题是古 典 概 型 中 又 一 重 要 模 型 实 际 中 的 许

多问题都可运用这一模型的解法。该模型是指有ｎ个可分辨的盒子，ｍ 个质

点 按照质点是否可分辨，每盒可容纳多少质点等不同情况，把 ｍ 个质点放

入ｎ 个盒中，从而形成不同的样本空 间，然 后 在 各 自 样 本 空 间 计 算 事 件 的 概

率 与摸球模型类似，常见的也有下述三种情况，如下表４１３所示。

表４１３

ｍ 个质点随机

放入ｎ个盒中

放入方式 不同放法总数

每盒可容纳

任意个质点
质点可分辨 ｎｍ

每盒最多只

容纳一质点

质点可分辨 Ａｎ
ｍ（或Ｐｍ

ｎ）

质点不可辨 Ｃｍ
ｎ

　　从表４１３易看出，质点可分 辨 的 问 题 就 是 排 列 问 题，盒 子 能 容 纳 任 意

多个质点的问题就是重复排列问题
每盒最多可容纳一质点且质点可分辨，这样的问题属不允许重复的排列

问题
每盒最多只容纳一质点，且质点 不 可 分 辨，这 样 的 问 题 属 元 素 不 允 许 重

复的组合问题
经常遇到的分房问题，如ｎ个 人 的 生 日 问 题，ｎ封 信 装 入ｎ 个 信 封 的 配

对问题或ｎ 封信装入ｍ 个邮筒的问题，ｎ个人乘车途经ｍ 个车站、每个人在

任一车站下车等问题，都可用质点入盒问题的分析方法 处理这类问题时要

分清什么是“点”，什么是“盒” 一 般 不 能 颠 倒 拿 分 房 问 题 来 说，一 个 房 间

可以同时住多人，而一个人在任一时刻不可能同时住两间或更多间房
例６［１９９９年Ⅱ１９］　将３人 以 相 同 的 概 率 分 配 到４间 房 的 每 一 间 中，

恰有３间房中各一人的概率是

（Ａ）０７５．　　　　　（Ｂ）０３７５．　　　　　（Ｃ）０１８７５．
（Ｄ）０１２５． （Ｅ）０１０５．
解　由于每个人都可以进入４间房的每一间，３个人分配到４间房中的

所有可能的分配方法为４３ 属重复排列问题 其基本事件总数为４３

·５４５·



设事件Ａ＝｛恰有３间房 各 有 一 人｝．４间 房 中 选 出３间 房 共 有Ｃ３
４ 种 选

法．房间选定后３人进入３间房 共 有３！种 不 同 方 法．因 而 事 件 Ａ 所 包 含 的

基本事件总数为Ｃ３
４×３！，故所求概率为

Ｐ（Ａ）＝Ｃ３
４×３！／４３＝３／８＝０３７５。仅（Ｂ）入选

例７［１９９８年Ⅰ１８］　有３个 人，每 人 都 以 相 同 的 概 率 被 分 配 到４间 房

的每一间中，某指定房间中恰有２人的概率是

（Ａ）１／６４．　　（Ｂ）３／６４．　　（Ｃ）９／６４．　　（Ｄ）５／３２．　　（Ｅ）３／１６．
解　这３个人每人有４种 分 房 可 能 其 基 本 事 件 总 数 有４３ 令 事 件 Ａ

＝｛某指定房间中恰有２人｝，这２个 人 是３人 中 的 哪２个 人，有Ｃ２
３＝３种 可

能，而不在此房中的那人仍 有３间 房 可 选 择 因 此 事 件 Ａ 的 基 本 事 件 数 为

３Ｃ２
３＝９ 于是所求的概率为

Ｐ（Ａ）＝９／６４。仅（Ｃ）入选
例８　１０封信随机投进甲、乙两个空信箱，求两个信箱都有信的概率
解　设事件Ａ＝｛两个 信 箱 都 有 信｝，则 总 的 投 信 方 法 数 为２１０ 由 于 Ａ

所含的基本事件数不易直接计算，用古典概型公式计算其概率比较复杂 因

此先求Ａ 的逆事件的概率Ｐ（Ａ）
设事件Ｂ＝｛１０封信全投入甲信箱｝，事件Ｃ＝｛１０封信全投入乙信箱｝，

则Ｂ，Ｃ 包含的基本事件数都只有１ 因而

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１／２１０
又因Ｂ，Ｃ 互斥，故Ｐ（ＢＣ）＝Ｐ（）＝０，于是由Ａ＝Ｂ＋Ｃ 得到

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）＝１／２１０＋１／２１０＝１／２９，

故 Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）＝１－１／２９
类型（三）　计算随机取数问题的概率。

如果是有放回地随机取数，其样本空间的基本事件总数可按从ｎ个不同

数字里取出ｍ 个的重复排列计算（参阅命题４１２４）。

如果是无放回且计序（或不计序）随机取数，其样本空间的基本事件总数

要根据不重复的排列（或组合）计算。

例９［１９９７年Ⅱ３０］　一种 编 码 由６位 数 字 组 成，其 中 每 位 数 字 都 可 以

是０，１，２，…，９中的任意一个，求编码前两位数字都不能超过５的概率
解　基本事件总数（即编码总数）为１０６（因为６位数字每一位都有１０种

可能），而事件“前两位数字不超过５”即前两位可以是０，１，…，５这６个数中

的任意２个，后４位每位仍有１０种 可 能，因 此 该 事 件 包 含 基 本 事 件 数（即 适
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合要求的编码数）共有６２×１０４ 个，于是所求概率为（６２×１０４）／１０６＝０３６
例１０　某公司电话号码有５位，若第一位数字必须是５，其余各位可以

是０～９的任意一个，则由完全不同的数字组成电话号码的概率是

（Ａ）００１２６ （Ｂ）０１２６０ （Ｃ）０３０２６
（Ｄ）０５０４０ （Ｅ）以上结论都不正确
解　设事件Ａ＝｛电话号码的５位数字全不相同｝，则电话号码后４位数

字是０，１，２，３，４，６，７，８，９共１０个数字中的４个不同数字 样本空间Ω 的样

本点总数ｎ＝１０４，而有利于事件Ａ 的样本点数ｍ＝Ａ４
９，则

Ｐ（Ａ）＝ｍ
ｎ ＝Ａ４

９

１０４＝
９！

（９－４）！
１
１０４＝

９×８×７×６
１０４ ＝０３０２６ 仅（Ｃ）入选

例１１　从０，１，２，…，９这１０个数字中任意选出３个不同的数字。

（１）求事件Ａ１＝“３个数字中不含０和５”的概率；

（２）求事件Ａ２＝“３个数字中不含０或５”的概率
解　（１）这是一 个 古 典 概 型 问 题，属 不 放 回、不 计 序 地 随 机 取 数 模 型

该试验的样本空间所含的样本点总数为Ｃ３
１０

对于事件Ａ１，由于不含０和５，故可以在剩余的８个数中，任取３个不同

的数，共有Ｃ３
８ 种选择，因此

Ｐ（Ａ１）＝Ｃ３
８／Ｃ３

１０＝７／１５
为计算事件Ａ２ 的 概 率，可 引 进 下 述 事 件：Ｂ１＝“３个 数 字 中 含０，不 含

５”；Ｂ２＝“３个数字中含５，不含０”；Ｂ３＝“３个数字中不含５，又不含０”
（２）解法１　Ａ２＝Ｂ１＋Ｂ２＋Ｂ３，且Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 是互斥的，于是有

Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ｂ２）＋Ｐ（Ｂ３）＝
Ｃ２

８

Ｃ３
１０
＋Ｃ２

８

Ｃ３
１０
＋Ｃ３

８

Ｃ３
１０
＝１４
１５

解法２　利用其逆事件的概率计算，则

Ｐ（Ａ２）＝１－Ｐ（Ａ２）＝１－Ｃ１
８／Ｃ３

１０＝１－１／１５＝１４／１５
解法３　含事件Ｃ１＝｛３个数字中不含０｝，Ｃ２＝｛３个 数 字 中 不 含５｝，则

Ａ２＝Ｃ１＋Ｃ２，从而

　Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ｃ１＋Ｃ２）＝Ｐ（Ｃ１）＋Ｐ（Ｃ２）－Ｐ（Ｃ１Ｃ２）

＝Ｃ３
９／Ｃ３

１０＋Ｃ３
９／Ｃ３

１０－Ｃ３
８／Ｃ３

１０＝７／１０＋７／１０－７／１５＝１４／１５
类型（四）　求排书问题的概率
对书架上的书常要求属于同一系列的书排在一起，求这类问题的概率称

为排书问题的概率，其求解方法和步骤如下：
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（１）先将要求“相邻”或“排在一起”的“书”看作一个整体，将这个整体与

其他的“书”作通常的排队
（２）再根据要求计算（或不计算）这个整体内部的排队问题
例１２　Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ５个人站在一排，其中 Ａ、Ｂ是一对情人，求（１）Ａ、

Ｂ两个相邻且 Ａ在Ｂ的左边的概率；（２）Ａ、Ｂ两个相邻的概率
解　５个人站成一排所有不同的站法共有５！种

１° 把 Ａ、Ｂ看成一整体 ＡＢ，与 Ｃ、Ｄ、Ｅ排成一排一共有４！种不同的排法

 因而所求概率为

ｐ１＝４！／５！＝１／５

２°只要求 Ａ、Ｂ相邻，Ａ可站在Ｂ的左边，也可站在Ｂ的右边，假如 Ａ 站

在Ｂ的左边，Ａ、Ｂ组成的整体 ＡＢ与Ｃ、Ｄ、Ｅ一起站成一排有４！种不同的站

法 只要求 ＡＢ相邻则共有２×４！种不同的站法 因而所求概率为

ｐ２＝２×４！／５！＝２／５。

例１３　将４封信投入３个不同的 邮 筒，则 每 个 邮 筒 都 至 少 投 入１封 信

的概率是

（Ａ）４／２７　　　（Ｂ）７／２７　　　（Ｃ）１２／２７　　　（Ｄ）９／２７
解　令事件Ａ＝｛每个邮筒都至少 投 入１封 信｝ 由 于 有４封 信，只 有３

个不同的邮筒，事件Ａ 与事件Ｂ＝｛有一个邮筒投入２封信，另２个邮筒各投

入１封信｝等价

４封信投入３个邮筒共有３４ 种不 同 的 等 可 能 投 法，即ｎ＝３４＝８１ 而 有

利于事件Ｂ 即事件Ａ 的投法，可用排书问题的求法求得：先选出２封信为一

组与另外２封信各为一组，共三组 投 入 不 同 邮 筒 内，其 投 法 总 数 即 有 利 于 事

件Ａ 的投法总数为ｍ＝Ｃ２
４×３！＝３６，故

Ｐ（Ａ）＝３６／８１＝１２／２７ 仅（Ｃ）入选
题型二　利用概率的性质计算事件的概率

类型（一）　计算与互斥（互不相容）事件有关的事件的概率。

计算与互斥事件（ＡＢ＝）有关的 事 件 的 概 率 时，除 利 用 Ｐ（ＡＢ）＝０以

外，还可利用下述隐含的关系：ＡＢ，ＢＡ，Ａ＋Ｂ＝Ω 及Ａ－Ｂ＝Ａ，Ｂ－Ａ＝

Ｂ 求其概率 还应注意命题４１１１（６）的应用。

例１４［２００３年Ⅱ１６］（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ 是两个随机事件，

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）
（１）Ａ 与Ｂ互不相容；　　（２）Ａ与Ｂ 互不相容
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解　若条件（１）成 立，则 ＡＢ＝，即 Ａ珛Ｂ＝Ｂ，于 是 Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ

Ｂ）＝Ｐ（）＝０，而Ｐ（Ａ）＜Ｐ（Ｂ），故 Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）≠０ 因而 Ｐ（Ａ－Ｂ）≠Ｐ
（Ａ）－Ｐ（Ｂ） 条件（１）不充分

若条件（２）成立，即ＡＢ＝成立时，有ＢＡ＝Ａ，则Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ） 条件（２）充分 仅（Ｂ）入选
例１５［２００３年Ⅰ３１］　对任意两个互不 相 容 的 事 件 Ａ 与Ｂ，以 下 等 式 中

只有一个不正确，它是

（Ａ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ） （Ｂ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ∪Ｂ）－１
（Ｃ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ） （Ｄ）Ｐ［（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ－Ｂ）］＝Ｐ（Ａ）
（Ｅ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ∪Ｂ）
解　因Ａ，Ｂ 互不相容，故有ＡＢ＝，ＢＡ，ＡＢ，且Ａ＋Ｂ＝Ω 因而有

（Ａ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）（Ａ）正确
（Ｂ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ω）－１＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ＋Ｂ）

－１。（Ｂ）也正确
（Ｃ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）（因ＡＢ）。（Ｃ）正确
（Ｄ）因（Ａ＋Ｂ）∩（Ａ－Ｂ）＝（Ａ＋Ｂ）∩Ａ＝Ａ＋ＢＡ＝Ａ，故 Ｐ［（Ａ＋Ｂ）∩

（Ａ－Ｂ）］＝Ｐ（Ａ）（Ｄ）也正确
（Ｅ）因Ａ＋Ｂ＝Ω，故 Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ω）＝１，于 是 Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝

Ｐ（Ａ）－１＜０ 显然这是不可能的。（Ｅ）不正确 仅（Ｅ）入选。

例１６［２００１年Ⅰ１５］　若事件Ａ 和Ｂ 互不相容，且Ｐ（Ａ＋Ｂ）＜１，Ｐ（Ａ）

＞０，则在下列式子

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ），　Ｐ（ＡＢ）＝０，

Ｐ（ＡＢ＋ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ），　Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１
当中，正确的有

（Ａ）四个．　　　（Ｂ）三个．　　　（Ｃ）两个．　　　（Ｄ）一个．
解　对任意两事件Ａ，Ｂ 有Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）成立 又

事件ＡＢ 与ＡＢ互不相容（因Ａ与Ａ 互不相容），故Ｐ（ＡＢ＋ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ）＋

Ｐ（ＡＢ）也成立。

而Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝１－０＝１正确 又

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＞０（因Ｐ（Ａ＋Ｂ）＜１）。

因Ａ＋ＢＡ，故Ｐ（Ａ＋Ｂ）≥Ｐ（Ａ）＞０，因而

Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＜１，
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于是 ０＜Ｐ（ＡＢ）＜１，　Ｐ（ＡＢ）≠０
四个式子中共有三个正确 仅（Ｂ）入选
例１７　事件Ａ 与Ｂ 互不相容，且Ａ＝Ｂ 求Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）
解　由Ａ＝Ｂ 有ＡＢ＝ＡＡ＝Ａ＝，由命题４１１１（６）即知Ａ＝Ｂ＝，

因而Ａ＝＝Ω＝Ｂ，于是

Ｐ（Ａ）＝１，　Ｐ（Ｂ）＝１
故 Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝２

类型（二）　求与包含关系有关的事件的概率。

命题４１２５　设ＡＢ，则

（１）ＡＢ，Ａ＋Ｂ＝Ａ，ＡＢ＝Ａ，ＡＢ＝；

（２）Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ｂ），Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ），

Ｐ（ＡＢ）＝０；

（３）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝１，但由Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝１，一般推不出ＢＡ
例１８［２００３年Ⅱ１５］（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ，Ｃ 为随机事件，Ａ 发 生 必

导致Ｂ 与Ｃ 至少有一个不发生。

（１）ＡＢＣ；　　　　　（２）ＡＢＣ
解　当条件（１）成立即 ＡＢＣ＝Ｂ＋Ｃ时，Ａ 发生必导致Ｂ与Ｃ中至少有

一个发生，即Ｂ 与Ｃ 至少有一个不发生。条件（１）充分
当条件（２）成立即ＡＢＣ 时，有ＡＢＣ＝Ｂ＋Ｃ 条件（２）充分 仅 Ｄ入

选
例１９［２００１ 年 Ⅱ１４］　 已 知 ＢＡ，Ｐ（Ａ）＝０３０，Ｐ（Ｂ）＝０４０，则

Ｐ（Ｂ－Ａ）＝
（Ａ）０４５．　　　（Ｂ）０５０．　　　（Ｃ）０６０．　　　（Ｄ）０７０．
解法１　因Ｂ－Ａ＝ＢＡ＝Ｂ＋Ａ＝Ｂ＋Ａ，又 因 ＢＡ，有 ＡＢ＝，Ｐ（Ａ

Ｂ）＝０，所以

Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ＋Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）

＝０４０＋０３０－０＝０７０。仅（Ｄ）入选
解法２　易知　　Ｐ（Ｂ）＝１－Ｐ（Ｂ）＝１－０４＝０６，

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）＝０６－０３＝０３，

故利用减法公式（４１２５）得到

Ｐ（Ｂ－Ａ）＝１－Ｐ（Ｂ－Ａ）＝１－０３＝０７
类型（三）　计算差事件的概率。
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常用下述减法公式求之：

命题４１２６　（１）对任意事件Ａ，Ｂ，有

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）； （４１２４）

（２）若ＡＢ，则　　　Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）； （４１２５）

（３）若ＡＢ＝，则　　　　Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）。 （４１２６）

例２０［１９９８年Ⅰ２０］　若 ＡＢ，ＡＣ，Ｐ（Ａ）＝０９，Ｐ（Ｂ＋Ｃ）＝０８，则

Ｐ（Ａ－ＢＣ）＝
（Ａ）０４　　（Ｂ）０６　　（Ｃ）０７　　（Ｄ）０８　　（Ｅ）０９
解 　因ＡＢ，ＡＣ，故ＡＢＣ 因而由式（４１２５）有

Ｐ（Ａ－ＢＣ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＢＣ）
又因Ｐ（Ｂ＋Ｃ）＝Ｐ（ＢＣ）＝１－Ｐ（ＢＣ）＝０８，故Ｐ（ＢＣ）＝０２ 所以

Ｐ（Ａ－ＢＣ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＢＣ）＝０９－０２＝０７ 仅（Ｃ）入选
例２１（条件充分性判断）　已知 Ｐ（Ａ）＝０５，Ｐ（ＡＢ）＝０３，Ｐ（Ａ－Ｃ）＝

０３，则可以确定Ｐ（ＡＢ－Ｃ）的值
（１）ＣＡ；　　　　　（２）ＣＢ。

解　由 Ｐ（Ａ－Ｃ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＣ）＝０３， ①
Ｐ（ＡＢ－Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＢＣ）。 ②

当ＣＡ 且ＣＢ 时，有ＡＣ＝Ｃ，ＡＢＣ＝Ｃ，则由式①有

Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ）－０３＝０５－０３＝０２。

由式②有

Ｐ（ＡＢ－Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ｃ）

＝０３－０２＝０１ 仅 Ｃ入选
类型（四）　计算和事件的概率。

常利用事件运算的性质及加法公式的不同应用形式求之。

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ－Ａ）（因Ｂ＝（Ａ＋Ａ）Ｂ＝ＡＢ＋ＡＢ）

＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ－Ｂ）

＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）（因Ａ＝Ａ（Ｂ＋Ｂ）＝ＡＢ＋ＡＢ）
（４１２７）

求Ｐ（Ａ＋Ｂ）关键在求Ｐ（ＡＢ） 在不同条件下求法不一样，如

１°Ａ，Ｂ 互斥时，Ｐ（ＡＢ）＝０；

２°Ａ，Ｂ 独立时，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）；
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３°已知ＡＢ的概率时，还可用Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）求之；

４°Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）；

５°已知条件概率时，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）

Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＢＣ）

－Ｐ（ＣＡ）＋Ｐ（ＡＢＣ） （４１２８）

例２２（条件充分性判断）　Ａ，Ｂ 是两个随机事件，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０８
（１）Ｐ（Ａ）＝０６，Ｐ（Ｂ）＝０３；　　（２）Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０９
解　Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－［１－Ｐ（ＡＢ）］

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－［１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）］ ①
条件（１）或条件（２）单独成立时，均不充分 但若将条件（１）与条件（２）联

合起来，将有关事件概率的值代入式①，得到Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０８ 仅 Ｃ入选
例２３［１９９７Ⅰ３０］　已 知 Ｐ（Ａ）＝０５，Ｐ（Ｂ）＝０４，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０３，求

Ｐ（Ａ∪Ｂ）和Ｐ（Ａ∪Ｂ）
解法１　Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ－Ｂ）

＝０５－０３＝０２，

则 Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝０５＋０４－０２＝０７，

因而 Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝１－０２＝０８
解法２　Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋（Ａ－Ｂ），其中Ｂ 与Ａ－Ｂ 互斥，故

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０４＋０３＝０７，

因而 Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０５＋０４－０７＝０２
于是 Ｐ（珡Ａ∪珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝１－０２＝０８

例２４（条件充分性判断）　设 Ｐ（Ａ）＝０７，Ｐ（Ｂ）＝０５，则 Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝

０６２
（１）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０４；　　（２）Ｐ（ＡＢ）≠０
解　当条件（１）成立时，有

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＢＡ）
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

１－Ｐ（Ａ） ＝０５－Ｐ（ＡＢ）
１－０７ ＝０４，

故Ｐ（ＡＢ）＝０３８ 因而Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝０６２，即

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝０６２。

条件（１）充分 当条件（２）成立时，有

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）≠１，

但求不出Ｐ（Ａ＋Ｂ）的值。条件（２）不充分 仅 Ａ入选
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例２５（条件充分性判断）　 Ａ，Ｂ，Ｃ 为随机事件，Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋

Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＢＣ）
（１）Ａ 与Ｃ 互斥；　　（２）ＡＢＣ＝
解　当条件（１）成立时，有ＡＣ＝，ＡＢＣ＝。因 而 Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（ＡＢＣ）

＝０ 由式（４１２８）知条件（１）充分 当 条 件（２）成 立 时，有 ＡＢＣ＝，但 推

不出ＡＣ＝。条件（２）不充分 仅 Ａ入选
类型（五）　计算积事件的概率。

常利用下述各式计算：

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）；

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ），　即　Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）；

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＢＡ），　即　Ｐ（ＢＡ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）
此外，含对立事件为因子的积事 件 的 概 率 常 化 为 差 事 件，或 对 立 事 件 的

概率而求之，即

Ｐ（珡Ａ１ 珡Ａ２…珡Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ）＝１－Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ）
有时还用概率不等式Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１求（证）之
例２６　设Ｐ（Ａ）＝ａ，Ｐ（Ｂ）＝ｂ，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝ｃ，则Ｐ（ＡＢ）＝
（Ａ）ａ－ｂ　　　（Ｂ）ｃ－ｂ　　　（Ｃ）ａ（１－ｂ）　　　（Ｄ）ｂ－ａ
（Ｅ）以上结论都不正确
解　由Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）得到

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ），

而 Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ），

故 Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）］

＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）－Ｐ（Ｂ）＝ｃ－ｂ 仅（Ｂ）入选
例２７［１９９９年Ⅰ１７］　设 Ａ１，Ａ２，Ａ３ 为三个独立事件，且 Ｐ（Ａｋ）＝ｐ （ｋ

＝１，２，３，０＜ｐ＜１），则这三个事件不全发生的概率是

（Ａ）（１－ｐ）３　　　（Ｂ）３（１－ｐ）　　（Ｃ）（１－ｐ）３＋３ｐ（１－ｐ）
（Ｄ）３ｐ（１－ｐ）２＋３ｐ２（１－ｐ） （Ｅ）３ｐ（１－ｐ）２
解　因Ａ１，Ａ２，Ａ３ 为三个独立事件，且 Ｐ（Ａｋ）＝ｐ （ｋ＝１，２，３），故 三 个

事件全发生的概率为Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＝ｐ３ 由 逆 事 件 的

概率计算公式得到三个事件不全发生的概率为

　　　　　　Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝１－Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝１－ｐ３

＝（１－３ｐ＋３ｐ２－ｐ３）＋（３ｐ－３ｐ２）

·３５５·



＝（１－ｐ）３＋３ｐ（１－ｐ） 仅（Ｃ）入选
例２８（条件充分性判断）　Ｐ（ＡＢ）＝１
（１）Ｐ（Ａ）＝１；　　（２）Ｐ（Ｂ）＝１
解　当条件（１）成立时 有 Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１＝Ｐ（Ｂ） 条 件（１）

不充分 同样，条件（２）单独也不充分 但当条件（１）与条件（２）联合时，有

Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１＝Ｐ（Ｂ）＝１
又因 Ｐ（ＡＢ）≤１，故Ｐ（ＡＢ）＝１ 仅 Ｃ入选

例２９（条件充分性判断）　设Ａ 和Ｂ 为两个事件，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）
（１）Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２；　　（２）Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝１
解　Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）］

＝［１－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）］＋Ｐ（ＡＢ），

因为当Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝１时 有 Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ），所 以 条 件（１）与 条 件（２）单

独都充分。仅 Ｄ入选
例３０（条件充分性判断）　Ａ 与Ｂ 互斥
（１）Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）；　　（２）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）
解　由条件（１）与（２）均可推出Ｐ（ＡＢ）＝０，但仅由Ｐ（ＡＢ）＝０不能证明

Ａ，Ｂ 互斥，因而仅 Ｅ入选
类型（六）　求与条件概率有关的事件的概率
定义４１２１　在同一随机试验中有两个事件 Ａ 与Ｂ，且Ｐ（Ｂ）＞０，在

已知Ｂ 发生的条件下，事件 Ａ 发 生 的 概 率 称 为Ａ 对 于Ｂ 的 条 件 概 率，记 作

Ｐ（Ａ｜Ｂ）
若ＢＡ，则Ｂ 发生时必有Ａ 发生，因而Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１
若ＡＢ＝，则Ｂ 发生时必有Ａ 不发生 因而Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０
一般可把Ｂ 看成样本空 间，其 中 Ａ 发 生（即 ＡＢ 发 生）的 概 率 即 为 条 件

概率Ｐ（Ａ｜Ｂ），可理解为Ｂ 区域中ＡＢ 所占的份额数，即为条件概率

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）。

条件概率具有无条件概率的一切性质，例如

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１，

Ｐ（Ａ１＋Ａ２｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜Ｂ）－Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｂ）

例３１［２００５年Ⅰ１０］　若Ｐ（Ａ）＝［Ｐ（Ａ∪Ｂ）］／２＝０３，则Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝
（Ａ）１／３．　　（Ｂ）２／５．　　（Ｃ）３／７．　　（Ｄ）１／２．　　（Ｅ）５／８．
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解　依题意有２Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ），即

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ），

因而 Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＝０３。

而　　Ｐ（Ｂ｜珡Ａ）＝Ｐ（珡ＡＢ）／Ｐ（珡Ａ）＝［Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）］／［１－Ｐ（Ａ）］

＝０３／（１－０３）＝０３／０７＝３／７ 仅（Ｃ）入选
例３２　已知 Ｐ（Ａ）＝０３，Ｐ（Ｂ）＝０４，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０５ 求 Ｐ（Ｂ｜Ａ），

Ｐ（Ｂ｜Ａ＋Ｂ），Ｐ（Ａ＋Ｂ｜Ａ＋Ｂ）
解　由题设得到Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０４×０５＝０２，因而

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝０２

０３＝２
３

，

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝０５
又因Ａ＋ＢＢ，故Ｂ（Ａ＋Ｂ）＝Ｂ，则

Ｐ（Ｂ｜Ａ＋Ｂ）＝Ｐ［Ｂ（Ａ＋Ｂ）］
Ｐ（Ａ＋Ｂ） ＝ Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝
０４
０５＝４

５＝０８，

Ｐ（Ａ＋Ｂ｜Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ｜Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（ＡＢ｜Ａ＋Ｂ）
因ＡＢＡ＋Ｂ，故ＡＢ（Ａ＋Ｂ）＝ＡＢ 因而

　Ｐ（Ａ＋Ｂ｜Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（ＡＢ｜Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ［ＡＢ（Ａ＋Ｂ）］
Ｐ（Ａ＋Ｂ）

＝１－ Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－０２

０５＝１－２
５＝３

５＝０６

例３３（条件充分性判断）　设Ｐ（Ｃ）＞０，则 Ｐ［（Ａ＋Ｂ）｜Ｃ］＝Ｐ（Ａ｜Ｃ）＋

Ｐ（Ｂ｜Ｃ）
（１）Ｐ（ＡＢＣ）＝０；　　（２）Ｐ（ＡＢ）＝０
解　Ｐ［（Ａ＋Ｂ）｜Ｃ］＝Ｐ［（Ａ＋Ｂ）Ｃ］／Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＣ＋ＢＣ）／Ｐ（Ｃ）

＝［Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）］／Ｐ（Ｃ）

＝Ｐ（Ａ｜Ｃ）＋Ｐ（Ｂ｜Ｃ）－Ｐ（ＡＢＣ）／Ｐ（Ｃ）。

若条件（１）成立，即Ｐ（ＡＢＣ）＝０时，由上式知条件（１）充分
当条件（２）成 立，即 Ｐ（ＡＢ）＝０时，由 于 ＡＢＣＡＢ，故 Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ

（ＡＢ）＝０，即Ｐ（ＡＢＣ）＝０。条件（２）也充分 仅 Ｄ入选
类型（七）　求与它事件有关的单个事件的概率。

利用所给复合事件的概率信息综 合 应 用 事 件 关 系 与 运 算 及 有 关 计 算 概

率的公式求之
例３４［１９９７年Ⅰ２９］　若 两 事 件 Ａ 和Ｂ 相 互 独 立，且 Ｐ（Ａ）＝０４，Ｐ
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（ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ），求Ｐ（Ｂ）
解　由于Ａ，Ｂ 独立，Ａ与Ｂ也独立，于是Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），Ｐ（ＡＢ）＝

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ） 代入等式Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）得到

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝［１－Ｐ（Ａ）］［１－Ｐ（Ｂ）］，

即０４Ｐ（Ｂ）＝０６［１－Ｐ（Ｂ）］，解得Ｐ（Ｂ）＝０６
例３５　设Ａ，Ｂ 是一次 随 机 试 验 中 的 两 个 事 件，已 知 Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０７，

Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝０２，求Ｐ（Ａ）．
解　由Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝１－Ｐ（ＡＢ）＝０７，有Ｐ（ＡＢ）＝０３
由Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝０２得到

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）＋０２＝０３＋０２＝０５
例３６　设Ａ，Ｂ 是一次 随 机 事 件 中 的 两 个 事 件，已 知 Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０９，

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０４，Ｐ（Ｂ－Ａ）＝０２ 求Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ）及Ｐ（ＡＢ）
解　由题设的三个概率可建立关于Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ），Ｐ（ＡＢ）的三个方程：

　　　　　Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝０９， ①

　　　　　Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝０４， ②

　　　　　Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（ＢＡ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝０２ ③
将式②代入式①得到

Ｐ（Ｂ）＋［Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）］＝Ｐ（Ｂ）＋０４＝０９，　故Ｐ（Ｂ）＝０５
将式③代入式①得到

Ｐ（Ａ）＋［Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）］＝Ｐ（Ａ）＋０２＝０９，　故Ｐ（Ａ）＝０７
由式②或由式③即得

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－０４＝０３。

类型（八）　利用抽签原理计算事件概率。

命题４１２７　若ｎ个签中有ｍ （１≤ｍ＜ｎ）个“有”签，ｎ－ｍ 个“无”签，

ｎ个人排队依次抽签（或某人抽ｎ次每次抽出一个），则第ｋ个人（或某人第ｋ
次）（ｋ＝１，２，…，ｎ）抽到“有”签的概率都一样，都等于 ｍ／ｎ

命题４１２７常称为抽签原理 利用抽签原理计算事件概 率 这 类 题 目，

在日常生活中的原型即是“抓阄” 因此有经验的读者应该不假思索地知道，

先取与后取，取后放回与不放回的概率是相等的
常称 ｍ／ｎ为中签率，由上述命题知中签率与抽签次序，与取后放回与不

放回无关
例３７［１９９８年Ⅰ１９］　５人以 摸 彩 方 式 决 定 谁 得 一 张 电 影 票 今 设“Ａ”
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表示第ｉ人摸到（ｉ＝１，２，３，４，５），则下列结果中有一个不正确，它是

（Ａ）Ｐ（Ａ３｜珡Ａ１珡Ａ２）＝１／３．　　　　（Ｂ）Ｐ（Ａ１Ａ２）＝１／５．

（Ｃ）Ｐ（Ａ１Ａ２）＝１／４．　（Ｄ）Ｐ（Ａ５）＝１／５．　（Ｅ）Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２）＝３／５．
解　（Ｃ）与（Ｂ）不一致，肯定有一个不正确 只需计算Ｐ（珡Ａ１Ａ２），即

Ｐ（珡Ａ１Ａ２）＝Ｐ（珡Ａ１）Ｐ（Ａ２｜珡Ａ１）＝（４／５）×（１／４）＝１／５≠１／４（Ｃ）不正确
事实上，由抽签原理即命题４１２７知（Ｄ）正确 而

Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２）＝Ｐ（珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ２｜珡Ａ１）＝（４／５）×（３／４）＝３／５。（Ｅ）正确

Ｐ（Ａ３珡Ａ１珡Ａ２）＝Ｐ（珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ２｜珡Ａ１）Ｐ（Ａ３｜珡Ａ１珡Ａ２）＝４
５×３

４×１
３＝１

５
，

故Ｐ（Ａ３｜珡Ａ１珡Ａ２）＝Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２ Ａ３）／Ｐ（珡Ａ１ 珡Ａ２）＝（１／５）×（５／３）＝１／３（Ａ）正确
仅（Ｃ）入选。

例３８　抽签考试时，从８个考题中任取１个题解答 如果８个题中有２
个较难题，６个容易的题 第３名考生抽到难题的概率ｐ是

（Ａ）２／８　　　　　　（Ｂ）２／６　　　　　　（Ｃ）１／６
（Ｄ）３／６ （Ｅ）以上结论都不正确
解 　由命题４１２７知第三名考生抽到 难 题 的 概 率ｐ 就 是 中 签 率２／８

＝１／４ 仅（Ａ）入选
例３９　１０个考题签中有４个 难 题 签，３人 参 加 抽 签（不 放 回），甲 先，乙

次之，丙最后。求

（１）甲抽到难题签的概率；

（２）甲没抽到难题签而乙抽到难题签的概率；

（３）甲、乙、丙都抽到难题签的概率
解　（１）由命题４１２７知甲抽到难题签的概率为难题签率，即４／１０＝

２／５。

（２）设甲、乙、丙抽到难题签的事件分别为Ａ，Ｂ，Ｃ，则

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝６
１０×４

９＝４
１５

（３）同理有Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）Ｐ （Ｃ｜ＡＢ）＝４
１０×３

９×２
８＝１

３０

注意　例３９（２）、（３）中 所 求 概 率 不 符 合 抽 签 原 理 的 条 件 它 使 用 了 前

面的抽签者所抽的结果，这是条件概率问题 不能用抽签原理求之
类型（九）　判别事件概率不等式。

常用下述命题判别之：
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命题４１２８　设Ａ，Ｂ，Ｃ 为任意随机事件，则

（１）ＡＢ 时，有Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）；　　　（２）０≤Ｐ（Ａ）≤１；

（３）Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１； （４）Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）；

（５）Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）。

此外，还可利用文氏图判别之。

例４０［２００３年Ⅱ３２］　Ａ，Ｂ，Ｃ 为随机事件，若ＡＢＣ，则

（Ａ）Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．（Ｂ）Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１．
（Ｃ）Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１／２． （Ｄ）Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１／３．
（Ｅ）Ｐ（Ｃ）≥２－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）。

解法１　Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ｃ）（因Ｐ（ＡＢ）＜Ｐ（Ｃ）），

即　　Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）

≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１（因Ｐ（Ａ＋Ｂ）≤１）。仅（Ｂ）入选。

解法２　Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）

≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１ 仅（Ｂ）入选

例４１　已知Ｐ（Ａ）＝０７，Ｐ（Ｂ）＝０９，则Ｐ（Ａ＋Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）的最大可能

值等于

（Ａ）０。　　（Ｂ）０２。　　（Ｃ）０４。　　（Ｄ）０５。　　（Ｅ）０７。

解　Ｐ（Ａ＋Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－２Ｐ（ＡＢ），

因 Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１，

故 Ｐ（Ａ＋Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－２［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１］

＝２－［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）］＝２－１６

＝０４ 仅（Ｃ）入选

例４２　设Ａ，Ｂ 是两个随机事件，其概率Ｐ（Ａ）＝ａ，Ｐ（Ｂ）＝ｂ均大于零，

则条件概率Ｐ（Ａ｜Ｂ）

（Ａ）＝（ａ＋ｂ－１）／ｂ。　　　　　（Ｂ）＞（ａ＋ｂ－１）／ｂ
（Ｃ）＜（ａ＋ｂ－１）／ｂ （Ｄ）≥（ａ＋ｂ－１）／ｂ
（Ｅ）≤（ａ＋ｂ－１）／ｂ
解　Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）／Ｐ（Ｂ）≥［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１］／Ｐ（Ｂ）

＝（ａ＋ｂ－１）／ｂ 仅（Ｄ）入选
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习　题　４１２

（一）问题求解

１［１９９８年Ⅱ１８］　将３人 分 配 到４间 房 的 每 一 间 中，若 每 人 被 分 配 到

这４间房的每一间房中的概率都相同，则第一、二、三号房中各有一人的概率

是

（Ａ）３／４　 （Ｂ）３／８　 （Ｃ）３／１６　 （Ｄ）３／３２　 （Ｅ）３／６４

２［１９９８年 Ⅱ２０］　 若 Ｐ（Ａ）＝０５，Ｐ（Ｂ）＝０６，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０９，则

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝
（Ａ）０３。 （Ｂ）０５。 （Ｃ）０６。 （Ｄ）０７。 （Ｅ）０８。

３［１９９９年Ⅱ２０］　 若 Ａ Ｃ，ＢＣ，Ｐ（Ａ）＝０７，Ｐ（Ａ－Ｃ）＝０４，

Ｐ（ＡＢ）＝０５ 则Ｐ（ＡＢ－Ｃ）＝
（Ａ）０１ （Ｂ）０２ （Ｃ）０３ （Ｄ）０４ （Ｅ）０５

４［２０００年Ⅱ１５］　某剧院正在上演一部新歌剧 前座票 价５０元，中 座

票价３５元，后座票价２０元 如果购到任何一种票是等可能的 现任意购买

到２张票，则其值不超过７０元的概率是

（Ａ）１／３　　　（Ｂ）１／２　　　（Ｃ）３／５　　　（Ｄ）２／３

５［２００１年Ⅰ１４］　将一块各面均涂有红漆的正立方体锯成１２５个 大 小

相同的小正立方体 从这些小正立方体中随机抽取一个，所取到的小正立方

体至少两面涂有红漆的概率是

（Ａ）００６４．　　（Ｂ）０２１６．　　（Ｃ）０２８８．　　（Ｄ）０３５２．

６ 设Ａ，Ｂ 是对立事件，０＜Ｐ（Ａ）＜１，则必有

（Ａ）０＜Ｐ（Ａ＋Ｂ）＜１ （Ｂ）０＜Ｐ（Ｂ）＜１。 （Ｃ）０＜Ｐ（珡ＡＢ）＜１
（Ｄ）０＜Ｐ（Ａ＋Ｂ）＜１。 （Ｅ）０＜Ｐ（ＡＢ）＜１。

７ 有５０只乒乓球在袋中，其中２０只是黄球，３０只是白球 今有两人依

次随机地从袋中各取一球，取后不放回，则第二个人取到黄球的概率是

（Ａ）１／５　　　（Ｂ）３／５　　　（Ｃ）２／５　　　（Ｄ）４／５
（Ｅ）以上结论都不正确
（二）条件充分性判断

１Ａ，Ｂ 是两随机事件，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）
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（１）Ａ 与Ｂ互不相容，且Ａ＝Ｂ；　　（２）Ａ 与Ｂ 互不相容

２ 已知事件Ａ 发生、Ｂ 不发生的概率与事件Ｂ 发生、Ａ 不发生的概率相

等，则可以确定Ｐ（Ａ）＝０５
（１）Ｐ（Ｂ）＝０５； （２）Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＝０８

３Ａ，Ｂ，Ｃ 是任意三个概率均大于零的随机事件，则

Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）＋Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ｜Ｂ）
（１）ＡＣ 与ＢＣ 互不相容； （２）Ａ＋ＢＣ

４ 设Ａ，Ｂ 为两个互不相容事件，则Ｐ（Ｂ）＝０２５
（１）Ｐ（Ａ）＝０５； （２）Ｐ（Ａ｜Ａ＋Ｂ）＝２／３

５Ａ，Ｂ 是两个随机事件，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１
（１）Ａ 与Ｂ 互不相容； （２）Ａ 与Ｂ 互相独立

６Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
（１）Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２； （２）Ａ＝Ｂ

７ 事件Ａ，Ｂ 的概率Ｐ（Ａ）＝１／３，Ｐ（Ｂ）＝１／２，则Ｐ（ＡＢ）＝１／２
（１）ＡＢ； （２）Ａ 与Ｂ 互斥

８Ａ 和Ｂ 是随机事件，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）
（１）Ａ 与Ｂ 对立； （２）Ａ 与Ｂ 互斥

９ 设Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２，Ｐ（Ｃ）＝１／３，可求Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）的值
（１）Ｐ（ＡＢ）＝１／６，Ｐ（ＢＣ）＝１／４； （２）Ｐ（ＡＣ）＝０

１０ 设Ｐ（Ａ）＝０５，Ｐ（Ｂ）＝０４，则Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０７
（１）Ｐ（ＡＢ）＝０３； （２）Ｐ（ＡＢ）＝０２

１１１０个考题中有４个难题，甲、乙、丙三人参加抽答考 题，每 人 抽 一 题，

甲先、乙次之、丙最后，则三人抽到难题的概率相等
（１）抽后放回； （２）抽后不放回
（三）解答题

１ 除设随机事件Ａ 与Ｂ 满足Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ），且Ｐ（Ａ）＝ｐ，求Ｐ（Ｂ）

２ 两袋中分别装有写０，１，２，３，４，５六个数字的六张卡片 从每个袋中

各取一张，求所得卡片上两数字之和等于６的概率

３ 已知Ｐ（Ａ）＝０３，Ｐ（Ｂ）＝０４，Ｐ（ＡＢ）＝０５，求Ｐ（Ｂ｜Ａ＋Ｂ）

４ 设Ｐ（Ａ）＝１／３，Ｐ（Ｂ）＝１／２，在下列三种情况下，分别求Ｐ（ＡＢ）的 值


（１）Ａ 与Ｂ 互斥；　　（２）ＡＢ；　　（３）Ｐ（ＡＢ）＝１／８
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５ 已知 ＢＡ，Ｐ（Ａ）＝０８，Ｐ（Ｂ∪Ｃ）＝０６，Ｐ（Ｃ－Ｂ）＝０４，求

Ｐ（Ａ－Ｂ）

６ 一组中有ａ名女生，ｂ名男生，随机地站成一列，求从前面数第ｋ名（１

≤ｋ≤ａ＋ｂ）是女生的概率

７ 有６张电影票，１张话剧票，７个人抓阄，求每个人抓到话剧票的概率

是多少？

８ 一座楼有 Ｎ 个房间，今有ｎ个人（ｎ≤Ｎ），每个人都 以 同 样 的 概 率１／

Ｎ 被分配在任一房间中，试求下列事件Ａ，Ｂ，Ｃ 的概率，其中

事件Ａ＝｛某指定ｎ个房间中各有一人｝；

事件Ｂ＝｛恰有ｎ间房各有一人｝；

事件Ｃ＝｛某指定房中恰有ｋ （ｋ≤ｎ）人｝

４１３　条件概率与独立性

１ 条件概率

条件概率的定义与性质详见４１２节定义４１２１。

２ 概率的乘法公式

一般，设Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为ｎ （ｎ≥２）个事件，则

Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）…Ｐ（Ａｎ｜Ａ１Ａ２… Ａｎ）
特别地，若Ａ，Ｂ，Ｃ 为任意三事件，则

Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）Ｐ（Ｃ｜ＡＢ）

３ 事件的独立性

定义４１３１　（１）设Ａ，Ｂ 是两事件，如果Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），则称

Ａ，Ｂ 是相互独立的事件．
（２）设 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为ｎ 个事件，如果它们中任意ｋ （２≤ｋ≤ｎ）个事件

乘积的概率等于其各自概率的乘积，则称这ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相 互 独

立．
题型一　用乘法公式求解实际应用题

如所要求解的问题是由若干个连续的分过程所组成的总过程，计算与此

总过程有关的事件的概率，常利用乘法公式求之
解概率应用题一般包括三个步骤。
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１°用 适 当 字 母 表 示 题 中 有 关 事 件。这 一 点 很 重 要，它 是 正 确 理 解 题 意

的体现，是解应用题的基础和关键。

２°用字母和数学符号表示事件之间的关系及要求的概率。

３°综 合 运 用 古 典 型 概 的 定 义、加 法 公 式、减 法 公 式、乘 法 公 式 及 条 件 概

率等进行计算
例１［２０００年Ⅰ１５］　某人忘记三位号码锁（每位均有０～９十个数码）的

最后一个数码 因此在正确拨出前两个数码后，只能随机地试拨最后一个数

码。每拨一次算作一次试开，则他在第４次试开时才将锁打开的概率是

（Ａ）１／４。　　　（Ｂ）１／６。　　　（Ｃ）２／５。　　　（Ｄ）１／１０。

解法１　设Ａｉ＝｛第ｉ次试开成功｝，ｉ＝１，２，３，４，则

Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３Ａ４）＝Ｐ（珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ２｜珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ３｜珡Ａ１珡Ａ２）Ｐ（Ａ４｜珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３）

＝９
１０×８

９×７
８×１

７＝１
１０

仅（Ｄ）入选

解法２　用条件 概 率 求 之 令 事 件 Ａ＝｛前３次 均 没 打 开｝，事 件 Ｂ＝
｛第４次打开｝ 因事件Ｂ 发生即第４次才打开时，必有前３次未打开，故Ｂ

Ａ 于是ＡＢ＝Ｂ，则所求概率为

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝（Ｃ３
９／Ｃ３

１０）×（１／７）＝１／１０ 仅（Ｄ）入选。

例２［１９９９年Ⅱ３２］　甲袋中装有３只白球和５只黑球，乙袋中装有４只

白球和６只黑球 先从甲袋中取出一球放入乙袋后搅和，再从乙袋中取出一

球放回甲袋
（１）求甲袋白球数增加的概率；　　（２）求甲袋白球数不变的概率
解　设事件 Ａ＝｛从甲袋中取出一白球放入乙袋｝，事件Ｂ＝｛从乙袋中

取出一白球放回甲袋｝
（１）事件Ｃ＝｛甲袋中白球数增加｝，则

Ｃ＝ＡＢ，　Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）
而 Ｐ（Ａ）＝Ｃ１

５／Ｃ１
８＝５／８，　Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｃ１

４／Ｃ１
１１＝４／１１，

故 Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝（５／８）×（４／１１）＝５／２２
（２）事件 Ｄ＝｛甲袋中白球数不变｝，则

Ｄ ＝ＡＢ＋ＡＢ，

Ｐ（Ｄ）＝Ｐ（ＡＢ＋ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ），

而Ｐ（Ａ）＝Ｃ１
３／Ｃ１

８，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｃ１
５／Ｃ１

１１，Ｐ（Ａ）＝Ｃ１
５／Ｃ１

８，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｃ１
７／Ｃ１

１１，

·２６５·



故 Ｐ（Ｄ）＝（３／８）×（５／１１）＋（５／８）×（７／１１）＝２５／４４
例３［１９９８年Ⅰ３２］　甲、乙 两 选 手 进 行 乒 乓 球 单 打 比 赛，甲 选 手 发 球 成

功后乙选手回球失误的概率为０３ 若乙选手回球成功后甲选手回球失误的

概率为０４，甲选手回球成功 乙 选 手 再 次 回 球 失 误 的 概 率 为０５ 试 计 算 这

几个回合中乙选手输掉一分的概率
解　令事件Ｂ１＝｛乙接球成功｝，事件Ａ＝｛甲接乙第一次回球成功｝，Ｂ２

＝｛乙第二次回球成功｝，则乙选手输掉一分的情况在下述两种情况下出现
一种情况是乙第一次接球失误，这时事件Ｂ１发生；另 一 种 情 况 是 乙 第 一 次 接

球成功，但第二次接球失误，这时三个事件Ｂ１，Ａ，Ｂ２同时发 生 因 而 乙 选 手

输掉一分的概率为

Ｐ＝Ｐ（Ｂ１＋Ｂ１ＡＢ２）＝Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ｂ１ＡＢ２）（Ｂ１与Ｂ１ＡＢ２互斥）

依题意有Ｐ（Ｂ１）＝０３，因而

Ｐ（Ｂ１）＝０７，　Ｐ（Ａ｜Ｂ１）＝０６，　Ｐ（Ｂ１ＡＢ２｜Ｂ１Ａ）＝０５
由乘法公式得到

Ｐ（Ｂ１ＡＢ２）＝Ｐ（Ｂ１）Ｐ（Ａ｜Ｂ１）Ｐ（Ｂ１ＡＢ２｜Ｂ１Ａ）

＝０７×０６×０５＝０２１，

故所求概率ｐ＝Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ｂ１ＡＢ２）＝０３＋０２１＝０５１
例４［２００３年Ⅱ３１］　甲、乙、丙依次轮流投掷一枚均匀的硬币，若先投出

正面者为胜，则甲、乙、丙获胜的概率分别为

（Ａ）１／３，１／３，１／３．　　（Ｂ）４／８，２／８，１／８．　　（Ｃ）４／８，３／８，１／８
（Ｄ）４／７，２／７，１／７．　　（Ｅ）以上结论都不正确
解　令事件Ａ，Ｂ，Ｃ 分别表示甲、乙、丙掷出正面，则Ａ，Ｂ，Ｃ分别表示甲、

乙、丙掷出反面 显然Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立 又设事件Ｄ，Ｅ，Ｆ 分别为甲、乙、丙

获胜，由Ａ，Ｂ，Ｃ 及Ａ，Ｂ，Ｃ相互独立得到：

Ｐ（Ｄ）（甲获胜的概率）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚ＣＡ）＋（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ珡Ａ珚Ｂ珚ＣＡ）＋…

＝１／２＋（１／２）４＋（１／２）７＋…

＝１／２×（１＋１／８＋１／８２＋…）

＝１／２×１／（１－１／８）＝４／７

Ｐ（Ｅ）（乙获胜的概率）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ珡ＡＢ）＋Ｐ（珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ珡ＡＢ）＋…

＝１／２２＋１／２５＋１／２８＋…

＝１／４×（１＋１／８＋１／８２＋…）＝２／７

Ｐ（Ｆ）（丙获胜的概率）＝１－甲获胜的概率－乙获胜的概率
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＝１－４／７－２／７＝１／７ 仅（Ｄ）入选
题型二　用条件概率与概率的乘法公式求解实际应用题

计算事件Ａ，Ｂ 同时发生的概率用Ｐ（ＡＢ）；计 算 Ａ，Ｂ 同 时 发 生，且 有 包

含关系ＢＡ 的概率用Ｐ（Ｂ｜Ａ）；计算Ａ，Ｂ 同时发生，且事件Ｂ 是在Ａ 发生

的条件下发生的概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）
当Ｐ（Ａ）＞０时，先求Ｐ（ＡＢ），Ｐ（Ａ），再用公式Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）／Ｐ（Ａ）

算出Ｐ（Ｂ｜Ａ） 有时，直接从加入条件后改变了情况去算，更为方便
例５［１９９９年Ⅰ１６］　设 Ｎ 件产品中Ｄ 件是不合格品，从这 Ｎ 件产品中

任取２件，已知其中有一件是不合格品，则另一件也是不合格品的概率是

（Ａ） Ｄ－１
２Ｎ－Ｄ－１．　（Ｂ）Ｄ（Ｄ－１）

Ｎ（Ｎ－１）．　（Ｃ）Ｄ（Ｄ－１）
Ｎ２ ．　（Ｄ） Ｄ－１

２（Ｎ－Ｄ）．

解　设事件Ａ＝｛任取２件，至少有１件不合格｝，事件Ｂ＝｛任取２件，２
件都不合格｝，显然有ＢＡ 由式（４１２３）得到

Ｐ（Ａ）＝Ｃ１
ＤＣ１

Ｎ－Ｄ＋Ｃ２
Ｄ

Ｃ２
Ｎ

＝Ｄ（Ｎ－Ｄ）＋Ｄ（Ｄ－１）／２
Ｃ２

Ｎ

＝Ｄ［２（Ｎ－Ｄ）＋（Ｄ－１）］
２Ｃ２

Ｎ
＝Ｄ（２Ｎ－Ｄ－１）

２Ｃ２
Ｎ

，

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｃ２
Ｄ／Ｃ２

Ｎ＝Ｄ（Ｄ－１）／（２Ｃ２
Ｎ），

故 Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）＝
Ｄ（Ｄ－１）
２Ｃ２

Ｎ

Ｄ（２Ｎ－Ｄ－１）
２Ｃ２［ ］Ｎ

＝ Ｄ－１
２Ｈ－Ｄ－１

仅（Ａ）入选

例６（条件充分性判断）　甲、乙 两 人 独 立 地 向 同 一 目 标 射 击 一 次，现 目

标已被击中，则它是由甲射中的概率为０７５
（１）甲的命中率是０６；　　（２）乙的命中率是０５
解　设事件Ａ＝｛甲击 中 目 标｝，Ｂ＝｛乙 击 中 目 标｝，则 Ａ＋Ｂ＝｛目 标 被

击中｝，显然有ＡＡ＋Ｂ 由于Ａ，Ｂ 独立，由命题４１３３知，珡Ａ，珚Ｂ也独立，

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝（１－０６）（１－０５）＝０２０，

因而 Ｐ［Ａ｜（Ａ＋Ｂ）］＝Ｐ［Ａ（Ａ＋Ｂ）］
Ｐ（Ａ＋Ｂ） ＝ Ｐ（Ａ）

１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝
Ｐ（Ａ）

１－Ｐ（Ａ·Ｂ）

＝０６
０８＝３

４＝０７５

由此可知 条 件 （１）与 条 件 （２）单 独 不 充 分，但 联 合 起 来 后，可 求 出

Ｐ［Ａ｜（Ａ＋Ｂ）］的值为０７５ 仅 Ｃ入选
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例７　口袋中装有２ｎ－１只白球和２ｎ只黑球，一次取ｎ只球，发现都是

同一种颜色的，则此颜色是黑色的概率为

（Ａ）１／３．　 （Ｂ）２／３．　 （Ｃ）１／４．　 （Ｄ）１／２．　 （Ｅ）３／４．
解　令Ａ＝｛ｎ只球是同一颜色｝，Ｂ＝｛ｎ只球全是黑色｝，则ＢＡ，且

Ｐ（Ｂ）＝Ｃｎ
２ｎ／Ｃｎ

４ｎ－１，　Ｐ（Ａ）＝（Ｃｎ
２ｎ＋Ｃｎ

２ｎ－１）／Ｃｎ
４ｎ－１

由此得到 Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＢＡ）
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）＝
Ｃｎ

２ｎ

Ｃｎ
２ｎ＋Ｃｎ

２ｎ－１


由式（４１２１）有

Ｃｎ
２ｎ＝

（２ｎ）！

ｎ！ｎ！
，　Ｃｎ

２ｎ－１＝
（２ｎ－１）！

ｎ！（ｎ－１）！＝
（２ｎ）！

２ｎ·ｎ！（ｎ－１）！＝
（２ｎ）！

２·ｎ！ｎ！
，

故 Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝ Ｃｎ
２ｎ

Ｃｎ
２ｎ＋Ｃｎ

２ｎ－１
＝

（２ｎ）！

ｎ！ｎ！
（２ｎ）！

ｎ！ｎ！＋
（２ｎ）！

２ｎ！ｎ［ ］！

＝１／（１＋１／２）＝２／３
例８［２００４年Ⅱ１０］　甲、乙两名篮球运动员投篮的命中率分别为０８和

０７５ 今每人各投一球结果有一球命中，乙未命中的概率为

（Ａ）２／７　　（Ｂ）５／１４　　（Ｃ）４／７　　（Ｄ）９／１４　　（Ｅ）５／７
解　事件Ａ＝｛甲命中｝，事件Ｂ＝｛乙 命 中｝，则 ＡＢ＋ＡＢ 表 示 甲、乙 各

投一球结果有一球命中的事件，因而所求概率为Ｐ（Ｂ｜（ＡＢ＋ＡＢ）） 因Ａ，Ｂ
独立，由命题４１３３得到

Ｐ（ＡＢ＋ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝０８×０２５＋０２０×０７５＝０３５，

而 Ｐ（Ｂ）＝１－Ｐ（Ｂ）＝１－０７５＝０２５，

Ｐ（ＢＡ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ）＝０２５×０８＝０２０
因而所求概率为

Ｐ（Ｂ｜（ＡＢ＋ＡＢ））＝Ｐ（Ｂ（ＡＢ＋ＡＢ））
Ｐ（ＡＢ＋ＡＢ） ＝ Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（ＡＢ＋ＡＢ）

＝０２０
０３５＝２０

３５＝４
７

。仅（Ｃ）入选。

题型三　判别事件的独立性

在某随机试验中，如果两个事件中每一个的发生与否都不影响另一事件

发生的概率，就称这两个事件是相互独立的
类型（一）　判别两事件相互独立。

在事件Ｂ 发生的条件下，事件Ａ 的条件概率 一 般 不 等 于 事 件Ａ 的 无 条
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件概率，即一般Ｐ（Ａ｜Ｂ）≠Ｐ（Ａ） 这 是 因 为 事 件 Ｂ 发 生 一 般 要 改 变 事 件Ａ
发生的机会 当然也会出现Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ）的特殊情况 这时就称Ａ 独立

于Ｂ，这时乘法公式变得较简单

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ）
用上式刻画独立性较用Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ）更好，因它不受Ｐ（Ｂ）≠０的 制

约因此得到。

法一　用定义４１３１判别之。

法二　用下述诸命题判别之。

命题４１３１　（１）任何事 件 与 不 可 能 事 件，必 然 事 件 相 互 独 立，即 如

果Ｐ（Ａ）＝０或１，则事件 Ａ 与任何事件相互独立；（２）任意两个事件如有包

含关系，而它们又不是不可能事件，必然事件，则它们相互不独立
命题４１３２　当Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０时，如果 Ａ 与Ｂ 互不相容（互 斥），则

Ａ 与Ｂ 必不相互独立；如果Ａ 与Ｂ 相互独立，则Ａ 与Ｂ 必相容（不互斥）
值得注意的是，如果条件Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０不成立，上述结论不一定成立
命题４１３３　（１）事件Ａ，Ｂ 相互独立

Ａ 与Ｂ相互独立Ａ与Ｂ 相互独立

Ａ与Ｂ相互独立
（２）如果ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相 互 独 立，则 它 们 的 任 何 一 部 分 换 成

各自的对立事件后所得到的ｎ个事件相互独立。反之亦然
命题４１３４　若０＜Ｐ（Ａ）＜１（或０＜Ｐ（Ｂ）＜１），则事件 Ａ 与Ｂ 相互

独立的充要条件为

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）（或Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ））。

命题４１３５　若０＜Ｐ（Ａ）＜１，则事件Ａ，Ｂ 相互独立的充分条件是

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ）
上式说明在事件Ａ 发生与不发生的条件下，Ｂ 的条 件 概 率 相 同，因 而 Ａ

与Ｂ 相互独立
命题４１３６　设０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１，则Ａ，Ｂ 相互独立的充要

条件是

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１
例９　对随机事件Ａ 和Ｂ，下列陈述中正确的是：

（Ａ）如果Ａ 和Ｂ 互斥，则Ａ和Ｂ也互斥
（Ｂ）如果Ａ 和Ｂ 不互斥，则Ａ和Ｂ也不互斥
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（Ｃ）如果Ａ 和Ｂ 互斥，且Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０，则Ａ，Ｂ 相互独立
（Ｄ）如果Ａ，Ｂ 相互独立，且Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０，则Ａ 与Ｂ 互斥
（Ｅ）如果Ａ，Ｂ 相互独立，则Ａ，Ｂ也相互独立

图４１３１

解　当Ａ＋Ｂ＝Ω，且 Ａ 和Ｂ 互 斥 时，Ａ和Ｂ也 互 斥（见 图４１３１（ｂ））。

但当Ａ＋ＢΩ 时，如 Ａ 和Ｂ 互 斥，而Ａ和Ｂ则 相 容，不 互 斥（见 图４１３１
（ａ））（Ａ）不正确

如果Ａ＝Ω＝Ｂ，则Ａ，Ｂ 不互斥，但Ａ＝Ｂ＝，则珡Ａ珚Ｂ＝，因而Ａ，Ｂ也互

斥。（Ｂ）也不正确
如果Ａ，Ｂ 互斥，则Ｐ（ＡＢ）＝０≠Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞０，由定义４１３１知，Ａ，

Ｂ 不相互独立，或由命题４１３２知，Ａ，Ｂ 也不相互独立
如果Ａ，Ｂ 相互独立，且Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＞０，由 命 题４１３２知，Ａ

与Ｂ 也不互斥。（Ｃ）、（Ｄ）均不正确 仅（Ｅ）入选

Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－［Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）］

＝１－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝［１－Ｐ（Ａ）］－Ｐ（Ｂ）［１－Ｐ（Ａ）］

＝［１－Ｐ（Ａ）］［１－Ｐ（Ｂ）］＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）
由定义４３３１知，Ａ，Ｂ相互独立

例１０（条件充分性判断）　设０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１，则事件Ａ，Ｂ 相

互独立
（１）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１；　　（２）Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）
解　当条件（１）成立时，有Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ），则

Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ｂ）
，

即 Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）
１－Ｐ（Ｂ） ，
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化 简得Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ） 因而Ａ，Ｂ 相互独立 条件（１）充分 或由命题

４１３６即知条件（１）充分
当条件（２）成立时，有

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）
因而Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），即 事 件Ａ，Ｂ相 互 独 立 由 命 题４１３３知 Ａ，Ｂ
相互独立，故条件（２）也充分 仅 Ｄ入选

类型（二）　判别ｎ （ｎ＞２）个事件相互独立。

法一　利用下述定义判别之。

定义４１３２　若事件Ａ１，Ａ２，Ａ３ 两两相互独立，且有

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３），

则称三个事件Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独立
当ｎ＝２时，由定义４１３１（１）知，Ａ 与Ｂ 相 互 独 立Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）

Ｐ（Ｂ），于是ｎ＝３时，由定义４１３１（２）知，Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立，也可表述为

Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｐ（ＢＣ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），

Ｐ（ＣＡ）＝Ｐ（Ｃ）Ｐ（Ａ），

Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）

烅

烄

烆 
三个事件Ａ，Ｂ，Ｃ 的相互独立的上述定义是常用的。上面前三个等式成

立只表示事件Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立，并不是Ａ，Ｂ，Ｃ 三个事件相互独立 只

有当上面四个等式都成立时Ａ，Ｂ，Ｃ 三个事件才相互独立
法二　利用下述命题判别之。

命题４１３７　Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立的充要条件是Ａ，Ｂ，Ｃ 两两独立，且 Ａ
与Ｂ 的简单组合（为Ａ＋Ｂ，Ａ－Ｂ，ＡＢ 等）与Ｃ 相互独立

命题４１３８　若Ａ，Ｂ，Ｃ 是三个相 互 独 立 的 随 机 事 件，则 其 中 任 意 两

个事件的和（并）、差、积（交）、逆与另一个事件或其逆事件是相互独立的
例１１［２００３年Ⅰ１６］（条件 充 分 性 判 断）　Ａ，Ｂ，Ｃ 为 随 机 事 件，Ａ－Ｂ 与

Ｃ 独立
（１）Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立；　　（２）Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）
解法１　因Ａ－Ｂ 与Ｃ 相互独立Ｐ［（Ａ－Ｂ）Ｃ］＝Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（Ｃ），

而 Ｐ［（Ａ－Ｂ）Ｃ］＝Ｐ（ＡＣ－ＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）， ①
Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（Ｃ）＝［Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）］Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）Ｐ（Ｃ）．②

下面讨论在什么样的条件下式①与式②的右端相等

·８６５·



当条件（１）成立时，有Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ），但 Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ［（ＡＢ）Ｃ］≠
Ｐ（ＡＢ）Ｐ（Ｃ），因而不一定有Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（ＡＢ）Ｐ（Ｃ）

当条件（２）成立时，有Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），但 不 一 定 有 Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），因 而 不 一 定 有 Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（ＡＢ）Ｐ（Ｃ），当 然 也 不 一 定 有

Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ） 为保证这些等 式 成 立，还 需 Ａ，Ｂ，Ｃ 两 两 相 互 独 立，这

时有Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ），Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ） 于 是 式①与 式②的 右 端 相

等，从而Ａ－Ｂ 与Ｃ 相互独 立 于 是 条 件（１）与 条 件（２）联 合 时，条 件 充 分
仅 Ｃ入选

解法２　当条件（１）与条件（２）联 合 时，由 定 义４１３２知，Ａ，Ｂ，Ｃ 相 互

独立，再由命题４１３８知Ａ－Ｂ 与Ｃ 相互独立 仅 Ｃ入选。

例１２（条件充分性判断）　事件Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立
（１）Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立；　　（２）Ａ 与Ｂ＋Ｃ 相互独立
解法１　当条件（１）成立，即Ａ，Ｂ，Ｃ 两 两 相 互 独 立 时，不 能 得 到 Ａ，Ｂ，Ｃ

相互独立 条件（１）不充分
当条件（２）成立时，有

Ｐ［Ａ（Ｂ＋Ｃ）］＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ＋Ｃ），　即　Ｐ（ＡＢ＋ＡＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ＋Ｃ）
于是 Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）［Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＢＣ）］， ①
由此不能得到Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立的结 论 但 若 两 个 条 件 联 合 在 一 起，则 由 条

件（１）得到

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ），

Ｐ（ＢＣ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ
烅
烄

烆 ），
②

将式②代入式①有

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）［Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）］，

化简得 Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）
再由式②成立及定义４１３２知，Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立 仅 Ｃ入选

解法２　当条件（１）与条件（２）联合时，由命题４１３７即知Ａ，Ｂ，Ｃ 相互

独立，仅 Ｃ入选
例１３（条件充分性判断）　Ａ 和Ｂ１＋Ｂ２ 相互独立。

（１）Ａ１，Ｂ１，Ｂ２ 相互独立；

（２）Ａ 与Ｂ１ 相互独立，Ａ 与Ｂ２ 相互独立，且Ｂ１Ｂ２＝
解　由命题４１３７知条件（１）充分 事实上，由于
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Ｐ（Ａ（Ｂ１＋Ｂ２））＝Ｐ（ＡＢ１＋ＡＢ２）＝Ｐ（ＡＢ１）＋Ｐ（ＡＢ２）－Ｐ（ＡＢ１Ｂ２）

若条件（１）成立，即Ａ，Ｂ１，Ｂ２ 相互独立，有

Ｐ（Ａ（Ｂ１＋Ｂ２））＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ２）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ１）Ｐ（Ｂ２）

＝Ｐ（Ａ）［Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ｂ２）－Ｐ（Ｂ１Ｂ２）］

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ１＋Ｂ２），

即Ａ 与Ｂ１＋Ｂ２ 独立 条件（１）充分 或由命题４１３８知条件（１）充分
当条件（２）成立时，有

　Ｐ（Ａ（Ｂ１＋Ｂ２））＝Ｐ（ＡＢ１＋ＡＢ２）＝Ｐ（ＡＢ１）＋Ｐ（ＡＢ２）

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ２）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ１＋Ｂ２），

因而Ａ 与Ｂ１＋Ｂ２ 相互独立，条件（２）也充分 仅 Ｄ入选
题型四　利用事件的独立性计算事件的概率

常利用下述事件独立的性质计算有关事件的概率。

命题４１３９　事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立时，有

（１）Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋…Ａｎ）＝１－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａｎ）； （４１３１）

（２）Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａｎ）； （４１３２）

（３）Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａｎ） （４１３３）

常用上述性质（１）将独立事件的和的概率转化为独立事件的概率的积来

计算 因而计算“ｎ个独立事件至少有一个发生”的概率时常用式（４１３１）

计算
例１４［１９９９年Ⅰ１９］　下 列 框 图（见 图４１３２）中 的 字 母 代 表 元 件 种

类，字母相同但下标不同为同一类元件 已知 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 各类元件的正常工

作的概率依次为ｐ，ｑ，ｒ，ｓ，且各元件的工作是相互独立的，则此系统正常工作

的概率为

（Ａ）ｓ２ｐｑｒ　　　　　（Ｂ）ｓ２（ｐ＋ｑ＋ｒ）　　　　　（Ｃ）ｓ２（１－ｐｑｒ）


（Ｄ）１－（１－ｐｑｒ）（１－ｓ）２ （Ｅ）ｓ２［１－（１－ｐ）（１－ｑ）（１－ｒ）］．
解　就用这些字母表示相应元件正常工作事件，于是 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ１，Ｄ２ 是

独立事件组
设Ｅ 为事件“系统正常工作”，则

Ｅ＝Ｄ１（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）Ｄ２，

于是所求概率由式（４１３１）得到

Ｐ（Ｅ）＝Ｐ（Ｄ１）Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）Ｐ（Ｄ２）
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图４１３２

＝Ｐ（Ｄ１）Ｐ（Ｄ２）［１－Ｐ（Ａ＋Ｂ ＋Ｃ）］

＝Ｐ（Ｄ１）Ｐ（Ｄ２）［１－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ
（Ｃ）］

＝ｓ２［１－（１－ｐ）（１－ｑ）（１－ｒ）］ 仅

（Ｅ）入选
例１５（条件充分性判断）　若事件 Ａ 与Ｂ 相

互独立，则Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２．
（１）Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ）；　　（２）Ｐ（ＡＢ）＝１／４
解　仅由条件（１）或 条 件（２）求 不 出 Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２ 但 当 条 件（１）

与条件（２）联合起来后利用命题４１３３得到

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）［１－（Ｂ）］， ①

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝［１－Ｐ（Ａ）］Ｐ（Ｂ）， ②
由条件（１）成立及式①与式②相等，有Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）

再由条件（２）得到

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝１／４，

即 Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－［Ｐ（Ａ）］２＝１／４，

亦即 ［Ｐ（Ａ）－１／２］２＝０，

故Ｐ（Ａ）＝１／２，所以Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２ 仅 Ｃ入选

习　题　４１３

（一）问题求解

１ ［２００２年Ⅰ１８］　在盛有１０只螺母的盒中，有０只，１只，２只，…，１０
只铜螺母是等可能的 今向盒中放入１个铜螺母，然后随机从盒中取出１个

螺母，则这个螺母为铜螺母的概率为

（Ａ）６／１１．　　　（Ｂ）５／１０．　　　（Ｃ）５／１１．　　　（Ｄ）４／１１．

２ 设事件Ａ 与Ｂ 相互独立，则下列结论中成立的是

（Ａ）Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）　　（Ｂ）Ｐ（ＡＢ）＝０
（Ｃ）ＡＢ＝ （Ｄ）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）
（Ｅ）Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

３ 设Ａ，Ｂ，Ｃ 是三个相互独立的随机事件，且０＜Ｐ（Ｃ）＜１，则在下列给
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出的五对事件中不相互独立的是

（Ａ）Ａ＋Ｂ与Ｃ　　　（Ｂ）ＡＣ与Ｃ　　　（Ｃ）ＡＢ与Ｃ
（Ｄ）Ａ－Ｂ与Ｃ （Ｅ）Ａ－ＡＢ 与Ｃ

４ ［２００２年Ⅱ１９］　１０件产 品 中 有３件 是 不 合 格 品，今 从 中 任 取２件，

则在已知两件中有一件是合格品的条件下，另一件是不合格品的概率是

（Ａ）０２．　　　（Ｂ）０３．　　　（Ｃ）０４．　　　（Ｄ）０５

５ ［２００４年 Ⅰ２９］　 某 种 电 子 元 件 的 寿 命 Ｘ（小 时）服 从 正 态 分 布

Ｎ（５００，４０２），一只该种元件在工作５００小时未失效的条件下还能再工作１００
小时的概率为

（Ａ）００１２４。 （Ｂ）００１３４。 （Ｃ）００１４４。

（Ｄ）００１５４。 （Ｅ）００１６４。

６［２００４年Ⅰ２８］　某事件在０时至７时发生的概率为 Ｐ（０≤Ｔ≤ｔ）Ｔ
时从［０，２０］上的均匀分布 已知该事件在０时至４时没有发生，则它在４时

至８时发生的概率为

（Ａ）０２５．　（Ｂ）０２２．　（Ｃ）０２０．　（Ｄ）０１８．　（Ｅ）０１６．
（二）条件充分性判断

１ 一种零件的加工由两道工序组成，该零件加工的成品率为１－ｐ－ｑ＋

ｐｑ．
（１）第一道工序的废品率为ｐ，第二道工序的废品率为ｑ；

（２）第一道工序的废品率为ｑ，第二道工序的废品率为ｐ。

２ 设事件Ａ，Ｂ 的概率满足Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＞［Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）］２，则

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＋Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝１
（１）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１；　（２）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）［１－Ｐ（Ｂ）］

３ 设事件Ａ，Ｂ 相互独立，且Ａ 发 生Ｂ 不 发 生 的 概 率 与Ｂ 发 生Ａ 不 发

生的概率相等，则Ｐ（Ａ）＝２／３
（１）Ｐ（Ｂ）＝１／３； （２）Ａ，Ｂ 都不发生的概率为１／９

４ 事件Ａ，Ｂ 相互独立
（１）Ｐ（Ａ）＝０； （２）Ｐ（Ｂ）＝１

５Ａ＋Ｂ与Ｃ 相互独立
（１）Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立； （２）Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立

６ 事件Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立
（１）Ａ，Ｂ，Ｃ 两两相互独立； （２）Ａ 与Ｂ－Ｃ 相互独立
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７ 两两相互独立的事件Ａ，Ｂ，Ｃ 相互独立
（１）ＡＢ 与Ｃ 相互独立； （２）珡Ａ－Ｂ 与Ｃ 相互独立
（三）解答题

１ 一实习生用同一台机器接连独立制造３个同种零件，第ｉ个零件是不

合格品的概率ｐｉ＝１／（ｉ＋１）（ｉ＝１，２，３） 以 Ｘ 表示３个零件中合格的个数，

则Ｐ（Ｘ＝２）＝ 

２ ［１９９８年Ⅱ３２］　甲、乙、丙 三 个 人 投 篮，他 们 的 命 中 率 依 次 为０９，

０８，０７ 现每人各投一次，求

（１）至少有两人投进的概率；（２）最多有两人投进的概率

３ 设随机事件Ａ 与Ｂ 相互独立，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝ａ－１，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝７／９，

则ａ＝ 

４ 一工人照看三台机床，一 小 时 内，甲 机 床、乙 机 床 和 丙 机 床 不 需 照 看

的概率分别为０９、０８和０８５ 求（１）三台机床需照看的概率；（２）至少有一

台机床需照看的概率；（３）机床因无人照看而停工的概率

５ 设有四张字母卡片，其中两张是ａ，一张是ｄ，一张是ｔ，混合后重新排

列，求正好得到ｄａｔａ的概率

６ 加工某一零件需过四道工序，设第一、二、三、四道工序的次品率分别

为００２，００３，００５和００３ 修改各道工序互不影响 求加工出来的零件的

次品率

７ 某种动物活到２０岁的概率 为０８，活 到２５岁 的 概 率 为０４ 问 现 年

２０岁的这种动物活到２５岁的概率是多少？

８ 某市统计，居民户洗衣机拥有率为０９２，冰箱拥有率为０９３ 无洗衣

机户中冰箱拥有率为０９５ 试求：

（１）无冰箱户中洗衣机拥有率；　　（２）两样电器都没有的比率

９ 设 Ｎ 件产品中有Ｍ 件不合格，从这 Ｎ 件产品中任取２件，已知其中

有不合格品，求两件都不合格的概率

４１４　计算独立试验序列概型的概率

进行ｎ次试验如果每次试验的 条 件 都 相 同，且 各 次 试 验 相 互 独 立，即 每

次试验的结果都不受其他各次试验结果的影响，则称为ｎ次重复独立试验
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同时观察在相同条件下进行的ｎ个 试 验 与 重 复 观 察 同 一 个 试 验ｎ 次 具

有相同的意义
定义４１４１　如果某试验的 可 能 结 果 只 有 两 个：Ａ 发 生 与Ａ发 生（即

Ａ 不发生），且每次试验中事件Ａ 发生 的 概 率 都 相 同，即 Ｐ（Ａ）＝ｐ＞０（则 Ｐ
（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）＝１－ｐ＝ｑ），则称这一试验为贝努利试验 将一贝努利试验

独立地重复ｎ次所得的ｎ 次重复独立试验，称为ｎ重贝努利试验
定理４１４１　在ｎ重贝努利试验中，事件Ａ 恰好发生ｋ 次的概率为

Ｐｎ（ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ　（ｋ＝０，１，２，…，ｎ），ｑ＝１－ｐ。 （４１４１）

式（４１４１）称为二项概率公式，也称为贝努利公式
在相同条件下，对 某 随 机 试 验 重 复 进 行ｎ 次，求 一 个 事 件 Ａ 发 生 了ｋ

（ｋ≤ｎ）次的概率，这种题型称为独立试验序列概型
定理４１４２　独立地做了ｎ次贝 努 利 试 验，直 到 第ｋ次 试 验 时，事 件

Ａ 才首次发生，其概率为

Ｐｎ（ｋ）＝ｐｑｋ－１　（ｋ＝１，２，…，ｎ），其中ｐ＝Ｐ（Ａ）
如果在一次试验中事件Ａ 发生的概 率 为Ｐ（Ａ）＝ｐ （０＜ｐ＜１），而 这 样

的试验重复了ｎ次，且已知各次 试 验 相 互 独 立，或 从 问 题 的 实 际 背 景 判 断 各

次试验相互独立，则可利用二项 概 率 公 式 即 式（４１４１）求 解 有 关 问 题 常

见的题型有以下四种
题型一　已知ｎ和ｐ，求事件Ａ 发生一定次数的概率

事件Ａ 发生一定次数的概率常见的有下述几种情况：

（１）ｎ次试验中事件Ａ 全不发生的概率为

Ｐｎ（０）＝（１－ｐ）ｎ （４１４２）

（２）ｎ次试验中事件Ａ 至少发生一次的概率为

Ｐｎ（ｋ≥１）＝１－ｐｎ（０）＝１－（１－ｐ）ｎ （４１４３）

（３）ｎ次试验中事件Ａ 至少发生ｒ次的概率为

Ｐｎ（ｋ≥ｒ）＝∑
ｎ

ｋ＝ｒ
Ｐｎ（ｋ）＝１－∑

ｒ－１

ｋ＝０
Ｐｎ（ｋ） （４１４４）

（４）ｎ次试验中事件Ａ 最多发生ｒ次的概率为

Ｐｎ（ｋ≤ｒ）＝∑
ｒ

ｋ＝０
Ｐｎ（ｋ） （４１４５）

例１［２０００年Ⅰ２５］　假设实验室器皿中产生 Ａ 类细菌与产生 Ｂ类细菌

的机会相等，且每个细 菌 的 产 生 是 相 互 独 立 的 若 某 次 发 现 产 生 了ｎ 个 细

菌，求其中至少有一个 Ａ类细菌的概率是 
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解　视产生ｎ个细菌为ｎ 次独立贝努利实验，每次实验结果要么为一个

Ａ类细菌，要么为一个Ｂ类细菌，出 现 的 概 率 均 为１／２。设 事 件 Ａ 表 示ｎ次

试验中出现一个 Ａ类细菌，以ｋ表示ｎ 重贝努利试验中事件 Ａ出现的次数，

其概率为

Ｐｎ（ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ＝Ｃｋ

ｎ １／（ ）２ ｋ １／（ ）２ ｎ－ｋ （ｋ＝０，１，２，…，ｎ）。

下求Ｐｎ
ｎ（ｋ≥１），利用对立事件的概率求之。

Ｐｎ（ｋ≥１）＝１－Ｐｎ（ｋ＜１）＝１－Ｐｎ（ｋ＝０）

＝１－Ｃ０
ｎ １／（ ）２ ０ １／（ ）２ ｎ－０＝１－１／２ｎ。

例２［２０００年Ⅰ３５］　甲袋中有９只白球和１只黑球，乙袋中有１０只 白

球，每次从甲、乙两袋中各随机地 取 一 球 交 换 后 放 入 另 一 袋 中 这 样 做 了３
次，求黑球仍在甲袋中的概率

解　每做一次实验，黑球可能转移（记作Ａ），也可能不转移，而且易用古

典概型求出Ｐ（Ａ）＝０１ 做３次试验后黑 球 仍 在 甲 袋，即 Ａ 发 生 了０次 或２
次，于是

　　　　　Ｐ＝Ｐ（Ａ 发生０次）＋Ｐ（Ａ 发生２次）

＝（０９）３＋Ｃ２
３×（０１）２×０９＝７２９＋００２７＝０７５６。

题型二　已知事件Ａ 发生一定次数的概率，求ｐ或（和）ｎ
这是本题型类型（一）的 反 问 题 常 根 据 题 设 条 件 列 出 以ｐ 或（和）ｎ为

未知数的方程，解出ｐ或（和）ｎ
最常见的题设条件是已知ｎ次试验中Ａ 至少发生一次的概率Ｐｎ（ｋ≥１）

＝ａ，其中ａ，ｎ已知，求参数ｐ
如果已知Ｐｎ（ｋ≥１）（事件Ａ 在ｎ 次 试 验 中 至 少 发 生 一 次 的 概 率），则 由

Ｐｎ（０）＝１－Ｐｎ（ｋ≥１）得到

ｐ０（１－ｐ）ｎ＝１－Ｐｎ（ｋ≥１），　１－ｐ＝ １－Ｐｎ（ｋ≥１槡 ），

则一次试验中事件Ａ 发生的概率为

ｐ＝１－ １－Ｐｎ（ｋ≥１槡 ） （４１４６）

例３（条件充分性判断）　在３次独立试验中，每次试验事件Ａ 出现的概

率相等，则事件Ａ 在一次试验中出现的概率是１／３
（１）３次试验Ａ 至少出现一次的概率为１９／２７；

（２）３次试验Ａ 不出现的概率为８／２７
解　设事件Ａ 在一次试验中出现的概率为ｐ，则本题可看作ｎ＝３，ｐ＝１
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的独立试验概型 当条件（１）成立时，有ｐ３（ｋ≥１）＝１９／２７，由式（４１４６）即

得ｐ＝１／３．

ｐ３（１）＋ｐ３（２）＋ｐ３（３）＝１９／２７，　即　１－ｐ３（０）＝１９／２７

再由式（４１４２）有１－（１－ｐ）３＝１９／２７，易解得ｐ＝１／３ 条件（１）充分
当条件（２）成立时，由式（４１４１）有ｐ３（０）＝Ｃ０

３ｐ０（１－ｐ）３＝８／２７，易解

得ｐ＝１／３ 条件（２）也充分 仅 Ｄ入选
例４（条件充分性判断）　设进行４次独立重复试验，可以确定每次试验

的成功率ｐ＝０８
（１）试验４次都成功的概率与试验４次都失败的概率相等；

（２）试验４次中恰好成功１次的概率是试验４次都失败的概率的１６倍


解　当条件（１）成 立 时，有 Ｃ４

４ｐ４（１－ｐ）０＝Ｃ４
４（１－ｐ）４ｐ０，即 ｐ４＝（１－

ｐ）４，因而ｐ＝１－ｐ，ｐ＝０５≠０８ 条件（１）不充分
当条件（２）成立时，有 Ｃ１

４ｐ（１－ｐ）３＝１６Ｃ４
４（１－ｐ）４ｐ０，即４ｐ（１－ｐ）３＝

１６（１－ｐ）４，故ｐ＝４（１－ｐ），因而ｐ＝４／５＝０８ 条件（２）充分 仅Ｂ入选
例５　设每次试验中事件Ａ 发生的概率为ｐ，为了使事件Ａ 在独立试验

序列中至少发生一次的概率不小于α，问需进行多少次试验？

解　设进行ｎ次重复独立试 验，事 件 Ａ 在ｎ 次 重 复 试 验 中 发 生 的 次 数

为ｋ。由式（４１４３）知Ａ 在ｎ 次试验中至少发生一次的概率为

Ｐｎ（ｋ≥１）＝１－（１－ｐ）ｎ

要使 １－（１－ｐ）ｎ≥α，　即　（１－ｐ）ｎ≤１－α，

两端取对数得 ｎｌｎ（１－ｐ）≤ｌｎ（１－α），

因为 ０＜１－ｐ＜１，　ｌｎ（１－ｐ）＜０，

所以有 ｎ≥ｌｎ（１－α）
ｌｎ（１－ｐ）

以［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数，则得

ｎ＞ ｌｎ（１－α）
ｌｎ（１－ｐ［ ］） ＋１。

　　题型三　求解独立试验序列中的等待时间问题

例６［１９９９年Ⅰ２０］　进 行 一 系 列 独 立 的 试 验，每 次 试 验 成 功 的 概 率 为

ｐ，则在成功２次之前已经失败３次的概率为

（Ａ）４ｐ２（１－ｐ）３　　　（Ｂ）４ｐ（１－ｐ）３　　　（Ｃ）１０ｐ２（１－ｐ）３
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（Ｄ）ｐ２（１－ｐ）３ （Ｅ）（１－ｐ）３
解　仅（Ａ）入选 在成功２次之前已经失败３次这意味着第５次必定成

功 设第５次成功的事件 为Ｂ１，而 第１次 成 功 发 生 在 前４次 试 验 中 的 某 一

次，其余３次都为失败 设前４次试验中仅成功一次的事件为Ｂ２ 显然Ｂ１，

Ｂ２ 两事件独立 又设在５次试验中成功２次之前已经失败了３次的事件为

Ｂ，则

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｂ１Ｂ２）＝Ｐ（Ｂ１）Ｐ（Ｂ２）＝ｐＣ１
４ｐ（１－ｐ）４－１＝４ｐ２（１－ｐ）３

例７　设顾客在某银行的窗口等待服务的时间为 Ｘ 分钟，Ｘ 服从指数分

布（λ＝１／５）。等待时间超过１０分钟，顾客就要离去 某顾客在一个月内要

去银行５次，则他至少有一次离去的概率为

（Ａ）５（１－ｅ－２）． （Ｂ）（１－ｅ－２）／５． （Ｃ）（１－ｅ－２）５．
（Ｄ）１－（１－ｅ－２）５． （Ｅ）以上结论都不正确．
解　离去的概率为　　ｐ＝Ｐ（Ｘ＞１０）＝ｅ－λ·１０＝ｅ－２。

设离去的次数为Ｙ，则Ｙ～Ｂ（５，ｅ－２），因而

Ｐ（Ｙ≥１）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）＝１－Ｃ０
５（ｅ－２）０（１－ｅ－２）５＝１－（ｅ－２）５

仅（Ｄ）入选
题型四　计算抽样检验中的概率问题

有放回地抽取中取得次品的件数的概率可按式（４１４１）计算。从数量

很大的产品中，每次抽取一件，无论是放回或不放回，都可以看作有放回地的

重复抽取，也可以用式（４１４１）计算概率。

例８　设 Ｎ 件产品中含有Ｍ 件次品，从中一个接一个有放回地取ｎ次，

问其中恰有ｋ（ｋ≤ｎ）件次品的概率有多大？

解　每取一次可看作进行了一次贝努利试验 由于取后是放回的，各次

取得的结果是相互独立的 因此取ｎ次 相 当 于 做 了ｎ 重 贝 努 利 试 验 若 记

Ｘ＝ｎ次有放回抽样时取出的次品件数，则 Ｘ～Ｂ（ｎ，Ｍ／Ｎ），故所求概率为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎ

Ｍ（ ）Ｎ
ｋ

１－Ｍ（ ）Ｎ
ｎ－ｋ

　（ｋ＝０，１，２，…，ｎ）．

例９［２００３年Ⅰ３２］　两只一模一样的铁罐里都装有大量的红球和黑球，

其中一罐（取名“甲罐”）内 的 红 球 数 与 黑 球 数 之 比 为２∶１，另 一 罐（取 名“乙

罐”）内 的 黑 球 数 与 红 球 数 之 比 为２∶１，今 任 取 一 罐 并 从 中 依 次 取 出５０只

球，查得其中有３０只红球和２０只黑球，则该罐为“甲罐”的概率是该罐为“乙

罐”的概率的
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（Ａ）１５４倍．　　　　（Ｂ）２５４倍．　　　　（Ｃ）４３８倍．
（Ｄ）７９８倍． （Ｅ）１０２４倍．
解　题中假设都有大量红球和黑球，其意是可以认为从任意一罐中先后

往外取球，将不改变罐中两种颜色的比例。因此每一球可看作一次试验。Ａ
表示球取自“甲罐”的事件，Ｂ 表示球取自“乙罐”的事件，Ｃ 表示取到３０个红

球２０个黑球的事件

由题设知 Ｐ（Ｃ｜Ａ）＝Ｃ３０
５０（ ）２

３
３０（ ）１

３
２０
，

Ｐ（Ｃ｜Ｂ）＝Ｃ３０
５０（ ）１

３
３０（ ）２

３
２０
，

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１／２

又 Ｐ（Ａ｜Ｃ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）
Ｐ（Ｃ） ，　Ｐ（Ｂ｜Ｃ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ｜Ｂ）

Ｐ（Ｃ） 

所求概率比为

Ｐ（Ａ｜Ｃ）
Ｐ（Ｂ｜Ｃ）＝

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）
Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ｜Ｂ）＝

Ｐ（Ｃ｜Ａ）
Ｐ（Ｃ｜Ｂ）＝

Ｃ３０
５０（２／３）３０（１／３）２０

Ｃ３０
５０（１／３）２０（２／３）２０

＝２１０＝１０２４ 仅（Ｅ）入选

习　题　４１４

（一）问题求解

１ 进行３次独立重复试验，假 设 至 少 成 功１次 的 概 率 恰 是 成 功１次 概

率的２倍，则３次全失败的概率为

（Ａ）（ 槡８＋３ ２１／１２５）。　　　（Ｂ）（槡３ ２１－８）／１２５。

（Ｃ）（ 槡４＋３ ２１）／１２５。 （Ｄ）（槡３ ２１－２）／１２５。
（Ｅ）以上结论都不正确。

２ 设每次试验成功的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），则在４次重复试验中 至 少 成

功一次的概率为

（Ａ）ｐ（１－ｐ）３．　　　（Ｂ）Ｃ１
４ｐ（１－ｐ）３．　　　（Ｃ）ｐ３（１－ｐ）．

（Ｄ）１－（１－ｐ）４． （Ｅ）以上结论都不正确．
３ 每次实验成功的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），则在３次重复试验中至 多 失 败

２次的概率为

（Ａ）（１－ｐ）３　　（Ｂ）１－（１－ｐ）３ （Ｃ）ｐ３＋ｐ２（１－ｐ）＋ｐ（１－ｐ）２。
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（Ｄ）３（１－ｐ）２。　（Ｅ）以上结论都不正确。

４ 每次试验成功概率为ｐ（０＜ｐ＜１），则 在３次 重 复 试 验 中 至 少 失 败１
次的概率为

（Ａ）（１－ｐ）３． （Ｂ）１－ｐ３． （Ｃ）３（１－ｐ）．
（Ｄ）（１－ｐ）３＋ｐ（１－ｐ）２＋ｐ２（１－ｐ）． （Ｅ）３ｐ２（１－ｐ）．
５１０个产品中只有１个是次品，有放回地每次取一件，直到第ｎ次 才 取

得ｋ （ｋ≤ｎ）次次品的概率等于

（Ａ）（０１）ｋ×（０９）ｎ－ｋ　　　　（Ｂ）Ｃｋ
ｎ（０１）ｋ×（０９）ｎ－ｋ

（Ｃ）Ｃｋ－１
ｎ－１（０１）ｋ×（０９）ｎ－ｋ　　　　（Ｄ）Ｃｋ－１

ｎ－１（０１）ｋ－１×（０９）ｎ－ｋ
（Ｅ）Ｃｋ－１

ｎ （０１）ｋ×（０９）ｎ－ｋ
（二）条件充分性判断

１ 进行４次独立重复试验，可以确定１次试验的成功率ｐ的值
（１）已知试验４次都成功的概率与试验４次恰好成功３次的概率相等；
（２）已知４次试验恰好成功１次的 概 率 是 试 验４次 都 失 败 的 概 率 的１６

倍．
２ 一射击选手连续向目标 射 击４次，可 确 定 该 选 手 一 次 射 击 的 命 中 率

为２／３
（１）至少命中１次的概率为８０／８１； （２）４次全未命中的概率为１／８１
３ 设 一 个 试 验 只 有 两 个 结 果，即 成 功 与 失 败，且 每 次 成 功 的 概 率 为

ｐ（０＜ｐ＜１），各次试验独立，随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｎ）＝Ｃｋ－１
ｎ－１ｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，　ｎ≥ｋ

（１）Ｘ 表示获得第ｋ 次成功时的试验次数；

（２）Ｘ 表示获得第ｋ－１次成功时的试验次数

４ 在试验取得第２次成功之前已经失败２次的概率Ｐ（Ｂ）＝２７／２５６
（１）各次试验相互独立且每次试验的成功率都是ｐ （０＜ｐ＜１）；

（２）已知第一次试验成功之前已经失败１次的概率是３／１６

５ 在独立重复试验中，需进行多少次试验，使至少成功一次的概率不小

于０９，则可确定试验次数ｎ≥４
（１）若每次试验成功的概率为０５；

（２）若每次试验成功的概率为不小于０５
（三）解答题

１ 甲、乙两选手用五盘三胜制进行围棋决赛 按实力，甲在每局的胜率

为０６，求甲在决赛中取胜的概率
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２［１９９８年Ⅱ１９］　掷一枚不均匀的硬币，正面朝上的概率为２／３，抛 掷

４次，求正面朝上３次的概率

３ 同样掷６枚骰子，求：（１）出 现 了３个 偶 数 点 的 概 率；（２）出 现 偶 数 点

个数多于奇数点个数的概率

４ 某厂生产的４０瓦灯泡使用寿命大于５００小时的概率为０４，一 工 作

室用了８个这种灯泡，求５００小时后仍有不少于３个灯泡能正常使用的概率



４２　随 机 变 量

（一）考试内容

随机变量的概念，离散型随机变 量 的 概 率 函 数，连 续 型 随 机 变 量 的 概 率

密度，随机变量的分布函数，随机变 量 的 数 学 期 望、方 差 和 标 准 差，数 学 期 望

和分差的性质，二项分布，正态分布

（二）考试要求

理解离散型随机变量及其概率分布的概念，理解连续型随机变量及其概

率密度的概念，了解随机变量独立性 的 概 念，会 应 用 有 关 性 质 计 算 随 机 变 量

落入区间内的概率；理解期望和分差 的 定 义，会 计 算 离 散 型 随 机 变 量 或 连 续

型随机变量的期望和方差；知道常用 分 布（二 项 分 布、正 态 分 布）的 分 布 律 或

概率密度，会利用它们计算有关概率及其数学期望和方差

４２１　随机变量及其分布

　　１随机变量的概念

在一些随机试验中，试验结果本身就是由数量来表示的，例如，掷一枚骰

子观察其出现的点数，可能的结果可 分 别 由１，２，３，４，５，６来 表 示；在 另 一 些

随机试验中根据问题的需要对每一个可能结果指定一个数量与其对应，这样

对每一种可能结果有惟一实数与之对 应 这 种 对 应 关 系 实 际 上 在 样 本 空 间
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Ω 上定义了一个函数，通常记作 Ｘ＝Ｘ（ω），ω∈Ω
定义４２１１　设一个随机试验的样本空间 为Ω，如 果 其 每 一 个 样 本 点

（试验结果）ω∈Ω，都有惟一的实数 Ｘ（ω）与之对应，则称 Ｘ（ω）为一个随机变

量，简记作 Ｘ
一般随机变量可用 Ｘ，Ｙ，…或ξ，η，…表示
由于随机变量 Ｘ 的取值随 试 验 的 结 果 而 定，而 试 验 的 各 个 结 果 的 出 现

具有一定的概率，因此 Ｘ 取各个值也有一定的概率

　　２随机变量的分布函数

１）分布函数的概念

设 Ｘ 是一个随机变量，对任意实数ｘ，记

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ），

称Ｆ（ｘ）为随机变量 Ｘ 的 分 布 函 数。显 然Ｆ（ｘ）是 一 个 普 通 的 函 数，其 定 义

域为（－∞，＋∞），值域为［０，１］。上 述 分 布 函 数 Ｆ（ｘ）的 定 义 及 下 述 分 布 函

数的性质对于任意类型（包括离散型、连续型）的随机变量都是适用的

２）分布函数的性质

１°０≤Ｆ（ｘ）≤１，ｘ（－∞，＋∞），且

Ｆ（－∞）＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，　Ｆ（＋∞）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

Ｆ（ｘ）＝１

２°Ｆ（ｘ）是单调非减函数，即若ｘ１＜ｘ２，则Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）

３°Ｆ（ｘ）是右连续的，而对任一实数ａ，有

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ａ），　即　Ｆ（ａ＋０）＝ｆ（ａ）

４°Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ），即随机变量 Ｘ 落 入 区 间（ａ，ｂ］上 的 概 率

为Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）

５°事件｛Ｘ＝ａ｝的概率为

Ｐ（Ｘ＝ａ）＝Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－０），　其中　Ｆ（ａ－０）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ－

Ｆ（ｘ）

值得注意的是下述命题成立：

命题４２１１　一函数Ｆ（ｘ）为某一随机变量的分布函数当且仅当上 述

性质１°，２°，３°成立

　　３一维离散型随机变量及其分布

（１）如果随 机 变 量 Ｘ 只 取 有 限 个 或 可 列 个 可 能 的 值ｘ１，ｘ２，…，且 有

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，…，则称 Ｘ 为离散型随机变量，称

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…
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为离散型随机变量 Ｘ 的概率函数或概率分布或分布律
一般离散型随机变量 Ｘ 的概率函数可列表表示为

Ｘ ｘ１　ｘ２　…　ｘｋ　…

ｐ ｐ１　ｐ２　…　ｐｋ　… 　或　
ｘ１ ｘ２ … ｘｋ …

ｐ１ ｐ２ … ｐｋ
（ ）…

其中ｐｋ （ｋ＝１，２，…），必须满足以下性质：

１°ｐｋ≥０，ｋ＝１，２，…；　　２°∑
ｋ
ｐｋ＝１

反之，凡满足上述性质１°与２°的ｐｋ，ｋ＝１，２，…，一定可以是某个离散型

随机变量的概率函数 因而得到下述命题。

命题４２１２　Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ 成 为 随 机 变 量 Ｘ 的 概 率 函 数（即 分 布

列）的充分必要条件是ｐｋ 满足以下两个条件：

（１）ｐｋ≥０；　　　（２）∑
ｋ
ｐｋ＝１

（２）离散型随机变量的分布函数　设离散型随机变量 Ｘ 的分布律为

ｐｋ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ），　ｋ＝１，２，…，

则 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝ ∑
ｋ：ｘｋ≤ｘ

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ ∑
ｘｋ≤ｘ

ｐｋ （４２１１）

离散型随机变量的分 布 函 数 Ｆ（ｘ）是 一 个 阶 跃 函 数，在 每 个ｘｋ 处 为Ｆ
（ｘ）的跳跃点，其跳跃高 度 是ｐｋ 显 然 给 定 分 布 律 可 以 确 定Ｆ（ｘ） 由Ｆ（ｘ）

也可以惟一地确定ｘｋ 及ｐｋ 即确定其分布律

Ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｘｋ （ｋ＝１，２，…）处间断，且在这些间断点上右连续 因而

Ｆ（ｘ）的图形是一条在随机变量的一切可能取值ｘｉ （ｉ＝１，２，…）处 间 断 的 右

连续的曲线，且在间断点ｘｉ 处Ｆ（ｘ）的 图 形 有 一 个 跳 跃，其 跳 跃 高 度 就 是 随

机变量取该值ｘｉ 的概率ｐｉ，且

ｐｉ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝Ｆ（ｘｉ）－Ｆ（ｘｉ－０）
（３）离散型随机变量的概率函数｛ｐｉ，ｉ＝１，２，…｝与其分布函数Ｆ（ｘ）的

关系除式（４２１１）以外，还有

１°ｐｉ＝Ｆ（Ｘ＝ｘｉ）＝Ｆ（ｘｉ）－Ｆ（ｘｉ－０），ｘ１＜ｘ２＜…， （４２１２）

２°Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）＝ ∑
ｉ：ａ＜ｘｉ≤ｂ

ｐｉ （４２１３）

　　４一维连续型随机变量及其分布

１）连续型随机变量的概念

设 Ｘ 是一个随机变量，对于 Ｘ 的分 布 函 数Ｆ（ｘ），如 果 存 在 一 个 非 负 可

积函数ｆ（ｘ），使得对于任何实数ｘ都有
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Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ， （４２１４）

则称 Ｘ 是连续型随机变量，ｆ（ｘ）称 为 Ｘ 的 概 率 密 度 函 数，简 称 概 率 密 度 或

分布密度或密度，记作 Ｘ～ｆ（ｘ）

２）连续型随机变量 Ｘ 的分布的性质

命题４２１３　设连续型随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ），则

（１）ｆ（ｘ）≥０，－∞＜ｘ＜＋∞；　　（２）∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝１

反之，凡满足命题４２１３中（１）和（２）的 函 数ｆ（ｘ）一 定 可 以 是 某 个 连

续型随机变量的概率密度函数
连续型随机变量 Ｘ 的分布还有下述性质：

１°如果ｆ（ｘ）在点ｘ处连续，则Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）

２°分布函数Ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上处处连续

３°对任意实数ａ，ｂ（ａ＜ｂ），有

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）＝∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ

４°Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝０，其中ｘ为任一给定值
由上述性质４°易知，对连续型随机变量 Ｘ 取任一给定值的概率为零，即

Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝０，从而对任意实数ａ，ｂ有

Ｐ（Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（Ｘ＜ｂ），

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）。

上述的概率性质与离散型随机变量不大相同，读者应当特别注意
由式（４３１４）易知，连续型随机变量的分布函数Ｆ（ｘ）实际上是曲线ｙ

＝ｆ（ｘ）在区间（－∞，ｘ］上 的 曲 边 梯 形 的 面 积（见 图４２１１（ａ）），而 由 连 续

型随机变量的概率密度性 质（２）知 曲 线ｆ（ｘ）与ｘ 之 间 的 面 积 等 于１（见 图

４２１１（ｂ））Ｘ 落在区 间（ｘ１，ｘ２］上 的 概 率 Ｐ（ｘ１＜Ｘ≤ｘ２）等 于 曲 线ｙ＝

ｆ（ｘ）在区间（ｘ１，ｘ２］上的曲边梯形的面积（见图４２１１（ｃ））

图４２１１

记住Ｆ（ｘ）与ｆ（ｘ）的关系及其几何意义，对今后的解题会有很大帮助
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５随机变量的独立性

设 Ｘ，Ｙ 是两个随机变量，如 果 对 于 任 意 的ａ＜ｂ，ｃ＜ｄ，事 件｛ａ＜Ｘ＜ｂ｝

与｛ｃ＜Ｙ＜ｄ｝相互独立，则称随机变量 Ｘ 与Ｙ 是相互独立的
两个随机变量相互独立的概念可推广到多个随机变量的情况：如果对于

任意ａｉ＜ｂｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ）有

Ｐ（ａ１＜Ｘ１＜ｂ１，ａ２＜Ｘ２＜ｂ２，…，ａｎ＜Ｘｎ＜ｂｎ）

＝Ｐ（ａ１＜Ｘ１＜ｂ１）Ｐ（ａ２＜Ｘ２＜ｂ２）…Ｐ（ａｎ＜Ｘｎ＜ｂｎ），

则称这ｎ个随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是相互独立的
题型一　求离散型随机变量的分布

类型（一）　求离散型随机变量的分布律。

法一　用其分布律的定义求之
为此首先要设出随机变量 Ｘ（如没有给出），分析 Ｘ 的所有可能取值，然

后再求出 Ｘ 取各个值的概率Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，… 为 求ｐｉ 需 利 用 古

典概型中的各种方法，因而求离散型随机变量的分布律是本节的难点之一
例１　如果在５００元人民币（面值均为１００元）中混有两张假币，无 放 回

地每次取一张进行检查，直到取到真币为止，则抽取次数 Ｘ 的分布律为

（Ａ）　
Ｘ ０　　１　　２
ｐ ３／５　３／１０　１／１０

　　　（Ｂ）　
Ｘ １　　２　　３
ｐ ３／５　３／１０　１／１０

（Ｃ）　
Ｘ １　　２　　３
ｐ ３／１０　２／５　３／１０

　　　（Ｄ）　
Ｘ １　　２　　３
ｐ ２／５　２／５　１／５

（Ｅ）　
Ｘ ０　　１　　２　３
ｐ ３／１０　１／５　２／５　１／１０

解　因只有两张假币，第三次抽取必取得真币，故 Ｘ 的可能取值为１，２，

３，所以排除（Ａ）和（Ｅ）
设 Ａｉ＝｛第ｉ次取到真币｝，ｉ＝１，２，３，

则 Ｐ（ｘ＝１）＝Ｐ（Ａ１）＝３／５，

Ｐ（ｘ＝２）＝Ｐ（珡Ａ１Ａ２）＝（２／５）×（３／４）＝３／１０，

Ｐ（ｘ＝３）＝Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２Ａ３）＝（２／５）×（１／４）×（３／３）＝１／１０ 仅（Ｂ）入选
例２　一个袋中有５只球，编号为１，２，３，４，５，在 其 中 同 时 取３只，以 Ｘ

表示取出的３个球中的最大号码，试求 Ｘ 的概率分布
解　Ｘ 的可能取值为３，４，５
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事件｛Ｘ＝３｝表示取出的３只球 号 码 分 别 为１，２，３，只 有 这 一 种 情 况，所

以

Ｐ（Ｘ＝３）＝１／Ｃ３
５＝１／１０

事件｛Ｘ＝４｝表示３只球中最大号码为４，另外两个号码可在１，２，３中任

取２个，共有Ｃ２
３ 种取法，故

Ｐ（Ｘ＝４）＝Ｃ２
３／Ｃ３

５＝３／１０
事件｛Ｘ＝５｝表示３只球中最大号码为５，另外两个号码可在１，２，３，４中

任取２个共有Ｃ２
４ 种取法，所以

Ｐ（Ｘ＝５）＝Ｃ２
４／Ｃ３

５＝３／５　或　Ｐ（Ｘ＝５）＝１－Ｐ（Ｘ＝３）－Ｐ（Ｘ＝４）＝３／５
于是 Ｘ 的概率分布律为

Ｘ ３　　４　　５
ｐ １／１０　３／１０　３／５

　　例３　设相互独立的两个随机变量 Ｘ，Ｙ 具有相同的分布律，即

Ｘ －１　　０　　１
ｐ １／４　１／２　１／４

求随机变量Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律
解　Ｚ 的可能取值为－１，０，１，且由 Ｘ，Ｙ 相互独立，有

Ｐ（Ｚ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝－１，Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝－１）Ｐ（Ｙ＝－１）

＝１／４×１／４＝１／１６，

类似地 Ｐ（Ｚ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝－１）

　＋Ｐ（Ｘ＝－１，Ｙ＝０）

＝１
２×１

２＋１
２×１

４＋１
４×１

２＝１
２

，

Ｐ（Ｚ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）

　＋Ｐ（Ｘ＝－１，Ｙ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝０，Ｙ＝１）

＝１
４×１

４＋１
４×１

２＋１
４×１

４＋１
４×１

４＋１
２×１

４＝７
１６

Ｚ 的分布律为

Ｚ －１　　０　　１
ｐ １／１６　１／２　７／１６

　　法二　利用随机变量分布的现成公式求之。

例４　１００件产品中有５件次品，从中随机取２０件，求抽到次品数 Ｘ 的
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分布律
解　Ｘ 服从超几何分布，其取值为０，１，２，３，４，５，由式（４１２３）有

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
５Ｃ２０－ｋ

９５ ／Ｃ２０
１００，　ｋ＝０，１，２，３，４，５

例５　一运动员定点投篮命 中 率 为０８，现 连 续 投３０次，试 求 投 进 球 数

Ｘ 的分布律
解　显然 Ｘ 服从二项分布，即 Ｘ～Ｂ（３０，０８），其分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
１０（０８）ｋ０２３０－ｋ，　ｋ＝０，１，…，３０

法三　利用分布函数法求之。

已知离散型随机变量 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）时，Ｆ（ｘ）的各分段点（间断点）

ｘｋ 的取值就是Ｘ 的 可 能 取 值，而 Ｘ 取 这 些 值 的 概 率，可 由 式（４２１２）求

出，从而可求出 Ｘ 的分布律
例６　设随机变量 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

０４， －１≤ｘ＜１，

０８， １≤ｘ＜３，

１， ３≤ｘ＜＋∞

烅

烄

烆 ，

求 Ｘ 的概率分布
解　显然Ｆ（ｘ）的间断点即 Ｘ 的 可 能 取 值 为ｘ１＝－１，ｘ２＝１，ｘ３＝３，又

由式（４２１２）得到

ｐ１＝Ｐ（Ｘ＝－１）＝Ｆ（－１）－Ｆ（－１－０）＝０４－０＝０４，

ｐ２＝Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｆ（１）－Ｆ（１－０）＝０８－０４＝０４，

ｐ３＝Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｆ（３）－Ｆ（３－０）＝１－０８＝０２，

故 Ｘ 的概率分布为

Ｘ －１　　１　　３
ｐ ０４　０４　０２

　　法四　利用解方程组法求之。

运用分布律的两条基本 性 质：ｐｋ≥０，∑ｐｋ＝１，建 立 随 机 变 量 Ｘ 的 取 值

概率ｐｋ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）所满足的关系式，或列出Ｘ 的可能取值ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ，…

所满足的方程组 解这些方程求出ｐｋ 或ｘｋ，即可求出分布律
例７　若ξ是离散型随机变量，Ｐ（ξ＝ｘ１）＝３／５，Ｐ（ξ＝ｘ２）＝２／５，且ｘ１＜

ｘ２，又已知Ｅ（ξ）＝７／５，Ｄ（ξ）＝６／２５，求ξ的分布律
解　为求ξ的分布律，必须求出ｘ１，ｘ２ 由
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ξ ｘ１　　ｘ２

ｐ ３／５　２／５， 　和　 ξ
２ ｘ２

１　　ｘ２
２

ｐ ３／５　２／５

可知 Ｅ（ξ）＝（３／５）ｘ１＋（２／５）ｘ２＝７／５，Ｅ（ξ
２）＝（３／５）ｘ２

１＋（２／５）ｘ２
２，

故 Ｄ（ξ）＝Ｅ（ξ
２）－［Ｅ（ξ）］

２＝［（３／５）ｘ２
１＋（２／５）ｘ２

２］－（７／５）２＝６／２５

于是有
３ｘ１＋２ｘ２＝７，

３ｘ２
１＋２ｘ２

２＝１１｛ ，

解得
ｘ１＝１，

ｘ２
｛ ＝２

　或　
ｘ１＝９／５，

ｘ２＝４／｛ ５
因ｘ２＞ｘ１，故舍去后一组解值，得到ｘ１＝１，ｘ２＝２，于是有

ξ １　　２
ｐ ３／５　２／５

类型（二）　求离散型随机变量的分布函数。

如果已知离散型随机变 量 Ｘ 的 分 布 律Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ （ｋ＝１，２，…，ｎ）

可由下述方法求得 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）：

１°先由 Ｘ 的可能取值ｘｋ 将（－∞，＋∞）分划为若干个子区间；

２°由累加的方法依次分别求出Ｆ（ｘ）在各子区间上的取值，即 可 得 到 所

求的分布函数

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜ｘ１，

ｐ１， ｘ１≤ｘ＜ｘ２，

ｐ１＋ｐ２， ｘ２≤ｘ＜ｘ３，

… 　…

ｐ１＋ｐ２＋…＋ｐｋ， ｘｋ≤ｘ＜ｘｋ＋１，

… 　…

１， ｘ≥ｘｎ

烅

烄

烆 ，

即 Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝ ∑
ｘｋ≤ｘ

ｐｋ

例８　设离散型随机变量 Ｘ 只取１，２，３共三个值，且取各值的概率与其

取值成反比，求 Ｘ 的分布函数
解　为求 Ｘ 的分布函数先求Ｘ 的分布律

由题设有Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝λ／ｉ，ｉ＝１，２，３ 根据∑
３

ｉ＝１
ｐｉ＝１得到λ＋λ／２＋λ／３＝１。

解得λ＝６／１１ 于是

ｐ１＝Ｐ（Ｘ＝１）＝６／１１，　ｐ２＝Ｐ（Ｘ＝２）＝３／１１，　ｐ３＝Ｐ（Ｘ＝３）＝２／１１。
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因而有 Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜１，

ｐ１＝６／１１， １≤ｘ＜２，

ｐ１＋ｐ２＝９／１１， ２≤ｘ＜３，

ｐ１＋ｐ２＋ｐ３＝１， ｘ≥

烅

烄

烆 ３
例９　设某一设备由三大部件构成，设备运转时各部件需调整的概率分

别为０１，０２，０３ 若各部件的状态相互独立，求同时需调整的部件 数 Ｘ 的

分布函数
解　显然 Ｘ 为离散型随 机 变 量，为 求 Ｘ 的 分 布 函 数，需 先 求 出 Ｘ 的 分

布律，即求出 Ｘ 的所有可能取值及其相应概率
易见，Ｘ 只取０，１，２，３各值 为计算Ｐ（Ｘ＝ｉ）（ｉ＝０，１，２，３），设 事 件 Ａｉ

＝｛第ｉ个部件需调整｝（ｉ＝１，２，３） 依题意，Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独立，且

Ｐ（Ａ１）＝０１，　Ｐ（Ａ２）＝０２，　Ｐ（Ａ３）＝０３，

则 Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２珡Ａ３）＝Ｐ（珡Ａ１）Ｐ（珡Ａ２）Ｐ（珡Ａ３）

＝０９×０８×０７＝０５０４，

Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）

＝０１×０２×０３＝０００６，

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ａ１珡Ａ２珡Ａ３＋珡Ａ１Ａ２珡Ａ３＋珡Ａ１珡Ａ２Ａ３）

＝Ｐ（Ａ１珡Ａ１珡Ａ２）＋Ｐ（珡Ａ１Ａ２珡Ａ３）＋Ｐ（珡Ａ１珡Ａ２Ａ３）

＝０１×０８×０７＋０９×０２×０７＋０９×０８×０３＝０３９８，

Ｐ（Ｘ＝２）＝１－Ｐ（Ｘ＝１）－Ｐ（Ｘ＝３）－Ｐ（Ｘ＝０）＝００９２，

故 Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝

０， ｘ＜０，

０５０４， ０≤ｘ＜１，

０９０２， １≤ｘ＜２，

０９９４， ２≤ｘ＜３，

１， ｘ≥３

烅

烄

烆 。

题型二　求连续型随机变量的分布和有关概率

类型（一）　已知概率密度函数，求其分布函数或（和）有关概率。已知随

机变量 Ｘ 的概率密度函数ｆ（ｘ），可按式（４２１４）求出其分布函数
下按下述诸式求出随机变量落在这间内的概率

Ｐ（Ｘ≤ｂ）＝∫ｂ
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ， （４２１５）

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）

＝Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝∫ｂ
ａｆ（ｘ）ｄｘ， （４２１６）
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求出 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）后，还可按下式求出有关概率

Ｐ（Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）， （４２１７）

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ），

Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ） （４２１８）

例１０［２００２年Ⅱ３３］　已知随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，

１／２， ０＜ｘ≤１，

１／（２ｘ２）， ｘ＞
烅
烄

烆 １
求 Ｘ 的分布函数，并求Ｐ（１／４≤Ｘ＜２）

解　当ｘ≤０时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫ｘ

－∞０ｄｔ＝０；

当０＜ｘ≤１时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫０

－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫ｘ
０ｆ（ｔ）ｄｔ

＝∫０
－∞０ｄｔ＋∫ｘ

０
１
２ｄｔ＝０＋１

２ｘ＝１
２ｘ；

当ｘ＞１时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ

＝∫０
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫１

０ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫ｘ
１ｆ（ｔ）ｄｔ

＝∫０
－∞０ｄｔ＋∫１

０
１
２ｄｔ＋∫ｘ

１
ｄｔ
２ｔ２＝

１
２－１

２∫ｘ
１ｄ

１
ｔ

＝１
２－１

２
１
ｔ

ｘ

１
＝１

２－１
２

１
ｘ（ ）－１ ＝１－１

２ｘ
。

故 Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，

ｘ／２， ０＜ｘ≤１，

１－１／（２ｘ）， ｘ＞
烅
烄

烆 １
求Ｐ（１／４≤Ｘ＜２）可 用 式（４２１８）或 式（４２１６）求 之，即 用 Ｘ 的 分 布 函

数，密度函数分别求之。

Ｐ（１／４≤Ｘ＜２）＝Ｐ（Ｘ≤２）－Ｐ（Ｘ≤１／４）＋Ｐ（Ｘ＝１／４）－Ｐ（Ｘ＝２）

＝Ｆ（２）－Ｆ（１／４）＋０＋０＝Ｆ（２）－Ｆ（１／４）

＝ １－ １（ ）２×２ －１／４
２ ＝５

８
，

或　　Ｐ（１／４≤Ｘ＜２）＝∫２
１／４ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

１／４
１
２ｄｘ＋∫２

１
１

２ｘ２ｄｘ

＝１
２ １－（ ）１

４ －１
２×１

ｘ
２

１
＝３

８－１
４＋１

２＝５
８

例１１［２００２年Ⅱ２５］　已知随机变量 Ｘ 的密度函数为
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ｆ（ｘ）＝
ｂｘ（１－ｘ）， ０＜ｘ＜１，

０， 其他｛ ，

则 Ｐ（３Ｘ２＋２Ｘ－１＜０）＝ 
解　抛物线ｙ＝３ｘ２＋２ｘ－１是开口向上的抛物线。由

３ｘ２＋２ｘ－１＝（３ｘ－１）（ｘ＋１）＝０，

易求得它与ｘ轴的两个交点为ｘ１＝－１，ｘ２＝１／３ 因 而ｙ＝３ｘ２＋２ｘ－１＜０
与－１≤ｘ≤１／３等价，故

Ｐ（３Ｘ２＋２Ｘ－１＜０）＝Ｐ（－１≤Ｘ≤１／３），

因而　　Ｐ（３Ｘ２＋２Ｘ－１＜０）

＝Ｐ（－１≤Ｘ≤１／３）＝∫１／３
－１ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫０
－１ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫１／３

０ ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫０
－１０ｄｘ＋∫１／３

０ ６ｘ（１－ｘ）ｄｘ

＝６ ｘ２

２

１
３

０
－ｘ３

３

１
３（ ）
０

＝６ １
１８－ １（ ）３×２７ ＝９－２

２７ ＝７
２７

例１２［２００４年Ⅱ１２］　某小城市每天的用电量不超过１０００万千瓦·时，

以 Ｘ 表示每天的耗电率（实际用电量除以１０００万千瓦·时），它具有密度函

数ｆ（ｘ）＝１２ｘ（１－ｘ）２ （０＜ｘ＜１），若每天供电量为９００万千瓦·时，则供电

量不能满足需要的概率是

（Ａ）０００３７．　　　（Ｂ）０００３９．　　　（Ｃ）０００４１．
（Ｄ）０００４５．　　　（Ｅ）０００４９．
解　因该市每天耗电量为１０００Ｘ（万千瓦·时），故所求概率为

Ｐ（１０００Ｘ＞９００）＝Ｐ（Ｘ＞９／１０）＝１－Ｐ（Ｘ≤９／１０）＝１－∫０９
０ １２ｘ（１－ｘ）２ｄｘ

＝１－１２ ｘ２

２－２
３ｘ３＋ｘ４（ ）４

０９

０

＝１－１２ ６ｘ２

１２－８ｘ３

１２＋３ｘ４（ ）１２
０９

０

＝１－ｘ２（６－８ｘ＋３ｘ２）
０９

０
＝１－０８１（６－７２＋２４３）

＝１－０８１×１２３＝１－０９９６３＝０００３７ 仅（Ａ）入选

例１３　设随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，求 Ｘ 的分 布 函 数

Ｆ（ｘ）；Ｐ（｜Ｘ｜≤１）；Ｐ（Ｘ≤０｜｜Ｘ｜≤１）
解　当ｘ＜０时，ｆ（ｘ）＝ｅ－｜ｘ｜／２＝ｅｘ／２，由式（４２１４）得到

Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫ｘ

－∞
１
２ｅｔｄｔ＝１

２ｅｘ；
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当ｘ≥０时，ｆ（ｘ）＝ｅ－｜ｘ｜／２＝ｅ－ｘ／２

故 Ｆ（ｘ）＝∫０
－∞

１
２ｅｔｄｔ＋∫ｘ

０
１
２ｅ－ｔｄｔ＝１

２＋１
２－１

２ｅ－ｘ＝１－ｅ－ｘ／２，

于是 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
ｅｘ／２， ｘ＜０，

１－ｅ－ｘ／２， ｘ≥｛ ０

Ｐ（｜Ｘ｜≤１）＝Ｐ（－１≤Ｘ≤１）＝Ｐ（－１＜Ｘ≤１）＝Ｆ（１）－Ｆ（－１）＝１－ｅ－１

Ｐ（Ｘ≤０｜｜Ｘ｜≤１）＝Ｐ（Ｘ≤０，｜Ｘ｜≤１）
Ｐ（｜Ｘ｜≤１） ＝Ｐ（－１≤Ｘ≤０）

Ｐ（｜Ｘ｜≤１）

＝Ｆ（０）－Ｆ（－１）
Ｐ（｜Ｘ｜≤１） ＝１／２－ｅ－１／２

１－ｅ－１ ＝１
２

例１４　设随机变量 Ｘ 具有关于ｙ 轴对称的概率密度ｐＸ（ｘ），即

ｐＸ（－ｘ）＝ｐＸ（ｘ），

其分布函数为Ｆ（ｘ），试证明对任意ａ＞０，有

（１）Ｆ（－ａ）＝１－Ｆ（ａ）＝１
２－∫ａ

０ｐＸ（ｘ）ｄｘ；

图４２１２

（２）Ｐ（｜Ｘ｜＜ａ）＝２Ｆ（ａ）－１；

（３）Ｐ（｜Ｘ｜＞ａ）＝２［１－Ｆ（ａ）］
证明 一 　 如 图 ４２１２ 所 示，Ｓ１，

Ｓ２，Ｓ３，Ｓ４ 分 别 表 示 对 应 区 间 上 曲 线

ｐＸ（ｘ）与 ｘ 轴 所 围 成 的 曲 边 梯 形 的 面

积，因密度曲线ｐＸ（ｘ）关于ｙ轴对称，故

Ｓ１＝Ｓ４，Ｓ２＝Ｓ３，且

Ｓ１＋Ｓ２＝∫０
－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ＝∫＋∞

０ ｐＸ（ｘ）ｄｘ＝１
２

，

Ｓ３＝Ｓ２＝∫ａ
０ｐＸ（ｘ）ｄｘ，　Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３＝Ｆ（ａ），

Ｓ１＝Ｓ４，　Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３＋Ｓ４＝１
（１）因ｐＸ（ｘ）关于ｙ轴对称，故为偶函数，Ｓ１＝Ｓ４，而

Ｆ（ａ）＝Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３，　Ｆ（－ａ）＝Ｓ１，
故 Ｆ（ａ）＋Ｆ（－ａ）＝Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３＋Ｓ１＝Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３＋Ｓ４＝１，
即 Ｆ（－ａ）＝１－Ｆ（ａ）
又 Ｆ（－ａ）＝∫ａ

－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ＝Ｓ１＝（Ｓ１＋Ｓ２）－Ｓ２

＝１
２－Ｓ３＝１

２∫ａ
０ｐＸ（ｘ）ｄｘ。
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（２）Ｐ（｜Ｘ｜＜ａ）＝Ｐ（－ａ＜Ｘ＜ａ）＝Ｓ２＋Ｓ３＝２Ｓ３

＝２［Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３－（Ｓ１＋Ｓ２）］

＝２［Ｆ（ａ）－１／２］＝２Ｆ（ａ）－１
（３）Ｐ（｜Ｘ｜＞ａ）＝Ｐ（Ｘ＞ａ）＋Ｐ（Ｘ＜－ａ）＝Ｓ４＋Ｓ１

＝２Ｓ１＝２Ｆ（－ａ）＝２［１－Ｆ（ａ）］
证明二　（１）先证Ｆ（ａ）＋Ｆ（－ａ）＝１ 由式（４２１４）得到

Ｆ（ａ）＝∫ａ
－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ

ｘ＝－


ｕ
－∫－ａ

＋∞ｐＸ（－ｕ）ｄｕ＝∫－ａ
＋∞ｐＸ（ｕ）ｄｕ

＝∫＋∞
－ａｐＸ（ｕ）ｄｕ，

故 Ｆ（－ａ）＋Ｆ（ａ）＝∫－ａ
－∞ｐＸ（ｕ）ｄｕ＋∫＋∞

－ａｐＸ（ｕ）ｄｕ＝∫＋∞
－∞ｐＸ（ｕ）ｄｕ＝１

下面证明Ｆ（－ａ）＝１
２－∫ａ

０ｐＸ（ｘ）ｄｘ 事实上，有

Ｆ（－ａ）＝∫－ａ
－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ

ｔ＝－


ｘ
－∫ａ

∞ｐＸ（ｔ）ｄｔ＝∫＋∞
ａ ｐＸ（ｔ）ｄｔ

＝∫＋∞
０ ｐＸ（ｘ）ｄｘ－∫ａ

０ｐＸ（ｘ）ｄｘ（ａ＞０）＝１
２－∫ａ

０ｐＸ（ｘ）ｄｘ

或　Ｆ（－ａ）＝１－Ｆ（ａ）＝∫＋∞
－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ－∫ａ

－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ

＝∫０
－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ＋∫＋∞

０ ｐＸ（ｘ）ｄｘ－∫０
－∞ｐＸ（ｘ）ｄｘ－∫ａ

０ｐＸ（ｘ）ｄｘ

＝１
２－∫ａ

０ｐＸ（ｘ）ｄｘ。

（２）Ｐ（｜Ｘ｜＜ａ）＝Ｐ（－ａ＜Ｘ＜ａ）＝Ｆ（ａ）－Ｆ（－ａ）

＝Ｆ（ａ）－［１－Ｆ（ａ）］＝２Ｆ（ａ）－１。

（３）Ｐ（｜Ｘ｜＞ａ）＝１－Ｐ（｜Ｘ｜≤ａ）

＝１－［２Ｆ（ａ）－１］＝２［１－Ｆ（ａ）］
类型（二）　已知随机变量的分布函数，求其密度函数或（和）有关概率
已知随机变量 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）根据下述命题可求密度函数
命题４２１４　若ｆ（ｘ）在点ｘ处连续，则ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）
利用分布函数及式（４２１８）可求得有关概率
求出其密度函数后也 可 利 用 式（４２１６）或 式（４２１５）求 出 有 关 概 率


例１５　设随机变量 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－（１＋ｘ）ｅ－ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜０｛ ，

求：（１）Ｘ 的密度函数；（２）Ｐ（Ｘ≤１），Ｐ（Ｘ＞２），Ｐ（１＜Ｘ＜２）
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解　由ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）得到

ｆ（ｘ）＝
ｘｅ－ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜｛ ０
（２）Ｐ（Ｘ≤１）＝Ｆ（１）＝１－（１＋１）ｅ－１＝１－２ｅ－１，

Ｐ（Ｘ＞２）＝１－Ｐ（Ｘ≤２）＝１－Ｆ（２）＝１－［１－３ｅ－２］＝３ｅ－２，

Ｐ（１＜Ｘ＜２）＝Ｆ（２）－Ｆ（１）＝（１－３ｅ－２）－（１－２ｅ－１）＝２ｅ－１－３ｅ－２
例１６［２００３年Ⅱ１７］（条件充分性判断）　Ｐ（ｘ１≤Ｘ≤ｘ２）≥０５５
（１）Ｐ（Ｘ≤ｘ２）≥０７５，Ｐ（Ｘ≥ｘ１）≥０８；

（２）Ｐ（Ｘ≤ｘ２）≥０６５，Ｐ（Ｘ≥ｘ１）≥０９
解　Ｐ（ｘ１≤Ｘ≤ｘ２）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ２）－Ｐ（Ｘ＜ｘ１）

＝Ｐ（Ｘ≤ｘ２）－［１－Ｐ（Ｘ≥ｘ１）］

＝Ｐ（Ｘ≤ｘ２）＋Ｐ（Ｘ≥ｘ１）－１

≥０７５＋０８－１＝０５５
条件（１）充分。当条件（２）成立时，有

Ｐ（ｘ１≤Ｘ≤ｘ２）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ２）＋Ｐ（Ｘ≥ｘ２）－１

≥０６５＋０９－１＝０５５
条件（２）也充分。仅 Ｄ入选

题型三　利用分布确定分布中的未知参数

类型（一）　确定分布律中含有的未知参数
常利用离散型随机变量的分布律的性质

∑
ｉ
ｐｉ＝１，　０≤ｐｉ≤１，

建立以所求参数为未知量的方程或方程组确定之
例１７［２００２年Ⅱ２０］　若随机变量 Ｘ 的分布为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ａｋ （ｋ＝２，４，

６，…），则ａ等于

（Ａ）１／２．　　（Ｂ）－１／２．　　（Ｃ）±１／２．　　（Ｄ）±１／槡２．

解　Ｘ 为离散型随机变量，应利用∑
∞

ｉ＝１
Ｐ（Ｘ＝２ｉ）＝１，求出ａ．由

１＝∑
∞

ｉ＝１
Ｐ（Ｘ＝２ｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
ａ２ｉ＝∑

∞

ｉ＝１
（ａ２）ｉ＝ａ２＋（ａ２）２＋（ａ２）３＋…

＝ａ２［１＋ａ２＋（ａ２）２＋（ａ２）３＋…］＝ａ２ １
１－ａ２ （｜ａ２｜＜１）

得到１－ａ２＝ａ２，即ａ＝±１／槡２。仅（Ｄ）入选
类型（二）　确定离散型随机变量的分布函数中的未知参数
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常利用分布函数的性质及式（４２１２）求之
例１８　设离散随机变量 Ｘ 的分布数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

ａ， －１≤ｘ＜１，

２／３－ａ， １≤ｘ＜２，

ａ＋ｂ， ｘ≥２

烅

烄

烆 ，

且Ｐ（Ｘ＝２）＝１／２，试确定常数ａ和ｂ，并求 Ｘ 的分布律
解　利用 Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｘ－０），Ｐ（Ｘ＝２）＝１／２，

得到 １／２＝Ｆ（２）－Ｆ（２－０）＝ａ＋ｂ－（２／３－ａ）， ①
又 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
Ｆ（Ｘ）＝１，

故 ａ＋ｂ＝１， ②
解式①与式②得 ａ＝１／６，　ｂ＝５／６

因而 Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

１／６， －１≤ｘ＜１，

１／２， １≤ｘ＜２，

１， ｘ≥２

烅

烄

烆 。

再由分布律与分布函数的关系即知 Ｘ 的分布律为

Ｘ －１　　１　　２
Ｐ １／６　１／３　１／２

　　类型（三）　求连续型随机变量分布中的未知数参数。

根据题设条件建立以所求参数为未知量的方程或方程组求之
法一　利用分布函数Ｆ（ｘ）及概率密度ｆ（ｘ）的下述性质建立方程求之。

Ｆ（－∞）＝０，　Ｆ（＋∞）＝１，　Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｘ＋０）＝Ｆ（ｘ－０），

∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，　ｆ（ｘ）≥０

例１９　设随机变量 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
Ａ＋Ｂｅ－２ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０｛ ，

求Ａ，Ｂ 的值和Ｘ 的概率密度函数
解　（１）因Ｆ（ｘ）是（－∞，＋∞）上的连续函数，故

ｌｉｍ
ｘ→０＋

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（Ａ＋Ｂｅ－２ｘ）＝Ａ＋Ｂ＝Ｆ（０）＝０，

又 Ｆ（＋∞）＝１，　即　ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（Ａ＋Ｂｅ－２ｘ）＝Ａ＝１，
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由Ａ＝１可得Ｂ＝－１，即Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－２ｘ （ｘ＞０）。于是

ｆ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）＝
２ｅ－２ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤｛ ０
法二　利用连续型随机变量的分 布 参 数 与 分 布 的 数 字 特 征 之 间 的 关 系

式建立方程或利用数字特征与概率密度之间的定义关系求之。

Ｆ（ｘ）＝∫＋∞
－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ，　ＥＸ２＝∫＋∞

－∞ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ，　ＤＸ＝Ｅ（Ｘ２）－（ＥＸ）２
例２０［２００３年Ⅰ３４］　若随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝

ａｘ， ０＜ｘ≤１，

２－ｂｘ， １＜ｘ＜２，

０， 其他

烅
烄

烆 ，

且Ｅ（Ｘ）＝１，则

（Ａ）ａ＝１，ｂ＝２。　　（Ｂ）ａ＝２，ｂ＝１。　　（Ｃ）ａ＝１，ｂ＝１。

（Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝２。 （Ｅ）ａ＝１，ｂ＝－２
解　由密度函数的性质得到

１＝∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０ａｘｄｘ＋∫２
１（２－ｂｘ）ｄｘ

＝ａ
２ｘ２

１

０
＋ ２ｘ－ｂ

２ｘ（ ）２
２

１
＝ａ

２＋２－３ｂ
２

，

即 ａ－３ｂ＝－２。 ①
又由　　　１＝Ｅ（Ｘ）＝∫＋∞

－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１
０ａｘ２ｄｘ＋∫２

１（２ｘ－ｂｘ２）ｄｘ

＝ａ
３ｘ３

１

０
＋ ｘ２－ｂ

３ｘ（ ）３
２

１
＝ａ

３＋３－７
３ｂ，

即 ａ－１７ｂ＝１６。 ②
联立式①、式②，解得ｂ＝１，因而ａ＝１。仅（Ｃ）入选

例２１　设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ， ０≤ｘ≤１，

０， 其他｛ 。

Ｅ（Ｘ）＝０５，Ｄ（Ｘ）＝０１５，则ａ＋ｂ＋ｃ＝
（Ａ）０．　　　（Ｂ）１．　　　（Ｃ）２．　　　（Ｄ）３．　　　（Ｅ）４．
解　依题意，有

０５＝Ｅ（Ｘ）＝∫＋∞
－∞ｘｆ（ｘ）＝∫１

０（ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ）ｄｘ＝ａ
４＋ｂ

３＋ｃ
２

，

Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝０４＝∫＋∞
－∞ｘ２ｆ（ｘ）＝∫１

０（ａｘ４＋ｂｘ３＋ｃｘ２）ｄｘ

＝ａ／５＋ｂ／４＋ｃ／３，
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１＝∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０（ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ）ｄｘ＝ａ
３＋ｂ

２＋ｃ。

由上述三个方程易求得ａ＝１２，ｂ＝－１２，ｃ＝３，故ａ＋ｂ＋ｃ＝３．仅（Ｄ）入选
法三　根据题设找出待求参数所满足的条件求之．
例２２　设连续型随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
ａｘ＋ｂ， ０≤ｘ≤１，

　０， 其他｛ ， 　且　Ｐ Ｘ≤（ ）１
２ ＝１

４
，

求：（１）ａ，ｂ的值；　（２）分布函数Ｆ（ｘ）

解　（１）依题意有　∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０（ａｘ＋ｂ）ｄｘ＝ａ
２＋ｂ＝１， ①

Ｐ（Ｘ≤１
２

）＝∫
１
２－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１
２０ （ａｘ＋ｂ）ｄｘ＝ａ

８＋ｂ
２＝１

４
， ②

联立式①与式②，解得ａ＝２，ｂ＝０
（２）当ｘ＜０时，因ｆ（ｘ）＝０，故

Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｘ）ｄｔ＝∫ｘ

－∞０ｄｔ＝０；

当０≤ｘ＜１时，Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫ｘ

０２ｔｄｔ＝ｘ２；

当ｘ≥１时，Ｆ（ｘ）＝∫ｘ
－∞ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫１

０２ｔｄｔ＋∫ｘ
１０ｄｔ＝１。

故 Ｘ 的分布函数为　　　Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

ｘ２， ０≤ｘ＜１，

１， ｘ≥
烅
烄

烆 １
例２３　设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
Ａｅ－ｘ，　ｘ≥λ，

　０，　ｘ＜｛ λ
　（λ＞０，Ａ 为常数），

又ｐ＝Ｐ（λ＜ｘ＜λ＋ａ）（ａ＞０），则

（Ａ）ｐ的值与ａ 无关，且随λ增大而增大
（Ｂ）ｐ的值与ａ 无关，且随λ增大而减小
（Ｃ）ｐ的值与λ 无关，且随ａ增大而增大
（Ｄ）ｐ的值与λ 无关，且随ａ增大而减小
（Ｅ）因λ，ａ的具体值未知，无法判断ｐ取值的增减性
解　由∫＋∞

－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，可求得Ａ＝ｅλ，所以

Ｐ（λ＜Ｘ＜λ＋ａ）＝ｅλ∫λ＋ａ
λ ｅ－ｘｄｘ＝ｅλ（－ｅ－ｘ）

λ＋ａ

λ
＝１－ｅ－ａ，

此值与λ无关，且随ａ的增大而增大．仅（Ｃ）入选
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事实上利用连续型随机变量落入 某 一 区 间 的 概 率 等 于 密 度 函 数 曲 线 在

该这间上的曲边梯形面积即知Ｐ（λ＜Ｘ＜λ＋ａ）随ａ的增大而增大，而与λ的

值无关 仅（Ｃ）入选
题型四　判别随机变量的概率函数、分布函数、概率密度函数

类型（一）　判别随机变量的概率函数。

利用命题４２１２判别之
例２４（条件充分性判断）　离 散 型 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 律 为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝

αβ
ｋ，ｋ＝１，２，…。

（１）α＞０；　　　　　（２）β＝１／（α＋１）。

解　当条件（１）成立即α＞０时，无 法 判 断 Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝αβ
ｋ＞０，因 为 不 知

道β是否大于零。条件（１）不充分 当条件（２）成立时，虽有

∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝α∑

∞

ｋ＝１
β

ｋ＝ αβ
１－β

＝ α
１＋α １－ １

１＋（ ）α ＝１，

但无法判别Ｐ（Ｘ＝ｋ）是 否 大 于 零，因 而 条 件（２）单 独 也 不 充 分。当 条 件（１）

与条件（２）联合时，由于α＞０保证ｐｋ＝Ｐ（Ｘ＝ｋ）＞０，且 ∑
∞

ｋ＝１
ｐｋ＝∑

∞

ｋ＝１
Ｐ（Ｘ＝ｋ）

＝１，故 离 散 型 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 律 为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝αβ
ｋ，ｋ＝１，２，…。仅 Ｃ

入选
类型（二）　判别随机变量的概率密度函数。

常用命题４２１３判别之
例２５（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）是连续型随机变量Ｘ 的概率密度。

（１）ｆ（ｘ）≥０；　　　　　（２）∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝１

解　由 命 题４２１３知 要 使ｆ（ｘ）成 为 Ｘ 的 密 度 函 数，ｆ（ｘ）必 须 满 足

ｆ（ｘ）≥０，且∫＋∞
－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，即条件（１）与条件（２）单独不充分，但条件（１）与

条件（２）联合起来充分。仅 Ｃ入选

例２６（条件充分性判断）　函数ｆ（ｘ）＝ａｅ－１
２

（ｘ２＋ｂ），－∞＜ｘ＜＋∞，为

连续型随机变量ｘ的概率密度函数

（１）ｂ＝０；　　　　　　　（２）ａ＝ｅｂ／２／ ２槡π。

解　当条件（１）成立时，有ｆ（ｘ）＝ａｅ－１
２ｘ２，且 当ａ＜０时，ｆ（ｘ）＜０，因 而

不满足ｆ（ｘ）≥０的条件。条件（１）不充分。当条件（２）成立时，有

ｆ（ｘ）＝ ｅ
ｂ
２

２槡π
ｅ－１

２
（ｘ２＋ｂ）＝ １

２槡π
ｅ－ｘ２

２ ，　－∞＜ｘ＜＋∞。
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此为标准正态分布的概率密度函数。条件（２）充分。仅Ｂ入选

类型（三）　判别随机变量的分布函数。

常用命题４２１１判别之

例２７［２００４年Ⅰ１３］（条件充分性判 断）　分 布 函 数 Ｆ１（ｘ）与 Ｆ２（ｘ）的

线性组合Ｆ（ｘ）＝ａＦ１（ｘ）＋ｂＦ２（ｘ）是分布函数。

（１）ａ＞０，ｂ＞０，且ａ＋ｂ＝１；　　（２）０＜ａ＋ｂ≤１。

解　当条件（１）成立时，有

Ｆ（－∞）＝ａＦ１（－∞）＋ｂＦ２（－∞）＝ａ×０＋ｂ×０＝０，

Ｆ（＋∞）＝ａＦ１（＋∞）＋ｂＦ２（＋∞）＝ａ×１＋ｂ×１＝ａ＋ｂ＝１，

０≤Ｆ（ｘ）＝ａＦ１（ｘ）＋ｂＦ２（ｘ）≤１。

又对于任意实数ｘ１，ｘ２，当ｘ１＜ｘ２ 时有

Ｆｉ（ｘ１）≤Ｆｉ（ｘ２）（ｉ＝１，２），　故　Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）

又 Ｆｉ（ｘ＋０）＝Ｆｉ（ｘ）（ｉ＝１，２），　故　Ｆ（ｘ＋０）＝Ｆ（ｘ）。

即Ｆ（ｘ）仍为单调不减、右连续 函 数，由 命 题４２１１知 Ｆ（ｘ）是 某 一 个 随 机

变量的分布函数。条件（１）充分

当条件（２）成立时，由于

Ｆ（＋∞）＝ａＦ１（＋∞）＋ｂＦ２（＋∞）＝ａ×１＋ｂ×１＝ａ＋ｂ≤１，

不能保证Ｆ（＋∞）＝１。条件（２）不充分。仅 Ａ入选

例２８　如下五个函数中，哪个不能作为随机变量 Ｘ 的分布函数？

（Ａ）Ｆ１（ｘ）＝

０，

ｘ２／４，

１
烅
烄

烆 ，
　

ｘ＜０，

０≤ｘ＜２，

ｘ≥２。
　（Ｂ）Ｆ２（ｘ）＝

０，

１／３，

１
烅
烄

烆 ，
　

ｘ＜０，

０≤ｘ＜１，

ｘ≥１。

（Ｃ）Ｆ３（ｘ）＝
１－ｅ－８ｘ，

０｛， 　
ｘ≥０，

ｘ＜０。
（Ｄ）Ｆ４（ｘ）＝

０，

ｌｎ（１＋ｘ）
１＋ｘ

烅
烄

烆 ，
　
ｘ＜０，

ｘ≥０。

（Ｅ）Ｆ５（ｘ）＝

０，

ｘ，

１
烅
烄

烆 ，
　

ｘ＜０，

０≤ｘ＜１，

ｘ≥１。

解　作为随机变量 Ｘ 的分布函 数，Ｆ（ｘ）必 须 具 有 命 题４２１１中 所 述

三条性质。反之，若Ｆ（ｘ）不 满 足 这 三 条 性 质，则 不 能 作 为 随 机 变 量 Ｘ 的 分

布函数．由于
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ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ４（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎ（１＋ｘ）
１＋ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１
１＋ｘ＝０≠１，

故Ｆ４（ｘ）不能作为 Ｘ 的分布函数．仅（Ｄ）入选

题型五　求随机变量函数的概率分布

类型（一）　若 Ｘ 是离散型随机变量，求其函数Ｙ＝ｇ（Ｘ）的概率分布

求离散型随机变量 Ｘ 的 函 数Ｙ＝ｇ（Ｘ）的 概 率 分 布 常 用 同 一 表 格 法 求

之，其方法与步骤如下。

１°将 Ｘ 的分布律ｐｉ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）改写成下列形式：

ｐ ｐ１ ｐ２ … ｐｉ …

Ｘ ｘ１ ｘ２ … ｘｉ …

　　２°在上面的同一表格 的 下 面 列 出Ｙ 的 全 部 可 能 取 值（其 概 率 大 于 零 的

取值），即由ｘ＝ｘｉ，求出函数ｙｉ＝ｇ（ｘｉ）（ｉ＝１，２，…），并将其写在上表的第三

行中，即

ｐ ｐ１ ｐ２ … ｐｉ …

Ｘ ｘ１ ｘ２ … ｘｉ …

Ｙ＝ｇ（Ｘ）ｙ１＝ｇ（ｘ１）ｙ２＝ｇ（ｘ２） … ｙｉ＝ｇ（ｘｉ） …

　　３°由上表计算出Ｙ 取值概率，即求出Ｐ（Ｙ＝ｙｉ）。当ｙｉ＝ｇ（ｘｉ）（ｉ＝１，２
…）有相等的值时，应把相 等 的 值 所 对 应 的 概 率 相 加，并 把 相 等 的ｙｉ 的 值 合

并，即得Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布律
例２９　设随机变量 Ｘ 具有以下分布律，求Ｙ＝ｅＸ２ 的分布律。

Ｘ －１ ０ １ ２

ｐ ０２ ０３ ０１ ０４

　　解　用同一表格法求之，为此将 Ｘ 的分布律改写成下列形式：

ｐ ｐ１＝０２ ｐ２＝０３ ｐ３＝０１ ｐ４＝０４

Ｘ ｘ１＝－１ ｘ２＝０ ｘ３＝１ ｘ４＝２

　　在上面的同一表格的下面（即表中第３行处）列出Ｙ 的全部可能取值，即

由ｘ＝ｘｉ （ｉ＝１，２，３，４）算出ｙｉ＝ｅｘ２ｉ ，写在上表的第三行中，即

ｐ ｐ１＝０２ ｐ２＝０３ ｐ３＝０１ ｐ４＝０４
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Ｘ ｘ１＝１ ｘ２＝０ ｘ３＝１ ｘ４＝２

Ｙ＝ｅｘ２ ｙ１＝ｅ ｙ２＝１ ｙ３＝ｅ ｙ４＝ｅ４

　　由上表算出Ｙ 的取值的概率，因ｙ１＝ｙ３＝ｅ，应 将Ｙ 所 取 相 等 值 的 对 应

概率相加，得到Ｐ（Ｙ＝ｙ１＝ｅ）＝０２＋０１＝０３

经过合并与整理得到Ｙ＝ｅＸ２ 的分布律如下。

Ｙ＝ｅＸ２ ｅ １ ｅ４

ｐ ０３ ０３ ０４

　　类型（二）　若 Ｘ 是连续型随机变量，求 其 函 数Ｙ＝ｇ（Ｘ）的 概 率 分 布 函

数。

一般用下述分布函数法求之

设连续型随机变量 Ｘ 的密度函数为ｆＸ（ｘ），分布函数为ＦＸ（ｘ），随机变

量Ｙ＝ｇ（Ｘ），其中ｙ＝ｇ（ｘ）是单调的可导函数，则Ｙ＝ｇ（Ｘ）的密度函数ｆＹ

（ｙ）可按下述方法求出：首先求出Ｙ 的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｇ（Ｘ）≤ｇ）＝∫ｘ∈ＤＹｆＸ（ｘ）ｄｘ，

其中 ＤＹ＝｛ｘ｜ｇ（ｘ）≤ｙ｝，然 后 再 对ＦＹ（ｙ）求 导 得 到Ｙ 的 概 率 密 度ｆＹ（ｙ）＝

Ｆ′Ｙ（ｙ）。上述方法常称为分布函数法

值得注意的是，在对分布函数ＦＹ（ｙ）求 导 时，有 时 要 利 用 变 限 积 分 的 求

导公式，对可导函数φ（ｙ），ψ（ｙ），有

ｄ
ｄｙ∫

ψ（ｙ）
φ（ｙ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ［ψ（ｙ）］ψ′（ｙ）－ｆ［φ（ｙ）］φ′（ｙ）。 （４２１９）

例３０　设随机变量 Ｘ 服从参数为２的指数分布，求Ｙ＝１－ｅ－２ｘ的分布

函数。

解　Ｘ 的分布函数为

ＦＸ（ｘ）＝
１－ｅ－２Ｘ，

０
烅
烄

烆 ，
　
ｘ＞０，

ｘ≤０

设 ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（１－ｅ－２Ｘ≤ｙ）＝Ｐ（ｅ－２Ｘ≥１－ｙ）。

当ｙ≥１时，１－ｙ≤０，｛ｅ－２Ｘ≥１－ｙ｝为必然事件，有

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（ｅ－２Ｘ≥１－ｙ）＝１；

当ｙ＜１时，１－ｙ＞０，有
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　　ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（ｅ－２Ｘ≥１－ｙ）＝Ｐ Ｘ≤－１
２ｌｎ（１－ｙ［ ］）

＝ＦＸ －１
２ｌｎ（１－ｙ［ ］） ，

所以，当－（１／２）ｌｎ（１－ｙ）≤０，即ｙ≤０时，ＦＹ（ｙ）＝０
当－（１／２）ｌｎ（１－ｙ）＞０，即０＜ｙ＜１时，有

ＦＹ（ｙ）＝１－ｅ－２ －１
２ｌｎ（１－ｙ［ ］） ＝ｙ。

由此得到

ＦＹ（ｙ）＝

０，

ｙ，

１
烅
烄

烆 ，
　

若ｙ≤０，

若０＜ｙ＜１，

若ｙ≥１，

即Ｙ 服从区间（０，１）上的均匀分布
例３１　设 Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ＝Ｘ２，求Ｙ 的密度函数ｆＹ（ｙ）
解　用分布函数法求之，因 Ｘ～Ｎ（０，１），其密度函数为

φ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２
２ ，　－∞＜ｘ＜＋∞，

且为偶函数，则当ｙ＞０时，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ２≤ｙ）＝Ｐ（－槡ｙ≤Ｘ≤槡ｙ）

＝∫槡ｙ－槡ｙφ（ｘ）ｄｘ
在上式两端对ｙ求导，利用变限定积分的求导公式（４２１９）得到

　　　ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝ ∫槡ｙ－槡ｙφ（ｘ）ｄ（ ）ｘ′

＝φ（槡ｙ）（槡ｙ）′－φ（－槡ｙ）（－槡ｙ）′

＝ １
２槡ｙφ

（槡ｙ）＋ １
２槡ｙφ

（－槡ｙ）

＝ １
２槡ｙ

［φ（槡ｙ）＋φ（－槡ｙ）］

＝ ２
２槡ｙφ

（槡ｙ）＝１
槡ｙ

１
２槡π

ｅ
－（槡ｙ）２

２

＝ １
２π槡 ｙ

ｅ－ｙ
２ （ｙ＞０）。

当ｙ≤０时，由于ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｘ２≤ｙ）＝Ｐ（φ）＝０，ｆＹ（ｙ）＝０，所以

ｆＹ（ｙ）＝
０， ｙ≤０，

１
２π槡 ｙ

ｅ－ｙ／２， ｙ＞烅
烄

烆
０

·１０６·



例３２　设随机变量 Ｘ 的概率密度函数为

ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ，

０｛， 　
ｘ≥０，

ｘ＜０，

求Ｙ＝３Ｘ＋１的概率密度函数ｆＹ（ｙ）。

解　用分布函数法求之。Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（３Ｘ＋１≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤（ｙ－１）／３）＝ＦＸ（（ｙ－１）／３），

在上等式两端对ｙ求导数，得到

Ｆ′Ｙ（ｙ）＝ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｘ［（ｙ－１）／３）］［（ｙ－１）／３］′ｙ＝（１／３）ｆ′Ｘ［（ｙ－１）／３］

＝１
３

ｅ－（ｙ－１）／３，

０｛， 　
（ｙ－１）／３≥０，

（ｙ－１）／３＜０，
＝

ｅ－（ｙ－１）／３／３，

０｛， 　
ｙ≥１，

ｙ＜１

习　题　４２１

（一）问题求解

１ 设相互独立的随机变量 Ｘ 与Ｙ 的分布相同，且 Ｘ 的分布律为

Ｘ ０ １

ｐ １／２ １／２

则随机变量Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布律为

（Ａ） Ｚ ０ １

ｐ １／２ １／２
　　（Ｂ） Ｚ ０ １ ４

ｐ １／４ １／４ ２／４

（Ｃ） Ｚ ０ １

ｐ １／４ ３／４
（Ｄ） Ｚ １

ｐ １

２ 掷一均匀骰子２次，记 Ｘ 为２次中掷的最大点数，则Ｐ（Ｘ＝４）等于

（Ａ）３／３６　 （Ｂ）５／３６　 （Ｃ）１／６　　（Ｄ）７／３６　 （Ｅ）１１／３６

３ 设随机 变 量 Ｘ 的 分 布 函 数 为Ｆ（ｘ）＝
Ａ＋Ｂｅ－ｘ２／２，

０｛，
ｘ＞０，

ｘ≤０，
则 系 数 Ａ

和Ｂ 分别等于

（Ａ）Ａ＝１，Ｂ＝－１ （Ｂ）Ａ＝０，Ｂ＝１　　（Ｃ）Ａ＝１，Ｂ＝１
（Ｄ）Ａ＝－１，Ｂ＝１ （Ｅ）Ａ＝－１，Ｂ＝２

４ 若 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 函 数 为 Ｆ （ｘ）＝
１－（３／ｘ）２， ｘ＞３，

０， ｘ≤３｛ ，
则
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Ｐ（５＜Ｘ＜１０）等于

（Ａ）０１８ （Ｂ）０２１ （Ｃ）０２４ （Ｄ）０２７ （Ｅ）０３０

５ 设随机变量 Ｘ 的概率密度为φ（ｘ），且φ（ｘ）＝φ（－ｘ），Ｆ（ｘ）是 Ｘ 的

分布函数，则对任意实数ａ，有

（Ａ）Ｆ（－ａ）＝１－∫ａ
０φ（ｘ）ｄｘ　　（Ｂ）Ｆ（－ａ）＝１

２－∫ａ
０φ（ｘ）ｄｘ

（Ｃ）Ｆ（－ａ）＝Ｆ（ａ） 　　（Ｄ）Ｆ（－ａ）＝２Ｆ（ａ）－１
（Ｅ）以上结论都不正确

６ 设随机 变 量 Ｘ 密 度 函 数 为ｆ（ｘ）＝
ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，

０｛，
０≤ｘ≤１，

其他，
且 Ｅ（Ｘ）

＝１／２，Ｄ（Ｘ）＝３／２０，则ａ，ｂ，ｃ的值为

（Ａ）ａ＝１２，ｂ＝－１２，ｃ＝３ 　　（Ｂ）ａ＝－１２，ｂ＝１２，ｃ＝３
（Ｃ）ａ＝１２，ｂ＝－１２，ｃ＝－３。　　（Ｄ）ａ＝－１２，ｂ＝１２，ｃ＝－３
（Ｅ）以上结论都不正确
（二）条件充分性判断

１Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃ（２／３）ｋ （ｋ＝１，２，…）为某一离散型随机变量的分布律
（１）Ｃ＝１／２；　　　　　（２）Ｃ＝１

２Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ａ／ｋ （ｋ＝１，２，３）是一个离散型随机变量的概率函数
（１）ａ是方程１１ｘ２－１７ｘ＋６＝０的两实根中较小的根；

（２）ａ是方程１１ｘ２－１７ｘ＋６＝０的两实根中较大的根

３ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）是概率密度函数
（１）ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ）均为概率密度函数； （２）０≤ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）≤１

４Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

ｘ２／２， ０≤ｘ＜１，

ｋ（４ｘ－ｘ２）， １≤ｘ＜２，

１，

ｘ≥

烅

烄

烆 ２
（１）ｋ＝１／６；　　　　　（２）ｋ＝１／２

５ 设连续型随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ）＝

ａｘ， ０≤ｘ＜１，

ｂ－ｘ， １≤ｘ≤２，

０， 其他

烅
烄

烆 ，

可 求

ａ，ｂ的值
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（１）Ｅ（Ｘ）＝１；　　　　　（２）Ｐ（Ｘ≤０）＝０

６ 设 随 机 变 量 Ｘ 的 概 率 密 度 为 ｆ（ｘ）＝
Ａ（１－ｘ２）， ｜ｘ｜≤１，

０， ｜ｘ｜＞１｛ ，
则

Ｐ（｜Ｘ｜≥ａ）＝５／１６
（１）ａ＝３／４；　　　　　　（２）ａ＝１／２

７［２００３年Ⅱ１８］　随机变量Ｘ 的值落入区间（０，１／λ）的概率为１－５／（２ｅ）．
（１）Ｘ～ｆ（ｘ）＝λ３ｘ２ｅ－λｘ／２ （λ＞０，ｘ＞０）；

（２）Ｘ～ｆ（ｘ）＝λｅ－λｘ （λ＞０，ｘ＞０）

８［２００５年Ⅰ２３］　Ｐ（０≤Ｘ≤４）＝０７５

（１）Ｘ 的概率密度函数为ｆ（ｘ）＝
２／ｘ３，

０｛， 　
ｘ＞１，

ｘ≤１；

（２）Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ）＝
１－４／ｘ２，

０｛， 　
ｘ＞２，

ｘ≤２

９Ｆ（ｘ）＝
λ－ｅ－ｘ，

０｛， 　
ｘ≥０，

ｘ＜０
是某一随机变量的分布函数。

（１）λ＝１；　　　　　（２）λ＝１／２

１０ 连续型随机变量 Ｘ 的概率密度函数ｆ（ｘ）是偶函数
（１）对任意实数ｘ，Ｐ（Ｘ≤ｘ）＋Ｐ（Ｘ≤－ｘ）＝１；

（２）Ｘ～Ｎ（１，１）

（三）解答题

１ 设随机变量 Ｘ 的分布律为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｃ／ｋ （ｋ＝２，３，…），求常数ｃ
２ 把３个球逐个随机地放入编号 为１，２，３，４的 四 个 盒 中，设 Ｘ 表 示 其

中至少有一只球的盒子的最小号码，求 Ｘ 的分布律

３ 设随机 变 量 Ｘ 的 概 率 函 数 为Ｐ（Ｘ＝ｉ）＝ａ／ｉ２，ｉ＝１，２，求 其 分 布 函

数．

４ 设随机变量 Ｘ 的分布函为Ｆ（ｘ）＝

０，

０２，

０５，

１

烅

烄

烆 ，

　

ｘ＜－１，

－１≤ｘ＜０，

０≤ｘ＜槡２，

ｘ≥槡２，

求 Ｘ 的概率

函数及Ｐ（｜Ｘ｜≤１）。

５［２００１ 年 Ⅰ ３３］　 随 机 变 量 Ｘ 的 概 率 密 度 为 ｆ （ｘ）＝
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ｘ３ｅ
－ｘ２
２ ／２，ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ，

求 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）和Ｐ（－２＜Ｘ≤４）

６ 设随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ）＝

ｘ， ０≤ｘ＜１，

２－ｘ，１≤ｘ＜２，

０， 其他

烅
烄

烆 ，

试

写出 Ｘ 的分布函数

７ 设随机变量 Ｘ～Ｎ（ｕ，σ２），Ｙ＝ｅＸ，求Ｙ 的概率密度ｆＹ（ｘ）

８ 设随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ，

０｛ ，
　
ｘ≥０，

ｘ＜０，
求：

（１）Ｙ１＝ｇ１（Ｘ）＝５－Ｘ 的概率密度函数ｆ１（ｙ）；

（２）Ｙ２＝ｇ２（Ｘ）＝Ｘ２ 的概率密度函数ｆ２（ｙ）

９ 已知随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ）＝ｅ－｜ｘ｜／２（－∞＜ｘ＜＋∞），求

Ｙ＝Ｘ２ 的概率密度

４２２　随机变量的数学期望和方差

若知道随机变量的概率分布，就 完 全 知 道 了 随 机 变 量 的 全 部 概 率 特 性。

但要求得随机变量的概率分布不是一件容易的事，况且在实际问题中并不需

要知道随机变量的全部变化情况，而只需知道它的某些分布特点就够了。描

绘其分布特点的就是随机变量的数字特征，其中最重要的是反映随机变量取

值集中程度的数学期望和反映取 值 分 散 程 度 的 方 差。下 面 不 妨 再 举 一 例 说

明这两个量的重要性
用某种方法测量某零件的某项 性 能 指 标 时，由 于 种 种 随 机 因 素，使 得 测

量结果是一个随机变量，首先我们关心的是这个随机变量的平均值是不是等

于该零件性能的真实指标，如不相等，自 然 会 问 这 个 平 均 值 与 性 能 的 真 实 指

标偏离程度有多大。显然，这是衡量该测量方法正确性的一个方面 另一方

面，上述随机变量的分布是集中在平均值近旁，还是很分散。如果是后者，即

使平均值等于或很接近于性能的真实指标，上述测量结果也是很不可信的

１ 数学期望的定义及其性质

定义４２２１　（１）设 Ｘ 为离散型随机变 量，且 可 能 取 值 为 有 限 个，其
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分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ （ｋ＝１，２，…，ｎ），

称
ｋ＝１

ｘｋｐｋ 为Ｘ 的数学期望，记作Ｅ（Ｘ），即Ｅ（Ｘ）＝
ｋ＝１

ｘｋｐｋ

（２）设 Ｘ 为离散型随机变量，且可能取值为可数个，其分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ （ｋ＝１，２，…） 若级数
ｋ
ｘｋｐｋ 绝对收敛，则称

ｋ
ｘｋｐｋ 为Ｘ 的

数学期望，记作Ｅ（Ｘ），即

Ｅ（Ｘ）＝
ｋ
ｘｋｐｋ

定义４２２２　设 Ｘ 为连 续 型 随 机 变 量，其 概 率 密 度 为ｆ（ｘ），若 积 分

∫＋∞
－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ绝 对 收 敛，则 称 该 积 分∫＋∞

－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ 为 Ｘ 的 数 学 期 望，记 作

Ｅ（Ｘ），即

Ｅ（Ｘ）＝∫＋∞
－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ （４２２１）

数学期望简称为期望或均 值。顾 名 思 义，Ｘ 的 数 学 期 望 是Ｘ 的 所 有 可

能取值的加权平均，它所映了 Ｘ 取值的平均情况
上述定义中要求绝对收敛是为了数学处理的方便，以离散型随机变量来

说，ｘｉ 的顺序改变不影响其收敛性以及收敛时的和值，这在数 学 上 就 相 当 于

要求绝对收敛，在实际问题的求解中一般是满足绝对收敛这条件的
显然数学期望由概率分布惟一确定，也称某概率分布的数学期望
数学期望有下述性质。

命题４２２１　（１）若Ｃ 为常数，则Ｅ（Ｃ）＝Ｃ
（２）若Ｃ 为常数，Ｘ 是随机变量，则Ｅ（ＣＸ）＝ＣＥ（Ｘ）
（３）若 Ｘ，Ｙ 是两个随机变量，则Ｅ（Ｘ±Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）±Ｅ（Ｙ）
一般，若Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ 为常数，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为ｎ 个随机变量，则

Ｅ 
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＸ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
ＣｉＥ（Ｘｉ），

即随机变量之和的数学期望等于随机变量的数学期望之和。此性质很有用，

因为这里并没要求随机变量之间 相 互 独 立。对 于 不 具 有 相 互 独 立 的 随 机 变

量，使用这性质能带来很大方便
（４）若 Ｘ 与Ｙ 相互独立，则Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）。

（５）设 Ｘ 为连续型随机变量，其概率密度函数为ｆ（ｘ），则

Ｅ（Ｘ２）＝∫∞
－∞ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ　（详见定理４２２１（２））。 （４２２２）

２ 方差的定义及其性质

在实际问题中数学期望反映了随机变量取值的集中程度，但仅有数学期
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望并不能完整地反映随机变量的分 布 特 征，还 必 须 考 察 它 取 值 的 离 散 程 度。

通常，人们关心的是随机变量 Ｘ 对其期望Ｅ（Ｘ）的离散程度，称 Ｘ－Ｅ（Ｘ）为

随机变量的离差，显然随机变量 Ｘ 的离差的期望总是零，即Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］＝

Ｅ（Ｘ）－Ｅ（Ｘ）＝０，因而为考察Ｘ 的分布的离散程度需考察离差Ｘ－Ｅ（Ｘ）的

平方的期望，于是有下述定义。

定义４２２３　随机变量Ｘ 离差平方的数学期望称为随机变量Ｘ 的方

差，记作 Ｄ（Ｘ），即 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ 其非负平方根 Ｄ（Ｘ槡 ）称为 Ｘ 的

标准差，记作σｘ 或σ
由上定义易知 Ｄ（Ｘ）是一个非负数。Ｄ（Ｘ）越 小，说 明 Ｘ 的 可 能 取 值 越

集中在Ｅ（Ｘ）近旁；Ｄ（Ｘ）越大，说明 Ｘ 的可能取值越分散

Ｄ（Ｘ）可以看成是随机变量Ｙ＝［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ 的 数 学 期 望，因 此 当 Ｘ 是

离散型随机变量，且其概率函数为Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ （ｋ＝１，２，…）时，有

Ｄ（Ｘ）＝
ｋ
［ｘｋ－Ｅ（Ｘ）］２ｐｋ

当 Ｘ 是连续型随机变量，且其概率密度函数为ｆ（ｘ）时，有

Ｄ（Ｘ）＝∫＋∞
－∞［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ｆ（ｘ）ｄｘ （４２２３）

方差有以下命题所述的性质。

命题４２２２　（１）若 Ｘ 是一个常数，则 Ｄ（Ｘ）＝０。反 之，方 差 为 零 的

随机变量不一定是常量
（２）Ｄ（Ｘ＋ｃ）＝Ｄ（Ｘ）（ｃ为 常 数）（随 机 变 量 平 移 一 下，其 离 散 程 度 不

变。）

（３）Ｄ（ｋＸ＋ｂ）＝ｋ２Ｄ（Ｘ）（ｋ为一 常 数）（方 差 是 反 映 随 机 变 量 Ｘ 分 布

的离散程度的，它为非负数，上式中出现ｋ２ 而不是ｋ是合理的）

（４）Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２
性质（４）是计算方差的常用公式，用它可简化方差的计算，此性质也用来

在已知数学期望Ｅ（Ｘ）和方差 Ｄ（Ｘ）时计算Ｅ（Ｘ２），即

Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２ （４２２４）

（５）若 Ｘ 与Ｙ 相互独立，则 Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）
一般地，若Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ 为常数，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为ｎ 个相互独立的随机

变量，则

Ｄ 
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＸ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
Ｃ２

ｉＤ（Ｘｉ） （４２２５）

值得注意的是，此性质与数学期 望 的 相 应 性 质 不 同，此 性 质 必 须 要 求 随
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机变量之间相互独立
题型一　求随机变量的数学期望或（和）方差

类型（一）　求离散型随机变量的数学期望或（和）方差。

应先求出随机变量 Ｘ 的 概 率 分 布 再 根 据 定 义 计 算 期 望。计 算 方 差 时，

应先计算Ｅ（Ｘ），Ｅ（Ｘ２），然后再由公式 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ 求出结果


也可根据方差定义直接计算，还可利用期望和方差的性质计算
服从参数为ｐ的０１分布的随机变量 Ｘ 的期望与方差可用以下命题求

之．
命题４２２３　若服从参数为ｐ的０１分布的随机变量 Ｘ，即

Ｘ ０ １

ｐ １－ｐ ｐ

则 Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）＝ｐ，　Ｄ（Ｘ）＝ｐ（１－ｐ）
例１［２００３年Ⅰ３３］　已 知 随 机 变 量 Ｘ１ 和 Ｘ２ 相 互 独 立，且 具 有 相 同 分

布律如下：

Ｘ １ ２ ３

ｐ ０２ ０６ ０２

则 Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２）＝
（Ａ）０４。　　（Ｂ）０５。　　（Ｃ）０６。　　（Ｄ）０７。　　（Ｅ）０８。

解　由于 Ｘ１，Ｘ２ 独立且同分布，由命题４２２２（５）得到

Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＝２Ｄ（Ｘ１）
由 Ｄ（Ｘ１）＝Ｅ（Ｘ２

１）－［Ｅ（Ｘ１）］２ 知，为 求 Ｄ（Ｘ１）需 先 求 出 Ｅ（Ｘ１）与 Ｅ
（Ｘ２

１）．
由 Ｘ１ 的分布律，易求得 Ｘ２

１ 的分布律为

Ｘ２
１ １ ２２＝４ ３２＝９

ｐ ０２ ０６ ０２

因而由定义４２２１得到

Ｅ（Ｘ１）＝１×０２＋２×０６＋３×０２＝２，

Ｅ（Ｘ２
１）＝１×０２＋４×０６＋９×０２＝４４，

故 Ｄ（Ｘ１）＝Ｅ（Ｘ１）２－［Ｅ（Ｘ１）］２＝４４－２２＝０４，

Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２）＝２Ｄ（Ｘ１）＝０８ 仅（Ｅ）入选
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例２　已知离散型随机变量Ｘ 只取－１，０，１三个值，且取零值的概率是

取非零值概率的两倍，又知Ｅ（Ｘ）＝１／６，则 Ｄ（Ｘ）＝
（Ａ）１３／３６。　（Ｂ）１１／３６。　（Ｃ）１５／３６。　（Ｄ）１／３。　（Ｅ）２／９。

解　由题 设 知 Ｐ（Ｘ＝０）＝２／３，Ｐ（Ｘ＝－１）＋Ｐ（Ｘ＝１）＝１／３，设

Ｐ（Ｘ＝－１）＝ｐ，则Ｐ（Ｘ＝１）＝１／３－ｐ 于是 Ｘ 的分布律为

Ｘ －１ ０ １

ｐ ｐ ２／３ １／３－ｐ

　　由Ｅ（Ｘ）＝１／６得 到（－１）ｐ＋０×（２／３）＋１×（１／３－ｐ）＝１／６，故 ｐ＝

１／１２为求 Ｄ（Ｘ）只需求Ｅ（Ｘ２），用同一表格法先求出 Ｘ２ 的分布律

ｐ １／１２ ２／３ ３／１２
Ｘ －１ ０ １
Ｘ２ １ ０ １

　即　
ｐ ４／１２ ２／３
Ｘ２ １ ０

故 Ｅ（Ｘ２）＝１／３，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝１／３－１／３６＝１１／３６ 仅（Ｂ）入选。

例３　从标有数码１，２，３，４，５的５个球中任取３个，设Ｘ 为取出的３个

球上的最小数码，则 Ｄ（Ｘ）＝
（Ａ）０４５　 （Ｂ）０５０　 （Ｃ）０６２　 （Ｄ）１０２　 （Ｅ）０９６
解　Ｘ 取值可为１，２，３，且

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ２
４／Ｃ３

５＝３／５，　Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
３／Ｃ３

５＝３／１０，

Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｃ２
２／Ｃ３

５＝１／１０，

所以 Ｅ（Ｘ）＝
３

ｉ＝１
ｘｉｐｉ＝１×３

５＋２×３
１０＋３×１

１０＝１５，

Ｅ（Ｘ２）＝
３

ｉ＝１
ｘ２

ｉｐｉ＝１×３
５＋２２×３

１０＋３２×１
１０＝２７，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝２７－１５２＝０４５ 仅（Ａ）入选
例４　若有１～ｎ号球各 一 个，１～ｎ号 盒 各 一 个 将 球 放 入 盒 内，每 个

盒中只能放一个球，当盒中的球号与盒号相同时称为一个匹配，令 Ｘ 表示匹

配数，则Ｅ（Ｘ）＝
（Ａ）ｎ　　（Ｂ）ｎ／２　　（Ｃ）ｎ／４　　（Ｄ）ｎ－１　　（Ｅ）１

解　令 Ｘｉ＝
１，

０｛，　
如果第ｉ个球与第ｉ个盒匹配，ｉ＝１，２，…ｎ，

其他，

则 Ｘ＝
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，
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且 Ｐ（Ｘｉ＝１）＝１
ｎ

，　Ｐ（Ｘｉ＝０）＝ｎ－１
ｎ

。

因 Ｘｉ 服从参数为ｐ＝１／ｎ的０１分布，由命题４２２３知

Ｅ（Ｘｉ）＝１／ｎ，　ｉ＝１，２，…，ｎ

由数学期望的性质，有Ｅ（Ｘ）＝
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝ｎ·１

ｎ＝１ 仅（Ｅ）入选

注意　例４将随机变 量 Ｘ 分 解 成 若 干 个 服 从０１分 布 的 随 机 变 量 Ｘｉ

之和，把求Ｅ（Ｘ）转化为求Ｅ（Ｘｉ），即

Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）＝Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＋…＋Ｅ（Ｘｎ），

而Ｅ（Ｘｉ）易于求出。这样，Ｅ（Ｘ）的 计 算 就 非 常 简 便。这 种 方 法 称 为 随 机 变

量分解法

类型（二）　求连续型随机变量的期望或（和）方差。

法一　使用期望和方差的定义和性质求之。

常利用式（４２２１）、式（４２２３）与命题４２２１及命题４２２２求之


例５［２００１年Ⅰ２６］　设 随 机 变 量 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 相 互 独 立，且 它 们 的 均 值

和方差都相同，若有Ｙ１＝（Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）／３和Ｙ２＝（２Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）／４，则

Ｙ１ 的方差Ｄ（Ｙ１）和Ｙ２ 的方差Ｄ（Ｙ２）的大小关系是Ｄ（Ｙ１） Ｄ（Ｙ２）（用

“＜”，“＝”，“＞”表示）。

解　利用命题４２２２（５）即式（４２２５）得到

Ｄ（Ｙ１）＝［Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）］／９（由条件 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 相互独立）

＝［Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋Ｄ（Ｘ３）］／９＝３Ｄ（Ｘ１）／９＝Ｄ（Ｘ１）／３，

Ｄ（Ｙ２）＝［Ｄ（２Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）］／１６＝［Ｄ（２Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋Ｄ（Ｘ３）］／１６

＝［４Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋Ｄ（Ｘ３）］／１６＝３Ｄ（Ｘ１）／８，

于是 Ｄ（Ｙ１）＜Ｄ（Ｙ２）

例６　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是 相 互 独 立 的 随 机 变 量，且 有 Ｅ（Ｘｉ）＝μ，Ｄ
（Ｘｉ）＝σ２，ｉ＝１，２，…，ｎ，记

Ｘ＝１
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，　Ｓ２＝ １

ｎ－１ 
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ－ｎＸ（ ）２ ，

则Ｅ（Ｓ２）＝
（Ａ）３σ２　　（Ｂ）２σ２　　（Ｃ）σ２　　（Ｄ）σ２／２　　（Ｅ）σ２／３
解　利用命题４２２１（３）得到
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Ｅ（Ｓ２）＝ １
ｎ－１ 

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ－ｎＸ（ ）［ ］２ ＝ １
ｎ－１ 

ｎ

ｉ＝１
ＥＸ２

ｉ－ｎＥ（Ｘ２［ ］）

由式（４２２４）有

Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝Ｄ（Ｘｉ）＋［Ｅ（Ｘｉ）］２＝σ２＋μ

２　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

又因为 Ｅ（Ｘ）＝Ｅ １
ｎ

ｎ

ｉ
Ｘ（ ）ｉ ＝１

ｎ
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝１

ｎ
·ｎμ＝μ，

Ｄ（Ｘ）＝Ｄ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ ＝１

ｎ２ 
ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝１

ｎ２·ｎσ２＝σ２

ｎ
，

故 Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝σ２／ｎ＋μ
２

于是 Ｅ（Ｓ２）＝ １
ｎ－１ 

ｎ

ｉ＝１
（σ２＋μ

２）－ｎ σ２

ｎ＋μ（ ）｛ ｝２ ＝σ２ 仅（Ｃ）入选

法二　利用下述命题求之。

命题４２２４　（１）概率密度函数为偶 函 数 的 随 机 变 量 Ｘ，如 果Ｅ（Ｘ）

存在，则Ｅ（Ｘ）＝０。

（２）如果连续型随机变量 Ｘ 的 概 率 密 度 函 数 关 于ｘ＝μ对 称，且 Ｅ（Ｘ）

存在，则Ｅ（Ｘ）＝μ。

（３）对任意ａ≥０有Ｐ（Ｘ≥ａ）＝Ｐ（Ｘ≤－ａ）
例７　设随机变量 Ｘ 的概率密度为下列函数，求 Ｄ（Ｘ）。

ｆ（ｘ）＝

１＋ｘ， －１≤ｘ＜０，

１－ｘ， ０≤ｘ≤１，

０， 其他

烅
烄

烆 

解法１　注意到ｆ（ｘ）＝
１－｜ｘ｜，

０｛ ， 　
｜ｘ｜≤１，

其他，
因而ｆ（Ｘ）为偶函数。由命

题４２２４知Ｅ（Ｘ）＝０，则

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝Ｅ（Ｘ２）　　　　　　　

＝∫０
－１ｘ２（１＋ｘ）ｄｘ＋∫１

０ｘ２（１－ｘ）ｄｘ＝１
６

解法２　由式（４２２１）及式（４２２３）分别得到

ＥＸ＝∫∞
－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

－１ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１
－１ｘ（１－｜ｘ｜）ｄｘ＝０，

Ｄ（Ｘ）＝∫∞
－∞（ｘ－ＥＸ）２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫∞

－∞ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１
－１ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫０
－１ｘ２（１＋ｘ）ｄｘ＋∫１

０ｘ２（１－ｘ）ｄｘ＝１
６

题型二　已知随机变量的数学期望或（和）方差，求其分布的待定常数

常用期望、方差的定义与性质求之
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例８（条件充分性判断）　随机变量 Ｘ 的取量为－１，０和１，能确定 Ｘ 的

分布律
（１）ＥＸ＝０１；　　（２）Ｅ（Ｘ＋１）２＝２
解　设 Ｘ 的分布律为

Ｘ －１ ０ １

ｐ ａ ｂ ｃ

则
（Ｘ＋１）２ ０ １ ４

ｐ ａ ｂ ｃ

故 ＥＸ＝－ａ＋ｃ，

而 Ｅ（Ｘ＋１）２＝１×ｂ＋４×ｃ＝ｂ＋４ｃ
显然，不能单独由条件（１）和条件（２）确定 Ｘ 的分布，但当条件（１）与条件（２）

联合时，有

ａ＋ｂ＋ｃ＝１， ①
ｂ＋４ｃ＝２， ②
－ａ＋ｃ＝０１， ③

①＋③得到ｂ＋２ｃ＝１１，即

２ｂ＋４ｃ＝２２。 ④

④－②得到ｂ＝２２－２＝０２ 将ｂ＝０２代入式②有ｃ＝０４５ 将ｃ代入式③
得ａ＝０４５－０１＝０３５ 从而能确定 Ｘ 的分布律 仅 Ｃ入选

例９［２００１年Ⅱ３３］　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝

Ａｘ，

Ｂ－ｘ，

０
烅
烄

烆 ，
　

０＜ｘ≤１，

１＜ｘ＜２，

其他，

且数学期望是１，求：（１）常数Ａ 和Ｂ；（２）Ｘ 的标准差

解　（１）１＝∫∞
＋∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０Ａｘｄｘ＋∫２
１（Ｂ－ｘ）ｄｘ＝Ａ

２＋Ｂ－３
２

，

即 Ａ＋２Ｂ＝５， ①
１＝Ｅ（Ｘ）＝∫∞

－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１
０Ａｘ·ｘｄｘ＋∫２

１ｘ（Ｂ－ｘ）ｄｘ，

即 ２Ａ＋９Ｂ＝２０ ②
联立式①与式②，解得Ｂ＝２，Ａ＝１

（２）先求 Ｘ 的方差Ｄ（Ｘ）。用 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ 求之。为此利

用（１）的结果，再求
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　　　　Ｅ（Ｘ２）＝∫＋∞
－∞ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０ｘ２·ｘｄｘ＋∫２
１ｘ２（２－ｘ）ｄｘ

＝ｘ３

４
１

０
＋２

３ｘ３
２

１
－ｘ４

４
２

１
＝１

４＋１４
３－１５

４＝１４
１２＝７

６
，

故 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝７／６－１＝１／６，

所以 Ｘ 的标准差为 Ｄ（Ｘ槡 ）＝１／槡６
例１０（条件充分性判断）　设随机变量 Ｘ，Ｙ 相互独立，且有相同的密度

函数

ｆ（ｘ）＝
２θ２ｘ，

０｛ ，
　
０＜ｘ＜１／θ，

其他
则 Ｅ［ａ（Ｘ＋２Ｙ）］＝１／θ

（１）ａ＝１；　　（２）ａ＝１／２

解　由于 ｆ（ｘ）＝
２θ２ｘ，

０｛ ，
　
０＜ｘ＜１／θ，

其他，


则 Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝∫
１
θ０２θ２ｘ２ｄｘ＝２

３θ２ｘ３
１
θ

０
＝２

３×１
θ

。

从而 Ｅ［ａ（Ｘ＋２Ｙ）］＝ａ［Ｅ（Ｘ）＋２Ｅ（Ｙ）］＝ａ×３Ｅ（Ｘ）＝２ａ（１／θ）＝１／θ，

故ａ＝１／２，所以条件（２）充分。仅Ｂ入选
题型三　求随机变量函数的数学期望

设 Ｘ 是一随机变量，ｇ（ｘ）是 任 意 实 函 数，则Ｙ＝ｇ（Ｘ）也 是 一 个 随 机 变

量，Ｙ 的随机性完全由Ｘ 的随机性所决定，因而Ｙ 的分布原则上由Ｘ 的分布

所确定，下面的结论表明不必先求Ｙ 的分布（由Ｘ 的分布求出Ｙ 的分布并非

易事），只需根据 Ｘ 的分布即可求出其函数Ｙ＝ｇ（Ｘ）的数学期望
定理４２２１　设 Ｘ 是一个随机变量，ｇ（ｘ）是一个实函数
（１）若 Ｘ 为离散型随机变量，其概率分布为

Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝ｐｉ，　ｉ＝１，２，…，

且
∞

ｉ＝１
｜ｇ（ｘｉ）｜ｐｉ＜∞，则Ｅ［ｇ（Ｘ）］存在，且

Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝
∞

ｉ＝１
ｇ（ｘｉ）ｐｉ。 （４２２８）

（２）若 Ｘ 为连续性随机变量，ｆ（ｘ）是其密度函数，且∫＋∞
－∞｜ｇ（ｘ）｜ｆ（ｘ）ｄｘ

＜∞，则Ｅ［ｇ（Ｘ）］存在，且

Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝∫＋∞
－∞ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ （４２２９）

例１１　随机变量 Ｘ 的概率密度为
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ｆ（ｘ）＝

ａｘ，

２－ｂｘ，

０
烅
烄

烆 ，
　

０＜ｘ≤１，

１＜ｘ＜２，

其他，

且Ｅ（Ｘ）＝１，求 Ｄ（Ｘ）与 Ｄ（Ｘ２）
解　根据∫＋∞

－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝１与Ｅ（Ｘ）＝∫＋∞
－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝１，得

ａ－３ｂ＝－２，

ａ－７ｂ｛ ＝－６
解得ａ＝１，ｂ＝１，即

ｆ（ｘ）＝

ｘ，

２－ｘ，

０
烅
烄

烆 ，
　

０＜ｘ≤１，

１＜ｘ＜２，

其他

Ｅ（Ｘ２）＝∫＋∞
－∞ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０ｘ３ｄｘ＋∫２
１（２－ｘ）ｘ２ｄｘ＝７

６
，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝７／６－１＝１／６，

Ｅ（Ｘ４）＝∫＋∞
－∞ｘ４ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫１

０ｘ５ｄｘ＋∫２
１（２－ｘ）ｘ４ｄｘ＝３１

１５
，

Ｄ（Ｘ２）＝Ｅ（Ｘ４）－［Ｅ（Ｘ２）］２＝３１／１５－４９／３６＝１２７／１８０
题型四　求解与期望或方差有关的实际应用题

要正确求解与数学期望或方差的实际应用题，首先要正确理解它们的概

率含义，明确所求的是期望还是方差的问题。如果所求的是与平均值有关的

问题，则属于期望问题；如果所求的是随机变量取值的离散程度的问题，则属

于方差问题
下面举例说明求解与期望或方差有关的实际应用题的常用解法。

法一　根据期望或方差的定义求解
例１２　据统计，一位４０岁 的 健 康 者（体 检 未 发 现 病 症 者），在 五 年 之 内

仍然活着或自杀的概率为ｐ （０＜ｐ＜１），ｐ 为 已 知，在 五 年 内 死 亡（非 自 杀）

的概率为１－ｐ。保险公 司 开 办 五 年 人 寿 保 险，条 件 是 参 保 者 需 交 保 险 费ａ
元 （ａ已知），若五年之内死亡，公司赔偿ｂ元 （ｂ＞ａ） 问ｂ值定在什么范围内

公司才能可望获益？

解　公司获益就是其平均收益非负，属数学期望问题
设｛ξ＝１｝表示一个人在五年内非自杀死亡，｛ξ＝０｝表示一个人在五年内

活着或自杀，由题设有
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Ｐ（ξ＝０）＝ｐ，　Ｐ（ξ＝１）＝１－ｐ
以随机变量η表示公司收益，则

η＝
ａ， ξ＝０，

ａ－ｂ， ξ｛ ＝１
注意到事件｛η＝ａ｝与｛ξ＝０｝等价，｛η＝ａ－ｂ｝与｛ξ＝１｝等 价，由 期 望 的 定

义得到

Ｅη＝ａＰ（η＝ａ）＋（ａ－ｂ）Ｐ（η＝ａ－ｂ）＝ａＰ（ξ＝０）＋（ａ－ｂ）Ｐ（ξ＝１）

＝ａｐ＋（ａ－ｂ）（１－ｐ）
因当平均收益非负，即Ｅη≥０时，保险公司才可望获益，故由

Ｅη＝ａｐ＋（ａ－ｂ）（１－ｐ）＝ａ－ｂ（１－ｐ）≥０
得到：当ａ＜ｂ≤ａ／（１－ｐ）时可望获益

例１３　设甲、乙两家灯泡 厂 生 产 的 灯 泡 的 寿 命（单 位：小 时）ξ和η 的 分

布列分别为

ξ ９００ １０００ １１００

ｐ ０１ ０８ ０１

和 η ９５０ １０００ １０５０

ｐ ０３ ０４ ０３

试问哪家工厂生产的灯泡质量较好？

解　哪家工厂 生 产 的 灯 泡 寿 命 期 望 值 大，其 质 量 就 好，由 期 望 的 定 义

４２２１（１）得到

Ｅξ＝９００×０１＋１０００×０８＋１１００×０１＝１０００，

Ｅη＝９５０×０３＋１０００×０４＋１０５０×０３＝１０００
现因Ｅξ＝Ｅη＝１０００，这就需要再考察哪家工厂灯泡的质量比较稳定，即

看哪家工厂灯泡的寿命取值更集中 一 些，这 就 必 须 进 一 步 比 较 其 方 差，方 差

小者，寿命值较稳定，灯泡质量较好。由方差定义４２２３得到

Ｄξ＝（９００－１０００）２×０１＋（１０００－１０００）２×０８＋（１１００－１０００）２×０１

＝２２００（其中Ｅξ＝１０００），

Ｄη＝（９５０－１０００）２×０３＋（１０００－１０００）２×０４＋（１０５０－１０００）２×０３

＝１５００（其中Ｅη＝１０００）
因 Ｄξ＞Ｄη，故乙厂生产的灯泡质量较甲厂的好

法二　先求随机变量之间的函数关系，利用此关系，再求期望或方差。
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应用题中常有两个随 机 变 量，就 先 找 出 它 们 之 间 的 关 系 如 有 函 数 关

系，先求出此函数表示式（常为分段函数），然后设法求出其期望或方差
例１４　游客乘电梯从 底 层 到 电 视 塔 顶 层 观 光，电 梯 于 每 个 整 点 的 第５

分钟、２５分钟和５５分钟从底层起行。假设一游客在上午八点的第 Ｘ 分钟到

达底层电梯处，且 Ｘ 在［０，６０］上均匀分布，求该游客等候时间的数学期望
解　设Ｙ 是等候时间，它是 Ｘ 的函数，即

Ｙ＝ｇ（Ｘ）＝

５－Ｘ， ０＜Ｘ≤５，

２５－Ｘ， ５＜Ｘ≤２５，

５５－Ｘ， ２５＜Ｘ≤５５，

６０－Ｘ＋５， ５５＜Ｘ≤

烅

烄

烆 ６０

由题设，Ｘ 的概率密度函数为ｆ（ｘ）＝
１／６０， ０≤ｘ＜６０，

０， 其他｛ ，
因此

　Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝∫＋∞
－∞ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ＝１

６０∫
６０
０ｇ（ｘ）ｄｘ

＝１
６０ ∫５

０（５－ｘ）ｄｘ＋∫２５
５ （２５－ｘ）ｄｘ＋∫５５

２５（５５－ｘ）ｄｘ＋∫６０
５５（６５－ｘ）ｄ［ ］ｘ

＝［１２５＋２００＋４５０＋３７５］／６０＝１１６７
法三　先求随机变量的分布，再求期望与方差
例１５［２００１年Ⅱ３２］　对一批产品进行检验，若连续检查１０件未查出不

合格品则停止检验，并认为该批产品合格，若在尚未查满１０件产品前的某次

（包括第１０件的那一次）检查出不 合 格 品 也 停 止 检 验，但 认 为 该 批 产 品 不 合

格。假设每批产品的批量都很大，且每次检查到不合格品的概率均为００１，

求每批要检查的产品件数的数学期望
解　设每批要检查的件数 为 Ｘ，则 Ｘ＝ｋ的 含 义 就 是 前ｋ－１次 检 查 的

结果都是合格品，只有第ｋ次检查的 才 是 不 合 格 品，因 而 Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｑｋ－１ｐ，

其中ｐ＝００１，ｑ＝１－ｐ＝０９９，ｋ＝１，２，…，９
对于第１０次的检查可能有两种 情 况 出 现：一 是 前９次 检 查 的 都 是 合 格

品，只有第１０次检查的才是不合格 品；另 一 种 情 况 是 前１０次 检 查 的 都 是 合

格品，即连续检查的１０件未查 出 不 合 格 品 则 停 止 检 查．因 Ｐ（Ｘ＝１０）＝ｑ９ｐ
＋ｑ１０，于是得到 Ｘ 的概率分布为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝
ｑｋ－１ｐ　（ｋ＝１，２，…，９），

ｑ９ｐ＋ｑ１０　（ｋ＝１０｛ ），
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其中 ｐ＝００１，　ｑ＝１－ｐ＝０９９

由离散型随机变 Ｘ 的期望定义有

Ｅ（Ｘ）＝
９

ｋ＝１
ｋｑｋ－１ｐ＋１０ｑ９ｐ＋１０ｑ１０＝ｐ 

９

ｋ＝１
ｋｑｋ－１＋１０ｑ（ ）９ ＋１０ｑ１０

＝ｐ
１０

ｋ＝１
ｋｑｋ－１＋１０ｑ１０，

令 Ｓ＝
１０

ｋ＝１
ｋｑｋ－１＝１＋２ｑ＋３ｑ２＋…＋９ｑ８＋１０ｑ９， ①

式①右端为综合数列之和，可用错位相减法（见１６节题型四法二）求之。

令 ｑＳ＝ｑ＋２ｑ２＋…＋８ｑ８＋９ｑ９＋１０ｑ１０， ②

①－②得到 （１－ｑ）Ｓ＝１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑ８＋ｑ９－１０ｑ１０。

再令 Ｓ１＝１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑ８＋ｑ９，

则 ｑＳ１＝ｑ＋ｑ２＋…＋ｑ９＋ｑ１０，

Ｓ１－ｑＳ１＝（１－ｑ）Ｓ１＝１－ｑ１０，　即　Ｓ１＝（１－ｑ１０）／（１－ｑ）。

于是有 （１－ｑ）Ｓ＝Ｓ１－１０ｑ１０＝１－ｑ１０

１－ｑ －１０ｑ１０，

Ｓ＝１－ｑ１０

（１－ｑ）２－
１０ｑ１０

１－ｑ
，

故 Ｅ（Ｘ）＝ｐＳ＋１０ｑ１０＝ｐ １－ｑ１０

ｐ２ －１０ｑ１０（ ）ｐ ＋１０ｑ１０＝１－ｑ１０

ｐ

＝１－（０９９）１０
００１ ＝９５６≈１０

例１６　假设一台机器在一天内发生故障的概率为０２，机器发生故障时

全天停止工作，若一周５个工作日 里 无 故 障，可 获 利 润１０万 元；发 生１次 故

障可获利润５万元；发生２次故障可 获 利 润０元；发 生３次 或３次 以 上 故 障

就要亏损２万元 求一周内的期望利润是多少？

解　设 Ｘ 表示一周５天内机器发生故障的天数，则 Ｘ～Ｂ（５，０２），所以

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
５×０２ｋ×０８５－ｋ （ｋ＝０，１，２，３，４，５）。

于是　　　Ｐ（Ｘ＝０）＝０８５＝０３２８，

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ１
５０２×０８４＝０４１０，

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
５０２×０８３＝０２０５，

Ｐ（Ｘ≥３）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）－Ｐ（Ｘ＝１）－Ｐ（Ｘ＝２）＝００５７

记Ｙ 表示能获利润，则
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Ｙ＝ｇ（Ｘ）＝

１０， Ｘ＝０，

５， Ｘ＝１，

０， Ｘ＝２，

－２， Ｘ≥３

烅

烄

烆 。

期望利润为

Ｅ（Ｙ）＝１０×０３２８＋５×０４１０＋０×０２０５－２×００５７＝５２１６（万元）
法四　随机变量分解法

随机变量取值为非负整数（例如次数，件数）而与其有关的随机事件发生

时，只有两种可能结果，常把这两种 结 果 分 别 与０，１对 应 起 来，使 之 数 量 化。

为此引入服从０１分布的 随 机 变 量 Ｘｉ，这 样 每 一 种 结 果 的 概 率 易 求 得。从

而Ｅ（Ｘｉ）易求出（见命题４２２３）。因这 时 Ｘ 可 分 解 成Ｘｉ 之 和：Ｘ＝Ｘ１＋

Ｘ２＋…＋Ｘｎ，利用期望的 性 质，Ｅ（Ｘ）也 就 易 求 出。此 法 常 称 为 随 机 变 量 分

解法
例１７［２００２年Ⅰ１９］　一台仪 器 由５只 不 太 可 靠 的 元 件 组 成，已 知 各 元

件出故障是独立的，且第ｋ只元件出故障的概率为ｐｋ＝（ｋ＋１）／１０，ｋ＝１，２，

３，４，５，则出故障的元件数的方差是

（Ａ）１３　　　（Ｂ）１２　　　（Ｃ）１１　　　（Ｄ）１０
解　仅（Ｃ）入选。设随机变量 Ｘ 为出故障的元件数，记

Ｘｋ＝
１，　若第ｋ只元件出故障，

０，　若第ｋ只元件不出故障｛ 
则 Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３＋Ｘ４＋Ｘ５。由于 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４，Ｘ５ 相互独立，有

Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋Ｄ（Ｘ３）＋Ｄ（Ｘ４）＋Ｄ（Ｘ５）
下面求 Ｄ（Ｘｋ） 因 Ｘｋ 服从 参 数 为ｐｋ＝（ｋ＋１）／１０的０１分 布，由 命 题

４２２３知

Ｅ（Ｘｋ）＝ｐｋ＝（ｋ＋１）／１０，　Ｅ（Ｘ２
ｋ）＝ｐｋ

所以 Ｄ（Ｘｋ）＝Ｅ（Ｘ２
ｋ）－［Ｅ（Ｘｋ）］２＝ｐｋ（１－ｐｋ），于是

　Ｄ（Ｘ）＝
５

ｋ＝１
Ｄ（Ｘｋ）＝

５

ｋ＝１
ｐｋ（１－ｐｋ）＝

５

ｋ＝１

ｋ＋１
１０

１０－ｋ－１（ ）１０

＝
５

ｋ＝１

ｋ＋１
１０

９－ｋ
１０ ＝ １

１０２（２×８＋３×７＋４×６＋５×５＋６×４）＝１１。

例１８　一台设备由三大部 件 构 成，在 设 备 运 转 中 各 部 件 需 要 调 整 的 概

率分别为０１０，０２０，０３０，假设各部件的状态相互独立，以 Ｘ 表 示 同 时 需 要
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调整的部件数，试求 Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）与方差 Ｄ（Ｘ）
解　设 Ｘ 的取值为调整的部件数，显然为非负整数，又每一部件是否需

调整只有两种可能结果（调整与不调整），于是可引入随机变量 Ｘｉ，为此设三

大部件中第ｉ件需调整的事件为Ａｉ （ｉ＝１，２，３），令

Ｘｉ＝
１， 若Ａｉ 发生，

０， 若Ａｉ 不发生｛ ，

则 Ｘｉ 与Ｘ２
ｉ 的分布律分别为

Ｘｉ ０ １

ｐ １－Ｐ（Ａｉ） Ｐ（Ａｉ）
　　

Ｘ２
ｉ ０ １

ｐ １－Ｐ（Ａｉ） Ｐ（Ａｉ）

因而 Ｅ（Ｘｉ）＝Ｐ（Ａｉ），　Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝Ｐ（Ａｉ）（ｉ＝１，２，３），

Ｄ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ａ２
ｉ）－［Ｅ（Ｘｉ）］２＝Ｐ（Ａｉ）－［Ｐ（Ａｉ）］２＝Ｐ（Ａｉ）［１－Ｐ（Ａｉ）］。

因 Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３，且 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 相互独立，有

Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＋Ｅ（Ｘ３）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）

＝０１＋０２＋０３＝０６，

Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋Ｄ（Ｘ３）＝
３

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）［１－Ｐ（Ａｉ）］

＝０１×０９＋０２×０８＋０３×０７＝０４６
法五　使用微积分中求最值的方法或用配方法求期望的最大（小）值
例１９　假设由自动线加 工 的 某 种 零 件 的 内 径 Ｘ（单 位：毫 米）服 从 正 态

分布 Ｎ（μ，１），内径小１０和大于１２的 为 不 合 格 品，其 余 为 合 格 品，销 售 每 件

合格品盈利，销售每件不合格品亏损，已知销售利润Ｔ（单位：元）与零件内径

Ｘ 有如下关系：

Ｔ＝

－１， Ｘ＜１０，

２０， １０≤Ｘ≤１２，

－５， Ｘ＞
烅
烄

烆 １２
问平均内径取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

解　先求出Ｅ（Ｔ）与参数μ的函数关系

因 Ｐ（Ｘ＜１０）＝Ｐ Ｘ－μ
１ ＜１０－μ（ ）１ ＝Φ（１０－μ），

Ｐ（１０≤Ｘ≤１２）＝Ｐ １０－μ
１ ≤Ｘ－μ

１ ≤１２－μ（ ）１ ＝Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ），

Ｐ（Ｘ＞１２）＝Ｐ Ｘ－μ
１ ＞１２－μ（ ）１ ＝１－Φ（１２－μ）
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ｐ Φ（１０－μ） Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ） １－Φ（１２－μ）

Ｘ Ｘ＜１０ １０≤Ｘ≤１２ Ｘ＞１２
Ｔ＝ｇ（Ｘ） －１ ２０ －５

于是可得

Ｅ（Ｔ）＝（－１）Φ（１０－μ）＋２０［Φ（１２－μ）－Φ（１０－μ）］－５［１－Φ（１２－μ）］

＝２５Φ（１２－μ）－２１Φ（１０－μ）－５，

其中Φ（ｘ）是标准正态分布函数。设φ（ｘ）为标准正态密度函数，则有Φ′（ｘ）

＝φ（ｘ），于是

ｄＥ（Ｔ）
ｄμ

＝－２５φ（１２－μ）＋２１φ（１０－μ）

令其等于零，得到

－２５
２槡π

ｅ
－（１２－μ）２

２ ＋ ２１
２槡π

ｅ
－（１０－μ）２

２ ＝０，

即 ２５ｅ
－（１２－μ）２

２ ＝２１ｅ
－（１０－μ）２

２ 
解得 μ＝μ０＝１１－［ｌｎ（２５／２１）］／２≈１０９，

即当μ＝μ０≈１０９（毫米）时，平均利润最大
例２０　假定在国际市场上每年对我国某种出口商品的需求量是随机变

量ξ（单位：吨），已知ξ服从［２０００，４０００］上 的 均 匀 分 布。设 每 售 出 这 种 商 品

一吨，可为国家挣得外汇３万元，但如销售不出而囤积于仓库，则每吨需浪费

保养费１万元，问应组织多少货源，才能使国家的收益最大？

解　设随机变量Ｙ 表示年出口商品量（２０００≤ｙ≤４０００），随 机 变 量η表

示所得收益（单位：万元），则

η＝ｇ（ξ）＝
３Ｙ， ξ≥Ｙ（供不应求），

３ξ－（Ｙ－ξ）＝４ξ－Ｙ， ξ＜Ｙ（供大于求）｛ 

由题设有ｆξ（ｘ）＝
１／２０００， ２０００≤ｘ≤４０００，

０， 其他｛ ，
则国家的平均收益为

Ｅ（η）＝∫∞
－∞ｇ（ｘ）ｆξ（ｘ）ｄｘ＝ １

２０００∫
４０００
２０００ｇ（ｘ）ｄｘ

＝ １
２０００∫

ｙ
２０００（４ｘ－ｙ）ｄｘ＋ １

２０００∫
４０００
ｙ ３ｙｄｘ

＝ １
１０００

（－ｙ２＋７０００ｙ－４×１０６）
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＝ １
１０００

［８２５０００－（ｙ－３５００）２］，

故当ｙ＝３５００吨时，可使国家的平均收益值达到最大，即使国家收益最大
注意　怎样组织货 源，使 收 益 满 足 一 定 条 件。这 是 常 见 的 经 济 应 用 题

型．要会根据供大于求和供不应求两 种 情 况 分 别 列 出 利 润 与 进 货 量 的 关 系，

从而正确写出此函数关系 这是求 解 这 类 题 型 的 关 键 所 在 写 出 这 个 函 数

表达式后再计算有关的量
上例出现的随机变 量 较 多，弄 不 清 楚 它 们 之 间 的 关 系 就 无 法 求 解。另

外，要会将求收益最大转化为求平均收益最大

习　题　４２２

（一）问题求解

１ 设随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｘ １ ２ ３

ｐ ０２ ０３ ０５

若Ｙ＝２Ｘ－１，则 Ｄ（Ｙ）＝
（Ａ）０６１　 （Ｂ）２４４　 （Ｃ）３６　 （Ｄ）２３　 （Ｅ）４２

２ 设随机变量 Ｘ１，Ｘ２ 相互独立，如果Ｅ（Ｘｉ）＝μ，Ｄ（Ｘｉ）＝σ２＞０（ｉ＝１，

２），且Ｕ＝Ｘ１＋ａＸ２，Ｖ＝Ｘ１＋ｂＸ２，Ｄ（Ｕ＋Ｖ）＝Ｄ（Ｕ）＋Ｄ（Ｖ），则必有

（Ａ）ａ＋ｂ＝０ （Ｂ）ａ－ｂ＝０　　（Ｃ）ａ－２ｂ＝０
（Ｄ）ａｂ＝１ （Ｅ）ａｂ＝－１

３ 设连续型随机变量 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０，

Ａｘ２，

１
烅
烄

烆 ，
　

ｘ＜０，

０≤ｘ≤１，

ｘ＞１，

其中Ａ 为待定常数，则Ｙ＝１／Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｙ）是

（Ａ）１／２ （Ｂ）１ （Ｃ）２ （Ｄ）４ （Ｅ）８

４设Ｘ 是一随机变量，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２＞０，则对于任意常数Ｃ，必有

（Ａ）Ｅ［（Ｘ－Ｃ）２］＝Ｅ（Ｘ２）－Ｃ２　（Ｂ）Ｅ［（Ｘ－Ｃ）２］＝Ｅ［（Ｘ－μ）２］
（Ｃ）Ｅ［（Ｘ－Ｃ）２］＜Ｅ［（Ｘ－μ）２］ （Ｄ）Ｅ［（Ｘ－Ｃ）２］≥Ｅ［（Ｘ－μ）２］
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（Ｅ）以上结论都不正确
（二）条件充分性判断

１ 设随机变量 Ｘ 的数学期望存在，可求Ｅ（ＣＸ２）的值
（１）Ｅ（Ｘ）＝ａ；　　　　 （２）Ｄ（Ｘ）＝ｂ

２ 随机变量 Ｘ 的期望值能够确定

（１）Ｅ Ｘ２

２（ ）－１ ＝２；　　（２）Ｄ Ｘ
２（ ）－１ ＝１

２

３ 对于随机变量 Ｘ，Ｙ，必有Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）
（１）Ｘ，Ｙ 相互独立；　　（２）Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）
（三）解答题

１［２００２年Ⅱ２６］　假设小蛋糕中葡萄干的颗粒服从泊松分布 若 要 使

每个小蛋糕中至少有一 颗 葡 萄 干 的 概 率 为０９９，则 其 平 均 应 含 有 颗

葡萄干（精确到０１）

２ 某种商品每周的需求量为随机变量 Ｘ，Ｘ 服从区间［１０，３０］上均匀分

布 经销售店进货量为ａ，ａ是区间［１０，３０］中 的 某 一 整 数，商 店 每 销 售 一 单

位商品可获利５００元；若供大于求，则削价处理，每处理一单位商品亏 损１００
元；若供不应求，则可从外部调剂 供 应，此 时 每 单 位 商 品 仅 获 利 用３００元，为

使商店所获利润期望值不少于９２８０元，试确定进货量ａ的范围

４２３　几种常用的分布

　　１ 常用的离散型随机变量的分布

１）二项分布

如果随机变量 Ｘ 取值为０，１，…，ｎ，且其分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ＝Ｃｋ

ｎｐｋｑｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ，（４２３１）

其中ｑ＝１－ｐ，０＜ｐ＜１，则 称 Ｘ 服 从 参 数 为ｎ，ｐ 的 二 项 分 布，记 作 Ｘ～
Ｂ（ｎ，ｐ）．

当ｎ＝１时，二项分 布 退 化 为０１分 布，因 而 服 从０１分 布 的 随 机 变 量

Ｘ，其分布律也可以记作

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐｋｑｎ－ｋ， （４２３２）

其中ｋ＝０，１（０＜ｐ＜１），ｑ＝１－ｐ。

二项分布多见于独立随机试验序列，若 事 件 Ａ 发 生 的 概 率 为ｐ，Ｘ 作 为
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ｎ 次独立重复试验中事件Ａ 出现 的 次 数，则 Ｘ 服 从Ｂ（ｎ，ｐ），记 作 Ｘ～Ｂ（ｎ，

ｐ）
下面几类离散型随机变量的分布考纲中没有列入，仅供考生查阅
２）几何分布

如果随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｑｋ－１ｐ，ｋ＝１，２，…，０＜ｐ＜１，ｑ＝１－ｐ， （４２３３）

则称 Ｘ 服从参数为ｐ 的几何分布
３）超几何分布

如果随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｍ）＝Ｃｍ
ＭＣｎ－ｍ

Ｎ－Ｍ／Ｃｎ
Ｎ，ｍ＝０，１，…，ｌ， （４２３４）

其中ｌ＝ｍｉｎ（Ｍ，ｎ），ｎ≤Ｎ－Ｍ，则称 Ｘ 服从超几何分布
４）泊松分布

如果随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝λｋｅ－λ

ｋ！
，　ｋ＝０，１，…，λ＞０， （４２３５）

则称 Ｘ 服从参数为λ 的泊松分布

　　２ 常用的连续型随机变量的分布

１）正态分布

正态分布在所有的分布中具有特殊的重要性 如果随机变量 Ｘ 的概率

密度为

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ－（ｘ－μ）２

２σ２ ，　－∞＜ｘ＜＋∞， （４２３６）

其中μ，σ为 常 数，且σ＞０，则 称 Ｘ 服 从 参 数 为μ，σ２ 的 正 态 分 布，记 作 Ｘ～
Ｎ（μ，σ２）其分布函数为

Ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

∫ｘ
－∞ｅ－（ｔ－μ）２

２σ２ ｄｔ，　－∞＜ｘ＜＋∞， （４２３７）

如果 Ｘ～Ｎ（０，１），称 Ｘ 服从标准正态分布，用φ（ｘ）和Φ（ｘ）分别表示服

从标准正态分布的随机变量 Ｘ 的概率密度和分布函数，即

φ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２／２，　ｘ∈（－∞，＋∞）， （４２３８）

Φ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝ １
２槡π

∫ｘ
－∞ｅ－ｔ

２
２ｄｔ （４２３９）

下面几类连续型随机变量的分布考纲中没有列入，仅供考生查阅
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２）均匀分布

如果随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
， ａ≤ｘ≤ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 ，
（４２３１０）

则称 Ｘ 在区间［ａ，ｂ］上服从均匀分布，记作 Ｘ ～Ｕ［ａ，ｂ］，其分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜ａ，

ｘ－ａ
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ≤ｂ，

１， ｘ＞ｂ

烅

烄

烆 。

（４２３１１）

３）指数分布

如果随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤｛ ０
（λ＞０）， （４２３１２）

则称 Ｘ 服从参数为λ 的指数分布，其分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－λｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０｛ 。
（４２３１３）

４）对数正态分布

如果随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
１
２槡πσｘ

ｅ－（ｌｎｘ－μ）２

２σ２ ，

０
烅
烄

烆 ，
　
ｘ＞０，

ｘ≤０，

其中μ，σ均为常数，且σ＞０，则称 Ｘ 服从参数为μ，σ２ 的对数正态分布

题型一　求服从二项分布的随机变量取值的概率

凡涉及的数量指标为正整数（例 如 次 数、个 数 等）的 有 关 问 题，都 是 与 二

项分布有关的问题．求解此类问题，首先要设出服从二项分布的随机变量 Ｘ，

然后求出参数ｎ和ｐ，有时还需通过其他（离散型或连续型）随机变量的分布

或题设求出二项分布的参数ｐ，最后利用式（４２３１）求出 Ｘ 取值的概率
式（４２３１）中有四个互相联系的数量指标：试验总次数ｎ、事件 Ａ 出现

的次数ｋ、相应的概率Ｐ（Ｘ＝ｋ）及 一 次 试 验 中 事 件 Ａ 出 现 的 概 率ｐ，知 道 其

中三个就可求出另一 个 不 少 情 况 是ｎ已 知 但ｐ 未 知，在 求 其 未 知 参 数ｐ
时，又涉及另一个随机变量有关事件的概率计算
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例１［２００４年Ⅰ２７］　某种疾病 自 然 痊 愈 率 为０１０，为 了 检 验 一 种 治 疗

该病的新药是否有效，将它给患该病 的１０位 自 愿 者 服 用 假 定 判 定 规 则 是

若１０名自愿者中至少有３人痊愈，则认为该药有效，否则认为完全无效。按

此规则，新药实际上完全无效却判为有效的概率为

（Ａ）００１．　　（Ｂ）００２．　　（Ｃ）００３．　　（Ｄ）００５．　　（Ｅ）００７．
解　设事件 Ａ 表示新药实际上完全无效的事件，事件Ｂ 表示新 药 被 判

为有效的事件，又设１０名患者中痊愈的人数为随机变量 Ｘ，则 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），

即服从以ｎ，ｐ为参数的二项分布，其中ｎ＝１０，ｐ＝０１，则所求概率为

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｘ≥３）＝１－Ｐ（Ｘ≤２）

＝１－Ｃ０
１０ｐ０（１－ｐ）１０－Ｃ１

１０ｐ（１－ｐ）９－Ｃ２
１０ｐ２（１－ｐ）８

＝１－０９１０－１０×０１×０９９－［（１０×９）／２］×０１２×０９８

＝００７ 仅（Ｅ）入选
例２　设随机变量 Ｘ 服从参数为（２，ｐ）的二项分布，随机变量Ｙ 服从参

数为（３，ｐ）的二项分布，若Ｐ（Ｘ≥１）＝５／９，则Ｐ（Ｙ≥１）＝ 
解　Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｃ０

２ｐ０（１－ｐ）２＝１－（１－ｐ）２＝５／９，

故１－ｐ＝ ４／槡 ９＝２／３，即ｐ＝１／３。因而

Ｐ（Ｙ≥１）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）＝１－Ｃ０
３ｐ０（１－ｐ）３＝１９／２７

例３　设 Ｘ 服从二项分布Ｂ（ｎ，ｐ），且已知

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝２）＝２Ｐ（Ｘ＝３），

则Ｐ（Ｘ＝４）等于

（Ａ）１／８１．　（Ｂ）２／２４３．　（Ｃ）２／８１．　（Ｄ）１０／２４３．　（Ｅ）１９／２４３．
解　由于ｎ，ｐ未知，需先求出ｎ，ｐ，才能求出Ｐ（Ｘ＝４）。由式（４２３１）

及

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝２）

得到 Ｃ１
ｎｐ１（１－ｐ）ｎ－１＝Ｃ２

ｎｐ２（１－ｐ）ｎ－２，

即 ｎｐ（１－ｐ）ｎ－１＝［ｎ（ｎ－１）／２］ｐ２（１－ｐ）ｎ－２，

于是 （ｎ＋１）ｐ＝２。 ①
又由 Ｐ（Ｘ＝２）＝２Ｐ（Ｘ＝３）

得 ［ｎ（ｎ－１）／２］ｐ２（１－ｐ）ｎ－２＝［ｎ（ｎ－１）（ｎ－３）／３］ｐ３（１－ｐ）ｎ－３，

即 （２ｎ－１）ｐ＝３。 ②
联立式①与式②，解得ｎ＝５，ｐ＝１／３ 于是
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Ｐ（Ｘ＝４）＝Ｃ４
５（ ）１

３
４

×２
３＝Ｃ１

５
２
３５＝１０

２４３
仅（Ｄ）入选

例４（条件充分性判断）　若Ｐ（Ｘ≥１）＝５／９，则Ｐ（Ｙ≥１）＝６５／８１
（１）Ｘ～Ｂ（２，ｐ）；　　（２）Ｙ～Ｂ（４，ｐ）
解　显然条件（１）和条件（２）单 独 都 不 充 分 设 条 件（１）和 条 件（２）都 成

立，则因为 Ｘ～Ｂ（２，ｐ），并且Ｐ（Ｘ≥１）＝５／９，有

Ｐ（Ｘ＜１）＝Ｐ（Ｘ＝０）＝４／９＝（１－ｐ）２，

故ｐ＝１／３ 因此

Ｐ（Ｙ≥１）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）＝１－（１－ｐ）４＝１－（２／３）４＝６５／８１ 仅 Ｃ入选
例５　随机变量 Ｘ～Ｂ（４，ｐ），已知Ｅ（Ｘ－２）（Ｘ＋１）＝１，求Ｐ（Ｘ≥１）
解　计算二项分布随机变量Ｘ 取值的概率需已知其分布参数ｎ，ｐ，从题

设知ｎ＝４，应先求出ｐ的值 因为 Ｘ～Ｂ（４，ｐ），所以

Ｅ（Ｘ）＝４ｐ，　Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝４ｐｑ＋１６ｐ２，

Ｅ（Ｘ－２）（Ｘ＋１）＝Ｅ（Ｘ２）－Ｅ（Ｘ）－２＝１６ｐ２＋４ｐｑ－４ｐ－２

＝１６ｐ２－４ｐ２－２＝１２ｐ２－２
依题意 １２ｐ２－２＝１，　ｐ＝１／２（负根已舍去）

Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）＝１－（１－ｐ）４＝１５／１６
例６（条件充分性判断）　Ｐ（Ｘ≤３）＝Ｐ（Ｘ＞６）．
（１）随机变量 Ｘ 服从ｎ＝１０，ｐ＝０２的二项分布；

（２）随机变量 Ｘ 服从ｎ＝１０，ｐ＝０８的二项分布
解　当条件（１）和条件（２）单 独 成 立 时，它 们 均 不 充 分，但 当 它 们 联 合 起

来却是充分的．由Ｃｋ
１０＝Ｃ１０－ｋ

１０ 得到

　　Ｐ（Ｘ≤３）＝
３

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）１０－ｋ＝
３

ｋ＝０
Ｃ１０－ｋ

１０ （０２）ｋ（０８）１０－ｋ

＝Ｃ１０
１０（０２）０（０８）１０＋Ｃ９

１０（０２）（０８）９＋Ｃ８
１０（０２）２（０８）８

＋Ｃ７
１０（０２）３（０８）７，

　　Ｐ（Ｘ＞６）＝
１０

ｋ＝７
Ｃｋ

１０ｐｋ（１－ｐ）１０－ｋ＝
１０

ｋ＝７
Ｃｋ

１０（０８）ｋ（０２）１０－ｋ

＝Ｃ７
１０（０８）７（０２）３＋Ｃ８

１０（０８）８（０２）２＋Ｃ９
１０（０８）９（０２）

＋Ｃ１０
１０（０８）１０（０２）０，

因而有Ｐ（Ｘ≤３）＝Ｐ（Ｘ＞６） 仅 Ｃ入选
或令ｋ＝１０－ｔ，则ｋ＝７，８，９，１０时，有ｔ＝３，２，１，０，且

Ｐ（Ｘ＞６）＝
１０

ｋ＝７
Ｃｋ

１０（０．８）ｋ（０．２）１０－ｋ＝
３

ｔ＝０
Ｃ１０－ｔ

１０ （０．８）１０－ｔ（０．２）ｔ
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＝
３

ｋ＝０
Ｃ１０－ｋ

１０ （０．２）ｋ（０．８）１０－ｋ＝Ｐ（Ｘ≤３）。

例７　如用 Ｘ，Ｙ 分别表示将一个硬币接连掷８次正、反 面 出 现 的 次 数，

则ｔ的一元二次方程ｔ２＋Ｘｔ＋Ｙ＝０有重根的概率等于

（Ａ）３５／１２８．　 （Ｂ）５／６４．　 （Ｃ）７／６４．　 （Ｄ）９／６４．　 （Ｅ）９／１２８．
解　因 Ｘ，Ｙ 是随机变量，则｛方程ｔ２＋Ｘｔ＋Ｙ＝０有根或无根｝是一个随

机事件 由韦达定理知，这个事件与事件｛Ｘ２－４Ｙ≥０｝或｛Ｘ２－４Ｙ≤０｝是 同

一事件，因而可把方程有根或 无 根 的 概 率 利 用 判 别 式 转 化 为 随 机 变 量 Ｘ，Ｙ
在某范围内取值的概率，为此需先知道随机变量的概率函数或密度函数

｛方程ｔ２＋Ｘｔ＋Ｙ＝０有至根｝Ｘ２－４Ｙ＝０Ｘ２＝４Ｙ，

其中 Ｘ～Ｂ（８，１／２），Ｙ＝８－Ｘ，故所求概率为

Ｐ（Ｘ２＝４Ｙ）＝Ｐ（Ｘ２＝４（８－Ｘ））＝Ｐ（Ｘ２＋４Ｘ－３２＝０）

＝Ｐ（（Ｘ＋８）（Ｘ－４）＝０）

因 Ｘ，Ｙ 的取值为零或自然数，故

Ｐ（Ｘ２＝４Ｙ）＝Ｐ（Ｘ＝４）＝Ｃ４
８（１／２）４（１－１／２）４＝Ｃ４

８（１／２）８＝３５／１２８
仅（Ａ）入选

题型二　已知随机变量服从二项分布，且满足其他条件，确定分布参数

设Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），可利用参数ｎ，ｐ与其期望、方差之间的关系Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，

Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ求之。

如果已知ｎ，只需求出ｐ，求 参 数ｐ 时 常 涉 及 服 从 另 一 分 布 的 随 机 变 量

取值概率的计算
例８（条件充分性判断）　设 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），能确定ｎ，ｐ的值
（１）Ｄ（２Ｘ）＝Ｅ（２Ｘ）；　　（２）Ｄ（Ｘ－２）＝Ｅ（Ｘ－２）
解　由条件（１）可得４Ｄ（Ｘ）＝２Ｅ（Ｘ），从而

４ｎｐｑ＝２ｎｐ，　４ｑ＝２，　ｑ＝１／２，　ｐ＝１／２， ①
即条件（１）只能确定ｐ，无法确定ｎ

由条件（２）有 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）－２，

ｎｐｑ＝ｎｐ－２， ②
条件（２）也不能确定ｎ和ｐ 但当条件（１）与条件（２）联合时，将式①代入式②
得到ｎ／４＝ｎ／２－２，从而ｎ＝８。条件（１）、（２）联合起来充分。仅 Ｃ入选

例９（条件充分性判断）　设随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
２ｘ， ０≤ｘ≤１，

０， 其他｛ ，

·７２６·



以Ｙ 表示对Ｘ 三次重复 观 察 中 事 件｛Ｘ≤ａ｝出 现 的 次 数，则 Ｐ（Ｙ＝２）＝９／

６４
（１）ａ＝１／３；　　（２）ａ＝１／２
解　设Ｐ（Ｘ≤ａ）＝ｐ，则ｐ＝∫ａ

－∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ａ
０２ｘｄｘ＝ａ２。

Ｐ（Ｙ＝２）＝Ｃ２
３ｐ２（１－ｐ）＝３（ｐ２－ｐ３）＝９／６４，

当ａ＝１／２时，ｐ２－ｐ３＝３／６４；当ａ＝１／３时，ｐ２－ｐ３＝８／７２９≠３／６４．仅Ｂ入选


例１０　设随机变量Ｘ 服从二项分布，且Ｅ（Ｘ）＝２４，Ｄ（Ｘ）＝１４４，则分

布的参数为

（Ａ）ｎ＝８，ｐ＝０３　　　（Ｂ）ｎ＝４，ｐ＝０６　　（Ｃ）ｎ＝６，ｐ＝０４
（Ｄ）ｎ＝２４，ｐ＝０１ （Ｅ）以上结论都不正确
解　由题设有

Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝２４， ①
Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝１４４， ②

②÷①得到１－ｐ＝１４４／２４＝０６，故ｐ＝１－０６＝０４ 代 入 式①得 到ｎ＝

２４／０４＝６ 仅（Ｃ）入选
例１１（条件充分性判断）　若Ｐ（Ｘ≥１）＝５／９，则Ｐ（Ｙ≥１）＝６５／８１
（１）Ｘ～Ｂ（２，ｐ）；　　　　　（２）Ｙ～Ｂ（４，ｐ）
解　显然条件（１）和条件（２）单独都不充分
设条件（１）和条件（２）都成立，则因为 Ｘ～Ｂ（２，ｐ），并且Ｐ（Ｘ≥１）＝５／９，

所以 Ｐ（Ｘ＝０）＝１－ｐ（Ｘ≥１）＝１－５／９＝４／９。

另一方面，有

Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｃ０
２２０（１－ｐ）２＝（１－ｐ）２，

由（１－ｐ）２＝４／９得ｐ＝１／３ 故

Ｐ（Ｙ≥１）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）＝１－（１－ｐ）４＝１－（２／３）４＝６５／８１ 仅 Ｃ入选
例１２（条件充分性判断）　设随机变量 Ｘ 服 从 参 数 为ｎ，ｐ 的 二 项 分 布，

则ｎ＝５，ｐ＝０２
（１）Ｐ（Ｘ＝１）＝２Ｐ（Ｘ＝２）；　　（２）Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝０８
解　由题设条件及条件（１）成立时，有

Ｃ１
ｎｐ（１－ｐ）ｎ－１＝２Ｃ２

ｎｐ２（１－ｐ）ｎ－２，

化简得 ｎｐ＝１， ①
由题设有 Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，　Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ），
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故 Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝ｎｐ（１－ｐ）＋（ｎｐ）２

当条件（２）成立时有

Ｅ［（Ｘ－１）（Ｘ－２）］＝Ｅ（Ｘ２－３Ｘ＋２）＝Ｅ（Ｘ２）－３Ｅ（Ｘ）＋２

＝ｎｐ（１－ｐ）＋（ｎｐ）２－３ｎｐ＋２＝０８。 ②
由式②易知，条件（１）不能确定ｎ，ｐ 的值 条件（２）也 不 充 分。但 当 条 件（１）

和条件（２）联合起来后，则条件充分，事实上，将式①代入式②得到

（１－ｐ）＋１－３＋２＝０８，

即ｐ＝０２，因而ｎ＝５ 仅 Ｃ入选

题型三　计算服从二项分布的随机变量或其函数的期望、方差、标准差

设 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），由Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ， Ｄ（Ｘ槡 ）＝ ｎ槡ｐｑ，Ｄ（Ｘ）＝

Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ 知，归结为求二项分布的参数ｎ，ｐ

也可用期望的定义４２２１及定义４２２３求之

例１３［２００４ 年 Ⅱ２３］（条 件 充 分 性 判 断）　 随 机 变 量 ３Ｘ 的 数 学 期 望

Ｅ（３Ｘ）＝１

（１）随机变量 Ｘ 的密度数ｆ（ｘ）＝
１／２，

０｛ ，　
０＜ｘ＜２／３，

其他；

（２）随机变量 Ｘ 的概率函数是

ｆ（ｘ）＝Ｃｘ
１０

１（ ）３０
ｘ ２９（ ）３０

１０－ｘ
（ｘ＝０，１，…，１０）。

解　当条件（１）成立时，由定义４２２２有

Ｅ（Ｘ）＝∫＋∞
－∞ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

２
３
０

１
２ｄｘ＝１

２×２
３＝１

３
，

故 Ｅ（３Ｘ）＝３Ｅ（Ｘ）＝３（１／３）＝１

条件（１）充分 当条件（２）成立时有

Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝１０×（１／３０）＝１／３，

故 Ｅ（３Ｘ）＝３Ｅ（Ｘ）＝３×（１／３）＝１ 仅 Ｄ入选

例１４　从学校乘汽车到火 车 站 的 途 中 有３个 交 通 岗，假 设 在 各 个 交 通

岗遇到红灯的事件是相互独立的，并且概率都是２／５ 设 Ｘ 为途中遇到红灯

的次数，求随机变量 Ｘ 的分布律、分布函数和数学期望

解　设Ａ＝｛途中遇到红灯｝，由题设知ｎ＝３，ｐ＝Ｐ（Ａ）＝２／５ 由独立性

知，Ｘ～Ｂ（３，２／５） 其各种取值的概率为

·９２６·



Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｃ０
３（２／５）０（１－２／５）３＝２７／１２５，

Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ１
３（２／５）（１－２／５）２＝５４／１２５，

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
３（２／５）２（１－２／５）＝３６／１２５，

Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｃ３
３（２／５）３（１－２／５）０＝８／１２５

即 Ｘ 的分布律为

Ｘ ０ １ ２ ３
Ｐ ２７／１２５ ５４／１２５ ３６／１２５ ８／１２５

由 Ｘ 的分布函数的定义

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝ 
ｘｋ≤ｘ

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）

得到 Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝

０，

２７／１２５，

８１／１２５，

１１７／１２５，

１

烅

烄

烆 ，

　

ｘ＜０，

０≤ｘ＜１，

１≤ｘ＜２，

２≤ｘ＜３，

ｘ≥３

Ｘ 的数学期望为

Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝３×２／５＝６／５
或由定义４２２１得到

Ｅ（Ｘ）＝０×２７
１２５＋１×５４

１２５＋２×３６
１２５＋３× ８

１２５＝６
５

注意　将分布函数写成分段函数时，不要写错分段区间
例１５（条件充分性判断）　随机变量Ｘ 的期望Ｅ（Ｘ）与方差Ｄ（Ｘ）相等
（１）Ｘ 服从参数ｐ＝０５的０１分布；

（２）Ｘ 服从参数为ｎ＝２００，ｐ＝１／２的二项分布
解　当条件（１）成立时，由命题４２２３知，Ｅ（Ｘ）＝ｐ＝０５，Ｄ（Ｘ）＝ｐｑ

＝１／４＝０２５，显然Ｅ（Ｘ）≠Ｄ（Ｘ） 条件（１）不充分
当条件（２）成立时，Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝１００，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ＝５０，Ｅ（Ｘ）≠Ｄ（Ｘ）

条件（２）也不充分 仅 Ｅ入选
例１６　设随机变量 Ｘ，Ｙ 相互独立，且 Ｘ～Ｂ（１０，０３），Ｙ～Ｂ（１０，０４），

则Ｅ（２Ｘ－Ｙ）２＝
（Ａ）１２６．　　（Ｂ）１４８．　　（Ｃ）１５２．　　（Ｄ）１８９．　　（Ｅ）２０１．
解　由题设可得
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Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝１０×０３＝３，　Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ＝１０×０３×０７＝２１，

Ｅ（Ｙ）＝１０×０４＝４，　Ｄ（Ｙ）＝１０×０４×０６＝２４，

故　　　　　Ｅ（２Ｘ－Ｙ）２ ＝［Ｅ（２Ｘ－Ｙ）］２＋Ｄ（２Ｘ－Ｙ）

＝［２Ｅ（Ｘ）－Ｅ（Ｙ）］２＋４ＤＸ＋ＤＹ
＝（２×３－４）２＋４×２１＋２４＝１４８

例１７　求事件在ｎ次独立 试 验 中 发 生 次 数 的 数 学 期 望 及 方 差，如 果 它

在第ｉ次试验中发生的概率为ｐｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ）
解　设在第ｉ次试验中事件发生的次数是随机变量ξｉ，则ξｉ 只有两个可

能值０与１ 当事件发生时，ξｉ＝１，对应的概率为Ｐ（ξｉ＝１）＝ｐｉ，当事件不发

生时，ξｉ＝０，对应的概率Ｐ（ξｉ＝０）＝１－ｐｉ 由命题４２２３即得

Ｅ（ξｉ）＝Ｅ（ξ
２
ｉ）＝ｐｉ，　Ｄ（ξｉ）＝ｐｉ（１－ｐｉ）。

在ｎ次试验中事件发生的次数为ξ，则ξ＝
ｎ

ｉ＝１
ξｉ 于是

Ｅξ＝Ｅ 
ｎ

ｉ＝１
ξ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
Ｅξｉ＝

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ，

Ｄξ＝Ｄ 
ｎ

ｉ＝１
ξ（ ）ｉ ＝

ｎ

ｉ＝１
Ｄξｉ＝

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ（１－ｐｉ）

题型四　计算服从正态分布的随机变量落入区间内的概率

定理４２３１　（１）设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其 概 率 密 度 为ｆ（ｘ），分 布 函 数 为

Ｆ（ｘ），则

ｆ（ｘ）＝１
σφ

ｘ－μ（ ）σ
，　Ｆ（ｘ）＝Φ ｘ－μ（ ）σ

，

其中φ（Ｘ），Φ（ｘ）分别为服从标 准 正 态 分 布 Ｎ（０，１）的 随 机 变 量 的 概 率 密 度

和分布函数

（２）设随机变 量 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１） 由 此 通 过 标 准 化 将

Ｆ（ｘ）的值转换成Φ（ｘ）的值Ｆ（ｘ）＝Φ Ｘ－μ（ ）σ
，而后者可 查 表 求 出 其 值 这

样就可算出一般正态分布的分布函数值和有关概率
类型（一）　已知分布参数，求正态分布随机变量落入区间内的概率
常用下述两法求之
法一　将随机变量标准化，利用标准正态分布求概率

当 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）时，由 定 理４２３１（２）知Ｙ＝Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１） 于 是 得

到
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Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）＝Ｐ ａ－μ
σ ≤Ｘ－μ

σ ≤ｂ－μ（ ）σ ＝Φ ｂ－μ（ ）σ －Φ ａ－μ（ ）σ
。

常称随机变量Ｙ 为标准化随机变量，或说将随机变量 Ｘ 标准化 因Φ（ｘ）的

值可查表求得，利用上式即可计算服从正态分布的随机变量在某一区间内取

值的概率，将随机变量标准化是计算 概 率 普 遍 适 用 的 一 条 法 则，应 熟 练 使 用



一般将随机变量 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）标 准 化 得 到Ｙ＝Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１）后，常 利

用下述各式将其概率的计算转化为查表求Φ（ｘ）的值：

Ｐ（Ｙ≤ｘ）＝
Φ（ｘ），

０５，

１－Φ（－ｘ
烅
烄

烆 ），
　

ｘ＞０，

ｘ＝０，

ｘ＜０，

（４２３１４）

Ｐ（｜Ｙ｜≤ｘ）＝２Φ（ｘ）－１（当ｘ＞０时）。 （４２３１５）

Ｐ（ａ＜Ｙ≤ｂ）＝Φ（ｂ）－Φ（ａ）。 （４２３１６）

只有一些特殊的Φ（ｘ）和Ｆ（ｘ）的值不用查表
当ｘ≥５时，Φ（ｘ）≈１，特别Φ（＋∞）＝Ｆ（＋∞）＝１；当ｘ≤－５时，Φ（ｘ）

≈０，特别

Φ（－∞）＝Ｆ（－∞）＝０，　Φ（０）＝Ｆ（μ）＝１／２。

例１８　设随机变量 Ｘ 服从均值为１０，均方差为００２的正态分布，已知

Φ（ｘ）＝∫ｘ
－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ２／２ｄｔ，　Φ（２５）＝０９９３８，

则 Ｘ 落在区间（９９５，１００５）内的概率为 
解　设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其中μ＝１０，σ＝００２，即 Ｘ～Ｎ（１０，００２２）。将 随

机变量 Ｘ 标准化，得到

Ｙ＝Ｘ－１０
００２ ～Ｎ（０，１）

因而　Ｐ（９９５＜Ｘ＜１００５）＝Ｐ ９９５－１０
００２ ＜Ｘ－１０

００２ ＜１００５－１０（ ）００２

＝Ｐ －２５＜Ｘ－１０
００２ ＜（ ）２５

＝Φ（２５）－Φ（－２５）＝Φ（２５）－１＋Φ（２５）

＝２Φ（２５）－１＝１９８７６－１＝０９８７６，

或 Ｐ（９９５＜Ｘ＜１００５）＝Ｐ －２５＜Ｘ－１０
００２ ＜（ ）２５
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＝Ｐ Ｘ－１０
００２ ＜（ ）２５

＝２Φ（２５）－１＝２·０９９３８－１

＝０９８７６（用式（４２３１５））。

例１９　设随机变量 Ｘ 服从正态分布Ｎ（１，４），则Ｐ（｜Ｘ｜＜２）＝
（Ａ）２Φ（２）－１　　（Ｂ）Φ（１５）＋Φ（０５）－１　（Ｃ）Φ（１５）－Φ（０５）
（Ｄ）Φ（０２５）－Φ（０７５）　　（Ｅ）Φ（２）－Φ（１５）
解　仅（Ｂ）入选 因 Ｘ～Ｎ（１，４），故

Ｐ（｜Ｘ｜＜２）＝Ｐ（－２＜Ｘ＜２）＝Ｐ －２－１
２ ＜Ｘ－１

２ ＜２－１（ ）２

＝Ｐ －３
２＜Ｘ－１

２ ＜（ ）１
２ ＝Φ（ ）１

２ －Φ －（ ）３
２

＝Φ（０５）－［１－Φ（３／２）］＝Φ（１５）＋Φ（０５）－１。

注意　Ｘ～Ｎ（１，４）时，Ｐ（｜Ｘ｜＜２）≠Ｐ ｜Ｘ－１｜
２ ＜２－１（ ）２

。

例２０　设某科统考成绩 Ｘ 近 似 服 从 正 态 分 布 Ｎ（７０，１０２），且 第１００名

的成绩为６０分。问第２０名的成绩约为多少分（假设没有并列第２０名）？

解　Ｐ（Ｘ≥６０）＝１－Ｐ（Ｘ＜６０）＝１－Φ ６０－７０（ ）１０ ＝１－Φ（－１）

≈０８４１３
这说明成 绩 在 ６０和 ６０分 以 上 的 考 生（共 １００ 名），在 全 体 考 生 中 占

８４１３％因此，考生总数大致为 １００
０８４１３≈１１９（名）

故前２０名考生在全体考生中的比率大致为２０
１１９≈０１６８１

设分数Ｓ为第２０名考生的成绩，它满足

Ｐ（Ｘ≥Ｓ）＝１－Φ Ｓ－７０（ ）１０ ≈０１６８１

从而Φ Ｓ－７０（ ）１０ ≈０８３１９，查表可得Ｓ－７０
１０ ≈０９６ 于是，第２０名考生分数Ｓ

≈７９６
法二　利用正态概率密度的对称性计算概率
正态概率密度曲线式（４２３６）关于直线ｘ＝μ对称，故下述命题成立。

命题４２３１　设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则对任意ｋ＞０，有
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（１）Ｐ（μ－ｋ＜Ｘ＜μ）＝Ｐ（μ＜Ｘ＜μ＋ｋ）。（在 关 于ｘ＝μ对 称 区 间 上Ｘ
取值的概率相等．）

（２）Ｐ（Ｘ≤μ）＝Ｐ（Ｘ≥μ）＝１／２，即

∫μ
＋∞ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫＋∞

μ ｆ（ｘ）ｄｘ＝１
２

（在直线ｘ＝μ两边的两块面积相等，且都等于１／２．）

例２１　ξ～Ｎ（１，１），其概率密度记作ｆ（ｘ），则

（Ａ）Ｐ（ξ≤０）＝Ｐ（ξ≥０）＝０５．
（Ｂ）ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ），ｘ∈（－∞，＋∞）．
（Ｃ）Ｐ（ξ≤１）＝Ｐ（ξ≥１）＝０５．
（Ｄ）Ｆ（ｘ）＝１－Ｆ（－ｘ），ｘ∈（－∞，＋∞）．
解　因ξ～Ｎ（１，１），故μ＝１，曲线ｆ（ｘ）关于μ＝０（ｙ轴）不对称，即ｆ（ｘ）

不是偶函数，（Ｂ）不成立（Ａ）也不成立，（Ｄ）也不成立。因曲线ｆ（ｘ）关于 直

线ｘ＝μ＝１对称，由命题４２３１（２）知（Ｃ）成立 仅（Ｃ）入选。

例２２（条件充分性判断）　设 随 机 变 量 Ｘ 服 从 均 值 为２，方 差 为σ２的 正

态分布，Ｐ（Ｘ＜０）＝０２
（１）Ｐ（２＜Ｘ＜４）＝０３；　　（２）Ｐ（０≤Ｘ≤２）＝０３
解　当条件（１）成立时，因 Ｘ～Ｎ（２，σ２），其概率密度曲线

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ－（ｘ－２）２

２σ２ 　（－∞＜ｘ＜＋∞）

关于直线ｘ＝２对称，因而

Ｐ（０≤Ｘ＜２）＝Ｐ（２＜Ｘ＜４）＝０３。

又因 Ｐ（Ｘ≤２）＝Ｆ（２）＝１／２，

故 Ｐ（Ｘ＜０）＋Ｐ（０≤Ｘ＜２）＝０５
因而 Ｐ（Ｘ＜０）＝０５－Ｐ（０≤Ｘ＜２）＝０５－０３＝０２
条件（１）充分 当条件（２）成立时，同理可知由Ｐ（Ｘ≤２）＝０５得到

Ｐ（Ｘ＜０）＝０５－Ｐ（０≤Ｘ＜２）＝０５－０３＝０２，

条件（２）也充分。仅 Ｄ入选
例２３　某种 电 子 元 件 的 寿 命 Ｘ（单 位：小 时）服 从 正 态 分 布 Ｎ（５００，

４０２）。一只该种元件在工作５００小时未失效的 条 件ｎ，还 能 再 工 作１００小 时

的概率是

（Ａ）００１２４．（Ｂ）００１３４．（Ｃ）００１４４．（Ｄ）００１５４．（Ｅ）００１６４
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（附标准正态分布函数表如下。）

ｘ ２３０ ２３５ ２４５ ２５０

Φ（ｘ） ０９８９３ ０９９０６ ０９９２９ ０９９３８

　　解　若随机变量 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），由于其概率密度是关于直线ｘ＝μ对称，

由命题４２３１（２）知

Ｐ（Ｘ≥μ）＝Ｐ（Ｘ≤μ）＝０５，

即 Ｐ（Ｘ＞５００）＝Ｐ（Ｘ≤５００）＝０５

Ｐ（Ｘ＞５００＋１００）＝１－Ｐ（Ｘ≤６００）＝１－Φ ６００－５００（ ）４０

＝１－Φ（２５）＝０００６２，

Ｐ（Ｘ＞６００｜Ｘ＞５００）＝Ｐ（Ｘ＞６００，Ｘ＞５００）
Ｐ（Ｘ＞５００） ＝Ｐ（Ｘ＞６００）

Ｐ（Ｘ＞５００）

＝０００６２／０５＝００１２４ 仅（Ａ）入选。

例２４［２００３年Ⅱ３４］　已 知 Ｘ～Ｎ（１５，４） 若 Ｘ 的 值 落 入 区 间（－∞，

ｘ１），（ｘ１，ｘ２），（ｘ２，ｘ３），（ｘ３，ｘ４），（ｘ４，＋∞）内的概率之比为７∶２４∶３８∶２４

∶７，则ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ 分别为

（Ａ）１２，１３５，１６５，１８　　（Ｂ）１１５，１３５，１６５，１８５
（Ｃ）１２，１４，１６，１８．　（Ｄ）１１，１４，１６，１９．　（Ｅ）以上结论都不正确．
注　Φ（１５）＝０９３，Φ（０５）＝０６９
解　记ｐ１＝Ｐ（Ｘ＜ｘ１），　ｐ２＝Ｐ（ｘ１＜Ｘ＜ｘ２），　ｐ３＝Ｐ（ｘ２＜Ｘ＜ｘ３），

ｐ４＝Ｐ（ｘ３＜Ｘ＜ｘ４），　ｐ５＝Ｐ（Ｘ＞ｘ４），

依题意有

ｐ１＝Ｐ（Ｘ＜ｘ１）＝ ７
７＋２４＋３８＋２４＋７＝ ７

１００＝００７，　ｐ２＝２４
１００＝０２４，

ｐ３＝３８
１００＝０３８，　ｐ４＝２４

１００＝０２４，　ｐ５＝ ７
１００＝００７

因 Ｘ～Ｎ（１５，２２），将 Ｘ 标准化，得到

ｐ１ ＝Ｐ（Ｘ＜ｘ１）＝Ｐ Ｘ－１５
２ ＜

ｘ１－１５（ ）２ ＝Φ ｘ１－１５（ ）２

＝００７＝１－０９３＝１－Φ（１５）＝Φ（－１５），

于是 （ｘ１－１５）／２＝－１５，　即　ｘ１＝１５－３＝１２

又 ０２４＝Ｐ（ｘ１＜Ｘ＜ｘ２）＝Ｐ ｘ１－１５
２ ＜Ｘ－１５

２ ＜
ｘ２－１５（ ）２
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＝Φ ｘ２－１５（ ）２ －Φ ｘ１－１５（ ）２
，

即 Φ ｘ２－１５（ ）２ ＝Φ ｘ１－１５（ ）２ ＋０２４＝Φ １２－１５（ ）２ ＋０２４

＝Φ －３／（ ）２ ＋０２４＝Φ（－１５）＋０２４

＝１－Φ（１５）＋０２４＝１－０９３＋０２４＝０３１

＝１－０６９＝１－Φ（０５）＝Φ（－０５），

故 （ｘ２－１５）／２＝－０５，　即　ｘ２＝１５－１＝１４
由 Ｐ（Ｘ＜ｘ１）＝００７＝Ｐ（Ｘ＞ｘ４），

Ｐ（ｘ１＜Ｘ＜ｘ２）＝０２４＝Ｐ（ｘ３＜Ｘ＜ｘ４），

可知区间（－∞，ｘ１）与（ｘ４，＋∞），（ｘ１，ｘ２）与（ｘ３，ｘ４）关 于 直 线ｘ＝μ＝１５对

称（见图４２３１）。

图４２３１

又已求出ｘ２＝１４，因而ｘ＝μ＝１５必在区间（ｘ２，ｘ３）的对称线上．于是必

有ｘ３＝１５＋１＝１６，因而ｘ４＝１６＋２＝１８ 仅（Ｃ）入选
类型（二）　分布参数未知，求正态分布随机变量取值概率。

分布参数常有一个未知，应先根据 已 知 条 件，使 用“标 准 化”方 法 确 定 该

未知参数，然后再用本题型类型（一）中所述各法求其概率
例２５　 设 随 机 变 量 Ｘ 和Ｙ 均 服 从 正 态 分 布，Ｘ～Ｎ（μ，４２），Ｙ～Ｎ

（μ，５２），记ｐ１＝Ｐ（Ｘ≤μ－４），ｐ２＝Ｐ（Ｙ≥μ＋５），则有

（Ａ）对任何实数μ，都有ｐ１＝ｐ２　（Ｂ）对任何实数μ都有ｐ１＞ｐ２
（Ｃ）对任何实数μ，都有ｐ１＜ｐ２　（Ｄ）只有当μ＝０时才有ｐ１＝ｐ２
（Ｅ）只有对μ的个别值才有ｐ１＞ｐ２
解　对随机变量 Ｘ，Ｙ 先标准化，再计算ｐ１ 与ｐ２，比较其大小
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ｐ１＝Ｐ（Ｘ≤μ－４）＝Ｐ Ｘ－μ
４ ≤（ ）－１ ＝Φ（－１）＝１－Φ（１），

ｐ２＝Ｐ（Ｙ≥μ＋５）＝１－Ｐ（Ｙ＜５＋μ）＝１－Ｐ Ｙ－μ
５ ≤（ ）１ ＝１－Φ（１），

故对μ的任意值都有ｐ１＝ｐ２．仅（Ａ）入选
例２６（条件充分性判断）　随机变量 Ｘ～Ｎ（２，σ２）可以确定

Ｐ（２＜Ｘ≤４）＝０３。

（１）Ｐ（Ｘ≤０）＝０２；　　（２）Ｐ（Ｘ≤３９６）＝０９７５。

解　因 Ｘ～Ｎ（２，σ２），若条件（１）成立，则

Ｐ（Ｘ≤０）＝Ｐ Ｘ－２
σ ≤０－２（ ）σ ＝Φ －２（ ）σ ＝０２，

Ｐ（２＜Ｘ≤４）＝Ｐ ２－２
σ ＜Ｘ－２

σ ＜４－２（ ）σ ＝Φ ２（ ）σ －Φ（０）

＝１－Φ －２（ ）σ －Φ（０）＝１－０２－０５＝０３。

条件（１）充分。当条件（２）成立时，有

Ｐ（Ｘ≤３９６）＝Ｐ Ｘ－２
σ ≤３９６－２（ ）σ ＝Ｐ Ｘ－２

σ ≤１９６（ ）σ

＝Φ １９６（ ）σ ＝０９７５，

因Φ（１．９６）＝０．９７５，故１９６／σ＝１９６，因而σ＝１，则

Ｐ（２＜Ｘ≤４）＝Ｐ ２－２
１ ≤Ｘ－２

１ ≤４－２（ ）１ ＝Φ（２）－Φ（０）

＝０９９７２５－０５≠０３。

条件（２）不充分。仅 Ａ入选
例２７　某地抽样调查结果 表 明，考 生 的 外 语 成 绩（百 分 制）近 似 正 态 分

布，平均成绩为７２分，９６分以上的占考生总数的２３％，试求：（１）考生的外

语成绩在６０分至８４分之间的概率；（２）该 地 外 语 考 试 的 及 格 率；（３）若 已 知

第三名的成绩是９６分，求不及格人数（附标准正态分布函数表如下。）

ｘ ０ ０５ １０ １５ ２０ ２５ ３０

Φ（ｘ） ０５００ ０６９２ ０８４１ ０９３３ ０９７７ ０９９４ ０９９９

　　解　设 Ｘ 为考生的外语成绩，由题设 Ｘ～Ｎ（２７，σ２），其中标准差σ待定

 将随机变量标准化得到

００２３＝Ｐ（Ｘ≥９６）＝Ｐ Ｘ－７２
σ ≥９６－７２（ ）σ ＝１－Φ ２４（ ）σ

，
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即 Φ ２４（ ）σ ＝０９７７

由附表查得 ２４／σ＝２，σ＝１２，　Ｘ～Ｎ（７２，１２２）
（１）将随机变量标准化，即得所求概率为

Ｐ（６０≤Ｘ≤８４）＝Ｐ ６０－７２
１２ ≤Ｘ－７２

σ ≤８４－７２（ ）１２ ＝Ｐ －１≤Ｘ－７２
σ ≤（ ）１

＝Ｐ Ｘ－７２
σ ≤（ ）１ ＝２Φ（１）－１

＝２×０８４１－１＝０６８２

（２）Ｐ（Ｘ≥６０）＝１－Φ ６０－７２（ ）１２ ＝１－Φ（－１）＝Φ（１）

＝０８４１３＝８４１３％。

（３）由（２）知不及格率为１－８４１３％＝１５８７％，且 由 题 设 知，如 果 全 班

人数为ｎ，则因９６分以上的只有２人，故ｎ＝２／０２３，于是不及格人数为

０１５８７ｎ＝０１５８７×（２／００２３）≈１４（人）
类型（三）　已知 Ｘ 为正态分布随机变量，求其函数ｇ（Ｘ）落入区间内的

概率
应将ｇ（Ｘ）的取值转化为 Ｘ 的取值，而 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），其概率可以算出
对服从对数正态分布的随机变量 取 值 概 率 的 计 算 问 题 可 转 化 为 服 从 一

般正态分布的随机变量的取值概率的计算。事实上，如果Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则Ｙ

＝ｅＸ 服从对数正态分布，也就是说服从对数正态分布的随机变 量Ｙ，取 对 数

得ｌｎＹ＝Ｘ 就服从正态分布Ｎ（μ，σ２）
命题４２３２　（１）如果随机变量Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则Ｙ＝ｅＸ 服从参数为μ

和σ２ 的对数正态分布；

（２）如果随机变量Ｙ 服从参数为μ，σ２ 的对数正态分布，则 Ｘ＝ｌｎＹ 服从

正态分布Ｎ（μ，σ２）
例２８　设随机变量 Ｘ３～Ｎ（１，７２），则Ｐ（１＜Ｘ＜２）等于

（Ａ）Φ（２）－Φ（１）　　（Ｂ）Φ（３槡２）－Φ（１）　　（Ｃ）Φ（１）－１／２．

（Ｄ）Φ（３槡３）－Φ（３槡２）　　（Ｅ）以上结论都不正确
解　Ｐ（１＜Ｘ＜２）＝Ｐ（１＝１３＜Ｘ３＜２３＝８）＝Ｐ（１＜Ｘ３＜８）

＝Ｐ １－１
７ ＜Ｘ３－１

７ ＜８－１（ ）７ ＝Ｐ ０＜Ｘ３－１
７ ＜（ ）１

＝Φ（１）－Φ（０）＝Φ（１）－１／２．仅（Ｃ）入选
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例２９　设 Ｘ 具有概率密度

ｆ（ｘ）＝
１

２ ２槡πｘ
ｅ－（ｌｎｘ－１）２

８ ，

０
烅
烄

烆 ，
　
ｘ＞０，

ｘ≤０，

试求Ｐ １／２＜Ｘ＜（ ）２
解　显然，Ｘ 是服从参数为μ＝１，σ２＝４的对数正态分布的随机变量，由

对数正态分布与正态分布的关系，即命题４２３２（２）知ｌｎＸ～Ｎ（１，２２），因

而（ｌｎＸ－１）／２～Ｎ（０，１） 故

　　　　Ｐ １
２＜Ｘ＜（ ）２ ＝Ｐ ｌｎ１

２＜ｌｎＸ＜（ ）ｌｎ２

＝Ｐ ｌｎ（１／２）－１
２ ＜ｌｎＸ－１

２ ＜ｌｎ２－１（ ）２

＝Φ ｌｎ２－１（ ）２ －Φ －ｌｎ２－１（ ）２

＝Φ（－０１５３５）－Φ（－０８４６６）

＝Φ（０８４６６）－Φ（０１５３５）≈０２４
题型五　求正态分布随机变量或其函数的期望与方差

当 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）时，有Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２
此外还可利用期望与方差的性质与定义求之
例３０　设 Ｘ～Ｎ（－１，４），则Ｅ（３－２Ｘ）２ 的值是

（Ａ）４　　（Ｂ）１６　　（Ｃ）１７　　（Ｄ）４　　（Ｅ）４６
解法１　利用Ｅ（３－２Ｘ）２＝Ｄ（３－２Ｘ）＋［Ｅ（３－２Ｘ）］２ 求之
由Ｅ（Ｘ）＝－１，Ｄ（Ｘ）＝４，有

Ｅ（３－２Ｘ）＝３－２Ｅ（Ｘ）＝５，　Ｄ（３－２Ｘ）＝４Ｄ（Ｘ）＝１６
故 Ｅ（３－２Ｘ）２＝Ｄ（３－２Ｘ）＋［Ｅ（３－２Ｘ）］２＝１６＋５２＝４１

解法２　Ｅ（３－２Ｘ）２＝Ｅ（９－１２Ｘ＋４Ｘ２）＝９－１２Ｅ（Ｘ）＋４Ｅ（Ｘ２），

而 Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝４＋（－１）２＝５，

故 Ｅ（３－２Ｘ）２＝９＋１２＋２０＝４１
例３１［２００４年Ⅰ１５］（条件充分性判断）　随机变量 Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）

＝０
（１）Ｘ 的密度函数ｆ（ｘ）＝ｅ－｜ｘ｜／２（－∞＜Ｘ＜＋∞）；

（２）Ｘ 的密度函数ｆ（ｘ）＝ １
２πσ槡 ２

ｅ－ｘ２

２σ２ （－∞＜Ｘ＜＋∞）

·９３６·



解　因条件（１）、条 件（２）中 ｆ（ｘ）均 为 偶 函 数，又 Ｅ（Ｘ）存 在，由 命 题

４２２４知Ｅ（Ｘ）＝０．仅 Ｄ入选
例３２（条件充分性判断）　Ｅ（Ｘ）＝６Ｄ（Ｘ）
（１）Ｘ 服从正态分布Ｎ（１，６）；　　（２）Ｘ 服从正态分布Ｎ（６，１）
解　若 Ｘ～Ｎ（１，６），Ｅ（Ｘ）＝１，Ｄ（Ｘ）＝６，显 然Ｅ（Ｘ）≠６Ｄ（Ｘ），从 而 条

件（１）不充分
若 Ｘ 服从正态分布Ｎ（６，１），则ＥＸ＝６，Ｄ（Ｘ）＝１，故条件（２）是充分的。

仅Ｂ入选

例３３　设Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－１
４ｘ２－ｘ－１，－∞＜ｘ＜＋∞，则Ｘ

的数学期望和标准差分别为

（Ａ）μ＝２，σ＝２　　（Ｂ）μ＝－２，σ＝２　　（Ｃ）μ＝２，σ 槡＝ ２．

（Ｄ）μ＝－２，σ 槡＝ ２　　（Ｅ）以上结论都不正确．

解　 ｆ（ｘ）＝ １
２π槡 ×２

ｅ－ １
２×２

（ｘ２＋４ｘ＋４）＝ １
２π槡 ×２

ｅ－ １
２×２

（ｘ＋２）２。

这是期望μ＝－２，方差σ２＝２的正态分布的密度函数，所以有

μ＝－２，　σ 槡＝ ２ 仅（Ｄ）入选
例３４　设随机变量 Ｘ 服从正态分布Ｎ（１，１），Ｙ＝ｅＸ，求Ｙ 的数 学 期 望

Ｅ（Ｙ）与方差 Ｄ（Ｙ）
解　根据式（４２２９）及命题（４２１３（２））得到

　　Ｅ（Ｙ）＝ＥｅＸ＝∫＋∞
－∞

ｅｘ

２槡π
ｅ－（ｘ－１）２

２ ｄｘ＝∫＋∞
－∞

１
２槡π

ｅ－ｘ２－２ｘ＋１－２ｘ
２ ｄｘ

＝ｅ
３
２∫＋∞

－∞
１
２槡π

ｅ－（ｘ－２）２
２ ＝ｅ

３
２∫＋∞

－∞
１
２槡π

ｅ－（ｘ－２）２
２ ｄｘ＝ｅ

３
２ ×１＝ｅ

３
２

Ｅ（Ｙ２）＝Ｅ（ｅＸ）２＝Ｅ（ｅ２Ｘ）＝∫＋∞
－∞

１
２槡π

ｅ２ｘｅ－（ｘ－１）２
２ ｄｘ

＝∫＋∞
－∞

１
２槡π

ｅ－ｘ２－２ｘ＋１－４ｘ
２ ｄｘ＝∫＋∞

－∞
１
２槡π

ｅ－（ｘ－３）２－８
２ ｄｘ

＝ｅ４∫＋∞
－∞

１
２槡π

ｅ－（ｘ－３）２
２ ｄｘ＝ｅ４×１＝ｅ４

Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２＝ｅ４－ｅ３＝ｅ３（ｅ＋１）
题型六　确定正态分布，使之满足一定要求

法一　利用标准化方法确定正态分布。

注意使用命题４２２４确定之
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例３５（条件充分性判断）　Ｐ（Ｘ≤ａ）随ａ的增加而增大（ａ＞０）
（１）Ｘ～Ｎ（１，ａ２）；　　（２）Ｘ～Ｎ（－１，ａ２）
解　当条件（１）成立时，有

Ｐ（Ｘ≤ａ）＝Ｐ Ｘ－１
ａ ≤ａ－１（ ）ａ ＝Φ ａ－１（ ）ａ ＝Φ １－１（ ）ａ

。

显然，Ｐ（Ｘ≤ａ）随ａ增大而增大 这是因为Φ（ｘ）表示（－∞，ｘ］上φ（ｘ）与ｘ
轴所围成的面积，当ａ增大 时，１－１／ａ增 大，因 而 所 围 面 积 也 增 大．条 件（１）

充分．
当条件（２）成立时，有

Ｐ（Ｘ≤ａ）＝Ｐ Ｘ－（－１）
ａ ≤ａ－（－１）（ ）ａ ＝Ｐ Ｘ＋１

ａ ≤ａ＋１（ ）ａ

＝Φ ａ＋１（ ）ａ ＝Φ １＋１（ ）ａ
。

当ａ增大时，１＋１
ａ

减小，因而φ（Ｘ）与ｘ轴所围面积减小，于是Φ（１＋１／ａ）减

小，即Ｐ（Ｘ≤ａ）也减小。条件（２）不充分．仅 Ａ入选

例３６（条件充分性判断）　随机 变 量 Ｘ 满 足Ｐ（Ｘ≥１／２）＝Ｐ（Ｘ≤－１／

２）．
（１）Ｘ～Ｎ（０，σ２）；　　（２）Ｘ～Ｎ（１，σ２）
解法 １　 当 条 件 （１）成 立 时，Ｘ 的 概 率 密 度 函 数 为 偶 函 数．由 命 题

４２２４（３）知条件（１）充分．当条件（２）成 立 时，Ｘ 的 概 率 密 度 函 数 不 是 偶 函

数，其曲线关于ｘ＝１对称．条件（２）不充分．仅 Ａ入选
解法２　当条件（１）成立时，Ｘ 服从正态分布Ｎ（０，σ２），将其标 准 化 得 到

Ｘ－０
σ ＝Ｘ

σ ～Ｎ（０，１），于是

Ｐ Ｘ≥（ ）１
２ ＝１－Ｐ（Ｘ＜１

２
）＝１－Ｐ Ｘ－０

σ ＜１／２－０（ ）σ ＝１－Φ １
２（ ）σ

，

而 Ｐ Ｘ≤－（ ）１
２ ＝Ｆ －（ ）１

２ ＝Φ －１／２－０（ ）σ ＝Φ －１
２（ ）σ ＝１－Φ １

２（ ）σ

或 Ｐ Ｘ≤－（ ）１
２ ＝Ｐ Ｘ－０

σ ≤－１／２－０（ ）σ ＝Φ －１
２（ ）σ ＝１－Φ １

２（ ）σ
，

故Ｐ（Ｘ≥１／２）＝Ｐ（Ｘ≤－１／２），条 件（１）充 分．当 条 件（２）成 立 时，将 Ｘ 标 准

化得到Ｘ－１
σ ～Ｎ（０，１），于是
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Ｐ Ｘ≥（ ）１
２ ＝Ｐ Ｘ－１

σ ≥１／２－１（ ）σ ＝１－Ｐ Ｘ－１
σ ≤１／２－１（ ）σ

＝１－Φ － １
２（ ）［ ］σ ＝Φ １

２（ ）σ
，

Ｐ Ｘ≤－（ ）１
２ ＝Ｐ Ｘ－１

σ ≤－１／２－１（ ）σ ＝Φ －１／２－１（ ）σ

＝１－Φ ３／２（ ）σ ＝１－Φ ３
２（ ）σ ≠Φ １

２（ ）σ
。

条件（２）不充分．仅 Ａ入选
法二　利用分布参数的概率含义确定正态分布。

例３６［２００３年Ⅰ１８］（条件充分性判断）　随机变量 Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）

＝μ

（１）Ｘ 密度函数ｆ（ｘ）＝１
２λｅ

－｜ｘ－μ｜
λ （λ＞０，－∞＜ｘ＜＋∞）；

（２）Ｘ 密度函数ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ
－１
２

ｘ－μ（ ）σ
２ （σ＞０，－∞＜ｘ＜＋∞）

解法１　条件（１）与条 件（２）中 的 概 率 密 度 函 数ｆ（Ｘ）都 关 于 直 线ｘ＝μ
对称，且Ｅ（Ｘ）存在，由 命 题４２２４（２）知，Ｅ（Ｘ）＝μ，条 件（１）与 条 件（２）都

充分．仅 Ｄ入选

解法２　显然密度函 数ｇ（ｘ）＝１
２λｅ

－｜ｘ｜
λ 为 偶 函 数，其 期 望 存 在，由 命 题

４２２４（１）知其期望 为 ＥＸ＝０，而ｆ（ｘ）＝ １
２λｅ

－｜Ｘ－μ｜
λ 是 对 上 述 密 度 函 数ｇ

（ｘ）平移了μ个单位，因此期望 期 由０变 至μ，即Ｅ（Ｘ）＝μ 由 命 题４２２４
（２）知条件（２）也充分。仅 Ｄ入选。

法三　利用概率密度函数的对称性确定之
命题４２３３　设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）（σ＞０，μ≠０），ｆ（ｘ），Ｆ（ｘ）分别为其概率

密度函数、分布函数，则

（１）ｆ（ｘ）的函数图形关于直线ｘ＝μ对 称，即 对 任 何 实 数ａ有ｆ（μ－ａ）

＝ｆ（μ＋ａ）；

（２）对任意ｘ∈（－∞，＋∞），有Ｆ（μ＋ｘ）＋Ｆ（μ－ｘ）＝１
命题４２３４　（１）设 Ｘ～Ｎ（０，１），则Φ（ｘ）＋Φ（－ｘ）＝１；

（２）设 Ｘ～Ｎ（０，σ２），则Ｆ（ｘ）＋Ｆ（－ｘ）＝１
命题４２３４是下述命题的特殊情况
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命题４２３５　设 随 机 变 量 Ｘ 具 有 关 于ｙ 轴 对 称 的 概 率 密 度 函 数ｐＸ

（ｘ），即ｐＸ
（－ｘ）＝ｐＸ

（ｘ），则对任意ａ≥０，有

（１）Ｆ（ａ）＋Ｆ（－ａ）＝１，Ｆ（－ａ）＝１－Ｆ（ａ）＝１
２－∫ａ

０ｐＸ
（ｘ）ｄｘ；

（２）Ｐ（｜Ｘ｜＜ａ）＝２Ｆ（ａ）－１；

（３）Ｐ（｜Ｘ｜＞ａ）＝２［１－Ｆ（ａ）］；

（４）Ｐ（Ｘ＞ａ）＝Ｐ（Ｘ＜－ａ）（该命题的证明详见４２１节例１４。）

例３７（条 件 充 分 性 判 断）　 设 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 函 数 为 Ｆ（ｘ），有

Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝２［１－Ｆ（１）］
（１）Ｘ～Ｎ（１，４）；　　（２）Ｘ～Ｎ（０，４）
解法１　由命题４２３５（３）知，要使Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝２［１－Ｆ（１）］成 立，Ｘ

的概率密度函数关于ｙ 轴对称，Ｘ～Ｎ（１，４）时，其概率密度关于ｘ＝μ＝１对

称．条件（１）不充分。当条 件（２）成 立 时，其 概 率 密 度 数 关 于μ＝０即ｙ 轴 对

称，因而有Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝２［１－Ｆ（１）］。条件（２）充分。仅Ｂ入选
解法２　Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝Ｐ（Ｘ＜－１）＋Ｐ（Ｘ＞１），而

Ｐ（Ｘ＞１）＝１－Ｐ（Ｘ≤１）＝１－Ｆ（１）。

如果结论成立，则

Ｐ（Ｘ＜－１）＝２［１－Ｆ（１）］－Ｐ（Ｘ＞１）＝１－Ｆ（１）。

于是有Ｐ（Ｘ＜－１）＝Ｐ（Ｘ＞１），而要此等式成立，由命题４２３５知 Ｘ 的概

率密度函数必为偶函数，因而 Ｎ（μ，σ２）中μ必 须 为 零，这 样 从 正 态 分 布 密 度

函数的图形直观推出，Ｘ～Ｎ（０，４）时才能得到

Ｐ（｜Ｘ｜＞１）＝２［１－Ｆ（１）］ 仅Ｂ入选。

例３８（条件充分性判断）　随机变量 Ｘ 的分布函数必满足

Ｆ（μ＋ｘ）＋Ｆ（μ－ｘ）＝１（－∞＜Ｘ＜＋∞），其中μ≠０
（１）Ｘ～Ｎ（μ，σ２），σ＞０； （２）Ｘ 服从［－ａ，ａ］上的均匀分布，其中ａ＞０．
解　由命题４２３３（２）知当条件（１）成立，即 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）时，必有

Ｆ（μ＋ｘ）＋Ｆ（μ－ｘ）＝１（－∞＜ｘ＜＋∞）
条件（１）充分，这时 Ｘ 的 概 率 密 度 函 数ｆ（ｘ）关 于ｘ＝μ对 称，或 当 条 件

（１）成立，即 Ｘ～Ｎ（μ，σ２）时，有

Ｆ（μ＋ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤μ＋ｘ）＝Ｐ Ｘ－μ
σ ≤μ＋ｘ－μ（ ）σ ＝Φ ｘ（ ）σ

，

Ｐ（μ－Ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤μ－ｘ）＝Ｐ Ｘ－μ
σ ≤μ－ｘ－μ（ ）σ
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＝Φ －ｘ（ ）σ ＝１－Φ ｘ（ ）σ
，

故Ｆ（μ＋ｘ）＋Ｆ（μ－ｘ）＝Φ ｘ（ ）σ ＋１－Φ ｘ（ ）σ ＝１ 条件（１）充分

当条件（２）成立时，Ｘ 的概率密度函数为

ｆ（ｘ）＝
１／（２ａ），

０｛ ， 　
－ａ≤ｘ≤ａ，

其他。

ｆ（ｘ）关于μ＝０即ｙ轴对称，因μ≠０，故条件（２）不充分 仅 Ａ入选。

法四　利用下述定理确定之。

定理４２３２　若 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，且 Ｘｉ～Ｎ（μｉ，σｉ
２），ｉ＝１，２，

…，ｎ，则对任意常数ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ 有


ｎ

ｉ＝１
ｋｉＸｉ～Ｎ 

ｎ

ｉ＝１
ｋｉμｉ，

ｎ

ｉ＝１
ｋ２

ｉσ２（ ）ｉ 。

定理４２３２可表述为独立正态的随机变量的线性组合仍为正态的随

机变量，其参数μ，σ２ 有下述关系：μ＝
ｎ

ｉ＝１
ｋｉμｉ，σ２＝

ｎ

ｉ＝１
ｋ２

ｉσ２
ｉ

定理４２３３　（１）若 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则当ａ≠０时，有

ａＸ＋ｂ～Ｎ（ａμ＋ｂ，ａ２σ２），

即正态随机变量 Ｘ 的线性函数ａＸ＋ｂ仍 为 正 态 的 随 机 变 量，其 参 数 分 别 为

ａμ＋ｂ，ａ２σ２ （ａ≠０）
（２）若随机变量 Ｘ１，Ｘ２ 相互独立，且 Ｘｉ～Ｎ（μｉ，σ２

ｉ）（ｉ＝１，２），则对任意

不全为零的两实数ａ１，ａ２ 及常数ｂ，有

ａ１Ｘ１＋ａ２Ｘ２＋ｂ～Ｎ［ａ１μ１＋ａ２μ２＋ｂ，（ａ１σ１）２＋（ａ２σ２）２］。

例３９（条件充分性判断）　已知 Ｘ～Ｎ（２，２２），则ａＸ＋ｂ～Ｎ（０，１）。

（１）ａ＝１／２，ｂ＝－１；　　（２）ａ＝－１／２，ｂ＝１
解法１　由定理４２３３知，当 Ｘ～Ｎ（２，２２）时，有

ａＸ＋ｂ～Ｎ（ａμ＋ｂ，ａ２σ２）
当条件（１）成立时，有

Ｘ／２－１～Ｎ［（１／２）×２－１，（１／４）×２２］＝Ｎ（０，１）。

条件（１）充分 当条件（２）成立时，有

－Ｘ／２＋１～Ｎ［（－２／２）＋１，（１／４）×２２］＝Ｎ （０，１）
条件（２）也充分 仅 Ｄ入选

解法２　设Ｙ＝ａＸ＋ｂ。当条件（１）成立时，将ａ，ｂ代入，有
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Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ Ｘ
２－１≤（ ）ｙ ＝Ｐ Ｘ－２

２ ≤（ ）ｙ ＝Φ（ｙ），

故Ｙ＝１
２Ｘ－１～Ｎ（０，１）。条件（１）充分

当条件（２）成立时，将ａ，ｂ的值代入得到

Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ －Ｘ
２＋１≤（ ）ｙ ＝Ｐ －Ｘ－２

２ ≤（ ）ｙ ＝Ｐ Ｘ－２
２ ＞－（ ）ｙ

＝１－Ｐ Ｘ－２
２ ≤－（ ）ｙ ＝１－Φ（－ｙ）＝Φ（ｙ）。

故Ｙ～Ｎ（０，１） 条件（２）也充分。仅 Ｄ入选
例４０（条件充分性判断）　设随机变量 Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ），则有

Ｐ（｜Ｘ｜＜１）＝２Ｆ（１）－１。
（１）Ｘ＋１～Ｎ（０，１）；　　（２）Ｘ＋１～Ｎ（１，１）。

解　由命题４２３５（２）知当 Ｘ 的概率密度关于ｙ 轴对称时，必有

Ｐ（｜Ｘ｜＜１）＝２Ｆ（１）－１
设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），由定理４２３３（１）有 Ｘ＋１～Ｎ（μ＋１，σ２）。当条件（１）

成立时，μ＋１＝０，σ２＝１×１＝１，故μ＝－１，σ２＝１。因而 Ｘ～Ｎ（－１，１），其概

率密度函数关于μ＝－１对称，关于ｙ轴不对称。条件（１）不充分。

当条件（２）成立时，μ＋１＝１，σ２＝１，于 是μ＝０，σ２＝１，Ｘ～Ｎ（０，１），其 概

率密度函数关于ｙ轴对称。条件（２）充分。仅Ｂ入选
例４１　设随机变量 Ｘ，Ｙ 相互独立，都服从正态分布 Ｎ（０，１／２），则 随 机

变量｜Ｘ－Ｙ｜的方差为

（Ａ）３－２／π．（Ｂ）２－２／π．（Ｃ）１－２／π．（Ｄ）－２／π．（Ｅ）１＋２／π．
解　因 Ｘ，Ｙ 相互独立，且都服从正态分布，由定理４２３２知随机变量

Ｚ＝Ｘ－Ｙ 服从正态分布，且

Ｚ～Ｎ（０－０，１２σ２
１＋（－１）２σ２

２）＝Ｎ（０，（１＋１）１／２）＝Ｎ（０，１）
下求 Ｄ（｜Ｚ｜） 由 Ｄ（｜Ｚ｜）＝Ｅ（｜Ｚ｜２）－［Ｅ（｜Ｚ｜）］２ 知需先求Ｅ（｜Ｚ｜）及

Ｅ（｜Ｚ｜２）＝Ｅ（Ｚ２）

Ｅ（｜Ｚ｜）＝∫＋∞
－∞｜ｚ｜

１
２槡π

ｅ－ｚ２
２ｄｚ＝ ２

２槡π
∫＋∞

０ ｚｅ－ｚ２
２ｄｚ

＝－ ２
２槡π

∫＋∞
０ ｅ－ｚ２

２ｄ －ｚ２（ ）２ ＝－ ２
２槡π

ｅ－ｚ２
＋∞

０

＝ ２
２槡π

＝ ２槡π
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由 Ｄ（Ｚ）＝１，Ｅ（Ｚ）＝０得到

Ｅ（｜Ｚ｜２）＝Ｅ（Ｚ２）＝Ｄ（Ｚ）＋［Ｅ（Ｚ）］２＝１＋０＝１，

因而 Ｄ｜Ｘ－Ｙ｜＝Ｄ｜Ｚ｜＝Ｅ（｜Ｚ｜２）－［Ｅ（｜Ｚ｜）］２＝１－２／π 仅（Ｃ）入选

习　题　４２３

（一）问题求解

１ 设 Ｘ～Ｂ（１，０５），Ｙ～Ｂ（１０，０６），则Ｅ（６Ｘ＋２Ｙ）＝
（Ａ）１５　　　（Ｂ）９　　　（Ｃ）４２　　（Ｄ）１７　　（Ｅ）１２

２ 设随 机 变 量 Ｘ 服 从 正 态 分 布 Ｎ（μ，σ２），已 知 Ｐ（Ｘ≤２）＝００６２，

Ｐ（Ｘ≥９）＝００２５（Φ（１５４）＝０９３８，Φ（１９６）＝０９７５），则

（Ａ）μ＝０，σ＝１ （Ｂ）μ＝０，σ＝２　　（Ｃ）μ＝１５４，σ＝２
（Ｄ）μ＝１５４，σ＝１ （Ｅ）μ＝５０８，σ＝２。

３ 设 随 机 变 量 Ｘ 服 从 正 态 分 布 Ｎ （μ，σ２），则 σ 增 大 时，概 率

Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜σ）

（Ａ）单调增大　（Ｂ）单调减小　（Ｃ）保持不变　（Ｄ）增减不变。

４ 设随机变量 Ｘ，Ｙ 均服从正态分布，Ｘ～Ｎ（μ，４２），Ｙ～Ｎ（μ，５２），记

ｐ１＝Ｐ（Ｘ≤μ－４），　ｐ２＝Ｐ（Ｙ≥μ＋６），

则　（Ａ）对任何实数μ，都有ｐ１＝ｐ２　　（Ｂ）只对μ的个别值，才有ｐ１＝ｐ２
（Ｃ）对任何μ，都有ｐ１＜ｐ２ 　　（Ｄ）对任何μ，都有ｐ１＞ｐ２

５ 随机变量 Ｘ～Ｎ（０，４），则Ｚ＝２（Ｘ＋１）的数学期望和标准差分别为

（Ａ）０和１６ （Ｂ）２和１６ （Ｃ）０和４ （Ｄ）２和４。

（Ｅ）以上结论都不正确

６ 设 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ）＝ １
６槡π

ｅ－１
６

（ｘ＋１）２，－∞＜ｘ＜＋∞，则Ｅ（Ｘ）

＝μ和 Ｄ（Ｘ槡 ）＝σ分别为

（Ａ）μ＝１，σ 槡＝ ３ （Ｂ）μ＝１，σ＝３ （Ｃ）μ＝－１，σ 槡＝ ３。

（Ｄ）μ＝－１，σ＝３ （Ｅ）以上结论都不正确

７ 随机变量 Ｘ～Ｎ（－３，１），Ｙ～Ｎ（２，２），则Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ２＋３的数学期望

为

（Ａ）１２ （Ｂ）４ （Ｃ）２４ （Ｄ）６ （Ｅ）８。
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８ 已知随机变量 Ｘ 的概率密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
槡π

ｅ－ｘ２＋２ｘ－１ （－∞＜ｘ＜＋∞）

则
Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ）＝

（Ａ）０ （Ｂ）１ （Ｃ）２ （Ｄ）４ （Ｅ）８。

９ 设随机变量 Ｘ～Ｎ（－１，３），则Ｅ（２＋３Ｘ－Ｘ２）＝
（Ａ）２ （Ｂ）３ （Ｃ）－３ （Ｄ）－４ （Ｅ）４。

１０ 已知 Ｘ～Ｎ（３，４），则Ｐ（｜Ｘ｜＜１）＝
（Ａ）２Φ（１）－１ （Ｂ）Φ（１５）－Φ（１） （Ｃ）Φ（２）－Φ（１）。

（Ｄ）２Φ（２）－１ （Ｅ）２Φ（１５）－１

１１ 假设每一个飞机发动机在飞行中出故障的概率为１－ｐ，且发动机是

否出故障是相互独立的 如 果 至 少 有５０％的 发 动 机 能 正 常 运 行，飞 机 就 能

正常飞行，则四发动机飞机比二发动机飞机更为可取的ｐ值为

（Ａ）ｐ＜１／３ （Ｂ）ｐ＞１／３ （Ｃ）ｐ＜１／２ （Ｄ）ｐ＞１／２． （Ｅ）ｐ＞２／３．
（二）条件充分性判断

１ 设随机变量 Ｘ～Ｂ（２，ｐ），Ｙ～Ｂ（３，ｐ），则ｐ（Ｙ≥１）能确定
（１）已知Ｅ（Ｘ）； （２）已知Ｐ（Ｘ≥１）

２Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）且Ｅ（Ｘ）＝０２４
（１）ｎ＝１，ｐ＝０２４； （２）ｎ＝４，ｐ＝０６。

３Ｘ 服从参数为ｎ，ｐ的二项分布，Ｅ（Ｘ）＝１２，Ｄ（Ｘ）＝６
（１）ｎ＝３６； （２）ｐ＝１／３

４ 设 Ｘ～Ｂ（２，ｐ），Ｙ～Ｂ（３，ｐ），确定Ｐ（Ｙ≥３）的值
（１）Ｅ（Ｘ）＝１； （２）Ｐ（Ｘ≥１）＝３／４

５ 函数ｆ（ｘ）＝ｋｅ－ｘ２
２ －ｘ （－∞＜ｘ＜＋∞）是 随 机 变 量 Ｘ 的 概 率 密 度 函

数．

（１）ｋ＝１
槡π

ｅ－１
２ ； （２）ｋ＝ １

２槡π
ｅ－１

６ 函数ｆ（ｘ）＝１
槡π

ｅ－ａｘ２＋ｂｘ－１ （－∞＜ｘ＜＋∞）是 随 机 变 量 Ｘ 的 概 率 密

度函数
（１）ａ＝１； （２）ｂ＝４
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７ 设ａ＞０，Ｘ 为随机变量，则Ｐ（Ｘ≤ａ）将随着ａ的增大而增大
（１）Ｘ～Ｎ（ａ，ａ２）； （２）Ｘ～Ｎ（－ａ，ａ２）

８Ｐ（｜Ｘ｜≤ｘ）＝２Ｆ（ｘ）－１，０≤ｘ≤∞，其中Ｆ（ｘ）是 Ｘ 的分布函数
（１）Ｘ 的概率密度函数ｆ（ｘ）满足性质：对于任意ｘ，ｆ（ｘ）＝ｆ（－ｘ）；

（２）Ｘ～Ｎ（０，σ２）

９ 连续型随机变量 Ｘ 的概率密度ｆ（ｘ）是偶函数
（１）对任意实数ｘ，Ｐ（Ｘ≤ｘ）＋Ｐ（Ｘ≤－ｘ）＝１；　　（２）Ｘ～Ｎ（１，１）

１０ 设随机变量 Ｘ，Ｙ 相互 独 立，Ｚ＝Ｘ－２Ｙ＋８，可 求 得 Ｐ（｜Ｚ｜＜３）＝

２Φ（１）－１
（１）Ｘ～Ｎ（－２，１），Ｙ～Ｎ（３，２）；　　（２）Ｘ～Ｎ（０，４），Ｙ～Ｎ（３，３）。

１１ 设随机变量 Ｘ～Ｎ（１，４），则ａ＝３９２
（１）Ｐ（｜Ｘ－１｜＜ａ）＝０９５ （Φ（１９６）＝０９７５）；

（２）Ｐ（Ｘ＞ａ）＝Ｐ（Ｘ＜２－ａ）

１２Ｐ（Ｘ≥２）＝１／２
（１）Ｘ～Ｎ（２，４）； （２）Ｘ～Ｕ［０，４］（Ｕ 表示均匀分布）

１３ 设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），则Ｐ（Ｘ≥μ＋１）＝Ｐ（Ｘ≤μ－１）
（１）μ＝０； （２）μ≠０
（三）解答题

１ 设每位顾客在一个理发店内的等候时间 Ｔ（单位：小时）是随 机 变 量，

其概率密度为

ｆＴ（ｔ）＝
４ｅ－４ｔ，

０｛ ，
　
ｔ＞０，

ｔ≤０
一名顾客每月理发一次，若每次等 待 时 间 超 过１５分 钟，他 就 离 去 改 日 再 理，

假设每月顾客人流相互独立，求该顾客一年内至多有一个月不能完成一次理

发的概率

２ 设随机变量 Ｘ 具有概率密度函数

ｐ（ｘ）＝Ｃｅ－２ｘ２＋１２ｘ，　－∞＜ｘ＜＋∞，

求常数Ｃ，并指出 Ｘ 服从什么分布（包括参数）

３ 甲、乙两人投篮，投中率分别为０６与０７ 今各 投３次，求：（１）两 人

投中次数相等的概率；（２）甲比乙投中次数多的概率

４ 若随机变量 Ｘ 服从均值为２，方差为σ２ 的正态分布，且Ｐ（２＜Ｘ＜４）

＝０３，则Ｐ（Ｘ＜０）＝ 

·８４６·



５ 设随机变量 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），证明Ｙ＝ＡＸ＋Ｂ 仍然服从正 态 分 布，且Ｙ

～Ｎ（Ａμ＋Ｂ，Ａ２σ２），其中Ａ，Ｂ 为常数，Ａ≠０．

６ 设随机变量Ｘ 与Ｙ 独立，且Ｘ 服从均值为１，标准差（均方差）为槡２的

正态分布，而Ｙ 服从标准正态分布 试求随机变量Ｚ＝２Ｘ－Ｙ＋３的概率密

度函数

７ 设随机变 量ｌｎＸ 服 从 正 态 分 布 Ｎ（２，４） 求 Ｐ（ｅ２＜Ｘ＜ｅ５９２）（Φ
（１９６）＝０９７５）

８ 若随机变量Ｙ 服从参数为μ，σ２ 的 对 数 正 态 分 布，则 Ｘ＝ｌｎＹ 服 从 正

态分布Ｎ（μ，σ２）

９［２００２年Ⅰ２６］　若随机变量 Ｘ 服从参数为μ 和σ２ 的对数正态分布，

则Ｐ（Ｘ＞ｅμ）＝ 
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习题参考答案

习　题　１１
（一）１（Ｄ）　２（Ｄ）　３（Ａ）　４（Ｂ）　５（Ｄ）　６（Ｂ）　７（Ｅ）　８（Ｅ）

９（Ｂ）　１０（Ｄ）　１１（Ｅ）

（二）１Ｅ　２Ｂ　３Ｄ　４Ｂ　５Ｃ　６Ｄ　７Ｂ
习　题　１２

（一）１（Ｄ）　２（Ｃ）　３（Ｂ）　４（Ｃ）　５（Ｂ）　６（Ｄ）　７（Ｂ）　８（Ｄ）

９（Ａ）　１０（Ｂ）　１１（Ｄ）　１２（Ｄ）　１３（Ｃ）　１４（Ｂ）　１５（Ｃ）　１６（Ａ）

１７（Ｃ）　１８（Ｄ）　１９（Ａ）　２０（Ｂ）　２１（Ｂ）　２２（Ａ）　２３（Ｅ）　２４（Ａ）

２５（Ｃ）　２６（Ｂ）　２７（Ｃ）　２８（Ｄ）　２９（Ｅ）　３０（Ｂ）　３１（Ｃ）　３２（Ｄ）

（二）１Ｃ　２Ｄ　３Ｃ　４Ｃ　５Ｃ
习　题　１３

（一）１（Ｄ）　２（Ａ）　３（Ｃ）

（二）１Ｃ　２Ｂ　３Ｂ　４Ａ　５Ａ　６Ｂ　７Ｃ
习　题　１４

（一）１（Ｂ）　２（Ｄ）　３（Ａ）　４（Ｂ）　５（Ｃ）　６（Ｃ）　７（Ｄ）　８（Ｂ）

９（Ａ）　１０（Ｄ）　１１（Ｃ）　１２（Ｃ）　１３（Ｂ）　１４（Ｃ）　１５（Ｃ）　１６（Ｂ）

１７（Ｂ）　１８（Ａ）　１９（Ｃ）　２０（Ａ）　２１（Ｅ）　２２（Ａ）　２３（Ｃ）　２４（Ａ）

２５（Ａ）　２６（Ｃ）　２７（Ｂ）　２８（Ａ）　２９（Ｂ）　３０（Ｃ）　３１（Ｄ）　３２（Ａ）

３３（Ａ）　３４（Ｂ）

（二）１Ａ　２Ｂ　３Ｄ　４Ｄ　５Ｄ　６Ｄ　７Ｃ

（三）１ （－∞，－２）∪（０，＋∞）　２槡５／９　３ （１）７　（２）槡５　（３）７　（４）１８

　４６５５千米　５１２５斤　６１２５０斤

７ａｒ（１＋ｒ）５／［（１＋ｒ）５－１］　８ｘ＝１／９　９ 下午３时

习　题　１５
（一）１（Ａ）　２（Ｃ）　３（Ａ）　４（Ｃ）　５（Ｄ）　６（Ｅ）　７（Ｅ）　８（Ａ）

９（Ｃ）　１０（Ｄ）　１１（Ｃ）　１２（Ｅ）　１３（Ｄ）　１４（Ｄ）　１５（Ｃ）

（二）１Ｃ　２Ｂ　３Ｃ　４Ｂ　５Ｄ　６Ｂ　７Ｂ　８Ｄ　９Ｄ　１０Ａ
（三）１（１）（－４，－２）∪（１，＋∞）　（２）（－３，－１）∪（１，＋∞）
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２ －６≤ｘ＜０或３＜Ｘ≤４　３ｘ＞６　４ｌｇ（１０－３＋１）＜ｘ＜ｌｇ（１０２＋１）

５ （－１，１）

习　题　１６
（一）１（Ｂ）　２（Ａ）　３（Ｂ）　４（Ａ）　５（Ｄ）　６（Ｃ）　７（Ｂ）　８（Ｂ）

９（Ｄ）　１０（Ｄ）　１１（Ｃ）　１２（Ｄ）　１３（Ｄ）　１４（Ｂ）　１５（Ｃ）　１６（Ｂ）

１７（Ｂ）　１８（Ｂ）　１９（Ｄ）　２０（Ａ）　２１（Ｂ）　２２（Ｂ）

（二）１Ｄ　２Ｃ　３Ｂ　４Ｄ　５Ａ　６Ａ　７Ｄ　８Ｂ　９Ｅ　１０Ｃ　１１Ｄ

１２Ａ　１３Ｂ　１４Ｃ　１５Ｄ　１６Ｂ　１７Ａ
（三）１ｎ＝１时，ａ１＝１１，ｎ≥２时，ａｎ＝９×１０ｎ－１

２ａｎ－ａｎ－１＝ｄ，ａａｎ－ａｎ－１＝ａｄ　３ａ＝２，ｑ＝３，ｎ＝４ ４ 利用式（１６４）证之

５ 利用式（１６５），Ｓ７＝－１４　６ａ１＝１，ｄ１＝２，Ｓ１＝２５００，Ｓ２＝Ｓ１＋５０

７ａ１＋ａｎ＝２Ｓｎ／ｎ＝２ａ　８（ｎ２＋３ｎ）／［４（ｎ＋１）（ｎ＋２）］

９２５，－１０，４，１８或９，６，４，２。设四个数为（ａ－ｄ）２／ａ，ａ－ｄ，ａ，ａ＋ｄ

１０｛ａ２
ｎ｝为等比数列，Ｓｎ＝（３２ｎ－１）／８　１１０，４，８，１或１５，９，３，１

１２ 用定理１６２。Ｓｐ＋ｑ＝－（ｐ＋ｑ）　１３ 用式（１６８）证之，或Ｓｍ＋ｎ＝Ｓｎ＋

ａｎ＋１＋ａｎ＋２＋…＋ａｍ＋ｎ＝Ｓｎ＋ａｎｑ＋ａｎｑ２＋…＋ａｎｑｍ

习　题　２１
（一）１（Ｄ）　２（Ｄ）　３（Ｄ）　４（Ｃ）　５（Ａ）　６（Ｂ）　７（Ｃ）　８（Ｃ）

９（Ｅ）　１０（Ｃ）　１１（Ｅ）　１２（Ｃ）　１３（Ｃ）　１４（Ａ）　１５（Ｃ）　１６（Ｄ）

１７（Ｅ）　１８（Ｂ）　１９（Ｂ）　２０（Ｂ）　２１（Ｅ）　２２（Ｄ）　２３（Ｃ）　２４（Ａ）

２５（Ａ）　２６（Ｂ）　２７（Ａ）　２８（Ｄ）

（二）１Ａ　２Ｄ　３Ｄ　４Ｅ　５Ｂ　６Ｄ　７Ｄ　８Ｂ　９Ａ　１０Ｄ　１１Ａ

１２Ｂ　１３Ａ　１４Ｅ　１５Ｅ　１６Ｄ　１７Ｃ　１８Ａ

（三）１ （１）ｙ＝ ２ｘ
１－ｘ

（－∞，１）∪（１，＋∞）

（２）ｙ＝
１＋槡 ｘ，

－槡ｘ
烅
烄

烆 ，
　

－１≤ｘ≤０，

０＜ｘ≤１
［－１，１］

２ｆ［ｇ（ｘ）］＝

ｅｘ＋１，

ｅｘ２－１，

ｘ２－１

烅
烄

烆 ，

　

ｘ＜０，

０≤ｘ＜槡２，

ｘ≥槡２
　３ｆ（ｘ）＝２ｅｘ－１－ｅ１－ｘ

４ （１），（２），（４）为偶函数，（３）为奇函数　５Ａ／３
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６（－∞，－２）∪（－２，０）∪（０，１）∪（１，＋∞）；间断点是ｘ１＝－２，ｘ２＝０，ｘ３＝１

７（－∞，０），（０，＋∞）；ｘ＝０是间断点

８ｆ（ｘ）＝

－１， ０＜｜ｘ｜＜１，

０， ｜ｘ｜＝１，

１， ｜ｘ｜＞１
烅
烄

烆 。
ｘ１＝－１，ｘ２＝０，ｘ３＝１均为间断点

习　题　２２
（一）１（Ｂ）　２（Ｂ）　３（Ｃ）　４（Ｂ）　５（Ｂ）　６（Ｂ）　７（Ａ）　８（Ｄ）

９（Ｃ）　１０（Ｂ）　１１（Ｃ）　１２（Ａ）　１３（Ｅ）　１４（Ｃ）　１５（Ｄ）　１６（Ｃ）

１７（Ｃ）　１８（Ｄ）　１９（Ａ）　２０（Ｃ）　２１（Ｄ）　２２（Ｄ）　２３（Ｂ）　２４（Ｄ）

（二）１Ｃ　２Ｄ　３Ｂ　４Ｃ　５Ｄ　６Ｃ　７Ｃ　８Ｂ　９Ｅ　１０Ｂ　１１Ｅ

１２Ｃ　１３Ｅ　１４Ｂ　１５Ａ　１６Ｃ　１７Ｄ　１８Ｄ　１９Ｅ　２０Ｃ

（三）１ｙ′＝ｘ
１
ｘ
１
ｘ２ｌｎ

ｅ
ｘ

，ｙ的最大值为ｅ
１
ｅ 　２０；２

３ｘ－１
４ （ｘ＋１）－７

８ （７ｘ＋６）／８　４ｄｙ＝－ ｌｎ３
１＋３ｘｄｘ　５ｄｙ＝ｄｘ／［ｘ（１＋ｌｎｙ）］

６ｆ′（ｘ）＝［１＋ｆ２（ｘ）］ｆ′（０）　７ 用导数定义证之

８ｆ′（ｘ）＝［ｘｇ′（ｘ）－ｇ（ｘ）＋（ｘ＋１）ｅ－ｘ］／ｘ２，在（－∞，＋∞）上连续

９ 可导　１０ａ＝２　ｂ＝０　１１ｙ′（０）＝－３／（４ｌｎ２）

１２ｙ″ｘ＝４ｘ２ｆ″（ｘ２＋ｂ）＋２ｆ′（ｘ２＋ｂ）　１３ｅｆ′（ａ）／ｆ（ａ）　１４ｅｆ′（０）

１５ （ｔ－１）ｆ′（０）　１６１／４　１７ｙ＝３ｘ－１　１８ｙ＝２－ｘ

１９ｄｌ
ｄｔ

与 １
Ｒ（ｔ）

成正比，即与半径Ｒ（ｔ）成反比　２０ －３／槡５（ｍ／ｓ）

２１ 单调增加区间为（－∞，＋０），［２，＋∞），单 调 减 少 区 间 为［０，２］，ｘ＝０为

极大值点，ｘ＝２为极小值点

２２５／４　２３ ［０，１］为Ｆ（ｘ）的凹区间　２４ 仅有两个零点

２５４－ｋ＞０时，无交点；４－ｋ＝０时，一个交点；４－ｋ＜０时，两个交点

２６ 利用函数的最值证之　２７ｂ＝（３／４）ａ×（ａ／４）１／３

２８ （１）Ａ＞２或Ａ＜－２　（２）Ａ＝２或Ａ＝－２　（３）－２＜Ａ＜２
习　题　２３１

（一）１（Ｂ）　２（Ｃ）　３（Ｃ）　４（Ｄ）　５（Ｂ）　６（Ｄ）　７（Ｄ）

（二）１Ａ　２Ｂ　３Ｄ　４Ｅ　５Ｂ　６Ｅ

（三）１ １＋ｅ槡 ｘｅｘｄｘ　２ （４／７）（ｘ２＋７）／４
槡ｘ＋Ｃ　３２ｌｎ２－１
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４１／３·［ｌｎ（ｘ＋１）－ｌｎ（２－ｘ）］＋Ｃ　５ｌｎｘ－ｌｎ２ｌｎｌｎ４ｘ＋Ｃ

６ （１）２槡ｘ－３
３槡ｘ＋６

６槡ｘ－６ｌｎ（
６槡ｘ＋１）＋Ｃ

（２）（４／３）（１＋槡ｘ）３
２ －４ １＋槡槡 ｘ＋Ｃ　（３） ｘ２槡 －４／（４ｘ）＋Ｃ

（４）１
槡２
ｌｎ ２－ｅ槡 ｘ 槡－ ２

２－ｅ槡 ｘ 槡＋ ２
＋Ｃ　（５）ｌｎ｜ｘ２－ｘ－２｜＋１

３ｌｎ ｘ－２
ｘ＋１ ＋Ｃ

（６）１
６ｌｎ（１＋３ｌｎ２２）　（７）－３

ｘ－ｌｎ ｘ－１
ｘ＋１ ＋Ｃ

习　题　２３２

（一）１（Ｃ）　２（Ｃ）　３（Ｃ）　４（Ｄ）　５（Ａ）　６（Ｄ）　７（Ｃ）　８（Ｃ）

９（Ｄ）　１０（Ｂ）　１１（Ｅ）　１２（Ｄ）

（二）１Ｄ　２Ｄ　３Ｅ　４Ｂ　５Ｂ　６Ｄ　７Ｅ　８Ａ　９Ａ　１０Ｄ　１１Ｄ

（三）１ （１）０　（２）０　２４－ｅ－１　３ （ａ－ｂ）２／２　４π＋２－２ｌｎ（３／２）

５ （１）１６／３＋２π　（２）

１／３－ａ／２，

ａ３／３－ａ／２＋１／３，

ａ／２－１／３
烅
烄

烆 ，

ａ＜０，

０≤ａ≤１，

ａ＞１

　６ｅ２＋ｅ－２

７ （｜ｂ｜－１）ｅ｜ｂ｜－（｜ａ｜－１）ｅ｜ａ｜　８ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡 ２）－ １＋ｘ槡 ２＋Ｃ

９ ｘ
１＋ｘ２＋

２ｌｎ２
４－π １－ｘ槡 ２

１０ｘ２ｅｘ－２ｘｅｘ＋２ｅｘ＋Ｃ　１１ －ｅ－ａＡ　１２１２５

习　题　２３３

（一）１（Ｄ）　２（Ａ）　３（Ｃ）　４（Ｄ）　５（Ａ）　６（Ｅ）　７（Ｅ）　８（Ｂ）

（二）１Ｂ　２Ｄ　３Ｂ

（三）１Ｆ″（ｘ）＝ｆ′（ｘ）　２ｙ（１）＝０　３φ′（ｘ）∫φ（ｘ）
０ ｆ（ｔ）ｄｔ

４ 令Ｆ（ａ）＝∫ａ
０ｆ（ｘ）ｄＸ＋∫ｆ（ａ）

０ ｇ（ｘ）ｄＸ－ａｆ（ａ）

５ｌｉｍ
Ｘ→０

φ′（ｘ）＝Ａ／２＝φ′（０），φ′（ｘ）在ｘ＝０处连续　６ｅ－１－１

习　题　２３４

（一）１（Ｅ）　２（Ｂ）　３（Ｃ）　４（Ｂ）　５（Ｂ）　６（Ａ）　７（Ｃ）　８（Ｃ）

９（Ｄ）　１０（Ｃ）

（二）１Ａ　２Ｂ　３Ａ　４Ｄ

（三）１ｅ／２－１　２２／３　４πａｂ　５（１）ｌｎ（ｅ－１）；（２） 槡ｅ－２ ｅ＋１
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习　题　２４１
（一）１（Ｃ）　２（Ｃ）　３（Ｂ）　４（Ｃ）

（二）１Ｂ　２Ｄ　３Ｄ　４Ｃ　５Ｂ　６Ｄ　７Ａ

（三）１ －１／７　２２，８　３ｚ
ｘ＝ｆ

ｘ＋１
ｙ
ｆ
ｖ

，ｚ
ｙ＝ｆ

ｙ－ｘ
ｙ２

ｆ
ｖ

４ （３ｘ２＋ｙ２）ｘｙ［ｙｌｎ（３ｘ２＋ｙ２）＋６ｘ２ｙ／（３ｘ２＋ｙ２）］　５４ｙｇ″－４ｇ′
习　题　２４２

（一）１（Ａ）　２（Ｅ）　３（Ａ）　４（Ａ）

（二）１Ｃ　２Ａ　３Ｅ　４Ｃ　５Ｅ
（三）１ （１）极小值ｆ（１／２，－１）＝－ｅ／２　（２）极 小 值ｚ（２，２）＝－８，极 大 值

ｚ（０，０）＝０　（３）极小值ｆ（１，１）＝－１

习　题　３１１
（一）１（Ａ）　２（Ｂ）　３（Ａ）　４（Ｃ）　５（Ｃ）　６（Ｂ）　７（Ａ）　８（Ｄ）

９（Ｄ）　１０（Ｄ）　１１（Ｂ）　１２（Ａ）　１３（Ｅ）　１４（Ｂ）　１５（Ｂ）

（二）１Ａ　２Ｅ　３Ａ　４Ｄ　５Ｄ　６Ｄ　７Ａ　８Ｄ　９Ｄ
（三）１ｘｉ＝ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）　２ －２９４×１０５　３１－ａ＋ａ２－ａ３＋ａ４－ａ５

４ （１）０　（２）３２　５ｙｚ＋ｘｙｚ＋３ｘｙ＋２ｚｘ

６ （ａ１ｄ１－ｃ１ｂ１）（ａ２ｄ２－ｃ２ｂ２）（ａ３ｄ３－ｃ３ｂ３）

习　题　３１２
（一）１（Ｃ）　２（Ｃ）　３（Ｃ）

（二）１Ｂ　２Ｄ　３Ｄ
（三）１ｘ１＝１００，ｘ２＝８０，ｘ３＝４０　２ （１）λ＝１；（２）用反证法证之

３ｋ≠１或ｋ≠－２　４ｋ１＝１，ｋ２＝－２　５Ｄ·ＤＴ≠０。因而 Ｄ≠０
习　题　３２１

（一）１（Ｃ）　２（Ｄ）　３（Ａ）　４（Ｃ）　５（Ｃ）　６（Ｂ）　７（Ａ）　８（Ｃ）

９（Ｄ）　１０（Ｄ）　１１（Ｄ）

（二）１Ｄ　２Ｄ　３Ｂ
（三）１２　２ａ１３　３ （－１）ｍｎａｂ

４ （１）－１６０　（２）－２０　（３）－１／２０　（４）５／４　（５）－１／２０　（６）－５／１６

５２４　６６ｎ－１
１
２
３

１
２
３

［ ］１
２
３

　８Ｘ＝
ｘ１

０
０

ｘ２

ｘ１

０

ｘ３

ｘ２

ｘ
［ ］

１

（ｘ１，ｘ２，ｘ３ 为任意实数）
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９ 用定义证（ＡＢ－ＢＡ）Ｔ＝－（ＡＢ－ＢＡ）　１０ｆ（Ａ）＝
－１
　０
－１

　－１
－１
　１

　　０
　１［ ］
－１

习　题　３２２
（一）１（Ｄ）　２（Ｂ）　３（Ｃ）　４（Ｂ）　５（Ｃ）

（二）１Ｄ　２Ｂ　３Ｄ　４Ｂ　５Ｂ　６Ａ　７Ｂ

（三）１
　１
－２
　１０

　　０
　１
－２

　［ ］０
０
１

　２
　２
－４
　０

　－１
　５［ ］
－６

　３ ［］１
３
２

４
２／９
０
０

　 ０
１／６
０

　 　０
　０

－２／
［ ］

３
　５

６
０
６
０

　０
６
０
３

　０
０
６
０

　 ０
０
０

熿

燀

燄

燅－１
　６

３
０
０

　０
２
０

　［ ］０
０
１

７
ｘ
０
０

　 ｙ
－１
０

　 ｚ
－１［ ］
－１

（ｘ，ｙ，ｚ为任意常数）　８ ５／２
０

　－４
－４

　－１／２
　［ ］０

９Ａ－１＝（Ａ－Ｅ）／５　１０ １
２

　１
－５

　［ ］０
２ 　１１

０
０
０
４

　－１
－２
－１
　３

　　１
－３
　３
　

熿

燀

燄

燅０

１２
－１／３ １／３ ４／３

　２／３ １／３ １／［ ］３
　１３

－２
　０
　０

　０
１
０

　－２
　０［ ］
－２

　１４ 证（Ａ－Ｅ）ＢＴ ＝Ａ，

Ａ－１＝（ＢＴ）－１（Ａ－Ｅ）－１

习　题　３３１
（一）１（Ｄ）　２（Ｃ）　３（Ｅ）　４（Ｄ）　５（Ｅ）　６（Ｂ）　７（Ｄ）　８（Ｄ）

９（Ｄ）　１０（Ｃ）

（二）１Ｅ　２Ｄ　３Ｃ　４Ｂ　５Ｃ
（三）１ｔ＝１时，｜Ａ｜＝０，向量组α，α２，α３ 线性相关；ｔ≠１时，｜Ａ｜≠０，线性无

关

２ 线性相关　３ｋｍ≠１时，向量组线性无关；ｋｍ＝１时，向量组线性相关

习　题　３３２
（一）１（Ｄ）　２（Ｃ）　３（Ｂ）　４（Ｃ）　５（Ｃ）　６（Ｄ）

（二）１Ａ　２Ｄ　３Ｅ　４Ｄ　５Ｃ　６Ｃ
（三）１ 秩（Ａ）＝３，α１，α２，α３ 或α１，α４，α３ 为α１，α２，α３，α４ 的一组最大线性无

关组

２ａ＝３；α１，α２ 为最大线性无关组　３（１）ｂ≠２；（２）ｂ≠２且ａ≠１时，β可 惟
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一地表示为β＝－α１＋２α２；（３）ａ＝１且ｂ＝２时，β可 由α１，α２，α３ 线 性 表 示

为：β＝（３－２ｋ）α１＋（ｋ－２）α２＋ｋα３ （ｋ为任意常数）

４ （１）能　（２）不能

习　题　３３３
（一）１（Ｂ）　２（Ｄ）　３（Ｃ）　４（Ｃ）　５（Ｃ）　６（Ｃ）　７（Ｂ）　８（Ｃ）

９（Ｂ）　１０（Ｃ）

（二）１Ｂ　２Ｃ　３Ｄ　４Ｃ
习　题　３４１

（一）１（Ｂ）　２（Ｃ）　３（Ｅ）　４（Ｃ）　５（Ｃ）

（二）１Ｅ　２Ａ　３Ａ　４Ｂ
（三）１ａ＝２；ｃ（１，－１，１）Ｔ　２λ＝－１或λ＝４时，有 非 零 解；λ≠１或λ≠４
时，只有零解　３α１＝（１，１，０，０，０）Ｔ，α２＝（－７，０，－４，３，１）Ｔ

４Ｃ１（２，１，０，０）Ｔ＋Ｃ２（２，０，－１，１）Ｔ（Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数）

习　题　３４２
（一）１（Ｄ）　２（Ｃ）　３（Ｄ）　４（Ｃ）　５（Ｄ）　６（Ａ）　７（Ｂ）　８（Ａ）

（二）１Ｅ　２Ｄ　３Ｃ　４Ａ　５Ｃ　６Ｂ　７Ｂ　８Ｃ
（三）１ａ≠１时，有惟一解为（－１，２＋ａ，１）Ｔ；ａ＝１时有无穷多解，其通解为

ξ０＋ｃ１η１＋ｃ２η２，ｃ１，ｃ２为任意常数

２ａ＝１且ｂ＝０时，方程组有无穷 多 解：Ｘ＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋η，其 中ｋ１，ｋ２ 为 任

意实数

３ａ＝２时，方程组有无穷 多 解，其 通 解 为ｘ＝（０，－７，０，２）Ｔ＋ｃ（０，－２，１，

０）Ｔ，ｃ为任意常数

４ （１）ｔ为任意实数，方程组都无惟一解；（２）ｔ＝－２时，方程组有无穷多组解

５ｔ＝－３，ｘ＝ｋ（５，－１，１）Ｔ＋（３，－１，０）Ｔ（ｋ为任意常数）

６Ｘ＝ξ１＋Ｃ［２ξ，－（ξ２＋ξ３）］，Ｃ 为任意常数

７Ｘ＝（－３，２，０）Ｔ＋Ｃ（－２，２，２）Ｔ　８ａ＝３，ｂ＝１

９Ｘ＝（２，０，０，２）Ｔ＋ｋ（２，－１，－１，２）Ｔ

１０Ｘ＝（１，２，３，４）Ｔ＋ｋ１（２，０，０，２）Ｔ＋ｋ２（０，４，６，６）Ｔ

１１Ｘ＝（１，１，１，１）Ｔ＋ｋ１（０，－１，２，０）Ｔ＋ｋ２（１，１，２，２）Ｔ

１２Ｘ＝ｋ（－５，３，１）Ｔ　１３ａ＝１
习　题　３５

（一）１（Ｂ）　２（Ｅ）　３（Ｄ）　４（Ｄ）　５（Ｃ）　６（Ｃ）　７（Ｃ）　８（Ｄ）
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（二）１Ｄ　２Ａ　３Ｄ　４Ｂ
（三）１ 非零特征值为４，特征向量为ｃ（１，１，１，１）Ｔ　２ａ＝－４，ｂ＝４

３λ＝２为Ａ 的三重特征值；ａ≠５　４０　５３／４
习　题　４１１

（一）１（Ｂ）　２（Ｃ）　３（Ｄ）　４（Ｂ）　５（Ｃ）

（二）１Ｄ　２Ｄ　３Ｂ　４Ｄ　５Ｃ
（三）１ （１）｛（１，５），（２，４），（３，３），（４，２），（５，１），（６，６）｝

（２）｛（１，２），（１，３），（１，４），（１，５），（１，６），（２，３），（２，４），（２，５），（２，６），（３，４），

（３，５），（３，６），（４，５），（４，６），（５，６）｝

２ （１）Ω＝｛ＨＨＨ，ＨＨＴ，ＨＴＨ，ＴＨＨ，ＨＴＴ，ＴＨＴ，ＴＴＨ，ＴＴＴ｝

三枚硬币抛一次所得样本空间形式同上

（２）Ω＝｛（１，１），（１，２），（１，３），（２，１），（２，２），（２，３），（３，１），（３，２），（３，３）｝

３ （１）表示前两次击中目标，但第三次未击中；

（２）表示三次射击至少命中一次；

（３）表示第一次击中目标而第二次未中；

（４）表示三次射击中恰好命中两次；

（５）表示三次射击中至多击中一次

４Ａ＋Ｃ＝Ω，ＢＣ＝　５Ａ 与Ｂ 是对立事件　７ 不能

８ （１）Ａ（Ｂ＋Ｃ）；（２）Ａ（Ｂ＋Ｃ）；（３）ＡＢＣ＋ＡＢＣ＋ＡＢＣ＋ＡＢＣ；

（４）ＡＢＣ＋ＢＣＡ＋ＡＢＣ；（５）Ｃ＋Ｂ＋Ａ；（６）与（１）同；（７）与（５）同

９ （１）Ａ１Ａ２Ａ３；（２）珡Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１珡Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２珡Ａ３；（３）ＡＢＣ；（４）Ａ１Ａ２＋Ａ２Ａ３

＋Ａ３Ａ１

习　题　４１２
（一）１（Ｄ）　２（Ｅ）　３（Ｂ）　４（Ｄ）　５（Ｄ）　６（Ｂ）　７（Ｃ）

（二）１Ａ　２Ａ　３Ｃ　４Ｃ　５Ａ　６Ｄ　７Ｂ　８Ｄ　９Ｃ　１０Ｄ　１１Ｄ
（三）１１－ｐ　２５／３６　３０２５　４ （１）１／２；（２）１／６；（３）３／８

５０６　６ａ／（ａ＋ｂ）　７１／７

８Ｐ（Ａ）＝ｎ！／Ｎｎ；Ｐ（Ｂ）＝Ｎ！／Ｎｎ （Ｎ－ｎ）！；Ｐ（Ｃ）＝Ｃｋ
ｎ（Ｎ－１）ｎ－ｋ

Ｎｎ ＝

Ｃｋ
ｎ

１（ ）Ｎ
ｋ Ｎ－１（ ）Ｎ

ｎ－ｋ

习　题　４１３
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（一）１（Ａ）　２（Ｅ）　３（Ｂ）　４（Ｄ）　５（Ａ）　６（Ａ）

（二）１Ｄ　２Ｄ　３Ｄ　４Ｄ　５Ｂ　６Ｃ　７Ｄ

（三）１１１／２４　２ （１）０９０２；（２）０４９６　３４／３或５／３

４ （１）０００３；（２）０３８８；（３）００５９　５１／１２　６０１２４

７１／２　８ （１）０８２８５７；（２）００１２　９ Ｍ－１
２Ｎ－Ｍ－１

习　题　４１４

（一）１（Ａ）　２（Ｄ）　３（Ｂ）　４（Ｂ）　５（Ｃ）

（二）１Ｄ　２Ｃ　３Ａ　４Ｃ　５Ａ

（三）１Ｃ３
５（０６）３（０４）２＋Ｃ４

５（０６）４（０４）＋Ｃ５
５（０６）５

２３２／８１　３ （１）０３１２５；（２）０３４３７５　４０６８４６

习　题　４２１

（一）１（Ｃ）　２（Ｄ）　３（Ａ）　４（Ｄ）　５（Ｂ）　６（Ａ）

（二）１Ａ　２Ａ　３Ｅ　４Ａ　５Ａ　６Ｂ　７Ａ　８Ｂ　９Ａ　１０Ａ

（三）１１／（ｅ－２）　２
Ｘ １ ２ ３ ４
Ｐ ３７／６４ １９／６４ ７／６４ １／６４

３Ｆ（ｘ）＝

０，

０８，

１
烅
烄

烆 ，

ｘ＜１，

１≤ｘ＜２，

ｘ≥２

　４
Ｘ －１ ０ 槡２
Ｐ ０２ ０３ ０５

Ｐ（｜Ｘ｜≤１）＝０５

５Ｆ（ｘ）＝
１－（ｘ２／２＋１）ｅ－ｘ２／２，

０｛， 　
ｘ＞０，

ｘ≤０，
Ｐ（－２＜Ｘ≤４）＝１－９ｅ－８

６Ｆ（ｘ）＝

０，

ｘ２／２，

２ｘ－ｘ２／２－１，

１

烅

烄

烆 ，

　

ｘ＜０，

０≤ｘ＜１，

１≤ｘ＜２，

ｘ≥２

７ｆＹ（ｙ）＝
０，

１
２槡πσｘ

ｅ－（ｌｎｘ－μ）２

２σ２
烅
烄

烆
，　

ｘ≤０，

ｘ＞０

８ｆ１（ｙ）＝
ｅ－（５－ｙ），

０｛， 　
ｙ≤５，

ｙ＞５，　ｆ２（ｙ）＝
１

２槡ｙ
ｅ－槡ｙ， ｙ＞０，

０， ｙ≤０
烅
烄

烆 ，
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９ｆＹ（ｙ）＝
１

２槡ｙ
ｅ－槡ｙ，

０
烅
烄

烆 ，
　
ｙ＞０，

ｙ≤０

习　题　４２２
（一）１（Ｂ）　２（Ｅ）　３（Ｃ）　４（Ｄ）

（二）１Ｃ　２Ｅ　３Ｄ
（三）１２ｌｎ１０≈４６　２２１和２６之间　３Ｅ（Ｘ）＝２，Ｄ（Ｘ）＝１１

习　题　４２３
（一）１（Ａ）　２（Ｅ）　３（Ｃ）　４（Ｄ）　５（Ｄ）　６（Ｃ）　７（Ａ）　８（Ｃ）

９（Ｃ）　１０（Ｃ）　１１（Ｅ）

（二）１Ｄ　２Ｄ　３Ｅ　４Ｄ　５Ｅ　６Ｅ　７Ｅ　８Ｄ　９Ａ　１０Ａ　１１Ａ

　１２Ｄ　１３Ｄ
（三）１ （１－ｅ－１）（１＋１１ｅ－１）

２Ｘ 服从参数μ＝３，σ＝１／２的正态分布，Ｃ＝２ｅ－１８／ ２槡π

３ （１）０３２１；（２）０２４３　４０２　６ｆＺ（ｚ）＝ １
３ ２槡π

ｅ
－（ｚ－５）２

１８ ，－∞＜ｚ＜＋∞

７０４７５　８１／２

·９５６·


	第1篇 初等数学
	1.1 绝对值
	1.2 比和比例
	1.3 算术平均值和几何平均值
	1.4 一元一次方程和一元二次方程
	1.5 一元一次不等式、一元二次不等式
	1.6 等差数列和等比数列

	第2篇 微积分
	2.1 函数、极限、连续
	2.2 一元函数微分学
	2.3 一元函数积分学
	2.4 多元函数的微分学

	第3篇 线性代数
	3.1 行列式
	3.2 矩阵
	3.3 向量
	3.4 线性方程组
	3.5 矩阵的特征值与特征向量的概念

	第4篇 概率论
	4.1 随机事件与概率
	4.2 随机变量
	习题参考答案


