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前!!言

量子信息与量子计算的研究可以追溯到几十年前!但真正引起广

泛关注是在’(世纪3(年代中期!这期间发现了+;<=量子因子分解

算法和>=<?@=量子搜索算法!这两个算法展示了量子计算机从根本

上超越经典计算机计算能力和在信息处理方面的巨大潜力"与此同

时!量子计算机和量子信息处理装置在物理实现方面的研究!成为继

并行计算机#生物计算机等之后的非串行计算体系的又一热点"
量子信息与量子计算对人类社会最具影响也最为惊人的发现之

一!是量子计算机能够迅速破解广泛使用的A+B密码系统!掌握量子

计算能力的制高点已成为关系信息安全的重要课题"
编者在日本留学期间!在指导教师的影响与帮助下!于1333年申

请到由日本地方政府资助的题为$实现信息量子通信基础技术的理论

研究%的预研项目!从此在学习与研究中开始涉及量子信息与量子计

算的相关内容"首先参加了每周一次的研讨班!于是有了对量子信息

理论的初步认识!也有了最初的一些收获与积累"’(((年春节假期

后由于工作需要编者离开了研讨班!直到’((2年回国任教"回国后!
学校鼓励教师为学生开设新课!编者便自然而然地想到了量子信息与

量子计算这门为近代科技日渐关注的新的研究领域!于是决定为信息

类的学生开设信息理论基础的课程!其中量子信息与量子计算内容作

为课程的后半部!编者重新整理材料!编写了$量子信息与量子计算基

础%讲义!经过一轮试讲与两轮修改!于是有了现在的这本教材"本教

材可作为信息与计算学科#应用数学#通信工程#信息工程等专业本科

生的教材!或大学高年级学生和研究生的自学读物!也可作为有兴趣

的读者了解该领域的入门读物"
量子信息与量子计算领域发展非常迅速!既有理论层面的研究又

有应用层面的研究!限于水平!书中难免存在一些错误和不足!希望广

大读者批评指正"
编者

$%%&&’
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绪!!论

人类社会的生存与发展无时无刻都离不开信息!人们越来越注重各类信息

的获取%处理%控制%传递和利用$随着人类迈入’1世纪高度信息化的时代!信

息的重要性更是不言而喻$
哲学家和科学家普遍认为(物质%能量和信息是组成物质世界的三大支柱!

是科学历史上三个重要的基本概念$的确!宇宙万物无时不在运动!只要有运动

的事物!就需要有能量!就会产生各种各样事物运动的状态和方式!也就会产生

信息$可见!信息是普遍存在的!是物质的一种普遍属性$
信息是物质的属性!但不是物质自身$事物运动的状态和方式一旦体现出

来!就可以脱离原来的事物而相对独立地载负于别的事物上而被提取%表示%处

理%存储和传输$因此!信息不等于它的原事物!也不等于它的载体$信息虽不

等于物质本身!但它也不能脱离物质而独立存在!必须以物质为载体!以能量为

动力$物质%能量和信息三者相辅相成!缺一不可!这也正是信息的绝对性和普

遍性$
研究信息的产生%存储%加工%传播等行为的科学理论称为信息学理论$根

据研究的范畴和侧重点不同!信息学理论一般有三种理解(狭义信息论%一般信

息论和广义信息论$
狭义信息论以传输信息的各种通信系统为对象!研究信息传输和处理的共

同规律$我们从各种通信系统中抽象出具有共同特性的元素!即可将其概括成

一个如图1所示的理论模型$

图1!通信系统的理论模型

其中(
"1#信源’’’产生消息和消息序列的源*

1绪!!论



"’#编码器’’’把消息变换成信号的设备*
"2#信道’’’指通信系统把载荷消息的信号从甲地传输到乙地的媒介*
"0#译码器’’’对信道输出的编码信号进行逆变换的设备*
"/#信宿’’’消息传送的对象$
图中所指编码器可分为两种(信源编码器和信道编码器$信源编码的目标

是尽可能地缩短消息和消息序列的平均编码的长度!实现数据压缩!提高信息传

输的效率$信道编码将根据信道的统计特性!在选择最佳译码规则的前提下!适

当增加信息编码的冗余!使通过信道编码设施输出的信号在有噪信道的传输过

程中!通过尽可能小的编码冗余使信号具有最强的自动纠错能力!以提高信息传

输的可靠性$
近年来!以计算机为核心的大规模信息网络!尤其是互联网的建立和发展!

对信息传输的质量要求更高了!不但要求既快速有效又能可靠地传递信息!而且

还要求信息传输过程中保证信息的安全保密!不被伪造和窜改$于是!信息传输

的高效性%可靠性%保密性和认证性四项指标构成了对现代通信系统的全面要

求$高效性旨在系统用尽可能少的时间和尽可能少的设备来传输一定数量的信

息*可靠性就是要使信源发出的信息经过信道传输后尽可能准确%不失真地再现

在接收端*保密性是指要隐蔽和保护通信系统中传输的信息*认证性强调信息的

接收者能正确判断所接收的消息的正确性!验证消息的完整性!确认其不是伪造

和被串改的$带有信息安全保密的通信系统可以概括成如图’所示的理论

模型$

图’!带有信息安全保密的通信系统的理论模型

每个人都会认为+信息,是个抽象的词汇$每个人都知道+通信,是人类活动

中普遍的现象之一$每个人都希望在频繁的信息传递和交换中!能够高效%可靠

地传递和接收到信息$那么!人们是否会自然地提出这样一些问题(信息是什

么- 衡量通信的有效程度和可靠程度的标准是什么- 怎样判断通信方法的优和

劣- 显然!解决这些问题的关键就在于解决信息的定义与度量的问题$
最早对信息进行科学定义的是哈特来"A&N&O&PF=#D@L#!13’7年他发表的

’ 量子信息与量子计算简明教程



.信息传输/一文首先提出了+信息,这一概念$1307年控制论创始人之一维纳

"-&Q"@G@=#出版了.控制论’’’动物和机器中通信与控制问题/一书!他指出

+信息是信息!不是物质!也不是能量,$这就是说!信息就是信息自己!它不是其

他什么东西的替代物!它是与+物质,%+能量,同等重要的基本概念$1307年香

农"8&C&+;FGG<G#在,+5R",@DD+LS#@95@K;G"KFDR<%=GFD#上发表了著名的论

文.通信的数学理论/"BTF#;@9F#"KFD5;@<=L<M8<99%G"KF#"<G#$论文中香

农集人类在长期有关信息操作的实践中!应用概率统计%随机过程%代数等数学

方法!研究信息的表示%存储%加工和传输等一般的规律之大成!从研究通信系统

信息传输的实质出发!探讨了信息的测度问题!研究了信息的信源编码和信道编

码的最佳性与极限性理论!以及编码后的信息传输率与信道的容量及其计算理

论等内容$香农在论文中对信息作出了科学的定义!利用平均信息量"熵#对信

息及其行为进行了定性和定量的描述!从而奠定了信息学理论的数学基础$因

此!经典信息理论也称为香农理论$
香农在.通信的数学理论/中给出了信息学理论中两个著名的基本定理(信

源编码定理与信道编码定理$信源编码定理也称为无噪信道编码定理或称香农

第一编码定理*信道编码定理又称为含噪信道编码定理或称香农第二编码定理$
从信息编码与高效可靠的通信角度来看!信源编码强调利用以哈夫曼码"P%MMU
9FGK<I@S#为代表的编码技术!考虑数据压缩!去除编码冗余!实现信息传输的

高效性*信道编码采用汉明码"PF99"GHK<I@S#思想!通过增加信息编码的冗余

"校验码元#!增强信息自身的抗干扰能力!达到编码自动纠正错误的目标!实现

信息传输的可靠性$
信息理论在考虑信息的测度%信息编码的效率时!以消息事件及其发生的概

率组成的概率空间为研究对象!用某消息发生时对观察者来说消除某种不确定

性程度的大小来表示该消息含有的信息量$利用概率学中的熵"CG#=<EL#表示

"消息#概率空间的平均信息量!并以此为尺度基点!度量信息量的大小!衡量消

息的编码效率!给出信源编码的压缩极限和信道编码的传输效率并推导出信道

的容量$香农在其论文中针对人类通信活动的特点!以新颖的思想提出用数学

方法定量描述信息!在信息的抽取和度量中精辟地概括出信息的+形式化,假说%
+非决定,论和+不确定,性三个概念$

所谓信息的+形式化,假说是要我们大胆地去掉蕴含在消息中那些狭义信息

理论并不关心的语义与语用等因素!保留那些能用数学形式描述的因素和符号!
使得用数学工具定量测度信息成为可能$

所谓信息的+非决定,论观点是对信息通信活动的总的认识观$香农利用概

率中弱大数定律的直接推论!得到的信息集合的渐近等分割性并从中划分出!
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典型序列后!从原则上解决了必须应用概率论%随机过程及数理统计等数学工

具!从大量不可预料的随机消息"包括噪音#的集合中!寻求信息的统计规律!揭

示出信息的表示本质!从而选择并获取一个实际的正确的消息$
香农从消息发生的+不确定,性观点出发!给+信息,下了这样明确的定义(

+信息就是用来消除不确定性的东西,!即通信后接收者获取的信息!在数量上等

于通信前后不确定性的消除量$因为我们知道+不确定,性与+可能,性是相互联

系的$+可能,性的大小表示事物出现或发生几率的大小!在数学上可以用概率

的大小来表示$概率大即表示事物出现的+可能,性大*概率小即表示事物出现

的+可能,性小$而+可能,性大就意味着+不确定,性小*+可能,性小就意味着+不

确定,性大$这样!+不确定,性就可与消息发生的概率联系起来$因此!我们可

以得出这样的结论(通信后获取的信息量应该是消息发生概率的某一函数$这

就从理论上完全解决了信息的度量问题$
熵是一个抽象的起源于热力学解析的数学概念!自从17)/年克劳修斯发现

并提出了熵的概念以来!熵就作为一个数学工具!在探索那些属性表现模糊%知

识点表示暧昧%时空不确定的物质世界的规律之中起着重要的作用$熵可以测

度现实世界中存在的但却无法触摸的事物本体+体量,统计平均值的大小!平均

值的大小来自于一切具体的事物本体信息集合除去信息本身语义后余下的纯粹

数值性的量!利用这个量的概念我们可以形式化地表现和处理现实世界中很多

知识表现模糊的问题$因此!熵的概念不但在信息理论中起到主导作用!在当今

许多应用科学领域的研究中也起到了重要作用$
由以上叙述可知!信息论是一门高度抽象和概括的学科!它的研究对象不是

具体的消息!而是各种不同形式的消息抽象后的+信息,$信息论的研究目标是

提高信息系统的可靠性%有效性%保密性和认证性!确保信息系统的最优化$它

是信息科学与技术发展的起点和基石!它的研究方法及理念在现代许多科学领

域中有着广泛的应用$
相对于’(世纪末期新生的现代量子信息理论!我们称香农理论为经典信息

理论$量子信息学是一门新兴的%以量子力学与经典信息学理论为主干的交叉

性学科$量子信息学的研究对象主要包括量子通信技术%量子密码技术%量子计

算技术以及量子器件技术的研究与开发$量子信息理论为信息科学和技术的变

革%持续高速发展提供了新的原理和方法$随着科学的发展和微电子器件技术

的进步!我们跨越了经典信息论和计算理论的奠基者%科学家们的年代$随着量

子物理实验成果的不断涌现!我们对信息及其表示与处理的认识有了质的变化!
从承传香农%图灵%冯)诺伊曼等科学家视信息处理为宏观过程!到今天事实告

诉我们(信息的处理能够以微观过程实现$
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微观过程存在于微观世界!微观世界的客体是统称为量子的微观粒子!描述

微观粒子运动规律的学科是量子力学$微观世界是一个充满新奇的混沌世界!
微观客体的行为怪异多变!微观系统的能力无法估量$

在经典物理中物理量具有确定的量值!服从明确的规律$而量子力学中物

理量要服从统计的规律!必须用+态矢空间,里的+算符,表示$一般说来!一个量

子量有多个+本征值,!测量时我们无法获得它们所有确定的量值!而是以被测量

值发生在一定概率区间的概率幅得到它们的某个本征值$概率幅是复数!它的

模平方是概率$概率幅具有模量和相角!因此量子状态的叠加还会产生干涉现

象$这个干涉现象!宏观世界的人类无法理解!也为微观世界蒙上了神秘的色

彩$人类把微观粒子具有的那些神奇的属性统称为量子态特性$量子态的特性

包括量子的+波粒二象性,%量子态叠加性%量子态纠缠%量子态不可克隆等所谓

的量子相干的特性$量子计算和量子通信正是建立在这些量子态特性之上!充

分利用量子相干性的独特性质!探索以全新的方式对信息进行计算%编码和传输

的可能性!它们也是量子信息学研究的目标之一$摩尔定律预示着计算机芯片

的集成度不久将会达到它的极限尺寸!所以突破芯片元件尺寸的极限是当前计

算机科学和信息科学所面临的一个重大科学问题$量子信息的研究可为突破芯

片的极限尺寸提供新概念%新思路和新途径$利用量子态相干性可实现超高速

并行计算%以量子态方式实现信息通信!可以实现不可解密码通信及超高速的信

息通信$

/绪!!论



第(章!量子信息与量子计算的基本概念

当今社会正在步入高度信息化的时代!更高速的信息传输!更快速的信息处

理与更大容量的信息存储是人类永远追求的目标$’(世纪微电子技术的迅速

发展!大大提高了电子计算机集成电路的集成度!为现代信息化社会打下了物质

基础$按照著名的+摩尔定律,!随着集成电路集成度的日益提高!电路板蚀刻精

度也将越来越高!中央处理器芯片上集成的晶体管器件就会越来越密!这将迫使

电路线宽不断狭窄!直至狭窄到不得不考虑运动在电路中的电子的波动性将在

电路中产生新的物理现象’’’即量子效应时"当电路线宽小于(!1微米#!现有

的芯片制造理念及技术将达到极限$随着社会的进步和科技的发展!进入’1世

纪!面对信息科学%计算机科学%社会高度信息化!我们将直面学科发展%社会需

求所带来的值得关注的%需要研究的%亟待解决的若干重要课题(电子计算机是

否存在极限运算速度- 进而能否实现不可破译%不可窃听的保密通信- 近年来!
物理学者加入了解决这些问题的研究行列!他们设想用微观粒子作为信息的载

体!制作利用量子效应工作的电子元件!在量子力学理论之上研究信息的行为!
成功地将量子理论和信息科学结合起来!孕育出量子信息学理论!为信息科学的

持续发展开创了新的空间$
利用微观粒子的状态表示的信息就称为量子信息$信息一旦量子化!描述

+原子水平上的物质结构及其属性,的量子力学特性便成为描述信息行为的物理

基础!在此基础上研究信息的存储%传输和处理的一般规律的学科称为+量子信

息学,$量子信息学是量子力学与经典信息学结合的新兴学科!微观系统的量子

特性为信息学带来许多令人耳目一新的现象!在信息的表示%加工%处理和传输

上产生一些新的概念%原理和方法!量子信息与量子通信将在未来的信息与通信

的研究领域具有独特的不可替代功能!发挥重要的作用$
以量子"微观粒子#状态载荷信息!实现信息存储!遵从量子力学规则实施

信息的处理与传输$量子信息的研究不断爆出惊人的结果!揭示出超越经典

信息学与量子力学两个理论体系本身所包含内容预想不到的全新概念!完成

了现代信息科学中以下两个根本性的发现(
"1#将经典信息(和1"+;FGG<G"GM<=9F#"<G#映射到量子状态上!依照量子
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状态的特性对信息实施存储%传输和处理!此时出现"科学家发现#了若干基于经

典信息理论认为是不可能的+信息机能,!例如信道容量的超加法性等$
"’#将量子状态的构造定义为量子信息!量子信息的定量化用$%!"#表示$

遵从量子力学规则存储%处理和传送量子信息!此时科学家观察到了量子力学预

见的%但迄今为止宏观世界无法想像的有关量子计算机以及量子远程瞬间传送

"#@D@E<=##实现信息通信等科学技术$
这两个根本性的发现在提高计算机信息的处理速度%增大信息的存储容量%

确保信息的网络状态安全%实现不可破译%不可窃听的保密通信等方面都可以突

破现有的经典信息通信系统的极限!并将为信息科学与通信技术带来根本性的

重大突破!为计算机科学与技术的可持续发展开辟了崭新的空间$基于量子信

息学理论的量子通信技术和量子计算机技术将会成为’1世纪带给人类完美的

礼物!对于改善人类的生活质量%保护地球环境%保卫国家安全%保证经济增长等

都具有很大潜力$当前!量子计算机%量子通信与量子密码技术等已经成为量子

信息学应用研究的热点!并已取得了重要进展$

1!1!量子信息

在介绍量子信息理论的有关内容之前!我们首先简单介绍量子信息理论与

量子计算理论中的基本术语%符号及其相关概念$

(!(!(!量子

量子最早出现在光量子理论中!是微观系统中能量的一个力学单位$现代

物理将微观世界中所有的微观粒子"如光子%电子%原子等#统称为量子$普朗克

于13((年在有关黑体辐射问题研究中提出+物质辐射"或吸收#的能量只能是某

一最小能量单位的整数倍数,的假说!称为量子假说$假说的含义是(对于一定

频率"的电磁辐射!物体只能以此最小单位吸收或发射它"由此可见微观世界物

质的能量是不连续的#$换言之!吸收或发射电磁辐射只能以+量子,方式进行!
每个+量子,的能量为

!!!"#"

式中#为一个普适常量$这种吸收或发射电磁辐射能量的不连续性的概念!在

经典力学中是无法理解的$
微观世界中量子具有宏观世界无法解释的微观客体的许多特性!这些特性

集中表现在量子的状态属性上!如量子态的叠加性%量子态的纠缠%量子状态的
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不可克隆%量子的+波粒二象性,以及量子客体的测量将导致量子状态+波包塌

缩,等现象$这些奇异的现象来自于微观世界中微观客体间存在的相互干涉!即

所谓的量子相干特性$
利用微观粒子的量子态叠加及相干特性能够实现未来计算机超高速并行计

算*利用微观粒子的量子态纠缠%量子态不可克隆的力学特性能够实现超高速的

信息传送!实现不可破译%不可窃听的保密通信$

(!(!$!量子信息

利用微观粒子状态表示的信息称为量子信息$量子信息学是指以量子力学

基本原理为基础!通过量子系统的各种相干特性"如量子并行%量子纠缠和量子

不可克隆等#!研究信息存储%编码%计算和传输等行为的理论体系$
量子信息的载体可以是任意两态的微观粒子系统$例如!光子具有两个不

同的线偏振态或椭圆偏振态!恒定磁场中原子核的自旋!具有二能级的原子%分

子或离子!围绕单一原子旋转的电子的两个状态"如图1 1所示#等$这些微观

粒子构成的系统都是只有量子力学才能描述的微观系统!传递和处理载荷在它

们之上的信息必定具备量子特征的物理过程$

图1 1!具有两个电子层面的原子可以表示量子信息

图1 1表示的原子模型中!具有两个层面的电子既能稳定在所谓的+基本,
"H=<%GI#状态又能稳定在所谓的+激活,"@VK"#@I#状态!我们分别把这两种状态

称为一个电子的两个极化状态!并用状态"(0和状态"10分别表示$在这个微观

系统中!如果将一束具有适当能量的光以适当长的时间照射在这个原子上!我们

就能够将状态"(0改变成状态"10!反之亦然$有趣的现象是可以通过减少光的

照射时间!使这个电子从最初状态"(0向状态"W0的改变过程中定位在状态"(0
和"10的任意中间状态$利用量子的某一状态表示信息时!我们就说是信息量子

化了并称为量子信息$
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信息一旦量子化!描述+原子水平上的物质结构及其属性,的量子力学特性

便成为量子信息的物理基础$此时由于信息载体"量子#的微观特征!量子化的

信息也变得多姿多彩$这些微观特征主要表现在($ 量子态相干性(微观系统

中量子间相互干涉的现象成为量子信息诸多不可思议特性的重要物理基础*

% 量子态纠缠性($"大于1#个量子在特定的"温度%磁场#环境下可以处于较稳

定的量子纠缠状态!对其中某个子系统的局域操作会影响到其余子系统的状态*

’ 量子态叠加性(量子状态可以叠加!因此量子信息也可以叠加!所以可以同时

输入或操作$ 个量子比特的叠加态*( 量子不可克隆定理(量子力学的线性特

性确保对任意量子态无法实现精确的复制!量子不可克隆定理和测不准原理构

成量子密码技术的物理基础$
利用量子信息实现通信的过程是使每一个微观粒子!通过自身的物理特性

携带经典信息(和1的叠加信号后实现的数据传输的技术$事实上!经典计算

机也是量子力学的产物!它的器件也利用了诸如量子隧道现象等量子效应$但

仅仅应用量子器件的信息技术!并不等于现在所说的量子信息$目前的量子信

息主要是基于量子力学的相干特征!重构信息密码%信息计算和信息通信的基本

原理$

(!(!’!量子信息的基本存储单元及其特性

相对于经典信息的基本存储单元比特"!"##!量子信息的基本存储单元称为

量子比特"$%!"##$在经典信息处理过程中!记述经典信息的二进制存储单元比

特由经典状态1和("如电压的高低#表示$从物理角度讲!比特是个两态系统!
它可以制备为两个可识别状态中的一个$

对于量子信息而言!记述量子信息的存储单元称为量子比特$一个量子比

特的状态是一个二维复数空间的向量!它的两个极化状态"(0和"10"参见图

1 1#对应于经典状态的(和1$
在量子力学中使用迪拉克标记+1",和+"0,表示量子态$英文中括号叫

!=FKX@#!迪拉克把符号+1)")0,$ 拆成两半(!=F和X@#!分别用来称呼括号的

左半+1%",和右半+"&0,!!=F和X@#在中文中分别译作左矢"左向量#和右矢"右

向量#$+1",和+"0,是量子力学中表示量子状态的标记$
量子比特的重要特性在于一个量子比特可以连续地%随机地存在于状态"(0

和"10的任意叠加状态上$
由于量子效应在微观世界中会鲜明地凸现出来!因此量子比特与经典比特

!!注($量子物理中表示一个光子的偏振态沿某方向分解的概率幅$
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的不同在于(一个量子比特能够处在既不是"(0又不是"10的状态上!而是处于状

态"(0和"10的一个线性组合的所谓中间状态之上!即处于状态"(0和"10的叠加

态上$

!!’#0"$’(0(%’10 "1!1#

这里的$和%为任意复数!且必须满足归一化要求$$# (%%# "1$处于两种状

态"(0和"10叠加态的粒子系统就是量子信息的基本存储单元’’’量子比特"$%U
!"##$图1 ’表现的几何图形对于我们想像一个复杂量子比特会有帮助$因

为’$’’(’%’’ "1!我们可以将等式"1!1#改写成如下形式(

!!’#0"K<S&
’’(0(@"’S"G&

’’10 "1!’#

式中))$&$)!($’$’)!%"S"G&*K<S’!&"S"G&S"G’!+"K<S&$显

然&和’ 在单位三维球体上定义了一个点!这个球体通常称为布洛赫球$布洛

赫球提供了非常直观实用的单个量子比特纯状态可视化的几何表示!我们常常

图1 ’!一个量子比特的

布洛赫球表示法

利用布洛赫球作为测评量子计算和量子信息有关新

设想的绝好平台$
由等式"1!1#和图1 ’可知!一个量子比特可以

连续地%随机地存在于状态"(0和"10的任意叠加态

上!直到它被某次测量退化为止"量子物理指出测量

粒子运动会导致+波包塌缩,!使被测量的量子比特状

态以某一概率区间值退化到状态"(0或"10上#$例

如!一个量子比特能够处在以下状态(

!! 1
槡’

’(0(1
槡’

’10

当测量这个量子比特时!测量的瞬间其/(Y""1&槡’"’#

的结果是(!还有/(Y""1&槡’"’#的结果是1$由此可见!一个量子比特在每种

状态上出现的概率,"’-’’ 是由复系数-"$%%确定的$需要指出!这种的叠

加态具有明显的量子相干特征!经典概率,"’-’’ 不足以描写这个叠加态!$和

%相对的位相在量子信息过程中起着至关重要的作用$
量子比特存储量子态表示信息是量子信息的出发点$量子力学理论描述量

子信息的行为$薛定谔方程制约着量子态信息每一步演变!线性代数的幺正变

换约束着可逆的量子态信息计算*量子信息的传输是由量子通道端点上量子纠

缠集合状态的变化!结果信息的获取便是在得到输出态之后!量子计算机对输出
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态进行一定的测量后给出的结果$

(!(!)!线性代数中的量子符号及其运算的简介

量子力学理论是线性的!因此在本书中我们使用线性代数中有关量子力学

的标准符号与概念$我们已知在量子力学态矢空间中使用标准符号"#0描述向

量!且用(表示该向量空间的零向量!因此对于任意的".0!下列等式成立(

!!’.0(("’.0

一个向量空间的生成集合是一个向量集合2".10!3!"./04!该向量空间中

的任意向量".0都能够写成这个生成集合的线性组合’.0"%010’.00$例如!

向量空间2’ 的生成集合是

!!’.10& 561
(

*’.’0& 56(
1

因此2’ 中的任意向量

!!’.0&
11

15 6
’

能够写成".10和".’0的线性组合’.0"11’.10(1’’.’0$我们说".10和".’0生

成向量空间2’$
式"1!2#给出了一个3 维向量与/维向量的张量乘积的矩阵表示$张量乘

积是线性代数的基本运算$

!!

11

1’

7
1

’

(

)

*3

+

41

4’

7
4

’

(

)

*/

"

1141

7
114/

1’41

7
1’4/

7
134

’

(

)

*/

"1!2#

表1 1给出了线性代数中表述量子力学中量的标准符号及其简要说明$
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表( (!线性代数中的一些量子力学标准符号

符!号 说!!明

+# 复数的复变换$"1("## "1)"

"#0 矢量!也称为X@#

1#" "#0的对偶矢量!也称为!=F

1’"#0 矢量"’0和"#0的内积

"’0+"#0 矢量"’0和"#0的张量积

"’0"#0 矢量"’0和"#0的张量积的简写

5# 矩阵5的复共轭

56 矩阵5的转置

57

矩阵5的埃尔米特变换或称为矩阵5 的伴随

57 " "56##!1 45 6- 8

7

"
1# -#

4# 85 6#

1’"5"#0 矢量"’0和5"#0的内积!等于矢量57"’0和"#0的内积

(!(!*!量子态叠加与量子态纠缠!纠缠态"

量子态的叠加性源于微观粒子+波粒二象性,的波动+相干叠加性,"一个以

上的信息状态累加在同一个微观粒子上的现象#*量子纠缠状态"@G#FGHD@I
S#F#@#指的是两个或多个量子系统之间的非定域%非经典的关联!是量子系统内

各子系统或各自由度之间关联的力学属性"一个以上的微观粒子因微观系统的

特性相互交缠在一起的现象#$量子态可以叠加的物理特性是实现量子并行计

算的基础*量子态能够纠缠是实现信息高速的不可破译通信的理论基础!它们都

是量子信息理论中特有的概念$
"1#量子态的矩阵表示

例(一对量子比特

!!’(0& "#1
(

和’10& "#(
1

能够组成0个不重复的量子比特对"((0!"(10!"1(0!"110!它们张量积的矩阵
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表示如下(

!!’((0&’(0+’(0" "#1
( + "#1

(
"

1*"#1
(

(*"#
,

-

.

/
1
(

"

,

-

.

/

1
(
(
(

!!’(10&’(0+’10" "#1
( + "#(

1
"

1*"#(
1

(*"#
,

-

.

/
(
1

"

,

-

.

/

(
1
(
(

!!’1(0&’10+’(0" "#(
1 + "#1

(
"

(*"#1
(

1*"#
,

-

.

/
1
(

"

,

-

.

/

(
(
1
(

!!’110&’10+’10" "#(
1 + "#(

1
"

(*"#(
1

1*"#
,

-

.

/
(
1

"

,

-

.

/

(
(
(
1

很显然!集合2"((0!"(10!"1(0!"1104是四维向量空间的生成集合$
"’#量子态叠加与量子态纠缠

量子态的纠缠是量子系统内各子系统或各自由度之间关联的属性$经典系

统内也有此关联!但它反映在概率不相乘上!而量子态的纠缠却反映在概率幅不

相乘上$概率幅的叠加表现出量子力学特有的干涉现象!概率幅的纠缠将对量

子干涉产生重要的影响$
当量子比特列的叠加状态无法用各量子比特的张量乘积表示时!这种叠加

状态就称为量子纠缠状态$例如!有一量子叠加状态

!! 1
槡’

’((0(1
槡’

’1(0" 1
槡’

’(0’(0(1
槡’

’10’(0

由于其最后一位量子比特位都是"(0!因此能够将它写成量子比特 "1&槡’’(0(

1&槡’’10#与量子比特"(0的乘积(

!!
1
槡’

’(0(1
槡’

’1" #0’(0
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但是!对于下列的量子叠加状态(

!! 1
槡’

’(10(1
槡’

’1(0

无论采用怎样的方法都无法写成两个量子比特的乘积$这个叠加状态就称为量

子纠缠状态$
量子纠缠状态是量子信息理论中特有的概念!尽管处在纠缠的两个或多个

量子系统之间不存在实际物质上的联系!但不同的量子位却会因为纠缠而彼此

影响$正是由于+纠缠,的神秘性!使得一个量子的状态将同与之发生纠缠的另

一个量子的状态相关!似乎在它们相互之间的关联性比紧密结合的两个原子

还强$
说到量子状态叠加与并行处理的关系!现用以下两个简单的例子粗略地介

绍一下(例如十进制数1(和/!若用量子比特来表示!则可分别写成

!!’1(001( &’1(1(0"’10+’(0+’10+’(0

!!’/001( &’(1(10"’(0+’10+’(0+’10

取它们的叠加态就得到如下的表示(

!!!’1(001((’/001( "’1(1(0(’(1(10

!! "’10+’(0+’10+’(0(’(0+’10+’(0+’10

针对它们的叠加态可以利用量子算法同时处理十进制整数的1(和/$显然!状

态的各量子位是纠缠态!可以对这个叠加状态实施各种运算!其结果如同同时对

1(和/进行计算!最后通过测量即可分别获得1(和/的计算结果!实现两个数

物理上的并行计算$
更进一步!如果打算同时计算一个函数9"%#在%"%1!%’!3!%/ 一系列

位置上的取值!也可以取更复杂的纠缠态$例如!设置%和&"9"%#为两个存

储器!他们的量子态分别为"%00和"9"%#00!则下列纠缠态就包含了该函数整体

上的信息(

!!! 0
/

0"1
’%100+’9"%1#00

!! "’%100+’9"%1#00(’%’00+’9"%’#00(3(’%/00

+’9"%/#00 "1!0#

对它实施各种运算!就如同并行计算一个函数9"%#在%"%1!%’!3!%/

一系列位置上的函数值$由此可见!量子叠加状态是实现真正物理意义上并行
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计算的物质基础$

1!’!量子通信与量子加密

量子通信系统由量子态产生器%量子通道和量子接收设备组成$可以说它

是光纤通信技术的一种!只不过其量子信道利用光的量子特性!让一个个光子传

输(和1的信息$量子通信技术按其所传输的信息是经典还是量子而分为两

类!前者主要用于量子密钥的传输!开发无法破译的密码*后者则是量子瞬间传

送"#@D@E<=##!一种令人难以置信但在量子世界里确实可行的瞬间远距离+实物,
传输技术$

量子密码学是密码学与量子力学结合的产物$密码的关键在于密钥!早期

是暗密钥!即传送者和接收者要事先知道密钥才能阅读对方的信息$其缺点是

在传输过程中!密码可能被第三者不留痕迹地窃取且破解$而目前常用的加密

设备!通常用一较大的质数作公用密钥!它没有被窃取的可能!破解的关键在于

求一个很大整数的质因数$如前所述!以一个四百位数的整数来说!要求得其质

因数!最快的计算机大概要花上数十亿年的时间$因此!这样的安全机制几乎被

视为是无法破解的$然而!利用量子计算机能够在短时间内找出超大整数的质

因数!这样!一旦研发出量子计算机!对现代的金融甚至国防安全体系就会带来

很大的威胁$
如何使信息传输快速%方便而又安全!是信息科学的主要课题$早在13.(

年!美国科学家威斯纳"+&Q"@SG@=#就提出如何将量子特性用于密码科学!利用

单量子态制造不可伪造的+电子钞票,$这个构想因量子态的寿命极短而无法实

现!但却让*,T 的贝内特"8&,@GG@###博士和加拿大学者布拉萨德">&,=FSU
SF=I#想到可将单量子态用于传送信息$量子密码技术并不用于传输密文!而是

用于建立%传送解码本$根据量子力学的测不准原理!任何观测都会立刻改变系

统的状态!因此!任何窃听者都会被发现!从而保证解码本的绝对安全!也就保证

了加密信息的绝对安全$
最初的量子密码通信利用的是光子的极化特性!目前主要的方法则用光子

的相位"纠缠态#特性进行编码$简单地说!如果传送者 B先传送一组随机比特

序列给接收者,!此随机比特序列是以偏极光子或纠缠态光子来表示!随后 B
再与,沟通!以便确立解码本$在后来的沟通过程中!即使被窃听者8听到!8
也无法知道光子的状态$如果8试图去拦截光子!由于不知道光子的状态!会

得到错误消息$甚至!光子的状态会因为8的观测而改变!这时!B与,便会察

觉8的存在$解码本确立之后!便可按照解码本来加密资料并传送$
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量子密码的优点是可检查解码本是否被盗用$当然!环境噪声也有可能破坏

解码本中的比特而留下痕迹!因此量子密码必须以所有机器正常运作为前提!如何

在有光源噪声的环境下也能正常运作!是量子密码实用化所面临的最大难题$
量子信息在通信领域最奇妙的应用应该是量子瞬时传输!即脱离实物的一

种实物信息传送!其基本想法是(先提取原物所有的信息!类似扫描一样!在这过

程中同时将原物体毁掉!然后将这些信息传送到接收地点!接收者依据这些信息

制造出完全相同"具有相同微观结构#的三维空间原物体$但是!根据量子力学

的测不准原理!越精确的测量或扫描!越容易在扫描过程中改变原物体微观粒子

的量子状态!这样在提取原物体的全部信息前!原物体可能已面目全非了$因

此!长期以来!量子瞬时传送不过是一种幻想而已$
直到上世纪3(年代初!包括贝内特博士在内的六位科学家提出了利用经典

与量子相结合的方法来实现量子瞬时传输(将原物体的信息分成经典信息和量

子信息两部分!经典信息是发送者对原物体进行某种测量"扫描#而提取原物体

的一部分信息!量子信息是发送者在扫描中留下未测量的信息*经典信息和量子

信息分别经经典通道和量子通道传送!接收者获得这两种信息后!就可以备制出

原物体量子态的完美复制品$该方案中最关键的地方是量子信息部分的传送!
发送者甚至对这部分量子信息一无所知!因此量子信息部分的传送!是接收者利

用一对纠缠光子态!通过将其中的一个光子备制到原物体的量子态上来提取原

物体的信息!并非由发送者传送给接收者!从而保证信息的完整性$
利用一对纠缠态光子实现瞬时传输的物理基础在于量子力学"纠缠态#的非

定域特性$量子力学的非定域性是指一旦两量子系统的状态"比如两光子的极

化态#构成纠缠态"例如’((0(’110#!则不管后来这两个量子系统间的距离被

分隔多远!且它们之间可能不再有力学上的交互作用!但只要仍保持在纠缠态!
它们之间超强的量子关联性就不会改变$早在’(世纪2(年代!伟大的科学家

爱因斯坦对量子态的这种远距离关联性提出了质疑!即著名的爱因斯坦 波渡斯

基 罗逊"C"GS#@"G 6<I<DSXL A<S@G!简称C6A#谬论!他认为自然界不可能存

在这种非定域的现象!一定是量子力学在某个地方出错了$直到2(年后!贝尔

"R&+&,@DD#证明爱因斯坦的定域性观念与量子力学是不兼容的"贝尔定理#!’(
世纪.(年代许多实验进一步证实了量子态的非定域性$但即使量子态的这种

非定域性确实存在!人们认为这种超距离的量子关联特性并不具真正的实用意

义!因为这种非定域关联并不直接传送信息$直到量子瞬时传输实现后!人们对

量子力学的非定域性所展现出来的神奇效应才有了更深入的认识$
量子瞬时传输不仅对人们认识量子力学的神秘规律具有重要意义!而且可

以用量子态作为信息载体!通过量子态完成大容量信息的瞬时传输!并具有原则
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上无法破解的量子保密通信功能$133.年!奥地利学者塞林革"B&Z@"D"GH@=#和

合作者在国际上首次完成了未知量子态的远距传输!成功地将一个量子态从甲

地的极化光子传送到乙地的极化光子上$实验中传送的只是表达量子信息的

+状态,!作为信息载体的光子本身并不被传送$随后!美国加州理工学院的肯保

"P&R&["9!D@#教授和合作者用光的压缩态!成功地将一束光从一个房间转移到

另一个房间$为了进行远距离的量子态瞬时传输!必须让相距遥远的传送和接

收两个系统一直保持在纠缠状态$但由于各种不可避免的环境噪声!使量子纠

缠态的纠缠性随传输距离的增加而变得越来越差$因此!如何保持量子纠缠态

的纯度是目前量子通信研究中的难题$
总而言之!量子信息技术在计算速度%通信安全%信息容量等方面!可远远突

破传统信息系统的极限$量子计算机具有超强的平行计算能力!能够解决传统

计算机难以解决的许多重要问题$虽然当前量子信息无论在理论上还是实验上

都不断地获得重要的突破!但是想要有效地制备和操作实用的量子信息系统!还

是相当困难的$

1!2!量子计算

物理学家费曼"A&6&\@LG9FG#生前曾认真地研究过用量子力学理论!实现

量子计算并构建量子计算机$费曼的构想虽然在当时引起了部分科学家很大的

兴趣!但大家对量子计算的概念基本上停留在+原则上可行,的状态!原因之一是

由于量子态的测不准性质和量子系统容易受噪声干扰!使量子运算很容易出错$
1330年!量子计算的基本问题取得突破性的进展$美国电话电报公司"B5]5#
计算机专家苏尔"6&+;<=#证明量子计算机能快速地进行大因数分解!他还发展

出第一套量子算法编码$但是这靠传统计算机是无法有效实现的!从而使量子

计算机的研究进入实验时代$
简单地说!量子计算就是利用量子态进行信息处理的方法!其实体设备称为

量子计算机$量子计算机的基本原理就是通过量子力学的运用!将微晶体管压

缩到原子般大小!然后在极小的面积上放入数十亿颗量子微晶体管!进而利用量

子态的叠加性和相干性进行信息运算%保存及处理$
在传统计算机中!运算对象是各种比特序列!在量子计算机中!运算对象是

量子比特序列!所不同的是!量子比特序列可以处在各种正交态的叠加态上$以

一个由2比特组成的序列为例!可以用7个三位二进制数表示 (̂((!((1!(1(!
3!111!分别代表(到.这7个数字$由这三位比特序列构成的经典存储器每

次只能记录这7个数字中的一个!但量子存储器可以在同一时刻以量子叠加态
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同时记录这7个不同的数字!这意味着用更多的量子比特组成的存储器!其存储

信息的能力将呈指数增加$0个量子比特可同时存储1)个不同的数字!/个量

子比特可同时存储’/ 个数字$换句话说!在相同比特位数下!量子计算机记录

信息的容量是目前传统计算机的’/ 倍$用2((量子比特就能存储比已知宇宙

中所有原子的总数还要多的数字$
另一方面!计算机运算是由逻辑门电路做基本组件的!而量子计算机则由量

子逻辑门电路构成其运算组件$与传统计算机不同的是!量子计算机中的量子

逻辑组件对应于数学上的一个幺正变换矩阵$例如!量子逻辑门不仅可以将"(0
态和"10态做交换!还可以将"(0态和"10态变为它们的任意叠加态$

更为关键的是!量子计算会将存储器内的量子比特变换为纠缠态$量子纠

缠指的是两个或多个量子系统之间具有的非经典的强关联$例如!两个量子比

特可构成纠缠态 "’((0(’110#!其特性是它不能被分解为两个单独量子比特

状态的乘积$因此!纠缠态内量子比特间具有很强的相干性或关联性!其中一个

量子比特状态被改变或测量时!也决定了纠缠态内所有其他比特状态的相应变

化!这类特殊量子态提供了量子平行处理的可行性$量子平行处理就是对量子

态每一叠加分量进行幺正变换!所有这些变换在同一时刻一次完成!并按一定的

概率幅叠加起来得出结果$一台2’个量子比特的计算机!其能力相当于0(亿

台传统计算机作平行运算$如果求一个0((位的数字的所有质因数!目前最快

的计算机大概要花上数十亿年的时间!而量子计算机只需要几分钟的时间$
除了进行平行计算外!量子计算机的另一重要用途是模拟量子系统$虽然

现在的计算机已被广泛用来解各种复杂的量子力学问题!但正如费曼先生生前

指出!用传统计算机模拟真实的量子演化过程是不切实际的!因为用一般计算机

模拟量子系统所需的时间随系统的大小呈指数增长$另一方面!传统计算机中

的随机变量都是虚假的!而量子态是一种真正的随机分布!量子计算机内的运算

过程本身就是量子态的一个变换过程!因此只有量子计算机能瞬间模拟量子系

统的演化$
不管是量子平行计算还是量子模拟计算!本质上都是利用量子纠缠态特有

的相干性$但在实际系统中!量子纠缠态很难维持$在量子计算机中!由于量子

比特是由原子或其他微粒子系统所构成!很容易受外部环境影响!导致量子相干

性的消失!称为退相干!从而使运算容易产生错误结果$要使量子计算成为现

实!最重要的问题就是克服这种退相干!其最有效的方法是在发生退相干前完成

运算!或用误差修正的方法消去因退相干引起的错误$前者依赖于纠缠态的寿

命!一般说来!一个量子信息由产生到消失的时间只有十亿分之一秒*而后者是

同时做几种相同的运算!并不断对相应状态做比较!发生偏差时及时修正!但这
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样的方法会降低运算效率$如何保持纠缠态不衰减!或当纠缠态发生偏差时及

时修正!是目前量子信息研究中最基本且亟待解决的问题$

1!0!经典解读

在学习量子信息理论的有关内容之中!我们会遇到一些量子力学的经典术

语!它们的背后涉及到一些有趣的概念!我们将用有限的篇幅做一个简单的通俗

易懂的介绍$

(!)!(!薛定谔猫与+#,佯谬

’(世纪的前四分之一的时间中!人们逐渐发现微观客体"光子%电子%质子%
中子等#既有波动性!又有粒子性!即所谓+波粒二象性"_F?@ EF=#"KD@I%FDU
"S9#,$+波动,和+粒子,都是经典物理从宏观世界里获得的概念!在人们的认

知和常识的范畴之内!容易直观地理解它们$然而!微观客体的行为与人们的日

常经验相差甚远!对每一个观察者来说显得十分的+怪诞,和+神秘,!很难顺理成

章地接受$微观粒子的波粒二象性告诉我们(微观客体既是粒子也是波!它是粒

子和波两象性矛盾的统一$此时波虽不再是经典概念下的波!但它却具有波动

性中最本质的东西’’’波的+相干叠加性,*粒子也不再是经典概念下的粒子!因

为它不满足+粒子有确切轨道,的属性!但它却具有粒子运动最本质的现象’’’
粒子的直线运动与反射$由于微观粒子的波粒两象性使得人们不得不引入波函

数#":#"量子态#来描述它们的状态$
由于微观粒子的波动呈现出它运动的一种统计规律!因此称此波动为概率

波"E=<!F!"D"#L_F?@#$波函数#":#的绝对值的平方等于粒子在点:附近出现

的概率,(

!!,":#"##":##":#"’#":#’’

也就是说!"#":#"’*%*&*+代表在点:附近的小体积元*%*&*+中找到粒子

的概率!因此也称#":#为概率波幅"E=<!F!"D"#LF9ED"#%I@#$#":#是量子力学

里最基本%最重要的概念$#":#是复数!它含有模"#":#"和相位’":#两部分

!!#":#"’#":#’@"’":#

著名物理学家费曼曾指出(量子力学的精妙之处在于引入概率波幅"即量子

态#的概念$事实上!微观世界千奇百态的特性正是起源于这个量子态!而关于

量子力学理论是否完备的C6A佯谬长期激烈争论的焦点也在这个量子态上$
在量子力学近百年的学术争论中!影响最大的就是薛定谔于132/年提出的所谓
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+薛定谔猫,佯谬和爱因斯坦等人在132/年提出的C6A佯谬$
"1#薛定谔猫

图1 2刻画了所谓的+薛定谔猫,的假想实验$薛定谔设想在一个封闭容

器里有个放射源和一只猫!放射源以每秒(!/几率释放一个粒子$换句话说!按

照量子力学的叠加性原理!一秒钟后体系处于无粒子态和一个粒子态的等几率

幅叠加态$一旦粒子发射出来!它将启动一传动机构落下一铁锤打破装有氰化

氢的瓶子!毒气释放后会导致容器里的那只猫立刻死亡$当然!如果无粒子的发

射!这一切均不会发生!猫仍然活着$现在的问题是(一秒钟后容器里的猫是死

还是活- 既然放射性粒子是处于(和1的叠加态!那么这只猫理应处于死和活

的叠加态$这只在特定状态下的半死半活的猫就是著名的+薛定谔猫,$+薛定

谔猫,的意义在于薛定谔通过这个假想实验将看不见的微观世界与我们熟悉的

宏观世界联系起来!诱导观察者本能地用已有的宏观思维去考虑微观客体的行

为!从而得到不可思议的结论$

图1 2!+薛定谔猫,的假想实验

在这个假想实验中!抛掉+猫,这个宏观形象表征之外!薛定谔想要阐述的物

理问题是(微观世界遵从量子叠加原理!那么!如果自然界确实按照量子力学运

行的话!宏观世界也应遵从量子叠加原理$薛定谔的实验装置巧妙地把微观放

射源与宏观的猫联系起来!最终诞生出这只死活不定的薛定谔猫!结论似乎否定

了宏观世界存在可以区分的量子态的叠加态$然而!随着量子光学的发展!人们

研究各种制备宏观量子叠加态的方案!133.年科学家终于在离子阱中观察到这

种+薛定谔猫,态!即一个被观察的粒子在同一时间里处于两个不同的状态$薛
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定谔的问题还可以进一步扩展为(宏观世界中是否存在量子效应- 事实上!大量

实验事实都肯定地回答了这个问题$最近几年引起广泛兴趣的玻色’爱因斯坦

凝聚的实验研究进展更有力地证实了宏观量子效应$
"’#C6A佯谬

+C6A佯谬,在近)(多年的量子力学发展中起着重要的推动作用$这个实

验是爱因斯坦等人与量子力学创始人之一的玻尔就有关量子力学是否自洽%是

否完备的学术争论而引发的一系列假想实验中的一个著名的思想实验!这个思

想实验所预示的结果完全遵从量子力学原理!但却令人难以接受$132/年由爱

因斯坦与波多尔斯基",&6<I<DSXL#%罗森"-&A<S@G#联名发表一篇论文!以该思

想实验结论的方式对量子力学的完备性提出了质疑$
爱因斯坦等人考虑两个粒子B和,组成的一对总自旋为零的粒子对"称为

C6A对#!两个粒子随后在空间上分开!并设想分开的距离如此之大!以至于对

粒子B进行的任何物理操作都不会对粒子,产生干扰$假定将粒子 B放在地

球位置%1 上!而将粒子,放在月球位置%’ 上!则两者之间的距离为1"%1)
%’$如在地球上测得粒子B的位置为%!就意味着测得粒子,的位置为%)1*
如在月球上测得粒子,的动量为,!就意味着测得粒子B的动量为4,*这就是

说对粒子B的位置和动量都进行了测量!相当于对粒子,的同一物理量也进行

了测量$量子力学"测不准原理#宣称!我们不能对粒子 B的位置和动量同时进

行精确的测量!这就是说!在测量粒子B位置的同时!连粒子,的动量也不能精

确测量了$+C6A对,理论认为若单独测量B"或,#的自旋!则自旋可能向上!也

可能向下!各自概率为(!/$但若地球上已测得粒子 B的自旋向上!那么!月球

上的粒子,不管测量与否!必然会处在自旋向下的本征态上$爱因斯坦认定真

实世界绝非如此!月球上的粒子,决不会受到地球上对B测量的任何影响$因

此!下列结论二者必居其一($ 存在着即时的超距离作用!在测量粒子B的位置

的同时!立即干扰了粒子,的动量*% 一个粒子的位置和动量本来同时是有精

确值的!只是量子力学的描述不完备$由此得出的结论是量子力学不足以正确

地描述真实的世界$玻尔则持完全相反的看法!他认为粒子B和,之间存在着

量子关联!不管它们在空间上分得多开!对其中一个粒子实行局域操作"如上述

的测量#!必然会立刻导致另一个粒子状态的改变!这是由量子力学的非局域性

所决定的$
这场争论的本质在于(真实世界是遵从爱因斯坦的局域实在论!还是玻尔的

非局域性理论$长期以来!这个争论一直停留在哲学上!难以判断+孰是孰非,!
直到贝尔基于爱因斯坦的隐参数理论而推导出著名的贝尔不等式!人们才有可

能在实验上依据贝尔不等式寻找判定这场争论的依据$法国学者首先在实验上
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证实了贝尔不等式可以违背!即爱因斯坦的局域实在论在微观世界不是真理!支

持了玻尔的看法$之后!随着量子光学的发展!有更多的实验支持了这个结论!
即宏观世界遵守贝尔不等式!而微观世界能够违背贝尔不等式$133.年瑞士学

者更直截了当地在1(千米光纤中测量到作为C6A对的两个光子之间的量子关

联$因此!现在可得出结论($ 量子力学是正确的"起码迄今完全与实验事实相

自洽#*% 非局域性是量子力学的基本性质$现在由爱因斯坦等人在其佯谬中

首先揭示的量子关联效应常被称为C6A效应!它是非局域性的体现$
事实上!按照量子力学理论!C6A粒子对是处于所谓纠缠态的一对粒子!这

个量子状态最大地违背贝尔不等式$它有着奇特的性质(无法单独地确定某个

粒子处在什么量子态上!这个态给出的惟一信息是+两个粒子之间的相互关联,
这类整体的特性$现在实验上已成功地制备出这类具有纠缠性的量子态$

(!)!$!贝尔态基与量子隐形传态

上一节说到了量子力学中有著名的贝尔不等式$爱因斯坦等人认为量子力

学只给微观客体以统计性描述是不完备的!因为这样的描述不能解释微观粒子

的某些行为$玻姆认为有必要引入一些附加变量对微观客体作进一步的描述!
因此有了隐变量理论$贝尔源于隐变量理论推出了这个著名的不等式$由于贝

尔不等式与量子力学的预言不相符!因此人们有可能通过在满足必须的条件下!
实验结果是否满足不等式来判定以玻尔为代表的哥本哈根学派对量子力学的解

释是否正确!即量子力学是否自洽%本身是否完备$
贝尔不等式大致给出这样的一个事实(假设两个观察者B和,分别对光子

对的个别光子做偏振测量!两人可以任意选择各种不同的测量基底!假设 B选

了1和1;两种基底!而,选4和4;$用<"1!4#代表当B用基底1而,用基底4
时!在他们重复多次同样的实验后!统计的结果+平行,与+垂直,的两种几率差

"即期望值#!那么经典的理论预测总是有以下的不等式(

!!)’$<"1!4#)<"1!4;#(<"1;!4#(<"1;!4;#$’

这就是贝尔不等式$用某个算符=
1
"称为贝尔算符#在一定量子态上的平均值将

贝尔不等式表示成

!!)’$ 1#’=
1
’#0$’

贝尔算符的全套本征态称为贝尔态基$贝尔态基由如下0个态矢组成(
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贝尔态基也可以写成下列形式(

!!’#">#0"
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槡’
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槡’
"1

槡’
"’(0+’(0>’10+’10#(!"’%((0!’%1(0#

在科学幻想小说或电影中!有时会出现这样的场面(一个神秘人物突然在某

个地方消失了!其后又在另一个地方莫名其妙地显现出来$这便是远距隐形传

物"5@D@E<=#F#"<G#的 概 念!它 仅 仅 是 一 种 幻 想$下 面 要 讲 的 量 子 隐 形 传 态

"J%FG#%95@D@E<=#F#"<G#根据量子力学原理却是真实可行的$
所谓隐形传态指的是脱离实物的一种+完全,的信息传送$从物理学角度!

可以这样来想像隐形传送的过程(先提取原物的所有信息!然后将这些信息传送

到接收地点!接收者依据这些信息!选取与构成原物完全相同的基本单元!制造

出原物完美的复制品$
1332年,@GG@#等来自0个国家的六位科学家"如图1 0所示#联名发表的

一篇文章中提出了量子隐形传态的设想!其原理就是利用量子态纠缠C6A粒子

对的远程关联$六位科学家设想利用经典方法与量子理念相结合的方法实现量
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子隐形传态的方案(将某个未知量子态的粒子 B从甲地传送到乙地!将乙地的

另一个粒子,制备到B的量子态上!而原来的B粒子仍然留在甲处$方案实现

的基本思想是(由原物的信息生成经典信息和量子信息两部分!它们分别经由经

典通道和量子通道传送给接收者$经典信息是由发送者对原物进行某种测量而

获得的信息!量子信息是发送者在测量中未提取的其余信息*接收者在获得这两

种信息后!就可以制备出原物量子态的完全复制品$该过程中传送的不是原物

本身!而仅仅是原物的量子态的信息$发送者甚至可以对要传送的量子态一无

所知!而接收者则是将另一个粒子备制到原物的量子态上$在这个方案中!纠缠

态的非定域性起着至关重要的作用$量子力学是非定域的理论!这一点已被违

背贝尔不等式的实验结果所证实!因此!量子力学展现出许多反直观的效应$在

量子力学中能够以这样的方式制备这样的两个粒子’’’C6A对!它们之间的关

联不能被经典地解释$量子隐形传态不仅在物理学领域对人们认识与揭示自然

界的神秘规律具有重要意义!而且可以用量子纠缠态作为信息传播的媒体!通过

量子纠缠态的传送完成大容量信息的高速传输!和实现原则上不可破译的量子

保密通信$

图1 0!"#<E!D@M##A"K;F=IR<‘SF!Q"DD"F9[&Q<<##@=S!8;F=D@SP&,@GG@##&
",<##<9D@M##>"DD@S,=FSSF=I!8DF%I@8=aE@F%!BS;@=E@=@S&
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图1 /描述了量子隐形传态实验装置和量子隐形传态全过程的示意图(量

子通信系统的基本部件包括量子态发生器%量子通道和量子测量装置$按其所

传输的信息是经典还是量子而分为两类$前者主要用于量子密钥的传输!后者

则可用于量子隐形传态和量子纠缠态的分发$
首先在C6A备制中心通过非线性晶体下转换器备制好C6A光子对"粒子

’%2的纠缠态#!并将光子’分发到BD"K@!光子2分发到,<!处*将所要传递的

信息通过起偏器体现在光子1的量子态中$然后将光子1和’通过光分束器产

生纠缠!随即发生纠缠交换$然后BD"K@测量并判断粒子"1%’#处于哪个贝尔纠

缠态!并向,<!通过经典信道传送测量结果$最后,<!通过偏振分析器和两个

光子检测器来测量光子2的偏振态!即可获知光子1所加载的信息$其中信息

是分经典信息和非经典信息两部分传递的($ 通过经典信道传送的经典信息是

BD"K@所测得"1%’#粒子的贝尔态*% 通过C6A粒子对的纠缠态瞬间传递的非

经典信息是,<!所得到的粒子2的量子态$所以全过程不可能在类空距离上

传递!因果律并未遭到破坏$此外!在整个过程中第三者绝对不可能+偷听,!因

此通信的保密性是绝对可靠的$

图1 /!量子隐形传态的实验装置示意图
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以下用数理解析的方式将整个信息的传递过程叙述如下$设想是这样的(
一个自旋概率(!/的粒子"或光子#的量子态"’0中包含了所要传递的信息!BDU
"K@"以下简称B#欲将此信息传给远方的,<!"以下简称,#$

事先准备好C6A粒子对"’%2#!使它们自旋方向相反!处在下列贝尔纠

缠态(

!!’#")#
’2 0"

"’(10)’1(0#
槡’

" 1
槡’

"’("’#0+’1"2#0)’1"’#0+’("2#0#

粒子’掌握在B手中!粒子2送到,处$所要传递的信息体现在粒子1的量子

态中(

!!’’10"1’("1#0(4’1"1#02
1"#4

下一步是B对粒子1和C6A粒子对"’%2#的联合系统进行测量$这时 B所面

临的粒子态为

!!’#1’20"’’10+’#")#
’2 0

!!!!! " 1
槡’

"’("1#0+’("’#0+’1"2#0)’("1#0+’1"’#0+’("2#0#(

4
槡’

"’1"1#0+’("’#0+’1"2#0)’1"1#0+’1"’#0+’("2#0#

在B这里的粒子是"1%’#!B所做的测量是判断粒子1和粒子’处于哪个贝尔

纠缠态$为了分析这个问题!需要将上述波函数按粒子"1%’#的贝尔态基展开(

!!’#1’20"’! 20+’#")#
1’ 0(’" 20+’#"(#

1’ 0(’# 20+’(")#
1’ 0(

’& 20+’("(#
1’ 0

由于贝尔态基是正交归一!因此可以求出0个待定系数("! 20!"" 20!

"#20!"&20$例如!可以利用下列方法求出"!20(

!! 1#")#
1’ ’#1’20"’! 201#")#

1’ ’#")#
1’ 0(’" 201#")#

1’ ’#"(#
1’ 0(

’# 201#")#
1’ ’(")#

1’ 0(’& 201#")#
1’ ’("(#

1’ 0

则

!!’! 20" 1#")#
1’ ’#1’20

"
11"’#("1#’)1("’#1"1#’

槡’
)
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!!! !1"’("1#("’#0’1"2#0)’("1#1"’#0’("2#0#(4"’1"1#("’#0’1"2#0)’1"1#1"’#0’("2#0#
槡’

"1
’
"11"’#("1#’("1#("’#0’1"2#0)11"’#("1#’("1#1"’#0’("2#0)1("’#1"1#

’("1#("’#0’1"2#0(1("’#1"1#’("1#1"’#0’("2#0#(4
’
"11"’#("1#’1"1#("’#0

’1"2#0)11"’#("1#’1"1#1"’#0’("2#0)1("’#1"1#’1"1#("’#0’1"2#0(
1("1#1"’#’1"1#1"’#0’("2#0#

"1
’
"(’1"2#0)1’("2#0)(’1"2#0((’("2#0#(4

’
"(’1"2#0)(’("2#0

)1’1"2#0((’("2#0#

" 1
’
"1’("2#0(4’1"2#0#

用同样的方法即可求出"#1’20式里的系数(

!!’! 20" 1#")#
1’ ’#1’20")1

’
"1’("2#0(4’1"2#0#

!!’" 20" 1#"(#
1’ ’#1’20")1

’
"1’("2#0)4’1"2#0#

!!’# 20" 1(")#
1’ ’#1’20" 1

’
"1’1"2#0(4’("2#0#

!!’& 20" 1("(#
1’ ’#1’20" 1

’
"1’1"2#0)4’("2#0#

写成矩阵形式!则有

!!’! 202)
1"#4

!!’" 202
)1
!" #4

"
)1 (
!" #( 1

1"#4

!!’# 202
4"#1

"
( 1" #1 (

1"#4

!!’& 202
)4
!" #1

"
( )1" #1 (

1"#4
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也就是说!"!20%""20%"#20%"&20都是’’202
1"#4

经过某一幺正变换得到

的量子态$
当B对于"#1’20进行"1%’#粒子贝尔态基的分析时!整个波函数以一定的

概率随机地塌缩到某个贝尔态"譬如"("W#
1’ 0#上!此时,手中的粒子2立即塌缩

到与之对应的"&20上$这意味着粒子1和粒子’纠缠在一起!而粒子2与粒子

’解除了纠缠$此过程称之为纠缠的交换"CG#FGHD@9@G#+_FEE"GH#!它是不需

要传递时间的$但,仍不知道B要传递给他的量子态"’10是什么!除非他知道

B测得的是"1%’#粒子的哪个贝尔态$这时 B通过经典的办法"譬如打电话或

电报#告诉,测量的结果!于是,就知道用怎样的逆幺正变换把手中粒子2的

量子态变回"’10!这便是B想要传递给他的量子态信息$

(!)!’!量子态不可克隆定理的说明

量子态不可克隆定理的道理很简单!因为量子力学的理论是线性的$
由于量子态具有叠加性!因此单次测量是不能完全得知一个量子态的$例

如在一次测量自旋量子态

!!’’0"$’30(%’40

的自旋+分量中!我们会得到它的本征值之一5W1&’6或541&’6!但不可能得到

它的全部本征值!更不可能知道它们的概率幅$和%$由于该次测量!这时此量

子状态已塌缩了!不可能对它再进行重复测量$为了获取一个量子的完整信息!
能不能将这个量子态复制出大量样本呢- 有证明指出(任意量子态是不能复制

的$这便是量子态不可克隆"-<GKD<GF!"D"#L<MB+"GHD@J%FG#%9#定理$定理

的证明可以简述如下$
设B和,是两个量子系统!它们分别处于"’B0和"(,0状态!后者是系统,

在拷贝前所处的空白状态$假设有某种操作能够把系统 B的任意量子态拷贝

到系统,上!即

!!’’B0+’(,0 566
拷贝

’’B0+’’,0

那么!同样的操作当然也能够将另一量子态从系统 B拷贝到系统,上(

!!’#B0+’(,0 566
拷贝

’#B0+’#,0

取它们的叠加态

!!’#0"’’B0(’#B0
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按量子态的线性叠加原理!有

!!’#0+’(,0"’’B0+’(,0(’#B0+’(,0

!! 566
拷贝

’’B0+’’,0(’#B0+’#,07’#B0+’#,0

因为

!!’#B0+’#,0"’’B0+’’,0(’#B0+’#,0(’’B0+’#,0(’#B0

+’’,0

结论的矛盾表明!量子态的线性叠加原理排斥了克隆任意量子态的可能性$
量子不可克隆定理是信息理论的重要基础!它为量子密码的安全性提供了理论

保障$

(!)!)!-#问题#量子并行计算与./01算法的思想简介

量子并行计算的能力来自于量子态的可叠加性!是量子信息理论应用的一

个重要分支$
量子计算机对每一个叠加分量实现的变换相当于一种经典计算!所有这些

经典计算同时完成!并按一定的概率振幅叠加起来!最终给出量子计算机的输出

结果!以这种方式实现的信息处理叫量子并行处理$量子并行处理大大提高了

量子计算机的效率!使其可以完成经典计算机很难完成的工作!例如大自然数的

因子分解$经典计算机中的A+B公钥体系就是利用两个大素数的乘积难以分

解实现加密的$
经典信息处理的最基本单元是比特","#!即二进制数(或1#$一个按照一

定数学规则给出的随机二进制数据串就构成一个密钥!经典通信中最难解决的

问题是密钥分配问题$由于密钥分配不是绝对保密的!经典密码也就不可能绝

对保密$然而!基于量子力学线性叠加原理和不可克隆定理的量子密钥分配却

可以解决密钥分配的保密性问题$
算法中的计算量!顾名思义!是指解决某问题所需要计算的时间$问题的计

算时间若以计算项数幂次上升的计算量完成!我们称此问题为6问题"6为英文

多项式6<DLG<9"FD的首字母#!包含所有此类问题的集合以6表示!因此6问题

是一个能用 b"/?#计算量解决的问题的集合$-6是英文 -<GI@#@=9"G"S#"K
6<DLG<9"FD的缩写!意思就是非确定性的多项式时间$人们猜测可能在6之外

还存在一类问题!其计算量是呈计算项数指数增加的!包含所有此类问题的集合

以-6表示$-6中有一批互依的问题又称之为 -6UK<9ED@#@类$13.1年古克

"+#@E;@GB&8<<X#发表了+5;@8<9ED@V"#L<M5;@<=@96=<?"GH6=<K@I%=@S,
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论文把6之外的问题归成了三大类!即 -6!-6UK<9ED@#@以及 -6U;F=I$对经

典计算机而言!一个呈幂次上升的计算量应该可以解决!但对一个呈指数上升的

计算量在/相当大时则毫无希望$因此!我们面临的一个问题是如何将一个呈

指数上升的计算量问题!简化成一个幂次上升的计算量问题$
经典计算中存在着一大类 -6问题!这类问题在经典计算机上是不能计算

的$例如-6问题的代表问题之一是售货员旅行问题$有一个售货员要开汽车

到/个指定城市去推销货物!他必须经过全部的/个城市$现在他有一张有此

/个城市的地图以及各城市之间的公路距离!试问他应如何取得最短的行程从

家中出发再回到家中$
如图1 )所示!5!=!3!@表示.个城市!而售货员要从5 城市出发再

回到5 城市并访问=!2!3!@所有城市$一个可行的方法是

55=525A5<5B5@55

图1 )!售货员的地图

上图中!5!=!2!3表示城市名!数字表示两城市之间的公里数距离$
问题是(这是否是最短路径- 也许

!!55=525A5<5B5@55

更近呢- 加起来的结果第一条路径总长为’2/千米!而第二条路径总长为’2(
千米!故第二条路径较短$但是!否存在一个更短的路径呢- 目前有的方法是一

个一个的排着试!但还没有找到更好可以寻得最短路径的方法$对.个城市而

言!共有)8".’(个排法!尚不算难!但若有’(个城市!则排法就有138 种$因

为

!!/8 8 ’)槡 / /" #@
/
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故

!!138 81!’1*1(1.

这一是一个非常大的数据!计算所需的时间随着城市个数/的增长而指数增长$
但是量子计算可以把其中的一部分 -6问题变成6问题!即问题的复杂度

随着比特位数的增长以多项式数量级上升$这类问题原则上是可以计算的$一

个具体的例子就是大因数分解!按经典计算复杂性理论!这个问题不存在有效算

法!所以被利用来进行经典密钥分配$但是如果用量子计算机结合+;<=量子算

法!这个问题就变成了6问题$
例如!为了对一个0((位的阿拉伯数字进行因子分解!目前最快的超级计算

机将耗时上百亿年!这几乎等于宇宙的整个寿命*而具有相同时钟脉冲速度的量

子计算机只需要大约一分钟$因此!对于目前的密码系统!即使人们几乎无法利

用经典算法对其进行破解!但如果人们拥有了一台量子计算机!那么目前的密码

系统将毫无保密性可言$这一后果是对目前的密码系统的巨大挑战!因而对基

于经典保密系统的行业"如军事%国家安全%金融等#的信息安全构成根本的

威胁$
举例来说!我们进行0位数乘0位数的乘法计算!最多只需二三十步"即步

数是0的多项式#即可完成!即使是小学生也能在很短的时间里算完$如果倒过

来!0位数乘0位数的乘积是7位数!即几亿的数量级!给你一个上亿的数字$
让你做因子分解!就可能难住你$一般是除了逐个用小于槡$的素数试着去除

它!别无其他什么妙法$而这样的素数有1(0!即上万个!一个一个的去试除要

花相当一段时间$这个问题用现代计算机去求解当然不成问题$那么给你一个

)(位的大数做因式分解会怎么样呢- 现在世界上最快的计算机每秒作1(11次

运算!每天7)0((秒!每年约2*1(. 秒!不停的计算!可作2*1(17 次运算$但求

解)(位大数的因式分解需要作 1(槡 )("1(2(次运算!约需2*1(11年!这是宇宙

年龄的’(倍8 然而量子计算机却有可望在以秒为单位的一段很短的时间内解

决问题$
人们普遍相信!大数的因式分解不存在经典的多项式算法"或者说有效算

法#$这一点在密码学中有着重要的应用$13..年A"?@S#%+;F9"=和 BI@D9FG
三人发明的A+B公钥体系!就是利用两个大素数的乘积难以分解来加密的$

1330年+;<=等人提出了一种大因素分解的量子多项式算法!引起了轰动$
+;<=算法的核心是利用数论中的一些定理!将大数因子分解转化为求某个函数

的周期$现将+;<=算法的思想梗概作一介绍$
设待分解的大数为 $!它的平方用二进制来表示有C 位!即 $’ 9’C 9
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’$’$选用的周期性函数为余函数类(

!!9"%#"1%9<I$ "1!/#

这里1"19$#是任选的一个与$ 互为素数的整数!%取从(到’C 的整数值!

9<I$ 表示取前面的数$ 被除的余数$显然9"%#所取的值属于正整数集合

21!’!3!$414!且是一个周期性的函数$举例来说!令$"10!取1"2!则

!!

9"(#"1!9")#"1!

9"1#"2!9".#"2!

9"’#"3!9"7#"3!

9"2#"12!9"3#"12!

9"0#"11!9"1(#"11!

9"/#"/!9"11#"/!

!!!

7

9"1’#"1

9"12#"2

7

它的周期6")!一般说来!对于大数$!选定一个1!若能求得式"1!/#中余函

数的周期6!设6 为偶数"若求得的周期6 为奇数!另选一个1重来#!则令5"
16&’(1!="16&’)1!求"5!$#和"=!$#的最大公约数2和A$由数论的结

果可知2和A 就是$ 的素因子$ "2*A$例如当$"10并选1"2时!求

得6")!于是5"’7!="’)!2".!A"’!$".*’$
虽然用量子计算机计算时!对于一个函数9"%#可以取纠缠态!但在一次测

量中只能得到非常有限的信息!此后该量子态就塌缩了$在+;<=算法中我们只

需要有关9"%#周期的信息!这可通过以下的傅里叶变换来提取$
取两组各有C个量子比特的存储器!通过幺正变换实现下式的纠缠状态(

!!! 0
/

0"1
’%000+’9"%0#00

!! "’%100+’9"%1#00(’%’00+’9"%’#00(3(’%/00+’9"%/#00

式中9"%#是由式"1!/#定义的余函数!/"’C$对存储器%作离散傅里叶变换(

!!’%00" 1
’槡C

0
’C)1

?"(
D’)"?%&’C’?00 "1!)#

"注(函数系@’)"?%&’C 是区间 46
’
!65 6’ 上的标准正交函数系!6 是9"%#的周

期#$于是两存储器里的纠缠态化为
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!!’#0" 1
’槡C %

’C)1

%"(
%
’C)1

?"(
@’)"?%&’C’?00+’9"%#00 "1!.#

这时第一个存储器"%存储器#变为?存储器$由于9"%#的周期性!上式中许多

项可以合并!而且大部分项相消或近似相消$只有?取下列各值时系数"概率

幅#明显不为((

!!?" 3’C5 66
!"3"(!1!3!6)1# "1!7#

式中6 是9"%#的周期!括号表示取大于它的最小整数$因此!除?"(外!

!!’C

? :6
3

!"3"(!1!3!6)1# "1!3#

以$"10!6")的例子来说!$’"13)!需要取C"7!’C "’/)!’C&6
"0’!)).!系数"概率幅#明显不为(的?值有

!!?"(!50’!)).6"02!57/!2226"7)!1’7!51.(!)).6"1.1!
5’12!2226"’10

这些是对?存储器进行测量时!实际上可能测到的?的本征值$要想求周

期6!就反过来计算’C&?"除?"(外#(

!!’C

? "’/)
02 "/!3/2:)

!!’/)
7) "’!3..: )

’

!!’/)
1’7"’: )

2

!!’/)
1.1"1!03.: )

0

!!’/)
’10"1!13): )

/

从若干个这样的数值不难推算出6")来$
在量子计算机中+;<=算法的每一步骤都是可以通过多项式算法来完成的$

所以!在量子计算机中+;<=算法是有效的算法$如果量子计算机能够实现!世

界上许多保密系统将受到严重的威胁$因此!为了保证这些领域的信息安全!也

为了拓宽人类对微观世界的认识!发展量子信息学刻不容缓(一方面!开发由量

22第1章!量子信息与量子计算的基本概念



子力学基本原理保证其保密性的量子密码系统*另一方面!研制按照量子力学基

本原理运行的量子计算机$

1!/!量子逻辑门"量子逻辑电路#简介

量子逻辑电路又称为量子逻辑门!量子逻辑门按其输入比特的个数可分为

单比特%二比特及三比特逻辑门等$
阅读表1 ’!让我们感到惊讶的是(描述单一量子比特逻辑门的矩阵E 都

是酋矩阵!也就是说EFE "G!这里的EF是E 的伴随矩阵$幺正性约束是量子

逻辑门上的惟一的约束$任何一个酋矩阵都可以指定为有效的量子逻辑门$有

趣的是(与经典信息理论中的比特逻辑门的情况相对照!经典信息理论中非平凡

单一比特逻辑门仅有一个!即非门"-b5HF#@#!而量子信息理论中有许多非平

凡单一量子比特逻辑门$

表( $!单比特的量子逻辑门和电路的记号

名!称 记!!号 说!!明

666 666PFIF9F=I P 1
槡’

1 15 61 41

666 6666F%D"Uc c ( 15 61 (

666 6666F%D"Ud d ( 4"5 6" (

666 6666F%D"UZ Z 1 (5 6( 41

666 6666;FS@ + 1 (5 6( "

)& 666 6667 5
1 (
( @")&5 60

!!注(@")&0是"的平方根!所以)&7HHF#@是6;FS@UHF#@的平方根!而6;FS@UHF#@自身又是6F%D"UZUHF#@的

平方根$
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表( ’!二比特的量子逻辑门和电路的记号

名!!称 记!!号 说!!明

8<G#=<DD@IU-b5

1 ( ( (
( 1 ( (
( ( ( 1

’

(

)

*( ( 1 (

+_FE

1 ( ( (
( ( 1 (
( 1 ( (

’

(

)

*( ( ( 1

8<G#=<DD@IUZ ;;;

1 ( ( (
( 1 ( (
( ( 1 (

’

(

)

*( ( ( 41

8<G#=<DD@IUE;FS@

1 ( ( (
( 1 ( (
( ( 1 (

’

(

)

*( ( ( "

表( )!三比特的量子逻辑门和电路的记号

名!!称 记!!号 说!!明

5<MM<D"

1 ( ( ( ( ( ( (
( 1 ( ( ( ( ( (
( ( 1 ( ( ( ( (
( ( ( 1 ( ( ( (
( ( ( ( 1 ( ( (
( ( ( ( ( 1 ( (
( ( ( ( ( ( ( 1

’

(

)

*( ( ( ( ( ( 1 (

\=@IX"G"8<G#=<DD@IUS_FE#

1 ( ( ( ( ( ( (
( 1 ( ( ( ( ( (
( ( 1 ( ( ( ( (
( ( ( 1 ( ( ( (
( ( ( ( 1 ( ( (
( ( ( ( ( ( 1 (
( ( ( ( ( 1 ( (

’

(

)

*( ( ( ( ( ( ( 1
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表( *!经常使用在量子信息图示描述中的记号

名!!称 记!!号 说!!明

T@FS%=@9@G# 投影到"(0和"10上

J%!"#
传送单’量子比特信号

的信息

8DFSS"KFD!"#
传送单’古典比特信号

的信息

-$%!"#
传送/个量子比特信号

的信息

图1 ."F#给出了单比特逻辑门的输入与输出!图1 ."!#给出了常用的单

量子比特逻辑门及其输入和输出的对照$

) )

$’(0(%’10666 666c %’(0($’10

$’(0(%’10666 666Z $’(0)%’10

$’(0(%’10666 666P $’(0(’10
槡’

(%
’(0)’10

槡’

!!!图1 ."F#单比特逻辑门!!!!!!!!!!图1 ."!#单量子比特逻辑门

图1 7"F#给出了多比特逻辑门及其输入输出对照!图1 7"!#给出了多量

子比特控制非门及其输入和输出$

图1 7"F#二比特逻辑门
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图1 7"!#二量子比特控制非门原型

这里对其中的两个重要且使用频繁的ZUHF#@和 PFIF9F=IUHF#@做一个简

要说明(

$ZUHF#@

!!I&
1 (
( )5 61

保持状态"(0不变!将状态"10的符号翻转成4"10$

% PFIF9F=IUHF#@

!!7 & 1
槡’

1 1
1 )5 61

图1 3!输入状态为 "’(0(’10#&槡’时利用

布洛赫球 PFIF9F=IUHF#@操作的可视化图示

这 个 逻 辑 门 有 时 被

描述 成 为 非 门 的 平 方 根

"+$%F=@UA<<# <M -b5#
门!它将"(0变换到"(0和

"10的 之 间 位 置 "’(0(

’10#&槡’"由 PFIF9F=IU
HF#@的第一列#上!同样它

也将"10变换到"(0和"10
的之间位置 "’(0)’10#&

槡’"由 PFIF9F=IUHF#@的

第 二 列#上$PFIF9F=IU
HF#@是量子逻辑门中最常

用的门之一$我们利用布

洛赫球可视化 PFIF9F=IU
HF#@的操作"如图1 3所

示#给 出 了 输 入 状 态 为

"’(0(’10#&槡’时!利用
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布洛赫球 PFIF9F=IUHF#@操作的可视化图示$图中显示出单一量子逻辑门对

应于布洛赫球的旋转和反射$PFIF9F=IUHF#@的操作恰好是布洛赫球关于&轴

3(e的旋转%然后是关于%轴17(e的旋转$

1!)!图灵机%经典计算机与量子计算机基本概念浅议

计算机科学自开始以来就以研究问题的可计算性以及演算法的效率为己

任$由于计算机的制造及运作方式各异!因此需要有一个理论模型来统一进行

探讨$132(年代初 BD<G‘<8;%=K;及 5%="GH提出了丘奇 图灵"8;%=K;U5%=U
"GH#理论!其论点涉及判定什么是计算%什么问题是可计算的%什么问题是不可

计算的这一切问题的最根本原则或标准$其中提出的图灵机是可以有效地描述

任意计算机行为的数学模型!给出了所有可有效计算问题的模型$图灵机的模

型虽然抽象!但是一般计算机上的算法均可有效地转化在图灵机上运算$电子

计算机诞生后!丘奇 图灵理论成为刻画电子计算机计算能力的最基本的理论依

据$.(年过去了!尽管新型的计算范例不断涌现!如神经网络计算%遗传计算%
进化计算%f-B计算等!但它们除了在计算复杂性方面"计算效率#较优!并没有

从根本上动摇丘奇 图灵论点$
133(年代以来!一种全新的更具挑战性的计算范例’’’量子计算机出现了$

它是不是超越了丘奇 图灵论点的界限呢- 是不是可以计算丘奇 图灵论点认为不

可能计算的问题呢- 对此人们产生了不同的看法!一种看法认为量子计算并没有

超越丘奇 图灵论点的界限!只不过量子计算有着电子计算机不可比拟的计算效

率*另一种看法认为量子计算超越了丘奇 图灵论点的界限!量子计算机能够计算

电子计算机或图灵机所不能计算的一些问题$那么究竟如何!先让我们回顾一下

图灵机与计算机%可逆计算%量子计算与量子计算机的相关概念$

(!&!(!图灵机#计算机与计算复杂度

经典计算机实际上就是一个通用图灵机"5%="GHU9FK;"G@以下简称 5T#$
通用图灵机是计算机的抽象数学模型$它的主要构成与一般计算机的结构类

似!具有处理单元以及记忆单元$利用一组设定好的控制程序!5T 可以进行运

算工作$5T 的主要构成有(
"1#记忆单元

5T 的记忆单元可以想像成是一条磁带!磁带上有一连串的存储单元!利用

一组固定的字符"FDE;F!@##记载着数据$磁带的长度不受限制!可以是无限长$
这是5T 和一般计算机最大的不同之处!因为一般计算机的记忆体无论其硬件
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能力如何!总是有限的$磁带上记录着运算过程开始前输入的数据%运算过程中

可能暂时产生的中间数据$以及运算终止时输出的数据$
"’#处理单元

5T 的处理单元可以想像成是一个读写头!读写头指向磁带中某个存储单

元!读写头可以读取该位置的数据!或是写入新的数据!并可在磁带上左右的移

动!读写头中另有一个暂存器记录着5T 当下所处状态$
"2#控制程序

5T 的控制程序负责决定读写头在不同状态下遇到不同数据时所进行的操

作!读写头可以对磁带写入数据!或是移动位置至左右两边的存储单元!也可更

改5T 的状态$整个图灵机的运算过程由控制程序完全决定$

图1 1(!5T的磁带及读写头

图1 1(是一个简单的5T 示意图!磁带上的存储单元自(开始向无限大

延伸!读写头一开始指向磁带位置(的存储单元!并处于状态J($
图1 11是5T 的运算过程的范例!原本读写头指向存储单元’并处于状

态J(!控制程序依照状态J(及存储单元上的数据1!决定将数据更改为4!并将读

写头左移至存储单元1同时将状态改为J1$

图1 11!5T运算过程

可以综合前述内容!将5T 正式定义如下(
一台图灵机"5T#是一个三元组K " "L!0!*#!其中

L是一个有限非空集合!表示5T 的状态*

0是一个有限非空集合!表示运算开始前输入数据的字符!其中有一特别的

符号+代表空白*

*是表示5T 的控制程序的状态转换函数!该函数自L*0 映射至L*0
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*A!A"2C!M!$4$C%M和$ 分别代表读写头往左移动一格%往右移动一格或

不移动$
可以如下方式定义5T 的三元组态(

5TK 的三元组态为-!代表在某一时间点上!所有可用以描述 K 的信息!
包括K 磁带中的所有内容%读写头所在位置%5T 所处状态J<L*

5TK 假设出于组态-的状态!定义其后续组态-;为依照状态转换函数!考

虑目前所处状态J及读写头所在的磁带内容+后所得的结果$以- 566K -;表示

这一状态转换动作$
规定5TK 初始时的组态为(读写头在位置(*5T所处状态为J(*磁带上输

入的数据为有限个!假设输入数据的数量为N!则它们在磁带上的位置为1,N$

5TK 的终止条件为当其进入一个特别定义的状态JM!此时K 的组态称为

其终止时的组态$
当5T 开始运算之前!磁带上会先储存着关于此运算的输入数据!输入数

据的内容必须是有限多组!其余部分均为空白符号+$读写头初始的位置处于

(!状态为J($接着5T 便开始依照*进行运算!直到进入状态JM$图1 1’是

一状态转换函数范例!它会在输入字符为21!44的情况下!将输入数据拷贝一份!
接着在输入数据的后面!举例来说!如果输入数据是+14+!则 5T 运算终止

后!磁带上的数据为+14+14+$图中的圆圈代表 5T 的状态!箭头表示状态

转换的流程!箭头上的文字"1&4!O#代表在输入为1的情况下将该存储单元写

入4!并在O 方向移动一格"O 可能为C!代表向左!或是M!代表向右!或是$!
代表不移动#

图1 1’!5T运算过程
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利用前述的 5T 定义!可以将各式演算方法以 5T 的状态转换函数*表

示!一个演算方法的优劣!通常可以利用其所耗用的执行步骤及所需使用到的磁

带长度进行评估$5T 的执行步骤数即所耗用的时间!使用到的磁带长度代表

其所耗用的空间$在计算理论中!可以针对演算方法对于时间及空间耗用程度

进行归类!亦即探讨其计算复杂度$在探讨时间P%空间N的复杂度时!均是试图

求出N!P相对于输入数据长度/ 的函数关系$在考虑时间复杂度时!若执行时

间P与输入数据长度/可以多项式函数表示!则一般认为这是有效率的演算方

法!若P必须以/的指数函数表示!则认为这是没有效率的演算方法$由前述的

5T 定义可知!面对不同的计算问题!需要借助调整状态转换函数*来定义不同

的5T$若将状态转换函数*想像成为一组程序%其所处的 5TK 想像为一台

计算机!则为每一组程序都必须建造一台特别的计算机8 这显然相当没有效率!
其实可以将所有的状态转换函数经过统一的编码之后!由一台通用图灵机

"g5T#进行模拟任何 5T 的动作!概念上就如同在一台计算机上可以执行多

个使用同样指令集撰写的程序$虽然目前仍然没有办法证明或给出反例!一般

都认为 5T 的模型可以完全描述一般的计算过程!丘奇 图灵理论就是由此点

出发!断言在5T 上可被有效率的演算方法计算的问题即为所有可被任何其他

计算模型有效率计算出的问题$这个断言相当严厉!代表若有一计算问题在

5T 的模型中找不到有效率的演算方法!则这个问题必定不可能在任何计算模

型中找到有效率的演算方法$量子计算被视为一可能打破丘奇 图灵理论的计

算模型!因为6&Q&+;<=在1330年提出了一个在量子计算的模型下的有效率的

质因子分解算法!而一般均认为在一般经典计算机模型内!无法找到有效率的质

因子分解算法$

(!&!$!可逆计算#量子图灵机与量子计算机

正如经典计算机建立在通用图灵机基础之上!量子计算机亦可建立在量子

图灵机基础上$量子图灵机可类比于经典计算机的概率运算$
注意前一节提到的通用图灵机的操作是完全确定性的!用J代表当前读写

头的状态!*代表当前存储单元内容!8取值为C%M%$ 分别代表读写头左移%右

移或不动!则在确定性算法中!当J%*给定时!下一步的状态J;%*;及读写头8 的

运动完全确定$我们也可以考虑概率算法!即当J!*给定时!图灵机以一定的概

率*"J!+!8#变换到状态J;%+;及实行运动8$概率函数*"J!+!8#为取值5(!16的

实数!它完全决定了概率图灵机的性质$经典计算机理论证明!对解决某些问

题!概率算法比确定性算法更为有效$
量子图灵机非常类似于上面描述的经典概率图灵机!现在J%+%J;%+;相应地
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变成了量子态!而概率函数*"J!+!8#则变成了取值为复数的概率振幅函数%"J!

+!8#!量子图灵机的性质由概率振幅函数确定$正因为现在的运算结果不再按

概率叠加!而是按概率振幅叠加!所以量子相干性在量子图灵机中起本质性的作

用!这是实现量子并行计算的关键$
还注意到通用图灵机模型是不可逆的!例如!对如下图灵机的操作+写存储

单元5左移一格,!其逆就变成了+左移一格5写存储单元,!该逆操作不再是一

个有效的图灵机操作$但,@GG@##证明了一个基本结果(对所有不可逆的通用

图灵机!都可以找到一个对应的可逆图灵机!使得两者具有完全相同的计算能力

和计算效率$
因为计算机中的每步操作都可以改造为可逆操作!而在量子力学中!任何可

逆操作都可以用一个幺正变换来代表$,@G"<MM最早用量子力学来描述可逆计

算机$早期的量子可逆计算机!实际上是用量子力学语言表述出来的经典计算

机!虽然其比特的载体为二能级的量子体系!但该体系只能处于"(0和"10上!不

能处于它们的叠加态!它没有利用量子力学中量子叠加和相干的本质特性!而

\@LG9FG指出这些量子特性可能在未来的量子计算机中起本质作用$
量子计算机可以等效为一个量子图灵机$但量子图灵机是一个抽象的数学

模型!如何在物理上构造出量子计算机呢- 理论上已证明!量子图灵机可以等价

为一个量子逻辑电路!因此可以通过一些量子逻辑门的组合来构成量子计算机$
因为量子逻辑门是可逆的!所以其输入和输出比特数相等$量子逻辑门对输入

比特进行一个确定的幺正变换!得到输出比特$f@%#SK;最早考虑了用量子逻

辑门来构造计算机的问题!他发现!几乎所有的三比特量子逻辑门都是通用逻辑

门$通用逻辑门的含义是指!通过该逻辑门的级联!可以任意精度逼近任何一个

幺正操作$后来不少人发展了f@%#SK;的结果!最后f@%#SK;和OD<LI各自独

立地证明了几乎所有的二比特量子逻辑门都是通用的!这里+几乎,是指!二比特

通用量子逻辑门的集合是所有二比特逻辑门的集合的一个稠密子集$
实验上通常用一些具体的量子逻辑门来构造计算机$,F=@GK<等人证明!

一个二比特的异或门和对一比特进行任意操作的门可构成一个通用量子门集$
相对来说!单比特逻辑门在实验上比较容易实现!现在的不少实验方案都集中于

制造量子异或门$量子异或门和经典异或门非常类似!它有’个输入比特(控制

比特和受控比特$当控制比特处于"10态!即在上能级"激活态#时!受控比特态

发生反转$用记号81’代表量子异或操作!其中1%’分别代表控制和受控比特!
则有

’/101’/’0’
8
566
1’
’/101’/1 =/’0’
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其中/1%/’ 取值(或1!=表示模’加$已有的用来实现量子异或门的方案

包括(利用原子和光腔的相互作用*利用冷阱束缚离子*利用电子或核自旋共振$
在已实现的方案中!以冷阱束缚离子方案最为成功$

(!&!’!量子计算机浅议

量子计算机科学与技术的理论基础是量子信息理论$量子信息理论的研究

起始于’(世纪.(年代的光量子通信研究$光量子通信理论着眼于光的量子特

性!通过量子力学理论获取光量子通信的原理!考察光量子通信的真谛$.(年

代是光量子通信实用化的阶段!这是研究的必然结果$这一阶段的主要研究成

果有(利用量子信道实施数据通信时信道容量上界的理论结果"P<D@?<界限#!
通过对编码整体一次性测定!比较一个记号单位测定所获取的信息获得信道容

量增加的结论!即量子信道容量的超加法性!还有一些有关量子测量理论的研究

成果$这个时代的研究成果被收录在 P@DS#=<9 以及 P<D@?<撰写的两本专著

中!并一直影响着量子信息理论的研究$
’(世纪7(年代初!计算机科学的研究领域里就出现了量子计算机的概念$

A&6&\@LG9FG在他晚年有关计算理论的演讲中提出了量子计算机的概念!他认

为基于量子力学理论的量子计算机其计算速度一定比现在的经典计算机要快$
在这之后的137/年!f&f%@#SK;在他的论文+J%FG#%9#;@<=L!#;@8;%=K;U
5%="GHE="GK"ED@FGI#;@%G"?@=SFD$%FG#%9K<9E%#@=,中!根据量子态的叠加原

理!给出了能够完成并列计算的量子计算机的量子图灵机的原理表述$但是对

量子计算机在数学上给予严格的形式化描述!却是在进入3(年 代 之 后 由

C&,@=GS#@"G和 g&NF‘"=FG"在他们共同发表的+J%FG#%9K<9ED@V"#L#;@<=L,论

文中给出$从7(年代到3(年代的初期!量子计算机理论的探讨还无法摆脱仅

限于简单的计算模型的事实!因为有关量子计算的计算量理论里出现许多有待

解决的新问题$
133)年!美国.科学/周刊科技新闻报道了量子计算机的理念及其研究现

状!从而引起了计算机理论领域的高度重视$同年!量子计算机的先驱之一!
,@GG@##在英国.自然/杂志新闻与评论栏声称!量子计算机将进入工程时代$
那么!什么是量子计算机呢-

量子计算机!顾名思义!是一类遵循量子力学规律存储量子信息%实现量子

计算的物理装置$当某个装置处理和计算的是量子信息!运行的是量子算法时!
它就是量子计算机$要说清楚量子计算!首先看经典计算$经典计算机从物理

上可以被描述为对输入信号序列按一定算法进行变换的机器!其算法由计算机

的内部逻辑电路来实现$经典计算机具有如下特点(
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"1#其输入态和输出态都是经典信号!若用量子力学的语言来描述!就是(
其输入态和输出态都是某一力学量的本征态$如输入二进制序列(11(11(!用

量子记号表示即为"(11(11(0$所有的输入态均相互正交$对经典计算机不可

能输入如下叠加态(
81’(11(11(0(8’’1((1((10

"’#经典计算机内部的每一步变换都将正交态演化为正交态!而一般的量

子变换没有这个约束!因此!经典计算机中的变换"或计算#只对应布尔矩阵理论

中的一类特殊子集$
相应于经典计算机的以上两个限制!量子计算机本身具备性质对这两个限

制分别作了如下的推广$因此量子计算机的特点为(
"1#量子计算机的输入态和输出态为一般的叠加态!其相互之间通常不

正交*
"’#量子计算机中的变换为所有可能的幺正变换$得出输出态之后!量子

计算机对输出态进行一定的测量!给出计算结果$
由此可见!量子计算对经典计算作了极大的扩充!经典计算是一类特殊的量

子计算$量子计算最本质的特征为量子叠加性和相干性$量子计算机对每一个

叠加分量实现的变换相当于一种经典计算!所有这些经典计算同时完成!并按一

定的概率振幅叠加起来以后给出量子计算机的输出结果!实现量子并行计算$
量子计算机的概念源于对可逆计算机的研究!而研究可逆计算机是为了克

服计算机中的能耗问题$早在’(世纪)(年代至.(年代!人们就发现!能耗会

导致计算机芯片的发热!影响芯片的集成度!从而限制了计算机的运行速度$
OFGIF%@=最早考虑了这个问题!他考察了能耗的来源!指出(能耗产生于计算过

程中的不可逆操作$例如!对两比特的异或操作!因为只有一比特的输出!这一

过程损失了一个自由度!因此是不可逆的!按照热力学!必然会产生一定的热量$
但这种不可逆性是不是不可避免的呢- 事实上!只要对异或门的操作进行如

图1 12所示的简单改进!即保留一个无用的比特!该操作就变为可逆的$因此

物理原理并没有限制能耗的下限!消除能耗的关键是将不可逆操作改造为可逆

操作$

图1 12!不可逆异或门改进为可逆异或门

,@GG@##后来更严格地考虑了此问题!并证明了!所有经典不可逆的计算机

都可以改造为逆计算机!而不影响其计算能力$
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如上所述(在经典计算机中!基本信息单位为比特!运算对象是各种比特序

列$与此类似!在量子计算机中!基本信息单位是量子比特!运算对象是量子比

特序列$所不同的是!量子比特序列不但可以处于各种正交态的叠加态上!而且

还可以处于纠缠态上$这些特殊的量子态!不仅提供了量子并行计算的可能!而

且还将带来许多奇妙的性质$与经典计算机不同!量子计算机可以做任意的幺

正变换!在得到输出态后!进行测量得出计算结果$因此!量子计算对经典计算

作了极大的扩充!在数学形式上!经典计算可看作是一类特殊的量子计算$量子

计算机对每一个叠加分量进行变换!所有这些变换同时完成!并按一定的概率幅

叠加起来!给出结果!这种计算称作量子并行计算$除了进行并行计算外!量子

计算机的另一重要用途是模拟量子系统!这项工作是经典计算机无法胜任的$
迄今为止虽然世界上还没有真正意义上的量子计算机$但是!世界各地的

许多实验室正在以巨大的热情追寻着这个梦想$如何实现量子计算!方案并不

少!问题是在实验上实现对微观量子态的操纵确实太困难了$目前已经提出的

方案主要利用了原子和光腔相互作用%冷阱束缚离子%电子或核自旋共振%量子

点操纵%超导量子干涉等$现在还很难说哪一种方案更有前景!只是量子点方案

和超导约瑟夫森结方案更适合集成化和小型化$将来也许现有的方案都派不上

用场!最后脱颖而出的是一种全新的设计!而这种新设计又是以某种新材料为基

础!就像半导体材料对于电子计算机一样$研究量子计算机的目的不是要用它

来取代现有的计算机$量子计算机使计算的概念焕然一新!这是量子计算机与

其他计算机如光计算机和生物计算机等的不同之处$量子计算机的作用远不止

是解决一些经典计算机无法解决的问题!量子计算机实现量子并行计算或量子

模拟计算!其本质上都是利用了量子相干性$遗憾的是!在实际系统中量子相干

性很难保持$在量子计算机中!量子比特不是一个孤立的系统!它会与外部环境

发生相互作用!导致量子相干性的衰减!即消相干$因此!要使量子计算成为现

实!一个核心问题就是克服消相干$而量子编码是迄今发现的克服消相干最有

效的方法$主要的几种量子编码方案是(量子纠错码%量子避错码和量子防错

码$量子纠错码是经典纠错码的类比!是目前研究的最多的一类编码!其优点为

适用范围广!缺点是效率不高$

1!.!有关量子信息编码的基本概念

在经典信息论中!为了确保信息能够被快速无误地处理和传输!在以香农熵

为度量准则的基础上!针对信息源引入了信源与信道的编码体系!其目的是去除

冗余压缩代码提高传输效率!并在传输中能自动防错纠错$代码在信道中传输!
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噪声干扰不可避免!为了克服由噪声引发的代码出错!引入了信息的信道编码体

系!通过重复代码自身或重构代码%增加冗余的方法达到系统自动纠正信道传输

中出错代码的目的!确保信息传输无误$量子信息理论中能否借鉴经典信息理

论中的这些理念和方法一直备受计算机科学理论界的关注$
1372年至137)年!美籍犹太裔的著名物理学家费因曼"A"K;F=I6&\@LGU

9FG#于加州理工学院的一个系列讲座课程中!在重新考虑计算机的潜能与极限

时!发现量子状态叠加与纠缠的现象赋予了量子计算指数增加的高度并行计算

能力!可以实现经典计算机所无法达到的复杂计算!从此正式开启量子计算的研

究领域$然而伴随着量子纠缠所可能发生的比特反转与位相翻转等现象极易导

致错误的量子计算结果!此问题持续困扰着量子研究人员!令学术界全体同仁认

识到在量子信息的传输与计算中!量子错误更正与容错同样是实现量子计算的

重要课题之一$
自从贝尔实验室研究人员6&Q&+;<=利用量子计算中的量子信息的状态

叠加与并行运算的原理!成功地实现大数因子分解的多项式算法以来!量子信息

理论的研究对象从最初比特转移到量子比特!并开始构筑以量子比特为对象的

量子信息理论$这个研究方向上早期的最大成果是133/年,&+K;%9FK;@=在

他的题为+J%FG#%9K<I"GH,论文中给出了量子信息源编码定理!走出了历史性

的一步$,&+K;%U9FK;@=在论文中!针对输出为量子比特的信息源!考虑以任意

小的错误率能够恢复元代码序列的编码压缩方案时!明显地感觉到利用冯)诺

伊曼熵"N<GU-@%9FGG@G#=<EL#概念能够给出量子信息源编码压缩的界限!他

开始着手赋予冯)诺伊曼熵操作的意义!并将冯)诺伊曼熵引入量子信息理论$
冯)诺伊曼熵与奠定经典信息理论的香农熵"S;FGG<G@G#=<EL#的类似性!促使

量子计算机科学理论的研究者们进一步将经典信息理论的研究手法引入到量子

信息理论的研究中$利用这些证明手法!在133.年和1337年!,&+K;%9FK;@=
和 T&f&Q@S#9<=@DFGI两人组以及 P<D@?<分别独立地证明了.(年代获得的

P<D@?<界限与无记忆量子信道的信道容量"信道中信息无失真地最大传输速

率#相一致的结论!由此解决了长期未能明确的量子信道性能界限的上界问题$
由于 P<D@?<界限是由冯)诺伊曼熵与冯)诺伊曼条件熵的差决定的!而量子

信道容量也具有冯)诺伊曼熵的特征!因此通过量子信息理论的研究!我们能够

把冯)诺伊曼熵与香农熵的概念对应起来$
与经典信息的信源编码和信道编码的理念一样!量子信息理论的研究也包

含信源编码和信道编码的研究$量子信源编码依然是考虑去除量子比特列中包

含的冗余信息!压缩信息量*量子信道编码也依然是考虑增加量子比特列的冗

余!实现量子信息的高可靠性的传输$量子信息自动纠错是量子信道编码体系
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的主要研究对象!其目的是克服量子信道的噪音对量子信息的干扰!提高量子计

算机的容错能力!实现量子信息的高可靠性的处理$然而量子错误更正编码的

研究直到’(世纪3(年代中期以前一直处于混沌未开时期!由于信息的量子状

态与环境的相互影响%量子状态的连续性%纠缠性以及量子信息无法科隆定理的

存在!部分学者认为量子错误更正比数字通信纠错更为困难$美英学者深入研

究多量子状态的纠缠现象!发现量子纠缠对于量子计算亦敌亦友!未经控制的量

子纠缠足以破坏量子计算的结果!然而经过适当控制的量子纠缠却可以保护量

子信息$量子错误更正的研究于133/年露出第一道希望的曙光!6&Q&+;<=以

及英国牛津大学学者B&T&+#@FG@在物理层上!把复杂的纠缠态量子错误归结

和简化为只需考虑每个量子位上独立发生的错误!并且错误类型只有三种(比特

反转错误%位相翻转错误和比特反转加位相翻转错误!抽象成三个6F%D"矩阵

+%%+& 和++$基于这种物理模型的简化!将量子状态代码化!通过增加冗余赋予

代码对错误纠正的能力!构造出世界上第一个量子纠错码553!1!266!随后不久

人们把它又改进为55.!1!266和55/!1!266!后者是最佳量子码!通常将该方案称

为是针对经典比特纠错编码的量子版本$
133)年!由B&A&8FDI@=!FGX与6&Q&+;<=二人小组以及 B&T&+#@FG@几

乎同时运用纠缠现象的量子纠错编码方案!以经典线形纠错编码的原理为基础!
设计出理论上简单可行的量子纠错编码$以后为了纪念他们原创性的工作!采

用三人的姓名字首!将所发现的量子纠错码简称为8++码$至此运用量子纠缠

来更正错误的概念广泛地被学术界所接受!世界各地的研究人员相继提出各种

类型的量子错误更正码!迎来了’(世纪3(年代的量子信息错误更正编码研究

的黄金时代!出现了量子纠错%量子避错%量子防错的量子错误更正的编码体系!
其中最广为人知的是稳定码"S#F!"D"‘@=K<I@#$稳定码是自8++编码提出后数

月!B&A&8FDI@=!FGX!C&T&AF"GS!6&Q&+;<=!-&R&B&+D<FG@等人总结了量

子纠错编码理论的数学形式!并且给出一种构作量子码的系统的有效的数学方

法!如同一般科学上的发现常常是构建于已知的基础再发扬光大!稳定码系8++
码的广义形式!是由若干稳定算子"矩阵#构成的群所定义!稳定码的码字为稳定

算子对应于本征值1的本征向量!因此稳定码具备完整的数学架构$稳定码的

编码方案给出经典纠错编码和量子纠错编码之间的密切联系!从而用经典纠错

码的结果构作出一批好的量子码$他们的工作极大地推动了量子纠错编码数学

理论的研究!1333年以来!人们不仅利用各种经典纠错码得到一批纠错性能不

断改善的量子码!而且开展了关于量子码性能的其他课题的研究!明确了经典纠

错编码与量子纠错编码在代数性构造上的不同!指出了量子纠错编码的研究

方向$
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量子错误更正码与量子容错计算是实际操作量子计算机所不可或缺的技

术$具备高度并行计算能力的量子计算机!执行计算的结果正确与否!极端依赖

于准确控制神奇的量子纠缠现象$量子信息错误更正的各种编码巧妙地利用量

子纠缠来纠正可能发生的错误!然而量子编码的电路本身!也需要采用适当的容

错设计!以保证量子计算机能够实现精确的高速运算$量子错误更正编码的发

展历史!至今不到十年的时间!量子容错计算的理论!仍有许多有待探索的部分!
本节所简单介绍的量子错误更正与容错原理!仅仅提供一个优雅深邃理论内含

的粗浅描述$

(!2!(!量子信息编码

现在利用计算机进行复杂运算时!我们不再为结果的可靠性担心$但是在

计算机概念刚提出时!曾经有人提出如下反驳(在计算机这样一个复杂系统中!
噪声是不可避免的!只要噪声使得计算机中任一部件发生一次错误!最后的运算

结果都会变得面目全非!因此!利用计算机进行复杂运算是不可能的$这一困难

后来是怎样克服的呢- 信息的信道编码在克服这个困难的过程中起了关键性的

作用$信道编码是通过引入冗余信息!使得在一部分比特发生错误的情况下!系

统仍有可能按照一定的规则自动纠正这些错误!以实现无失真地传送和处理信

息$举一个最简单的重复码为例!将信号(编码为(((信号1编码为111!这样

如果最多只有一个比特发生错误!譬如!(((变成了((1!不过可以按照少数服从

多数"择多译码#的原则!找出错误的比特"第三比特#!并纠正该错误$
以上是经典编码的基本概念!为什么要引进量子编码呢- 这与量子信息论

特别是量子计算机的发展有关$量子信息论中!信息的载体不再是经典比特!而

是一个一般的二态量子体系$这个二态量子体系!可以是一个二能级的原子或

离子!也可以是一自旋为1&’的粒子或具有两个偏振方向的光子!所有这些体

系!均称为量子比特$区别于经典比特!量子比特可以处于(!1两个本征态的任

意叠加态!而且在对量子比特的操作过程中!两态的叠加振幅可以相互干涉!这

就是所谓的量子相干性$已经发现!在量子信息论的各个领域!包括量子计算

机%量子密码术和量子通信等!量子相干性都起着本质性的作用$可以说!量子

信息论的所有优越性均来自于量子相干性$但不幸的是!因为环境的影响!量子

相干性将不可避免地随时间指数衰减!这就是困扰整个量子信息论的消相干问

题$消相干引起量子错误!量子编码的目的就是为了纠正或防止这些量子错误$
虽然量子编码和经典编码的基本想法类似!即要以合适的方式引进信息冗余!以

提高信息的抗干扰能力!但量子码可不是经典码的简单推广$在量子情况下!编

码存在着一些基本困难!表现在如下2方面(
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"1#经典编码中!为引入信息冗余!需要将单比特态复制到多比特上去$但

在量子力学中!有个著名的量子态不可克隆定理"见续讲.量子克隆与量子复

制/!禁止态的复制$#
"’#经典编码在纠错时!需要进行测量!以确定错误图样$在量子情况下!

测量会引起态坍缩!从而破坏量子相干性$
"2#经典码中的错误只有一种!即(!1之间的跃迁$而量子错误的自由度

要大得多$对于一种确定的输入态!其输出态可以是二维空间中的任意态$因

此!量子错误的种类为连续统$
因为这些原因!量子纠错比经典纠错困难得多$事实上!直到133/年底至

133)年!+;<=和+#@FG@才独立地提出了最初的两个量予纠错编码方案$量子

纠错码通过一些巧妙的措施!克服了上面的2个困难!具体为(
"1#为了不违背量子态不可克隆定理!量子编码时!单比特态不是被复制为

多比特的直积态!而是编码为一较复杂的纠缠态$对于纯态而言!纠缠态即指不

能表示为直积形式的态$通过编码为纠缠态!既引进了信息冗余!又没有违背量

子力学的原理$
"’#量子纠错在确定错误图样时!只进行部分测量$通过编码!可以使不同

的分量错误对应于不同的正交空间!通过部分的量子测量"即只对一些附加量子

比特!而不是对全部比特进行测量#使状态投影到某一正交空间$在此正交空

间!信息位之间的量子相干性仍被保持!同时测量的结果又给出了量子错误

图样$
"2#量子错误的种类虽然为连续统!但人们发现!它可以表示为2种基本量

子错误"对应于2个6F%D"矩阵#的线性组合$只要纠正了这2种基本量子错!所

有的量子错误都将得到纠正$
自从发现了最初的两个量子编码方案!各种更高效的量子码已被相继提出$

下面介绍两类最重要的量子编码!即纠随机错的量子码和防合作错的量子码$

(!2!$!量子编码定理

量子编码定理研究的目标是要寻找+;FGG<G定理的量子对应$+;FGG<G
信源编码定理确定了任一信源给出的信息的最大压缩率!信道编码定理确定了

信息在有噪信道中无失真地传输的最大速率!亦即信道容量$+;FGG<G定理奠

定了整个经典信息论的基础!对于量子信息论!是否存在类似的定理- 能否能够

引进信道容量的概念- 如何发展有效的算法去计算量子信道容量- 这些问题显

然都是量子信息论中的基本问题$
量子信源以概率,0 发送密度算符为,0 的量子态!,h0

0
,0,0 表示信源的总
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密度算符$量子信源编码定理要回答的是!对于这样的量子系统!其信息最少可

以用多少个量子比特表征出来- +K;%9FK;@=的定理表明!如果所有,0 均限制

为纯态!以’为底的冯)诺伊曼熵Q",#")P:",D<H’,#确定了所需的最小量子

比特数$+K;%9FK;@=的定理后来经 P<D@?<推广到,0 为混合态的情况!此时相

对冯)诺伊曼熵Q",#h0
0
,0Q",0#确定了所需的最小量子比特数$

相比信源编码定理!信道编码定理的证明要复杂和困难得多$首先要弄清

楚的一点是!量子信道可以同时传送经典信息和量子信息$因此!对于一个给定

的量子信息!既存在经典信息容量!又存在量子信息容量!这两者有时相差悬殊$
为了说明这种区别!我们举一个简单的例子$考虑一个具有如下性质的信道!如

果输入态在基底"(0!"10下具有对角形式!该信道不影响传送的态*反之!如果输

入态为一般的量子态!信道将完全破坏"(0!"10之间的相干性!亦即使基底"(0!

"10下的非对角项消失!但保持对角项不变!此信道称为完全解相干信道$可以

证明!该信道的经典信息容量为1!而量子信息容量为(!因为量子相干性在该信

道中不能维持$
量子信道编码定理的研究已经取得了很大进展$量子信道的经典信息容量

已完全确定!它可以用前面引入的相对冯)诺伊曼熵表示出来!其证明有点类似

于量子信源编码定理的证明$量子信道的量子信息容量尚未完全解决!但也已

经取得重要突破$+K;%9FK;@=!OD<LI和-"@DS@G等引入了相干信息的概念!并

证明!此概念可以作为经典交互信息的量子类比$利用相干信息!他们给出了量

子信息容量的一个上限!此上限能否达到!目前还缺乏证明!但人们相信!通过合

适的改进!该上限将给出量子信息容量$另外!当前还有一个迫切的问题是如何

发展有效的算法去计算一般信道的量子信息容量$这些构成了进一步研究的

课题$

(!2!’!量子编码方案

"1#纠随机错的量子码

通常所谓的量子纠错码即指纠随机错的量子码$各种量子纠错方案!实际

上都假定发生量子错误的比特数是给定的!例如常见的有纠一位错的量子码$
然而在实际情况下!所有的量子比特均经历消相干!因此每个比特都有可能出

错!发生错误的比特数是不定的$于是一个自然的问题为!那种设计用来纠一位

错或更多位错的量子码在实际中是否有效- 此问题的答案是肯定的$分析表明

只要量子比特独立地发生消相干"亦即各个比特随机地出错#!所有的量子纠错

方案都会行之有效$这里可以给一个简单的说明!设在6 时间内进行$ 次纠错

操作!在两次纠错间隔中!比特的出错率正比于6&$"即$ 越大!间隔越小!比
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特的出错率也就越小#$纠一位错后!其剩余错误率将正比于6’&$’!因此$ 次

纠错后!系统的累计剩余错误率正比于 $"6’&$’#$只要$ 足够大!亦即两次

纠错的时间间隔足够小!就可以使得系统的累计剩余错误率任意地小$
+;<=的第一个纠错方案为量子重复码!它利用3比特来编码1比特信息!

可以纠正1位错$+;<=的方案简单!而且与经典重复码有较直接的类比!但它

的效率不高$事实上!+#@FG@的编码方案倒是对后来的量子纠错码影响更大$
在该方案中!+#@FG@提出了互补基的概念!给出了量子纠错一些一般性的描述!
并具体构造了一个利用.比特来编码1比特纠1位错的量子码$紧接着!
8FDI@=!FGX和+;<=以及+#@FG@提出了一个从经典纠错码构造量子纠错码的方

法!该方法建立在群论语言之上$纠1位错的最佳"效率最高#量子码也由两个

小组独立地发现!该方案利用/比特来编码1比特$纠多位错的量子编码情况

更复杂!迄今为止!只发现一些简单的纠多位错的量子码$现有的各种量子纠错

码!都可以被统一在群论框架之下!该描述已由 ><##@S9FG和8FDI@=!FGX等给

出$但利用现有的理论去构造新的量子纠错码!仍然是一件非常艰巨的工作!为

了寻求更高效的量子码!人们往往需要逐步地摸索$
"’#防合作错的量子码

前面已表明!量子纠错方案适合于纠随机量子错$但在实际中!量子比特有

可能发生合作消相干!结果导致各个比特出错的概率相互关联!此即合作量子

错$设计用来纠随机错的量子编码是否适合于纠合作量子错- 这个问题还有待

于解决$已有的研究可以肯定的一点是!对于克服合作消相干!利用纠随机错的

量子码不是一种高效率的方案$事实上!已经发现更好的方案用来克服合作量

子错$有别于量子纠错编码!这些方案防错而不纠错!它们本质性地利用了量子

比特消相干过程中的合作效应$
6FD9F等和中科大郭光灿领导的研究小组曾先后考察了’个比特或多个比

特消相干和一般耗散过程中的合作效应!其中一种理想情况!即集体消相干"完

全合作消相干#最值得注意$集体消相干和独立消相干具有明显不同的特征!其

中最重要的一点区别为!对于集体消相干!存在相干保持态$相干保持态是一类

特殊的能完全保持量子相平性的输入态!它可以表示为某个力学量的1组本征

态!该力学量的形式依赖于具体的消相干模型$在合作消相干克服方案中!相干

保持态得到了本质性的利用$这些方案一般都先建立相干保持态!然后将量子

比特的输入态编码为相干保持态$最近的研究结果表明!这一想法具有广泛的

应用价值$此方案基于量子比特的配对!配对的’个比特要求发生集体消相干!
但不同对之间的量子比特既可以独立消相干!也可以合作消相干$对于量子比

特对!存在相干保持态!从而可以将比特的一般输入态编码为比特对的相干保持
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态!以达到克服消相干的目的$相比于量子纠错编码!此方案具有适用范围广%
效率高等特点$它只需要用’比特来编码1比特!而且该编码可以很简单地用

量子控制非门来实现$该方案还可以进一步推广用来克服量子门操作中的消相

干!这只需要用作用于比特对的量子逻辑门来取代作用于比特的量子逻辑门!我

们证明!作用于比特对的量子逻辑门仍然可以构成一个通用量子门集$
量子纠错编码假定了各个量子比将独立地发生消相干!另一方面!现有的几

种合作消相干克服方案又利用了相干保持态!而相干保持态建立在某些量子比

特发生集体消相干的假设之上$独立消相干和集体消相干显然都是一种理想情

况!一个重要的问题是!对于具体的量子计算机!哪种假定更为合理- 现在实验

上已经提出几种量子计算机模型!对每种模型!都有多种噪声对消相干过程有贡

献$最近的工作表明!不同噪声引起的消相干具有十分不同的特性(某些噪声引

起独立消相干!另外一些噪声引起集体消相干或一般的合作消相干*有的噪声随

时间增长速度快!另一些噪声随时间增长速度慢$为了使量子编码在实际中行

之有效!有必要先根据具体的量子计算机和噪声模型!来分析其消相干特性$根

据此特性!选择合适的量子纠错或防错编码!或者这两种方案的结合$

1!7!量子信息相关定理及其理论诞生年表

1307年!信息理论的诞生"8&C&+;FGG<G1307#
13.2年!P<D@?<界限定理"B&+&P<D@?<13.2#
13.2年!可达到信息量的理论"B&+&P<D@?<13.2*C&,&fF?"@S13.7#
1370年!,,70协议"8&P&,@GG@##>&,=FSSF=I1370#
137/年!量子图灵机的提出"f&f@%#SK;137/#
133’年!量子高密度代码理论"8&P&,@GG@##+&R&Q"@SG@=133’#
1332年!P<D@?<界限定理向无限维的扩展"P&6&d%@G!T&b‘F_F1332#
1332年!量子离物传态理论"8&P&,@GG@##>&,=FSSF=I8&8=@EaF%A&R<‘U

SFB&6@=@SQ&[&Q<<##@=S1332#
1330年!基于量子计算机的质数因数分解的快速算法"6&Q&+;<=1330#
133/年!量子信息源编码理论"+K;%9FK;@=133/#
133/年!量子纠错编码理论"6&Q&+;<=B&T&+#@FG@133/#
133)年!量子纯粹状态信道编码定理"6&PF%SDFI@G!A&R<‘SF!,&+K;%U

9FK;@=!T&Q@S#9<=@DFGI!Q&[&Q<<##@=S133)#
133)年!8++代码理论"B&A&8FDI@=!FGX6&Q&+;<=133)*-&R&B+#@FG@

133.#
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133)年!量子纠缠态纯化协议"8&P&,@GG@##>&,=FSSF=I+&6<E@SK%,&
+K;%9FK;@=R&B&+9<D"GQ&[&Q<<##@=S133)#

133)年!基于量子计算机的数据库检索问题的快速算法"O&[&>=<?@=
133)#

133)年!面向混合状态一般化量子信道编码定理"B&+&P<D@?<133)*,&
+K;%9FK;@=FGIT&Q@S#9<=@DFGI133.#

133.年!+#F!"D"‘@=代码理论"f&><##@S9FG133)*B&A&8FDI@=!FGXC&
T&AF"GS6&Q&+;<=-&R&B+D<FG@133.#

133.年!量子信道容量理论",&+K;%9FK;@=T&f&Q@S#9<=@DFGI133.*
B&+&P<D@?<1337#

1337年!面向连续系一般化量子信道编码定理"B&+&P<D@?<!1337#
1337年!量子信赖函数的理论"纯粹状态#"T&N&,%=GFS;@?!B&+&P<D@U

?<1337#
1337年!量子切断率理论"纯粹状态#"T&,FG![&[%=<XF_F!b&P"=<#F

1337#
1337年!超加法性的存在性证明"T&+FSFX"![&[F#<!T&*‘%#S%!b&P"U

=<#F1337#
1337年!信道容量的数值解法"P&-FHF<XF1337#
1337年!信道编码的逆定理的证明%量子有本界限的证明"5&bHF_F!P&

-FHF<XF1337#
1333年!戴维斯定理的扩展"T&+FSFX"!+&T&,F=G@##!A&R<‘SF!T&bSFU

X"!b&P"=<#F1333#
1333年!简单状态最大相信息量(81的严密证明"纯粹’维#"T&,FG![&

[%=<XF_F!b&P"=<#F1333*bSFX"1333#
1333年!信道容量的解析解!离散系(对称信号"[&[F#<!T&bSFX"!b&

P"=<#F1333#
1333年!信道容量的解析解!连续系(高斯信道"B&+&P<D@?<!T&+<U

;9F!b&P"=<#F1333#
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第$章!经典比特与量子比特

通过第一章的学习我们知道(构成经典计算机内信息的最小单位>比特>
是用二进制中的(和1表示!所有的信息都是由(与1组成%保存%运算及传递

的$物理上!比特是由一个实际物理系统来实现$以开关为例!+关,代表(!
+开,代表1*也可以用光纤中的光脉冲!磁带中的磁化性质等来实现$在传统的

计算机里!(与1是由电位的高低来表示!这种用传统比特存储和处理信息的手

法称为经典信息$如果我们用量子力学中光子的两个极化状态!或电子的两个

自旋状态!或原子的基态和激发态来实现信息中(与1的两个状态"记为"(0和

"10#!这样的比特称为量子比特!用量子比特来存储和处理信息!则称为量子

信息$
量子信息与经典信息最大的不同在于(经典信息中!比特只能处在一个状

态!非(即1*而在量子信息中!量子比特可以同时处在状态"(0和状态"10中$
量子比特的这一特性来自量子力学的状态叠加原理!即如果状态"(0和"10是两

个互相独立的量子态!它们的任意线性叠加"’0h$"(0W%"10也是某一时刻的一

个量子态!而系数$与%的绝对值的平方则描述系统分别处在"(0和"10的概率$
这使得每个量子比特可表示的信息比经典比特多得多!量子比特能利用不同的

量子叠加态记录不同的信息!在同一位置上可拥有不同的信息$然而量子态是

非常不稳定的!并且根据量子力学的测不准原理!任何观测都会立刻改变系统的

状态!因此量子信息的实际可行性一直受到怀疑$但这恰恰保证了量子信息的

绝对安全性!因为任何窃听"测量#者都会被发现$
在这一章节!我们首先介绍量子通信系统%量子计算机系统等量子信息处理

系统的基本存储单元’量子比特"$%!"#($%FG#%9!"##!然后说明经典比特"!"##
与量子比特的对应关系!即经典比特在量子比特的表示和演算中的作用!最后介

绍在量子比特上实施的几种基本演算$

’&1!经典比特%量子比特及其叠加状态

在经典信息处理过程中!记述经典信息的二进制存储单元称为经典比特
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"!"##!经典比特由经典状态"如电压的高低#的1和(表示$从物理角度讲!!"#
是个两态系统!它可以制备为两个可识别状态中的一个$对于量子信息而言!记

述量子信息的存储单元称为量子比特"$%!"##$一个$%!"#的状态是一个二维复

数空间的矢量!它的两个极化状态"(0和"10对应于经典状态的(和1$由于量

子状态具有可叠加的物理特性!因此描述量子信息的$%!"#使用二维复数向量

的形式表示量子信息的模拟状态$一个$%!"#与只能取(和1值的!"#不同!理

论上告诉我们$%!"#可以取无限多个值$以下的讨论是假设$%!"#与量子状态

为同一事物$

$%!"#的两个极化状态"(0和"10也是二维复数列向量!它们构成二维复数空

间的一对正规直交基底$也就是说复数向量"(0和"10的长度均为1!且"(0和"
10的内积为(!因此可以用以下的方法选择"(0和"10$例如(可以选择

!!"(0h561
(

!"10h56(
1

"’&1#

也可以选择

!!"(0h1
槡’

561
1

!"10h1
槡’

15 641
"’&’#

无论选择哪一对!它们的向量长度均为1!计算其内积(无论是式"’&1#

!!51!(656(
1

h1:(W(:1h(

还是式"’&’#

!!1
’
51!16

!15 641
h1
’
"1:1W1:"41##h(

结果都为($因此无论选择哪一组$%!"#对!我们都可以确认它们是直交的

基底$
决定状态"(0和"10对应于"选择#怎样的复向量!这依赖于实际的信息的载

体采用哪一类微观粒子$假定采用光量子的偏光状态!那么可以认为$%!"#的

状态"(0和"10分别对应于两个相互直交的偏光状态*若采用电子的自旋方向!那

么可以把$%!"#的状态"(0和"10看成是电子的不同自旋方向$若采用二能级原

子模型!那么可以把$%!"#的状态"(0和"10看成是电子能级处在基态或激活状

态上等$

$%!"#与!"#本质上的不同点在于!除了"(0和"10状态以外!$%!"#是以式
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"’&2#给出的"(0和"10两个状态的任意重叠组合状态$假定$与%是一对任意

的满足归一化的复数!则量子比特"’0是式"’&2#描述的所有可能的叠加状态$

!!"’0h$"(0W%"10 "’&2#

特别是如若状态"(0和"10采用式"’&1#表示!"’0作为二维复向量可以写成

!!"’0h$"(0W%"10h$561
(

W%56(
1

h56$
%

由此可知!任意的二维复向量都可以看成是$%!"#的瞬间值$以这样一种叠加

状态为例!能够表示光的偏光状态$如果以状态"(0和"10分别表示水平偏光

"?#和垂直偏光"@#!则可以用以下的方式表示两种斜偏光和右圆偏光(

!!对应于偏光↗的状态(!!!1
槡’
"(0W1

槡’
"10

!!对应于偏光↘的状态( 1
槡’
"(041

槡’
"10

!!对应于右圆偏光A的状态( 1
槡’
"(0W"

槡’
"10

此处"表示虚数单位$

服从量子理论的公理体系!以下假设X@#"右矢(和右矢1#与其常数倍一视

同仁!也就是说对于常数17(!1"’0与"’0被视为是同一个$%!"#$在没有特别

说明的情况下!假定X@#的长度规范为1$因此式"’&2#中的$与%必须满足下

列关系式

!!"$"’W"%"’h1

注(二维复向量
11

15 6
’

和
41

45 6
’

的内积!可以表示为51#
1 !1#

’ 641

45 6
’

h1#
141W

1#
’4’!其中+#,表示共轭复数$

’&’!量子比特的测定

对于经典!"#!我们能够准确地判断某一个!"#在某一时刻取值是(还是1$
但对于量子比特$%!"#来说!要想正确地判定某一个$%!"#在某一时刻的状态!
也就是说给定一个$%!"#
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!!"’0h$"(0W%"10

我们通常不可能正确地知道$和%的值$
以下来讲述如何从一个$%!"#获得所要的"经典#信息$
通过一个被称为是测定或观测的过程!可以把一个$%!"#的状态以概率幅

"概率区域#的方式变换成!"#信息$也就是说通过特殊的测定!量子比特"’0将

以下列方式被转换!即"’0以

!!概率"1("’0"’ 变换成!!!"#(

!!概率"11"’0"’ 变换成!!!"#1

此处记号1%"&0表示X@#"%0与X@#"&0的内积$
由于内积是线性演算!且"(0和"10是正规直角基底!因此我们能够求出量子

比特"’0h$"(0W%"10的两个内积"("’0和"1"’0的计算结果为

!!1("’0h$1("(0W%1("10h$

!!11"’0h$11"(0W%11"10h%

即"’0以概率"$"’ 取值!"#(%以概率"%"’ 取值!"#1$特别当$h1时"’0取值(
的概率为1!当%h1时"’0取值1的概率为1$在这样的情况下!$%!"#的行为与

!"#完全一致$从这个意义上来说!$%!"#包含了经典!"#!是信息状态的更一般

性表示$
读者在有关测定的过程中应该注意的是(基于某个特定的"状态"(0和"10的

选择#方法其测定的结果是确定的*如果改变状态"(0和"10的选择方法!则由测

定获取的经典比特值!即!"#(和!"#1的发生概率将发生变化$例如!由向量表

示的$%!"#为

!!"’0h56$
%

如果选择式"’&’#给出的状态"(0和"10为态矢空间的态基!则状态"’0将被表

示成

!!"’0h$W%
’ 561

1
W$4%

’
1’

(

)

*41

h$W%
槡’

"(0W$4%
槡’

"10 "’&0#

那么该状态"’0取!"#值的概率就分别为
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!!取!"#(的概率为!"$W%"’

’

!!取!"#1的概率为!"$4%"’

’

因此!根据状态"(0和"10的不同选择方法!即使是同一个量子比特"’0通过测定

其变换过程也会发生变化"图’ 1#$

!!!!!!$%!"#!!!!!!!!!!!!! !"#!!发生的概率

!!!!!!"- 5660 根据"(0和"10 566测定 !!
(!!!"1("-0"’

1!!!"11"-0"’

图’ 1!$%!"#的测定

!!例题$&(!给定量子比特"’0(

!!"’0h561
(

如果选择式"’&1#给出的状态"(0和"10为态矢空间的态基!则

!!"’0h"(0

通过测定量子比特"’0取值肯定为!"#(的概率是1$如果选择由式"’&’#给出

的状态"(0和"10为态矢空间的态基的话!则

!!"’0h1
槡’
"(0W1

槡’
"10

此时通过测定量子比特"’0取值!"#(和!"#1的概率分别都是(&/$

’&2!量子比特对与量子比特列阵

在这一节里将讨论一个以上"复数个#的量子比特以及它们的性质$如果用

两个经典比特表述信息!可以获取0个状态2((!(1!1(!114$但是如果拥有两个

量子比特!或者说拥有一个量子比特对!那么将拥有0个正规直交基底2"((0!

"(10!"1(0!"1104$这些量子比特对的状态也可以写成两个量子比特的乘积的

形式!即2"(0"(0!"(0"10!"10"(0!"10"104$这里应该注意的是量子比特列的

排列顺序有其特定含义!即"(0"107"10"(0$与单个的量子比特一样!量子比特

对也可以取这些基底状态的叠加状态$一般来说使用复数$((!$(1!$1(!$11!量

子比特对"’0可以写成
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!!"’0h$(("((0W$(1"(10W$1("1(0W$11"110

当然量子比特对也必须规范化!因此$((!$(1!$1(!$11必须满足下列等式(

!!"$(("’W"$(1"’W"$1("’W"$11"’h1

与单个的量子比特情况相同!通过测定量子比特对可获得其值!它们的值是

经典比特列值((!(1!1(!11的其中之一$取经典比特各种列值的概率为

!!测定结果!!出现概率

!!((!!!!"1(("’0"’h"$(("’

!!(1!!!!"1(1"’0"’h"$(1"’

!!1(!!!!"11("’0"’h"$1("’

!!11!!!!"111"’0"’h"$11"’ "’&/#

在第一章的讨论中我们知道基底状态"((0!"(10!"1(0!"110分别能够用

0维复向量表示如下(

!!"((0h

’

(

)

*

1
(
(
(

!"(10h

’

(

)

*

(
1
(
(

!"1(0h

’

(

)

*

(
(
1
(

!"110h

’

(

)

*

(
(
(
1

"’&)#

在量子比特对的情况下!我们能够只测定其中某一个$%!"#的值$例如考

虑只测定量子比特对的第一位$%!"#值的场合(其取值!"#(的概率等于同时测

定第二位$%!"#时((出现的概率"1(("’0"’ 加上(1出现的概率"1(1"’0"’ 之

和*取值!"#1的概率等于同时测定第二位$%!"#时1(出现的概率"11("’0"’ 加

上11出现的概率"111"’0"’ 之和!也就是量子比特对第一位测定结果为

!!取!"#(的概率是("1(("’0"’W"1(1"’0"’

!!取!"#1的概率是("11("’0"’W"111"’0"’

这里要提醒读者注意的是!在做这样的测定时必须注意到测定后剩余的第二位

$%!"#的状态将发生什么样的变化!由式"’&/#对应于测定结果!剩余的第二位

$%!"#的状态将发生下列变化!即测定结果为

!!!"#(的场合($(("(0W$(1"10
"$(("’W"$(1"槡 ’
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!!!"#1的场合($1("(0W$11"10
"$1("’W"$11"槡 ’

特别应该注意的是测定后剩余的第二位$%!"#其状态并非单纯的1"(0W4

"10!例如$(("(0W$(1"10!而是要除以 "$(("’W"$(1"槡 ’后再一次正规化$
例题$&$!让我们来考察一下第一章中提到的称为贝尔状态基之一"或称

为C6A对#的量子比特对"%((0

!!"((0W"110
槡’

首先由式"’&/#可知!当这个量子比特对被同时测定时!其状态值为!"#((

或!"#11的概率都是"1
槡’
"’h1

’
*为!"#(1或!"#1(的概率都是($

另外!测定该量子比特对的第一位$%!"#状态时!出现!"#(或!"#1的概率

均为1
’
!而测定后剩余的第二位$%!"#的状态是(当第一位$%!"#测定的结果为

!"#(的时候%剩余的$%!"#的状态是"(0*当第一位$%!"#测定的结果为!"#1的

时候%剩余的$%!"#的状态是"10$因此在该贝尔状态的场合!没有被测定的$%U
!"#的状态总是向被测定的$%!"#状态的结果一方迁移!即测定剩余的$%!"#获

取的结果与最初的测定结果总是完全一致的$
考虑更一般的情况!我们能够考察由/个$%!"#组成的量子比特列阵$由/

个$%!"#组成的列阵其正规直交基底是由’/ 个形为"%1%’3%/0的X@#组成的!
其中%0"0h1!’!3!/#取(或1表示$当然!这些$%!"#列阵能够取这些正规直

交基底的重合状态!且使用’/ 维的复向量来表示$测定这样的$%!"#列阵"’0!
其取!"#列为%1%’3%/ 值的概率是由"1%1%’3%/’0"’ 决定的$有关部分性的

测定可采取与$%!"#对的部分性测定同样的方法$

’&0!量子比特的基本操作

在第一章节的有关部分中!已经介绍了在量子通信及量子计算机等量子系

统中对$%!"#能够实施的基本操作"演算#及其操作的性质$
众所周知!在经典数字计算机上可对单一的!"#用逻辑非门"-b5>F#@#实

施否定演算!也就是将!"#1反转成!"#(或将!"#(反转成!"#1的演算$对于

$%!"#来说!与否定演算对应的演算被称为!"#反转演算!该演算对应量子逻辑

非门"$%FG#%9-b5>F#@#$,"#反转演算将状态"(0反转成状态"10!或将状态
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"10反转成状态"(0$更具一般性的是关于"(0和"10的叠加状态!假定!"#反转

演算是线性算子!即对于叠加状态

!!$"(0W%"10

执行!"#反转演算的结果是

!!$"10W%"(0

因此!一般地说有关$%!"#的量子演算对于量子叠加状态具有线性性质$
量子逻辑非门"!"#反转演算子#能够用下列’:’的泡利矩阵+% 表示(

!!Oh
(!1
1!5 6(

称为cU>F#@$事实上!如果状态$"(0W%"10用以下的列向量表示(

!!$"(0W%"10h56$
%

对其实施!"#反转演算将得到以下结果(

!!O56$
%

h
(!1
1!5 6( 56$

%
h56%

$
"’&.#

显然!这就是状态$"10W%"(0的向量表示$
以后对于$%!"#量子状态"’0作量子!"#反转演算!所得结果将用O"’0表

示$我们将c >F#@称为!"#反转演算子$
一般情况下!在量子系统中对单一$%!"#实施的量子演算都能够用与O 同

样的’:’矩阵表示$但是!并非所有的’:’矩阵都可以作为单一$%!"#的量

子演算矩阵!下面来看一看’:’矩阵作为单一$%!"#的量子演算矩阵的条件$
我们首先想到的是量子状态的模通常必须规范化!即长度为1$意思是任意单

一$%!"#的量子状态

!!"’0h56$
%

必须满足等式"$"’W"%"’h1$因此!对$%!"#的量子状态"’0作量子演算E 获

得的新状态

!!E"’0h
$;

%
5 6;
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也必须满足规范化要求!即必须满足"$;"’W"%;"’h1$由线性代数学得知满足

如此条件的’:’矩阵必须是酋矩阵$进而复矩阵E 是酋矩阵的充分必要条件

是其必须满足方程式

!!E#EhG "’&7#

此处E#为E 伴随或称为E 的诶尔米特共轭矩阵!E#h"E6##$即E# 是E 的

转置且所有元素取共轭复数的矩阵$G表示’:’单位矩阵$前面介绍的!"#反

转演算子O!因其满足式"’&7#

!!O#Oh
(!1
1!5 6(

(!1
1!5 6(

hG

所以c >F#@是酋矩阵$
事实上!判断’:’矩阵能否成为单个$%!"#量子状态的演算算子的条件就

是检验其是否满足式"’&7#$因此!从理论上说所有的酋矩阵都能成为量子演算

算子$但是对于某一个酋矩阵来说!它是否能成为实际操作过程中的量子演算

算子!要视其演算结果是否能够表达某一特定的物理现象!因此能够成为量子演

算算子的酋矩阵是有限的$下面再看几个能够实现量子演算的酋矩阵$
下一个演算子I被称为位相翻转演算子或称为Z >F#@$ZU>F#@能够用泡

利矩阵+Z 表示为

!!Ih
1!(
(!

’

(

)

*41

很显然Z >F#@演算也是酋矩阵!通过Z >F#@演算看一下状态"(0和"10将发

生什么样的变化$这时有

!!I"(0h
1 (’

(

)

*( 41 561
(

h561
(

h"(0

!!I"10h
1 (’

(

)

*( 41
(’

(

)

*41
h

(’

(

)

*41
h4"10

即对于Z >F#@演算!状态"(0不变*状态"10发生位相翻转!变成4"10$与!"#
反转演算同样!以下对$%!"#量子状态"’0实施位相翻转演算所得结果用I"’0
表示$我们将Z >F#@称为量子位相翻转演算子$

演算子7 是被称为 QFDS;UPFIF9F=I变换或简称为 PFIF9F=I变换的演

算$PFIF9F=I变换的矩阵表示为
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!!7h1
槡’

1 15 61 41

称为 P >F#@$PFIF9F=I变换矩阵满足式"’&7#

!!7#7h1
’

1!1
1!

’

(

)

*41
1!1
1!

’

(

)

*41
hG

因此 P >F#@演算是酋矩阵$演算子 P在量子计算以及量子错误纠正代码中

是使用最频繁的演算子$J%!"#量子状态"(0和"10对于 PFIF9F=I变换的演算

将发生以下的变化(

!!7"(0h1
槡’

1 1’

(

)

*1 41 561
(

h1
槡’

561
1

h"(0W"10
槡’

!!7"10h1
槡’

1 1’

(

)

*1 41 56(
1

h1
槡’

1’

(

)

*41
h"(04"10

槡’

同时!可以简单地得到下列等式(

!!7’h77hG

也就是说连续两次作 PFIF9F=I变换的演算等于一次恒等变换$同样!以下对

量子状态"’0实施 7 演算所得结果用7"’0表示$我们将 P >F#@称为 PFIU
F9F=I变换演算子$

例题$&’!下列等式给出了的矩阵I"Z >F#@#与矩阵 O"c >F#@#的

乘积(

!!IOh
1 (’

(

)

*( 41
( 1’

(

)

*1 (
h

( 1’

(

)

*41 (

很显然!其结果依然满足量子演算$因为有下列等式成立(

!!"IO#"IO#h
( 1’

(

)

*41 (
( 1’

(

)

*41 (
hG

所以IO 也是酋矩阵$一般来说!因为酋矩阵的乘积依然是酋矩阵!所以到目前

为止介绍的量子演算子的组合一定还是量子演算子$图’ ’中集中了对于单

一$%!"#量子状态变换的2个常用演算子"量子逻辑门#(
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$"(0W%"1 5660 566c %"(0W$"10

$"(0W%"1 5660 566Z $"(04%"10

$"(0W%"1 5660 566P $W%
槡’

"(0W$4%
槡’

"10

图’ ’!对于单一$%!"#的2个常用演算子

回顾在第1章的+一个量子比特的布洛赫球表示法,中!通过对布洛赫球表

示法的理解!可以将任意单个$%!"#量子状态的酋变换分解成若干个以下形式

的旋转矩阵(

!!
K<S-

’ 4S"G-
’

S"G-
’ K<S:

’

(

)

*’

以及绕Zi轴旋转的一个逻辑门

!!
@4"%&’ (
( @"%&

’

(

)

*’

再乘上一个形式为@"$"全局变换过程#因子定数倍的乘积$也就是说任意’:’
酋矩阵都能够被分解成如下形式(

!!Eh@"$ @4"%&’ (
( @"%&

’

(

)

*’

K<S-
’ 4S"G-

’

S"G-
’ K<S-

’

(

)

*’

3 @4"*&’ (
( @"*&

’

(

)

*’

这里$!%!-和*都是实数$表达式中的第’个矩阵表示一个通常的旋转!而第

一和最后一个矩阵完全可以理解为一个球在一个不同平面上的旋转$这样的分

解能够用来正确地规定和理解执行一个任意单一$%!"#量子逻辑门的规则$
以上讲述了有关单一$%!"#的表示%测量与演算的基本概念!并着重介绍了

针对单一$%!"#的2种演算及其相应的量子逻辑门$从第一章的+1&/量子逻辑

电路简介,图1 .中我们可以看到经典单一!"#有且仅有一个对应逻辑非门的

取反演算!而单一$%!"#对应的常用演算就有2个$从图1 7中又可以发现对

于两个经典!"#有若干个演算对应若干个逻辑门!但两个$%!"#对应的常用演算

0) 量子信息与量子计算简明教程



仅有一个!即8<G#=<DD@I -b5 >F#@$作为本节的最后部分!将介绍对于$%U
!"#对"两个$%!"##来说是最基本的一个演算(控制非门"8<G#=<DD@I -b5
>F#@#演算$

对应两个$%!"#的常用演算8<G#=<DD@I -b5 >F#@演算如图’ 2所示(

图’ 2!控制非门"8<G#=<DD@I -b5 >F#@#

8<G#=<DD@I -b5 >F#@是一个’位$%!"#输入和’位$%!"#输出的量子回

路!由第一章的相关内容我们也知道这是一个没有能耗的可逆运算$由状态"(0
和"10组成的’位$%!"#列构成输入状态列!当输入为"%&0"或表示为"%0"&0#时

其输出为"%%=&0"或表示为"%0"%=&0#$此处=表示排他逻辑和$由逻辑演

算规则我们可以推导出8<G#=<DD@I -b5 >F#@将给出下列的输入%输出关系(

!输入状态!!!输出状态

!!"((0!!!5!!"((0

!!"(10!!!5!!"(10

!!"1(0!!!5!!"110

!!"110!!!5!!"1(0

分析输出状态的结果可以知道(8<G#=<DD@I -b5 >F#@的控制被限制在

第一个$%!"#!当第一个$%!"#为1时!此时的第二个$%!"#若为"10则反转成

"(0!若为"(0时反转成"10$8<G#=<DD@I -b5 >F#@对于叠加状态是线性算

子$也就是说当一叠加状态

!!-(("((0W-(1"(10W-1("1(0W-11"110 "’&3#

被送入8<G#=<DD@I -b5 >F#@时!其输出状态将是

!!-(("((0W-(1"(10W-1("110W-11"1(0 "’&1(#

其次!再来看一下8<G#=<DD@I -b5 >F#@的矩阵表示$如果$%!"#对的基底

状态用下列向量表示(
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!!"((0h

’

(

)

*

1
(
(
(

!"(10h

’

(

)

*

(
1
(
(

!"1(0h

’

(

)

*

(
(
1
(

!"110h

’

(

)

*

(
(
(
1

则8<G#=<DD@I -b5 >F#@可由下面的0:0酋矩阵表示(

!!Eh

1 ( ( (
( 1 ( (
( ( ( 1

’

(

)

*( ( 1 (

"’&11#

实际上!式"’&3#所示状态的向量可以表示为

!!-(("((0W-(1"(10W-1("1(0W-11"110h

-((

-(1

-1(

-

’

(

)

*11

它与式"’&11#的矩阵E 的乘积结果为

!!E

-((

-(1

-1(

-

’

(

)

*11

h

-((

-(1

-11

-

’

(

)

*1(

h-(("((0W-(1"(10W-1("110W-11"1(0

与"’&1(#式一致$
上面就$%!"#对介绍了8<G#=<DD@I -b5 >F#@演算$下面的图’ 0给出

了由2个8<G#=<DD@I -b5 >F#@组成的简单量子回路$

图’ 0!调换$%!"#对量子状态的逻辑回路

有关对量子回路的理解应该强调的是(回路的阅读从左到右!量子回路中的每一

条线表示一个量子通道而并非物理上的导线!一条线上连接各变换点的线段可

以理解成两个变换点之间的一次瞬间的时间经过"滞后#!或者看成是光子一样

的微观粒子经过空间从一点到另一点的轨迹$图’&0表示的量子逻辑回路完成

了一个简单但却是非常有用的任务!就是调换一个$%!"#对的量子状态$式
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"’&1’#给出了图’&0完成一个$%!"#对"1!40量子状态调换的分解过程$

!!"1!40B5"1!1=40

!!B5"1="1=4#!1=40h"4!1=40

!!B5"4!"1=4#=40h"4!10

注意(这里的加法都是取’的模数!所以图’ 0可以完成一个$%!"#对状态的

交换$
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第’章!量子纠缠状态及其应用

量子纠缠状态"CG#FGHD@I+#F#@#指的是两个或多个量子系统之间的非定

域%非经典的关联!是量子系统内各子系统或各自由度之间关联的力学属性$量

子纠缠状态是微观世界物质间的特有现象!因此也是量子信息理论中特有的概

念$量子态能够纠缠是实现信息高速的不可破译通信的理论基础$本章在讲述

量子纠缠状态之后!解说有关量子纠缠状态的应用$

2&1!量子纠缠状态

从第一章的讨论我们知道(如果$%!"#列的叠加状态无法用各$%!"#的张量

乘积表示!这种叠加状态就称为量子纠缠状态$
例题’&(!例如有一量子叠加状态

!!1
槡’
"((0W1

槡’
"1(0h1

槡’
"(0"(0W1

槡’
"10"(0

由于其最后一位$%!"#位都是"(0!因此能够将其写成两个$%!"#1
槡’
"(0W1

槡’
"10

与"(0的乘积

!!
1
槡’
"(0W1

槡’
"1" #0"(0

但是!对于下列的叠加状态

!!1
槡’
"(10W1

槡’
"1(0

无论采用什么样方法都无法写成两个$%!"#的乘积$这个叠加状态就称为量子

纠缠状态$
再看下列的叠加状态(

!!1
’
""(1(0W"(110W"1((0W"1(10#
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我们能够将其写成下列的乘积形式(

!!
1
槡’
"(10W1

槡’
"1(" #0 1

槡’
"(0W1

槡’
"1" #0

但乘积的左因子的最初两位$%!"#是纠缠状态!所以这个叠加状态也是纠缠状态$
从第一章的+1&0经典解读,的1&0&’小节的+贝尔态基与量子隐形传态,的

有关内容中!知道在量子力学中有一个著名的贝尔不等式!我们称贝尔算符的全

套本征态为贝尔态基!贝尔态基由如下0个态矢组成(

!!"%((0h"((0W"110
槡’

h1
槡’

’

(

)

*

1
(
(
1

!!"%(10h"(10W"1(0
槡’

h1
槡’

’

(

)

*

(
1
1
(

!!"%1(0h"((04"110
槡’

h1
槡’

1
(
(

’

(

)

*41

!!"%110h"(104"1(0
槡’

h1
槡’

(
1
41

’

(

)

*(

显然!0个贝尔态基都是纠缠状态$贝尔态基在量子信息理论中!特别是在量子

纠错编码理论中有着不可替代的作用$为了深入地理解量子纠缠状态的性质!
下面将简单地介绍量子纠缠状态的生成法$图2 1给出了稍微复杂的量子状

态变换回路!它可以生成贝尔态基$

图2 1!生成贝尔状态的量子状态变换回路
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当回路的输入状态是"%&0$%!"#对!其中一个$%!"#做 PFIF9F=I变换后再

与另一个$%!"#同时经过8<G#=<DD@I -b5 >F#@变换后得到输出结果"%%&0就

是贝尔态基之一$0个基底"((0%"(10%"1(0%"110经过图2 1所示的状态变

换回路后输出下列0个结果(

!!输入状态!!!!输出状态

!!"((0!!!!"%((0h"((0W"110
槡’

!!"(10!!!!"%(10h"(10W"1(0
槡’

"2&1#

!!"1(0!!!!"%1(0h"((04"110
槡’

!!"110!!!!"%110h"(104"1(0
槡’

其实输入$%!"#对的状态为"((0时!经 P >F#@后的该$%!"#对的状态成为

!!
"(0W"10

槡" #’ "(0h"((0W"1(0
槡’

再经过8<G#=<DD@I -b5 >F#@变换!便可得到式"2&1#所示的状态输出结果(

!!"((0W"110
槡’

至此我们知道对于这样的$%!"#对经过如上的状态变换回路可以生成纠缠

状态$式"2&1#给出的0种输出状态2%((!%(1!%1(!%114称为贝尔状态!也称为

C6A状态或C6A对$2%((!%(1!%1(!%114冠以这些名称!一是出自于发现这种状

态不可思议性质的三位物理学者C"GS#@"G!6<I<DSXL!A<S@G姓名头文字的排

列!二是出自于证明了这种状态对的相关性比经典相关性具有更强性质的物理

学者贝尔",@DD#$
贝尔状态是$%!"#对的一组正规直交基底$
"1#因为2"((0!"(10!"1(0!"1104是正规直交基底!如果计算内积1%%&"

%%&0!将得到以下结果(

!!1%(("%((0h
"1(("W111"#""((0W"110#

’

h
1(("((0W111"((0W1(("110W111"110

’
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h1W(W(W1
’

h1

由此可知贝尔状态都已被规范化了$
"’#另外!其正交性可从下列计算中得到(

!!1%(("%1(0h
"1(("W111"#""((04"110#

’

h
1(("((0W111"((041(("1104111"110

’

h1W(4(41
’

h(

下面来看一看测定一个纠缠状态时!纠缠状态所呈现出的性质$以具有代

表性的纠缠状态’’’贝尔状态为例(

!!"%((0h"((0W"110
槡’

在对贝尔状态"%((0实施测定时!通过测定各个$%!"#列获得的概率是

!!输出((的概率为!!"1(("%((0"’h1
’

!!输出(1的概率为!!"1(1"%((0"’h(

!!输出1(的概率为!!"11("%((0"’h(

!!输出11的概率为!!"111"%((0"’h1
’

从结果中可知道!贝尔状态$%!"#对的测定结果(当第一位的测定结果为(
时!第二位也必定为(*或者当第一位的测定结果为1时!第二位也必定为1$正

因为存在如此现象!便可以理解在量子纠缠状态中!$%!"#对之间存在一种超强

的作用力!即+量子相关作用,的相干关系$
量子密钥分配"J%FG#%9X@LI"S#="!%#"<G!简称 J[f#是量子纠缠状态的

最初的实际应用$现在假设有贝尔状态

!!"%((0h"(0B"(0,W"10B"10,
槡’

其中第一位让用户B拥有!第二位让用户,拥有*式中")0B 或")0, 分别表示

1.第2章!量子纠缠状态及其应用



用户B或用户,拥有的$%!"#$从第一章的讨论我们知道!利用这个贝尔状态!
B和,通过C6A备制中心生成共通的密钥且共同拥有它们!这就完成了量子密

钥配布$
根据量子密钥分配!用户 B 首先在基底2"(0!"104之上测定自己拥有的

$%!"#!此时B可以等概率获得(或1的测定结果$另一方面根据上面的结论!,
所拥有的$%!"#状态!服从于B的测定结果!以 概率1成为下列结果(

!!B的测定结果!!,的测定结果

!!!!"(0!!!!!!"(0

!!!!"10!!!!!!"10

因此!继B之后如果,也测定自己拥有的$%!"#!结果与 B的测定结果相

同!所以B和,能够共同拥有等概率出现的!"#(和!"#1$如果对于/个贝尔

状态实施这样操作!B和,就能够共同拥有/个!"#量的随机生成的密钥$

2&’!量子高密度编码

在量子通信的领域中!我们利用量子纠缠状态实现量子高密度编码!量子高

密度编码能够实现1个$%!"#传送’!"#信息的机能$本节就有关量子高密度编

码的内容作一些说明$
现在假设送信者B希望送’!"#的经典信息给远处的收信者,$此时送信

者B仅仅只能利用惟一的一个$%!"#向收信者,传送信息!那么如何才能把’
!"#的信息代换成1$%!"#编码进行传送呢!下面来考虑这个问题$

在实现通信之前!让送信者和收信者各自拥有贝尔状态

!!"%((0h"(0B"(0,W"10B"10,
槡’

"2&’#

中的$%!"#对的各自状态$此时")0B 表示送信者 B 拥有的$%!"#!")0, 表示

收信者,拥有的$%!"#$例如!备制如此纠缠状态的$%!"#对的工作!可由例如

中国移动通信或者中国联通这样的通信网络公司完成!并分配给送信者和收信

者各方!使他们共有"注意在这个阶段!纠缠状态里没有包含任何送收信者的信

息#$在送信者和收信者之间共同拥有纠缠状态之后!送信者 B对应于自己想

要发送的信息!在自己拥有的$%!"#上实施如下的操作(
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!!希望发送的信息!!对送信者拥有的$%!"#实施的操作

!!((!!!!5!!!!什么操作也不施加

!!(1!!!!5!!!!施加c >F#@演算Oh
(!1
1!5 6(

!!1(!!!!5!!!!施加Z >F#@演算Ih
1 (’

(

)

*( 41

!!11!!!!5!!!!施加c >F#@演算和Z >F#@演算IO

送信者B通过上述操作!这个纠缠状态由式"2&’#的贝尔状态变化成下列状态(

希望发送的信息!!!!!施加操作后的纠缠状态

!!((!!!!5!!!!"%((0

!!(1!!!!5!!!!O"%((0h
"O"(0B#"(0,W"O"10B#"10,

槡’

h"10B"(0,W"(0B"10,
槡’

h".(10

!!1(!!!!5!!!!I"%((0h
"I"(0B#"(0,W"I"10B#"10,

槡’

h"(0B"(0,4"10B"10,
槡’

h".1(0

!!11!!!!5!!!!IO"%((0h
"IO"(0B#"(0,W"IO"10B#"10,

槡’

h4"10B"(0,W"(0B"10,
槡’

h"%110

送信者B在对自己拥有的$%!"#实施操作以后将自己拥有的$%!"#传送给

收信者,!此时收信者,拥有的$%!"#对的状态!依赖于送信信息!取不同的贝

尔状态$如前所述贝尔状态2"%((0!"%(10!"%1(0!"%1104构成正规直交基底!因

此通过基于贝尔状态的测定!收信者能够正确地"即概率为1#知道$%!"#对的状

态是0个状态中的哪一个!并能获取送信者发来的信息$具体的做法是!对应于

2.第2章!量子纠缠状态及其应用



测定的结果用下面的方法对信息实施恢复操作即可$

!!判定结果!!!!!送信信息

!!!"%((0!!!5!!!((

!!!"%(10!!!5!!!(1

!!!"%1(0!!!5!!!1(

!!!"%110!!!5!!!11

由此实现一个$%!"#传送两位!"#值的高密度编码$
例题’&$!借助量子高密度编码原理!考虑送信者希望将!"#列1(传送给

收信者$假设送信者将自己拥有的一位$%!"#施加Z >F#@演算的结果传送给

收信者!此时收信者从纠缠状态里获得的’位$%!"#状态为

!!"%1(0h
"I"(0B#"(0,W"I"10B#"10,

槡’

h"(0B"(0,4"10B"10,
槡’

通过测定可以判定该$%!"#对是贝尔状态2"%((0!"%(10!"%1(0!"%1104中的某一

个$因为有以下结论(

!!"1%(("%1(0"’h(

!!"1%(1"%1(0"’h(

!!"1%1("%1(0"’h1

!!"1%11"%1(0"’h(

所以测定状态的结果能够肯定判断为"%1(0!因此也就知道传送的信息为!"#
列1($

量子高密度编码的特征是(即使送信者送出的$%!"#被收信者以外的第三

者截获!截获者也无法得到正确的信息$这是因为(例如!在传送’个!"#为11
信息的场合!施加c >F#@演算和Z >F#@演算IO 后!送收信者的$%!"#对状

态将变成

!!4"10B"(0,W"(0B"10,
槡’

此时即使单独测定送信者B的$%!"#!也只能概率为(&/地获得(或概率为(&/
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地获得1!即收信者只能够等概率地获得(或1!从这样的测定结果无法判断所

截取的信息!所以信息能够被完全的保密$当然!在传送11以外的’个!"#信息

的场合也有同样的效果$

2&2!采用量子比特的通信界限

本节将对在前一节中论及的量子高密度编码问题进行更一般性的讨论!即

如果送收信者之间存在一个能够传送$%!"#的且不产生误码的信道!让我们来

考虑一下为了使送信者能够送出/个!"#的信息!送收者之间需要采用几个

$%!"#来实现送收较为妥当$下面的定理解答了这个问题$
定理’&(!假设B有/个!"#的信息要传送给,$假定B和,不共有纠缠

状态!且无论是从B到,或是从,到B!双向都可以无误地传送$%!"#$此时设

从B传送到,的$%!"#总数为/B,!从,传送到 B的$%!"#总数为/,B!则,能

够正确地获得B传送的/个!"#的信息的充分必要条件是

!!/B,C /5 6’
"2&2#

!!/B,W/,BC/ "2&0#

式"2&2#和"2&0#同时成立!而且即使B与,共有无数个纠缠状态!式"2&2#依然

成立$
图2 ’给出了实际上通信可能的/B,和/,B的范围$从这个定理我们立即

可以获得下列的结论(
"1#从,到B不可送信的场合!即/,Bh(场合!此时/B,C/$这就意味着

为了传送/个!"#的信息至少需要/个$%!"#!也即对应于!"#(和!"#1可以通

过传送"(0和"10实现通信$这样一来从传送经典!"#的角度来看!送信时与$%U
!"#能够表示无限多状态的性质无关!变成了1个$%!"#仅能够传送1个!"#的

信息$
"’#另一方面!无论如何巧妙地使用纠缠状态!传送/个!"#信息时至少要

传送5/&’6个$%!"#$然而!使用量子高密度化!用5/&’6个$%!"#可以传送/个

!"#信息$
给出满足定理条件的/B,和/,B!从B到,传送少于/B,个$%!"#的信息!从

,到B传送少于/,B个$%!"#的信息$从B到,传送/个!"#的信息时!使用下

面的协议即可(
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图2 ’!/个!"#通信的可能的领域

!!"1#/B,C/的场合(如果把!"#(编码成"(0!把!"#1编码成"10并从B向,
传送/"/$/B,#个$%!"#的话!则,能够获取从B传来的/个!"#的信息$

"’#5/&’6$/B,$/的场合(首先,做成"/4/B,#对的贝尔状态!且把每一

个贝尔状态对的一半$%!"#传送给 B!此时从,向 B传送的$%!"#个数为/4
/B,"$/,B#$由此可知!B和,共同拥有"/4/B,#对的贝尔状态!因此在执行"/4
/B,#回量子高密度编码后!若 B向,传送"/4/B,#个$%!"#!就能够传送’"/4
/B,#个!"#位信息$在这之后!同"1#的场合一样!使用

!!/B,4"/4/B,#h’/B,4/

个$%!"#!B将剩余的’/B,4/个!"#送给,即可$
例题’&’!如果 B向,传送$%!"#数/B,少于)!"#!,向 B传送$%!"#数

/,B少于2!"#!此时来考虑 B向,传送3个!"#经典信息的方法$因为有/h
3!则

!!/B,h)C/h5/&’6

以及

!!/B,W/,Bh)W2h3h/

所以/%/B,以及/,B满足式"2&2#和式"2&0#!因此通过传送满足条件个数的$%U
!"#就能够实现经典!"#的传送$

事实上!因为不等式5/&’6h/9)h/B,9/成立!所以,拥有进入状态的2
"h34)#对贝尔状态!并把每一个贝尔状态的一方合计为2个$%!"#传送给 B$
B方通过执行2次量子高密度编码!向,发送2个$%!"#!就可以向,传送)位

!"#的信息$在这之后再利用2个$%!"#即可把剩余的2位!"#的信息传送给,$
另一方面!当 B向,传送3位!"#的信息时!送信的$%!"#位数不能少于

/B,h)以及/,Bh2!因为无论哪一方如果少于这个约定的话!就会有如下结果(

!!/B,W/,B9)W2h3
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因此!式"2&0#不能成立$

2&0!量子瞬间传递"5@D@E<=#F#"<G隐形传态#

在上一节的量子高密度编码的描述中!送收信双方共同拥有量子纠缠态!通

过量子信道传送附载信息的量子态$%!"#!实现了送信者用一个$%!"#能够向收

信者传送’个!"#信息的过程$另一个过程所表述的现象是(送收信双方共同

拥有量子纠缠态!通过无噪声经典信道确保能够无误地传送’个!"#经典信息!
实现正确无误地传送1个$%!"#的量子状态的过程!该过程称之为量子瞬间传

送"#@D@E<=#F#"<G隐形传态#$这种场合!即使没有传输量子比特的信道!送信者

也能够向收信者传送$%!"#!量子瞬间传送的名词由此而来$特别是1个$%!"#
使用复数$%%!可以写成$"(0W%"10的形式!能够取无穷多个量子态"第一章的

布洛赫球能够表示出一个$%!"#可以表示的状态全体#!仅仅传送’个!"#量的

信息!就可以把一个$%!"#的信息完整地传送给收信者实在令人惊叹$表2 1
给出量子隐形传态与量子高密度代码化的对应关系$

表’ (!量子3454601373809与量子高密度编码的比较

量子#@D@E<=#F#"<G 量子高密度编码

共有状态 贝尔状态 贝尔状态

利用的信道 经典信道 量子信道

发送的信息 1个$%!"# ’位!"#

使用信道传送的信息 ’位!"# 1个$%!"#

以下讨论实际实现量子隐形传态的方法$
首先!送信者和收信者共同拥有如下的贝尔状态(

!!"%((0h"(0B"(0,W"10B"10,
槡’

此时")0B 表示送信者 B 拥有的$%!"#!")0, 表示收信者,拥有的$%!"#$设

送信者期望发送的$%!"#信息为".0h$"(0BW."10B!则送信者的初始状态

如下(

!!"/(0h".0"%((0h"$"(0BW%"10B#
"(0B"(0,W"10B"10,

槡" #’

h1
槡’

2$""((0B"(0,W"(10B"10,#W%""1(0B"(0,W"110B"10,#4

..第2章!量子纠缠状态及其应用



送信者B 将自己拥有的两个$%!"#经过控制非门"8<G#=<DD@I -b5
>F#@#演算变换后!此时送收信者状态将变换成如下状态(

"/10h1
槡’

2$""((0B"(0,W"(10B"10,#W%""110B"(0,W"1(0B"10,#4

接着送信者B再将自己拥有的两个$%!"#作 P >F#@演算变换(

!!7h1
槡’

1 1’

(

)

*1 41

则

!!7"(0h1
槡’

""(0W"10#

!!7"10h1
槡’

""(04"10#

注意!P >F#@演算%送收信者状态将变换成为

!!"/’0h1
槡’

2$"7"(0B#""(0B"(0,W"10B"10,#W%"7"10B#""10B"(0,W

"(0B"10,#4

h1
’
2$""(0BW"10B#""(0B"(0,W"10B"10,#W

%""(0B4"10B#""10B"(0,W"(0B"10,#4

此时送信者B拥有的两个$%!"#可以归纳整理成如下(

!!"/’0h1
’
2"((0B"$"(0,W%"10,#W"(10B"$"10,W%"(0,#W

"1(0B"$"(0,4%"10,#W"110B"$"10,4%"(0,#4

对于这样的纠缠状态!若送信者 B的两个$%!"#是"((0!就意味着收信者,的

$%!"#通常是$"(0W%"10$因此!如果送信者 B测定自己拥有的两个$%!"#!并

能判定是"((0!则收信者,的状态即可肯定是$"(0W%"10$
由此可知若送信者 B 测定自己拥有的两个$%!"#!并能判定是0种状态

2"((0!"(10!"1(0!"1104中的任何一个话!则对应于送信者B的测定结果!收信

者,拥有的$%!"#可以用下式来确定$
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!!送信者的状态!!!收信者的$%!"#

!!"((0!!!5!!!$"(0W%"10

!!"(10!!!5!!!$"10W%"(0

!!"1(0!!!5!!!$"(04%"10

!!"110!!!5!!!$"104%"(0

送信者B把根据测定所得结果!用下列两个!"#表示并通过经典信道传送给收

信者,(

送信者的测定结果!!!送信!"#列

!!"((0!!!!5!!!((

!!"(10!!!!5!!!(1

!!"1(0!!!!5!!!1(

!!"110!!!!5!!!11

到此为止的演算与测定流程可用图2 2表示(

图2 2!量子5@D@E<=#F#"<G回路"送信侧#

在收信者,一侧!根据送信者 B传送过来的’!"#列!对自身拥有的$%!"#
做如下的操作(

!!送信!"#列!!!!对$%!"#的操作

!!((!!!!5!!!!不作任何操作

!!(1!!!!5!!!!执行c >F#@演算

!!1(!!!!5!!!!执行Z >F#@演算

!!11!!!!5!!!!执行Zc"c >F#@Z >F#@#演算

如图2 0所示!则收信者,就能够复原送信者B传送的$%!"#($"(0W%"10$量

子5@D@E<=#F#"<G收信侧的演算与测定流程就可用图2 0表示$

3.第2章!量子纠缠状态及其应用



"%((0另一方的$%!"#’’’
对应B方传送来的’!"#作

*%c%Z%cZ的演算
’’’".0

图2 0!量子5@D@E<=#F#"<G回路"收信侧#

例题’&)!设送信者B希望通过5@D@E<=#F#"<G隐形传态的方式将状态"(0
传送给收信者,$此时送收信者的初期状态"/(0由式2 /设定为$h1!%h
(!则

!!"/(0h
"((0B"(0,W"(10B"10,

槡" #’

送信者B拥有的’个$%!"#经过8<G#=<DD@I -b5 >F#@演算变换!其状态变

成"/10

!!"/10h
"((0B"(0,W"(10B"10,

槡" #’

"其实没有发生变化#$然后对送信者 B拥有状态的第一位$%!"#作 P >F#@
变换!可以获得变换后的送收信者的状态

!!"/’0h"7"(0B#
"(0B"(0,W"10B"10,

槡" #’

h1
’
""((0B"(0,W"(10B"10,W"1(0B"(0,W"110B"10,#

此时送信者B将自己拥有的’个$%!"#作为’$%!"#态矢空间的基底2"((0!

"(10!"1(0!"1104进行测量!则有

!!测得"((0的概率是("1
’
#’h1

0

!!测得"(10的概率是("1
’
#’h1

0

!!测得"1(0的概率是("1
’
#’h1

0

!!测得"110的概率是("1
’
#’h1

0

假设此时测定的结果是"(10!则收信者,拥有的$%!"#状态必定是"10$送信

者B将与测定结果对应的’个!"#(1传送给收信者,!收信者,根据送信!"#列(1
对应执行c >F#@演算!对自己拥有的$%!"#"10执行反转演算!可获得状态
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!!O"10h"(0h".0

它与送信者B传送的状态是一致的$有关量子隐形传态"\@D@E<=#F#"<G#值得注

意的一点是(在执行测定的同时!送信者将破坏自己希望传送的$%!"#$也就是

说(在执行测定的瞬间送信者将失去自己的$%!"#!这个$%!"#附载的信息被传

送给了受信者$如此说来!是否可以说借助量子#@D@E<=#F#"<G隐形传态技术可

以超越光速传递信息!回答是+不可以,$因为收信者在测定发生的瞬间无法得

知送信者传送的$%!"#!只有当受信者获得送信者通过经典信道传送过来的’
!"#信息!并对送信者的$%!"#执行复原变换后才可获知送信者的信息$从这一

点上来说!利用量子隐形传态"5@D@E<=#F#"<G#技术传递信息!并非可以超越光

速!这与物理法则并不矛盾$

2&/!量子纠缠"CG#FGHD@I#状态的交换

在实现量子高密度编码或量子隐形传态"5@D@E<=#F#"<G#过程中!送收信者

双方共同拥有纠缠"CG#FGHD@I#状态是必要的$如同两国领导人之间的热线电

话一样!在与特定对象通信之前!共同拥有热线是完全可能的$但若要像普通电

话一样!在随时与不特定的对象通信之前!双方共同拥有纠缠状态却是十分困难

的$为了解决这个问题!在纠缠态备制中心和用户之间共同拥有纠缠状态的基

础上!实现任意用户间共同拥有纠缠状态的过程称为纠缠状态的交换$本节就

有关纠缠状态交换做一些介绍"参阅第一章的1&0节贝尔态基与量子隐形传态

的有关内容#$
设送信者B在具备量子隐形传态的基础上希望把某一状态表示的信息传

送给收信者,!但B与,之间并没有直接共同拥有贝尔状态"%((0$不过此时在

B与备制中心8之间!及,与备制中心8之间已分别共同拥有贝尔状态"%((0!
这种情况下使得B与,之间间接地共同拥有贝尔状态"%((0的拓扑结构!称之为

纠缠状态交换$实际协议是备制中心8把与送信者 B共同拥有的$%!"#!利用

量子隐形传态方式传送给收信者,$下面通过实际跟踪信息传递过程确认纠缠

状态的交换原理$
首先假设送信者B与收信者,与备制中心8之间有如下的初期状态(

!!’/(0"’(05’(02(’105’102
槡’

#’(0=’(02(’10=’102
槡’

" 1
’
2’(05’(0=’((02(’(05’10=’(102(’105’(0=’1(02(

’105’10=’11024

17第2章!量子纠缠状态及其应用



其中")0B%")0, 与")08 分别表示 B%,%8各自拥有的$%!"#$这里备制中

心8把与B共同拥有的$%!"#对的另一半通过量子隐形传态方式传送给,$量

子隐形传态传送信息的过程如图2&0所示!备制中心8先将自己拥有的’$%!"#
输入控制非门"8<G#=<DD@I -b5 >F#@#!再对自己拥有的$%!"#列的第一位做

P >F#@演算变换!其结果如下(

"/’0h1
’

"(0B"(0,W"10B"10,
槡" #’ "((08W1

’
"(0B"10,W"10B"(0,

槡" #’ "(108W

1
’

"(0B"(0,4"10B"10,
槡" #’ "1(08W1

’
"(0B"10,4"10B"(0,

槡" #’ "1108

由此备制中心8以自己拥有的’$%!"#的0种状态

!!2"%((0!"%(10!"%1(0!"%1104

作为贝尔状态的基底进行测定$根据8的测定结果!B与,的状态以如下的方

式确定(

!!8的测定结果!!!!B与,的状态

!!!!"%((0!!!!!!!!"%((0

!!!!"%(10!!!!!!!!"%(10

!!!!"%1(0!!!!!!!!"%1(0

!!!!"%110!!!!!!!!"%110

然后备制中心8将测定的结果用’!"#表示!再通过经典信道传送给,$,将根

据获得的8的测定结果!通过对自己拥有的$%!"#作如下的对应操作(

!!8的测定结果!!!!!!,的操作

!!!!"%((0!!!!!!不作任何操作

!!!!"%(10!!!!!!执行c >F#@演算

!!!!"%1(0!!!!!!执行Z >F#@演算

!!!!"%110!!!!!!执行Zc"c >F#@Z >F#@#演算

此时B与,拥有的状态就都是"%((0$
然后!送信者B利用共同拥有的贝尔状态"%((0!借助量子隐形传态物理现

象即可向收信者,传送信息$
利用纠缠"CG#FGHD@I#状态交换原理能够构成关于$%!"#的交换机$如图
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图2 /!量子交换机

2 /所示!备制中心C与0个用户 B%,%8%
f共同拥有贝尔状态"%((0!如果用户 B 希望

通过量子隐形传态方式向用户 8传送$%!"#!
备制中心C将利用自己拥有的$%!"#1和$%U
!"#2!通过量子隐形传态方式向用户8传送信

息$通过这个操作!用户 B 与用户 8就能够

共同拥有纠缠"CG#FGHD@I#状态"%((0$
利用纠缠"CG#FGHD@I#状态的交换!每一

个用户仅仅需要与备制中心事先共同拥有各自的纠缠"CG#FGHD@I#状态!那么任

意用户两两之间就能够拥有必要的相互对应的纠缠"CG#FGHD@I#状态$
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第)章!量子纠错编码的原理

在第2章中讲述了量子密钥分配%量子高密度编码%量子隐形传态等概念及

其相关内容!它们或是需要传送$%!"#信息!或是需要共同拥有纠缠状态!因此

实现这些功能就需要有能够无失真传送$%!"#信息的量子信道$但现实中在量

子信道上和量子存储设备中!由于各种噪声和量子自身的相干性!极易引发量子

信息出错$为了克服由此而引发的信息出错!如同经典信息学一样!量子信息学

也引入了信息的信道编码体系!即通过构造信息状态的自身重复%增加冗余方法

达到系统能够自动纠正出错信息的目的!确保信息无误$

0!1!经典纠错编码

首先从经典纠错编码的重复码说起$考虑通过一个有噪声的信道向受信者

传送1!"#的信息$作为最简单的信道模型!我们考虑二元对称信道(即当送出

的信息是1%接受的信息是(的概率以及送出的信息是(%接受的信息是1的概

率都假设为,"(1,11
’
#$那么!我们不需要动任何脑筋传送1!"#的信息!受信

者接收到的信息与送信者发送的信息完全相同的概率是,h14,!受信者接收

到的信息与送信者发送的信息不相同的概率是,!,就是误码率$

图0 1!二元对称信道

其次!为了提高传送信息的可信度!作为信息的信道编码!其方法是(在传送

1!"#信息之际采用将送出的1!"#的信息(或1重复2次再发送出去$也就是

说按下列方法发送信息(
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发送信息!!送往信道的!"#列"信道编码#

!!(!!!5!!!(((
!!1!!!5!!!111

受信者阅读接收到的由信道送出的2!"#的受信信息后!必须判断接收的信息是

(还是1$这时作为判断的方法只要数一数受信信息的2!"#中(和1出现的次

数!并采用多数决定法解码!即次数多的一方决定发送的信息$例如!收到的信

息是((1时!(出现’次%而1只出现1次!作为多数决定法判定发送的信息是

($如果使用多数决定法对下列信息作判定!就能恢复送出的1!"#信息$
接收到的信息!解码结果"发送信息!"#的推定值#

!!

(((
((1
(1(

D

.

/1((

566!! !!(

"0!1#

!!

(11
1(1
11(

D

.

/111

566!! !!1

!!若使用这样的编码方式!下面来计算一下传送1!"#信息在解码时判定失误

的概率$假定送信的2!"#里有’个以上的!"#在信道中发生错误!那么由多数

决定法解码必定失败$因此由编码)解码出现的错误概率与由信道发生的错误

概率是相等的!即2,’"14,#W,2$
例如!设,h(!(1!则

!!2,’"1),#(,2 "(!(((’37

此时与不作信道编码的误码率为(!(1的情况相比!很显然重复码的误码率得到

了大幅度的改善$

0!’!有关!"#反转信道的量子纠错编码

本节讲述量子纠错编码的有关内容$
最简单的量子信道是!"#反转信道"如图0 ’所示#!该信道中输入的$%!"#

信号为

!!’’0"$’(0(%’10
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该信道以14, 的概率原样输出!以, 的概率对输入的$%!"#信息作 c
>F#@演算"反转演算#

!!Oh
(!1
1!5 6(

得到O"’0并输出其结果$

图0 ’!!"#反转信道

与经典的纠错编码一样!作为最单纯的编码!考虑将1$%!"#用2$%!"#列编

码!也就是说用以下的方式编码(

$%!"#!!!!!!!编码

"(0 566! !"(0"(0"(0h"(((0

"10 566! !"10"10"10h"1110

而且设编码保持线性!即"’0h$"(0W%"10编码后的形式为

!!"’0h$"(((0W%"1110

实际的编码器如图0 2所示$以下根据上面所述的编码方式!演示能够订

正输入的$%!"#列中至多1$%!"#发生!"#反转错误的情况$

图0 2!编码器"编码回路#

现在来说明如何订正$%!"#中发生的!"#反转错误$首先!受信者接收到的

$%!"#列是以量子状态叠加的方式来表述的("%1%’%20!其中%1 表示(抑或1$
这里测出%1%%’%%2 中1出现的个数!并判定在"%1%’%20中1的个数在一个以下

的状态时解码成"(((0!1的个数在’个以上的状态时解码成"1110$也就是说

解码以A 的方式决定(
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!!!!接收到的信息!!!!!解码结果

!!!!

"(((0
"((10
"(1(0
"1((

D

.

/0

!! 566
A

!!"(((0

!!!!

"11(0
"1(10
"11(0
"111

D

.

/0

!! 566
A

!!"1110

即

!!A2"(((0!"((10!"(1(0!"1((04
!!h"(((0!A2"11(0!"1(10!"11(0!"11104
!!h"1110 "0!’#

注意到用这样的方式解码与经典纠错编码的方式"0!1#完全对应$再假设解码

操作是线性的!也就是说假设"’0解码成A"’0!"’;0解码成A"’;0!那么叠加状

态$"’0W%"’;0的解码就转变成由A"’0和A"’;0决定的叠加状态表示成以下等式(

!!A"$’’0(%’’;0#"$A’’0(%A’’;0

例题)!(!设将$%!"#"’0h$"(0W%"10利用图0!2所示编码器完成重复编

码!其量子比特列为$"(((0W%"1110!并通过信道转送$在信道中假设第’个

$%!"#发生!"#反转错误!即受信者收到的量子比特列为$"(1(0W%"1(10$这种

场合注意到!有

!!A’(1(0"’(((0!A’1(10"’1110

那么!通过A 变换

!!A"$’(1(0(%’1(10#"$"A’(1(0#(%"A’1(10#

! "$’(((0(%’1110

就可以获得经过纠正的正确的信道信息$
实际的解码器A 以图0 0方式实现$

图0 0!解码器"解码回路#
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首先假设量子信道不失真!接收到的信息与发送的信息$"(((0W%"1110完

全相等!包含’位$%!"#辅助信息!其状态如下(

!! "$’(((0(%’1110#’((0"$’(((((0(%’111((0

经过0个控制非门"8<G#=<DD@IU-b5U>F#@#演算!其状态将顺序发生如下变化(

!!通过第1个控制非门后!!!!$’(((((0(%’1111(0

!!通过第’个控制非门后!!!!$’(((((0(%’111((0

!!通过第2个控制非门后!!!!$’(((((0(%’111(10

!!通过第0个控制非门后!!!!$’(((((0(%’111((0

最后的状态对应于图0!0的点线状态!若以状态的最后’位$%!"#2"((0%"(10%

"1(0%"1104为基底进行测量!按照’!2节有关$%!"#对部分测定的结论!以概率

’$’’(’%’’ "1获得"((0$
另一方面!如果接收到的信道信息变成$"1((0W%"(110!再包含’位$%!"#

辅助信息的状态!通过如图0 0所示的控制非门 8<G#=<DD@IU-b5U>F#@演算

后!其状态将成为

!!$’1((1(0(%’(111(0" "$’1((0(%’(110#’1(0

然后测定最后’位$%!"#!以概率"$"’h"%"’h1获得"1(0$以同样的方法!接收

到的信道信息中无论哪一个$%!"#发生错误!作为测定的结果都能以概率为1
准确地判断出错误发生的位置$

测定结果!!!!!!错误的位置

!"((0 没有发生错误

!"1(0 第1位$%!"#
!"110 第’位$%!"#
!"(10 第2位$%!"#

这样!我们就知道当错误发生在不同的位置!其测定的结果就完全不一样*
反之就能够通过测定出的结果判断出错误发生的位置$因此!对应于不同的测

定结果在相应的$%!"#位上实施!"#反转c >F#@演算就能够自动纠正错误$
以上讲述的纠错编码方法仅能够纠正1个!"#发生反转的错误$那么!考

虑至多1个$%!"#位上发生!"#反转的出错概率应该是

!! "1),#2(2,"1),#’ "1)2,’(’,2

则使用这种纠错编码!订正错误失败的概率,@ 就为
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!!,@"1)"1)2,’(’,2#"2,’)’,2

这些结果与经典纠错编码场合是相同的$但是!在量子纠错编码的问题上!仅用

解码错误率,@ 作为性能评价是不充分的!其原因就在于量子状态的叠加性$因

为特定的叠加状态

!! 1
槡’

"’(0(’10#

的编码应该为

!! 1
槡’

"’(((0(1110#

将其转送的时候!即使发生’个以上的!"#反转错误"例如错误发生后的状态为

1
槡’

"’1(10(’(1(0#!经过A 变换再对

!! 1
槡’

"’1110(’(((0#

解码!其结果也能正确地恢复成原始的$%!"#$另外!作为其他的理由!有关$%U
!"#的一个重要特性!就是原始$%!"#状态表示的信息与解码得到的$%!"#状态

表示的信息!两者之间的相似程度如何!也就是说它们之间的距离如何$上例告

诉我们!能够订正错误的种类也不是评价错误订正能力的惟一尺度$
从$%!"#状态表示信息类似程度的角度看纠错能力的性能!其评价尺度称

为忠实度$所谓的忠实度B 定义如下(设送信的$%!"#为"’0%解码的$%!"#为

"’;0%B被定义为

!!B"<’1’;’’0’’ "0!2#

这里<表示有关信道"与测试过程#的数学期望值$很显然!有

!!($B$1

如果Bh1!则送收信的$%!"#完全相等$
首先来计算没有编码情况下的忠实度$这时假设送信的$%!"#是$"(0W

%"10!通过信道以下面的概率输出(

!!14,的概率输出状态为!!!!$’(0(%’10

!!,的概率输出状态为!!!!! O"$"(0W%"10#h$"10W%"(0
计算此时的忠实度B(
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!!B" "1),#’"$1(’(%11’#"$’(0(%’10#’’(
,’"$11’(%1(’#"$’(0(%’10#’’

" "1),#"’$’’(’%’’#’(,"$#%(%#$#’

"1),(,"$#%(%#$#’ "0!0#

此处的等号使用了归一化条件"$"’W"%"’h1$结果中由于"$#%W%#$#’ 是非负

的实数!因此获得了没有编码情况下忠实度B的下限(

!!9"G
’’0

BC1),

其次!再来计算有编码情况下的忠实度$设送信的$%!"#依然是

!!’’0"$’(0(%’102$’(((0(%’1110

作为解码结果!$"(0W%"10输出的概率与至多发生1个!"#反转错误的概率是相

等的!即为 "1),#2(2,"1),#’ *由于解码错误的发生!$"10W%"(0输出的概率

与’个以上!"#反转错误发生的概率相等!即为2,’"1),#(,2 $除此以外!作

为$%!"#"’0的解码结果再也没有其他的输出$计算其实际忠实度B(

!!B" 5"1),#2(2,"1),#’6"$1(’(%11’#"$’(0(%’10#’’(

52,’"1),#(,26"$11’(%1(’#"$’(0(%’10#’’

" 5"1),#2(2,"1),#’6"’$’’(’%’’#’(52,’"1),#(,26
"$#%(%#$#’

" "1),#2(2,"1),#’(5,2(2,’"1),#6"$#%(%#$#’

再使用归一化条件"$"’W"%"’h1和"$#%W%#$#’C(!即可得到其忠实度B 的

下限(

!!9"G
’’0

BC "1),#2(2,"1),#’ "1)2,’(’,2 "0!/#

比较式"0!0#和式"0!/#!设(9,91
’
!显然下列不等式成立(

!!1)2,’(’,2 E1),

即信道编码增加了忠实度$

0!2!有关位相翻转信道的量子纠错编码

量子比特的!"#反转信道有对应的经典比特的’元对称信道!而量子比特
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的位相翻转信道却没有对应的经典比特信道$图0 /给出了更接近量子力学

理论的位相翻转信道图示$位相翻转信道中!输入的$%!"#"’0以14,的概率原

样输出!以,的概率对输入的$%!"#"’0信号作位相翻转Z >F#@演算(

!!Ih
1 (’

(

)

*( 41

得到$%!"#I"’0并输出其结果$

图0 /!位相翻转信道

对于位相翻转信道来说!前面介绍的编码方法是无纠错能力的$假设对状

态$"(0W%"10进行编码!得到的三位编码为

!!$’(((0(%’1110

经过位相翻转信道传送$如果第一位$%!"#上发生了位相翻转错误!即受信者

接收的信息是

!!$’(((0)%’1110

那么!经过演算A 得到的结果是

!!A"$’(((0)%’1110#"$’(((0)%’1110

这将意味着推定送信的状态是$"(04%"10!也就是说它无法订正信道中发生的

错误$下面就针对位相翻转信道考虑有效的信道编码方法$
对于 PFIF9F=I变换

!!7h1
槡’

1 1’

(

)

*1 41

显然!下面的等式成立(

!!7#7 "7’ " 1
’

1 1
1 )

’

(

)

*1
1 1
1 )

’

(

)

*1
"

1 (’

(

)

*( 1
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再做一个简单的计算!就有

!!7I7 " 1
’

1 1
1 )5 61

1 (
( )5 61

1 1
1 )5 61

" 1
’

1 )15 61 1
1 1
1 )5 61

"
(!1
1!5 6(

"O

其中!O 表示!"#反转c >F#@演算$通过矩阵操作对位相翻转信道的输入系

列以及输出系列添加 PFIF9F=I变换"如图0 )所示#!就可把位相翻转错误转

变换成!"#反转错误!于是就可以考虑如下的纠错编码方法$

图0 )!基于 PFIF9F=I变换将位相翻转错误变换成!"#反转错误示意图

有关位相翻转的纠错编码

"1#为了直观描述$%!"#"(0和"10经过 7 变换后的状态!首先用下列方法

定义状态"W0和"40(

!!’(0"7’(0" 1
槡’

1 1
1 )

’

(

)

*1 561
(

" 1
槡’

561
1

!!’)0"7’10" 1
槡’

1 1
1 )5 61 56(

1
" 1

槡’
1
)5 61

"’#对$%!"#$"(0W%"10做下列的变换(

!!$’(((0(%’1110"$’(0’(0’(0(%’10’10’10!

然后对各位$%!"#实施 PFIF9F=I变换!就得到以下2位$%!"#的叠加状态(
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!!$7’(07’(07’(0(%7’107’107’10

! "$’(0’(01(0(%’)0’)0’)0

! "$’(((0(%’)))0

再将其送入位相翻转信道$实际的编码器如图0 .所示$

图0 .!编码器"编码回路#

"2#再一次对从位相翻转信道输出的$%!"#实施 PFIF9F=I变换!然后使用

与!"#反转信道纠错方法相同的手法实施解码操作即可纠正错误$实际的解码

器如图0 7所示$

图0 7!解码器"解码回路#

例题)!$!将$%!"#$"(0W%"10编码成$"WWW0W%"4440!然后将其送

入位相翻转信道!假设第’个$%!"#上发生位相翻转错误$因为位相翻转发生

在第’位(

!!I’(0"
1 (
( )5 61

1
槡’
1
槡

’

(

)

*’

"

1
槡’
)1
槡

’

(

)

*’

"’)0

!!I’)0"
1 (
( )5 61

1
槡’
)1
槡

’

(

)

*’

"

1
槡’
1
槡

’

(

)

*’

"’(0

所以接收到的$%!"#列为$"W4W0W%"4W40!即第’个$%!"#上发生了位相
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翻转错误$再一次对接收到的$%!"#列各位做 PFIF9F=I变换演算(

!!7’(0"7"7’(0#"’(0

!!7’)0"7"7’10#"’10

则得到信息的叠加状态$"(1(0W%"1(10!使用式"0!’#的解码方法将获得(

!!A"$’(1(0(%’1(10#2$’(((0(%’1110

由此得知发送的$%!"#信息是$"(0W%"10$

0!0!一般性的量子纠错编码

在讲解一般性的针对量子无记忆信道纠错编码方法之前!本节中我们将给

出关于!"#反转错误%位相翻转错误以及!"#和位相同时发生错误的三种情况中

的无论哪一种情况发生在某一位$%!"#上的纠错编码的方法$
首先假设O 为!"#反转演算%I为位相翻转演算!则考虑表示!"#反转和位

相翻转同时发生错误演算的两种情况(

!!OI"
(!1
1!5 6(

1 (
( )

’

(

)

*1
"

( )1’

(

)

*1 (

!!IO "
1 (
( )

’

(

)

*1
(!1
1!5 6(

"
( 1
)

’

(

)

*1 (

这里显然有OIh4IO!在第一章里明确过$%!"#与其定数倍被认为是同一状

态!因此OI和IO 被认为是表示同样的错误$在这里选择OI表示!"#反转和

位相翻转同时发生错误的演算$下面就针对任一个$%!"#位实施O%I或OI 演

算中的任何一种演算讨论实现纠错编码的方法$
这里首先介绍由+;<=提出的%被称为是+;<=编码的编码方法$+;<=编码

可以被看成是到目前为止我们介绍的2位$%!"#的!"#反转纠错编码与位相翻

转纠错编码的组合编码$具体的编码方法是(首先将$%!"#进行!"#反转纠错编

码!得到

!!’(02’(((0

!!’102’1110

再将$%!"#按前一节的位相翻转编码方法进行编码!得到
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!!状态"(0编码得到"WWW0("(0W"10
槡" #’

"(0W"10
槡" #’

"(0W"10
槡" #’

!!状态"10编码得到"4440("(04"10
槡" #’

"(04"10
槡" #’

"(04"10
槡" #’

然后再对每一个$%!"#位进行!"#反转纠错编码!得到

!!状态"W0h"(0W"10
槡’

编码得到"(((0W"1110
槡’

!!状态"40h"(04"10
槡’

编码得到"(((04"1110
槡’

将上面的两种编码组合起来就得到+;<=编码!即

!!状态"(0编码得到
"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’’

!!状态"10编码得到
"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#

槡’’

实际的+;<=编码的编码器如图0 3所示$

图0 3!+;<=编码器"编码回路#

接下来讲解有关+;<=编码中有一个以下!"#反转错误和一个以下位相翻

转错误同时发生时订正的方法$例如!发送信息的状态是$"(0W%"10$首先将

状态$"(0W%"10转换成+;<=编码
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!!’’0"$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#
槡’ ’

(

%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡’ ’

再将其送入量子信道$假设结果中第1位$%!"#位发生!"#反转%第.位$%!"#
位发生位相翻转!则收信状态变成以下结果(

!!’’;0"$"’1((0(’(110#"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#
槡’ ’

(

%"’1((0)’(110#"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#
槡’ ’

首先考虑第1位到第2位$%!"#的处理!把它们视为三位$%!"#的!"#纠错编码!
采用上一节介绍的!"#反转纠错编码的解码方法A!则"1((0和"(110将被解码

成"(((0和"1110$同样考虑第0位到第)位的$%!"#以及第.位到第3位的

$%!"#的处理!也把它们看成三位$%!"#的!"#纠错编码!同样利用!"#反转纠错编

码方法进行解码!其结果转变成A""’;0#h"’F0

!!’’F0"$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#
槡’ ’

(

%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#
槡’ ’

显然结果中已纠正了第1位$%!"#位发生!"#反转$其次为了纠正位相翻转错

误!从上面的状态中取出第1位%第0位和第.位三位$%!"#状态!则考虑以下

状态(

$"’(0(’10#"’(0(’10#"’(0)’10#
槡’’

(%"’(0)’10#"’(0)’10#"’(0(’10#
槡’’

对此用状态"W0和"40来表示$上面的状态能够写成

!!$’(()0(%’))(0

这个结果可以看成是状态$"(0W%"10经过位相翻转纠错编码$"WWW0W%"4
440后!通过信道时最后一位$%!"#发生位相翻转错误的结果$使用位相翻转

纠错编码的解码方法就可以订正这个错误$实际上对各$%!"#位作 PFIF9F=I
变换!就获得状态

!!$’((10(%’11(0
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再一次对三位$%!"#使用!"#反转纠错编码的解码方法!分别将"((10解码成

"(((0!将"11(0解码成"1110就可得到最终结果

!!$’(((0(%’1110

取出结果状态中的任意一位$%!"#就能恢复发送信息的原始状态$"(0W%"10$
图0 1(给出了+;<=编码的解码器的构成图$

图0 1(!+;<=编码的解码器"解码电路#

下面再仔细地研究一下+;<=编码!就会发现+;<=编码在某些情况下能够

订正或不能订正(’个以上的!"#反转同时发生或’个以上的位相翻转同时发生

的错误$例如$%!"#的第1位和第2位上同时发生!"#反转错误!解码必定失

败*但若第1位和第0位上同时发生!"#反转错误!从解码的方法上很容易知道

订正是可能的$对于位相错误而言!若$%!"#的第1位和第0位上同时发生位

相翻转错误!解码必定失败*但若第1位和第2位上同时发生位相翻转错误!作

为最终的解码结果!它与没有发生错误一样!因此订正也是可能的$
例题)!’!将状态$"(0W%"10作成+;<=编码

!!’’0"$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#
槡’ ’

(

%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡’ ’

然后送入量子信道!让我们来考虑以下情况的纠错$假设通过信道后第1位

$%!"#位上发生!"#反转错误%第/位$%!"#位上同时发生!"#反转错误和位相翻

转错误!此时接收状态为

.3第0章!量子纠错编码的原理



!!’’;0"$"’1((0(’(110#"’(1(0)’1(10#"’(((0(’1110#
槡’ ’

(

%"’1((0)’(110#"’(1(0(’1(10#"’(((0)’1110#
槡’ ’

首先!将$%!"#列的第1位到第2位%第0位到第)位%第.位到第3位都分别看

成三位$%!"#位的纠错编码$使用!"#反转纠错编码的解码方法可将"1((0和

"(1(0恢复成"(((0!将"(110和"1(10恢复成"1110$那么!有状态A""’;0#h"’F0

!!’’F0"$"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#
槡’ ’

(

%"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#
槡’ ’

此时$%!"#列第1位和第/位上同时发生的!"#反转错误得以纠正$其次!为了

纠正位相翻转错误!从上面的状态中取出第1位%第0位和第.位三位$%!"#状

态!则考虑以下状态(

!$"’(0(’10#"’(0)’10#"’(0(’10#
槡’’

(%
"’(0)’10#"’(0(’10#"’(0)’10#

槡’’
"$’()(0(%’)()0

为了纠正位相翻转错误!对各$%!"#位作 PFIF9F=I变换就获得状态

!!$’(1(0(%’1(10

再一次对三位$%!"#使用!"#反转纠错编码的解码方法!分别将"(1(0解码成

"(((0和将"1(10解码成"1110!得到的最终结果为

!!$’(((0(%’1110

取出结果状态中的任意一位$%!"#就能恢复发送信息的原始状态$"(0W%"10$

0!/!更一般性的量子信道的错误纠正

到上一节为止我们列举了发生在量子信道中的代表性错误’!"#反转%位相

翻转以及!"#反转与位相翻转同时发生的情况$当然!量子信道中可能发生的

错误并非仅限于这些!直观上可能的错误现象还有很多$但是!能够订正以上三

种错误的量子纠错编码如果存在!以此为基础就有可能订正量子信道中发生的

任何错误$本节中以+;<=编码为例!讲解利用+;<=编码就能够订正量子信道
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中至多1个$%!"#位发生的任意错误$
对于$%!"#来说!一般性的量子错误必定能够用一个酋矩阵表示$这就如

同在第二章里讲述的一样(能够对$%!"#实施的任何演算"操作#都可以用酋矩

阵来表示$这里假设用酋矩阵<表示错误"此处<必定是单位矩阵#!用矩阵O
表示!"#反转错误!用矩阵I表示位相翻转错误!用矩阵OI的线性组合表示!"#
反转与位相翻转同时发生的错误!则一定存在复数D(!D1!D’!D2!<可以表示成以

下的线性组合(

!!<"D(G(D1O(D’I(D2OI "0!)#

事实上假设

!!<"
1 4’

(

)

*- 8

则有

!!<"D(
1 (’

(

)

*( 1
(D1

( 1’

(

)

*1 (
(D’

1 (
( )

’

(

)

*1
(D2

( )1’

(

)

*1 (

"
D((D’!D1)D2

D1(D2!D()D5 6
’

可求得待定系数为

!!D( "1(8
’

!D1 "-(4
’

!D’ "1)8
’

!D2 "-)4
’

以下将状态$"(0W%"10作成+;<=编码!并假设由式"0&)#决定的错误发生

在$%!"#的第1位上!我们将展示利用解码的方法能够订正这个错误$
显然!送入信道的编码状态是

!!$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#
槡’ ’

!!(%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡’ ’

对接收到的编码状态!用演算<作用$%!"#列的第一位$则有

!!D 2(
$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’
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(%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡

4
’ ’

(D21
$"’(((0(’(110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110

槡’ ’

(%"’1((0)’(110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡

4
’ ’

(D2’
$"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’

(%"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡

4
’ ’

(D22
$"’1((0)’(110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’

(%"’1((0(’(110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡

4
’ ’

"0!.#
这里如果订正!"#反转错误!即将"1((0恢复成"(((0!将"(110恢复成"1110!则

状态就变成

!!D 2(
$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’

(%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#
槡

4
’ ’

(D21
$"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’

(%"’(((0)’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110
槡

4
’ ’

(D2’
$"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’

(%"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110
槡

4
’ ’

(D22
$"’(((0)’1110#"’(((0(’1110#"’(((0(’1110#

槡’ ’

(%"’(((0(’1110#"’(((0)’1110#"’(((0)’1110
槡

4
’’

"0!7#

接着为了纠正位相翻转错误!在上面的状态中从第1位到第2位中任取一位%第

0位到第)位中任取1位%第.位到第3位中任取一位"通常取出第1位%第0位
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和第.位三位$%!"#状态#!得到状态

!!D 2(
$"’(0(’10#"’(0(’10#"’(0(’10#

槡’ ’

(%"’(0)’10#"’(0)’10#"’(0)’10#
槡

4
’ ’

(D21
$"’(0(’10#"’(0(’10#"’(0(’10#

槡’ ’

(%"’(0)’10#"’(0)’10#"’(0)’10#
槡

4
’ ’

(D2’
$"’(0)’10#"’(0(’10#"’(0(’10#

槡’ ’

(%"’(0(’10#"’(0)’10#"’(0)’10#
槡

4
’ ’

(D22
$"’(0)’10#"’(0(’10#"’(0(’10#

槡’ ’

(%"’(0(’10#"’(0)’10#"’(0)’10#
槡

4
’ ’

! ""D((D1#"$’(((0(%’)))0#("D’(D2#"$’)((0(%’())0#

为了纠正位相翻转错误!对各$%!"#位作 PFIF9F=I变换!获得状态

!! "D((D1#"$’(((0(%’1110#("D’(D2#"$’1((0(%’(110#

再一次订正!"#反转错误!即将"1((0恢复成"(((0%将"(110恢复成"1110!则结

果状态变成

!! "D((D1#"$’(((0(%’1110#("D’(D2#"$’(((0(%’1110#

! " "D((D1(D’(D2#"$’(((0(%’1110#

已知$%!"#状态的整数倍表示同一状态!那么取出结果状态$%!"#列中的任

意一位就能恢复到发送信息的原始状态$"(0W%"10$
从以上的结论中可以知道(利用+;<=编码能够订正$%!"#列中至多一位发

生的任意量子错误$注意到以上讨论以及获得结果的本质依赖于解码操作的线

性性质$也就是说!对发生式"0!.#描述的错误O 和I 以及OI 的叠加状态解

码结果!如同式"0!7#描述的取自对各个错误纠正状态的叠加状态结果$同样的

讨论!能够订正P个为止的!"#反转错误%位相翻转错误以及!"#反转和位相翻转

同时发生错误的量子纠错编码!就能够订正量子信道中至多P个$%!"#位发生的任
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意错误$

0!)!无需测定的解码回路构成法

上一节作为最基本的量子信号解码器!考虑了利用8<G#=<DD@IU-b5U>F#@
演算和测定的方法$但是!在实际操作上根据测定结果要反转错误的$%!"#!除

了量子回路以外还需要其他的电子回路!仅仅使用量子演算的机理描述是不能

构成解码器的$下面将讲述仅仅利用量子回路或量子门电路!不用测量就可以

解码的方法$
首先 将 8<G#=<DD@IU-b5U>F#@演 算 更 一 般 化 来 说 明+控 制)控 制 非 门,

"8<G#=<DD@I)8<G#=<DD@IU-b5U>F#@#的有关概念$所谓+控制)控制非门,的意

思是用两位控制一位!也就是2位输入和2位输出的量子演算!其量子逻辑回路

如图0 11所示$

图0 11!控制)控制非门"8<G#=<DD@I)8<G#=<DD@IU-b5U>F#@#

+控制)控制非门,的量子演算为

!!’%1%’%202’%1%’""%1B-f%’#=%2#0

在三位7种基底状态2"(((0!"((10!"(1(0!"(110!"1((0!"1(10!"11(0!"11104
中!根据表达式"%1B-f%’#=%2!7种基底状态经过+控制)控制非门,后其状

态将发生变化(

!!’(((02’(((0!’((102’((10

!!’(1(02’(1(0!’(1102’(110

!!’1((02’1((0!’1(102’1(10

!!’11(02’1110!’11102’11(0

结果是在三位$%!"#中限定仅在前两位$%!"#的状态为"110时!将第2位$%!"#
反转!其输出状态将发生变化(

!!!输入状态!!!!输出状态

!!!"11(0!!5!!"1110
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!!!"1110!!5!!"11(0
而对于其他的基底状态输入状态和输出状态将保留一致$若令输入状态为

"%1%’%20!则输出状态为"%1%’%;2 0的 8<G#=<DD@I)8<G#=<DD@IU-b5U>F#@的数

学描述如下(

!!%2;h
%2!!%1h%’h1!的场合

%2!!2 上述以外的场合

此处%;1 取值(或1!%2 表示%2 的否定$特别地!如果"%20h"(0!则对应于输入

状态"%1%’(0的输出状态就成为"%1%’"%1)%’#0$此处%1)%’ 表示 B-f演

算$到此我们知道+控制)控制非门,8<G#=<DD@I)8<G#=<DD@IU-b5U>F#@是对

应于逻辑演算B-f的量子演算$
现在将状态$"(0W%"10用0!’节讲述的编码方法编成代码$"(((0W%

"1110!在信道中发生!"#反转错误!我们讨论构成订正这类错误的解码器$
首先我们不做测定!考虑第’位$%!"#上发生错误的订正方法$与图0!0

描述的那样!受信状态$"(1(0W%"1(10后缀两位辅助$%!"#!考虑输入状态

!! "$’(1(0(%’1(10#’((0"$’(1(((0(%’1(1((0

将这个状态输入到图0!1’表述的量子回路!图的虚线部分表述了状态的变化!
变化过程如下(

!!!!$!!!!!!!%
!!"(1(0"((0!!!"1(10"((0

!!"(1(0"((0!!!"1(10"1(0

!!"(1(0"1(0!!!"1(10"1(0

!!"(1(0"110!!!"1(10"1(0

!!"(1(0"110!!!"1(10"110
结果为(

!!$’(1(110(%’1(1110" "$’(1(0(%’1(10#’110

辅助$%!"#的状态变成了"110$如前所述!辅助$%!"#的状态因错误发生的位置

不同而不同$

!!错误发生的位置!!!!!!!辅助$%!"#的状态

!!!没有错误!!!!!!!!!!!!"((0

!!!第1位$%!"#发生错误!!! "1(0

!!!第’位$%!"#发生错误!!! "110
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!!!第2位$%!"#发生错误!!! "(10

因此!只要对应于辅助$%!"#的状态2"((0!"1(0!"110!"(104!反转从第1位到第2
位中某个$%!"#即可订正错误$在订正第’个$%!"#发生的错误时!使用+控制)
控制非门,和辅助$%!"#的状态是"110的结果!反转第’位$%!"#即可订正错误$如

此可以获得如下的输出状态(

!!$’(((110(%’111110" "$’(((0(%’1110#’110

图0 1’!订正第’位$%!"#发生错误的回路

从这个输出状态的前2位$%!"#可以

推断原始的发送信息$这种情况下

我们知道当第’位$%!"#发生!"#反

转是可以订正的$另外!在图0 1’
所示的回路中我们必须注意到!如果

是第’位$%!"#以外的$%!"#发生错

误!或者说完全没有发生错误时!受

信的信息将会保持原样输出$
下面考虑第一个$%!"#发生错误

的情况$此时辅助$%!"#的状态是"1(0!在这种情况并只有在这种情况下反转

第1位$%!"#可订正错误$为了实现这个功能!使用控制非门8<G#=<DD@IU-b5U
>F#@的否定回路与+控制)控制非门,8<G#=<DD@I)8<G#=<DD@IU-b5U>F#@一起构

成如图0 12所示的量子回路即可实现上述功能$事实上如果第一位$%!"#上

发生错误!那么从下往上数!第2位$%!"#经过控制非门8<G#=<DD@IU-b5U>F#@
时!其状态由"(0变成"10!而第’位和第1位的$%!"#各自保持本来的"(0和

"10$然后最后由+控制)控制非门,8<G#=<DD@I)8<G#=<DD@IU-b5U>F#@将第1
位$%!"#反转即可订正错误$第2位$%!"#发生错误的订正方法与第1位发生

错误的订正方法在概念上是一样的!同样可以订正$

图0 12!第1位$%!"#发生错误的订正回路
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从以上的讨论结果!在图0 12中给出能够订正任意$%!"#位发生!"#反转

错误的解码器$另外!有关实际的解码!并非要将传送过来的信息编码本身复

原!而是只要将传送过来的1个$%!"#本身复原即可$为此!例如仅仅利用如图

0 1’所示的针对第’位$%!"#错误订正的回路!推断输出的第’位$%!"#就是

原送信信息的$%!"#值即可$

图0 10!订正!"#反转的回路

例题)!)!再一次将$%!"#$"(0W%"10编码成$"(((0W%"1110!并将其送入

信道$假设此时受信者接收到的信息是$"((10W%"11(0!即第2位$%!"#发生

!"#反转错误$在此将接收到的信息$"((10W%"11(0送入解码器!看一看它的输

出状态究竟是什么$
假设解码器如图0 10所示!解码过程可以分段描述如下(其输入状态是到

达虚线B的瞬间状态

!! "$’((10(%’11(0#’((110"$’((1((110(%’11(((110

经过B,,之间的运算!达到虚线,的瞬间状态为

!!$’((1(1110(%’11((1110" "$’((10(%’11(0#’(1110

此时可以看到辅助位的第’位发生了变化!指出了信息序列发生错误的位置$
经过,,8之间的运算!达到虚线8的瞬间状态为

!!$’((1(1(10(%’11((1(10" "$’((10(%’11(0#’(1(10

此时可以看到即使通过虚线,的右侧的+控制)控制非门,!信息序列的第’位

$%!"#也不会发生变化!但控制非门使得辅助位的第2位由"10变成了"(0$再经

过8,f之间的运算!达到虚线 f的瞬间状态与达到虚线 8的瞬间状态保持

一致(

!!$’((1(1(10(%’11((1(10" "$’((10(%’11(0#’(1(10
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没有发生任何变化!即通过虚线8右侧的+控制)控制非门,!信息序列的第1位

$%!"#没有发生变化$最后经过f,C之间的运算!达到虚线C的瞬间状态是

!!$’((((1(10(%’111(1(10" "$’(((0(%’1110#’(1(10

即通过虚线C的右侧的+控制)控制非门,!信息序列的第2位$%!"#被反转$最

后从下列状态

!!$’((((1(10(%’111(1(10

中取出前2位$%!"#即可得到原始的发送信息的代码$"(((0W%"1110$
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第*章!量子纠错编码的构成法

在第四章节中介绍了量子纠错编码的基本原理!并以经典纠错编码中的重

复码为基础!分别介绍了(!"#反转纠错码的编码与解码原理*位相翻转纠错码的

编码与解码原理*引入+;<=编码和表示更一般的量子信道错误的酋矩阵<"
D(G(D1O(D’I(D2OI!讨论了一般性量子纠错码的编码与解码的原理*利用

+控制)控制非门,实现无需测定的纠错码的解码回路构成法原理$本章将进一

步借鉴并利用经典纠错编码中其他思想与方法!介绍8FDI@=!FGXU+;<=U+#@FG@
量子纠错编码的体系!并就量子纠错编码的性能界限等有关问题作一些简单

说明$
为了使读者能够更好地理解量子纠错编码的构成方法!需要一些抽象代数

的基本概念和代数演算中某些特殊知识!需要进一步了解经典纠错编码的基本

概念和它的数学描述!并了解量子纠错编码基本概念及其与经典纠错编码的关

系$/!1节+量子纠错编码的发展简述及其相关数学基础,较深入地介绍了有关

纠错编码的数学基础!有一定的难度!阅读时可以跳过该节!从/!’节开始$

/!1!量子纠错编码的发展简述及其相关数学基础

这里对量子纠错编码的发展做一个综述!介绍量子纠错编码的数学理念以

及用经典纠错码构造量子码的8A++方法及其他方法$在讨论量子纠错码之

前!首先介绍经典纠错编码的一些基本知识!这不仅由于经典纠错码是构造量子

纠错码的重要工具!而且对于理解量子纠错码也是有益的$经典纠错码和量子

纠错码的物理机制很不相同!但是很多概念和结果至少在数学表现形式上有相

似之处$
在数字通信中为纠正信道中产生的错误!自’(世纪/(年代以来发展了系

统的纠错码数学理论$目前正在有效使用的这种纠错码!已经被研究量子纠错

码的学者们称之为+经典,纠错码$
在量子通信和量子计算中!纠错问题同样是一个重要问题$长期以来!人们

一直认为量子纠错比数字通信纠错更为困难!这是由量子通信和量子计算的机
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制所造成的"表示信息的量子状态与环境的相互影响以及量子状态的连续性%纠

缠性%不可克隆等性质#$但是在133/,133)年!量子纠错的研究取得重要的突

破!6&Q&+;<=和B&T&+#@FG@在物理层上把复杂的纠缠态量子错误归结和简

化为只需考虑每个量子位上独立发生的错误!并且错误类型只有2种!即比特反

转错误%位相翻转错误和比特反转加位相翻转错误!把它们抽象成2个6F%D"矩

阵+%%+& 和++$基于这种物理模型的简化!构造出世界上第一个量子纠错码

553!1!266!随后不久人们把它改进为55.!1!266和55/!1!266!后者是最佳

量子码$
133.年以来!B&A&8FDI@=!FGX!C&T&AF"GS!6&Q&+;<=!-&R&B&+D<FG@

等人总结了量子纠错编码理论的数学形式!并且给出一种构造量子码系统的有

效的数学方法$这种方法给出了经典纠错编码和量子纠错编码之间的密切联

系!从而用经典纠错码的结果构造出一批好的量子码$他们的工作极大地推动

了量子纠错编码数学理论的研究!1333年以来!人们不仅利用各种经典纠错码

得到一批纠错性能不断改善的量子码!而且开展了关于量子码性能的其他课题

的研究$

*:(:(!抽象代数

一!基本代数系统

9代数运算:!假定对于集合5 中的任意元素1与集合= 中的任意元素4!
按照某一法则可以与某一集合2中惟一确定的元素-对应!则称这个对应为5%
=的一个"二元#运算!集合5%=也可以是同一个集合!就是对5 中的任意两个

元素1%4!可以惟一确定元素-!使-"1#4!-可以属于5 或不属于5!若属于

5!则称5 在运算+#,下是封闭的$
在二元运算+#,下!若对于5 的任意两个元素1和4!1#4"4#1成立!则

称5 是可交换的$若对于5 的任意2个元素1%4%-在+#,下!1#"4#-#"
"1#4##-成立!则称5 是可结合的$若运算+#,是通常意义下的加法或乘法!
就分别记为1(4或1)4!整数集合中的加法和乘法都是可交换的和可结合的!
因此整数集合是可交换和可结合的$

9代数系统:!如果一个集合5 具有满足某些法则的代数运算!就称集合5
为代数系统!群%环%域就是2个基本的代数系统$

二!群

9群的定义:!设@不是空集!对@ 给定一个代数运算+#,!若在运算+#,
下!满足下列0个条件!则称@为一个群$

"1#@在+#,之下是封闭的!即对每一个元素1<@!4<@!则有惟一确定
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的元素-"1#4!且-<@$
"’#@在+#,之下是可结合的$即对任意元素1%4%-!1<@!4<@!-<

@!有

!!1#"4#-#" "1#4##-

"2#在@中有一个元素D!对任一1<@!满足

!!1#D"D#1"1

"0#在@中对任一1<@!都有一个1)1 <@!满足

!!1#1)1 "1)1#1"D

条件"2#中的D称为单位元或恒等元!条件"0#中的141称为1的逆元$
若一个群@的乘法+#,可交换!则称@ 为交换群或阿贝尔群!特别在加法

之下!交换群称为加法群$在加法群中!+#,改为+W,!逆元141改为负元41!
单位元称为零元!记作($

9群的例子:
"1#整数集$ 组成一个加法群!有理数集%实数集%复数集各组成一个加

法群$
"’#非零的实数集M#对于乘法组成一个群!正的实数集M"W#对于乘法也组

成一个群$
"2#一切元在数域B正的/阶可逆矩阵对于乘法组成一个群!记作@C/"B#$
"0#一切/次置换的集合组成一个群!称为置换群!记作Q/$
事实上!若任取两个/次置换(

!!+1 "
1 ’ 3 /
01 0’ 3 0

’

(

)

*/
!+’ "

1 ’ 3 /
R1 R’ 3 R

’

(

)

*/

+’ 可以改写为

!!+’ "
01 0’ 3 0/

?1 ?’ 3 ?
’

(

)

*/

对于置换+1 和+’!规定置换

!!+2 "
1 ’ 3 /
?1 ?’ 3 ?

’

(

)

*/

和它们对应!即+2 为+1 和+’ 的乘积!记作
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!!+2 "+1+’

在这个乘法之下!不难推出Q/ 满足群中规定的条件!因而Q/ 组成一个群$
9子群:!设群@的非空子集7 对于@ 的运算也组成一个群!则称 7 为@

的一个子群$
群@的非空子集7 是子群的充分必要条件是(若1<7!4<7!则14)1<7$
任意个子集的交集是一个子群$
9循环群:!一个元1的一切乘幂1( "D!1!1’!3 的全体组成一个群!称

为循环群!循环群是交换群$
若序列D!1!1’!3中没有两个元素相等!则称@ 为无限循环群!若有相等

的元素!即

!!10"1R!07R

可推出@为/个元D!1!1’!3!1/41的集!即

!!@" 2D!1!1’!3!1/)14

这时称@为有限循环群!/称为@ 的阶!即/为使1/ "D的最小正整数$
循环群的子群还是循环群$
9不变子群!陪集!商群:!设7 是群@ 的一个子群!若对每个元S<@!有

!!S7 "7S

"这里S7 表示S 与7 中一切元素的乘积!例如S#!#<7#!即S7S)1 "7!
则称7 为@ 的一个不变子群"或正规子群#!S7 和7S 分别称为@ 对7 含元

素S 的左陪集和右陪集!因此含同一元素的不变子群的左陪集和右陪集是重

合的$
把陪集看作元素时!一切陪集构成一个群!称为@对7 的商群!记作@&7$
拉格朗日定理(有限群@的子群的阶是群@ 的阶的一个因数$

@的不变子群7 的商群@&7 的阶为@ 的阶被7 的阶除所得的商$
交换群的一切子群都是不变子群$
若群@除自身外!无任何其他不变子群!则称@为单群$
三!环

9环的定义:!一个非空集M有加法和乘法两个二元运算!若满足下列2个

条件!就称M为一个环$
"1#M是一个加法群$
"’#对于乘法满足结合律$即对任何1%4%-!1<M!4<M!-<M!有
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!!1"4-#" "14#-

"2#对于加法和乘法满足左%右分配律$即对任何1%4%-!1<M!4<M!
-<M!有

!!1"4(-#"14(1-!"4(-#1"41(-1

一个环若满足乘法的交换律14"41!则称M为交换环$
9环的例子:
"1#一切整数全体是一个环!称为整数环$
"’#设B是一个数域!则域B上的多项式的全体是一个环!记作B5%6$
"2#如果数集M中任意两个数的和%差%积仍属于M!则M也是一个环!称为

数环$单个数零也是一个数环!称为零环$显然!数环总是交换环$
四!域

9域的定义:!一个具有单位元的交换环M!若至少含有一个非零元!并且每

个非零元1恒有逆141!则称M为一个域$
9环的例子:
"1#数域B"有理数域L%实数域M%复数域2#都是域$
"’#数域B上的一切有理分式9"%#&S"%#"9"%#&S"%#<B5%6!且S"%#7

(#在有理分式的加法和乘法之下组成一个域!称为数域B上的有理分式域$

*:(:$!经典纠错编码的基本概念

自1307年香农文章发表后!很长一段时间内人们在探寻那种能够简单地%
有效地编码和译码的好码!由此形成了一套经典纠错编码的理论$

纠错编码的目的是引入剩余度"冗余度#$直观地看!所谓的纠错编码就是

在待传输的信源码的码元"称为信息码元!例如((1(#之后增加"后缀#一些多余

的码元"称为校验码元!例如11(#!构成该信源码的纠错码"称为信道编码

((1(11(#!使得该编码在有噪信道传输中即使发生信息损失或错误仍能在接收

端加以恢复$
根据信息码元和校验码元之间的不同关系!经典纠错码按结构大致可分类

如下"图/ 1#(

F 线性码(信息码元与校验码元之间呈线形关系$

F 非线性码(信息码元与校验码元之间不存在线性关系$

F 分组码(把信息序列以每?个码元分组!然后把每组?个信息元按一定

规律产生:个多余的校验元$输出序列每组长/"?(:!则每一码字的:个校

验元只与本码字的?个信息元有关!与别的码字的信息元无关!用二元组"/!?#
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图/ 1!经典纠错码的分类

表示分组码$

F 卷积码(把信息序列以每?( 个码元分段!编码器输出该段的校验元:"
/)?(!校验元不但与本段的?( 个信息元有关!而且还与其前面3 段的信息元

有关!故用三元组"/!?!3#表示卷积码$

F 循环码(该码"消息编码的全体#的特点是!若将其全部码字分成若干组!
则每一组中任一码字的码元循环移位后仍是这组的码字$

F 非循环码(任一码字中码元循环移位不一定再是该码书中的码字$

*:(:’!从数学角度看经典代数纠错码

在数字通信中!信息用有限个离散状态"数字位#表示!每个位"!"##是有限

集合Q中的元素$若Q有3 个元素 "3C’#!可以取Q为整数模3 的同余类

(!1!3!341"注意3"(#形成的环!表示成I3$这时I3 中有加减乘运算!
从而可使用数论工具$当3",是某个素数, 的方幂时 "TC1#!通常取Q为

J",元有限域!表示成BJ!这时可以对BJ 中的元素进行四则运算!使用有限域

和有限域理论一系列代数性质$
这里只介绍J元有限域BJ 上的经典纠错码$事实上!在通信领域最常使用

的是J"’的情形!即最简单的二元域B’ " 2(!14!其中1(1"("从而1"
)1!于是加法和减法一样#!其余运算都是自然的$

对每个正整数?!以B?
J 表示有限域BJ 上的?维向量空间!其中元素是长为

?的向量(0""01!0’!3!0?#"0<BJ#$这样的向量共有J? 个!用来表示信息$
例如!7个信息2(!1!3!.4可以用B’ 上长为2的7个向量来表示(

!!(" "(((#!1" "1((#!’" "(1(#!2" "11(#
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!!0" "((1#!/" "1(1#!)" "(11#!." "111#

一般地!J? 个信息可以用BJ 上长为? 的向量来表示$但是用这种方式通

信是不能纠错的!这是因为B?
J 中每个向量都代表某种信息!都是有意义的$设

想发方把信息1" "1((#通过信道传给收方!如果信道传输时第’位(错成1!
收到"11(#!而"11(#代表信息2"数学上表示成(发方发出信息%" "1((#!信道

出错错误向量为!""(1(#!收方收到&"%(!""1((#("(1(#""11(##!收

方无法判别是否出错$
为使通信系统有纠错能力!办法是(将J? 个信息用比?长的向量来表示!取

/E?!J? 个信息用B/
J 中J/ 个向量当中的一部分向量"J? 个#来表示!它们形成

B/
J 的一个J? 元子集Q$Q中向量代表信息!而其余J/)J? 个向量是没有意义

的$要将Q选取得好!使得发方发出信息%<Q!在信道产生少数几位错误!时

"即向量!只有少数几位为1!其余位均为(#!收到的&"%(!不属于Q!所以收

方检查到出错"因为&不代表信息#!并且还能够纠正错误$
例*!(!"重复码#将上述2(!1!3!.4代表的向量均重复2次(

!!(" "(((((((((#!1" "1((1((1((#!’" "(1((1((1(#!3!

!!)" "(11(11(11#!." "111111111#

把7个信息用B3
’ 中上述7个向量表示!它们代表信息!这7个向量形成集

合Q!其余’3)7个向量不代表信息$每个%<Q在其中1位或’位出错时!如

%""1((1((1((#变成&""1(111(1((#!它都不属于Q!因为Q中任意两个不同

向量至少有2位是不同的$进而!若%""1((1((1((#只有1位出错!成为&"
"1((11(1((#!容易看出发出的为%""1((1((1((#!因为Q中只有% 和& 只相

差1位!而Q中其余向量"7%#与&均至少有’位不同$综合上述可知!Q可以

检查’位错误!纠正1位错误$
有了以上直观的概念!现在给出数学的形式化定义$
定义*!(!B/

J 中每个子集Q 都叫作一个纠错码$Q中向量叫作码字!/叫

作Q 的码长!U"’Q’表示码字个数!?"D<HJU 叫作信息位数"如果不考虑纠

错性能!U 个信息"码字#用长为?的向量即可#$
除了/和U"或?#之外!Q还有另一个参数8!用来反映纠错能力$
定义*!$!对于V""V1!3!V/#<B/

J!."".1!3!./#<B/
J!定义向量

V的汉明权"PF99"GH_@"H;##为非零分量V1 的个数(

!!W7"V#" +20’1$0$/!V1 7(’4

而向量V和.的汉明"PF99"GH#距离87"V!.#为它们相异位的个数(
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!!87"V!.#" +20’1$0$/!V07.04"W7"V).#

容易验证!PF99"GH距离满足数学上一个距离所具有的以下2个性质(
对于V!.!W<B/

J

"1#87"V!.#C(!并且87"V!.#"("当且仅当V".#*
"’#87"V!.#"87".!V#"对称性#*
"2#87"V!W#$87"V!.#(87".!W#$
定义*!’!对于码长为/的J元码Q"即Q为B/

J 的非空子集合#!Q的最小

距离8"8"Q#定义为Q中任意两个不同码字之间 PF99"GH距离的最小值!即

!!8"8"Q#"9"G287"V!.#’V!.<Q!V7.4

下面结果是经典纠错编码的基础!它表明一个码Q的最小距离恰好反映了

纠错能力$
定理*!(!若8为码Q 的最小距离!则码Q可用来检查小于等于841位错

误!也可纠正小于等于 8415 6’ 位错误"这里对实数$!5$6表示$的整数部分!即

不超过$的最大整数#$于是

!! 8)15 6’ "
T
T)2 1

!!
8"’T(1
8"’T

证明(发方把码字%<Q发给收方$如果信道发生错误(7!<B/
J!并且错

位数不超过8)1!即1$W7"!#$8)1!则收方得到的&"%(!不是码字$因

为由!7(可知!&"%(!7%!又由于Q中的其他码字%;"7%#与%的 PF9U
9"GH距离都大于等于8!而87"&!%#"W7"&)%#"W7"!#$8)1!所以&
也不是%;$因此!收方发现出错!即可检查小于等于841位错误$

现在 设 码 字 % 在 信 道 中 发 生 小 于 等 于 8415 6’ 位 错 误!即 W7"!#$

8)15 6’
$收方得到&"%(!!它与%的距离为87"&!%#"W7"!#$ 8)15 6’

$

而对于Q中其他码字%;"7%#!由三角形不等式图/ ’(

!!8$87"%!%;#$87"&!%#(87"&!%;#

于是

!!87"&!%;#C8)87"&!%#C8) 8)15 6’ E 8)15 6’

这表明(在Q的所有码字当中!只有%与收到的向量& 最近$将&译成%!就完
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图/ ’!编码与最小距离的关系

成了纠错功能$
对于一个J元"即BJ 上#纠错码Q!码长/%码字数U"或用信息位数?"

D<HJU#和最小距离8是2个基本参数!这个码可表示成"/!U!8#或者5/!?!86$
由于U"’Q’$’B/

J’"J/!可知?"D<HJU$/$如果不考虑纠错!一个信

息用?位向量传送即可$现在为了有纠错能力!改用/位向量来传送!?
/表示纠

错码的效率!因此!我们是在损失效率"增加传送时间#之下得到了纠错功能$一

个好的纠错码就是指有大的?
/

"高效率#和大的8"纠错性能强#$

例*!$!考虑由以下1)个码字组成的二元码2"码长/".!码字数U "
1)!信息位数?"D<H’U"0#(

!!((1(111!!!!11(1(((
!!1((1(11!!!!(11(1((
!!11((1(1!!!!((11(1(
!!111((1(!!!!(((11(1
!!(111((1!!!!1(((11(
!!1(111((!!!!(1(((11
!!(1(111(!!!!1(1(((1
!!(((((((!!!!1111111

可以验证!这个码2的最小距离为2!即2为二元码5/!?!86h5.!0!26*效率

为0&.!可纠正1位错$
例/j1中的重复码是二元码53!2!26$码2 和这个重复码有同样的纠错

性能!但是2的?值大"可传送1)个信息!而重复码只能传送7个信息#!并且2
的效率高"对于2!?&/"0&.*而重复码的效率为2&3"1&2#$这表明(构造好

的纠错码是很有学问的$
构造好的纠错码是经典纠错码理论的一个重要数学课题!从工程角度考虑!

另一个重要课题是对于纠错码Q要有好的纠错译码算法$看一下定理/!1的证
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明(当收到&之后!要将&与Q 中所有码字相比较!找到与&距离最近的那个码

字%$这个算法太花时间$所以!尽管有好的纠错码!如果没有好的译码算法!
工程上也不实用$

为了寻求性能好的纠错码和好的译码算法!我们要研究B/
J 的一些特殊的

子集合Q!即将Q加上某些代数结构!从而可使用更多的代数工具$一个自然的

想法是考虑B/
J 的BJ 一向量子空间!从而可采用线性代数工具$

定义*!)!B/
J 的一个BJ 向量子空间2 叫作是码长为/的J元线性码$

设?是向量子空间2 的维数 "1$?$/#!则2 存在一组基V1!3!V?!
其中(

!!V1h"101!3!10/#"1$0$?#"10R<BJ#

而2中每个码字均惟一地表示成它们的BJ 线性组合(

!!-"41V1(3(4?V?"40<BJ#

所以2中的码字个数为U"J?!而?"D<HJU!这表明向量子空间2的维数?就

是信息位数$
以V1!3!V? 为行的矩阵

!!@"

V1

V’

7
V

’

(

)

*?

"
111 11’ 3 11/

3 3 3 3
1?1 1?’ 3 1

’

(

)

*?/

称作线性码2的一个生成矩阵$这是BJ 上"即元素属于BJ#的一个?行/列矩

阵!并且矩阵@的秩为?$
对于每个-<B/

J!-是码字 "-<2#!G-"41V1(3(4?V?

!! G-" "41(4’(3(4?#

V1

V’

7
V

’

(

)

*?

" "41(4’(3(4?#@

U"J? 个信息本来可以用B?
J 中长为?的向量"41!4’!3!4?#表示!现在

为了有纠错能力!将每个"41!4’!3!4?#改用B/
J 中长为/的向量-""41!4’!3!

4?#@$这叫作+纠 错 编 码,!所 以 对 于 线 性 码!纠 错 编 码 相 当 于 乘 以 生 成 矩

阵@$!!!
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另一方面!从线性代数知道!B/
J 的一个? 维线性子空间还可以看成是变量

%1,%/ 在BJ 上"即系数属于BJ#/4?个齐次线性方程组

!!

411%1(41’%’(3(41/%/ "(
4’1%1(4’’%’(3(4’/%/ "(
3
4/)?!1%1(4/)?!’%’(3(4/)?!/%/ "

H

,

- (

"/!1#

的解空间$其中系数矩阵

!!7 " "40R#1$0$/)?!1$R$/ "/!’#

是BJ 上/)?行/列的矩阵!并且7 的秩为/)?"即方程组"/!1#中/)?个线

性方程都是独立的#$7 叫作线性码2 的一个校验矩阵$由于方程组"/!1#可

以写成

!!7

%1

%’

7
%

’

(

)

*/

"7%6 "(<B/)?
J

其中%" "%1!3!%/#!%6 表示向量% 的转置"列向量#$所以对每个.<B/
J!

!!.<2G7.6 "(

也就是说!用校验矩阵乘以.6 可以判断.是否为码字$即线性码的检错问题只

需简单地乘以校验阵即可(若收到&!而7&6 7(!则&不属于2!从而信道产生

错误$
校验阵7 的功能不仅于此!它还可以用来决定线性码的最小距离$
定理*!$!设2是参数5/!?!86的J元线性码!则

"1#2的最小距离8 等于2 中非零码字 PF99"GH权的最小值

!!8"9"G2W7"-#’(7-<24

"’#将2的校验阵7 写成/个列向量

!!7 " 5.1!.’!3!./6!.R "

41!R

4’!R

7
4/)?!

,

-

.

/R

<B/)?
J
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则线性码2的最小距离8 是满足以下两个条件的正整数8(
""#7 中任意8)1个不同的列向量都是BJ’线性无关的*
"""#存在7 中8 个不同的列向量!它们是BJ’线性相关的$
证明思路(
"1#根据定义!8是2 中不同码字-和-;"共有U"U)1#&’对#的PF99"GH

距离87"-!-;#"W7"-)-;#的最小值$但是对于线性码2!-)-;是2 中非零

码字!所以8为2 中所有非零码字"共U)1个#PF99"GH权的最小值$
"’#7 中有T个不同的列向量线性相关!当且仅当2中有 PF99"GH权为T

的码字$比如!7 " 5.1!.’!3!./6的前T个向量.1!.’!3!.T 线性

相关!

!!41.1(4’.’(3(4T.T"("41!4’!3!4T<BJ*为BJ 中非零元素#

则!!!!7

4
7
4T

(
7

’

(

)

*(

" 5.1!.’!3!./6

4
7
4T

(
7

’

(

)

*(

"41.1(4’.’(3(4T.T "(

即-" "41!3!4T!(!3!(#<2!而W7"-#"T$由本定理的"1#知!2中有权

为8的码字!但是没有权为1!’!3!841的码字!这就相当于条件""#和"""#$
例*!’!设2是以7 为校验阵的二元线性码!

!!7 "
1 ( 1 1 1 ( (
1 1 1 ( ( 1 (

’

(

)

*( 1 1 1 ( ( 1

7 是/)?"2行%/".列!元素属于二元域B’"2(!14!并且7 的秩为2"由

于后三列线性无关#!于是2的码长为/".!信息位数为?".)2"0!所以2
共有1)个码字$7 的.个列向量是不同的非零向量!所以任意两列均线性无

关$但是

!!
,

-

.

/

1
1
(

(
,

-

.

/

(
1
1

"
,

-

.

/

1
(
1

即7 的第1%’%0列线性相关$由定理’!/"’#可知线性码2的最小距离8 为
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2!即2为二元线性码 5/!?!86" 5.!0!26$
将7 记成

!!7 " 5X!G26!X"
1 ( 1 1
1 1 1 (

’

(

)

*( 1 1 1
!G2 "

1 ( (
( 1 (

’

(

)

*( ( 1

则

!!@" 5G0!X66"

1 ( ( ( 1 1 (
( 1 ( ( ( 1 1
( ( 1 ( 1 1 1

’

(

)

*( ( ( 1 1 ( 1

是2的一个生成矩阵!这是由于7@6 "("/)?行?列的零矩阵#$算出@的0
个行向量"这是2的一组基#的所有1)个线性组合!便给出2 中全部码字$可

以验证!这1)个码字就是例/j’中的那些码字!也就是说!例/j’中的纠错码2
是这样构造出来的二元线性码$

例/!2中的线性码是+最优,码$如何判别一个纠错码是好码- 在2个基本

参数/%?%8之间有互相制约的关系$这些关系用不等式来刻画!称作是纠错

码的界"!<%GI#$使不等式达到等式的码就是某种意义上的最优码$下面是经

典纠错码的2个最著名的界$
定理*!’
"1#若存在参数为5/!?!86的J元纠错码!则

""#"PF99"GH界#J/)? C %
8)15 6’

0"(
"J)1#0

/"#0
!其中

/"#0
为/个物体中取0个

的组合!即

!!
/"#0

"/"/)1#3"/)0(1#
08

"""#"+"GHD@#<G界#/C?(8)1
"’#">"D!@=UNF=S;F9<?界#设1$8$/!’$U$J/!J为素数幂$如果

!! "?)1#%
8)1

0"1
"J)1#0

/"#" #0 9J/
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则必存在参数为"/!U!8#的J元纠错码$
证明思路(
"1#对于B/

J 中的每个向量.和整数T!用=".*T#表示以.为中心以T为半

径的球(

!!=".*T#" 2%<B/
J’87".!%#$T4

这个球的体积为

!!4"T#"’=".*T#’"%
T

0"(
"J)1#0

/"#0

若2是J元纠错码5/!?!86!则以J? 个码字为中心!半径为 8415 6’ 的J?

个球两两不相交$它们的体积之和应不超过整个空间B/
J 的体积J/!即J/ CJ?

*4 8)15 6" #’
$这就是 PF99"GH界$

考虑由2给出的新码$对每个1<BJ!记

!!21 " 2"-1!3!-/)1#<B/)1
J ’"-1!3!-/)1!1#<24

这个码的码长为/)1!最小距离C8$由于2"%
1<BJ

’21’!所以存在1<BJ!使

得’21’C’2’&J"J?)1$这表明21 的参数为5/)1!C?)1!C86$递推下

去!可知存在纠错码58!?4/W8!86!于是必然?)/(8$1!即/C?(8)1$
这为+"GHD@#<G界$

"’#如果存在J元码"/!$!8#!其中1$$9U!以$ 个码字为中心!8)
1为半径的$ 个球总体积不超过$*4"8)1#$由假设!$*4"8)1#$ "U)
1#4"8)1#9J/$所以!在这$ 个球之外还有向量.<B/

J$.与所有码字的距离

均C8$将.加入之后!新的码为"/!$W1!8#$由此可知必存在J元码"/!
U!8#$

PF99"GH界和+"GHD@#<G界都是码的必要性条件$达到等式的码都是最优

码$满足J/)?"4 8)15 6" #’ 的码叫作完全码"E@=M@K##!满足/"?(8)1的码

叫作极大距离可分码"9FV"9FDf"S#FGK@+@EF=F!D@!简称 Tf+码#$这是两类好

的纠错码!对于例/!2中的二元码5.!0!26!8)15 6’ "1!而

!!J/)? "’.)0 "7!!!!4"1#"%
1

0"(
"’)1#0

."#0
"1(."7
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所以这是完全码$

>4N界是纠错码存在的充分性条件$当J/)?C4"8)1#时!一定存在J元

码5/!?!86$但是证明本身没有给出这种码的具体构造方式$>4N 界是

13/’年建立的$直到2(年后!在发明代数几何码以后!人们才于137’年具体

给出达到和超过>4N界的一批纠错码$
利用抽象代数工具人们研究了线性码的一个子类’’’循环码$其中特别一

类循环码"叫,8P码#可以设计出最小距离8很大的码!并且有很实用的纠错

译码算法!目前在数字通信中被普遍采用$137(年以后用代数几何构造出的代

数几何码!其性能比,8P码要好!但目前译码算法还不能达到实用程度$

*:(:)!从编码本身看!2$)"汉明码的构造方法及其相关概念

从上一节的讨论我们了解汉明码在纠错编码中的代表性!下面从编码本身

的角度来了解汉明码的构造方法$
汉明码是线形分组码$汉明码的编码宗旨在于(在信道输入端的’/ 个/长

的二元序列中找一组’? 个码字!使码字的:"/)?个校验元与其?个信息元之

间满足一定的线性关系!并使码书中码字之间的最小距离最大$
例如(".!0#汉明码中/".!?"0!:"/)?".)0"2$根据汉明码的

编码规则!在信道输入端的’. 个.个!"#长的二元序列集合

!!2" 2"-)-/-0-2-’-1-(#’-0< 2(!14!0"(!1!3!)4

中找出一组’0""1)#个码字

!!(((((((!(1((1(1!1((((11!11((11(
!!(((1111!(1(1(1(!1((11((!11(1((1
!!((1(11(!(11((11!1(1(1(1!111((((
!!((11((1!(1111((!1(11(1(!1111111

其特点是1)个码字是所有码长为.的二元序列中的一个封闭子集!它的封闭性

表现为20!2R <2!则20(2R"2? <2!0!R!?"1!’!3!1)$且任一20"
"-)-/-0-2-’-1-(#0"1!’!3!1)的前0位"-)-/-0-2#即信源码!与后 ":"/)?#

2位"-’-1-(#即校验码应满足一线性关系$
为了说明如何度量码字之间的距离以及如何描述经过有噪信道后编码的出

错情况!上一节中引入了汉明权W7"V#和汉明距离87"V!.#的概念$码字的汉

明距离可理解为(长度为/的两个序列"码字#20 和2R 之间的距离是指20 和2R

之间对应位置上不同码元的个数!用符号87"20!2R#表示$
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例如(20"1(1111!2R "1111((!则87"20!2R#"2$
码字的汉明权重可理解为(码字的汉明权重是指码字中含非零码元的个数!

在二元码中码字是/长的二元序列!所以码字的汉明权重即为码字中含+1,的

个数$
令码字V" "-)-/-0-2-’-1-(#!则码字权重为

!!W7"V#"%
/)1

0"(
-0!!!!-0< 2(!14

因此!码字20 和2R 间的距离可以写成

!!87"20!2R#"W7"20=2R#

"注(=表示模二运算#

码的最小距离可理解为(码书中码的最小距离等于非零码字的最小权重!即

!!89"G "9"GW7"20#!!20<2!2R 7(

错误图样意思是在二元无记忆/次扩展信道中!差错的形式也可以用二元

序列来描述$这种差错的描述称为错误图样$即<" "D/)1D/)’3D1D(#!其中(

!!D0" 2(1!!0"/)1!/)’!3!1!(

当D0 取(值时表示该码元没有发生错误!当D0 取1值时表示该码元发生了

错误$
因为在二元信道中码元传输发生错误情况就是+(,变成+1,或+1,变成+(,$

令M表示输出端接收的二元序列!则

!!M"<=2或< "2=M

设二元对称信道中!,为错误发生的概率 ",91
’
#!,"1),为正确的传

递概率!则二元无记忆/次扩展信道中错误图样< 出现的概率为

!!X"<#",/)Y"<#,Y"<#

由此可得信道编码在有噪信道传输中(
发生一位错误(W7"<1#"1!!X"<1#",/)1,
发生二位错误(W7"<’#"’!!X"<’#",/)’,’

33
发生D位错误(W7"<D#"D!!X"<D#",/)D,D
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33
全错(W7"</#"/!!X"</#",/

因为,9 1
’
!所以发生一位错误%两位错误的概率大于发生多位错误的

概率$
".!0#汉明码的校验矩阵(".!0#汉明码其码长/".!其中信源码长?"

0!校验码长:"2$
长为2的二元序列共有’2 "7!将其中的.个非零向量序列按列排列成如

下矩阵(

!!7".!0#"
1 ( ( ( 1 1 1
( 1 ( 1 ( 1 1

’

(

)

*( ( 1 1 1 ( 1

该矩阵称为".!0#的校验矩阵!设码字20" "-)-/-0-2-’-1-(#!则

!!7)26 "(6

其中(" "(!(!(#!(6 是(矢量的转置!26 是码字2 的转置$即满足下列方

程组(

!!
-2(-’(-1(-( "(
-/(-0(-1(-( "(
-)(-0(-’(-( "
H
,

- (

上面2个方程表示了码字20" "-)-/-0-2-’-1-(#的码元"信源码和校验码#之间

的线性关系!因为信源码长?"0!所以不同码字有K "’0 "1)个$令码字2
中前0位码元为信源码!即得如下的1)个码字(

!!(((((((!(1((1(1!1((((11!11((11(
!!(((1111!(1(1(1(!1((11((!11(1((1
!!((1(11(!(11((11!1(1(1(1!111((((
!!((11((1!(1111((!1(11(1(!1111111

从".!0#汉明码中可知 9"GW7"20#"2!则89"G"2$这也可以从7".!0#中

看出!校验矩阵中各列都不相同!任意两列之和都不等于(" "(!(!(#!但任

意两列之和一定等于矩阵中的某一列!所以码字的最小权重为2$
这1)个码字中只有?"0个码字是独立码字!其他码字可由这0个独立码

字线性组合而来!将这0个独立码字按行排列成如下矩阵(
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!!@"

1 ( ( ( ( 1 1
( 1 ( ( 1 ( 1
( ( 1 ( 1 1 (

’

(

)

*( ( ( 1 1 1 1

该矩阵称为生成矩阵!它满足

!! "-)-/-0-2#@" "-)-/-0-2-’-1-(# "/!2#

可得

!!7)@6 "(6 或@6)7 "(

式中(是一个0*2阶"?*"/)?##矩阵$我们可由式"/!2#生成全体码字!因

此编码可由生成矩阵来实现!即B.
’ 的子集B0

’ 可由@生成$
假设信道中发生随机错误!并设错误图样为<!即接收序列M"<=2!则

应有

!!7)M6 "7)<6 =7)26 "7)<6 7(6 "/!0#

若设<""D)D/D0D2D’D1D(#""(((1(((#!即D2"1!表示码字中第0位码元

发生错误!代入式"/!0#有

!!7)<6 "
N’

N1

N

’

(

)

*(
"

’

(

)

*

1
(
(

正好是7 矩阵中第0列!由此可见(

!!7)<6 "Q6!!Q6 "
N’

N1

N

’

(

)

*(

这里的Q6 一定是7 矩阵的某一列!此Q称为伴随式$由此可得由矩阵7 进行

译码!根据所得伴随式就可以判断码字中哪一位码元出现了错误$
由以上介绍可知!汉明码有:个校验元!就有’:)1个不同的非全零向量!

将它们按列排成矩阵则可以得到一个校验矩阵7!有了矩阵7 就可生成码字并

进行译码了$

*:(:*!量子纠错编码的基本概念

一个量子位"$%FG#%9!"#!简称$%!"##是二维复向量空间2’ 中的非零向
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量!量子物理中把2’ 的一组基表示成"(0和"10!所以一个量子位为

!!’’0"$’(0(%’10!!"$<2!%<2!"$!%#7 "(!(##

一个量子状态是/个2’ 的张量积"2’#I/中的非零向量$这是’/ 维复向量

空间!它有一组基

!!’110I’1’0I 3 I’1/!"10< 2(!14"B’!"1$0$/##

这个向量也简单记成’111’31/0"’10!其中1""11!1’!3!1/#<B/
’$所以!

每个量子状态"’0是它们的复线性组合(

!!’’0" %
"11!1’!3!1/#<B/’

-"11!1’!3!1/#’111’31/0"%
1<B/’

-"1#’10

其中-"11!1’!3!1/#"-"1#<2"不全为零#$
在’/ 维复向量空间中有厄米特内积1."V0!对于

!!’.0"%
1
-"1#’10!’V0"%

1
8"1#’10

则它们的厄米特内积定义为

!! 1.’V0"%
1<B/’

-"1#8"1#<2

其中-"1#表示复数-"1#的共轭复数$
在量子物理中(
"1#彼此相差一个非零复数因子的两个非零向量看成是同一个量子态$即

若’.0"$’V0"相当于对每个1<B/
’!-"1#"$8"1##!其中$是非零复数!则

".0和"V0为同一个量子态$
"’#".0和"V0是完全可区分的!是指 1.’V0"("正交#$
定义*!*!Z " "2’#I/ "2’/ 中每个复向量子空间L 都叫作一个量子码$

/叫作L 的码长!L的维数记为U "I"9L!而令?"D<H’U$由1$U$’/ 可

知($?$/$
除了/和U"或?#之外!量子码还应该有一个参数反映纠错能力$这里需

要解释什么是量子错误$
在经典的数字通信中!信息%""%1!3!%/#和错误!""!1!3!!/#都是

B/
J 中的向量!错误!对信息% 的作用是相加(&"%(!$在量子通信中!信息是

Z 中的非零向量".0!而错误是复空间Z 上的酋线性算子D!D在Z 上的作用是

酋线性变换D".0$
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每个量子位为’’0"$’(0(%’10!根据6&+;<=的简化!只需考虑2种错

误作用!它们的矩阵表示为2个6F%D"阵(

!!+% "
( 1’

(

)

*1 (
!++ "

1 (
( )

’

(

)

*1

!!+& "0+%++ "
( )0
0

’

(

)

*(
"0" )槡 1#

所以!在"’0上的作用为

!!+%’’0"
( 1’

(

)

*1 (
’

(

)

*
$
%

"
’

(

)

*
%
$

"%’(0($’10

!!++’’0"
1 (
( )

’

(

)

*1
’

(

)

*
$
%

"
$
)

’

(

)

*%
"$’(0)%’10

!!+&’’0"
( )0
0

’

(

)

*(
’

(

)

*
$
%

"
)0%
0

’

(

)

*$
"0")%’(0($’10#

这2个作用都是酋作用!并且满足

!!+’
% "+’

& "+’
+ "G’"单位阵#!+%++ ")+++&

由于

!!+%’(0"’10!+%’10"’(0!++’(0"’(0!++’10")’10

这可以写成

!!+%’10"’1(10!++’10" ")1#1’10"1<B’ " 2(!14#

注意!+& "0+%++ 和+%++ 是同样的量子作用$因为0+%++’’0"0"+%++’’0#!而

+%++"’和+%++"’0是同一个量子态!将+%++ 乘以0是由于

!!0+%++ "
( )0
0

’

(

)

*(

不但为酋矩阵!而且是厄米特阵!它的本征值均为实数$
在复空间Z "2’ I2’ I 3 I2’ " "2’#I/ 上的错误作用有形式

!!D"01W1 I 3 IW/
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其中($1$2!W1 < 2G’!+%!+&!++4!G’ "
1 (’

(

)

*( 1
表示无错误$

D在基向量

!!’10"’110I’1’0I 3 I’1/0"1" "11!1’!3!1/#<B/
’#

上的作用是按分量作用(

!!D’10"01"W1’110#I "W’’1’0#I 3 I "W/’1/0#

由于D是酋线性变换!所以D在任意量子态’’0"%
1<B/’

-"1#’10上的作用为

!!D’’0"%
1<B/’

-"1#D’10

例如!当/"’时!对于D"+% I+&!’’0"$’((0(%’1(0!则

!!D’’0" "+% I+&#"$’(0I’(0(%’10I’(0#

"$"+%’(0I+&’(0#(%"+%’10I+&’(0#

"$’10I0’10(%’(0I0’10

"$0’110(%0’(10

所有错误算子组成的集合<"</

!!</ " 201W1 IW’ I 3 IW/’($1$2!W0< 2G’!+%!+&!++4
"1$0$/#4

形成一个乘法群!其中D"01W1 I 3IW/ 和D;"01;W1;I3IW/;的乘法定

义为

!!DD;"01(1;"W1W1;#I 3 I "W/W/;#

例如!当/"’时!对于D"G’ I+% 和D;"+& I++!有

!!DD;"+& I+%++ ")0+& I+& "02+& I+&

!!D;D"+& I+++% "0+& I+&

"注意(+& "0+%++!+%++ ")+++%$于是!+%++ ")0+&!+++% "0+&#

所以</ 不是交换群$容易看出!对任何D!D;<</!均有DD;"D;D或DD;")D;D!

D’ ">G’!’</’"0/(1!所以</ 是0/W1阶非交换群$这个群的中心为0元群

2"<#" 201 "01G’ I 3 IG’’($1$24
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而商群

!!</ "</&2"<#!"’</’"’</’&0"0/#

中元素 "D<</#有关系

!!D’ "G’!DD;"D;D!"由于)1<2"</##

所以</ 是0/ 阶交换群!并且每个元素的平方均为1!从而它应当是’/个’阶循

环群的直积!于是同构于B’/
’ 的加法群$

为了进一步弄清非交换群</ 的结构!8FDI@=!FGX等人引入一种新的符号$
将错误算子

!!D"01W1 I 3 IW/!!W0< 2G’!+%!+&!++4

表示成

!!D"01O"1#I"4#!1" "11!3!1/#<B/
’!4" "41!3!4/#<B/

’

其中(

!! "10!40#"

"(!(#!W0"G’

"1!(#!W0"+%

"(!1#!W0"++

"1!1#!W0"+

H

,

- &

!!"1$0$/#

例如!D"0+& IG’ I+% "0O"1(1#I"1((#$

下面引理表明!这种新的符号在运算时有好的表达式$
引理/!1(
"1#O"1#和I"4#"1""11!3!1/#<B/

’!4""41!3!4/#<B/
’#在Z"

2’ I2’ I 3 I2’ 的基元上的作用为’.0"’.1!3!./0"." ".1!3!./#

<B/
’#

!!O"1#’.0"’1(.0!I"4#’.0" ")1#4).’.0

其中4)."%
/

0"(
40.0<B’ 为B/

’ 中的通常内积$

"’#对于</ 中的两个错误算子D"01O"1#I"4#和D;"01;O"1;#I"4;#!

!!DD;" ")1#1)4;(1;)4D;D

于是D和D;可交换当且仅当1)4;(1;)4"(<B’$
"2#映射
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!!’(</ 5B’/
’ !D"01O"1#I"4#5’"D#" 11’40

给出群</ 和加法群B/
’ 的同构

!!’(</ "</&2>1!>045
2
B’/

’ !’"D#"’"D#" 11’40

证明(
"1#设O"1#"O"11!3!1/#"W1 IW’ I3IW/!由定义可知10"(

时!W0"G’!W0’.00"’.00$而当10"1时!W0"+%!W0’.00"+%’.00"’.0

(10!所以总有W0’.00"+%’.00"’.0(100$因此

!!!O"1#’.0" "W1’.10#I 3 I "W/’./0#

!! "’.1(110I 3 I’./(1/0"’.(10

同样地!令I"4#"I"41!3!4/#"W1 IW’ I 3 IW/!则当40"(时!

W0"G’!W0’.00"’.00$而当40"1时!W0"++!W0’.00"++’.00"")1#.0’
.00!所以总有W0’.00" ")1#40.0’.00$于是

!!I"4#’.0" "W1’.10#I 3 I "W/’./0#

" "")1#41.1’.10#I 3 I "")1#4/./’./0#

" ")1#4).’.(10

"’#对每个基元’.0"’.1!3!./0"." ".1!3!./#<B/
’#!

!!DD;’.0"01(1;O"1#I"4#O"1;#I"4;#’.0

"01(1;O"1#I"4#O"1;#")1#4;).’.0

"01(1;")1#4;).O"1#I"4#’1;(.0

"01(1;")1#4;).O"1#")1#4;)"1;(.#’1;(.0

"01(1;")1#1;)4("4(4;#).’1(1;(.0

同样地有

!!D;D’.0"01(1;")1#1)4;("4(4;#).’1(1;(.0" ")1#1;)4(1;)4DD;’.0

于是DD;" ")1#1)4;(1;)4D;D$

"2#由于

!!O"1#I"4#O"1;#I"4;#">O"1#O"1;#I"4#I"4;#"O"1(1;#I"4(4;#

所以

!!’"DD;#"’"O"1(1;#I"4(4;##" 11(1;’4(4;0
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" 11’40(11;’4;0"’"D#(’"D;#

同样’是群的"满#同态$它的核X@=’为2k1!k04!所以 J’是群</ 到加法群

B’/
’ 的同构$

定义*!&!对于B’/
’ 中的向量V"11’40和V;"11;’4;0"1!1;!4!4;<

B/
’#!/和V;的辛"SL9ED@K#"K#内积定义为

!!"V!V;#N "1)4;(1;)4" "1!4#
( G/

G/

’

(

)

*(
1;’

(

)

*4;

"%"1040;(10;40#<B’

当"V!V;#时!称V和V;是辛正交的$对于B’/
’ 的每个向量子空间2!

!! "2#K
N " 2V<B’/

’ ’"V!-#N "(!M<=FDD-<24

也是B’/
’ 的向量子空间!叫作2辛对偶子空间$如果2L"2#K

N "即2中任何两

个向量均辛正交#!称2为B’/
’ 的辛自正交子空间$由线性代数易知(

!!I"92(I"9"2#K
N "’/

若2L2;!则"2;#K
N L"2#K

N $由此可知"2#K
N 的辛对偶为2$以后把D<</ 等

同于同构象’"D#" 11’40<B’/
’ $

对于</ 中的D"01O"1#I"4#和D;"01;O"1;#I"4;#!则D"11’40!D;"
11;’4;0$由引理/!1知(D和D;可交换当且仅当D和D;辛正交$因此!有以下一

个重要的结果$
定理*!)!</ 的子群@ 是交换群当且仅当@ 在</ "B’/

’ 中的象@是辛自

正交子空间$
这个结果在构造量子码时起到重要作用$
对于一个错误算子D"01W1 IW’ I3IW/ <</!当W0<G’ 时!表示第

0个量子位没有错误作用$而当W0"+%!+&!++ 时!表示第0个量子位有错误作

用$我们用3L"D#表示D中有错误作用的量子位个数!叫作D的量子权!即

!!WL"D#" +20’1$0$/!W07G’4

如果D"01O"1#I"4#!1""11!3!1/#<B/
’!4""41!3!4/#<B/

’!则W0"
G’!当且仅当"10!40#" "(!(#!因此

!!WL"D#" +20’1$0$/!"10!40#" "(!(#4

由于D" 11’40<B’/
’ !在B’/

’ 中引入与经典 PF99"GH权不同的量子权(
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!!WL11’40"WL"D#" +20’1$0$/!"10!40#" "(!(#4

则!!!WL"D#"WL"D#
定义错误作用群的子集合"对于($T$/#

!!</"T#" 2D<</’WL"D#$T4

!!</"T#" 2D<</’WL"D#$T4

则</"T#"0#%
T

0"(
2;

/"#0
!</"T#"1

0</"T#$"这是由于(从/个量子位中取0位

共有
/"#0

种方法!而这0位中每位均可能有2种错误算子+%!+&!++!所以量子权

为0的W1IW’I3IW/ 共有20 /"#0
个$#

现在看一下量子码L的纠错能力$在经典情形!一个经典纠错码2<B/
J 能

纠正$T位错!可以表达成以下形式(
对任何两个不同的码字-和-;"即-!-;<2!-7-;#!对任何错误向量!%

!;!W7"!#$T!W7"!;#$T!均有-(!7-;(!;$
这是因为(在发方将码字-传出去!信道发生不超过T位错误!"即W7"!#$

T#!则收方得到&"-(!$码字-与& 的距离不超过T!因为87"&!-#$W7"&)
-#"W7"!#$T$而&与-;"7-#其他码字的距离均大于T$若87"&!-;#$T!
令!;"&)-;!W7"!;#"87"&!-;#$T!但是!;(-;"&"-(!!与条件相矛

盾!于是-是与收到向量& 的 PF99"GH距离最近的惟一码字$将&译成码字-
是正确的译码$

现在定义量子码的纠错能力!只需把经典情形的条件稍加改动!即把+不同,
码字 "-;7-#改成+完全可区分,量子态 "1.1’.’0"(#!把PF99"GH权改成量

子权即可$
定义*!2!设L是码长为/的量子码"即L为2’/中的一个复向量子空间#!

称L可以纠正$T位错!是指对任何"D!D;#<</"T#和"’.0!’.;0#<L!如果

1.’.;0"(!则1.’DD;’.;0"($"注意D和D;均为酋线性作用!D6 "D!D;6 "
D;$可知1.’DD;’.;0"(!即表示D".0和D;".;0正交!也表示".0和DD;".;0正交

"对于厄米特内积#$#
量子码L的最小距离8"8"L#是满足下述性质的最大正整数8(对于".0

和’.;0<L!如果1.’.;0"(!则对每个D<</"8)1#!均有1.’D’.;0"($
显然由不等式W7"DD;#$W7"D#(W7"D;#!便可得到与经典情形相类似的

量子纠错码基本结果(
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定理*!*! 最小距离为8的量子码L 可以纠正$ 8415 6’ 个量子位的错$

至此!我们介绍完量子码L的2个基本参数(码长/%维数U"或用?"D<H’U#
和最小距离8$我们把这个量子码表示成""/!U!8##或者55/!?!866$

一个好的量子码要求?
/ 和8 很大!它们之间也有一些界!并且这些界形式

上与经典界有相似之处$
定理*!&
"1#若存在量子码L" 55/!?!866!并且

""#"量子 PF99"GH界#L是纯量子码!则’/)? C %
8)15 6’

0"(
20 /"#0

"""#"量子+"GHD@#<G界#若8$/
’)1!则/C?(’8)’

"’#"量子>4N 界#如果’’/)?C1!1$8$/!并且’/)? )1C

%
8)1

0"(
20 /"#0

!则存在参数为55/!?!866的量子码$

证明(
"1#量子码L称作纯"E%=@#的!是指对</"8)1#中元素D7G’和任意’.0!

’.;0<L!"不必1.’.;0"(#!均有1.’D’.;0"($以下构造的8A++量子码

多数情形都是纯量子码$对于纯量子码!令T" 8)15 6’
!则</"T#中有 $ "

%
T

0"(
20 /"#0

个元素2D0’1$0$$4!可以看出D0L "1$0$$#都是2’/的’? 维复

向量子空间!并且彼此正交$于是它们的总维数’?$ 应当不超过’?!即’/)?

C$$
"’#经典纠错编码的+"GHD@#<G界 "/C?(8)1#证明很容易!但是量子码

的+"GHD@#<G界 "/C?(’8)’#的证明较为困难$证明可见题为+J%FG#%9
@==<=K<==@K#"<G?"FK<I@S<?@=>\"0#,的论文!1337年发表在*CCC5=FGS&
*GM<=9F#"<G5;@<=L!?<D&00!G<&0!EE&12)3’127.!作 者 为 B&A&8FDI@=U
!FGX!C&T&AF"GS!6&Q&+;<=!-&R&B&+D<FG@$以及 题 为+J%FG#%9
C==<=U8<==@K#"GH8<I@S,的论文!’((’年发表在8<I"GH5;@<=LFGI8=LE#<H=FU
E;L!O@K#%=@-<#@S+@="@S1!*GS#"#%#@M<=TF#;@9F#"KFD+K"@GK@S!-F#"<GFD
gG"?@=S"#L<M+"GHFE<=@!@I"#@I!LP&-"@I@==@"#@=!Q<=DI+K"@G#"M"K!EE&31’10’&
作者是[&\@GH$
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"2#证明见发表在’((/年*CCC5=FGS&*GM<=9F#"<G5;@<=L的题为+\"U
G"#@$%FG#%9>"D!@=#UNF=S;F9<?!<%GI,论文!作者是 [&\@GHFGIZ&TF!证

明要用到有限域上矩阵群一些精细的计算结果$
定义*!;!一个量子码L" 55/!?!866叫作是 Tf+码!是指它达到量子

+"GHD@#<G界!即/"?(’8)’$如果L是纯量子码并且达到量子PF99"GH界!

即’/)? C %
8)15 6’

0"(
20 /"#0

则L 叫作是完全量子码$

我们下一节要介绍的55/!1!266量子码是纯码!它同时为完全量子码和

Tf+量子码$与经典码情形一样!量子@4Z 界是某些量子码存在的充分性条

件$利用 这 个 界![&\@GH和 Z&TF在 论 文 +\"G"#@$%FG#%9 >"D!@=#UNF=U
S;F9<?!<%GI,中给出了一些量子码的存在性!其参数改进了前人的结果$

*:(:&!!,..量子码构建的数学描述

本节介绍8FDI@=!FGX!AF"GS!+;<=和+D<FG@在1337年给出的一种构造量

子码的系统方法!他们的结果如下(
定理*!2!"8A++!1337#设2是B’/

’ 中的辛自交线性码"即2为B’/
’ 的线性

子空间并且2L"2#K
N #!I"92"/)?"($?$/#!则存在参数55/!?!866的

量子码!其中

!!8C9"G2WL"-#’-< "2#K
NM24

证明思路(证明利用了有限交换群的表示理论!即特征标理论$首先!由于

I"92$I"9"2#K
N ""’/)I"92#!可知($I"92$/$于是!I"92"/)?!其中

($?$/$将2看成是</"B’/
’ #的子群$由于2是辛自正交的!根据定理/!0!2

可以提升成<7 的一个交换子群@!即存在<7 的一个’/)? "’2’阶交换子群

@!使得@"2$现在考虑子群@在Z""2’#I/"2’/ 上的作用$由于@是交换

群!根据线性代数!@中元素的作用方阵可以同时对角化$换句话说!Z 可以分

解成一些线性子空间的直和!每个子空间都是@的公共本征子空间$这件事用

表示理论可以具体表示出来"@给出在Z 上的表示是完全可约的#(

!!Z "I
)<@i

Z")#"直和#

其中@i是@ 的特征标群$并且对每个特征标)<@i!

!!Z")#" 2’’0<Z[D’’0")"D#’’0!ND<@4

即Z")#是@的公共本征子空间!D在Z")#上的本征值为)"D#"k1#$我们要证
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明对每个)<@i!子空间Z")#都是参数为55/!?!866的量子码$

考虑’/)? "’@i’"’@’"’2’个本征子空间2Z")#’)<@i4所构成的集

合K!可以证明</ 中每个元素D把每个Z")#变成Z");#!即对每个D<</!D都

是集合K 的一个置换$还可证明</ 在K 上的作用是传递的!即对任何Z")#
和Z");#!均存在D<</!使得D"Z")##"Z");#!于是I"9Z")#"I"9Z");#$这

表明’/4?个Z")#")<@i#有相同的维数$由于它们的直和为Z!I"9Z "’/!可

知对每个)<@i!Z")#的维数均为U"’?$
令8;"9"G2WL"-#’-<"2#K

NM24"9"G2WL"-#’-<"2#K
N !-O24$我

们只需再证对每个L"Z")#!L的最小距离8C8;$根据定义!只需证(若".0!

’.;0<Z")#!1.’.;0"(!D<</"8;)1#!则1.’D’.;0"($证明分两种情况(

"1#若D<@"2!由’.;0<Z")#和D<@可知!D’.;0")"D#’.;0!于

是1.’D’.;0")"D#1.’.;0"($
"’#若DO@"2!由8;的定义可知"2#K

NM2与</"8;41#不相交!从而由D

O2和D<</"8;)1#可推出DO"2#K
N $这表明D和2 中某个向量不是辛自正

交的!所以D与@ 中某个元素S 不可交换"定理/!0#!即DS")SD$于是!对于’
.;0<Z")#!

!!DS’.;0")SD’.;0))"S#D’.;07)"S#D’.;0

这表明D’.;0OZ")#$但是D把Z")#映射成某个Z");#!于是D’.;0<Z");#!
其中)7);$但是)7);时!Z")#和Z");#正交$由于’.0<Z")#!D’.;0<
Z");#!于是1.’D’.;0"($这就证明了定理$

现在对这个定理做一些评注$
注记1!这个定理的证明是构造性的$由辛自正交二元线性码2LB’/

’ 给

出构造量子码L"Z")#的具体方法$由Z")#的构造方式!可以给出纠错译码

的方法$
发方将’.0<L给出!收方得到’V0"D’.0!其中D<</"T#$我们假定错

位不超过 8;415 6’ 个!即T" 8;)15 6’
"WL"D#$T#$

第一步(由定理证明知’V0"D’.0必属于某个Z");#!);<@i$首先决定

特征标);!这可利用@在收到向量"V0上的作用(对每个S<@!由’V0<Z");#
可知!S’V0");"S#’V0$另一方面!

!!S’V0"SD’.0" ")1#"S!D#NDS’.0" ")1#"S!D#N)"S#D’.0
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" ")1#"S!D#N)"S#’V0

因此!);"S#")"S#")1#"S!D#N"对每个S<@#!由此可决定);$
第二步(如果)");!则由上式知")1#"S!D#N "1!即"S!D#N"("对每个S<

@"2#$这表明D<"2#K
N $但是!由WL"D#$T$8;)1和8;的定义!可知D<

2"@!因此D<@$于是’V0"D’.0")"S#’.0$所以!当)");时!"V0即为

发出的码字".0"相当一个非零因子)"S#">1#$
如果)7);!对于D和D;!可以证明(
D和D;把L "Z")#映射成同一个Z");#GD和D;属于B’/

’ 对"2#K
N 的一个

陪集$
由于’B’/

’&"2#K
N ’"’2’"’/)?!可以取</ 中’/4?个元素2D1!3!D04"P"

’/)?#!使得D0"1$0$P#分别在对"2#K
N 的不同陪集之中$这时D0L"1$0$P#

恰好是’/4?个不同的子空间L")#")<@i#$我们取D0 为所在陪集中量子权最

小者$
现在D"L#"D"Z")##"Z");#$则有惟一的0"1$0$P#!使D"L#"

Z");#$于是D)1
0D将L"Z")#变成自身!所以D)D0<"2#K

N !即D和D0 属于B’/
’

对"2#K
N 的同一陪集$由于WL"D#$T!而D0 在D的陪集中是量子权最小者!从

而WL"D0#$WL"D#$T$所以WL"D)D0#$WL"D#(WL"D0#$’T$8;)1$但是

D)D0<"2#K
N !而"2#K

NM2和</"8;)1#不相交!于是D)D0<2!即D)1
0D<@!这

表明D)1
0 ’V0"D)1

0D’.0")"D)1
0D#’.0!所以用D41

0 作用收到的向量"V0!就给出

正确的发出码字".0$
注记’!在经典情形!若信道中产生错误!即!<B/

J!D7(!则!对发出的

信息-<2一定产生影响!因为-(!7-$但是在量子情形!即使D有错误作用

"WL"D#C1#!如果D<@"2时!它对发出信息’.0<L"Z")#的作用为D’
.0")"D#’.0!收到)"D#".0和发出的".0是同一物理状态!也就是说!错误作用

可以对发出信息不产生影响$
根据定义!L"Z")#的最小距离8C8;!其中8;是集合"2#K

NM2中向量的

最小量子权$如果"2#K
N 中有量子权$8;41的向量!它必属于2$换句话说!

如果2中每个非零向量的量子权均C8;!则"2#K
N 中每个非零向量也C8;$这

时!若D<</!1$WL"D#$8;)1!则DO "2#KN $所以!对任意’.0和’.;0!

’.0<L!’.;0<L!L"Z")#!D’.;0<Z");#!其中);7)!于是’.0和D’.;0
正交!即1.’D’.;0"("无论L"Z")#中的".0和".;0是否正交#$综合上述可

知(若2中每个非零向量的量子权均C8;!则L"Z")#是纯量子码$特别地!
它应该满足量子 PF99"GH界$
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现在举一些例子$
例*!)!考虑B1(

’ 中以

!!K "

V1

V’

V2

V

’

(

)

*0

"

1 1 ( ( (
( 1 1 ( (
( ( 1 1 (

’

(( ( ( 1 1

( ( 1 ( 1
1 ( ( 1 (
( 1 ( ( 1

)

*1 ( 1 ( (

为生成矩阵的二元线性码!则/"/!而/)?"I"92"0!于是?"1$2是辛自

正交码!这只需验证2的基向量V0" 110’400"1$0$0#彼此是辛自正交的$
注意!每个向量V" 11’40"1!4<B/

’#与自身都是辛正交的!因为 "V!V#N "
1)4(1)4"($又如!V1 " 111(((’((1(10" 111’410和V’ " 11’’4’0"
1(11((’1((1(0的辛内积为

!! "V!V#N "11)4’(1’)41 "1(1"(

进而决定2的辛对偶码"2#K
N $由于2L"2#K

N 并且I"9"2#K
N "1()I"92")!

所以需要在2V1!V’!V2!V04中再加入两个向量构成"2#K
N 的一组基$直接验证

V/"111111’(((((0及V)"1(((((’111110均和V0"1$0$0#辛正交!于是

"V/!V)#< "2#K
N $再由V0"1$0$)#线性无关!所以它们形成"2#K

N 的一组

基!即

!! "2#K
N "2=B’111111’(((((0=B’1(((((’111110

可以验证2中非零向量的量子权均C0!"2#K
N 中非零向量的量子权均C2!

并且"2#K
N 中存在量子权为2的向量!例如." 1((111’((1(10"V1(V) <

"2#K
N !而WL".#"2!从而L"Z")#是参数55/!?!866"55/!1!266的纯量

子码$由于

!!%
1

0"(
20 /"#0

"1(2)/"1)"’/)?

可知这是完全量子码$这是 8FDI@=!FGX和 +;<=等人作出的第一个完全量

子码$
取)为平凡特征标1为例!具体写出量子码

!!L"Z"1#" 2’.0<22’[ND<2!D’.0"’.04

将2的生成阵K 中基向量V0"110’400"1$0$0#!提升成D0"O"10#I"40#!
由于2D0’1$0$04生成</ 的1)阶交换子群
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!!@" 2D011D0’’D022D000 ’010’0200 < 2(!144"D’
0 "1!D0DR "DRD0#

L" 2’.0<22’(对每个S<@!S’.0"’.04应该为U"’?"’维复向量子

空间$对每个’.0<22’!’V0"%
S<@

S’.0属于L!因为当S<@时

!!S’V0"S %
#<@

#’." #0"%
#<@

S#’.0"%
N<@

N’.0"’V0

于是!量子码L有以下的"V10和"V’0为基!其中

!!’V10"%
S<@

S’(((((0

"’(((((0("’11(((0(’(11((0(’((11(0(’(((110(’1(((10#

!)"’1(1((0(’(1(1(0(’((1(10(’1((1(0(’(1((10#

!)"’1111(0(’(11110(’1(1110(’11(110(’111(10#

!!’V’0"%
S<@

S’111110

"’111110("’((1110(’1((110(’11((10(’111((0(’(111(0#

!)"’(1(110(’1(1(10(’11(1(0(’(11(10(’1(11(0#

!)"’((((10(’1((((0(’(1(((0(’((1((0(’(((1(0#

这个码L是22’中一个二维复子空间!它可以纠正/个量子位当中任何一

个出现的错误!而错误可以是+%%+&%++ 当中任何一种$
例*!*!考虑B1)

’ "/"7#中以

!!@"

( ( 1 1 1 ( 1 (
1 ( ( 1 1 1 ( (
( 1 ( ( 1 1 1 (
1 1 1 1 1 1 1 1

’

(( ( ( ( ( ( ( (

1 ( ( 1 1 1 ( (
( 1 ( ( 1 1 1 (
1 ( 1 ( ( 1 1 (
( ( ( ( ( ( ( (

)

*1 1 1 1 1 1 1 1

为生成矩阵的二元线性码2!是辛自正交码!/)?"I"92"/!从而?"/)/
"2$"2#K

N 中有量子权为2的向量111(((((("(11(((((0!没有量子权小于等于

’的非零向量!于是得到纯量子码557!2!266$这也是好的量子码!因为由+"GU
HD@#<G界知!不存在量子码557!2!066!由 PF99"GH界知不存在纯量子码557!

0!266和55.!2!266$
定理/!.有许多推论$利用这些推论!在用经典二元线性码2构作量子码

时!不需要辛内积和量子权!只需要B/
J 上的通常内积和 PF99"GH权!从而使用

起来更为方便$
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定理*!;!如果存在参数为5/!?!86的二元线性码2!并且2P2K!这里

2K 是经典纠错码中2对于通常内积 "V!.#"%
/

0"1
V0.0的对偶码$则存在参数为

55/!’?4/!866的纯量子码$
证明(考虑B’/

’ 中的线性码

!!Q" 21.1’.’0<B’/
’ ’.1!.’ <2K4"2K=2K

则 I"9Q"’I"92K"’"/)?#

由于

!! "Q#K
N "2=2P2K=2K"Q

可知!Q是辛自正交码$由定理/!.给出量子码55/!?;!8;66!其中(

!!?;"/)I"9Q"/)’"/)?#"’?)/"由2P2K 可知’?$/#

!!8;"9"G2W7"-#’-< "Q#K
NMQ4"9"G2W7"-#’-<2M2K4C8

由于线性码2K的最小距离大于等于8!所以得到的是纯量子码$
定理*!<!如果存在二元线性码21 和2’!参数分别为5/!?1!816和5/!

?’!8’6!并且2K
1 L2’"于是/)?1$?’!即/$?1(?’#!则存在参数为55/!?1

(?’)/!9"G281!8’466的 量子码$
证明(以@0 和70 分别表示二元线性码20 的生成矩阵和校验矩阵 "0"1!

’#$考虑以

!!@" 71

/
(
/

( 7

’

(

)

*’

/)?1

/)?’

为生成矩阵的B’/
’ 中二元线性码2!码长为’/!I"92"/)?1(/)?’ "’/)

?1)?’$由2K
1 L2’ 可知7176

’ "(!"2#K
N "2K!并且2K的校验矩阵和生成

矩阵分别为

!!
71 (
( 7

’

(

)

*’
和

@1 (
( @

’

(

)

*’

由此可知2L "2#K
N $根据定理/!.得到参数为55/!?;!8;66的量子码$其中(

!!?;"/)I"92"?1)?’)/
!!8;"9"G2WL"-#’-<"2#KNM24C9"G2WL"-#’-<"2#KN 4"9"G281!8’4
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+#@FG@采用更为精确的技巧!将定理/!3作如下的改进$
定理*!(%!设2和2;分别是参数5/!?!86和5/!?;!8;6的二元线性码!并

且2KL2 L2;"于 是?; C? C/)?#$如 果?; C?(’!则 存 在 参 数

/!?W?;4/!9"G8!2
’2 45 65 68; 的量子码$

上述0个定理建立了经典二元线性码和量子码之间的联系$从1333年起!
借助于经典二元线性码的已知成果"A@@IUT%DD@=码!PF99"GH码!A@@IU+<D<U
9<G码!,8P码!代数几何码33#构作出丰富的量子纠错码$

/!’!经典纠错编码的基础

作为经典纠错编码的基本知识!首先介绍关于环B’ 上的矢量与符号$根

据/!1节的介绍!在2(!14两个元素组成的集合之上实现加法运算和乘法运算

的代数系统被称为环B’$

!!((("(!1(("1!((1"1!1(1"(
!!(#("( 1#("1 (#1"1 1#1"1

在环B’ 上对(和1实施如上所示的通常的整数和与整数积的运算!得到的结果

除以’取余!即所谓的模’运算$
环B’ 上的长度为/的矢量!"".1!.’!3!./#是各分量元素取(或1的

长度为/的矢量$矢量!里包含的1的个数称为矢量!的 PF99"GH权重!用

WP"0#表示$例如有矢量

!!0" "111((1#

则WP"0#"0$
两个矢量!和" 之间的 PF99"GH距离由8P"0!3#决定

!!8P"0!3#"W7"0(3#

这里矢量!("的各分量元素用矢量!与" 的各分量元素"在环B’ 上#的和表

示$例如有矢量!和"

!!0" "111((1#%3" "1(((1(#

则

!!0(3" "(11(11#

此时8P"0!3#"0$
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长度为/的二元"2(!14#代码集合2被定义为B’ 上长度为/的矢量集合

"码书#$代码集合2的元素称为代码$特别地!对于二元代码集合2的任意两

个代码0和3!如果总有0(3<2的话!则称2为线性代码集合$
代码集合2的最小距离8"2#被定义为集合上不同代码间的 PF99"GH距

离的最小值$特别是线性代码集合2的最小距离8"2#与非零代码的PF99"GH
权重的最小值是一致的$

用B’ 上长度为?的矢量表示由?个!"#的信息编制成长度为/"/C?#的

代码!代码的全体构成线性代码集合2"’2’"’?#!2具有被称为是B’ 上的?*
/生成矩阵@ 的全部特征$如果使用生成矩阵@!则长度为?!"#的信息系列(

!! "%1!%’!3!%?#!%0< 2(!14!0"1!’!3!?

能够表示成如下的代码(

!!0" "%1!%’!3!%?#@?*/

特别是!如果用?个行矢量S1!S’!3!S? 表示线性代码集合2 的生成矩

阵@!即

!!@?*/ "

S1

S’

7

S

’

(

)

*?

则对应信息"%1!%’!3!%?#的代码0将表示成为

!!0" "%1!%’!3!%?#@?*/ "%1S1(%’S’(3%?S?

由此可得知代码0是S1!S’!3!S? 的线性组合$行矢量S1!S’!3!S? 的一

次性线性独立的最大个数用I"9"2#表示!I"9"2#也是线性代码集合2 的

维数$
例题*!&!考虑由生成矩阵@

!!@" 51!1!16

决定的线性代码集$此时因为生成矩阵@是1*2的矩阵!则长度?为1!"#的

信息将变换成长度/为2!"#的代码$这个代码集合中的代码是由下式决定的

"(!(!(#和"1!1!1#两个代码组成

!! "(#@" "(!(!(#!!"1#@" "1!1!1#

(01 量子信息与量子计算简明教程



再来考虑由以下稍许复杂一些的生成矩阵@决定的线性代码集$

!!@"
( 1 1 1’

(

)

*1 ( 1 (

此时因为生成矩阵@是’*0的矩阵!则?为’!"#的信息将变换成长度/为0
!"#的代码$在这个代码集中如果考虑希望发送的两位信息是"(!(#!"(!1#!
"1!(#!"1!1#!则代码集合由以下0个代码组成(

!! "(!(#@" "(!(!(!(#

!! "(!1#@" "1!(!1!(#

!! "1!(#@" "(!1!1!1#

!! "1!1#@" "1!1!(!1#

环B’ 上的/维矢量0"".1!.’!3!./#和3""W1!W’!3!W/#的内积

0)3被定义为

!!0)3".1W1(.’W’(3(./W/ "/!/#

其中等式右边的和与积是B’ 上的两个运算$当0)3"(时!称两个矢量0和3
直交$

与线性代码集合2中所有代码直交的矢量全体组成的集合称为2 的对偶

代码集合!用记号2K表示!此时2K也是线性代码集$因为!如有31 和3’ 是2K

中的代码!则对任意的0<2!以下等式成立(

!!0)"31(3’#"0)31(0)3’ "((("(

即31(3’ 也与线性代码集合2的所有代码直交!所以31(3’ <2K$
由线性代数学基础知识我们知道长度为/的线性代码集合2 与其对偶代

码集合2K的维数之间的关系满足下式(

!!I"9"2#(I"9"2K#"/ "/!)#

以下将长度为/%维数为?的线性代码集合记为5/!?6$由式"/!)#得知线性代

码集合5/!?6的对偶代码集合应记为5/!/4?6$
线性代码集合2的对偶代码集合2K被称为是2的奇偶校验矩阵或简称为

校验矩阵!5/!?6线性代码集合的奇偶校验矩阵是 "/)?#*/矩阵$假设代码

集合2的奇偶校验矩阵为7!则从定义我们可以直接得到代码集合2的所有代

码0一定满足以下等式(

!!076 "(
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此处76 表示矩阵7 的转置$反之!由近代代数的基础知识很容易知道(满足

上列等式的所有二元矢量必定与代码集合2一致$
例题*!2!考虑由生成矩阵@" 51!1!16定义的52!16线性代码集合的

奇偶校验矩阵$首先考虑与惟一非零编码"1!1!1#直交的矢量有0个("1!(
!1#!"(!1!1#!"1!1!(#!"(!(!(#!且这0个矢量都可以用"1!(!1#和

"1!1!(#线性表示$所以对偶代码集合的生成矩阵为

!!7 "
1 1 (’

(

)

*1 ( 1

该矩阵就是所要求的奇偶校验矩阵$很显然!"1!1!1#76 "(成立$
一般情况下!根据矩阵的基本变换规律!线性代码集合2的生成矩阵一定

可以写成下列形式(

!!@" 5G?!X6

此处G? 表示?*?的单位矩阵!X表示?*"/)?#矩阵$此时!代码集合2的奇

偶校验矩阵可由下列等式给出(

!!7 " 5X6G/)?6

此处X6 表示X 的转置!G/4?表示 "/)?#*"/)?#的单位矩阵$
可以利用奇偶校验矩阵来纠正线性代码的错误$现在使用生成矩阵@ 的

5/!?6线性代码集合!假设信息%""%1!%’!3!%?#借助生成矩阵@转换成代

码0"%@$将0通过信道传送!再加上B’ 上长度为/的表示错误矢量的D!则接

收方收到的信息可表示成为

!!&"0(D

此处+W,表示各元素在B’ 上的模’加法运算$假设用7 表示该线性代码集合

的奇偶校验矩阵!因为关于代码0的等式076 "(一定成立!能够得到下列

等式(

!!&76 " "0(D#76 "076(D76 "D76

显然!决定&76 的仅仅是错误矢量的D而与发送信息的代码0无关$我们称

&76 为伴随式$伴随式中仅包含错误矢量D的信息!如果能够很好地利用伴随

式!就有可能推断出通过信道传送过来的0$
下面用一个例子描述用伴随式订正错误的方法$考虑具有下列奇偶校验矩

阵7 被称为是5.!06PF99"GH"汉明#码的编码集合
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!!7 "
( ( ( 1 1 1 1
( 1 1 ( ( 1 1

’

(

)

*1 ( 1 ( 1 ( 1
"/!.#

如果没有发生错误!则从D"(直接得到伴随式是

!!&76 "D76 "(

另一方面!如果第R位!"#上发生错误!则使用DR 表示第R位!"#为1%其他!"#位

上全为(的矢量!就能够得到

!!&76 "DR76 " "7 的第R位的列矢量#6

这里因为奇偶校验矩阵7 的所有列矢量都各不相同!因此错误矢量D1,D. 上对

应着不同的伴随式$从具体的结果可以获得以下的错误位置与伴随式的对应

关系(

错误发生的位置!!!!伴随式

没有错误!!5!!!!"(!(!(#
第一位!"#!!5!!!!"(!(!1#
第二位!"#!!5!!!!"(!1!(#
第三位!"#!!5!!!!"(!1!1#
第四位!"#!!5!!!!"1!(!(#
第五位!"#!!5!!!!"1!(!1#
第六位!"#!!5!!!!"1!1!(#
第七位!"#!!5!!!!"1!1!1#

由以上结果知!编码的.位!"#中无论哪一位!"#上发生错误!都可以通过伴随

式准确地知道错误发生的位置!然后对错误位置上的!"#状态值的1和(实施反

转操作!就能够获得通过信道传送过来的正确代码$
例题*!;!5.!06PF99"GH编码的代码集合2为

!!2" 2"(((((((#!"111((((#!"1((11((#!"(1(1(1(#!
"11(1((1#!"(1111((#!"1(11(1(#!"((11((1#!
"11((11(#!"(1((1(1#!"((1(11(#!"1(1(1(1#!
"(11((11#!"(((1111#!"1((((11#!"1111111#4 "/!7#

例如编码"1111111#!因为满足下列等式所以是 PF99"GH码$

!! "1111111#76 " "(((#
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进一步假设将"1111111#送入信道!接收到的代码是"1(11111#!试着使用伴

随式来纠正代码发生的错误$伴随式结果为

!! "1(11111#76 " "1(11111#

( ( 1
( 1 (
( 1 1
1 ( (
1 ( 1
1 1 (

’

(

)

*1 1 1

" "(1(#

此时我们知道错误发生在第’位上!因此可以确定发送信息的代码是

!! "1(11111#("(1(((((#" "1111111#

但是!如果发送同样的信息代码"1111111#!而接收到的代码却是"1(1111(#!
即第’位和第.位同时发生错误!此时再用伴随式来纠正代码发生的错误!结果

会是如何呢- 伴随式结果为

!! "1(11111#76 " "1(1111(#

( ( 1
( 1 (
( 1 1
1 ( (
1 ( 1
1 1 (

’

(

)

*1 1 1

" "1(1#

此时!根据结果可以判断错误是发生在第/位上!与实际错误发生的位置不符$
因此!我们知道5.!06PF99"GH编码对于.位!"#中有两位以上的!"#发生错误

时是无法获得正确的发送信息代码的$

/!2!8++编码的构成方法

8++编码有时也称8A++编码$8++编码于133)年由8FDI@=!FGX%+;<=
两人与 +#<FG@独 立 发 现!8++编 码 问 世 数 月 后!8FDI@=!FGX%AF"GS%+;<=%

+#<FG@0人又在1337年共同提出了+#F!"D"‘@=编码!即8A++编码$+#F!"D"‘@=
编码是8++编码的一般化!也是到目前为止所有量子编码代数构成方法提案中
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最广泛引人注目的方法之一$8++编码是基于经典纠错编码方法体系的量子

纠错编码的构成方法$8++编码是由’个经典纠错编码构成的能够纠正P位为

止的量子纠错编码!它能够同时订正P位为止的!"#反转错误以及P位为止的位

相翻转错误$一般用55/!?66表示由?个$%!"#组成的信源编码序列转换成由

/个$%!"#组成的信道编码序列"即量子纠错编码#的量子编码集合$
现在假设有’个经典纠错编码集合(5/!?16线性编码集合21 和5/!?’6线

性编码集合2’!它们满足以下两个条件(
"1#2’ Q21

"’#8"21#C’P(1!8"2K
’ #C’P(1

条件"1#表示2’ 的全体代码包含在21 代码集合中!条件"’#分别表示21 和

2’ 的对偶代码集合同时都能订正P个为止错误$8++编码就是由这些代码集

合构成的!它是能够订正P个以下$%!"#上发生错 误 的 量 子 编 码 集 合55/!
?14?’66$

首先!对于代码集合21 中的任意代码%<21!其量子状态’%(2’0由下式

定义

!!’%(2’0" 1
’?’&’%

&<2’
’%(&0 "/!3#

其中等式"/!3#右边之和满足定义在B’ 上的模’计算$此时量子状态’%(2’0
具有下列性质(

性质1!如果21 中代码%;满足条件 "%(%;#<2’!则下列等式成立(

!!’%;(2’0"’%(2’0

因为假定存在一个&;<2’ 满足等式&;"%(%;!此时因为2’ 是线性的!因此

有集合 2&(&;[&<2’4与代码集合2’ 一致$由此能够得到下列的等式成立(

!! 2%(&[&<2’4" 2%(&(&;[&<2’4" 2%;(&[&<2’4

考察等式的两端与出现在等式"/!3#右边的和!就知道该等式表示的’%(2’0
与’%;(2’0相等$

性质’!如果 "%(%;#O2’!则状态’%(2’0与’%;(2’0直交$也就是

说下列等式成立(

!! 1%;(2’’%(2’0"(

显然要想证明这个结论!只要证明下式成立即可(

!! 2%(&[&<2’4R 2%;(&[&<2’4" S "/!1(#
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如果式"/!1(#成立!则’%(2’0与’%;(2’0不含有同一的基底状态!那么直交

的结论就十分自然$以下由悖理法论证(如果有%(%;O2’!则式"/!)#一定成

立$即(首先有条件%(%;O2’!但式"/!)#不成立!此时一定存在 "&!&;#<2’

且等式%(&"%;(&;成立$由条件立即可以得到下列等式成立(

!!%(%;"&(&;!"&(&;#<2’

与假设矛盾!所以 "%(%;#O2’ 时式"/!)#成立$
由以上的性质!我们取遍21 中所有的%<21!可以得到的直交状态’%(

2’0的个数为

!!’?1

’?’ "’?1)?’

这里?1 代表21 的代码长!?’ 代表2’ 的代码长$这些相异的状态由以下的集合

表示(

!! 2’%((2’0!’%1(2’0!3!’%’?1)?’)1(2’04

8++代码就是将?1)?’ 个$%!"#的重叠状态

!!$(’(3((0($1’(3(10($’’(31(0(3($’?1)?’)1’13110

转换成/个$%!"#的重叠状态

!!$("%(W2’0W$1"%1W2’0W$’"%’W2’0W3W$’?14?’41"%’?14?’41W2’0

的编码体系$因此!8++代码是在5/!?16线性编码集合21 和5/!?’6线性编码

集合2’ 满足2’ Q21 时!由21 和2’ 构成的55/!?14?’66量子线性编码集合$
例题*!<!作为线性编码集合21!选择5.!06PF99"GH编码集合!它的奇

偶校验矩阵如71 所示$另一个线性编码集合2’!我们假设它是奇偶校验矩阵

为7’ 的5.!26PF99"GH代码集合$

!!71"
( ( ( 1 1 1 1
( 1 1 ( ( 1 1

’

(

)

*1 ( 1 ( 1 ( 1
!!7’"

1 ( ( ( ( 1 1
( 1 ( ( 1 ( 1
( ( 1 ( 1 1 (

’

(

)

*( ( ( 1 1 1 1

显然!2’ 表示的线性编码集合如下(

!!2’ " 2"(((((((#!"1(1(1(1#!"(11((11#!"11((11(#!
"(((1111#!"1(11(1(#!"(1111((#!"11(1((1#4
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与5.!06PF99"GH编码21 的线性编码集合作比较!

!!21 " 2"(((((((#!"111((((#!"1((11((#!"(1(1(1(#!
"11(1((1#!"(1111((#!"1(11(1(#!"((11((1#!
"11((11(#!"(1((1(1#!"((1(11(#!"1(1(1(1#!
"(11((11#!"(((1111#!"1((((11#!"1111111#4

显然满足2’ Q21$现在对应于代码 "(((((((#<21 构成的状态’((((((((
2’0!我们立即可以得到"N(0(

!!’N(0"’((((((((2’0

" 1
槡7%&<2’

’((((((((&0

" 1
槡7

2’(((((((0(’1(1(1(10(’(11((110(’11((11(0(

’(((11110(’1(11(1(0(’(1111((0(’11(1((104

若再任取21 与2’ 交集中的任意元素!例如"1(1(1(1#!它也构成下列的状态(

!!!’1(1(1(1(2’0

!! " 1
槡7%&<2’

’1(1(1(1(&0

!! " 1
槡7

2’1(1(1(10(’(((((((0(’11((11(0(’(11((110(

’1(11(1(0(’(((11110(’11(1((10(’(1111((04

该结果与"(((((((#对应的状态"N(0是一致的$即

!!’((((((((2’0"’1(1(1(1(2’0

另一方面!如果选择包含在21 中但不包含在2’ 中的"11111110!能够获得第’
个状态"N10(

!!’N10"’1111111(2’0

" 1
槡7%&<2’

’1111111(&0

" 1
槡7

2’11111110(’(1(1(1(0(’1((11((0(’((11((10(

’111((((0(’(1((1(10(’1((((110(’((1(11(04

因为

.01第/章!量子纠错编码的构成法



!! 1N(’N10" 12’(1(1(1(1’1111111(2’0

" 12’’11111110( 11(1(1(1’11111110( 12’’2’0(
11(1(1(1’2’0

"(

所以!"N(0与"N10直交$若再取 "1((11((#<21"O2’!有’1((11(((2’0"
’1111111(2’0!即不可能再找到一个"N;0与"N(0%"N10都直交!这是因为此时有

!!’?1

’?’ "’?1)?’ "’0)2 "’

即对应于21 的代码集合!除了’个状态2"N(0!"N104以外!其他状态是不存在

的$因此!对应的量子纠错编码集合是 55.!0)266"55.!166量子代码集合!
则一个$%!"#的状态$’(0(%’10可以转换成以下代码(

!!$’N(0(%’N10

/!0!8++编码的解码

本节主要讲解8++编码的解码方法$当线性编码集合21 与2K
’ 能够订正P

个!"#错误时!让我们来说明并演示由21 和2’ 构成的8++代码是怎样订正至

多P个!"#反转以及P个位相翻转错误的$
以下为了简单起见!我们着重说明!"#反转和位相翻转各自至多发生一个

错误时的解码方法!当一个以上的错误发生时使用同样的方法可以实现解码$
首先考虑下式状态的编码(

!!’%(2’0" 1
’?’&’%

&<2’
’%(&0 "/!11#

这里假设线性编码集合21 的奇偶校验矩阵为71!因为%<21!则

!!%76
1 "(

又因为2’ Q21!所以对于任意的&<2’!同样有

!!&76
1 "(

成立$因此!对应于等式"/!11#!状态’%(2’0等式的右边状态’%(&0矢量%
(&的伴随式!即使&<2’ 不成立!也有下面的等式成立(

!! "%(&#76
1 "%76

1 (&76
1 "(
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另一方面!假设用D0 表示长度为/ 的%仅在第0位为1%其他各位均为(的

矢量!则"%0的第0位$%!"#上发生!"#反转后的状态可用’%(D00表示$所以!
状态’%(2’0的第0位上$%!"#发生!"#反转错误时!我们接收到的状态可用下

式表示(

!!’’0" 1
’?’&’%

&<2’
’%(&(D00 "/!1’#

此时如若计算式"/!1’#右边的状态’%(&(D00对应矢量%(&(D0 的伴随式!
即使&O2’!也能得到下面的等式(

!! "%(&(D0#76
1 "%76

1 (&76
1 (D076

1 "D076
1

也就是说集合中的代码全体拥有同一个伴随式D076
1$这里因为线性编码集合

21 能够订正P个错误!所以对应于惟一一个错误的伴随式D176
1!D’76

1!3!

D/76
1 当然是相互不同的$显然!如果能够从接收到的信息状态"’0中求出伴随

式D076
1!使用经典纠错编码的解码方法就能够知道在哪一位$%!"#上发生了错

误"此时是第0位上$%!"#发生了错误#!在错误发生的$%!"#位上通过c >F#@
执行!"#反转演算!就可以订正相应的错误$

对应于例题0!0中描述的量子编码!实际执行伴随式计算的量子门电路如

图/ 2所示$

图/ 2!计算伴随式的量子门电路

此时对应于线性编码集合21 的奇偶校验矩阵为

!!71 "
( ( ( 1 1 1 1
( 1 1 ( ( 1 1

’

(

)

*1 ( 1 ( 1 ( 1
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该量子门电路的动作本质上与0!’节中讲述的2个$%!"#编码的解码器同样$
因此!对应于伴随式的2个$%!"#如果能够基于基底状态2"(0!"104进行测定!
判定它们是(或1!就能够以概率1得知伴随式D076

1$
例题*!(%!以例/!0构成的8++编码为例!将状态$’(0(%’10编码成为

$’N(0(%’N10并送入信道$假设第2位$%!"#上发生!"#反转错误!则接收到

的$%!"#列的重叠状态可表示如下(

!! $
槡’ ’

2’((1((((0(’1(((1(10(’(1(((110(’111(11(0(

!!’((111110(’1((1(1(0(’(1(11((0(’1111((104(

!! %
槡’ ’

2’11(11110(’(111(1(0(’1(111((0(’(((1((10(

!!’11(((((0(’(11(1(10(’1(1((110(’((1(11(04

求解伴随式即可得到"(11#!此时便可知道是$%!"#列的第2位上发生了错误!
之后只要对第2位上的$%!"#实施!"#反转演算c >F#@即可订正该错误$

下面再讨论订正位相翻转错误!为此每一个$%!"#位执行 PFIF9F=I变换

演算$此时对"%0实施718131:8变换演算的结果如下式所示(

!!’%02
PFIF9F=I 1

’槡/ %
&<2(!14/

")1#%)&’&0 "/!12#

式"/!12#的成立与两个序列&""&1!&’!3!&/#%%""%1!%’!3!%/#有关!

"&0的正负由&0"1且%0"1的!"#位置有几个来决定!如果是偶数个则为正!
奇数个则为负$例如!将’(10"’(0’10实施 PFIF9F=I变换演算!其结果为

!! "7’(0#"7’10#"
’(0(’10

槡" #’
’(0)’10

槡" #’

" 1
’
"’((0)’(10(’1(0)’110#

" 1
’
"")1#"(1#)"((#’((0(")1#"(1#)"(1#’(1#(

!")1#"(1#)"1(#’1(0(")1#"(1#)"11#’110#

因此!可以确认式"/!12#的成立$
那么!利用编码对状态

!!’%(2’0" 1
’?’&’%

&<2’
’%(&0
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的各个$%!"#实施 PFIF9F=I变换演算!由式"/!12#得到下式(

!! 1
’?’&’’/&’ %

+<2(!14/
%
&<2’

")1#"%(&#)+’+0 "/!10#

这里!如果使用线性编码集合2’ 的线性性质导出的关系式(

!!%
&<2’

")1#&)+ "
’?’2( !

09+<2K
’

09+O2K
’

"/!1/#

则式"/!1/#可以写成下列形式(

!! 1
’?’&’’/&’ %

+<2(!14/
")1#%)+%

&<2’

")1#&)+’+0

!! "’?’&’

’/&’ %
+<2K

’

")1#%)+’+0

上式右边出现的状态"+0所对应的矢量+已都是2K
’ 或者说是线性编码集合2’

的对偶编码集合的元素了$
另一方面!再一次用DR 表示长度为/仅在第R位为1!其他各位均为(的矢

量!那么注意到矢量%DR!当%的第R位为1时%DR 为1!当%的第R位为(时则

%DR 就为(*当第R位$%!"#上发生位相翻转错误时!"%0就变成"41#%)DR"%0$因

此!如果状态"%W2’0的第R位$%!"#上发生位相翻转错误时!将得到下列状态(

!! 1
’?’&’%

&<2’

")1#"%(&#)DR’%(&0

对该状态的各个$%!"#实施 PFIF9F=I变换演算!由式"/!3#得到

!! 1
’?’&’’/&’ %

+<2(!14/
%

&<2’

")1#"%(&#)"DR(+#’+0

!! " 1
’?’&’’/&’ %

+;<2(!14/
%

&<2’

")1#"%(&#)+;’+;(DR0!

此处设+;"+(DR$再一次利用式"/!11#可得到下面的结果(

!!’?’&’

’/&’ %
+;<2K

’

")1#%)+;’+;(DR0 "/!1)#

从式"/!1)#可以看出!经过 PFIF9F=I变换演算!位相翻转错误可以转换成!"#
反转错误$因此!对于式"/!1)#的状态!只要订正!"#反转错误就可以订正位相

翻转的错误$实际上利用代码集合2K
’ 的奇偶校验矩阵为 7’!求解状态’+;(
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DR0对应矢量+;(DR 的伴随式为DR76
’!因为2K

’ 能够订正P个以下错误!因此!从

伴随式可以确定错误DR 并能够订正它$作为结果!得到下列状态(

!!’?’&’

’/&’ %
+;<2K

’

")1#"%(&#)+;’+;0

然后再一次对该状态的各个$%!"#实施 PFIF9F=I变换演算!就能够获得纠错

后的正确的送信的原始状态信息$
例题*!((!再一次以例/!0构成的8++编码为例!将状态$’(0(%’10编

码成为$’N(0(%’N10并送入信道$假设第一位$%!"#上发生位相翻转错误!
接收到的$%!"#列的重叠状态如下(

!! $
槡’ ’

2’(((((((0)’1(1(1(10(’(11((110)’11((11(0(

!!!’(((11110)’1(11(1(0(’(1111((0)’11(1((104(

!!! %
槡’ ’

2)’11111110(’(1(1(1(0)’1((11((0(’((11((10)

!!!’111((((0(’(1((1(10)’1((((110(’((((11(04$

求解伴随式得到"(((#!从结果中可以知道接收状态中没有!"#反转错误$
紧接着对接收状态的各个$%!"#实施 PFIF9F=I变换演算!由于能够非常

容易地确认等式2K
’ "21 的成立!因此得到下列的等式(

!!$
0
2’1((((((0(’(11((((0(’(((11((0(’11(1(1(0(

!!!’(1(1((10(’11111((0(’((11(1(0(’1(11((10(

!!!’(1((11(0(’11((1(10(’1(1(11(0(’((1(1(10(

!!!’111((110(’1((11110(’(((((110(’(11111104

!!%
0
2’1((((((0)’(11((((0)’(((11((0)’11(1(1(0(

!!!’(1(1((10(’11111((0(’((11(1(0)’1(11((10(

!!!’(1((11(0)’11((1(10)’1(1(11(0(’((1(1(10(

!!!’111((110(’1((11110)’(((((110)’(11111104

再一次求解伴随式就得到"((1#!此时便可知道是第一位$%!"#上发生
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!"#反转错误$然后!只要对第一位上的$%!"#实施!"#反转演算c >F#@!在订

正该错误后再一次实施 PFIF9F=I变换演算!即可恢复原始的送信状态$
以上讲解了用8++编码如何订正!"#反转错误和位相翻转错误!最后演示

用8++编码订正两者同时发生的错误$如果状态’%(2’0第0位$%!"#上发生

!"#反转错误%第R位$%!"#上发生位相翻转错误时!将得到下列状态(

!! 1
’?’&’%

&<2’

")1#"%(&#)DR’%(&(D00

如果计算该状态’%(&(D00所对应的矢量%(&(D0 的伴随式!将得到

D076
1!由线性编码集合21 的解码方法能够确认在第0位$%!"#上发生!"#反转

错误!因此对第0位上的$%!"#实施!"#反转演算c >F#@!订正!"#反转错误后

的状态就变成如下(

!! 1
’?’&’%

&<2’

")1#"%(&#)DR’%(&0

此时的状态仅包含位相翻转错误!同样的道理!使用前述的订正位相翻转错误的

方法!自然能够恢复发送信息的原始状态$

/!/!量子纠错编码的性能界限

直到上一节为止我们讲述了8++编码以及更一般性的量子纠错编码!这些

纠错编码体系的纠错能力究竟有多大呢- 这一节就来讨论量子纠错编码的性能

界限$
当给定代码长度为/!码字$%!"#数为?时!我们用该体系最多可以订正几

个$%!"#位上发生错误的尺度来衡量该量子纠错编码体系的性能- 显然能够订

正的错误个数越多其量子编码的性能就越高$下面首先介绍关于量子编码可达

到性能的下界!它是经典纠错编码>"D!@=#UNF=S;F9<?界限的量子版$
定理*!((!"量子>"D!@=#UNF=S;F9<?界限#当代码长度/足够大时!能够

订正P个$%!"#位上发生错误的量子编码在8++编码中是存在!该编码是编码参

数"/!?!P#满足下列不等式的55/!?66量子编码体系$

!!?
/ C1)’7 ’P" #/

其中函数7"%#由下列等式定义(

!!7"%#")%D<H%)"1)%#D<H"1)%#
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这个定理说明量子编码的错误订正能力保持在P&/的一定水准时!其编码

的效率能够保持在一定值?&/以上$
另一方面!量子编码可达到的性能上界是经典纠错编码的 PF99"GH界限

的量子版$
定理*!($!"量子 PF99"GH界限#任意的55/!?66量子编码体系!能够订

正错误的$%!"#数P满足下列不等式(

!!%
P

R"(

/"#R
2R’? $’/ "/!1.#

这个定理不依赖于量子纠错编码的构成方法!无论什么样的量子编码体系!
这个不等式都成立$但是请注意!即使满足式"/!1.#的/%?%P组存在!也未必

能够构成具有这些参数的编码体系$
例题*!($!有关前面讲到的55.!166量子编码体系!有下列等式(

!!1)’7 ’P" #/ "1)’* )" #’
. D<H" #’

. )" #/
. D<H" #2 4/

. ")(j.’)’0

因为 ?
/ " 1

.
!因此满足>"D!@=#UNF=S;F9<?界限$

另一方面!因为

!! "#.
(

2(’1("#.
1

21’1 "’(0’"009’.

55.!166量子编码体系同样也满足 PF99"GH界限$
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第&章!量子纠缠状态的纯化协议及其应用

本章节中我们着重介绍量子纠错编码与双对概念导入的量子纠缠状态纯化

协议及其应用$量子纠缠状态纯化协议又称为C66"CG#FGHD@9@G#6%="M"KF#"<G
6=<#<K<D#协议$

)&1!C66的原理

再一次考虑贝尔状态(

!!’%((0"’((0(’110
槡’

!!’%(10"’(10(’1(0
槡’

!!’%1(0"’((0)’110
槡’

!!’%110"’(10)’1(0
槡’

正如第2章所述!这0个状态组成两位$%!"#列向量空间的正规直交基底$
在利用量子高密度编码或量子瞬间传递"5@D@E<=#F#"<G离物传态#之前!送

收信者双方必须共同拥有纠缠状态"更准确地说是贝尔状态#中的某个$%!"#
对$但是!实际上在共同拥有贝尔状态的过程中!一是由于$%!"#在量子信道的

传送过程中状态受噪声的干扰!或是由于$%!"#的保存时间持续其状态将会发

生变化$因此!在实际利用贝尔状态进行通信时必须考虑这些$%!"#状态的抗

干扰对策$这些抗干扰对策方法中的一个就是利用量子纠错编码体系!也就是

说利用纠错编码体系!达到订正$%!"#在量子信道的传送过程中或在保存时间

的持续中其状态发生变化产生的错误$另一个方法就是现在要讲述的+纠缠状

态纯化协议"C66#,$
以下首先假设在备制中心8备制出贝尔状态"%((0!且通过量子信道把纠缠
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对中一个$%!"#传送给用户B!把另一个$%!"#传送给用户,$此时用户 B和,
双方除了自己拥有的$%!"#以外!对其他任意的$%!"#都不能进行演算和测定*
再假定用户B和,双方可把测定的结果通过无噪声经典信道相互通知$如此

状况与条件下纠缠状态纯化协议C66的另一种说法是(以任意接近1的概率使

B%,双方共同拥有贝尔状态"%((0的协议$
为了说明简单!我们可以考虑在中心和用户之间采用在0!’节里讲述的!"#

反转信道作为量子信道$也就是说(假设以概率,在输入状态上实施!"#反转

演算"量子逻辑非门!cU>F#@#!以概率14,让输入状态按原样输出$此时无须

花费什么精力!只要备制中心8将备制出的贝尔状态"%((0分别传送给用户B和

用户,!用户B和用户,的状态就变成

!!以概率 "1),#’ 为 !’((0(’110
槡’

!!以概率,"1),#为 !
"O’(0#’(0("O’10#’10

槡’
"’1(0(’(10

槡’

!!以概率 "1),#,为 !’(0"O’(0#(’10"O’10#
槡’

"’(10(’1(0
槡’

!!以概率,’ 为 !
"O’(0#"O’(0#("O’10#"O’10#

槡’
"’110(’((0

槡’

由此可见当备制中心8将一对纠缠的量子比特通过!"#反转信道分别发送给 B
和,时!只有在其中一个$%!"#发生!"#反转时!纠缠状态才会出现与备制中心

传送的初始状态不同而出现错误$现在假设

!!J"1)"1),#’),’

我们知道用户B和用户,以概率14J共同拥有贝尔状态"%((0成功!以概率J
共同拥有贝尔状态"%((0失败$也就是说(用户 B和用户,共同拥有$%!"#对状

态的概率为

!!以概率1)J为 !!’((0(’110
槡’

"’%((0

!!以概率J为 !!’(10(’1(0
槡’

"’%(10

以下假设J满足不等式(9J91
’
$假设备制中心8备制出’个贝尔状态
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"%((0!并将’个贝尔状态"%((0中的第1个$%!"#发送给用户 B%第’个$%!"#发

送给用户,!此时因为 B和,共同拥有’个$%!"#对!因此共同拥有贝尔状态

"%((0的概率将大于14J的方法称为C66$首先 B和,的’个$%!"#对的状态

如下(

!!以概率 "1)J#’ 为 !!’%((0’%((0

!!以概率 "1)J#J为 !!’%((0’%(10

!!以概率J"1)J#为 !!’%(10’%((0

!!以概率J’ 为 !!’%(10’%(10

使用C66方法!用以下的操作能够以更高的概率共同拥有贝尔状态"%((0"参阅

图) 1#$
假设用户B和,将自己所拥有的’个$%!"#输入到控制非门"8<G#=<DD@IU

-b5U>F#@#!其结果!如果’个$%!"#对的状态是

!!’%((0’%((0"
"’((0(’110#"’((0(’110#

’

"
"’((((0(’((110#"’11((0(’11110#

’

注意到B所拥有的$%!"#是$%!"#列中的第1位和第2位!"#%,所拥有的$%!"#
是$%!"#列中的第’位和第0位!"#$让它们分别通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@!便

得到下式表示的状态(

!!
"’((((0(’((110#"’11110(’11((0#

’ "’%((0’%((0 ")!1#

图) 1!C66
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用同样的方法让其他的状态也通过 8<G#=<DD@IU-b5U>F#@!可以得到以下

的结果(

!!’%((0’%((05’%((0’%((0

!!’%((0’%(105’%((0’%(10

!!’%(10’%((05’%(10’%(10

!!’%(10’%(105’%(10’%((0

进一步!让用户B和,以"(0和"10为基底共同测定自己拥有的第’位$%U
!"#!测定的结果通过经典信道相互通知对方$如果两者测定的结果一致!则保

存剩余的$%!"#*如果结果不一致的话就放弃剩余的$%!"#$在保存$%!"#的情况

下!由第2位和第0位组成的$%!"#对的状态是

!!’%((0"’((0(’110
槡’

即状态"%((0出现的情况下!可以判定从备制中心8接收到的状态只能是"%((0

"%((0或"%(10"%(10!且该状态出现的概率是 "1)J#’(J’$再进一步!当$%!"#被

保存时!剩余的$%!"#对的状态以及出现的概率如下(

!!以概率
"14J#’

"14J#’WJ’为!!"%((0

!!以概率 J’

"14J#’WJ’为!!"%(10

这里因为J满足不等式(9J9 1
’
!所以下列不等式成立(

!!
"1)J#’

"1)J#’(J’ E1)J

结论告诉我们(利用C66的方法!拥有状态"%((0的概率是增加的$
例题&!(!假设利用出错率为,"(j1的!"#反转信道将备制中心8备制

的贝尔状态配置给用户B和,共同拥有!此时若使用’个贝尔状态并利用C66
方法!使用户B和,共同拥有贝尔状态"%((0的概率可计算如下(

!!J"1)"1)(j1#’ 4(j1’h(j17

!!
"1)(j17#’

"1)(j17#’((j17’ "(j3/0
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这个结果比不利用C66方法使用户B和,共同拥有贝尔状态"%((0的概率(!7’
要大$然而!利用C66方法被破弃的$%!"#概率变为

!!1)2"1)(j17#’((j17’4"(j’3/’

再进一步!使用0个贝尔状态!每两个贝尔状态上利用C66方法获得’个

$%!"#对后!再一次利用C66方法!此时用户 B和,共同拥有贝尔状态"%((0的

概率将进一步增大到

!!
"1)(j(0)#’

"1)(j(0)#’((j(0)’ "(j337

这时!利用C66方法的若干次过程中被破弃的全部$%!"#的概率也将增至到

(!).7$

)!’!J%FG#%96="?FKLB9ED"M"KF#"<G协议

上一节讲述的基本C66方法对量子信道是有限制的"即!"#反转信道#$这

一节讲解由f@%#SK;等人提出的!针对一般的量子信道能够利用的C66方法!
即J%FG#%96="?FKLB9ED"M"KF#"<G"JB6#协议$JB6协议是在量子密钥分配

的基础之上!利用共有纠缠状态的物理事实!为了减少量子信道本身的错误或避

免第三者的恶意篡改对量子信息的影响而提出的协议$
再一次考虑这样的情况!为了使用户 B和,共同拥有贝尔状态"%((0!备制

中心8备制了’个贝尔状态"%((0!并通过量子信道配送给用户 B和,各自$%U
!"#对中的对应部分$与上一节讲述的一样!用户B和,各自对自己拥有的$%U
!"#实施演算测试!希望增加贝尔状态"%((0共同拥有的概率$

JB6协议里!用户B使用下面的酋演算子EB对备制中心8传送来的’个

$%!"#实施演算(

!!EB " 1
槡’

1 )"
)5 6" 1

则EB"(0和EB"10分别为

!!EB’(0" 1
槡’

1 )"
)5 6" 1 561

(
" 1

槡’
1
)5 6"" 1

槡’
561
(

(")"#56" #(
1

" 1
槡’

"’(0)"’10#

3/1第)章!量子纠缠状态的纯化协议及其应用



!!EBl10h 1
槡’

1 4"
45 6" 1 56(

1
h 1

槡’
4"5 61

h 1
槡’

"4"#561
(

W56" #(
1

h 1
槡’

""4"#l(0Wl10#

同样用户,使用下面的酋演算子E, 也对备制中心8传送来的’个$%!"#
实施演算(

!!E, " 1
槡’

1 "5 6" 1

则E,"(0和E,"10分别为

!!E,’(0" 1
槡’

1 "5 6" 1 561
(

" 1
槡’

156"
" 1

槡’
561
(

("56" #(
1

" 1
槡’

"’(0("’10#

!!E,’10" 1
槡’

1 "5 6" 1 56(
1

" 1
槡’

"561
" 1

槡’
"561
(

(56" #(
1

" 1
槡’

""’(0(’10#

然后!用户B和,各自将自己拥有的’个$%!"#通过控制非门"8<G#=<DD@IU
-b5U>F#@#!并以2"(0!"104为基底测定各自拥有的$%!"#!并将测定的结果通

过经典信道相互通知对方$如果两者测定的结果一致!则剩余的1个$%!"#以

更高的概率被认定是状态"%((0并加以保存!另一方面若结果不一致的话就要破

弃剩余的1个$%!"#$JB6协议的操作顺序如图) ’所示$

图) ’!JB6协议
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现借助例题来说明 JB6协议的效果$为了简单起见!假设备制中心和用

户之间的量子信道是位相翻转信道!发送的信号能够以14,的概率正确地接

收到!以,的概率接收到的信号是发送信号上实施的位相翻转演算"ZU>F#@#的

$%!"#$设J"1)"1),#’),’!此时用户B和,的可能状态如下(

!!以概率 "1)J#’ 为 !!’%((0’%((0

!!以概率 "1)J#J为 !!’%((0’%1(0

!!以概率J"1)J#为 !!’%1(0’%((0

!!以概率J’ 为 !!’%1(0’%1(0

这时用户B对自己拥有的两个$%!"#"第1位和第2位#实施EB 演算!用户,也

对自己拥有的两个$%!"#"第’位和第0位#实施E, 演算$如果用户 B和,共

同拥有的状态是"%((0!则通过演算我们能够得到以下状态(

!!’%((0
EB!E

5666
, "EB’(0#"E,’(0#("EB’10#"E,’10#

槡’

"
"’(0)"’10#"’(0("’10#(")"’(0(’10#""’(0(’10#

槡’’

"’((0(’110
槡’

"’%((0

用同样的方法针对其他的贝尔状态演算

!!’%(10
EB!E

5666
, "EB’(0#"E,’10#("EB’10#"E,’(0#

槡’

"
"’(0)"’10#""’(0(’10#(")"’(0(’10#"’(0("’10#

槡’’

"’(10(’1(0
槡’

"’%(10

!!’%1(0
EB!E

5666
, "EB’(0#"E,’(0#)"EB’10#"E,’10#

槡’

"
"’(0)"’10#"’(0("’10#)")"’(0(’10#""’(0(’10#

槡’’

"’(10)’1(0
槡’

"
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"’%110

!!’%110
EB!E

5666
, "EB’(0#"E,’10#)"EB’10#"E,’(0#

槡’

"
"’(0)"’10#""’(0(’10#)")"’(0(’10#"’(0("’10#

槡’’

"’((0)’110
槡’

"

"’%1(0

效果如下(

!!’%((05’%((0

!!’%(105’%(10

!!’%1(05’%110

!!’%1105’%1(0

这里将对用户B和,的接收信号状态的不同分别进行讨论$
"1#用户B和,的状态是"%((0"%((0场合

B和,各自对自己拥有的$%!"#分别同时实施EB 演算或E, 演算(

!!’%((0’%((0
EB!E

5666
,

"EB’(0#"E,’(0#("EB’10#"E,’10#
槡’

#

"EB’(0#"E,’(0#("EB’10#"E,’10#
槡’

"’((((0(’((110(’11((0(’11110
’

"’%((0’%((0

通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@后的状态为

!! 566666666
8<G#=<DD@IU-b5U>F#@ ’((((0(’((110(’11110(’11((0

’

"’((0"’((0(’110#(’110"’((0(’110#
’

"’((0(’110
槡’

’((0(’110
槡’
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"’%((0’%((0

然后B和,测定各自第’位的$%!"#!其结果一致的概率为1$因此!双方共同

拥有贝尔状态"%((0$
"’#用户B和,的状态是"%((0"%1(0场合

B和,各自对自己拥有的$%!"#分别同时实施EB 演算或E, 演算(

!!’%((0’%1(0
EB!E

5666
,

"EB’(0#"E,’(0#("EB’10#"E,’10#
槡’

#

"EB’(0#"E,’(0#)"EB’10#"E,’10#
槡’

"’(((10)’((1(0(’11(10)’111(0
’

"’%((0’%110

通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@后的状态为

!! 566666666
8<G#=<DD@IU-b5U>F#@ ’(((10)’((1(0(’111(0)’11(10

’

"’((0"’(10)’1(0#)’110"’(10(’1(0#
’

"’((0)’110
槡’

’(10)’1(0
槡’

"’%1(0’%110

此时因为B和,测定各自第’位的$%!"#!其结果不一致的概率为1!所以破弃

剩余的$%!"#$
"2#用户B和,的状态是"%1(0"%((0场合

B和,各自对自己拥有的$%!"#分别同时实施EB 演算或E, 演算(

!!’%1(0’%((0
EB!E

5666
,

"EB’(0#"E,’(0#)"EB’10#"E,’10#
槡’

#

"EB’(0#"E,’(0#("EB’10#"E,’10#
槡’

"’(1((0(’(1110)’1(((0)’1(110
’
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"’%110’%((0

通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@后的状态为

!! 566666666
8<G#=<DD@IU-b5U>F#@ ’(1(10(’(11(0)’1(1(0)’1((10

’

"’(10"’(10(’1(0#)’1(0"’(10(’1(0#
’

"’(10)’1(0
槡’

’(10(’1(0
槡’

"’%110’%(10

因为B和,测定各自第’位的$%!"#!其结果不一致的概率为1!所以破弃剩余

的$%!"#$
"0#用户B和,的状态是"%1(0"%1(0场合

B和,各自对自己拥有的$%!"#分别同时实施EB 演算或E, 演算(

!!’%1(0’%1(0
EB!E

5666
,

"EB’(0#"E,’(0#)"EB’10#"E,’10#
槡’

#

"EB’(0#"E,’(0#)"EB’10#"E,’10#
槡’

"’(1(10)’(11(0)’1((10(’1(1(0
’

"’%110’%110

通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@后的状态为

!! 566666666
8<G#=<DD@IU-b5U>F#@ ’(1((0(’(1110)’1(110)’1(((0

’

"’(10"’((0(’110#)’1(0"’((0(’110#
’

"’(10)’1(0
槡’

’((0)’110
槡’

"’%110’%((0

因为B和,测定各自第’位的$%!"#!其结果一致的概率为1!但用户B和,共

同拥有的却并非是所希望的状态"%110$
无论如何!通过J6B协议配送后!B和,拥有共同状态的概率(当 B和,

的接收状态是"%((0"%((0或"%1(0"%1(0时!其发生的概率为

0)1 量子信息与量子计算简明教程



!! "1)J#’(J’

另一方面!通过J6B协议配送后!在没有破弃$%!"#的情况下!B和,共同

拥有正确贝尔状态"%((0的概率为

!!
"1)J#’

"1)J#’(J’

从以上结果可知!与上一节讲述的C66的基本协议一样!在(9J9 1
’

范

围内!通过J6B协议!B和,双方能够共同拥有贝尔状态"%((0的概率比不作任

何改进的C66的基本协议要高$
例题&!$!考虑从备制中心8到用户B和用户,的量子信道同是!"#反转

信道的情况$此时B和,的状态是状态集2"%((0"%((0!"%((0"%(10!"%(10"%((0!

"%(10"%(104中的某一个$如果用户B和,接收信息的状态是"%((0"%((0!那么情

况与上述"1#的场合一样!双方共同拥有贝尔状态"%((0$
其次考虑用户B和,接收信息的状态是"%((0"%(10的情况!此时对状态作用

J6B协议方法!在实施EB 演算或E, 演算后状态变化成

!!’%((0’%(10
EB!E

5666
,

"EB’(0#"E,’(0#("EB’10#"E,’10#
槡’

#

"EB’(0#"E,’10#("EB’10#"E,’(0#
槡’

"’(((10(’((1(0(’11(10(’111(0
’

"’%((0’%(10

再通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@后的状态为

!! 566666666
8<G#=<DD@IU-b5U>F#@ ’(((10(’((1(0(’111(0(’11(10

’

"’((0"’(10(’1(0#(’110"’(10(’1(0#
’

"’%((0’%(10

测定的结果不一致的概率为1!因此破弃剩余的$%!"#$同样!如果用户 B和,
接收信息的状态是"%(10"%((0时!也可以通过J6B协议确认破弃剩余的$%!"#$

另一方面!如果用户B和,接收信息的状态是"%(10"%(10时!实施EB 演算

或E, 演算后
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!!’%(10’%(10
EB!E

5666
,

"EB’(0#"E,’10#("EB’10#"E,’(0#
槡’

#

"EB’(0#"E,’10#("EB’10#"E,’(0#
槡’

"’(1(10(’(11(0(’1((10(’1(1(0
’

"’%(10’%(10

再通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@其状态变为

!! 566666666
8<G#=<DD@IU-b5U>F#@ ’(1((0(’(1110(’1(110(’1(((0

’

"’(10"’((0(’110#(’1(0"’((0(’110#
’

"’%(10’%((0

测定结果一致的概率为1$因此这种情况下双方共同拥有状态"%(10$从以上的

结果可以看出对于!"#反转信道在J6B协议适用的情况下!其效果与前一节讨

论的基本C66的效果是同样的$

)!2!C66的高效率化

以上讲述了使B 和,双方共同拥有1个贝尔状态"%((0的最基本的方法

C66$但是!利用C66方法只能从’个$%!"#对中共同拥有1个贝尔状态!同时

还可能伴随$%!"#对被破弃的情况!因此这些方法效率不高$本节讨论利用经

典纠错编码的理论!从复数个纠缠状态中以高概率的方式使 B和,双方共同拥

有复数个"%((0状态的高效C66的实现方法$
在以下的叙述中!为了简单起见!假设考虑从备制中心8到用户 B以及到

用户,之间的量子信道是可能以概率,发生!"#反转的信道!并且用户 B和,
预计能够以较高概率共同拥有若干个贝尔状态"%((0$关于这个问题!对预计的

若干个纠缠状态执行J6B协议就可以获得预期结果$
现在假设B和,的第1个$%!"#对来自于备制中心8!第’个$%!"#对是备

制好了的贝尔状态"%((0!因此B和,的’个$%!"#对的状态如下(

!!以概率 "1)J#为 !!’%((0’%((0

!!以概率J为!!"%(10"%((0

))1 量子信息与量子计算简明教程



B和,再各自将自己拥有的$%!"#通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@!则得到的状

态为

!!输入状态!!!! !输出状态

!!"%((0"%((0!!5!!"%((0"%((0

!!"%(10"%((0!!5!!"%(10"%(10

!!"%((0"%(10!!5!!"%((0"%(10

!!"%(10"%(10!!5!!"%(10"%((0

此后通过8<G#=<DD@IU-b5U>F#@输出的状态仅有"%((0和"%(10两个!且从结果

里可以看到只有当输入状态的第1个$%!"#对是"%(10时!第’个$%!"#对的状态

才发生变化$
再进一步!如果输入状态是"%((0"%((0和"%(10"%((0其中之一时!若用户 B和

,的测定结果相等!则双方必定共同拥有贝尔状态"%((0*即使测定结果不相等!
只要用户 B 和 , 双 方 中 的 某 一 方 对 自 己 拥 有 的 $%!"#实 施 !"#反 转 演 算

cU>F#@!双方就能够共同拥有贝尔状态"%((0$
为了讨论测定问题!首先假设用户B和,已共同拥有2个贝尔状态"%((0!

再假设从备制中心8配送到用户B和,的.个贝尔状态中至多有1个贝尔状

态发生!"#反转"即实施了!"#反转演算cU>F#@#$例如!假设.个贝尔状态"%((0
中的第’个贝尔状态发生反转变化成为"%(10!此时B和,的共有状态为

!!’%((0’%(10’%((0’%((0’%((0’%((0’%((0 ")!’#

在这样的状态下!我们介绍使用2回测定或者说使用2个贝尔状态!获取.个贝

尔状态"%((0的新方法$
首先着眼5.!06PF99"GH编码集合的同等校验矩阵

!!7 "
( ( ( 1 1 1 1
( 1 1 ( ( 1 1

’

(

)

*1 ( 1 ( 1 ( 1

在以上的假设条件下!用图)!2表示的方式对备制中心8配送来的$%!"#进行

校验$因为同等校验矩阵7 的第1行上值为1的位置是0%/%)%.列!就让从

备制中心8配送过来的第0%第/%第)和第.位的$%!"#和纯粹的贝尔状态"

%((0一方的$%!"#"图)!2中从下往上数第2位$%!"##顺序地通过 8<G#=<DD@IU
-b5U>F#@$然后B和,以2"(0!"104为基底测定从下往上数第2位$%!"#$此

.)1第)章!量子纠缠状态的纯化协议及其应用



时因为测定之前的状态是"%((0!所以 B和,的测定结果完全一致的概率是1$
这个结果显示!与从备制中心8接收到的$%!"#列中至多仅有1个发生!"#反转错

误的假设里!显然可以知道从第0位到第.位的$%!"#对的状态全部都是"%((0$
又因为同等校验矩阵7 的第’行上值为1的位置是’%2%)%.列!让从备

制中心8送过来的第’位%第2位%第)位和第.位的$%!"#和纯粹的贝尔状态

"%((0一方的$%!"#"图) 2中从下往上第’位$%!"##顺序地通过 8<G#=<DD@IU
-b5U>F#@$然后B和,再以2"(0!"104为基底测定从下往上数的第’位$%U
!"#!此时因为测定之前的状态是"%(10!所以 B和,的测定结果完全不一致的概

率是1$这个结果!与从备制中心8接收到的$%!"#列中至多仅有1个发生!"#
反转错误的假设比较中!可以知道接收到的信息中的第’位%第2位%第)位和

第.位的$%!"#对中!其中有一个状态是"%(10!其余的都是状态"%((0$

图) 2!用户B以及,的操作

最后同等校验矩阵7 的第2行上值为1的位置是1%2%/%.列!让从备制

中心8送过来的第1位%第2位%第/位和第.位的$%!"#和纯粹的贝尔状态

"%((0一方的$%!"#"图)!2中的最下一位$%!"##顺序地通过 8<G#=<DD@IU-b5U
>F#@$然后B和,再以2"(0!"104为基底测定最下一位$%!"#!此时因为测定之

前的状态是"%((0!所以B和,的测定结果完全一致的概率是1$这个结果意味

着第1位%第2位%第/位和第.位的$%!"#对的状态全部是"%((0$从以上的讨

论可以看到!在接收到的$%!"#列中仅有第’位$%!"#对的状态是"%(10!其他的

$%!"#对的状态都是"%((0$因此!如果B对第’位$%!"#对实施!"#反转演算cU
>F#@!则.个$%!"#对就全部成为贝尔状态"%((0$

利用纠错编码校验出错$%!"#对的方法!能够与纠错编码的解码方法连接

起来$例如!假设将B和,的测定结果一致与否用数值1和(表示(不一致时

7)1 量子信息与量子计算简明教程



设为1!一致时设为($以上例为例!将得到矢量"(1(#$这个结果与第’位$%U
!"#发生错误时 PF99"GH编码的伴随式相同!与发生错误的$%!"#对的位置是

一致的$因此!把从测定结果得到的矢量看成是伴随式!即可判断出与出错位置

对应的$%!"#对是"%(10$
使用这个协议!能够在至多一个$%!"#对发生错误的情况下!共有.个贝尔

状态"%((0!假设量子信道上的出错率为,"(j1!则让 B与,共同拥有.个贝

尔状态"%((0的概率是

!!(j3.(.*(j1*(j37 "(j7/(2

这个协议还可以更加一般化$因为这里仅使用了能够订正一个错误的

PF99"GH编码$如果使用更长的编码!使用能够订正更多错误的编码体系!就

有可能实现更高效率的C66$另外!在复数个错误发生的情况下也可将对应测

定结果的矢量看成是伴随式!并注意到利用这种方法可检查出出错的$%!"#对$
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第2章!量子信道与量子信道容量

我们研究信道的目的是要讨论信道中平均每个符号所能传送的信息量!即

信道的信息传输率M$经典信息论中的平均互信息G"O*\#就是表示接收到符

号\ 后平均每个符号获得的关于O 的信息量$因此信道的信息传输率就是平

均互信息!即

!!M"G"O*\#"7"O#)7"O’\#!"!"#&符号#

有时我们所关心的是信道在单位时间内平均传输的信息量$若平均传输一

个符号需要P秒钟!则信道每秒钟平均传输的信息量为

!!MP" 1
PG

"O*\#" 1
P7"O#)1

P7"O’\#!"!"#&S#

一般称此为信息传输速率$
我们知道!在经典信息论中!G"O*\#是输入随机变量O 的概率分布,"%#

的凸函数$因此!对于一个固定的信道!总存在一种信源"某种概率分布,"%##!
使传输每个符号平均获得的信息量最大!也就是每个固定信道都有一个最大的

信息传输率$定义这个最大的信息传输率为信道容量2!即

!!2"9FV
,"%#

2G"O*\#4

其单位是比特&符号或奈特&符号!而相应的输入概率分布称为最佳输入分布$
若平均传输一个符号需要P秒钟!则信道单位时间内平均传输的最大信息量为

!!2P" 1
P9FV

,"%#
2G"O*\#4!"!"#&S#

一般仍称2P 为信道容量!增加一个下标P以示区别$
信道容量2与已输入信源的概率分布无关!它只是信道传输概率的函数!

只与信道的统计特性有关$所以!信道容量是完全描述信道特性的参量!是信道

能够传输的最大信息量$对于一般信道!信道容量的计算相当复杂$从数学上

来说!就是对互信息G"O*\#求极大值的问题$下面从经典信息论有关信道容

量的一些结论出发探讨量子信道与量子信道容量的一些问题!并给出相应的
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结果$

.!1!从量子比特到经典比特

第一章到第六章讲述了量子信息与量子计算的诸多概念!例如量子信道的

$%!"#传送方式%量子高密度编码的方法%量子信息的瞬间传送"5@D@E<=#F#"<G
离物传态#%量子纠错编码的原理与构造等内容$现在让我们回过头来再看一看

这些概念!如今人们走进了信息化的时代!人们生活%娱乐%工作空间的每一个角

落无处不存在着垂手可得的信息!这些信息的表示%存储%处理和传送都是基于

经典信息理论的基础之上!表述信息字符量"不是信息量#的大小至今为止依然

基于!"#度量!用!"#表示!因为我们还没有建立起使用$%!"#表示信息量的完整

体系$另一方面!利用$%!"#表示的具有代表性的量子信息是为了量子计算机

的演算!是我们无法直接操作的信息!因此通过量子信道传送的信息!在量子计

算机还没有实用化之前的一段时间内!依然是用$%!"#表示的经典信息!"#而非

真正的量子信息$%!"#$
从上述的观点看!到目前为止讲述的量子信道传输方式中究竟哪些东西是

有用的- 首先让经典比特(对应状态"(0%1对应状态"10!因此1个$%!"#至少

能够表示1个!"#的信息!也至少能够传送1个!"#的信息$另外!在第三章中

讲述了利用1个$%!"#仅能够传送1个!"#的信息的信息量*而在2!0的量子瞬

间传递"5@D@E<=#F#"<G离物传态#中!讲述了利用量子瞬间传递技术传送1个

$%!"#的协议!因此利用量子瞬间传递能够传送1个!"#$但根据量子瞬间传递

协议!借助经典信道实现传送1个量子$%!"#信息!每一次都要通过传送’个经

典!"#信息来完成$也就是说即使是传送1个!"#信息也要发送’个!"#的信

号!显然对于!"#的传送来说该协议效率是极低的$
其次再考虑量子纠错编码$第五章中讲述的8++编码方法!是将1个$%U

!"#源码转换成.个$%!"#的编码$若将该方法应用于经典!"#的传送!那么1
个!"#就要转换成.个$%!"#$但是如果将有关量子信道的通信实体仅限于!"#的

传送!则与此比较显然还存在着更高效且更单纯的编码方法$利用第四章介绍

的重复码!例如将1个!"#转换成2个$%!"#的编码方式$考虑下式的编码方法(

!!送信!"#源码!!编码

!!!!(!!5!!"(((0

!!!!1!!5!!"1110 ".!1#

对应的解码方法是以
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!! 2’(((0!’((10!’(1(0!’(110!’1((0!’1(10!’11(0!’11104

为基底测定接收到的2位$%!"#!根据测定结果中包含的(和1个数的多少推定

发送的信息$也就是说解码方法由下列约定决定(

!!接收的代码!! !发送的信息

!!!

’(((0

’((10

’(1(0

’1((

D

.

/0

!! 5 !!(

!!!

"(110

"1(10

"11(0

"111

D

.

/0

!!5!!1

根据该解码方法!如果测定的结果是"(110的话!则判断发送的信息是!"#值1$
在执行这样编码的情况下!我们可以很容易地确认该编码能够同时订正由

于量子信道引发的1个以下的!"#反转错误和2个以下的位相翻转错误$因此!
与第四章讲述的8++编码方法比较!显然它能够订正更多的错误!并且1个!"#
仅用2个$%!"#表示的编码也有较高效率$

例题2!(!把!"#1用式".!1#编码!将"1110送入量子信道$在信道中假设

第一个$%!"#上发生!"#反转!第’位和第2位$%!"#上发生位相翻转错误$此

时接收的信息状态是

!! "O’10#"I’10#"I’10#" "’(0#")’10#")’10#"’(110

测定接收到的信息状态是"(110!因此解码器推定发送的信息是1$
假设在量子信道上传送经典!"#信息!并假设出错率任意小!此时能够以什

么样的方式用!"#和$%!"#之比决定信道的传送速率呢- 再者!此任意小的出错

率能够达到的传送速率的界限又是多少- 本章以下部分将考察这些基本问题$

.!’!经典信道与信道编码定理

经典无记忆单符号离散信道Y!当给定输入变量为O 取值有限字母集合

211!3!1:4%输出变量为\ 取值有限字母集合241!3!4N4时!从O 到\ 的概率

迁移"传递概率#由下式

’.1 量子信息与量子计算简明教程



!!X"&"%#hX"&h4R"%h10#hX"4R"10#!"0h1!3!:*Rh1!3!N#

完全决定$很显然!对于任意的10<O 以及4R<\!以下不等式成立(

!!($X"4R’10#$1!"0"1!3!:*R"1!3!N#

因为信道中有干扰"噪声#存在!若信道输入为%"10 时输出是哪一个符号

& 事先无法确定!但信道输出一定是41!4’!3!4N 中的一个!即对任意10<O!
以下的等式显然成立(

!! 0
N

R"1
X"4R’10#"1!"0"1!3!:#

由于信道的干扰使输入符号%在传输中发生错误!所以可以用传递概率

X"4R"10#"0h1!3!:*Rh1!3!N#来描述干扰影响的大小$因此!一般简单

的单符号离散信道的数学模型可以用概率空间5O!X"&"%#!\6加以描述$
例题2!$!设输入与输出的字母集合同是2(!14!由以下迁移概率

!!X"(’(#"X"1’1#"1)!

!!X"1’(#"X"(’1#"!

决定的无记忆单符号离散信道称作为二元对称信道"图. 1#$

图. 1!二元对称信道

以下就经典信息论中与信道容量有关的概念作一简单介绍$
无记忆信道定义为(当将一长度为/的输入列送入信道

!!O"%1%’3%/ <O/

即发送信息O 时!信道的输出序列

!!\"&1&’3&/ <\/

由以下概率给出(

!!X/"\’O#"T
/

0"1
X"&0’%0#

也就是说在某一时刻0输出的&0 仅依赖于输入%0 并由此决定!与时刻0之前以
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及之后的输入%0 以及输出&R"R70#均无关$
信息的编码定义为(将包含K 种类信息集合K "21!’!3!K4中的每一

个信息3 都映射成信道输入字母集合O"211!3!1:4上的一个长度为/的序

列!即信息编码由映射.定义

!!.(K 5O/

此时称."3#为信息3"<K#的编码$称

!!M" 1
/D<HK

为信息的编码率"=F#@#或称为传送速率$
另一方面!当某一个信息编码通过信道发送时!基于信道输出的长度为/的

信息序列状态推断出发送的信息是属于K 中的哪个信息的过程称为解码$一

般性的解码由映射’定义

!!’(\/ 5K

通常称编码与解码对".!’#为代码$
在这里!把与信息3 的编码以及送入信道行为无关的仅由信道产生的错

误!经过解码得到的结果却有别于3 信息的概率

!!X=2’"."3##734

称为对信息3 的错误率$特别当所有的信息等概率发生时!错误率的均值

!!X@" 1
K 0

3<K
X=2’"."3##734

被称为解码错误率$
有关信道编码的问题可以解说为!在编码长度/足够大!解码错误率任意小

的条件下传送速率M!即平均每个符号携带的信息量究竟能够有多大!给出传送

速率M的界限就解决了信道编码问题$为了讲解有关这个问题最基本的成果!
下面首先讲解信道的信道容量$

假设给定具有迁移概率X"4"1#"1<O!4<\#的信道Y!并假设输入字母

集合O 的符号1以概率)"1#出现$此时互信息量G")*Y#由下式决定(

!!G")*Y#" 0
1<O

0
4<\

)"1#X"4’1#D<H X"4’1#
0

1<O
)"1#X"4’1# ".!’#

进一步!在O 上取不同的概率分布)得到的互信息量的最大值定义为信道

Y 的信道容量即信道传输率2"Y#$即

0.1 量子信息与量子计算简明教程



!!2"Y#"9FV
)
G")*Y#

注意!这里信道容量2"Y#仅仅依赖于信道的迁移概率X"4"1#!并由此决定$
定理2!("信道编码定理#!设离散无记忆信道5O!X"&"%#!\6!X"&"%#

为信道迁移概率!其信道容量为2"Y#!如果信息传送速率M满足下列不等式(

!!M92"Y#

当编码长度/足够大时!一定存在解码错误率X@ 能够任意小的代码体系"总可

以在输入O/ 符号集中找到K"h’/M#个码字组成的一组码"’/M!/#和相应的解

码规则!使解码错误率X@ 能够任意小#$反之!如果

!!ME2"Y#

则无论采用什么样的编码!当编码长度/足够大时!解码错误率X@ 渐近于1$
信道编码定理指出!如果传送速率严格地小于信道容量!在增加代码长度的

情况下能够以任意小的错误率传送信息$定理.j1告诉我们!如果实施编码!虽

然编码将导致延迟或计算量的增加!但这非但没有降低传送速率还因此而获得

高品质高信赖性的通信$该定理没能预测到它会对’(世纪后半叶独树一帜的

数字通信以及数字记录产生如此巨大的影响$
例题2!’!求解例题.!’中讲述的二元对称信道Y 的信道容量$假设

)"(#",!)"1#"1),!用式".!’#计算互信息量G")*Y#得到

!!G")*Y#","1)!#D<H 1)!
,"1)!#("1),#!(

!"1),#!D<H !
,"1)!#("1),#!(

!,!D<H !
"1)!#"1),#(,!(

!"1),#"1)!#D<H 1)!
"1)!#"1),#(,!

")",(!(’,!#D<H",(!(’,!#)
"1),)!(’,!#D<H"1),)!(’,!#(
!D<H!("1)!#D<H"1)!#$

对该式作关于,的微分!得到G")*Y#在," 1
’

时取得最大值

!!1(!D<H!("1)!#D<H"1)!#

因此二元对称信道Y 的信道容量为
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!!2"Y#"9FV
)
G")!Y#

"1(!D<H!("1)!#D<H"1)!#

.!2!量子信息源与冯)诺依曼熵"@G#=<EL#

在讲解量子信道之前!这一节作为准备知识我们先讲解量子信息源与冯)
诺依曼熵的有关概念$

在上一节中定义了经典的二元无记忆信息源(即比特(和比特1各自以概

率,和14,独立发生!且当前输出与过去无关的二元信息源$
与此对应定义二元量子无记忆信息源(让量子比特"10与量子比特"40替代

比特(与比特1!

!!’10"
11

15 6
’

!’40"
41

45 6
’

且各自以概率,和14,独立发生!且当前输出与过去无关的量子信息源称为

二元量子无记忆信息源$

量子信息源 566,

"10(出现概率,

"40(出现概率14,
图. ’!量子信息源

下面说明量子信息源的密度算子$
我们将量子比特"10与量子比特"40各自以概率,和14,发生的量子信息

源用被称为密度算子的’:’矩阵表示

!!,",’1011’("1),#’4014’

其中11"是?DP"10"右矢#的共轭转置!被称为4:1"左矢#$即如果’10"
11

15 6
’

!

则11’" 51#
1 !1#

’ 6$
例题2!)!量子信息源Q的两个$%!"#

!!’10" 561
(

!’40"

1
槡’
1
槡

’

(

)

*’
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且各自以概率,和14,输出!此时的量子信息源Q的密度算子为

!!,",561
(

51!(6("1),#

1
槡’
1
槡

’

(

)

*’

1
槡’

! 1
槡5 6’

"

1(,
’

1),
’

1),
’

1),

’

(

)

*’

以上考虑了输出’种$%!"#的二元量子信息源!用同样的方法我们能够考

虑输出:种类$%!"#的:元量子信息源$一般情况下!在:元量子信息源的场

合!我们把$%!"#考虑成:维的复数矢量!同时密度算子为:::矩阵$
在量子信息源中与香农熵对应的概念是下面介绍的冯)诺依曼熵$
假设对应于:元量子信息源的密度算子为,!,的固有"本征#值为11!

1’!3!1:"其中重复的固有值按重复的次数计数#!则冯)诺依曼熵被定义为

!!7",#")0
:

0"1
10D<H10 ".!2#

例题2!*!试求两个$%!"#

!!’10" 561
(

!’40"

1
槡’
1
槡

’

(

)

*’

等概率发生的量子信息源Q的冯)诺依曼熵$这个信息源的密度算子,为

!!," 1
’561

(
51!(6(1

’

1
槡’
1
槡

’

(

)

*’

1
槡’

! 1
槡5 6’

"

2
0

1
0

1
0

’

(

)

*
1
0

求解,的固有值$
我们从

..1第.章!量子信道与量子信道容量



!!I@#

2
0)1 1

0
1
0

1
0)

’

(

)

*1
"(

得到1个二次方程式

!!1’)1(1
7 "(

解方程得到,的两个固有值

!!11 "’)槡’
0

!1’ "’(槡’
0

因此冯)诺依曼熵为

!!7",#")’)槡’
0 D<H’)槡’" #0 )’(槡’

0 D<H’(槡’" #0 :(j)((3

另外!(和1等概率发生的经典信息源的香农熵为1!由此得知冯)诺依曼熵小

于香农熵$
例题2!&!试求相互直交的两个$%!"#

!!’10" 561
(

!’40" 56(
1

各自以概率,和14,发生的量子信息源的冯)诺依曼熵$这个信息源的密度

算子,为(

!!,",561
(

51!(6("1),#56(
1

5(!16

"
, (
( 1)5 6,

很显然,的固有值为, 和14,!因此冯)诺依曼熵为

!!7",#"),D<H",#)"1),#D<H"1),#

这与(和1各自以概率,和14,发生的经典信息源的香农熵是一致的$
由以上的两个例题讨论我们可以推断出以下的结论!两个$%!"#各自以概

率,和14,发生的量子信息源的冯)诺依曼熵!一般情况下小于等于香农熵!
即有以下不等式成立(
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!!7",#$),D<H",#)"1),#D<H"1),#

.!0!量子信道与量子信道容量

本节先说明量子信道与量子信道容量!然后讲述量子信道编码定理$
量子信道有若干种类型"模型#$这里我们介绍一种最常利用的模型!该模

型描述的是(依赖输入序列的输出序列%其分布是变化的量子信息源的量子信

道$也就是说该模型拥有作为输入的字母集合是量子比特有限集合O(

!!O" 2’110!’1’0!3!’1$04

作为输出的字母集合是量子比特有限集合\(

!!\" 2’410!’4’0!3!’4$04

的"无记忆#量子信道L$L定义为(将"10<O 送入信道!将信道的输出看成是

由密度算子,""10#完全决定的量子信息源的输出!满足该条件的量子信道L 称

为"无记忆#量子信道$
例题2!2!假设输入输出的字母集合O 与\ 均为2"10!"404!由输出的密

度算量子

!!,"’10#"’1014’以及,"’40#"’4014’

决定的量子信道被称为无噪声信道$在这个信道上被输入的$%!"#"10或者$%U
!"#"40将按原样输出$

另外在第四章中介绍了!"#反转信道!该信道在密度算子

!!,"’10#" "1)!#’1011’(!’4014’

!!,"’40#" "1)!#’4014’(!’1011’

决定下的一般化信道被称为是二元对称信道$该信道在’10"’(0!’40"’10
时就是通常的!"#反转信道$因为该信道中$%!"#"10与$%!"#"40以概率14!正

确输出%以概率!错误输出!所以该信道能够看成是例题.!’的二元对称信道的

量子版本$
量子信道L的信道编码映射. 的定义(映射.是从包含K 种信息集合K

"21!’!3!K4中的信息3 到O 上长度为/的$%!"#序列上的映射$与经典

信道编码同样的道理!这个编码的传送速率由

!!M" 1
/D<HK
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决定$在解码上也与经典信道解码体系相同!映射’将由基于信道输出长度为

/的$%!"#密度算子到属于K 信息上的映射决定$我们称这样的编码与解码对

".!’#为代码体系$解码的出错率由

!!,@" 1
K 0

3<K
,=2’",/"."3###734

决定$其中,/"."3##表示长度为/的信道输入序列."3#与输出序列的密度

算子$
下面来定义量子信道L的信道容量$假设信道L的输入字母集合O 为

!!O" 2’110!’1’0!3!’1$04

对应"100输入将其信道的输出视为信息源的输出!其密度算子用,0 表示$此时

如果利用O 上的概率分布4"0#求出,0 的平均值!则均值为

!!," 0
$

0"1
4"0#,0

这个结果与以概率4"0#将"100输入信道!把信道的输出看成是由密度算子,""
10#完全决定的量子信息源输出的均值,相等$与经典信息论中的互信息量的对

应关系由下列等式给出(

!!*7"4!L#"7",#)0
0
4"0#7",0#

其中7")#表示冯)诺依曼熵$量子信道容量2被定义为取对应于*7"4!L#
的输入字母集合上的概率分布最大值!即

!!2"L#"9FV
4

*7"4!L#

下面的定理是量子信息理论中最基本的内容$
定理2!$!"量子信道编码定理#设离散无记忆量子信道5O!,""10#!\6的

输出由密度算子,""10#完全决定!信道容量为2"L#$如果传送速率满足不

等式(

!!M92"L#

当编码长度/足够大时!一定存在解码错误率,D 能够任意小的代码体系$反

之!如果

!!ME2"L#

则无论采用什么样的编码!当编码长度/足够大时!解码错误率,D 渐近于1$
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例题2!;!考虑给定输入输出的字母集合为O"\" 2’10!’404的无噪

声信道$此时!因为输入的状态能够原样地输出!所以密度算子一定为

!!,"’10#"’1011’!,"’40#"’4014’

假设输入字母集合上的概率分布为4"1#",!4"4#"1),!则密度算子的均

值为

!!,",’1011’("1),#’4014’

这个结果与$%!"#"10和$%!"#"40各自以概率,和14,输出的量子信息源的密

度算子是一致的$
再者!因为,1 与,4 的固有值同是(和1!所以

!!7",1#"7",4#"(

成立$如果注意到这一点!即上面等式成立的同时就能得到下面等式也成立(

!!*7"4!J#"7",#

因此下面的等式自然也成立(

!!2"L#"9FV
4

7",#" 9FV
($,$1

7",#

此时该量子信道的信道容量与输出$%!"#"10和$%!"#"40在信息源上可达到的最

大冯)诺依曼熵值相等$在以上假设条件成立的情况下!有关经典无噪声信道

Y 的7"\’O#"(!这与下列等式的成立是对应的(

!!2"Y#"9FV7"O#

特别当’10"’(0%’40"’10!均值为

!!,"
, (
( 1)5 6,

时!有

!!2"L#" 9FV
($,$1

"),D<H,)"1),#D<H"1),##"1

因此能够无错误传送的最高传送速率将是1!"#&$%!"#$
例题2!<!考虑给定输入与输出的字母集合同时为O"\ " 2’(0!’104

的!"#反转信道$该信道上"(0输入时其输出的密度算子为,((

!!,( " "1)!#’(01(’(!’1011’
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"
1)! (
(5 6!

同样"10输入时其输出的密度算子为,1(

!!,1 "!’(01(’("1)!#’1011’

"
! (
( 1)5 6!

假设输入集合上的概率分布为)"(#",!)"1#"1),!则得到的密度均值为

!!,",,(("1),#,1

" ",(!)’!,#’(01(’("1),)!(’!,#’1011’

"
,(!)’!, (

( 1),)!(’!5 6,

这个结果与"(0和"10各自以概率,(!)’!,和1),)!(’!,发生的量子信息

源的密度算子是一致的$
再者通过简单的计算能够得到以下等式(

!!7",(#"7",1#")!D<H!)"1)!#D<H"1)!#

以及

!!7",#")",(!)’!,#D<H",(!)’!,#

)"1),)!(’!,#D<H"1),)!(’!,#

的成立$根据定义计算得到

!!*7")!L#")",(!)’!,#D<H",(!)’!,#

)"1),)!(’!,#D<H"1),)!(’!,#

(!D<H!("1)!#D<H"1)!#

对*7"4!L#作关于,的微分得知*7"4!L#在,h1&’时取得最大值!所以量

子信道容量为

!!2"L#"9FV
4

*7"4!L#

"1(!D<H!("1)!#D<H"1)!#

这种情况下的量子信道与有误码率!的二元对称经典信道的信道容量是一致

的$但是在输入集合的二元状态非直交的情况下量子二元对称信道的信道容量

与二元对称经典信道的信道容量是不一致的$
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本章节在有关量子信道容量上!揭示了能够达到任意小错误率的传送速率

界限为量子信道容量$但是!接近量子信道容量传送速率的%达到任意小出错率

的具体的编码方法仍然是未知的!还有待今后的研究$
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