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本书的讨论对象为极端细长具有超大变形的弹性杆。细长弹性杆作为电缆、绳索、钻杆、纤维的力
学模型，有着广泛的工程背景。近年来在分子生物学领域内将弹性细杆作为ＤＮＡ和其他生物大分子链
的宏观力学模型，使这一经典力学问题重新引起注意。力学与分子生物学的结合形成一个交叉的新学
科分支，即应用传统的力学研究与分子生物学实验研究相结合的方法，讨论 ＤＮＡ等生物大分子链的几
何形态和稳定性问题。

本书系统地叙述超大变形弹性细杆的非线性力学。作为一本力学著作，本书不涉及生物学范畴的
内容，但注意力学概念与分子生物学之间的联系。全书共分７章，内容包括曲线和曲杆的微分几何和拓
扑学基础，平衡方程的建立和特殊情况下的解析积分，挠性线的计算，稳定性分析，动力学问题，以及数
值计算问题等。附录中给出与正文有关的数学和力学基础知识。

本书可作为力学学科或分子生物学学科的研究生教材或教学参考书，也可供相关学科的研究人员
参考。
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序 言
P R E F A C E

弹性杆在外力作用下的平衡问题是一个古老的经典力学课题，其历史可追溯到１７３０

年ＤａｎｉｅｌＢｅｒｎｏｕｌｌｉ和Ｅｕｌｅｒ关于弹性杆变形的研究工作。１８５９年Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ根据弹性杆

的平衡微分方程与经典力学中刚体定点转动微分方程之间的相似性，提出了弹性杆平衡

的动力学比拟理论，奠定了弹性杆静力学的理论基础。本书作为研究对象的弹性杆以其

极端细长性和超大变形及平衡微分方程的强非线性，而不同于传统弹性力学的研究对象。

在静力学中注入动力学的概念和方法也不同于传统弹性力学的研究方法。弹性杆作为电

缆、绳索、钻杆、纤维的力学模型，有着广泛的工程背景。近年来由于在分子生物学领域内

利用弹性杆作为ＤＮＡ和其他生物大分子链的宏观模型研究工作的兴起，使这一经典力

学问题重新引起注意。自２０世纪７０年代以来，在物理和化学物理、物理化学、生物化学

和高分子化学，以及分子生物学等学科的刊物上发表了与弹性杆非线性力学有关的大量

文献，逐渐形成了力学与分子生物学交叉的一个新学科分支，即应用传统的力学研究与分

子生物学实验研究相结合的方法，讨论ＤＮＡ、ＲＮＡ以及细菌纤维等各种生物大分子链的

几何形态和稳定性问题。

弹性杆非线性力学的经典理论在Ｌｏｖｅ的弹性力学著作以及ＦｒｉｓｃｈＦａｙ，Ａｎｔｍａｎ和

Ｉｌｙｕｋｈｉｎ等人的专著中曾作过系统的论述，而国内至今尚无完整叙述弹性杆非线性力学

的著作。本书的编写目的是试图将弹性杆非线性力学的经典理论与近年来以分子生物学

为背景的弹性杆平衡和稳定性问题的新发展纳入统一的理论体系。除叙述基于 Ｋｉｒｃｈ

ｈｏｆｆ方程解析积分的经典内容以外，还讨论与稳定性问题、动力学问题和数值计算问题等

有关的现代研究成果，包括作者在平衡稳定性方面的研究工作。为阅读正文所必须的数

学和力学基础知识在附录中列出。

作者希望这本书能为力学学科或分子生物学学科的研究人员提供较系统的基础理论

知识，从而为今后开展交叉学科的研究工作创造条件。也希望这本书有助于力学专业的

研究生了解力学在更广阔领域中应用的可能性。

本书的编写工作得到各方面的帮助和鼓励。关于弹性杆非线性力学的研究工作得到

国家自然科学基金项目“超细长弹性杆的非线性力学研究”（编号１０４７２０６７）的资助。本

书的出版得到母校———清华大学，以及清华大学出版社施普林格出版社合作编辑室的出



版支持。上海交通大学也为本书提供了资助。薛纭教授协助书稿的校对工作。作者谨表

示衷心感谢。书中的错误和不当之处请读者不吝赐正。

刘延柱

２００５年３月

于上海交通大学
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主要符号表
LIST O F SY M B O LS

Ａ　 杆绕ｘ轴的抗弯刚度

Ａ珋ｊ　 第ｊ单元对ｘ轴的抗弯刚度

Ａｐｑ　ｅ（ｐ）相对ｅ（ｑ）的方向余弦矩阵

ａ　Ｐａ相对Ｐ的矢径

ａ（ｊ）　ａ对第ｊ坐标系的坐标列阵

ａ　 圆截面杆的半径

ａ　ａ＝ｈ＋ｍ２－ｌ２

Ｂ　 中心线的副法线矢量

Ｂ　 杆绕ｙ轴的抗弯刚度

Ｂ珋ｊ　 第ｊ单元对ｙ轴的抗弯刚度

ｂ　 杆的轴向位移

Ｃ　 中心线

Ｃ　 杆的抗扭刚度

Ｃ珋ｊ　 第ｊ单元对ｚ轴的抗扭刚度

Ｃ１　Ｃ１ ＝Ｃ（ω３０－ω０
３）／ω３０

ｃ⊥ ，ｃ３　 介质的阻力系数

ｃ０　 介质的阻尼力矩系数

Ｄ　 杆的刚度矩阵

Ｄ　 复刚度，Ｄ ＝Ｄ１＋ｉＤ２

Ｄ珋ｊ　 有限元法的第ｊ单元

Ｅ　 单位阵

Ｅ　 杆的杨氏模量

Ｅ珋ｊ　 第ｊ单元的杨氏模量

Ｅ（，ｋ）　 第二类椭圆积分
珟Ｅ（ｋ）　 第二类完全椭圆积分

Ｅｅ　 杆的弹性应变能

Ｅｐ　 杆的外力势能

Ｅｆ　 杆的静电引力势能

Ｅ　 杆的总势能

Ｅｃ　 与中心线形状相关的势能

Ｅｔ　 杆的扭转应变能
珟Ｅ　 受约束杆的总势能

ｅｎ，ｅｂ，ｅｔ　Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）的基矢量

ｅｉ（ｉ＝１，２，３）　（Ｐｘｙｚ）的基矢量

ｅξ，ｅη，ｅζ　（Ｏξηζ）的基矢量

ｅρ，ｅΨ　 柱坐标的径向和周向基矢量

Ｆ　 截面作用力主矢

Ｆ０　 截面作用力等效力螺旋的主矢

Ｆ０ｋ　 第ｋ截面的集中力

Ｆ（，ｋ）　 第一类椭圆积分

Ｆ　 复主矢，Ｆ＝Ｆ１＋ｉＦ２

Ｆｊ（ｊ＝１，２，３）　Ｆ对（Ｐｘｙｚ）的投影

Ｆｊ０（ｊ＝１，２，３）　Ｆｊ 的常值特解

Ｆ０，ｃｒ　 压杆的欧拉载荷

ｆ　 单位长度接触力

ｆ　 复分布力，ｆ＝ｆ１＋ｉｆ２

ｆｊ（ｊ＝１，２）　ｆ沿ｘ，ｙ轴的投影

ｆｎ，ｆｂ　ｆ沿法线轴和副法线轴的投影

Ｇ　 杆的剪切模量

Ｇ珋ｊ　 第ｊ单元的剪切模量

Ｈ　 哈密顿函数

ｈ　ｈ＝ （２Ｈ／Ａ）－λω２
３０

Ｉｘ，Ｉｙ　 截面对ｘ轴和ｙ轴的惯性矩

Ｉｚ　 截面的极惯性矩

Ｉｘ，珋ｊ，Ｉｙ，珋ｊ　 第ｊ单元对ｘ轴和ｙ轴的惯性矩

Ｉｚ，珋ｊ　 第ｊ单元对ｚ轴的极惯性矩

Ｊ　 单位长度杆的惯量张量

Ｊｉ（ｉ＝１，２，３）　 单位长度杆的主惯量矩

Ｊ　Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的初积分常数

Ｋ（ｋ）　 第一类完全椭圆积分

ｋ　 第一类椭圆积分的模

ｋ　 挠性线相对弧坐标的角频率
珔ｋ　 无量纲化的角频率ｋ

Ｌ　 弯扭度与欧拉角导数的变换矩阵



Ｌ　 杆的长度

Ｌ１２　 曲线Ｃ１ 与Ｃ２ 的连接数

Ｌｋ　 曲杆的自连接数

Ｌ珋ｊ　 有限元法第ｊ单元的长度

ｌ　 积分常数ｌ＝ Ｍ０／Ａ

Ｍ　 截面作用力主矩

Ｍ０　 截面作用力等效力螺旋的主矩

Ｍ０ｋ　 第ｋ截面的集中力矩

Ｍ　 复弯矩，Ｍ ＝ Ｍ１＋ｉＭ２

Ｍｊ（ｊ＝１，２，３）　Ｍ 对（Ｐｘｙｚ）的投影
珮Ｍ　Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数

ｍ　 单位长度分布力偶

ｍ　 积分常数ｍ ＝λ（ω３０－ω０
３）

Ｎ　 中心线的法线矢量

Ｎ　 螺旋线的圈数

ｎ　 截面边界线的外法线基矢量

ｎ　 弯曲振动模态的阶数

ｎ　 封闭挠性线的分支数

ｎ１　ｎ１ ＝ （γ１－γ２）／（γ１－１）

ｎ２　ｎ２ ＝ （γ１－γ２）／（γ１＋１）

ｎ３　ｎ３ ＝４Ω２ｋ２／（ｈ－ｐγ１）

ｎ４　ｎ４ ＝ｐ（γ２－γ１）／（ａ－ｐγ１）

Ｏ　 固定参考点

Ｐ　 中心线上任意点

Ｐ′　Ｐ点的邻近点

Ｐ０　 杆的起始端

ＰＬ　 杆的终止端

Ｐａ　 杆截面边缘上任意点

Ｐｉ（ｉ＝１，２，３）　 准动量

Ｐｊ（ｊ＝０，１，…，ｎ）　 有限元法的节点

ｐ　 有限转动轴的基矢量

ｐ　ｐ＝２Ｆ／Ａ

ｐｉ（ｉ＝１，２，３）　 广义动量

Ｑ　 截面上任意点

Ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）　Ｑｊ ＝ｄｑｊ／ｄｓ

ｑｉ（ｉ＝１，２，３）　 广义坐标（欧拉角）

ｑｉ（ｉ＝１，２，３，４）　 广义坐标（欧拉参数）

Ｒ　 连接杆两端的矢径

Ｒ　 螺旋线半径

Ｒ　 杆的最大挠度

Ｒｊ（ｊ＝１，２，３）　Ｒ对（Ｐ０ξηζ）的投影

ｒ　Ｐ点相对Ｏ 点的矢径

ｒ１２　Ｐ１ 点至Ｐ２ 点的矢径

ｒａ　Ｐａ 相对Ｐ０ 的矢径

Ｓ　 横截面面积

Ｓｉ　 第ｉ奇点

Ｓ珋ｊ　 第ｊ单元的截面积

ｓ　 弧坐标

ｓ０　 起始点的弧坐标
珋ｓ　 无量纲化的弧坐标

Ｔ　 中心线的切线矢量

Ｔ　 尺度缩小的时间变量Ｔ＝珋εｔ

Ｔｗ　 曲杆的扭转数

Ｔｗ０　 曲杆的原始扭转数
珚Ｔ　珚Ｔ ＝珋ε珋ｔ

ｔ　 时间变量
珋ｔ　 无量纲化的时间变量

ｕ　Ｐ点的位移

ｕ　ｕ＝ｓｉｎ（θ／２）

Ｖ　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
珟Ｖ　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

瓫　Ｐ点的速度

ｖｉ（ｉ＝１，２，３）　瓫对（Ｐｘｙｚ）的投影

ｖＦｉ（ｉ＝１，２，３）　瓫对（ＰＮＢＴ）的投影

ｖ（ｓ）　ｖ２ ＝ （γ－γ１）／（γ１－γ２）

Ｗ　 外力功

Ｗｒ　 曲杆的缠绕数

ｗ　 时域内的特征值

Ｘ，Ｙ，Ｚ　 柱坐标轴

ｘ，ｙ，ｚ　 截面主轴

ｘｉ　 有限元法第ｉ个变量

ｘｉ，ｊ　 变量ｘｉ在节点Ｐｊ 处的值

珚ｘｉ，珋ｊ　珚ｘｉ，珋ｊ ＝ （ｘｉ，ｊ＋ｘｉ，ｊ－１）／２

α　 螺旋线倾角

β　β＝Ｆ０Ｒ／Ｍ０

α，β，γ　ζ轴相对（Ｐｘｙｚ）的方向余弦

Γ　 势能密度函数
珟Γ　 受约束杆的势能密度函数

Γ　 截面边界线

γ　γ＝ｃｏｓθ

γ０　γ的起始值

γｉ（ｉ＝１，２，３）　 方程ｆ（γ）＝０的根

γｉｊ　 剪应变分量

γｉ
ｋｍ（ｉ，ｋ，ｍ ＝１，２，３）　Ｂｏｌｔｚｍａｎ三标记号
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ΔＦ　 截面作用力主矢的增量

ΔＬ　 螺旋线的周长

ΔＬｋ　ΔＬｋ ＝Ｌｋ－Ｔｗ０

ΔＭ　 截面作用力主矩的增量

Δｒ　 矢径ｒ的增量

Δｓ　 弧坐标增量

Δｔ　 时间增量

ΔＴｗ　ΔＴｗ ＝Ｔｗ －Ｔｗ０

Δθ　 欧拉角θ的增量

Δω３　 杆的过扭率

Δ　 截面的无限小角位移

ΔＦ　Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的无限小角位移

δ　δ＝Ｃω０
３／Ｍ０

δ１　δ１ ＝ Ｂ／｜Ｆ０槡 ｜ω０
３

δｎ　 振动阻尼系数

δＥ　 总势能的变分

δＥｅ　 弹性应变能的变分

δＥｐ　 外力势能的变分

δＲ　 矢径Ｒ的变分

δＴｗ　 扭转数Ｔｗ 的变分

δＷ　 截面作用力的虚功

δＷｒ　 缠绕数Ｗｒ的变分

ε　ε＝Ｂκ０／Ｍ０

ε　 杆的轴向应变

ε珋ｊ　 第ｊ单元的轴向应变

εｉ　 正应变分量
珋ε　 摄动参数

ζ　ζ＝ω２＋ｉω３

η　η＝β＋ｉγ

ηｉ（ｉ＝１，２，３）　 扰动量

θ　 欧拉角中的章动角

θ０　θ的起始值

θｓ　θ的奇点

θ１　θ１ ＝θｃｏｓφ
κ　 中心线的曲率

κ０　κ的起始值

κｐ　 中心线平面投影的曲率

κ０　κ的原始值

κｓ　κ的奇异值

Λ　 有限转动四元数

Λ 　Λ的共轭四元数

珟Λ 　 四元数的投影方阵

Λｊ（ｊ＝１，２）　 拉格朗日乘子

λ　λ＝Ｃ／Ａ

λ　 线性系统的特征值

λｋ（ｋ＝０，１，２，３）　 欧拉参数

μ　μ＝ＢＦ０／Ｍ２
０

ν　 杆的泊松比

ν　 扭转振动的角频率

ν　ν＝ （Ｂ／Ｃ）－１

ν１　ν１ ＝ν＋δ（１＋ν）

ξ，η，ζ　 定坐标轴

ξ　 复曲率，ξ＝ω１＋ｉω２

ξ　０与１之间的无量纲变量

ξｉ（ｉ＝１，２，３）　 扰动量

Π（ｕ，ｎ，ｋ）　 第三类椭圆积分
珟Π（ｎ，ｋ）　 第三类完全椭圆积分

πｉ（ｉ＝１，２，３）　 准坐标

ρ　Ｑ相对Ｐ 的矢径

ρ　 曲率半径

ρ　 柱坐标

ρ　 杆的密度

ρ０　ρ的起始值

σ　 正应力

σｉ　 正应力分量

σ　 σ＝ （Ｂ／Ａ）－１

τ　 剪应力

τｉｊ　 剪应力分量

τ　 中心线的挠率

τ０　 挠率的起始值

τ０　 挠率的原始值

Φ　Φ＝ （－Ｅ５，Ｅ５）

　 角位移矢量

　 有限转动角位移

　 椭圆函数的幅角

φ　 欧拉角中的自旋角

φ０　φ的起始值

φｓ　φ的奇点

φ１　φ１ ＝θｓｉｎφ

χ　 截面的相对扭角

χ
０
　χ的原始值

Ψ　 柱坐标的极角

５主要符号表



Ψ０　Ψ的起始值

Ψ 　Ψ ＝ （（１－ξ）Ｅ５，ξＥ５）

ψ　 欧拉角中的进动角

ψ０　ψ的起始值

Ω　 截面的角速度矢量

ΩＦ　Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的角速度矢量

Ω珋ｊ　Ω珋ｊ＝ （ω１，珋ｊ　ω２，珋ｊ　ω３，珋ｊ　ε珋ｊ）Ｔ

ΩＦｉ（ｉ＝１，２，３）　ΩＦ对（ＰＮＢＴ）的投影

Ω　Ω２ ＝ （ｐ／４）（γ３－γ１）

ω　 弯扭度

ω（２）　 动坐标系的角位移变化率

ωＦ　Ｄａｒｂｏｕｘ矢量

ωｊ（ｊ＝１，２，３）　ω对（Ｐｘｙｚ）的投影

ω３　 杆的扭率

ω０
ｊ（ｊ＝１，２，３）　ωｊ 的原始值

ω０
３　 杆的原始扭率

６ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础
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绪 论
IN TR O D U C T IO N

早在１７３０年，伯努利（Ｄ．Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）和欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ）就已开始研究细长弹性杆在
外力和力矩作用下的变形问题。１８５９年 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ①（见图０．１）对不考虑轴向变形的圆
截面杆，在刚性截面假定和无体积力作用的条件下，根据弹性杆的平衡微分方程与刚体定
点转动微分方程之间的相似性，提出了弹性细杆平衡的动力学比拟理论［１，４］。１８６２年

Ｃｌｅｂｓｃｈ在其弹性力学著作中论述了这一理论［２，３］。根据Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论，将动力学中的
时间变量ｔ置换为一维空间变量即弧坐标ｓ，经典刚体动力学几种可积情形的椭圆函数解
即可移植到弹性杆静力学。其中拉格朗日（Ｊ．Ｌ．Ｌａｇｒａｎｇｅ）情形和欧拉情形刚体定点转
动分别与一般受力状态的圆截面杆和受力矩单独作用的非圆截面杆的平衡相对应。判断
拉格朗日情形重刚体绕垂直轴永久转动稳定性的 Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ（１８６５）条件也转换为判断受
轴向拉扭的圆截面直杆平衡稳定性的Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ（１８８３）公式［５］。刚体动力学的经典结论
与弹性杆几何形态之间的对应关系在 Ｎｉｚｚｅｔｅ，Ｇｏｒｉｅｌｙ（１９９９）的论文中作了详尽的对
照［１７３］。作为弹性杆静力学的理论基础，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论在Ｌｏｖｅ（１９２７）的弹性力学著作中
有详细的论述［７］，也见于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ （１９５３）的材料力学史［８］。Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（１９５７，

１９６１）［９，１０］，Ｅｒｉｃｋｓｅｎ，Ｔｒｕｅｓｄｅｌｌ（１９５８）［１１］，Ｒｅｉｓｓｎｅｒ（１９７３）［２３］，Ｍａｄｄｏｃｋｓ（１９８４）［５４］，

图０．１　Ｇ．Ｒ．Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
（１８２４—１８８７）

Ｓｉｍｏ，Ｍａｒｓｄｅｎ，Ｋｒｉｓｈｎａｐａｒａｓａｄ（１９８８）［７５］等对弹性杆非线

性力学的发展做出了贡献。ＦｒｉｓｃｈＦａｙ （１９６２）［１４］Ａｎｔｍａｎ
（１９７２，１９９５）［２２，１１８］和Ｉｌｙｕｋｈｉｎ（１９７９）［４０］的专著系统地总结了

弹性杆非线性力学的经典理论。国内关于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ弹性杆
理论的论述和报道不多，可参阅武际可、苏先樾和陈至达的著
作［２５３～２５５］。
弹性细杆的平衡和稳定性问题有着广泛的实际背景，电

缆、绳索、钻杆、纤维乃至自然界中攀缘植物的细茎都可将弹
性细杆作为其力学模型。以海底电缆等工业技术为背景，

Ｚａｊａｃ（１９６２）［１５］，Ｃｏｈｅｎ（１９６６）［１６］，Ｊａｍｅｓ（１９８１）［４２］，Ｋｎａｐ
（１９７９，１９８８，１９９４）［３７，７３，１１３］，Ｃｏｙｎｅ（１９９０）［８２］， Ｍｉｙａｚａｋｉ
（１９９７）［１５４］等对圆截面杆的平衡稳定性问题作了深入的研究，

① ＧｕｓｔａｖＲｏｂｅｒｔＫｉｒｃｈｈｏｆｆ（１８２４—１８８７）出生于德国 Ｋｎｉｇｓｂｅｒｇ，１８４８年于 Ｋｎｉｇｓｂｅｒｇ大学获
博士学位，先后于Ｂｒｅｓｌａｕ，Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，柏林等大学任教授。弹性杆的动力学比拟理论发表于１８５９年。



ｖａｎｄｅｒＨｅｉｊｄｅｎ，Ｃｈａｍｐｎｅｙ，Ｔｈｏｍｐｓｏｎ（１９９８，１９９９）［１６０，１６１，１９９］等研究了非圆截面杆的

屈曲问题。以钻杆为背景，Ｓｅｅｍａｎｎ（１９９６）［１４２］，ｖａｎｄｅｒＨｅｉｊｄｅｎ（２００１，２００２）［１７７，２０４，２１２］

等讨论了受平面和圆柱面约束的弹性杆平衡和稳定性。Ｇｏｒｉｅｌｙ，Ｔａｂｏｒ（１９９８）［１５８］解释

了攀缘植物细茎螺旋形态的力学原理。由于数学微分方程的相似性，弹性杆非线性力学
的研究结果也与更广泛的领域发生联系，如卷浪的传播、涡管的运动、太阳黑子的形成
等［８５］。而近代最重要的促使弹性细杆力学发展的新领域是分子生物学。
在分子生物学领域中，自２０世纪中期 Ｗａｔｓｏｎ和Ｃｒｉｃｋ提出了ＤＮＡ分子的双螺旋

三维结构模型以来，关于ＤＮＡ的基础理论研究不断取得突破，促进了以基因工程为代表
的生物技术的迅速发展。ＤＮＡ是由两条螺旋形戊糖磷酸骨架和联系骨架的碱基对组成
的双螺旋结构的长链分子。虽然对于分子内部结构的研究属于量子力学范畴，但其宏观
几何形态及宏观运动的研究可借助于经典力学方法。用具有原始扭率的圆截面弹性细杆
作为ＤＮＡ 的宏观力学模型的理论研究得到了实验的肯定（见图０．２）。Ｈａｇｅｒｍａｎ
（１９８８），Ｓｍｉｔｈ（１９９２），Ｂｕｓｔａｍａｎｔｅ（２００３）［７４，９７，２２４］等借助分子生物学的实验手段和统计

物理方法测出ＤＮＡ弹性杆模型的杨氏模量、泊松比，以及抗弯和抗扭刚度等力学计算所
必需的物理常数。在这种宏观力学模型的基础上研究ＤＮＡ的平衡和稳定性规律，经典
力学的基本原理和方法得到了充分应用。人体细胞的最大染色体所含ＤＮＡ分子的螺旋
直径约为２ｎｍ，而长度可达７ｃｍ，杆长为半径的３．５×１０７倍。此细长分子链必须反复缠
绕、卷曲和折叠方能被容纳在半径仅１０μｍ的狭小的细胞核空间内。因此ＤＮＡ的弹性杆
模型以其极端细长性和超大变形而完全不同于传统弹性力学的研究对象。自２０世纪７０
年代以来，关于ＤＮＡ力学模型的研究逐渐形成一支力学与分子生物学交叉的新学科分
支，即应用传统的力学分析与分子生物学的实验研究相结合的方法，讨论 ＤＮＡ、ＲＮＡ以
及细菌纤维等各种生物大分子链的几何形态和稳定性问题。

图０．２　ＤＮＡ双螺旋结构与弹性杆
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关于ＤＮＡ弹性杆模型的研究工作已经取得不少成果，涌现出大量文献资料。Ｗｈｉｔｅ
（１９６９）［２０］，Ｆｕｌｌｅｒ（１９７１）［２１］最早研究了ＤＮＡ双螺旋结构的拓扑性质，引入了缠绕数作
为三维空间曲线的几何不变量。Ｃｒｉｃｋ（１９７６）［２６］讨论了描述ＤＮＡ双螺旋结构的连接数、
扭转数、缠绕数及其相互关系。Ｂｅｎｈａｍ （１９７７，１９７９）［２８，３３］和ＬｅＢｒｅｔ（１９７８，１９７９）［３０，３４］

等在Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ弹性杆理论基础上建立了ＤＮＡ弹性杆模型。此细长弹性杆的应变和位
移仍满足小变形条件，也满足线弹性本构关系，但由于杆的极端细长性，局部的小应变沿
弧长的积累可使变形后的挠性线远离变形前的松弛状态，表现出超大变形的整体效果。

Ｂｅｎｈａｍ （１９８３）［４８］和ＬｅＢｒｅｔ（１９８４）［４９］还讨论了封闭曲杆连接数的不变性。此外，还应
提到Ｔａｎａｋａ，Ｔａｋａｈａｓｈｉ（１９８５）［５８］，Ｗａｄａｔｉ，Ｔｓｕｒｕ，（１９８６）［６５～６８］，Ｊüｌｉｃｈｅｒ（１９９４）［１１０］，

Ｓｔａｒｏｓｔｉｎ（１９９６）［１３５］等人的工作。Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程并非表达弹性杆平衡的唯一方式，Ｓｈｉ
和 Ｈｅａｒｓｔ等（１９９４，１９９５）［１０８，１２２］以弹性杆的曲率和挠率为变量，建立了Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程
形 式 的 另 一 种 数 学 模 型。 Ｃｏｌｅｍａｎ， Ｗｅｓｔｃｏｔｔ， Ｔｏｂｉａｓ， Ｓｗｉｇｏｎ （１９９５，

２０００）［１２５，１４６，１８７，２２９］，Ｓｔａｒｏｔｓｉｎ（２０００，２００４）［２０１，２１７，２３１］，ｖａｎｄｅｒＨｅｉｊｄｅｎ（２００３）［２１９］，Ｓｃｈｕ
ｂｅｒｔ（２００３）［２２１］等研究了杆间自相接触情形。Ｋｅｈｒｂａｕｍ，ＫａｉＨｕ等（１９９７，１９９９）［１５３，１８０］

给出用欧拉参数代替欧拉角的数学表达。对于最普遍的情况，即同时考虑杆的非圆截面、
轴向变形、体积力和杆间接触力等复杂因素时，则必须应用数值方法。如 Ｋｌｅｎｉｎ
（１９９１）［８８］，Ｙａｎｇ，Ｚｈａｎｇ，Ｗｅｓｔｃｏｔｔ，Ｔｏｂｉａｓ，Ｏｌｓｏｎ（１９９３—１９９７）［１０２，１０７，１２１，１４６］，Ｓｃｈｌｉｃｋ，

Ｂｅａｒｄ（１９９２，２０００）［９３，１９４］等人的工作。国内以分子生物学为背景的研究可参阅Ｚｈｏｕ
Ｈａｉｊｕｎ，ＺｈａｎｇＹａｎｇ，ＯｕＹａｎｇＺｈｏｎｇｃａｎ（１９９９，２０００）等发表的论文［１７５，１８８］。１９９６年

Ｍｅｓｉｒｏｖ等编辑出版的关于分子生物学中数学方法的论文集中收集了与ＤＮＡ弹性杆模
型有关的综述文章［１３４］。

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ的动力学比拟理论在将动力学的概念和方法注入弹性力学的同时，也向分
析力学、运动稳定性等传统学科提出新问题。根据弹性力学最小势能原理分析弹性杆的
平衡状态，可导出与分析力学形式相同的哈密顿 （Ｗ．Ｒ．Ｈａｍｉｌｔｏｎ）原理，仅时间积分变
量ｔ被弧坐标ｓ代替，哈密顿作用量被弹性杆的总势能代替。由弧坐标哈密顿原理出发，
可以导出弧坐标拉格朗日方程、哈密顿正则方程或ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程。Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方
程及其初积分可用任何一种分析力学方法导出。尽管利用分析力学方法讨论弹性杆的文
章已见诸文献，如 Ｗｅｓｔｃｏｔｔ，Ｔｏｂｉａｓ，Ｏｌｓｏｎ （１９９５）［１２１］，Ｌａｎｇｅｒ，Ｓｉｎｇｅｒ（１９９６）［１４０］，

Ｃｏｒｏｎａｄｏ（２０００）［１９８］的工作，但目前尚未形成严格的弧坐标分析力学体系。经典分析力
学的一些基本概念，如完整约束与非完整约束的含义在弧坐标分析力学中应重新加以阐
释。杆的端部约束条件常以积分形式出现。定常约束，即同一约束条件施加于全杆的情
形在弹性杆中并不多见，而约束条件随弧坐标改变的非定常约束在弹性杆中则普遍存在，
因为作为ＤＮＡ 模型的弹性杆往往在不同区域内受到不同的几何约束。例如当考虑

ＤＮＡ在不同弧段自相接触或与蛋白质分子接触的可能性时，约束仅存在于杆的局部范
围，即弧坐标的有限区间以内。产生约束的位置则有待于在计算过程中确定。在分析力
学中，时间变量ｔ只能朝正方向单调增大，约束的出现只影响随后的运动。而弧坐标ｓ的
变化具有可逆性，在ｓ＝ｓ０处出现的约束不仅影响ｓ＞ｓ０的状态，而且也影响ｓ＜ｓ０的状态。
这种特殊的“分段约束”问题在经典分析力学中尚无先例，必须建立新概念，研究新问题。
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弹性杆力学的研究工作也对运动稳定性理论提出了新的问题。将时间变量ｔ置换为
空间变量ｓ以后，原则上Ｌｙａｐｕｎｏｖ关于运动稳定性的严格定义和定理，以及各种形式的
稳定性判据均可照搬到弹性杆的平衡稳定性。由于弹性杆仅占据有限空间域，关于平衡
稳定性的判断仅在弧坐标的有限范围内进行，因此弹性杆的平衡稳定性属于在有限区间
内考察的实用稳定性范畴。根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ运动稳定性理论导出的稳定性判据超出了弹
性杆稳定性的实际要求。Ｌｙａｐｕｎｏｖ运动稳定性理论中的时间变量ｔ从发生初扰动的时
刻起只能朝正方向单调变化。考虑到弧坐标变化的可逆性，若初扰动位置不在弹性杆的
端点，当弧坐标ｓ朝正、负两个方向变化时，渐近稳定性或不稳定性可持相反结论。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性不同于工程中判断弹性杆屈曲所依据的欧拉稳定性。以受轴向力作用
的直杆为例，压杆受微扰的挠性线切线倾角在零附近变化而符合Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定义。
拉杆的受微扰平衡状态为带回环的挠性线，其切线倾角在大范围内变化而符合Ｌｙａｐｕｎｏｖ
不稳定性定义。但按照欧拉稳定性概念，对于确定的弹性杆端部约束，只要有与原平衡状
态不同的新平衡状态出现，即认为原状态失稳，据此导出压杆失稳的欧拉载荷。于是对于
相同的物理现象，根据两种稳定性概念可得出截然不同的结论。
在静力学范畴内研究弹性杆的稳定性，由于无时间变量参与，不可能根据挠性线变化

的时间历程来判断受扰后弹性杆的运动趋向。更严格的稳定性判断必须在动力学范畴内
进行，即必须研究具有弧坐标ｓ和时间ｔ双重自变量的离散系统的稳定性问题。在已发
表的弹性杆动力学文献中，Ｔａｂｏｒ，Ｋｌａｐｐｅｒ（１９９４）［１１６］导出了杆截面的运动学关系式，以
及用拓扑学参数描述杆几何形态的运动学方程。Ｇｏｒｉｅｌｙ，Ｓｈｉｐｍａｎ（２０００）［１９０，１９１］在线性

化动力学方程的基础上，用数值方法研究了螺旋线平衡的一次近似稳定性。Ｔｓｕｒｕ
（１９８６，１９８７）［６６，６８］，Ｔｏｂｉａｓ，Ｃｏｌｅｍａｎ等（１９９６）［１３３，１４４］研究了杆的扭转转动，Ａｎｔｍａｎ
（１９７９）［３９］，Ｃｏｌｅｍａｎ（１９９２）［９８］研究了弹性波问题。Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ，Ｃａｍａｌｅｔ，Ｗｏｌｇｅｍｕｔｈ等
（１９９８，１９９９，２０００）［１６２，１７９，２０３］研究了弹性杆在黏性介质中的运动。
弹性杆平衡方程的非线性必然导致分岔与混沌等非线性现象的出现。Ｔｈｏｍｐｓｏｎ，

Ｖｉｒｇｉｎ，Ｍｉｌｋｅ，Ｈｏｌｍｅｓ（１９８８）［７２，７６］，Ｄａｖｉｓ，Ｍｏｏｎ（１９９３）［１０１］等研究了弹性杆平衡的混

沌问题。由于时间变量被弧坐标所取代，动力学中的时间历程概念转换为弹性杆空间分
布的几何概念。动力学中的周期运动转换为两端连接的封闭弹性杆。因此弹性杆的混沌
概念应形象地理解为对初值极端敏感且在空间中无规则分布的不封闭的往复缠绕状态。
混沌动力学的理论和研究方法均可用于分析弹性杆的混沌形态。Ｖｉｅｌｓａｃｋ（１９８２）［４６］，

Ｂｕｚａｎｏ（１９８６）［６４］，Ｄｏｍｏｋｏｓ（２００３）［２２３］等研究了弹性杆平衡的分岔问题。
国内在 弹 性 细 杆 力 学 基 础 方 面 的 研 究 工 作 主 要 偏 重 于 平 衡 稳 定 性 的 分

析［２４０，２５９，２６０，２６４，２７１，２７４，２７９］，以及与动力学有关的分析［２６７，２７０，２７３，２７５，２７８］。此外，还提出了将

Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的表达形式扩展到非圆截面杆，导出其近似解析解［２４２，２７２］，研究了弹性
杆的分析力学问题［２４１，２８１］，以及受圆柱面约束杆的平衡稳定性等问题［２６６，２８０］。
本书系统地叙述超大变形弹性细杆的非线性力学。全书共分７章。第１章为曲线和

曲杆的微分几何和拓扑学基础，对描述曲杆几何形态的扭转数、连接数、缠绕数等参数的
定义和计算作出解释。第２章分别应用矢量力学方法和分析力学方法建立弹性杆的

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程，讨论若干可积情况，即一般受力情况的圆截面杆和受力矩单独作用的非
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圆截面杆。第３章建立以杆的曲率、挠率和截面扭角为变量的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程，作为

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论的另一种表达方式；在圆截面杆情形，有与Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程完全一致的解析
积分。第４章叙述杆变形后的挠性线计算，讨论可利用解析积分计算挠性线的若干特殊
问题，并讨论受约束杆的挠性线问题。第５章在Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论基础上讨论弹性
杆的平衡稳定性，分别利用能量方法、相平面方法、一次近似理论和Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法
推导圆截面和非圆截面直杆和螺旋杆的平衡稳定性条件；第１章中建立的拓扑学参数在
能量法中得到了应用；通过对具体问题的分析，讨论Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性概念与欧拉稳定性
概念的区别与联系；此外还讨论弹性杆平衡状态的分岔和混沌问题。第６章讨论弹性杆
的动力学问题，建立一般情况下以及黏性介质中弹性杆的动力学方程；在以弧坐标ｓ和时
间ｔ为双重自变量的离散系统稳定性概念的基础上，利用一次近似理论推导直杆和螺旋
杆的动态稳定性条件；讨论弹性杆的扭转振动和弯曲振动问题。第７章为计算弹性杆平
衡的数值方法，使用欧拉参数代替欧拉角作为基本变量，以避免数值计算过程中的奇异
性；对静电引力和几何约束两种不同情况，建立基于有限元方法的离散化弹性杆平衡方
程。为使读者能顺利阅读，与正文有关的一些数学和力学基础知识，包括椭圆函数基础、
刚体运动学基础、弹性杆的位移、应变和应变能和稳定性理论基础等在附录中列出。参考
文献中列出的二百余篇文献分别按中英文以发表时间顺序排列。这些文章多发表在物
理、化学物理、物理化学、生物化学、高分子化学，以及分子生物学等学科的刊物上，但却与
力学学科密切相关。作为一本力学著作，本书在讨论弹性杆的力学问题时不涉及生物学
范畴的内容，但在叙述中注意与分子生物学背景的联系，并在脚注中对具体概念之间的关
系作出解释。
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书书书

第１章　曲线和曲杆的几何学基础

极端细长且具有超大变形的弹性细杆不同于传统弹性力学的研究对象。松弛状态下

的直杆变形后可呈现蜿蜒、缠绕、扭结等复杂的几何形态。本章建立与曲线和曲杆几何学

有关的基本概念。曲率和挠率是描述空间曲线局部性质的微分几何参数。在刚性截面假

定基础上，曲杆的几何形态由截面沿中心线的移动和转动所体现。中心线几何形状的改

变由杆的弯曲变形引起，截面绕中心线的转动则体现杆的扭转变形。截面的弯扭度矢量，

即截面的无限小角位移矢量对弧坐标的变化率是描述曲杆局部几何特征的参量，由中心

线的曲率和截面的扭率构成。１９７０年前后 Ｗｈｉｔｅ，Ｆｕｌｌｅｒ等利用扭转数、连接数、缠绕数

等拓扑学参数描述曲杆的整体几何特征，并将其应用于ＤＮＡ的弹性杆模型。本章叙述

这些拓扑学参数的定义和性质，以及参数之间的相互关系。

１．１　曲线的几何学

讨论一长度为Ｌ的光滑空间曲线Ｃ。选定曲线上的Ｐ０点为原点，在曲线无伸缩变形

的条件下，建立沿曲线Ｃ的弧坐标ｓ。曲线上任意点Ｐ在曲线上的位置由弧坐标ｓ确定。

以空间中的固定点Ｏ为原点，建立定参考坐标系（Ｏξηζ），Ｐ点在空间中的位置由相对固
定点Ｏ 的矢径ｒ确定，ｒ为弧坐标ｓ的单值连续可微函数。矢量ｒ（ｓ）完全确定曲线Ｃ的
几何形状。计算矢量ｒ（ｓ）对ｓ的导数，记作Ｔ（ｓ）

Ｔ（ｓ）＝ｄｒ
ｄｓ

（１．１．１）

Ｔ为沿曲线Ｃ在Ｐ 点处切线方向的单位矢量，称为切线矢量。Ｔ对ｓ的导数的模定义为
曲线Ｃ在Ｐ 点处的曲率，记作κ（ｓ）

κ（ｓ）＝ ｄＴ
ｄｓ

（１．１．２）

在图１．１中，曲率κ等于Ｐ 点移动到相邻的Ｐ′点时，切线矢量的无限小角位移Δ与弧坐
标增量Δｓ之比，当Δ →ｓ ０时的极限，可表示为对弧坐标ｓ的导数①

① 对ｓ的导数是一种借用的表达形式，因为一般情况下不能表示为ｓ的函数，只是其无限小增
量Δ为ｓ的函数。属于分析力学中的准坐标。



图１．１　切线的无限小角位移

κ＝ｌｉｍ
Δ →ｓ ０

ΔＴ
Δｓ ＝ｌｉｍ

Δ →ｓ ０

Δ
Δｓ＝ｄ

ｄｓ
（１．１．３）

因此曲率κ为度量曲线弯曲程度的参数，其倒数称为
曲线Ｃ在Ｐ 点处的曲率半径，记作ρ（ｓ）：

ρ（ｓ）＝ １
κ

（１．１．４）

沿ｄＴ／ｄｓ方向的单位矢量称为曲线Ｃ 在Ｐ 点处的法
线矢量，记作Ｎ（ｓ）：

Ｎ（ｓ）＝ １
κ

ｄＴ
ｄｓ　（κ≠０） （１．１．５）

定义以下矢量为曲线Ｃ在Ｐ 点处的副法线矢量，记作Ｂ（ｓ）：

Ｂ（ｓ）＝Ｔ（ｓ）×Ｎ（ｓ） （１．１．６）

　　矢量Ｎ，Ｂ，Ｔ组成以Ｐ 为原点，依附于曲线的右手坐标系（ＰＮＢＴ），称为曲线的

Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（图１．２）。各坐标轴分别称为法线轴、副法线轴和切线轴，其基矢量ｅｎ，ｅｂ，

图１．２　Ｆｒｅｎｅｔ坐标系

ｅｔ分别与矢量Ｎ，Ｂ，Ｔ相等。切线轴和法线轴张成的平面
（Ｔ，Ｎ）称为曲线Ｃ在Ｐ 点处的密切平面，法线轴和副法线
轴张成的平面（Ｎ，Ｂ）称为曲线Ｃ在Ｐ 点处的法平面。设
想Ｐ点沿曲线Ｃ以单位速度朝弧坐标ｓ的正向运动，则法
平面绕副法线轴转动的角速度为κ（ｓ）。由于副法线矢量Ｂ
与密切平面正交，密切平面绕切线轴转动角速度的模为

τ（ｓ）＝ ｄＢ
ｄｓ

（１．１．７）

τ（ｓ）称为曲线Ｃ在Ｐ 点处的挠率。挠率为零时密切平面在空间中无转动，因此平面曲线
上任意点处的挠率均等于零。上述法线和副法线的定义均要求曲率κ不得为零。在以下
讨论中，除特别指出的情形以外，均认为κ≠０条件得到满足。

引入矢量ωＦ（ｓ），定义为

ωＦ（ｓ）＝κ（ｓ）Ｂ＋τ（ｓ）Ｔ （１．１．８）

ωＦ（ｓ）称为曲线的Ｄａｒｂｏｕｘ矢量，其物理意义可理解为当Ｐ点沿曲线Ｃ 以单位速度朝弧

坐标ｓ的正向运动时，Ｆｒｅｎｅｔ坐标系相对（Ｏξηζ）的转动角速度。ωＦ（ｓ）与运动学中的角

速度概念相似，区别在于时间自变量ｔ被弧坐标ｓ替代。利用式（１．１．５）和式（１．１．６），

式（１．１．８）中与曲率有关的第一项也可表示为

κＢ ＝Ｔ×ｄＴ
ｄｓ

（１．１．９）

矢量Ｎ，Ｂ，Ｔ随弧坐标ｓ的变化规律取决于ωＦ（ｓ），由以下微分方程确定：

ｄＮ
ｄｓ ＝ωＦ×Ｎ （１．１．１０ａ）

ｄＢ
ｄｓ＝ωＦ×Ｂ （１．１．１０ｂ）
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ｄＴ
ｄｓ＝ωＦ×Ｔ （１．１．１０ｃ）

将式（１．１．８）代入计算后，化作

ｄＮ
ｄｓ ＝τＢ－κＴ （１．１．１１ａ）

ｄＢ
ｄｓ＝－τＮ （１．１．１１ｂ）

ｄＴ
ｄｓ＝κＮ （１．１．１１ｃ）

此矢量方程组称为ＦｒｅｎｅｔＳｅｒｒｅｔ方程。给定曲率κ（ｓ）和挠率τ（ｓ）为弧坐标ｓ的已知函
数，可从 ＦｒｅｎｅｔＳｅｒｒｅｔ方程解出矢量 Ｎ，Ｂ，Ｔ 的变化规律。则空间曲线 Ｃ 可根据
式（１．１．１）由以下积分得出：

ｒ（ｓ）＝∫
ｓ

０
Ｔ（σ）ｄσ＋ｒ（０） （１．１．１２）

其中σ为积分变量，矢径ｒ（０）表示Ｐ０点的空间位置。曲率κ（ｓ）和挠率τ（ｓ）是确定空间曲
线Ｃ的两个独立变量。借用分析力学名词，将确定曲线或曲杆几何形态的独立变量数目
称为曲线或曲杆的自由度，则空间曲线的自由度为２。

１．２　曲杆的弯扭度

讨论一长度为Ｌ的细杆，杆截面的几何中心连成的空间曲线Ｃ称为曲杆的中心线。

假定

（１）　中心线在变形前后均为２阶以上光滑曲线；

（２）　杆的长度和曲率半径远大于横截面的尺度；

（３）　横截面为刚性平面；

（４）　忽略弯曲引起的剪切变形，横截面与中心线正交；

（５）　忽略中心线的拉伸变形，任意两截面沿中心线的距离不变；

　图１．３　截面主轴坐标系与Ｆｒｅｎｅｔ坐

标系

（６）　相邻截面可绕中心线作相对扭转，扭角为ｓ的连续函数。

以中心线上的任意点Ｐ为原点建立截面的主

轴坐标系（Ｐｘｙｚ），各坐标轴的基矢量分别为ｅ１，

ｅ２，ｅ３，其中ｚ轴与曲线Ｃ的切线轴Ｔ 重合，即ｅ３＝

ｅｔ＝Ｔ。设χ为ｘ轴与Ｎ 轴，或ｙ轴与Ｂ 轴的夹

角，即 截 面 相 对 Ｆｒｅｎｅｔ 坐 标 系 扭 转 的 角 度

（图１．３），则 （Ｐｘｙｚ）与（ＰＮＢＴ）之间的方向余

弦如表１．１所示。曲杆的中心线确定以后，只需再

确定扭角χ（ｓ）随弧坐标的变化规律，曲杆在空间中

的几何形态即被完全确定，因此曲杆的自由度为３。
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　　表　１．１

Ｎ Ｂ Ｔ

ｘ 　ｃｏｓχ ｓｉｎχ ０

ｙ －ｓｉｎχ ｃｏｓχ ０
ｚ ０ ０ １

　　设想当Ｐ点沿曲线Ｃ 以单位速度朝弧坐标ｓ的正向运动时，截面以角速度ω相对
（Ｏξηζ）转动。ω为截面相对定坐标系（Ｏξηζ）的绝对角速度，即截面相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系

（ＰＮＢＴ）的相对角速度（ｄχ／ｄｓ）ｅ３ 与（ＰＮＢＴ）相对定坐标系（Ｏξηζ）的牵连角速度ωＦ之

和。利用式（１．１．８）和表１．１可导出

ω＝ωＦ＋ ｄχ
ｄ（ ）ｓ

ｅ３ ＝ω１ｅ１＋ω２ｅ２＋ω３ｅ３ （１．２．１）

其中

ω１ ＝κｓｉｎχ，　ω２ ＝κｃｏｓχ，　ω３ ＝τ＋ｄχ
ｄｓ

（１．２．２）

式中ω沿切线轴的分量ω３ 为挠率τ与相对扭角变化率ｄχ／ｄｓ之和，即截面绕切线轴的绝
对转角对弧坐标ｓ的变化率，称为杆的扭率，以区别于前面定义的挠率τ。有以下几种不
同情形

过扭转：ｄχ／ｄｓ与τ同号，　ω３ ＞τ
纯扭转：ｄχ／ｄｓ为零， ω３ ＝τ
欠扭转：ｄχ／ｄｓ与τ异号， ω３ ＜τ

ω是与杆的弯曲变形和扭转变形相关的矢量，称为杆的弯扭度矢量，或简称弯扭度①。其
物理意义为截面相对定坐标系（Ｏξηζ）的无限小角位移对弧坐标ｓ的变化率，可参见附录
Ｂ中式（Ｂ．７４）的弯扭度定义。利用式（１．１．８）和式（１．１．９），弯扭度ω也可用切线矢量Ｔ
及其导数表示为

ω＝Ｔ×ｄＴ
ｄｓ＋ω３Ｔ （１．２．３）

弯扭度的３个分量ωｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３）由曲杆的曲率κ、挠率τ和相对扭角χ的变化率确定，
因此也可将ωｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３）作为确定曲杆几何形态的３个独立变量。

１．３　曲杆的扭转数

当Ｐ点沿曲线Ｃ从起点Ｐ０移动至终端ＰＬ时，将扭率ω３ 沿杆长的积分除以２π定义
为杆的扭转数，记作Ｔｗ

Ｔｗ ＝ １
２π∫

Ｌ

０
ω３（ｓ）ｄｓ＝ＴＦ＋ １

２π∫Ｃ
ｄχ （１．３．１）
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① ω在文献中尚无统一的名称，如称曲率矢量（ｃｕｒｖａｔｕｒｅｖｅｃｔｏｒ），或扭率矢量（ｔｗｉｓｔｉｎｇｖｅｃｔｏｒ）等，

此处称弯扭度似更为确切。相对扭角的变化率ｄχ／ｄｓ在文献中也称为内扭率（ｉｎｔｅｒｎａｌｔｗｉｓｔ）。



其中ＴＦ为Ｆｒｅｎｅｔ坐标的扭转数，仅取决于曲线Ｃ的几何形状，由挠率τ的积分确定

ＴＦ ＝ １
２π∫

Ｌ

０
τ（ｓ）ｄｓ （１．３．２）

扭转数Ｔｗ为截面相对定坐标系绕切线轴扭转的圈数。若杆的扭率沿杆长保持不变，即

ω３ 为常数时，式（１．３．１）简化为

Ｔｗ ＝Ｌω３

２π
（１．３．３）

作为度量曲杆总体扭转程度的参数，扭转数有以下性质：
（１）包含曲杆在内的空间作刚性位移或均匀膨胀时，扭转数不变；
（２）扭转数具有可加性，曲杆总体的扭转数为各组成部分扭转数之和；
（３）平面封闭曲杆的扭转数为整数，空间封闭曲杆的扭转数为实数，但不一定为整数。

ＤＮＡ的力学模型常简化为具有原始扭率的超细长弹性杆。所谓原始扭率，是指杆处
于无外力作用的松弛状态时已具有的扭率①。记ω０

３ 为杆的原始扭率，杆在受力状态下的
扭率为ω３，则ω３ 与ω０

３ 之差称为杆的过扭率，记作Δω３

Δω３ ＝ω３－ω０
３ （１．３．４）

杆的原始扭率产生的原始扭转数Ｔｗ０为

Ｔｗ０ ＝ １
２π∫

Ｌ

０
ω０

３（ｓ）ｄｓ （１．３．５）

对于具有原始扭率的曲杆，其扭转数定义为Ｔｗ与Ｔｗ０之差，即截面相对松弛状态的扭转
数，记作ΔＴｗ：

ΔＴｗ ＝Ｔｗ －Ｔｗ０ ＝ １
２π∫

Ｌ

０
Δω３（ｓ）ｄｓ （１．３．６）

若杆的扭率ω３ 和原始扭率ω０
３ 均沿杆长保持不变，上式简化为

ΔＴｗ ＝ＬΔω３

２π
（１．３．７）

　　截面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）随弧坐标ｓ的变化规律取决于弯扭度ω（ｓ），由以下微分
方程确定

ｄｅｉ

ｄｓ ＝ω×ｅｉ　（ｉ＝１，２，３） （１．３．８）

将式（１．２．１）代入后，导出

ｄｅ１

ｄｓ ＝ τ＋ｄχ
ｄ（ ）ｓ

ｅ２－κｃｏｓχｅ３

ｄｅ２

ｄｓ ＝－ τ＋ｄχ
ｄ（ ）ｓ

ｅ１＋κｓｉｎχｅ３

ｄｅ３

ｄｓ ＝κ（ｃｏｓχｅ１－ｓｉｎχｅ２）

（１．３．９）

若截面相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系无相对扭转，令χ≡０，则方程组（１．３．９）转化为ＦｒｅｎｅｔＳｅｒｒｅｔ
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① 以ＤＮＡ的弹性杆模型为例，其原始扭率为１．７８ｒａｄ／ｎｍ。



方程（１．１．１１）。
在截面内沿任一主坐标轴 （例如ｘ轴）的正负方向各取长度为ε的微小线段，曲杆的

图１．４　沿曲杆中心线展开的曲带

中心线Ｃ与此微线段构成一宽度为２ε的空间分
布的狭长曲带（图１．４），曲带的中心线Ｃ上任意
点Ｐ 对应的边缘曲线Ｃｊ（ｊ＝１，２）上Ｐ１，Ｐ２点

的矢径ｒｊ（ｊ＝１，２）可用矢量函数表示为

Ｃ１：ｒ１（ｓ）＝ｒ（ｓ）－εｅ１（ｓ）

Ｃ２：ｒ２（ｓ）＝ｒ（ｓ）＋εｅ１（ｓ）
（１．３．１０）

其中ｒ为Ｐ 点相对固定点Ｏ 的矢径，ｒｊ（ｊ＝１，

２）为与Ｐ点对应的边缘点Ｐ１，Ｐ２的矢径。上述
曲带可作为曲杆的简化模型，曲杆变形的几何形
态可利用上述曲带的弯扭变形直观地表达出

来①。以下举例说明。
例１：螺旋杆
螺旋杆的中心线为圆柱面螺旋线。设螺旋线的半径为Ｒ，螺旋角为α，则每个螺旋周

期的长度ΔＬ为

ΔＬ＝２πＲ
ｃｏｓα

（１．３．１１）

有Ｎ 圈的螺旋线总长度为Ｌ＝ＮΔＬ。设固定坐标系（Ｏξηζ）的ζ轴沿螺旋轴，当Ｐ点以
单位速度朝弧坐标ｓ的正向沿螺旋线运动时，截面的Ｆｒｅｎｅｔ坐标系以常值角速度ω０ 绕ζ
轴转动。ω０＝ω０ｅζ 即螺旋线的Ｄａｒｂｏｕｘ矢量。利用图１．５中表示的几何关系Ｒω０ｓ＝

图１．５　螺旋杆

ｓｃｏｓα导出

ω０ ＝ １
Ｒｃｏｓα （１．３．１２）

将ω０向副法线轴和切线轴投影，导出螺旋线的曲率κ和挠率τ均
为常值

κ＝ω０ｃｏｓα＝ １
Ｒｃｏｓ２α

τ＝ω０ｓｉｎα＝ １
Ｒｃｏｓαｓｉｎα

（１．３．１３）

ω０ 的正负号确定螺旋线的旋转方向，０＜α＜π／２时为右螺旋，ω０＞
０；π／２＜α＜π时为左螺旋，ω０＜０。α＝π／２和α＝０的两种极端情
形作为特例另行讨论。
杆截面相对中心线可产生任意扭转变形，因此杆的扭率ω３ 应等于螺旋线的常值挠率

τ与相对扭角的变化率ｄχ／ｄｓ之和。若截面相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系无扭转，则扭率与挠率相
等，Ｎ 圈螺旋杆的扭转数为
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① 若将ＤＮＡ双螺旋结构的两条螺旋形核苷酸主链作为边缘曲线Ｃ１ 和Ｃ２，则长度为２ε的微小线
段可视为联系二主链的碱基对。曲带的宽度即螺旋线直径约为２ｎｍ。



Ｔｗ ＝ＴＦ ＝ １
２π∫

Ｌ

０
τｄｓ＝Ｎｓｉｎα （１．３．１４）

　　例２：直杆
直杆是螺旋角为π／２时螺旋杆的特例。令式（１．３．１３）中的α＝π／２，则曲率κ为零。

　图１．６　直杆截面的主

轴坐标系

作为Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的奇异位置，挠率τ无意义。因此截面的扭
转必须以定坐标系（Ｏξηζ）为参照物。α＝π／２时，上述定坐标系
的ζ轴与直杆的中心线ｚ轴一致。设截面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）
相对（Ｏξηζ）的转角，即直杆的绝对扭角为（图１．６）。扭角相
对ｓ的导数为杆的扭率。由于＝ω０ｓ，杆的扭转数Ｔｗ为

Ｔｗ ＝ １
２π∫

Ｌ

０
ω０ｄｓ＝ω０Ｌ

２π
（１．３．１５）

　　例３：圆环杆
圆环杆是螺旋角为零时螺旋杆的另一特例，也是最简单的封

闭曲杆。令式（１．３．１３）中的α＝０，得到

κ＝ １
Ｒ

，　τ＝０ （１．３．１６）

其中Ｒ为圆环的中心线半径。由于任何平面曲线上各点的密切
平面相同，因此圆环杆的ＴＦ等于零，扭转数Ｔｗ等于截面扭转的

圈数，必为整数。若截面无扭转（图１．７（ａ）），则Ｔｗ等于零。若截
面在Ａ点处绕切线轴产生１８０°扭转，从Ｔ矢量的顶端观察确定
扭转方向，则每次扭转可为Ｔｗ提供＋１／２（逆时针）或－１／２（顺时针）。封闭曲杆的连续性
要求曲带的边缘曲线Ｃ１、Ｃ２自相连接，而奇次扭转可使Ｃ１与Ｃ２产生交叉连接，使曲面的
法线方向变得不确定①。因此扭转的次数必须为偶数，以保证双侧曲面的有向性。若截
面在Ｂ点处也产生１８０°扭转，则经过两次扭转后的总扭转数Ｔｗ可为＋１，０或－１三种可
能性之一（图１．７（ｂ），（ｃ），（ｄ））。

图１．７　圆环杆

例４：８字形杆
平面封闭曲线自相交一次即形成８字形曲线。以８字形曲线为中心线的曲杆为８字

形杆。由于实际存在的曲杆是有粗细的实体，作为平面曲线的中心线不可能自相穿越。

因此必须将曲线的相交理解为空间交叉，而曲线在交叉点处的距离为无限小量。也可直
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① 例如若环形带只产生一次扭转，则形成 Ｍｂｉｕｓ带。



观地想像为，在交叉点处，曲线的一部分紧贴另一部分从上方越过，或从下方钻过。这种
有交叉点的曲线只能在近似意义上理解为平面曲线。由于曲线的切平面在交叉点处有微
小转动，因此Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的扭转数ＴＦ在近似意义上等于零。若截面绕切线轴无相对
扭转，则杆的扭转数Ｔｗ亦在近似意义上等于零（图１．８（ａ））。与圆环杆类似，若截面在Ａ
点处绕切线轴产生１８０°扭转，则必须在另一点Ｂ处也产生１８０°扭转，每次扭转为Ｔｗ提供

＋１／２（逆时针）或－１／２（顺时针），总扭转数Ｔｗ在近似意义上等于＋１，０或－１（图１．８（ｂ），
（ｃ），（ｄ））。

图１．８　８字形杆

１．４　曲线的连接数

设Ｃ１，Ｃ２为两条不相交的空间有向曲线，Ｔ１，Ｔ２分别为Ｃ１，Ｃ２的切线基矢量。在Ｃ１与

Ｃ２的交叉处，从一个确定的点Ｏ （如观察者的视点）观察二曲线在投影面上的交点Ｐ，引
矢量σ＝ＰＯ。根据矢量Ｔ１，Ｔ２和σ的相互关系，按以下规则定义此二曲线的连接数Ｌ１２

（图１．９）。

图１．９　连接数的定义

（１）若Ｔ１在Ｔ２的上方与Ｔ２交叉，且Ｔ１×Ｔ２ 与σ方向一致，则Ｌ１２＝ ＋１；
（２）若Ｔ１在Ｔ２的上方与Ｔ２交叉，且Ｔ１×Ｔ２ 与σ方向相反，则Ｌ１２＝ －１；
（３）若Ｃ１与Ｃ２有数个交叉点，则Ｌ１２为各交叉点处连接数的总和。

图１．１０给出连接数的若干具体例子。

若Ｃ１，Ｃ２为两条不相交的空间有向闭曲线，连接数也可采用另一种定义：将闭曲线

Ｃ１包围的曲面称为Ｄ１，根据Ｃ１的方向由右手定则确定Ｄ１的方向，则Ｃ２从Ｄ１负向穿过Ｄ１

的次数减去从Ｄ１正向穿过Ｄ１的次数定义为二曲线Ｃ１与Ｃ２的连接数Ｌ１２（图１．１１）。读者
不难利用图１．１０中的例子检验此两种定义的一致性。
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图１．１０　曲线的连接数举例

　　连接数有以下性质：

图１．１１　连接数的另一种定义

（１）Ｌ１２为整数；
（２）Ｌ１２＝Ｌ２１；
（３）Ｌ１２与观察点的位置无关；
（４）二曲线每交叉一次，根据从上方还是从下方交

叉方式的不同，Ｌ１２的值改变＋１或－１；
（５）二曲线中若任一曲线改变方向，则Ｌ１２变号。

１８３３年Ｇａｕｓｓ曾给出一个计算连接数Ｌ１２的二重积

分，称为Ｇａｕｓｓ连接数积分：

Ｌ１２＝Ｇ（ｒ１，ｒ２）

＝ １
４π∫Ｃ１∫Ｃ２

Ｔ１（ｓ１）×Ｔ２（ｓ２（ ））·（ｒ１（ｓ１）－ｒ２（ｓ２））
ｒ１（ｓ１）－ｒ２（ｓ２）３ ｄｓ１ｄｓ２ （１．４．１）

其中Ｐ１，Ｐ２为二有向光滑曲线Ｃ１，Ｃ２上弧坐标分别为ｓ１，ｓ２的二任意点，ｒ１（ｓ１），ｒ２（ｓ２）为

Ｐ１，Ｐ２相对固定点Ｏ的矢径，Ｔ１（ｓ１），Ｔ２（ｓ２）为Ｐ１，Ｐ２点处的切线矢量。设Ｐ１，Ｐ２相对笛

图１．１２　连接数的计算

卡儿坐标系的坐标分别为Ｐ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２），可
将Ｇａｕｓｓ积分Ｇ（ｒ１，ｒ２）写作

Ｇ（ｒ１，ｒ２）＝ １
４π∫Ｃ１∫Ｃ２

１
ｒ３

１２

ｘ２－ｘ１ ｄｘ１ ｄｘ２

ｙ２－ｙ１ ｄｙ１ ｄｙ２

ｚ２－ｚ１ ｄｚ１ ｄｚ２

　　（１．４．２）

其中ｒ１２为Ｐ１至Ｐ２的矢径ｒ１２＝ｒ２－ｒ１的长度（图１．１２）

ｒ１２＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）２＋（ｚ２－ｚ１）槡 ２ （１．４．３）
但 Ｇａｕｓｓ 未 将 证 明 过 程 写 出。以 后 Ｍａｘｗｅｌｌ（１８７３），

Ｅｄｗａｒｄｓ（１９６８），Ｍｏｆｆａｔｔ（１９６９）等人从不同途径作出了数学证
明。曲线Ｃ１，Ｃ２的几何形状给定以后，即可对积分式（１．４．２）

用数值方法计算其连接数。

１．５　曲杆的缠绕数

前面已说明，曲杆的几何形态可用沿中心线Ｃ展开的曲带表示。设Ｃ１和Ｃ２为曲带

的两条边缘曲线，将１．４节定义的Ｃ１与Ｃ２的连接数Ｌ１２称为此曲带或曲杆的自连接数，记
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作Ｌｋ。自连接数Ｌｋ是描述曲带或曲杆几何形态的特征参数。图１．１３展示不同自连接数
的曲带的若干例子。由于截面绕切线轴扭转的任意性，同一条中心线可扩展出不同的曲
带，对应于不同的自连接数Ｌｋ和扭转数Ｔｗ。可以证明（Ｃａｌｕｇａｒｅａｎｕ，１９６１；Ｐｏｈｌ，１９６８；

Ｗｈｉｔｅ，１９６９），曲杆的自连接数Ｌｋ有以下性质：
（１）封闭的曲杆或两端固定的曲杆，当中心线连续变形时其自连接数Ｌｋ为常值①；
（２）由同一条闭曲线扩展出的不同曲杆的自连接数Ｌｋ与扭转数Ｔｗ之差为常值；
（３）曲杆的中心线为不自相穿越的平面曲线时，其自连接数Ｌｋ与扭转数Ｔｗ相等。
性质（１）表明，当曲杆在边界处被严格固定时，中心线的任意连续变形不影响其自连

接数Ｌｋ
②。因此自连接数Ｌｋ是封闭曲杆或两端固定曲杆的拓扑不变量。将曲杆的自连

接数Ｌｋ与扭转数Ｔｗ的差值定义为曲杆的缠绕数，记作Ｗｒ：

Ｗｒ ＝Ｌｋ－Ｔｗ （１．５．１）

式（１．５．１）也称为 Ｗｈｉｔｅ公式［２０］。若曲杆具有原始扭率，将式（１．５．１）的右边各项减去原
始扭转数Ｔｗ０，Ｗｈｉｔｅ公式改写为

Ｗｒ ＝ΔＬｋ－ΔＴｗ （１．５．２）
其中ΔＬｋ为自连接数Ｌｋ与Ｔｗ０之差。

ΔＬｋ ＝Ｌｋ－Ｔｗ０ （１．５．３）

图１．１３　曲带的自连接数举例

从图１．１３看出，曲带的自连接数可来源于扭转（图１．１３（ａ），（ｂ））和缠绕（图１．１３（ｃ），
（ｄ））两种不同几何形态，即扭转和缠绕均对自连接数做出贡献。可从中理解 Ｗｈｉｔｅ公式
（１．５．１）中自连接数Ｌｋ等于扭转数Ｔｗ与缠绕数Ｗｒ之和的合理性。
从自连接数的性质（２），（３）归纳出缠绕数的以下性质：
（１）以同一条闭曲线为中心线扩展出的不同曲带具有相同的缠绕数；
（２）平面曲线的缠绕数Ｗｒ为整数。空间曲线的缠绕数Ｗｒ为实数，但不一定为整数；
（３）平面曲线不自相穿越时缠绕数Ｗｒ为零。每穿越一次，根据从上方还是从下方穿

越方式的不同，缠绕数Ｗｒ增加＋１或－１。
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①

②

封闭曲杆或两端固定曲杆要求其中心线Ｃ和边缘曲线Ｃ１，Ｃ２ 均为封闭曲线或两端均被固定。

曲线的连续变形必须满足同胚映射条件，即曲线可任意变形但不得自相交。



性质（１）表明缠绕数Ｗｒ由闭曲线的几何形态完全确定，与扩展出的曲带的扭转状况
无关，因此缠绕数Ｗｒ是闭曲线的拓扑不变量。在图１．１４中，由平面８字形曲线展成各种
不同的曲带，各自对应于不同的自连接数Ｌｋ和扭转数Ｔｗ，但缠绕数Ｗｒ均等于＋１或－１，
与曲带的构成无关。图１．１５给出若干平面曲线的缠绕数Ｗｒ的具体例子。图１．１６（ａ）表
示自连接数Ｌｋ，缠绕数Ｗｒ和扭转数Ｔｗ均为零的无扭转平面圆环杆，当中心线连续变形
为图１．１６（ｂ）和图１．１６（ｃ）中的螺旋线时，缠绕数Ｗｒ和螺旋杆的扭转数Ｔｗ可能改变，但
自连接数Ｌｋ保持零值不变。其中图１．１６（ｃ）中的曲杆由两个旋转方向相反的螺旋杆组
成，其自连接数Ｌｋ，缠绕数Ｗｒ和扭转数Ｔｗ均保持零值。电话线和攀缘植物细茎的自缠
绕现象可由此获得理论解释。

图１．１４　８字形杆的自连接数、扭转数和缠绕数

图１．１５　曲线的缠绕数举例

Ｆｕｌｌｅｒ于１９７８年对缠绕数Ｗｒ给出一个直观的几何解释
［２９］。设有不自相穿越的空间

闭曲线Ｃ，其切线基矢量Ｔ随弧坐标ｓ连续变化。将矢量Ｔ（ｓ）的起点移至单位球面的中
心，其末端随弧坐标ｓ从起点至终点的变化在单位球面上描出封闭的球面曲线Γ，将Γ包
围的内侧 （即沿曲线方向左侧）的球面面积记作Ｓ，则曲线Ｃ的缠绕数Ｗｒ的计算公式为

Ｗｒ ＝ Ｓ
２π－１ （１．５．４）

利用此几何解释，不自相交的任意平面闭曲线的切线基矢量Ｔ环绕一周后在单位球面上

１１第１章　曲线和曲杆的几何学基础



图１．１６　无扭转平面圆环杆转变为螺旋杆

描出一个大圆弧Γ，包围的半球面积为２π，代入式（１．５．４）后，算出的缠绕数Ｗｒ等于零。
可以推断，８字形平面曲线的切线基矢量Ｔ环绕两周，Γ包围两倍的半球面积，对应的缠
绕数Ｗｒ等于＋１或－１。８字形曲线重复ｎ次构成“麻花”形平面曲线，其缠绕数Ｗｒ为＋ｎ

图１．１７　螺旋线的缠绕数

或－ｎ，与曲线的交叉次数相等。对于图１．１７
表示的倾角为α的螺旋线，两端用平面闭曲线
连接，其切线基矢量Ｔ描出的球面曲线Γ 所包
围的面积为半球面积２π与球冠面积２π（１－
ｓｉｎα）之和，即

Ｓ＝２π（２－ｓｉｎα） （１．５．５）
代入式（１．５．４）后，算出缠绕数Ｗｒ为１－ｓｉｎα。
由于自连接数Ｌｋ＝１（见图１．１３（ｃ）），根据

Ｗｈｉｔｅ公式（１．５．１）算出螺旋杆的扭转数Ｔｗ为

ｓｉｎα。若螺旋线有ｎ圈，则缠绕数Ｗｒ为ｎ（１－
ｓｉｎα），自连接数Ｌｋ＝ｎ，扭转数Ｔｗ为ｎｓｉｎα，与

式（１．３．１４）一致。从上述麻花线和螺旋线的例子可以直观地理解缠绕数Ｗｒ为度量曲线

缠绕或盘旋程度的参数。
以上定义的缠绕数Ｗｒ体现了曲杆中心线的拓扑性质，扭转数Ｔｗ或ΔＴｗ体现了曲杆

绕切线轴的扭转性质。因此缠绕数Ｗｒ与扭转数Ｔｗ或ΔＴｗ可作为描述曲杆宏观几何形态

的两个拓扑学参数。Ｗｈｉｔｅ公式（１．５．１）或（１．５．２）表明，缠绕数与扭转数之和等于曲杆
的自连接数Ｌｋ或ΔＬｋ。根据上述自连接数的性质（１），当曲杆的端部约束状况被严格固
定时，其自连接数为常值，即缠绕数与扭转数之和为守恒量。当缠绕数确定以后，扭转数
即随之确定。此时曲杆的几何状态可由缠绕数单独确定。当中心线有微小变形时，自连
接数Ｌｋ或ΔＬｋ的增量为零，缠绕数Ｗｒ和扭转数Ｔｗ的增量δＷｒ和δＴｗ应满足以下关系：

δＷｒ＋δＴｗ ＝０ （１．５．６）
对于有原始扭率的曲杆，应改为

δＷｒ＋δ（ΔＴｗ）＝０ （１．５．７）
变分式（１．５．６）或式（１．５．７）体现出曲杆的弯曲变形与扭转变形之间的相互转换关系。如
图１．１８所示的两端固定的曲杆，当中心线为直线时其扭转数与连接数相等，Ｔｗ＝Ｌｋ＝２，

缠绕数Ｗｒ为零；中心线变为螺旋线时，自连接数Ｌｋ不变，扭转数Ｔｗ从２变为零，而缠绕
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数Ｗｒ从零变为２。若曲杆的端部约束被部分解除，自连接数即不再守恒，缠绕数与扭转
数的变分成为独立变量，即弯曲变形与扭转变形相互独立。此时曲杆的几何状态由缠绕
数和扭转数两个独立参数共同确定。

图１．１８　两端固定杆的扭转数与连接数的相互转换

对于不自相交的光滑曲线Ｃ，Ｗｈｉｔｅ（１９８９）证明了可利用Ｇａｕｓｓ连接数积分式（１．４．１）
计算缠绕数Ｗｒ，只须将缠绕数Ｗｒ设想为曲线Ｃ与自身的连接数。将积分式（１．４．１）中的
曲线Ｃ１，Ｃ２改为同一条曲线Ｃ，Ｐ１，Ｐ２为曲线Ｃ上弧坐标分别为ｓ１，ｓ２的两个任意点。
导出

Ｗｒ＝Ｇ（ｒ，ｒ）

＝ １
４π∫Ｃ∫Ｃ

（Ｔ（ｓ１）×Ｔ（ｓ２））·（ｒ（ｓ１）－ｒ（ｓ２））
ｒ（ｓ１）－ｒ（ｓ２）３ ｄｓ１ｄｓ２ （１．５．８）

其中ｒ（ｓ）为曲线Ｃ上任意点Ｐ 相对固定点Ｏ 的矢径，Ｔ（ｓ）为Ｐ点处的切线矢量。
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第２章　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程及其积分

１８５９年Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ在刚性截面、线性本构关系和忽略体积力等假定条件下讨论弹性
杆的平衡问题。刚性截面假定使一维连续系统的弹性杆简化为以弧坐标ｓ为自变量的离
散系统。由于所建立的弹性杆平衡方程形式上与刚体定点转动的欧拉泊松方程相同，

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ提出动力学比拟方法，将经典力学中的动力学理论用于弹性杆的静力学研究。
从弹性力学的最小势能原理出发，可导出弧坐标的哈密顿原理。以表示截面姿态的欧拉
角为广义坐标，可导出拉格朗日方程和相应的正则方程。以准坐标代替广义坐标，则导出

ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程和相应的准坐标正则方程。从而形成以弧坐标代替时间坐标的弧
坐标分析力学。Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程可用弧坐标分析力学的任何一种方法建立。对于受约束
弹性杆，可引入拉格朗日乘子建立平衡方程。对于圆截面杆和仅受力偶作用的非圆截面
杆两种特殊情形，可导出椭圆函数形式的解析积分，分别与刚体动力学的拉格朗日情形和
欧拉情形相对应。另一类特殊情形，即扭率为常值的非圆截面杆也存在解析积分。

２．１　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的建立

２．１．１　基本假定

　　本章在叙述弹性杆平衡问题时仍保留１．２节中规定的假定条件。其中刚性截面假定
在弹性杆的弯曲问题中对截面形状无特殊限制，在扭转问题中则仅限于圆截面杆。对于
非圆截面杆的一般情形，过截面的几何中心Ｐ 作与中心线正交的平面Π，利用Ｓａｉｎｔ
Ｖｅｎａｎｔ的刚性周边假定，可将实际截面的边界在Π平面上的投影所包围的域作为杆的名
义截面。对于接近圆截面的超细长杆，扭转引起的截面翘曲对杆中心线弯曲变形的影响
可予忽略。中心线不伸长的假定基于对拉伸正应变的忽略，刚性截面与中心线正交的假
定基于对弯曲剪应变的忽略。作为对Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论的改进，Ｃｏｓｓｅｒａｔ考虑杆的轴向线应
变和弯曲剪应变等因素，建立了更精确的平衡方程［１１８］。但 Ｃｏｓｓｅｒａｔ理论不能代替

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论在弹性杆力学分析中的奠基作用。
除１．２节规定的条件以外，还必须补充以下条件：
（１）　杆为等截面，且截面内两主轴方向有相同的几何尺度；
（２）　杆为均匀各向同性，弹性常数为常值，应力和应变满足线性本构关系；
（３）　忽略杆的体积力以及杆与杆之间的引力或接触力等分布力；
（４）　杆在松弛状态下为直杆，无原始曲率。



其中对截面几何尺度的限制是为避免非圆截面杆扭转变形引起过大的截面翘曲。线
性本构关系仅在小应变条件下成立。由于杆的极端细长性，应变沿弧长的积累可使变形
后的挠性线远离变形前的松弛状态。因此杆的局部小应变也能形成超大变形的整体效
果。考虑到杆的轴向抗拉刚度不可能为无限大，且杆与杆之间可能存在静电引力或接触
力，因此１．２节规定的中心线无拉伸变形以及杆上无分布力的补充假定具有明显的近似
性。杆在尚未受力的松弛状态下已经具有的曲率和扭率称为原始曲率和原始扭率。在本
章的解析研究中仅考虑杆的原始扭率，认为杆的松弛状态为带扭转变形的直杆。在第７
章的数值分析方法中，上述假定条件将被放宽，考虑截面和弹性常数沿中心线的变化，以
及轴向变形、分布力、原始曲率等被忽略的因素，使研究对象更符合弹性杆的实际状态。

２．１．２　弹性杆平衡方程

讨论一长度为Ｌ的细长弹性杆，杆的起始端和终止端分别记为Ｐ０和ＰＬ。设Ｐ为杆
中心线上的任意点，Ｐ′为无限接近的邻近点，Ｐ和Ｐ′点相对固定参考点Ｏ 的矢径分别为

ｒ和ｒ＋Δｒ，相对Ｐ０点的弧坐标分别为ｓ和ｓ＋Δｓ。规定Ｐ和Ｐ′点处外法线矢量与弧坐
标增大方向一致的截面为正截面，反之，外法线矢量与弧坐标减小方向一致的截面为负截
面。考虑ＰＰ′微元弧段内杆的平衡，设Ｐ点的负截面受邻近截面作用的内力主矢和主矩
为－Ｆ和－Ｍ，Ｐ′点的正截面受邻近截面作用的内力主矢和主矩为（Ｆ＋ΔＦ）和（Ｍ＋ΔＭ）
（图２．１）。在平衡状态下上述作用力对Ｐ点简化的主矢和主矩必须为零。仅保留各增量

图２．１　弹性杆微元弧段的平衡

的一阶小量时，导出

ΔＦ＝０
ΔＭ＋Δｒ×Ｆ＝０

（２．１．１）

将上式各项除以Δｓ，令Δｓ→０，且利用式（１．１．１），
得到

ｌｉｍ
Δ →ｓ ０

Δｒ
Δｓ＝ｄｒ

ｄｓ＝Ｔ （２．１．２）

则从式（２．１．１）导出杆的平衡方程

ｄＦ
ｄｓ＝０ （２．１．３ａ）

ｄＭ
ｄｓ＋Ｔ×Ｆ＝０ （２．１．３ｂ）

将求导过程改为相对截面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）进行，基矢量Ｔ改记为ｅ３，方程（２．１．３）

改写为

珘ｄＦ
ｄｓ＋ω×Ｆ＝０ （２．１．４）

珘ｄＭ
ｄｓ＋ω×Ｍ＋ｅ３×Ｆ＝０ （２．１．５）

参考坐标系（Ｐｘｙｚ）随截面沿弧坐标ｓ的转动而改变方位，上式中的波浪号表示变量相
对动坐标系（Ｐｘｙｚ）的局部导数，ω为（Ｐｘｙｚ）的角位移变化率，即１．２节中定义的弯
扭度。
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２．１．３　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

式（１．２．１）给出弯扭度ω相对（Ｐｘｙｚ）的投影式：

ω＝ω１ｅ１＋ω２ｅ２＋ω３ｅ３ （２．１．６）
设Ｆ和Ｍ 的投影式分别为

Ｆ＝Ｆ１ｅ１＋Ｆ２ｅ２＋Ｆ３ｅ３

Ｍ ＝Ｍ１ｅ１＋Ｍ２ｅ２＋Ｍ３ｅ３

（２．１．７）

利用式（２．１．６）和式（２．１．７），导出矢量方程（２．１．４）和方程（２．１．５）相对（Ｐｘｙｚ）的投影式

ｄＦ１

ｄｓ ＋ω２Ｆ３－ω３Ｆ２ ＝０ （２．１．８ａ）

ｄＦ２

ｄｓ ＋ω３Ｆ１－ω１Ｆ３ ＝０ （２．１．８ｂ）

ｄＦ３

ｄｓ ＋ω１Ｆ２－ω２Ｆ１ ＝０ （２．１．８ｃ）

ｄＭ１

ｄｓ ＋ω２Ｍ３－ω３Ｍ２－Ｆ２ ＝０ （２．１．９ａ）

ｄＭ２

ｄｓ ＋ω３Ｍ１－ω１Ｍ３＋Ｆ１ ＝０ （２．１．９ｂ）

ｄＭ３

ｄｓ ＋ω１Ｍ２－ω２Ｍ１ ＝０ （２．１．９ｃ）

式（２．１．３ａ）表明，由于忽略杆的体积力，各截面内力的主矢Ｆ为常矢量。将Ｆ的方向选
为定坐标轴ζ，ζ轴相对（Ｐｘｙｚ）各轴的方向余弦记为α，β，γ，则有

Ｆ１ ＝Ｆα，　Ｆ２ ＝Ｆβ，　Ｆ３ ＝Ｆγ （２．１．１０）
将上式代入方程组（２．１．８），化作

ｄα
ｄｓ＋ω２γ－ω３β＝０ （２．１．１１ａ）

ｄβ
ｄｓ

＋ω３α－ω１γ＝０ （２．１．１１ｂ）

ｄγ
ｄｓ＋ω１β－ω２α＝０ （２．１．１１ｃ）

根据附录Ｃ中的式（Ｃ．１５），无原始曲率和扭率时，杆截面作用力的主矩可表达为

Ｍ１ ＝Ａω１，　Ｍ２ ＝Ｂω２，　Ｍ３ ＝Ｃω３ （２．１．１２）

其中Ａ，Ｂ为截面绕ｘ轴和ｙ轴的抗弯刚度，Ｃ为截面绕ｚ轴的抗扭刚度。等截面杆的刚
度系数为常数，由杆的弹性常数和截面的几何形状确定

Ａ＝ＥＩｘ，　Ｂ＝ＥＩｙ，　Ｃ＝ＧＩｚ （２．１．１３）
杆为均匀各向同性时有Ｇ＝Ｅ／２（１＋ν），其中Ｅ，Ｇ，ν分别为杆的杨氏模量、剪切模量和泊
松比。Ｉｘ，Ｉｙ为截面相对ｘ轴和ｙ轴的惯性矩，Ｉｚ为截面相对ｚ轴的极惯性矩，对于半径
为ａ的圆截面杆，分别为

Ｉｘ ＝Ｉｙ ＝πａ４

４
，　Ｉｚ ＝πａ４

２
（２．１．１４）
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椭圆截面杆的惯性矩和极惯性矩计算公式见附录Ｃ中的式（Ｃ．３２）和式（Ｃ．３３）。ＤＮＡ力
学模型的几何和物理参数的典型数据在表２．１中列出［１０２，１４６］。

表２．１　ＤＮＡ的几何和物理参数的典型数据

参　数 符　号 数　据
截面半径 ａ １０－７ｃｍ
截面积 Ｓ ３．１×１０－１４ｃｍ２

截面惯性矩 Ｉｘ，Ｉｙ ０．７７×１０－２８ｃｍ４

截面极惯性矩 Ｉｚ １．５×１０－２８ｃｍ４

密度 ρ １７ｇ／ｃｍ３

杨氏模量 Ｅ １．６×１０９ｄｙｎｅ／ｃｍ２

剪切模量 Ｇ ０．６５×１０９ｄｙｎｅ／ｃｍ２

泊松比 ν ０．２３
抗弯刚度 Ａ，Ｂ １．３×１０－１９ｅｒｇ·ｃｍ
抗扭刚度 Ｃ １．０×１０－１９ｅｒｇ·ｃｍ
原始扭率 ω０

３ １．８×１０７ｃｍ－１

　　将式（２．１．１２）和式（２．１．１０）代入方程组（２．１．９），化作

Ａｄω１

ｄｓ ＋（Ｃ－Ｂ）ω２ω３－Ｆβ＝０ （２．１．１５ａ）

Ｂｄω２

ｄｓ ＋（Ａ－Ｃ）ω３ω１＋Ｆα＝０ （２．１．１５ｂ）

Ｃｄω３

ｄｓ ＋（Ｂ－Ａ）ω１ω２ ＝０ （２．１．１５ｃ）

考虑杆的原始扭率ω０
３时，杆截面作用力的主矩（２．１．１２）应改为

Ｍ１ ＝Ａω１，　Ｍ２ ＝Ｂω２，　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （２．１．１６）

若弹性杆还具有原始曲率，令ω０
ｉ为弯扭度ωｉ（ｉ＝１，２，３）在松弛状态下的原始值①，则截面

作用力主矩的更一般形式为

Ｍ１ ＝Ａ（ω１－ω０
１），　Ｍ２ ＝Ｂ（ω２－ω０

２），　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （２．１．１７）

将式（２．１．１６）代替式（２．１．１２）重复以上推导，导出带原始扭率的弹性杆平衡方程

Ａｄω１

ｄｓ ＋（Ｃ－Ｂ）ω２ω３－Ｃω０
３ω２－Ｆβ＝０ （２．１．１８ａ）

Ｂｄω２

ｄｓ ＋（Ａ－Ｃ）ω３ω１＋Ｃω０
３ω１＋Ｆα＝０ （２．１．１８ｂ）

Ｃｄω３

ｄｓ ＋（Ｂ－Ａ）ω１ω２ ＝０ （２．１．１８ｃ）

上述封闭的微分方程组（２．１．１１）和（２．１．１８）为描述弹性杆平衡的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程。若给
出弧坐标起始点处截面相对ζ轴的起始位置以及弯扭度ω的起始值，则可从Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方
程积分得到α（ｓ），β（ｓ），γ（ｓ）及ω１（ｓ），ω２（ｓ），ω３（ｓ）以确定刚性截面在惯性空间中的姿态，中
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① 此处用上角标零表示变量在松弛状态下的原始值，以区别于用下角标零表示的变量在弧坐标
起始点处的起始值。



心线的切线基矢量Ｔ（ｓ）随之确定。将Ｔ（ｓ）代入１．１节的式（１．１．１２），可积分算出杆变形
后的挠性线，从而确定弹性杆的几何形态。但上述初值问题在弹性杆平衡问题中并不常
见，一般情况下要求计算Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的边值问题，即要求方程的解满足两个端点的几
何约束条件。

２．２　用欧拉角表示Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

２．２．１　定参考坐标系的建立

　　令图２．１中的微元弧段长度趋近于零，则Ｐ与Ｐ′接近重合，Ｐ点处的负截面和正截
面上作用力的主矢和对截面中心的主矩分别为－Ｆ，－Ｍ 和Ｆ，Ｍ，其中的主矢Ｆ对任意
截面均相同。定义矢径ｒ＝ＯＰ为

ｒ＝ Ｍ×Ｆ
Ｆ２ （２．２．１）

按此定义的矢径ｒ的起点Ｏ 为空间中的确定点。将作用于Ｐ 点处正截面上的力系
（Ｆ，Ｍ）向Ｏ点简化，得到作用于Ｏ点与（Ｆ，Ｍ）等效的力系（Ｆ０，Ｍ０）

图２．２　等效力螺旋

Ｆ０ ＝Ｆ，　Ｍ０ ＝Ｍ＋ｒ×Ｆ＝ （Ｍ·Ｆ）Ｆ０

Ｆ（ ）２
０

（２．２．２）

Ｍ０ 与Ｆ０ 共线，表明力系（Ｆ０，Ｍ０）为力螺旋，其作用线过Ｏ
点且与常矢量Ｆ平行。根据力局部效应的ＳａｉｎｔＶｅｎａｎｔ原
理可以推断，任意Ｐ截面上作用力的等效力螺旋（Ｆ０，Ｍ０）
与在端点Ｐ０处作用的外力形成的过Ｏ 点的等效力螺旋
（－Ｆ０，－Ｍ０）维持平衡，而不必考虑外力在端部的分布状
况。同时杆在另一个端点ＰＬ处作用的外力形成与（Ｆ０，Ｍ０）
完全相同的等效力螺旋。由于无体积力和接触力，任意截面
的作用力主矢Ｆ均与Ｆ０ 相等，主矩Ｍ 向Ｆ 方向的投影均等
于Ｍ０ 的模。以Ｏ为原点，力螺旋作用轴为ζ轴，建立惯性

参考坐标系（Ｏξηζ）（图２．２）。规定Ｆ０，Ｍ０ 沿ζ轴正方向，Ｆ０＞０为拉力，Ｆ０＜０为压力。

２．２．２　用欧拉角表示的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

第１章的１．２节中已说明弹性杆的自由度为３，由中心线的２个自由度和截面绕切
线轴转动的１个自由度所体现。将参考坐标系（Ｏξηζ）平移到以任意点Ｐ为原点，令（Ｐ

ξηζ）绕ζ轴转过ψ角后的位置为（Ｐｘ１ｙ１ｚ１），（Ｐｘ１ｙ１ｚ１）绕ｘ１轴转过θ角后的位置为（Ｐ
ｘ２ｙ２ｚ２），绕ｚ２轴转过φ角后的位置与Ｐ 点处截面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）重合。按以上顺
序定义的ψ，θ，φ称为欧拉角，是描述截面相对中心点姿态的３个角度坐标，可作为确定弹
性杆位形的３个独立变量（参见附录Ｂ和图２．３）。坐标系（Ｐｘｙｚ）与（Ｐξηζ）之间的方
向余弦的欧拉角表达如表２．２所示。其中ｃ，ｓ为ｃｏｓ和ｓｉｎ的简写符号。利用表２．２和
附录Ｂ中的式（Ｂ．７９），Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程中的方向余弦α，β，γ，以及弯扭度分量ωｉ（ｉ＝１，２，３）

８１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



图２．３　Ｅｕｌｅｒ角

表２．２　方向余弦

ｘ ｙ ｚ

ξ ｃψｃφ－ｃθｓψｓφ －ｃψｓφ－ｃθｓψｃφ ｓθｓψ
η ｓψｃφ＋ｃθｃψｓφ －ｓψｓφ＋ｃθｃψｃφ －ｓθｃψ
ζ ｓθｓφ ｓθｃφ ｃθ

可用欧拉角及其导数表示为

α＝ｓｉｎθｓｉｎφ
β＝ｓｉｎθｃｏｓφ （２．２．３）

γ＝ｃｏｓθ

ω１ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎφ＋ｄθ
ｄｓｃｏｓφ

ω２ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓφ－ｄθ
ｄｓｓｉｎφ

（２．２．４）

ω３ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＋ｄφ
ｄｓ

将式（２．２．３）和式（２．２．４）代入方程组（２．１．１１）后成为恒等式。代入方程组（２．１．１８），得
到用欧拉角表示的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

Ａ ｄ
ｄｓ

ｄθ
ｄｓｃｏｓφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎ（ ）φ ＋（Ｃ－Ｂ）－ｄθ
ｄｓｓｉｎφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓ（ ）φ
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓ（ θ

　＋
ｄφ
ｄ ）ｓ －Ｃω０

３ －ｄθ
ｄｓｓｉｎφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓ（ ）φ －Ｆｓｉｎθｃｏｓφ＝０ （２．２．５ａ）

Ｂ ｄ
ｄｓ －ｄθ

ｄｓｓｉｎφ＋
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓ（ ）φ ＋（Ａ－Ｃ）ｄθ
ｄｓｃｏｓφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎ（ ）φ
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓ（ θ

　＋
ｄφ
ｄ ）ｓ ＋Ｃω０

３
ｄθ
ｄｓｃｏｓφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎ（ ）φ ＋Ｆｓｉｎθｓｉｎφ＝０ （２．２．５ｂ）
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Ｃｄ
ｄｓ

ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＋
ｄφ
ｄ（ ）ｓ ＋（Ｂ－Ａ）ｄθ

ｄｓｃｏｓφ＋
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎ（ ）φ －ｄθ
ｄｓｓｉｎ（ φ

　＋
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓ ）φ ＝０ （２．２．５ｃ）

　　对于圆截面杆的特殊情形，可以简化方程的建立过程。由于Ａ＝Ｂ，上述（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）
坐标系成为截面的主轴坐标系，但不参与截面绕切线轴ｚ２ 的转动而与φ角无关。因此若
采用（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）代替（Ｐｘｙｚ）作为投影坐标系，变量α，β，γ和ωｉ（ｉ＝１，２，３）的Ｅｕｌｅｒ角表
达式简化为

ω１ ＝ｄθ
ｄｓ

，　ω２ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθ，　ω３ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＋
ｄφ
ｄｓ

α＝０，　β＝ｓｉｎθ，　γ＝ｃｏｓθ

（２．２．６）

设ｅ（２）
１ ，ｅ（２）

２ ，ｅ（２）
３ 为（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）各坐标轴的基矢量，其中沿切线方向的ｅ（２）

３ ＝ｅ３。矢量方程
（２．１．５）应变更为

珘ｄＭ
ｄｓ＋ω（２）×Ｍ＋ｅ３×Ｆ＝０ （２．２．７）

其中的波浪号表示变量相对动坐标系（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）的局部导数，ω（２）为动坐标系（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）
的角位移变化率，其相对（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）的投影式为

ω（２）＝ω（２）
１ｅ（２）

１ ＋ω（２）
２ｅ（２）

２ ＋ω（２）
３ｅ（２）

３ （２．２．８）
其中

ω（２）
１ ＝ｄθ

ｄｓ
，　ω（２）

２ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθ，　ω（２）
３ ＝

ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ （２．２．９）

将式（２．１．１０），式（２．１．１２），式（２．２．６），式（２．２．８）和式（２．２．９）等代入方程（２．２．７），导出
用欧拉角表示的圆截面杆的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

Ａ ｄ２θ
ｄｓ２ －

ｄψ
ｄ（ ）ｓ

２

ｃｏｓθｓｉｎ［ ］θ ＋Ｃｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθ
ｄφ
ｄｓ

＋
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ－ω（ ）０
３ －Ｆｓｉｎθ＝０

（２．２．１０ａ）

Ａ
ｄ２
ψ

ｄｓ２ｓｉｎθ＋２
ｄψ
ｄ（ ）ｓ

ｄθ
ｄ（ ）ｓｃｏｓ［ ］θ －Ｃｄθ

ｄｓ
ｄφ
ｄｓ

＋
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ－ω（ ）０
３ ＝０ （２．２．１０ｂ）

Ｃｄ
ｄｓ

ｄφ
ｄｓ

＋
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓ（ ）θ ＝０ （２．２．１０ｃ）

　　当外力主矢Ｆ以及欧拉角及其导数的起始值给定以后，即可从欧拉角形式的Ｋｉｒｃｈ
ｈｏｆｆ方程（２．２．５）或方程（２．２．１０）积分得到θ（ｓ），ψ（ｓ），φ（ｓ），以确定平衡状态下刚性截面
的姿态沿弧坐标的变化规律。

２．２．３　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程与欧拉泊松方程

１８５９年Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ在导出上述弹性杆平衡方程的同时，发现其与经典力学中的刚体
或陀螺体绕定点转动的微分方程具有完全相同的数学形式。方程组（２．１．１１）与泊松方程
相同，方程（２．１．１５）与描述重刚体定点运动的欧拉方程相同，具有原始扭率的弹性杆平衡

０２ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



方程（２．１．１８）与描述带轴对称转子的陀螺体定点运动的欧拉方程相同①。于是两种完全
不同的物理现象借助数学形式的相似性而产生联系。在经典力学中，刚体定点运动微分
方程在３种特殊情况下存在解析积分，即欧拉情况、拉格朗日情况和Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情况。
由于数学形式的相似性，描述弹性杆平衡的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程也存在相应的解析积分。两
种物理现象的相似性在表２．３中作了归纳。

表２．３　弹性杆静力学与刚体动力学的相似性

变量与参数 欧拉泊松方程 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程
自变量 时间（ｔ） 空间（弧坐标ｓ）

定坐标系 （Ｏξηζ），Ｏζ轴沿重力加速度ｇ的反方

向，Ｏ为固定点

（Ｏξηζ），Ｏζ轴沿截面作用力主矢

Ｆ 的方向，Ｏ为固定点

动坐标系 刚体的主轴坐标系（Ｏｘｙｚ），Ｏｚ轴为轴

对称刚体的极轴

截面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ），Ｐｚ轴

为切线轴

ω 刚体的角速度 杆的变扭度

ω１，ω２，ω３ ω相对Ｏｘ，Ｏｙ，Ｏｚ的投影 ω相对Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ的投影

α，β，γ Ｏζ轴相对Ｏｘ，Ｏｙ，Ｏｚ的方向余弦 Ｏζ轴相对Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ的方向余弦

θ，ψ，φ （Ｏｘｙｚ）相对（Ｏξηζ）的欧拉角 （Ｐｘｙｚ）相对（Ｏξηζ）的欧拉角

Ａ，Ｂ 刚体相对主轴Ｏｘ，Ｏｙ的转动惯量 杆相对主轴Ｐｘ，Ｐｙ的抗弯刚度

Ｃ 刚体相对主轴Ｏｚ的转动惯量 杆相对主轴Ｐｚ的抗扭刚度

ω０
３ 转子的折算角速度 ＨＲ／Ｃ，ＨＲ 为转子

相对主刚体的动量矩

杆的原始扭率

重力矩与作用力主矢 ｍｇｌ：ｍ 为刚体质量，ｇ为重力加速度，ｌ
为重心至定点距离

Ｆ０：截面作用力的主矢，方向与－ｇ
对应，模与ｍｇｌ对应

动量矩与作用力主矩 Ｈ：刚体相对定点Ｏ的动量矩 Ｍ０：截面作用力的主矩

２．３　弧坐标分析力学

２．３．１　自由度与虚位移

　　根据以上分析，弹性杆截面的自由度为３。从刚体运动学观点考虑，自由刚体在惯性
空间中应有６个自由度，由于刚性截面的几何中心受中心线约束而减少２个自由度，截面
与中心线正交的限制又提供１个独立约束，使弹性杆刚性截面的自由度减为３个。
经典分析力学研究质点系的位形随时间的变化规律。作为连续介质的弹性杆，其研

究对象是杆截面的几何形态随弧坐标的变化规律。在静力学范畴内，截面的虚位移是指
在固定的弧坐标位置发生的约束允许的可能位移。在虚位移过程中所有作用力均保持不
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① 在经典力学中，陀螺体是指由主刚体和多个轴对称转子组成的系统，转子相对主刚体的转动不
影响总体的质量几何。



变，弹性杆始终保持平衡。考虑弹性杆的动力学问题时，应有时间变量参与，则截面的虚
位移是指在固定的弧坐标位置发生的与时间无关的约束允许的可能位移。

２．３．２　弧坐标哈密顿原理

以上应用矢量力学方法建立的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程也可利用弹性力学的最小势能原理导
出。为此必须计算弹性杆的总势能Ｅ。由于忽略了体力和体力势能，弹性杆的总弹性势
能Ｅ等于杆的弹性应变能Ｅｅ与外力势能Ｅｐ之和，

Ｅ＝Ｅｅ＋Ｅｐ （２．３．１）

考虑杆的原始扭率ω０
３，利用附录Ｃ中的式（Ｃ．３７）计算应变能Ｅｅ，得到

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
Ａω２

１＋Ｂω２
２＋Ｃ（ω３－ω０

３）［ ］２ ｄｓ （２．３．２）

其中积分沿杆的中心线进行，Ｌ为杆的总长度。若考虑杆的轴向拉伸变形，Ｅｅ内还应增加

拉伸应变能。对于刚性截面的虚位移，弹性应变能的变分δＥｅ为

δＥｅ ＝δ１
２∫

Ｌ

０
Ａω２

１＋Ｂω２
２＋Ｃ（ω３－ω０

３）［ ］２ ｄｓ （２．３．３）

　　外力势能Ｅｐ等于外力功Ｗ 的负值，外力势能的变分δＥｐ等于外力虚功δＷ 的负值。
由于体积力和接触力已被忽略，仅需考虑杆的两端作用的外力。设在Ｐ０端部作用于负截

面的外力主矢和相对截面形心的主矩分别为Ｆ０ 和Ｍ０，在另一端部ＰＬ作用于正截面的外

力主矢和主矩为ＦＬ 和ＭＬ。从固定点Ｏ至端点Ｐ０和ＰＬ引矢径ｒ０＝ｒ（０）和ｒＬ＝ｒ（Ｌ），令

图２．４　杆的端部作用力和端点矢径

Ｒ＝ｒＬ－ｒ０ 为Ｐ０至ＰＬ的矢径（图２．４）。无分布
力作用时，杆的平衡条件为

Ｆ０＋ＦＬ ＝０，　Ｍ０＋ＭＬ ＋Ｒ×ＦＬ ＝０
（２．３．４）

各截面的内力主矢Ｆ＝－Ｆ０＝ＦＬ 为常矢量。则
外力主矢的虚功δＷ１ 可用内力主矢Ｆ表示为

δＷ１ ＝Ｆ０·δｒ０＋ＦＬ·δｒＬ ＝Ｆ·δＲ
（２．３．５）

将矢径Ｒ用中心线的切线基矢量Ｔ 对弧坐标的
积分表示为

Ｒ＝ｒＬ －ｒ０ ＝∫
Ｌ

０
Ｔ（ｓ）ｄｓ （２．３．６）

由于矢量Ｆ不随虚位移改变，可写入变分号内，利用Ｆ相对切线轴的方向余弦γ，外力主
矢的虚功可写作

δＷ１ ＝Ｆ·δＲ＝Ｆ·δ∫
Ｌ

０
Ｔｄｓ

＝δ∫
Ｌ

０
Ｆ·Ｔｄｓ＝δ∫

Ｌ

０
Ｆγｄｓ （２．３．７）

设端部Ｐ０和ＰＬ的截面虚角位移分别为δ０和δＬ，则外力主矩的虚功δＷ２为

δＷ２ ＝Ｍ０·δ０＋ＭＬ·δＬ （２．３．８）
外力势能的变分δＥｐ为式（２．３．７）与式（２．３．８）之和的负值

２２ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



δＥｐ ＝－（δＷ１＋δＷ２）

＝－δ∫
Ｌ

０
Ｆγｄｓ－（Ｍ０·δ０＋ＭＬ·δＬ） （２．３．９）

杆的总势能变分为式（２．３．３）与式（２．３．９）之和，可写作

δＥ＝δ∫
Ｌ

０
Γｄｓ－（Ｍ０·δ０＋ＭＬ·δＬ） （２．３．１０）

其中Γ为势能密度函数，定义为

Γ＝ １
２ Ａω２

１＋Ｂω２
２＋Ｃ（ω３－ω０

３）［ ］２ －Ｆγ （２．３．１１）

根据最小势能原理，弹性杆的平衡状态对应于总弹性势能的极小值。因此在杆的所有可
能平衡状态中，真实平衡状态所对应的杆的总势能的一阶变分应等于零，

δＥ＝δ∫
Ｌ

０
Γｄｓ－（Ｍ０·δ０＋ＭＬ·δＬ）＝０ （２．３．１２）

此条件在形式上与经典分析力学中的哈密顿变分原理相同。只是在弹性杆问题中，哈密
顿变分原理中的时间变量ｔ被弧坐标ｓ替代，哈密顿作用量被弹性杆的总势能Ｅ替代，作
为被积函数的拉格朗日函数被弹性杆的势能密度函数Γ替代。以上述弧坐标哈密顿变
分原理为基础，构成以弹性杆平衡为分析对象的弧坐标分析力学。经典分析力学的各种
分析方法原则上均可移植到弧坐标分析力学。

２．３．３　弧坐标拉格朗日方程

将欧拉角作为确定截面姿态的３个广义坐标，引入广义坐标符号：ｑ１＝ψ，ｑ２＝θ，ｑ３＝

φ。以右上角的撇号表示相对弧坐标ｓ的导数，广义坐标的导数ｑ′ｊ（ｊ＝１，２，３）称为广义速
度。将式（２．２．６）代入后，式（２．３．１１）中的Γ为ｑｊ，ｑ′ｊ（ｊ＝１，２，３）的函数。将式（２．３．１０）
中的积分式展开，并利用分部积分化作

δ∫
Ｌ

０
Γｄｓ＝ ∑

３

ｊ＝１∫
Ｌ

０

Γ
ｑ′ｊ

δｑ′ｊ ＋Γ
ｑｊ

δｑ（ ）ｊ ｄ［ ］ｓ

＝ ∑
３

ｊ＝１∫
Ｌ

０

Γ
ｑｊ

－ｄ
ｄｓ

Γ
ｑ′（ ）［ ］ｊ

δｑｊｄｓ＋Γ
ｑ′ｊ

δｑｊ

Ｌ

｛ ｝０

（２．３．１３）

在端点Ｐ０和ＰＬ处，截面作用力主矩Ｍ 分别等于外力矩－Ｍ０ 和ＭＬ。将式（２．３．１０）右边
第二项的矢量式用相对截面坐标系的投影式表示，并利用附录Ｂ中的式（Ｂ．６２）将δ用
广义坐标的变分表示，导出

ＭＬ·δＬ＋Ｍ０·δ０＝ＭＴδ Ｌ
０ ＝ＭＴＬδｑ

Ｌ
０

（２．３．１４）
其中Ｍ 为截面作用力的主矩相对截面坐标系的投影列阵，δｑ为δｑｊ（ｊ＝１，２，３）排成的列
阵，矩阵Ｌ的定义见附录Ｂ中的式（Ｂ．６３）。
将式（２．３．１３）和式（２．３．１４）代入平衡条件（２．３．１２），由于δｑｊ（ｊ＝１，２，３）为独立变

量，导出

ｄ
ｄｓ

Γ
ｑ′（ ）ｊ

－Γ
ｑｊ

＝０　（ｊ＝１，２，３） （２．３．１５）

∑
３

ｊ＝１

Γ
ｑ′ｊ

ｅＴ
ｊ ＋ＭＴ ）Ｌ δ（ ｑ

Ｌ

０
＝０ （２．３．１６）
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其中ｅｊ（ｊ＝１，２，３）为基矢量的投影列阵。方程（２．３．１５）在形式上与经典分析力学中的拉
格朗日方程相同，只是拉格朗日函数被弹性杆的势能密度函数Γ代替。式（２．３．１６）确定
杆的边界条件。
将式（２．２．３）和式（２．２．４）代入式（２．３．１１），计算Γ函数的欧拉角表达式，得到

Γ＝１
２

［Ａ（θ′ｃｏｓφ＋ψ′ｓｉｎθｓｉｎφ）２＋Ｂ（－θ′ｓｉｎφ＋ψ′ｓｉｎθｃｏｓφ）２

＋Ｃ（ψ′ｃｏｓθ＋φ′－ω０
３）２］－Ｆｃｏｓθ （２．３．１７）

代入拉格朗日方程（２．３．１５），可直接导出用欧拉角表示的非圆截面弹性杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
方程（２．２．５）。对于圆截面情形，将式（２．２．６）代入式（２．３．１１），Γ函数简化为

Γ＝ １
２

［Ａ（θ′２＋ψ′
２ｓｉｎ２θ）＋Ｃ（ψ′ｃｏｓθ＋φ′－ω０

３）２］－Ｆｃｏｓθ （２．３．１８）

代入弧坐标拉格朗日方程（２．３．１５）后，导出圆截面弹性杆的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．２．１０）。

２．３．４　弧坐标哈密顿正则方程

按照经典分析力学的定义，引入弧坐标哈密顿函数Ｈ

Ｈ ＝ ∑
３

ｉ＝１
ｑ′ｉ

Γ
ｑ′ｉ

－Γ （２．３．１９）

将式（２．３．１１）代入上式，略去常数项（ω０
３）２／２，导出

Ｈ ＝ １
２

（Ａω２
１＋Ｂω２

２＋Ｃω２
３）＋Ｆγ （２．３．２０）

与式（２．３．１１）比较，哈密顿函数Ｈ 在形式上与原始扭率ω０
３ 为零时的势能密度函数Γ相

似，区别仅在于Ｆγ前的符号相反。仍按照经典分析力学的定义，将势能密度函数Γ对广
义坐标ｑｉ（ｉ＝１，２，３）的偏导数称为广义动量，记作ｐｉ（ｉ＝１，２，３）

ｐｉ ＝Γ
ｑ′ｉ

　（ｉ＝１，２，３） （２．３．２１）

将Γ函数的欧拉角表达式代入计算后，各广义动量分别等于内力对截面中心的主矩Ｍ 在

ζ轴、ｘ１轴和ｚ轴上的投影

ｐ１ ＝Ａω１α＋Ｂω２β＋Ｃω３γ＝Ｍζ

ｐ２ ＝ （１－γ）－１／２（Ａω１β－Ｂω２α）＝Ｍｘ１

ｐ３ ＝Ｃω３ ＝Ｍ３

（２．３．２２）

将式（２．２．４）代入后，可将广义动量写作广义速度ｑ′ｉ（ｉ＝１，２，３）的线性式

ｐｉ ＝ ∑
３

ｊ＝１
ｃｉｊｑ′ｊ　（ｉ＝１，２，３） （２．３．２３）

其中的系数矩阵（ｃｉｊ）为

（ｃｉｊ）＝

（Ａｓ２ｑ３＋Ｂｃ２ｑ３）ｓ２ｑ２＋Ｃｃ２ｑ２ （Ａ－Ｂ）ｓｑ２ｃｑ３ｓｑ３ Ｃｃｑ２

（Ａ－Ｂ）ｓｑ２ｃｑ３ｓｑ３ Ａｃ２ｑ３＋Ｂｓ２ｑ３ ０
Ｃｃｑ２ ０

烄

烆

烌

烎Ｃ

（２．３．２４）

矩阵（ｃｉｊ）非奇异，可从式（２．３．２３）解出

ｑ′ｊ ＝珘ｑ′ｊ（ｑ，ｐ）　（ｊ＝１，２，３） （２．３．２５）
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其中括号内不带下标的ｑ，ｐ 表示ｑｉ，ｐｉ（ｉ＝１，２，３）的全体。利用式（２．３．２５）将式
（２．３．１９）定义的哈密顿函数中的广义速度ｑ′ｉ（ｉ＝１，２，３）用广义动量ｐｉ（ｉ＝１，２，３）表示为

Ｈ ＝ ∑
３

ｉ＝１

珘ｑ′ｉｐｉ－Γ（ｑ，ｐ） （２．３．２６）

将Ｈ 对ｑｊ求偏导数，并利用式（２．３．２１）化简，得到

Ｈ
ｑｊ

＝ ∑
３

ｉ＝１
ｐｉ－

Γ
ｑ′（ ）ｉ

珘ｑ′ｉ
ｑｊ

－Γ
ｑｊ

＝－Γ
ｑｊ

（２．３．２７）

再将Ｈ 对ｐｊ求偏导数，化简后得到

Ｈ
ｐｊ

＝ｑ′ｊ ＋∑
３

ｉ＝１
ｐｉ－

Γ
ｑ′（ ）ｉ

珘ｑ′ｉ
ｐｊ

＝ｑ′ｊ （２．３．２８）

利用式（２．３．２１）和式（２．３．２７），拉格朗日方程（２．３．１５）可改写为

ｐ′ｊ ＋Ｈ
ｑｊ

＝０ （２．３．２９）

式（２．３．２８）和式（２．３．２９）组成形式对称的弧坐标哈密顿正则方程

ｑ′ｊ ＝Ｈ
ｐｊ

，　ｐ′ｊ ＝－Ｈ
ｑｊ

　（ｊ＝１，２，３） （２．３．３０）

哈密顿函数Ｈ 的欧拉角表达式为

Ｈ ＝ １
２

［Ａ（θ′ｃｏｓφ＋ψ′ｓｉｎθｓｉｎφ）２＋Ｂ（－θ′ｓｉｎφ＋ψ′ｓｉｎθｃｏｓφ）２

　　＋Ｃ（ψ′ｃｏｓθ＋φ′）２］＋Ｆｃｏｓθ （２．３．３１）
对于圆截面情形，哈密顿函数简化为

Ｈ ＝ １
２

［Ａ（θ′２＋ψ′
２ｓｉｎ２θ）＋Ｃ（ψ′ｃｏｓθ＋φ′）２］＋Ｆｃｏｓθ （２．３．３２）

将式（２．３．３１）或式（２．３．３２）代入弧坐标哈密顿正则方程（２．３．３０），导出与式（２．２．５）或式
（２．２．１０）相同的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程。

２．３．５　弧坐标ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程

将弯扭度的３个投影ωｉ（ｉ＝１，２，３）在形式上写作变量πｉ（ｉ＝１，２，３）的导数

π′ｉ ＝ωｉ　（ｉ＝１，２，３） （２．３．３３）

变量πｉ（ｉ＝１，２，３）不能从上式积分为广义坐标的函数而称为准坐标。准坐标可代替广义
坐标作为确定截面姿态的独立变量。与附录Ｂ中的式（Ｂ．７４）对照可看出，准坐标的无限
小增量即刚体无限小转动Δ的３个投影

Δπｉ ＝Δｉ　（ｉ＝１，２，３） （２．３．３４）
因此准坐标仅无限小增量或导数有物理意义。利用附录Ｂ中的式（Ｂ．６２）可确定准坐标
增量与广义坐标增量之间的关系

Δπｉ ＝ ∑
３

ｊ＝１
ａｉｊΔｑｊ，　Δｑｊ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｂｊｉΔπｉ　（ｉ，ｊ＝１，２，３） （２．３．３５）

经典分析力学中将准坐标的导数π′ｉ（ｉ＝１，２，３）称为准速度。在弧坐标分析力学中，相对
弧坐标的准速度即弯扭度的投影，与广义速度ｑ′ｊ（ｊ＝１，２，３）之间满足以下关系
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π′ｉ ＝ ∑
３

ｊ＝１
ａｉｊｑ′ｊ，　ｑ′ｊ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｂｊｉπ′ｉ （２．３．３６）

式（２．３．３５）和式（２．３．３６）中的（ａｉｊ）即为附录Ｂ中的式（Ｂ．６３）表示的矩阵Ｌ，（ｂｊｉ）为Ｌ的
逆阵

Ｌ＝ （ａｉｊ）＝
ｓｉｎｑ２ｓｉｎｑ３ ｃｏｓｑ３ ０
ｓｉｎｑ２ｃｏｓｑ３ －ｓｉｎｑ３ ０

ｃｏｓｑ２

烄

烆

烌

烎０ １

Ｌ－１ ＝ （ｂｊｉ）＝
ｃｓｃｑ２ｓｉｎｑ３ ｃｓｃｑ２ｃｏｓｑ３ ０

ｃｏｓｑ３ －ｓｉｎｑ３ ０
－ｃｏｔｑ２ｓｉｎｑ３ ｃｏｔｑ２ｃｏｓｑ３

烄

烆

烌

烎１

（２．３．３７）

系数ａｉｊ，ｂｊｉ可写作

ａｉｊ ＝πｉ

ｑｊ
＝

ωｉ

ｑ′ｊ
，　ｂｊｉ ＝ｑｊ

πｉ
＝ｑ′ｊ

ωｉ
　（ｉ，ｊ＝１，２，３） （２．３．３８）

在给定位形下发生的准坐标变分和弯扭度变分为

δπｉ ＝ ∑
３

ｊ＝１

ωｉ

ｑ′ｊ
δｑｊ，　δωｉ ＝ ∑

３

ｊ＝１

ωｉ

ｑ′ｊ
δｑ′ｊ ＋ωｉ

ｑｊ
δｑ（ ）ｊ （２．３．３９）

计算δπｉ对ｓ的导数，得到

ｄ
ｄｓ

（δπｉ）＝ ∑
３

ｊ＝１

ｄ
ｄｓ

ωｉ

ｑ′（ ）
ｊ

δｑｊ＋
ωｉ

ｑ′ｊ
ｄ
ｄｓ

（δｑｊ［ ］） （２．３．４０）

将上式和式（２．３．３９）的第二式相减，考虑完整系统的广义坐标的微分与变分的可交换性，
导出准坐标的微分与变分的交换关系

ｄ
ｄｓ

（δπｉ）－δωｉ ＝ ∑
３

ｋ＝１
∑
３

ｊ＝１

ｄ
ｄｓ

ωｉ

ｑ′（ ）
ｊ

－ωｉ

ｑ［ ］ｊ

ｑ′ｊ
ωｋ

δπｋ　（ｉ＝１，２，３） （２．３．４１）

利用式（２．３．３８）导出

ｄ
ｄｓ

ωｉ

ｑ′（ ）
ｊ

＝ ∑
３

ｌ＝１

ａｉｊ

ｑｌ
ｑ′ｌ，　ωｉ

ｑｊ
＝ ∑

３

ｌ＝１

ａｉｌ

ｑｊ
ｑ′ｌ，　ｑ′ｌ ＝ ∑

３

ｍ＝１
ｂｌｍωｍ，　ｑ′ｊ

ωｋ
＝ｂｊｋ

（２．３．４２）
将上式代入式（２．３．４１），并引入Ｂｏｌｔｚｍａｎ三标记号γｉ

ｋｍ

γｉ
ｋｍ ＝ ∑

３

ｊ＝１
∑
３

ｌ＝１

ａｉｊ

ｑｌ
－ａｉｌ

ｑ（ ）ｊ
ｂｊｋｂｌｍ　（ｉ，ｋ，ｍ ＝１，２，３） （２．３．４３）

则式（２．３．４１）可简明地表达为

δωｉ ＝ （δπｉ）′－∑
３

ｋ＝１
∑
３

ｍ＝１
ωｍγｉ

ｋｍδπｋ　（ｉ＝１，２，３） （２．３．４４）

　　将式（２．３．１０）中的势能密度函数Γ写作准坐标πｉ及其导数ωｉ（ｉ＝１，２，３）的函数，展
开后得到

δ∫
Ｌ

０
Γｄｓ＝ ∑

３

ｉ＝１∫
Ｌ

０

Γ
ωｉ

δωｉ＋Γ
πｉ

δπ（ ）ｉ ｄ［ ］ｓ （２．３．４５）

其中对准坐标πｉ的偏导数定义为


πｉ

＝ ∑
３

ｋ＝１

ｑ′ｋ
ωｉ


ｑｋ

（２．３．４６）
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将式（２．３．４４）代入式（２．３．４５），适当改变下标符号和求和顺序，化作

δ∫
Ｌ

０
Γｄｓ＝ ∑

３

ｋ＝１∫
Ｌ

０

Γ
πｋ

－ｄ
ｄｓ

Γ
ω（ ）ｋ

－∑
３

ｉ＝１
∑
３

ｍ＝１

Γ
ωｉ

ωｍγｉ［ ］ｋｍ δπｋｄｓ＋Γ
ωｋ

δπｋ

Ｌ

｛ ｝０

（２．３．４７）

将上式代入平衡条件（２．３．１２），其中的边值项可化作与式（２．３．１４）类似的边界条件

∑
３

ｋ＝１

Γ
ωｋ

ｅＴ
ｋ ＋Ｍ（ ）Ｔ δ

Ｌ

０
＝０ （２．３．４８）

其中δ为δπｉ（ｉ＝１，２，３）排成的列阵。由于式（２．３．４７）的积分式中δπｋ（ｋ＝１，２，３）为独

立变量，导出以下弧坐标ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程

ｄ
ｄｓ

Γ
ω（ ）ｋ

－Γ
πｋ

＋∑
３

ｉ＝１
∑
３

ｍ＝１

Γ
ωｉ

ωｍγｉ
ｋｍ ＝０　（ｋ＝１，２，３） （２．３．４９）

将式（２．３．１１）代入ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程（２．３．４９），可直接得到Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．１．１８）。

２．３．６　准坐标正则方程

定义与准坐标πｉ（ｉ＝１，２，３）对应的准动量，记作Ｐｉ（ｉ＝１，２，３）

Ｐｉ ＝ Γ
ωｉ

　（ｉ＝１，２，３） （２．３．５０）

将式（２．３．１１）代入上式，导出的准动量等于内力对截面中心Ｐ的主矩Ｍ 在主轴坐标系
（Ｐｘｙｚ）中的投影

Ｐｉ ＝Ｍｉ　（ｉ＝１，２，３） （２．３．５１）

直接验算可以证明，各准动量Ｐｉ（ｉ＝１，２，３）满足以下泊松括号恒等式①

（Ｐ１，Ｐ２）＝－Ｐ３，　（Ｐ２，Ｐ３）＝－Ｐ１，　（Ｐ３，Ｐ１）＝－Ｐ２ （２．３．５２）

将弧坐标哈密顿函数Ｈ 重新定义为

Ｈ ＝ ∑
３

ｉ＝１
ωｉ

Γ
ωｉ

－Γ （２．３．５３）

势能密度函数Γ和哈密顿函数Ｈ 可用准动量Ｐｉ（ｉ＝１，２，３）代替准速度，表示为

Γ＝ １
２

Ｐ２
１

Ａ ＋Ｐ２
２

Ｂ ＋Ｐ２
３（ ）Ｃ －Ｆγ （２．３．５４）

Ｈ ＝ １
２

Ｐ２
１

Ａ ＋Ｐ２
２

Ｂ ＋
（Ｐ３＋Ｃω０

３）２［ ］Ｃ ＋Ｆγ （２．３．５５）

若原始扭率ω０
３ 为零，则二者的区别仅在于Ｆγ前的符号相反。将式（２．３．５４）和式

（２．３．５５）对πｋ 分别求偏导数，由于πｋ 仅与其中的γ有关，得到

Ｈ
πｋ

＝－Γ
πｋ

（２．３．５６）

将式（２．３．５３）对Ｐｋ 求偏导数，得到
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① 在ｎ维相空间（ｑ，ｐ）内定义的任意函数ｕ，ｖ的泊松括号：（ｕ，ｖ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

ｕ
ｑｉ

ｖ
ｐｉ

－ｕ
ｐｉ

ｖ
ｑ（ ）ｉ

。



Ｈ
Ｐｋ

＝ωｋ （２．３．５７）

将式（２．３．５０）和式（２．３．５６）代入ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程（２．３．４９），与方程（２．３．５７）组成
准坐标正则方程

π′ｋ ＝Ｈ
Ｐｋ

　 （ｋ＝１，２，３） （２．３．５８ａ）

Ｐ′ｋ ＝－Ｈ
πｋ

＋∑
３

ｉ＝１
∑
３

ｍ＝１
Ｐｉπ′ｍγｉ

ｋｍ　 （ｋ＝１，２，３） （２．３．５８ｂ）

若方程（２．３．３６）可积，则ａｉｊ／ｑｌ＝ａｉｌ／ｑｊ，准坐标转化为广义坐标，三标记号γｉ
ｋｍ为零，

ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程（２．３．４７）转化为拉格朗日方程（２．３．１５），准坐标正则方程（２．３．５８）
转化为哈密顿正则方程（２．３．３０）。

将式（２．３．５５）代入正则方程中的（２．３．５８ｂ），将准动量Ｐｋ 改记为主矩分量Ｍｋ，且利
用式（２．１．１６）将准速度π′ｍ＝ωｍ 也用主矩分量表示，导出用主矩分量表示的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
方程

ｄＭ１

ｄｓ ＝ １
Ｃ －１（ ）Ｂ Ｍ２Ｍ３＋ω０

３Ｍ２＋Ｆβ

ｄＭ２

ｄｓ ＝ １
Ａ －１（ ）Ｃ Ｍ１Ｍ３－ω０

３Ｍ１－Ｆα （２．３．５９）

ｄＭ３

ｄｓ ＝ １
Ｂ －１（ ）Ａ Ｍ１Ｍ２

这种表达形式的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程在第５章中被用于稳定性分析。

２．３．７　拉格朗日乘子

讨论受约束弹性杆的平衡时，必须同时列出相应的约束条件。以中心线两端相连的
封闭杆为例，要求弧坐标等于０和Ｌ的连接处有相同的位置矢量。令式（２．３．６）中的Ｒ
为零矢量，此约束条件可写作

ｒ（Ｌ）－ｒ（０）＝∫
Ｌ

０
Ｔ（ｓ）ｄｓ＝０ （２．３．６０）

其中Ｔ（ｓ）为弹性杆的切线基矢量。利用表２．２确定矢量Ｔ相对惯性坐标系（Ｏξηζ）的投
影，约束条件（２．３．６０）的标量形式为

∫
Ｌ

０
ｓｉｎθｓｉｎψｄｓ＝０，　∫

Ｌ

０
ｓｉｎθｃｏｓψｄｓ＝０，　∫

Ｌ

０
ｃｏｓθｄｓ＝０ （２．３．６１）

引入矢量形式的常值拉格朗日乘子Λ，与积分（２．３．６０）相乘后移至积分号内，与总势能Ｅ
相加，定义为受约束杆的总势能，记作珟Ｅ

珟Ｅ＝∫
Ｌ

０
Г（ｓ）ｄｓ＋∫

Ｌ

０
Λ·Ｔ（ｓ）ｄｓ （２．３．６２）

将珟Ｅ的变分写作

δ珟Ｅ＝δ∫
Ｌ

０
珟Γ（ｓ）ｄｓ （２．３．６３）

其中的被积函数珟Γ为考虑约束条件后重新定义的势能密度函数
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珟Γ＝Г＋Λ·Ｔ （２．３．６４）
设矢量Λ在（Ｏξηζ）上的投影为Λｊ（ｊ＝１，２，３），导出

Λ·Ｔ＝Λ１ｓｉｎθｓｉｎψ－Λ２ｓｉｎθｃｏｓψ＋Λ３ｃｏｓθ （２．３．６５）
设杆为圆截面，将上式和式（２．３．１７）代入式（２．３．６４），重复２．３．３节中的推导，得到与式
（２．３．１５）类似的弧坐标拉格朗日方程，但其中的势能密度函数Γ以珟Γ 替代

ｄ
ｄｓ

珟Γ
ｑ′（ ）ｉ

－珟Γ
ｑｉ

＝０　（ｉ＝１，２，３） （２．３．６６）

将式（２．３．１７）和式（２．３．６５）代入后，导出用欧拉角表示的圆截面封闭杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
方程

Ａ（θ″－ψ′
２ｃｏｓθｓｉｎθ）＋Ｃψ′（ψ′ｃｏｓθ＋φ′－ω０

３）－（Ｆ－Λ３）ｓｉｎθ
　－（Λ１ｓｉｎψ＋Λ２ｃｏｓψ）ｃｏｓθ＝０ （２．３．６７ａ）

Ａ（ψ″ｓｉｎθ＋２ψ′θ′ｃｏｓθ）－Ｃθ′（ψ′ｃｏｓθ＋φ′－ω０
３）

　－Λ１ｃｏｓψ－Λ２ｃｏｓψ＝０ （２．３．６７ｂ）

Ｃｄ
ｄｓ

（ψ′ｃｏｓθ＋φ′－ω０
３）＝０ （２．３．６７ｃ）

中心线两端重合的约束条件（２．３．６０）仅为弹性杆封闭的必要条件。为保证弹性杆的光滑
连续性，还要求截面的姿态和杆的弯扭度也连续，体现为欧拉角的连续条件

ψ（Ｌ）＝ψ（０），　θ（Ｌ）＝θ（０），　φ（Ｌ）＝φ（０）

ψ′（Ｌ）＝ψ′（０），　θ′（Ｌ）＝θ′（０），　φ′（Ｌ）＝φ′（０）
（２．３．６８）

以此为边界条件，将方程组（２．３．６７）与约束条件（２．３．６１）联立求解，可确定欧拉角的变化
规律和待定的拉格朗日乘子。

２．４　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的初积分

２．４．１　普遍情况下的初积分

　　在普遍情况下，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程存在以下３个初积分。

１．几何积分

将Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程中的式（２．１．１１ａ）～式（２．１．１１ｃ）分别与α，β，γ相乘后相加，积分后
得到

α２＋β
２＋γ２＝１ （２．４．１）

此初积分也可由方向余弦的性质直接得出。

２．Ｊａｃｏｂｉ积分

将Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程中的式（２．１．１８ａ）～式（２．１．１８ｃ）和式（２．１．１１ｃ）分别与ω１，ω２，ω３，

Ｆ相乘后相加，积分后得到

１
２

（Ａω２
１＋Ｂω２

２＋Ｃω２
３）＋Ｆγ＝Ｈ０ （２．４．２）
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按分析力学观点，由于Γ函数不显含弧坐标ｓ，此积分即弧坐标拉格朗日方程（２．３．１５）的
Ｊａｃｏｂｉ积分。与式（２．３．２０）对照，Ｊａｃｏｂｉ积分表明弧坐标哈密顿函数守恒，积分常数 Ｈ０

为守恒的函数值。虽然与刚体定点运动的能量积分在形式上相同，但有不同的物理意义。

Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．２）的第一项在无原始扭率时表示弹性杆的应变能密度函数，第二项
Ｆγ＝Ｆ·ｅ３ 为截面作用力主矢沿ｚ轴的切向分量。将哈密顿函数Ｈ 与原始扭率ω０

３ 为零

时的势能密度函数Γ比较，二者的Ｆγ项的符号相反。仅当外力功为零且无原始扭率时，

Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．２）方可解释为杆的势能密度守恒。否则此初积分与能量守恒无关。因
此无原始扭率时，Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．２）仅表示弹性杆的应变能密度与作用力的切向投影之
和沿弧坐标守恒。而且此解释不适用于有原始扭率的情形，此时式（２．４．２）的第一项已不
同于杆的应变能密度。

３．沿ζ轴的力矩积分

将Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程式（２．１．１１ａ）～式（２．１．１１ｃ）、式（２．１．１８ａ）～式（２．１．１８ｃ）分别与α，

β，γ，Ａω１，Ｂω２，Ｃ（ω３－ω０
３）相乘后相加，积分后得到

Ａω１α＋Ｂω２β＋Ｃ（ω３－ω０
３）γ＝Ｍ０ （２．４．３）

与式（２．３．２２）中的第一式对照，上式左边即截面作用力的主矩在ζ轴上的投影Ｍζ。积分
常数Ｍ０ 等于沿ζ轴作用的外力矩Ｍ０的模。初积分（２．４．３）的存在又一次证明２．２．１节
中的结论：杆的任意截面上作用力对截面中心的主矩在ζ轴上的投影沿弧坐标守恒。按
分析力学观点，由于Γ函数不显含ψ，式（２．４．３）是与循环坐标ψ对应的循环积分。

２．４．２　若干特殊情况下的初积分

由于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程不显含弧坐标ｓ，因此完全确定方程的解仅需要５个初积分。应
用Ｊａｃｏｂｉ最后乘子方法可在４个初积分基础上构造出一个新的初积分，因此实际上只要
存在４个初积分，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程即可积。前面已对不同截面形状和受力状态的普遍情况
导出了３个初积分，而第四初积分仅在弹性杆的特殊条件下存在。以下将说明，对于圆截
面杆和作用力主矢为零的非圆截面杆两种特殊情形，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程存在第四初积分。这
两种情况分别与刚体定点运动的拉格朗日情况和欧拉情况相似。除此以外，还有另一种
更特殊的情况存在第四初积分，与刚体定点运动的Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情况相似，将在２．６节
中单独叙述。受约束弹性杆在某种特殊约束条件下也存在含拉格朗日乘子的初积分。

１．圆截面杆沿ｚ轴的力矩积分

对于圆截面杆的特殊情形，令方程（２．１．１８ｃ）中Ａ＝Ｂ，即导出另一个初积分

ω３ ＝ω３０ （２．４．４）
表明圆截面杆的扭率保持常值ω３０。也可直接从方程（２．２．１０ｃ）导出此初积分的欧拉角表
达式。可推知，主矩在切线轴上的投影Ｍ３，即截面上作用的扭矩沿弧坐标守恒

Ｍ３０ ＝Ｃ（ω３０－ω０
３）＝ｍＡ （２．４．５）

其中ｍ为新定义的积分常数

ｍ ＝ Ｍ３０

Ａ ＝λ（ω３０－ω０
３） （２．４．６）
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参数λ＝Ｃ／Ａ为抗扭与抗弯刚度之比。按分析力学观点，由于在圆截面情况下Γ函数不
显含φ，式（２．４．５）为与循环坐标φ对应的循环积分。

２．作用力主矢为零时的力矩积分

对于作用力主矢为零的特殊情形，令式（２．１．１８ａ）～式（２．１．１８ｃ）分别与Ａω１，Ｂω２，

Ｃ（ω３－ω０
３）相乘后相加，积分后得到

Ａ２ω２
１＋Ｂ２ω２

２＋Ｃ２（ω３－ω０
３）２ ＝Ｍ２

０ （２．４．７）

此初积分的物理意义为任意截面上作用力主矩的模沿弧坐标守恒，积分常数Ｍ０为保持常

值的主矩的模。当Ｆ ＝０时，从式（２．２．２）可直接得出Ｍ＝Ｍ０。表明杆的任意截面的作

用力主矩均等于端部作用的外力矩Ｍ０。由于Ｆ０＝０，惯性参考系的ζ轴改由力矩Ｍ０的

方向确定。

３．中心线封闭的圆截面杆的Ｊａｃｏｂｉ积分

２．３节中对于中心线封闭的圆截面杆，列出了带拉格朗日乘子的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程
（２．３．６７）。其中的第三式存在与式（２．４．５）相同的初积分

Ｃ（ψ′ｃｏｓθ＋φ′－ω０
３）＝ｍＡ （２．４．８）

将上式代入方程（２．３．６７）的前两式，引入参数Λ，δ，并定义新的广义坐标珘ψ

Λ＝ （Λ２
１＋Λ２

２）１／２，　δ＝ａｒｃｔａｎΛ１

Λ（ ）２
，　珘ψ＝ψ＋π＋δ （２．４．９）

化作

Ａ（θ″－珘ψ′
２ｃｏｓθｓｉｎθ）＋（ｍＡ珘ψ′－Ｆ－Λ３）ｓｉｎθ－Λｃｏｓθｃｏｓ珘ψ＝０ （２．４．１０ａ）

Ａ（珘ψ″ｓｉｎθ＋２珘ψ′θ′ｃｏｓθ）－ｍＡθ′＋Λｓｉｎ珘ψ＝０ （２．４．１０ｂ）

将方程（２．４．１０ａ）和方程（２．４．１０ｂ）分别与θ′和珘ψｓｉｎθ相乘后相加，可积分得到带拉格朗
日乘子的圆截面封闭杆的Ｊａｃｏｂｉ积分

１
２Ａ（θ′２＋珘ψ′

２ｓｉｎ２θ）＋（Ｆ－Λ３）ｃｏｓθ－Λｓｉｎθｃｏｓ珘ψ＝Ｈ （２．４．１１）

２．４．３　用主矢和主矩分量表示的初积分

利用式（２．１．１０）和式（２．１．１６），以上导出的初积分（２．４．１），（２．４．２），（２．４．４），

（２．４．５），（２．４．７）可改用主矢和主矩分量Ｆｉ，Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）表示为

Ｆ２
１＋Ｆ２

２＋Ｆ２
３ ＝Ｆ２

０ （２．４．１２）

１
２

Ｍ２
１

Ａ ＋Ｍ２
２

Ｂ ＋
（Ｍ３＋Ｃω０

３）２［ ］Ｃ ＋Ｆ３ ＝Ｈ （２．４．１３）

Ｆ１Ｍ１＋Ｆ２Ｍ２＋Ｆ３Ｍ３ ＝Ｆ０Ｍ０ （２．４．１４）

Ｍ３ ＝Ｍ３０ （２．４．１５）

Ｍ２
１＋Ｍ２

２＋Ｍ２
３＝Ｍ２

０ （２．４．１６）

除Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．１３）以外，用主矢和主矩分量表示的初积分均不显含原始扭率。
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２．５　圆截面杆的解析积分

上述圆截面杆和作用力主矢为零的两种特殊情形均存在第四初积分，其 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
方程必可积。本节讨论的圆截面杆与刚体动力学中的拉格朗日情形相对应。作用力主矢
为零的非圆截面杆的另一种可积情形将在２．６节中讨论。

２．５．１　欧拉角的解析积分

讨论带原始扭率的圆截面杆。令初积分（２．４．２）和（２．４．３）中Ａ＝Ｂ，将圆截面杆特
有的初积分（２．４．５）代入，化作

ω２
１＋ω２

２＋ｐγ＝ｈ （２．５．１）

ω１α＋ω２β＋ｍγ＝ｌ （２．５．２）
各常数定义为

ｐ＝２Ｆ
Ａ

，　ｈ＝２Ｈ
Ａ －λω２

３０，　ｌ＝ Ｍ０

Ａ
（２．５．３）

利用式（２．２．４）将初积分（２．４．５），（２．５．１）和（２．５．２）化为用欧拉角表示，得到
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＋
ｄφ
ｄｓ

＝ ｍ
λ

（２．５．４）

ｄθ
ｄ（ ）ｓ

２

＋
ｄψ
ｄ（ ）ｓ

２

ｓｉｎ２θ＋ｐｃｏｓθ＝ｈ （２．５．５）

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎ２θ＋ｍｃｏｓθ＝ｌ （２．５．６）

在θ≠０或π条件下，利用式（２．４．５）和式（２．５．６）消去Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．２．１０ａ）中的变量

ψ和φ，解耦为变量θ的微分方程
ｄ２θ
ｄｓ２ ＋Ｑ（θ）＝０ （２．５．７）

其中函数Ｑ（θ）为

Ｑ（θ）＝－
ｌ－ｍｃｏｓθ

ｓｉｎ２（ ）θ

２

ｃｏｓθ－ｍ ｌ－ｍｃｏｓθ
ｓｉｎ２（ ）θ ＋ｐ［ ］２ ｓｉｎθ （２．５．８）

利用式（２．５．６）消去Ｊａｃｏｂｉ积分（２．５．５）中的ｄψ／ｄｓ，化作
ｄθ
ｄ（ ）ｓ

２

＋Ｕ（θ）＝ｈ （２．５．９）

函数Ｕ（θ）为

Ｕ（θ）＝
（ｌ－ｍｃｏｓθ）２

ｓｉｎ２θ ＋ｐｃｏｓθ （２．５．１０）

Ｕ（θ）对θ的导数应等于２Ｑ（θ）。对于欧拉角的奇异值，可从式（２．５．６）导出ｍ＝ｌ（θ＝０），
或ｍ＝－ｌ（θ＝π），并导出

ｌｉｍ
→θ ０

ｌ－ｍｃｏｓθ
ｓｉｎ２（ ）θ ＝ｌｉｍ

→θ ０

ｍ
２ｃｏｓ（ ）θ ＝ ｍ

２ ＝ ｌ
２

ｌｉｍ
→θ π

ｌ－ｍｃｏｓθ
ｓｉｎ２（ ）θ ＝ｌｉｍ

→θ π

ｍ
２ｃｏｓ（ ）θ ＝－ｍ

２ ＝ ｌ
２

（２．５．１１）
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则方程（２．５．７）及其初积分（２．５．９）的有效范围可扩大到θ＝０或π，令

Ｑ（０）＝Ｑ（π）＝０，　Ｕ（０）＝－Ｕ（π）＝ｐ （２．５．１２）

　　从初积分（２．５．９）可直接计算欧拉角θ（ｓ）的变化规律

ｓ＝ｓ０＋∫
θ

θ０

ｄθ
ｈ－Ｕ（θ槡 ）

（２．５．１３）

将导出的θ（ｓ）代入式（２．５．４）和式（２．５．６），积分得到ψ（ｓ），φ（ｓ）的变化规律

ψ（ｓ）＝ψ０＋∫
ｓ

ｓ０

ｌ－ｍｃｏｓθ（ｓ）
ｓｉｎ２θ（ｓ） ｄｓ （２．５．１４）

φ（ｓ）＝φ０＋∫
ｓ

ｓ０

ｍ
λ －

［ｌ－ｍｃｏｓθ（ｓ）］ｃｏｓθ（ｓ）
ｓｉｎ２θ（ｓ｛ ｝） ｄｓ （２．５．１５）

２．５．２　椭圆函数形式的解析解

为寻求以上积分的解析表达，将方程（２．５．９）中的变量θ用γ（ｓ）＝ｃｏｓθ代替，导出

ｄγ
ｄｓ＝± ｆ（γ槡 ） （２．５．１６）

适当选择弧坐标的方向，使上式的右项取正号，其中函数ｆ（γ）定义为

ｆ（γ）＝ （ｈ－ｐγ）（１－γ２）－（ｌ－ｍγ）２ （２．５．１７ａ）
函数ｆ（γ）也可有另一种表达

ｆ（γ）＝ （ａ－ｐγ）（１－γ２）－（ｍ－ｌγ）２ （２．５．１７ｂ）
其中的常数ａ定义为

ａ＝ｈ＋ｍ２－ｌ２ （２．５．１８）
由于｜γ｜＝｜ｃｏｓθ｜≤１，方程（２．５．１６）仅在γ的闭区间［－１，＋１］内有定义，且要求ｆ（γ）≥
０。根据三次代数多项式ｆ（γ）＝０的以下性质

ｌｉｍ
→γ ±∞

ｆ（γ）＝±∞，　ｆ（±１）＜０ （２．５．１９）

方程ｆ（γ）＝０的３个根γｉ（ｉ＝１，２，３）的分布情况为

－１≤γｉ ≤１　（ｉ＝１，２），　γ３ ＞１ （２．５．２０）

图２．５　ｆ（γ）函数曲线

在杆截面作用力的主矢Ｆ不为零的条件下，即ｐ≠０时，可
将函数ｆ（γ）写作

ｆ（γ）＝ｐ（γ－γ１）（γ－γ２）（γ－γ３）
（２．５．２１）

由于γ３ 在［－１，＋１］区间以外，γ的定义域缩小为［γ１，γ２］
（见图２．５）。
引入新的变量ｖ（ｓ），使满足

γ（ｓ）＝γ１＋（γ２－γ１）ｖ２（ｓ） （２．５．２２）
则有

ｄγ
ｄｓ＝２ｖ（γ２－γ１）ｄｖｄｓ

（２．５．２３ａ）

ｆ（γ）＝ｐ（γ３－γ１）（γ２－γ１）２ｖ２（１－ｖ２）（１－ｋｖ２） （２．５．２３ｂ）
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将式（２．５．２１）和式（２．５．２３ｂ）代入方程（２．５．１６），化作ｖ（ｓ）的微分方程
ｄｖ
ｄｓ＝Ω （１－ｖ２）（１－ｋ２ｖ２槡 ） （２．５．２４）

其中的常数ｋ，Ω定义为

ｋ２ ＝γ２－γ１

γ３－γ１
，　Ω２ ＝ ｐ

４
（γ３－γ１） （２．５．２５）

方程（２．５．２４）可分离变量积分，写作

Ωｄｓ＝ ｄｖ
（１－ｖ２）（１－ｋ２ｖ２槡 ）

（２．５．２６）

设γ＝γ１ 处的弧坐标为ｓ０，参照附录Ａ，可对上式积分得到椭圆函数形式的解析解

Ω（ｓ－ｓ０）＝∫
ｖ

０

ｄｖ
（１－ｖ２）（１－ｋ２ｖ２槡 ）

＝∫


０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝Ｆ（，ｋ） （２．５．２７）

其中利用了ｖ＝ｓｉｎ所作的代换，Ｆ（，ｋ）为以ｋ为模的第一类椭圆积分，为Ｆ（，ｋ）的幅
角，记作

＝ａｍ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．５．２８）
进而导出

ｖ（ｓ）＝ｓｎ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．５．２９）
代入式（２．５．２２），得到

γ（ｓ）＝γ１＋（γ２－γ１）ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．５．３０）

γ（ｓ）确定以后，θ（ｓ）的变化规律随之确定

θ（ｓ）＝ａｒｃｃｏｓγ（ｓ） （２．５．３１）
将式（２．５．６）中的θ（ｓ）以式（２．５．３１）代入，展开后得到

ｄψ
ｄｓ

＝ ｌ－ｍγ１－ｍ（γ２－γ１）ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］
１－γ２

１－２γ１（γ２－γ１）ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］－（γ２－γ１）２ｓｎ４［Ω（ｓ－ｓ０）］
（２．５．３２ａ）

上式可化作

ｄψ
ｄｓ

＝ ｌ－ｍ
２（１－γ１）

１
１－ｎ１ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］

＋ ｌ＋ｍ
２（１＋γ１）

１
１－ｎ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］

（２．５．３２ｂ）
其中

ｎ１ ＝γ１－γ２

γ１－１
，　ｎ２ ＝γ１－γ２

γ１＋１
（２．５．３３）

积分式（２．５．３２），得到

ψ＝ψ０＋ ｌ－ｍ
２Ω（１－γ１）Π

［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ１，ｋ］

＋ ｌ＋ｍ
２Ω（１＋γ１）Π

［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ２，ｋ］ （２．５．３４）

其中Π（ｖ，ｎ，ｋ）为第三类椭圆积分，定义为
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Π（ｖ，ｎ，ｋ）＝∫
ｖ

０

ｄｖ
（１－ｎｖ２） （１－ｖ２）（１－ｋ２ｖ２槡 ）

（２．５．３５ａ）

将ｖ＝ｓｉｎ，＝ａｍｕ代入，此积分也可表示为

Π（ｕ，ｎ，ｋ）＝∫


０

ｄ
（１－ｎｓｉｎ２）１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝∫
ｕ

０

ｄｕ
１－ｎｓｎ２ｕ

（２．５．３５ｂ）

将式（２．５．３０）中的γ（ｓ）写作

γ（ｓ）＝ （γ１－１）１＋ １
γ１－１－ｎ１ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］ （２．５．３６ａ）

或写作

γ（ｓ）＝ （γ１＋１）１－ １
γ１＋１－ｎ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］ （２．５．３６ｂ）

将式（２．５．３２）和式（２．５．３６）代入式（２．５．４），导出

ｄφ
ｄｓ

＝ｍ
λ

（１－λ）＋ ｍ－ｌ
２（１－γ１）

１
１－ｎ１ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］

＋ ｍ＋ｌ
２（ｌ＋γ１）

１
１－ｎ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］

（２．５．３７）

积分后得到

φ＝φ０＋ｍ
λ

（１－λ）（ｓ－ｓ０）＋ ｍ－ｌ
２Ω（１－γ１）Π

［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ１，ｋ］

＋ ｍ＋ｌ
２Ω（１＋γ１）Π

［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ２，ｋ］ （２．５．３８）

２．５．３　曲率和挠率计算

解出γ（ｓ）的函数规律以后，可导出杆的曲率κ（ｓ）和挠率τ（ｓ）的解析式。为此将

Ｊａｃｏｂｉ积分（２．５．１）写作

ω２
１＋ω２

２ ＝ｈ－ｐγ （２．５．３９）

从式（１．２．２）导出

κ＝ ω２
１＋ω槡 ２

２ （２．５．４０）

将式（２．５．３９）代入式（２．５．４０），得到

κ（ｓ）＝ ｈ－ｐγ（ｓ槡 ） （２．５．４１）

其中的γ（ｓ）已在式（２．５．３０）中给出。

从式（１．２．２）还可导出

τ＝ω３０－ｄχ
ｄｓ

（２．５．４２）

χ＝ａｒｃｔａｎω１

ω（ ）２
（２．５．４３）

将式（２．５．４３）对ｓ求导，得到

ｄχ
ｄｓ＝ １

（ω２
１＋ω２

２）
ω２

ｄω１

ｄｓ －ω１
ｄω２

ｄ（ ）ｓ
（２．５．４４）

５３第２章　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程及其积分



令Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．１．１８ａ）和方程（２．１．１８ｂ）中Ａ＝Ｂ，ω３＝ω３０，写作

ｄω１

ｄｓ ＝ （１－λ）ω２ω３０＋λω２ω０
３＋ｐ

２β

ｄω２

ｄｓ ＝ （λ－１）ω１ω３０－λω１ω０
３－ｐ

２α
（２．５．４５）

将初积分（２．４．３）和（２．４．５）写作

ω１α＋ω２β＋ｍγ＝ｌ （２．５．４６ａ）

ω３０－ω０
３ ＝ ｍ

λ
（２．５．４６ｂ）

将式（２．５．４５）代入式（２．５．４４），并利用式（２．５．４０）、式（２．５．４２）和式（２．５．４６），化作

ｄχ
ｄｓ＝ω３０－ｍ＋ｐ

２
ｌ－ｍγ
ｈ－ｐ（ ）γ

（２．５．４７ａ）

也可化作

ｄχ
ｄｓ＝ω０

３＋ １
λ －（ ）１

２ ｍ－ ｍｈ－ｐｌ
２（ｈ－ｐγ） （２．５．４７ｂ）

将式（２．５．４６ｂ）和式（２．５．４７ｂ）代入式（２．５．４２），导出

τ＝ ｍ
２＋ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ） （２．５．４８）

将式（２．５．３０）表示的γ（ｓ）代入式（２．５．４１）和式（２．５．４８），得到曲率κ（ｓ）和挠率τ（ｓ）的解
析式

κ（ｓ）＝ （ｈ－ｐγ１）１／２ １－ｎ３ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］１／２ （２．５．４９）

τ（ｓ）＝ ｍ
２＋ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ１）１－ｎ３ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］
（２．５．５０）

其中

ｎ３ ＝ｐ（γ２－γ１）
ｈ－ｐγ１

（２．５．５１）

将式（２．５．３０）代入式（２．５．４７），积分得到截面相对扭角χ（ｓ）的解析式

χ（ｓ）＝ ω０
３＋ １

λ －（ ）１
２［ ］ｍ （ｓ－ｓ０）－ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ１）Π
［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ３，ｋ］

（２．５．５２）

２．６　非圆截面杆的解析积分

对于无原始扭率和曲率的非圆截面杆，仅当作用力主矢为零，或抗弯刚度和抗扭刚度
满足Ｃ＝Ｂ＝２Ａ条件时存在解析积分。这两种情况分别与刚体动力学中的欧拉情形和
Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情形相对应。

２．６．１　作用力主矢为零时非圆截面杆的解析解

２．５节对圆截面杆推导解析积分的过程中，必须满足作用力主矢Ｆ不为零的限制条
件。本节讨论外力主矢Ｆ０为零，即截面作用力的主矢Ｆ亦为零的情形。利用２．４节中
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Ｆ＝０条件下存在的初积分（２．４．７），设杆无原始扭率，令ω０
３＝０，写作

Ａ２ω２
１＋Ｂ２ω２

２＋Ｃ２ω２
３ ＝Ｍ２

０ （２．６．１）
其物理意义为杆的任意截面上作用力主矩的模守恒。利用此初积分，可直接导出降阶的
平衡方程以代替Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程。
以守恒的矢量Ｍ０的方向作为ζ轴，建立惯性参考坐标系（Ｏξηζ），仍使用２．２节中定

义的欧拉角，利用表２．２写出Ｍ 相对截面主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）的投影式
Ｍ ＝Ｍ０（ｓｉｎθｓｉｎφｅ１＋ｓｉｎθｃｏｓφｅ２＋ｃｏｓθｅ３） （２．６．２）

根据式（２．１．１２），此投影式还可写作
Ｍ ＝Ａω１ｅ１＋Ｂω２ｅ２＋Ｃω３ｅ３ （２．６．３）

利用式（２．２．４）将上式中的ω１，ω２，ω３ 用欧拉角表示，并与式（２．６．２）的各分量互等，导出

ｄθ
ｄｓｃｏｓφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎφ＝ Ｍ０

Ａｓｉｎθｓｉｎφ

－ｄθ
ｄｓｓｉｎφ＋

ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓφ＝ Ｍ０

Ｂｓｉｎθｃｏｓφ

ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＋
ｄφ
ｄｓ

＝ Ｍ０

Ｃｃｏｓθ

（２．６．４）

在θ≠０或π条件限制下，可将方程组（２．６．４）解耦，得到欧拉角的一阶微分方程组
ｄθ
ｄｓ＝ｌσｓｉｎθｃｏｓφｓｉｎφ （２．６．５ａ）

ｄψ
ｄｓ

＝ｌ（１＋σｓｉｎ２
φ） （２．６．５ｂ）

ｄφ
ｄｓ

＝ｌｃｏｓθ（ν－σｓｉｎ２
φ） （２．６．５ｃ）

其中参数ｌ和σ，ν定义为

ｌ＝ Ｍ０

Ｂ
，　σ＝ Ｂ

Ａ －１，　ν＝ Ｂ
Ｃ －１ （２．６．６）

无量纲参数σ表征截面的非对称性，ν表征抗弯刚度与抗扭刚度的差异。由于在一般情况
下，弹性杆的抗扭刚度小于抗弯刚度，即Ｃ＜Ａ，Ｃ＜Ｂ，因此参数ν满足ν＞０，且ν＞σ。对
于均匀各向同性的圆截面杆，ν等于杆材料的泊松比。由于在推导过程中直接利用了主
矩守恒的初积分，导出的方程组（２．６．５）比 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．２．５）的阶数降低一半。将
式（２．６．５ａ）与式（２．６．５ｃ）相除，消去弧坐标ｓ，得到由θ和φ组成的自治系统微分方程

ｄθ
ｄφ

＝ σｓｉｎθｃｏｓφｓｉｎφ
ｃｏｓθ（ν－σｓｉｎ２

φ）
（２．６．７）

设弧坐标ｓ在φ＝０位置的值为ｓ０，θ，ψ在ｓ ＝ｓ０处的值为θ０，ψ０，将上式分离变量，积分
得到

ｓｉｎθ＝ ｓｉｎθ０

１－δｓｉｎ２槡 φ
（２．６．８）

从式（２．６．５ｃ）和式（２．６．８）中消去θ，化作
ｄφ
ｄｓ

＝ｎ （１－δｓｉｎ２
φ）（１－δ１ｓｉｎ２

φ槡 ） （２．６．９）
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其中

δ＝ σ
ν ＝Ｃ（Ｂ－Ａ）

Ａ（Ｂ－Ｃ），　δ１ ＝ δ
ｃｏｓ２θ０

，　ｎ＝ｌνｃｏｓθ０ （２．６．１０）

将方程（２．６．９）分离变量积分，得到

ｎ（ｓ－ｓ０）＝∫
φ

０

ｄφ
（１－δｓｉｎ２

φ）（１－δ１ｓｉｎ２
φ槡 ）

（２．６．１１）

引入参数ｋ，Ω和变量ｘ如下

ｋ＝ δ
１－槡 δ

ｔａｎθ０，　Ω＝ｎ １－槡 δ，　ｘ＝ １－槡 δ
ｓｉｎθ（ ）０

ｓｉｎθｓｉｎφ （２．６．１２）

则式（２．６．１１）可化作第一类椭圆积分

Ω（ｓ－ｓ０）＝∫
ｘ

０

ｄｘ
（１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

（２．６．１３）

根据附录Ａ的式（Ａ．６），从式（２．６．１２）和式（２．６．１３）导出

ｓｉｎθｓｉｎφ＝
ｓｉｎθ０

１－槡（ ）δ
ｓｎ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．６．１４）

将式（２．６．８）代入上式，导出

ｓｉｎφ＝ ｓｎ［Ω（ｓ－ｓ０）］

１－δｃｎ２［Ω（ｓ－ｓ０槡 ）］
（２．６．１５）

由此导出

ｃｏｓφ＝ １－δ
１－δｃｎ２［Ω（ｓ－ｓ０槡 ）］ｃｎ

［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．６．１６）

将以上两式相除，得到

ｔａｎφ＝ １
１－槡 δ

ｔｎ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．６．１７）

将式（２．６．１５）代入式（２．６．１４），导出

ｓｉｎθ＝ ｓｉｎθ０

１－槡 δ
１－δｃｎ２［Ω（ｓ－ｓ０槡 ）］ （２．６．１８）

且由此导出

ｃｏｓθ＝ｃｏｓθ０ｄｎ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （２．６．１９）
以上导出的解析积分（２．６．１９）和（２．６．１７）完全确定欧拉角θ（ｓ），φ（ｓ）的变化规律

θ＝ａｒｃｃｏｓｃｏｓθ０ｄｎ［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］ （２．６．２０）

φ＝ａｒｃｔａｎ
１
１－槡 δ

ｔｎ［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］ （２．６．２１）

将式（２．６．１５）代入式（２．６．５ｂ），得到

ｄψ
ｄｓ

＝ｌ１＋ σｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］
１－δｃｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］ （２．６．２２）

积分上式，得到ψ（ｓ）的变化规律

ψ＝ψ０＋ｌ（ｓ－ｓ０）＋ｌσ∫
ｓ

ｓ０

ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］
１－δｃｎ２［Ω（ｓ－ｓ０）］

ｄｓ （２．６．２３）

８３ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



　　对于圆截面杆的特殊情形，令Ａ＝Ｂ，σ＝０，δ＝０，可直接对方程（２．６．５ａ），（２．６．５ｂ）和
（２．６．５ｃ）积分，导出的欧拉角具有十分简单的变化规律

θ＝θ０，　φ＝ｌν（ｃｏｓθ０）（ｓ－ｓ０），　ψ＝ψ０＋ｌ（ｓ－ｓ０） （２．６．２４）

即θ保持常值，φ和ψ随弧坐标匀速增长，对应的杆中心线为螺旋线。弹性杆变形后的中
心线称为挠性线，关于挠性线的深入讨论将在第４章中进行。

２．６．２　一类特殊非圆截面杆的解析积分

本节讨论存在第四初积分的另一种可积情形，即具有特殊非圆截面的一类弹性杆。

这种可积情形与刚体动力学中的 Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情况相对应。设非圆截面弹性杆无原始
扭率和曲率，其抗弯和抗扭刚度满足以下关系

Ｃ＝Ｂ＝２Ａ （２．６．２５）
要满足此限制条件，弹性杆的泊松比必须为负值①。因此与Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情况对应的弹
性杆仅存在于这种具有负泊松比的特殊材料。

将式（２．６．２５）代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．１．１５），化作

Ａｄω１

ｄｓ －Ｆβ＝０ （２．６．２６ａ）

２Ａｄω２

ｄｓ －Ａω３ω１＋Ｆα＝０ （２．６．２６ｂ）

２Ａｄω３

ｄｓ ＋Ａω１ω２ ＝０ （２．６．２６ｃ）

方程组（２．１．１１）不变，即

ｄα
ｄｓ＋ω２γ－ω３β＝０ （２．６．２７ａ）

ｄβ
ｄｓ

＋ω３α－ω１γ＝０ （２．６．２７ｂ）

ｄγ
ｄｓ＋ω１β－ω２α＝０ （２．６．２７ｃ）

令方程（２．６．２６ｃ）乘以ｉ，与（２．６．２６ｂ）相加，方程（２．６．２７ｃ）乘以ｉ，与式（２．６．２７ｂ）相加，并
引入以下复变量

η＝β＋ｉγ，　ζ＝ω２＋ｉω３ （２．６．２８）

则方程组（２．６．２６ｂ），（２．６．２６ｃ）和方程组（２．６．２７ｂ），（２．６．２７ｃ）可综合为以下复数形式

２Ａｄζ
ｄｓ

＋ｉＡω１ζ＋Ｆα＝０ （２．６．２９）

ｄη
ｄｓ

＋ｉω１η－ｉζα＝０ （２．６．３０）

令方程（２．６．２９）乘以ζ，方程（２．６．３０）乘以ｉＦ，相减后导出
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① 以椭圆截面杆为例，利用附录Ｃ中的式（Ｃ．３２）和式（Ｃ．３３）计算其抗弯和抗扭刚度，代入条件

（２．６．２５），算出ｂ 槡＝ ２ａ，即椭圆的长半轴为短半轴的槡２倍时对应的泊松比为ν＝－０．３３。



ｄ
ｄｓ

（Ａζ
２－ｉＦη）＋ｉω１（Ａζ

２－ｉＦη）＝０ （２．６．３１）

可写作

ｄ
ｄｓｌｎ

（Ａζ
２－ｉＦη）＝－ｉω１ （２．６．３２）

将上式中的ｉ改为－ｉ，得到

ｄ
ｄｓｌｎ

（Ａ珔ζ
２＋ｉＦ珔η）＝ｉω１ （２．６．３３）

其中珔ζ，珔η为ζ，η的共轭复数，
珔ζ＝ω２－ｉω３，　珔η＝β－ｉγ （２．６．３４）

将式（２．６．３２）与式（２．６．３３）相加，得到

ｄ
ｄｓｌｎ

［（Ａζ
２－ｉＦη）（Ａ珔ζ

２＋ｉＦ珔η）］＝０ （２．６．３５）

从上式积分得到

（Ａζ
２－ｉＦη）（Ａ珔ζ

２＋ｉＦ珔η）＝Ｋ２ （２．６．３６）
展开后导出实数形式的初积分，即Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情况的第四积分

［Ａ（ω２
２－ω２

３）＋Ｆγ］２＋（２Ａω２ω３－Ｆβ）２ ＝Ｋ２ （２．６．３７）
将第四积分（２．６．３７）与前面导出的初积分（２．４．１），（２．４．２）和（２．４．４）联立，可以导出超
椭圆积分形式的解析解。

２．６．３　常扭率杆曲率变化的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

扭率为常值的弹性杆称为常扭率杆。为分析常扭率状态的存在条件，将式（１．２．２）代
入方程（２．１．１８ｃ），得到

Ｃｄω３

ｄｓ ＝ （Ａ－Ｂ）κ２ｃｏｓχｓｉｎχ （２．６．３８）

若Ａ＝Ｂ，扭率ω３ 必保持常值，即２．４．２节中导出的圆截面杆的初积分（２．４．４）。但对于

非圆截面杆，常扭率仅为一种特殊的平衡状态。Ａ≠Ｂ时，常扭率要求转角χ满足以下限
制条件

χ≡ｊπ
２　（ｊ＝０，１，２，…） （２．６．３９）

即要求截面的主轴与中心线的法线轴和副法线轴保持一致。ｊ为偶数时ｘ轴沿法线轴，ｙ

轴沿副法线轴；ｊ为奇数时ｙ轴沿法线轴，ｘ轴沿副法线轴。不失一般性，令χ≡０，即主
轴坐标系（Ｐｘｙｚ）与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系重合，则ω１＝０，ω２＝κ。将常值扭率记作ω３０，由于

ｄχ／ｄｓ＝０，杆的挠率与扭率相同，亦保持常值

τ＝ω３ ＝ω３０ （２．６．４０）
从方程（２．１．１８ａ）和方程（２．１．１８ｂ）解出

α＝－ Ｂ（ ）Ｆ
ｄκ
ｄｓ

，　β＝ κ
Ｆ

［（Ｃ－Ｂ）ω３０－Ｃω０
３］ （２．６．４１）

从Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．２）解出γ
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γ＝ Ｈ
Ｆ － １

２Ｆ
（Ｂκ２＋Ｃω２

３０） （２．６．４２）

将式（２．６．４１）和式（２．６．４２）代入方程 （２．６．２７ａ），化简后导出曲率κ的微分方程

ｄ２κ
ｄｓ２ －ｃκ＋１

２κ
３ ＝０ （２．６．４３）

系数ｃ定义为

ｃ＝ Ｈ
Ｂ ＋λω０

３ω３０＋ １－３
２（ ）λω２

３０ （２．６．４４）

其中λ＝Ｃ／Ｂ为杆的刚度系数比。方程（２．６．４３）为Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，其解析积分将在３．４节
中导出。在５．３节中还将利用此方程作定性分析，讨论与曲率κ的常值特解对应的平衡
状态的分岔现象。

１４第２章　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程及其积分



第３章　弹性杆平衡的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

第２章中建立的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程是以截面作用力的主矢和主矩投影为变量的一阶方
程组，或以欧拉角为变量的二阶方程组。从Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程解出欧拉角，可以计算杆的曲

率κ、挠率τ和相对扭角χ以确定弹性杆的几何形态。但Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程并非描述弹性杆
平衡的唯一数学形式。１９９４年Ｓｈｉ，Ｈｅａｒｓｔ等对于圆截面杆的特殊情形，将Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方

程的变量解耦，化作以曲率κ、挠率τ和相对扭角χ为未知变量的非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方
程。薛纭等引入复刚度概念将这种表达形式扩展到非圆截面杆的一般情形。利用弹性杆
平衡的这种数学表达，可直接对曲率、挠率和相对扭角等参数求解，而免去与欧拉角有关
的三角函数计算。圆截面杆或常扭率非圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程也存在椭圆函数形
式的解析解。对于截面接近对称的准圆截面杆，可用半解析法求近似解。一般情况下则
必须用数值方法求解。

３．１　考虑分布力的弹性杆平衡方程

第２章叙述的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学比拟仅在基本假定得到满足的前提下成立，包括忽
略分布力的假定条件。实际上若考虑弹性杆有可能与其他物体接触或相互接触，则存在

　图３．１　考虑分布力的弹性杆微元弧

段的平衡

分布的接触力。若考虑杆与杆之间的静电排斥作
用，则存在分布的静电引力。讨论杆在黏性介质
中的运动时，还必须考虑分布的黏性阻力和力矩。
因此更完善的平衡方程应将分布力和分布力偶考

虑在内。设ＰＰ′弧段上作用有单位长度分布力ｆ
和分布力偶ｍ，略去分布力ｆ对截面中心主矩的
影响①，平衡方程（２．１．１）应修改为（图３．１）

ΔＦ＋ｆΔｓ＝０ （３．１．１ａ）

ΔＭ＋Δｒ×Ｆ＋ｍΔｓ＝０ （３．１．１ｂ）
将上式各项除以Δｓ，令Δ →ｓ ０，导出

ｄＦ
ｄｓ＋ｆ＝０ （３．１．２ａ）

① 圆截面杆的分布力对微元体的主矩为Δｓ的二阶微量。非圆截面杆的分布力可产生对截面中
心的力矩。以椭圆截面为例，此力矩与标志截面非对称性的参数ε＝（ｂ－ａ）／ａ成正比。截面接近对称
时，此项分布力矩亦可予忽略。



ｄＭ
ｄｓ＋ｅ３×Ｆ＋ｍ ＝０ （３．１．２ｂ）

以截面主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）作为求导的参考坐标系，上式改作
珘ｄＦ
ｄｓ＋ω×Ｆ＋ｆ＝０ （３．１．３ａ）

珘ｄＭ
ｄｓ＋ω×Ｍ＋ｅ３×Ｆ＋ｍ ＝０ （３．１．３ｂ）

列出方程（３．１．３ａ）在（Ｐｘｙｚ）中的投影式

ｄＦ１

ｄｓ ＋ω２Ｆ３－ω３Ｆ２＋ｆ１ ＝０ （３．１．４ａ）

ｄＦ２

ｄｓ ＋ω３Ｆ１－ω１Ｆ３＋ｆ２ ＝０ （３．１．４ｂ）

ｄＦ３

ｄｓ ＋ω１Ｆ２－ω２Ｆ１＋ｆ３ ＝０ （３．１．４ｃ）

其中ｆｉ（ｉ＝１，２，３）为分布力ｆ在（Ｐｘｙｚ）中的投影。若不计摩擦力或切向引力，则方程
（３．１．４）中ｆ３＝０。若分布力全部略去，方程组（３．１．４）即转化为第２章中的方程
（２．１．８）。分布力偶ｍ仅在黏性介质中运动的动力学问题中出现，可在静力学讨论中略
去，力矩平衡方程与（２．１．９）完全相同

ｄＭ１

ｄｓ ＋ω２Ｍ３－ω３Ｍ２－Ｆ２ ＝０ （３．１．５ａ）

ｄＭ２

ｄｓ ＋ω３Ｍ１－ω１Ｍ３＋Ｆ１ ＝０ （３．１．５ｂ）

ｄＭ３

ｄｓ ＋ω１Ｍ２－ω２Ｍ１ ＝０ （３．１．５ｃ）

设弹性杆带有常值原始扭率ω０
３，其本构关系与式（２．１．１６）相同

Ｍ１ ＝Ａω１，　Ｍ２ ＝Ｂω２，　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （３．１．６）

其中ωｉ（ｉ＝１，２，３）与杆中心线的曲率κ，挠率τ和截面的相对扭角χ的关系如式（１．２．２）

所示

ω１ ＝κｓｉｎχ，　ω２ ＝κｃｏｓχ，　ω３ ＝τ＋ｄχ
ｄｓ

（３．１．７）

方程组（３．１．５）存在与式（２．４．１３）相同的Ｊａｃｏｂｉ积分

１
２

Ｍ２
１

Ａ ＋Ｍ２
２

Ｂ ＋
（Ｍ３＋Ｃω０

３）２［ ］Ｃ ＋Ｆ３ ＝Ｈ （３．１．８）

方程组（３．１．４ａ）与（３．１．４ｂ），（３．１．５ａ）与（３．１．５ｂ）相互对称。引入以下复变量

Ｆ＝Ｆ１＋ｉＦ２，　Ｍ ＝Ｍ１＋ｉＭ２，　ξ＝ω１＋ｉω２，　ｆ＝ｆ１＋ｉｆ２ （３．１．９）

则可将此成对的方程组表示为复数形式

ｄＦ
ｄｓ＋ｉ（ω３Ｆ－Ｆ３ξ）＋ｆ＝０ （３．１．１０）

ｄＭ
ｄｓ＋ｉ（Ｍω３－Ｍ３ξ＋Ｆ）＝０ （３．１．１１）

３４第３章　弹性杆平衡的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程



３．２　圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

３．２．１　复弯矩的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

　　先讨论圆截面杆情形。令式（３．１．６）中Ａ＝Ｂ，圆截面杆本构关系中的弯矩与曲率关
系可利用复弯矩Ｍ 和复曲率ξ表示为

Ｍ ＝Ａξ （３．２．１）

复曲率的模等于曲率，｜ξ｜＝κ。对于圆截面杆，方程（３．１．５ｃ）存在初积分（２．４．４）或
（２．４．５），即

ω３ ＝ω３０，　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３０－ω０
３）＝ｍＡ （３．２．２）

利用式（３．２．１）和式（３．２．２）将方程（３．１．１０）和（３．１．１１）化作

ｄＦ
ｄｓ＋ｉω３０Ｆ－１

ＡＦ３（ ）Ｍ ＋ｆ＝０ （３．２．３）

ｄＭ
ｄｓ＋ｉ（ω３０－ｍ）Ｍ＋ｉＦ＝０ （３．２．４）

从式（３．２．４）解出Ｆ，代入式（３．２．３），化作

ｄ２Ｍ
ｄｓ２ ＋ｉ（２ω３０－ｍ）ｄＭ

ｄｓ－（ω３０－ｍ）ω３０Ｍ－１
ＡＦ３Ｍ－ｉｆ＝０ （３．２．５）

令Ｊａｃｏｂｉ积分（３．１．８）中Ａ＝Ｂ，Ｍ２
１＋Ｍ２

２以 Ｍ ２ 代替，利用初积分（３．２．２）消去 Ｍ３，

解出

Ｆ３ ＝Ｈ－１
２

１
Ａ Ｍ ２＋Ｃω２

３（ ）０ （３．２．６）

将上式代入方程（３．２．５），得到解耦的以复弯矩Ｍ 为未知变量的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

ｄ２Ｍ
ｄｓ２ ＋ｉｂｄＭ

ｄｓ－ｃＭ ＋ １
２Ａ２ Ｍ ２Ｍ－ｉｆ＝０ （３．２．７）

系数ｂ，ｃ定义为

ｂ＝２ω３０－ｍ，　ｃ＝ ｈ
２＋ω２

３０－ｍω３０，　ｈ＝２Ｈ
Ａ －λω２

３０ （３．２．８）

从方程（３．２．７）积分得到 Ｍ（ｓ）后，代入方程（３．２．４）解出Ｆ（ｓ），代入方程（３．２．６）解出

Ｆ３（ｓ）。

３．２．２　复曲率的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

将分布力ｆ向Ｆｒｅｎｅｔ坐标系投影

ｆ＝ｆｎｅｎ＋ｆｂｅｂ （３．２．９）

其中ｅｎ，ｅｂ 为法线轴和副法线轴的基矢量。根据式（１．２．２），弯扭度ω沿副法线轴方向的
投影为曲率κ

κｅｂ ＝ω１ｅ１＋ω２ｅ２ （３．２．１０）

从上式导出

４４ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



ｅｂ ＝ １
κ

（ω１ｅ１＋ω２ｅ２）

ｅｎ ＝ｅｂ×ｅｔ ＝ １
κ

（ω２ｅ１－ω１ｅ２）
（３．２．１１）

将上式代入式（３．２．９），得到ｆ１，ｆ２ 与ｆｂ，ｆｎ 之间的变换式

ｆ１ ＝ １
κ

（ｆｂω１＋ｆｎω２），　ｆ２ ＝ １
κ

（ｆｂω２－ｆｎω１） （３．２．１２）

引入矢量ｆ相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的复数式ｆＦ

ｆＦ ＝ｆｎ＋ｉｆｂ （３．２．１３）
则变换式（３．２．１２）可简明地表示为

ｆ＝－ｉｆＦ
ξ

｜ξ（ ）｜
（３．２．１４）

将式（３．２．１）和式（３．２．１４）代入方程（３．２．７），导出以复曲率ξ为未知变量的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ
方程

ｄ２
ξ

ｄｓ２ ＋ｉｂｄξ
ｄｓ－ｃξ＋１

２ ξ
２
ξ－ ｆＦ（ ）Ａ

ξ
｜ξ｜＝０ （３．２．１５）

将式（３．２．１）代入复数方程（３．２．４），导出

Ｆ＝Ａｉｄξｄｓ－（ω３０－ｍ）［ ］ξ （３．２．１６）

将式（３．２．６）改写为

Ｆ３ ＝ Ａ
２

（ｈ－κ２）＝ Ａ
２ ｈ－｜ξ｜（ ）２ （３．２．１７）

从方程（３．２．１５）解出ξ（ｓ）以后，代入式（３．２．１６）确定Ｆ（ｓ），代入式（３．２．１７）确定Ｆ３（ｓ）。
利用式（１．２．２），将复数ξ（ｓ）表示为指数形式

ξ＝κ（ｓ）ｅｘｐｉ π
２－（ ）［ ］χ （３．２．１８）

将初积分（３．２．２）代入（１．２．２）的第三式，导出截面的相对扭角χ（ｓ）与挠率τ（ｓ）之间的以
下关系

ｄχ
ｄｓ＝ω３０－τ （３．２．１９）

将式（３．２．１８）代入方程（３．２．１５），令虚实部分开，并将式（３．２．２）、式（３．２．１３）和式
（３．２．１９）代入，导出含实变量κ（ｓ）和τ（ｓ）的封闭的微分方程组

ｄ２κ
ｄｓ２ －κτ－ｍ（ ）２

２

－ｃ１κ＋１
２κ

３ ＝ｆｎ

Ａ
（３．２．２０ａ）

κｄτ
ｄｓ＋２ｄκ

ｄｓτ－ｍ（ ）２ ＝ｆｂ

Ａ
（３．２．２０ｂ）

其中系数ｃ１ 定义为

ｃ１ ＝ ｈ
２－ｍ２

４
（３．２．２１）

方程组（３．２．２０）有明确的物理意义，即分布的外力与弹性内力之间的平衡。从方程组

（３．２．２０）积分得到κ（ｓ）和τ（ｓ）的变化规律后，可从式（３．２．１９）积分导出χ（ｓ）的变化规律
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χ（ｓ）＝ω３０（ｓ－ｓ０）－∫
ｓ

ｓ０
τ（ｓ）ｄｓ （３．２．２２）

弹性杆的几何形态即被完全确定。

３．３　圆截面杆的解析积分

按照Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ条件忽略分布力时，３．２节导出的圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程存在
解析积分。令ｆｎ＝ｆｂ＝０，方程组（３．２．２０）简化为

ｄ２κ
ｄｓ２ －κτ－ｍ（ ）２

２

－ｃ１κ＋１
２κ

３ ＝０ （３．３．１ａ）

κｄτ
ｄｓ＋２ｄκ

ｄｓτ－ｍ（ ）２ ＝０ （３．３．１ｂ）

其中的方程（３．３．１ｂ）可写作全微分形式

ｄ
ｄｓκ２ τ－ｍ（ ）［ ］２ ＝０ （３．３．２）

可直接得到初积分

κ２ τ－ｍ（ ）２ ＝Ｊ （３．３．３）

将２．５节中导出的用γ（ｓ）表示的曲率κ（ｓ）和挠率τ（ｓ）表达式（２．５．４１）和式（２．５．４８）代
入式（３．３．３）的左边，可验证此初积分的存在，且导出积分常数Ｊ为

Ｊ＝ １
２

（ｍｈ－ｐｌ） （３．３．４）

利用初积分（３．３．３）消去方程（３．３．１ａ）中的τ，使方程解耦为欧拉拉格朗日方程

ｄ２κ
ｄｓ２ －Ｊ２

κ３ －ｃ１κ＋１
２κ

３ ＝０ （３．３．５）

将可能存在的解析解写作以下椭圆函数形式

κ２（ｓ）＝α（β－ｋ２ｓｎ２ｕ） （３．３．６）
其中ｕ＝Ω（ｓ－ｓ０），ｋ为椭圆函数的模。将上式对ｓ微分两次，并利用附录Ａ中的椭圆函
数性质化作ｓｎｕ的多项式，得到

κｄ２κ
ｄｓ２ ＝－αｋ２Ω２［β－２β（１＋ｋ２）ｓｎ２ｕ＋ｋ２（１＋３β＋ｋ２）ｓｎ４ｕ－２ｋ４ｓｎ６ｕ］

β－ｋ２ｓｎ２ｕ
（３．３．７）

将方程（３．３．５）的各项乘以κ，并将式（３．３．６）和式（３．３．７）代入，令ｓｎｕ的各次幂的系数
等于零，导出常数α，β，Ω，ｋ与Ｊ，ｃ１之间的关系式

α＝４Ω２

ｃ１ ＝Ω２（３β－１－ｋ２）

Ｊ２ ＝１６Ω６
β（１－β）（β－ｋ２）

（３．３．８）

将常数β，Ω，ｋ用以下关系式代替

β＝ １
４Ω２（ｈ－ｐγ１），　ｋ２ ＝γ２－γ１

γ３－γ１
，　Ω２ ＝ ｐ

４
（γ３－γ１） （３．３．９）

则欧拉拉格朗日方程（３．３．５）的解（３．３．６）与第２章中从 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程导出的曲率变
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化规律（２．５．４９）完全一致，写作

κ（ｓ）＝ ｈ－ｐγ１－４Ω２ｋ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］１／２ （３．３．１０）

　　将式（３．３．１０）代入式（３．３．３），解出与式（２．５．５０）相同的挠率τ（ｓ）的变化规律

τ（ｓ）＝ ｍ
２＋ ｍｈ－ｐｌ

２ｈ－ｐγ１－４Ω２ｋ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］
（３．３．１１）

代入式（３．２．２２），导出与式（２．５．５２）完全相同的截面相对扭角χ（ｓ）的变化规律

　χ（ｓ）＝ ω０
３＋ １

λ －（ ）１
２［ ］ｍ （ｓ－ｓ０）－ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ１）Π
［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ３，ｋ］ （３．３．１２）

κ（ｓ）和χ（ｓ）确定以后，ξ（ｓ）随之由式（３．２．１８）确定。将式（３．２．１８）代入式（３．２．１６），得到

Ｆ（ｓ）＝Ａｉｄκｄｓ＋１
２

（ｍ－τ）κ（ｓ［ ］）ｅｘｐｉ π
２－χ（ｓ（ ）［ ］） （３．３．１３）

将上式的虚实部分开，得到

Ｆ１ ＝Ａ １
２

（ｍ－τ）κｓｉｎχ－ｄκ
ｄｓｃｏｓ［ ］χ

Ｆ２ ＝Ａ ｄκ
ｄｓｓｉｎ

χ－１
２

（ｍ－τ）κｃｏｓ［ ］χ
（３．３．１４）

变换到Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的ｅｎ和ｅｂ轴，得到

Ｆｎ ＝－Ａｄκ
ｄｓ

，　Ｆｔ ＝ Ａ
２

（ｍ－τ）κ （３．３．１５）

将式（３．２．１７）中的｜ξ｜
２ 以κ２ 代替，写作

Ｆ３ ＝Ｆｔ ＝ Ａ
２

（ｈ－κ２） （３．３．１６）

利用上式和主矢的模Ｆ０ 计算γ＝ｃｏｓθ，得到

γ（ｓ）＝Ｆ３

Ｆ０
＝ １

ｐ
ｈ－κ２（ｓ［ ］） （３．３．１７）

则截面切线轴相对ζ轴的章动角θ（ｓ）亦随之确定

θ（ｓ）＝ａｒｃｃｏｓ １
ｐ

［ｈ－κ２（ｓ｛ ｝）］ （３．３．１８）

３．４　非圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

３．４．１　复曲率的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

　　讨论弹性杆为非圆截面的一般情形，设Ａ≠Ｂ，仍使用式（３．１．９）定义的复数Ｍ，ξ，引
入复抗弯刚度Ｄ

Ｄ ＝Ｄ１＋ｉＤ２ （３．４．１）

Ｄ１，Ｄ２ 为相对扭角χ的函数，定义为

Ｄ１ ＝Ａｓｉｎ２χ＋Ｂｃｏｓ２χ，　Ｄ２ ＝ （Ｂ－Ａ）ｃｏｓχｓｉｎχ （３．４．２）
则非圆截面杆的本构关系（３．１．６）可利用复弯矩Ｍ 与复曲率ξ简明地表示为

Ｍ ＝Ｄξ （３．４．３）
令式（３．４．２）中Ａ＝Ｂ，则Ｄ１＝Ａ，Ｄ２＝０，圆截面杆的复抗弯刚度为实数，Ｄ＝Ａ。
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非圆截面杆不存在初积分（３．２．２），杆的扭率ω３和扭矩Ｍ３ 不再保持常值，

Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （３．４．４）

将式（３．４．３）和式（３．４．４）代入Ｊａｃｏｂｉ积分（３．１．８），导出

Ｆ３ ＝Ｈ－１
２ Ｄ１ ξ

２＋Ｃω（ ）２
３ （３．４．５）

再代入方程（３．１．１１），导出

Ｆ＝ｉＤｄξ
ｄｓ＋ ｉｄＤｄｓ－Ｄω３＋Ｃ（ω３－ω０

３［ ］）ξ （３．４．６）

将上式对ｓ求导，得到

ｄＦ
ｄｓ ＝ｉＤｄ２

ξ
ｄｓ２ ＋ Ｃ（ω３－ω０

３）－Ｄω３＋２ｉｄＤｄ［ ］ｓ
ｄξ
ｄｓ

＋ （Ｃ－Ｄ）ｄω３

ｄｓ －ω３
ｄＤ
ｄｓ＋ｉｄ

２Ｄ
ｄｓ［ ］２ ξ （３．４．７）

将上式及式（３．４．５），式（３．４．６）等式代入方程（３．１．１０），整理后得到以复曲率ξ为未知变
量的非圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

ｄ２
ξ

ｄｓ２ ＋（ａ＋ｉｂ）ｄξ
ｄｓ－（ｃ＋ｉｄ）ξ＋１

２Ｇ｜ξ｜２
ξ＝ｉ珟ｆ （３．４．８）

此方程与方程（３．２．１５）的形式相似，但ａ，ｂ，ｃ，ｄ，Ｇ等系数均为ｓ的函数，定义为

ａ＝ ２
Ｄ ２（Ｄ１Ｄ′１＋Ｄ２Ｄ′２）－ ＣＤ２

｜Ｄ｜２（ω３－ω０
３）

ｂ＝ ２
｜Ｄ｜２（Ｄ１Ｄ′２－Ｄ２Ｄ′１）－ ＣＤ１

｜Ｄ｜２（ω３－ω０
３）＋２ω３

ｃ＝－ １
｜Ｄ｜２（Ｄ１Ｄ″１＋Ｄ２Ｄ″２）＋ ω３

｜Ｄ｜２ ２（Ｄ１Ｄ′２－Ｄ２Ｄ′１）－ＣＤ１
３
２ω３－ω（ ）［ ］０

３

　　＋ ＣＤ２

｜Ｄ｜２ω′３＋ω２
３＋ Ｄ１Ｈ

｜Ｄ｜２

ｄ＝ １
｜Ｄ｜２（Ｄ２Ｄ″１－Ｄ１Ｄ″２）－ ω３

｜Ｄ｜２ ２（Ｄ１Ｄ′１＋Ｄ２Ｄ′２）－ＣＤ２
３
２ω３－ω（ ）［ ］０

３

　　＋
ＣＤ１

｜Ｄ｜２ －（ ）１ω′３－ Ｄ２Ｈ
｜Ｄ｜２

Ｇ＝ Ｄ１珡Ｄ
｜Ｄ｜２，　珟ｆ＝

珡Ｄｆ
｜Ｄ｜２

（３．４．９）
其中以撇号表示对ｓ的导数符号，珡Ｄ为Ｄ 的共轭复数，｜Ｄ｜为Ｄ的模。

３．４．２　曲率和挠率的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程

将式（３．２．１８）代入方程（３．４．８），约去公因子ｅｘｐ［ｉ（π／２－χ）］，将虚实部分开，导出
实变量方程组

ｄ２κ
ｄｓ２ ＋ａｄκ

ｄｓ－ ｄχ
ｄ（ ）ｓ

２

－ｂ ｄχ
ｄ（ ）ｓ

＋［ ］ｃκ＋ Ｄ２
１

２｜Ｄ｜２κ３ ＝ １
｜Ｄ｜２（Ｄ１ｆｎ＋Ｄ２ｆｂ）

（３．４．１０ａ）

８４ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



２ ｄχ
ｄ（ ）ｓ

－［ ］ｂ ｄκ
ｄｓ＋ ｄ２χ

ｄｓ（ ）２ ＋ａ ｄχ
ｄ（ ）ｓ

＋［ ］ｄκ＋ Ｄ１Ｄ２

２｜Ｄ｜２κ３ ＝ １
｜Ｄ｜２（Ｄ１ｆｂ－Ｄ２ｆｎ）

（３．４．１０ｂ）

方程（１．２．２）的第三式确定相对扭角χ的导数与扭率ω３和挠率τ之间的关系

ｄχ
ｄｓ＋τ－ω３＝０ （３．４．１１）

将式（３．４．３）和式（３．４．４）代入方程（３．１．５ｃ），化作

ｄω３

ｄｓ ＋Ｄ２

Ｃκ２ ＝０ （３．４．１２）

方程组（３．４．１０）～（３．４．１２）组成以κ（ｓ），τ（ｓ），χ（ｓ）和ω３（ｓ）为未知变量的封闭的微分方
程组，可完全确定曲率、挠率、扭率和相对扭角的变化规律。

对于圆截面杆特殊情形，令Ｄ１＝｜Ｄ｜＝Ａ，Ｄ２＝０，ω３＝ω３０，则有

ａ＝０，　ｂ＝２ω３０－ｍ，　ｃ＝ω２
３０－ｍω３０＋ｈ

２
，　ｄ＝０，　Ｇ＝１ （３．４．１３）

方程组（３．４．１０）转化为圆截面杆的曲率和挠率方程（３．２．２０）。

３．５　非圆截面杆的解析积分

３．５．１　准圆截面杆的近似解析积分

　　一般情况下非圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程无解析形式的通解，只能求数值解。对
于接近对称的准圆截面杆特殊情形，可应用近似解析方法求半解析解。引入式（２．６．６）定
义的表征截面非对称性的无量纲参数σ

σ＝ Ｂ
Ａ －１ （３．５．１）

杆截面接近对称时，Ａ≈Ｂ，σ为小量，则有

Ｂ＝Ａ（１＋σ），　Ｄ１ ＝Ａ（１＋σｃｏｓ２χ），　Ｄ２ ＝σＡｃｏｓχｓｉｎχ，　 Ｄ ＝Ｄ１

（３．５．２）

将变量κ（ｓ），χ（ｓ）和τ（ｓ）展成σ的幂级数：

κ（ｓ）＝κ（０）（ｓ）＋σκ（１）（ｓ）＋σ２κ（２）（ｓ）＋…

τ（ｓ）＝τ（０）（ｓ）＋στ（１）（ｓ）＋σ２τ（２）（ｓ）＋…

χ（ｓ）＝χ（０）（ｓ）＋σχ（１）（ｓ）＋σ２χ（２）（ｓ）＋…

（３．５．３）

从方程（３．４．１１）导出

ω３（ｓ）＝ω３０＋στ（１）（ｓ）＋χ′（１）（ｓ［ ］）＋σ２ τ（２）（ｓ）＋χ′（２）（ｓ［ ］）＋… （３．５．４）

将式（３．５．２），式（３．５．４）代入式（３．４．９），仅保留σ的一次项，导出简化后的系数

ａ＝－σ２χ′（０）＋ｍ（ ）２ ｓｉｎ２χ（０）

ｂ＝２ω３０－ｍ＋σ［２χ′（０）ｃｏｓ２χ（０）＋ｍｃｏｓ２χ（０）＋（２－λ）（τ（１）＋χ′（１））］
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ｃ＝ω２
３０－ｍω３０＋ｈ

２
（１－σｃｏｓ２χ（０））＋σ［χ″（０）ｓｉｎ２χ（０）＋２χ′（０）（ω３０＋χ′（０））ｃｏｓ２χ（０）］

ｄ＝σ －χ″（０）ｃｏｓ２χ（０）＋ ２χ′（０）（ω３０＋χ′（０））＋ｍ
２ω３０－ｈ［ ］４ ｓｉｎ２χ（０｛ ｝）

Ｇ＝１－ｉσ
２ｓｉｎ２χ（０）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（３．５．５）
将式（３．５．３）～式（３．５．５）代入方程组（３．４．１０）～（３．４．１２），不计分布力令ｆｎ＝ｆｂ＝０，从
两边σ的零次幂系数导出零次近似方程，与圆截面杆的曲率和挠率方程（３．２．２０）相同，

ｄ２κ（０）

ｄｓ２ －κ（０）τ（０）－ｍ（ ）２
２

－ｃ１κ（０）＋１
２κ

３
（０）＝０ （３．５．６ａ）

κ（０）
ｄτ（０）

ｄｓ ＋２ｄκ（０）

ｄｓ τ（０）－ｍ（ ）２ ＝０ （３．５．６ｂ）

ｄχ（０）

ｄｓ ＋τ（０）＝ω３０ （３．５．６ｃ）

式（３．３．１０）～式（３．３．１２）给出椭圆函数形式的零次近似解

κ（０）（ｓ）＝ ｈ－ｐγ１－４Ω２ｋ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］１／２ （３．５．７ａ）

τ（０）（ｓ）＝ ｍ
２＋ ｍｈ－ｐｌ

２ｈ－ｐγ１－４Ω２ｋ２ｓｎ２［Ω（ｓ－ｓ０｛ ｝）］
（３．５．７ｂ）

χ（０）（ｓ）＝ ω０
３＋ １

λ －（ ）１
２［ ］ｍ （ｓ－ｓ０）－ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ１）Π
［Ω（ｓ－ｓ０），ｎ３，ｋ］

（３．５．７ｃ）
式中各参数的定义见式（３．３．９）。
从σ的一次幂系数导出一次近似方程

ｄ２κ（１）

ｄｓ２ ＋ａ１１κ（１）＋ａ１２τ（１）＋ａ１３
ｄχ（１）

ｄｓ ＝ａ１０ （３．５．８ａ）

ｄκ（１）

ｄｓ ＋ａ２１κ（１）＋ａ２２τ（１）＋ａ２３
ｄ２χ（１）

ｄｓ２ ＋ａ２４
ｄχ（１）

ｄｓ ＝ａ２０ （３．５．８ｂ）

ａ３１κ（１）＋ｄτ（１）

ｄｓ ＋ｄ２χ（１）

ｄｓ２ ＝ａ３０ （３．５．８ｃ）

其中的系数定义为

ａ１０ ＝ κ′（０） ２χ′（０）＋ｍ（ ）２ ＋κ（０）χ″（０［ ］） ｓｉｎ２χ（０）

　　 ＋κ（０） ２ω３０χ′（０）ｃｏｓ２χ（０）－ ｈ
２＋ｍχ′（０（ ）） ｃｏｓ２χ（０［ ］）

ａ１１ ＝ ３
２κ

２
（０）－τ２

（０）＋ｍτ（０）－ｈ
２

ａ１２ ＝ （２－λ）κ（０）χ′（０）

ａ１３ ＝κ（０）［２τ（０）＋（２－λ）χ′（０）－ｍ］

ａ２０ ＝ （ｍ－２τ０）－ ［１ （２κ′（０）χ′（０）＋κ（０）χ″（０））ｃｏｓ２χ（０）＋ｍκ′（０）ｃｏｓ２χ（０）
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　　 ＋κ（０）
ｈ
４－２ω３０χ′（０）－ｍτ（０）

２ －１
４κ

２
（０（ ）） ｓｉｎ２χ（０ ］）

　　　　　ａ２１ ＝ （ｍ－２τ０）－１χ″（０）

ａ２２ ＝－（ｍ－２τ０）－１（２－λ）κ′（０）

ａ２３ ＝ （ｍ－２τ０）－１κ（０）

ａ２４ ＝ （ｍ－２τ０）－１λκ′（０）

ａ３０ ＝－κ２
（０）

２λ
ｓｉｎ２χ（０）

ａ３１ ＝κ（０）

λ
ｓｉｎ２χ（０）

（３．５．９）
将零次近似解（３．５．７）代入一次近似方程组（３．５．８）的系数和右项，可用数值方法计算一
次近似解。再代入式（３．５．３），最终导出曲率、挠率和相对扭角的变化规律。

３．５．２　常扭率杆的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

非圆截面杆的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程在特殊情况下存在解析积分。例如在２．６．３节中曾
讨论过的常扭率杆特殊情形。这种特殊平衡状态仅存在于截面的主轴与Ｆｒｅｎｅｔ坐标轴

重合的情形。令χ≡０，导出

ω１ ＝０，　ω２ ＝κ，　ω３ ＝τ＝ω３０ （３．５．１０）
从式（３．４．２）还可导出

Ｄ１ ＝Ｂ，　Ｄ２ ＝０ （３．５．１１）
将式（３．５．１０）和式（３．５．１１）代入式（３．４．９），简化后的系数与式（３．４．１２）完全相同。代入
方程（３．４．１０ａ）后导出曲率κ的微分方程，即２．６．３节中的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（２．６．４３）

ｄ２κ
ｄｓ２ －ｃκ＋１

２κ
３ ＝０ （３．５．１２）

其中系数ｃ为

ｃ＝ω２
３０－ｍω３０＋ｈ

２
（３．５．１３）

可化作与式（２．６．４４）的定义完全相同。
令方程（３．５．１２）中的导数项等于零，计算曲率κ的常值特解。参数ｃ≤０时，只存在

零解κ＝０，对应于杆的直线平衡状态。ｃ＞０时除零解以外，还出现２个非零常值特解κ＝

± ２槡ｃ，对应于杆的螺旋线平衡状态。常扭率杆的曲率在ｃ＝０处产生的分岔现象将在

５．５．４节中讨论，本节推导Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（３．５．１２）的解析积分。
首先导出方程（３．５．１２）的Ｊａｃｏｂｉ积分

ｄκ
ｄ（ ）ｓ

２

－ｃκ２＋κ４

４ ＝Ｃ０ （３．５．１４）

积分常数Ｃ０ 由起始位置的曲率κ０ 及其变化率κ′０ 确定，

Ｃ０ ＝ （κ′０）２－ｃκ２
０＋κ４

０

４
（３．５．１５）
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再对式（３．５．１４）分离变量积分，得到

ｓ＝ｓ０＋∫
κ

κ０

ｄκ
ｃκ２－（κ４／４）－Ｃ槡 ０

（３．５．１６）

设ｃ≥Ｃ０，引入常数ａ１，ａ２，定义为

ａ２
１ ＝２ｃ－ ｃ２－Ｃ槡（ ）０

，　ａ２
２ ＝２ｃ＋ ｃ２－Ｃ槡（ ）０

（３．５．１７）

引入新变量ｘ和常数Ω，ｋ

ｘ＝ κ
ａ２

，　Ω＝ａ１

２
，　ｋ＝ａ２

ａ１
（３．５．１８）

则可将积分式（３．５．１６）化作第一类椭圆积分

Ω（ｓ－ｓ０）＝∫
ｘ

ｘ０

ｄｘ
（１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

＝∫


０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝Ｆ（，ｋ） （３．５．１９）

其中利用了ｘ＝ｓｉｎ的代换。将幅角记作

＝ａｍ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （３．５．２０）
则曲率κ（ｓ）为弧坐标ｓ的椭圆正弦函数

κ（ｓ）＝ｓｎ［Ω（ｓ－ｓ０）］ （３．５．２１）

２５ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础
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第４章　弹性杆的挠性线

弹性杆受外力作用产生变形后的中心线称为挠性线。对挠性线的研究可追溯到
１７３０年伯努利和欧拉的工作。早期的挠性线研究仅限于杆的平面变形，已在１９６２年
ＦｒｉｓｃｈＦａｙ的著作中作了系统的总结。Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ提出的弹性杆动力学比拟为三维挠性
线的研究提供了便利。１９７９年Ｉｌｙｕｋｈｉｎ在其著作中提出了表达挠性线的柱坐标方法。

Ｃｏｙｎｅ等以电缆为工程背景，对圆截面杆失稳后挠性线的转变过程作了深入研究。ｖａｎ
ｄｅｒＨｅｉｊｄｅｎ等研究了非圆截面杆失稳屈曲后的挠性线。Ｓｔａｒｏｓｔｉｎ等讨论了两端封闭杆
的挠性线。本章叙述挠性线方程的建立，挠性线的定性性质，以及各种可积情形的解析表
达。着重分析两端受轴向力单独作用或与扭矩共同作用的圆截面杆的挠性线。螺旋线是
一种广泛存在的特殊挠性线，直线和圆弧为螺旋线的两种特例。本章讨论各种情况下螺
旋线平衡的存在条件，以及螺旋线的几何参数与作用力之间的对应关系。此外，还讨论两
端封闭和受圆柱面约束两种受约束弹性杆的挠性线。

４．１　挠性线方程的建立

４．１．１　挠性线的笛卡儿坐标表示

　　弹性杆受外力作用产生弹性变形后的中心线称为挠性线。以固定点Ｏ为原点建立
惯性坐标系（Ｏξηζ），以确定Ｐ点在空间中的位置（图４．１）。设ｅξ，ｅη，ｅζ 为（Ｏξηζ）各坐

图４．１　挠性线的笛卡儿坐标表示

标轴的基矢量，挠性线上任意点Ｐ相对Ｏ 点的矢径ｒ在（Ｏξηζ）中的投影式为
ｒ（ｓ）＝ξ（ｓ）ｅξ＋η（ｓ）ｅη＋ζ（ｓ）ｅζ （４．１．１）

ξ，η，ζ为确定挠性线几何形态的３个独立坐标，但忽
略轴向变形时有以下非完整约束条件

（ｄξ）２＋（ｄη）２＋（ｄζ）２ ＝ （ｄｓ）２ （４．１．２）
因此独立变量数仍为２。根据式（１．１．１），导数

ｄξ／ｄｓ，ｄη／ｄｓ，ｄζ／ｄｓ分别等于中心线的切线基矢量
Ｔ（ｓ）相对（Ｏξηζ）的投影，利用第２章中的表２．２，用
截面的欧拉角表示为

ｄξ
ｄｓ＝ｓｉｎθｓｉｎψ （４．１．３ａ）

ｄη
ｄｓ

＝－ｓｉｎθｃｏｓψ （４．１．３ｂ）



ｄζ
ｄｓ

＝ｃｏｓθ （４．１．３ｃ）

积分上式，即得到笛卡儿坐标ξ（ｓ），η（ｓ），ζ（ｓ）的变化规律

ξ（ｓ）＝ξ０＋∫
ｓ

０
ｓｉｎθ（σ）ｓｉｎψ（σ）ｄσ （４．１．４ａ）

η（ｓ）＝η０－∫
ｓ

０
ｓｉｎθ（σ）ｃｏｓψ（σ）ｄσ （４．１．４ｂ）

ζ（ｓ）＝ζ０＋∫
ｓ

０
ｃｏｓθ（σ）ｄσ （４．１．４ｃ）

其中ξ０，η０，ζ０ 为弧坐标原点Ｐ０ 的坐标。被积函数中的欧拉角变化规律θ（ｓ），ψ（ｓ）可从
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的欧拉角表达式（２．２．５）直接积分得到。也可从方程组（２．１．１１）和
（２．１．１８）先积分得到ωｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３），再代入方程（２．２．４）积分得到。方程组（４．１．４）的
积分式中不包含欧拉角φ（ｓ），表明挠性线的形状仅取决于切线基矢量的方位，即仅取决
于杆的弯曲变形，与截面绕切线轴的扭转变形无关。挠性线的形状确定以后，也可将欧拉

角φ代替扭角χ作为确定弹性杆几何形态的第３个独立变量。

４．１．２　挠性线的柱坐标表示

对于螺旋线类型的挠性线，宜采用柱坐标代替笛卡儿坐标。设（Ｏξηζ）绕ζ轴转过Ψ
角的位置为（ＯＸＹＺ），使Ｐ点被包含在（Ｘ，Ｚ）坐标面内，与ζ轴的距离为ρ，则ρ，Ψ，ζ组

图４．２　挠性线的柱坐标表示

成Ｐ 点相对（Ｏξηζ）的柱坐标。（ＯＸＹＺ）为柱坐标系，
其中Ｚ轴与ζ轴重合，Ｘ轴和Ｙ 轴分别沿柱坐标的径向
和周向。Ｘ，Ｙ，Ｚ各轴的基矢量记作ｅρ，ｅΨ，ｅζ（图４．２）。
柱坐标ρ，Ψ 与笛卡儿坐标ξ，η之间有以下关系

ξ＝ρｃｏｓΨ，　η＝ρｓｉｎΨ （４．１．５）
或

ρ＝ ξ
２＋η槡 ２，　Ψ ＝ａｒｃｔａｎ η（ ）ξ

（４．１．６）

将上式对ｓ求导，得到
ｄρ
ｄｓ

＝ １
ρ

ξ
ｄξ
ｄｓ＋η

ｄη
ｄ（ ）ｓ

ｄΨ
ｄｓ ＝ １

ρ
２ ξ

ｄη
ｄｓ

－η
ｄξ
ｄ（ ）ｓ

（４．１．７）

将式（４．１．５）、式（４．１．３ａ）和式（４．１．３ｂ）代入方程（４．１．７），得到
ｄρ
ｄｓ

＝ｓｉｎθｓｉｎ（ψ－Ψ） （４．１．８ａ）

ｄΨ
ｄｓ ＝－１

ρ
ｓｉｎθｃｏｓ（ψ－Ψ） （４．１．８ｂ）

ζ在两种坐标系中完全相同，确定笛卡儿坐标ζ变化规律的方程（４．１．３ｃ）也适用于柱坐
标。方程（４．１．８ａ），（４．１．８ｂ）和（４．１．３ｃ）组成柱坐标形式的挠性线微分方程组。其中方
程（４．１．３ｃ）可单独积分得到式（４．１．４ｃ）。方程（４．１．８ａ）和方程（４．１．８ｂ）则相互耦合，消

４５ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



去ψ－Ψ 后化作

ｄΨ
ｄｓ ＝±１

ρ
ｓｉｎ２θ－

ｄρ
ｄ（ ）ｓ槡

２

（４．１．９）

４．１．３　挠性线与作用力

利用弹性杆的平衡方程可以建立挠性线与截面作用力之间的联系。根据２．２节的分
析，在无分布力作用的条件下，杆中心线上任意截面处的作用力主矢Ｆ和对截面中心的

图４．３　弹性杆的平衡

主矩Ｍ 与端点Ｐ０ 处作用的力螺旋（－Ｆ０，－Ｍ０）组成平
衡力系（图４．３）。平衡方程为

Ｆ－Ｆ０ ＝０
Ｍ－Ｍ０＋ｒ×Ｆ＝０

（４．１．１０）

将式（４．１．１０）中的矢量Ｆ０，Ｍ０，ｒ用柱坐标基矢量ｅρ，ｅΨ，

ｅζ 表示为

Ｆ０ ＝Ｆ０ｅζ，　Ｍ０ ＝Ｍ０ｅζ，　ｒ＝ρｅρ＋ζｅζ

（４．１．１１）
将上式代入方程（４．１．１０）的第二式，得到

Ｍ ＝Ｍ０ｅζ＋Ｆ０ρｅΨ （４．１．１２）
令上式两边的模互等，其中Ｍ 的模可利用式（２．１．１７）计
算，导出

Ａ２（ω１－ω０
１）２＋Ｂ２（ω２－ω０

２）２＋Ｃ２（ω３－ω０
３）２ ＝Ｍ２

０＋Ｆ２
０ρ

２ （４．１．１３）
在主矢不为零的条件下，从上式解出ρ

２，开方后只取正号，得到

ρ＝ １
Ｆ０

Ａ２（ω１－ω０
１）２＋Ｂ２（ω２－ω０

２）２＋Ｃ２（ω３－ω０
３）２－Ｍ［ ］２

０
１／２ （４．１．１４）

４．１．４　圆截面杆的挠性线

对于圆截面情形，可直接将２．５节中导出的解析解代入式（４．１．１４）计算挠性线。设
杆仅有原始扭率，令式（４．１．１４）中Ａ＝Ｂ，ω０

１＝ω０
２＝０，利用初积分（２．４．５）和（２．５．１）以及

式（２．５．１８）可将式（４．１．１４）化作

ρ（ｓ）＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ（ｓ槡 ） （４．１．１５）

将上式对ｓ求导，并利用式（２．５．１６）和式（２．５．１７ｂ）化作

ｄρ
ｄｓ

＝ １
ａ－ｐ槡 γ

ｄγ
ｄｓ＝ １－γ２－

（ｍ－ｌγ）２
ａ－ｐ槡 γ

（４．１．１６）

将上式以及ｓｉｎ２θ＝１－γ２ 代入式（４．１．９），只取正号，得到

ｄΨ
ｄｓ ＝ ｐ

２
ｍ－ｌγ
ａ－ｐ（ ）γ

（４．１．１７）

或改写为

ｄΨ
ｄｓ ＝ ｌ

２－ ａｌ－ｍｐ
２（ａ－ｐγ） （４．１．１８）
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椭圆函数表达的γ（ｓ）被确定以后，即可从式（４．１．１５）和式（４．１．４ｃ）以及方程（４．１．１８）的
积分得到挠性线的柱坐标方程。
将３．３节中的式（３．３．１７）代入式（４．１．１５）、式（４．１．４ｃ）和式（４．１．１８），利用式（３．３．６）表

示的曲率κ（ｓ）的解析式，得到

ρ（ｓ）＝２
ｐ

ａ－ｈ＋κ２（ｓ槡 ） （４．１．１９）

ｄζ
ｄｓ

＝１
ｐ

ｈ－κ２（ｓ［ ］） （４．１．２０）

ｄΨ
ｄｓ ＝ｌ

２－ ａｌ－ｍｐ
２［ａ－ｈ＋κ２（ｓ）］

（４．１．２１）

可见圆截面杆的挠性线由中心线的曲率完全确定，与挠率无关。但非圆截面杆的挠性线
必须由曲率和挠率共同确定。
在分析挠性线的几何特征时，有时需要作出挠性线在（ξ，η）平面内的投影曲线。此投

影曲线的曲率κｐ可利用平面曲线的曲率公式计算

κｐ ＝ ｄξ
ｄｓ

ｄ２
η

ｄｓ２
－
ｄη
ｄｓ

ｄ２
ξ

ｄｓ（ ）２
ｄξ
ｄ（ ）ｓ

２

＋
ｄη
ｄ（ ）ｓ［ ］

２ －３／２

（４．１．２２）

将式（４．１．３ａ）、式（４．１．３ｂ）和式（２．５．６）代入后，导出

κｐ ＝ １
ｓｉｎθ

ｄψ
ｄｓ

＝ ｌ－ｍγ
（１－γ２）３／２

（４．１．２３）

４．２　螺旋挠性线

４．２．１　螺旋线的几何特征

　　１．３节中叙述的螺旋线是一种特殊的挠性线，即柱坐标ρ和章动角θ均为常值时所确
定的挠性线。令挠性线方程（４．１．８ａ）中ｄρ／ｄｓ＝０，则除θ＝０或π对应的直杆平衡状态以
外，柱坐标Ψ 与欧拉角ψ之间必须满足

Ψ ＝ψ±ｎπ　（ｎ＝０，１，…） （４．２．１）
即要求２．２．２节中定义的ｘ１ 轴与Ｘ 轴的正向（ｎ为偶数）或负向（ｎ为奇数）重合。将ρ
和θ的常值特解记作

ρ＝Ｒ，　θ＝θ０ （４．２．２）
则对应的螺旋线半径为Ｒ，螺旋倾角为α＝（π／２）－θ０。直线和圆弧线为θ０＝０和θ０＝π／２
时的螺旋线特例。在０＜θ０＜π／２范围内，ｎ为奇数时螺旋线为右旋，ｎ为偶数时为左旋。
不失一般性，令ｎ＝１，则２．２．２节中定义的（Ｐｘ１ｙ１ｚ１）为（ＯＸＹＺ）的原点移至Ｐ点后绕

Ｚ 轴转过π角后的位置，其中ｘ１ 轴与Ｘ轴的负方向重合。（Ｐｘ１ｙ１ｚ１）绕ｘ１ 轴转过θ０ 角

后的 （Ｐｘ２ｙ２ｚ２）为挠性线的Ｆｒｅｎｅｔ坐标系，Ｐｘ２，Ｐｙ２，Ｐｚ２ 分别为Ｐ点处的法线轴、副法
线轴和切线轴（见图４．４）。柱坐标系（ＯＸＹＺ）与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）之间的方向
余弦在表４．１中列出。
将条件（４．２．１）和（４．２．２）代入方程（４．１．８ｂ），导出ｄψ／ｄｓ亦为常值，记作ω０
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表４．１　方向余弦

ｘ２（ｅｎ） ｙ２（ｅｂ） ｚ２（ｅｔ）

Ｘ（ｅρ） －１ ０ ０
Ｙ（ｅΨ） ０ －ｃｏｓθ０ ｓｉｎθ０

Ｚ（ｅζ） ０ ｓｉｎθ０ ｃｏｓθ０

图４．４　螺旋线

ω０ ＝
ｄψ
ｄｓ

＝ｓｉｎθ０

Ｒ
（４．２．３）

与１．３节中的式（１．３．１２）一致（图４．４）。为使式（４．２．３）
与式（４．１．９）取得一致，后者应取正号。

４．２．２　螺旋杆与作用力

讨论带原始扭率ω０
３ 的圆截面杆，其螺旋线平衡状态

与Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．２．１０）的以下特解相对应

θ＝θ０，　ψ′＝ω０，　φ′＝ω３０－ω０ｃｏｓθ０ （４．２．４）
其中常数ω３０与ω０ 满足以下关系式：

Ａω２
０ｃｏｓθ０－Ｃω０（ω３０－ω０

３）＋Ｆ０ ＝０ （４．２．５）
由于螺旋线状态下（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）坐标系与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系重

合，截面的欧拉角φ即相对扭角χ。φ′的存在表明杆截面
绕螺旋线切线轴有相对扭转。截面内力主矩Ｍ 相对主轴
坐标系（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）的投影Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）为

Ｍ１ ＝０，　Ｍ２ ＝Ａω０ｓｉｎθ０，　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３０－ω０
３） （４．２．６）

利用表４．１将与Ｍ 等效的力螺旋（Ｆ０，Ｍ０）对Ｐ点的矩投影到（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）（图４．５），令

ρ＝Ｒ，得到

Ｍ１ ＝０，　Ｍ２ ＝Ｍ０ｓｉｎθ０－Ｆ０Ｒｃｏｓθ０，　Ｍ３ ＝Ｍ０ｃｏｓθ０＋Ｆ０Ｒｓｉｎθ０ （４．２．７）
令上式与式（４．２．６）互等，设θ０≠０，Ｒ≠０，消去Ｆ０Ｒ，解出

Ｍ０ ＝Ａω０ｓｉｎ２θ０＋Ｃ（ω３０－ω０
３）ｃｏｓθ０ （４．２．８）

利用式（２．４．６）和式（２．５．３）定义的积分常数ｌ，ｐ，ｍ，从式（４．２．５）和式（４．２．８）导出

ｐ＝－２ω０（ω０ｃｏｓθ０－ｍ），　ｌ＝ω０ｓｉｎ２θ０＋ｍｃｏｓθ０ （４．２．９）

θ０≠π／２时，解出

ω０ ＝ ｌ
２ １± １－２ｐ

ｌ２ｃｏｓθ槡（ ）０ （４．２．１０ａ）

ｍ ＝ ｌ
２ｃｏｓθ０

１＋ｃｏｓ２θ０ｓｉｎ２θ０ １－２ｐ
ｌ２ｃｏｓθ槡（ ）０ （４．２．１０ｂ）

ω０ 与ｍ的实数解条件为

ｌ２－２ｐｃｏｓθ０ ≥０ （４．２．１１）
可作为圆截面杆螺旋线平衡的存在条件。以上结论受θ０≠０的限制而不适用于直杆。对
于直杆平衡情形，轴向力Ｆ０ 可取任意值。
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图４．５　螺旋杆的平衡

５．４．２节中的分析将表明，非圆截面杆的螺旋线平衡仅
在截面相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系无相对扭转条件下实现（图４．５）。
主轴坐标系与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系重合时，杆的弯扭度等于螺旋
线的Ｄａｒｂｏｕｘ矢量（１．３．１３）

ω２０ ＝ω０ｓｉｎθ０，　ω３０ ＝ω０ｃｏｓθ０ （４．２．１２）
将上式代入式（４．２．６），其中的Ａ 改为Ｂ，与式（４．２．７）互
等，导出非圆截面杆的螺旋线平衡条件

Ｆ０ ＝－ω０ ω０（Ｂ－Ｃ）ｃｏｓθ０＋Ｃω［ ］０
３

Ｍ０ ＝ω０ Ｃ＋（Ｂ－Ｃ）ｓｉｎ２θ［ ］０ －Ｃω０
３ｃｏｓθ０

（４．２．１３）
若杆无原始扭率，简化为

Ｆ０ ＝－ω２
０（Ｂ－Ｃ）ｃｏｓθ０，　Ｍ０ ＝ω０ Ｃ＋（Ｂ－Ｃ）ｓｉｎ２θ［ ］０

（４．２．１４）

由于一般情况下Ｂ＞Ｃ，因此在｜θ｜＜π／２范围内Ｆ０ 均为负值，且对任意θ０ 值Ｍ０ 均不为

零。ω０ 与Ｍ０ 同号，Ｍ０＞０时为右螺旋，Ｍ０＜０时为左螺旋。

４．３　圆截面杆挠性线的定性分析

４．３．１　圆截面螺旋杆

　　利用２．５．２节中以γ（ｓ）＝ｃｏｓθ为变量的圆截面杆平衡方程（２．５．１６）

ｄγ
ｄｓ＝ ｆ（γ槡 ） （４．３．１）

可对挠性线的几何性质作定性分析。方程（４．３．１）与常值特解γ０＝ｃｏｓθ０ 对应的平衡状

态要求函数ｆ（γ）在γ＝γ０ 处对ｓ的一阶和二阶导数均等于零，即γ０ 为ｆ（γ）的二重根

ｆ（γ０）＝０，　ｆ′（γ０）＝０ （４．３．２）

满足此条件时，ｆ（γ）函数曲线在γ＝γ０ 处与γ轴相切。将式（２．５．１７ｂ）代入条件（４．３．２），

得到

ｆ（γ０）＝（ａ－ｐγ０）（１－γ２
０）－（ｍ－ｌγ０）２ ＝０ （４．３．３ａ）

ｆ′（γ０）＝－ｐ（１－γ２
０）－２γ０（ａ－ｐγ０）＋２ｌ（ｍ－ｌγ０）＝０ （４．３．３ｂ）

设ａ－ｐγ０≠０，可从以上两式消去，导出ｍ的二次代数方程

２γ０ｍ２－２ｌ（１＋γ２
０）ｍ＋２ｌ２γ０＋ｐ（１－γ２

０）２ ＝０ （４．３．４）

从方程的实数解条件可化简为

ｌ２－２ｐγ０ ≥０ （４．３．５）

此即常值γ０ 或θ０ 的存在条件。作为特例，圆弧杆（γ０＝０）和受压扭直杆（γ０＝－１）恒满足

此条件，受拉扭直杆（γ０＝１）仅在ｐ＜ｌ２／２时满足。若ｐ＞ｌ２／２，此条件仅在γ０＜ｌ２／２ｐ时
成立。由于｜γ０｜＜１对应的挠性线为螺旋线，因此ｐ＞ｌ２／２为弹性杆存在螺旋线平衡的充
分条件。图４．６给出ｆ（γ）的函数曲线。

８５ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



图４．６　螺旋杆（１＞γ０ ≥－１）的

ｆ（γ）曲线

令式（４．１．１５），式（４．１．１８）和式（４．１．３ｃ）中γ＝γ０，计
算螺旋线的几何参数

ρ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 ０ ＝Ｒ

ｄΨ
ｄｓ ＝ ｌ

２－ ａｌ－ｍｐ
２（ａ－ｐγ０）＝ω０ （４．３．６）

ｄζ
ｄｓ

＝γ０

令式（２．５．４１）、式（２．５．４７）和式（２．５．４８）中γ＝γ０，螺旋杆
的曲率、挠率，以及扭角变化率均为常值

κ＝ ｈ－ｐγ槡 ０＝κ０

τ＝ｍ
２＋ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ０）
＝τ０

ｄχ
ｄｓ

＝ω０
３＋ １

λ－（ ）１
２ ｍ－ ｍｈ－ｐｌ

２（ｈ－ｐγ０）
＝χ′０

（４．３．７）

４．３．２　圆截面圆弧杆与直杆

１．圆弧杆 （γ０＝０，θ０＝π／２）

　　令式（４．３．３）中γ０＝０，且利用式（２．５．１８），导出

ａ＝ｍ２，　ｐ＝２ｍｌ，　ｈ＝ｌ２ （４．３．８）
代入式（２．５．１７ｂ），化作

ｆ（γ）＝γ２（２ｍｌγ－ｍ２－ｌ２） （４．３．９）
方程ｆ（γ）＝０存在γ＝０的重根，此外还存在另一根γ＝（ｍ２＋ｌ２）／２ｍｌ。利用以下不等式

ｍ２－２ｍｌ＋ｌ２ ＝ （ｍ－ｌ）２ ＞０ （４．３．１０）

　图４．７　圆弧杆（γ０＝０）的

ｆ（γ）曲线

导出ｍ２＋ｌ２＞２ｍｌ，可判断此第三根必大于１，３个根的排列次
序为

γ１ ＝γ２ ＝０，　γ３ ＝ｍ２＋ｌ２

２ｍｌ
（４．３．１１）

在γ的定义域内只有γ１＝γ２＝０的孤立值（图４．７）。将式
（４．３．８）代入式（４．３．６）和式（４．３．７），得到

ρ＝ １
ｌ

，　ｄΨ
ｄｓ ＝ｌ，　

ｄζ
ｄｓ

＝０，

κ＝ｌ，　τ＝０，　
ｄχ
ｄｓ

＝ ｍ
λ

（４．３．１２）

表明在此情况下，螺旋线压缩为沿（ξ，η）平面的半径为Ｒ＝１／ｌ的圆弧线，若两端连接则形
成圆环。沿ζ轴的力矩Ｍ０＝Ａｌ引起杆的弯曲变形而产生曲率κ，沿ｚ轴的力矩Ｍ３＝Ａｍ

引起杆截面的扭转变形而产生扭率ｄχ／ｄｓ。
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２．受压扭直杆 （γ０＝－１，θ０＝π）

与θ０＝π对应的受拉扭直杆等价于受压扭直杆。令方程（４．３．３）中γ０＝－１，且利用

图４．８　压扭直杆（γ０＝－１）的ｆ（γ）

曲线

式（２．５．１８），导出

ｍ ＝－ｌ，　ａ＝ｈ＝－ｐ （４．３．１３）
代入式（２．５．１７ｂ），化作

ｆ（γ）＝－（１＋γ）２ ｐ（１－γ）＋ｌ［ ］２ （４．３．１４）
除重根γ＝－１对应于轴向受压扭的直杆状态以外，还
存在大于１的另一根γ＝（ｌ２／ｐ）＋１。ｐ＞０时３个根
按以下次序排列

γ１ ＝γ２ ＝－１，　γ３ ＝ｌ２

ｐ ＋１ （４．３．１５）

其中仅γ１＝γ２＝－１的孤立点属于γ的定义域（图４．８）。

３．受拉扭直杆 （γ０＝１，θ０＝０）

令式（４．３．３）中γ０＝１，且利用式（２．５．１８），导出

ｍ ＝ｌ，　ａ＝ｈ＝ｐ （４．３．１６）
将上式代入式（２．５．１７ｂ），化作

ｆ（γ）＝ （１－γ）２ ｐ（１＋γ）－ｌ［ ］２ （４．３．１７）
除重根γ＝１对应于轴向受拉扭的直杆状态以外，还存在另一根γ＝（ｌ２／ｐ）－１。ｐ＞０时
有以下３种不同情况

（１）（ｌ２／ｐ）－１＞１，即ｌ２＞２ｐ，３个根的排列次序为

γ１ ＝γ２ ＝１，　γ３ ＝ｌ２

ｐ －１ （４．３．１８）

其中仅γ１＝γ２＝１的孤立点属于γ的定义域（图４．９（ａ））。

图４．９　拉扭直杆（γ０＝１）的ｆ（γ）曲线

（２）（ｌ２／ｐ）－１＝１，即ｌ２＝２ｐ，γ＝１为三重根（图４．９（ｂ））。
（３）（ｌ２／ｐ）－１＜１，即ｌ２＜２ｐ，３个根的排列次序改为

γ１ ＝ｌ２

ｐ －１，　γ２ ＝γ３ ＝１ （４．３．１９）

０６ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



γ可在［γ１，１］范围内取值（图４．９（ｃ））。

４．３．３　螺旋线平衡的稳定性

根据ｆ（γ）曲线的几何性质可直观地判断上述几种状态的稳定性①。在ｐ＞０前提
下，图４．６、图４．７和图４．８给出的圆弧杆（γ０＝０）、压扭直杆（γ０＝－１）和螺旋杆（１＞
γ０≥－１）的ｆ（γ）曲线均自下往上与γ轴相切，在定义域内仅有唯一孤立点（图４．１０）。在

图４．１０　受扰后的ｆ（γ）曲线
（１＞γ０ ≥－１）

小扰动作用下ｆ（γ）曲线即使偏离原曲线，也只能使横坐标
轴上方有定义部分出现微小增量，其形态仅有微小改变。从
而表明圆弧杆、压扭直杆和螺旋杆均为稳定平衡状态。在
图４．１０和图４．１１中，分别以实线和虚线表示与未扰和受扰
状态对应的ｆ（γ）曲线。
对于γ０＝１情形，即受拉扭直杆的平衡状态，应区分

ｌ２≥２ｐ或ｌ２＜２ｐ两种不同情况。ｌ２≥２ｐ时ｆ（γ）曲线在定义
域内也只有唯一的孤立点，受扰后的ｆ（γ）曲线在横坐标轴
上方增加的有定义部分必足够微小，表明平衡状态稳定
（图４．１１（ａ），（ｂ））。但ｌ２＜２ｐ时的ｆ（γ）曲线则不同，不论扰动有多小，只要曲线在与横
坐标相切处的斜率稍稍偏离零值，就可能使γ（ｓ）在定义域内作大幅度变动，挠性线的几
何形状随之产生明显改变，则平衡状态不稳定（图４．１１（ｃ））。因此受拉扭直杆平衡的稳
定性判据为

ｌ２ ≥２ｐ：稳定，　ｌ２ ＜２ｐ：不稳定 （４．３．２０）

图４．１１　受扰后的ｆ（γ）曲线（γ０＝１）

ｐ为负值时此稳定性条件自行满足，表明受压扭直杆的平衡状态恒稳定。稳定性条件
（４．３．２０）的有量纲形式为

Ｆ０ ≤
Ｍ２

０

４Ａ
（４．３．２１）

１６第４章　弹性杆的挠性线

① 关于平衡稳定性的概念可解释为：杆受小扰动作用后，若其中心线接近受扰前的中心线，则平
衡状态稳定，反之为不稳定。本节采用直观方法对稳定性作初步判断，更严格的稳定性分析在第５章中
叙述。



Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ于１８８３年导出此不等式［５］。此条件与１８６５年 Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ导出的判断重刚体绕
垂直轴永久转动的稳定性条件相似。基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ的动力学比拟，Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式可看
作是动力学领域内的 Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ条件在弹性杆静力学中的再现。

４．３．４　端部固定圆截面杆的挠性线

设圆截面杆的挠性线相对中点具有对称性，则中点处的切线轴必与ζ轴平行，相当于
杆中点处受固定端约束的挠性线。将中点处的θ０＝０或π作为起始值代入式（２．５．６）和
式（２．５．１８），得到｜ｍ｜＝｜ｌ｜，ａ＝ｈ。由于γ０＝±１的重根情形已在４．３．１节中作过分析，
仅讨论｜ｈ｜≠｜ｐ｜情形。拉扭杆或压扭杆分别对应于ｍ＝ｌ或ｍ＝－ｌ两种不同情形。

１．固定端受拉扭情形（ｍ＝ｌ）

令式（２．５．１７ａ）中ｍ＝ｌ，ｆ（γ）函数化作

ｆ（γ）＝ （１－γ）（ｈ－ｐγ）（１＋γ）－ｌ２（１－γ［ ］） （４．３．２２）
方程ｆ（γ）＝０除γ＝１的根以外，另外两个根满足以下代数方程

ｐγ２＋（ｐ－ｈ－ｌ２）γ＋ｌ２－ｈ＝０ （４．３．２３）
可以证明，若ｈ＞ｐ，则γ＝１介于上式确定的两个根之间，３个根的排列次序为（图４．１２
（ａ））

γ１，３ ＝ｈ－ｐ＋ｌ２± （ｈ－ｐ＋ｌ２）２－４ｐ（ｌ２－ｈ槡 ）
２ｐ

，　γ２ ＝１ （４．３．２４）

γ１＜１＜γ３ 由以下条件保证

｜ｈ－３ｐ＋ｌ２｜＜ （ｈ－ｐ＋ｌ２）２－４ｐ（ｌ２－ｈ槡 ） （４．３．２５）
将上式展开后，导出ｈ＞ｐ，证毕。

图４．１２　满足｜ｍ｜＝｜ｌ｜的ｆ（γ）曲线

以上得到的３个根中，只有γ１ 和γ２ 在定义域内，γ（ｓ）的变化范围为［γ１，１］。令
式（４．１．１５）中ａ＝ｈ，将γ１ 和γ２＝１代入后导出柱坐标ρ的最大值ρｍａｘ和最小值ρｍｉｎ

ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ｈ－ｐγ槡 １，　ρｍｉｎ ＝ ２
ｐ

ｈ－槡 ｐ （４．３．２６）

令式（４．１．１７）中ｍ＝ｌ，ａ＝ｈ，得到

ｄΨ
ｄｓ ＝ｐｌ

２
１－γ
ｈ－ｐ（ ）γ

（４．３．２７）

由于ｈ＞ｐ，ｄΨ／ｄｓ在γ＜１的定义域内均保持与ｐｌ相同的符号，仅在γ＝１处等于零。表

２６ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



明挠性线朝同一方向伸展，但在γ＝１即ρ＝ρｍｉｎ处Ψ 产生驻值。利用式（４．１．２３）计算挠
性线在（ξ，η）平面内投影曲线的曲率κｐ，令其中ｍ＝ｌ，ａ＝ｈ，得到

κｐ ＝ ｌ
（１＋γ）（１－γ２）１／２

（４．３．２８）

κｐ在定义域内与ｌ的符号相同，曲线保持相同的凹凸性。在γ＝１即ρ＝ρｍｉｎ处，κｐ＝∞，此
投影曲线出现尖点（图４．１３（ａ））。若ｈ＝ｐ，则ρｍｉｎ＝０，图中的小圆弧缩为一点。

图４．１３　｜ｍ｜＝｜ｌ｜时挠性线在（ξ，η）平面内的投影曲线

２．固定端受压扭情形（ｍ＝－ｌ）

令式（２．５．１７ａ）中ｍ＝－ｌ，ｆ（γ）函数化作

ｆ（γ）＝ （１＋γ）（ｈ－ｐγ）（１－γ）－ｌ２（１＋γ［ ］） （４．３．２９）

方程ｆ（γ）＝０除存在γ＝－１的根以外，另外两个根满足以下代数方程

ｐγ２－（ｐ＋ｈ＋ｌ２）γ＋ｈ－ｌ２ ＝０ （４．３．３０）

可以证明，若ｐ＞０，则γ＝１介于上式确定的两个根之间，３个根的排列次序为（图４．１２
（ｂ））

γ１ ＝－１，　γ２，３ ＝ｈ＋ｐ＋ｌ２± （ｈ＋ｐ＋ｌ２）２＋４ｐ（ｌ２－ｈ槡 ）
２ｐ

（４．３．３１）

γ２＜１＜γ３ 由以下条件保证

｜ｈ－ｐ＋ｌ２｜＜ （ｈ＋ｐ＋ｌ２）２＋４ｐ（ｌ２－ｈ槡 ） （４．３．３２）

将上式展开后，导出ｐ＞０，证毕。

以上得到的３个根中，只有－１和γ２ 在定义域内，γ（ｓ）的变化范围为［－１，γ２］。将

－１和γ２ 代入式（４．１．１５），令其中ａ＝ｈ，导出柱坐标ρ的最大值ρｍａｘ和最小值ρｍｉｎ

ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ｈ＋槡 ｐ，　ρｍｉｎ ＝ ２
ｐ

ｈ－ｐγ槡 ２ （４．３．３３）

令式（４．１．１７）和式（４．１．２３）中ｍ＝－ｌ，ａ＝ｈ，得到

ｄΨ
ｄｓ ＝－ｐｌ

２
１＋γ
ｈ－ｐ（ ）γ

，　κｐ ＝ ｌ
（１－γ）（１－γ２）１／２

（４．３．３４）

ｄΨ／ｄｓ在γ＞－１的定义域内均保持与ｐｌ相反的符号，只是在γ＝－１处等于零。表明挠
性线朝相反方向伸展，在γ＝－１即ρ＝ρｍａｘ处出现Ψ 的驻值。κｐ 在定义域内仍与ｌ的符
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号相同，但由于曲线的伸展方向相反，曲线具有与ｍ＝ｌ情形相反的凹凸性。在γ＝－１
即ρ＝ρｍａｘ处，κｐ＝∞，曲线出现尖点（图４．１３（ｂ））。

４．３．５　满足ａｌ－ｍｐ＝０条件的挠性线

设积分常数满足ａｌ－ｍｐ＝０条件，但ａ≠ｐ，以避免与４．３．１节中已讨论过的γ０＝

±１重根情形重复。将ａｌ－ｍｐ＝０代入式（２．５．１７ｂ），化作

ｆ（γ）＝ １
ｐ２（ａ－ｐγ）ｐ２（１－γ２）－ｌ２（ａ－ｐγ［ ］） （４．３．３５）

方程ｆ（γ）＝０除存在γ＝ａ／ｐ的根以外，另外两个根满足以下代数方程

ｐ２γ２－ｐｌ２γ＋ａｌ２－ｐ２ ＝０ （４．３．３６）

解出

γ＝ｌ２ ｌ４－４ａｌ２＋４ｐ槡 ２

２ｐ
（４．３．３７）

以下分别讨论｜ａ｜＜｜ｐ｜和｜ａ｜＞｜ｐ｜两种不同情况。

１．｜ａ｜＜｜ｐ｜，即｜ｍ｜＜｜ｌ｜情形

由于｜ａ｜＜｜ｐ｜，γ＝ａ／ｐ必在［－１，１］区间内。再由于

ｌ４－４ａｌ２＋４ｐ２ ＞ｌ４－４ｐｌ２＋４ｐ２ ＝ （ｌ２－２ｐ）２ ＞０ （４．３．３８）

方程（４．３．３６）满足实数解条件。利用ａ＜ｐ可证明式（４．３．３７）中带负号的根小于ａ／ｐ

γ＝ｌ２－ ｌ４－４ａｌ２＋４ｐ槡 ２

２ｐ ＜ ａ
ｐ

（４．３．３９）

根据ｆ（γ）函数的性质可以推断，式（４．３．３７）中另一个根大于１。３个根的排列次序为
（图４．１４（ａ））

γ１，３ ＝ｌ２ ｌ４－４ａｌ２＋４ｐ槡 ２

２ｐ
，　γ２ ＝ ａ

ｐ
（４．３．４０）

对于压杆情形，令ｐ＝－｜ｐ｜，３个根的排列次序相反。

图４．１４　满足ａｌ－ｍｐ＝０的ｆ（γ）曲线

令椭圆函数解（２．５．３０）中的γ２＝ａ／ｐ，代入式（４．１．１５），化作

ρ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １ｃｎΩ（ｓ－ｓ０［ ］） （４．３．４１）
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ρ的最小值和最大值分别发生在ｃｎΩ（ｓ－ｓ０［ ］）的函数值为０或１处，导出

ρｍｉｎ ＝０，　ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １ （４．３．４２）

将条件ａｌ－ｍｐ＝０代入式（４．１．１８），化作

ｄΨ
ｄｓ ＝ ｌ

２
（４．３．４３）

ｄΨ／ｄｓ为常值，表明挠性线的伸展方向不变。ρ的最小值为零，表明挠性线在此处穿过ζ
轴，从而使角度坐标Ψ 产生增量π。在式（４．１．２３）中，由于｜ａ｜＜｜ｐ｜，则｜ｍ｜＜｜ｌ｜，因此

κｐ恒保持与ｌ同号，曲线的凹凸性不变（图４．１５（ａ））。

图４．１５　ａｌ－ｍｐ＝０时挠性线在（ξ，η）平面内的投影曲线

２．｜ａ｜＞｜ｐ｜，即｜ｍ｜＞｜ｌ｜情形

由于｜ａ｜＞｜ｐ｜，γ＝ａ／ｐ大于１，根的排列次序改为（图４．１４（ｂ））

γ１，２ ＝ｌ２ ｌ４－４ａｌ２＋４ｐ槡 ２

２ｐ
，　γ３ ＝ ａ

ｐ
（４．３．４４）

其中γ１，２的实数解条件ｌ４－４ａｌ２＋４ｐ２＞０可转化为

ｌ＞ｌ１　 或 　ｌ＜ｌ２ （４．３．４５）

其中

ｌ２
１，２ ＝２ａ± ａ２－ｐ槡（ ）２ （４．３．４６）

满足此条件时，γ１ 和γ２ 的实数解分别对应于ρ的最大值和最小值

ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １，　ρｍｉｎ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 ２ （４．３．４７）

若ｐ／ａ介于γ１ 与γ２ 之间，即以下条件满足：

γ１ ＜ ｐ
ａ ＜γ２ （４．３．４８）

将γ＝ｐ／ａ＝ｌ／ｍ代入式（４．１．２３）和式（４．１．１７），导出κｐ＝０，以及

κｐ ＝０，　 ｄΨ
ｄ（ ）ｓ γ＝ｐ／ａ

＝ｐａ
２ｍ

ｍ２－ｌ２

ａ２－ｐ（ ）２ ＞０ （４．３．４９）

表明挠性线的投影曲线在此处出现拐点，且曲线在此处的伸展方向不变（图４．１５（ｂ））。
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４．３．６　满足ｍｈ－ｐｌ＝０条件的挠性线

设积分常数满足ｍｈ－ｐｌ＝０条件，代入式（２．５．１７ａ）后化作

ｆ（γ）＝ （ｈ－ｐγ）１－γ２－ｍ２

ｐ２（ｈ－ｐγ［ ］） （４．３．５０）

方程ｆ（γ）＝０除存在γ＝ｈ／ｐ的根以外，其余两个根满足以下代数方程

γ２－ｍ２

ｐγ＋ｍ２ｈ
ｐ２ －１＝０ （４．３．５１）

解出

γ＝ １
２ｐ ｍ２± ｍ４＋４（ｐ２－ｍ２ｈ槡［ ］） （４．３．５２）

根的实数解条件为

ｍ４－４ｈｍ２＋４ｐ２ ＞０ （４．３．５３）
为避免重复已讨论过的γ０＝±１重根情形，只讨论ｈ＜ｐ和ｈ＞ｐ两种情况。

１．ｈ＜ｐ情形

则γ＝ｈ／ｐ小于１，且由于

ｍ４－４ｈｍ２＋４ｐ２ ＞ｍ４－４ｐｍ２＋４ｐ２ ＞ （ｍ２－２ｐ）２ ＞０ （４．３．５４）
方程（４．３．５１）的实数解条件得到满足。根的排列次序为（图４．１６（ａ））

γ１，３ ＝ １
２ｐ ｍ２ ｍ４＋４（ｐ２－ｍ２ｈ槡［ ］），　γ２ ＝ ｈ

ｐ
（４．３．５５）

图４．１６　满足ｍｈ－ｐｌ＝０的ｆ（γ）曲线

将γ１ 和γ２＝ｈ／ｐ代入式（４．１．１５），算出ρ的最大值和最小值

ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １，　ρｍｉｎ ＝ ２
ｐ

ａ－槡 ｈ （４．３．５６）

由于ｌ＜ｍ，式（４．１．１７）表示的ｄΨ／ｄｓ不可能出现零值，曲线的伸展方向不变。但式
（４．１．２３）表示的曲率κｐ却可能在γ＝ｌ／ｍ 处为零，使曲线产生拐点。挠性线的投影曲线
有与图４．１６（ｂ）相似的几何特征（图４．１７（ａ））。

２．ｈ＞ｐ情形

由于ｈ＞ｐ，γ＝ｈ／ｐ大于１，根的排列次序改为（图４．１６（ｂ））
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图４．１７　ｍｈ－ｐｌ＝０时挠性线在（ξ，η）平面内的投影曲线

γ１，２ ＝ １
２ｐ ｍ２ ｍ４＋４（ｐ２－ｍ２ｈ槡［ ］），　γ３ ＝ ｈ

ｐ
（４．３．５７）

其中γ１，２的实数解条件（４．３．５１）转化为

ｍ ＞ｍ１　 或 　ｍ ＜ｍ２ （４．３．５８）

其中

ｍ２
１，２ ＝２ｈ± ｈ２－ｐ槡（ ）２ （４．３．５９）

满足此条件时，γ１ 和γ２ 的实数解分别对应于ρ的最大值和最小值

ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １，　ρｍｉｎ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 ２ （４．３．６０）

若ｐ／ｈ介于γ１ 与γ２ 之间，即以下条件满足

γ１ ＜ ｐ
ｈ ＜γ２ （４．３．６１）

将γ＝ｐ／ｈ＝ｍ／ｌ代入式（４．１．１７），得到ｄΨ／ｄｓ＝０，但ｄ２Ψ／ｄｓ２ 在此处可化作－ｐｌ／２而不
等于零，因此曲线在此处必改变伸展方向而出现折返。由于在定义域内γ＜ｈ／ｐ＝ｌ／ｍ，式
（４．１．２３）表示的曲率κｐ不可能出现零点，曲线保持不变的凹凸性（图４．１７（ｂ））。

４．４　挠性线方程的解析积分

４．４．１　圆截面杆挠性线方程的解析积分

　　在外力主矢Ｆ０ 不为零的条件下，可利用第２章或第３章导出的解析解γ（ｓ）或κ（ｓ）对
圆截面杆的挠性线方程求解。将κ（ｓ）的椭圆函数表达式（２．５．４９）代入方程（４．１．２０），
写作

ｄζ
ｄｓ

＝γ１＋（γ２－γ１）ｓｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］） （４．４．１）

积分此方程，并利用附录Ａ中的关系式（Ａ．２４）

∫
ｕ

０
ｓｎ２ｕｄｕ＝ １

ｋ２ ｕ－Ｅ（ａｍｕ，ｋ［ ］） （４．４．２）

其中Ｅ（ａｍｕ，ｋ）是以ｋ为模的第二类椭圆积分
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Ｅ（ａｍｕ，ｋ）＝∫
ｕ

０
１－ｋ２ｓｎ２槡 ｕｄｕ （４．４．３）

从方程（４．４．１）积分得到

ζ（ｓ）＝ζ０＋γ３（ｓ－ｓ０）－２ γ３－γ１槡ｐ
Ｅ ａｍ Ω（ｓ－ｓ０［ ］），｛ ｝ｋ （４．４．４）

将式（２．５．４９）代入式（４．１．２１），得到

ｄΨ
ｄｓ ＝ ｌ

２－ ａｌ－ｍｐ
２（ａ－ｐγ１）１－ｎ４ｓｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］｛ ｝）

（４．４．５）

其中参数ｎ４ 定义为

ｎ４ ＝ｐ（γ２－γ１）
ａ－ｐγ１

（４．４．６）

从方程（４．４．５）积分得到

Ψ（ｓ）＝Ψ０＋ｌ
２

（ｓ－ｓ０）－ ａｌ－ｍｐ
２Ω（ａ－ｐγ１）Π Ω（ｓ－ｓ０），ｎ４，［ ］ｋ （４．４．７）

将式（２．５．４９）代入式（４．１．１９），得到

ρ（ｓ）＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １ １－ｎ４ｓｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］｛ ｝） １／２ （４．４．８）

式（４．４．２）、式（４．４．７）和式（４．４．８）完全确定挠性线的几何形状。
将挠性线的稳态解（４．２．２３）与一般形式解（４．４．１），（４．４．５）和（４．４．８）相对照，令

γ１＝γ２＝γ０，可以认为，一般情况下挠性线的解析解是在稳态解基础上增加由椭圆函数表
示的周期变化增量。当此增量为无限小量时，可将稳态的螺旋线看作是非稳态挠性线的
骨架曲线，而实际挠性线围绕骨架曲线作螺旋式缠绕。也可以认为，此时非稳态挠性线是
稳态大螺旋线与非稳态小螺旋线的叠加。

４．４．２　非圆截面杆挠性线方程的积分

非圆截面杆仅在作用力主矢Ｆ０ 为零，即扭矩单独作用时存在欧拉角的解析积分。

即２．６节中的式（２．６．２０）、式（２．６．２１）和式（２．６．２３）。
将式（２．６．１９）代入方程（４．１．３ｃ），设θ０，ψ０ 为ｓ＝ｓ０ 处θ，ψ的起始值，得到

ｄζ
ｄｓ

＝ｃｏｓθ０ｄｎΩ（ｓ－ｓ０［ ］） （４．４．９）

积分上式，得到

ζ＝ζ０＋ｃｏｓθ０∫
ｓ

ｓ０
ｄｎΩ（ｓ－ｓ０［ ］）ｄｓ （４．４．１０）

将式（２．６．１８）代入方程（４．１．８ａ）和（４．１．８ｂ），并与方程（２．６．２２）联立，得到

ｄρ
ｄｓ

＝ ｓｉｎθ０

１－槡 δ
１－δｃｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］槡 ）ｓｉｎ（ψ－Ψ） （４．４．１１ａ）

ｄΨ
ｄｓ ＝－ ｓｉｎθ０

ρ １－槡 δ
１－δｃｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］槡 ）ｃｏｓ（ψ－Ψ） （４．４．１１ｂ）

ｄψ
ｄｓ

＝ｌ１＋ σｓｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］）
１－δｃｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］｛ ｝） （４．４．１１ｃ）
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　　４．４．１节导出的圆截面杆解析积分不适用于Ｆ０＝０情形，因此本节结果可用于计算
受扭矩单独作用的圆截面杆的挠性线。令σ＝０，δ＝０，方程（４．４．１１ｃ）存在积分（２．６．２４），
令其中ψ０＝０，代入方程（４．４．１１ａ）和（４．４．１１ｂ）后化作

ｄρ
ｄｓ

＝ｓｉｎθ０ｓｉｎｌ（ｓ－ｓ０）－［ ］Ψ （４．４．１２ａ）

ｄΨ
ｄｓ ＝－１

ρ
ｓｉｎθ０ｃｏｓｌ（ｓ－ｓ０）－［ ］Ψ （４．４．１２ｂ）

由于ρ与Ψ 相互耦合，一般情况下只能用数值方法求解。

４．５　平面挠性线

４．５．１　平面挠性线的解析积分

　　对于平面挠性线的特殊情形，可导出形式更简明的解析积分。设挠性线为过ζ轴的
平面曲线，令式（４．１．１７）中ｄΨ／ｄｓ＝０，对于θ的任意值，要求ｍ＝ｌ＝０。即截面作用力主
矩沿ζ轴和ｚ轴的分量Ｍ０ 和Ｍ３ 均应为零。只有两端受轴向力Ｆ０单独作用的弹性杆满

足此条件。令方程（２．５．７）中ｍ＝ｌ＝０，简化为

ｄ２θ
ｄｓ２ －ｐ

２ｓｉｎθ＝０ （４．５．１）

　　将杆的两个端点Ｐ０ 和ＰＬ 的连线作为ζ轴，连线的中点作为坐标原点Ｏ。设杆的两
端为铰支点，受到的轴向力为压力。根据载荷的对称性推断，挠性线相对中点Ｃ对称，Ｃ
点处的切线必平行于ζ轴，相应的欧拉角θ等于零。此问题等同于在Ｃ点处固定，自由端

ＰＬ 处受压力Ｆ０ 作用的杆长为１／２实际杆长的弹性杆平衡问题（图４．１８）。不失一般性，
令Ψ＝π／２，则柱坐标的 Ｘ 轴与笛卡儿坐标的η 轴保持重合。将 ｍ＝ｌ＝０代入式
（２．５．１８）导出ａ＝ｈ，代入式（２．５．４）和式（２．５．６），导出ｄψ／ｄｓ＝ｄφ／ｄｓ＝０，即欧拉角ψ，φ
均保持不变。为保证挠性线在（η，ζ）坐标面内且截面无扭转，要求ψ＝０，φ＝０。

图４．１８　两端受压力作用

的弹性杆

在杆两端受压条件下，与轴向力平衡的截面作用力主矢

Ｆ沿ζ轴的负方向，因此按式（２．５．３）定义的参数ｐ应为负
数，即

ｐ＝－｜ｐ｜＝－２｜Ｆ０｜
Ａ

（４．５．２）

将上式代入式（４．１．１５），令ａ＝ｈ，γ写作ｃｏｓθ，只取正号，得到

ρ（θ）＝ ２
｜ｐ｜

ｈ＋｜ｐ｜ｃｏｓ槡 θ （４．５．３）

在Ｃ点处令上式中θ＝０，导出杆变形后的最大挠度Ｒ

Ｒ＝ρｍａｘ ＝ρ（０）＝ ２
｜ｐ｜

ｈ＋｜ｐ槡 ｜ （４．５．４）

可利用半角公式将式（４．５．３）化作

ρ（θ）＝ Ｒ２－ ８
｜ｐ｜

ｓｉｎ２θ槡 ２
（４．５．５）
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在常数ｈ满足ｈ≥－｜ｐ｜条件下，引入参数ｋ

ｋ２ ＝ １
８｜ｐ｜Ｒ２ ＝ １

２
１＋ ｈ

｜ｐ（ ）｜
（４．５．６）

引入变量，作以下变量置换

ｓｉｎθ
２ ＝ｋｓｉｎ （４．５．７）

则式（４．５．５）化作

ρ（）＝Ｒｃｏｓ （４．５．８）

在Ｐ０ 点处由于ρ＝０，对应的变量应为π／２，将对应的θ角记作θ０。式（４．５．７）中的参数

ｋ可用θ０ 表示为

ｋ＝ｓｉｎθ０

２
（４．５．９）

将式（４．５．８）代入方程（４．１．８ａ），令其中Ψ＝π／２，ψ＝０，并利用半角公式及式（４．５．６）和
式（４．５．７），整理后导出

ｄｓ＝－
ｄρ
ｓｉｎθ

＝ ２
｜ｐ槡 ｜

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

（４．５．１０）

从上式导出用第一类椭圆积分表示的解析解

Ω（ｓ－ｓ０）＝∫


０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝Ｆ（，ｋ） （４．５．１１）

将Ｃ点取作弧坐标原点，则ｓ０＝０，参数Ω定义为

Ω２ ＝｜ｐ｜
２ ＝｜Ｆ０｜

Ａ
（４．５．１２）

式（４．５．１１）确定变量随弧坐标ｓ的变化规律

（ｓ）＝ａｍ Ω（ｓ－ｓ０［ ］） （４．５．１３）

　　对于长度为Ｌ的弹性杆，当θ在０至π范围内变化时，式（４．５．１１）中的积分上限应为

π／２，从Ｃ点到ＰＬ 点的积分值应等于杆长的一半。得到

ΩＬ
２ ＝∫

π／２

０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝Ｋ（ｋ） （４．５．１４）

其中Ｋ（ｋ）为第一类完全椭圆积分。将式（４．５．２）代入式（４．５．１２），其中的抗弯刚度系数

Ａ以ＥＩ代替，Ｉ＝Ｉｘ＝Ｉｙ 为圆截面杆的惯性矩，则从式（４．５．１４）和式（４．５．１２）导出轴向
压力｜Ｆ０｜与参数ｋ之间的关系式

｜Ｆ０｜＝４ＥＩ
Ｌ２ Ｋ２（ｋ） （４．５．１５）

对于ｋ＝０，即Ｒ＝０的特殊情形，Ｋ（０）＝π／２，上式中的｜Ｆ０｜化为根据线性理论导出的长
度为Ｌ两端铰支的压杆欧拉载荷｜Ｆ０｜ｃｒ

｜Ｆ０｜ｃｒ ＝｜Ｆ０｜ｋ＝０ ＝π２ＥＩ
Ｌ２ （４．５．１６）

对于Ｒ＞０，即ｋ＞０的更一般情形，由于第一类完全椭圆积分Ｋ（ｋ）随参数ｋ单调增大，必
有Ｋ（ｋ）＞π／２，代入式（４．５．１６）后导出的作用力｜Ｆ０｜大于｜Ｆ０｜ｃｒ，即
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｜Ｆ０｜ｋ＞０ ＞｜Ｆ０｜ｃｒ （４．５．１７）
可由此推论：弹性杆偏离直线的弯曲变形应在载荷超过欧拉载荷｜Ｆ０｜ｃｒ时发生。与材料
力学中关于压杆问题的结论一致。从式（４．５．６），式（４．５．１２），式（４．５．１４），式（４．５．１５）和
式（４．５．１６）导出

Ｒ
Ｌ ＝ ｋ

Ｋ（ｋ），　
｜Ｆ０｜
｜Ｆ０｜ｃｒ

＝４Ｋ２（ｋ）
π２ （４．５．１８）

以ｋ为参变量，可利用上式计算压杆偏离直线后最大挠度Ｒ与载荷｜Ｆ０｜之间的对应关
系。这在线性理论中是无法完成的。从图４．１９的载荷挠度曲线可看出，超过欧拉载荷

｜Ｆ０｜ｃｒ时，挠度随载荷｜Ｆ０｜增大，至ｋ＝０．８３７４，即端部倾角θ０＝１１４°时，挠度Ｒ为极大值，
继续增大载荷，挠度反而减小。原因是端部倾角从锐角变为钝角时中心线向外侧迂回，使
挠性线与ζ轴的平均距离减小。

图４．１９　压杆的载荷挠度曲线

为计算挠性线上任意点Ｐ的ζ坐标，将式（４．１．３ｃ）中的ｃｏｓθ以式（４．５．７）表示，利用
式（４．５．１０）和式（４．５．１２）导出

ｄζ＝ １－２ｋ２ｓｉｎ２
Ω １－ｋ２ｓｉｎ２槡 

ｄ （４．５．１９）

对上式积分，由于＝０对应的ζ为零，得到

ζ（）＝ １
Ω∫



０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

－２ｋ２∫


０

ｓｉｎ２ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡［ ］

（４．５．２０）

利用附录Ａ的式（Ａ．４）和式（Ａ．２６），上式中第二个积分可表示为

∫


０

ｓｉｎ２ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝ １
ｋ２ Ｆ（，ｋ）－Ｅ（，ｋ［ ］） （４．５．２１）

则式（４．５．２０）化作

ζ（）＝ １
Ω

２Ｅ（，ｋ）－Ｆ（，ｋ［ ］） （４．５．２２）

将式（４．５．１３）确定的（ｓ）代入式（４．５．８）和式（４．５．２２），挠性线的几何形状即完全确定。
图４．２０中给出以θ０ 为参变量的一端固定压杆的挠性线族，将杆的自由端视为铰支点，固
定端视为杆的中点，即转化为两端铰支杆的半截挠性线。
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图４．２０　一端固定压杆的挠性线族

４．５．２　封闭挠性线

令式（４．５．２２）中＝π／２，导出Ｐ０ 点至Ｏ点的距离Ｄ

Ｄ ＝ζ（π／２）＝ １
Ω

２珟Ｅ（ｋ）－Ｋ（ｋ［ ］） （４．５．２３）

其中Ｋ（ｋ）和珟Ｅ（ｋ）分别为第一类和第二类完全椭圆积分。杆的两个端点Ｐ０，ＰＬ 均与Ｏ
点接触时，Ｄ＝０，挠性线在Ｏ点处相交形成回环（图４．２１）。此条件要求

２珟Ｅ（ｋ）－Ｋ（ｋ）＝０ （４．５．２４）
用数值方法可解出：ｋ＝０．９０８９，Ｒ＝０．３９１６Ｌ，｜Ｆ０｜＝２．１８３｜Ｆ０｜ｃｒ。由２个回环可组成８
字形挠性线（图４．２２）。封闭挠性线的更普遍情况将在４．７节中讨论。

图４．２１　封闭的挠性线 图４．２２　８字形挠性线

４．５．３　无限长弹性杆

讨论ｋ＝１的特殊情形。从式（４．５．６），式（４．５．４）和式（４．５．１２）导出ｈ＝｜ｐ｜，Ω＝
２／Ｒ，代入积分式（４．５．１１），导出
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ｓ－ｓ０ ＝ Ｒ
２∫



０

ｄ
１－ｓｉｎ２槡 

＝ Ｒ
２∫



０
ｓｅｃｄ＝ｌｎ｜ｓｅｃ＋ｔａｎ｜ （４．５．２５）

图４．２３　无限长弹性杆的

挠性线

利用上式计算杆的长度，得到

Ｌ＝Ｒｌｎ｜ｓｅｃ＋ｔａｎ｜π／２
０ ＝ ∞ （４．５．２６）

因此若Ｒ≠０，则ｋ＝１相当于无限长弹性杆的特殊情形。从式
（４．５．６）导出Ｃ点与Ｏ 点的距离Ｒ，

Ｒ＝２ ２
｜ｐ槡 ｜＝２ ＥＩ

｜Ｆ０槡 ｜
（４．５．２７）

从式（４．５．７）导出＝θ／２。表明当→π／２时，θ→π，即无限长
挠性线的端点Ｐ０ 和ＰＬ 的切线轴分别向ζ轴的负方向和正方
向趋近，挠性线为带回环的曲线（图４．２３）。若杆为有限长，则
式（４．５．２６）要求Ｒ趋于零，挠性线趋于直线，压杆转化为两端
受拉的直杆。

图４．２４　受拉扭作用的两端

固定圆截面杆

４．６　拉扭杆的挠性线

４．６．１　挠性线的解析积分

　　４．３．２节的分析表明，两端固定的圆截面杆在轴向拉力和扭矩作用下可维持直线平
衡。但在同样受力状态下，拉扭杆可能存在不同于直线的挠性线。Ｃｏｙｎｅ利用三角函数
形式的解析积分讨论挠性线从直线到非直线的转变过程，以解释电缆的失稳现象［８２］。弹
性杆处于非直线的其他平衡形态时，由于固定约束的限制，杆的端部倾角θ及其导数ｄθ／

ｄｓ仍保持为零。与４．５节讨论的仅受轴向力作用的情况不
同，扭矩的存在使远离端部的挠性线不再保持为平面曲线。
将两个端点Ｐ０ 和ＰＬ 连线的中点作为原点Ｏ，建立固定坐
标系（Ｏξηζ）（图４．２４）。利用θ与θ′＝ｄθ／ｄｓ在ｓ＝０或Ｌ
的边界条件

θ（０）＝θ（Ｌ）＝０，　θ′（０）＝θ′（Ｌ）＝０ （４．６．１）
从初积分（２．５．５）和（２．５．６）及式（２．５．１８）导出ｍ＝ｌ，ａ＝
ｈ＝ｐ。在４．３．４节中已对这种特殊情况作过定性讨论。利
用以上关系将Ｊａｃｏｂｉ积分（２．５．９）化作

ｄθ
ｄ（ ）ｓ

２

＋ｌ２ １－ｃｏｓθ
１＋ｃｏｓ（ ）θ －ｐ（１－ｃｏｓθ）＝０ （４．６．２）

在ｐ为正值的条件下，可利用半角公式进行变换，解出

ｄθ
ｄｓ＝ ２槡ｐｔａｎθ

２ ｃｏｓ２ θ
２－ｌ２

２槡 ｐ
（４．６．３）

令上式为零，计算θ的驻值，得到最小值θｍｉｎ＝０。在ｌ２＜２ｐ
条件下存在非零最大值θｍａｘ

θｍａｘ ＝２ａｒｃｃｏｓ
ｌ
２槡（ ）ｐ

（４．６．４）
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将杆的中点Ｃ作为弧坐标原点，引入新变量ｕ＝ｓｉｎ（θ／２），对方程（４．６．３）分离变量积分。
得到

ｐ槡２ｓ＝∫
ｕ

０

ｄｕ
ｕ ｃ２－ｕ槡 ２

＝ １
ｃｌｎ ｕ

ｃ＋ ｃ２－ｕ槡 ２
（４．６．５）

其中常数ｃ定义为

ｃ＝ １－ｌ２

２槡 ｐ ＝ｓｉｎθｍａｘ

２
（４．６．６）

当ｃ＞１／槡２时，即ｌ２＜ｐ时，θｍａｘ＞π／２，挠性线产生回环。引入参数β，定义为

β＝ｃ ｐ槡２ ＝ １
２ ２ｐ－ｌ槡 ２ （４．６．７）

则从式（４．６．５）解出

ｕ＝ｓｉｎθ
２ ＝ ｃ

ｃｈβｓ
（４．６．８）

从图４．２５的ｕ（ｓ）函数曲线可以看出挠性线相对Ｃ点的对称性。ｃ＝０，即ｐ＝ｌ２／２时，ｕ＝０，

θ＝０，挠性线保持为直线。随着ｐ的增大挠性线逐渐偏离直线。将ｍ＝ｌ，ａ＝ｈ＝ｐ代入
式（２．５．４１）和式（２．５．４８），导出杆的曲率和挠率的变化规律

κ＝ ２槡ｐｓｉｎθ
２

，　τ＝ ｌ
２

（４．６．９）

图４．２５　ｕ（ｓ）函数曲线

其中挠率τ在杆的任意位置均相同而保持常值ｌ／２。将式（４．６．８）代入式（４．１．１５）和
式（４．１．１８），得到柱坐标形式的挠性线方程

ρ＝２ ２槡ｐ
ｓｉｎθ

２ ＝２ｃ ２槡ｐ
１

ｃｈβｓ
，　Ψ ＝ ｌ（ ）２ ｓ （４．６．１０）

挠性线的密切平面在空间中的转动由Ψ 随弧坐标ｓ线性增长所体现。ρ在ｓ＝０处有极
大值ρｍａｘ，即Ｃ点相对原点Ｏ 的最大偏移

ρｍａｘ ＝２ ２
ｐ

１－ｌ２

２（ ）槡 ｐ
（４．６．１１）

随着弧坐标ｓ的增大，ρ向两端不断减小。从式（４．１．３ｃ）还可导出
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图４．２６　不同轴向力Ｆ０ 对应的挠性线

　
ｄζ
ｄｓ

＝１－２ｓｉｎ２ θ
２＝１－ ２ｃ２

ｃｈ２
βｓ

（４．６．１２）

由于

０＜θ＜π／２：ｄζ
ｄｓ＞０，　π／２＜θ＜π：ｄζ

ｄｓ＜０

（４．６．１３）

θｍａｘ＞π／２时挠性线沿ζ轴从上行转为下行，证明
有回环产生。图４．２６给出与轴向力Ｆ０ 成比例的

不同参数ｐ所对应的挠性线。可从中看出弹性杆
的平衡形态随拉力增加的变化过程。挠性线在
（ξ，η）平面内的投影可参见图４．１３（ａ）。

４．６．２　杆的端点位移

弹性杆从直线转变为带回环的挠性线时，由于端点间的距离缩小而引起端点位移。
中心线上的任意点Ｐ处沿ζ轴的位移应等于弧坐标ｓ与ζ坐标之差（图４．２７）。利用式
（４．６．１２）导出

ｄ
ｄｓ

（ｓ－ζ）＝１－
ｄζ
ｄｓ

＝２ｓｉｎ２θ
２ ＝ ２ｃ２

ｃｈ２
βｓ

（４．６．１４）

图４．２７　端点位移的计算

积分上式，得到Ｐ点的位移

ｓ－ζ＝２ｃ２∫
ｓ

０

ｄｓ
ｃｈ２

βｓ
＝４ｃ２

β
１

１＋ｅ－２βｓ －（ ）１
２

（４．６．１５）
杆的长度为Ｌ时，从Ｃ至端点Ｐ０ 或ＰＬ 的长度为Ｌ／２。令上
式中ｓ＝Ｌ／２，导出的端部位移记作ｂ／２，得到

ｂ
２ ＝４ｃ２

β
１

１＋ｅ－βＬ －（ ）１
２

（４．６．１６）

对于杆的长度极大的情形，可令ｅ－βＬ≈０而从上式中略去，得
到的端点位移恰好等于式（４．６．１１）表示的极坐标ρ的最大
值，即Ｃ点距ζ轴的最大偏移，

ｂ
２ ＝２ｃ ２槡ｐ ＝ρｍａｘ （４．６．１７）

将上式中的ｃ以式（４．６．６）代入，化作

ｂ＝４ ２
ｐ

１－ｌ２

２（ ）槡 ｐ
（４．６．１８）

对于给定的ｌ，上式确定了端点位移ｂ与ｐ之间的关系，如图４．２８所示。
观察图４．２８可看出，ｐ＜ｌ２／２时ｂ无实数解，ｐ＝ｌ２／２时ｂ＝０，因此在ｐ≤ｌ２／２条件下

杆均能保持直线平衡状态。但在ｐ＝ｌ２／２附近，ｐ的微小增加可引起ｂ的急剧变化，在

ｐ＞ｌ２／２条件下杆因弯曲变形而引起端点位移，外力因端点位移而做的功转换为杆的弯曲
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图４．２８　端点位移ｂ随ｐ变化的函数曲线

变形能。因此ｐ≤ｌ２／２就是受拉扭直杆的稳定性
条件，其有量纲形式即 ４．３．３ 节 中 导 出 的

Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式（４．３．２１）。从图４．２８还可看出，

ｐ＝ｌ２为端点位移ｂ的极值点，可产生最大端点位
移。从式（４．６．６）和式（４．６．１８）推知，此极值位

置与ｃ＝１／槡２，θｍａｘ＝π／２，ｂｍａｘ＝４／ｌ＝４Ａ／Ｍ０ 相对

应。将式（４．６．１１）对ｓ求导还可证实，ｐ＝ｌ２ 同时

也是ρｍａｘ的极值点。ｐ＞ｌ２ 时，θｍａｘ＞π／２，挠性线
产生回环，且Ｃ点偏移ρｍａｘ从增加转为减小，回环
趋于收紧，以致端点位移ｂ也从增加转为减小。

以上分析对Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式的物理意义作出了解释。

４．７　封闭杆的挠性线

４．７．１　弹性杆的封闭条件

　　以分子生物学为背景的弹性杆模型常具有闭环形态。若杆与杆之间发生接触，不计
杆的粗细时中心线在接触点处相交也形成封闭曲线。第２章的２．３．５节中对中心线两端
连接情形，列出了相应的约束条件（２．３．６０）。弹性杆的封闭性除要求中心线封闭以外，还
要求中心线连续光滑，且截面姿态沿中心线的变化连续光滑。设杆的长度为Ｌ，且ｓ０＝０，

则中心线的封闭条件为

ξ（Ｌ）＝ξ（０） （４．７．１ａ）

η（Ｌ）＝η（０） （４．７．１ｂ）

ζ（Ｌ）＝ζ（０） （４．７．１ｃ）
也可用柱坐标表示为

ρ（Ｌ）＝ρ（０） （４．７．２ａ）

Ψ（Ｌ）＝Ψ（０） （４．７．２ｂ）

ζ（Ｌ）＝ζ（０） （４．７．２ｃ）

若要求中心线连续光滑且截面姿态连续光滑，还应补充以下条件

θ（Ｌ）＝θ（０） （４．７．３ａ）

φ（Ｌ）＝φ（０） （４．７．３ｂ）

ψ（Ｌ）＝ψ（０） （４．７．３ｃ）

ωｉ（Ｌ）＝ωｉ（０）　（ｉ＝１，２，３） （４．７．３ｄ）

对于圆截面杆情形，以上列出的边界条件并非完全独立。由式（２．５．３０）和式（４．４．８）

得知，θ和ρ均为椭圆正弦函数平方ｓｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］）的函数，而ｓｎ２ Ω（ｓ－ｓ０［ ］）的周期为

２Ｋ 的整数倍，Ｋ（ｋ）为第一类完全椭圆积分。因此只要令

ΩＬ ＝２ｎＫ（ｋ）　（ｎ＝１，２，…） （４．７．４）

则当ｓ－ｓ０＝Ｌ时，必有ｓｎ２（０）＝ｓｎ２（１），使条件（４．７．２ａ）和（４．７．３ａ）自行满足。条件
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（４．７．２ｃ）可利用式（４．４．４）计算。当Ω（ｓ－ｓ０）改变Ｋ 的整数倍时，ａｍ Ω（ｓ－ｓ０［ ］）改变

π／２。因此令式（４．４．４）中

Ω（ｓ－ｓ０）＝Ｋ（ｋ），　ａｍ Ω（ｓ－ｓ０［ ］）＝ π
２

（４．７．５）

可将条件（４．７．２ｃ）表示为

γ３Ｋ（ｋ）
Ω －２ γ３－γ１槡ｐ

珟Ｅ（ｋ）＝０ （４．７．６）

其中珟Ｅ（ｋ）＝Ｅ（π／２，ｋ）为第二类完全椭圆积分。利用式（２．５．２５）消去Ω，上式化作

γ３Ｋ（ｋ）－（γ３－γ１）珟Ｅ（ｋ）＝０ （４．７．７）

条件（４．７．２ｂ）可利用式（４．４．７）计算。将式（４．７．５）代入后，导出

ｌＫ（ｋ）－ ａｌ－ｍｐ
ａ－ｐγ（ ）１

珟Π（ｎ４，ｋ）＝０ （４．７．８）

其中珟Π（ｎ４，ｋ）＝Π（π／２，ｎ４，ｋ）为第三类完全椭圆积分。条件（４．７．３ｂ）可利用式（２．５．３８）

计算。将式（４．７．４）和式（４．７．５）代入后，导出

２ｍＫ（ｋ）
λ

（１－λ）＋ ｍ－ｌ
１－γ（ ）１

珟Π（ｎ１，ｋ）＋ ｍ＋ｌ
１＋γ（ ）１

珟Π（ｎ２，ｋ）＝０ （４．７．９）

根据以上分析，可将式（４．７．４），式（４．７．７），式（４．７．８）和式（４．７．９）归纳为圆截面杆的独
立封闭条件。在下节中将根据以上条件确定待定的常数ａ，ｐ，ｌ，ｍ。

４．７．２　对称相交的圆截面杆挠性线

应用４．４节导出的解析积分，可在已知受力状况和积分常数条件下计算圆截面杆的
挠性线。也可用于讨论逆问题，即给定挠性线的几何形状分析其实现条件。本节分析受
轴向压力作用的圆截面杆以对称形式在同一点接触，形成由多个封闭曲线组成的三维挠
性线。利用挠性线的封闭条件，计算其对应的积分常数。

为便于解析计算，设积分常数满足４．３．５节中规定的特殊条件

ａｌ－ｍｐ ＝０ （４．７．１０）

且满足｜ａ｜＜｜ｐ｜。满足此条件时，式（４．３．４０）已给出

γ２ ＝ ａ
ｐ

（４．７．１１）

柱坐标ρ（ｓ）由式（４．３．４１）给出

ρ（ｓ）＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １ｃｎΩ（ｓ－ｓ０［ ］） （４．７．１２）

设弹性杆的中点Ｐ０ 的弧坐标为ｓ０，该点与Ｏ点的距离为最大值Ｒ，即

ρ（ｓ０）＝ρｍａｘ ＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １ ＝Ｒ （４．７．１３）

导出

ａ－ｐγ１ ＝ｐ（γ２－γ１）＝ ｐＲ（ ）２
２

（４．７．１４）

杆长为Ｌ时，两个端点Ｐ１，Ｐ２ 的弧坐标分别为
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ｓ１ ＝ｓ０－Ｌ
２

，　ｓ２ ＝ｓ０＋Ｌ
２

（４．７．１５）

图４．２９　对称相交于Ｏ点的挠性线

设Ｐ１ 与Ｐ２ 在固定点Ｏ处相交（图４．２９），将上式代入
式（４．７．１２），得到

ρ（ｓ１）＝ρ（ｓ２）＝ ２
ｐ

ａ－ｐγ槡 １ｃｎ ±ΩＬ（ ）２
（４．７．１６）

ｃｎ（ｕ）的偶函数性质使Ｐ０ 点两侧的柱坐标ρ（ｓ）具有对
称性。由于Ｐ１，Ｐ２ 与柱坐标原点Ｏ重合，ρ（ｓ１）＝ρ（ｓ２）

＝０，导出

ａｍ ±ΩＬ（ ）２ ＝±π
２

，　ΩＬ
２ ＝Ｋ（ｋ） （４．７．１７）

即式（４．７．４）给出的与ｎ＝１对应的封闭杆条件。将式
（４．７．１５）与Ｌ＝２Ｋ／Ω代入式（４．４．４），得到

ζ（ｓ１）＝ζ０－γ３Ｋ
Ω ＋２ γ３－γ１槡ｐ

珟Ｅ

ζ（ｓ２）＝ζ０＋γ３Ｋ
Ω －２ γ３－γ１槡ｐ

珟Ｅ

（４．７．１８）

令以上两式相等，利用式（２．５．２５）消去Ω，导出条件（４．７．７）
（Ｋ－珟Ｅ）γ３＋珟Ｅγ１ ＝０ （４．７．１９）

则ζ（ｓ１）＝ζ（ｓ２）＝ζ０，表明重合的端点Ｐ１，Ｐ２ 与中点Ｐ０ 的高度相同。将Ω＝２Ｋ／Ｌ代入
式（２．５．２５）的第二式，由于受压状态下常数ｐ为负值，令ｐ＝－｜ｐ｜，导出

γ３－γ１ ＝－ １６Ｋ２

｜ｐ｜Ｌ２ （４．７．２０）

方程（４．７．１９）与（４．７．２０）联立解出

γ３ ＝－ １６Ｋ珟Ｅ
｜ｐ｜Ｌ２，　γ１ ＝ １６Ｋ

｜ｐ｜Ｌ２（Ｋ－珟Ｅ） （４．７．２１）

由于Ｋ（ｋ）＞珟Ｅ（ｋ），γ１ 为正值。由于常数ｐ为负值，γ的３个根排列次序与２．５．２节相
反。将上式中的γ１ 代入式（４．７．１４），导出

ａ＝ ｐＲ（ ）２
２

－１６Ｋ
Ｌ２ （Ｋ－珟Ｅ） （４．７．２２）

将式（４．７．１５）代入式（４．３．４３）的积分计算端点Ｐ１，Ｐ２ 处的Ψ 值，得到

Ψ（ｓ１）＝Ψ０－Ｌｌ
４

，　Ψ（ｓ２）＝Ψ０＋Ｌｌ
４

（４．７．２３）

令ΔΨ＝Ψ（ｓ２）－Ψ（ｓ１）为Ｏ 点处挠性线两端的切线轴在（ξ，η）坐标面上投影的夹角
（图４．２９），导出

ｌ＝２ΔΨ
Ｌ

（４．７．２４）

将式（４．７．２１）中的γ１ 及式（４．７．１０）、式（４．７．１４）和式（４．７．２４）代入式（２．５．１７ｂ），令

ｆ（γ１）＝０，在ｌ，ｍ不为零条件下解出
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｜ｐ｜＝ １６Ｋ（Ｋ－珟Ｅ）
Ｌ Ｌ２－Ｒ２（ΔΨ）槡 ２

（４．７．２５）

以下条件满足时，参数ｐ有实数解

ΔΨ ＜ Ｌ
Ｒ

（４．７．２６）

将式（４．７．１１）、式（４．７．２０）和式（４．７．２５）代入式（２．５．２５）的第一式，导出

Ｋ（ｋ）－珟Ｅ（ｋ）－ ｋ
２Ｒ Ｌ２－Ｒ２（ΔΨ）槡 ２ ＝０ （４．７．２７）

可由此方程确定参数ｋ的值。将式（４．７．２２）、式（４．７．２４）和式（４．７．２５）代入式（４．７．１０），
解出另一个积分常数ｍ

ｍ ＝ ２ΔΨ
Ｌ２－Ｒ２（ΔΨ）槡 ２

１－ Ｒ（ ）Ｌ
２

４Ｋ（Ｋ－珟Ｅ）＋（ΔΨ）［ ］｛ ｝２ （４．７．２８）

利用式（４．７．２４）、式（４．７．２５）和式（４．７．２８）等式，可根据预先给定的Ｌ，Ｒ，ΔΨ 等几何参
数，确定挠性线两端交于Ｏ点形成回环时所对应的ｐ，ｌ，ｍ，ａ等积分常数。上述推导过程
基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的解析积分，不考虑杆在交点处的接触力。
基于椭圆函数的周期性，以上对单个回环挠性线的分析可扩展应用于多个回环交于

同一点的形态更复杂的挠性线。设挠性线由ｎ个形状相同的回环组成，每个回环的长度
为Ｌ／ｎ，将以上公式中的Ｌ 以Ｌ／ｎ替换，令Ω＝２ｎＫ／Ｌ，ｓ１－ｓ０ ＝ｓ２ －ｓ０ ＝Ｌ／２ｎ，式
（４．７．１９）不变，其余常数为

γ３ ＝－１６ｎ２Ｋ珟Ｅ
｜ｐ｜Ｌ２，　γ１ ＝ １６ｎ２Ｋ

｜ｐ｜Ｌ２（Ｋ－珟Ｅ），　ｌ＝２ｎ
ＬΔΨ

｜ｐ｜＝ １６ｎ２Ｋ（Ｋ－珟Ｅ）
Ｌ Ｌ２－ｎ２Ｒ２（ΔΨ）槡 ２

，　ａ＝ ｐＲ（ ）２
２

－１６ｎ２Ｋ
Ｌ２ （Ｋ－珟Ｅ）

（４．７．２９）

参数ｋ由以下方程确定

Ｋ（ｋ）－珟Ｅ（ｋ）－ ｋ
２ｎＲ Ｌ２－ｎ２Ｒ２（ΔΨ）槡 ２ ＝０ （４．７．３０）

上述对单回环挠性线导出的所有公式为ｎ＝１的特例。ｎ＝２时为８字形曲线，ｎ＝３时为
三叶草曲线，ｎ＝５时为梅花形曲线（图４．３０）。多回环挠性线的几何特征与４．３．５节中用
定性方法分析的（ξ，η）坐标面内的投影曲线类似，如图４．１５（ａ）所示。

图４．３０　多回环挠性线

对于ΔΨ＝０的特殊情形，对应的积分常数ｌ，ｍ均为零，条件（４．７．１２）自行满足，挠性
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线为与（ξ，η）坐标面正交的平面曲线。令式（２．５．１７ｂ）中ｌ＝ｍ＝０，参数γｉ（ｉ＝１，２，３）为
以下代数方程的根

（ａ－ｐγ）（１－γ２）２ ＝０ （４．７．３１）

导出

γ１ ＝１，　γ２ ＝ ａ
ｐ

，　γ３ ＝－１ （４．７．３２）

代入封闭条件（４．７．１９）后，从另一途径导出平面曲线封闭条件（４．５．２４）

２珟Ｅ（ｋ）－Ｋ（ｋ）＝０ （４．７．３３）

作为三维曲线的特殊情形，此条件亦可从式（４．７．２７）导出。令其中ΔΨ＝０，且利用式
（４．５．１８）消去Ｌ／Ｒ，即得到条件（４．７．３３）。对于多分支情形，令式（４．７．３０）中ΔΨ＝０，将
式（４．５．１８）中的Ｌ以Ｌ／ｎ代替后代入，得到的封闭条件亦与（４．７．３３）完全相同。表明平
面曲线封闭条件与分支数无关。方程（４．７．３３）的解ｋ＝０．９０８９已在４．５．２节中给出。

４．８　圆柱面约束杆的挠性线

４．８．１　圆柱面约束杆的挠性线方程

　　设具有原始扭率ω０
３ 的圆截面杆受半径为Ｒ０ 的圆柱面约束①。在理想约束情形，即

圆柱面与杆之间为光滑接触时，约束力沿圆柱面的法线方向。以圆柱面中心轴为ζ轴，轴
上的固定点Ｏ 为原点，建立固定参考坐标系（Ｏξηζ）。弹性杆中心线上任意点Ｐ 在
（Ｏξηζ）中的位置用４．２．１节中定义的（ＯＸＹＺ）坐标系和柱坐标ρ，Ψ，ζ表示，其中Ｘ 轴
和Ｙ 轴分别沿径向和周向，Ｚ轴与ζ轴重合。限制Ｐ点在圆柱面内的充分条件等同于

４．２．１节中导出的ρ的常值条件（４．２．１）

Ψ ＝ψ－π （４．８．１）

设圆截面杆的半径为ａ，则有

ρ＝Ｒ，　Ｒ＝Ｒ０＋ａ （４．８．２）

将式（４．８．１）和式（４．８．２）代入式（４．１．８）得到

ｄΨ
ｄｓ ＝

ｄψ
ｄｓ

＝ １
Ｒｓｉｎθ （４．８．３）

式（４．８．３）可看作是圆柱面约束施加于欧拉角的约束方程。θ（ｓ）的规律确定以后，受圆柱
面约束的挠性线由式（４．８．３）和方程（４．１．３ｃ）确定。

按照条件（４．８．１）的要求，（Ｐｘ１ｙ１ｚ１）和（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）等坐标系与（ＯＸＹＺ）之间的关

系与４．２．１节相同，其中（ｙ１，ｚ１）坐标面为Ｐ点处圆柱面的切平面（图４．３１）。截面主轴

坐标系（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）与（ＯＸＹＺ）之间的方向余弦可利用表４．１，将其中的常值θ０ 改为变

量θ。

０８ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础

① 在工程技术中，受圆柱面约束的弹性杆是钻杆受套筒约束的力学模型。在分子生物学中，缠绕
在圆柱体上的弹性杆可作为ＤＮＡ与蛋白质分子结合的简化模型。



４．８．２　圆柱面约束杆的平衡方程

由于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程不适用于有接触力存在情形，其中的力平衡方程（２．１．３ａ）必须

图４．３１　圆柱面约束杆

用３．１节中建立的考虑接触力的平衡方程（３．１．２）
代替

ｄＦ
ｄｓ＋ｆ＝０ （４．８．４）

其中ｆ为单位长度接触力。杆缠绕于圆柱面的外侧
时，ｆ沿圆柱面的外法线Ｘ 轴，即ｘ２ 轴的负方向，写作

ｆ＝ｆｅρ ＝－ｆｅ（２）
１ （４．８．５）

其中ｅ（２）
ｉ （ｉ＝１，２，３）为（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）各坐标轴的基矢量。

若杆在圆柱面的内侧被约束，则ｆ的方向相反。以
（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）为参考坐标系，将方程（４．８．４）写作

珘ｄＦ
ｄｓ＋ω（２）×Ｆ＋ｆ＝０ （４．８．６）

其中ω（２）为（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）的角位移变化率，如式（２．２．８）
的定义。利用表４．１写出其投影式：

ω（２）＝ｄθ
ｄｓｅ

（２）
１ ＋

ｄψ
ｄｓ

（ｓｉｎθｅ（２）
２ ＋ｃｏｓθｅ（２）

３ ）

（４．８．７）

将式（４．８．５）和式（４．８．７）代入方程（４．８．６），Ｆ相对（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）的投影记作Ｆｉ（ｉ＝１，２，

３），导出

ｄＦ１

ｄｓ ＋
ｄψ
ｄｓ

（Ｆ３ｓｉｎθ－Ｆ２ｃｏｓθ）－ｆ＝０ （４．８．８ａ）

ｄＦ２

ｄｓ ＋
ｄψ
ｄｓ
Ｆ１ｃｏｓθ－ｄθ

ｄｓＦ３ ＝０ （４．８．８ｂ）

ｄＦ３

ｄｓ －
ｄψ
ｄｓ
Ｆ１ｓｉｎθ＋ｄθ

ｄｓＦ２ ＝０ （４．８．８ｃ）

接触力对杆的力矩平衡方程（２．１．３ｂ）不产生影响。其相对ｚ轴的投影式有与式（２．４．４）

相同的初积分，用欧拉角表示为

ｄφ
ｄｓ

＋
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＝ω３０ （４．８．９）

则方程（２．１．３ｂ）相对ｘ２ 轴和ｙ２ 轴的投影式为

ｄ２θ
ｄｓ２ －

ｄψ
ｄ（ ）ｓ

２

ｃｏｓθｓｉｎθ＋ｍ
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθ－Ｆ２

Ａ ＝０ （４．８．１０ａ）

ｄ２
ψ

ｄｓ２
ｓｉｎθ＋２

ｄψ
ｄ（ ）ｓ

ｄθ
ｄ（ ）ｓｃｏｓθ－ｍｄθ

ｄｓ＋Ｆ１

Ａ ＝０ （４．８．１０ｂ）

其中积分常数ｍ＝λ（ω３０－ω０
３）的定义与式（２．４．６）一致。力平衡方程（４．８．８），力矩平衡
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方程（４．８．１０）及约束方程（４．８．３）共６个方程完全确定Ｆｉ（ｉ＝１，２，３），ψ，θ，ｆ 等６个
变量。

４．８．３　平衡方程的初积分

除式（４．８．９）以外，方程组（４．８．８）和（４．８．１０）另存在３个初积分。为便于表达，利用
表４．１写出截面作用力主矢在（ＯＸＹＺ）中的投影

ＦＸ ＝－Ｆ１，　ＦＹ ＝－Ｆ２ｃｏｓθ＋Ｆ３ｓｉｎθ，　ＦＺ ＝Ｆ２ｓｉｎθ＋Ｆ３ｃｏｓθ （４．８．１１）

令方程（４．８．８ｂ）和（４．８．８ｃ）分别乘以ｓｉｎθ，ｃｏｓθ后相加，积分得出

ＦＺ ＝ＦＺ０ （４．８．１２）

此初积分表明，由于约束力与Ｚ轴正交，因此不影响截面作用力沿Ｚ轴，即ζ轴的投影守
恒。积分常数ＦＺ０等于杆两端作用的拉力沿Ｚ轴的分量。
从方程组（４．８．１０）解出Ｆ１，Ｆ２，代入式（４．８．８ｃ）后导出Ｊａｃｏｂｉ积分

ｄθ
ｄ（ ）ｓ

２

＋
ｄψ
ｄ（ ）ｓ

２

ｓｉｎ２θ＋２Ｆ３

Ａ ＝ｈ （４．８．１３）

与无约束杆的Ｊａｃｏｂｉ积分（２．５．５）形式上一致，积分常数ｈ＝２Ｈ／Ａ－λω２
３０也按式（２．５．３）

的定义，但Ｆ３ 并非常值。

令方程（４．８．８ｂ）和（４．８．８ｃ）分别乘以ｃｏｓθ，ｓｉｎθ，相减后解出Ｆ１，与约束条件（４．８．３）

代入式（４．８．１０ｂ），导出另一个初积分

Ｒ（ ）Ａ ＦＹ ＋ｍｃｏｓθ＋ｓｉｎ３θ
Ｒ ＝ｌ （４．８．１４）

由于约束力的作用线均通过ζ轴，此初积分的物理意义为截面作用力向ζ轴简化的主矩
保持常值Ｍ０。积分常数ｌ＝Ｍ０／Ａ与式（２．５．３）一致。可从中解出

ＦＹ ＝ Ａ
Ｒ

ｌ－ｍｃｏｓθ－ｓｉｎ３θ（ ）Ｒ
（４．８．１５）

从式（４．８．１２）和式（４．８．１５）导出

Ｆ２ ＝ＦＺ０ｓｉｎθ－Ａ
Ｒ

ｌ－ｍｃｏｓθ－ｓｉｎ３θ（ ）Ｒ ｃｏｓθ （４．８．１６ａ）

Ｆ３ ＝ＦＺ０ｃｏｓθ＋Ａ
Ｒ

ｌ－ｍｃｏｓθ－ｓｉｎ３θ（ ）Ｒ ｓｉｎθ （４．８．１６ｂ）

将式（４．８．１６ｂ）和约束条件（４．８．３）代入Ｊａｃｏｂｉ积分（４．８．１３），改写为

ｄθ
ｄ（ ）ｓ

２

＋Ｕ（θ）＝ｈ （４．８．１７）

函数Ｕ（θ）定义为

Ｕ（θ）＝ ２（ｌ－ｍｃｏｓθ）－ｓｉｎ３θ［ ］Ｒ
ｓｉｎθ
Ｒ ＋ｐｃｏｓθ （４．８．１８）

其中常数ｐ＝２ＦＺ０／Ａ。对方程（４．８．１７）积分可确定θ与弧坐标ｓ的函数关系

ｓ＝∫
θ

θ０

ｄθ
ｈ－Ｕ（θ槡 ）

（４．８．１９）

其中θ０ 为弧坐标原点处θ的起始值。利用式（４．８．３）和式（４．８．１７）从方程（４．８．１０ｂ）导
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出截面内力的径向分量

Ｆ１ ＝Ａ ｈ－Ｕ（θ［ ］）１／２ ｍ－ ３
２Ｒｓｉｎ２（ ）θ （４．８．２０）

　　将式（４．８．３）和式（４．８．１６ａ）代入方程（４．８．１０ａ），导出解耦的θ（ｓ）的微分方程

ｄ２θ
ｄｓ２ ＋Ｑ（θ）＝０ （４．８．２１）

其中Ｑ（θ）＝Ｕ′（θ）／２，即

Ｑ（θ）＝ １
Ｒ

（ｌｃｏｓθ－ｍｃｏｓ２θ）－ ｐ
２＋２ｃｏｓθｓｉｎ２θ

Ｒ（ ）２ ｓｉｎθ （４．８．２２）

将积分（４．８．１９）确定的θ（ｓ）代入式（４．８．１６）和式（４．８．２０）确定截面内力Ｆｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，

３），再代入式（４．８．８ａ）解出圆柱面对杆的约束力

ｆ＝Ａ
Ｒ２ ｌ－ｍｃｏｓθ－ｓｉｎ３θ（ ）Ｒ ｓｉｎθ＋Ａ ｈ－Ｕ（θ［ ］）－１／２ Ｑ（θ） ３

２Ｒｓｉｎ２θ－（ ）｛ ｍ

－３
Ｒ ｈ－Ｕ（θ［ ］）ｃｏｓ２ ｝θ （４．８．２３）

一般情况下必须应用数值方法求解。

４．８．４　螺旋线特解

方程（４．８．２０）存在θ的常值特解θ０，所对应的特殊平衡状态即缠绕在圆柱面外侧弹

性杆的螺旋线平衡状态。此常值特解应满足以下条件

Ｑ（θ０）＝０，　ｈ－Ｕ（θ０）＝０ （４．８．２４）

从式（４．８．３）推知，θ为常值时ｄψ／ｄｓ亦为常值。π／２＞θ０＞０时，ｄψ／ｄｓ＞０，挠性线为右螺
旋；０＞θ０＞－π／２时，ｄψ／ｄｓ＜０，挠性线为左螺旋。θ为常值时，截面作用力各主分量和约
束力均为常值

Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝Ｆ２０ ＝ＦＺ０ｓｉｎθ０－ＦＹ０ｃｏｓθ０

Ｆ３ ＝Ｆ３０ ＝ＦＺ０ｃｏｓθ０＋ＦＹ０ｓｉｎθ０，　ｆ＝ＦＹ０
ｓｉｎθ０（ ）Ｒ

（４．８．２５）

其中ＦＺ０为式（４．８．１２）的积分常数，ＦＹ０为

ＦＹ０ ＝ Ａ
Ｒ ｌ－ｍｃｏｓθ０－ｓｉｎ３θ０（ ）Ｒ

（４．８．２６）

若圆柱面约束为单面约束，则约束作用仅当约束力ｆ＞０时方可能维持。从式（４．８．２５）
导出约束存在条件

ＦＹ０ｓｉｎθ０ ＞０　 或 　Ｆ３０ ＞ＦＺ０ｃｏｓθ０ （４．８．２７）

表明周向力与杆中心线延伸方向一致，即ＦＹ０与θ０ 同号是维持约束作用的充分必要条件。

此条件要求杆有足够大的切向拉力Ｆ３０使杆被拉紧。对于受圆柱面内侧约束的钻杆类型
弹性杆，由于约束力方向相反，维持约束的切向拉力应改为切向压力。

作为特例，设θ０＝０，令ｌ＝ｍ，ｈ＝ｐ，截面作用力和约束力为

Ｆ１ ＝Ｆ２ ＝０，　Ｆ３ ＝ＦＺ０，　ｆ＝０ （４．８．２８）

对应的平衡状态为直杆平衡，圆柱面对弹性杆无约束作用。作为另一特例，设θ０＝π／２，
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则要求

ｍ ＝ｐＲ
２

，　ｈ＝ １
Ｒ

２ｌ－１（ ）Ｒ
（４．８．２９）

截面作用力和约束力为

Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝ＦＺ０，　Ｆ３ ＝Ｆ３０ ＝ Ａ
Ｒ

ｌ－１（ ）Ｒ
，　ｆ＝Ｆ３０

Ｒ
（４．８．３０）

对应的平衡状态为平面圆环。上式中的ｆ＝Ｆ３０／Ｒ不难从圆环的微元弧段上力的平衡状
态直接得到验证。
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第５章　弹性杆平衡的稳定性

关于弹性杆平衡稳定性问题的研究建立在不同的理论基础上。从最小势能原理出发
可以判断弹性杆整体几何特征的变化趋势。对于端部约束固定的弹性杆，Ｔｏｂｉａｓ，

Ｃｏｌｅｍａｎ等将自连接数相对缠绕数的变化率作为判断弹性杆平衡稳定性的重要指标。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ运动稳定性理论是以离散动力学系统为对象的稳定性理论。在刚性截面假定
基础上，作为一维连续系统的弹性杆被简化为以弧坐标ｓ为自变量的离散系统。根据

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ的动力学比拟，将时间变量ｔ改为弧坐标ｓ，即可在静力学范畴内，将Ｌｙａｐｕｎｏｖ
运动稳定性理论转变为弹性杆的平衡稳定性理论。可直接根据微分方程判断弹性杆的平
衡稳定性，而无须分析其挠性线。圆截面和非圆截面的直杆和螺旋杆的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定
性为本章的主要讨论内容。应用相平面方法或一次近似方法可导出平衡稳定性的解析判
据。对于直杆平衡的几种特殊情形，可用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法证明此判据的充分必要性。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下的稳定性不同于工程中判断弹性杆屈曲的欧拉稳定性，二者在概念上存
在区别和联系。此外，本章还讨论受扭矩单独作用的非圆截面杆平衡状态的分岔问题和
混沌问题。

５．１　稳定性分析的能量原理

５．１．１　拉格朗日定理与最小势能原理

　　拉格朗日定理是分析力学中判断保守系统平衡稳定性的充分条件，已在附录Ｄ的

Ｄ．４节中用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法作出证明。
拉格朗日定理：若保守系统的势能Ｅ在平衡位置处取孤立极小值，则保守系统的平

衡稳定。
弹性杆的总势能是由弹性杆几何形态确定的总体参数。最小势能原理是上述拉格朗

日定理在弹性杆平衡稳定性问题中的具体应用。在２．３．２节中已说明，弹性杆的总势能

Ｅ由弹性应变势能Ｅｅ与外力势能Ｅｐ组成，可表示为势能密度函数Γ的积分

Ｅ＝∫
Ｌ

０
Γｄｓ （５．１．１）

其中

Γ＝ １
２ Ａω２

１＋Ｂω２
２＋Ｃ（ω３－ω０

３）［ ］２ －Ｆγ （５．１．２）

若考虑杆的轴向变形和杆的体积力，Γ内还应增加轴向应变势能和体积力势能。根据最



小势能原理，弹性杆的平衡条件为泛函Ｅ的一次变分为零，即

δＥ＝０ （５．１．３）
弹性杆平衡状态稳定的充分条件为泛函Ｅ的二次变分大于零，即

δ２Ｅ＞０ （５．１．４）

５．１．２　端部约束固定的圆截面杆的稳定性

弹性杆在空间中的形态由中心线Ｃ和截面的过扭率Δω３ 完全确定，可利用Ｃ与Δω３

的组合（Ｃ，Δω３）表征杆的形态。根据上述最小势能原理，杆的某种形态（Ｃ，Δω３）０ 是否稳
定的判断方法是将（Ｃ，Δω３）０ 与满足约束条件的与（Ｃ，Δω３）０ 接近的其他形态比较，若
（Ｃ，Δω３）０ 对应的总势能为极值，则处于平衡状态，若总势能为极小值，则为稳定平衡。杆
的总势能由杆的整体几何状态确定，是第１章中定义的扭转数、连接数和缠绕数等参数的
函数。
讨论端部受固定约束或两端封闭弹性杆的平衡稳定性。设杆为圆截面，带原始扭率

ω０
３，令式（５．１．２）中Ａ＝Ｂ，将弹性杆的总势能Ｅ划分为与中心线Ｃ 的几何形状以及与扭
转变形有关的两部分

Ｅ＝Ｅｃ＋Ｅｔ （５．１．５）
分别为

Ｅｃ ＝∫
Ｌ

０

１
２Ａκ２－Ｆ０（ ）γ ｄｓ，　Ｅｔ ＝ １

２∫
Ｌ

０
Ｃ（Δω３）２ｄｓ （５．１．６）

其中与中心线几何形状有关的势能部分Ｅｃ由弯曲应变能与外力势能的负值组成，与扭转
变形有关的势能部分Ｅｔ即扭转应变能，由杆的过扭率Δω３＝ω３－ω０

３ 确定。根据１．５节的
分析，Ｅｃ与中心线的缠绕数Ｗｒ相关，Ｅｔ与杆的扭转数ΔＴｗ 相关。若杆的过扭率Δω３ 沿

杆长保持常数，则上式中的Ｅｔ可积分得出

Ｅｔ ＝ＬＣ
２

（Δω３）２ （５．１．７）

利用式（１．３．７），Ｅｔ可用杆的扭转数ΔＴｗ 表示

Ｅｔ ＝２π２Ｃ
Ｌ

（ΔＴｗ）２ （５．１．８）

利用式（１．５．２）将上式中的ΔＴｗ 以ΔＬｋ－Ｗｒ代替，改写为

Ｅｔ ＝２π２Ｃ
Ｌ

（ΔＬｋ－Ｗｒ）２ （５．１．９）

根据１．５节关于自连接数性质的说明，对于端部约束固定的曲杆，包括封闭曲杆在内，当
中心线连续变形时其自连接数ΔＬｋ为守恒量，因此上式中的Ｅｔ随中心线的缠绕数Ｗｒ改

变。将式（５．１．９）代入后，式（５．１．５）写作

Ｅ＝∫
Ｌ

０

１
２Ａκ２－Ｆ０（ ）γ ｄｓ＋２π２Ｃ

Ｌ
（ΔＬｋ－Ｗｒ）２ （５．１．１０）

从而表明，当守恒的自连接数确定以后，端部约束固定的弹性杆或封闭弹性杆的总势能Ｅ
可由中心线的几何形状单独确定。缠绕数Ｗｒ的增大使上式中的扭转变形能减小，若自
连接数ΔＬｋ足够大，这种影响超过由缠绕引起的弯曲变形能增量，则杆的总势能随缠绕
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数Ｗｒ的增大而减小。两端受拉的柔索同时受扭，当扭转变形足够大时拉直的柔索可产
生螺旋状缠绕而出现失稳。这种扭转数朝缠绕数转化的现象可应用最小势能原理作出
解释。
弹性杆的平衡条件（５．１．３）要求

δＥ＝δＥｃ＋δＥｔ ＝０ （５．１．１１）
其中扭转变形势能的变分δＥｔ为

δＥｔ ＝４π２Ｃ
Ｌ ΔＴｗ（δΔＴｗ） （５．１．１２）

当杆的挠性线有微小改变时，从变分式（１．５．７）导出

δΔＴｗ ＝－δＷｒ （５．１．１３）
则在平衡状态下，势能Ｅｃ的变分应满足

δＥｃ ＝－δＥｔ ＝－４π２Ｃ
Ｌ ΔＴｗ（δΔＴｗ）＝４π２Ｃ

Ｌ ΔＴｗ（δＷｒ） （５．１．１４）

由于缠绕数Ｗｒ与中心线的几何形状，扭转数ΔＴｗ 与杆的扭转状况一一对应，可将Ｅｃ视

为Ｗｒ的函数，Ｅｔ视为ΔＴｗ 的函数，从式（５．１．１２）和式（５．１．１４）导出以下平衡条件
ｄＥｔ

ｄΔＴ（ ）ｗ ０
＝ ｄＥｃ

ｄＷ（ ）ｒ ０
＝４π２Ｃ

Ｌ ΔＴｗ （５．１．１５）

下角标０表示平衡状态下的挠性线所确定的泛函值。
弹性杆的平衡稳定性条件（５．１．４）要求

δ２Ｅ＝δ２Ｅｃ＋δ２Ｅｔ ＞０ （５．１．１６）
对式（５．１．１２）和式（５．１．１４）分别再取一次变分，得到

δ２Ｅｔ ＝４π２Ｃ
Ｌ

（δΔＴｗ）２ ＝４π２Ｃ
Ｌ

（δＷｒ）２ （５．１．１７ａ）

δ２Ｅｃ ＝４π２Ｃ
Ｌ

ｄ（ΔＴｗ）
ｄＷｒ

（δＷｒ）２ （５．１．１７ｂ）

讨论弹性杆的平衡稳定性问题时，必须考虑扰动对自连接数ΔＬｋ 产生影响的可能性①。
考虑ΔＬｋ在扰动作用下的变化，将 Ｗｈｉｔｅ公式（１．５．２）各项对缠绕数Ｗｒ求导，得到

ｄ（ΔＴｗ）
ｄＷｒ

＝ｄ（ΔＬｋ）
ｄＷｒ

－１ （５．１．１８）

将上式代入式（５．１．１７），再代入式（５．１．１６），得到

４π２Ｃ
Ｌ

ｄ（ΔＬｋ）
ｄＷ（ ）ｒ ０

（δＷｒ）２ ＞０ （５．１．１９）

此不等式要求

ｄ（ΔＬｋ）
ｄＷ（ ）ｒ ０

＞０ （５．１．２０）

从而导出端部约束固定的弹性杆的平衡稳定性条件：当扰动引起的缠绕数Ｗｒ和自连接

数ΔＬｋ的变化满足ΔＬｋ相对Ｗｒ的变化率大于零时，弹性杆的平衡稳定。

７８第５章　弹性杆平衡的稳定性

① 对ＤＮＡ平衡状态的扰动可来源于双螺旋结构局部断裂引起约束状态的改变，以及温度或溶剂
成分变化引起的扭率改变。这种扰动的出现导致自连接数的改变。



弹性杆可能处于无扭转平衡状态，即过扭率Δω３ 为零的特殊平衡状态①。处于这种
状态的杆的零值扭转应变能Ｅｔ已为最小值，因此稳定性条件（５．１．１６）仅要求与挠性线形
状有关的势能Ｅｃ取极小值

δ２Ｅｃ ＞０ （５．１．２１）

将式（５．１．１８）代入式（５．１．１７ｂ），导出

ｄ（ΔＬｋ）
ｄＷ（ ）ｒ ０

＞１ （５．１．２２）

即端部约束固定的无扭转平衡状态的平衡稳定性条件为：当扰动引起的缠绕数Ｗｒ和自

连接数ΔＬｋ的变化满足ΔＬｋ相对Ｗｒ的变化率大于１时，弹性杆的平衡稳定。
上述结论适用于端部约束固定的弹性杆，包括封闭弹性杆在内的任意形态的平衡稳

定性。自连接数、缠绕数的计算可利用对Ｇａｕｓｓ积分（１．４．１）和（１．５．８）的数值积分实
现。若杆与杆之间，或杆与固定物体之间产生接触，且接触力为理想约束力，则接触现象
对杆的总势能不发生影响，上述结论依然有效。

５．１．３　弧坐标的拉格朗日定理

拉格朗日定理或最小势能原理属于离散系统动力学范畴。在用于判断弹性杆的平衡
稳定性时，作为分析对象的参量，如总势能、扭转数、自连接数、缠绕数等均为标志弹性杆
总体状态的物理量。这些总体状态变量均为时间ｔ的一元函数，与弧坐标ｓ无关。另一
类稳定性问题是以表征弹性杆几何形态的参量为分析对象，如欧拉角、欧拉参数及其对弧
坐标的导数。在静力学范畴内，这些变量均为弧坐标ｓ的一元函数，其平衡条件已由

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程体现，稳定性问题必须在弧坐标分析力学的基础上讨论。在第２章的２．４
节中曾导出Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．２），即应变势能密度与作用力的切向投影
之和沿弧坐标守恒。利用以弧坐标为自变量的Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法，将受扰后守恒的弧
坐标哈密顿函数Ｈ 取为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｈ ＝ １
２

（Ａω２
１＋Ｂω２

２＋Ｃω２
３）＋Ｆ０γ （５．１．２３）

由于Ｈ 函数沿扰动方程解曲线计算的全导数为零，若Ｈ 函数在平衡位置处取孤立极小
值，则Ｈ 为扰动的正定函数，根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理一，弹性杆的未扰平衡状态必稳定。从
而得出以下推广到弧坐标的拉格朗日定理。
弧坐标的拉格朗日定理：若弹性杆的弧坐标哈密顿函数Ｈ 在平衡位置处取孤立极小

值，则保守系统的平衡稳定。
此稳定性条件可表示为

δ２Ｈ ＞０ （５．１．２４）

由于弧坐标哈密顿函数并不代表弹性杆的总势能，因此弧坐标的拉格朗日定理并不具有
总势能取极小值的物理意义。弧坐标的拉格朗日定理仅提供稳定性充分条件，其逆定理
有条件地成立。

８８ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础

① 当ＤＮＡ的双螺旋骨架局部断裂时，可处于过扭率为零的平衡状态。



５．２　圆截面直杆的平衡稳定性

５．２．１　受拉扭圆截面直杆的稳定性

　　讨论圆截面杆在轴向拉力和扭矩作用下的平衡稳定性，可利用２．５．１节中解耦的平
衡方程（２．５．７）

ｄ２θ
ｄｓ２ ＋Ｑ（θ）＝０ （５．２．１）

其中函数Ｑ（θ）的定义已在式（２．５．８）中给出

Ｑ（θ）＝－
ｌ－ｍｃｏｓθ

ｓｉｎ２（ ）θ

２

ｃｏｓθ－ｍ ｌ－ｍｃｏｓθ
ｓｉｎ２（ ）θ ＋ｐ［ ］２ ｓｉｎθ （５．２．２）

方程（５．２．１）的常值特解θ０，即Ｑ（θ０）＝０的解对应于杆的特殊平衡状态。其中的平凡解

θ０＝０或π对应于受拉扭或压扭的直杆状态，非平凡解与螺旋线平衡相对应。为判断平
衡状态的稳定性，引入扰动量Δθ＝θ－θ０，只保留Δθ的一次项，从方程（５．２．１）导出θ０ 状

态附近的线性化扰动方程

ｄ２Δθ
ｄｓ２ ＋ｃΔθ＝０ （５．２．３）

其中ｃ＝（ｄＱ／ｄθ）θ＝θ０
，展开为

ｃ＝（１＋２ｃｏｓ２θ０）
ｌ－ｍｃｏｓθ０

ｓｉｎ２θ（ ）０

２

－３ｍｃｏｓθ０
ｌ－ｍｃｏｓθ０

ｓｉｎ２θ（ ）０
＋ｍ２－ｐ

２ｃｏｓθ０ （５．２．４）

稳态解的一次近似稳定性取决于参数ｃ的符号：

ｃ＞０：稳定，　ｃ＜０：不稳定 （５．２．５）

　　先讨论直杆平衡的稳定性。将θ０＝０代入式（５．２．４），考虑式（２．５．１１），得到

ｃ＝ １
４

（ｌ２－２ｐ） （５．２．６）

导出受拉扭直杆的稳定性判据

ｌ２ ＞２ｐ：稳定，　ｌ２ ＜２ｐ：不稳定 （５．２．７）
与４．３．３节中用几何方法分析得出的稳定性判据（４．３．２０）对照，上述一次近似方法证明
了其中的不等式部分。应用本章５．７节中的Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法可以严格证明ｌ２＝２ｐ条
件下的稳定性，构成完整的Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式

Ｆ０ ≤
Ｍ２

０

４Ａ
（５．２．８）

将方程（５．２．１）的另一平凡解θ０＝π代入式（５．２．４），考虑式（２．５．１１），得到

ｃ＝ １
４

（ｌ２＋２ｐ） （５．２．９）

则受拉扭直杆的稳定性判据 （５．２．７）中的ｐ替换为－ｐ，即转换为受压扭直杆的稳定性判
据。令其中ｐ＞０，或判据（５．２．７）中ｐ＜０，均证实受压扭直杆的平衡状态恒稳定。
以上判断弹性杆平衡稳定性的一次近似方法也可从能量观点加以解释。根据式

（２．５．９），方程（５．２．１）的Ｊａｃｏｂｉ积分为
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２（ ）Ａ Ｈ ＝ ｄθ
ｄ（ ）ｓ

２

＋Ｕ（θ）＝ｈ （５．２．１０）

其中Ｈ 为弧坐标哈密顿函数，Ｕ（θ）的定义见式（２．５．１０）。根据弧坐标的拉格朗日定理，

稳态解θ０ 的稳定性取决于哈密顿函数Ｈ 在θ０ 处的正定性。由于

ｄ２Ｕ
ｄθ（ ）２

θ＝θ０
＝２ ｄＱ

ｄ（ ）θ θ＝θ０
＝２ｃ （５．２．１１）

因此ｃ＞０条件等同于函数Ｕ（θ）的正定性条件，即哈密顿函数Ｈ 的正定性条件。

５．２．２　相轨迹奇点与稳定性

将θ对ｓ的导数记作θ′，将方程（５．２．１）两边与ｄθ／ｄｓ＝θ′相除，消去弧坐标ｓ的微分，

化作一阶自治系统

ｄθ′
ｄθ ＝－

Ｑ（θ）

θ′
（５．２．１２）

方程（５．２．１２）确定（θ，θ′）相平面上的相轨迹，即Ｊａｃｏｂｉ积分（５．２．１０）所代表的曲线
族。相轨迹的奇点（θｓ，θ′ｓ）对应于变量θ相对ｓ的一阶和二阶导数均为零的特殊状态

Ｑ（θｓ）＝０，　θ′ｓ＝０ （５．２．１３）

因此奇点θｓ与方程（５．２．１）的常值特解θ０ 等价。在与受拉扭直杆状态对应的奇点θｓ＝０
附近，令ｘ＝θ，ｙ＝θ′，导出方程（５．２．１２）的一次近似式

ｄｙ
ｄｘ＝－ｃｘ

ｙ
（５．２．１４）

其中ｃ的定义与式（５．２．４）相同。根据附录Ｄ中的判据（Ｄ．１９），奇点的类型由系数ｃ的
符号确定

ｃ＞０：中心，　ｃ＜０：鞍点 （５．２．１５）

则平衡稳定性条件（５．２．５）也可根据奇点的类型得出。

５．２．３　压杆的稳定性

根据５．２．１节的分析，受压扭圆截面直杆的平衡状态恒稳定，包括无扭矩作用的压
杆。令Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式（５．２．８）中Ｍ０＝０，得到

Ｆ０ ≤０ （５．２．１６）

表明轴向受压的直杆稳定，而轴向受拉的直杆不稳定。设杆的两端Ｐ０ 和ＰＬ 铰接在ζ轴
上，轴向压力沿ζ轴，Ｆ０ 为负值，令Ｆ０＝－｜Ｆ０｜，将常数ｐ改为－｜ｐ｜。在平面变形条件
下，令ｌ＝ｍ＝０，Ｑ（θ）简化为

Ｑ（θ）＝Ω２ｓｉｎθ （５．２．１７）

其中Ω２＝｜ｐ｜／２＝｜Ｆ０｜／Ａ同式（４．５．１２）的定义。简化后的方程（５．２．１）与单摆动力学方
程相同（图５．１）

ｄ２θ
ｄｓ２ ＋Ω２ｓｉｎθ＝０ （５．２．１８）

将奇点θｓ＝０或±π代入参数ｃ＝Ω２ｃｏｓθｓ，利用式（５．２．１５）判断，θｓ＝０为中心，θｓ＝±π为

０９ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



图５．１　单摆与压杆

鞍点。
设θ在铰结点Ｐ０ 处的起始值为θ０，以Ｐ０ 为弧坐标原点，方程（５．２．１８）的起始条件为

θ（０）＝θ０，　θ′（０）＝０ （５．２．１９）
代入Ｊａｃｏｂｉ积分（５．２．１０），解出积分常数ｈ

ｈ＝－｜ｐ｜ｃｏｓθ０ （５．２．２０）
导出（θ，θ′）相平面内的相轨迹方程

θ′＝± ｈ＋｜ｐ｜ｃｏｓ槡 θ （５．２．２１）
所确定的相轨迹曲线族见图５．２。

图５．２　压杆的相轨迹曲线族

利用图４．１８中的（Ｏηζ）平面坐标系讨论相轨迹与挠性线的对应关系。当θ０＝０或

ｈ＝－｜ｐ｜时，相轨迹为孤立的中心奇点，挠性线为沿ζ轴的直线（图５．３（ａ））。随着｜θ０｜的
增大，总机械能ｈ增大，相轨迹从原点向外转变为半径不断增大的椭圆。由于θ偏离零
值，挠性线逐渐偏离ζ轴，当０＜θ０＜π／２，即－｜ｐ｜＜ｈ＜０时，在端点处挠性线的切线矢量
与ζ轴呈锐角（图５．３（ｂ））。在θ０＝π／２，即ｈ＝０时，切线矢量与ζ轴垂直（图５．３（ｃ））。

１９第５章　弹性杆平衡的稳定性



在π／２＜θ０＜π，即０＜ｈ＜｜ｐ｜时，切线矢量与ζ轴呈钝角（图５．３（ｄ））。继续增大ｈ，挠
性线可演变为８字形（图５．３（ｅ）），或双侧带回环的曲线（图５．３（ｆ））。以上几种情形的
挠性线均在η＝０位置形成拐点。在θ０＝π，即ｈ＝｜ｐ｜的特殊情形，相轨迹为鞍点，对应
于直杆轴向受拉的平衡状态，即压杆转变为拉杆（图５．３（ｇ））。当总机械能增大为ｈ＞
｜ｐ｜，即θ０＞π时，由式（５．２．２１）推知ｄθ／ｄｓ不可能为零，相轨迹转化为与横轴不相交的
曲线，对应的挠性线无拐点而具有不变的凹凸性，形成带单侧回环的曲线（图５．３（ｈ））。

根据上述奇点附近的相轨迹所对应的受扰平衡状态可以看出，压杆受微小扰动后的波
浪形挠性线的θ值可充分接近于零，而拉杆受扰后的带单侧或双侧回环的挠性线其θ
值可在０与π之间作大幅度变化。根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定义，压杆稳定，而拉杆不
稳定。

图５．３　与相轨迹对应的挠性线

图５．４　相柱面

由于θ变量的周期性，θ＝π或－π代表杆的同一状态。在相平面中只取包含在二直
线θ＝π和θ＝－π之间的带域，使两条边线粘合卷成相柱
面（图５．４）。在此柱面上，中心和鞍点各只有一个。过鞍
点的相轨迹称为分隔线，它将相轨迹分隔出两类拓扑性质
不同的封闭曲线：一类可在柱面上缩为一点，另一类则不
能。在单摆问题中，前者对应于单摆的往复摆动，后者对应
于单摆的单方向回转。在弹性杆的平衡问题中，前者对应
于朝双侧弯曲，或带双侧回环的挠性线。后者则对应于带
单侧回环的挠性线。由此可见弹性杆的平衡虽与单摆的摆
动有着相同的微分方程和相轨迹曲线，却反映了完全不同
的物理过程。

２９ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



５．２．４　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性与欧拉稳定性

以上根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论的分析结果与工程设计中认同的压杆失稳理论相
悖，其原因在于对稳定性概念的不同理解。Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性是对初值的稳定性。压杆在
弧坐标的起始位置受微扰后，由于挠性线切线倾角的变化在零附近而符合Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性定义。拉杆在直线状态附近可能存在带单侧或双侧回环的挠性线，其切线倾角可在

０～２π的大范围内变化而符合不稳定性定义。Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性中的扰动发生于杆的一
端，不要求受扰后的挠性线符合另一端的约束条件。与Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性概念不同，材料
力学中对弹性杆屈曲问题的分析依据另一种稳定性概念，即欧拉稳定性。根据欧拉稳定
性概念，在满足两端确定的约束条件下，如平衡方程存在偏离直线状态的非平凡解，即认
为弹性杆失稳。而此欧拉失稳的弹性杆仍可能满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性。材料力学中对欧
拉失稳现象的讨论仅限于压杆，因为拉杆的带回环受扰状态已超出线性理论范围。
为弥补Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性不考虑端部约束状况的不足，在利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论判断包

括封闭杆在内的两端受约束弹性杆的平衡稳定性时，必须补充考察受扰状态是否符合端
部约束条件。以受拉扭的两端铰支圆截面直杆为例。设轴向力Ｆ０ 和扭矩 Ｍ０ 满足

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件（５．２．８），参数ｃ为正实数，改记为ｃ＝ｋ２。将指数形式的扰动解

Δθ＝Δθ０ｅｘｐ（λｓ） （５．２．２２）

代入线性化的扰动方程（５．２．３）后，导出特征方程

λ２＋ｋ２ ＝０ （５．２．２３）

其特征值为纯虚根λ＝±ｉｋ，ｋ为受扰挠性线随弧坐标ｓ周期变化的角频率，由式（５．２．６）
确定

ｋ２ ＝ １
４

（ｌ２－２ｐ） （５．２．２４）

两端铰支杆的受扰挠性线在发生初扰动的Ｐ０ 处应满足

Δθ（０）＝Δθ０，　Δθ′（０）＝０ （５．２．２５）

方程（５．２．３）满足此边界条件的特解为

Δθ＝Δθ０ｃｏｓｋｓ （５．２．２６）

另一铰支点ＰＬ 处的约束条件为

Δθ（Ｌ）＝±Δθ０，　Δθ′（Ｌ）＝０ （５．２．２７）

为满足此边界条件，必须令参数ｋ满足

ｋＬ ＝ｎπ　（ｎ＝１，２，…） （５．２．２８）
其中整数ｎ为受扰挠性线的谐波数。奇数ｎ或偶数ｎ分别对应于式（５．２．２７）中的负号或
正号，前者的受扰挠性线相对中点对称，后者为反对称。将式（５．２．２４）代入式（５．２．２８），
导出轴向拉力和扭矩应满足的以下条件

Ｍ２
０

４Ａ－Ｆ０ ＝ｎ２π２Ａ
Ｌ２ （５．２．２９）

在欧拉稳定性分析中，可从上式确定导致欧拉失稳的拉力和扭矩的临界值。若仅有扭矩
单独作用，令Ｆ０＝０，抗弯刚度Ａ以ＥＩ表示，导出扭矩的临界值
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｜Ｍ０｜ｃｒ ＝ ２πＥＩ
（Ｌ／ｎ） （５．２．３０）

若仅有轴向压力单独作用，令Ｍ０＝０，Ｆ０＝－｜Ｆ０｜，转化为压力的临界值

｜Ｆ０｜ｃｒ ＝ π２ＥＩ
（Ｌ／ｎ）２

（５．２．３１）

ｎ＝１时与４．５．１节中导出的两端铰支压杆欧拉载荷（４．５．１６）一致。根据对受扰挠性线
几何形态的分析，若ｎ不限于整数，临界载荷（５．２．３１）也适用于其他端部约束情况。如
表５．１所示。

表５．１　不同的ｎ对应的端部约束情况

ｎ ０．５ １ １．５ ２

约束情况 一端固定

一端自由

两端铰支 一端固定

一端铰支

两端固定

　　根据４．５．１节中在非线性平衡方程基础上对压杆载荷与挠性线关系的讨论，当ｈ＝
－｜ｐ｜，即ｋ＝０时，可从式（４．５．１４）和式（４．５．１５）推知欧拉载荷｜Ｆ０｜ｃｒ恰好等于杆的最大

挠度Ｒ为０时对应的压力｜Ｆ０｜。对于ｈ＞－｜ｐ｜的更一般情形，则导出｜Ｆ０｜＞｜Ｆ０｜ｃｒ，且

Ｒ＞０，表明超过欧拉载荷的压力使弹性杆偏离直线产生弯曲变形。利用式（４．５．１８）计算
的杆失稳后最大挠度与轴向压力之间的对应关系如图４．１９所示。
在静力学范畴内讨论稳定性问题，无论Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性或欧拉稳定性，杆的受扰状

态和未扰状态均满足静力学平衡条件，稳定或不稳定是根据受扰挠性线和未扰挠性线的
几何形态来判断。在第６章中还将讨论更合理的稳定性判断方法，即引入时间变量在动
力学范畴内进行。

５．３　圆截面螺旋杆的平衡稳定性

５．３．１　螺旋杆平衡的存在性和稳定性

　　在方程（５．２．１）的常值特解中，除上述平凡解对应的直杆平衡以外，还可能存在与螺
旋线平衡对应的非平凡解，由以下方程确定

ｌ－ｍｃｏｓθ０

ｓｉｎ２θ（ ）０

２

ｃｏｓθ０－ｍ ｌ－ｍｃｏｓθ０

ｓｉｎ２θ（ ）０
＋ｐ

２ ＝０ （５．３．１）

解出的θ０ 对应于倾角为α＝π／２－θ０ 的螺旋线平衡。若积分常数满足式（４．２．１１）或
式（４．３．５）给出的以下条件，方程（５．３．１）有实数解。

ｌ２ ≥２ｐｃｏｓθ０ （５．３．２）

与式（５．２．７）比较，可看出θ０＝０时此条件与受拉扭直杆的稳定性条件一致。

将螺旋线平衡状态下积分常数的关系式（４．２．９）代入式（５．３．１），可使其成为恒等式，

代入式（５．２．４）计算参数ｃ，得到

ｃ＝ω２
０ｓｉｎ２θ０＋（２ω０ｃｏｓθ０－ｍ）２ ＞０ （５．３．３）
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从而证明，在一次近似意义上，对于几何参数和刚度系数的任意值，受轴向力和扭矩联合
作用的圆截面螺旋杆平衡状态均满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件，与４．３．３节用直观方法的
分析结果一致。

５．３．２　受拉扭圆截面杆的全局性态

在图５．５表示的（θ，θ′）相平面中，ｌ２＞２ｐ和ｌ２＜２ｐ分别对应于不同拓扑性质的两类
相轨迹曲线。每条相轨迹与弹性杆的挠性线一一对应。图５．５（ａ）中与平凡解θ０＝０对应
的奇点Ｓ１ 为中心，代表稳定的直杆平衡。受扰后的相轨迹为围绕Ｓ１ 的封闭曲线，对应的
挠性线为θ角微幅周期变化的曲线。在图５．５（ｂ）中奇点Ｓ１ 为鞍点，对应于不稳定的直
杆平衡。由于满足非平凡解存在条件，出现与非零解对应的两个新奇点Ｓ＋

２ 和Ｓ－
２ ，分别

对应于右旋和左旋的螺旋线平衡。其稳定性已由式（５．３．３）证明。当参数ｐ的值从ｌ２／２
起增大时，Ｓ＋

２ 和Ｓ－
２ 逐渐向另一个平凡解θ０＝±π对应的奇点趋近。从鞍点Ｓ１ 出发的

相轨迹返回至同一鞍点形成同宿轨道。根据受扰后相点处于同宿轨道之内或之外，鞍点

Ｓ１ 附近的受扰相轨迹为不同拓扑性质的两类封闭曲线。前者为围绕Ｓ＋
２ 或Ｓ－

２ 的封闭曲

图５．５　圆截面杆平衡的相轨迹曲线族

５９第５章　弹性杆平衡的稳定性



线。后者为围绕原点Ｏ和３个奇点Ｓ１，Ｓ＋
２ 和Ｓ－

２ 在内的封闭曲线，对应的挠性线为θ角
大幅度周期变化且过零点的空间曲线。在中心Ｓ＋

２ 或Ｓ－
２ 附近受微扰后的相轨迹为围绕

Ｓ＋
２ 或Ｓ－

２ 的微幅封闭曲线，对应于θ角作微幅周期变化的准螺旋线。图５．６为ｍ＝ｌ时，
参数平面（２ｐ／ｌ２，θｓ）内奇点个数和稳定性的分岔图，分别以黑线和灰线表示稳定和不稳
定平衡状态。

图５．６　（２ｐ／ｌ２，θｓ）参数平面内的分岔曲线

５．３．３　螺旋杆的受扰挠性线与欧拉稳定性

在５．３．１节中利用解耦后仅含θ的平衡方程，证明了带原始扭率的圆截面杆的螺旋
线平衡满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件。本节讨论螺旋杆的受扰挠性线与端点约束条件的关
系。设两端铰支的圆截面杆在轴向力Ｆ０ 和扭矩Ｍ０ 的联合作用下形成以ζ轴为螺旋轴，

半径为Ｒ，倾角为α，扭率为ω３０的螺旋线（见图５．７）。利用４．１．２节中定义的（ＯＸＹＺ）坐
标系和柱坐标Ψ，ζ表示杆中心线的位置，杆的螺旋线状态与Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．２．１０）的
特解（４．２．４）相对应

θ＝θ０，　ψ′＝ψ′０＝ω０，　φ′＝φ′０＝ω３０－ω０ｃｏｓθ０ （５．３．４）

其中ω０＝ｓｉｎθ０／Ｒ同式（１．３．１２）或（４．２．３），ω３０为初积分（２．４．４）确定的常值扭率。轴向

力Ｆ０ 由式（４．２．５）确定

Ｆ０ ＝ω０［Ｃ（ω３０－ω０
３）－Ａω０ｃｏｓθ０］ （５．３．５）

设在同样受力条件下，螺旋杆的受扰平衡状态为

θ＝θ０＋Δθ，　ψ′＝ψ′０＋Δψ′，　φ′＝φ′０＋Δφ′ （５．３．６）

代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．２．１０ｃ）的初积分（２．４．４），只保留Δθ，Δψ′，Δφ′的一次项，导出

Δφ′＋（ｃｏｓθ０）Δψ′－（ω０ｓｉｎθ０）Δθ＝０ （５．３．７）

代入方程（２．２．１０ａ）和（２．２．１０ｂ），利用式（４．２．９）消去ｐ，导出一次近似扰动方程

Δθ″＋（ω２
０ｓｉｎ２θ０）Δθ－（２ω０ｃｏｓθ０－ｍ）ｓｉｎθ０Δψ′＝０ （５．３．８ａ）

（ｓｉｎθ０）Δψ″＋（２ω０ｃｏｓθ０－ｍ）Δθ′＝０ （５．３．８ｂ）

将以下指数形式的扰动解代入（５．３．７）和（５．３．８）组成的扰动方程组

Δθ＝Δθ０ｅｘｐ（λｓ），　Δψ′＝Δψ′０ｅｘｐ（λｓ），　Δφ′＝Δφ′０ｅｘｐ（λｓ） （５．３．９）

在θ０≠０条件下，导出此线性常微分方程组的特征方程
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图５．７　轴向受压扭螺旋杆

的平衡

λ２（λ２＋ｋ２）＝０ （５．３．１０）
其中的参数ｋ２ 即式（５．３．３）确定的参数ｃ

ｋ２ ＝ω２
０ｓｉｎ２θ０＋（２ω０ｃｏｓθ０－ｍ）２ （５．３．１１）

特征方程（５．３．１０）中的零根与方程（５．３．８ｂ）存在的初积分相
对应。除零根以外的特征值为纯虚根λ＝±ｉｋ，ｋ为受扰后

θ（ｓ），ψ′（ｓ），φ′（ｓ）随弧坐标ｓ周期变化的角频率。
在满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的前提下，还必须补充附加条件

使螺旋杆的受扰状态符合两端约束条件。对于两端铰支的螺
旋杆，扰动方程组（５．３．７）和（５．３．８）存在以下特解

Δθ＝Δθ０ｃｏｓｋｓ，　Δψ′＝Δψ′０ｃｏｓｋｓ，　Δφ′＝Δφ′０ｃｏｓｋｓ
（５．３．１２）

满足螺旋杆铰支端Ｐ０ 的边界条件

Δθ（０）＝Δθ０，　Δθ′（０）＝０，

Δψ′（０）＝Δψ′０，　Δφ′（０）＝Δφ′０
（５．３．１３）

从方程（５．３．７）和（５．３．８ａ）解出

Δψ′０＝
ω２

０ｓｉｎθ０

２ω０ｃｏｓθ０－（ ）ｍ Δθ０

Δφ′０＝
ω０ｃｏｓθ０－ｍ
２ω０ｃｏｓθ０－（ ）ｍ ω０ｓｉｎθ０Δθ０

（５．３．１４）

设螺旋杆有整数圈，即长度Ｌ为周长ΔＬ＝２πＲ／ｓｉｎθ０ 的整数

倍，则端部Ｐ０ 与ＰＬ 在螺旋线上有相同的相位，在载荷对称，端部约束相同的条件下，可
能出现的受扰状态在螺旋杆两端应有相同的几何形态。扰动量在Ｐ０ 与ＰＬ 处应有相同

的边界值

Δθ（Ｌ）＝Δθ０，　Δθ′（Ｌ）＝０，　Δψ′（Ｌ）＝Δψ′０，　Δφ′（Ｌ）＝Δφ′０ （５．３．１５）
则参数ｋ应满足以下附加条件

ｋＬ ＝２ｎπ　（ｎ＝１，２，…） （５．３．１６）
此条件作为满足端部约束条件的非零解存在条件，同时也是欧拉稳定性意义下的失稳条
件。满足此条件的轴向载荷即欧拉临界载荷。对于仅受轴向力作用的特殊情形，令
式（４．２．９）中ｌ＝０，导出

ｍ ＝－ω０ｓｉｎ２θ０

ｃｏｓθ０
，　Ｆ０ ＝－ Ａω２

０

ｃｏｓθ０
（５．３．１７）

将上式中的ｍ代入式（５．３．１１），化为

ｋ２ ＝ω２
０
１＋３ｃｏｓ２θ０

ｃｏｓ２θ（ ）０
（５．３．１８）

从式（５．３．１６）和式（５．３．１８）解出ω０ 代入式（５．３．１７），导出能保证受扰状态满足端部约束
条件的轴向力，即轴向受压螺旋杆的欧拉载荷｜Ｆ０｜ｃｒ

｜Ｆ０｜ｃｒ ＝ ４π２ＥＩｃｏｓθ０

（Ｌ／ｎ）２（１＋３ｃｏｓ２θ０）
（ｎ＝１，２，…） （５．３．１９）

令式（５．３．１９）中θ０→０，则轴向受压螺旋杆欧拉载荷的极限值与直杆的欧拉载荷（５．２．３１）
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一致

ｌｉｍ
θ０→０

｜Ｆ０｜ｃｒ ＝ π２ＥＩ
（Ｌ／ｎ）２　

（ｎ＝１，２，…） （５．３．２０）

两端铰支压杆的欧拉载荷（４５１６）为ｎ＝１的特殊情形。考虑螺旋杆向直杆过渡的连续
性，表５．１中不同ｎ对应的临界载荷（５３２０）应也适用于其他端部约束的螺旋杆。

设螺旋杆为Ｎ 圈，则杆长为Ｌ＝２ＮπＲ／ｓｉｎθ０。引入无量纲角频率珔ｋ＝ｋ／ω０，端部约束
条件（５．３．１６）要求参数珔ｋ等于每个螺距内受扰挠性线的波数

珔ｋ＝２ｎπ
ω０Ｌ＝ ｎ

Ｎ　（ｎ＝１，２，…） （５．３．２１）

　　将上式代入式（５．３．１８），解出θ０ 后代入式（５．３．１７），欧拉载荷也可表示为

｜Ｆ０｜ｃｒ

Ａω２
０ ［＝ ｎ（ ）Ｎ

２

－ ］３
１／２

（５．３．２２）

上式仅当（ｎ／Ｎ）＞３时方有意义。

讨论另一特殊情形，设螺旋杆相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系无扭转，令φ′０＝０，ω０
３＝０，则有

ω３０ ＝ω０ｃｏｓθ０，　ｍ ＝ Ｃ
Ａω０ｃｏｓθ０ （５．３．２３）

代入式（５．３．５），（５．３．１１），导出

Ｆ０ ＝ （Ｃ－Ａ）ω２
０ｃｏｓθ０，　珔ｋ２ ＝１＋ １－Ｃ（ ）Ａ ３－Ｃ（ ）Ａ ｃｏｓ２θ０ （５．３．２４）

从上式中消去ｃｏｓθ０，将式（５．３．２１）代入，导出无相对扭转螺旋杆的欧拉载荷

｜Ｆ０｜ｃｒ

Ａω２
０

＝ Ａ－Ｃ
３Ａ－（ ）Ｃ

１／ ［２ ｎ（ ）Ｎ
２

－ ］１
１／２

　（ｎ＝１，２，…） （５．３．２５）

仅当（ｎ／Ｎ）＞１时此欧拉载荷方有意义。

５．３．４　圆环杆的稳定性

对于θ０＝π／２的特殊情形，螺旋杆转化为圆弧杆，若两端封闭则成为圆环杆。设原始

扭率为ω０
３，半径为Ｒ的圆截面圆环杆位于（ξ，η）坐标面。此平衡状态与 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

（２．２．１０）的以下特解相对应

θ０ ＝ π
２

，　ψ′０＝ω０ ＝ １
Ｒ

，　φ′０＝ω３０，　Ｆ＝ｍＡω０ （５．３．２６）

其中曲率ω０ 与扭率ω３０为相互独立的参数。

将受扰平衡状态（５．３．６）代入方程组（２．２．１０），导出一次近似扰动方程

Δθ″＋ω２
０Δθ＋ｍΔψ′＝０ （５．３．２７ａ）

Δψ″－ｍΔθ′＝０ （５．３．２７ｂ）

将指数形式的扰动解（５．３．９）代入方程组（５．３．２７），导出与式（５．３．１０）相同的特征方程。
但参数ｋ的定义改为

ｋ２ ＝ω２
０＋ｍ２ （５．３．２８）

特征方程中的零根与方程（５．３．２７ｂ）存在的初积分相对应。除零根以外的特征值为纯虚
根。表明在一次近似意义上，对于几何参数和刚度系数的任意值，圆截面圆环杆的平衡状
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态均满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件。
扰动方程组（５．３．２７）存在与式（５．３．１２）相同的特解，为保证圆环杆两个端部Ｐ０ 和

ＰＬ 处的截面在受扰后的连续性，各扰动量应满足两端边界值相等的条件（５．３．１６）。令式
（５．３．２２）中Ｎ＝１，与式（２．４．６）代入式（５．３．２８），解出

ω３０ ＝Ａ ｎ２－槡 １
ＣＲ ＋ω０

３ （５．３．２９）

根据式（１．３．６）的定义，圆环杆的扭转数ΔＴｗ 为

ΔＴｗ ＝
（ω３０－ω０

３）Ｌ
２π ＝Ｒ（ω３０－ω０

３） （５．３．３０）

则条件（５．３．２９）也可写作

ΔＴｗ ＝Ａ ｎ２－槡 １
Ｃ

（５．３．３１）

因此受扰后偏离圆环的平衡状态仅当扭率ω３０或扭转数ΔＴｗ 满足此限制条件时方可能实

现。ｎ＝２时式（５．３．３１）确定的扭转数有非零最小值，记作ΔＴｗ，ｃｒ

ΔＴｗ，ｃｒ ＝槡３ Ａ（ ）Ｃ
（５．３．３２）

当圆环杆的扭转数到达极限值ΔＴｗ，ｃｒ时，将有偏离圆环杆的新平衡状态存在。从欧拉稳
定性概念出发，认为此时圆环杆失稳，归纳为

ΔＴｗ ＜槡３ Ａ（ ）Ｃ
：稳定，　ΔＴｗ ≥槡３ Ａ（ ）Ｃ

：不稳定 （５．３．３３）

１９６２年Ｚａｊａｃ在分析电缆失稳问题时导出此条件［１５］。不同扭转数的圆环杆如图５．８
所示。

图５．８　受扭圆环杆

５．３．５　圆柱面约束杆的稳定性

相平面方法也可用于讨论受圆柱面约束弹性杆的平衡稳定性。利用４．８．３节中圆柱
面约束杆的平衡方程（４．８．２１），与螺旋线平衡对应的奇点位置θ＝θ０ 从以下方程解出

１
Ｒ

（ｌｃｏｓθ０－ｍｃｏｓ２θ０）－ ｐ
２＋２ｃｏｓθ０ｓｉｎ２θ０

Ｒ（ ）２ ｓｉｎθ０ ＝０ （５．３．３４）

令ｘ＝θ－θ０，ｙ＝θ′，导出与式（５．２．３）相同的一次近似方程，其中参数ｃ定义为

ｃ＝ｓｉｎθ０

Ｒ
４ｍｃｏｓθ０－ｌ＋２

Ｒｓｉｎθ０（１－４ｃｏｓ２θ０［ ］）－ｐ
２ｃｏｓθ０ （５．３．３５）

利用式（４．８．１４）和式（４．８．１１）以及ｐ＝２ＦＺ０／Ａ，将参数ｃ用切向拉力Ｆ３０表示为

ｃ＝ｓｉｎθ０

Ｒ ３ｍｃｏｓθ０＋ｓｉｎθ０

Ｒ
（ｓｉｎ２θ０－６ｃｏｓ２θ０［ ］）－Ｆ３０

Ａ
（５．３．３６）
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根据判据（５．２．５），在满足约束存在条件（４．８．２７）的前提下，螺旋杆的稳定性要求切向拉
力低于极限值（Ｆ３０）ｃｒ

Ｆ３０ ＜ （Ｆ３０）ｃｒ：稳定，　Ｆ３０ ＞ （Ｆ３０）ｃｒ：不稳定 （５．３．３７）

极限值（Ｆ３０）ｃｒ定义为

（Ｆ３０）ｃｒ ＝Ａｓｉｎθ０

Ｒ ３ｍｃｏｓθ０＋ｓｉｎθ０

Ｒ
（ｓｉｎ２θ０－６ｃｏｓ２θ０［ ］） （５．３．３８）

θ０＝０时的稳定性条件与无约束直杆相同，即受压直杆稳定，拉杆不稳定。θ０＝π／２，即受
圆柱面约束的圆弧杆的稳定性条件为

Ｆ３０ ＜ Ａ
Ｒ２：稳定，　Ｆ３０ ＞ Ａ

Ｒ２：不稳定 （５．３．３９）

对于受圆柱面内侧约束的钻杆类型弹性杆，由于约束力方向相反，稳定性条件应改为切向
压力低于极限值。

将ＤＮＡ弹性杆模型的典型数据：Ａ＝１．３×１０－１９ｅｒｇ·ｃｍ，Ｃ＝１．０×１０－１９ｅｒｇ·ｃｍ，

ω３０＝２．０×１０７ｃｍ－１，ω０
３＝１．８×１０７ｃｍ－１，Ｒ０＝１．２×１０－４ｃｍ，ａ＝１０－７ｃｍ，Ｆ０＝１．３×１０－９

ｄｙｎｅ，Ｍ０＝１．２×１０－１３ｄｙｎｅ·ｃｍ，解出方程（４．８．２１）的３个奇点Ｓｉ（ｉ＝１，２，３）

Ｓ１∶θ０１ ＝０．９１４８
Ｓ２∶θ０２ ＝１．８０１９
Ｓ３∶θ０３ ＝３．８８４９

将各奇点分别代入式（５．３．３６）判断其稳定性，得到

ｃ＝ （Ｑ／ｘ）θ＝θ０１ ＝１．２５３３×１０１０， Ｓ１ 为中心，稳定

ｃ＝ （Ｑ／ｘ）θ＝θ０２ ＝－１．６５１３×１０１０， Ｓ２ 为鞍点，不稳定

ｃ＝ （Ｑ／ｘ）θ＝θ０３ ＝３．８０１８×１０１０， Ｓ３ 为中心，稳定

图５．９为利用式（４．８．１７）作出的相轨迹曲线族。

图５．９　圆柱面约束杆的相轨迹
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５．４　非圆截面螺旋杆的平衡稳定性

５．４．１　以主矢和主矩分量表示的弹性杆平衡方程

　　讨论非圆截面弹性杆的最一般情况，设杆在松弛状态下的弯扭度原始值为

ω０
１ ＝κ０ｓｉｎχ

０，　ω０
２ ＝κ０ｃｏｓχ

０，　ω０
３ ＝τ０＋

ｄχ
０

ｄｓ
（５．４．１）

其中κ０，τ０，χ
０
为松弛状态下杆的曲率、挠率以及截面相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的转角。截面作

用力的主矩在（Ｐｘｙｚ）中的投影为

Ｍ１ ＝Ａ（ω１－ω０
１），　Ｍ２ ＝Ｂ（ω２－ω０

２），　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （５．４．２）

从上式解出ωｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３），代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．１．８）和（２．１．９），转换为以主矢和主

矩Ｆｉ，Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）为未知变量的微分方程组

ｄＦ１

ｄｓ ＋ Ｍ２

Ｂ ＋ω（ ）０
２ Ｆ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｆ２ ＝０

ｄＦ２

ｄｓ ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｆ１－ Ｍ１

Ａ ＋ω（ ）０
１ Ｆ３ ＝０

ｄＦ３

ｄｓ ＋ Ｍ１

Ａ ＋ω（ ）０
１ Ｆ２－ Ｍ２

Ｂ ＋ω（ ）０
２ Ｆ１ ＝０

ｄＭ１

ｄｓ ＋ Ｍ２

Ｂ ＋ω（ ）０
２ Ｍ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｍ２－Ｆ２ ＝０

ｄＭ２

ｄｓ ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｍ１－ Ｍ１

Ａ ＋ω（ ）０
１ Ｍ３＋Ｆ１ ＝０

ｄＭ３

ｄｓ ＋ Ｍ１

Ａ ＋ω（ ）０
１ Ｍ２－ Ｍ２

Ｂ ＋ω（ ）０
２ Ｍ１ ＝０

（５．４．３）

　　此方程组在形式上与带有匀速转子的陀螺体定点运动的微分方程相似。由于增加了

与原始曲率和原始扭率有关的附加项，一般情况下不存在解析解。但若Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

存在某组特解，且满足稳定性条件，则此特解所对应的状态即为弹性杆可能发生的实际状

态。螺旋线平衡状态与曲率和挠率的常值特解相对应。本节的讨论对象限定为常扭率的

非圆截面螺旋杆。根据２．６．３节的说明，常扭率杆的截面主轴坐标系与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系重

合。令χ≡０，式（５．４．２）简化为①

Ｍ１ ＝Ａω１，　Ｍ２ ＝Ｂ（ω２－κ０），　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （５．４．４）

　　①　χ　≡０时杆的原始扭率与原始挠率相同，此处以原始扭率ω０
３ 表示杆的原始状态，因为一般情

况下不排除杆的松弛状态为直杆，即原始曲率为零的情形，此时杆的挠率无定义。

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．４．３）相应地简化为

ｄＦ１

ｄｓ ＋ Ｍ２

Ｂ ＋κ（ ）０ Ｆ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｆ２ ＝０ （５．４．５ａ）
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ｄＦ２

ｄｓ ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｆ１－Ｍ１

ＡＦ３ ＝０ （５．４．５ｂ）

ｄＦ３

ｄｓ ＋Ｍ１

ＡＦ２－ Ｍ２

Ｂ ＋κ（ ）０ Ｆ１ ＝０ （５．４．５ｃ）

ｄＭ１

ｄｓ ＋ １
Ｂ －１（ ）Ｃ Ｍ２Ｍ３－ω０

３Ｍ２＋κ０Ｍ３－Ｆ２ ＝０ （５．４．５ｄ）

ｄＭ２

ｄｓ ＋ １
Ｃ －１（ ）Ａ Ｍ１Ｍ３＋ω０

３Ｍ１＋Ｆ１ ＝０ （５．４．５ｅ）

ｄＭ３

ｄｓ ＋ １
Ａ －１（ ）Ｂ Ｍ１Ｍ２－κ０Ｍ１ ＝０ （５．４．５ｆ）

方程（５．４．５ｄ）～方程（５．４．５ｆ）即第２章２．３．６节中用准动量表示的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程
（２．３．５９）。

５．４．２　螺旋线平衡状态

准动量表示的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．４．５）存在以下特解

Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝Ｆ２０，　Ｆ３ ＝Ｆ３０，

Ｍ１ ＝０，　Ｍ２ ＝Ｍ２０ ＝Ｂ（ω２０－κ０），　Ｍ３ ＝Ｍ３０ ＝Ｃ（ω３０－ω０
３）

（５．４．６）

其中常数Ｆ２０，Ｆ３０，ω２０，ω３０受以下关系式的限制

ω２０Ｆ３０－ω３０Ｆ２０ ＝０ （５．４．７ａ）

（Ｃ－Ｂ）ω２０ω３０＋Ｂκ０ω３０－Ｃω０
３ω２０－Ｆ２０ ＝０ （５．４．７ｂ）

特解（５．４．７ａ）表明弯扭度ω为常矢量，与截面作用力主矢Ｆ平行，即与沿ζ轴的外力主矢

Ｆ０ 平行，记作ω０。按２．２．２节中欧拉角的定义，切线轴ｚ与ζ轴的夹角为章动角θ。ω０的

常值投影ω２０，ω３０表明θ为常值，记作θ０，则（５．４．７ａ）中的常数可写作

Ｆ２０ ＝Ｆ０ｓｉｎθ０，　Ｆ３０ ＝Ｆ０ｃｏｓθ０

ω２０ ＝ω０ｓｉｎθ０，　ω３０ ＝ω０ｃｏｓθ０

（５．４．８）

其中Ｆ０，ω０ 为主矢Ｆ０ 和弯扭度ω０的模。特解（５．４．６）对应的挠性线是以ζ轴为中心轴
的螺旋线。利用式（１．３．１２）和式（４．２．３），螺旋线的螺旋角α和半径Ｒ 由θ０ 和ω０ 完全

确定

α＝ π
２－θ０，　Ｒ＝ｓｉｎθ０

ω０
（５．４．９）

将式（５．４．８）与式（１．３．１３）对照，可看出杆的弯扭度与Ｄａｒｂｏｕｘ矢量相等。表明非圆截
面杆的螺旋线平衡仅在截面相对 Ｆｒｅｎｅｔ坐标系无扭转条件下实现。设主轴坐标系
（Ｐｘｙｚ）与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系重合，ｘ，ｙ，ｚ轴分别为法线轴、副法线轴和切线轴（图４．５）。杆
的任意截面内力主矢和主矩（Ｆ，Ｍ）与沿ζ轴的力螺旋（Ｆ０，Ｍ０）等效。利用４．１．２节定义
的惯性坐标系（Ｏξηζ）和柱坐标系（ＯＸＹＺ），令式（４．１．１２）中ρ＝Ｒ，得到

Ｆ＝Ｆ０ｅζ，　Ｍ ＝Ｍ０ｅζ＋Ｆ０ＲｅΨ （５．４．１０）

将上式在（Ｐｘｙｚ）中的投影与式（５．４．６）中相应各项互等，导出

Ｆ０ ＝－ω０ （Ｂ－Ｃ）ω０ｃｏｓθ０－Ｂκ０ｃｏｔθ０＋Ｃω［ ］０
３

Ｍ０ ＝ω０ Ｃ＋（Ｂ－Ｃ）ｓｉｎ２θ［ ］０ －Ｂκ０ｓｉｎθ０－Ｃω０
３ｃｏｓθ０

（５．４．１１）
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引入无量纲参数μ，σ，ν

μ＝ＢＦ０

Ｍ２
０
，　σ＝ Ｂ

Ａ －１，　ν＝ Ｂ
Ｃ －１ （５．４．１２）

对于各向同性的圆截面杆，μ＝２ｐ／ｌ２，σ＝０，ν等于杆的泊松比。由于一般情况下，杆的抗
弯刚度Ａ，Ｂ大于抗扭刚度Ｃ，且Ａ与Ｃ之和大于Ｂ，有以下不等式存在

ν＞０，　ν－σ＞０，　１－σν＞０ （５．４．１３）

引入无量纲化的原始曲率和扭率ε和δ

ε＝Ｂκ０

Ｍ０
，　δ＝Ｃω０

３

Ｍ０
（５．４．１４）

设θ０≠０，从式（５．４．１１）导出无量纲形式Ｆ０，Ｍ０ 与螺旋线参数θ０，ω０ 之间的关系式

Ｆ０

Ｃω２
０
＝－νｃｏｓθ０－εｃｏｔθ０＋δ（１＋ν）

１＋εｓｉｎθ０＋δｃｏｓθ０
（５．４．１５）

Ｍ０

Ｃω０
＝ １＋νｓｉｎ２θ０

１＋εｓｉｎθ０＋δｃｏｓθ０
（５．４．１６）

将上式代入式（５．４．１２）计算螺旋线平衡状态下的参数μ，得到

μ＝－
（１＋ν）（１＋εｓｉｎθ０＋δｃｏｓθ０）νｃｏｓθ０－εｃｏｔθ０＋δ（１＋ν［ ］）

（１＋νｓｉｎ２θ０）２
（５．４．１７）

若杆无原始曲率和原始扭率，则简化为

μ＝－ν（１＋ν）ｃｏｓθ０

（１＋νｓｉｎ２θ０）２
（５．４．１８）

在｜θ｜＜π／２范围内参数μ为负值，表明松弛状态下的直杆仅当轴向力Ｆ０ 为压力时方能

维持螺旋线平衡。圆截面螺旋杆的存在条件（５．３．２）可用参数μ表示为

μｃｏｓθ０ ≤ １
４

（５．４．１９）

将式（５．４．１８）代入后，此条件对θ０ 的任意值均自行满足。

在杆的松弛状态下，令式（５．４．１１）中Ｆ０＝Ｍ０＝０，ω０＝ｓｉｎθ０／Ｒ０，解出

κ０ ＝ｓｉｎ２θ０

Ｒ０ ，　ω０
３ ＝ｃｏｓθ０ｓｉｎθ０

Ｒ０ （５．４．２０）

表明无外力作用时，具有原始曲率κ０ 和原始扭率ω０
３ 的弹性杆的松弛状态为螺旋线状态，

半径Ｒ０ 和倾角α０ 分别为

Ｒ０ ＝ κ０

（κ０）２＋（ω０
３）２

，　α０ ＝ π
２－θ０，　θ０ ＝ａｒｃｔａｎκ０

ω（ ）０
３

（５．４．２１）

５．４．３　螺旋线平衡的稳定性

利用式（５．４．１０）在（Ｐｘｙｚ）中的投影，方程组（５．４．５）的常值特解（５．４．６）可写作

Ｆ１ ＝０，Ｆ２ ＝Ｆ２０ ＝Ｆ０ｓｉｎθ０，Ｆ３ ＝Ｆ３０ ＝Ｆ０ｃｏｓθ０

Ｍ１ ＝０，Ｍ２ ＝Ｍ２０ ＝Ｍ０ｓｉｎθ０－Ｆ０Ｒｃｏｓθ０

Ｍ３ ＝Ｍ３０ ＝Ｍ０ｃｏｓθ０＋Ｆ０Ｒｓｉｎθ０

（５．４．２２）

其中常数Ｆ０ 和Ｍ０ 由式（５．４．１５）和式（５．４．１６）确定。设Ｆｉ，Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）为受扰后的主

３０１第５章　弹性杆平衡的稳定性



矢和主矩分量，引入无量纲弧坐标珋ｓ和无量纲扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，６）

珋ｓ＝ Ｍ０（ ）Ｂ ｓ，　ｘ１ ＝Ｆ１

Ｆ０
，　ｘ２ ＝Ｆ２－Ｆ２０

Ｆ０
，　ｘ３ ＝Ｆ３－Ｆ３０

Ｆ０

ｘ４ ＝ Ｍ１

Ｍ０
，　ｘ５ ＝ Ｍ２－Ｍ２０

Ｍ０
，　ｘ６ ＝ Ｍ３－Ｍ３０

Ｍ０

（５．４．２３）

将上式代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．４．５），略去ｘｉ（ｉ＝１，２，…，６）的二次以上微量，导出螺旋线

平衡的线性化扰动方程

ｘ′１＝ （β４＋ν１）ｘ２－（β３＋ε）ｘ３－β２ｘ５＋（１＋ν）β１ｘ６ （５．４．２４ａ）

ｘ′２＝－（β４＋ν１）ｘ１＋（１＋σ）β２ｘ４ （５．４．２４ｂ）

ｘ′３＝ （β３＋ε）ｘ１－（１＋σ）β１ｘ４ （５．４．２４ｃ）

ｘ′４＝μｘ２＋ν１ｘ５＋（νβ３－ε）ｘ６ （５．４．２４ｄ）

ｘ′５＝－μｘ１＋（σβ４－ν１）ｘ４ （５．４．２４ｅ）

ｘ′６＝ （ε－σβ３）ｘ４ （５．４．２４ｆ）
其中的撇号表示对无量纲弧坐标珋ｓ的导数，参数βｉ（ｉ＝１，２，…，４）和ν１ 定义为

β１ ＝Ｆ２０

Ｆ０
＝ｓｉｎθ０，　β２ ＝Ｆ３０

Ｆ０
＝ｃｏｓθ０

β３ ＝ Ｍ２０

Ｍ０
＝ｓｉｎθ０－βｃｏｓθ０

β４ ＝ Ｍ３０

Ｍ０
＝ｃｏｓθ０＋βｓｉｎθ０

β＝Ｆ０Ｒ
Ｍ０

，　ν１ ＝β４ν＋δ（１＋ν）

（５．４．２５）

利用式（５．４．１５）和式（５．４．１６）可将无量纲参数β和ν１ 化作θ０ 的函数

β＝－ νｃｏｓθ０＋δ（１＋ν［ ］）ｓｉｎθ０－εｃｏｓθ０

１＋νｓｉｎ２θ０

ν１ ＝νｃｏｓθ０（１＋εｓｉｎθ０）＋δ（１＋ν）
１＋νｓｉｎ２θ０

（５．４．２６）

利用特解ｘｉ＝ｘｉ０ｅｘｐ（λ珋ｓ）（ｉ＝１，２，…，６）计算方程组（５．４．２４）的特征方程ｄｅｔＤ＝０，矩阵

Ｄ定义为

Ｄ＝

λ －（β４＋ν１） （β３＋ε） ０ β２ －（１＋ν）β１

（β４＋ν１） λ ０ －（１＋σ）β２ ０ ０

－（β３＋ε） ０ λ －（１＋σ）β１ ０ ０
０ －μ ０ λ －ν１ －（νβ３＋ε）

μ ０ ０ －（σβ４＋ν１） λ ０
０ ０ ０ －（ε－σβ３） ０

烄

烆

烌

烎λ
（５．４．２７）

展开后写作

λ２（λ４＋ａλ２＋ｂ）＝０ （５．４．２８）
其中
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ａ＝ （β３＋ε）２＋（β４＋ν１）２＋（σβ３－ε）（νβ３－ε）－μβ２（２＋σ）＋ν１（ν１－σβ４）　　
ｂ＝μ

２
β

２
２（１＋σ）＋μβ１（β４＋２ν１）（１＋σ）（β３＋ε）－（１＋ν）（σβ３－ε［ ］）

＋μβ２ （β４＋ν１）ν１（２＋σ）－σβ［ ］４ － （σβ３－ε）（νβ３－ε）＋（１＋σ）（β３＋ε）［ ］｛ ｝２

＋ （β３＋ε）２＋（β４＋ν１）［ ］２ （σβ３－ε）（νβ３－ε）＋ν１（ν１－σβ４［ ］） （５．４．２９）

系数ａ，ｂ仅由θ０ 确定，表明杆的螺旋线平衡状态仅取决于螺旋角，与螺旋线的半径无关。
为解释特征方程（５．４．２８）的两个零特征值，将扰动方程组中的（５．４．２４ｂ），（５．４．２４ｃ）二式
分别与β１，β２ 相乘后相加，将（５．４．２４ｂ），（５．４．２４ｃ），（５．４．２４ｅ），（５．４．２４ｆ）四式分别与β３，

β４，β１，β２ 相乘后相加，利用等式β２（β３＋ε）＝β１（β４＋ν１），导出

ｄ
ｄ珋ｓ

（β１ｘ２＋β２ｘ３）＝０

ｄ
ｄ珋ｓ

（β３ｘ２＋β４ｘ３＋β１ｘ５＋β２ｘ６）＝０
（５．４．３０）

所对应的初积分导致零特征值的出现。上式也可从２．４节中的初积分（２．４．１２）和
（２．４．１４）直接得出。除零根以外，特征方程（５．４．２８）的单虚根条件为

ａ＞０，　ｂ＞０，　ａ２－４ｂ＞０ （５．４．３１）
应用一次近似理论判断弹性杆的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性，此条件即螺旋线平衡状态（５．４．６）的
稳定性必要条件。
若弹性杆无初始曲率和扭率，令ε＝δ＝０，式（５．４．２８）中的参数ａ，ｂ简化为

ａ＝
（１＋ν）２（１＋σν）ｓｉｎ２θ０＋ （１＋２ν）２＋σν［ ］２ ｃｏｓ２θ０

（１＋νｓｉｎ２θ０）２

ｂ＝σν（１＋ν）３ １＋ν（１＋３ｃｏｓ２θ０［ ］）ｓｉｎ２θ０

（１＋νｓｉｎ２θ０）４

（５．４．３２）

且有

ａ２－４ｂ＝
（１＋ν）２（１－σν）ｓｉｎ２θ０－ （１＋２ν）２＋σν［ ］２ ｃｏｓ２θ｛ ｝０

２

（１＋νｓｉｎ２θ０）４

＋４（１－σν）（１＋ν）２（１＋２ν）２ｃｏｓ２θ０ｓｉｎ２θ０

（１＋νｓｉｎ２θ０）４
（５．４．３３）

考虑不等式（５．４．１３）中ν＞０，１－σν＞０的条件，若σ＞０，稳定性条件（５．４．３１）必全部满
足。从而得到无原始曲率和扭率的螺旋杆平衡的稳定性必要条件

σ＞０　 或 　Ｂ＞Ａ （５．４．３４）
此条件表明，要保证非圆截面弹性杆的螺旋线平衡稳定，杆截面绕副法线轴的抗弯刚度必
须大于绕法线轴的抗弯刚度。
对于具有原始扭率的圆截面杆，令式（５．４．２９）中σ＝ε＝０，简化为

ａ＝
１＋δｃｏｓθ０

１＋νｓｉｎ２θ（ ）０

２

（１＋ν）２ｓｉｎ２θ［ ］０｛ ２

＋ （１＋２ν）２ｃｏｓ２θ０＋δ（１＋ν）（１＋δｃｏｓθ０）－［ ］｝１ ２ ，　ｂ＝０ （５．４．３５）
特征方程（５．４．２８）的纯虚根为λ＝±ｉ珔ｋ，表明具有原始扭率的圆截面螺旋杆满足

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件。珔ｋ＝槡ａ为扰动量随弧坐标珋ｓ 周期变化的无量纲角频率。利用
式（５．４．１２）、式（５．４．１４）、式（２．４．６）等式将参数珔ｋ有量纲化，导出与式（５．３．１１）一致的
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结果

ｋ２ ＝ Ｍ０（ ）Ｂ

２
珔ｋ２ ＝ω２

０ｓｉｎ２θ０＋（２ω０ｃｏｓθ０－ｍ）２ （５．４．３６）

扰动方程组（５．４．２４）的通解为ｓｉｎ珔ｋ珋ｓ和ｃｏｓ珔ｋ珋ｓ的线性组合。为使受扰后的平衡状态符合
杆的端部约束条件，参数珔ｋ还应满足由端部约束确定的附加条件。参照５．３．３节中对圆
截面螺旋杆的分析，在螺旋杆长度Ｌ为周长ΔＬ的整数倍，载荷对称，端部约束相同等条
件下，常扭率的非圆截面螺旋杆在端点处有相同的受扰状态。各扰动量应满足

ｘｉ（珚Ｌ）＝ｘｉ（０）　（ｉ＝１，２，…，６） （５．４．３７）

其中珚Ｌ＝（Ｍ０／Ｂ）Ｌ为无量纲化的杆长。则参数珔ｋ应满足与式（５．３．１６）类似的附加条件
珔ｋ珚Ｌ ＝２ｎπ　（ｎ＝１，２，…） （５．４．３８）

整数ｎ为受扰挠性线的谐波次数。条件（５．４．３８）同时也是欧拉稳定性意义下的失稳
条件。

５．４．４　圆弧杆的平衡稳定性

由于非圆截面杆的螺旋线特解（５．４．６）规定弯扭度ω沿ζ轴，因此当θ０＝π／２，即切线

轴与ζ轴正交时要求ω３０＝０，即非圆截面圆弧杆的常扭率必须为零。此时特解（５．４．２２）
中的积分常数简化为

Ｆ２０ ＝Ｆ０，　Ｆ３０ ＝０，　Ｍ２０ ＝Ｍ０，　Ｍ３０ ＝Ｆ０Ｒ （５．４．３９）
从式（５．４．１１）导出

Ｆ０ ＝－Ｃω０ω０
３，　Ｍ０ ＝Ｂ（ω０－κ０） （５．４．４０）

式（５．４．１７）、式（５．４．２５）和式（５．４．２６）中的参数简化为

β１ ＝１，　β２ ＝０，　β３ ＝１，　β４ ＝－δ
ν１ ＝δ，　μ＝－δ（１＋ε）

（５．４．４１）

将上式代入式（５．４．３２）后，特征方程系数ａ，ｂ简化为

ａ＝ （１＋ε）２＋（σ－ε）（ν－ε）＋（１＋σ）δ２

ｂ＝ （１＋ε）（σ－ε）（１＋ε）（ν－ε）＋（１＋ν）δ［ ］２
（５．４．４２）

若圆弧杆无原始扭率，仅具有原始曲率，令δ＝０，进一步简化为

ａ＝ （１＋ε）２＋（ε－σ）（ε－ν），　ｂ＝ （１＋ε）２（ε－σ）（ε－ν） （５．４．４３）
其稳定性条件（５．４．３１）的最后一个条件可自行满足

ａ２－４ｂ＝ （１＋ε）２－（ε－σ）（ε－ν［ ］）２ ＞０ （５．４．４４）
从而导出圆弧杆的稳定性必要条件

ε＞σ，　ε＞ν　 或 　ε＜σ，　ε＜ν （５．４．４５）
若圆弧杆为圆截面，则σ＝０，且由于一般情况下ν＞０，此稳定性条件简化为

ε＞ν　 或 　ε＜０ （５．４．４６）
将κ＝１／Ｒ，ε＝κ０／（κ－κ０）代入后，化作

０＜κ＜κ０ （５．４．４７）
表明圆弧杆的曲率小于原始曲率为稳定性必要条件。
若圆弧杆无原始曲率，仅有原始扭率，令ε＝０，系数ａ，ｂ简化为
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ａ＝１＋σν＋（１＋σ）δ２，　ｂ＝σν＋（１＋ν）δ［ ］２

ａ２－４ｂ＝ （１－σν）＋（１－σ）δ［ ］２ ２＋４σδ４
（５．４．４８）

根据不等式（５．４．３１）判断，得到与式（５．４．３４）完全相同的稳定性必要条件

σ＞０ （５．４．４９）
从而证明，稳定性条件（５．４．３４）也适用于具有原始扭率的非圆截面圆弧杆。即杆绕圆弧
平面法线轴的抗弯刚度应大于绕径向轴的抗弯刚度，与杆的原始扭率无关。对不同θ０ 值

所作的数值计算表明，此条件的适用范围可扩展为θ０ 为任意值的更普遍情形。稳定性条
件（５．４．３４）可作为判断带原始扭率非圆截面螺旋杆平衡稳定性的普遍条件。
对于圆截面特殊情形，令σ＝０，特征方程有纯虚根λ＝±ｉ珔ｋ，其中

珔ｋ２ ＝１＋δ２ ＝ Ｂ
Ｍ（ ）０

２
（ω２

０＋ｍ２） （５．４．５０）

有量纲的角频率ｋ＝（Ｍ０／Ｂ）珔ｋ与式（５．３．２８）一致。若圆弧杆的两端封闭为圆环，则约束
条件（５．４．３５）即为圆环杆受扰状态的封闭条件。将式（５．４．５０）和圆环杆的无量纲长度
珚Ｌ＝（Ｍ０／Ｂ）２πＲ代入式（５．４．３８），导出判断圆环杆欧拉稳定性的Ｚａｊａｃ条件（５．３．３３）。

５．５　非圆截面直杆的平衡稳定性

５．５．１　具有原始扭率的非圆截面直杆的平衡稳定性

　　直线平衡状态为θ０＝０时螺旋线状态的特例。设非圆截面杆有原始扭率ω０
３，无原始

曲率，令方程组（５．４．５）的特解（５．４．２２）中θ０＝０，Ｒ＝０，简化为
Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝０，　Ｆ３ ＝Ｆ０，　Ｍ１ ＝０，　Ｍ２ ＝０，　Ｍ３ ＝Ｍ０ （５．５．１）

其中

Ｍ０ ＝Ｍ３０ ＝Ｃ（ω３０－ω０
３） （５．５．２）

由于ｚ轴与ζ轴重合，ω３０＝ω０。表明在中心线维持直线的同时，截面绕中心线产生扭率
为ω０ 的均匀扭转。式（５．４．２５）和式（５．４．２６）中的参数简化为

β１ ＝０，　β２ ＝１，　β３ ＝０，　β４ ＝１，　ν１ ＝ν＋δ（１＋ν） （５．５．３）
代入线性化扰动方程（５．４．２４），且令ε＝０，简化为

ｘ′１＝（１＋ν１）ｘ２－ｘ５ （５．５．４ａ）

ｘ′２＝－（１＋ν１）ｘ１＋（１＋σ）ｘ４ （５．５．４ｂ）

ｘ′３＝０ （５．５．４ｃ）

ｘ′４＝μｘ２＋ν１ｘ５ （５．５．４ｄ）

ｘ′５＝－μｘ１＋（σ－ν１）ｘ４ （５．５．４ｅ）

ｘ′６＝０ （５．５．４ｆ）

４．２．２节中已说明，式（４．２．８）或式（５．４．１５）不适用于θ０＝０的情形。在直杆状态下Ｆ０

与Ｍ０ 相互独立，参数μ不受式（５．４．１７）的限制而成为独立参数。式（５．４．２８）中的系数

ａ，ｂ简化为
ａ＝ （１＋ν１）２＋ν１（ν１－σ）－μ（２＋σ）

ｂ＝ν１（ν１－σ）（１＋ν１）２＋μ（１＋ν１）ν１（２＋σ）－［ ］σ ＋μ
２（１＋σ）

（５．５．５）
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特征方程（５．４．２８）也存在两个零特征值λ＝０，与扰动方程（５．５．４ｃ），（５．５．４ｆ）的初积分相

对应

ｘ３ ＝ｃｏｎｓｔ，　ｘ６ ＝ｃｏｎｓｔ （５．５．６）

利用式（５．５．１），可从２．４．２节中的式（２．４．１２）和式（２．４．１５）直接导出此初积分。

若直杆为圆截面，则Ａ＝Ｂ，σ＝０，系数（５．５．５）简化为

ａ＝ （１＋ν１）２＋ν２
１－２μ，　ｂ＝ ν１（１＋ν１）＋［ ］μ

２

ａ２－４ｂ＝ （１－４μ）（１＋２ν１）２
（５．５．７）

对于此特殊情况，稳定性条件（５．４．３１）中的ｂ＞０条件自行满足，从其余条件导出

Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式（５．２．８）中的不等式部分

μ＜ １
４　 或 　Ｆ０ ＜

Ｍ２
０

４Ａ
（５．５．８）

从而将 Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式的适用范围扩展到具有原始扭率的圆截面直杆。令 Ｍ０＝０，

Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式简化为Ｆ０＜０，则５．２．３节在平面变形条件下得到的压杆稳定性结论也适

用于更具普遍性的三维变形情形。

另一特例是受纯扭的非圆截面杆。设σ≠０，μ＝０，系数（５．５．５）简化为

ａ＝ （１＋ν１）２＋ν１（ν１－σ），　ｂ＝ν１（ν１－σ）（１＋ν１）２

ａ２－４ｂ＝ （１＋ν１）２－ν１（ν１－σ［ ］）２
（５．５．９）

稳定性条件（５．４．３１）中的ａ２－４ｂ＞０自行满足，从其余条件导出

ν１ ＞０，　ν１ ＞σ　 或 　ν１ ＜０，　ν１ ＜σ：稳定 （５．５．１０ａ）
则直杆平衡的不稳定条件为

σ＜ν１ ＜０　 或 　σ＞ν１ ＞０：不稳定 （５．５．１０ｂ）

参数ν１ 的定义也可写作

ν１ ＝ Ｂ
Ｃ１

－１，　Ｃ１ ＝Ｃ １－ω０
３

ω（ ）３０
（５．５．１１）

判据（５．５．１０）的有量纲形式为

Ｃ１ ＜Ａ，Ｃ１ ＜Ｂ　或 　Ｃ１ ＞Ａ，Ｃ１ ＞Ｂ：稳定 （５．５．１２ａ）

Ａ＞Ｃ１ ＞Ｂ　或 　Ａ＜Ｃ１ ＜Ｂ　 ：不稳定 （５．５．１２ｂ）
若直杆无原始扭率，此稳定性条件与欧拉情形刚体绕主轴永久转动的稳定性条件在形式
上完全相同

Ｃ＜Ａ，Ｃ＜Ｂ　或 　Ｃ＞Ａ，Ｃ＞Ｂ：稳定 （５．５．１３ａ）

Ａ＞Ｃ＞Ｂ　或 　Ａ＜Ｃ＜Ｂ　 ：不稳定 （５．５．１３ｂ）
由于一般情况下弹性杆的抗扭刚度小于抗弯刚度，因此无原始扭率的非圆截面直杆在扭
矩单独作用下必保持稳定。此结论与Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式（５．５．８）当Ｆ０＝０时自然满足的现象
一致。对于受纯扭的圆截面杆，令式（５．５．７）中μ＝０，或令式（５．５．９）中σ＝０，所有的稳定
性条件均自行满足。对于一般情况的非圆截面杆，图５．１０给出当ν１＝０．３时，（σ，μ）参数
平面内划分的稳定域。与圆截面情形比较，截面的非对称性引起的不稳定区随非对称性
的增加而扩大。
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图５．１０　（σ，μ）参数平面内的稳定域

５．５．２　具有原始曲率的非圆截面直杆的平衡稳定性

若非圆截面杆在松弛状态下具有原始曲率κ０，由于直杆平衡要求ωｉ＝０（ｉ＝１，２），必

须存在绕副法线轴的常值力矩 Ｍ０ ＝ －Ｂκ０ 以消除杆的原始曲率。此平衡状态与

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．４．５）的以下特解相对应

Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝０，　Ｆ３ ＝Ｆ０，　Ｍ１ ＝０，　Ｍ２ ＝Ｍ０，　Ｍ３ ＝０ （５．５．１４）

从方程组（５．４．５）导出一次近似扰动方程

ｘ′１＝－ｘ５ （５．５．１５ａ）

ｘ′２＝（１＋σ）ｘ４ （５．５．１５ｂ）

ｘ′３＝０ （５．５．１５ｃ）

ｘ′４＝μｘ２＋（１＋ν）ｘ６ （５．５．１５ｄ）

ｘ′５＝－μｘ１ （５．５．１５ｅ）

ｘ′６＝－（１＋σ）ｘ４ （５．５．１５ｆ）

其特征方程为

λ２（λ２－μ）λ２＋（１＋σ）（１＋ν－μ［ ］）＝０ （５．５．１６）

存在两个零特征值λ＝０，与扰动方程组（５．５．１５）的以下初积分相对应：

ｘ３ ＝ｃｏｎｓｔ，　ｘ２＋ｘ６ ＝ｃｏｎｓｔ （５．５．１７）

利用式（５．５．１４），可从２．４节中的式（２．４．１２）和式（２．４．１４）直接导出此初积分。除零根
以外特征方程（５．５．１６）的纯虚根条件为

μ＜０　 或 　Ｆ０ ＜０ （５．５．１８）

表明带原始曲率的弹性杆在轴向压力与横向力矩的联合作用下可维持直杆的稳定平衡。

５．５．３　轴向受压的非圆截面直杆的平衡稳定性

讨论受轴向压力单独作用的非圆截面直杆，令特解（５．５．１）中Ｍ０＝０，Ｆ０＝－｜Ｆ０｜，

化作

　　Ｆ１＝０，　Ｆ２＝０，　Ｆ３＝－｜Ｆ０｜，　Ｍ１＝０，　Ｍ２＝０，　Ｍ３＝０ （５．５．１９）

由于Ｍ０＝０，必须重新定义无量纲弧坐标珋ｓ和扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，６）
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珋ｓ＝ ｜Ｆ０｜槡Ｂ ｓ，　ｘ１ ＝ Ｆ１

｜Ｆ０｜
，　ｘ２ ＝ Ｆ２

｜Ｆ０｜
，　ｘ３ ＝ Ｆ３

｜Ｆ０｜＋１

ｘ４ ＝ Ｍ１

Ｂ｜Ｆ０槡 ｜
，　ｘ５ ＝ Ｍ２

Ｂ｜Ｆ０槡 ｜
，　ｘ６ ＝ Ｍ３

Ｂ｜Ｆ０槡 ｜

（５．５．２０）

代入方程组（５．４．５），导出一次近似扰动方程

ｘ′１＝δ１ｘ２＋ｘ５ （５．５．２１ａ）

ｘ′２＝－δ１ｘ１－（１＋σ）ｘ４ （５．５．２１ｂ）

ｘ′３＝０ （５．５．２１ｃ）

ｘ′４＝ｘ２＋δ１ｘ５ （５．５．２１ｄ）

ｘ′５＝－ｘ１－δ１ｘ４ （５．５．２１ｅ）

ｘ′６＝０ （５．５．２１ｆ）

其中δ１ 为新定义的无量纲扭率

δ１ ＝ Ｂ
｜Ｆ０槡 ｜ω０

３ （５．５．２２）

方程组（５．５．２１）的特征方程与式（５．４．２８）完全相同，系数ａ，ｂ定义为

ａ＝σ＋２（１＋δ２
１），　ｂ＝ （１－δ２

１）（１＋σ－δ２
１）

ａ２－４ｂ＝σ２＋８δ２
１（２＋σ）

（５．５．２３）

由于１＋σ＝Ｂ／Ａ＞０，可看出稳定性条件（５．４．３１）中的ａ＞０和ａ２－４ｂ＞０条件恒满足，且
满足

ｂ＞ （１－δ２
１）２ ＞０　　 （Ｂ＞Ａ）

ｂ＞ （１＋σ－δ２
１）２ ＞０　（Ｂ＜Ａ）

（５．５．２４）

从而证明：具有原始扭率的非圆截面压杆的平衡恒稳定。其圆截面情形特例即５．２．３节
中讨论过的压杆问题。上述稳定性条件满足时，除零根以外的特征值为纯虚根λ＝±ｉ珔ｋ。

对以下两种特殊情况分别导出

无原始扭率的非圆截面杆（δ１＝０）
珔ｋ＝１　 或 　１＋σ （５．５．２５ａ）

　　具有原始扭率的圆截面杆（σ＝０）
珔ｋ＝１＋δ１　 或 　１－δ１ （５．５．２５ｂ）

由于压杆两端的载荷对称，两端铰支的约束状况亦对称，直杆的受扰挠性线为相对中点对
称或反对称曲线，扰动量的边界值应满足

ｘｉ（珚Ｌ）＝±ｘｉ（０）　（ｉ＝１，２，…，６） （５．５．２６）

其中珚Ｌ＝Ｌ ｜Ｆ０｜／槡 Ｂ为无量纲化的杆长。参数珔ｋ应满足与式（５．２．２８）类似的附加条件
珔ｋ珚Ｌ ＝ｎπ　（ｎ＝１，２，…） （５．５．２７）

与条件（５．４．３８）的区别在于，考虑直杆受扰后可能出现相对中点对称的挠性线，谐波次数

ｎ也可为奇数。将式（５．５．２５）确定的参数珔ｋ代入条件（５．５．２７），令ｎ＝１，导出满足此条件
的最小载荷，即导致压杆失稳的欧拉载荷｜Ｆ０｜ｃｒ。

无原始扭率的非圆截面杆
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｜Ｆ０｜ｃｒ ＝ ｍｉｎ π２Ａ
Ｌ２ ，π

２Ｂ
Ｌ（ ）２ （５．５．２８ａ）

具有原始扭率的圆截面杆

｜Ｆ０｜ｃｒ ＝ ｍｉｎ π２Ｂ
（１±δ１）２Ｌ［ ］２ （５．５．２８ｂ）

两端铰支压杆的欧拉载荷为上述结论中δ１＝０，Ａ＝Ｂ＝ＥＩ的特例。

５．５．４　常扭率杆平衡状态的分岔

根据２．６．３节中对常扭率杆的分析，当截面主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系重
合时，杆的挠率与扭率均为常值ω３０。设杆具有原始扭率ω０

３，令方程（２．１．１５ａ）和方程
（２．１．１５ｂ）中ω１＝０，ω２＝κ，ω３＝ω３０，Ｆα，Ｆβ改记为Ｆ１，Ｆ２，解出

Ｆ１ ＝－Ｂｄκ
ｄｓ

，　Ｆ２ ＝κ （Ｃ－Ｂ）ω３０－Ｃω［ ］０
３ （５．５．２９）

将Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．２）中的Ｆγ改记为Ｆ３，解出

Ｆ３ ＝Ｈ－１
２

（Ｂκ２＋Ｃω２
３０） （５．５．３０）

将式（５．５．２９）和式（５．５．３０）代入方程（５．４．５ａ），化简后导出与式（２．６．４３）或式（３．５．１２）
完全相同的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程。引入变量κ′＝ｄκ／ｄｓ，化作以下一阶自治系统

ｄκ′
ｄκ ＝

κ（２ｃ－κ２）

２κ′
（５．５．３１）

其中系数ｃ的定义见式（２．６．４４），改写为

ｃ＝ ３
２λ－（ ）１ （μ－１）ω２

３０ （５．５．３２）

λ＝Ｃ／Ａ为杆的刚度系数比，μ为新定义的与积分常数Ｈ 有关的无量纲参数

μ＝ ３
２λ－（ ）１

－１ Ｈ
Ｂω２

３０
＋λω０

３

ω（ ）３０
（５．５．３３）

　　Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（３．５．１２）的解析解已在３．５．２节中导出。为定性分析弹性杆的平衡状
态及其稳定性，讨论方程（５．５．３１）可能存在的奇点（κｓ，κ′ｓ）

κｓ ＝０　 或 　κｓ ＝± ２槡ｃ

κ′ｓ＝０
（５．５．３４）

图５．１１　弹性杆曲率变化的分岔图

上述各奇点与杆的平衡状态一一对应。设λ＞２／３，则

μ≤１时方程（５．５．３１）只有唯一的奇点κｓ＝０，对应于杆
的直线平衡状态。μ＞１时，除零点以外还增加２个非

零奇点κｓ＝±ω３０ （３λ－２）（μ－１槡 ）。１．２节中已说明非
零常值曲率对应的平衡状态为螺旋线状态。随着参数

μ的变化，杆的曲率在μ＝１处产生叉式分岔。利用静
态分岔的Ｐｏｉｎｃａｒé理论判断［２５７］，μ≤１时杆的直线平衡
状态稳定，当μ＞１时转为不稳定，而新出现的螺旋线状
态为稳定平衡状态。在图５．１１的参数平面（μ，κｓ）内，
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分别以黑线和灰线表示杆的稳定和不稳定的曲率稳态值。λ＜２／３时也存在类似的分岔
现象，但稳定与不稳定条件应互换。

以上分析表明，当参数μ经过临界点１时，直杆失稳转变为螺旋线。直杆平衡的稳定
性条件μ＜１也可写作

Ｈ ＜Ａω２
３０

３
２－ω０

３

ω（ ）３０
λ－［ ］１ （５．５．３５）

令式（５．５．３０）中Ｆ３＝Ｆ０，κｓ＝０，ω３０＝Ｍ０／Ｃ，将解出的积分常数Ｈ 代入上式后化作

Ｆ０ ＜
Ｍ２

０

Ｃ １－Ａ
Ｃ －ω０

３

ω（ ）３０
（５．５．３６）

对于２．６．２节中讨论过的Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ特殊情形，令上式中Ｃ＝２Ａ，ω０
３＝０，简化为

Ｆ０ ＜
Ｍ２

０

４Ａ
（５．５．３７）

将上式与式（５．５．８）比较可看出，此不等式与判断受拉扭圆截面直杆平衡稳定性的

Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ判据在形式上一致，表明Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ判据也适用于无原始扭率的 Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ
情形非圆截面杆。上述直杆失稳转变为螺旋线的现象可在电话线或攀缘植物细茎的卷曲
过程中观察到。

５．６　受扭矩作用螺旋杆的稳定性与分岔

５．６．１　奇点与螺旋线平衡

　　设非圆截面弹性杆受扭矩Ｍ０ 单独作用，令式（５．４．１０）中Ｆ０＝０，则截面内力主矩Ｍ
为常矢量

Ｆ＝０，　Ｍ ＝Ｍ０ｅζ （５．６．１）
在２．６．１节中曾利用此特殊情况下的初积分（２．４．７）导出降阶的平衡方程。同样方
法也可用于稳定性的定性分析。以欧拉角ψ，θ，φ表示截面坐标系（Ｐｘｙｚ）相对惯性
坐标系（Ｏξηζ）的姿态（图２．３），根据式（２．２．４）将弯扭度ω用欧拉角及其导数表
示为

ω１ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｓｉｎφ＋ｄθ
ｄｓｃｏｓφ

ω２ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｓｉｎθｃｏｓφ－ｄθ
ｄｓｓｉｎφ

ω３ ＝
ｄψ
ｄｓ

ｃｏｓθ＋
ｄφ
ｄｓ

（５．６．２）

将沿ζ轴的主矩Ｍ 向（Ｐｘｙｚ）各轴投影

Ｍ１ ＝Ｍ０ｓｉｎθｓｉｎφ，　Ｍ２ ＝Ｍ０ｓｉｎθｃｏｓφ，　Ｍ３ ＝Ｍ０ｃｏｓθ （５．６．３）
将式（５．６．２）代入式（２．１．１７），与式（５．６．３）的各项相等，在θ≠０条件下导出无量纲化的
一阶微分方程组

θ′＝（σｓｉｎθｃｏｓφ－ε）ｓｉｎφ （５．６．４ａ）
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ψ′＝１＋σｓｉｎ２
φ＋εｃｓｃθｃｏｓφ （５．６．４ｂ）

φ′＝（ν－σｓｉｎ２
φ）ｃｏｓθ－εｃｏｔθｃｏｓφ＋δ（１＋ν） （５．６．４ｃ）

其中撇号表示对无量纲弧坐标珋ｓ的导数，珋ｓ的定义见式（５．４．２３）。将方程（５．６．４ａ）与
（５．６．４ｃ）相除消去珋ｓ的微分后，导出只含变量θ，φ的一阶微分方程

ｄθ
ｄφ

＝
（σｓｉｎθｃｏｓφ－ε）ｓｉｎφ

（ν－σｓｉｎ２
φ）ｃｏｓθ－εｃｏｔθｃｏｓφ＋δ（１＋ν）

（５．６．５）

此方程在（θ，φ）相平面内的奇点φｓ，θｓ为以下方程组的解

（σｓｉｎθｓｃｏｓφｓ－ε）ｓｉｎφｓ ＝０ （５．６．６ａ）

（ν－σｓｉｎ２
φｓ）ｃｏｓθｓ－εｃｏｔθｓｃｏｓφｓ＋δ（１＋ν）＝０ （５．６．６ｂ）

欧拉角的常值解φｓ，θｓ对应于螺旋线平衡状态。将φｓ，θｓ 代入式（５．６．４ｂ），得到ψ′的常
值解

ψ′ｓ＝１＋σｓｉｎ２
φｓ＋εｃｓｃθｓｃｏｓφｓ （５．６．７）

使用４．２．１节中建立的柱坐标，令 Ψ＝ψ－π，将θｓ，ψ′ｓ代入挠性线方程（４．１．８ｂ）和
（４．１．３ｃ），积分得到

ρｓ ＝
１

ψ′ｓ
ｓｉｎθｓ

Ψｓ ＝π＋ψ′ｓ（ｓ－ｓ０） （５．６．８）

ζｓ ＝ （ｃｏｓθｓ）（ｓ－ｓ０）

则奇点φｓ，θｓ所对应的螺旋线平衡状态的螺旋角和半径分别为

α＝ π
２－θｓ，　Ｒ＝

Ｂ
Ｍ０ψ′（ ）ｓ

ｓｉｎθｓ （５．６．９）

引入扰动ｘ＝φ－φｓ，ｙ＝θ－θｓ，导出方程（５．６．５）的一次近似方程

ｄｙ
ｄｘ＝ｃｘ＋ｄｙ

ａｘ＋ｂｙ
（５．６．１０）

其中系数ａ，ｂ，ｃ，ｄ按附录Ｄ中式（Ｄ．１６）计算，得到

ａ＝－σｃｏｓθｓｓｉｎ２φｓ＋εｃｏｔθｓｓｉｎφｓ

ｂ＝－（ν－σｓｉｎ２
φｓ）ｓｉｎθｓ＋εｃｓｃ２θｓｃｏｓφｓ

ｃ＝σｓｉｎθｓｃｏｓ２φｓ－εｃｏｓφｓ

ｄ＝σｃｏｓθｓｃｏｓφｓｓｉｎφｓ

（５．６．１１）

螺旋线平衡的稳定性可根据奇点φｓ，θｓ的类型，利用附录Ｄ中的判据（Ｄ．１９）判断。

５．６．２　带原始曲率弹性杆的平衡稳定性与分岔

设杆的松弛状态为具有原始曲率κ０ 的圆弧杆，令方程（５．６．５）中δ＝０，化作

ｄθ
ｄφ

＝
（σｓｉｎθｃｏｓφ－ε）ｓｉｎφ

（ν－σｓｉｎ２
φ）－εｃｓｃθｃｏｓ［ ］φｃｏｓθ

（５．６．１２）

考虑不等式ν＞０，｜ε｜＜１的存在，利用判据（Ｄ．１９）判断各奇点的类型如表５．２所示。
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表５．２　带原始曲率杆的奇点类型

奇点 φｓ θｓ ａ ｂ ｃ ｄ 存在条件 奇点类型

Ｓ１ ０
或π

π／２
或３π／２

０ －ν＋ε σ－ε

σ－ε

０ —

　

ε＜σ，ε＜ν：中心

ν＞ε＞σ：鞍点

Ｓ２ ０
或π

３π／２
或π／２

０ －ν－ε －σ－ε ０

　

—

　

ε＞－σ，ε＞－ν：中心

－ν＜ε＜－σ：鞍点

Ｓ３ ０ ａｒｃｓｉｎ ε（ ）ν ０ ν２－ε２

ε ε σ
ν（ ）－１ ０ ｜ε｜＜｜ν｜ 中心

Ｓ４ π ａｒｃｓｉｎ －ε（ ）ν ０ ε２－ν２

ε ε １－σ（ ）ν ０ ｜ε｜＜｜ν｜ 中心

Ｓ５ ａｒｃｃｏｓ ε（ ）σ π／２ ０ ２ε２－σ（ν＋σ）
σ

ε２－σ２

σ ０ ｜ε｜＜｜σ｜ 鞍点

　　奇点Ｓ１，Ｓ２ 对应于平面圆弧的平衡状态，其稳定性条件可综合为

ν＞±ε，σ＞±ε：稳定，　ν＞±ε＞σ：不稳定 （５．６．１３）
化为有量纲形式时，由于ν＞±ε，Ｂ＞Ｃ（１±ε）条件自然满足，稳定性条件为

Ｂ＞Ａ（１±ε）：稳定，　Ｂ＜Ａ（１±ε）：不稳定 （５．６．１４）
无原始曲率时，得到圆弧杆的稳定性条件σ＞０，即Ｂ＞Ａ。
奇点Ｓ３，Ｓ４ 对应于稳定的螺旋线平衡，螺旋角取决于原始曲率。奇点Ｓ５ 对应于不稳

定的圆弧杆平衡。图５．１２为（θｓ，φｓ，ε）三维参数空间中奇点随参数ε的分布状况，分别以
黑线和灰线表示稳定和不稳定平衡状态。

图５．１２　（θｓ，φｓ，ε）参数空间中奇点的分布

５．６．３　带原始扭率弹性杆的平衡稳定性与分岔

设杆的松弛状态为具有原始扭率的直杆，令方程（５．６．５）中ε＝０，化作
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ｄθ
ｄφ

＝
σｓｉｎθｃｏｓφｓｉｎφ

（ν－σｓｉｎ２
φ）ｃｏｓθ＋δ１

（５．６．１５）

令式（５．６．１１）中ε＝０，考虑不等式（５．４．１２），利用判据（Ｄ．１９）判断各奇点的类型如
表５．３所示，其中δ１＝δ（１＋ν）。

表５．３　带原始扭率杆的奇点类型

奇点 φｓ θｓ ａ ｂ ｃ ｄ 存在条件 奇点类型

Ｓ１ ０或π ａｒｃｃｏｓ －δ１（ ）ν ０ － ν２－δ槡 ２
１

σ
ν ν２－δ槡 ２

１ ０ ｜δ１｜＜｜ν｜
σ＞０：中心

σ＜０：鞍点

Ｓ２
π／２或

３π／２
ａｒｃｃｏｓ δ１

ν－（ ）σ ０ （ν－σ）２－δ槡 ２
１

σ
ν－σ

（ν－σ）２－δ槡 ２
１ ０

｜δ１｜＜

｜ν－σ｜

σ＜０：中心

σ＞０：鞍点

　　奇点Ｓ１ 和Ｓ２ 分别对应于不同的螺旋线平衡状态，原始扭率亦为零时，转化为圆弧
杆。奇点Ｓ１ 的中心条件σ＞０与５．４．３节中导出的无原始曲率和原始扭率的螺旋杆平衡
稳定性条件一致。无论Ｓ１ 或Ｓ２ 的中心奇点条件均可归纳为Ｂ＞Ａ。参照以上对类似情
况的分析结果（５．４．３４），（５．４．４９）和（５．６．１４）可归纳出共同的稳定性条件，即弹性杆绕副
法线轴的抗弯刚度大于绕法线轴的抗弯刚度为平衡稳定性条件。以下就圆弧杆情形，从
能量观点出发解释此结论的物理意义。
利用式（５．１．２３）计算圆弧杆的弧坐标哈密顿函数Ｈ。令其中

Ｆ０ ＝０，　ω１ ＝０，　ω２ ＝ Ｍ０

Ｂ
，　ω３ ＝０ （５．６．１６）

得到

Ｈ ＝ Ｍ２
０

２Ｂ
（５．６．１７）

将Ｂ＞Ａ与Ｂ＜Ａ两种相反情况相比较，由于Ｍ０ 为常值，前者对应的弧坐标哈密顿函数
Ｈ 为极小值，而后者的Ｈ 为极大值。根据推广的拉格朗日定理，前者稳定，后者不稳定。
与直杆对应的θ＝０或π的特殊位置为欧拉角的奇点。为有可能讨论直杆平衡状态

的稳定性，引入新的角度坐标θ１，φ１ 以代替欧拉角θ，φ
θ１ ＝θｃｏｓφ，　φ１ ＝θｓｉｎφ （５．６．１８）

其中θ是在零附近变化的扰动量。将θ１，φ１ 对珋ｓ求导，得到
θ′１＝θ′ｃｏｓφ－φ′θｓｉｎφ
φ′１＝θ′ｓｉｎφ＋φ′θｃｏｓφ

（５．６．１９）

将式（５．６．４ａ）和式（５．６．４ｃ）代入式（５．６．１９），令ε＝０，略去θ的二次以上小量，且利用式
（５．５．３）定义的参数ν１＝ν＋δ１，导出

θ′１＝（σ－ν１）θｓｉｎφ （５．６．２０ａ）

φ′１＝ν１θｃｏｓφ （５．６．２０ｂ）
将此二方程相除消去弧坐标珋ｓ的微分，得到以θ１ 和φ１ 为变量的自治系统

ｄθ１

ｄφ１
＝ｃφ

１

θ１

（５．６．２１）
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其中参数ｃ定义为

ｃ＝σ－ν１

ν１
（５．６．２２）

方程（５．６．２１）存在奇点Ｓ３：θ１ｓ＝φ１ｓ＝０，与直杆平衡状态相对应。奇点Ｓ３ 的类型取决于

参数ｃ，即

ｃ＜０：中心，　ｃ＞０：鞍点 （５．６．２３）
导出与式（５．５．１０）相同的稳定性条件

ν１ ＞０，ν１ ＞σ　或 　ν１ ＜０，ν１ ＜σ：稳定 （５．６．２４ａ）

σ＜ν１ ＜０　或 　σ＞ν１ ＞０：　 不稳定 （５．６．２４ｂ）

图５．１３　（θｓ，φｓ，δ１）柱坐标参数空间中奇点的分布

５．５．１节中已说明，无原始扭率的非圆截
面直杆在扭矩单独作用下必稳定。若原
始扭率的存在使不稳定条件（５．６．２４ｂ）
得到满足，则不稳定的直杆状态Ｓ３ 在扰

动作用下转化为与Ｓ１ 或Ｓ２ 对应的螺旋

线平衡。
为便于表达与直杆对应的特殊奇点

θｓ＝０，以θｓ 为径向坐标，φｓ 为幅角，建立
柱坐标形式的三维参数空间（θｓ，φｓ，δ１）。
图５．１３为此空间中奇点随参数的分布状
况，仍以黑线和灰线表示稳定和不稳定
平衡状态。

５．７　稳定性分析的Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法

以上各节对弹性杆平衡稳定性的讨论以特征值的纯虚根条件为依据，导出的稳定性
条件为一次近似稳定性的临界情况，仅为原非线性系统稳定性的必要条件。本节应用
Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法讨论直杆平衡的两种特殊情形，证明上述稳定性条件为原非线性系统
稳定性的充分必要条件。

５．７．１　圆截面直杆平衡的稳定性条件

关于具有原始扭率的圆截面直杆的平衡问题，在２．４．２节中已导出用主矢和主矩分
量Ｆｉ，Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）表示的初积分（２．４．１２）～（２．４．１５），令其中Ａ＝Ｂ，写作

１
２

Ｍ２
１＋Ｍ２

２

Ａ ＋
（Ｍ３＋Ｃω０

３）２［ ］Ｃ ＋Ｆ３ ＝Ｈ （５．７．１）

Ｆ１Ｍ１＋Ｆ２Ｍ２＋Ｆ３Ｍ３ ＝Ｆ０Ｍ０ （５．７．２）

Ｆ２
１＋Ｆ２

２＋Ｆ２
３ ＝Ｆ２

０ （５．７．３）

Ｍ３ ＝Ｍ３０ （５．７．４）
积分常数Ｆ０，Ｍ０，Ｈ，Ｍ３０取决于杆的受力状态。上述初积分也可从方程组（５．４．５）直接
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导出。
将带原始扭率圆截面直杆的特解（５．５．１）作为未扰状态，设受扰状态为

Ｆ１ ＝η１，　Ｆ２ ＝η２，　Ｆ３ ＝Ｆ０＋η３，

Ｍ１ ＝ξ１，　Ｍ２ ＝ξ２，　Ｍ３ ＝Ｍ３０＋ξ３

（５．７．５）

其中扰动ξｉ，ηｉ（ｉ＝１，２，３）为小量，在以下计算中仅保留扰动的二次项。将式（５．７．５）代入
初积分（５．７．１）～（５．７．４），得到的二次多项式分别记作Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３，Ｖ４

Ｖ１ ＝ξ
２
１＋ξ

２
２＋２Ａη３ ＝ｃｏｎｓｔ （５．７．６ａ）

Ｖ２ ＝ξ１η１＋ξ２η２＋ξ３η３＋Ｍ０η３ ＝ｃｏｎｓｔ （５．７．６ｂ）

Ｖ３ ＝η
２
１＋η

２
２＋η

２
３＋２Ｆ０η３ ＝ｃｏｎｓｔ （５．７．６ｃ）

Ｖ４ ＝ξ３ ＝ｃｏｎｓｔ （５．７．６ｄ）
构造以下Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ ＝Ｆ０（Ｖ１＋２μＶ２＋Ｖ２
４）－（Ａ＋μＭ０）Ｖ３ （５．７．７）

其中μ为待定常数。将式（５．７．６）代入上式，展开化简后整理为

Ｖ ＝ ∑
３

ｉ＝１
Ｖ

ｉ （５．７．８）

Ｖ
ｉ （ｉ＝１，２，３）为二次多项式

Ｖ
ｉ ＝Ｆ０ξ

２
ｉ ＋２μＦ０ξｉηｉ－（Ａ＋μＭ０）η

２
ｉ　 （ｉ＝１，２，３） （５．７．９）

根据Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ判据，Ｖ
ｉ （ｉ＝１，２，３）有相同的正定性条件

Ｆ０ μＦ０

μＦ０ －（Ａ＋μＭ０）
＝－Ｆ０（Ｆ０μ

２＋Ｍ０μ＋Ａ）＞０ （５．７．１０）

令上式括号中μ的二次多项式等于零，得到
Ｆ０μ

２＋Ｍ０μ＋Ａ＝０ （５．７．１１）
若方程（５．７．１１）存在单实根，则必有适当的常数μ使不等式（５．７．１０）得到满足。方程
（５．７．１１）的单实根条件为

Ｍ２
０－４ＡＦ０ ＞０ （５．７．１２）

此不等式即Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ判据（５．２．８）中的不等式条件。
再讨论Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ判据中的等式条件

Ｍ２
０－４ＡＦ０ ＝０ （５．７．１３）

满足此条件时，方程（５．７．１１）存在重实根

μ＝－ Ｍ０

２Ｆ０
＝－２Ａ

Ｍ０
（５．７．１４）

利用式（５．７．１３）和式（５．７．１４）可将式（５．７．８）中的Ｖ 函数化作

Ｖ ＝Ｆ０∑
３

ｉ＝１
ξｉ－２Ａ

Ｍ０
η（ ）ｉ

２
（５．７．１５）

当以下关系式成立时Ｖ 函数为零

ξｉ－２Ａ
Ｍ０

ηｉ ＝０　（ｉ＝１，２，３） （５．７．１６）

表明Ｖ 函数为半正定函数。将式（５．７．７）表示的Ｖ 函数增加一附加项，定义为新的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数珟Ｖ［２５１］

珟Ｖ ＝Ｖ＋ Ｖ３－ Ｆ０Ｍ０（ ）Ａ Ｖ［ ］４

２

（５．７．１７）
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利用式（５．７．１４）可将珟Ｖ函数化作

珟Ｖ ＝Ｆ０∑
３

ｉ＝１
ξｉ－２Ａ

Ｍ０
η（ ）ｉ

２

＋ η
２
１＋η

２
２＋η

２
３－Ｆ０Ｍ０

Ａ ξ３－２Ａ
Ｍ０

η（ ）［ ］３

２

（５．７．１８）

满足关系式（５．７．１６）时上式化作
珟Ｖ ＝ （η

２
１＋η

２
２＋η

２
３）２ （５．７．１９）

即使在满足关系式（５．７．１６）的条件下，珟Ｖ函数也仅在ξｉ＝ηｉ＝０（ｉ＝１，２，３）时等于零，即珟Ｖ
为正定函数。由于Ｖ 函数或珟Ｖ 函数沿扰动方程解曲线保持常数，其全导数必等于零，根
据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理一，未扰状态（５．５．１）必稳定。综合条件（５．７．１２）和（５．７．１３），证明
Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ判据（４．３．２１）或（５．２．８）也是具有原始扭率圆截面直杆平衡稳定的充分条件。

５．７．２　圆截面直杆平衡的不稳定条件

将式（５．７．５）代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．４．５ａ），（５．４．５ｂ），（５．４．５ｄ）和（５．４．５ｅ），只保留
扰动的一阶小量，导出扰动方程

ｄη１

ｄｓ
＝－ Ｆ０（ ）Ａ ξ２＋ Ｍ０

Ｃ ＋ω（ ）０
３ η２

ｄη２

ｄｓ
＝ Ｆ０（ ）Ａ ξ１－ Ｍ０

Ｃ ＋ω（ ）０
３ η１

ｄξ１

ｄｓ ＝－ Ｍ０

Ａ －Ｍ０

Ｃ －ω（ ）０
３ ξ２＋η２

ｄξ２

ｄｓ ＝ Ｍ０

Ａ －Ｍ０

Ｃ －ω（ ）０
３ ξ１－η１

（５．７．２０）

构造以下不定号函数为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
Ｖ ＝ξ１η２－ξ２η１ （５．７．２１）

将扰动方程（５．７．２０）代入Ｖ 函数对ｓ的全导数，导出

ｄＶ
ｄｓ ＝ｄξ１

ｄｓη２＋
ｄη２

ｄｓξ
１－ｄξ２

ｄｓη１－
ｄη１

ｄｓξ
２

＝Ｆ０

Ａ
（ξ

２
１＋ξ

２
２）－Ｍ０

Ａ
（ξ１η１＋ξ２η２）＋η

２
１＋η

２
２ （５．７．２２）

根据Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ判据，ｄＶ／ｄｓ的正定性条件为
Ｆ０／Ａ －Ｍ０／２Ａ

－Ｍ０／２Ａ １
＝ １

Ａ Ｆ０－Ｍ２
０

４（ ）Ａ ＞０ （５．７．２３）

即

Ｍ２
０－４ＡＦ０ ＜０ （５．７．２４）

此条件满足时，ｄＶ／ｄｓ为正定函数。根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理三，未扰状态（５．５．１）不稳定。
从而沿另一途径证明Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ稳定性条件的必要性。

５．７．３　受扭矩单独作用的非圆截面直杆平衡的稳定性条件

关于受扭矩单独作用的带原始扭率的非圆截面直杆的平衡问题，２．４．２节中已给出
主矢为零时非圆截面杆的初积分（２．４．１６）和Ｊａｃｏｂｉ积分（２．４．１３），令其中Ｆ３＝０，得到

Ｍ２
１＋Ｍ２

２＋Ｍ２
３＝Ｍ２

０ （５．７．２５）
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１
２

Ｍ２
１

Ａ ＋Ｍ２
２

Ｂ ＋
（Ｍ３＋Ｃω０

３）２［ ］Ｃ ＝Ｈ （５．７．２６）

由于杆仅受扭矩作用，令特解（５．５．１）中Ｆ０＝０作为未扰状态。设受扰状态为

Ｍ１ ＝ξ１，　Ｍ２ ＝ξ２，　Ｍ３ ＝Ｍ０＋ξ３ （５．７．２７）
将式（５．７．２７）代入初积分（５．７．２５）和（５．７．２６），得到以下二次多项式

Ｖ１ ＝ξ
２
１＋ξ

２
２＋ξ

２
３＋２Ｍ０ξ３ ＝ｃｏｎｓｔ （５．７．２８）

Ｖ２ ＝ξ
２
１

Ａ ＋ξ
２
２

Ｂ ＋１
Ｃ ξ

２
３＋２（Ｍ０＋Ｃω０

３）ξ［ ］３ ＝ｃｏｎｓｔ （５．７．２９）

构造以下Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ ＝Ｖ１－Ｃ１Ｖ２±Ｖ２
１ （５．７．３０）

其中常数Ｃ１＝Ｃ（１－ω０
３／ω３０）如式（５．５．１１）的定义。将式（５．７．２８）和式（５．７．２９）代入上

式，展开化简后整理为

Ｖ ＝ Ａ－Ｃ１（ ）Ａ ξ
２
１＋ Ｂ－Ｃ１（ ）Ｂ ξ

２
２±（４ＡＢＭ２

０）ξ
２
３ （５．７．３１）

对以下两种情形，分别对上式的第三项取不同符号

Ｃ１ ＜Ａ，Ｃ１ ＜Ｂ：第三项取正号，Ｖ 函数为正定 （５．７．３２ａ）

Ｃ１ ＞Ａ，Ｃ１ ＞Ｂ：第三项取负号，Ｖ 函数为负定 （５．７．３２ｂ）
由于Ｖ 函数沿扰动方程解曲线保持常数，其全导数等于零，根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理一，对以
上两种情形未扰状态（５．５．１）均稳定。从而证明仅受扭矩作用的带初扭率非圆截面直杆
平衡稳定的充分条件为

Ｃ１ ＜Ａ，Ｃ１ ＜Ｂ　 或 　Ｃ１ ＞Ａ，Ｃ１ ＞Ｂ （５．７．３３）
与判据（５．５．１２ａ）完全一致。

５．７．４　受扭矩单独作用的非圆截面直杆平衡的不稳定条件

将式（５．７．２７）代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．４．５ｄ）和（５．４．５ｅ），只保留扰动的一阶小量，导
出扰动方程

ｄξ１

ｄｓ ＝－ Ｍ０（ ）Ｂ ξ２＋ Ｍ０

Ｃ（ ）１
ξ２

ｄξ２

ｄｓ ＝ Ｍ０（ ）Ａ ξ１－ Ｍ０

Ｃ（ ）１
ξ１

（５．７．３４）

构造以下不定号函数为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ ＝ξ１ξ２ （５．７．３５）
将扰动方程（５．７．３４）代入Ｖ 函数对ｓ的全导数，导出

ｄＶ
ｄｓ ＝ｄξ１

ｄｓξ２＋ｄξ２

ｄｓξ１ ＝Ｍ０
Ｃ１－Ａ
ＡＣ（ ）１

ξ
２
１＋

Ｂ－Ｃ１

ＢＣ（ ）１
ξ［ ］２

２ （５．７．３６）

ｄＶ／ｄｓ的定号性条件为

Ａ＜Ｃ１ ＜Ｂ：ｄＶ／ｄｓ正定 （５．７．３７ａ）

Ａ＞Ｃ１ ＞Ｂ：ｄＶ／ｄｓ负定 （５．７．３７ｂ）
根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理三，以上两种情形的未扰状态（５．５．１）均不稳定，从而证明条件
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（５．７．３３）也是稳定性的必要条件，与判据（５．５．１２ｂ）一致。

５．８　弹性杆的混沌平衡形态

５．８．１　相空间中的奇点与异宿轨道

　　设无原始扭率的非圆截面弹性杆的两端仅受扭矩作用，截面作用力的主矢为零。列
出以主矩Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）为变量的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

ｄＭ１

ｄｓ ＝ １
Ｃ －１（ ）Ｂ Ｍ２Ｍ３

ｄＭ２

ｄｓ ＝ １
Ａ －１（ ）Ｃ Ｍ１Ｍ３

ｄＭ３

ｄｓ ＝ １
Ｂ －１（ ）Ａ Ｍ１Ｍ２

（５．８．１）

系统（５．８．１）的初积分（５．７．２５）表示主矩Ｍ 的模守恒

Ｍ２
１＋Ｍ２

２＋Ｍ２
３ ＝Ｍ２

０ （５．８．２）

初积分（５．７．２６）表示未扰状态下系统（５．８．１）的哈密顿函数Ｈ 守恒，令其中ω０
３＝０，写作

Ｈ ＝ １
２

Ｍ２
１

Ａ ＋Ｍ２
２

Ｂ ＋Ｍ２
３（ ）Ｃ ＝Ｈ０ （５．８．３）

在（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３）三维相空间内，初积分（５．８．２）和（５．８．３）表示的球面与椭球面的交线确
定相轨迹曲线族（图５．１４）。

图５．１４　（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３）相空间内未扰系统的相轨迹族

设在理想状态下Ａ，Ｂ，Ｃ的未扰值为Ａ０，Ｂ０，Ｃ０，将方程组（５．８．１）各式两两相除，消
去弧坐标微分，化作

０２１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



ｄＭ１

ｄＭ２
＝－ ｃ１

ｃ（ ）２

Ｍ２

Ｍ１

ｄＭ２

ｄＭ３
＝－ ｃ２

ｃ（ ）３

Ｍ３

Ｍ２

ｄＭ３

ｄＭ１
＝ ｃ３

ｃ（ ）１

Ｍ１

Ｍ３

（５．８．４）

其中系数ｃｉ（ｉ＝１，２，３）定义为

ｃ１ ＝Ｂ０－Ｃ０

Ｂ０Ｃ０
，　ｃ２ ＝Ａ０－Ｃ０

Ａ０Ｃ０
，　ｃ３ ＝Ａ０－Ｂ０

Ｂ０Ａ０
（５．８．５）

方程组（５．８．４）各式确定的平面相轨迹为图５．１４中（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３）三维相空间的相轨迹在
坐标面上的投影。未扰系统（５．８．１）或（５．８．４）存在６个奇点

Ｓ１，２：（０，０，±Ｍ０），　Ｓ３，４：（±Ｍ０，０，０），　Ｓ５，６：（０，±Ｍ０，０） （５．８．６）
不失一般性，设Ａ０＞Ｂ０＞Ｃ０，则系数ｃｉ（ｉ＝１，２，３）均为正值。利用附录Ｄ的式（Ｄ．１９）判
断方程组（５．８．４）的奇点类型，Ｓ１，２，Ｓ３，４为４个中心，Ｓ５，６为２个鞍点（图５．１４）。相空间中
连接不同鞍点的４条异宿轨道可用初等函数表示为

Ｍ１ ＝±Ｍ０
ｃ１

ｃ槡２
ｓｅｃｈ ｃ１ｃ槡 ２Ｍ０（ ）ｓ

Ｍ２ ＝±Ｍ０ｔａｎｈ － ｃ１ｃ槡 ３Ｍ０（ ）ｓ

Ｍ３ ＝±Ｍ０
ｃ３

ｃ槡２
ｓｅｃｈ － ｃ１ｃ槡 ３Ｍ０（ ）ｓ

（５．８．７）

５．８．２　刚度系数周期变化引起的混沌

设在受扰状态下杆的抗扭刚度Ｃ仍保持常值Ｃ０，抗弯刚度Ａ，Ｂ有微幅周期变化

Ａ＝Ａ０＋εＡ１ｃｏｓ（ωｃｓ＋θｃ）

Ｂ＝Ｂ０＋εＢ１ｃｏｓ（ωｃｓ＋θｃ）
（５．８．８）

其中ε为小参数。将上式代入Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５．８．１），仅保留ε的一次项，导出
ｄＭ１

ｄｓ ＝Ｍ２Ｍ３ ｃ１＋εｂ１ｃｏｓ（ωｃｓ＋θｃ［ ］）

ｄＭ２

ｄｓ ＝－Ｍ１Ｍ３ ｃ２＋εａ１ｃｏｓ（ωｃｓ＋θｃ［ ］）

ｄＭ３

ｄｓ ＝Ｍ１Ｍ２ ｃ３＋ε（ａ１－ｂ１）ｃｏｓ（ωｃｓ＋θｃ［ ］）

（５．８．９）

其中

ａ１ ＝Ａ１

Ａ２
０
，　ｂ１ ＝Ｂ１

Ｂ２
０

（５．８．１０）

将式（５．８．８）代入式（５．８．３），将导出的受扰状态哈密顿函数展成ε的幂级数
Ｈ ＝Ｈ０＋εＨ１＋Ｏ（ε２） （５．８．１１）

其中

Ｈ０ ＝１
２

Ｍ２
１

Ａ０
＋Ｍ２

２

Ｂ０
＋Ｍ２

３

Ｃ（ ）０
（５．８．１２ａ）
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Ｈ１ ＝－１
２

（ａ１Ｍ２
１＋ｂ１Ｍ２

２）ｃｏｓ（ωｃｓ＋θｃ） （５．８．１２ｂ）

　　应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ解析方法判断受扰系统存在混沌的可能性。上述未扰哈密顿系统存
在由异宿轨道（５．８．７）组成的异宿环，若受扰后其稳定流形与不稳定流形横截相交，则受
扰系统存在Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌。稳定流形与不稳定流形之间的距离可近似简化为
便于计算的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数［２５７］

珮Ｍ（θｃ）＝ １
ω０∫

＋∞

－∞
－Ｍ·（

Δ

ＭＨ０×

Δ

ＭＨ１）ｄｓ （５．８．１３）

其中

Δ

为梯度算子。将式（５．８．７）代入此积分式，导出

珮Ｍ（θｃ）＝ πω２
ｃ

２（ｃ１ｃ３）３／２
（ｃ１ａ１－ｃ２ｂ１）ｃｏｓｅｃｈ － πωｃ

ｃ１ｃ槡 ３Ｍ（ ）０

ｓｉｎθｃ （５．８．１４）

以下条件满足时珮Ｍ（θｃ）存在简单零点，表明异宿轨道横截相交

ｃ１ａ１－ｃ２ｂ１ ≠０ （５．８．１５）
因此不等式（５．８．１５）为弹性杆存在混沌性态的充分条件。

５．８．３　Ｐｏｉｎｃａｒé截面与弹性杆的混沌性态

对受扰平衡方程（５．８．８）进行数值积分，给定参数Ｍ０ 槡＝２ ２，Ａ０＝２，Ｂ０＝１．５，Ｃ０＝
１，Ａ１＝１，Ｂ１＝２对ε＝０，０．００５，０．０７的不同值，从３６个起始点出发的Ｐｏｉｎｃａｒé截面见
图５．１５。可看出当ε≠０时，在异宿轨道附近出现的混沌区随着ε的增大而扩大。
图５．１６为（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３）相空间内从单个起始点（１．２，１．７，１．９）出发的混沌性态相轨迹
曲线。图５．１７和图５．１８表示规则性态与混沌性态弹性杆的不同几何形态。

图５．１５　Ｐｏｉｎｃａｒé截面图

２２１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



图５．１５（续）

图５．１６　（Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３）相空间内混沌性态的相轨迹

图５．１７　规则性态弹性杆的几何形态

图５．１８　混沌性态弹性杆的几何形态

３２１第５章　弹性杆平衡的稳定性
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第６章　弹性杆的动力学

以上各章关于弹性杆平衡形态的讨论均限于静力学范畴，弧坐标为唯一的自变量。
在动力学问题中引入时间变量后，弹性杆的动力学模型成为以弧坐标ｓ和时间ｔ为双重
自变量的离散系统。本章首先讨论曲线和曲杆的运动学问题，导出截面的速度和角速度
与切线基矢量和弯扭度之间的运动学关系，与动力学方程组成含１２个未知变量的偏微分
方程组。关于弹性杆动态稳定性的讨论建立在双自变量离散系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理
论基础上。对于封闭杆或两端约束状态相同的弹性杆，可在一次近似范围内确定螺旋线
平衡在时域内的稳定性条件。受扰运动极其缓慢时，可将弹性杆的动力学过程视为对静
力学平衡状态的摄动。证明在摄动参数二次项精度范围内，静态稳定性条件满足时，其动
态稳定性条件必也同时满足。一般情况下弹性杆的扭转运动与弯曲运动相互耦合，仅在
平面运动条件下解耦。本章讨论杆的几种特殊振动问题，如均匀扭转振动、平面扭转振动
和弯曲振动，螺旋杆的弯曲振动，以及杆在黏性介质中的衰减振动。

６．１　曲线和曲杆的运动学

６．１．１　Ｄａｒｂｏｕｘ矢量与曲线的角速度

　　讨论长度为Ｌ的光滑空间曲线Ｃ。曲线上任意点Ｐ在曲线上的位置由弧坐标ｓ确
定，在空间中的位置由相对固定点Ｏ的矢径ｒ确定。讨论曲线Ｃ的几何形态随时间改变
的运动学问题时，矢径ｒ（ｓ，ｔ）为弧坐标ｓ和时间ｔ的二元连续函数。以Ｐ 为原点的

Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）的姿态亦随弧坐标ｓ和时间ｔ改变，其无限小角位移ΔＦ为ｓ和ｔ
的二元连续函数（图１．１）。在ｔ时刻，当Ｐ点的弧坐标ｓ改变为ｓ＋Δｓ时，Ｆｒｅｎｅｔ坐标系
的无限小角位移 ΔＦ与弧坐标增量 Δｓ之比，当 Δ →ｓ ０时的极限即１．１节中定义的

Ｄａｒｂｏｕｘ矢量ωＦ，利用对ｓ的偏导数符号表示为①

ωＦ＝ｌｉｍ
Δ →ｓ ０

ΔＦ

Δｓ ＝Ｆ

ｓ
（６．１．１）

根据式（１．１．８），ωＦ沿副法线轴和切线轴的分量为曲线Ｃ的曲率κ和挠率τ
ωＦ＝κｅｂ＋τｅｔ （６．１．２）

① 与第１页的脚注①类似，Ｆ以及下文中对ｓ或对ｔ的偏导数是一种借用的表达形式，因为Ｆ，
并非ｓ和ｔ的函数，只是其无限小增量ΔＦ为ｓ和ｔ的函数，Ｆ和为分析力学中的准坐标。



当时间ｔ改变为ｔ＋Δｔ时，Ｐ 点处Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的无限小角位移ΔＦ与时间增量Δｔ之
比，当Δ →ｔ ０时的极限为曲线Ｃ的Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的角速度，或简称为曲线Ｃ的角速度，

记作ΩＦ。利用对ｔ的偏导数符号，ΩＦ可表示为

ΩＦ＝ｌｉｍ
Δ →ｔ ０

ΔＦ

Δｔ ＝Ｆ

ｔ
（６．１．３）

　　设ｅ为与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系固定的基矢量，根据附录Ｂ中的式（Ｂ．７６）和式（Ｂ．８４），ｅ对ｓ
和ｔ的偏导数可利用矢量ωＦ和ΩＦ计算

ｅ
ｓ＝ωＦ×ｅ （６．１．４ａ）

ｅ
ｔ＝ΩＦ×ｅ （６．１．４ｂ）

以Ｆｒｅｎｅｔ坐标系为参考系，将式（６．１．４ａ）对ｔ，式（６．１．４ｂ）对ｓ求偏导数，得到

２ｅ
ｔｓ＝ 

～

ｔ
（ωＦ×ｅ）＋ΩＦ×（ωＦ×ｅ） （６．１．５ａ）

２ｅ
ｓｔ＝ 

～

ｓ
（ΩＦ×ｅ）＋ωＦ×（ΩＦ×ｅ） （６．１．５ｂ）

其中波浪号表示相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的局部导数。由于Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的角位移连续变

化，以上二式相等。展开化简后导出 Ｄａｒｂｏｕｘ矢量ωＦ与曲线角速度ΩＦ之间的以下关

系式


～
ωＦ

ｔ ＝
～
ΩＦ

ｓ ＋ωＦ×ΩＦ （６．１．６）

６．１．２　曲率和挠率的运动学方程

Ｐ点的无限小位移 Δｒ与完成此位移的时间增量 Δｔ之比，在截面的同一位置，

当Δ →ｔ ０时的极限为Ｐ点的速度，记作瓫

瓫＝ｌｉｍ
Δ →ｔ ０

Δｒ
Δｔ＝ｒ

ｔ
（６．１．７）

将切线基矢量Ｔ＝ｅｔ＝ｅ３ 的定义式（１．１．１）中的导数符号改为偏导数

ｅ３ ＝ｒ
ｓ

（６．１．８）

将上式两边对ｓ求偏导数，矢径ｒ连续变化时可改变求导顺序。考虑式（６．１．７），导出

瓫
ｓ ＝ｅ３

ｔ
（６．１．９）

其相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系的局部导数形式为


～
瓫

ｓ＋ωＦ×瓫＝ΩＦ×ｅ３ （６．１．１０）

设ｖｎ，ｖｂ，ｖ３，ΩＦｎ，ΩＦｂ，ΩＦ３分别为瓫和ΩＦ在（ＰＮＢＴ）中的投影，利用式（１．１．８），写出方程
（６．１．１０）相对（ＰＮＢＴ）的投影式
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ｖｎ

ｓ＋κｖ３－τｖｂ－ΩＦｂ ＝０

ｖｂ

ｓ＋τｖｎ＋ΩＦｎ ＝０

ｖ３

ｓ－κｖｎ ＝０

（６．１．１１）

以及方程（６．１．６）相对（ＰＮＢＴ）的投影式

ΩＦｎ

ｓ －τΩＦｂ＋κΩＦ３ ＝０

κ
ｔ－ΩＦｂ

ｓ －τΩＦｎ ＝０ （６．１．１２）

τ
ｔ－ΩＦ３

ｓ ＋κΩＦｎ ＝０

从式（６．１．１１）和式（６．１．１２）消去ΩＦｎ，ΩＦｂ，ΩＦ３，导出曲率κ和挠率τ的运动学方程

κ
ｔ－

ｓ
ｖｎ

ｓ＋κｖ３－τｖ（ ）ｂ ＋τｖｂ

ｓ＋τｖ（ ）ｎ ＝０ （６．１．１３ａ）

τ
ｔ－

ｓ
τ
κ

ｖｎ

ｓ－τｖ（ ）ｂ ＋１
κ

ｖｂ

ｓ＋τｖ（ ）ｎ ＋τｖ［ ］３ －κｖｂ

ｓ＋τｖ（ ）ｎ ＝０　　　（６．１．１３ｂ）

已知曲线Ｃ的速度变化规律瓫（ｓ，ｔ），即可从此偏微分方程组积分得到曲率和挠率的变化
规律κ（ｓ，ｔ）和τ（ｓ，ｔ）。
对于平面曲线的特殊情形，挠率τ等于零，设ｖｎ≡ｖ３≡０，ｖｂ／ｓ＝０，则κ／ｔ＝τ／ｔ

＝０。表明曲线沿平面法线方向的整体运动不会使曲线的几何形态发生改变。

６．１．３　曲杆的运动学

讨论曲杆的运动学问题时，仍采用１．２节中的基本假定。曲杆的运动离散为沿中心
线Ｃ连续分布且与Ｃ正交的刚性截面的运动。刚性截面的状态变量为弧坐标ｓ和时间ｔ
的二元连续函数。设杆中心线上任意点Ｐ处的弧坐标ｓ改变为ｓ＋Δｓ，时间ｔ改变为ｔ＋
Δｔ时，Ｆｒｅｎｅｔ坐标系有无限小角位移ΔＦ，截面有无限小角位移Δ。与ΔＦ相比，Δ增

加了绕切线轴的无限小相对扭角Δχｅ３，即

Δ＝ΔＦ＋Δχｅ３ （６．１．１４）
在同一时刻，将无限小角位移矢量Δ除以弧坐标增量Δｓ，令Δ →ｓ ０，即得到１．２节中定
义的弯扭度矢量ω，利用对ｓ的偏导数符号表示为

ω＝ｌｉｍ
Δ →ｓ ０

Δ
Δｓ＝

ｓ
（６．１．１５）

在截面的同一位置，将矢量Δ与时间增量Δｔ之比，当Δ →ｔ ０时的极限定义为杆截面的
角速度，记作Ω。利用对ｔ的偏导数符号表示为

Ω＝ｌｉｍ
Δ →ｔ ０

Δ
Δｔ＝

ｔ
（６．１．１６）

　　前面各章在对弹性杆平衡状态的讨论中，角速度Ω被限制为零，弯扭度ω为ｓ的一元
连续函数。本章在讨论弹性杆的运动时，弯扭度ω和角速度Ω 均为ｓ和ｔ的二元连续函
数。将式（６．１．１４）代入式（６．１．１５）和式（６．１．１６），导出弯扭度与Ｄａｒｂｏｕｘ矢量，曲杆的
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角速度与曲线的角速度之间的以下关系式

ω＝ωＦ＋χ
ｓ
ｅ３，　Ω＝ΩＦ＋χ

ｔ
ｅ３ （６．１．１７）

利用表１．１计算弯扭度ω和角速度Ω 在（Ｐｘｙｚ）中的投影ωｉ，Ωｉ（ｉ＝１，２，３），导出

ω１ ＝κｓｉｎχ，　ω２ ＝κｃｏｓχ，　ω３ ＝τ＋χ
ｓ

Ω１ ＝Ωｎｃｏｓχ＋Ωｂｓｉｎχ

Ω２ ＝－Ωｎｓｉｎχ＋Ωｂｃｏｓχ

Ω３ ＝ΩＦ３＋χ
ｔ

（６．１．１８）

重复６．１．２节中式（６．１．６）和式（６．１．１０）的推导过程，将Ｄａｒｂｏｕｘ矢量ωＦ和曲线的角速

度ΩＦ改为曲杆的弯扭度ω和角速度Ω ，导出类似的关系式


～
ω
ｔ ＝

～
Ω
ｓ ＋ω×Ω （６．１．１９）


～
瓫

ｓ＋ω×瓫＝Ω×ｅ３ （６．１．２０）

其中波浪号改为相对截面坐标系（Ｐｘｙｚ）的局部导数。直接验算表明，利用式（６．１．１８）

推导矢量方程（６．１．１９）和方程（６．１．２０）在（ＰＮＢＴ）中的投影式时，含扭角χ的项均被自
行消去，导出的结果与方程（６．１．１１）和方程（６．１．１２）相同。曲率κ和挠率τ满足与式
（６．１．１３）相同的运动学方程。从而表明，在曲线运动的基础上讨论曲杆的运动时，截面的

相对扭角χ为运动学独立变量。

６．２　弹性杆的动力学方程

６．２．１　非圆截面杆的动力学方程

　　设弹性杆在力和力矩作用下作任意运动，考虑弧坐标分别为ｓ和ｓ＋Δｓ的Ｐ 和Ｐ′点
之间的微元弧段。设Ｐ点的负截面在ｔ时刻受邻近截面作用的内力主矢和主矩为－Ｆ和

－Ｍ，Ｐ′点的正截面在ｔ＋Δｔ时刻受邻近截面作用的内力主矢和主矩为Ｆ＋ΔＦ和Ｍ＋
ΔＭ，主矢Ｆ和主矩Ｍ 均为ｓ和ｔ的二元连续函数。考虑弧段上作用的单位长度分布力ｆ
和分布力偶ｍ（图３．１），将全部作用力对Ｐ点简化，只保留各增量的一阶小量，根据牛顿
力学的动量定理和对质心的动量矩定理，导出

ΔＦ＋ｆΔｓ＝ρＳΔｓ２ｒ
ｔ２ （６．２．１ａ）

ΔＭ＋Δｒ×Ｆ＋ｍΔｓ＝Δｓ
ｔ

（Ｊ·Ω） （６．２．１ｂ）

其中ρ为杆的密度；Ｓ为杆的截面积；Ｊ为单位长度杆的惯量张量，其在截面主轴坐标系
（Ｐｘｙｚ）中的投影矩阵以截面绕ｘ轴，ｙ轴，ｚ轴的单位长度转动惯量Ｊｉ（ｉ＝１，２，３）为元素

Ｊ＝ｄｉａｇ（Ｊ１　Ｊ２　Ｊ３） （６．２．２）
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其中Ｊ１＝ρＩｘ，Ｊ２＝ρＩｙ，Ｊ３＝ρＩｚ，Ｉｘ，Ｉｙ为截面的惯性矩，Ｉｚ为极惯性矩，其定义见附录Ｃ中
式（Ｃ．１７），即

Ｉｘ ＝∫Ｓ
ｙ２ｄＳ，　Ｉｙ ＝∫Ｓ

ｘ２ｄＳ，　Ｉｚ ＝∫Ｓ
（ｘ２＋ｙ２）ｄＳ （６．２．３）

根据式（Ｃ．１６），转动惯量Ｊｉ（ｉ＝１，２，３）与杆的抗弯和抗扭刚度之间有以下关系

Ｊ１ ＝ ρＡ
Ｅ

，　Ｊ２ ＝ ρＢ
Ｅ

，　Ｊ３ ＝ ρＣ
Ｇ

（６．２．４）

将式（６．２．１ａ）和式（６．２．１ｂ）各项除以Δｓ，令Δ →ｓ ０，利用关系式（６．１．７），导出

Ｆ
ｓ＋ｆ＝ρＳ

瓫
ｔ

（６．２．５）

Ｍ
ｓ＋ｅ３×Ｆ＋ｍ ＝ 

ｔ
（Ｊ·Ω） （６．２．６）

其中瓫为式（６．１．７）定义的Ｐ点速度，满足式（６．１．９）的运动学关系。将方程（６．２．５）和
方程（６．２．６）的求导过程改为相对截面主轴坐标系进行，写作


～
Ｆ
ｓ＋ω×Ｆ＋ｆ－ρＳ


～
瓫

ｔ＋Ω×（ ）瓫 ＝０ （６．２．７）


～
Ｍ
ｓ ＋ω×Ｍ＋ｅ３×Ｆ＋ｍ－

～

ｔ
（Ｊ·Ω）－Ω×（Ｊ·Ω）＝０ （６．２．８）

　　将Ｆ，Ｍ，ω，Ω，瓫，ｆ，ｍ等矢量在（Ｐｘｙｚ）中的投影记作Ｆｉ，Ｍｉ，ωｉ，Ωｉ，ｖｉ，ｆｉ，ｍｉ（ｉ＝

１，２，３），设弹性杆在松弛状态下有常值原始扭率ω０
３，无原始曲率，利用２．１节中的线性本

构关系（２．１．１６）

Ｍ１ ＝Ａω１，　Ｍ２ ＝Ｂω２，　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （６．２．９）

将运动学关系式（６．１．１９）和式（６．１．２０），以及动力学方程（６．２．７）和方程（６．２．８）向（Ｐ
ｘｙｚ）投影，并利用式（６．２．９）将Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）用ωｉ（ｉ＝１，２，３）表示，导出

Ω１

ｓ ＋ω２Ω３－ω３Ω２－ω１

ｔ ＝０ （６．２．１０ａ）

Ω２

ｓ ＋ω３Ω１－ω１Ω３－ω２

ｔ ＝０ （６．２．１０ｂ）

Ω３

ｓ ＋ω１Ω２－ω２Ω１－ω３

ｔ ＝０ （６．２．１０ｃ）

ｖ１

ｓ＋ω２ｖ３－ω３ｖ２－Ω２ ＝０ （６．２．１１ａ）

ｖ２

ｓ＋ω３ｖ１－ω１ｖ３＋Ω１ ＝０ （６．２．１１ｂ）

ｖ３

ｓ＋ω１ｖ２－ω２ｖ１ ＝０ （６．２．１１ｃ）

Ｆ１

ｓ ＋ω２Ｆ３－ω３Ｆ２－ρＳ
ｖ１

ｔ＋Ω２ｖ３－Ω３ｖ（ ）２ ＋ｆ１ ＝０ （６．２．１２ａ）

Ｆ２

ｓ ＋ω３Ｆ１－ω１Ｆ３－ρＳ
ｖ２

ｔ＋Ω３ｖ１－Ω１ｖ（ ）３ ＋ｆ２ ＝０ （６．２．１２ｂ）
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Ｆ３

ｓ ＋ω１Ｆ２－ω２Ｆ１－ρＳ
ｖ３

ｔ＋Ω１ｖ２－Ω２ｖ（ ）１ ＋ｆ３ ＝０ （６．２．１２ｃ）

Ａω１

ｓ ＋（Ｃ－Ｂ）ω２ω３－Ｃω２ω０
３－Ｆ２－Ｊ１

Ω１

ｔ ＋（Ｊ２－Ｊ３）Ω２Ω３＋ｍ１ ＝０

（６．２．１３ａ）

Ｂω２

ｓ ＋（Ａ－Ｃ）ω３ω１＋Ｃω１ω０
３＋Ｆ１－Ｊ２

Ω２

ｔ ＋（Ｊ３－Ｊ１）Ω３Ω１＋ｍ２ ＝０

（６．２．１３ｂ）

Ｃω３

ｓ ＋（Ｂ－Ａ）ω１ω２－Ｊ３
Ω３

ｔ ＋（Ｊ１－Ｊ２）Ω１Ω２＋ｍ３ ＝０ （６．２．１３ｃ）

　　以上１２个偏微分方程（６．２．１０）～（６．２．１３）组成封闭的弹性杆动力学方程组，可确定

１２个未知变量Ｆｉ，ωｉ，Ωｉ，ｖｉ（ｉ＝１，２，３）。一般情况下，此非线性方程组只能用数值方法积
分。将解出的弯扭度ωｉ（ｉ＝１，２，３）代入附录Ｂ中的式（Ｂ．８０）或式（Ｂ．８２），可积分得到欧
拉角或欧拉参数随弧坐标ｓ和时间ｔ的变化规律，再代入方程组（４．１．４），积分后得到弹
性杆的挠性线随时间ｔ的变化规律。

６．２．２　圆截面杆的动力学方程

讨论圆截面杆的运动时，由于过圆截面中心的任意轴，包括法线轴和副法线轴在内均
为主轴，因此可将Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）作为动参考系计算动力学方程（６．２．７）和
（６．２．８）中的矢量导数，得到


～
Ｆ
ｓ＋ωＦ×Ｆ＋ｆ－ρＳ


～
瓫

ｔ＋ΩＦ×（ ）瓫 ＝０ （６．２．１４）


～
Ｍ
ｓ ＋ωＦ×Ｍ＋ｍ＋ｅ３×Ｆ－

～

ｔ
（Ｊ·Ω）－ΩＦ×（Ｊ·Ω）＝０ （６．２．１５）

其中波浪号表示相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）的局部导数。将矢量方程（６．２．１４）和方程
（６．２．１５）向（ＰＮＢＴ）投影，以下标ｎ，ｂ，３表示各矢量的投影，令Ａ＝Ｂ，Ｊ１＝Ｊ２，Ｊ３＝２Ｊ１，

ωｎ＝ωＦｎ＝０，ωｂ＝ωＦｂ＝κ，ωＦ３＝τ，Ωｎ＝ΩＦｎ，Ωｂ＝ΩＦｂ，得到

Ｆｎ

ｓ ＋κＦ３－τＦｂ－ρＳ
ｖｎ

ｔ＋Ωｂｖ３－ΩＦ３ｖ（ ）ｂ ＋ｆｎ ＝０ （６．２．１６ａ）

Ｆｂ

ｓ ＋τＦｎ－ρＳ
ｖｂ

ｔ＋ΩＦ３ｖｎ－Ωｎｖ（ ）３ ＋ｆｂ ＝０ （６．２．１６ｂ）

Ｆ３

ｓ －κＦｎ－ρＳ
ｖ３

ｔ＋Ωｎｖｂ－Ωｂｖ（ ）ｎ ＋ｆ３ ＝０ （６．２．１６ｃ）

Ｃκ（ω３－ω０
３）－Ａκτ－Ｆｂ－Ｊ１

Ωｎ

ｔ ＋Ωｂ（２Ω３－ΩＦ３［ ］）＋ｍｎ ＝０　　　（６．２．１７ａ）

Ａκ
ｓ＋Ｆｎ－Ｊ１

Ωｂ

ｔ ＋Ωｎ（ΩＦ３－２Ω３［ ］）＋ｍｂ ＝０ （６．２．１７ｂ）

Ｃω３

ｓ －２Ｊ１
Ω３

ｔ ＋ｍ３ ＝０ （６．２．１７ｃ）

与运动学方程（６．１．１１）和方程（６．１．１２）联立，组成封闭的动力学方程组。
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利用运动学关系式将动力学方程中的速度瓫消去，可减少未知变量数目。为此将方
程（６．１．９）对ｔ求偏导

２瓫
ｓｔ＝ 

ｔ
ｅ３

（ ）ｔ ＝ 
ｔ

（ΩＦ×ｅ３） （６．２．１８）

将动量定理（６．２．５）对ｓ求偏导，改变求导顺序，将上式代入消去瓫，得到

２Ｆ
ｓ２ ＋ｆ

ｓ－ρＳ

ｔ

（ΩＦ×ｅ３）＝０ （６．２．１９）

令求导过程相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系进行，写作
槇

ｓ

槇
Ｆ
ｓ＋ωＦ×（ ）Ｆ ＋ωＦ×

槇
Ｆ
ｓ＋ωＦ×（ ）Ｆ ＋

槇
ｆ
ｓ＋ωＦ×ｆ

－ρＳ
槇

ｔ

（ΩＦ×ｅ３）＋ΩＦ×（ΩＦ×ｅ３［ ］）＝０ （６．２．２０）

将方程（６．２．２０）向Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）投影，得到

２Ｆｎ

ｓ２ ＋Ｆ３
κ
ｓ－Ｆｂ

τ
ｓ＋（κ２＋τ２）Ｆｎ＋ｆｎ

ｓ ＋τｆｂ－κｆ３

　　－ρＳ
Ωｂ

ｔ ＋ΩｎΩＦ（ ）３ ＝０ （６．２．２１ａ）

２Ｆｂ

ｓ２ ＋Ｆｎ
τ
ｓ＋ｆｂ

ｓ －τｆｎ＋ρＳ
Ωｎ

ｔ －ΩｂΩ（ ）Ｆ３ ＝０ （６．２．２１ｂ）

２Ｆ３

ｓ２ －Ｆｎ
κ
ｓ＋ｆ３

ｓ ＋κｆｎ＋ρＳ Ω２
ｎ ＋Ω２（ ）ｂ ＝０ （６．２．２１ｃ）

圆截面杆动力学方程组由式（６．２．２１）和（６．２．１７）包含的６个方程组成。

６．２．３　牛顿欧拉方程特例

将杆的微元段视为刚体，方程（６．２．１ａ）中的ρＳΔｓ以微元段的质量ｍ０ 代替，ΔＦ＋

ｆΔｓ改以作用于微元段的合力Ｆ０ 表示，转化为

ｍ０
ｄ２ｒ
ｄｔ２ ＝Ｆ０ （６．２．２２）

将方程（６．２．１ｂ）中的ΔＭ＋Δｒ×Ｆ＋ｍΔｓ改以作用于微元段的合力矩Ｍ０ 表示，ＪΔｓ改以
微元段的惯量张量Ｊ０ 表示，转化为

ｄ
ｄｔ

（Ｊ０·Ω）＝Ｍ０ （６．２．２３）

方程（６．２．２２）和方程（６．２．２３）转化为刚体动力学中的牛顿欧拉方程。

６．２．４　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程特例

作为另一特例，设弹性杆处于平衡状态，令瓫≡０，Ω ≡０，略去分布力和分布力偶，从

式（６．２．５）和式（６．２．６）导出第２章中的弹性杆平衡方程（２．１．３）

ｄＦ
ｄｓ＝０，　ｄＭ

ｄｓ＋Ｔ×Ｆ＝０ （６．２．２４）
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其在（Ｐｘｙｚ）中的投影式为Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（２．１．８）和方程（２．１．１８）

ｄＦ１

ｄｓ ＋ω２Ｆ３－ω３Ｆ２ ＝０ （６．２．２５ａ）

ｄＦ２

ｄｓ ＋ω３Ｆ１－ω１Ｆ３ ＝０ （６．２．２５ｂ）

ｄＦ３

ｄｓ ＋ω１Ｆ２－ω２Ｆ１ ＝０ （６．２．２５ｃ）

Ａｄω１

ｄｓ ＋（Ｃ－Ｂ）ω２ω３－Ｃω０
３ω２－Ｆ２ ＝０ （６．２．２６ａ）

Ｂｄω２

ｄｓ ＋（Ａ－Ｃ）ω３ω１＋Ｃω０
３ω１＋Ｆ１ ＝０ （６．２．２６ｂ）

Ｃｄω３

ｄｓ ＋（Ｂ－Ａ）ω１ω２ ＝０ （６．２．２６ｃ）

６．３　非圆截面螺旋杆的动态稳定性

６．３．１　螺旋杆平衡的扰动方程

　　利用式（６．２．９）将方程（６．２．１０）和方程（６．２．１１）中的弯扭度分量ωｉ（ｉ＝１，２，３）改用

Ｍｉ （ｉ＝１，２，３）表示，令

ω１ ＝ Ｍ１

Ａ
，　ω２ ＝ Ｍ２

Ｂ
，　ω３ ＝ Ｍ３

Ｃ ＋ω０
３ （６．３．１）

将动力学方程组（６．２．１０）至（６．２．１３）改写为

Ｆ１

ｓ ＋Ｍ２

ＢＦ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｆ２－ρＳ

ｖ１

ｔ＋Ω２ｖ３－Ω３ｖ（ ）２ ＝０ （６．３．２ａ）

Ｆ２

ｓ ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｆ１－Ｍ１

ＡＦ３－ρＳ
ｖ２

ｔ＋Ω３ｖ１－Ω１ｖ（ ）３ ＝０ （６．３．２ｂ）

Ｆ３

ｓ ＋Ｍ１

ＡＦ２－Ｍ２

ＢＦ１－ρＳ
ｖ３

ｔ＋Ω１ｖ２－Ω２ｖ（ ）１ ＝０ （６．３．２ｃ）

Ｍ１

ｓ ＋１
ＢＭ２Ｍ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｍ２－Ｆ２－Ｊ１

Ω１

ｔ ＋（Ｊ２－Ｊ３）Ω２Ω３ ＝０

（６．３．２ｄ）

Ｍ２

ｓ ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ｍ１－１

ＡＭ１Ｍ３＋Ｆ１－Ｊ２
Ω２

ｔ ＋（Ｊ３－Ｊ１）Ω３Ω１ ＝０

（６．３．２ｅ）

Ｍ３

ｓ ＋ １
Ａ －１（ ）Ｂ Ｍ１Ｍ２－Ｊ３

Ω３

ｔ ＋（Ｊ１－Ｊ２）Ω１Ω２ ＝０ （６．３．２ｆ）

Ω１

ｓ ＋Ｍ２

ＢΩ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ω２－１

Ａ
Ｍ１

ｔ ＝０ （６．３．２ｇ）

Ω２

ｓ ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ Ω１－Ｍ１

ＡΩ３－１
Ｂ

Ｍ２

ｔ ＝０ （６．３．２ｈ）
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Ω３

ｓ ＋Ｍ１

ＡΩ２－Ｍ２

ＢΩ１－１
Ｃ

Ｍ３

ｔ ＝０ （６．３．２ｉ）

ｖ１

ｓ＋Ｍ２

Ｂｖ３－ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ ｖ２－Ω２ ＝０ （６．３．２ｊ）

ｖ２

ｓ＋ Ｍ３

Ｃ ＋ω（ ）０
３ ｖ１－Ｍ１

Ａｖ３＋Ω１ ＝０ （６．３．２ｋ）

ｖ３

ｓ＋Ｍ１

Ａｖ２－Ｍ２

Ｂｖ１ ＝０ （６．３．２ｌ）

此方程组存在与螺旋杆平衡状态对应的常值特解

Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝Ｆ２０ ＝Ｆ０ｓｉｎθ０，　Ｆ３ ＝Ｆ３０ ＝Ｆ０ｃｏｓθ０

Ｍ１ ＝０，　Ｍ２ ＝Ｍ２０ ＝Ｍ０ｓｉｎθ０－Ｆ０Ｒｃｏｓθ０

Ｍ３ ＝Ｍ３０ ＝Ｍ０ｃｏｓθ０＋Ｆ０Ｒｓｉｎθ０

Ω１ ＝Ω２ ＝Ω３ ＝０，　ｖ１ ＝ｖ２ ＝ｖ３ ＝０

（６．３．３）

其中Ｒ为螺旋线的半径，α＝π／２－θ０ 为螺旋角。利用式（５．４．２３）定义的无量纲弧坐标珋ｓ，

引入无量纲时间坐标珋ｔ

珋ｓ＝ Ｍ０（ ）Ｂ ｓ，　珋ｔ＝ Ｆ０

ρ槡Ｓ
Ｍ０（ ）Ｂ ｔ （６．３．４）

定义以下扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，１２）

ｘ１ ＝Ｆ１

Ｆ０
，　ｘ２ ＝Ｆ２－Ｆ２０

Ｆ０
，　ｘ３ ＝Ｆ３－Ｆ３０

Ｆ０

ｘ４ ＝ Ｍ１

Ｍ０
，　ｘ５ ＝ Ｍ２－Ｍ２０

Ｍ０
，　ｘ６ ＝ Ｍ３－Ｍ３０

Ｍ０

ｘ７ ＝ＢΩ１

Ｍ０

ρＳ
Ｆ槡０

，　ｘ８ ＝ＢΩ２

Ｍ０

ρＳ
Ｆ槡０

，　ｘ９ ＝ＢΩ３

Ｍ０

ρＳ
Ｆ槡０

ｘ１０ ＝ｖ１
ρＳ
Ｆ槡０

，　ｘ１１ ＝ｖ２
ρＳ
Ｆ槡０

，　ｘ１２ ＝ｖ３
ρＳ
Ｆ槡０

（６．３．５）

以撇号表示对无量纲弧坐标珋ｓ的偏导数，点号表示对无量纲时间珋ｔ的偏导数，略去扰动量

ｘｉ（ｉ＝１，２，…，１２）的二次以上微量，导出螺旋杆的一次近似扰动方程

ｘ′１ ＝ （β４＋ν１）ｘ２－β３ｘ３－β２ｘ５＋（１＋ν）β１ｘ６＋ｘ１０ （６．３．６ａ）

ｘ′２ ＝－（β４＋ν１）ｘ１＋（１＋σ）β２ｘ４＋ｘ１１ （６．３．６ｂ）

ｘ′３ ＝β３ｘ１－（１＋σ）β１ｘ４＋ｘ１２ （６．３．６ｃ）

ｘ′４ ＝μｘ２＋ν１ｘ５＋νβ３ｘ６＋μ珚Ｊ１
ｘ７ （６．３．６ｄ）

ｘ′５ ＝－μｘ１＋（σβ４－ν１）ｘ４＋μ珚Ｊ２
ｘ８ （６．３．６ｅ）

ｘ′６ ＝－σβ３ｘ４＋μ珚Ｊ３
ｘ９ （６．３．６ｆ）

ｘ′７ ＝ （１＋σ）ｘ４＋（β４＋ν１）ｘ８－β３ｘ９ （６．３．６ｇ）

ｘ′８ ＝ｘ５－（β４＋ν１）ｘ７ （６．３．６ｈ）
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ｘ′９ ＝ （１＋ν）ｘ６＋β３ｘ７ （６．３．６ｉ）

ｘ′１０ ＝ｘ８＋（β４＋ν１）ｘ１１－β３ｘ１２ （６．３．６ｊ）

ｘ′１１ ＝－ｘ７－（β４＋ν１）ｘ１０ （６．３．６ｋ）

ｘ′１２ ＝β３ｘ１０ （６．３．６ｌ）

其中无量纲参数μ，σ，ν，δ的定义见式（５．４．１２）和式（５．４．１４），βｉ（ｉ＝１，２，３，４）和ν１ 的定

义见式（５．４．２５），珚Ｊｉ（ｉ＝１，２，３）为新定义的无量纲转动惯量

μ＝ＢＦ０

Ｍ２
０
，　σ＝ Ｂ

Ａ －１，　ν＝ Ｂ
Ｃ －１，　δ＝Ｃω０

３

Ｍ０

β１ ＝Ｆ２０

Ｆ０
，　β２ ＝Ｆ３０

Ｆ０
，　β３ ＝ Ｍ２０

Ｍ０
，　β４ ＝ Ｍ３０

Ｍ０
（６．３．７）

ν１ ＝β４ν＋δ（１＋ν），　珚Ｊｉ ＝ＪｉＭ２
０

ρＳＢ
２　（ｉ＝１，２，３）

不考虑动力学因素时，方程组（６．３．６）转化为无原始曲率的螺旋杆静平衡扰动方程
（５．４．２４）。

６．３．２　端部约束相同时的动态稳定性

利用以下指数形式特解：

ｘｉ（珋ｓ，珋ｔ）＝ｘｉ０ｅｘｐ（λ珋ｓ＋ｗ珋ｔ）　（ｉ＝１，２，…，１２） （６．３．８）

从扰动方程（６．３．６）导出特征方程

ｄｅｔＤ＝ｄｅｔ
Ｄ１１ Ｄ１２

Ｄ２１ Ｄ
烄

烆

烌

烎２２
＝０ （６．３．９）

组成矩阵Ｄ的子矩阵Ｄｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２）定义为

Ｄ１１ ＝

λ －（β４＋ν１） β３ ０ β２ －（１＋ν）β１

（β４＋ν１） λ ０ －（１＋ν）β２ ０ ０

－β３ ０ λ －（１＋σ）β１ ０ ０

０ －μ ０ λ －ν１ －νβ３

μ ０ ０ －（σβ４＋ν１） λ ０

０ ０ ０ σβ３ ０

烄

烆

烌

烎λ

（６．３．１０ａ）

Ｄ１２ ＝

０ ０ ０ －ｗ ０ ０
０ ０ ０ ０ －ｗ ０
０ ０ ０ ０ ０ －ｗ

－μ珚Ｊ１ｗ ０ ０ ０ ０ ００

０ －μ珚Ｊ２ｗ ０ ０ ０ ０

０ ０ －μ珚Ｊ３ｗ

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

（６．３．１０ｂ）
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Ｄ２１ ＝

０ ０ ０ －（１＋σ）ｗ ０ ０
０ ０ ０ ０ －ｗ ０
０ ０ ０ ０ ０ －（１＋ν）ｗ
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ ０

（６．３．１０ｃ）

Ｄ２２ ＝

λ －（β４＋ν１） β３ ０ ０ ０
（β４＋ν１） λ ０ ０ ０ ０

－β３ ０ λ ０ ０ ０
０ －１ ０ λ －（β４＋ν１） β３

１ ０ ０ （β４＋ν１） λ ０
０ ０ ０ －β３ ０

烄

烆

烌

烎λ

（６．３．１０ｄ）

展开后的特征方程包含λ和ｗ 两个待定参数，一般情况下无确定解。设静态稳定性条件
已得到满足，λ的静态特征值为纯虚根λ＝±ｉ珔ｋ，珔ｋ为扰动解相对弧坐标周期变化的无量纲
角频率。在螺旋杆长度Ｌ为周长ΔＬ的整数倍，载荷对称，端部约束相同等条件下，静力
学分析中关于端部受扰状态相同的分析结论也适用于动力学分析。边界条件（５．４．３７）对
动力学分析同样有效

ｘｉ（珚Ｌ，珋ｔ）＝ｘｉ（０，珋ｔ）　（ｉ＝１，２，…，６） （６．３．１１）

其中珚Ｌ＝（Ｍ０／Ｂ）Ｌ为无量纲化的杆长。弧坐标角频率珔ｋ应满足静力学分析中导出的附
加条件（５．４．３８）

珔ｋ珚Ｌ ＝２ｎπ　（ｎ＝１，２，…） （６．３．１２）

静态分析中的受扰挠性线相当于动态分析中的振动模态，ｎ为受扰挠性线的谐波数，即模
态的阶数。由于弧坐标特征值λ已由式（６．３．１２）确定，特征方程（６．３．９）成为以时间特征
值ｗ为唯一未知变量的６次代数多项式

ａ１（珔ｋ）ｗ６＋ａ２（珔ｋ）ｗ４＋ａ３（珔ｋ）ｗ２＋ａ４（珔ｋ）＝０ （６．３．１３）

系数ａｊ（珔ｋ）（ｊ＝１，２，３）为珔ｋ的多项式。以无原始曲率和扭率的圆截面圆弧杆为例，令

σ＝δ＝０，珚Ｊ２＝珚Ｊ１，珚Ｊ３＝２珚Ｊ１，各系数为

ａ１（珔ｋ）＝２μ
３珚Ｊ３

１（１＋ν）

ａ２（珔ｋ）＝μ
２珚Ｊ２

１［珔ｋ２（５＋４ν）－２ν］ （６．３．１４）

ａ３（珔ｋ）＝μ珚Ｊ１珔ｋ２［２珔ｋ２（２＋ν）＋１＋２ν］

ａ４（珔ｋ）＝珔ｋ４（珔ｋ２－１）

弹性杆在时域内的稳定性可从时域特征方程（６．３．１３）中ｗ 的单虚根条件确定。在６．５
节中，将对作平面运动的两端固定的轴向受压直杆和圆环杆的动态稳定性作具体分析。

６．３．３　缓慢受扰运动的动态稳定性

在弹性杆动态稳定性的讨论中，若杆的受扰运动极其缓慢，则可在静力学平衡状态的
基础上，将动力学过程视为对静态平衡的摄动。设珋ε为与运动速率有关的小参数，引入尺

４３１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



度缩小的时间坐标Ｔ＝珋εｔ。将定义角速度Ω和速度瓫的式（６．１．７）和式（６．１．１６）中的时
间增量Δｔ以珋ε－１ΔＴ代替，令Δ →Ｔ ０，导出的Ω和瓫为珋ε的同阶小量

Ω＝珋ε珚Ω （ｓ，Ｔ），　瓫＝珋ε瓫
－（ｓ，Ｔ） （６．３．１５）

其中

珚Ω＝ｌｉｍ
Δ →Ｔ ０

Δ
ΔＴ ＝

Ｔ
，　瓫

－
＝ｌｉｍ

Δ →Ｔ ０

Δｒ
ΔＴ ＝ ｒ

Ｔ
（６．３．１６）

截面的角加速度Ω／ｔ和加速度ｒ／ｔ为珋ε２ 的同阶小量

Ω
ｔ ＝珋ε２珚Ω

Ｔ
，　瓫

ｔ ＝珋ε２瓫
－

Ｔ
（６．３．１７）

弯扭度ω对时间ｔ的偏导数与珋ε同阶

ω
ｔ ＝珋εω

Ｔ
（６．３．１８）

定义尺度缩小的无量纲时间变量 珡Ｔ

珡Ｔ ＝珋ε珋ｔ＝珋ε Ｆ０

ρ槡Ｓ
Ｍ０（ ）Ｂ ｔ （６．３．１９）

利用式（６．３．１５）、式（６．３．１７）和式（６．３．１８）将扰动方程（６．３．６）中的自变量珋ｔ改为尺度缩
小的无量纲时间变量珡Ｔ，将特征方程（６．３．９）展开后，得到

ｄｅｔＤ＝λ４（λ４＋ａλ２＋ｂ）［λ２＋β
２
３＋（β４＋ν１）２］２＋Ｏ（珋ε３）＝０ （６．３．２０）

其中系数ａ，ｂ与静态稳定性分析中无原始曲率（ε＝０）情形的系数（５．４．２９）相同

ａ＝β
２
３＋（β４＋ν１）２＋σνβ

２
３－μβ２（２＋σ）＋ν１（ν１－σβ４）

ｂ＝μ
２
β

２
２（１＋σ）＋μβ１β３（β４＋２ν１）（１－σν）

（６．３．２１）

　 ＋μβ２ （β４＋ν１）［ν１（２＋σ）－σβ４］－β
２
３ σν＋（１＋σ［ ］｛ ｝）

　 ＋［β
２
３＋（β４＋ν１）２］［σνβ

２
３＋ν１（ν１－σβ４）］

受扰运动足够缓慢时可略去珋ε３ 以上高阶小量，特征方程（６．３．２０）简化为

λ４（λ４＋ａλ２＋ｂ）［λ２＋β
２
３＋（β４＋ν１）２］２ ＝０ （６．３．２２）

简化后的特征方程有４个零根和２对纯虚根，以下条件满足时其余４个根亦为纯虚根

ａ＞０，　ｂ＞０，　ａ２－４ｂ＞０ （６．３．２３）
作为动态稳定性的必要条件，上式与静态稳定性条件（５．４．３１）完全相同。从而证明，受扰
运动极其缓慢时，在摄动参数珋ε的二次项精度范围内，即使考虑动力学效应，第５章中关
于螺旋杆一次近似静态稳定性的分析结果依然成立，且动力学方程中增加的截面角速度

Ω和速度瓫等动力学参数的扰动量亦相对弧坐标珋ｓ稳定。

６．４　弹性杆的扭转振动

６．４．１　弹性杆的扭转振动方程

　　设弹性杆无分布力和分布力偶，令方程组（６．２．１２）和（６．２．１３）中ｆｉ＝ｍｉ＝０（ｉ＝
１，２，３）。将方程（６．２．１３ｃ）各项对ｓ求导，方程（６．２．１０ｃ）各项对ｔ求导，消去２Ω３／ｓｔ项，
利用式（６．２．４）将Ｊｉ（ｉ＝１，２，３）用Ａ，Ｂ，Ｃ表示，导出弹性杆的扭转振动方程
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２ω３

ｔ２ － Ｇ（ ）ρ
２ω３

ｓ２

＝
ｔ

（ω１Ω２－ω２Ω１）＋ Ｇ
Ｅρ

Ａ－Ｂ（ ）Ｃ

ｓ

（ρΩ１Ω２－Ｅω１ω２） （６．４．１）

对于圆截面杆的特殊情形，令方程（６．４．１）中Ａ＝Ｂ，简化为

２ω３

ｔ２ － Ｇ（ ）ρ
２ω３

ｓ２ ＝ 
ｔ

（ω１Ω２－ω２Ω１） （６．４．２）

方程（６．４．１）或（６．４．２）的右项体现了杆的扭转振动与弯曲振动之间的耦合。
将方程（６．２．１３ｃ）各项对ｔ求导，方程（６．２．１０ｃ）各项对ｓ求导，消去２ω３／ｓｔ项，可

导出用截面角速度表示的扭转振动方程。对于圆截面杆，形式上与方程（６．４．２）相似

２Ω３

ｔ２ － Ｇ（ ）ρ
２Ω３

ｓ２ ＝ Ｇ（ ）ρ

ｓ

（ω１Ω２－ω２Ω１） （６．４．３）

仅在ω与Ω 平行的特殊情形，方程（６．４．２）或（６．４．３）的右项为零，简化为与直杆扭转振动
方程完全相同的一维波动方程

２ω３

ｔ２ －ｃ２２ω３

ｓ２ ＝０ （６．４．４ａ）

２Ω３

ｔ２ －ｃ２２Ω３

ｓ２ ＝０ （６．４．４ｂ）

参数ｃ定义为

ｃ＝ Ｇ槡ρ
（６．４．５）

６．４．２　非圆截面螺旋杆的均匀扭转振动

弹性杆的均匀扭转振动是最简单的特殊形式扭转振动，即截面的振动规律相同，且振
动过程不影响中心线几何形状。在振动过程中Ｆｒｅｎｅｔ坐标系保持不变，各截面相对

Ｆｒｅｎｅｔ坐标系以相同的扭角振动，扭角χ为时间ｔ的一元函数，与弧坐标ｓ无关［１３３］。设
半径为Ｒ，倾角为α＝π／２－θ０ 的非圆截面螺旋杆作均匀扭转振动，中心线各点的曲率和
挠率为

κ＝ １
Ｒｓｉｎ２θ０，　τ＝ １

Ｒｃｏｓθ０ｓｉｎθ０ （６．４．６）

令式（６．１．１７）中角速度ΩＦ和χ／ｓ为零，则有

ω１ ＝κｓｉｎχ，　ω２ ＝κｃｏｓχ，　ω３ ＝τ

Ω１ ＝０，　Ω２ ＝０，　Ω３ ＝ｄχ
ｄｔ

（６．４．７）

将式（６．４．６）、式（６．４．７）和式（６．２．４）代入方程（６．２．１０ｃ），导出螺旋杆的均匀扭振方程

ｄ２χ
ｄｔ２ ＋ν２ｓｉｎ２χ＝０ （６．４．８）

其中参数ν２ 定义为

ν２ ＝ Ｇ
２ρＲ

２
Ｂ－Ａ（ ）Ｃ ｓｉｎ４θ０ （６．４．９）

６３１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



设杆截面扭角的初始条件为

ｔ＝０：（χ）０ ＝χ０，　 ｄχ
ｄ（ ）ｔ ０

＝０ （６．４．１０）

则方程（６．４．８）存在以下Ｊａｃｏｂｉ积分

ｄχ
ｄ（ ）ｔ

２

－ν２（ｃｏｓ２χ－ｃｏｓ２χ０）＝０ （６．４．１１）

将上式分离变量积分，写作

槡２νｄｔ＝ ｄχ

ｓｉｎ２χ０－ｓｉｎ２槡 χ
（６．４．１２）

作以下代换

ｓｉｎχ＝ｋｓｉｎ，　ｋ＝ｓｉｎχ０ （６．４．１３）
从式（６．４．１１）导出椭圆函数形式的解析解

ν１ｔ＝∫


０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝Ｆ（，ｋ） （６．４．１４）

其中ν１ 槡＝ ２ν。解出

χ（ｔ）＝ａｒｃｓｉｎ［ｋｓｎ（ν１ｔ）］ （６．４．１５）
扭振周期Ｔ由第一类完全椭圆积分Ｋ（ｋ）确定

Ｔ＝ ４
ν１

Ｋ（ｋ） （６．４．１６）

　　对于微幅振动情形，略去χ的二次以上小量，方程（６．４．８）简化为

ｄ２χ
ｄｔ２ ＋ν２

１χ＝０ （６．４．１７）

从线性化方程（６．４．１７）算出的周期为式（６．４．１６）中ｋ＝０，Ｋ（０）＝π／２时的特例

Ｔ＝２π
ν１

（６．４．１８）

方程（６．４．１７）的解是以ν１ 为圆频率，χ０ 为振幅的谐振动

χ（ｔ）＝χ０ｃｏｓν１ｔ （６．４．１９）
将式（６．４．６）和式（６．４．７）代入式（６．２．９），得到

Ｍ１ ＝ Ａ
Ｒｓｉｎ２θ０ｓｉｎχ（ｔ）

Ｍ２ ＝ Ｂ
Ｒｓｉｎ２θ０ｃｏｓχ（ｔ） （６．４．２０）

Ｍ３ ＝Ｃ １
２Ｒｓｉｎ２θ０－ω（ ）０

３

在均匀扭振过程中，杆截面上作用的弯矩随扭角周期性变化，扭矩保持常值。

６．４．３　具有原始曲率和挠率的圆截面螺旋杆的均匀扭转振动

设上述螺旋杆为圆截面，在松弛状态下为半径Ｒ０，倾角α０＝π／２－θ０ 的螺旋线，且具

有原始扭角χ
０，其原始曲率κ０ 和原始挠率τ０ 由式（５．４．２０）确定
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κ０ ＝ｓｉｎ２θ０

Ｒ０ ，　τ０ ＝ｃｏｓθ０ｓｉｎθ０

Ｒ０ （６．４．２１）

其原始弯扭度ω０在截面主轴ｘ，ｙ的投影为

ω０
１ ＝κ０ｓｉｎχ

０，　ω０
２ ＝κ０ｃｏｓχ

０，　ω０
３ ＝τ０ （６．４．２２）

设杆作均匀扭振，将截面运动规律（６．４．７）与利用式（５．４．２）计算的截面作用力主矩Ｍ 代
入动力学方程（６．２．８），其在切线轴上的投影为

ｄ２χ
ｄｔ２ ＋２ν２ｓｉｎ（χ－χ

０）＝０ （６．４．２３）

其中参数ν２ 重新定义为

ν２ ＝ ＡＧ
２ρＣＲＲ

０ｓｉｎ
２θ０ｓｉｎ２θ０ （６．４．２４）

引入新变量χ
～
，定义为

χ
～
＝ １

２
（χ－χ

０） （６．４．２５）

则方程（６．４．２３）可改写为与方程（６．４．８）相同的形式

ｄ２χ
～

ｄｔ２ ＋ν２ｓｉｎ２χ
～
＝０ （６．４．２６）

χ
～
（ｔ）的椭圆函数解与式（６．４．１５）相同

χ（ｔ）＝χ
０
＋２ａｒｃｓｉｎ［ｋｓｎ（ν１ｔ）］ （６．４．２７）

其中参数ν１ 槡＝ ２ν的定义不变，ｋ＝ｓｉｎ（（χ０－χ
０）／２）。扭振周期Ｔ的计算公式与式（６．４．１６）

和式（６．４．１８）相同。杆的微幅扭振规律为与式（６．４．１９）类似的谐振动

χ（ｔ）＝χ
０
＋（χ０－χ

０）ｃｏｓν１ｔ （６．４．２８）

６．４．４　圆截面杆的平面扭转振动

设圆截面杆的中心线为任意平面曲线，且保持在（ξ，ζ）平面内运动，杆的副法线轴ｅｂ

图６．１　弹性杆的平面运动

与运动平面的法线η轴平行，Ｆｒｅｎｅｔ坐标系绕法
线轴和切线轴无转动（图６．１）。则有

ｖｂ ＝０，　τ＝０，　ω３ ＝ χ
ｓ

，　ΩＦｎ ＝Ωｎ ＝０

ΩＦｂ ＝Ωｂ，　ΩＦ３ ＝０，　Ω３ ＝χ
ｔ

（６．４．２９）
方程（６．２．１７ｃ）化作

２χ
ｔ２ －ｃ２ ２χ

ｓ２ ＝０ （６．４．３０）

参数ｃ的定义见式（６．４．５）。方程（６．４．４ａ）和方
程（６．４．４ｂ）均可由此方程导出。
设杆的两端固定，边界条件为
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χ（０，ｔ）＝０，　χ（Ｌ，ｔ）＝０，

ω３（０，ｔ）＝ω３（Ｌ，ｔ）＝０
（６．４．３１）

方程（６．４．３０）存在与弦振动相同形式的解

χ（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１

（１－ｃｏｓｋｎｓ）（Ａｎｃｏｓνｎｔ＋Ｂｎｓｉｎνｎｔ） （６．４．３２）

其中挠性线相对弧坐标周期变化的角频率ｋｎ 和扭转振动角频率νｎ 分别为

ｋｎ ＝２ｎπ
Ｌ

，　νｎ ＝ｃｋｎ ＝２πｎ
Ｌ

Ｇ槡ρ
　（ｎ＝１，２，…） （６．４．３３）

将式（６．４．３２）对ｓ或ｔ求导，得到杆的扭率ω３ 以及绕切线轴的角速度Ω３ 的变化规律

ω３（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１
ｋｎｓｉｎｋｎｓ（Ａｎｃｏｓνｎｔ＋Ｂｎｓｉｎνｎｔ） （６．４．３４）

Ω３（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１
νｎ（１－ｃｏｓｋｎｓ）（Ｂｎｃｏｓνｎｔ－Ａｎｓｉｎνｎｔ） （６．４．３５）

此结果也可从方程（６．４．４）直接积分得到。常数Ａｎ，Ｂｎ（ｎ＝１，２，…）取决于扭角χ以及角
速度Ω３ 的初始状态

χ（ｓ，０）＝ ∑
∞

ｎ＝１
Ａｎ（１－ｃｏｓｋｎｓ）

Ω３（ｓ，０）＝ ∑
∞

ｎ＝１
Ｂｎνｎ（１－ｃｏｓｋｎｓ）

（６．４．３６）

解出

Ａｎ ＝ ２
Ｌ∫

Ｌ

０
χ（ｓ，０）ｃｏｓｋｎｓｄｓ

Ｂｎ ＝ １
ｎπｃ∫

Ｌ

０
Ω３（ｓ，０）ｃｏｓｋｎｓｄｓ

　（ｎ＝１，２，…） （６．４．３７）

　　除上述振动解以外，方程（６．４．３０）还存在行波解

χ（ｓ，ｔ）＝χ
～
１（ｓ－ｃｔ）＋χ

～
２（ｓ＋ｃｔ） （６．４．３８）

其中χ
～
１（珓ｓ），χ

～
２（珓ｓ）为珓ｓ＝ｓ±ｃｔ的连续函数，参数ｃ＝ Ｇ／槡 ρ为弹性波的传播速度，ｓ

～ 为原点

以速度ｃ或－ｃ沿中心线移动的动弧坐标。

６．５　弹性杆的弯曲振动

６．５．１　圆截面杆平面运动的动力学方程

　　讨论圆截面杆在（ξ，ζ）平面内运动的特殊情形（图６．１）。利用６．４．４节中的条件
（６．４．２９），略去分布力和原始扭率，圆截面杆动力学方程组（６．１．１１），（６．１．１２），（６．２．１６）
和（６．２．１７）可简化为

κ
ｔ－Ωｂ

ｓ ＝０ （６．５．１ａ）

ｖｎ

ｓ＋κｖ３－Ωｂ ＝０ （６．５．１ｂ）
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ｖ３

ｓ－κｖｎ ＝０ （６．５．１ｃ）

Ｆｎ

ｓ ＋κＦ３－ρＳ
ｖｎ

ｔ＋Ωｂｖ（ ）３ ＝０ （６．５．１ｄ）

Ｆｂ

ｓ ＝０ （６．５．１ｅ）

Ｆ３

ｓ －κＦｎ－ρＳ
ｖ３

ｔ－Ωｂｖ（ ）ｎ ＝０ （６．５．１ｆ）

Ｃκχ
ｓ－２Ｊ１Ωｂ

χ
ｔ－Ｆｂ ＝０ （６．５．１ｇ）

Ａκ
ｓ－Ｊ１

Ωｂ

ｔ ＋Ｆｎ ＝０ （６．５．１ｈ）

２Ｊ１
２χ
ｔ２ －Ｃ２χ

ｓ２ ＝０ （６．５．１ｉ）

其余方程均为恒等式。解耦的方程（６．５．１ｉ）在６．４．４节中曾用于讨论杆的平面扭转振
动。本节在讨论杆的弯曲振动时忽略扭转振动的影响，设杆的扭角为零。令方程组

（６．５．１）中χ（ｓ，ｔ）≡０，方程（６．５．１ｇ）要求Ｆｂ 亦为零，此时Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）与截
面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）重合。以杆的切线轴相对ζ轴的倾角θ 确定截面的姿态
（图６．１），可将κ，Ωｂ 表示为

κ＝θ
ｓ

，　Ωｂ ＝θ
ｔ

（６．５．２）

则方程（６．５．１ａ）为恒等式。方程组（６．５．１）简化为

ｖｎ

ｓ＋ｖ３
θ
ｓ－θ

ｔ＝０ （６．５．３ａ）

ｖ３

ｓ－ｖｎ
θ
ｓ＝０ （６．５．３ｂ）

Ｆｎ

ｓ ＋Ｆ３
θ
ｓ－ρＳ

ｖｎ

ｔ＋ｖ３
θ
（ ）ｔ ＝０ （６．５．３ｃ）

Ｆ３

ｓ －Ｆｎ
θ
ｓ－ρＳ

ｖ３

ｔ－ｖｎ
θ
（ ）ｔ ＝０ （６．５．３ｄ）

Ａ２θ
ｓ２ －Ｊ１

２θ
ｔ２ ＋Ｆｎ ＝０ （６．５．３ｅ）

６．５．２　圆截面直杆的平面弯曲振动

讨论沿ζ轴伸展受轴向力Ｆ０ 作用的直杆的弯曲振动。杆中心线各点的位置和速度
以笛卡儿坐标ξ，ζ表示，令

νｎ ＝ξ
ｔ

，　ν３ ＝ζ
ｔ

（６．５．４）

将上式代入方程组（６．５．３），得到直杆的平面运动方程组

２
ξ

ｓｔ＋θ
ｓ

ζ
ｔ

－θ
ｔ＝０ （６．５．５ａ）
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２
ζ

ｓｔ
－θ
ｓ

ξ
ｔ

＝０ （６．５．５ｂ）

Ｆｎ

ｓ ＋θ
ｓ
Ｆ３－ρＳ

２
ξ

ｔ２ ＋θ
ｔ

ζ
（ ）ｔ ＝０ （６．５．５ｃ）

Ｆ３

ｓ －θ
ｓ
Ｆｎ－ρＳ

２
ζ

ｔ２ －θ
ｔ

ξ
（ ）ｔ ＝０ （６．５．５ｄ）

Ａ２θ
ｓ２ －Ｊ１

２θ
ｔ２ ＋Ｆｎ ＝０ （６．５．５ｅ）

此方程组与直杆平衡对应的特解为

θ＝０，　ξ＝０，　ζ＝ｓ，　Ｆｎ ＝０，　Ｆ３ ＝Ｆ０ （６．５．６）

设轴向力为压力，令Ｆ０＝－｜Ｆ０｜，定义以下无量纲弧坐标珋ｓ和时间坐标珋ｔ，无量纲参数μ，

以及无量纲扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，５）

珋ｓ＝
Ｆ０

槡Ａ ｓ，　珋ｔ＝ Ｆ０

ρ槡ＳＡ
ｔ，　μ＝Ｊ１ Ｆ０

ρＳＡ

ｘ１ ＝ ｜Ｆ０｜槡Ａ ξ，　ｘ２ ＝ ｜Ｆ０｜槡Ａ ζ－珋ｓ

ｘ３ ＝θ，　ｘ４ ＝ Ｆｎ

｜Ｆ０｜
，　ｘ５ ＝ Ｆ３

｜Ｆ０｜＋１

（６．５．７）

仍以撇号和点号表示对无量纲弧坐标珋ｓ和时间珋ｔ的偏导数，导出扰动方程
ｘ′１－ｘ３ ＝０ （６．５．８ａ）
ｘ′２ ＝０ （６．５．８ｂ）

ｘ̈１＋ｘ′３－ｘ′４＝０ （６．５．８ｃ）

ｘ̈２－ｘ′５ ＝０ （６．５．８ｄ）

ｘ″３－μ̈ｘ３＋ｘ４ ＝０ （６．５．８ｅ）

利用与式（６．３．８）相同的指数形式特解

ｘｉ（珋ｓ，珋ｔ）＝ｘｉ０ｅｘｐ（λ珋ｓ＋ｗ珋ｔ）　（ｉ＝１，２，…，５） （６．５．９）

代入方程组（６．５．８）后，导出的特征方程包含２个待定参数λ，ｗ。５．２．３节的分析表明轴
向受压直杆恒满足静态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件，弧坐标特征值为λ＝±ｉ珔ｋ。根据６．３．２节
中的说明，利用静力学分析中对两端铰支直杆导出的附加条件（５．２．２８）可确定弧坐标角
频率珔ｋ

珔ｋ＝ｋｎ
Ａ
Ｆ槡０

，　ｋｎ ＝ｎπ
Ｌ　（ｎ＝１，２，…） （６．５．１０）

则方程组（６．５．８）的特征方程中仅含待定的时域特征值ｗ
ｗ２（ｗ２＋ａ）＝０ （６．５．１１）

上式中的参数ａ为

ａ＝
珔ｋ２（珔ｋ２－１）
１＋μ珔ｋ

２ （６．５．１２）

珔ｋ２＞１条件满足时，ａ为正实数，则时域中的直杆稳定性条件为
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Ｆ０ ＜ｎ２π２ＥＩ
Ｌ２ ≤π２ＥＩ

Ｌ２ （６．５．１３）

与式（４．５．１６）比较，条件（６．５．１３）即两端铰支直杆的静态欧拉稳定性条件。从而证明，在
满足静态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性前提下，若欧拉稳定性条件亦满足，则直杆的动态稳定性条件
必也同时满足。可见静态的欧拉稳定性概念在动态稳定性分析中也有重要意义。条件

（６．５．１３）满足时，特征方程（６．５．１２）除零根以外的特征值为纯虚根。令ｗ＝±ｉ槡ａ，将式
（６．５．１０）和Ａ＝ＥＩ代入，化作有量纲形式，导出压杆弯曲振动的固有角频率

　νｎ ＝ ｎπ（ ）Ｌ
２ ＥＩ
ρ槡Ｓ

１－｜Ｆ０｜Ｌ２

ｎ２π２（ ）ＥＩ

１／２

１＋ｎ２π２Ｊ１

ρＳＬ（ ）２

－１／２

　（ｎ＝１，２，…） （６．５．１４）

直杆受扰后作驻波形式的弯曲振动，以第ｎ阶受扰挠性线为第ｎ阶模态，振动规律为

ｘｉ（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１

（ｘｉ０）ｎｅｘｐ（ｉｋｎｓ）ｓｉｎνｎｔ　（ｉ＝１，２，…，５） （６．５．１５）

６．５．３　圆截面圆环杆的平面弯曲振动

再以圆环杆的平面弯曲振动为例，改用极坐标ｒ，表示杆中心线各点的位置和速
度，令

ｖｎ ＝－ｒ
ｔ

，　ｖ３ ＝ｒ
ｔ

（６．５．１６）

代入方程组（６．５．３），得到圆环杆的平面运动方程组

２ｒ
ｓｔ－ｒθ

ｓ

ｔ＋θ

ｔ＝０ （６．５．１７ａ）

ｒ２
ｓｔ＋θ

ｓ
ｒ
ｔ＋ｒ

ｓ

ｔ＝０ （６．５．１７ｂ）

Ｆｎ

ｓ ＋θ
ｓ
Ｆ３＋ρＳ

２ｒ
ｔ２ －ｒθ

（ ）ｔ

（ ）［ ］ｔ ＝０ （６．５．１７ｃ）

Ｆ３

ｓ －θ
ｓ
Ｆｎ－ρＳ ｒ２

ｔ２ ＋ｒ
ｔ

θ
ｔ＋

（ ）［ ］ｔ ＝０ （６．５．１７ｄ）

Ａ２θ
ｓ２ －Ｊ１

２θ
ｔ２ ＋Ｆｎ ＝０ （６．５．１７ｅ）

此方程组存在与圆环杆平衡对应的以下特解

θ＝＝ ｓ
Ｒ

，　ｒ＝Ｒ，　Ｆｎ ＝Ｆ３ ＝０ （６．５．１８）

其中Ｒ为圆环杆的半径。重新定义无量纲弧坐标珋ｓ和时间坐标珋ｔ，无量纲参数μ，以及无
量纲扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，５）

珋ｓ＝ ｓ
Ｒ

，　珋ｔ＝ Ａ
ρ槡Ｓ

ｔ
Ｒ２，　μ＝ Ｊ１

ρＳＲ
２

ｘ１ ＝ ｒ
Ｒ －１，　ｘ２ ＝－珋ｓ，　ｘ３ ＝θ－珋ｓ，　ｘ４ ＝Ｒ２

ＡＦｎ，　ｘ５ ＝Ｒ２

ＡＦ３

（６．５．１９）

导出圆环杆的扰动方程
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ｘ′１－ｘ２＋ｘ３ ＝０ （６．５．２０ａ）
ｘ１＋ｘ′２ ＝０ （６．５．２０ｂ）

ｘ̈１＋ｘ′４＋ｘ５ ＝０ （６．５．２０ｃ）

ｘ̈２＋ｘ４－ｘ′５ ＝０ （６．５．２０ｄ）

ｘ″３－μ̈ｘ３＋ｘ４ ＝０ （６．５．２０ｅ）

５．３．６节中已证明圆截面圆环杆恒满足静态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件，令λ＝±ｉ珔ｋｎ。利用静
力学分析中的圆环杆封闭的附加条件（５．４．３８），令Ｌ＝２πＲ，导出

珔ｋｎ ＝ｎ＝Ｒｋｎ，　ｋｎ ＝ ｎ
Ｒ　（ｎ＝１，２，…） （６．５．２１）

将指数形式特解（６．５．９）代入方程组（６．５．２０），其特征方程与式（６．５．１１）相同，但参数ａ
的定义改为

ａ＝ ｎ２（ｎ２－１）２

ｎ２＋１＋μ（ｎ２－１）２
（６．５．２２）

ｎ＞１时参数ａ为正实数，表明圆截面圆环杆也满足动态稳定性条件。化作有量纲形式后
导出圆环杆弯曲振动的固有角频率νｎ

νｎ ＝ ｎ（ｎ２－１）
Ｒ２ ｎ２＋槡 １

ＥＩ
ρ槡Ｓ

１＋ Ｊ１（ｎ２－１）２

ρＳＲ
２（ｎ２＋１［ ］）

－１／２

　（ｎ＝１，２，…） （６．５．２３）

驻波形式的弯曲振动规律与式（６．５．１５）形式相同，其中参数ｋｎ，νｎ 改用式（６．５．２１）和
式（６．５．２３）的定义。与通常使用的梁和圆环的横向振动固有频率公式比较，以上基于
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论导出的弯曲振动频率公式（６．５．１４）和式（６．５．２３）考虑了轴向力和截面转
动惯性效应的影响，增加了与Ｆ０ 和截面转动惯量Ｊ１ 有关的修正项。

６．５．４　圆截面螺旋杆的弯曲振动

用欧拉角表示圆截面杆的截面姿态时，将（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）作为投影坐标系。在螺旋线平
衡的特殊状态下，（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）与Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）重合。将（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）坐标系的角
位移相对ｓ和ｔ的变化率记作ωＦ和ΩＦ，矢量ω，ωＦ，Ω，ΩＦ在（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）中的投影记作ωｉ，

ωＦｉ，Ωｉ，ΩＦｉ（ｉ＝１，２，３），其欧拉角表达式为

ω１ ＝ωＦ１ ＝θ
ｓ

，　ω２ ＝ωＦ２ ＝ψ
ｓ

ｓｉｎθ

ω３ ＝ωＦ３＋φ
ｓ

，　ωＦ３ ＝ψ
ｓ

ｃｏｓθ

Ω１ ＝ΩＦ１ ＝θ
ｔ

，　Ω２ ＝ΩＦ２ ＝ψ
ｔ

ｓｉｎθ

Ω３ ＝ΩＦ３＋φ
ｔ

，　ΩＦ３ ＝ψ
ｔ

ｃｏｓθ

（６．５．２４）

略去原始扭率和分布力，列出动力学方程（６．２．１５）和（６．２．２０）在（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）中的投影式，
将式（６．５．２４）代入，得到仅含ψ，θ，φ以及Ｆ 在（Ｐｘ２ｙ２ｚ２）中的投影Ｆｉ（ｉ＝１，２，３）共６个
未知变量的圆截面杆动力学方程

２Ｆ１

ｓ２ ＋２ψ
ｓ

Ｆ３

ｓ
ｓｉｎθ－Ｆ２

ｓ
ｃｏｓ（ ）θ －Ｆ１

ψ
（ ）ｓ

２

－Ｆ２
２
ψ

ｓ２ｃｏｓθ－２ψ
ｓ

θ
ｓ
ｓｉｎ（ ）θ
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　　＋Ｆ３
２
ψ

ｓ２ｓｉｎθ＋２ψ
ｓ

θ
ｓ
ｃｏｓ（ ）θ －ρＳ

２
ψ

ｔ２ｓｉｎθ＋２ψ
ｔ

θ
ｔ
ｃｏｓ（ ）θ ＝０ （６．５．２５ａ）

２Ｆ２

ｓ２ ＋２Ｆ１

ｓ
ψ
ｓ

ｃｏｓθ－Ｆ３

ｓ
θ
（ ）ｓ ＋Ｆ１

２
ψ

ｓ２ｃｏｓ（ ）θ －Ｆ２
θ
（ ）ｓ

２

＋
ψ
（ ）ｓ

２

ｃｏｓ２（ ）θ

　　－Ｆ３
２θ
ｓ２ －

ψ
（ ）ｓ

２

ｃｏｓθｓｉｎ（ ）θ ＋ρＳ
２θ
ｔ２ －

ψ
（ ）ｔ

２

ｃｏｓθｓｉｎ（ ）θ ＝０ （６．５．２５ｂ）

２Ｆ３

ｓ２ ＋２Ｆ２

ｓ
θ
ｓ－Ｆ１

ｓ
ψ
ｓ

ｓｉｎ（ ）θ －Ｆ１
２
ψ

ｓ２ｓｉｎ（ ）θ ＋Ｆ２
２θ
ｓ２ ＋

ψ
（ ）ｓ

２

ｃｏｓθｓｉｎ（ ）θ

　　－Ｆ３
θ
（ ）ｓ

２

＋
ψ
（ ）ｓ

２

ｓｉｎ２（ ）θ ＋ρＳ
θ
（ ）ｔ

２

＋
ψ
（ ）ｔ

２

ｓｉｎ２（ ）θ ＝０ （６．５．２５ｃ）

Ａ２θ
ｓ２ ＋（Ｃ－Ａ）ψ

（ ）ｓ

２

ｃｏｓθｓｉｎθ＋Ｃ ψ
（ ）ｓ

φ
（ ）ｓ

ｓｉｎθ－Ｆ２

　　 －Ｊ１
２θ
ｔ２ ＋

ψ
（ ）ｔ

２

ｃｏｓθｓｉｎθ＋２ψ
（ ）ｔ

φ
（ ）ｔ

ｓｉｎ［ ］θ ＝０ （６．５．２５ｄ）

Ａ２
ψ

ｓ２ｓｉｎθ＋（２Ａ－Ｃ）ψ
（ ）ｓ

θ
（ ）ｓｃｏｓθ－Ｃ θ

（ ）ｓ
φ
（ ）ｓ ＋Ｆ１

　　　　 －Ｊ１
２
ψ

ｔ２ｓｉｎθ－２θ
（ ）ｔ

φ
（ ）［ ］ｔ ＝０ （６．５．２５ｅ）

Ｃ
ｓ

ψ
ｓ

ｃｏｓθ＋φ
（ ）ｓ －２Ｊ１


ｔ

ψ
ｔ

ｃｏｓθ＋φ
（ ）ｔ ＝０ （６．５．２５ｆ）

　　方程组（６．５．２５）存在以下特解

θ＝θ０，　ψ＝ω０ｓ，　φ＝０
Ｆ１ ＝０，　Ｆ２ ＝Ｆ０ｓｉｎθ０，　Ｆ３ ＝Ｆ０ｃｏｓθ０

（６．５．２６）

对应于螺旋角为α＝π／２－θ０，半径为Ｒ＝ｓｉｎθ０／ω０，且相对Ｆｒｅｎｅｔ坐标系无扭转的螺旋线
平衡状态。轴向力Ｆ０ 与ω０，θ０ 之间满足关系式（５．３．２４）

Ｆ０ ＝ （Ｃ－Ａ）ω２
０ｃｏｓθ０ （６．５．２７）

定义无量纲弧坐标珋ｓ和时间坐标珋ｔ，引入无量纲参数μ

珋ｓ＝ω０ｓ，　珋ｔ＝ Ｃ
ρ槡Ｓω

２
０ｔ，　μ＝Ｊ１ω２

０

ρＳ
＝Ｉｘω２

０

Ｓ
（６．５．２８）

将上式参数μ中的ω０ 以ｓｉｎθ０／Ｒ代替，设ａ为截面的平均半径，由于Ｉｘ～ａ４，Ｓ～ａ２，则

μ～（ａ／Ｒ）２。当杆足够细长时，μ为无限小量。定义以下无量纲扰动量ｘｉ（ｉ＝１，…，６）

ｘ１ ＝θ－θ０，　ｘ２ ＝ψ－珋ｓ，　ｘ３ ＝φ，　ｘ４ ＝ Ｆ１

Ｃω２
０

ｘ５ ＝Ｆ２－Ｆ０ｓｉｎθ
Ｃω２

０
＝ Ｆ２

Ｃω２
０
＋νｃｏｓθ０（ｓｉｎθ０＋ｃｏｓθ０ｘ１）

ｘ６ ＝Ｆ３－Ｆ０ｃｏｓθ
Ｃω２

０
＝ Ｆ３

Ｃω２
０
＋νｃｏｓθ０（ｃｏｓθ０－ｓｉｎθ０ｘ１）

（６．５．２９）

其中参数ν见式（５．４．１２）的定义。将上式代入方程组（６．５．２５），导出螺旋杆的一次近似
扰动方程

（１＋ν）ｘ″１＋νｓｉｎ２θ０ｘ１－μ̈ｘ１－νｓｉｎ２θ０ｘ′２＋ｓｉｎθ０ｘ′３－ｘ５ ＝０ （６．５．３０ａ）
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（１＋２ν）ｃｏｓθ０ｘ′１＋ （１＋ν）ｘ″２－μ̈ｘ［ ］２ ｓｉｎθ０＋ｘ４ ＝０ （６．５．３０ｂ）

－ｓｉｎθ０ｘ′１＋（ｘ″２－２ε̈ｘ２）ｃｏｓθ０＋ｘ″３－２μ̈ｘ３ ＝０ （６．５．３０ｃ）

－ｘ̈２ｓｉｎθ０＋ｘ″４－ｘ４－２ｘ′５ｃｏｓθ０＋２ｘ′６ｓｉｎθ０ ＝０ （６．５．３０ｄ）

ｘ̈１＋２ｘ′４ｃｏｓθ０＋ｘ″５－ｘ５ｃｏｓ２θ０＋ｘ６ｃｏｓθ０ｓｉｎθ０ ＝０ （６．５．３０ｅ）

－２ｘ′４ｓｉｎθ０＋ｘ５ｃｏｓθ０ｓｉｎθ０＋ｘ″６－ｘ６ｓｉｎ２θ０ ＝０ （６．５．３０ｆ）

　　在静态稳定性分析中，各变量仅为弧坐标珋ｓ的函数。由于各截面的内力主矢保持
常矢量，ｘ４，ｘ５，ｘ６ 恒等于零。方程（６．５．３０ａ）至（６．５．３０ｃ）构成封闭的静态扰动方程，

与式（５．３．７），（５．３．８）一致。在５．３．１和５．３．３节中已经证明圆截面螺旋杆恒满足静
态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件，相应的弧坐标角频率珔ｋ以及满足端部约束条件时的欧拉载
荷｜Ｆ０｜ｃｒ在式（５．３．２４）和式（５．３．２５）中给出，利用式（５．４．１２）定义的参数ν，写作

珔ｋ２ ＝１＋ν（２＋３ν）
（１＋ν）２ｃｏｓ

２θ０ （６．５．３１）

｜Ｆ０｜ｃｒ

Ｃω２
０

＝ ν（１＋ν）２
２＋３ν

ｎ（ ）Ｎ
２

－［ ］｛ ｝１
１／２

（６．５．３２）

　　在动力学分析中，将双自变量的指数形式特解（６．５．９）代入扰动方程组（６．５．３０），计
算其特征方程。其中的弧坐标特征值λ＝ｉ珔ｋ，珔ｋ＝ｎ／Ｎ，由端部约束条件（５．３．２２）确定。则
方程组（６．５．３０）的特征方程仅含待定的时域特征值ｗ。设杆足够细长，近似将小参数μ
略去，导出

ａｗ４＋ｂｗ２＋ｃ＝０ （６．５．３３）

其中

ａ＝珔ｋ２＋ｓｉｎ２θ０

ｂ＝２珔ｋ４ （１＋ν）（珔ｋ２－１）＋２（２＋３ν）ｃｏｓ２θ［ ］０

ｃ＝珔ｋ４（珔ｋ２－１）２ （１＋ν）２（珔ｋ２－１）－ν（２＋３ν）ｃｏｓ２θ［ ］０

（６．５．３４）

若珔ｋ２＞１，则时域特征值ｗ的纯虚根条件中ａ＞０，ｂ＞０自然满足，ｃ＞０的条件为

珔ｋ２ ＞１＋ν（２＋３ν）
（１＋ν）２ｃｏｓ

２θ０ （６．５．３５）

且可证明：

ｂ２－４ａｃ＝４珔ｋ４ 珔ｋ４ （１＋ν）珔ｋ２－（ ）１ ＋２（２＋３ν）ｃｏｓ２θ［ ］０｛ ２

－ 珔ｋ２＋ｓｉｎ２θ（ ）０ 珔ｋ２－（ ）１ ２ （１＋ν）２ 珔ｋ２－（ ）１ －ν（２＋３ν）ｃｏｓ２θ［ ］｝０

＞４珔ｋ４（１＋ν）２（珔ｋ２－１）２ 珔ｋ４－（珔ｋ２＋１）（珔ｋ２－１［ ］）

＝４珔ｋ４（１＋ν）２（珔ｋ２－１）２ ＞０ （６．５．３６）

则不等式（６．５．３５）为螺旋杆的动态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件，与等式（６．５．３１）中的等号改
为不等号一致。将珔ｋ＝ｎ／Ｎ 代入式（６．５．３５），与式（６．５．２７）联立消去θ０，导出

｜Ｆ０｜
Ｃω２

０
＜ ν（１＋ν）２

２＋３ν
ｎ（ ）Ｎ

２

－［ ］｛ ｝１
１／２

（６．５．３７）

与式（６．５．３２）对照，上式表示轴向力小于临界值｜Ｆ０｜ｃｒ。因此６．５．２节关于直杆动态稳
定性的分析结论可扩大到螺旋杆：在满足静态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性前提下，若欧拉稳定性条
件亦满足，则螺旋杆的动态Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件必也同时满足。
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上述稳定性条件满足时，令ｗ＝±ｉ珋νｎ，可计算螺旋杆在时域内的无量纲固有频率珋νｎ

珋νｎ ＝ （２ａ）－１／２ ｂ（ｂ２－４ａｃ）１／［ ］２ １／２ （６．５．３８）
设泊松比ν＝０．３，不同波数珔ｋ对应的无量纲固有频率珋νｎ 随螺旋角α＝π／２－θ０ 的变化曲线

在图６．２中给出。

图６．２　不同螺旋角对应的螺旋杆弯曲振动固有频率

圆环杆作为螺旋杆的特例，令式（６．５．３８）中θ０＝π／２，Ｎ＝１，括号中取正号，得到

珋νｎ ＝
（１＋ν）ｎ（ｎ２－１）

ｎ２＋槡 １
　（ｎ＝１，２，…） （６．５．３９）

其有量纲形式与式（６．５．２３）中略去截面转动惯性效应影响的结果一致

νｎ ＝珋νｎ
Ｃ
ρ槡Ｓω（ ）２

０ ＝ ｎ（ｎ２－１）
Ｒ２ ｎ２＋槡 １

ＥＩ
ρ槡Ｓ　（ｎ＝１，２，…） （６．５．４０）

６．６　圆截面杆在黏性介质中的运动

６．６．１　黏性介质的阻力和阻力矩

　　讨论弹性杆在黏性介质中的运动时，必须考虑介质阻力。圆截面杆作缓慢运动时，Ｐ
点处作用的单位长度流体黏性阻力ｆ的计算公式为

ｆ＝－ｃ⊥瓫⊥－ｃ３瓫３ （６．６．１）
其中瓫⊥，瓫３ 分别为Ｐ点的速度瓫沿截面径向及中心线切向的速度分量，ｃ１，ｃ３ 为径向和

切向介质阻力系数。瓫⊥，瓫３ 在Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（ＰＮＢＴ）中的投影式为
瓫⊥＝ｖｎｅｎ＋ｖｂｅｂ，　瓫３ ＝ｖ３ｅ３ （６．６．２）

则黏性阻力ｆ在（ＰＮＢＴ）中的投影为

ｆｎ ＝－ｃ⊥ｖｎ，　ｆｂ ＝－ｃ⊥ｖｂ，　ｆ３ ＝－ｃ３ｖ３ （６．６．３）
单位长度杆上作用的黏性阻力矩ｍ沿切线轴，与Ｐ点处绕切线轴角速度Ω３ 成正比。设
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ｃ０ 为介质阻尼力矩系数①，黏性阻力矩ｍ在（ＰＮＢＴ）中的投影为

ｍｎ ＝ｍｂ ＝０，　ｍ３ ＝－ｃ０Ω３ （６．６．４）

６．６．２　黏性介质中圆截面杆的扭转振动

设圆截面细长杆在黏性介质中作速度十分缓慢的运动，由于雷诺数接近于零，可足够
精确地忽略动力学方程中的惯性力项，认为介质阻力与杆的弹性力互相平衡。将黏性阻
力和阻力矩（６．６．３），（６．６．４）代入动力学方程组（６．２．１６），（６．２．１７），略去惯性力项，得到
黏性介质中圆截面杆的动力学方程

Ｆｎ

ｓ ＋κＦ３－τＦｂ－ｃ⊥ｖｎ ＝０ （６．６．５ａ）

Ｆｂ

ｓ ＋τＦｎ－ｃ⊥ｖｂ ＝０ （６．６．５ｂ）

Ｆ３

ｓ －κＦｎ－ｃ３ｖ３ ＝０ （６．６．５ｃ）

Ｃκ χ
ｓ－ω（ ）０

３ ＋（Ｃ－Ａ）κτ－Ｆｂ ＝０ （６．６．５ｄ）

Ａκ
ｓ＋Ｆｎ ＝０ （６．６．５ｅ）

Ｃ ２χ
ｓ２ ＋τ

（ ）ｓ －ｃ０
χ
ｔ＋Ω（ ）Ｆ３ ＝０ （６．６．５ｆ）

将动力学方程（６．６．５）与运动学方程（６．１．１１）和（６．１．１２）联立，可确定１２个未知变量：

Ｆｎ，Ｆｂ，Ｆ３，ｖｎ，ｖｂ，ｖ３，κ，τ，χ，Ωｎ，Ωｂ，ΩＦ３。
设圆截面杆的运动保持在（ξ，ζ）平面内，杆的副法线轴ｅｂ 与运动平面的法线η轴平行

（图６．１）。将平面运动条件（６．４．２９）代入方程组（６．６．５），其中方程（６．６．５ｆ）解耦为扭角

χ（ｓ，ｔ）的热传导方程

χ
ｔ－ａ２２χ

ｓ２ ＝０ （６．６．６）

参数ａ定义为

ａ＝ Ｃ
ｃ槡０

（６．６．７）

扭角χ（ｓ，ｔ）由解耦的方程（６．６．６）独立确定，设边界条件与式（６．４．３１）相同，解出

χ（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１
χｎ０ｓｉｎｋｎｓｅｘｐ（－δｎｔ） （６．６．８）

表明扭角相对弧坐标的第ｎ次谐波以阻尼系数δｎ 作衰减自由振动，其中

ｋｎ ＝２ｎπ
Ｌ

，　δｎ ＝４π２ｎ２Ｃ
Ｌ２ｃ０

　（ｎ＝１，２，…） （６．６．９）
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① 杆作缓慢运动且长度Ｌ远大于截面半径ａ 时，阻尼力和力矩系数的近似计算公式为［２７，２０３］：

ｃ⊥ ≈２ｃ３≈４πμ／ｌｎ（Ｌ／ａ），ｃ０≈４πμａ
２，μ为介质黏度。



χｎ０为扭角χ（ｓ，ｔ）相对弧坐标的第ｎ次谐波振幅。

６．６．３　黏性介质中圆截面直杆的弯曲振动

设杆无原始扭率，ω０
３＝０，将解出的扭角χ（ｓ，ｔ）规律代入方程组（６．６．５）的其余方程，

与运动学方程联立，可确定杆的弯曲振动规律。

Ｆｎ

ｓ ＋κＦ３－ｃ⊥ｖｎ ＝０ （６．６．１０ａ）

Ｆｂ

ｓ ＝０ （６．６．１０ｂ）

Ｆ３

ｓ －κＦｎ－ｃ３ｖ３ ＝０ （６．６．１０ｃ）

Ｃκχ
ｓ－Ｆｂ ＝０ （６．６．１０ｄ）

Ａκ
ｓ＋Ｆｎ ＝０ （６．６．１０ｅ）

忽略扭转振动的影响，令χ（ｓ，ｔ）≡０，从方程（６．６．１０ｄ）导出Ｆｂ＝０。讨论受轴向压力Ｆ０

作用的直杆弯曲振动，仍以杆的切线轴相对ζ轴的倾角θ及笛卡儿坐标ξ，ζ为广义坐标，

将式（６．５．２）和式（６．５．４）代入方程组（６．６．１０）及运动学方程（６．５．５ａ）和（６．５．５ｂ），得到

２
ξ

ｓｔ
＋θ
ｓ

ζ
ｔ

－θ
ｔ＝０ （６．６．１１ａ）

２
ζ

ｓｔ
－θ
ｓ

ξ
ｔ＝０ （６．６．１１ｂ）

Ｆｎ

ｓ ＋Ｆ３
θ
ｓ－ｃ⊥

ξ
ｔ＝０ （６．６．１１ｃ）

Ｆ３

ｓ －Ｆｎ
θ
ｓ－ｃ３

ζ
ｔ

＝０ （６．６．１１ｄ）

Ａ２θ
ｓ２ ＋Ｆｎ ＝０ （６．６．１１ｅ）

方程组（６．６．１１）也存在直杆平衡特解（６．５．６），仍利用式（６．５．７）定义的无量纲弧坐标珋ｓ
和时间珋ｔ，及无量纲扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，５），导出压杆的扰动方程

ｘ′１－ｘ３ ＝０ （６．６．１２ａ）
ｘ′２ ＝０ （６．６．１２ｂ）
珋ｃ⊥
ｘ１＋ｘ′３－ｘ′４ ＝０ （６．６．１２ｃ）

珋ｃ３
ｘ２－ｘ′５ ＝０ （６．６．１２ｄ）

ｘ″３＋ｘ４ ＝０ （６．６．１２ｅ）

其中珋ｃ⊥，珋ｃ３ 为无量纲化的阻尼力系数

珋ｃ⊥＝ Ａ
ρ槡Ｓ

ｃ⊥

｜Ｆ０｜
，　珋ｃ３ ＝ Ａ

ρ槡Ｓ
ｃ３

｜Ｆ０｜
（６．６．１３）
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将指数形式特解（６．５．９）代入方程组（６．６．１３），令λ＝ｉ珔ｋ，利用由端部约束条件确定的式
（６．５．１０），导出时域特征方程

ｗ（ｗ＋ａ）＝０ （６．６．１４）

其中ａ＝珋ｃ⊥。时域特征根为负实根ｗ＝－ａ，表明直杆的受扰运动为衰减弯曲振动

ｘｉ（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１

（ｘｉ０）ｎｓｉｎｋｎｓｅｘｐ（－δｎｔ）　（ｉ＝１，２，…，５） （６．６．１５）

其中（ｘｉ０）ｎ 为扰动ｘｉ（ｓ，ｔ）（ｉ＝１，２，…，５）相对弧坐标的第ｎ次谐波振幅，角频率ｋｎ 的定

义同式（６．５．１０），阻尼系数δｎ 为

δｎ ＝ ｃ⊥

２ρＳ
（６．６．１６）

６．６．４　黏性介质中圆截面圆环杆的弯曲振动

讨论圆截面圆环杆的弯曲振动时，改用极坐标ｒ，为广义坐标，杆中心线各点的速度
如式（６．５．１６）所示。将式（６．５．２）和式（６．５．１６）代入方程组（６．６．１０）及运动学方程
（６．５．１７ａ）和（６．５．１７ｂ），得到

２ｒ
ｓｔ－ｒθ

ｓ

ｔ＋θ

ｔ＝０ （６．６．１７ａ）

ｒ２
ｓｔ＋θ

ｓ
ｒ
ｔ＋ｒ

ｓ

ｔ＝０ （６．６．１７ｂ）

Ｆｎ

ｓ ＋θ
ｓ
Ｆ３＋ｃ⊥

ｒ
ｔ＝０ （６．６．１７ｃ）

Ｆ３

ｓ －θ
ｓ
Ｆｎ－ｃ３ｒ

ｔ＝０ （６．６．１７ｄ）

Ａ２θ
ｓ２ ＋Ｆｎ ＝０ （６．６．１７ｅ）

方程组（６．６．１７）也存在圆环杆平衡特解（６．５．１８），利用式（６．５．１９）定义的无量纲弧坐标
珋ｓ和时间珋ｔ，以及无量纲扰动量ｘｉ（ｉ＝１，２，…，５），导出圆环杆的扰动方程

ｘ′１－ｘ２＋ｘ３ ＝０ （６．６．１８ａ）
ｘ１＋ｘ′２ ＝０ （６．６．１８ｂ）
珋ｃ⊥

ｘ１＋ｘ′４＋ｘ５ ＝０ （６．６．１８ｃ）
珋ｃ３
ｘ２＋ｘ４－ｘ′５ ＝０ （６．６．１８ｄ）

ｘ″３＋ｘ４ ＝０ （６．６．１８ｅ）
无量纲阻尼力系数珋ｃ⊥，珋ｃ３ 改定义为

珋ｃ⊥＝ Ｒ２ｃ⊥

ρ槡ＳＡ
，　珋ｃ３ ＝ Ｒ２ｃ３

ρ槡ＳＡ
（６．６．１９）

利用指数形式特解（６．５．９），令λ＝ｉ珔ｋ，圆环杆的封闭条件要求珔ｋ＝ｎ，重复６．６．３节的计
算，导出与式（６．６．１４）相同的时域特征方程，参数ａ改为

ａ＝
珋ｃ３＋珋ｃ⊥ｎ２

ｎ２＋１
（６．６．２０）

９４１第６章　弹性杆的动力学



时域的负实特征根表明圆环杆作衰减弯曲振动

ｘｉ（ｓ，ｔ）＝ ∑
∞

ｎ＝１

（ｘｉ０）ｎｓｉｎｋｎｓｅｘｐ（－δｎｔ）　（ｉ＝１，２，…，５） （６．６．２１）

其中（ｘｉ０）ｎ 为扰动ｘｉ（ｓ，ｔ）（ｉ＝１，２，…，５）相对弧坐标的第ｎ次谐波振幅，角频率ｋｎ 的定

义同式（６．５．２１），阻尼系数δｎ 为

δｎ ＝
（珋ｃ３＋珋ｃ⊥ｎ２）Ｒ２

２ρＳＲ
２（ｎ２＋１）　

（ｎ＝１，２，…） （６．６．２２）

０５１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



书书书

第７章　弹性杆平衡状态的数值计算

在Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ假定条件下，弹性杆的平衡与稳定性问题也仅能对有限的几种特殊情

况导出解析结果。对于弹性杆的更普遍情况，例如考虑杆的轴向变形及分布力的存在，考

虑截面形状和物理参数沿中心线的变化等，则必须应用数值方法计算其几何形态。１９９２
年 Ｗｅｓｔｃｏｔｔ，Ｔｏｂｉａｓ，Ｏｌｓｏｎ等应用有限元方法建立用欧拉角表示的离散化的弹性杆平衡

方程，以及表示杆间接触约束的代数方程，利用拉格朗日乘子计算受约束杆的几何形态。

由于欧拉角存在奇点，１９９７年上述作者改用欧拉参数代替欧拉角表示截面的姿态，并提

出利用杆与杆之间静电引力的排斥作用代替几何约束方程，以避免杆与杆的接触和相互

穿越。本章建立用欧拉参数表示的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程，导出杆的总势能变分。对于静电引
力和几何约束两种不同计算方案，列出离散化的弹性杆平衡方程，作为应用数值方法研究

弹性杆平衡问题的理论基础。

７．１　用欧拉参数表示的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

７．１．１　弹性杆力学模型的改进

　　在以上各章中，由于解析研究的需要，对弹性杆的力学模型作了不同程度的简化。在

对弹性杆平衡问题作数值计算时，在以下几方面可不受此简化条件的限制，使力学模型更

接近于弹性杆的实际情况。
（１）杆的截面形状和物理参数沿中心线发生变化；

（２）杆沿中心线存在弹性拉伸变形；

（３）杆具有原始曲率、原始扭率和原始相对扭角；

（４）杆存在分布力。

上述条件（１）表明，杆的截面积Ｓ、杨氏模量Ｅ、泊松比ν，以及抗弯刚度Ａ，Ｂ和抗扭
刚度Ｃ等均为弧坐标ｓ的函数。根据条件（２），杆受力后中心线上任意点的弧坐标已不同

于松弛状态。将受力状态下的弧坐标改以ｓ１表示，以区别于松弛状态下的弧坐标ｓ，二者

之间的关系为

ｄｓ１ ＝ （１＋ε）ｄｓ （７．１．１）

其中ε（ｓ）为杆沿中心线的轴向应变，取决于轴向力Ｆ３和截面的抗拉刚度Ｋ＝ＥＳ，为弧坐

标ｓ的函数



ε＝ｄｓ１－ｄｓ
ｄｓ ＝Ｆ３

Ｋ
（７．１．２）

考虑杆的轴向变形，前面各章中所有公式中出现的弧坐标的函数以及相对弧坐标的导数
均应将自变量ｓ改为受力状态下的弧坐标ｓ１。为简化符号，略去ｓ１的下标，仍以ｓ表示受
力状态下的弧坐标。

根据条件３）规定的普遍情形，利用２．１节中的力矩计算公式（２．１．１７）

Ｍ１ ＝Ａ（ω１－ω０
１），　Ｍ２ ＝Ｂ（ω２－ω０

２），　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０
３） （７．１．３）

其中杆的原始弯扭度ω０
ｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３）由杆的原始曲率κ０（ｓ）、原始挠率τ０（ｓ）和原始扭角

χ
０（ｓ）确定

ω０
１ ＝κ０ｓｉｎχ

０，　ω０
２ ＝κ０ｃｏｓχ

０，　ω０
３ ＝τ０＋ｄχ

０

ｄｓ
（７．１．４）

一般情况下，ω０
ｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３）为弧坐标ｓ的函数，不一定为常数。

由于作为实体的弹性杆占据着确定的空间，不允许杆的其他部分穿透。因此不同截
面中心点之间必须维持一定的法向距离，即不得小于杆的直径。杆与杆之间的接触力可
以阻止距离继续减小防止相互穿透。若杆与杆之间有相互排斥的引力存在①，且随杆间
距离的减小而迅速增强，也可避免接触和穿透。这两种情形均必须考虑分布力，即条件
（４）的规定。将单位长度中心线范围内的分布力记作ｆ（ｓ），一般情况下为弧坐标ｓ的连
续函数。若存在集中的接触力，则ｆ（ｓ）在力作用点处产生不连续的突变。分布力ｆ（ｓ）对
力矩平衡方程的影响为二阶微量而忽略。

７．１．２　考虑分布力和拉伸变形的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程

利用３．１节中列出的考虑分布力的力平衡方程（３．１．３），以及２．１节中的主矩平衡方
程（２．１．５），由于考虑弹性拉伸变形，其中的自变量ｓ应理解为变形后的弧坐标

珘ｄＦ
ｄｓ＋ω×Ｆ＋ｆ＝０ （７．１．５）

珘ｄＭ
ｄｓ＋ω×Ｍ＋ｅ３×Ｆ＝０ （７．１．６）

导出矢量方程（７．１．５）和（７．１．６）在截面主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）中的投影式

ｄＦ１

ｄｓ ＋（ω２Ｆ３－ω３Ｆ２＋ｆ１）＝０

ｄＦ２

ｄｓ ＋（ω３Ｆ１－ω１Ｆ３＋ｆ２）＝０

ｄＦ３

ｄｓ ＋（ω１Ｆ２－ω２Ｆ１＋ｆ３）＝０

（７．１．７）

２５１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础

① 对于ＤＮＡ的双螺旋结构，这种排斥引力可来自带负电荷的糖磷酸骨架之间的静电引力，以及
中性分子之间非共价结合的ｖａｎｄｅｒＷａａｌ力。



Ａｄω１

ｄｓ ＋ Ｃω２（ω３－ω０
３）－Ｂω３（ω２－ω０

２）－Ｆ［ ］２ ＝０

Ｂｄω２

ｄｓ ＋ Ａω３（ω１－ω０
１）－Ｃω１（ω３－ω０

３）＋Ｆ［ ］１ ＝０

Ｃｄω３

ｄｓ ＋ Ｂω１（ω２－ω０
２）－Ａω２（ω１－ω０

１［ ］）＝０

（７．１．８）

其中分布力ｆｉ（ｉ＝１，２，３）的规律应预先确定。以ＤＮＡ双螺旋骨架之间的静电引力为

例，不同杆截面之间的静电引力取决于截面之间的距离，其离散化的表达式在７．１．３节中
给出。

７．１．３　欧拉参数表述的弹性杆平衡方程

在以上各章的分析中，均以欧拉角作为确定截面空间位置的广义坐标。虽然用欧拉

角表示的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程对几种特殊情形存在解析积分，但根据附录Ｂ中的说明，由于欧
拉角存在奇点，在积分过程中当变量接近奇点值时，数值积分即无法进行。因此在对弹性
杆平衡问题作数值计算时，必须改用欧拉参数代替欧拉角表示截面的姿态。欧拉参数不
存在奇点，其另一优点是以代数运算代替三角函数运算，可提高数值计算效率。

利用附录Ｂ中式（Ｂ．３０）定义的欧拉参数表示截面的姿态，改记为ｑｋ（ｋ＝１，２，３，４）

ｑ１ ＝ｃｏｓ
２

，　ｑｋ＋１ ＝ｐｋｓｉｎ
２　（ｋ＝１，２，３） （７．１．９）

其中ｐｋ（ｋ＝１，２，３）为刚性截面的有限转动轴ｐ相对惯性参考系（Ｏξηζ）的方向余弦，为
有限转动角。利用式（Ｂ．３１）将截面主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）相对（Ｏξηζ）的方向余弦用欧拉
参数表示，如表７．１所示。

表７．１　方向余弦

ｘ ｙ ｚ

ξ ｑ２
１＋ｑ２

２－ｑ２
３－ｑ２

４ ２（ｑ２ｑ３－ｑ１ｑ４） ２（ｑ２ｑ４＋ｑ１ｑ３）

η ２（ｑ２ｑ３＋ｑ１ｑ４） ｑ２
１－ｑ２

２＋ｑ２
３－ｑ２

４ ２（ｑ３ｑ４－ｑ１ｑ２）

ζ ２（ｑ２ｑ４－ｑ１ｑ３） ２（ｑ３ｑ４＋ｑ１ｑ２） ｑ２
１－ｑ２

２－ｑ２
３＋ｑ２

４

根据附录Ｂ中的式（Ｂ．３２），欧拉参数应满足以下约束条件

ｈ１ ＝ｑ２
１＋ｑ２

２＋ｑ２
３＋ｑ２

４－１＝０ （７．１．１０）

将ｑｋ（ｋ＝１，２，３，４）对ｓ的导数作为新的变量Ｑｋ（ｋ＝１，２，３，４），则有

ｈ２ ＝ｄｑ１

ｄｓ－Ｑ１ ＝０ （７．１．１１ａ）

ｈ３ ＝ｄｑ２

ｄｓ－Ｑ２ ＝０ （７．１．１１ｂ）

ｈ４ ＝ｄｑ３

ｄｓ－Ｑ３ ＝０ （７．１．１１ｃ）

ｈ５ ＝ｄｑ４

ｄｓ－Ｑ４ ＝０ （７．１．１１ｄ）

３５１第７章　弹性杆平衡状态的数值计算



根据附录Ｂ中的式（Ｂ．８１），弹性杆的弯扭度ωｉ（ｉ＝１，２，３）可用欧拉参数及其导数表示为

ω１ ＝２（－ｑ２Ｑ１＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４） （７．１．１２ａ）

ω２ ＝２（－ｑ３Ｑ１－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４） （７．１．１２ｂ）

ω３ ＝２（－ｑ４Ｑ１＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４） （７．１．１２ｃ）

将方程组（７．１．８）和（７．１．７）中的ωｉ（ｉ＝１，２，３）以式（７．１．１２）代入，得到

ｈ６ ＝－ｑ２
ｄＱ１

ｄｓ ＋ｑ１
ｄＱ２

ｄｓ ＋ｑ４
ｄＱ３

ｄｓ －ｑ３
ｄＱ４

ｄｓ

＋２｛（Ｃ／Ａ）（－ｑ３Ｑ１－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４）［－ｑ４Ｑ１

＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４－（ω０
３／２）］

－（Ｂ／Ａ）（－ｑ４Ｑ１＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４）［－ｑ３Ｑ１

－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４－（ω０
２／２）］

－（Ｆ２／Ａ）｝＝０ （７．１．１３ａ）

ｈ７ ＝－ｑ３
ｄＱ１

ｄｓ －ｑ４
ｄＱ２

ｄｓ ＋ｑ１
ｄＱ３

ｄｓ ＋ｑ２
ｄＱ４

ｄｓ

＋２｛（Ａ／Ｂ）（－ｑ４Ｑ１＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４）［－ｑ２Ｑ１

＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４－（ω０
１／２）］

－（Ｃ／Ｂ）（－ｑ２Ｑ１＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４）［－ｑ４Ｑ１

＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４－（ω０
３／２）］

＋（Ｆ１／Ａ）｝＝０ （７．１．１３ｂ）

ｈ８ ＝－ｑ４
ｄＱ１

ｄｓ ＋ｑ３
ｄＱ２

ｄｓ －ｑ２
ｄＱ３

ｄｓ ＋ｑ１
ｄＱ４

ｄｓ

＋２｛（Ｂ／Ｃ）（－ｑ２Ｑ１＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４）［－ｑ３Ｑ１

－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４－（ω０
２／２）］

－（Ａ／Ｃ）（－ｑ３Ｑ１－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４）［－ｑ２Ｑ１

＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４－（ω０
１／２）］｝＝０ （７．１．１３ｃ）

ｈ９ ＝ｄＦ１

ｄｓ ＋２［（－ｑ３Ｑ１－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４）Ｆ３

－（－ｑ４Ｑ１＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４）Ｆ２＋（ｆ１／２）］＝０ （７．１．１４ａ）

ｈ１０ ＝ｄＦ２

ｄｓ ＋２［（－ｑ４Ｑ１＋ｑ３Ｑ２－ｑ２Ｑ３＋ｑ１Ｑ４）Ｆ１

－（－ｑ２Ｑ１＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４）Ｆ３＋（ｆ２／２）］＝０ （７．１．１４ｂ）

ｈ１１ ＝ｄＦ３

ｄｓ ＋２［（－ｑ２Ｑ１＋ｑ１Ｑ２＋ｑ４Ｑ３－ｑ３Ｑ４）Ｆ２

－（－ｑ３Ｑ１－ｑ４Ｑ２＋ｑ１Ｑ３＋ｑ２Ｑ４）Ｆ１＋（ｆ３／２）］＝０ （７．１．１４ｃ）

　　以上列出的１１个方程（７．１．１０），（７．１．１１），（７．１．１３）和（７．１．１４）构成封闭的方程组，

分布力的规律给出以后，可解出１１个未知变量ｑｋ（ｓ），Ｑｋ（ｓ）（ｋ＝１，２，３，４），Ｆｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，

３）。对于无分布力的情形，由于截面作用力主矢Ｆ为常矢量，可将Ｆ的方向作为惯性坐

４５１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



标系的ζ轴，则从表７．１可确定Ｆｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３）为欧拉参数的以下函数

Ｆ１ ＝２Ｆ０（ｑ２ｑ４－ｑ１ｑ３）

Ｆ２ ＝２Ｆ０（ｑ３ｑ４＋ｑ１ｑ２） （７．１．１５）

Ｆ３ ＝Ｆ０（ｑ２
１－ｑ２

２－ｑ２
３＋ｑ２

４）

其中Ｆ０ 为端部作用力的模。式（７．１．２）表示的轴向应变ε（ｓ）也是欧拉参数的函数

ε＝ε０（ｑ２
１－ｑ２

２－ｑ２
３＋ｑ２

４） （７．１．１６）

其中ε０＝Ｆ０／Ｋ。方程组（７．１．１４）在式（７．１．１５）代入后成为恒等式。将式（７．１．１５）代入

方程组（７．１．１３），且利用式（７．１．１６）计算变形后的弧坐标，则８个方程（７．１．１０），

（７．１．１１）和（７．１．１３）构成封闭的方程组，确定８个未知变量：ｑｋ（ｓ），Ｑｋ（ｓ）（ｋ＝１，２，３，４）。

７．１．４　挠性线的欧拉参数表示

设杆的端点Ｐ０与固定点Ｏ重合，根据式（１．１．１２），杆中心线上任意点Ｐ相对固定点

Ｏ 的矢径ｒ（ｓ）为

ｒ（ｓ）＝∫
ｓ

０
ｅ３（σ）ｄσ （７．１．１７）

利用表７．１将ｅ３ 相对（Ｏξηζ）的方向余弦代入上式，导出由欧拉参数ｑｊ（ｓ）（ｊ＝１，２，３，４）

的积分表示的Ｐ点的笛卡儿坐标ξ（ｓ），η（ｓ），ζ（ｓ），以确定杆的挠性线

ξ（ｓ）＝２∫
ｓ

０
（ｑ２（σ）ｑ４（σ）＋ｑ１（σ）ｑ３（σ））ｄσ （７．１．１８ａ）

η（ｓ）＝２∫
ｓ

０
（ｑ３（σ）ｑ４（σ）－ｑ１（σ）ｑ２（σ））ｄσ （７．１．１８ｂ）

ζ（ｓ）＝∫
ｓ

０
２（ｑ２

１（σ）＋ｑ２
４（σ））－［ ］１ｄσ （７．１．１８ｃ）

考虑分布力因素时，由于静电引力场或其他保守力场均为位置的函数

ｆｉ ＝ｆｉ（ξ，η，ζ）　（ｉ＝１，２，３） （７．１．１９）

则方程（７．１．１４）必须与式（７．１．１８）和式（７．１．１９）联立，方能使方程组封闭。

７．２　Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的数值积分

７．２．１　有限元离散化

　　应用有限元方法将弹性杆沿中心线用ｎ＋１个节点Ｐｊ（ｊ＝０，１，…，ｎ）划分为ｎ个单

元Ｄ珋ｊ（ｊ
－
＝１，２，…，ｎ），其中的第ｊ

－
单元Ｄ珋ｊ介于第ｊ－１节点Ｐｊ－１和第ｊ节点Ｐｊ之间，如

图７．１所示。将１１个未知变量改用ｘｋ（ｋ＝１，２，…，１１）符号统一表示为

图７．１　杆的单元划分
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ｘｋ ＝ｑｋ，　ｘｋ＋４ ＝Ｑｋ　（ｋ＝１，２，３，４）

ｘｋ＋８ ＝Ｆｉ　（ｋ＝１，２，３）
（７．２．１）

将第ｋ变量ｘｋ 在第ｊ节点Ｐｊ处的值记作ｘｋ，ｊ（ｋ＝１，２，…，１１；ｊ＝０，１，…，ｎ）。设杆的变

形前总长度为Ｌ０，第ｊ
－
单元Ｄ珋ｊ的变形前长度为Ｌ珋ｊ０，若单元划分均匀，则Ｌ珋ｊ０＝Ｌ０／ｎ。设

单元Ｄ珋ｊ在受力状态下的轴向应变为ε珋ｊ，则变形后的长度为

Ｌ珋ｊ ＝Ｌ珋ｊ０（１＋ε珋ｊ） （７．２．２）

当单元分隔足够精细，即Ｌ珋ｊ０足够小时，可认为截面形状和物理参数在单元内为常值，且可

足够精确地令变量ｘｋ 在单元Ｄ珋ｊ内按线性规律插值。引入介于０与１之间的无量纲变量

ξ，将Ｄ珋ｊ单元内的变量ｘｋ记作ｘｋ，珋ｊ，令

ｘｋ，珋ｊ（ξ）＝ （１－ξ）ｘｋ，ｊ－１＋ξｘｋ，ｊ　（ｋ＝１，２，…，１１；ｊ＝１，２，…，ｎ；０≤ξ≤１）

（７．２．３）

将上式在Ｄ珋ｊ单元内积分，得到的平均值等于两端节点值的平均，记作珚ｘｋ，珋ｊ

珚ｘｋ，珋ｊ ＝∫
１

０
ｘｋ，珋ｊ（ξ）ｄξ

＝ｘｋ，ｊ＋ｘｋ，ｊ－１

２ 　（ｋ＝１，２，…，１１；ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．２．４）

以撇号表示变量对ｓ的导数，ｘｋ 在Ｄ珋ｊ单元内的导数ｘ′ｋ，珋ｊ也可利用两端节点值计算

ｘ′ｋ，珋ｊ＝
ｄｘｋ，珋ｊ（ｓ）

ｄｓ ＝ １
Ｌ珋ｊ

ｄｘｋ，珋ｊ（ξ）
ｄξ

＝ｘｋ，ｊ－ｘｋ，ｊ－１

Ｌ珋ｊ
　（ｋ＝１，２，…，１１；ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．２．５）

式（７．２．５）中的Ｌ珋ｊ为变形后的单元长度，如式（７．２．２）所示。其中的轴向应变ε珋ｊ可根据式

（７．１．２）用轴向力Ｆ３ 在该单元内的平均值，即ｘ１１，珋ｊ的平均值表示为

ε珋ｊ ＝
珚ｘ１１，珋ｊ

Ｋ珋ｊ
＝ｘ１１，ｊ＋ｘ１１，ｊ－１

２Ｋ珋ｊ
（７．２．６）

其中Ｋ珋ｊ为Ｄ珋ｊ单元的抗拉刚度。

７．２．２　方向余弦和矢径在单元内的平均值

将第ｊ
－
单元Ｄ珋ｊ内的截面主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）与惯性坐标系（Ｏξηζ）之间的方向余弦

用表７．２的符号表示。

表７．２　第ｊ
－
单元内的方向余弦

ｘ ｙ ｚ

ξ α１珋ｊ β１珋ｊ γ１珋ｊ

η α２珋ｊ β２珋ｊ γ２珋ｊ

ζ α３珋ｊ β３珋ｊ γ３珋ｊ

　　各方向余弦用单元内的欧拉参数表示为
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α１珋ｊ ＝ｘ２
１，珋ｊ＋ｘ２

２，珋ｊ－ｘ２
３，珋ｊ－ｘ２

４，珋ｊ，β１珋ｊ ＝２（ｘ２，珋ｊｘ３，珋ｊ－ｘ１，珋ｊｘ４，珋ｊ），γ１珋ｊ ＝２（ｘ２，珋ｊｘ４，珋ｊ＋ｘ１，珋ｊｘ３，珋ｊ）

α２珋ｊ ＝２（ｘ３，珋ｊｘ２，珋ｊ＋ｘ１，珋ｊｘ４，珋ｊ），β２珋ｊ ＝ｘ２
１，珋ｊ－ｘ２

２，珋ｊ＋ｘ２
３，珋ｊ－ｘ２

４，珋ｊ，γ２珋ｊ ＝２（ｘ３，珋ｊｘ４，珋ｊ－ｘ１，珋ｊｘ２，珋ｊ）

α３珋ｊ ＝２（ｘ４，珋ｊｘ２，珋ｊ－ｘ１，珋ｊｘ３，珋ｊ），β３珋ｊ ＝２（ｘ４，珋ｊｘ３，珋ｊ＋ｘ１，珋ｊｘ２，珋ｊ），γ３珋ｊ ＝ｘ２
１，珋ｊ－ｘ２

２，珋ｊ－ｘ２
３，珋ｊ＋ｘ２

４，珋ｊ

（７．２．７）

将以上各方向余弦在Ｄ珋ｊ 单元内平均化，记作珔αｌ珋ｊ，珋βｌ珋ｊ，珔γｌ珋ｊ（ｌ＝１，２，３）

珔αｌ珋ｊ ＝∫
１

０
αｌ珋ｊ（ξ）ｄξ，　珋βｌ珋ｊ ＝∫

１

０
βｌ珋ｊ（ξ）ｄξ，　珔γｌ珋ｊ ＝∫

１

０
γｌ珋ｊ（ξ）ｄξ　（ｌ＝１，２，３） （７．２．８）

此平均化方向余弦可理解为截面主轴坐标系在Ｄ珋ｊ单元内的平均位置（Ｐ珋ｊｘ珋ｊｙ珋ｊｚ珋ｊ）相对
（Ｏξηζ）的方向余弦。将式（７．２．３）和式（７．２．７）代入后，积分得到Ｄ珋ｊ 单元内用欧拉参数

的节点值表示的平均化方向余弦

珔α１珋ｊ ＝１
３

［（ｘ２
１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ－１ｘ１，ｊ＋ｘ２

１，ｊ）＋（ｘ２
２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ－１ｘ２，ｊ＋ｘ２

２，ｊ）

－（ｘ２
３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ－１ｘ１，ｊ＋ｘ２

３，ｊ）－（ｘ２
４，ｊ－１＋ｘ４，ｊ－１ｘ４，ｊ＋ｘ２

４，ｊ）］

珔α２珋ｊ ＝１
３

［（２ｘ３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ）ｘ２，ｊ－１＋（２ｘ３，ｊ＋ｘ３，ｊ－１）ｘ２，ｊ

＋（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ４，ｊ］ （７．２．９ａ）

珔α３珋ｊ ＝１
３

［（２ｘ２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ２，ｊ＋ｘ２，ｊ－１）ｘ４，ｊ

－（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ３，ｊ－１－（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ３，ｊ］

珋β１珋ｊ ＝１
３

［（２ｘ２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ）ｘ３，ｊ－１＋（２ｘ２，ｊ＋ｘ２，ｊ－１）ｘ３，ｊ

－（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ４，ｊ－１－（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ４，ｊ］

珋β２珋ｊ ＝１
３

［（ｘ２
１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ－１ｘ１，ｊ＋ｘ２

１，ｊ）－（ｘ２
２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ－１ｘ２，ｊ＋ｘ２

２，ｊ）

＋（ｘ２
３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ－１ｘ３，ｊ＋ｘ２

３，ｊ）－（ｘ２
４，ｊ－１＋ｘ４，ｊ－１ｘ４，ｊ＋ｘ２

４，ｊ）］ （７．２．９ｂ）

珋β３珋ｊ ＝１
３

［（２ｘ３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ３，ｊ＋ｘ３，ｊ－１）ｘ４，ｊ

＋（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ２，ｊ－１＋（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ２，ｊ］

珔γ１珋ｊ ＝１
３

［（２ｘ２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ２，ｊ＋ｘ２，ｊ－１）ｘ４，ｊ

＋（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ３，ｊ－１＋（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ３，ｊ］

珔γ２珋ｊ ＝１
３

［（２ｘ３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ３，ｊ＋ｘ３，ｊ－１）ｘ４，ｊ

－（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ２，ｊ－１－（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ２，ｊ］ （７．２．９ｃ）

珔γ３珋ｊ ＝１
３

［（ｘ２
１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ－１ｘ１，ｊ＋ｘ２

１，ｊ）－（ｘ２
２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ－１ｘ２，ｊ＋ｘ２

２，ｊ）

－（ｘ２
３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ－１ｘ１，ｊ＋ｘ２

３，ｊ）＋（ｘ２
４，ｊ－１＋ｘ４，ｊ－１ｘ４，ｊ＋ｘ２

４，ｊ）］

　　设弧坐标为ｓ的Ｐ 点所在单元的序号为珋ｓ，记作Ｄ珋ｓ。此单元内各点的平均化切线轴
基矢量珋ｅ３，珋ｊ为

珋ｅ３，珋ｊ ＝∫
１

０
ｅ３，珋ｊ（ξ）ｄξ＝珔γ１珋ｊｅξ＋珔γ２珋ｊｅη＋珔γ３珋ｊｅζ （７．２．１０）
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将式（７．１．１７）离散化，将Ｐ点的矢径以Ｄ珋ｓ单元内的平均化矢径
－ｒ珋ｓ代替

ｒ（ｓ）＝ －ｒ珋ｓ ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ珋ｅ３，珋ｊ ＝珋ξ珋ｓｅξ＋珔η珋ｓｅη＋珔ζ珋ｓｅζ （７．２．１１）

其中珋ξ珋ｓ，珔η珋ｓ，珔ζ珋ｓ为Ｄ珋ｓ单元内各点坐标的平均值

珋ξ珋ｓ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ珔γ１珋ｊ，　珔η珋ｓ＝ ∑

珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ珔γ２珋ｊ，　珔ζ珋ｓ＝ ∑

珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ珔γ３珋ｊ （７．２．１２）

７．２．３　数值积分方法

暂不考虑分布力，利用式（７．２．１）将７．１．３节导出的弹性杆平衡方程（７．１．１０），
（７．１．１１），（７．１．１３）和（７．１．１４）中的变量改为ｘｋ（ｋ＝１，２，…，１１），写作

ｈｍ ＝Ｈ（ｘ１，ｘ２，…，ｘ１１）＝０　（ｍ ＝１，２，…，１１） （７．２．１３）
将差分式（７．２．４）和式（７．２．５）代入此方程组，方程中的物理参数取自各单元内的平均值，
则以上１１个微分方程转化为包含１１（ｎ＋１）个未知节点值ｘｋ，ｊ（ｋ＝１，２，…，１１；ｊ＝０，

１，…，ｎ）的１１ｎ个代数方程

Ｈｍ，ｊ（ｘｋ，ｊ，ｘｋ，ｊ－１）＝０　（ｍ，ｋ＝１，２，…，１１；ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．２．１４）
为使方程组封闭，应列出必要的补充条件。对于弹性杆两端位置固定的边值问题，设杆的
端点Ｐ０ 与固定点Ｏ 重合，Ｐ０ 至另一端点ＰＬ 的矢径为固定在空间中的常矢量Ｒ （见
图２．４），其投影式为

Ｒ＝Ｒ１ｅξ＋Ｒ２ｅη＋Ｒ３ｅζ （７．２．１５）
从方程组（７．１．１８）导出

２∫
Ｌ

０
（ｘ２ｘ４＋ｘ１ｘ３）ｄｓ－Ｒ１ ＝０ （７．２．１６ａ）

２∫
Ｌ

０
（ｘ３ｘ４－ｘ１ｘ２）ｄｓ－Ｒ２ ＝０ （７．２．１６ｂ）

∫
Ｌ

０
（ｘ２

１－ｘ２
２－ｘ２

３＋ｘ２
４）ｄｓ－Ｒ３ ＝０ （７．２．１６ｃ）

其中Ｌ为变形后杆的总长度

Ｌ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ０ ＝Ｌ０∑

ｎ

ｊ＝１

（１＋ε珋ｊ） （７．２．１７）

作为特例，若杆的两端相连成闭环，则Ｒ１＝Ｒ２＝Ｒ３＝０。利用式（７．２．４）将式（７．２．１６）
中的定积分离散化，得到

１
３∑

ｎ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ［（２ｘ２，ｊ－１＋ｘ２，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ２，ｊ＋ｘ２，ｊ－１）ｘ４，ｊ

＋（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ３，ｊ－１＋（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ３，ｊ］－Ｒ１ ＝０

１
３∑

ｎ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ［（２ｘ３，ｊ－１＋ｘ３，ｊ）ｘ４，ｊ－１＋（２ｘ３，ｊ＋ｘ３，ｊ－１）ｘ４，ｊ

－（２ｘ１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ）ｘ２，ｊ－１－（２ｘ１，ｊ＋ｘ１，ｊ－１）ｘ２，ｊ］－Ｒ２ ＝０ （７．２．１８）

１
３∑

ｎ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ［２（ｘ２

１，ｊ－１＋ｘ１，ｊ－１ｘ１，ｊ＋ｘ２
１，ｊ＋ｘ２

４，ｊ－１＋ｘ４，ｊ－１ｘ４，ｊ＋ｘ２
４，ｊ）－１］－Ｒ３ ＝０
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则代数方程增加为１１ｎ＋３个。预先给定杆的两个端部节点Ｐ０和Ｐｎ处的边界值ｘｋ，０，ｘｋ，ｎ

（ｋ＝１，２，…，１１）中的８个，使未知变量数减为１１ｎ＋３个，则代数方程组封闭。利用数值

方法，例如ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，对此代数方程组求解，弹性杆的几何形态便完全确定。

７．３　弹性杆变分原理的离散化

７．３．１　弹性应变能的变分和外力虚功

　　第２章的２．３节中曾根据弹性力学的最小势能原理列出弹性杆的平衡方程。本节将

弹性杆变分原理应用于数值计算。弹性杆的总弹性势能Ｅ由杆的弹性应变能Ｅｅ与外力

势能Ｅｐ组成

Ｅ＝Ｅｅ＋Ｅｐ （７．３．１）

考虑轴向变形时，弹性应变能Ｅｅ中必须增加与轴向应变ε（ｓ）有关部分，即式（Ｃ．３８）

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
Ａ（ω１－ω０

１）２＋Ｂ（ω２－ω０
２）２＋Ｃ（ω３－ω０

３）２＋Ｋε［ ］２ ｄｓ （７．３．２）

对弹性应变能Ｅｅ取变分

δＥｅ ＝∫
Ｌ

０
Ａ（ω１－ω１０）δω１＋Ｂ（ω２－ω２０）δω２＋Ｃ（ω３－ω３０）δω３＋Ｋεδ［ ］εｄｓ

（７．３．３）

暂不计杆的分布力，设在 Ｎ 个截面ｓ＝ｓｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ）处作用有集中力和力矩Ｆ０，ｌ，

Ｍ０，ｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ），包括在端点Ｐ０和ＰＬ处作用的外力和外力矩在内，则外力对杆所做

虚功为

δＷ ＝ ∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｆ０，ｌ·δｒ（ｓｌ）＋Ｍ０，ｌ·δ（ｓｌ［ ］） （７．３．４）

其中δｒ和δ为截面的虚位移和虚角位移

δｒ＝δ∫
ｓ

０
ｅ３ｄｓ＝∫

ｓ

０
δｅ３ｄｓ，　δ＝∫

ｓ

０
δωｄｓ （７．３．５）

外力势能的变分等于外力虚功的负值，δＥｐ＝－δＷ，则弹性杆的总势能变分为

δＥ＝δＥｅ－δＷ （７．３．６）

７．３．２　欧拉参数表示的弹性应变能和外力虚功

将确定截面姿态的欧拉参数作为描述杆变形后几何形态的基本变量，用式（７．２．１）定

义的符号表示为ｘｋ＝ｑｋ（ｋ＝１，２，３，４）。杆的弯扭度ω１，ω２，ω３ 可用变量ｘｋ（ｋ＝１，２，３，４）

表示为

ω１ ＝２（－ｘ２ｘ′１＋ｘ１ｘ′２＋ｘ４ｘ′３－ｘ３ｘ′４）

ω２ ＝２（－ｘ３ｘ′１－ｘ４ｘ′２＋ｘ１ｘ′３＋ｘ２ｘ′４） （７．３．７）

ω３ ＝２（－ｘ４ｘ′１＋ｘ３ｘ′２－ｘ２ｘ′３＋ｘ１ｘ′４）
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可写作矩阵形式

ω＝Ｒ（ｘ）ｘ′ （７．３．８）

其中３×４矩阵Ｒ（ｘ）的定义来自式（７．１．１２）

Ｒ（ｘ）＝２

－ｘ２ ｘ１ ｘ４ －ｘ３

－ｘ３ －ｘ４ ｘ１ ｘ２

－ｘ４ ｘ３ －ｘ２ ｘ

烄

烆

烌

烎１

（７．３．９）

利用式（７．３．８）将弹性应变能（７．３．２）写作

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
（ω－ω０）ＴＤ（ω－ω０）＋Ｋε［ ］２ ｄｓ （７．３．１０）

其中ω０为弯扭度的原始值，Ｄ为杆的刚度矩阵

ω０＝ （ω０
１　ω０

２　ω０
３）Ｔ，　　Ｄ＝ｄｉａｇ（Ａ　Ｂ　Ｃ） （７．３．１１）

对式（７．３．１０）取变分，得到

δＥｅ ＝∫
Ｌ

０
Ｄ（ω－ω０［ ］）Ｔδω＋Ｋεδ｛ ｝εｄｓ （７．３．１２）

其中弯扭度的变分从式（７．３．８）导出，可整理为

δω＝Ｒ（ｘ）δｘ′＋δＲ（ｘ）ｘ′＝Ｒ（ｘ）δｘ′－Ｒ′（ｘ′）δｘ （７．３．１３）

其中矩阵Ｒ′（ｘ′）为Ｒ（ｘ）对ｓ的导数。

Ｒ′（ｘ′）＝２

－ｘ′２ ｘ′１ ｘ′４ －ｘ′３

－ｘ′３ －ｘ′４ ｘ′１ ｘ′２

－ｘ′４ ｘ′３ －ｘ′２ ｘ′

烄

烆

烌

烎１

（７．３．１４）

不考虑分布力时，可利用式（７．１．１６）计算轴向应变ε（ｓ）

ε＝ＧＴ（ｘ）ｘ （７．３．１５）

１×４列阵Ｇ（ｘ）定义为

Ｇ（ｘ）＝ε０（ｘ１　－ｘ２　－ｘ３　ｘ４）Ｔ （７．３．１６）

对式（７．３．１５）取变分，导出

δε＝δＧＴ（ｘ）ｘ＋ＧＴ（ｘ）δｘ＝２ＧＴ（ｘ）δｘ （７．３．１７）

将式（７．３．８）、式（７．３．１３）和式（７．３．１７）代入式（７．３．１２），得到

δＥｅ ＝∫
Ｌ

０
Ｄ（ω－ω０［ ］）Ｔ（Ｒδｘ′－Ｒ′δｘ）＋２ＫｘＴＧＧＴδ｛ ｝ｘ ｄｓ （７．３．１８）

将式（７．３．４）表示的外力虚功写作矩阵形式

δＷ ＝ ∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０，ｌδｒ＋ＭＴ

０，ｌδ） （７．３．１９）

其中ｆ，Ｆ０，ｌ，Ｍ０，ｌ，δｕ，δ为分布力、集中力、力矩，以及虚位移和虚角位移相对（Ｏξηζ）的

投影列阵。

７．３．３　弹性应变能的离散化

采用与７．２节相同的有限元离散方案。将描述杆几何形态的基本变量ｘｋ（ｋ＝１，２，

０６１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



３，４）在第ｊ节点Ｐｊ处的值记作ｘｋ，ｊ（ｊ＝０，１，…，ｎ），排列为ｎ＋１个４阶列阵ｘｊ（ｓ）

ｘｊ（ｓ）＝ （ｘ１，ｊ　ｘ２，ｊ　ｘ３，ｊ　ｘ４，ｊ）Ｔ　（ｊ＝０，１，…，ｎ） （７．３．２０）

设变量ｘｋ（ｋ＝１，２，３，４）在Ｄ珋ｊ单元内按线性规律（７．２．３）插值，其平均值珚ｘｋ，珋ｊ及对ｓ的导数

ｘ′ｋ，珋ｊ的差分式与式（７．２．４）和式（７．２．５）相同

珚ｘｋ，珋ｊ ＝ｘｋ，ｊ＋ｘｋ，ｊ－１

２
，　ｘ′ｋ，珋ｊ＝

ｘｋ，ｊ－ｘｋ，ｊ－１

Ｌ珋ｊ
　（ｋ＝１，２，３，４；ｊ＝１，２，…，ｎ）

（７．３．２１）

将上述平均值和导数值珚ｘｋ，珋ｊ，ｘ′ｋ，珋ｊ（ｋ＝１，２，３，４）排成的４阶列阵记作珔ｘ珋ｊ，ｘ′珋ｊ
珔ｘ珋ｊ（ｓ）＝ （珚ｘ１，珋ｊ　珚ｘ２，珋ｊ　珚ｘ３，珋ｊ　珚ｘ４，珋ｊ）Ｔ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．２２ａ）

ｘ′珋ｊ（ｓ）＝ （ｘ′１，珋ｊ　ｘ′２，珋ｊ　ｘ′３，珋ｊ　ｘ′４，珋ｊ）Ｔ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．２２ｂ）

将表示第ｊ－１和第ｊ节点值的ｘｊ－１，ｘｊ合并为８阶列阵，记作ｘｊ－１，ｊ

ｘｊ－１，ｊ ＝（ｘＴ
ｊ－１　ｘＴ

ｊ）Ｔ

＝（ｘ１，ｊ－１，ｘ２，ｊ－１，ｘ３，ｊ－１，ｘ４，ｊ－１，ｘ１，ｊ，ｘ２，ｊ，ｘ３，ｊ，ｘ４，ｊ）Ｔ 　（ｊ＝１，２，…，ｎ）

（７．３．２３）

则变量在Ｄ珋ｊ单元内的平均值和导数值列阵珔ｘ珋ｊ，ｘ′珋ｊ可用变量的节点值列阵表示为
珔ｘ珋ｊ ＝Ψｘｊ－１，ｊ，　ｘ′珋ｊ＝Φｘｊ－１，ｊ 　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．２４）

其中Ψ 和Φ 为由４阶单位阵Ｅ４组成的４×８矩阵

Ψ ＝ １
２

（Ｅ４，Ｅ４），　Φ＝ １
Ｌ珋ｊ

（－Ｅ４，Ｅ４） （７．３．２５）

　　将矩阵Ｒ（ｘ）在Ｄ珋ｊ 单元内的平均值和导数Ｒ′（ｘ′）记作珚Ｒ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ）和Ｒ′珋ｊ（ｘ′珋ｊ），矩阵Ｇ（ｘ）

的平均值记作珚Ｇ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ），可分别表示为Ｒｊ（ｘｊ）和Ｒｊ－１（ｘｊ－１），以及Ｇｊ（ｘｊ）和Ｇｊ－１（ｘｊ－１）

的组合

珚Ｒ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ）＝ １
２ Ｒｊ－１（ｘｊ－１）＋Ｒｊ（ｘｊ［ ］）

Ｒ′珋ｊ（ｘ′珋ｊ）＝ １
Ｌ珋ｊ

Ｒｊ（ｘｊ）－Ｒｊ－１（ｘｊ－１［ ］）　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．２６）

珚Ｇ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ）＝ １
２ Ｇｊ－１（ｘｊ－１）＋Ｇｊ（ｘｊ［ ］）

其中Ｒｊ（ｘｊ），Ｇｊ（ｘｊ）（ｊ＝０，１，…，ｎ）为第ｊ节点处取值的矩阵

Ｒｊ（ｘｊ）＝２

－ｘ２，ｊ ｘ１，ｊ ｘ４，ｊ －ｘ３，ｊ

－ｘ３，ｊ －ｘ４，ｊ ｘ１，ｊ ｘ２，ｊ

－ｘ４，ｊ ｘ３，ｊ －ｘ２，ｊ ｘ１，

烄

烆

烌

烎ｊ

　（ｊ＝０，１，…，ｎ）

Ｇｊ（ｘｊ）＝ε０（ｘ１，ｊ　－ｘ２，ｊ　－ｘ３，ｊ　ｘ４，ｊ）Ｔ

（７．３．２７）

将式（７．３．８）和式（７．３．１３）在Ｄ珋ｊ 单元内平均化，得到ω和δω在Ｄ珋ｊ 单元内的平均值珔ω珋ｊ和

δ珔ω珋ｊ

珔ω珋ｊ＝珚Ｒ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ）ｘ′珋ｊ，　δ珔ω珋ｊ＝珚Ｒ珋ｊ（珔ｘ珔ｊ）δｘ′珋ｊ－Ｒ′珋ｊ（ｘ′珋ｊ）δ珔ｘ珋ｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．２８）

将式（７．３．１５）和式（７．３．１７）在Ｄ珋ｊ 单元内平均化，得到ε和δε在Ｄ珋ｊ 单元内的平均值珋ε珔ｊ和δ珋ε珔ｊ
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珋ε珋ｊ ＝珚ＧＴ
珋ｊ （珔ｘ珋ｊ）珔ｘ珋ｊ，　δε珋ｊ ＝２珚ＧＴ

珋ｊ （珔ｘ珋ｊ）δ珔ｘ珋ｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．２９）

将式（７．３．２４），式（７．３．２６）代入式（７．３．２８）和式（７．３．２９），化作

珔ω珋ｊ＝珚Ｒ珋ｊΦｘｊ－１，ｊ，　δ珔ω珋ｊ＝ （珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）δｘｊ－１，ｊ

珋ε珋ｊ ＝珚ＧＴ
珋ｊΨｘｊ－１，ｊ，　δε珋ｊ ＝２珚ＧＴ

珋ｊΨδｘｊ－１，ｊ　（ｊ＝１，２，…ｎ） （７．３．３０）

则杆的应变能变分式（７．３．１８）可离散为

δＥｅ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘＴ

ｊ－１，ｊＤ珋ｊΦＴ珚ＲＴ
珋ｊ －ω０Ｔ

珋（ ）ｊ 珚Ｒ珔ｊΦ－Ｒ′珋ｊ（ ）Ψ ＋２ｘＴ
ｊ－１，ｊΨＴ珚Ｇ珋ｊ珚ＧＴ

珋ｊ［ ］Ψ δｘｊ－１，ｊ

（７．３．３１）

其中Ｄ珋ｊ，ω０
珋ｊ为刚度矩阵Ｄ 和弯扭度原始值ω０在Ｄ珋ｊ单元内的平均值。上式可简写为

δＥｅ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

（ｘＴ
ｊ－１，ｊＫ珋ｊ－Ｐ珋ｊ）δｘｊ－１，ｊ （７．３．３２）

其中Ｋ珋ｊ，Ｐ珋ｊ 分别为８×８矩阵和１×８行阵，定义为

Ｋ珋ｊ ＝Ｄ珋ｊΦＴ珚ＲＴ
珋ｊ （珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）＋ΨＴ珚Ｇ珋ｊ珚ＧＴ

珋ｊ Ψ

Ｐ珋ｊ ＝２ω０Ｔ
珋ｊ （珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）

（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．３３）

　　将ｎ＋１个节点值列阵ｘｊ（ｊ＝０，１，…，ｎ）排成４（ｎ＋１）阶列阵，记作ｘ

ｘ＝ （ｘＴ
０ｘＴ

１ …ｘＴ
ｎ）Ｔ （７．３．３４）

将ｎ个８×８矩阵Ｋ珋ｊ 沿对角线排列。由于各单元的起点与前个单元的终点为同一点，将

每个矩阵向左上方移动４行和４列，即令Ｋ珋ｊ 的前４行和前４列与Ｋ珋ｊ－１的后４行和后４列

重叠，重叠部分的元素一一相加，组成４（ｎ＋１）×４（ｎ＋１）矩阵Ｋ。与此类似，将ｎ个８阶

行阵Ｐ珋ｊ 依次排列，每个矩阵均向左移动４列，即Ｐ珋ｊ 的前４列与Ｐ珋ｊ－１的后４列重叠，重叠

部分的元素一一相加，组成４（ｎ＋１）阶行阵Ｐ。则求和式（７．３．３２）可简明地表示为

δＥｅ ＝ （ｘＴＫ－Ｐ）δｘ （７．３．３５）

７．３．４　外力虚功的离散化

为使外力虚功δＷ 离散化，首先应将式（７．３．５）中的δｒ和δ用ｘ 的变分表示。

７．２．２节中的式（７．２．１１）表明，中心线上任意点Ｐ的矢径ｒ（ｓ）可用Ｐ点所在单元内的平

均化矢径－ｒ珋ｓ 代替，将其中的平均化方向余弦－γｌ，珋ｊ（ｌ＝１，２，３）以式（７．２．９ｃ）代入后，写作

ｒ（ｓ）＝ －ｒ珋ｓ ＝ １
２∑

珋ｓ

ｊ＝１
Ｓ珋ｊｘｊ－１，ｊ （７．３．３６）

其中Ｓ珋ｊ（ｘｊ）（ｊ＝１，２，…，ｎ）为３×８矩阵，由２个３×４矩阵Ｑｊ，Ｑｊ－１（ｊ＝１，２，…，ｎ）组合

构成：

Ｓ珋ｊ（ｘｊ）＝Ｌ珋ｊ

３
（２Ｑｊ－１＋Ｑｊ，Ｑｊ－１＋２Ｑｊ）　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．３７）

矩阵Ｑｊ（ｘｊ）（ｊ＝１，２，…，ｎ）在节点处取值，定义为
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Ｑｊ（ｘｊ）＝

ｘ３，ｊ ｘ４，ｊ ｘ１，ｊ ｘ２，ｊ

－ｘ２，ｊ －ｘ１，ｊ ｘ４，ｊ ｘ３，ｊ

ｘ１，ｊ －ｘ２，ｊ －ｘ３，ｊ ｘ４，

烄

烆

烌

烎ｊ

　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．３８）

对式（７．３．３６）取变分，整理后得到

δｒ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｓ珋ｊδｘｊ－１，ｊ （７．３．３９）

　　对式（７．３．５）中的角位移变分δ写作离散化形式，将式（７．３．３０）代入后，得到

δ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊδ珔ω珋ｊ＝ ∑

珋ｓ

ｊ＝１
Ｔ珋ｊδｘｊ－１，ｊ （７．３．４０）

其中３×８矩阵Ｔ珋ｊ 定义为

Ｔ珋ｊ ＝Ｌ珋ｊ（珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．３．４１）

利用式（７．３．３９）和式（７．３．４０），将虚功（７．３．１９）化作

δＷ ＝ ∑
Ｎ

ｌ＝１
∑
珋ｓｌ

ｊ＝１

（ＦＴ
０ｌＳ珋ｊ＋ＭＴ

０ｌＴ珋ｊ）δｘｊ－１，ｊ （７．３．４２）

其中珋ｓｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ）为Ｎ 个集中力和力矩Ｆ０ｌ，Ｍ０ｌ作用点的弧坐标ｓ＝ｓｌ所在单元的

序号。

将珋ｓｌ个３×８矩阵Ｑ珋ｊ（ｊ＝１，２，…，珋ｓｌ）水平排列，每个矩阵均向左移动４列，组成

３×４（珋ｓｌ＋１）矩阵Ｑｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ）；用同样方法，将珋ｓｌ 个矩阵Ｔ珋ｊ（ｊ＝１，２，…，珋ｓｌ）排列成

３×４（珋ｓｌ＋１）阶矩阵Ｔｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ）；则求和式（７．３．４２）可简明地表示为

δＷ ＝ ∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴｌ）δｘ （７．３．４３）

其中ｘ为４（ｎ＋１）阶列阵，如式（７．３．３４）的定义。将式（７．３．３５）和式（７．３．４３）代入
式（７．３．６），导出无约束无分布力弹性杆的总势能变分δＥ

δＥ＝ （ｘＴＫ－珟Ｐ）δｘ （７．３．４４）
其中４（ｎ＋１）阶行阵珟Ｐ定义为

珟Ｐ＝Ｐ－∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴｌ） （７．３．４５）

代入平衡条件δＥ＝０，无约束杆的变量ｘ为独立变量，导出弹性杆平衡方程

ｘＴＫ－珟Ｐ＝０ （７．３．４６）

７．４　考虑静电引力的变分原理离散化

７．４．１　静电引力势能与静电引力

　　根据７．１．１节中对条件４）的分析，为保证杆中心线之间维持一定距离以避免相互侵
占空间，必须考虑杆与杆之间的近距离排斥作用。对于ＤＮＡ的弹性杆模型，这种引力为
带负电荷双螺旋骨架之间的静电斥力，可离散化为带电单元之间的作用。根据库仑定律，

３６１第７章　弹性杆平衡状态的数值计算



杆的静电场势能Ｅｆ为带电单元之间距离的函数①

Ｅｆ ＝ ∑
ｎ

珋ｉ，珔ｋ＝１，珔ｋ＞珋ｉ

ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ珋ｉ珔ｋ

（７．４．１）

其中系数ｃ珋ｉ珔ｋ（珋ｉ，珔ｋ＝１，２，…，ｎ）取决于相关单元的带电量和介质的介电常数，－ｒ珋ｉ珔ｋ＝｜珋ｒ珋ｉ珔ｋ｜为
第珋ｉ单元的中点Ｐ珋ｉ至第珔ｋ单元的中点Ｐ珔ｋ 的矢径

－ｒ珋ｉ珔ｋ的模，即二者的平均距离。矢径－ｒ珋ｉ珔ｋ为

第珋ｉ单元与第珔ｋ单元的中点相对固定点的矢径之差
－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝ －ｒ珔ｋ －－ｒ珋ｉ （７．４．２）

利用式（７．２．１１）计算矢径－ｒ珋ｉ珔ｋ和距离
－ｒ珋ｉ珔ｋ，得到

－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝ （珋ξ珔ｋ－珋ξ珋ｉ）ｅξ＋（珔η珔ｋ－珔η珋ｉ）ｅη＋（珔ζ珔ｋ－珔ζ珋ｉ）ｅζ （７．４．３）

－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝ （珋ξ珔ｋ－珋ξ珋ｉ）２＋（珔η珔ｋ－珔η珋ｉ）２＋（珔ζ珔ｋ－珔ζ珋ｉ）槡 ２ （７．４．４）

其中珋ξ珋ｓ，珔η珋ｓ，珔ζ珋ｓ为Ｄ珋ｓ 单元内各点坐标的平均值，由式（７．２．１２）和式（７．２．９ｃ）确定，

珋ξ珋ｓ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ

－γ１珋ｊ，　珔η珋ｓ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ

－γ２珋ｊ，　珔ζ珋ｓ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ

－γ３珋ｊ （７．４．５）

　　第珋ｉ单元对第珔ｋ单元Ｄ珔ｋ 作用的静电引力Ｆ珋ｉ珔ｋ为静电势能的梯度，沿－ｒ珋ｉ珔ｋ方向，且随距
离－ｒ珋ｉ珔ｋ的增加迅速减小

Ｆ珋ｉ珔ｋ ＝ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ２
珋ｉ珔ｋ

－ｒ珋ｉ珔ｋ
－ｒ珋ｉ珔（ ）ｋ

　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｋ＞ｉ） （７．４．６）

利用表７．１将上式中的矢径 －ｒ珋ｉ珔ｋ变换到单元中点Ｐ珔ｋ 处的截面主轴坐标系（Ｐ珔ｋｘ珔ｋｙ珔ｋｚ珔ｋ），
得到

－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝ －ｒ珋ｉ珔ｋ，１ｅ珔ｋ，１＋－ｒ珋ｉ珔ｋ，２ｅ珔ｋ，２＋－ｒ珋ｉ珔ｋ，３ｅ珔ｋ，３　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｋ＞ｉ） （７．４．７）
其中

－ｒ珋ｉ珔ｋ，１ ＝（珚ｘ２
１，珔ｋ ＋珚ｘ２

２，珔ｋ －珚ｘ２
３，珔ｋ －珚ｘ２

４，珔ｋ）（珋ξ珔ｋ－珋ξ珋ｉ）＋２（珚ｘ２，珔ｋ珚ｘ３，珔ｋ －珚ｘ１，珔ｋ珚ｘ４，珔ｋ）（珔η珔ｋ－珔η珋ｉ）

＋２（珚ｘ２，珔ｋ珚ｘ４，珔ｋ ＋珚ｘ１，珔ｋ珚ｘ３，珔ｋ）（珔ζ珔ｋ－珔ζ珋ｉ）
－ｒ珋ｉ珔ｋ，２ ＝２（珚ｘ３，珔ｋ珚ｘ２，珔ｋ ＋珚ｘ１，珔ｋ珚ｘ４，珔ｋ）（珋ξ珔ｋ－珋ξ珋ｉ）＋（珚ｘ２

１，珔ｋ －珚ｘ２
２，珔ｋ ＋珚ｘ２

３，珔ｋ －珚ｘ２
４，珔ｋ）（珔η珔ｋ－珔η珋ｉ）

＋２（珚ｘ３，珔ｋ珚ｘ４，珔ｋ －珚ｘ１，珔ｋ珚ｘ２，珔ｋ）（珔ζ珔ｋ－珔ζ珋ｉ）
－ｒ珋ｉ珔ｋ，３ ＝２（珚ｘ２，珔ｋ珚ｘ４，珔ｋ －珚ｘ１，珔ｋ珚ｘ３，珔ｋ）（珋ξ珔ｋ－珋ξ珋ｉ）＋２（珚ｘ４，珔ｋ珚ｘ３，珔ｋ ＋珚ｘ１，珔ｋ珚ｘ２，珔ｋ）（珔η珔ｋ－珔η珋ｉ）

＋（珚ｘ２
１，珔ｋ －珚ｘ２

２，珔ｋ －珚ｘ２
３，珔ｋ ＋珚ｘ２

４，珔ｋ）（珔ζ珔ｋ－珔ζ珋ｉ）
（７．４．８）

则静电场产生的第珋ｉ单元对第珔ｋ单元作用的单位长度分布力ｆ珋ｉ珔ｋ在该单元的平均化截面

主轴坐标系（Ｐ珔ｋｘ珔ｋｙ珔ｋｚ珔ｋ）中的投影式为

ｆ珋ｉ珔ｋ ＝Ｆ珋ｉ珔ｋ

Ｌ珔ｋ
＝ｆ珋ｉ珔ｋ，１ｅ珔ｋ，１＋ｆ珋ｉ珔ｋ，２ｅ珔ｋ，２＋ｆ珋ｉ珔ｋ，３ｅ珔ｋ，３　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｋ＞ｉ） （７．４．９）

４６１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础

① 根据 ＤｅｂｙｅＨüｃｋｅｌ理论，ＤＮＡ 的糖 磷酸骨架之间的静电场势能的计算公式为Ｅｅ ＝

∑
ｎ

珋ｊ＝１，珋ｉ＞珋ｊ
ｃ珋ｉ珋ｊ／ｒ珋ｉ珋（ ）ｊ ｅ－κｒ珋ｉ珋ｊ 。增加的指数项考虑溶液电离效应的影响，常数κ取决于溶液的离子强度。系数ｃｉｊ

＝ｅｉｅｊ／４πε，其中ｅｉ，ｅｊ 为第ｉ和第ｊ单元内的带电量，ε＝ε０εｗ，ε０ 为真空介电常数，εｗ 为温度３００Ｋ时单

价盐溶液的介电常数。每个碱基对范围内的带电量约为７．７×１０－２０Ｃ（库仑），κ＝０．０３２９ ｃ槡ｓｎｍ－１，其中

ｃｓ为盐的摩尔浓度
［１４６］。



其中

ｆ珋ｉ珔ｋ，ｌ ＝ｃ珋ｉ珔ｋｒ珋ｉ珔ｋ，ｌ

Ｌ珔ｋｒ３
珋ｉ珔ｋ

　（ｌ＝１，２，３） （７．４．１０）

第珔ｋ单元上作用的静电引力ｆ珔ｋ 为作用于此单元的所有引力的总和

ｆ珔ｋ ＝ ∑
ｎ

珋ｉ＝１
ｆ珋ｉ珔ｋ ＝ｆ珔ｋ，１ｅ珔ｋ，１＋ｆ珔ｋ，２ｅ珔ｋ，２＋ｆ珔ｋ，３ｅ珔ｋ，３　（ｋ＝１，２，…，ｎ） （７．４．１１）

其中

ｆ珔ｋ，ｌ ＝ ∑
ｎ

珋ｉ＝１
ｆ珋ｉ珔ｋ，ｌ　（ｋ＝１，２，…，ｎ；ｌ＝１，２，３） （７．４．１２）

　　在对Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（７．１．１３）作数值积分的过程中，必须将上述静电引力ｆ珔ｋ（ｋ＝１，

２，…，ｎ）加入离散化的方程（７．２．１４）。由于分布力的存在，截面作用力主矢Ｆ已不是常
矢量，式（７．１．１４）和式（７．１．１５）已不成立，轴向应变ε（ｓ）为独立变量。

７．４．２　静电引力势能的变分

对离散化的静电引力势能（７．４．１）取变分

δＥｆ ＝－ ∑
ｎ

珋ｉ，珔ｋ＝１，珔ｋ＞珋ｉ

ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ２
珋ｉ珔ｋ
δ－ｒ珋ｉ珔ｋ （７．４．１３）

利用任意矢量ｒ及其变分的恒等式－ｒ·δ－ｒ＝－ｒδ－ｒ，将上式化作

δＥｆ ＝－ ∑
ｎ

珋ｉ，珔ｋ＝１，珔ｋ＞珋ｉ

ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ３
珋ｉ珔ｋ

－ｒＴ
珋ｉ珔ｋδ－ｒ珋ｉ珔ｋ （７．４．１４）

其中矢径－ｒ珋ｉ珔ｋ可利用式（７．３．３６）计算，

－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝ １
２∑

珔ｋ

ｊ＝珋ｉ
Ｓ珋ｊｘｊ－１，ｊ　（ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｋ） （７．４．１５）

４×８矩阵Ｓ珋ｊ（ｘｊ）（ｊ＝１，２，…，ｎ）的定义见式（７．３．３７）。暂不考虑杆的轴向变形，将ｋ－ｉ
个矩阵Ｓ珋ｊ（ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｋ）沿对角线的第ｉ＋１至第ｋ位置排列，每个矩阵向左移动４列，
即令Ｓ珋ｊ 的前４列与Ｓ珋ｊ－１的后４列对齐，对角线的其余位置填以４×８零矩阵，组成

４（ｎ＋１）×４（ｎ＋１）矩阵Ｓ珋ｉ珔ｋ。则式（７．４．１５）可写作

－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝ １
２Ｓ珋ｉ珔ｋｘ　（ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｋ） （７．４．１６）

对上式取变分，整理后得到

δ－ｒ珋ｉ珔ｋ ＝Ｓ珋ｉ珔ｋδｘ　（ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｋ） （７．４．１７）

将式（７．４．１６）和式（７．４．１７）代入式（７．４．１４），得到

δＥｆ ＝－１
２ ∑

ｎ

珋ｉ，珔ｋ＝１，珔ｋ＞珋ｉ

ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ３
珋ｉ珔ｋ
ｘＴ珘Ｓ珋ｉ珔ｋδｘ （７．４．１８）

其中４（ｎ＋１）×４（ｎ＋１）矩阵珘Ｓ珋ｉ珔ｋ是将以下定义的８×８矩阵珘Ｓ珋ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）沿对角线的
第ｉ＋１至第ｋ位置排列，每个矩阵向左上方移动４行和４列，即令珘Ｓ珋ｊ 的前４行４列与珘Ｓ珋ｊ－１

的后４行４列重叠，重叠部分的元素一一相加，对角线的其余位置填以８×８零矩阵，组成
珘Ｓ珋ｊ ＝ＳＴ

珋ｊＳ珋ｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．４．１９）
引入４（ｎ＋１）×４（ｎ＋１）矩阵Ｓ

５６１第７章　弹性杆平衡状态的数值计算



Ｓ＝－１
２ ∑

ｎ

珋ｉ，珔ｋ＝１，珔ｋ＞珋ｉ

ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ３
珋ｉ珔ｋ

珘Ｓ珋ｉ珔ｋ （７．４．２０）

则式（７．４．１８）可简明地表示为
δＥｆ ＝－ｘＴＳδｘ （７．４．２１）

７．４．３　考虑静电引力的总势能变分

由于静电引力的存在，７．３节中对无分布力情形导出的轴向应变公式（７．３．１５）已不
能利用。只有在忽略轴向变形的情况下，才允许将上述静电引力势能的变分δＥｆ 加入

７．３节中的总势能变分（７．３．６）

δＥ＝δＥｅ＋δＥｆ－δＷ （７．４．２２）
将式（７．３．３５）、式（７．３．４３）和式（７．４．２１）代入后，化作

δＥ＝ （ｘＴ珟Ｋ－珟Ｐ）δｘ （７．４．２３）
参数珟Ｋ，珟Ｐ定义为

珟Ｋ＝Ｋ－Ｓ，　珟Ｐ＝Ｐ－∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴｌ） （７．４．２４）

其中Ｐ按式（７．３．３５）的定义。由于忽略轴向变形，组成Ｋ的Ｋ珋ｊ 矩阵中的珚Ｇ珋ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）
项应予略去，改为

Ｋ珋ｊ ＝Ｊ珋ｊΦＴ珚ＲＴ
珋ｊ （珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．４．２５）

其余符号均按７．３节的定义。从平衡条件δＥ＝０导出弹性杆平衡方程
ｘＴ珟Ｋ－珟Ｐ＝０ （７．４．２６）

７．５　考虑几何约束的变分原理离散化

７．５．１　弹性杆的几何约束

　　一般情况下，弹性杆存在以下两种典型的几何约束。

１．端部约束

设杆的一端Ｐ０ 固定于Ｏ点，杆的另一端ＰＬ 处于指定位置，则ＰＬ 相对Ｐ０ 的矢径

ｒ（Ｌ）＝ｒＬ 等于指定的常矢量Ｒ（见图２．４）。弹性杆必须满足的端部约束条件为
ｒＬ －Ｒ＝０ （７．５．１）

其投影式已在式（７．２．１６）中给出。

２．接触约束

７．１节中已说明，弹性杆的不可入性也可由相应的约束条件保证。在基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
假定的计算过程中，若出现不同截面的相交，则意味不可入性的破坏，杆出现穿透现象。
将任意Ｐｉ和Ｐｊ处的两不同截面所含点集记作Πｉ和Πｊ，则Πｉ与Πｊ交集的存在为穿透现象

的产生条件

Πｉ∩Πｊ≠  （７．５．２）
将Ｐｉ和Ｐｊ附近满足以上穿透条件的弧坐标区间记作Σｉ和Σｊ，分别为弧坐标ｓｉ和ｓｊ 的

邻域

６６１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



Σｉ：ｓｉ－Δｓｉ ≤ｓ≤ｓｉ＋Δｓｉ

Σｊ：ｓｊ－Δｓｊ ≤ｓ≤ｓｊ＋Δｓｊ

（７．５．３）

作为实体的弹性杆不可能自相穿透，实际可能发生的状况应为杆在弧坐标为ｓｉ和ｓｊ 的两

点Ｐｉ和Ｐｊ处自相接触，所产生的接触力制止了穿透的发生。对于半径为ａ的圆截面杆，
设Ｐａ 为Ｐ 点处截面边缘上的任意点，其相对固定的端点Ｐ０ 的矢径ｒａ 为

ｒａ（ｓ，θ）＝ｒ（ｓ）＋ａ（ｓ，θ）

ａ（ｓ，θ）＝ａ（ｓ）［ｃｏｓθ（ｓ）ｅ１（ｓ）＋ｓｉｎθ（ｓ）ｅ２（ｓ）］
（７．５．４）

其中，ｒ为Ｐ 点相对固定点Ｐ０的矢径，ａ为Ｐａ相对Ｐ 点的矢径，θ为Ｐ 点至边缘点Ｐａ的矢

径与截面主轴Ｐｘ的夹角（图７．２）。当杆自相接触时，分属不同截面的接触点Ｐｉａ与Ｐｊａ

相对Ｐ０ 点的矢径ｒｉａ与ｒｊａ应相等（图７．３）。导出以下接触约束条件

ｒｉ＋ａｉ ＝ｒｊ＋ａｊ （７．５．５）

图７．２　杆边缘点的矢径 图７．３　杆的接触约束

其中ｒｉ，ｒｊ及ａｉ，ａｊ分别为Ｐｉ和Ｐｊ相对Ｐ０ 点及Ｐ点的矢径。对于圆截面杆情形，约束
条件简化为

ｒ（ｓｉ）－ｒ（ｓｊ）＋２ａｅａ（ｓｉ，ｓｊ）＝０ （７．５．６）

ｅａ 为杆的轮廓曲面在接触点处的公法线，可利用两接触截面的切线轴基矢量计算

ｅａ（ｓｉ，ｓｊ）＝ ｅ３（ｓｉ）×ｅ３（ｓｊ）
｜ｅ３（ｓｉ）×ｅ３（ｓｊ）｜

（７．５．７）

增加接触约束条件式（７．５．６）后重新计算，可避免杆自相穿透。

７．５．２　约束条件的离散化

引入矢量形式的拉格朗日乘子Λ１（ｓ），Λ２（ｓ），其物理意义分别为端部和接触处的约束
力。为避免表达式过于繁琐，设杆只有一个接触点，对应的截面中心，矢径为ｒ１ 和ｒ２。定
义函数珟Ｅ为受约束杆的总势能

珟Ｅ＝Ｅ＋Λ１·（ｒＬ －Ｒ）＋Λ２·（ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ） （７．５．８）

对约束杆总势能珟Ｅ取变分，得到

δ珟Ｅ＝δＥ＋Λ１·δｒＬ ＋Λ２·（δｒ１－δｒ２）＋δΛ１·（ｒＬ －Ｒ）＋δΛ２·（ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ）
（７．５．９）

７６１第７章　弹性杆平衡状态的数值计算



将式（７．３．３９）代入上式与约束有关的附加项，化作

δ珟Ｅ＝δＥ＋ΛＴ
１∑

ｎ

ｊ＝１
Ｓ珋ｊδｘｊ－１，ｊ＋ΛＴ

２∑
ｎ１

ｊ＝ｎ２

Ｓ珋ｊδｘｊ－１，ｊ＋δΛＴ
１（ｒＬ －Ｒ）＋δΛＴ

２（ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ）

（７．５．１０）
其中ｎ１，ｎ２ 为ｒ１，ｒ２ 对应的弧坐标所在的单元序号，ｒＬ，ｒ１，ｒ２，ｅａ，Λ１，Λ２均表示采用相同符

号的矢量在（Ｏξηζ）坐标系内的投影列阵，且有

ｒＬ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊ珋ｅ３，珋ｊ，　ｒ１－ｒ２ ＝ ∑

ｎ１

ｊ＝ｎ２

Ｌ珋ｊ珋ｅ３，珋ｊ （７．５．１１）

利用７．３节中定义的３×４（珋ｓｌ＋１）矩阵Ｓｌ，当珋ｓｌ＝ｎ１，ｎ２，ｎ时，分别记作Ｓ１，Ｓ２ 和Ｓｎ，则式
（７．５．１０）的矩阵形式为

δ珟Ｅ＝δＥ＋ ΛＴ
１Ｓｎ＋ΛＴ

２（Ｓ１－Ｓ２［ ］）δｘ＋δΛＴ
１（ｒＬ －Ｒ）＋δΛＴ

２（ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ）
（７．５．１２）

７．５．３　受约束杆的总势能及其变分

由于约束力的存在使杆的轴向变形ε（ｓ）成为独立变量，只有在忽略轴向变形条件下，
才允许利用式（７．３．４４）表示的总势能变分δＥ，代入式（７．５．１２）后导出

δ珟Ｅ＝ （ｘＴＫ－珟Ｐ）δｘ＋δΛＴ
１（ｒＬ －Ｒ）＋δΛＴ

２（ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ） （７．５．１３）
其中组成Ｋ的Ｋ珋ｊ 矩阵略去珔Ｓ珋ｊ 项，４（ｎ＋１）阶行阵珟Ｐ仿照式（７．４．２４）定义为

珟Ｐ＝Ｐ－∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴｌ）－ΛＴ
１Ｓｎ－ΛＴ

２（Ｓ１－Ｓ２） （７．５．１４）

代入平衡条件δ珟Ｅ＝０，由于ｘ和Λ１，Λ２均为独立变量，δｘ，δΛ１，δΛ２等变分可任意取值，导
出弹性杆平衡方程：

ｘＴＫ－珟Ｐ＝０ （７．５．１５ａ）

ｒＬ －Ｒ＝０ （７．５．１５ｂ）

ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ ＝０ （７．５．１５ｃ）
由于系数中包含ｘ，Λ１，Λ２等变量，此非线性代数方程组共包含４ｎ＋１０个方程，可用于确
定４（ｎ＋１）个节点变量ｘ和６个拉格朗日乘子变量Λ１，Λ２，方程组封闭。

７．６　考虑轴向变形的变分原理离散化

７．６．１　轴向变形杆的应变能和外力虚功

　　７．３节中对于无分布力的特殊情形推导了带轴向变形杆的变分原理，７．４节和７．５节
中在忽略轴向变形条件下讨论了静电引力和约束力杆的数值计算。本节讨论分布力和轴
向变形需同时考虑的一般情形。由于分布力的存在，轴向位移已不能由欧拉参数确定而
成为独立变量。增加轴向位移ｕ（ｓ）后，描述杆几何形态的变量列阵ｘ应扩展为５阶

ｘ＝ （ｘ１　ｘ２　ｘ３　ｘ４　ｘ５）Ｔ （７．６．１）
其中

ｘｋ ＝ｑｋ　（ｋ＝１，２，３，４），　ｘ５ ＝ｕ （７．６．２）

８６１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



在弯扭度列阵ω中增加轴向应变ε扩展成４阶列阵，记作珟ω
珘ω＝ （ω１　ω２　ω３　ε）Ｔ （７．６．３）

珘ω与ｘ之间也有类似于式（７．３．８）的关系式
珘ω＝Ｒ（ｘ）ｘ′ （７．６．４）

其中Ｒ（ｘ）改定义为以下４×５矩阵

Ｒ（ｘ）＝２

－ｘ２ ｘ１ ｘ４ －ｘ３ ０
－ｘ３ －ｘ４ ｘ１ ｘ２ ０
－ｘ４ ｘ３ －ｘ２ ｘ１ ０

０ ０ ０ ０ １／

烄

烆

烌

烎２

（７．６．５）

则弹性应变能式（７．３．１０）可写作

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
（珘ω－珘ω０）Ｔ珟Ｄ（珘ω－珘ω０［ ］）ｄｓ （７．６．６）

其中珘ω０为扩展的弯扭度原始值，珟Ｄ为扩展的刚度矩阵：
珘ω０＝ （ω０

１　ω０
２　ω０

３　０）Ｔ （７．６．７）
珟Ｄ ＝ｄｉａｇ（Ａ　Ｂ　Ｃ　Ｋ）Ｔ （７．６．８）

对式（７．６．６）取变分，得到

δＥｅ ＝∫
Ｌ

０
珟Ｄ（珘ω－珘ω０［ ］）Ｔδ珘｛ ｝ω ｄｓ （７．６．９）

对式（７．６．４）取变分计算δ珘ω，整理后得到

δ珘ω＝Ｒ（ｘ）δｘ′＋δＲ（ｘ）ｘ′＝Ｒ（ｘ）δｘ′－Ｒ′（ｘ′）δｘ （７．６．１０）
其中矩阵Ｒ′（ｘ′）为Ｒ（ｘ）对ｓ的导数。

Ｒ′（ｘ′）＝２

－ｘ′２ ｘ′１ ｘ′４ －ｘ′３ ０
－ｘ′３ －ｘ′４ ｘ′１ ｘ′２ ０
－ｘ′４ ｘ′３ －ｘ′２ ｘ′１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０

（７．６．１１）

外力对杆的总虚功δＷ 中应增加分布力ｆ（ｓ）的虚功

δＷ ＝∫
Ｌ

０
ｆＴδｒｄｓ＋∑

Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌδｒ＋ＭＴ

０ｌδ） （７．６．１２）

７．６．２　弹性应变能的离散化

将变量列阵ｘ在节点Ｐｊ处的值记作

ｘｊ（ｓ）＝ （ｘ１，ｊ　ｘ２，ｊ　ｘ３，ｊ　ｘ４，ｊ　ｘ５，ｊ）Ｔ　（ｊ＝０，１，…，ｎ） （７．６．１３）
根据线性插值公式（７．２．３），将变量ｘｋ，ｊ（ｋ＝１，２，…，５）的平均值珚ｘｋ，珋ｊ和导数ｘ′ｋ，珋ｊ的差分式

（７．３．２１）排成５阶列阵珔ｘ珋ｊ，珔ｘ′珋ｊ
珔ｘ珋ｊ（ｓ）＝ （珚ｘ１，珋ｊ　珚ｘ２，珋ｊ　珚ｘ３，珋ｊ　珚ｘ４，珋ｊ　珚ｘ５，珋ｊ）Ｔ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．６．１４ａ）

ｘ′珋ｊ（ｓ）＝ （ｘ′１，珋ｊ　ｘ′２，珋ｊ　ｘ′３，珋ｊ　ｘ′４，珋ｊ　ｘ′５，珋ｊ）Ｔ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．６．１４ｂ）
将第ｊ－１和第ｊ节点值组成１０阶列阵ｘｊ－１，ｊ

ｘｊ－１，ｊ ＝ （ｘＴ
ｊ－１　ｘＴ

ｊ）Ｔ

＝ （ｘ１，ｊ－１，ｘ２，ｊ－１，…，ｘ５，ｊ－１，ｘ１，ｊ，ｘ２，ｊ，…，ｘ５，ｊ）Ｔ　（ｊ＝１，２，…，ｎ）　 （７．６．１５）

９６１第７章　弹性杆平衡状态的数值计算



重复７．３节的推导过程，导出离散化的应变能变分

δＥｅ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

（ｘＴ
ｊ－１，ｊ珟Ｄ珋ｊΦＴ珚ＲＴ

珋ｊ －珘ω０Ｔ
珋ｊ ）（珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）δｘｊ－１，ｊ （７．６．１６）

其中珟Ｄ珋ｊ，珘ω０
珋ｊ为刚度矩阵珟Ｄ 和弯扭度原始值珘ω０在Ｄ珋ｊ 单元内的平均值，Ψ 和Φ 改定义为由

５阶单位阵Ｅ５ 组成的５×１０矩阵

Ψ ＝ １
２

（Ｅ５，Ｅ５），　Φ＝ １
Ｌ珋ｊ

（－Ｅ５，Ｅ５） （７．６．１７）

珚Ｒ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ），Ｒ′珋ｊ（ｘ′珋ｊ）为Ｒ（ｘ）在Ｄ珋ｊ 单元内的平均值和导数值，可表示为在节点处取值的矩阵
Ｒｊ（ｘｊ）和Ｒｊ－１（ｘｊ－１）的组合

珚Ｒ珋ｊ（珔ｘ珋ｊ）＝ １
２ Ｒｊ－１（ｘｊ－１）＋Ｒｊ（ｘｊ［ ］）

Ｒ′珋ｊ（ｘ′珋ｊ）＝ １
Ｌ珋ｊ

Ｒｊ（ｘｊ）－Ｒｊ－１（ｘｊ－１［ ］）
　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．６．１８）

其中

Ｒｊ（ｘｊ）＝２

－ｘ２，ｊ ｘ１，ｊ －ｘ４，ｊ ｘ３，ｊ ０
－ｘ３，ｊ ｘ４，ｊ ｘ１，ｊ －ｘ２，ｊ ０
－ｘ４，ｊ －ｘ３，ｊ ｘ２，ｊ ｘ１，ｊ ０

０ ０ ０ ０ １／

烄

烆

烌

烎２

　（ｊ＝０，１，…，ｎ） （７．６．１９）

式（７．６．１６）可简写为

δＥｅ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

（ｘＴ
ｊ－１，ｊＫ珋ｊ－Ｐ珋ｊ）δｘｊ－１，ｊ （７．６．２０）

其中Ｋ珋ｊ，Ｐ珋ｊ 分别为１０×１０矩阵和１×１０行阵，定义为
Ｋ珋ｊ ＝珟Ｄ珋ｊΦＴ珚ＲＴ

珋ｊ （珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ），　Ｐ珋ｊ ＝珘ω０Ｔ
珋ｊ （珚Ｒ珋ｊΦ－Ｒ′珋ｊΨ ）　（ｊ＝１，２，…，ｎ）

（７．６．２１）
将ｎ＋１个节点值列阵ｘｊ（ｊ＝０，１，…，ｎ）排成５（ｎ＋１）阶列阵，记作ｘ

ｘ＝ （ｘＴ
０　ｘＴ

１　…　ｘＴ
ｎ）Ｔ （７．６．２２）

与７．３节中的方法类似，将ｎ个１０×１０矩阵Ｋ珋ｊ 沿对角线排列，各矩阵向左上方移动５行
和５列，重叠部分的元素相加，组成５（ｎ＋１）×５（ｎ＋１）矩阵Ｋ；将ｎ个１０阶行阵Ｐ珋ｊ 依次

排列，各矩阵向左移动５列，重叠部分的元素相加，组成５（ｎ＋１）阶行阵Ｐ。则求和式
（７．６．２０）可表示为

δＥｅ ＝ （ｘＴＫ－Ｐ）δｘ （７．６．２３）

７．６．３　外力虚功的离散化

中心线上任意点Ｐ的矢径ｒ（ｓ）仍可用式（７．３．３６）表示，

ｒ（ｓ）＝ －ｒ珋ｓ ＝ １
２∑

珋ｓ

ｊ＝１
Ｓ珋ｊｘｊ－１，ｊ （７．６．２４）

但其中Ｓ珋ｊ（ｘｋ，ｊ）（ｋ＝１，２，…，５；ｊ＝１，２，…，ｎ）改为３×１０矩阵，在形式上Ｓ珋ｊ（ｘｋ，ｊ）仍可写作
式（７．３．３７）形式，但组成此矩阵的Ｑｊ，Ｑｊ－１（ｊ＝１，２，…，ｎ）改定义为以下３×５矩阵

Ｑｊ（ｘｋ，ｊ）＝

ｘ３，ｊ ｘ４，ｊ ｘ１，ｊ ｘ２，ｊ ０

－ｘ２，ｊ －ｘ１，ｊ ｘ４，ｊ ｘ３，ｊ ０
２ｘ１，ｊ ０ ０ ２ｘ４，ｊ

烄

烆

烌

烎０
　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．６．２５）

０７１ 弹性细杆的非线性力学———ＤＮＡ力学模型的理论基础



对式（７．６．２４）取变分，得到的表达式与式（７．３．３９）相同

δｒ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｓ珋ｊδｘｊ－１，ｊ （７．６．２６）

对式（７．６．４）取变分，略去第４列，整理后化作与式（７．３．１３）相同的形式

δω＝Ｒ０（ｘ）δｘ′＋δＲ０（ｘ）ｘ′＝Ｒ０（ｘ）δｘ′－Ｒ′０（ｘ′）δｘ （７．６．２７）

其中Ｒ０（ｘ）为式（７．６．１９）定义的矩阵Ｒ（ｘ）减去第４行后形成的３×５矩阵。代入离散化
的角位移变分δ相应地表示为

δ＝ ∑
珋ｓ

ｊ＝１
Ｌ珋ｊδ珔ω珋ｊ＝ ∑

珋ｓ

ｊ＝１
Ｔ０，珋ｊδｘｊ－１，ｊ （７．６．２８）

其中３×１０矩阵Ｔ０，珋ｊ定义为

Ｔ０，珋ｊ ＝珚Ｒ０，珋ｊΦ－Ｒ′０，珋ｊΨ 　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．６．２９）

５×１０矩阵Ψ 和Φ 按照式（７．６．１７）的定义。
利用式（７．６．２６）和式（７．６．２８）计算虚功，得到

δＷ ＝ ∑
ｎ

珋ｓ＝１
∑
珋ｓ

ｊ＝１
ｆＴ

珋ｓＳ珋ｊδｘｊ－１，ｊ＋∑
Ｎ

ｌ＝１
∑
珋ｓｌ

ｊ＝１

（ＦＴ
０ｌＳ珋ｊ＋ＭＴ

０ｌＴ０，珋ｊ）δｘｊ－１，ｊ （７．６．３０）

将ｎ个３×１０矩阵Ｓ珋ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）水平排列，每个矩阵均向左移动５列，组成３×５（ｎ＋１）

矩阵Ｓ；用同样方法将珋ｓｌ个３×１０矩阵Ｓ珋ｊ 组成３×５（珋ｓｌ＋１）矩阵Ｓｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ）；将珋ｓｌ

个矩阵Ｔ０，珋ｊ（ｊ＝１，２，…，珋ｓｌ）组成３×５（珋ｓｌ＋１）阶矩阵Ｔｌ（ｌ＝１，２，…，Ｎ）；则求和式（７．６．３０）

可简明地表示为

δＷ ＝ ｆＴＳ＋∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴ０，ｌ［ ］）δｘ （７．６．３１）

将式（７．６．２３）和式（７．６．３１）代入式（７．３．６），导出无约束无分布力弹性杆的总势能变
分δＥ

δＥ＝ （ｘＴＫ－珟Ｐ）δｘ （７．６．３２）

其中５（ｎ＋１）阶行阵珟Ｐ定义为

珟Ｐ＝Ｐ－ｆＴＳ－∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴ０，ｌ） （７．６．３３）

代入平衡条件δＥ＝０，导出弹性杆的平衡方程

ｘＴＫ－珟Ｐ＝０ （７．６．３４）

７．６．４　考虑静电引力和轴向变形的受约束杆

考虑静电引力和轴向变形时，杆的应变能和静电引力势能表达式中的变量ｘ均按
式（７．６．１）定义为５阶列阵。利用式（７．６．２４）和式（７．６．２６）表示静电势能变分（７．４．１４）

中的－ｒ珋ｉ珔ｋ和δ－ｒ珋ｒ珔ｋ，得到形式上与式（７．４．１６）和式（７．４．１７）相同的表达式，但其中的Ｓ珋ｉ珔ｋ改为

按以下定义的５（ｎ＋１）×５（ｎ＋１）矩阵：将ｋ－ｉ个矩阵Ｓ珋ｊ（ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｋ）沿对角线的第

ｉ＋１至第ｋ位置排列，每个矩阵向左移动５列，即令Ｓ珋ｊ 的前５列与Ｓ珋ｊ－１的后５列对齐，对
角线的其余位置填以５×１０零矩阵组成Ｓ珋ｉ珔ｋ。定义以下１０×１０矩阵珘Ｓ珋ｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）

珘Ｓ珋ｊ ＝ＳＴ
珋ｊＳ珋ｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （７．６．３５）

１７１第７章　弹性杆平衡状态的数值计算



引入５（ｎ＋１）×５（ｎ＋１）矩阵Ｓ

Ｓ＝－１
２ ∑

ｎ

珋ｉ，珔ｋ＝１，珔ｋ＞珋ｉ

ｃ珋ｉ珔ｋ
－ｒ３
珋ｉ珔ｋ

珘Ｓ珋ｉ珔ｋ （７．６．３６）

得到与式（７．４．２１）相同形式的静电势能变分

δＥｆ ＝－ｘＴＳδｘ （７．６．３７）
增加静电势能变分后，杆的总势能变分为

δＥ＝ （ｘＴ珟Ｋ－珟Ｐ）δｘ （７．６．３８）
参数珟Ｋ，珟Ｐ定义为

珟Ｋ＝Ｋ－Ｓ，　珟Ｐ＝Ｐ－∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴｌ） （７．６．３９）

其中Ｋ，Ｓ，Ｐ均按照本节给出的式（７．６．２１）和式（７．６．３６）的定义。导出杆的平衡方程
ｘＴ珟Ｋ－珟Ｐ＝０ （７．６．４０）

　　将受约束杆的总势能变分（７．５．１３）中的变量ｘ按式（７．６．１）定义为５阶列阵。矢径
ｒ以式（７．６．２４）代入，仍写作

δ珟Ｅ＝ （ｘＴＫ－珟Ｐ）δｘ＋δΛＴ
１（ｒＬ －Ｒ）＋δΛＴ

２（ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ） （７．６．４１）
其中矩阵Ｋ按式（７．６．２１）的定义，珟Ｐ定义为

珟Ｐ＝Ｐ－∑
Ｎ

ｌ＝１

（ＦＴ
０ｌＳｌ＋ＭＴ

０ｌＴ０，ｌ）－ΛＴ
１Ｓｎ－ΛＴ

２（Ｓ１－Ｓ２） （７．６．４２）

导出形式上与式（７．５．１５）相同的平衡条件
ｘＴＫ－珟Ｐ＝０ （７．６．４３ａ）

ｒＬ －Ｒ＝０ （７．６．４３ｂ）

ｒ１－ｒ２＋２ａｅａ ＝０ （７．６．４３ｃ）
但其中的所有符号均按照本节的定义。
图７．４的算例显示包含２０００个碱基对的ＤＮＡ弹性杆模型在溶液中的变形过程。

图７．４　数值计算算例（引自Ｔ，Ｓｃｈｌｉｃｋ［１１９］）
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附录Ａ　椭圆函数基础

Ａ．１　第一类椭圆积分和椭圆函数

以下积分称为Ｌｅｇｅｎｄｒｅ第一类椭圆积分

ｕ＝Ｆ（ｘ，ｋ）＝∫
ｘ

０

ｄｘ
（１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

（Ａ．１）

其中常数ｋ称为此积分的模。对于ｋ＝０或ｋ＝１的特殊情形，Ｆ（ｘ，ｋ）退化为初等函数：

ｋ＝０：　Ｆ（ｘ，０）＝ａｒｃｓｉｎｘ

ｋ＝１：　Ｆ（ｘ，１）＝ｌｎ１＋ｘ
１－（ ）ｘ

（Ａ．２）

一般情况下Ｆ（ｘ，ｋ）不能用初等函数表示。规定ｋ的变化范围为１＞ｋ＞０，作以下变量
置换

ｘ＝ｓｉｎ （Ａ．３）
则第一类椭圆积分（Ａ．１）也可表达为

ｕ＝Ｆ（，ｋ）＝∫


０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

（Ａ．４）

ｕ＝Ｆ（，ｋ）的反函数称为ｕ的幅角，记作

（ｕ）＝ａｍｕ （Ａ．５）
定义以下函数：

椭圆正弦函数：　ｓｎｕ＝ｓｉｎ（ａｍｕ）＝ｓｉｎ＝ｘ （Ａ．６）

椭圆余弦函数：　ｃｎｕ＝ｃｏｓ（ａｍｕ）＝ｃｏｓ＝ １－ｘ槡 ２ （Ａ．７）

椭圆Ｄｅｌｔａ函数：　ｄｎｕ＝Δ（ａｍｕ）＝Δ＝ １－ｋ２ｘ槡 ２ （Ａ．８）
上述各函数总称为Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数。图Ａ．１给出不同模值ｋ对应的ａｍｕ，ｓｎｕ，ｃｎｕ，ｄｎｕ
的函数曲线。对于ｋ＝０和ｋ＝１的特殊情形，幅角和椭圆函数分别退化为

ｋ＝０：ａｍｕ＝ｕ＝，ｓｎｕ＝ｓｉｎｕ，ｃｎｕ＝ｃｏｓｕ，ｄｎｕ＝１ （Ａ．９ａ）

ｋ＝１：ａｍｕ＝ａｒｃｓｉｎｔａｎｈｕ，ｓｎｕ＝ｔａｎｈｕ，ｃｎｕ＝ｄｎｕ＝ｓｅｃｈｕ （Ａ．９ｂ）

　　椭圆函数之间存在以下关系

ｃｎ２ｕ＋ｓｎ２ｕ＝１　　　 （Ａ．１０）

　 ｄｎ２ｕ＋ｋ２ｓｎ２ｕ＝１　　 （Ａ．１１）

　 ｄｎ２ｕ－ｋ２ｃｎ２ｕ＝１－ｋ２ （Ａ．１２）



图Ａ．１　椭圆函数曲线
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　　　　　　　　　　　　　ｄ
ｄｕａｍｕ＝ｄｎｕ （Ａ．１３）

　　　　　　　　　　　ｄ
ｄｕｓｎｕ＝ｃｎｕ·ｄｎｕ （Ａ．１４）

　　　　　　　　　　　ｄ
ｄｕｃｎｕ＝－ｓｎｕ·ｄｎｕ （Ａ．１５）

　　　　　　　　　　　ｄ
ｄｕｄｎｕ＝－ｋ２ｓｎｕ·ｃｎｕ （Ａ．１６）

其中式（Ａ．１０）～式（Ａ．１２）根据其定义即可证明，式（Ａ．１３）～式（Ａ．１６）的证明可利用下
式完成

ｄｕ
ｄ＝ １

１－ｋ２ｓｉｎ２槡 
，　ｄ

ｄｕ＝ １－ｋ２ｓｉｎ２槡  （Ａ．１７）

Ａ．２　椭圆函数的周期

ｘ＝ｓｉｎ为的以２π为周期的周期函数。当改变２π时ｕ的增量为

ｕ（２π）－ｕ（０）＝∫
２π

０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝４Ｋ （Ａ．１８）

其中Ｋ 为ｋ的函数，称为第一类完全椭圆积分

Ｋ（ｋ）＝∫
π／２

０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

（Ａ．１９）

式（Ａ．１８）表明ｘ＝ｓｎｕ为ｕ的以４Ｋ 为周期的周期函数。由于ｘ２＝ｓｎ２ｕ的周期为２Ｋ，可
推知ｃｎｕ和ｄｎｕ的周期均为２Ｋ。若ｋ＝０，则Ｋ（０）＝π／２。对于任意整数ｎ，以下公式
成立

ａｍ（２ｎＫ（ｋ）±ｕ）＝ｎπ±ａｍ（ｕ） （Ａ．２０ａ）

ｓｎ（２ｎＫ（ｋ）±ｕ）＝±（－１）ｎｓｎ（ｕ） （Ａ．２０ｂ）

ｃｎ（２ｎＫ（ｋ）±ｕ）＝ （－１）ｎｃｎ（ｕ） （Ａ．２０ｃ）

ｄｎ（２ｎＫ（ｋ）±ｕ）＝ｄｎ（ｕ） （Ａ．２０ｄ）
积分（Ａ．１９）中的被积函数随参数ｋ的增大而增大，因此第一类完全椭圆积分Ｋ（ｋ）为ｋ
的单调增函数。当ｋ＞０时，必有Ｋ（ｋ）＞π／２。

Ａ．３　第二类椭圆积分

以下积分称为以ｋ为模的第二类椭圆积分

Ｅ（ｘ，ｋ）＝∫
ｘ

０

１－ｋ２ｘ槡 ２

１－ｘ槡 ２
ｄｘ （Ａ．２１）

利用式（Ａ．２）作变量置换后，也可记作Ｅ（，ｋ）

Ｅ（，ｋ）＝∫


０
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 ｄ （Ａ．２２）

或记作Ｅ（ａｍｕ，ｋ）
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Ｅ（ａｍｕ，ｋ）＝∫
ｕ

０
１－ｋ２ｓｎ２槡 ｕｄｕ （Ａ．２３）

存在以下恒等式

∫
ｕ

０
ｓｎ２ｕｄｕ＝ １

ｋ２ ｕ－Ｅ（ａｍｕ，ｋ［ ］） （Ａ．２４）

为证明上式，利用式（Ａ．１７）导出

∫
ｕ

０
ｓｎ２ｕｄｕ＝∫



０
ｓｉｎ２ ｄｕ

ｄ（ ） ｄ

＝∫


０

ｓｉｎ２
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

ｄ （Ａ．２５）

还可导出

ｕ－Ｅ（ａｍｕ，ｋ）＝∫


０

ｄ
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

－∫


０
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 ｄ

＝ｋ２∫


０

ｓｉｎ２
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

ｄ （Ａ．２６）

对照式（Ａ．２６）与式（Ａ．２５），即得到式（Ａ．２４）。证毕。
上限为π／２的积分（Ａ．２２）称为第二类完全椭圆积分，为ｋ的函数，记作珟Ｅ（ｋ）

珟Ｅ（ｋ）＝∫
π／２

０
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 ｄ （Ａ．２７）

存在以下关系式

Ｅ（ｎπ±，ｋ）＝２ｎ珟Ｅ（ｋ）±Ｅ（，ｋ） （Ａ．２８）

Ａ．４　第三类椭圆积分

以下积分称为以ｋ为模的第三类椭圆积分

Π（ｘ，ｎ，ｋ）＝∫
ｘ

０

ｄｘ
（１－ｎｘ２） （１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

（Ａ．２９）

利用式（Ａ．２）作变量置换后，也可表示为

Π（，ｎ，ｋ）＝∫


０

ｄ
（１－ｎｓｉｎ２）１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

（Ａ．３０）

第三类椭圆积分还可以ｕ为积分变量，表示为

Π（ｕ，ｎ，ｋ）＝∫
ｕ

０

ｄｕ
１－ｎｓｎ２ｕ

（Ａ．３１）

为证明上式，利用式（Ａ．１６）将此积分化作

∫
ｕ

０

ｄｕ
１－ｎｓｎ２ｕ＝∫



０

１
１－ｎｓｉｎ２

ｄｕ
ｄ（ ） ｄ

＝∫


０

ｄ
（１－ｎｓｉｎ２）１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

＝Π（ｕ，ｎ，ｋ） （Ａ．３２）
证毕。
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上限为π／２的积分（Ａ．２９）称为第三类完全椭圆积分，为ｎ和ｋ的函数，记作珟Π（ｎ，ｋ）

珟Π（ｎ，ｋ）＝Π（π／２，ｎ，ｋ）＝∫
π／２

０

ｄ
（１－ｎｓｉｎ２）１－ｋ２ｓｉｎ２槡 

（Ａ．３３）

也存在关系式

Π（ｎπ±，ｋ）＝２ｎ珟Π（ｋ）±Π（，ｋ） （Ａ．３４）
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附录Ｂ　刚体运动学基础

Ｂ．１　矢量的矩阵表达

设ｅ１，ｅ２，ｅ３ 为笛卡儿坐标系（Ｏｘｙｚ）各坐标轴 Ｏｘ，Ｏｙ，Ｏｚ的单位矢量，称为
（Ｏｘｙｚ）的基矢量。所排成的列阵称为基，记作ｅ，

ｅ＝ （ｅ１ｅ２ｅ３）Ｔ （Ｂ．１）

在上式中，表示矩阵的黑体字母ｅ的下方增加横杠表示元素为矢量的矩阵，以区别于标量
矩阵。基矢量有以下正交特性

ｅ１·ｅ１ ＝ｅ２·ｅ２ ＝ｅ３·ｅ３ ＝１
ｅ１·ｅ２ ＝ｅ２·ｅ３ ＝ｅ３·ｅ１ ＝０

（Ｂ．２）

此特性可利用矩阵ｅ简略地表示为

ｅ·ｅＴ ＝Ｅ （Ｂ．３）

其中Ｅ为３阶单位阵。任意矢量ａ可表示为基矢量ｅ１，ｅ２，ｅ３ 的线性组合

ａ＝ａ１ｅ１＋ａ２ｅ２＋ａ３ｅ３ （Ｂ．４）

ａ１，ａ２，ａ３ 称为矢量ａ在ｅ基上的投影或坐标，所排成的列阵称为矢量ａ在ｅ基上的坐标
列阵。以右上角带括号角标的黑体字母表示坐标列阵，以区别用同样黑体字母表示的矢
量①，写作

ａ（０）＝ （ａ１ａ２ａ３）Ｔ （Ｂ．５）

则矢量ａ可写作基的转置阵与坐标列阵的乘积或坐标行阵与基的乘积

ａ＝ｅＴａ（０）＝ａ（０）Ｔｅ （Ｂ．６）

可以利用矢量的坐标列阵完成所有矢量运算

ａ±ｂ＝ｃ 　　ａ（０）±ｂ（０）＝ｃ（０）

αａ＝ｃ 　　αａ（０）＝ｃ（０）

ａ·ｂ＝λ 　　ａ（０）Ｔｂ（０）＝ｂ（０）Ｔａ（０）＝λ
ａ×ｂ＝ｃ 　　珘ａ（０）ｂ（０）＝－珘ｂ（０）ａ（０）＝ｃ

（Ｂ．７）

其中α为标量，带波浪号的矩阵珘ａ（０）（或珘ｂ（０），珓ｃ（０））为矢量ａ（或ｂ，ｃ）的坐标组成的３阶反对
称方阵

① 在正文中为避免表达方式过繁而略去上角标，表示矢量的黑体字母也同时表示其投影矩阵。



珘ａ（０）＝

０ －ａｚ ａｙ

ａｚ ０ －ａｘ

－ａｙ ａｘ

烄

烆

烌

烎０

（Ｂ．８）

Ｂ．２　方向余弦矩阵

设（Ｏｘｐｙｐｚｐ）和（Ｏｘｑｙｑｚｑ）是以Ｏ为同一原点的不同坐标系，对应的基分别为ｅ（ｐ）

和ｅ（ｑ），则同一矢量ａ可用不同的基表示为

ａ＝ｅ（ｐ）Ｔａ（ｐ）＝ｅ（ｑ）Ｔａ（ｑ） （Ｂ．９）

坐标列阵的上角标为坐标系的标号。将上式左边用ｅ（ｐ）点积，并考虑关系式（Ｂ．３），导出

ａ（ｐ）＝Ａｐｑａ（ｑ） （Ｂ．１０）

其中Ａｐｑ为３×３标量矩阵，定义为

Ａｐｑ ＝ｅ（ｐ）·ｅ（ｑ）Ｔ ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ

烄

烆

烌

烎３３

（Ｂ．１１）

Ａｐｑ的元素αｉｊ等于不同坐标系ｅ（ｐ）的第ｉ轴和ｅ（ｑ）的第ｊ轴夹角的余弦，称为ｅ（ｐ）相对ｅ（ｑ）

的方向余弦矩阵。
根据关系式（Ｂ．３）可以判断：相同基之间的方向余弦矩阵为三阶单位阵，即

Ａｐｐ ＝Ｅ （Ｂ．１２）

从式（Ｂ．１１）的定义不难看出，将ｐ与ｑ互换位置后的矩阵Ａｑｐ为Ａｐｑ的转置阵

Ａｑｐ ＝ＡＴ
ｐｑ （Ｂ．１３）

设有３个不同基ｅ（ｐ），ｅ（ｑ），ｅ（ｓ），连续使用式（Ｂ．１０），导出

ａ（ｐ）＝Ａｐｑａ（ｑ）＝ＡｐｓＡｓｑａ（ｑ） （Ｂ．１４）

将式（Ｂ．１４）与式（Ｂ．１０）比较，导出任意三个基之间的方向余弦矩阵之间的关系式

Ａｐｑ ＝ＡｐｓＡｓｑ （Ｂ．１５）

从而作出推论：在按序编号的基族中，任意两基之间的方向余弦矩阵等于一系列相邻基之
间的方向余弦矩阵的连乘积，即

Ａｐｑ ＝Ａｐ，ｐ＋１Ａｐ＋１，ｐ＋２…Ａｑ－１，ｑ （Ｂ．１６）

从式（Ｂ．１５）和式（Ｂ．１２）导出

Ａｐｐ ＝ＡｐｑＡｑｐ ＝Ｅ （Ｂ．１７）

表明方向余弦矩阵的逆阵等于其转置阵，即方向余弦矩阵为正交矩阵

Ａ－１
ｐｑ ＝Ａｑｐ ＝ＡＴ

ｐｑ （Ｂ．１８）

Ｂ．３　刚体的有限转动

刚体绕固定点Ｏ转动时，若转角为有限值称为有限转动。关于刚体有限转动的欧拉
定理表明：刚体绕定点Ｏ的任意有限转动可由绕Ｏ 点的某个轴ｐ 的一次有限转动实现。
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转动轴ｐ轴的基矢量ｐ相对（Ｏｘ０ｙ０ｚ０）或（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）有相同的方向余弦ｐ１，ｐ２，ｐ３。设
刚体的连体坐标系（Ｏｘｙｚ）的起始位置为（Ｏｘ０ｙ０ｚ０），它绕过Ｏ点的ｐ 轴转过角后的
位置为（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）。与刚体固定的任意矢量在转动前后的位置ａ０ 及ａ都位于相对ｐ 轴
对称的圆锥面内。过ａ０ 和ａ的矢量端点Ｐ０ 和Ｐ作平面与ｐ 轴垂直并相交于Ｏ１ 点，过

图Ｂ．１　刚体的有限转动

Ｐ点向Ｏ１Ｐ０ 引垂线，垂足为Ｑ（图Ｂ．１），则有
→ＯＰ ＝ＯＰ→

０＋Ｐ０
→Ｑ＋ →ＱＰ （Ｂ．１９）

其中的矢量 →ＱＰ及Ｐ０
→Ｑ分别沿ｐ×ａ０ 及ｐ×（ｐ×ａ０）方向，

上式可写作

ａ＝ａ０＋（１－ｃｏｓ）ｐ×（ｐ×ａ０）＋ｓｉｎ（ｐ×ａ０）
（Ｂ．２０）

将其中的二重矢积展开后，化作

ａ＝ｃｏｓａ０＋（１－ｃｏｓ）（ｐ·ａ０）ｐ＋ｓｉｎ（ｐ×ａ０）
（Ｂ．２１）

此矢量式可表达为以（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）为参考基的矩阵形式

ａ（１）＝Ａ０１ａ（１）
０ （Ｂ．２２）

矩阵Ａ０１为

Ａ０１＝
ｐ２

１（１－ｃ）＋ｃ ｐ２ｐ１（１－ｃ）－ｐ３ｓ ｐ３ｐ１（１－ｃ）＋ｐ２ｓ

ｐ２ｐ１（１－ｃ）＋ｐ３ｓ ｐ２
２（１－ｃ）＋ｃ ｐ３ｐ２（１－ｃ）－ｐ１ｓ

ｐ３ｐ１（１－ｃ）－ｐ２ｓ ｐ３ｐ２（１－ｃ）＋ｐ１ｓ ｐ２
３（１－ｃ）＋ｃ

烄

烆

烌

烎

（Ｂ．２３）

其中ｃ，ｓ为ｃｏｓ，ｓｉｎ的简写符号。由于ａ相对（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）的坐标列阵ａ（１）与ａ０ 相对

（Ｏｘ０ｙ０ｚ０）的坐标列阵ａ（０）
０ 完全相同，式（Ｂ．２２）可改写为

ａ（０）
０ ＝Ａ０１ａ（１）

０ （Ｂ．２４）

因此Ａ０１为（Ｏｘ０ｙ０ｚ０）相对（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）的方向余弦矩阵。由于方向余弦之间有以下关
系式

ｐ２
１＋ｐ２

２＋ｐ２
３ ＝１ （Ｂ．２５）

因此构成矩阵Ａ０１各元素的４个参数ｐ１，ｐ２，ｐ３，中只有３个独立变量，与刚体绕定点Ｏ
转动的３个自由度相对应。
刚体作多次有限转动后的位置可根据式（Ｂ．１６），由方向余弦矩阵的连乘积实现。由

于矩阵乘法运算的不可交换性，有限转动后的最终位置与转动次序有关。

Ｂ．４　欧拉角

刚体绕定点Ｏ转动的３个自由度也可由３个角度坐标体现。将刚体的有限转动分
解为依一定顺序绕连体坐标轴的３次有限转动，并将每次转过的角度定义为确定刚体转
动前后相对位置的３个广义坐标。设连体坐标系的初始位置 （Ｏｘ０ｙ０ｚ０）与定坐标系重
合，令（Ｏｘ０ｙ０ｚ０）先绕ｚ０ 轴转动ψ角到达 （Ｏｘ１ｙ１ｚ１）位置，然后绕ｘ１ 轴转动θ角到达
（Ｏｘ２ｙ２ｚ２）位置，最后绕ｚ２ 轴转动φ角到达 （Ｏｘ３ｙ３ｚ３）位置。按此顺序定义的广义坐
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标ψ，θ，φ称为欧拉角，其中ψ为进动角，θ为章动角，φ为自转角（图Ｂ．２）。

图Ｂ．２　欧拉角

利用式（Ｂ．２３）或直接观察各坐标轴之间的
夹角不难确定各次转动所对应的方向余弦矩阵

Ａ０１ ＝
ｃｏｓψ －ｓｉｎψ ０
ｓｉｎψ ｃｏｓψ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

Ａ１２ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
０ ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ａ２３ ＝
ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０
ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

（Ｂ．２６）

连体坐标系 （Ｏｘ３ｙ３ｚ３）相对（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）和（Ｏ

ｘ０ｙ０ｚ０）的方向余弦矩阵Ａ１３和Ａ０３，可利用式（Ｂ．１５）导出

Ａ１３ ＝Ａ１２Ａ２３ ＝
ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０

ｃｏｓθｓｉｎφ ｃｏｓθｃｏｓφ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθｓｉｎφ ｓｉｎθｃｏｓφ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

（Ｂ．２７）

Ａ０３ ＝Ａ０１Ａ１３ ＝
ｃψｃφ－ｓψｃθｓφ －ｃψｓφ－ｓψｃθｃφ ｓψｓθ
ｓψｃφ＋ｃψｃθｓφ －ｓψｓφ＋ｃψｃθｃφ －ｃψｓθ

ｓθｓφ ｓθｃφ ｃ

烄

烆

烌

烎θ

（Ｂ．２８）

将上式中矩阵Ａ０３的各元素记作ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３），可导出用方向余弦表示的欧拉角计算
公式

ψ＝ａｒｃｃｏｓ－ａ２３

ｓｉｎ（ ）θ ＝ａｒｃｓｉｎ ａ１３

ｓｉｎ（ ）θ

θ＝ａｒｃｃｏｓａ３３ ＝ａｒｃｓｉｎ ± １－ａ２
３槡（ ）３

φ＝ａｒｃｃｏｓ ａ３２

ｓｉｎ（ ）θ ＝ａｒｃｓｉｎ ａ３１

ｓｉｎ（ ）θ

（Ｂ．２９）

在θ＝ｎπ（ｎ＝０，１，…）的特殊位置，式（Ｂ．２９）无意义而成为欧拉角的奇点。在奇点位置由
于ｚ３ 轴与ｚ０ 轴重合，ｘ１ 轴的位置变得不确定，角度ψ与φ亦不能确定。实际上只要ｚ３

轴接近ｚ０ 轴，θ接近零时，就可能出现数值计算方面的困难。

Ｂ．５　欧拉参数与四元数

将式（Ｂ．２３）表示的方向余弦矩阵Ａ０１的各元素用半角公式化作以ｓｉｎ（／２）和

ｃｏｓ（／２）表示，并定义以下符号

λ０ ＝ｃｏｓ
２

，　λｋ ＝ｐｋｓｉｎ
２　（ｋ＝１，２，３） （Ｂ．３０）

所定义的４个实数λｋ（ｋ＝０，１，２，３）称为欧拉参数。刚体有限转动前后的方向余弦矩阵
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（Ｂ．２３）可用欧拉参数表示为

Ａ０１ ＝

２（λ２
０＋λ２

１）－１ ２（λ１λ２－λ０λ３） ２（λ１λ３＋λ０λ２）

２（λ２λ１＋λ０λ３） ２（λ２
０＋λ２

２）－１ ２（λ２λ３－λ０λ１）

２（λ３λ１－λ０λ２） ２（λ３λ２＋λ０λ１） ２（λ２
０＋λ２

３）－

烄

烆

烌

烎１

（Ｂ．３１）

直接验算可以证实欧拉参数之间存在以下关系式

λ２
０＋λ２

１＋λ２
２＋λ２

３ ＝１ （Ｂ．３２）

因此与欧拉角相同，用欧拉参数表示刚体之间的相对位置时也只有３个独立变量。方向

余弦矩阵Ａ０１也可写作两个３×４矩阵Ｒ与Ｒ的乘积

Ａ０１ ＝ＲＲＴ （Ｂ．３３）

Ｒ，Ｒ由完全相同的第１列和相互转置的３阶方阵组成

Ｒ＝

－λ１ λ０ λ３ －λ２

－λ２ －λ３ λ０ λ１

－λ３ λ２ －λ１ λ

烄

烆

烌

烎０

，　Ｒ ＝

－λ１ λ０ －λ３ λ２

－λ２ λ３ λ０ －λ１

－λ３ －λ２ λ１ λ

烄

烆

烌

烎０

（Ｂ．３４）

直接验算可证实，矩阵Ｒ，Ｒ的转置阵为其逆阵

ＲＲＴ ＝ＲＲＴ ＝Ｅ （Ｂ．３５）

由于Ａ０１与Ａ１０互为逆阵，利用式（Ｂ．３３）导出

Ａ１０Ａ０１ ＝ＲＲＴＲＲＴ ＝Ｅ （Ｂ．３６）

比较式（Ｂ．３５）与式（Ｂ．３６），导出

ＲＲＴＲ ＝Ｒ （Ｂ．３７）

将式（Ｂ．２３）中矩阵Ａ０１的元素记作ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３），与式（Ｂ．３１）比较，导出用方向余弦表

示的欧拉参数计算公式

λ０ ＝ １＋ｔｒＡ０１槡 ２
，　λｋ ＝± １＋ａｋｋ

２ －λ槡 ２
０　（ｋ＝１，２，３） （Ｂ．３８）

将解出的欧拉参数代入式（Ｂ．３１），与原矩阵Ａ０１核对，以确定λｋ 的正负号，再代入

式（Ｂ．３０），解出转动轴位置ｐｋ（ｋ＝１，２，３）和转角。欧拉参数不存在奇点，且以代数运算

代替三角运算，是与欧拉角相比的主要优点。

欧拉参数也可以哈密顿四元数的形式表达，称为有限转动四元数。四元数是由一个

实数单位１和３个虚数单位ｉ，ｊ，ｋ组成的包含４个实元的超复数，记作Λ
Λ＝λ０＋λ１ｉ＋λ２ｊ＋λ３ｋ （Ｂ．３９）

若将ｉ，ｊ，ｋ视为基矢量，则上式的后三项组成矢量λ。因此也可将四元数定义为一个标量

λ０ 和一个矢量λ的集合，借用加法符号写作

Λ＝λ０＋λ （Ｂ．４０）

作为两种特例，λ＝０或λ０＝０时四元数转化为标量和矢量。对于确定的基，设λｒ（ｒ＝１，

２，３）为矢量λ的投影，则四元数Λ也可定义为４个标量λｒ（ｒ＝１，２，３）的集合，用标量列阵

Λ（０）表示为

Λ（０）＝ （λ０λ１λ２λ３）Ｔ （Ｂ．４１）
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　　四元数遵循特殊的规则进行乘法运算，以空心圆点作为乘法运算符号。标量α与标
量β之间或标量α与矢量ａ之间的四元数乘积遵从一般乘法运算规则

αβ＝αβ，　αａ＝αａ （Ｂ．４２）

矢量ａ与矢量ｂ的四元数乘积等于由标量－ａ·ｂ与矢量ａ×ｂ组成的四元数

ａｂ＝－ａ·ｂ＋ａ×ｂ （Ｂ．４３）

一般情况下四元数与四元数之间的乘法规则可从式（Ｂ．４２）和式（Ｂ．４３）直接导出。设Λ，

Ｍ 均为四元数

Λ＝λ０＋λ，　Ｍ＝μ０＋μ （Ｂ．４４）

则有

ΛＭ ＝ （λ０μ０－λ·μ）＋（λ０μ＋μ０λ＋λ×μ） （Ｂ．４５）

此运算过程也可利用矩阵运算实现。设Ｎ＝ΛＭ，对应的矩阵运算为

Ｎ（０）＝珟Λ（０）Ｍ（０） （Ｂ．４６）

其中Ｍ（０），Ｎ（０）为Ｍ，Ｎ的标量列阵，珟Λ（０）为Λ的标量方阵，定义为

Ｎ（０）＝

ν０

ν１

ν２

ν

烄

烆

烌

烎３

，　珟Λ （０）＝

λ０ －λ１ －λ２ －λ３

λ１ λ０ －λ３ λ２

λ２ λ３ λ０ －λ１

λ３ －λ２ λ１ λ

烄

烆

烌

烎０

，　Ｍ（０）＝

μ０

μ１

μ２

μ

烄

烆

烌

烎３

（Ｂ．４７）

改变四元数Λ中矢量的正负号形成Λ 的共轭四元数，记作Λ

Λ＝λ０－λ （Ｂ．４８）

四元数Λ及其共轭四元数Λ的乘积为标量，称为四元数的范数或模，记作｜Λ｜

｜Λ｜＝ΛΛ＝Λ Λ＝λ２
０＋λ２

１＋λ２
２＋λ２

３ （Ｂ．４９）

式（Ｂ．３２）表明，有限转动四元数的范数等于１，称为规范四元数。两个共轭四元数的乘积

等于原四元数交换位置后乘积的共轭四元数

ΛＭ ＝ （ＭΛ） （Ｂ．５０）

　　利用有限转动四元数Λ及其共轭四元数Λ，有限转动公式（Ｂ．２１）可表示为

ａ＝ （２λ２
０－１）ａ０＋２λ（λ·ａ０）＋２λ０（λ×ａ０）＝Λａ０Λ （Ｂ．５１）

将上式左、右两边各乘以Λ及Λ，考虑式（Ｂ．４９），逆解出

ａ０ ＝ΛａΛ （Ｂ．５２）

若刚体相继作两次有限转动。第一次有限转动四元数为Λ１，将矢量ａ０ 转至ａ１ 位置

ａ１ ＝Λ１ａ０Λ
１ （Ｂ．５３）

第二次有限转动四元数为Λ２，将矢量ａ１ 转至ａ位置，则有

ａ＝Λ２ａ１Λ
２ ＝Λａ０Λ，　Λ＝Λ２Λ１ （Ｂ．５４）

上式表明，刚体的相继两次有限转动可由一次有限转动实现，合成的有限转动四元数Λ
等于各次有限转动四元数Λ２与Λ１的乘积。此结论不难推广到刚体相继作ｎ次有限转动
的一般情形，其合成有限转动四元数为

Λ＝ΛｎΛｎ－１…Λ２Λ１ （Ｂ．５５）
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有限转动次序的不可交换性由四元数乘法运算的不可交换性所体现。

Ｂ．６　刚体的无限小转动

刚体绕Ｏ 点转动的角度极小，可视为无限小量时，称为刚体的无限小转动。将
式（Ｂ．２３）中的有限转角改为无限小转角Δ，只保留Δ的一次项，导出

Ａ０１ ＝

１ －ｐ３Δ ｐ２Δ
ｐ３Δ １ －ｐ１Δ　

－ｐ２Δ　 　ｐ１Δ

烄

烆

烌

烎１

（Ｂ．５６）

将刚体的转动分解为绕连体坐标轴的３次无限小转动，即从起始位置（Ｏｘ０ｙ０ｚ０）出发，
先绕ｘ０ 轴转动Δ１ 角到达（Ｏｘ１ｙ１ｚ１）位置，再绕ｙ１ 轴转动Δ２ 角到达（Ｏｘ２ｙ２ｚ２）位置，
最后绕ｚ２ 轴转动Δ３ 角到达（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）位置。计算每次转动所对应的方向余弦矩阵

Ａ０１，Ａ１２，Ａ２３时，只保留无限小量Δｉ（ｉ＝１，２，３）的一次项，将各方向余弦矩阵相乘后导出
（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）相对（Ｏｘ０ｙ０ｚ０）的方向余弦矩阵Ａ０３

Ａ０３ ＝Ａ０１Ａ１２Ａ２３ ＝

　１ －Δ３ 　Δ２

　Δ３ 　１ －Δ１

－Δ２ 　Δ１ 　

烄

烆

烌

烎１

（Ｂ．５７）

将上式与式（Ｂ．５６）比较，得出

Δｉ ＝ｐｉΔ　（ｉ＝１，２，３） （Ｂ．５８）
上式表明，若沿转轴ｐ方向以无限小转角Δ为模作无限小转动矢量Δ＝ｐΔ，则可使用
矢量加法规则，将刚体的一次无限小转动Δ分解为绕连体坐标轴的３次无限小转动

Δｉ＝ｅｉΔ（ｉ＝１，２，３）。多次无限小转动的最终位置与转动顺序无关。
设ａ为固结于刚体的矢量，刚体作无限小转动Δ后矢量ａ的位置改变为ａ＋Δａ，利

用式（Ｂ．１０），增量Δａ可利用式（Ｂ．５７）表示的矩阵Ａ０３计算，得到

Δａ＝ （Ａ０３－Ｅ）ａ＝

　０ －Δ３ 　Δ２

　Δ３ 　０ －Δ１

－Δ２ 　Δ１ 　

烄

烆

烌

烎０

ａ１

ａ２

ａ

烄

烆

烌

烎３

（Ｂ．５９）

其中ａｉ（ｉ＝１，２，３）为矢量ａ相对（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）的投影。根据式（Ｂ．８），矩阵式（Ｂ．５９）与以
下矢量式等价

Δａ＝Δ×ａ （Ｂ．６０）

　　无限小转动Δ可用欧拉角的无限小增量Δψ，Δθ，Δφ表示。根据欧拉角的定义，刚
体的无限小转动Δ等于绕ｚ０，ｘ１，ｚ２ 各轴的无限小转动的矢量和

Δ＝Δψｅ
（０）
３ ＋Δθｅ（１）

１ ＋Δφｅ
（２）
３ （Ｂ．６１）

设刚体相对定坐标系（ＯＸＹＺ）的欧拉角为ψ，θ，φ，利用方向余弦矩阵（Ｂ．２６）和矩阵
（Ｂ．２７），导出矢量式（Ｂ．６１）在连体坐标系（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）中的投影式

Δ（３）＝ＬΔｑ （Ｂ．６２）
其中Δ（３）为无限小转动矢量Δ在（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）中的投影列阵，Δｑ为Δψ，Δθ，Δφ排成的列
阵，矩阵Ｌ定义为
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Ｌ＝
ｓｉｎθｓｉｎφ ｃｏｓφ ０
ｓｉｎθｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０
ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎０ １

（Ｂ．６３）

　　无限小转动 Δ也可用欧拉参数的无限小增量 Δλｊ（ｊ＝０，１，２，３）表示。根据
式（Ｂ．３０）计算刚体绕ｐ轴的无限小转动Δ所对应的四元数，记作ΛΔ。设Δ（０）

ｉ （ｉ＝１，２，
３）为Δ在定坐标系（ＯＸＹＺ）中的投影，只保留其一次项时，ΛΔ相对定坐标系（ＯＸＹＺ）
的标量列阵Λ（０）

Δ 为

Λ（０）
Δ ＝ １　Δ（０）

１ ／２　Δ（０）
２ ／２　Δ（０）

３ ／（ ）２ Ｔ （Ｂ．６４）
设刚体相对定坐标系（ＯＸＹＺ）的四元数Λ０如式（Ｂ．３９）所示，刚体作无限小转动后的四元
数为Λ。根据式（Ｂ．５４），Λ与Λ０，ΛΔ之间满足以下关系

Λ＝ΛΔΛ０ （Ｂ．６５）
利用式（Ｂ．４６），将上式中的四元数乘法用相对（ＯＸＹＺ）的投影矩阵实现，写作

Λ（０）＝珟Λ（０）
ΔΛ（０）

０ （Ｂ．６６）
其中Λ（０），Λ（０）

０ 为Λ，Λ０的标量列阵，珟Λ（０）
Δ 为按式（Ｂ．４７）定义的ΛΔ的标量方阵。将式（Ｂ．６６）

两边减去Λ（０）
０ ，化作

ΔΛ（０）＝ （珟Λ（０）
Δ－Ｅ）Λ（０）

０ ＝ １
２ＲＴΔ（０） （Ｂ．６７）

其中Ｅ为４阶单位阵，４×３矩阵ＲＴ为式（Ｂ．３４）定义的Ｒ的转置阵，ΔΛ（０）＝Λ（０）－Λ（０）
０ 为

无限小转动引起的欧拉参数增量Δλｊ（ｊ＝０，１，２，３）组成的４阶列阵，Δ（０）为Δ（０）
ｉ （ｉ＝１，

２，３）组成的３阶列阵

ΔΛ（０）＝ （Δλ０Δλ１Δλ２Δλ３）Ｔ，　Δ（０）＝ （Δ（０）
１ Δ（０）

２ Δ（０）
３ ）Ｔ （Ｂ．６８）

令方程（Ｂ．６７）左乘Ｒ，导出
Δ（０）＝２ＲΔΛ（０） （Ｂ．６９）

将方向余弦矩阵Ａ１０＝ＲＲＴ与上式左乘，使无限小转动Δ的投影列阵变换到刚体坐标
系，记作Δ（１），利用关系式（Ｂ．３７），导出

Δ（１）＝Ａ１０Δ（０）＝２ＲＲＴＲΔΛ（０）＝２ＲΔΛ（０） （Ｂ．７０）
导出无限小转动Δ沿（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）各轴的投影，略去上角标，得到

Δ１ ＝２（－λ１Δλ０＋λ０Δλ１＋λ３Δλ２－λ２Δλ３）

Δ２ ＝２（－λ２Δλ０－λ３Δλ１＋λ０Δλ２＋λ１Δλ３）

Δ３ ＝２（－λ３Δλ０＋λ２Δλ１－λ１Δλ２＋λ０Δλ３）
（Ｂ．７１）

从式（Ｂ．３２）还可导出欧拉参数增量的以下等式

λ０Δλ０＋λ１Δλ１＋λ２Δλ２＋λ３Δλ３ ＝０ （Ｂ．７２）
从方程组（Ｂ．７１），（Ｂ．７２）逆解出

Δλ０ ＝ １
２

（－λ１Δ１－λ２Δ２－λ３Δ３）

Δλ１ ＝ １
２

（λ０Δ１－λ３Δ２＋λ２Δ３）

Δλ２ ＝ １
２

（λ３Δ１＋λ０Δ２－λ１Δ３）

Δλ３ ＝ １
２

（－λ２Δ１＋λ１Δ２＋λ０Δ３）

（Ｂ．７３）
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Ｂ．７　刚体的弯扭度

在弹性杆平衡问题的讨论中，需要计算弹性杆的刚性截面的转角相对弧坐标ｓ的变
化率。设杆中心线上的任意点Ｐ的弧坐标ｓ有无限小增量Δｓ时，截面产生无限小转动

Δ。为准坐标，仅无限小增量Δ有物理意义。令Δ与Δｓ相除，将Δｓ→０时的极限记
作ω，称为截面的弯扭度

ω＝ｌｉｍ
Δｓ→０

Δ
Δｓ

（Ｂ．７４）

弯扭度ω可用于计算固结于刚体的矢量ａ对弧坐标ｓ变化率，为此将式（Ｂ．６０）与Δｓ相
除，令Δｓ→０，导出

ｄａ
ｄｓ＝ω×ａ （Ｂ．７５）

若矢量ａ不与刚体固结，则任意矢量ａ相对弧坐标ｓ变化率的一般公式为
ｄａ
ｄｓ＝

珘ｄａ
ｄｓ＋ω×ａ （Ｂ．７６）

其中的波浪号表示矢量ａ相对刚体的局部导数。
用欧拉角表示刚体的姿态时，将式（Ｂ．６１）各项与Δｓ相除，令Δｓ→０，导出用欧拉角的

变化率表示的弯扭度ω

ω＝ｌｉｍ
Δｓ→０

Δψ
Δｓ
ｅ（０）

３ ＋Δθ
Δｓ
ｅ（１）

１ ＋
Δφ
Δｓ
ｅ（２）（ ）３ ＝

ｄψ
ｄｓ
ｅ（０）

３ ＋ｄθ
ｄｓｅ

（１）
１ ＋

ｄφ
ｄｓ
ｅ（２）

３ （Ｂ．７７）

经过同样过程，从式（Ｂ．６２）导出弯扭度ω在（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）中的投影列阵ω（１）的欧拉角表达式

ω（１）＝Ｌｄｑ
ｄｓ

（Ｂ．７８）

其投影式为

ω１ ＝ｓｉｎθｓｉｎφ
ｄψ
ｄｓ

＋ｃｏｓφ
ｄθ
ｄｓ

ω２ ＝ｓｉｎθｃｏｓφ
ｄψ
ｄｓ

－ｓｉｎφ
ｄθ
ｄｓ

ω３ ＝ｃｏｓθ
ｄψ
ｄｓ

＋
ｄφ
ｄｓ

（Ｂ．７９）

对方程（Ｂ．７８）中的矩阵Ｌ求逆，导出用弯扭度表示的欧拉角变化率
ｄψ
ｄｓ

＝ （ω１ｓｉｎφ＋ω２ｃｏｓφ）ｃｓｃθ

ｄθ
ｄｓ＝ω１ｃｏｓφ－ω２ｓｉｎφ

ｄφ
ｄｓ

＝－（ω１ｓｉｎφ＋ω２ｃｏｓφ）ｃｏｔθ＋ω３

（Ｂ．８０）

　　用欧拉参数表示刚体的姿态时，将式（Ｂ．７１）各项与Δｓ相除，令Δｓ→０，导出用欧拉参
数变化率表示的弯扭度分量
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ω１＝２ －λ１
ｄλ０

ｄｓ＋λ０
ｄλ１

ｄｓ＋λ３
ｄλ２

ｄｓ－λ２
ｄλ３

ｄ（ ）ｓ

ω２＝２ －λ２
ｄλ０

ｄｓ－λ３
ｄλ１

ｄｓ＋λ０
ｄλ２

ｄｓ＋λ１
ｄλ３

ｄ（ ）ｓ

ω３＝２ －λ３
ｄλ０

ｄｓ＋λ２
ｄλ１

ｄｓ－λ１
ｄλ２

ｄｓ＋λ０
ｄλ３

ｄ（ ）ｓ

（Ｂ．８１）

将式（Ｂ．７３）各项与Δｓ相除，令Δｓ→０，导出用弯扭度分量表示的欧拉参数变化率

ｄλ０

ｄｓ ＝ １
２

（－λ１ω１－λ２ω２－λ３ω３）

ｄλ１

ｄｓ ＝ １
２

（λ０ω１－λ３ω２＋λ２ω３）

ｄλ２

ｄｓ ＝ １
２

（λ３ω１＋λ０ω２－λ１ω３）

ｄλ３

ｄｓ ＝ １
２

（－λ２ω１＋λ１ω２＋λ０ω３）

（Ｂ．８２）

已知杆的弯扭度分量的变化规律ωｉ（ｓ）（ｉ＝１，２，３），可对微分方程（Ｂ．８０）或方程（Ｂ．８２）

进行数值积分，计算欧拉角或欧拉参数的变化规律。对方程（Ｂ．８０）积分时，必须避开奇
点位置θ＝ｎπ（ｎ＝０，１，…），而方程（Ｂ．８２）的积分不受限制。

由于未考虑时间因素，本节的分析仅适用于弹性杆静力学问题。在弹性杆动力学问
题中，各变量均为弧坐标ｓ和时间ｔ的二元函数，本节各式中的常微分符号均应改为偏微
分符号。

Ｂ．８　刚体的角速度

在刚体动力学问题中，设刚体的无限小转动Δ在ｔ与ｔ＋Δｔ之间的无限小时间间隔
内完成，令Δ与Δｔ相除，将Δｔ→０时的极限，即刚体的姿态相对时间ｔ的变化率称为截
面的角速度，记作Ω

Ω＝ｌｉｍ
Δｓ→０

Δ
Δｔ ＝ｄ

ｄｔ
（Ｂ．８３）

与Ｂ．７节的分析类似，可导出任意矢量ａ对时间ｔ的变化率计算公式

ｄａ
ｄｔ＝

珘ｄａ
ｄｔ＋Ω×ａ （Ｂ．８４）

当用欧拉角表示刚体的姿态时，也可导出与式（Ｂ．８０）类似的微分方程

ｄψ
ｄｔ

＝ （Ω１ｓｉｎφ＋Ω２ｃｏｓφ）ｃｓｃθ

ｄθ
ｄｔ＝Ω１ｃｏｓφ－Ω２ｓｉｎφ

ｄφ
ｄｔ

＝－（Ω１ｓｉｎφ＋Ω２ｃｏｓφ）ｃｏｔθ＋Ω３

（Ｂ．８５）

其中Ωｉ（ｉ＝１，２，３）为角速度矢量Ω相对（Ｏｘ３ｙ３ｚ３）的投影。用欧拉参数表示刚体的姿态
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时，则导出与式（Ｂ．８１）和式（Ｂ．８２）类似的微分方程

Ω１ ＝２ －λ１
ｄλ０

ｄｔ＋λ０
ｄλ１

ｄｔ＋λ３
ｄλ２

ｄｔ－λ２
ｄλ３

ｄ（ ）ｔ

Ω２ ＝２ －λ２
ｄλ０

ｄｔ－λ３
ｄλ１

ｄｔ＋λ０
ｄλ２

ｄｔ＋λ１
ｄλ３

ｄ（ ）ｔ

Ω３ ＝２ －λ３
ｄλ０

ｄｔ＋λ２
ｄλ１

ｄｔ－λ１
ｄλ２

ｄｔ＋λ０
ｄλ３

ｄ（ ）ｔ

（Ｂ．８６）

ｄλ０

ｄｔ ＝ １
２

（－λ１Ω１－λ２Ω２－λ３Ω３）

ｄλ１

ｄｔ ＝ １
２

（λ０Ω１－λ３Ω２＋λ２Ω３）

ｄλ２

ｄｔ ＝ １
２

（λ３Ω１＋λ０Ω２－λ１Ω３）

ｄλ３

ｄｔ ＝ １
２

（－λ２Ω１＋λ１Ω２＋λ０Ω３）

（Ｂ．８７）

将本节与刚体角速度有关的计算公式用于分析弹性杆动力学问题时，各式中的常微分符
号均应改为偏微分符号。
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附录Ｃ　弹性杆的应力、应变和应变能

Ｃ．１　刚性截面上任意点的位移、应变和应力

假定弹性杆的截面为刚性平面，且保持与中心线正交。还假定弹性杆局部仍满足小

变形条件，且满足线弹性本构关系。由于杆的极端细长性，局部微小应变沿弧长的积累可

使变形后的挠性线远离变形前的松弛状态，从而表现出超大变形的整体效果。以截面的

几何中心Ｐ为原点，作截面的主轴坐标系（Ｐｘｙｚ）。设刚性截面上任意点Ｑ相对Ｐ 点的

矢径ρ在（Ｐｘｙｚ）中的投影式为

ρ＝ｘｅ１＋ｙｅ２ （Ｃ．１）

忽略杆中心线的拉伸变形，截面上各点的位移仅由截面的转动产生。根据刚体转动公式
（Ｂ．６０），截面的无限小角位移Δ引起Ｑ 点的无限小位移Δｕ为

　Δｕ＝Δ×ρ　 （Ｃ．２）

将上式各项除以Δｓ，令Δｓ→０，将左项中的弧坐标增量Δｓ以切线轴的坐标增量Δｚ代替，

并引入式（Ｂ．７４）定义的弯扭度ω，导出

　ｕ
ｚ＝ω×ρ　 （Ｃ．３）

将位移矢量ｕ在（Ｐｘｙｚ）中的投影记作ｕｉ（ｉ＝１，２，３），写出式（Ｃ．３）的投影式

ｕ１

ｚ ＝－ω３ｙ，　ｕ２

ｚ ＝ω３ｘ，　ｕ３

ｚ ＝ω１ｙ－ω２ｘ （Ｃ．４）

将上式对ｚ积分，令ｚ＝０处的位移为零，得到Ｑ点附近的位移分量

ｕ１ ＝－ω３ｙｚ，　ｕ２ ＝ω３ｘｚ，　ｕ３ ＝ （ω１ｙ－ω２ｘ）ｚ （Ｃ．５）

其中的坐标ｚ应限制为小量。截面绕切线轴的刚体转角３ 可利用ｕ１，ｕ２ 计算，导出

３ ＝ １
２

ｕ２

ｘ －ｕ１

（ ）ｙ ＝ω３ｚ （Ｃ．６）

将上式对ｚ求导，计算截面的扭率ω３

ω３ ＝３

ｚ ＝ １
２


ｚ

ｕ２

ｘ －ｕ１

（ ）ｙ
（Ｃ．７）

Ｑ点的应变分量由位移分量（Ｃ．５）确定，在小变形条件下可利用Ｃａｕｃｈｙ公式计算，得到



ε１ ＝ｕ１

ｘ ＝０，　ε２ ＝ｕ２

ｙ ＝０，　ε３ ＝ｕ３

ｚ ＝ω１ｙ－ω２ｘ

γ１２ ＝γ２１ ＝ｕ１

ｙ ＋ｕ２

ｘ ＝０

γ１３ ＝γ３１ ＝ｕ３

ｘ ＋ｕ１

ｚ ＝－ω３ｙ

γ２３ ＝γ３２ ＝ｕ２

ｚ ＋ｕ３

ｙ ＝ω３ｘ

（Ｃ．８）

其中ε１＝ε２＝γ１２＝γ２１＝０与截面的刚性平面假定一致。设弹性杆为均匀各向同性，满足
线性本构关系，Ｅ，Ｇ，ν分别为杨氏（Ｔ．Ｙｏｕｎｇ）模量、剪切模量和泊松（Ｓ．Ｄ．Ｐｏｉｓｓｏｎ）比，
且有Ｇ＝Ｅ／２（１＋ν），导出Ｑ点的应力分量

σ１ ＝σ２ ＝０，　σ３ ＝Ｅ（ω１ｙ－ω２ｘ）

τ１２ ＝τ２１ ＝０
τ１３ ＝τ３１ ＝－Ｇω３ｙ
τ２３ ＝τ３２ ＝Ｇω３ｘ

（Ｃ．９）

由于杆侧面无面力作用，截面在边界线Γ处的法向分量应等于零。设截面边界线Γ的外
法线基矢量为

ｎ＝ｎ１ｅ１＋ｎ２ｅ２ （Ｃ．１０）
则剪应力应满足边界条件

τ·ｎ＝τ１３ｎ１＋τ２３ｎ２ ＝０　（Ｐ∈Γ） （Ｃ．１１）
对于圆截面的特殊情形，有

ｎ１ ＝ ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，　ｎ２ ＝ ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

（Ｃ．１２）

边界条件（Ｃ．１１）自行满足。

Ｃ．２　圆截面杆的刚度系数

截面作用力相对Ｐ点的主矩由以下积分式表示

Ｍ１ ＝∫Ｓ
σ３ｙｄＳ，　Ｍ２ ＝－∫Ｓ

σ３ｘｄＳ，　Ｍ３ ＝∫Ｓ
（τ２３ｘ－τ１３ｙ）ｄＳ （Ｃ．１３）

其中Ｓ为截面的积分域。将式（Ｃ．９）代入上式，利用（Ｐｘｙｚ）为中心主轴坐标系的以下
条件

∫Ｓ
ｘｄＳ＝０，　∫Ｓ

ｙｄＳ＝０，　∫Ｓ
ｘｙｄＳ＝０ （Ｃ．１４）

导出

Ｍ１ ＝Ａω１，　Ｍ２ ＝Ｂω２，　Ｍ３ ＝Ｃω３ （Ｃ．１５）
其中Ａ，Ｂ为截面绕ｘ轴和ｙ轴的抗弯刚度，Ｃ为截面绕ｚ轴的抗扭刚度

Ａ＝ＥＩｘ，　Ｂ＝ＥＩｙ，　Ｃ＝ＧＩｚ （Ｃ．１６）

Ｉｘ，Ｉｙ为截面相对ｘ轴和ｙ轴的惯性矩，Ｉｚ 为截面相对ｚ轴的极惯性矩

Ｉｘ ＝∫Ｓ
ｙ２ｄＳ，　Ｉｙ ＝∫Ｓ

ｘ２ｄＳ，　Ｉｚ ＝∫Ｓ
（ｘ２＋ｙ２）ｄＳ （Ｃ．１７）
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此结论仅在刚性截面假定的前提下成立。对于圆截面杆情形，设ａ为圆截面的半径，可积
分得到

Ｉｘ ＝Ｉｙ ＝πａ４

４
，　Ｉｚ ＝πａ４

２
（Ｃ．１８）

　　若杆存在原始曲率和原始扭率，在松弛状态下各弯扭度分量的原始值为ω０
ｉ（ｉ＝１，２，

３），则各主矩分量改为
Ｍ１ ＝Ａ（ω１－ω０

１），　Ｍ２ ＝Ｂ（ω２－ω０
２），　Ｍ３ ＝Ｃ（ω３－ω０

３） （Ｃ．１９）

Ｃ．３　椭圆截面杆的刚度系数

讨论长短半轴为ａ，ｂ的椭圆截面杆，其截面边界线Γ用以下方程表示

Φ（ｘ，ｙ）＝ｘ２

ａ２ ＋ｙ２

ｂ２ －１＝０ （Ｃ．２０）

计算此边界法线基矢量ｎ相对ｘ轴和ｙ轴的投影，得到

ｎ１ ＝ ｂ２ｘ
ｂ４ｘ２＋ａ４ｙ槡 ２

，　ｎ２ ＝ ａ２ｙ
ｂ４ｘ２＋ａ４ｙ槡 ２

（Ｃ．２１）

则式（Ｃ．９）表示的剪应力τ１３，τ２３不可能满足椭圆截面的边界条件（Ｃ．１１）。为此将剪应变

γ１３，γ２３的分布规律用修正系数ｋ１，ｋ２ 修改为

γ１３ ＝γ３１ ＝ｕ３

ｘ ＋ｕ１

ｚ ＝－ｋ１ω３ｙ

γ２３ ＝γ３２ ＝ｕ２

ｚ ＋ｕ３

ｙ ＝ｋ２ω３ｘ
（Ｃ．２２）

其中ｋ１，ｋ２ 为待定常数。将上式中的γ１３，γ２３乘Ｇ后与式（Ｃ．２１）代入条件（Ｃ．１１），导出
ｂ２ｋ１－ａ２ｋ２ ＝０ （Ｃ．２３）

设ｕ３ 按以下规律分布

ｕ３ ＝ｋ３ω３ｘｙ （Ｃ．２４）
将上式代入式（Ｃ．２２），导出

ｕ１

ｚ ＝－（ｋ１＋ｋ３）ω３ｙ，　ｕ２

ｚ ＝ （ｋ２－ｋ３）ω３ｘ （Ｃ．２５）

对上式积分，得到
ｕ１ ＝－（ｋ１＋ｋ３）ω３ｙｚ，　ｕ２ ＝ （ｋ２－ｋ３）ω３ｘｚ （Ｃ．２６）

将上式代入截面的扭率ω３ 的计算公式（Ｃ．７），导出
ｋ１＋ｋ２ ＝２ （Ｃ．２７）

联立式（Ｃ．２３）和式（Ｃ．２７），解出

ｋ１ ＝ ２ａ２

ａ２＋ｂ２，　ｋ２ ＝ ２ｂ２

ａ２＋ｂ２ （Ｃ．２８）

将式（Ｃ．２４）和式（Ｃ．２６）代入式（Ｃ．８）计算γ１２，得到

γ１２ ＝ （ｋ２－ｋ１－２ｋ３）ω３ｚ （Ｃ．２９）
若令系数ｋ３ 满足

ｋ３ ＝ １
２

（ｋ２－ｋ１）＝ｂ２－ａ２

ａ２＋ｂ２ （Ｃ．３０）
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则γ１２＝０。将式（Ｃ．２６）代入式（Ｃ．８），算出ε１＝ε２＝０，从而证明椭圆截面扭转变形后仍保
持截面形状不变。但式（Ｃ．２４）表示的位移ｕ３ 不等于零，表明扭转后的椭圆截面产生翘
曲而不能保持平面。因此对于椭圆截面杆，截面的刚性平面假定应修改为截面在与中心
线正交的刚性平面上的投影保持形状不变，满足ＳａｉｎｔＶｅｎａｎｔ的刚性周边假定。
利用式（Ｃ．２８）和式（Ｃ．２２）计算剪应力，得到

τ１３ ＝τ３１ ＝－Ｇ ２ａ２

ａ２＋ｂ（ ）２ ω３ｙ

τ２３ ＝τ３２ ＝Ｇ ２ｂ２

ａ２＋ｂ（ ）２ ω３ｘ
（Ｃ．３１）

将上式代入式（Ｃ．１３）计算扭矩Ｍ３，得到Ｍ３＝Ｃω３，Ｃ＝ＧＩｚ，但其中的积分Ｉｚ 并非截面的

极惯性矩，应重新定义为

Ｉｚ ＝ πａ３ｂ３

ａ２＋ｂ２ （Ｃ．３２）

椭圆截面杆的抗弯刚度仍按式（Ｃ．１３）计算，得到

Ｉｘ ＝∫Ｓ
ｙ２ｄＳ＝πａ３ｂ

４
，　Ｉｙ ＝∫Ｓ

ｘ２ｄＳ＝πｂ３ａ
４

（Ｃ．３３）

将圆截面情形视为椭圆截面的特例。令式（Ｃ．３２）和式（Ｃ．３３）中ａ＝ｂ，即化作式（Ｃ．１８）。

Ｃ．４　弹性杆的应变能

弹性杆的应变能是由外力功转化成的弹性变形势能，其计算公式为

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０∫Ｓ
（σ１ε１＋σ２ε２＋σ３ε３＋τ１２γ１２＋τ２３γ２３＋τ３１γ３１）ｄＳｄｓ （Ｃ．３４）

其中对弧坐标ｓ的积分沿杆的中心线进行，Ｌ为杆的总长度。在刚性截面假定前提下，将
式（Ｃ．８）和式（Ｃ．９）代入上式，并利用式（Ｃ．１４），式（Ｃ．１６）和式（Ｃ．１７）导出应变能公式

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
（Ａω２

１＋Ｂω２
２＋Ｃω２

３）ｄｓ （Ｃ．３５）

圆截面杆的应变能为

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
Ａ（ω２

１＋ω２
２）＋Ｃω［ ］２

３ ｄｓ （Ｃ．３６）

若杆存在原始曲率和原始扭率，改为

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
Ａ（ω１－ω０

１）２＋Ｂ（ω２－ω０
２）２＋Ｃ（ω３－ω０

３）［ ］２ ｄｓ （Ｃ．３７）

若考虑杆中心线的拉伸变形，还必须增加与轴向拉伸应变ε的有关部分。设Ｋ＝ＥＳ为截
面的抗拉刚度，则总应变能为

Ｅｅ ＝ １
２∫

Ｌ

０
［Ａ（ω１－ω０

１）２＋Ｂ（ω２－ω０
２）２＋Ｃ（ω３－ω０

３）２＋Ｋε２］ｄｓ （Ｃ．３８）
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附录Ｄ　稳定性理论基础

Ｄ．１　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的基本概念

运动稳定性理论作为一门学科，建立在Ｌｙａｐｕｎｏｖ关于稳定性严格定义的基础上。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论是讨论离散系统运动稳定性的基本理论，而弹性杆为一维连续介
质，因此在分析弹性杆的平衡稳定性时，必须对Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论的一些基本概念作
适当修改。为将Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论扩展到连续系统，Ｍｏｖｃｈａｎ建立了由有限个变量
描述的连续系统的稳定性概念。在弹性杆的平衡问题中，确定弹性杆几何形态的状态变
量均为弧坐标ｓ和时间ｔ的二元连续函数。因此为使Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论适用于弹性
杆，必须将离散系统的单个时间变量扩展为弧坐标ｓ和时间ｔ的双重自变量。这种双重
自变量离散系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性概念可看作是连续系统的 Ｍｏｖｃｈａｎ稳定性概念的
特例。
设以弧坐标ｓ和时间ｔ为自变量的ｎ个状态变量ｙｊ（ｓ，ｔ）（ｊ＝１，２，…，ｎ）完全确定弹

性杆的几何形态，其变化规律由弹性杆的动力学方程确定。动力学方程的一般形式为以

ｓ和ｔ为自变量的一阶偏微分方程组。引入ｎ维列阵ｙ＝（ｙｊ）和Ｙ＝（Ｙｊ），以右上角的撇
号表示对弧坐标ｓ的偏导数，顶部的圆点表示对时间ｔ的偏导数，动力学方程的一般形式
可写作

ｙ′＝Ｙ（ｙ，ｙ，ｓ，ｔ） （Ｄ．１）
弹性杆的平衡状态，即未扰状态ｙｓ（ｓ，ｔ），是动力学方程（Ｄ．１）中当ｙ≡０时的特解，满足

ｙ′ｓ＝Ｙ（０，ｙｓ，ｓ，ｔ） （Ｄ．２）

若弹性杆中心线上任一点ｓ＝ｓ０ 处以及ｔ＝ｔ０ 时刻的状态变量与未扰状态一致，即ｙ（ｓ０，

ｔ０）＝ｙｓ（ｓ０，ｔ０）时，此未扰状态即可在弹性杆上具体实现。当状态变量ｙ（ｓ，ｔ）在ｓ＝ｓ０ 处

及ｔ＝ｔ０ 时刻的值ｙ（ｓ０，ｔ０）偏离未扰状态时，动力学方程（Ｄ．１）的解ｙ（ｓ，ｔ）为杆的受扰状
态。扰动ｘ（ｓ，ｔ）＝ｙ（ｓ，ｔ）－ｙｓ（ｓ，ｔ）为受扰状态与未扰状态之差，满足扰动方程

ｘ′＝Ｘ（ｘ，ｘ，ｓ，ｔ） （Ｄ．３）
其中Ｘ（ｘ，ｘ，ｓ，ｔ）＝Ｙ（ｙ，ｙ，ｓ，ｔ）－Ｙ（０，ｙｓ，ｓ，ｔ）。弹性杆的未扰状态与扰动方程的零解

ｘ（ｓ）≡０完全等价。扰动ｘ（ｓ，ｔ）在ｓ＝ｓ０ 处及ｔ＝ｔ０ 时刻的值ｘ（ｓ０，ｔ０）为起始扰动。扰动
方程（Ｄ．３）中不显含弧坐标ｓ和时间ｔ的系统称为自治系统，写作

ｘ′＝Ｘ（ｘ，ｘ） （Ｄ．４）
本书主要的讨论对象为自治系统。



分析以弧坐标ｓ和时间ｔ为双自变量的弹性杆平衡稳定性问题时，Ｌｙａｐｕｎｏｖ的稳定
性定义必须作以下修改：
定义一：若给定任意小的正数ε，存在正数δ，对于一切受扰状态，只要其起始扰动满

足｜ｘ（ｓ０，ｔ０）｜≤δ，对于所有ｓ＞ｓ０，ｔ＞ｔ０ 均有｜ｘ（ｓ，ｔ）｜＜ε，则称未扰状态ｙｓ（ｓ，ｔ）是稳定的。
此稳定性定义的形象化解释是：在ｔ０ 时刻，以受扰前杆的中心线上弧坐标为ｓ０ 的Ｐ０

点为中心，作半径为δ的球面Ｓδ，再以弧坐标为ｓ的任意点Ｐ 为中心作半径为ε的球面

Ｓε，当受扰后的Ｐ０ 点在Ｓδ 球面以内时，在ｔ＞ｔ０ 的任意时刻，中心线上的任意点Ｐ均被
限制在Ｓε球面以内（图Ｄ．１曲线ａ）。
定义二：若未扰状态稳定，且当ｓ→∞，ｔ→∞时均有｜ｘ（ｓ，ｔ）｜→０，则称未扰运动ｙｓ（ｓ，

图Ｄ．１　稳定性的几何解释

ａ．稳定；ｂ．渐近稳定；ｃ．不稳定

ｔ）是渐近稳定的。
渐近稳定的形象化解释是：随着弧坐标ｓ的增大

和时间ｔ的增长，受扰后杆中心线上的任意点Ｐ渐近
地向受扰前位置趋近（图Ｄ．１曲线ｂ）。
定义三：若存在正数ε０，对任意正数δ，存在受扰

状态ｙ（ｓ，ｔ），当其起始扰动满足｜ｘ（ｓ０，ｔ０）｜≤δ时，存
在弧坐标ｓ１ 和时刻ｔ１，满足｜ｘ（ｓ１，ｔ１）｜＝ε０，则称未扰
状态ｙｓ（ｓ，ｔ）是不稳定的。
不稳定的形象化解释是：当受扰后中心线上的Ｐ０

点在Ｓδ 球面以内时，不论Ｓδ球面选择如何小，总有中
心线上弧坐标为ｓ１ 的一点Ｐ 在ｔ＝ｔ１ 时刻能达到Ｓε

的边界（图Ｄ．１曲线ｃ）。

Ｄ．２　离散时变系统的稳定性

经典的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，即以时间ｔ为单自变量的离散系统的运动稳定性理
论，可视为上述稳定性理论的特例。将上述稳定性理论中的状态变量视为时间ｔ的一元
函数，扰动方程是以ｔ为自变量的一阶常微分方程组

ｘ＝Ｘ（ｘ） （Ｄ．５）
将基本定义中与弧坐标ｓ有关的叙述删去，即可用于分析离散时变系统的运动稳定性。
在弹性杆平衡问题中，由弹性杆几何形态确定的总体参数，如杆的总势能、扭转数、连

接数、缠绕数等均为与弧坐标ｓ无关的离散变量。运动稳定性理论中所有的分析方法和
各种判据均可直接用于判断上述总体参数的稳定性。

Ｄ．３　弹性杆的静态稳定性

讨论弹性杆的静力学问题时，确定其几何形态的状态变量为弧坐标ｓ的一元函数，弹
性杆的扰动方程是以ｓ为自变量的一阶常微分方程组

ｘ′＝Ｘ（ｘ） （Ｄ．６）
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作为Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论的另一种单自变量特殊情形，将上述稳定性的基本定义中与
时间ｔ有关的叙述删去，即转化为弹性杆的静态稳定性理论。考虑到弹性杆实际上仅占
据有限的空间域，因此仅要求扰动变量在弧坐标的有限范围内满足平衡稳定性的定义。

上述Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下的稳定性要求考察扰动变量在弧坐标的无限区间内的变化状况，

已超出了弹性杆稳定性的要求。系统在自变量有限区间内的稳定性称为实用稳定性，弹
性杆的平衡稳定性属于实用稳定性范畴。

弹性杆平衡的静态稳定性概念是指在同样的受力条件下，判断杆的受扰几何形态与
未扰几何形态是否接近。由于无时间变量参与，不考虑受扰运动过程中出现的速度和角
速度等动力学因素，也不可能根据挠性线变化的时间历程来判断受扰后弹性杆的运动趋
向。因此更严格的稳定性分析必须同时考虑时间ｔ，分析以弧坐标ｓ和时间ｔ为双重自变
量的离散系统稳定性。

Ｄ．４　Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法

Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法是根据扰动方程直接判断单自变量离散系统稳定性的方法，基于
以下３个基本定理：

定理一：若能构造一个可微正定函数Ｖ（ｘ），使沿扰动方程（Ｄ．５）解曲线ｘ（ｔ）计算的
全导数ｄＶ／ｄｔ为半负定或等于零，则系统的未扰平衡状态稳定。

定理二：若能构造一个可微正定函数Ｖ（ｘ），使沿扰动方程（Ｄ．５）解曲线ｘ（ｔ）计算的
全导数ｄＶ／ｄｔ为负定，则系统的未扰平衡状态渐近稳定。

定理三：若能构造一个可微正定、半正定或不定号函数Ｖ（ｘ），使沿扰动方程（Ｄ．５）解
曲线ｘ（ｔ）计算的全导数ｄＶ／ｄｔ为正定，则系统的未扰平衡状态不稳定。

以上定理的叙述是针对离散时变自治系统，若将时间ｔ替换为弧坐标ｓ即适用于弹
性杆的静态稳定性分析。根据以上定理一或定理二导出的稳定性条件为充分条件，其必
要性必须根据定理三证明。具体应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法时，若所讨论的系统存在初积
分，则只要将受扰状态的初积分或若干初积分的组合构造为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，其沿扰动方
程解曲线的全导数必等于零。则未扰状态的稳定性只取决于所选Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的定
号性。

以判断保守系统平衡稳定性的拉格朗日定理为例。由于保守系统存在能量积分，即
动能Ｅｋ 与势能 Ｅｐ 之和守恒。将受扰后系统的总机械能取为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，令

Ｖ＝Ｅｋ＋Ｅｐ ，由于动能Ｅｋ 为扰动的正定函数，因此若势能Ｅｐ 在平衡位置处取孤立极小

值，Ｖ 函数必正定。根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理一，未扰平衡状态稳定。拉格朗日定理从而得
证。在弹性杆的平衡稳定性问题中，上述拉格朗日定理表现为最小势能原理：弹性杆的平
衡状态对应于总势能的极值，若总势能为极小值，则平衡状态稳定。
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Ｄ．５　一次近似稳定性

对于单自变量自治系统，当扰动足够微小时，将扰动方程（Ｄ．５）或方程（Ｄ．６）的右边
展成泰勒级数，略去二次以上项，转化为线性方程组，即原系统的一次近似方程

ｘ＝Ａｘ　 或 　ｘ′＝Ａｘ （Ｄ．７）
其中ｎ×ｎ系数矩阵Ａ＝（ａｉｊ）为在ｘ＝０处函数Ｘ相对变量ｘ的Ｊａｃｏｂｉ矩阵

ａｉｊ ＝Ｘｉ

ｘｊ ｘ＝０
（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （Ｄ．８）

对于自变量为ｔ或ｓ两种不同情形，设方程（Ｄ．８）的解为

ｘ＝Ｂｅλｔ　 或 　ｘ＝Ｂｅλｓ （Ｄ．９）
其中Ｂ＝（Ｂｊ）为ｎ维常值列阵，代入方程（Ｄ．７），得到

（Ａ－λＥ）Ｂ＝０ （Ｄ．１０）

Ｂ有非零解的充分必要条件为系数行列式等于零

｜Ａ－λＥ｜＝０ （Ｄ．１１）
展开后得到λ的ｎ次代数方程，即矩阵Ａ的特征方程。此方程的根为矩阵Ａ的特征值。
方程组（Ｄ．７）的零解稳定性可根据特征值的实部符号判定。归纳为判断一次近似稳定性
的以下定理：
定理一：若所有特征值的实部为负，则线性方程组的零解渐近稳定。
定理二：若至少有一特征值的实部为正，则线性方程组的零解不稳定。具有正实部

特征值的数目称为不稳定度。
定理三：若存在零实部的特征值，且为单根，其余根无正实部，则线性方程组的零解

稳定，但不是渐近稳定。若为重根，则零解不稳定。
由于线性方程（Ｄ．７）在推导过程中略去了高次项，已完全不同于原方程（Ｄ．５）或

（Ｄ．６），因此其稳定性准则仅对一次近似方程有效。Ｌｙａｐｕｎｏｖ证明，在一定条件下，可从
一次近似稳定性推断原方程的稳定性。归纳为以下定理：
定理一：若一次近似方程的所有特征值实部均为负，则原方程的零解渐近稳定。
定理二：若一次近似方程至少有一特征值实部为正，则原方程的零解不稳定。
定理三：若一次近似方程存在零实部的特征值，其余根无正实部，则不能判断原方程

的零解稳定性。
上述第一种和第二种情况与线性方程组的零解渐近稳定和不稳定的条件完全一致，

可直接根据一次近似方程判断原方程的零解稳定性。第三种情况为介于前两种情况之间
的临界情况，不能根据一次近似方程判断原方程的零解稳定性，但可作为判断原方程零解
稳定性的必要条件。

Ｄ．６　相平面方法

相平面方法是分析一阶非线性系统稳定性的定性方法，也可用于讨论弹性杆的平衡
和稳定性。设ｘ，ｙ为确定弹性杆几何形态的参数或坐标，其平衡方程如（Ｄ．５）或（Ｄ．６）所
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示，其中

ｘ＝ （ｘ，ｙ）Ｔ，　Ｘ＝ （Ｐ，Ｑ）Ｔ （Ｄ．１２）
消去扰动方程（Ｄ．５）或方程（Ｄ．６）中的自变量ｔ或ｓ的微分，简化为一阶微分方程

ｄｙ
ｄｘ＝Ｑ（ｘ，ｙ）

Ｐ（ｘ，ｙ） （Ｄ．１３）

不含自变量ｔ或ｓ的方程（Ｄ．１２）确定相平面（ｘ，ｙ）上的相轨迹，可用于定性地描述弹性杆
的几何形态。相轨迹曲线族中的奇点ｘｓ，ｙｓ为以下方程的解

Ｐ（ｘｓ，ｙｓ）＝０，　Ｑ（ｘｓ，ｙｓ）＝０ （Ｄ．１４）
奇点ｘｓ，ｙｓ对应于弹性杆的一种特殊平衡状态。
将方程（Ｄ．１２）的右项在奇点 （ｘｓ，ｙｓ）附近展开为Ｔａｙｌｏｒ级数，化作

ｘ＝Ａｘ　 或 　ｘ′＝Ａｘ （Ｄ．１５）
其中Ａ为变量ｘ，ｙ的Ｊａｃｏｂｉ矩阵

Ａ＝（Ｐ，Ｑ）
（ｘ，ｙ） ｘｓ，ｙｓ

＝
ａ ｂ（ ）ｃ ｄ

（Ｄ．１６）

则方程（Ｄ．１３）的一次近似式为

ｄｙ
ｄｘ＝ｃｘ＋ｄｙ

ａｘ＋ｂｙ
（Ｄ．１７）

方程（Ｄ．１３）的奇点类型与矩阵Ａ的特征值有以下对应关系
特征值为不等实根：奇点为鞍点或结点
特征值为共轭复根：奇点为中心或焦点

引入以下参数ｐ，ｑ，Δ
ｐ＝ａ＋ｄ，　ｑ＝ａｄ－ｂｃ，　Δ＝ｐ２－４ｑ （Ｄ．１８）

则奇点（ｘｓ，ｙｓ）的类型和稳定性可根据以下判据由系数ａ，ｂ，ｃ，ｄ确定［２５６］

Δ≥０
ｑ＞０结点

ｐ≤０　 稳定

ｐ＞０　｛ 不稳定

ｑ＜０
｛
鞍点

Δ＜０
ｐ＝０中心

ｐ≠０焦点
ｐ≤０　 稳定

ｐ＞０　｛｛
不稳定

（Ｄ．１９）

图Ｄ．２给出上述各类奇点的几何特征。按照Ｌｙａｐｕｎｏｖ的稳定性定义，中心对应于稳定
平衡，鞍点对应于不稳定平衡，结点和焦点可能稳定也可能不稳定。利用判据式（Ｄ．１９）
确定奇点的类型，所对应的特殊平衡状态的稳定性也随之确定。

图Ｄ．２　奇点的类型
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名 词 索 引
（按汉语拼音字母顺序）

Ａ

鞍点（ｓａｄｄｌｅ）　Ｄ．６

Ｂ

８字形曲线 （ｆｉｇｕｒｅｅｉｇｈｔｃｕｒｖｅ）　１．３
　４．５．２
变分（ｖａｒｉａｔｉｏｎ）　２．３．２
泊松比（Ｐｏｉｓｓｏｎｒａｔｉｏ）　２．１．３
ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ方程 （ＢｏｌｔｚｍａｎＨａｍｅｌ
　ｅｑｕａｔｉｏｎ）　２．３．５

Ｃ

叉式分岔（ｐｉｔｃｈｆｏｒｋｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）　５．５．４
缠绕数（ｗｒｉｔｈｉｎｇｎｕｍｂｅｒ）　１．５
常扭率杆 （ｒｏｄ ｗｉｔｈｃｏｎｓｔａｎｔｔｗｉｓｔ）　
２．６．３　３．５．２
初积分（ｆｉｒｓｔｉｎｔｅｇｒａｌ）　２．４．１　２．４．２

Ｄ

Ｄａｒｂｏｕｘ矢量（Ｄａｒｂｏｕｘｖｅｃｔｏｒ）　１．１
动力学比拟（ｋｉｎｅｔｉｃａｎａｌｏｇｙ）　２．２．３
动态稳定性（ｄｙｎａｍｉｃｓｔａｂｉｌｉｔｙ）　６．３
Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（Ｄｕｆｆｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ）　２．６．３
　３．５．２

Ｆ

法平面（ｎｏｒｍａｌｐｌａｎｅ）　１．１
法线（ｎｏｒｍａｌ）　１．１
分布力（ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｆｏｒｃｅ）　３．１　６．２．１
分布力偶（ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｕｐｌｅ）　６．２．１
分岔（ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）　５．３．２　５．５．４　５．６
分隔线（ｓｅｐａｒａｔｒｉｘ）　５．２．３
封闭条件 （ｃｌｏｓｅｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ）　２．３．７

　４．７．１
ＦｒｅｎｅｔＳｅｒｒｅｔ方程（ＦｒｅｎｅｔＳｅｒｒｅｔｅｑｕａ　
　ｔｉｏｎ）　１．１
Ｆｒｅｎｅｔ坐标系（Ｆｒｅｎｅｔｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｆｒａｍｅ）

　１．１
副法线（ｂｉｎｏｒｍａｌ）　１．１
复抗弯刚度（ｃｏｍｐｌｅｘｂｅｎｄｉｎｇｒｉｇｉｄｉｔｙ）　
３．４．１
复弯矩（ｃｏｍｐｌｅｘｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔ）　３．２．１
复曲率（ｃｏｍｐｌｅｘｃｕｒｖａｔｕｒｅ）　３．２．１

Ｇ

刚体（ｒｉｇｉｄｂｏｄｙ）　２．２．３
刚性截面（ｒｉｇｉｄｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ）　２．１．１
Ｇａｕｓｓ积分（Ｇａｕｓｓｉｎｔｅｇｒａｌ）　１．４　１．５
Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌ公式（Ｇｒｅｅｎｈｉｌｌｆｏｒｍｕｌａ）　４．３．３
　５．２．１
惯性矩（ｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ）　２．１．３
广义动量（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｏｍｅｎｔｕｍ）　２．３．４
广义坐标（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ）　２．３．３
过扭率（ｅｘｃｅｓｓｔｗｉｓｔ）　１．３
过扭转数（ｅｘｃｅｓｓｔｗｉｓｔｉｎｇｎｕｍｂｅｒ）　１．３

Ｈ

哈 密 顿 函 数 （Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ）　２．３．４
　２．３．６
哈密顿原理（Ｈａｍｉｌｔｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）　２．３．２
弧坐标（ａｒｃｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ）　１．１
混沌（ｃｈａｏｓ）　５．８

Ｊ

Ｊａｃｏｂｉ积分（Ｊａｃｏｂｉｉｎｔｅｇｒａｌ）　２．４．１
极惯性矩（ｐｏｌａｒｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ）　２．１．３
渐近稳定性（ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｔａｂｉｌｉｔｙ）　６．６



剪切模量（ｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ）　２．１．３
角速度（ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙ）　６．１．３　Ｂ．８
接触力（ｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅ）　４．８．２
接触约束（ｃｏｎｔａｃｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ）　７．５．１
静 电 引 力 （ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｆｏｒｃｅ）　７．４
　７．６．４
静态稳定性（ｓｔａｔｉｃｓｔａｂｉｌｉｔｙ）　Ｄ．３

Ｋ

抗拉刚度（ｔｅｎｓｉｌｅｒｉｇｉｄｉｔｙ）　７．１．１
抗扭刚度（ｔｏｒｓｉｏｎａｌｒｉｇｉｄｉｔｙ）　２．１．３
抗弯刚度（ｂｅｎｄｉｎｇｒｉｇｉｄｉｔｙ）　２．１．３
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方 程 （Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆｅｑｕａｔｉｏｎ）　
２．１．３　２．２．２

Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ情况（Ｋｏｖａｌｅｖｓｋａｙａ’ｓｃａｓｅ）

　２．６．２

Ｌ

拉格朗日方程（Ｌａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎ）　２．３．３
拉格朗日乘子（Ｌａｇｒａｎｇｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ）　２．３．７
拉格朗日定理（Ｌａｇｒａｎｇｅｔｈｅｏｒｅｍ）　５．１．１
力螺旋（ｆｏｒｃｅｓｃｒｅｗ）　２．２．１
连接数（ｌｉｎｋｉｎｇｎｕｍｂｅｒ）　１．４
螺旋杆（ｈｅｌｉｃａｎｒｏｄ）　１．３　４．２．２
螺旋角（ｐｉｔｃｈａｎｇｌｅｏｆｈｅｌｉｘ）　１．３
螺旋线（ｈｅｌｉｘ）　４．２．１
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数（Ｌｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ）　５．７
　Ｄ．４
Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法（Ｌｙａｐｕｎｏｖｄｉｒｅｃｔ　
　ｍｅｔｈｏｄ）　５．７　Ｄ．４

Ｍ

Ｍａｉｅｖｓｋｉｉ条件（Ｍａｉｅｖｓｋｉｉｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）　４．３．３
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数（Ｍｅｌｎｉｋｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ）　５．８．２

Ｎ

挠率（ｔｏｒｓｉｏｎ）　１．１
挠性线（ｅｌａｓｔｉｃａ）　４．１．１

扭率（ｔｗｉｓｔ）　１．３
扭转数（ｔｗｉｓｔｉｎｇｎｕｍｂｅｒ）　１．３
扭转 振 动 （ｔｏｒｓｉｏｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ）　６．４

　６．６．２

Ｏ

欧拉参数（Ｅｕｌｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓ）　７．１．３　
Ｂ．５
欧拉泊松方程（ＥｕｌｅｒＰｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ）

　２．２．３
欧拉角（Ｅｕｌｅｒａｎｇｌｅｓ）　２．２．２　Ｂ．４
欧拉载荷（Ｅｕｌｅｒｃｒｉｔｉｃａｌｌｏａｄ）　４．５．１　
５．２．４

Ｐ

Ｐｏｉｎｃａｒé截面（Ｐｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎ）　５．８．３

Ｑ

奇点（ｓｉｎｇｕｌａｒｐｏｉｎｔ）　５．２．２　Ｄ．６
切线矢量（ｔａｎｇｅｎｔｖｅｃｔｏｒ）　１．１
曲率（ｃｕｒｖａｔｕｒｅ）　１．１

Ｒ

扰动（ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ）　Ｄ．１

Ｓ

ＳａｉｎｔＶｅｎａｎｔ原理 （ＳａｉｎｔＶｅｎａｎｔｐｒｉｎｃｉ

　ｐｌｅ）　２．２．１
Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程（Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ）

　３．２．１　３．４．１
势能密度（ｄｅｎｓｉｔｙｏｆｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙ）　
２．３．２
受扰状态（ｐｅｒｔｕｒｂｅｄｓｔａｔｅ）　Ｄ．１
四元数（ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ）　Ｂ．５
Ｓｍａｌｅ马蹄（Ｓｍａｌｅｈｏｒｓｅｓｈｏｅ）　５．８．２
Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 判 据 （Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）　
５．７．１　５．７．２

９９１名 词 索 引



Ｔ

弹性应变能（ｅｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙ）　２．３．２　
７．３．１　Ｃ．４
特征方程（ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ）　５．４．３　
Ｄ．５
特征值（ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ）　５．４．３　Ｄ．５
同宿轨道（ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｏｒｂｉｔ）　５．３．２
椭圆函数（ｅｌｌｉｐｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）　Ａ．１　Ａ．２
椭圆积分（ｅｌｌｉｐｔｉｃｉｎｔｅｇｒａｌ）　Ａ．３　Ａ．４

Ｗ

稳定性（ｓｔａｂｉｌｉｔｙ）　Ｄ．１
Ｗｈｉｔｅ公式（Ｗｈｉｔｅｆｏｒｍｕｌａ）　１．５
弯扭度（ｃｕｒｖａｔｕｒｅｔｗｉｓｔｉｎｇｖｅｃｔｏｒ）　１．２
　Ｂ．７
弯曲振动（ｆｌｅｘｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ）　６．５　６．６．３
未扰状态（ｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄｓｔａｔｅ）　Ｄ．１

Ｘ

相轨迹（ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ）　５．２．２　Ｄ．６
虚功（ｖｉｒｔｕａｌｗｏｒｋ）　２．３．２　７．３．１
虚位移（ｖｉｒｔｕａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ）　２．３．１　
７．３．１
循环积分（ｃｙｃｌｉｃｉｎｔｅｇｒａｌ）　２．４．１　２．４．２

Ｙ

压杆失稳（ｂｕｃｋｌｉｎｇｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｂａｒ）　
４．５．１
一次近似稳定性（ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘ

　ｉｍａｔｉｏｎ）　５．３　６．３　Ｄ．５
异宿轨道（ｈｅｔｅｒｏｃｌｉｎｉｃｏｒｂｉｔ）　５．８．１
有 限 元 方 法 （ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓ ｍｅｔｈｏｄ）

　７．２．１
有限转动（ｆｉｎｉｔｅｒｏｔａｔｉｏｎ）　Ｂ．３
圆弧杆（ｃｉｒｃｕｌａｒｒｏｄ）　４．３．２　５．３．４
圆环（ｃｉｒｃｕｌａｒｒｉｎｇ）　１．３　５．３．４
圆柱面约束（ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ）　４．８．１
５．３．５
原始扭率（ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｔｗｉｓｔｉｎｇ）　２．１．１
原始曲率（ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｃｕｒｖａｔｕｒｅ）　２．１．１
约束（ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ）　２．３．７　４．８．１
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