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本书是为工程类各有关专业的研究生和高年级大学生!提供一本简明易懂的教

材!其中包含必要的基本理论基础和工程上常见的弹性力学问题"这就要求在取材

和讲授方法上做到’去粗取精!通俗易懂!概念清晰!系统不乱"开始动笔以来!我

便朝这个方向努力去做"

所有的工程技术人员都会碰到各式各样的力学问题!其中最多的可能就是当各

种材料的物体或结构受各式各样的外界作用时!要我们判断其工作状态或是做出有

安全#经济要求的设计"对于重要的工程要求给出科学的判断或精确的设计!这就需

要掌握固体力学首先是弹性力学的基础理论和分析方法!以求给出正确的工程设计"

本书共分!"章!都是弹性力学的最基本和最有实用价值的重要概念和分析方

法!除第!章绪论外!第$%&章包括’应力和应变的概念和表达方法$应力和应变之

间的联系$弹性力学问题的提法和简单的平面问题"第,章介绍弹性力学平面问题

最精彩的求解方法&&&复变函数法$第/章讲述柱体的弹性扭转$第’章介绍弹性体

受热状态引起的应力问题$第!%章介绍空间问题的解题方法和两弹性体的接触问

题$第!!章讲述弹性力学的变分原理及数值方法!介绍了常见的里兹法#迦辽金法和

有限元法!这一章实为做数值计算准备理论基础!并对进一步做研究工作建立重要概

念"第!$和!.章分别介绍薄板和薄壳问题$最后一章介绍弹性波理论!希望借此给

读者一些在动力作用下将产生弹性波传播的概念"书中每章附有复习要点#思考题

和习题"为了使读者对力学的发展历程和著名科学家对力学发展的贡献有些了解!

书中安排了相应的简介和插图"



"!!!! 前言

在编写本书过程中!树学锋教授#陈维毅教授#赵广慧博士以及太原理工大学应

用力学研究的老师和我的学生们给了我许多帮助!特向他们表示衷心的谢意"此外!

本书参考并吸收了许多国内外弹性力学名著的思想和内容!非常感谢众多专家学者

给予的现成的精彩成果!主要的都列在参考文献中"

最后!我特别感谢清华大学出版社的杨倩编辑!由于她的辛勤工作!热心的支持

与帮助!使得本书得以问世"

杨桂通

于太原理工大学

$%%&年=月
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书书书

第!章
绪!!论

!"!!弹性力学的研究对象和任务

弹性力学是固体力学的一个分支学科!是研究可变形固体受到外载荷"温度变化
及边界约束变动等作用时!弹性变形和应力状态的科学#本书专门讨论固体材料中
的理想弹性体的力学问题#
弹性力学是人们在长期生产实践与科学实验的丰富成果的基础上发展起来的#

它的发展与社会生产发展有着特别密切的关系!它来源于生产实践!又反过来为生产
实践服务#弹性力学作为固体力学的一个独立分支学科已有一百多年的历史#它有
一套较完善的经典理论和方法!在工程技术的许多领域得到了广泛的应用#目前!由
于现代科学技术的进一步发展!向弹性力学的新理论提出了一系列新课题!新任务#
因而!研究弹性力学的新理论"新方法及其在工程上的应用是非常必要的#在目前!
弹性力学仍然是一门富有生命力的学科#
材料力学和结构力学的研究对象及问题!往往也是弹性力学所要研究的问题#

不过!在材料力学和结构力学中主要是采用简化的可用初等理论描述的数学模型#
在弹性力学中!则将采用较精确的数学模型#有些工程问题$例如非圆形断面柱体的
扭转!孔边应力集中!深梁应力分析等问题%用材料力学和结构力学的理论无法求解!
而在弹性力学中是可以解决的#有些问题虽然用材料力学和结构力学的方法可以求
解!但无法给出精确可靠的结论!而弹性力学则可以给出用初等理论所得结果可靠性



!!!!! 第!章!绪论

与精确度的评价#因而!弹性力学的任务有二&一是建立并给出用材料力学和结构
力学方法无法求解的问题的理论和方法’二是给出初等理论可靠性与精确度的度量#
学习本课程的目的大致可归结为&

"%确定一般工程结构在外载荷作用下的弹性变形与内力的分布规律#

!%确定一般工程结构的承载能力#

#%为进一步研究工程结构的强度"振动"稳定性等力学问题打下必要的理论基础#

!#$!基 本 假 定

固体材料通常分为晶体和非晶体两种#晶体是由许多离子"原子或分子按一定
规则排列起来的空间格子$称为晶格%构成的#它们一般均处于稳定的平衡状态#普
通固体$例如低碳钢"黄铜"铝"铅等%是由许多晶粒方位混乱地组合起来的#它们中
间常有一些缺陷存在#非晶体一般是由许多分子的集合组成的高分子化合物#由此
可见!固体材料的微观结构是多样的"复杂的#如果我们在研究工程结构的力学性态
时!考虑固体材料的这些特征!必将带来数学上的极大困难#为了把本书所研究的问
题限制在一个简便可行的范围内!必须引进下列一些假定#

"%假定固体材料是连续介质#即!这种介质无空隙地分布于物体所占的整个空
间#这一假定显然与上述介质是由不连续的粒子所组成的观点相矛盾#但我们采用
连续性假定!不仅是为了避免数学上的困难!更重要的是根据这一假定所进行的力学
分析!被广泛的实验与工程实践证实是正确的#事实上!连续性假定与现代物质理论
的分歧可用统计平均的观点统一起来#从统计学的观点看来!只要所论物体的尺寸
足够大!物体的性质就与体积的大小无关#通常工程结构构件的尺寸!与晶粒或分子
团的大小相比!其数量级是非常悬殊的#在力学分析中!从物体中取出任一微小单
元!在数学上是一个无穷小量!但它却含有大量的晶粒!晶体缺陷与微小单元进而与
物体尺寸相比更是小得很多!因而连续性假定实际上是合理的#对于一些多相物体!
通常也作为连续性介质看待#
根据连续性假定!用以表征物体变形和内力分布的量!就可以用坐标的连续函数

来表示#这样!在进行弹性力学分析时!就可以应用数学分析这个强有力的工具#
弹性力学的理论基础仍然是牛顿力学#连续性假定和理论力学中的牛顿力学定

律相结合就必然会产生连续介质力学#当进一步给出固体材料的弹性本构关系之
后!也就必然会得到弹性力学的基本方程#

!%物体为均匀各向同性的#即认为物体内各点介质的力学特性相同!且各点的
各方向的性质也相同#也就是说!表征这些特性的物理参数在整个物体内是不变的#

#%物体的变形属于小变形#即认为物体在外力作用下所产生的变形!与其本身
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几何尺寸相比很小!可以不考虑因变形而引起的尺寸的变化#这样!就可以用变形以
前的几何尺寸来代替变形以后的尺寸#此外!物体的变形和各点的位移公式中二阶
微量可以略去不计!从而使得几何变形线性化#

$%物体原来是处于一种无应力的自然状态#即在外力作用以前!物体内各点应
力均为零#我们的分析计算是从这种状态出发的#
以上基本假定是本书讨论问题的基础!还有一些针对具体问题所作的假定!将在

以后各章分别给出#

!#%!弹 性 变 形

由材料力学知道!弹性变形是物体卸载以后!就完全消失的那种变形!即!弹性变
形是可恢复的"可逆的变形#而非弹性变形则是指卸载后不能消失而残留下来的那
部分变形!是不可逆的变形#在小变形假定的条件下!弹性变形与应力的关系是一一
对应的线性关系!因而!具有可加性!即叠加原理是适用的#
物体变形的机理!应从材料内部原子间力的作用来分析#实际上!固体材料之所

以能保持其内部结构的稳定性是由于组成该固体材料$如金属%的原子间存在着相互
平衡的力#吸力使各原子彼此密合在一起!而短程排斥力则使各原子间保持一定的
距离#在正常情况下!这两种力保持平衡!原子间的相对位置处于一种规则排列的稳
定状态#受外力作用时!这种平衡被打破!为了恢复平衡!原子便须产生移动和调整!
使得吸力"斥力和外力之间取得平衡#因此!如果知道了原子间的力相互作用的定
律!原则上就能算出晶体在一定外力作用下的弹性反应#
实际上!固体材料的内部结构是多样的"复杂的#例如夹杂"微孔"晶界等!都是

影响变形发展的因素#目前的一些学说尚不能解释全部固体材料的微观变形机理#
主要是由于所有的工程材料都不可避免的有缺陷存在#对于工程问题来说不必具体
分析每一个缺陷对于材料性态的影响!而只需研究其宏观的统计特性!即可解决工程
设计中的力学分析问题#
今后!我们仅宏观地研究弹性体在受外部作用时的应力场和位移场的分布!主要

是梁"板"壳这一类结构及其他形式的结构物和构筑物的弹性力学问题#

!#&!弹性力学发展历程简介

弹性力学的发展历程与人类文明和社会进步是密切相关的#中国在%世纪至

"%世纪这段时期!社会"政治相对稳定!从而出现了以陶瓷"纺织和建筑为代表的生
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产技术和生活环境的大改造!以及以农"医"天"算四大学科为代表的中国古代科学体
系!还有影响世界文明的四大发明#

""世纪以后!欧洲从漫长的黑夜苏醒!十字军东征带回了中国的四大发明和希
腊的学术!通过大翻译运动!出现了以经院哲学"理性论证为代表的学术复苏#诞生
了实验科学的先驱罗吉尔(培根$&’()*(+,-’.!"!"/)"!/!%#文艺复兴以后!人
们的世界观发生了重大变化!近代科学体系逐渐形成#人们开始探索天体"地球"大
自然#出现了航海罗盘"钟表"枪炮等#社会文明大大的前进了#继欧几里得$012
-345!约##6)!%7+8%以后!哥白尼$94-’3,1:8’;)*.4-1:!"$%#)"7$#%"开普勒$<’2
=,..):>);3)*!"7%")"?#6%"伽利略$@,343)’@,343)4!"7?$)"?$!%"笛卡儿$&).A
B):-,*C):!"7/?)"?76%"牛顿$D:,,-9)EC’.!"?$!)"%!%%等一大批学者的工作推动
了社会的进步和科学技术的发展#
本书的全部内容!显然都是建立在牛顿力学的基础上#牛顿力学的诞生与完善

经历了漫长的发展历程#谈到牛顿力学就会想到伽利略对牛顿力学的重要贡献#牛
顿于#66多年前$"?F%%发表了*自然哲学的数学原理+这一伟大著作!完成了牛顿力
学科学体系的建立#以后!又过了"66年!拉格朗日$"%#?)"F"#%做了出色的工作#
他接受了欧拉变分法的概念和理论!建立了分析力学!降低了解题的难度!使得牛
顿力学有了新的解题方法和严格的数学表述#可称为拉格朗日力学#又过了半个多
世纪!哈密顿$"F67)"F?7%进一步发展了牛顿力学#形成了影响广泛的"具有崭新
面貌的哈密顿力学#牛顿"拉格朗日和哈密顿这三位伟大的天才科学家!经过了#66
多年完成了经典力学的完美体系!至今仍是光彩夺目!应用广泛#
弹性力学完整科学体系的形成也已经有了上百年的历史#有不少著名的经典著

作#例如!勒夫$GH0HIHJ’K)!"F?#)"/$6%著!*数学弹性理论+$GL*),C4:)’.
C=)M,C=)N,C4-,3L=)’*O’P03,:C4-4CO!%其第一版于"F/!年问世!第四版为"/!%
年!后被译成各种文字!人们视为不朽经典名著#又如铁摩辛柯 $QC);=).RH
L4N’:=).S’!"F%F)"/%!%著*弹性理论+$L=)’*O’P03,:C4-4CO!俄文版!卷一!"/"$
年!卷二!"/"?年%和以后的各种版本$英文"中文等%!以及他的一系列专著$如弹性
振动理论"板壳理论"材料力学"弹性稳定理论等%!世界各国用它培养了一代又一代
的工程师和研究人员#稍后有穆斯海里什维利$9HDHM1:S=)34:=K434!"F/")"/%?%在
他的老师克罗索夫$@HTH>’3’:’PP%工作的基础上出版了著名著作!"#$%&’()
*+",-$#’"./&01$#&0()&-21$"+3".4-&’0()(03!俄文第一版于"/##年问世!以后
多次修订!"/??年做最后一次修订#在这本传世名著中用复变函数法和奇异积分对
弹性力学平面问题给出了完美的解答#多年来国外出版的弹性力学教科书种类繁
多!各有千秋!难以胜数#
国内出版了很多很好的弹性力学专著和教科书#最早问世的有&钱伟长"叶开源

著*弹性力学+$"/7?%!之后有徐芝伦著*弹性力学+$上下册%!武际可"王敏中著*弹性



思考题 7!!!!

力学引论+!程昌钧著*弹性力学+"吴家龙著*弹性力学+等!和一大批国外优秀弹性力
学专著和教科书的翻译本#
我国学者在弹性力学发展进程中曾做出了卓越的贡献#例如!钱学森在弹性薄

壳的非线性稳定理论方面的开创性工作!钱伟长对弹性板壳内禀理论的研究!摄动
法"弹性圆板大挠度"穿甲理论等方面的重要贡献!胡海昌对广义变分原理的重要贡
献#最近!钟万勰发展了辛弹性力学和弹性力学求解的新方法!武际可对弹性稳定理
论和力学史的研究做出了贡献#郭仲衡!黄克智!杜庆华!徐秉业等众多知名学者在
弹性力学发展上都做出了各自不同的重要贡献#

思!考!题

!’!!为什么要引进一些基本假定, 如果放弃其中的任一条会出现什么情况,

!’$!你对弹性力学的发展历程和展望有何见解,



第$章
应!!力

$"!!力和应力的概念

作用在物体上的外力可分为表面力和体积力!简称面力和体力#
所谓面力指的是作用在物体表面上的力!如风力"液体压力"两固体间的接触力

等#物体上各点所受的面力一般是不同的#为了表明物体表面上的一点*所受面

图!!5"

力的大小和方向!我们在* 点的邻域取一包含*
点在内的微小面积元素!!$图!5"%!设在!!上的
面力为 !!!则面力的平均集度为 !!-!!#如将

!!不断地缩小!则!!-!!及!!都将不断地改变
其大小"方向和作用点#如令!!无限缩小而趋于

* 点!!!-!!将趋于一定的极限!:!即有

34N
!!"6

!!
!!6!: $!5"%

!!这个极限矢量!:就是*点面力的集度#由于

!!是标量!故矢量!:的方向与!!的极限方向相同#!:在坐标轴7!3!8方向的投影

97!93!98 称为*点面力的分量!并规定指向坐标轴正方向的分量为正!反之为负#
作用在物体表面上的力都占有一定的面积!但对于作用面很小的面力通常理想

化为作用在一点的集中力#



$%!!力和应力的概念 %!!!!

体力!则是满布在物体内部各质点上的力!如重力"惯性力"电磁力等#物体内各
点所受的体力一般也是不同的#我们可以仿照对面力的讨论!得出物体内一点:所
受的体力为按体积计算的平均集度!"U-!;!在微小体积元素!; 无限缩小而趋于:
点时的极限矢量"U!即

34N
!;"6

!"U

!; 6"U $!5!%

!!显然!体力矢量"U的方向就是!; 内的体力!"的极限方向#
固体材料受外力作用后就要产生内力和变形#用以描述物体中任何部位的内力

和变形特征的力学量是应力和应变#应力的概念!在材料力学课程中虽已讨论并应
用过!但由于这一概念的重要性!我们在这里除了强调应力的确切含义之外!还要进
一步给出在受力物体内某一点处的应力状态的描述方法#

!!柯西!GHJH8,1-=O"!"%F/年生于法国#"F7%年逝

世$数学家和力学家$他奠定了应力和应变的理论#首

先指出了矩形截面柱体的扭转与圆形截面柱体的扭转有

重大区别#最早研究了板的振动问题$在数学和力学的

其他领域有很多重要贡献$
!G1(1:C4.J’14:8,1-=O

柯西$GVJV8,1-=O!"%F/)"F7%%首先提出了应力和应变的理论#为了说明应
力的概念!我们假想把受一组平衡力系作用的物体用任一平面:分为<"%两部分
$图!5!%#如将%部分移去!则%对< 的作用应代之以% 部分对< 部分的作用力#
这种力在%移去前是物体内<!%之间在: 截面上的内力!且为分布力#如从:面
上* 点的邻域取出一包括* 点在内的微小面积元素!!:!而!!: 上的内力矢量为

!!!则内力的平均集度为!!-!!:#如令!!: 无限缩小而趋于* 点!则在内力连续
分布的条件下!!-!!: 趋于一定的极限!!即

!6 34N
!!:"6

!!
!!:

$!5#%

!!这个极限矢量!就是物体在过:面上* 点处的应力#由于!!: 为标量!故!的
方向与!!的极限方向一致#
应力!可分解为其所在平面的外法线方向和切线方向这样两个分量#沿应力
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所在平面的外法线方向$=%的应力分量叫做正应力!记做!=#沿切线方向的应力分

图!!5!

量叫做剪应力!记做"=#此处脚注=标
明其所在面的外法线方向#因此!!!
的正应力和剪应力分别为

!= 6 34N
!!:"6

!9=

!!:

"= 6 34N
!!:"6

!9:

!!

#

$

%:

$!5$%

其中!!9=!!9:分别为!!: 上的内力矢

量!!在=平面的法向和切向分量#
如果图!5!中的=方向与3 坐标

轴的方向一致$图!5#%!则此时有

!= 6!3 及"= 6"3

其中"3 是作用在:截面内的剪应力!如将"3 分解为沿7轴和8轴的两个分量!并记
作"37和"38!则过:面上* 点的应力分量为!3!"37!"38#以后!我们对正应力只用一
个字母的下标标记!对剪应力则用两个字母标记!其中第一个字母表示应力所在面的
外法线方向’第二个字母表示应力分量的指向#应力的正负号规定为&正应力以拉
应力为正!压应力为负#
剪应力的正负号规定分为两种情况&当其所在面的外法线与坐标轴的正方向一

致时!则以沿坐标轴正方向的剪应力为正!反之为负’当所在面的外法线与坐标轴的
负方向一致时!则以沿坐标轴负方向的剪应力为正!反之为负#图!5#及图!5$中的
各应力分量均为正#应力及其分量的量纲为.力/.长度/W!!单位为帕$R,%#

图!!5# 图!!5$

!!在以上的讨论中!过*点的:平面是任选的#显然!过*点可以做无穷多个这
样的平面:#或者说!过*点有无穷多个连续变化的=方向#不同面上的应力是不
同的#这样!就产生了一个到底如何描绘一点处应力状态的问题#下面我们讨论这
个问题#
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为了研究*点处的应力状态!我们在*点处沿坐标轴7!3!8方向取一个微小的
平行六面体$图!57%!其六个面的外法线方向分别与三个坐标轴的正"负方向重合!
各边长分别为!7!!3!!8#假定应力在各面上均匀分布!于是各面上的应力矢量便
可用作用在各面中心点的一个应力矢量来表示#每个面上的应力又可分解为一个正
应力和两个剪应力分量#按前面约定的表示法!图!57给出的各应力分量均为正
方向#

图!!57

由图!57可知!当微小的平行六面体趋于无穷小时!六面体上的应力就代表*
点处的应力#因此!*点处的应力分量共有九个!其中有三个正应力分量"六个剪应
力分量$以后将证明剪应力互等定理!从而实际上独立的剪应力分量只有三个%#我
们把这/个应力分量按一定规则排列!令其中每一行为过*点的一个面上的三个应
力分量!即

!7 "73 "78

"37 !3 "38

"87 "83 !8

!!以上这/个应力分量定义一个新的量#!它描绘了一种物理现象!即*点处的应
力状态##是对坐标系>738而言的!当坐标系变换时!它们按一定的变换式变换成
另一坐标系>7?3?8?中的九个量

!7? "7?3? "7?8?

"3?7? !3? "3?8?

"8?7? "8?3? !8?

!!这/个分量描绘同一点* 的同一物理现象!所以它们定义的仍为##而!7!

!3!0!这/个量就称为#的元素#数学上!在坐标变换时!服从一定坐标变换式的九
个数所定义的量叫做二阶张量#根据这一定义!#是一个二阶张量!并称为应力张
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量#以后将证明!应力张量为一对称的二阶张量#各应力分量即为应力张量的元素#
在第!V#节中我们将给出应力分量在坐标变换时服从的变换公式#
应力张量通常表示为

!(@ 6
!7!"73!"78

"37!!3!"38

"87!"83!!

&

’

(

)8

$!57%

其中(!@X7!3!8!当(!@任取7!3!8时!便得到相应的分量"#
式$!57%与#Y#阶的矩阵写法相同#如令(代表行!@代表列!行列数"!!!#!对

应于7!3!8#例如第二行第三列的元素为"!#!即应力分量为"38!余类推#
应当指出!物体内各点的应力状态!一般来说是不同的!即非均匀分布的#亦即!

各点的应力分量应为坐标7!3!8的函数#所以!应力张量!(@与给定点的空间位置有

关!谈到应力张量总是针对物体中的某一确定点而言的#以后我们将看到!应力张量

!(@完全确定了一点处的应力状态#
张量符号与下标记号法使冗长的弹塑性力学公式变得简明醒目!在文献中已被

广泛应用!今后我们将逐渐熟悉这种标记法#

$"$!二维应力状态与平面问题的平衡方程

上一节中讨论力和应力概念时!是从三维受力物体出发的!其中*点是从一个
三维空间中取出来的点#现为简单起见!我们首先讨论平面问题#掌握了平面问题
以后!再讨论空间问题就比较容易了#

图!!5?

平面问题的特点是物体所受的面力和体力以

及其应力都与某一个坐标轴$例如7轴%无关#平
面问题又分为平面应力问题与平面应变问题#
在平面应力问题中!所考虑的物体是一个很薄

的平 板!载 荷 只 作 用 在 板 边!且 平 行 于 板 面
$图!5?%!即8方向的体力分量AU8及面力分量98

均为零#故取图!5?中的坐标系!则板面上$8X
Z0-!处%

$!8%86B0
! 66

$"87%86B0
! 6 $"83%86B0

! 66

" !77"!33"!88已简写为!7"!3"!8#



$%$!二维应力状态与平面问题的平衡方程 ""!!!

!!由于板的厚度很小!外载荷又沿厚度均匀分布!所以可以近似地认为应力沿厚度
均匀分布#由此!在垂直于8轴的任一微小面积上均有

!8 6"83 6"87 66
!!根据我们后面将要证明的剪力互等定理!即应力张量的对称性!还有"38X"78X
6#这就是说!过任一点处不等于零的应力分量只有!7!!3!"73!"37!且均为7!3的函
数#此时!应力张量为

!(@ 6
!7 "73 6

"37 !3 6
&

’

(

)6 6 6

$!5?%

!!现在讨论平面应变问题#设有等截面柱体!其纵轴方向$>8坐标方向%很长#外
载荷及体力为作用在垂直于>8方向且沿8轴均匀分布的一组力#图!5%所示的挡

图!!5%

土墙是这类问题的典型例子#如略去端部效
应!则由于外载荷沿8轴方向为一常数!故可
以认为!沿纵轴方向各点的位移与其所在8
方向的位置无关!就是说8方向各点的位移
均相同#如令C!D!E 分别为一点在7!3!8
坐标方向的位移分量!则有EX常数!等于常
数的位移E并不伴随产生任一73平面的翘
曲变形!故在研究应力"应变问题时!可取

EX6#此外!由于物体的变形只在>73平面
内产生!故C"D均与8无关#因而!对于平面
应变状态有

C6C$7!3%

D6D$7!3%

E 6
#
$

%6

$!5%%

由对称条件可知在>73平面内!过任一点处的应力分量"87!"83$从而"78!"38%均

等于零!但由于8方向对变形的约束!故!8 一般不等于零#此时!应力张量!(@为

!(@ 6

!7 "73 6

"37 !3 6
6 6 !

&

’

(

)8

$!5F%

!!实际上!以后将证明!!8 不是一个独立的量!它可以由!7 和!3 求出#所以不管

是平面应力问题还是平面应变问题!独立的应力分量只有三个!即!7!!3!"73$X"37%!

在求解过程中!!8 可暂不考虑#

下面讨论物体处于平衡状态时!各点应力及体力的相互关系!并由此导出平衡



"!!!! 第$章!应力

方程#
假定从处于平面应力状态的物体中取出一个微小矩形单元&,)F$图!5?中的阴

图!!5F

影部分%!其两边的长度分别为57!53!厚度
就是原物体的厚度0$图!5F%#这里!因570!

530为微小面元!可以把570和530上的应力
看成是均匀分布的!故面元上任意点的应力
分量值!可以用该面元中点的应力分量表示
$图!5F%#在此微小单元体不同的边上!应
力分量的值也不同#如&,边上"的正应力分

量为!7!则)F边上!由于距3轴的距离增加
了57!正应力分量应随之变化#应力分量的
这种变化可用泰勒级数展开来求#实际上!

我们有

!7 )F 6!7 &, G*!7

*7 &,
57G*!7

*3 &,
53G"$57!!53!%

!!注意到!&,线元与)F线元上的应力分量!皆可用相应线元中点处的应力分量来
表示#

显然!如&,边上的正应力为!7!则当略去二阶以上微量后)F边上的正应力应为

!7 G*!7

*7
57

!!同理!如&,边上的剪应力分量为"73!&F边上的两个应力分量为!3!"37!则得)F
边上的剪应力分量及,)边的两个应力分量分别为$图!5F%

"73 G*"73

*7
5$ %7

!3 G*!3

*3
5$ %3

"37 G*"37

*3
5$ %3

!!在静力平衡条件下!各应力分量必然满足平衡条件的要求#对于厚度0X"的微
小矩形单元&,)F$图!5F%!由平衡条件+/&X6得

*!3

*3
535$ %7 57

! H *!7

*7
535$ %7 53

! G "73 G*"73

*7
5$ %7 5357

H "37 G*"37

*3
5$ %3 5753GAU3575357

! HAU7575353
! 66

" 即530面积上!以下的讨论取0X"!故530上的应力就以&,线上的应力来表示#下同#



$%$!二维应力状态与平面问题的平衡方程 "#!!!

略去57"53的三次方的项!得

"73 6"37 $!5/%

!!这就是前面曾经提到的剪应力互等定理"#以下我们常不再区分"73和"37#
由平衡条件+IX6得

!7 G*!7

*7
5$ %7 53H!753G "37 G*"37

*3
5$ %3 57H"3757GAU7575366

化简后为

*!7

*7G*"37

*3 GAU$ %7 575366

其中5753不等于零!故有

*!7

*7G*"37

*3 GAU7 66 $!5"6,%

同理由+JX6得

*!3

*3G*"73

*7 GAU3 66 $!5"6U%

上式$!5"6%是平面问题的平衡方程#
对于三维应力状态的情况!可从受力物体中取出一微小六面体单元!可类似地导

出$具体推导!留作练习%

"78 6"87!!"38 6"83 $!5""%
及

*!7

*7G*"37

*3 G*"87

*8 GAU7 66

*"73

*7 G*!3

*3G*"83

*8 GAU3 66

*"78

*7 G*"38

*3 G*!8

*8GAU8 6

#

$

%
6

$!5"!%

!!上式$!5"!%为三维情况下的平衡方程#
如采用张量符号与下标记号法!则剪应力互等定理可缩写为

!(@ 6!@(!$(!@67!3!8% $!5"#%

!!由此可知!应力张量为一对称张量!其中只有?个独立元素

!(@ 6

!7 "73 "78

!3 "38

$对称% !

&

’

(

)8

!!在平面应力状态!有

" 剪应力互等定理的成立仅限于1非极化2介质!对于微极性介质则该定理不再成立#详见![H9’E,-2
S4!LN)’*O’PG:ONN)C*4-03,:C4-4CO!R)*(,N’.R*)::"/F?



"$!!! 第$章!应力

!(@ 6
!7 "73 6

!3 6
$对称%

&

’

(

)6
!!平衡方程$!5"!%可缩写为

!(@!@GAU( 66 $!5"$%
其中!(@!@表示!(@$(!@X7!3!8%对于@$X7!3!8%取偏导数#下同$下标记号法和求和
约定详见附录#%#
所以!(@!@X6!就代表

*!7

*7G*"73

*3 G*"78

*8 66

*"73

*7 G*!3

*3G*"38

*8 66

*"78

*7 G*"38

*3 G*!8

*8 66

$"%!一点处应力状态的描述

现以平面问题为例说明一点处应力状态的描述#为此!我们在受力物体中取一
个微小三角形单元!如图!5/所示!其中<%!<:与坐标3!7重合!而%:的外法线

图!!5/

与7轴成$角#取7?3?坐标!使%:的外法线方
向与7?方向重合$如图!5/%#在这种情况下!如
果!7!!3!"73已给定!则%:面上的正应力!7?与剪

应力"7?3?可用已知量表示!由于$角的任意性!则
当%:面趋于< 点时!便可以说求得了描绘过<
点处的应力状态的表达式#实际上!此处所讨论
的问题!是一点处不同方向的面上的应力的转
换!即%:面无限趋于< 点时!该面上的应力如
何用与原坐标相平行的面上的应力来表示#在
这种问题的分析中!可不必引入应力增量和体
力!因为它们与应力相比属于小量#

假定%:的面积为"!则<%和<: 的面积分别为-’:$与:4.$#于是!由平衡条
件+IX6和+JX6可得

97 6!7-’:$G"73:4.$

93 6"73-’:$G!3:4.
#
$

%$
$!5"7%

其中97!93 为%:面上单位面积的力9在7!3方向的投影$图!5/%#把97!93 投影



$%&!一点处应力状态的描述 "7!!!

到7?!3?坐标方向得

!!7? 697-’:$G93:4.$

"7?3? 693-’:$H97:4.#
$

%$
$!5"?%

把式$!5"7%代入式$!5"?%得

!!7? 6!7-’:!$G!3:4.!$G!"73:4.$-’:$
"7?3? 6"73$-’:!$H:4.!$%G$!3 H!7%:4.$-’:#

$

%$
$!5"%%

或改写为

!7? 6 "
!

$!7 G!3%G"
!

$!7 H!3%-’:!$G"73:4.!$ $!5"F,%

"7?3? 6 "
!

$!3 H!7%:4.!$G"73-’:!$ $!5"FU%

把式$!5"F,%中的$换成$\$
!

!则得

!3? 6 "
!

$!7 G!3%H"
!

$!7 H!3%-’:!$H"73:4.!$ $!5"F-%

!!上式$!5"F%在材料力学中曾经讨论过!并给出了莫尔圆的作图法#于是当%:
面趋于< 点时!若已知<点的应力分量!7!!3!"73!则由式$!5"F%即可求得过该点任
意方向平面上的应力分量#换言之!对于平面问题!式$!5"F%充分地描述了一点的
应力状态#

图!!5"6

在三维的情况下!我们在任意一点>附近
取出一微小四面体单元><%:!斜面<%:的
外法线为=$图!5"6%#如令斜面<%:的面积
为"!则三角形 >%:!><:!><% 的面积分
别为

"K-’:$=!7%6-"

"K-’:$=!3%6-!

"K-’:$=!8%6-#

如<%:面上单位面积的面力为9!其沿坐标
轴方向的分量用97!93!98 表示!则不难由微
小四面体单元的平衡条件得出

97 6!7-"G"73-!G"78-#

93 6"37-"G!3-!G"38-#

98 6"87-"G"83-!G!8-
#
$

%#

$!5"/%

!!上式$!5"/%按下标记号法与求和约定可缩写为

9( 6!(@=@!$(!@67!3!8% $!5"/?%

!!此处=@为斜面<%:外法线=与@$X7!3!8%轴间夹角的方向余弦-’:$=!@%!根



"?!!! 第$章!应力

据以上定义!有

=7 6-’:$=!7%6-"

=3 6-’:$=!3%6-!

=8 6-’:$=!8%6-#

!!以上讨论的是在空间坐标系>738内!与坐标轴呈任意倾斜的面上单位面积的
面力97!93!98 的表达式$!5"/%#现在考虑当坐标系>738变换到坐标系>7?3?8?
时!新旧坐标系内各应力分量间的关系#并由此给定应力张量的各元素在坐标变换
时所遵循的法则#
为此令新坐标系>7?3?8?的>7?轴与图!5"6中的=方向相合!新旧坐标系间的方

向余弦为-""X-’:$7?!7%!-"!X-’:$7?!3%!0!如表!5"所示!则7?方向的正应力!7?为

!7? 697-""G93-"!G98-"#

!!表!$’!

7 3 8

7? -"" -"! -"#

3? -!" -!! -!#

8? -#" -#! -##

将式$!5"/%代入上式!并注意到其中之-"!-!!-# 分别等于-""!-"!!-"#!则得

!7? 6!7-!
""G!3-!

"!G!8-!
"#G!$"73-""-"!G"38-"!-"#G"78-""-"#%

!!类似地!有97!93!98 在3?!8?方向的投影!可得用!(@$(!@X7!3!8%!-(@$(!@X
"!!!#%表示的"7?3?!"7?8?#之后将3?轴与=方向重合!类似地可得用!(@!-(@表示的!3?!

"3?7?!"3?8?#再将8?轴与=方向重合!可得用!(@!-(@表示的!8?!"8?7?!"8?3?#这样最终可得
用!(@!-(@表示的全部>7?3?8?坐标系内的应力分量!(?@?

!(?@? 6-(?(-@?@!(@ $!5!6%
变换式$!5!6%即!(@在坐标变换时所遵守的法则#
凡一组(个量!#$!在坐标变换时服从式$$%$)%给出的法则!就称为二阶张量#

$"&!边 界 条 件

当物体处于平衡状态时!其内部各点的应力状态应满足平衡微分方程$!5"!%!
在边界上应满足边界条件#边界条件可能有三种情况&$"%在边界上给定面力称为
应力边界条件’$!%在边界上给定位移称为位移边界条件’$#%在边界上部分给定面
力!部分给定位移称为混合边界条件#下面分别以平面问题为例给出几种边界条件
的表示法#



$%#!边界条件 "%!!!

"V应力边界条件

当物体的边界上给定面力时$以后称给定面力的边界为!!%!则物体边界上的应
力应满足与面力相平衡的力的平衡条件#如边界附近有一点<!物体的坐标系为

>73$图!5/%!边界线为%:!其外法线方向为=’< 点的应力!7!!3!"73的值尚为未

知!%:面上单位面积的面力为!!其在7"3方向的分量为97!93#当<点无限趋于
%:时!由应力分量!7!!3!"73与面力97!93 之间的平衡条件可得应力边界条件#%:
的外法线方向为=!它的方向余弦为-’:$=!7%X-"!-’:$=!3%X-!!则式$!5"7%可改
写为

97 6!7-"G"73-!

93 6"73-"G!3-#
$

%!
$!5"7?%

!!在三维条件下!则可由边界附近任取一微小四面体><%:!如图!5"6所示#如
面力已知为!!则相应的应力边界条件为式$!5"/%

97 6!7-"G"73-!G"78-#

93 6"37-"G!3-!G"38-#

98 6"87-"G"83-!G!8-
#
$

%#

或即

9( 6!(@=@

!!此处=@X-’:$7@!=%!从应力边界条件的表达式$!5"7?%或$!5"/%看出应力边界
条件与坐标系>738的选取及物体边界的方向余弦有关#
对于平面问题!当边界与某一坐标轴相垂直时!应力边界条件可得到简化#在垂

直于7轴的边界上=与7轴方向重合!故有-"X-’:$=!7%XZ"!-!X-’:$=!3%X6!
于是$!5"7?%简化成为

!7 6B93!!"73 6B97

!!同理在垂直于3轴的边界上!由于=与3轴方向相重合故有
-" 6-’:$=!7%66!!-! 6-’:$=!3%6B"

!!应力边界条件可化为

!3 6B97!!"37 6B93

!!在这种情况下!边界处应力分量的数值与单位面积上的面力分量相等#且当边
界的外法线方向沿坐标轴的正向时!取正号#反之!取负号#

!V位移边界条件

当边界上已知位移时!应建立物体边界上点的位移与给定位移相等的条件#如
令给定位移的边界为!C!则有$在!C 上%

C6,C!!D6,D $!5!"%



"F!!! 第$章!应力

其中,C",D分别为边界上7!3方向的已知位移分量#
对于三维问题!位移边界条件为$在!C 上%

C( 6,C( $!5!!%
此处(X"!!!#$C"!C!!C# 与C!D!E相对应%#

#V混合边界条件

混合边界条件有两种情况&一种情况是在物体的整个边界!中!一部分已知应
力!即给定应力的边界!!!此部分边界应用应力边界条件$!5"/%’其余部分给定位
移!即给定位移的边界!C!在!C 上用位移边界条件$!5!!%#这时相当于给了两种边
界#另一种情况是在同一部分边界上已知部分位移和部分应力!即给定位移与应力
混合条件#如图!5""给出的由一组连杆支承的深梁就是这种情况!已知<%面上3
方向的位移及7方向剪应力均等于零!即$在!<%上%

D6,D66!!"37 6H97 66

图!!5"" 图!!5"!

!!例$5!!若已给定坐标系>73如图!5"!所示!试列出图中各平面问题的自由边
界的应力边界条件#
解

$,%!"%题中已给定坐标系>73#

!%求方向余弦#已知边界!与7轴相垂直!故有
-"X-’:$=!7%XZ"!!-!X-’:$=!3%X6

#%已知97X93X6#

$%代入应力边界条件公式$!5"7?%

!7X\97X6!!"73X\93X6!!!!
即应力边界条件为$在!上%&

!7X"73X6
$U%!"%题已给出坐标系>73#

!%求方向余弦#已知边界!与3轴成$角!故有
-"X-’:$=!7%X-’:$!!!!!!!



$%’!主应力与主方向 "/!!!

-!X-’:$=!3%X:4.$!!!!!!!
#%!为自由边界!故有

97X93X6!!!!!!!
$%代入式$!5"7?%得

6X!7-’:$\"73:4.$
6X"73-’:$\!3:4.$

得边界条件为

!7 6H"73C,.$
!3 6H"73-’C$

!!例$5$!设有图!5"#所示水坝!试列出光滑的><面的应力边界条件#
解!此问题可作为平面应变问题考虑#

图!!5"#

"%选取坐标系>73如图!5"#所示!坐标原点在
坝顶>处#

!%计算方向余弦#因><与7轴垂直!故

!-"X-’:$=!7%XW"
-!X-’:$=!3%X6

#%求出面力分量97!93$设水的容重为%%代入边
界条件$!5"7?%!整理后得

!7XW%3
"73X6!

$"*!主应力与主方向

在过受力物体内一点任意方向的微小面元上!一般都有正应力与剪应力!不同方
向的面元上这些应力有不同的数值#当此微小面元转动时!它的法线方向=随之改
变!面元上的正应力!= 与剪应力"= 的方向和它们的值也都要发生变化#在=方向不
断改变的过程中!必然要出现这样的情况!即面元上只有正应力!而剪应力"= 等于

零#我们把这时面元的法线方向=称为主方向!相应的正应力!= 称为主应力!!= 所

在的面称为主平面#以下将说明!物体中任一点都有三个主应力和相应的三个主
方向#
在图!5"6中!如令97!93!98 为<%:面上单位面积面力!的三个分量!则有

9! 69!
7 G9!

3 G9!
8 $,%

<%:面上的正应力!= 即为
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!= 697-"G93-!G98-# $U%
将$!5"/%式代入上式$U%式得

!=6 $!7-"G"73-!G"78-#%-"G$"37-"G!3-!G"38-#%-!

!G$"87-"G"83-!G!8-#%-#

6!7-!
"G!3-!

!G!8-!
#G!$"73-"-!G"78-"-#G"38-!-#% $!5!#%

式$!5!#%为=方向$亦即任意方向%的斜面上正应力的表达式#该面上的剪应力为

"!
= 69!H!!

= $!5!$%
将$,%式及$!5!#%式代入上式$!5!$%!可得法线方向为=的面上的剪应力#
如果在一个斜面上的剪应力为零!即"=X6!则从$!5!$%式有!!

=X9!!此时该斜
面上的正应力!= 就是正应力#在这种情况下!该斜面的正应力!= 即与! 的大小和
方向完全相同"#于是有

97 69-" 6!=-"

93 69-! 6!=-!

98 69-# 6!=-
#
$

%#

$-%

!!将$-%式代入$!5"/%式得

!7-"G"73-!G"78-# 6!=-"

"73-"G!3-!G"38-# 6!=-!

"78-"G"38-!G!8-# 6!=-
#
$

%#

$5%

上式可改为

$!7 H!=%-"G"73-!G"78-# 66

"73-"G$!3 H!=%-!G"38-# 66

"78-"G"38-!G$!8H!=%-# 6
#
$

%6

$!5!7%

或

$!(@ H&(@!=%-@ 66 $!5!7?%

!!此处&(@为柯氏&$>*’.)-S)*5&%!定义为

&(@ 6
"! 当(6@

6! 当(-
.
/

0 @
!!-"!-!!-# 满足下列关系式

-!
"G-!

!G-!
# 6" $!5!?%

于是我们得到含有!=!-"!-!!-# 四个未知数的四个方程式$!5!7%和式$!5!?%!求解之
后便可得到主应力及与之对应的主方向#现在我们用下述方法来讨论问题的解#由
于式$!5!?%说明-"!-!!-# 这三个方向余弦不可能同时等于零!所以式$!5!7%可看成

" 该斜面的面积取为"#



$%’!主应力与主方向 !"!!!

关于-"!-!!-# 的线性齐次方程组!而且应当有非零解存在#由齐次方程组有非零解
的条件得到

!7 H!= "73 "78

"73 !3 H!= "38

"78 "38 !8H!=

66 $!5!%%

上式展开后得

$!7 H!=%$!3 H!=%$!8H!=%G"73"38"78 G"73"38"78 H"78"78$!3 H!=%

H"38"38$!7 H!=%H"73"73$!8H!=%66

或 !#
= HL"!!

= GL!!=HL# 66 $!5!F%

其中 L" 6!7 G!3 G!8 $!5!/,%

L! 6!7!3 G!3!8G!7!8H"!
73 H"!

38 H"!
78 $!5!/U%

L# 6

!7 "73 "78

"73 !3 "38

"78 "38 !8

$!5!/-%

!!方程$!5!F%是关于!= 的三次方程!它的三个根!即为三个主应力!其相应的三组
方向余弦对应于三组主平面#方程$!5!F%的三个根都是实根!因为$!5!7%说明主应
力是应力张量!(@的特征值!式$!5!%%或式$!5!F%为特征方程#因应力张量为对称张
量!其各元素均为实数!故必有实特征根!即三个主应力都是实数!其方向余弦为应力
张量!(@的特征向量#方程$!5!F%的三个根均为实数的证明还可以从三次方程根的
性质的代数理论中得到#上述讨论证实了下列事实&在物体内任意一点!必有三个
互相垂直的主应力!它们的方向就是主方向#
主应力的大小与坐标选择无关!故方程$!5!F%的三个系数L"!L!!L# 也必与坐标

选择无关#不然的话!主应力就要随坐标选择的不同而变化#所以L"!L!!L# 为不变

量!分别称为第一"第二"第三应力张量的不变量!简称应力不变量#
解$!5!F%后!得到所考虑点的三个主应力!从大到小记为!"!!!!!#!即!"1!!1

!##如果坐标轴恰与主方向重合!则应力不变量用主应力表示为

L" 6!"G!!G!#

L! 6!"!!G!!!#G!#!"

L# 6!"!!!
#
$

%#

$!5#6%

!!以主应力!"!!!!!# 的方向为坐标轴$记为"!!!#%的几何空间!称为主向空间#
要了解在主向空间任意斜面上的应力!可假定某一斜面的应力矢量为!!该斜面的方
向余弦为-"!-!!-#$图!5"$%!注意到!在坐标轴方向的三个投影分别为9"X!"-"!

9!X!!-!!9#X!#-#!于是该面上的正应力!与剪应力"的关系为



!!!!! 第$章!应力

!!69!H"! 69!
"G9!

!G9!
#H"!

6!!
"-!

"G!!
!-!

!G!!
#-!

#H"! $!5#"%

!!由于

!69"-"G9!-!G9#-# 6!"-!
"G!!-!

!G!#-!
# $!5#!%

故有

"6 !!
"-!

"G!!
!-!

!G!!
#-!

#H$!"-!
"G!!-!

!G!#-!
#%槡 ! $!5##%

!!现在我们讨论一种特殊情况!即在主向空间取一斜面!该斜面的法线=与三个坐
标轴呈等倾斜!即

-"X-!X-#

由于

-!
"\-!

!\-!
#X"

故

-"X-!X-#X"
槡#

或

,*--’:$-"%X,*--’:$-!%X,*--’:$-#%X7$]$$?
在这一三维空间中的上半空间$73平面以上!即8的正方向%可构成四个这样的

面!在下半空间$73平面以下!即8的负方向%也可构成四个这样的面!共有八个#这
八个面组成了一个正八面体!其中每一个面称为八面体平面#图!5"7给出了八面体
的图形#

图!!5"$ 图!!5"7

!!鉴于八面体平面上的应力在塑性理论中的重要性!下面我们给出八面体平面上
的正应力和剪应力#八面体平面上的正应力!F 由式$!5#!%得



$%’!主应力与主方向 !#!!!

!F 6 "
#

$!"G!!G!#% $!5#$%

!!由式$!5##%得八面体平面上的剪应力"F 为

"F 6 "
#

$!"H!!%!G$!!H!#%!G$!#H!"%槡 ! $!5#7%

一般情况为

!!"FX"
#

.$!7W!3%!\$!3W!8%!\$!8W!7%!\?$"!
38\"!

87\"!
73%/

"
! $!5#7?%

图!!5"?

!!例$5%!设在平面问题条件下!一点*的应力状态
为已知!试求$"%主应力及主方向!$!%最大剪应力及其所
在的面$9#
解!$"%已知一点的应力状态!即给定应力张量

!(@X
!7 "73 6

"37 !3 6
&

’

(

)6 6 6
设在某一平面:与7轴成$角$图!5"?%!则有

!!!-"X-’:$!!!-!X:4.$!!!-#X6
代入式$!5"F%!得:面上的正应力及剪应力分别为

!!!!!!!!!=X"
!

$!7\!3%\
"
!

$!7W!3%-’:!$\"73:4.!$ $,%

"=XW"
!

$!7W!3%:4.!$\"73-’:!$ $U%

如=方向为主方向!:平面为主平面!则"=X6由$U%得到

C,.!$6 !"73

!7 H!3
$-%

!!由于C,.!$XC,.$$\!$%!所以!=方向及与之正交的方向是两个主方向#两个

主平面的法线与>7轴分别呈$及$\$
!
角度

$X"
!,*-C,. !"73

!7W!3

将由式$-%所得之结果代入式$,%!可得两个主应力!"!!! 之值!亦可由代数运算
求出主应力的一般公式为

!"!! 6!7 G!3

! B !7 H!3$ %!

!

G"!
7槡 3 $5%

!!$!%欲求最大或最小剪应力所在的面!可由下列条件求出&

5"=-5$X6
由此得
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-’C!$9 6H!"73-$!7 H!3% $)%

!!和前一种情况类似!!$9 和!$9\$同时满足上式!由此可知最大和最小剪应力作
用面相互垂直#由式$)%求出-’:$!:4.$后!代入$U%式可得

"N,̂

" #
$

%N4.
6B !7 H!3$ %!

!

G"!
7槡 3

!!当"73X6时!!7X!"!!3X!! 为两个主应力!此时最大最小剪应力为

"N,̂

" #
$

%N4.
6B"

!
$!"H!!%

!!比较$-%与$)%可以看出

C,.!$6H-’C!$9 6C,.!$9 G$$ %!
所以!最大"最小剪应力所在的面与主平面成$7]角#

$"+!球张量与应力偏量

在外力作用下!物体的变形通常可分为体积改变和形状改变两种成分#并且认
为!体积的改变是由于各向相等的应力引起的#试验证明"!固体材料在各向相等的
应力作用下!一般都表现为弹性性质#因而可以认为!材料的塑性变形主要是物体产
生形状变化时产生的#这样!在塑性理论中!常根据这一特点把应力状态进行分解#
在一般情况下!某一点处的应力状态可以分解为两部分!一部分是各向相等的压

$或拉%应力!!另一部分记为’(@!即

!(@ 6!G’(@ $!5#?%
其中

!6

!N 6 6
6 !N 6
6 6 !

&

’

(

)N

’(@ 6

!7 H!N "73 "78

"37 !3 H!N "38

"87 "83 !8H!

&

’

(

)N

!N 6 "
#

$!7 G!3 G!8%6 "
#

$!"G!!G!#%6!F

" RV[V+*45(N,.$"/!7%的实验证明!对于金属材料!在大约!V7@;,的静水压力作用下!才呈现出很小
的压缩性$约6V6?_%#



$%(!球张量与应力偏量 !7!!!

!!!可定义为球形应力张量!简称球张量#而’(@则称为偏斜应力张量!简称应力
偏量#
球张量表示一种1球形2应力状态#实际上!在主向空间内!如令任一斜面=上的

应力矢量为!!其沿"!!!#轴的分量为

9" 6!"-"

9! 6!!-!

9# 6!#-#

代入式$!5!?%后!则得

9!
"

!!
"
G9!

!

!!
!
G9!

#

!!
#
6" $!5#%%

!!上式是一个椭球面方程!它表示在以9"!9!!9# 为坐标轴的空间内的主半轴为

!"!!!!!# 的一个椭球面!称为应力椭球面$图!5"%$,%%#意思是说!当任一点>的每
一斜面上的应力都用应力矢量!$其分量为9"!9!!9#%表示的话!则任一从>做出的
这种矢量的矢端都落在此椭球面上!如图!5"%$,%所示#

图!!5"%

当!"X!!X!#X!N 时!式$!5#%%可化为

9!
"G9!

!G9!
# 6!!

N

!!这是一个以!N 为半径!以坐标轴原点为球心的球面方程!是上述应力椭球面的

特殊情况#它表示一个球形应力状态!如图!5"%$U%所示#球张量便由此而得名#

应力偏量则只由偏应力分量!7W!NX’"!!3W!NX’!!!8W!NX’#!及剪应力分量



!?!!! 第$章!应力

"73!"38!"87构成#以主应力表示的应力偏量为

’(@ 6

!!"H!!H!#

# 6 6

6 !!!H!#H!"

# 6

6 6 !!#H!"H!!

&

’

(

)#
!!对于球张量和应力偏量’(@!可以类似于应力张量!(@那样得到其应力偏量的三个

不变量为

M" 66

M! 6H"
?

.$!"H!!%!G$!!H!#%!G$!#H!"%!/

! 6H"
!

$’!
"G’!

!G’!
#%6’"’!G’!’#G’#’"

M# 6’"’!’

#

$

%#

$!5#F%

其中&

’" 6!"H!N

’! 6!!H!N

’# 6!#H!
#
$

%N

$!5#/%

复 习 要 点

"V应力矢量!的准确定义&

34N
!!"6

!!
!!X!

!V一点应力状态的描述&
应力张量!(@完全确定了一点的应力状态

!(@X
!7 "73 "78

"37 !3 "38

"87 "83 !

&

’

(

)8

X!((\’(@

#V三类边界条件&
应力边界条件9(X!(@=@$在!!上%
位移边界条件C(X,C($在!C 上%
两种形式的混合边界条件#



习题 !%!!!

!!$V三个应力不变量L"!L!!L#&

L"X!7\!3\!8!!!!!!!!
L!X!7!3\!3!8\!7!8W"!

73W"!
38W"!

78

L#X
!7 "73 "78

"73 !3 "38

"78 "38 !8

7V应力偏量的概念及应力偏量的三个不变量&

M" 66
M! 6’"’!G’!’#G’#’"

M# 6’"’!’#

思!考!题

$5!!为什么定义物体内部应力状态的时候要采取在一点的邻域取极限的办
法, 是什么物理意义,

$5$!满足平衡方程和边界条件的应力是否是实际的应力, 为什么,

$5%!剪应力互等定理有没有前提条件, 为什么,

$5&!应力不变量为什么不变,

$5*!平面应力与平面应变的主要异同是什么, 它们都是怎样从实际问题中简
化而来的,

习!!题

$5!!已知一点处的应力状态为

"! ? 6
? "6 6

&

’

(

)6 6 6
Y"6#R,

试求该点处的最大主应力及主方向#
答案&!"X"%V6F#Y"6#R,!!" 与7轴的夹角为$6]"??#

$5$!试用初等理论求出受均布载荷作用的简支梁$矩形截面%的应力状态!并
校核所得结果是否满足平衡方程与边界条件#

$5%!试证在坐标变换时!L" 为一不变量#

$5&!已知下列应力状态



!F!!! 第$章!应力

!(@X
7 # F
# 6 #

&

’

(

)F # ""
Y"67R,

试求八面体正应力与剪应力#
答案&!FX7V###Y"67R,!"FXFV?7#Y"67R,
$5*!试写出下列情况的边界条件$坐标系如图所示%#

$5+!设图中短柱体处于平面应力状态!试证在牛腿尖端:处的应力等于零#

习题!!57 习题!!5?



第%章
应!!变

%"!!变形与应变的概念

前面我们讨论了受力物体的应力!现在开始讨论物体的变形#在外力作用下!物
体各点的位置要发生变化!即发生位移#如果物体各点发生位移后仍保持各点间初
始状态的相对位置!则物体实际上只产生了刚体移动和转动!称这种位移为刚体位
移#如果物体各点发生位移变形后改变了各点间初始状态的相对位置!则物体就同
时也产生了形状的变化!称为该物体产生变形#

图!#2"

本章主要讨论弹性物体的变形#
设有一弹性体$图#2"%!在外力作用下发生

了变形#图中实线轮廓为变形前的状态!虚线
为变形后的状态#物体中的点< 和%!变形后
的位置为<?和%?#各点的位移可以用其7!3!8
方向的位移分量C!D!E表示#因而只要确定了
物体各点的位移!物体的变形状态就确定了#
因物体各点的位移一般是不同的!故位移分量

C!D!E应为坐标的函数!即

CXC$7!3!8%!!DX$7!3!8%!!EX$7!3!8%
为要确定物体各点的位移!我们首先研究物体中任一微小线段的变形状态!以此



#6!!! 第&章!应变

逐步阐述应变的概念#
设在>73平面内未变形前物体中相邻的两点*6$76!36%和*$7!3%间的线段为

图!#5!

*6*!变形后该线段两端分别移到*?6$7?6!3?6%和*?$7?!

3?%#如*6*用矢量&表示$图#5!%!变形后为&?#&沿

7!3轴的分量为!7!!3#而&?为

!?7 6!7 G%!7

!?3 6!3 G%!3

*6 点的位移分量为

C6 67?6H76

D6 63?6H3#
$

%6

$#5"%

*点的位移分量为

C67?H7

D63?H #
$

%3
$#5!%

!!假定位移C!D为7!3的单值连续函数!则可将*点位移对*6 按泰勒级数展开!

即有

C6C6G*C
*7

!7 G*C
*3

!3 G"$!!
7!!!

3%

D6D6G*D
*7

!7 G*D
*3

!3 G"$!!
7!!!

3

#

$

%
%

$#5#%

由于*就在*6 的邻域!!是个小量!故!7!!3 的二次项认为是可以略去不计的高阶

微量#

将$#5"%"$#5!%代入$#5#%!可得

$7?H7%H$7?6H76%6*C
*7

!7 G*C
*3

!3

$3?H3%H$3?6H36%6*D
*7

!7 G*D
*3

!3

而矢量&!&’的变化为

%!7 6!?7 H!7 6 $7?H7%H$7?6H76%

%!3 6!?3 H!3 6 $3?H3%H$3?6H36%

于是有

%!7 6*C
*7

!7 G*C
*3

!3

%!3 6*D
*7

!7 G*D
*3

!
#

$

%
3

$#5$%

或简写为



&%!!变形与应变的概念 #"!!!

%!( 6C(!@!@ $#57%

在二维情况(!@X7!3!此时C(!@为

C(!@ 6

*C
*7

*C
*3

6

*D
*7

*D
*3

6

&

’

(

)6 6 6
在三维情况下!(!@X7!3!8!此时C(!@为

C(!@ 6

*C
*7

*C
*3

*C
*8

*D
*7

*D
*3

*D
*8

*E
*7

*E
*3

*E
*

&

’

(

)8
称为相对位移张量#一般地说!它是不对称的#

由图#5!明显看出!!移至!?有刚体位移发生#但这种刚体移动并不引起物
体的变形!在应变分析中不需考虑!故应从以上的公式中消去表示刚体移动的一部
分位移#为此!我们设想!经刚体位移移至!?的位置#此时!因长度没有变化!
故有

!! 6!?! 6 $!7 G%!7%!G$!3 G%!3%! $#5?%

展开上式!并略去%!(的高阶微量后!得

!! 6!!G!$!7%!7 G!3%!3%

由此得 !7%!7\!3%!3X6 $#5%%

或

!(%!( 66 $#5F%

与$#57%比较!有

!(%!(X!(C(!@!@X6
或即

*C
*7

!!
7 G *C

*3G*D
*$ %7!7!3 G*D

*3
!!

3 66

由!7!!3 的任意性!得

*C
*76*D

*366 $#5/%

*C
*3G*D

*766 $#5"6%

!!同样地!当在>38平面和>78平面讨论时!可得出另外三个条件&



#!!!! 第&章!应变

*E
*8 66

*C
*8G*E

*7 6*E
*3G*D

*866

从而当在>738空间讨论时!则同时得到以下六个条件#由此有

C(!@ 6HC@!(

这就是说!对应于刚体移动的相对位移张量!必为反对称张量#

任何一个二阶张量都可以惟一地分解成一个对称张量和一个反对称张量#因而

C(!@分解成的反对称部分即表示刚体位移部分!对称部分为纯变形部分#于是!C(!@可

分解为如下两部分&

C(!@ 6 "
!

$C(!@GC@!(%G"
!

$C(!@HC@!(% $#5""%

或

C(!@ 6’(@ G((@ $#5"!%

此处

’(@ 6

*C
*7

"
!

*C
*3G*D

*$ %7 6

"
!

*C
*3G*D

*$ %7
*D
*3

6

&

’

(

)6 6 6

$#5"#%

((@ 6

6 "
!

*C
*3H*D

*$ %7 6

"
!

*D
*7H*C

*$ %3 6 6

&

’

(

)6 6 6

$#5"$%

’(@即应变张量!((@即转动张量#

对于三维情况!应变张量为

’(@ 6

*C
*7

"
!

*D
*7G*C

*$ %3
"
!

*C
*8G*E

*$ %7

"
!

*D
*7G*C

*$ %3
*D
*3

"
!

*D
*8G*E

*$ %3
"
!

*C
*8G*E

*$ %7
"
!

*D
*8G*E

*$ %3
*E
*

&

’

(

)8

$#5"7%

转动张量为



&%!!变形与应变的概念 ##!!!

((@ 6

6 "
!

*C
*3H*D

*$ %7
"
!

*C
*8H*E

*$ %7

"
!

*D
*7H*C

*$ %3 6 "
!

*D
*8H*E

*$ %3
"
!

*E
*7H*C

*$ %8
"
!

*E
*3H*D

*$ %8

&

’

(

)
6

这样!对于纯变形来说!方程$#57%化为

%!( 6’(@!@ $#5"?%

!!现在说明应变张量’(@的物理意义#如!平行7轴!则
!7 6!!!!3 66

则$#5$%化为

’"" 6’7 6%!7

!7
6%!

!
!!可见!"( 表示原来与(轴平行的矢量的单位长度的伸长$或压缩%!称为线应变
或正应变#同理可知’3 和’8 的物理意义也是线应变#

图!#5#

如有两个矢量&"!&! 变形前分别平行于

>7!>3轴$图#5#%!#!$分别为>7!>3方向
的单位矢量!则

&" 6#!"

&! 6$!!

变形后!!"!!! 分别变为!?"!!?!显然有

&?" 6#$%!"7 G!"%G$%!"3

&?! 6#%!!7 G$$%!!3 G!!
#
$

%%
$#5"%%

令&?"与&?!的夹角为)!则由两矢量的内积定
义!有

&?"(&?! 6!?"!?!-’:) $#5"F%
而

&?"(&?! 6 $!?"7#G!?"3$%($!?!7#G!?!3$%6!?"7(!?!7 G!?"3(!?!3
其中!!?"3X%!"3!!?!7X%!!7故

&?"(&?! 6 $!"G%!"7%%!!7 G%!"3$!!G%!!3%

因!"!!! 均为小量!故略去%!的二次微量后!得

&?"(&?! 6!"%!!7 G!!%!"3 $#5"/%
由式$#5"F%!有

-’:)6
&?"(&?!
!?"!?!

6 !"%!!7 G!!%!"3

.$%!"3%!G$%!"7 G!"%!/
"
!.$%!!7%!G$%!!3 G!!%!/

"
!

略去高阶微量后得



#$!!! 第&章!应变

-’:)2
!"%!!7 G!!%!"3

!"!!
6%!!7

!!
G%!"3

!"
6’73 G’37

另一方面!令&"!&! 间夹角的改变为*!并注意到*为一小量!则有

-’:)6-’: $
!H$ %* 6:4.*6*

由’73X’37!得

*6’73 G’37 6!’73 $#5!6%

由此可知!"()表示变形前与坐标轴(!)正方向一致的两正交线段在变形后的夹角减

小量之半!即’73X
"
!*

#

如将变形前与>7!>3轴正向一致的相互垂直的两线段在变形过程中发生的夹
角改变量称为剪应变%73!则

%73 6*6!’73 6*C
*3G*D

*7
$#5!"%

或 ’73 6 "
!%73 $#5!!%

剪应变的正负号规定为&当两个正向$或负向%坐标轴间的直角减小时为正!反之为
负#于是!我们得到了二维应变情况下的全部$三个%应变分量&

’7 6*C
*7

’3 6*D
*3

%73 6*C
*3G*D

*

#

$

%7

$#5!#%

对于平面问题!一点处的应变状态就由这三个应变分量完全确定#

三维问题各应变分量为

’7 6*C
*7

’3 6*D
*3

’8 6*E
*8

%73 6*C
*3G*D

*7

%38 6*D
*8G*E

*3

%78 6*E
*7G*C

*

#

$

%8

$#5!$%



&%$!主应变与应变偏量及其不变量 #7!!!

!!显然7轴与3轴间的角度变化及3轴与7轴间的角度变化是没有什么不同的!
即有

%73 6%37!%38 6%83!%87 6%78 $#5!7%
式$#5!$%称为应变位移关系式#用张量符号可缩写为

’(@ 6 "
!

$C(!@GC@!(%!!$(!@67!3!8% $#5!?%

!!由以上讨论可知!当(X@时!得到的是正应变#当(-@时!得到的是剪应变#对
剪应变有

’(@ 6’@( $#5!%%

%"$!主应变与应变偏量及其不变量

和讨论应力状态时相类似#我们把剪应变等于零的面叫做主平面!主平面的法
线方向叫做主应变方向#主平面上的正应变就是主应变#

图!#5$

设在<%:面的法线方向有一矢量&=$图#5$%!
在变形过程中&= 的方向不变!只有长度变化为

%&=#因&= 与%&= 是在一条直线上!故&= 与%&= 的

分量成正比例!即

%!=

!=
6%!7

!7
6%!3

!3
6%!8

!8
$#5!F%

其中!7!!3!!8 及%!7!%!3!%!8 分别为&= 及%&= 在

>7!>3!>8轴上的投影#考虑到

%!=

!=
6’=

则有

%!7 6’=!7!!%!3 6’=!3!!%!8 6’=!8 $#5!/%
于是!由$#5"?%!有

%!7 6’7!7 G’73!3 G’78!8

%!3 6’73!7 G’3!3 G’38!8

%!8 6’78!7 G’38!3 G’8!
#
$

%8

$#5#6%

将关系式$#5!/%代入$#5#6%得
$’7 H’=%!7 G’73!3 G’78!8 66

’73!7 G$’3 H’=%!3 G’38!8 66

’78!7 G’38!3 G$’8H’=%!8 6
#
$

%6

$#5#"%

或



#?!!! 第&章!应变

$’(@ H&(@’=%!@ 66 $#5#!%

式$#5#"%与式$!5!7%完全相似!故可得出以’= 为未知量的一个三次方程

’#
= HL?"’!

= GL?!’=HL?# 66 $#5##%
其中&

L?" 6’7 G’3 G’8

L?! 6’7’3 G’3’8G’8’7 H$’!
73 G’!

38 G’!
87%

L?# 6
’7 ’73 ’78

’37 ’3 ’38

’87 ’83 ’8

! 6’7’3’8G!’73’38’87 H$’7’!
38 G’3’!

87 G’8’!
73

#

$

%%

$#5#$%

分别称为第一"第二"第三应变不变量#

方程$#5##%有三个实根!即主应变’"!’!!’#!完全类似地可得最大剪应变为

%" 6B$’!H’#%

%! 6B$’"H’#%

%# 6B$’"H’!

#
$

%%
$#5#7%

八面体剪应变为

%F6 !
#

.$’"H’!%!G$’!H’#%!G$’#H’"%!/
"
!

6 !
#

.$’7 H’3%!G$’3 H’8%!G$’8H’7%!G?$’!
73 G’!

38 G’!
87%/

"
! $#5#?%

应变偏量及其不变量分别为

$(@ 6

"
#

$!’"H’!H’#% 6 6

6 "
#

$!’!H’"H’#% 6

6 6 "
#

$!’#H’!H’"

&

’

(

)
%

$#5#%%

及

M?" 66
M?! 6$"$!G$!$#G$#$"

M?# 6$"$!$
#
$

%#

$#5#F%

%"%!应变协调方程

在我们所讲的问题范围内!物体变形后必须仍保持其整体性和连续性!即变形的
协调性#从数学的观点说!要求位移函数C!D!E在其定义域内为单值连续函数#容



&%&!应变协调方程 #%!!!

易理解!若把一个矩形物体划分为一些方格!如对应变不加任何约束!即不要求协调
性的话!就可能在变形后出现1撕裂2或1套叠2等现象#显然!出现了1撕裂2现象后位
移函数就出现了间断!出现了1套叠2现象后位移函数就不会是单值的#这些现象破
坏了物体的整体性和连续性#因此!为保持物体的整体性!各应变分量之间!必须要
有一定的关系#
另一方面!如给出应变分量需要求出位移!则应积分应变位移方程

’7 6*C
*7

0! !
!!以平面问题为例来说!有三个这样的方程!但只有两个位移分量!如果没有附加
条件的话!一般地说是没有单值解的#这就要求应变分量’(@应当满足一定的变形协

调条件#
以下导出二维情况的变形协调条件即应变协调方程#为此!将’7 对3的二阶导

数与’3 对7的二阶导数相加得

*!’7

*3! G*!’3

*7! 6 *#C
*7*3! G *#D

*3*7! 6 *!

*7*3
*C
*3G*D

*$ %7 6*!%73

*7*3
即

*!’7

*3! G*!’3

*7! 6*!%73

*7*3
$#5#/%

式$#5#/%即二维情况下用应变分量表示的应变协调方程!或简称协调方程#应变分
量’7!’3!%73满足变形协调之后就保证了物体在变形后不会出现撕裂"套叠等现象!
保证了位移解的单值和连续性#
类似地可得三维问题的应变协调方程

*!’7

*3! G*!’3

*7! 6*!%73

*7*3

*!’3

*8! G*!’8

*3! 6*!%38

*3*8

*!’8

*7! G*!’7

*8! 6*!%78

*8*7

!*!’7

*3*86 *
*7 H*%38

*7 G*%78

*3 G*%73

*$ %8

!*!’3

*7*86 *
*3

*%38

*7 H*%78

*3 G*%73

*$ %8

!*!’8

*7*36 *
*8

*%38

*7 G*%78

*3 H*%73

*$ %

#

$

%8

$#5$6%

!!当?个应变分量满足以上应变协调方程$#5$6%时就能保证得到单值连续的位移



#F!!! 第&章!应变

函数"#

应当指出!应变分量只确定物体中各点间的相对位置!而刚体位移并不包含在应
变分量之中#无应变状态下!可以产生任一种刚体移动#另一方面!如能正确地求出
物体各点的位移函数C!D!E!根据应变位移方程求出各应变分量!则应变协调方程
即可自然满足#因为应变协调方程本身是从应变位移方程推导出来的#从物理意义
来看!如果位移函数是连续的!变形自然也就可以协调#因而!在以后用位移法解题
时!应变协调方程可以自然满足!而用应力法解题时!则需同时考虑应变协调方程#

复 习 要 点

"V相对位移张量可分解为两部分&应变张量与转动张量!即

C(!@X’(@\((@

!V正应变与切应变的概念#’7 表示原来与7轴平行的矢量的单位长度的伸长

$或压缩%#’73X
"
!%73表示变形前与7!3坐标轴正方向一致的两正交线段在变形后

夹角变化量之半#

#V应变位移关系式

’(@X
"
!

$C(!@\C@!(%!!$(!@X7!3!8%

$V二维情况下的用应变分量表示的应变协调方程

*!’7

*3! \*!’3

*7!X*!%73

*7*3
7V应变协调方程的重要意义#要理解本章最后一段话的意义!即如能正确地求
出一点的位移函数!根据应变位移方程求出应变分量!则应变协调方程自然满足#

思!考!题

%5!!为什么要研究一点邻域的变形或应变状态,

%5$!剪应变是什么含义, 为什么取这种形式,

%5%!应变协调方程的物理意义是什么, 有什么用途,

%5&!为什么要强调位移的单值性和连续性,

" 关于方程 $#2$6%是应变分量可积分的充要条件的证明!可参阅有关弹性力学书!例如文献."?/#



习题 #/!!!

%5*!应变分析与应力分析有哪些异同之处,

习!!题

%5!!已知下列位移!试求指定点的应变状态#
$"%CX$#7!\!6%Y"6W!!DX$$73%Y"6W!!在$6!!%点处’
$!%CX$?7!\"7%Y"6W!!DX$F83%Y"6W!!EX$#8!W!73%Y"6W!!在$"!#!$%

点处#

答案&$"%’(@X
6 $ 6
$ 6 6

&

’

(

)6 6 6
Y"6W!’

$!%’(@X
"! !6 W#
!6 #! ""

&

’

(

)W# "" !$
Y"6W!#

%5$!试证在平面问题中下式成立

’7\’3X’?7\’?3

%5%!已知应变张量

’(@X
W6V66? W6V66! 6
W6V66! W6V66$ 6

&

’

(

)6 6 6
试求&
$,%主应变!
$U%主应变方向!
$-%八面体剪应变!
$5%应变不变量#
答案&
$,%’"!!XW!V%?$Y"6W#!W%V!#?Y"6W#!
$U%与7轴成"!"]$#?!
$-%%FX7V/?Y"6W#!
$5%L?"XW6V6"!L?!XW!6Y"6W7!L?#X6#

%5&!试说明下列应变状态是否可能

$,%’(@X
!:$7!\3!% :73 6

:73 :3! 6
&

’

(

)6 6 6



$6!!! 第&章!应变

$U%’(@X
:$7!\3!%8 :738 6

:738 :3!8 6
&

’

(

)6 6 6
%5*!试求下列正方形单元在纯剪应变状态时!剪应变%73与对角线应变’>%之间

的关系#

答案&’>%X"
!%73

习题!#57



第&章
应力应变关系

&"!!广义胡克定律"

在材料力学课程中!已经详细讨论了在单向应力状态时材料处于线性弹性阶段

图!$5"

的应力应变关系#如图$5"所示!当应力小于屈服应力

!6 时!应力!7 与应变’7 之间有下列简单的线性关系&

!7X4’7

其中4为弹性常数$杨氏弹性模量%!这就是熟知的胡
克定律#
在三维应力状态下!描绘一点处的应力状态需要/

个应力分量!与之相应的应变状态也要用/个应变分量
来表示#在线弹性阶段!应力与应变间仍有线性关系存
在!但在一般情况下!任一应变分量要受/个应力分量

的制约#事实上!由于应力张量与应变张量的对称性!!(@X!@(!’(@X’@(!/个应力分量

" 胡克定律是英国物理学家&’U)*CI’’S)$"?#7)"%6#%于"?%F年提出&弹簧被外力拉开至平衡位置后
就总是倾向于回到自己的平衡位置上去!这种倾向表现为一种弹性力!其大小与离开平衡位置的距离成正比#

同时还发现撤力后!弹簧有周期性伸缩现象#

在中国!东汉郑玄$"!%)!66%早于胡克约"766年也曾提出过力与变形成比例的概念$载于*考工论(弓
人+%#到了宋代!宋应星还谈到类似的事#



$!!!! 第#章!应力应变关系

与/个应变分量中独立的分量均仅有?个#于是!对于均匀的理想弹性体!上述关系
式应有如下形式&

!!7X)""’7\)"!’3\)"#’8\)"$%73\)"7%38\)"?%87

!!3X)!"’7\)!!’3\)!#’8\)!$%73\)!7%38\)!?%87

!!8X)#"’7\)#!’3\)##’8\)#$%73\)#7%38\)#?%87

"73X)$"’7\)$!’3\)$#’8\)$$%73\)$7%38\)$?%87

"38X)7"’7\)7!’3\)7#’8\)7$%73\)77%38\)7?%87

"87X)?"’7\)?!’3\)?#’8\)?$%73\)?7%38\)??%

#

$

%87

$$5"%

其中)#=$#!=X"!!!0!?%为弹性系数#由材料的均匀性可知!系数)#=与坐标7!3!

8无关#
如采用张量表示法!式$$5"%可缩写为

!(@X)(@N-’N-!$(!@!N!-X"!!!#% $$5"?%
此处)(@N-为弹性系数"#
式$$5"%建立了应力与应变之间的关系!称为广义胡克定律或弹性本构方程&#

在式$$5"%中!弹性常数)#=$或)(@N-%共有#?个#这#?个常数并不是独立的!以下要
证明!对于各向同性材料!独立的弹性常数只有两个#
首先证明!在弹性状态下主应力方向与主应变方向相重合#为此!令7!3!8为

主应变方向!则剪应变分量%73!%38!%87应等于零#于是!由式$$5"%有

"73X)$"’7\)$!’3\)$#’8 $,%

现在引进坐标系>7?3?8?!原坐标系>738绕3轴转动"F6]后可与之重合$图$5!%#

图!$5!

新旧坐标轴间的方向余弦如表!5"所示!则有

!!!-""X-##X-’:"F6]XW"

-!!X-’:6]X"

-!"X-#"X-"!X-#!X-"#X-!#X-’:/6]X6

对于各向同性材料!弹性常数应与方向无关#于是对新
坐标系有

!!!!!!!!!"7?3?X)$"’7?\)$!’3?\)$#’8? $U%

"

&

如应力分量与应变分量同以前一样!用两个下标符号表示$即!(@!’N-%!则弹性系数应改用四个下标符
号)(@N-表示#)(@N-中的(!@!N!-只取"!!!#!)(@与)(@N-的对应关系为&

!!!!!!!)""X)""""!)"!X)""!!!)"#X)""##!)"$X)"""!!)"7X)""!#!)"?X)""#"!

)!"X)!!""!)!!X)!!!!!0!)!?X)!!#"!0

本构方程有更广义的含义!凡介质的应力或应力率!应变或应变率等之间关系的物性方程!统称为本构
关系或本构方程$-’.:C4C1C4K))‘1,C4’.%#



#%!!广义胡克定律 $#!!!

由应力分量的坐标变换公式$!5!6%得

"7?3?X-""-!!"73XW"73

’7?X-!
""’7X’7

’3?X-!
!!’3X’3

’8?X-!
##’8X’

#

$

%8

$-%

由$U%!$-%可得出

W"73X)$"’7\)$!’3\)$#’8 $5%
比较$,%!$5%后!得出"73XW"73!所以!必定有

"73X6
同理可得

"38X"87X6
由此得出&对各向同性弹性体!如(!)!*轴为主应变方向!则同时必为主应力方向#
即应变主轴与应力主轴重合#
现在考察各向同性的材料独立的弹性常数的个数#为此!首先令坐标轴>7!

>3!>8与主应力方向相一致#于是由式$$5"%可得主应力与主应变之间有下列关
系式&

!7X)""’7\)"!’3\)"#’8

!3X)!"’7\)!!’3\)!#’8

!8X)#"’7\)#!’3\)##’
#

$

%8
$)%

在各向同性介质中!’7 对!7 的影响应与’3 对!3 及’8 对!8 的影响相同!即应有)""X
)!!X)###同理!’3 和’8 对!7 的影响应相同!即)"!X)"#!类似地有&)!"X)!#!)#"X)#!

等!因而有

)""X)!!X)##X&
)"!X)!"X)"#X)#"X)!#X)#!X #

$

%,
$P%

由此得出&对应变主轴$用"!!!#表示%来说!弹性常数只有两个&和,#将上式$P%
代入式$)%!并令&W,X!+!,X,!$X’"\’!\’# 可得下列弹性本构关系&

!"X,$\!+’"

!!X,$\!+’!

!#X,$\!+’
#
$

%#

$$5!%

常数,!+称为拉梅弹性常数!
通过坐标变换后!可得任意坐标系>738内的本构关系为

!7X,$\!+’7!!"73X+%73

!3X,$\!+’3!!"38X+%38

!8X,$\!+’8!!"87X+%
#
$

%87

$$5#%
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或缩写为

!(@X,&(@$\!+’(@ $$5#?%
以上证明了各向同性的均匀弹性体的弹性常数只有两个#

!!杨!L=’N,:a’1.("!"%%#年生于英国#"F!/年逝

世$他是一位多才多艺的学者#曾以物理学和考古学著

称#利用罗赛塔石!&’:)CC,"辨认了埃及的象形文字$他

给出了应力与应变间的定量数值关系#从而使得弹性力

学正式成为一门科学$

!!L=’N,:a’1.(

有些工程材料具有明显的非对称弹性性质#常见的双向配筋不同的钢筋混凝土
构件!木材等#这类材料的弹性性质!往往可以认为对于适当选取的坐标系中的平面

7X6!3X6!8X6为对称#由于这三个平面为相互正交!故称之为正交各向异性
材料#

正交各向异性的弹性材料的本构关系!可根据任一坐标轴反转时弹性常数)(@保

持不变的要求!由广义胡克定律$$5"%得出!为

!7X)""’7\)"!’3\)"#’8

!3X)"!’7\)!!’3\)!#’8

!8X)"#’7\)!#’3\)##’8

"73X)$$%73

"38X)77%38

"87X)??%

#

$

%87

$$5$%

其中含有)""!)!!!)##!)"!!)"#!)!#!)$$!)77!)??共/个弹性常数$具体推导留作练习!见习
题$5!%#

将式$$5#%中的’(@解出后!可得用应力分量!(@表示的应变分量’(@的表达式

’7X ,\+
+$#,\!+%!7W ,

!+$#,\!+%$!3\!8%
#
$

%3
$$57%

上式稍加变换!并令!X!((!可缩写为



#%$!工程上常用的弹性常数 $7!!!

’(@X
"
!+

!(@W
,&(@!

!+$#,\!+% $$57?%

现在考虑一种物体各边平行于坐标轴的特殊情况!并由此导出工程上常用的弹
性常数和广义胡克定律#当物体边界法线方向与7轴重合的两对边上有均匀的!7

作用!其他边均为自由边时!则由材料力学知道

’7X!7

4
$$5?%

’3X’8W-’7XW-!7

4
$$5%%

此处4!-分别为杨氏弹性模量与泊松比!
比较式$$57%与$$5?%!$$5%%可得

4X+$#,\!+%

,\+

-X ,
!$,\+

#

$

%%

$$5F%

&#$!工程上常用的弹性常数

工程上!常把广义胡克定律用4和-表示!在这种情况下!式$$57%化为

’7X"
4

.!7W-$!3\!8%/!!%73X
"73

O

’3X
"
4

.!3W-$!8\!7%/!!%38X
"38

O

’8X"
4

.!8W-$!7\!3%/!!%87X"87

#

$

%O

$$5/%

此处

OX 4
!$"\-%

为各向同性物体的剪切弹性模量#由O的表达式可知!O并不是独立的弹性常数#
对于各向同性弹性体!独立的弹性常数只有两个!即,和+或4 和-#将式$$5/%稍
加变换后!可缩写为

’(@X
"\-
4 !(@W-

4&(@! $$5/?%

其中!X!((#如解出应力!(@!则上式转换为

!(@X
4

"\-’(@\
-4&(@$

$"\-%$"W!-% $$5"6%
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如令

!NX"
#

$!7\!3\!8%

’NX"
#

$’7\’3\’8

#

$

%
%

$$5""%

则广义胡克定律又可写成

!NX#P’N!"

’(@X!O$(
#
$

%@
$$5"!%

其中’(@!$(@分别为应力偏量与应变偏量!PX 4
#$"W!-%#

在平面应力的情况下!由于!8X"38X"87X6!则式$$5/%化为

!’7X"
4

$!7W-!3%

!’3X
"
4

$!3W-!7%

!’8XW-
4

$!7\!3%

%73X
"
O"7

#

$

%3

$$5"#%

如用应变分量表示应力分量!则由式$$5"6%可得

!!7X 4
"W-!$’7\-’3%

!!3X
4

"W-!$’3\-’7%

"73XO%7

#

$

%3

$$5"$%

对于平面应变问题!由于’8X%38X%87X6!则由式$$5/%可得

!’7X"\-
4

.$"W-%!7W-!3/

!’3X
"\-
4

.$"W-%!3W-!7/

%73X
"
O"7

#

$

%
3

$$5"7%

如解出应力!则有

" 由应力偏量和应变偏量的定义及式$$5#?%!并注意到P6,G
!+
#

!+6O和$6#’N!再由$$5"!%的

第一式!得’(@G!N&(@ 6,$&(@G!O’(@ 6,$&(@G!O$$(@G’N&(@%6!O$(@G#,G !
#$ %O’N&(@!等式两

边第二式互相抵消!于是得’(@ 6!O$(@#



#%$!工程上常用的弹性常数 $%!!!

!!7X 4
$"\-%$"W!-%.$"W-%’7\-’3/

!!3X
4

$"\-%$"W!-%.-’7\$"W-%’3/

!!8X -4
$"\-%$"W!-%$’7\’3%

"73XO%7

#

$

%3

$$5"?%

比较以上平面应力与平面应变问题的广义胡克定律可知!如将平面应力问题应
力应变关系公式$$5"#%中的4换成4"!-换成-"!而

4"X 4
"W-!!!-"X -

"W-
便可得平面应变问题应力应变关系的公式$$5"7%#
由式$$5"!%可以看出!物体的变形可分为两部分&一部分是各向相等的正应力

$静水压力%!引起的相对体积变形’一部分是应力偏量作用引起的物体几何形状的
变化#并可认为前一种变形不包括物体形状的改变$即畸变%!而后一种变形则不包
括体积的变化!从而可以将变形分解为两部分#这种分解在塑性理论中很有用处#
以下顺便说明式$$5!%中$的物理意义#如令变形物体中的微小六面体单元的

原始体积为;6!则
;6X575358

变形后的体积为

; X$"\’7%57($"\’3%53($"\’8%58
X575358.$"\’7\’3\’8%\"$’!%/

略去高阶微量后!得
;X;6\;6$

此处$X’7\’3\’8 或

$X!;
;6

由此可见!$为变形前后单位体积的相对体积变化!或称相对体积变形#显然对
于体积不可压缩材料有$X6#由广义胡克定律有

$X"W!-
4

$!7\!3\!8%

当!7X!3X!8X!N 时!

$X#$"W!-%!N

4
或

PX!N

$X 4
#$"W!-% $$5"%%

其中P 称为弹性体积膨胀系数!称为体积模量#如将$X#’N 代入上式$$5"%%!则得
$$5"!%中的第一式#
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&"%!弹性应变能函数

弹性体受外力作用后!不可避免地要产生变形!同时外力的势能也要发生变化#
当外力缓慢地$不致引起物体产生加速运动%加到物体上时!视作静力!便可略而不计
系统的动能"!同时也略去其他能量$如热能等%的消耗!则外力势能的变化就全部转

图!$5#

化为应变能$一种势能%储存于物体的内部#
这个问题!以后还要进一步研究#下面我们
给出单位体积应变能的表达式#为此!以!7

作用在微小单元<%:Q 两对边为例来说明
$图$5#%#
由图可知!作用在<%:Q 单元上的外

力为<Q 与:% 边的!7#而!75358在<Q
边单位应变上所做的功为 W!753585C!

!75358在:% 边单位应变上所做的功为

!75358 5C\*5C
*75$ %7 #所以!外力在<%:Q

变形上所做的总功为&

R 63
’7

6
!7

*5C
*7

5$ %7 535863
’7

6
!75’7575358

而3方向虽有变形!但没有外力作用!所以没有做功#上述!7 所做的功!将全部转化

为系统的应变能#如令总应变能为S!则应有

S 6R 63
’7

6
!75’75753586S6575358

此处!S6 为单位体积的应变能

S6 63
’7

6
!75’7 6 "

!4’!
7 6 "

!!7’7 $$5"F%

上述讨论!不难推广到一般情况!即物体的总应变能为

S 64
;

S6575358 $$5"/%

其中

"

&

实际上!这里隐含着一个合理的假定&引起弹性变形的静力与引起加速度的动力是等同的#

注意到!当.是7的连续函数时!则有%5.X5%.!从而*$5C%
*7

X5*C
*7X5’7#



#%&!弹性应变能函数 $/!!!

S6X"
!

$!7’7\!3’3\!8’8\"73%73\"38%38\"87%87% $$5!6%

或简写为

S6X"
!!(@’(@ $$5!6?%

在上式中引入广义胡克定律可得

S6X"
!4

$!!
7\!!

3\!!
8%W-

4
$!7!3\!3!8\!7!8%\"

!O
$"!

73\"!
38\"!

78% $$5!"%

及

S6X"
!

.,$!\!O$’!
7\’!

3\’!
8%\O$%!

73\%!
38\%!

78%/ $$5!!%

由上式看出!S6 恒为正#
由式$$5!"%"$$5!!%可知下式成立

*S6$’(@%
*’(@

X!(@ $$2!#,%

及

*S6$!(@%
*!(@

X’(@ $$2!#U%

此处S6$!(@%!S6$’(@%分别为用应力分量及应变分量表示的单位体积应变能$应变能
密度%!统称为应变能函数#对于理想弹性体!则在每一确定的应变状态下!都具有确
定的应变能#应变能函数是正定的势函数!所以弹性变形能又叫弹性势#式$$5!#%
表示!弹性应变能+)$"#$%对任一应变分量的改变率等于相应的应力分量’而弹性应
变能+)$!#$%对任一应力分量的改变率!就等于相应的应变分量#
前已叙及!物体的变形可以分解为两部分!一部分为体积的变化!一部分为形

状的变化#因而应变能也应可以分解为相应的两部分#容易理解!引起体积变化

的各向同性的平均正应力$称为静水应力%为!NX"
#

$!7\!3\!8%!而与之相应的平

均正应变为’NX"
#

$’7\’3\’8%!就是说!下列应力状态不引起微小单元体的形状

改变&

!(@X
!N 6 6
6 !N 6
6 6 !

&

’

(

)N
因而!由于体积变化所储存在单位体积内的应变能$简称为体变能%为

S6KX#
!!N’NX!!

N

!PX "
"FP

$!7\!3\!8%!X "
"FP!! $$5!$%
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引起形状改变的应力状态为应力偏量’(@

’(@X
!7W!N "73 "78

"37 !3W!N "38

"87 "83 !8W!

&

’

(

)N
如令由于形状变化所储存在单位体积内的应变能$简称为畸变能%为S65

"

S65X"
!’(@$(@

此处!’(@为应力偏量!$(@为应变偏量#为简便计!我们给出用主应力表示的S65的表达

式!即

S65X"
!’(@$(@X

"
!

$!!"W!!W!#%!

"FO \
$!!!W!#W!"%!

"FO \
$!!#W!"W!!%!

"F. /O

X
$!"W!!%!\$!!W!#%!\$!#W!"%!

"!O X"
!OM!X#

$O"!
F $$5!7%

从而总应变能密度为

S6XS6K\S65X "
"FPL

!
"\"

!OM! $$5!?%

由上式看出!系统的总应变能密度与坐标的选择无关!+) 是一个不变量#

我们指出!如定义有效应力$或称应力强度%和有效应变$或称应变强度%分别为

!(6 "
槡!

.$!7 H!3%!G$!3 H!8%!G$!8H!7%!G?$"!
73 G"!

38 G"!
87%/

"
!

6 #
槡!
"F 6 !M槡 ! $$5!%%

’( 6槡!
#

.$’7 H’3%!G$’3 H’8%!G$’8H’7%!G#
!

$%!
73 G%!

38 G%!
87%/

"
! 6 "

槡!
%F

$$5!F%

在很多情况下!可以把复杂应力状态下的!(5’(关系式用简单的一维应力应变曲线来

代替#实际上!实验证实!在外载荷按比例变化的情况下!!(5’( 曲线可以用简单拉伸

曲线!5’来代替!此即所谓单一曲线假定#图$5$是儒科夫$"/77%所做的镍铬钢薄
管试验的结果#图中7种不同的点是所考虑应力点处7种不同方向的实验值#实线
为!5’曲线#由图可见!实验完全证实了这一假定#

" 注意到&

S6 6
"
!.$’"G!N%$$"G’N%G$’!G!N%$$!G’N%G$’#G!N%$$#G’N%/

6
"
!.#!N’N G$’"$"G’!$!G’#$#%/6S6KGS65



思考题 7"!!!

图!$5$
$转引自文献.!F/%

复 习 要 点

"V应变主轴与应力主轴重合是各向同性弹性体的特征#

!V拉梅弹性常数与工程弹性常数的关系!4X+$#,\!+%

,\+
!-X ,

!$,\+%#

#V弹性变形能"弹性势的重要概念!S6 6 "
!!(@’(@!S0 64

;

S65;#

$V应变能函数S6$’(@%与S6$!(@%的意义#

7VS6$’(@%对任一应变分量的改变率等于相应的应力分量!即
*S6$’(@%

*’(@
X!(@#

同样地!有*S6$!(@%
*!(@

X’(@#

?V引进弹性势的重要意义#

思!考!题

&5!!广义胡克定律的常数是怎么从#?减至!个的,

&5$!工程上为什么不常用拉梅常数,

&5%!弹性势是什么意思, 为什么称为势函数, 有什么特点,

&5&!说明畸变能及下式的物理意义&S65X"
!’(@$(@X

"
!OM!X#

$O"!
F#
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&5*!正交各向异性有什么工程背景, 你能举出一些实例吗,

习!!题

&5!!试证明在弹性应力状态下下式成立&%FX"
!O"F#

&5$!试由式$$5"%导出正交各向异性弹性体的广义胡克定律#
提示&假定材料的弹性性质对三个相互垂直的平面7X6!3X6!8X6为对称!首先令
任一坐标轴转动"F6]!考察应力分量及应变分量的正负号变化#由任意两相反方向
的弹性性质相同!可得到一些等于零的弹性常数#之后!再分别转动其他两坐标轴!
又可得到一些等于零的常数#
答案&式$$5$%

&5%!给出以下问题的最大剪应力条件与畸变能条件#
$"%受内压作用的封闭长薄管#
$!%受拉弯作用的杆$矩形截面!材料为理想弹塑性%#
提示&前者按平面应力状态考虑!后者按截面有弯矩 / 和轴力T 共同作用

考虑#

&5&!试证下式成立&

*M!

*!(@
X’(@



第*章
弹性力学问题的提法

*"!!基 本 方 程

由以前几章的讨论!我们得出了在三维情况下弹性力学的下列基本方程&

"H平衡方程

*!7

*7G*"73

*3 G*"78

*8 GAU7 66

*"37

*7 G*!3

*3G*"38

*8 GAU3 66

*"87

*7 G*"83

*3 G*!8

*8GAU8 6

#

$

%
6

$75"%

或

!(@!@GAU( 66

$(!@67!3!8% $75"?%



7$!!! 第’章!弹性力学问题的提法

!U几何方程

’7 6*C
*7

!!%73 6*C
*3G*D

*7

’3 6*D
*3

!!%38 6*D
*8G*E

*3

’8 6*E
*8

!!%87 6*E
*7G*C

*

#

$

%8

$75!%

或

’(@ 6 "
!

$C(!@GC@!(%!$(!@67!3!8% $75!?%

及由应变位移关系导出的应变协调方程

*!’7

*3! G*!’3

*7! 6*!%73

*7*3
*!’3

*8! G*!’8

*3! 6*!%38

*3*8

*!’8

*7! G*!’7

*8! 6*!%87

*8*7

!*!’7

*3*86 *
*7 H*%38

*7 G*%78

*3 G*%73

*$ %8

!*!’3

*8*76 *
*3

*%38

*7 H*%78

*3 G*%73

*$ %8

!*!’8

*7*36 *
*8

*%38

*7 G*%78

*3 H*%73

*$ %

#

$

%8

$75#%

#U应力应变关系

在弹性条件下本构关系为广义胡克定律#

’7 6 "
4

.!7 H-$!3 G!8%/!!%73 6 "
O"73

’3 6 "
4

.!3 H-$!7 G!8%/!!%38 6 "
O"38

’8 6 "
4

.!8H-$!7 G!3%/!!%87 6 "
O"

#

$

%
87

$75$%

或

’(@ 6"G-
4 !(@ H-

4&(@!!!$(!@67!3!8% $75$?%



’%$!问题的提法 77!!!

其中!X!((#如用应变表示应力!则有

!7 6!O’7 G -
"H!-$ %$ !!"73 6O%73

!3 6!O’3 G -
"H!-$ %$ !!"38 6O%38

!8 6!O’8G -
"H!-$ %$ !!"87 6O%

#

$

%
87

$757%

或

!(@ 6 4
"G-’(@ G 4-

$"G-%$"H!-%&(@$ $757?%

其中$X’((#
总括起来!当物体处于弹性状态时!有#个平衡方程$75"%!?个几何方程$75!%!

?个本构方程$75$%或$757%!共"7个方程$统称为泛定方程%#其中包括?个应力分
量!?个应变分量!#个位移分量!共"7个未知函数!因而在给定边界条件时!问题是
可以求解的#
如上所述!在一定的边界条件下!原则上!问题是可以求解的#弹性静力学的这

种问题在数学上称为求解边值问题#
在研究弹性小变形平衡问题的范围内!上述弹性力学问题的解!必须满足边界上

给定的应力边界条件

*7 6!7-"G"73-!G"78-#

*3 6"37-"G!3-!G"38-#

*8 6"87-"G"83-!G!8-
#
$

%#

$75?%

即

!!!!!*( 6!(@=@!!!!!! $在!!上% $75??%
或位移边界条件

!!!!!!!!!C6,C!!D6,D!!E 65E! $在!C 上%
即

!!!!!!!!!!!!!!C( 6,C(! $在!C 上% $75%%
以上这些方程的解是惟一的#以后将说明解的惟一性#

*"$!问题的提法

弹性力学问题的提法必须使定解问题是适定的!即&$"%有解’$!%解是惟一的’
$#%解是稳定的#就是说!如定解条件$边界条件和初始条件%有微小变化!只引起解
作微小变化#我们这里只限于讨论前两个问题#



7?!!! 第’章!弹性力学问题的提法

求解弹性力学问题的目的!在于求出物体内各点的应力和位移!即应力场"位移
场#因而!问题的提法是!给定作用在物体全部边界或内部的外界作用$包括温度影
响!外力等%!求解物体内因此产生的应力场和位移场#具体地说!对物体内每一点!

当它处在弹性阶段!其应力分量"应变分量"位移分量等"7个未知函数要满足平衡方
程$75"%"几何方程$75!%"本构方程$75$%或$757%这"7个方程$泛定方程%!并要在边
界上满足给定的全部边界条件#

弹性力学的"7个基本方程$泛定方程%含有"7个未知函数!是一个封闭的方程
组!但只有这组方程并不能解决具体问题#在所有满足泛定方程的应力"应变和位
移分布的函数中!只有与定解条件$边界条件%相符合的解!才是我们需要的解答#因
而!边界条件的重要性是不容忽视的#

边界条件分为应力边界条件"位移边界条件和混合边界条件三种#应当强调指
出!这些边界条件的个数必须给得不多也不少!才能得出正确的解答#例如对于空间
问题的应力边界!必须在边界的每一点上有三个应力边界条件!如果条件给多了!就
找不到满足全部条件的解’如果给少了!就会有许多的解满足所给的条件!因而也就
无法判断哪些是正确的解#

由此可见!弹性力学的基本方程组一般地控制了物体内部应力"应变和位移之间
相互关系的普遍规律!而定解条件则具体地给出了每一个边值问题的特定规律!每一
个具体的问题反映在各自的边界条件上#于是!弹性力学的基本方程组和边界条件
一起构成了弹性力学边值问题的严格完整的提法#

根据具体问题边界条件类型的不同!常把边值问题分为以下三类&

第一类边值问题&给定物体的体力和面力!求在平衡状态下的应力场和位移场!

即所谓边界应力已知的问题#

第二类边值问题&给定物体的体力和物体表面各点的位移!求在平衡状态下的
应力场和物体内部的位移场!即所谓边界位移已知的问题#

第三类边值问题&在物体表面上!一部分给定面力!其余部分给定位移$或
在部分表面上给定外力和位移关系%的条件下求解上述问题!即所谓混合边值
问题#

在求解以上边值问题时有三种不同的处理办法!即
$"%位移法!用位移作为基本未知量!来求解边值问题!叫位移法#此时将一切

未知量和基本方程都转换为用位移表示#通常!给定位移边界条件$第二类边值问
题%时!宜用位移法#

$!%应力法!用应力作为基本未知量来求解边值问题!叫应力法#此时将一切未
知量和基本方程都转换为用应力表示#显然!当给定应力边界条件$第一类边值问
题%时!宜用应力法#



’%&!弹性力学问题的基本解法!解的惟一性 7%!!!

$#%混合法!对第三类边值问题则宜以各点的一部分位移分量和一部分应力分
量作为基本未知量!混合求解#这种方法叫混合法#
以下讨论弹性力学问题的解法#

*"%!弹性力学问题的基本解法!解的惟一性

"U位移法

为用位移作为基本未知量!必须将泛定方程改用位移C!D!E 来表示#为此!由
方程$757%利用$75!%可得

!7 6!O *C
*7G -$

"H!$ %-
!!"73 6O *C

*3G*D
*$ %7

!3 6!O *D
*3G -$

"H!$ %-
!!"38 6O *D

*8G*E
*$ %3

!8 6!O *E
*8G -$

"H!$ %-
!!"87 6O *E

*7G*C
*$ %

#

$

%8

$75F%

将式$75F%代入平衡方程$75"%第一式得

!O *!C
*7! G -

"H!-
*$
*$ %7 GO *!C

*3! G *!D
*7*$ %3 GO *!C

*8! G*!E
*7*$ %8 GAU7 66

余类推#
注意到$X’7\’3\’8

*$
*76*!C

*7! G *!D
*7*3G*!E

*7*8
并采用拉普拉斯算符

!

!C6*!C
*7! G*!C

*3! G*!C
*8!

可得下列用位移表示的微分方程&

$,G+%*$
*7G+

!

!CGAU7 66

$,G+%*$
*3G+

!

!DGAU3 66

$,G+%*$
*8G+

!

!EGAU8 6

#

$

%
6

$75/%



7F!!! 第’章!弹性力学问题的提法

在不计体力时!上式简化为齐次方程

$,G+%*$
*7G+

!

!C66

$,G+%*$
*3G+

!

!D66

$,G+%*$
*8G+

!

!E 6

#

$

%
6

$75"6%

或

$,G+%C@!@(G+C(!@@ 66 $75"6?%
上式称为拉梅5纳维方程#

!纳维!8HJH9,K4)*"!"%F7年生于法国#"F#?逝世$他

是一位优秀的道路与桥梁工程师#著有很多关于弹性理

论%材料强度和道路桥梁方面的著作$"F!$年当选为法

国科学院院士$纳维首先给出了弹性力学的平衡方程和

运动方程$

83,15)J’14:9,K4)*

方程组$75/%是基本方程的综合$包括平衡方程"几何方程及本构方程%"方程组
$75/%含有三个未知函数C!D!E#此外!边界条件也要用位移表示!当给定位移边界
条件时!问题自然简单#如给定应力边界条件!则需将边界条件加以变换!改用位移
表示#由此!用位移法解弹性力学问题归纳为按给定边界条件积分式$*5(%#若不
计体力!则积分式$75"6%#

!U应力法

为用应力作为基本未知量!需将泛定方程改用应力分量表示!并求出?个应力分
量所满足的?个方程#由此所求得的解!应满足应变协调条件和边界条件!为此应将
应变协调方程改用应力表示#如考虑式$75#%的第二式

*!’3

*8! G*!’8

*3! 6*!%38

*3*8
$,%

将上式中的应变分量用广义胡克定律$$5/%代入!得



’%&!弹性力学问题的基本解法!解的惟一性 7/!!!

$"G-%*!!3

*8! G*!!8

*3$ %! H-*!!
*8! G*!!

*3$ %! 6!$"G-%*
!"38

*3*8
$U%

其中!X!7\!3\!8XL"!利用平衡方程$75"%!式$U%等号右边可写为

*!"38

*3*86 *
*8

*"38

*$ %3 6 *
*8 H*!8

*8H*"73

*7 HAU$ %8

! ! 6 *
*3

*"38

*$ %8 6 *
*3

H*!3

*3H*"87

*7 HAU$ %3 $-%

于是式$U%可写为

$"G-%*!

*8! G *!

*3$ %! $!8G!3%H-*!!
*8! G*!!

*3$ %!

6H$"G-% *
*7

*"87

*8 G*"73

*$ %3 G*AU8

*8 G*AU3

*. /3 !!!

或

$"G-%

!

!!H

!

!!7 H*!!
*7$ %! H-

!

!!H*!!
*7$ %!

6 $"G-%*AU7

*7 H*AU3

*3 H*AU8

*$ %8 !!!!!!!!! $5%

对于式$75#%中的第一"三两式!可得类似于式$5%的两个方程!将此三式相加!得

!
!!6H"G-

"H-
*AU7

*7 G*AU3

*3 G*AU8

*$ %8
$)%

将式$)%代入式$5%!最终得

!

!!7 G "
"G-

*!!
*7! 6H -

"H-
*AU7

*7 G*AU3

*3 G*AU8

*$ %8 H!*AU7

*7
类似地可得其他的7个方程#于是得到用应力表示的?个协调方程

!

!!7 G "
"G-

*!!
*7! 6H -

"H-
*AU7

*7 G*AU3

*3 G*AU8

*$ %8 H!*AU7

*7

!

!!3 G "
"G-

*!!
*3! 6H -

"H-
*AU7

*7 G*AU3

*3 G*AU8

*$ %8 H!*AU3

*3

!

!!8G "
"G-

*!!
*8! 6H -

"H-
*AU7

*7 G*AU3

*3 G*AU8

*$ %8 H!*AU8

*8

!

!"73 G "
"G-

*!!
*7*36H *AU3

*7 G*AU7

*$ %3

!

!"38 G "
"G-

*!!
*3*86H *AU8

*3 G*AU3

*$ %8

!

!"87 G "
"G-

*!!
*8*76H *AU7

*8 G*AU8

*$ %

#

$

%7

$75""%

式$75""%称为拜尔特拉米5密乞尔方程#实际上是用应力表示的协调方程!称为应
力协调方程#



?6!!! 第’章!弹性力学问题的提法

当体力不计时!式$75""%简化为

!

!!7 G "
"G-

*!!
*7! 66

!

!!3 G "
"G-

*!!
*3! 66

!

!!8G "
"G-

*!!
*8! 66

!

!"38 G "
"G-

*!!
*3*866

!

!"87 G "
"G-

*!!
*8*766

!

!"73 G "
"G-

*!!
*7*36

#

$

%
6

$75"!%

或

!

!!(@ G "
"G-!

!(@ 66 $75"!?%

!!由此可知!用应力法解弹性力学问题!就归结为求满足平衡方程$*5!%!协调方
程$*5!!%及边界条件的应力分量!(!!)!!*!#()!#)*!#*(的数学问题#因三个平衡方程
中含有?个未知量!在给定边界条件下!尚需增加协调方程!使?个应力分量对/个
方程同时满足#

#U逆解法与半逆解法

由以上讨论可以看出!对于弹性力学问题需要在严格的边界条件下解复杂的微
分方程组#在一般情况下!这是一件很不容易的事!因为往往难以克服数学上的困
难#因而!人们研究了各种解题方法!如逆解法"半逆解法等#
所谓逆解法!就是选取一组位移或应力的函数!由此求出应变与应力!然后验证

是否满足基本方程#若满足!则求出与之对应的边界上的位移或面力!再与实际边界
条件比较#如果相同或可认为相近!就可把所选取的解作为所要求的解#所谓半逆
解法又叫凑合解法!就是在未知量中!先根据问题的特点假设一部分为已知!然后在
基本方程和边界条件中!求另一部分!这样便得到了全部未知量#此外!尚有近似解
法"数值解法等#
在研究弹性力学问题解的时候!自然会提出问题的解是否存在和是否惟一的问

题!回答是肯定的&解是存在的!而且在小变形条件下!对于受一组平衡力系作用的
物体应力和应变的解是惟一的#其位移的解则含有+个表征物体作刚体移动和转动
的任意常数#就是说!对于基本方程$75"%"$75!%"$75$%$或$757%%!在给定边界条



’%#!圣维南原理 ?"!!!

件下!不但有解!而且只有惟一的解#解的存在定理证明过程冗长!不拟介绍"#以
下以应力解为例!对解的惟一性做一些讨论#
设问题的解不惟一!!$"%

(@ 和!$!%
(@ 是同一问题的两组不同的应力解!与之对应的位移

为C$"%
( 和C$!%

( !它们的差为!6
(@ X!$"%

(@ W!$!%
(@ 及C6

( XC$"%
( WC$!%

( #
因为应力!$"%

(@ 和!$!%
(@ 都满足平衡方程和协调方程!由于体力是相同的!故代入平

衡方程$75"%和协调方程$75""%后!得

!(@!@ 66!!!!!!

!

!!7 G "
"G-

*!!
*7! 66

0!!!!!!!!
如!$"%

(@ !!$!%
(@ 满足同一边界条件

!$"%
(@=@ 6*(!!!$!%

(@=@ 6*(

则必有

$!$"%
(@ H!$!%

(@ %=@ 66
由此可知!在给定面力的边界上!有

!6
(@ 66

这就是说!!6
(@对应于一个无面力"无体力的自然状态#在第"章曾经定义!无面力"

无体力作用的自然状态是无应力"无应变状态#由此得出!在全部体积内有

!6
(@ 66

或

!$"%
(@ 6!$!%

(@

于是!解的惟一性得证#

*"&!圣维南原理

上述解的惟一性定理告诉我们!两组静力等效载荷分别作用于同一物体同一部
分时!因各自构成的边界条件不同!所以两种情况下物体中的内力是不同的#但是!
由材料力学知道!若有静力等效的两组力与力矩!作用在不同的面上!则由此所求得
的应力场!只在面力作用点附近才有显著的不同!而离受力点较远地方的应力分布基
本相同!这一事实被总结为圣维南原理#事实上!在边界上我们往往不知道应力的确
实分布!而只知道某一段边界上的合力和合力矩#因而圣维南原理对解决实际问题

" 见文献."?/#
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是必要的!实践证明也是符合实际的#其数学证明已得到一定程度的进展"#
圣维南原理!如作用在弹性体表面上某一不大的局部面积上的力系!为作用在

同一局部面积上的另一静力等效力系所代替!则载荷的这种重新分布!只在离载荷作
用处很近的地方!才使应力的分布发生显著的变化!在离载荷较远处只有极小的
影响#
用钳子夹截一直杆是阐明圣维南原理的一个生动的实例$图75"%#

图!75"

由图可见!杆在<处受钳夹紧以后!就等于在
该处加了一对平衡力系!无论作用力的大小如何!
在夹住部分<以外!几乎没有应力产生!甚至杆被
钳子截断后!<处以外仍几乎不受影响#这个例子
生动地说明了圣维南原理的真实性#研究表明!影
响区的大小!大致与外力作用区的大小相当#

!圣维南!GH<H8H+,**)5)Q,4.C2T).,.C"!"%/%年生于

法国#"FF?年逝世$"F!7年毕业于巴黎桥梁公路学校后

从事工程设计工作#"F#%年回该校任教$"F?F年当选为

法国科学院院士$在弹塑性力学方面有很多贡献$他的

力作用的局部性思想被称为&圣维南原理’$
+,**)5)Q,4.C2T).,.C!!!

*"*!叠 加 原 理

如前所述!弹性力学边值问题的解!必须满足基本方程与边界条件#如采用应力
法!则所得应力分量!(@必须满足平衡方程$75"%!协调方程$75"#%和边界条件#设某
一弹性体在面力和体力为9(!AU(作用下的应力分量为!(@!在同一弹性体内由另一组
面力9(?和体力AU(?所引起的另一组应力分量为!(@?!则!(@\!(@?就一定是由于面力9(\

" 圣维南原理的数学证明!可参看&QC)*.U)*(0V!b1,*C!G;;3VM,C=V""!9c!$!"/7$!QC)*.U)*(0V,.5
>’4C)*[VLV!<VG;;3VM)-=V!!7!7%727F"!$"/7F%!还可参考&d3,K4.!<V9V!eGMR!K’3V!/!$"/%F%!#!F2##!#



’%(!简例 ?#!!!

9(?和体力AU(\AU(?的共同作用所引起的应力#这是因为定解条件和泛定方程都是
线性的#在这种情况下!

!(@!@GAU( 66

!(@!@?GAU(?66
成立!以上两式相加后!有

$!(@ G!(@?%!@GAU(GAU(?66 $75"#%
此外!由于

9( 6!(@=@

9(?6!(@?=#
$

%@
$75"$%

故在边界上有

9(G9(?6 $!(@ G!(@?%=@

同样!协调方程也可以合并#显然!$!(@\!(@?%满足由9(\9(?和AU(\AU(?作用下的边值
问题#这就是叠加原理#
叠加原理成立的条件为&小变形"线性弹性本构方程#对于大变形情况!物体的

变形将影响外力的作用!如受纵向和横向外力作用的梁!就必须考虑变形的影响!此
时!叠加原理便不再适用#此外!对于弹性稳定问题和弹塑性力学问题!叠加原理都
不适用#

*"+!简!!例

例*5!!设有图75!所示的柱体!两端受集中力*作用!柱体表面为自由表面#
求其应力场与位移场#

"V确定体力和面力

对于上述问题!首先选取坐标系>738!如图75!所示#两端8X6!8X-处!有外
力作用!其合力为*!假定体力略去不计!柱体侧面的面力等于零#

图!75!
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!V写出边界条件

在柱体侧面!因任一点的外法线方向=均垂直于8轴!故-#X-’:$=!8%X6!柱体
侧面的边界条件为

!7-"G"73-! 66

"73-"G!3-! 66

"78-"G"83-! 6
.
/

0 6
在两端部!因-"X-’:$8!7%X-!X-’:$8!3%X6!-#X"!设!8 在端部均匀分布!则边界
条件化为

!8-#A6*
其中A为杆的截面面积#

#V选择解题方法

选用应力法!则未知应力函数应满足式$75"%和式$75""%!即

!(@!@ 66

!

!!(@ G "
"H-!

!(@ 6 #
$

%
6

$,%

!!现用逆解法求解#根据解的惟一性知道!如能给出一个既满足全部方程!又满足
边界条件的解!则这个解就是本问题的惟一解#

$V解边值问题

取

!7 6!3 6"73 6"38 6"87 66!!!8 6< $U%
此处<为待定常数!将式$U%代入式$,%可见恒满足#
由边界条件得出!8X*-A!故有

<6*-A!!!8 6*-A!!!6!7 G!3 G!8 6*-A $-%
由广义胡克定律

’8 6"G-
4 !8H -

"G-$ %! 6!8
"G-
4 H-$ %4 6 *

4A

’7 6’3 6"G-
4

(H-!8

"G- 6H-*
4A

%736%38 6%87 6

#

$

%6

$5%

由上式可见!各应变分量均为常数#
由式$5%有

*C
*76’7 6H-*

4A



思考题 ?7!!!

积分上式!得在无刚体位移情况下的解为

C6H-*
4A7

同理得

D 6H-*
4A3

E 6 *
4A8

如给定位移边界条件!则在上面的积分中便包含了积分常数!它反映了杆件的刚体位
移#如给定7X6!CX,C6 则上述位移解为

C6H-*
4A7G,C6

,C6 即7方向的刚体位移#

7V校核

将所得结果代入平衡方程"应变协调方程"边界条件等公式均满足#
在本例题中!各应力分量都是常数!对于这种情况!各位移分量为坐标的线性函

数!通常称为弹性力学的最简单问题!而一般的问题要复杂得多#

复 习 要 点

"V弹性力学的基本方程和弹性力学问题的提法是!给定作用在物体全部边界或
内部的外界作用!求解物体内由此而产生的应力场与位移场#

!V弹性力学边值问题可分三类&"第一类边值问题!宜用应力法求解’&第二
类边值问题!宜用位移法求解’’第三类边值问题!宜用混合法求解#

#V拉梅5纳维方程
$,G+%C@!@(G+C(!@@ 66

包括了平衡方程!几何方程和本构方程#

$V贝尔特拉米5米歇尔方程实际上是应力协调方程#

7V圣维南原理与叠加原理#

思!考!题

*5!!所给边界条件的数目为什么很重要,

*5$!为什么线性弹性力学问题可以用叠加原理, 而其他情况不行,



??!!! 第’章!弹性力学问题的提法

*5%!逆解法!半逆解法的理论根据是什么, 为什么,

*5&!为什么当以应力应变和位移这"7个量作未知函数求解时!则应变协调方
程就可以自然满足,

*5*!你还能举出哪些圣维南原理的实例, 如果放弃圣维南原理!应该考虑怎
样处理你举出的实例,

习!!题

*5!!试用逆解法求圆截面柱体扭转问题的解#
提示参考初等问题的解答#如柱体的轴线为轴!则假定

!7 6!3 6!8 6"73 66
!!答案&位移分量CXW)38!DX)78!EX6

*5$!设一物体内的位移分量为CXDX6!EXE$8%#试求位移函数E$8%#
答案&EX:8!:为常数

*5%!试求解简支的梁在中点受集中力作用时的弹性弯曲问题#



第+章
平 面 问 题

+"!!平面问题的基本方程

在第7章中介绍了求解弹性力学问题的两种基本解法!现在讨论平面问题相应
的公式!并分别给出平面应力和平面应变两种情况的应力法基本方程和解法示例#

"V平面应力问题

在这种情况下!已知

!8X"87X"38X6 $?5"%
及

!7 X!7$7!3%

!3 X!3$7!3%

"73X"73$7!3
#
$

%%
$?5!%

平衡方程为

*!7

*7
\
*"73

*3
\AU7X6

*"73

*7
\
*!3

*3
\AU3

#

$

%
X6

$?5#%

边界条件为



?F!!! 第(章!平面问题

97X!7-"W"73-!

93X"73-"\!3-#
$

%!
$?5$%

其中97!93 为面力在7!3方向的分量$图?5"%#

图!?5"

-"X-’:$=!7%

-!X-’:$=!3%
弹性本构方程为

’7X
"
4

$!7W-!3%

’3X
"
4

$!3W-!7%

%73X
"73

O
X
!$"\-%

4
"7

#

$

%
3

$?57%

及

%78X%38X6

’8XW
-
4

$!7\!3
#
$

%
%

$?5?%

此处’8 为薄片在8方向的应变分量!因在平面应力问题的方程中并不包含’8!

它可以从式$?5?%中独立地求出#应变协调方程为

*!’7

*3! \
*!’3

*7!X
*!%73

*7*3
$?5%%

在应力法中要把上式改用应力分量表示#为此!将方程$?5#%第一式对7取导
数!第二式对3取导数!有

*!"73

*7*3
XW

*!!7

*7! W
*AU7

*7

*!"73

*7*3
XW

*!!3

*3! W
*AU3

*3
将以上两式相加后!得

*!"73

*7*3
XW

"
!

*!!7

*7! \
*!!3

*3$ %! W
"
!

*AU7

*7
\
*AU3

*$ %3
因

*!%73

*7*3
X
!$"\-%

4
*!"73

*7*3
X

$"\-%

4
*!!7

*7! \
*!!3

*3! \
*AU7

*7
\
*AU3

*$ %3

将式$?5%%中的’7!’3 用胡克定律$?57%代入!*
!%73

*7*3
以上式代换!则得



(%!!平面问题的基本方程 ?/!!!

*!!7

*3! W-
*!!3

*3! \
*!!3

*7! W-
*!!7

*7! \$"\-%*!!7

*7! \
*!!3

*3! \
*AU7

*7
\
*AU3

*$ %3
X6

化简后!得

*!!7

*7! \
*!!3

*3! \
*!!7

*3! \
*!!3

*7! XW$"\-%*AU7

*7
\
*AU3

*$ %3
或写成

*!

*7!\
*!

*3$ %!
$!7\!3%XW$"\-%*AU7

*7
\
*AU3

*$ %3
$?5F%

式$?5F%即为用应力分量表示的应变协调方程#若不计体力或体力为常数!则
式$?5F%化为

*!

*7!\
*!

*3$ %!
$!7\!3%X6 $?5/%

或写成

!

!$!7\!3%X6 $?5/?%
此处

!

!为拉普拉斯算子#式$?5/%称为莱维方程#

!V平面应变问题

在平面应变条件下!由于8方向的约束$8方向的无限延伸!相当于刚性约束%!
则有

EX6
由于沿长度方向几何形状不变$如图!5%%!载荷也沿8方向不变!故位移C!D仅为7!

3的函数!而与8无关#由此可沿长度方向任取一个与>73平面平行且厚度等于"
的薄片作为模型来分析而不失代表性#于是有

’7X
*C
*7

!!’3X
*D
*3

!!%73X
*C
*3

\
*D
*7

及

’8X%78X%38X6
将以上关系式代入本构方程!可得

!7 X!O’7\,$’7\’3%

!3 X!O’3\,$’7\’3%

"73XO%7

#
$

%3

$?5"6%

及

"78X"38X6
!8 X,$’7\’3%X-$!7\!3

#
$

%
%

$?5""%

因!8 不包含在基本方程中!故!8 不是独立的未知量!而在求得!7 和!3 后!可由



%6!!! 第(章!平面问题

式$?5""%单独求解#
由于应力分量只是7!3的函数!故平面应变问题的平衡方程同样为式$?5#%#

应用从平面应力变换到平面应变的对应关系!平面应变问题的协调方程可直接从
式$?5F%中得出

*!

*7!\
*!

*3$ %!
$!7\!3%XW

"
"W-

*AU7

*7
\
*AU3

*$ %3
$?5"!%

比较式$?5F%和$?5"!%可知!式$?5"!%和$?5F%只差一个常数系数!此外!在边界上!
应力应满足边界条件$?5$%#
这样一来!平面应力和平面应变问题的解!除共同必须满足同一组平衡方程外!

还应分别满足变形协调方程$?5F%和$?5"!%#但是!如果体力AU7!AU3都是常数的话!
则以上两个协调方程都化为$?5/%#
如果考虑的问题为Q上的调和函数!则$!7\!3%是在区域Q 上直到二阶导数都

连续的连续函数#在这种情况下!平面应力和平面应变问题的应力分量!7!!3!"73的

分布是相同的!或者说!他们在>73平面内应力场一致#
从以上的讨论中可以发现!方程$?5#%和$?5/%以及边界条件$?5$%中均不含材

料常数#这就是说!不同材料的物体只要它们的几何条件"载荷条件相同!则不论其
为平面应力或平面应变问题!他们在平面内的应力分布规律是相同的#这一结论!给
模型试验$例如光弹性试验等%提供了理论基础#应当注意!以上两种情况的应力!8"
应变和位移是不相同的#

+"$!应 力 函 数

由以上讨论可知!平面问题的弹性解!要求积分平衡方程$?5#%和应变协调方
程$?5"!%!并满足边界条件$?5$%#在不计体力时!这些方程简化为

*!7

*7
\
*"73

*3
X6

*"73

*7
\
*!3

*3

#

$

%
X6

$?5"#%

和式$?5/%

*!

*7!\
*!

*3$ %!
$!7\!3%X6

以及边界条件$?5$%#
方程$?5"#%和协调方程$?5/%是用应力分量!7!!3!"73写出的弹性平面问题的基

本方程组!如边值问题属于第一类!即面力已知问题!则可由以上方程组按应力求解!



(%$!应力函数 %"!!!

而不需要考虑位移#进一步观察可以发现!如果引进一个函数)$7!3%!使得

!7X
*!
)

*3!

!3X
*!
)

*7!

"73XW
*!
)

*7*

#

$

%3

$?5"$%

代入平衡方程!可知恒满足#于是有

!7\!3X
*!
)

*7!\
*!
)

*3!X

!

!
) $?5"7%

由应变协调方程可得

*
*7!\

*
*3$ %!

*!
)

*7!\
*!
)

*3$ %! X6

展开为

*$
)

*7$\!
*$
)

*7!*3!\
*$
)

*3$X6 $?5"?%

或简写为

!

$
)X6 $?5"??%

函数)称为应力函数!是由艾里$@V+VG4*O!"F?!%所引进!故又称为艾里应力
函数#方程$?5"?%称为双调和方程#由此可知!平面问题的应力分量可用应力函数

)来表示!而函数)应满足双调和函数!也就是说!)为双调和函数#显然!函数)的
选取应使其满足边界条件#
现在考虑有体力的情况#假定体力是有势的"!即

AU7XW
*;
*7

!!AU3XW
*;
*3

$,%

其中; 为势函数#此时!平衡微分方程$?5#%化为

*"73

*3
\

*
*7

$!7W;%X6

*"73

*7
\

*
*3

$!3W;%
#

$

%
X6

$U%

比较式$U%与$?5"#%可知!如令

" 由理论力学知道!如果作用在点/ 的力A 的投影是坐标的函数!且可用对某一单值函数;$7!3!8%取
偏微商并冠以负号表示!则该力场称为是有势的!或称为势场#力A所做的功由其起始位置与终止位置的势差
所决定!而完全与点/ 所走过的轨迹无关#重力场是势场的例子#



%!!!! 第(章!平面问题

!7W;X
*!
)

*3!

!3W;X
*!
)

*7!

"73XW
*!
)

*7*

#

$

%3

$?5"%%

则平衡微分方程$U%可满足!将式$?5"%%代入应变协调方程$?5F%及$?5"!%后!分别得出
对于平面应力情况

!

$
)XW$"W-%

!

!; $?5"F%
对于平面应变情况

!

$
)XW

"W!-
"W-

!

!; $?5"/%

前已述及!直接求解弹性力学问题往往是很困难的#因此有时不得不采用逆解
法或半逆解法等来求解#
当用逆解法时!要先假定满足双调和方程$?5"?%的某种形式的应力函数)!然后用

式$?5"$%求出应力分量!7!!3!"73等!再根据应力边界条件来分析所得应力分量对应于
什么样的面力#由此判定所选应力函数)可以解什么样的问题#如用半逆解法则针对
所要求的问题!假定部分或全部应力分量为某种形式的双调和函数!留下足够多的待定
参数!从而导出应力函数)#然后来分析所得应力函数是否满足应变协调方程!判断假
定的以及由应力函数导出的应力分量是否满足边界条件#如不满足则应重新假定#
应当指出!双调和方程是四阶的!故低于四阶的多项式都是双调和函数#但必须至少

是二次和二次以上!以保证得出非零的应力解#例如!如取应力函数)为下列一次式

)X:6\:"7\:!3
则双调和方程可以满足!而应力分量为

!7X
*!
)

*3!X6

!3X
*!
)

*7!X6

"73X"37XW
*!
)

*7*3
X6

显然!这是一个无应力状态#由此得出!在应力函数中增添或除去(和)的一次
式!并不影响应力分量#
不难验证!当应力函数取二次多项式时可得均匀应力状态!取三次多项式时得线

性分布的应力场#



(%&!梁的弹性平面弯曲 %#!!!

+"%!梁的弹性平面弯曲

作为用直角坐标解题的示例!讨论下述悬臂梁的平面弯曲#设悬臂梁自由端有
集中力"作用!略去梁的自重!梁的高度为!1!厚度为0!跨度为-$图?5!%#
以下首先讨论梁内应力分布#在此情况下!边界条件为

图!?5!

!!!

$!7%766 66
$"73%36B1 66
$!3%36B1 66

A6H3!
G1

H1
"7305

#

$

%3

$,%

!!上述边界条件表示&自由端没有轴向水平力!顶部和底部没有载荷作用!及自由
端的剪应力之和应等于"#式$,%中第四式的符号是根据第!章对剪应力的正负号
约定得来的!因此处剪应力是作用在外法线方向与7轴反向的平面内!剪应力方向
与3轴同向!故为负#

"V选取应力函数

由材料力学知道!任一截面上由A产生的弯矩随7 作线性变化!而且截面上任
一点的正应力!7 与3成比例!故可假定!7 为

!7X
*!
)

*3!X:"73 $U%

其中:" 为一常数#将上式对3积分两次!得

)$7!3%X
"
?
:"73#\3."$7%\.!$7% $-%

此处."$7%!.!$7%为7的待定函数#将)代入双调和方程$?5"?%可得

3
5$."

57$ \
5$.!

57$ X6 $5%

由于上式$5%中的第二项与3无关!故上式成立时!必有
5$."

57$ X6!!
5$.!

57$ X6

积分此二式得

."X:!7#\:#7!\:$7\:7

.!X:?7#\:%7!\:F7\:/

其中:!!:#!0!:/ 为积分常数#将上面两函数."$7%!.!$7%代入式$-%!得



%$!!! 第(章!平面问题

)X
"
?
:"73#\3$:!7#\:#7!\:$7\:7%

!\$:?7#\:%7!\:F7\:/% $?5!6%

将式$?5!6%代入式$?5"$%可得应力分量!3!"73为

!3X
*!
)

*7!X?$:!73\:?7%\!$:#3\:%% $)%

"73XW
*!
)

*7*3
XW

"
!
:"3!W#:!7!W!:#7W:$ $P%

!V系数的确定

根据边界条件$,%的第二"三式有
$!3%3XZ1X?$Z:!1\:?%7\!$Z:#1\:%%X6

即

?$:!1\:?%7\!$:#1\:%%X6
?$W:!1\:?%7\!$W:#1\:%%X6

上式对所有的7都成立!故有

!:!1\:?X6

!:#1\:%X6
W:!1\:?X6
W:#1\:%

.

/

0 X6
解此方程组!得

:!X:#X:?X:%X6
而

$"73%3XZ1XW
"
!
:"1!W#:!7!W!:#7W:$X6

故有 :$XW
"
!
:"1!

由方程$,%的第四式得

H3!
1

H1
"7305363!

1

H1

"
!
:"0$3!H1!%536A

由此

:"XW
#A
!01#XW

A
M

其中MX
!
#
01# 为截面对中性轴的惯性矩#



(%&!梁的弹性平面弯曲 %7!!!

至此!所有常数均已求出!于是由方程$U%"$)%和$P%得各应力分量为

!7XW
A73
M

!3X6

"73XW
A
!M

$1!W3!

#

$

%
%

$?5!"%

由此可见!所得结果与材料力学所得结果完全一致#并可得出结论!当端部剪力
是按抛物线分布!!7 在固定端是按线性分布的话!这一解是精确解#如果不是这样!
则根据圣维南原理!这一解在梁内远离端部的截面还是足够精确的!其所影响的区段
大约只有截面尺寸那样大小的长度#

#V位移的计算

现在讨论梁的变形#应用应变位移关系及胡克定律!由式$?5!"%可得出

! !

*C
*7

XW
A73
4M

*D
*3

X
-A73
4M

*C
*3

\
*D
*7

X
!$"\-%

4
"73XW

$"\-%A
4M

$1!W3!%

!! !XW
A$1!W3!%

!

#

$

%OM

$(%

将式$(%中的前两式积分得

CXW
A7!3
!4M

\C($3%

DX
-A73!

!4M
\D"$7

#

$

%
%

$=%

将式$=%中两式分别对3和7微分

*C
*3

X
5C"

53
W
A7!

!4M
*D
*7

X
5D"

57
W
-A3!

!4M
将此结果代入$(%中第三式得

5C"

53
W
A$!\-%

!4M
3!XW

5D"

57
\

A
!4M

7!W
$"\-%

4M
A1!

上式等号两边分别为3与7的函数!故各边均等于同一常数:"!即
5C"

53
W
A$!\-%

!4M
3!X:"



%?!!! 第(章!平面问题

5-"

57
W

A
!4M

7!\
$"\-%

4M
A1!XW:"

积分后得

C"$3%X A
?4M

$!\-%3#\:"3\:!

D"$7%XA7#

?4MW
$"\-%
4M A71!W:"7\:

#

$

%
#

$4%

其中:!!:# 为积分常数!将以上两式代入式$=%得位移表达式为

CXW
A

!4M
7!3\

A
?4M

$!\-%3#\:"3\:!

DX
-A
!4M

73!\
A

?4M
7#W

A
4M

$"\-%71!W:"7\:
#

$

%
#

$f%

常数:"!:!!:# 由阻止梁在>73面内作刚体运动所必需的三个约束条件来确定!如
在固定端$7X-!3X6处%有

CXDX
*C
*3

X6

代入位移表达式求出

:"X
A-!

!4M
W
A$"\-%

4M
1!!!!:!X6!!!:#X

A-#

#4M
于是梁的位移为

CX
A

!4M
$-!W7!%3\$!\-%A3

#

?4M

DX
A
4M

7#

?
\
-#

#
\
7
!

$-3!W-!%\1!$"\-%$-W7. /
#

$

%
%

$?5!!%

由此得出&C和D都是7"3的非线性函数!就是说!梁的任一截面变形后不再保
持平面!这一点和材料力学初等理论所得到的结果是不同的#如在固定端$7X-处%
则由式$?5!!%得

$D%7X-X
A
4M

-#

!
\
D-3!

!
W
-#

$ %!
X
-A-
!4M

3!

*D
*$ %7 7X-

X
A
4M

-3
!

W1!$"\-. /%!!
*D
*$ %7 7X-

3X6

XW
A1!$"\-%

4M
XW

A1!

!OM

即由固定端条件得到的固定端的水平线元有一个转角A1!-!OM$图?5#%#如用另外

的条件!如7X-!3X6处!CXDX6!*D
*7

X6!即固定端在3X6处水平线元被固定!则

可得类似的结果#



(%&!梁的弹性平面弯曲 %%!!!

图!?5#

实际上!固定端的水平线元与竖直线元都不能转
动!端部效应的详细分析是比较复杂的#不过!由圣维
南原理知道!端部效应的影响范围是不大的$约与梁高
相当%#
梁轴的竖向位移为

$D%3X6X
A7#

?4M
W
A-!7
!4M

\
A-#

#4M
\
A$"\-%

4M
1!$-W7%

$?5!#%
而端部的挠度

$D%7X3X6X
A-#

#4M
\
A1!$"\-%-

4M
X

A-#

#4M
\
A-1!

!OM
上式等号右边第二项!显然是剪力对挠度的影响#而这部分与弯曲的影响之比!为

A1!--!OM
A-#-#4M

X
#
$

$"\-%!1$ %-

!

7
!1$ %-

!

如-X"6$!1%!则此比值为"-"66#所以当!18-时!梁的挠度主要由于弯曲所引起#
由此可见!在材料力学中得到的结果!对于细长梁是精确的#
应当指出!在高而短的梁中!以及在梁的高频振动和在波的传播问题中!剪力效

应是非常重要的#
例+5!!求图?5$中受均匀载荷作用的两端简支梁的应力分布与中点位移$不

计体力%#

图!?5$

解

$"%取应力函数

)X:"7!\:!7!3\:#3#\:$ 7!3#W
37

$ %7
$,%

容易证明)满足双调和方程#
$!%由边界条件确定各常数#边界条件为
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$"73%3XZ1X6
$!3%3XW1XWV
$!3%3X1X6

$U%
$-%
$5%

在7XZ-处有

3!
1

H1
!735366 $)%

-3!
1

H1
"73536BV-& $P%

根据以上条件得

:!\#:$1!X6

!$:"\:!1\:$1#%X6

!$:"W:!1W:$1#%XWV

:#\:$-!W
!
7
:$1!X6

$$:!1\:$1#%XV
上式分两组求解后得

)XV W
7!

$
\

#
F
7!3
1

\
3#

F1# -!W
!1!

$ %7
W

"
F1# 7!3#W

37

$ %. /7
$(%

$#%求应力分量

!7X
V
!M

$-!W7!%\!3
3!

#
W
1!

$ %. /7
$=%

!3XW
V
!M

3#

#
W1!3\

!
#
1$ %# $4%

"73XW
V
!M

$1!W3!%7 $f%

其中MX
!
#
&1##与材料力学中的结果相比较!式$=%的等号右边多出了第二项!此项

与7 无关!在1X--"6时这项仅为全部!7 的"-"766#由上式看出!在两端面
$7XZ-%上 !有!7X$V3-M%$3!-#W1!-7%存在!这显然与原题意不符!但在两端面的
这些力的合力和合力偶都等于零#于是!根据圣维南原理!除端部附近以外!对全梁
来说!此解是准确的#

$$%用所求得之应力!并按本节所述的方法求3X6处的位移D6!为

D6X
V

!4M
-!7!

!
W
7$

"!
W
1!7!

7
\ "\

-$ %!
1!7. /!

曲率为
5!D6

57! X
V
4M

-!W7!

!
\

$
7

\
-$ %!

1. /!



(%#!深梁的三角级数解法 %/!!!

上式方括号中的第二项为材料力学结果的修正项#

+"&!深梁的三角级数解法

矩形截面梁!在受连续分布载荷作用的情况下!应力函数取多项式来解题是方
便的#如果情况比较复杂!特别是载荷不连续时!则应采用三角级数形式的应力函
数#现在就以图?57所示的梁为例来讨论弹性平面问题的三角级数解答#取应力函
数为

图!?57

!!)$7!3%X.$3%:4.
=$7
-

$?5!$%

其中=为任意整数!!-为梁的长度#
若应力函数)满足双调和方程!

$
)X6

令*X
=$
-

!有

)X.$3%:4.*7
*$
)

*7$X*
$.$3%:4.*7

*$
)

*7!*3!XW*!.W$3%:4.*7

*$
)

*3$X.$$%$3%:4.*7

于是得常微分方程

.$$%$3%W!*!.W$3%\*$.$3%X6 $?5!7%
这一常系数线性微分方程的通解!可用双曲线函数表示为

.$3%X:"-=*3\:!:=*3\:#3-=*3\:$3:=*3 $?5!?%
将此式代入式$?5!$%!得应力函数为

)X$:"-=*3\:!:=*3\:#3-=*3\:$3:=*3%:4.*7 $?5!%%
相应的应力分量为
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!7X
*!
)

*3!X:4.*7.:"*!-=*3\:!*!:=*3\:#*$!:=*3\*3-=*3%

!\:$*$!-=*3\*3:=*3%/

!3X
*!
)

*7!XW*!:4.*7$:"-=*3\:!:=*3\:#3-=*3\:$3:=*3%

"73XW
*!
)

*7*3
XW*-’:*7.:"*:=*3\:!*-=*3\:#$-=*3\*3:=*3%

!!!! !!\:$$:=*3\*3-=*3

#

$

%%/

$?5!F%

不难证明!如取应力函数)为

)X-’:*7.:7:=*3\:?-=*3\:%3:=*3\:F3-=*3/ $?5!/%
也能满足双调和方程#此外=为任意整数!因而可得无穷多的特解#这样!应力函数

)可写为下列无穷级数的形式

)$7!3%6 9
g

=6"
:4.*7$:":=*3G:!-=*3G:#3:=*3G:$3-=*3%

G9
g

=6"
-’:*7$:7:=*3G:?-=*3G:%3:=*3G:F3-=*3%$?5#6%

式$?5#6%中的系数:($(X"!!!0!F%应根据边界条件来确定#这时应力边界条
件也应展开为无穷级数的形式

V$7%6<6G9
g

=6"
<=-’:*7G9

g

=6"
%=:4.*7 $?5#"%

由数学分析可知!某一在区域.W-!-/上的函数展成傅里叶级数$?5#"%时!其系
数$称为傅里叶系数%为

<6 6
"
!-3

-

H-
V$7%57

<= 6
"
-3

-

H-
V$7%-’:

=$7
-

57

%= 6
"
-3

-

H-
V$7%:4.

=$7
-

5

#

$

%
7

$?5#!%

对于在梁的上下边界上有宽度为!&的均布载荷作用时$图?57%!傅里叶系数为

<6 6
"
!-3

-

H-
V$7%576

V"

!-3
&

H&
576

V"&
-

<= 6
"
-3

-

H-
V$7%-’:*7576

!V"

*-
:4.*&

%= 6
"
-3

-

H-
V$7%:4.*7576

V"

-3
&

H&
:4.*75766

这样!对于上边界有
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V$7%6!V"
&
!-

G9
g

=6"

:4.*7
*-

-’:*$ %7 $?5##%

对于下边界也得同样的表达式#

图!?5?

现在我们研究有足够多跨的连续墙梁

的弹性分析#所谓墙梁是指高度与跨度相
近的一类墙板结构#载荷的作用只在板面
以内$图?5?%!墙梁是深梁的一种#
设梁的高度为1!跨度为!-!梁的上边界

有均布V载荷作用!略去边跨的效应!取中
间某一跨为代表来讨论!如图?5?所示#
墙梁的支座往往是一系列的柱!现在将其

反力均简化为集中力!在上述情况下为!V-#
现在考虑用三角级数形式的应力函数来求解#
$"%选取应力函数
因正弦函数项是反对称函数$:4.$W7%XW:4.7%!而!7!!3 应对3轴为对称!故应力

函数应取只包含余弦函数项的级数#此外从以后的分析可知仅有三角级数尚难满足全部
边界条件!应补充二次多项式!于是应力函数取下列形式&

)6 9
g

=6"
-’:*7$:":=*3G:!-=*3G:#3:=*3G:$3-=*3%

!GQ"7!GQ!73GQ#3! $?5#$%
此外*X=$--!Q为常数#应当指出!由于-’:*$7\!-%X-’:*7!故所研究的一跨!具
有代表性!它和下一跨有相同的条件#

$!%计算应力分量

!

!7 6
*!
)

*3! 6 9
g

=6"
*!-’:*7.*$:":=*3G:!-=*3G:#3:=*3G:$3-=*3%

!G!$:#-=*3G:$:=*3%/G!Q#

!3 6
*!
)

*7! 6H9
g

=6"
*!-’:*7$:":=*3G:!-=*3G:#3:=*3

!G:$3-=*3%G!Q"

"73 6H
*!
)

*7*3
6 9

g

=6"
*:4.*7.*$:"-=*3G:!:=*3G:#3-=*3

!G:$3:=*3%G:#:=*3G:$3-=*3/HQ

#

$

%!

$?5#7%

剪应力分量"73应为反对称!故应有
Q!X6

$#%写出边界条件与平衡条件

4!当"73X6!7X6!7X-
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44!3
1

6
!3576HV-

444!当"73X6!!3X6!3X6!7-6!7-!-
4K!当"73X6!!3XWV!3X1
K!对任意竖向截面有

3
1

6
!75366

$$%确定常数!求应力分布规律
以上共F个条件!将式$?5#7%代入后求解!不难得到

Q"XWV-!!!Q!X6!!Q#X6

:"XW
!V
*

*1\:=*1-=*1
:=!*1

7W
!V
*

:!X
!V
*!

:#XW
!V
*

:=!*1
:=!*1W*!1!7W

!V
*

:$X
!V
*

1\:=*1-=*1
:=!*1W*!1! 7

!V
*

将以上常数代入式$?5#7%!并注意到

-=*3W:=*3X)W*3

得

!7 6H!V9
g

=6"
-’:*7$"H*3%)H*3

!3 6H!V9
g

=6"
-’:*7$"G*3%)H*3 HV

"73 6H!V9
g

=6"
:4.*7$*3%)H*

#

$

%
3

$?5#?%

图!?5%

各应力分量的分布规律如图?5%所示#
$7%求位移分量
将所得各应力分量的表达式代入

下式&

*C
*7

X’7X
"
4

$!7W-!3%

*D
*3

X’3X
"
4

$!3W-!7%



(%’!用极坐标表示的基本方程 F#!!!

之后积分!可得各位移分量C和D#

+"*!用极坐标表示的基本方程

在解某些工程问题时!采用极坐标是很方便的#例如厚$薄%壁筒!圆弧形曲梁"
圆盘以及弹性半无限体边界受集中力作用等问题#以下给出极坐标的有关公式#

图!?5F

极坐标系$+!$%与直角坐标系$7!3%间的关系为$图

?5F%

7X+-’:$
3X+:4.#

$

%$
$?5#%%

+!X7!\3!

$X,*-C,.
3#
$

%7

$?5#F%

平衡方程

考虑单位厚度的微小单元*,)F!其中在+!$方向的体力分量分别为AU+!AU$!以
下推导径向的平衡方程!于是由径向力的平衡得$图?5/%

图!?5/

!+\
*!+

*+
5$ %+ $+\5+%5$W!++5$W !$\

*!$

*$
5$ %$5+:4.

5$
!

W!$5+:4.
5$
!

\ "+$\
*"+$

*$
5$ %$5+-’:

5$
!

W"+$5+-’:
5$
!

\AU++5+5$X6

由于5$是个小量!故:4.
5$
!
及-’:

5$
!
分别可用

5$
!
和"来代替!略去高次项!化简后并

以类似的步骤可得周向列平衡方程!整理后可得
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*!+

*+
\

"
+
"+$

*$
\
!+W!$

+
\AU+X6

"

.

*!$

*$
\
*"+$

*+
\
!"+$

+
\AU$

#

$

%
X6

$?5#/%

在不计体力时!由极坐标与直角坐标的关系!可导出满足平衡方程$?5#/%的用
应力函数)$+!$%表示的应力分量!+!!$!"+$为"

!+X
"
+
*)
*+

\
"
+!

*!
)

*$!

!$X
*!
)

*+!

"+$X
"
+!

*)
*$

W
"
+

*!
)

*+*$
XW

*
*+

"
+
*)
*$ %

#

$

%$

$?5$6%

应变位移关系

现在考虑微小/%:Q 的变形!将+!$方向的位移分别记作C和D!图?5"6中的

图!?5"6

微小扇形<%:Q为变形前的状态!虚线<?%?:?Q?
为变形后的状态#各点的位移可以分解为径向与

周向两个矢量!例如 "::<<?!可分解为 "::<<W和 "::<W<?!
余类同$见图?5"6%#图中<%X5+!><?的延长线
交%W%?于A!<?4 为<W%W的平行线#半径为><?
的圆弧交>QW于O!且交Q?处至该弧的垂线于X#

可见!;X<?AX
$
!

!<!%!:!Q 各点之位移

为 "::<<?X "::<<W\ "::<W<?! "::%%?X "::%%W\ "::%W%?!0#
考虑到5$为一小量!故<Q7+5$!由此可得各应变分量为

’+X
<?%?W<%

<%
7
%%WW<<W

<%
X
C\

*C
*+

5+WC

5+
X
*C
*+

’$ X
<?Q?W<Q

<Q
7
Q?QW\O<WW<?<WW<Q

<Q

X
D\

*D
*$

5$\$+\C%5$WDW+5$

+5(
X
*D
+*$

\
C
+

" 利用直角坐标系和极坐标系的关系式$?2#%%!$?2#F%便不难得到!读者可进行校核#
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%+$X%"\%! X;%?<?A\;Q?<?X7
%?4W4A
<W%W

\
Q?X
<?X

X
%?4
<W%W

W
<W<?
><W

\
QQWW<<W

<?X

X

*D
*+

5+

5+\
*C
*+

5+
W

D
+\C

\
C\

*C
*$

5$WC

+5$\
*D
*$

5$

X
*D
*+

W
D
+

\
*C
+*$

于是有

’+X
*C
*+

$?5$"%

’$X
*D
+*$

\
C
+

$?5$!%

%+$X
*D
*+

W
D
+

\
*C
+*$

$?5$#%

式$?5$"%)$?5$#%即用极坐标表示的应变位移关系式#
胡克定律

用极坐标表示的胡克定律与用直角坐标表示时形式不变!因局部一点的+!$坐
标仍是一个直角坐标系!而只需将直角坐标系的公式中的7!3分别换成+"$!于是
对于平面应力情况为

’+X
"
4

$!+W-!$%

’$X
"
4

$!$W-!+%

%+$X
"
O
"+

#

$

%
$

$?5$$%

对于平面应变情况为

’+X
"\-
4

.$"W-%!+W-!$/

’$X
"\-
4

.$"W-%!$W-!+/

%+$X
"
O
"+

#

$

%
$

$?5$7%
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!!应变协调方程
采用导出直角坐标系应变协调方程的方法!不难导出以极坐标表示的应变协调

方程为

*!’$

*+! \
"
+!

*!’+

*$! \
!
+
*’$

*+
W

"
+
*’+

*+
X

"
+
*!%+$

*+*$
\

"
+!

*%+$

*$
$?5$?%

在轴对称情况$物体和外载荷!从而应力和位移均对称于经过物体中心$也是重
心%而垂直于7!3平面的轴线!此时各量均与$无关!故称为轴对称%!不计体力时!通
过胡克定律!将式$?5$?%写成以应力表示的应变协调方程为

!

!$!+\!$%X
5!$!+\!$%

5+! \
"
+
5$!+\!$%

5+
X6 $?5$%%

在用应力函数求解时!应将应变协调方程改用应力函数表示!为此!须将*
!
)

*7!
和

*!
)

*3!
改用+!$表示#根据式$?5"7%可导出拉普拉斯算符为

!

!
)X

*!
)

*7!\
*!
)

*3!X
*!
)

*+!\
"
+
*)
*+

\
"
+!

*!
)

*$!
$?5$F%

于是极坐标表示的应变协调方程为
!

$
)X

*!

*+!\
"
+

*
*+

\
"
+!

*!

*$$ %!

*!
)

*+!\
"
+
*)
*+

\
"
+!

*!
)

*$$ %! X6 $?5$/%

有了以上基本方程!便可按下列步骤求解边值问题&
$"%确定体力和面力’
$!%写出边界条件’
$#%选择解题方法’
$$%解方程$满足边界条件%’
$7%校核$代回基本方程和边界条件%#

+"+!厚壁筒问题

作为用极坐标解题的第一个例子!我们讨论一类最简单的极对称问题!即应力和
应变只与一个坐标有关!从而不难得到其封闭形式的解答#受内外压力作用的厚壁
筒!属于这类问题#此外还有整球形容器等#
现在研究受内压*" 和外压*! 作用的厚壁圆筒$图?5""%#圆筒的内径为!&!

外径为!,#设圆筒的长度比起圆筒的直径来说足够大!以致可以认为离两端足够
远处的应力和应变分布沿筒长方向没有差异#由对称性可知!原来的任一横截面
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变形后仍保持平面$如图?5""%#因而!应力与应变的分布对称于圆筒的中心轴

图!?5""

线#如取图?5""所示的坐标!则>8为对称轴#每
一点的位移将只有+方向的分量C和8方向的分量

E!即C"E均与$无关#由于!垂直于>8轴的平面
变形后仍为平面!沿圆筒长度一样!故知C只依赖于

+!E 只依赖于8#于是各应变分量由式$?5$"%)
$?5$#%得

’+X
5C
5+

’$X
C
+

%+$X%$8X%+8

#

$

%X6

$?576%

及

’8X
5E
58

由此!相对体积变形$为&

$X’+\’$\’8X
5C
5+

\
C
+

\
5E
58

$?57"%

将应变位移关系式代入广义胡克定律!得

!+X!O’+\
-

"W!-$ %$ X
!O$"W-%

"W!-
5C
5$+

\
-

"\-
C
+

\
-

"W-
5E
5 %8

!$X!O’$\
-

"W!-$ %$ X
!O$"W-%

"W!-
C$+\

-
"W-

5C
5+

\
-

"W-
5E
5 %8

!8X!O’8\
-

"W!-$ %$ X
!O$"W-%

"W!-
5E
58

\
-

"W-
C
+

\
-

"W-
5C
5$ %+

"+$X"$8X"+8

#

$

%X6

$?57!%

假定体力略去不计!则平衡方程$?5#/%化为

*!+

*+
\
!+W!$

+
X6 $?57#%

如对任一微小楔形六面体单元列出8方向的平衡条件$图?5"!%!则由于"+8X"$8X6!可
得

*!8

*8
X6 $?57$%

将式$?57!%中的!8 表达式代入式$?57$%得

5!E
58! X6 $?577%
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图!?5"!

于是得

’8X
5E
58

X-’.:C $?57?%

将式$?57!%代入式$?57#%!化简后可得

5!C
5+!\

"
+
5C
5+

W
C
+!X6 $?57%%

式$?57%%为欧拉二阶线性齐次微分方程!其特
解为

CX+= $?57F%

将式$?57F%代入式$?57%%!并除以+=W!后得特征方程

=!W"X6 $?57/%

方程$?57/%的根为

="X"!=!XW"

其相应的特解为+和
"
+

!而其通解应为这两个特解的线性组合!即

CX:"+\:!
"
+

$?5?6%

将此结果代入式$?57!%得各应力分量为

!+X
!O

"W!-
$:"\-’8%W!O:!

"
+!X<W%

"
+!

!$X
!O

"W!-
$:"\-’8%\!O:!

"
+!X<\%

"
+!

!8X
$O-:"

"W!-
\
!O$"W-%

"W!-
’8X!-<\4’8

其中

<X
!O

"W!-
$:"\-’8%!%X!O:!!4X

!O
"W!-

均为常数!应由边界条件来确定#我们知道因!8 为一常数!故所得结果在圆筒两端

也是均匀拉力$或压力%时是精确的#

现在考虑自由端即!8X6的情况#此时!边界条件为

当+X&!!!+XW9"

当+X,!!!+XW9#
$

%!
$?5?"%

用以上条件!求出<!%之后可得下列弹性解的公式&
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!+ X
9"&!W9!,!

,!W&! W
$9"W9!%&!,!

$,!W&!%+!

!$ X
9"&!W9!,!

,!W&! \
$9"W9!%&!,!

$,!W&!%+!

C X
"W-
4

$9"&!W9!,!%+
,!W&! \

"\-
4

$9"W9!%&!,!

$,!W&!%

#

$

%+

$?5?!%

当+X&!即在筒内侧!有

!+ XW9"

!$ X
,!\&!

,!W&!9"W
!,!9!

,!W&!

C X
&
4

,!\&!

,!W&!\$ %-9"W
!&,!9!

4$,!W&!

#

$

%%

$?5?#%

当+X,!即在筒外侧!有

!+ XW9!

!$ X
!&!9"

,!W&!W
,!\&!

,!W&!9!

C X
!&!,9"

4$,!W&!%W
,
4

,!\&!

,!W&!W$ %-9

#

$

%
!

$?5?$%

图!?5"#

如外侧压力为零!即9!X6!则式$?5?!%化为

!+ X
9"&!

,!W&!W
9"&!,!

$,!W&!%+!

!$ X
&!9"

$,!W&!%\
&!,!

$,!W&!%+!9"

C X
"W-
4

&!+9"

,!W&!\
"\-
4

9"&!,!

$,!W&!%

#

$

%+

$?5?7%

应力分布情况如图?5"#所示#

+",!半无限平面体问题

当作为建筑物地基的土体视为弹性体考虑时!地表面受带状载荷作用的问题可
化为弹性半平面受垂直载荷作用的问题#此外!大尺寸薄板边界受作用于板的中面!

且平行于板面的外力作用时也是这类问题#不过前者为平面应变问题!后者为平面
应力问题#以下我们按平面应力的情况来讨论!最后将说明!所得结果对于平面应变
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情况的应力分量部分仍然适用!位移与应变部分只需更换一下弹性常数#

"V楔形尖顶承受集中载荷

下面首先考虑图?5"$所示三角形截面的长柱体在顶端受载荷作用时的应力分
布#取应力函数为

)X<+$:4.$
其中<为常数!则由式$?5$6%!得

!+X
"
+
*)
*+

\
"
+!

*!
)

*$!X
!<
+

-’:$

!$X
*!
)

*+!X6

"+$XW
*
*+

"
+
*)
*$ %$

X6

这一应力状态!显然可以满足在楔的外缘斜边上无外力作用的边界条件#

图!?5"$

现在我们来确定常数<#为此!我们取一半径为+的
弧形面&&!其上的分布应力$如图?5"$所示%的合力应与

A力相平衡!由此条件得&

3
*

H*
!+-’:$+5$XA

代入!+并积分得

!<XW
A

*\
"
!
:4.!*

及

!+XW
A

*\
"
!
:4.!*

("
+
-’:$

!$X"+$X"$+

#

$

%X6

$?5??%

在上式中!当+"6时!!+"g#这就说!在载荷A的作用点处应力是无穷大!即
解答是不适用的#如果外力不是作用在顶点一个点上!而是按式$?5??%的规律!分
布在一个小圆弧形面积上!则上面的解为该问题的精确解!否则根据圣维南原理除掉
在作用点附近的一个小扇形!所得解答仍然是足够精确的#
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!V半无限平面边界受集中载荷

在上述问题中!如令*X
$
!

!则得在弹性半平面边界上有集中载荷作用的问题

$图?5"7%的解答#这就是本节所要讨论的问题#

图!?5"7

将
$
!
代入式$?5??%得

!+XW
!A
$
-’:$
+

!$X"+$

#
$

%X6

$?5?%%

下面讨论一下该应力场的特征&
$"%由式$?5?%%知!!+为主应力!并指向>

点!其大小随$角的变化而变化#
$!%在直径为1!圆心在>7轴且相切于>

点的圆上$图?5"7%!任一点都有+--’:$X1!所以在此圆周上各点的正应力!+均为

!+XW
!A
$1

$?5?F%

这就是说!除载荷作用点外!此圆上各点!+ 的应力均等!即此圆为等径向应力轨迹!

通常称为压力泡#又因此圆上"N,̂ X
"
!
!+X常数!故又称等色线$因在光弹性试验中

等剪应力线的颜色相同而得名%$图?5"?,%#
$#%主应力轨迹为一组同心圆和以>为中心的放射线"$图?5"?U%#
$$%最大剪应力轨迹为一组与主应力轨迹成$7]的两组曲线$图?5"?-%#最大

剪应力轨迹为对数螺线&#

上述用极坐标表示的各应力分量式$?5?%%!不难转变到直角坐标系上去#实际
上!由图?5"%得

"

&

因主应力!+为> 点出发的一束放射线与这族放射线正交的曲线即!$的轨迹$所谓应力轨迹!是描绘物
体内各点应力矢量的方向的变化曲线!它并不表示应力大小的变化%!显然这是以>点为圆心的一族同心半圆#

任一点的最大剪应力均与主应力轨迹成$7]!由此可建立微分方程+5$5+XC,. $
$ X"!积分后得+X:$$!

因而!最大剪应力轨迹是一族对数螺线#
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图!?5"?

!7X!+-’:!$XW
!A-’:#$

$+

!3X!+:4.!$XW
!A:4.!$-’:$

$+

"73X!+:4.$-’:$XW
!A:4.$-’:!$

$

#

$

%+

$?5?/%

或

!7XW
!A
$

7#

$7!\3!%!

!3XW
!A
$

73!

$7!\3!%!

"73XW
!A
$

7!3
$7!\3!%

#

$

%
!

$?5?/?%

图!?5"% 图!?5"F

由以上可得!距自由边为&的平面上的应力为$图?5"F%
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!7XW
!A
$

&#

$&!\3!%!

!3XW
!A
$

&3!

$&!\3!%!

"73XW
!A
$

&!3
$&!\3!%

.

/

0
!

位移计算

现在来求位移分量#将广义胡克定律

’+X
"
4

$!+W-!$%

’$X
"
4

$!$W-!+%

%+$X
!$"\-%

4
"+$

#

$

%
X6

$,%

代入应变位移关系式!得

’+X
*C
*+

XW
!A
$4

-’:$
+

’$X
C
+

\
"
+
*D
*$

X
!-A
$4

-’:$
+

-+$X
*C
+*$

\
*-
*+

W
D
+

#

$

%
X6

$U%

将$U%第一式积分!得

CXW
!A
$4

-’:$(3.+\.$$% $-%

将式$-%代入$U%第二式得
*D
*$

X
!-A
$4

-’:$\
!A
$4

-’:$3.+W.$$% $5%

积分上式得

D6
!-A
$4

:4.$G
!A
$4

:4.$3.+H3.$$%5$G."$+% $)%

将式$-%!$)%代入$U%第三式!简化并乘以+后!得

."$+%H+
5."$+%

5+
6

5.$$%

5$
G3.$$%5$G

!$"H-%A
$4

:4.$6A6-’.:C $P%

由此得下列两个方程

."$+%H+
5."$+%

5+
6!

5.$$%

5$
G3.$$%5$G

!$"H-%A
$4

:4.$6
#

$

%
!

$(%
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解微分积分方程$(%!得

."$+%XX+\Y

.$$%XL:4.$\P-’:$W
$"W-%A

$4
$:4..

/

0
$

其中!!X!L!P 均为任意常数!考虑到对轴的对称性!有下列边界条件$图?5"/%&

图!?5"/

$"%沿7轴!+为任意值时均有
$D%$X6X6

$!%在图中<点有
$C%$X6

+X1X6
由此得

LX6!!XX6!!!X6

PX
!A
$4

3.1

于是得各位移分量为

CX
!A
$4

-’:$3.
1
+

W
$"W-%A

$4
$:4.$

DXW
!A
$4

:4.$3.
1
+

W
$"W-%A

$4
$-’:$\

$"\-%A
$4

:4.
#

$

%
$

$?5%6%

由此!自由边界处的位移D为

$WD%$X
$
!
X
!A
$4

3.
1
+

W
$"\-%A

$4

图!?5!6

此处D以沿$正方向为正#

0X
!A
$4

3.
’
+

$?5%"%

应当指出!当1" g 时!由上式 $?5%6%得
$D%$X$-!"g!这显然是与实际不符的#为了实际
应用的目的$例如在土力学中求地基的沉陷%!我们
可以取自由边界上的一点作为基点$例如图?5!6
中%点%!求任意/ 对该点的相对位移0

0X
!A
$4

3.
1
+

W
$"\-%A

$. /4
W

!A
$4

3.
1
’

W
$"\-%A

$. /4

即 0X!A
$43.

’
+

前面曾提到!对于平面应变问题!以上所得结果仍然适用!只需将位移分量公式
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中的4换为
4

"W-!
!-应换为

-
"W-

#例如!在平面应变的情况下式$?5%"%应改写为

0X
!$"W-!%A

$4
3.

’
+

$?5%!%

#V半无限平面体边界上受分布载荷

以上结果不难用叠加原理推广到自由边有多个集中力及分布载荷作用的情况#
设在自由边有分布载荷作用$图?5!"%!则由图得出

图!?5!"

53X
+5$
-’:$

于是有

V53X
V+5$
-’:$

以此代替式$?5?/%中A!便得到V53作用下各点之应力#如载荷从&均匀分布
$VX常数%到,!则任一点的应力由下列公式确定&

!7 6H !
!$3

$!

$"
V-’:!$5$6HV

!$
$!$G:4.!$%

$!

$"

!3 6H !
!$3

$!

$"
V:4.!$5$6H

V
!$

$!$H:4.!$%
$!

$"

"736H !
!$3

$!

$"
V:4.$-’:$5$6H

V
!$

$!:4.!$%
$!

$

#

$

%"

$?5%#%

如令*X$!W$"$图?5!"%!则主应力为

!"XW
V
!$

$*W:4.*%

!!XW
V
!$

$*\:4.*
#

$

%
%

$?5%$%
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由此得最大剪应力为

"N,̂ X
"
!

$!"W!!%XW
V
$
:4.* $?5%7%

当*X
$
!
时!最大剪应力达到最大值#

以上为弹性解#如果外载荷不断增加!则必将在载荷达到某一数值时!在介质中
的某一点处!开始出现塑性区!如图?5!!所示#

图!?5!!

+"-!圆孔孔边应力集中

!!本节讨论对边受均匀拉力作用的带孔平板#设孔为圆形!半径为&!且与板的尺
寸相比很小$图?5!#%#则孔边的应力将远大于无孔时的应力!这种现象称为应力
集中#

图!?5!#

!!由圣维南原理可知!在远离小孔的地方!孔边局部应力集中的影响将消失#对于
无孔板来说!板中应力为

!7XV!!!3X6!!"73X6
与之相应的应力函数为

)6X
"
!
V3! $?5%?%

用极坐标表示为



(%*!圆孔孔边应力集中 /%!!!

)6X
"
!
V+!:4.!$X

"
$
V+!$"W-’:!$% $?5%%%

现在要找一个应力函数)!使它适用于有圆孔的板!且在+值足够大时给出的应
力与)6 给出的应力相同#
我们取应力函数为下列形式&

)X."$+%\.!$+%-’:!$ $?5%F%
将式$?5%F%代入$?5$/%!得

5!

5+!\
"
+

5
5$ %+

5!."

5+! \
"
+
5."

5$ %+
\

5!

5+!\
"
+

5
5+

W
$
+$ %! Y

5!.!

5+! \
"
+
5.!

!

5+
W
$.!

+$ %! -’:!$X6 $?5%/%

因上式对所有的$均应满足!故有

5!

5+!\
"
+

5
5$ %+

5!."

5+! \
"
+
5."

5$ %+
X6

5!

5+!\
"
+

5
5+

W
$
+$ %!

5!.!

5+! \
"
+
5.!

5+
W
$.!

+$ %!

#

$

%
X6

$?5F6%

式$?5F6%第一式为欧拉线性方程!其特解为

."X+= $?5F"%
于是得

5!."

5+! \
"
+
5."

5+
X.=$=W"%\=/+=W!X=!+=W! $?5F!%

5!

5+!\
"
+

5
5$ %+

=!+=W!X=!.$=W!%$=W#%\$=W!%/+=W$

X=!$=W!%!+=W$X6 $?5F#%
特征方程为

=!$=W!%!X6 $?5F$%
其$个根为

="!!X6!!=#!$X!
从而得$?5F6%第一式的通解为

."X:"\:!3.+\:#+!\:$+!3.+ $?5F7%
式$?5F6%第二式也是欧拉线性方程!其特解同样为

.!X+=

类似地有

5!.!

5+! \
"
+
5.!

5+
W
$.!

+! X.=$=W"%\$=W$%/+=W!
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X$=\!%$=W!%+=W! $?5F?%

5!

5+!\
"
+

5
5+

W
$
+$ %!

$=\!%$=W!%+=W!

!!!!!!!!!!X$=\!%$=W!%.$=W"%$=W#%\=W!W$/+=W$

!!!!!!!!!!X$=\!%$=W!%=$=W$%+=W$X6 $?5F%%

因而=的$个值为

="XW!!!=!X6!!=#X!!!=$X$
于是得$?5F6%第二式的通解为

.!X
:7

+!\:?\:%+!\:F+$ $?5FF%

于是

!!)X."\.!-’:!$

X:"\:!3.+\:#+!\:$+!3.+\
:7

+!\:?\:%+!\:F+$ %$ -’:!$ $?5F/%

代入式$?5$6%有

!+ X:!
"
+!\!:#\:$$"\!3.+%W

?:7

+$ \
$:?

+! \!:$ %% -’:!$

!$ XW:!
"
+!\!:#\:$$#\!3.+%\

?:7

+$ \!:%\"!:F+$ %! -’:!$

"+$X W
?:7

+$ W
!:?

+! \!:%\?:F+$ %! :4.!

#

$

%
$

$?5/6%

上式中的常数!应根据下列条件确定&
$"%当 "::+ g时!应力应保持有限’
$!%当+X&时!!+X"+$X6#

由第一个条件!因当 "::+ g时!以:$!:F 为系数的项无限增长!故:$X:FX6#

由第二个条件!当+X&时!!+X6!有

!:#\
:!

&!X6!!!:%\
?:7

&$ \
$:?

&! X6 $,%

及当+X&时!"+$X6!有

!:%W
?:7

&$ W
!:?

&! X6 $U%

此外!应力函数) 在+ 足够大时给出的应力应与)6 给出的应力相同#因

)6X
"
$
V+!W

"
$
V+!-’:!$!故由)6 确定的应力分量为
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!6
+X

"
!
V$"\-’:!$%

!6
$X

"
!
V$"W-’:!$%

"6
+$XW

"
!
V:4.!

#

$

%
$

$?5/"%

于是!以上要求即在 "::+ g的条件下!式$?5/6%应与式$?5/"%相等#
由此!得

!:%XW
"
!
V!!!:#X

"
!
V $-%

解$,%"$U%"$-%后!得

:!XW
"
!
V&!!!:#X

"
$
V!!:7XW

"
$
V&$

:?X
"
!
V&!!!:%XW

"
$
V

将以上结果代入式$?5F/%!并弃去:"$因它对应力分量没有影响%!得应力函数为

)X
"
$
V+!W!&!3.+W +!W!&!\

&$

+$ %! -’:!. /$ $?5/!%

各应力分量为

!+X
"
!
V"W

&!

+!\ "W
$&!

+! \
#&$

+$ %$ -’:!. /$

!$X
"
!
V"\

&!

+!W "\
#&$

+$ %$ -’:!. /$

"+$XW
"
!
V"\

!&!

+! W
#&$

+$ %$ :4.!

#

$

%
$

$?5/#%

图!?5!$

人们关心的是圆边$即+X&和

$XZ$-!%处的应力#实际上!由式
$?5/#%可得出$图?5!$%
当+X&!!+X6!"+$X6!

!$XV$"W!-’:!$% $?5/$%
而当+X&!$XZ$-!!!$X#V’当$X6
或$X$!!$XWV#
当$XZ$-!!!$ 随+的变化而变

化的关系为$图?5!$%&



"66!! 第(章!平面问题

!$XV"\
&!

!+!\
#&$

!+$ %$ ! $?5/7%

当+X&时!!$X#V!这就是说!板条拉伸时孔边的最大拉应力为平均拉应力的三
倍#而当$X6]或$X$时!!$XWV为压应力#再由式$?5/7%可知!当+X!&时!!$X
"V!!V!+X#&时!!$X"V6%V!当+足够大时!! "::$ V!即应力集中现象只发生在孔边附
近!远离孔边即迅速衰减下去#
应当指出!在孔的尺寸!&$图?5!7%与平板尺寸F相比为很小$!&8F%时!可采用

下列近似公式

$!$%N,̂ X#V
F

FW&
$?5/?%

对于椭圆形的孔!当椭圆的一个主轴$!,%与受拉方向一致时$图?5!?%!则在另
一主轴$!&%端部产生的应力为

$!$%N,̂ XV"\
!&$ %,

$?5/%%

图!?5!7 图!?5!?

!!由此可见!如&1,!则$!$%N,̂ 1#V!且当 "::, 6!即椭圆孔趋于一条裂纹时!裂纹尖
端的应力是相当大的#这种情况说明!垂直于受拉方向的裂纹首先在端部扩展#为
防止裂纹的扩展!常在裂纹尖端钻一小孔以降低应力集中系数#

复 习 要 点

"V在平面问题中!当不记体力时!应变协调方程简化为调和方程$称为莱维
方程%

!

!$!7\!3%X6
!V在平面问题的平衡方程"应变协调方程和边界条件中!均不含材料常数!故平面应
力问题或是平面应变问题 !它们的应力分布是相同的!这是模型试验的理论基础#

#V艾里应力函数)为双调和函数 !

$
)X6

及其特性#



习题 "6"!!

$V逆解法与半逆解法的技巧#

7V适用于直角坐标和极坐标解题的特点#

思!考!题

+5!!为什么平面应力和平面应变问题的应力分布是相同的,

+5$!应力函数的选取有哪些注意点,

+5%!在半平面表面受集中力作用时!物体中的最大切应力轨迹为什么是一族
对数螺线,

+5&!什么样的问题可以简化成平面应力问题或平面应变问题,

+5*!用应力函数解问题时!应有哪些步骤,

习!!题

+5!!求下图中给出的圆弧曲梁内的应力分布#
提示&$"%选用极坐标’

$!%应力函数取)X.$+%:4.$#

习题!?5"

答案&

!+X
A
T

+\
&!,!

+# W
&!\,!

$ %+
:4.$

!$X
A
T

#+W
&!,!

+# W
&!\,!

$ %+
:4.$

"+$XW
A
T

+\
&!,!

+# W
&!\,!

$ %+
-’:$

TX&!W,!\$&!\,!%3.
&
,

+5$!试分析下列应力函数可解什么样的平面应力问题

)X
#A
$)

73W
73#

#)$ %! \
V
!
3!

+5%!悬臂梁$W)<3<)!6<7<-%沿下边受均布剪力!而上边和7X-的一端不
受载荷时!可用应力函数

)X’
"
$
73W

73!

$)
W
73#

$)! \
-3!

$)
\
-3#

$)$ %!
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得出解答#并说明!此解答在哪些方面是不完善的#

习题!?5$

+5&!已求得三角形坝体的应力场为

!7 X&7\,3
!3 X)7\F3
"73X"37XWF7W&3W%7
"78X"38X!8X6

其中%为坝体材料比重!%" 为水的比重!试根据边界条件
求常数&",")"F的值#
答案&&X6!,XW%!

)X%-’C1W!%"-’C#
1!!FX%"-’C#

1W%
+5*!试以简支梁受均布载荷作用为例!求当泊松比%X6V#时!用初等理论给出
的结果的误差不超过!U7_时的跨长-与梁高1之比#
答案&1--=6V"6F7

习题!?5?

+5+!图中的悬臂梁受均布载荷VX"66S9-N 作
用!试求其最大应力#

$,%用应力函数

)X
V

!"W
$$ %$

W7!\73\$7!\3!%$
$

W,*-C,.
3$ %. /7

$U%用初等理论求!并比较以上结果#

习题!?5%

+5,!试确定应力
函数

)X)+!$-’:!$W-’:!*%
中的常数)值!使满足图中的条件
在$X*面上!!!!$X6!!"+$X’
在$XW*面上!!!$X6!!"+$XW’

并证明楔顶没有集中力或力偶作用#

答案&)X
’

!:4.!*



书书书

第!章
用复变函数法解平面问题

!"#!复变函数的基本关系式

许多弹性力学平面问题很适宜用复变函数方法求解!不仅方便!而且完美"由克
罗索夫#!"#"$%&%’%(($和穆斯海里什维利#)"*"+,’$-.&/’-0/&/$发展的这一方法使
复杂的弹性力学平面问题可以简便地得到完善的解答"以下我们给出一些数学上的
准备"
在笛卡儿坐标系中!复变量!作为自变量!而!由实变量"和#构成!即

!$"%/#!!"!$"&/# #1’2$
其中/为虚单位!"!称为复变量! 的共轭变量!称"#34.!$为复变量!的实部!

##3*5!$为其虚部!即

"$4.!$ 2
6

#!%"!$

#$*5!$ 2
6/

#!&"!$

这样!应力函数!为一复合函数"根据复合函数的微分法则!并考虑到下列关系式

#!
#"$2!!#!

##$/

可得
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#!
#"$#!

#!
#!
#"%#!

#"!
#"!
#"$

#
#!% #

#"# $!!

#!
##$/ #

#!&#
## $!

$

%

&!

#1’6$

或

#!
#!$ 2

6
#
#"&/#

## $#! #1’9$

#!
#"!

$ 2
6

#
#"%/#

## $#! #1’8$

应力函数的二阶导数为

!!"" $
#6

#!6 %6 #6

#!#"!
% #6

#"!# $6 !

!!## $&
#6

#!6 &6 #6

#!#"!
% #6

#"!# $6 !

!!"# $/
#6

#!6 & #6

#"!# $6

$

%

&
!

#1’:$

于是有

!!"" %!!## $

!

6
!$#6

!
#"6 %#6

!
##6 $8 #6

!
#!#"!

!

8
!$2; #8

!
#!6#"!

6 #1’;$

其中

!

6#%$$8 #6

#!#"!
#%$

从而有

8 #6

#!#"!
#

!

6
!$$

!

6
! #1’1$

这样一来!协调方程

!

8
!37变为

#8
!

#!6#"!
6 $7 #1’<$

因而双调和方程可表示为 !

6#

!

6
!$$7 #1’=$

由此可知!函数
($

!

6
! #1’27$

满足拉普拉斯方程

!

6(37)若将(的共轭调和函数表示为*!则

+#!$$(%/* #1’22$
为一解析函数!其对!的积分则为另一解析函数!令



!"#!$%&’()*公式和+%,%(%--./&(012,3(143,3函数 27:!!

"#!$$,%/-$ 2
8’+#!$>! #1’26$

则显然也是一解析函数!其导数

".#!$$#,
#"%/#-

#" $#-
##&/#,

##

$ 2
8+#!$$ 2

8
#(%/*$ #1’29$

由此可得下列关系式

#,
#" $#-

##
!!#,

## $&#-
#"

#1’28$

上式称为柯西’黎曼条件!是函数"#!$为解析函数的充要条件"

!"$!%&’()*+公式和,&-&)&../0’)123-4)254-4函数

由方程#1’29$和#1’28$可得

#-
## $#,

#" $ 2
8(

进而可求得

!

6#",%#-$$6#,
#"%6#-

## $(

注意到

!

6
!3(

则有

!

6#!&",&#-$$7 #1’2:$

这就是说函数#!?",?#-$为调和函数!令其为,2!则应力函数可写为

!$",%#-%,2 #1’2;$

应力函数!可以写成不同的形式"现在构造下列解析函数

##!$$,2%/-2 #1’21$

其中-2 是,2 的共轭函数!不难证明!下式的实部
#"&/#$#,%/-$%,2%/-2

与方程#1’2;$的等号右边相同"于是有
"!"#!$$ #"&/#$#,%/-$$ #",%#-$%/#"-&#,$

方程#1’2;$可写成

!#!!"!$$4.&"!"#!$%##!$’ #1’2<$
若将函数"#!$和##!$的共轭函数分别用""#"!$和"##"!$表示!则可得下列关系式(

""#"!$$,&/-!"##"!$$,2&/-2
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于是!公式#1’2<$可写为

!#!!"!$$ 2
6

&"!"#!$%!""#"!$%##!$%"##"!$’ #1’2=$

方程#1’2<$和#1’2=$表明应力函数可以选用解析函数来表示"方程#1’2=$称为

!%,@’AB公式#系C"D"E"!%,@’AB!于2<=<年给出$!它是方程#1’<$的积分"函数

"#!$和##!$#或$#!$3#.#!$$是两个解析函数!称为F%&%’%((G+,’$-.&/’-0/&/函数
#或FG+函数$"

!"6!应力与位移的解析函数表达式

以下给出!在平面应力条件下!当不计体力时的应力与位移及其组合的表达式"
应力分量为

%" $#6
!

##6!!%# $#6
!

#"6!!&"# $& #6
!

#"##
应力的组合式为

%" %%# $8#6
!

#!#"!$6&".#!$%"".#"!$’$84.".#!$ #1’67A$

%# &%" %6/&"# $8#6
!

#!6 $6&!"/#"!$%"#/#"!$’ #1’67H$

应变分量的展开式为

#0
#"$ 2

1
#%" &’%#$$ 2

1
#6
!

##6 &’#6
!

#"# $6

#’
##$ 2

1
#%# &’%"$$ 2

1
#6
!

#"6 &’#6
!

### $6

#’
#"%#0

##$6#2%’$
1 &"# $&6#2%’$

1
#6
!

#"##
由此可得应变的组合式为

62#(" %(#$$ 2&’
2%# $’

#%" %%#$$82&’
2%# $’

#6
!

#!#"!$8#2%6’$4.&".#!$’

#1’62$

62#(# &(" %6/)"#$$%# &%" %6/&"# $8#6
!

#!6 $6&"!"/#!$%$.#!$’#1’66$

已知,I/-3"#!$和$#!$3#.#!$!则有

62#0%/’$$*"#!$&!"".#"!$&"#.#"!$ #1’69$
其中*39?8’对应于平面应变问题!*3#9?’$)#2I’$对应于平面应力问题"当函
数"#!$和##!$已知时!方程#1’69$可用来计算平面问题的位移分量!方程#1’67$和



!"5!边界条件 271!!

#1’69$称为F%&%’%((公式"

!"7!边 界 条 件

如所周知!寻求问题的解就等于在给定区域+研究两个解析函数!#!$!$#!$的
问题!同时要求FG+函数必须满足给定的边界条件"
现在讨论在应力边界3%上已知外力为((" 和((# 的情况"若一点处的外法线矢

量为4!则有#以后将("和(#顶标略去$

图 !1’2

("4$%"J%’#4!"$%&"#J%’#4!#$

$#6
!

##6
>#
>5% #6

!
#"##

>"
>5$ >

>5
#!
## $#

(#4$&"#J%’#4!"$%%#J%’#4!#$

$& #6
!

#"##
>#
>5&#6

!
#"6

>"
>5$&>

>5
#!
## $"

在67上的合力为#图1’2$

(" %/(# $’
7

6
#("4 %/(#4$>5$’

7

6

>
>5

#!
##&/#!

## $" >5

$ #!
##&/#!

## $"
7

6
$&/#!

#"%/#!
## $#

7

6
#1’68$

由以上公式可得

(" %/(# $&/&"#!$%!"".#"!$%"$#"!$’76 #1’6:$

由于在FG+函数中增减一个复常数并不影响应力值!故可以选取应力函数!#!$使
得积分常数为零#下同$!于是有

(" %/(# $&/&"#!$%!"".#"!$%"$#"!$’! 在3%上 #1’6;$

方程#1’6;$是应力边界条件"

在67上的力对于坐标原点8 的矩9 为

9 $’
7

6
#"(#4 &#("4$>5$&’

7

6
">#!

## $" %#>#!
## $& ’#

!!分部积分后可得

9 $& "#!
#"%##!

#& ’#

7

6
%&!’76 #1’61$

注意到

"#!
#"%##!

##$4.! #!
#"&/#!

## $& ’# $4.&!""#"!$%!"!".#!$%!$#!$’

及 !34.&"!"#!$I##!$’
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可得

9 $4.&&!"!".#!$&!$#!$%##!$’76 #1’6<$

现在考察在位移边界30上的位移"若在一点"3,上的位移为0
7和:7!则位移边界

条件为

62#07%/:7$$*"#,$&,"".#),$&"$#),$! 在30 上 #1’6=$

!"8!多连域内应力与位移的单值条件

若简单封闭曲线+内的任意点都属于该封闭区内的点!则称该区域+为单连

图!1’6

域"在图1’6中!边界;内含有不属于+ 内的
点!故这时的+ 就不再是单连域!而称为多
连域"
现在讨论FG+ 函数的确定程度及其相关

的应力与位移的单值条件问题"在物体内的应
力确定后!应力函数仍可差一个任意的线性函
数"这就是说!应力确定后FG+函数并未完全
确定"如给定物体的位移场!则不仅应力完全
确定!刚体运动也被约束"但分析以后可知!此
时式#1’6;$和#1’6=$中的FG+函数仍有复常数可以任意选择"对于单连域可以采
取选择适当的坐标系等办法!使得FG+函数完全确定"但对于多连域来说!FG+ 函
数就可能是多值的!如何保证其满足单值条件就是以下要讨论的问题"
首先讨论一个边界为3的单连域+!现在的问题是!对应于该单连域内相同应力

分布的两组函数#"!$$和#<"!$K$有何不同"实际上!若用函数"和$的应力分布应该

与用函数<"和$
K所表示的相同"于是方程 #1’6;$要求有

4.&".#!$’$4.&$K.#!$’ #1’97$
和

"!"/#!$%$.#!$$"!<"/#!$%$K.#!$ #1’92$
由式#1’97$得出

<".#!$$".#!$%=/
其中=是实常数!由此可知

<"#!$$"#!$%=/!%- #1’96$

此处-为任意复数!代入式 #1’92$得$.#!$3$K.#!$!于是有

$K#!$$$#!$%. #1’99$
其中.为一复常数"



!"6!多连域内应力与位移的单值条件 27=!!

这样一来!若给定+内的应力!则单值解析函数"#!$和$#!$将可确定!并分别
含有线性函数=/!I-和常数.!这就是说!+内的应力状态在"代之以"I=/!I-和$
代之以$I.时不发生变化"
现在考虑在+内给定位移的情况!由于给定的位移可以惟一地确定应力状态!

故函数<"#!$和$K#!$的可选择性不会大于方程#1’96$和#1’99$之所示"
将式#1’96$和#1’99$代入式#1’6=$!得

=$7! 和 !*-$).
!!若已知+内的位移!则函数"可以确定并含有一个复常数-!一旦该常数为已

知!则可完全确定函数$K#!$中的常数."若位移为已知!令=37!则可选择-使得

"#7$37"同时固定."强调指出!在有限单连域+内!函数"#!$和$#!$是!的单值
解析函数!即全纯函数#-%&%5%@L-/J(,MJB/%M$!于是!在+内可用幂级数表示为

"#!$$ *
N

4$7
>4!4!!$#!$$ *

N

4$7
?4!4 #1’98$

!!若+不是单连域!则"和$就不再是单值函数!但若假定应力与位移是单值的!
则不难确定其结构"若+是由外边界;@I2和@个内边界;A#A32!6!*!@$界定的
有限多连域!并假定在全域+内位移和应力均为单值函数!则显然克罗索夫公式的
等号右边必为单值"现在选择函数"和$为如下形式(

"#!$$6A&M#!&BA$%"2#!$

$#!$$7A&M#!&BA$%$2#! +$
#1’9:$

则上述条件可以完全满足"在式 #1’9:$中6A3>AI/.A!7A3>.AI/..A 均为常数"BA

为内边界;A上的点!"2 和$2 是+内的全纯函数!这就是说!当沿;A逆时针旋转一周

时!FG+函数将产生一个增量!数"和$的增量为
&6A&M#!&BA$’;A $6"/6A!!&7A&M#!&BA$’;A $6"/7A #1’9;$

于是!由应力边界条件得

("A %/(#A $&6"#6A&(7A$ #1’91$
其中(7A3>.A?/..A"
根据单值条件和下列关系式

(" %/(# $&/#!
#"%/#!

## $#
7

6
#1’9<$

可得

*6A%(7A $7 #1’9=$
于是有

6A $&("A %/(#A

6"#2%*$!!
(7A $*("A %/(#A

6"#2%*$ #1’87$

将式#1’87$代入式#1’91$后得
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"#!$$&("A %/(#A

6"#2%*$&M#!&BA$%"2#!$

$#!$$*("A &/(#A

6"#2%*$&M#!&BA$%$2#!
$

%

&
$

#1’82$

其中#("A!(#A$是单连域+A 的边界;A 在BA 处外力矢量的和"函数"2 和$2 是+内
的全纯函数!对于由外边界;@I2和由@个内边界;A#A32!6!*!@$界定的多连域!

若在+内位移和应力是单值函数!则式#("AI/(#A$就应该换成*
@

A$2

#("A %/(#A$"

若+是由许多简单闭合曲线;A#A32!6!*!@$组成的多连通区域!若应力分量

%CD限定在一点的邻域!则方程#1’82$有下列结构

"#!$$&("A %/(#A

6"#2%*$&M!%"+#!$

$#!$$*("A &/(#A

6"#2%*$&M!%$+#!
$

%

&
$

#1’86$

其中"+#!$和$+#!$在;#;,!,;7$外为全纯函数!此处;7是一个无限小的圆"于
是!函数"+和$+可用OA,@.MB级数展开为

"+#!$$ *
N

&N
>4!4!!$+#!$$ *

N

&N
?4!4 #1’89$

于是可得

%" %%# $6 & (" %/(#

6"#2%*$%
2
! & (" &/(#

6"#2%*$%
2
"! %*

N

&N
4#>4!4&2%">4"!4&2& ’$

#1’88$

由于在无限远处一点"的应力分量应该是有限的!容易断定当4-6时!若>43">43
7!则#%"I%#$将是有界的"在满足这些条件时!类似地可以证实!当4-6时!若?43
7!则#%#?%"I6/&"#$也是有界的"
于是有

"+#!$$.>2!%"7#!$!!$+#!$$.?2!%$7 #1’8:$

其中.>23-I/.!.?23-2I/.2 为常数"当/!/足够大时!函数"7!$7 可表示为下列形式

"7#!$$ *
N

4$2
>4!&4!!$7#!$$ *

N

4$2
?4!&4 #1’8;$

在应力分析时!取.37!不会改变应力张量!但可以简化计算"
于是!当/!/0N!可得

%N
" %%N

# $84.!.#!$$8-
%N

# &%N
" %6/&N

"# $6?2 $6-2%6/.
$
%

&2
#1’81$

或

%N
" $6-&-2!!%N

# $6-%-2!!&N
"# $.2 #1’81.$
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这就是说!在无限远处!应力状态是均匀的"
克罗索夫公式#1’69$可以给出(欲使位移在无限远处等于零!则须有#

(" %/(# $7!!-$7!!-2%/.2 $7 #1’8<$

!"9!保角映射及其应用

设有两个复平面/3,I/0和!3"I/#!则单值复变函数!31#/$可理解为将/
平面上的+.域内的点,.映射到!平面+ 域内的, 点!这就是说!!31#/$定义了一
个映射"假定这一映射的反函数存在!且两个函数都是单值!若这一映射!31#/$将

/平面上的任意两线元映射到!平面后!其夹角的大小和转向保持不变!则称为保角
映射"
若3是/平面上的一条曲线!且其上的点可沿3移动!则相应的点!在!平面上

的轨迹#曲线$3.称为3的映射"若函数1#/$为解析函数!且1.#/$17!则可知如有
这样的映射!若32和36是/平面上的两条曲线!且相交呈-角!则其相应的!平面上
的曲线3.2和3.6间的夹角也是-"
由此可见!对于解析函数!31#/$!在1.#/$17条件下进行的变换!总能实现为

保角映射"
令 !31#/$

为一保角映射!则FG+函数为

"#!$$"&1#/$’$"2#/$

$#!$$$&1#/$’$$2#/ +$
#1’8=$

为方便计!令函数"和$代之以函数"2 和$2!则有

".#!$$>"#!$
>! $>"#!$

>/
%>/
>!$".#/$

1.#/$

$.#!$$$.#/$
1.#/

$

%

&$

#1’:7$

由此可得位移边界条件

62#0%/:$$*"#/$&1#/$
"1.#"/$

"".#"/$&"$#"/$ #1’:2$

在正交曲线坐标系#2!3$中!在/平面上的一点可表示为

/$2.
/3 $2#J%’3%/’/M3$

和 02I033
"/"1.#"/$

2/1.#/$/
#0I/:$

# 见 +,’$-.&/’-0/&/"P%5.EA’/JQ@%H&.5’%(B-.+.B-.5AB/JA&R-.%@S%(C&A’B/J/BS#2=:9$"
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由保角映射得

62#02%/03$$
"/"1.#"/$

2E1.#/$E
*"#/$&1#/$

"1.#"/$
"".#"/$&"$#"/& ’$ #1’:6$

在正交曲线坐标系中!应力分量为#图1’9$

%3%%2 $%" %%#

%3&%2%6/&23 $ #%# &%" %6/&"#$.6/$
%

&
4

#1’:9$

图!1’9

考虑到

E1.#/$E6 $1.#/$%"1.#"/$ #1’:8$
和

F6C4 $/
6

2
6

#1.#/$$6

E1.#/$E6 $/
61.#/$

2
6"1.#"/$

#1’::$

可得曲线坐标系中的应力组合为

%3%%2 $6&".#/$%"".#"/$’$84.".#/$

%3&%2%6/&23 $6&"/"/#/$%$.#/$’.6/4 $ 6/
6

2
6"1.#"/$

&"1#"/$".+#/$%$.#/ $
%

&
$’

#1’:;$
其中

".+#/$$ >
>/

".#/$
1.#/& ’$ #1’:1$

考虑到式#1’:7$!可得应力边界条件为

(" %/(# $&/"#/$%1#/$
"1.#"/$

"".#"/$%"$#"/& ’$ #1’:<$

其中/是圆///,2上的一点!但("I/(#必须是圆/3./3上给定的函数"
如在极坐标系中边界圆的中心与坐标原点重合!则外法线矢量4的分量4232!

4337"于是由

%CD $(C!#C!D$2!3$
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得

%2 $(2!!&23 $(3 #1’:=$
从式#1’:;$的第一式减去第二式!得

%2&/&23 $".#/$%"".#"/$&&"/"/#/$%$.#/$’.6/4 #1’;7$
若在///,2圆周;上的一点#上!则上式可改写为

%2&/&23 $".##$%"".#"#$&&"#"/##$%$.##$’.6/3 #1’;2$
将方程#1’:<$和#1’:6$写成下列统一的形式

#"#/$%1#/$
"1.#"/$

"".#"/$%"$#"/$$G#/$ #1’;6$

其中

#$2!!G#/$$/#(" %(#$! 在3%上 #1’;9$

#$&*!!G#/$$&62#0%/:$! 在30 上 #1’;8$

!"!!带有圆孔口的无限大板问题

把坐标原点选在半径为>的圆孔中心"在这种情况下!孔边界;以外的 FG+
函数为

".#!$$& (" %/(#

6"#2%*$
2
! %.>2&*

N

4$2
>44!&#4%2$

$.#!$$*(" &/(#

6"#2%*$
2
! %.?2&*

N

4$2
?44!&#4%2

$

%

&
$

#1’;:$

或

".#!$$ *
N

A$7
6A!&A!!$.#!$$ *

N

A$7
7A!&A #1’;;$

及

"/#!$$&*
N

A$7
6AA!&#A%2$ #1’;1$

其中

67 $.>2 $-%/.!!77 $.?2 $-2%/.2

62 $& (" %/(#

6"#2%*$!!72 $*(" &/(#

6"#2%*$

6A $&#A&2$>A&2!!7A $&#A&2$?A&

$

%

&2

!#A$2!6!*$ #1’;<$

对于在孔边界;上的点!3>./3!由方程#1’;;$和#1’;1$可得
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"".#!$E;2 $ *
N

A$7

26A>&A./A3

&"!.6/3"/#!$E;2 $ *
N

A$7
6AA>&A.&/A3

&.6/3$.#!$E;2 $&*
N

A$7
7A>&A.&/#A&6$3 $&77.6/3&72>&2./3&*

N

A$7

7A%6

>A%6.
&/A

$

%

&
3

#1’;=A$

$.#!$E;2 $ *
N

A$7
7A>&A.&/A3 #1’;=H$

当边界;上的外力(2和(3为已知!则函数#(2?/(3$可写成下列傅里叶级数形式

(2&/(3 $ *
%N

A$&N
;A./A3 #1’17$

其中 ;A $ 2
6"’

6"

7
#(2&/(3$.&/A3>3

将式#1’;=$和#1’17$代入式#1’;7$并比较等号两边系数./A3和.?/A3可得

67%267&76

>6 $;7

262

> &72

> $;2

266

>6 &77 $;

$

%

&
6

#1’12A$

当A-9!得
26A

>A $;A #1’12H$

和

#2%*$6A

>A &7A%6

>A%6 $;&A!#A$2!6!*$ #1’12J$

若*5673.37则应力张量保持不变!则67为一实数

67%267 $667 $6-
为要由方程#1’8:$确定无限远处的应力系数!当673-!773-2I/.2 为已知!且必须
满足条件#1’9=$!则有

*62%(72 $7
由方程#1’;1$可得

!62 $
(;2>
2%*

!!72 $*;2>
2%*

!!66 $ #(77%(;6$>6!!76 $ #667&;7$>6 #1’16$

由式#1’;<$和式#1’;=$得出

6A $(;A>A!!7A $ #*&2$>66A&6&>A;&A%6 #1’19$
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于是便求出了方程#1’;:$中的全部系数"
若在边界;上作用的是均匀外力(23?(!(337!及无限远处的应力为零!则有

-$-2 $.2 $7!!67 $77 $7
于是有

(2&/(3 $&( #1’18$
当A17!则有;73?(和;A37"
考虑到方程#1’16$和#1’19$的前两个方程!则可得

62 $72 $66 $7!!76 $(>6

6A $7A $7!#当A-9$

图!1’8

于是方程#1’;;$变成

".#!$$7!!$.#!$$(>6

!6 #1’1:$

于是有

%2 $&(>6

2
6 !!%3 $(>6

2
6 !!&23 $7

#1’1;$

02 $(>6

622
!!03 $7 #1’11$

应力分布如图1’8所示"

!":!带有椭圆孔的无限大板问题

现在考虑被一椭圆界定的无限大板的应力边值问题"在!平面上的椭圆孔的外
部区域到/平面上单位圆外部区域的变换函数为

!$1#/$$H/%@# $/
#1’1<$

其中H和@ 均为常数!且H37!74@,2!不难验证!单位圆///32对应于!平面上
中心在原点的椭圆!其半轴为

>$H#2%@$!!?$H#2&@$

当@37时!为有圆孔的无限大板!若@32!则化为含一直裂纹的大板"
下面考虑一种简单情况!即仅讨论椭圆孔周边;上的外力主矢量等于零的情

况!且认为无限远处的应力为零"
在这种情况下!式#1’86$化为

"#!$$& (" %/(#

6"#2%*$&M!%>2!%"7#!$ #1’1=A$
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$#!$$*(" &/(#

6"#2%*$&M!%?2!%$7#!$ #1’1=H$

!!此时H3常数!变成!31#/$3H/I17#/$!17#/$为一无限域的单值解析函数"
于是式#1’1=$可写成

"#/$$& (" %/(#

6"#2%*$&M/%>2H/%"7#/$ #1’<7A$

$#/$$*(" &/(#

6"#2%*$&M/%?2H/%$7#/$ #1’<7H$

其中函数"7#/$和$7#/$可表示为级数

"7#/$$ *
N

A$2
>A/&A!!$7#/$$ *

N

A$2
?A/&A #1’<2$

由式#1’:<$可得应力边界条件

"#%$%1#%$
"1.#)%$

"".#)%$%"$#)%$$+#%$ #1’<6$

将式#1’<7$代入式#<)<6$并考虑到/3%3./3!&M"A3&M2
A3?&MA!"A3.?/332

A
!则有

"7#%$%1#%$
"1.#)%$

"".7#)%$%"$.7#)%$$+7 #1’<9$

和

+7$/’%
#(" %/(#$>5%62&M%&671#%$&(72&M%&(77"1#)%$

!&1#%$
"1.#)%$&&

262%%267"1.#)%$’$/’%
#(" %/(#$>5&(" %/(#

6"
&M%

!& (" &/(#

6"#2%*$
1#%$
"1.#)%$%&6H#67$1#%$&(77"1#)%$ #1’<8$

上式前三项依赖于孔边的外力!当孔边无外载荷时前三项为零"后两项与远方应力
有关!当远方不受力时!后两项为零"即方程#1’<8$是%已知函数"
现在设法求式#1’<9$中的函数"7#/$和"7#/$"为此!将式#1’<9$的两边乘以

2
6"/

2
I?/

#此处///32$!之后按逆时针方向围绕单位圆周;积分!根据柯西积分定

理!若函数+#!$是在一条可分段光滑的简单闭曲线;内解析!在包含;的闭区域上
连续的函数!则

5;
+#!$>!$7 #1’<:$

由此导出的柯西积分公式

+#!$$ 2
6"/5;

+#I$
I&!>I

#1’<;$
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若一点!位于区域外部+?!+#I$
I?!
可视为I的函数!它在+内解析!在+内和; 上连

续!则由柯西定理可得

2
6"/5;

+#I$
I&!>I$7 #1’<1$

若函数+#!$在边界;外部+?和在;上为全纯函数!在;上和+ 内连续!则有

2
6"/5;

+#I$
I&!>I$

+#N$!!!6+%

&+#!$%+#N$!!!6+7
8

9
&

#1’<<$

由此得

"7#/$$ &2
6"/’;

"7#I$
I&/

>I #1’<=$

方程#1’<9$的共轭式可写成

""7#)%$%
"1#)%$
1.#%$".7#%$%$7 $(+7 #1’=7$

类似地!在方程#1’=7$两边乘以6
6"/

2
%?/

!沿整个周边积分!可得

$7#/$$& 2
6"/’;

(+7

%&/
>%&/

#2%@/
6$

/
6&@ ".7#/$ #1’=2$

有了以上关系式!在计算具体问题时!可先由式#1’<:$求得+7!之后分别代入式
#1’<=$和式#1’=2$进行积分!求出"7#/$和$7#/$!从而便不难求得所研究域内各点
的位移分量和应力分量"

复习要点和思考题

2)熟悉复变函数和共轭函数的特性"

6)对FG+函数的来历应有清晰的概念"

9)辨清单连域和多连域的不同之处和单值条件的由来"

8)复习保角映射理论

:)复变函数法的优点何在,
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习!!题

!’#!试求出复变函数!4和B-!的用实函数"和#表示的实部和虚部"

!’$!试给出在"’#平面上一多连域内!用应力表示的位移单值条件"

!’6!设有一两端受弯矩9 作用的圆弧形曲杆!其内外半径和径线开角可自定"
若用下列函数求解!试求出其中的常数6!7和;"

!#!$$6!&M!%7!!!"#!$$;&M!



第:章
柱体的扭转

:;#!问题的提出!基本关系式

本章研究柱体的扭转问题!这类问题在航空-土建及机械工程中是常见的"所谓
柱体的扭转!是指圆柱体和棱柱体只在端部受到扭矩的作用!且扭矩矢量与柱体的轴
线!的方向相重合"
圆形截面柱体的扭转!在材料力学课程中已经进行过讨论"其特点是扭转变形前

后的截面都是圆形而且每一个截面只作刚体转动!在小变形条件下!没有轴向位移!取
坐标系为"!#!!!且柱体的轴线为!方向!!方向的位移为J!即J#"!#!!$37"这样!
变形后截面的半径及柱体长度基本不变"
非圆形截面柱体的情况要复杂得多"由于截面的非对称形式!在扭转过程中!截

面不再保持为平面!而发生了垂直于截面的翘曲变形!即 J#"!#!!$17"函数

J#"!#!!$称为翘曲函数"本章主要讨论棱柱体的扭转问题"
以下以截面为任意形状柱体扭转为例写出扭转问题的基本方程式"设有任意的

等截面柱体!受扭矩9K 作用!如图<’2所示"
为了求解扭转问题!要适当选取坐标系"对于有两个对称轴的截面!坐标原点应

选在两个对称轴的交点!即对称中心处"对于扭转问题!柱体的侧面为自由表面!其
边界条件为
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%"LI&"#@37

&"#LI%#@37

&!"LI&#!@
$
%

&37

#<’2$

图!<’2

其中L3J%’#4!"$!@3J%’#4!#$"
在端部有

’’&!">M$7

’’&!#>M$7

’’%!>M$7

’’%!">M$7

’’%!#>M$7

’’#&!#"&&!"#$>M$9

$

%

&
K

#<’6$

根据圣维南半逆解法做的假定!认为截面的翘曲变形与!无关!即各截面的翘曲

图!<’6

都一样"这就是说!翘曲函数J仅为"!#的函数!即

J3+#"!#$ #<’9$
此外!假定柱体发生变形后!截面只有绕!轴的刚体转
动!并且间距为单位长度的两截面的相对扭转角3是一
个常数"3!则是距原点为!处的截面相对于!37截
面的转角"
若截面上距扭转中心6为N的任一点,#"!#$!扭

转后移到,.#"?0!"I:$#图<’6$!且!37端没有转
动只有翘曲!,点位移的"!#方向的分量为
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03?#N3!$’/M-3?#3!
:3#N3!$J%’-3"3 $

%

&!
#<’8$

其中-为6, 与"轴所成的角"由于截面总扭转角与该截面到坐标原点的距离成正
比!故6,的转角为3!"将式#<’9$!#<’8$代入应变位移关系式后!得

("3)"#3(#3(!37

)!"3#J
#"?#3

)!#3#J
##I"

$

%

&
3

#<’:$

广义胡克定律化为

%"3%#3%!3&"#37

&!"32 #J
#"?## $3 32)!"

&!#32 #J
##I"# $3 32)!

$

%

&
#

#<’;$

平衡方程#不计体力$化为

#&!"

#! 37

#&!#

#!37

#&!"

#" I#&!#

##

$

%

&
37

#<’1$

将式#<’;$中&!"的表达式对#微分!&!#的表达式对" 微分后相减!可得用应力表示
的应变协调方程!即

#&!"

## ?#&!#

#" 3?623 #<’<$

于是!任意形状截面的柱体扭转时的应力!可根据边界条件由解#<’1$!#<’<$两式
求得"
上述问题的解!可采用应力函数法"为此!如取一个函数!!使得

&!"3
#!
##

!!&!#3?
#!
#"

#<’=$

此处!称为普朗特应力函数"显然!式#<’=$满足平衡方程"而应变协调方程#<’<$
化为

!

6
!3

#6
!

#"6I
#6
!

##63?623 #<’27$

由此得出!应力函数!应当满足上述偏微分方程#<’27$!这种类型的方程是著名的泊
松方程"
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!泊松#P"T"Q%/’’%M$!21<2年生于法国!2<87年逝世"

他原来学习医学!后于21=<年进入巴黎综合工科学校改

学数学!毕业后任教于该校"著有数学-天文学-电学和

力学等方面的著作"其代表性著作.力学教程/于2<22
年问世!泊松比便是以他的名字命名的"

P/5%MT.M/’Q%/’’%M

在无侧面面力作用的情况下!边界条件#<’2$简化为

&!"LI&!#@37 #<’22$
考虑到

L3J%’#4!"$3>#
>5

@3J%’#4!#$3?>"
>

$

%

&5

#<’26$

其中"3"#5$!#3##5$!并且5增加时!#增加!而"减少#图<’2$!故在>"!>#前冠
以正负号来表示这种关系"将式#<’=$和#<’26$代入式#<’22$得出在边界上应有

#!
##

>#
>5I

#!
#"

>"
>53

>!
>5

37 #<’29$

或

!3常数
上式说明!沿柱体任意截面的边界曲线!应力函数!#"!#$为一任意常数"因为

在此问题中!我们所注意的只限于!的一阶导数!即剪应力分量!所以!将常数取为零
无损于一般性!即有

!37!#沿周边;$ #<’28$
而任一点的合剪应力为

&3 &6
!"I&6

!槡 #3
#!
## $#

6

I
#!
## $"槡

6

#<’2:$

或 &3/U@A>!/

或 &3
#!
#4

此处4为沿!等值线的法线方向!&的方向为沿!等值线的切线方向!因而!等值线
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也称为剪应力线"由于边界上的剪应力方向必须与边界的切线一致!故周界线;本
身也是一条剪应力线"
对于给定的3值!不难由方程#<’27$和#<’28$惟一地确定应力函数!!从而由式#<’=$

求出应力!由#<’;$求出应变!以及翘曲函数+"但我们注意到!由式#<’;$和#<’=$有

)"!3#0
#!I#J

#"32
2
#!
##

)#!3#J
##I#:

#!3?2
2
#!
#"

当通过积分来求位移函数和翘曲函数时!所得结果中总含有表示刚体位移的积分常
数"所以位移函数和翘曲函数可准确到一个附加常数的范围内"
按上述方法求得的应力分布还应满足端部条件!即

9K $:
6

#&!#"&&!"#$>">#

$&:"#!
#"

>">#&:#
#!
##

>">#

$&’>#’"#!
#"

>"&’>"’#
#!
##

>#

其中积分限6为截面面积"
对上式分部积分后!得

9K $&’"!>#
"6
"2

%:!>">#&’#!>"
#6
#2

%:!>">#

因在边界上!37!"2!"6!#2!#6 为侧面的点!故得

9K $6:!>"># #<’2;$

上式表示!如在截面上每一点有一个!#"!#$值!则扭矩9K 为!曲面下所包体积的
二倍"
由以上讨论得出!如能找到一个函数!!其在边界上的值为零!在截面内满足方

程#<’27$!则截面的剪应力分布及扭矩9K 就都可求得"
今后我们把用以除扭矩9K 而得到单位长度扭角3的因子称为扭转刚度!通常

记作GK!其单位与扭矩的单位相同"

:;$!矩形截面柱体的扭转

作为例子!现在来讨论矩形截面柱体的扭转"问题的求解应首先得到应力函数

!!有了函数!以后!便不难进一步求得剪应力&!"!&!#和扭矩9K"
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由以上讨论知道!应力函数!在矩形区域67;O 内#图<’9$满足泊松方程

!

6
!3?623

在边界上!即当"3V>!#3V?时!有

!37

其中>!?为截面长和宽的一半#图<’9$"

图!<’9

由数学物理方程知道!上述问题为求解泊松方程
的第一边值问题!或狄利克雷#T/@/J-&.B$问题"在该问
题的定义域是单连通域的情况下!这类问题的解可假
定为下列形式(

!3!7I!2 #<’21$
其中!7 为泊松方程的特解!!2 是相应齐次方程的

解!即

!

6
!73?623!!

!

6
!237

一旦求得!7!则下列狄利克雷问题

!

6
!237

!23?!7#在边界上$
的解就可以求出"
在我们的情况下!!7 取为

!73?23##6??6$

而!2 为一调和函数!应满足下列条件

!237!!!!!!!!当#3V?时

!2323##6??6$!!! 当"3V> $
%

&时
#<’2<$

令取!2 为下列函数形式

!23 *
N

4$7
P4#"$Q4##$ #<’2=$

由

!

6
!2 $ *

N

4$7

#P4/Q4%Q4/P4$$7

有

P4/
P4

3?Q4/
Q4

上式等号左面仅为"的函数!右边仅为#的函数!故只能等于常数A6
4!于是有

P4/3A6
4P4! Q4/3?A6

4Q4 #<’67$
由此可得
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P43;24’-A4"I;64J-A4"

Q43;94’/MA4#I;84J%’A4
$
%

&#
#<’62$

其中;C4#C32!6!9!8$是由边界线条件确定的常数"由边界条件#<’2<$!在"3V>

上有

#!2

##
$ *

N

4$7
P4#"$Q4.##$$623# #<’66$

由上式可以看出P4#"$Q4.##$是#的奇函数!所以有;9437"又由式#<’2<$可以看

出在"3V>时

!2 $23##6&?6$$ *
N

4$7
P4#"$Q4##$ #<’69$

可见Q4##$是关于#轴的对称函数!由此得;2437!于是有

!2 $ *
N

4$7
;84J%’A4#%;64J-A4" $ *

N

4$7
64J%’A4#%J-A4" #<’68$

因#3V?!!237!故

J%’A4?$7!!A4 $4"
6?

其中4为奇数"

于是得到应力函数!为

!$&##6&?6$23% *
N

4$2!9!:!*
64J-4""

6?J%’4"#6?
#<’6:$

上式第一项按级数展开

&##6&?6$23$96?6

"9 23 *
N

4$2!9!:!*

2
49’/M

4"
6J%’4"#6?

从而有

!$96?6

"9 23 *
N

4$2!9!:!*

2
49’/M

4"
6J%’4"#6? % *

N

4$2!9!:!*
64J%’4"#6?J-4""

6?

$ *
N

4$2!9!:!*
J%’4"#6?

2396?6

49"9’/M
4"
6 %64J-4""

6& ’?

因"3V>时!!37!代入上式可得

64 $&2396?6

"9

’/M4"
6

49J-4">
6?

#<’6;$
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将式#<’6;$代入式#<’6:$得到

!$&23#6&?6%96?6

"9 *
N

4$2!9!:!*

’/M4"
6

49J-4">
6?

J-4""
6?J%’4"#6

;

<

=

>
?

#<’61$

于是由式#<’2;$得扭矩为

9K $6:
6
!>">#$2;23>?

;

<

9 2
9&;8?

>": *
N

4$2!9!:!*

B-4">
6?

4

=

>
:

引进符号

-$+2
># $? $ 2

9&;8?
>": *

N

4$2!9!:!*

B-4">
6?

4: #<’6<$

则

3$ 9K

2;2>?9-$ 9K

GI
#<’6=$

其中GI32;-2>?93-2#6>$#6?$9 称为扭转刚度"

!!将式#<’6=$代入式#<’61$得

!$& 9K

2;->?9 #6&?6%96?6

"9 *
N

4$2!9!:!*

’/M4"
6

49J-4">
6?

J-4""
6?J%’4"#6

;

<

=

>
?

#<’97$

从而可得剪应力

!!!!!!&!" $&"! $&
#!
##

$& 9K

2;->?9 6#&2;?
"6 *

N

4$2!9!:!*

’/M4"
6

46J-4">
6?

J-4""
6?’/M4"#

6

;

<

=

>
?

&!# $&#! $&
#!
#"

$& 9K

2;->?9
2;?
"6 *

N

4$2!9!:!*

’/M4"
6

46J-4">
6?

’-4""
6?J%’4"#6

;

<

=

>
?

#<’92$

在"37!#3V?处!剪应力取得最大值!即
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&5AW $ 69K

2;->?
;

<

9 2&<
"6 *

N

4$2!9!:!*

2

46J-4">
6

=

>?

$ 9K

<.>?
6 $ 9K

.#6>$#6?$6
#<’96$

其中

.$ -

2&<
"6 *

N

4$2!9!:!*

2

46J-4">
6?

$+6
># $?

由式.3+6
># $?
及式#<’6<$-3+2

># $?
可知!-和.随

>
?
而变化!表<’2给出了不同>?

时的-及.值"

!!表!:’#

>)? - . >)? - .

2X7 7X282 7X67< 9X7 7X6;9 7X6;1

2X6 7X2;; 7X62= 8X7 7X6<2 7X6<6

2X: 7X2=; 7X692 :X7 7X6=2 7X6=2

6X7 7X66= 7X68; 27X7 7X926 7X926

6X: 7X68= 7X6:< N 7X999 7X999

由表<’2看出!当>?
很大时!即对于很窄的矩形截面!-和.值均趋于

2
9

!此时式

#<’6=$和#<’96$简化为

3$ 99K

2#6>$#6?$9
! &5AW $ 99K

#6>$#6?$6
#<’99$

其中!6>和6?分别为矩形截面的长和宽#图<’8$"

图!<’8
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:;6!薄膜比拟法

以下将看出!弹性扭转问题用应力函数写出的微分方程!与用表面受压力作用时
的薄膜的挠度方程在形式上完全相似!因而求解扭转问题时!就可以用解张紧的薄膜
的挠度问题来比拟"这样对一些截面形状复杂的柱体扭转就可以避开数学上的困
难!而采用这种比拟的实验方法求出扭转问题的解"
假定在一块板上开一个与柱体断面形状相同的孔#尺寸不必相同$!孔上敷以张

紧的均匀薄膜!支持在边界上!则薄膜一侧受均匀压力*作用时!各点就要发生挠度

!#图<’:$!此时薄膜受均匀张力作用!取任一微小单元为>">#!如令单位长度的张
力为!!则在小挠度情况下!作用在>?边的5的斜率为.!

.?#!
#"

图!<’:

因各点挠度!不同!!在R=边的斜率为

.I
#.
#"

>"?#!
#"I#6!

#"6>"

同样可得张力在>=及?R边的斜率分别为#!##
和#!
##I #6!

### $6 >#"在不计薄膜重量时!5

可认为是常数!故薄膜的竖向平衡方程为

?5>##!
#"I5># #!

#"I#6!
#"6># $" ?5>"#!

##I5>" #!
##I#6!

##6># $# I*>">#37

即

#6!
#"6I

#6!
##63?*

5
#<’98$
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式#<’98$也是泊松方程!与方程#<’27$比较!可知薄膜问题与扭转问题相似!其各量
之间的对应关系列入表<’6"

!!表!:’$

薄 膜 问 题 扭 转 问 题

! !

2)5 2

* 63

?#!
#"

!#!
## &!#!&!"

6S 9K

!!表<’6中S 为薄膜下的体积"这就
是说!膜的平衡位置!与!曲面相似!膜
的等挠度线与剪应力线相似!膜在任一点
的坡度与相应的合剪应力成比例"由此
得到结论(#2$杆件上任一点的最大剪应
力的方向!就是薄膜上相应点处等挠度线
在该点的切线方向!其大小与过该点的切
面沿法线方向的斜率成正比"#6$薄膜的
等挠度线与截面的剪力线一致"#9$薄膜
挠曲面下的体积与扭矩成正比"

:;7!受扭开口薄壁杆的近似计算

对于具有窄长截面的杆#图<’;$!其自由扭转问题的解可利用薄膜比拟法!且可
认为薄膜形状沿截面的?方向不变"在不计薄膜两端处的坡度时!即可认为薄膜呈
一柱面!于是有

#!
##37

图!<’;

式#<’98$则简化为

>6!
>"63?*

5
#<’9:$

上式积分两次后!考虑到边界条件#"37处!>!)>"37!"3I)6处!!37$得

!32
6
*
5

I# $6
6

?"& ’6 #<’9;$
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即薄膜挠度在I方向为一抛物线#图<’;$"于是!薄膜下的体积为

S3*?I9)265
根据上节给出的比拟关系!*换成63!2)5换成2!因而扭矩的近似公式为

9K36S32
9?I

9233T23 #<’91$

其中T3?I9)9为薄矩形截面的极惯性矩"已知

&!#3?#!
#"3623" #<’9<$

单位长度的转角由扭矩公式得出为

3399K

2?I9 #<’9=$

由式#<’9<$可见!最大剪应力发生在"为最大值VI)6处!即最大弹性剪应力发生在
周边最靠近形心轴的点上!其值为

&5AW323I399K

?I9 #<’87$

或 9K32
9?I

9&5AW #<’82$

现在考虑剪应力沿矩形周边的性质"由于柱体的表面为自由表面!所以剪应力
线总是与边界线平行"在四个角点处!由于薄膜在此点和!37平面相切!故该点之
合剪应力等于零"这一结果对开口薄壁杆的弹性扭转近似计算很有意义"根据这一
性质!对于截面为多个窄条组成的杆的自由扭转!就可以看成是若干窄条截面杆扭转
问题的解的组合"
例:’#!求工字形截面杆受扭矩9K 作用时的最大剪力#图<’1$"

图!<’1

解!将图示三个矩形窄条的扭转刚度相加后!可得

33 9K

2 2
9?2I9

2I6
9?6I# $9

6

399K

2
2

?2I9
2I6?6I9

6

于是有

&5AW323IC3
99KIC

?2I9
2I6?6I9

6
#<’86$

其中IC是I2!I6 中较大的一个"
应当指出!在图<’1中角点处将由于应力集中而产生

很大的应力!因而!将首先在这里进入塑性状态"实际上!
若在此处做成圆角!即可避免出现应力高度集中"



习题 292!!

复 习 要 点

2X柱体扭转问题的特点是对于非圆截面柱体来说!在扭转过程中!柱体截面要
发生翘曲变形!即J#"!#!!$17"

6X普朗特应力函数!满足泊松方程

!

6
!3

#6
!

#"6I
#6
!

##63?623"

9X任一点上的剪应力为&3 U@A>! !!的等值线是剪应力线"

8X受张力的薄膜平衡问题与柱体扭转问题的基本方程相似"

:X弹性柱体扭转的近似算法"

思!考!题

:’#! 为什么非圆形截面柱体受扭后!其截面要发生翘曲,

:’$! 截面的周边为什么也是一条剪应力线,

:’6!

!

6
!3?623的成立有何约束条件,

:’7!若要求解一个闭口截面杆的弹性扭转问题!将遇到什么困难!你有什么办
法求解,

习!!题

:’#!试证柱体扭转时!任一横截面上的剪应力方向与边界切线方向重合"
提示(利用柱体侧表面的自由边界条件容易得到"

:’$!如有边长为>的正方形截面柱体和直径为>的圆截面柱体!试求各自的

习题!<’9

最大剪应力"哪一种截面的扭转刚度较大"

:’6! 试求有以下形状截面柱体的
扭转刚度GK"

答案(#A$GK 32#?2I9
2 I?6I9

6 I
?9I9

9$!#H$GK38)162>8

:’7!试证明!36#N6?>6$既可以
用来求解实心圆截面柱体的扭转问题!
也可解圆管的扭转问题"求出用23表
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示的6"
答案(63?7):23
:’8!试求椭圆形截面受扭作用时的最大剪应力"
提示(取应力函数为

!$ "6

>6 %#6

?6 &# $2

!!>!?为椭圆的长短轴"

答案(&5AW $69K

">?6



第<章
热!应!力

<"#!一 般 概 念

弹性体因所处环境的温度变化引起物体的膨胀或收缩!因而在物体内必将产生
应力"这种因温度场的变化而产生的附加应力!称为热应力"前面几章所讨论的问
题都没有考虑热应力问题!可以认为那些问题是处在一个等温场中!温度没有变化!
是一种等温过程!可以称为等温弹性力学问题"在某些场合!例如在剧烈变化的温度
场工作的结构物!热应力问题可能是最重要的问题!不可忽视"本章专门讨论热弹性
力学问题!简称热应力问题"
温度是表明热水平的一种物理量!两不同温度的物体相接触时!热将自然会由高

温向低温传播!以寻求两物体的热平衡"这种现象称为热传导"
固体材料大都具有在均匀温度场内因受热而膨胀的特性!例如有一细杆!长度为

L!若该杆所受温度升高一定值K时!长度变为-KL!此处-称为线膨胀系数"则其长
度方向的应变为

(L $-KL
L $-K #=’2$

!!物体所处的环境温度往往是随时间和空间位置变化的!在直角坐标系中!温度场
可表示为

K$K#"!#!!!I$
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不随时间变化的温度K称为定常温度场"此时有##K)#I$37!若令U 为热源强度!
则定常温度场的热源强度U37!若U17!则为非定常温度场"温度场是一种数量
场"热量的传递引起温度的变化!也就是温度梯度的变化"热量总是从高温向低温
流动!因而热流是有方向性的"单位时间流过单位等温面面积的热量称为热流密度"
热流密度是一矢量!记作"!其方向总是与等温线正交"
对于弹性各向同性材料!热流密度"与温度梯度成正比!而方向相反!即

"$&A

!

K #=’6$
其中A为导热系数"式#=’6$称为热传导的Y%,@/.@定律#!系傅里叶#Y%,@/.@D"E"
D"$于2<2<年给出"

!傅里叶#D"E"D%’.L-Y%,@/.@!21;<!2<97$!生于法国

Z,W.@@.城的一个裁缝家庭!<岁时父母双亡!2<岁任军

事学校数学讲师"曾随拿破仑赴埃及考察!任地方长官"

在热力学方面有重要贡献!他提出的传热公式!称为Y%,G

@/.@公式"2<66年出版.热的解析理论/提出热传导方程!

分离变量法!把函数表示成三角级数!称为Y%,@/.@级数"

2<21年被选为巴黎科学院院士!2<6=年任彼得堡科学院

荣誉院士"

!!D"E"D%’.L-Y%,@/.@

<"$!热力学定律

物体的变形是一种热力学过程!所以必须服从热力学定律"

现在我们给出一些关于热力学的基本知识"在静力学中!平衡是一种所有质点
的速度和加速度都等于零的特殊状态"就是说!作用于各质点上的合力在每一瞬间
为零!否则平衡被破坏"热力学平衡的概念则完全不同!与力学的平衡相反!构成系
统的分子服从于力的作用!并在所有可能的方向上持续运动!除非已处于冻结状态"

2<87年!焦耳根据实验建立了广义的能量守恒和热能向电能转化的定量关系!
从而奠定了热力学第一定律的基础"实验进一步证明!功可以完全转化为热!而热却

# 对于快速导热过程!该定律应予修正!即应在式#=G6$等号右边增加#?&7#*)#I$项!&7为热流松弛时间"
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不能完全转化为功!至今转换效率不到97[ "

2<:702<:2年克劳修斯#\&A,’/,’4"$和开尔文#F.&0/MO%@>$先后给出了表达
方式不同的热力学第二定律"热力学第一定律和第二定律是宏观热力学的主要
规律"
把能量守恒定律用于热学!可认为任何物体都蕴涵能量!称为内能"内能具有可

加性!是描述物体状态的物理量"若一系统从一种平衡态经历一热力学过程达到另
一种平衡态!则系统在!I时间间隔内!其总能量的变化量为!1!等于在这一过程中
系统从外部吸收的热量!-!和系统对外部所作的功!U 之和!即

!1$!-%!U
传热和功都可以是双向的!这里都取正号!上式或写成

!1A%!V $!-%!U #=’9$
此处!1A为系统的动能增量!!V 为系统的内能增量"这就是热力学第一定律"
热力学过程分为等温过程和绝热过程"等温过程是指在一微过程中参与热力学

过程的物质保持在平衡态!而每一微过程都经历了足够长的时间"绝热过程是指在
此热力学过程中参与该过程的物质不吸收#或放出$热的情况"

2<:7年克劳修斯提出!1不能把热从低温物体传给高温物体!而不引起其他变
化"2这是热力学第二定律的最早的一种表述"2:年以后!他进一步提出(若系统经
历一准平衡微过程!吸收的热量为>-!该系统熵的增量为

>3$>-
K

#=’8$

式中K 为物体的温度!>- 为与过程有关的热量"熵#.MB@%L/S$3是描述系统状态
的-具有可加性的物理量"熵的单位是D)F#焦耳)开尔文$"
因此!热力学第二定律可以表示为

K>3$>V%>U #=’:$

由此可得

>3$K&2#>V%>U$ #=’;$

一个热力学系统经过一个过程!系统的熵由37变为3!则必有

3&37 -7

若过程是可逆的!则有33373若过程是不可逆的!则有3337"这一论断叫做熵增
原理"
开尔文#2<:2$还给出了热力学第二定律的另一种表述(1不能从单一热源吸取

热量!使之完全变为有用的功而不引起其他变化"2显然!这和上述克劳修斯说法的效
果是一致的"
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!克劳修斯#4"\&A,’/,’!2<66!2<<<$!法国物理学家)

2<87年入柏林大学!2<81年获哈雷大学博士学位!2<::
年始在法国-瑞士的几所大学任教"2<:7发表热学理论

普遍规律的学术论文!提出了热力学第二定律的概念"

2<:8年给出了数学表达式"2<;:年给出了熵增定理"

与开尔文#F.&0/M$勋爵同为热力学的奠基人"

!!!!!4"\&A,’/,’

!开尔文#O%@>F.&0/M!#2<68!2=71$!英国物理学家"

原名 ]/&&/A5R-%5’%M!幼时聪慧过人!有神童之称!22
岁进!&A’U%0大学学数学!2<82年进剑桥大学!2<8:年毕

业!2<8;年任教授"曾研究地球年龄问题!2<8<年发表

热力学第一-第二定律概念!与克劳修斯#\&%,’/,’$同为

热力学的奠基人"此外!还研究弹性板的变形-粘弹性理

论等问题"
!!!O%@>F.&0/M

<"6!基 本 方 程

以下导出热弹性力学的基本方程"在小变形条件下!应变’位移关系仍为

(CD $ 2
6

#0C!D%0D!C$ #=’1$

运动方程是描述物体所受的力与运动之间的关系!因而!它与力的产生原因并无关
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系!故运动方程与等温弹性力学问题相同!即在不计体力的情况下为

%CD!D%MH $7 #=’<$
由于温度的变化材料内部将产生附加应力和应变!所以本构关系必与温度有关"下
面我们将导出热弹性本构关系"
设流进物体的热流为

-$’+
2N>+&’#+

W##$>6$’+
#2N&>/0$$>+ #=’=$

其中!+为受热物体体积!2为材料的质量密度!N为单位体积吸收#或辐射$的热量!

W##$3$%#为流经单位表面积的热流矢量"则由热力学第一定律得

2X0 $%CD
X(CD %2N&>/0$ #=’27$

此处!0为内能密度"由于内能应为应变的函数!这样!热力学第二定律可改述为(存
在一个熵密度函数03"0#0!(CD$!对于绝热过程有X037!即2N?>/0$37"由此可得

#"0
#0

X0%
#"0
#(CD

X(CD $7 #=’22$

和

2X0&%CD
X(CD $7 #=’26$

!!若定义绝对温度K及单位质量的亥姆霍兹自由能分别为

K&2 $#"0
#0

#=’29$

和

!$0&K0$!#K!(CD$ #=’28$
则得

X!$&0XK%2&2%CD
X(CD #=’2:$

从而得 03?#!
#K

#=’2;$

在无内约束的情况下可得

%CD $2
#!
#(CD

#=’21$

式#=’21$是等温应力应变关系"进一步分析可知!自由能仅与应变和温度相关!而
与温度梯度无关"在小变形条件下!将自由能函数!#K!(CD$按泰勒级数展开后!略去
高阶项!可得热弹性本构关系的具体形式(

%CD $%7
CD &.#K&K7$%;7

CDAL(AL #=’2<$

其中!带肩标172的量为初始状态参考值!.称为散热系数!;
7
CDAL为初始状态的弹性常

数张量#见8)2节$"
若初始状态为无应力和未加热的自由状态!则热弹性材料的本构关系为

%CD $;7
CDAL(AL%.K #=’2=$
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显然!当K37时!上式便简化为广义胡克定律(

%CD $45CD3%66(CD #=’67$
对应变解出则有

(CD $ 2
62 %CD & 4

62%94%AA5C# $D %-K5CD #=’62$

其中!-为线膨胀系数!散热系数.为

.$& 1-
2&6’

!!下面给出这些应力应变关系的展开形式(

%" $62(" %43& -1K
2&6’

!!&"# $2)"#

%# $62(# %43& -1K
2&6’

!!&#! $2)#!

%! $62(!%43& -1K
2&6’

!!&!" $2)

$

%

&
!"

#=’66$

和

(" $ 2
1

&%" &’#%# %%!$’%-K!!)"# $ 2
2&"#

(# $ 2
1

&%# &’#%" %%!$’%-K!!)#! $ 2
2&#!

(! $ 2
1

&%!&’#%" %%#$’%-K!!)!" $ 2
2&

$

%

&
!"

#=’69$

!!求解热弹性问题的边界条件与等温弹性力学问题一样!即

0C $"0C!! 在30 上

(C $%CD4D!! 在3%上

!!下面给出平面热应力问题的本构关系"
对于平面应力问题有

(" $ 2
1

#%" &’%#$%-K

(# $ 2
1

#%# &’%"$%-K

)"# $ 6
1

#2%’$&"

$

%

&
#

#=’68$

对于平面应变问题有
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(" $2&’6

1 %" & ’%#

2&# $’ %#2%’$-K

(# $2&’6

1 %# & ’%"

2&# $’ %#2%’$-K

)"# $6#2%’$
1 &"

$

%

&
#

#=’6:$

<"7!=’2*>3-/?3’>*@@法则

若将物体受热产生的应变分成两部分!一部分是因受热而自由膨胀所产生的应
变!另一部分是因物体变形时因受约束而产生的弹性应变"热膨胀应变为

(.CD $-K5CD #=’6;$

第二部分则仅和应力状态有关!即如式#=’67$所示(

(/CD $45CD3%66%CD

于是总应变如式#=’62$所示(

(CD $ 2
62 %CD & 4

62%94%AA5C# $D %-K5CD

将此式中的%CD解出!可得

%CD $435CD %66(CD &-#94%66$K5CD #=’61$

上式是由 +"\"T,-A5.&#2<9<$和Y").,5AMM#2<82$分别从不同角度得到的"

将应变位移关系代入平衡方程!得

6

!

60C%#4%6$3!C $&#MHC&.K!C$ #=’6<$

!!在温度场为定常温度场K3K#"!#!!$及不计体力和无表面力的情况下!式
#=’6<$整理后化为

#4%6$0D!DC%60C!DD $.K!C #=’6=$

式#=’6=$与拉梅’纳维方程比较可知!解热弹性问题就等于在假想体力.K!C作用下的

弹性力学问题!此时面力为#?.K4D$"按这种办法求解热弹性力学问题的思路!称
为=’2*>3-/?3’>*@@法则"

下面给出一个简例"

例<’#!设有一长度为L细杆!其横截面积为6!两端固定"若杆的温度由K2均

匀升至K6!试求杆中的热应力"

解!已知因约束杆伸长!L而产生的力为,!因而有

,$ #!L)L$16 $16-#K2&K6$ #A$

于是杆中的热应力为
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%$&,
6 $1-#K2&K6$ #H$

式#H$说明!热应力与物体的弹性模量-热膨胀系数和温差成正比"

<"8!平面热应力问题

现在研究平面热应力问题"此时基本方程分别为
不计体力时平衡方程

#%"

#"%#&"#

## $7

#&"#

#" %#%#

## $
$

%

&
7

#=’97$

几何方程

(" $#0
#"

!!(# $#:
##

!!)"# $#0
##%#:

#"
#=’92$

应变协调方程

#6("

##6 %#6(#

#"6 $#6)"#

#"##
#=’96$

本构方程如式#=’68$和式#=’6:$所示"在给定边界条件之后便可求解"如前面所
讨论过的一样!可用位移法或应力函数法求解"若用位移法求解!则可将几何方程代
入本构方程#=’68$或#=’6:$!再代入平衡方程#=’97$后!可得以下用位移表示的平
衡方程

!

60%2%’2

2&’2

#
#"

#0
#"%#:

## $# $62%’2

2&’2
-2

#K
#"

!

6:%2%’2

2&’2

#
##

#0
#"%#:

## $# $62%’2

2&’2
-2

#I
##

#=’99$

其中

!

6$ #6

#"6 % #6

##6

对平面应力问题时!’23’!-23-!当对平面应变问题时!’23 ’
2?’

!-23#2I’$-"

当用应力函数求解时!不难得到下列用应力函数$3$#"!#$表示的应变协调
方程

!

6

!

6$$&12-2

!

6K #=’98$
其中

!

6

!

6$ #8

#"8 %6 #8

#"6##6 % #8

##8
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及在平面应力情况下!1231!而在平面应变情况下!1231)#2?’6$"
以下给出两个例题"
例<’$!受热管道的热应力
设管的内径为>!管的内部增温为K>!管外增温为零!管内无热源时管内热应力

为零"由于管内为定常温度场!由热传导定律!知单位时间沿#方向流经微元面积
>3的热量为

>-$"%#>3$*C4C>3 #=’9:$
注意到!温度K 沿#方向的导数为

#K
#4 $

!

K%#$K!C4C #=’9;$

于是得

>-$&A#K
#4

>3 #=’91$

若物体的密度为27!物体内的热源强度为N3N#"!I$!物体的比热为=!则在>I时间
内!物体的温度升高为##K)#I$>I!则由热平衡条件不难求得

=27
#K
#I $&*C!C%27N

将傅里叶定律代入!化简后得

XK&-.

!

6K$ N
=

#=’9<$

此处-.3-
=27

!上式是温度场的微分方程!即热传导方程"

在定常温度场中无热源的情况下!由热传导方程知

#K
#I $7!!

!

6K$7

在轴对称情况!取坐标系为#2!"!!$时!有

>6K
>2

6 %2
2

>K
>2

$7 #=’9=$

积分得

K$6&M2%7
由边界条件为

KE2$> $K>

KE2$? $7
得

6$ 2
&M>&&M?K>!!7$ &&M?

&M>&&M?K> #=’87$

K$&M?&&M2
&M?&&M>K>
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因为我们考虑的是轴对称平面应变问题!故有

J $7!!02 $02#2$
其基本方程化为

#%2

#2
%%2&%"

2
$7

(2 $>02

>2
!!(" $02

2
#=’82$

%2 $ 1
2%’

’
2&6’

F%(# $2 & -1K
2&6’

%" $ 1
2%’

’
2&6’

F%(# $" & -1K
2&6’

%! $ 1’F
#2%’$#2&6’$&

-1K
2&6

$

%

&’

#=’86$

此处!F3(2I("!将以上关系式代入平衡方程!得

>602

>2
6 %2

2
>02

>2
&02

2
6 $2%’

2&’
>K
>2

#=’89$

现在引入热弹性势7#2$!使得

02 $>7
>2

#=’88$

注意到

>6

>2
6 %2

2
>
>2

$ 2
2

>
>2

2
>
># $2

#=’8:$

并计及式#=’82$!可得

7$ .2
6

&M?&&M>
#&M?&&M2%2$

.$ 2%’
8#2&’$-K

#=’8;$

将式#=’88$代入式#=’82$!再代入式#=’86$!则得

)%2 $&62>7
2>2

!!)%" $&62>67
>2

6 #=’81$

将式#=’8;$代入式#=’81$!可得

)%2 $& 62.
&M?&&M>

6&M?
2

%# $2

)%" $& 62.
&M?&&M>

6&M?
2

&# $
$

%

&
2

#=’8<$

在上式中!令23>!23?代入后!得
#%.2$2$> $&*2!!#%.2$2$? $&*6 #=’8=$

这一结果与原命题不符!故应消去管内外的压力 ?*2和?*6!为此!可借助于平面问
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题的解!将其叠加到式#=’8<$上!最终可得管内热应力为

%2 $& -1K>

6#2&’$
&M?&&M2
&M?&&M>&

#?)2$6&2
#?)>$6&& ’2

%" $& -1K>

6#2&’$
&M?&&M2&2
&M?&&M> %

#?)2$6%2
#?)>$6&& ’

$

%

&2

#=’:7$

!!例<’6!坝体热应力
现在讨论坝体的内部热应力"假定坝体可简化为顶角为6.的楔形尖顶坝!如图

图!=’2

=’2所示"这里只考虑一种坝体中心线上的温度变化为K7-
两侧边上的温度变化为零的情况"设其内部的温度变化规律
遵循下列公式(

K$J%’"&J%’.
2&J%’.

K7 #=’:2$

!!这一问题属平面应变问题!可以按平面应力问题求解!之
后进行变换即可"由平面应力问题位移法!热弹性势满足

!

67$ #2%’$-K #=’:6$
即

#6

#2
6 % #

2#2
% #6

2
6#2# $6 7$ #2%’$-K7

J%’"&J%’.
2&J%’.

取弹性势函数为

7$2
6#=2J%’"%=6$ #=’:9$

将式#=’:9$代入式#=’:6$得

9=2J%’"%8=6 $ #2%’$-K7
J%’"&J%’.
2&J%’.

#=’:8$

由此可得

=2 $
#2%’$-K7

9#2&J%’.$!!=6 $&
#2%’$-K7J%’.
8#2&J%’.$

代入式#=’:9$后得

7$
#2%’$-K72

6

2&J%’.
2
9J%’"&2

8J%’# $. #=’::$

从而可得应力分量的特解

%.2 $A2
2
9J%’"&A# $6

%." $A2
6
9J%’"&A# $6

&.2" $A2
2

9’/M

$

%

&"

#=’:;$

其中
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A2 $& 1-K7

2&J%’.
!!A6 $ 2

6J%’.

由此得出在边界上的应力分量为

%.2E"$Y. $ 2
9A2A6

&.2"E"$Y. $YA2’/M.$

%

&9

#=’:1$

为了消除与原命题不符的应力场!类似地可叠加一相反的应力场!为此!考虑应力函
数7.

7.$2
6+#"$

因7.为双调和函数!故有

7.$2
6#6J%’6"&7’/M6"%;"%O$ #=’:<$

由此!可按平面问题一章#第;章$的方法!求得应力场%/2!%/"!&/2"后与式#=’:;$叠加!
并计及在边界上%"!&2"均为零的条件!最终得

%2 $ &A2#’/M"&J%’.J%’"%J%’6
.$

;A6

%" $&A2#J%’"&J%’.$6

;A6

&2" $&A2’/M"#J%’"&J%’.$
;A

$

%

&6

#=’:=$

不难看出!最大拉应力在边界上!其值为

%"E"$Y. $ A2

;A6
#J%’6

.&2$ #=’;7$

复习要点和思考题

2)深刻了解热力学第二定律的重要公式"

6)T,-A5.&G).,5AMM法则告诉我们什么重要法则,

9)热传导的重要规律是热流密度与温度梯度成正比而方向相反!为什么,

8)温度场的边界条件怎么确定,

:)给出用极坐标解热应力问题的全部公式"

;)弹性体在温度变化影响下何以会产生热应力,



习题 28:!!

习!!题

<’#!给出两端固定的圆柱体在温度变化!K时所产生的热应力"

<’$!设有一厚壁筒!其内外直径分别为6 和7!若外壁温度为零!内部温度升
高至K!试求因此而产生的温度场"

<’6!设有薄窄长板条!若温度场为

K$K7#2&#)W$
其中#为宽度方向的坐标!W为长条的宽度!坐标原点位于板条的中心"



第#A章
空 间 问 题

#A"#!弹性力学问题的一般解

我们在第:章已经给出了弹性力学问题可归结为用位移表示的拉梅’纳维方程
#4%6$0D!DC%60C!DD %MHC $7 #27’2$

或

6

!

6%%#4%6$U@A>#>/0%$%&H $7 #27’6$

!!对于这类问题的求解!通常采取分别求其非齐次方程之特解%7和齐次方程之通

解%2!则一般解%3%7I%2!并使其满足给定的边界条件!就可得到所给弹性力学问
题的解答"
这就是说!%2是下列齐次方程的通解

#4%6$02D!DC%602C!DD $7!#C!D$2!6!9$ #27’9$
或即

6

!

6%2%#4%6$U@A>#>/0%2$$7 #27’8$

注意到0C!C3>/0%33!有

!

602C% 2
2&6’3

!C $7!#C$2!6!9$ #27’:$

考虑到#见附录6$

@%B#@%B%$$

!

Z#

!

Z%$$

!

#

!

%%$&

!

6%$U@A>#>/0%$&

!

6% #27’;$
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则有下列更简洁方便的形式(

@%B@%B%2&GU@A>>/0%2 $7 #27’1$

此处G36#2?’$
2?6’

"

而特解%7则依赖于体力&?的具体形式"下面讨论如何求得齐次方程的通解!或
即无体力的情况下弹性力学问题的解!此时%的下标就不再出现"将方程#27’:$对
坐标"C求导!得

!

60C!C% 2
2&6’3

!CC $7!#C$2!6!9$ #27’<$

因0C!C33!3!CC3

!

63!由此得

!

63$7 #27’=$
或

!

6#>/0%$37 #27’27$
这就是说!在无体力或体力为常数时!体应变3满足拉普拉斯方程!即3为调和函数"
将拉普拉斯微分算子作用于式#27’:$!并计及式#27’=$可得

!

6

!

60C $7!#C$2!6!9$ #27’22$
即位移分量0C是双调和函数"
在各向同性弹性体不计体力的情况下!拉梅’纳维方程已化为式#27’:$!该方程

的解可写成下列形式(

0C $"C%!!C #27’26$
其中!为待定函数!"C#C32!6!9$为调和函数!即

!

6
"C $7 #27’29$

将式#27’26$的关系式代入体应变的表达式!得

3$0C!C $"C!C%!!CC $"C!C%

!

6
! #27’28$

于是!方程#27’:$中的0C代之以3!并计及式#27’29$!可得

#

!

6
!$!C% 2

2&6’
#"C!C%

!

6
!$!C $7 #27’2:$

由此得

!

6
!$ 2

6#2&’$"C!C #27’2;$

由式#27’29$可知

!

6#"C!C$3#

!

6
"C$!C37!从而得

!

6#

!

6
!$$

!

8
!$7 #27’21$

即函数!为双调和函数"
已知任何调和函数同时也是双调和函数!即有

!

8
"C $

!

6#

!

6
"C$$7 #27’2<$

可以证明!若"C是调和函数!则

!C $"C"C!#C$2!6!9$ #27’2=$
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是双调和函数"
实际上!考虑到 !

6
"2 $"2!22%"2!66%"2!99 $7

#"2"2$!2 $"2%"2"2!2

#"2"2$!22 $6"2!2%"2"2!2

及
#"2"2$!66 $"2"2!66

#"2"2$!99 $"2"2!99

可得 !

6
!2 $

!

6#"2"2$$ #"2"2$!CC $6"2!2 #27’67$
注意到!上式中的重复下标表示求和!由此可得!

6
!2 $

!

6#"2"2$$

!

6#6"2!2$$6#

!

6
"2$!2 $7 #27’62$

调和函数的导数仍是调和函数"
由以上讨论可知!方程#27’2;$的解应具有以下形式

!$;"A"A #27’66$
此处;为一常数"注意到

!!C $;#"A"A$!C $;#"C%"A"A!C$

!!CD $;#"A"A$!CD $;#"C!D%"D!C%"A"A!CD$
#27’69$

将式#27’69$的第二式进行缩并运算!并考虑到

"A!CC $

!

6
"A $7 #27’68$

得

!

6
!$;

!

6#"A"A$$6;"C!C #27’6:$
式#27’6:$与式#27’2;$比较后得

;$ 2
8#2&’$ #27’6;$

方程#27’2;$的一般解应该是它的特解#27’66$和任意调和函数#例如"7$的和!即

!$& 2
8#2&’$#"A"A%"7$ #27’61$

由式#27’61$和式#27’26$可知!方程的一般解可由8个任意的-互不相关的调和函数

"7!"A#A32!6!9$表示!即

0C $"C& 2
8#2&’$#"A"A%"7$!C #27’6<$

式#27’6<$是无体力时位移矢量%的表达式!称为B*C1&54D2/?3’E3(形式的一般解!
是QAL$%0/J-Q"Y"#2=96$与).,H.@^"#2=98$分别独立得到的"
在不破坏 QAL$%0/J-G).,H.@一般解#27G6<$的情况下!P&%H%>SAM’$/+"!"

#2=:8$!C,HAM$’4"和PB.@MH.@UC"#2=:;$证明了!在上述一般解中可以仅保留9
个调和函数"
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以下讨论如何应用以位移表示的一般解!从而可由式#27’6<$得到应力分量"
为此!对"求导得

0C!D $"C!D& 2
8#2&’$#"C!D%"D!C%"A"A!CD$ #27’6=$

将上式中的下标C和D缩并!并注意到"A!CC3

!

6
"A37!可得

0C!C $3$ 2&6’
6#2&’$"C!C #27’97$

将式#27’6=$和式#27’97$代入广义胡克定律!可得应力分量的表达式(

%CD $ 2
6#2&’$&6’"A!A5CD %#2&6’$#"C!D%"D!C$&"A"A!CD’ #27’92$

式#27’92$是用9个调和函数"A 表示的应力分量"
现在考虑一种简单情况!令式#27’6<$中的"A 取下列形式(

"2 $"6 $7!!"9 $8#2&’$6)N #27’96$
此处6为常数!N为任一点G#"A$到坐标原点的距离"
我们熟知!2)N为调和函数!实际上

#2)N$!C $&"C)N9!#2)N6$!D $&9"D)N:

#2)N$!CD $&5CD)N9%9"C"D)N:
#27’99$

将式#27’99$的第二式进行缩并可得

#2)N$!CC $&

!

6#2)N$$&9
N9 %9"C"C

N: $7 #27’98$

将以上函数的表达式代入式#27’6<$!得

02 $6"2"9

N9 !!06 $6"6"9

N9

09 $ 6
N

9&8’%"6
9

N# $6

#27’9:$

从而由式#27’92$可得与函数#27’96$相应的应力张量分量(

%22 $662"9

N9 2&6’&9"6
2

N# $6

%66 $662"9

N9 2&6’&9"6
6

N# $6

%99 $662"9

N9 2&6’&9"6
9

N# $6

%26 $&;62"2"6"9

N:

%69 $662"6

N9 6’&2&9"6
9

N# $6

%92 $662"2

N9 6’&2&9"6
9

N# $6

#27’9;$
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由上式看出!当N无限增大时!位移分量和应力分量都无限增加!显然!这说明坐标原
点是奇点!因此!所得结果除坐标原点以外对无限弹性体上所有的点都是正确的"这
种在奇点附近无限增大的解是E%,’’/M.’_D"#2<<:$给出的一类解"
根据求解问题的不同!可以选取不同的调和函数"

#A"$!有集中力作用的无限弹性体问题

设有体力&作用在无限弹性体+ 内!则问题的一般解为下列拉梅’纳维方程

6

!

60C%#4%6$3!C $&MC #27’91$

的特解和27)2节中给出的一种特解"
开尔文#2<8<$给出了一种特殊积分

0C#"$$6’+
7MC#,$

N & 2# $N !C
#"D&,D$MC#,& ’$>+ #27’9<$

!!此处

6$ 4%6
<"6#4%66$!!7$4%96

4%6
!! 2# $N !C

$ #
#"C

2# $N
和

N$ &#"2&,2$6%#"6&,6$6%#"9&,9$6’2)6

显然!N为弹性体内由所考虑的一点"C到任意点,C 的距离!MC#,$为体力MC在点,C

的值"
将积分#27’9<$代入方程#27’91$!不难验证该积分满足拉梅’纳维方程"
现在我们认为体力MC作用在一个很小的区域+2 内!则当+207时!MC即为作用

在,C处的集中力"可见!"C3,C的点为一奇点!此时在所有"C1,C的点的位移为

0C#"$$ 4%96
<"6#4%66$

MC# $N % 4%6
<"6#4%66$

#"C&,C$#"D&,D$
N9 MD #27’9=$

若坐标系的选择使得,C37!M23M637!M93M!则有

02 $;"2"9

N9

06 $;"6"9

N9

09 $; 4%96
4%6

2# $N %"6
9

N# $
$

%

&
9

#27’87$

其中

;$
#4%6$M

<"6#4%66$!!N
6 $"C"C #27’82$



:A"#!有集中力作用的无限弹性体问题 2:2!!

由广义胡克定律

%CD $40A!A5CD %6#0C!D%0D!C$ #27’86$
便可得到各应力分量#留作练习$"
利用Q%L$%0/J-G).,H.@表达式中的调和函数也可求得此问题的解"为此取调

和函数"A 为下列形式(

"A $7."A

N9 #27’89$

其中7.为常数"这些函数所对应的无限体内任一点的位移为

0C $7."C

N9 & 7.
8#2&’$

2# $N !C
$7"C

N9 #27’88$

其中

7$7. :&8’
8#2&’$ #27’8:$

将调和函数"A 对"求导数

"A!C $7.5CA

N9 &9"C"A

N# $: #27’8;$

并整理后得

"A!A $7 #27’81$
由式#27’97$知337!于是可得应力分量

%CD $2#0C!D%0D!C$$672 5CD

N9 &9"C"A

N# $: #27’8<$

或表示为

%CC $672 2
N9 &9"6

C

N# $: !!%CD $&;72"C"A

N: #27’8=$

!!由以上所得结果可知!当N07时!位移和应力均无限增大!即坐标原点为一奇
点"为了消除这一奇点!可在坐标原点的邻域做一个以原点为球心-以N7为半径的

小球!则在小球表面上的力为

(C $%CD4D!! 4D $&"D

N# $7
#27’:7$

考虑到小球表面上任一点(C的合力是沿球面的法线方向!也就是径向方向"从而不
难求得弹性体内任一点上的应力为

%NN $&872
N9 $ ;

N9 #27’:2$

其中!; 3?872为常数"若7,7!则(N37!此时为中心受拉3若737!则(N,7!
即为中心受压"
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#A"6!F&’))4@3)G问题

求解弹性半空间表面受集中力作用下的应力场和位移场的问题是E%,’’/M.’_
D"#"于2<<:年首先给出的!故称为E%,’’/M.’_问题"
设有一以平面!37为界的弹性半空间表面上有一沿坐标!方向作用的集中力!

图!27’2

坐标原点就设在力的作用点处"由27)6节讨论可
知!坐标原点为一奇点!为了消除这一奇点!可在坐标
原点的邻域做一个以原点为中心以N7为半径的微小

半球!则所考虑的问题变为求解由无限平面和微小半
球所界定的弹性半空间受小球表面力作用的问题"
显然!微小半球表面力的合力就是所作用的集中
力M"
根据问题的特点!可视为轴对称空间问题!故以

下的讨论采用柱坐标2!"!!#图27’2$!与笛卡儿坐标
的关系为

"$2J%’"!!#$2’/M"!!!$! #27’:6$
于是!在不计体力的情况下!用位移表示的平衡方程为

2
2&6’

#"
#2

!

60&0
2

6 $7

2
2&6’

#"
#!

!

6J $
$

%

&
7

#27’:9$

其中!0!:!J为位移分量!且有

0$0#2!!$!!:$7!!J $J#2!!$

!!为了求解方程组#27’:9$!引进O%0.函数!#系Z"C"̂ "O%0.于2=6=年提出$!
目的是令所选定的函数!能使式#27’:9$化为!的双调和函数!即位移分量为

0$ 2
62

#6
!

#2#!

J $ 2
62

6#2&6’$

!

6#6

#!& ’6

$

%

&
!

#27’:8$

将式#27’:8$代入式#27’:9$得函数!#2!!$的双调和函数"于是!问题归结为在给定
边界条件下求双调和函数!#2!!$的问题"为此!可以利用应力分量的量纲分析来确
定O%0.函数!#2!!$的可能形式"
已知应力分量的表达式为外力M乘以2!!!H等长度坐标的负二次幂!注意到位

移分量与应变分量之间及应变分量与应力分量之间的关系!可由式#27’:8$看出!



:A";!B%&((3@2(C问题 2:9!!

O%0.位移函数!#2!!$应为2!!的正一次幂的双调和函数"于是!取

!#2!!$$6H%7&H&!&M#H%!$’ #27’::$

其中

H$ 2
6%!槡 6

将以上关系式依次代入应变位移关系和广义胡克定律可得

%2 $ #
#!

’

!

6&#6

#2# $6 !

%" $ #
#!

’

!

6&#
## $2!

%! $ #
#!

#6&’$

!

6&#6

#!& ’6 !

&2! $ #
#2

#2&’$

!

6&#6

#!& ’6

$

%

&
!

#27’:;$

!!将式#27’::$分别代入式#27’:8$!并注意到边界条件
#%!$!$7!H$2 $7!!#&2!$!$7!H$2 $7 #27’:1$

和下列平衡条件

M$&’
N

7
6%!"2>2 #27’:<$

并确定常数6和7 后!即可得位移分量和应力分量"实际上

6$ M
6"

!!7$&#2&6’$M
6"

#27’:=$

从而位移分量为

0$&M#2%’$2
6"1H6

#2&6’$ H
H%!&!& ’H

J $M#2%’$
6"1H

6#2&’$%!6

H& ’
$

%

&
6

#27’;7$

应力分量为

%2 $ M
6"H6

#2&6’$ H
H%!&92

6!
H& ’9

%" $& M
6"H6 #2&6’$ H

H%!&!# $& ’H

%! $& 9M
6"H6%

!9

H9

&2! $& 9M
6"H6%2

!6

H

$

%

&
9

#27’;2$

由方程#27’;7$可见!在任一!)23常数的直线上的位移与距原点的距离成反比"当

H0N时!位移趋于零"而在!37平面上!竖向位移J为
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JE!$7 $M#2&’6$
"12

#27’;6$

上式在除原点附近之外的各点都是正确的"
以上结果!可以推广到在一定表面域上有分布载荷作用的情况"例如!在半空间

图!27’6

表面!37!受半径为>的圆形域的分布载荷*作用!
现在考察物体表面距原心为2的一点9 沿载荷方向
的位移!如图27’6所示!其中阴影单元面上的载荷
为*5>!>5!故9 点的位移为

J $
#2&’6$*

"1 :>5>! #27’;9$

对5积分!弦@4的长度[ 为

[@4 $6#>6&2
6’/M6

!$2)6

注意到>’/M"32’/M!!当!从?")6变到")6时!弦

@4扫过整个圆的面积6 为

6$’
"
6

7
J%’">!

于是由对称性!得

J $8#2&’6$
"1 *>’

8
6

7
2&2

6

>6’/M
6槡 !>! #27’;8$

!!对2)>的任何值!都容易利用椭圆积分表算出J"而!37在表面该区域中心一
点处的竖向位移J为

#J$!$7 $6#2&’6$
1 *> #27’;:$

在!37表面的载荷作用区+以外的任一点97的竖向位移J7!可由式 #27’;7$得

J7 $.:
+

*>+
H

#27’;;$

其中H为从点9 到97的距离!及

.$2&’6

"1
#27’;1$

式#27’;;$中的积分称为表面+上集度为*的单层势#"

# 由数学中的势论得知!任何一个调和函数都可以用一些曲面积分表示出来!这些曲面积分称为面势"

单层势是面势的一种类型"详见有关数学物理方程教科书!例如!吉洪诺夫等著!.数学物理方程/!上册!第:
章!‘:#9;<页$!高等教育出版社!2=:;"或柯朗等著!.数学物理方法/!第四章!2=:页!科学出版社!2=11"



:A"5!D2’*E接触问题 2::!!

#A"7!H3(+I接触问题

现在考察有两个不同弹性模量的弹性球体$和%相接触的应力问题"该问题的
解是赫兹#̂.@Ba^"4"$于2<<2年给出的"

图!27’9

设两球的弹性模量和泊松比分别为12!’2

和16!’6 半径分别为H2和H6!两球在8点处
相切!其接触面的法线即为!轴!令变形前62

和66两点距!轴的距离均为2#图27’9$"而

62与66间的距离为

,2%,6 $ 2
6

6H2
% 2

6

6H6
$.2

6 #27’;<$

.$H2%H6

6H2H6
#27’;<.$

!!当两球体受沿中心法线作用的力M相向
挤压时!原两球体接触点8 因球体变形而扩
大为圆形接触面"接触面的半径远小于两球
体的半径"所以!可以用27)9节的结果来讨论其局部变形问题"

!赫兹 #̂ ./M@/J- .̂@Ba!2<:1!2<=8$!德国物理学家"

曾任FA@/’@,-.工学院及E%MM大学教授"他发现了无线

电传输中的一种波!称为 .̂@Ba波!2<<7年的圣诞节期间

完成了两弹性球体的接触应力问题!发表于2<66年!后

被称为 .̂@Ba问题"他还研究了固体材料的硬度问题!塑

性屈服时接触应力问题等"

!!! .̂/M@/J- .̂@Ba

设在62’66连线上的两点因相互挤压而互相接近的距离为5!若62和66点因球

体变形后重合为一点6!假定重合后的6点处在接触面内!且原62和66点各自仍

沿原方向产生位移J2和J6!于是有



2:;!! 第:A章!空间问题

5$J2%J6%,2%,9 #27’;=A$
或

J2%J6 $5&.2
6 #27’;=H$

!!若将接触面视为弹性半空间表面受圆形域载荷作用!62点表示下面球在接触面

上的一点!这种情况!恰如上述求载荷作用区以外一点62的位移J2的问题"于是!
在图27’6中取一微小单元面积!该微元以9 为中心!以5和>5的两圆弧与夹角为>!
的两半径所围成!如图27’6中的阴影部分所示"于是不难求出62点的竖向位移为

J2 $2&’6
2

"12:*>5>! #27’17$

其中!12!’2 为下面球的弹性模量和泊松比"类似地可得J6及

J2%J6 $ 2
"

2&’6
2

12
%2&’6

6

1# $6 :*>5>!$5&.2
6 #27’12$

式中的积分域为图27’8所示的圆形接触面"变形前为62和66的两点!变形后为6
点"而式中的2!!则是以8 点为中心的平面极坐标!现在的问题便归结为求满足积
分方程#27’12$的未知函数*#2$" .̂@Ba得出

*#2$$*5AW

> >6&2槡 6 #27’16$

其中!*5AW为接触点中心8处的压力!>为接触圆的半径!2为距中心的距离"将式
#27’16$在接触面上作积分!令积分结果等于外加压力M!可得

*5AW $ 9M
6">6 #27’19$

其中>为接触圆的半径"上式说明!最大压力是平均压力的2):倍"

图!27’8

为了验证以上结果!可将式#27’16$改写为
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*#2$$*5AW

>
&>6&#2

6&56&625J%’!$’2
6 #27’18$

将式#27’18$代入式#27’12$可得含参数5的积分"可以采取先对2沿@4积分3后对

!由7到6"积分"由载荷分布和积分域的对称性!上述结果的两倍即所要求的结
果"注意到@4的长度为

@4$6>J%’"$6> 2&’/M6槡 "$6 >6&2
6’/M6槡 ! #27’1:$

于是有

’*#2$>5$*5AW

>
"
6

#>6&2
6’/M6

!$

:*#2$>5>!$"6*5AW#6>6&2
6$

8>

#27’1;$

将#27’1;$的第二式代入式#27’12$!整理后得

5$ 2&’6
2

12
%2&’6

6

1# $6

">*5AW

6

.$ 2&’6
2

12
%2&’6

6

1# $6

"2
6*5AW

8

$

%

&>

#27’11$

于是得

*5AW $ 9M
6">6 #27’1<$

将式#27’;<.$和式#27’1<$代入式#27’11$!解得

>$ 9MH2H6

8#H2%H6$
2&’6

2

12
%2&’6

6

1# $& ’6

2
9

*5AW $
;M#H2%H6$6

"6H6
2H6

6
2&’6

2

12
%2&’6

6

1# $
;

<

=

>6

$

%

&

2
9 #27’1=$

若取1231631!’23’637)9!则得

*5AW $7)9<< M16#H2%H6$6

H6
2H& ’6

6

2
9

>$2)22 MH2H6

1#H2%H6& ’$
2
9

#27’<7$

及

5$2)69 M6#H2%H6$
16H2H& ’6

2
9

#27’<2$

从而可进一步求出球体中的应力场"最大压应力发生在接触面中心!即其*5AW值!最
大拉应力发生在接触面边界上!其值为7)299*5AW!最大切应力发生在公共法线上距

8点7)81>附近!其值为7)92*5AW"
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复习要点和思考题

2"用位移法求解空间问题的基本方法是什么,

6"为什么在解空间问题时!要采取求非齐次方程的特解和齐次方程的通解的方
法, 根据什么,

9"QAL$%0/J-G).,H.@函数是怎么引入的,

8"如何把E%,’’/M.’_问题引伸到不规则分布载荷的情况, #可自拟练习题$

:"如何由E%,’’/M.’_问题导出弹性接触问题!根据什么,

;"在两弹性球接触问题中!最大接触压应力和最大接触拉应力分别在什么部位
发生,

1"试考虑两弹性圆柱接触时的特点"#可自拟练习题$

习!!题

#AG#!试由位移平衡方程!直接导出空心球的位移分布!设其内外径分别为>
和?"

#AG$!若取应力函数为

"$6N%7’/M#N%!$

!!试求解E%,’’/M.’_问题"

#AG6!在不计体力的情况下!试导出柱坐标下的以应力形式表达的协调方程"



第##章
变分原理及其应用

##;#!基 本 概 念

在第:章中曾经谈到!求解弹性力学问题!归结为求解偏微分方程的某种边值问
题"如对空间问题来说!泛定方程为含有2:个未知量的2:个偏微分方程!在给定边
界条件时!求解是极其困难的!而且往往是不可能的"本章将讨论利用能量原理求解
弹性力学问题的近似方法"
研究物体的状态!不仅要知道物体的变形状态!而且要知道物体中每一点的温

度"若物体在变形过程中!各点的温度与其周围介质的温度保持平衡!则称这一过程
为等温过程"若在变形过程中!物体的温度没有什么升降!也没有损失或增加热量!
则称这一过程为绝热过程"物体的瞬态高频振动!高速变形过程都可视为绝热过程"
物体在外界因素影响下的变形过程!严格来说都是一个热力学过程"如令物体

的动能为1A!应变能为V!则在微小的&I时间间隔内!物体从一种状态过渡到另一种
状态时!根据热力学第一定律!总能量的变化为

&1A%&V $&U %&- #22’2$
此处&U 为体力MHC与面力(C所完成的功!&-为物体由其周围介质所吸收#或向外发散$
的热量!且以等量的功来度量"假定弹性变形过程是绝热的!则对于静力平衡问题有

&-$7!!!&1A $7
和 &V3&U #22’6$
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由第:章和以上的讨论知道!在线弹性情况下!单位体积的应变能为

图!22’2

V7 $’
(CD

7
%CD>(CD $

2
6
%CD(CD #22’9$

以一维应力状态为例!V7 实际上是%"’(" 平面

内!应力应变曲线与(" 轴和("3(." 所包围的面积

#图22’2$

V7 $’
(."

7
%">(" #22’8$

现在!定义另一个重要的量V.7

V.7 $’
%CD

7
(CD>%CD #22’:$

在一维状态下

V.7 $’
%."

7
(">%" #22’;$

V.7 称为单位体积的应变余能#也称应力能$!简称余能"

应变能V7 表示物体受外力作用时!储存于变形物体中的能量"而应变余能V.7
的物理解释便不明显"在图22’2中!它只表示%"’(" 曲线与轴%" 及%"3%." 所围成的

面积"%."为物体内指定时刻的应力!相应的应变为(."!则(."%."3V7IV.7"V7 与V.7
分别互补#或互余$对方为(."%." 矩形的面积"显然!在曲线%"’(" 为直线时#即线弹性

情况$!V73V.7 即余能在数量上等于应变能"

余能是一个重要的概念!尽管它不像应变能那样有明确的物理意义!但引
进余能的概念以后!讨论问题的范围就大为扩大了"对余能的认识应强调以下
三点(

#2$应变余能与应变能是互补的!面积

(."%."3V7IV.73
#6$在应变余能的积分式中!积分变量为应力分量

V.7 $’
%."

7
(">%"3

#9$在线弹性时V73V.7"

##;$!虚位移原理

现在考虑一个受一组体力MHC#分量为MH"!MH#!MH!$和面力(C#分量为("!(#!

(!$作用而处于平衡状态的物体!其体积S!表面积3"则在体积S 内有
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#%"

#"
I
#&"#

##
I
#&"!

#!
IMH!37

#&"#

#"
I
#%#

##
I
#&#!

#!
IMH#37

#&"!

#"
I
#&#!

##
I
#%!

#!
IMH!

$

%

&
37

#22’1$

或用张量表示为

%CD!DIMHC37!#C!D3"!#!!$ #22’<$

设3为物体的全部表面!其中给定面力的部分表面为3%!给定位移的部分表面为30!

则全部表面3应为3%与30 之和"如将给定的已知量用字母上加一横线表示#以下
常省略$!则边界条件为

%"L2I&"#L6I&"!L9?(("37

&#"L2I%#L6I&!#L9?((#37

&!"L2I&#!L6I%!L9?((!

$
%

&37

#22’=$

或

%CD4D3((C!#C!D3"!#!!$#在3%上$ #22’27$

现在设想一个处于平衡状态的物体!由于某种原因!由其平衡位置得到了一个约
束许可的-任意的-微小虚位移&0C!其分量为&0!&:!&J"实际的力系在虚位移上所
做的功叫做虚功"
虚位移原理(在外力作用下处于平衡状态的可变形体!当给予物体微小虚位移

时!外力的总虚功等于物体的总虚应变能"

外力的总虚功&U 为实际的体力MHC和面力(C在虚位移上所做的功!即

&U $@
S

#MH"&0%MH#&:%MH!&J$>S%:
3%

#("&0%(#&:%(!&J$>3

#22’22$
或

&U $@
S

MHC&0C>S%:
3%

(C&0C>3 #22’22.$

在物体产生微小虚变形的过程中!该物体内的总虚应变能为

&V $@
S

#%"&(" %%#&(# %%!&(!%&"#&)"# %&#!&)#! %&!"&)!"$>S #22’26$

或

&V $@
S

%CD&(CD>S #22’26.$

于是虚位移原理可表示为
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@
S

#%"&(" %%#&(# %%!&(!%&"#&)"# %&#!&)#! %&!"&)!"$>S

$@
S

#MH"&0%MH#&:%MH!&J$>S

!%:
%

#("&0%(#&:%(!&J$>3 #22’29$

或

@
S

%CD&(CD>S $@
S

MHC&0C>S%:
3

(C&0C>3 #22’29.$

即 &U3&V
式#22’29$为虚位移原理的位移变分方程"
以下给出详细证明"
若在虚位移原理的变分方程#22’29$中!考虑到在给定位移的部分表面30 上!&0C

37!在给定面力的部分表面3%上!边界条件(C3%CD4D成立"因而式#22’29$中对3%

的积分可以写成对3的积分!即有

&U $’3%
(C&0C>3%’S

MHC&0C>S $’3
%CD4D&0C>3%’S

MHC&0C>S #22’28$

运用高斯散度定理

@
S

##%"&0$

#"
%
##%#&:$

##
%
##%!&J$

#& ’!
>S

!!!!!!!! $:
3

#%"&0L2%%#&:L6%%#&JL9$>3 #22’2:$

其中L2!L6!L9 为边界外法线方向单位矢量#的方向余弦!

L23J%’#"!4$!!L63J%’##!4$!!L93J%’#!!4$
则有

@
S

##%"&0$

#& ’"
>S $@

S

%"
#
#"

#&0& ’$>S%@
S

#%"

#"
&0>S

$:
3

%"L2&0>3

及

@
S

&"#
#
#"

#&:$%
#
##

#&0& ’$>S%@
S

#&"#

#"
&:%

#&"#

##
&& ’0 >S

!!!! $:
3

&"##L2&:%L6&0$>3

即

’S
#%CD&0C$!D>S $’3

%CD4D&0C>3 #22’2;$
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此处!4D3L2!L6!L9"将式#22’2;$代入式#22’28$!得

&U $’S
#%CD&0C$!D>S%’S

MHC&0C>S

$’S
#%CD!D&0C%%CD&0C!D$>S%’S

MHC&0C>S

$’S
#%CD!D%MHC$&0C>S%’S

%CD&0C!D>S

当物体处于平衡状态时!因为

%CD!DIMHC37
此时上式第一项积分等于零"而由

%CD3%DC!!&(CD3
2
6

#&0C!DI&0D!C$

故

%CD&0C!D3%CD&(CD

于是得到

&U $’S
%CD&(CD>S

即 &U3&V
以上实质上证明了!当给予系统微小虚位移时!外力的总虚功与物体的总应变能

相等是物体处于平衡状态的必要条件"此外!还可以证明&U3&V 是物体处于平衡
状态的充分条件!即由&U3&V!导出平衡方程

%CD!DIMHC37
和应力边界条件

(C3%CD4D

读者可以自行校验"
由以上讨论可知!虚位移原理变分方程#22’29$等价于平衡方程与应力边界条

件"因此!满足变分方程#22’29$的解就一定满足平衡方程和应力边界条件"由此!
虚位移原理也可表述为(变形连续体平衡的必要与充分条件是!对于任意微小虚位
移!外力所做总虚功等于变形体所产生的总虚变形能"

应当指出!式#22’29$等号左边表示由于产生虚位移&0C 而引起的物体内的总

虚应变能"这种虚位移实际上应理解为真实位移的变分!而不是其他随便一种位移
函数"这就是说!式#22’29$中的&("!&(#!*!&’"!不是别的什么虚应变!而是由于

&0!&:!&J引起的!即它们之间满足下列条件

&(CD3
2
6

#&0C!DI&0D!C$ #22’21$

此外0C应满足在30 上的位移边界条件0C3"0C!即



2;8!! 第::章!变分原理及其应用

&0C37 #22’2<$
式#22’21$和#22’2<$即为方程#22’29$的两个附加条件"
在应用虚位移方程#22’29$时!所选取的解!不必预先满足平衡方程和应力边界

条件!只要求所给的虚位移&0!&:!&J能满足附加条件#22’21$和#22’2<$!即要求满
足变形协调条件和几何边界条件"

&0C可理解为变量函数0C#"C$的变分!即0C#"C$与其邻域的任意容许函数之微小
差别"可见!&0C是指0C值的微小变化!而>0C则是指其自变量的微小变化所引起0C

的微小变化!二者不要混淆"欧拉最早引入了变分的概念和方法!从而使得一些变分
原理得以产生"之后!拉格朗日完成了.分析力学/两卷集巨著#21<<$!使得整个力学
可以建立在变分原理的基础上"

!!欧拉#O"C,&.@$!2171年生于瑞士!21<9年逝世"

2166年2:岁时毕业于巴赛尔大学#bM/0.@’/BS%(EA’.&$!

师从伯努利#D%-ME.@M%,&&/$"次年获硕士学位"216;年

应邀赴俄罗斯讲学!2199年当选为彼得堡科学院院士!

2161!2182年曾在彼得堡俄罗斯科学院做研究工作多

年"2182年应德国国王之邀!返回德国"21;;年应凯瑟

琳二世#\AB-.@/M.%$之邀!回彼得堡工作至终"他首先

提出了变分法的概念!使得变分原理的发展成为可能!并

在力学-数学和流体动力学等多方面都有重要贡献!他首

先定义了数学符号.!/!4 等"以欧拉命名的数学力学公

式有数种"其晚年由于劳累和俄罗斯的寒冷而失明后仍

在工作"

O.%MA@>C,&.@

拉格朗日#D"O"OAU@AMU.$!219;年生于意大利!

2<29年逝世"他自学掌握了当时的数学分析!2;岁时就

任皇家炮兵学校的数学教授"他把变分学引入力学!著

有.分析力学/!形成了经典力学新体系!称为1拉格朗日

力学2!后任巴黎科学院院士"当时!其学术声望已达到

了顶峰"

D%’.L-O%,/’OAU@AMU.
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应当特别指出!虚位移原理的成立与材料的本构关系无关"就是说!虚位移原
理对于弹性体-弹塑性体和理想塑性体等类固体材料都是适用的"
下面给出应用虚位移原理的例题"
例##’#!设有图22’6所示的简支梁!跨中附有弹性支承!受均布载荷*作用!

试写出梁的挠曲线的微分方程和边界条件"

图!22’6

解!梁在平衡状态由附加虚位移&J 时!
虚位移原理给出

&V3&U #A$
此处

&V $6’
L

7’6
%"&("># $6 >" #H$

(" $&!J/!!%" $&1!J/
&(" $&!&#J/$$&!#&J$/

代入式#H$并整理后得

&V $61T’
L

7
J/#&J/$>"

两次分部积分后!可化为

&V $61T J/#&J$. L
7&J#9$#&J$L

7%’
L

7
J#8$&J>& ’" #J$

如令弹簧内的反力为,!则

&U $6’
L

7
*&J>"&,&J= #>$

此处J=为梁在弹簧支承=处的挠度"由此!#A$化为

6’
L

7
#1TJ#8$&*$&J>"%61TJ/#&J$. L

7&61TJ#9$#&J$L
7%,&J= $7 #.$

边界条件为

#&J$.L37!!#&J$737!!#&J$L3&J=

考虑到&J除弹簧支承处外!均为任意!故欲使式#.$成立!必有
#1TJ/$"3737!!6#1TJ#9$$"3L?,37 #($

挠度函数必须满足

1TJ#8$?*37 #U$
及

#J$"3737!!#J$."3L37 #-$
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##;6!最小总势能原理

由虚位移原理可直接导出最小总势能原理"实际上!我们由应变能函数V7

V73
2
6
%CD(CD #A$

及

%CD3
#V7

#(CD

#H$

在V7 中引入广义胡克定律后!因为有

(CD(CD3(6
"I(6

#I(6
!I

2
6

#)6
#!I)6

!"I)6
"#$

故有

V732(CD(CDI
4
6
F63V7#(CD$ #J$

其中F3(CC"
在上式中代入应变位移关系!当存在应变能函数V7#0C$时!虚功方程可写为

’S
&V7#0C$>S&’S

MHC&0C>S&’3%
(C&0C>3$7 #22’2=$

假定当物体从平衡位置有微小虚位移时!物体的几何尺寸的变化略去不计"原
来作用在物体上的体力MHC!面力(C!其大小和方向都保持不变"于是!式#22’2=$
中的变分符号可以移至积分号以外!令&1B记作这个变分量!有

&1B $&’S
V7#0C$>S&’S

MHC0C>S&’3%
(C0C>& ’3 $7

于是有

&1B3&#V?U$37 #22’67$
其中

1B $’S
&V7#0C$&MHC0C’>S&’3%

(C0C>3 #22’67.$

其附加条件

0C?"0C37!!#在30 上$
其中"0C为已知量"
式#22’67$中!1B称为总势能!V 称为弹性体的应变势能!U 为外力所做的功!

即外力势能"当物体在不受外力作用的自然状态下!应变势能与外力的势能均为零"
式#22’67$说明!在给定的外力作用下!实际的位移应使总势能的一阶变分为零!即
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使总势能取驻值"以下进一步证明实际的位移总是使物体的总势能取最小值"
对于稳定的平衡状态来说!物体偏离平衡状态而有虚位移时!其总势能的增量恒

为正"实际上!可以证明!总势能1B的二阶变分为正"为此!令0+
C 为机动许可的

位移场!0C为真实解的位移场!与之相应的应变张量为(+
CD和(CD

0+
C 30CI&0!!(+

CD 3(CDI&(CD

如将V7#(+
CD $按泰勒级数展开!略去二阶以上的高阶微量!可得

V7#(+
CD $3V7#(CD$I

#V7

#(CD
&(CDI

2
6
#6V7

#(6
CD

#&(CD$6 #>$

于是!机动许可状态的总势能与真实状态总势能之差为

1B#(+
CD $&1B#(CD$$’S

&V7#(CD %&(CD$&V7#(CD$’>S

!&’S
MHC&0C>S&’3%

(C&0C>3 #.$

而

1B#(+
CD $?1B#(CD$3&1BI

2
6
&61BI*

其中

&1B $’S
&V7>S&’S

MHC&0C>S&’3%
(C&0C>3$7

故

&61B $’S
&6V7>S $

2
6’S

#6V7

#(CD#(AL
&(CD&(AL>S #($

式#($在&(CD足够小时必为正!因为!如令(CD37!从而%CD37!则式#>$可化为

V7#&(CD$3
2
6
#6V7

#(6
CD

#&(CD$6

从而得

1B#(+
CD $&1B#(CD$$&61B $’S

V7#&(CD$>S

由式#J$知V7#(CD$为正定的!故

&61B-7!!1B#(+
CD $-1B#(CD$ #22’62$

于是!得出下列最小总势能原理(在所有满足给定几何边界条件的位移场中!
真实的位移场使物体的总势能取最小值"
物体在外力作用下所产生的位移场!除了满足位移边界条件以外!还必须满足

以位移表示的平衡方程以及应力边界条件"最小总势能原理说明!真实的位移除满
足几何边界条件外!还要满足最小势能原理的变分方程"实际上以上已经证明!变分
方程#22’29$完全等价于平衡方程与应力边界条件"同样的结论也适用于式
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#22’67$"用最小势能原理和用泛定方程求解边值问题!只是形式上不同"以后将看
到!这种解题手段的变更!在不少情况下!将给予我们很大的方便!同时也扩大了解题
的范围"以后还要讨论用变分方法求弹性力学问题的近似解"
由最小总势能原理可导出熟知的卡氏#J*)+4K-4*@&LX$第一定理(当应变能1B

可用广义位移表示&1B31B#9C$’时!则广义力-C由#:B#9C$#9C给出!此即卡氏第一
定理#推导留作习题$"
例##’$!设有受分布载荷集度为*#"$作用的简支梁#图22’9$!试用最小总势

图!22’9

能原理导出梁的挠曲线方程"
解!为简便计!略去剪应力"

&1B3&#V?U$37
于是有

1B $’S
V7>S $

2
61@%6

">">#>!

其中

%" $
9#
\

!!9 $&1\
>6J
>"6

!!\$:#6>!>#

由此

V $
2
6’

L

7
1\

>6J
>"# $6

6

>" #A$

U $’
L

7
*J>" #H$

根据&1B37变分量为&J!注意到

&J.3&
>J
># $"

3
>#&J$

>"
3#&J$.

&1\#J/$6361\J/#&J$/361\J/&#J/$

故

&1B $’
L

7
1\J/#&J$/>"&’

L

7
*&J>" #J$

上式等号左边第一项积分利用两次分部积分!可得

’
L

7
1\J/#&J$/>"$1\J/#&J$. L

7&#1\J/$.&J>" L
7%’

L

7
#1\J/$/&J>" #>$

对于简支端

1\J/#&J$. L
73#1\J/$&J L

737
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故将式#>$代入式#J$!得

’
L

7
&#1\J/$/&*’&J>"$7

由&J的任意性!得
#1\J/$/?*37 #.$

此即梁的挠曲线方程"

##;7!虚应力原理

在第22X6节中!讨论了在外力作用下处于平衡状态的变形体!当有微小虚位移
时!得出了外力的总虚功与物体内的总虚应变能相等的性质!并在考虑了物体弹性本
构关系后!直接导出了最小总势能原理"本节讨论处于同样状态的物体!当应力分量
有微小变化时的情况"为此!引进虚应力概念"所谓虚应力是满足力的平衡条件及
指定的力的边界条件的-任意的-微小的应力"虚应力记作&%"!&%#!*!&&!""虚应力
的特征是!它使改变后的应力分量

%.CD3%CDI&%CD #A$
仍满足平衡方程和应力边界条件!但不满足变形协调方程"于是有

%.CD!DIMHC37 #H$

其中体力MHC是给定的"于是!上式与产生虚力以前的平衡方程相减后!可得
#&%CD$!D37 #22’66$

物体S 的表面分为两部分!即给定面力的部分表面3% 和给定位移的部分表面

30"在30 上!由于应力分量的变化!面力分量("!(#!(! 也随之变化"于是!在30

上有

#%CDI&%CD$4CD3(CI&(C #22’69$

与原边界条件相减后!得

&(C3#&%CD$4D #22’68$

而在3%上有

&%CD4D37 #22’6:$
现在物体处在给定条件下的平衡状态!位移分量和应变分量分别为0!:!J 和

("!(#!*!("#!且有

("?
#0
#"

37!!*!!)"#?
#0
##

?
#:
#"

37!#在S 内$ #22’6;$

0?"037!!*!!J?2J37!#在30 上$ #22’61$
此处"0!":!2J为给定量#下同$"
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如物体内的应力分量有一微小虚应力!则有

@
S

(" &
#0
## $"

&%" % (# &
#:
## $#

&%# %*% )"# &
#0
##

&
#:
## $"

&&"& ’# >S

!%:
30

0&"# $0 &(" %#:&":$&(# %#J&2J$&(& ’! >3$7 #22’6<$

由分部积分和散度定理!上式可化为

@
S

("&%" %(#&%# %*%)"#&&"# %
#&%"

#"
%
#&&"#

##
%
#&&!"

## $!
0%#*$:%#*$& ’J >S

%:
3%

#0&(" %:&(# %J&(!$>3&:
30

#"0&(" %":&(# %2J&(!$>3$7 #22’6=$

代入式#22’66$和式#22’6:$后!简化为

’S
(CD&%CD>S&’30

"0C&(C>3$7 #22’97$

如令&U.为虚外力在实际位移上所做的总虚功

&U.$’30

"0C&(C>3

&V.为物体内的虚外力在实际应变上的总虚应变余能

&V.$’S
(CD&%CD>S

则有

&U.3&V.
式#22’97$表示虚应力原理!又称虚余功原理!可表述为(当物体处于平衡状态

时!微小虚外力在真实位移上所做的总虚功!等于虚应力在真实应变上所完成的总虚
应变余能"显然式#22’97$成立的附加条件为

#&%CD$!D37!!!#在S 内$

&(C37!!!!!#在3%上$
由以上讨论可以看出!虚应力原理和虚位移原理在形式上是互补的"和虚位移

原理一样!虚应力原理的成立也与材料的本构关系无关"
应当指出!在虚位移原理中包含了实际的外力和内力!因而可理解为虚位移原理

是对系统平衡的要求!而虚应力原理则包含有实际的位移和应变!所以可把虚应力原
理看作是对物体变形协调的要求"实际上由虚应力原理的变分方程#22’97$不难导
出变形协调方程!这就是说式#22’97$等价于应变协调条件"于是!按式#22’97$解
题时!对于所设解答!不必预先满足变形协调条件!而只须使虚应力&%CD满足物体的

平衡和应力边界条件"
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##;8!最小总余能原理

由虚应力原理可直接导出最小总余能原理"为了避免混乱!今后把用应变表示的
弹性应变能函数V#(CD$称为应变能函数!或应变能3而把用应力表示的应变余能函数称
为余应变能函数!或应变余能#或应力能$!记做V.#%CD$"如在虚应力原理中引进广义
胡克定律!并认为应变状态是有势的!记应变分量可由余应变能函数导出!即

(CD3
#V.7#%CD$

#%CD

而

&V.73(CD&%CD

总应变余能的变分为

&V.$@
S

&V.7#%CD$>S $@
S

(CD&%CD>S

于是式#22’97$化为

@
S

&V.7#%CD$>S&:
30

"0C&(C>3$7

当有虚应力时!在边界30 上!位移分量保持不变"于是!可把上式中的变分符号放在
积分号外!即有

&@
S

V.7#%CD$>S&’30

"0C(C>& ’3 $7 #22’92$

显然!在此情况下!附加条件为

%CD!DI(MHC37! !#在S 内$

%CD4D?((C37! !#在3%上
$
%

&$
#22’96$

如令为物体的总余能

1.B $’S
V.7#%CD$>S&’30

"0C(C>3 #22’99$

则有

&1.B37
上式说明!在所有满足平衡方程和应力边界条件的静力许可的应力场中!真实的

应力场使总余能取极值"进一步分析可以证明

&61.B-7
故得最小总余能原理(在所有满足平衡方程和应力边界条件的应力场中!真实的应力
场使物体的总余能取最小值"
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最小总余能原理以及最小势能原理都适用于线性-非线性弹性体"
我们知道!物体的真实的应力场既满足平衡方程-应力边界条件!又满足变形协

调条件"由最小总余能原理知道!真实的应力场!满足平衡方程和应力边界条件!还
满足使总余能取最小值的条件"可见!最小总余能原理与变形协调条件等价!实际
上!通过直接变换!可由变分方程#22’92$导出变形协调方程"

下面指出最小总余能原理的一种特殊情况"若在全部表面上给定面力!则面力
的变分等于零!由式#22’66$!得

&1.B3&V.37 #22’98$

变分方程#22’98$称为最小功定理(若物体的面力给定!则在所有满足平衡方程
边界条件的应力场中!真实的应力场使余应变能取最小值"对于线弹性体!余应变能
与应变能相等!故式#22’98$又称为最小应变能定理"此时有

&V37 #22’9:$

如将最小余应变能原理用于线弹性力学问题!则不难导出熟知的卡氏第二定理!

即当应变余能V.可用广义力-C表示时!则广义位移由#V.#-C$)#-C给出#推证留作
习题$"

##;9!一般变分原理

在虚位移与最小总势能原理中!位移分量是参与变分的独立变量3而虚应力原理
与最小总余能原理!则应以应力分量作为参与变分的独立变量"这两种类型的变分
原理!对于求解不同类型的问题时所显示出来的优点!各不相同"但我们有时候希望
在一个变分过程中!位移分量和应力分量等能够同时独立变分!一次就从一个变分方
程中导出弹性力学问题的全部基本方程!包括平衡方程!应变协调方程和应力边界条
件与几何边界条件"本节将讨论这样的一般变分原理"
为达到上述目的!我们可以从最小势能原理出发!引用拉格朗日待定乘子法!即

把它的附加条件纳入变分方程中去!从数学角度说!就是把条件极值问题用拉格朗日
乘子法加以变化!从而得到一般变分原理的泛函"我们知道!最小势能原理是以0C

为变分量!附加条件为(在30上!0C3"0C!在S 内!有(CD3
2
6

#0C!DI0D!C$!共=个关系

式"这是条件极值问题!于是!我们在;,内引进=个拉格朗日乘子4C#C32!6!*!

=$!于是得到一般变分原理的泛函;]为

;]$@
S

&V7#("!(#!*!)!"$&#(M"0%(M#:%(M!J$’>S
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!&@
S

(" &#0
## $"42% (# &#:

## $#46%#*$49%#*$48%#*$4:%#*$4& ’; >S

!&:
3K

#2K"0%2K#:%2K!J$>3&:
30

&#0&"0$41%#:&":$4<%#J&2J$4=’>3

#22’9;$
式#22’9;$中每一项都应有功的量纲!故42!46!*!相应地应为%"!%#!*!&!"及,"!

,#!,!这样=个待定乘子而参与变分的独立变量为%CD!(CD!,C!0C 共计2<个(%"!%#!
*!&!"!("!(#!*!)!"!,"!,#!,! 和0!:!J"此外!没有别的约束条件"关于这2<个
独立的量取变分!求;]的极值(

&;]$@
S

#V7

#("
&%# $" &("%*% #V7

#)!"
&&# $!" &)!" & ("&#0

## $" &%"&*

& )!" &#J
#"&#0

## $!&&!" & #%"

#"%#&"#

## %#&!"

#! %(M# $" &0&#*$&:&#*$&

;

<

=

>
J

>S

!%:
3K

&#K" &,"$&0%*%#K!&2K!$&J’>3%:
30

&#K" &,"$&0%*’>3

!&:
30

&#0&"0$&," %*%#J&2J$&,!’>3$7

#22’91$
或

&;]$@
S

#V7

#(CD
&%C# $D &(CD & (CD &2

6
#0C!D%0D!C& ’$&%CD &#%CD!D%(MC$&05 +C >S

!%:
3K

#%CD4D&2KC$&0C>3%:
30

#%CD4D&,C$&0C>3&:
30

#0C&"0C$&,C>3$7

#22’91.$
由此可得

2$%CD $#V7

#(CD
!在S 内

6$(CD $ 2
6

#0C!D%0D!C$!在S 内

9$%CD!D%(MC $7!在S 内

!%CD4D $ 2KC!在3K 上

!,C $ 2KC!在30 上

8$0C $"0C!在30

$

%

&上

#22’9<$

!!显然!以上是弹性力学问题的全部基本方程及边界条件"=个拉格朗日乘子的
物理意义均可由式#22’9<$确定!例如,C显然表示30上的面力!%CD是物体内的应力"
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其泛函;]为

;]$’S
V7#(CD$&(MC0C%%CD

2
6

#0C!D%0D!C$&(C& ’5 +D >S

!&’3K

2KC0C>3&’30
,C#0C&"0C$>3 #22’9;.$

!!上述一般变分原理由胡海昌于2=:8年提出#"日本学者鹫津久一郎于2=::
年(独立地给出相同的结果"文献称为胡海昌’鹫津变分原理"
如在泛函#22’9;$中!用广义胡克定律把应变分量(CD消去!注意到(CD3=.CDAL%AL!%CD

3=CDAL(AL!则得赖斯纳#4./’’M.@C"$变分原理的泛函;H

;H$@
S

%"
#0
#"%%#

#:
##%*%&!"

#0
#!%#J

## $"

&1#%"!%#!*!&!"$&#(M"0%(M#:%(M!J

;

<

=

>$
>S

!&:
3K

#2K"0%2K#:%2K!J$>3&:
30

&#0&"0$," %*%#J&2J$,!’>3

#22’9=$
其中 1#%"!%#!*!&!"$3%"("I%#(#I*I&"#)"#?V#(CD$
采用张量符合!式#22’9=$可写为

;H$’S

2
6

#0C!D%0D!C$%CD &1#%CD$&(MC0& ’C >S

!&’3K

2KC0C>3&’30
,C#0C&"0C$>3 #22’9=.$

其中%CD!0C!,C共26个独立变分量"
同样地!由泛函;H的极值条件可导出弹性力学问题的全部基本方程和边界条

件"实际上!注意到

&1$%"&(" %%#&(# %*%&!"&)!" %("&%" %(#&%# %*%)!"&&!" &&V7#(CD$

$("&%" %(#&%# %*%)!"&&!"

或!&13(CD&%CD"
则关于;H的一阶变分为

&;H$@
S

#0
#"&#V.7

#%# $"
&%" %*% #0

#!%#:
#"&#V.7

#&# $!"
&&!"

& #%"

#"%#&"#

## %#&!"

#! %M# $" &0&#*$&:&#*$&

;

<

=

>
J

>S

!%:
3K

&#L2%" %L6&"# %L9&!" &2K"$&0%#*$&:%#*$&J’>3 #22’87$

#

(

见物理学报!27卷!9期!2=:8"

见 +*R!R.J-M/JA&4.L%@B6:G2<!+A@J-!2=::"
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!&:
30

&#0&"0$&," %#*$&,# %#*$&,!’>3

!&:
30

&#," &K"$&0%#,# &K#$&:%#,!&K!$&J’>3$7

由此得

#2$(CD3
#V.7
#%CD

!在S 内!(CD3
2
6

#0C!DI0D!C& ’$3

#6$%CD!DI(MC37!在S 内3
#9$%CD4D32KC!在3K上3
#8$0C3"0C!在30上"
即弹性力学问题的全部基本方程"
由此可见!从最小总势能原理出发!应用拉格朗日乘子法!可以导出一般变分原

理"为适当地限制独立变分量还可由此导出最小总余能原理"在弹性小变形条件

图!22’8

下!这两种类型的变分原理是一致的"
例##’6!如有一个受分布载荷*#"$及弯矩

97作用的梁!左端固定!右端简支#如图22’8$"
试给出泛函;,!;]!并验证5;] 37等价于此问
题的全部方程和边界条件"
解!最小势能原理的泛函;,为

;, $ 2
6’

L

7
1T#*$6>"&’

L

7
*U>"%97

>J#L$
>"

#A$

其中*3J/A >6J
>"# $6 为梁挠曲线的曲率(

*$ 9
1T

几何边界条件为

J#7$$>J#7$
>" $J#L$$7

!!为了求出泛函;]!我们在式#A$中引用拉格朗日乘子(9!,!-!H!并将*3J/作
为附加条件看待"于是!上述问题化为条件极值问题"如前所述!我们有泛函;]为

;]$ 2
6’

L

7
1T#*$6>"&’

L

7
*J>"%97

>J#L$
>"

!%’
L

7
#*&J/$9>"%,J#7$%-J.#7$%HJ#L$ #H$

其中变分量为*!J!9!,!-和H!而无其他附加条件"式#H$的一阶变分为
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&;] $’
2

7
&9%1T#*$&*&9&#J/$&*&J’>"

97&J.#L$%,&J#7$%J#7$&,%-&J.#7$%J.#7$&-%H&J#L$%J#L$&H
注意到

!’
L

7
9&#J$/>"$1T’

L

7
J/#&J$/>"

$1TJ/#&J$.
L

7
&1T’

L

7
J<#&J$.>"

$1TJ/#&J$.
L

7
&1TJ<&J

L

7
%’

L

7
J//&J>"

$9#&J$.
L

7
&9.&J

L

7
%’

L

7
J/&J>"

则有

&;]$’
L

7
&#9%1T*$&*&#9/%*$&J%#*&J/$&9’>"

!%&*&9.#7$’&J#7$%&-%9#7$’&*.#7$%&H%9.#L$’&J#L$ #J$

!&&9#L$&97’&J.#L$%J#7$&,%J.#7$&-%J#L$&H
由&;]37!及&*!&U!&9!&,!&-和&H等的任意性!可得所给问题的全部方程和边
界条件(

2$1T*%9 $7!!!!!!;$9#L$&97 $7
6$9/%*$7 1$J#7$$7
9$*&9.#7$$7 <$J.#7$$7
8$-%9#7$$7 =$J#L$$7
:$H%9.#L$$7 27$*&J/$7

由此!拉格朗日乘子的物理意义也就明确了"

##"!!利用变分原理的近似解法

能量原理可分为三种类型(虚位移原理和最小总势能原理属于位移变分原理3
虚应力原理和最小总余能原理属于应力变分原理3此外还有一般变分原理"本节讨
论利用变分原理的近似解法"

2)里茨法

当给定面力和几何约束条件时!可以利用位移变分原理来求解"此时!应力边界
条件与位移边界条件为已知!但根据虚位移原理或最小势能原理!其变分方程
#22’29$和#22’67$均等价于平衡方程和应力边界条件!故如采用式#22’29$或式
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#22’67$求解!则选取的位移函数无须预先满足应力边界条件
!!!!!!!!!!!!

!而只须满足位移边界
!!!!!!!!!

条件
!!

"如选取位移函数为

0#"C$$07%*
4

A$2
>A0A#"C$

:#"C$$:7%*
4

A$2
?A:A#"C$

J#"C$$J7%*
4

A$2
=AJA#"C

$

%

&
$

#22’82$

式中!>A!?A!=A 为未知待定的任意常数!07!:7!J7 满足位移边界条件!即

073"0!!:73":!! J732J!!#在30 上$

而0A!:A!JA#A32!6!*!4$为坐标的线性独立的设定函数!且满足

0A3:A3JA37!#A32!6!*!4$!#在30 上$

这样不论系数4如何取值!位移函数总能满足位移边界条件"
对于位移取一阶变分时!只需对系数>A!?A!=A 取一阶变分!即

&0$ *
4

A$2
&>A0A!!&:$ *

4

A$2
&?A:A!!&J $ *

4

A$2
&=AJA

将式#22’82$代入虚位移原理的变分方程式#22’29$或代入最小势能原理的变分方
程式#22’67$!由&>A!&?A!&=A 的任意性!都可得到用以确定全部系数的线性代数方
程组"

例如!将式#22’82$代入式#22’67$!可得

&*
4

A$2

#V
#>A

&>A%
#V
#?A

&?A%
#V
#=A

&=# $A %@
S

&>A0AMH">S%@
S

&?A:AMH#>& S

%@
S

&=AJAMH!>S%:
3%

&>A0A(">3%:
3%

&?A:A(#>3%:
3%

&=AJA(!> ’3 $7

计及&>A!&?A!&=A 的任意性!整理后得

#V
#>A

$@
S

0AMH">S%:
3%

0A(">3

#V
#?A

$@
S

:AMH#>S%:
3%

:A(#>3

#V
#=A

$@
S

JAMH!>S%:
3%

JA(#>

$

%

&
3

#22’86$

上式#22’86$中!V 为应变能函数!系>A!?A!=A 的二次函数"因而式#22’86$为系数

>A!?A!=A 的线性代数方程组"方程的个数为94!与未知数的个数相等!故可由式
#22’86$确定全部系数>A!?A!=A!从而由式#22’82$可求出位移分量"式#22’86$或写
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成下列形式

#V
#>A

37

#V
#?A

37

#V
#=A

$

%

&
37

!#A32!6!*!4$ #22’89$

这一方法即里茨#]X4/Ba$法!系法国学者里茨于2=7<年所提出"

6)伽辽金法

适当地选择函数07!:7!J7 和0A!:A!JA 以及项数4!可以得到精确度较高的位
移解"如将求得的位移解!代入用位移表示的应力表达式!即

%" $6 7
8

9
2

#V7

#"
%*

4

A$2
>A

#0A

#"
%

:
2&6:

#07

#"
%
#:7

##
%
#J7

#& !

!%*
4

A$2
>A

#0A

#"
%?A

#:A

##
%=A

#JA

## $’$%&!
#22’88$

!!! !%#3*
*

由此即可求出对应的应力分量的近似解"
通常近似解的精度往往因取导数而降低!所以应力近似解的精度一般都较差"

这是因为!应力分量并不精确地满足平衡方程!而是只满足了平衡方程与一个加权函
数0C乘积的积分为零的条件

&V $&’S
#%CD!D%MHC$0C>S&’3%

#%CD4D&(C$0C># $3 $7

为了提高精度!可增加式#22’82$中的总和号下的项数!当4BN则解应趋于精确解"
现在讨论另一种方法"
如选取位移函数时!使其不仅满足位移边界条件

!!!!!!!!!!!!
!而且也满足应力边界条件
!!!!!!!!!!!

!则
变分方程#22’29$或#22’67$为

&U3&V
或

’S

#V7

#(CD
&(CD>S $’S

(MHC&0C>S%’3
((C&0C>3$’S

%CD&0C!D>S

$’3
%CD4D&0C>3&’S

%CD!D&0C>S #22’8:$

由此得
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’S
#%CD!D%(MHC$&0C>S $7 #22’8;$

即

@
S

#%"

#"
%
#&"#

##
%
#&"!

#!
%MH# $" &0%#*$&:%#*$&& ’J >S $7 #22’81$

注意到 &0C $ *
4

A$2
&>CA0CA!!#&0C $&0!&:!&J$

即 @
S

#%CD!D%(MHC$*
4

A$2
&>CA0CA>S $7

#C32!6!93>CA3>A!?A!=A30CA30A!:A!JA$ #22’8<$
此式展开为三个方程!则每个含有4个积分!其中&>A 为任意值!故如该式成立!则只
有每个积分都等于零"
将式#22’82$代入式#22’8<$!并注意到&>A 与"!#!!无关!可放在积分号外!故有

’S

#%"

#"
%
#&"#

##
%
#&"!

#!
%MH# $" 0A>S $7

’S

#&"#

#"
%
#%#

##
%
#&#!

#!
%MH# $# :A>S $7

’S

#&"!

#"
%
#&#!

##
%
#%!

#!
%MH# $! JA>S $

$

%

&
7

!#A$2!6!*!4$ #22’8=$

在上式中!各应力分量可用位移分量表示"由于位移分量是系数>A!?A!=A 的线性

函数!故式#22’8=$为该系数的线性方程组"求解之后!代入式#22’88$便可求得
各位移分量"这一方法即伽辽金#E"!"!A&.@$/M$法!系俄国学者伽辽金于2=97年
所提出"

伽辽金#E"!"!A&.@$/M$!2<12年生于俄罗斯!2=8:
年逝世"2<==年毕业于彼得堡技术学院!2=7=年进入该

学院任教!2=67年任应用力学教研室主任!2=9:年当选

为苏联科学院院士"他在弹性力学中的板壳问题-弹性

稳定等方面有重要研究成果"他给出的近似计算方法称

为1伽辽金方法2"

E%&/J.!@/UA%&/H/J-!A&.@$/M
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如前所述!利用虚应力原理和最小总余能原理来求弹性力学问题的近似解时!要
以应力分量作为独立变量进行变分!所选的应力场!必须是静力许可的应力场!即满
足平衡方程和应力边界条件!而变形协调条件则无须预先满足"在求解具体问题时!
可能会碰到两种边值问题(一种是给定面力!一种是给定位移"当给定面力时!则将

&("3&(#3&(!37代入变分方程3如给定位移!则应力的变分应满足式#22’66$!再
由式#22’68$求出&("!&(#!&(! 之后代入应力变分方程进行计算"在此情况下!仍可
用里茨法或伽辽金法求近似解"

9)有限元法

解弹性力学问题本质上是求解偏微分方程边值问题"由于问题的复杂性!人们
往往采取各种近似方法或渐近方法来求解"有限差分法就是用差分方程逼近所研究
问题的微分方程的近似方法!在那里用有限差分关系式代替导数!就可以用代数方程
来近似表示微分方程"这就方便地使用近代计算手段数值求解"本节将介绍有限元
法!它是应用更加广泛的一种数值计算法!这种方法可以十分方便地用电子计算机实
现!而且目前已有多种有效的功能齐全的计算软件可使用"
本节将从变分原理引出有限元法的基本概念"在前面讨论的变分方法中!实际

上是把求解微分方程边值问题化为求某一泛函近似最小的问题"例如!在最小总势
能原理中!变分方程#22’67$除了满足给定几何边界条件外!它完全等价于平衡方程
与应力边界条件"就是说!用最小势能原理和用泛函方程求解边值问题只是形式上
的不同"
物体的总势能为

1B $’S

2
6
(CD=CDAL(AL&MHC0# $C >S&’3%

(C0C>3 #22’:7$

为了以后讨论方便!将应力矢量-应变矢量-位移矢量等均用矩阵符号表示!即

1B $’S

2
6
!R’!&%R# $& >S&’3%

%R(>3 #22’:2$

以下!把体积域分成有限个单元!并把上式写成

1B $ *
@

C$2
1BC!!#C$2!6!*!@$ #22’:6$

其中@为所分割成的单元数!而

1BC $’SC

2
6
!R’!&%R# $& >S&’#3%$C

%R(>3 #22’:9$

此处SC!#3%$C分别表示第C个单元的区域和其上的应力边界那一部分"显然!若物
体的位移场是连续的!则一个单元的%!与所有相邻单元在它们公共边界上的值是相
同的"所以式#22’:9$就和式#22’:2$形式相似!是第C个单元的势能"就是说!物体



::"!!利用变分原理的近似解法 2<2!!

整体的总势能就可以用@个单元体的势能的总和来计算"这就是说!有限元法的理
论根据就是最小总势能原理"同样地!也可从最小总余能原理!乃至广义变分原理等
都可导出各种类型的有限元法"以下!将以最小总势能原理来说明有限元法的概念"
有兴趣的读者可参阅专门的有限元法著作"

图!22’:

现以平面问题为例给出有限元法的基本思路"设
有一给定形状和所占区域的平面应力问题!现将其划分
为若干个三角形单元!取出其中第C个单元!它的三个顶
点分别为L!@!4#图22’:$"三角形的顶点称为节点!
我们将设法将三角形内部的值用节点上的值表示"最
简便的方法是选用线性插值函数!目的是使得沿三角形
任一边上位移的变化都是线性的"于是由于节点上的
位移相等!所以边界上的位移也必然相等"

单元的每一个节点的位移有两个分量!例如对于节点L有

#0L
C$3

0L
2

0L
8

9

%

&6
#22’:8$

而该单元C的三个节点的;个位移分量可表示成

%3

0L
C

0@
C

04

8

9

%

&C

!!#C32!6$ #22’::$

C单元内部任一点的位移0C可由节点%惟一确定
#0C$3)% #22’:;$

其中矩阵)中的元素是该点坐标"D的函数"

选取这一函数要考虑到!将相应节点坐标代入后可以得到该节点的位移!并能保
证相邻单元边界上位移的连续性"为此!选取"D的线性函数

0C3-CI.CD"D!!#D32!6$ #22’:1$

其中-C!.C在单元C中保持常数!上式#22’:1$的展开形式为

0L
C3-CI.C2"L

2I.C6"L
6

0@
C 3-CI.C2"@

2I.C6"@
6

04
C3-CI.C2"4

2I.C6"4
$
%

&6

!#C32!6$ #22’:<$

考虑到三角形的面积为

3C3
2
6

2 "L
2 "L

6

2 "@
2 "@

6

2 "4
2 "4

6

则可得到有限单元C中任意点的位移分量为
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0C3
2

63C
>LI?L"2I=L"# $6 0L

CI#>@I?@"2I=@"6$0@
C I#>4I?4"2I=4"6$04& ’C

#22’:=$
其中

>L3"@
2"4

6?"4
2"@

6!!?L3"@
6?"4

6!!=L3"4
2?"@

2

其余系数可由循环置换角标L!@!4而得到"
求出单元所有点上的位移后!便不难确定应变分量

!3*% #22’;7$
或即

(3
(22

(66

(

;

<

=

>26

3

#
#"2

7

7
#

#"6

#
#"6

#
#"

;

<

=

>2

02

0# $6

#22’;2$

在平面应力情况下!有

"3’! #22’;6$

’3
4I66 4 7

4 4I66 7
7 7

;

<

=

>6

3
1

2?’6

2 ’ 7
’ 2 7

7 7
2?’

;

<

=

>6

#22’;9$

在平面应变情况下!只需按前述规则代换弹性常数即可"此外!不难给出下列关系式

"3+% #22’;8$
此处+称为应力矩阵!

+3’*3

?L ’=L ?@ ’=@ ?4 ’=4

’?L =L ’?@ =@ ’?4 =4

2?’
6

=L 2?’
6

?L 2?’
6

=@ 2?’
6

?@ 2?’
6

=4 2?’
6

?

;

<

=

>
4

显然!用以上公式所描述的单元的应力-应变状态!可以看成是节点力作用的结
果!节点力与单元边界上的应力必须是静力等效的"
节点力可以写成列向量

,3

HL
C

H@
C

H4

;

<

=

>C

#22’;:$

于是C单元的势能的一次变分的另一形式为
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&-BC $ #&%$R’3
*R’*%W>">#&#&%$R, #22’;;$

由&-BC37!得

,3*R’*%W3C #22’;1$
其中3C为单元面积!W为单元厚度"上式即

,3.7% #22’;<$
其中

.73*R’*W3C

.7 称为单元刚度矩阵!且可写成下列展开的形式

.73

.LL
7 .L@

7 .L4
7

.@L
7 .@@

7 .@4
7

.4L
7 .4@

7 .44

;

<

=

>7

#22’;=$

此处!每一个子阵均为6c6维"例如.L@
7 为

.L@
7 3.LR

7’*@W3C #22’17$
现在我们来考虑外力"若作用在物体上的外力为集中力!则在划分单元时!应使

这些力作用在单元网格的节点上"若外力为分布力!则应以静力等效集中力来代替"
这样!节点上的外力矢量为(!其相应位移矢量为%!则有

&-B $ #&%$R’3
*R’*%W>">#&#&%$R/ #22’12$

由&-B37!得

/3.% #22’16$
此处.为总刚度阵!其中任一元素可表示为

.N5 $ *
9
.N5

7

式中的求和号表示在节点N和5所连接的全部单元上求和"而矩阵.N5
7 由式#22’17$

求出"
由此可见!有限元法就是当在单元内部给定机动许可的位移场时!寻求使物体的

总势能为最小的位移场"从而!不难想象到!有限元法与里茨法有相似之处!其差别
仅在于选择位移函数上"里茨法中!位移函数是用整体范围内的某些参数给出的!而
在有限元法中!它是由单元范围内的节点位移给出的"位移函数的任一变更影响的
范围差别很大"因而!里茨法仅适用于简单形状的物体!而有限元法!则只需在划分
单元时!选用简单的便于分析的单元形状"
下面给出主要计算步骤(
#2$将结构离散化!划分单元并编号3
#6$写出单元刚度矩阵3
#9$形成总体刚度矩阵3
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#8$移置结构载荷3
#:$引入支承条件3
#;$解总体平衡方程组3
#1$计算结果整理"
例##’7!设有长度为L的简支梁!受均布载荷*作用!用近似解法求梁的挠度

:#"$#图22’;$"

图!22’;

解

2$用里茨法求解
#2$假定位移函数为

:#"$3=2"#L?"$I=6"6#L6?"6$I* #A$
显然!上式#A$满足边界条件

:#7$3:#L$37
今仅取式#A$的第一项!则由最小势能原理有

1B3V?U
#1B

#=2
37

可得

=23
*L6

681\
将=2 代入式#A$!得梁的挠度为

:3
*L8

681\
"
L

?
"6

# $L
#H$

其跨度中的最大挠度为

:5AW3
*L8

=;1\
初等理论解为

":5AW3
*L8

1;X<1\
#22’19$

可见!误差为21["如取式#A$的前两项!则可得=23
*L6

681\
!=63

*
681\

!于是有

:3
*L6"
681\

#L?"$I
*"6

681\
#L?"$6 #J$

上式#J$给出的最大位移与初等理论的解已比较接近"
#6$再假定位移函数为下列三角级数



::"!!利用变分原理的近似解法 2<:!!

:$>2’/M
""
L

%>6’/M
6""
L

%*%>4’/M
4""
L

%* $ *
N

4$2
>4’/M

4""
L

#>$

其中>4 为待定系数!即梁的挠度曲线将由一组正弦曲线叠加而成#图22’;H$"

此时!最小势能原理的总势能1B仍为

1B $’
L

7

1\
6

>6:
>"# $6

6

>"&’
L

7
*:>" #.$

而其中等号右边第一项的被积函数为

>6:
>"63?>2

"
L6’/M

""
L ?8>6

"6

L6’/M
6""
L

?=>9
"6

L
’/M

9""
L

?*

将上式代入式#.$!并注意到

’
L

7
’/M

4""
L

>"$
L
6

’
L

7
’/M

4""
L

’/M
@""
L

>"$7!#@ 14$

得

1B $
1\"8

8L9 *
N

4$2
48>6

4 &
6*L
" *

4$2!9!:!*

>4

4
#22’18$

根据里茨法!有

#1B

#>4
37 #($

当4为奇数时!有

61\"8

8L9 48>4?
6*L
4"

37

当4为偶数时!有

61\"8

8L9 48>437

由此!4为奇数时!得

>43
8*L8

1\4:":

由此!4为偶数时!得

>437
于是梁的挠曲线可写为

:$
8*L8

1\": *
4$2!9!:!*

2
4:

’/M
4""
L

#22’1:$

级数式#22’1:$收敛很快!一般地说!取前两项已足够精确"
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梁中点的最大挠度为

:5AW3
8*L8

1\":
2?

2
9:I

2
::?# $*

当取级数的第一项时!有

:5AW3
*L8

1;X;1\
与初等理论的解":5AW相比!误差为7X6;["

6$用伽辽金法求解
用伽辽金法解题!要求设定位移函数既满足位移边界条件又满足力的边界条件"

在这种情况下!位移边界条件为

:/
"37
"3L

37

力的边界条件为

:
"37
"3L

37

#2$首先考虑多项式形式的位移函数
由于一次-二次多项式不满足位移和力的边界条件!三次多项式不满足对称性要

求!故选取下列四次多项式

:3>2"8I>6"9I>9"6I>8"I>: #U$
于是!

:/326>2"6I;>6"I6>9

由"37!:3:/37!得

>93>:37
由"3L!:3:/37!得

>63?6>2L!!!>83>2L9

由此得

:3>2#"8?6L"9IL9"$ #-$
此时式#22’:2$化为

@
S

#&"#

#"
%MH# $# :A>S $7

即

’
L

7

#-"

#"
%# $*:A>"$7 #/$

此处:A3"8?6L"9IL9"!于是有

’
L

7
#&1\:#8$%*$#"8&6L"9%L9"$>"$7
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即有

1\:#8$3*
1\%68>23*

由此得>23*)681\!及

:3
*

681\
#"8?6L"9IL9"$ #d$

此即初等理论的解"
#6$取位移函数为三角级数

:$ *
N

C$2
>C’/M

C""
L

#$$

显然此函数能满足全部边界条件

:#7$3:/#7$3:#L$3:/#L$37
此时式#/$化为

’
L

7
1\ *

N

C$2
>C &

C""# $L

8

’/M
C""& ’L

’/M
C""
L

>"%’
7

L
*’/M

C""
L

>"$7

注意到三角函数的正交性!上式化为

?1\>C
C"# $L

8

%2
6

? *
L
C"

J%’
C""# $L

L

7
37

由此可得

>C $
8*L:

1\#C"$:

:$
8*L:

1\": *
N

C$2!9!*

2
C:

’/M
C""
L

这一结果与里茨法结果相同"但在计算过程中可以不必计算结构的总势能!而直接
由平衡方程开始!较为简便"
如将最小总余能原理用于线性弹性力学问题!则不难导出熟知的卡氏第二定理"

实际上!如假定线性弹性结构上受4个广义力-2!-6!*!-4的作用!并认为结构的内
力已由广义力表示!则系统的总余能为

;= $0.#-2!-6!*!-4$&*
4

C$2
-C9C #22’1;$

其中9C为与广义力-C相对应的广义位移"由最小总余能原理!有

&;J $7$ *
4

C$2

#;=

#-C
&-C

由于变分&-C的独立性!则得4个独立的方程(

#;J

#-C
$7!#C$2!6!*!4$ #22’11$
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于是!由#22’1;$得

9C $#V.
#-C

!#C$2!6!*!4$ #22’1<$

式#22’1<$即为卡氏第二定理"
例##’8!用卡氏第二定理求图22’1所示简单拉伸杆的伸长"
解!由卡氏第二定理

9C $#V.
#-C

图!22’1

在此情况下!有

V.#K$$’
K

7
5#K$>K

对于弹性情况

5$ L
61K

V.#K$$ L
661K6

故杆的伸长为

9$#V.
#K $LK

61

复 习 要 点

2)单位体积的应变能为

V7 $’
(CD

7
%CD>(CD

而单位体积的应变余能#又称为应力能$为

V7 $’
%CD

7
(CD>%CD

两者之间的关系为

#A$应变能与应变余能是互补的3
#H$在线弹性时两者相等"



习题 2<=!!

6)虚位移原理可以表示为(物体平衡的充要条件是!对于任一微小虚位移!有

&V $&U
与虚应力原理的表述和含义不同"

9)最小总势能原理与最小总余能原理的表述

&1B $7!!&1.B $7
!!8)由最小总势能原理导出的卡氏第一定理(

-C $#V
#9C

由最小总余能原理导出的卡氏第二定理(

9C $#V
#-C

!!:)里兹法与伽辽金法都是基于最小总势能原理的近似解"

;)有限元法可以认为是变分原理的近似解法!其精确度随着离散化的网格增密
而提高"

思!考!题

##’#!虚位移和虚应力是什么含义,

##’$!虚位移原理为什么和材料性质无关,

##’6!为什么最小总势能原理等价于平衡方程和应力边界条件,

##’7!用最小总势能原理求得近似解后!能否由此求出位移分量, 为什么,

##’8!里兹法与伽辽金法的近似性表现在哪里,

##’9!如果弹性体处于运动状态则由达朗贝尔#>eZ&.5H.@B!D"&.4"$原理!你
能否建立起一个弹性体运动的变分方程#称为哈密顿#̂A5/&B%M!]"4"$变分原理$,

习!!题

##’#!试证(

@
S

2
6%CD#0C!D%0D!C$>S $’3

%CD4D0C>3&@
S

%CD!D0C>S

!!##’$!试证明虚位移与虚应力是下列高斯散度定理的特殊情况(

@
S

%CD(CD>S $’30
(C0C>3%@

S

MHC0C>S%’3%
(C0C>3

!!##’6!试证明图示悬臂梁的应变能公式(
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V $ 2
6’

7

L
1\#J/$6>"

及

1I $ 2
6’

7

L
1\#J/$>"&’

7

L
*#"$J>"&9J.#L$%MJ#L$

并说明其附加条件"

习题!22’9

##’7!试绘出图示结构的余能表达式"

习题!22’8

##’8!试用卡氏第二定理求图示三杆桁架中6点的位移"

答案( 93 ,L
61#2I6J%’9-$

习题!22’: 习题!22’;

!!##’9!试给出平面应力状态极坐标的应变能表达式"

答案( V7#(CD$3
1

6#2?6’$&(
6
NI(6

3I6’(N(3I#2I’$)6
N3’

##’!!设有图示悬臂梁右端受/作用!如取挠曲线为
J $>"6%?"9

试求>!?的值"

答案( >3 ,L
61T

!!?3? ,
;1T



第#$章
薄板的弯曲

#$;#!基本概念与基本假定

在工程结构中!经常用板作为一种结构构件"板的几何特点是其厚度远小于其
他两个方向的尺寸#图26’2$"

图!26’2

板可分为薄板和厚板以及薄膜"所谓薄
板!实际上是有一定厚度的板!通常把满足下
列条件的板算为薄板(

2
<7

)
2# $277

4
W
?

4
2
:

)# $2
<

其中?为板的较小的边长"否则就是厚板

W
?

3
2
:

)# $# $2
<
或 薄 膜

W
?

,
2
<7

)
2# $# $277

"

采用薄板一词只是为了区别厚板与薄膜"
板是一种主要抗弯扭的结构单元"厚度

很小的薄膜!其抗弯扭的能力很低!可认为其
抗弯刚度等于零!而横向外载荷由轴向力与中面剪力来承担"当板的厚度足够大时!
其内部任一点的应力状态与三维物体类似!难以采用较多的简化措施!所以厚板的分
析要复杂得多"薄板具有中等厚度!可以进行简化"本章只讨论这种薄板的小挠度
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#理论 最大挠度与板厚之比在227)
2
:

!或最大挠度与最小边长之比不大于2
:7

!可认为

$是小挠度的界限 "

对薄板小挠度理论!普遍采用以下基本假定(
#2$变形前垂直于中面的任一直线线段!变形后!仍为直线!并垂直于变形后的

弹性曲面!且长度不变"
#6$垂直于板中面方向的应力较小!可略去不计"
以上两项重要的假定称为基尔霍夫’勒夫假定!其中所谓中面是指平分板厚的

平面"显然!变形前的中面为与板的上下表面平行的平面!变形后!板发生挠曲!中面
变成了曲面!称之为弹性曲面!也称为变形后的中面!统称中面"

!!基尔霍夫#!"4"F/@J--%(($!2<68年生于德国!

2<<1年逝世"曾在海登堡大学和柏林大学任物理学教

授!他发现了电学中的1基尔霍夫定律2!同时在薄板研究

中也做出了重要贡献"!,’BA04%H.@BF/@J--%((

勒夫#Z"C"̂ "O%0.$!2<;9年生于英国!2=87年逝

世"牛津大学自然哲学教授!在数学-弹性力学方面做出

了杰出的贡献"例如他给出了薄板的合理简化假定!首先

发现了在介质界面处弹性波的传播规律#称为勒夫波$"

他所著.数学弹性理论/被译成多种文字!被公认为经典巨

著"
Z,U,’B,’C>fA@> %̂,U-O%0.
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下面进一步分析这些假定的力学意义!并由此导出弹性薄板小挠度理论的基本关
系式"
上述第一条假定习惯上称为直法线假定!和材料力学中梁的弯曲理论中平截

面假定相似"图26’6是直法线假定的几何表示"图中给出了#3常数的截面!其
中!2’2!6’6为两条垂直于中面的法线!变形前后都是与中面相垂直的直线"于是
可得

)"!37

即
#J
#"

I
#0
#!

37!!或!
#0
#!

3?
#J
#"

#26’2$

同理!可给出"3常数的截面!同样由直法线假定得

)#!37

即
#J
##

I
#:
#!

37!!或!
#:
#!

3?
#J
##

#26’6$

由图26’6可知!距中面为!处的板层67!变形后!变为曲线6.7.!设6点的坐
标为"!7点的坐标为"I>""当#3常数!坐标为"的6 点!变形后的位移为0
#图26’6$!考虑到3为小量!故

03?!’/M3??!BAM3

BAM33?
#J
#"

图!26’6

于是

03?!
#J
#"

#26’9$

此处0!J分别为以指向"!!的正方向时为正!

3以顺时针旋转为正"当3为正时!0为负"
同理!对于 "3 常数的截面!坐标为

##!!$的一点处的水平位移为

:3?!
#J
##

#26’8$

由以上两式可知!在中面!37处位移0和:
均等于零"
第一项假定中的直法线长度不变可表示为

(!3
#J
#!

37 #26’:$

由此得到

J3J#"!#$ #26’;$
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即板中面的挠度是"!#的函数"这就是说!垂直于中面的任一根法线上各点的位移

J均相同"
第二项假定给出

%!37 #26’1$

由此连同第一项假定中的)"!3)#!3(!37便可得到薄板弯曲的下列本构关系(

("3
2
1

#%"?’%#$

(#3
2
1

#%#?’%"$

)"#3
2
2

&"

$

%

&
#

#26’<$

由式#26’9$!#26’8$及#26’;$可知!对于薄板问题来说!重要的是求薄板的挠曲
函数J#"!#$"
应当指出!第2章曾对弹塑性理论所作的基本假定仍然有效!例如!材料的均匀

性-连续性-各向同性及小变形假定等"

#$;$!薄板弯曲的平衡方程

求解薄板弯曲问题时!由于采用了以上两条基本假定而使位移分量均可表示为
挠度J的函数"从而!用位移#J$作为基本未知量#即位移法$来求解有明显的优点"
以下讨论建立薄板弯曲的基本方程"
对于矩形板!我们采用图26’9所示的直角坐标系"如从其中取出一微小单元

图!26’9

W>">#!如图26’9所示>?=R!放大以后为图26’8所示的情况"此时!微小单元的顶
部有外载荷*>">#作用!底面为自由表面!其他四个表面有板的内力作用"其中!在
外法线与"轴相平行的面上!有%"!&"!!&"#作用"由以上假定可知!应力%"!&"!!&"#的



:#9#!薄板弯曲的平衡方程 2=:!!

分布均以中面为对称面而反对称分布#如图26’8#A$$!且分别合成弯矩9"!扭矩9"#

和横向剪力-"#图26’8#H$$"如果9"!9"#!-" 等分别表示单位长度上的相应值!
我们有

图!26’8

9"3’
W
6

&
W
6

!%">!!!9#3’
W
6

&
W
6

!%#>! #26’=$

9"#39#"3’
W
6

&
W
6

!&"#>! #26’27$

-"3’
W
6

&
W
6

&"!>!!!-#3’
W
6

&
W
6

&#!>! #26’22$

现在我们设法将所得内力公式#26’=$)#26’22$用位移函数J 来表示"为此!
由广义胡克定律#26’<$!有

%"31("I’%# #A$

%#31(#I’%" #H$

将上式#H$代入#A$中得

%"3
1

2?’6
#("I’%#$ #J$

同理得

%#3
1

2?’6
#(#I’%"$ #>$

类似地!有

&"#32)"#3
1

6#2I’$)"#3&"# #.$

由应变位移方程!并考虑到式#26’9$!#26’8$有

("3
#0
#"

3?!
#6J
#"6

#26’26$
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(#3
#:
##

3?!
#6J
##6

#26’29$

)"#3
#0
##

I
#:
#"

3?6!
#6J
#"##

#26’28$

由基本假设知

("37!!)"!3)#!37
于是!

%"3
1

2?’6
#("I’(#$3?

1!
2?’6

#6J
#"6I’

#6J
### $6

%#3
1

2?’6
#(#I’("$3?

1!
2?’6

#6J
##6I’

#6J
#"# $6

&"#3
1

6#2I’$)"#3?
1!
2I’

#6J
#"#

$

%

&#

#26’2:$

将式#26’2:$代入式#26’=$)#26’22$!积分后可得

9"3?
1W9

26#2?’6$
#6J
#"6I’

#6J
### $6 3?O

#6J
#"6I’

#6J
### $6

#26’2;$

其中

O3
1W9

26#2?’6$
#26’21$

称为薄板的抗弯刚度"
同理有

9#3?O
#6J
##6I’

#6J
#"# $6

#26’2<$

9"#3?
1

2I’
#6J
#"##’

W
6

&
W
6

!6>!3
1W9

26#2I’$
#6J
#"##

3?#2?’$O
#6J
#"##

#26’2=$

9"!9#!9"#!-" 和-# 称为广义力"图中给出了各力的正方向#如图26’:#A$所示$!
用力矩矢量表示时!如图26’:#H$所示"
与以上广义力相对应的广义应变分别为

G"3?
#6J
#"6

!!G#3?
#6J
##6

!!G"#3?
#6J
#"##

其中G" 实际上是中面在与"!面相平行的平面内的曲率!因为!如令H" 为其曲率半

径!则
2
H"

3?
#
#"

#J
## $"

3?
#6J
#"6

此处负号是因为取挠曲面的凸面向下为正曲率时!其二次导数#
6J

#"6
为负"同理
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图!26’:

2
H#

3?
#
##

#J
## $#

3?
#6J
##6

而G"#叫做曲面对"#轴的扭率"于是式#26’2;$-#26’2<$-#26’2=$可以写成

9"3O#G"I’G#$

9#3O#G"I’G"$

9"#3#2?’$OG"

$
%

&#

#26’67$

现在考虑上述微小单元>">#的平衡条件!由此建立薄板弯曲问题的平衡方程"
在这种情况下!平衡条件为

*9"37!! *9#37!*!*M!37

如取*9#37即绕#轴的力矩之和等于零!当坐标原点取在>">#的角点上时!
则有
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9"I
#9"

#"
># $" >#?9">#I 9#"I

#9#"

##
># $# >"

?9#">"? -"I
#-"

#"
># $" >#>"?*>">#

>"
6

37

整理后!略去高阶微量!可得

#9"

#"
I
#9#"

##
3-" #26’62$

同理!由*9"37!可得

#9#

##
I
#9"#

#"
3-# #26’66$

由*M!37!得

#-"

#"
>">#I

#-#

##
>">#I*>">#37

即

#-"

#"
I
#-#

##
3?*

将式#26’62$!#26’66$代入上式!并考虑到9#"39"#!则得

#69"

#"6 I6
#69#"

#"##
I
#69#

##6 3?* #26’69$

将式#26’2;$-#26’2<$-#26’2=$代入上式!则得用位移函数J 表示的平衡方
程!即

#8J
#"8I6

#8J
#"6##6I

#8J
##83

*
O

#26’68$

或写成

O

!

6

!

6J3* #26’68.$

其中!

!

63
#6

#"6I
#6

##6
为拉普拉斯算子"式#26’68$为薄板弯曲问题的平衡微分方程"

从而!求解薄板弯曲问题归结为在满足边界条件情况下由#26’68$求解J#"!#$!进而
根据式#26’2;$-#26’2<$-#26’2=$求得弯矩和扭矩!又可根据式#26’2:$求出应力"
如欲求横剪力-"!-#!则可引用式#26’62$!#26’66$

-"3
#9"

#"
I
#9#"

##
3?O

#
#"

#6J
#"6I

#6J
### $6

-#3
#9#

#"
I
#9"#

##
3?O

#
##

#6J
##6I

#6J
#"# $

$

%

&6

#26’6:$
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或

-"3?O
#
#"

#

!

6J$

-#3?O
#
##

#

!

6J
$

%

&
$

#26’6:.$

#$;6!边 界 条 件

薄板弯曲问题的准确解必须同时满足平衡微分方程#26’68$和给定的边
界条件"由于#26’68$为一四阶偏微分方程!因而!在每个边界上应给出两个边界
条件"
典型的边界条件可分为三类(

2$几何边界条件!即在边界上给定边界挠度2J和边界切向转角
#J
#I

!此处I为边

界切线方向"

6$静力边界条件!即在边界上给定横向剪力(-I和弯矩D9I"

9$混合边界条件!即在边界上同时给定广义力和广义位移"如对于弹性支承
边!则除给定边界剪力-外!还给定弹性反力?=2J!此处=37为弹性系数!2J 为边界

已知挠度"或除给定边界弯矩D94 外!还给定弹性反力矩?=.
#J
#4

!此处4为边界的法

线方向"
以下讨论常见的边界支承情况和相应的边界条件(
#2$固定边界#图26’;$
在固定边!显然有位移与转角为零的几何条件!即在"37边

#J$"3737

#J
## $" "37

$

%

&
37

#26’6;$

#6$简支边界#图26’1$

板在简支边#用图26’1#H$中的虚线表示$不能有竖向#!方向$的位移!但可
以有微小转动"故边界上挠度等于零#几何条件$和弯矩等于零#静力条件$!即在

"37边

#J$"3737
#9"$"37

$
%

&37
#26’61$
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由于有

9"3?O
#6J
#"6I’

#6J
### $6

同时!在"37处!有

#J
##

3
#6J
##637

故#26’61$可化为

! #J$"3737

#6J
#"# $6

"37

$
%

&
37

#26’6<$

图!26’; 图!26’1 图!26’<

!!#9$自由边界#图26’<$
对于自由边界!我们有下列静力条件!即

#9"$"3>37
#9"#$"3>37
#-"$"3>

$
%

&37

#26’6=$

式#26’6=$给出了三个静力条件!进一步分析可以证明这三个条件并不是独立
的"其中9"#可用等效剪力来表示"实际上!作用在"3>边界上长度为>#的微
小单元上的扭矩9"#>##图26’=$!可用两个大小相等!方向相反!相矩>#的垂直力
来代替"显然!这种代换是静力等效的"根据圣维南原理!这一代换的影响是局部
的"故经过图26’=这样的代换后!两相邻微小单元间只需增加一个集度为#9"#)#
#的竖向剪力就可以了#图26’=#J$$"这样!在边界"3>的自由边界上总的分布
剪力应为
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S">#3 -"I
#9"#

## $#
>#37

或

#9J
#"9I#6?’$#9J

#"### $6
"3>

37 #26’97$

图!26’= 图!26’27

而式#26’6=$中的第一式可改写为

#6J
#"6I’

#6J
### $6

"3>
37 #26’92$

应当特别指出!如相邻两边都是自由边界!如图26’27所示!则当将扭矩用剪力
做静力等效代替以后!则角点7将出现未被抵消的集中剪力H7#如图26’22$"
由于7点处于自由状态!故应有

#H7$"3>
#3?

36#9"#$"3>
#3?

37

或

#6J
#"## $# "3>

"3?

37 #26’96$

此即角点7应满足的条件"显然!如7点有柱支承!则角点7应满足下列条件(
#J$"3>

#3?
37

此外!当自由边与简支边或固定相邻!或两非自由边相邻处有集中力时!将被反
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力所吸收!不需要列条件"还有其他类型的边界条件!均一并列入表26’2中"

图!26’22

! 表#$’#!矩形板的各种边界条件

边 界 支 承 类 数 学 表 达 式

#J$"3>37

#9"$"373
#6J
#"6I’

#6J
### $6

"3>
37

#J$"3>37

#J
## $" "3>

37

#9"$"3>3
#6J
#"6I’

#6J
### $6

"3>
37

#S"$"3>3
#9J
#"9I#6?’$

#9J
#"##& ’6

"3>
37
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续表

边 界 支 承 类 数 学 表 达 式

#J$"3>37

#"
## $# "3>

3#2.$?2O
#6J
#"6I’

#6J
### $6

"3>

#J$"3>3
#6J
#"6I’

#6J
### $6

"3>
37

#J$"3>3#2$?2O
#9J
#"9I#6?’$

#9J
#"##& ’6

"3>

!!注(23弹性支承的抗压刚度!2.3弹性约束的抗旋转刚度

由此可见!板的边界条件由J!#J)#4!94!S4 四个量中的两个组成"此处4表

示边界外法线方向!S 为单位长度的竖向边界力 如S"3-"I
#9"#

### $!* "

#$;7!矩形板的经典解法

现在我们以简支矩形板为例!说明薄板弯曲问题的解法"图26’26中给出了边
长为>!?的受分布载荷*#"!#$作用的简支矩形板"

图!26’26

边界条件为
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!! #J$"37
#37

3#J$"3>
#3?

37

#6J
#"# $6

"37
3

#6J
#"# $6

"3>
37

#6J
### $6

#37
3

#6J
### $6

#3?

$

%

&
37

#26’99$

如前所述!所论问题归结为按上述边界条件求解薄板平衡微分方程#26’68.$为

O

!

6

!

6J3*#"!#$
求解上述问题的方法甚多"以下介绍广泛应用的分离变量法"用这种方法求

解!通常取J为无穷级数形式!在很多情况下!这种级数收敛很快"在直角坐标系
中!最方便的是采用双重傅里叶级数形式的解"
纳维#)A0/.@\XOX+X X̂!2<69$取挠度J的表达式如下列二重正弦级数(

J#"!#$3 *
N

@$2
*
N

4$2
6@4’/M

@""
>

’/M
4"#
?

#26’98$

其中6@4为未知待定系数!@!4为任意整数"如用J@4代表级数的通项!则#26’98$
可写为

J#"!#$3 *
N

@$2
*
N

4$2
J@43J22IJ26I*IJ24I*IJ62IJ66I*

IJ64I*IJ@2IJ@6I*IJ@4I*
显然!按式#26’89$选取的J#"!#$!必然满足全部边界条件"此外!在分布载荷作用
下!三角级数收敛很快!因此!实际计算时只需取级数的前几项#一般为三项$即可满
足普通精度的要求"
莱维#O.0S+"!2<==$提出了下列级数形式的解(

J3 *
N

@$2
Q@##$’/M

@""
>

#26’9:$

图!26’29

其中Q@##$!只是#的函数"这就是说!
将挠度函数J 展成一个半幅的单傅里
叶正弦级数"对"37和"3>的边为
简支#图26’29$的板!级数#26’9:$中的
每一项都满足该两边的 J37!#6J)

#"637边界条件"剩下的问题就是使

Q@ 满足#3V
?
6
的边界条件及微分

方程

O

!

6

!

6J3*
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并由此确定Q@##$"在一般情况下莱维方法比纳维方法收敛快!以下将以算例予以
说明"
除以上经典方法外!薄板弯曲问题的求解!还可以采用基于变分原理的里茨法或

伽辽金法!以及各种数值解法!如有限差分法-有限单元法等"

例#$’#!设有图26’2:所示之四边简支矩形板!两对边#3V
?
6
受均布力矩97

作用"试求板的挠曲面方程及对称轴#37上的挠度"
解

#2$平衡方程为

#8J
#"8I6

#8J
#"6##6I

#8J
##837 #A$

#6$边界条件为

"37及"3>时!!J37!!
#6J
#"637

#3V
?
6
时!!! J37 #H$

?O
#6J
### $6

#3V
?
6

397

#9$假定位移函数

J3 *
N

@$2
Q@’/M

@""
>

所设级数的每一项均应满足边界条件""37及"3>处的边界条件显然满足"
此处Q@ 应取下列形式(

Q@36@’-
@"#
>

I7@J-
@"#
>

I;@
@"#
>

’-
@"#
>

IO@
@"#
>

J-
@"#
>

即可满足#A$"
#8$求系数!此时载荷为对称!故Q@ 一定是# 的偶函数!因此上式中的6@3

O@37!由此并考虑到边界条件#H$中的第二式!可得

7@3?;@-@B--@

其中

-@3
@"?
6>

于是得

J3 *
N

@$2
;@

@"#
>

’-
@"#
>

?-@B--@J-
@"## $>

’/M
@""
>

#J$
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其中;@ 可根据边界条件#H$确定!在#3V
?
6
时!有

?O
#6J
### $6 397

即

?6O*
N

@$2

@6"6

>6 ;@J--@’/M
@""
>

397

如边界上的分布力矩#9#$#3V?)6也写成下列级数形式(

#9#$#3V
?
6
3
897

" *
N

@$2

2
@
’/M

@""
>

则系数;@ 为

;@3?
697>6

O@9"9J--@

#:$将求得的系数代入位移函数!得最终挠度表达式"将;@ 代入式#J$得

J3
697>6

"9O *
N

@$2

2
@9J--@

-@B--@J-
@"#
>

?
@"#
>

’-
@"## $>

’/M
@""
>

#>$

在对称轴#37上的挠度为

#J$#373
697>6

"9O *
N

@$2!9!*

2
@9

>@B--@

J--@
’/M

@""
>

#.$

图!26’28

例#$’$!设有两对边简支!两对边固定的矩形
板!受集度为*的均布载荷作用#图26’28$!求板中心
的挠度"
解!用莱维法解!平衡微分方程为

!

6

!

6J3
*
O

边界条件为

在"37及"3>处

J37!!
#6J
#"637 #A$

在#3V
?
6
处

J37!!
#J
##

37 #H$

微分方程#26’68.$的解为
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J3J2IJ6 #J$
其中J2 为#26’68.$的齐次解!J6 为#26’68.$的一个任意特解"取

J23 *
N

@$2
Q@##$’/M

@"
>
"

代入

!

6

!

6J37解得

Q@##$3 6@’-
@"#
>

I7@J-
@"#
>

I;@
@"#
>

’-
@"#
>

IO@
@"#
>

J-
@"## $>

*>8

O
#26’9;$

由于结构与载荷均对称于"轴!则Q@##$亦应对称于"轴!由此断定6@3O@37!且

@为奇数!因此得

J23
*>8

O *
N

@$2!9!:!*
7@J-

@"#
>

I;@
@"#
>

’-
@"## $>

’/M
@""
>

#26’91$

特解为

J63
*

68O
#"8?6>"9I>9"$

现在将J6 展为三角级数!即

J63
8*>8

":O *
N

@$2!9!:!*

2
@:’/M

@""
>

#26’9<$

将式#26’91$!#26’9<$代入式#J$!得#26’68.$的通解为

J3J2IJ63
*>8

O *
N

@$2!9!:!*

8
":@:I7@J-

@"#
>

I;@
@"#
>

’-
@"#& ’>

’/M
@""
>
#26’9=$

J应满足边界条件!并由此可确定上式中的待定常数7@!;@"由式#26’9=$确定的

J满足边界条件#A$"此外!由边界条件#J$#3V?)637及
#J
## $# #3V?)6

37!可得

!
8

":@:I7@J-
@"?
6>

I;@
@"?
6>

’-
@"?
6>

37

7@’-
@"?
6>

I;@
@"?
6>

J-
@"?
6>

I’-
@"?
6# $>

$

%

&
37

#>$

令
@"?
6>

3-@!由此可得

7@3?
8

":@:
% -@J--@I’--@

J--@#-@J--@I’--@$?-@’-6-@

;@3
8

":@:
% ’--@

J--@#-@J--@I’--@$?-@’-6-@
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将7@!;@ 的表达式代入#26’9=$即得最终的位移函数

!J3
8*>8

":O *
N

@$2!9!:!*

2
@:

2?

#-@J--@I’--@$J-
@"#
>

J--@#-@J--@I’--@$?-@’-6-

;

< @

I
’--@

J--@#-@J--@I’--@$?-@’-6-@

%@"#
>

’-
@"#=

>
>

’/M
@""
>

#26’87$

将"3>)6!#37代入上式!即得所要求的板中心处的挠度

!!J5AW3
8*>8

":O *
N

@$2!9!:!*

2
@: 2?

-@J--@I’--@

J--@#-@J--@I’--@$?-@’-6-& ’
@

’/M
@"
6

#26’82$

此级数收敛很快!取@32即可得较满意的近似解!即

J5AW3
8*>8

":O
2?

-2J--2I’--2

J--2#-2J--2I’--2$?-2’-6-& ’
2

#26’86$

对于方板!即>3?时!则-23")6

J--23J-
"
6

36X:71!!’--23’-
"
6

36X6==

将这些值代入式#26’86$!得

J5AW37X772=6
*>8

O
#26’89$

#$;8!圆板的轴对称弯曲

计算圆板弯曲问题时!采用极坐标#N!3$较为方便"以下我们导出圆板轴对称弯

图!26’2:

曲的单元体的静力平衡微分方程"轴对称的意思
是指板的几何形状!外载荷及边界条件都对称于经
过圆心垂直于中面的轴线"因而!位移场-应变场-
应力场也都是轴对称的!各分量不随3变化而只是

N的函数"于是!问题可大为简化"
考虑圆板的一个微小单元>?=R#图26’2:$在

轴对称条件下的平衡!取坐标系如图所示!则微小
单元>?=R上的力对!轴的力矩方程在略去高次项
后为

9" I
>9N

># $N
#NI>N$>3?9N>N>3
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?93>N>3I-N>3>N37
化简得

N
>9N

>N
I9N?933?-N #26’88$

或 #N9N$.?933?’
N

7
*N>N #26’8:$

此处#$.3>#$)>N!*为分布外载荷强度"
现在来讨论圆板变形后的挠曲面的曲率"对圆板的挠曲面来说!任一点6的曲

率可用径向与周向的曲率来描述"其中径向曲率GN!实际上就是包含!轴在内的竖
直平面与挠曲面的交线5的曲率!图26’2;给出了过任意点6的5线!47为6 点的
法线!且交!轴于7 点"
设邻近于6有一点6.#图26’21$!其法线为4.!设6点的转角为3!可得

图!26’2; 图!26’21

BAM33?
>J
>N

在小挠度的情况下!有

BAM3?3
故

33?
>J
>N

曲线5的曲率等于
>3
>5

!此处>5为弧长的微分!在小挠度情况下!曲率GN为
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GN3
>3
>N

或

GN3?
>6J
>N6

#26’8;$

过6点含有4!与上述平面正交的平面称为法截面!它与挠曲面的交线I的曲率
即周向曲率G3"
为了确定曲线I的曲率!可分析图26’2<中给出的法截面K"由微分几何知道!

曲面法截面的曲率为任意截面周线的曲率乘以两平面夹角的余弦#"在我们讨论的

情况下!已知圆周的曲率为2
N

!于是交线I的曲率为

图!26’2<

G33
2
N
J%’

"
6

?# $3 3
2
N
3

即 G33?
2
N
>J
>N

#26’81$

由于轴对称弯曲!故扭率等于零!GN!G3 便是两

个主曲率"也就是说!我们有了曲率位移关系式
#26’8;$和#26’81$"
当圆板受分布轴对称载荷时!即载荷只是N

的函数*#N$!则问题可大为简化"事实上!式
#26’68$可简化为如下形式(

O
>6

>N6I
2
N

>
># $N

>6J
>N6 I

2
N
>J
># $N

3*#N$

#26’8<$
这一方程式的解可由齐次解J2 和特解J6 所组

成"故其通解为

J3J2IJ6 #A$

其中 J23;2&MNI;6N6&MNI;9N6I;8 #H$

式中常数;2!;6!;9!;8 按边界条件确定!特解J6 由载荷分布的具体情况而定"当

圆板板面上布满有连续的均布载荷时!即*等于常数*7!其特解为

J63;N8 #J$

将式#J$代入#26’8<$!即可求得

# 在微分几何中称为梅尼定理#+.,M/.@g’B-.%@.5!211;$!参看!例如!斯米尔诺夫!.高等数学教程/!第
二卷!第五章!第296节!高等教育出版社!2=:<"
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;3
*7

;8O
其通解即为

J3;2&MNI;6N6&MNI;9N6I;8I
*7N8

;8O
#26’8=$

对于完整的中心并无圆孔削弱的圆板!常数;2!;6 必须为零!否则在板的中心
#N37$处!挠度和内力将无穷大!这与实际情况不符"常数;9 和;8 可由边界条件确

定"以下研究两种边界情况的解"
#2$固定边界(半径为>!周界固定的圆板!其边界条件为

#J$N3>37!!
#J
## $N N3>

37

由#26’8=$可知

J3;9N6I;8I
*7N8

;8O
#>$

代入边界条件

>6;9I;8I
*7>8

;8O
37!!6>;9I

*7>9

2;O
37

则得

;93?
*7>6

96O
!!;83

*7>8

;8O
代入式#>$!得

J3
*7>8

;8O
2?

N6

># $6

6

#26’:7$

在板中心处最大挠度为

J5AW3
*7>8

;8O
有了挠度表达式!即可求出类似于#26’2;$!#26’2<$等用挠度表示的内力公式!

即求出用极坐标表示的弯矩和扭矩的方程"因为在轴对称情况下!直角坐标与极坐
标之间有下列关系式(

#6J
#"63

#6J
#N6

!!
#6J
##632

N
#J
#N

!!
#6J
#"##

37

所以

9N3?O
#6J
#N6 I

’
N

%#J

## $N

933?O
2
N
#J
#N

I’
#6J
#N# $6

9N3

$

%

&37

#26’:2$
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在轴对称情况下!剪力-很容易求得!它等于分布在半径为N的圆周内的总载荷除
以6"N"因有

6"N- $’
N

7
6"N*>N

故 -$
2

6"N’
N

7
6"N*>N #26’:6$

当*3常数!则

-3
*N
6

#26’:9$

当周边固定的圆板受有均布载荷时!弯矩-扭矩-横剪力的表达式即为

9N3
*7

2;
&>6#2I’$?N6#9I’$’

933
*7

2;
&>6#2I’$?N6#2I9’$’

9N337

!-3
2
6
*N

最大弯矩在板的中心处!当’37X9时!

#9N$5AW3#93$5AW3
2)9
2;

*>637X7<29*7>6

#6$简支边界(边界为简支的圆板受有均布载荷时!则当N3>时!

J37!!9N3?O
#6J
#N6 I

’
N
#J
## $N

37

由这两个条件可以确定

;93?
#9I’$*7>6

96#2I’$O
’!!;83?

#:I’$*7>8

;8#2I’$O
并可求得挠度表达式为

J3
*7

;8O
#>6?N6$6I

8>6#>6?N6$

2I& ’’
#26’:8$

弯矩的表达式

9N3
*7

2;
&>6#9I’$?N6#9I’$’

933
*7

2;
&>6#9I’$?N6#2I9’$’ #26’::$

最大弯矩出现在板的中心处!当’37X9时!
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#9N$5AW3#97$5AW3
9X9
2;

*7>637X67;*7>6

约等于固定边圆板中心弯矩的6X:倍"

#$;9!用变分法解板的弯曲问题

2)板的应变能!总势能与总余能

!!在第8章中!式#8’2=$给出了弹性体的总应变能!为

V3
2
6@S

%CD(CD>S

在板的弯曲问题中!根据基尔霍夫’勒夫假定!已知

%!3)#!3)!"37
于是!板的应变能为

V3
2
6@S

#%"("I%#(#I&"#)"#$>">#>! #26’:;$

将广义胡克定律代入#26’:;$!可得

V3
1

6#2?’6$@
S

(6
"I(6

#I6’("(#I
2?’
6

)6
"# $# >">#>! #26’:1$

若板厚为2!则将式#26’26$)#26’28$代入上式#26’:1$得板的应变能为

!!V3
2
6:6

7
8

9
O

#6J
#"6I

#6J
### $6

6

I6#2?’$ #6J
#"## $#

6

?
#6J
#"6

#6J
##& ’$%

&
6 >"># #26’:<$

此处6为板中面面积"
如只考虑板受横向#即垂直于板面$的外载荷*作用!则外力的势能为

U3:
6

*J>">#

于是板的总势能1B为

1B 3@
S

V7#(CD$>S?:
3K

#("0I(#:I(!J$>5

3
2
6:6

7
8

9
O

#6J
#"6I

#6J
### $6

6

I6#2?’$

% #6J
#"## $#

6

?
#6J
#"6

#6J
##& ’$%

&
6 >">#?:

6

*J>">#
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?’3K

&?(-!JID94J!4ID945J!5’>3 #26’:=$

其中!(-!!D94!D945分别为边界上的横向剪力!弯矩和扭矩!下标4!5分别为边界处的
法线与切线方向"J!J!4 #3#J)#4$及 J!5#3#J)#5$显然是相应的广义位
移#图26’2=$"

图!26’2=

如将广义位移G"-G#-G"#的表达式#26’67$代入式#26’:=$!则有

1B3:7
8

96

6
O

&#G"IG#$6I6#2?’$#G6
"?G"G#$’?* $

%

&
J >">#

?’3K

&?(-!JID94J!4ID945J!5’>3 #26’;7$

此即最小势能原理的泛函"

类似地!可得出最小总余能原理的泛函1J"实际上!由总余能公式可得

!!!!1.B 3@
S

V.7#%CD$>S?:
30

#0("I:(#IJ(!$>3

3
2
6:6

2
1

&%6
"I%6

#?6#2I’$&6
"#?6’%"%#’>">#

I’30

&?(-!2JI942J!4I9452J!5’>3

3
2
6:6

26
1W# $9

&#9"I9#$6I6#2I’$#96
"#?9"9#$’>">#

I’30

&?-!2JI942J!4I9452J!5’>3 #26’;2$

我们知道!薄板弯曲问题归结为寻求板的平衡微分方程#26’68$相应边界条件
的解"一般说来!问题的精确解往往是难以求得的!因而需要研究各种近似法"基于
能量原理的变分法是一种非常有效的方法"以下介绍的里茨法和伽辽金法便是这种
求近似解的重要方法"这两种方法的基本思路!都是以选择满足给定边界条件的挠
曲函数为基础!尽可能地满足板的平衡微分方程!以求得好的近似解"
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!!6)里茨法解例

对于板的弯曲问题来说!就是要寻求一个满足几何边界条件!同时使板的总势能
或总余能为最小的挠曲函数J#"!#$"
假定板中面的挠曲函数为

J#"!#$3 *
4

A$2
>AJA#"!#$ #26’;6$

则有

#1B

#>A
37!!#A32!6!9!*!4$ #26’;9$

我们知道!最小总势能原理等价于平衡方程和应力边界条件!所以在用里茨法解
题选择挠曲函数J#"!#$时要注意使其满足几何边界条件"
作为例子!考虑一个四边简支的矩形板!边长为>和?!并取挠曲函数为下列三

角级数形式(

J#"!#$3 *
N

@$2
*
N

4$2
>@4’/M

@""
>

’/M
4"#
?

#26’;8$

显然上式可以满足简支边界条件"将式#26’;8$代入式#26’:=$可得

1B3
O
6’

>

7’
?

7 *
N

@$2
*
N

4$2
>@4

@6"6

>6 I
46"6

?# $6 ’/M
@""
>

’/M
4"#& ’?

6

>">#

?’
>

7’
?

7
**

N

@$2
*
N

4$2
>@4’/M

@""
>

’/M
4"#
?

>"># #26’;:$

注意到!如@1@.!414.!则有

’
>

7
’/M

@""
>

’/M
@.""
>

>"3’
?

7
’/M

4"#
?

’/M
4."#
?

>#37

所以积分的计算只需考虑平方项!此外!已知

’
>

7’
?

7
’/M6@""

>
’/M64"#

?
>">#3

>?
8

’
>

7’
?

7
J%’6@""

>
J%’64"#

?
>">#3

>?
8

故#26’:=$中的第二项积分等于零!在式#26’;:$中已不包含这一项积分"于是式
#26’;:$化为

1B3
"8>?O

< *
N

@$2
*
N

4$2
>6

@4
@6

>6 I
46

?# $6

6

!!!!!

?’
>

7’
?

7
**

N

@$2
*
N

4$2
>@4’/M

@""
>

’/M
4"#
?

>"># #26’;;$
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此时!式#26’;9$为

#1B

#>22
37!!

#1B

#>26
37!!*!!

1B

#>@4
37!!* #26’;1$

其一般形式为

"8>?O
8

>@4
@6

>6 I
46

?# $6

6

?’
>

7’
?

7
*’/M

@""
>

’/M
4"#
?

>">#37 #26’;<$

这是一组以>22!>26!*!>@4为未知量的@c4个线性方程"在某一指定情况下!这些
量可以算出"当取@!4为无穷大时!则得问题的精确解!当@!4为有限数量时!即得
近似解"如板在"3,!#30处受集中力M 作用!则由式#26’;<$得

>@43
8M’/M

@",
>

’/M
4"0
?

"8>?O
@6

>6 I
46

?# $6

6
#26’;=$

将式#26’;=$代入式#26’;8$得

!!J3
8M

"8>?O*
N

@$2
*
N

4$2

2
@6

>6 I
46

?# $6

6’/M
@",
>

c’/M
4"0
?

’/M
@""
>

’/M
@"#
?

#26’17$

如载荷作用在板的中点!即,3
>
6

!03
?
6

!则

J3
8M

"8>?O *
N

@!4$2!9**
N @6

>6 I
46

?# $6

?6

’/M
@""
>

’/M
@"#
?

#26’12$

对于方板>3?!且取级数第一项时!得中点挠度为

J5AW37X7226
M>6

O
#26’16$

此解与精确解相比小9X:["

9)伽辽金法解例

前面曾经谈到!伽辽金法要求选取一个满足板的位移边界条件和应力边界条件
的挠曲函数J#"!#$!而J#"!#$却不一定严格满足板的平衡微分方程"在这个前提
下!寻求一个近似地满足平衡微分方程的解"与里茨法所不同的是!可以不必计算板
的总势能#或总余能$!而直接从微分方程入手!这在第=章已经讨论过"
设有四边支承的矩形板!挠曲函数取如下形式(

J#"!#$3 *
4

A$2
>A"A #26’19$

式中"A3"A#"!#$应满足全部边界条件"
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实际上!如板在平衡状态下有虚位移#挠度$&J!则外载荷的相应的虚功为

&U3:
6

*&J>">#

由于!*3O

!

6

!

6J!故当J是微分平衡方程的精确解时!则有

:
6

*&J>">#3:
6

O

!

6

!

6J&J>">#

当取挠曲函数为式#26’19$所示的近似解时!因

&J3 *
4

A$2
"A&>A

则可由式#22’8<$得下列方程组(

:
6

!

6

!

6J?
*# $O "A>">#37!!#A32!6!9!*!4$ #26’18$

图!26’67

将式#26’19$代入式#26’18$对未知系数>A#>A32!6!

9!*!4$求解!即可得挠曲函数的表达式"
设有四边固定的矩形板#图26’67$!受均布载荷作

用!假定板的挠曲函数为下列简单形式(

J3>2
2
6

2?J%’
6""# $>

c 2?J%’
6"## $?

#A$

上述函数#A$!满足边界条件"实际上!当"3> 及

#3?时!

J3
#J
##

3
#J
#"

37

由式#26’18$得

’
>

7’
?

7
#

!

6

!

6J$"A>">#3’
>

7’
?

7

*
O"A>">#

即

?’
>

7’
?

7
>2

2
6

2?J%’
6"## $?

6"# $>

8

J%’
6""
>

I
2
6

2?J%’
6"## $>

6"# $?

8

J%’
6"#& ?

?
2
8

6"# $>

6 6"# $?

6

J%’
6""
>

J%’
6"#’?

c 2?J%’
6""# $>

2?J%’
6"## $?

3’
>

7’
?

7

2
6
*
O

2?J%’
6""# $>

2?J%’
6"## $?

>">#

由此

>23?
*
O

2
6

2?J%’
6"## $?

6"# $>

8

J%’
6""
>

I
2
6

2?J%’
6""# $>

6"# $?

8

J%’
6"#& ?
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?
2
8

6"# $>

6 6"# $?

6

J%’
6""
>

J%’
6"#’?

?2

在板中心!最大挠度为

J5AW3
*>6?6

<"8O
37X7726<

*>6?6

O
以上结果与精确解相比仅小2X;["

复 习 要 点

2X薄板是指板厚度5与板的最小边长满足下列关系式
2
<7

)
2# $277

4
5
?

4
2
:

)# $2
<

不然则属于厚板或薄膜"厚板理论要比薄板理论复杂得多!薄板理论因基尔霍夫’
勒夫假定得到了很大的简化"

6X薄板的平衡方程!在直角坐标系中为

O

!

6

!

6J3*

其中
!

63
#6

#"6I
#6

##6
!而在极坐标#2!"$#轴对称情况$中为

O
>6

>2
6I

2

2

>
># $2

>6J
>2

6 I
2

2

>J
># $2

3*#2$

9X板的边界条件的各种类型#见表27’2$"注意每一个边界条件必须是独立的"
独立的边界条件不能多也不能少"

8X矩形板的经典解法’莱维解是采用下列形式

J3 *
N

@$2
Q@##$’/M

@""
>

它是半幅的单傅里叶正弦级数"J应取J3J2IJ6!J2 应满足平衡方程的齐次解!

J6 满足特解!即 !

6

!

6J237!!!O

!

6

!

6J63*#"!#$
:X圆板的平衡方程#在轴对称情况$有两种形式(#2$以内力为未知函数表示3

#6$以挠度为未知函数表示"

思!考!题

#$’#!薄板理论的基本假定有哪些方面使问题得到简化, 为什么,

#$’$!板#矩形板$的每个边的边界条件有几个, 为什么,



习题 62=!!

#$’6!你能否给出四角点支承的矩形板的边界条件,

#$’7!以圆板为例!当用内力作为未知函数求解时!需要哪些方程和条件,

习!!题

#$’#!写出应力%"!%#!*!表示的板的平衡方程"

#$’$!证明在极坐标系内!下式成立

-N3
#9N

#N
I
#93N

N#3
!!-33

#93

N#3
I
#93N

#N
#$’6!试用纳维法求图示方板的最大挠度"

答案(J5AW37X77679*7>
O

习题!26’9 习题!26’8

!!#$’7!求图示环板在周边载荷,作用下的最大挠度"设H)>32X:!’37X9!板
厚为W"

答案(J5AW37X67=
,H6

1W9

#$’8!详细推导板的总势能1B的公式"

#$’9!试证在薄板问题中!&1B37与下式

O

!

6

!

6J3*
及边界条件等价"



书书书

第!"章
薄!!壳

!"#!!壳体结构的受力特点

在工业与民用建筑中!壳体是一种常见的屋盖结构形式"此外!壳体常用来作为
容器!如拱壳坝#水轮机蜗壳#飞机与船舰结构等"它的主要特点是薄壁曲面空间结
构!受力性能好!能较充分地发挥材料的潜力"
常见的壳体结构按其外形分为$圆柱形壳%图!"!!&#旋转面壳%图!"!#&#双曲扁

壳%图!"!"&和扭壳%图!"!$&等"

图!!"!! 图!!"!#

!!壳体中平分厚度的曲面称为中面"而其厚度"通常比其跨度#和曲率半径$ 要

小得多 "% &$ %&’
"!% &#(

!故称为薄壳"对于那些较厚的壳 "% &$ %&’
#!% &#(
应做专门



!"#!!壳体结构的受力特点 ##!!!

讨论!我们这里只讨论薄壳"

图!!"!" 图!!"!$

!!壳体的表面一般是曲面!今后我们谈到曲面将理解为壳的中面"由于曲面的微
分几何关系较为复杂!使得壳体问题的分析增加了数学上的难度"曲面理论的基本
知识可参看有关文献!例如!)’)’诺沃日洛夫著!(薄壳理论)!科学出版社!!*++"
用微分学处理各种物理问题时!往往在微小单元内把问题线性化"这样!在正交

坐标系中!对于无限小的线段,%!下列关系近似地成立$

,%# &,%#
!’,%#

# %!"!!&

图!!"!-

其中,%!!,%#为对应于曲线坐标!和"的增量线段%图

!"!-&!它和自变量的微分成正比$

,%! &(,!
,%# &), *"

%!"!#&

(!)可理解为把曲线坐标!!"的增量化为直线线段
时的长度系数!称为拉梅系数!将式%!"!#&代入式
%!"!!&后得

,%# &(#,!#’)#,"
# %!"!"&

上式称为在正交坐标系!!"内的第一个二次式"其中(#)即拉梅系数!或称为第一
个二次式的系数!它们在一般情况下是!和"的函数"
给定曲面以后!(和) 可直接求出"例如!对于任意旋转壳%图!"!.%&&&!坐标

系取##$#*!则由图!"!.可知
,%# &+,$

由图!"!.%/&有

,%!&,* !
012#

&,* !’345#槡 #

&,* !’ ,+
,% &*槡

#

故 ,%& !’ ,+
,% &*+ ,

#

,*#’+#,$#



###!! 第!"章!薄壳

图!!"!.

即有

(& !’ ,+
,% &*槡

#
!!)&+ %!"!$&

!!同理可得其他情况的二次式系数"
壳体是一种空间结构!其计算理论是比较复杂的"目前仍采用板弯曲理论中的

基尔霍夫!勒夫假设!即

!&变形前垂直于中面的直线线段!变形后仍保持为直线!并垂直于变形后的中
面!且此线段的长度不变"

#&垂直于中面的法向应力与其他应力相比很小!可以略去不计"
根据以上假定!在壳中面任一点,!沿两个主曲率方向取微小单元体-./0%图!"!+&!

则坐标轴即分别为单元体中面在,点主曲率线的两条切线%1!2&和中面的法线%*&"
单元体上的应力为%1!%2!&12%6&21&!&1*%6&*1&及&2*%6&*2&%根据假定%*6(&!

如图!"!+所示"设主曲率半径为+1!+2!则图!"!+中/0截面上坐标*处的阴影窄
条面积,3为

图 !!"!+



!"#!!壳体结构的受力特点 ##"!!

,3/0 & ,24*,2
+% &2

,*& !4*
+% &2

,2,*

同理!在./截面上的阴影窄条面积为

,3./ & !4*
+% &1

,1,*

壳体单位长度截面上的内力应为法向力51!52!中面剪力512!521!横剪力61!62

及弯矩71!72和扭矩712!721等!(个!如下所示$

51 &$
"-#

4"-#
%1 !4*

+% &2
,*

52 &$
"-#

4"-#
%2 !4*

+% &1
,*

512 &$
"-#

4"-#
&12 !4*

+% &2
,*

521 &$
"-#

4"-#
&21 !4*

+% &1
,*

71 &$
"-#

4"-#
%1 !4*

+% &2
*,*

72 &$
"-#

4"-#
%2 !4*

+% &1
*,*

712 &$
"-#

4"-#
&12 !4*

+% &2
*,*

721 &$
"-#

4"-#
&21 !4*

+% &1
*,*

61 &$
"-#

4"-#
&1* !4*

+% &2
,*

62 &$
"-#

4"-#
&21 !4*

+% &1
,

%

&

’
*

%!"!-&

!!以上各类内力所作用的面如图!"!7所示!它们的正负号规定如下$法向力51!

52以拉力为正"中面剪力 512!521以使1!2正号方向的夹角减小为正"横剪力

61!62作用在1!2的正方向一边时以指向*的正方向为正"弯矩71!72以壳体在

*的正方向一面产生拉应力时为正"扭矩712!721则以用右手螺旋定则表示的力矩

矢量与其所在面的外法线方向相同时为正!反之均为负"图!"!7中给出的都是正
内力"

对于薄壳来说!式%!"!-&中的*
+1

!*
+2
与!相比均为很小的量!如略去不计!则有

512 &521!!712 &721

从而全部内力就只有7个分量"这7个内力分量!可分成两组$一组是作用在壳中面
内的内力51!52!5126521!它们使中面产生拉#压和剪切变形!称为薄膜内力"另
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一组为使中面产生弯曲和扭曲的内力71!72!7126721和61!62!称为弯曲内力!
统称为广义力"

图!!"!7 图!!"!*

!!壳体问题的边界条件有
%!&对于不动铰支承%图!"!*中的89&!有

7" &(!!:&;&< &(
其中:!;!<分布为!!"!*方向的位移"

%#&对于在曲面法线方向可动的铰支承%图!"!*中的="&!则有

7" &(!!6"’
!
(

(7!"

(! &(!!:&;&(

!!%"&对于固定支承!若图!"!*中的89边改为固定边!则有

:&;&< &(!! !
)

(<
("

&(

!!%$&对于自由支承!若在!6常数处沿"坐标为一自由边!则有

52 &512 &72 &6"’
!
(

(7!"

(! &(



!"$%!薄膜理论 ##-!!

!"$%!薄 膜 理 论

如在壳体分析中忽略其弯曲内力!只考虑薄膜内力51!52!5126521!就是说!把
壳体看成一张不抵抗弯曲和扭曲的薄膜"这种简化理论叫做薄膜理论或无矩理论"
欲使壳体实现薄膜应力状态!需满足以下几个条件$%!&壳中面的曲率连续变化.

%#&壳的厚度连续变化.%"&载荷的分布连续变化.%$&壳支承处只在中面切线方向
产生反力"如这几种条件不满足!壳中就要产生弯曲变形及相应的内力"对于大多
数薄壳来说!除%$&外!这些条件是容易满足的"如支承情况不满足以上要求!则在支座
附近将有弯曲内力产生"薄膜理论计算简便"在满足以上条件时!可以采用薄膜理论"

!>圆柱壳

现在以圆柱形壳为例来进一步说明薄膜理论"取图!"!!(所示的圆柱坐标系"
其中1轴平行于壳体的母线"

图!!"!!(

取微小单元!如图!"!!(%/&所示!作用在此微小单元边缘上的所有薄膜力均画
在图上"取局部坐标1!2!*!其中2轴沿柱面周向切线方向!*轴沿法线方向%图

!"!!(%/&&"外载荷沿1!2!*方向的分量为?1!?2!?*"于是!由!@6(!得

(51

(1
+,#,1’(5#1

(#
,#,1’?1+,#,1&(

由!A6(!得

(51#

(1
+,#,1’(5#

(#
,#,1’?2+,#,1&(

由!B6(!得

5#,#,1’?*+,#,1&(
于是!平衡方程为
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(51

(1 ’!
+

(51#

(#
&4?1

(51#

(1 ’!
+

(5#

(#
&4?2

5# &4?*

%

&

’+

%!"!.&

由此可见!用薄膜理论解圆柱壳的平衡问题!归结为解包含三个未知内力的方程组
%!"!.&"显然!这是一个静定问题"由式%!"!.&第三式!立即得出5#!代入第二式积
分后可得51#"最后由第一式积分得51"积分中出现的任意函数由边界条件确定"
例!"!!!计算简支于两端横隔"上的圆柱壳屋盖受自重作用时的内力"设单位

面积上的壳自重为C%8-%#&!载荷的分力为?16(!?26C012#!?*6C340#"
解!由式%!"!.&第三式得

5# &4C+340# %!"!+&
由式%!"!.&第二式有

(51#

(1 &4C012#4C012#&4#C012#

故对1积分后得
51# &4#C1012#’D!%#&

此处D!%#&为#的任意函数"如将坐标原点取在跨中!则由于对称性#!当16(时!

51#6(!由此得D!%#&6(!即
51# &4#C1012# %!"!7&

由式%!"!.&第一式可得

51 &C1#

+340#’D#%#&

其中D#%#&为第二个任意函数!为要确定D#%#&!考虑169#
#
处的边界条件"已知

在16#
#
处有屋盖之横隔%图!"!!!&!横隔只能承受在其平面内的力!故有

当1& !
#
时!51 &(

由此得

D#%#&&4C##

$+340#

于是得

51 &4C340#
$+

%##4$1#& %!"!*&

"

#

横隔本身平面刚度很大!但抗弯刚度极小"

壳体几何形状#载荷及边界条件都对称"



!"$%!薄膜理论 ##+!!

图!!"!!!

作为屋盖的柱壳!通常两个直线边都设有边梁%图!"!!!%&&&"现在考察壳体两个侧
边的内力"壳体的侧边#6#( 的内力由式%!"!+&!%!"!7&得

5# &4C+340#(

5#1 &4#C1012# *(

%!"!*E&

可见!壳边有不平衡的剪力5#1及内力5# 存在!于是!边梁受相等相反的力作用!如图

!"!!#所示"这就是说!在边梁中有纵向剪力及弯曲内力等存在"如#(6$-#!则有

5# &(
51# &4#C/ 1

!!由以上讨论可见!壳在边界上受力情况是较为复杂的"壳的变形将受到边梁的
约束而引起弯曲!从而产生弯曲内力.此外!边梁的自重将部分地由壳体承担.由壳经
横隔传到支柱上去"这也是引起壳体弯曲的因素"所以壳内的薄膜内力状态在边界
附近难以保证"这种误差可用有矩理论或边界效应理论加以修正"

例!"!%!讨论圆柱形贮液筒壁的内力"设定圆柱形壳的半径为$(!高度为F
%图!"!!"&装满密度为’%:;-%"&的液体"贮液筒下端固定在底板上!上端开口"现
求筒壁的内力"

图!!"!!# 图!!"!!"
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!!解!在此情况下!液体对缸壁的压力为?16?26(!?*6<’%F<1&!将此压力代
入式%!"!.&得

5# &$(%F41&’
51# &9!%#&

51 &41
$

(9!

(#
’9#%#

%

&

’
&

%&&

式%&&中的任意函数9!%#&!9#%#&可由下列边界条件确定$
当16(

51# &(
当16F

51 &(
于是可得

9!%#&&9#%#&&( %/&
将式%/&代入式%&&得

5# &$(%F41&’
51# &51 &(

!!不难理解!当贮液筒壁薄半径大时!用薄膜理论能给出全筒中应力状态较好的近
似解答"因为底部固定端的弯曲应力的影响在离底稍远处便已消失"而对于壁厚半
径小的筒!底部边界影响就较大"

#>旋转壳

圆柱形壳可以认为是由一条平行于旋转轴%1轴&的直线绕1轴旋转一周所成的
柱面壳"一般地!如由一条平面曲线围绕位于该平面内的某一轴线旋转而成的曲面
作为中面的壳体!就统称为旋转壳"这条平面曲线称为子午线或经线!而与旋转轴成
正交的任一平面截壳面所成的圆!则称为平行圆!或纬线"图!"!!$为一旋转曲面"
曲面上任一点的位置由角度#和$确定!$是由某一基准经线,

E( 到,/绕轴旋转的
角度!#角为中面上一点的法线与旋转轴间的夹角"取流动坐标1!2!*!由图!"!!$
%&&所示"则#为旋转轴与*轴间的夹角!+(为过.点的平行圆的半径!+!表示壳体中

面沿经线的曲率半径!+#表示与上述主曲率线正交的另一主曲率线的曲率半径"
现在考虑由两条子午线和两条平行圆截出的微小曲面单元-./0!如图!"!!$%&&

所示"由图可知

,%& 0-.&+!,#
+( &+#012#
0./& %+#012#&,$

%!"!!(&
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图!!"!!$

以下考虑薄膜应力状态"作用在微小单元上的薄膜内力为$沿子午线方向的薄膜力

5#!和沿纬线方向的薄膜力5$!以及分别作用在子午线与平行圆上的剪力 5$#和

5#$!如图!"!!$%3&所示"
在许多情况下!外载荷对于旋转轴为对称!即无?1分量!薄膜剪力5$#65#$6(!

而仅有薄膜内力5# 和5$"以下讨论这种情况"
我们列出旋转壳微小曲面单元-./0的力的平衡条件"为此!取-./0的中心为

流动坐标1!!2!!*!的原点"由于对称性!只需建立2!#*!两个坐标轴方向的平衡条

件"以下首先列出沿2!轴方向的平衡条件!注意到两经线截面的内力的合力为

5$,%,$!它在纬线平面内并指向纬圈中心%图!"!!$%/&&!由平衡条件!A!6(!并略
去三阶以上微量!可得

,
,%

%5#+(,$&,%45$,%,$340#’?2+(,$,%&(

!!上式第一项为纬线方向两相对截面上内力之差!如图!"!!$%/&所示!第二项为
经线方向两相对截面上内力的合力在2!轴方向的投影!第三项为外载荷在2!轴方向

的投影"将上式除以,$,%后得

,%5#+(&
,% 45$340#’?2+( &( %!"!!!&
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!!由图!"!!$%&&!%,&可见!上下两条纬线间的夹角为,#!忽略二阶微量后!上下两
纬线截面上的内力合力为5#+(,$,#!且与*!轴重合!由平衡条件!B!6(!各项除以

,%,$并注意到,#6,%
+!

!可得

5#
+(

+!
’5$012#’?*+( &(

将上式各项除以+(!并注意到+(6+#012#!可得

5#

+!
’5$

+#
’?* &( %!"!!#&

!!方程%!"!!!&和%!"!!#&是旋转壳薄膜理论的基本方程式"由此看出!这个问题
也是1静定2问题!即从此两个方程便可以完全确定内力"
方程%!"!!!&和%!"!!#&的解法!可首先消去5$!之后!将所得仅含5# 的方程积

分求解5#"实际上!5# 的求法可采用以下较简便的方案"即将壳体沿某一平行圆
截开%图!"!!-&!然后将微小长度+(,$上的5# 的竖向分量5#+(,$012#加起来!即

$
#(

(
5#+(012#,$&5#’#$+(012#

图!!"!!-

令它和截出壳体上的外力的总垂直分量$相加等于零!则可得5#%图!"!!-%/&&$

#$5#+(012#’$&(

5# & 4$
#$+(012#

%!"!!"&

!!例!"!"!有半径为-的球顶壳!每单位球面上的自重为?%8-%#&!周边为铰支

承%如图!"!!.&!求壳体内力分布"

解!已知条件有

+( &-012#
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+! &+# &-
%&-#

图!!"!!.

(点以上部分的载荷合力为

$&#$$
#

(
-012#?-,#

&#$-#%!4340#&?
由式%!"!!"&得

5#&
4$

#$-012#
#

& 4-?%!4340#&
012#

#

& 4?-
!’340#

考虑到

?* &?340#
故由式%!"!!#&得

5$ &4-? 4!
!’340#

’340% &#

!!从以上结果可知!5# 恒为负!因此整个球顶壳在子午线方向受到压缩!且压应力

随#的增加而增加!在#6$
#
时!5#6<-?!#6(时!5#6<-?-#!而 5$ 则在壳的上

部为负!下部为正"其变号点处!5$6(!即

-? !
!’340#

4340% &# &(

或 %<340#<340#
#&6(

由此得

340#& !
#

%槡-4!&

或 #6-!G$*E
即在#6-!G$*E处!5$变号%如图!"!!+所示&"若球壳之中心角小于-!G$*E!则壳内
将不出现受拉区"

图!!"!!+
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在此例中!若支承反力系在壳体经线方向!则边界上只有薄膜力5#"若在边界
上的约束使得壳体边缘受到横向力作用!则在边界附近将产生弯曲应力"按薄膜理
论计算的结果!在边界上不能反映这种情况"所以!壳球底部支承反力若能保证在经
线方向时!则用薄膜理论计算的结果更为可靠"
例!"!&!若在例!"!"中的球顶壳屋盖上开天窗后!上下边均加肋!上端作用有

图!!"!!7

分布载荷C!求壳体内力%图!"!!7&"
解!壳顶部的薄膜内力为

5# &4 C
012#(

而壳顶的水平分力!可认为由顶部加肋环承
担"当壳面无载荷时!各平行圆以上的合力
均为

$&#$C-012#(

由式%!"!!"&得

5# &4 $
#$+(012#

& 4C-012#(

012#%-012#&& 4C012#(

012#
#

而?*6(!+!6+#!故

5$ &45# & 4C012#(

012#
#

当需同时考虑自重产生的内力时!则可分别计算后将两部分的解叠加得最终结果"

!"$"!圆筒壳轴对称问题的有矩理论

当考虑了壳体的弯曲内力后!在薄壳弯曲问题中!总的内力分量将增至!(个"

显然问题复杂多了"但对于封闭的圆柱形筒壳在对称%指对于柱面的中心轴为对称&
载荷作用下!应力分量的数目"将因对称关系而减少"这时!非对称的剪力512和

521及扭矩712和721必等于零"此外!对于任意平行圆来说!72和52应与2无关!
故62必等于零"于是!不等于零的内力仅有-个$51!52!71!72和61"
由单元体的平衡条件!@ 6(%图!"!!*&!得

51 ’,51

,% &1 +,#451+,#’@,1+,#&( %&&

这里@为单位面积上沿1方向的外载荷集度"当@6(时!得

,51

,1 &( %!"!!$&

即



!"$"!圆筒壳轴对称问题的有矩理论 #""!!

图!!"!!*

51 & 常数 %/&

如果两端边界沿1方向自由!则516("由平衡条件!B 6(!得

,61

,1 ’5#

+ ’?&( %!"!!-&

其中?为单位面积上沿*方向的外载荷集度"

!!再由平衡条件!726(得

71 ’,71

,1,% &1+,#471+,#461+,#,1&(

或

,71

,1 461 &( %!"!!.&

将式%!"!!-&!式%!"!!.&合并得

,#71

,1# ’5#

+ ’?&( %!"!!+&

!!方程%!"!!$&!%!"!!+&中共包含有"个未知函数$5#!51!71!或%!"!!+&一个方
程中包含两个未知函数71!5#!故问题的解必需补充变形条件或几何条件"
现在考虑中面的位移"由于对称!柱面环向位移分量;必须等于零"而只考虑

1!*方向的位移分量:和<"
应变分量的表达式为

)1 &,:
,1

!!)# &4<
+

%!"!!7&

式%!"!!7&中第二式表示壳体的环向应变)#!现证明如下%图!"!#(&$

)#&
0()40(E)E

()

&4+,#4%+4<&,#
+,#

&4<
+

%!"!!*&
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图!!"!#(

因而由胡克定律和式%!"!!7&!且516(!得

51& H"
!4*#%)1 ’*)#&& H"

!4*#
,:
,14*% &<

+ &( %3&

5#&
H"

!4*#%)#’*)1&& H"
!4*# 4<

+ ’*,:
,% &1

%,&

由式%3&得

,:
,1&*<

+
%=&

于是由式%,&有

5# &4H"<-+ %!"!#(&
由薄板理论!有

71 &4I,#:
,1# %!"!#!&

7# &*71 %>&
此处!I6H""-+!#%!<*#&,称为薄壳的抗弯刚度"
将式%!"!#(&#%!"!#!&代入式%!"!!+&!得

,#

,1# I,#<
,1% &# ’H"

+#<4?&( %!"!##&

由此可见!圆柱壳的对称变形问题归结为求解方程%!"!##&"
当壳体厚度为常数时!式%!"!##&化为

,$<
,1$ ’$"

$< & ?
I

%!"!#"&

其中

"
$ & H"

$+$I &"%!4*#&
+#"#

!!常微分方程%!"!#"&可用通常的方法求解"当< 求得后!则不难由式%!"!#(&!
%!"!#!&求得5# 及71等内力"
现在讨论式%!"!#"&的解"这是一个四阶线性常微分方程!它的解包含两部分!

即齐次方程的一般解和一个特解"其中齐次方程

,$<
,1$ ’$"

$< &( %!"!#$&

的解令为

< & )
J
(J=+J1 %!"!#-&

其中(J为任意常数!+J为待定参数"则将式%!"!#-&代入式%!"!#$&得

)
J
(J%+$

J ’$"
$&=+J1 &(

由此得



!"$"!圆筒壳轴对称问题的有矩理论 #"-!!

+$
J ’$"

$ &( %!"!#.&
其根为

+J &K槡#"
$
4槡 !

由复数开方的法则知
$
槡<!的四个根可表示为9%!91&-槡#!其中 槡16 <!!由此!+J

的四个根为+J69%!91&"将+J的值代入式%!"!#-&得

<&(!=+!1 ’(#=+#1 ’("=+"1 ’($=+$1

&="1%(!340"1’(#012"1&’=4"1%("340"1’($012"1&
方程%!"!#"&的特解随外载荷C的特征而变化!此特解可用9%1&表示"于是!微分方
程%!"!#"&的全解为

< &="1%(!340"1’(#012"1&’=4"1%("340"1’($012"1&’9%1&%!"!#+&
或

< &(!012"10?"1’(#012"13?"1’("340"10?"1’($340"13?"1’9%1&
%!"!#7&

式中(!!(#!("!($为任意常数!它们须由壳体的边界条件确定"
在许多情况下!以上常数的数目可减到两个"例如"对于半无限长壳!当1取

很大的值时!="1的值也很大!然而径向变形应当很小%应等于零&!故应有(!6(#6
(.#对于端部支承对称的情况!可将坐标原点选在对称断面上!则由于对称性!径向
位移应对原点对称!由式%!"!#7&可见!只有012"10?"1和340"13?"1是对称的!故其
他项的系数!即(#!("必等于零"这样!方程%!"!#+&便得到了简化"
例!"!’!设有长圆柱形筒壳!在其中部受环向压力作用%图!"!#!&!试求其内力

及位移"

图!!"!#!

解!由题意知

51 &(!!9%1&&(!!51# &71# &(
< &=4"1%("340"1’($012"1& %&&

而

5# & 4H"<
-

%/&
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71 &4I,#<
,1#

7# &4I*,#<
,1#

61 &,71

,1 &4I,"<
,1"

当16(时!616<C-#!且由于对称应有

,<
,1 &(!%在1&(处&

故式%&&中的常数("!($应由下列条件确定

,<
,% &1 1&(

& +4"("=4"1%340"1’012"1&’"($=4"1%340"14012"1&,1&(

&4("’($ &(

,"<
,1% &"

1&(
& +#"

"("=4"1%340"14012"1&’#"
"($=4"1%340"1’012"1&,1&(

&#"
"%("’($&& C

#I

由此得$("6($6 C
7"

"I
"

!!将("!($之值代入式%&&得

< &C=4"1

7"
"I

%012"1’340"1& %!"!#*&

将式%!"!#*&代入内力的表达式得

5#&4H"<
- &4H"C=4"1

7"
"I-

%012"1’340"1&

71&4I,#<
,1# &C=4"1

$"
%340"14012"1&

7#&4I*,#<
,1# &#C=4"1

$"
%340"14012"1&

61&4I,"<
,1" &C=4"1

# 340"

%

&

’
1

%!"!"(&

引进下列函数$

(%"1&&=4"1%340"1’012"1&

)%"1&&=4"1%340"14012"1&

D%"1&&=4"1340"1

I%"1&&=4"1012"

%

&

’1

%!"!"!&



!"$"!圆筒壳轴对称问题的有矩理论 #"+!!

其值随"1的变化如图!"!##%及表!"!!&所示"

表!"!!!函数!!"!#!$的值

"1 ( ) D I

(>( !>(((( !>(((( !>(((( (! !

(>- (>7#"! (>#$!- (>-"#" (>#*(7

!>( (>-(7" <(>!!(7 (>!*77 (>"(*.

!>- (>#"7$ <(>#(.7 (>(!-7 (>###.

#>( (>(..+ <(>!+*$ <(>(-." (>!#"(

#>- <(>(!.. <(>!!$* <(>(.-7 (>($*#

">( <(>($#" <(>(-." <(>($*" (>((+!

">- <(>("7* <(>(!++ <(>(#7" <(>(!(.

$>( <(>(#-7 <(>((!* <(>(!#( <(>(!"*

$>- <(>(!"# (>((7- <(>((#" <(>(!(7

->( <(>(($. (>((7$ (>((!* <(>((.-

.>( (>((!+ (>(("! (>((#$ <(>(((+

+>( (>((!" (>(((! (>(((+ (>(((.

!!注$摘自参考文献@1%40?=2:40A=5&BA!@?=4CD4>EB&5=0&2,0?=BB0!#2,=,15142!!*-*AEEA$+#F$+"A

由图!"!##看出!<!71!7#!5#!61 之值均在16(处为最大值!即

<%&’ & C
7"

"I &C-#
"

#H"

%71&%&’ & C
$"

此外!由图!"!##可知!当1#$-"时!内力与位移均趋于零"这就是说!当圆柱形筒

图!!"!##
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壳长度为F6#$-"!载荷作用在中间断面时!则可视为无限长壳来计算!其中间断面
处的内力与位移和上式相同"

应当注意!由式%!"!#*&!%!"!"(&所确定的壳体的位移和内力!为衰减很快的周
期函数"衰减函数的半波长为

012"+&012$

+& $
"

设16(处的位移为<(!距16(为半波长+处的位移为<+!则二者之比可由式
%!"!#*&得出为

<(

<+
& =4"1%012"1’340"1&

84"%1’+&%012"%1’+&’340"%1’+&&& !
=4"+ &#">!$

可见!离开16(断面后!位移的衰减是很快的"

16(的断面可理解为壳体的一个边界"实际上!如将这个无限长的壳!在16(
断面截开!一分为二!各自作用以原载荷的一半!则结果不变"所以16(断面实际
上是一个半无限长壳的边界"这种衰减很快的弯曲应力状态称为边缘效应"以后!

我们还要进一步讨论这个问题"

顺便指出!方程式%!"!#"&与弹性地基上的梁!按文克勒假说所得到的梁的挠曲

线方程类似""如将I作为梁的抗弯刚度!$"
$作为基床系数#<作为梁的挠度!则式

%!"!#"&就完全与弹性地基上梁的挠曲线方程相同"于是!以上给出的解!以及全部
图表均可直接用于弹性地基梁问题#"

!"$&! 边缘效应的概念

关于壳体的精确计算结果表明!壳体边界附近的弯曲应力状态沿子午线%或母

线&方向远离边界时!衰减很快!且具有变号的性质!类似于衰减振动的特征"这种现
象称为壳体的边缘效应"在!">"节中讨论圆柱形壳有矩应力状态计算时!已经看到
了由于这种边缘效应使得位移函数<%1&!从而弯曲内力7%1&!6%1&等!都随1%16
(实际上可以认为是壳体的边界&的增长而迅速衰减的现象"现在我们以简单问题
为例说明考虑壳体边缘效应的方法"

在!">"节!我们曾将圆柱形壳轴对称问题有矩理论的平衡方程归结为

"

#

按文克勒假说所得到的平衡方程为$HL2!*GM26?!2为梁的挠度!此处M称为基床系数!M2为基底反
力!?为外荷载"

详见HA@1%40?=2:4!(材料力学)!I&C5%!第三版!!*-.!第一章%有中译本&"



!"$&! 边缘效应的概念 #"*!!

,$<
,1$ ’$"

$< & ?
I

%!"!#"&

并已说明!此方程的解可表示为下列两部分的和

< &<(’<!

其中<(为齐次方程

,$<(

,1$ ’$"
$<( &( %!"!#$&

的解!<!为非齐次方程的特解"
现在说明这两类解的性质"实际上!齐次解<(满足给定的边界条件!对应于平

衡方程中?6(的情况!就是说!位移分量<(给出的不是由于外载荷的作用而仅是

边缘效应影响所引起的壳体内的位移"而<!就可以认为是满足边界条件的由于外

载荷作用而不计边缘效应时所引起的位移"
这样一来!在计入边缘效应影响的近似计算中!便可分别求出在外载荷作用下的薄

膜理论解和上述齐次方程%!"!#$&的解!然后把两部分解叠加起来便是所要求的解答"
作为例子!我们讨论例!"!#中贮液筒的边缘效应影响"为此!应进行以下计算"
%!&按薄膜理论求出挠度函数<!

已知环向内力5# 为

5# &$(%F41&,

环向应变为 )#6
<
$(

由胡克定律有

)# & !
H"

%5#4*51&&,$(

H"
%F41&

于是!在轴对称载荷作用下得

<! &,$#
(

H"
%F41& %&&

!!%#&解齐次方程%!"!#$&!求<(

方程%!"!#$&的解为

<( &="1%(!340"1’(#012"1&’=4"1%("340"1’($012"1& %/&

!!%"&求全解<6<(G<!

进一步可根据已求得的位移函数<%1&!求出所需的薄膜内力和弯曲内力"
应当指出!挠度的表达式中包括了三部分$第一部分是式%/&等号右边的第一

项!它描述了1 6F边缘附近的情况.第二部分是式%/&等号右边的第二项!它描述
了1 6(边缘附近的情况.第三部分是式%&&!它表示外载荷作用下的薄膜力部分"
明确了各项所描述的不同现象!则可根据需要来选取其中的一部分解"
对于各种特殊情况!还可将所得到的解进行简化"例如!当上述贮液筒足够高!
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且底部固定时!<%1&化为

<%1&&=4"1%("340"1’($012"1&’,$#
(

H"
%F41&

!!以上以简例说明了边缘效应的概念和用来进行近似计算时的思路"应当说明!
上述圆柱壳的轴对称问题是一种简单的情况"此时的平衡方程恰为一个以位移<
为基本未知函数的四阶非齐次常微分方程!其全解的两部分恰恰反映了载荷作用下
的薄膜内力和边缘效应的影响"对于有矩理论的一般情况!问题要复杂得多"在推
导边缘效应的基本方程时!要根据问题的性质进行简化!基本未知量通常采用横剪力

6#"在以内力表示的壳体平衡方程的基础上可导出下列边缘效应的基本方程$

,$6#

,1$ ’$+$6# &( %!"!"#&

此处 +$6"%!<*&+
$
!

"#+#
#

式中*为泊松比!"为壳体厚度!+!!+#在!">#节中已有定义"式%!"!"#&的解!我们
已经熟悉!求得6# 以后便可通过它求出因边缘效应产生的弯曲内力"详见有关参
考文献!例如!J’)’科尔库诺夫著!张维嶽译!(弹性薄壳计算的基本理论)!高等教
育出版社!!*.."

复习要点和思考题

!>壳体结构的构造特征!区分什么是薄壳!什么是厚壳3

#>薄膜理论建立在哪些假定上3

">导出轴对称圆柱壳的轴对称问题的微分方程"

习!!题

!"!!!试求图示装满水的圆柱形壳的内力%壳两端作为简支考虑&"

习题!!"!!



习题 #$!!!

答案$

5# &?(-4,-#340#

51 & ,
# 1#4 #% &#+ ,

#

340#

51# &4,-1012

*

+

, #
此处?(为圆筒壳中心处的压力"

!"!%!底部简支的锥形截顶壳!顶周边受垂直载荷C作用!计算其内力"

习题!!"!# 习题!!"!"

!!!"!"!试求半无限长圆筒壳在端部受弯矩7(作用时内力与位移"

!"!&!若圆柱壳为一密封压力容器!试写出其边界条件"



第!&章
弹!性!波

!&$!!一维弹性波

变形物体受突加载荷作用后!必将产生变形!这种变形和与之伴随产生的应力并
不能立即传到物体的各个部分"在开始时刻!物体的变形!或者一般地说!物体受到
的扰动!只在加载处的邻域内产生!该邻域以外的部分则仍处于未扰动的状态"之
后!物体的变形和应力便以波的形式向远处传播"在载荷作用时间与波的传播过程
所经历的时间相比短得多的情况下!物体的运动主要表现为波的传播现象"根据介
质的物理性质!边界条件和载荷的作用形式不同!波的传播过程将呈现出各种不同的
特征"
本节以半无限长弹性细杆在端部受到动载荷作用为例!研究弹性应力波在杆内

图!!$!!

向远处传播的规律"材料的弹性模量为H!密度为

’"设外载荷较小!使得杆端应力%-%(!%(为动屈

服极限"又设载荷为压力%图!$!!&!则在杆中传
播的是弹性压缩波"在此处!应力以压缩为正!于
是运动方程%波动方程&为

(#:
(N# &/#

(
(#:
(1# %!$!!&

其中/(6 H-槡 ’是与应力大小无关的常数!为杆中弹性纵波的波速"对金属材料而



!&$!!一维弹性波 #$"!!

言!/(的数量级为每秒几千米%横波波速一般只是纵波波速的一半&"表!$!!中给出
了若干种材料的纵波波速/(的值"

表!!&!!

材!!料 /(-%0<! BO-I&’0’%<!K!(-

黄!!铜 $"(( ".!

铝 合 金 .!(( !.-

钢 -7(( $-#

有机玻璃 #.(( "!

土!!壤 !((&-(( -&7#

!!应当指出!波的传播速度%简称波速&和在波传播中材料质点的运动速度是两个
不同的物理量!不能相互混淆"材料的质点受到扰动后!只能在平衡位置附近运动!
其运动的速度称为质点的速度"而质点将所受到的干扰相继传播到相邻质点的速
度!称为波的传播速度"
二阶微分方程%!$!!&可以改写成与之等价的一阶偏微分方程组!如令

;&(:
(N

%&&

则有

()
(N&(;

(1
%/&

代入/#
(6H

’
后!方程%/&化为

!
H

(%
(N&(;

(1
于是有

’
(;
(N4(%

(1&(

!
H

(%
(N4(;

(1&
%

&

’
(

%!$!#&

写成矩阵形式

’ (
( !-% &H

;!N

%!

+

,

&

’N
’

( 4!
4% &! (

;!1

%!

+

,

&

’1
& %&(

(
或缩写为

!%!N’"%!1 &( %!$!"&
其中

!& ’ (
( !-% &H

!!"&
( 4!
4% &! (

!!% &
;%&%
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!!今后可看到!质点的运动速度与瞬时应力成正比!它比波速要小得多!并且可从
方程%!$!"&的解直接得到"实际上!在所论问题的情况下%半无限长细杆在端部受
到动力作用!没有反向波&!方程%!$!"&的解为

:&9%14/(N& %!$!$&
于是有

)&(:
(1&9E%14/(N&

%&H)&H9E%14/(N&

;&(:
(N&/(+49E%14/(N

%

&

’
&,

%!$!-&

在式%!$!-&中!%是以拉伸为正!本书已规定应力以压缩为正!所以应力相差一个符
号"考虑到这一点!比较%和;的表达式后!得到

;&/(%
H

%!$!.&

或者

%&’/(;&BO; %!$!+&
注意!此处规定压应力为正!BO6’/("式%!$!+&表明$

%!&质点的运动速度;与瞬时应力%成正比!比例常数BO称为声阻抗率!其单位
为I&’0-%"若干材料的声阻抗率已列在表!$!!中"

%#&当杆端受到压力时!波的传播方向#质点的运动速度方向及应力方向一致"
反之!如果杆端是受到拉力作用!由波的传播方向与后者的方向相反"

%"&式%!$!+&又可如下地解释或推导"设在N时刻内!杆端受到的应力是不变
的!因而杆件受压缩的长度为/(N!在1 #/(N的杆内!没有受到扰动"在扰动段内!)
6%-H"因此!杆端的总位移为/(N)6/(N%-H"在此时间内!杆端的位移应为;N"令
两者相等!就得到式%!$!+&"
现讨论弹性波在有限长杆端部的反射!已知方程%!$!"&的一般解为

:%1!N&&9!%14/(N&’9#%1’/(N&&:!%1!N&’:#%1!N&
其中!:!69!%1</(N&为右行波!其波前行进线路的方程为16/(NG34205.:#69#%1
G/(N&为左行波!其波前行进线路的方程为16</(NG34205"对应于:!和:#的应力

分别为

%! &H(:!

(1 &4BO
(:!

(N &4BO;!

%# &H(:#

(1 &BO
(:#

(N &BO;#

上式表明!对于右行波!应力和质点速度符号相反!即负应力对应于正速度.左行波的
应力与质点速度符号相同"应力和速度之比为9BO"



!&$!!一维弹性波 #$-!!

现在考虑两个相向运动的应力波!如图!$!#%&&所示"应力分别为%!和%#!符号
相同"由于弹性波的控制方程为线性的!所以当两个波相遇时!其重叠部分的应力和
速度可以用叠加法来计算"但应注意!这里是代数相加!要注意它们的符号"对于同
号应力波相遇之后!在波形重合部分的应力为两应力波应力之和!符号不变%图!$!#
%/&!%3&&而速度则为两者之差!符号与其中绝对值最大者相同"两波分离之后!则各
自按原来的波形传播"如果两个相向运动的应力波应力符号相反!则两波相遇之后!

其重合部分的应力为两应力之差!符号与其中绝对值最大者相同!而速度则为两者之
和"两波分离之后!仍按各自的波形传播"

显然!若两个应力值相等!波的长度相同!但应力符号相反的波相遇之后!应力互
相抵消!即其重叠部分的应力变为零!但其质点速度加倍"图!$!"给出了两个异号
应力波相遇时应力的变化情况"

现在设想在)处%两波相遇的截面&将杆切开!则在图!$!#所示的情况下!)截
面的应力加倍!速度为零!这相当于有限长杆的固定端.而在图!$!"所示的情况下!
则应力恒为零!这相当于有限长杆的自由端!在该处速度加倍"

图!!$!# 图!!$!"

!!由此可见!对于有限长杆!当波由扰动端%加载端&(传播到远端) 时!必将发生
波的反射!生成反射波"这个反射波相当于从)端以外传来的相向运动的波"由以
上讨论可知$波由固定端反射后!应力增至入射波应力的二倍!质点速度减为零!波的
性质不变%即拉伸%压缩&波仍为拉伸%压缩&波.而波由自由端反射后!应力减至零!质
点速度增为入射波质点速度的二倍!波的性质改变%即拉伸%压缩&波变为压缩%拉伸&

波&&!波形不变"

在弹性介质中传播的应力波的研究无疑是空间问题!根据介质的特征将出现各
种复杂的情况"

下面给出一维平面波与一维应力波的区别"

所谓平面波是指波阵面为%或近似为&平面的情况"在同一波面上!状态参量相



#$.!! 第!&章!弹性波

同"设以1坐标轴表示波的传播方向!则所有状态参量都只是1!N的函数"当质点
的运动方向与波的传播方向平行时%即只有1方向的位移&!称为纵向平面波!简称
为纵波"这时有

:! &:%1!N&!!:# &:" &(
将上列关系式代入基本方程!可得纵波的运动方程为

(#:
(N# &/#

!
(#:
(1# %!$!7&

上式表明!纵向平面波的波速等于膨胀波的波速"实际上!在本情况下!有
)1 .(

其余应变分量为零"根据广义胡克定律!有
%PQ &+$’#-)PQ!!$&)1

%1 & %+’#-&)1

由此可得

%1

)1
&+’#-&H! %!$!*&

H!称为侧限弹性模量"于是有

/! & H!-’槡 (

这表明!弹性平面纵波%或一维应变平面波&波速与细杆中一维应力纵波波速%/(6

H-’槡 (&不同"

如果质点的运动方向与波的传播方向正交!则称为横向平面波!简称横波"设2
坐标轴与质点的运动方向平行!则对于横波!应有

:# &:%1!N&!!:! &:" &(
于是)16)26)*6(!$6("所以横向平面波是畸变波或等容波"这时!运动方程为

(#:
(N# &/#

#
(#:
(1# %!$!!(&

式中:为2方向的位移分量"/#称为横波波速"

式%!$!7&及%!$!!(&同一维弹性应力波的运动方程在形式上完全相同!只是波
速不同!所以它们的解法和所得到的结论都一样"
在无限弹性介质中传播的应力波无疑是三维空间问题!根据条件的不同将出现

各种复杂的情况"

!&$%!无限介质中的弹性波!体波

地震发生时!由地源发出的地震波向其周围传播的问题!可视为波在不计边界时
的传播!这类波统称为体波!即在物体内部传播的波"体波有两种基本形式!即所谓



!&$%!无限介质中的弹性波!体波 #$+!!

畸变波%或等容波&和膨胀波%或无旋波&"在研究弹性波在空间的传播问题时!采用
拉梅!纳维方程比较方便!即

%+’-&$!P’-

’

#:P4’(RP &( %!$!!!&

式中P6!!#!"%或1!2!*&.$6)PP为体应变.

’

#为拉普拉斯算子!在笛卡儿坐标
内!有

’

#& (#

(1# ’ (#

(2# ’(#

(*#

!!畸变波在传播过程中!介质的体积不改变!$/("于是式%!$!!!&变为

/#
#

’

#:P &RP %!$!!#&

式中

/# & S
’槡(

%!$!!"&

为畸变波波速"因为在波的传播过程中!介质只有剪切变形!所以波速只与介质的切
变模量S和密度’( 有关"因而畸变波有时也叫做剪切波"

如果在波的传播过程中!介质质点的位移场为无旋场!即有

C45&&( %!$!!$&

则可设

&&;C&,#C %!$!!-&

因为C45%;C&,#C&6(!所以位移&恒能满足式%!$!!-&"#C称为位势函数"这种波称
为无旋波或膨胀波"因为

$&,1L&&

’

#
#C

$!P &

’

#
#C!P &

’

#:P

所以式%!$!!!&变为

/#
!

’

#:P &RP %!$!!.&

式中

/! & +’#-
’槡 (

为膨胀波波速"已知

+’#-&T’$
"S& *H

%!’*&%!4#*& %!$!!+&

其中T 为体积弹性模量"所以!膨胀波的波速与介质的体积弹性模量T#切变模量

S和密度’( 有关"这是因为!在膨胀波的传播过程中!介质不只发生体积变形!而且
伴随有剪切变形"式%!$!!#&和式%!$!!.&可统一写成

U.&/#
M

’

#
. %!$!!7&

式中



#$7!! 第!&章!弹性波

/M &
/! & %+’#-&-’槡 (

/# & S-’槡
*
+

, (

%!$!!*&

!!以上的讨论均未计入体力"当计入体力时问题将变得复杂起来!详见参考文献
+7,"

!&$"!半无限介质表面的波!面波

现在考虑半无限空间20(!假定波的传播方向J位于1!2 平面而不失一般性
%图!$!$&1!2平面称为竖向平面!1!*平面即半空间表面!为水平面"其位移分量为

:J!:;!:* 分别为法向!竖向和水平面内的位移%图!$!$&"

图!$!$!在1!2平面内的平面波向自由表面前进的示意图

我们在研究体波时没有计入体力!且在研究剪切波%H波&时不计体积变化!研究
膨涨波%I波&时不计转动"这样!问题得到了简化"实际上!求解运动方程

%+’-&

’

%

’

’:&’-

’

#&’’’ &’( %!$!#(&

具有较大的复杂性"此处

’

为哈密顿算子!

’

#为拉普拉斯算子!为了把位移分解成
转动和膨胀两部分!注意到以下关系式成立

’

#&&

’

%

’

’&&4

’

V%

’

V&&

!& !
#

’

V&
%!$!#!&

于是可得

%+’#-&

’

%

’

’&&4#-

’

V!’’’ &’( %!$!##&

为了简化以下的分析!引进标量函数/和矢量势)!于是又根据亥姆霍兹定理"

&&

’

/’

’

V)!!

’

’) &( %!$!#"&

" 见 M4C0=IA!N=0?/&C/BMA!M=5?4,4>@?=4C=513&BI?D0130!O4BA!!M&3PC&QJ1BB!!*-"!EA-#F-""



!&$"!半无限介质表面的波!面波 #$*!!

条件

’

’)6(给出了可以由/和) 的$个分量惟一确定位移分量的必要条件"
同样还可以给出

’&

’

9’

’

V"!!!

’

’"&( %!$!#$&
将以上结果代入运动方程!整理后可得

%+’#-&

’

#/’’9 &’U/

-

’

#)’’" &’*)
%!$!#-&

将上式代入运动方程!可得上式的另一种形式!即
%+’#-&

’

#/’’9 &’U/
4-

’

V

’

V)’’" &’*)
%!$!#.&

注意到!

’

’

’

1

’

#!

’

’%

’

#&&6

’

#%

’

’&&和

’

’&6)MM"于是对于沿弹性体表
面传播的波!其位移分量可表示为

:&(/
(1’(W*

(2

;&(/
(24(W*

(1

< &4(W1

(2 ’(W2

(1

%!$!#+&

注意到
’

’)6(!则有以下控制方程

’

#/& !
/#

!

(#/
(N# !!!

’

#WP & !
/#

#

(#WP

(N# !!%P&!!#!"& %!$!#7&

应力位移关系表示为

%1 & %+’#-&(:
(1’(;

(% &2 4#-
(;
(2

%2 & %+’#-&(:
(1’(;

(% &2 4#-
(:
(1

%* & +
#%+’-&%%1 ’%2&

&12 &-
(:
(2’(;

(% &1

&2* &-
(<
(2

!!!&1* &(

%!$!#*&

上式还用势函数表示为应力与/!W2!W* 的关系式"从式%!$!#+&可见!位移: !;
只与/ 和W* 有关!而位移< 只与W1 和W2有关"这就是说!介质的运动可以分为
两部分!一部分是平面应变运动!即: 6(!;.(!< 6(-(*6(.表示质点在,2*
平面内运动!所以称为HO横波.另一部分为HJ横波运动!(-(*6:6;6(!<.(!即
位移分量<在,12平面内传播的横波!其质点运动发生在*轴方向"HO波和HJ
波都属于横波!它们以其所引起的质点运动方向的不同相区别!称为极化波"



#-(!! 第!&章!弹性波

在地震过程中观察到!对地面设施造成破坏的是首先到达地面的地震波I波和

HO波"前面已说明!这两种波的特性是(-(*6(!<6("瑞利%R&DB=1;?SATAHA&首
先研究了这种沿表面传播的面波!故称这种波为瑞利波"以下专门讨论这种波的
特性"

瑞利%U4C,R&DB=1;?!!7$#!!*!*&!英国物理学家!

原名 T1BB1&%H5CV55!!7+*!!77$年任剑桥大学教授!

!7+"年被选为皇家学会会员!!*($年因从空气中分离出

氩而获得诺贝尔奖"他有众多研究成果!发表过粘性流

体理论的重要论文!著有经典名著(声学理论)"发现了

称为瑞利波的弹性表面波"
U4C,R&DB=1;?

在这种情况下!边界条件为

%2 &&12 &&2* &(!!2&( %!$!"(&
实际上!对于平面应变可直接考虑下列运动方程

’

#:& !
/#

#

(#<
(N# %!$!"!&

对于平面应变情况%回忆式%!$!#+&前两式和式%!$!#7&&!令

/&9%2&=’E+1%0141N&,!!!W* &"*%2&=’E+1%2141N&, %!$!"#&
将式%!$!"#&代入方程%!$!#7&得

,#9
,2# 4!#9&(!!,#"*

,2# 4"
#"&( %!$!""&

其中令!#6<2!#!"
#6<3"

#

2!# &1#

/#
!
40

#!!3"
# &1#

/#
#
42

# %!$!"$&

方程%!$!#7&的解给出了波呈指数增长与衰减两部分"设式%!$!"#&呈下列形式$

/&(=!2=’E+10%14/N&,

W* &)="2=’E+10%14/N *&,
%!$!"-&

由此可得位移和应力分量为



!&$"!半无限介质表面的波!面波 #-!!!

:& %10(=4!2 ’")=4"2&=’E+10%14/N&,

;&4%!0(=4!2 ’10)=4"2&=’E+10%14/N&,

%1 &-+%"
#40

#4#!#&(=4!2 4#1")0=4"2,=’E+10%14/N&,

%2 &-+%"
#’0

#&(=4!2 ’#1")0=4"2,=’E+10%14/N&,

&12 &-+4#1!0(=4!2 ’%"
#’0

#&)=4"2,=’E+10%14/N

%

&

’&,

%!$!".&

在自由表面%26&126(!由此可得
%"

#’0
#&(’#10") &(

4#10!(’%"’0
#&)& *(

%!$!"+&

由此振幅比

(
) &4 #1"0

"
#’0

# &"
#’0

#

#1!0
%!$!"7&

从而!表面波的频率方程为
%"

#’0
#&#4$!"0

# &( %!$!"*&
此处

!# &0
#41#

/#
!
!!"

# &0
#41#

/#
#

%!$!$(&

由此!考虑到160/!则波速可表示为

#4/#

/% &#
#

#

&$!4/#

/% &#
!

!
#

!4/#

/% &#
#

!
#

%!$!$!&

最后得出下列关于 %/-/#&的三次代数方程

/#

/#
#

/
/% &#

.

47 /
/% &#

$

’%#$4!.M4#&/
/% &#

#

4!.%!4M4#+ ,&&( %!$!$#&

方程%!$!$!&的三个根取决于M# 的值!因M#6 /#

/% &#
#

6#%!<*&%!<#*&!故此三个根与

材料的泊松比有关"此处M实为瑞利波波速与剪切波波速之比"分析后不难得出!
当泊松比*-(>#."时!该方程有"个实根.当*#(>#."时!有一个实根!两个共轭复

数根.当*6!-$时!得出 /
/% &#

#

的三个值!分别为$$!%#G#-槡"&!%#<#-槡"&"

方程%!$!$!&所确定的波速/即瑞利波的波速!今后记作/$"若把 /
/% &#

#

的三个

值代入式%!$!$(&!并要求!#!"
##(!则只可能有

/#

/% &#
#

!
#

& #4 #
槡% &"

!
#

&(>*!*$

由此得

/$ &(>*!*$/#

瑞利波的质点运动可由方程组%!$!".&的前两式确定!26(时!有
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:&(1,4"
#’,#

#% &, =1,%14/N&

;&( 4!’"
#’,#

#% &"
=1,%14/N

%

&

’
&

%!$!$"&

取实数部分!有

:&-%,&012,%14/N&

;&.%,&340,%14/N *& %!$!$$&

由此可见!瑞利波传播时介质质点在垂直平面内振动!质点在振动过程中沿椭圆轨道
旋转!椭圆的主轴是垂直的"质点沿与波的传播方向相反的方向沿椭圆旋转!呈逆进
椭圆型"其竖向分量大于水平分量约!>-倍"质点振动的振幅随深度呈指数衰减!
并在约(>!*#波长处质点运动的轨迹变为相反方向的椭圆!如图!$!-和图!$!.所
示"因此!瑞利波的波长越长!它向介质深部的穿透越深"

图!!$!-

图!!$!.



习题 #-"!!

!!在地震观测中还发现一种HJ面波!其质点振动平面平行于地表面!产生于地表
面上覆盖着的薄层底面!沿分界面方向传播!这种波称为U4L=波"详见有关文献!
例如参考文献+*,"

复习要点和思考题

!>弹性波波速与质点速度是两个不同的概念"在一维情况下!它们有下列关系

;&/(%-H
或

%&’/(;
上两式有三点重要的理解%见正文&

#>波由杆的固定端反射后!应力增至入射波应力的二倍!质点速度减为零.而波
由杆的自由端反射后!应力减至零!质点速度增为二倍!波形均不变"

">在无限介质中传播的波主要有两类"各自的特点不同"

$>R&DB=1;?波是一种表面波!且沿深度衰减很快"其质点旋转运动的方向在

(>!*#波长处开始反向"

->应力波的波速与哪些因素有关3 质点运动速度和波的传播速度有什么区别3
为什么3

.>介质的弹性常数是否影响波的传播速度3 为什么3

+>弹性波在工程上有多方面的应用!你能举出几个工程应用实例吗3

7>设有一钢丝!一端固定!另一端悬一圆盘!若有一套在钢丝上的圆形空心重物
沿丝线落下!试问该钢丝有可能在哪一端断开3 为什么3

习!!题

!&!!!试求瑞利波传播时!沿深度的衰减规律!並以图形表示"

!&!%!设有两圆截面直杆!直径相同!中间以同直径的一试件相连!当一端受冲
击力作用时!试给出反射波#透射波#反射波间的相互关系和试件中的应力和应变"

!&!"!给出思考题$的力学分析"



附录)
矢量与张量的基本公式

)$!!指 标 记 法

以下均采用W1205=12求和约定!即重复一次的上#下标!即表示求和"若在5 维
空间!则P6!!#!4!5!例如

O&-P.P &-!.!’-#.#’4’-5.5 %X!!&
求和指标又称为哑指标"这种指标采用什么字母是无关紧要的!即

-P.P &-Q.Q &-X.X & 4 %X!#&
求和约定也可用来表示双重和式#多重和式等"

-PQ1Q &.P!!%P!Q&!!#!"& %X!"&
式中的指标P称为自由指标!它在此方程中每项只出现一次!不符合求和约定"方程
组%X!"&展开为

-!Q1Q &.!

-#Q1Q &.#

-"Q1Q &.
%
&

’"

%X!$&

方程%X!$&按求和约定可以展开!例如第一式为

-!!1!’-!#1#’-!"1" &.!



’$%!坐标变换!基矢量 #--!!

)$%!坐标变换!基矢量

设在三维空间中取一直角坐标系,@!@#@"!沿此三个坐标方向的相互垂直的三
个单位矢量为+!#+##+"!记作/+P*!即为坐标系的标架!而其相伴标架%或互易坐标基&
为/+P*!二者统称为基矢量"若任一矢量,可表示为

,&-P+P &-Q+Q %X!-&
则有

-Q &,’+Q &-P+P’+Q &-P3PQ %X!.&
同理有

-P &-Q3PQ %X!+&
今后称矢量,在/+P*中的分量为逆变分量!记作,-.称,在相伴标架/+P*中的分量为
协变分量!记作,P"对于正交标架!矢量的协变分量与逆变分量相重合!二者就不再
区分"
现在考虑坐标系,@!@#@"中的一点位置.为

.&.%@!@#@"&&/P+P %X!7&
该点的位置同时也可以用坐标系Y1!1#1"中的矢径.表示!即

.&.%1!1#1"&&0P+P %X!*&
以上两组变量%@!!@#!@"&和%1!!1#!1"&表示同一空间位置!故可用下列坐标变
换联系起来

@P &@P%1P& %X!!(&
若@P为一斜角坐标系!且为1P的线性函数!1P也是一个斜角坐标!其坐标变换为

@P &(@P

(1P1P %X!!!&

若@P不是1P的线性函数!则/1P*为曲线坐标"在曲线坐标系中(@P-(1P不再是常数"
此时@P与1P之间有一一对应的关系"坐标变换的条件由隐函数存在定理可知为$只
要1P的邻域内函数@P%1!!1#!1"&有连续的一阶偏导数存在!则在1P点下列雅可比函

数行列式L存在!即

L&(%@!!@#!@"&
(%1!!1#!1"&&

(@!

(1!
(@!

(1#
(@!

(1"

(@#

(1!
(@#

(1#
(@#

(1"

(@"

(1!
(@"

(1#
(@"

(1"

.( %X!!#&

!!若令1P为曲线坐标/1P*的基矢量!则有



#-.!! 附录’!矢量与张量的基本公式

,.&,0P1P %X!!"&

同时可写为

,.& (.
(1!,0!’ (.

(1#,0#’ (.
(1",0" & (.

(1P,0P %X!!$&

由此给出

1P & (.
(1P & (

(1P%@Q+Q&&(@Q

(1P+Q %X!!-&

由L.(可知!1!#1##1"为线性无关!即可由/1P*作为曲线坐标的标架!以平面坐标
为例

1! &+!!1# &$
则有

Z=!Z&!!!Z=#Z&+
今后取右手坐标系"如前所述!=!为协变基矢量!与之对应的逆变基矢量为

1P & 1QV1M

+1!1#1",
%X!!.&

其中+1!1#1",为=P的混合积"

类似地!+1!1#1",为1P的混合积!记作)PQM")PQM和)PQM称为W,,12;542张量"1P%或

1P&为线性无关的三个基矢量!故其混合积代表它们构成的平行六面体的体积!必不
为零"在直角坐标系中!有

+1!1#1",& +1!1#1",&! %X!!+&

故有

)PQM &)PQM &8PQM %X!!7&

定义协变度量张量

1PQ &1P’1Q &1QP %X!!*&

逆变度量张量

1PQ &1P’1Q &1QP %X!#(&

混合度量张量

1P
Q &1P’1Q &1Q’1P %X!#!&

容易证明!下列公式成立

1P
Q &1P’1Q &3P

Q %X!##&

1P &1PQ1Q %X!#"&

1PQ1MQ &1P
Q &3P

Q %X!#$&

其中



’$"!张量及张量代数 #-+!!

3P
Q &3PQ &3PQ &

!!P&Q
(!P./ Q

%X!#-&

)$"!张量及张量代数

为简便计!以下在直角坐标系中给出张量的定义"设在坐标Y1!1#1"中具有两

个下标的*个量[PQ!当变换新坐标系Y1E!1E#1E"时![PQ变成了[PEQE!若[PQ与[PEQE之间服

从下列关系式

[PEQE &!PEP!QEQ[PQ %X!#.&
其中!PEP%或!QEQ&是新旧坐标系的基矢量间夹角的方向余弦!例如

!PEP &+PE’+P %X!#+&
式%X!#.&所定义的*个量定义一个二阶张量!记作2"类似地!在卡氏直角坐标系
可以定义三阶张量

[PEQEME &!PEP!QEQ!MEM[PQM %X!#7&
依此类推!可定义任意阶张量"
可以推出!二阶张量2实际上是一个线性变换"

)$"$!!张量的加减

设2和3是两个二阶张量!%293&表示2与3的和与差!则对任意矢量,有
%2K3&’,&2’,K3’, %X!#*&

其分量为

%2K3&PQ &+P’%2K3&’+Q &+P’2’+QK+P’3’+Q &2PQ K3PQ %X!"(&
显然!%293&仍为一二阶张量"

)$"$%!并矢积!张量的张量积

矢量,和4的并矢积,4定义为按下列规则对任意矢量5做变换
%,4&5&,%45& %X!"!&

不难证明"!并矢积,4又称,和4的张量积!是一个二阶张量!它的分量为
%,4&PQ &+P’%,4&’+Q &+P’+,%4’+Q&,&+P’%,4Q&& %+P’,&4Q &,P4Q

%X!"#&

" 详见有关张量计算的文献!例如$周季生编!张量初步!高等教育出版社!北京!!*7-"



#-7!! 附录’!矢量与张量的基本公式

若2和3分别为X 阶和J阶张量!则它们的张量积为

243& %[P#!4!PX+P#!4!PX
&4 %OPX’#

!4PX’J+PX’#
!4!PX’J

&&DP!!4!PX’J8P!!4!PX’J &#

%X!""&

显然张量#的阶数为2和3两张量阶数之和"

)$"$"!张量的标量积和内积

两个二阶张量2与3的标量积用2$3表示!其标量

2$3& 5
P
5
Q
[PQOQP &5C%2@’3&

2和3的内积定义为

2’3& %[PQ+P+Q&’%OXJ+X+J&&[PQOXJ+P%+Q+X&+J &[PQOXJ3QX+P+J %X!"$&

显然!两个二阶张量的内积2’3的结果仍是二阶张量"内积一次之后!所得新张量
的阶数比原两张量阶数之和降低#阶"
一般情况下内积是不可交换的!即

2’3.3’2 %X!"-&
但二阶张量服从结合律!结果仍为二阶张量!即有

6’3’2& %6’3&’2&6’%3’2& %X!".&
对于张量的内积可以连续进行"例如二次内积可写成2’’3的形式"若2和3均
为二阶张量!则它们的双重内积为

2’’3& %[PQ+P+Q&%OXJ+X+J&&[PQOXJ%+P’+X&%+Q’+J&&[PQOXJ3PX3PJ%X!"+&

&[PQOXJ %X!"7&

上式结果[PQOXJ为一标量"显然有

2’’3&3’’2 %X!"*&
类似地可定义多重内积"

)$"$&!张量的迹

设,和4为两个矢量!则其并矢积,4的迹5C,4定义为

5C,4&,’4 %X!$(&
于是有

5C+P’+Q &+Q’+P &3PQ %X!$!&

张量2的迹定义为

5C2&5C%[PQ+P+Q&&[PQ5C%+P+Q&&[PQ3PQ &[QP %X!$#&

由此可以导出二阶张量的迹的一些特性"例如下列关系式成立



’$&!()*+,-.//01符号!协变导数 #-*!!

5C%2’3&&5C%3’2& %X!$"&

)$&!*+,-./01123符号!协变导数

引进记号

(
(1P%!&&

,=>

(P%!&&
,=>

%!&!P

于是对应矢量,的导数有

,!P & %-P1P&!Q &-P
!Q1P’-P1P!Q %X!$$&

同样地

,!P & %-P1Q&!Q &-P!Q1P’-P1P
!Q %X!$-&

其中矢量1P!Q可以分解为1P和1Q方向的分量!即

1P!Q &
,=>

4PQM1M &
,=>

4M
PQ1M %X!$.&

此处4PQM和4M
PQ分别为第一类Y?C1054>>=B符号和第二类Y?C1054>>=B符号!它们不是张

量!但有一些有用的性质!例如!对指标P和Q有对称性!相互可表示性!而在直角坐
标系中4PQM和4M

PQ都等于零"
现在考察第一个矢量,的协变导数%34L&C1&25,=C1L&5142&

,!Q &-P
!Q1P’-P4M

PQ1M & %-P
!Q’-M4M

PQ&1P &-P

Q
1P %X!$+&

其中

-P

Q
&-P

!Q’-M4QM
P %X!$7&

称为矢量,的协变导数"类似地有

-P
Q
&-P!Q’-M4M

PQ %X!$*&

-P

Q
和-P

Q
均为张量"

对二阶张量2的偏导数经运算后得

2!M &[PQ
M
1P1Q %X!-(&

其中

[PQ
M
&[PQM 4[PQ4#

QM 4[P#4#
QM %X!-!&

称为张量2的协变导数"类似地可以给出[P
Q

M
![Q

P
M
4"



#.(!! 附录’!矢量与张量的基本公式

)$’!标量场与矢量场

)$’$!!标量场的梯度

!!设标量函数:%7&为在区域\ 上的一个标量场!7%1!2!*&为\ 中的任一点!
及:%7&在\ 上任一点!若存在极限

B1%
767(

:%7&4:%7(&
77(

则称该极限值为函数:%7&在7(处沿方向7的方向导数!并记作
(:
(% &# 7(

& B1%
767(

:%7&4:%7(&
77(

不难证明!若函数:%7&在7 点可微!340!!340"!340,为7的方向余弦!则:%7&在
点7的方向导数必存在!并有

(:
(#&(:

(1
340!’(:

(2
340"’(:

(*
340, %X!-#&

若记

8& (:
(1

!(:
(2

!(:
(% &*

9 & %340!!340"!340,&
则方向导数可用两矢量8和9的点积形式表示!即

(:
(#&8’9 %X!-"&

我们称式%X!-"&因9的方向变化使得方向导数(:E(#
取最大值时定义为函数: %7&在

该点的梯度方向!记作;C&,:!即

;C&,:&(:
(1
-’(:

(2:’(:
(*
; %X!-$&

梯度为一矢量场"现在引入算子

’

’

& (
(1
-’ (

(2:’(
(*
;

’

称为哈密顿算子%读作2&/B&&!于是有

’

:&(:
(1
-’(:

(2:’(:
(*
; %X!-$&&

或

’

:& (:
(1P

+P %X!-$/&



’$2!标量场与矢量场 #.!!!

!!梯度的运算公式$
%&&;C&,/6(%/为常数&.
%/&;C&,/:6/;C&,:.
%3&;C&,%:9;&6;C&,:9;C&,;.
%,&;C&,%:;&6;;C&,:G:;C&,;.

%=&;C&, :% &; 6!
;#%;;C&,:<:;C&,;&.

%>&;C&,+9%:&,69E%:&;C&,:
梯度可以推广到矢量场和张量场"

)$’$%!矢量场的散度

设-%7&为一矢量场!7 为场中的任一点!O为包围7 在内的一个封闭曲面!其
区域为\!若极限

B1%
\67

7
O

,’,<

\
存在且有极限!则称该极限值为矢量场-%7&在点7 处的散度!并记作

,1L,%7&&B1%7,’,<

\
%X!--&

显然上式中的曲面积分7
O

,’,<为矢量场,穿过有向曲面O的流量"

由高斯公式和积分中值定理!可设散度的下列表达形式

,1L,&(-1

(1 ’(-2

(2 ’(-*

(*
%X!-.&

或

,1L,&

’

’, %X!-+&
由此可设高斯公式的矢量形式

8
O

,’,%&9
\

,1L,,\ %X!-7&

可见!矢量场的散度为一标量!散度全体构成一标量场"

)$’$"!矢量场的旋度

设,%7&为一矢量场!F为场中的任一闭合曲线!则沿曲线F的曲线积分



#.#!! 附录’!矢量与张量的基本公式

:
F

,’,7

称为矢量场,%7&沿F的环量"若F为某一曲面O的边界!曲面上动点7 处的单位
矢量为=6%340!!340"!340,&!则由斯托克斯公式!有

:
F

,’,7&8
O

(-*

(24(-2

(% &* 340!’ (-1

(* 4(-*

(% &1 340"’ (-2

(1 4(-1

(% &2
340+ ,, ,%

%X!-*&

我们称矢量 (-*

(2<(-2

(*
!(-1

(*<(-*

(1
!(-2

(1<(-1

(% &2
为矢量场,%7&的旋度C45,%或3VCB

,&!即

C45,& (-*

(24(-2

(*
!(-1

(* 4(-*

(1
!(-2

(1 4(-1

(% &2

&

- : ;
(
(1

(
(2

(
(*

-1 -2 -*

&

’

V,
%X!.(&

从而导出

:
F

,’,7&8
O

C45,’,< %X!.!&

由此可知!对于无旋场%保守场&有

C45,&( %X!.#&
当,%7&是无旋场时!可推出,%7&为某一标量函数5的梯度!即

,&

’

5 %X!."&
若矢量场,可表示为某一标量函数5的梯度!则,为一有势场!5即为其势函数"
因有

C45;C&,5&( %X!.$&

故有势场必为无旋场"于是!若称矢量场,为保守场!则等价于$C45,6(!或:
F

,’,7

&("



附录4
变分法概要

在数学分析中!曾经讨论过函数的极值问题"变分法是这类问题的推广"

图!)!!

4$!!泛函和泛函的极值问题

我们首先引进泛函的概念"泛函是指一个量!它的值依赖于一个或者几个函数"
变分法的基本问题是求泛函的极值"下面是一个简单的变分问题的例子"
如给定1!2平面上的两定点]!%1!!2!&和]#%1#!2#&%图)!!&!求满足边界条

件的连接这两点的任意曲线262%1&中的最短线"于是!问题归结为!求]!!]#两

点间的曲线长度

F&$
1#

1!
!’ ,2

,% &1+ ,
# !

#

,1 %)!!&

为最小的一条曲线"这条曲线满足连续性要求和边界条
件"以后我们把这种满足给定条件的函数称为容许函
数"于是!变分法问题就是在容许函数中!寻求使给定泛
函为极值的特定函数的问题"F 6F+2,是一个泛函!因
为它依赖于1变量函数2262%1&"求]!!]#两点间最

短线的问题是一个变分法问题"
上述变分法问题的一般形式为$求泛函



#.$!! 附录3!变分法概要

L+2,&$
1#

1!
3 1!2!,2

,% &1 ,1 %)!#&

在满足边界条件

2%1!&&2!!!2%1#&&2# %)!"&
下为极小值的函数2%1&"
由数学分析知道!如一个连续函数969%1&!-"1".!在点1 61(处达极值

%最大或最小&!则1(可由下列方程的解给出$

,9%1&
,1 &( %)!$&

或者说!若函数9%1&在点1 61(处取极值!则9%1&的导数在该点等于零"其另一
种表达方式为

,9& ,9%1(&
,% &1 ,1&( %)!-&

由函数9%1&的二阶导数可知$

!&当,
#9%1(&
,1# #(时!函数9%1&在1( 处取极小值

#&当,
#9%1(&
,1# -(时!函数9%1&在1(

%

&

’
处取极大值

%)!.&

由此可见!对于函数9%1&在一点取最小值来说!式%)!$&%或%)!-&&是必要条
件!而%)!.&的第一式便是充分条件"同理!可以讨论最大值的情况"

4$%!泛函极值的必要条件!欧拉方程

以上求函数极值的方法!可以推广应用到泛函中来!以下仍以最短线为例研究泛
函的极值问题"
设2%1&为使泛函>取最小值的容许函数!函数22%1&为2%1&邻近的任意容许函

数!即
22%1&&2%1&’)6%1&

其中)为小参数"而
22%1&42%1&&)6%1& %)!+&

称为变量函数2%1&的变分!记作

(2&)6%1& %)!7&

6%1&为满足6%1!&6(!6%1#&6(的任意的函数%如图)!#所示&"
应当注意!变分32是指2值的任意微小变化.而微分,2是指自变量1 的微小

变化,1所引起的2的微小变化"二者不要混淆"



3$%!泛函极值的必要条件!欧拉方程 #.-!!

图!)!#

设

’L&$
1#

1!
3%1!22!22E&,14$

1#

1!
3%1!2!2E&,1 %)!*&

其中2E6,2-,1!根据泰勒级数展开!有

$
1#

1!
3%1!22!22E&,1&$

1#

1!
3+1!2’)6%1&!2E’)6E%1&,,1

&$
1#

1!
3%1!2!2E&,1’$

1#

1!

(3
(2)6’(3

(2E)6% &E ,1

!’!
#5$

1#

1!

(#3
(2#%)6&#’# (#3

(2(2E)
#
66E’ (#3

(%2E&#
%)6E&+ ,# ,1’4

%)!!(&

于是得

’L&(L’!
#5(

#L’!
"5(

"L’4 %)!!!&

其中泛函L的一阶变分!二阶变分!4!定义为

(L&$
1#

1!

(3
(2)6’(3

(2E)6% &E ,1

(#L&$
1#

1!

(#3
(2#%)6&#’# (#3

(2(2E)
#
66E’ (#3

(%2E&#
%)6E&+ ,# ,1 %)!!#&

6

此处一阶变分(L!二阶变分(#L!4!是关于)的一次!二次!4!齐次式"

下面导出泛函L取极值时的必要条件"为此!选择6%1&!使其在积分区间的两
端等于零!且在新函数2%1&G)6%1&中!)为小参数"对于充分接近于零的一切)值!
函数2%1&G)6%1&与曲线2%1&有)接近度"因而沿22%1&积分%)!!(&可视为)的函
数!即

L%)&&$
1#

1!
3+1!2%1&’)6%1&!2E%1&’)6E%1&,,1 %)!!"&

因L%(&是L%)&的最小值!故有



#..!! 附录3!变分法概要

’L&L%)&4L%(&0( %&&
由于)为无穷小!故可在)6(处将>%)&展开!于是得

L%)&&L%(&’,L
,) )&(

)’Y%)#& %/&

因为)可正可负!故为满足式%&&!必须有

,L
,) )&(

&LE%(&&(

由此得出

(L&L%)&4L%(&&( %)!!$&
这就证明了!L%2&取极值时要求式%)!!$&成立!即L的一次变分等于零"
由分部积分!则得

(L&(3
(2E)6

1#

1!
’$

1#

1!

(3
(24 ,

,1
(3
(2% &+ ,E )6,1&(

考虑到边界条件!得3>6(的必要条件为

(3
(24 ,

,1
(3
(2% &E &( %)!!-&

或写成下列展开式

32E2E
,#2
,1# ’32E2

,2
,1’32E1 432 &( %)!!.&

其中3的下标表示关于该变量的偏导数!式%)!!-&和%)!!.&称为欧拉方程!一般
地!设

L&$;
3%1!2!*!#!#1!#2!#*&,; %)!!+&

则欧拉方程为

(3
(#

4 (
(1

(3
(#% &1

4 (
(2

(3
(#% &2

(
(*

(3
(#% &*

&( %)!!7&

由以上讨论可知!求泛函L%2&的极值问题可归结为解欧拉方程%)!!-&或 %)!!.&!且
满足边界条件%)!"&"
如需判断所得到的解2%1&!使泛函>%2&取极大还是极小!则需考察(#L的正负

号"如(#L#(!则解2%1&使L为极小.反之!如(#L-(!则解2%1&使L为极大"这
是因为!当(L6(时!有

’L& !
#5(

#L’4

如(#L#(!即’L#(!这说明泛函L的极值为极小"
例4F!!试求下列泛函

L+2%1&,&$
(
#

(
+%2E&#42#,,1



3$"!有附加条件的变分问题 #.+!!

及边界条件!2%(&6(!!2 (% &# 6!

在什么曲线上取极值"

解!欧拉方程为

#2’ ,
,1

%#2E&&(

即 2̂ G26(
其通解为

2&D!3401’D#0121
利用边界条件得

D! &(!!D# &!
故仅在曲线

2&0121
上达极值"

4$"!有附加条件的变分问题

有许多变分法问题是求泛函

L%2&&$
1#

1!
3%1!2!2E&,1 %)!!*&

在边界条件

2%1!&&2!!!2%1#&&2# %)!#(&

及附加条件

$
1#

1!
S%1!2!2E&,1&F %)!#!&

下的极值问题!F为一常数"这类问题称为有附加条件的变分问题"典型的有附加
条件的变分问题的简单例子是所谓等周问题!即求周长为F的封闭曲线所围成的面
积为最大的问题"

求解这类问题!须用拉格朗日乘子法"即求下列泛函

W%2&&$
1#

1!
3%1!2!2E&,1’+$

1#

1!
S%2!2!2E&,14+ ,F %)!##&

在边界条件%)!#(&下的极值解"在式%)!##&中参与变分的独立变量为2和+"于是
有W%2&的一阶变分为

3W&$
1#

1!
(3,1’+$

1#

1!
(S,1’(+$

1#

1!
S,14% &F



#.7!! 附录3!变分法概要

&$
1#

1!

%(3’+(S&,1’(+$
1#

1!
S,14% &F

令

3; &3’+S
得

(W &(3;

(2E(2
1#

1!
’$

1#

1!

(3;

(2 4 ,
,1

(3;

(2% &+ ,E (2,1’(+$
1#

1!
S,14% &F

由(W6(!得

(3;

(2 4 ,
,1

(3;

(2% &E &( %)!#"&

及

$
1#

1!
S,14F&( %)!#$&

由此可见!有附加条件的变分问题!归结为在边界条件%)!#(&及附加条件%)!#!&下!
求解方程%)!#"&"
如前所述!求泛函>%2&的极值问题可归结为在给定边界条件下求解欧拉方程的

问题"换言之!求解欧拉方程!与求解泛函的极值问题3>6(等价"
以下举例说明!欧拉方程可作为变分问题的极值条件得到"
例4F%!若函数2%1&的二次泛函为

L%2&&$
1#

1!

+C%1&2#’#?%1&22E’+%1&%2E&#’#9%1&2’#=%1&2E,,1 %&&

!!今证明欧拉方程为
%+2E&E’%?E4C&2’=E49&( %/&

!!解!实际上!

!
#(L&$

1#

1!

+C2(2’?2(2E’?2E(2’+2E(2E’9(2’=(2E,,1

& %+2E’?2’=&(2
1#

1!
4$

1#

1!

+%+2E&E’%?E4C&2’=E49,32,1
%3&

于是!由(>6(!计及零边界条件!并注意到(2在积分范围内的任意性!则可得式
%/&"
例4F"!如函数2%1&的二次泛函

L%2&& !
#$

1#

1!

+C%1&2#’#?%1&22E’+%1&%2E&#,,1 %,&

在边界条件

2%1!&&2%1#&&( %=&
和附加条件

!
#$

1#

1!
M%1&2#,1&! %>&



3$&!变边界问题!自然边界条件 #.*!!

下取极值的变分问题成立!则相应的欧拉方程为
%+2E&E’%?E4C’+M&2&( %;&

其+为标量参数"
解!实际上!引入拉格朗日乘子+后!有

W &L%2&4+ !
#$

1#

1!
M2#,14% &! %?&

计算3W!有

3W&$
1#

1!

+C2(2’?2(2E’?2E(2’+2E(2E,,14+$
1#

1!
M2(2,14(2 !

#$
1#

1!
M2#,14% &!

& %+2E’?2&(2
1#

1!
4$

1#

1!

+%+2E&E’%?E4C’+M&2,(2,14(+ !
#$

1#

1!
M2#,14% &!

令(W6(
可得式%9&!%=&"

4$&!变边界问题!自然边界条件

在以上所讨论的泛函极值问题中!边界上的值是固定不变的"在这样的条件下!

导出了欧拉方程"现在考虑边界值变动时!即在积分限变动条件下泛函取极值的
条件"
当边界和%或&变量函数在边界上的值容许改变时!欧拉方程仍成立!原因是!虽

然边界和函数的边界值都可以变化!但在可供选择的变量函数中!含有边界和函数的
边界值都不变的一类在内"这就是说!容许函数类中除了与所研究的变量函数有公
共边界的比较函数外!还可以取具有变边界的函数"例如!在泛函

L%2&&$
1#

1!
3%1!2!2E&,1 %)!#-&

中1!!1#以及2%1!&!2%1#&之值都是可变的!就是说!曲线262%1&的端点位置可变"

如在所有端点可变的曲线中!262%1&是使泛函L%2&取极值的一条曲线!则与端点
固定的一类曲线相比!262%1&必然的是使L%2&取极值的一条曲线"换句话说!不
论在哪一条曲线262%1&上!若能使具有变边界问题达到极值!则对于与其有公共边
界点的更窄的曲线类来说!将更能使之达到极值"从而不变边界问题取极值的基本
必要条件必须满足"因而!仍满足欧拉方程

32 4 ,
,132E &( %)!#.&

!!下面讨论!当式%)!#-&中的积分限1!!1#不变!而2%1!&!2%1#&之值可变时!使
泛函>%2&取极值的函数2%1&!除了必须满足欧拉方程外!还要满足什么条件"
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此时泛函L取极值的条件为

(L&$
1#

1!

(3
(2(2’(3

(2E(2+ ,E ,1&(

注意到

(2E&,%(2&
,1

$
1#

1!

(3
(2E(2

E,1&(3
(2E(2

1#

1!
4$

1#

1!

,
,1

(3
(2% &E (2,1

有

3L &$
1#

1!

(3
(24 ,

,1
(3
(2% &+ ,E (2,1’(3

(2E(2
1#

1!
&(

因为(2在+1#!1!,区间上是任意的!故欧拉方程必须仍满足"此外要求在1 61!!

1 61#处!有

(2&(!! 或 !(3
(2E&( %)!#+&

如2事先并未规定它在边界上的值%此时(2将不等于零&!则泛函L取极值的必要
条件为

(3
(2E&( %)!#7&

式%)!#+&中第一类边界条件称为强加边界条件或几何边界条件"第二类边界条件!

即式%)!#7&!是2%1&在端点161!!161#所应满足的条件!称为自然边界条件"

对于1!!1#可变的情况!也有类似的边界条件"

例4F&!设曲线两端在161!和161#直线上!求1!!1#间最短线的必要条件!并
说明其几何意义"

解!1!#1#间的任意曲线长度为

F&$
1#

1!
!’%2E&槡 #,1 %&&

其欧拉方程为

,
,1

2E
!’%2E&槡+ ,# &( %/&

积分后

2E
!’%2E&槡 #

&D

其通解为

2&D!1’D# %3&

由式%3&知2%1&显然是一直线!它尚应满足自然边界条件$



3$&!变边界问题!自然边界条件 #+!!!

(3
(2E& 2E

!’%2E&槡 #
&(!%在1!!1# 处&

即

2E&(%在1!!1# 处& %,&
将式%3&代入式%,&得D!6(!所以

2&D# %=&

!!它是平行于1轴的直线段"



附录*
复变函数与解析函数的基本性质

*$!!复变函数与解析函数

由两实数1!2确定的数

*&1’12 %Y!!&

图!Y!!

称为复数!其中 槡16 <!称为虚数单位!1!2分别称为复数*
的实部与虚部!记作$

1&R=*!!2&Z%* %Y!#&
显然*可用直角坐标系%1!2&上的一点表示!1轴称为实轴!2
轴称为虚轴!该平面称为复平面!或称为*平面"这样!*平
面上的任一点( 可记作%图Y!!&

*&1’12&Z*Z%340#’1012#&&Z*Z=1# %Y!"&

其中!<*<6 1#G2槡 #称为复数的模!#6&C35&22
1
称为*的幅

角!记作&C;*!其中位于+(!#$&间的一个角称为主幅角"
设有两个复变数*和<!*可在*平面内的某一区域I 内任意取值!若对每一个

*值!有<的确定值与之对应!则称为定义在域I上的复变函数"记作

< &9%*&&:%1!2&’1;%1!2& %Y!$&
其中:!;是1!2的函数"



($!!复变函数与解析函数 #+"!!

9%*&的共轭为

9%*&&:%1!2&41;%1!2& %Y!-&

若<69%*&定义在域I上!*(是域I内的一点!且下列极限

B1%
*6*(

9%*&49%*(&
*4*(

存在!则称该极限为9%*&在*(处的导数!记作

9E%*&&,<
,* *&*(

%Y!.&

并称函数在*(处可微"若9%*&在*(及其邻域内处处可微!则称9%*&在*(处解析.若
在I内处处解析!则称9%*&为I内的解析函数"若9%*&在点*(处不解析!则称*(

为9%*&的奇点"
下面我们不加证明地给出解析函数具有的下列基本性质%证明见有关复变函数

教程&"
%!&解析函数9%*&6:%1!2&G1;%1!2&的实部与虚部满足柯西!黎曼%Y&V3?DF

R1=%&22&条件

(:
(1&(;

(2
!!(:

(2&4(;
(1

%Y!+&

反之!柯西!黎曼条件是函数9%*&为解析函数的充要条件"
%#&若9%*&为一解析函数!且9E%*&.(!则其实部与虚部的等值线:%1!2&6D!

与;%1!2&6D# 必相互正交"
%"&解析函数的实部与虚部均为调和函数!即

(#:
(1# ’(#:

(2# &(!!(#;
(1# ’(#;

(2# &( %Y!7&

或即

’

#:&(!!

’

#;&(
并称构成解析函数的两调和函数:和;互为共轭调和函数"调和函数

’

#:6(的
解为

:&9%*&’9%*& %Y!*&

!!%$&解析函数的任意阶导数仍为解析函数"
%-&若9%*&在以*(为中心的圆域<*<*(<-$内解析!则可展成泰勒%@&DB4C&级

数

9%*&& 5
[

J&(
/J%*4*(&J %Y!!(&

其中 /J6!
J59

%J&%*(&!%J6(!!!#!4& %Y!!!&

%.&若9%*&在以*(为中心的圆环$!-<*<*(<-$# 内解析!则可展成洛朗
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%567,28/&级数

9%*&& 5
’[

J&4[
/J%*4*(&J %Y!!#&

其中

/J & !
#$1:D

9%2&
%24*&J’!,2!%J&(!K!!K#!4& %Y!!"&

此处D为圆环域内绕*(的任何一条简单闭曲线"
%+&若9%*&在单连通域7内处处解析!则9%*&沿7内任一闭曲线D 的积分为

零!即

:D
9%*&,*&( %Y!!$&

这一性质称为柯西积分定理"

*$%!柯西积分公式

下面给出柯西积分的一些性质"
%!&设有一光滑的闭周界D其上的点用N表示!D把*平面分成内部有限域7G

和外部无限域7<"约定观察者沿简单闭曲线D逆时针前进的方向为正!7G是逆时

针绕D一周留在左手边的区域"
若在区域7G内给定9%*&为全纯函数!且在D的正方向上连续!则有柯西公式成

立!即

!
#$1$D

9%N&
N4*,N&

9%*&!*=7’

(!!!*=7/ 4
%Y!!-&

!!%#&若函数9%*&在7<域内是全纯的!且在D的正方向上连续!则柯西公式化为

!
#$1$D

9%N&
N4*,N&

9%[&!!!!!*=7’

49%*&’9%[&!*=7/ 4
%Y!!.&

若式%Y!!-&!%Y!!.&中的被积函数9%N&是9%*&在D上的!则称为柯西积分"若9%N&
在D上连续!但不是周界上的值!则称为柯西型积分"

%"&在D上连续的函数9%N&是7G内某全纯函数的边界值的充要条件为

!
#$1$D

9%N&
N4*,N&(!*=74 %Y!!+&

!!%$&在D上连续的函数9%N&是7<内某全纯函数的边界值的充要条件为

!
#$1$D

9%N&
N4*,N&-!*=7’ %Y!!7&

式中-为常数!等于9%[&"



($%!柯西积分公式 #+-!!

%-&若D为圆周!分*平面为内外域7G和7<!若9%N&是圆周D上的连续函数!
是圆周之外某全纯函数的边界值的充要条件为

!
#$1$D

9%N&
N4*,N&(!*=74 %Y!!*&

!!%.&在圆周D上连续的函数9%N&是D内某全纯函数的边界值的充要条件为

!
#$1$D

9%N&
N4*,N&D!!*=7’ %Y!#(&

其中D为常数!等于函数在26(处的值"
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外国人名译名对照表 #++!!

I&E:4L13?!IANA 帕普柯维奇

I410042!H\_\ 泊松

IC&2,5B!U\ 普朗特

R1=%&22!P\N\)\ 黎曼

R15‘!T\ 里茨

R&DB=1;?U4C, 瑞利

RV:4L!X\M\ 儒可夫

H&125FO=2&25!X\S\Y\)\,= 圣维南

H3?%1,5!R\ 施密特

@1%40?=2:4!H\I\ 铁摩辛柯

c4V2;!@\ 杨



索!!引

)
艾里应力函数!+!

4
八面体剪应力!#"
八面体剪应变!".
八面体平面!##
变形!#*
拜尔特拉米F密乞尔方程!-*
保角映射!!!!

)4V0012=0]问题!!-#
标量场的梯度!#.(
波速!#$"
边缘效应!#"7
薄膜理论!##-
半逆解法!.(
薄膜比拟法!!#7

*
侧限弹性模量!#$.
沉陷!*$

9
单一曲线假定!-(
单元刚度矩阵!!7"
杜哈默:纽曼法则!!"*
单层势!!-$
等温过程!!-*
等容波!#$+
对数螺线!*!
叠加原理!.#

;
反对称张量!"#
反射波!#$-

N4VC1=C定律!!"$

<

P4VC0&5公式!!(-
伽辽金法!!+*
刚体位移!#*
广义胡克定律!$!

=
哈密顿算子!#.(
胡海昌F鹫津变分原理!!+$
亥姆霍兹定理!#$7
混合边值问题!-.

J=C5‘接触问题!!--
厚壁筒!7.
混合边界条件!!.!!7
横波!#$.

>
极化波!#$*
剪应力!7
剪应力互等定理!*!!"
基尔霍夫F勒夫假定!!*#!###
解的惟一性!.(
剪应变!"$
剪切波!#$+
畸变能!-(
畸变波!#$+

?
卡氏第一定理!!.7
卡氏第二定理!!+#!!77
开口薄壁杆!!#*
抗扭刚度!!#"

aFM函数!!(-
抗弯刚度!!*.

a4B404>>公式!!(+



索引 #+*!!

柯西积分定理!#+$
柯西F黎曼条件!!(-!#+"

a4B404>>FMV0:?=B10?L1B1函数!!(-

5
拉梅系数!##!
拉梅弹性常数!$"

U4L=函数!!-#
拉梅F纳维方程!-7
莱维方程!.*
莱维方法!#($
里茨法!!+.
赖斯纳变分原理!!+$

@
面力!.
面波!#$7

A
逆解法!.(
纳维方法!#($
扭转刚度!!#"!!#.

B
欧拉方程!#.$

C
膨胀波!#$+
泊松比!$-
偏斜应力张量!#-
泊松方程!!#!
普朗特应力函数!!#!

IVE:4L13?F8=V/=C一般解!!$.

D
全纯函数!!(*
翘曲函数!!!*
球张量!#-

E
热力学定律!!"$
热应力!!""
热力学第一定律!!"$!!-*
热力学第二定律!!"-
雷利波!#-(

!!热流密度!!"$
热弹性势!!$#

F
熵!!"-
声阻抗率!#$$
圣维南原理!.!
矢量场的旋度!#.!
矢量场的散度!#.!

G
弹性系数!$#
弹性本构方程!$#
弹性势!$*
弹性应变能!$7
弹性波!#$#
体力!.
体积模量!$+
体波!#$.

H
位移边界条件!!.!!+
无矩理论!##-
位移法!-.
无旋波!#$+
位势函数!#$+

I
协调方程!"+
旋转壳!##7
相对位移张量!"!
虚位移原理!!.(
虚应力原理!!.*

J
一般变分原理!!+#
压力泡!*!
杨氏弹性模量!$!
应力!+
应力不变量!#!
应力法!-!
应力函数!+(
应力集中!*.



#7(!! 索引

应力能!!.(
应力偏张量!*!#-
应力球张量!#-
应力椭球张量!#-
应力张量!!(
应力协调方程!".!-*
应力强度!-(
应力不变量!#!
应变不变量!".
应力边界条件!!.!!+
应变能密度!$*
应变强度!-(
应变余能!!.(
应变位移关系式!"-
应变张量!"#
有效应力!-(
有效应变!-(
应变能函数!$*

圆柱壳!##-
有限元法!!7(

K
正应力!7!#(
正应变!""
主应力!!*
主方向!!*
主平面!!*
主向空间!#!
主应变!"-
转动张量!"#
总刚度阵!!7"
最大剪应力轨迹!*!
最小总势能原理!!..
最小总余能原理!!+!
自然边界条件!#.*
最小功定理!!+#
最小应变能定理!!+#
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