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ｄｘ
ｄｙ＝Ｘ（ｘ，ｙ）

Ｙ（ｘ，ｙ）． （０４）

�o 2AÚ$，()（０４）ÞßâBC�729,àb34Ý7-âBH&

ｒD．Èî，627HEá�

ｘ＝ｘ（ｙ，ａ），　ｘ（０，ａ）＝ａ，
E,Ｓ（０，ε）¤Fb¿/CＡＢＣＤ，,_ºo�..

Ｆ：（ａ，ｙ）→ （ｘ（ｙ，ａ），ｙ），
6§/CＡＢＣＤ ��Ｓ（０，ε）¤2��*CＡ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′，GHÕ¤2¸01M
�ｘ＝ａ��eÕ¤-Í2Ð’�M�ｘ＝ｘ（ｙ，ａ），IJ，O¿Ｆ∈Ｃｒ＋１，ｒ（ａ，

ｙ），KL０ １�á．

·３·?　-



L０ １

　　d5Z[Oþo�2Ｆ，_M..Ｆ－１9,，́ 8b-b2，ÝＦ－１∈Ｃｒ，

Èｘ＝ｘ（ｙ，ａ）8()（０４）27，N

ｄｘ（ｙ，ａ）
ｄｙ ＝Ｘ（ｘ（ｙ，ａ），ｙ）

Ｙ（ｘ（ｙ，ａ），ｙ）．

ú�7-âBH&OD，HP

ｘ
ａ＝ｅｘ （ｐ∫

ｙ

０

ＹＸ
ｘ－ＸＹ

ｘ
Ｙ２ ｄ ）ｙ ＞０．

NH,��*CＡ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′¤，�ｘ＝ｘ（ｙ，ａ）7@�Qê

ａ＝ａ（ｘ，ｙ），

6Þßａ（ａ，０）＝ａ，ａ（ｘ（ｙ，ａ），ｙ）≡ａ，Ç"o�

Ｔ＝Ｆ－１：　（ｘ，ｙ）→ （ａ（ｘ，ｙ），ｙ），

IJ..Ｔ∈Ｃｒ（ｘ，ｙ）8b-b2，�ａ（ｘ（ｙ，ａ），ｙ）≡ａ$，6§��*C

Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′¤2Ð’�Mｘ＝ｘ（ｙ，ａ）［Þßｘ（０，ａ）＝ａ］��/CＡＢＣＤ 2¸
01Mｘ＝ａ．F��*CＡ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′2¦R�Ｐ０ 2¦(Ü珡Ｕ，/CＡＢＣＤ 2
¦R�/C珚Ｒ，äＴT���Ö,-..．ZS．

３MN*+,-OPQ$RSTU
vwT�@��（０１）2�¢»M2’¼½¾+UÄ52.V，8pWX

b�¸�oN �+’YC�2Z;«å，Ç"8[�S\]­^\]，E_
“.V”2‘a^bÌ2：

（１）»M2c¢’¼：$¬(Ü¤»M2dP’¼e!�fo(l．
（２）»M2^\]’¼：¦»M¨RBg29,、àbN、hi、joN?

�fo(l．

·４· ?　-



（３）»M2�ce!：klm$¬(Ü2e!，»M2’n�o�，�ce
!L．

（４）ñ��pAH.ðêV，,ðê&S.V5»M2’¼e!8qjo
（e!joN）；ðê,F­*�ïr¿BV，e!Ù�st.u？———’YC
�，Äv��2’YC�8w３０W^�xy^2¶;vwz�，w÷{|2
}~�Ü，��R�ý�、��、s�s¾2vw¤�@�’Y��，A�Ç"
gvw7�．

V、Ａ．Ｍ．Ｌｉａｐｕｎｏｖ#W$%&’()X*+,-

-����，º�2}~·��0G�\，ÈyklE�ï�@��2�
¢»M^��72b=Nx．|8，!"G�5�À-bc2ｎ���

ｄｘ
ｄｔ＝Ｆ（ｔ，ｘ）， （０５）

ｘ∈Ｒｎ，g��¥b¿Jo27ｘ＝φ（ｔ；ｔ０，ｘ０）（bc�G@^）��A2rP
¶;2Nx．

１８９２W��ê��Ａ．Ｍ．Ляпунов（Ｌｉａｐｕｎｏｖ）�E\“YZX*+$!
[\]”2�@��［５］，¡�\ＬｉａｐｕｎｏｖjoN �．#�Dr@\，ñâã

34（ｔ０，ｘ０）�­&SUÄV，,îe2¥�V�ëI��7ｘ＝φ（ｔ；ｔ０，ｘ０）�
­2í�RS2“joN”��（e!ÆÖ�Ｌｉａｐｕｎｏｖé�52joN），²V
¡�\“ＬｉａｐｕｎｏｖQê”Ｖ（ｔ，ｘ）Obfo72joN2 Av2’���．O
¿ ��(l,�)¡¢¤Aµ&£2Í<，é�R_¶;．,_e2}¤W
¤，¥µ{�|¦2�x¨ �vw2G§¨©，!"b(�ªb«¬­\

ＬｉａｐｕｎｏｖjoN2£® �Ø�，̄ b(�，,joN��2,&¨Ｖ Qê
Ob��Í<�Ü2°,O©3ZMºG§;±、�xjoN�Ü2²³"
´，!"��\}~i2joN��，̂ ^>�x\Ｖ Qê2Í<(D�Í
<�Ü，§6<|vw72AµN、¶·N、̧ ¹N+º»7?．pW2joN
 ���8[¼ºÌ½®^’¾bÌ2．

^_‘a

［１］¿/À．&’()�o�2Ð’�M（ºÁ）．ÂÃ：{�@ÄÅ，１９５９
［２］НемыцкийＢ．Ｂ，СтепановＢ．Ｂ，ＫачественнаяТеориядｕфференцианыхУавнений，Ｍ

－Л．，гостехизцаТ，１９４９（¤Æp：ÇÈÉ£，ÊËÌÍÎ．&’()oN �（º、5

·５·^_‘a



Á）ÂÃ：{�@ÄÅ，１９５６，１９５９．）

［３］ＰｏｉｎｃａｒéＨＳｕｒｌｅｓＣｏｕｒｂｅｓｄéｆｉｎｉｅｓрａｒｄｅｓéｑｕａｔｉｏｎｓｄｉｆｆéｒｅｎｔｉｅｌｌｅｓ，ＪＭａｔｈＰｕｒｅｓｅｔ

Ａｐｐｌ，（３），７（１８８１），３７５～４２２；Ｉｂｉｄ８（１８８２），２５１～２９６；Ｉｂｉｄ（４），１（１８８５），１６７～２４４；

Ｉｂｉｄ２（１８８６），１５１～２１７
［４］¿/ÀÃÄjoN2bcC�Ï�ÂÃ：{�@ÄÅ，１９５８
［５］ЛяпуновＡ．ＭΟбщａязａдａчａобустойчｕвостидвижения，Гостехｕздａт，１９５０
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!"#　$%&’()*+,&-./01

#$%　&’()*+,

　　,vw¸���2c¢e!V，$¬(Ü¤»Me!2foÐA�;2
hi．p¾Ñ\ÒÓ%<2â?$¬ｐ ｑðêfol¨Ｐｅｒｒｏｎo Ô，¶¬
ÏÌ\�<2Ｆｒｍｍｅｒfol．Ç"ÕÖ×Ø>ÒÓ\¶;2¤Ù Ú¬f
oC�2©PýÛ2(l，Ü©\“Ú¬foÁ”Ob¶;��．

#$-　./&’()*+,

,ÛÜＤＲ２ ¤no45bcde
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ），　ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）， （１１）

,Ｄ «Ｘ，Ｙ 01Ý�Z729,àbN．ü

Ｘ２（ｘ０，ｙ０）＋Ｙ２（ｘ０，ｙ０）＝０
"�，äÆ¬Ｐ０（ｘ０，ｙ０）8��（１１）2@A（ÝÞ¬、̧ ß¬）；qä，¬Ｐ０ �
��（１１）2%A．

!、%df2+de$@A

OV��（１１）�ACD
ｘ＝ａｘ＋ｂｙ，　ｙ＝ｃｘ＋ｄｙ， （１．２）

_¤ａ，ｂ，ｃ，ｄë8à%ê，Ç"dＡEá62dfgh，T

Ａ＝
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

，　ｄｅｔＡ≡ａｄ－ｂｃ．

d5’ｄｅｔＡ≠０¨ｄｅｔＡ＝０©PáC^·�．
１ｄｅｔＡ≡ａｄ－ｂｃ≠０
OV6¬Ｏ（０，０）8��（１２）àb2（â�）$¬．Ａ2［́ Æ��（１２）

-Í2］ij()



ｄｅｔ（Ａ－λＥ）≡
ａ－λ ｂ
ｃ ｄ－λ

＝０

2ã，ü8à2�dλ，μ^=；ü8ä2（̄ J)å），ä=�λ＝α＋ｉβ，μ＝α－
ｉβ（β≠０）．�Và/æ�üñ5çè2o $，̄ 9,L$3MN..

ｘ（ ）ｙ
＝Ｔξ（）η

， （１３）

§��（１２）V�

ｄ
ｄｔ

ξ（）η
＝ （Ｔ－１ＡＴ）ξ（）η

≡Ｊξ（）η
， （１４）

_¤Ｊ�5çéP5çèÖb：

（ⅰ）λ ０
０（ ）μ

，λ≠μ，　（ⅱ）λ ０
０（ ）λ

，　（ⅲ）λ ０
１（ ）λ

，

（ⅳ） α β
－β（ ）α

，α≠０，β≠０，　　（ⅴ） ０ β
－β（ ）０

，β≠０．

��（１４）,ξ η¸�º¬Ｏ (Ü«2°L8åæê@2，TL１ １，O,%
&’()£®z)¤ëÏï，GEìÌ，í­ｘ ｙ ¸�ºV，LC°ñ|î
0\（１３）2M..

ξ（）η
＝Ｔ－１ ｘ（ ）ｙ

，

L１ １　723L
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_e´ò8UL１ １,ïo¬Ｏ，ξ，η8ðñò"�ｘ ｙ¸�º©3ó±|

Ｏ21M，y_#»MÖ×+»M�O©3óMÖ×2°ôe!õAö.（÷
Ò１２），Oþ2°L�L１ １-Í2°L8“mnop$”，,oNe!px
º8bþ2，Ç"�%�<L１ １¤�á2°L÷E\��（１２）,°Í3
45ｘ ｙ¸�ºＯ (Ü¤2723L．

K´Ç"øé­Ａ2Jù()Hú"

ａ－λ ｂ
ｃ ｄ－λ

≡λ２－（ａ＋ｄ）λ＋ａｄ－ｂｃ

≡λ２＋ｐλ＋ｑ＝０，
úøé­Ô¿ðê

ｐ≡－（ａ＋ｄ），　ｑ≡ｄｅｔＡ≡ａｄ－ｂｃ，　Δ≡ｐ２－４ｑ
�Jùã+éPüñ5çèÖ×2-ÍÑ�V，Ç"HP­5�2，dðê

ｐ，ｑ，Δ^fo��（１２）$¬Ｏûè2’ûE（÷E１ １）．

q１ １　’rq

Jùã $¬Ｏ2ûè

ｑ＜０ G?3> ü¬［L１ １（ａ）］

ｑ＞０

Δ＞０ G?²> e¬ ｐ＞０Vjo［L１ １（ｂ）］
ｐ＜０VGjo

Δ＝０

°?ｂ２＋ｃ２＝０

°?ｂ２＋ｃ２≠０

ýµe¬ ｐ＞０jo［L１ １（ｃ）］
ｐ＜０VGjo

þVe¬ ｐ＞０Vjo［L１ １（ｄ）］

Δ＜０
äãλ＝α±ｉβ

ÿ!ãλ＝±ｉβ

Ú¬ ｐ＞０Vjo［L１ １（ｅ）］
ｐ＜０VGjo

¤Ù［ｐ＝０，L１ １（ｆ）］

　　K´ªb«GOP’û=",ｐ ｑðê¸�º，Ç"§��，��（１２）
2�ê-Í2ｐ，ｑ，ΔÔ¿ê�o2¬（ｐ，ｑ）#,³¸�2G²hi�T�o
\$¬Ｏ2ûè，Ç"Æ6�ｐ ｑ^fs*t．ｐ ｑL（÷L１ ２）¤’A$
|-ºÌfol2 7、=%¨Í<，Ç"Í#=,Ù．
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L１ ２　ｐ ｑL

　　w１１　�A&’(2MN)Ä()8

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ｒｄｘ

ｄｔ＋ｋｘ ＝０　（ｍ ＞０，ｒ＞０，ｋ＞０），

62?@��8

ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｋ
ｍｘ－ｒ

ｍｙ．

OV，�ê/æ�

Ａ＝
０ １

－ｋ
ｍ －ｒ

烄

烆

烌

烎ｍ
，

�d-Í2

ｑ＝ｄｅｔＡ＝ ｋ
ｍ ＞０，　ｐ＝－（ａ＋ｄ）＝ ｒ

ｍ ＞０，

Δ＝ｐ２－４ｑ＝ｒ２－４ｋｍ
ｍ２ ．

[ｐ ｑLH$：
（ⅰ）ñｒ２＜４ｋｍ（T’(ÖS）V，¬（ｐ，ｑ）#,joÚ¬Û，E[$¬

Ｏ（０，０）�8joÚ¬———¸ßhi*w2ÃÄ8’()Ä．
（ⅱ）ñｒ２＞４ｋｍ（T’(Ö^）V，¬（ｐ，ｑ）#,joe¬Û，E[$¬Ｏ

�8joe¬．
ñｒ２＝４ｋｍ（ýµ’(）V，¬（ｐ，ｑ）#,+�Mｐ＞０¢’º，OVｂ２＋ｃ２

＝１＋ｋ２

ｍ２≠０，E[$¬Ｏ8joþVe¬．

O©PáCëE[¸ßhi*w2ÃÄ8Gy)2,-ÃÄ．
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（ⅲ）JÿáCｒ＝０（Tk’(）V，OVｐ＝０，¬（ｐ，ｑ）#,&ｑ8º，E
[$¬Ｏ8¤Ù———¸ßhi*wë8?.)Ä．

w１２　fo��
ｘ＝ｘ－３ｙ，　ｙ＝４ｘ－６ｙ

2$¬Ｏ（０，０）2ûè，Tê@_÷ELC+6ｘ ｙ¸�º2LC．

x　（１）　�ê/æＡ＝
１ －３（ ）４ －６

，-Í2

ｑ＝６，　ｐ＝５，　Δ＝１．
Èî,ｐ＝ｑ¸�º，¬（ｐ，ｑ）9|joe¬Û，TＯ8joe¬，_÷ELC
�L１ ３（ａ）．

（２）　Ａ-Í2Jù()8

λ２＋５λ＋６＝０，

Jùã�λ＝－２，μ＝－３．åæ/@6��HýMN..

ξ（）η
＝

４ －３
－（ ）１ １

ｘ（ ）ｙ
5V�5çè

ξ
（）η

＝
－２ ０
０ －（ ）３

ξ（）η
．

Èî,ｘ ｙ¸�ºξ8（η＝０9）̈ η8（ξ＝０9）’K81M

－ｘ＋ｙ＝０，　４ｘ－３ｙ＝０．
õ0，,ｘ ｙ¸�ºＯ ¬(Ü«2LCÍ8L１ ３（ｂ）．

L１ ３
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à1º，ºÌO©31M�8Jùãλ＝－２，μ＝－３’K-Í2JùÀ

Áα（）１
１

，β（）３
４

��o21M，́ &85b2¤Ç"§r­2��2©¿Jù

(À．6"´Hd<5�2(l�P：3ｙ＝ｋｘ，÷©��-Í2()

ｄｙ
ｄｘ＝４ｘ－６ｙ

ｘ－３ｙ
，

4gｘ，P

ｋ＝４－６ｋ
１－３ｋ　 * 　（３ｋ－４）（ｋ－１）＝０，

�Pｋ１＝１，ｋ２＝４
３

，6"�8ｘ ｙ¸�ºξ8¨η82ó5．

２ｄｅｔＡ＝ａｄ－ｂｃ＝０yz．!"#$%&’()*：
（１）ａ２＋ｂ２＝０，ｃ２＋ｄ２≠０（*ａ２＋ｂ２≠０，ｃ２＋ｄ２＝０），ò·�HÕ，eÕû

6．OV���
ｘ＝０，　ｙ＝ｃｘ＋ｄｙ．

IJｘ＝ｃｏｎｓｔ87，1Mｃｘ＋ｄｙ＝０º2¬ë8$¬，³MÆ�$M，LCH’
�ｄ＝０，KL１ ４（ａ）、L１ ４（ｂ）�á；ｄ≠０KL１ ４（ｃ）、L１ ４（ｄ）�á．

L１ ４

（２）ａ２＋ｂ２≠０，　ｃ２＋ｄ２≠０

·２１· k!l　@A$HITU



�ｑ＝ｄｅｔＡ＝０，ａ２＋ｂ２≠０，OV��Hú"
ｘ＝ａｘ＋ｂｙ，　ｙ＝ｋ（ａｘ＋ｂｙ），

-Í

ｄｙ
ｄｘ＝ｋ，

»M8b�¸01M

ｙ＝ｋｘ＋ｌ，
1Mａｘ＋ｂｙ＝０º2¬ë8$¬，KL１ ４（ｅ）、L１ ４（ｆ）、L１ ４（ｇ）�á．

V、v1@A$HITU

óôLMN��
ｘ＝ａｘ＋ｂｙ＋Ｐ（ｘ，ｙ），　ｙ＝ｃｘ＋ｄｙ＋Ｑ（ｘ，ｙ）， （１５）

_¤Ｐ¨Ｑ ë8ｘ，ｙ�|bD2LMN01Qê，ÝＰ（０，０）＝Ｑ（０，０）＝０．
/æ

Ａ＝
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

7Æ���（１５）�-Í2（MN¢’）�ê/æ，Ç"vwñｑ≡ｄｅｔＡ＝ａｄ－
ｂｃ≠０V，$¬Ｏ（０，０）(Ü«��（１５）»M2N¾．

*/１１　ñ��（１５）2�ê/æＡ2Jùãà¢�L8V，62$¬

ＯÆ�8v1$．
9�$¬�AÖÊ2,-Nx，Ç"A5�2:| Ｏ．Ｐｅｒｒｏｎ2©¿o

 +Q�¨;2 ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎo ．
*,１１［７］（Ｐｅｒｒｏｎ）　ü��（１５）¤2Ｐ，ＱÞß
（ⅰ）,¬Ｏ2r(Ü«�A012bÏ<=ê；

（ⅱ）-ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２b>>A

ｌｉｍ
ｒ→０

Ｐ（ｘ，ｙ）
ｒ ＝ｌｉｍ

ｒ→０

Ｑ（ｘ，ｙ）
ｒ ＝０；

　　（ⅲ）Ａ-Í2ðêｐ≡－（ａ＋ｄ），ｑ≡ａｄ－ｂｃ，Δ≡ｐ２－４ｑÞßｑ＜０，*ｑ
＞０Vｐ≠０+Δ≠０，ä��（１５）�_MNw6��（１２）2Ｏ ¬�A°²
2$¬ûè（ü¬、e¬、Ú¬）̈ °²2joN．

*,１２［７］（Ｐｅｒｒｏｎ）　ü��（１５）¤2Ｐ，ＱÞß
（ⅰ）,Ｏ2r(Ü«�A012bÏ<=ê；
（ⅱ）9,%êδ＞０，-ｒb>>A
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ｌｉｍ
ｒ→０

Ｐ（ｘ，ｙ）
ｒ１＋δ ＝ｌｉｍ

ｒ→０

Ｑ（ｘ，ｙ）
ｒ１＋δ ＝０；

　　（ⅲ）ｑ＜０*ｑ＞０Vｐ≠０．
ä��（１５）���（１２）2Ｏ ¬�A°²2$¬ûè（ü¬、e¬、ýµe
¬、þVe¬、Ú¬）̈ °²2joN．

*,１３［８］（ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ）　Ú��（１５）¤2Ｐ，ＱÞß
（ⅰ）,Ｏ2(ÜＳ «�A012bÏ<=ê；
（ⅱ）,Ｓ«ñｒ→０V，A

Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｏ（ｒ），　Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｏ（ｒ）；

　　（ⅲ）Ｏ89�$¬．
ä¯9,Ｏ2b¿(ÜＳ１Ｓ¨_º2b¿,-..

ｘ＝ｕ（ξ，η），　ｙ＝ｖ（ξ，η）
［ｕ（０，０）＝ｖ（０，０）＝０］，§6¬Ｏ+(ÜＳ１ ��ξ η¸�º26¬Ｏ′（０，０）

+(ÜＳ′１，T§��（１５）,Ｓ１ «2»M��MN��
ξ＝ａξ＋ｂη，　η＝ｃξ＋ｄη （１６）

,Ｓ′１«2»M，Ý��V×oÀ．
OÔ¿o ëØ�\LMN��（１５）H“2+{”2½?，:,G²23

45P­2e�8AÛK2．Èî，Ç",<|fo��（１５）29�$¬û
èV，;ç<@AÊOBÛK¬．,52ÏÌ2Ｆｒｍｍｅｒ(lV，��ÒÓ§
n@o １１¨o １２2Z[．

|　o １１¨o １２234（ⅰ）̈ （ⅱ），,Í<¤%%dQ 23
4^÷C，DKＰ，Ｑ -./�AÎÏ01<=ê，ÝＰ（０，０）＝Ｑ（０，０）＝
Ｐ′ｘ（０，０）＝Ｐ′ｙ（０，０）＝Ｑ′ｘ（０，０）＝Ｑ′ｙ（０，０）＝０．

w１３　b¿k’(2E�|Gjo¸ßhi*w2ê�F，_ÃÄ(
)�

ｍｌ２ｄ２


ｄｔ２ ＝ｍｇｌｓｉｎ．

3＝ｘ，ｄ
ｄｔ＝ｄｘ

ｄｔ＝ｙ，äP?@��

ｄｘ
ｄｔ＝ｙ，

ｄｙ
ｄｔ＝ ｇ

ｌｓｉｎｘ＝ ｇ
ｌｘ－ｇ

ｌ
ｘ３

３！＋（ ）…
烅

烄

烆 ．

IJＯ（０，０）8àb$¬，Ý
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ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

＝
０ １

ｇ
ｌ

烄

烆

烌

烎
０

，

-Íｑ＝－ｇ
ｌ＜０，�[Ｏ8MNw6��2ü¬；úＰ（ｘ，ｙ）≡０，Ｑ（ｘ，ｙ）≡

－ｇ
ｌ

ｘ３

３！＋（ ）… ，Þß\o １２2Ô¿34，NＯ´8LMN��2ü¬．O

�＝０8Gjo2¸ßhiObGà°b>．
w１４　kMH|¦¤IJ2ªK)LÖb，8�ＶａｎｄｅｒＰｏｌ()

ｘ̈＋ε（ｘ２－１）ｘ＋ｘ＝０，　（ε≠０）

^ËÌ，62?@��8
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｘ＋εｙ－εｘ２ｙ，

OMＰ（ｘ，ｙ）≡０，Ｑ（ｘ，ｙ）≡－εｘ２ｙ，Þßo １２234（ⅰ）̈ （ⅱ）．OV

Ａ＝
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

＝
０ １

－１（ ）ε
，-Í

ｑ＝１，　ｐ＝－ε，　Δ＝ｐ２－４ｑ＝ε２－４，

Èî，ñε２＞４，ε２＝４，ε２＜４V，Ｏ ’K8MNw6��2e¬，þVe¬（ｂ２

＋ｃ２≠０），Ú¬．�o １２$，́ 8ºÌLMN��¬Ｏ2²ûè$¬，Ýj
oN´°²．�()2=@¤$

ε＝ １
槡ＬＣ

σＭ
ＬＣ－Ｒ（ ）Ｌ

，

�dÇ"ò;Nñù^MO2ôPＭ，UσＭ
ＬＣ－Ｒ

Ｌ＞０，�HUｐ＜０，myU$

¬Ｏ8Gjo2（O8U��QsªK)2£®）．
w１５　·���

ｘ＝－ｘ＋ ２ｙ
ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）

，　ｙ＝－ｙ－ ２ｘ
ｌｎ（ｘ２＋ｙ２）

2$¬Ｏ（０，０）2ûè．
x　OMＰ，Ｑ òÞßo １１234（ⅱ），yGÞßo １２234

（ⅱ），ÈîGI�ZＯ 78îLMN��2ýµe¬．Gàº，Ç"3ｘ＝
ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθV，��V�

ｄｒ
ｄｔ＝－ｒ，　ｄθ

ｄｔ＝－ １
ｌｎｒ

，

Ð’P
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ｒ＝ｒ（０）ｅ－ｔ，θ＝θ（０）＋ｌｎ（ｔ－ｌｎｒ（０））
［ｔ＞ｌｎｒ（０）］．Èî，ñｔ→＋∞V，ｒ（ｔ）→０，θ（ｔ）→＋∞．ＯIJ8LMN��
2joÚ¬．

#0-　Ｆｒｍｍｅｒ12

ＭＦｒｍｍｅｒ［９］,Ｐｏｉｎｃａｒé·�$¬2½?£®º，Re@bS¬T2$
¬fol，6�A°ñ2bcN，~êáU5<y^´VÖ(W．

óôbc2¸�ª¹��
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ），　ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ） （１１）

*-Í2&’()

ｄｙ
ｄｘ＝Ｙ（ｘ，ｙ）

Ｘ（ｘ，ｙ）， （１１）′

_¤Ｘ，Ｙ -./�A012bÏ<=ê，Ｏ（０，０）862â�$¬．
*/１２　ñ

ｑ＝
ａ　ｂ
ｃ　（ ）ｄ

＝

Ｘ（０，０）
ｘ

Ｘ（０，０）
ｙ

Ｙ（０，０）
ｘ

Ｙ（０，０）


烄

烆

烌

烎ｙ

＝０

V，Ç"Æ¬Ｏ ���（１１）*()（１１）′2}~@A；ｑ≠０V，Ｏ ��o
@A．

º2·�ï2â�$¬ë8â?$¬，�D$¬2c¢e!bcÖâ?
$¬;äXP~．

!、�M��

Ü©R45，��（１１）V�

　ｄｒｄｔ＝Ｘ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）ｃｏｓθ＋Ｙ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）ｓｉｎθ，

ｒｄθ
ｄｔ＝－Ｘ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）ｓｉｎθ＋Ｙ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ）ｃｏｓθ

烅

烄

烆
．

　　*/１３　ü,°¸�ºI?­bY¬Zç｛Ｐｎ（ｒｎ，θｎ）｝Þß：ñｎ→
＋∞V，Aｒｎ→０，θｎ→θ０，Ýｔａｎψｎ→０，_¤ψｎ Eá¬Ｐｎ º2Àkθ＝θｎ MV
[�­³¬2M\Â(À��ï2]．äÆθ＝θ０ �<o2(À8��（１１）

*()（１１）′2b¿ij(8．
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øé：（１）[îo�üθ＝θ０ 8Jù(À，äθ＝θ０＋π（ｍｏｄ２π）́ ¯J8
Jù(À．

（２）ü��（１１）A»Mdrb<o2(Àθ＝θ０ ^|6¬Ｏ（Tｒ→０V，

θ→θ０），ä³(À¯8Jù(À；:�ï^_Gbo，T‘o�¤2Jù(À
��GboA»M^|$¬Ｏ．ÒK��

ｘ＝－ｙ，　ｙ＝２ｘ３，
3ｙ＝ｘ２ ÷©6-Í2&’()2ab，P

ｄｙ
ｄｘ＝－２ｘ３

ｙ ｙ＝ｘ２
＝－２ｘ，

O�[，‘ï6¬2+�Mｙ＝ｘ２ Fo�１３¤2¬ç｛Ｐｎ（ｒｎ，θｎ）｝，äñｒｎ

→０（ｘ→０）V，θ０＝０，π�8³��2Jù(À；:î��2»Më8gcµ

Ｏ2¦�M�

ｘ４＋ｙ２ ＝ｃ２．
　　�,１１　Jù(À2d:Θ8¦d．

Gemo�HZ：¥é2｛θｎ｝，ｎ＝１，２，…，θｎ ∈Θ，üｌｉｍ
ｎ→∞

θｎ ＝θ，ä

Aθ∈Θ．
�,１２　üθ＝θ０ G8Jù(À，ä-|ｔ→＋∞（*ｔ→－∞）V^|$

¬Ｏ2¥�&ö»Ｌ＋（fö»Ｌ－）ｒ＝ｒ（ｔ），θ＝θ（ｔ），̄ 9,V;Ｔ＞０，Uñ

ｔ＞Ｔ（ｔ＜－Ｔ）V，îö»*�θ＝θ０ GE°±，*²ÀgïÀkθ＝θ０．
JK　òZ�>Ô2áC．ü9,rV;Ｔ１＞０，ｔ＞Ｔ１ eＬ＋ GE�θ＝

θ０ °±，äÜ ë"�．
üG�Ｔ１ FP~0^，Ｔ＞Ｔ１ eR;�θ＝θ０ °±，OVÚÜ e�G

h，T,iMθ＝θ０ º，RHj­Ｌ＋ 2kB~¿±¬｛Ｐｎ（ｒｎ，θ０）｝，�ANx：

ｒｎ＋１＜ｒｎ；ñｎ→∞Vｒｎ→０；d°(©¬Ｐｋ，Ｐｋ＋１9，Ｌ＋ 3Àgïθ＝θ０（÷L

１ ５）．|8，[Â201N$，,θ＝θ０ ºRH?­¬ç｛珚Ｐｋ（珔ｒｋ，θ０）｝，ø¬Ò
|°Í©¬Ｐｋ（ｒｋ，θ０），Ｐｋ＋１（ｒｋ＋１，θ０）Ö×，ｒｋ＞珔ｒｋ＞ｒｋ＋１，Ý_º»M�θ＝θ０

°=（To�１３¤°Í2ｔａｎψ珚Ｐｋ＝０）．Oékµθ＝θ０ 8b¿Jù(À\，
O�AÚlm．ZS．

�,１３　ü��（１１）2LJù(À899no2，ä¥�^|$¬Ｏ
2ö»，*d<o2(À，*dcＯkBpq2(D^|Ｏ．

JK　Ç"ò-^|Ｏ2&ö»Ｌ＋：ｒ＝ｒ（ｔ），θ＝θ（ｔ）̂ Z[．r<�Z
l，Úｔ→＋∞VＬ＋G8de�¤2©P(D^|ＯV，Ç"^=@lm．O
V¯Hj@©YV×Zç｛ｔｎ｝，｛ｔｎ｝′：

·７１·kVu　Ｆｒｍｍｅｒ(t



ｔｎ ＜ｔ′ｎ，　ｎ＝１，２，…，ｎ→＋∞ Vｔｎ →＋∞，
ÝU

θｎ ≡θ（ｔｎ）→θ１，　θ′ｎ≡θ（ｔ′ｎ）→θ２，　θ１ ＜θ２，
�ÚLJù(À899no2，N¯9,LJù(Àθ＝θ０∈（θ１，θ２）+Zç
｛ｔ０

ｎ｝，ｎ＝１，２，…：

ｔ０
ｎ ∈ （ｔｎ，ｔ′ｎ），　θ（ｔ０

ｎ）＝θ０，　ｒ（ｔ０
ｎ）→０，

ñｎ→＋∞Vｒ（ｔ０
ｎ）→０（÷L１ ６）．IJ，OB¬（ｒ（ｔ０

ｎ），θ０）ºＬ＋83Àgï
LJù(Àθ＝θ０ 2，O�Ü １２2e�lm．ZS．

L１ ５　　　　　　　　　　　　　　L１ ６

*/１４　d$¬Ｏ �Ù，ｒ０ �ök2stu︵ＡＢ+ＯＡ，ＯＢ©Mu!"
2v’S2wCＯＡＢ，Æ���（１１）2��F，K´6R�*µ,«Þß：

（ⅰ）ÑＯÔ_ºk_#$¬；
（ⅱ）,]Ü∠ＢＯＡ«¢AÝòAb¿Jù(Àθ＝θ０；
（ⅲ）,wCºd¬，��<o2Â(À�³¬2ÀkG&±．
5��\bÌº2(W，Ç"ÆＯＡ，ＯＢ�ÛèÜ2x*，︵ＡＢ�e*．
�,１４　��（１１）üAÛèÜ，òHI85çÔPûèÖb：
（ⅰ）©x*º2M\Âë8yÀ（]±©ＯＡＢ «¢2õözMu，5

²）$¬Ｏ2，Æ�Ⅰr��F［L１ ７（ａ）］；
（ⅱ）©x*º2M\Âë8yÀe*2，Æ�Ⅱr��F［L１ ７（ｂ）］；
（ⅲ）©x*º2M\Â2yÀ8G²，Tb3x*º2M\Â{yÀＯ，̄

b3x*º2M\Â{yÀe*，Æ�Ⅲr��F［L１ ７（ｃ）、L１ ７（ｄ）］．
óô­Â201N¨o�１４¤34（ⅲ）2|o，ÉåæP@ºÌe�．
*,１４　ñｔ}ù（-~）V，��（１１）ª©ÛèÜ2ö»，ü
（１）6"ª©ⅠûÛèÜ，äñｔ→＋∞（ｔ→－∞）Vë‘Jù(Àθ＝θ０

^|Ｏ；
（２）6"ª©ⅡûÛèÜ，äýABV×e，Akl~3ö»me*�@
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L１ ７

îÜ，:e*︵ＡＢº¯Ab¬*bu¦t，m6º�@�2ö»ñｔ→－∞（ｔ→
＋∞）V，ë‘Jù(Àθ＝θ０ ^|Ｏ；

（３）6"ª©ⅢûÛèÜ，ä*�¢ö»ýABV×eë�°îÜ；*,
*µ（x**e*）º9,b¬Ｓ，UＯ ­Ｓ *µº@�2b=ö»ñｔ→＋
∞（ｔ→－∞）V{‘Jù(Àθ＝θ０ ^|Ｏ，yï*µ_#¬2»MýABV
×e{�°îÜ．

JK　òZ�>Ô2áC．
（１）&ö»Ｌ＋ ª©ⅠûＯＡＢ e，�Â201N+o�１４234（ⅲ）

$，Ｌ＋GI�@îÜ，́ GI^|«¢r¬，äñｔ→＋∞VＬ＋ ¯^|Ｏ，E
�Ü １３$，Ｌ＋òI‘ＯＡＢ¤àb2Jù(Àθ＝θ０ ^|Ｏ［L１ ８（ａ）］．

（２）&ö»Ｌ＋�ïx*ＯＡ，ＯＢª©ⅡûＯＡＢ e，6"ëHdme*�
@îÜ，’KPe*︵ＡＢº2¬ç｛Ａｎ｝，｛Ｂｎ｝，O©¿¬çë8AZ、Aµ2，

ÈydªA<µＡ′¨Ｂ′．IJ，ïO©¬2»MＬＡ′，ＬＢ′¯‘Jù(Àθ＝θ０

^|Ｏ．OV，üＡ′�Ｂ′¶:V，︵ＡＢº@�2‘θ＝θ０ ^|Ｏ 2fö»8à

b2；üG¶:，äm︵Ａ′Ｂ′tº2�Afö»ë‘θ＝θ０ ^|Ｏ［L１ ８（ｂ）］．
（３）&ö»Ｌ＋ªx*（ÒKＯＢ）ª©ⅢûＯＡＢ eA©PHI，*�¢�

ïＯＡ�@îÜ，*,ＯＢ（*,e*︵ＡＢ）º9,b¬Ｓ，m6@�2&ö»Ｌ＋
Ｓ

‘θ＝θ０ ^|Ｏ，OV¦MuＯＳº（*ＯＢ∪ＢＳº）@�2b=&ö»ë‘θ＝
θ０ ^|Ｏ［L１ ８（ｃ）、L１ ８（ｄ）］．ZS．

|１　ºÌo 2e�（２）̈ e�（３）ëdA©PHIe´，-ⅡûÛè
ÜfK�VAÝòAb3»M‘θ＝θ０ ^|Ｏ，ðÆ�“k!s*\]”；-Ⅲ
ûÛèÜfK�VAkê3»M‘θ＝θ０ ^|$¬Ｏ，�VõA»M^|Ｏ，
ðÆ�“kVs*\]”．OMGùZ[>Ü<©¿£pº:|Ｅ．Ｒ．Ｌｏｈｎ2
©¿o ［１０］．

�2G��（１１）ú"
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L１ ８

ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ）≡Ｘｍ（ｘ，ｙ）＋φ（ｘ，ｙ），
ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）≡Ｙｎ（ｘ，ｙ）＋ψ（ｘ，ｙ），

（１１）１

_¤Ｘｍ，Ｙｎ ’K8ｘ，ｙ2ｍ D¨ｎD�D~�D，ｍ≥１，ｎ≥１ÝGHO�；

φ，ψ01，Ý�Z��（１１）729,àbN．

k!s**,　Ú��（１１）１ ¤φ、ψ-Í2φ（ｒ，θ）
ｒｍ ，ψ（ｒ，θ）

ｒｎ
-θÞß�

klS�ê2Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ34

１
ｒｍ｜φ（ｒ，θ１）－φ（ｒ，θ２）｜≤Ｌ（ｒ）｜θ１－θ２｜，

１
ｒｎ｜ψ（ｒ，θ１）－ψ（ｒ，θ２）｜≤Ｌ（ｒ）｜θ１－θ２｜，

_¤Ｌ（ｒ）→０，ñｒ→０V．Ý
（ⅰ）üθ＝θ０ 8‘aJù(ÀV，Aｒ→０V

φ（ｘ，ｙ）＝ｏ（ｒｍ），　ψ（ｘ，ｙ）＝ｏ（ｒｎ）； （１７）

　　（ⅱ）üθ＝θ０ 8ｋ¶Jù(ÀV（O8ｋ≥３¯�$ê，Ýｍ＝ｎ），Aｒ→
０V

φ（ｘ，ｙ），　ψ（ｘ，ｙ）＝Ｏ（ｒｍ＋１）． （１８）

ä��（１１）１ ,θ＝θ０ º2ⅡûÛèÜ¤òAàb2»M‘θ＝θ０ ^|$
¬Ｏ．
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kVs**,　Úθ０ 8Ｆ（θ）＝０2ｋ¶ã（ｋ¯��ê），Ý

Ｇ（θ）≡Ｘｍ（θ）ｃｏｓθ＋Ｙｍ（θ）ｓｉｎθ，

Ｆ（θ）≡－Ｘｍ（θ）ｓｉｎθ＋Ｙｍ（θ）ｃｏｓθ，

ｆ（ｒ，θ）≡－φ（ｒ，θ）ｓｉｎθ＋ψ（ｒ，θ）ｃｏｓθ，

Ａ（ｒ）≡ｒｍ（ｌｎ１
ｒ

）ｋ
ｋ－１，

Ｆ（ｋ）（θ０）Ｇ（θ０）≠０，%ê

Ｄ ＝ Ｇ（θ０）（ ）ｋ

ｋ
ｋ－１ Ｆ（ｋ）（θ０）

ｋ！
（ｋ－１［ ］）

１
ｋ－１

；

+ñδ，ｒ０ v’SV，,ⅢûÛèÜΔ０：｜θ－θ０｜≤δ，　０≤ｒ≤ｒ０ ¤，ü

ｆ（ｒ，θ）≤Ｃ１Ａ（ｒ），０＜Ｃ１ ＜Ｄ，
äΔ０ ¤��（１１）１ Akl~3»M‘θ＝θ０ ^|$¬Ｏ；ü

ｆ（ｒ，θ）≥Ｃ２Ａ（ｒ），Ｃ２ ＞Ｄ，
äΔ０ ¤��（１１）１ k»M^|$¬Ｏ．

|２　ñφ¨ψ,¬Ｏ 2(Ü«�A012bÏ<=ê，ùº34（１７）
*（１８），ä��（１１）１ ,θ＝θ０ º2ⅡûÛèÜ¤òAàb2»M‘θ＝θ０

^|$¬Ｏ；
ñｒ→０V，φ，ψ＝０（ｒｍ＋１），ä��（１１）１ ,θ＝θ０ º2ⅢûÛèÜΔ０ ¤

Akl~3»M‘θ＝θ０ ^|$¬Ｏ．

V、@A$s�t�

�\·�2�bN，Ç"G��（１１）ú"
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ）≡Ｘｍ（ｘ，ｙ）＋φ（ｘ，ｙ），
ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）≡Ｙｍ（ｘ，ｙ）＋ψ（ｘ，ｙ）．

（１１）２

ｍ≥１，Ｘｍ，Ｙｍ 8./2ｍ D�D~�D，GHO�，φ，ψm�|ｍ D2�°
ã，01Ý�Z72àbN．Ｘｍ，Ｙｍ ¤HdAb¿��8，ÒKＹｍ≡０V，�
�（１１）２ Hú"��（１１）１ CDÝｍ＜ｎ．

Ü©R45ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，��（１１）２ V�

ｄｒ
ｄｔ＝ｒｍ［Ｘｍ（θ）ｃｏｓθ＋Ｙｍ（θ）ｓｉｎθ］＋ｏ（ｒｍ），

ｒｄθ
ｄｔ＝ｒｍ［－Ｘｍ（θ）ｓｉｎθ＋Ｙｍ（θ）ｃｏｓθ］＋ｏ（ｒｍ）．

Ç"<Ｆ（θ），Ｇ（θ）=

Ｆ（θ）≡－Ｘｍ（θ）ｓｉｎθ＋Ｙｍ（θ）ｃｏｓθ，

·１２·kVu　Ｆｒｍｍｅｒ(t



Ｇ（θ）≡Ｘｍ（θ）ｃｏｓθ＋Ｙｍ（θ）ｓｉｎθ．
äº��HV�()

ｒｄθ
ｄｒ＝Ｆ（θ）＋ｏ（１）

Ｇ（θ）＋ｏ（１）， （１９）

_¤Ｘｍ（θ），Ｙｍ（θ）8Ｘｍ（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ），Ｙｍ（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）2‘ú；ｏ（１）Þßｒ→０
Vｏ（１）→０．

ü=¥b¬Ｐ（ｒ，θ）2M\Â(À�R82�]�β，¬Ｐ2ÀkMV[�
­³¬M\Â(À�ï2]�ψ（*ψ＋π）（KL１ ９�á），ä�β＝θ＋ψ+

ｔａｎβ＝ｄｙ
ｄｘ＝ｓｉｎθｄｒ＋ｒｃｏｓθｄθ

ｃｏｓθｄｒ－ｒｓｉｎθｄθ
，

åæ%P

ｔａｎψ＝ｒｄθ
ｄｒ． （１１０）

L１ ９

　　�()（１９），Ñ�D（１１０）̈ Jù(À2o�$，θ＝θ０ 8��（１１）2

Jù(À2¯;348Ｆ（θ０）＝０；�Ö，üＦ（θ０）＝０，Ｇ（θ０）≠０，HF¬ç
（ｒｎ，θ０），ｒｎ→０，ä²þH$ｔａｎψｎ→０，[o�１３，θ＝θ０ �8Jù(À．Oþ，

5�2o��¤’ªJ\．
*/１５　　Ｆ（θ０）＝０Æ���（１１）2i+()，628¬Rp\��

（１１）2�¢Jù(À．
5�Ç"’ÔûáC^·�．
（１）Ｆ（θ）,［０，２π］ºo>
G�2ÚＦ（θ）＞０，θ∈［０，２π］．�01QêNx，9,&%êａ，UＦ（θ）

≥ａ＞０，θ∈［０，２π］．FsÜＳｒｏ＝｛（ｒ，θ）：ｒ≤ｒ０｝，ñｒ０ v’SV，,Ｓｒ０
¤A

Ｆ（θ）＋ｏ（１）＞ ａ
２ ＞０，

�E()（１９）2’Ó’�，,Ｓｒ０
¤‘»Mｒ＝ｒ（θ）�珋θ­θÐ’，P
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∫
ｒ（θ）

ｒ（珋θ）

ｄｒ
ｒ ＝∫

θ

珋θ

Ｇ（θ）＋ｏ（１）
Ｆ（θ）＋ｏ（１）ｄθ≤∫

θ

珋θ

２
ａ｜Ｇ（θ）＋ｏ（１）｜ｄθ ，

|89,%êＭ＞０，U

∫
ｒ（θ）

ｒ（珋θ）

ｄｒ
ｒ ≤Ｍ｜θ－珋θ｜，

*

－Ｍ｜θ－珋θ｜≤ｌｎｒ
（θ）

ｒ（珋θ）≤Ｍ｜θ－珋θ｜，

�T,Ｓｒ０
¤A

ｒ（珋θ）ｅ－Ｍ｜θ－珋θ｜ ≤ｒ（θ）≤ｒ（珋θ）ｅＭ｜θ－珋θ｜．
�a*2G?DH]@，ò;âã¬FPß��wＯV，ÒKｒ（珋θ）≤ｒ０ｅ－２ｋπＭ

V，A

ｒ（珋θ＋２ｋπ）≤ｒ（珋θ）ｅ２ｋπＭ ≤ｒ０，
T�AB2ｋOe，»Mｒ（θ）ÕHd,Ｓｒ０

¤，my�Zº�2·�8A�2．
�*2G?D

ｒ（θ）≥ｒ（珋θ）ｅ－Ｍ｜θ－珋θ｜ ＞０．
�[，òAθ→∞Vｒ（θ）25µ�AHI^|Ｏ，OE[Ｓｒ０

¤��（１１）OV
òHIA¦»*kBcＯq�2°»．

EÚＩ≡∫
２π

０

Ｇ（θ）
Ｆ（θ）ｄθ，Èｒ→０VÐ’

∫
珋θ＋２π

珋θ

Ｇ（θ）＋ｏ（１）
Ｆ（θ）＋ｏ（１）ｄθ→Ｉ．

üＩ＜０，äñｒ０ v’SV，,Ｓｒ０
¤A

ｌｎｒ（珋θ＋２π）－ｌｎｒ（珋θ）＜ Ｉ
２ ＜０，

T ｒ（珋θ＋２π）＜ｒ（珋θ），
*9,&%êｑ＜１，U

ｒ（珋θ＋２π）＜ｑｒ（珋θ），
myA

ｒ（珋θ＋２ｋπ）＜ｑｋｒ（珋θ），　ｋ＝１，２，…．
úøéＦ（θ）＞０V，���（１１）R45CD2XÎD$，ｒ０ ß�SV，,

Ｓｒ０
¤

ｄθ
ｄｔ＝ｒｍ－１［Ｆ（θ）＋ｏ（１）］＞０．

O�[‘»Mｔ}ùVθ}ù，yｒ（θ）G§-S^|０，PＯ8��（１１）2j
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oÚ¬．
û6·�_#áU，Ç"P
*,１５　Ｆ（θ）,［０，２π］ºo>V，��（１１）,6¬(Ü¤2»MòI

8c Ｏ 2¦»¨cＯ kBDq�2©P．OVü Ｆ（θ）＞０，äñＩ ≡

∫
２π

０

Ｇ（θ）
Ｆ（θ）ｄθ＜０V，Ｏ8��（１１）2joÚ¬；ñＩ＞０V，Ｏ8GjoÚ¬；

Ｆ（θ）＜０，äＩ＜０VＯ8GjoÚ¬；Ｉ＞０VＯ8joÚ¬．
w１６（Ｐｅｒｒｏｎo ¤9�Ú¬）　ÚLMN��

ｘ＝ａｘ＋ｂｙ＋φ（ｘ，ｙ），
ｙ＝ｃｘ＋ｄｙ＋ψ（ｘ，ｙ），

（１１１）

_¤φ，ψ01H&，Ýñｒ→０Vφ，ψ＝ｏ（ｒ）．
�Z：ñ¬Ｏ 8��（１１１）MNw6��2Ú¬V，¬ Ｏ ´8��

（１１１）ªq2Ú¬，ÝjoN°²．
JK　,�Ú5，��（１１１）HýL$3MN..V�（=>G.）

ｘ＝αｘ＋βｙ＋φ（ｘ，ｙ），
ｙ＝－βｘ＋αｙ＋ψ（ｘ，ｙ），

_¤α±ｉβ（α≠０，β＞０）���（１１１）2Jùã，α＜０（α＞０）V，Ｏ8MNw6
��2jo（Gjo）Ú¬．ýR45..，6úV�

ｒｄθ
ｄｒ＝ －β＋ｏ（１）

α＋ｏ（１），

OVJN()�b2Ｆ（θ）≡－β＞０，TÝ

Ｉ≡∫
２π

０

Ｇ（θ）
Ｆ（θ）ｄθ＝∫

２π

０

α
－β

ｄθ＝２πα
－β

．

Èî，�ºo $，ñα＜０（α＞０）V，Ｏ ´8LMN��（１１１）2jo（Gj
o）Ú¬．ZS．

w１７　ó�()

ｄｙ
ｄｘ＝

ｘ＋ｙ（ｘ２＋ｙ２）ｓｉｎ １
（ｘ２＋ｙ２［ ］）

－ｙ＋ｘ（ｘ２＋ｙ２）ｓｉｎ １
（ｘ２＋ｙ２

［ ］）
2$¬Ｏ（０，０）．

x　OV

Ｆ（θ）≡－（－ｓｉｎθ）ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ·ｃｏｓθ≡１＞０，

�:o １５��2\]，:
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Ｇ（θ）≡－ｓｉｎθ·ｃｏｓθ＋ｃｏｓθ·ｓｉｎθ≡０，
myＩ＝０，7GI§oＯ2ûè．Ü©R45，()V�

ｄｒ
ｄθ＝ｒ３ｓｉｎ１

ｒ２，

6IJAb�ç¦»ｒ＝０¨ｒ＝ １
ｋ槡π

，ｋ＝１，２，…，TÝ��wＯOB¦»’

¼�o．úA

ñｒ∈
１
２ｋ槡 π

， １
（２ｋ－１）槡（ ）π

V，　ｄｒ
ｄθ＜０，

ñｒ∈
１

（２ｋ－１）槡 π
， １

２ｋ槡（ ）π
V，　ｄｒ

ｄθ＞０，

�[ºÌø©¿¦»Ö×，vÞµkBcＯ pq2°»．OP$¬Ｏ Æ�

Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎè¤Ù．
（２）Ｆ（θ）,［０，２π］º.>
OV，�|Ｆ（θ）8ｃｏｓθ，ｓｉｎθ2ｍ＋１D�D~�D，6,［０，２π］º�~

A２ｍ＋２¿8¬，Ç"rF�¿à8¬·�26ä，Úθ０ 8Ｆ（θ）,［０，２π］º
2b¿à8¬，Ç"A

*,１６　ÚＦ（θ０）＝０，Ｇ（θ０）≠０，Ý,θ０ *wθ�S­^ýïθ０，ü

Ｆ（θ）Ｇ（θ０）2�>.V8：
（ⅰ）�f.&，ä,θ＝θ０ º��（１１）9,b¿ⅠûÛèÜ；

（ⅱ）�&.f，ä,θ＝θ０ º��（１１）9,b¿ⅡûÛèÜ；

（ⅲ）�>G.，ä,θ＝θ０ º��（１１）9,b¿ⅢûÛèÜ．
JK　[�Ú，θ＝θ０ 8��（１１）2b¿Jù(À，�wCＳ０：

θ０－δ≤θ≤θ０＋δ，　０≤ｒ≤ｒ０，

ñｒ０，δFPv’SV，HU,Ｓ０ ºÑＯÔk_#$¬，Ｆ（θ）Ñθ０ Ôk_#

à8¬，Ｇ（θ０）＋ｏ（１）≠０（,Ｓ０ º｜ｔａｎψ｜≠∞）．Oþ，Ｓ０ �!"\��2Û
èÜ．

=Ｇ（θ）＝Ｇ（θ０）＋Ｏ（｜θ－θ０｜），ä�（１９）D$，ñｒ０，δß�SV，,Ｓ０

ºA

ｓｉｇｎｒｄθ
ｄ（ ）ｒ ＝ｓｉｇｎ［Ｆ（θ）Ｇ（θ０）］．

,Ｓ０ ºθ�S­^ýïθ０，[ºDó�Ｆ（θ）Ｇ（θ０）2�>.V：

（ⅰ）üＦ（θ）Ｇ（θ０）�f.&，TA
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ｄθ
ｄｒ

＜０，,θ＝θ０－δº，

＞０，,θ＝θ０＋δº｛ ，
äＳ０ �8b¿ⅠûÛèÜ［L１ １０（ａ）］；

（ⅱ）üＦ（θ）Ｇ（θ０）�&.f，TA

ｄθ
ｄｒ

＞０，,θ＝θ０－δº，

＜０，,θ＝θ０＋δº｛ ，
äＳ０ �8b¿ⅡûÛèÜ［L １０（ｂ）］；

（ⅲ）üＦ（θ）Ｇ（θ０）G.>，T,θ＝θ０±δºëA

ｄθ
ｄｒ＞０　 * 　ｄθ

ｄｒ＜０，

äＳ０ �8b¿ⅢûÛèÜ［L１ １０（ｃ）、L１ １０（ｄ）］．ZS．

L１ １０

ñ��（１１）２ ¤2Ｘｍ，Ｙｍ Ab¿��8，ÒKＹｍ≡０（Ｘｍ≡０）V，��

à1º�（１１）１ CD，Ýｍ＜ｎ（ｍ＞ｎ），OVA

Ｆ（θ）≡－Ｘｍ（θ）ｓｉｎθ ［Ｆ（θ）≡Ｙｎ（θ）ｃｏｓθ］，

Ｇ（θ）≡Ｘｍ（θ）ｃｏｓθ ［Ｇ（θ）≡Ｙｎ（θ）ｓｉｎθ］，

OVＦ（θ）2à8¬ÝUＧ（θ）≠０2òAJù(À

θ＝０，π　　　　（θ＝ π
２

，３π
２

）．

,θ＝０(w]Ｆ（θ）Ｇ（０）≡－Ｘｍ（θ）Ｘｍ（０）ｓｉｎθ，̈ ,θ＝π(w]Ｆ（θ）Ｇ（π）

≡Ｘｍ（θ）Ｘｍ （π）ｓｉｎθ2�>.V［,θ＝π
２

(w] Ｆ（θ）Ｇ π（ ）２ ≡Ｙｎ（θ）．

Ｙｎ
π（ ）２ ｃｏｓθ̈ ,θ＝３π

２
(w]Ｆ（θ）Ｇ ３π（ ）２ ≡－Ｙｎ（θ）Ｙｎ

３π（ ）２ ｃｏｓθ2�>.

V］，[ºo ²þ2% ，HP
*,１７　ñ��（１１）à1�（１１）１ CDV，ü ｍ＜ｎ（ｍ＞ｎ），ò;

Ｘｍ（±１，０）≠０　［Ｙｎ（０，±１）≠０］，ä��AÝòA©¿Jù(Àθ＝０¨θ＝
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π（θ＝π
２

¨θ＝３π
２

），,ø¿Jù(Àºë9,b¿ⅡûÛèÜ．

w１８（Ｐｅｒｒｏｎo ¤9�e¬¨9�ü¬）　ó�LMN��
ｘ＝ａｘ＋ｂｙ＋φ（ｘ，ｙ），
ｙ＝ｃｘ＋ｄｙ＋ψ（ｘ，ｙ）， （１１１）

_¤φ，ψ01H&，Ýñｒ→０V，φ，ψ＝ｏ（ｒ）．
�Z：ñ62MNw6���ê/æA©¿G°?2L8àJùãλ，μ

（G�Úλ＞μ）V，îLMN��$¬Ｏ2ûè¨joN�²|°Í2MNw
6��．

JK　,�Ú345，ýL$3MN..H§（１１１）V�
ｘ＝λｘ＋φ（ｘ，ｙ），　ｙ＝μｙ＋ψ（ｘ，ｙ）， （１１１）′

EV�R45()

ｒｄθ
ｄｒ＝

（μ－λ）ｓｉｎθ·ｃｏｓθ＋ｏ（１）
λｃｏｓ２θ＋μｓｉｎ

２θ＋ｏ（１） ．

OVJN()�

Ｆ（θ）≡ （μ－λ）ｓｉｎθ·ｃｏｓθ≡μ－λ
２ ｓｉｎ２θ＝０，

6,［０，２π］«A�¿à8¬θ＝０，π，π
２

¨３π
２

，,O�¿8¬ºＧ（θ）≡λｃｏｓ２θ

＋μｓｉｎ
２θ≠０，�d��AÝòAO�¿Jù(À．

（ⅰ）©Jùãλ，μ²�f，Tμ＜λ＜０．äFθ０＝０¨πV，θ�S­^ý

ïθ０，Ｆ（θ）Ｇ（θ０）＝λ
（μ－λ）
２ ｓｉｎ２θ�f­&，�o １６$，,θ＝０¨πº�

�d9,b¿ⅠûÛèÜ．ñFθ０＝π
２

３̈π
２

V，θ�S­^ýïθ０，Ｆ（θ）Ｇ（θ０）

＝μ（μ－λ）
２ ｓｉｎ２θ�&­f，�d,θ＝π

２
３̈π
２

º��dAb¿ⅡûÛèÜ；²

V�o １４2ø２$，,�Ú345dòAb3»M‘θ＝π
２

¨３π
２

^|Ｏ．

�:y^，�o\��（１１１）′，my��（１１１）26¬Ｏ´8joe¬，KL

１ １１（ａ）�á．
（ⅱ）©Jùã²�&，Tλ＞μ＞０．²þ·�HP（１１１）2Ｏ�MNw6

��bþë8Gjoe¬．
（ⅲ）©Jùã3>，Tλ＞０＞μ．äFθ０＝０¨πV，θ�S­^ýïθ０，

Ｆ（θ）Ｇ（θ０）＝λ
（μ－λ）
２ ｓｉｎ２θ�&­f；Fθ０＝π

２
¨３π

２
V，θ�S­^ýïθ０，
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Ｆ（θ）Ｇ（θ０）＝μ（μ－λ）
２ ｓｉｎ２θ´8�&­f，Èî,θ＝０，π

２
，π，３π

２
�¿Jù(

Àº��ëdª9,b¿ⅡûÛèÜ，o １４2ø２�o\ëòAb3»M
‘6"^|Ｏ．�:y^，��（１１１）2$¬7JÕ8ü¬，KL１ １１（ｂ）�á．

L１ １１

　　（３）Ｆ（θ）≡０，θ∈［０，２π］

OPáC2·�VÖäX，Æ�@�yz．OV¯AＧ（θ）≠０（qä§%

@Ｘｍ≡Ｙｍ≡０），úøé­Jù(À2d:8¦2，Èî$3áC2Jù(À

8［０，π］¤b=(À．Oþb^，Ç"GI<ÛèÜ2(D�¿·�Jù(À
\，y�2óô28，K�§99no2Jù(À�¹°．�î，Ç"Ü©Ｂｒｉ
ｏｔＢｏｕｑｕｅｔ��

ｙ＝ｕｘ　（ｘ≠０） （１１２）

¨

ｘ＝ｖｙ　（ｘ＝０）． （１１２）′
..（１１２）§ｘ ｙ¸�º26¬Ｏ（０，０）V�ｘ ｕ ¸�º2ｕ 8，Gｘ ｙ
¸�Ｏ 2(ÜV�ｘ ｕ¸�ｕ8(w2“�Ü”，6Õ§ｘ ｙ¸�2b、Î、

Ô、��B-Í>.­ｘ ｕ¸�º2b、Ô、Î、��B，68,-..．Q¶
;28，Ç"ó���（１１）-Í2()

ｄｙ
ｄｘ＝Ｙｍ（ｘ，ｙ）＋ψ（ｘ，ｙ）

Ｘｍ（ｘ，ｙ）＋φ（ｘ，ｙ） （１１）′２

‘µｙ＝ｘｔａｎα（Tθ＝α）(ÀºAkÐ’�M�ï6¬，?@|ó�ｕ8(w
（１１）′２2-Íｘ ｕ4552()AkÐ’�Mýï¬（０，ｔａｎα），KL１ １２�á．

..（１１２）V（１１）′２ �
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L１ １２

ｄｕ
ｄｘ＝Ｙｍ（ｘ，ｕｘ）－ｕＸｍ（ｘ，ｕｘ）＋ψ（ｘ，ｕｘ）－ｕφ（ｘ，ｕｘ）

ｘ［Ｘｍ（ｘ，ｕｘ）＋φ（ｘ，ｕｘ）］ ．

øé­

Ｙｍ（ｘ，ｕｘ）－ｕＸｍ（ｘ，ｕｘ）＝ １
ｘ

［ｘＹｍ（ｘ，ｙ）－ｙＸｍ（ｘ，ｙ）］

＝ ｒｍ

ｃｏｓθ
［Ｙｍ（θ）ｃｏｓθ－Ｘｍ（θ）ｓｉｎθ］

＝ ｒｍ

ｃｏｓθ
Ｆ（θ）≡０，

ú3

Ｈ１（ｘ，ｕ）≡φ（ｘ，ｕｘ）
ｘｍ＋１

，　Ｈ２（ｘ，ｕ）≡ψ（ｘ，ｕｘ）
ｘｍ＋１

，

äºDú�

ｄｕ
ｄｘ＝ Ｈ２（ｘ，ｕ）－ｕＨ１（ｘ，ｕ）

Ｘｍ（１，ｕ）＋ｘＨ１（ｘ，ｕ）． （１１３）

-ｙ8º2©¿(À，Ç"<..（１１２）′，V()（１１）′２�

ｄｖ
ｄｙ＝ Ｈ１（ｖ，ｙ）－ｖＨ２（ｖ，ｙ）

Ｙｍ（ｖ，１）＋ｙＨ２（ｖ，ｙ）， （１１３）′

_¤

Ｈ１（ｖ，ｙ）≡φ（ｖｙ，ｙ）
ｙｍ＋１

，　Ｈ２（ｖ，ｙ）≡ψ（ｖｙ，ｙ）
ｙｍ＋１ ．

　　�U5�2·�Q(WB，Ç"2�r�-φ¨ψ234：Úｒ→０V，φ，

ψ＝Ｏ（ｒｍ＋１）．
（１）Ｘｍ（１，ｕ）＝０kàã
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OV,ｘ ｕ¸�º9,b¿ｕ82(Ü｜ｘ｜＜ε，ñεß�SV，_º(
)（１１３）2’�G?|8．��n234$，D（１１３）Þß729,àbN3
4，Nïｕ8º¥bAB¬（０，ｕ０），6AÝòAb3Ð’�M．°Í>，ｘ ｙ
¸�º,Ｏ 2(Ü«()（１１）２ ‘ø¿(Àｙ＝ｕ０ｘAÝòAb3Ð’�M
�ïＯ，y��（１１１）‘¥é(Àθ＝α＝ａｒｃｔａｎｕ０ ¨θ＝α＋πdAb3»M
^|Ｏ．

（２）rà2ｕｓ UＸｍ（１，ｕｓ）＝０，:Ｈ２（０，ｕｓ）－ｕｓＨ１（０，ｕｓ）≠０
OVïｘ ｕ ¸�º2¬（０，ｕｓ），()（１１３）AÝòAb3Ð’�M，Ý

,³¬=|ｕ8．OVA©PHI：K´O3�Mgïｕ8，ä,ｘ ｙ¸�Ｏ
2(Ü¤��（１１）‘θ＝θｓ＝ａｒｃｔａｎｕｓ +θ＝θｓ＋πdAÝòAb3»M^|

Ｏ；K´³�MGgïｕ8y9,ｘ≥０（ｘ≤０）ö¸�«，ä,ｘ ｙ ¸�º�
�（１１）‘θ＝θｓ（θ＝θｓ＋π）AÝòA©3»MC"�¬^|Ｏ，KL１ １３
�á．

L１ １３

（３）üà2ｕｓ UＸｍ（１，ｕｓ）＝０，Ｈ２（０，ｕｓ）－ｕｓＨ１（０，ｕｓ）＝０
OV¬（０，ｕｓ）́ 8()（１１３）2$¬，Ç"òA§6è�ｘ ｕ ¸�º2

6¬，K²-ｘ ｙ¸�º26¬Ｏ bþE¶i-6ª0·�，OP«�ýA
BD¯H¬"．

（４）-()（１１３）′，Ç"ò�-ｖ ｙ¸�º2¬（０，０）[dº·�TH
|１　��:$3áCV，［０，２π］¤2b=(À�8��2Jù(À，:

Okl~¿Jù(À¤，�~A２ｍ ¿(À�;Ç"JKó�Ô（HI8“L
&%2”），_�2(Àë8“<%$ij(8”，T‘µ6��AÝòAb3»
M^|Ｏ，O8È�

０≡Ｙｍ（ｘ，ｕｘ）－ｕＸｍ（ｘ，ｕｘ）≡ｘｍＹｍ（１，ｕ）－ｕｘｍＸｍ（１，ｕ），
T

Ｙｍ（１，ｕ）≡ｕＸｍ（１，ｕ）．
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O�[Ｘｍ（１，ｕ）Ñ|ｕ2DêG�|ｍ－１，Èî6�~òAｍ－１¿à8

¬，øb¿à8¬-Í©¿à(À，Eùºθ＝π
２

¨θ＝３π
２

)２ｍ ¿(ÀAH

I:“L&%2”� hó�．
|２　��（１１）¤�D�234Hd-¡�：ｒ→０V，9,δ＞０，U

φ（ｘ，ｙ），　ψ（ｘ，ｙ）＝Ｏ（ｒｍ＋δ）．

Oò;�..ｚ＝ｘδ

δ
WHZ[，��¢�£n¤Õ．

w１９（Ｐｅｒｒｏｎo ¤29�ýµe¬）　ó���
ｘ＝ｘ＋φ（ｘ，ｙ），　ｙ＝ｙ＋ψ（ｘ，ｙ）

2$¬Ｏ（０，０）(Ü«»M2’¼，_¤φ，ψÞß：9,δ＞０，Uñｒ→V，φ，

ψ＝Ｏ（ｒ１＋δ），Ý-./�bÏ01<=ê．
x　OM

Ｆ（θ）≡－ｃｏｓθｓｉｎθ＋ｓｉｎθｃｏｓθ≡０
:$3áC．îV

Ｘｍ（ｘ，ｙ）≡ｘ，　 -ÍＸｍ（１，ｕ）≡１，

Ｙｍ（ｘ，ｙ）≡ｙ，　 -ÍＹｍ（ｖ，１）≡１．
�ºÌ·�（１）+*ø２$，b=(Àë8&%2Jù(À，T‘øb(Àº
LMN��ëAÝòAb3»M^|Ｏ，Èî6�MNw6��bþë8G
jo2ýµe¬．

w１１０　ó�()

ｄｙ
ｄｘ＝ｙ２－ｘ４

ｘｙ
2$¬Ｏ（０，０）(Ü«Ð’�M2’¼．

x　�

Ｆ（θ）≡－ｃｏｓθｓｉｎ２θ＋ｓｉｎ２θｃｏｓθ≡０
$，6:$3áC．OV

Ｘ２（ｘ，ｙ）≡ｘｙ，　 -ÍＸ２（１，ｕ）≡ｕ，

Ｙ２（ｘ，ｙ）≡ｙ２，　 -ÍＹ２（ｖ，１）≡１．
ÈîòAＸ２（１，ｕ）＝０2à8¬ｕ＝０�-Í2(Àθ＝０¨θ＝π�;ó�，
_�2(À�8&%2Jù(À．

�..ｙ＝ｕｘ，V()�

ｄｕ
ｄｘ＝－ｘ

ｕ
，

·１３·kVu　Ｆｒｍｍｅｒ(t



¬（ｘ，ｕ）＝（０，０）ú8O¿()2$¬，:·�¤2（３），ÍE¥·�．:¦Ê
O$¬[I8ｘ ｕ¸�º2¤Ù，T,ｘ ｕ ¸�ºõAÐ’�Mýï（０，

０）．-Í>，,ｘ ｙ¸�º‘θ＝０¨θ＝π©(Àº´õAÐ’�Mª©Ｏ，
y‘_�2øb&%Jù(ÀºëAÝòAb3Ð’�Mª©Ｏ，O�P­
\L１ １４¤�á2’¼．

L１ １４

w１１１　ó�()

ｄｙ
ｄｘ＝ｙ２－６ｘ２ｙ＋ｘ４

ｘｙ－３ｘ３

2$¬Ｏ（０，０）(Ü«Ð’�M2’¼．
x　�|’Ó、’�2�ÎD��Ò１１０bþ，�d°ã2·�8bþ

2，ò� hó�θ＝０¨θ＝π©¿Jù(À．
�..　ｙ＝ｕｘ，()V�

ｄｕ
ｄｘ＝ ３ｕ－ｘ

－ｕ＋３ｘ
，

IJ（ｘ，ｕ）＝（０，０）ú862$¬．[MN��$¬ûèfKl，æ$68e
¬，T,ｘ ｕ¸�ºAkl~3Ð’�Mª©（０，０）．-Í>，,ｘ ｙ¸�º
‘θ＝０¨θ＝π©(Àº´Akl~3Ð’�Mª©Ｏ．�ULCQ§<B，

Ç"2¨/ｘ ｕ¸�ºe¬2Jù(À：3ｕ＝ｋｘ÷©()，P

ｋ＝ ３ｋ－１
－ｋ＋３　 * 　ｋ２ ＝１．

�Pｋ＝１¨ｋ＝－１，�dｘ ｕ¸�ºê@2Öç<2e¬’¼KL１ １５
（ａ）�á．øé­ｘ ｙ¸�ºθ＝０¨θ＝π©(Àª©Ｏ2kl~3Ð’�
M2-ÍÑ�，+_�(À�8&%2，Ç"P­\$¬Ｏ (Ü¤2’¼K
L１ １５（ｂ）�á．

·２３· k!l　@A$HITU



L１ １５

#3-　45 6’78

,Ｆ（θ）o>2áC¤，o １５Õ©£\b¿C�，T$¬Ｏ wª8¤
ÙÕ8Ú¬2C�．ÕmÒ１７¨5�©¿�‘a2ÒÓ

ｘ＝－ｙ＋ｘｙ２，　ｙ＝ｘ－ｘ２ｙ
+

ｘ＝－ｙ＋ｘ３，　ｙ＝ｘ＋ｙ３

�[，6"2MNw6���ë8dＯ �¤Ù，:ùdª2LMN�eAG
²2.V：,Ò１７¤Ｏ .�Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎè¤Ù，,ºÌXb¿Ò¤Ｏ _7
��¤Ù，,XÎ¿Ò¤Ｏ.�GjoÚ¬\．Oªb«�[，««r�φ，ψ
2klSÏê¨bc2¬­N，Gßd�Z��2$¬Ｏ 78¤Ù．5�Ò
Ó2©¿bc2fol（o １９¨o １１０）ë�;AÚ��87�2（O
VGHI@�Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎè¤Ù），myfo«�8kB~D，Èî¤Ù2f
KC�8$¬vw¤2e¬Öb．

�2ÒÓb¿VÖ‘a2，fK¤Ù2v’34———���,．
*,１８　-no2��

ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ），　ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）， （１１）

üabQê�o2M\Â-Æ|ｘ8，TÞß34

Ｘ（ｘ，－ｙ）＝－Ｘ（ｘ，ｙ），　Ｙ（ｘ，－ｙ）＝Ｙ（ｘ，ｙ）；

*-Æ|ｙ8，TÞß34

Ｘ（－ｘ，ｙ）＝Ｘ（ｘ，ｙ），　Ｙ（－ｘ，ｙ）＝－Ｙ（ｘ，ｙ）．
ä,$¬Ｏ2¤ÙÚ¬fo¤，Ｏ¯8¤Ù．
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,�n2345，mÐ’�M2}�-ÆNx¨ÀÁÂ201N，åæ]
@e�8IJ2．

!、Ｐｏｉｎｃａｒｅz��fs*t

Ç"2��b¿5�;<­2Ü ．
�,１５　óôb¿,6¬Ｏ(Ü«¶·2®ê

ｆ（ｘ，ｙ）≡ｘ２＋ｙ２＋∑
∞

ｋ＝３
ｆｋ（ｘ，ｙ），

_¤ｆｋ（ｘ，ｙ）Eáｘ，ｙ2ｋD�D~�D．äñ%êｃ＞０v’SV，

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｃ
,Ｏ2rß�S2(Ü«9,b�a¦’Y，68gcµＯ2¦�M�．

JK　Úｆ（ｘ，ｙ）,R455Eá�

ｆ（ｒ，θ）≡ｒ２＋∑
∞

ｋ＝３
ｒｋ
φｋ（θ），

¶·Ü�ｒ≤ｒ０，äA

ｆ
ｒ＝２ｒ＋∑

∞

ｋ＝３
ｋｒｋ－１φｋ（θ）＝２ｒ＋ｏ（ｒ）．

�d，̄ 9,v’S2ｒ１≤ｒ０，Uｒ∈（０，ｒ１］V，ｆ
ｒ＞ｒ＞０，Tｆ（ｒ，θ）,ｒ∈（０，

ｒ１］«¥ｒa¯.V．úｆ（０，θ）＝０，N-ïo2ｒ２∈（０，ｒ１］，̄ A
ｈ≡ ｍｉｎ

０≤θ≤２π
ｆ（ｒ２，θ）＞０，

T

ｆ（ｒ２，θ）≥ｈ＞０，　θ∈ ［０，２π］．
Èî，�ｆ（ｒ，θ）,iMθ＝θ０ º-ｒ201N、a¯N$，-¥éFo2&%
êｃ＜ｈ，ë9,àb2¬（ｒ，θ０），ｒ＜ｒ２，U

ｆ（ｒ，θ０）＝ｃ．
OE[，ñｃ＞０ß�SV，,sｒ＝ｒ２ 2«¢，ｆ（ｒ，θ）＝０�6¬Ｏ@�2¥
éb3iMëAàb2±¬．�ｃ∈［０，ｈ）2¥éN，TPｆ（ｘ，ｙ）＝ｃ,sｒ＝
ｒ２ «¢9,b�]cＯ2a¦’Y．ZS．

5�bÌCD®êfol．
Ú��（１１）87�2，pAbD�，-Í2Ｆ（θ）,［０，２π］¤o>，OV

��（１１）Hú�

ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ）≡ｙ＋∑
∞

ｋ＝２
Ｘｋ（ｘ，ｙ），
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ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）≡－ｘ＋∑
∞

ｋ＝２
Ｙｋ（ｘ，ｙ）． （１１４）

　　Ç"�b¿CD®ê

Ｆ（ｘ，ｙ）≡ｘ２＋ｙ２＋∑
∞

ｋ＝３
Ｆｋ（ｘ，ｙ）， （１１５）

_¤Ｆｋ（ｘ，ｙ）Eáｘ，ｙ2�D�o~�D．üIm�?D

ｄＦ
ｄｔ （１１４）

≡０

¤<ob=Ｆｋ（ｘ，ｙ），ÝIZ[<o@2®ê（１１５）,Ｏ 2(Ü¤¶·，ä

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｃ�8D（１１４）27�M�．�ºÌÜ $，$¬Ｏ �8¤Ù\．C
Dºx°ºD�b，P

ｄＦ
ｄｔ （１１４）

＝ （２ｘ＋∑
∞

ｋ＝３

Ｆｋ

ｘ
）（ｙ＋∑

∞

ｌ＝２
Ｘｌ）

　＋（２ｙ＋∑
∞

ｋ＝３

Ｆｋ

ｙ
）（－ｘ＋∑

∞

ｌ＝２
Ｙｌ）

＝ ∑
∞

ｋ＝３
ｙＦｋ

ｘ －ｘＦｋ

（ ）ｙ ＋２∑
∞

ｌ＝２

（ｘＸｌ＋ｙＹｌ）

　＋ ∑
∞

ｌ＝２，ｋ＝３
Ｘｌ

Ｆｋ

ｘ ＋Ｙｌ
Ｆｋ

（ ）ｙ
，

3ºDab�?|8，Tabø¿²D2�D~�D�?|8，|8A

ｘＦｋ

ｙ －ｙＦｋ

ｘ ＝２（ｘＸｋ－１＋ｙＹｋ－１）＋∑
ｋ－１

ｌ＝３

（Ｘｋ－ｌ＋１
Ｆｌ

ｘ ＋ｙｋ－ｌ＋１
Ｆｌ

ｙ
）

≡Ｈｋ　（ｋ＝３，４，５，…）． （１１６）ｋ
O8Hç¿Ñ|Ｆｋ（ｋ＝３，４，５，…）2bÏ<&’()．øé­abò�Ｆ３，

Ｆ４，…，Ｆｋ－１AÑ，�dmｋ＝３°ã�¿�7Ｆｋ V，D（１１６）ｋ ab2Ｈｋ 8
ë$Qê．

Ü©R45ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，=

Ｆｋ ≡ｒｋ
φｋ（θ），　Ｈｋ ≡ｒｋ

ψｋ（θ），
øé­

Ｆｋ

θ ＝－Ｆｋ

ｘｙ＋Ｆｋ

ｙ
ｘ，

ä（１１６）ｋ V�

ｄφｋ

ｄθ ＝ψｋ（θ）． （１１７）ｋ

OMφｋ（θ），ψｋ（θ）ë8ｃｏｓθ+ｓｉｎθ2ｋD�DD，ú@_Ｆｏｕｒｉｅｒx°D
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φｋ（θ）＝ ∑
ｊ

（Ａｊｃｏｓｊθ＋Ｂｊｓｉｎｊθ），

ψｋ（θ）＝ ∑
ｊ

（Ｃｊｃｏｓｊθ＋Ｄｊｓｉｎｊθ），

_¤Ｃｊ，Ｄｊ �ë$%ê，Ａｊ，Ｂｊ ���%ê．[³°x° �$：ñｋ8$ê
（�ê）V，ºÌ©x°D¤ò@�ｊ�$ê（�ê）2�，my，HÕ¯HmD
（１１７）ｋ �P２πº»Qêφｋ（θ），TPＦｋ；yeÕ（�êV）;]ψｋ（θ）xD¤
2%ê�

Ｃ０ ≡ １
２π∫

π

－π
ψｋ（θ）ｄθ．

üＣ０＝０ä7HmD（１１７）ｋ �P２πº»2φｋ（θ）；üＣ０≠０，äD（１１７）ｋ
GI7@２πº»2φｋ（θ），:§�PＣ０ !"()

ｄφｋ

ｄθ ＝ψｋ（θ）－Ｃ０

V，_A２πº»27φｋ（θ）．O¿()úí1]45�

ｘＦｋ

ｙ －ｙＦｋ

ｘ ＝Ｈｋ－Ｃ０（ｘ２＋ｙ２）ｋ
２ ， （１１８）

6¯A7，=�珟Ｆｋ（ｘ，ｙ）．Úφ３，φ４，…，φｋ－１�ëmD（１１７）ｋ �P，ψｋ（θ）-Í
2Ｃ０≠０（ｋbo8�ê），�D（１１８）�P珟Ｆｋ，��M�

ｆ（ｘ，ｙ）≡ｘ２＋ｙ２＋Ｆ２＋…＋Ｆｋ－１＋珟Ｆｋ ＝Ｃ， （１１９）

�Ü １５$，ñＣ＞０ß�SV，6,Ｏ *w8b�cＯ 2a¦�M，§6
‘���=，P

ｄｆ
ｄｔ （１１４）

＝ｙ珟Ｆｋ

ｘ －ｘ珟Ｆｋ

ｙ ＋Ｈｋ＋Φ
ｋ＋１

＝Ｃ０（ｘ２＋ｙ２）ｋ
２ ＋Φ

ｋ＋１， （１２０）

_¤Φ
ｋ＋１Eá-ｘ，ｙ�~�ｋ＋１D�2�Ø［OMøé珟Ｆｋ 8D（１１８）2

7］．Ç"<¦�M�（１１９）��ðó�，ñＣ０＜０（＞０）V，（１２０）D�[,

Ｏ¬2(Ü¤，��（１１４）2»Mñｔ}ùV，8�¦�M�2Ô（«）¢�À
«（Ô）¢2，TＣ０＜０V，Ｏ8joÚ¬，Ｃ０＞０V，Ｏ8GjoÚ¬．

ñ-b=ｋ，Ｆｋ �HmD（１１６）ｋ �@V，HdZ[6"!"2®ê
（１１５）,Ｏ2r(Ü¤¶·［１］，OVＯ8¤Ù，Ç"±²�：

*,１９　-7���（１１４），ü
（１）mD（１１６）ｋ ¤ë7@Ｆ３，Ｆ４，…，Ｆｋ－１，yＦｋ 7G@，äｋbo8�

ê．OV§D（１１６）ｋ 2abQêＨｋ≡ｒｋ
ψｋ（θ）Öψｋ（θ）x°�θ2³°®ê，

·６３· k!l　@A$HITU



¨/_Ｆｏｕｒｉｅｒ%ê

Ｃ０ ＝ １
２π∫

π

－π
ψｋ（θ）ｄθ，

6¯oG�8，OVＯbo8Ú¬，ñＣ０＜０V�joÚ¬，ñＣ０＞０V�G
joÚ¬；

（２）mD（１１６）ｋ ¤I7@b=Ｆｋ（ｋ＝３，４，…）V，6¬Ｏ8¤Ù．
|　Ç"�Ø�dＦｋ V，�%r<~�D�o�êl．
�-　6¬Ｏ8��（１１４）2¤Ù2v’¯;348，69,b¿�ｔ

kÑ2à&äÐ’Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｃ．
Z[8‘a2，£�¢�．
w１１２　ó���

ｘ＝ｙ－１
２ｘ３ ≡Ｘ，　ｙ＝－ｘ＋３ｘ２ｙ－１

２ｙ３ ≡Ｙ

2$¬Ｏ（０，０）2ûè．
x　O8b¿¤ÙÚ¬foC�，Ç"r<o １９^fo，§��2a

bú"

Ｘ ≡ｙ＋０＋（－１
２ｘ３）＋０＋…，

Ｙ ≡－ｘ＋０＋（３ｘ２ｙ－１
２ｙ３）＋０＋…．

�

Ｆ（ｘ，ｙ）≡ｘ２＋ｙ２＋Ｆ３＋Ｆ４＋…，
�D（１１６）ｋ $，Ｆ３ Þß

ｘＦ３

ｙ －ｙＦ３

ｘ ＝２（ｘＸ２＋ｙＹ２）＝０．

Ç"F�‘a27Ｆ３（ｘ，ｙ）≡０，Ｆ４ ÍÞßD（１１６）４

ｘＦ４

ｙ －ｙＦ４

ｘ ＝２（ｘＸ３＋ｙＹ３）＋（Ｘ２
Ｆ３

ｘ ＋Ｙ２
Ｆ３

ｙ
）

＝－ｘ４＋６ｘ２ｙ２－ｙ４ ≡Ｈ４，

Ｈ４（ｒ，θ）＝ｒ４（－ｃｏｓ４θ＋６ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ－ｓｉｎ４θ）≡ｒ４
ψ４（θ），

åæ/@ψ４（θ）2³°xD¤2%ê�Ｃ０＝０，äＦ４ H7@，3

Ｆ４ ≡ａ０ｘ４＋ａ１ｘ３ｙ＋ａ２ｘ２ｙ２＋ａ３ｘｙ３＋ａ４ｙ４，
÷©D（１１６）４，VÖ²û��ê，P

ａ１ ＝－１，　２ａ２－４ａ０ ＝０，　３ａ３－３ａ１ ＝６，
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ａ４－２ａ２ ＝０，　－ａ３ ＝－１，

_¤ａ０ Hd¥F，Ç"Fａ０＝０，äP

ａ０ ＝ａ２ ＝ａ４ ＝０，　ａ１ ＝－１，　ａ３ ＝１，

õ0o@Ｆ４＝ｘｙ３－ｘ３ｙ．Ｆ５ 8boH�2，ú�D（１１６）５ P

ｘＦ５

ｙ －ｙＦ５

ｘ ≡０，

Ç"7FＦ５≡０．�D（１１６）６ A

ｘＦ６

ｙ －ｙＦ６

ｘ＝－１
２ｘ３（ｙ３－３ｘ２ｙ）＋（３ｘ２ｙ－１

２ｙ３）（３ｘｙ２－ｘ３）

＝－３
２ｘ５ｙ＋９ｘ３ｙ３－３

２ｘｙ５ ≡Ｈ６，

�d

Ｈ６（ｒ，θ）＝ｒ６
ψ６（θ）＝ｒ６（－３

２ｃｏｓ５θｓｉｎθ＋９ｃｏｓ３θｓｉｎ３θ－３
２ｃｏｓθｓｉｎ５θ），

åæ/@ψ６（θ）³°xD2%ê�Ｃ０＝０，NＦ６ ´H7@，3

Ｆ６（ｘ，ｙ）≡ａ０ｘ６＋ａ１ｘ５ｙ＋ａ２ｘ４ｙ２＋ａ３ｘ３ｙ３＋ａ４ｘ２ｙ４＋ａ５ｘｙ５＋ａ６ｙ６，

÷©D（１１６）６，VÖ²û��ê，TFａ０＝０，P

ａ１ ＝ａ３ ＝ａ５ ＝０，　ａ２ ＝－３
４

，　ａ４ ＝ ３
２

，　ａ６ ＝ １
４

，

T<o\

Ｆ６ ＝－３
４ｘ４ｙ２＋３

２ｘ２ｙ４＋１
４ｙ６．

Ｆ７ boH�，Ý�D（１１６）７ P

ｘＦ７

ｙ －ｙＦ７

ｘ ≡０，

7FＦ７≡０，E�D（１１６）８ P

ｘＦ８

ｙ－ｙＦ８

ｘ＝Ｘ３
Ｆ６

ｘ＋Ｙ３
Ｆ６

ｙ

＝－ｘ３

２
（－３ｘ３ｙ２＋３ｘｙ４）＋（３ｘ２ｙ－１

２ｙ
３）（－３

２ｘ
４ｙ＋６ｘ２ｙ３＋３

２ｙ
５）

＝－３ｘ６ｙ２＋６９
４ｘ４ｙ４＋３

２ｘ２ｙ６－３
４ｙ８ ≡Ｈ８，

�d

Ｈ８（ｒ，θ）＝ｒ８（－３ｃｏｓ６θｓｉｎ２θ＋６９
４ｃｏｓ４θ·ｓｉｎ４θ＋３

２ｃｏｓ２θ·ｓｉｎ６θ－３
４ｓｉｎ８θ）
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≡ｒ８
ψ８（θ），

ý¨/，HPψ８（θ）³°xD¤%ê�

Ｃ０ ＝ １
２π∫

π

－π
ψ８（θ）ｄθ＝ ９

６４．

�î，Ç"[o １９，Hfo6¬Ｏ8³��2GjoÚ¬．

V、�� �As�tV

��（１１４）AV´ú"

ｘ＝－βｙ＋∑
∞

ｋ＝２
Ｘｋ（ｘ，ｙ）≡－βｙ＋Φ（ｘ，ｙ），

ｙ＝βｘ＋∑
∞

ｋ＝２
Ｙｋ（ｘ，ｙ）≡βｘ＋Ψ（ｘ，ｙ）， （１１４）′

G�Úβ＞０．Ü©R45，D（１１４）′V�

ｄｒ
ｄｔ＝Φｃｏｓθ＋Ψｓｉｎθ≡ｒＰ（ｘ，ｙ），

ｄθ
ｄｔ＝β＋１

ｒ
（－Φｓｉｎθ＋Ψｃｏｓθ）≡β＋Ｑ（ｒ，θ），

_¤Ｐ，ＱHx"ｒ2³®ê，�~mｒ2bD³°ã．øé­β＞０，�d9,

ｒ１＞０，Uñｒ≤ｒ１ V，-b=θA

ｄθ
ｄｔ＝β＋Ｑ（ｒ，０）＞ β

２ ＞０， （１２１）

Èî,Ｏ2(ÜＳ（０，ｒ１）¤H4gｄｔ，P7�()

ｄｒ
ｄθ＝ ｒＰ

β＋Ｑ ≡Ｒ２（θ）ｒ２＋Ｒ３（θ）ｒ３＋…， （１２２）

_¤Ｒｉ（θ）（ｉ＝２，３，…）8ｓｉｎθ，ｃｏｓθ2ë$~�D．�|69,7ｒ（θ）≡０
（－∞＜θ＜＋∞），Nñｃ＞０v’SV，�~,Û×［－４π，４π］º6A7

ｒ＝ｒ（θ，ｃ），ｒ（０，ｃ）＝ｃ，ｒ∈［０，ｒ１），ÝÑ|ｃ87�2，TA

ｒ（θ，ｃ）＝ｒ１（θ）ｃ＋ｒ２（θ）ｃ２＋…

+âã34

ｒ１（０）＝１，　ｒ２（０）＝ｒ３（０）＝ … ＝０， （１２３）

�,^<oO¿³®ê．�î§6÷©D（１２２），P�?D

ｒ′１（θ）ｃ＋ｒ′２（θ）ｃ２＋… ≡Ｒ２（ｒ１ｃ＋ｒ２ｃ２＋…）２＋Ｒ３（θ）（ｒ１ｃ＋ｒ２ｃ２＋…）３＋…，

VÖ©bｃ2d²D³�ê，Pb�ç&’()：

ｒ′１（θ）＝０，

·９３·k�u　�� �As*



ｒ′２（θ）＝Ｒ２（θ）ｒ２
１ ≡Ｆ２（θ），

ｒ′３（θ）＝Ｒ３（θ）ｒ３
１＋２Ｒ２（θ）ｒ１ｒ２ ≡Ｆ３（θ），

……

ｒ′ｍ（θ）＝Ｆｍ（θ），
……

（１２４）

_¤Ｆｍ（θ）÷Eº��?Dabｃｍ 2�ê，6ò�ｒ１（θ），ｒ２（θ），…，ｒｍ－１（θ）

AÑ，ÈîmXb¿°ã�¿�7ºÌ()V68ë$2．�âã34D
（１２３）by，�¿�7D（１２４），HPEFD：

ｒ１（θ）＝１，

ｒ２（θ）＝∫
θ

０
Ｒ２（θ）ｄθ，

ｒ３（θ）＝∫
θ

０
［Ｒ３（θ）＋２Ｒ２（θ）ｒ２（θ）］ｄθ，

……

ｒｍ（θ）＝∫
θ

０
Ｆｍ（θ）ｄθ，

（１２５）

　　OM;<­b¿Ü 
�,１６　üｆ（ｘ）8dｌ�º»201º»Qê（‘Æ01ｌº»Q

ê），ä¯A

∫
ｘ

０
ｆ（ξ）ｄξ＝ｇｘ＋φ（ｘ），

_¤ｇ＝１
ｌ∫

ｌ

０
ｆ（ξ）ｄξ8%ê，φ（ｘ）7801ｌº»Qê．

JK　dｇ2EFD÷©ºD，P

φ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ξ）ｄξ－ｘ

ｌ∫
ｌ

０
ｆ（ξ）ｄξ，

´ZAφ（ｘ＋ｌ）＝φ（ｘ），TH．
<Ü e�^ó�D（１２５），ÈＲ２（θ）8２πº»2，�dA

ｒ２（θ）＝ｇ２θ＋φ２（θ），　　ｇ２ ＝ １
２π∫

２π

０
Ｒ２（θ）ｄθ，

_¤φ２（θ）́ 8２πº»2，Ýφ２（０）＝ｒ２（０）＝０．ý¨/，ｇ２＝０，myｒ２（θ）＝

φ２（θ）́ 8２πº»2，OþD（１２５）¤XÔD2ðÐQê´8２πº»2．µ
1Í<Ü P

ｒ３（θ）＝ｇ３θ＋φ３（θ），

·０４· k!l　@A$HITU



ｇ３ ＝ １
２π∫

２π

０
［Ｒ３（θ）＋２Ｒ２（θ）ｒ２（θ）］ｄθ，

φ３（０）＝ｒ３（０）＝０．üｇ３＝０，äｒ３（θ）＝φ３（θ）ú8２πº»2；……Kîµ15
g，Úｉ＝２，３，…，ｍ－１V，�Aｇｉ＝０，y

ｇｍ ＝ １
２π∫

２π

０
Ｆｍ（θ）ｄθ≠０，

ｒｍ（θ）＝ｇｍθ＋φｍ（θ），φｍ（０）＝ｒｍ（０）＝０，
［OMＦｍ（θ）8ë$2２πº»Qê］．HdZ[ｍ bo8$ê，=ｍ＝２ｋ＋１（ｋ
≥１），äñｃv’SV，A

ｒ（θ，ｃ）＝ｃ＋φ２（θ）ｃ２＋…＋φ２ｋ（θ）ｃ２ｋ

＋［ｇ２ｋ＋１θ＋φ２ｋ＋１（θ）］ｃ２ｋ＋１＋Ｏ（ｃ２ｋ＋２），
_¤φ２（θ），…，φ２ｋ＋１（θ）��ë$2２πº»Qê，Ýφ２（０）＝…＝φ２ｋ＋１（０）＝０．

øé­（１２１）D，,(Üｒ≤ｒ１ «‘»M�Aｄθ
ｄｔ＞０，�[m（０，ｃ）@�2

&ö»¥θ}^ycＯ MV[pq，ý２π­F¬（２π，ｒ（２π，ｃ））．Ç"o�O
©¬R8Ö¶����f，T

ρ（ｃ）≡ｒ（２π，ｃ）－ｒ（０，ｃ）＝ｒ（２π，ｃ）－ｃ，
IJ，�ºDP

ρ（ｃ）＝２πｇ２ｋ＋１ｃ２ｋ＋１＋Ｏ（ｃ２ｋ＋２）．
O�[，ñｃ＞０v’SV，üｇ２ｋ＋１＜０（＞０），äｒ（２π，ｃ）＜ｒ（０，ｃ）＝ｃ（ｒ（２π，ｃ）

＞ｃ），T�bOe，Q�w（�°）Ｏ，OVＯ 8jo（Gjo）Ú¬，KL１ １６
�á．

L１ １６

ü-b=ｉ＝２，３，…ëAｇｉ＝０，TD（１２４）�P2ｒｉ（θ）ë8２πº»2，

|8-v’S2ｃ＞０，7ｒ＝ｒ（θ，ｃ）ë8２πº»2，TＯ*w2»M�8¦
»，äＯ8¤Ù．

Ç"±²�
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*,１１０　��（１１４）′2¤ÙÚ¬fo¤，ñβ＞０（β＜０）V，Ç"[D
（１２５）�¿¨/ｒ２（θ），ｒ３（θ），…¨

ｇｍ ＝ １
２π∫

２π

０
Ｆｍ（θ）ｄθ，　ｍ ＝３，５，…，２ｋ＋１，…，

üｇ３＝ｇ５＝…＝ｇ２ｋ－１＝０，yｇ２ｋ＋１≠０，äñｇ２ｋ＋１＜０（＞０）V，Ｏ8��2j
o（Gjo）Ú¬；üb=ｇｉ＝０，äＯ8��2¤Ù．

�e，Ç"·Wr@b¿¤’¶;2��．øé��（１１４）′2eµQ
ê8

ρ（ｃ）≡ｒ（２π，ｃ）－ｃ＝ｒ２（２π）ｃ２＋ｒ３（２π）ｃ３＋…，
6Þßρ′（０）＝０，ｐ″（０）＝２！ｒ２（２π）＝２！２πｇ２＝０．üρ（０）＝３！ｒ３（２π）＝
３！２πｇ３≠０，Ç"ÆＯ���（１１４）′2１���A；üρ

（ｉ）（０）＝０，ｉ＝１，２，…，

ｌ－１，yｐ（ｌ）（０）＝ｌ！２πｇｌ≠０（ｌ＝２ｋ＋１¯�$ê），äÆＯ���（１１４）′2ｋ
���A．êρ

（２ｋ＋１）（０）＝（２ｋ＋１）！２πｇ２ｋ＋１（*ｇ２ｋ＋１）Æ�Ｏ ¬2ｋ ��As
*9，62�>�o\Ｏ2joN．

w１１３　ó�)Ä()

ｘ̈＋ａｘ３＋ｘ＋ｘ２ ＝０，ａ≠０
,¸¸7ｘ（ｔ）≡０*w72Nx．

x　3ｘ＝－ｙ，C�V�·�?@��
ｘ＝－ｙ，　ｙ＝ｘ＋ｘ２－ａｙ３

2$¬Ｏ（０，０）2ûè，O¦Ê8¿¤Ù Ú¬foC�．
Ü©R45，��V�

ｄｒ
ｄｔ＝ｒ２ｃｏｓ２θｓｉｎθ－ａｒ３ｓｉｎ４θ，

ｄθ
ｄｔ＝１＋ｒ（ｃｏｓ３θ－ａｒｓｉｎ３θ·ｃｏｓθ），

4gｄｔ，,Ｏ2(Ü«P

ｄｒ
ｄθ＝ｒ２ｃｏｓ２θｓｉｎθ－ｒ３（ａｓｉｎ４θ＋ｃｏｓ５θ·ｓｉｎθ）＋…．

372CD�

ｒ＝ｃ＋ｒ２（θ）ｃ２＋ｒ３（θ）ｃ３＋…，
_¤ｒ２（０）＝ｒ３（０）＝…＝０，§6÷©º�()，VÖ©bｃ２ 2�ê，P

ｄｒ２

ｄθ ＝Ｒ２（θ）＝ｃｏｓ２θ·ｓｉｎθ．

IJAｇ２ ＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓ２θ·ｓｉｎθｄθ＝０，$ｒ２（θ）8２πº»Qê，Gàº

·２４· k!l　@A$HITU



ｒ２（θ）＝∫
θ

０
ｃｏｓ２θｓｉｎθｄθ＝－１

３ｃｏｓ３θ＋１
３．

EVÖ©bｃ３ 2�ê，P

ｄｒ３

ｄθ ＝－ａｓｉｎ４θ－ｃｏｓ５θｓｉｎθ＋２ｃｏｓ２θｓｉｎθ（－１
３ｃｏｓ３θ＋１

３
）≡Ｆ３（θ），

�

ｇ３ ＝ １
２π∫

２π

０
Ｆ３（θ）ｄθ＝－ａ

２π∫
２π

０
ｓｉｎ４θｄθ≠０，

$Ｏ8１ÏØÚ¬．ñａ＞０V，ｇ３＜０，�dＯ8jo2Ú¬；ａ＜０V，ｇ３＞０，

Ｏ8Gjo2Ú¬．
¹í­6()VP：ａ＞０V，ｘ（ｔ）≡０*w278¥µｔ}^y�º,-

­０2)Ä；ａ＜０V，OB78¥ｔ}^y).º}2)Ä．
ñ��（１１）8�ACD

ｘ＝Ｘｍ（ｘ，ｙ）＋Ｘｍ＋１（ｘ，ｙ）＋…，
ｙ＝Ｙｍ（ｘ，ｙ）＋Ｙｍ＋１（ｘ，ｙ）＋…

（１２６）

（ｍ≥２）27���V，�o １５$，,

Ｆ（θ）≡－Ｘｍ（θ）ｓｉｎθ＋Ｙｍ（θ）ｃｏｓθ≠０，θ∈ ［０，２π］
V，́ @�¤ÙÚ¬foC�．Ü©R45，��V�

ｄｒ
ｄθ＝ｒｐｍ＋１（θ）＋ｒ２ｐｍ＋２（θ）＋ｒ３ｐｍ＋３（θ）＋…

ｑｍ＋１（θ）＋ｒｑｍ＋２（θ）＋ｒ２ｑｍ＋３（θ）＋…
， （１２７）

_¤

ｐｍ＋ｉ（θ）≡Ｘｍ＋ｉ－１（θ）ｃｏｓθ＋Ｙｍ＋ｉ－１（θ）ｓｉｎθ，

ｑｍ＋ｉ（θ）≡－Ｘｍ＋ｉ－１（θ）ｓｉｎθ＋Ｙｍ＋ｉ－１（θ）ｃｏｓθ，

ｉ＝１，２，…，IJA

ｑｍ＋１（θ）≡Ｆ（θ）≠０，　θ∈ ［０，２π］．
�D（１２７）2CD®êÐ’

φ（ｒ，θ）≡ｒφ０（θ）＋ｒ２
φ１（θ）＋ｒ３

φ２（θ）＋… ＝ｃｏｎｓｔ，
_¤φｉ（θ），ｉ＝０，１，２，…8２πº»2�oQê．§6÷©D（１２７）P�?D，
VÖｒ2²D³�ê，PHê¿MN&’()

ｑｍ＋１φｉ＋（ｉ＋１）ｐｍ＋１φｉ＋Ｒｉ ＝０，ｉ＝０，１，２，…， （１２８）
_¤Ｒ０≡０，yＲｉ（ｉ≥２）ò�φｓ，φｓ（ｓ＜ｉ）AÑ，Èî�¿�7D（１２８）V，Ｒｉ

8ë$2Qê．Ç"A
*,１１１　7���（１２６）,¤ÙÚ¬fo¤，6¬Ｏ8¤Ù2v;3

48：��-Í2Hê¿MN&’()（１２８）�¿H7@º»�２π2º
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»7．
Z[ð»�¼［３］．

#9-　Ｌｉａｐｕｎｏｖ:&’

ñMN¢’�A8JùãV，��（１５）-Í2�Ï$¬Ｏ �%Æ�
Ｌｉａｐｕｎｏｖè$¬，Ｆｒｍｍｅｒ(lGI9 Oû$¬．d5’ｑ＝０，ｐ≠０（b¿
8ã）；ｑ＝ｐ＝０（©¿8ã）©PáC·�．

!、ｑ＝０，　ｐ≠０yz

OVRHýL$3MN..¨V×ｔ2MNi.，§Oþ2��V�
ｘ＝φ（ｘ，ｙ），　ｙ＝ｙ＋ψ（ｘ，ｙ）． （１２９）

OMAÚφ，ψ,6¬Ｏ 2(ÜＳ（０，δ）«87�Qê，x°D�~m２D°
ã，ÝÚ$¬Ｏ8â�2．

3ｙ＋ψ（ｘ，ｙ）＝０，�½Qêo $，Hm¤7@7�2

ｙ＝ｙ（ｘ），ｙ（０）＝ｙ′（０）＝０，｜ｘ｜＜δ１ ≤δ，
Tｙ（ｘ）2xD´�~m２D°ã．�..

ｘ＝ξ，ｙ＝η＋ｙ（ξ），
O8Ｓ（０，δ１）¤27�,-..，§D（１２９）V�

ｄξ
ｄｔ＝φ（ξ，η＋ｙ（ξ））≡Φ（ξ，η），

ｄη
ｄｔ＝η＋Ψ（ξ，η）， （１３０）

_¤

Ψ（ξ，η）≡ψ（ξ，η＋ｙ（ξ））－ψ（ξ，ｙ（ξ））－ｄｙ（ξ）
ｄξ

Φ（ξ，η）．

Ç"G�ÚΦ（ξ，０）０．ÈüΦ（ξ，０）≡０，äA

Ψ（ξ，０）≡－ｄｙ（ξ）
ｄξ

Φ（ξ，０）≡０，

O�[(ÜＳ（０，δ１）«η＝０ºøb¬ë8D（１３０）2$¬，�Ｏ8â�$¬
lm．Èî¯Ax°D（øéξ＝ｘ）

Φ（ξ，０）≡φ（ξ，ｙ（ξ））＝ｇξ
ｍ ＋ｏ（ξ

ｍ＋１）

＝φ（ｘ，ｙ（ｘ））＝ｇｘｍ ＋ｏ（ｘｍ＋１），ｇ≠０，ｍ ≥２，

Ψ（ξ，０）≡－ｄｙ（ξ）
ｄξ

Φ（ξ，０）＝ｏ（ξ
ｍ＋１）． （１３１）

·４４· k!l　@A$HITU



　　*,１１２　　ÚD（１２９）¤2φ，ψ8Ｓ（０，δ）«27�Qê，x°D�~
m２D°ã，Ｏ（０，０）8â�$¬，�

ｙ＋ψ（ｘ，ｙ）＝０
7@2Þßｙ（０）＝０¨ｙ′（０）＝０27ｙ＝ｙ（ｘ），U

φ（ｘ，ｙ（ｘ））＝ｇｘｍ ＋Ｏ（ｘｍ＋１），ｇ≠０，ｍ ≥２，

　　（ⅰ）üｍ 8$ê，äñｇ＞０V，Ｏ8Gjoe¬，KL１ １７（ａ）�á；ñ

ｇ＜０V，Ｏ8ü¬，KL１ １７（ｂ）�á．
（ⅱ）üｍ 8�ê，äＯ8üe¬．ｇ＞０V，KL１ １７（ｃ）�á，ｇ＜０V，

KL１ １７（ｄ）�á．

L１ １７

JK　Ç"d..e2��（１３０）̂ Z，68¨6��,-?@2．��
（１３０）-Í2JN()8

Ｆ（θ）≡ｓｉｎθｃｏｓθ＝０，

-ÍＧ（θ）≡ｓｉｎ２θ，IJθ＝π
２

¨θ＝３π
２

862©¿Jù(À，:θ＝０，πUＧ＝

０，GI§oO©¿8q8Jù(À，-H©¿Jù(À，�

Ｆ（θ）Ｇ π（ ）２ ＝Ｆ（θ）Ｇ ３π（ ）２ ＝ｓｉｎθｃｏｓθ

$，θ�S­^ïπ
２

，３π
２

，ºDë8�&.f，Èî,θ＝π
２

¨θ＝３π
２

º�dª

9,b¿ⅡûÛèÜ．��87�2，ä‘O©¿(ÀdAÝòAb3»M^

|Ｏ．úøé��（１３０）2XÎD，,¬Ｏ2v’S2(Ü«，ｄη
ｄｔ

2�>�η

<o，�dKL１ １７�áõþ，４¿LC¤=|782»Më8ｔ→－∞V
^|Ｏ2．¾8º»M2’¼�VÖäX\，;’~PáU·�．

（ⅰ）ｍ 8$ê，ｇ＞０áC．
OV��M�
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Ｖ１ ≡ １
２ξ

２＋ｇ
２η

２＋η［ａ２ξ
２＋ａ３ξ

３＋…＋ａｍξ
ｍ］＝ｃ， （１３２）

_¤ａｉ 8�o%ê．�Ü １５$，ñｃ＞０v’SV，,Ｏ v’S2(Ü¤
68b�cＯ 2a¦�M，§6‘��（１３０）�=P

ｄＶ１

ｄｔ （１３０）
＝ Ｖ１

ξ
ξ＋Ｖ１

η
［ ］η

（１３０）

＝ ［ξ＋η（２ａ２ξ＋３ａ３ξ
２＋…＋ｍａｍξ

ｍ－１）］·

　 ［ｇξ
ｍ ＋Φ（ξ，η））］＋［ｇη＋（ａ２ξ

２＋…＋ａｍξ
ｍ）］·［η＋Ψ（ξ，η）］

＝ｇ（ξ
ｍ＋１＋η

２）＋Ｓ（ξ，η）．
ýïØ>’�$，Ｓ（ξ，η）¤Rp2�H’�©¿¢’，b¢’�,Ｏ 2v’
S(Ü«UºD2�>�H�ｇ（ξ

ｍ＋１＋η
２）̂ <o，¿52¯b¢’ä�A�

D（１３２）¤η（ａ２ξ
２＋ａ３ξ

３＋…＋ａｍξ
ｍ）°²2CD，O¦ÊÜ@ｍ－１¿ａｉ 2

÷êMN()^<oａ２，ａ３，…，ａｍ y4gÖ．Oþ，,Ｏ2v’S(Ü«�A

ｄＶ１

ｄｔ （１３０）
＞ ｇ

２
（ξ

ｍ＋１＋η
２）＞０，

OE[b=»Mñｔ→－∞Vë8^|Ｏ2，Èθ＝π
２

，３π
２

©¿(ÀºGIE

A»Mª©Ｏ\，6"òI‘¯©¿(Àθ＝０，θ＝πñｔ→－∞V^|Ｏ，�
dＯ8Gjoe¬．

ñｍ 8$ê，ｇ＜０V，Ç"7��M�（１３２）．ñｃ＞０ß�SV，øé­
OVｇ＜０，6,Ｏ2(Ü«8b��Ï9�M，Ö^2ｃ-Í2�MＶ１＝ｃ
�Ｏ Öm，ｃ＝０V，�Ｖ１＝０7P

η＝－１
ｇ

（ａ２ξ
２＋…＋ａｍξ

ｍ）± （ａ２ξ
２＋…）２－ｇξ槡［ ］２ ，

O8ïＯ2©Y9�M，,Ｏ¬=|1Mη＝± １
－槡 ｇ

ξ，KL１ １８�á．§

D（１３２）‘���=，7P

ｄＶ１

ｄｔ （１３０）
＝ｇ（ξ

ｍ＋１＋η
２）＋Ｓ．

,Ｏ2v’S(Ü«A

ｄＶ１

ｄｔ （１３０）
＜ ｇ

２
（ξ

ｍ＋１＋η
２）＜０，

Èî，,©1Mη＝± １
－槡 ｇ

ξ��2Rpξ8,«2]Ü¤，KL１ １８�

á，D（１３０）2»M�Ｖ１＝ｃ１ º�ÀＶ１＝ｃ２ º（ｃ１＞ｃ２≥０），Ç"ªb«Hd
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Z[，OV，ñｔ→＋∞VdAÝòAb3»M’K‘θ＝０¨θ＝π^|Ｏ，O
��o\Ｏ8ü¬．

（ⅱ）ｍ ��ê，ｇ＜０áC
OV-ｌ１，ｌ２ »M2�x��M�

Ｖ２ ≡ξ＋η（ａ１ξ＋ａ２ξ
２＋…＋ａｍ－１ξ

ｍ－１）＋ａｍη
２ ＝ｃ，

_¤H.%êｃ≤０，ａｉ 8�o%ê，JK§<oａｍ＜０．68Ｏ(Ü¤b¿�
Ï+�M�，’¼KL１ １９�á，§6�ðó�，Àº�·�bþ，HPθ＝π
2(Àº»M8e¬D2’¼．

L１ １８　　　　　　　　　　　　　　L１ １９

-ｌ１，ｌ２ ©»M2ax¢’，Ç"7‘<º�ｇ＜０V2·�，ä,θ＝０
2(ÀºPü¬D2’¼，�:y^Ｏ�8L１ １７（ｄ）¤2üe¬．

ñｍ ��ê，ｇ＞０V，H3－ξ÷ξ，��（１３０）V�

ｄξ
ｄｔ＝－Φ（－ξ，η）＝－ｇξ

ｍ ＋…，

ｄη
ｄｔ＝η＋ψ（－ξ，η），

O�8ºÌáC．°ñ|LC-η8��i，�d6’¼��KL１ １７（ｃ）�
á2üe¬．ZS．

w１１４　ó���
ｘ＝２ｘ－６ｙ＋ｘｙ＋ｙ２，
ｙ＝ｘ－３ｙ＋ｘ２－ｘｙ２

2$¬Ｏ（０，０）(Ü«»M2’¼．
x　-Í2MN���ê/æ8
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Ａ＝
２ －６
１ －（ ）３

，ｑ＝０，ｐ＝１，

O8�Ab¿8Jùã2áC，[o １１２9 ．

Jùã�λ１＝０，λ２＝－１，åæ/@Ｔ＝
３　２
１　（ ）１

，UＴ－１ＡＴ＝
０ ０（ ）０ －１

．

TL$3MN..

ｘ（ ）ｙ
＝

３　２
１　（ ）１

ξ（）η
V6���（7<6=>）

ｘ＝－１４ｘ２－１７ｘｙ－５ｙ２＋６ｘ３＋１６ｘ２ｙ＋１４ｘｙ２＋４ｙ３，
ｙ＝－ｙ＋２３ｘ２＋２９ｘｙ＋９ｙ２－９ｘ３－２４ｘ２ｙ－２１ｘｙ２－６ｙ３．

E3ｔ＝－τ，V�o １１２�;�25çCD

ｄｘ
ｄτ＝１４ｘ２＋１７ｘｙ＋… ≡φ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄτ＝ｙ－２３ｘ２－… ≡ｙ＋ψ（ｘ，ｙ）． （１３３）

3

ｙ＝ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋…，
÷©ｙ＋ψ（ｘ，ｙ）＝０，VÖ²û��ê，<o@ａ２，ａ３，…，P

ｙ＝２３ｘ２＋６５８ｘ３＋…，
E§6÷©φ（ｘ，ｙ），P

φ（ｘ，ｙ（ｘ））＝１４ｘ２＋Ｏ（ｘ３）．
�o １１２2e�$，��（１３３）26¬Ｏ8CKL１ １７（ｃ）2üe¬，í
­V×ｔ，T6��26¬Ｏ8L１ ２０2üe¬．

L１ ２０
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V、ｑ＝ｐ＝０yz

OV°ÍMN��2©¿Jùãë88．bo9,L$3MN..¨V
×ｔ2MNi.，§Oþ2��V�

ｘ＝ｙ＋φ（ｘ，ｙ），　ｙ＝ψ（ｘ，ｙ）， （１３４）
OMÚφ，ψ,¬Ｏ (Ü«87�2，x°D�~m２D°ã，ÝÚＯ8â�
$¬．

5�n@$¬Ｏ2foo ，�|Z[°ñäX，B|�.yÁ�．AÂ
Ã2¤ÕHð»�¼［２］．

�2�ｙ＋φ（ｘ，ｙ）＝０7@½Qê

ｙ＝ｙ（ｘ），　ｙ（０）＝ｙ′（０）＝０，
÷©ψ（ｘ，ｙ）+φ′ｘ（ｘ，ｙ）＋ψ′ｙ（ｘ，ｙ）¤，Ú’KPx°D

ψ（ｘ，ｙ（ｘ））＝ａｋｘｋ＋Ｏ（ｘｋ＋１），ａｋ ≠０，

φ′ｘ（ｘ，ｙ（ｘ））＋ψ′ｙ（ｘ，ｙ（ｘ））＝ｂｎｘｎ＋Ｏ（ｘｎ＋１）． （１３５）

　　*,１１３　Ú��（１３４）¤φ，ψ,¬Ｏ (Ü«87�2，x°D�~m

２D°ã，Ｏ862â�$¬．ä
（ⅰ）üx°D（１３５）¤2ｋ＝２ｍ＋１�$êV，ñ

ａ２ｍ＋１ ＞０　　　　　　　　　　　Ｏ8ü¬，

ａ２ｍ＋１ ＜０

ｂｎ ＝０

ｂｎ ≠０
ｎ＞ｍ
ｎ＝ｍ，λ＜｛ ｝０

　Ｏ8¤Ù*Ú¬，

ｂｎ ≠０
ｎ＜ｍ
ｎ＝ｍ，λ≥｛ ｝０

　
ｎ8�êV，Ｏ8e¬，

ｎ8$êV，Ｏ8CK
L１ ２１2ä:è$¬

烅

烄

烆

烅

烄

烆 ．
_¤λ≡ｂ２

ｎ＋４（ｍ＋１）ａ２ｍ＋１．
（ⅱ）üｋ＝２ｍ ��ê，ñ

ｂｎ ＝０
ｂｎ ≠０，ｎ≥ ｝ｍ

　　　　　　　Ｏ8CKL１ ２２2þV$¬，

ｂｎ ≠０，ｎ＜ｍ　　　　　　　　Ｏ8CKL１ ２３2üe¬．
　　|１　º�e�¤“Ｏ8¤Ù*Ú¬”，K�ªb«fo，�ÄÅÆAÞé
2bce´．

|２　º�ê@2LCò8OÔû$¬25çCDÖb，�Ø2LCH
I;ãÇn@��2Jù�Nñ2¯T；̄ Ô，（１）¤�2e¬´HICKM
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L１ ２１　　　　　　　　L１ ２２　　　　　　　　L１ ２３

N��¤2þVe¬，OB�Hm458ºÀÁÂ2’¼P­Èá．
w１１５　ó���

ｘ＝－ｘ（３
２ｘ＋ｙ），

ｙ＝３ｘ－１
２ｘｙ－３ｙ２ （１３６）

$¬Ｏ（０，０）(Ü«»M2’¼．
x　-Í2

Ａ＝
０　０
３　（ ）０

，　ｑ＝ｐ＝０，

©¿Jùãë88，[o １１３^9 ．
�2§ｘ�ｙ-¯b5，V�

ｘ＝３ｙ－１
２ｘｙ－３ｘ２ ≡３ｙ＋φ（ｘ，ｙ），

ｙ＝－ｙ（ｘ＋３
２ｙ）≡ψ（ｘ，ｙ）， （１３７）

�:o ¤25çCD（OMXbD¤2ｙ2�êò;8&2，68G8１k
ÑÉ;）．3

ｙ＝ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋…，
mXbD

３ｙ－１
２ｘｙ－３ｘ２ ＝０

¤，<o½Qê

ｙ＝ｘ２＋１
６ｘ３＋…，

÷©©D¤Px°D（１３５）
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ψ（ｘ，ｙ（ｘ））＝－ｘ３＋Ｏ（ｘ４），

φ′ｘ（ｘ，ｙ（ｘ））＋ψ′ｙ（ｘ，ｙ（ｘ））＝－７ｘ＋Ｏ（ｘ２）．
|8，-Ío １１３¤2dðêA

ｋ＝３，　ｍ ＝１＝ｎ，　ａ３ ＝－１，　ｂ１ ＝－７，

λ＝ｂ２
１＋４（ｍ＋１）ａ３ ＝４１＞０．

[’û，��（１３７）6¬Ｏ(Ü«»M’¼Í:L１ ２１è2ä:$¬è，:
øé­ｙ＝０8627，Ý_ºｘ＝－３ｘ２≤０，ÈîＯ2(Ü«��（１３７）2
»M’¼ÍKL１ ２４（ａ）�á．í­6��（１３６），äKL１ ２４（ｂ）�á．

L１ ２４

;　<　$

１óô��（１１），übQê01Ý�Z72àbN，�Z[：

（１）üｔ→＋∞V，62ö»Ｌ＋ →Ａ，ä¬Ａbo8��（１１）2$¬．
（２）Ê�¤»M2Ô3Nx"�．

２<o5ç()+$¬+_ûè，T�@_°L：

（１）ｘ＝－８ｘ＋ｙ，　ｙ＝－３ｘ；

（２）ｘ＝４ｘ＋ｙ，　ｙ＝－３ｘ；

（３）ｘ＝－ｘ－５＋ｙ，　ｙ＝－３ｘ．

３$<º�2e´，T?@ø�$¬9-Í2Jù(À，Ë@��
ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｙ，　ｙ＝－３ｘ

2°L，_¤

ｆ（ｘ）＝

－８ｘ，　　ｘ＞０，

４ｘ，　　－１＜ｘ≤０，

－ｘ－５，　ｘ≤－１
烅
烄

烆 ．

　　４�<o5ç()2$¬+_ûè，Tê@$¬(Ü«Ð’�M2’¼：

·１５·�　]　!　



（１）ｄｙ
ｄｘ＝－ｘ＋ｙ

３ｘ＋ｙ
；

（２）ｄｙ
ｄｘ＝ ｘ－２ｙ＋５

２ｘ－７ｙ＋１９
；

（３）ｄｙ
ｄｘ＝６ｘ－９ｙ－４ｘｙ＋５ｙ２

６ｘ－６ｙ－４ｘ２＋５ｘｙ
．

５<o��
ｘ＝ｙ，　ｙ＝ｘ（ａ２－ｘ２）＋ｂｙ，　ａｂ≠０

2$¬+_ûè．

６<o5çd��2b=$¬，Tfo6"2ûè：

（１）ｘ＝ｙ，　ｙ＝ａ（１－ｘ２）ｙ－ｂｘ　（ａ≥０，ｂ＞０）；

（２）ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ａｙ－ｂｓｉｎｘ　（ａ≥０，ｂ＞０）；

（３）ｘ＝ｍｙ＋ａｘ（ｘ２＋ｙ２），　ｙ＝－ｍｘ＋ａｙ（ｘ２＋ｙ２）；

（４）ｘ＝ｅｘ－１，　ｙ＝ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）．

７ê@()

ｘ̈＋（ｘ２＋ｘ４－２）ｘ＝０
,°¸�ºABÛÜ«2»M’¼LC．

８<Ｆｒｍｍｅｒ(l�@5çd��,$¬(Ü¤2»M°L：

（１）ｘ＝２ｘｙ　ｙ＝ｙ２－ｘ２；

（２）ｘ＝ｘｙ，　ｙ＝ｘ２＋２ｙ２；

（３）ｘ＝ｘｙ－ｘ２，　ｙ＝ｙ２；

（４）ｘ＝－３ｘ４＋６ｘ２ｙ２＋ｙ２，　ｙ＝８ｘｙ３．

９�@5ç��,$¬(Ü¤2°L：

（１）ｘ＝ｘ，　ｙ＝－ｙ３；

（２）ｘ＝－ｘ，　ｙ＝－ｙ３；

（３）ｘ＝ｘ，　ｙ＝ｙ２；

（４）ｘ＝ｘｙ（１＋２ｘ２＋２ｙ２），　ｙ＝ｙ２＋ｙ４－ｘ４．

１０·���
ｘ＝ｘ２ｙ＋ｙ（ｘ２＋ｙ２）２，
ｙ＝ｘｙ２－ｘ（ｘ２＋ｙ２）２

2$¬(Ü，T�c¢°L．

１１�@��
ｘ＝ｘｙ，　ｙ＝１＋２ｘ－３ｘ２＋５ｘｙ２

2©¿$¬，T,²b¿¸�ºê@O©¿$¬*w2»M’¼．

１２�@5ç��$¬(Ü«2»M’¼：

（１）ｘ＝ｘ３＋ｘｙ２，　ｙ＝ｙ３；

（２）ｘ＝ｙ，　ｙ＝－２ｘ３（ｘ－ｙ）２．
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１３�·�：ａ，ｂ,Ì0345，��
ｘ＝ｘｙ，　ｙ＝ａ＋２ｘ＋ｂｘ２＋ｘｙ２

（ａ≠０）A©¿¤Ù．

１４�Z[Ｆｒｍｍｅｒ(l2$3áC2ø２，T�..ｚ＝ｘδ

δ
，HUe�¤ù|�D

�234Í�：ｒ→０V，9,δ＞０，U

φ（ｘ，ｙ），　ψ（ｘ，ｙ）＝０（ｒｍ＋δ）．

　　１５�Z[：üφ（θ）8ｃｏｓθ，ｓｉｎθ2ｍ D�D~�D，ä62Ｆｏｕｎｉｅｒx°

φ（θ）＝ ∑
ｋ

［Ａｋｃｏｓｋθ＋Ｂｋｓｉｎｋθ］

¤2�êＡｋ，Ｂｋ Þß5ç34：

（ⅰ）ñｍ �$êV，Ａ２ｓ＝Ｂ２ｓ＝０；

（ⅱ）ñｍ ��êV，Ａ２ｓ＋１＝Ｂ２ｓ＋１＝０，

_¤ｓ＝０，１，２，…．

１６Úφ（ｘ，ｙ），ψ（ｘ，ｙ）01，�Z72àbN，Ýñｒ→０V，φ，ψ＝ｏ（ｒ）．�Z��
（１５）29�$¬Ｏ2joN�_MNw6��Ｏ 2joN8b>2．

１７�<¤Ù Ú¬fo(lÎ，fo5ç��$¬Ｏ（０，０）2ûè：

（１）ｘ＝ｙ－ｘ３，　ｙ＝－ｘ＋２ｘ２ｙ－ｙ３；

（２）ｘ＝ｙ－ｘ３，　ｙ＝－ｘ＋６ｘ２ｙ－ｙ３．

１８�Zo １９2%�：Ｏ8��（１１４）2¤Ù2v;348，69,b¿�ｔkÑ

2à&äÐ’Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ．

１９�·�5çd��2$¬Ｏ（０，０）(Ü»Me!，Tê@c¢°L：

（１）ｘ＝－ｘ＋ｘ２－ｘｙ２，　ｙ＝ｘｙ＋ｙ２－ｙ３；

（２）ｘ＝ｘ＋ｘｙ，　ｙ＝ｘ－ｙ２；

（３）ｘ＝ｙ－２ｘ２－ｘｙ，　ｙ＝ｙ２－ｘｙ；

（４）ｘ＝ｘ２＋２ｘｙ，　ｙ＝ｘ＋２ｘｙ＋ｙ２．

２０¨/Ú¬foÁ：

（１）̈ /��
ｘ＝ｙ＋ｂｘ２＋（２ｃ＋β）ｘｙ＋ｄｙ２，
ｙ＝－［ｘ＋ａｘ２＋（２ｂ＋ａ）ｘｙ＋ｃｙ２］

2$¬Ｏ（０，０）2bÏÚ¬foÁ；

（２）̈ /Ò１１２¤��2$¬Ｏ（０，０）2ÔÏÚ¬foÁ．
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=>?@<

１¸�9�$¬c¢e!2·�，ëA!ÀÔ�’×%&．Ç"Hd·���
ｘ
ｙ


烄

烆

烌

烎ｚ
＝

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ

烄

烆

烌

烎３

ｘ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｚ
≡Ａ

ｘ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｚ
（１）

2$¬Ｏ（０，０，０）2,-}�ûè，+ù�D�e
ｘ
ｙ


烄

烆

烌

烎ｚ
＝

ａ１ ｂ１ ｃ１

ａ２ ｂ２ ｃ２

ａ３ ｂ３ ｃ

烄

烆

烌

烎３

ｘ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｚ
＋

Ｘ２（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｙ２（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｚ２（ｘ，ｙ，ｚ

烄

烆

烌

烎）
（２）

2$¬Ｏ2,-G.NC�［１，３］．
�ê/æＡýMN..V��ñèe，H’�４Pûè：

（ⅰ）Ô¿â?ÈÓ
λ１ ０ ０

０ λ２ ０

０ ０ λ

烄

烆

烌

烎３
，

（ⅱ）©¿â?ÈÓ
λ１ ０ ０

１ λ１ ０

０ ０ λ

烄

烆

烌

烎３
，

（ⅲ）b¿â?ÈÓ
λ１ ０ ０

１ λ１ ０

０ １ λ

烄

烆

烌

烎１
，

（ⅳ）b-)åäã，b¿àã
λ１ μ ０

－μ λ１ ０

０ ０ λ

烄

烆

烌

烎３
，

ý·�，Ç"HP

*,　üλｉ≠０，ｉ＝１，２，３，ä
（ⅰ）��（１）A５PG²2,-}�e!，6"8Ô�’×2e¬、ü¬、e¬ Ú¬、

ü¬ Ú¬¨¤Ù Ú¬；

（ⅱ）,7�2�D�V，-��（１）8H４P,-e!，��（２）2Ｏ 7��G.；ñ

��（１）2Ｏ8¤Ù Ú¬V，��（２）2Ｏ HdAe¬ Ú¬、ü¬ Ú¬、¤Ù Ú¬ÔP

HI，O´8b¿foC�．

２�D()

ｄｙ
ｄｘ＝ａ０ｙｍ ＋ａ１ｙｍ－１ｘ＋…＋ａｍｘｍ

ｂ０ｙｍ ＋ｂ１ｙｍ－１ｘ＋…＋ｂｍｘｍ ≡
Ｙｍ（ｘ，ｙ）
Ｘｍ（ｘ，ｙ） （３）

+ù�D�e2
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ｄｙ
ｄｘ＝Ｙｍ（ｘ，ｙ）＋ψ（ｘ，ｙ）

Ｘｍ（ｘ，ｙ）＋φ（ｘ，ｙ）， （４）

_¤Ｘｍ（ｘ，ｙ），Ｙｍ（ｘ，ｙ）GH�，φ（ｘ，ｙ）+ψ（ｘ，ｙ）7�Ý�~�ｘ、ｙ2ｍ＋１D，ｍ＞１�

Tê．vw66¬ Ｏ (Ü¤Ð’�M2’¼Î8ðÑø2b¿C�．,Ç"�¢\

Ｆｒｍｍｅｒ(le，́ Hd<î(l^7�，HP：

=

Ｆ（θ）≡－ｓｉｎθ∑
ｍ

ｉ＝０
ｂｉｓｉｎｍ－ｉθｃｏｓｉθ＋ｃｏｓθ∑

ｍ

ｉ＝０
ａｉｓｉｎｍ－ｉθｃｏｓｉθ，

Ｇ（θ）≡ｃｏｓθ∑
ｍ

ｉ＝０
ｂｉｓｉｎｍ－ｉθｃｏｓｉθ＋ｓｉｎθ∑

ｍ

ｉ＝０
ａｉｓｉｎｍ－ｉθｃｏｓｉθ，

*,［１］

（ⅰ）Ｆ（θ）＝０kàãV，ü∫
２π

０

Ｇ（θ）
Ｆ（θ）ｄθ＝０，äＯ�（３）2¤Ù；ü∫

２π

０

Ｇ（θ）
Ｆ（θ）ｄθ≠０，äＯ

�（３）2Ú¬．
（ⅱ）Úθ＝θ０ 8Ｆ（θ）＝０2b¿àã，

Ｆ（θ）＝ｓｉｎｌ（θ－θ０）Ｈｌ（θ），Ｈｌ（θ０）≠０，），Ｇ（θ０）≠０．
äüｌ�$ê，ñＧ（θ０）／Ｈｌ（θ０）＜０V，θ＝θ０ 8()（３）2â�iM7；ñＧ（θ０）／Ｈｌ（θ０）＞
０V，θ＝θ０ 8()（３）2e¬iM7；

üｌ��ê，ñＧ（θ０）／Ｈｌ（θ０）＜０V，θ＝θ０ 8()（３）2Xbû.3iM7；ñＧ（θ０）／

Ｈｌ（θ０）＞０V，θ＝θ０ 8()（３）2XÎû.3iM7．
（ⅲ）-()（４）yû，Ñ（ⅰ）¤()（３）2¤ÙHI.�()（４）2¤Ù*Ú¬Ô，_

#áC2,-LC�Gö.，_¤â�iMÅ�*ùθ０ 8Ｆ（θ）＝０2aã234．OM´

£5\b¿¤Ù Ú¬foC�．

３â�$¬(Ü2}�Ï’

Ｆｒｍｍｅｒ(lÐÑÇ"，;vwâ�$¬(Ü«»M2’¼，2?@Jÿ(À，E·

�Ak»M*A~~3»M‘Jÿ(À�À$¬．:XY>�OÕG�，-b¿<o5^

2S(ÜＳδ（Ｏ），Ç"Õ;��©¿Jÿ(ÀÖ×»M2HI�À，́ �8�;GＳδ（Ｏ）

’"bB�*wC，;vwOBwCA~~PG²2ûè+6"2|Ò．
O(�2vwAe�［２，３］：

（ⅰ）-01（Ý�ZàbN34）��，L¤Ùèâ�$¬Ｏ2v’S(ÜＳδ（Ｏ）¤，

òHIA５PG²2�*wC：9�wC、ÓswC、+�wC、9�ÓswC、+�Ós

wC，6"2¿ê8AB2，Ý8°×Ôç2；

（ⅱ）-|¸�7���，HF­ß�S2δ，UＳδ（Ｏ）¤òA9�、Ós、+�ÔP

wC；

（ⅲ）OÔPwC2¿êÖ×ÞßＢｅｎｄｉｘｓｏｎOD

Ｊ０ ＝１＋ｅ－ｈ
２

，

·５５·��6\]



_¤Ｊ０ 8â�$¬Ｏ2Õê（÷XÎ¾X�2），ｅ、ｈ’KEáＳδ（Ｏ）¤ÓswC、9�w

C2¿ê．O8b¿L%A<2OD．

４~�D��2Ú¬foÁ

Ñ\(ÀÂ8-Æ2áCÔ，bc^�¤Ù—Ú¬fo;ª0kl~DÃ/，,Þß

\kl~¿345�IÖP$¬8¤Ù2e�．: М．Ｎ．Амухａмедов
［１３］�2Z[\，̧

�~�D��2¤Ù Ú¬foHd,AB««7�．�µ，A}~!-ÎD~�D��
ｘ＝－ｙ＋ａ２０ｘ２＋ａ１１ｘｙ＋ａ０２ｙ２，
ｙ＝ｘ＋ｂ２０ｘ２＋ｂ１１ｘｙ＋ｂ０２ｙ２，

（５）

vw6¬78¤Ù2�¢AB¿34．
Ö×2b¿ØÙ2e´8:| Ｈ．Ｈ．Ｇаｙтин［１５］2，#§D（５）ý�8V�

ｘ＝－ｙ－λ３ｘ２＋（２λ２＋λ５）ｘｙ＋λ６ｙ２，
ｙ＝ｘ＋λ２ｘ２＋（２λ３＋λ４）ｘｙ－λ２ｙ２，

（５）′

%@\Ô¿Ú¬foÁ：

Ｖ３ ＝－ π
４λ５（λ３－λ６），

Ｖ５ ＝ π
２４λ２λ４（λ３－λ６）［λ４＋５（λ３－λ６）］，

Ｖ７ ＝－２５
３２πλ２λ４（λ３－λ６）２（λ３λ６－２λ６

２－λ２
２）．

T=@

*,
（ⅰ）　Ｖ３≠０V，6¬Ｏ8bÏØÚ¬；

Ｖ３＝０，Ｖ５≠０V，Ｏ8ÎÏØÚ¬．

Ｖ３＝Ｖ５＝０，Ｖ７≠０V，Ｏ8ÔÏØÚ¬；

Ｖ３＝Ｖ５＝Ｖ７＝０V，Ｏ8¤Ù．
（ⅱ）　ｋÏØÚ¬（ｋ＝１，２，３）2joN�ｓｇｎＶ２ｋ＋１�o：

Ｖ２ｋ＋１＜０Vjo，Ｖ２ｋ＋１＞０VGjo．

１９８２W，Ç�2ÚÛ¹［１６］%&\O¿o ，#1�<��（５）2�ên@\ÎD��

2Ô¿Ú¬foÁOD，HQ1�、Q‘a>¨/¨Û’@6¬8¤Ù*Ú¬．-Íº�

2Ｖ３、Ｖ５、Ｖ７，#%@2Ô¿foÁ8：

Ｗ１ ＝Ａα－Ｂβ，

Ｗ２ ＝ ［β（５Ａ－β）＋α（５Ｂ－α）］γ，

Ｗ３ ＝ （Ａβ＋Ｂα）γδ，

_¤

Ａ＝ａ２０＋ａ０２，　Ｂ＝ｂ２０＋ｂ０２，

α＝ａ１１＋２ｂ０２，　β＝ｂ１１＋２ａ２０，

·６５· k!l　@A$HITU



γ＝ｂ２０Ａ３－（ａ２０－ｂ１１）Ａ２Ｂ＋（ｂ０２－ａ１１）ＡＢ２－ａ０２Ｂ３，

δ＝ａ２
０２－ｂ２

２０＋ａ０２Ａ＋ｂ２０Ｂ．
-Í

*,
（ⅰ）　ñÝ«ñＷ１≠０V，6¬Ｏ8bÏØÚ¬；

（ⅱ）　ñÝ«ñＷ１＝０，Ｗ２≠０V，Ｏ8ÎÏØÚ¬；

（ⅲ）　ñÝ«ñＷ１＝Ｗ２＝０，Ｗ３≠０V，Ｏ8ÔÏØÚ¬；

（ⅳ）　ｋÏØÚ¬（ｋ＝１，２，３）2joN�ｓｇｎＷｋ �o，Ｗｋ＜０Vjo，Ｗｋ＞０VG

jo；

（ⅴ）　ñÝ«ñＷ１＝Ｗ２＝Ｗ３＝０V，Ｏ8¤Ù．
Ú¬foÁ+_o ,RBg2vw¤§y­¶;2�<．

ABCD

［１］¿/À．&’()�o�2Ð’�M．ÂÃ：{�@ÄÅ，１９５９
［２］ÜÝÞ，ß²à，á�â，?．&’()oN �．ÂÃ：{�@ÄÅ，１９８５
［３］ãäå，æçù．%&’()oN �Ü�．ÂÃ：�?èé@ÄÅ，１９９４
［４］Üêë，ìíî．%&’()}� ��’YC�．ÂÃ：ÂÃ^�@ÄÅ，２０００
［５］ＨａｒｔｍａｎＰ．ＯｒｄｉｎａｒｙＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｗｉｌｅｙ，Ｎ．Ｙ．１９８２
［６］ＳａｎｓｏｎｅＧ，ＣｏｎｔｉＲ．LMN&’()（¤Æp）．ÂÃ：{�@ÄÅ，１９８３
［７］ＰｅｒｒｏｎＯ．ｂｅｒｄｉｅＧｅｓｔａｌｔｄｅｒＩｎｔｅｇｒａｌｋｕｒｖｅｎｅｉｎｅｒＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｌｅｉｃｈｕｎｇｅｒｓｔｅｒＯｒｄ

ｎｕｎｇｉｎｄｅｒＵｍｇｅｂｕｎｇｅｉｎｅｓＳｉｎｇｕｌｒｅｎＰｕｎｋｅｔｅｓ，Ｍａｔｈ．Ｚｔｓｃｈｒ．，Ｉ．１９２２，１５：１２１～
１４６；Ⅱ．１９２３，１６：２７３～２９５

［８］ＨａｒｔｍａｎＰ．Ｏｎｔｈｅｌｏｃａｌｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｐｒｏｃ．Ａ．Ｍ．Ｓ．，１９６３，１４：

５６８～５７３
［９］ＦｒｍｍｅｒＭ．ＤｉｅＩｎｔｅｇｒａｌｋｕｒｖｅｎｅｉｎｅｒｇｅｗｈｎｉｃｈｅｎＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｌｅｉｃｈｕｎｇｅｒｓｔｅｒＯｒｄ

ｎｕｎｇｉｎｄｅｒＵｍｇｅｂｕｎｇｒａｔｉｏｎａｌｅｒＵｍｇｅｂｕｎｇＵｎｂｅｓｔｉｍｍｔｈｅｉｔｓｓｔｅｌｌｅｎ．Ｍａｔｈ．Ａｎｎａｌｌｅｎ，

１９２８，９９：２２２～２７２
［１０］ＬｏｎｎＥＲ．ｂｅｒｓｉｎｇｕｌｒｅＰｕｎｋｔｅｇｅｗｈｎｌｉｃｈｅｒＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｌｅｉｃｈｕｎｇｅｎ．Ｍａｔｈ．Ｚｔｓｃｈｒ．，

１９３９，４４：５０７～５３０
［１１］ïðñ，òóô．�D$¬,Go>áC52oN’�．ÂÃ�õ�ö�÷，１９８１，２：１

～１６
［１２］ＡндｐｅｅвＡ．ф，ＯｃｏσыｅＴｏчｋｕдｕффｅｐｅнциａлｂныｘｙｐａвнｅний．Ｍйнｃｋ，Ｂышａйшая

шｋｏлａ，１９７９
［１３］Ａлｂмｙｘａмｅдｏв Ｍ．И．Ｏ чиｃлｏ Ｂｏзможных типов Ｏｃｏσых Точек Длясистем

обыкновенных Дифферендиалｂных уравненｕǔсｎ－ Переменными，Казанъ，Изв．

·７５·^_‘a



фｕзматем．обш，ества（３），１９３６～１９３７，８：２３～２９
［１４］Ａлｂмｙｘａмｅдｏв Ｍ．И．Ｏ чиｃлｏ Ｂｏзможных типов Ｏｃｏбых Точек Длясистем

обыкновенных Дифференщｕалｂных уравненｕǔ с ｎ－ Переменными，Ｏ проблеме

щентра，Изв．фｕзматем．обш，ества，１９３６～１９３７，８：２９～３７
［１５］ Баутин НН．О числе пределｂных щиклов，появляющихся при изменений

коаффициентовизсостоянияравновесиятипафокусаилицентра，мат．сб．，３０（７２），

１９５２，１：１８１～１９６
［１６］ÚÛ¹．Ñ|¸�ÎD��2©¿C�．¤�{�，Ａø，１９８２，１２：１０８７～１０９６
［１７］ùbú．bû�D$¬�klm¬2¤ÙÚ¬ �．¤�{�，Ａø，２００１
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#0%　EFG

,vw»M2^\]’¼¤，9|ûÙ>h28¦»M（JK8RBg），

p¾·�629,N、àbN、joN+¶D2fo(l¨6¥ðê2.V．
Xb2ÒÓ2AÑÄv��RBd2$ü，8foRBg9,2gÜo 2
¶;£®，de,joN �¤ÕÙ<­．X�22$¬Õê�RBg29,
N+hi´rs\ÉÊ2tu．

#$-　HIJKLM(Ｐ ＢN"

^ª ＨＰｏｉｎｃａｒé2½?，ýＩＢｅｎｄｉｘｓｏｎ¬­2Ｐ Ｂ �［１］，ýo\¸
�oN �þà2£®，_¤}~§Ø2e´�|z{\IJ2Ｊｏｒｄａｎo 
（÷Ê�）òI,ÿ°¸�*Î�!�º�I"�，:Ñ|Äv��¨»MR
Bd2£p��+£pNx_8,Ｒｎ ¤��2．

!、Ｒｎ �Z�de$�M�� +;

óôＲｎ º2ª¹��

ｄｘ
ｄｔ＝Ｆ（ｘ）， （２１）

_¤ｔ∈（－∞，＋∞），ｘ∈ＤＲｎ，Ｆ（ｘ）∈Ｃ（Ｄ），Ý,ＤºÞßc¢Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ3
4．Ç",Ê�¤ëýÜª\Ñ|��（１１）23¡¢、89:、72、@A?2
��，́ ç@\Ñ|»M2Ô3Nx：-ｔ2¸èN、àbN+-ｔ2HùN．

�,Ç"Üªb¿i2��，Ú��（２１）2b=7�,（－∞，＋∞）＝
Ｒº9,，<=>ｆ（ｐ，ｔ）Eá��（２１）,ｔ＝０Vï¬ｐ27，ä-¥éï
o2ｔ∈Ｒ，ｆ（ｐ，ｔ）o�\Ｄ ­Ｄ 2aðê..

ｆ（·，ｔ）：　Ｄ →Ｄ，　Ｄ Ｒｎ．
,Ç"-��（２１）��2AÚ5，åæ]@..�｛ｆ（·，ｔ）｜ｔ∈Ｒ｝�A5ç
Nx：

（ⅰ）ｆ（ｐ，０）＝ｐ，　（�²..）
（ⅱ）ｆ（ｐ，ｔ）-ｐ，ｔ01，　（01N）



（ⅲ）ｆ（ｆ（ｐ，ｔ１），ｔ２）＝ｆ（ｐ，ｔ１＋ｔ２），　（-ðêｔ2HùN）．
Nx（ⅰ）�[..�9,ah/，Nx（ⅲ）�[..�-ｔÞßHùN，（ⅰ）

¨（ⅲ）byúH%@ø¿..ｆ（·，ｔ１）9,M..ｆ（·，－ｔ１）．Èî，³..�
!"\Ｄ→Ｄ2£^f¤¥��¦，Æ����（２１）o�2Z�de．

¿52C�8，K��Z��（２１）2b=7ë8TØ9,2．Ç"Hd
Z[［４］，,-��（２１）�Ú2345，Ｄ º�~9,b¿?@2��，6��
�（２１）2»M8°²2，yb=7_�,ＲºTØ9,．�|Ç"2¥"8
vw��2»Me!，ÈîG� �，��（２１）,�nAÚ5R8o�\b
¿Äv��．

,Äv��¤，-ïo2¬ｐ，Æｆ（ｐ，ｔ）�ïｐ2YZ．ñｔ#F ＲV，

ｆ（ｐ，Ｒ）8ïｐ272，%=�Ｌｐ≡ｆ（ｐ，Ｒ）≡｛ｆ（ｐ，ｔ）｜ｔ∈Ｒ｝；õ0，�ｔ@�
2<=78

Ｌ＋
ｐ ≡ｆ（ｐ，Ｒ＋）≡ ｛ｆ（ｐ，ｔ）｜ｔ∈Ｒ＋｝；

>=78

Ｌ－
ｐ ≡ｆ（ｐ，Ｒ－）≡ ｛ｆ（ｐ，ｔ）｜ｔ∈Ｒ－｝，

_¤Ｒ＋≡［０，＋∞），Ｒ－≡（－∞，０］．
ü9,%êＴ＞０，U-b=ｔA

ｆ（ｐ，ｔ＋Ｔ）＝ｆ（ｐ，ｔ），
äÆ³ｆ（ｐ，ｔ）�§¨YZ，ÞßºD2�S&êＴ Æ�62§¨．º»ÃÄ
-Í2»M8°’×Ｒｎ ¤2©72．
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ｆ（ｐ，珋ｔｎ）∈Ｓ（Ω（１）
ｐ ，ｄ

３
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b¿¦»2ö»M；（ⅴ）̂ |b¿$3¦d:2ö»M．
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5�©¿AÑ¦»M¶;Nx2o 2Gn@Z[，HÕ,p¾X�2
¤Üª$¬2ÕêeHªJ%P；eÕ£�¢�．

*,２５　¥�¦»M�R]2ÛÜ¤¯A��（２２）2$¬．
*,２６（¦»M(Ü2Nx）
（１）üΓ8¦»M，ä�6v’(w@�2»M，�~Ab3ö»M3m

#,Γ2(Ü¤．<=>�，ε＞０，δ＞０，Uñｐ∈Ｓ（Γ，δ）V，*AＬ＋
ｐ 

Ｓ（Γ，ε），*AＬ－
ｐ Ｓ（Γ，ε）；

（２）üΓ１，Γ２ �©3°(2¦»M，6"�]"2gÜＧ¤k$¬，ä-
¥�¬Ｐ∈Ｇ，Γ１ ¯8Ωｐ，Ａｐ ¤2b¿，yΓ２ ä8¿52¯b¿．

#0-　EFG(OPQ

Ç"2mb¿ÒÓ_y．
w２１　ó���

ｘ＝－ｙ＋ｘｆ（ｘ２＋ｙ２），　ｙ＝ｘ＋ｙｆ（ｘ２＋ｙ２）， （２３）
_¤ｆ（ｕ）-ｕ≥０Ao�，01Ý�ZâBC�72àbN，Ｏ（０，０）8â�$¬．

Ü©R45ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，6V�

ｒ＝ｒｆ（ｒ２），　θ
·

＝１． （２４）
IJ，üｒ２

０＞０8ｆ（ｒ２）＝０27，äｒ＝ｒ０ 8��（２３）2b¿¦»M．
（１）Úｆ（ｕ）≡０．OVＯ8¤Ù，cＯvÞµ¦»M．

（２）Úｆ（ｕ）＝１－ｕ．TD（２４）�ｒ＝ｒ（１－ｒ２），　θ
·

＝１．
OVｒ＝１8D（２４）2b¿7，-Í��（２３）2b¿¦»M．�

ｄｒ
ｄｔ

＞０，　０＜ｒ＜１，

＝０，　ｒ＝１，

＜０，　ｒ＞１
烅
烄

烆 ，
θ＝ｔ＋θ０，

�[ｒ＝１8b¿â�2¦»M，«Ô©x2»M¥µV×2}ùMV[q�
kB.w6，KL２ ７�á．

（３）Úｆ（ｕ）＝（ｕ－１）２槡ｕ．TD（２４）�

ｒ＝ｒ２（ｒ２－１）２，　θ
·

＝１．

OV�ｄｒ
ｄｔ＞０，ñ０＜ｒ＜１¨ｒ＞１V$，ｒ＝１8D（２３）2b¿â�¦»，6«

x2»MMV[q�.w，Ôx2»MMV[q��°6．KL２ ８�á．
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L２ ７　　　　　　　　　　　　　L２ ８

（４）Ú

ｆ（ｕ）＝
ｕ－１（ｕ－１）２ｌｎ（ｕ－１）， ｕ＞１，

０， ０≤ｕ≤１｛ ．
TD（２４）�

ｒ＝
（ｒ２－１）２

ｒ ｌｎ（ｒ２－１）， ｒ２ ＞１，

０， ０≤ｒ２ ≤１
烅
烄

烆 ，
θ
·

＝１．

OVIJb=sºｒ＝ｒ０，０＜ｒ０≤１ë8D（２３）2¦»M，ｒ 槡＝ ２8D（２３）

2â�¦»；ｒ＝１�ｒ 槡＝ ２Ö×2b=»M¥ｔ}ùMV[q�.wｒ＝１y

�°ｒ 槡＝ ２，yｒ 槡＝ ２Ô2»MMV[q��°6，KL２ ９�á．

L２ ９

（５）Ú

ｆ（ｕ）＝
（ｕ－１）２ｓｉｎ（ｕ－１）－１， ０≤ｕ＜１+ｕ＞１，

０， ｕ＝１｛ ．
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TD（２４）�

ｒ＝ ｒ（ｒ２－１）２ｓｉｎ（ｒ２－１）－１， ０≤ｒ２ ＜１+ｒ２ ＞１，　θ
·

＝１．
０， ｒ２ ＝１

烅
烄

烆 ．

Èî，b=sºｒ２＝１＋１
ｋπ

，_¤ｋ＝±１，±２，…ë8D（２３）2â�¦»M，

ø©¿¦»MÖ×ëvÞD（２３）2°»M；_¤ｒ＝１8b¿Jÿ2¦»M，
,62¥éS2(Ü«，+ÕAºÌ2¦»M（｜ｋ｜ß�^V），úA°»M，Ç
"Æ6�D（２３）2·´¯．

!、�M��¸![µ¶*,

*/２６　��（２２）2b¿¦»MΓÆ�862ª«¯，K´A��
（２２）2¯b»MdΓ�ω RBd*α RBd．*?@>：¦»Γ Æ���
（２２）2RBg，K´9,Γ2b¿(ÜＳ（Γ，ε），Um(Üh|Γ«x*Ôx
õ¢’@�2�¢»M，dΓ�RBd．RãgÕH’û�：

（１）ü«ò8Γ2bxö(Ü«2»MdΓ �RBdV，ÆΓ�£¹ª
«¯；üT¿(ÜＳ（Γ，ε）«2»MëdΓ�RBdV，ÆΓ�v¹ª«¯；

（２）Γ«（Ô）xö(Ü¤2»M，dΓ�ω RBdV，ÆΓ�P（º）X*
ª«¯；dΓ�αRBdVÆΓ �P（º）®X*ª«¯．

（３）,9xRBg¤，ü©x{jo（Gjo）V，ÆΓ�X*（®X*）ª
«¯；©xjoNG²V，ÆΓ�=X*ª«¯．

*,２７（ＰｏｉｎｃａｒéＢｅｎｄｉｘｓｏｎgÜo ）　K´ 犇8©3a¦�MＣ１，

Ｃ２ �]"2gÜ，Ｃ１ �«4µ，Ｃ２ �Ô4µ，Ｃ１∩Ｃ２＝．gÜ犇Þß：
（ⅰ）犇2¦RGp��（２２）2$¬，
（ⅱ）mＣ１，Ｃ２ º@�2b=»M，ñｔ}ù（-~）Vëª©gÜ犇«¢．

ä犇«�~9,]cµＣ１ 2b3«jo（«Gjo）RBg¨b3Ôjo
（ÔGjo）RBg，O©3RBg´HI¶:"b3]cＣ１ 2jo（Gjo）

RBg．
JK　Ç"òZ�>ÔáC．,o 2345，mＣ１ º¥b¬ｐ１ @�2

»MＬ＋
ｐ１
ª©犇e3m�G@犇\，�o ２２$，犇«¯9,¦»Γ１，Ｌ＋

ｐ１
p

q.w6．úÈ犇«k$¬，yΓ１ «Ü�~pAb¿$¬（o ２５），�dΓ１

òI]cµＣ１，ÝO¿Γ１ �~8ax«joRBg．² ，mＣ２ º¥b¬ｐ２

@�2»MＬ＋
ｐ２
´.w]cＣ１ 2¦»MΓ２，6�~8axÔjo2RBg．
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ZS．
|１　üΓ１ ¨Γ２ G¶:V，äO©¿¦»Ö×2»M’¼Ad5áU：
（１）Γ１ ¨Γ２ Ö×õAK2¦»，*ÕAAB¿¦»，äýï�¿¦»’

�_joNe，æ$OV犇«�~Ab¿jo（Gjo）2RBg；
（２）Γ１ ¨Γ２ Ö×�¦»�vÞ，*�GvÞ:Akl~¿¦»Ý¦»×

úA°»M［ñ��（２２）87���VOPáUGÙ�s］，OVΓ１，Γ２ 7G
5�犇«2axRBg．

|２　o 234Hd,d5©¿(�-¡：①犇2«4µＣ１ Hd6"
b¿$¬Ｃ，ò;Ｃ(Ü«2»MëdＣ �α（ω）RB¬；②Ô4µＣ２ Hd¢
’�»M!"，��º�´Hd@�AB¿$¬，ò;�Z»Mb-&À（f
À）ª©犇e，GE&À（fÀ）�°犇，�I�Z6Z[7JH0．

|３　Í<O¿o V，7e,|K�[-b¿no2��ç<>�@
Þßo 342Ô4µＣ２．89Kî，gÜo 7J8foRBg9,2�
%<2(l．

w２２　�ZＶａｎｄｅｒＰｏｌ()

ｘ̈－μ（１－ｘ２）ｘ＋ｘ＝０ （２５）
-¥�μ＞０ë9,â�2jo?.)L．

JK　C�?@|：Z[?@��
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｘ＋μ（１－ｘ２）ｙ （２６）

-¥�μ＞０ëAb¿jo2RBg．Ç"^!�b¿Þßo ２７2gÜ
（«4µ6�b¬）̂ Z[îe�．

（１）D（２６）2MNw6��2�ê/æ8
０ １
－１［ ］

μ
，6-Í2

ｑ＝１，ｐ＝－μ＜０，Δ≡ｐ２－４ｑ＝μ
２－４．

�dàb$¬Ｏ（０，０）8GjoÚ¬（ñμ＜２）*Gjoe¬（ñμ＞２），*G
joþVe¬（ñμ＝２）．RÖ，-b=μ＞０，Ｏ(Ü¤2»MëdＯ �αRB
¬———$¬Ｏy­\«4µ2�<．

（２）’u�@Ô4µＣ２．
D（２６）-Í2()8

ｄｙ
ｄｘ＝ －ｘ＋μ（１－ｘ２）ｙ

ｙ
， （２７）

628?:M8

－ｘ＋μ（１－ｘ２）ｙ＝０，
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6AÔ¿’YＬ１，Ｌ２，Ｌ３，’KðÔ3ºwMｘ＝－１，ｘ＝１，ｙ＝０�’°．5
@8?:Mº+458ºÀÁÂ（２６）2’¼（÷L２ １０）．

L２ １０

Ç",fｙ8ºFb¬Ａ（０，－ｙ０），�Ａ °ã’u�@gÜ2Ô4µ
Ｃ２．ïＡ�()

ｄｙ
ｄｘ＝μ（１－ｘ２）ｙ

ｙ ＝μ（１－ｘ２） （２８）

2Ð’�M，±Ｌ２ |¬Ｂ，IJ︵ＡＢA&2ó5，úÈ
ｄｙ
ｄｘ （２７）

－ｄｙ
ｄｘ （２８）

＝－ｘ
ｙ ＜０，

N��（２６）,︵ＢＣºÀÁÂë8ªaÀ�gï2．ïＢ�;¸1M±ｘ＝－１
|Ｃ（－１，－ｙ１），øé­ñｙ０ ß�^V（Ａ ¬�Ｏ ß�m），,ＢＣº��
（２６）2XÎ¿()ab§^|8，OVＢＣºÀÁÂ�5(gÀ�º(．ïＣ
�dＯ �Ù2st，±fｘ8|Ｄ（－ｘ３，０），øé­‘︵ＣＤA

ｄｙ
ｄｘ （２７）

－ｄｙ
ｄｘ ︵ＣＤ＝ －ｘ＋μ（１－ｘ２）ｙ

ｙ － －ｘ（ ）ｙ
＝μ（１－ｘ２）≤０， （２９）

_¤?>«Ｃ¬"�．N︵ＣＤº2ÀÁÂë8�5Àºgï2（«¬Ｃ 9°
=）．ïＤ �<1M±Ｌ１ |Ｅ，�Â201N$，ＤＥºÑ¬Ｄ（Â�ＤＥ¶:）

Ô，ÀÁÂ�m�gÀa(．,Ｌ１ ºFbut︵ＥＦ，_ºÀÁÂ��;¸Àa．
ïＦ�dＯ �Ù2st，±1Mｘ＝－１|¬Ｇ，È‘︵ＦＧG?D（２９）́

"�，N_ºÀÁÂª�Àagï（«¬Ｇº°=）．EïＧ�()
ｄｙ
ｄｘ＝ －ｘ＋μｙ

ｙ
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2Ð’�M，±&ｙ8|¬Ｈ（０，ｙ７），È

ｄｙ
ｄｘ （２７）

－ｄｙ
ｄｘ ︵ＧＨ ＝－μｘ

２ ≤０

（?>«,¬Ｈ "�），NＧＨ ºÀÁÂë8ª�Àagï2．�î，Ç"P­

�Mt ＡＢＣＤＥＦＧＨ
⌒

，Ç"ÕH¯T¬ＡNñÀ5，̄ T¬ＦNñ�wＥ，

dUｙ７＜ｙ０．Oþ，E§ëPt-Ｏ�-Æ�MtＡ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′Ｅ′Ｆ′Ｇ′Ｈ′
⌒

，�A

Ａ′,Ｈ º�，Ｈ′,Ａ 2º�．øé­��（２６）8-Æ|Ｏ2，º©u�Mt
=º1MuＨＡ′¨Ｈ′Ａe!"2¦�M，_ºøb¬2ÀÁÂë8ÕÀ¦�
M«¢2，6!"\��gÜ2Ô4µＣ２．

�|��（２６）87�2，[o ２７，,Ｃ２ �]2ÛÜ¤�~Ab¿g
cＯ2joRBg．

*,２．８（-Æ6 ）　Ú��（２２）Þß：
（ⅰ）6¬Ｏ（０，０）8ｙ8（ｘ8）ºàb2$¬；
（ⅱ）ñｔ}ù*-~V，9,»MΓm&ｙ8（&ｘ8）@�cïＯ­F

fｙ8（fｘ8）：
（ⅲ）��（２２）-Í2M\Â-Æ|ｙ8（ｘ8），TA

Ｘ（－ｘ，ｙ）＝Ｘ（ｘ，ｙ），　Ｙ（－ｘ，ｙ）＝－Ｙ（ｘ，ｙ）．
（Ｘ（ｘ，－ｙ）＝－Ｘ（ｘ，ｙ），　Ｙ（ｘ，－ｙ）＝Ｙ（ｘ，ｙ））

äΓµ1;±V¯!"��（２２）2b3¦»M，6-Æ|ｙ8（ｘ8）．
JK　òZ�>ÔáC．�|M\ÂÑ|ｙ82-ÆN，�dΓÑ|ｙ

82-Æ�MΓ′´8��2»M，Γ�Γ′by�!"\b3a¦�M，34
（ⅰ）�Z\6"20�¬ë8%¬，Èî8��（２２）2b3¦»．ZS．

|　<-Æ6 ^>´¦»9,V，bc2´Z34（ⅲ），ñ6"�VE
´ZÖ7e234（ⅱ）．34（ⅰ）8Hd-¡2．

*,２９（�i2GÄ¬o ）　Ú��（２２）Þß：
（ⅰ）6¬Ｏ（０，０）8ｙ8（ｘ8）º2àb$¬；
（ⅱ）,ｙ8（ｘ8）º2r¿GpＯ2Û×Ｉº，9,b¿�gcＯ2»

M��2�©ªq2¬�iＴ；
（ⅲ）�iＴG¦Û×Ｉ１Ｉ�©ªq．

ä��（２２）̄ 9,¦»M．
JK　�2�»M2àbN+-âã¬201N$，¬�iＴ 8¿,-

�i．E�ＢｒｏｕｗｅｒGÄ¬o $，Gb¿¦Û×�©ªq2,-�i¯A
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GÄ¬．�|Ｉ１ GRp°Í8º2àb$¬Ｏ，Èî³GÄ¬GÙ8$¬，6
-Í��2b3¦»．ZS．

V、s*©7（ª«¯）®µ¶$»�

p2óô2��（２２）;�abQêÞß：Ｘ（ｘ，ｙ），Ｙ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１（Ｄ），Ｄ
Ｒ２．

*,２１０（ＢｅｎｄｉｘｓｏｎＤｕｌａｃlä）　Ú,a0�ÛÜ Ｄ «9,Qê

Ｂ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１（Ｄ），Ý�¹Á

ｄｉｖ（ＢＸ，ＢＹ）≡（ＢＸ）
ｘ ＋（ＢＹ）

ｙ
,Ｄ ¤o>，*6,Ｄ ¤��%>:G,Ｄ 2¥�ÓÛÜ¤��8，ä��
（２２）G9,�¢h|Ｄ «2¦»M，́ G9,�¢h|Ｄ «pAAB¿$
¬2$3¦»M．

JK　<�Zl2ZXb¿e�．ü��（２２）A¦»ΓＤ，dＧ =Γ
�]2ÛÜ，�ＧｒｅｅｎODP

∮Γ
ＢＸｄｙ－ＢＹｄｘ＝

Ｇ

（ＢＸ）
ｘ ＋（ＢＹ）

［ ］ｙ ｄｘｄｙ．

ÈΓ8»M，�dºD�b��8，yab[�ÚG?|8，lm．

L２ １１

XÎ¿e�¤2@�©728Õ�ü?¿$¬d
+©b.w$¬2»M�!"2a¦�M珚Γ（KL２
１１）．;Z[62G9,´8û62．ò;,珚Γ2AB¿
（Lºòê\Ô¿$¬）$¬*w’K<¬­Stuｒｉ，
÷C珚Γº°Í2»Mu，o�¬9ｒｉ �珚Γ °=，C÷e
2�M�珚Γ′，�]2ÛÜ�Ｇ′C÷6^2Ｇ．-珚Γ′¨Ｇ′
Í<ＧｒｅｅｎOD，P

∮珚Γ′
ＢＸｄｙ－ＢＹｄｘ＝Ｇ′

（ＢＸ）
ｘ ＋（ＢＹ）

［ ］ｙ ｄｘｄｙ．

ñｒｉ v’.w珚Γ º°Í2»MuV，ºD�b^|8，
ab7G^|8，EPlm．ZS．

�-（ＢфТкачёв）　ü,a0�ÛÜＤ «，9,QêＢ（ｘ，ｙ），Ｆ（ｘ，ｙ）

∈Ｃ１（Ｄ），U

（ＢＸ）
ｘ ＋（ＢＹ）

ｘ ＋Ｂ ＸＦ
ｘ＋ＹＦ

（ ）ｙ
,Ｄ ¤o>，*,Ｄ «��%>:G,Ｄ 2¥�ÓÛÜ«�?|8．ä��
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（２２）G9,�¢h|Ｄ «2¦»M¨pAAB¿$¬2$3¦»M．
JK　ò;dQêＢ（ｘ，ｙ）ｅＦ（ｘ，ｙ）÷Cº�o Z[¤2Ｂ（ｘ，ｙ）TH

PZ．

*,２１１　üＸ
ｘ＋Ｙ

ｙ≡０，T()

Ｘｄｙ－Ｙｄｘ＝０ （２１０）
8�&’()，ä��（２２）kRBg．

JK　ÚD（２１０）2�Ð’�

Φ（ｘ，ｙ）＝ｃ，
ä��（２２）2»M´Þß6，ÝG²2»M-ÍG²2%êｃ．Ú��（２２）
ARBgΓ，6-Í2EFD8Φ（ｘ，ｙ）＝ｃ，üＰ０（ｘ０，ｙ０）8Γº2b¬，ä
AΦ（ｘ０，ｙ０）＝ｃ．[RBg2o�$，�~9,b3»M

ｘ＝ｘ（ｔ），　ｙ＝ｙ（ｔ）；　Φ（ｘ（ｔ），　ｙ（ｔ））≡ｃ１ ≠ｃ，

_ºA¬ç｛ｘ（ｔｋ），ｙ（ｔｋ）｝→Ｐ０（ｘ０，ｙ０）∈Γ，ñｔｋ→＋∞*ｔｋ→－∞．�Φ（ｘ，

ｙ）201N，=@lm

ｃ１ ≡Φ（ｘ（ｔｋ），ｙ（ｔｋ））→Φ（ｘ０，ｙ０）＝ｃ．
ZS．

�-　ü,a0�ÛÜＤ «，9,Qêμ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１，U


ｘ

（μｘ）＋ 
ｙ

（μｙ）≡０，

T()（２１０）,Ｄ «A01H&2Ð’ÈÓμ（ｘ，ｙ），ä��（２２）G9,�
¢h|Ｄ «2RBg．

|¼　OMμ（ｘ，ｙ）201H&N;�GI~，qäA�Ò．
w２３　-ÆHÓ9µH@（A�@）2½¾()+8

ｕ１ ＝－ １
ｃ０Ｒ

ｕ１－β
ｃ０

ｆ（ｕ２）＋ Ｅ
ｃ０Ｒ ≡Ｐ（ｕ１，ｕ２），

ｕ２ ＝－ １
ｃ０Ｒ

ｕ２－β
ｃ０

ｆ（ｕ１）＋ Ｅ
ｃ０Ｒ ≡Ｑ（ｕ１，ｕ２），

_¤b=ðê�8^|82%ê，�Z6,�¸�õA¦»M，TI�Z,N
ñ2HòBC5·$>mb¿¸ß¾D­¯b¿¸ß¾．

JK　<o ２１０¤Ｂ（ｘ，ｙ）≡１2JÿáCTH．ÈA

Ｐ
ｕ１

＋Ｑ
ｕ２

＝－ ２
ｃ０Ｒ ＜０．

　　w２４　LMN)Ä()

·４７· kVl　ª«¯



ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝０，

ñQêｆ（ｘ）,Û×ａ≤ｘ≤ｂº��o>*�?|8，ä6GHI9,T¿h
|³Û×«2â�º»7．

JK　�?@��
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｙ，

�

Ｘ
ｘ＋Ｙ

ｙ ＝－ｆ（ｘ），

E[o ２１０*o ２．１１，TPe�．
w２５　)Ä()

ｍ̈ｘ＋ｂｘ－βｘ
２＋ａｘ－ａｘ２ ＝０　（ｂ≠０）

,ðê2¥�j&5ëGÙQsªK)L．
x　�?@��

　　　　　　　ｘ＝ｙ≡Ｘ（ｘ，ｙ），

ｙ＝－ａ
ｍｘ－ｂ

ｍｙ＋α
ｍｙ２＋β

ｍｙ２≡Ｙ（ｘ，ｙ），

OVÈ

Ｘ
ｘ＋Ｙ

ｙ ＝－ｂ
ｍ ＋２β

ｍｙ

.>，̄ Eh?Ｄｕｌａｃ�f

Ｂ（ｘ，ｙ）＝ｂｅ
２β
ｍｘ，

U

（ＢＸ）
ｘ ＋（ＢＹ）

ｙ ＝－ｂ２

ｍｅ
２β
ｍｘ ＜０．

�o ２１０$，��õA¦»，ä6()GHIQsªK)L．
w２６　óô©¿d�RB}FB¢2�PC"2s¾��

ｘ＝ｘ（ａｘ＋ｂｙ＋ｃ）≡Ｘ（ｘ，ｙ），
ｙ＝ｙ（ｄｘ＋ｅｙ＋ｆ）≡Ｙ（ｘ，ｙ），

_¤ｘEGHÕ，ｙEðGHÕ．Oþ2��G9,RBg．
x　���A©3Ð’1Mｘ＝０¨ｙ＝０，_ºAÔ¿$¬Ｏ（０，０），

Ａ（０，－ｆ
ｅ

），Ｂ（－ｃ
ａ

，０）．Èî，��üA¦»，6GII�458，yòIh|

HQsi2$¬2�B«．

·５７·kVu　ª«¯$µ¶+



;Qsi2$¬，̄ Eδ≡
ａ　ｂ
ｄ　ｅ

≠０，OV1M

ａｘ＋ｂｙ＋ｃ＝０，　ｄｘ＋ｅｙ＋ｆ＝０
2±¬Ｄ（ｘ０，ｙ０）�8i2$¬，Ç"ó�Ｄ �,�B«8qHIARBg．

FＤｕｌａｃQê

Ｂ（ｘ，ｙ）≡ｘｋ－１ｙｌ－１，
_¤ｋ，ｌ�o．̈ /

（ＢＸ）
ｘ ＋（ＢＹ）

ｙ ＝ｘｋ－１ｙｌ－１［（ｋａ＋ｌｄ＋ａ）ｘ＋（ｋｂ＋ｌｅ＋ｅ）ｙ＋ｋｃ＋ｌｆ］，

3

ｋａ＋ｌｄ＋ａ＝０，　ｋｂ＋ｌｅ＋ｅ＝０，
<o\

ｋ＝δ－１ｅ（ｄ－ａ），　ｌ＝δ－１ａ（ｂ－ｅ）．
Oþ


ｘ

（ＢＸ）＋ 
ｙ

（ＢＹ）＝ｘｋ－１ｙｌ－１δ－１Ｈ，

_¤%êＨ≡ｅｃ（ｄ－ａ）＋ａｆ（ｂ－ｅ）．øéｘｋ－１ｙｌ－１,¥�b¿�B«8o>
2，�d%êＨ G88VºDo>，��G9,¦»；b-%ê Ｈ ¦88V
äºD��8，[o ２．１１2%�$，��´G9,RBg．

#3-　Ｌｉéｎａｒｄ1RSTU(OPV$Q

Ｌｉéｎａｒｄ()

ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝０ （２１１）
2º»72vw，�|^ª|LMN)Ä2?.)L¨#Ü©\b¿Jÿy
A�2..yJJ．vw62!É~，JK8,RBg（º»7）2àbN(
�，w}¤W2��}~ëd¤|îû()．

!、Ｌｉéｎａｒｄ()§¨x$µ¶+

Ü©Ｌｉéｎａｒｄ..

ｘ＝ｘ，　ｙ＝ｘ＋Ｆ（ｘ），

_¤Ｆ（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘe，D（２１１）V���

ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ），　ｙ＝－ｇ（ｘ）． （２１２）

·６７· kVl　ª«¯



D（２１１）2º»7-Í|D（２１２）2¦»M．
*,２１２（Ａ．Ｂ．Дрａгилёв

［６］）

（ⅰ）Ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）01；　ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠０），ÝＧ（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｇ（ｘ）ｄｘÞß

Ｇ（±∞）＝＋∞；
（ⅱ）-v’S2｜ｘ｜AｘＦ（ｘ）＜０（ｘ≠０）；Ý9,%ê Ｍ＞０+ｋ１，ｋ２，ｋ１

＞ｋ２，U

Ｆ（ｘ）＞ｋ１ ñｘ＞Ｍ，　Ｆ（ｘ）＜ｋ２ ñｘ＜－Ｍ．
ä��（２１２）�~9,b3¦»M．

JK　Z[½?78�gÜ．Ç"G�Úｋ１＞０．qäüｋ２＜ｋ１≤０，H�
..ξ＝－ｘ，η＝－ｙ，õ0��（２１２）2CDG.，34（ⅰ）、（ⅱ）7Þß，ò
8_¤2ｋ１，ｋ２ ’Kð－ｋ２，－ｋ１ �F÷，6"Þß－ｋ２＞－ｋ１≥０．

（１）�«4µＬ１．
øéＯ（０，０）8àb$¬，FIÁQê

λ（ｘ，ｙ）≡ １
２ｙ２＋∫

ｘ

０
ｇ（ｘ）ｄｘ≡ １

２ｙ２＋Ｇ（ｘ）．

‘���=P

ｄλ
ｄｔ （２１２）

＝－ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ），

�34（ⅰ）、（ⅱ）$，,Ｏ*w（｜ｘ｜）ÉS）Aｄλ
ｄｔ＞０，T9,v’S2%êｃ１

＞０，U,¦»MＬ１：

λ（ｘ，ｙ）＝ｃ１

ºAｄλ
ｄｔ （２１２）

＞０，�[»M�Ｌ１ 2«¢�ÀÔ¢，Ç"FO¿Ｌ１ ��gÜ2

«4µ．
（２）�Ô4µＬ２．
�25@458º�Mｙ＝Ｆ（ｘ）º+�¿�BºÀÁÂ2^>’¼，K

L２ １２�á．
F%êＤ＞０ß�^，U

Ｄ ＞ ｍａｘ［ｋ１，｜ｋ２｜，１＋ｍａｘ
｜ｘ｜≤Ｍ

｜Ｆ（ｘ）｜］，

5�’Ô«^�Ｌ２．
Xb«　,ｘ＝Ｍ ºFb¬Ｐ，U³¬2745ｙｐ＞Ｄ，ó�ïＰ2»M

γｐ，Ç"§û：（ⅰ）ñｔ}ùVγ＋
ｐ Àa5(�，±ｙ＝Ｆ（ｘ）|b¬Ｑ，Je�

·７７·k�u　Ｌｉéｎａｒｄ()§¨x$µ¶½!+



L２ １２

À�5(�，E±1Mｘ＝Ｍ |¬Ｒ；（ⅱ）
ñｔ-~Vγ－

ｐ À�º(�，,ABV×«
±&ｙ8|¬Ｓ，E±1Mｘ＝－Ｍ |¬

Ｕ，ÝAｙＳ＞Ｄ ¨ｙＵ＞Ｄ．
Ñ|（ⅰ）ò;Z[±¬Ｑ 29,，ï

Ｑe[ÀÁÂ2’¼，γ＋
ｐ E±ｘ＝Ｍ 8I

J2．Gàº，øé­¦�M�λ（ｘ，ｙ）＝ｃ
2Nx，ñｃ＞０ß�^V，³�M��ｙ＝
Ｆ（ｘ）,ｘ＞Ｍ 9°±Ý0�K¬Ｐ，�

ｄλ
ｄｔ （２１２）

＝－ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）＜０　（ｘ≥Ｍ）

$γ＋
ｐ ¯�ｙ＝Ｆ（ｘ）ÉL°±|Ｑ．
Ñ|（ⅱ），ñ｜ｘ｜≤Ｍ，ｙ＞Ｄ V，‘»MA

ｄｙ
ｄｘ ＝ －ｇ（ｘ）

ｙ－Ｆ（ｘ）≤ ｍａｘ
｜ｘ｜≤Ｍ

｜ｇ（ｘ）｜ １
ｙ－｜Ｆ（ｘ）｜

，

[Ｄ 2Fl，OVｙ－｜Ｆ（ｘ）｜＞Ｄ－（Ｄ－１）＝１，TºDab8¿Aµê．E
e:³ÛÜ¤ÀÁÂ2’¼$γ－

ｐ �&ｙ 8¯±,AB9Ｓ，ÝｙＳ＞Ｄ，² 

γ－
ｐ �ｘ＝－Ｍ 2±¬Ｕ ´89,2．;UｙＵ ＞Ｄ H�K59 ，üｙＵ ≤Ｄ
V，,ｘ＝－Ｍ ºF¯b¬珡Ｕ（ｙ珡Ｕ＝ｙＳ＞Ｄ）̂ C÷Ｕ，Edγ＋

珡Ｕ ^÷C÷γ＋
Ｕ ，

Oþ2γ＋
珡Ｕ �¬��AºÌ2Nx（ⅰ）̈ （ⅱ）\．

XÎ«　,ｘ＝－Ｍ ºFb¬Ｐ′，UｙＰ′＜－Ｄ，ó�»MγＰ′．È�%ê

ｋ２ A©PHI：ｋ２≤０¨ｋ２＞０（Lº«ê@\eÕ），Ç"’K·�Ö．
（ⅰ）üｋ２≤０．OV7A

ｄλ
ｄｔ （２１２）

＝－ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）＜０　（ｘ≤－Ｍ），

TÝOV2¬Ｐ′，�Mｙ＝Ｆ（ｘ），1Mｙ＝ｋ２ ¨ｙ＝－Ｄ �Õ2°Ñhi�º
�·�γＰ V2¬Ｐ，�Mｙ＝Ｆ（ｘ），1Mｙ＝ｋ１ ¨ｙ＝Ｄ �Õ2°Ñhi¬
�bþ，Èy² HPγ＋

Ｐ′¯�ｙ＝Ｆ（ｘ）±|Ｑ′，E�ｘ＝－Ｍ ±|ºö¸�
b¬Ｒ′；γ－

Ｐ′±fｙ8|Ｓ′，±ｘ＝Ｍ |Ｕ′，ÝｙＳ′＜－Ｄ，ｙＵ′＜－Ｄ．

（ⅱ）üｋ２＞０（÷L２ １２）．OVｄλ
ｄｔ＜０Gbo"�，-Ｑ′¬29,ö<

�Zl．Úｘ-S^|－∞2ï)¤γ＋
Ｐ′�G�ｙ＝Ｆ（ｘ）°±，OV�‘γ＋

Ｐ′．
ｄｙ
ｄｔ＝－ ｇ（ｘ）

ｙ－Ｆ（ｘ）≤ －ｇ（ｘ）
ｙＰ′ －ｋ２

＝ ｇ（ｘ）
ｋ２－ｙＰ′

·８７· kVl　ª«¯



*

ｄｙ≥ｇ（ｘ）ｄｘ
ｋ２－ｙＰ′

＞０，

,γ＋
Ｐ′º�¬Ｐ′­¥b¬Ð’，P

ｙ≥ｙＰ′ ＋ １
ｋ２－ｙＰ′∫

ｘ

－Ｍ
ｇ（ｘ）ｄｘ，

ä�o 34（ⅰ）$，ºDabｘ→－∞V^|＋∞，O�γ＋
Ｐ′�ｙ＝Ｆ（ｘ）G

°±lm，�[±¬Ｑ′¯9,．�52·��º�bþ．
XÔ«　M�»Mγ＋

Ｕ′，ü[XÎ«ÖP2¬Ｒ′AｙＲ′≤ｙＵ，äÔ4µＬ２

ë!"，68�»Mt�©Su1M!"2 Ｕ′Ｓ′Ｐ′Ｑ′Ｒ′
⌒

∪Ｒ′Ｕ∪ ＵＳＰＱＲ
⌒

∪ＲＵ′，_¤Ｒ′ＵHI.�b¬．üｙＲ′＞ｙＵ，äµ1;±γ＋
Ｕ′，P±¬Ｓ″，Ｐ″，

Ｑ″，Ｒ″（÷L２ １２）．OV，Fyã¬Ｕ′U－ｙＵ′＞０v’^V，ýNØ>O¨H

Z[¯A－ｙＲ″＜－ｙＵ′，T¬Ｒ″#,¬Ｕ′2º(，»Mγ＋
Ｕ′2Ｕ′­Ｒ″2tu�

1MuＲ″Ｕ′!"\Ô4µＬ２．
|　Дрａгｕлёв2���JÖ×，:,d»MPÔ4µ2�l¨o 34

2Ú¨(�，ë8Ｌｉéｎａｒｄ()º»79,o ¤ÉA÷EN2b¿，,#Ö
eAG~!-o 34�\dP-¡，K�¼［７］、［８］?，:£p½?Æ.．A
Ö^¡�Nö.285�2��．

-��（２１２）Ü©филиппов..

ｚ＝ｚ１（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｇ（ξ）ｄξ，　ｙ＝ｙ，　ｘ＞０V； （２１３）

ｚ＝ｚ２（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｇ（ξ）ｄξ，　ｙ＝ｙ，　ｘ＜０V．

�34ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠０）$，ｚ＝ｚｉ（ｘ）＞０（ｉ＝１，２），Ýë8ｘ2a¯Qê．=
6"2�Qê’K�

ｘ＝ｘ１（ｚ）＞０，　ｘ＝ｘ２（ｚ）＜０．

÷©Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ξ）ｄξ，’K=�

Ｆ１（ｚ）≡Ｆ（ｘ１（ｚ）），　Ｆ２（ｚ）≡Ｆ（ｘ２（ｚ）），

OV��（２１２）,..（２１３）5?@|()

ｄｚ
ｄｙ＝Ｆ１（ｚ）－ｙ，　ｘ＞０V，

ｄｚ
ｄｙ＝Ｆ２（ｚ）－ｙ，　ｘ＜０V，

·９７·k�u　Ｌｉéｎａｒｄ()§¨x$µ¶½!+



6"ëo�,（ｚ，ｙ）2&ö¸�ｚ≥０º．
*,２１３　（Ａф．фｕлиппов

［９］）Ú

（ⅰ）ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）01，ｘｇ（ｘ）＞（ｘ≠０），∫
±∞

０
ｇ（ｘ）ｄｘ＝＋∞；

（ⅱ）δ＞０，Uｚ∈（０，δ）V，

Ｆ２（ｚ）≥Ｆ１（ｚ），:Ｆ２（ｚ）Ｆ１（ｚ）；

Ｆ１（ｚ）＜ 槡ａ ｚ，　Ｆ２（ｚ）＜－ 槡ａ ｚ，

_¤&êａ＜槡８；
（ⅲ）ｚ０＞δ，U

∫
ｚ０

０
［Ｆ１（ｚ）－Ｆ２（ｚ）］ｄｚ＞０，

Ýñｚ＞ｚ０ VA

Ｆ１（ｚ）≥Ｆ２（ｚ），　Ｆ１（ｚ）＞－ 槡ａ ｚ，　Ｆ２（ｚ）＜ 槡ａ ｚ．
ä��（２１２）,ｘ ｙ¸�º�~9,b3¦»M．

|　O¿o ¤Üª\..（２．１３），Gｘ ｙ ¸�º»M�.­ｚ ｙ ¸
�º²b¿&ö¸�ｚ≥０ºg·�，OUgÜÔ4µ2�@+}~AÑÁ2
O¨�^\É^(W，Ob¡i½?-RBg29,N、àbN2vwy\Ö
^í�．,o 234(�，po Ö^>-¡\’(�ｆ（ｘ）2 .>N（O
8}~¦»9,o ë;�2），#�n@234-�Z»Mëc6¬pq^
�;�8ÉQ2．-¿K342ªb«öªHð»�¼［４］．

V、Ｌｉéｎａｒｄ()§¨x$½!+

*,２１４（Ｌｅｖｉｎｓｏｎ＆Ｓｍｉｔｈ［１０］）　Ú

（ⅰ）ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）∈Ｃ０，ｇ（ｘ）8$Qê，ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠０），∫
∞

０
ｇ（ｘ）ｄｘ

＝＋∞；

（ⅱ）Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ8$Qê，Ý9,%êａ＞０，Uñｘ∈（０，ａ）V，

Ｆ（ｘ）＜０，ñｘ≥ａV，Ｆ（ｘ）≥０Ýa¯R}．
ä��（２１２）Aàb2RBg，68jo2．
J　O8É×2b¿e´，�|34Ö （A©¿$Qê2AÚ），Hdð

5�2o �Rp．:#2Z[½®ÉJÿ，OM��ÒÓ．
,�Ú345M\Â-Æ|$¬Ｏ，��üA¦»V，ü6ï¬（０，ｙ０），

ä¯ï¬（０，－ｙ０），ÈîÇ"ò�ó�ö¸�ｘ≥０．[¼ÀÁÂ2’¼$，m

·０８· kVl　ª«¯



L２ １３

&ｙ8º2¬Ａ @�2»M¯±ｙ＝Ｆ（ｘ）|

Ｂ，E±fｙ8|Ｃ．（÷L２ １３）�Ñ|Ｏ2
-ÆN$，︵ＡＢＣ8r¦»2b¢’2v;3
48ｙＡ＝－ｙＣ．

Ú¬Ｂ2458（α，Ｆ（α）），�Qê

λ（ｘ，ｙ）＝ １
２ｙ２＋Ｇ（ｘ）＝ １

２ｙ２＋∫
ｘ

０
ｇ（ｘ）ｄｘ．

ó�MÐ’

φ（α）≡∫︵ＡＢＣｄλ＝λＣ －λＡ ＝ １
２ｙ２

Ｃ －１
２ｙ２

Ａ．

Èî，;Z[��Aàb2RBg，ò;Z[

φ（α）＝０AÝòAàb2à7，C��V�01Qêφ（α）Aàb2à8¬Ö
·�．d5ò;�ïO¨，µv|Z[φ（α）2Ô¿Nx：

（ⅰ）α≤ａV，　φ（α）＞０；
（ⅱ）α＞ａV，　φ（α）a¯R-；
（ⅲ）α→＋∞V，　φ（α）→－∞．

TPZ[．
w２７　�ZＶａｎｄｅｒＰｏｌ()．

ｘ̈－μ（１－ｘ２）ｘ＋ｘ＝０　（μ＞０）
9,àb2joRBg．

J　mÒ２２*o ２１２$，-¥�μ＞０，69,¦»M．E[o 

２．１４>S：ｇ（ｘ）＝ｘ¨Ｆ（ｘ）ë8$Qê．

Ｆ（ｘ）＝－∫
ｘ

０
μ（１－ｘ２）ｄｘ＝－μｘ（１－ｘ２

３
）＜０，ｘ∈ （０，槡３），

≥０，ｘ≥槡３
烅
烄

烆 ．

Ｆ′（ｘ）＝－μ（１－ｘ２）＞０，　ｘ≥槡３．

NHFａ 槡＝ ３，Þßo ¤b=34，9,àbjo2RBg．
5�Ç"Ü©ＧＳａｎｓｏｎｅ2©¿÷EN2e´，#r@\vwRBgà

bN2“VÖl”2½®．#mó�()

ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｘ＝０ （２１４）
*?@��

ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ），　ｙ＝－ｘ （２１５）
°ã，e�Hd]­，���2o HRpo ２１４．

*,２１５（Ｓａｎｓｏｎｅ［１１］）　Ú

·１８·k�u　Ｌｉéｎａｒｄ()§¨x$µ¶½!+



（ⅰ）ｆ（ｘ）∈Ｃ０，%êδ－１，δ１：　δ－１＜０＜δ１，U

ｆ（ｘ）＜０，　 ñｘ∈ （δ－１，δ１），

ｆ（ｘ）＞０，　 ñｘ∈ ［δ－１，δ１］；

　　（ⅱ）%êΔ＞０，　UＦ（Δ）＝Ｆ（－Δ）＝０；
（ⅲ）Ｆ（＋∞）＝＋∞*Ｆ（－∞）＝－∞．

ä��（２１５）Aàb2RBg，68jo2．
JK　9,NH�o ２１２P，�ZàbN，�Qê

λ（ｘ，ｙ）≡ １
２ｘ２＋１

２ｙ２，

IJA

ｄλ
ｄｔ （２１５）

＝ｘｘ＋ｙｙ ＝－ｘＦ（ｘ）＞０，　ｘ∈ （－Δ，Δ）．

�[¦»ΓGIT¿h|�Ü｜ｘ｜≤Δ¤．ªb«åæZ[Γ¯©*I@î
�Ü，ÝR]¬（－Δ，０）̈ （Δ，０）．d5<�ZlZ[Γ2àbN．

ÚD（２１５）�~A©¿¦»Γ１ ¨Γ２，Γ２ ,ÔO．‘¦»Γｉ（ｉ＝１，２）A

ｄλ＝Ｆ（ｘ）ｄｙ，
�d

∮Γｉ
Ｆ（ｘ）ｄｙ＝∮Γｉ

ｄλ＝０，　ｉ＝１，２．

K´Ç"IZ[

∮Γ２
Ｆ（ｘ）ｄｙ＜∮Γ１

Ｆ（ｘ）ｄｙ， （２１６）

L２ １４

ä=@\lm，àbNPZ．
�O/º�2Ð’，�1Mｘ＝±Δ±Γｉ

|¬Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ，Ｄｉ（ｉ＝１，２），EïＡ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１

�;¸M±Γ２ |Ｅ２，Ｆ２，Ｇ２，Ｈ２（÷L２ １４）．
OB¬’K§Γ１，Γ２ ’"}~u，5�’

uO/Ð’．,»MuＡ１Ｂ１ ¨Ａ２Ｂ２ º，H§ｙ
E"ｘ2aBQêｙ ＝ｙ１（ｘ）̈ ｙ＝ｙ２（ｘ），È
îÐ’.�-ｘª0，T

∫ＡｉＢ︵ｉ

Ｆ（ｘ）ｄｙ＝∫
Δ

－Δ

－ｘＦ（ｘ）
ｙｉ（ｘ）－Ｆ（ｘ）ｄｘ，ｉ＝１，２．

N�
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∫
Δ

－Δ
［ －ｘＦ（ｘ）
ｙ２（ｘ）－Ｆ（ｘ）－

－ｘＦ（ｘ）
ｙ１（ｘ）－Ｆ（ｘ）］ｄｘ

＝∫
Δ

－Δ

－ｘＦ（ｘ）［ｙ１（ｘ）－ｙ２（ｘ）］
（ｙ１（ｘ）－Ｆ（ｘ）（ｙ２（ｘ）－Ｆ（ｘ））ｄｘ＜０，

H%@

∫Ａ２Ａ︵２

Ｆ（ｘ）ｄｙ＜∫Ａ１
︵Ｂ１

Ｆ（ｘ）ｄｙ．

² HP

∫Ｃ２Ｄ︵２

Ｆ（ｘ）ｄｙ＜∫Ｃ１Ｄ︵１

Ｆ（ｘ）ｄｙ．

,»MuＢ１Ｃ
︵

１，Ｆ２Ｇ
︵

２º，H§ｘE�ｙaBQêｘ＝ｘ１（ｙ），ｘ＝ｘ２（ｙ），Ý-²

b¿ｙBAｘ２（ｙ）＞ｘ１（ｙ）．Eóô­｜ｘ｜＞ΔVＦ（ｘ）2a}N，A

∫Ｆ２Ｇ︵２

Ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫
ｙＧ２

ｙＦ２

Ｆ（ｘ２（ｙ））ｄｙ＜∫
ｙＣ１

ｙＢ１

Ｆ（ｘ１（ｙ））ｄｙ

＝∫Ｂ１Ｃ︵１

Ｆ（ｘ）ｄｙ．

² HP

∫Ｈ２Ｅ︵２

Ｆ（ｘ）ｄｙ＜∫Ｄ１Ａ︵１

Ｆ（ｘ）ｄｙ．

�e，øé­Ｅ２Ａ
︵

２，Ｂ２Ｆ
︵

２，Ｇ２Ｃ
︵

２，Ｄ２Ｈ
︵

２�uº�AＦ（ｘ）ｄｙ＜０，§dºOB’
uO/:,by，�P­\G?D（２１６）．ZS．

|１　po 2Z[½?8：$<¥baBH&Qê2�&’‘¥�¦
»Ð’bº��82Gà，T?Jÿ2b¿aBH&Qêλ（ｘ，ｙ），VÖ_�
&’ｄλ‘©3¦»Ð’bº_PG²2B，my=@lm．

|２　po Rp\o ２１４．Gàº，Þßo ２１４342��
（２１２）H�ï..

ｚ＝ ２Ｇ（ｘ槡 ）ｓｉｇｎ（ｘ）

V�Þßo ２１５2��（２１５）．O8È�

ｄｚ
ｄｙ＝ｄｚ

ｄｘ
ｄｘ
ｄｙ＝ｇ（ｘ）

ｚ
·ｙ－Ｆ（ｘ（ｚ））

－ｇ（ｘ） ＝ｙ－珟Ｆ（ｚ）
－ｚ

，

_¤ｘ＝ｘ（ｚ）8ｚ＝ ２Ｇ（ｘ槡 ）ｓｉｇｎ（ｘ）（a}$Qê）2�Qê，OV珟Ｆ（ｚ）＝
Ｆ（ｘ（ｚ））8ｚ2$Qê，Þßo ２１５Ñ|Ｆ2;�．

*,２１６　-()（２１４）Ü©�%2?@+
ｘ＝ｖ，　ｖ＝－ｘ－ｆ（ｘ）ｖ， （２１７）

·３８·k�u　Ｌｉéｎａｒｄ()§¨x$µ¶½!+



Ú　（ⅰ）ｆ（ｘ）∈Ｃ０，Ý%êδ＞０，U

ｆ（ｘ）＜０，｜ｘ｜＜δV；ｆ（ｘ）＞０，｜ｘ｜＞δV；

　　（ⅱ）Ｆ（＋∞）＝＋∞，*Ｆ（－∞）＝－∞．
ä��（２１７）Aàb2RBg，68jo2．

JK　9,N´�o ２１２HP，�ZàbN．�Qê

λ（ｘ，ｖ）＝ １
２ｘ２＋１

２ｖ
２，

A

ｄλ
ｄｔ （２１７）

＝－ｆ（ｘ）ｖ２ ＞０，｜ｘ｜＜δ．

Uºo 2ZlH$，��2¥�¦»Γ¯R]¬（δ，０）̈ （－δ，０）,_«Ü，
ªb«HZΓ¯T¿,sºｘ２＋ｖ２＝δ２ ÖÔ．Gàº，üΓ,�Ü｜ｘ｜＜δ«
2butºA¬Ｐ，U ＯＰ ＜δ，y³t;±�ｘ＝－δ，ｘ＝δ2±¬Ｐ１，Ｐ２º

A ＯＰｉ ＞δ（ｉ＝１，２）．mＯ­²b¦»Γ º2Ô¬Ｐ１，Ｐ，Ｐ２ 2$�2OP

^S2.V，=>\�｜ｘ｜＜δ«ｄλ
ｄｔ＞０2lm．

¨/��（２１７）2�¹Á

ｄｉｖ（２１７）≡Ｘ
ｘ＋Ｖ

ｖ ＝－ｆ（ｘ）．

Ç"üIZ[，‘¥�¦»Γ，�¹ÁÐ’bº�f，T

∮Γ
［－ｆ（ｘ）］ｄｔ＜０， （２１８）

�[��（２１７）2¥�¦»Γ8jo2RBg（÷¦»2JùÕêb2），�
|©¿jo2RBgGIb¿Sb¿°(T9，O�Z[\àbN．5�Z[
G?D（２１８）．

È�‘ΓA

Ｏ＝∮Γ

ｄ（ｘ２＋ｖ２－δ２）
ｘ２＋ｖ２－δ２ ＝∮Γ

－２ｖ２ｆ（ｘ）ｄｔ
ｘ２＋ｖ２－δ２，

L２ １５

ú,¦»2︵ＡＢ¨︵ＤＥuº（÷L２ １５）Aｘ２

≤δ２，ｘ２＋ｖ２＞δ２ ¨ｆ（ｘ）≤０（?>«,b¬
"�，5²），NA
ｖ２ｆ（ｘ）

ｘ２＋ｖ２－δ２ ＝ ｖ２

ｖ２－（δ２－ｘ２）ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ）；

,︵ＢＣＤ¨︵ＥＦＡuºAｘ２≥δ２，ｘ２＋ｖ２＞δ２ ¨

ｆ（ｘ）≥０，NA
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ｖ２ｆ（ｘ）
ｘ２＋ｖ２－δ２ ＝ ｖ２

ｖ２＋（ｘ２－δ２）ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ）．

Èî，ñ‘Γ&ÀÐ’bºV，A

∮Γ
ｆ（ｘ）ｄｔ＞∮Γ

ｖ２ｆ（ｘ）ｄｔ
ｘ２＋ｖ２－δ２ ＝０．

TD（２１８）"�．ZS．
|　po 2Z[½?Z;µV|O/���¹Á‘¦»Ð’bº2�

>．OP½?ð}~vwÕ�¶W，ÜÝÞ［１２］2©¿o �8Ob½?52�
x，e^úðЛＡЧеркａс?!�%&．

*,２１７（Черкａс
［１３］）　óô��

ｘ＝－（ｙ）－Ｆ（ｘ），　ｙ＝ｇ（ｘ）， （２１９）

_¤Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．Ú

（ⅰ）ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），　（ｙ）∈Ｃ０，　ｆ（０）＜０（＞０））；
（ⅱ）ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠０），ｙ（ｙ）＞０（ｙ≠０）Ý（ｙ）a¯R}；
（ⅲ）9,àêα¨β，UQê

ｆ１（ｘ）≡ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）［α＋βＦ（ｘ）］

Aa8¬ｘ１＜０¨ｘ２＞０，Ý,［ｘ１，ｘ２］ºｆ１（ｘ）≤０（≥０）；

（ⅳ）,［ｘ１，ｘ２］ÖÔ，Qêｆ１（ｘ）
ｇ（ｘ）G-~（G}ù）；

（ⅴ）�A¦»MëRpｘ8º2Û×［ｘ１，ｘ２］．ä��（２１９）�~Ab
¿RBg，K´69,，̄ 8jo2（Gjo2）．

JK　òZ�>ÔáC．,34（ⅰ）、（ⅱ）5，Ｏ（０，０）IJ8àb$¬，

Ý,o&Qê

λ（ｘ，ｙ）≡Ｇ（ｘ）＋∫
ｙ

０
（ｙ）ｄｙ

��5，åæZ[Ｏ8&À�°2Gjo$¬，_¤Ｇ（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｇ（ｘ）ｄｘ．d5

<�ZlZ¦»àb．Ú���~9,©¿¦»Γ１，Γ２，ÝΓ２ R]µΓ１．5�
’©«=@lm．

Xb«，�ｆ１（ｘ）2o�$

∮Γｉ
ｆ１（ｘ）ｄｔ＝∮Γｉ

ｆ（ｘ）ｄｔ＋α∮Γｉ
ｇ（ｘ）ｄｔ＋β∮Γｉ

ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）ｄｔ．

y‘¦»Γｉ（ｉ＝１，２）A
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∮Γｉ
ｇ（ｘ）ｄｔ＝∮Γｉ

ｄｙ＝０，

∮Γｉ
ｇ（ｘ）（ｙ）ｄｔ＝∮Γｉ

（ｙ）ｄｙ＝０，

∮Γｉ
ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）ｄｔ＝∮Γｉ

ｇ（ｘ）［（ｙ）＋Ｆ（ｘ）］ｄｔ＝－∮Γｉ
ｇ（ｘ）ｄｘ＝０．

§b、Ô©D÷©H�?D，P

∮Γｉ
ｆ１（ｘ）ｄｔ＝∮Γｉ

ｆ（ｘ）ｄｔ．

|8，��（２１９）2�¹Á［－ｆ（ｘ）］‘¦»Γｉ 2Ð’Þß

ｈｉ ＝∮Γｉ

［－ｆ（ｘ）］ｄｔ＝－∮Γｉ
ｆ１（ｘ）ｄｔ，ｉ＝１，２．

Ç"Z[，̄ Aｈ２＜ｈ１．
KL２ １６�á，Ç"’u^VÖｈ１，ｈ２ ¤2Ð’．

L２ １６

,︵Ｄ′Ａ′，︵ＤＡtuº，ｘHE�ｙ2aBQêｘ２（ｙ），ｘ１（ｙ），ｙ∈（ｙＤ，ｙＡ），
Ýｘ２（ｙ）＞ｘ１（ｙ）．NA

∫︵Ｄ′Ａ′ｆ１（ｘ）ｄｔ－∫ＤＡ
ｆ１（ｘ）ｄｔ＝∫

ｙＡ

ｙＤ

［ｆ１（ｘ２（ｙ））
ｇ（ｘ２（ｙ））－ｆ１（ｘ１（ｙ））

ｇ（ｘ１（ｙ））］ｄｙ≥０．

,tuＡ１Ｂ
︵

１，
︵ＡＢº，ｙHE�ｘ 2aBQêｙ２（ｘ），ｙ１（ｘ），ｘ∈（ｘＢ，ｘＡ），Ý

ｙ２（ｘ）＞ｙ１（ｘ）．NA

∫Ａ１Ｂ１
ｆ１（ｘ）ｄｔ－∫ＡＢ

ｆ１（ｘ）ｄｔ＝－∫
ｘＢ

ｘＡ

［ ｆ１（ｘ）
φ（ｙ２（ｘ））＋Ｆ（ｘ）－

ｆ１（ｘ）
φ（ｙ１（ｘ））＋Ｆ（ｘ）］ｄｘ

＝－∫
ｘＡ

ｘＢ

ｆ１（ｘ）［φ（ｙ２（ｘ））－φ（ｙ１（ｘ））］
［φ（ｙ２（ｘ））＋Ｆ（ｘ）］［φ（ｙ１（ｘ）＋Ｆ（ｘ）］ｄｘ≥０，

<­\2a}N¨［ｘＢ，ｘＡ］«ｆ１（ｘ）＜０．
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² HZ

∫Ｂ′Ｃ′
ｆ１（ｘ）ｄｔ－∫ＢＣ

ｆ１（ｘ）ｄｔ≥０，

∫Ｃ１Ｄ１
ｆ１（ｘ）ｄｔ－∫ＣＤ

ｆ１（ｘ）ｄｔ≥０．

ú�34（ⅲ）̈ （ⅳ）%@，,Û×［ｘ１，ｘ２］ÖÔｆ１（ｘ）＞０，myA

∫Ａ′Ａ１
ｆ１（ｘ）ｄｔ＞０，∫Ｂ１Ｂ′

ｆ１（ｘ）ｄｔ＞０，

∫Ｃ′Ｃ１
ｆ１（ｘ）ｄｔ＞０，∫Ｄ１Ｄ′

ｆ１（ｘ）ｄｔ＞０．

�:dºdD，HPｈ２＜ｈ１．
ÄÚΓ１ 8��wＯ2¦»，�|Ｏ8Gjo$¬，Γ１ ¯�«xjoRB

g，Nｈ１≤０．|8ºD=@ｈ２＜０，°(¦»Γ２ ¯�jo2RBg．üIZ[

Γ１ G8öjo2y8b¿jog，O�=@\lm，àbNPZ．
XÎ«，<�ZlZ[Γ１ G8öjoRBg．ÚΓ１ 8öjog，!�

��
ｘ＝－（ｙ）－珚Ｆ（ｘ），　ｙ＝ｇ（ｘ）， （２２０）

_¤

珚Ｆ（ｘ）＝
Ｆ（ｘ） ｘ≤ｘ２，

Ｆ（ｘ）＋∫
ｘ

ｘ２
ｒ（ξ－ｘ２）ｇ（ξ）ｄξ， ｘ＞ｘ２

烅
烄

烆
．

6,ｘ≤ｘ２ 2ö¸��D（２１９）¬�bþ，y,ｘ＞ｘ２ ö¸�ºÑ|ðêｒ
!"\q�ÀÁÂ（G� �β≥０，-β＜０VZ[û6），Èy��（２２０）,
�¸�!"\&�q�ÀÁÂ（÷p¾XX2）．N-v’S2ｒ＞０（ｒ＜０），

��（２２０）,Γ１ Ôx9,Gjog（jog）Γ′１，,Γ１ «x9,jog（G

jog）Γ
１ ．åæ´Z，Qê

珚ｆ（ｘ）≡珚Ｆ′（ｘ）＝
ｆ（ｘ）， ｘ≤ｘ２，

ｆ（ｘ）＋ｒ（ｘ－ｘ２）ｇ（ｘ）， ｘ＞ｘ２
烅
烄

烆 ；

+
珚ｆ（ｘ）≡珚ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）［α＋β珚Ｆ（ｘ）］

7Þßpo 2b=34，Èî´A

－∮Γ
１

珚ｆ（ｘ）ｄｔ＞－∮Γ′１

珚ｆ（ｘ）ｄｔ．

O¦Ê�Γ′１，Γ
１ 2joN°lm．ZS．
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�-　óô��
ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ），　ｙ＝－ｇ（ｘ）． （２２１）

Úｆ，ｇ,Û×（α，β）º01H&，_¤α＜０＜β，ÝÞß：
（ⅰ）ｘｇ（ｘ）＞０，　ｘ≠０；
（ⅱ）ｘ０∈（α，０）（ｘ０∈（０，β），U

ｆ（ｘ）＞０，　ｘ∈ （α，ｘ０），

ｆ（ｘ）＜０，　ｘ∈ （ｘ０，β）；

　　（ⅲ）［ｆ（ｘ）／ｇ（ｘ）］′＞０，　ｘ∈（α，ｘ０）∪（０，β）
（［ｆ（ｘ）／ｇ（ｘ）］′＜０，ｘ∈ （α，０）∪ （ｘ０，β））．

ä��（２２１）,�Ü｛（ｘ，ｙ）：α＜ｘ＜β，－∞＜ｙ＜＋∞｝«�~9,b¿RB
g，ü9,¯�jo2（Gjo2）．

Z[£�¢�．
w２８　�Z[ÎD��

ｘ＝１－４ｘ＋ｘ２ｙ，　ｙ＝３ｘ－ｘ２ｙ， （２２２）

�~9,b¿RBg．
J　3ｕ＝ｘ＋ｙ，��（２２２）HV�

ｘ＝１－４ｘ＋ｘ２（ｕ－ｘ），　ｕ＝１－ｘ，
6Aàb$¬（１，４）．�¸è

ｘ＝１＋ξ，　ｕ＝４＋η，
P��

ｄξ
ｄｔ＝ξ＋ξ

２－ξ
３＋（１＋ξ）２η，

ｄη
ｄｔ＝－ξ，

E�V×÷.　ｄｓ＝（１＋ξ）２ｄｔ，�ºD.�

ｄξ
ｄｓ＝η－Ｆ（ξ），　ｄη

ｄｓ＝－ｇ（ξ）， （２２２）′

_¤ Ｆ（ξ）＝－ξ－ξ
２＋ξ

３

（１＋ξ）２ ，　ｇ（ξ）＝ ξ
（１＋ξ）２．

D（２２２）′ë�A%�¤D（２２１）¤2CD，ÝIJA

　　　ξｇ（ξ）＞０，ξ≠０；

ｆ（０）＝Ｆ′（０）＝ ［－１－ξ＋３ξ
２＋ξ

３

（１＋ξ）３
］ξ＝０ ＝－１＜０．

�
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ｆ′（ξ）＝ ２＋８ξ
（１＋ξ）４

，

$ξ＝－１
４

9-Íｆ（ξ）RS，Ýｆ（ξ）A©¿8¬，úý¨/，HP

ｄ
ｄξ

［ｆ（ξ）
ｇ（ξ）］＝１＋１

ξ
２ ＋ ２

（１＋ξ）２ ＞０（ξ≠０，－１），

NHNñjFα，β¨ξ０，U��（２２２）′Þß%�2b=34，T6�~9,
b¿RBg．

１９８２WÎYZ,филиппов..2£®º��\©¿ÉÊ2àbNo
 ，Ç"Ü<_¤b¿．

�2,..5Gｘ,（α，β）Û×«（α·β＜０）o�2��（２１２）V�²b
ö¸�ｚ≥０º2©¿()

ｄｚ
ｄｙ＝Ｆ１（ｚ）－ｙ，　０≤ｚ＜Ａ，

ｄｚ
ｄｙ＝Ｆ２（ｚ）－ｙ，　０≤ｚ＜Ｂ，

（２２３）

_¤Ａ＝Ｇ（α），Ｂ＝Ｇ（β），ú=δ＝ｍｉｎ（Ａ，Ｂ）．
*,２１８（ÎYZ［１４］）　Úｆ（ｘ），ｇ（ｘ）,（α，β）«01，ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠

０）；ÝA
（ⅰ）%êａ∈［０，δ］，Uñｚ∈（０，ａ）V，Ｆ１（ｚ）≤０≤Ｆ２（ｚ），:０＜ｚ１

V，Ｆ１（ｚ）Ｆ２（ｚ）；ñｚ∈（ａ，δ）V，Ｆ１（ｚ）≥０ÝＦ′１（ｚ）≥０；
（ⅱ）üＦ２（ｘ）＜０，äAＦ′２（ｚ）≤０，　ｚ∈（ａ，Ｂ）；

（ⅲ）-¥�%êｋ≥１，,Û×［ａ，ｋ－２（Ａ－ａ）＋ａ］º�Qê
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vwº¤’¶;2¦»“JùÕê”2��（,º2¤ëý<­）．

Ú��（２２）8Ｃ１ û��，A¦»Γ，6,1]4552ðê()8

ｘ＝ｆ（ｔ），　ｙ＝ｇ（ｔ），
dＴ�º»，foÀ．

,Γ2v’S(Ü«，Ç"Ü©�M45（ｓ，ｎ）：ï¥b¬Ｑ ÀΓ �f
M，fß�Ｐ，｜ｎ｜EＯ­Ｐ 2$�，ΓÔxｎ＞０，«xｎ＜０；dＳEámΓ º
ro¬/y­¬Ｐ 2tF，·V[(À�&．5��2��¬Ｑ 2©P45
×2�.D．

ÚΓdtF�ðêV2()8

ｘ＝φ（ｓ），　ｙ＝ψ（ｓ），

Γ2RtFｌ862º»．�|
→ＯＱ＝ →ＯＰ＋ →ＰＱ

＝ （φ（ｓ）ｉ＋ψ（ｓ）ｊ）＋ｎ（－ψ′（ｓ）ｉ＋φ′（ｓ）ｊ）
（÷L２ ２１）%@

L２ ２１

ｘ＝φ（ｓ）－ｎψ′（ｓ），

ｙ＝ψ（ｓ）＋ｎφ′（ｓ）， （２２５）
_¤

φ′（ｓ）＝ｄｘ
ｄｓ Γ

＝ Ｘ０

Ｘ２
０＋Ｙ槡 ２

０

，

ψ′（ｓ）＝ｄｙ
ｄｓ Γ

＝ Ｙ０

Ｘ２
０＋Ｙ槡 ２

０

，

yＸ０≡Ｘ（φ（ｓ），ψ（ｓ）），Ｙ０≡Ｙ（φ（ｓ），ψ（ｓ））．
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§D（２２５）÷©��（２２），Em¤7@ｄｎ
ｄｓ

，P��（２２）,45�（ｓ，ｎ）

¤2&’()．
ｄｎ
ｄｓ＝Ｙφ′－Ｘψ′－ｎ（Ｘφ″＋Ｙψ″）

Ｘφ′＋Ｙψ′
≡Ｆ（ｓ，ｎ）， （２２６）

_¤

φ″（ｓ）＝－ Ｙ０

（Ｘ２
０＋Ｙ２

０）２
［Ｘ２

０Ｙｘ０ ＋Ｘ０Ｙ０（Ｙｙ０ －Ｘｘ０
）－Ｙ２

０Ｘｙ０
］，

ψ″（ｓ）＝ Ｘ０

（Ｘ２
０＋Ｙ２

０）２
［Ｘ２

０Ｙｘ０ ＋Ｘ０Ｙ０（Ｙｙ０ －Ｘｘ０
）－Ｙ２

０Ｘｙ０
］，

OMＸｘ０
，Ｘｙ０

，Ｙｘ０
，Ｙｙ０

’KE<=êＸｘ，Ｘｙ，Ｙｘ，Ｙｙ ,ｎ＝０（TΓº）2B．ø
éＦ（ｓ，ｎ）Ñ|ｓ8ｌº»2，Ñ|ｎA01<=ê，ÝA

Ｆ（ｓ，０）＝Ｙ０Ｘ０－Ｘ０Ｙ０

Ｘ２
０＋Ｙ２

０
＝０，　［Ｘφ″＋Ｙψ″］ｎ＝０ ＝０．

Èî，D（２２６）Hú"

ｄｎ
ｄｓ＝Ｈ（ｓ）ｎ＋ｏ（｜ｎ｜），

_¤ Ｈ（ｓ）≡Ｆ′ｎ（ｓ，ｎ）｜ｎ＝０＝
Ｘ２

０Ｙｙ０－Ｘ０Ｙ０（Ｘｙ０＋Ｙｘ０
）＋Ｙ２

０Ｘｘ０

（Ｘ２
０＋Ｙ２

０）３／２
．

OV，Ç"óôΓ 2(Ü«()（２２６）ï¬（０，ｎ０）27ｎ＝ｎ（ｓ，ｎ０），

ｎ（０，ｎ０）＝ｎ０，§D（２２６）‘î7mｓ＝０­ｓ＝ｌÐ’，P

ｎ（ｌ，ｎ０）－ｎ０ ＝∫
ｌ

０
Ｆ（ｓ，ｎ（ｓ，ｎ０））ｄｓ．

øé­ºD�bà1º�8eµQêＮ（ｎ０），�dA

Ｎ′（ｎ０）＝∫
ｌ

０
Ｆ′ｎ（ｓ，ｎ０）ｎ′ｎ０（ｓ，ｎ０）ｄｓ．

§7-âB2�=OD

ｎ′ｎ０（ｓ，ｎ０）＝ｅ∫
ｓ
０
Ｆ′ｎ（τ，ｎ（τ，ｎ０））ｄτ

÷©ºD，P

Ｎ′（ｎ０）＝∫
ｌ

０
Ｆ′ｎ（ｓ，ｎ（ｓ，ｎ０））ｅ∫

ｓ
０
Ｆ′ｎ（τ，ｎ（τ，ｎ０））ｄτｄｐ

＝ｅ∫
ｌ
０Ｆ′ｎ（ｓ，ｎ（ｓ，ｎ０））ｄｓ－１．

øé­ｎ（ｓ，０）≡０，ÈîA

Ｎ′（０）＝ ［ｅ∫
ｌ
０Ｆ′ｎ（ｓ，ｎ（ｓ，ｎ０））ｄｓ］ｎ０＝０－１
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＝ｅ∫
ｌ
０［Ｆ′ｎ（ｓ，ｎ］ｎ＝０ｄｓ－１

＝ｅ∫
ｌ
０Ｈ（ｓ）ｄｓ－１．

d5¨/∫
ｌ

０
Ｈ（ｓ）ｄｓ．È‘ΓA

ｄｓ＝ （ｄｘ）２０＋（ｄｙ）槡 ２
０ ＝ （ｄｘ

ｄｔ
）２＋（ｄｙ

ｄｔ
）槡 ２ｄｔ

＝ Ｘ２
０＋Ｙ槡 ２

０ｄｔ，
�d

∫
ｌ

０
Ｈ（ｓ）ｄｓ＝∫

Ｔ

０

１
Ｘ２

０＋Ｙ２
０
［Ｘ２

０Ｙｙ０－Ｘ０Ｙ０（Ｘｙ０＋Ｙｘ０）＋Ｙ２
０Ｘｘ０］ｄｔ

＝∫
Ｔ

０
［Ｘｘ０＋Ｙｙ０－Ｘ２

０Ｘｘ０＋Ｘ０Ｙ０（Ｘｙ０＋Ｙｘ０）＋Ｙ２
０Ｙｙ０

Ｘ２
０＋Ｙ２

０
］ｄｔ

＝∫
Ｔ

０
（Ｘｘ０＋Ｙｙ０）ｄｔ－１

２∮Γ

ｄ（Ｘ２
０＋Ｙ２

０）
Ｘ２

０＋Ｙ２
０

＝∫
Ｔ

０
（Ｘｘ０＋Ｙｙ０）ｄｔ．

�e，Ç"P­\

Ｎ′（０）＝ｅ∫
Ｔ
０

（Ｘｘ０＋Ｙｙ０
）ｄｔ－１． （２２７）

　　*/２９　‘µ��（２２）2¦»Γ2Ð’

ｈ≡ １
Ｔ∫Γ

ｄｉｖ（Ｘ，Ｙ）ｄｔ

＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
［Ｘｘ（ｆ（ｔ），ｇ（ｔ））＋Ｙｙ（ｆ（ｔ），ｇ（ｔ））］ｄｔ

Æ�Γ2ijÃf，_¤ｘ＝ｆ（ｔ），ｙ＝ｇ（ｔ）8ΓÑ|ｔ2ðêEFD，Ｔ 86
2º»．

�o ２２５¨（２２７）DHP
*,２２６　Ｃ１ û��（２２）2¦»MΓ8a¶（‘a）RBg2v;3

48：Γ2JùÕê

ｈ≡ １
Ｔ∫Γ

ｄｉｖ（Ｘ，Ｙ）ｄｔ≠０，

_¤Ｔ8Γ Ñ|ｔ2º»．üｈ＜０，äΓ 8jo2；üｈ＞０，äΓ 8Gj
o2．

Γ8~¶RBg，öjoRBg*ΓG8RBg（68º»g*ä:g¤
2b3¦»）V，-Í2ｈ＝０．
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#c-　defgh4(EFG

óôabRpb¿H.ðê2¸���
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ，α），　ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ，α）， （２２８）

vwñα.VV，��»M2,-e!8qÙ.V？K�.V？OG«8à
1C�2�;———È�à1gè%%Ù�£b¿*}¿�¯2ðê，́ 8&
’() �vw2�;———,α&S.Ä5，»M,-e!��G.2，Æ�
e!jo2，ü�st.2Æ���A’Y��，8e!Gjo2．’YC�
8w３０W^�x2¶; �，,w÷{|¤A&£Í<，Ç",X�¾¤Õ
AThÒÓ．

p2Ç"««vwbûJÿ2pð.Á2��———q�ÀÁÂ．62J
¬8：ñα.VV，��（２２８）2$¬¿ê¨hiG.，:RBg2¿ê¨h
i_i�A|Ò>.V．62 ��|Ò�RBg29,àbN��¿ê?
vwrs\bP¶;2(l．

2M�b¿Jÿ2ÒÓ．
w２１０　ó���

ｘ＝－ｙ＋ｘ（ｘ２＋ｙ２－１）ｋ ≡Ｘ（ｘ，ｙ），
ｙ＝ｘ＋ｙ（ｘ２＋ｙ２－１）ｋ ≡Ｙ（ｘ，ｙ）， （２２９）０

ｋ＝１，２．ｋ＝１V，ｒ＝１862a¶GjoRBg，ｋ＝２V，ｒ＝１862Î¶
（öjo）RBg（«jÔGj）．§��（２２９）０ o�2ÀÁÂq�α]，P­
��

ｘ＝Ｘｃｏｓα－Ｙｓｉｎα≡Ｘ（ｘ，ｙ，α），
ｙ＝Ｘｓｉｎα＋Ｙｃｏｓα≡Ｙ（ｘ，ｙ，α），

（２２９）α

Ç"vw¦»ｒ＝１ýÀÁÂ�jq�e2.V，Tｒ＝１,��（２２９）α ¤¥

αö.2.V½U．
Fs�ＣＲ：ｘ２＋ｙ２＝Ｒ２．åæ/@ＣＲ 2=M���（２２９）α o�2ÀÁ

Â±]2&k．

Ｓ（Ｒ，α）＝ｓｉｎα－（Ｒ２－１）ｋｃｏｓα
１＋（Ｒ２－１）２槡 ｋ

（OM<R45Eá，Tøé6�R]θkÑ）．ÈîH$：UＳ（Ｒ，α）＝０2à
ãＲ�-Í2ＣＲ §8��（２２９）α 2¦»M，yUＳ（Ｒ，α）≠０2Ｒ�-Í
2ＣＲ !"\��（２２９）α 2k=g，_ºd¬9��（２２９）α 2ÀÁÂë8

·００１· kVl　ª«¯



�«ÕÀÔ，*ë�ÔÕÀ«．�Øó�Ｓ（Ｒ，α）＝０2àã，Èα∈（０，π
４

）V，

０＜ｔａｎα＜１，�dñｋ＝１V，6AÝ«Ab¿àã

Ｒ０ ＝ １＋ｔａｎ槡 α；

ｋ＝２，6A©¿àã

Ｒ１ ＝ １＋ ｔａｎ槡槡 α，　Ｒ２ ＝ １－ ｔａｎ槡槡 α．
ＣＲ０

8��（２２９）α ,ｋ＝１V2¦»M，ＣＲ１
¨ＣＲ２

8��（２２９）α ,ｋ＝２V

2©¿¦»M，6"ë,α∈（０，π
４

）V9,．

Ç"E<o ２２６^fo6"2joN．�|

　ｄｉｖ［Ｘ（ｘ，ｙ，α），Ｙ（ｘ，ｙ，α）］

＝２（ｒ２－１）ｋ－１［（ｋ＋１）ｒ２－１］ｃｏｓα－２ｓｉｎα，

�dñα∈（０，π
４

）V，A

ｄｉｖ（２２９）α｜ｒ＝Ｒ０ ＝２α（ｓｉｎα＋ｃｏｓα）＞０，

ｄｉｖ（２２９）α｜ｒ＝Ｒ１ ＝４ ｓｉｎα·ｃｏｓ槡 α（１＋ ｔａｎ槡 α）＞０，

ｄｉｖ（２２９）α｜ｒ＝Ｒ２ ＝－４ ｓｉｎα·ｃｏｓ槡 α（１－ ｔａｎ槡 α）＜０．

yα∈（－π
４

，０）V，ｔａｎα∈（－１，０）．Èîｋ＝１V，àãＲ０ 7J9,，Ý０＜Ｒ０

＜１，ｄｉｖ（２２９）α｜ｒ＝Ｒ０＞０；ñｋ＝２V，àãＲ１ ¨Ｒ２ G9,，*Õ�Ｒ１，Ｒ２ .
�!ã\．

Redº·�，HP：
（１）ｋ＝１V，�jq�ÀÁÂ（２２９）α，,α＝０V2a¶Gjogｒ＝１，

ñα|（－π
４

，π
４

）.ÄV7.�a¶Gjogｒ＝Ｒ０，α}ùVｒ＝Ｒ０ l^，α

-SVｒ＝Ｒ０ 6S，1�¶6­$¬Ｏ（０，０）；
（２）ｋ＝２V，��（２２９）α ,α＝０V2öjoÎ¶g（«jÔGj）ｒ＝１，

ñα∈（０，π
４

）V6’m"��（２２９）α 2©¿a¶RBgｒ＝Ｒ１，ｒ＝Ｒ２，HÕ

�Gjo2，eÕ�jo2，Ýα,（０，π
４

）¤}ùV，ｒ＝Ｒ１ l^，ｒ＝Ｒ２ 6S，

1�¶6­Ｏ；:ñα∈（－π
４

，０）V，��（２２９）α õA¦»M，́ H]PÀÁ

Â（２２９）�Àq�α]¥e6Î¶gtJ45\，* �.�!g\．
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O¿��H�÷ê()ã2Nx�bûV．ñb¿÷ê()òAaãV，
.V62%ê�，()7ò�Aaã，òAã2^S2.V；üb¿÷ê()
�AàÎ¶BV，%ê��&S.Äe，³Î¶ã*Õnm�©¿àaã，*
ÕtJ45�V�äã．

5��©bc2q�ÀÁÂ2·�，£p«å^ª|ＧＦＤＤｕｆｆ［１８］．
óô¸���（２２８）�<o2ÀÁÂ

Ｆ（α）≡ （Ｘ（ｘ，ｙ，α），Ｙ（ｘ，ｙ，α）），
6Þß5ç£pAÚ：

（ⅰ）Ｘ（ｘ，ｙ，α），Ｙ（ｘ，ｙ，α），Ｘ
α

，Ｙ
α∈Ｃ０（Ｄ×Ｉ）；

（ⅱ）�Z��（２２８）âBC�72àbN；
（ⅲ）Ｆ（α）òAâ�$¬，

_¤Ｉ：０≤α≤Ｔ，ＤＲ２．
*/２１０　üα,［Ｏ，Ｔ］¤.ÄV，ÀÁÂＦ（α）2$¬��GÄ，y,

b=%¬º�A

Ｘ Ｙ
Ｘ
α

Ｙ
α

＞０， （２３０）

Ý9,&êｋU

Ｘ（ｘ，ｙ，α＋Ｔ）＝－ｋＸ（ｘ，ｙ，α），

Ｙ（ｘ，ｙ，α＋Ｔ）＝－ｋＹ（ｘ，ｙ，α）． （２３１）
äÆＦ（α）-b=α∈［Ｏ，Ｔ］!"\b¿¿À89:$ÏÐÑ．

Ç"^]îo�2}�é�．=Ｆ（α）�ｘ82�]�θ（ｘ，ｙ，α），äA

θ
α＝ 

α
（ａｒｃｔａｎＹ

Ｘ
）＝ １

Ｘ２＋Ｙ２

Ｘ Ｙ
Ｘ
α

Ｙ
α

＞０，

�34（２３０）$，,¥�b¿%¬º，ñα}ùVÀÁÂＦ（α）R8MV[(
À�Ä2．y�34（２３０）̈ （２３１）$，-Þß０＜｜α１－α２｜＜Ｔ 2¥é©¿

α１，α２ A

０＜｜θ（ｘ，ｙ，α１）－θ（ｘ，ｙ，α２）｜＜π，
y-¥éα∈［Ｏ，Ｔ）A

θ（ｘ，ｙ，α＋Ｔ）＝θ（ｘ，ｙ，α）＋π．
Tñðê�α.­α＋Ｔ V，%¬92ÀÁ¦Ê�\öº，:F¥Gbo�
�；yñðêE}ù­α＋２Ｔ V，6"�\bºí­6^2(Àº．O�8
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Ｄｕｆｆo�¤“q�”�“¬��”2}�p�．
H�Ò２９¤2��（２２９）α，ñα,［０，π）¤.ÄV，6!"\b¿q�

ÀÁÂ2¬��，TÝ,øb%¬ºÀÁÂq�2]¥ë8α，q�ï)¤À
Á2F¥´ãaG.，Oþ2��（２２９）α Æ�ÒÓ¿À89:Ñ．

5�2bBo �[，ºÒ¤2^¢’Nx-¥�b¿q�ÀÁÂ2¬
��´ë"�．

*,２２７（¦»G°±N）　üＦ（α）8b¿q�ÀÁÂ2¬��［‘Æ

Ｆ（α）8¬��］，ä-G²2α１ ¨α２，Ｆ（α１）2¦»M［α＝α１ V��（２２８）2
¦»M］�Ｆ（α２）2¦»MôG°±．

L２ ２２

JK　<�Zl，üＦ（α１）A¦»MΓα１
�

Ｆ（α２）2¦»MΓα２
°±，Ç"^=@lm．�

2�34（２３０）$Γα１
�Γα２

�~±|©¬Ａ
¨Ｂ，G�Úñｔ}ùVΓα１

,Ａ ¬º�Γα２
2

Ô¢ª©_«¢，úÚΓα１
¨Γα２

��foÀ
（÷L２ ２２）．ä,¬Ａ，Ｆ（α１）�Ｆ（α２）ÀÁ2
°ÑhiE[Aα１＜α２．:,¬Ｂ º-Í©À
Á_Uα１＞α２，O8lm．ZS．

*,２２８　üＦ（α）8¿¬��，ÚＦ（α０）
9,ÔjogΓα０

�&（f）oÀ，-ε＞０ß�S，̄ α１＜α０（α１＞α０），Uα∈
（α１，α０）（（α０，α１）），,Γα０

2Ôε(Ü¤�~9,Ｆ（α）2b¿ÔjogΓα ¨b
¿«jog珚Γα（6"HI¶:）；ú9Γα０

2Ôδ（≤ε）(Ü，6ðＦ（α），α∈（α１，

α０）（α∈（α０，α１））2¦»�vÞ；yñα＞α０（α＜α０）V，Γα０
2Ôε(Ü¤_k

Ｆ（α）2¦»M．
JK　òZ�>ÔáC，�2�|Ｆ（α）2$¬8â�2，Γα０

8Ôxjo
2，Nε＞０，U,Γα０

2Ôε(Ü¤kＦ（α）2$¬，́ kＦ（α０）2_#¦»M，

ÝUïΓα０
º¥b¬Ｐ2ÔlM�Ｓ（Γα０

，ε）Ö±dＰＮ8Ｆ（α０）2k=Mu．
G� �o ¤¥n2ε�UºÌ"�．F¬Ｑ０∈ＰＮv’�w¬Ｐ，U

Ｆ（α０）2»Mｆα０
（Ｑ０，Ｒ＋）T¿#,Γα０

2Ôε
２

(Ü¤，dＱα０
=Ｑ０ Ñ|Ｆ（α０）

2eµ¬，̄ AＱα０∈ＰＱ０（ÈΓα０
8Ôjo2）．�7-ðê201z{N$，

Fα１ Þßｏ＜α０－α１１，HUα∈［α１，α０］V：①ＰＱ０78Ｆ（α）2k=Mu，②
ｆα（Ｑ０，Ｒ＋ ）T3#,Ｆ（α０）2Ôε(Ü¤，③Ｑ０ Ñ|Ｆ（α）2eµ¬Ｑα∈

Ｑα０Ｑ０．-b=Oþ2α∈（α０，α１），�34（２３０）$，Γα０
+Ｑ０Ｑ
︵

α∪ＱαＱ０’K!
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"\gÜ2«、Ô4µ，�gÜo $îgÜ¤�~9,Ｆ（α）2b¿Ôxj
og¨b¿«xjog，6"´HI¶:［÷L２ ２３（ａ）］．

L２ ２３

Ú��wΓα０
2Ｆ（α１）2«jog�Γα１

，6�ＰＮ2±¬8Ｐ１［÷L２
２３（ｂ）］，XÎ¢’;ZΓα０

�Γα１
2]"2gÜðＦ（α），α∈（α１，α０）2¦»�v

Þ．Oò;Z，-¥é2Ｍ∈ＰＰ１，̄ 9,α∈（α１，α２），UＦ（α）A¦»�ï¬

Ｍ．Ç"=Ｍ０ �Ｍ Ñ|Ｆ（α０）2eµ¬，̄ A Ｍ０∈ＰＭ［Γα０
Ñ|Ｆ（α０）8Ô

jo2］；=Ｍ１ �Ｍ Ñ|Ｆ（α１）2eµ¬，̄ A Ｍ１∈ＭＰ１［Γα１
Ñ|Ｆ（α１）8

«jo2］；�7-ðêα201z{N，̄ 9,b¿α∈（α１，α０），UＦ（α）ï

Ｍ 2»M8¦2．
XÔ¢’2e��¦»G°±N�THP．ZS．
² HZ
*,２２９　üＦ（α）8¿¬��．ÚＦ（α０）9,«jogΓα０

，&（f）o
À，äε＞０ß�S，̄ α２＞α０（α２＜α０），Uα∈（α０，α２）（（α２，α０）），,Γα０

2«

ε(Ü¤�~9,Ｆ（α）2b¿ÔjogΓα¨b¿«jog珚Γα（6"HI¶
:）；ú9,Γα０

2«δ（≤ε）(Ü，6ðＦ（α），α∈（α０，α２）（（α２，α０））2¦»�v
Þ；yñα＜α０（α＞α０）V，Γα０

2«ε(Ü¤kＦ（α）2¦»M．
-GjoRBgΓα０

，Ç"´Hdú@�o ２２８¨２２９°¸02©¿
o ，ò;øé,Γα０

2oÀïoV，α2.Ä(À¦Ê�º�©¿o ¤2
°�．

�:dº�PH$，b¿pðêα2¸�ª¹���o�2ÀÁ，ü-α
!"\q�ÀÁÂ¬��，ä��2jo¨GjoRBg¥ðêα2.V8
VÖ|Ò2：ñαa¯.VV，jo2¨Gjo2RBgTG45，y8l^
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*6S．E２ １ç@\ñαa¯.VVΓα2.Ä½U：

q２ １

Γα2oÀ & & f f

Γα2joN joV GjoV joV GjoV

Γα2.Ä½U
α-SV l^ 6S 6S l^

α}ùV 6S l^ l^ 6S

　　dE２ １¤Xbç2e´�Ò，6�28：üＦ（α）Ab¿&oÀ2jo
RBgΓα，ñα,bo\]«-~（}ù）­α′（α″）V，,Γα2Ô（«）ε(Ü«
bo9,Γ（α′）（Γ（α″）2b¿&oÀRBgΓα′（Γα″）．bc^�O¿RBgò
I�Zbx8jo2，e�2o ２３１Z[\，òAΓα8a¶RBgV�I
�ZΓα′（Γα″）bo´8jo2a¶g．

*/２１１　Ｆ（α）2b¿ÔjogΓα ¨b¿«jogΓ′α，Γ′α,Γα 2«
¢，Ý©¿gÖ×2gÜＧ ðＦ（α）2b�ç¦»�vÞ，äΓα ¨Γ′α0²Ｇ
byÆ�Ｆ（α）2b¿Ô/X*ª«¯，û6>Hdo�Ô/®X*ª«¯．

*,２３０　üＦ（α）8¿¬��，Ｆ（α０）AöjogΓα０
，äñðêαÀr

¿Nñ2(À（}ù(À*-~(À）.VV，Γα０
�~’7"b¿jog（*

&�jog）̈ b¿Gjog（*&�Gjog），6"’Kh|Γα０
2©x；y

ñαÀ³(À2°�(À.VV，Γα０
�T45［,Γα０

(Ü«Ｆ（α）õARB
g］．

JK　dΓα０
8Ôj«Gjg，&oÀ�Ò^Z[．�o ２２８$，-n

o2ß�Sε＞０，9,α１＜α２，ñα∈（α１，α０）V，,Γα０
2Ôε(Ü«�~9,

Ｆ（α）2b¿ÔjogΓα¨b¿«jogΓ′α，Γ′α,Γα2«¢．OV*Õ�6o
!"b¿&�jog，*Õ,6o�µ2gÜ¤�~Ab¿jog．yñα＞
α０ V，Γα０

2Ôε(Ü¤kＦ（α）2¦»．
E�EXÎçe´$，ñα-~V9,α２＜α０，ñα∈（α２，α０）V，,Γα０

2
«ε(Ü«�~9,Ｆ（α）2b¿ÔGjog¨b¿«Gjog，*Õ�6o
!"b¿&�Gjog，*Õ,6o�µ2gÜ¤�~Ab¿Gjog．yñ

α＞α０ V，Γα０
2«ε(Ü«kＦ（α）2¦»．

F珔α＝ｍａｘ（α１，α２），äñα∈（珔α，α０）V，Γα０
�~’7"Ｆ（α）2b¿Gjo

g（&�Gjog）̈ b¿jog（&�jog），’Kh|Γα０
2«Ô©x；y

ñα＞α０，Γα０
aÿ45．ZS．
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Ç"GöjogΓα2G²oÀ+G²«ÔjoN，,αG².VVΓα2
.Ä½UçE２ ２，_¤“’7”8Õ[o ２３０¤2p�．

q２ ２

Γα2oÀ & & f f

Γα2joN Ôj«Gj ÔGj«j Ôj«Gj ÔGj«j

Γα2.Ä
α-SV ’7 45 45 ’7

α}ùV 45 ’7 ’7 45

　　*,２３１　üＦ（α）8¿¬��，äñðêαa¯.VV，Ｆ（α）2a¶R
BgG’7´G45，y8a¯>l^*6S．

JK　ÚΓ０ 8Ｆ（０）2b¿a¶RBg，_RtF�ｌ，Ñ|V×2º»
�Ｔ．À,Xé2¤bþ，Ç",Γ０ (Ü«���M45，��（２２）V�

ｄｎ
ｄｓ＝Ｆ（ｓ，ｎ，α），

Úｎ＝ｎ（ｓ，ｎ０，α）86Þßｎ＝ｎ（０，ｎ０，α）＝ｎ０ 27，äeµQê

Ｎ（ｎ０，α）≡ｎ（ｌ，ｎ０，α）－ｎ０

＝∫
ｌ

０
Ｆ（ｓ，ｎ（ｓ，ｎ０，α），α）ｄｓ，

OVｎ＝ｎ（ｓ，ｎ０，α）8Ｆ（α）2¦»2v;348 Ｎ（ｎ０，α）＝０．¦»Γ０ -Í

Ｎ（０，０）＝０．;Z[o e�，ò�,（０，０）2(Ü¤m Ｎ（ｎ０，α）＝０7@ｎ０

＝ｎ０（α），Þßｎ０（０）＝０ÝUｄｎ０

ｄα
o>TH．

ÀXé2¤bþ，åæP­

Ｎ′ｎ０
（０，０）＝ｅ∫

Ｔ
０ｄｉｖ（Ｘ，Ｙ）｜Γ０

ｄτ－１， （２３２）
´GeP­

Ｎ′α（０，０）＝ｅ∫
ｌ
０Ｈ（ｓ）ｄｓ∫

ｌ

０
ｅ－∫ｓ

０Ｈ（ｓ）ｄｓθ（ｓ）
α

ｄｓ， （２３３）

_¤

Ｈ（ｓ）＝Ｆ′ｎ（ｓ，０，０）．

�¬��o�¤（２３０）D$θ
α＞０，Γ０ 8a¶g，�（２３２）DPＮ

ｎ０ （０，０）
≠０．

Í<½Qêo $，ñ｜α｜v’SV，Hm Ｎ（ｎ０，α）＝０7@ｎ０＝ｎ０（α），Þß

ｎ０（０）＝０，UＮ（ｎ０（α），α）≡０，Ý
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ｄｎ０

ｄα ＝－Ｎ
α／Ｎ

ｎ０
，

ä�01N+D（２３２），D（２３３）2o>N，�TP｜α｜v’SVｄｎ０

ｄα
2o>

N．ZS．
5�2ÒÓ�[，,q�ÀÁÂ¤~¶g,α.VV，bc^�§’7"

}¿RBg，OBgñαµ1.VVúÙAl^、6S’7*45?äX2.
V，Èî-~¶g_¥αa¯.V8õAé�2．

w２１１［４］　óô��

ｘ＝－ｙ＋ｘｔａｎ［（ｒ－ｒ０）２ｎ＋１（ｓｉｎ １
ｒ－ｒ０

＋２）］≡Ｘ，

ｙ＝ｘ＋ｙｔａｎ［（ｒ－ｒ０）２ｎ＋１（ｓｉｎ １
ｒ－ｒ０

＋２）］≡Ｙ．
（２３４）

��M�

Ｖ（ｘ，ｙ）≡ｘ２＋ｙ２ ＝ｃ２，
6‘��2�=ê8

ｄＶ
ｄｔ （２３４）

＝２（ｘ２＋ｙ２）ｔａｎ［（ｒ－ｒ０）２ｎ＋１（ｓｉｎ １
ｒ－ｒ０

＋２）］．

IJ，ｒ＝ｒ０ UｄＶ
ｄｔ＝０，yｒ≠ｒ０ VA

（ｒ－ｒ０）ｄＶｄｔ （２３４）
＞０，

Nｒ＝ｒ０ 8��2GjoRBg（~¶），=�Γ０．
§D（２３４）�jq�α]（¬��2JÒ），P��

ｘ＝Ｘｃｏｓα－Ｙｓｉｎα≡Ｘ（ｘ，ｙ，α），
ｙ＝Ｘｓｉｎα＋Ｙｃｏｓα≡Ｙ（ｘ，ｙ，α）．

（２３５）

ë$ñα＝０V6AGjogΓ０，&oÀ．α≠０V，E§º�2�M�‘D
（２３５）��=ê

ｄＶ
ｄｔ （２３５）

＝２ｘＸ（ｘ，ｙ，α）＋２ｙＹ（ｘ，ｙ，α）

＝２ｒ２ｃｏｓαｔａｎ［（ｒ－ｒ０）２ｎ＋１（ｓｉｎ １
ｒ－ｒ０

＋２）］－ｔａｎ｛ ｝α ，

UｄＶ
ｄｔ （２３５）

＝０2ｒ＝ｒ�8D（２３５）2¦»，6´�8

ｔａｎα＝ｔａｎ［（ｒ－ｒ０）２ｎ＋１（ｓｉｎ １
ｒ－ｒ０

＋２）］
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27，ñ｜α｜v’SV，-no2α，ºD27�~,©¿dº，ñα＞０V6"
#,Ｌ０ 2Ôx，α＜０V#,Ｌ０ 2«x．

*,２３２　ÚＦ（α）8¿¬��，Γα 862¦»M，ñα,［０，Ｔ）«.Ä
VΓα ´.Ä，Ú_pï2ÛÜ�Ｄ，äＤ 2«Ô*µMº¯ëA$¬（kB
m¬´ñ�$¬]）．

JK　ò��Ｄ Aµ2áC^Z．¥Fb%¬Ｐ∈Ｄ（k%¬Ve�ë
h），̄ A¬Zç｛Ｐｎ｝Ｄ，Ｐｎ→Ｐ（ｎ→＋∞），Ý-øb¬Ｐｎ，Ｆ（αｎ）A¦»

Γαｎ
UＰｎ∈Γαｎ

，[ÚAαｎ∈［０，Ｔ），ÈyZç｛αｎ｝̄ ARB¬珔α．
2Z珔α8àb2．üGJ，Ú｛αｎ｝A©¿RB¬珔α，珔α１，珔α≠珔α１，Ýαｎｐ →珔α，αｎｑ

→珔α１，αｎｐ
，αｎｑ∈｛αｎ｝．�|ÀÁÂ-ｘ，ｙ，α201N，ñｎｐ，ｎｑ v’^V，ÀÁ

（Ｘ（Ｐｎｐ
，αｎｐ

），Ｙ（Ｐｎｐ
，αｎｐ

））�（Ｘ（Ｐ，珔α），Ｙ（Ｐ，珔α）），ÀÁ（Ｘ（Ｐｎｑ
，αｎｑ

），Ｙ（Ｐｎｑ
，

αｎｑ
））�（Ｘ（Ｐ，珔α１），Ｙ（Ｐ，珔α１））H¥é�w．:ÈＦ（α）8¿¬��，A

（Ｘ（Ｐ，珔α），Ｙ（Ｐ，珔α））≠ （Ｘ（Ｐ，珔α１），Ｙ（Ｐ，珔α１））．
Nñｎｐ，ｎｑ v’^V，¦»Γαｎｐ

�Γαｎｑ
§,¬Ｐ *w°±，O�¦»G°±o

 lm．
ó�Ｆ（珔α）ï¬Ｐ2»Mｆ珔α（Ｐ，Ｒ）+62ωRBdΩｐ，αRBdＡｐ，�-

âB¨ðêα201z{N¨Ｐ∈Ｄ，̄ A

ｆ珔α（Ｐ，Ｒ）Ｄ，Ωｐ，Ａｐ Ｄ．
�Ú$ｆ珔α（Ｐ，Ｒ）Aµ，NΩｐ ¨Ａｐ L’．5�ò;Z[Ωｐ∪Ａｐ ¯A$¬，ä
o PZ．[o ２３$，Ωｐ（Ａｐ）òHI8（ⅰ）b¿$¬，（ⅱ）b¿¦»M，
（ⅲ）b¿$3¦d:．Ç"ò;ÔÑáC（ⅱ）TH．È�Ｄ 8α.ÄVＦ（α）
2¦»Γα pï2ÛÜＤ 2*µ，Èy8�M0�2，�düΩｐ（Ａｐ）8b¿
¦»V，̄ A

Ωｐ ＝Ａｐ ＝ｆ珔α（Ｐ，Ｒ）＝Ｄ，
OVüΩｐ 8Ｄ 2«（Ô）*µV，äΩｐ �~8Ｆ（珔α）2Ô（«）xRBg（qä
�¦»G°±Nlm），:�o ２２８（o ２２９）$，ñα,珔α*wNñ.Ä
VΩｐ §6S（l^），6�Ωｐ 8Ｄ 2«（Ô）*µ°lm，O�[（ⅱ）GHI
@�．ZS

O¿o �[：,¬��¤，RBg¥ðêα2.V，Ñ’m�45dÔ，
,l^�6Sï)¤òAq­\$¬�aÞ\．

�eÇ"Õ@，}~�ðêα2��GI¬�ÞßＤｕｆｆ2“¬��”o�

２１０¤34（２３０）̈ （２３１），yãÇ’�，O©¿34TG8��q�ÀÁ
ÂZ;Nx2¯;34，OªJr@\;öªo�２１０yÜ©“&�q�À
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ÁÂ”��，̂ ,xq�ÀÁÂ �2Í<\]2rs．pWB|�.，OMò
Ü©<PÖt#2©¿o�，yG�Q~2�Ì．

*/２１２［１９］　üα,［０，Ｔ］¤.ÄV，ÀÁÂＦ（α）2$¬��GÄ，y
,b=%¬º�A

（ⅰ）θ
α≥（≤０），T‘¥b¦�Mºθ

α０；

（ⅱ）-|α１，α２∈（０，Ｔ），α１＜α２，A

０≤∫
α２

α１

θ
α

ｄα≤π　（－π≤∫
α２

α１

θ
α

ｄα≤０）．

äÆＦ（α）�［０，Ｔ］º2Ô/¿À89:．
*/２１３［２０］　üðêα,（ａ，ｂ）¤.ÄV，ÀÁÂＦ（α）2$¬��G

Ä，Ý-¥éïo2¬Ｐ（ｘ，ｙ）̈ ¥�2α１，α２∈（ａ，ｂ），α１＜α２，�A

Ｘ（ｘ，ｙ，α２） Ｙ（ｘ，ｙ，α２）

Ｘ（ｘ，ｙ，α１） Ｙ（ｘ，ｙ，α１）
≥０（≤０），

:?>G,Ｆ（αｉ）（ｉ＝１，２）2T3¦»Mº"�．äÆＦ（α）�（ａ，ｂ）º2Ô/
¿À89:，_¤Û×（ａ，ｂ）HdAµ，́ Hdkµ．

w２１２　
（１）åæ´Z：��

ｘ＝－ｙ＋αｘ＋ｘ２－ｙ２，　ｙ＝ｘ
�o�2ÀÁÂＦ（α）8o�２１２é�5［０，π］（*［－π，０］）º2&�q�À
ÁÂ．

（２）åæ´Z：��
ｘ＝－２ｙ，　ｙ＝２ｘ－２ｙｆ（αｘ），

_¤α∈（０，＋∞），｜ｘ｜}ùVｆ（ｘ）a¯R}，6o�2ÀÁÂＦ（α）8o�

２１３é�5（０，∞）º2&�q�ÀÁÂ．
Ç"Õ@：-|º�©¿o�¤2&�q�ÀÁÂ^�，H�¬��2H

é¿o （o ２２７～２３１）2e�7J"�，òAo ２３２HIG"�，5
��8Uo ２３２G"�2ÒÓ．

w２１３　åæ´Z：��

ｘ＝－ｙ＋ｘ［ｘ２＋ｙ２－（１－１
α

）］，　ｙ＝ｘ，

�o�2ÀÁÂＦ（α）8o�２１２é�5［１，＋∞）º2&�q�ÀÁÂ，_
¤α∈［１，＋∞）．
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´åæ´ZΓα：ｘ２＋ｙ２－（１＋１
α

）＝０8Ｆ（α）2RBg，ñα→＋∞V，Γα

→ｘ２＋ｙ２＝１，O8Γα �pï2ÛÜＤ 2*µ，:_ºk�n��2$¬．

;　<　0

１�Z[：ü¬ｑ8ｆ（ｐ，ｔ）2ωRB¬，ñÝ«ñε＞０¥éS，Ｔ＞０¥é^，R

rｔ＞Ｔ，Uｆ（ｐ，ｔ）�ｑ2$�

ｄ［ｆ（ｐ，ｔ），ｑ］＜ε，

T·�OMo�2»M2RB¬�¬d2%¬×2Ñ�．

２�Z[：&ö»Ｌ＋ →Ａ，ä¬Ａbo8��（２２）2$¬．

３Ú¬ Ｍ 8��（２２）2%¬，ＡＢ8ïＭ »M,Ｍ ¬º2lMu．�Z：-ß�S

2ε＞０，̄ 9,δ∈（０，ε
槡２

），U,ｔ０ V;mｑ∈Ｓ（Ｍ，δ）@�2»MＬｑ，ñｔ}ù*-~V

,õ�@Ｓ（Ｍ，ε）ÖH¯�ＡＢ∩Ｓ（Ｍ，ε）°±．T�[O¿(ÜＳ（Ｍ，ε）HF÷»M/C□

Ｎ１Ｎ２．

４Ú［α，β］AB，�Z：��（２２）2»Mu｛ｆ（ｐ，ｔ）｜ｔ∈［α，β］｝�¥�b¿k=Mu�

~°±AB¿¬．

５üＬｐ 8��（２２）2°»M，%¬ Ｍ 862b¿RB¬．�Z：Ｍ∈Ωｐ∩Ａｐ．

６�Z[o ２６2e�．

７Ú6¬Ｏ8��（２２）2àb$¬，Ý8jo2，�¸�õA¦»M．�Z：（ⅰ）¥

�»M¯fÀkµ；（ⅱ）¥�&ÀAµ2»Mｔ→＋∞V¯^À|Ｏ．

８ÚΩｐ Aµ，L¦»M，ｑ∈Ωｐ．�Z：Ωｐ �Ａｐ ¯�$¬．

９�@5ç��2RBg，T�[62joN：

（１）ｘ＝－２ｘ＋（ｘ－３ｙ） ｘ２＋ｙ槡 ２，

ｙ＝－２ｙ＋（３ｘ＋ｙ） ｘ２＋ｙ槡 ２．

（２）ｘ＝－ｙ＋ｘ（ｘ２＋ｙ２）ｓｉｎ π
ｘ２＋ｙ槡 ２

，

ｙ＝ｘ＋ｙ（ｘ２＋ｙ２）ｓｉｎ π
ｘ２＋ｙ槡 ２

．

（３）ｘ＝－ｙ＋ｘｔａｎ （ ｘ２＋ｙ槡 ２－２）３·（ｓｉｎ １
ｘ２＋ｙ２槡 －２

＋２［ ］） ，

ｙ＝ｘ＋ｙｔａｎ （ ｘ２＋ｙ槡 ２－２）３·（ｓｉｎ １
ｘ２＋ｙ２槡 －２

＋２［ ］） ．

１０�Z[��
ｘ＝ｘ（ｘ２＋ｙ２－１）（ｘ２＋ｙ２－９）－ｙ（ｘ２＋ｙ２－２ｘ－８），
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ｙ＝ｙ（ｘ２＋ｙ２－１）（ｘ２＋ｙ２－９）＋ｘ（ｘ２＋ｙ２－２ｘ－８）

Aàb2RBgｘ２＋ｙ２＝１，Ý68jo2．

１１�Z[5ç��（()）�~9,b¿RBg（L¸¸º»7）：

（１）ｘ＝－３ｙ＋ｘ－ｘ（ｘ２＋ｙ２），
ｙ＝３ｘ＋ｙ－ｙ（ｘ２＋ｙ２）．

（２）̈ｘ＋ｆ（ｘ，ｘ）ｘ＋ｘ＝０，_¤ｆ，ｆ′ｘ∈Ｃ，ｆ（０，０）＜０，Ýñｘ２＋ｙ２＞ａ２＞０Vｆ（ｘ，ｙ）＞０．
（３）̈ｘ＋（ｘ２＋２ｘ２－１）ｘ＋ｘ＝０．
（４）̈ｘ＋（５ｘ４－９ｘ２－４）ｘ－ｘ＋ｘ３＝０．

１２�Z[¸�MNª¹��GHIARBg．

１３�Z[5ç��k¦»M：

（１）ｘ＝－４ｘ＋ｘ（ｘ２＋ｙ２），　ｙ＝ｙ＋ｙ（ｘ２＋ｙ２）．

（２）ｘ＝ｘ＋ｙ＋１
３ｘ３－ｘｙ２，　ｙ＝－ｘ＋ｙ＋ｘ２ｙ＋２

３ｙ３．

（３）ｘ＝ｘ（ｙ－１），　ｙ＝ｘ＋ｙ－２ｙ２．
（４）ｘ＝－ｙ＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，　ｙ＝ｘ（１＋ａｘ），_¤ａ≠０，ｍ·ｎ≠０．
（５）ｘ＝ｙ，　ｙ＝ａｘ－ｂｘ２＋ｃｙ－ｄｙ２，_¤ａ，ｂ，ｃ，ｄ��%ê，Ýｃ≠０．

１４�Z：()ｘ̈＋Ｆ（ｘ）＋ｘ＝０G9,º»7，_¤Ｆ01，ÝÞßｕＦ（ｕ）＞０（ｕ≠０）．

１５�<Ò２２¤Z[ Ｖａｎｄｅｒｐｏｌ()9,RBg2(l，̂ Z[ Лрагилёвo

 ２１２．

１６�Z5ç��（()）9,àb2joRBg：

（１）ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｘ＋ｙ－ｘ３－３ｘ２ｙ；

（２）̈ｘ＋α（ｘ２ｎ－β）ｘ＋γｘ２ｍ－１＝０，_¤α，β，γ�&%ê，ｍ，ｎ�&Tê．

１７�Z��
ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｘｙ，　ｙ＝ｘ，

�~Ab¿RBg．

１８�Z[o ２２１2%�．

１９�Z[o ２３１¤D（２３２）̈ （２３３）．

２０�Z[：ý4582¸è*q�，01ÀÁÂ2q�êG.．

２１�Z[：ý�i..（ｘ，ｙ）→（－ｘ，ｙ）*（ｘ，ｙ）→（ｘ，－ｙ），01ÀÁÂ2q�ê°

¶b¿�>．

２２Ú Ｍ０ 801ÀÁÂ（Ｘ（ｘ，ｙ），Ｙ（ｘ，ｙ））2â�$¬，�Z：

ＪＭ０
（Ｘ，Ｙ）＝－ＪＭ０

（Ｙ，Ｘ），

ＹＭ０
（Ｘ＋Ｙ，Ｙ）＝ＪＭ０

（Ｘ，Ｙ）．

　　２３�[OD

ＪＭ０
（Ｘ，Ｙ）＝ １

２π∮Ｌ

ＸｄＹ－ＹｄＸ
Ｘ２＋Ｙ２
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^¨/MN��
ｘ＝ａｘ＋ｂｙ，　ｙ＝ｃｘ＋ｄｙ，

ñｑ＝ａｄ－ｂｄ≠０V，$¬Ｏ（０，０）2dPûè2Õê．

２４óô�ðêα2��
ｘ＝ａ（α）ｘ＋ｂ（α）ｙ＋Ｘ２（ｘ，ｙ，α），
ｙ＝ｃ（α）ｘ＋ｄ（α）ｙ＋Ｙ２（ｘ，ｙ，α），

（Ａ）

_¤Ｘ２，Ｙ２＝ｏ（ｒ），ｒ→０V，Ú

（ⅰ）Δ（０）≡ａ（０）ｄ（０）－ｂ（０）ｃ（０）＞０，ａ（０）＋ｄ（０）＝０；

（ⅱ）Ｏ（０，０）8（Ａ）ñα＝０V2joÚ¬；

（ⅲ）ñα＞０V，Ｏ�T.�（Ａ）2GjoÚ¬．�Z：ñα＞０Ýß�SV，,Ｏ 2(

Ü«�~9,（Ａ）2b¿joRBg．

=>?@<

１ＨｉｌｂｅｒｔX１６C�

RBg2vw8oN �¤�¶;、�7e2C�，6Üy\ê��、� ��¨|

¦{��"2&£ÂÃ．２０uvw^2ê��Ｄ．Ｈｉｌｂｅｒｔ|１９０１W�1ê��^Ùºr

@\２３¿ê�e�［２２］，_¤X１６¿C�2eö¢’8：ｎD~�D&’��（‘ÆｎD

��）

ｄｘ
ｄｔ＝Ｘｎ（ｘ，ｙ），　ｄｙ

ｄｔ＝Ｙｎ（ｘ，ｙ）

�~A}¿RBg？6"2°-hiK�？

O¿C�r@�ÄëA１００~W\，:7�³C�2e¥R^、ªx�x．yÄ�Þ

�Ê2e´8，１９８６WＢａｍｎ［２３］�E\ｎ＝２V2e´：-|no2ÎD��，6�~ò

AAB¿RBg；１９９０WＪ．Ｅｃａｌｌｅ［２４］¨ Илъяшенко［２５］2e´：-|no2ｎD��，6�

~òAAB¿RBg．
Ç"<Ａｎ Eá�AｎD��2d:，ａ∈Ａｎ，Ｎ（ａ）Eáａ2RBg2¿ê，T=

Ｈ（ｎ）＝ｓｕｐ｛Ｎ（ａ）｜ａ∈Ａｎ｝．
äºÌC�Hr�：Ｈ（ｎ）8qAB？K´AB，ä Ｈ（ｎ）�~~？6"2°-hiK�？

O¿C�mÆ?­7�2bl，TU8 Ｈ（２）�ÄÅÆXY7�．

２Ｈ（２）＝３？2NG

�| Ｈ（ｎ）2vwe¥R^，}~ê��°ã�©°-�‘a2 Ｈ（２）©z．１９５５W，

{o Петровскиǔö|¨ Ландｕс［２６］<Ü©äÜ2bl，R_7e>Z[\ÎD���~

AG}ï３¿àRBg．O,ñV8b¿tnN2��．£|O¿e�，Ç�ê��¿/

À、~��?!G��¬"\ÎD��HI@�RBg2dP°-hi2vw，6"òH

I8（１，０），（２，０），（１，１），（３，０），（１，２）５PG²2’¼，TZ[\O５P�Hà�［２７～２９］．
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:8，２０uv７０W÷¤»，A!�� Петровскиǔ��¤Ab¿Ü 2Z[A�，È

î- Ｈ（２）＝３2e�r@x�．１９７９W，Ç�2©¿¡�N2vw��［３０］［３１］}~²V�

@\ÎD��à�４¿RBg2ÒÓ，6"2’¼8（１，３）．
�,，!"°t Ｈ（２）＝４，:Z[2XYNÕÆð&£ H．

３ÎD��2��vw

-ｎD��2oNvwÑ\ ＨｉｌｂｅｒｔX１６C�O¿ê�uµe�Ô，Õ;vw-ë

no2b¿ｎD��，68q9,RBg？A}¿？62�A»M2�ce!K�？-

bc2ｎ*ｎÖ^2�ØTêVO8b4¤’7e¨äX2G．!"ªJ?­，2mｎ＝２
（ÎD��）Py，�s-O°-‘a2áCvwPVÖ��，m¤Reý´，b(�ÀQ

�2ｎ%ª，̄ b(����7� ＨｉｌｂｅｒｔX１６C���A�2jk�(l．
����>vwÎD��°ã|１９６２Wî��［３］，#GAHI9,RBg2ÎD�

�’"Ô¿ûè：

Ⅰû：　ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，　ｙ＝ｘ；

Ⅱû：　ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，　ｙ＝ｘ（１＋ａｘ）；

Ⅲû：　ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，　ｙ＝ｘ（１＋ａｘ＋ｂｙ）．
-OÔ¿ûèª0’û¨©vw．,î��2�=�í�5，Ç�2}~%&’()��

Õì©\ÎD��2��oNvw，７０W÷¤e»，�1º´AG~!2eù©\O¿’

û2vw0ç．V�Ä�O(�2vwë�E\ê����，C"\�1ºÇ�9|�2

>h2b¿vw(À．
�,，£pºHd�Ⅰû��2oNvwë¬"\；Ⅱû��2vwëFP\^Á"

´，7�\^¢’áU，:©£C�ÕG~Ýe¥^；Ⅲû��ÖP\b�"´，©£2C

�8^Á2［２，３］．
!",vw¤��，ÎD���AbBJÿ2Nx，ÒK：

（１）62¦»Mbo8XY2�¦�M［２］；

（２）62RBg�]"2ÛÜ«AÝòAb¿$¬，Ý8â?Ú¬［３２，３５］；

（３）62â?Ú¬�¤Ù2¿êÖ¨≤２［３３，２７］；

（４）6A¤ÙV，boG9,RBg［３４，３５］；

（５）6,ÔÏØÚ¬Ô]G9,RBg［３６］；

（６）6AXb¾=v４¤Õ@2баутин¨ÚÛ¹n@2Ú¬foÁOD．
OBNx,ÎD��2vw¤y­É^2�<．

４ÔD��+ Ｈ（３）＝？2vw

vw\ÎD��de，ªJÙr@ÔD��2°ÍC�．:O(�2vw½U，ÖÖ

ÎD��°$�m，ÅÆ÷r@°Í2’ûvw，�¼¤VÖd¤b¬28ab�~ÎD

�2ÔD��2oNvw，y¬�ÔD��2vw£p�£,bBJÒº．w_6È，Z

;8ÎD����A2}~¶;2e�、Nx［ÒKº�r­2JÿNx（１）～（６）］，,Ô

D��¤G"�\，JK8ÔD��2Ú¬foÁOD�ÄõA?­，�J-G¬�ÔD
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��AbBO(�2e´［３７～４０］．
-| Ｈ（３）＝？2vw，�¼¤ëý÷­bB@�~¿RBg2�ØÔD��2Ò

Ó，A@�７¿RBg2［３７］*�~@�１１¿RBg2［４１，４２］．Èî，Hd�o Ｈ（３）≥１１．
:wª Ｈ（３）＝？Õ8b¿ÅÆ7�2É7e2C�．

５&�Ｌｉéｎａｒｄ��2vw

�|Ｌｉéｎａｒｄ��
ｘ＝－ｙ－Ｆ（ｘ），　ｙ＝ｇ（ｘ）

,RBg29,N，JK8àbNvwº�92>h¨¶;�<，Üy!"-&�

Ｌｉéｎａｒｄ��
ｘ＝φ（ｙ）－Ｆ（ｘ），　ｙ＝ｈ（ｙ）－ｇ（ｘ）；

*
ｘ＝φ（ｙ）－Ｆ（ｘ），　ｙ＝Ｑ（ｘ，ｙ）

?2vw．:Ö~÷28P­bBfoRBg9,2i2v’34［４３～４８］，~÷Ñ|RB

gàbN(�2��．Èî，O´8b¿BPªb«vw2z�．

６&�q�ÀÁÂ+_Í<

,&�¤ëý�ï，Ｄｕｆｆ2q�ÀÁÂ2o�ëð��ë［１９～２１］%&�&�q�ÀÁ

Â，6",no��2RBg¿ê�°-hi2vw¤，ë"�¤’Av2��．:,Í

<Ob(lV_A}~|��øé¬，-Ç"&<@A¨Í<^A��．Hðó�¼［２～４］．

７�º»72ºw(l

,oNvw2£®º，Ç"ÒÓ}Pw6¨/º»7（RBg）2(l，OB(lA2

´£|� ½ó�}�1�，�Abo2ç<N¨Ö^2Í<@B．
（１）Sðêl（Ｐｏｉｎｃａｒé　＆　Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ）

Ç"d ＶａｎｄｅｒＰｏｌ()

ｘ̈＋ａｘ ＝ε（１－ｘ２）ｘ （１）

�Ò，_¤ε＞０ÉS，W�()2Sðê．

ε＝０V，D（１）27�

ｘ（ｔ）＝Ａｓｉｎ（ωｔ＋θ），　ω２ ＝ａ，

G�Fθ＝０，äî7-ÍâB

ｘ（０）＝０，　ｘ（０）＝Ａω． （１）
ε≠０V，ÚD（１）27Hx"

ｘ（ｔ）＝ｘ０（ｔ）＋ｘ１（ｔ）ε＋ｘ２（ｔ）ε２＋…，

ａ＝ａ０＋ａ１ε＋ａ２ε２＋…，　ａ０ ＝ａ＝ω２．
§6"÷©D（１），VÖε2²D³，P

ε０：　̈ｘ０（ｔ）＋ａ０ｘ０（ｔ）＝０， （２）０

ε１：　̈ｘ１（ｔ）＋ａ０ｘ１（ｔ）＝－ａ１ｘ０（ｔ）＋（１－ｘ２
０（ｔ））ｘ０（ｔ）， （２）１

ε２：　̈ｘ２（ｔ）＋ａ０ｘ２（ｔ）＝－ａ２ｘ０（ｔ）－ａ１ｘ１（ｔ）＋
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（１－ｘ２
０（ｔ））ｘ１（ｔ）－２ｘ０（ｔ）ｘ１（ｔ）ｘ０（ｔ）， （２）２

　　……

6"’K�ºâã34

ｘ０（０）＝０，　ｘ０（０）＝Ａω； （２）′０

ｘｎ（０）＝０，　ｘｎ（０）＝０，　ｎ≥１， （２）′ｎ

^�7．ｎ＝０V，7T�

ｘ０（ｔ）＝Ａｓｉｎωｔ，

ｎ＝１V，�7()

ｘ̈１＋ω２ｘ１ ＝－ａ１Ａｓｉｎωｔ＋Ａω（１－ １
４Ａ２）ｃｏｓωｔ＋ １

４Ａ３ωｃｏｓ３ωｔ， （３）１

�c�Üy))，v;3483

ａ１Ａ＝０，　Ａω（１－ １
４Ａ２）＝０．

Oþ，Ç"P­

ａ１ ＝０　 + 　Ａ＝２
（Ａ＝０8GHF2）．OV，A

ｘ０（ｔ）＝２ｓｉｎｔ
+D（３）１ "�

ｘ̈１＋ω２ｘ１ ＝２ωｃｏｓ３ωｔ．

6AJ7－１
４ωｃｏｓ３ωｔ

+�7

ｘ１（ｔ）＝Ａ１ｓｉｎωｔ＋Ｂ１ｃｏｓωｔ－ １
４ω

ｃｏｓ３ωｔ．

�âã34（２）′１ <oＡ１，Ｂ１，P7

ｘ１（ｔ）＝ １
４ω

（ｃｏｓωｔ－ｃｏｓ３ωｔ）．

²þ2% ，Pａ２＝１
８

¨D（２）２ +D（２）′２ 27

ｘ２（ｔ）＝－ ２９
９６ω２ｓｉｎωｔ＋ ３

１６ω２ｓｉｎ３ωｔ－ ５
９６ω２ｓｉｎ５ωｔ．

Oþ，Ç"P­\D（１）27­εÎD2w6D

ｘ（ｔ）≈ｘ０（ｔ）＋ｘ１（ｔ）ε＋ｘ２（ｔ）ε２　　　　

＝ （２－２９ε２

９６ω２）ｓｉｎωｔ＋ ε
４ω

ｃｏｓωｔ＋

３ε２

１６ω２ｓｉｎ３ωｔ－ ε
４ω

ｃｏｓ３ωｔ－ ５ε２

９６ω２ｓｉｎ５ωｔ．

+�

ａ≈ａ０＋ａ１ε＋ａ２ε２
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＝ω２＋ １
８ε２，

P　　　　　　　　　　　ω≈ ａ－１
８ε槡 ２＝ａ

１
２ （１－ε２

１６ａ
）．

（２）К Б ¸�(l（Ａ．Ｈ．Колмогоров，Ｈ．Ｈ．Боголюбов）

d()

ｘ̈＋εｆ（ｘ，ｘ）＋ω２ｘ＝０ （４）

�Ò，_¤Úｆ-./01；ε＞０ÉSVε｜ｆ（ｘ，ｘ）｜ÉS．

ε＝０V，()（４）�

ｘ̈＋ω２ｘ＝０，

6A7

ｘ（ｔ）＝Ａｓｉｎ（ωｔ＋φ）≡Ａｓｉｎψ，　ψ≡ωｔ＋φ， （５）
ｘ（ｔ）＝Ａωｃｏｓψ． （６）

　　ε≠０V，ÚＡ＝Ａ（ｔ），φ＝φ（ｔ）ë8ｔ2Qê，:.VÉx，()（４）27ú"

ｘ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ（ｔ））， （７）

äA

ｘ（ｔ）＝Ａ
·

ｓｉｎψ＋Ａ（ω＋φ（ｔ））ｃｏｓψ．
6�（６）DVÖ，P

Ａ
·

ｓｉｎψ＋Ａφ（ｔ）ｃｏｓψ＝０． （８）

úG（６）D¤Ａ，φ]"ｔ2Qê，-ｔ�=，P

ｘ̈（ｔ）＝Ａ
·

ωｃｏｓψ－Ａω（ω＋φ）ｓｉｎψ， （９）

§（５）、（６）、（９）D÷©()（４），WP

Ａ̈ｃｏｓψ－Ａφｓｉｎψ＝－ ε
ωｆ（Ａｓｉｎψ，Ａωｃｏｓψ）． （１０）

Em（８）̈ （１０）©D¤7@Ａ
·

¨φ，P

Ａ
·

＝－ ε
ωｆ（Ａｓｉｎψ，Ａωｃｏｓψ）ｃｏｓψ，

φ＝ ε
Ａωｆ

（Ａｓｉｎψ，Ａωｃｏｓψ）ｓｉｎψ．

O©¿()2abë8ε2bDD，H÷ñεÉSV，Ａ ¨φ ë8.VÉx2ｔ2Qê，Ý

$ε＝０VＡ¨φë8%ê．Èî，Ç"GＡ
·

¨φ,Ñ|ｔ2２π
ω

º»«F¸�B，́ T,Ñ

|ψ,２πº»«F¸�B，P

Ａ
·

＝－ ε
２πω∫

２π

０
ｆ（Ａｓｉｎψ，Ａωｃｏｓψ）ｃｏｓψｄψ， （１１）

φ＝－ ε
２πＡω∫

２π

０
ｆ（Ａｓｉｎψ，Ａωｃｏｓψ）ｓｉｎψｄψ， （１２）
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dO©¿()27^�o()（４）27（７）¤2Ａ（ｔ）̈ φ（ｔ），O�8Ｋ б¸�B(l2½

?．
5�<î(lE7 ＶａｎｄｅｒＰｏｌ()

ｘ̈－ε（１－ｘ２）ｘ＋ｘ＝０， （１３）

OMω＝１，-Í2

ｆ（Ａｓｉｎψ，Ａωｃｏｓψ）＝－（１－Ａ２ｓｉｎ２
ψ）Ａｃｏｓψ．

’K�（１１）、（１２）D，P
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１vwT�@��
ｘ＝２ｘｙ，　ｙ＝１＋ｙ２－ｘ２＋ｙ２
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2�ce!°L．

２·���
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｘ－αｙ＋μｘ

２－ｙ２

»M2�ce!，_¤α＞０，μ＞０．

３’���
ｘ＝ｘｙ－ｘ２，　ｙ＝ｙ２

»M2�ce!，Tê@_°L．

４óô��
ｘ＝１－ｘｙ２，　ｙ＝βｙ（ｘｙ－１），（β＞０）

�Z[：9,β ∈（１，３］，ñ１＜β＜β V，��9,àbRBg；ñ０＜β≤１*β≥β V，�

�G9,RBg．T�@�c°L．

５·���

ｘ＝ｘ（ｙ－β），　ｙ＝α－βｙ－ １
α
ｘｙ

（α＞０，β＞０）2�ce!，T�L．

=>?@<

１!�Ｓ２ º01ÀÁÂ2$¬Õê¨

!�Ｓ２ 8b¿Î�É>��，Ç",_ºo�b¿01ÀÁÂ，Ú³ÀÁÂ2$¬

ë8â�2，ä$¬¿êAB．
,Ｓ２ º¥Fb%¬Ｐ，,Ｐ*wFb�ñ¦�MＣ，UＣ«+_ºk$¬，ÀÁÂ’

¼KLⅠ．E§!�ÑＣ�]2dÔ2¢’ï6（,-�i）"7dＣ�*µ2¸�ÛÜ

Ｄ，KLⅡ．

Oþ，!�Ｓ２ º2�A$¬�¢,ÛÜＤ «，IJ6"2Õê¨?|LⅡºＣ2q

�êＩ（Ｃ）＝２．|8，Ç"A

*,
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（ⅰ）!�Ｓ２ º¥�01ÀÁÂ，üòAâ�$¬，ä�A$¬2Õê¨?|２．
（ⅱ）Ｐｏｉｎｃａｒéspº2¸�01ª¹��，üòAâ�$¬，ÝGsp*µº-k$

¬ò]Pb¿$¬^¨/，äîspº�A$¬2Õê¨?|１．

２$<kl$¬2Nx^f§RBg29,

AKÇ"$d\klm$¬ë8m�è2，y,AB92àb$¬ú8Gjo2Ú

¬*e¬，OV´dWHvñgÜo ¤Ô4µ2]È，�Hfo�~Ab¿joRBg

29,．&�¤ ＶａｎｄｅｌＰｏｌ()�H<OP(lZ[_RBg29,N．[¼OP½®，

Ç"E�@klm9ðäXb¬2}¿ÒÓ

Ò１　��
ｘ＝－ｙ－（ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３），　ｙ＝－ｘ，

ñａ１ａ３＜０V，6�~9,b¿RBg．
Ò２　��

ｘ＝ａ１１ｘ＋ａ１２ｙ＋ｙ２，
ｙ＝ａ２１ｘ＋ａ２２ｙ－ｘｙ＋ｃｙ２

Þß34：

（ⅰ）ａ１１＜０，｜ｃ｜＜２，

（ⅱ）（ａ１２－ａ２１＋ｃａ１１）２＜４（ａ１１ａ２２－ａ２１ａ１２），

（ⅲ）ａ１１＋ａ２２＞０
V，�~9,b¿RBg．

Ò３　��
ｘ＝－ｙ－３ｘ２＋ｘｙ＋ｙ２，

ｙ＝ｘ（１＋ １
６ｘ－３ｙ），

�~9,©¿RBg．
Ç"GO３¿ÒÓ£�¢�，«-Ò３�bBrá：

（ⅰ）AB96òA©¿$¬：Ｏ（０，０）8joÚ¬，Ａ（０，１）8GjoÚ¬；

（ⅱ）òAàb2klm$¬，8ü¬；

（ⅲ）1Mｙ＝１
３

ºAｄｙ
ｄｔ＝ｘ２

６＞０，8k=1M．

３-��2�ce!2·�ÖäXN

ê@b¿no��2�c,-e!°L，Hd�8-³��oNvw2aR�5，:

;P­O¬-~�D��^�ëý8Gåæ\，JK8��¤pAH.ðêV，áU�.

P¤’äXy��ÁR^．ÒK-ÎD��¤2¬�Ⅰû()
ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，　ｙ＝ｘ，

�¼［４］2１２2Z[\，,ðêδ，ｌ，ｍ，ｎG²2FB56¦ÊA４７PG²2�c,-e

!°L，ÝHdê@^．P­OP<o2、¬T2e�，8ñò\ó^ôÄ2．
-ÎD��¤Ⅱû、Ⅲû()，áU�QäX\，ÕmõAP­Oþ¬T2e�．Ç�
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¼［５］¤�ÎD��ëýP­}ï１０００PG²2,-e!°L，TO¨O¿ê)A�s

}ï２０００．O8~0äX2b4��õ！

ABCD

［１］¿/À．&’()�o�2Ð’�M（ºÁ）．ÂÃ：{�@ÄÅ，１９５９
［２］Ú&/，æö．ÀÁÂ2q�¥ �+_Í<．ÂÃ：ÂÃ^�@ÄÅ，１９８２
［３］ãäå，æçù．%&’()oN �Ü�．ÂÃ：�?èé@ÄÅ，１９９４
［４］î��．~�D&’��oN �．º�：º�{�|¦@ÄÅ，１９９５
［５］ＤｕｍｏｒｔｉｅｒＦ，ＲｏｕｓｓａｒｉｅＲ，ＲｏｕｓｓｅａｕＣ．Ｈｉｌｌｂｅｒｔ１６ｔｈｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｑｕａｄｒａｔｉｃｖｅｃｔｏｒ

ｆｉｅｌｄｓ．（Ｐｒｅｐｒｉｎｔ　１９９１）
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#9%　HILM(+,b8Q?rs@<

,Ç"@A\-no¸�ª¹��ê@6�¸�º»M’¼L2«�¨
(le，i2C�úQs\：K´³���­\rP“UÄ”（OPUÄ´HØ
�,��r¿ðê2&S.Ä），ëP­2»M’¼e!LÙ�spx.V
u？O�8p¾;·�2�;C�———��2e!joN．

ñ��¤r¿ðêF­*�ïr¿BV，»Me!tJ�spx.V（e
!Gjo），OPt.Æ�’Y��．O8ñ÷{|w３０W^¶;2LMNv
wz�，p¾§,ê�º‘;、:Ö��>ÒÓ¸�ª¹��’YC�2’û
¨vw(l．

#$-　+,b8Q

!、�M��

Ç"2mÔ¿‘aÒÓ�y：
w４１　ó���

ｘ＝－ｙ＋αｘ３，　ｙ＝ｘ＋αｙ３， （４１）α
α∈（－ε，ε），ε＞０v’S．

ñα,Û×（－ε，ε）ºFBV，α＜０，Ｏ8GjoÚ¬；α＝０，Ｏ8¤Ù；α＞
０，Ｏ8joÚ¬．$¬Ｏ OÔPN¾8ApxÛK2，T6",,-²÷�
i58ÔPG²2e!，Ç"���（４１）０ 8e!Gjo2．

w４２　ó���
ｘ＝α２－ｘ２，　ｙ＝－ｙ， （４２）α

α∈［０，ε），ε＞０v’S．
ñα,［０，ε）ºFB，α＝０V，Ç",Xb¾X�2¤·�ï，Ｏ8üe¬

［L４ １（ａ）］；α＞０V，��（４２）α A©¿â?$¬Ａ１（－α，０），Ａ２（α，０），Ａ１

8ü¬，Ａ２ 8e¬［L４ １（ｂ）］．α2O©PFBG«U$¬N¾¬�Gb
þ，yÝ¿ê´Gbþ，ñJ��（４２）α 8e!Gjo2．yÝ，Ç"ÕH]
­，ñα→０VＡ１ �Ａ２ ¶:y"Ｏ，�dHGü¬]"b¿ü¬¨b¿e¬G



L４ １

§�Uy“ñ”"2．
w４３　ó���

ｘ＝Ｘ０ｃｏｓα－Ｙ０ｓｉｎα，
ｙ＝Ｘ０ｓｉｎα＋Ｙ０ｃｏｓα，

（４３）α

α∈（－ε，ε），ε＞０．_¤

Ｘ０ ≡－ｙ＋ｘ（ｘ２＋ｙ２－１）２，

Ｙ０ ≡ｘ＋ｙ（ｘ２＋ｙ－１）２．
,XÎ¾XX2Ò２８¤ë·�ï：α＝０V，��
（４３）０ Aàb2öjoÎ¶RBgｒ＝１（«jÔG
j）；α＞０V，��（４３）α AÝòA©3a¶RBg

ｒ＝ １＋ ｔａｎ槡槡 α，　ｒ＝ １－ ｔａｎ槡槡 α，

HÕGjo，eÕjo，6"Hd]PÎ¶gｒ＝１ýUÄenm"2；α＜０
V，��（４３）α õARBg（45\）．Èî��（４３）α 8e!Gjo2．

e!Gjo2��,�à¤%%8GHF2．õ0，Ì0þ2��8e!
jo2ø？�,Ç"�©bc2·�．

ÚＢ8°¸�ｘ ｙº2b¿Aµ¦ÛÜ，_*µ�‘a¦�M．,Ｂº
óô��

Ｆ：ｄｘ
ｄｔ＝Ｘ（ｘ，ｙ），　ｄｙ

ｄｔ＝Ｙ（ｘ，ｙ）， （２２）

_¤Ｘ，Ｙ∈Ｃ１（Ｂ），TÚ��（２２）-Ｂ2*µＢ8k=2（G�Ú»M��
ÔÀ«）．=

犉≡ ｛Ｆ｜Ｆ＝ （Ｘ，Ｙ），Ｘ，Ｙ ∈Ｃ１（Ｂ）｝，
EáÞßºÌ342Ｆ2�Ø+"2d:．,犉¤Ü©\ê

‖Ｆ‖ ≡ ｍａｘ
（ｘ，ｙ）∈Ｂ

｜Ｘ｜＋｜Ｙ｜＋ Ｘ
ｘ ＋ Ｘ

ｙ ＋ Ｙ
ｘ ＋ Ｙ

［ ］ｙ
，

¨$�

ρ（Ｆ，Ｇ）≡ ‖Ｆ－Ｇ‖，Ｆ，Ｇ∈犉．
æ$，,Oþ2o�5，Ｆ8b¿Ｂａｎａｃｈ’×．

*/４１　noＢº2��Ｆ０ ¨Ｆ，K´9,,-²÷Ｔ：Ｂ→Ｂ，UＦ０

2»MýＴ �i"Ｆ 2»M，Ý��oÀG.．äÆ,Ｂ ºＦ �Ｆ０ mn
op．

*/４２（АндроновПонтрягин
［１］）　no��Ｆ０∈犉，K´ε＞０，δ＝

δ（ε）＞０，U-Þß
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ρ（Ｆ０，Ｆ）＜δ，　Ｆ∈犉
2ø¿Ｆ，9,,-²÷Ｔ：Ｂ→Ｂ，UP,ＢºＦ �Ｆ０ ,-?@，Ý

ｄ（ｐ，Ｔ（ｐ））＜ε，ｐ∈Ｂ．
äÆＦ０ ,ÛÜＢº8TUX*$，_¤ｄ（·，·）EáＲ２ ¤2$�．

e!jo2��ð АП ÆÖ�öde．O¿o�¤2Ｔ Æ�ε ,-
²÷．

*/４３（Ｐｅｉｘｏｔｏ［４］）　no��Ｆ０∈犉，K´9,δ＞０，U-Þß

ρ（Ｆ０，Ｆ）＜δ，　Ｆ∈犉
2ø¿Ｆ，9,,-²÷Ｔ：Ｂ→Ｂ，UP,ＢºＦ �Ｆ０ ,-?@．äÆＦ０ ,
ÛÜＢº8TUX*$．

e!joN8b¿R_¶;yí�¨m2��，Андронов¨ Понтрягин
,１９３７W�2r@\#"ÆÖ�“ù��”2��84\Gy2Gá，OMú
@^8�\\7Ou¶;2ú�．ñV6o�¤Õ;�d:犉¤��Ｆ87
���，O¿ ;�１９５２W�ð Ｈ．ＤｅＢａｇｇｉｓ［２］ÍQ�Ｆ∈Ｃ１（Ｄ）\．１９５９～
１９６２W Ｍ．Ｍ．Ｐｅｉｘｏｔｏr@\o�４３，T¬"\6¨o�４２2?@NZ
[，Uo�４３"�^�O 2e!joN5çrl，d5Ç"�,îo�5
x°·�．

*/４４　üＦ０∈犉8e!jo2．äÞßo�４３¤

ρ（Ｆ０，Ｆ）＜δ，　Ｆ∈犉
2b=ＦëÆ�Ｆ０ 2÷øùde．

üＦ8Ｆ０ 2Hû��，ä,Ｂº,-?@2é�5，HdＦC÷Ｆ０．

V、TUX*+�M*,

*,４１　ÚＦ∈犉，Ｆ,Ｂ º8e!jo2v’¯;348d5Ô¿3
4²V"�：

（ⅰ）ＦòAAB¿$¬，TÝë89�2；
（ⅱ）ＦõA0�ü¬­ü¬2»M；
（ⅲ）ＦòAAB¿¦»，TÝë8a¶RBg．
Ç"<b�çÜ ^Z[îo ．
�,４１　Ｆ�e!jo2��，äＦòAAB¿$¬．
JK　ÚＦ＝（Ｘ（ｘ，ｙ），Ｙ（ｘ，ｙ）），Ｘ，Ｙ∈Ｃ１（Ｂ）．ÈＦ8e!jo2，�

d9,δ＞０，ñρ（Ｆ，Ｇ）＜δ，Ｇ∈犉V，Ｇ�Ｆ ,-?@．� Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓo ，
HF­~�D��（Ｐｎ（ｘ，ｙ），Ｑｎ（ｘ，ｙ））≡Ｇ ^.wＦ，Uρ（Ｆ，Ｇ）＜δ；ÝU

·８４１· k�l　45de$TUX*+6’ú\]



Ｐｎ �Ｑｎ ôx．È~�D��Ｇ òAAB¿$¬，N,-?@2Ｆ ´òIA
²þ~¿$¬．ZS．

�,４２　Ｆ�e!jo��，äＦ2$¬¯oë89�2．
JK　Ç"’©«^Z，�2Z[Ｆe!jo，äＦ2$¬ë8â?2；

XÎ«Z[ＦõA¤Ù．õ0Ｆ2$¬ë89�2\．
（１）<�Zl，G�ÚＯ（０，０）G8Ｆ2â?$¬，TA

（Ｘ，Ｙ）
（ｘ，ｙ） （０，０）

＝０，

Ç"^=@lm．���
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ）＋εａ１ｘφ（ｘ，ｙ），
ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）＋εａ２ｙφ（ｘ，ｙ），

（４４）

_¤φ（ｘ，ｙ）8~�D，Þßφ（０，０）＝１，,Ｆ2_#$¬ºφ＝０（�|ëZＦ
2$¬òAAB¿，O8PP­2）．ëÚＦe!jo，åæ´Zñε＞０ß�
SV��（４４）8Ｆ2Hû}��，T��（４４）�ＦA°²¿ê2$¬，ú
IJＦ2$¬ë8��（４４）2$¬，N6"A¬�°²2$¬．

ÄÚＣ8dＯ �Ù，ökß�S2s，_«¢ÑＯÔGp_#$¬．ñε
＞０ß�SVHU��（４４）�Ｆ,Ｃ ºdª�<o2ÀÁÂ,²b¬ºG
F°�2(À，äＯ-Ｆ +��（４４）A°²2Õê．:¯b(�H/P

ｑ≡ （Ｘ，Ｙ）
（ｘ，ｙ） （０，０）

＋εＸ
ｘ

ａ２＋Ｙ
ｙ

ａ１＋εａ１ａ［ ］２
（０，０）

＝εＸ
ｘ

ａ２＋Ｙ
ｙ

ａ［ ］１
（０，０）

＋ε２ａ１ａ２．

�îH÷，Ç"Nñ>j&ａ１，ａ２，+HUｑ＞０，́ HUｑ＜０，Oékµ��
（４４）26¬Ｏ2ÕêHd8＋１，́ Hd8－１．O8lm．

（２）ÚＦ2AB¿$¬8（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ．3

φｉ（ｘ，ｙ）＝ｙ－ｙｉ－ｍ（ｘ－ｘｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ，
_¤%êｍ [K5(ljF：φｉ（ｘ，ｙ）＝０8ýïr$¬（ｘｉ，ｙｉ）21M，Ç"
jｍ U³1MGýï_#ｎ－１¿$¬（ｘｊ，ｙｊ），ｊ＝１，…，ｎ；ｊ≠ｉ；Ýｍ≠１．O
þ2ｍ 8HdF­2．

���Ｇ：
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ）＋φ（ｘ，ｙ），
ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）＋φ（ｘ，ｙ），

（４５）

_¤φ＝εφ１，φ２，…，φｎ，ε＞０．åæ´Z，εß�SV，D（４５）o�2��Ｇ8

Ｆ 2Hû}��，Èy62$¬´8（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ．ý¨/P
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
ｘ

（Ｘ＋φ）＋ 
ｙ

（Ｙ＋φ［ ］）（ｘｉ，ｙｉ）

＝ Ｘ
ｘ＋Ｙ

［ ］ｙ （ｘｉ，ｙｉ）
＋ε（１－ｍ）ｈｉ，

（４６）

_¤

ｈｉ ＝ ∏
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
φｊ（ｘｉ，ｙｉ）≠０．

OV，üｓ¿（０≤ｓ≤ｎ）

Ｘ
ｘ＋Ｙ

［ ］ｙ （ｘｉ，ｙｉ）
＝０，ｉ＝１，…，ｓ，

ｎ－ｓ¿

Ｘ
ｘ＋Ｙ

［ ］ｙ （ｘｉ，ｙｉ）
≠０，ｉ＝ｓ＋１，…，ｎ．

-Oｎ－ｓ¿G?|82，Ç"E§εFPSB，RHU-b=ｉ＝１，２，…，ｎ，
（４６）Dab{G?|8，Oþ��Ｇ �õA¤Ù．�|Ｇ 8Ｆ 2Hû}�
�，NＦ´õA¤Ù．ZS．

�,４３　Ｆ�e!jo��，äＦõA0�ü¬­ü¬2»M．
JK　���Ｇα：

ｘ＝Ｘｃｏｓα－Ｙｓｉｎα≡Ｘ－Ｘ（１－ｃｏｓα）－Ｙｓｉｎα，
ｙ＝Ｘｓｉｎα＋Ｙｃｏｓα≡Ｙ＋Ｘｓｉｎα－Ｙ（１－ｃｏｓα），

（４７）α

68��ＦýMV[(Àq�α]y"，6�ＦA°²2$¬，Ýò;α＞０
ß�S，Ｇα �8Ｆ 2Hû}��．

Ú¬Ａ8Ｆ ¨Ｇα 2b¿ü¬，dＬ０ �Ｌα ’KEáＦ ¨Ｇα mＡ @�
2»M，ä,Ａ ¬2©=M2�]�α，Ｌ０ 2=M,¬Ｄ 2fM;FM�

Ｌ０，Ｌα !"2�*Ô]CＡＰ０Ｐα º，ñαß�S，¬Ｄ ß��wＡ V，ÑＡ
ÔGEA$¬，Ý1MＰ０Ｐα!"D（４７）α 2k=Mu［L４ ２（ａ）］．

�ÚＦAmü¬Ａ ­ü¬Ｂ 2»MＬ０，Ç"^=@lm．OVHû}�
�Ｇα ´ÍAmＡ ­Ｂ 2»MＬα．,Ｂ¬´�Ａ bþ，A�*Ô]CＢＱ０Ｑα，

_ºÑＢÔGp_#$¬，ÝＱ０Ｑα!"D（４７）α 2k=Mu［L４ ２（ｂ）］．
�|Ｌ０ ºmＰ０ ­Ｑ０ ��V×AB，[7-âB�ðê201N$，ñαß
�SVHUＬ０ �Ｌα v’�w，myUＬ０ �Ｌα �]2T¿üýCÛÜºÑ

Ａ，ＢÔk_#$¬．OV，,Ｌ０ º��Ｇα 2ÀÁÂëÕÀüý«¢，NmＬ０

º¥b¬Ｍ @�2Ｇα 2»Mª©üýeòI^|Ｂ ¬，O§=�Akl~
3Ｇα 2»M^|Ｂ，O�8ü¬lm．
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L４ ２

üＡ¬�Ｂ ¬¶:V，Z[´°²．ZS．
�,４４　Ｆ 8e!jo2，ä�~òAAB¿¦»，6"ë8a¶R

Bg．
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Í<½Qêo ，Ç"Hmｇ（ｙ，λ）＝０¤7@aB2

ｙ＝φ１（λ），　φ１（０）＝１；

ｙ＝φ２（λ），　φ２（０）＝－１； ｜λ｜１．

ÕH<�o�ê2bl�@w6D

ｙ＝φ１（λ）＝１＋１
２λ

５＋ｏ（λ５），

ｙ＝φ２（λ）＝－１＋１
２λ

５＋ｏ（λ５），
｜λ｜１，

-Í

ｘ＝ｘ１（λ）＝λ＋１
２λ

６＋ｏ（λ６），

ｘ＝ｘ２（λ）＝－λ＋１
２λ

６＋ｏ（λ６），
｜λ｜１．

OþÇ"�P,（０，０）(Ü¤$¬2’YáUKL４ １０（ｂ）�á，6�L４
１０（ａ）8,-?@2，7J8１¿λB（｜λ｜１）-Í３¿$¬．
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L４ １０

　　w４９　·���

ｄｘ
ｄｔ＝λｘ－λｙ－ｘ２＋ｙ２＋ｘ３＋ｙ３，

ｄｙ
ｄｔ＝λｙ＋ｘｙ＋ｘ５＋ｙ８

（４２１）

2$¬’YC�．
C�V�·�

λｘ－λｙ－ｘ２＋ｙ２＋ｘ３＋ｙ３ ＝０，

λｙ＋ｘｙ＋ｘ５＋ｙ８ ＝０
（４２２）

,λ＝０(Ü¤8¬¿ê2.V．
3ｘ＝λｕ，ｙ＝λｖ，÷©D（４２２）P

λ２［ｕ－ｖ－ｕ２＋ｖ２＋λｕ３＋λｖ３］＝０，

λ２［ｖ＋ｕｖ＋λ３ｕ５＋λ６ｖ８］＝０．
ú3

ｇ１（ｕ，ｖ，λ）≡ｕ－ｖ－ｕ２＋ｖ２＋λｕ３＋λｖ３，

ｇ２（ｕ，ｖ，λ）≡ｖ＋ｕｖ＋λ３ｕ５＋λ６ｖ８．
åæ�@

ｇ１（ｕ，ｖ，０）＝０，　ｇ２（ｕ，ｖ，０）＝０
A7（ｕ，ｖ）＝（０，０），（１，０），（－１，２），（－１，－１）．-Í¬（ｕ，ｖ，λ）＝（０，０，０），
（１，０，０），（－１，２，０），（－１，－１，０）�Þß()

ｇ１（ｕ，ｖ，λ）＝０，　ｇ２（ｕ，ｖ，λ）＝０． （４２３）
¨/

Ｊ≡ （ｇ１，ｇ２）
（ｕ，ｖ） ＝

１－２ｕ＋３λｕ２ －１＋２ｖ＋３λｖ２

ｖ＋５λ３ｕ４ １＋ｕ＋８λ６ｖ７
，
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IJA

Ｊ（０，０，０）＝１，Ｊ（１，０，０）＝－２，Ｊ（－１，２，０）＝－６，Ｊ（－１，－１，０）＝－３
�G?|8．Í<½Qêo ，H,λ＝０2S(Ü«m()（４２３）7@aB2

ｕ＝φｉ（λ），　ｖ＝ψｉ（λ），　ｉ＝１，２，３，４．
Þß

φ１（０）＝０，

ψ１（０）＝０｛ ；　
φ２（０）＝１，

ψ２（０）＝０｛ ；　
φ３（０）＝－１，

ψ３（０）＝２｛ ； 　 φ４（０）＝－１，

ψ４（０）＝－１｛ ；
÷íｘ，ｙP

ｘ＝λφｉ（λ），　ｙ＝λψｉ（λ），　ｉ＝１，２，３，４，
Þßλ＝０Vｘ＝０，ｙ＝０．

OZ[\：λ＝０8D（４２１）2’YB，,λ＝０VD（４２１）òAb¿~¶
$¬（０，０），ñλ≠０，｜λ｜v’SVD（４２１）ÕAºDn@2４¿$¬．

�e，Ç";�[28，à1º,$¬¿ê�s.V2²V，~ê��»
Me!ÕHI�s_#.V（ÒK*¥A¦»、²’»、3’»2Qs*4
5），O§,p¾�eb2IJ2Ｂｏｇｄａｎｏｖ Ｔａｋｅｎｓ’Y¤]­．

#9-　Ｈｏｐｆrs

óôpðêλ2¸���
ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ，λ），　ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ，λ）， （４２４）

_¤（ｘ，ｙ）∈Ｒ２，λ＝（λ１，…，λｌ）∈Ｒｌ，Ｘ，Ｙ∈Ｃｒ *87�2，TÚλ＝０VA$
¬Ｏ（０，０），D（４２４）2bDw6��AJùãａ（λ）±ｉｂ（λ），_¤ａ（０）＝０，

ｂ（０）＞０［Tλ＝０VD（４２４）2bDw6��dＯ�¤Ù］．
*,４３　Úλ＝０VD（４２４）dＯ�jo（Gjo）2bÏØÚ¬，yñ

λ≠０Ý｜λ｜v’SVＯ.�Gjo（jo）2Ú¬．äD（４２４）,Ｏ2Ô](
w’Y@àb2¦»，68jo（Gjo）2RBg

JK　,º�AÚ5D（４２４）ýMN..V�
ｘ＝ａ（λ）ｘ－ｂ（λ）ｙ＋Ｘ２（ｘ，ｙ，λ），
ｙ＝ｂ（λ）ｘ＋ａ（λ）ｙ＋Ｙ２（ｘ，ｙ，λ）

EÜ©R45V�
ｄｒ
ｄｔ＝ａ（λ）ｒ＋Ｏ（ｒ２），

ｄθ
ｄｔ＝ｂ（λ）＋Ｏ（ｒ）
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�ｂ（０）＞０$｜λ｜v’SVｂ（λ）＞０，N�XÎD$Ｏ(Ü¤»M�cＯ MV
[q�

L４ １１

òZ�>ÔáCλ＝０V,&ｘ8º

Ｏ (wF¬Ａ，�ÚＯjo，N�Ａ @�2

»MMV[cＯ bºe�&ｘ 8±|ＯＡ
«b¬Ｂ E�7-ðê201z{NH
$，ñλ≠０，｜λ｜v’SV，mＡ@�2»M
（L４ １１¤!M�á）��&ｘ8E±|

ＯＡ«b¬Ｂ１�Ú，OV2Ｏ ë.�Gj

oÚ¬，Èyñ¬Ｃv’�wＯ V︵ＣＤ»M

¨ｘ 8ºＤＣMu+"2«4µ，ＡＢ１ »M

¨ＢＡMu+"2Ô4µ!"\gÜo 2gÜ，,_¤bo9,cＯ 2j
oRBg�|AÚλ＝０VＯ8bÏØÚ¬，�dmＯ“D@”2RBg8à
b2ZS

*,４４（&� Ｈｏｐｆ’Yo ）　Úλ＝０VD（４２４）dＯ �ｍ ÏØÚ
¬，ÝD（４２４）2ab�Ｃｒ（ｒ≥２ｍ＋１）ûQêä9,ε０，δ０＞０，U-¥�λ
＝（λ１，…，λｌ），｜λ｜＜ε０，D（４２４）,dＯ�Ù，δ０ �ök2s(ÜＳδ０

（０）«�
~Aｍ ¿RBg；Ý-¥bε∈（０，ε０），9,λ，｜λ｜＜ε，U-Í2��（４２４）
,Ｓδ０

（０）«¦Aｍ ¿RBg

L４ １２

JK　�Úλ＝０VＯ �ｍ ÏØÚ
¬，NＯ(w2eµQê�

ρ（ｃ）＝ａｋＣｋ＋ｏ（Ｃｋ），ａｋ ≠０，ｋ＝２ｍ＋１
（ａｋ HI°¶b¿&êÈÓ，÷Xb¾X
Ô2¤Ù Ú¬foÚ¬Á2o�）�7
-âB¨ðê201z{N，ñλ≠０，｜λ｜
v’SV，D（４２４）,Ｏ (w2eµQê

HEá�
珋ρ（ｃ，λ）＝珔ａ１（λ）ｃ＋珔ａ２（λ）ｃ２＋…＋珔ａｋ（λ）ｃｋ＋ｏ（ｃｋ）， （４２５）

_¤｜珔ａｉ（λ）｜（ｉ＝１，２，…，ｋ－１）�ÉS，珔ａｋ（λ）≠０D（４２５）2,Ｏ (w28

¬¿ê�珔ａ１（λ）ｃ＋…＋珔ａｋ（λ）ｃｋ <o，N9,ε０，δ０＞０，Uñ｜λ｜＜ε０ V，珋ρ（ｃ，λ）

,（－δ０，δ０）«�~9,ｋ＝２ｍ＋１¿8¬
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�Z｜λ｜＜ε０ V,Ｓδ０
（０）«D（４２４）�~òAｍ ¿RBg�Zl，Ú

Aｍ＋１¿g，ä,Ｓδ０
（０）«øb¿g�&fｘ8（�R8)M）d±|b¬

（ｃ１，０），（－ｃ２，０），ｃ１，ｃ２∈（０，δ０）Èîｃ１，－ｃ２ �珋ρ（ｃ，λ）2©¿8¬，ｍ＋１¿
RBg�-Í\（－δ０，δ０）«２（ｍ＋１）¿珋ρ（ｃ，λ）28¬，O�ºÌlm

o 2XÎ¢’;Z[ｍ ¿RBg8Hdà�2�+Ä��
ｘ＝Ｘ０（ｘ，ｙ）＋μ０ｘ＋μ１ｘ（ｘ２＋ｙ２）＋…＋μｍ－１ｘ（ｘ２＋ｙ２）ｍ－１

≡Ｘ（ｘ，ｙ，μ０，μ１，…，μｍ－１），
ｙ＝Ｙ０（ｘ，ｙ）＋μ０ｙ＋μ１ｙ（ｘ２＋ｙ２）＋…＋μｍ－１ｙ（ｘ２＋ｙ２）ｍ－１

≡Ｙ（ｘ，ｙ，μ０，μ１，…，μｍ－１），

（４２６）

_¤Ｘ０（ｘ，ｙ），Ｙ０（ｘ，ｙ）’K=λ＝０VD（４２４）2abＸ（ｘ，ｙ，０），Ｙ（ｘ，ｙ，

０）6,Ｏ(w2eµQê=�
珓ρ（ｃ，μ０，…，μｍ－１），A珓ρ（ｃ，０，…，０）＝ρ（ｃ）

�7-âB¨ðê201z{N$，-¥�2ε∈（０，ε０），9,μ¨ｄ，μ∈
（０，ε），ｄ∈（０，δ０），Uñ｜μｉ｜＜μ（ｉ＝０，…，ｍ－１）V，珓ρ-b=ｃ∈（０，ｄ）�
Ao�Ý_8¬�-Í2¦»Mëh|Ｓδ０

（０）«
�Úρ（ｃ）¤ａｋ≠０，Tρ

（２ｍ＋１）（０）≠０，�<oy÷G�Úρ
（２ｍ＋１）（０）＞０^

Z，OVＯ�λ＝０VD（４２４）λ＝０，́ Tμ０＝…＝μｍ－１＝０D（４２６）2ｍ ÏG

joØÚ¬Ç",D（４２６）¤2Fμ０＝…＝μｍ－２＝０，Úμｍ－１,（－μ，

μ）¤.ÄOVæ¨/@eµQê
珓ρ（ｃ，０，…０，μｍ－１）＝２πμｍ－１ｃ２ｍ－１＋ｏ（ｃ２ｍ－１）

Fμｍ－１＜０，äＯ.�ｍ－１ÏjoØÚ¬，û6|o ４２¤2Z[H$，O
V,ＯÔ](wQsb¿Gjo2RBgΓ１ EFμ０＝…＝μｍ－３＝０，1

μｍ－２,（０，μ）¤.Ä，ÝFμｍ－２NñSUΓ１ G45OVＯ.�ｍ－２ÏG
joØÚ¬，Nú,Γ１ «ÜQsb¿jo2RBgΓ２Oþ，[î«�°µ
.Äμｍ－３，μｍ－４，…，μ０，1_�>&f±CÝ｜μｉ｜ß�S，myUＯ bDDö
.joN，øDØÚ¬Ｏ 2ÏêÍQ１Ï，1�μ０≠０VＯ .�ùÚ¬Þ
OV’Y@Γ１，Γ２，…，Γｍ )ｍ ¿RBgZS

w４１０　óôÎD��
ｘ＝－ｙ＋ｄｘ＋ｘ２＋ｍｘｙ，
ｙ＝ｘ＋ｘ２

（４２７）

2 Ｈｏｐｆ’YC�
x　�2øéｄ≠０V
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Ａ＝
ｄ －１（ ）１ ０

，　
ｑ＝１，

ｐ＝－ｄ，　　　ｐ２－４ｑ＝ｄ２－４

�dｄ＞０（＜０），｜ｄ｜NñSV，Ｏ8Gjo（jo）ùÚ¬．
ｄ＝０V，Ｏ�D（４２７）2ØÚ¬OVHd/@［５］62X１¨X２¿Ú

¬Á（HI°¶b¿&êÈÓ）�
珋ρ

（３）（０，ｍ）＝ｍ－２，
珋ρ

（５）（０，ｍ）＝２ｍ（ｍ－５）；
ÝAe�：ｄ＝０V

（１）ü珋ρ
（３）（０，ｍ）＜０，äＯ�bÏjoØÚ¬；ü珋ρ

（３）（０，ｍ）＞０，äＯ�b
ÏGjoØÚ¬

（２）珋ρ
（３）（０，ｍ）＝０V，ü珋ρ

（５）（０，ｍ）＞０，äＯ �ÎÏjoØÚ¬；珋ρ
（５）（０，

ｍ）＞０，äＯ�ÎÏGjoØÚ¬
Ç"�<dºe�¨o ４３，,ｍ ｄ ðê¸�º’���（４２７）2

Ｈｏｐｆ’Y2]ｄ＝０1Mº，�珋ρ
（３）（０，ｍ）＝ｍ－２$，ｍ＜２VＯ�bÏj

oØÚ¬；ｍ＞２VＯ.�Gjo2bÏØÚ¬Èîðê,ｄ＝０，ｍ＞２1
MuºV，Ｏ2Ô](w@�b¿joRBgΓ１

E1ðêmOu1M,5，T1ｄm０.f，äＯú.�joùÚ¬\，
N,Γ１ «ÜúQsb¿GjoRBgΓ２ñｄµ1-SV[q�ÀÁÂ 
�，Γ１ 6S，Γ２ l^,b¿ｄBV©g¶:�b¿Î¶RBgye45，O

L４ １３

,ðê¸�º-Íb3Î¶RBg’Y�
Mｌ

1Mｄ＝０，ｍ＜０ºë$Ｏ�jo2bÏ
ØÚ¬，ｄ＞０VＯ�GjoùÚ¬，�dｄ＞
０VＯ2Ô](w´Ab¿joRBg

OþÇ"P­’YL４ １３ _ºｄ＝０
8 Ｈｏｐｆ’Y�M，（２，０）8ÎÏ Ｈｏｐｆ’Y
¬，ｌ8Î¶RBg’Y�M

Ｈｏｐｆ’YC�A}~PCD¨7l，5
�En@b¿Öbc2¸� Ｈｏｐｆ’Yo 

*,４５　Ú°dＤＲ２，ｆ：Ｄ×（－λ０，λ０）→Ｒ２ 87�2()
ｘ＝ｆ（ｘ，λ） （４２８）λ

A¸ß¬珚ｘ（λ），ｆ（ｘ，λ）,珚ｘ（λ）9-ｘ2=/Ó=�Ａ（λ）üＡ（０）2JùB
8ÿ!ê±ｉω（ω＞０），T
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ｄｅｔＡ（０）＞０，　　ＴｒＡ（０）＝０ （４２９）
<?D

Ａ（λ）＝Ａ（０）＋λＢ（λ） （４３０）

o�/æＢ（λ），üＴｒＢ（０）≠０ä*()（４２８）０ ,珚ｘ（０）*w�8¦»，*(
)（４２８）λ -λ＞０*λ＜０（｜λ｜v’S）,珚ｘ（λ）*wAàb2RBg，ñλ→０

VRBg^|珚ｘ（０），º»^|２π
ω

JK　G� �珔ｘ（λ）＝０，qä�b¸èTH-|()（４２８）λ ,Ｏ Ô
](w2º»7，6¯ïÀÁμｂ，_¤ｂ≠０8¥éFo2ÀÁ，μ8ràê
Fμｂ�âB，º»7HEá�

ｘ（ｔ，λ，μ），　　ｘ（０，λ，μ）＝μｂ
Ç"G�Ú

λ＝μｄ（μ），

È�Ｏ´H]P()（４２８）０ 2º»7，�dμ＝０V，Í-Íλ＝０úÚ(
)（４２８）λ＝μｄ（μ）ïμｂ2º»7Öº»8Ｔμ，3

Ｔμ ＝Ｔ０（１＋μｃ（μ）），

O8È�μ→０VÍＴμ→Ｔ０
�..

ｓ＝Ｔ０

Ｔμ
ｔ＝ １

１＋μｃ（μ）ｔ，　ｘ＝μｙ，

�HUº»7

ｘ（ｔ，λ，μ）＝ｘ Ｔμ

Ｔ０
ｓ，μｄ（μ），（ ）μ ＝μｙ（ｓ，μ），

ｙ（ｓ，μ）dＴ０ �º»，ｙ（０，μ）＝ｂ；()（４２８）λ V�

μ
ｄｙ
ｄｓ＝ｄｘ

ｄｓ＝ｄｘ
ｄｔ

ｄｔ
ｄｓ＝Ｔμ

Ｔ０
ｆ（μｙ，μｄ（μ））

＝ （１＋μｃ（μ））［Ａ（λ）μｙ＋μ
２Ｑ（ｙ，λ，μ）］，

E<（４３０）DV�

ｄｙ
ｄｓ＝Ａ（０）ｙ＋μＧ（ｙ，μ） （４３１）μ

_¤

Ｇ（ｙ，μ）≡ｄ（μ）Ｂ（μｄ（μ））ｙ＋ｃ（μ）Ａ（μｄ（μ））ｙ
　＋（１＋μｃ（μ））Ｑ（ｙ，μｄ（μ），μ）， （４３２）

ＱÑ|ｙ�Q�ÎD³5�^Z[：-v’S2μ∈［０，μ０］，9,àb20
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1H&Qêｄ（μ）̈ ｃ（μ），Uñλ＝μｄ（μ），Ｔμ＝Ｔ０（１＋μｃ（μ））V，()（４３１）μ
âB�ｂ27ｙ（ｓ，μ）dＴ０＝２π

ω�º»，́ �8()（４２８）λ＝μｄ（μ）2âB�

μｂ27ｘ（ｔ，λ）8dＴμ �º»2
�2()（４３１）０ 8�DMN()

ｄｙ
ｄｓ＝Ａ（０）ｙ

6dｂ�âB278

ｙ（ｓ，０）＝ｅＡ（０）Ｓｂ＝ｅ
Ｐ

０ －ω

ω［ ］０
Ｐ－１Ｓ

ｂ

＝Ｐｅ
０ －ω

ω［ ］０
ｓ

Ｐ－１ｂ

＝ （ｃｏｓωｓＥ＋１
ω
ｓｉｎωｓＡ（０））ｂ （４３３）

O¿º»72º»8２π
ω，́ TＴ０＝２π

ω

Je，()（４３１）μ dｂ�âB278

ｙ（ｓ，μ）＝ｅＡ（０）ｓｂ＋μ∫
ｓ

０
ｅＡ（０）（ｓ－τ）Ｇ（ｙ（τ，μ），μ）ｄτ，

6dＴ０ �º»2v;348

∫
Ｔ０

０
ｅ－Ａ（０）τＧ（ｙ（τ，μ），μ）ｄτ＝０

§D（４３２）÷©，v;34.�

∫
２π
ω

０
ｅ－Ａ（０）τ［ｄＢ（μｄ）ｙ（τ，μ）＋ｃＡ（μｄ）ｙ（τ，μ）

＋（１＋μｃ）Ｑ（ｙ（τ，μ），μｄ，μ）］ｄτ＝０ （４３４）
O8ÀÁ()，�©¿ÿÁ()!" Ç"<½Qêo m¤<o@Qê

ｄ（μ）̈ ｃ（μ）̂ ¬"Z[
2Zμ＝０V，m()+（４３４）Pàb27ｃ＝ｄ＝０Èμ＝０VD（４３４）�

∫
２π
ω

０
ｅ－Ａ（０）τ［ｄＢ（０）ｙ（τ，０）＋ｃＡ（０）ｙ（τ，０）

＋Ｑ（ｙ（τ，０），０，０）］ｄτ＝０， （４３５）
_¤ｙ（τ，０）KD（４３３）�á．øé­î()�bÐ’>52XÔ�Ð’�
8，O8ÈＱ（ｙ（τ，０），０，０）òRpｙ（τ，０）2ÎD�，�dðÐQêｅ－Ａ（０）τＱ 8

ｃｏｓωτ�ｓｉｎωτ2ÔD�DD．úøé/æＡ（０）�ｅＡ（０）τH±.，�d

∫
２π
ω

０
ｅ－Ａ（０）τＡ（０）ｅＡ（０）τｄτ＝２π

ω
Ａ（０）．
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Eo�/æ

珚Ｂ≡ ω
２π∫

２π
ω

０
ｅ－Ａ（０）τＢ（０）ｅＡ（０）τｄτ，

()+（４３５）�"�MN�D÷ê()+

ｄ珚Ｂｂ＋ｃＡ（０）ｂ＝０
HdZ[：-b=ÀÁｂ≠０，dçÀÁ珚Ｂｂ¨Ａ（０）ｂ+"2/æ20çD

ｄｅｔ［珚Ｂｂ，Ａ（０）ｂ］≠０ （４３６）

Èîº�2÷ê()+òA87ｃ＝ｄ＝０
5�Z[,μ＝ｃ＝ｄ＝０9，()+（４３４）�b2Qê-ｄ¨ｃ2Ｊａｃｏ

ｂｉａｎ0çDL8D（４３４）�b,（０，０，０）9-ｄ2<=ê8

∫
２π
ω

０
ｅ－Ａ（０）τＢ（０）ｙ（τ，０）ｄτ＝２π

ω
珚Ｂｂ，

-ｃ2<=ê8

∫
２π
ω

０
ｅ－Ａ（０）τＡ（０）ｙ（τ，０）ｄτ＝２π

ω
Ａ（０）ｂ

ä�D（４３６）$��ÖＪａｃｏｂｉａｎ0çD

ｄｅｔ２π
ω
珚Ｂｂ，２π

ω
Ａ（０）（ ）ｂ ≠０，

-b=ÀÁｂ≠０
OV，Í<½Qê9,o $，9,μ０＞０，，U,［０，μ０］ºmD（４３４）7

@àbaB2Qê

ｄ＝ｄ（μ），　ｃ＝ｃ（μ）；　ｄ（０）＝ｃ（０）＝０
O�8Ç"�;2e´

K´,［０，μ０］ºｄ（μ）≡０，äλ＝μｄ（μ）≡０，μ∈［０，μ０］，my()（４２８）λ
�（４２８）０ 8²b¿，O¿()μ∈［０，μ０］V，dμｂ�âB27ë8º»7，

T¸ß¬（０，０）*w�8¦»
K´,［０，μ０］ºｄ（μ）０，äAμ１＜μ０ Uñμ∈［０，μ１］Vλ＝μｄ（μ）¥μ

a¯>.V（λ＞０*λ＜０）|8()（４２８）λ 2dμｂ�âB278àb2
º»7，º»�Ｔμñμ→０，Tλ→０V，Oº»7^|¸ß¬Ｏ，º»^|Ｔ０

＝２π
ωZS

w４１１　·���

ｘ＝
０ １

－１（ ）λ
ｘ－

０
ｘ２

１ｘ
烄

烆

烌

烎２
≡ｆ（ｘ，λ）
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2 Ｈｏｐｆ’Y
x　��-¥éλB¸ß¬�Ｏ（０，０）ｆ（ｘ，λ）,Ｏ9-ｘ 2=/Ó

Ａ（λ）＝
０ １

－１（ ）λ
＝

０ １
－（ ）１ ０

＋λ
０ ０（ ）０ １

＝Ａ（０）＋λＢ（λ）
IJＡ（０）d±ｉ�JùB，ＴｒＢ（０）＝１≠０ î��Þßo ４５2b=3
4

3

λ＝μｄ（μ），　Ｔμ ＝２π（１＋μｃ（μ）），　Ｓ＝２π
Ｔμ
ｔ，　ｘ＝μｙ

ä7V�

ｘ（ｔ，λ，μ）＝ｘ Ｔμ

２π
ｓ，ｕｄ（μ），（ ）μ ＝μｙ（ｓ，μ），

��V�

μ
ｄ
ｄｓｙ＝Ｔμ

２πｆ
（μｙ，μｄ（μ）），

T

ｄ
ｄｓ

ｙ１

ｙ
烄

烆

烌

烎２
＝ （１＋μｃ（μ）） ｙ２

－ｙ１＋μｄ（μ）ｙ２－μ
２ｙ２

１ｙ
烄

烆

烌

烎２

＝
０ １

－（ ）１ ０
ｙ１

ｙ
烄

烆

烌

烎２
＋μｃ（μ） ０ １

－１ μｄ（μ（ ）） ｙ１

ｙ
烄

烆

烌

烎
烅
烄

烆 ２

　＋ｄ（μ）０ ０（ ）０ １
ｙ１

ｙ
烄

烆

烌

烎２
＋（１＋μｃ（μ））

０

－μｙ
２
１ｙ

烄

烆

烌

烎
烍
烌

烎２
．

�D（４３４）$，º»72v;348

∫
２π

０
ｅ－Ａ（０）τ ｄ

０ ０（ ）０ １
ｙ１

ｙ
烄

烆

烌

烎２
＋ｃ

０ １
－１ μ（ ）ｄ

ｙ１

ｙ
烄

烆

烌

烎
烅
烄

烆 ２

＋（１＋μｃ）
０

－μｙ
２
１ｙ

烄

烆

烌

烎
烍
烌

烎２
ｄτ＝０，

Ç"�6^7@Qêｄ（μ）̈ ｃ（μ）
IJμ＝ｄ＝ｃ＝０Þß()+§;<o2ｄ（μ）̈ ｃ（μ）̄ EÞßｄ（０）

＝ｃ（０）＝０，�d3

ｄ（μ）＝μｄ′（０）＋ｏ（μ），　ｃ（μ）＝μｃ′（０）＋ｏ（μ）
G©D÷©v;34，<μÑÖ，E3μ→０øé­
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ｅ－Ａ（０）ｓ ＝
ｃｏｓｓ －ｓｉｎｓ
ｓｉｎｓ ｃｏｓ（ ）ｓ

，ｙ（ｘ，０）＝ｅＡ（０）ｓｂ＝
ｃｏｓｓ ｓｉｎｓ

－ｓｉｎｓ ｃｏｓ（ ）ｓ
ｂ，

P­ｄ′（０）̈ ｃ′（０）ÍÞß()

ｄ′（０）２μ珚Ｂｂ＋ｃ′（０）２μＡ（０）ｂ＋∫
２π

０
ｅ－Ａ（０）ｓ

０

－ｙ２
１ｙ

烄

烆

烌

烎２ （ｓ，０）
ｄｓ＝０，

_¤

珚Ｂ＝ １
２π∫

２π

０
ｅ－Ａ（０）τ ０ ０（ ）０ １

ｅＡ（０）τｄτ＝ １
２

１ ０（ ）０ １
，

∫
２π

０
ｅ－Ａ（０）ｓ

０

－ｙ２
１ｙ

烄

烆

烌

烎２ （ｓ，０）
ｄｓ＝－２π

８
（ｂ２

１＋ｂ２
２）

ｂ２

ｂ
烄

烆

烌

烎２


äｄ′（０）̈ ｃ′（０）Þß

１
２ｄ′（０）１ ０（ ）０ １

ｂ＋ｃ′（０） ０ １
－（ ）１ ０

ｂ＝ １
８

（ｂ２
１＋ｂ２

２）ｂ

�îP@

ｄ′（０）＝ １
４

（ｂ２
１＋ｂ２

２），　ｃ′（０）＝０

|8-v’S2μA

λ＝μｄ（μ）≈μ
２ｄ′（０）＝μ

２

４
（ｂ２

１＋ｂ２
２）≥０，

my

μ≈ ２槡λ
ｂ２

１＋ｂ槡 ２
２



úＴμ＝２π（１＋ｏ（μ
２））≈２π，ｓ≈ｔ�d-v’S2ðêλ＞０，��Aº»7

ｘ（ｔ，λ）＝μｙ（ｓ，μ）＝μ［ｅＡ（０）ｓｂ＋ｏ（μ）］

＝ ２槡λ
ｂ２

１＋ｂ槡 ２
２

ｅＡ（０）ｔｂ＋ｏ（λ），

T

ｘ１

ｘ
烄

烆

烌

烎２
＝２槡λ

ｃｏｓ（ｔ－α）

ｓｉｎ（ｔ－α（ ））＋ｏ（λ），

_¤α＝ａｒｃｃｏｔｂ２

ｂ１
，º»≈２π

O�8�，λ＝０8’Y¬，ñλ＞０v’SV��Aàb2RBg；³g
ñλ→０V^|¸ß¬Ｏ，º»^|２π
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#_-　y‘EFGrsYＰｏｉｎｃａｒérs

O8’Y �¤e¥Ö^2©¿¢’，pWOMò�‘a2bÌ

!、’Ëª«¯’ú

Ç",Xb2Ò４３¤ëý]­，α＝０V��（４３）０ Ab¿Î¶RB

gýUÄe，α＞０V��（４３）λ A©¿RBg（õÎ¶g’m"©3a¶
g）；α＜０V��（４３）λ õA¦»M Æ��（４３）０ 8¿Î¶g’Y��，

λ＝０8’YBOP’Y��Æ�~¶（RB）g’Y-62vw，£p(
l8,ó�2~¶g(w�ïＰｏｉｎｃａｒé�i��eµQêñJ，,Jÿá
U5��-r¿ðê8¿q�ÀÁÂV，Hmq�ÀÁÂ �ÖP’Y2r
Btu

Úλ＝０V��（４２４）�Ab¿ｋ¶RBgΓ０，ｋ≥２[XÎ¾Xé2(
l，Ç",Γ０ º¥Fb¬Ｐ�Γ０ 2lMuｌ，,ｌºＰ ¬(w��eµQê

Ｎ（ｎ０）＝ｎ（ｎ０）－ｎ０．
äÇ"A

（ⅰ）Ｎ（ｎ０）2b¿8¬-Í��2b3¦»；
（ⅱ）Ü©�M45�eH%@

Ｎ′（０）＝ｅｘｐ∮Γ０

Ｘ０

ｘ ＋Ｙ０

（ ）ｙ
ｄ［ ］ｔ －１，

ñＮ′（０）≠０VΓ０ �a¶RBg．

（ⅲ）üＮ（ｎ０）＝１
ｋ！Ｎ

（ｋ）（０）ｎｋ
０＋ｏ（｜ｎ０｜ｋ），ä-ÍΓ０ 8ｋ¶RBg．

*,４６　ÚD（４２４）8Ｃｒ（ｒ≥ｋ）��，λ＝０V6Ab¿ｋ¶RBg

Γ０，ｋ≥２．äA
（１）9,ε０，δ０＞０，Uñ｜λ｜＜ε０ V，D（４２４）,Γ０ 2δ０ gÜ(ÜＵδ０

（Γ０）
«�~9,ｋ¿RBg；

（２）-¥�&êε＜ε０，δ＜δ０，9,Nñ2λ，｜λ｜＜ε，̄ Ar¿D（４２４）è

2Ｃｒ ��，6,Ｕδ０
（Γ０）«¦ÊAｋ¿RBg．

O¿o Z[2½®�o ４３2û6，Z[（１）VF÷õM2D（４２５）
óô

Ｎ（ｎ０，λ）＝ｂ１（λ）ｎ０＋ｂ２（λ）ｎ２
０＋…＋ｂｋ（λ）ｎｋ

０＋ｏ（｜ｎ０｜ｋ）
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,（－δ０，δ０）«8¬2¿ê�~�ｋ¿．
Z[（２）VF÷õM2��（４２６）óô

ｘ＝Ｘ（ｘ，ｙ，０）＋μ１ＦＦ′ｘ＋…＋μｋ－１Ｆｋ－１Ｆ′ｘ，
ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ，０）＋μ１ＦＦ′ｙ＋…＋μｋ－１Ｆｋ－１Ｆ′ｙ，

_¤Ｆ（ｘ，ｙ）8[bo(D!�@^2Ｃｒ Qê，,Γ０：ｘ＝φ（ｔ），ｙ＝ψ（ｔ）º
Þß

Ｆ（φ（ｔ），ψ（ｔ））≡０，Ｆｘ′２＋Ｆ′２
ｘ ≠０．

Je，-ºÌ��ñ｜ｎ０｜，｜μｉ｜v’SV，,Γ０ (w��2eµQê
珦Ｎ（ｎ０，μ１，…，μｋ－１），　珦Ｎ（ｎ０，０，…，０）＝Ｎ（ｎ０），

Nñ.Äμｉ（ｉ＝１，…，ｋ－１）2�>，?@［－δ０，δ０］«9,2ｋ－１¿8¬，ù
ºΓ０ -Í2b¿)ｋ¿8¬-Íｋ¿RBg．

~¶RBg’Y2vw;VØÚ¬’Y2C�äX、Ý7eP~，Èyv
we´´Ö~．Ñ\º�O¿bcN2 �e´Ô，;-b¿no�Ø���
foV，�2Ä­27e8}~kl$dｋ¶RBgΓ０ 2()，��;fo
8q9,b¿ｋ¶g´8Ée2．

V、Ｐｏｉｎｃａｒé’ú

·�Ｐｏｉｎｃａｒé’Y2(lA~P，ÒKAＬｉａｐｕｎｏｖXÎ(l，Ｐｏｉｎｃａｒé
(l，eµQêl?．Ç"OMjÏXbP．·�2���Abo2JÿN，8

ｘ＝ｙ＋λｆ１（ｘ，ｙ），
ｙ＝－ｘ＋λｆ２（ｘ，ｙ）．

（４３７）λ

Ç"RAÚ-b=λ，��（４３７）λ òdＯ（０，０）�¸ß¬，TÝλ≠０VＯ G
E8ØÚ¬．o�b/Qê

Φ（Ａ）≡∫
２π

０
［ｘｆ１（ｘ，ｙ）＋ｙｆ２（ｘ，ｙ）］ｄｔ，

_¤ｘ＝Ａｓｉｎｔ，ｙ＝Ａｃｏｓｔ．
*,４７　（１）-v’S2λ，��（４３７）λ ,��（４３７）０ ¦»ΓＡ０

：ｘ＝
Ａ０ｓｉｎｔ，ｙ＝Ａ０ｃｏｓｔ*wA¦»2¯;348

Φ（Ａ０）＝０．
　　（２）ürＡ０＞０，UΦ（Ａ０）＝０，úΦ（Ａ）,Ａ＝Ａ０ GFRB，ä-v’S
2｜λ｜，��（４３７）λ ,ГＡ０

*w¯A¦»．
（３）üΦ（Ａ０）＝…＝Φ（２ｋ）（Ａ０）＝０，Φ（２ｋ＋１）（Ａ０）＜０，ä-v’S2｜λ｜，�

�（４３７）λ ,ΓＡ０
*wARBg，λ＞０V68jo2，λ＜０V68Gjo2；
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K´ºÌ34�eb¿G?Dö�Φ（２ｋ＋１）（Ａ０）＞０，äRBg2joN°�．
JK　λ＝０V��（４３７）０ 2�Ð’8

Ｆ（ｘ，ｙ）≡ｘ２＋ｙ２ ＝ｃ．
6‘��（４３７）λ »M2�=ê

ｄＦ
ｄｔ （４３７）

λ

＝２λ（ｘｆ１＋ｙｆ２）．

�|��（４３７）０ 2»M8²Ùs，mｙ8º¬（０，Ａ）@�2»MýïV×

２πeú¹í³¬．[7-ðê201z{N，ñ｜λ｜v’SV��（４３７）λ m
（０，Ａ）@�2»Mｘ＝φλ（ｔ，Ａ），ｙ＝ψλ（ｔ，Ａ）́ ¯cïＯýV×Ｔλ（Ａ）eú¹
í­&ｙ8ºr¬．OV‘ｘ＝φλ（ｔ，Ａ），ｙ＝ψλ（ｔ，Ａ）m（０，Ａ）�bO，QêＦ
（ｘ，ｙ）2ö.Á�

Ｆ（０，ψλ（Ｔλ（Ａ），Ａ））－Ｆ（０，Ａ）＝∫
Ｔλ（Ａ）

０

ｄＦ
ｄｔ （４３７）

λ

ｄｔ

＝２λ∫
Ｔλ（Ａ）

０
［ｘｆ１＋ｙｆ２］ｄｔ≡２λΦλ（Ａ）． （４３８）

OMo�\

Φλ（Ａ）≡∫
Ｔλ（Ａ）

０
［ｘｆ１＋ｙｆ２］ｄｔ，

_¤Ð’‘ｘ＝φλ（ｔ，Ａ），ｙ＝ψλ（ｔ，Ａ）ª0．
úãÇ7-âB¨ðê201z{N$，ε＞０，δ，λ０＞０ß�S，Uñ

｜Ａ１－Ａ｜＜δ，｜λ｜＜λ０ VA

｜φλ（ｔ，Ａ１）－φ（ｔ，Ａ）｜＜ε，｜ψλ（ｔ，Ａ１）－ψ（ｔ，Ａ）｜＜ε，ｔ∈［０，４π］，+

｜Ｔλ（Ａ１）－２π｜＜ε，｜Φλ（Ａ１）－Φ（Ａ）｜＜ε．
�zDZ[o 2Ô¿e�：
（１）üΦ（Ａ０）≠０，ä�º�·�，ñ｜λ｜v’S，Ａ v’�wＡ０ VΦλ（Ａ）

≠０，́ �8���（４３７）λ m（０，Ａ）@�2»MëG8¦»，�AÚlm．
（２）üΦ（Ａ０）＝０:Φ（Ａ）,Ａ＝Ａ０ 9GFRB，äε＞０，δ１，δ２∈（０，

ε）U

Φ（Ａ０－δ１）·Φ（Ａ０＋δ２）＜０．
ãÇº�·�，̄ λ０＞０v’S，ñ｜λ｜＜λ０ V´U

Φλ（Ａ０－δ１）·Φλ（Ａ０－δ２）＜０．
my9,Ａλ∈（Ａ０－δ１，Ａ０＋δ２）（Ａ０－ε，Ａ０＋ε）U

Φλ（Ａλ）＝０．
´Tε＞０，λ０＞０v’S，ñ｜λ｜＜λ０ V，��（４３７）λ mｙ 8ºÛ×（Ａ０－
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ε，Ａ０＋ε）«2¬（０，Ａλ）@�2»M8¦2．
（３）üΦ（Ａ０）＝…＝Φ（２ｋ）（Ａ０）＝０，yΦ（２ｋ＋１）（Ａ０）＜０，ä�

Φ（Ａ）＝ １
（２ｋ＋１）！Φ

（２ｋ＋１）（Ａ０）（Ａ－Ａ０）（２ｋ＋１）＋ｏ（｜Ａ－Ａ０｜２ｋ＋１）

$，9,δ０＞０UP

Φ（Ａ０－δ０）＞０，　Φ（Ａ０＋δ０）＜０．
my｜λ｜＜λ０ ß�SV

Φλ（Ａ０－δ０）＞０，　Φλ（Ａ０＋δ０）＜０．

L４ １４

OV，üλ＞０，ä�D（４３８）$，��（４３７）λ m
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2*wARBg．ñμ＞０V68jog；ñμ＜０V68Gjog．

·４７１· k�l　45de$TUX*+6’ú\]



#c-　z{Grs?ＢｏｇｄａｎｏｖＴａｋｅｎｓrs

!、()¯’ú

²’g、3’g’Y2·�VÖäX，A}~£®;¶i��，B|�.
GW~_，OMòÜ<²’g’Y2b¿o ��-O(�vw2â«\
7

�bÌ‘a¨，OMòóôCKL４ １５¤2²’gＬ０
*/４６　K´,Ｌ０ «x(w2»M�dＬ０ �ω（α）RBd，äÆＬ０ �

P¹X*（®X*）2；üＤ（Ｎ）≠０，äÆ Ｎ �ö!A，üＤ（Ｎ）＝０，Æ Ｎ �
�!A_¤Ｄ（Ｎ）o��

Ｄ（Ｎ）≡ Ｘ
ｘ＋Ｙ

（ ）ｙ Ｎ
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μ１ μ２ 6¬(Ü¤’YL2G²’Y�M¨#"’02ÛÜ．
（２）’YL8�6¬（μ１，μ２）＝（０，０）+5ç�M+"：
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２５μ

２
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ë?@|ºÌ９PÖb．
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［２］ＤｅＢａｇｇｉｓＨ．Ｆ．ＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈＳｔａｂｌｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｔｏｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ，１９５２，（Ⅱ）：３７～５９
［３］ＰｅｉｘｏｔｏＭ．Ｍ．Ｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙ．ＡｎｎＭａｔｈ．，Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ，１９５９，６９：１９９～２２２
［４］ＰｅｉｘｏｔｏＭ．Ｍ．ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＳｔａｂｉｌｉｔｙｏｎｔｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭａｎｉｆｏｌｄｓ．Ｔｏｐｏｌｏｇｙ，１９６２，１：

１０１～１２０
［５］ÜÝÞ，ÚÛ¹，9�[，?．ÀÁÂ2’: �£®．ÂÃ：�?èé@ÄÅ，１９９７
［６］Üêë，ìíî．%&’()}� ��’YC�．ÂÃ：ÂÃ^�@ÄÅ，２０００
［７］ß²à，ÚÛ¹．%&’()è)．ÂÃ：�?èé@ÄÅ，２００１
［８］;o«，Üç，~È<．Äv��2oN�’Y �．ÂÃ：{�@ÄÅ，２００１
［９］Úµ¨，ìíî．joN、’=�>?．@[：A�{|@ÄÅ，１９９５
［１０］®¯°，BC[．&’()’Y �．ÂÃ：DE�õ@ÄÅ，１９９４
［１１］®¯°，FG|．LMN��2 �¨(l．ÂÃ：{�@ÄÅ，２００１
［１２］Ｃｈｏｗ Ｓ．Ｎ，ＨａｌｅＪ．Ｋ．ＭｅｔｈｏｄｓｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ

Ｖｅｒｌａｇ，１９８２
［１３］ＨａｌｅＪ．Ｋ．ＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９１
［１４］ＡｎｄｒｏｎｏｖＡ．Ａ．ＴｈｅｏｒｙｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｏｆＤｙｎａｍｉｃＳｙｓｔｅｍｓｏｎａＰｌａｎｅ．ＮｅｗＹｏｒｋ：

Ｗｉｔｅｙ，１９７５
［１５］ＬｏｏｓｓＧ，ＪｏｓｅｐｈＤ．Ｄ．ＥｌｅｍｅｎｔａｒｙＳｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇ

ｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９０
［１６］ＢｏｇｄａｎｏｖＲ．Ｉ．Ｖｅｒｓａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆａｓｉｎｇｕｌａｒｐｏｉｎｔｏｆａｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｏｎｔｈｅｐｌａｎｅｉｎ

ｔｈｅｃａｓｅｏｆｚｅｒｏｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ．ＴｒｕｄｙＳｅｍ．Ｐｅｔｒｏｖｓｋ．，１９７６，２：３７～６５（ｉｎＲｕｓｓｉａｎ）

［１７］］ＢｏｇｄａｎｏｖＲ．Ｉ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｏｆａｆａｍｉｌｙｏｆｐｌａｎｅｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｓ．Ｔｒｕｄｙ
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Ｃｏｍｍｕｎ．Ｍａｔｈ．Ｖｏｌ３Ｉｎｓｔ．，Ｒｉｊｋｓｕｎｉｖ．Ｕｔｒｅｃｈｔ．，１９７４
［１９］î��．~�D&’��oN �．º�：º�{�|¦@ÄÅ，１９９５
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ｄｙ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｙ），
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ｄｘ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｘ＋φ（ｔ））－ｇ（ｔ，φ（ｔ））≡ｆ（ｔ，ｘ），
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ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｆ（ｔ，０）≡０ （５１）
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#’５１　
【５１１】�ε＞０，ｔ０∈Ｉ，δ＝δ（ε，ｔ０），�ｘ０，��‖ｘ０‖＜δ�，�4

�ｔ≥ｔ０ �w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε
��R（５１）#}~eｘ＝０F（Ｌｉａｐｕｎｏｖ(’)）"#*

��，�F+"#*��ε０＞０，ｔ０∈Ｉ，��:���#δ＞０，�w

ｘ０，�‖ｘ０‖＜δ，�ｔ１≥ｔ０，�

‖ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）‖ ≥ε０
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ｉ＝１
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ｎ
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ｔ→＋∞

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝０

��R（５１）#}~eF-.*
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【５２４】�［５２１］，［５２２］，［５２３］b#δo¦y§S，�¨©£ª�
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【５３５】�R（５１）#}~eｘ＝０F4¢$%#，«F°±4¢¬­#，
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ij©µ¶ｔ ｘ（ｘ¦4·pXO）}¸�§¹，ºm»H8e1D%�
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hＨ∈（０，＋∞），Ｄ≡｛ｘ∈Ｒｎ｜‖ｘ‖≤Ｈ｝，ＧＨ ≡｛（ｔ，ｘ）∈Ｉ×Ｒｎ｜ｔ∈Ｉ，
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Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）＝ｅ－ｔ（ｘ２＋ｙ２），ｔ≥０， �Ô；

Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）＝ｔ（ｘ２＋ｙ２）２－２ｘ２ｙ２ｃｏｓｔ，ｔ≥１，
F�×SÔ%*+

#’５６　�Ｖ（ｔ，ｘ）IJFGNOK，�f-Ô%*+Ｗ１（ｘ），�

｜Ｖ（ｔ，ｘ）｜≤Ｗ１（ｘ）
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ｎ

ｔ
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【５７１】4mÞßàá*+φ（ｒ）∈Ｃ［［０，ｒ１］，Ｒ＋］�φ（ｒ）∈Ｃ［Ｒ＋，Ｒ＋］
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ｒ→∞
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.E５１　Ｗ（ｘ）FＤ 1ç%#Ô%*+，��f-èm*+φ１，φ２∈Ｋ，

�é

φ１（‖ｘ‖）≤Ｗ（ｘ）≤φ２（‖ｘ‖）
　　QR　ê

φ（ｒ）≡ ｉｎｆ
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Ｗ（ｘ）
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φ（ｒ２）－φ（ｒ１）＜ε
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　　φ（ｒ２）－φ（ｒ１）

＝ ｉｎｆ
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Ｗ（ｘ）－ ｉｎｆ
ｒ１≤‖ｘ‖≤Ｈ

Ｗ（ｘ）≤Ｗ（ｘ１）－Ｗ（ｘ０），
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�1¸#�®REÑ3? û§ïòｘ１ #öüw‖ｘ１－ｘ０‖≤ｒ２－ｒ１，)

S５ １

Ｗ（ｘ）#Þß&，ijw， ｒ２－ｒ１＜δ�

φ（ｒ２）－φ（ｒ１）≤Ｗ（ｘ１）－Ｗ（ｘ０）＜ε，
xφ（ｒ）Þß

ýp*+

φ１（ｒ）≡ｒφ（ｒ）
Ｈ

，

uvwφ１（ｒ）≤φ（ｒ），φ１（０）＝０，t ０≤ｒ１＜ｒ２≤
Ｈ �，w

φ１（ｒ１）＝ｒ１φ（ｒ１）
Ｈ ≤

ｒ１φ（ｒ２）
Ｈ ＜

ｒ２φ（ｒ２）
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�φ１（ｒ）ãäåæ，xφ１∈Ｋ
þ4Q¸，ê

ψ（ｒ）≡ ｓｕｐ
‖ｘ‖≤ｒ

Ｗ（ｘ），

uvψ（０）＝０V1¸ÿ!#QüoKψ（ｒ）�Fëì�í#Þß*+ýp
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¦Ｗ（ｘ，ｙ），｜ｘ｜＋｜ｙ｜≤Ｈ 9Ç，�#KLÿ!]24B2342１5
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∞

ｋ＝３
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ｄＶ
ｄｔ （５１）
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ｉ＝１

Ｖ
ｘｉ
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Ｖ（ｔ０，ｘ０）＜φ（ε）
=R（５２）>e:ｔ０ ïｔ＞ｔ０ ?H，é

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）
.R@AR（５３）,a1R，w

φ（‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）＜φ（ε），

�4�ｔ≥ｔ０ Ñ3B9φ∈ＫFãäëæ#，xw

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０
.C，ijKL?：ε∈（０，Ｈ），δ＝δ（ｔ０，ε）， ‖ｘ０‖＜δ�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０．
ô%�５１１，5‘（５１）#}~eｘ＝０F$%#K#

#E５２　�-9ÚＧＨ 1f-Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ），Ýw�×�1´，�>
5‘（５１）#°D+

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤０　　（� ≡０），

�5‘（５１）#}~eｘ＝０F4¢$%#
QR　:Eh，ô;:２<，φ１，φ２∈Ｋ，�é

φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖）

ε∈（０，Ｈ），oöδ＝φ
－１
２ （φ１（ε））＞０ :ｄＶ

ｄｔ （５１）
≤０（�≡０）<，�]F0

‖ｘ０‖＜δ#eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）w

φ１（‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤ 　（� ≡）

Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤φ２（‖ｘ０‖）＜φ２（δ）＝φ２（φ－１
２ （φ１（ε）））＝φ１（ε），　ｔ≥ｔ０

:]φ１∈Ｋ，xw

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　　ｔ≥ｔ０
û§，.�#δ（ε）;ｔ０ ��，xKL?5‘（５１）#}~eｘ＝０ F4¢$%
#
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V　（１）　%8５１)%8５２#GTFÑ3#，KLoHúIJ［１］

　　（２）　ij�KLＶ（ｔ，ｘ）Ô%#%�rÑ

Ｖ（ｔ，ｘ）＞０　（ｘ≠０），　Ｖ（ｔ，０）＝０
B9ô.C#%�，%8５１#@:4Ã�Ñ3，wÏÇ：̂ k5‘

ｘ＝ １
２ｘ，　　ｙ＝ １

２ｙ，

�uvwe

ｘ＝ｘ（ｔ０）ｅ
１
２（ｔ－ｔ０），　ｙ＝ｙ（ｔ０）ｅ

１
２（ｔ－ｔ０），

Bó}~eF�$%#
�op*+

Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）≡ （ｘ２＋ｙ２）ｅ－２ｔ，

�F0

Ｖ（ｔ，０，０）＝０，Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）＞０　（｜ｘ｜＋｜ｙ｜≠０），

MNO

ｄＶ
ｄｔ≡Ｖ

ｔ＋Ｖ
ｘ

ｘ＋Ｖ
ｙ

ｙ

＝－ｅ－２ｔ（ｘ２＋ｙ２）≤０，

�F0%8５１b#PQ（５２），�%8#@:R�Ñ3

¦1èm%8T�SｄＶ
ｄｔ （５１）

≤０（�KöÔÛ），ð¸#%8５３F.Q

¸4mTU#;V，�-4%PQð，o¦WXｄＶ
ｄｔ （５１）

qÛ

#E５３［２］　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ（Ｉ×Ｄ，Ｒ＋），Ｖ（ｔ，０）＝０，F0：
（ⅰ）Ｔ １，� ｔ≥Ｔ�

Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ１（‖ｘ‖），　φ１ ∈Ｋ；

　　（ⅱ）Ô+ρ１，�λ∈（０，ρ）,ｔ≥Ｔ， Ｖ∈［λ，ρ］�，

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤ｇ（ｔ）ｈ（Ｖ（ｔ，ｘ）） （５４）

abｈ（ｔ）≥０，ｇ（ｔ）{-Ｉ1w%�to?，,

∫
∞

ｔ０
ｇ（ｔ）ｄｔ＜＋∞ （５５）

�5‘（５１）#}~eｘ＝０$%

QR　ε＞０01�，�ε１≡φ１（ε）∈（０，ρ），öλ＝１
２ε１，��
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Ｈ（ｓ）≡∫
ｓ

ｔ０

ｄｔ
ｈ（ｔ）

，　（０≤ｓ１），

:ｈ（ｔ）≥０，<

Ｈ（ε１）－Ｈ（λ）＝∫
ε１

λ

ｄｔ
ｈ（ｔ）＞０，

:PQ（５５）<，Ｔ＞０01S，�ｔ′，ｔ″∈［Ｔ，＋∞）w

∫
ｔ″

ｔ′
ｇ（ｔ）ｄｔ ＜Ｈ（ε１）－Ｈ（λ） （５６）

　　ijîK：δ１∈（０，λ），� ＶＴ≡Ｖ（Ｔ，ｘ（Ｔ））＜δ１ �，w

Ｖ（ｔ）≡Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））＜ε１ ＝φ１（ε），　ｔ≥Ｔ （５７）

��v，��ｔ１，ｔ２：ｔ２＞ｔ１＞Ｔ，�

λ＝Ｖ（ｔ１）≤Ｖ（ｔ）≤Ｖ（ｔ２）＝ε１，ｔ∈ ［ｔ１，ｔ２］
.�:PQ（５４）<

∫
ｔ２

ｔ１

ｄＶ
ｈ（Ｖ（ｔ，ｘ））≤∫

ｔ２

ｔ１
ｇ（ｔ）ｄｔ

@AR（５６）,Ｈ（ｓ）#%�，oé

Ｈ（ε１）＝Ｈ（Ｖ（ｔ２））≤Ｈ（Ｖ（ｔ１））＋∫
ｔ２

ｔ１
ｇ（ｔ）ｄｔ

＜Ｈ（λ）＋［Ｈ（ε１）－Ｈ（λ）］＝Ｈ（ε１），
.FmYZ，[óR（５７）Ñ3.�，:（ⅰ）é

φ１（‖ｘ（ｔ；Ｔ，ｘ（Ｔ））‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；Ｔ，ｘ（Ｔ）））＜φ１（ε），　　ｔ≥Ｔ
[ó ＶＴ＝Ｖ（Ｔ，ｘ（Ｔ））＜δ１ �

‖ｘ（ｔ，Ｔ，ｘ（Ｔ））‖ ＜ε，　ｔ≥Ｔ （５８）

　　ð¸，ijý-9\［ｔ０，Ｔ］1�Ve�]^#Þß¤¥&
BＶ（ｔ，ｘ）Þß，Ｖ（ｔ，０）≡０，�1¸_é#δ１，Ô+δ２＜ε， ‖ｘ（Ｔ）‖

＜δ２ �，wＶ（Ｔ，ｘ（Ｔ））＜δ１ý-［ｔ０，Ｔ］1�.mδ２，�δ＞０， ‖ｘ０‖＜δ
�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜δ２ ＜ε，　　ｔ∈ ［ｔ０，Ｔ］
�‘ｔ＝Ｔ�，w‖ｘ（Ｔ；ｔ０，ｘ０）‖＜δ２，.�

ＶＴ ≡Ｖ（Ｔ，ｘ（Ｔ））＜δ１，

@AR（５８），�w：ε＞０01�，δ＞０， ‖ｘ０‖＜δ�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０
x5‘（５１）#}~eF$%#K#

M５３　^_5‘
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ｄｘ
ｄｔ＝ １

１＋ｔ２ｘ（ｅｘ２＋ｙ２ ＋１）－ｙｓｉｎｔ，

ｄｙ
ｄｔ＝ｘｓｉｎｔ＋ １

１＋ｔ２ｙ（ｅｘ２＋ｙ２ ＋１
烅

烄

烆
）

（５９）

}~e#$%&
W　pＶ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２，�

ｄＶ
ｄｔ （５９）

＝２Ｖ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））
１＋ｔ２ ［ｅＶ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））＋１］

ijöφ１＝ｘ２＋ｙ２，ｇ（ｔ）＝ ２
１＋ｔ２，ｈ（Ｖ）＝Ｖ（ｅＶ＋１）≥０� １

ｈ（ｓ）
，ｇ（ｓ）{9o

?*+，t∫
∞

ｔ０
ｇ（ｓ）ｄｓab，F0%8５３#4�PQ，xR（５９）#}~eF

$%#
#E５４［３］［ＭＭａｒｃｈｋｏｆｆ，１９４０］　h5‘（５１）cd*+ｆ（ｔ，ｘ）-ＧＨ

1w´，t-ＧＨ 1f-Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ）�ｄＶ
ｄｔ （５１）

Õ%�5‘（５１）#}

~eÎW$%
QR　uv}~e$%，�eKL�³Ýw¬­&��v，��f-f

6｛ｔｍ｝：ｔ０＜ｔ１＜ｔ２＜…＜ｔｍ＜…，ｔｍ→∞（ｍ→∞），�lmε＞０，w

‖ｘ（ｔｊ；ｔ０，ｘ０）‖ ≥ε，　　ｔｊ ∈ ｛ｔｍ｝
:ｆ（ｔ，ｘ）#w´&<，f-�+Ｋ＞０，�

‖ｘ（ｔ）‖ ＜Ｋ

.�#Ｋ öé01S，�M9\Ｉｊ≡［ｔｊ－ε
２Ｋ

，ｔｊ＋ε
２Ｋ

］Á�¨ù.�，�g

m9\Ｉｊ 1>eVhHb^%8，é

ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔｊ）＋ｘ（ξ）（ｔ－ｔｊ），　ｔ，ｔｊ ∈Ｉｊ
�gmＩｊ 1w

‖ｘ（ｔ）‖ ≥ε－Ｋ·ε
２Ｋ ＝ ε

２

«:ｄＶ
ｄｔ （５１）

Þß，Õ%，B.-gmＩｊ 1�f-�+ｃ＞０，�

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－ｃ＜０，　ｔ∈Ｉｊ

.EDÌ

Ｖ（ｔｍ ＋ ε
２Ｋ

）－Ｖ（ｔ０）＝∫
ｔｍ＋ε

２Ｋ

ｔ０

ｄＶ
ｄｔｄｔ
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＜ ∑
ｍ

ｊ＝１∫
ｔｊ＋

ε
２Ｋ

ｔｊ－
ε
２Ｋ

ｄＶ
ｄｔｄｔ≤－ｃｍε

Ｋ →－∞

（ ｍ→∞�），.;Ｖ Ô%YZx}~eF¬­#K#
V　.m%8b，�ｆ（ｔ，ｘ）i?4mjk#“w´”PQ，lman$%

&%8.uéwo�pÙv，X�qrsÅ¹öt�，�uöév°#Ñw
ð¸#èm%8Fx?jUy¿#XO

#E５５［４］　�-ＧＨ 1f-Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ），�ｄＶ
ｄｔ （５１）

Õ%，t-Ｄ

1f-Ô%*+Ｗ（ｘ），�ｄＷ
ｄｔ （５１）

-［ｔ０，∞）×Ｄ 1w1´�ð´�5‘

（５１）#}~eÎW$%
KLjz，{H|ÍÌ#IJ
#E５６　�-ＧＨ 1f-*+Ｖ（ｔ，ｘ），�
（ⅰ）Ｖ－θ（ｔ，ｘ）Ｗ（ｘ）≥０�≡０，abＷ（ｘ）FＤ 1#Ô%*+，θ（ｔ，ｘ）≥

０-ＧＨ 1Þß，t ｔ→＋∞�，��]ｘ4¢}]＋∞；

（ⅱ）ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤０

�5‘（５１）}~eÎW$%
QR　:�]θ（ｔ，ｘ）#PQ<，f-ｔ＞０， ｔ≥ｔ�θ（ｔ，ｘ）≥１�]ｘ

4¢Ñ3�w

Ｖ（ｔ，ｘ）≥ （� ≡）θ（ｔ，ｘ）Ｗ（ｘ）≥Ｗ（ｘ），　ｔ≥ｔ
.EF%， ｔ≥ｔ�Ｖ（ｔ，ｘ）Ô%i1PQ（ⅱ），éｔ≥ｔ�R（５１）#}~
eF$%#ý�w~9\［ｔ０，ｔ］1Ve�]^Þß¤¥&，�éR（５１）
}~e$%ð¸K}~e#¬­&

:Ｗ（ｘ）Ô%，φ∈Ｋ，�Ｗ（ｘ）≥φ（‖ｘ‖） :PQ（ⅱ），<>eＶ（ｔ，

ｘ（ｔ））ëì�æ，�w´，�f-�+Ｍ ＞０，�

Ｍ ≥Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≥ （� ≡）θ（ｔ，ｘ（ｔ））Ｗ（ｘ（ｔ））≥θ（ｔ，ｘ（ｔ））φ（‖ｘ（ｔ）‖），
��

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤ Ｍ
θ（ｔ，ｘ（ｔ））

　　þ4Q¸ ，ε＞０ç%，φ（ε）�%，Ｍ
φ（ε）Fm%+，:θ（ｔ，ｘ）#&�<，

Ｔ＞０， ｔ＞Ｔ�w

θ（ｔ，ｘ（ｔ））＞ Ｍ
φ（ε），　 � Ｍ

θ（ｔ，ｘ（ｔ））＜φ（ε）
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;1¸�®R@Aé

φ（‖ｘ（ｔ）‖）＜φ（ε），　　ｔ＞Ｔ，
[ów

‖ｘ（ｔ）‖ ＜ε，　　ｔ＞Ｔ，
�}~eF¬­#K#

M５４　�:5‘
ｘ＝－ｘ－３ｙ＋２ｚ＋ｙｚ，
ｙ＝３ｘ－ｙ－ｚ＋ｘｚ，
ｚ＝－２ｘ＋ｙ－ｚ＋ｘｙ

#}~eｘ＝ｙ＝ｚ＝０#$%&

W　p*+Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝１
２

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２），�FÔ%#>5‘#°D+

ｄＶ
ｄｔ＝ｘ（－ｘ－３ｙ＋２ｚ＋ｙｚ）＋ｙ（３ｘ－ｙ－ｚ＋ｘｚ）

　＋ｚ（－２ｘ＋ｙ－ｚ＋ｘｙ）

＝－（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）＋３ｘｙｚ
-Ｏ（０，０，０）»H�#�ÚIFÕ%#û§5‘FÙ�#，cd*+ｆ（ｘ，

ｙ，ｚ）-/9ÚＤ 1ÙvFw´#:%8５４<，}~eFÎW$%#
M５５　^_��ë���

θ̈＋θ＋ｓｉｎθ＝０
}���θ＝０#$%&

W　êθ＝ｘ，ｘ＝ｙ�Q�s9
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｓｉｎｘ－ｙ

[��1^_Ùv�ïV�Káõ��Ｌｉａｐｕｎｏｖ*+，�p

Ｖ１（ｘ，ｙ）＝ １
２ｙ２＋∫

ｘ

０
ｓｉｎｘｄｘ＝ １

２ｙ２＋（１－ｃｏｓｘ），

�FÔ%#�>5‘#

ｄＶ１

ｄｔ ＝ｙｓｉｎｘ＋ｙ（－ｓｉｎｘ－ｙ）＝－ｙ２

F�Õ*+，ô%8５１�Kéï}���F$%#@:，;ij<�#�8
�A��

�ijLＶ１（ｘ，ｙ）y9

Ｖ（ｘ，ｙ）＝ｙ２＋（ｘ＋ｙ）２＋４（１－ｃｏｓｘ），
��©#
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ｄＶ
ｄｔ ＝－２（ｙ２＋ｘｓｉｎｘ），

�-ｘ＝θ＝０#��ÚIFÕ%#，ô%8５４}���FÎW$%#
.�Ｖ１ ÝwLu#�8§�（.�FＬｉａｐｕｎｏｖ*+<�#��Ð4），

���A%8５４#�S，óＶ F0?%8５４#�S，RÜw����#
�8§�，�F9�©%8#�S-Ｖ１ #/01p+�#y�óé

M５６　^kàáQ�

ｄｘ
ｄｔ＝－ ｘ

ｔ＋ｓｉｎｘ
Óeｘ＝０#$%&

W　öＶ（ｔ，ｘ）＝（ｔ＋ｓｉｎｘ）ｘ２，Ｗ（ｘ）＝ｘ２，θ（ｔ，ｘ）＝ｔ＋ｓｉｎｘ，ｔ≥ｔ０≥１
�>Q�

ｄＶ
ｄｔ＝ｘ２＋［ｘ２ｃｏｓｘ＋２ｘ（ｔ＋ｓｉｎｘ）］（－ ｘ

ｔ＋ｓｉｎｘ
）

＝－ｘ２（１＋ ｘｃｏｓｘ
ｔ＋ｓｉｎｘ

）≤０

（ ｔ≥ｔ０≥１，｜ｘ｜≤１�）x ｜ｘ｜≤Ｈ≤１，ｔ≥ｔ０≥０�，%8５６#°GP
Q{Ñ3，[óÓeFÎW$%#

#E５７［５，６］［Ｐｅｉｒｓｉｄｓｋｉｉ，１９３３］　�ＧＨ f-Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ），Ýw�×

�1´，�éｄＶ
ｄｔ （５１）

Õ%，�R（５１）#}~e4¢ÎW$%

QR　:%8PQ<，f-*+φ１，φ２，φ３∈Ｋ，�é

φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），

ｄＶ（ｔ，ｘ）
ｄｔ （５１）

≤－φ３（‖ｘ‖）

:%8５２<，}~e_F4¢$%#ð¸KL�³F4¢¬­#
ｘ０∈Ｄ，weｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），âＶ（ｔ）≡Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））:Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤

φ２（‖ｘ（ｔ）‖），��ｘ０≠０，Ew

‖ｘ（ｔ）‖ ≥φ－１
２ （Ｖ（ｔ））＞０，

.�

ｄＶ（ｔ）
ｄｔ ≤－φ３（‖ｘ（ｔ）‖）≤－φ３（φ－１

２ （Ｖ（ｔ）））＜０

[ｔ０ ïｔ?H，é

∫
Ｖ（ｔ）

Ｖ（ｔ０）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））≤－（ｔ－ｔ０）

·４９１· 5CD　Ｌｉａｐｕｎｏｖ"#$*%&78>%&#E



û§ïｄＶ（ｔ）
ｄｔ ＜０，wＶ（ｔ０）＞Ｖ（ｔ），ｔ＞ｔ０x1Ro�Ñ

∫
Ｖ（ｔ０）

Ｖ（ｔ）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））≥ｔ－ｔ０

«�Vφ１（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ）,Ｖ（ｔ０）≤φ２（‖ｘ０‖）≤φ２（Ｈ），1R�d#?H
o SÑ

∫
φ２（Ｈ）

φ１（‖ｘ‖）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））＝∫
φ１（ε）

φ１（‖ｘ‖）
＋∫

φ２（Ｈ）

φ１（ε）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））
，

,�®RÑ

∫
φ１（ε）

φ１（‖ｘ‖）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））≥ｔ－ｔ０－∫
φ２（Ｈ）

φ１（ε）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））

B9-ç%ε＜Ｈ ¾，∫
φ２（Ｈ）

φ１（ε）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））Fñ%#Ô+ijö

Ｔ＝Ｔ（ε，Ｈ）＞∫
φ２（Ｈ）

φ１（ε）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））＞０，

� ｔ≥ｔ０＋Ｔ�，Ew

∫
φ１（ε）

φ１（‖ｘ‖）

ｄＶ
φ３（φ－１

２ （ｖ））＞０

.%L，.�φ１（‖ｘ（ｔ）‖）＜φ１（ε），�w

‖ｘ（ｔ）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ
.�#Ｔ＝Ｔ（ε，Ｈ）;ｔ０，ｘ０ ��，}~eF4¢¬­#K#

V　Ｌｉａｐｕｎｏｖ-１８９２¡#¢"&:Ib，V%8５７£C#PQ�K
éR（５１）#}~eÎW$%#@:w¤¥ÌΗ ：9��K�Ì4¢ÎW
$%¨？B94ÃT©9，Ｖ（ｔ，ｘ）Ý�×�1´�ª$%&#“4¢&”«5
-4m，��KL�RF¬Ê# M�?４０¡，Ｐｅｉｒｓｉｄｓｋｉｉ­]F§£®¯
?.m§8.¾，¤j«¥Ì?°§8，±�，“�×�1´”�e#ÎW$
%F�«�0²³¨？ＪＬＭａｓｓｅｒａ-１９４９¡ÆÌ?4m´µ#Ç¶，%L

Ö·Ｖ（ｔ，ｘ）Ô%，ｄＶ
ｄｔ

Õ%F�0¦;ÌÎW$%#@:# .E%L��

ÎW$%³F³�#PQÐ4%8５７#G�FÑ3#，HúIJ［１］
M５７（Ｍａｓｓｅｒａ［３］，１９４９）　ôð¸,���*+ｇ（ｔ）∈Ｃ１（［０，＋∞），

Ｒ）：
（ⅰ）ｇ（ｎ）＝１，　ｎ＝０，１，２，…；

（ⅱ）p9\Ｉｉ＝［ｉ （－ ）１
２

ｉ
，ｉ （＋ ）１

２
ｉ
］，ｉ＝１，２，…ê
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ｇ２（ｔ）＝ｅ－ｔ，　ｔ∪
∞

ｉ＝１
Ｉｉ；

　　（ⅲ）-ｔ∈Ｉｉ 1=ｇ（ｔ）̧ ÑÞßoh#*+，�

ｅ－ｔ ≤ｇ２（ｔ）≤１
ô¦1,���#ｇ（ｔ），�ｇ２（ｔ）¹¹５ ２²�

S５ ２

^k4·5‘

ｄｘ
ｄｔ＝

ｇ（ｔ）
ｇ（ｔ）ｘ

�uvwºe

ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ０）
ｇ（ｔ０）ｇ

（ｔ）

:¹５ ２J$ËÌ：��｜ｘ（ｔ０）｜01�，o�｜ｘ（ｔ）｜y§�� ｔ→＋∞
�，ｘ（ｔ）�}]Ó，�5‘#}~eF$%#，��FÎW$%#

:]

∫
ｔ

０
ｇ２（ｔ）ｄｔ≤∫

＋∞

０
ｇ２（ｔ）ｄｔ

＜ ∑
∞

ｉ＝
（

０
）１

２
ｉ

＋∫
＋∞

０
ｅ－ｔｄｔ－∑

∞

ｉ＝１∫Ｉｉ
ｅ－ｔｄｔ＜３

ijö

Ｖ（ｔ，ｘ）≡ ｘ２

ｇ２（ｔ）
［４－∫

ｔ

０
ｇ２（ｓ）ｄｓ］

≥ ｘ２

ｇ２（ｔ）≥ｘ２ ＞０　（ｘ≠０），

�FÔ%*+J$OÌ>5‘#

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｘ２ ＜０　（ｘ≠０），

·６９１· 5CD　Ｌｉａｐｕｎｏｖ"#$*%&78>%&#E



FÕ%*+�»�ïÔ%*+Ｗ１（ｘ），�
Ｖ（ｔ，ｘ）≤Ｗ１（ｘ）

�.mÇ¶õ%，EFＶ（ｔ，ｘ）Üw�×�1´，¼��#}~e�FÎW$
%#

#E５８［２］　�-ＧＨ 1f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）F0：
（ⅰ）φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），　φ１，φ２∈Ｋ，
（ⅱ）τ１，�

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－ｇ（ｔ）ｈ（Ｖ（ｔ，ｘ）），　ｔ≥τ， （５１０）

abｈ（ｓ）≥０，１
ｈ（ｓ）

,ｇ（ｔ）o?，t

∫
∞

τ
ｇ（ｓ）ｄｓ＝＋∞ （５１１）

�R（５１）#}~eF®¯ÎW$%#
�=R（５１１）y9Ｂ＞０，ｂ＞０，�é

∫
ｔ＋ｂ

ｔ
ｇ（ｓ）ｄｓ≥Ｂ，　ｔ≥τ （５１２）

�R（５１）#}~eF$%#t4¢¬­
QR　îK}~eF®¯¬­#>R（５１）#eＶ（ｔ，ｘ（ｔ））≡Ｖ（ｔ），:

PQ（ⅱ）,ｈ（ｓ）≥０，é

∫
Ｖ（ｔ）

Ｖ（τ）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）≤－∫

ｔ

τ
ｇ（ｓ）ｄｓ，　ｔ≥τ

:PQ（ⅰ）bφ１（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ）é

∫
φ１（‖ｘ（ｔ）‖）

Ｖ（τ）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）≤∫

Ｖ（ｔ）

Ｖ（τ）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）≤－∫

ｔ

τ
ｇ（ｓ）ｄｓ，　ｔ≥τ， （５１３）

ý:PQ（ⅰ）o<，ε＞０ç%，�φ１（ε）ñ%，o½δ∈（０，ε］，�φ２（δ）≥

φ１（ε）ij^kR（５１）F0‖ｘτ‖≤δ#±oe，w
Ｖ（τ）≡Ｖ（τ，ｘτ）≤φ２（‖ｘτ‖）≤φ２（δ）

[ó:R（５１３），w

∫
φ１（‖ｘ（ｔ）‖）

φ２（δ）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）≤∫

φ１（‖ｘ（ｔ）‖）

Ｖ（τ）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）≤－∫

ｔ

τ
ｇ（ｓ）ｄｓ，

ý:φ１（ε）≤φ２（δ），é

∫
φ１（‖ｘ（ｔ）‖）

φ１（ε）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）＝∫

φ２（δ）

φ１（ε）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）＋∫

φ１（‖ｘ（ｔ）‖）

φ２（δ）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）

≤∫
φ２（δ）

φ１（ε）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）－∫

ｔ

τ
ｇ（ｓ）ｄｓ，　ｔ≥τ，
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.�∫
φ２（δ）

φ１（ε）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）＞０F�¤¥]τ，ε，δ#�+，�;ｘτ ��（�;‖ｘτ‖≤δ

�©#4’ew�），�:1R,R（５１１）<，�f-Ｔ＝Ｔ（τ，ε，δ）�

∫
φ１（‖ｘ（ｔ）‖）

φ１（ε）

ｄＶ
ｈ（Ｖ）＜０，　ｔ≥τ＋Ｔ

.DÌ

φ１（‖ｘ（ｔ）‖）＜φ１（ε），　 � ‖ｘ（ｔ；τ，ｘ０τ）‖ ＜ε，　ｔ≥τ＋Ｔ
.%LR（５１）#}~eF®¯¬­#

ýK}~eF$%#-［ｔ０，τ＋Ｔ］1Ve�]^#Þß¤¥&，�1¸
#δ，�f-δ１，�‖ｘ（ｔ０）‖＜δ１ �

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ（ｔ０））‖ ＜δ，　　ｔ∈ ［ｔ０，τ＋Ｔ］
;1¸@:@Amõ，éR（５１）}~eF$%#，[óé}~e®¯ÎW$
%

�PQ（ⅱ）b#R（５１１）Ry9R（５１２），�o�Ｔ（ε）�;εw�，x
oé}~e$%)4¢¬­K#

TU１　-1%8PQbi1ｇ（ｔ）≥０，�:R（５１２）oDÌ5‘（５１）
#}~e4¢ÎW$%

B9.�wｄＶ
ｄｔ （５１）

≤０，ô%8５２<，}~eF4¢$%#

TU２　�%8５８#PQ（ⅰ）Ñ3，t

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－ｇ（ｔ）φ３（‖ｘ‖），　ｔ≥τ１，

φ３∈Ｋ，ｇ（ｔ）o?，�R（５１１）Ä¾5‘（５１）}~e®¯ÎW$%；R（５１２）
,ｇ（ｔ）≥０Ä¾5‘（５１）}~e4¢ÎW$%

B9.�w

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－ｇ（ｔ）φ３（φ－１
２ （Ｖ（ｔ）））≡－ｇ（ｔ）ｈ（Ｖ）

　　#E５９　�-ＧＨ 1f-*+Ｖ（ｔ，ｘ），�Ýw�×�1´)�×Sð

´，t>5‘（５１）#ｄＶ
ｄｔ

Õ%，�5‘（５１）#}~eF°±4¢ÎW$%#

QR　®¿­8５１#KL��bφ１，φ２ #��Qü，-�-#PQð
�f-φ１，φ２∈ＫＲ，φ３∈Ｋ，�

φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－φ３（‖ｘ（ｔ）‖）
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B.:%8５７,û§ïφ１，φ２∈ＫＲ<，}~eF4¢$%)°±4¢¬­
#

�KL5‘（５１）#eF4¢w´#
ｒ＞０ö%，�o½öＢ＝Ｂ（ｒ），�

φ１（Ｂ）＞φ２（ｒ）
�ｘ０，��‖ｘ０‖≤ｒ，:%8PQoé

φ１（‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）

≤φ２（‖ｘ０‖）≤φ２（ｒ）＜φ１（Ｂ），

xw

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　　ｔ≥ｔ０
.Ｂ＝Ｂ（ｒ）;ｔ０，ｘ０ ��，�R（５１）e4¢w´B.ô%�，5‘（５１）#
}~e°±4¢ÎW$%K#

M５８　^kÒ%�5‘
ｘ＝－（１＋ｓｉｎ２ｔ）ｘ＋（１－ｓｉｎｔ·ｃｏｓｔ）ｙ，
ｙ＝－（１＋ｓｉｎｔ·ｃｏｓｔ）ｘ＋（１＋ｃｏｓ２ｔ）ｙ

#Óeｘ＝ｙ＝０#$%&
W　p*+

Ｖ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２，

�;ｔ��，ÙvÝ�~�1´，£���FÔ%�~S*+ >5‘S
D，w

ｄＶ
ｄｔ＝－２（ｘ２＋ｙ２）－２（ｘｓｉｎｔ＋ｙｃｏｓｔ）２

≤－２（ｘ２＋ｙ２）＜０　　（ｘ２＋ｙ２ ≠０）

Õ%ô%8５．９<，Óe°±4¢ÎW$%
#E５１０［７］（Ｃｈｉｔａｅｖ）　ijLＲｎ b*+,ò�Úbyz:&¸Ｖ＝０

~%#，Ｖ -aIöÔ^#9Ú�9Ｖ＞０#9Ú��5‘（５１）f-*+

Ｖ（ｔ，ｘ），F0：
（ⅰ）�ｔ≥ｔ０，-,òy§��ÚIwＶ＞０#9Ú；
（ⅱ）-Ｖ＞０9ÚI，Ｖ（ｔ，ｘ）w´；

（ⅲ）-Ｖ＞０9ÚI，ｄＶ
ｄｔ （５１）

＞０，t�Ｖ（ｔ，ｘ）≥σ#4�（ｔ，ｘ），wｄＶ
ｄｔ≥

ｌ，abσFyzÔ+，ｌFlm;σw�#Ô+�R（５１）#}~e�$%
QR　ôPQ（ⅰ），�f-»HÀW,ò#ｘ０，�Ｖ（ｔ０，ｘ０）＞０，�K：�
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:‖ｘ０‖���， ｔ01S�，eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）�ÁÂÌ,òlmε�Ú，�

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≥ε （５１４）

S５ ３

（ú¹５ ３）．ÏKü h‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖＜ε，ｔ
≥ｔ０ �:PQ（ⅲ）<，Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））＞Ｖ
（ｔ０，ｘ０）≡σ＞０t:]Ｖ＞０9ÚbＶ（ｔ，ｘ（ｔ））
�ðÃ，�e4�dÄ-Å9Úb#

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≥σ＞０
GH.C，�f-ｌ＞０，�

ｄＶ（ｔ，ｘ（ｔ））
ｄｔ ≥ｌ＞０

.E;Ì

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））＝Ｖ（ｔ０，ｘ０）＋∫
ｔ

ｔ０

ｄＶ
ｄｔｄｔ≥Ｖ（ｔ０，ｘ０）＋ｌ（ｔ－ｔ０）

uv，ｔ01S�Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））o¦y§S，.;PQ（ⅱ）̈ YZ %LR
（５１４）�Ñ3K#

M５９　^k5‘
ｘ＝ｘｓｉｎ２ｔ＋ｙｅｔ，
ｙ＝ｘｅｔ＋ｙｃｏｓ２ｔ

#Óeｘ＝ｙ＝０#$%&
W　ö*+Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）＝２ｅ－ｔｘｙ，�FqÛ*+，�-9Ú

Ｂ≡ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘｙ＞０，ｘ２＋ｙ２ ≤ｒ２｝
1，Ｖ＞０tw´>5‘#°D+

ｄＶ
ｄｔ＝－２ｅ－ｔｘｙ＋２ｅ－ｔｙ（ｘｓｉｎ２ｔ＋ｙｅｔ）

　＋２ｅ－ｔｘ（ｘｅｔ＋ｙｃｏｓ２ｔ）

＝２（ｘ２＋ｙ２）＞０　　（ｘ２＋ｙ２ ≠０）
B.-9ÚＢ1F0%8#4�PQ，ÓeF�$%#

V　%8５１０b#PQ（ⅲ）o¦V¦ðPQÆX：

（ⅲ）′-Ｖ＞０9ÚIｄＶ
ｄｔ （５１）

≥φ（Ｖ（ｔ，ｘ）），abφ∈Ｋ

.m%8;V?Ｌｉａｐｕｎｏｖ,´b#èm�$%%8，�
TU１　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［ＧＨ，Ｒ］，Ｖ（ｔ，０）≡０，F0：
（ⅰ）-,òy§�ÚIwＶ＞０#9Ú；
（ⅱ）Ｖ Ýw�×�1´；
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（ⅲ）ｄＶ
ｄｔ （５１）

Ô%

�R（５１）#}~e�$%
TU２　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［ＧＨ，Ｒ］，Ｖ（ｔ，０）≡０，F0：
（ⅰ）-,òy§�ÚIwＶ＞０#9Ú；
（ⅱ）Ｖ w´；

（ⅲ）ｄＶ
ｄｔ （５１）

＝λＶ＋Ｗ（ｔ，ｘ），abλ＞０，Ｗ（ｔ，ｘ）≥０，ｔ≥ｔ０

�R（５１）#}~e�$%
4mÇ9VÈ#�$%%8F
#E５１１　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）F0：
（ⅰ）�ｔ≥ｔ０，-,òy§�#�ÚIwＶ＞０#9Ú；
（ⅱ）-Ｖ＞０#9ÚIw

０＜Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ（‖ｘ‖），φ∈Ｋ；

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≥η（Ｖ（ｔ，ｘ），ｔ）≥０，

abη（Ｖ，ｔ）F0

η（α１，ｔ）≥η（α２，ｔ），　  α１ ≥α２ �；

t�yzα＞０，∫
ｔ

ｔ０
η（α，ｔ）ｄｔ-Ｉ1�´

�R（５１）#}~e�$%
QR　h-‖ｘ‖＜εIwＶ＞０#9Ú，ijöｘ０：‖ｘ０‖＜δ＜ε，�

Ｖ（ｔ０，ｘ０）＞０，õKeｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０） ｔ01S��ÂÌ‖ｘ（ｔ）‖＜εÏKü，�
�4�ｔ≥ｔ０ {w‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖＜ε�:PQ（ⅱ）<

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≥Ｖ（ｔ０，ｘ０）≡Ｖ０ ＞０，

�-ÏKü#EhðÉPeｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）{Ê-Ｖ＞０9ÚI，tw

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≥η（Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ）），ｔ）

≥η（Ｖ（ｔ０，ｘ０），ｔ）≥０
èË[ｔ０ ïｔ?H，é

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））－Ｖ（ｔ０，ｘ０）≥∫
ｔ

ｔ０
η（Ｖ０，ｓ）ｄｓ，

B.w

φ（Ｈ）≥φ（‖ｘ（ｔ）‖）≥Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≥Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））－Ｖ０
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≥∫
ｔ

ｔ０
η（Ｖ０，ｓ）ｄｓ．

.;∫
ｔ

ｔ０
η（Ｖ０，ｓ）ｄｓ�´YZ.%Lｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）�ÂÌ‖ｘ（ｔ）‖＜ε，�}~

e�$%K#
M５１０　^k5‘

ｘ＝－２ｇ（ｔ）ｔａｎｘ
２＋ｙ，

ｙ＝－ｓｉｎｘ－ｇ（ｔ）ｙ

（abｇ（ｔ）≤０，∫
ｔ

０
ｇ（ｓ）ｄｓ�´）#Óeｘ＝ｙ＝０#$%&

W　ö*+

Ｖ（ｘ，ｙ）＝ （１－ｃｏｓｘ）＋１
２ｙ２

� ０＜ｘ２＋ｙ２≤１�w

０＜Ｖ（ｘ，ｙ）＜ ３
２

，

>5‘

ｄＶ
ｄｔ＝－２ｇ（ｔ）［（１－ｃｏｓｘ）＋１

２ｙ２］

≡η（ｔ）Ｖ，

.�η（ｔ）≡－２ｇ（ｔ）≥０，:h∫
ｔ

０
ｇ（ｔ）ｄｔ�´，φ（‖（ｘ，ｙ）Ｔ‖）≡３

２
，v°F0

%8５１１#°GPQxÓeF�$%#
.mÇb#ｇ（ｔ）�ö9－ｓｉｎ２ｔ�－ｅｔｓｉｎ２ｔ�，�F07%8#PQó�

F0%8５１０b“Ｖ≥σ＞０�ｄＶ
ｄｔ≥ｌ＞０”#�S

4　5　"

１ÅÌ%ð6*+#%Û&：

（１）Ｖ（ｘ，ｙ）＝ｘ２ｙ２；

（２）Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋３ｚ２；

（３）Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ｘｙ＋ｙ２＋ｚ２；

（４）Ｖ（ｘ，ｙ）＝ｘ２－２ｘｙ２＋ｘ４＋ｙ４；

（５）Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ｙ２＋２ｙｚ＋ｚ２；
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（６）Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２－ｘ３－ｙ４；

（７）Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｓｉｎｘ＋ｙ２＋ｚ２

２ÅV%�%L5‘
ｘ＝－ｙ，　　ｙ＝２ｘ

#Óe$%��¬­

３ÅÆÇ%L：l5‘�4�eTÎW£}]Óe，�ÓeÍF�$%#

４hl5‘#ÓeF$%#，Å§]Îò»HÀW]Ｏ#e�F$%#Ï？ÆÇ%

LÐ

５ÅKL：�5‘F0PQ：‖ｘ（ｔ０）‖＜Ｍ #eT4¢£}]Óeｘ（ｔ）≡０，�F0

ÅPQ#gmeTF$%#

６ÅK：ø&5‘
ｘ＝Ａ（ｔ）ｘ，

abＡ（ｔ）Fｎ×ｎÐÑ，�}~eｘ≡０$%，��#4�eTF$%#

７V%�%L，Q�

ｘ＝ －２ｘ
１＋ｔ

#ÓeÎW$%，�Ò4¢ÎW$%

８VＶ *+üÌ%ð65‘Óe#$%&：

（１）ｘ＝－ｘｙ４，　ｙ＝ｘ４ｙ；

（２）ｘ＝－ｘ＋ｘｙ２，　ｙ＝－２ｘ２ｙ－ｙ；

（３）ｘ＝－ｘ＋ｙ－３ｙ２－１
４ｘ３，　ｙ＝－１

３ｘ－１
２ｙ－２ｙ３；

（４）ｘ＝－ｘ－３ｙ＋２ｚ＋ｙｚ，　ｙ＝３ｘ－ｙ－ｚ＋ｘｚ，　ｚ＝－２ｘ＋ｙ－ｚ＋ｘｙ；

（５）ｘ＝－ｘ＋ｙ，　ｙ＝ｘｃｏｓｔ－ｙ；

（６）ｘ＝－１
２ｘ－１

２ｘｙ２，　ｙ＝－３
４ｙ＋３ｘｚ２，　ｚ＝－２

３ｚ－２ｘｙｚ２．

９VＶ *+üÌ%ð65‘Óe#$%&：

（１）ｘ＝－ｓｉｎ（ｘｔ），　ｘ∈Ｒ１；

（２）ｘ＝ｘ－ａｙ，　ｙ＝ｂｘ＋ｙ；

（３）ｘ＝ｘ－ｘｙ４，　ｙ＝ｙ－ｘ２ｙ３；

（４）ｘ＝－３ｘ＋ｘｙ４－ｘ３ｙ６，　ｙ＝－１
２ｘ２ｙ－１

４ｙ３；

（５）ｘ＝－ｔｘ＋４ｔｙ，　ｙ＝ｔｘ－２ｔｙ＋ｅｔｘｙ２；

（６）ｘ＝ｔｘ＋ｅｔｙ＋ａｘ２ｙ，　ｙ＝ｔ＋２
ｔ＋１ｘ－ｔｙ＋ｂｘｙ２

１０VＶ *+üÌ%ð65‘Ò%e（}�ò）#$%&：

（１）ｘ＝－１
２ｙ＋（ｘ－１）［（ｘ－１）２＋ｙ２］，
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ｙ＝－２＋２ｘ＋ｙ［（ｘ－１）２＋ｙ２］；

（２）ｘ＝－ｘ－ｙ＋ｚ－１＋（ｘ－１）［（ｘ－１）２＋ｙ２＋（ｚ－２）２］，
ｙ＝ｘ－ｙ＋２ｚ－５＋ｙ［（ｘ－１）２＋ｙ２＋（ｚ－２）２］，
ｚ＝－ｘ－２ｙ－ｚ＋３＋（ｚ－２）［（ｘ－１）２＋ｙ２＋（ｚ－２）２］．

１１Ì%ð6ÓÔQ�Óe#$%&；

（１）ｄ
２ｘ
ｄｔ２ ＋ｆ（ｘ）＝０，abｆ（ｘ）Þß，ｆ（０）＝０，ｘｆ（ｘ）＞０（ｘ≠０）；

（２）ｄ
２ｘ
ｄｔ２ （＋ ｄｘ

ｄ ）ｔ

３ （＋ ｄｘ
ｄ ）ｔ

５

＋ｆ（ｘ）＝０，abｆ（ｘ）Þß，ｘｆ（ｘ）＞０（ｘ≠０）

１２5‘ｘ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒｎ，ｆ（ｘ）Þß，ｆ（０）＝０，tｘ≠０�∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）ｘｉ＜０ ÅKÓe

ｘ＝０F°±ÎW$%#

１３^_Ó·Òø&5‘
ｘ＝ｆ（ｘ，ｙ），　　ｙ＝ｇ（ｘ，ｙ），

abｆ，ｇÞß，ｆ（０，０）＝ｇ（０，０）＝０ÅK：�f-�+ａ，ｂ，�-,ò#�ÚIÕＯ（０，０）

Öａｆ（ｘ，ｙ）＋ｂｇ（ｘ，ｙ）＞０�Óeｘ＝ｙ＝０�$%

１４ÈÉ2１３8，ÅKð65‘#Óe�$%：

（１）ｘ＝ｘ２＋ｙ２，　ｙ＝ｘ＋ｙ＋ｘｙ；

（２）ｘ＝ｙｓｉｎｙ，　ｙ＝ｘｙ＋ｘ２＋ｙ２

１５�5‘ｘ＝Ｆ（ｔ，ｘ），ｘ∈Ｒｎ�f-Ý�~�1´#Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ），�>5‘#

D+ｄＶ
ｄｔ＝φ（ｔ）Ｗ（ｔ，ｘ），abＷ（ｔ，ｘ）FÕ%*+，φ（ｔ）9ｔ#ÒÕÞß*+，t∫

＋∞

０
φ（ｔ）ｄｔ

＝＋∞ÅK：5‘#ÓeFÎW$%#

67,85

１×ØÙÚÛ24Qü

7B²ÜÝ#eÞhH5‘e#$%&#Qü，F/]��、¼z��Tk#×ØÙ

ÚÛ*+Ｖ（ｔ，ｘ）（pH^5），̂ k>5‘#°D+ｄＶ（ｔ，ｘ（ｔ））
ｄｔ

#�Û�an��&�õ

ñ%5‘e#ßà，[ó23?4áÌ%%8，.NÌ%$%&#âã;Qü，¤j�Ð

9×ØÙÚÛ2ÓQü�Ｖ *+ü、�Àü
-１８９２¡×ØÙÚÛ#äå:Ib［８］，n!îÜÝ#F�Ð924Qü#æç+=

¢ü，.NQü²23#%8¹

#E　hhHQ�è

ｄｘｓ

ｄｔ ＝ ∑
ｎ

σ＝１
ｐｓσ（ｔ）ｘσ＋ ∑

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ≥２

Ｐ（ｍ１，…，ｍｎ）
ｓ ｘｍ１１ ｘｍ２２ …ｘｍｎｎ
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#24éW!Q�è

ｄｘｓ

ｄｔ ＝ ∑
ｎ

σ＝１
ｐｓσ（ｔ）ｘσ

FÔ�5‘，t²w#×ØÙÚÛ�&+FÔ#，«h

Ｐ（ｍ１，…，ｍｎ）
ｓ ＜ Ｍ

Ａｍ１＋…＋ｍｎ
，

ab Ｍ，Ａ{9Ô�+�Q�è#ÓeFÎW$%#
24Qü²23#.NÌ%%8#�òF：�#KLFVÒ�Zêóãä#HëQ

üõ¿ì#，4Ã;8jz，PQ�j�，��ñ%e#æç+，Ì%�#ab&，ñ%4

éW!5‘#×ØÙÚÛ�&+#�Û;&�®B.，.ÿ%8#KL;©VjÐ“2

ÓQü”#%8，-�+Øíð�îïé�“24Qü”-２０ðñ６０¡Xòó³w4o

<=，�¿ 4 À ? e # ô s o H | õ ö ÷ # 《� � $ % & # 4 Ã § 8 ø �》�

ГНДубошин#《��$%&#/78:》［１９５２（bù7１９５９）］

２�]Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&/7%8#¸»

ij<�Ｌｉａｐｕｎｏｖ�]$%;�$%#/7%8F2ÓQü#úû，�j-eÞ$

%&§8�mü³�#pV-×ØÙÚÛÐ¾，³w�ý�s�lo%8#PQp?

¿4À#qr．ð¸ÜÝ#¼m%8，w#F=/7%8b#PQíþ，w#Fp?oÇ

r

Ｍａлкин"#$#E［９］　�-ＧＨ 1f-Ýw�×�1´#Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ）)Õ%

*+Ｖ１（ｔ，ｘ），�-yz¡%Ú０＜λ≤‖ｘ‖≤μ≤Ｈ b，w

ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｄＶ
ｄｔ （５１）

－Ｖ１）＝０，

�5‘（５１）#}~eｘ＝０$%
Z[* Ｍａлкин"#$#E［１０］　�-ＧＨ If-Ýw�×�1´#Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ）

)Õ%*+Ｖ１（ｔ，ｘ），�-yz¡%Ú０＜λ≤‖ｘ‖≤μ≤Ｈ b，δ＞０，ｔ （δ）， ｔ≥ｔ

�w

ｄＶ
ｄｔ （５１）

＜Ｖ１（ｔ，ｘ）＋δ，

�5‘（５１）#}~eｘ＝０$%

1Dèm%8lmＬｉａｐｕｎｏｖ/7%8，�£Ðÿ�FWXｄＶ
ｄｔ

FqÛ#

M１　^_

ｄｘ１

ｄｔ ＝ （１
１＋ｔ＋ｃｏｓｔ－｜ｃｏｓｔ｜）（ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２）－ｘ３

１，

ｄｘ２

ｄｔ ＝ （１
１＋ｔ＋ｃｏｓｔ－｜ｃｏｓｔ｜）（ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２）－ｘ３

２

烅

烄

烆 
（１）

abＡ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ（ ）
２２

!Õ%，�（１）#}~e$%
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QR　êＶ＝１
２

（ｘ２
１＋ｘ２

２），�

ｄＶ
ｄｔ （１）

＝ ∑
２

ｉ＝
［

１

（１
１＋ｔ＋ｃｏｓｔ－｜ｃｏｓｔ｜）∑

２

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｘｊ－ｘ４］ｉ

＝ （１
１＋ｔ＋ｃｏｓｔ－｜ｃｏｓｔ｜）ｘＴＡｘ－∑

２

ｉ＝１
ｘ４

ｉ

ê　Ｖ１＝－（ｘ４
１＋ｘ４

２），�Ｖ１ Õ%，t

ｄＶ
ｄｔ ＝Ｖ１＋（１

１＋ｔ＋ｃｏｓｔ－｜ｃｏｓｔ｜）ｘＴＡｘ

uv ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｄＶ
ｄｔ－Ｖ１）＝ｌｉｍ

ｔ→∞
（１
１＋ｔ＋ｃｏｓｔ－｜ｃｏｓｔ｜）ｘＴＡｘ

�f-，�F0 Ｍａлкин%8#PQ，�F0y¿# Ｍａлкин%8#PQx（１）#}~e

$%
T_*!,"#$#E［１１］　 �-ＧＨ 1f-oh*+Ｖ（ｔ，ｘ）)ohÔ%*+Ｗ（ｘ）

,ëì�í*+θ（ｔ），Ýwθ（ｔ０）＝１，�é

Ｖ（ｔ，ｘ）－θＷ（ｘ）Ｕ（ｔｘ）

F0

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤０，　ｄＵ
ｄｔ （５１）

≥０

�5‘（５１）#}~eｘ＝０4¢$%
�-1D%8#PQbý"iPQｌｉｍ

ｔ→∞
θ（ｔ）＝∞，�5‘（５１）#}~eｘ＝０ ³F¬

­#，[óFÎW$%#
T_*34"#$#E［１２］　�-ＧＨ 1f-Ýw�×�1´#Ô%*+Ｖ（ｔ，ｘ）)Õ

%*+珚Ｖ（ｔ，ｘ）,Þß*+λ（ｔ）≥０，�é

ｄＶ
ｄｔ （５１）

＝λ（ｔ）珚Ｖ（ｔ，ｘ），

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０
λ（ｔ）ｄｔ＝ ∞

�5‘（５１）#}~eｘ＝０ÎW$%
#’［１３］　hφ１，φ２∈Ｋ，�μ＞０，ｒ∈［０，μ］，ｋ１＞０，ｋ２＞０，�é

ｋ１φ１（ｒ）≤φ２（ｒ）≤ｋ２φ１（ｒ）
��φ１，φ２ Ýw±G£çæ#�1D�®R�ｒ∈［０，＋∞）Ñ3，��φ１，φ２ Ýw°±

£çæ#
9:"#$#E［１３］　�-ＧＨ 1f-Ｖ（ｔ，ｘ）;‖ｘ‖α Ýw£çæ#（α＞０）,Ýw±

G£çæ##φ１（ｒ），φ２（ｒ），φ３（ｒ）∈Ｋ，�é

φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－φ３（‖ｘ‖）

·６０２· 5CD　Ｌｉａｐｕｎｏｖ"#$*%&78>%&#E



�5‘（５１）#}~eｘ＝０Í+$%
�=1D%8b#ＧＨ y9Ｉ×Ｒｎ，φ１，φ２∈Ｋy9φ１，φ２∈ＫＲ，anPQ�q，�5‘

（５１）#}~eｘ＝０F°±Í+$%#
4m;1D%8®$#@:F：

#E［１３］　�-ＧＨ 1f-Ｖ（ｔ，ｘ）,�+ｃ１≥１，ｃ２＞０，�é

‖ｘ‖ ≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤ｃ１‖ｘ‖，

ｄＶ
ｄｔ （５１）

≤－ｃ２‖ｘ‖，

�5‘（５１）#}~eｘ＝０Í+$%
{ôsp9%7vÑ1D%8#KL

9:;<

［１］&’(．$%&#+�8:,a©V．)*：+b,�S�Ì-.，２００１
［２］ＭａｓｓｅｒａＪ．Ｌ．，ＣｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｔｏＳｔａｂｉｌｉｔｙＴｈｅｏｒｙ．Ａｎｎ．ｏｆＭａｔｈ．，１９５６，６４
［３］ＭａｓｓｅｎＪ．Ｌ．，ＯｎＬｉａｐｏｕｎｏｆｆｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ａｎｎ．ｏｆＭａｔｈ．，１９４９，５０（３）

［４］&’(．$%&#8:、Qü)©V．)*：+b8/S�Ì-.，１９９９
［５］ПерсидскийК．П．，КТеорииустойчивостирешенийДифферендиａльныхуравненийУМН

том，１９４６，１：５～６
［６］Персндский К．П．，КТеорииустойчивостиинтеｒраловсистем дифферендиальных

уравнений．，Чзвфизматоóвапрпказанскｒосунте，１９３６，８：４７～８５
［７］ЧетаевИ．Г．，УстойчивосъДвижения，Наука，１９６５
［８］ЛялуновＡ．ＭОбａязадачаобустойчивостидвиженияГостехиздт，１９５０
［９］МалкинИ．ГＴеорияусｒойчивостидвиженияМ：Наука，１９７６
［１０］0ÙÑ．èm$%&%8#y¿．+b,�S��1（hHQ�23），１９８６：１３５～１３７
［１１］&’(．��5‘#$%&8:)©V．45：67/8Ì-.，２０００
［１２］X9:．�hHQ�$%&8:．1;：1;<�=>Ì-.，１９８０
［１３］?@．$%&8:．45：45S�Ì-.，１９９２
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!=#　>&?@ABCD?@’$%&

ø&5‘F5‘ARb"Bë�«©VVÈ#4N，�#$%&�Ém
CD5‘#oC、oE%®mü�F#pV，£��F4ÃÒø&5‘$%&
#/07B=G��:�5+、q5+ø&5‘¦,H�5‘#$%&

!./　>&?@$%&’EF%-

^_ø&5‘

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ（ｔ）ｘ， （６１）

abｘ∈Ｒｎ，Ａ（ｔ）∈Ｃ（Ｉ，Ｒｎ×ｎ）
Iö5‘（６１）#y4/eè

ｘ１ ＝

ｘ１１（ｔ）

ｘ２１（ｔ）


ｘｎ１（ｔ

烄

烆

烌

烎）

，　…，　ｘｎ ＝

ｘｎ１（ｔ）

ｘｎ２（ｔ）


ｘｎｎ（ｔ

烄

烆

烌

烎）



¦./eè#g4mep946�Ñ5‘（６１）#/eÐÑ

Ｘ（ｔ）＝

ｘ１１（ｔ） … ｘ１ｎ（ｔ）
 

ｘｎ１（ｔ） … ｘｎｎ（ｔ

烄

烆

烌

烎）
，

JvÐÑＸ#g46TF05‘（６１），BóÐÑＸ 7K�F05‘（６１）
.C4õ，5‘（６１）#/eÐÑ9ÐÑQ�

ｄＸ
ｄｔ ＝Ａ（ｔ）Ｘ （６２）

²ñ%；ÏÐ，ÐÑQ�（６２）#yz4mÒLM#eTop95‘（６１）#/
eÐÑ�‘£，F0PQ

Ｘ（ｔ０）＝Ｅ　（Ｅ9ë�ÐÑ）

#/eÐÑＸ（ｔ）�9+N/eÐÑ（�� ＣａｕｃｈｙÐÑ）  Ｘ（ｔ）95‘
（６１）#/eÐÑ�，ijo¦ö�#+N/eÐÑ9



Ｋ（ｔ，ｔ０）＝Ｘ（ｔ）Ｘ －１（ｔ０），
�5‘（６１）#ºeoO�9

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ０ （６３）

　　ð¸，ij=çÌø&5‘（６１）#$%&#¼m®$%8
#E６１　5‘（６１）#}~e$%（4¢$%）#»H��PQF�#

ＣａｕｃｈｙÐÑＫ（ｔ，ｔ０）（ｔ≥ｔ０）w´（4¢w´）
QR　��&�5‘（６１）#}~#e$%（4¢$%），�ε＞０，δ

＝δ（ε，ｔ０）＞０（δ（ε）＞０）， ‖ｘ（ｔ０）‖＜δ�，w

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ（ｔ０）‖ ＜ε

　　öｎè]^ｘ（ｔ０）＝δ
２ｅｋ，abｅｋ＝（０，…，１，…０）Ｔ 92ｋmHáö１#

ｎ·ë�6àá，�Ｋ（ｔ，ｔ０）#2ｋ6oO9

ｘ（ｋ）（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝ ２
δ
Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ（ｔ０）　　（ｋ＝１，２，…，ｎ）

B

‖ｘ（ｔ０）‖ ≤ δ
２ ＜δ，

�

‖ｘ（ｋ）（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＝ ２
δ‖Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ（ｔ０）‖ ＜ ２

δεＭ　（ｋ＝１，２，…ｎ），

�Ｋ（ｔ，ｔ０）#g6w´（4¢w´），[óＫ（ｔ，ｔ０）w´（4¢w´）
»H&h5‘（６１）#F0]ÎPQｘ（ｔ０）＝ｘ０ #e9

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ（ｔ０），
t

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ≤ｍ（ｔ０）　（‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ≤ｍ）

ε＞０，ｔ≥ｔ０，öδ（ε，ｔ０）＝ ε
ｍ（ｔ０）

（öδ（ε）＝ε
ｍ

），� ‖ｘ（ｔ０）‖＜δ（ε，ｔ０）（‖ｘ

（ｔ０）‖＜δ（ε））�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤ ‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖‖ｘ（ｔ０）‖ ＜
ｍ（ｔ０）
ｍ（ｔ０）ε＝ε，　ｔ≥ｔ０

（‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ ｍ
ｍε＝ε）

[óR（６１）#}~e$%（4¢$%）K#
#E６２　5‘（６１）#}~eÎW$%#»H��PQF�#}~e

F¬­#［.%LR（６１）#}~e#¬­&Ä¾?a$%&］
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QR　��&Fuv#ij�K»H&hR（６１）#}~eF¬­
#，�ｔ０∈Ｉ，δ（ｔ０）＞０， ‖ｘ０‖≤δ（ｔ０）�，w

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ０ →０　（ｔ→＋∞）．

I½öｘ０＝ｘ（ｔ０）＝δ
２ｅｋ，abｅｋ＝（０，…，１，…，０）Ｔ 92ｋmHáö１#ｎ·

ë�6àá（ｋ＝１，２，…，ｎ），�ＣａｕｃｈｙÐÑＫ（ｔ，ｔ０）#2ｋ6

ｘ（ｋ）（ｔ，ｔ０，ｘ０）＝Ｋ（ｔ，ｔ０）ｅｋ ＝ ２
δ
Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ０ →０　（ｔ→＋∞），

xｘ（ｋ）（ｔ，ｔ０，ｘ０）（ｋ＝１，２，…，ｎ）w´，[óＫ（ｔ，ｔ０）w´ :%8６１<R
（６１）#}~e$%，[óÎW$%K#

J$éïð¸#;:
TU６１　5‘（６１）#}~e4¢ÎW$%®$]}~e4¢¬­，t

Ｋ（ｔ，ｔ０）4¢w´
TU６２　5‘（６１）#}~eÎW$%（4¢ÎW$%）®$]°±Î

W$%（°±4¢ÎW$%）
#E６３　5‘（６１）#}~eÎW$%（4¢ÎW$%）#»H��P

QF�#ＣａｕｃｈｙÐÑＫ（ｔ，ｔ０）→０（ｔ→＋∞）［Ｋ（ｔ，ｔ０ →→） �]ｔ０ ０（ｔ→＋∞）t

Ｋ（ｔ，ｔ０）4¢w´（ｔ≥ｔ０）］
QR　��&�R（６１）#}~eÎW$%，�:ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）→０（ｔ→

＋∞），ÿ!]%8６２#KL，oKéＫ（ｔ，ｔ０）→０（ｔ→＋∞）；�R（６１）#}
~e4¢ÎW$%，�:;:６１<�#}~e4¢¬­，tＫ（ｔ，ｔ０）4¢w
´，ó:ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０ →→） ０（ｔ→＋∞）�]ｔ０ 4¢，�wＫ（ｔ，ｔ０ →→） ０（ｔ→＋∞）

»H&BＫ（ｔ，ｔ０）→０（ｔ→＋∞）［Ｋ（ｔ，ｔ０ →→） ０（ｔ→＋∞），tＫ（ｔ，ｔ０）4

¢w´］，xf-Ô�+ｍ（ｔ０）＞０（ｍ＞０），�é

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ≤ｍ（ｔ０）（‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ≤ｍ）
:%8６１<R（６１）#}~e$%（4¢$%） «:ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝Ｋ（ｔ，

ｔ０）ｘ０<R（６１）#}~e¬­（4¢¬­）K#
#E６４　5‘（６１）#}~e¬­;®¯¬­®$，[óÎW$%;®

¯ÎW$%®$
QR　®¯¬­uvF¬­#xij�eKLR（６１）#}~e¬­

�4%®¯¬­:%8６３<R（６１）#}~e¬­®$]

Ｋ（ｔ，ｔ０）→０　（ｔ→＋∞）
x�σ（ｔ０）＞０，ε＞０，Ｔ（ｔ０，ε，σ）， ｔ≥ｔ０＋Ｔ�，w

·０１２· 5hD　d$efijklef*"#$



‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ＜ ε
σ

．

[ó ‖ｘ（ｔ０）‖≤σ（ｔ０）�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤ ‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖‖ｘ０‖ ＜ ε
σ（ｔ０）σ

（ｔ０）＝ε

xR（６１）#}~eF®¯¬­#K#
#E６５　5‘（６１）#}~e4¢ÎW$%#»H��PQF�#}

~eÍ+$%
QR　:]Í+$%uvF4¢ÎW$%#，xij�eKLR（６１）#

}~e4¢ÎW$%�4%Í+$%:R（６１）#}~e4¢¬­<，ε
＞０（�Oh０＜ε＜１），Ｔ（ε）＞０， ｔ≥ｔ０＋Ｔ�，w

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ＜ε
«:R（６１）#}~e4¢$%<，ｍ＞０，�é

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ＜ｍ　（ｔ≥ｔ０）
h

ｎＴ ≤ｔ－ｔ０ ＜ （ｎ＋１）Ｔ　（ｎ＝０，１，２，…），
:]ＣａｕｃｈｙÐÑＫ（ｔ，ｔ０）Ýw&�

Ｋ（ｔ，ｔ０）＝Ｋ（ｔ，ｔ１）Ｋ（ｔ１，ｔ０）　（ｔ０ ≤ｔ１ ≤ｔ）
B.w

Ｋ（ｔ，ｔ０）＝Ｋ（ｔ，ｎＴ＋ｔ０）Ｋ（ｎＴ＋ｔ０，（ｎ－１）Ｔ＋ｔ０）…Ｋ（Ｔ＋ｔ０，ｔ０）
]F

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖≤ ‖Ｋ（ｔ，ｎＴ＋ｔ０）‖‖Ｋ（ｎＴ＋ｔ０，（ｎ－１）Ｔ＋ｔ０）‖…‖Ｋ（Ｔ＋ｔ０，ｔ０）‖

≤ｍｅ－λｎＴ ＝ｍｅλＴｅ－λ（ｎ＋１）Ｔ

≤Ｎｅ－λ（ｔ－ｔ０），
.�Ｎ＝ｍｅλＴ，ｅ－λＴ＝εK#

!3/　G?H>&?@$%&’IHJK

�5+ø&5‘Ýwèm"/7#�&：（１）5‘F%�#；（２）5‘Fø
&#:].èm&�，�5+ø&5‘#$%&§8¼PTo¦º�ø&
X+#/ÝõeÞ

^_ð¸#�5+ø&5‘：

ｄｘ
ｄｔ＝Ａｘ， （６４）
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.�Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎFｎ ÔA�+ÐÑｘ∈Ｒｎ ¤j�Vｘ#ÓéQＶ（ｘ）＝
ｘＴＢｘp9Ｌｉａｐｕｎｏｖ*+õqr5‘}~e#$%&uv

ｄＶ
ｄｔ （６４）

＝ｘＴ（ＡＴＢ＋ＢＡ）ｘ≡ｘＴＣｘ

�Fｘ#ÓéQij=Ｖ（ｘ）;ｄＶ
ｄｔ （６４）

²�©#ÐÑＢ;Ｃ F0#Q�

ＡＴＢ＋ＢＡ ＝Ｃ （６５）
�9:5‘（６４）�:ÐÑＡñ%#ＬｉａｐｕｎｏｖQ�

.E６１［１］　�Ａ#�R λ̂ｉ {F0λｉ＋λｊ≠０（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），��y
§A��ÐÑＣ，f-g4#A��ÐÑＢF0R（６５）

QR　:ｉ，ｊ，λｉ＋λｊ≠０，�‘£w２λｉ≠０，[óλｉ≠０（ｉ＝１，２，…，ｎ），B
.ｄｅｔＡ≠０，�ＡFÒLMÐÑ :ø&X+#<S<，f-ÒLMÐÑＱ，
�é

Ｑ－１Ｑ＝Ｅ，　Ｑ－１ＡＱ ＝Ｄ，
abＥFｎÔë�ÐÑ，ó

Ｄ＝

λ１ ｄ２ ０ … ０
０ λ２ ｄ３ … ０
   

０ ０ ０ … ｄｎ

０ ０ ０ … λ

烄

烆

烌

烎ｎ



-R（６５）èËH‘�TＱＴ )cTＱ，û§ï（Ｑ－１）ＴＱＴ＝Ｅ，w

ＱＴＡＴ（Ｑ－１）ＴＱＴＢＱ＋ＱＴＢＱＱ－１ＡＱ ＝ＱＴＣＱ
:]ＱＴＡＴ（Ｑ－１）Ｔ＝（Ｑ－１ＡＱ）Ｔ，�1Ros9：

ＤＴＱＴＢＱ＋ＱＴＢＱＤ ＝ＱＴＣＱ
êＱＴＣＱ＝Ｃ＝（ｃ

ｉｊ ）ｎ×ｎ，　ＱＴＢＱ＝Ｂ＝（ｂ
ｉｊ ）ｎ×ｎ，�

ＤＴＢ ＋ＢＤ＝Ｃ
=1DÐÑQ�=¢�éï：

２λ１ｂ
１１ ＝ｃ１１，

λ１ｂ
１ｊ ＋ｄｊｂ

１，ｊ－１＋λｊｂ
１ｊ ＝ｃ

１ｊ，　ｊ＝２，３，…，ｎ，

ｄｉｂ
ｉ－１，ｊ＋λｉｂ

ｉｊ ＋ｄｊｂ
ｉ，ｊ－１＋λｊｂ

ｉｊ ＝ｃ
ｉｊ ，　ｉ，ｊ＝２，３，…，ｎ，

ｄｉｂ
ｉ－１，１＋λｉｂ

ｉ１ ＋λ１ｂ
ｉ１ ＝ｃ

ｉ１，　ｉ＝２，３，…，ｎ
�

（λｉ＋λｊ）ｂ
ｉｊ ＝ｃ

ｉｊ －ｄｉｂ
ｉ－１，ｊ－ｄｊｂ

ｉ，ｊ－１，　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ
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abU%ｄ１＝０，ｂ
ｉ０＝０，ｂ

０ｊ＝０:]λｉ＋λｊ≠０，�w

ｂ
ｉｊ ＝ｃ

ｉｊ －ｄｉｂ
ｉ－１，ｊ－ｄｊｂ

ｉ，ｊ－１

λｉ＋λｊ
，　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ （６６）

[ó�y§ç%#A��ÐÑＣ，:R（６６）éïg4ñ%#Ｂ，ý:®RＢ
＝（Ｑ－１）ＴＢＱ－１<Ｂg4ñ%

:]ＣFA��ÐÑ，�Ｃ＝ＱＴＣＱ �FA��ÐÑ，ý:R（６６）oé

ｂ
ｉｊ ＝ｂ

ｊｉ ，�ＢFA��ÐÑ，[óＢ＝（Ｑ－１）ＴＢＱ－１FA��ÐÑK#
�V­8６１#â�，�ø&5‘（６４）o¦îö%4mA��ÐÑＣ，

�éｄＶ
ｄｔ （６４）

＝ｘＴＣｘ FÕ%#，v¾:R（６６）ñ%ÌＢ，ÈÉＶ（ｘ）＝ｘＴＢｘ

#�Û�oñ%R（６４）#}~e#$%&
M６１　�:5‘

ｄｘ１

ｄｔ ＝－ｘ１＋ｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ ＝２ｘ１－３ｘ
烅

烄

烆 ２

（６７）

}~e#$%&

W　Ａ＝
－１ １（ ）２ －３

#�R^9λ１ 槡＝－２＋ ３，λ２ 槡＝－２－ ３ ½öＣ＝

－１ ０（ ）０ －１
，�ｄＶ

ｄｔ＝ｘＴＣｘ＝－（ｘ２
１＋ｘ２

２）Õ%:®R（６６）éï�]ｂｉｊ#Q

�è：

－２ｂ１１＋４ｂ１２ ＝－１，

ｂ１１－４ｂ１２＋２ｂ２２ ＝０，

２ｂ１２－６ｂ２２ ＝－
烅
烄

烆 １

eÐé　ｂ１１＝７
４

，ｂ１２＝ｂ２１＝５
８

，ｂ２２＝３
８

�

Ｂ＝

７
４

５
８

５
８

烄

烆

烌

烎
３
８



B.　Ｖ（ｘ）＝ｘＴＢｘ＝７
４ｘ２

１＋５
４ｘ１ｘ２＋３

８ｘ２
２$VK，�FÔ%#[ó5‘

（６７）#}~e4¢ÎW$%
ð¸ij=�Vø&5‘#/eÐÑ，º�Ａ#�R^#�Ûõñ%5
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‘（６４）#}~e#$%&
�ÐÑＡ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，­WÍ+ÐÑ*+

ｅＡ ＝Ｅ＋Ａ＋１
２！Ａ

２＋…＋ １
ｎ！Ａ

ｎ＋…，

abＥ9ｎ Ôë�ÐÑ:ø&X+8:o<，�yzQÑＡ，1Dç+a
bJ$KL

ｄ
ｄｔ

（ｅＡ（ｔ－ｔ０））＝ＡｅＡ（ｔ－ｔ０），

B.5‘（６４）#ＣａｕｃｈｙÐÑ9

Ｋ（ｔ，ｔ０）＝ｅＡ（ｔ－ｔ０） （６８）

:ÐÑ8:<f-ÒLMÐÑＣ，�éＣ－１ＡＣ＝Ｊ，abＪFＡ #Ｊｏｒｄａｎ+N
Q：

Ｊ＝

Ｊ１ ０
Ｊ２


０ Ｊ

烄

烆

烌

烎ｒ

，

Ｊｊ F�©]Ａ #ｎｊ ³�R^λｊ #ｎｊ ÔＪｏｒｄａｎX（ｊ＝１，２，…，ｒ）：

ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｒ＝ｎ，ｒ9Ａ #]®B¶#m+
]Fw

Ｃ－１ｅＡ（ｔ－ｔ０）Ｃ＝ｅＣ－１ＡＣ（ｔ－ｔ０）＝ｅＪ（ｔ－ｔ０）

＝ｄｉａｇ（ｅＪ１（ｔ－ｔ０），ｅＪ２（ｔ－ｔ０），…，ｅＪｒ（ｔ－ｔ０））， （６９）

ab　　　　　　　　　ｅＪｊ（ｔ－ｔ０）＝Ｄｊ（ｔ－ｔ０）·ｅλｊ（ｔ－ｔ０）， （６１０）

Ｄｊ（ｔ－ｔ０）＝

１ ｔ－ｔ０
（ｔ－ｔ０）２

２！
… （ｔ－ｔ０）ｎｊ－１

（ｎｊ－１）！

０ １ ｔ－ｔ０ … （ｔ－ｔｉ）ｎｊ－２
（ｎｊ－２）！

   

０ ０ ０ … ｔ－ｔ０

０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎１


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　　#E６６　（１）　5‘（６４）#}~e$%Ａ#²w�R^TÝwÒÔ
AG，tÝwÓAG#�R^��©Ａ#Bë]®B¶

（２）　5‘（６４）#}~eÎW$%Ａ#²w�R^{ÝwÕAG
（３）　5‘（６４）#}~e�$%ＡwÔAG#�R^，�w�©]�

³]®B¶#ÓAG�R^
QR　（１）:%8６１<5‘（６４）#}~e$%Ｋ（ｔ，ｔ０）＝ｅＡ（ｔ－ｔ０）w

´ó:R（６９）<，ｅＡ（ｔ－ｔ０）w´ｅＪ（ｔ－ｔ０）w´ｅＪｊ（ｔ－ｔ０）（ｊ＝１，２，…，ｒ）w
´ý:R（６１０）<ｅＪｊ（ｔ－ｔ０）（ｊ＝１，２，…，ｒ）w´Ｒｅλｊ≤０（ｊ＝１，２，…，ｒ），t
 Ｒｅλｊ０＝０�，ｎｊ０＝１

（２）:%8６２<5‘（６４）ÎW$%ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅＡ（ｔ－ｔ０）＝０ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅＪ（ｔ－ｔ０）＝０

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ｅＪｊ（ｔ－ｔ０）＝０（ｊ＝１，２，…，ｒ）Ｒｅλｊ＜０　（ｊ＝１，２，…，ｒ）

（３）:（１）#$%&#»�PQ�o;Ì
M６２　�:ð65‘Óe#$%&：

（１）　
ｘ１＝ｘ２，
ｘ２＝－ｋ２ｘ１
烅
烄

烆 ；　　　　　（２）　
ｘ１＝ｘ２，
ｘ２＝－ｋ２ｘ１－２μｘ２
烅
烄

烆 ；

（３）　
ｘ１＝ｘ２，
ｘ２＝ｋ２ｘ１
烅
烄

烆 
abｋ＞０，μ＞０9�+

W　M5‘5+ÐÑＡ#�RQ�F

（１）　
－λ １
－ｋ２ －λ

＝０；　　　　　（２）　
－λ －１
－ｋ２ －λ－２μ

＝０；

（３）　
－λ １
ｋ２ －λ

＝０

[óSé�RÈH‘9：

（１）λ１，２＝±ｋｉ；　　（２）λ１，２＝－μ± μ
２－ｋ槡 ２；　　（３）λ１，２＝±ｋ

:%8６６�<5‘（１）F$%#；5‘（２）FÎW$%#；5‘（３）F�$%
#

:%8６６o<，�5+ø&5‘（６４）ÎW$%öÞ]5‘#�R�
YR

ｆｎ（λ）＝ｄｅｔ（λＥ－Ａ）

#ÈF�TÝwÕ#AG，Bó¹zÌ%4mA5+�YRÝwÕAG#È
FTw§�#
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#’６１　��YRｆｎ（λ）#°GÈTÝwÕ#AG，��ｆｎ（λ）F"#
pqr，��9Ｈｕｒｗｉｔｚ（stuv）pqr，â9ｆｎ（λ）∈Ｈ

�h5‘#�R�YR9

ｆｎ（λ）＝ａ０λｎ＋ａ１λｎ－１＋…＋ａｎ－１λ＋ａｎ，

abａ０＞０pì6R：

Δ１＝ａ１，　Δ２＝
ａ１ ａ０

ａ３ ａ２

，　Δ３＝

ａ１ ａ０ ０
ａ３ ａ２ ａ１

ａ５ ａ４ ａ３

，

Δ４＝

ａ１ ａ０ ０ ０
ａ３ ａ２ ａ１ ａ０

ａ５ ａ４ ａ３ ａ２

ａ７ ａ６ ａ５ ａ４

，…，

Δｎ＝

ａ１ ａ０ ０ ０ … ０
ａ３ ａ２ ａ１ ａ０ … ０
    

ａ２ｎ－１ ａ２ｎ－２ ａ２ｎ－３ ａ２ｎ－４ … ａｎ

＝ａｎΔｎ－１，

ab4�ｉ＞ｎ�，ａｉ＝０
ijwð¸#@:（aKLú［２］）：

#E６７（Ｈｕｒｗｉｔｚ#E）　ｆｎ（λ）∈ＨΔ１＞０，Δ２＞０，Δ３＞０，…，Δｎ＞０
M６３　^k�5+ø&5‘

ｄｘ
ｄｔ＝－２ｘ＋ｙ－ｚ，

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ－ｙ，

ｄｚ
ｄｔ＝ｘ＋ｙ－

烅

烄

烆 ｚ

#$%&

W　Ａ＝
－２ １ －１
１ －１ ０

烄

烆

烌

烎１ １ －１

#�R�YR9

ｆ（λ）＝ｄｅｔ（λＥ－Ａ）＝
λ＋２ －１ １
－１ λ＋１ ０
－１ －１ λ＋１
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＝λ３＋４λ２＋５λ＋３

wａ０＝１＞０，tΔ１＝４＞０，Δ２＝
４ １
３ ５

＝１７＞０，Δ３＝
４ １ ０
３ ５ ４
０ ０ ３

＝５１＞０

x: Ｈｕｒｗｉｔｚ%8<�RÈ{wÕ#AG，[ó5‘#}~eÎW$%
#E６８　ｆｎ（λ）∈Ｈ #��PQFａｊ＞０（ｊ＝０，１，２，…，ｎ）
#E６９　ｆｎ（λ）∈Ｈ #��PQF：

ａｉａｉ＋１ ＞ａｉ－１ａｉ＋２，　ｉ＝１，２，…，ｎ－２；
ó»HPQF：

ａｉ－１ａｉ＋２ ≤０４６５５ａｉａｉ＋１，　ｉ＝１，２，…，ｎ－２
（ ｎ＝５�，©Z[1Rb#®Û）

¦1è%8#KL{H|IJ［３］
M６４　h�R�YR

ｆ（λ）＝λ５＋５λ４＋１０λ３＋１１λ２＋７λ＋２
Ì\F�ｆ∈Ｈ

W　.�ａ０＝１，ａ１＝５，ａ２＝１０，ａ３＝１１，ａ４＝７，ａ５＝２
ｉ＝１�，ａ０ａ３＝１１＜０４６５５ａ１ａ２＝２３２７５；

ｉ＝２�，ａ１ａ４＝３５＜０４６５５ａ２ａ３＝５１２０５；

ｉ＝３�，ａ２ａ５＝２０＜０４６５５ａ３ａ４＝３５８４３５
x:%8６９<ｆ∈Ｈ，�ｆ（λ）#°G�RÈTÝwÕ#AG

�h5‘（６４）#5+ÐÑＡF�]øö^°9Õ#ÐÑ：

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

  

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

　（ａｉｉ ＜０，ｊ＝１，２，…ｎ）

cê

Ａ１ ＝

－ａ１１ －｜ａ１２｜ … －｜ａ１ｎ｜
－｜ａ２１｜ －ａ２２ … －｜ａ２ｎ｜

  

－｜ａｎ１｜ －｜ａｎ２｜ … －ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

，
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Ａ２ ＝

０ －｜ａ１２｜
ａ１１

… －｜ａ１ｎ｜
ａ１１

－｜ａ２１｜
ａ２２

０ … －｜ａ２ｎ｜
ａ２２

  

－｜ａｎ１｜
ａｎｎ

－｜ａｎ２｜
ａｎｎ

…

烄

烆

烌

烎０

．

　　#E６１０［４］　ð6_mPQ-.®$，tabyz4mPQÑ3，{Ä
¾5‘（６４）#}~eFÎW$%#

（１）f-*+

φｊ（ｘｊ）＝
αｊ ＞０， ｘｊ ≥０�，

－βｊ ＜０， ｘｊ ＜０�｛ ，　
（ｊ＝１，２，…，ｎ），

�é

αｊａｊｊ ＋∑
ｎ

ｓ＝１
ｓ≠ｊ

φｓ（ｘｓ）ａｓｊ ＜０，

βｊａｊｊ －∑
ｎ

ｓ＝１
ｓ≠ｊ

φｓ（ｘｓ）ａｓｊ ＜０，

　（ｊ＝１，２，…，ｎ）；

　　（２）f-A+ξｊ＞０（ｊ＝１，２，…，ｎ），�

ξｊａｊｊ ＋∑
ｎ

ｓ＝１
ｓ≠ｊ

ξｓ｜ａｓｊ｜＜０　（ｊ＝１，２，…，ｎ）；

　　（３）Ａ１ oG，tＡ－１
１ FÒÕÐÑ（�²wö^{ÒÕ）；

（４）Ａ１ #²w‘fG¶RTS]Ó；
（５）Ａ２ #a!bρ（Ａ２）＜１（�Ａ２ #²w�R^#AT�]１）
aKLoHúIJ［４］．

!L/　>&?@’CD-M

�]4mÒø&5‘
ｘ＝Ｆ（ｔ，ｘ），　Ｆ（ｔ，０）＝０ （６１１）

^_Ｆ�ｘ#ＪａｃｏｂｉÐÑ

Ｆ
ｘ ｘ＝０

＝Ａ（ｔ），

��;ｔ��，�5‘（６１１）o¦�Ñ
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ｘ＝Ａｘ＋ｆ（ｔ，ｘ）， （６１２）
abｆ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，　ｆ（ｔ，０）＝０

ij=�5+ø&5‘
ｘ＝Ａｘ （６１３）

�95‘（６１２）#!w4xef
�-ij�qrø&W!5‘（６１３）Óe#$%&K�dK5‘（６１２）

ÓeÝw¨£#$%&�-loPQðKdK，��5‘（６１２）oø&s，
��5‘（６１３）-±oPQðoMcH�ｆ（ｔ，ｘ）

#E６１１　hｆ（ｔ，ｘ）-［ｔ０，＋∞）×Ｒｎ 1Þß，�]ｘF0ＬｉｐｓｃｈｉｔｚP
Q，t�ｔ4¢£w

ｌｉｍ
‖ｘ‖→０

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖
‖ｘ‖ ＝０， （６１４）

� ＡÜwÓAG#�R^�，5‘（６１２）;5‘（６１３）w¨£#$%&
QR　:]ＡÜwÓAG#�R^，�5‘（６１３）#ÓeFÎW$%#

��$%#
 5‘（６１３）#ÓeÎW$%�，Ａ #�R^TÝwÕ#AG，:­8

６１<，f-g4#A��ÐÑＢ，�é

ＡＴＢ＋ＢＡ ＝－Ｅ，
tＶ（ｘ）＝ｘＴＢｘ�FÔ%#��，-,ò#y§4m�ÚI，�wｘ０，�é

Ｖ（ｘ０）≤０，:]Ｖ（ｘ）>ü5‘（６１３）#°D+Ｖ（ｘ）＝－ｘＴｘÕ%，� ｔ＞
ｔ０ �，

Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））＝Ｖ（ｘ０）＋∫
ｔ

ｔ０

Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））ｄｔ

＜Ｖ（ｘ０）≤０
.;ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）＝０，[óｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））＝０YZ

VＶ（ｘ）＝ｘＴＢｘp95‘（６１２）#Ｌｉａｐｕｎｏｖ*+，�
Ｖ （６１２）＝ｘＴ（ＡＴＢ＋ＢＡ）ｘ＋ｆ（ｔ，ｘ）ＴＢｘ＋ｘＴＢｆ（ｔ，ｘ）

＝－ｘＴｘ＋２ｆ（ｔ，ｘ）ＴＢｘ
:]‖２ｆ（ｔ，ｘ）ＴＢｘ‖≤２‖ｘ‖‖Ｂ‖‖ｆ（ｔ，ｘ）‖，t:R（６１４）<，�ε＝

１
４‖Ｂ‖

，δ＞０， ‖ｘ‖＜δ�4¢£w

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖ ＜ε‖ｘ‖
[ó ‖ｘ‖＜δ�，
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Ｖ （６１２）≤－‖ｘ‖２＋２ε‖Ｂ‖‖ｘ‖２ ＝－１
２‖ｘ‖２，

�Ｖ（ｘ）FÕ%#，x5‘（６１２）#}~eÎW$%
 5‘（６１３）#Óe�$%�，:]Ａ #�R^{�ÝwÓAG，�Ａ

#�R^bdýw4mÝwÔAG，[ó�Ô%#Ｗ（ｘ）＝ｘＴｘ，f-Ô�+α
,Ò�Õ#Ｖ（ｘ）＝ｘＴＢｘ，�é

Ｖ（ｘ）
（６１３）＝αＶ（ｘ）＋Ｗ（ｘ） （６１５）

�A1，:]ＡwÔAG#�RÈλ０，Ｒｅλ０＞０，o½ö�+α＞０，�Ａ－α
２Ｅ

�ÝwÔAG#�RÈλ１，tＡ－α
２Ｅ#²w�RÈF0­8６１#PQ，[

ó�Ｗ（ｘ）＝ｘＴｘ，f-g4#Ｂ，�é

（Ａ－α
２Ｅ）ＴＢ＋Ｂ（Ａ－α

２Ｅ）＝Ｅ

:.éï#ÓéQＶ（ｘ）＝ｘＴＢｘ�F0R（６１５）
Ｖ（ｘ）

（６１２）＝αＶ（ｘ）＋Ｗ（ｘ）＋ｆ（ｔ，ｘ）ＴＢｘ＋ｘＴＢｆ（ｔ，ｘ）

:PQ（６１４）<，ε＞０，δ＞０， ‖ｘ‖＞δ�，

‖ｆ（ｔ，ｘ）ＴＢｘ＋ｘＴＢｆ（ｔ，ｘ）‖ ＜ε‖ｘ‖２
]FＷ（ｘ）＋ｆ（ｔ，ｘ）ＴＢｘ＋ｘＴＢｆ（ｔ，ｘ）FÔ%#，[ó:�$%&%8<，5
‘（６１２）#}~eF�$%#K#

M６５　�:5‘

ｄｘ１

ｄｔ ＝－２ｘ１＋ｘ２－ｘ３＋ｘ２
１ｅｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ ＝ｓｉｎｘ１－ｘ２＋ｘ２
１ｘ２＋ｘ４

３，

ｄｘ３

ｄｔ ＝ｘ１＋ｘ２－ｘ３－ｅｘ１（ｃｏｓｘ３－１

烅

烄

烆
）

（６１６）

Óe#$%&
W　R（６１６）-,òø&s5‘（4éW!5‘）#5+ÐÑ9

Ａ＝
－２ １ －１
１ －１ ０
１ １ －

烄

烆

烌

烎１


Ａ#�RQ�9

λ３＋４λ２＋５λ＋３＝０
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: Ｈｕｒｗｉｔｚ%8<Ａ#�RQ�#È{ÝwÕAG，tÒø&GHF0PQ
（６１４），x:%8６１１<，5‘（６１６）#ÓeÎW$%

%8６１１çÌ?ÐÑＡ �ÓAG#�RÈ�，H�5‘（６１２）#Óe
#$%&@e� ＡwÓAG#�RÈ�，ø&W!5‘#$%&�üÞ
%,Òø&5‘#$%&

M６６　�:5‘

ｄｘ１

ｄｔ ＝－ｘ２＋αｘ３
１，

ｄｘ２

ｄｔ ＝ｘ１＋αｘ
烅

烄

烆
３
２

（６１７）

Óe#$%&

W　öＶ（ｘ１，ｘ２）＝１
２

（ｘ２
１＋ｘ２

２），�Ｖ FÔ%#，t

Ｖ
·
（ｘ１，ｘ２）

（６１７）
＝α（ｘ４

１＋ｘ４
２）

x α＜０�，5‘（６１７）#ÓeÎW$%；α＞０�，5‘（６１７）#Óe�$
%

J$ËÌ，5‘（６１７）²�©#ø&W!5‘#èm�R^#AG{9
Ó，ótø&5‘#ÓeF$%#，�Òø&5‘（６１７）oK$%（α＜０），�
oK�$%（α＞０）

ø&5‘#5+ÐÑＡÝwÓAG�R^，óaf#�RÈ{ÝwÕA
G#Øí，�9g´ØY，.�H�5‘（６１２）#}~e#$%&¤¥]Òø
&Yｆ（ｔ，ｘ），$%&#Ì%¨ îï

#E６１２　�ε＞０，δ（ε）， ‖ｘ‖＜δ，ｔ≥ｔ０ �，w

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖ ＜ε‖ｘ‖，
� 5‘（６１３）#}~eÍ+$%�，5‘（６１２）#}~e�Í+$%

QR　:5‘（６１３）#}~eÍ+$%，�ｍ＞０，λ＞０，�é5‘
（６１３）#ＣａｕｃｈｙÐÑwhNR

‖Ｋ（ｔ，ｔ０）‖ ≤ｍｅ－λ（ｔ－ｔ０） （６１８）
I½öε＞０，�

εｍ ＜λ，
cöδ（ε）＞０，� ‖ｘ‖＜δ（ε）�，w

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖ ＜ε‖ｘ‖
«5‘（６１２）#e
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ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）

oO�9

ｘ（ｔ）＝Ｋ（ｔ，ｔ０）ｘ（ｔ０）＋∫
ｔ

ｔ０
Ｋ（ｔ，ｔ１）ｆ（ｔ１，ｘ（ｔ１））ｄｔ１

½ö‖ｘ（ｔ０）‖＜δ（ε），�:e#Þß&<f-δ１＞０，�-［ｔ０，ｔ０＋δ１］1w

‖ｘ（ｔ）‖＜δ（ε），]F ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋δ１］�，w

‖ｘ（ｔ）‖ ≤ｍｅ－λ（ｔ－ｔ０）‖ｘ（ｔ０）‖＋∫
ｔ

ｔ０
εｍｅ－λ（ｔ－ｔ１）‖ｘ（ｔ１）‖ｄｔ１

[ów

‖ｘ（ｔ）‖ｅλｔ ≤ｍｅλｔ０‖ｘ（ｔ０）‖ｅεｍ（ｔ－ｔ０），

� ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋δ１］�，w

‖ｘ（ｔ）‖≤ｍ‖ｘ（ｔ０）‖ｅ－λ（ｔ－ｔ０）＋εｍ（ｔ－ｔ０）

＝ｍ‖ｘ（ｔ０）‖ｅ－（λ－εｍ）（ｔ－ｔ０） （６１９）

B9λ－εｍ＞０，x ‖ｘ（ｔ０）‖＜δ
ｍ

�，�4�ｔ≥ｔ０，（６１９）RTÑ3，[ó5

‘（６１２）#}~eÍ+$%K#
TU６３　h5‘（６１３）#}~eÍ+$%，ｆ（ｔ，ｘ）-［ｔ０，＋∞）×Ｒｎ 1

Þß，t�ｔ4¢£w

ｌｉｍ
‖ｘ‖→０

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖
‖ｘ‖ ＝０，

�5‘（６１２）#}~eÍ+$%

!N/　OP?H>&?@’$%&

^_ij5+ø&5‘

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ（ｔ）ｘ， （６２０）

abＡ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，＋∞），Ｒｎ×ｎ），Ａ（ｔ＋ω）＝Ａ（ｔ），ω＞０9ij
.ÿ5‘，5+�vF�q#，�:]�#ij&，�#e#@�,$%

&8:;�5+ø&5‘Ò�ÿ!
�hＸ（ｔ）＝（ｘｉｊ（ｔ））ｎ×ｎF5‘（６２０）#lm/eÐÑ，�F0ÐÑQ�

ｄＸ（ｔ）
ｄｔ ＝Ａ（ｔ）Ｘ（ｔ）， （６２１）

ÐÑＸ（ｔ）#g46TF5‘（６２０）#4me
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:]Ａ（ｔ）#ij&，$<Ｘ（ｔ＋ω）�FÐÑQ�（６２１）#e，BóF5
‘（６２０）#4m/eÐÑxf-ÒLMÐÑＣ，�é

Ｘ（ｔ＋ω）＝Ｘ（ｔ）Ｃ （６２２）
pQ�

ｆｎ（ρ）≡ｄｅｔ（ρＥ－Ｃ）＝０， （６２３）

abＥFｎÔë�ÐÑQ�（６２３）�95‘（６２０）#�©]ijω#�
RQ�，�B�9�RQ�©ÅÍÌ，.ÿ#�RQ�;�5+ø&5‘²
�©#�RQ�wü�£#½�

�]�RQ�#&�w¹ð#èm%8：
#E６１３　�RQ�;²½k#/eÐÑ��
QR　hＹ（ｔ）F5‘（６２０）#þ4/eÐÑ �£Cf-ÒLMÐÑ

Ｃ，�é

Ｙ（ｔ＋ω）＝Ｙ（ｔ）Ｃ１ （６２４）

]F，§8q9KLÐÑＣ１ ;Ｃ¨!，[ó:Ｃ１ ��#�RQ�;:Ｃ�Ñ
#�RQ�¨£�A1，:]Ｘ（ｔ），Ｙ（ｔ）TF/eÐÑ，xf-ÒLMÐÑ

Ｐ，�

Ｙ（ｔ）＝Ｘ（ｔ）Ｐ （６２５）
]F:R（６２５）)R（６２２），w

Ｙ（ｔ＋ω）＝Ｘ（ｔ＋ω）Ｐ＝Ｘ（ｔ）ＣＰ ＝Ｙ（ｔ）Ｐ－１ＣＰ
û§ïＹ（ｔ）F/eÐÑ，xＹ（ｔ）FÒLM#，B.=1R;R（６２４）̈ lj
�éï

Ｃ１ ＝Ｐ－１ＣＰ
K#

#E６１４　¹e�5‘（６２０）pÒLM#ij9ω#ij5+ø&q
r，�qr¾#5‘#�RQ��q

QR　pqáÆr

ｙ＝Ｄ（ｔ）ｘ，　Ｄ（ｔ＋ω）＝Ｄ（ｔ）， （６２６）
�5‘（６２０）Mqr¾s9

ｄｙ
ｄｔ （＝ Ｄ（ｔ）Ａ（ｔ）Ｄ－１（ｔ）＋ｄＤ（ｔ）

ｄｔ Ｄ－１（ｔ ））ｙ （６２７）

£�，-qr（６２６）ð，5‘（６２０）#/eÐÑＸ（ｔ）s95‘（６２７）#¨©
/eÐÑＹ（ｔ），F0�5R

Ｙ（ｔ）＝Ｄ（ｔ）Ｘ（ｔ）
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:]Ｄ（ｔ）ÒLM，�

Ｘ（ｔ）＝Ｄ－１（ｔ）Ｙ（ｔ），
ó

Ｙ（ｔ＋ω）＝Ｄ（ｔ＋ω）Ｘ（ｔ＋ω）＝Ｄ（ｔ）Ｘ（ｔ）Ｃ
＝Ｄ（ｔ）Ｄ－１（ｔ）Ｙ（ｔ）Ｃ＝Ｙ（ｔ）Ｃ

[ó5‘（６２７）#�RQ�;5‘（６２０）#�RQ�F4¢#K#
�-，ijöＸ（ｔ）≡Φ（ｔ），Φ（ｔ）F5‘（６２０）#ＣａｕｃｈｙÐÑ［�Φ（０）＝

Ｅ］-R（６２２）bêｔ＝０，�

Φ（ω）＝Ｃ
]F5‘（６２０）#�RQ�q9

ｄｅｔ（ρＥ－Φ（ω））＝０ （６２８）
¿4À£，ijw

Φ（ｔ＋ω）＝Φ（ｔ）Φ（ω），
t

ｄｅｔΦ（ｔ＋ω）＝ｄｅｔΦ（ｔ）·ｄｅｔΦ（ω）≠０
hｎω≤ｔ＜（ｎ＋１）ω，oêｔ＝ｎω＋ｔ１（０≤ｔ１＜ω），ｎ9lmÔÉ+�

Φ（ｔ）＝Φ（ｎω＋ｔ１）＝Φ（（ｎ－１）ω＋ｔ１＋ω）

＝Φ（（ｎ－１）ω＋ｔ１）Φ（ｗ）

＝ ……

＝Φ（ｔ１）Φｎ（ω）， （６２９）
abΦ（ｔ１）≠０tw´]Fijw：

#E６１５　（１）　5‘（６２０）#}~eÎW$%5‘（６２０）#�RQ
�（６２８）#²w�R^#AT�]１；

（２）　5‘（６２０）#}~e$%5‘（６２０）#�RQ�（６２８）#²w
�R^#AT�l�１，tA9１#�R^��©] Φ（ω）#Bë#]®
B¶；

（３）　5‘（６２０）#}~e�$%5‘（６２０）#�RQ�（６２８）#�
R^bdýw4m#AS]１�sw�©]Φ（ω）#�³]®B¶#A9１
#�R^

QR　（１）5‘（６２０）#}~eÎW$% 
%8６２

ｌｉｍ
ｔ→∞

Φ（ｔ）＝０
（６２９）

ｌｉｍ
ｎ→∞

Φｎ（ω）＝０Φ（ω）#�R^#A｜ρ｜＜１

（２）5‘（６２０）#}~e$%
%8６１

Φ（ｔ）w´
（６２９）

Φｎ（ω）w´｜ρ｜≤１，
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t｜ρ｜＝１Ö�©]Φ（ω）#Bë]®B¶
（３）:（２）�o3�;ÌK#
�ij 5 + ø &5‘ （６２０），: ó ¸# � : <，f - Ò L M Ð Ñ

Φ（ω），�

Φ（ｔ＋ω）＝Φ（ｔ）Φ（ω）
:Φ（ω）ÒLM，�f-�+ÐÑＫ，�

Φ（ω）＝ｅＫω

（H|IJ［５］）．�h

Ｐ（ｔ）＝Φ（ｔ）ｅ－Ｋｔ，

�w

Ｐ（ｔ＋ω）＝Φ（ｔ＋ω）ｅ－Ｋ（ｔ＋ω）

＝Φ（ｔ）Φ（ω）ｅ－Ｋｔｅ－Ｋω

＝Φ（ｔ）ｅ－Ｋｔ ＝Ｐ（ｔ），

�Ｐ（ｔ）�9ÒLM#ijÐÑ
pqáÆr

ｘ＝Ｐ（ｔ）ｙ＝Φ（ｔ）ｅ－Ｋｔｙ，

�w

Ａ（ｔ）Ｐ（ｔ）ｙ＝ｄｘ
ｄｔ＝ｄＰ（ｔ）

ｄｔ ｙ＋Ｐ（ｔ）ｄｙｄｔ

＝Ａ（ｔ）Ｐ（ｔ）ｙ－Ｐ（ｔ）Ｋｙ＋Ｐ（ｔ）ｄｙｄｔ

x°qáF0#Q�9

ｄｙ
ｄｔ＝Ｋｙ （６３０）

ij�ÐÑＫ#�R^95‘（６２０）#�RÍ+，óΦ（ω）#�R^�95
‘（６２０）#�RT+uv5‘（６２０）;5‘（６３０）Ýw¨£#$%&，.
Cij=5‘（６２０）#}~e#$%&§8|s9?�5+ø&5‘（６３０）

#}~e#$%&§8
.!P_MeÞ?ij5+ø&5‘#$%&§8��A1-NOÐ

ÑＫ�wTS#¬Ê
ð¸çÌ�NOＫ，ó�ÀÌ%ij5+ø&5‘（６２０）$%&#¼m

»HÌÉlo��Øíðij5‘（６２０）#$%&#Ì%oH|IJ［６］
ê
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Ｂ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
Ａ（τ）ｄτ， （６３１）

Ｗ（１）（ｔ）＝Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ）－Ｂ（ｔ）Ａ（ｔ）， （６３２）

Ｗ（２）（ｔ）＝Ｗ（１）（ｔ）Ｂ（ｔ）－Ｂ（ｔ）Ｗ（１）（ｔ） （６３３）

　　#E６１６　�ij5‘（６２０）F0
（ⅰ）Ｗ（１）（ｔ）≡Ｏ；

（ⅱ）ÐÑＢ（ω）－Ｂ（０）＝∫
ω

０
Ａ（ｔ）ｄｔ$%（�ÐÑＢ（ω）－Ｂ（０）#²w�R

^TÝwÕ#AG），�5‘（６２０）#}~eÍ+$%
QR　:PQ（ⅰ）<5‘（６２０）#ＣａｕｃｈｙÐÑe9

Φ（ｔ）＝ｅｘｐ（∫
ｔ

０
Ａ（τ）ｄτ）

hｎω≤ｔ＜（ｎ＋１）ω，�ｔ＝ｎω＋ｔ１（０≤ｔ１＜ω），�:R（６２９）w

Φ（ｔ）＝Φ（ｔ１）Φｎ（ω）＝Φ（ｔ１）ｅｘｐ［ｎ（Ｂ（ω）－Ｂ（０））］ （６３４）
ý:PQ（ⅱ），�f-�+ｍ＞０,λ＞０，�é

‖Φ（ｔ）‖≤ｍｅ－ｎλ ＝ｍｅ－
ｔ－ｔ１
ω λ

＝ｍｅ
λｔ１
ωｅ－λ

ωｔ ＝ｍｅ－λ
ωｔ，（ｍ２ ＝ｍｅ

λｔ１
ω ）．

x5‘（６２０）Í+$%K#
#E６１７　�ij5‘（６２０）F0：
（ⅰ）Ｗ（１）（ｔ）Ｏ，　�Ｗ（２）（ｔ）≡Ｏ；

（ⅱ）Ｗ（１）（ｔ）∫
ｔ

ｔ０
Ｗ（１）（τ）ｄτ－Ｗ（１）（ｔ）∫

ｔ

ｔ０
Ｗ（１）（τ）ｄτ＝Ｏ；

（ⅲ）Ａ（ｔ）Ｗ（１）（ｔ）－Ｗ（１）（ｔ）Ａ（ｔ）＝Ｏ；

（ⅳ）ÐÑ∫
ω

０
（Ａ（ｔ）＋１

２Ｗ（１）（ｔ））ｄｔ$%

�5‘（６２０）#}~eÍ+$%
QR　B9Ｗ（２）（ｔ）≡Ｏ，xR（６２０）#ＣａｕｃｈｙÐÑe9

Φ（ｔ）＝ｅｘｐ（∫
ｔ

０
Ａ（τ）ｄτ）Ｙ（ｔ）， （６３５）

abＹ（ｔ）F5‘

ｄＹ
ｄｔ＝ １

２Ｗ（１）（ｔ）Ｙ （６３６）

#ＣａｕｃｈｙÐÑe:PQ（ⅱ）w

Ｙ（ｔ）＝ｅｘｐ（１
２∫

ｔ

０
Ｗ（１）（τ）ｄτ）
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:PQ（ⅲ）,R（６３５）、R（６３６）o<

Φ（ｔ）＝ｅｘｐ（∫
ｔ

０
Ａ（τ）ｄτ）ｅｘｐ（１

２∫
ｔ

０
Ｗ（１）（τ）ｄτ）

＝ｅｘｐ（∫
ｔ

０
［Ａ（τ）＋１

２Ｗ（１）（τ）］ｄτ）．

fð#KL;%8６１６#KLv°4C，xmK#
#E６１８　�5‘（６２０）F0%8６１７#PQ（ⅰ）、（ⅱ），tÐÑ

Ｂ（ω）－Ｂ（０）＝∫
ω

０
Ａ（τ）ｄτ

,ÐÑ

珚Ｂ（ω）－珚Ｂ（０）＝∫
ω

０

１
２Ｗ（１）（τ）ｄτ

T$%，�5‘（６２０）#}~eÍ+$%
QR　:%8６１７#KL<5‘（６２０）#ＣａｕｃｈｙÐÑe9

Φ（ｔ）＝ｅｘｐ（∫
ｔ

０
Ａ（τ）ｄτ）ｅｘｐ（１

２∫
ｔ

０
Ｗ（１）（τ）ｄτ）

:ç%PQ，ohＢ（ω）－Ｂ（０）;珚Ｂ（ω）－珚Ｂ（０）#�RÈ#AGF0

Ｒｅλ（Ｂ（ω）－Ｂ（０））＜－λ１，

Ｒｅλ（珚Ｂ（ω）－珚Ｂ（０））＜－λ２
�f-�+ｍ＞０，�é

‖Φ（ｔ）‖ ≤ｍｅ－
λ１ｔ
ωｅ－

λ２ｔ
ω ＝ｍ·ｅ－

λ１＋λ２
ω ｔ

xR（６２０）#}~eÍ+$%K#
M６７　�:ð65‘#$%&：

ｄｘ１

ｄｔ ＝ （ａ＋ｃｏｓｂｔ）ｘ１－１
２ｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ ＝－１
２ｘ１＋（ａ＋ｃｏｓｂｔ）ｘ２

烅

烄

烆 

　　W Ａ（ｔ）＝
ａ＋ｃｏｓｂｔ －１

２

－１
２ ａ＋ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｂｔ


$VK

Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ）＝Ｂ（ｔ）Ａ（ｔ），�Ｗ１（ｔ）≡Ｏ，

ab
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Ｂ（ｔ）＝∫
ｔ

０
Ａ（τ）ｄτ＝

ａｔ＋１
ｂｓｉｎｂｔ －１

２ｔ

－１
２ｔ ａｔ＋１

ｂｓｉｎ

烄

烆

烌

烎
ｂｔ



óＢ（２π
｜ｂ｜

）－Ｂ（０）＝
ａ２π
｜ｂ｜ － π

｜ｂ｜

－ π
｜ｂ｜ ａ２π

｜ｂ

烄

烆

烌

烎｜

，$SÌ�#èm�RÈ9λ１，２＝ π
｜ｂ｜

（２ａ

±１）xＢ（２π
｜ｂ｜

）－Ｂ（０）$%ａ＜－１
２

[ó:%8６１６<， tÖ ａ＜－１
２

�，,ij5‘FÍ+$%#

4　5　=

１Ì\ð65‘Óe#$%&：

（１）　

ｄｘ１

ｄｔ＝－ｘ１－ｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ＝－ｘ２－ｘ３，

ｄｘ３

ｄｔ＝－ｘ３－ｘ１

烅

烄

烆
；

　　　　（２）　

ｄｘ１

ｄｔ＝ｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ＝ｘ３，

ｄｘ３

ｄｔ＝－ｘ２

烅

烄

烆
；

（３）　

ｄｘ１

ｄｔ＝ｘ１－ｘ２－ｘ３，

ｄｘ２

ｄｔ＝ｘ１＋ｘ２－３ｘ３，

ｄｘ３

ｄｔ＝ｘ１－５ｘ２－３ｘ３

烅

烄

烆 

２Ì\ð6Q�#ÈF�TÝwÕAG：

（１）ｘ３＋５ｘ２＋３ｘ＋２＝０；

（２）ｘ４＋８ｘ３＋１０ｘ２＋５ｘ＋７＝０

３�:

ｄｘ１

ｄｔ ＝－ｘ１－ｘ２＋ｘ３＋ｘ３
１，

ｄｘ２

ｄｔ ＝ｘ１－２ｘ２＋２ｘ３＋ｘ１ｘ２，

ｄｘ３

ｄｔ ＝ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｘ１ｘ

烅

烄

烆 ２

Óe#$%&
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４Åô4éW!8:Ì‘5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｅ－ｘ－２ｙ －１，

ｄｙ
ｄｔ＝－ｘ（１－ｙ）

烅
烄

烆
２

Óe#$%&

５KLQ�ｄｘ
ｄｔ＝ ｘ

１＋ｔ－ｘ２ #ÓeFÎW$%#，�ø&Q�ｄｘ
ｄｔ＝ ｘ

１＋ｔ
#ÓeF�$

%#

６SÌij5‘

ｄｘ１

ｄｔ ＝ （λ＋ｓｉｎａｔ）ｘ１－ｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ ＝ｘ１＋（λ＋ｓｉｎａｔ）ｘ
烅

烄

烆 ２

ÓeÎW$%#PQ

67,85

１�]q5+ø&5‘ÎW$%&#¸»

^_ø&5‘（６１）， Ａ（ｔ）≡Ａ�，ijoVＡ#�R^õÌ%5‘（６１）#}~e

#$%&� Ａ（ｔ）9�qØY�，F�Ío¦VＡ（ｔ）#V��R^õÌ%5‘（６１）#

}~e#$%&¨？«�ｄｅｔ（Ａ（ｔ）－λＥ）＝０#V��R^9λｉ（ｔ），tF0：

λｉ（ｔ）≤－σ＜０　　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （１）

§5‘（６１）#}~eF�$%？

ij^_ð¸#5‘：

ｄｘ
ｄｔ＝

－１－９ｃｏｓ２６ｔ＋１２ｓｉｎ６ｔｃｏｓ６ｔ １２ｃｏｓ２６ｔ＋９ｓｉｎ６ｔｃｏｓ６ｔ

－１２ｓｉｎ２６ｔ＋９ｓｉｎ６ｔｃｏｓ６ｔ －１－９ｓｉｎ２６ｔ－１２ｓｉｎ６ｔｃｏｓ６（ ）ｔ
ｘ（ｔ）． （２）

J$NOｄｅｔ（λＥ－Ａ（ｔ））＝λ２＋１１λ＋１０，xＡ（ｔ）#V��R^λ１＝－１＜０，λ２＝－１０＜０，

F0（１）R�ÀSÌ（２）#ºe9

ｘ（ｔ）＝
ｅ２ｔ（ｃｏｓ６ｔ＋２ｓｉｎ６ｔ） ｅ－１３ｔ（ｓｉｎ６ｔ－２ｃｏｓ６ｔ）

ｅ２ｔ（－ｓｉｎ６ｔ＋２ｃｏｓ６ｔ） ｅ－１３ｔ（ｃｏｓ６ｔ＋２ｓｉｎ６ｔ（ ）） ｃ１

ｃ（ ）
２


abｃ１，ｃ２ 9y§�+，uv（２）#}~e�$%
:.oú， 5‘（６１）Fq5+ØY��KVＡ（ｔ）#V��R^õÌ%a}~e#

$%&，�F0PQ（１）#5‘（６１），��KVＡ（ｔ）#V��R^õÌ%5‘（６１）#}

~e#$%&
hＡ（ｔ）＝（ａｉｊ（ｔ））ｎ×ｎF4mÞß#ｎÔAÐÑ，�Ａ（ｔ）#gmö^ａｉｊ（ｔ）（ｉ，ｊ＝１，２，

…，ｎ）-ｔ≥ｔ０ �TÞßij�
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ＡＨ（ｔ）＝Ａ（ｔ）＋ＡＴ（ｔ）
２

9Ａ（ｔ）# ＨｅｒｍｉｔÐÑ
ð¸#èm%8õÙ]IJ［７］：

#E１［７］　hλ（ｔ），Λ（ｔ）FＡＨ（ｔ）#"�、"SV��R^，�w

（１）�ｌｉｍ
ｔ→∞

ｅｘｐ（∫
ｔ

ｔ０
Λ（ｔ）ｄｔ）＝０，�5‘（６１）#}~e°±ÎW$%

（２）�f-Ô+δ＞０，�éλ（ｔ）≥δ＞０（ｔ≥ｔ０）�sｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０
λ（ｔ）ｄｔ＝ ∞，�5‘（６１）#

}~e�$%
#E２［７］　�ＡＨ（ｔ）#°GV��R^F0�®R

λｉ（ｔ）≤－σ＜０　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

tＡＨ（ｔ）#gmö^TÞßw´，�5‘（６１）#}~eÎW$%
M１　�:5‘

ｄｘ
ｄｔ＝

－３－２ｓｉｎｔ－ｓｉｎ２ｔ １－ｓｉｎｔｃｏｓｔ

－１－ｓｉｎｔｃｏｓｔ －３－２ｓｉｎｔ－ｃｏｓ２（ ）ｔ
ｘ（ｔ） （３）

#}~e#$%&
W　:

Ａ（ｔ）＝
－３－２ｓｉｎｔ－ｓｉｎ２ｔ １－ｓｉｎｔｃｏｓｔ

－１－ｓｉｎｔｃｏｓｔ －３－２ｓｉｎｔ－ｃｏｓ２（ ）ｔ
，

w

ＡＨ（ｔ）＝
－３－２ｓｉｎｔ－ｓｉｎ２ｔ －ｓｉｎｔｃｏｓｔ

－ｓｉｎｔｃｏｓｔ －３－２ｓｉｎｔ－ｃｏｓ２（ ）ｔ


xw

ｄｅｔ（λＥ－ＡＨ（ｔ））＝
λ＋３＋２ｓｉｎｔ＋ｓｉｎ２ｔ ｓｉｎｔｃｏｓｔ

ｓｉｎｔｃｏｓｔ λ＋３＋２ｓｉｎｔ＋ｃｏｓ２ｔ

＝ （λ＋３＋２ｓｉｎｔ）（λ＋４＋２ｓｉｎｔ）
]FV��R^9λ１（ｔ）＝－４－２ｓｉｎｔ，λ２（ｔ）＝－３－２ｓｉｎｔ
uvΛ（ｔ）＝λ２（ｔ），w

ｅｘｐ（∫
ｔ

ｔ０
Λ（ｔ）ｄｔ）＝ｅｘｐ（∫

ｔ

ｔ０

（－３－２ｓｉｎｔ）ｄｔ）

＝ｅ－３（ｔ－ｔ０）＋２（ｃｏｓｔ－ｃｏｓｔ０）→０　（ｔ→ ∞）
:%8１<，5‘（３）#}~e°±ÎW$%

M２　�:ø&5‘：

ｄｘ１（ｔ）
ｄｔ ＝－（１＋ｓｉｎ２ｔ）ｘ１（ｔ）＋（１－ｓｉｎｔｃｏｓｔ）ｘ２（ｔ），

ｄｘ２（ｔ）
ｄｔ ＝－（１＋ｓｉｎｔｃｏｓｔ）ｘ１（ｔ）－（１＋ｃｏｓ２ｔ）ｘ２（ｔ

烅

烄

烆
）

（４）
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}~e#$%&

W

Ａ（ｔ）＝
－１－ｓｉｎ２ｔ １－ｓｉｎｔｃｏｓｔ

－１－ｓｉｎｔｃｏｓｔ －１－ｃｏｓ２（ ）ｔ
，

ＡＨ（ｔ）＝
－１－ｓｉｎ２ｔ －ｓｉｎｔｃｏｓｔ

－ｓｉｎｔｃｏｓｔ －１－ｃｏｓ２（ ）ｔ


xw

ｄｅｔ（λＥ－ＡＨ（ｔ））＝
λ＋１＋ｓｉｎ２ｔ ｓｉｎｔｃｏｓｔ

ｓｉｎｔｃｏｓｔ λ＋１＋ｃｏｓ２ｔ

＝ （λ＋１）（λ＋２）

]Fλ１（ｔ）＝－２＜０，λ２（ｔ）＝－１＜０x:%8２<5‘（４）#}~eFÎW$%#

J$Ëï，%8１)%8２#PQT�F»H#��F��#K�n�5+ø&5

‘±C23mq5+ø&5‘（６１）#$%&ÌÉ，³wX�/pwoijZx¨�#

IJoH|［３，４］

ð¸ij^_ø&5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ （Ａ＋Ｂ（ｔ））ｘ， （５）

abＡ9�+ÐÑ，Ｂ（ｔ）FÞßÐÑ��5+ø&5‘

ｄｙ
ｄｔ＝Ａｙ （６）

95‘（５）#p¶5‘（��9qé5‘）ijwð¸#@:：

#E３　¹eＢ（ｔ）F0PQ

∫
＋∞

ｔ０
‖Ｂ（ｔ）‖ｄｔ＜ ∞，

� 5‘（６）#}~e$%�，5‘（５）#}~e�$%

rê#KLoH^IJ［５］

Ùv，¤jÁ¥ÌÇVÈ#§8：-5‘

ｄｙ
ｄｔ＝Ａ（ｔ）ｙ （７）

#}~e$%#EhÐð，K�dK5‘

ｄｙ
ｄｔ＝ ［Ａ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）］ｙ （８）

#}~e�F$%#？¹e�E%ｌｉｍ
ｔ→∞

‖Ｂ（ｔ）‖＝０t

∫
＋∞

ｔ０
‖Ｂ（ｔ）‖ｄｔ＜ ∞，

�§8#¯sF�%#［５］�-� #"iPQð，%8３o¦;V¹ð：

#E４［５］　¹eð6PQF0：

·１３２·\]>^Y



（１）　∫
ｔ

ｔ０
‖Ｂ（ｔ）‖ｄｔ＜ ∞；

（２）　ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０
Ｔｒ（Ａ）ｄｔ＞－∞

� 5‘（７）#}~e$%�，5‘（８）#}~e�$%

２g´ØY#$%&

-7B#234b，ij_M¥Ì?g´ØY#’(，� Ａ#�RQ�ÕwAG9

Ó#ÈÖ，af#È#AG{9Õ#ØYcÆÇ%L?-g´ØYð，$%&§8#q

r�KÖÖöÞ]aø&W!5‘，ó�t£�^_H�5‘#uéY g´ØY(v

èN：4NF�RQ�wÓÈ，óafMÈ{ÝwÕ#AG，ij�Ð924g´ØY；þ

4NF�RQ�wàwÈ，óafMÈ{9ÝwÕ#AG，ij�Ð92Óg´ØY
�]g´ØYÒø&5‘$%&§8，xyz［８～１１］{p�|W#qr éï?eÞ

g´ØY$%&§8#4Ãü�，w�#qr/p³oHúIJ［５］，�aQüÒ�}~
�ów�g´ØY$%&§8²éï#°@e³��ú，woVS+�/psx¿4À

#��

３Òø&ij5‘#$%&

^_Ýwij5+#Òø&H�5‘

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ（ｔ）ｘ＋ｆ（ｔ，ｘ）， （９）

abＡ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，∞），Ｒｎ×ｎ），Ａ（ｔ＋ω）＝Ａ（ｔ），ｆ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，ｆ（ｔ，０）＝０，ｆ（ｔ＋

ω，ｘ）＝ｆ（ｔ，ｘ），ω＞０9ij
�ij5+ø&5‘：

ｄｘ
ｄｔ＝Ａ（ｔ）ｘ，　Ａ（ｔ＋ω）＝Ａ（ｔ） （１０）

95‘（９）#4éW!5‘
hΦ（ｔ）F5‘（１０）#ＣａｕｃｈｙÐÑ，�5‘（１０）#�RQ�9

ｄｅｔ（ρＥ－Φ（ω））＝０ （１１）

ijwð¸#èm%8：

#E５［５］　hε＞０，δ（ε）＞０， ‖ｘ‖＜δ，ｔ≥ｔ０ �，w

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖ ＜ε‖ｘ‖
¹e5‘（１０）#�RQ�（１１）#4�È#AT�]１，�5‘（９）#}~eÎW$%

#E６［５］　hｆ（ｔ，ｘ）F0%8５#PQ，¹e5‘（１０）#�RQ�（１１）ÝwAS]１
#È，�5‘（９）#}~e�$%

%8５)%8６��ij， �RQ�（１１）#�R^#A�®]１�，5‘（９）#$%

&o:4éW!5‘（１０）õñ%� �RQ�（１１）ÝwA®]１#È，óaf#È#A

{�]１�，5‘（９）#}~e#$%§8��KöÞ]�#4éW!5‘（１０）?，ij

L.NØY��Ð9g´ØYóij5‘g´ØY$%&§8#�:ÁÇiîïw
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��#ôsoHúIJ［５，８，１２］

9:;<

［１］x<�，i��．�hHQ�%&;$%&Qü．45：<�Ì-.，２００１
［２］?@．$%&8:．45：45S�Ì-.，１９９２
［３］u·�．��$%&/0．45：u®��Ì-.，１９８５
［４］&’(．$%&#+�8:,a©V．)*：+b,�S�Ì-.，２００１
［５］X9:．�hHQ�$%&8:．1;：1;<�=>Ì-.，１９８０
［６］���．�hHQ�#%&Qü)H�．45：45����S�Ì-.，１９８９
［７］���，×��．q5+ø&5‘ÎW$%&#4NÌ%Qü．��/8���1，

１９９４，１３（２）：７９～８５
［８］МалкинИ．Г．Теорияустойчивостидвижения．Гостехиздат，１９５２．bù7：��$%&

8:．e��®ù45：<�Ì-.，１９５８
［９］МалкинИ．Г．ОбустойчивостидвижениявсмыслеЛяпунова．Матема．сб．т．３，вып．

１，１９３８
［１０］Малкин И．Г．Некоторыеосновныетеоремы теорин устойчивости движения в

критическихслучаях．ПММ，Ｔ．６，вып．６，１９４２
［１１］Малкин И．Г．Решение некоторых критических случаев валачи устойчивости

движения，ПММ，Ｔ．１５，вып．５，１９５１
［１２］õö÷，��$%&#4Ã§8ø�45：<�Ì-.，１９５８
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!Q#　ＬｉａｐｕｎｏｖRSTU$%&*+’VW

-2_Bb，ij�VＶ *+（Ｌｉａｐｕｎｏｖ*+）õÌ%Ｌｉａｐｕｎｏｖ§�ð
e#$%&n，23?456/7%8，.NQüº�ª�9Ｌｉａｐｕｎｏｖ�À
ü．��KL.mQüÝw�9|�#I¾，�#©VQR Ò/7%8²¡
�#4Nä±，�#©V�¢;wK� �~]Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&，�oV¦
qrVÈ§�ð#MN$%&§8，�o¦qre#w´&、£¤&、ab&，

¥dije#f-&®．7BEF[�Àü#©VQR)©V�¢èQ¸#
¦V，õ��Àü¿ìÇ|4À£��．

!./　ＬａｓｓａｌｌｅXYZ-

-ｎ·��5‘b，�4m��#�~§��#qr，A¨1EF^kÅ
��#ÎWì9，L� ½%#Ｌｉａｐｕｎｏｖ*+;�~§#�q&@Amõ，
EKÇNñ£Ì\�~§#��，ÇU£<©Ｖ *+#ª�，9Óe（�~
§）¬­Ú#ñ%¥«?4NTU#Qü．.N“@A”#â�"¬Ì�-

Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ®#/pb，２０ðñ６０¡XＬａｓｓａｌｌｅ¥­Ñ#´µ#“�q,8”

Pï?Çv�#®´．

!、Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ Ｂａｒｌｂａｓｉｎ#E［１］

^_ｎ·Ù�5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｘ），　ｆ（０）＝０． （７１）

abｆ∈［Ｄ，Ｒｎ］，tdKe#g4&，Ｏ∈ＤＲｎ．
ij�Vï2ÓB244bÙ�5‘（��5‘）#¹ð’(：̈ �\ｘ、

¯ø（Ô!¯）、ω �~ò、ω �~§Ω ,Vï�]Ω #&�;��#¹ð
@:：

�Ô!¯Ｌ＋
ｘ０＝｛ｘ｜ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），ｔ≥ｔ０｝w´，��#ω�~§Ω FÒ�、�

q、Þº#w´/§，t�F5‘（７１）#ÉPÉP¯ø�Ñ#．
³�Vï%�：



#’７１　§AＳＤ �9R（７１）#（̄ ø）A}+L~，�ｘ０∈Ｓ，°
wｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）Ｓ，ｔ≥ｔ０．

4Ã�， ｔ→∞�，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）→Ｓ，�òＰ∈Ｓ，�｛ｔｎ｝：ｎ→∞�ｔｎ→
∞�，�

‖ｘ（ｔｎ；ｔ０，ｘ０）－Ｐ‖ →０， ｎ→ ∞ �．
　　#E７１［１］　�-9ÚＤ 1f-Ô%oh*+Ｖ（ｘ），�

ｄＶ
ｄｔ （７１）

≤０， （７２）

�§A

Ｍ ≡ ｘ ｄＶ
ｄｔ （７１）

＝０，ｘ∈｛ ｝Ｄ ，

Õｘ＝０Ö，�½R（７１）#ÉPÔ!¯．�5‘（７１）#}~eFÎW$%#．
QR　²hPQuvdK?}~eF$%#．�ε＞０（０＜ε＜Ｈ），δ＞

０， ‖ｘ０‖＜δ�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε＜Ｈ，　ｔ≥ｔ０，
��Ô!¯ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），ｔ≥ｔ０ Fw´#．:�~§8:<，�#ω �~§

Ω（ｘ０）Ò�，tｔ→＋∞�，

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）→Ω（ｘ０）．
�KΩ（ｘ０）＝｛Ｏ｝，�}~eEFÎW$%#?．

VÏKü，��v，�ｘ ∈Ω（ｘ０），ｘ ≠０，｛ｔｎ｝：ｎ→＋∞�，ｔｎ →
＋∞，�

ｘ（ｔｎ；ｔ０，ｘ０）→ｘ ≠０，ｎ→＋∞ �．

:Ｖ（ｘ）#Ô%&,>¯øｄＶ（ｘ（ｔ））
ｄｔ

#�Õ&<，Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））ëì�æÞ

ß，xw

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））＝Ｖ（ｘ）＞０． （７３）

þ4Q¸，̂ _Ô!¯ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ），�:R（７２）<

Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ））≤Ｖ（ｘ），ｔ≥ｔ０．
ij%，�ｔ１＞ｔ０，o�

Ｖ（ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ））＜Ｖ（ｘ）． （７４）

��v，��4�ｔ≥ｔ０，{wＶ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ））≡Ｖ（ｘ），]FwｄＶ
ｄｔ ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ）

＝

０，ｔ≥ｔ０，�.Ô!¯ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ）Ｍ，;%8EhYZ．
BΩ（ｘ０）F:R（７１）#ÉPÉP¯ø�Ñ#，:ｘ ∈Ω（ｘ０）<，ò
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ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ）�Fｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）#ω�~ò，x｛ｔ
ｎ ｝：ｎ→＋∞�，ｔ

ｎ →＋∞，�

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｘ（ｔ
ｎ ；ｔ０，ｘ０）＝ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ），

�:R（７４）é

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｖ（ｘ（ｔ
ｎ ；ｔ０，ｘ０）＝Ｖ（ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ））＜Ｖ（ｘ），

.D¢;R（７３）YZ，��%L�wΩ（ｘ０）＝｛Ｏ｝．K#．
M７１　ij-Ç５５b^_�#��ë���

θ
··

＋θ
·

＋ｓｉｎθ＝０
�©#5‘

ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｓｉｎｘ－ｙ．
 ijVKá*+

Ｖ（ｘ，ｙ）＝ １
２ｙ２＋（１－ｃｏｓｘ）

pＶ *+�，>5‘SDé

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｙ２ ≤０，

�Õ， ��.mＶ *+é�ïÎW$%#@:．
ô±7%8，.�§A

Ｍ ≡ （ｘ，ｙ）｜ｄＶ
ｄｔ ＝｛ ｝０ ＝ （ｘ，ｙ）

ｙ＝｛ ｝０
＝ ｛（ｘ，０）｝，

��½Õｘ＝ｙ＝０Ö#Ô!¯（ｙ＝０�Fe），xF07%8#°GPQ，�
Ká*+�KÞ%}~eFÎW$%#．

.m@e[�8#]¯Ë�FÙv#，B9w��#ë�����F�

Ká�\ðÃ#��，óｄＶ
ｄｔ＝０�F-4o²\<³ó_．

TU　�-Ｒｎ bf-�×SÔ%*+Ｖ（ｘ），�

ｄＶ
ｄｔ （７１）

≤０，

t§A

Ｍ ≡ ｘ ｄＶ
ｄｔ （７１）

＝０，ｘ∈Ｒ｛ ｝ｎ

Õｘ＝０ Ö�½R（７１）#ÉPÔ!¯，�5‘（７１）}~eF°±ÎW$
%#．

#E７２　�f-oh*+Ｖ（ｘ）：Ｄ→Ｒ，Ｖ（０）＝０，-,ò#y§�ÚI
f-ｘ０，�Ｖ（ｘ０）＞０；t�
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ｄＶ
ｄｔ （７１）

≥０；

��§A

Ｍ ≡ ｘ ｄＶ
ｄｔ （７１）

＝０，ｘ∈｛ ｝Ｄ

Õｘ＝０Ö�½R（７１）#ÉPÔ!¯．�5‘（７１）}~eF�$%#．
QR　�l¡%#ε∈（０，Ｈ），�%8MPQÑ3，�!î<，δ∈（０，

ε），ｘ０∈Ｂδ≡｛ｘ｜‖ｘ‖＜δ｝，�Ｖ０≡Ｖ（ｘ０）＞０．ijõK：ｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）

-ｔ≥ｔ０ 01S�，�w

‖ｘ（ｔ）‖ ≥ε，
.EF}~e�$%．

ÏK，��v，�w

‖ｘ（ｔ）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０． （７５）

�¯øｘ（ｔ）Ôàw´，�#ω�~§Ω（ｘ０）Ò�．

þ4Q¸，:PQｄＶ
ｄｔ｜（７１）≥０，é

Ｖ（ｘ（ｔ））≥Ｖ（ｘ０）＝Ｖ０ ＞０，　ｔ≥ｔ０，

[óDÌ，>¯øｘ（ｔ）�η∈（０，δ），�

‖ｘ（ｔ）‖ ≥η＞０，　ｔ≥ｔ０．
1R%LＯΩ（ｘ０）．

hｙ∈Ω（ｘ０），�｛ｔｎ｝：ｎ→＋∞�ｔｎ→＋∞，�

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｘ（ｔｎ；ｔ０，ｘ０）＝ｙ．

þ:Ｖ（ｘ（ｔ））�í，w1´，�Ｖ（ｘ（ｔ））�w�~．B.

Ｖ（ｙ）＝ ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｖ（ｘ（ｔｎ；ｔ０，ｘ０））

＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｖ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））＝ｃ＞０．

:]ｙ∈Ω（ｘ０）Fy§#，LòＯΩ（ｘ０），Ω（ｘ０）FÉPÉP¯ø�Ñ#，1R

%L：òｙ>4P¯øyö�，ｄＶ
ｄｔ｜（７１）＝０．�EF%§A Ｍ bdý½w4P

Ò}~#Ô!¯，.;EhYZ，K#．

;、Ｌａｓｓａｌｌｅ+L�E

#E７３（�q,8［２］）　h 犇F Ｒｎ b#w´/§，[ 犇IÌ<#R
（７１）#eｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）（̄ ø）́ µ¶6-犇b．�f-Ｖ（ｘ）∈Ｃ１［犇，

·７３２·5!6　Ｌａｓｓａｌｌｅ+L�E



Ｒ］，�

ｄＶ
ｄｔ （７１）

≤０．

â

Ｍ ≡ ｘ ｄＶ
ｄｔ （７１）

＝０，ｘ∈｛ ｝犇 ，

hＳFＭ I"SÔà�q§，�w

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）→Ｓ；
�‘£，�Ｓ＝｛Ｏ｝�，R（７１）#}~eFÎW$%#．

QR　Bｘ（ｔ）犇，�ｘ（ｔ）#ω�~§Ω（ｘ０）Ò�、（Ôà）�q、tΩ（ｘ０）

犇,

ｘ（ｔ）→Ω（ｘ０）．

:ｄＶ（ｘ（ｔ））
ｄｔ ≤０，<Ｖ（ｘ（ｔ））ëì�æ，-w´/§犇1，�~

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｖ（ｘ（ｔ））＝ｃ

f-，��

Ｖ（Ω（ｘ０））≡ｃ�ｄＶ（ｘ（ｔ））
ｄｔ ｘ∈Ω（ｘ０）

＝０，

.EF%Ω（ｘ０）Ｍ．
:Ω（ｘ０）#Ôà�q&，ＳFＭ b"S#Ôà�q§，EwΩ（ｘ０）Ｓ．ý

:ｘ（ｔ）→Ω（ｘ０），é

ｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）→Ｓ．
K#．

V　Ｌａｓｓａｌｌｅ�q,8lmＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ Ｂａｒｌｂａｓｉｎ%8，�w¦ð·ò：
（ⅰ）8:1Ç|�、Ç4Ã；

（ⅱ）�4%�SＶ（ｘ）%Û，��SｄＶ
ｄｔ

�Õ；

（ⅲ）�Ｓ＝｛Ｏ｝�，�8:1çÌ?¬­9Ú犇#püâã．.-©Vb
T³�．

��q,8Vmõ，¬Ê�Ô-]��F0%8PQ#w´/Ú犇．-l
o§8b， pÌF0PQ#Ｖ *+�，�¦§A｛ｘ｜Ｖ（ｘ）≤ｌ｝�¦�9G¡
ýi1loBë#ø5õH5��Ìij²�#9Ú 犇õ．ijËð¸#
Ç¶．

M７２　�:ＬｉéｎａｒｄQ�
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ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝０
#®$5‘

ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ），　ｙ＝－ｇ（ｘ）， （７６）

abＦ（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ，ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠０�）；f-ａ＞０， ０＜｜ｘ｜≤ａ�，

ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）＞０（ｘ≠０）．
Å��F0%8７３�S#w´/Ú犇．

W　êＧ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ（ｕ）ｄｕ，�uvＧ（ｘ）＞０（ｘ≠０�），p*+

Ｖ（ｘ，ｙ）＝ １
２ｙ２＋Ｇ（ｘ），

�w

ｄＶ
ｄｔ （７６）

＝－ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）．

:²ç#PQ<， ０＜｜ｘ｜≤ａ�，ｄＶ
ｄｔ （７６）

＜０．

.�ijo¦ËÌ：�f-Ô+ｌ)Ａ，� Ｖ（ｘ，ｙ）≤ｌ�，;ÌＧ（ｘ）≤
Ａ，õdKａ，�０＜｜ｘ｜≤ａ．.C，-Ｖ（ｘ，ｙ）≤ｌ²~%#w´/Ú 犇b
Ew

Ｖ（ｘ，ｙ）＞０，　ｄＶ
ｄｔ （７６）

＜０．

�犇b#¯ø�ßÌ./Ú．.�

Ｍ ＝ （ｘ，ｙ）∈犇 ｄＶ
ｄｔ （７６）

＝－ｇ（ｘ）Ｆ（ｘ）＝｛ ｝０

＝ （０，ｙ）
ｙ∈犇

＝犇I#ｙ¸．

Bｙ¸�Fe，xＭ b#�q§�wＯ（０，０）．:%8７３<，犇I#gme
T}]Ｏ，�9Ú犇EF5‘（７６）Óe#¬­（ÎW$%）9Ú．

L¦1#�:VïQ�

ｘ̈＋ε（１－ｘ２）ｘ＋ｘ＝０，　ε＞０
�，w

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ε（１－ｘ２）ｄｘ＝ε（ｘ－ｘ３

３
），

Ｇ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｘｄｘ＝ １

２ｘ２，
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Ｖ（ｘ，ｙ）＝ １
２ｙ２＋１

２ｘ２，

ｄＶ
ｄｔ ＝－εｘ２（１－ｘ２

３
）．

:ｄＶ
ｄｔ＜０;Ì０＜ｘ２＜３．

B.，ijöｌ＝３
２

�，

Ｖ（ｘ，ｙ）≡ １
２ｙ２＋１

２ｘ２ ＜ ３
２

，

dK?ｘ２＜３，[óé：¹ｘ２＋ｙ２＝３FÎW$%9Ú．
‘�ÍÌ， V－ｔXÆQ�b#ｔ�，òＯqÑv°�$%#（º），óQ

�q9ＶａｎｄｅｒＰｏｌQ�．
ｘ̈＋ε（ｘ２－１）ｘ＋ｘ＝０，　ε＞０，

-%&8:b�:��，wg4#$%�~»．ó:1¸#�:<�，.m�
~»4%-¹ｘ２＋ｙ２＝３#Ö¸．

M７３　�:Q�

ｘ̈＋ａｘ＋ｂｘ＋ｘ２ ＝０
（ａ＞０，ｂ＞０）}~eｘ＝ｘ＝０#$%&)pÌ$%9Ú．

W　s9Q�è
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｂｘ－ａｙ－ｘ２， （７７）

:ø&W!5‘�©#5+ÐÑ

０ １
－ｂ －［ ］ａ

，　ｑ＝ｂ＞０，　ｐ＝ａ＞０，

<}~eＯ（０，０）FÎW$%#．
ð¸õpÌÎW$%9Ú，ö

Ｖ（ｘ，ｙ）≡ １
２ｂｘ

２＋１
２ｙ２＋１

３ｘ３

（�-S�)I�%Û），!î:

ｄＶ
ｄｔ （７７）

＝ （ｂｘ＋ｘ２）ｙ－ｙ（ｂｘ＋ａｙ－ｘ２）＝－ａｙ２ ≤０， （７８）

<�A%8７３b�Ｖ
·

≤０#�S．
pw´/9Ú犇：:35�ÑaË´（¹７１）
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S７ １

ＡＢＣＤ
⌒：öＶ ＝ １

２α
２
β

２，

ＤＥ：öＷ１ ≡ｘ＝－β，

ＥＡ：öＷ２ ≡ｙ＋αｘ ＝－αβ，
abβ＞０o%．

IKL：（ｘ０，ｙ０）∈犇，̄ ø

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０，ｙ０），ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０，ｙ０），ｔ≥ｔ０

�ßÌ犇．
: R （７８）<，Å ¯ ø � K [

ＡＢＣＤ
⌒1ßÌ犇；:

ｄＷ１

ｄｔ （７７）
＝ｄｘ

ｄｔ （７７）
＝ｙ＞０（ｙ≠０�）， （７９）

ｄＷ２

ｄｔ （７７）
＝－ｘ（ｂ＋ｘ），

«û§ïＥò#*+F（－β，０），�øＥＡ1w０＞ｘ＞－β，x β∈（０，ｂ）�，
.C#�ø’ＥＡ（ ＥòàＯ a¼��b#456}ì�ø）1w

０＞ｘ＞－β＞－ｂ，
��

ｄＷ２

ｄｔ （７７）
＝－ｘ（ｂ＋ｘ）＞０． （７１０）

.C，R（７８）、R（７９）、R（７１０）E%L?，ｔ≥ｔ０ �¯ø�ßÌij²��
#/9Ú犇．

«û§ï

Ｍ ＝ ｛（ｘ，ｙ）∈犇 ｄＶ
ｄｔ （７７）

＝－ａｙ２ ＝０｝

＝ （ｘ，０）∈犇，
óＭ b�w�q§Ｏ（０，０）4ò，xô%8７３<，R（７７）#}~eFÎW
$%#，ó β∈（０，ｂ）�，ijpÌ#犇FＯ#¬­（ÎW$%）9Ú．

!3/　[\Z-

V�ÀüõÌ%ｎ·5‘$%&§8�，��½ï#¬ÊF，���Ì¾

 #Ｖ *+，��)ｄＶ（ｔ，ｘ（ｔ））
ｄｔ

4mF0$%&/7%8bw��Û#�
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S．-�\£A¿b，¤j�ïK��VｄＶ（ｔ，ｘ（ｔ））
ｄｔ

#�®RhN，L,7ｎ

·#§8|rï�àá*+Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））qs#^k？ijîË4mÇ¶．
M７４　^k5‘

ｘ＝ （－３＋８ｓｉｎｔ）ｘ＋（ｓｉｎｔ）ｙ，
ｙ＝ （ｃｏｓｔ）ｘ＋（－３＋８ｓｉｎｔ）ｙ （７１１）

}~e#$%&．
W　Åö*+

Ｖ（ｘ，ｙ）＝ １
２

（ｘ２＋ｙ２），

�w

ｄＶ
ｄｔ｜（７１１）＝ （－３＋８ｓｉｎｔ）ｘ２＋（ｓｉｎｔ）ｘｙ

＋（ｃｏｓｔ）ｘｙ＋（－３＋８ｓｉｎｔ）ｙ２，

�FqÛ#，á�1/7%8byz4m#�S．�ij<�w�®R

ｄＶ
ｄｔ （７１１）

≤ （－３＋８ｓｉｎｔ）ｘ２＋ｘ２＋ｙ２＋（－３＋８ｓｉｎｔ）ｙ２

＝ （－２＋８ｓｉｎｔ）ｘ２＋（－２＋８ｓｉｎｔ）ｙ２

＝２（－２＋８ｓｉｎｔ）Ｖ，

[ó;Ì

Ｖ（ｔ）≤Ｖ（ｔ０）ｅ
２∫
ｔ
ｔ０ （－２＋８ｓｉｎｓ）ｄｓ， （７１２）

¿4ÀsB，w

Ｖ（ｔ）≤Ｖ（ｔ０）ｅ４ｔ０·ｅ１６ｃｏｓｔ０·ｅ－４ｔ·ｅ－１６ｃｏｓｔ ≤ｅ３２＋４ｔ０Ｖ（ｔ０）ｅ－４ｔ．

1R%L，Ｖ（ｔ０）＝１
２

（ｘ２
０＋ｙ２

０）01��Ｖ（ｔ）＝１
２

（ｘ２（ｔ）＋ｙ２（ｔ））o¦y§

�，t ｔ→＋∞�Ｖ（ｔ）＝１
２

（ｘ２（ｔ）＋ｙ２（ｔ））→０，[óR（７１１）#}~eFÎ

W$%#．
-¦1#�:b，ij<��®R（７１２）cd*+¾UFàáhHQ�

ｄｕ
ｄｔ＝２（－２＋８ｓｉｎｔ）ｕ （７１３）

-]^ｕ（ｔ０）＝Ｖ（ｔ０）ð#e，óQ�（７１３）#}~eFÎW$%#．

.mÇ¶¥«?4mâã：º�Ｖ *+)>e#D+ｄＶ
ｄｔ

，=ｎ·5‘}
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~e$%&§8，“cC”]4màáhHQ�}~e#$%&§8，[ó�§
8sBD¢eÞ．.Ùv�ij«�ï�h/0��b#lj%8?．9.，
îÜÝ4m­8)¨�#ＤｉｎｉD+’(．

#’７２　àá*+ｆ（ｔ）：Ｉ→Ｒ，R¶

Ｄ＋ｆ（ｔ）≡ｌｉｍ
ｈ→０＋

１
ｈ

［ｆ（ｔ＋ｈ）－ｆ（ｔ）］，

Ｄ＋ｆ（ｔ）≡ｌｉｍ
ｈ→０＋

１
ｈ

［ｆ（ｔ＋ｈ）－ｆ（ｔ）］

H‘%�?ｆ（ｔ）#�O�:)�)�:；³oÿ!£%��1D+)�ðD
+，�j４m‘�9ｆ（ｔ）#Ｄｉｎｉ�:．

�w¦ð#&�：
（ⅰ） ｆ（ｔ）F0±GＬｉｐｓｃｈｉｔｚPQ�，ＤｉｎｉD+{f-（w~）；
（ⅱ）ｆ（ｔ）#D+f-，®$]４mＤｉｎｉD+f-t¨®；
（ⅲ） ｆ（ｔ）Þß�，Ｄ＋ｆ（ｔ）≥０（≤０），ｔ∈Ｉ，®$]ｆ（ｔ）-Ｉ1ëì�

í（�æ）；
（ⅳ） ｆ（ｔ）Þß�，Ｄ＋ｆ（ｔ）≥０（≤０），ｔ∈Ｉ，§Àüｆ（ｔ）-Ｉ1ëì�

í（�æ）．
.E７１　hΦ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，＋∞），Ｒ］）F0

Ｄ＋Φ（ｔ）≤ｇ（ｔ，Φ（ｔ））　［Ｄ＋Φ（ｔ）≥ｇ（ｔ，Φ（ｔ））］， （７１４）

abｇ（ｔ，ｘ）∈Ｃ（［ｔ０，＋∞）×Ｒ，Ｒ）；«h珚Φ（ｔ）［Φ—（ｔ）］
F

ｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ），

ｕ（ｔ０）＝Φ（ｔ０

烅
烄

烆 ）
（７１５）

#cì"S（"�）e，�w

Φ（ｔ）≤珚Φ（ｔ）　　［Φ（ｔ）≥Φ—（ｔ）］　ｔ≥ｔ０．
­8#KLoH|IJ［３］．

^_ｎ·5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ）， （７１６）

abｆ∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］dKe#g4&，ｆ（ｔ，０）≡０；)àáljQ�

ｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ）， （７１７）

abｇ∈Ｃ［Ｉ×Ｒ＋，Ｒ］， tÖ ｕ＝０�，ｇ（ｔ，ｕ）＝０．
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#E７４（lj,8）　�f-Ô%#Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ＋ ］，t�]ｘ
F0ＬｉｐｓｃｈｉｔｚPQ，Ｖ（ｔ，０）＝０；�>5‘（７１６）e#c1D+F0

Ｄ＋Ｖ （７１６）≤ｇ（ｔ，Ｖ）． （７１８）

�w
（１）R（７１７）#}~e$%（ÎW$%），Ä¾?5‘（７１６）}~e#$%

（ÎW$%）；
（２）�Ｖ ³Ýw�×�1´，�R（７１７）#}~e4¢$%（4¢ÎW$

%），Ä¾?5‘（７１６）}~e#4¢$%（4¢ÎW$%）；
（３）�³f-φ，ψ∈ＫＲ，�

φ（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤ψ（‖ｘ‖），

�R（７１７）}~e°±4¢ÎW$%，Ä¾?5‘（７１６）}~e#°±4¢
ÎW$%；

（４）�³f-ａ＞０，ｂ＞０�

ａ‖ｘ‖ｂ ≤Ｖ（ｔ，ｘ），

tＶ w�×�1´，�R（７１７）}~eÍ+$%，Ä¾?5‘（７１６）}~e
#Í+$%；

（５）�%8#PQy9：f-Ô%#Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｄσ，Ｒ＋ ］，Ｖ（ｔ，０）≡
０，Ýw�×�1´；tw

Ｄ＋Ｖ （７１６）≥ｇ（ｔ，Ｖ）． （７１９）

�R（７１７）}~e�$%，Ä¾?5‘（７１６）#}~e�$%．
QR　（１）Ｖ Ô%，xφ∈Ｋ，�

Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｘ‖）．
:R（７１７）}~eｕ＝０$%，�ε＞０，δ＝δ（ｔ０，ε）， ０＜ｕ０＜δ�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）＜φ（ε），ｔ≥ｔ０．
«:Ｖ（ｔ０，ｘ）Þß，Ｖ（ｔ０，０）＝０，�.δ，δ＝δ（ｔ０，δ ）＝δ（ｔ０，ε）＞０， 

‖ｘ０‖＜δ�，w

０＜Ｖ（ｔ０，ｘ０）≡Ｖ０ ＜δ．

　　�=F0‖ｘ０‖＜δ#5‘（７１６）#eｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）XWＤ＋Ｖ（ｔ），
^_%8PQ（７１８）,（７１７）̈ ©#]^§8

ｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ），

ｕ（ｔ０）＝Ｖ０

烅
烄

烆 ，
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ab¦Ｖ０ XÆ?]^ｕ０，�Á¾UF0­8７１b#PQ（７１４）,（７１５）．
xé

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤ｕ（ｔ；ｔ０，Ｖ０）＜φ（ε），
[ów‖ｘ（ｔ）‖＜ε．�R（７１６）}~e$%．

ý�R（７１７）}~eÎW$%�，�!îF$%#，ijõDÌ5‘
（７１６）#}~e³F¬­#．.�1¸#�:{Ñ3，Íw

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）．
R（７１７）#}~eF¬­#，�� �#σ（ｔ０）＞０， ０＜ｕ０＜σ（ｔ０）�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）→０，ｔ→＋∞�．:1¸#�®R<，.§Àü‖ｘ０‖＜σ（ｔ０）�，

ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）→０，ｔ→＋∞ �．
x5‘（７１６）}~eFÎW$%#．

（２）.�φ，ψ∈Ｋ，�

φ（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤ψ（‖ｘ‖）．
:R（７１７）}~eｕ＝０4¢$%，<ε＞０，δ＝δ（ε）， ｕ０＜δ�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）＜φ（ε），　ｔ≥ｔ０．
�.δ，�δ＝δ（δ）＝δ（ε），� ‖ｘ０‖＜δ�，

Ｖ０ ≡Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤ψ（‖ｘ０‖）＜δ．
.§Àü，‖ｘ０‖＜δ（ε）�，oöｕ０＝Ｖ０＜δ．afKL;（１）b4C，é 

‖ｘ０‖＜δ（ε）�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖＜ε，　ｔ≥ｔ０．
�5‘（７１６）}~e4¢$%．

 R（７１７）}~eｕ＝０4¢ÎW$%�，uvR（７１６）}~eF4¢$
%#，��:R（７１７）#4¢¬­DÌ5‘（７１６）#4¢¬­．

.�，ε＞０，ｔ０∈Ｉ，η（ε）＞０)Ｔ（ε）＞０，� ｕ０＜η�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）＜φ（ε），　ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ε）．
�.η（ε），4%η（ε），� ‖ｘ０‖＜η�，w

Ｖ０ ≡Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤ψ（‖ｘ０‖）＜η．
.C， ‖ｘ０‖＜η（ε）�，öｕ０＝Ｖ０＜η，ýô（１）b#;8，é

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤ｕ（ｔ；ｔ０，Ｖ０）＜φ（ε），
 ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ε），[ó

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ε），
5‘（７１６）}~e4¢¬­．

（３）�KR（７１６）#}~e°±4¢ÎW$%，e�KL：（ⅰ）�F4¢
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$%#；（ⅱ）R（７１６）#e4¢w´；（ⅲ）�F°±4¢¬­#．
（ⅰ）1¸_K．
（ⅱ）:R（７１７）#e4¢w´<，ｒ＞０（�©ψ（ｒ）＞０），珟Ｂ（ｒ）＞０， 

ｕ０＜ψ（ｒ）�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）＜珟Ｂ．
:

Ｖ０ ≡Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤ψ（‖ｘ０‖）
ËÌ， ‖ｘ０‖＜ｒ�，EwＶ０＜ψ（ｒ）．.C，Eoöｕ０＝Ｖ０＜ψ（ｒ），ô（１）b
£C;8，é‖ｘ０‖＜ｒ�，

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤ｕ（ｔ；ｔ０，Ｖ０）＜珟Ｂ．
Bφ∈ＫＲ，x�:珟Ｂ（ｒ）w��S，{w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜φ－１（珟Ｂ（ｒ））≡Ｂ（ｒ）．
.EFR（７１６）#e4¢w´．

（ⅲ）:R（７１７）}~eｕ＝０°±4¢¬­<，ε＞０���，α＞０�
�S［�©φ（ε）＞０，ψ（α）＞０］，ｔ０∈Ｉ，TＴ（ε，α）＞０， ｕ０＜ψ（α）�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）＜φ（ε），　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
«:

Ｖ０ ≡Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤ψ（‖ｘ０‖）
<，��‖ｘ０‖＜α，EwＶ０＜ψ（α），.Eoöｕ０＝Ｖ０＜ψ（α）．ýV（１）b;
8é

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｕ（ｔ；ｔ０，Ｖ０）＜φ（ε）．
:.<，ε＞０，α＞０（α�:��S），Ｔ＝Ｔ（ε，α）＞０， ‖ｘ０‖＜α�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ε，α）．
:]αoy§S，R（７１６）}~e¬­F°±4¢#．

（４）:R（７１７）}~eｕ＝０Í+$%<，α＞０，ε＞０，η（ε）＞０， ｕ０

＜η（ε）�，w

ｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）≤εｅ－ａ（ｔ－ｔ０），　ｔ≥ｔ０．
«BＶ（ｔ，ｘ）Ýw�×�1´，xψ∈Ｋ，�

Ｖ０ ≡Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤ψ（‖ｘ０‖），
£��1DÐη（ε），δ＝δ（ε），�

ψ（δ）＜η．
x�ö‖ｘ０‖＜δ�，Ew

Ｖ０ ≤ψ（‖ｘ０‖）＜ψ（δ）＜η．
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B.oVＶ０ öXｕ０．ýV%8bPQ

ａ‖ｘ‖ｂ ≤Ｖ（ｔ，ｘ），
ô（１）b#£C;8，é

ａ‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ｂ ≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤ｕ（ｔ；ｔ０，Ｖ０）≤εｅ－ａ（ｔ－ｔ０），　ｔ≥ｔ０．
[óé， ‖ｘ０‖＜δ（ε）�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤ （ε／ａ）１
ｂｅ－ａ

ｂ（ｔ－ｔ０），　ｔ≥ｔ０．
�5‘（７１６）}~eÍ+$%．

（５）:R（７１７）#}~eｕ＝０�$%<，ε０＞０，ｔ０∈Ｉ，�:δ＞０��
�，�ｕ０＞０，�ｕ０＜δ，R�eｕ（ｔ；ｔ０，ｕ０）-lｔ１＞ｔ０，

ｕ（ｔ１；ｔ０，ｕ０）≥φ（ε０），
abφ∈Ｋ，�

φ（‖ｘ‖）≥Ｖ（ｔ，ｘ）．
　　:Ｖ（ｔ０，ｘ）#Þß&,Ｖ（ｔ０，０）＝０<，δ＞０， ‖ｘ０‖＜δ＜δ�，w

Ｖ０ ≡Ｖ（ｔ０，ｘ０）＜δ．
.�，oVＶ０ öXｕ０，̂ _]^§8

ｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ），

ｕ（ｔ０）＝Ｖ
烅
烄

烆 ０

,=eｘ（ｔ）XW¾#PQ（７１９），�j�A­8７１bR（７１５）、R（７１４）
vÛI#PQ．:­8#@:<

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≥ｕ（ｔ；ｔ０，Ｖ０），　ｔ≥ｔ０．
.C，@A1¸²é，wε０＞０，ｔ０∈Ｉ，�:δ���， ‖ｘ０‖＜δ �，ｔ１

＞ｔ０ �

φ（‖ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）‖）≥Ｖ（ｔ１；ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））≥ｕ（ｔ１；ｔ０，Ｖ０）≥φ（ε０），
�

‖ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）‖ ≥ε０．
x5‘（７１６）}~e�$%．K#．

M７５　^k5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ （－１－３

２ｃｏｓｔ）ｘ－ｘｙ２，

ｄｙ
ｄｔ＝ （－２－３

２ｃｏｓｔ）ｙ－ｙｚ４，

ｄｚ
ｄｔ＝ （－３－３

２ｃｏｓｔ）ｚ－ｚｘ６
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Óe#$%&．
W　ö*+

Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １
２

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２），

>5‘SDé

ｄＶ（ｔ）
ｄｔ ＝ （－１－３

２ｃｏｓｔ）（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）－ｙ２－２ｚ２

　－ｘ２ｙ２－ｙ２ｚ４－ｚ２ｘ６

≤ １
２

（－２－３ｃｏｓｔ）（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）＝ （－２－３ｃｏｓｔ）Ｖ．

­WljQ�

ｄＵ
ｄｔ ＝ （－２－３ｃｏｓｔ）Ｕ．

�#eF

Ｕ（ｔ）＝Ｕ（ｔ０）ｅｘｐ（∫
ｔ

ｔ０

（－２－３ｃｏｓτ）ｄτ）

＝Ｕ（ｔ０）ｅｘｐ（－２（ｔ－ｔ０）－３ｓｉｎｔ＋３ｓｉｎｔ０），ｔ≥ｔ０．
B.

｜Ｕ（ｔ）｜≤｜Ｕ（ｔ０）｜ｅ６ｅ－２（ｔ－ｔ０），　ｔ≥ｔ０，
ljQ�#ÓeＵ＝０FÎW$%#．x,5‘#Óeｘ＝ｙ＝ｚ＝０�FÎW
$%#．

V　 lj , 8# © V，G � F º � ¾   # Ｖ * +，=ｄＶ（ｔ）
ｄｔ

  S

（Ｄ＋Ｖ（ｔ））�¼�（Ｄ＋Ｖ（ｔ））9àá*+ｇ（ｔ，ｕ），:àáQ�ｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ）}~

e#$%&nõDÌ,ｎ·5‘}~e#£ÿ$%&n．��H*��F�

�o¦®ÂｄＶ（ｔ）
ｄｔ

%Û、�Û®.o¬Ê#Ì%，£��³SSÃÃ?§8#

·+，²¦��Ä9qr$%&#8:1v�、©VjVÈ#4NUÅb．�
Ý¡©Vmõ�w�ý�����：

（１）�hNÌ*+ｇ（ｔ，ｘ），tÌ%Ìｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ）Óe#$%&，����

$xï；（２）º� S�¼�¾�Ñ#Q�ｄｕ
ｄｔ＝ｇ（ｔ，ｕ）Æé#}~e$%&

#PQ，4ÃTÁk],5‘�Àé#$%&#PQ；�‘-ｄＶ（ｔ）
ｄｔ ≤０ðé
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ï#4ÿÎW$%#%8b，4M S，�véïｇ（ｔ，ｕ）＞０（ｄｕ
ｄｔ＝０�Ké

$%#@:），ÙvÁÄ[1R®Ûð#±GH“ÇÈ”．

!L/　?@’]^&U_‘&

Ｌｉａｐｕｎｏｖ�Àü#kw�，�Ö¡�-Ì%e#$%&，ót�KV¦
Ì%e#w´&)£¤&．74H‘çÉÜÝ．

!、ef*JK$［５，６］

^_5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ）， （７２０）

abｆ∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］dKe#g4&，���Ehｆ（ｔ，０）＝０．
#’７３
【７３１】ij�5‘（７２０）#WJK，�ｔ０∈Ｉ，ｘ０∈Ｒｎ，Ｂ（ｔ０，ｘ０）＞０，�

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤Ｂ，　ｔ≥ｔ０；

　　【７３２】ij�5‘（７２０）#W/0JK，�wｔ０∈Ｉ，α＞０，Ｂ（ｔ０，

α）＞０，�ｘ０∈Ｓα≡｛ｘ｜‖ｘ‖＜α｝，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤Ｂ，　ｔ≥ｔ０；

　　【７３３】ij�5‘（７２０）#W!,JK，�%�［７３２］b#Ｂ＝Ｂ（α）

;ｔ０ ��．
�A1D%�#5‘（７２０）�H‘o�9Å5‘Fw´#、®¯w´#、

4¢w´#．
#E７５　5‘（７２０）#ew´#»�PQFＶ（ｔ，ｘ）：Ｉ×Ｒｎ→Ｒ，�é
（ⅰ）Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｘ‖），φ∈ＫＲ；
（ⅱ）�gmeｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））�]ｔ�æ．
QR　»H&．-èmPQð，�gmew

φ（‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０），

xé

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤φ－１（Ｖ（ｔ０，ｘ０））≡Ｂ（ｔ０，ｘ０），　ｔ≥ｔ０．
�5‘（７２０）w´．

��&．hy§eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）w´，�op
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Ｖ（ｔ，ｘ）≡ｓｕｐ
τ≥０

‖ｘ（ｔ＋τ；ｔ，ｘ）‖２

≥ ‖ｘ（ｔ；ｔ，ｘ）‖２ ＝ ‖ｘ‖２ ≡φ（‖ｘ‖），

�.Ｖ（ｔ，ｘ）F0%8PQ（ⅰ）．
«ｔ１，ｔ２∈Ｉ，ｔ０≤ｔ１＜ｔ２，:e#g4&<，ｘ（ｔ；ｔ２，ｘ（ｔ２；ｔ０，ｘ０）），ｔ≥ｔ２ F

ｘ（ｔ；ｔ１，ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）），ｔ０≤ｔ≤ｔ２ #Êß，xw

Ｖ（ｔ１；ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））＝ｓｕｐ
τ≥０

‖ｘ（ｔ１＋τ；ｔ１，（ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））‖２

＝ ｍａｘ［ｓｕｐ
０≤τ≤ｔ２－ｔ１

‖ｘ（ｔ１＋τ；ｔ１，ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））‖２，

　ｓｕｐ
τ≥０

‖ｘ（ｔ２＋τ，ｔ２，ｘ（ｔ２；ｔ０，ｘ０））‖２］

≥ｓｕｐ
τ≥０

‖ｘ（ｔ２＋τ，ｔ２，ｘ（ｔ２；ｔ０，ｘ０））‖２

＝Ｖ（ｔ２，ｘ（ｔ２；ｔ０，ｘ０））．
�>eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）#Ｖ �]ｔ�æ，PQ（ⅱ）Ñ3，K#．

M７６　^_Q�

ｘ̈＋ｐ（ｔ）ｘ＋ｑ（ｔ）ｆ（ｘ）＝０，

abｐ（ｔ）∈Ｃ［（０，＋∞），Ｒ］，ｑ（ｔ）∈Ｃ１（［０，＋∞），Ｒ），ｆ∈Ｃ（（－∞，＋∞），

Ｒ）．�F0：
（ⅰ）０＜ｑ（ｔ）≤Ｍ；

（ⅱ）ｐ（ｔ）≥－ｑ′（ｔ）
２ｑ（ｔ）

；

（ⅲ）ｘｆ（ｘ）＞０　（ｘ≠０），∫
±∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝＋∞．

�Q�#eｘ（ｔ）)�#D+ｘ（ｔ）TFw´#．
QR　²�:#Q�®$]5‘

　　　　　　　　ｘ＝ｙ，
ｙ＝－ｐ（ｔ）ｙ－ｑ（ｔ）ｆ（ｘ）．

p*+

Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋ ｙ２

２ｐ（ｔ）．

:PQ（ⅰ）<

Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）≥∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋ｙ２

２Ｍ ≡Ｗ（ｘ，ｙ）．

:PQ（ⅲ）<Ｗ Ô%，t ｘ２＋ｙ２→∞�Ｗ→＋∞．x²p#Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）F
0%8７５#PQ（ⅰ）．«
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Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））＝ｆ（ｘ（ｔ））ｙ（ｔ）＋ｙ（ｔ）
ｑ（ｔ）

［－ｐ（ｔ）ｙ（ｔ）－ｑ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ））］

－ｙ２（ｔ）ｑ′（ｔ）
２ｑ２（ｔ） ＝－ｙ２（ｔ）

ｑ（ｔ）
［ｐ（ｔ）＋ｑ′（ｔ）

２ｑ（ｔ）
］≤０　（:PQ（ⅱ）），

�uvÄ½%8７５#PQ（ⅱ）．x:%8７５#@:，éQ�#eｘ（ｔ）)
ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）-［０，＋∞）1w´．

#E７６　5‘（７２０）#e®¯w´#»�PQF：Ｖ（ｔ，ｘ）：Ｉ×Ｒｎ→Ｒ
F0：

（ⅰ）Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｘ‖），φ∈ＫＲ；
（ⅱ）�gmeｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））�]ｔ�æ；
（ⅲ）α＞０，Ｂ（ｔ，α）＞０，�ｘ∈Ｓα，w

Ｖ（ｔ，ｘ）≤Ｂ（ｔ，α）．

　　QR　»H&．:PQ（ⅲ）<，α＞０，ｔ０∈Ｉ,ｘ０∈Ｓα，Ｂ（ｔ０，α）＞
０，�

Ｖ （ｔ０，ｘ０）≤Ｂ（ｔ０，α）≡φ（Ｂ（ｔ０，α））． （７２１）

:PQ（ⅰ）)（ⅱ）<

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤φ（Ｂ（ｔ０，α）），
xé

‖ｘ（ｔ）‖ ≤Ｂ（ｔ０，α），ｔ≥ｔ０，

�5‘（７２０）#e®¯w´．
��&．heｘ（ｔ）®¯w´，p

Ｖ（ｔ，ｘ）≡ｓｕｐ
τ≥０

‖ｘ（ｔ＋τ，ｔ，ｘ）‖２，

��¡%#ｔ，-yzw´/§‖ｘ‖≤αI，Ｖ（ｔ，ｘ）w´，�PQ（ⅲ）Ñ3．
ýË±%8７５b��&#KL，o;Ì

Ｖ（ｔ，ｘ）≥ ‖ｘ‖２ ≡φ（‖ｘ‖）∈ＫＲ
,Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））�]ｔ#ëì�æ&，�PQ（ⅰ）,（ⅱ）{Ñ3．K#．

TU　�Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］，F0：
（ⅰ）Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｘ‖），φ∈ＫＲ；
（ⅱ）Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７２０）≤０．

�5‘（７２０）#e®¯w´．
QR　:]-Ｖ（ｔ，ｘ）Þß#PQð，.�#PQ（ⅱ）o;Ì%8７６b

#PQ（ⅱ），²¦ij�eKL：F0.�PQ（ⅰ）)（ⅱ）#Þß#Ｖ（ｔ，ｘ），
K�%8７６»H&KL��b#R（７２１）Ñ3�o．
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!î，ｔ０∈Ｉ,ｘ０∈Ｓα ö%，�_<#φ（ｒ），w

Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤φ（Ｂ（ｔ０，ｘ０））．
BＶ（ｔ０，ｘ）�ｘÞß，x�ｘ∈Ｓε（ｘ０）≡｛ｘ｜‖ｘ－ｘ０‖＜ε｝，ε01�，w

Ｖ（ｔ０，ｘ）≤φ（珚Ｂ（ｔ０，ｘ０，ε））．
ý�w´/§珚Ｓα �Vw~ÌÍ%8，éα＞０，ｔ０∈Ｉ，ｘ０∈珚Ｓα，Ｂ （ｔ０，

α），�

Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤φ（Ｂ（ｔ０，α）），
�R（７２１）Ñ3．

#E７７　5‘（７２０）#e4¢w´#»�PQF，f-Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ
×Ｒｎ，Ｒ］，F0：

（ⅰ）φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），φ１，φ２∈ＫＲ；
（ⅱ）Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７２０）≤０．
QR　»H&．α＞０ö%，½öＢ＝Ｂ（α），�φ２（α）＜φ１（Ｂ）．ｘ０∈Ｓα，

:PQ（ⅰ），（ⅱ）<

φ（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）

≤φ２（‖ｘ０‖）≤φ２（α）＜φ１（Ｂ）．
xw

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０，
.mＢ＝Ｂ（α）;ｔ０，ｘ０ ��，�R（７２０）4¢w´．

��&．p*+

Ｖ（ｔ，ｘ）≡ （１＋ｅ－ｔ）ｉｎｆ
ｔ０≤τ≤ｔ

‖ｘ（τ；ｔ，ｘ）‖２，

�FÞß#．hｔ０≤ｔ１＜ｔ２，>y§eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），w

Ｖ（ｔ２）≡Ｖ（ｔ２，ｘ（ｔ２；ｔ０，ｘ０））

＝ （１＋ｅ－ｔ２）ｉｎｆ
ｔ０≤τ≤ｔ２

‖ｘ（τ；ｔ２，ｘ（ｔ２；ｔ０，ｘ０））‖２

≤ （１＋ｅ－ｔ１）ｉｎｆ
ｔ０≤τ≤ｔ１

‖ｘ（τ；ｔ１，ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））‖２

≡Ｖ（ｔ１），
�Ｖ（ｔ，ｘ）>e�]ｔëì�æ．-Ｖ（ｔ，ｘ）Þß#Øíð，Ew%8#PQ
（ⅱ）Ñ3．

þÖ，�²p#Ｖ（ｔ，ｘ）uvw

Ｖ（ｔ，ｘ）≤２‖ｘ（ｔ；ｔ，ｘ）‖２ ＝２‖ｘ‖２ ≡φ２（‖ｘ‖），
óＶ（ｔ，ｘ）F�×SÔ%#，xf-φ１ �

Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ１（‖ｘ‖），
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.�#φ１，φ２∈ＫＲ．%8#PQ{Ñ3．K#．
V１　%8７５，%8７６，%8７７b#Ｖ（ｔ，ｘ）#%�ÚToy9Ｉ×

ＯＫ，abＯＫ≡｛ｘ∈Ｒｎ｜‖ｘ‖≥Ｋ｝，Ｋ o¦F»HS#Ô+．
V２　%8７６bPQ（ⅲ）#Ｂ＝Ｂ（α）�;ｔ��，�Å%8FR（７２０）

4¢w´#»�PQ．
M７７　^_Q�

ｘ̈＋ｆ（ｘ，ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝ｐ（ｔ），　ｔ≥０，
h　（ⅰ）　ｆ（ｘ，ｙ），ｇ（ｘ）Þß， ｘ２＋ｙ２１�ｆ（ｘ，ｙ）＞０；

（ⅱ）　ｐ（ｔ）-Ｉ1Þß，t∫
＋∞

０
｜ｐ（ｔ）｜ｄｔ＜ ∞；

（ⅲ）　ｘｇ（ｘ）＞０（ｘ≠０），Ｇ（ｘ）≡∫
ｘ

０
ｇ（ｔ）ｄｔ，wＧ（±∞）＝＋∞．

�Q�#g4meF0

｜ｘ（ｔ）｜２＋｜ｘ（ｔ）｜２ ＜Ｍ（α）＝Ｃｏｎｓｔ，　ｘ０ ∈Ｓα．

　　QR　Q�®$]5‘
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｆ（ｘ，ｙ）ｙ－ｇ（ｘ）＋ｐ（ｔ）． （７２２）

p*+

Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）≡ ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）－∫
ｔ

０
｜ｐ（ｓ）｜ｄｓ，

:PQ<， ｘ２＋ｙ２１�，w

φ１（ ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ））≡ １
２ ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）≤Ｖ（ｔ；ｘ，ｙ）≤ ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）

≡φ２（ ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）），

（ ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）-²çPQð，Ýw�+#&�）.C#φ１，φ２∈ＫＲ．«

ｄＶ
ｄｔ （７２２）

＝－ ｆ（ｘ，ｙ）ｙ２

ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）
－ ｐ（ｔ）＋ ｐ（ｔ）ｙ

ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）
，

:PQ<， ｘ２＋ｙ２→∞�

－｜ｐ（ｔ）｜＋ ｐ（ｔ）ｙ
ｙ２＋２Ｇ（ｘ槡 ）

≤０，

 ｘ２＋ｙ２１�，ｆ（ｘ，ｙ）＞０．[ó� ｘ２＋ｙ２１�

ｄＶ
ｄｔ （７２２）

≤０．

B.，ôû１#%L，%8７７#PQÑ3，Q�#yzeｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），ｘ０∈Ｓα

F0
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｜ｘ（ｔ）｜２＋｜ｘ（ｔ）｜＜Ｍ（α），

abＭ（α）FÖ;αw�#�+．

;、ef*��$［５，７］

#’７４
【７４１】�f-�+Ｂ＞０，�5‘（７２０）#gmeｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）TＴ（ｔ０，

ｘ０）＞０，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ｔ０，ｘ０）．
��R（７２０）9��ef，��R（７２０）#W�K�Ｂ��（��）JK．

【７４２】�f-�+Ｂ＞０，α＞０，gmｘ０∈Ｓα≡｛ｘ｜‖ｘ‖≤α｝，T

Ｔ（ｔ０，α）＞０，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ｔ０，α）．
��R（７２０）9/0��ef，��R（７２０）#W�K�Ｂ��（��）/0
JK．

【７４３】�%�［７４２］bf-#Ｔ（α）;ｔ０ ���，�R（７２０）9!,
��ef，��R（７２０）#W�K�Ｂ��（��）!,JK．

#E７８　f-Ｂ ＞０)Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］，F0
（ⅰ）φ（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）�‖ｘ‖≥ＢÑ3，φ∈ＫＲ；

（ⅱ）ｄＶ（ｔ，ｘ）
ｄｔ （７２０）

≤－ｃＶ（ｔ，ｘ），　ｃ＝ｃｏｎｓｔ＞０．

�5‘（７２０）#e�´~Ｂ"­®¯w´．
QR　BＶ（ｔ０，ｘ）Þß，x�ｘ０∈Ｓα≡｛ｘ｜‖ｘ‖≤α｝，Ｍ（ｔ０，α）＞０�

Ｖ（ｔ０，ｘ０）＜Ｍ（ｔ０，α）．

öＴ（ｔ０，α）≡１
ｃｌｎＭ（ｔ０，α）

φ（Ｂ） ，ij��KL， ｔ≥ｔ０＋Ｔ（ｔ０，α）�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　ｘ０ ∈Ｓα．

　　VÏKü．hｔ１＞ｔ０＋Ｔ（ｔ０，α），�

‖ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）‖ ≥Ｂ，

ijõDÌYZ．:PQ（ⅱ）o;Ì

Ｖ（ｔ１，ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）ｅ－ｃ（ｔ１－ｔ０），

B.:（ⅰ）é

φ（Ｂ）≤φ（‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ１；ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））

≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）ｅ－ｃ（ｔ１－ｔ０）＜Ｍ（ｔ０，α）ｅ－ｃＴ（ｔ０，α）
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＝Ｍ（ｔ０，α）ｅ－ｌｎ
Ｍ（ｔ０，α）

φ（Ｂ） ＝φ（Ｂ），
.EDÌYZφ（Ｂ）＜φ（Ｂ）．K#．

#E７９　hf-Ｒ＞０)f-Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［Ｉ×ＯＲ，Ｒ］，ＯＲ≡｛ｘ｜‖ｘ‖
≥Ｒ｝，F0

（ⅰ）φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），φ１，φ２∈ＫＲ；

（ⅱ）ｄＶ
ｄｔ （７２０）

≤－ψ（‖ｘ‖），ψ∈Ｋ．

�5‘（７２０）#e�´~Ｂ＝φ
－１
１ ［φ２（Ｒ）］"­4¢w´．

QR　α＞０ç%，½öβ，�φ１（β）＞φ２（α），��ｘ０∈Ｓα＝｛ｘ｜‖ｘ‖≤
α｝，w

φ１（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）≤φ２（‖ｘ０‖）

≤φ２（α）＜φ１（β），

²¦ ｘ０∈Ｓα �，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜β，　ｔ≥ｔ０．
£8，�²h#Ｒ， ｘ０∈ＳＲ �，�w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０， （７２３）

abＢF0φ１（Ｂ）＞φ２（Ｒ）．
�1DＢ，�yç%α＞Ｒ，ö

Ｔ＝φ２（α）－φ１（Ｒ）
ψ（Ｒ） ＝Ｔ（α），

� ｘ０∈Ｓα �，�ｔ１∈［ｔ０，ｔ０＋Ｔ］，�

‖ｘ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）‖ ≤Ｒ． （７２４）

��v，��ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋Ｔ］，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＞Ｒ， （７２５）
�:PQ（ⅱ）é

ｄＶ
ｄｔ （７２０）

≤－ψ（Ｒ），

�w

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）－ψ（Ｒ）（ｔ－ｔ０）．
 ｔ＝ｔ０＋Ｔ�，w

φ１（‖ｘ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）－φ２（α）＋φ１（Ｒ）

≤φ２（α）－φ２（α）＋φ１（Ｒ）＝φ１（Ｒ），
�
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‖ｘ（ｔ０＋Ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤Ｒ，
;R（７２５）YZ．B.R（７２４）Ñ3．x:R（７２３）<， ｘ０∈Ｓα �，Ｔ＝

φ２（α）－φ１（Ｒ）
ψ（Ｒ） ＝Ｔ（α），�

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ（α）．
K#．

M７８　^k5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ－ｙ－ｘ３－ｘｙ２，

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋ｙ－ｘ２ｙ－ｙ３

烅

烄

烆
．

（７２６）

ö

Ｖ ＝ １
２

（ｘ２＋ｙ２），

w

ｄＶ
ｄｔ （７２６）

＝ｘ２＋ｙ２－ｘ４－２ｘ２ｙ２－ｙ４

＝ （ｘ２＋ｙ２）［１－（ｘ２＋ｙ２）］

＜０　（ｘ２＋ｙ２ ＞１）．
[ó:%8７９<5‘（７２６）F4£¤5‘．

M７９　VK

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ＋１

２ｙ－ｘ（ｘ２＋ｙ２－ ２ｔ
１＋ｔ２ｓｉｎｔ）

ｄｙ
ｄｔ＝－ｘ＋ｙ－ｙ（ｘ２＋ｙ２－ ２ｔ

１＋ｔ２ｓｉｎｔ
烅

烄

烆
）

（７２７）

94£¤5‘．

QR　ö　Ｖ＝ｘ２＋１
２ｙ２．　�

ｄＶ
ｄｔ｜（７２７）＝２ｘ２＋ｙ２－（２ｘ２＋ｙ２）（ｘ２＋ｙ２－ ２ｔ

１＋ｔ２ｓｉｎｔ）

≤－（２ｘ２＋ｙ２）（ｘ２＋ｙ２－１－ ２ｔ
１＋ｔ２ｓｉｎｔ）

≤－（２ｘ２＋ｙ２）（ｘ２＋ｙ２－２）＜０　（ｘ２＋ｙ２ ＞２）．
x5‘（７２７）F4£¤5‘．
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!N/　$%&*+’VW

Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&8:23¦¾，-<=MÎÚéï?VÈ#©V，�Ï
ü<=#�\<=，¤jÐïＬｉａｐｕｎｏｖ%�#loQ¸�Kv°�A©V#
�N�C&#�S，Ç¹Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&�^_?]ÎÑH�e#ÒÓF�
1#；%�b]ÎÑHT�，EKdKe#ÔÕ´µy§�，ab#“́ µ”，
“y§”����FA¨§8#�S®．.EÖ�A¨©V�×)+�×4m
23?4o°#$%&’()ÌÉ，74ij½øab#4GH．

!、�@�k)*"#$>JK$

�45‘õ%，ÑHH9èÿ，oØ@9]Î^H�)M�pV-5‘1
#H�，Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&Ö^_?ós�e#ÒÓ．ó¾s��H9èN，4
NõÙÖGpV，4NF5‘IG#lo�ñ%&B^#¡�，�jJF�q
#«��;5‘#Ùnw�，¤j�¦4mÚ�Yｇ（ｔ，ｘ）9XO，i-5‘
#cd1．

^_ucH�#5‘9
ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｆ（ｔ，０）＝０， （７２８）

ócM�ÑHｇ（ｔ，ｘ）pV#A¨5‘O9
ｙ＝ｆ（ｔ，ｙ）＋ｇ（ｔ，ｙ）， （７２９）

ｆ，ｇ∈Ｃ［ＧＨ，Ｒｎ］tdKe#g4&，ＧＨ≡｛（ｔ，ｘ）∈Ｉ×Ｒｎ｜ｔ∈Ｉ，ｘ∈Ｄ｝．
#’７５　�ε＞０，δ１（ε）＞０，δ２（ε）＞０， ‖ｙ０‖＜δ１，,-‖ｙ‖≤ε

1‖ｇ（ｔ，ｙ）‖＜δ２ �，5‘（７２９）#ewhNR

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０．
��5‘（７２８）#}~eF�@�k)"#*．��v°$%#，/�=>b
����（Ｒｏｂｕｓｔ）"#．

#E７１０　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［ＧＨ，Ｒ］F0：
（ⅰ）φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），φ１，φ２∈Ｋ；
（ⅱ）Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７２８）≤－ｃＶ（ｔ，ｘ），　ｃ＝ｃｏｎｓｔ＞０；
（ⅲ）｜Ｖ（ｔ，ｘ）－Ｖ（ｔ，ｙ）｜≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖．

�5‘（７２８）#}~eFM�ÑHð$%#．
QR　ε＞０，½öδ１（ε）＜ε�φ２（δ１）＜φ１（ε）ý½öδ２（ε）＞０»H

�，�
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ｃφ１（δ１）－Ｌδ２ ＞０　 , 　δ２ ＜δ１．
ð¸K， ‖ｙ０‖＜δ１ ,-‖ｙ‖≤ε1‖ｇ（ｔ，ｙ）‖＜δ２ �，w

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０． （７３０）

ÏKü．��v，�ｔ１，ｔ２：ｔ０＜ｔ１＜ｔ２，�é

‖ｙ（ｔ１；ｔ０，ｙ０）‖ ＝δ１，‖ｙ（ｔ２；ｔ０，ｙ０）‖ ＝ε，

δ１ ＜ ‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜ε，　ｔ∈ （ｔ１，ｔ２）．
û§ïＤｉｎｉ1cD+#%�，-PQ（ⅲ）ðw

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２９）＝ｌｉｍ
ｈ→０＋

１
ｈ

［Ｖ（ｔ＋ｈ，ｙ＋ｈ（ｆ（ｔ，ｙ）＋ｇ（ｔ，ｙ）））－Ｖ（ｔ，ｙ）］

＝ｌｉｍ
ｈ→０＋

１
ｈ

［Ｖ（ｔ＋ｈ，ｙ＋ｈｆ（ｔ，ｙ）＋ｈｇ（ｔ，ｙ））－Ｖ（ｔ，ｙ

　＋ｈｇ（ｔ，ｙ））］＋ｌｉｍ
ｈ→０＋

１
ｈ

［Ｖ（ｔ，ｙ＋ｈｇ（ｔ，ｙ））－Ｖ（ｔ，ｙ）］

≤Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ））｜（７２８）＋Ｌ‖ｇ（ｔ，ｙ（ｔ））‖，

ab"¾4m�®RVï?PQ（ⅲ），ｙ（ｔ）≡ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）．
.C，�VPQ（ⅰ）)（ⅱ），-ｔ∈［ｔ１，ｔ２］�，w

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２９）≤－ｃＶ（ｔ，ｙ（ｔ））＋Ｌ‖ｇ（ｔ，ｙ（ｔ））‖
≤－ｃφ１（δ１）＋Ｌδ２ ＜０．

]Fw

φ１（ε）≤Ｖ（ｔ２，ｙ（ｔ２））≤Ｖ（ｔ１，ｙ（ｔ１））≤φ２（δ１）＜φ１（ε）．
.DÌ?YZ．%L:\（７３０）FÔñ#．K#．

TU１　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［ＧＨ，Ｒ］，,φ１，φ２，φ３∈Ｋ F0：
（ⅰ）　φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖）；

（ⅱ）　ｄＶ
ｄｔ （７２８）

≤－φ３（‖ｘ‖）；

（ⅲ）　 Ｖ（ｔ，ｘ）
ｘ ≤Ｍ．

�5‘（７２８）}~eFM�ÑHð$%#．
TU２　�5‘（７２８）bｆ∈Ｃ１（ＧＨ，Ｒ），tÛD+w´；«�#}~eF

4¢ÎW$%#．��#}~e�FM�ÑHð$%#．
QR　-²h#PQð，o¦KL（Ｍａｓｓｅｒａ［８］）2_Bb#%8５７Fo

G#，�-R（７２８）}~e4¢ÎW$%#Øíð，o��Ì*+Ｖ（ｔ，ｘ）F
0;:１#²wPQ，[ó}~e�FM�ÑHð$%#．

#’７６　�α＞０，β（α）＞０，γ（α）＞０，�- ‖ｙ‖ ∈（α，β）I，
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‖ｇ（ｔ，ｙ）‖＜γ�，ｙ０∈Ｓα，5‘（７２９）#eF0

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜β，　ｔ≥ｔ０．
��5‘（７２８）#eF�@�k)!,JK*．���1JK*．

#E７１１　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×ＯＫ，Ｒ］，ＯＫ≡｛ｘ｜‖ｘ‖≥Ｋ｝，
F0：

（ⅰ）　φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），φ１，φ２∈ＫＲ，
（ⅱ）　Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７２８）≤－Ｃ（‖ｘ‖），Ｃ（·）Þß，Ô%；
（ⅲ）　｜Ｖ（ｔ，ｘ）－Ｖ（ｔ，ｘ′）｜≤Ｌ‖ｘ－ｘ′‖．

�5‘（７２８）#eFM�ÑHð4¢w´#．
QR　α＞０，½öβ（α）＞α�φ１（β）＞φ２（α）．:PQ（ⅱ），�]‖ｘ‖∈

［α，β（α）］1#ｘ，wλ（α）＞０，�

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７２８）≤－λ．
.C，ô14%8KLb;8，-α≤‖ｘ‖≤βbw

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２９）≤Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２８）＋Ｌ‖ｇ（ｔ，ｙ）‖
≤－λ＋Ｌ‖ｇ（ｔ，ｙ）‖．

B.，ijý½kγ（α）＞０，�

γ≤ λ
Ｌ

，

��]α≤‖ｙ‖≤βb#‖ｇ（ｔ，ｙ）‖＜γw

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２９）≤０．
[ó

φ１（‖ｙ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｙ０）≤φ２（‖ｙ０‖）≤φ２（α）＜φ１（β）．
ØÜ¦1é，ｙ０∈Ｓα，�‖ｙ‖∈（α，β）#‖ｇ（ｔ，ｙ）‖＜γ�，w

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜β，　ｔ≥ｔ０．
K#．

;、��"#$

�4mhN#（8�）��Ùnφ（ｔ），Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&F.C¥#：�y
§ç%#ε（o»H�），f-Ç�#δ（ε），��]Î�‖ｘ０－φ（ｔ０）‖＜δ，E´
µw‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－φ（ｔ）‖＜ε．��A<=bTFf-“JXÝÞ”)“ß°5
+”#，c�e�.N+�s?#“y§�”，B.à³?AV$%&#’(．ð
¸#CDG�õÙ]Ｌａｓａｌｌｅ＆Ｌｅｆｓｃｈｅｔｚ［２］．

ijÍv^_145b#5‘（７２８）)（７２９）．
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#’７７　ç%Ô+δ)Ｄ bèmｎ·w´/§AＱ０，Ｑ：,òＯ∈Ｑ０
Ｑ．�ｘ０∈Ｑ０，ｔ０≥０，ｇ（ｔ，ｙ）∈｛ｇ（ｔ，ｙ）｜‖ｇ（ｔ，ｙ）‖≤δ｝，5‘（７２９）#e

ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）Ｑ，　ｔ≥ｔ０．
��95‘（７２８）#}~e� δ，Ｑ，Ｑ０ ¡��"#*．

.N$%&’(F;δ，Ｑ，Ｑ０ w�#．δ#S�~%?�5‘oKMcÑ
H#k¯；Ｑ#S�U%?áA��;hN��Ð\JXÝÞ；Ｑ０ #S�O
L]ÎÙnoJX#CD�¯．.oTF�îç%#．

AV$%&;Ｌｉａｐｕｎｏｖ§�ð#$%&，¦,M�ÑHð#âã$%&
FÁ�(½#，�ÍvoVＬｉａｐｕｎｏｖ*+õqr．

#E７１２　�f-*+Ｖ（ｔ，ｙ）∈Ｃ［ＧＨ，Ｒ］，�ｙ∈Ｑｃ
０ w

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２９）≤０，

t�ｙ１∈Ｑ０，ｙ２∈Ｑｃ ,０≤ｔ１≤ｔ２，w

Ｖ（ｔ１，ｙ１），＜Ｖ（ｔ２，ｙ２），

abＱｃ
０，Ｑｃ H‘OＱ０，Ｑ#f§．�R（７２９）[Ｑ０ IÌ<#e，-ｔ≥ｔ０ ��

ÂÌＱ，�5‘（７２８）#}~e�]δ，Ｑ，Ｑ０ FAV$%#．
QR　hｘ０∈Ｑ０，̂ kR（７２９）#eｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）．�-l��Ｔ＞ｔ０，e

ｙ（Ｔ；ｔ０，ｘ０）∈Ｑｃ，��ｔ１∈（ｔ０，Ｔ），�

ｙ（ｔ１）∈Ｑ０，　ｙ（ｔ）∈Ｑｃ
０，　ｔ∈ （ｔ１，Ｔ］．

x©w

Ｖ（ｔ１，ｙ（ｔ１；ｔ０，ｘ０））＜Ｖ（Ｔ，ｙ（Ｔ；ｔ０，ｘ０））．
�þ4Q¸，�ｔ∈（ｔ１，Ｔ］，:PQ

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ）｜（７２９）≤０
é

Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≥Ｖ（Ｔ，ｙ（Ｔ；ｔ０，ｘ０）），

]Fw

Ｖ（ｔ１ｙ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）＝ｌｉｍ
ｔ→ｔ１

Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ））＞Ｖ（Ｔ，ｙ（Ｔ））．

.EDÌYZ，xｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）∈Ｑ，ｔ≥ｔ０．K#．
#’７８　�5‘（７２８）#}~eF�]δ，Ｑ０，ＱAV$%#，t�gm

ｇ（ｔ，ｙ）：‖ｇ（ｔ，ｙ）‖≤δ，5‘（７２９）#yzeｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）"­{-ＱI，� 

ｔ→＋∞�，ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）�¿WＱ I．��5‘（７２８）#}~eF¢��"
#*．

#E７１３　�f-*+Ｖ（ｔ，ｙ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］， ‖ｙ‖→＋∞�Ｖ（ｔ，
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ｙ）→＋∞，ct
（ⅰ）ｙ∈Ｑｃ

０ )F0‖ｇ（ｔ，ｙ）‖≤δ#yzｇ（ｔ，ｙ）w

ｄＶ
ｄｔ （７２９）

≤－ε＜０，

　　（ⅱ）ｙ１∈Ｑ０，ｙ２∈Ｑｃ ,０≤ｔ１≤ｔ２，w

Ｖ（ｔ１，ｙ１）＜Ｖ（ｔ２，ｙ２）．
�5‘（７２８）#}~e�]δ，Ｑ０，ＱF"kAV$%#．

QR　.�#PQdK?%8７１２PQ{Ñ3，xR（７２８）}~e�]

δ，Ｑ０，ＱFAV$%#．
���K：ｘ０∈Ｑｃ

０ 5‘（７２９）#eｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）�f-Ｔ（ｔ０，ｘ０），� ｔ
≥ｔ０＋Ｔ�w

ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）∈Ｑ．
��v，��ｔ１１，�

ｙ（ｔ１；ｔ０，ｘ０）∈Ｑｃ， （７３１）

£�w

ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）∈Ｑｃ
０，　ｔ≥ｔ０．

:¾s，ôPQ（ⅰ）é

Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）－ε（ｔ－ｔ０）→－∞，

 ｔ→＋∞�．þ4Q¸，ö珔ｘ０∈Ｑ０，û§ïR（７３１），:PQ（ⅱ）é

ｃｏｎｓｔ＝Ｖ（ｔ０，珔ｘ０）＜Ｖ（ｔ１，ｙ（ｔ１）），

ｔ１１，.FmYZ．K#．
V　ô%�７８，-^_5‘（７２８）}~ekAV$%&�，�L5‘

（７２８）,（７２９）cd*+#%�Ú)/§Ｑ０，Ｑ #%�Úp� #äS，�

ｆ，ｇ∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，Ｑ０，ＱFＲｎ bw´/§，Ｏ∈Ｑ０Ｑ．

y、£@"#$［７］

Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&F^_lm�%（_<）eφ（ｔ）#$%&n，�A¨1.
mφ（ｔ）��F�ü<�#，x¤j¥Ì?^_4NÇk#，²we#$%&．
��v�S#PQjk，�wAV$^，�‘£，.ÿ$%&#qr�^k5
‘ije、’ije#f-&TwV．

^_5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ）， （７３２）

·１６２·5z6　"#$78*�_



ｆ∈Ｃ［Ｉ×ＤＨ，Ｒｎ］，ＤＨ≡｛ｘ∈Ｒｎ｜‖ｘ‖≤Ｈ｝，tdKe#g4&．
#’７９
【７９１】�ε＞０，ｔ０∈Ｉ，δ（ε）＞０，ｘ０∈Ｄｈ，ｙ０∈Ｄｈ（ｈ≤Ｈ）， 

‖ｘ０－ｙ０‖＜δ�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０．
��5‘（７３２）� ｈ¤!,£@"#*．

【７９２】�ε＞０，δ０＞０)Ｔ（ε）＞０，�ｘ０∈Ｄｈ，ｙ０∈Ｄｈ， ‖ｘ０－

ｙ０‖＜δ�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
��5‘（７３２）� ｈ¤!,£@-.*．

【７９３】�5‘（７３２）�]ｈ4¢Ò�$%，«4¢Ò�¬­，��5‘
（７３２）� ｈ¤!,£@34"#*．

#E７１４　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）∈Ｃ１［Ｉ×ＤＨ×ＤＨ，Ｒ］F0：
（ⅰ）φ１（‖ｘ－ｙ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）≤φ２（‖ｘ－ｙ‖）；φ１，φ２∈Ｋ；

（ⅱ）ｄＶ
ｄｔ （７３２）

≡Ｖ
ｔ＋Ｖ

ｘｆ
（ｔ，ｘ）＋Ｖ

ｙｆ
（ｔ，ｙ）≤０

（≤－φ３（‖ｘ－ｙ‖），φ３∈Ｋ）．
�5‘（７３２）�]ｈF4¢Ò�$%#（4¢Ò�ÎW$%#）．

QR　ε＞０，öδ（ε）＝φ
－１
２ （φ１（ε／２）），]Fw

φ１（‖ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０，ｙ０）

≤φ２（‖ｘ０－ｙ０‖）≤φ２（δ）＝φ１（ε／２），　ｔ≥ｔ０．
xw

‖ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）‖ ≤ε／２＜ε，　ｔ≥ｔ０，
�5‘（７３２）�]ｈF4¢Ò�$%#．

Ë±2_Bb%8５７�]}~e4¢ÎW$%#KL，-vÛb#P
Qð，o»ïＴ（ε）＞０，�

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
K#．

#’７１０　hＨ＝＋∞，�α＞０，Ｂ（α）＞０，� ‖ｘ０－ｙ０‖＜α�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜Ｂ（α），　ｔ≥ｔ０．
��5‘（７３２）F!,¥¦JK*．

�Ｂ＞０，α＞０，Ｔ（α）＞０，� ‖ｘ０－ｙ０‖＜α�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－ｙ（ｔ；ｔ０，ｙ０）‖ ＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
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��5‘（７３２）�Ｂ¤��!,¥¦JK*．
#E７１５　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）∈Ｃ１［Ｉ×Ｒｎ×Ｒｎ，Ｒ］，-ｔ∈Ｉ)‖ｘ－

ｙ‖≥Ｂ1F0：
（ⅰ）φ１（‖ｘ－ｙ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）≤φ２（‖ｘ－ｙ‖），φ１，φ２∈ＫＲ；

（ⅱ）ｄＶ
ｄｔ｜（７３２）≤０　（≤－φ３（‖ｘ－ｙ‖），φ３∈ＫＲ）．

�5‘（７３２）F4¢ÔÕw´#（�ＢF"­4¢ÔÕw´#）．
KLQü/7£]7B234b%8７７)%8７９．
M７１０　^_Q�

ｘ̈＋ｆ（ｘ）＋ｘ＝ｅ（ｔ，ｘ），
abｆ（ｙ）Þß、�í，tｅ（ｔ，ｙ）Þß，F0

（ｙ－ｖ）［ｅ（ｔ，ｙ）－ｅ（ｔ，ｖ）＋ｆ（ｖ）－ｆ（ｙ）］≤０，
�Q�（#e）F4¢ÔÕw´#．

W　êｘ＝ｙ，�Q�s9
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｘ－ｆ（ｙ）＋ｅ（ｔ，ｙ）；

c^_£CYR#5‘
ｕ＝ｖ，　ｖ＝－ｕ－ｆ（ｖ）＋ｅ（ｔ，ｖ）．

p*+

Ｖ（ｘ，ｙ，ｕ，ｖ）＝ （ｘ－ｕ）２＋（ｙ－ｖ）２，
�w

ｄＶ
ｄｔ ＝－２（ｙ－ｖ）［ｆ（ｙ）－ｆ（ｖ）］＋２（ｙ－ｖ）［ｅ（ｔ，ｙ）－ｅ（ｔ，ｖ）］，

:çÌ#PQ<1Rcd≤０，ô%8７１５<Q�#eF4¢ÔÕw´#．

z、§¨L©"#$

ｎ·5‘�]GHqö（GHHá）#$%&’(T¬Eª¥Ì�（Ｌｉａ
ｐｕｎｏｖ，Ｍａｒｌｋｉｎ），�!éj5‘£qrcçÌãäKL#F-１９７２¡，å«
´µ#��×Ｒｕｍｅｎｔｓｅｖ（âæUÛ）) Ｏｚｉｒａｎｅｉｒ（ç7èéy）．.�ÖpB
�ÜÝ．

^_ｎ·5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｆ（ｔ，０）≡０， （７３３）

ｆ∈Ｃ［ＧＨ，Ｒｎ］，tdKe#g4&．
ij­Wð6âÛ：
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ｙ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）Ｔ，ｚ＝ （ｘｍ＋１，…，ｘｎ）Ｔ，ｘ＝ （ｙ，ｚ）Ｔ；

‖ｙ‖ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｘ２（ ）ｉ

１
２ ，‖ｚ‖ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ｘ２（ ）ｉ

１
２ ，‖ｘ‖ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２（ ）ｉ

１
２ ．

　　#’７１１　�ε＞０，ｔ０∈Ｉ，δ（ｔ０，ε）＞０，ｘ０∈Ｓδ≡｛ｘ∈ＤＨ｜‖ｘ‖＜
δ｝，w

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０，
��5‘（７３３）#}~e� ｙ¤"#*；��，�9�]ｙF�$%#．

�K»ïδ（ε）;ｔ０ ��，�1¸#CDÑ3，��5‘（７３３）#}~e
� ｙ¤!,"#*．

#’７１２　�ｔ０∈Ｉ，σ（ｔ０）＞０，ε＞０，ｘ０∈Ｓσ，Ｔ（ｔ０，ε，ｘ０）＞０， ｔ
≥ｔ０＋Ｔ �w

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，
��5‘（７３３）#}~e� ｙ¤-.*；

�1D#σ;ｔ０ ��，Ｔ（ε）;ｔ０，ｘ０ ��，��5‘（７３３）#}~e� 

ｙ¤!,-.*
#’７１３　�5‘（７３３）#}~e�]ｙF$%t¬­#，��9� 

ｙ¤34"#*；�5‘（７３３）#}~e�]ｙF4¢$%t4¢¬­#，�
�9� ｙ¤!,34"#*．

ÿ!#，�w�]ｙ#®¯ÎW$%，°±ÎW$%，Í+$%，�]ｙ#
w´&，4¢w´&，£¤&，4¢£¤&®#%�．

#’７１４　�*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ］� ｙA#［B#］，�f-φ∈
Ｋ，�

Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｙ‖）．　［Ｖ（ｔ，ｘ）≤－φ（‖ｙ‖）］

　　#E７１６　（１）�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［ＧＨ，Ｒ］，F0：
（ⅰ）Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｙ‖），φ∈Ｋ；
（ⅱ）Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７３３）≤０．

�5‘（７３３）#}~e�]ｙF$%#．
（２）�Õ?1¸èPQÖ，Ｖ（ｔ，ｘ）³Ýw�×�1´，�
（ⅲ）Ｖ（ｔ，ｘ）≤ψ（‖ｘ‖），ψ∈Ｋ，

�5‘（７３３）#}~e�]ｙF4¢$%#．
QR　（１）ε＞０，ｔ０∈Ｉ，:Ｖ（ｔ０，ｘ）�ｘ#Þß&,Ｖ（ｔ０，０）＝０，�

δ（ε，ｔ０），ｘ０∈Ｓδ，wＶ（ｔ０，ｘ０）＜φ（ε）．
^_5‘（７３３）#eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），ｘ０∈Ｓδ，:PQ（ⅰ）,（ⅱ），é
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φ（‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）＜φ（ε）．
:φ∈Ｋ，xw

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０．

　　（２）:PQ（ⅲ），ε＞０，oöδ（ε）＝ψ
－１（φ（ε）），�;ｔ０ ��． ｘ０∈Ｓδ

�，w

φ（‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）

≤ψ（‖ｘ０‖）＜ψ（ψ－１（φ（ε）））＝φ（ε），

xé

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０．
:]δ（ε）;ｔ０ ��，²¦}~e�]ｙF4¢$%#．K#．

#E７１７　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［ＧＨ，Ｒ］，F0：

（ⅰ）φ１（‖ｙ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２ （∑
ｌ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ）（ ）１
２ ，

（ⅱ）ｄＶ
ｄｔ （７３３）

≤－ψ （∑
ｌ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ）（ ）１
２ ，

abｍ≤ｌ≤ｎ，φ１，φ２，ψ∈Ｋ．�5‘（７３３）#}~e�]ｙFÎW$%#．
QR　.�#PQÄ¾?%8７１６#PQ（ⅰ），（ⅱ），²¦5‘（７３３）

#}~eF�]ｙ$%#，ij�tKÓe�]ｙ¬­#，��Kσ（ｔ０）＞０，

 ‖ｘ０‖＜σ�，w

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））＝０． （７３４）

.C，Eo:

φ１（‖ｙ（ｔ）‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０））

;Ì

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ →０，ｔ→＋∞．
[ó%8éK．

�VÏKü．hR（７３２）�Ñ3，�ｔ０∈Ｉ，σ（ｔ０）＞０，�wlm珔ｘ０，�

‖珔ｘ０‖＜σ，R�

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，珔ｘ０））≠０．

:PQ（ⅱ）<Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，珔ｘ０））�æ，xw

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，珔ｘ０））＝Ｖ∞ ＞０，

t

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，珔ｘ０））≥Ｖ∞ ＞０，　ｔ≥ｔ０．
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ý:PQ（ⅰ）)（ⅱ）é

∑
ｌ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ（ｔ；ｔ０，珔ｘ０（ ））
１
２ ，≥φ－１

２ （Ｖ∞）

)

ｄＶ（ｔ，ｘ（ｔ））
ｄｔ ≤－ψ（φ－１

２ （Ｖ∞））．

.CMｔ０ ïｔ?H，é

０≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ；ｔ０，珔ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，珔ｘ０）－ψ（φ－１
２ （Ｖ∞））（ｔ－ｔ０）．

.m�®R ｔｔ０ �=FmYZ，[óKL?R（７３４）Ñ3．K#．
#E７１８　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［ＧＨ，Ｒ］，F0：
（ⅰ）φ１（‖ｙ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖），φ１，φ２∈Ｋ；
（ⅱ）Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７３３）≤－ψ（‖ｘ‖），ψ∈Ｋ．

�5‘（７３３）#}~e�]ｙ4¢ÎW$%．
QR　ε＞０，ijöδ（ε）＝φ

－１
２ （φ１（ε）），�%8７１６（２）b_K， 

‖ｘ０‖＜δ�，w

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０，

:]δ（ε）;ｔ０ ��，�}~e�]ｙF4¢$%#．ij�eKL�³F�
]ｙ4¢¬­#．

öσ∈（０，Ｈ］，Ｔ（ε）＝φ２（σ）／ψ（δ（ε）），ijo¦KL：ｔ０∈Ｉ， ‖ｘ０‖＜
σ�，�wｔ∈（ｔ０，ｔ＋Ｔ），�

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜δ（ε）． （７３５）

��v，h‖ｘ０‖＜σ，R

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≥δ，　ｔ∈ （ｔ０，ｔ０＋Ｔ）．
=PQ（ⅱ）>e:ｔ０ ïｔ０＋Ｔ?H，é

０≤Ｖ（ｔ０＋Ｔ，ｘ（ｔ０＋Ｔ；ｔ０，ｘ０））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）－ψ（δ）Ｔ

＜φ２（σ）－ψ（δ）Ｔ＝０，

.FmYZ，xR（７３５）Ñ3．� ‖ｘ０‖＜σ（�;ｔ０ ��）�，Ｔ（ε）（�;

ｔ０，ｘ０ ��），�

‖ｙ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ＞ｔ．
[ó5‘（７３３）#}~e�]ｙF4¢ÎW$%#．K#．

C、~ª*"#$�JK$

:]A¨©V1#e�，à³?X�$%&、w´&#’(，�j�v¨
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Áw9‘，�ÍwX�I-#«5．K�-+�1L4o$%&、w´&#’
(‘4mõ¨？§A#$%&)w´&EF.N‘4#êÅ．

^_ｎ·5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ）， （７３６）

ｆ∈Ｃ［Ｔ×Ｒｎ，Ｒｎ］，tdKe#g4&，)-Ｉ×Ｒｎ �\^_4m§AＭ（ｔ），
�F4mëY．

Ｍ （ｔ）;l}¸ｔ＝σ#ù§¦Ｍ（σ）â，Ｍ（ｔ）-Ｒｎ 1#ìÒ¦ΠＭ â；¹
e-Ｒｎ bf-í§Ｑ，�ΠＭＱ，��Ｍ（ｔ）Fw´#，ij.�^_#EF
.C#w´§AＭ（ｔ）．V

ｄ（ｘ，Ｍ）≡ｄ（ｘ，ΠＭ）≡ ｉｎｆ
ｙ∈ΠＭ

‖ｘ－ｙ‖

O�ｘïΠＭ #"�ÔÕ，¹¹７ ２²�．%�

Ｄα ≡ ｛ｘ∈Ｒｎ｜ｄ（ｘ，ΠＭ）≤α｝．

S７ ２

　　#’７１５　�ε＞０，α＞０，ｔ０∈Ｉ，δ＝δ（ｔ０，ε，α）＞０［δ＝δ（ε，α）＞
０］，�ｘ０∈Ｄα，tｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ０））＜δ（ｔ０，ε，α）［＜δ（ε，α）］�，w

ｄ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｍ（ｔ））＜ε，　ｔ≥ｔ０．
��§AＭ（ｔ）�]5‘（７３１）#eF$%（4¢$%）#．B�~ª Ｍ（ｔ）¤
"#（!,"#）*．

#’７１６　�ε＞０，α＞０，ｔ０∈Ｉ，�ｘ０∈Ｄα，Ｔ（ｔ０，ε，ｘ０）＞０， ｔ

≥ｔ０＋Ｔ�w

ｄ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｍ（ｔ））＜ε．
��~ªＭ（ｔ）¤12-.*；
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�ε＞０，α＞０，η＞０，ｔ０∈Ｉ， 

ｘ０ ∈Ｄα，tｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ０））≤η
�，Ｔ（ε，η）＞０，�

ｄ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｍ（ｔ））＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
��~ªＭ（ｔ）¤12!,-.*．

#’７１７　�§AＭ（ｔ）$%t¬­，���F34"#*；�§AＭ（ｔ）
4¢$%t°±4¢¬­，���F12!,34"#*．

#’７１８　�α＞０，η＞０，ｔ０∈Ｉ，Ｂ（η）＞０，� ｘ０∈Ｄα，tｄ（ｘ０，

Ｍ（ｔ０））＜η�，w

ｄ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｍ（ｔ））＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０．
��~ªＭ（ｔ）¤!,JK*．

�Ｂ＞０，α＞０，η＞０，ｔ０∈Ｉ，Ｔ（η）＞０，� ｘ０∈Ｄα tｄ（ｘ０，

Ｍ（ｔ０））＜η�，w

ｄ（ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０），Ｍ（ｔ））＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
��~ªＭ（ｔ）�K�Ｂ¤��!,JK*．

#E７１９　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×ＤＨ，Ｒ］F0：
（ⅰ）φ１（ｄ（ｘ，Ｍ（ｔ）））≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（ｄ（ｘ，Ｍ（ｔ））），　φ１，φ２∈Ｋ；
（ⅱ）Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｘ）｜（７３６）≤０．

�§AＭ（ｔ）F4¢$%#．
QR　ε∈（０，α），öδ（ε）＝－φ

－１
２ （φ１（ε））， ｘ０∈Ｄα，tｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ））＜

δ�，w

φ１（ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ）））≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）

≤φ２（ｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ）））＜φ２（δ）＝φ１（ε），
[ó

ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ））＜ε，　ｔ≥ｔ０．
xＭ（ｔ）F4¢$%#．K#．

V　�Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］，�:7%8#PQð�o;Ì§A Ｍ（ｔ）
F4¢w´#．

QR　ôＭ（ｔ）4¢w´#%�，η＞０，öＢ（η）＝φ
－１
１ （φ２（η））＞０，�ô

1¸£C#;8oéｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ０））＜η�，w

ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ））＜Ｂ，　ｔ≥ｔ０．

　　#E７２０　�f-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］，F0：
（ⅰ）φ１（ｄ（ｘ，Ｍ（ｔ）））≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（ｄ（ｘ，Ｍ（ｔ））），　φ１，φ２∈ＫＲ，
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（ⅱ）ｄＶ（ｔ，ｘ）
ｄｔ （７３４）

≤－ψ（ｄ（ｘ，Ｍ（ｔ））），　ψ∈Ｋ．

�§AＭ（ｔ）F°±4¢ÎW$%#．
QR　B.�#PQv°dK?%8７１９#PQÑ3，x Ｍ（ｔ）F4¢

$%#．�eKＭ（ｔ）�F°±4¢¬­#．

ε＞０，α＞０，η＞０，ｔ０∈Ｉ，:PQ（ⅱ）,PQ（ⅰ）DÌ#

ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ））≥φ－１
２ （Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））），

o;Ì

ｄ
ｄｔＶ

（ｔ，ｘ（ｔ））≤－ψ（φ－１
２ （Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））））＜０，

[ó

∫
Ｖ（ｔ０，ｘ（ｔ０））

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））

ｄＶ
ψ（φ－１

２ （Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））））≥ｔ－ｔ０．

þ4Q¸， ｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ０））＜η�，w

φ１（ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ）））≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｔ０，ｘ０）

≤φ２（ｄ（ｘ０，Ｍ（ｔ）））＜φ２（η），

]Fw

ｔ－ｔ０ ≤∫
Ｖ（ｔ０，ｘ（ｔ０））

Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））

ｄＶ
ψ（φ－１

２ （Ｖ（ｔ）））≤∫
φ２（η）

φ１（ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ）））

ｄＶ
ψ（φ－１

２ （Ｖ（ｔ）））

＝∫
φ１（ε）

φ１（ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ）））
＋∫

φ２（η）

φ１（ε）

ｄＶ
ψ（φ－１

２ （Ｖ（ｔ）））．

ö

Ｔ（ε，η）＞∫
φ２（η）

φ１（ε）

ｄＶ
ψ（φ－１

２ （Ｖ（ｔ）））＞０，

�;ｔ０，ｘ０ ��，uv ｔ≥ｔ０＋Ｔ�，1Rw

∫
φ１（ε）

φ１（ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ）））

ｄＶ
ψ（φ－１

２ （Ｖ（ｔ）））＜ｔ－ｔ０－Ｔ≥０，

[ów

φ１（ε）＞φ１（ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ）））．
�w

ｄ（ｘ（ｔ），Ｍ（ｔ））＜ε，　ｔ≥ｔ０＋Ｔ．
K#．

"¾，:]§AＭ（ｔ）�´~Ｂ #"­w´&oî9§AＭ（ｔ）≡｛Ｉ×
ＤＢ｝#¬­&．B.w
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#E７２１　§A Ｍ（ｔ）≡｛Ｉ×ＤＢ｝°±¬­， tÖ Ｂ′＞Ｂ，§A

Ｍ（ｔ）�´~Ｂ′F"­w´#；
§AＭ（ｔ）≡｛Ｉ×ＤＢ｝°±4¢¬­， tÖ Ｂ′＞Ｂ，§A Ｍ（ｔ）�´

~Ｂ′F"­4¢w´#．
V　§A$%&#’(¾Í?�N$%&’(，Ç¹：
�Ｍ（ｔ）≡｛Ｉ×０｝�，�EFＬｉａｐｕｎｏｖ§�ð}~e#$%&;¬­&；
�Ｍ（ｔ）≡｛Ｉ×（ｘ｜ｙ＝０）｝�，�EF�]GHqöｙ#$%&;¬

­&；
�Ｍ（ｔ）≡｛φ（ｔ；ｔ０，φ０）｝，t5‘FÙ�#，�EFＰｏｉｎｃａｒé#�]¯�

Ｌ＋
０ ≡｛φ（ｔ；ｔ０，φ０）：ｔ０≤ｔ＜∞｝#$%&．̄ �$%&#4Ã%�F：ε＞０，

δ（ε；ｔ０）＞０， ‖ｘ（ｔ０）－φ０‖＜δ�，wｄ（ｘ（ｔ），Ｌ＋
０ ）＜ε，abｄ（ｘ（ｔ），Ｌ＋

０ ）

≡ｉｎｆ
ξ≥ｔ０

‖ｘ（ｔ）－φ（ξ）‖

4　5　Q

１�:5‘

ｘ＝－ ２ｘ
（１＋ｘ２）２ －２ｙ，　ｙ＝ ２ｘ

（１＋ｘ２）２

#Óeｘ＝ｙ＝０#$%&．

２�:5‘
ｘ＝ｙ－ｙ２ｘ，　ｙ＝－２ｘ＋２ｘ２ｙ－ｙ３

#Óeｘ＝ｙ＝０#$%&．

３^_ÓÔQ�

ｘ̈＋φ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）＝０
abｆ（ｘ），ｇ（ｙ），φ（ｙ）{9Þß*+，tdKe#g4&；th

（ⅰ）ｆ（０）＝φ（０）＝０；

（ⅱ）ｘｆ（ｘ）＞０（ｘ≠０），　ｙφ（ｙ）＞０（ｙ≠０），ｇ（ｙ）＞０；

（ⅲ）∫
±∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝＋∞，　∫

±∞

０

ｙｄｙ
ｇ（ｙ）＝＋∞．

Å�:Óeｘ＝０#$%&．

４qr�òï�Q�

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ａｄｘ

ｄｔ＋ｂｘ ＝０，　（ａ＞０，ｂ＞０）

#Óeｘ＝０#$%&．

５ÅVＬａｓｓａｌｌｅ�q,8õHë244bÇ７１}~e#$%&．
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６ÅVＬａｓｓａｌｌｅ�q,8õHë5‘
ｘ＝－ｘ｜ｙ｜２，　ｙ＝－ｙ｜ｘ｜３

#ÎW&�．

７^_5‘
ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｆ（ｔ，０）≡０， （Ｅ）

ｆ∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，tdKe#g4&．hf-*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］，F0：

（ⅰ）ａ‖ｘ‖≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤ｂ‖ｘ‖；

（ⅱ）ｄＶ
ｄｔ （Ｅ）

≤－ｃＶ（ｔ，ｘ），

abａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０{9�+．ÅVlj,8#â�，KL5‘（Ｅ）#y§eｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ；

ｔ０，ｘ０）F0

‖ｘ（ｔ）‖ ≤ ‖ｘ０‖ｅ－ｃ（ｔ－ｔ０），ｔ≥ｔ０．

　　８ý^_2７8b#5‘（Ｅ），�h*+Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１［Ｉ×Ｒｎ，Ｒ］FÔ%#，t

ｄＶ
ｄｔ （Ｅ）

≤ｐ（ｔ）ｑ（Ｖ（ｔ，ｘ）），

abｐ（ｔ）＞０Þß，tw∫
＋∞

０
ｐ（ｓ）ｄｓ＝＋∞．ÅVlj,8#â�，»Ì*+ｑ（ｕ）：Ｒ→Ｒ

©F0��PQ，EodK5‘（Ｅ）#}~eFÎW$%#．

９ÅK5‘
ｘ＝－２ｘ＋ｙ＋ｓｉｎｘ＋２ｃｏｓｙ，
ｙ＝３ｘ－２ｙ＋２ｃｏｓｘ＋３ｓｉｎｙ

#yzeTw´．

１０^_5‘
ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），

ｆ（ｔ，ｘ）∈［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，t

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖ ≤λ（ｔ）φ（‖ｘ‖），

abλ（ｔ）（０＜ｔ＜∞）)φ（ｒ）（０＜ｒ＜∞）Ô%，Þß，F0：

∫
∞

０
λ（ｔ）ｄｔ＜ ∞，　∫

∞

０

ｄｒ
φ（ｒ）＝ ∞．

ÅK：Å5‘#eｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）4¢w´．

１１^_Q�

ｘ̈＋ｆ（ｘ，ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝ｅ（ｔ），

abｆ（ｘ，ｘ）∈Ｃ［Ｒ２，Ｒ］，ｇ（ｘ）∈Ｃ［Ｒ，Ｒ］，ｅ（ｔ）∈Ｃ［Ｉ，Ｒ］．�

（ⅰ）ｆ（ｘ，ｘ）≥０，

（ⅱ）Ｇ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ（ξ）ｄξ＞０， ｘ≠０，tＧ（ｘ）→ ∞， ｜ｘ｜→ ∞．

（ⅲ）∫
∞

０
｜ｅ（ｔ）｜ｄｔ＜ ∞．
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ÅKｘ（ｔ）)ｘ（ｔ）F£¤#．［¥�：p*+Ｖ（ｔ，ｘ，ｙ）＝ ｙ２

２ ＋Ｇ（ｘ槡 ）－∫
ｔ

０
｜ｅ（ｓ）｜ｄｓ］

67,85

１lj,8#©V

p9lj,8#4m©V，ijýçÌð¸#4m%8，aKLúIJ［９，１０］：

#E１　�f-oh*+Ｖ（ｔ，ｘ）,λ（ｔ），F0：

（１）Ｖ（ｔ，ｘ）≥φ（‖ｘ‖），Ｖ（ｔ０）＝０，　φ∈Ｋ；

（２）λ（ｔ）ｄＶｄｔ （７１６）
＋ｄλ（ｔ）

ｄｔ
·Ｖ（ｔ，ｘ）≤ｇ（ｔ，λ（ｔ）Ｖ（ｔ，ｘ））；

（３）λ（ｔ）＞０tｌｉｍ
ｔ→∞

λ（ｔ）＝∞．

�R（７１７）#}~e$%Ä¾?5‘（７１６）#}~e®¯ÎW$%．
Ô¹ó¸ijÍÌ#，lj,8Fqr$%&#8:1v�、©VjVÈ#4NU#

Åb，��w�ý#¬Ê)ðò，9?»H<©lj,8#·ò，ñòðò，³wo¤jZ

¿4À<=)vó.NQü．

２PQ$%;Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%

23-Ká*+/01<=mõ#Ｌｉａｐｕｎｏｖ�Àü，wüÙôó|�#8:§�)

©V$^，��ÖVõqrＬｉａｐｕｎｏｖ§�ð#$%&，ó�]qr��5‘#anÎWì

9�，õõ�o¦µ¶]Ｌｉａｐｕｎｏｖ*+,�Àü#/7â�．-7BbijÜÝ?4o°

#$%&’()ÌÉ，(vâã$%、AV$%、Ò�$%、GHqö$%、§A$%®．ð

¸ijýõ¸»ÜÝèm°#$%&’(．
（１）PQ$%［１１，１２］

Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&，a]ÎH�F-uªH�#]Î^#4mｎ·�ÚIqs，¹e�

]ÎH�#9Úýi¦ö÷~D，�w²ø#PQ$%&．
^_4Ã5‘

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ）， （１）

ｆ∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，tdKe#f-g4&．
#’１　�（１）#eξ＝ξ（ｔ）， ｔ→∞�PQ$%，¹e- Ｒｎ If-ｋ ·ëY

Ｓｋ（ξ（ｔ０））∈Ｓｋ，１≤ｋ≤ｎ．�ε＞０，δ（ε）＞０， ]ÎH�ｘ（ｔ０）∈Ｓｋ，t

‖ｘ（ｔ０）－ξ（ｔ０）‖ ＜δ（ε）

�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）－ξ（ｔ；ｔ０，ξ０）‖ ＜ε，　ｔ≥ｔ０，

abｘ（ｔ０）＝ｘ０，ξ（ｔ０）＝ξ０．
#’２　�（１）#eξ＝ξ（ｔ）， ｔ→∞�PQÎW$%，¹e�FPQ$%#，tf-
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�+μ＞０， ｘ（ｔ０）∈Ｓｋ，‖ｘ（ｔ０）－ξ（ｔ０）‖＜μ�，w

‖ｘ（ｔ）－ξ（ｔ）‖ →０　（ｔ→ ∞）．
4Ãõ%，PQ$%�þ]º�#Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%&．

^_ð¸#ùø&5‘：

ｄｘ
ｄｔ＝Ａｘ＋φ（ｔ，ｘ）． （２）

Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎF�+ÑÐ，Ýwｋ（１≤ｋ≤ｎ）mÕAG�R^，φ∈Ｃ［Ｉ×Ｒｎ，Ｒｎ］，φ（ｔ，ｘ）＝

ｏ（ｘ）�]ｔ4¢Ñ3．
ijwð¸#@:：

#E２［１１］　hÐÑＡwｋmÕAG�R^，an�R^AGÒÕ，φ（ｔ，ｘ）�]ｔÞß，

 ｔ≥０�，�]ｘF0ＬｉｐｓｃｈｉｔｚPQ：

‖φ（ｔ，ｘ′）－φ（ｔ，ｘ）‖ ≤Ｌ‖ｘ′ －ｘ‖．
（‖ｘ′‖＜δ，‖ｘ‖＜δ，ｔ＞０）abＬ＝Ｌ（δ）→０（δ→０）．�5‘（２）#Óe�]lmｋ·Î

^ëYＳｘ FPQÎW$%#．
（２）Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%［１１，１３］

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%&FWõ¥Ì#4N°Q$%&，o¦ËÑFø&5‘$%&#;V．
^_Òø&5‘：

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｔ，ｘ），　ｆ（ｔ，０）≡０． （３）

　　#’３　（１）�Ｍ＞０，δ＞０，� ‖ｘ０‖＜δ，ｔ≥ｔ０＞０�，w

‖ｘ（ｔ；ｔ０，ｘ０）‖ ≤ Ｍ‖ｘ０‖，

��（３）#ÓeF4¢Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%#，ab Ｍ �9Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ�+．
（２）�（１）bδ＝＋∞，��9°±4¢Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%．
:%�3�o<，（３）#Óe4¢Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%，�4%4¢Ｌｉａｐｕｎｏｖ$%，�ÏÐ

�4%Ñ3．
ð¸F�]Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%&ÌÉ#èm%8：

#E３［１１］　hｆ（ｔ，ｘ）�]ｘF0±GＬｉｐｓｃｈｉｔｚPQ，t�]ｔF4¢#．�（３）#Ó

e4¢Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%Þß*+Ｖ（ｔ，ｘ），F0：

（１）‖ｘ‖≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤Ｌ‖ｘ‖，Ｌ＝ｃｏｎｓｔ＞０；

（２）｜Ｖ（ｔ，ｘ）－Ｖ（ｔ，ｙ）｜≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖，ｔ≥０，‖ｘ‖＜δ，‖ｙ‖＜δ；

（３）Ｄ＋Ｖ｜（３）≤０．

#E４［１１］　�Ｖ（ｔ，ｘ）∈Ｃ［ＧＨ，Ｒ］)φ１，φ２∈Ｋ，�é

（１）φ１（‖ｘ‖）≤Ｖ（ｔ，ｘ）≤φ２（‖ｘ‖）；

（２）ｌｉｍ
———

ｓ→０＋

φ
－１
１ φ２（ｓ）

ｓ ≤Ｍ＝ｃｏｎｓｔ（Ｍ≥１）；

（３）ｄＶ
ｄｔ｜（３）≤０．
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�5‘（３）#Óe4¢Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ$%．

9:;<

［１］КрасовскийН．Н．，НекоторыеЗадачиобУстойчивостиДвижения，Наука，１９５９
［２］ＬａｓａｌｌｅＪＰ，ＬｅｆｓｃｈｅｔｚＳ．ＳｔａｂｉｌｉｔｙｂｙＬｉａｐｕｎｏｖｓＤｉｒｅｃｔＭｅｔｈｏｄｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ａｃａ

ｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９７１
［３］ＭｉｃｈｅｌＡ．Ｎ．SQ�n5‘#%&Hë．ú©}ù．��：ûü<�=>Ì-.，１９８５
［４］ý2÷，þÿÑ．�hHQ�（ð）．z!："#<�=>Ì-.，１９８１
［５］ＹｏｓｈｉｚａｗａＴ．ＳｔａｂｉｌｉｔｙＴｈｅｏｒｙｂｙＬｙａｐｕｎｏｖｓＳｅｃｏｎｄＭｅｔｈｏｄ．ＴｈｅＭａｔｈ．Ｓｏｃ．ｏｆＪａ

ｐａｎ，Ｔａｋｙｏ，１９９６
［６］ＲｏｕｃｈｅＮ，ＨａｂｅｔｓＰａｎｄＬａｌｏｙＭ．ＳｔａｂｉｌｉｔｙＴｈｅｏｒｙｂｙＬｙａｐｕｎｏｖｓＤｉｒｅｃｔＭｅｔｈｏｄ．Ｎｅｗ

Ｙｏｒｋ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７７
［７］ДимидовичБ．П．ПектяиипоматематическийтеорияустойчивостиМ．Наука，１９６７
［８］ＭａｓｓｅｒａＪＬ．Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｔｏｓｔａｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙ．Ａｎｎ．ｏｆＭａｔｈ．，１９５６，６４
［９］ＢｈａｔｉａＮＰａｎｄＬａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍＶ．ＡｎｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｆＬｉａｐｕｎｏｖｓｄｉｒｅｃｔｍｅｔｈｏｄ．Ｍｉｃｈ．

Ｍａｔｈ．Ｊ．，１９６５，１２
［１０］?@．$%&8:．45：45S�Ì-.，１９９２
［１１］&’(．��5‘#$%&8:)©V．45：67/8Ì-.，２０００
［１２］ЛяпуновАМ．Обшаязалачаобусｒойчивостилвижения．М：физматтиз，１９５９
［１３］ＦｕＹｕｌｉ．ＯｎＬｉｐｓｃｈｉｔｚＳｔａｂｉｌｉｔｙｆｏｒＦ．Ｄ．Ｅ．Ｐｒｏｃ．ＯｒｄｉｎａｒｙＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄ

ＣｏｎｔｒｏｌＴｈｅｏｒｙ．)*：+b,�S�Ì-.，１９８７
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!a#　ＬｉａｐｕｎｏｖbH’cdUefgh

�4mç%#5‘，$�§8#e�pÌ4mU#Ｖ *+，F$%&8
:b#4múû§8 �F，１００¡õ%&¤jpÌ?�’#(�，)I9
*，�4Ã#Òø&5‘³Üw��Ｖ *+#ºV、w+#Qü 7B=º
�4oBëó«j,Q#Ç¶，ÜÝ.Q¸¤j?-mõ#4o=.;âã，
�=w¶]Pïij#�#

ij³=ÜÝ$%&8:;Qü-<=b¼mj,Q#©V，Ν m¤
j¿4À�7;qr#��

!./　ＬｉａｐｕｎｏｖbH’ijkT

��Ｖ *+�，dý�^_èm§8：（１）!î���F0ó¼BÜÝ#
lm$%&%8#PQ，Ç¹F$�$%�，±E�»ï4mÔ%#Ｖ（ｔ，ｘ），

-“loPQ”ð，�>5‘#ｄＶ
ｄｔ

�Õ�Õ%；（２）¿4ÀìÉＶ（ｔ，ｘ），�1D

#“loPQ”%oKÀW¨©$%&Ñ3#��PQ�"ÀWA¨§8#e
�（Ç¹$%9Ú%oKS®） B.，-pＶ *+�，º��F�/¿�Ｖ

)ｄＶ
ｄｔ

#�S，M�ÏîìÉõ½k�j#Ý¡OPR p9À0õ%，��

Fîç%ｄＶ
ｄｔ

94mBë#%Õ*+，�îçÌＶ �ｄＶ
ｄｔ

#4GH，v¾ÈÉＶ

)ｄＶ
ｄｔ

\#�5R，@Aan�SýìÉ、Þ%Ｖ �ｄＶ
ｄｔ

#afGH

[ó¤#/pbËï，Ｖ *+"�ú#YRw，“ÓéQ”，“ÓéQiÒø
&*+#?H”，“V��Ká”®.Ö，�wø&GH#Òø&5‘，º�F
î�ø&W!5‘pÌＶ *+，v¾ý$�Òø&GHpìÉ1y，�Ð�
V]ÅÒø&5‘

!、@e:d$efＶ <:*«r

^_�5+ø&5‘



ｘ＝Ａｘ， （８１）
abＡFｎ×ｎ�+ÐÑ．

-22Bb_MKL�， Ａ$%�，�yzÔ%��#ÐÑＣ，�f-
g4Ô%��ÐÑＢ，F0ÐÑQ�

ＡＴＢ＋ＢＡ ＝－Ｃ （８２）

�EF%， Ａ $%�，�5‘（８１）oñ%ÓéQÔ%Ｖ *+Ｖ（ｘ）＝

ｘＴＢｘ，��>5‘#D+ｄＶ
ｄｔ＝－ｘＴＣｘ（ç%#Õ%ÓéQ）

:ç%#ＣõSÌＢ，A¨1F4mｎ（ｎ＋１）
２

mø&X+Q�èÑ#Q�

èSe§8，óå«#Ｅ．Ａ．Ｂａｒｌｂａｓｈｉｎ)i6#34�®，M�56#NO
TçÌ?Ý¡#7Rð¸ijÜÝｎ＝２)３�#Ｂａｒｌｂａｓｈｉｎ«r，4ÃØ
Y#7RoH|IJ［１，２］

hＡ＝［ａｉｊ］，Ｗ（ｘ）＝ｘＴＣｘ＝ｘＴ［ｗｉｊ］ｘ_ç%，SＶ（ｘ）＝ｘＴＢｘ≡ｘＴ［ｖｉｊ］ｘ
ê

ｄＶ
ｄｔ （８１）

＝２Ｗ，

�ｎ＝２�

Ｖ（ｘ１，ｘ２）＝－１
Δ

０ ｘ２
１ ２ｘ１ｘ２ ｘ２

２

ｗ１１ ａ１１ ａ２１ ０
２ｗ１２ ａ１２ ａ１１＋ａ２２ ａ２１

ｗ２２ ０ ａ１２ ａ２２

， （８３）

abΔ91¸ì6RbZ[24ì)246¾fð#3Ôì6R，��Q�
è（８２）�d�]ｖｉｊ#5+ì6R，Δ＝（ａ１１＋ａ２２）（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）

 ｎ＝３�，w

Ｖ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝－１
Δ

０ ｘ２
１ ２ｘ１ｘ２ ２ｘ１ｘ３ ｘ２

２ ２ｘ２ｘ３ ｘ２
３

ｗ１１ ａ１１ ａ２１ ａ３１ ０ ０ ０
２ｗ１２ ａ１２ ａ１１＋ａ２２ ａ３２ ａ２１ ａ３１ ０
２ｗ１３ ａ１３ ａ２３ ａ１１＋ａ３３ ０ ａ２１ ａ３１

ｗ２２ ０ ａ１２ ０ ａ２２ ａ３２ ０
２ｗ２３ ０ ａ１３ ａ１２ ａ２３ ａ２２＋ａ３３ ａ３２

ｗ３３ ０ ０ ａ１３ ０ ａ２３ ａ３３

abΔ91Dì6RbZ[24ì)246¾fð#６Ôì6R#^
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ij�ｎ＝２ØYçÌ¹ðKL：
.�5‘（８１）9

ｄ
ｄｔ

ｘ１

ｘ（ ）
２

＝
ａ１１　ａ１２

ａ２１　ａ（ ）
２２

ｘ１

ｘ（ ）
２

， （８１）１

��îç%#ÓéQ

Ｗ ≡ｗ１１ｘ２
１＋２ｗ１２ｘ１ｘ２＋ｗ２２ｘ２

２，
�SÌÓéQ

Ｖ ≡ｖ１１ｘ２
１＋２ｖ１２ｘ１ｘ２＋ｖ２２ｘ２

２，
�

ｄＶ
ｄｔ ＝ Ｖ

ｘ１

ｘ１＋Ｖ
ｘ２

ｘ２ ≡２Ｗ，

�

　２ｖ１１ｘ１（ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２）＋２ｖ１２ｘ２（ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２）

　＋２ｖ１２ｘ１（ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２）＋２ｖ２２ｘ２（ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２）

≡２（ｗ１１ｘ２
１＋２ｗ１２ｘ１ｘ２＋ｗ２２ｘ２

２）
lj®Rèd�]ｘ２

１，ｘ１ｘ２，ｘ２
２ #5+é

ａ１１ｖ１１＋ａ２１ｖ１２ ＝ｗ１１，

ａ１２ｖ１１＋（ａ１１＋ａ２２）ｖ１２＋ａ２１ｖ２２ ＝２ｗ１２，

ａ１２ｖ１２＋ａ２２ｖ２２ ＝ｗ２２

烅
烄

烆 
.mQ�è#5+ì6RF

Δ＝

ａ１１ ａ２１ ０
ａ１２ ａ１１＋ａ２２ ａ２１

０ ａ１２ ａ２２

＝ （ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）（ａ１１＋ａ２２），

�-5‘（８１）１ #Ａ9$%�，��RÈTÝÕAG�，w

λ１·λ２ ＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１ ＞０，　λ１＋λ２ ＝ａ１１＋ａ２２ ＜０
.�wΔ＜０，xog4eé

ｖ１１ ＝ １
Δ

ｗ１１ ａ２１ ０
２ｗ１２ ａ１１＋ａ２２ ａ２１

ｗ２２ ａ１２ ａ２２

，

ｖ１２ ＝ １
Δ

ａ１１ ｗ１１ ０
ａ１２ ２ｗ１２ ａ２１

０ ｗ２２ ａ１２

，　ｖ２２ ＝ １
Δ

ａ１１ ａ２１ ｗ１１

ａ１２ ａ１１＋ａ２２ ２ｗ１２

０ ａ１２ ｗ２２



=�jXWＶ（ｘ１，ｘ２）#o%R，É8¾�éóD#7R（８３）?
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M８１　ÅVＢａｒｌｂａｓｈｉｎ7Rpø&�5+5‘

ｘ＝
－４ ４
２ －（ ）６

ｘ

#Ｖ *+

W　.�5+ÐÑＡ＝
－４ ４（ ）２ －６

F$%#，Å7R4%oVö

Ｖ（ｘ１，ｘ２）＝ｖ１１ｘ２
１＋２ｖ１２ｘ１ｘ２＋ｖ２２ｘ２

２，

Ｗ（ｘ１，ｘ２）＝－ｘ２
１－ｘ２

２，

�ô7R（８３）w

Ｖ（ｘ１，ｘ２）＝－１
Δ

０ ｘ２
１ ２ｘ１ｘ２ ｘ２

２

－１ －４ ２ ０
０ ４ －１０ ２

－１ ０ ４ －６

，

ab

Δ＝
－４ ２ ０
４ －１０ ２
０ ４ －６

＝－１６０，

²¦oOÌÓéQ#Ｖ *+F

Ｖ（ｘ１，ｘ２）＝ １
２０

［７ｘ２
１＋８ｘ１ｘ２＋６ｘ２

２］

�FÔ%�~S*+，ｄＶ
ｄｔ＝２Ｗ＝－２（ｘ２

１＋ｘ２
２）FÕ%# B.，ÓeF°±

ÎW$%#
M８２　ÅVＢａｒｌｂａｓｈｉｎ7RSÌQ�

ｘ
…
＋ａ̈ｘ＋ｂｘ＋ｃｘ ＝０

#®$5‘#Ｖ *+，c�:Óe#$%&
W　êｘ＝ｘ１，ｘ１＝ｘ＝ｘ２，ｘ２＝̈ｘ＝－ａｘ２＋ｘ３，

�
ｘ３ ＝ｘ

…
＋ａ̈ｘ ＝－ｃｘ１－ｂｘ２

xé®$3Ô5‘

ｘ＝
０ １ ０
０ －ａ １

－ｃ －ｂ

烄

烆

烌

烎０
ｘ
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ö

Ｖ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｖ１１ｘ２
１＋ｖ２２ｘ２

２＋ｖ３３ｘ２
３＋２ｖ１２ｘ１ｘ２＋２ｖ１３ｘ１ｘ３＋２ｖ２３ｘ２ｘ３，

Ｗ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝－ｘ２
２

�ôó¸ｎ＝３�#Ｂａｒｌｂａｓｈｉｎ7R，w
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�.5‘#�KáF£¤#ijÍöKá*+（８１２）9Ｖ *+，�.�>
5‘#°D+9

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｙφ（ｘ，ｙ）≤０
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óｙ＝０Õ}�òÖ�½5‘#ÉP!¯，x5‘#ÓeFÎW$%#
M８９　^_Q�

ｘ̈＋φ（ｘ）ｘ＋ｆ（ｘ）＝０，　ｆ（０）＝φ（０）＝０
Óe#$%&

W　pＬｉéｎａｒｄqr

ｘ＝ｘ，　ｙ＝ｘ＋∫
ｘ

０
φ（ｘ）ｄｘ

�é®$5‘

ｘ＝ｙ－∫
ｘ

０
φ（ｘ）ｄｘ，　ｙ＝－ｆ（ｘ）

ijÍöKá*+（８１２）pＶ *+，��>.5‘#°D+

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｆ（ｘ）∫

ｘ

０
φ（ｘ）ｄｘ

.�，ij��h
（ⅰ）ｘｆ（ｘ）＞０　（ｘ≠０），

（ⅱ）ｘ∫
ｘ

０
φ（ｘ）ｄｘ＞０　（ｘ≠０），

（ⅲ）∫
＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝＋∞

�Ｖ（ｘ，ｙ）FÔ%�~S，ｄＶ
ｄｔ≤０，ó�ｄＶ

ｄｔ＝０#ｘ＝０1Õ}�òÖ�½5‘

#ÉP!¯x1DPQdK?5‘Óe°±ÎW$%
V　.mÇ¶b，¹eijVº�#®$5‘

ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｆ（ｘ）－φ（ｘ）ｙ，

��£C#Ｖ（ｘ，ｙ），é

ｄＶ
ｄｔ ＝－φ（ｘ）ｙ２

.C，�¦Çk#φ（ｘ）＞０（ｘ≠０）õÆXｘ∫
ｘ

０
φ（ｘ）ｄｘ＞０（ｘ≠０），£�èm

Òø&*+ｆ（ｘ），φ（ｘ）Ì�-5‘#£4mQ�b，�wo�:F��#
M８１０　qr5‘

ｘｉ ＝ｍｉｙｉ，

ｙｉ ＝－λｉ（ｙｉ）－ｆｉ（ｘｉ）－∑
ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ） （８１３）

（ｉ＝１，２，…，ｎ；１≤ｋ≤ｎ）h
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（ⅰ）λｉ（０）＝ｆｉ（０）＝φｉｋ（０）＝０，ｍｉ＞０9�+；
（ⅱ）ｙｉλｉ（ｙｉ）＞０（ｙｉ≠０），ｘｉｆｉ（ｘｉ）＞０（ｘｉ≠０）；
（ⅲ）ξφｉｋ（ξ）＞０（ξ≠０），φｉｋ（－ξ）＝－φｉｋ（ξ），φｉｋ（ξ）＝φｋｉ（ξ）
.m5‘oËx�á9 ｍｉ #ｎ m�òＰｉ（ｘｉ）#�òè，cï<î�

ｆｉ（ｘｉ）)£¤�（��）λｉ（
ｘｉ

ｍｉ
）#pVÖ，³cï;an�òw�#pV�

∑
ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）Ðð#��Q�ij�:�Óe#$%&

W　ô±öKá*+pＶ *+#Qü，ijöV�Ká*+

Ｖ（ｘｉ，ｙｉ）＝ １
２∑

ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙ２

ｉ ＋∑
ｎ

ｉ＝１∫
ｘｉ

０
ｆｉ（ξ）ｄξ＋１

２∑
ｎ

ｉ，ｋ＝１∫
ｘｉ－ｘｋ

０
φｉｋ（ξ）ｄξ

>5‘（８１３）NOＶ，é

ｄＶ
ｄｔ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）ｍｉｙｉ＋１

２∑
ｎ

ｉ，ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）（ｍｉｙｉ－ｍｋｙｋ）

　＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙ ［ｉ －λｉ（ｙｉ）－ｆｉ（ｘｉ）－∑

ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ ］），

�:PQ（ⅲ），w

　 １
２∑

ｎ

ｉ，ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）（ｍｉｙｉ－ｍｋｙｋ）

＝ ∑
ｉ＜ｋ

∑
ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）（ｍｉｙｉ－ｍｋｙｋ）

＝ ∑
ｉ＜ｋ

∑
ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）ｍｉｙｉ＋∑

ｉ＜ｋ
∑
ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）ｍｋｙｋ

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
φｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）ｍｉｙｉ

B.w

ｄＶ
ｄｔ ＝－∑

ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙｉλ（ｙｉ）≤０， （PQ（ⅱ））

��1R®]Ó#ｙｉ＝０（ｉ＝１，２，…，ｎ）1，Õ}�òÖ�5‘ÉP#!¯，x
-1DEhð5‘#ÓeFÎW$%#

C、L¼¨¦¹Ｖ <:*­®½¾

^_Q�

ｘ̈＋φ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）＝０，
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�®$#5‘
ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｇ（ｙ）ｆ（ｘ）－φ（ｙ），

abｆ（０）＝φ（０）＝０
ÅpqáHÕQ#Ｖ *+

Ｖ（ｘ，ｙ）＝Ｆ（ｘ）＋Φ（ｙ），
�w

ｄＶ
ｄｔ ＝Ｆ′（ｘ）ｙ－Φ′（ｙ）［ｇ（ｙ）ｆ（ｘ）＋φ（ｙ）］，

ijê

Ｆ′（ｘ）ｙ－Φ′（ｙ）ｇ（ｙ）ｆ（ｘ）＝０，
�

Ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）＝Φ′（ｙ）ｇ（ｙ）

ｙ


.Pï?qáHÕ#�#：�Ë9ｘ#*+，ócË9ｙ#*+，�wèËT
®]£4m�+，®R¼oKÑ3"Bë#ê.�+9１，�é

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，　Φ（ｙ）＝∫

ｙ

０

ｙ
ｇ（ｙ）ｄｙ

xñ%Ì

Ｖ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｙ

０

ｙ
ｇ（ｙ）ｄｙ，

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｙφ（ｙ）

ｇ（ｙ）

B.，-ｆ（ｘ），ｇ（ｙ），φ（ｙ）{ÞßØíð，�
（ⅰ）ｘｆ（ｘ）＞０　（ｘ≠０），ｇ（ｙ）＞０；
（ⅱ）ｙφ（ｙ）＞０　（ｙ≠０）；

（ⅲ）∫
ｘ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ→＋∞（｜ｘ｜→ ∞ �），∫

ｙ

０

ｙ
ｇ（ｙ）ｄｙ→＋∞（｜ｙ｜→ ∞ �）

�，dKＶ（ｘ，ｙ）Ô%�~S，ｄＶ
ｄ≤０（ｙ＝０1Õ}�òÖ�ÉP!¯），.C

#Ｖ Ì%?5‘ÓeF°±ÎW$%#
M８１１　�:5‘

ｘ＝ｙ，
ｙ＝－ａｓｉｎ２ｘ－（１＋ｂｚ）ｓｉｎｘ，
ｚ＝－ｃｚ＋ｂｙｓｉｎｘ

Óe#$%&
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W　hＶ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｆ（ｘ）＋Ｇ（ｙ）＋Ｈ（ｚ），
�>5‘#°D+9

ｄＶ
ｄｔ ＝Ｆ′（ｘ）ｙ－Ｇ′（ｙ）［ａｓｉｎ２ｘ＋（１＋ｂｚ）ｓｉｎｘ］＋Ｈ′（ｚ）［－ｃｚ＋ｂｙｓｉｎｘ］

9>ÌｄＶ
ｄｔ

%Û��Û，£�/¿Ｆ′（ｘ），Ｇ′（ｙ），Ｈ′（ｚ）T�;Ù:#4mqá

w�，ijê

Ｆ′（ｘ）＝ａｓｉｎ２ｘ＋ｓｉｎｘ，

Ｇ′（ｙ）＝ｙ，　Ｈ′（ｚ）＝ｚ
.CEw

Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝１－ｃｏｓｘ＋ａ
２

（１－ｃｏｓ２ｘ）＋ｙ２

２＋ｚ２

２
，

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｃｚ２

 ａ＞０)ｃ＞０�，Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）-Ｏ（０，０，０）#01�#�ÚIÔ%［a�+１

＋ａ
２

F9Ｖ Ô%óö#Ｆ（ｘ）#?H�+］，ｄＶ
ｄｔ≤０（��®]Ó#ｚ＝０1Õ

}�òÖ�½5‘ÉP!¯），x5‘ÓeÎW$%

h、¿�À078Á­®Ｖ <:

�Òø&Ù�5‘
ｘ＝ｆ（ｘ），　ｆ（０）＝０，

�f-Ｖ *+Ｖ（ｘ），�>5‘#°D+9

ｄＶ
ｄｔ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

Ｖ（ｘ）
ｘｉ

ｆｉ（ｘ）≡ （ｇｒａｄＶ（ｘ））·ｆ（ｘ），

ｇｒａｄＶ（ｘ）Fàá*+Ｖ（ｘ）#?¯，Fmàá

ｇｒａｄＶ（ｘ） （＝ Ｖ
ｘ１

，Ｖ
ｘ２

，… Ｖ
ｘ ）

ｎ

Ｔ



�êｇｒａｄＶ（ｘ）≡ｇ（ｘ），��w

ｒｏｔｇ（ｘ）＝ｒｏｔ（ｇｒａｄＶ（ｘ））＝０
*RÑ3#»�PQF

ｇｉ

ｘｊ
＝ｇｊ

ｘｉ
，　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｉ≠ｊ （８１４）

.C，ijØÜÌð¸#��Ｖ *+#À0：
（１）�V.m»�PQî[ｇ（ｘ）#o%YR（�öø&YR）bñ%lo
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5+；
（２）ý[�Sｇ（ｘ）·ｆ（ｘ）≤０（�＜０），«%Ìlo5+��5R；
（３）"¾:R（８１４）dK#ø?H;ãb��&，<

Ｖ（ｘ）＝∫
ｘ１

０
ｇ１（ｘ１，０，…０）ｄｘ１＋∫

ｘ２

０
ｇ２（ｘ１，ｘ２，０…０）ｄｘ２＋…

＋∫
ｘｎ

０
ｇｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘｎ，　　　　　　　

õSÌ²�#Ｖ *+，.m��oKe�ÏîìÉ
M８１２　^_5‘

ｘ＝ｙ，　ｙ＝－ｋｘ３－ｙ （）

Óe#$%&
W　öo%#ｇ（ｘ，ｙ）9

ｇ１（ｘ，ｙ）＝ａ１１ｘ＋ａ１２ｙ，

ｇ２（ｘ，ｙ）＝ａ２１ｘ＋ａ２２ｙ
:ｎ＝２�#PQ（８１４）

ｇ１

ｙ ＝ｇ２

ｘ
，

;Ìａ１２＝ａ２１，9BëN，ö9

ａ１２ ＝ａ２１ ＝１
.Cw

ｄＶ
ｄｔ （）

＝ｇ（ｘ，ｙ）Ｔ·ｆ（ｘ，ｙ）＝ （ａ１１ｘ＋ｙ）ｙ＋（ｘ＋ａ２２ｙ）（－ｋｘ３－ｙ）

＝ （ａ１１－１－ｋａ２２ｘ２）ｘｙ＋（１－ａ２２）ｙ２－ｋｘ４
9?�ｇ（ｘ，ｙ）Ｔ·ｆ（ｘ，ｙ）＜０，"Bë#，oö

ａ１１－１－ｋａ２２ｘ２ ＝０，　ａ２２ ＝２，　ｋ＞０
�w

ａ１１ ＝１＋２ｋｘ２，　ａ２２ ＝２，　ｋ＞０
�é

ｇ（ｘ，ｙ）＝ （ｘ＋２ｋｘ３，ｘ＋２ｙ）Ｔ
.C

Ｖ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

０
ｇ１（ｘ，０）ｄｘ＋∫

ｙ

０
ｇ２（ｘ，ｙ）ｄｙ

＝∫
ｘ

０
（ｘ＋２ｋｘ３）ｄｘ＋∫

ｙ

０
（ｘ＋２ｙ）ｄｙ
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＝ １
２ｘ２＋ｋ

２ｘ４＋ｘｙ＋ｙ２

＝ １
２

（ｘ＋ｙ）２＋１
２ｙ２＋ｋ

２ｘ４

ó>5‘#

ｄＶ
ｄｔ ＝－ｙ２－ｋｘ４

-ｋ＞０�，Ｖ（ｘ，ｙ）FÔ%�~S#，ｄＶ
ｄｔ

FÕ%#，.�5‘#ÓeF°±Î

W$%#

!3/　lmefgh

!、£d$ÂÃef*Ä�"#$

-�X<=（Ç¹@A#CD）b，¥Ì?4ÿÒø&CD5‘

ｄｘ
ｄ ＝Ａｘ＋φ（σ）ｂ，

ｄξ
ｄｔ＝φ（σ），σ＝ｅＴｘ－γξ，

（８１５）

abＡ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎF�+ÐÑ，ｘFｎ ·àá，F5‘#Ùnqá；ξF4·C

Dqá，ｄξ
ｄｔ＝φ（σ）FCDA�Bm?iC¯)<î�¾#Bs��Q�，φ（σ）

ÏD?CDA�#Òø&�R，º�φ（σ）ｂCDü5‘#��；ｂ，ｅFｎ·à
á，�j#Há,àáγTFoì#CDH+

φ（σ）wÒø&�R：
（ⅰ）Þß，σφ（σ）＞０（σ≠０）；

（ⅱ）Φ（σ）≡∫
σ

０
φ（σ）ｄσ→＋∞（ ｜σ｜→ ∞） （８１６）

^Y　�F0R（８１６）#yzφ（σ），-��PQð，CD5‘（８１５）#
ÓeF°±ÎW$%#.C#$%&�95‘（８１５）FÄ�"#*

9?�CD5‘（８１５）w4m]À#?e，ijîËðÇ
M８１３　EFG�CDA�#4mÙ:¯#��5‘F

　　　　　　　　　ｄ２ｚ
ｄｔ２＋３ｄｚ

ｄｔ＋２ｚ＝１
４ξ

，
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ｄξ
ｄｔ＝φ（σ），σ＝２ｚ＋ｋｄｚ

ｄｔ－ξ

5‘��Q�bwCD�１
４ξ

mpV，�cCDqáξ#��Q�ｄξ
ｄｔ＝φ（σ）#

Dö；φ（σ）FCDpV*+，�º�5‘��qáｚ)C¯Háｄｚ
ｄｔ

,CDq

áξ#ø&èAσmpV，tF0PQ（８１６）；σb#２，ｋ，－１FCDA�#
ì4H+

ijpqr

ｙ１ ＝ｚ，　ｙ２ ＝ｄｚ
ｄｔ

，

=15‘s9

ｄｙ１

ｄｔ ＝ｙ２，

ｄｙ２

ｄｔ ＝－２ｙ１－３ｙ２＋１
４ξ

，

ｄξ
ｄｔ＝φ（σ），σ＝２ｙ１＋ｋｙ２－ξ

ýê

ｘ１ ＝ｙ２，　ｘ２ ＝－２ｙ１－３ｙ２＋１
４ξ

，

¿4À=1¸5‘s9

ｄｘ１

ｄｔ ＝ｘ２，

ｄｘ２

ｄｔ ＝－２ｘ１－３ｘ２＋１
４φ

（σ），

ｄξ
ｄｔ＝φ（σ），σ＝ （ｋ－３）ｘ１－ｘ２－３

４ξ
，

（８１７）

[ósÑ?ÝwR（８１５）YR#5‘，ab

Ａ＝
０ １

－２ －（ ）３
，　ｂ＝

０烄

烆

烌

烎
１
４

，　ｅ＝
ｋ－３
－（ ）１

，　γ＝ ３
４

　　ð¸ý®ï�CD5‘（８１５）#�:，û§ï

ｄσ
ｄｔ＝ ｄ

ｄｔ
（ｅＴｘ－γξ）＝ｅＴ（Ａｘ＋φ（σ）ｂ）－γｄξ

ｄｔ
＝ｅＴＡｘ＋（ｅＴｂ－γ）φ（σ），
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o¦LR（８１５）�Ñ

ｄｘ
ｄｔ＝Ａｘ＋φ（σ）ｂ，

ｄσ
ｄｔ＝ｅＴＡｘ＋ρφ（σ），σ＝ｅＴｘ－γξ，

（８１８）

abρ＝ｅＴｂ－γF�;MCDH+w�#àá.�，§8s9：�:ｎ＋１
mqáｘ，σ#5‘（８１８），�F0PQ（８１６）#y§*+φ（σ），�#Óeｘ＝
０，σ＝０#°±ÎW$%&

#E８１　�5‘（８１８），hÐÑＡ$%，tγ＞０；�4mÕ%#��Ð
ÑＣ，:

ＡＴＢ＋ＢＡ ＝Ｃ （８１９）

ñ%#��ÐÑＢ，F0PQ

ρ＜ｄＴＣ－１ｄ，

abｄ≡Ｂｂ＋１
２ＡＴｅ�5‘（８１８）［（８１５）］F �$%#

QR　Ａ$%�，ô%8b²Dñ%#ＢFÔ%��#，�ｘＴＢｘ FÔ%
#ÓéQ

pＶ *+

Ｖ（ｘ，σ）＝ｘＴＢｘ＋∫
σ

０
φ（σ）ｄσ≡ｘＴＢｘ＋Φ（σ）， （８２０）

:φ（σ）F0PQ（８１６）<

Φ（σ）＞０（σ≠０），　Φ（σ）→＋∞（｜σ｜→ ∞），

[óＶ Ô%，tＶ（ｘ，σ）→＋∞， ‖ｘ‖＋｜σ｜→∞�，�Ｖ F�×SÔ%*
+

ｄＶ
ｄｔ （８１８）

＝ （ｄｘ
ｄｔ

）ＴＢｘ＋ｘＴＢｄｘ
ｄｔ＋φ（σ）ｄσ

ｄ［ ］ｔ （８１８）

＝ｘＴ（ＡＴＢ＋ＢＡ）ｘ＋２ｂＴＢｘφ（σ）

　＋φ（σ）（ｅＴＡｘ＋ρφ（σ））

＝ｘＴＣｘ＋２（ｂＴＢ＋１
２ｅ

ＴＡ）ｘφ（σ）＋ρφ
２（σ）

＝ｘＴＣｘ＋２ｄＴｘφ（σ）＋ρφ
２（σ）

abｄ≡Ｂｂ＋１
２ＡＴｅ.Fｘ，φ（σ）#ÓéQ 9ñ%�#%Û&，o=�y

�9
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ｄＶ
ｄｔ ＝ （ｘＴ ＋ｄＴＣ－１φ（σ））Ｃ（ｘ＋Ｃ－１ｄφ（σ））＋（ρ－ｄＴＣ－１ｄ）φ
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