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前 言

高等数学在理工科院校中是一门重要的基础课 . 它既为专业课和

专业基础课奠定必要的数学基础，也对学生科学思维的形成起着重要

作用 . 由于该课程内容多，学时有限，加之系统的严密逻辑性，知识的高

度抽象性，使得学生在课堂上难以完全消化理解 . 为此，我们编写了这

本参考书，旨在帮助学生深入理解课程的知识结构、重要概念、定理、公

式、应用等基础知识及思想方法，掌握解题思路、方法与技巧，提高解题

能力 .

本书知识体系与同济大学数学教研室主编的《高等数学》（第五版）

相符，分为十二章，每章由四部分组成：一、本章知识的作用与意义，目

的是使学生从整体上明确这章知识在高等数学体系中的地位、作用及

应用价值；二、知识要点及思想方法，这部分内容对每章的主要知识进

行了归纳总结、剖析说明，指出了应该注意的问题，有答疑解惑之功效；

三、解题研究，这部分内容注重分析思路、归纳方法，可以帮助读者提高

解题能力；四、练习题及答案，分为（A）、（B）两部分，难度适中，以备自

测之用，并附有答案与提示 . 该书中标的内容供对数学要求稍高的专

业采用 . 最后附有近两年的全国硕士研究生入学统一考试高等数学部

分试题与解答 .

参加本书编写的有郭晓时、李晓华、陈成钢、熊春连、赵晶、闫晓红、

徐兴艾、杜娟、杨丽萍、李英英、范鹰、刘昊旸、张华、张春英、肖盛宁、万

诗敏、罗永平、许新胜等 . 全书由郭晓时统稿、主编 .

本书在编写过程中参阅了近几年国内出版的部分相关教材与教学

参考书，在此特向有关作者致谢 . 同时，本书的出版得到天津大学出版

社的大力支持，特此致谢 .

由于水平有限，难免有疏漏与不妥之处，恳请读者批评指正 .

编者

2006 年 5 月



目 录

第一章 函数与极限 （1 ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （1 ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （1 ）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （12）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （35）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第二章 导数与微分 （43）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （43）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （43）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （51）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （61）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第三章 中值定理与导数的应用 （65）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （65）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （66）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （74）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （114）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第四章 不定积分 （118）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （118）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （118）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （127）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （146）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第五章 定积分 （151）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （151）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （152）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （158）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （177）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第六章 定积分的应用 （184）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

1第一章 函数与极限



一、本章知识的作用与意义 （184）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （184）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （189）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （203）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第七章 空间解析几何与向量代数 （208）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （208）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （208）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （217）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （226）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第八章 多元函数微分学 （231）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （231）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （231）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （242）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （257）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第九章 重积分 （260）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （260）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （260）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （268）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （283）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十章 曲线积分与曲面积分 （287）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （287）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （287）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （295）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （318）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十一章 无穷级数 （322）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

一、本章知识的作用与意义 （322）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （322）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （333）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （348）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十二章 常微分方程 （360）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2 高等数学思想方法与解题研究



一、本章知识的作用与意义 （360）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

二、知识要点及思想方法 （360）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

三、解题研究 （365）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

四、练习题及答案 （376）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录 2005 年全国硕士研究生入学统一考试高等数学部分

试题与解答 （380）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录 2006 年全国硕士研究生入学统一考试高等数学部分

试题与解答 （396）⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3第一章 函数与极限



第一章 函数与极限

一、本章知识的作用与意义

本章讨论的是函数、极限、连续等基本概念以及它们的性质和运

算 . 这些知识是高等数学的基础，同时也渗透着现代分析数学的基本思

想 .
高等数学的核心内容是微积分，函数是微积分研究的主要对象 . 极

限是一个主要的基本概念 . 高等数学中许多重要概念，如导数、微分、积

分等都是用极限定义的，微分、积分的很多定理、结论都建立在极限理

论的基础上 . 极限理论是整个微积分理论的逻辑基础，极限的思想方法

贯穿微积分的始终 . 连续是一大类函数的重要特征，连续函数是微积分

研究的重点 .

二、知识要点及思想方法

（一）函数

1 . 定义

设数集 DR（实数集），则称映射 f：D→R 为定义在 D 上的函数，

通常记为 y = f（x），x∈D，其中 x 称为自变量，y 称为因变量，D 称为

定义域 .
注 ①定义的含义是指对每个 x∈D，按照对应法则 f 总有唯一

确定的值 y 与之对应，这个值称为 f 在 x 处的函数值，记作 f（x），即 y

= f（x）. 严格地讲，函数 f 与函数值 f（x）是不同的，但习惯上不加区

别，把 y = f（x）称为函数 .

②确定函数的两个要素：定义域和对应法则 f 是函数概念最本质

的特征 . 几个表达形式不同的函数是否为同一函数完全取决于这两个
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要素 .

③单值性是函数的一个重要特征 . 但像由方程 x2 + y2 = 1 确定的

函数，对一个 x 有两个值与之对应，所以称为多值函数，一般分为两个

单值分支：y = y1（x）= 12 - x槡 2 与 y = y2（x）= - 12 - x槡 2 .

2 . 几种特性

1）有界性 设函数 f（x）的定义域为 D，数集 XD . 若存在数 K1 ，

使得对任一 x∈X 都有 f（x）≤K1 ，则称 f（x）在 X 上有上界 . 若存在数

K2 ，使得对任一 x∈X 都有 f（x）≥K2 ，则称 f（x）在 X 上有下界 . 若存

在正数 M，使得对任一 x∈X 都有 | f（x）|≤M，则称 f（x）在 X 上有界 .

不难看出，f（x）在 X 上有界的充分必要条件是它在 X 上既有上界

又有下界 .

注 ①界 K1 ，K2 ，M 不唯一 .

②函数 f（x）是否有界与 X 有关，如 y =
1
x

在（0，+ � ）内无界，但

在［1，+ � ）上有界 .

2）单调性 设函数 f（x）在区间 I 上有定义，若对于 I 上任意两点

x1 与 x2 ，当 x1 < x2 时恒有 f（x1）< f（x2）（或 f（x1）> f（x2）），则称

f（x）在区间 I 上是单调增加的（或单调减少的）.

3）奇偶性 设函数 f（x）的定义域关于原点对称，如果对于任一 x

∈D，恒有 f（- x）= f（x）（或 f（- x）= - f（x）），则称 f（x）为偶函数

（或奇函数）.

注 若 f（x）为奇函数，且 x = 0∈D，则由 f（- 0）= - f（0），必有

f（0）= 0，这个结论在解题中很有用 .

4）周期性 设函数 f（x）的定义域为 D，如果存在一个正数 l，使得

对于任一 x∈D 都有 x + l∈D，且 f（x + l）= f（x）恒成立，则称 f（x）为

周期函数，l 称为 f（x）的周期，一般周期指最小正周期 .

3 . 反函数、复合函数、初等函数

（1）反函数

设函数 f：D→ f（D）是单射，则它存在逆映射 f - 1 ：f（D）→D，此映
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射 f - 1 为函数 f 的反函数 .

定义可以理解为：对每个 y∈ f（D），都有唯一的 x∈D，使得 f（x）

= y，于是有 x = f - 1（y），习惯上用 x 表示自变量，记为 y = f - 1（x）.

注 ①在同一坐标系中，y = f（x）与 x = f - 1（y）的图像为同一条曲

线，而 y = f（x）与 y = f - 1（x）的图像关于直线 y = x 对称 .

②若 y = f（x）是单调增加（或减少）的，则存在反函数 y = f - 1（x），

且反函数也是单调增加（或减少）的 .

③关于反函数有结论：f - 1［f（x）］= x，f［f - 1（x）］= x .

（2）复合函数

设函数 f（u）的定义域为 D1 ，函数 u =φ（x）在 D 上有定义，且

φ（x）D1 ，则函数 y = f［φ（x）］，x∈D，称为由函数 u =φ（x）和函数

y = f（u）构成的复合函数，定义域为 D，u 称为中间变量 .

（3）基本初等函数与初等函数

以下五类函数统称为基本初等函数：

幂函数：y = xμ（μ∈R，是常数）；

指数函数：y = ax（a > 0 且 a≠1）；

对数函数：y = loga x（a > 0 且 a ≠1，特别当 a = e 时，记为 y =

ln x）；

三角函数：如 y = sin x，y = cos x，y = tan x 等；

反三角函数：如 y = arcsin x，y = arccos x，y = arctan x 等 .

由基本初等函数和常数经过有限次四则运算和有限次复合步骤所

构成并可用一个式子表示的函数，称为初等函数 .

注 分段函数是一个函数，在其定义域的不同部分用不同的式子

表示其对应规律 . 如果不能用一个统一的式子表示，则不能称为初等函

数 .

（二）极限

1 . 概念

（1）数列｛xn｝的极限

如果存在常数 a，对于任意给定的正数ε，总存在正整数 N，使得
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当 n > N 时，恒有 | xn - a | <ε，则称常数 a 是数列｛xn｝的极限，或称当

n→ � 时，数列｛xn｝收敛于 a，记作 lim
n→ �

xn = a，或 xn→a（n→ � ）.

注 ①定义中ε是任意给定的正数，是用来刻画 xn 与常数 a 接近

程度的 .ε具有任意性，这样才能由不等式 | xn - a | <ε刻画 xn 无限接

近 a；ε又是给定的，只有相对固定下来才有可能找到实实在在的正整

数 N，当 n > N 时，| xn - a | <ε得以验证 .

②正整数 N 是用来刻画当 xn 与 a 接近到某程度，即 | xn - a | <ε
时，数列的项数 n 应大到什么程度 . 因此 N 与ε有关，一般来说，ε越

小，Ν 越大，但并不熄一 . 如果存在一个 N1 ，当 n > N1 时，| xn - a | <ε，

那么大于等于这个 N1 的任何正整数都可以取作定义中的 N .

（2）函数 f（x）的极限

定义 1 如果存在常数 A，对于任意给定的正数ε，总存在正数δ，

使当 0 < | x - x0 | <δ时，恒有 | f（x）- A| <ε，则称常数 A 是函数 f（x）

当 x→x0 时的极限，或称当 x→x0 时 f（x）收敛于 A，记作 lim
x→x0

f（x）= A

或 f（x）→A（x→x0）.

注 ①ε的作用同数列极限中的ε一样 .δ是用来刻画 x 与 x0 接

近程度的，与数列极限定义中 N 的作用相同 .δ与ε有关，但不唯一 .

② 极限 A 是当 x→ x0 时 f（x）的变化趋势，与函数在点 x0 处有无

定义无关，如有定义也与函数值 f（x0）无关，因此定义中将点 x0 排出 x

的取值范围之外：| x - x0 | > 0 .

③ 将定义 1 中 0 < | x - x0 | <δ改成 0 < x0 - x <δ或 0 < x - x0 <

δ，则为函数 f（x）当 x→ x0 时的左、右极限的定义，记为 lim
x→x

-
0

f（x）= A

或 lim
x→x

+
0

f（x）= A. 这是两个独立的极限过程 . lim
x→x

-
0

f（x），lim
x→x

+
0

f（x）存在且

相等，即 lim
x→x

-
0

f（x）= lim
x→x

+
0

f（x）= A，是 lim
x→x0

f（x）= A 的充分必要条件 .

定义 2 如果存在常数 A，对于任意给定的正数ε，总存在正数 X，

使当 | x | > X 时，恒有 | f（x）- A | <ε，则称常数 A 是函数 f（x）当
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x→ � 时的极限，记作 lim
x→ �

f（x）= A 或 f（x）→A（x→ � ）.

注 ①将定义 2 中 | x | > X 改成 x > X 或 x < - X，则为 lim
x→ + �

f（x）

= A 或 lim
x→ - �

f（x）= A 的定义 .

② lim
x→ + �

f（x）= A 与 lim
x→ - �

f（x）= B 是两个独立的极限过程 . A 与 B

没有必然的联系，但 lim
x→ + �

f（x）与 lim
x→ - �

f（x）存在且相等可作为 lim
x→ �

f（x）

存在的充分必要条件，此时 lim
x→ �

f（x）= lim
x→ + �

f（x）= lim
x→ - �

f（x）.

上述三个定义是用绝对值、不等式等反映数量关系的数学语言给

出的，可以以此进行推理、计算，所以称为精确化定义 . 从直观来讲，上

述三个极限又可表述为：当 n 趋于无穷时，｛xn｝无限接近常数 a；当 x

无限趋近于 x0 时，函数 f（x）无限趋近于常数 A；当 | x | 无限增大时，函

数 f（x）无限趋近于常数 A. 这些都是描述性定义 .

有人问，极限能达到吗？回答是，有时能达到，有时达不到，但可无

限接近 . 尽管有时达不到，但作为变量的变化趋势，它是客观存在的一

个确定数值，具有明显的数学特征：抽象性和确定性 . 正因为这样，有些

确定的结果如运动质点在某时刻的瞬时速度，曲线围成的平面图形的

面积等都可以看作（可近似代替它们的）变量变化的趋势，即用极限的

思想去解决 . 极限的思想和方法可以说是微积分的灵魂和基础 .

2 . 性质

1）唯一性 若 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）存在，则极限唯一 .

2）有界性 若 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）= A，则存在常数 M > 0 和δ> 0（X > 0），

使得当 0 < | x - x0 | <δ（| x | > X）时，有 | f（x）|≤M.

3）局部保号性 若 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）= A 且 A > 0（A < 0），那么存在常数

δ> 0（X > 0），使得当 0 < | x - x0 | <δ（| x | > X）时，有 f（x）> 0

（f（x）< 0）.

推论 如 果 在 x0 的 某 一 去 心 邻 域 内（| x | 充 分 大）f（x）≥ 0

（f（x）≤0），而且 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）= A，那么 A≥0（A≤0）.
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3 . 无穷小与无穷大

（1）无穷小与无穷大的概念

若 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）= 0，则称 f（x）为当 x→ x0（x→ � ）时的无穷小，即以

零为极限的变量为无穷小（量）.

若 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）= � ，则称 f（x）为当 x→x0（x→ � ）时的无穷大，即绝

对值无限增大的变量为无穷大（量）.

注 ①无穷小与无穷大都是变量，不是很小的数与很大的数，但常

数 0 特殊，是无穷小 .

② 无穷小与无穷大都与自变量的变化过程有关，如 f（x）=
1
x

，当

x→ � 时是无穷小，但当 x→0 时是无穷大，当 x→a（a≠0）时其极限是

一个定值
1
a

.

（2）无穷小与函数极限的关系

lim f（x）= A f（x）= A +α（x），其中α（x）为同一极限过程中的

无穷小 . 此结论的意义在于极限问题可以转化为无穷小问题来处理 .

（3）无穷大与无界函数的关系

无穷大是指在自变量某种变化趋势下，函数值变化的趋势是无穷

大 . 无界函数是指自变量在定义域内变化时，函数值可以无限大 . 即若

f（x）是 x→x0 或 x→ � 时的无穷大，则对任意 M > 0，存在δ> 0 或 X >

0，对 0 < | x - x0 | <δ或 | x | > X 的一切 x 都有 | f（x）| > M；而若 f（x）

为无界函数，则只要求有 x 满足 | f（x）| > M 即可 . 因此，如果 x→ x0 或

x→ � 时，f（x）是无穷大，则 f（x）在 x0 附近或（- � ，a），（a，+ � ）内

无界 . 反之则不然 .

例如：f（x）= xcos x 在（- � ，+ � ）内无界，因为对任意 M > 0，在

（- � ，+ � ）内存在 xk = 2kπ（k∈N），| f（2kπ）| = |2kπ| | cos 2kπ| = 2kπ，

只要 k >
M
2π

（k∈N），就有 | f（2kπ）| > M；但当 x→ + � 时，f（x）=

xcos x 却不是无穷大，因为找不到 X > 0，使得当 | x | > X 时 都 有
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| f（x）| > M. 比如取 x = 2kπ+ π
2

，对于任意确定的 X，当 k 足够大时，

必有 x > X，而 f 2kπ+ π( )2
= 2kπ+ π

2
cos 2kπ+ π( )2

= 0 < M.

（4）无穷小与无穷大之间的关系

在自变量变化的同一过程中，若 f（x）为无穷大，则
1

f（x）
为无穷小；

反之，若 f（x）为无穷小，且 f（x）≠0，则
1

f（x）
为无穷大 .

（5）无穷小的比较

设α与β是在自变量同一变化过程中的无穷小，且α≠0，limβ
α

也

是在这个变化过程中的极限 .

若 limβ
α

= 0，则称β是比α高阶的无穷小，记作β= o（α）；

若 limβ
α

= � ，则称β是比α低阶的无穷小；

若 limβ
α

= c≠0，则称β与α为同阶无穷小；

若 limβ
α

= 1，则称β与α为等价无穷小，记作α～β.

4 . 极限的法则、公式、定理

（1）无穷小的性质与运算法则

①有限个无穷小的和是无穷小 .

②有界函数与无穷小的乘积是无穷小 .

③常数与无穷小的乘积是无穷小 .

④有限个无穷小的乘积是无穷小 .

（2）极限的运算法则

四则运算法则：如果 lim f（x）= A，lim g（x）= B，那么

①lim［f（x）± g（x）］= lim f（x）± lim g（x）= A± B .

②lim［f（x）·g（x）］= lim f（x）·lim g（x）= A·B .

特别 lim cf（x）= cA （c 为常数）.
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lim［f（x）］n =［lim f（x）］n = An （n 为正整数）.

③若 B≠0，则 lim
f（x）
g（x）

=
lim f（x）
lim g（x）

=
A
B

.

保序性法则：如果φ（x）≥ψ（x），而 limφ（x）= a，limψ（x）= b，那

么 a≥b .

（3）极限存在准则

夹逼准则：如果

①当 x∈  U（x0 ，δ）（或 | x | > X）时，有 g（x）≤ f（x）≤h（x）成立，

② lim
x→x0

（x→ � ）

g（x）= lim
x→x0

（x→ � ）

h（x）= A，

那么 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）= A.

单调有界准则：单调有界数列必有极限 .

（4）两个重要极限

① lim
x→0

sin x
x

= 1.

② lim
x→ �

1 +
1( )x

x

= e（或lim
x→0

（1 + x）
1
x = e，lim

n→ �
1 +

1( )n

n

= e）.

注 等式①分子、分母中的 x 必须一致且 x→0，等式②中底必须

是（1 + 无穷小），且底中无穷小与指数无穷大互为倒数 . 等式中的 x 可

以推广为关于自变量的函数，即 lim
u（x）→0

sin u（x）
u（x）

= 1， lim
u（x）→ �

1 +
1

u（x[ ]）

u（x）

= e，lim
u（x）→0

［1 + u（x）］
1

u（x） = e. 两个极限之所以重要，体现在大量极限运

算最终都要归结到这两个极限 . 特别是在基本初等函数导数公式的推

导中，起到了关键作用 . 因此就成为解决初等函数求导运算的根本，其

重要性不言而喻 .

（5）等价无穷小定理

设α～α' ，β～β' 且 limα'

β'
存在，则 limα

β
= limα'

β'
.

注 ①这个定理在求α，β较复杂的极限 limα
β

时很有用 . 用简单
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的无穷小α' ，β' 代换，计算 limα'

β'
往往会简单容易 .

②α～α' ，β ～β' 是分子、分母作为整体分别与α' ，β' 是等价无穷

小 . 因此分子、分母是乘积形式时，可以整体或部分因子作等价无穷小

代换，但代数和形式时不能轻易换 . 即当α1 ～α' 1 ，α2 ～α' 2 ，β1 ～β' 1 ，β2 ～

β' 2 ，则 limα1α2

β1β2
= limα' 1α2

β' 1β2
= limα' 1α' 2

β' 1β' 2
. 而（α1 ±α2）与（α' 1 ±α2）或

（α' 1 ±α' 2）却未必等价，（β1 ±β2）与（β' 1 ±β2）或（β' 1 ±β' 2）未必等价 . 如

当 x→0 时，tan x ～ x，sin x ～ y，但 tan x - sin x 与 x - x 不等价 .

③ 当 x→0 时常用的等价无穷小有：sin x ～ x；tan x ～ x；1 - cos x

～ x2

2
；arcsin x ～ x；arctan x ～ x；ex - 1 ～ x；ax - 1 ～ xln a；ln（1 + x）～ x；

n
1 + x槡 m - 1 ～ xm

n
，x 也可以推广为 x 的函数 u（x）（u（x）→0）.

（6）复合函数极限的运算法则

设 lim
x→x0

φ（x）= a 且在  U（x0 ，δ）内φ（x）≠ a，又 lim
u→a

f（u）= A，则

lim
x→x0

f［φ（x）］= lim
u→a

f（u）= A.

此外，后面要讲的洛必达法则、导数和定积分的定义、泰勒公式等

都可用来计算极限 .

（三）函数的连续性

1 . 概念

定义 1 若 lim
x→x0

f（x）= f（x0）或 lim
Δx→0

f（x0 +Δx）= f（x0）或 lim
Δx→0

Δy =

0，其中Δx = x - x0 ，Δy = f（x）- f（x0），则称函数 y = f（x）在点 x0 处

连续 .

注 ①将定义中 x→ x0 改成 x→ x -
0 或Δx→0 - ［x→ x +

0 或Δx→
0 + ），则为 f（x）在点 x0 左连续（右连续）的定义 . 若函数在某一区间上

每一点处都连续，则称函数在该区间上连续 . 函数在［a，b］上连续对端

点来说指在点 a 处右连续，在点 b 处左连续 .

② 微积分研究的主要对象是连续函数，所以这个概念很重要 . 这
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个概念很简单，即在点 x0 处极限值 lim
x→x0

f（x）等于函数值 f（x0），也很直

观，即函数 y = f（x）的图像在点（x0 ，f（x0））处不断开，没有间隙 .

若函数在点 x0 处不连续，则称函数 f（x）在点 x0 处间断 .

定义 2 设函数 f（x）在点 x0 的某一去心邻域内有定义，如果函数

f（x）有下列三种情况之一：

①在 x = x0 处没有定义，

② lim
x→x0

f（x）不存在，

③ lim
x→x0

f（x）≠ f（x0），

则称 f（x）在点 x0 处不连续，点 x0 称为 f（x）的不连续点或间断点 .

间断点通常分成两类：如果 x0 是 f（x）的间断点，但左、右极限

lim
x→x

-
0

f（x）与 lim
x→x

+
0

f（x）都存在，那么称 x0 为 f（x）的第一类间断点，否则

称 x0 为 f（x）的第二类间断点（ lim
x→x

-
0

f（x）与 lim
x→x

+
0

f（x）都不存在或只存在

一个）.

按间断点 x = x0 处极限的情况讨论，有以下几种常见类型：若

lim
x→x0

f（x）= � ，则称 x0 为 f（x）的无穷间断点；若 x→ x0 时，f（x）在某

两个值之间无限次变动，则称 x0 为 f（x）的振荡间断点；若 lim
x→x

-
0

f（x）与

lim
x→x

+
0

f（x）都存在但不相等，则称 x0 为 f（x）的跳跃间断点；若 lim
x→x0

f（x）

= A，f（x0）≠A 或 f（x0）不存在，则称 x0 为 f（x）的可去间断点 . 因无论

f（x0）存在与否，总可以重新定义 f（x0）= A，则重新定义后的函数在点

x0 处连续，间断点 x0 可去掉，所以称为可去间断点 .

2 . 连续函数的运算与初等函数的连续性

①有限个在某点连续的函数的和、差、积、商（分母在该点不为零）

是在该点连续的函数 .

②如果函数 y = f（x）在区间 Ix 上单调增加（或单调减少）且连续，

那么它的反函数 x =φ（y）在对应的区间 Iy =｛y | y = f（x），x∈ Ix｝上单
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调增加（或单调减少）且连续 .

③对于复合函数 y = f［φ（x）］，若 lim
x→x0

φ（x）= a，函数 y = f（u）在

点 u = a 处连续，那么 lim
x→x0

f［φ（x）］= f［lim
x→x0

φ（x）］= f（a）.

④若 u =φ（x）在点 x = x0 处连续，且φ（x0）= u0 ，而 y = f（u）在

点 u = u0 处连续，那么复合函数 y = f［φ（x）］在点 x = x0 也连续 .

注 （二）中复合函数极限的运算法则与上面结论③、④是条件逐

渐加强的三个结论 . 复合函数极限运算法则中仅为 lim
x→x0

φ（x）存在，

lim
u→a

f（u）存在，③中 f（u）在点 u = a 处连续，④中 u =φ（x）在点 x = x0

处连续，f（u）在点 u =φ（x0）处连续 .

⑤基本初等函数在它们的定义域内连续 .

⑥一切初等函数在其定义区间内都连续 .

注 ① 定义区间为定义域内除了孤立点外的区间 .

② 若已知函数 f（x）在点 x0 处连续，则给出了一个求极限的方法

lim
x→x0

f（x）= f（x0），又有了⑥的结论，就解决了初等函数在定义区间内

极限的计算问题 .

3 . 闭区间上连续函数的性质

1）最大值和最小值定理 在闭区间上连续的函数在该区间上一定

有最大值和最小值 .

2）有界性定理 在闭区间上连续的函数在该区间上一定有界 .

3）零点定理 设函数 f（x）在闭区间［a，b］上连续，且 f（a）与

f（b）异号（即 f（a）·f（b）< 0），那么在开区间（a，b）内至少存在一点

ξ，使 f（ξ）= 0 （a <ξ< b）.

4）介值定理 设函数 f（x）在闭区间［a，b］上连续，且在区间端点

处有不同的函数值 f（a）= A 与 f（b）= B，那么对于 A 与 B 之间的任意

一个数 C，在开区间（a，b）内至少存在一点ξ，使 f（ξ）= C （a <ξ<

b）.

注 零点定理是介值定理的特殊情形，在讨论方程 f（x）= 0 的根

时经常用到该定理 .
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（四）主要的思想方法

1 . 函数的思想

从实际问题中抽象出变量与变量之间的关系，这是用微积分解决

实际问题的第一个步骤 . 建立实际问题中变量之间的函数关系，这首先

是一种数学意识，其次还需要通过现象抽象出本质特征的思维过程，科

学的抽象是数学常用的思维方法，也是数学的主要特征之一 .

2 . 极限的思想

极限是变量在无限变化过程中的变化趋势，是一个确定的值 . 把某

些实际问题的确定结果看作一系列无限近似数值的变化趋势，即数列

或函数的极限，这是一种重要的数学思想方法 . 极限的思想和方法是微

积分的基础，贯穿整个课程，特别是在一些重要概念的引入和定义中体

现更深刻 .

三、解题研究

（一）有关函数概念与性质、反函数、复合函数的例题

例 1 求下列函数的定义域：

（1）f（x）= x2 - x槡 - 6 + arcsin
2x - 1

7
；

（2）f（x）= lg
3x - x2

槡 2
.

解 （1）要使 f（x）有意义，x 必须满足

x2 - x - 6≥0，

2x - 1
7 ≤1{ ，

即
x≤ - 2 或 x≥3，

- 3≤x≤4{ ，

故 f（x）的定义域为［- 3，- 2］∪［3，4］.

（2）要使 f（x）有意义，x 必须满足

3x - x2

2
> 0，

lg
3x - x2

2 ≥0
{

，

即

0 < x < 3，

3x - x2

2 ≥1{ ，
亦即

0 < x < 3，

1≤x < 2{ ，
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故 f（x）的定义域为［1，2］.

注 求函数的定义域就是要求出在实数范围内使函数有意义的自

变量的取值范围 . 常常考虑以下几点：①分式的分母不能为零；②偶次

根号下的式子非负；③对数的真数表达式为正；④函数 arcsinφ（x）与

arccosφ（x）中 |φ（x）| ≤1；⑤初等函数的定义域是组成它的各函数定

义域的公共部分；⑥分段函数的定义域是各段定义域的并集 .

例 2 设 f（x）= sin x，f［φ（x）］= 1 - x2 ，且 |φ（x）|≤π
2

，求φ（x）

的定义域 .

分析 先求出φ（x），再讨论φ（x）的定义域 .

解 因为 f［φ（x）］= sinφ（x）= 1 - x2 ，且 |φ（x）|≤π
2

，

所以 φ（x）= arcsin（1 - x2）.

从而 - 1≤1 - x2≤1，即 槡- 2≤x≤槡2 .

例 3 下列各题中 f（x）与 g（x）是否相同？为什么？

（1）f（x）= sin2 x + cos2 x，g（x）= 1；

（2）f（x）= lgφ（x）

ψ（x）
，g（x）= lgφ（x）- lgψ（x）.

分析 根据函数定义中的两个要素判断 .

解 （1）相同，定义域都是（- � ，+ � ），任意 x∈（- � ，+ � ），

f（x）= g（x）= 1，即对应法则相同 .

（2）f（x）的定义域是使 φ（x）> 0，

ψ（x）{ > 0
或 φ（x）< 0，

ψ（x）{ < 0
成立的 x 的全体，

g（x） 的 定 义 域 是 使 φ（x）> 0，

ψ（x）{ > 0
成 立 的 x 的 全 体 . 因 此，当

φ（x）< 0，

ψ（x）{ < 0
有解时，f（x）与 g（x）不同；当 φ（x）< 0，

ψ（x）{ < 0
无解时，f（x）与

g（x）相同 .

例 4 设 f（x）满足 2f（x）+ f
1( )x

=
a
x
（a 为常数），求 f（x）.

解 已知 2f（x）+ f
1( )x

=
a
x

， （1）
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用
1
x

代换式（1）中的 x，得

2f
1( )x

+ f（x）= ax . （2）

式（1）× 2 - 式（1），得 3f（x）=
2a - ax2

x
，即 f（x）=

2a - ax2

3x
.

注 变量代换是数学证明与计算中常用的手段，本题代换的目的

是产生一个与已知方程有相同变量 f（x）与 f
1( )x

的另一个不同的方

程 .

例 5 设 y = f（x）=
- x2 ， x < - 2，

2x， x≥ - 2{ ，
求 f - 1（x）.

分析 求反函数的方法一般是由原表达式将自变量反解出来，函

数的值域为其反函数的定义域 . 分段函数则需分段讨论 . 注意 f 在 D 上

单调，则反函数 f - 1 存在且在 f（D）上也有相同的单调性 .

解 当 x < - 2 时，y = - x2 单调增加且 y < - 4，由 y = - x2 解得

x = - -槡 y，所以

f - 1（x）= - -槡 x （x < - 4）.

当 x≥ - 2 时，y = 2x 单调增加且 y≥ - 4，由 y = 2x 解得 x =
1
2

y，

所以

f - 1（x）=
1
2

x （x≥ - 4）.

综上，f - 1（x）=
- -槡 x， x < - 4，

1
2

x， x≥{ - 4 .

例 6 f（x）与φ（x）互为反函数，求 f
x( )2

的反函数 .

解 因为 f（x）与φ（x）互为反函数，所以当 y = f（x）时，x =

φ（y）.

设 y = f
x( )2

，则有
x
2

=φ（y），所以 f - 1 x( )2
= 2φ（x）.
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例 7 设 f（x）=
x

x - 2
，求 f［f（x）］.

解 因为 f（x）=
x

x - 2
（x≠2），

所以 f［f（x）］=
f（x）

f（x）- 2
=

x
x - 2
x

x - 2
- 2

=
x

4 - x
，

故 f［f（x）］=
x

4 - x
（x≠2，x≠4）.

注 复合函数定义域不能只由最终表达式确定，要兼顾到整个复

合过程都有意义 .

例 8 设 f（x）=
ex ， x < 1，

x， x≥1{ ，φ
（x）=

x + 2， x < 0，

x2 - 1， x≥0{ ，
求 f［φ（x）］.

分析 分段函数复合，可先由 f（x）的定义域确定 f［φ（x）］中

φ（x）的值域，再与φ（x）的定义域联立确定 .

解 f［φ（x）］=
eφ（x）， φ（x）< 1，

φ（x）， φ（x）≥1{ ，

①当φ（x）< 1 时，φ（x）= x + 2 < 1，

x < 0{ ，

即 x < - 1，或 φ（x）= x2 - 1 < 1，

x≥0{ ，
即 0≤x 槡< 2 .

②当φ（x）≥1 时，φ（x）= x +2≥1，

x <0{ ，

即 - 1≤x <0，或 φ（x）= x2 - 1≥1，

x≥0{ ，
即 x≥槡2 .

综上

f［φ（x）］=

ex + 2 ， x < - 1，

x + 2， - 1≤x < 0，

ex
2

- 1 ， 0≤x 槡< 2，

x2 - 1， x≥槡










2 .
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例 9 设下面所考虑的函数都是定义在区间（- l，l）上的 . 证明：

（1）两个偶函数的和是偶函数，两个奇函数的和是奇函数；

（2）两个偶函数的乘积是偶函数，两个奇函数的乘积是偶函数，偶

函数与奇函数的乘积是奇函数 .

分析 根据奇、偶函数的定义证明 .

证明 （1）设 f1（x），f2（x）均为偶函数，令

F（x）= f1（x）+ f2（x），

则 F（- x）= f1（- x）+ f2（- x）= f1（x）+ f2（x）= F（x），

故 F（x）为偶函数 .

设 g1（x），g2（x）均为奇函数，令

G（x）= g1（x）+ g2（x），

则 G（- x）= g1（- x）+ g2（- x）= - g1（x）- g2（x）= - G（x），

故 G（x）为奇函数 .

（2）设 f1（x），f2（x）均为偶函数，令

Φ（x）= f1（x）·f2（x），

则 Φ（- x）= f1（- x）·f2（- x）= f1（x）·f2（x）=Φ（x），

故Φ（x）为偶函数 .

设 g1（x），g2（x）均为奇函数，令

Ψ（x）= g1（x）·g2（x）

则 Ψ（- x）= g1（- x）·g2（- x）=［- g1（x）］［- g2（x）］

= g1（x）·g2（x）=Ψ（x），

故 Ψ（x）为偶函数 .

设 f（x）为偶函数，g（x）为奇函数，令

H（x）= f（x）·g（x）.

则 H（- x）= f（- x）·g（- x）= f（x）［- g（x）］

= - f（x）·g（x）= - H（x），

故 H（x）为奇函数 .

（二）极限的计算与证明

求极限的方法可以归纳为很多种，常用的有：①用极限的定义证明
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某些极限；②利用连续函数的定义直接代入；③利用无穷小的性质与运

算法则；④利用极限的四则运算法则、复合函数极限的运算法则；⑤利

用极限存在的两个准则；⑥利用两个重要极限及其推广；⑦利用等价无

穷小代换及变量替换等手段 . 此外，还有后面要学的洛必达法则，泰勒

公式，导数、定积分定义等 .

讨论极限问题时往往首先把自变量变化的趋势代入函数（数列）表

达式中看函数变化的趋势 . 一般利用连续函数定义、无穷小定义和性质

及已知收敛数列的结论等可以直接求出的极限称为确定型极限 . 而有

些极限如 lim
x→x0

（x→ � ）

f（x）
F（x）

，分子、分母同时趋于零或无穷大，分式的极限可

能存在也可能不存在 . 这两种极限分别称为“
0
0

”型和“
�
�

”型不定式 .

此外，还有五种类型不定式：“0·� ”，“� - � ”，“1� ”，“00”，“� 0”. 解题

思路通过下面例题分别进行讨论 .

1 . 利用极限定义证明极限

例 10 证明对任意实数 a > 0，都有 lim
n→ �

n
槡a = 1 .

分析 根据数列极限的定义，寻找正整数 N，使得当 n > N 时，

|
n
槡a - 1 | <ε. 分 a > 1，0 < a < 1，a = 1 三种情况讨论 .

证明 当 a > 1 时，
n
槡a > 1，所以 |

n
槡a - 1 | =

n
槡a - 1 .

任意给定ε> 0，要使 |
n
槡a - 1 | <ε，只要

n
槡a - 1 <ε，即

n
槡a < 1 +ε.

两边取对数得
1
n

ln a < ln（1 +ε）.

故 n >
ln a

ln（1 +ε）
.

取 N =
ln a

ln（1 +ε）
，则当 n > N 时，有

|
n
槡a - 1 | <ε，即 lim

n→ �

n
槡a = 1 .

当 0 < a < 1 时，必有
1
a

> 1. 由上面结论有 lim
n→ �

n
1槡a

= 1，故由极限

71第一章 函数与极限



运算法则有

lim
n→ �

n
槡a = lim

n→ �

n
1
1槡a

= lim
n→ �

1
n

1槡a

= 1 .

当 a = 1 时，
n
槡a = 1 . 显然 lim

n→ �

n
槡a = 1 .

注 一些极限的计算过程中常出现 lim
n→ �

n
槡a ，因此这个结果很有意

义，可直接应用 . 还可以证明 lim
n→ �

n
槡n = 1. 这也是经常用到的一个结果，

同样可以直接应用 .

例 11 若 lim
x→x0

f（x）= A，证明 lim
x→x0

| f（x）| = | A| .

证明 任给ε> 0，因为 lim
x→x0

f（x）= A，所以存在δ> 0，使得当 0 <

| x - x0 | <δ时，恒有 | f（x）- A| <ε.

又因为 | | f（x）| - | A| |≤ | f（x）- A| ，故当 0 < | x - x0 | <δ时，亦

有 | | f（x）| - | A| | <ε成立，所以 lim
x→x0

| f（x）| = | A| .

2 . 容易混淆的几个极限

例 12 填空：

（1）lim
x→0

sin x
x

=（ ）； （2）lim
x→ �

sin x
x

=（ ）；

（3）lim
x→0

xsin
1
x

=（ ）； （4）lim
x→ �

xsin
1
x

=（ ）.

解 （1）lim
x→0

sin x
x

= 1. （2）lim
x→ �

sin x
x

= 0.

（3）lim
x→0

xsin
1
x

= 0. （4）lim
x→ �

xsin
1
x

= lim
x→ �

sin
1
x

1
x

= 1.

注 对初学者来说，这是极易混淆的几个极限，（1）、（4）是重要极

限，（2）、（3）是无穷小与有界量的乘积 .

3 . 某些数列的极限

例 13 （1）求 lim
N→ � ∑

N

n = 1

1
1 + 2 + ⋯ + n

；
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（2）求 lim
n→ �

1 -
1
2( )2 1 -

1
3( )2 ⋯ 1 -

1
n( )2 .

解 （1）∑
N

n = 1

1
1 + 2 + ⋯ + n

=∑
N

n = 1

2
n（n + 1）

=
2

1·2
+

2
2·3

+
2

3·4
+ ⋯ +

2
N（N + 1）

= 2 1 -( )1
2

+
1
2

-( )1
3

+
1
3

-( )1
4

+ ⋯ +
1
N

-
1

N( )[ ]+ 1

= 2 1 -
1

N( )+ 1
，

原式 = lim
N→ �

2 1 -
1

N( )+ 1
= 2.

（2）原式 = lim
n→�

1 -( )1
2

1 +( )1
2

1 -( )1
3

1 +( )1
3

⋯ 1 -
1( )n

1 +
1( )n

= lim
n→ �

1
2

·
3
2

·
2
3

·
4
3

⋯
n - 2
n - 1

·
n

n - 1
·

n - 1
n

·
n + 1

n

= lim
n→ �

1
2

·
n + 1

n
=

1
2

.

注 计算数列极限时常用到等差、等比数列求和公式 . 乘积拆成两

项差或两项差化成乘积，如 1 -
1
n( )2 = 1 -

1( )n
1 +

1( )n
都是常用的手

段 .

4 .“
0
0

”型极限

解题思路：消掉分子、分母中的无穷小因子，即“0”因子，化为连续

函数或利用 lim
x→0

sin x
x

= 1 等结论 . 常用的手段有因式分解、有理化、换

元、等价无穷小代换等，特别是等价无穷小代换，可使问题变得简单 . 学

完第三章还可用洛必达法则 .

例 14 计算下列极限：

（1）lim
x→3

x2 - 4x + 3
x2 - 2x - 3

； （2）lim
x→0

4 - 2槡 x - 4 +槡 x
x槡 + 1 - 1 -槡 x

；
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（3）lim
x→0

x
4

1 + 2槡 x - 1
； （4）lim

x→0

tan x - sin x
x3 ；

（5）lim
x→a

ln x - ln a
x - a

； （6）lim
x→0

xarcsin 2x

1 - x槡 2 - 1
.

分析 （1）因式分解；（2）分子、分母同时有理化；（3）直接有理化困

难，可作代换去掉无理式，再消掉“0”因子，还可用等价无穷小代换；

（4）、（5）、（6）都可用等价无穷小代换 .

解 （1）原式 = lim
x→3

（x - 3）（x - 1）
（x - 3）（x + 1）

= lim
x→3

x - 1
x + 1

=
1
2

.

（2）原式 = lim
x→0

［（4 - 2x）- （4 + x）］［ x槡 + 1 + 1 -槡 x］

［（x + 1）- （1 - x）］［ 4 - 2槡 x + 4 +槡 x］

= lim
x→0

-( )3
2

·
x槡 + 1 + 1 -槡 x

4 - 2槡 x + 4 +槡 x
= -

3
4

.

（3）解法 1 令
4

1 + 2槡 x = t，则 x =
t4 - 1

2
，当 x→0 时，t→1 .

原式 = lim
t→1

1
2
（t4 - 1）

t - 1
= lim

t→1

1
2
（t - 1）（t + 1）（t2 + 1）

t - 1

= lim
t→1

1
2
（t + 1）（t2 + 1）= 2.

解法 2 当 x→0 时，
4

1 + 2槡 x - 1 ～ 2x
4

，

原式 = lim
x→0

x
2
4

x
= 2.

（4）当 x→0 时，sin x ～ x，1 - cos x ～ x2

2
，

原式 = lim
x→0

sin x
x

·
1 - cos x
x2 cos x

= lim
x→0

sin x
x

·

x2

2
x2·

1
cos x

=
1
2

.

（5）令 x - a = t，则 x = a + t，当 x→ a 时，t →0 . 当 t →0 时，

ln 1 +
t( )a

～ t
a

，
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原式 = lim
t→0

ln（a + t）- ln a
t

= lim
t→0

ln 1 +
t( )a

t
= lim

t→0

t
a
t

=
1
a

.

或 原式 = lim
t→0

1
a

ln 1 +
t( )a

a
t

=
1
a

ln e =
1
a

.

（6）当 x→0 时，arcsin 2x ～ 2x， 1 - x槡 2 - 1 ～ -
x2

2
，

原式 = lim
x→0

x·2x

-
x2

2

= - 4 .

例 15 求lim
x→0

3sin x + x2 cos
1
x

（1 + cos x）ln（1 + x）
.

分析 当 x→0 时，分子 sin x ～ x，cos
1
x

有界，分母（1 + cos x）→2，

ln（1 + x）～ x，所以可用四则运算法则分开计算 .

解 x→0 时，ln（1 + x）～ x，

原式 = lim
x→0

3sin x + x2 cos
1
x

（1 + cos x）x
= lim

x→ [0

3sin x
（1 + cos x）x

+
x2 cos

1
x

（1 + cos x） ]x

= lim
x→0

3
1 + cos x

sin x
x

+ lim
x→0

xcos
1
x

1 + cos x
.

因为 | cos
1
x

|≤1，lim
x→0

（1 + cos x）= 2，所以

原式 =
3
2

+ 0 =
3
2

.

5 . “
�
�

”型极限

解题思路：若分子、分母是代数和的形式，可分别除以趋于 � 最快

的项，分离出常数与无穷小代数和的形式，再用四则运算法则求极限 .

也可用洛必达法则（第三章讲）.
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x→ � 时，“
�
�

”型有理函数的极限可用上述方法，也可用下列公式

直接给出结果

lim
x→ �

a 0 xn + a1 xn - 1 + ⋯ + an

b0 xm + b1 xm - 1 + ⋯ + bm

=

a0

b0

， n = m，

0， n < m，

� ， n > m










.

公式反映出来的方法也被称为“抓大头”，即抓住 x 幂次最高的

项，其余可忽略 .

例 16 求下列极限：

（1）lim
n→ �

（- 1）n + 4n

3n + 1 + 4n + 1 ； （2）lim
x→ �

x - arctan x
x + arctan x

；

（3）lim
x→ - �

4x2 +槡 x + x + 1

x2 + sin槡 x
.

解 （1）原式 = lim
n→ �

4n -( )1
4

n[ ]+ 1

4n + 1 ( )3
4

n + 1[ ]+ 1
=

1
4

.

（2）原式 = lim
x→ �

x 1 -
arctan x( )x

x 1 +
arctan x( )x

=
1 - 0
1 + 0

= 1.

（3）原式 = lim
x→ - �

- 2x 1 +
1

4槡 x
+ x + 1

- x 1 +
sin x

x槡 2

= lim
x→ - �

2 1 +
1

4槡 x
- 1 -

1
x

1 +
sin x

x槡 2

=
2 - 1

1
= 1.

（注意：x < 0 时， x槡 2 = - x .）

注 求数列的极限可利用已知结果：当 | q | < 1 时，lim
n→ �

qn = 0 .
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例 17 求下列极限：

（1）lim
x→ �

2x4 - 1
3x4 - 2x + 1

； （2）lim
x→ �

（2x - 3）20（3x + 2）30

（2x + 1）50 ；

（3）lim
x→ �

x2 + 3槡 x
3

x4槡 + 1
.

解法 1 （1）原式 = lim
x→ �

2 -
1
x4

3 -
2
x3 +

1
x4

=
2
3

.

（2）原式 = lim
x→ �

（2x）20 1 -
3

2( )x

20

（3x）30 1 +
2

3( )x

30

（2x）50 1 +
1

2( )x

50 = ( )3
2

30

.

（3）原式 = lim
x→ �

x槡 2 1 +
3槡 x

3
x槡 4

3

1 +
1
x槡 4

= lim
x→ �

1 +
3槡 x

3
槡x

3

1 +
1
x槡 4

= 0 .

解法 2 根据前面“
�
�

”型极限中的公式有

（1）原式 =
2
3

.

（2）原式 =
220·330

250 = ( )3
2

30

.

（3）原式 = lim
x→ �

6
（x2 + 3x）3

（x4 + 1）槡 2 = 0 .

注 解法 1 中的方法是公式推导所用的方法，这种思想方法常用

于求解“
�
�

”型极限 . 实际上，这种“
�
�

”型极限取决于分子、分母中趋向

于 � 速度最快的项 .

6 . “� - � ”型极限

解题思路：将“� - � ”型转化为“
0
0

”型或“
�
�

”型，常用有理化，通

分等方法化成一个分式 .
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例 18 求下列极限：

（1）lim
x→ + �

（ x +槡槡 x - 槡x）（x > 0）； （2）lim
x→π

2

（sec x - tan x）.

解 （1）原式 = lim
x→ + �

（x +槡x）- x

x +槡槡 x +槡x
= lim

x→ + �

1

1 +
1

槡槡 x
+ 1

=
1
2

.

（2）原式 = lim
x→π

2

1 - sin x
cos x

令 x - π
2

=


t

lim
t→0

1 - cos t
- sin t

= lim
t→0

t2

2
- t

= 0 .

7 . “1� ”型极限

常用的方法有两种：

①利 用 重 要 极 限 lim
x→ �

1 +
1( )x

x

= e，lim
x→0

（1 + x）
1
x = e 及 其 推 广

lim
u（x）→ �

1 +
1

u（x( )）

u（x）

= e，lim
u（x）→0

（1 + u（x））
1

u（x） = e.

②取对数化为“
0
0

”型或“
�
�

”型，再用前面所讲的方法（或用洛必

达法则，第三章介绍）.

例 19 求下列极限：

（1）lim
x→ �

x2

x2( )- 1

x

； （2）lim
x→0

（ 1 + x槡 2 + x）
1
x ；

（3）lim
x→0

（1 + sin 3x）
1
x ；（4）lim

x→0

ax + bx( )2

1
x

（a > 0，b > 0）.

解 （1）解法 1 原式 = lim
x→ �

1 +
1

x2( )- 1

x
2

[ ]- 1 x

x
2

- 1

= lim
x→ �

1 +
1

x2( )- 1

x
2

[ ]- 1 lim
x→ �

x

x
2

- 1 = e0 = 1 .

解法 2 原式 = lim
x→ �

1

1 -
1
x







2

x

= lim
x→ �

1

1 -
1
x( )2

- x[ ]
2

- 1
x

= e0 = 1 .

解法 3 原式 = lim
x→ �

x
x( )+ 1

x x
x( )- 1

x

42 高等数学思想方法与解题研究



= lim
x→ �

1

1 +
1( )x

x·
1

1 -
1( )x

-[ ]x - 1 =
1
e
·

1
e - 1 = 1 .

（2）原式 = lim
x→0

（ 1 + x槡 2）
1
x 1 +

x

1 + x槡( )2

1
x

= lim
x→0

［（1 + x2）
1

x
2 ］

x
2

2x· 1 +
x

1 + x槡( )2

1 + x槡 2

[ ]x
1

1 + x槡 2

= e0·e = e.

（3）原式 = lim
x→0

［（1 + sin 3x）
1

sin 3x ］
sin 3x

x = e3 .

（4）解法 1 利用重要极限，即lim
x→0

（1 + x）
1
x = e 与lim

x→0

ax - 1
x

= ln a .

原式 = lim
x→0

1 +
ax + bx - 2( )2

2

a
x

+ b
x[ ]- 2

a
x

- 1
x + b

x
- 1( )x

·1
2

= e
1
2
（ln a + ln b） = 槡ab .

解法 2 取对数，作等价无穷小代换，当 x→0 时，ln（1 + x）～ x .

原式 = lim
x→0

e
1
x
·ln 1 +

（a
x

- 1）+（b
x

- 1）[ ]2 = e lim
x→0

1
x
·

（a
x

- 1）+（b
x

- 1）
2

= e
1
2 lim

x→0

a
x

- 1
x + b

x
- 1( )x = e

1
2
（ln a + ln b） = 槡ab .

注 关键是先凑成重要极限的形式（1 + 无穷小）
1

无穷小 ，式中两个无

穷小要一样，然后指数位置再配平 . 再举一例：求lim
x→0

（sin x + cos x）
1
x .

分析 这是“1� ”型极限，但底中没有 1，所以加 1、减 1，凑成（1 +

无穷小）的形式，再配平指数 .

解法 1 原式 = lim
x→0

［1 +（sin x + cos x）- 1］
1

sin x + cos x - 1
·sin x + cos x - 1

x .

lim
x→0

sin x + cos x - 1
x

= lim
x→0

2sin
x
2

cos
x
2

- 2sin2 x
2

x

= lim
x→0

2sin
x
2

x
cos

x
2

- sin
x( )2

= 1.
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所以 原式 = e1 = e.

解法 2 原式 = lim
x→0

（cos x）
1
x（1 + tan x）

1
x

= lim
x→0

1 - 2sin2 x( )2

1

- 2sin
2 x

2

·
- 2sin

2 x
2

x
·lim

x→0
（1 + tan x）

1
tan x

·tan x
x

= e0·e1 = e.

8 . “0·� ”型极限

解题思路：用变量替换、有理化等手段将函数化成一个分式，将所

求极限转化为“
0
0

”型或“
�
�

”型极限 . 含对数因子的式子可转化为“1� ”

型极限 .

例 20 求下列极限：

（1）lim
x→1

（1 - x）tan π
2

x； （2）lim
x→ + �

槡x（ x +槡 a - 槡x）；

（3）lim
n→ �

（1 + n）［ln（1 + n）- ln n］.

解 （1）令 1 - x = t，当 x→1 时，t→0，

原式 = lim
t→0

t tan π
2

- π
2( )t = lim

t→0
tcot π

2
t = lim

t→0

π
2

t

tan π
2

t

2
π

=
2
π

.

（2）原式 = lim
x→ + �

槡x［（x + a）- x］

x +槡 a +槡x
= lim

x→ + �

a

1 +
a槡 x

+ 1
=

a
2

.

（3）原式 = lim
n→ �

（1 + n）ln
1 + n

n
= lim

n→ �
ln 1 +

1( )n

n

1 +
1( )n

= ln e = 1 .

9 . 利用极限存在准则求极限

例 21 计算下列极限：

（1）lim
n→ �

n
1 + 2n + 3槡 n ；

（2）lim
n→ �

1

n2槡 + 1
+

1

n2槡 + 2
+ ⋯ +

1

n2 +槡( )n
.

分析 （1）是“1� ”型极限，可以用取对数方法求解，但这里用夹逼
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准则比较方便 .（2）是无限个无穷小的和，是典型的用夹逼准则求解的

题目 . 使用夹逼准则求解的关键是将变量适当放大和缩小，且放大、缩

小后的极限相同 .

解 （1）当 n≥1 时，
n

3槡 n <
n

1 + 2n + 3槡 n <
n

3n + 3n + 3槡 n = 3
n
槡3，

而 lim
n→ �

n
3槡 n = 3，lim

n→ �
3

n
槡3 = 3，所以由夹逼准则有

lim
n→ �

n
1 + 2n + 3槡 n = 3 .

（2）当 n≥1 时，

n

n2 +槡 n
≤

1

n2槡 + 1
+

1

n2槡 + 2
+ ⋯ +

1

n2 +槡 n
≤

n

n2槡 + 1
，

而 lim
n→ �

n

n2 +槡 n
= 1，lim

n→ �

n

n2槡 + 1
= 1，所以由夹逼准则有

lim
n→ �

1

n2槡 + 1
+

1

n2槡 + 2
+ ⋯ +

1

n2 +槡( )n
= 1.

注 （2）中选最小项
1

n2 +槡 n
与最大项

1

n2槡 + 1
分别乘以 n 进行缩

小和放大 .

例 22 利用极限存在准则证明数列槡2， 槡槡2 + 2， 槡槡槡2 + 2 + 2，⋯

的极限存在，并求此极限 .

证明 记此数列为｛xn｝，由已知条件有

x1 槡= 2，x2 = 2 + x槡 1 ，⋯，xn + 1 = 2 + x槡 n（n = 1，2，⋯）.

先用数学归纳法证明数列｛xn｝单调增加 .

因为 x1 槡= 2，x2 槡槡= 2 + 2，x2 > x1 ，假设当 n = k 时有 xk + 1 > xk 成

立，那么当 n = k + 1 时，由于 xk + 2 = 2 + xk槡 + 1 > 2 + x槡 k = xk + 1 ，即当 n

= k + 1 时，有 xk + 2 > xk + 1 成立，所以数列｛xn｝是单调增加的 .

再用数学归纳法证明数列｛xn｝有上界 .

因为 x1 槡= 2 < 2，假设 xk < 2，由于 xk + 1 = 2 + x槡 k 槡< 2 + 2 = 2，所

以对任意自然数 n，都有 xn < 2 成立，即数列｛xn｝有上界 .

72第一章 函数与极限



根据单调有界必有极限的准则知 lim
n→ �

xn 存在 . 设 lim
n→ �

xn = a，则

lim
n→ �

xn + 1 = lim
n→ �

2 + x槡 n ，

得 a = 2 +槡 a ，

解得 a = 2 与 a = - 1（舍去），

所以 lim
n→ �

xn = 2 .

例 23 设 x1 = 2，xn + 1 =
1
2

xn +
1
x( )

n
（n = 1，2，⋯），证明 lim

n→ �
xn 存

在并求之 .

分析 给出一数列一般项 xn 的关系式，讨论其极限问题时一般用

单调有界数列必有极限的准则 . 需证两条：①单调增加（或减少），常证

xn + 1

xn
≥1（≤1）或 xn + 1 - xn≥0（≤0）；②有上界（下界），即存在 M 使 xn

≤M（≥M）.

解 因为 xn + 1 =
1
2

xn +
1
x( )

n
≥ xn·

1
x槡 n

= 1，又 x1 = 2，所以数列

｛xn｝有下界 1 .

因为
xn + 1

xn
=

1
2

·
xn +

1
xn

xn
=

1
2

1 +
1
x2( )

n
≤

1
2

1 +
1
1( )2 = 1，所以 xn + 1≤

xn ，即｛xn｝单调减少，所以 lim
n→ �

xn 存在 .

设 lim
n→ �

xn = a（a≠0，否则与 xn + 1≥1 矛盾），则由

lim
n→ �

xn + 1 = lim
n→ �

1
2

xn +
1
x( )

n

得 2a = a +
1
a

，

解得 a = 1（舍 a = - 1），

所以 lim
n→ �

xn = 1 .

10 . 含有待定常数的极限问题

解题思路：确定极限中的常数是一类常见的题目，可根据极限的类
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型讨论，有时还需对常数分情况讨论 . 如果 limα（x，a）

β（x）
= b（常数），且

β（x）→0，则必有α（x，a）→0，特别是 b = 0 时，α（x，a）= o（β（x））. 这

是一个很重要的观念 .

例 24 已知lim
x→2

x3 - x2 + a
x - 2

= b （a，b 为常数），求 a，b 的值 .

解 因 x→2 时，x - 2→0，b 为有限常数，所以

lim
x→2

（x3 - x2 + a）= 0，即 23 - 22 + a = 0，a = - 4，

从而 原式 = lim
x→2

x3 - x2 - 4
x - 2

= lim
x→2

（x2 + x + 2）（x - 2）
x - 2

= lim
x→2

（x2 + x + 2）= 8，

所以 b = 8.

于是，a = - 4，b = 8 为所求 .

11 . 利用左右极限讨论函数的极限

例 25 设函数 f（x）=
cosπx

2
， | x |≤1，

| x - 1 | ， | x
{

| > 1 .

讨论当 x→ - 1 与 x→1 时函数极限是否存在；若存在试求其值 .

分析 分段函数在分段点左、右表达式不同，需要讨论左、右极限 .

解 f（x）=

1 - x， x < - 1，

cosπx
2

， - 1≤x≤1，

x - 1， x










> 1.

因为 lim
x→ - 1

-
f（x）= lim

x→ - 1
-
（1 - x）= 2，

lim
x→ - 1

+
f（x）= lim

x→ - 1
+

cosπx
2

= cos - π( )2
= 0，

lim
x→ - 1

-
f（x）≠ lim

x→ - 1
+

f（x），

所以 lim
x→ - 1

f（x）不存在 .

因为 lim
x→1

-
f（x）= lim

x→1
-

cosπx
2

= cos π
2

= 0，
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lim
x→1

+
f（x）= lim

x→1
+
（x - 1）= 0，

lim
x→1

-
f（x）= lim

x→1
+

f（x）= 0，

所以 lim
x→1

f（x）= 0.

例 26 求lim
x→0

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x( )| .

分析 lim
x→0

+

1
x

= + � ，lim
x→0

-

1
x

= - � ，需要讨论左、右极限，且函数

中有绝对值，去掉绝对值也需讨论左、右极限 .

解 lim
x→0

+

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x( )| = lim

x→0
+

2e - 4
x + e - 3

x

e - 4
x + 1

+
sin x( )x = 0 + 1 = 1，

lim
x→0

-

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x( )| = lim

x→0
-

2 + e
1
x

1 + e
4
x

-
sin x( )x = 2 - 1 = 1，

所以 lim
x→0

2 + e
1
x

1 + e
4
x

+
sin x
| x( )| = 1 .

12 . 关于无穷小的阶

例 27 写出当 x→0 时，下列无穷小量由低阶到高阶的排列顺序 .

① 1 + tan槡 x - 1 + sin槡 x，②ex
4

- x - 1，③ 1 + 2槡 x -
3

1 + 3槡 x .

分析 通过等价无穷小代换都与 xα 相比较 .

解 当 x→0 时，

① 1 + tan槡 x - 1 + sin槡 x =
tan x - sin x

1 + tan槡 x + 1 + sin槡 x

=
tan x（1 - cos x）

1 + tan槡 x + 1 + sin槡 x
～

x·
x2

2
2

=
x3

4
，

②ex
4

- x - 1 ～ x4 - x = x（x3 - 1）～ - x，

③ 1 + 2槡 x -
3

1 + 3槡 x =
3

1 + 3槡 x
6

1 +
3x2 + 8x3

1 + 6x + 9x槡 2( )- 1

～ 1
6

3x2 + 8x3

1 + 6x + 9x2 =
x2

6
·

3 + 8x
1 + 6x + 9x2 ～

x2

2
.
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所以，由低阶到高阶的顺序为②、③、① .

（三）关于函数连续性与间断点的讨论

例 28 已知函数 f（x）=

1 - etan x

arcsin
x
2

， x > 0，

a e2x ， x≤
{

0

在点 x = 0 处连续，求

a 的值 .

分析 根据连续的定义，lim
x→0

f（x）存在，f（0）存在，且二者相等，确

定 a .

解 由于 f（x）在点 x = 0 处连续，必有lim
x→0

f（x）= f（0），而

f（0）= a，lim
x→0

-
f（x）= lim

x→0
-

a e2x = a，

lim
x→0

+
f（x）= lim

x→0
+

1 - etan x

arcsin
x
2

= lim
x→0

+

- tan x
x
2

= - 2，

所以 a = - 2 .

例 29 指出 f（x）=
x2 - x

| x |（x2 - 1）
的间断点，并判断其类型 . 若为可

去间断点，则补充或改变函数的定义使其成为连续点 .

分析 由初等函数的连续性可知，f（x）在定义区间内连续，无定

义点即为间断点 .

解 由函数表达式知 f（x）在 x = 0，x = 1，x = - 1 处无定义，是

f（x）的间断点，在其余点处均连续 .

lim
x→0

+
f（x）= lim

x→0
+

x（x - 1）

x（x2 - 1）
= 1，

lim
x→0

-
f（x）= lim

x→0
-

x（x - 1）
（- x）（x2 - 1）

= - 1，

所以 x = 0 是第一类跳跃间断点 .

lim
x→1

f（x）= lim
x→1

x（x - 1）
x（x - 1）（x + 1）

= lim
x→1

1
x + 1

=
1
2

，

所以 x = 1 是第一类可去间断点 . 补充定义 f（1）=
1
2

.
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lim
x→ - 1

f（x）= lim
x→ - 1

x（x - 1）
（- x）（x - 1）（x + 1）

= lim
x→ - 1

- 1
x + 1

= � ，

所以 x = - 1 为第二类无穷间断点 .

例 30 设 f（x）=
e

1
x - 1 ， x > 0，

ln（1 + x）， - 1 < x≤
{

0 .

求 f（x）的间断点，并说明间断点所属类型 .

分析 讨论分段函数的连续性是一种重要题型，其方法是在各部

分区间内按初等函数连续性讨论，分段点处必须讨论左、右连续性 .

解 当 x > 0 时，f（x）在 x = 1 处无定义，所以 x = 1 是间断点 .

lim
x→1

-
f（x）= lim

x→1
-

e
1

x - 1 = 0，lim
x→1

+
f（x）= lim

x→1
+

e
1

x - 1 = + � ，

所以 x = 1 是第二类无穷间断点 .

当 - 1 < x < 0 时，f（x）= ln（1 + x），无间断点 .

当 x = 0 时，lim
x→0

-
f（x）= lim

x→0
-

ln（1 + x）= 0，lim
x→0

+
f（x）= lim

x→0
+

e
1

x - 1 =

e - 1 ，所以 x = 0 是第一类跳跃间断点 .

例 31 讨论函数 f（x）= lim
n→ �

1 - x2n

1 + x2n x 的连续性，若有间断点，判别

其类型 .

分析 用极限表示函数是函数的一种表示方法，处理这种函数往

往先求极限，得到 f（x）的解析表达式，再讨论连续性问题 . 求极限时要

分清函数的自变量与极限过程中的变量 n .

解 f（x）= lim
n→ �

1 - x2n

1 + x2n x =

x， | x | < 1，

0， | x | = 1，

- x， | x | > 1
{

，

当 x≠ ± 1 时，f（x）连续 .

在分段点 x = - 1 处，因为 lim
x→ - 1

-
f（x）= lim

x→ - 1
-
（- x）= 1，lim

x→ - 1
+

f（x）=

lim
x→ - 1

+
x = - 1，所以 x = - 1 为第一类跳跃间断点 .

在分 段 点 x = 1 处，因 为 lim
x→1

-
f（x）= lim

x→1
-

x = 1，lim
x→1

+
f（x）=
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lim
x→1

+
（- x）= - 1，所以 x = 1 为第一类跳跃间断点 .

（四）关于闭区间上连续函数性质的例题

例 32 设 f（x）在［0，1］上连续，并且对［0，1］上的任意 x 所对应的

函数值 f（x）均有 0≤ f（x）≤1，证明在［0，1］上至少有一点ξ，使得

f（ξ）=ξ.

分析 要证 f（ξ）=ξ，即 f（ξ）- ξ= 0，只需证函数 f（x）- x 有一

零点，所以考虑用零点定理 .

证明 设 F（x）= f（x）- x，因为 f（x）在［0，1］上连续，所以 F（x）

在［0，1］上连续，又因为 0≤ f（x）≤1，所以

F（0）= f（0）≥0，F（1）= f（1）- 1≤0 .

（1）若 F（0），F（1）中有一个是零，则 0 与 1 中至少有一个可以作为

ξ使 f（ξ）-ξ= 0，即 f（ξ）=ξ.

（2）若 F（0）> 0，F（1）< 0，则由零点定理知，在（0，1）内至少有一点

ξ，使得 F（ξ）= f（ξ）-ξ= 0，即 f（ξ）=ξ.

综上，在［0，1］上至少有一点ξ，使得 f（ξ）=ξ.

例 33 证明方程 x = sin x + 2 至少有一个小于 3 的正根 .

分析 要证明结论，只需证在（0，3）内至少存在一点ξ，使得ξ=

sinξ+ 2 成立，即ξ- sinξ- 2 = 0 . 为此，设函数 f（x）= x - sin x - 2，在

［0，3］上用零点定理证明 .

证明 令 f（x）= x - sin x - 2，则函数 f（x）在闭区间［0，3］上连

续，又 f（0）= - 2 < 0，f（3）= 1 - sin 3 > 0，根据零点定理，在（0，3）内至

少存在一点ξ，使得 f（ξ）= 0，即ξ - sinξ - 2 = 0，亦即ξ是方程 x =

sin x + 2 的一个小于 3 的正根 . 因此，方程 x = sin x + 2 至少有一个小

于 3 的正根 .

注 欲求方程 f（x）= g（x）的根，可转化为求 F（x）= f（x）- g（x）

的零点，因此根据要证明的结论构造适当的函数 F（x）是关键 .

例 34 若 f（x）在［a，b］上连续，a < x1 < x2 < ⋯ < xn < b，则在

［x1 ，xn ］上必有一点ξ，使得 f（ξ）=
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n
.
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分析 只要能说明
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n
是一个介于 f（x）在

［a，b］上最小值与最大值之间的数即可 .

证明 由于 f（x）在［a，b］上连续，因此 f（x）在［x1 ，xn ］上也连续，

故 f（x）在［x1 ，xn ］上有最大值 M 和最小值 m，于是

m≤
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n ≤M，

根据闭区间上连续函数的介值定理，存在ξ∈［x1 ，xn ］，使得

f（ξ）=
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n
.

例 35 设 函 数 f（x）在（ - � ，+ � ）内 连 续，且 lim
x→ + �

f（x）
x

=

lim
x→ - �

f（x）
x

= 0，证明至少存在一点ξ，使得ξ+ f（ξ）= 0.

分析 要证ξ+ f（ξ）= 0，考虑用零点定理，为此要选择一个函数

和闭区间 .

证明 设 F（x）= x + f（x），因 f（x）在（- � ，+ � ）内连续，所以

F（x）在（- � ，+ � ）内连续，由题设得

lim
x→ - �

F（x）= lim
x→ - �

x 1 +
f（x）[ ]x

= - � ，

lim
x→ + �

F（x）= lim
x→ + �

x 1 +
f（x）[ ]x

= + � ，

故必存在 X1 < 0，X2 > 0，使 F（X1）< 0，F（X2）> 0. 又 F（x）在［X1 ，X2 ］

上连续，所以由零点定理知，在（X1 ，X2）内至少有一点ξ，使得

F（ξ）=ξ+ f（ξ）= 0.

例 36 证明：若 f（x）在（- � ，+ � ）内连续，且 lim
x→ �

f（x）存在，则

f（x）必在（- � ，+ � ）内有界 .

证明 设 lim
x→ �

f（x）= A，根据函数极限的定义，对ε= 1，存在 X > 0，

当 | x | > X 时，恒有 | f（x）- A| < 1 成立，由此可得当 | x | > X 时，| f（x）|

< | A| + 1，又因为 f（x）在（- � ，+ � ）内连续，所以 f（x）在［- X，X］

上连续，根据闭区间上连续函数的有界性定理，必存在 M1 > 0，使得当
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| x |≤X 时，| f（x）| < M1 .

令 M = max｛M1 ，| A| + 1｝，则对任意实数 x，都有 | f（x）| < M 成

立，所以 f（x）在（- � ，+ � ）内有界 .

四、练习题及答案

习题（A）

1 . 判断下列各对函数是否相同 . 为什么？

（1）f（x）= x x槡 - 1，g（x）= x3 - x槡 2 ；

（2）f（x）= lg（x - 1）+ lg（x + 2），g（x）= ln（x - 1）（x + 2）；

（3）f（x）= π
2

，g（x）= arcsin x + arccos x .

2 . 设 f（x）=
1， | x |≤1，

0， | x | > 1{ ，
求 f［f（x）］及其定义域 .

3 .设 f（x）=
1

4 -槡 x
+ ln（x - 2），求 f（x + a）+ f（x - a）的定义域

（a > 0）.

4 . 设 f（x）=
1

2 - x2 ，g（x）=
x

1 + x
，求 f［g（x）］，g［f（x）］及其定义

域 .

5 . 判断下列函数的奇偶性：

（1）f（x）=
2x ， x > 0，

- 2 - x ， x < 0
{

；
（2）f（x）=

ex + e - x

ex - e - x ；

（3）f（x）= xtan x·e| sin x | ； （4）f（x）= ln（ x2槡 + 1 + x）.

6 . 求下列函数的反函数：

（1）f（x）= 2x - 1 ；

53第一章 函数与极限



（2）f（x）=

x - 1， x≤0，

- 1 - x槡 2 ， 0 < x < 1，

ln x， x≥
{

1 .

7 . 求下列极限：

（1）lim
n→ �

2n2 + 3n + 1
n2 + 1

； （2）lim
n→ �

1 +
1
2

+ ⋯ +
1
2n

1 +
1
4

+ ⋯ +
1
4n

；

（3）lim
n→ �

6n + 1 - 7n

5·6n + 7n ；

（4）lim
n→ �

（1 + x）（1 + x2）（1 + x4）⋯（1 + x2
n

）（| x | < 1）.

8 . 求下列极限：

（1）lim
x→ �

x2 + 1
x + 2

·sin
1
x

； （2）lim
x→0

1 + xsin槡 x - cos x
xsin x

；

（3）lim
x→1

sin（1 - x）tanπx
2

； （4）lim
x→0

1 + xsin槡 x - 1

ex
2

- 1
；

（5）lim
x→0

ex - etan x

x - tan x
； （6）lim

x→ �

x - a
x +( )a

x

.

9 . 已知 lim
x→ �

x2 + 1
x + 1

- ax -( )b = 0，求 a，b 的值 .

10 . 已知 lim
x→ + �

（3x - ax2 + bx槡 + 1）= 2，求 a，b 的值 .

11 .（1）求 lim
n→ �

1 +
n
槡2 + ⋯ +

n
槡n

n
；

（2）求 lim
n→ �

n
an + b槡 n （a≥0，b≥0）.

12 .设 x1 =槡a （a > 0），x2 = a +槡槡 a ，x3 = a + a +槡槡槡 a ，⋯，

xn = a + a + ⋯槡槡槡槡 a ，n = 1，2，⋯，求 lim
n→ �

xn .

13 . 已知 0 < xn < 1，xn + 1 = 2xn - x2
n （n = 1，2，⋯），证明｛xn｝收敛

并求 lim
n→ �

xn .
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14 . 当 x→0 时，f（x）与 axb 是等价无穷小，试求 a，b .

（1）f（x）= tan x - sin 3x； （2）f（x）=
5

1 + 3槡 x - 1 .

15 .设当 x→0 时，（1 - cos x）ln（1 + x2）是比 x·sin xn 高阶的无穷

小，而 x·sin xn 是比 ex
2

- 1 高阶的无穷小，求正整数 n 的值 .

16 . 指出下列函数的间断点及其类型：

（1）f（x）=
tan x

ln（1 + x）
，x∈（- 1，π）； （2）f（x）=

1

1 - e
x

1 - x
.

17 . 证明方程 x2x = 1 至少有一个小于 1 的正根 .

18 . 证明方程 x3 + x2 - 4x + 1 = 0 有三个实根 .

习题（B）

一、填空题

1 . 设对一切实数 x 和 y，恒有 f（x + y）= f（x）+ f（y），且 f（槡2）=

1，则 f
1

槡( )2
= .

2 . f（x）=
1， | x |≤1，

0， | x | > 1{ ，
则 f｛f［f（x）］｝= .

二、选择题

1 . 设 f（x）=
x2 + 2x + b

x - 1
， x≠1，

a， x
{

= 1

适合 lim
x→1

f（x）= A，则以下结论

正确的是（ ）.

（A）a = 4，b = - 3，A= 4

（B）a = 4，A= 4，b 可取任意实数

（C）b = - 3，A= 4，a 可取任意实数

（D）a，b，A 都可取任意实数

2 . 若当 x→x0 时，α（x）与β（x）都是无穷小，则当 x→ x0 时，下列

各式中（ ）不一定是无穷小 .
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（A）|α（x）| + |β（x）| （B）α2（x）和β
2（x）

（C）ln［1 +α（x）·β（x）］ （D）α
2（x）

β（x）

三、计算题

1 .设 f（x2 - 1）= ln
x2

x2 - 2
，且 f［φ（x）］= ln x，求φ（x）及其定义

域 .

2 . 设 f
2x + 1
3x( )- 2

= 2f（x）- 3x，求 f（x）.

3 . 求下列极限：

（1）lim
n→ �

cos
x
2

cos
x
22 ⋯cos

x
2( )n （x≠0）；

（2）lim
n→ �

［ 1 + 2 + 3 + ⋯ +槡 n - 1 + 2 + 3 + ⋯ +（n - 1槡 ）］；

（3）lim
n→ �

1 +
1
n

+
1
n( )2

n

；

（4）lim
x→0

［ln arctan（2x2）- ln（1 - cos x）］；

（5）lim
x→ + 0

1 - cos槡 x
x（1 - cos 槡x）

.

4 . 已知lim
x→0

1 + f（x）·sin 2槡 x - 1
e3x - 1

= 2，求lim
x→0

f（x）.

5 . 已知lim
x→0

ln 1 +
f（x）
sin[ ]x

2x - 1
= 3，求lim

x→0

f（x）

x2 .

6 . 证明 lim
n→ �

n
1

n2 +π
+

1
n2 + 2π

+ ⋯ +
1

n2 + n( )π
= 1.

7 .设 0 < x1 < 3，xn + 1 = xn（3 - xn槡 ）（n = 1，2，⋯），证明数列｛xn｝

的极限存在并求此极限 .

8 . 设 f（x）= lim
t→x

sin t
sin( )x

x
sin t - sin x

，求 f（x）的间断点并指出其类型 .

9 . 讨论 f（x）= lim
n→ �

x + x2 enx

1 + enx 的连续性 .
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10 . 已知 f（x）在［0，1］上是非负的连续函数，且 f（0）= f（1）= 0，证

明：对任意实数 a，只要 0 < a < 1，则在［0，1］上必存在一点ξ，使得

f（ξ）= f（ξ+ a）.

习题（A）答案

1 .（1）相同，定义域都是［1，+ � ］；

（2）不同，f（x）定义域为（1，+ � ），g（x）定义域为（- � ，- 2）∪
（1，+ � ）；

（3）不同，f（x）定义域为（- � ，+ � ），g（x）定义域为［- 1，1］.

2 . f［f（x）］= 1，定义域为（- � ，+ � ）.

3 .当 0 < a≤1 时，定义域为（2 + a，4 - a）；当 a > 1 时，无处有意

义 .提示：f（x）定义域为（2，4），f（x + a）与 f（x - a）定义域分别为

（2 - a，4 - a）与（2 + a，4 + a），所求定义域为其公共部分 .

4 . f［g（x）］=
（1 + x）2

x2 + 4x + 2
，定义域为 x≠ 槡- 2 ± 2 2且 x≠ - 1 .

g［f（x）］=
1

3 - x2 ，定义域为 x≠ 槡± 2且 x≠ 槡± 3 .

5 .（1）奇函数； （2）非奇非偶； （3）偶函数； （4）奇函数 .

6 .（1）y = 1 + log2 x，x > 0；

（2）f - 1（x）=

x + 1， x≤ - 1，

1 - x槡 2 ， - 1 < x < 0，

ex ， x≥
{

0 .

7 .（1）2； （2）
3
2

； （3）- 1；

（4）
1

1 - x
（| x | < 1），提示：分子、分母同乘以 1 - x .

8 .（1）1； （2）1，提示：分子有理化； （3）
2
π

，提示：令 1 - x = t；
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（4）
1
2

，提示：当 x→0 时， 1 + xsin槡 x - 1 ～ xsin x
2

，ex
2

- 1 ～ x2 ；

（5）1，提示：当 x→0 时，ex - etan x = etan x（ex - tan x - 1）～ etan x（x -

tan x）；

（6）e - 2a .

9 . a = 1，b = - 1 .

10 . a = 9，b = - 12 .

提示：原式 = lim
x→ + �

x 3 - a +
b
x

+
1
x槡( )2 = 2，所以

lim
x→ + �

3 - a +
b
x

+
1
x槡( )2 = 0，a = 9，代回原极限再分子有理化求 b .

11 .（1）1，提示：用夹逼准则

1 + 1 + ⋯ + 1
n ≤

1 +
n
槡2 + ⋯ +

n
槡n

n ≤
n
槡n +

n
槡n + ⋯ +

n
槡n

n
；

（2）当 a≥ b≥0 时，原式极限为 a，当 b > a≥0 时为 b，提示：当

a≥b≥0 时，a≤
n

an + b槡 n ≤
n

an + a槡 n ，用夹逼准则；当 b > a≥0 时类

似 .

12 .
1 + 1 + 4槡 a

2
. 提示：用准则 II，证单调增加，有上界槡a + 1 .

13 .1 . 提示：用准则 II，

xn + 1 - xn = xn（1 - xn）> 0，xn + 1 = 2xn - x2
n < 2xn < 2 .

14 .（1）a = - 2，b = 1，提示：sin 3x = sin（2x + x）= sin x（2cos2 x +

cos 2x），f（x）=
sin x（1 - 4cos3 x + cos x）

cos x
～ - 2x （x→0）；

（2）a =
3
5

，b = 1，提示：f（x）～ 3
5

x （x→0）.

15 . n = 2 .

16 .（1）x = 0 是第一类可去间断点，x = π
2

是第二类无穷间断点；

（2）x = 0 是第二类无穷间断点，x = 1 是第一类跳跃间断点 .

17 . 提示：设 f（x）= x2x - 1，在［0，1］上用零点定理 .
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18 .提 示：设 f（x）= x3 + x2 - 4x + 1，f（0）= 1，f（1）= - 1，

lim
x→ - �

f（x）= - � ，lim
x→ + �

f（x）= + � .

习题（B）答案

一、填空题

1.
1
2

.提示：f
1

槡2
+

1

槡( )2
= f

1

槡( )2
+ f

1

槡( )2
，而 f

1

槡2
+

1

槡( )2
= f（槡2）= 1.

2 .1 .

二、选择题

1 . C. 2 . D.

三、计算题

1 .φ（x）=
x + 1
x - 1

. 提示：令 x2 - 1 = t，则 f（t）= ln
1 + t
t - 1

，f［φ（x）］=

ln
1 +φ（x）

φ（x）- 1
= ln x，解出φ（x）.

2 . f（x）=
6x2 - 2x + 1

3x - 2
. 提示：令

2x + 1
3x - 2

= t，得 f（t）= 2f
2 t + 1
3t( )- 2

-

3
2 t + 1
3t - 2

，将 t 换成 x 与原方程联立即可解出 f（x）.

3 .（1）
sin x

x
，提示：分子、分母同乘以 2n sin

x
2n ；

（2）槡2
2

，提示：先求和，再分子有理化；

（3）e，提示：原式 = lim
n→ �

1 +
1 + n

n( )2

n
2

1 + n
·1 + n

n
；

（4）ln 4，提示：原式 = ln
arctan（2x2）

1 - cos x
，再用等价无穷小代换；

（5）
1
2

，提示：分子有理化，再用等价无穷小代换 .

4 .6 . 提示：当 x→0 时，
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1 + f（x）·sin 2槡 x - 1 ～ 1
2

f（x）·sin 2x，e3x - 1 ～ 3x .

5 .3ln 2 . 提示：x→0 时，ln 1 +
f（x）
sin[ ]x

～ f（x）
sin x

，2x - 1 ～ xln 2 .

6 . 提示：用夹逼准则 .

7 .
3
2

. 提示：用数学归纳法证｛xn｝有界，0 < xn = xn（3 - xn槡 ）≤

xn + 3 - xn

2
=

3
2

，再证｛xn｝单调增加，xn + 1 - xn = xn（3 - xn槡 ）- xn =

xn（3 - 2xn）

xn（3 - xn槡 ）+ xn

≥0，对 xn + 1 = xn（3 - xn槡 ）两端取极限即得结果 .

8 . x = 0 是第一类可去间断点；x = kπ（k = ± 1，± 2，⋯）是第二类

无穷间断点 . 提示：先求 f（x），再讨论极限 . f（x）= lim
t→x

e
x

sin t - sin xlnsin t
sin x

= lim
t→x

e
x

sin t - sin xln 1 + sin t - sin x
sin( )x = e lim

t→ x

x
sin t - sin x

·sin t - sin x
sin x = e

x
sin x .

9 . 在（- � ，+ � ）内连续 . 提示：先求 f（x）=
x， x < 0，

x2 ， x≥
{ 0 .

10 . 提示：在区间［0，1 - a］上，考查函数 F（x）= f（x）- f（x + a）.
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第二章 导数与微分

一、本章知识的作用与意义

微分学是高等数学的重要组成部分，在高等数学中占有重要的地

位 . 微分学的两个最主要的概念是导数与微分 . 导数反映函数相对于自

变量的瞬时变化率，微分给出了自变量有微小变化时函数的近似变化 .

一般常把求导的过程称为微分 . 我们可以利用导数求出函数的最大值

和最小值，预测和分析曲线的形状和特征，得出函数性态的结论 . 导数

和微分的概念内涵极其丰富，广泛应用于工程、科技、经济、医学、计算

机科学等许多领域 .

二、知识要点及思想方法

（一）导数的概念

1 . 导数的定义

设函数 f（x）在点 x0 的某邻域 U（x0 ，δ）内有定义，若极限 lim
Δx→0

Δy
Δx

= lim
Δx→0

f（x0 +Δx）- f（x0）

Δx
存在，则称 f（x）在 x0 处可导，此极限值称为

f（x）在点 x0 处的导数，记为 f'（x0），即

f'（x0）= lim
Δx→0

f（x0 +Δx）- f（x0）

Δx
.

注 ①导数定义还有其他不同的形式：

f'（x0）= lim
h→0

f（x0 + h）- f（x0）

h
，f'（x0）= lim

x→x0

f（x）- f（x0）

x - x0
.
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②设 f（x）在点 x0 处可导，如果当 h→时，lim
h→

u（h）= 0 且 u（h）

≠0，则

lim
h→

f（x0 + u（h）］- f（x0）

u（h）
= f'（x0）.

③函数 f（x）在任意一点 x 的导数为

f'（x）= lim
Δx→0

Δy
Δx

= lim
Δx→0

f（x +Δx）- f（x）

Δx
.

这里 x，Δx，Δy 虽然都是变量，但含义不同：x 和Δx 是两个独立

的变量，Δy 依赖 x 和Δx . 求极限的过程与Δx 有关，与 x 无关，这时

Δx 是变量，而 x 是常量 . 极限的结果 f'（x）与 x 有关，与Δx 无关，它

是 x 的函数，也称为导函数 .

④导数是函数相对于自变量的瞬时变化率，即 导 数 的 绝 对 值

| f'（x0）| 的大小反映的是函数值随自变量的变化而变化的快慢程度，

而导数值的正负反映的是函数值随自变量的变化而变化的方向是增加

还是减少 .

⑤若 f'（x0）= lim
Δx→0

f（x0 +Δx）- f（x0）

Δx
= � ，为方便起见也经常表

述为函数 f（x）在点 x = x0 处的导数为无穷大 .

2 . 左导数和右导数

f（x）在点 x0 处的左导数为：f' -（x0）= lim
h→0

-

f（x0 + h）- f（x0）

h
，

f（x）在点 x0 处的右导数为：f' +（x0）= lim
h→0

+

f（x0 + h）- f（x0）

h
，

f'（x0）存在 f' -（x0）和 f' +（x0）都存在且 f' -（x0）= f' +（x0）.

注 ①正确理解记号的含义：

f' -（x0）= lim
h→0

-

f（x0 + h）- f（x0）

h
与 f'（x -

0 ）= lim
x→x

-
0

f'（x），

f' +（x0）= lim
h→0

+

f（x0 + h）- f（x0）

h
与 f'（x +

0 ）= lim
x→x

+
0

f'（x）.

前者是 f（x）在点 x0 处的左、右导数，后者是导函数 f'（x）在点 x0
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处的左、右极限 .

②求分段函数在分段点处的导数时要用导数的定义 .

若 f（x）在区间（a，b）内每一点处都可导，则称 f（x）在（a，b）内可导 .

若 f（x）在区间（a，b）内每一点处都可导，且 f' +（a），f' -（b）存在，

则称 f（x）在［a，b］上可导 .

（二）导数的几何意义

当 f（x）在点 x0 处可导时，导数 f '（x0）表示曲线 y = f（x）在点

M0（x0 ，y0）（y0 = f（x0））处切线的斜率，即

f'（x0）= tanα，

其中，α为曲线 y = f（x）在点（x0 ，y0）处切线的倾角 .

曲线 y = f（x）在点 M0（x0 ，y0）处的切线方程为

y - y0 = f'（x0）（x - x0）.

曲线 y = f（x）在点 M0（x0 ，y0）处的法线方程为

y - y0 = -
1

f'（x0）
（x - x0） （f'（x0）≠0）.

若 f（x）在点 x0 处的导数为无穷大，则曲线 y = f（x）在点 M0（x0 ，

y0）处的切线垂直于 x 轴，为 x = x0 .

（三）求导公式

1 . 基本初等函数及双曲函数的求导公式

①（C）' = 0； ②（xμ）' =μxμ - 1 ；

③（ln x）' =
1
x

； ④（ex）' = ex ；

⑤（loga x）' =
1

xln a
； ⑥（ax）' = ax ln a；

⑦（sin x）' = cos x； ⑧（cos x）' = - sin x；

⑨（tan x）' = sec2 x； ⑩（cot x）' = - csc2 x；

瑏瑡（sec x）' = sec xtan x； 瑏瑢（csc x）' = - csc xcot x；

瑏瑣（arcsin x）' =
1

1 - x槡 2
； 瑏瑤（arccos x）' = -

1

1 - x槡 2
；
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瑏瑥（arctan x）' =
1

1 + x2 ； 瑏瑦（arccot x）' = -
1

1 + x2 ；

瑏瑧（sh x）' = ch x； 瑏瑨（ch x）' = sh x；

瑏瑩（th x）' =
1

ch2 x
； 瑐瑠（cth x）' = -

1
sh2 x

.

2 . 函数的和、差、积、商的导数

设 u = u（x），v = v（x）可导，C 为常数，则

（1）（u ± v）' = u' ± v' ； （2）（Cu）' = Cu' ；

（3）（uv）' = u' v + uv' ； （4）
u( )v

' =
u' v - uv'

v2 （v≠0）.

（四）函数的求导法则

1 . 复合函数的求导法则

设函数 u =φ（x）在点 x 处可导，而函数 y = f（u）在对应点 u 处可

导，则复合函数 y = f［φ（x）］在点 x 处也可导，且

d
dx

f［φ（x）］= f'（u）φ'（x），

即
dy
dx

=
dy
du

du
dx

.

对复合函数 y = f［φ（x）］求导时，要特别注意区别 y' 与 f'［φ（x）］

的含义，即 y' =
d（f［φ（x）］）

dx
，f'［φ（x）］= f'（u）| u =φ（x）. 前者是对复合

函数的自变量 x 求导，后者是对复合函数的中间变量求导 .

对多层的复合函数求导，关键是正确理解函数结构，函数是由哪些

基本初等函数构成，怎样构成，要从外层开始至内层，先用导数的四则

运算法则和复合函数的求导法则，再用基本求导公式逐层来求，注意不

要漏层 .

2 . 反函数的求导法则

若函数 x =φ（y）在区间 Iy 内单调可导，且φ'（y）≠0，则它的反函

数 y = f（x）在对应区间 Ix 内也可导，且有

f'（x）=
1

φ'（y）
，即

dy
dx

=
1

dx
dy

.
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3 . 隐函数的求导法则

设函数 y = y（x）是由方程 f（x，y）= 0 所确定的隐函数，将恒等式

F［x，y（x）］≡0 两端对 x 求导（注意：y = y（x）是 x 的函数），得

d
dx

F［x，y（x）］= 0，

从上式中解出
dy
dx

即可 .

注 ①隐函数求导时，导数
dy
dx

表达式中可以含 y .

②也可以利用微分形式不变性，对方程两端求微分 dF（x，y）= 0，

得到关于 dx、dy 满足的等式，解出
dy
dx

即可 .

4 . 取对数求导法

若函数是由乘、除、乘方、开方多次运算得到（乘积或商的因子较

多），或者是幂指函数，求导时采用取对数求导法可以简化计算 .

设函数 y = f（x）可导，且 f'（x）≠0，则

ln | y | = ln | f（x）| ，

上式两边对 x 求导，得

1
y

dy
dx

=
d

dx
［ln | f（x）| ］，

即 f'（x）= f（x）
d

dx
［ln | f（x）| ］.

设幂指函数 y = u（x）v（x），且 u（x）> 0 可导，则

ln y = v（x）ln［u（x）］.

上式两边对 x 求导，得

1
y

y' = v'（x）ln u（x）+ v（x）
u'（x）
u（x）

，

即 y' = u（x）v（x） v'（x）ln u（x）+ v（x）
u'（x）
u（x[ ]）

.

注 ①取对数求导法是将显函数隐化后求导，导数结果只能含 x .

②幂指函数也可表示为 y = ev（x）ln u（x），利用复合函数求导法则求

导 .
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5 . 由参数方程确定的函数的求导法则

设
x =φ（t），

y =ψ（t{ ），
x =φ（t），y =ψ（t）对 t 均可导，且φ'（t）≠0，则

dy
dx

=ψ'（t）

φ'（t）
.

注
dy
dx

是用参数 t 表示的，是关于 t 的函数 .

（五）高阶导数

①定义：设 f（x）在区间 I 内存在 n - 1 阶导数 f（n - 1）（x），且

lim
Δx→0

f（n - 1）（x +Δx）- f（n - 1）（x）

Δx

存在，则称此极限值为 f（x）在区间 I 上的 n 阶导数，记为 f（n）（x）或

dny
dxn .

二阶及二阶以上的导数统称为高阶导数 .

②求由方程 F（x，y）= 0 所确定的隐函数 y = y（x）的高阶导数时，

如求
d2 y
dx2 时，

d2 y
dx2 的结果可以含 y，但不能含

dy
dx

，依此类推 .

③求由参数方程
x =φ（t），

y =ψ（t{ ）
确定的函数 y = f（x）的二阶导数

d2 y
dx2

时，若 x =φ（t），y =ψ（t）在区间 I 上二阶可导，且φ'（t）≠0，则

d2 y
dx2 =

d
dx

dy
d( )x

=
d
dt

ψ'（t）

φ'（t( )）
dt
dx

=ψ"（t）φ'（t）- ψ'（t）φ"（t）
［φ'（t）］3 .

具体计算时不要死记公式 . 可以先求 y' =
dy
dx

=ψ'（t）

φ'（t）
，再求

dy'
dt

和

dx
dt

，最后求出

d2 y
dx2 =

dy'
dt
dx
dt

.
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④求函数的 n 阶导数时，首先要理解高阶导数的概念

f（n）（x）=［f（n - 1）（x）］' ，或
dny
dxn =

d
dx

dn - 1 y
dxn( )- 1 .

最好记住一些简单函数的 n 阶导数公式：

（ax）（n） = ax（ln a）n ；

（eax）（n） = an eax ；

（loga x）（n） =（- 1）n - 1（n - 1）！

xn ln a
；

1( )x

（n）

=
（- 1）nn！

xn + 1 ；

（sin x）（n） = sin x +
nπ( )2

；

（cos x）（n） = cos x +
nπ( )2

.

还有求乘积函数高阶导数的莱布尼茨公式：若 u = u（x），v = v（x）均 n

阶可导，则

（uv）（n） =∑
n

k = 0

Ck
n u（n - k）v（k），

其中 u（0） = u，v（0） = v.

（六）微分

1 . 微分定义

设函数 y = f（x）在点 x 的某邻域 U（x，δ）内有定义，且

Δy = f（x +Δx）- f（x）= A（x）Δx + o（Δx），

则称 f（x）在点 x 处可微，A（x）Δx 称为 y = f（x）在点 x 处的微分，记为

dy 或 df（x），即

dy = df（x）= A（x）Δx .

2 . 微分的性质及运算公式

①函数 f（x）在点 x 处可微的充分必要条件是 f（x）在点 x 处可导 .

②设 y = f（x）在点 x 处可导，则必有 dy = f'（x）dx .

③设 u = u（x），v = v（x）可微，C 为常数，则

d（u ± v）= du ± dv； d（Cu）= Cdu；
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d（uv）= vdu + udv； d
u( )v

=
vdu - udv

v2 （v≠0）.

④设 f（u）可导，则 df（u）= f'（u）du，其中 u 不论是自变量还是中

间变量，以上微分形式都保持不变，称为微分形式不变性 .

3 . 函数 f（x）在一点有定义、有极限、连续、可导、可微的关系

可微可导→ 连续 →
有极限

→
有定义

4 . 函数 f（x）的微分与导数的区别和联系

导数与微分是由不同问题引出来的两个不同概念 . 导数 f'（x）反

映了函数 y 在点 x 处随自变量变化而变化的快慢程度；微分 dy =

f'（x）Δx 则是自变量在点 x 处有增量Δx 时，函数增量Δy 的近似表

示，即Δy 的线性主部 . f'（x）只与点 x 有关，而微分 dy = f'（x）Δx 不

仅与 x 有关，而且与Δx 有关 .

从几何意义上看，导数 f'（x0）是曲线 y = f（x）在点（x0 ，f（x0））处

的切线斜率，而微分 dy = f'（x0）Δx 则是曲线 y = f（x）过点（x0 ，f（x0））

的切线 L 在点 x0 处纵坐标相应于Δx 的增量，见图 2 .1 .

图 2.1

从功能上说，导数多用于研究函数的性态，而微分多用于近似计

算 .当函数 y = f（x）的自变量在点 x0 处发生微小变化时，用函数 y =

f（x）在点 x0 处切线纵坐标的增量 dy 来估计函数 y = f（x）在点 x0 处

的增量Δy，见图 2 .1 .
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导数与微分有密切的联系：f（x）在点 x 处可导是可微的充分必要

条件，即可微与可导是等价的，且 dy = f'（x）dx .

（七）主要的思想方法

1 . 微分的思想

在导数与微分的概念中充分体现了“以直代曲”（在局部）的微分思

想 . 这是微积分的一个基本思想，理解好这一思想对学习基本概念、基

本理论、基本计算方法以及应用大有益处 .

2 . 数形结合的思想

学习导数与微分概念时，讨论了它们的几何意义，以进一步理解这

两个概念 . 通过几何图形直观理解概念以及定理的证明等内容是高等

数学常用的方法，这是抽象思维与形象思维的结合，在学习中应予以注

意 .

3 . 极限的思想

导数概念的引入与定义深刻体现了极限的思想 .

4 . 逻辑思维方法

归纳法、分类法等逻辑思维方法在本章有充分的体现，理解和掌握

这些方法有助于良好理性思维的形成 .

三、解题研究

（一）导数概念与性质

1 . 利用导数定义求导数

例 1 设 f（x）=
x2 sin

1
x

， x≠0，

0， x = 0
{

，

讨论 f（x）在点 x = 0 处的可

导性 .

解 因为lim
x→0

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

x2 sin
1
x

- 0

x - 0
= lim

x→0
xsin

1
x

= 0，

所以 f（x）在点 x = 0 处可导，且 f'（0）= 0.
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例 2 设 f（x）=
sin x， x < 0，

x， x≥0{ ，
求 f'（x）.

解 当 x < 0 时，f'（x）=（sin x）' = cos x，

当 x > 0 时，f'（x）=（x）' = 1 .

又 f' -（0）= lim
x→0

-

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

-

sin x - 0
x - 0

= 1，

f' +（0）= lim
x→0

+

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

+

x - 0
x - 0

= 1，

从而 f'（0）= 1，于是 f'（x）=
cos x， x < 0，

1， x≥{ 0 .

例 3 设 f（x）在点 x = 1 处连续，且lim
x→1

f（x）
x - 1

= 2，求 f'（1）.

解 因为 f（x）在点 x = 1 处连续，所以

f（1）= lim
x→1

（x - 1）·
f（x）
x - 1

= lim
x→1

（x - 1）·lim
x→1

f（x）
x - 1

= 0，

故 f'（1）= lim
x→1

f（x）- f（1）
x - 1

= lim
x→1

f（x）
x - 1

= 2.

注 求分段函数在分段点处的导数时要用导数的定义 . 当分段函

数在分段点两侧表达式不同时，要用 f'（x0）存在 f' - （x0）= f' +（x0）

来求 . 当不知道 f'（x0）是否存在时，要用导数的定义来求 f'（x0）.

例 4 设 lim
x→0

f（sin x）- f（0）
sin x

= a，lim
x→1

g（ln x）- g（0）
ln x

= b，

lim
x→0

φ（| sin x |）- φ（0）
| sin x |

= c，则 a = f'（0），b = g'（0），c =φ' +（0）.

注 由于不知道φ'（0）是否存在，在 x→0 的过程中，| sin x | 始终

保持正号，因此只能得到 c =φ' +（0）.

2 . 导数的几何意义

例 5 若直线 y = 2x + b 是抛物线 y = x2 在某点处的法线，求 b .

解 在抛物线 y = x2 某点（x0 ，x2
0）处的法线方程为

y - x2
0 = -

（x - x0）

2x0

，

25 高等数学思想方法与解题研究



与 y = 2x + b 比较，则有

-
1

2x0
= 2，

b =
1
2

+ x2
0

{
，

解之得 b =
9
16

.

3 . 函数的连续性、可导性及其他

例 6 f（x）=
xsin

1
x

， x≠0，

0， x = 0
{

，

在点 x = 0 处（ ）.

（A）连续且可导 （B）连续不可导

（C）不连续 （D）不仅可导，导数也连续

分析 此题可以由简到繁逐项判断，先看连续性，由

lim
x→0

f（x）= lim
x→0

xsin
1
x

= 0 = f（0）

可知 f（x）在点 x = 0 处连续 . 再看可导性，由于

lim
x→0

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

xsin
1
x

- 0

x - 0
= lim

x→0
sin

1
x

不存在，故只有选项（B）正确 .

例 7 设 f（x）=
eax ， x < 0，

b + sin 2x， x≥0{ ，
问 a、b 取何值时 f（x）在

点 x = 0 处可导？

分析 讨论分段函数在分段点处的导数时，一般先讨论函数在分

段点处的连续性，再讨论其可导性，而且要用定义讨论 . 当分段点两侧

函数表达式不同时，要讨论左、右导数 .

解 若 f（x）在点 x = 0 处可导，则必有

f（0 + 0）= f（0 - 0）= f（0），且 f' +（0）= f' -（0），

可得 lim
x→0

+
（b + sin 2x）= lim

x→0
-

eax = 1，即 b = 1.

且 lim
x→0

+

（1 + sin 2x）- 1
x - 0

= lim
x→0

-

eax - 1
x - 0

，即 a = 2 .
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因此，当 a = 2，b = 1 时，f（x）在点 x = 0 处可导，且 f'（0）= 2.

例 8 证明可导偶函数的导数为奇函数 .

证法 1 利用导数定义 .

设 f（x）可导且 f（- x）= f（x），有

f'（- x）= lim
Δx→0

f（- x +Δx）- f（- x）

Δx

= lim
Δx→0

f［- （x - Δx）］- f（- x）

Δx

= lim
Δx→0

f（x - Δx）- f（x）

Δx

= - f'（x）.

由此可得 f'（x）为奇函数 .

证法 2 利用求导法则 .

设 f（x）可导且 f（- x）= f（x），该式两边对 x 求导，得

f'（- x）·（- 1）= f'（x），即 f'（- x）= - f'（x）.

由此可得 f'（x）为奇函数 .

例 9 设 f（x）= x（x - 1）（x - 2）（x - 3）⋯（x - 10），求 f'（0）= 0.

解法 1 用导数定义求 f'（0）. 这里 f（0）= 0，

f'（0）= lim
x→0

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

x（x - 1）（x - 2）（x - 3）⋯（x - 10）- 0
x - 0

= lim
x→0

（x - 1）（x - 2）（x - 3）⋯（x - 10）

= 10！.

解法 2 用乘积的导数公式求 f'（0）.

f'（x）=（x）'［（x - 1）（x - 2）⋯（x - 10）］+ x［（x - 1）（x - 2）

⋯（x - 10）］'

=［（x - 1）（x - 2）⋯（x - 10）］+ x［（x - 1）（x - 2）⋯（x

- 10）］' ，

故 f'（0）=（- 1）（- 2）（- 3）⋯（- 10）= 10！.
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（二）导数的求法

1 . 函数求导

例 10 y = ln
1 - x

arccos槡 x
，求 y'（0）.

解 在 x = 0 的 充 分 小 邻 域 内，函 数 化 为 y =
1
2

［ln（1 - x）

- ln arccos x］再求导，

y' =
1
2

- 1
1 - x

-
1

arccos x
- 1

1 - x槡( )2

=
1
2

1
x - 1

+
1

arccos x
1

1 - x槡( )2
，

得 y'（0）=
1
π

-
1
2

.

注 求导数以前先化简，以简化导数运算 .

2 . 复合函数的导数

例 11 设 f（x）可导，y = f（sin2 x）+ f（cos2 x），求 y' .

解 y' = f'（sin2 x）（sin2 x）' + f'（cos2 x）（cos2 x）'

= f'（sin2 x）2sin xcos x + f'（cos2 x）（- 2sin xcos x）

= sin 2x［f'（sin2 x）- f'（cos2 x）］.

例 12 设 f"（x）存在，y = f（x2），求
d2 y
dx2 .

解
dy
dx

= f'（x2）（x2）' = 2xf'（x2），

d2 y
dx2 =（2x）' f'（x2）+ 2x［f'（x2）］'

= 2f'（x2）+ 2xf"（x2）（x2）'

= 2f'（x2）+ 4x2 f"（x2）.

注 f'（x2）是将 x2 视为一个整体变量的导数，类似 f"（x2）是将

x2 视为一个整体变量的二阶导数 .

例 13 求函数 y =
5
（x - 5）3

5
x2槡槡 + 2

的导数 .
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解 对函数两边先取绝对值再取对数，得

ln | y | =
1
5

3ln | x - 5 | -
1
5

ln（x2 + 2[ ]） ，

两端对 x 求导得

y'
y

=
1
5

3
x - 5

-
2x

5（x2 + 2[ ]）
.

故 y' =
1
5

5
（x - 5）3

5
x2槡槡 + 2

3
x - 5

-
2x

5（x2 + 2[ ]）
.

例 14 求函数 y =（1 + x2）sin x 的导数 .

解 对函数两边取对数，得

ln y = sin xln（1 + x2），

两端对 x 求导得

y'
y

= cos xln（1 + x2）+
2xsin x
1 + x2 .

故 y' =（1 + x2）sin x cos xln（1 + x2）+
2xsin x
1 + x[ ]2 .

3 . 隐函数的导数

例 15 设 y = y（x）由方程 ex + xy = 0 所确定，求
d2 y
dx2 .

解 方程 ex + xy = 0 两边对 x 求导，得

ex + y + xy' = 0， （1）

故 y' = -
ex + y

x
.

（1）式两边再对 x 求导，得

ex + y' + y' + xy" = 0，

故 y" = -
ex + 2y'

x
= -

xex - 2ex - 2y
x2 .

例 16 设 y = y（x）由方程 xy + ln y = 1 所确定，求 y"（0）.

解 方程 xy + ln y = 1 两边对 x 求导，得

y + xy' +
1
y

y' = 0， （1）
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（1）式两边再对 x 求导，得

2y' + xy" +
1
y

y" -
1
y2（y' ）2 = 0，

x +
1( )y

y" + 2y' -
1
y2（y' ）2 = 0 . （2）

将 x = 0 代入原方程得 y = e，再代入（1）式得 y'（0）= - e2 ，最后都

分别代入（2）式，即得

y"（0）= 3e3 .

注 求 y"（0）时不用从（2）式解出 y"，可以直接将 x = 0，y = e，

y'（0）= - e2 分别代入（2）式，这样计算简单 .

4 . 参数方程求导

例 17 设
x = ln 1 + t槡 2 ，

y = arctan t
{

，
求

d2 y
dx2 .

解 y' =
dy
dx

=

1
1 + t2

1
2

2t
1 + t2

=
1
t

，又
dy'
dt

= -
1
t2 ，

dx
dt

=
t

1 + t2 ，

故
d2 y
dx2 =

dy'
dt
dx
dt

= -
1 + t2

t3 .

例 18 求曲线
x = 3t2 + 2t + 3，

ey sin t - y{ + 1 = 0
在 t = 0 相应点处的切线方程 .

解 曲线方程两端对 t 求导，得

dx
dt

= 6t + 2，

ey·
dy
dt

·sin t + ey cos t -
dy
dt

= 0{ ，

即

dx
dt

= 6t + 2，

dy
dt

=
ey cos t

1 - ey sin t
{ ，
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从而
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
ey cos t

（6t + 2）（1 - ey sin t）
.

当 t = 0 时，x（0）= 3，y（0）= 1，代入上式得 y'（0）=
e
2

，则曲线在

t = 0 相应点（3，1）处的切线方程为

y - 1 =
e
2
（x - 3），

即 y =
e
2

x + 1 -
3
2

e.

5 . 高阶导数

例 19 设 f（x）= sin4 x - cos4 x，求 f（n）（x）.

解 f（x）= sin4 x - cos4 x =（sin2 x + cos2 x）（sin2 x - cos2 x）

= - cos 2x，

从而

f'（x）= - 2cos 2x + π( )2
；

f"（x）= - 22 cos 2x + 2·π( )2
；

⋯⋯

f（n）（x）= - 2n cos 2x + n·π( )2
.

注 将 f（x）变形使得逐次求导后便于归纳 f（n）（x）的表达式 .

例 20 已知 y = x2 sin 2x，求 y（50）.

解 y（50） =∑
50

k = 0

Ck
50（sin 2x）50 - k（x2）（k）

= x2·250·sin 2x + π
2

·( )50 + 50·2x·249·sin 2x + π
2

·( )49

+
50·49

2
·2·248·sin 2x + π

2
·( )48

= 250 - x2 sin 2x + 50xcos 2x +
1 225

2
sin 2( )x .
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6 . 微分

例 21 利用一阶微分形式不变性求函数 y = e - x
2

cos（3 - x）的微

分 .

解 dy = d（e - x
2

）·cos（3 - x）+ e - x
2

·d［cos（3 - x）］

= cos（3 - x）·e - x
2

d（- x2）- e - x
2

·sin（3 - x）d［（3 - x）］

= e - x
2

cos（3 - x）（- 2x）dx + e - x
2

·sin（3 - x）dx

= e - x
2

［- 2xcos（3 - x）+ sin（3 - x）］dx .

例 22 设 y = sin2 1 - ln x( )x
，求

dy
dx

.

解法 1 利用一阶微分形式的不变性 .

dy = dsin2 1 - ln x( )x

= 2sin
1 - ln x( )x

dsin
1 - ln x( )x

= 2sin
1 - ln x( )x

cos
1 - ln x( )x

d
1 - ln x( )x

=
ln x - 2

x2 sin 2
1 - ln x( )x

dx，

所以
dy
dx

=
ln x - 2

x2 sin 2
1 - ln x( )x

.

解法 2 利用复合函数求导法则 .

dy
dx

= sin2 1 - ln x( )[ ]x
'

= 2sin
1 - ln x( )x

sin
1 - ln x( )[ ]x

'

= 2sin
1 - ln x( )x

cos
1 - ln x( )x

1 - ln x[ ]x
'

=
ln x - 2

x2 sin 2
1 - ln x( )x

.

例 23 若φ'（x）存在，y =φ（sec2 x）+
3

1 +
3
槡槡 x，求 dy 与 y' .

解 dy = d［φ（sec2 x）+
3

1 +
3
槡槡 x］

= dφ（sec2 x）+ d
3

1 +
3
槡槡 x

95第二章 导数与微分



=φ'（sec2 x）d（sec2 x）+
1
3
（1 +

3
槡x）- 2

3 d（1 +
3
槡x）

= 2φ'（sec2 x）sec2 xtan xdx +
1
3
（1 +

3
槡x）- 2

3
1
3

x - 2
3 dx

= 2φ'（sec2 x）sec2 xtan x +
1
9
［（1 +

3
槡x）x］-{ }2

3 dx，

所以 y' = 2φ'（sec2 x）sec2 xtan x +
1
9
［（1 +

3
槡x）x］- 2

3 .

例 24 设有一个球体的半径在以 10 cm/s 的速度增长，求半径为

10 cm 时，此球的体积和表面积的增长速度 .
解 由于球半径 r 是时间 t 的函数，因此球体积 V 与球表面积 S

也都是 t 的函数 . 由 V=
4
3πr3 及 S = 4πr2 ，可得

dV
dt

= 4πr2 dr
dt

，
dS
dt

= 8πr
dr
dt

.

由题意知
dr
dt

= 10 cm/s，故当 r = 10 cm 时，

dV
dt r = 10

= 4π× 102 × 10 = 12 566.4 cm3 /s；

dS
dt r = 10

= 8π× 10 × 10 = 2 513.3 cm2 /s .

例 25 证明当 | x | 较小时，有近似公式
n

1 +槡 x≈1 +
1
n

x 成立，并利

用公式计算
3
槡996 .

证明 当 | x | 较小时，有近似公式 f（x）≈ f（0）+ f'（0）x .

令 f（x）=
n

1 +槡 x，则 f（0）= 1，f'（0）=
1
n
（1 + x）

1
n - 1 | x = 0 =

1
n

，代

入上面近似公式得

n
1 +槡 x≈1 +

1
n

x .

3
槡996 =

3
槡1 000 - 4 =

3

1 000 1 -
4( )槡 1 000

= 10
3

1 -
4槡 1 000

= 10 1 -
1
3

×
4( )1 000 ≈9.987 .
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四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 .函数 f（x）在点 x = x0 处连续是 f（x）在点 x = x0 处可导的

条件 .

2 . 设 f（x）在点 x = x0 处可 导，则 lim
h→0

f（x0 + 2h）- f（x0 - h）

h
=

.

3 . 曲线 y = x - ex 上，点 处的切线与 x 轴平行，切线方程

为 .

4 . 设 f（x）= a0 xn + a1 xn - 1 + ⋯ + an ，则 f'（0）= .

5 . d ln
1

1 + x( )2 = d（1 + x2）.

二、选择题

1 .设 f（x）在点 x = 2 处可导且 f'（2）= 1，则 lim
h→0

f（2 - h）- f（2）
2h

=

（ ）.

（A）-
1
2

（B）
1
2

（C）2 （D）- 2

2 . 设函数
x = a（t - sin t），

y = a（1 - cos t{ ），
则

d2 y
dx2 =（ ）.

（A）
1

4a sin4 t
2

（B）-
1

4a sin4 t
2

（C）-
1

2a sin2 t
2

（D）
1

sin4 t
2

3 . 设 f（x）为可微函数，则在点 x 处，当Δx→0 时，Δy - dy 是关于

Δx 的（ ）.

（A）同阶无穷小 （B）低阶无穷小
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（C）高阶无穷小 （D）等价无穷小

三、计算题

1 . 设 y = ln（x + a2 + x槡 2），求 y' .

2 . 设 f（x）可导，y = f（ax）af（x），求 y' .

3 . 设 f'（cos x）= cos 2x，求 f"（x）.

4 . 求
d

d（x3）
（x3 - 5x6 - x9）.

5 . 设 x2 + xy - 2y2 = 2x，求
dy
dx

.

6 . 设 y = xex ，求 y（n）.

7 . 求 y = ln（2x + 1）+ x2 在点 x = - 1 处的微分 .

习题（B）

一、填空题

1 .函数 f（x）在点 x = x0 处可导是 f（x）在点 x = x0 处可微的

条件 .

2 . 设 f'（x0）= - 1，则lim
x→0

x
f（x0 - 2x）- f（x0 - x）

= .

3 . 曲线 y = x -
1
x

与 x 轴正半轴的交点是 ，该点的切线方

程为 .

4 . 已知 y = f
3x - 2
3x( )+ 2

，f'（x）= arctan x2 ，则
dy
dx x = 0

= .

5 . d（sin2 x）= d（槡x）.

二、选择题

1 . 设 f（x）=
2
3

x2 ， x≤1，

x2 ， x > 1
{

，

则 f（x）在点 x = 1 处（ ）.

（A）左、右导数都存在

（B）左导数存在，但右导数不存在
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（C）右导数存在，但左导数不存在

（D）左、右导数都不存在

2 . 设lim
x→0

f（ 1 - cos槡 x）- f（0）

1 - cos槡 x
= C，则 C =（ ）.

（A）0 （B）f'（0） （C）f' +（0） （D）f' -（0）

3 . 设函数 y = x -
1
2

sin x，则
dx
dy

=（ ）.

（A）1 -
1
2

cos y （B）1 -
1
2

cos x （C）1 -
1
2

sin x （D）
2

2 - cos x

4 .设 f（x）= 3x3 + x2 | x | ，则使 f（n）（0）存在的 最 高 阶 数 n 是

（ ）.

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3

三、计算题

1 . 设 y = xa
a

+ ax
a

+ aa
x

（a > 0），求
dy
dx

.

2 . y = sin x3 ，求
dy

d（x2）
.

3 . 设 y = f［xφ（x）］，其中 f（x）、φ（x）有二阶导数，求 y" .

4 . 设 y =
arcsin x

1 - x槡 2
+

1
2

ln
1 - x
1 +( )x

，求 dy .

5 . 设 y =（ln x）x ，求 y" .

6 . 设 y = cos2 x，求 y（n）.

7 . 设 f（x）=
sin x

x
- 1， x < 0，

ln（1 + x）- xcos x， x≥0
{

，

讨论 f（x）的连续区间与

可导范围，并求 f'（x）.

习题（A）答案

一、填空题

1 . 必要 . 2 .3 f'（x0）. 3 .（0，- 1），y = - 1 . 4 . an - 1 .

36第二章 导数与微分



5 . -
1

1 + x2 .

二、选择题

1 . A. 2 . B. 3 . C.

三、计算题

1 .
1

a2 + x槡 2
. 2 . af（x）ln a［axf'（ax）+ f'（x）f（ax）］.

3 .4x，| x |≤1 . 4 .1 - 10x3 - 3x6 . 5 .
2 - 2x - y

x - 4y
.

6 .（x + n）ex . 7 . - 4dx .

习题（B）答案

一、填空题

1 . 充要 . 2 .1 . 3 .（1，0），y = 2（x - 1）. 4 .
3π
4

.

5 .2槡xsin（2x）.

二、选择题

1 . B. 2 . C. 3 . D. 4 . C.

三、计算题

1 . aa xa
a

- 1 + axa - 1 ax
a

ln a + aa
x

+ x ln2 a . 2 .
3
2

xcos x3 .

3 .［φ（x）+ xφ'（x）］2 f"［xφ（x）］+［2φ'（x）+ xφ"（x）］f'［xφ（x）］.

4 .
xarcsin x

（1 - x2）3 /2 dx . 5 .
e（2e - 3）

4
. 6 .2n - 1 cos 2x +

nπ( )2
.

7 .（- � ，+ � ），（- � ，+ � ），

f'（x）=

xcos x - sin x
x2 ，x < 0，

1
1 + x

- cos x + xsin x，x≥
{

0 .
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第三章 中值定理与导数的应用

一、本章知识的作用与意义

导数是刻画函数在一点处变化率的数学模型，它反映了函数在一

点处的局部变化性态 . 但在理论和实际应用中，常常需要把握函数在某

区间的整体性质与该区间内某点处导数之间的关系，中值定理正是联

系函数局部性质与整体性质的“桥梁”. 因此，利用中值定理，可以根据

函数的局部性质来推断函数的整体性质 . 由于这些性质都与自变量在

所给区间内的某个中间值有关，因此被统称为中值定理 . 利用中值定

理，可以根据导数符号分析函数的性质及其图形，即曲线变化的各种特

征，如函数的单调性、极值、最值及曲线的凹凸性等 .

以中值定理为理论基础，以导数为工具，还给出了一种求未定式极

限的方法———洛必达法则；中值定理还解决了函数近似表达式和近似

计算等问题；在一些最优化理论中，很多实际问题都可以转化为求某个

函数的最值 . 因此，应用中值定理往往可以使许多实际问题迎刃而解，

如“历史上行星和彗星围绕太阳旋转的轨道都是圆锥曲线”这一著名论

断就是依靠中值定理及微分法根据有关的物理定律而得出的结论 .

中值定理不仅可以解决实际问题，而且是微分学自身发展的理论

基础，正是由于这一重要性，中值定理又称为微分基本定理，它揭示了

可导函数更深刻的性质 .
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二、知识要点及思想方法

（一）中值定理

1 . 罗尔定理

设函数 f（x）满足：①在闭区间［a，b］上连续，②在开区间（a，b）内

可导，③ f（a）= f（b），则至少存在一点ξ∈（a，b），使得 f'（ξ）= 0.

注 ①罗尔定理的三个条件只是充分条件，不是必要条件，这三个

条件不完全满足时，结论也有可能成立 . 但这三个条件都是不可缺的，

缺了其中一个，结论就可能不成立 . 例如：函数 f（x）=
x，0≤x < 1，

0，x{ = 1
不

满足条件①，定理结论不成立；函数 f（x）= | x | ，x∈［- 1，1］不满足条

件②，定理结论不成立；函数 f（x）= x，x∈［0，1］不满足条件③，定理结

论不成立 .

②罗尔定理中函数 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导这两个

条件不能用在［a，b］上可导一个条件来代替，因为这样包含了函数

f（x）在区间端点 a 的右导数 f' +（a）与 b 的左导数 f' -（b）也都存在，条

件被加强，定理适用的范围被缩小 . 例如，f（x）= 1 - x槡 2 在［- 1，1］上

连续，在（- 1，1）内可导，且 f（- 1）= f（1）= 0，满足罗尔定理的三个条

件，于是在（- 1，1）内至少存在一点ξ，使 f '（ξ）= -
x

1 - x槡 2 x =ξ
=

- ξ
1 -ξ槡 2

= 0 . 解得ξ= 0∈（- 1，1）. 但 f（x）= 1 - x槡 2 在 x = ± 1 处

f'（x）都不存在 .

③罗尔定理研究的是导函数方程 f'（x）= 0 的根的存在性问题 .

2 . 拉格朗日中值定理

如果函数 f（x）满足：①在闭区间［a，b］上连续，②在开区间（a，b）

内可导，那么，至少存在一点ξ∈（a，b），使得 f'（ξ）=
f（b）- f（a）

b - a
，或

f（b）- f（a）= f'（ξ）（b - a）.
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注 拉格朗日中值定理有如下几种常见形式 .

①Δy = f（x +Δx）- f（x）= f'（x +θΔx）Δx，θ∈（0，1），这个公式

与微分不同，它给出了函数增量与其导数关系的精确表达式，所以拉格

朗日中值定理也称为有限增量定理 .

② f（x）- f（x0）= f'［x0 +θ（x - x0）］（x - x0），θ∈（0，1）.

3 . 柯西中值定理

设函数 f（x）、F（x）满足条件：①在闭区间［a，b］上连续，②在开区

间（a，b）内可导，③F'（x）≠0，x∈（a，b），则至少存在一点ξ∈（a，

b），使得
f'（ξ）
F'（ξ）

=
f（b）- f（a）

F（b）- F（a）
.

注 ①证明柯西中值定理时，若对 f（x），F（x）分别用拉格朗日中

值定理得到 f（b）- f（a）= f'（ξ）（b - a），F（b）- F（a）= F'（ξ）（b -

a），两式相除得
f（b）- f（a）

F（b）- F（a）
=

f'（ξ）
F'（ξ）

，这是错误的，其错误在于对

f（x），F（x）应用拉格朗日中值定理时，所得的ξ未必是同一个ξ，即应

有 f（b）- f（a）= f'（ξ1）（b - a），F（b）- F（a）= F'（ξ2）（b - a），两式

相除得
f（b）- f（a）
F（b）- f（a）

=
f'（ξ1）

F'（ξ2）
，不是柯西中值定理的结论 .

②罗尔定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理的中值点是开区间

内的某一点，而非区间内的任意点或指定一点，换言之，这三个中值定

理都仅“定性”地指出了中值点的存在性，而非“定量”地指明其具体数

值 .

4 . 泰勒中值定理

设函数 f（x）在含 x0 的某个开区间（a，b）内具有直到（n + 1）阶的

导数，则对任一 x∈（a，b），有

f（x）= f（x0）+ f'（x0）（x - x0）+
f"（x0）

2！
（x - x0）

2 + ⋯ +

f（n）（x0）

n！
（x - x0）

n + Rn（x），

其中
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Rn（x）=
f（n + 1）（ξ）

（n + 1）！
（x - x0）

n + 1 ，

ξ是介于 x 与 x0 之间的某个值 . 常称 Rn（x）为拉格朗日型余项 .

最常用到的是 x0 = 0 的情形，这时的泰勒公式也称为麦克劳林公

式 . 带有拉格朗日型余项的麦克劳林公式是

f（x）= f（0）+
f'（0）

1！
x +

f"（0）
2！

x2 + ⋯ +
f（n）（0）

n！
xn +

f（n + 1）（θx）
（n + 1）！

xn + 1 （0 <θ< 1）.

注 ①用一次线性函数计算函数值的近似计算公式：f（x）≈ f（x0）

+ f'（x0）（x - x0）. 这个公式的思想是“以直代曲”，它计算简单（一次函

数），但精度不高，而且没给出误差估计，仅知道当 x→ x0 时其误差是

比（x - x0）高阶的无穷小，显然不能够满足近似计算对误差的要求 . 泰

勒中值定理提供了用多项式逼近函数的一条途径，并且可以估计误差，

从而在理论上和应用中起着重要的作用 .

②Rn（x）又常记作 o（（x - x0）
n），称为佩亚诺型余项 . 当 f（n + 1）（x）

是有界函数时，用拉格朗日型余项可以估计误差：若 | f（n）（x）| ≤M（M

为常数，n = 1，2，⋯），则 | Rn（x）| ≤
M

（n + 1）！
（x - x0）

n + 1 . 因此，带拉格

朗日型余项的泰勒公式常用来进行近似计算，而带佩亚诺型余项的泰

勒公式则常用于求函数极限等 .

③常见初等函数的麦克劳林展开式：

ex = 1 + x +
1

2！
x2 +

1
3！

x3 + ⋯ +
1
n！

xn +
eξ

（n + 1）！
xn + 1 ；

sin x = x -
1

3！
x3 +

1
5！

x5 - ⋯ +（- 1）n + 1 1
（2n - 1）！

x2n - 1 +

（- 1）n
sin ξ+ π( )2
（2n + 1）！

x2n + 1 ；

cos x = 1 -
1

2！
x2 +

1
4！

x4 - ⋯ +（- 1）n 1
（2n）！

x2n

86 高等数学思想方法与解题研究



+（- 1）n + 1 cosξ
（2n + 2）！

x2n + 2 ；

ln（1 + x）= x -
1
2

x2 +
1
3

x3 + ⋯ +（- 1）n - 1 1
n

xn

+（- 1）n 1
（n + 1）（1 +ξ）

xn + 1 ；

（1 + x）α = 1 +αx +α（α - 1）
2！

x2 + ⋯ +α（α - 1）⋯（a - n + 1）
n！

xn

+α（α - 1）⋯（- n）
（n + 1）！

（1 +ξ）α- n - 1 xn + 1 ；

ξ是介于 0 与 x 之间的某个值 .

④当 n = 0 时，泰勒公式就变成了拉格朗日公式，即泰勒中值定理

是拉格朗日中值定理的推广 . 从上不难看出这四个中值定理之间的关

系：以拉格朗日中值定理为中心，罗尔定理可以看成是拉格朗日中值定

理的特殊情形，而柯西中值定理和泰勒中值定理可以看成是拉格朗日

中值定理的推广，柯西中值定理还可以看成是拉格朗日中值定理的参

数方程形式 .

（二）洛必达法则

如果 f（x）和 F（x）满足下列条件：

① lim
x→x0

f（x）= 0，lim
x→x0

F（x）= 0（或 lim
x→x0

f（x）= � ，lim
x→x0

F（x）= � ）；

②在点 x0 的某一去心邻域内可导，且 F'（x）≠0；

③ lim
x→x0

f'（x）
F'（x）

存在（或为无穷大）.

则有 lim
x→x0

f（x）
F（x）

= lim
x→x0

f'（x）
F'（x）

.

注 ①如果把定理中的所有 x0 换为 � 或 x +
0 、x -

0 、- � 、+ � 等，

定理仍然成立 .

②
0
0

与
�
�

都称为未定式，求
0
0

型或
�
�

型的极限时都要根据函数的

不同类型选用相应的方法 . 其他如 0·� ，1� ，00 ，� 0 ，� - � 都可转化为

用
0
0

或
�
�

的方法去求 .
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③在运用洛必达法则求极限时，首先要看是不是
0
0

型或
�
�

型未定

式，或是否可转化为上述两种形式 . 同时还要验证 lim
x→x0

f'（x）
F'（x）

是否存

在 .并不是所有
0
0

型、
�
�

型未定式都可以用洛必达法则求解 . 如果

lim
x→x0

f'（x）
F'（x）

不存在，则不能断定 lim
x→x0

f（x）
F（x）

不存在，只是此时不能用洛必

达法则 . 例如：求极限 lim
x→ �

x - cos x
x + cos x

，如用洛必达法则有 lim
x→ �

x - cos x
x + cos x

=

lim
x→ �

1 + sin x
1 - sin x

，极限不存在 . 这种做法是错误的，正确的解法是

lim
x→ �

x - cos x
x + cos x

= lim
x→ �

1 -
1
x

cos x

1 +
1
x

cos x
= 1.

错误的原因在于，在洛必达法则的三个条件中，lim
x→x0

f'（x）
F'（x）

存在是充分

条件而不是必要条件，即 lim
x→x0

f'（x）
F'（x）

不存在，lim
x→x0

f（x）
F（x）

仍可能存在，只

不过不能用洛必达法则求解 .

④若出现循环，则考虑用其他方法 . 例如：

lim
x→ + �

ex + e - x

ex - e - x = lim
x→ + �

ex - e - x

ex + e - x = lim
x→ + �

ex + e - x

ex - e - x ，

出现循环，而原式 lim
x→ + �

ex + e - x

ex - e - x = lim
x→ + �

1 +
1

e2x

1 -
1

e2x

= 1 .

⑤若 lim
n→ �

f（n）
F（n）

为未定式，则可以转化为 lim
x→ + �

f（x）
F（x）

，即有 lim
n→ �

f（n）
F（n）

= lim
x→ + �

f（x）
F（x）

，然后考虑对 lim
x→ + �

f（x）
F（x）

用洛必达法则 .

⑥要将前面所介绍过的求极限的方法与洛必达法则结合起来，如

在用洛必达法则求极限之前，把函数化简或把较复杂的因式用简单等
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价无穷小来替换，也常把非不定式提取出来，以简化计算（见例 31、

32）.

（三）单调性及其判定

①设 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，则：若在（a，b）内

f'（x）> 0，则 f（x）在［a，b］上单调递增；若在（a，b）内 f'（x）< 0，则

f（x）在［a，b］上单调递减 .

注 如果在（a，b）内 f'（x）≥0（≤0），而只在个别点处 f'（x）= 0，

不影响 f（x）的增减性 .

②使 f'（x）= 0 的点称为驻点 .

③求函数 f（x）的单调区间的步骤：

求定义域；

求 f'（x），驻点及使 f'（x）不存在的点；

以中所求得的点为分界点，将定义域分割成部分区间，列表讨

论在各区间内 f'（x）的符号，由此判定增减性 .

（四）极值与最值

1 . 定义

设函数 f（x）在点 x0 处连续，若对任何 x∈  U（x0 ，δ），总有 f（x）<

f（x0）（f（x）> f（x0）），则称 f（x0）为 f（x）的极大值（极小值）；点 x0 称

为 f（x）的极大（小）值点 .

注 ①极值是一个局部性的概念，它只与极值点附近的函数值进

行比较，所以函数在一个给定的区间上可以有几个极大值和几个极小

值，并且某个极大值还可能比极小值小，而最值是一个全局性的概念，

是指一个函数在一个确定范围内全体函数值中的最大值和最小值 .

②极值可能在驻点与 f'（x）不存在的点处取得，两者必居其一，但

驻点与 f'（x）不存在的点不一定是极值点 .

③在闭区间［a，b］上连续的函数，其最值可能在端点、驻点、导数

不存在的点处取得，但极值（如存在）只能在区间内部取得 .

④若 f（x）在闭区间［a，b］上单调，则在端点处取得最值 .

⑤若 f（x）在区间（a，b）内连续且只有一个极值点 x0 ，则当 x0 为

极大（小）值点时，f（x0）就是最大（小）值 .
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⑥在实际问题中，需按实际情况进行判断 . 当表示某实际问题的函

数 f（x）在所讨论的区间内只有一个可能的极值点时，则该实际问题一

定在该点取得所求的最大值或最小值 .

2 . 极值判断的充要条件

（1）第一充分条件

设函数 f（x）在点 x0 的某去心邻域  U（x0 ，δ）（δ> 0 为常数）内可

导且 f（x0）= 0，则有以下结论 .

若 f'（x）在点 x = x0 左右两侧同号，则 x = x0 不是 f（x）极值点；

当 x∈（x0 - δ，x0）时，f'（x）< 0，当 x∈（x0 ，x0 +δ）时，f'（x）> 0，

则 f（x）在点 x = x0 处取得极小值；

当 x∈（x0 - δ，x0）时，f'（x）> 0，当 x∈（x0 ，x0 +δ）时，f'（x）< 0，

则 f（x）在点 x = x0 处取得极大值 .

注 此命题是充分条件，但非必要条件，即使 f（x）在点 x = x0 处

取得极大值，f（x）在点 x0 左邻域内也不一定递增，在点 x0 左邻域内也

不一定递减（见例 45）.

（2）第二充分条件

设函数 f（x）在点 x0 处二阶可导，且 f'（x0）= 0，f"（x0）≠0，则当

f"（x0）> 0 时，x = x0 是 f（x）的极小值点；当 f"（x0）< 0 时，x = x0 是

f（x）的极大值点 .

注 对于应用二阶导数无法判别的问题，可借助更高阶的导数来

判别 .

（3）第三充分条件

设函数 f（x）在点 x0 处 n 阶可导，且 f（k）（x0）= 0（k = 1，2，⋯，n -

1），f（n）（x0）≠0，则当 n 为偶数时，f（x）在点 x0 处取得极值，且当

f（n）（x0）< 0 时取得极大值，f（n）（x0）> 0 时取得极小值 . 当 n 为奇数

时，f（x）在点 x0 处不取得极值 .

4 . 求闭区间［a，b］上连续函数 f（x）的极值的方法和步骤

①求定义域；

②求 f'（x），驻点及 f'（x）不存在的点；
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③以②中所找点为分界点，将定义域分割成部分区间，用第一充分

条件或第二充分条件判定 .

注 若是求函数在闭区间［a，b］上的最值，则不需判定 f（x）在以

上分界点取极大值还是极小值，只需求出驻点、导数不存在的点处的函

数值与端点处的函数值 f（a）、f（b），比较得出最大值和最小值 .

（五）函数的凹凸性

1 . 凹凸性的概念

设 y = f（x）在（a，b）内连续，对（a，b）中任意两点 x1 ，x2 ，若恒有

f
x1 + x2( )2

<
f（x1）+ f（x2）

2
，

则称 f（x）在（a，b）内的图形是凹的，反之称为是凸的 .

2 . 函数凹凸性的判定

设 f（x）在（a，b）内的二阶导数存在，那么

①若在（a，b）内 f"（x）> 0，则 y = f（x）在（a，b）内的图形是凹的；

②若在（a，b）内 f"（x）< 0，则 y = f（x）在（a，b）内的图形是凸的 .

3 . 拐点

若 y = f（x）在点（x0 ，f（x0））左右两侧的 f"（x）异号，则称该点为曲

线 y = f（x）的拐点 .

4 . 求函数 f（x）的凹凸区间及拐点的步骤

①求定义域；

②求 f"（x），f"（x）= 0 的点及 f"（x）不存在的点；

③以②中所找点为分界点，将定义域分割成部分区间，列表讨论在

各区间内 f"（x）的符号，由此判定 .

（六）渐近线、弧微分与曲率等

1 . 渐近线

若 lim
x→ �

f（x）= A，则称直线 y = A 为曲线 y = f（x）的水平渐近线 .

若 lim
x→x0

f（x）= � ，则称直线 x = x0 为曲线 y = f（x）的垂直渐近线 .

若 lim
x→ �

f（x）
x

= k，lim
x→ �

［f（x）- kx］= b，则称直线 y = kx + b 为曲线

y = f（x）的斜渐近线 .
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2 . 弧微分

对于有向曲线弧 y = f（x），弧微分 ds = 1 +［f'（x）］槡 2 dx；

若曲线方程为 x =φ（y），则 ds = φ' 2（y）槡 + 1dy；

若曲线以参数方程形式
x =φ（t），

y =ψ（t{ ）
给出，则 ds = φ' 2（t）+ψ' 2（t槡 ）dt；

若曲线方程为极坐标形式 r = r（θ），则 ds = r2（θ）+［r'（θ）］槡 2 dθ.

3 . 曲率

曲线 y = f（x）的曲率 K =
| y" |

（1 + y' 2）
3
2

.

4 . 函数图形的描绘

函数图形为我们提供了函数直观的几何形象，这对于研究函数很

有帮助 . 以前作函数图形的基本方法是描点法，这种方法的最大缺陷在

于选点的盲目性，不能把握整个图形的特点和趋势 . 将前面介绍的一套

用导数研究函数性态的方法应用于函数作图上，可以得到一种更有效

和精确的作图方法———微分作图法 . 作函数图形的一般步骤：

①确定函数的定义域 、值域，考查对称性、奇偶性、周期性等；

②列表讨论单调性、极值、极值点、最值、最值点、凹凸性及拐点；

③讨论曲线的渐近线；

④描出特殊点，如极值点、拐点、与坐标轴相交的点等；

⑤描图 .

（七）主要的思想方法

中值定理及推导过程用到了演绎、分析、分类等数理逻辑方法以及

一些具体的数学方法，如构造辅助函数的种种方法，这对于培养严密的

逻辑推理能力，培养直觉思维、发散思维等创新思维都大有益处 .

用导数解决实际问题的空间很广，应该树立这种应用数学的意识 .

三、解题研究

（一）微分中值定理证明中辅助函数的构造

构造函数是高等数学证明中常采取的技巧，它起着化难为易、化未
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知为已知的桥梁沟通作用 . 在应用中值定理解决问题时，究竟选择什么

函数，在什么区间上应用中值定理，是需要着重考虑的问题，这类似于

几何问题的辅助线 . 利用中值定理证明问题时，通常需要构造一个辅助

函数，因此构造辅助函数就成了证明问题的关键，也往往是解题的困难

所在 . 下面介绍使用中值定理时常用的一些构造辅助函数的方法 .

1 . 凑导数法

例 1 设 f（x）在［1，2］上连续，在（1，2）内可导，f（1）=
1
2

，f（2）=

2. 证明存在ξ∈（1，2），使得 f'（ξ）=
2f（ξ）

ξ
.

分析 结论变形为ξf'（ξ）- 2 f（ξ）= 0，不易凑成 F'（x）
x =ξ

= 0.

将ξ 换 为 x，结 论 变 形 为
f'（x）
f（x）

-
2
x

= 0，即（ln f（x）- 2ln x）' =

ln
f（x）

x( )2 = 0，从而可设辅助函数为 F（x）=
f（x）

x2 ，有 F（1）= F（2）=

1
2

，本题得证 .

证明 令 F（x）=
f（x）

x2 ，则 F（x）在［1，2］上连续，在（1，2）内可导，

且 F（1）= F（2）=
1
2

，由罗尔定理知，至少存在一点ξ∈（1，2），使得

F'（ξ）=ξ
2 f'（ξ）- 2 f（ξ）ξ

ξ
4 = 0，

从而 f'（ξ）=
2f（ξ）

ξ
.

注 这种方法主要是把要证明的结论变形为罗尔定理的结论形

式，凑出适当的函数作为辅助函数，即将要证的结论中的ξ换成 x，变

形后用观察法凑成 F'（x）= 0，由此求出辅助函数 F（x）.

2 . 几何直观法

例 2 若 f（x）在［0，1］上可导，且 0 < f（x）< 1，对于任何 x∈（0，

1），都有 f'（x）≠1，试证在（0，1）内有且仅有一点ξ，使得 f（ξ）=ξ.
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图 3.1

分析 由图 3 . 1 可看出，此题的几何

意义是，连续函数 y = f（x）的图形曲线必

跨越 y = x 这一条直线，而两者交点的横

坐标ξ恰满足 f（ξ）=ξ. 进而，由图还可知

道，对［0，1］上的同一自变量值 x，这两条

曲线纵坐标之差 f（x）- x 构成一个新的

函数 g（x），它满足 g（0）= f（0）> 0，g（1）

= f（1）- 1 < 0，因而符合介值定理的条件 .

证明 令 g（x）= f（x）- x，则由题设

知，g（x）在［0，1］上连续，且 g（0）= f（0）> 0，g（1）= f（1）- 1 < 0 . 由零

点定理知，至少存在一点ξ∈（0，1），使得 g（ξ）= f（ξ）- ξ = 0，即

f（ξ）=ξ.

用反证法证唯一性 . 设有两个点 x1 ，x2∈（0，1），均有 f（x1）= x1 ，

f（x2）= x2 ，在 x1 与 x2 所构成的区间上运用拉格朗日中值定理有

f'（ξ1）=
f（x2）- f（x1）

x2 - x1
= 1，这与 f'（x）≠1 矛盾，故结论成立 .

注 上述解题方法的局限性在于，它只针对一些只涉及一阶导数

和几何意义比较明确的题目 .

3 . 常数 k 值法

例 3 设 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，0 < a < b，试证存

在一点ξ∈（a，b），使等式 f（b）- f（a）= ln
b
aξf'（ξ）成立 .

分析 将结论变形为
f（b）- f（a）
ln b - ln a

=ξf'（ξ），左边为常数，因此可

令 k =
f（b）- f（a）
ln b - ln a

，则有 f（b）- kln b = f（a）- kln a，令 b = x，可得辅

助函数 F（x）= f（x）- kln x .

证法 1 设 F（x）= f（x）-
f（b）- f（a）
ln b - ln a

ln x，则可验证 F（x）在［a，

b］上满足罗尔定理的条件，由罗尔定理得证 .
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证法 2 将所求证等式的右端恒等变形为
f（b）- f（a）
ln b - ln a

=
f'（ξ）

1

ξ

.

设函数 g（x）= ln x，则函数 f（x），g（x）在闭区间［a，b］上满足柯西中

值定理的全部条件，所以存在ξ∈（a，b），使得

f（b）- f（a）
ln b - ln a

=
f'（ξ）

1

ξ

，

即 f（b）- f（a）=ξ"f'（ξ）ln
b
a

.

例 4 设函数 f（x）在［a，b］上具有二阶连续导数，证明至少存在

一点ξ∈（a，b），使得 f（a）- 2 f
a + b( )2

+ f（b）=
（b - a）2

4
f"（ξ）.

证法 1 常数 k 值法 .

记 f"（ξ）= k，则所求证的等式可写为

f（a）- 2 f
a + b( )2

+ f（b）=
k
4
（b - a）2 ， （1）

原题变成了要证明存在一点ξ∈（a，b），使得 k = f"（ξ），注意到（1）式

关于 a、b 对称，先将其中的 b 改为 x .

作辅助函数

F（x）= f（a）- 2 f
a + x( )2

+ f（x）-
（x - a）2

4
k，

则易知 F（x）在［a，b］上可导，且有 F（a）= F（b）= 0，由罗尔定理知，

存在η∈（a，b），使得 F'（η）= 0，即

F'（η）= - f'
a +η( )2

+ f'（η）- η - a
2

k = 0， （2）

再对 f'（x）在
a +η

2
，[ ]η 上用拉格朗日中值定理，得

f'（η）= f'
a +η( )2

+ f"（ξ）η -
a +η( )2

， （3）

其中，ξ∈
a +η

2
，( )η ，比较（2）、（3）即得 k = f"（ξ），得证 .

证法 2 用泰勒公式 .
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当所证明的问题中出现高阶导数时，用泰勒公式证明往往有事半

功倍的效果 .

将 f（x）在点
a + b

2
处展开成泰勒公式

f（a）= f
a + b( )2

+ f'
a + b( )2

a - b
2

+
1
2

f"（ξ1）
a - b( )2

2

，

ξ1∈ a，
a + b( )2

；

f（b）= f
a + b( )2

+ f'
a + b( )2

b - a
2

+
1
2

f"（ξ2）
b - a( )2

2

，

ξ2∈
a + b

2
，( )b ；

两式相加得

f（a）+ f（b）- 2 f
a + b( )2

=
（a - b）2

8
［f"（ξ1）+ f"（ξ2）］，

ξ1∈ a，
a + b( )2

，ξ2∈
a + b

2
，( )b .

又 f（x）在［a，b］上具有二阶连续导数，由介值定理知，存在ξ∈

（ξ1 ，ξ2），使得 f"（ξ）=
f"（ξ1）+ f"（ξ2）

2
，代入上式得证 .

例 5 设函数 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，则在（a，b）

内至少存在一点ξ，使得 2ξ［f（b）- f（a）］=（b2 - a2）f'（ξ）.

证法 1 构造辅助函数 F（x）= x2［f（b）- f（a）］- （b2 - a2）f（x），

易得 F（b）= a2 f（b）- b2 f（a）= F（a）.

故 F（x）在［a，b］上满足罗尔定理条件，于是存在ξ∈（a，b），使得

F'（ξ）= 2ξ［f（b）- f（a）］- （b2 - a2）f'（ξ）= 0.

证法 2 将所证等式化为 f（b）- f（a）=（b2 - a2）
f'（ξ）

2ξ
，设 f（b）

- f（a）= k（b2 - a2），令φ（x）= f（x）- f（a）- k（x2 - a2），则φ（x）满

足罗尔定理条件 . 由罗尔定理得，存在一点ξ∈（a，b），使φ'（ξ）= 0，即

f'（ξ）= 2kξ，若ξ= 0，则 f'（ξ）= 0，结论成立；若ξ≠0，则 k =
f'（ξ）

2ξ
，从
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而有 2ξ［f（b）- f（a）］= f（ξ）（b2 - a2）.

注 在构造函数时，若表达式关于端点处的函数值具有对称性，通

常用常数 k 值法来构造辅助函数，这种方法一般选取所证等式中含ξ
的部分作为 k，即使常数部分分离出来并令其为 k，恒等变形使等式一

端为 a 与 f（a）构成的代数式，另一端为 b 与 f（b）构成的代数式，将所

证等式中的端点值（a 或 b）改为变量 x，移项即为辅助函数 F（x），再用

中值定理或待定系数法等方法确定 k . 一般来说，当问题涉及高阶导数

时，往往考虑多次运用中值定理，更多时要考虑用泰勒公式 .

4 . 倒推法

例 6 设函数 F（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，证明在（0，1）

内存在一点 c，使得 F（1）= F（0）+（e1 - c - e - c）F'（c）.

分析 所要证的结论可变形为

F（1）- F（0）=（e1 - c - e - c）F'（c）=
e - 1

ec F'（c），

即
F（1）- F（0）

e - 1
=

F'（c）
ec ，

因此可构造函数 G（x）= ex ，对 F（x）与 G（x）在［0，1］上应用柯西中值

定理即可证明结论 .

证明 令 G（x）= ex ，由题设知 F（x）、G（x）在［0，1］上连续，在（0，

1）内可导，由柯西中值定理得
F（1）- F（0）

e - 1
=

F'（c）
ec ，整理即得 F（1）=

F（0）+（e1 - c - e - c）F'（c），故结论成立 .

注 这种证明方法是从欲证的结论出发，借助于逻辑关系导出已

知的条件和结论 .

5 . 乘积因子法

例 7 若 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）可导，f（a）= f（b）= 0，证

明存在ξ∈（a，b），使得 f'（ξ）= f（ξ）.

分析 ex 是个恒为正的因子，所证明等式或不等式的两端都乘以

或除以这样一个因子，等式或不等式仍然成立，于是想到 ex 是个理想

的乘积因子 .
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证明 构造函数 F（x）=
f（x）

ex ，易证 F（x）在［a，b］上满足罗尔定

理条件，故存在ξ∈（a，b），使

F'（ξ）=
f'（ξ）eξ - f（ξ）eξ

e2ξ = 0，即 f'（ξ）= f（ξ）.

注 对于某些要证明的结论，往往出现函数的导数与函数之间关

系的证明，直接构造函数往往比较困难 . 将所证结论的两端都乘以或除

以一个恒正或恒负的函数，证明的结论往往不受影响，eλx（λ为常数）是

常用的乘积因子 .

（二）有关两个或两个以上中值等问题的证明

例 8 已知函数 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且 0≤ a

< b，证明：在（a，b）内存在η，ζ，使得 f'（ζ）=
a + b
2η

f'（η）.

分析 所证结论中出现两个点η，ζ，可以考虑在不同的区间上两

次运用中值定理或两次运用不同的中值定理 . 为证上式成立，只需证

f'（ζ）
a + b

=
f'（η）

2η
，上式右端可看成

f'（x）
（x2）'

在 x =η处的值，因此可考虑对

F（x）= x2 与 f（x）用柯西中值定理 .

证明 令 F（x）= x2 ，因 0≤a < b，故 F（x）与 f（x）满足柯西中值

定理的条件，由柯西中值定理可得

f（b）- f（a）

b2 - a2 =
f'（η）

2η
，η∈（a，b），

即
f（b）- f（a）

b - a
=

f'（η）
2η

（a + b），

又 f（x）在 区 间［a，b］上 满 足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 条 件，有

f（b）- f（a）
b - a

= f'（ζ），ζ∈（a，b），比较二式即得 f'（ζ）=
a + b
2η

f'（η）.

例 9 （2005 年数学一①）已知函数 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）

内可导，且 f（0）= 0，f（1）= 1. 证明：

（1）存在ξ∈（0，1），使得 f（ξ）= 1 -ξ；
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（2）存在两个不同的点η，ξ∈（0，1），使得 f'（η）f'（ξ）= 1.

分析 第一部分显然用闭区间上连续函数的介值定理；第二部分

为双介值问题，可考虑用拉格朗日中值定理，但应注意利用第一部分的

已得结论 .

证明 （1）令 F（x）= f（x）- 1 + x，则 F（x）在［0，1］上连续，且

F（0）= - 1 < 0，F（1）= 1 > 0，于是由介值定理知，存在ξ∈（0，1）使得

F（ξ）= 0，即 f（ξ）= 1 -ξ.

（2）在［0，ξ］和［ξ，1］上对 f（x）分别应用拉格朗日中值定理，知存

在两个不同的点η∈（0，ξ），ξ∈（ξ，1），使得

f'（η）=
f（ξ）- f（0）

ξ- 0
，f'（ξ）=

f（1）- f（ξ）
1 -ξ

.

于是 f'（η）f'（ξ）=
f（ξ）

ξ
·

1 - f（ξ）
1 -ξ

=
1 -ξ
ξ

· ξ
1 -ξ

= 1.

例 10 已知 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且 f（0）= 0，

f（1）= 1. 证明：对任意正数 a，b，在（0，1）内存在不同的ξ和η，使得

a
f'（ξ）

+
b

f'（η）
= a + b .

分析 由 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，可以断定必用中

值定理，又由于ξ，η不同，可知应在不同的区间用中值定理 .

证明 因为 f（x）在［0，1］上连续，由介值定理知，存在 c∈（0，1），

使 f（c）=
a

a + b
，其中 f（0）= 0 <

a
a + b

< 1 = f（1）. 对 f（x）分别在区间

［0，c］与［c，1］上应用拉格朗日中值定理，得

f（c）- f（0）= f'（ξ）（c - 0），即
f（c）

f'（ξ）
= c，0 <ξ< c；

又 f（1）- f（c）= f'（η）（1 - c），即
1 - f（c）

f'（η）
= 1 - c，c <η< 1.

两式相加得

a
a + b
f'（ξ）

+
1 -

a
a + b

f'（η）
= 1，整理得

a
f'（ξ）

+
b

f'（η）
= a + b .

注 将中值定理与介值定理或积分中值定理（第五章介绍）结合起

来的命题是较常见的命题形式，要证明的结论中出现两个或两个以上
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不同的中值，一般需多次使用中值定理或用多个中值定理 . 只有掌握好

基本概念与基本理论，才能以不变应万变，否则，过分追求解题模式会

限制我们的思维空间 .

（三）不等式的证明

利用导数证明不等式是常见题型，导数为不等式的证明提供了不

少有效的方法，常用方法有：利用微分中值定理（拉格朗日中值定理、泰

勒公式等）；利用函数的单调性；利用极值（或最值）；利用函数的凹凸

性；常数变易法等 . 主要步骤是：构造辅助函数，把不等式的证明转化为

利用导数研究函数特性 . 构造辅助函数通常是从不等式出发，用倒推的

方法去探求所需的函数，通常将不等式的一端变号移到另一端，从而给

出要寻求的辅助函数 .

1 . 利用中值定理

若函数 f（x）有一、二阶导数，而要证的不等式两端含有 f（x）的函

数值，特别是当 f（x）的表达式未知时，或者不等式中含有 f（x）的导数

时，常用拉格朗日中值定理证；若不等式两端或一端是两类不同函数的

商，或可写成两类不同函数的商时，常用柯西中值定理证 .

例 11 证明不等式
b - a

b
< ln

b
a

<
b - a

a
（0 < a < b）.

分析 把不等式可以改写成
1
b
（b - a）< ln b - ln a <

1
a
（b - a）.

可见中项是函数 ln x 在区间［a，b］的两端点值之差，而（b - a）是该区

间的长度，于是可对 ln x 在［a，b］上使用拉格朗日中值定理 .

证明 设 f（x）= ln x，则 f'（x）=
1
x

. 在［a，b］上运用拉格朗日中

值定理，有 ln
b
a

= ln b - ln a =
1

ξ
（b - a）（a <ξ< b）.

又因
1
b

<
1

ξ
<

1
a

，于是有
（b - a）

b
< ln b - ln a <

b - a
a

，即

（b - a）
b

< ln
b
a

<
b - a

a
.

例 12 当 x > 0 时，f"（x）存在，且 | f（x）|≤a，| f"（x）|≤ b （a，b
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为正常数），证明：x > 0 时，| f"（x）|≤2 槡ab .

分析 利用泰勒公式 . 若已知函数 f（x）（没给 f（x）的表达式）在

某区间上有二阶以上的导数，在证不等式时常用泰勒公式（带拉格朗日

型余项）.

证明 对 x > 0，h > 0，由泰勒公式可得

f（x + h）= f（x）+ hf'（x）+
h2

2
f"（ξ），x <ξ< x + h，

由上式得

| hf'（x）| = f（x + h）- f（x）-
h2

2
f"（ξ）

≤ | f（x + h）| + | f（x）| +
h2

2
| f"（ξ）|≤2a +

h2

2
b，

整理得 | f'（x）|≤
2a
h

+
hb
2

.

因为 | f'（x）| 与 h 无关，所以 | f'（x）| 小于等于
2a
h

+
hb
2

的最小值，

而
2a
h

+
hb
2 ≥2

2a
h

hb槡 2
= 2 槡ab .

从而结论成立 .

例 13 设 f（x）在［0，1］上二阶可微，f（0）= f（1）= 0，且 max
0≤x≤1

f（x）

= 2. 证明：存在ξ∈（0，1），使得 min
x∈［0，1］

f"（ξ）≤ - 16 .

分析 要证的结论中出现高阶导数形式，常常考虑用泰勒公式 . 问

题是将 f（x）在何处展开，条件中有 f（0）= f（1）= 0，但条件 max
0≤x≤1

f（x）=

2 提供的信息更多，不仅给出了函数的最值，而且说明了最值点 x0 在

区间［0，1］内取得，从而有 f'（x0）= 0.

证明 设函数 f（x）在点 x = x0 处取得极大值，将 f（x）在点 x0 处

展开成一阶泰勒公式得

f（x）= f（x0）+
f'（x0）

1！
（x - x0）+

f"（ξ）
2！

（x - x0）
2 ，

ξ在 x0 与 x 之间，将 x = 0，x = 1 代入得
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f（0）= f（x0）+
f'（x0）

1！
（0 - x0）+

f"（ξ1）

2！
（0 - x0）

2 ，0 <ξ1 < x0 ，

f（1）= f（x0）+
f'（x0）

1！
（1 - x0）+

f"（ξ2）

2！
（1 - x0）

2 ，x0 <ξ2 < 1，

又 f（x0）= 2，f'（x0）= 0，f（0）= f（1）= 0，故上二式可变为

0 = 2 +
f"（ξ1）

2！
x2

0 ，0 <ξ1 < x0 ，即 f"（ξ1）= -
4
x2

0

，

0 = 2 +
f"（ξ2）

2！
（1 - x0）

2 ，x0 <ξ2 < 1，即 f"（ξ2）= -
4

（1 - x0）
2 .

当 0 < x0≤
1
2

时，f"（ξ1）= -
4
x2

0
≤ - 16 （0 <ξ1 < x0）；

当
1
2 ≤x0 < 1 时，f"（ξ2）= -

4
（1 - x0）

2≤ - 16 （x0 <ξ2 < 1）.

由上知存在一点ξ∈（0，1），使得 f"（ξ）≤ - 16，因而有

min
x∈［0，1］

f"（ξ）≤ - 16 .

注 证明函数不等式时，什么情况下使用泰勒公式呢？一般在不

等式中出现高阶导数及其在某点的数值；或已知函数的上下界；或在某

点的函数值时，一般考虑用泰勒公式 . 确定泰勒公式后，下一步是选择

展开点，以及多少阶 . 一般在出现函数值或导数值的点展开，且展开成

比题中出现的导数最高阶数低一阶的泰勒展开式，然后利用题设条件

中高阶导数的大小或其界对展开式放缩，证明欲证的不等式 . 当所涉及

的区间变化时，余项中的ξ一般也要变化 .

2 . 利用函数的单调性

这种方法的思路一般是，如果 F（x）在［a，b］上单调增加，则 x > a

时，有 F（x）> F（a）. 如果 f（a）=φ（a），要证明当 x > a 时，f（x）>

φ（x），那么，只要令 F（x）= f（x）- φ（x），就可以利用 F（x）的单调增

减性来推导 . 也就是说，在 F（x）可导的前提下，只要证明 F'（x）> 0 即

可 .

例 14 证明：
tan x

x
>

x
sin x

，x∈ 0，π( )2
.
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证明 原式等价于 tan x·sin x > x2 ，x∈ 0，π( )2
.

设 f（x）= tan x·sin x - x2 ，x∈ 0，π( )2
，则有

f'（x）= sin x（sec2 x + 1）- 2x，

f"（x）= cos x + sec x + 2sec xtan2 x - 2 .

对 x∈ 0，π( )2
，cos x + sec x > 2 cos x·sec槡 x = 2，sec x·tan2 x > 0，所以

f"（x）> 0. 从而 f'（x）在 0，π( )2
内单调增加，又 f'（x）在 x = 0 处连续，

且 f'（0）= 0，所以 f'（x）> 0，x∈ 0，π( )2
. 于是 f（x）在 0，π( )2

内单调

增加，又 f（x）在 x = 0 处连续，f（0）= 0，所以 f（x）> 0，x∈ 0，π( )2
，即

tan x·sin x > x2 ，x∈ 0，π( )2
.

3 . 利用函数的极值与最值

思路：如果 f（a）是函数 f（x）在区间上的最大（小）值，则有 f（x）≤
f（a）（或 f（x）≥ f（a））.

例 15 证明不等式：xa - ax≤1 - a （x > 0，0 < a < 1）.

证明 设 f（x）= xa - ax - （1 - a），则

f'（x）= axa - 1 - a = a（xa - 1 - 1），

令 f'（x）= 0，得唯一驻点 x = 1，又当 0 < x < 1 时，f'（x）> 0；当 x

> 1 时，f'（x）< 0，从而 f（1）是 f（x）在（0，+ � ）的最大值，即有 f（x）≤
f（1）= 0. 所以

xa - ax - （1 - a）≤0，即 xa - ax≤1 - a （x > 0，0 < a < 1）.

例 16 试证 x > sin x >
2
π

x，0 < x < π( )2
.

分析 不等式可变为 1 >
sin x

x
>

2
π

，当 x→0 时，
sin x

x →1；当 x =

π
2

时，
sin x

x
=

2
π

. 于是要证的不等式相当于要证函数 f（x）=
sin x

x
的值
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介于
2
π

与 1 之间 .

证明 设 f（x）=
sin x

x
，则 f'（x）=

（x - tan x）cos x
x2 0 < x < π( )2

，

令 g（x）= x - tan x，x∈ 0，π( )2
，则 g'（x）= - tan2 x < 0，x∈ 0，π( )2

，

故 g（x）在 0，π( )2
内单调递减，又 g（x）在 x = 0 处连续，且 g（0）= 0，故

在 0，π( )2
内 g（x）< 0，即 x - tan x < 0. 所以当 x∈ 0，π( )2

时，f'（x）<

0. 从而 f（x）在 0，π( )2
内单调递减，所以 f（x）=

sin x
x

在区间的两端取

得极大值与极小值 . 由于lim
x→0

sin x
x

= 1，所以

sin π
2

π
2

<
sin x

x
< 1，即

2x
π

< sin x < x，x∈ 0，π( )2
.

4 . 利用函数图形的凹凸性

由曲线的凹凸性知，在（a，b）内，若 f"（x）> 0，则函数 y = f（x）的

图形是凹的，即位于区间［x1 ，x2 ］中点
x1 + x2

2
处弦的纵坐标不小于曲线

的纵坐标，有 f
x1 + x2( )2 ≤

f（x1）+ f（x2）

2
. 其中，x1 ，x2 为（a，b）内任意

两点 . 等号仅在 x1 = x2 时成立 .

例 17 设 x > 0，y > 0，证明不等式

xln x + yln y≥（x + y）ln
x + y

2
，

且等号仅在 x = y 时成立 .

分析 将不等式两边同时除以 2，变形为

xln x + yln y
2 ≥

（x + y）
2

ln
x + y

2
，

可以看出，左边是函数 f（t）= tln t 在两点 x，y 处的值的平均值，而右
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边是它在中点
x + y

2
处的函数值，这时只需证 f"（t）≥0 即可 .

证明 设 f（t）= tln t，则 f'（t）= 1 + ln t，f"（t）=
1
t

> 0，故有

1
2
［f（x）+ f（y）］> f

x + y( )2
，

得
xln x + yln y

2
>

（x + y）
2

ln
x + y

2
，

即 xln x + yln y >（x + y）ln
x + y

2
，

当 x = y 时，显然有 xln x + yln y =（x + y）ln
x + y

2
成立，x > 0，

y > 0，结论得证 .

5 . 参数变易法

例 18 （2004 年数学一）设 e < a < b < e2 ，证明：

ln2 b - ln2 a >
4
e2（b - a）.

分析 数值不等式可以借助函数不等式的证明方法来证明，证明

函数不等式的常用方法主要有单调性、极值和最值法等 .

证法 1 设φ（x）= ln2 x -
4
e2 x，则

φ'（x）= 2
ln x

x
-

4
e2 ，φ"（x）= 2

1 - ln x
x2 ，

所以当 x > e 时，φ"（x）< 0，故φ'（x）单调递减，从而当 e < x < e2 时，

φ'（x）>φ'（e2）=
4
e2 -

4
e2 = 0，即当 e < x < e2 时，φ（x）单调递增 .

因此，当 e < a < b < e2 时，φ（b）>φ（a），即

ln2 b -
4
e2 b > ln2 a -

4
e2 a，

故 ln2 b - ln2 a >
4
e2（b - a）.

证法 2 设φ（x）= ln2 x - ln2 a -
4
e2（x - a），则
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φ'（x）= 2
ln x

x
-

4
e2 ，φ"（x）= 2

1 - ln x
x2 ，

所以当 x > e 时，φ"（x）< 0，φ'（x）单调递减，从而当 e < x < e2 时，

φ'（x）>φ'（e2）=
4
e2 -

4
e2 = 0 . 因此，当 e < x < e2 时，φ（x）单调递增；

e < a < x < e2 时，φ（x）>φ（a）= 0.

令 x = b，有φ（b）> 0，即 ln2 b - ln2 a >
4
e2（b - a）.

证法 3 对函数 ln2 x 在［a，b］上应用拉格朗日定理，得

ln2 b - ln2 a >
2lnξ
ξ

（b - a），a <ξ< b .

设φ（t）=
ln t

t
，则φ'（t）=

1 - ln t
t2 ，当 t > e 时，φ'（t）< 0，所以

φ（t）单调递减，从而φ（ξ）>φ（e2），即

lnξ
ξ

>
ln e2

e2 =
2
e2 ，

故 ln2 b - ln2 a >
4
e2（b - a）.

注 此题是数值不等式的证明题型 . 由于不能直接利用中值定理

证明，所以常用的方法是将数值不等式化为函数不等式，然后借助函数

不等式的证明方法加以证明 .

例 19 设 f（x）在［0，c］上可导，且 f'（x）单调减少，f（0）= 0. 证明

f（a + b）≤ f（a）+ f（b），0≤a≤b≤a + b .

证明 令 F（x）= f（x + a）- f（x）- f（a），F'（x）= f'（x + a）-

f'（x），因为 f'（x）单调减少，又 a≥0，即 x + a≥x，f'（x + a）≤ f'（x），

F'（a）≤0，故 F（x）单调减少，从而 F（b）≤F（0）= 0，即

f（a + b）≤ f（a）+ f（b）.

例 20 （2006 年数学二）证明：当 0 < a < b <π时，

bsin b + 2cos b +πb > a sin a + 2cos a +πa .

分析 利用“参数变易法”（即在要证的不等式或恒等式中，把其中

一个常数变为变量）构造辅助函数，再利用函数的单调性证明 .

88 高等数学思想方法与解题研究



证明 令 f（x）= xsin x + 2cos x +πx - a sin a - 2cos a - πa，

0 < a≤x≤b <π，

则 f'（x）= sin x + xcos x - 2sin x +π= xcos x - sin x +π，

且 f'（π）= 0.

又 f"（x）= cos x - xsin x - cos x = - xsin x < 0，0 < x <π.

故当 0 < a≤x≤b <π时，f'（x）单调减少，即 f'（x）> f'（π）= 0，所以

f（x）单调增加，于是 f（b）> f（a）= 0，即

bsin b + 2cos b +πb > a sin a + 2cos a +πa .

注 证明数值不等式一般需构造辅助函数 . 一般通过移项，使不等

式一端为“0”，另一端即为所作辅助函数 f（x），当然，若为数值不等式，

需把其中一个常数变易为变量来构造辅助函数 f（x），然后求导验证

f（x）的增减性，并求出区间端点的函数值（或极限值），作比较即得所

证 . 本题也可用拉格朗日中值定理结合函数的单调性证明 .

6 . 形似法

根据要证的不等式形式，构造与之相似的函数，这种作辅助函数的

方法称为形似法 .

例 21 设α>β> e，证明β
α >αβ .

证明 因为α>β> e，要证β
α >αβ，即证

lnα
α

<
lnβ
β

.

设 f（x）=
ln x

x
，x > e，f'（x）=

1 - ln x
x2 < 0，所以当 x > e 时，f（x）单

调减少，当α>β> e 时，有
lnα
α

<
lnβ
β

，即β
α >αβ .

7 . 其他类型

例 22 设 f（x）在（a，b）（ab < 0）内 有 f "（x） < 0，且

lim
x→0

f（x）- cos x
sin2 x

= 2，证明 f（x）≤1，x∈（a，b）.

证法 1 由于 lim
x→0

f（x）- cos x
sin2 x

= 2，故当 x→0 时，f（x）- cos x 与

sin2 x 是同阶无穷小量，即 f（x）- cos x 与 2sin2 x 是等价无穷小量，于是

lim
x→0

［f（x）- cos x］= 0，lim
x→0

f（x）= lim
x→0

cos x = 1.
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又因为 f"（x）在（a，b）内存在，所以 f（x）在（a，b）内连续，从而

f（0）= lim
x→0

f（x）= 1，且

f'（0）= lim
x→0

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

f（x）- 1
x

= lim
x→0

f（x）- cos x + cos x - 1
x

= lim
x→0

2sin2 x
x

+ lim
x→0

cos x - 1
x

= 0.

令 F（x）= f（x）- 1（考虑要证的不等式），则 F（0）= 0，F'（0）=

f'（0）= 0. 又 F"（x）= f"（x）< 0，故 F（x）在 x = 0 处取得极大值，且 x

= 0 是（a，b）内唯一驻点，于是 F（0）也是（a，b）内最大值 . 因此，当 x∈
（a，b）时，有 F（x）≤F（0）= 0，即 f（x）≤1，x∈（a，b）.

证法 2 由于lim
x→0

f（x）- cos x
sin2 x

= 2，故lim
x→0

［f（x）- cos x］= 0，又因为

f'（x）在（a，b）内连续，所以

f（0）= lim
x→0

f（x）= lim
x→0

［f（x）- cos x + sin x］= lim
x→0

sin x = 1 .

且 f'（0）= lim
x→0

f（x）- f（0）
x - 0

= lim
x→0

f（x）- cos x
sin2 x

·
sin2 x

x
+ lim

x→0

cos x - 1
x

= 0.

将 f（x）在 x = 0 处展开为一阶麦克劳林公式（带拉格朗日型余项）

有

f（x）= f（0）+ f'（0）x +
f"（θx）

2
x2 （0 <θ< 1，x∈（a，b））.

由于 f"（x）< 0，x∈（a，b），所以 f（x）≤1，x∈（a，b）.

（四）中值定理的其他应用

拉格朗日中值定理与泰勒中值定理等不仅可以用来证明一些等式

或不等式，在其他方面也有着十分重要的应用 .

1 . 用拉格朗日中值定理求极限

例 23 求极限lim
x→0

ex - esin x

x - sin x
.
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解 函数 f（t）= et 在 x 与 sin x 所构成的区间上运用拉格朗日中

值定理得
ex - esin x

x - sin x
= eξ，ξ位于 x 与 sin x 之间，当 x→0 时，ξ→0，sin x

→0，所以lim
x→0

ex - esin x

x - sin x
= lim

x→0
eξ = lim

ξ→0
eξ = 1.

注 本题还可以利用洛必达法则或分子提取 esin x 后用等价无穷小

代换求极限 .

例 24 求极限lim
x→1

m
1 - xm -

n
1 - x( )n （m，n > 0）.

解 令函数 f（x，y）=
y

1 - xy ，在［m，n］或［n，m］上对变量 y 运用

拉格朗日中值定理得

m
1 - xm -

n
1 - xn =（m - n）

1 - xξ -ξxξln x
（1 - xξ）2 ，ξ位于 m 与 n 之间 .

所以 lim
x→1

m
1 - xm -

n
1 - x( )m =（m - n）lim

x→1

1 - xξ +ξxξln x
（1 - xξ）2

=（m - n）lim
x→1

-ξxξ- 1 +ξ
2 xξ- 1 ln x +ξxξ- 1

2（1 - xξ）（-ξxξ- 1）

=（m - n）lim
x→1

-ξln x
2（1 - xξ）

=
m - n

2
.

注 当所求的极限为两个同种形式的函数差或者分子、分母为同

种形式的函数差，一般可以考虑用拉格朗日中值定理求极限 .

例 25 求极限lim
x→0

ex
2

- 1 - sin x2

x4 .

解 ex
2

= 1 + x2 +
1

2！
x4 + o（x4），sin x2 = x2 -

1
3！

x6 + o（x6）.

lim
x→0

ex
2

- 1 - sin x2

x4 = lim
x→0

x2 +
1
2

x4 + o（x4( )） - x2 -
1

3！
x6 + o（x6( )）

x4

= lim
x→0

1
2

x4 + o（x4）

x4 =
1
2

.

注 当所求的极限为两个不同函数类型的差或者分子、分母为不
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同函数类型的差，而用洛必达法则又比较麻烦，一般可以考虑用泰勒公

式求解 . 本例就是用泰勒公式求极限的方法，这种方法的关键是确定函

数展开式的阶数 .

2 . 证明方程根的存在性

例 26 若 f（x）在［a，b］上具有一阶连续导数，f（a）= f（b）= 0，

f'（a）·f'（b）> 0，证明 f（x）在（a，b）内至少有一零点 .

证明 不妨设 f'（a）> 0，f'（b）> 0，由 f'（x）的连续性知，存在δ
> 0，使 f'（x）（a，a +δ）与（b - δ，b）内大于 0 . 再根据拉格朗日中值定

理，对任意 x1∈（a，a +δ），有

f（x1）- f（a）

x1 - a
= f'（c1）> 0，

其中，a < c1 < x1 ，从而有 f（x1）> f（a）= 0.

同理，对任意 x2∈（b - δ，b），有

f（x2）- f（b）

x2 - b
= f'（c2）> 0，

其中，x2 < c2 < b，从而有 f（x2）< f（b）= 0.

已知 f（x）在［a，b］上连续，故 f（x）在［x1 ，x2 ］上连续 . 由零点存在

定理知，至少存在一点ξ∈（a，b），使 f（ξ）= 0，即 f（x）在（a，b）内至少

有一零点 .

3 . 证明 e 是无理数

例 27 证明 e 是无理数 .

证明 把 e 展开成具有拉格朗日型余项的麦克劳林公式，有

e = 1 + 1 +
1

2！
+

1
3！

+ ⋯ +
1
n！

+
eξ

（n + 1）！
，0 <ξ< 1.

用反证法，设 e 是有理数，即 e =
p
q
（p 和 q 为整数），则有

n！e = 整数 +
eξ

n + 1
.

对n > q，n！e = n！
p
q

也是整数 . 于是
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eξ

n + 1
= n！

p
q

- 整数 = 整数 - 整数 = 整数 .

但由 0 <ξ< 10 < eξ < e < 3，因而当 n > 3 时，
eξ

n + 1
不可能是整

数，与前矛盾，从而结论成立 .

4 . 计算常数的近似值

在教材中我们已经学到可以利用泰勒公式求 e 的比较精确的近似

值（如精确到 0.000 001）.

5 . 求函数的近似展开式

例 28 把函数 f（x）= cos2 x 展开成含 x6 项的具有佩亚诺型余项

的麦克劳林公式 .

解 cos x = 1 -
x2

2！
+

x4

4！
-

x6

6！
+ o（x6），

cos 2x = 1 - 2x2 +
4x4

3！
-

26 x6

6！
+ o（x6），

（注意，o（kx）= o（x），k≠0）

cos2 x =
1
2
（1 + cos 2x）= 1 - x2 +

2x4

3！
-

25 x6

6！
+ o（x6）.

例 29 把函数 g（x）=
1

3 + 5x
展开成在点 x0 = 2 处具有佩亚诺型余

项的泰勒公式 .

解
1

1 + x
= 1 - x + x2 - x3 + ⋯ +（- 1）nxn + o（xn）；

g（x）=
1

3 + 5x
=

1
13 + 5（x - 2）

=
1
13

1

1 +
5（x - 2）

13

=
1
13

1 -
5
13

（x - 2） (+
5( )13

2

（x - 2）2 - ⋯ +

（- 1）n 5( )13

n

（x - 2） )n + o（（x - 2）n）.

注 以上二题所采用的方法都是间接展开法，就是利用变形或变

量代换等方法将一个较复杂的函数化为由一些简单的初等函数所组成

的形式，然后再代入已知的公式 .

39第三章 中值定理与导数的应用



例 30 （2006 年数学四）试确定 A，B，C 的值，使得

ex（1 + Bx + Cx2）= 1 + Ax + o（x3），

其中当 x→0 时，o（x3）是 x3 高阶的无穷小 .

分析 题中等式右边为关于 x 的多项式，此时要联想到 ex 的泰勒

展开式，比较 x 的同次项系数，可得 A，B，C 的值 .

解 将 ex 的泰勒展开式 ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ o（x3）代入题中等

式得

1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ o（x3[ ]）［1 + Bx + Cx2 ］= 1 + Ax + o（x3），

整理得 1 +（B + 1）x + B + C +( )1
2

x2 +
B
2

+ C +( )1
6

+ o（x3）

= 1 + Ax + o（x3）.

比较两边同次幂系数得

B + 1 = A，

B + C +
1
2

= 0，

B
2

+ C +
1
6

= 0









 ，

解得

A=
1
3

，

B = -
2
3

，

C =
1
6











 .

注 当题设中含有高阶无穷小形式的条件时，要想到用麦克劳林

公式或泰勒公式求解，要熟练掌握常用函数的泰勒公式 .

（五）运用洛必达法则求极限

例 31 求极限lim
x→0

1 -
sin x

x
1 - cos x

.

解 原式 = 2 lim
x→0

x - sin x
x·x2 =

2
3

lim
x→0

1 - cos x
x2 =

1
3

.

注 使用洛必达法则时应注意简化求导运算，如恒等变形、等价无

穷小代换等都可简化求导运算 . 洛必达法则是分子与分母分别求导数，

而不是整个分式求导数 .

例 32 求极限lim
x→0

x - arcsin x
sin3 x

.
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解 原式 = lim
x→0

x - arcsin x
x3 = lim

x→0

1 -
1

1 - x槡 2

3x2 =
1
3

lim
x→0

1 - x槡 2 - 1
x2

=
1
6

lim
x→0

- x

1 - x槡 2·x
= -

1
6

.

注 1 - x槡 2 是非不定式，及时排除非不定式可以简化求导运算 .

例 33 求lim
x→1

1
ln x

-
1

x( )- 1
.

解 lim
x→1

1
ln x

-
1

x( )- 1
= lim

x→1

x - 1 - ln x
（x - 1）ln x

= lim
x→1

1 -
1
x

ln x + 1 -
1
x

= lim
x→1

1
x2

1
x

+
1
x2

=
1
2

.

例 34 求 lim
n→ + �

n - n2 ln 1 +
1( )[ ]n

.

分析 本题中的变量 n 是离散型变量，不能直接求导，应先转化

为连续型变量，即求极限 lim
x→ + �

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

. 本题是求差式的极

限，而第一项在 x→ + � 时为正无穷大，因此，需要判断第二项是否为

无穷大 .

解法 1

lim
x→ + �

x2·ln 1 +
1( )x

= lim
x→ + �

x2·
1
x

= lim
x→ + �

x = + � ，

所以原极限为 � - � 型未定式，令 x =
1
t

，当 x→ � 时，t→0 + ，于是

lim
x→ + �

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

= lim
t→0

+

1
t

-
ln（1 + t）

t[ ]2 = lim
t→0

+

t - ln（1 + t）
t2

= lim
t→0

+

1 -
1

1 + t
2 t

= lim
t→0

+

1
2（1 + t）

=
1
2

，
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所以 lim
n→ �

n - n2 ln 1 +
1( )[ ]n

=
1
2

.

注 本例为了把 � - � 型未定式化为
0
0

型未定式，借助了变量代

换 x =
1
t

. 另外，本题也可以用下面的方法求解 .

解法 2

lim
x→ + �

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

= lim
x→ + �

x2 1
x

- ln 1 +
1( )[ ]x

（� ·0 型）

= lim
x→ + �

1
x

- ln 1 +
1( )x

1
x2

= lim
x→ + �

-
1
x2 +

1

1 +
1
x

·
1
x2

-
2
x3

= lim
x→ + �

- x
- 2（1 + x）

=
1
2

.

解法 3

lim
x→ + �

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

= lim
x→

[
+ �

x - x (2 1
x

-
1

2x2 +
1

3x3 + o
1
x( ) ) ]3

= lim
x→ + �

1
2

+ o
1( )[ ]x

=
1
2

.

注 这种通过提取因式把 � - � 型未定式变形为 0·� 型未定式，

再想办法计算也是常用的方法 .

例 35 求lim
x→0

ax
1 + ax

2 + ⋯ + a x
n( )n

1
x

.

解 lim
x→0

ax
1 + ax

2 + ⋯ + a x
n( )n

1
x

= lim
x→0

e
1
x ln

a
x
1 + a

x
2 + ⋯ + a

x
n

n .

因为 lim
x→0

1
x

ln
ax

1 + ax
2 + ⋯ + a x

n

n
= lim

x→0

ln（ax
1 + ax

2 + ⋯ + a x
n）- ln n

x

= lim
x→0

ax
1 ln a1 + ax

2 ln a2 + ⋯ + a x
n ln an

ax
1 + ax

2 + ⋯ + a x
n

= ln
n

a1 a2 ⋯ a槡 n .
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所以 原式 = eln n a1 a2
⋯ a槡 n =

n
a1 a2 ⋯ a槡 n .

例 36 设 f（x）=
g（x）

x
， x≠0，

0， x = 0
{

，

g（x）可导且 g（0）= g'（0）= 0，

g"（0）= 3，求 f'（0）.

解 f'（0）= lim
x→0

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0

g（x）
x

- 0

x
= lim

x→0

g（x）

x2

= lim
x→0

g'（x）
2x

=
1
2

lim
x→0

g'（x）- g'（0）
x

=
1
2

g"（0）=
3
2

.

例 37 求极限 lim
x→ + �

ex

xn 与 lim
x→ + �

xn

（ln x）n .

分析 当 x→ + � 时，ex ，xn ，（ln x）n 均趋向于 + � .

解 lim
x→ + �

en

xn = lim
x→ + �

ex

nxn - 1 = lim
x→ + �

ex

n（n - 1）xn - 2 = ⋯ = lim
x→ + �

ex

n！
= + � .

lim
x→ + �

xn

（ln x）n = lim
x→ + �

nxn - 1

n（ln x）n - 1·
1
x

= lim
x→ + �

nxn

n（ln x）n - 1

= lim
x→ + �

n2 xn - 1

n（n - 1）（ln x）n - 2·
1
x

= lim
x→ + �

n2 xn

n（n - 1）（ln x）n - 2 = ⋯

= lim
x→ + �

nn - 1 xn

n（n - 1）⋯2（lnx）

= lim
x→ + �

nnxn

n（n - 1）⋯2·1
= + � .

注 结论表明，当 x→ + � 时，ex→ + � 的速度最快，xn → + � 的

速度次之，（ln x）n→ + � 的速度最慢 .

例 38 求lim
x→0

1 + tan槡 x - 1 + sin槡 x
x2 sin x

.

解 lim
x→0

1 + tan槡 x - 1 + sin槡 x
x2 sin x
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= lim
x→0

tan x - sin x
x2 sin x（ 1 + tan槡 x + 1 + sin槡 x）

=
1
2

lim
x→0

tan x（1 - cos x）

x3 =
1
4

.

注 此题虽然属于
0
0

型未定式极限，但用洛必达法则计算较麻烦，

因 此，应 把 多 种 求 极 限 方 法 综 合 使 用，并 注 意 随 时 化 简，如

lim
x→0

（ 1 + tan槡 x + 1 + sin槡 x）= 2.

例 39 确定常数 a，b，c，使得

ln x = a + b（x - 1）+ c（x - 1）2 + o（（x - 1）2）.

解法 1 由条件 ln x = a + b（x - 1）+ c（x - 1）2 + o（（x - 1）2），应

有

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2 是无穷小（x→1）；

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2 是比（x - 1）高阶的无穷小（x→1）；

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2 是比（x - 1）2 高阶的无穷小（x→1）.

根据以上分析，应有

lim
x→1

［ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2 ］= 0， （1）

lim
x→1

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2

x - 1
= 0， （2）

lim
x→1

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2

（x - 1）2 = 0 . （3）

由（1）可得：a = 0 .

对（2）用洛必达法则有

lim
x→1

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2

x - 1

= lim
x→1

1
x

- b - 2c（x - 1）

1
= 1 - b = 0，

故 b = 1.

对（3）用洛必达法则有

lim
x→1

ln x - a - b（x - 1）- c（x - 1）2

（x - 1）2
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= lim
x→1

ln x -（x - 1）- c（x - 1）2

（x - 1）2

= lim
x→1

1
x

- 1 - 2c（x - 1）

2（x - 1）

= lim
x→1

-
1
x2 - 2c

2
=

- 1 - 2c
2

，

从而 c = -
1
2

.

解法 2 设 f（x）= ln x，x0 = 1，视上式为 ln x 关于 x0 = 1 的二阶泰

勒公式，

则 a + b（x - 1）+ c（x - 1）2 应该为 f（x）= ln x 在点 x0 = 1 处的二阶泰

勒多项式，即应有 a = f（1），b = f'（1），c =
1

2！
f"（1）.

f（x）= ln x，f（1）= 0；

f'（x）=
1
x

，f'（1）= 1；

f"（x）= -
1
x2 ，f"（1）= - 1；

所以 a = 0，b = 1，c = -
1
2

，即

ln x = f（1）+ f'（1）（x - 1）+
f"（1）

2！
（x - 1）2 + o（（x - 1）2）.

例 40 （2006 年数学一）设数列｛xn｝满足 0 < x1 <π，xn + 1 = sin xn

（n = 1，2，⋯），

（1）证明 lim
n→ �

xn 存在，并求该极限；

（2）计算 lim
n→ �

xn + 1

x( )
n

1

x
2
n .

分析 一般利用单调增加有上界或单调减少有下界数列必有极限

的准则来证明数列极限的存在 . （2）的计算需利用（1）的结果 .

解 （1）因为 0 < x1 <π，所以 0 < x2 = sin x1≤1 <π.
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可推得 0 < xn + 1 = sin xn≤1 <π，n = 1，2，⋯，所以数列｛xn｝有界 .

于是
xn + 1

xn
=

sin xn

xn
< 1，因当 x > 0 时，sin x < x，所以有 xn + 1 < xn ，

可见数列｛xn｝单调减少，故由单调减少有下界数列必有极限知极限

lim
n→ �

xn 存在 .

设 lim
n→ �

xn = l，在 xn + 1 = sin xn 两边令 n→ � ，得 l = sin l，解得 l = 0，

即 lim
n→ �

xn = 0 .

（2）因 lim
n→ �

xn + 1

x( )
n

1

x
2
n = lim

n→ �

sin xn

x( )
n

1

x
2
n ，由（1）知该极限为 1� 型 .

令 t = xn ，则当 n→ � ，t→0，而

lim
t→0

sin t( )t

1

t
2

= lim
t→0

1 +
sin t

t( )- 1
1

t
2

= lim
t→0

1 +
sin t

t( )- 1
1

sin t
t[ ]- 1

1

t
2

sin t
t( )- 1

，

又 lim
t→0

1
t2

sin t
t( )- 1 = lim

t→0

sin t - t
t3 = lim

t→0

cos t - 1
3 t3 = lim

t→0

- sin t
6 t

= -
1
6

.

故 lim
n→ �

xn + 1

x( )
n

1

x
2
n = lim

n→ �

sin xn

x( )
n

1

x
2
n = e - 1

6 .

注 对于有递推关系的数列极限的证明问题，一般利用单调有界

数列必有极限准则来证明 .

（六）函数的单调性与极值的求法

1 . 函数的单调性

例 41 证明：若 f（x）在［a，b］可导，f"（x）> 0，且 f（0）= 0，则函数

f（x）
x

在（0，a）内单调增加 .

分析 要证函数
f（x）

x
在（0，a）内单调增加，只需证

f（x）[ ]x
'

=
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xf'（x）- f（x）

x2 > 0，为此，令 F（x）= xf'（x）- f（x），则只需证 F（x）>

0，x∈（0，a）.

证法 1 F'（x）= xf"（x）> 0，x∈（0，a），又 F（0）= 0，所以 F（x）

> 0，x∈（0，a）. 即

xf'（x）- f（x）> 0，

从而
f（x）[ ]x

'
=

xf'（x）- f（x）

x2 > 0，故结论成立 .

证法 2 f（x）在［0，a］上可导，所以 f（x）在［0，x］，x∈（0，a ］上满

足拉格朗日中值定理的条件，故存在ξ∈（0，a），使得 f（x）- f（0）=

f'（ξ）x，又 f（0）= 0，f"（x）> 0，所以

xf'（x）- f（x）= xf'（x）- xf'（ξ）= x［f'（x）- f'（ξ）］> 0，

结论成立 .

证法 3 由泰勒公式有

f（x）= f（x0）+ f'（x0）（x - x0）+
1
2

f"（ξ）（x - x0）
2 ，

取 x = 0，x0 = x，有

f（0）= 0 = f（x）+ f'（x）（- x）+
1
2

f"（ξ）（- x）2 ，

由 f"（x）> 0，得 xf'（x）- f（x）> 0，命题得证 .

注 本题还可以运用函数的凹凸性加以证明，留给读者自己思考 .

2 . 函数的极值

例 42 求 f（x）=（2x - 5）
3

x槡 2 的极值 .

解 f（x）=（2x - 5）x
2
3 = 2x

5
3 - 5x

2
3 ，x∈R，则

f'（x）=
10
3

x
2
3 -

10
3

x - 1
3 =

10
3

x - 1
3（x - 1）=

10（x - 1）

3x
1
3

.

令 f'（x）= 0，得 x = 1，又当 x = 0 时 f'（x）不存在，列表（表 3 .1）：
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表 3.1

x （- � ，0） 0 （0，1） 1 （1，+ � ）

f'（x） + 不存在 - 0 +

f（x） ↑ 极大值 ↓ 极小值 ↑

所以 f（x）的极大值是 f（0）= 0，极小值是 f（1）= - 3 .

例 43 若 f（x）在点 a 的某邻域内具有 n 阶导数，且 f '（a）=

f"（a）= ⋯ = f（n - 1）（a）= 0，f（n）（a）≠0，证明：

（1）若 n 是奇数，则 a 不是 f（x）的极值点 .

（2）若 n 是偶数，则 a 是 f（x）的极值点 . 当 f（n）（a）> 0 时，a 是

f（x）的极小值点，f（a）是极小值；当 f（n）（a）< 0 时，a 是 f（x）的极大值

点，f（a）是极大值 .

证明 将 f（x）在点 a 处展开为带有佩亚诺型余项的泰勒公式

f（x）= f（a）+
f'（a）

1！
（x - a）+

f"（a）
2！

（x - a）2 + ⋯ +

f（n）（a）
n！

（x - a）n + o［（x - a）n ］，

由已知有 f（x）- f（a）=
f（n）（a）

n！
（x - a）n + o［（x - a）n ］.

因为上式等号右边第二项 o［（x - a）n ］是比（x - a）n 高阶的无穷

小（x→a），所以，当 x 充分靠近 a 时，即δ> 0，x∈（a - δ，a +δ），

有

（1）若 n 是奇数：x∈（a - δ，a），有（x - a）n < 0；x∈（a，a +

δ），有（x - a）n > 0，即在 a 的左右侧
f（n）（a）

n！
（x - a）n 异号，也就是

f（x）- f（a）要变号，所以，a 不是 f（x）的极值点 .

（2）n 是偶数：x∈（a - δ，a +δ），有（x - a）n≥0 . 当 f（n）（a）> 0

时，x∈（a - δ，a +δ），有 f（x）- f（a）≥0，即 a 是函数 f（x）的极小

值点，f（a）是极小值 .

当 f（n）（a）< 0 时，x∈（a - δ，a +δ），有 f（x）- f（a）≤0，即 a

是函数 f（x）的极大值点，f（a）是极大值，证毕 .
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例 44 试求函数 f（x）= x4（x - 1）3 的极值 .

解 由于 f'（x）= x3（x - 1）2（7x - 4），因此，x = 0，1，
4
7

是函数的

三个驻点，又 f"（x）= 6x2（x - 1）（7x2 - 8x + 2），由此得，f" ( )4
7

> 0，故

f（x）在 x =
4
7

时取得极小值 . f"（0）= f"（1）= 0，用第二充分条件无法

判别 .

f（x）= 6x（35x3 - 60x2 + 30x - 4），有 f（1）> 0，由于 n = 3 为奇

数，根据第三充分条件（即上题的结论）知，f（x）在 x = 1 处不取得极

值 . 因 f（0） = 0，需 再 求 f（ x）的 四 阶 导 数，f（4）（ x） =

24（35x3 - 45x2 + 15x - 1），有 f（4）（0）< 0. 因为 n = 4 为偶数，故 f（x）在

x = 0 处取得极大值 .

综上所述，f（0）= 0 为极大值，f ( )4
7

= - ( )4
7

4 ( )3
7

3

= -
6 912

823 543

为极小值 .

例 45 若函数 f（x）在点 x0 处取得极大值，能否保证 f（x）在点 x0

的某左邻域递增，右邻域递减 .

解 这一结论未必成立，如 f（x）=
2 - x2 2 + sin

1( )x
， x≠0，

2， x = 0
{

，

由定义知 f（x）在点 x = 0 处取得极大值 2，但在 x = 0 的左右两侧，由于

sin
1
x

是振荡函数，f（x）在点 x = 0 的任意左邻域和右邻域都不是单调

的 .

3 . 函数的最值

例 46 求函数 f（x）= | 2x3 - 9x2 + 12x | 在闭区间 -
1
4

，[ ]5
2

上的

最大值与最小值 .

解 函数 f（x）在闭区间 -
1
4

，[ ]5
2

上连续，故必存在最大值与最

小值 . 由于
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f（x）= | 2x3 - 9x2 + 12x | = | x（2x2 - 9x + 12）|

=
- x（2x2 - 9x + 12）， -

1
4 ≤x≤0，

x（2x2 - 9x + 12）， 0 < x≤
5
2

{ .

因此 f'（x）=
- 6x2 + 18x - 12， -

1
4

< x < 0，

6x2 - 18x + 12， 0 < x <
5
2

{ ，

=
- 6（x - 1）（x - 2）， -

1
4

< x < 0，

6（x - 1）（x - 2）， 0 < x <
5
2

{ .

又因 f'（0 - 0）= - 12，f'（0 + 0）= 12，所以由导数极限定理推知函

数在 x = 0 处不可导 . 求出函数 f（x）在驻点 x = 1，2，不可导点 x = 0 以

及端点 x = -
1
4

，
5
2

的函数值 .

f（1）= 5，f（2）= 4，f（0）= 0，f -( )1
4

=
115
32

，f( )5
2

= 5.

所以，函数 f（x）在 x = 0 处取得最小值 0，在 x = 1 和 x =
5
2

处取得

最大值 5 .

注 本题也可以设φ（x）= x（2x2 - 9x + 12），再加以讨论 .

例 47 已知 f（x）= xe - x
2

，x∈（- � ，+ � ），求 f（x）的最大值与

最小值 .

解 f'（x）= e - x
2

- 2x2 e - x
2

= e - x
2

（1 - 2x2）. 令 f'（x）= 0，得

x1 = - 槡2
2

，x2 =槡2
2

.

f"（x）= 2xe - x
2

（2x2 - 3），

f" - 槡2( )2
=

4

槡2
e - 1

2 > 0，f" 槡2( )2
= -

4

槡2
e - 1

2 < 0，
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所以 x = - 槡2
2

是 f（x）的极小值点，x =槡2
2

是 f（x）的极大值点 .

且 lim
x→ �

f（x）= lim
x→ �

xe - x
2

= lim
x→ �

x

ex
2 = 0，

于是，最小值为 f - 槡2( )2
=

- 1

槡2e
，最大值为 f 槡2( )2

=
1

槡2e
.

4 . 函数的最值在实际问题中的应用

在许多实际问题中，常常遇到在一定条件下怎样才能使材料最省、

效率最高、性能最好、生产过程最快等实际问题 . 概括地说，这类问题就

是在一定条件下，从各种方案中选择一种最优方案，在许多情况下，问

题可以转化为求函数的最大值与最小值 . 解这类问题，注意要恰当地选

择因变量和自变量，通常是待求最值的量选为因变量（目标函数），自变

量一般选择能使运算简化的量 .

例 48 一艘轮船在航行中的燃料费和它速度的立方成正比 . 已知

当速度为 10（km/h），燃料费为每小时 6 元，而其他与速度无关的费用为

每小时 96 元 . 问轮船的速度为多少时，每航行 1 km 所消耗的费用最

少？

解 设船速为 x（km/h），据题意，每航行 1 km 的费用为 y =
1
x
（kx3

+ 96）. 又已知当 x = 10 时，k·103 = 6，故得比例系数 k = 0.006 . 所以有

y =
1
x
（0.006x3 + 96），x∈（0，+ � ），

令 y' =
0.012

x2 （x3 - 8 000）= 0，得驻点 x = 20.

且易知 x = 20 是极小值点 . 由于在（0，+ � ）上该函数处处可导，且

只有唯一的极值点，当它为极小值点时必为最小值点，所以求得当船速

为 20（km/h）时，每航行 1 km 的费用最少，其值为 ymin = 0.006 × 202 +
96
20

= 7.2（元）.

注 f（x）在一个开区间（有限或无限）内可导且只有一个驻点 x0 ，

并且这个驻点 x0 是函数 f（x）的极值点，那么，当 f（x0）是极大值时，
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f（x0）就是 f（x）在该区间上的最大值；当 f（x0）是极小值时，f（x0）就

是 f（x）在该区间上的最小值 .

（七）曲线的凹凸性与拐点

例 49 求曲线 x = t2 ，y = 3t + t3 的拐点 .

分析 由于对任意 x > 0，对应两个参数 t = ±槡x，于是对应两个 y

值，即 y 是 x 的双值函数，因此所给曲线实质上是两个单值函数 y =

y1（x）与 y = y2（x）的曲线，下面求这两条曲线上的拐点 .

解 由
dy
dx

=
3 + 3t2

2 t
=

3
2t

+
3
2

t 得
d2 y
dx2 =

d
dx

dy
d( )x

=
3（t2 - 1）

4t3 .

令
d2 y
dx2 = 0，得 t = ± 1，即得点（1，± 4），此为曲线上的点 .

对点（1，4），相应于 t = 1，于是当 x < 1，即 t =槡x < 1 时，有
d2 y
dx2 < 0；

当 x > 1，即 t =槡x > 1 时，有
d2 y
dx2 > 0，故点（1，4）是拐点 .

对点（1，- 4），相应于 t = - 1，于是当 x < 1，即 t = - 槡x > - 1 时，

有
d2 y
dx2 < 0；当 x > 1，即 t = - 槡x < - 1 时，有

d2 y
dx2 > 0，故点（1，- 4）也是

拐点 .

注 本题中曲线是由参数方程给出的，拐点要对自变量 x 讨论，

不是对变量 t 讨论 .

例 50 求曲线 f（x）=（x - 2）
3

x槡 2 的凹凸区间及拐点 .

解 函数 f（x）的定义域为（- � ，+ � ），

f'（x）=
5
3

x
2
3 -

4
3

x - 1
3 ，f"（x）=

10
9

x - 1
3 +

4
9

x - 4
3 =

2（5x + 2）

9x3 槡x
.

令 f"（x）= 0，得 x = -
2
5

. x = 0 为 f"（x）不存在的点，用 x = -
2
5

，

0 将定义区间（- � ，+ � ）分成三个部分区间（见表 3 .2）.
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表 3.2

x - � ，-( )2
5

-
2
5

-
2
5

，( )0 0 （0，+ � ）

f"（x） - 0 + 不存在 +

f（x） 凸 取拐点 凹 不取拐点 凹

由表 3 . 2 可知，曲线 f（x）的凸区间是 - � ，-( )2
5

，凹区间是

-
2
5

，( )0 与（0，+ � ）；点 -
2
5

，-
12
5

3
4槡( )25

是拐点 .

例 51 （2006 年数学二）已知曲线 L 的方程为
x = t2 + 1，

y = 4t - t{ 2
（t≥

0），

（1）讨论 L 的凹凸性；

（2）过点（- 1，0）引 L 的切线，求切点（x0 ，y0）并写出切线的方程。

分析 （1）利用曲线凹凸性的定义来判定；（2）先写出切线方程，然

后利用点（- 1，0）在切线上求之 .

解 （1）因为
dx
dt

= 2t，
dy
dt

= 4 - 2 tdy
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
4 - 2 t

2 t
=

2
t

- 1，

d2 y
dx2 =

d
dt

dy
d( )x

·
1

dx
dt

= -
2
t( )2 ·

1
2t

= -
1
t3 < 0 （t > 0），

故当 t≥0 时曲线 L 是凸的 .

（2）设切点（x0 ，y0）对应参量 t = t0 ，由（1）知，切线方程为 y - 0 =

2
t0

( )- 1 （x + 1），又 x0 = t2
0 + 1，y0 = 4t0 - t2

0 ，则

4t0 - t2
0 =

2
t0

( )- 1 （t2
0 + 2），即 4t2

0 - t3
0 =（2 - t0）（t2

0 + 2），

整理得 t2
0 + t0 - 2 = 0（t0 - 1）（t0 + 2）= 0 t0 = 1 和 t0 = - 2（舍去）.

将 t0 = 1 代入参数方程得切点为（2，3），故切线方程为
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y - 3 =
2
1( )- 1 （x - 2），即 y = x + 1.

（八）利用函数的性质讨论方程根的存在性问题

例 52 讨论方程 x3 - 3x + A= 0 实根的情况（A 为实数）.

解 令 f（x）= x3 - 3x + A，由 f'（x）= 3x2 - 3 = 0 得 x1 = - 1，x2 =

1，从而（- 1，1）是函数的单调递减区间，（- � ，- 1）和（1，+ � ）是函数

的单调递增区间，极大值为 f（- 1）= A+ 2，极小值为 f（1）= A- 2 .

由于 lim
x→ + �

f（x）= + � ，lim
x→ - �

f（x）= - � ，所以①当 A + 2 < 0 时，原

方程只有一个实根，位于（1，+ � ）内；②当 A + 2 = 0 时，原方程有两个

不同的实根，一个为 - 1，另一个位于（1，+ � ）内；③当 A + 2 > 0，A - 2

< 0 时，原方程有三个不同的实根，分别位于（- � ，- 1），（- 1，1），（1，

+ � ）内；④当 A- 2 = 0 时，原方程有两个不同的实根，一个为 1，另一

个位于（- � ，- 1）内；⑤当 A - 2 > 0 时，原方程只有一个实根，位于

（- � ，- 1）内 .

例 53 设 f（x）= x3 - px + q，p，q 为实数，且 p > 0，求：

（1）函数的极值；

（2）方程 x3 - px + q = 0 有三个实根的条件 .

解 （1）f'（x）= 3x2 - p，令 f'（x）= 0 得 x = ±
p槡3

，而 f"（x）=

6x，故 f（x）在 x1 =
p槡3

处取得极小值，其值为 - 2
p( )3

3
2

+ q，在 x2 =

-
p槡3

处取得极大值，其值为 2
p( )3

3
2

+ q .

（2）由 上 述 讨 论 可 以 看 出，f （ x）仅 有 - � ，-
p槡( )3

，

-
p槡3

，
p槡( )3

， p槡3
，( )+ � 三个单调区间，由介值定理及区间单调

性知：方程要有三个实根，必须满足在这三个单调区间上各有一个实

根，也就是说，极小值应小于或等于 0，同时极大值应大于或等于 0（等

于 0 时含重根），即 - 2
p( )3

3
2

+ q≤0，2
p( )3

3
2

+ q≥0 .

801 高等数学思想方法与解题研究



所以，当 - 2
p( )3

3
2

≤q≤2
p( )3

3
2

时，方程有三个实根 .

注 对方程根的存在性的讨论，主要是零点定理、罗尔定理、函数

极值、函数单调性等的应用 .

（九）曲线渐近线的求法

对于曲线的水平渐近线、垂直渐近线和斜渐近线的求法，一般情况

下，如果函数为偶函数，则其斜渐近线（若有的话）一定关于 y 轴对称；

若是奇函数，则其斜渐近线（若有的话）一定关于原点对称 .

如果 y = f（x）为分式函数，且分子的次数比分母高一次，则曲线可

能有斜渐近线 . 求斜渐近线主要有两种方法，一种是公式法，另一种是

从给定的函数中分离出一个线性函数，将其改写为 y =（ax + b）+

g（x），其中 lim
x→ �

g（x）= 0，则 y = ax + b 就是所求的渐近线 .

例 54 求曲线 f（x）=
x3

1 + x2 的渐近线 .

解 因为 f（x）=
x3

1 + x2 = x -
x

1 + x2 ，且 lim
x→ �

x
1 + x2 = 0，故 y = x 为

曲线的一条斜渐近线 .

例 55 求曲线 f（x）=
（x - 3）2

4（x - 1）
的渐近线 .

解 因为 lim
x→1

+

（x - 3）2

4（x - 1）
= + � ，lim

x→1
-

（x - 3）2

4（x - 1）
= - � ，所以 x = 1 是

曲线 f（x）的垂直渐近线 .

又 k = lim
x→ �

f（x）
x

= lim
x→ �

（x - 3）2

4x（x - 1）
=

1
4

，

b = lim
x→ + �

（f（x）- kx）= lim
x→ �

（x - 3）2

4（x - 1）
-

x( )4
= -

4
5

.

所以直线 y =
x - 5

4
，即 x - 4y = 5 是曲线的斜渐近线 .

例 56 求曲线 y = xarctan x 的渐近线 .

解 当 x→ + � 时，有

k1 = lim
x→ + �

xarctan x
x

= π
2

，
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b1 = lim
x→ + �

f（x）- π
2( )x = lim

x→ + �
xarctan x - π

2( )x

= lim
x→ + �

arctan x - π
2

1
x

= lim
x→ + �

1
1 + x2

-
1
x2

= - 1 .

当 x→ - � 时，有

k2 = lim
x→ - �

xarctan x
x

= - π
2

，

b2 = lim
x→ - �

xarctan x + π
2[ ]x = - 1 .

故曲线 y = xarctan x，当 x→ + � 时有渐近线 y = π
2

x - 1；当 x→ - �

时有渐近线 y = - π
2

x - 1 .

例 57 求曲线 y =
3

x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡 + 1的渐近线 .

解法 1 函数 y =
3

x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡 + 1 的定义域为（ - � ，

+ � ），故没有垂直渐近线 .

当 x→ + � 时

k = lim
x→ + �

1
x

3
x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡( )+ 1

= lim
x→ + �

3

1 +
1
x2 +

1
x槡 3 - 1 -

1
x

+
1
x槡( )2 = 0，

b = lim
x→ + �

（
3

x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡 + 1）

= lim
t→0

+

1
t
（

3
1 + t2 + t槡 3 - 1 - t + t槡 2）

= lim
t→0

[
+

1
3
（1 + t2 + t3）- 2

3（2t + 3t2）-
1
2
（1 - t + t2）- 1

2（- 1 + 2t ]）

=
1
2

.

所以，有水平渐近线 y =
1
2

.
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当 x→ - � 时

k = lim
x→ - �

1
x

3
x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡( )+ 1

= lim
x→ - �

3

1 +
1
x2 +

1
x槡 3 + 1 -

1
x

+
1
x槡( )2 = 2，

b = lim
x→ - �

（
3

x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡 + 1 - 2x）

= lim
x→0

-

1
t
（

3
1 + t2 + t槡 3 + 1 - t + t槡 2 - 2）

= lim
t→0

-

（1 + t2 + t3）- 1
3 - 1

t
+ lim

t→0
-

（1 - t + t2）
1
2 - 1

t
= -

1
2

.

所以，有斜渐近线 y = 2x -
1
2

.

解法 2 当 x→ ± � 时，由泰勒公式得

y =
3

x3 + x槡 + 1 - x2 - x槡 + 1

= x 1 +
1
x2 +

1
x( )3

1
3

- | x | 1 -
1
x

+
1
x( )2

1
2

= x 1 +
1
3

1
x2 +

1
x( )3 + o

1
x( )[ ]2 -

| x [| 1 -
1
2

1
x

-
1
x( )2 -

1
8

1
x

-
1
x( )2

2

+ o
1
x( ) ]2 .

当 x→ + � 时，| x | = x，所以

y = x +
1

3x
+ o

1( )x
- x 1 -

1
2x

+
3

8x2 + o
1
x( )[ ]2

=
1
2

-
1

24x
+ o

1( )x
.

所以，有水平渐近线 y =
1
2

.

当 x→ - � 时，| x | = - x，所以

y = x +
1

3x
+ o

1( )x
+ x 1 -

1
2x

+
3

8x2 + o
1
x( )[ ]2

= 2x -
1
2

+
17

24x
+ o

1( )x
.
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所以，有斜渐近线 y = 2x -
1
2

.

注 由水平渐近线的定义和极限的唯一性知，曲线 y = f（x）（单值

函数）若有水平渐近线，则不可能多于两条；而由斜渐近线的定义知，一

个单值函数若有斜渐近线，不可能多于四条 . 由定义还可以得到判断曲

线 y = f（x）无斜渐近线的方法，若 lim
x→ �

y
x ≠ a（其中 a 为非零常数，包括

x→ + � 与 x→ - � ），则曲线 y = f（x）无斜渐近线 .

（十）其他问题

例 58 若函数 f（x）在［a，b］上可导，对 f' +（a）与 f' -（b）之间任意

μ，在（a，b）内至少存在一点 c，使 f'（c）=μ.

证明 不妨设 f' +（a）< f' -（b）（f' +（a）> f' -（b）时，同法可证），则

f' +（a）<μ< f' -（b），作辅助函数 F（x）= f（x）- μx，则有 F'（x）=

f'（x）- μ.

显然，F' +（a）= f't（a）- μ< 0，F' -（b）= f' -（b）- μ> 0，即

F' +（a）= lim
x→a

+

F（x）- F（a）
x - a

< 0，

F' -（b）= lim
x→b

-

F（x）- F（b）
x - b

> 0.

根据极限保号性，x1∈（a，b），使
F（x1）- F（a）

x1 - a
< 0，从而有

F（x1）- F（a）< 0 或 F（x1）< F（a），

x2∈（a，b），使
F（x2）- F（b）

x2 - b
> 0 . 从而有

F（x2）- F（b）< 0 或 F（x2）< F（b），

于是 F（x）在（a，b）内至少存在一个极小值点 c，又因为 f'（c）存在，故

F'（c）存在且有 F'（c）= f'（c）- μ= 0，即 f'（c）=μ，证毕 .

注 此例指出，区间 I 的导函数 f'（x）具有介值性，虽然导函数

f'（x）在区间 I 可能有间断点，但是它也具有介值性 . 因此，导函数

f'（x）不能有第一类间断点（否则，导函数 f'（x）不具有介值性），只能

有第二类间断点 . 这是导函数的一个重要性质 .

211 高等数学思想方法与解题研究



例 59 若函数 f（x）在 a 的邻域 U（a）内连续，除 a 外可导，且

lim
x→a

f'（x）= l，则函数 f（x）在 a 处可导，且 f'（a）= l .

证明 x∈U（a）且 x≠a，显然 f（x）在［a，x］或［x，a］上满足拉

格朗日 中 值 定 理 的 条 件，故 在 a 与 x 之 间 至 少 存 在 一 点 cx ，使

f（x）- f（a）
x - a

= f'（cx），当 x→ a 时，有 cx→ a，从而 lim
x→a

f（x）- f（a）
x - a

=

lim
cx→a

f'（cx），又lim
x→a

f'（x）= l，则lim
x→a

f（x）- f（a）
x - a

= lim
cx→a

f'（cx）= l .

由导数定义知，f（x）在 a 处可导，且 f'（a）= l .

注 此题中的连续条件是不可以省略的，例如：

f（x）=
arctan

1
x

， x≠0，

1， x = 0
{

，

求 f'（0）.

因为 f'（x）= -
1

1 + x2 ，x≠0，lim
x→0

-
1

1 + x( )2 = - 1，所以 f '（0）=

- 1，这种做法是错误的，因为 f（x）=
arctan

1
x

， x≠0，

1， x
{

= 0
在点 x = 0 处

不连续 .

例 60 抛物线 y = ax2 + bx + c 上哪一点处的曲率最大？

解 由 y = ax2 + bx + c 得，y' = 2ax + b，y" = 2a . 代入曲率公式得

K =
| 2a |

［1 +（2ax + b）2 ］3 /2 ，

显然，当 2ax + b = 0 时曲率最大 .

曲率最大时 x = -
b

2a
，对应的点为抛物线的顶点 . 因此，抛物线在

顶点处的曲率最大，最大曲率 K = | 2a | .
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四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 .（2006 年 数 学 二）曲 线 y =
x + 4sin x

5x - 2cos x
的 水 平 渐 近 线 方 程 为

.

2 .（2006 年数学一）lim
x→0

xln（1 + x）
1 - cos x

= .

3 .已知函数 y =（x - 5）2 3
（x + 1）槡 2 ，当 x = 时， 为极

小值；当 x = 时， 为极大值 .

二、选择题

1 . 下列函数中，满足罗尔定理条件的是（ ）.

（A）f（x）= 1 -
3

x槡 2 ，x∈［- 1，1］

（B）f（x）=（x - 4）2 ，x∈［0，8］

（C）f（x）= x3 ，x∈［- 1，3］

（D）f（x）=
x2 sin

1
x

， x≠0，

0， x = 0
{

，

x∈［- 1，1］

2 . 对于函数 f（x）=
3 - x2

3
，在区间［0，1］上满足拉格朗日中值定理

的点ξ是（ ）.

（A）
1
2

（B）±
1

槡3
（C）

1

槡3
（D）1

3 . 设函数 f（x）在点 x = 0 的 某 一 邻 域 内 可 导，且 f ' （0）= 0，

lim
x→0

f'（x）
x

= 1，则（ ）.

（A）f（0）一定是 f（x）的一个极大值
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（B）f'（0）一定是 f'（x）的一个极大值

（C）f（0）一定是 f（x）的一个极小值

（D）f'（0）一定是 f'（x）的一个极小值

三、计算题

1 . 求lim
x→0

（1 + x）
1
x - e

x
.

2 . 求极限lim
x→1

x
x - 1

-
1

ln( )x
.

3 . 描绘函数 y = e - x
2

（高斯曲线）的图像 .

4 . 求 lim
x→ + �

（π- 2arctan x）ln x .

5 . 求 lim
x→π

4

（tan x）tan 2x .

6 .在抛物线 y = 4 - x2 上的第一象限部分求一点 P，过点 P 作切

线，使该切线与坐标轴所围成的三角形面积最小 .

7 . 求 f（x）=（2x - 5）
3

x槡 2 的极值点与极值 .

四、证明题

1 . 设函数 f（x）在（- � ，+ � ）内可导，且 f'（x）+ f（x）> 0，证明

f（x）在（- � ，+ � ）内至多有一个零点 .

2 .设 f（x）在［0，1］上可导，且 0 < f（x）< 1，又对于（0，1）内的所有

点 x 有 f'（x）≠ - 1，证明方程 f（x）+ x - 1 = 0 在（0，1）内有唯一实根 .

3 . 证明：当 0 < x < π
2

时，sin x + tan x > 2x .

4 . 设函数 f（x）在点 a 处有二阶导数，证明：

lim
h→0

f（a + h）+ f（a - h）- 2 f（a）

h2 = f"（a）.

5 . 设函数 f（x）和 g（x）在［a，b］上存在二阶导数，且 g"（x）≠0，

f（a）= f（b）= g（a）= g（b）= 0，证明：

（1）在（a，b）内 g（x）≠0；

（2）在（a，b）内至少存在一点ξ，使
f（ξ）
g（ξ）

=
f"（ξ）
g"（ξ）

.

511第三章 中值定理与导数的应用



6 . 证明：
| a + b |

1 + | a + b | ≤
| a |

1 + | a |
+

| b |
1 + | b |

.

习题（B）

1 . 求 lim
x→ + �

x
3
2（ x槡 + 2 - 2 x槡 + 1 +槡x）.

2 . 求lim
x→0

3sin x + x2 cos
1
x

（1 + cos x）ln（1 + x）
.

3 . 讨论函数 f（x）=
（1 + x）

1
x[ ]e

1
x
， x > 0，

e - 1
2 ， x≤

{
0

在点 x = 0 处的连续

性 .

4 . 用泰勒公式求lim
x→0

2 1 + x槡 2 - ex
2

- 1
ln（1 + x2）［x + ln（1 - x）］

.

5 . 设函数 f（x）在区间［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且有 f（a）

= f（b）= 0. 试证明存在ξ∈（a，b），使 f（ξ）- f'（ξ）= 0.

6 . 设 f（x）=
x4 sin2 1

x
， x≠0，

0， x
{

= 0.

（1）证明 x = 0 是极小值点 .

（2）说明 f（x）的极小值点 x = 0 是否满足极值的第一充分条件或

第二充分条件 .

7 . 设 f（x）在区间［a，b］上二阶可导，f（a）= f（b）= 0，f"（x）≤8，

试证 f
a + b( )2 ≤（b - a）2 .

8 . 设函数 f（x）在（a，b）内可导，且 lim
x→a

+
f（x）= lim

x→b
-

f（x）= A（A 为

常数）. 证明至少存在一点ξ∈（a，b），使得 f'（ξ）= 0.
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习题（A）答案

一、填空题

1 . y =
1
5

. 2 .2 . 3 . - 1 或 5 时，y = 0；0.5，y =
81
8

3
槡18 .

二、选择题

1 . B. 2 . A. 3 . C.

三、计算题

1 . -
e
2

. 2 .
1
2

. 3 . 略 . 4 .0 . 5 . e - 1 . 6 . P（2，0）.

7 . x = 1，f（1）= - 3 为极小值 .

四、证明题

1 . 提示：构造辅助函数 F（x）= exf（x）. 2 . 略 .

3 . 提示：令 f（x）= sin x + tan x - 2x . 4 . 略 . 5 . 略 .

6 . 提示：根据待证的不等式形式，构造与之形似的函数 f（x）=

x
1 + x

.

习题（B）答案

1 . -
1
4

. 提示：令 t =
1
x

，化为
0
0

型 . 2 .
3
2

. 3 . 连续 .

4 . -
3
2

. 提示：利用等价无穷小代换与泰勒公式 .

5 . 略 . 6 . 略 . 7 . 略 .

8 . 提示：作辅助函数 F（x）=
f（x）， a < x < b，

A， x = a，b{ ，
用罗尔定理 .
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第四章 不定积分

一、本章知识的作用与意义

减法是加法的逆运算，除法是乘法的逆运算，类似地，本章所讨论

的积分法是微分法的逆运算，即已知函数的导数，求原函数问题 . 积分

学和微分学一样，是高等数学的重要组成部分 . 积分学包括不定积分和

定积分两部分，第五章的定积分计算问题通过牛顿—莱布尼茨定理转

化为求不定积分问题，因此本章求不定积分是定积分计算的基础 .

二、知识要点及思想方法

（一）原函数的定义与性质

1 . 原函数的定义

若对于区间 I 上任一 x 恒有 F'（x）= f（x）（或 dF（x）= f（x）dx），

则称 F（x）为 f（x）（或 f（x）dx）在区间 I 上的一个原函数 .

注 此处的区间可是开区间，闭区间，也可是半开半闭区间 .

2 . 原函数的性质

设 C 是任意一个常数，F（x）是 f（x）的一个原函数，则 F（x）+ C

也是 f（x）的一个原函数 .

注 ①若 f（x）存在原函数，则其原函数必有无穷多个 .

②函数 f（x）的任意两个原函数之间只差一个常数 .

③若 f（x）在区间 I 内连续，则 f（x）在区间 I 内一定存在原函数 .

原函数必可导，可导必连续 .
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（二）不定积分的定义与性质

1 . 不定积分的定义

在区间 I 上，函数 f（x）的带有任意常数项的原函数称为 f（x）或

f（x）dx 在区间 I 上的不定积分，记作∫f（x）dx . 设 F（x）是 f（x）在区间

I 上的一个原函数，那么 F（x）+ C 就是 f（x）的不定积分，即

∫f（x）dx = F（x）+ C .

因此，f（x）的不定积分就是 f（x）的原函数的全体 .

注 ①不定积分∫f（x）dx 不是代表一个函数，而是一族函数 . 因此

计算不定积分的过程中不要忘记在求出一个原函数 F（x）后，加上一

个任意常数 C . 两个不定积分相等，是指两个函数族相等 .

②F（x）只是原函数的一个代表，只要 F'（x）= f（x）即可，这也是

验证不定积分正确与否的方法 . 在求不定积分时要养成用求导还原的

方法来验证其正确性的习惯，即把积分结果求导，看它的导数是否等于

被积函数 .

2 . 不定积分的性质

①［∫f（x）dx］' = f（x）（或 d∫f（x）dx = f（x）dx）.

②∫f'（x）dx = f（x）+ C（或∫df（x）= f（x）+ C）.

注 由上可见，∫与 d 连在一起时，或者抵消，或者抵消后差一个常

数 C . 因此，在忽略常数 C 的情况下，微分运算与积分运算是互逆的 .

③∫［f（x）± g（x）］dx =∫f（x）dx ±∫g（x）dx .

注 此性质对有限个函数仍成立 .

④∫kf（x）dx = k∫f（x）dx（k≠0，k 为常数）.

（三）常用积分表

①∫kdx = kx + C （k 是常数）；
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②∫xμdx =
xμ+ 1

μ+ 1
+ C （μ≠ - 1）；

③∫dx
x

= ln | x | + C；

④∫dx
1 + x2 = arctan x + C；

⑤∫ dx

1 - x槡 2
= arcsin x + C；

⑥∫cos xdx = sin x + C；

⑦∫sin xdx = - cos x + C；

⑧∫dx
cos2 x

=∫sec2 xdx = tan x + C；

⑨∫dx
sin2 x

=∫csc2 xdx = - cot x + C；

⑩∫sec xtan xdx = sec x + C；

瑏瑡∫csc xcot xdx = - csc x + C；

瑏瑢∫ex dx = ex + C；

瑏瑣∫ax dx =
ax

ln a
+ C；

瑏瑤∫sh xdx = ch x + C；

瑏瑥∫ch xdx = sh x + C；

瑏瑦∫tan xdx = - ln | cos x | + C；

瑏瑧∫cot xdx = ln | sin x | + C；

瑏瑨∫sec xdx = ln | sec x + tan x | + C；
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瑏瑩∫csc xdx = ln | csc x - cot x | + C；

瑐瑠∫ dx
a2 + x2 =

1
a

arctan
x
a

+ C；

瑐瑡∫ dx
x2 - a2 =

1
2a

ln
x - a
x + a

+ C；

瑐瑢∫ dx

a2 - x槡 2
= arcsin

x
a

+ C；

瑐瑣∫ dx

x2 + a槡 2
= ln（x + x2 + a槡 2）+ C；

瑐瑤∫ dx

x2 - a槡 2
= ln | x + x2 - a槡 2 | + C .

注 以上 24 个常用积分公式是求不定积分的基础，必须熟记 .

（四）积分法

1 . 直接积分法

直接积分法是指直接或将被积函数恒等变形后利用基本积分公式

和不定积分的性质求积分 .

2 . 换元积分法

（1）第一类换元法（也叫凑微分法）

（i）第一类换元法的公式

设 f（u）具有原函数 F（u），u =φ（x）可导，则有换元公式

∫f［φ（x）］φ'（x）dx =∫f［φ（x）］dφ（x）=∫f（u）du = F（u）+ C

= F［φ（x）］+ C .

注 ①此法的思路是把被积函数分成两部分的积，即φ（x）的函

数 f［φ（x）］与φ（x）的导数φ'（x）的积，进而凑成 dφ（x）= du，且

∫f（u）du 可求得 .

②此法的关键是凑微分φ'（x）dx = dφ（x）.

（ii）常用的凑微分法的几种类型

①∫f（ax + b）dx =
1
a∫f（ax + b）d（ax + b），这里 dx =

1
a

d（ax + b）；
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②∫xf（ax2 + b）dx =
1

2a∫f（ax2 + b）d（ax2 + b），

这里 xdx =
1

2a
d（ax2 + b）；

③∫xmf（axm + 1 + b）dx =
1

（m + 1）a∫f（axm + 1 + b）d（axm + 1 + b），

这里 xm dx =
1

（m + 1）a
d（axm + 1 + b）；

④∫axf（ax + b）dx =
1

ln a∫f（ax + b）d（ax + b），

这里 ax dx =
1

ln a
d（ax + b），

∫exf（ex + b）dx =∫f（ex + b）d（ex + b），这里 ex dx = d（ex + b）；

⑤∫f（sin x）cos xdx =∫f（sin x）dsin x，这里 cos xdx = dsin x，

∫f（cos x）sin xdx = -∫f（cos x）dcos x，这里 sin xdx = - dcos x，

∫ 1
cos2 x

f（tan x）dx =∫f（tan x）dtan x，这里
1

cos2 x
dx = dtan x，

∫ 1
sin2 x

f（cot x）dx = -∫f（cot x）dcot x，这里，
1

sin2 x
dx = - dcot x；

⑥∫ 1

1 - x槡 2
f（arcsin x）dx =∫f（arcsin x）darcsin x，

这里
1

1 - x槡 2
dx = darcsin x，

∫ 1

1 - x槡 2
f（arccos x）dx = -∫f（arccos x）darccos x，

这里
1

1 - x槡 2
dx = - darccos x；

⑦∫ 1
a2 + x2 f arctan

x( )a
dx =

1
a∫f arctan

x( )a
darctan

x
a

，

这里
1

a2 + x2 dx =
1
a

darctan
x
a

，
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∫ 1
a2 + x2 f arccot

x( )a
dx = -

1
a∫f arccot

x( )a
darccot

x
a

，

这里
1

a2 + x2 dx = -
1
a

darccot
x
a

；

⑧∫f（ln x）
1
x

dx =∫f（ln x）dln x，这里
1
x

dx = dln x，x > 0；

⑨∫f（槡x）
1

槡x
dx = 2∫f（槡x）d槡x，这里

1

槡x
dx = 2d槡x .

（2）第二类换元法

（i）第二类换元法的换元公式

设 x =φ（t）是单调、可导的函数，且φ'（t）≠0，若 f［φ（t）］φ'（t）

具有原函数 G（t），则有

∫f（x）dx =∫f［φ（t）］φ'（t）dt = G（t）+ C = G［φ
- 1（x）］+ C .

注∫f［φ（t）］φ'（t）dt 求出后必须用 x =φ（t）的反函数 t =φ
- 1（x）

代回去，故要求 t =φ
- 1（x）存在且是单值可导的，为此 x =φ（t）在 t 的

某一区间（该区间与 x 的积分区间相对应）上应该是单调、可导的函

数，且φ'（t）≠0 . 这种积分方法一般用于无理函数的积分 .

（ii）第二类换元法求不定积分的常见类型

①∫R（x， a2 - x槡 2）dx，可令 x = a sin t 或 x = a cos t；

②∫R（x， a2 + x槡 2）dx，可令 x = a tan t 或 x = a cot t；

③∫R（x， x2 - a槡 2）dx，可令 x = a sec t 或 x = a csc t；

④∫R（x，
n

ax +槡 b）dx，可令 t =
n

ax +槡 b；

⑤∫R x，
n

ax + b
cx +槡( )d

dx，可令 t =
n

ax + b
cx +槡 d

，

∫R x，
n1 ax + b

cx +槡( )d
，

n2 ax + b
cx +槡 )d

dx，可令 t =
n

ax + b
cx +槡 d

，其中 n 为 n1 与

n2 的最小公倍数 .
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以上各式中，R（u，v）表示关于 u，v 两个变量的有理式 .

⑥当某些被积函数分母的最高次数高于分子的最高次数时，可考

虑作倒代换 x =
1
t

；

⑦当被积函数是由 ax（或 ex）所构成的代数式时，可作指数代换 t

= ax（t = ex）.

注 ①第二类换元法的关键是选择代换 x =φ（t）. 以上代换的方

法并不是绝对的，视具体问题灵活运用 .

②换元法是求不定积分的两大基本方法之一，应熟练掌握 .

3 . 分部积分法

设函数 u = u（x）及 v = v（x）具有连续导数，则有分部积分公式

∫uv' dx = uv -∫vu' dx，

或 ∫udv = uv -∫vdu .

注 ①在利用分部积分公式时，恰当选取 u 和 dv 是一个关键，选

取 u 和 dv 一般要考虑下面两点：dv = v' dx 中容易求出 v；若∫f（x）dx

中的 f（x）能表示为两类函数的乘积 uv' ，且∫vdu 要比∫udv 容易积出 .

②在具体选择 u 和 dv 时，根据经验，我们可按以下口诀：“反—对

—幂—指—三 .”这里“反”指反三角函数；“对”指对数函数；“幂”本指幂

函数，亦可推广为多项式；“指”指的是指数函数 ex ，ax 这一类；“三”指

三角函数 . 按口诀中函数的先后次序优先取 u，剩余部分为 dv.

③形如∫ekx sin（ax + b）dx，∫ekx cos（ax + b）dx 的积分，其中 k，a，b

为常数，u，dv 可任取 . 但此类积分一般需用两次分部积分法，第二次

u，dv 的取法要与第一次相同，否则等式会还原 .

4 . 几类特殊类型函数的积分

（1）有理函数的积分

若 Pm（x）是 x 的 m 次多项式，Pn（x）是 x 的 n 次多项式，则称
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Pm（x）

Pn（x）
为 x 的有理函数 . 若 m≥ n，则称它为假分式；若 m < n，则称它

为真分式 .

关于有理函数的积分，一般处理步骤如下：

①若 m≥n，先进行除法，使
Pm（x）

Pn（x）
= 多项式 + 真分式；

②化真分式为部分分式之和；

③对多项式与部分分式之和分项积分，亦即 x 的有理函数最后都

可化为
A

x - a
，

A
（x - a）k ，

Mx + N
ax2 + bx + c

，
Mx + N

（ax2 + bx + c）k（b2 - 4ac < 0）这样

四种最简分式的积分 .

（2）三角函数有理式的积分

∫R（sin x，cos x）dx，其中 R（u，v）为 u，v 的有理函数，对这类积分

可作万能变换 tan
x
2

= u，于是

sin x =
2tan

x
2

1 + tan2 x
2

=
2u

1 + u2 ，cos x =
1 - tan2 x

2

1 + tan2 x
2

=
1 - u2

1 + u2 ，

dx = 2darctan u =
2du

1 + u2 ，

从而有

∫R（sin x，cos x）dx =∫R
2u

1 + u2 ，
1 - u2

1 + u[ ]2
2du

1 + u2 ，

最后化为关于 u 的有理函数的积分 .

注 虽然通过此法，所有三角函数有理式的积分均可转化为有理

函数的积分而积出来，但在很多情况下运用此法往往较繁琐 . 因此，一

般的做法是先用其他较此法简单的方法求积分，若无法用其他的方法

再考虑用此法 . 如

∫ 1
a2 sin2 x + b2 cos2 x

dx =∫ sec2 x
a2 tan2 x + b2 dx
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=∫ dtan x
a2 tan2 x + b2 =

1
ab

arctan
a
b

tan( )x + C，

此题若用上述方法，则会较复杂，而用凑微分的方法很简单 .

（3）简单无理函数的积分

可参考第二类换元法中（ii）中的④、⑤ .

5 . 其他常见的积分方法

①拆项法，如

∫1 + 2x2

x2（1 + x2）
dx =∫1 + x2 + x2

x2（1 + x2）
dx =∫1

x2 dx +∫ 1
1 + x2 dx，

∫ 1
x2 + 2x - 3

dx =∫ 1
（x + 3）（x - 1）

dx =
1
4∫ 1

x - 1
-

1
x( )+ 3

dx .

注 此法为直接积分法 .

②加减项法，如

∫ kx2

x2 + a2 dx = k∫x2 + a2 - a2

x2 + a2 dx = k∫dx - a2∫ dx
x2 + a( )2 .

③同乘以一因式或同除以一因式法，如

∫ dx
1 + sin x

=∫1 - sin x
1 - sin2 x

dx =∫ 1
cos2 x

dx +∫dcos x
cos2 x

.

④降次法，如

∫sin2 xdx =∫1 - cos 2x
2

dx，∫cos2 xdx =∫1 + cos 2x
2

dx .

注 此法适合被积函数为正弦（或余弦）函数的偶次幂的情形 .

⑤先凑微分后化为同名函数法，如

∫sin3 xdx = -∫sin2 xdcos x = -∫（1 - cos2 x）dcos x .

∫cos5 xdx =∫cos4 xdsin x =∫（1 - sin2 x）2 dsin x

=∫（1 - 2sin2 x + sin4 x）dsin x .

⑥求∫sinmxcosnxdx 的方法：若 m，n 均为偶数，则先化为同名函

数，再利用倍角公式降次；若 m，n 至少有一个为奇数，则先凑微分，再
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化为同名函数 . 如

∫sin2 xcos2 xdx =∫（1 - cos2 x）cos2 xdx =∫cos2 xdx -∫cos4 xdx

=∫1 + cos 2x
2

dx -∫1 + cos 2x( )2

2

dx .

∫sin2 xcos3 xdx =∫sin2 x（1 - sin2 x）dsin x .

∫sin3 xcos5 xdx =∫sin3 x（1 - sin2 x）2 dsin x .

⑦先积化和差，再凑微分法，如

∫sin mxcos nxdx =
1
2∫［sin（m + n）x + sin（m - n）x］dx .

∫sin mxsin nxdx = -
1
2∫［cos（m + n）x - cos（m - n）x］dx .

∫cos mxcos nxdx =
1
2∫［cos（m + n）x + cos（m - n）x］dx .

三、解题研究

（一）利用直接法求不定积分问题

例 1 用直接积分法计算下列不定积分：

（1）∫2 -
1( )x 槡槡x xdx； （2）∫ cos 2x

cos x - sin x
dx；

（3）∫ x6

1 + x2 dx； （4）∫ 1 - x2

x2（1 + x2）
dx .

（1）分析 把被积函数根式形式化为幂的形式，然后分项积分 .

解 原式 =∫（2 - x - 1）x
3
4 dx = 2∫x

3
4 dx -∫x - 1

4 dx

=
8
7

x
7
4 -

4
3

x
3
4 + C .

（2）分析 利用三角公式 cos 2x = cos2 x - sin2 x .

解 原式 =∫cos2 x - sin2 x
cos x - sin x

dx
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=∫（cos x + sin x）dx = sin x - cos x + C .

（3）分析 采用加减项法 . 在分子上加减 1，然后分项积分 .

解 原式 =∫x6 + 1 - 1
1 + x2 dx

=∫
（x2 + 1）（x4 - x2 + 1）

1 + x2 dx -∫ 1
1 + x2 dx

=∫（x4 - x2 + 1）dx -∫ 1
1 + x2 dx

=
1
5

x5 -
1
3

x3 + x - arctan x + C .

（4）分析 采用分项法 .

解 原式 =∫1 + x2 - 2x2

x2（1 + x2）
dx =∫1

x2 dx - 2∫ 1
1 + x2 dx

= -
1
x

- 2arctan x + C .

（二）利用第一类换元法求不定积分问题

例 2 利用第一类换元法求下列不定积分：

（1）∫ dx

槡x（1 + x）
； （2）∫ x3

3
x4槡 + 1

dx；

（3）∫2x3x

9x - 4x dx； （4）∫ dx
ex + e - x ；

（5）∫ln tan x
cos xsin x

dx； （6）∫x（1 - x）6 dx；

（7）∫arctan槡x

槡x（1 + x）
dx； （8）∫1 + ln x

（xln x）2 dx；

（9）∫1 - ln x
（x - ln x）2 dx； （10）∫ ln（x + 1 + x槡 2）槡 + 5

1 + x槡 2
dx .

（1）分析 凑微分
1

槡x
dx = 2d槡x .

解 原式 = 2∫ 1
1 +（槡x）2

d槡x = 2arctan槡x + C .
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（2）分析 凑微分 x3 dx =
1
4

dx4 .

解 原式 =
1
4∫（x4 + 1）- 1

3 d（x4 + 1）=
3
8
（x4 + 1）

2
3 + C .

（3）解 原式 =∫
( )3

2

x

( )3
2

2x

- 1
dx =

1

ln
3
2
∫

d( )3
2

x

( )3
2

2x

- 1

=
1

2ln
3
2

ln
( )3

2

x

- 1

( )3
2

x

+ 1
+ C .

注 这种以指数函数为基本元素且底数不尽相同的被积式，一般

首先要将被积式化为同底数幂的形式 .

（4）分析 凑微分 ex dx = dex .

解 原式 =∫ dx
（1 + e2x）e - x =∫ 1

1 +（ex）2 dex = arctan ex + C .

（5）分析 凑微分
1

cos2 x
dx = dtan x .

解 原式 =∫ln tan x
tan xcos2 x

dx =∫ln tan x
tan x

dtan x

=∫ln tan xdln tan x =
1
2

ln2 tan x + C .

（6）分析 此题应设法将原式凑成∫（1 - x）n d（1 - x）的形式，然后

用幂函数积分公式求之 .

解 原式 =∫［1 - （1 - x）］（1 - x）6 dx =∫（1 - x）6 dx -∫（1 - x）7 dx

= -∫（1 - x）6 d（1 - x）+∫（1 - x）7 d（1 - x）

= -
（1 - x）7

7
+

（1 - x）8

8
+ C .

（7）分析 凑微分
1

槡x
dx = 2d槡x，并注意到 1 + x = 1 +（槡x）2 .
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解 原式 = 2∫arctan槡x
1 + x

d槡x =∫2arctan槡xd（arctan槡x）

=（arctan槡x）2 + C .

（8）解 因为（xln x）' = 1 + ln x，故（1 + ln x）dx = d（xln x），从而

原式 =∫d（xln x）
（xln x）2 = -

1
xln x

+ C .

（9）解 因为
ln x( )x

' =
1 - ln x

x2 ，故
1 - ln x

x( )2 dx = d
ln x( )x

，从而

原式 =∫ 1 - ln x

x2 1 -
ln x( )x

2 dx =∫
d

ln x( )x

1 -
ln x( )x

2 = -∫
d 1 -

ln x( )x

1 -
ln x( )x

2

=
1

1 -
ln x

x

+ C =
x

x - ln x
+ C .

（10）解 因为

（ln（x + 1 + x槡 2）+ 5）' =
1

x + 1 + x槡 2
1 +

2x

2 1 + x槡( )2 =
1

1 + x槡 2
，

所以 原式 =∫ ln（x + 1 + x槡 2）槡 + 5d（ln（x + 1 + x槡 2）+ 5）

=
2
3
（ln（x + 1 + x槡 2）+ 5）

3
2 + C .

（三）利用第二类换元法求不定积分问题

例 3 利用第二类换元法计算下列不定积分：

（1）∫ dx

x x2槡 - 1
； （2）∫ 1

（a2 - x2）
3
2

dx（a > 0 且为常数）；

（3）∫ dx

（2x2 + 1） x2槡 + 1
.

（1）分析 被积函数 f（x）=
1

x x2槡 - 1
中含有根号，这是本题的难

点，引入新变量 t，去掉根号，再分析新的积分 .

解 令 x = sec t t = arccos
1( )x

，则 dx = sec t·tan tdt .
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因为 f（x）=
1

x x2槡 - 1
的定义域为 x > 1 或 x < - 1，所以当 x > 1

时 0 < t < π
2

；当 x < - 1 时，π
2

< t <π，于是

原式 =∫sec t·tan t
sec t·| tan t |

d t =
∫dt， 0 < t < π

2
（x > 1）

-∫dt， π
2

< t <π（x < - 1
{

）

=
t + C1 ， 0 < t < π

2
（x > 1）

- t + C2 ， π
2

< t <π（x < - 1
{

）

=
arccos

1
x

+ C1 ， （x > 1）

- arccos
1
x

+ C2 ， （x < - 1
{

）

=
arccos

1
x

+ C1 ， （x > 1）

- π- arccos
1

-( )x
+ C2 ， （x < - 1

{
）

= arccos
1

| x |
+ C（其中 C = C1 或 C = C2 - π）.

或者 原式 =∫ xdx

x2 x2槡 - 1
=∫1

x2 d（ x2槡 - 1）=∫ d x2槡 - 1

1 +（ x2槡 - 1）2

= arctan x2槡 - 1 + C .

注 求函数 f（x）的不定积分时，严格来说必须首先考查被积函数

的定义域，代换函数要说明自变量的变化范围，求出被积函数在其整个

定域上的不定积分，但一般地，代换函数的自变量的变化范围可以不写

出，代换时原积分的被积函数的定义域可考虑一部分 .

（2）分析 被积函数含根号 a2 - x槡 2 ，令 x = a sin t，去掉根号 .
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解 令 x = a sin t - π
2

< t < π( )2
，则 dx = a cos tdt，故

原式 =∫ 1
a3 cos3 t

a cos tdt

=
1
a2∫ 1

cos2 t
d t =

1
a2 tan t + C

=
1
a2

x

a2 - x槡 2
+ C .

注 此题也可用凑微分的方法 .

原式 =∫ 1

x3 a2

x2( )- 1
3
2

dx = -
1
2∫ 1

a2

x2( )- 1
3
2

d
1
x( )2

= -
1

2a2∫ 1

a2

x2( )- 1
3
2

d
a2

x2( )- 1

=
1
a2

1

a2

x2槡 - 1

+ C =
1
a2

x

a2 - x槡 2
+ C .

（3）分析 被积函数含 a2 + x槡 2 项，可令 x = a tan t，

此题中 a = 1 .

令 x = tan t - π
2

< t < π( )2
，则 dx = sec2 td t，于是

解 原式 =∫ sec2 t
（2tan2 t + 1）sec t

dt =∫ dt
cos t（2tan2 t + 1）

=∫ cos t
2sin2 t + cos2 t

d t =∫ 1
1 + sin2 t

dsin t

= arctan（sin t）+ C = arctan
x

1 + x槡 2
+ C .

（四）利用分部积分法求不定积分问题

例 4 求下列不定积分：

（1）∫xcos2 xdx； （2）∫ x2

1 + x2 arctan xdx；
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（3）∫sin（ln x）dx； （4）∫（arctan槡x）2 dx；

（5）∫ ln x
（1 - x）2 dx .

（1）分析 被积函数为两类不同函数的积，故考虑用分部积分法 .

解 原式 =∫x
1 + cos 2x

2
dx =

1
2∫xcos 2xdx +

1
2∫xdx .

令 u = x，dv = cos 2xdx，则 du = dx，v =
1
2

sin 2x，于是

∫xcos 2xdx =
1
2

xsin 2x -
1
2∫sin 2xdx

=
1
2

xsin 2x +
1
4

cos 2x + C1 ，

从而 ∫xcos2 xdx =
1
4

xsin 2x +
1
8

cos 2x +
1
4

x2 + C .

（2）分析 被积函数

x2

1 + x2 arctan x =
x2 + 1 - 1

1 + x2 arctan x = arctan x -
1

1 + x2 arctan x，

其中∫arctan xdx 可用分部积分法求，∫ 1
1 + x2 arctan xdx 可用凑微分法求 .

解 原式 =∫x2 + 1 - 1
1 + x2 arctan xdx =∫arctan xdx -∫ 1

1 + x2 arctan xdx

= xarctan x -∫ x
1 + x2 dx -∫arctan xd（arctan x）

= xarctan x -
1
2

ln（1 + x2）-
1
2
（arctan x）2 + C .

（3）分析 此题被积函数 sin（ln x）可看作 sin（ln x）·（x）' ，故采用

分部积分法，取 u = sin（ln x），dv = dx .

解 原式 = xsin（ln x）-∫xdsin（ln x）

= xsin（ln x）-∫cos（ln x）dx

= xsin（ln x）- xcos（ln x）+∫xdcos（ln x）
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= xsin（ln x）- xcos（ln x）-∫sin（ln x）dx，

则 ∫sin（ln x）dx =
x
2
［sin（ln x）- cos（ln x）］+ C .

（4）分析 被积函数 arctan槡x含根号，为了去掉根号，可令槡x = t .

解 令槡x = t，则 x = t2 ，dx = dt2 ，

原式 =∫（arctan t）2 d t2

= t2（arctan t）2 -∫t22arctan t
1

1 + t2 dt

= t2（arctan t）2 - 2∫arctan tdt + 2∫arctan t·
1

1 + t2 dt

= t2（arctan t）2 - 2 tarctan t + 2∫ t
1 + t2 dt +（arctan t）2 + C1

= t2（arctan t）2 - 2 tarctan t + ln（1 + t2）+（arctan t）2 + C

=（x + 1）（arctan槡x）2 - 2槡xarctan槡x + ln（1 + x）+ C .

注 在求不定积分时，往往需要多种方法综合使用，此题为换元法

与分部积分法互相配合使用 .

（5）分析 被积函数
ln x

（1 - x）2 = ln x
1

（1 - x）2 ，为幂函数与对数函数

之积，故可采用分部积分法，取 u = ln x，dv =
dx

（1 - x）2 .

解 令 u = ln x，dv =
dx

（1 - x）2 ，du =
1
x

dx，v =
1

1 - x
- 1 =

x
1 - x

，

于是 ∫ ln x
（1 - x）2 d x =

x
1 - x

ln x -∫1
x

x
1 - x

dx

=
x

1 - x
ln x + ln | 1 - x | + C .

注 此题利用了由 dv 求 v，结果是不唯一的（可以相差一个常

数），利用这种不唯一性可简化积分 .

（五）求有理函数的不定积分问题

例 5 求下列不定积分：
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（1）∫ x3 + x + 6
（x2 + 2x + 2）（x2 - 4）

dx； （2）∫ x + 5
x2 - 6x + 13

dx .

（1）分析 这是有理函数的积分，被积函数是真分式，先把它化成

部分分式之和 .

解 设
x3 + x + 6

（x2 + 2x + 2）（x2 - 4）
=

Ax + B
x2 + 2x + 2

+
C

x + 2
+

D
x - 2

，可用待定

系数法或赋值法求待定常数 A，B，C，D 的值，下面联合使用这两种方

法求之 . 上式两端去分母，得

x3 + x + 6 =（Ax + B）（x + 2）（x - 2）+ C（x2 + 2x + 2）（x - 2）

+ D（x2 + 2x + 2）（x + 2），

令 x = - 2，得 C =
1
2

；令 x = 2 得 D =
2
5

.

为了求得 A，比较 x3 的系数，得

A+ C + D = 1，A= 1 -
1
2

-
2
5

=
1
10

.

为了求得 B，再比较常数项的系数，得

- 4B - 4C + 4D = 6，B = -
8
5

.

故 原式 =∫
1
10

x -
8
5

x2 + 2x + 2
dx +∫

1
2

x + 2
dx +∫

2
5

x - 2
dx

=
1
20∫ 2x + 2

x2 + 2x + 2
dx -

17
10∫d（x + 1）

1 +（x + 1）2 +
1
2∫d（x + 2）

x + 2

+
2
5∫d（x - 2）

x - 2

=
1
20

ln（x2 + 2x + 2）-
17
10

arctan（x + 1）+
1
2

ln | x + 2 |

+
2
5

ln | x - 2 | + C .

（2）解 这是一个真分式，但分母不能化为实的一次因子的乘积

（因（- 6）2 - 4 × 13 < 0）. 求解这类不定积分，一般处理如下：

原式 =∫
1
2
（x2 - 6x + 13）' + 5 + 3

x2 - 6x + 13
dx
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=
1
2∫d（x2 - 6x + 13）

x2 - 6x + 13
+ 8∫ dx

（x - 3）2 + 22

=
1
2

ln（x2 - 6x + 13）+
8
2

arctan
x - 3

2
+ C

=
1
2

ln（x2 - 6x + 13）+ 4arctan
x - 3

2
+ C .

注 形如∫ Ax + B
x2 + px + q

dx 的积分，可将它化成 M∫d（x2 + px + q）

x2 + px + q
与

N∫ dx
x2 + px + q

的和 . 对∫ N
x2 + px + q

dx 的积分，求解方法如下 .

①当 p2 - 4q > 0 时，方法有二：将分母分解因式，分项积分；将分母

配成完全平方式再积分 .

②当 p2 - 4q < 0 时，将分母配成完全平方式再积分 .

③当 p2 - 4q = 0 时，上式变为∫ N

x +
p( )2

2 dx，显然易积分 .

例 6 求下列不定积分：

（1）∫ dx
（1 + x2）2 ； （2）∫ x9

（1 - x2）6 dx；

（3）∫x4（x2 - 1）
（x2 + 1）6 dx .

（1）分析 被积函数
1

（1 + x2）2 为
1

（x2 + a2）n（a = 1，n = 2）型，而对

形如∫ dx
（x2 + a2）n（n 为整数且 n≥2）的积分可用分部积分法计算（能导

出递推公式）.

解 用分部积分法求：

原式 =∫1 + x2 - x2

（1 + x2）2 dx =∫dx
1 + x2 -∫ x2

（1 + x2）2 dx， （1）

对∫ x2

（1 + x2）2 dx 用分部积分法求解 .

令 u = x，dv =
xdx

（1 + x2）2 ，则 v = -
1

2（1 + x2）
，从而
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∫ x2

（1 + x2）2 dx = -
x

2（1 + x2）
+

1
2∫dx

1 + x2 ，

代入（1）式得

∫ dx
（1 + x2）2 =

x
2（1 + x2）

+
1
2

arctan x + C

=
1
2

x
1 + x2 + arctan( )x + C .

也可用换元法求：

令 x = tan t，则 dx = sec2 td t，于是

原式 =∫sec2 t
sec4 t

d t =∫cos2 td t =
1
2∫（1 + cos 2 t）dt

=
1
2

t +
1
2

sin 2( )t + C =
1
2
（t + sin tcos t）+ C

=
1
2

arctan x +
x

1 + x( )2 + C .

（2）分析 这是有理函数的积分，按有理函数积分的一般方法计算

显然较复杂，先进行适当的换元，改变积分的形式 .

解 令 x = sin t，dx = cos tdt，则

原式 =∫sin9 tcos tdt
（cos2 t）6 =∫tan9 tdtan t

=
1
10

tan10 t + C

=
x10

10（1 - x2）5 + C .

（3）分析 此题同（2）一样，先作适当的换元，改变积分的形式 .

∫x4（x2 - 1）
（x2 + 1）6 dx =∫

1 -
1
x( )2

x +
1( )x

6 dx
令 t = x +

1


x

∫dt
t6

= -
1

5 t5 + C = -
x5

5（x2 + 1）5 + C .

注 当被积函数为有理函数且次数较高时，可考虑通过适当的变
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量代换降低有理函数的次数，以简化计算 .

（六）求三角函数有理式的不定积分问题

例 7 求下列不定积分：

（1）∫ 1
（2 + cos x）sin x

dx； （2）∫ dx
9cos2 x + 4sin2 x

.

（1）分析 此题为三角函数有理式的积分，可用万能代换将其转化

为有理函数的积分来解，但此处也可用其他方法来解 .

解 利用万能变换，令 u = tan
x
2

，则

原式 =∫ 1

2 +
1 - u2

1 + u( )2
2u

1 + u2

2
1 + u2 du

=∫ 1 + u2

u（3 + u2）
du =

1
3∫

1
u

+
2u

3 + u( )2 du

=
1
3

ln | u | +
1
3

ln（3 + u2）+ C

=
1
3

ln tan
x
2

+
1
3

3 + tan2 x( )2
+ C .

或 原式 = -
1
3∫ sin x

2 + cos x
-

2 - cos x
sin( )x

dx

= -
1
3∫ sin x

2 + cos x
-

2
sin x

+
cos x
sin( )x

dx

= -
1
3

- ln（2 + cos x）- 2ln tan
x
2

+ ln | sin x[ ]| + C .

（2）分析 此题若利用万能代换将其转化为有理函数的积分来解，

显然计算量较大，因此应考虑能否用其他方法，如凑微分法 .

解 原式 =∫ dx
cos2 x（9 + 4tan2 x）

=∫ dtan x
9 + 4tan2 x

=
1
2∫ d（2tan x）

32 +（2tan x）2

=
1
6

arctan
2
3

tan( )x + C .

注 三角函数有理式的积分，理论上都可通过万能代换转化为有
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理函数的积分来解，但对具体的三角函数有理式的积分来说并不一定

是最好的方法 . 因此，解题时要对被积函数作具体的分析 .

（七）求无理函数的不定积分问题

例 8 计算下列不定积分：

（1）∫ dx

槡x +
4
槡x

； （2）∫ 1
3
（a - x）4（b - x）槡 2

dx .

（1）分析 被积函数为 R（x，
n1 ax +槡 b，

n2 ax +槡 b）型的积分，故令 t

=
n

ax +槡 b，n 为 n1 ，n2 的最小公倍数 .

解 令 t =
4
槡x，则 x = t4 ，dx = 4t3 dt .

∫ dx

槡x +
4
槡x

=∫4t3

t2 + t
dt = 4∫t2

1 + t
dt = 4∫t2 - 1 + 1

1 + t
dt

= 4∫（t - 1）dt +∫dt
1 +[ ]t

= 4
t2

2
- t + ln（1 + t[ ]） + C

= 2槡x - 4·
4
槡x + 4ln（1 +

4
槡x）+ C .

（2）分析 化简分母成
n

ax + b
cx +槡 d

的形式 .

解∫ 1
3
（a - x）4（b - x）槡 2

dx =∫ 1
（a - x）2·

1
3

b - x
a -( )x槡

2
dx，

故设
3

b - x
a -槡 x

= t，即
b - x
a - x

= t3 ，3t2 dt =
b - a

（a - x）2 dx，即

1
（a - x）2 dx =

3
b - a

t2 d t，

从而 原式 =∫1
t2·

3
b - a

t2 d t =
3

b - a
t + C =

3
b - a

3
b - x
a -槡 x

+ C .

注 解题过程中并未直接反解出 x =
b - at3

1 - t3 ，而是直接求出了

1
（a - x）2 dx =

3
b - a

t2 d t，从而简化了运算 .

例 9 求∫ dx

x2 + 6x槡 + 5
.
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分析 被积函数含
1

ax2 + bx +槡 c
，对于此类积分，一般将其中的

被开方式配方，化为可直接套用下述公式的情形之一：

∫ 1

x2 ± a槡 2
dx = ln | x + x2 ± a槡 2 | + C （a > 0），

或 ∫ 1

a2 - x槡 2
dx = arcsin

x
a

+ C （a > 0）.

解 原式 =∫ dx

（x + 3）2 - 2槡 2
=∫ d（x + 3）

（x + 3）2 - 2槡 2

= ln | x + 3 + （x + 3）2 - 2槡 2 | + C

= ln | x + 3 + x2 + 6x槡 + 5 | + C .

（八）求被积函数为 ex 所构成的代数式的积分

例 10 求（1）∫ 1
1 + ex dx； （2）∫ dx

1 + e2槡 x
.

（1）分析 利用代数恒等变形，使分子凑出一个导数因子 ex 或 e - x

项 . 常见的有

1
1 + ex =

ex

ex（1 + ex）
；

1
1 + ex =

e - x

e - x（1 + ex）
=

e - x

1 + e - x ；

1
1 + ex =

1 + ex - ex

1 + ex = 1 -
ex

1 + ex .

解法 1∫ 1
1 + ex dx =∫ ex

ex（1 + ex）
dx =∫

1
ex -

1
1 + e( )x dex

= ln ex - ln（1 + ex）+ C = ln
ex

1 + ex + C .

解法 2∫dx
1 + ex =∫ e - x

e - x + 1
dx = -∫ 1

1 + e - x de - x

= - ln（e - x + 1）+ C .

解法 3∫dx
1 + ex =∫1 -

ex

ex( )+ 1
dx = x -∫ ex

1 + ex dx
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= x - ln（1 + ex）+ C .

解法 4 令 ex + 1 = u，则 du = ex dx，dx =
du

u - 1
，于是

∫ 1
1 + ex dx =∫ 1

u（u - 1）
du =∫ 1

u - 1
-

1( )u
du

= ln
u - 1

u
+ C = ln

ex

1 + ex + C .

（2）分析 式中含 1 + e2槡 x ，很难直接积分，换元令 t = 1 + e2槡 x .

解 设 1 + e2槡 x = t，则 x =
1
2

ln（t2 - 1），dx =
t

t2 - 1
dt，于是

∫ dx

1 + e2槡 x
=∫dt

t2 - 1
=

1
2∫ 1

t - 1
-

1
t( )+ 1

dt

=
1
2

ln
t - 1
t + 1

+ C =
1
2

ln
1 + e2槡 x - 1

1 + e2槡 x + 1
+ C

= ln（ 1 + e2槡 x - 1）- x + C .

（九）杂题、综合题

例 11 计算下列不定积分：

（1）∫1 + cos x
x + sin x

dx； （2）∫x + sin x
1 + cos x

dx；

（3）∫esin xxcos3 x - sin x
cos2 x

dx； （4）∫ 1
sin3 xcos x

dx .

（1）分析 被积函数中分子 1 + cos x 是分母 x + sin x 的导数，故直

接用凑微分法求解 .

解 原式 =∫ 1
x + sin x

d（x + sin x）

= ln | x + sin x | + C .

（2）分析 由于被积函数分母是分子的导数，故不能凑微分 . 这里

采用分项积分法，第 1 项用分部积分法，第 2 项用凑微分法 .

解 原式 =∫ x
1 + cos x

dx +∫ sin x
1 + cos x

dx
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=∫ x

cos2 x
2

d
x( )2

-∫d（1 + cos x）
1 + cos x

= xtan
x
2

-∫tan
x
2

dx - ln | 1 + cos x |

= xtan
x
2

+ 2ln cos
x
2

- ln | 1 + cos x | + C

= xtan
x
2

+ C .

（3）分析 先将被积函数分成两项，再分别积分 .

解 原式 =∫esin xxcos xdx -∫esin x sin x
cos2 x

dx

=∫xesin x dsin x -∫esin x sec xtan xdx

=∫xdesin x -∫esin x dsec x

= xesin x -∫esin x dx - esin x sec x +∫sec xdesin x

= xesin x -∫esin x dx - esin x sec x +∫esin x dx

= esin x（x - sec x）+ C .

（4）分析 由于被积函数分子 1 可看作 sin2 x + cos2 x，从而被积函

数可分为两项进行积分 .

解 原式 =∫sin2 x + cos2 x
sin3 xcos x

dx =∫ 1
sin xcos x

dx +∫cos x
sin3 x

dx

= 2∫csc 2xdx +∫cot xcsc2 xdx

= ln | csc 2x - cot 2x | -
1
2

cot2 x + C .

注 此题提供的方法是处理形如∫ dx
sinmxcosnx

（其中 m，n 为正整

数）的不定积分的一般方法 .

（十）求分段函数的不定积分问题

例 12 求∫max｛1，| x |｝dx .
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分析 将被积函数表示成分段函数，再分段求积分 .

解 设 f（x）= max｛1，| x |｝，则

f（x）=

- x， x < - 1，

1， - 1≤x≤1，

x， x
{

> 1.

因 f（x）在（- � ，+ � ）上连续，故必存在原函数 F（x）.

当 x < - 1 时，∫f（x）dx =∫- xdx = -
1
2

x2 + C1 .

当 - 1≤x≤1 时，∫f（x）dx =∫1dx = x + C2 .

当 x > 1 时，∫xdx =
1
2

x2 + C3 .

故 F（x）=

-
1
2

x2 + C1 ， x < - 1，

x + C2 ， - 1≤x≤1，

1
2

x2 + C3 ， x









 > 1.

因 F（x）在（- � ，+ � ）上可导，故 F（x）在（- � ，+ � ）上处处连

续 . 于是有

lim
x→ - 1

+
（x + C2）= lim

x→ - 1
-

-
1
2

x2 + C( )1 ，

即 - 1 + C2 = -
1
2

+ C1 ； （1）

lim
x→1

+

1
2

x2 + C( )3 = lim
x→1

-
（x + C2），

即
1
2

+ C3 = 1 + C2 . （2）

联立（1）、（2），并令 C1 = C，则得 C2 =
1
2

+ C，C3 = 1 + C .
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从而 ∫max｛1，| x |｝dx =

-
1
2

x2 + C， x < - 1，

x +
1
2

+ C， - 1≤x≤1，

1
2

x2 + 1 + C， x











 > 1.

对于分段函数的不定积分，一般是先求出各区间段上不定积分表

达式，然后利用连续函数的连续性确定各区间段上积分常数之间的关

系，最后用统一的记号表示各区间段上的积分常数 .

（十一）与求原函数有关的问题

例 13 若 f（x）的导函数是 sin x，则 f（x）有一个原函数为（ ）.
（A）1 + sin x . （B）1 - sin x . （C）1 + cos x . （D）1 - cos x .

解 由题意知，f'（x）= sin x，故 f（x）=∫sin xdx = - cos x + C1 .

从而 f（x）的原函数的一般形式为

∫f（x）dx =∫（- cos x + C1）dx = - sin x + C1 x + C2 .

取 C1 = 0，C2 = 1 便得 f（x）的一个原函数 1 - sin x，故应选 B.

注 本题考查对原函数定义的理解，也考查对不定积分与原函数

关系的理解 .

例 14 已知 f'（x）的图像是过点（0，0）和（2，0）的开口向下的二次

抛物线，且 f（x）的极小值是 2，极大值是 6，求曲线 y = f（x）的拐点 .

解 由题意，设 f'（x）= ax2 + bx + c（a < 0），因 f'（x）过点（0，0）及

（2，0），故

f'（0）= 0，得 c = 0，故 f（x）=
a
3

x3 +
b
2

x2 + C1 .

f'（2）= 0，得 4a + 2b = 0，又因 a < 0，故 b > 0.

又因为 f"（x）= 2ax + b，f"（0）= b > 0，f"（2）= 4a + b = - b < 0.

故 f（x）在 x = 0 处取极小值，在 x = 2 处取极大值 . 又

f（2）=
8
3

a + 2b + C1 = 6，

f（0）=
a
3

03 +
b
2

02 + C1 = 2{ ，

故

a = - 3，

b = 6，

C1

{
= 2.
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故 f（x）= - x3 + 3x2 + 2，令 f"（x）= - 6x + 6 = 0，得 x = 1. 当 x < 1 时，

f"（x）> 0；当 x > 1 时，f"（x）< 0. 所以曲线 y = f（x）的拐点为（1，4）.

注 本题综合考查了原函数的定义、极值点和拐点的求法 .

（十二）已知 f'［φ（x）］= g（x），求 f（x）的问题

例 15 已知 f'（sin2 x）= cos2 x + tan2 x （0 < x < 1），求 f'（x）的不

定积分 .

分析 要求∫f'（x）dx，首先应求出 f'（x）.

解 令 sin2 x = t，则 f'（t）= 1 - t +
t

1 - t
，

即 f'（x）= 1 - x +
x

1 - x
= - x +

1
1 - x

，

∫f'（x）dx =∫ - x +
1

1 -( )x
dx

= -
1
2

x2 - ln（1 - x）+ C .

（十三）已知 f（x）的原函数，求与 f（x）有关的函数问题

例 16 已知 f（x）的一个原函数是 ln（x + 1 + x槡 2），求∫xf'（x）dx .

分析 因∫xf '（x）dx =∫xdf（x）= xf（x）-∫f（x）dx，故只需求

f（x）和∫f（x）dx 即可 .

解∫xf'（x）dx = xf（x）-∫f（x）dx，

因 f（x）的一个原函数是 ln（x + 1 + x槡 2），故

∫f（x）dx = ln（x + 1 + x槡 2）+ C，

［ln（x + 1 + x槡 2）］' =
1

1 + x槡 2
= f（x），

从而 ∫xf'（x）dx =
x

1 + x槡 2
- ln（x + 1 + x槡 2）+ C .
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例 17 设 F（x）是 f（x）的一个原函数，F（1）=槡2
4π. 若当 x > 0 时，

有 f（x）F（x）=
arctan槡x

槡x（1 + x）
，试求 f（x）.

分析 由于 F（x）是 f（x）的原函数，故有 F'（x）= f（x），从而

F'（x）F（x）=
arctan槡x

槡x（1 + x）
，对该等式两边求不定积分，可求得 F（x），从

而求得 f（x）.

解∫F（x）dF（x）=∫arctan槡x

槡x（1 + x）
dx = 2∫arctan槡x

（1 + x）
d槡x

= 2∫arctan槡xdarctan槡x .

即
1
2

F2（x）=（arctan槡x）2 + C，

又 F（1）=槡2
4π，得 C = 0，故

F（x） 槡= 2arctan槡x .

于是得 f（x）=（槡2arctan槡x）' =
1

2槡 x（1 + x）
.

注 此题关键是得到 F'（x）F（x）=
arctan槡x

槡x（1 + x）
.

四、练习题及答案

习题（A）

一、选择题

1 .设函数 f（x）在区间［a，b］上的某个原函数为零，则在区间［a，

b］上，（ ）.
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（A）f（x）的原函数恒等于 0

（B）f（x）的不定积分恒等于 0

（C）f（x）不恒等于 0，但 f'（x）恒等于 0

（D）f（x）恒等于 0

2 . 若 f'（x2）=
1
x
（x > 0），则 f（x）=（ ）.

（A）2x + C （B）ln | x | + C （C）2槡x + C （D）
1

槡x
+ C

3.∫xf"（x）dx =（ ）.

（A）xf'（x）-∫f（x）dx （B）xf'（x）- f'（x）+ C

（C）xf'（x）- f（x）+ C （D）f（x）- xf'（x）+ C

4. 下列等式中正确的是（ ）.

（A）d∫f（x）dx = f（x） （B）d∫f（x）dx = f（x）dx

（C）
d

dx∫f（x）dx = f（x）dx （D）
d

dx∫f（x）dx = f（x）+ C

二、求下列不定积分

1 .∫x3 + 8
x + 2

dx . 2 .∫ cos 2x
cos2 xsin2 x

dx .

3 .∫ x

x2 + a槡 2
dx . 4 .∫ dx

x（1 - x槡 ）
.

5 .∫cot x
sin槡 x

dx . 6 .∫ dx

4 - x槡 2 arcsin
x
2

.

7 .∫ xdx

（x2 + 1） 1 - x槡 2
. 8 .∫槡x

槡x -
3
槡x

dx .

9 .∫（ln x）2 dx . 10 .∫xe - 2x dx .

11 .∫ x2 + 2x - 1
2x3 + 3x2 - 2x

dx . 12 .∫ sin x
sin x + cos x

dx .
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三、解下列各题

1 . 设 f（ln x）=
ln（x + 1）

x
，计算∫f（x）dx .

2 . 已知 f（x）的一个原函数为（1 + sin x）ln x，求∫xf'（x）dx .

习题（B）

一、计算下列各积分

1 .∫x
3

1 - 3槡 xdx . 2 .∫ x5

3
1 + x槡 3

dx .

3 .∫1 - ln x
（x + ln x）2 dx . 4 .∫ x

（1 - x）3 dx .

5 .∫ ln（x + x2槡 - 1）

x2槡 - 1
dx . 6 .∫ex（1 + ex）

1 - e2槡 x
dx .

7 .∫ dx

x4 x2槡 + 1
. 8 .∫ dx

3
（x + 1）2（x - 1）槡 4

.

9 .∫ xearctan x

（1 + x2）3 /2 dx . 10 .∫ dx
x（x10 + 2）2 .

11 .∫ dx
sin4 xcos2 x

.

二、解下列各题

1 . 设 f'（ln x）=
1

x2槡 - 1
（x > 1），求 f（x）.

2 . 求 I =∫| x | ex dx .

习题（A）答案

一、选择题

1 . D. 2 . C. 3 . C. 4 . B.
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二、求下列不定积分

1 .
1
3

x3 - x2 + 4x + C .

2 . - cot x - tan x + C .

3 .（x2 + a2）
1
2 + C .

4 .2arcsin槡x + C .

5 . -
2

sin槡 x
+ C .

6 . ln arcsin
x
2

+ C .

7 . -
1

槡2 2
ln 槡2 + 1 - x槡 2

槡2 - 1 - x槡 2
+ C .

8 . x +
6
5

x
5
6 +

3
2

x
2
3 + 2x

1
2 + 3x

1
3 + x

1
6 + 6ln（x

1
6 - 1）+ C .

9 . x（ln x）2 - 2xln x + 2x + C .

10 . -
1
2

xe - 2x -
1
4

e - 2x + C .

11 .
1
2

ln | x | +
1
10

ln
2x - 1
x + 2

+ C .

12 .
x
2

-
1
2

ln | sin x + cos x | + C .

三、解下列各题

1 . x - （e - x + 1）ln（1 + ex）+ C .

2 . xcos xln x + sin x - （1 + sin x）ln x + C .

习题（B）答案

一、计算下列各积分

1 . -
1
12

（1 - 3x）
4
3 +

1
21

（1 - 3x）
7
3 + C . 提示：可仿照例 2（6）.

2 .
1
5
（1 + x3）

5
3 -

1
2
（1 + x3）

2
3 + C . 提示：利用 x2 dx =

1
3

dx3 .
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3 . -
x

x + ln x
+ C . 提示：可仿照例 2（9）.

4 . -
1

1 - x
+

1
2（1 - x）2 + C . 提示：采用加减项法 .

5 .
2
3
［ln（x + x2槡 - 1）］

3
2 + C . 提示：可仿照例 2（10）.

6 . arcsin ex - 1 - e2槡 x + C . 提示：因被积函数中有 1 - e2槡 x ，可设 ex

= sin t .

7 . -
1
3

1 +
1
x( )2

3
2

+ 1 +
1
x槡 2 + C . 提示：此题可用倒代换，设 x =

1
t

.

8 . -
3
2

3
x + 1
x槡 - 1

+ C . 提示：此题被积函数为无理式，可仿照例 8（2），

设
3

x - 1
x槡+ 1

= t .

9 .
x - 1

2 1 + x槡 2
earctan x + C . 提示：利用

1
1 + x2 dx = darctan x，再分部积

分 .

10 . ln | x | -
1
10

ln | 1 + x10 | +
1

10（x10 + 1）
+ C . 提示：此题显然不宜用

将被积函数分解成部分分式和的方法计算，可先将分子、分母乘以 109 ，

然后凑微分，再换元 .

11 . tan x - 2cot x -
1
3

cot3 x + C .

二、解下列各题

1 . arctan e2x槡 - 1 + C .

2 . I =
xex - ex + C + 2，x≥0，

- xex + ex + C，x{ < 0.
提示：此题被积函数含有绝对值，其

实质仍为分段函数，故可仿照例 12 .
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第五章 定积分

一、本章知识的作用与意义

积分是分析数学乃至整个数学领域中最重要的概念之一，它的产

生与以下两类问题相关：一是由一个函数的导数求这个函数；二是计算

函数 f（x）在区间［a，b］的图形与 x 轴所界定区域的面积 . 这两类问题

导致积分的两种形式：不定积分与定积分 . 对这两种相关积分形式的性

质和计算的研究构成了积分学的课题 .

不定积分侧重于基本积分法的训练，而定积分则完整地体现了积

分思想———一种认识问题、分析问题、解决问题的思想方法 . 定积分的

概念是借助极限工具，以结构性的形式而严格定义的 . 通过“分割”、“近

似”、“求和”、“取极限”四个步骤完成 . 这种数学思想在第九章重积分，

第十章曲线积分与曲面积分中反复用到，因此要理解掌握 .

本章还给出了重要的微积分基本公式，即牛顿—莱布尼茨公式 . 此

公式是联系定积分与不定积分、微分与积分的纽带，它使计算定积分成

为可能（因为利用定义求定积分是很难做到的）. 而本章中定积分的换

元法、分部积分法又解决了许多求定积分的问题，为解决第九章、第十

章的积分问题提供了有力的工具 .

定积分在理论上极为重要，应用上极为广泛 . 它和微分学不仅是高

等数学的主要内容，而且是研究近代科学技术相当有利的数学工具 .
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二、知识要点及思想方法

（一）定积分的概念

1 . 定积分的定义

区间［a，b］上有界函数 f（x）的定积分记作∫
b

a
f（x）dx，即∫

b

a
f（x）dx

= lim
λ→0∑

n

i = 1

f（ξi）Δxi（若右端和式的极限存在），其中Δxi 表示任意分［a，

b］为 n 个 子 区 间［xi - 1 ，xi ］的 长 度，ξi 为［xi - 1 ，xi ］上 任 一 点，λ =

max
1≤ i≤n

|Δxi | ，且∫
b

a
f（x）dx 存在时，称 f（x）在［a，b］上可积 .

注 ①定义中和式极限的存在性和极限值与积分区间［a，b］和被

积函数 f（x）有关，而与区间［a，b］的分法、ξi 在［xi - 1 ，xi ］上的取法无

关 .

②由于分割的任意性，λ= max｛Δx1 ，Δx2 ，⋯，Δxn｝→0 与 n→ � 不

等价，原因是后者不能保证使整个区间无限细分 .

③定积分是在被积函数有界、积分区间有限的前提下讨论的 . 如果

没有这样的前提，那么和式的极限一定不存在，也就是说这两个前提实

际上是定积分存在的必要条件 . 若这两个前提被破坏了，则有后面的广

义积分的概念 .

④定积分是一个数，它取决于被积函数和积分区间，与积分变量采

用什么字母表示无关，即∫
b

a
f（x）dx =∫

b

a
f（t）dt =∫

b

a
f（u）du，这一点为我

们求解或证明某些题目提供了很大的方便 .

2 . 函数可积的条件

当 f（x）满足下列条件之一时，函数 f（x）在区间［a，b］上可积 .

① f（x）在［a，b］上连续；

② f（x）在［a，b］上有界，且只有有限个间断点；

③ f（x）在［a，b］上单调有界 .
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3 . 定积分∫
b

a
f（x）dx 的意义

（1）几何意义

∫
b

a
f（x）dx 表示介于 x 轴，曲线 y = f（x）及直线 x = a、x = b 之间的

各部分图形面积的代数和，在 x 轴上方的面积取正号，x 轴下方的面积

取负号 .

（2）代数意义

f（x）在［a，b］上的平均值是
1

b - a∫
b

a
f（x）dx .

（二）定积分的性质

①∫
b

a
［f（x）± g（x）］dx =∫

b

a
f（x）dx ±∫

b

a
g（x）dx .

②∫
b

a
kf（x）dx = k∫

b

a
f（x）dx （k 是常数）.

③∫
b

a
f（x）dx =∫

c

a
f（x）dx +∫

b

c
f（x）dx .

④∫
b

a
1dx =∫

b

a
dx = b - a .

⑤如果在区间［a，b］上 f（x）≥0，则∫
b

a
f（x）dx≥0，a < b .

推论 1 如果在区间［a，b］上 f（x）≤g（x），则

∫
b

a
f（x）dx≤∫

b

a
g（x）dx （a < b）.

推论 2 ∫
b

a
f（x）dx ≤∫

b

a
f（x） dx （a < b）.

⑥设 M 与 m 分别是函数 f（x）在区间［a，b］上的最大值与最小值，

则

m（b - a）≤∫
b

a
f（x）dx≤M（b - a） （a < b）.

⑦定积分中值定理 . 如果函数 f（x）在区间［a，b］上连续，则在积

分区间［a，b］上至少存在一点ξ，使得
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∫
b

a
f（x）dx = f（ξ）（b - a） （a≤ξ≤b）.

（三）积分上限的函数及其性质

1 . 积分上限的函数

设函数 f（x）在［a，b］上可积，x∈［a，b］，则 定 积 分 Φ（x）=

∫
x

a
f（t）dt 称为积分上限（变上限）的函数 .

注 有时把积分变量也记作 x，写成Φ（x）=∫
x

a
f（x）dx，这时一定

要在概念上分清函数Φ（x）的自变量 x 与积分变量 x .

2 . 积分上限的函数及其导数

①若被积函数 f（t）在［a，b］上可积，则Φ（x）=∫
x

a
f（t）dt 在［a，b］

上连续（未必可导）且Φ（a）= 0.

②若被积函数 f（t）在［a，b］上连续，则Φ（x）=∫
x

a
f（t）dt 在［a，b］

上可导，且 Φ' （x）=
d

dx∫
x

a
f（t）dt = f（x），a ≤ x≤ b，即 Φ（x）是

f（x）在［a，b］上的一个原函数，由此可知连续函数的原函数一定存在.

③若被积函数 f（t）在［a，b］上连续，φ（x），ψ（x）可导，则

d
dx∫

ψ（x）

φ（x）
f（t）dt = f［ψ（x）］ψ'（x）- f［φ（x）］φ'（x）.

（四）定积分的计算

1 . 牛顿—莱布尼茨公式（微积分基本公式）

设函数 f（x）在［a，b］上连续，F（x）是 f（x）在［a，b］上的一个原函

数，则

∫
b

a
f（x）dx = F（x）

b

a
= F（b）- F（a）.

注 ①此公式架起了联系微分与（定）积分的桥梁 . 它把函数 f（x）

在区间［a，b］上的定积分的计算转化为求 f（x）的原函数在区间［a，b］

上的增量，从而解决了定积分的计算问题，并且使计算变得十分简单，

这样定积分才有了巨大的实用价值 .
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②此公式成立的条件是 f（x）在［a，b］上连续，疏忽可能出差错 .

③积分中值定理与微分中值定理及牛顿—莱布尼茨公式的关系如

下：

F（b）-

牛顿 — 莱布尼茨公式

微分中值定理

F（a）= F'（ξ）（b - a）=∫
b

a
f（

积分中值定理

x）dx

其中，F'（x）= f（x）.

2 . 定积分的换元积分法

若 f（x）在［a，b］上连续，x =φ（t）在［α，β］上单值且φ'（t）连续，

又φ（α）= a，φ（β）= b，a≤φ（t）≤b，t∈［α，β］，则有

∫
b

a
f（x）dx =∫

β

α
f［φ（t）］φ'（t）dt .

注 ①用 t =珔φ（x）引入新变量 t 时，一定要注意反函数 x =φ（t）

的单值可微条件 .

②“换元一定要换限”，即对应于积分下限 a 的变量 t 的值α作为

下限，对应于积分上限 b 的变量 t 的值β作为上限，而不论α，β的大

小 .

③求出 f［φ（t）］φ'（t）的一个原函数Φ（t）后，不必像计算不定积

分那样再把Φ（t）变换成原来变量 x 的函数，而只要把新变量 t 的上、

下限α，β分别代入Φ（t）中，计算Φ（β）- Φ（α）即可 .

3 . 定积分的分部积分法

设 u = u（x），v = v（x）在［a，b］上具有连续导数 u'（x），v'（x），则

有分部积分公式

∫
b

a
udv =［uv］b

a -∫
b

a
vdu .

注 恰当地选取 u（x）和 dv（x）是关键，其选取的规律与不定积分

的分部积分法相同 .

4 . 补充结论

①若 f（x）在［- a，a］上连续且为偶函数，则
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∫
a

- a
f（x）dx = 2∫

a

0
f（x）dx .

②若 f（x）在［- a，a］上连续且为奇函数，则∫
a

- a
f（x）dx = 0.

③若 f（x）在（- � ，+ � ）上连续且以 T 为周期，则有

∫
a + T

a
f（x）dx =∫

T

0
f（x）dx，

∫
a + nT

a
f（x）dx = n∫

T

0
f（x）dx （n 为大于 1 的自然数）.

④当 f（x）连续时，有

∫
π
2

0
f（sin x）dx =∫

π
2

0
f（cos x）dx；

∫
π

0
xf（sin x）dx = π

2∫
π

0
f（sin x）dx；

∫
π

0
f（sin x）dx = 2∫

π
2

0
f（sin x）dx；

∫
π
2

0
sinnxdx =∫

π
2

0
cosnxdx =

n - 1
n

·
n - 3
n - 2

·⋯·
3
4

·
1
2
·π

2
（n 为偶数），

n - 1
n

·
n - 3
n - 2

·⋯·
4
5

·
2
3
·1 （n 为奇数）{ .

注 当积分区间为对称区间时，应考虑该积分是否可用奇偶函数

的积分性质处理 .

（五）广义积分

1 . 无穷区间上的广义积分

设 f（x）在区间［a，+ � ）上连续，取 b > a，如果极限 lim
b→ + �∫

b

a
f（x）dx

存在，则定义∫
+ �

a
f（x）dx = lim

b→ + �∫
b

a
f（x）dx，此时称广义积分∫

+ �

a
f（x）dx

收敛；若极限不存在，则称广义积分∫
+ �

a
f（x）dx 发散，此时∫

+ �

a
f（x）dx

记号不再表示数值 .

设 f（x）在区间（- � ，b］上连续，∫
b

- �
f（x）dx = lim

a→ - �∫
b

a
f（x）dx；
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f（x）在区间（- � ，+ � ）上连续，∫
+ �

- �
f（x）dx =∫

a

- �
f（x）dx +∫

+ �

a
f（x）dx

= lim
t→ - �∫

a

t
f（x）dx + lim

u→ + �∫
u

a
f（x）dx，若这两个极限均存在，则称∫

+ �

- �
f（x）dx

收敛，否则（只要有一个极限不存在）为发散 .

注∫
+ �

- �
f（x）dx = lim

t→ - �∫
a

t
f（x）dx + lim

u→ + �∫
u

a
f（x）dx 不能写作

lim
t→ + �

［∫
a

- t
f（x）dx +∫

t

a
f（x）dx］，这是因为前面所给两个极限不存在时，

后一个极限可能存在 .

2 . 无界函数的广义积分（或称瑕积分）

设函数 f（x）在区间（a，b］内连续，而 lim
x→a + 0

f（x）= � （x = a 称为瑕

点），取ε > 0，如 果 极 限 lim
ε→0

+∫
b

a +ε
f（x）dx 存 在，则 定 义∫

b

a
f（x）dx =

lim
ε→0

+∫
b

a +ε
f（x）dx，此时称广义积分∫

b

a
f（x）dx 收敛；若极限不存在，则称

广义积分∫
b

a
f（x）dx 发散 .

设 f（x）在区间［a，b）内连续，x = b 为瑕点，则定义∫
b

a
f（x）dx =

lim
ε→0

+∫
b -ε

a
f（x）dx；设 f（x）在区间［a，c）和（c，b］内连续，x = c 为瑕点，

则定义

∫
b

a
f（x）dx =∫

c

a
f（x）dx +∫

b

c
f（x）dx = lim

ε→0
+∫

c -ε

a
f（x）dx + lim

ε' →0
+∫

b

c +ε'
f（x）dx，

若这两个极限均存在，则称广义积分∫
b

a
f（x）dx 收敛；否则为发散 .

注 无界函数的广义积分形式上与常义积分无区别，计算定积分

时要检查被积函数在积分区间上是否有无穷间断点（瑕点），否则积分

会出现差错 . 如∫
1

- 1

1
x2 dx = -

1
x

1

- 1
= - 2 是错误的，因为被积函数

1
x2 在

x = 0∈［- 1，1］处无界 .∫
0

- 1

1
x2 dx 与∫

1

0

1
x2 dx 都发散 .
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（六）主要的思想方法

“分割”、“代替”、“求和”、“求极限”所反映出来的积分思想是微积

分的核心思想 . 理解它不但有助于学好微积分，而且有助于认识客观世

界 .

三、解题研究

（一）定积分的计算

例 1 求下列定积分：

（1）∫
0

- 2

dx
x2 + 2x + 2

； （2）∫
π
2

0

sin x
3 + sin2 x

dx； （3）∫
1

0

dx
（1 + ex）2 .

解 （1）原式 =∫
0

- 2

d（x + 1）

1 +（x + 1）2 =［arctan（x + 1）］0
- 2

= π
4

- - π( )4
= π

2
.

（2）原式 = -∫
π
2

0

dcos x
4 - cos2 x

= -
1
4

ln
2 + cos x
2 - cos[ ]x

π
2

0
=

1
4

ln 3 .

（3）原式 =∫
1

0

1
1 + ex -

ex

（1 + ex）[ ]2 dx =∫
1

0
1 -

ex

1 + e( )x dx -∫
1

0

d（1 + ex）
（1 + ex）2

= x - ln（1 + ex）+
1

1 + e[ ]x

1

0
=

1
2

- ln（1 + e）+
1

1 + e
+ ln 2 .

注 例 1 是牛顿—莱布尼茨公式的直接应用，只需求出被积函数

的原函数 .

例 2 求下列定积分：

（1）∫
π
4

0

cos2θdθ
1
3

cos2θ+ sin2θ
； （2）∫

- 2

- 3

dx

x2 x2槡 - 1
；

（3）∫
ln 2

0
ex槡 - 1dx； （4）∫

1
槡3

0

dx

（1 + 5x2） 1 + x槡 2
；

（5）∫
1

0
x（1 + x2）arctan xdx； （6）∫

e

1
sin（ln x）dx .
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解 （1）原式 =∫
π
4

0

cos2θ
1
3

+ tan2θ
dtanθ=∫

π
4

0

dtanθ
（1 + tan2θ）

1
3

+ tan2( )θ
.

令 t = tanθ，则当θ= 0 时，t = 0；当θ= π
4

时，t = 1 . 于是

原式 =∫
1

0

3
2

1
1
3

+ t2
-

1
1 + t









2 d t =
3
2
［槡 槡3arctan 3 t - arctan t］1

0

=
3
2

槡3
3

-( )1
4 π.

（2）作倒代换，令 x =
1
t

，当 x = - 3 时，t = -
1
3

；当 x = - 2 时，t =

-
1
2

，于是

原式 =∫
- 1

2

- 1
3

-
1
t2 d t

-
1
t3 1 - t槡 2

= -∫
- 1

3

- 1
2

td t

1 - t槡 2
=

1
2∫

- 1
3

- 1
2

d（1 - t2）

1 - t槡 2

= 1 - t槡[ ]2
- 1

3
- 1

2
= 槡2 2

3
- 槡3

2
.

（3）令 ex槡 - 1 = t，则 x = ln（1 + t2），于是

原式 =∫
1

0
t

2 t
1 + t2 dt = 2∫

1

0
1 -

1
1 + t( )2 d t = 2［t - arctan t］1

0

= 2 1 - π( )4
.

（4）为去掉根号，令 x = tan t，则

原式 =∫
π
6

0

sec2 t
（1 + 5tan2 t）sec t

dt =∫
π
6

0

sec t
sec2 t + 4tan2 t

dt =∫
π
6

0

cos t
1 + 4sin2 t

dt

=
1
2∫

π
6

0

d（2sin t）
1 +（2sin t）2 d t =

1
2

arctan（2sin t[ ]）
π
6

0
= π

8
.

（5）原式 =
1
4∫

1

0
arctan xd（1 + x2）2
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=
1
4
｛［（1 + x2）2 arctan x］1

0 -∫
1

0
（1 + x2）dx｝

= π
4

-
1
3

.

（6）原式 =［xsin（ln x）］e
1 -∫

e

1
cos（ln x）dx

= e·sin 1 - ［xcos（ln x）］e
1 -∫

e

1
sin（ln x）dx

= e·sin 1 - e·cos 1 + 1 -∫
e

1
sin（ln x）dx，

于是 ∫
e

1
sin（ln x）dx =

1
2

e（sin 1 - cos 1）+
1
2

.

注 例 2 主要用换元法和分部积分法计算定积分，这也是最基本

的方法，读者应掌握它并能熟练应用 .

例 3 计算∫
5

- 2
| x2 - 2x - 3 | dx .

分析 如果被积函数带有绝对值符号，应去掉绝对值号，分段积

分 . 去掉绝对值号的方法：令绝对值号里的式子等于零，求出积分区间

内部的根，这些根按由小到大的顺序把积分区间分成几个部分区间，在

每个部分区间上就去掉了绝对值号 .

解 令 x2 - 2x - 3 = 0，得 x = - 1，x = 3.

原式 =∫
- 1

- 2
（x2 - 2x - 3）dx +∫

3

- 1
-（x2 - 2x - 3）dx +∫

5

3
（x2 - 2x - 3）dx

=
1
3

x3 - x2 - 3[ ]x
- 1

- 2
-

1
3

x3 - x2 - 3[ ]x
3

- 1
+

1
3

x3 - x2 - 3[ ]x
5

3

=
71
3

.

例 4 指出下面解题中的错误，并给出正确的解法 .

∫
π
2

0
1 - sin 2槡 xdx =∫

π
2

0
（sin x - cos x）槡 2 dx

=∫
π
2

0
（sin x - cos x）dx = - ［cos x + sin x］

π
2
0
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= 0.

解 错误是：当 0≤ x≤π
2

时，将 （sin x - cos x）槡 2 写成了 sin x -

cos x . 正确的解法为

∫
π
2

0
1 - sin 2槡 xdx =∫

π
2

0
（sin x - cos x）槡 2 dx

=∫
π
2

0
| sin x - cos x | dx

=∫
π
4

0
（cos x - sin x）dx +∫

π
2

π
4

（sin x - cos x）dx

=［sin x + cos x］
π
4
0 - ［cos x + sin x］

π
2
π
4

= 2（槡2 - 1）.

注 在定积分计算过程中，要注意 f（x）槡 2 = | f（x）| ，而 不 是

f（x）槡 2 = f（x），为不出现这种错误，要注意积分区间 .

例 5 计算∫
2

0
f（x - 1）dx，其中 f（x）=

1
1 + ex ， x < 0，

1
1 + x

， x≥
{

0 .

解法 1

f（x - 1）=

1
1 + ex - 1 ， x - 1 < 0

1
1 +（x - 1）

， x - 1≥
{

0

=

1
1 + ex - 1 ， x < 1，

1
x

， x≥1
{

，

于是

∫
2

0
f（x - 1）dx =∫

1

0

1
1 + ex - 1 dx +∫

2

1

1
x

dx =∫
1

0

e1 - x

e1 - x + 1
dx + ln 2

= ln 2 - ［ln（e1 - x + 1）］1
0 = ln（e + 1）.
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解法 2 令 t = x - 1，则

∫
2

0
f（x - 1）dx =∫

1

- 1
f（t）dt =∫

0

- 1

dx
1 + ex +∫

1

0

dt
1 + t

=∫
1

0

et

1 + et dt + ln 2

=［ln（1 + et）］1
0 + ln 2 = ln（1 + e）.

注 解法 1 是由所给函数 f（x）求出被积函数 f（x - 1）再积分，解

法 2 是利用变量代换将 f（x - 1）在［0，2］上的定积分化为 f（x）在［- 1，

1］上的定积分再计算 . 比较两种解法，解法 2 较方便 .

例 6 计算∫
1
2

- 1
2

（1 + x）arcsin x

1 - x槡 2
dx .

分析 被积函数形式上复杂，但实际上是由一个奇函数与一个偶

函数之和所构成的 . 因此只要计算偶函数在对称区间上的积分即可 .

解 原式 =∫
1
2

- 1
2

arcsin x

1 - x槡 2
dx +∫

1
2

- 1
2

xarcsin x

1 - x槡 2
dx

= 0 + 2∫
1
2

0

xarcsin x

1 - x槡 2
dx .

下面可用两种方法求解 .

解法 1 用分部积分法，选 u = arcsin x，dv =
2xdx

1 - x槡 2
，得

原式 = - 2（1 - x2）
1
2 arcsin x

1
2

0
+ 2∫

1
2

0
（1 - x2）

1
2

1

1 - x槡 2
dx

= - 2·槡3
2

·π
6

+ 2∫
1
2

0
dx = 1 - 槡3

6π.

解法 2 用换元法，令 t = arcsin x，则 x = sin t，dx = cos tdt，

原式 = 2∫
π
6

0

sin t·tcos t

cos2槡 t
d t = 2∫

π
6

0
tsin tdt = 2∫

π
6

0
（- t）dcos t

= 2［- tcos t］
π
6
0 +∫

π
6

0
cos tdt = 1 - 槡3

6π.

注 当积分区间为对称区间时，注意被积函数的奇、偶情况 .

例 7 求 I =∫
nπ

0
x | sin x | dx （n 为正整数）.
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分析 此题不容易直接求，先换元再用周期函数的积分性质求 .

解 令 nπ- x = t，则 x = nπ- t，于是

I =∫
0

nπ
（nπ- t）| sin t |（- dt）= nπ∫

nπ

0
| sin t | d t -∫

nπ

0
t | sin t | d t，

故 2I = nπ∫
nπ

0
| sin x | dx .

由于 | sin x | 的周期为π，由周期函数的积分性质（∫
a + nT

a
f（x）dx =

n∫
T

0
f（x）dx）知

∫
nπ

0
| sin x | dx = n∫

π

0
sin xdx = 2n，

于是 2I = nπ·2n，I = n2π.

例 8 （1）求 I =∫
π
2

0

cos x
sin x + cos x

dx；

（2）求∫
π

0
f（x）dx，其中 f（x）=∫

x

0

sin t
π- t

d t .

解 （1）令 x = π
2

- t，则

I =∫
0

π
2

sin t
cos t + sin t

（- dt）=∫
π
2

0

sin t
cos t + sin t

dt

=∫
π
2

0

sin x
cos x + sin x

dx .

所以 2I =∫
π
2

0
d t = π

2
，故 I = π

4
.

（2）∫
π

0
f（x）dx =［xf（x）］π0 -∫

π

0
xf'（x）dx =π∫

π

0

sin t
π- t

dt -∫
π

0
x

sin x
π- x

dx

=π∫
π

0

sin t
π- t

d t -∫
π

0
t

sin t
π- t

d t =∫
π

0

π- t
π- t

sin tdt

=∫
π

0
sin tdt = 2 .

注 本例巧妙地利用了换元法与分部积分法，将积分变量改写字
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母后，合并两个积分求出结果 .

例 9 已知 f（x）连续，∫
x

0
tf（x - t）dt = 1 - cos x，求∫

π
2

0
f（x）dx .

解 令 u = x - t，于是所给方程化为

∫
x

0
tf（x - t）dt = -∫

0

x
（x - u）f（u）du = 1 - cos x，

即 x∫
x

0
f（u）du -∫

x

0
uf（u）du = 1 - cos x，

两边对 x 求导得∫
x

0
f（u）du = sin x，令 x = π

2
，有

∫
π
2

0
f（x）dx = sin π

2
= 1.

注 当定积分或变上限定积分的被积函数含有参变量时，需要通

过适当的变换或变形使被积函数不含参变量，然后才可对参变量求导 .

此外，作积分换元时，要正确理解参变量与新老积分变量之间的区别 .

例 10 已知 f（2）=
1
2

，f'（2）= 0，∫
2

0
f（x）dx = 1，求∫

1

0
x2 f"（2x）dx .

分析 解此类抽象函数的题的常用方法为分部积分法 . 解题过程

中又用到了换元法 .

解 ∫
1

0
x2 f"（2x）dx =

1
2∫

1

0
x2 df'（2x）

=
1
2
｛［x2 f'（2x）］1

0 -∫
1

0
f'（2x）2xdx｝= -∫

1

0
xf'（2x）dx

= -
1
2∫

1

0
xdf（2x）= -

1
2
｛［xf（2x）］1

0 -∫
1

0
f（2x）dx｝

= -
1
2

f（2）-
1
2∫

1

0
f（2x）d（2x[ ]）

= -
1
4

+
1
4∫

2

0
f（t）dt （令 2x = t）

= -
1
4

+
1
4

= 0.

例 11 利用定积分定义计算∫
1

0
ex dx .
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解 将［0，1］n 等分，分点为 x0 = 0，x1 =
1
n

，⋯，xi =
i
n

，xn = 1，每

个小区间长度为Δxi =
1
n

，取ξi =
i
n

（i = 1，2，⋯，n），作和式

∑
n

i = 1

f（ξi）Δxi =∑
n

i = 1

e
i
n

1
n

=
1
n
（e

1
n + e

2
n + ⋯ + e

n
n ）

=
1
n
·
（e - 1）e

1
n

e
1
n - 1

，

故 ∫
1

0
ex dx = lim

n→ �

1
n
·
（e - 1）e

1
n

e
1
n

[ ]
- 1

= e - 1 .

（二）求函数的表达式

例 12 设 f（x）为连续函数，且满足 f（x）= 3x2 - x∫
1

0
f（x）dx，求

f（x）.

分析 由于定积分是一个数值，所以设∫
1

0
f（x）dx = A，将其代入方

程中，通过计算定积分确定 A.

解 设∫
1

0
f（x）dx = A，则 f（x）= 3x2 - Ax，方程两端在［0，1］上取定

积分，有

∫
1

0
f（x）dx =∫

1

0
（3x2 - Ax）dx，

即 A= x3 -
1
2

Ax( )2
1

0
= 1 -

A
2

，

可得 A=
2
3

.故 f（x）= 3x2 -
2
3

x .

例 13 设 f（x）=∫
x

1

ln t
1 + t

dt（x > 0），求 f（x）+ f
1( )x

.

分析 题设只给出了 f（x）的表达式，要求 f（x）+ f
1( )x

，可借助

于变量替换 u =
1
t

先求出 f
1( )x

.

解 令 u =
1
t

，则
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f
1( )x

=∫
1
x

1

ln t
1 + t

dt =∫
x

1

- ln u

1 +
1
u

-
1
u( )2 du

=∫
x

1

ln u
u（1 + u）

du =∫
x

1

ln t
t（1 + t）

dt .

所以 f（x）+ f
1( )x

=∫
x

1
ln t

1
1 + t

+
1

t（1 + t[ ]）
dt

=∫
x

1

1
t

ln tdt =
1
2

ln2 x .

注 若分别计算 f（x）和 f
1( )x

比较困难，而计算 f（x）+ f
1( )x

较

容易，从解题过程中可体会出积分变形的功能 .

例 14 已知 F（x）是 f（x）的一个原函数，且 f（x）=
xF（x）

1 + x2 ，求

f（x）.

解 由题意知，F'（x）= f（x），F（x）=
1 + x2

x
f（x）.

所以
F'（x）
F（x）

=
x

1 + x2 ，两边积分得 ln F（x）=
1
2

ln（1 + x2）+ ln C1 .

故 F（x）= C1 1 + x槡 2 ，f（x）= F'（x）=
Cx

1 + x槡 2
（C = 2C1）.

例 15 设函数 f（x）=
e - x ， x < 0，

x， x≥0{ ，
求 F（x）=∫

x

- 1
f（t）dt .

分析 由于 f（x）为分段函数，故对 F（x）也要分段进行讨论 .

解 当 x < 0 时，F（x）=∫
x

- 1
e - t d t = e - e - x ；

当 x≥0 时，F（x）=∫
0

- 1
e - t d t +∫

x

0
td t = e - 1 +

x2

2
.

F（x）=
e - e - x ， x < 0，

e - 1 +
x2

2
， x≥{ 0 .

（三）利用定积分的相关概念、性质求极限

例 16 求下列极限：
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（1）I = lim
x→0

x2 -∫
x
2

0
cos t2 d t

sin10 x
； （2）lim

n→ �∫
n + p

n

sin x
x

dx，（p > 0）；

（3）lim
n→ �∫

1

0

xn

1 +槡 x
dx .

解（1）I = lim
x→0

x2 -∫
x
2

0
cos t2 d t

x10 = lim
x→0

2x - cos x4·2x
10x9

=
1
5

lim
x→0

1 - cos x4

x8 =
1
5

lim
x→0

1
2

x8

x8 =
1
10

.

注 此题用了洛必达法则，为简化计算又用了等价无穷小代换，这

都是解题常用的方法 .

（2）分析 这是一个含参数 n 的定积分，且
sin x

x
的原函数不是初

等函数，不能直接积分，故求极限时先利用积分中值定理 .

解 由积分中值定理得

∫
n + p

n

sin x
x

dx =
sinξ
ξ

·p，ξ∈［n，n + p］，

当 n→ � 时，ξ→ + � . 从而 lim
ξ→ + �

sinξ
ξ

·p = 0，于是

lim
n→ �∫

n + p

n

sin x
x

dx = lim
ξ→ + �

sinξ
ξ

·p = 0.

（3）由 0≤x≤1 知，0≤
xn

1 +槡 x
≤xn ，于是由定积分的性质可得

0≤∫
1

0

xn

1 +槡 x
dx≤∫

1

0
xn dx =

1
n + 1→0（n→ � ）.

由夹逼准则得

lim
n→ �∫

1

0

xn

1 +槡 x
dx = 0.

例 17 设函数 f（x）连续、可导，且 f（0）= 0，f'（0）= 4，求

lim
x→0

x - 2∫
x

0
f（t）d[ ]t .
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分析 错误解法：

原式 = lim
x→0

f（x）
2x

= lim
x→0

f'（x）
2

=
1
2

f'（0）=
1
2

× 4 = 2.

错误原因：第三个等式用到了 f'（x）在 x = 0 处连续，但题设中没

有此条件 . 这是常出的错误，要引起注意 .

正确解法应是先用洛必达法则，再用 f（x）在 x = 0 处的导数定义 .

解 原式 = lim
x→0

f（x）
2x

=
1
2

lim
x→0

f（x）- f（0）
0

=
1
2

f'（0）=
1
2

× 4 = 2.

例 18 设 f（x）在［a，+ � ）上连续，且 f（a）= 0，求

I = lim
h→0

1
h∫

x

a
［f（t + h）- f（t）］dt .

解 对于∫
x

a
f（t + h）dt，令 u = t + h，则

∫
x

a
f（t + h）dt =∫

x + h

a + h
f（u）du =∫

x + h

a + h
f（t）dt .

于是 I = lim
h→0

∫
a

a + h
f（t）dt +∫

x

a
f（t）dt +∫

x + h

x
f（t）dt -∫

x

a
f（t）dt

h

= lim
h→0

∫
a

a + h
f（t）dt +∫

x + h

x
f（t）dt

h

= lim
h→0

［f（x + h）- f（a + h）］= f（x）- f（a）= f（x）.

注 下面的做法是错误的 .

I =∫
x

a
lim
h→0

f（t + h）- f（t）
h

dt =∫
x

a
f'（t）dt =［f（t）］x

a = f（x）.

理由是：第一个等号不一定成立，此外，题设中没给 f（x）可导，因

而 f'（t）也不一定存在 .

例 19 求 lim
n→ �

1
n + 1

+
1

n + 2
+ ⋯ +

1
n +( )n

.

分析 此类题可利用定积分的定义求，其关键是把极限转化为定

积分问题 .
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解 原式 = lim
n→ �

1
n

1

1 +
1
n

+
1

1 +
2
n

+ ⋯ +
1

1 +
n









n

.

令 f（x）=
1

1 + x
，取积分区间为［0，1］，ξi = xi =

i
n

，Δxi =
1
n
（i = 1，

2，⋯，n），则上式转化为

原式 = lim
n→ � ∑

n

i = 1

f（ξi）Δxi =∫
1

0
f（x）dx =∫

1

0

dx
1 + x

= ln（1 + x）
1

0
= ln 2 .

注 一般若能把 n 项和的数列转化为∑
n

i = 1

f a +
i（b - a）[ ]n

b - a
n

，

而函数 f（x）在［a，b］上可积，则可用定积分定义求这个数列的极限，

即 lim
n→ � ∑

n

i = 1

f a +
i（b - a）[ ]n

b - a
n

=∫
b

a
f（x）dx .

（四）由变限积分所定义的函数的相关问题

例 20 设方程 2x - tan（x - y）=∫
x - y

0
sec2 td t（x≠ y），确定 y 是 x

的隐函数，求
dy
dx

.

解 方程两边对 x 求导得

2 - sec2（x - y） 1 -
dy
d( )x

= sec2（x - y） 1 -
dy
d( )x

，

解得
dy
dx

= sin2（x - y）.

例 21 设 f（x）连续，求
d

dx∫
x

0
tf（x2 - t2）dt .

解 令 x2 - t2 = u，则

d
dx∫

x

0
tf（x2 - t2）dt =

d
dx∫

0

x
2

f（u）
1
2
（- du）=

d
dx

1
2∫

x
2

0
f（u）d( )u

=
1
2

f（x2）2x = xf（x2）.

注 此题被积函数中含有参变量，因此先换元 .

例 22 设 f（x）=∫
x

0

t + 4
t2 + 2 t + 2

dt，求 f（x）在区间［0，1］上的最大
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值和最小值 .

解 因为 f'（x）=
x + 4

x2 + 2x + 2
> 0，所以 f（x）在［0，1］上单调增加 .

最小值为 m = f（0）= 0，最大值为

M = f（1）=∫
1

0

t + 4
t2 + 2 t + 2

dt

=
1
2∫

1

0

2 t + 2
t2 + 2 t + 2

dt +∫
1

0

3
t2 + 2 t + 2

dt

=
1
2

ln（t2 + 2 t + 2）
1

0
+ 3arctan（t + 1）

1

0

=
1
2

ln
5
2

+ 3arctan 2 -
3π
4

.

例 23 设 f（x）在［a，b］上连续，且 f（x）≠0，证明方程∫
x

a
f（t）dt +

∫
x

b

d t
f（t）

= 0 在（a，b）内有且仅有一个根 .

分析 先由零点定理证根的存在性，再由函数单调性证唯一性 .

证明 令 F（x）=∫
x

a
f（t）dt +∫

x

b

d t
f（t）

，显然 F（x）在［a，b］上连续，

不妨设 f（x）> 0，则

F（a）=∫
a

b

1
f（t）

dt < 0，F（b）=∫
b

a
f（t）dt > 0，

由零点定理知：在（a，b）内至少存在一点ξ使 F（ξ）= 0，即方程 F（x）

= 0 在（a，b）内至少存在一个根 .

又 F'（x）= f（x）+
1

f（x）
=

f2（x）+ 1
f（x） ≥

2f（x）
f（x）

= 2，可知在［a，b］上

F（x）单调增加，故方程 F（x）= 0 在（a，b）内只有一个根 .

当 f（x）< 0 时，同理可证 .

（五）证明等式

例 24 若 f"（x）在［0，π］上连续，f（0）= 2，f（π）= 1，证明：

∫
π

0
［f（x）+ f"（x）］sin xdx = 3.
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证法 1

因为∫
π

0
［f（x）+ f"（x）］sin xdx =∫

π

0
f（x）sin xdx +∫

π

0
f"（x）sin xdx，

而 ∫
π

0
f"（x）sin xdx =∫

π

0
sin xdf'（x）= f'（x）sin x

π

0
-∫

π

0
f'（x）cos xdx

= 0 -∫
π

0
cos xdf（x）

= - f（x）cos x
π

0
-∫

π

0
f（x）sin xdx

= f（0）+ f（π）-∫
π

0
f（x）sin xdx

= f（0）+ 1 -∫
π

0
f（x）sin xdx，

从而 ∫
π

0
［f（x）+ f"（x）］sin xdx = f（0）+ 1 = 2 + 1 = 3.

证法 2 ∫
π

0
［f（x）+ f"（x）］sin xdx =∫

π

0
［f"（x）sin x - f（x）（sin x）"］dx

=∫
π

0
［sin xf'（x）- f（x）（sin x）' ］' dx

=［sin xf'（x）- f（x）cos x］π0

= f（π）+ f（0）= 1 + 2 = 3.

例 25 设 f（x）在［0，1］上连续，（0，1）内可导，且 3∫
1

2
3

f（x）dx =

f（0），证明：在（0，1）内存在一点ξ，使 f'（ξ）= 0.

分析 由所证结论易知要用罗尔定理，需先用积分中值定理得出

满足罗尔定理的条件 .

证明 由积分中值定理知，存在ξ1 ∈
2
3

，[ ]1 ，使∫
1

2
3

f（x）dx =

1
3

f（ξ1），从而有 f（ξ1）= f（0），故 f（x）在区间［0，ξ1 ］上满足罗尔定理

的条件，因此存在一点ξ∈（0，ξ1）（0，1），使 f'（ξ）= 0.

注 此例的证明方法要掌握 .
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例 26 设 f（x）在［0，1］上可导且满足 f（1）= 2∫
1
2

0
xf（x）dx，证明：

必存在点ξ∈（0，1），使 f'（ξ）= -
f（ξ）

ξ
.

分析 要证 f'（ξ）= -
f（ξ）

ξ
，即要证ξf'（ξ）+ f（ξ）= 0，ξ∈（0，1），

由于ξf'（ξ）+ f（ξ）=［xf（x）］'
x =ξ

，因此引进辅助函数 F（x）= xf（x），

再用中值定理 .

证明 设 F（x）= xf（x），显然 F（x）在［0，1］上可导，且 F（1）=

f（1）. 又由题意知，f（1）= 2∫
1
2

0
xf（x）dx，利用积分中值定理有

2∫
1
2

0
xf（x）dx =ηf（η），η∈ 0，[ ]1

2
，

即有 F（1）= F（η）.

因此 F（x）在［η，1］上满足罗尔定理的条件，故有ξ∈（η，1）（0，

1）使 F'（ξ）= 0，即ξf'（ξ）+ f（ξ）= 0，亦即 f'（ξ）= -
f（ξ）

ξ
.

例 27 设 f（x）是以 T 为周期的连续函数，证明：对任意实数 a，都

有∫
a + T

a
f（x）dx =∫

T

0
f（x）dx .

分析 利用积分区间的可加性及定积分的换元法证明 .

证明 ∫
a + T

a
f（x）dx =∫

0

a
f（x）dx +∫

T

0
f（x）dx +∫

a + T

T
f（x）dx，

对于∫
a + T

T
f（x）dx，令 x = t + T，则

∫
a + T

T
f（x）dx =∫

a

0
f（t + T）dt =∫

a

0
f（t）dt = -∫

0

a
f（x）dx，

于是 ∫
a + T

a
f（x）dx =∫

T

0
f（x）dx .

注 在长度为一个周期的区间上，周期函数的积分都相等，而与积

分区间的起点无关 . 利用这一性质可简化周期函数积分的计算 .
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如：∫
3π

π
sin xdx =∫

2π

0
sin xdx =∫

π

- π
sin xdx = 0.

（六）证不等式

例 28 证明下列不等式：

（1）槡2e - 1
2 ≤∫

1
槡2

- 1
槡2

e - x
2

dx≤槡2； （2）∫
槡3

1

sin x
ex（1 + x2）

dx≤ π
12e

.

分析 用定积分的性质 .

证明 （1）f（x）= e - x
2

在 -
1

槡2
，

1

槡[ ]2
上连续，且 f'（x）= - 2xe - x

2

，

令 f'（x）= 0，得 x = 0，比较 f -
1

槡( )2
= e - 1

2 ，f
1

槡( )2
= e - 1

2 ，f（0）= 1 的大

小得，f（x）在 -
1

槡2
，

1

槡[ ]2
上的最大值为 M = 1，最小值为 m = e - 1

2 ，故由

定积分的性质可得槡2e - 1
2 ≤∫

1
槡2

- 1
槡2

e - x
2

dx≤槡2 .

（2）因为当 1≤x≤槡3时，sin x≤1，ex≥e，故
sin x

ex（1 + x2）≤
1

e（1 + x2）
.

所以 ∫
槡3

1

sin x
ex（1 + x2）

dx≤∫
槡3

1

1
e（1 + x2）

dx =
1
e

arctan[ ]x
槡3

1
= π

12e
.

例 29 设 f'（x）在［a，b］上连续，且 f（a）= 0，证明

∫
b

a
f（x）dx ≤

M（b - a）2

2
，M = max

a≤x≤b
| f'（x）| .

分析 用拉格朗日中值定理及定积分的性质 .

证明 由拉格朗日中值定理及 f（a）= 0 可得

| f（x）| = | f（x）- f（a）| = | f'（ξ）（x - a）|≤M（x - a），

其中 a <ξ< x，M = max
a≤x≤b

| f'（x）| ，故

∫
b

a
f（x）dx ≤∫

b

a
| f（x）| dx≤∫

b

a
M（x - a）dx =

M
2
（b - a）2 .

例 30 设 f（x）在［a，b］上单调增加且连续，证明：

∫
b

a
xf（x）dx≥

a + b
2∫

b

a
f（x）dx .
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分析 构造积分上限函数，用积分中值定理及函数单调性；亦可用

定积分的性质证之 .

证法 1 令 F（x）=∫
x

a
tf（t）dt -

a + x
2∫

x

a
f（t）dt（只要证 F（b）≥0），

则 F'（x）= xf（x）-
1
2∫

x

a
f（t）dt -

a + x
2

f（x）

=
x - a

2
f（x）-

1
2∫

x

a
f（t）dt

=
x - a

2
f（x）-

x - a
2

f（ξ） （ξ∈［a，x］）

=
x - a

2
［f（x）- f（ξ）］≥

x - a
2

［f（x）- f（x）］= 0.

又 F（a）= 0，所以 F（x）≥0，x∈［a，b］.

因为 F'（x）≥0，所以 F（x）单调增；又 F（a）= 0，所以 F（x）≥0，

x∈［a，b］，所以 F（b）≥F（x）≥0 .

故∫
b

a
xf（x）dx≥

a + b
2∫

b

a
f（x）dx 成立 .

证法 2 f（x）单调增，所以 x -
a + b( )2

f（x）- f
a + b( )[ ]2 ≥0，

从而 ∫
b

a
x -

a + b( )2
f（x）- f

a + b( )[ ]2
dx≥0，

即 ∫
b

a
x -

a + b( )2
f（x）dx≥∫

b

a
x -

a + b( )2
f

a + b( )2
dx

= f
a + b( )2 ∫

b

a
x -

a + b( )2
dx

= f
a + b( )2

x2

2
-

a + b
2[ ]x

b

a
= f

a + b( )2
·0 = 0.

故 ∫
b

a
xf（x）dx≥

a + b
2∫

b

a
f（x）dx .

（七）广义积分

例 31 求下列广义积分：

（1）∫
�

- �

x

1 + x槡 2
dx； （2）∫

1

0
ln

1
1 - x2 dx；
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（3）∫
+ �

1

1
x x槡 - 1

dx； （4）∫
+ �

1

1
x2 + x - 2

dx；

（5）∫
2

1

x2

x3 - 3
dx .

（1）解 因为∫
+ �

0

x

1 + x槡 2
dx = lim

b→ + �∫
b

0

x

1 + x槡 2
dx

= lim
b→ + �

1 + x槡 2
b

0

= lim
b→ + �

（ 1 + b槡 2 - 1）= + � .

所以∫
+ �

- �

x

1 + x槡 2
dx 发散 .

（2）分析 注意到当 x→1 时，
1

1 - x2 → � ，即 x = 1 为被积函数的

瑕点 . 此为无界函数的广义积分，分为两个部分后，其中一部分为定积

分 .

解∫
1

0
ln

1
1 - x2 dx = -∫

1

0
ln（1 + x）dx -∫

1

0
ln（1 - x）dx，

其中∫
1

0
ln（1 + x）dx =［（x + 1）ln（1 + x）- x］1

0 = 2ln 2 - 1 为定积分，

∫
1

0
ln（1 - x）dx = lim

ε→0
+∫

1 -ε

0
ln（1 - x）dx

= lim
ε→0

+
［（1 - x）ln（1 - x）+ x］1 -ε

0 = - 1 .

故∫
1

0
ln

1
1 - x2 dx = - （2ln 2 - 1）- （- 1）= 2（1 - ln 2）.

（3）分析 由于 lim
x→1

+

1
x x槡 - 1

= � ，故 x = 1 为瑕点，同时积分又是

无穷区间上的广义积分，将原式分成两项，使之成为两类广义积分，再

分别讨论与计算 .

解∫
+ �

1

dx
x x槡 - 1

=∫
2

1

dx
x x槡 - 1

+∫
+ �

2

dx
x x槡 - 1

.

令 x槡 - 1 = t，则
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∫
2

1

dx
x x槡 - 1

=∫
1

0

2
t2 + 1

dt = π
2

，

∫
+ �

2

dx
x x槡 - 1

=∫
+ �

1

2
t2 + 1

dt =［2arctan t］+ �
1 = π

2
，

故 ∫
+ �

1

1
x x槡 - 1

dx = π
2

+ π
2

=π.

注 计算收敛的广义积分，有与定积分完全类似的换元法与分部

积分法 .

（4）分析 此积分既有瑕点 x = 1，又是无穷区间上的广义积分 .

解∫
2

1

dx
（x + 2）（x - 1）

=
1
3

lim
ε→0

+∫
2

1 +ε

1
x - 1

-
1

x( )+ 2
dx = - � ，

所以∫
+ �

1

1
x2 + x - 2

dx 发散 .

（5）分析 x =
3
槡3为瑕点，将［1，2］分成两个区间［1，

3
槡3］和［

3
槡3，2］.

∫
2

1

x2

x3 - 3
dx =∫

3槡3

1

x2

x3 - 3
dx +∫

2

3槡3

x2

x3 - 3
dx，

由于∫
3槡3

1

x2

x3 - 3
dx = lim

ε→0
+∫

3槡3 -ε

1

x2

x3 - 3
dx = lim

ε→0
+

1
3

ln | x3[ ]- 3 |
3槡3 -ε

1
= � ，

故原广义积分发散 .

注 这种瑕点隐藏在积分区间内部的情形极易被忽视，要引起注

意 .

例 32 当 k 为何值时，广义积分∫
+ �

2

dx
x（ln x）k 收敛？当 k 为何值

时，这个广义积分发散？又当 k 为何值时，这个广义积分取得最小值？

解 当 k = 1 时，∫
+ �

2

dx
x（ln x）k =［ln（ln x）］+ �

2 = + � ，

当 k≠1 时，∫
+ �

2

dx
x（ln x）k =

1
1 - k

（ln x）1 -[ ]k
+ �

2

=
+ � ， k < 1，

1
（k - 1）（ln 2）k - 1 ， k{ > 1.

故当 k≤1 时原积分发散，k > 1 时原积分收敛 .
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当 k > 1 时，记 f（k）=
1

k - 1
1( )ln 2

k - 1

，则

f'（k）= -
1

（k - 1）2
1( )ln 2

k - 1

+
1

k - 1
1( )ln 2

k - 1

ln
1( )ln 2

= -
1

（k - 1）
1( )ln 2

k - 1 1
k - 1( )+ ln ln 2 .

令 f'（k）= 0，得驻点 k = 1 -
1

ln ln 2
.

当 k > 1 -
1

ln ln 2
时，f'（k）> 0；当 1 < k < 1 -

1
ln ln 2

时，f'（k）< 0，

因而该驻点为极小值点（唯一），极小值点也是最小值点，即当 k = 1 -

1
ln ln 2

时，原广义积分取得最小值 .

四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 . lim
x→0

∫
x

0
arctan tdt

x2 = . 2 .∫
2

- 2
x2 +

xcos x
1 + x( )2 dx = .

3 . 已知∫
A

1

ln t
t

d t = 1，则 A= .

4 . 已知 f（1）= 0，∫
1

0
xf（x）dx = 2，则∫

1

0
x2 f'（x）dx = .

二、选择题

1 . 设 f（x）在［a，b］上连续，则必有（ ）使

∫
b

a
f（x）dx = f（ξ）（b - a）.

（A）ξ∈［a，b］ （B）ξ=
a + b

2

771第五章 定积分



（C）ξ=
b - a

2
（D）任取ξ∈（a，b）

2 . 使∫
+ �

0
f（x）dx = 1 成立的 f（x）为（ ）.

（A）
1
x2 （B）

1
x

（C）e - x （D）
1

1 + x2

3 .设 f（x）在 x > 0 时可导，且 f（x）= 1 +∫
x

1

1
x

f（t）dt，则 f'（x）=

（ ）.

（A）-
1
x2∫

x

1
f（t）dt （B）

1
x

f（x）

（C）
1
x

（D）
1
x2 f（x）

4 . 设 f（x）在［- 1，1］上连续，则∫
1

- 1
f（- x）dx 等于（ ）.

（A）0 （B）2∫
1

0
f（x）dx

（C）∫
1

- 1
f（x）dx （D）-∫

1

- 1
f（x）dx

三、计算题

1 . 计算下列各题：

（1）∫
8

1

dx
x +

3
槡x

； （2）∫
1
2

- 1
2

xarcsin x

1 - x槡 2
dx；

（3）∫
e

1
e

| ln x | dx； （4）∫
1

0

ln（1 + x）
（2 - x）2 dx .

2 . 设∫ln x·f（x）dx = arctan x + C，求∫
e

1

1
f（x）

dx .

3 . 设 f（x）=
e - x ， x≥0，

1 + x2 ， x < 0
{

，
求∫

2

1
2

f（x - 1）dx .

4 . 求lim
x→0

x -∫
x

0
et

2

d t

x2 sin 2x
.
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5 . 设 f（x）连续，且∫
x
3

- 1

0
f（t）dt = x，求 f（7）.

6 . 设连续函数 f（x）= ln x -∫
e

1
f（x）dx，求∫

e

1
f（x）dx .

四、证明题

1 . 设 f（x）为连续函数，证明∫
a

0
x3 f（x2）dx =

1
2∫

a
2

0
xf（x）dx .

2 . 证明
1
2

<∫
π
2

- π
4

sin x
x

<槡2
2

.

习题（B）

一、填空题

1 . lim
x→ �

n
n2 + 1

+
n

n2 + 22 + ⋯ +
n

n2 + n( )2 = .

2 . 设 f（x）有一个原函数 tan x，则∫
π
4

- π
4

xf'（x）dx = .

3 .∫
+ �

2

1
x2 + x - 2

dx = .

4 . 设 f（x）为［0，+ � ）上的连续函数，且∫
x（1 + x

2
）

0
f（t）dt = x2 ，则 f（2）

= .

二、选择题

1 . 下列各式中，f（x）在积分区间上连续，正确的是（ ）.

（A）∫
0

- e
e - x dx <∫

0

- e
ex dx

（B）∫
2

1
f（x）dx <∫

3

0
f（x）dx

（C）∫
1

1
2

ln xdx <∫
1

1
2

（ln x）2 dx
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（D）∫
π
2

- π
2

| f（x）| dx = 2∫
π
2

0
| f（x）| dx

2 . 设 P =∫
π
2

0
sin2 xdx，Q =∫

π
2

0
cos2 xdx，R =

1
2∫

π
2

- π
2

sin2 xdx，则正确的

是（ ）.

（A）P = Q = R （B）P = Q < R （C）P < Q < R （D）P > Q > R

3. 设 f（x）为［a，b］上连续的奇函数，则 F（x）=∫
x

a
f（t）dt（ ）.

（A）是奇函数 （B）是非奇非偶函数

（C）是偶函数 （D）是周期函数

4 . 已知 f（x）连 续，∫
x

0
tf（x - t）dt = 1 - cos x，则∫

π
2

0
f（x）dx =

（ ）.

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4

三、计算题

1 . 计算下列各题：

（1）∫
3

2

3 + 2x - x槡 2

（x - 1）2 dx； （2）∫
π
2

- π
2

ex

1 + ex sin4 xdx；

（3）∫
2

- 3
min｛2，x2｝dx； （4）∫

3

0
arcsin

x
1 +槡 x

dx .

2 . 设 f（x）连 续，且∫
x

0
tf（2x - t）dt = arcsin x，f（2）=

1
2

，求

∫
4

2
f（x）dx .

3 . 设lim
x→0

1
bx - sin x∫

x

0

t2

a + t槡 2
d t = 1，求 a，b 的值 .

4 . 设 a 为常数，求 lim
n→ �∫

n + a

n
xsin

1
x

dx .

5 . 设 f（x）= x2 - x∫
2

0
f（x）dx + 2∫

1

0
f（x）dx，求 f（x）.
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6 . 已知 lim
x→ + �

x + c
x -( )c

x

=∫
c

- �
te2t d t，求常数 c 的值 .

四、证明题

1 . 设 f（x）为连续函数，证明：∫
x

0
f（t）（x - t）dt =∫

x

0
（∫

t

0
f（u）du）dt .

2 .设函数 f（x）在［a，b］上连续，且 f（x）> 0，证明：在（a，b）内有

且仅有一点ξ，使得∫
ξ

a
f（x）dx =∫

b

ξ

dx
f（x）

.

习题（A）答案

一、填空题

1 .
1
2

. 2 .
16
3

. 3 . e槡2 . 4 . - 4 .

二、选择题

1 . A. 2 . C. 3 . C. 4 . C.

三、计算题

1 .（1）
3
2

ln
5
2

，提示：令 x = t3 ；

（2）1 - 槡3
6π，提示：利用奇偶性；

（3）2 -
2
e

；

（4）
1
3

ln 2，提示：分部积分法 .

2 .
2
9
（e3 + 5）. 提示：先求

1
f（x）

再分部积分 .

3 .
37
24

-
1
e

.

4 . -
1
6

. 提示：该极限为
0
0

型，分母先用无穷小代换，再用洛必达法

则 .
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5 .
1
12

. 提示：两边对 x 求导 .

6 .
1
e

. 提示：设∫
e

1
f（x）dx = A.

四、证明题

1 . 提示：令 x2 = u，用换元法 .

2 . 提示：设 f（x）=
sin x

x
，用估值定理 .

习题（B）答案

一、填空题

1 .π
4

. 2 .槡2
2π- 2 . 3 .

1
3

ln 4 . 4 .
1
2

.

二、选择题

1 . C. 2 . A. 3 . A. 4 . A.

三、计算题

1 .（1）槡3 - π
3

，提示：令 x - 1 = 2sin t；

（2）
3
16π，提示：利用原式 =∫

π
2

0
［f（x）+ f（- x）］dx；

（3）10 -
8
3槡2，提示：先求出 min｛2，x2｝=

2， - 3≤x 槡< - 2，

x2 ， 槡- 2≤x 槡< 2，

2， 槡2≤x≤2
{

；

（4）
3
4π 槡- 3，提示：分部积分法 .

2 .
3
5

. 提示：先换元，令 2x - t = u，等式两边对 x 求导，最后将 x =

2 代入 .

3 . a = 4，b = 1. 提示：该极限为
0
0

型，用洛必达法则 .
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4 . a . 提示：用积分中值定理 .

5 . f（x）= x2 -
4
3

x +
2
3

. 提示：两边分别对 x 从 0 到 1、从 0 到 2 积

分，解代数方程得∫
1

0
f（x）dx =

1
3

，∫
2

0
f（x）=

4
3

.

6 . c =
2
5

.
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第六章 定积分的应用

一、本章知识的作用与意义

定积分的应用实质上是用前面学过的定积分理论来分析和解决一

些几何、物理中的问题 . 定积分解决实际问题的方法一般可分为两种：

一般方法是根据定积分的定义，利用分割、近似代替、求和、取极限这四

个步骤来导出所求量的积分表达式；另一种方法是“元素法”，它是本章

使用的主要方法 .

工程技术人员和从事某些专业的研究人员用定积分计算实际问题

时都是用元素法将实际问题化为定积分，因此元素法具有广泛的适用

性 .

通过本章的学习，一方面能够应用元素法将某些几何、物理的问题

化成定积分；另一方面，熟练地应用本章给出的公式能够计算平面区域

的面积、平面曲线的弧长，用截面面积计算体积、旋转体的体积，计算变

力做功等 . 同时，还可增强应用数学的意识，提高用定积分解决实际问

题的能力 .

二、知识要点及思想方法

（一）定积分的元素法

1 . 所求量 U 能用定积分表达的条件

①U 是与一个变量（例如 x）的变化区间［a，b］有关的量；

②对于区间［a，b］，U 具有数量的可加性，也就是说，如果把区间

［a，b］分成许多部分区间，则 U 相应地分为许多部分量ΔU，U 等于所

有部分量之和；
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③部分量ΔU 的近似值可表示为 f（x）dx，其中 f（x）为［a，b］上的

已知连续函数 .

2 . 求 U 的定积分表达式的步骤

①根据问题的具体情况，选取适当的积分变量（例如 x），并确定它

的变化区间［a，b］；

②求出相应于［a，b］上任意一个小区间［x，x + dx］的部分量ΔU

的近似值 dU = f（x）dx；

③以所求量 U 的元素 f（x）dx 为被积表达式，在区间［a，b］上作定

积分，得 U =∫
b

a
f（x）dx .

这就是所求量 U 的积分表达式 . 这个方法称为定积分的元素法，

其中 dU = f（x）dx 称为 U 的元素 .

注 ①定积分解决的是对区间具有可加性的、连续分布的、非均匀

的量的求和问题 .

②U 的元素 dU = f（x）dx 是ΔU 的主部，dU 与ΔU 之差是关于

Δx 的高阶无穷小（当Δx→0 时）. 严格讲应该验证，但这一过程比较麻

烦，所以只要这种近似是合理的，一般应用中都省略证明 .

③使用定积分元素法的关键是找出所求量（例如物理量或几何量）

的元素，这应根据题中具体条件利用物理或几何知识来确定 .

（二）平面图形的面积

在第五章中我们已经知道，应用定积分可以计算曲边梯形面积 .

另外，应用定积分的元素法还可以计算一些比较复杂的平面图形的面

积 .

1 . 直角坐标

①由直线 x = a，x = b（a < b），曲线 y = f（x），y = g（x）（g（x）≤
f（x））所围图形（见图 6 .1）的面积为

A=∫
b

a
［f（x）- g（x）］dx .

②由直线 y = c，y = d（c < d），曲线 x = f（y），x = g（y）（f（y）≤
g（y））所围图形（见图 6 .2）的面积为
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A=∫
d

c
［g（y）- f（y）］dy .

③若曲边梯形的曲边 y = f（x）（f（x）≥0，x∈［a，b］）由参数方程

x =φ（t），y =ψ（t）给出，φ（α）= a，φ（β）= b，ψ（t）及φ'（t）均在［α，

β］（或［β，α］）上连续，则曲边梯形的面积为

A=∫
b

a
f（x）dx =∫

β

α
ψ（t）φ'（t）dt .

图 6.1 图 6.2

图 6.3

2 . 极坐标

①由曲线 r = r（θ）（r（θ）≥0），

射线θ=α，θ=β 所围的曲边扇形

（见图 6 .3）的面积为

A=
1
2∫

β

α
r2（θ）dθ.

②由曲线 r = r1（θ），r = r2（θ）

（r1（θ）≤ r2（θ）），射线θ=α，θ=β
（α≤θ≤β）所 围 平 面 图 形（见 图

6 .4）的面积为

A=
1
2∫

β

α
［r2

2（θ）- r2
1（θ）］dθ.
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图 6.4

（三）立体的体积

1 . 旋转体的体积

①由连续曲线 y = f（x），直线 x = a，x = b（a < b）及 x 轴所围成的

曲边梯形绕 x 轴旋转一周而成的旋转体的体积为

V=π∫
b

a
［f（x）］2 dx .

②由连续曲线 x =φ（y），直线 y = c，y = d（c < d）及 y 轴所围成

的曲边梯形绕 y 轴旋转一周而成的旋转体的体积为

V=π∫
d

c
［φ（y）］2 dy .

注 体积元素 dV=π［f（x）］2 dx 是小圆柱体的体积，其中 f（x）为

底圆半径 . 若绕直线 y = b 旋转，半径就不是 f（x），而是 f（x）- b，则

旋转体的体积为 V=π∫
b

a
［f（x）- b］2 dx .

2 . 平行截面面积已知的立体体积

设立体位于过点 x = a，x = b（a < b）且垂直于 x 轴的两个平面之

间，过点 x 且垂直于 x 轴的平面与该立体相交的截面面积为 A（x）（a≤
x≤b），它是 x 的已知连续函数，则该立体的体积为

V=∫
b

a
A（x）dx .

（四）平面曲线弧长

1 . 直角坐标

①设曲线弧的方程为 y = f（x），y' 在［a，b］（a < b）上连续，则该曲
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线弧的长度为

s =∫
b

a
1 + y'槡 2 dx .

②设曲线弧的方程为 x =φ（y），φ'（y）在［c，d］（c < d）上连续，则

该曲线弧的长度为

s =∫
d

c
1 +［φ'（y）］槡 2 dy .

2 . 参数方程

设曲线弧由参数方程 x =φ（t），y =ψ（t）（α≤ t≤β）给出，φ'（t）与

ψ'（t）在［α，β］上连续，则该曲线弧的长度为

s =∫
β

α
φ' 2（t）+ψ' 2（t槡 ）dt .

注 因为 φ' 2（t）+ψ' 2（t槡 ）> 0，又由于弧长总是正的，所以求平

面曲线弧长时积分上限应大于下限 .

3 . 极坐标

设曲线弧由极坐标方程 r = r（θ）（α≤θ≤β）给出，r（θ）在［α，β］上

连续，则该曲线弧的长度为

s =∫
β

α
r2（θ）+ r' 2（θ槡 ）dθ.

图 6.5

（五）变力沿直线做功

若物体在平行于 x 轴的变力

F（x）的作用下，沿 x 轴从点 a 移动

到点 b，则力 F（x）所做的功是

W=∫
b

a
F（x）dx .

（六）液体静压力

设一薄板垂直放在密度为ρ的

液体里（如图 6 .5），则液体对薄板的

静压力为

P =∫
b

a
ρgxf（x）dx，
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其中 g 为重力加速度 .

（七）引力

一长度为 l 的均匀细棒（线密度为μ），对在其延长线上距棒近端

距离为 a、质量为 m 的一个质点的引力（见图 6 .6）为

F =∫
l

0
k μm
（l + a - x）2 dx .

图 6.6

三、解题研究

解题时要注意以下几点：

①求解实际问题时，首先要合理建立坐标系；

②注意利用图形或物理量的对称性，使计算简化；

③尽量画图 .

（一）与平面图形面积有关的问题

计算平面图形面积的步骤：

①画出所求图形面积的草图；

②当图形由若干条曲线围成时，要求出交点；

③由图形特点选择合适的积分变量；

④由题意确定被积函数，写出被积表达式；

⑤计算定积分，得到结果 .

例 1 求抛物线 y2 = 2x 与直线 x - y = 4 所围成图形的面积 A.

解 作出图形，如图 6 . 7 所示 . 为了定出图形所在的范围，先求出

所给抛物线和直线的交点，解方程组
y2 = 2x，

x - y = 4{ ，
得交点（2，- 2）与（8，

4）.

解法 1 选 x 为积分变量，x 在［0，2］上，图形的上边界是抛物线
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图 6.7

y = 2槡 x，下边界是抛物线 y = - 2槡 x；而在［2，8］上，图形的上边界是

抛物线 y = 2槡 x，下边界是直线 y = x - 4，因而必须分成两块来计算面

积，此时

A =∫
2

0
［ 2槡 x - （- 2槡 x）dx +∫

8

2
［ 2槡 x - （x - 4）］dx

=
2
3
（2x）

3
2

2

0

+
1
3
（2x）

3
2 -

x2

2
+ 4[ ]x

8

2
= 18 .

解法 2 选 y 为积分变量，因为 y 在［- 2，4］上图形的右边界是直

线 x = y + 4，左边界是抛物线 x =
y2

2
，于是，所求面积

A=∫
4

- 2
（y + 4）-

y2[ ]2
dy =

y2

2
+ 4y -

y3( )6

4

- 2
= 18 .

显然，解法 2 简单 . 这是由于解法 2 中图形没有分块，且被积函数

也较简单；而解法 1 中积分区间分成了两部分，增加了计算过程 .

注 当平面曲线可用 y = f（x）表示，又可用 x =φ（y）表示（可以

互相转换）时，选择积分变量的原则是：少分块，这时定积分个数少；被

积函数简单（避免含根号或绝对值号），使定积分易于计算 .

例 2 求曲线 | ln x | + | ln y | = 1 所围成图形的面积 A.
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图 6.8

分析 由绝对值的定义，原

曲线 | ln x | + | ln y | = 1 所围图形

的面积可化为曲线 xy = e，xy =

1
e

，y = ex 和 y =
x
e

所围成的面

积，故可以画出草图，如图 6 . 8 所

示 .

解 先求出交点为：
1
e

，( )1 ，

1，
1( )e

，（1，e），（e，1）. 用 x = 1 将

图形分成两个部分 A1 与 A2 ，则 A

= A1 + A2 ，选 x 为积分变量，所求面积

A = A1 + A2 =∫
1

1
e

ex -
1

e( )x
dx +∫

e

1

e
x

-
x( )e

dx

=
1
2

e -
1( )e

+
e
2

-
1
e

+
1
2e

= e -
1
e

.

图 6.9

例 3 求由两曲线 r = 3cosθ，r = 1 +

cosθ 所围成的图形在圆周内部的面积

（两部分都要计算）.

分析 r = 3cos θ 是 圆 的 方 程，

r = 1 + cosθ是心形线的方程，由此可画

出图形 . 设两部分面积分别为 A 和 A' ，如

图 6 . 9 所示 . 由图看出，利用对称性可求

出 A，剩余一部分在圆周内的面积 A' 可

以用圆面积减去 A 求出 .

解 先求出交点为 - π
3

，( )3
2

， π
3

，( )3
2

. A 中极轴上面那部分θ

的变化区间分别为 0，π[ ]3
和 π

3
，π[ ]2

，θ 在 0，π[ ]3
上图形的边界是

r = 1 + cosθ，而在 π
3

，π[ ]2
上图形的边界是 r = 3cosθ，故分成两块来计
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算 . 根据图形的对称性，得

A = 2
1
2∫

π
3

0
（1 + cosθ）2 dθ+

1
2∫

π
2

π
3

（3cosθ）2 d[ ]θ

= π
2

+
3π
4

=
5π
4

.

两曲线所围图形在圆周内的另一部分面积为

A' =π( )3
2

2

-
5π
4

=π.

注 由此可见，求平面图形面积时，对于对称图形或周期性图形，

利用图形的对称性或周期性，只计算部分即可得到全部，大大减少了计

算量 .

图 6.10

例 4 假设曲线 L1 ：y = 1 -

x2（0≤ x≤1）与 x 轴和 y 轴所围

区域被曲线 L2 ：y = ax2 分为面积

相等的两部分，其中 a 是大于零

的常数，试确定 a 的值 .

分析 先求出本题中的面积

A1 ，A2（见图 6 . 10），然后令 A1 =

A2 ，即可求出 a 的值 .

解 解方程组
y = 1 - x2 ，

y = ax2{ ，

0≤x≤1，得两曲线交点坐标为

x =
1

1 +槡 a
，

y =
a

1 + a
{

.

从而有

A1 =∫
1

1 +槡 a

0
［（1 - x2）- ax2 ］dx =

2
3 1 +槡 a

，

A2 =
1
2
（A1 + A2）=

1
2∫

1

0
（1 - x2）dx =

1
3

.
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由 A1 = A2 可知
2

3 1 +槡 a
=

1
3

，解得 a = 3 .

注 计算面积时应适当选择坐标系，以便简化计算 . 一般地，曲边

梯形宜采用直角坐标系，曲边扇形宜采用极坐标系 .

（二）与体积有关的问题

用定积分可以求解两类较简单立体的体积问题，更为复杂的求体

积方法要在多元函数积分学中学习 .

1 . 旋转体的体积

解这类题目，关键是求出平面图形绕旋转轴的旋转半径 .

例 5 求曲线 y2 = 2px（p > 0）和直线 x =
p
2

所围成的图形绕直线 y

= p 旋转一周所得立体的体积 V.

图 6.11

解 如图 6 . 11 所示，此旋转体体积可以

视为两部分体积之差，即 V = V1 - V2 ，其中

V1 是由曲线 y2 = 2px（p > 0）在第四象限的部

分与 x =
p
2

，y = p 和 y 轴所围成的平面图形

绕 y = p 旋转所得立体的体积；V2 是由 y =

p，y2 = 2px（p > 0）在第一象限的部分和 y 轴

所围成的平面图形绕 y = p 旋转所得立体的

体积 .

先求 V1 ，取 x 为积分变量，x∈ 0，
p[ ]2

，

其旋转半径为 p + 2槡 px，体积元素为

dV1 =π（p + 2槡 px）2 dx，

故 V1 =∫
p
2

0
dV1 =π∫

p
2

0
（p + 2槡 px）2 dx .

同理可得 V2 =π∫
p
2

0
（p - 2槡 px）2 dx .

所以 V = V1 - V2 =π∫
p
2

0
［（p + 2槡 px）2 - （p - 2槡 px）2 ］dx
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=π∫
p
2

0
2p·2 2槡 pxdx =

4
3πp3 .

注 求旋转体的体积时，第一要明确形成旋转体的平面图形是由

哪些曲线围成，这些曲线的方程是什么；第二要明确图形绕哪一条坐标

轴或平行于坐标轴的直线旋转 .

图 6.12

例 6 设 D1 是 由 抛 物 线

y = 2x2 和直线 x = a，x = 2 及 y

= 0 所围成的平面区域，D2 是

由抛物线 y = 2x2 和直线 x = a

及 y = 0 所围成的平面区域（见

图 6 .12），其中 0 < a < 2.

（1）试求 D1 绕 x 轴旋转而

成的旋转体体积 V1 ；D2 绕 y 轴

旋转而成的旋转体体积 V2 .

（2）当 a 为何值时，V1 + V2

取得最大值？试求此最大值 .

分析 首先要求出 V1 和 V2 ，然后利用导数判定 V1 + V2 的极大值

点，确定出 a 的值，进而求出 V1 + V2 的最大值 .

解 （1）由图 6 .12 可知

V1 =π∫
2

a
（2x2）2 dx =

4π
5
（32 - a5），

V2 =πa22a2 - π∫
2a

2

0

y
2

dy = 2πa4 - πa4 =πa4 .

（2）设 V= V1 + V2 =
4π
5
（32 - a5）+πa4 ，由 V' = 4πa3（1 - a）= 0，解

得区间（0，2）内唯一的驻点是 a = 1 . 当 0 < a < 1 时，V' > 0；当 a > 1

时，V' < 0. 因此 a = 1 是极大值点，也是最大值点 .

此时，V1 + V2 取得最大值
129
5 π.

例 7 求心形线 r = a（1 + cosθ）和直线θ= 0 及θ= π
2

所围成的图
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形绕极轴旋转而成的旋转体的体积 .

图 6.13

分析 我们没有给出极坐标方程

下求旋转体体积的公式，因此，先要把

极坐标化为参数方程，而且要注意曲线

与轴的交点 .

解 如图 6 . 13 所示，问题转化为

求阴影部分绕 x 轴旋转所得旋转体的

体积 .

因为

x = rcosθ= 4（1 + cosθ）cosθ，

y = rsinθ= 4（1 + cosθ）sinθ{ ，

当θ= 0 时，x = 8；当θ= π
2

时，x = 0，所

以所求旋转体的体积为

Vx =π∫
8

0
y2 dx

=π∫
0

π
2

［4（1 + cosθ）sinθ］2［- 4sinθ（1 + 2cosθ）］dθ

= 64π∫
π
2

0
（1 + cosθ）2 sin2θ（sinθ+ sin 2θ）dθ= 160π.

2 . 已知平行截面面积的立体体积

解此类题目的关键是恰当地选择积分变量，求出平行截面面积的

面积函数，为此，要先画出草图，从中分析用垂直于哪一个坐标轴的平

面去截割立体能较容易地表达出截面面积 . 因为截立体的方法不同，

则积分变量不同，被积函数也不同，计算定积分的难易程度也不同，所

以要选择好截立体的方法，再利用定积分表达出所求的体积 .

例 8 一平面经过半径为 R 的圆柱体的底圆中心，并与底面成α
角，计算该平面截圆柱体所得立体的体积 .

解法 1 取如图 6 .14 所示的坐标系，设底圆方程为 x2 + y2 = R2 ，

用平行于 y 轴的平行平面去截立体，取 x 为积分变量，截面是一个直
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角三角形（图 6 . 14 中的阴影部分），其面积为 A（x）=
1
2

y·ytanα =

y2

2
tanα=

1
2
（R2 - x2）tanα，因此，所求立体的体积为

V =∫
R

- R
A（x）dx =∫

R

- R

1
2
（R2 - x2）tanαdx

= tanα∫
R

0
（R2 - x2）dx =

2
3

R3 tanα.

图 6.14

解法 2 如图 6 .15 所示，用平行于 x 轴的平行平面去截立体，取 y

为积分变量，过 y 轴上的点 y 且垂直于 y 轴的截面是一个矩形，其面积

为

图 6.15

A（y）= 2x·ytanα= 2 R2 - y槡 2·ytanα，
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故 V=∫
R

0
A（y）dy = 2tanα∫

R

0
R2 - y槡 2·ydy =

2
3

R3 tanα.

例 9 求如图 6 .16 所示立体的体积，该立体的底是介于 y = x2 - 1

和 y = 0 之间的平面区域，用垂直于 x 轴的任一平面截该立体，其截面

是一个等边三角形 .

图 6.16

解 等边三角形的面积是

A（x）=
1
2

| x2 - 1 | 2 sin π
3

=槡3
4
（x2 - 1）2 ，

V =∫
1

- 1
A（x）dx =槡3

4∫
1

- 1
（x2 - 1）2 dx

=槡3
2∫

1

0
（x4 - 2x2 + 1）dx =槡3

2
1
5

x5 -
2
3

x3 +[ ]x
1

0

=槡3
2

1
5

-
2
3( )+ 1 =

4
15槡3 .

（三）与平面曲线弧长有关的问题

例 10 计算曲线 y2 =
2
3

（x - 1）3 被抛物线 y2 =
x
3

截得的一段弧

的长度 .

解 作出的图形如图 6 .17 所示 .
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图 6.17

解方程组

y2 =
2
3
（x - 1）3 ，

y2 =
x
3

{ ，

得到点

2，槡( )2
3

，2，-槡( )2
3

.

又由 y2 =
2
3
（x - 1）3 得

2yy' =
2
3

·3（x - 1）2 ，

所以 y' =
（x - 1）2

y
，

1 + y' 2 = 1 +
（x - 1）4

y2

= 1 +

3
2

y2（x - 1）

y2

=
1
2
（3x - 1），

而所求弧长关于 x 轴对称，其长度为

s = 2∫
2

1
1 + y'槡 2 dx = 2∫

2

1

1
2
（3x - 1槡 ）dx =

9
8 ( )5

2

3
2[ ]- 1 .

例 11 求曲线 y =∫
x

π
2

cos槡 t d t 的弧长 .

解 因为 cos t≥0，所以 - π
2 ≤ t≤π

2
，即 - π

2 ≤x≤π
2

，于是

s =∫
π
2

- π
2

1 + y'槡 2 dx = 2∫
π
2

0
1 +（ cos槡 x）槡 2 dx

= 2∫
π
2

0
1 + cos槡 xdx = 2∫

π
2

0
槡2cos

x
2

dx 槡= 4 2sin
x
2

π
2

0
= 4 .

例 12 证明：椭圆
x = a cos t，

y = bsin{ t
的弧长等于正弦曲线 y = csin

x
b

的

一波之长，其中 c = a2 - b槡 2 .
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证明 利用椭圆曲线的对称性，椭圆全长为

s1 = 4∫
π
2

0
a2 sin2 t + b2 cos2槡 t d t = 4∫

π
2

0
a2 - c2 cos2槡 t d t，

而正弦曲线 y = csin
x
b

的一波之长（x 从 0 到 2πb）为

s2 = 2∫
πb

0
1 +

c2

b2 cos2 x
槡 b

dx = 2∫
πb

0
b2 + c2 cos2 x槡 b

d
x
b

= 2∫
π

0
b2 + c2 cos2槡 θdθ= 2∫

π

0
a2 - c2 sin2槡 θdθ

（令θ= π
2

- t，则 sinθ= cos t）

= 2∫
- π

2

π
2

a2 - c2 cos2槡 t（- dt）= 4∫
π
2

0
a2 - c2 cos2槡 t d t，

所以有 s1 = s2 .

（四）定积分在物理学中的应用

用元素法解决某些物理问题时，要选择合适的坐标系和积分变量 .

因为选择的坐标系不同，得到的被积函数与积分区间也不同，影响计算

的繁简 .

1 . 变力做功问题

应用定积分计算变力沿直线所做的功，包括克服引力做功、克服重

力做功、克服阻力做功、克服弹性恢复力做功等等，关键是确定功元素 .

例 13 设在底半径为 3 m，高为 2 m 的锥顶朝下的圆锥形水池内

装满水，现用抽水机将水全部抽走，需做多少功？

分析 建立合适的坐标系，取［x，x + dx］［0，2］相应的柱体薄

片，求出其上的水重量，可以得到抽出这部分水外力需要做的功，即功

元素 .

解法 1 按图 6 . 18 建立坐标系，AB 的方程为 y = -
3
2

x + 3，取 x

∈［0，2］为积分变量，任取［x，x + dx］［0，2］，设水的比重为 9.8 kN/m3 ，

图中阴影部分的水的重量为 9.8πy2 dx = 9.8π 3 -
3
2( )x

2

dx，抽走这部
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分水外力需要做的功为

dW= 9.8xπy2 dx = 9.8πx 3 -
3
2( )x

2

dx，

所求的功为

W=∫
2

0
9.8πx 3 -

3
2( )x

2

dx = 29.4π≈92.362 8（kJ）.

图 6.18

图 6.19

解法 2 按图 6 .19 建立坐标系，直线 OA 的方程为 y = -
3
2

x，取 x

∈［- 2，0］为积分变量，任取［x，x + dx］［- 2，0］，将［x，x + dx］扁柱

体中的水抽出，移动距离为 x + 2，则功元素
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dW= 9.8πy2（x + 2）dx = 9.8π
9
4

x2（x + 2）dx，

故将水全部抽出需要做的功为

W=
9
4∫

0

- 2
9.8π（x3 + 2x2）dx = 29.4π≈92.362 8（kJ）.

解法 3 按图 6 .20 建立坐标系 . 直线 OA 的方程为 y =
3
2

x，取 y

∈［0，2］为积分变量，任取［y，y + dy］［0，2］，将［y，y + dy］扁柱体中

的水抽出，移动距离为 2 - y，则功元素为

图 6.20

dW = 9·8πx2（2 - y）dy = 9.8π
9
4

y2（2 - y）dy，

故将水全部抽出需要做的功为

W =
9
4∫

2

0
9.8π（2 - y）y2 dy = 29.4π≈92.362 8（kJ）.

注 从上面的三种方法中看到：坐标系选择得不同，被积函数与积

分区间也不同，解法 2 与解法 3 比较简单 .

2 . 水压力

用定积分计算水压力（或液体压力）是指平板沉入水（或液体）中，

其一侧所受到的水（或液体）的压力，关键是确定压力元素 .

例 14 边长为 a 的正方形薄片直立地沉入水中，它的一个顶点位

于水平面，而一条对角线与水平面平行，求薄片一侧所受的压力 .
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解 建立如图 6 . 21 所示的坐标系，直线 OA 的方程为 y1 = x，x∈

0，
a

槡[ ]2
，直线 AB 的方程为 y2 = - x 槡+ 2 a，x∈

a

槡2
，槡2[ ]a ，压力元素分

别为

dP1 = 9.8x（2y1）dx，dP2 = 9.8x（2y2）dx .

因此所求压力为

P = 2∫
a
槡2

0
9.8xy1 dx + 2∫

槡2 a

a
槡2

9.8xy2 dx

= 2∫
a
槡2

0
9.8x2 dx + 2∫

槡2 a

a
槡2

9.8x（- x 槡+ 2 a）dx

槡= 4.9 2 a3≈6.929 6（kN）.

图 6.21

3 . 引力

用定积分计算物体对质点的引力，关键是确定引力元素 .

例 15 设有一质量为 M，长度为 l 的均匀直细杆，在中垂线上距

杆 a 处有一质量为 m 的质点 N，求杆对质点 N 的引力 .

解 建立如图 6 .22 所示的坐标系，将引力 F 分解成两个分力 Fx

和 Fy . Fx 与杆平行，由于对称性，Fx = 0；Fy 与杆垂直 . 取 x 为积分变

量，x∈ -
l
2

，
l[ ]2

. 把细杆上相应于［x，x + dx］的一段近似看成质点，

其质量为
M
l

dx . 因此，引力元素为
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图 6.22

dF = k·
m·

M
l

dx

r2 =
kmM

l（a2 + x2）
dx，

dF 在 y 轴上的分力为 dFy ，故得到引力在垂直方向上的分力元素为

dFy = sinθdF =
a
r dF =

kmMa
l（a2 + r2）3 /2 dx，

在垂直方向上的分力为

Fy =∫
l
2

- l
2

kmMa
l（a2 + x2）3 /2 dx =

kmMa
l ∫

1
2

0
（x2 + a2）- 3

2 dx

=
2kmM

a l2 + 4a槡 2
.

引力方向为 →NO（与 y 轴负方向一致）.

四、练习题及答案

习题（A）

1 .曲线 y = x2 与 直 线 y = x + 2 所 围 成 的 平 面 图 形 的 面 积 为

.
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2 .由曲线 y = x（x - 1）（2 - x）与 x 轴所围成的平面图形的面积 A

=（ ）.

（A）∫
1

0
x（x - 1）（2 - x）dx -∫

2

1
x（x - 1）（2 - x）dx

（B）-∫
2

0
x（x - 1）（2 - x）dx

（C）-∫
1

0
x（x - 1）（2 - x）dx +∫

2

1
x（x - 1）（2 - x）dx

（D）∫
2

0
x（x - 1）（2 - x）dx

3 . 确定 m 的值，使直线 y = mx 和抛物线 y = 2x - x2 所围区域的

面积为 36 .

4 .求由双纽线 r2 = 2a2 cos 2θ和圆 r = a 所围阴影部分的面积（如

图 6 .23）.

图 6.23

5 . 一平面图形由抛物线 x = y2 + 2 与过点（3，1）处的法线及 x 轴、

y 轴所围，求该图形绕 x 轴旋转所成旋转体的体积 .

6 . 求曲线 y = 2x - x2 及直线 y = 0，y = x 所围成的图形绕 y 轴旋

转所得旋转体的体积 .

7 . 求下列曲线的弧长：

（1）星形线 x = a cos3 t，y = a sin3 t；

（2）r = a sin3 φ
3
（0≤φ≤3π）.

8 .设半径为 R 的半球形水池充满着水，将水从池中抽出，当抽出
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水所做的功为将水全部抽完所做的功的一半时，问水面下降的高度 h

为多少？

9 . 一底为 a，高为 h 的等腰三角形薄板，铅直置于水中，底与水面

相齐，两腰中点连线分薄板为上、下两部分，求此两部分所受压力之比 .

习题（B）

1 . 已知曲线 y = 槡a x（a > 0）与曲线 y = ln槡x在点（x0 ，y0）处有公

切线，求

（1）a 的值及切点坐标；

（2）两曲线与 x 轴所围平面图形的面积；

（3）该平面图形绕 x 轴旋转而成的旋转体的体积 .

图 6.24

2 . 有一正方形如图 6 . 24 所

示，顶点为 O（0，0），A（1，0），B（1，

1）和 C（0，1），设抛物线 a2 y = x2

（0 < a < 1）将该正方形分成左、右

两部分，分别记为 S1 、S2 ，将 S1 绕

y 轴旋转一周得体积 V1 ，再将 S2

绕 x 轴旋转一周得体积 V2 ，求

（1）当 a 为何值时 V1 = V2 ？

（2）当 a 为何值时 V1 + V2 取

得最小值？

3 . 设曲线 y = cos x x∈ 0，π[ ]( )2
与 x 轴、y 轴所围面积被曲线

y = bsin x 等分，试确定 b 的值 .

4 .求曲线 9y2 = 4（1 + x2）3 在第一象限内介于 0≤ x≤ 槡2 2的一段

弧长 .

5 . 设 R 是由曲线 y = 3x2 ，直线 x = 2 及 x 轴所围的图形，求以 R
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为底且每个与 x 轴垂直的截面均为等边三角形的立体的体积 .

6 .半径为 a 的均匀圆薄板，其质量为 M，其中心垂线上到圆心的

距离为 b 的点 A 处有一质量为 m 的质点，求圆薄板对该质点的引力 .

若将该质点沿中心垂线由点 A 移动到点 B（c），c > b，求克服引力所做

的功 .

习题（A）答案

1 .
31
6

.

2 . C.

3 . m = - 4 .

4 . 槡3
3

- π( )12
a2 . 提示：利用极坐标 .

5 .
105
2 π.

6 .
5
2π.

7 .（1）6a；（2）
3
2πa .

8 . 槡2 - 2槡 2
R .

9 . P1 : P2 = 1 . 提示：P1 = P2 =
1
24

ah2 .

习题（B）答案

1 .（1）a =
1
e

，切点坐标（e2 ，1）；（2）
e2

6
-

1
2

；（3）π
2

.

2 .（1）a = 槡- 8 + 264
10

；（2）a =
4
5

，Vmin =
17
25π.
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3 . b =
3
4

.

4 .
38
3槡2 .

5 .
72
5槡3 .

6 . - 2πkm
m

πa2［（c - b）+ a2 + b槡 2 - a2 + c槡 2 ］. 提示：作分割，转

化为圆环对质点的引力，然后再积分，由对称性知，引力沿中心垂线方

向 .
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第七章 空间解析几何与向量代数

一、本章知识的作用与意义

本章包括两部分内容：向量代数与空间解析几何 . 向量代数除了在

科技中有广泛应用外，在高等数学中主要是为空间解析几何服务，作为

研究空间图形性质的一个重要工具 . 空间解析几何是借助于空间坐标，

建立空间的曲面曲线方程，利用代数方法研究图形几何性质的一门学

科，是高等数学重要组成部分之一 . 空间解析几何与向量代数放在多元

函数微积分之前讲授，其主要目的是为研究多元函数微积分理论提供

一个直观的空间几何图形 .

二、知识要点及思想方法

（一）向量代数

1 . 概念

既有大小又有方向的量称为向量，用字母 a，b，c 等表示 . 起点为

A、终点为 B 的向量记为→AB . 我们所讨论的向量为自由向量，即认为起

点不同而大小、方向相同的向量是同一向量 . 当向量的大小为零时称为

零向量，其方向是任意的 . 向量 a 的大小称为 a 的模，记作 | a | . 模为 1

的向量称为单位向量，一般与 a 同方向的单位向量记为 a°，a° =
a

| a |
.

与向量 a 长度相等方向相反的向量称为向量 a 的负向量，记为 - a .

2 . 向量的关系与运算

（1）向量的关系

（i）相等

若向量 a 与向量 b 的长度相等方向相同，则称 a 与 b 相等，记为 a
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= b .

（ii）平行

若将向量 a 与向量 b 的起点重合后，a 与 b 在同一直线上，则称 a

与 b 平行或共线，记为 a∥b，这时总有实数λ使 a =λb .

（2）向量的线性运算

（i）向量的加法与减法（几何表示）

向量 a 与 b 的加法服从平行四边形法则（图 7 . 1）或三角形法则

（7 .2）.

图 7.1 图 7.2

多于两个的向量相加时，可由三角形法则得出，将所加的向量首尾

相连，那么以第一个向量的起点为起点，以最后一个向量的终点为终点

的向量即为和向量 . 如：a + b + c + d（图 7 .3）.

图 7.3

向量的减法可从加法的逆运算得出 . 向量的加法满足交换律、结合

律等运算规律 .
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（ii）向量的数乘

设λ为一实数，a 为一向量，λ与 a 的数乘记为λa .

当λ> 0 时，λa 与 a 同向，|λa | =λ| a | . 当λ< 0 时，λa 与 a 反向，

|λa | = - λ| a | .

向量与数的乘积满足结合律、分配律等运算规律 .

3 . 向量的坐标

（1）投影

①过点 A 作平面π垂直于数轴 u，则平面π 与 u 轴的交点称为点

A 在 u 轴上的投影 .

②设点 A 和点 B 在 u 轴上的投影分别为 A' 和 B' ，则向量 A' B→' 的值

A' B' 称为向量→AB在 u 轴上的投影 . 记为 Prju
→AB .

③向量 a 与 b 的方向不变而移在同一起点，称 a 与 b 之间的不超

过π的角为 a 与 b 之间的夹角，记为（a，b
∧

），0≤（a，b
∧

）≤π.

④在空间直角坐标系中，向量 a 与 x 轴，y 轴，z 轴之间的夹角α，

β，γ称为向量 a 的方向角，cosα，cosβ，cosγ 称为向量 a 的方向余弦 .

与 x 轴，y 轴，z 轴同方向的单位向量记为 i，j，k .

（2）投影定理

①设向量 a 与 u 轴的夹角为φ，则 Prjua = | a | cosφ.

②对向量 a 与 b，有 Prju（a + b）= Prjua + Prjub .

（3）向量的坐标

在空间直角坐标系中，设向量 →AB的起点为 A（x1 ，y1 ，z1），终点为

B（x2 ，y2 ，z2），则向量 →AB的坐标表达式为

→AB =｛x2 - x1 ，y2 - y1 ，z2 - z1｝=｛ax ，ay ，az｝，

其中，ax = Prjx
→AB，ay = Prjy

→AB，az = Prjz
→AB .

设 a =｛ax ，ay ，az｝，b =｛bx ，by ，bz｝，则

a + b =｛ax + bx ，ay + by ，az + bz｝.

若λ为一实数，则λa =｛λax ，λay ，λaz｝.

| a | = a2
x + a2

y + a2槡 z .
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向量 a 的方向余弦分别为

cosα=
ax

a2
x + a2

y + a2槡 z

，

cosβ=
ay

a2
x + a2

y + a2槡 z

，

cosγ=
az

a2
x + a2

y + a2槡 z

，

cos2α+ cos2
β+ cos2γ= 1.

4 . 向量的数量积、向量积与混合积

（1）数量积（内积）

（i）定义

设有向量 a、b，夹角为φ，则 a·b = | a | | b | cosφ 称为向量 a 与 b

的数量积 . 其物理意义是，与位移方向有一夹角的力所做的功 .

（ii）运算规律

a·b = b·a .

a·（b + c）= a·b + a·c .

（λa）·b =λ（b·a）= a·（λb），λ为一实数 .

（iii）坐标表达式

设 a =｛ax ，ay ，az｝，b =｛bx ，by ，bz｝，则

a·b = axbx + ayby + azbz .

对基本单位向量 i，j，k，有 i·j = 0，j·k = 0，k·i = 0 .

切记两个向量的数量积是一个数值 .

（2）向量积（外积）

（i）定义

设有向量 a、b，夹角为φ，向量 c 为 a 与 b 的向量积，则 c 满足：c

的模 | c | = | a | | b | sinφ，c⊥ a，c⊥ b 且 a，b，c 三向量服从右手坐标

系，记为 c = a × b . 其几何意义为：| a × b | 是一个以 | a | ，| b | 为邻边的

平行四边形的面积 .

（ii）运算规律

a × b = - （b × a），不满足交换律 .
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（a + b）× c = a × c + b × c .

（λa）× b = a ×（λb）=λ（a × b）.

（iii）坐标表达式

设 a =｛ax ，ay ，az｝，b =｛bx ，by ，bz｝，则

a × b =

i j k

ax ay az

bx by bz

=（aybz - azby）i +（azbx - axbz）j +（axby - aybx）k

=
ay az

by bz

i -
ax az

bx bz

j +
ax ay

bx by

k .

对基本单位向量 i，j，k，有 i × j = k，j × k = i，k × i = j .

（3）混合积

（i）定义

设 a，b，c 为三个向量，则（a × b）·c 称为三向量的混合积，记为

［abc］.

（ii）几何意义

［abc］的绝对值等于以向量 a，b，c 为棱的平行六面体的体积 .

（iii）性质

［abc］=［bca］=［cab］，转换对称性 .

［abc］= - ［acb］.

（iv）坐标表达式

设 a =｛ax ，ay ，az｝，b =｛bx ，by ，bz｝，c =｛cx ，cy ，cz｝，则

［abc］=

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

.

5 . 向量之间关系的坐标表示

（1）平行

a∥b 的三个充要条件：

①存在不全为零的实数λ，μ，使得λa +μb = 0.
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②设 a =｛ax ，ay ，az｝，b =｛bx ，by ，bz｝，a∥b
ax

bx
=

ay

by
=

az

bz
.

③a × b = 0.

（2）垂直

a⊥ba·b = 0 或 axbx + ayby + azbz = 0 .

（3）三个向量 a，b，c 共面的充要条件

①存在不全为零的实数λ1 ，λ2 ，λ3 ，使得λ1 a +λ2 b +λ3 c = 0 .

②［abc］= 0.

（二）空间的平面与直线

1 . 平面方程

（1）点法式方程

过点 P0（x0 ，y0 ，z0），法线向量为 n =｛A，B，C｝的平面的点法式方

程为

A（x - x0）+ B（y - y0）+ C（z - z0）= 0.

（2）平面的一般方程

Ax + By + Cz + D = 0.

（3）截距式方程

若平面过三坐标轴上的点（a，0，0），（0，b，0），（0，0，c），则平面方

程为

x
a

+
y
b

+
z
c

= 1.

（4）点到平面的距离

空间一点 P0（x0 ，y0 ，z0）到平面 Ax + By + Cz + D = 0 的距离为

d =
| Ax0 + By0 + Cz0 + D |

A2 + B2 + C槡 2
.

2 . 直线方程

（1）对称式方程

若直线 l 过点 M0（x0 ，y0 ，z0），以 s =｛m，n，p｝为方向向量，则 l 的

方程为
x - x0

m
=

y - y0

n
=

z - z0

p
，称为 l 的对称式方程 .
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（2）参数方程：

在上述对称式方程中，令连等式为 t，则得 l 的参数方程为

x = x0 + mt，

y = y0 + nt，

z = z0 + pt
{

.

（3）一般方程（空间直线作为两平面的交线）

A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0，

A2 x + B2 y + C2 z + D2
{ = 0.

（4）点到直线的距离

点 P 到过点 P0 且以 s 为方向向量的直线的距离为

d =
| PP→0 × s |

| s |
.

3 . 直线与平面间的关系

（1）平面与平面的夹角

设平面π1 ，π2 的法线向量分别为 n1 =｛A1 ，B1 ，C1｝，n2 =｛A2 ，B2 ，

C2｝，则 n1 ，n2 所夹的不超过π
2

的角θ称为平面π1 与π2 的夹角，有

cosθ=
| A1 A2 + B1 B2 + C1 C2 |

A2
1 + B2

1 + C槡 2
1 A2

2 + B2
2 + C槡 2

2

0≤θ≤π( )2
.

π1∥π2n1∥n2
A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
.

π1⊥π2n1⊥n2A1 A2 + B1 B2 + C1 C2 = 0 .

（2）直线与直线的夹角

设直线 l1 ，l2 的方向向量分别为 s1 =｛m1 ，n1 ，p1｝，s2 =｛m2 ，n2 ，

p2｝，mi ，ni ，pi 不全为 0（i = 1，2），则 s1 与 s2 的不超过π
2

的夹角θ称为

l1 与 l2 的夹角，有

cosθ=
| m1 m2 + n1 n2 + p1 p2 |

m2
1 + n2

1 + p槡 2
1 m2

2 + n2
2 + p槡 2

2

0≤θ≤π( )2
.
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l1∥ l2 s1∥ s2
m1

m2
=

n1

n2
=

p1

p2
.

l1⊥ l2 s1⊥ s2m1 m2 + n1 n2 + p1 p2 = 0 .

（3）直线与平面的夹角

设直线 l 在平面π上的投影直线为 l1 ，则直线 l 与 l1 的夹角θ称

为直线 l 与平面π的夹角，若直线 l 的方向向量为 s =｛m，n，p｝，平面

π的法线向量为 n =｛A，B，C｝，则

sinθ=
| s·n |

| s | | n |
=

Am + Bn + Cp

m2 + n2 + p槡 2 A2 + B2 + C槡 2
.

l∥π s⊥nAm + Bn + Cp = 0.

l⊥π s∥n
A
m

=
B
n

=
C
p .

（4）平面束的方程

设平面π1 ：A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0，π2 ：A2 x + B2 y + C2 z + D2 =

0，π1 不平行于π2 ，过直线 l：
A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0，

A2 x + B2 y + C2 z + D2
{ = 0

的平面束的方

程为

（A1 x + B1 y + C1 z + D1）+λ（A2 x + B2 y + C2 z + D2）= 0，

平面束中不含π2 .

（三）空间的曲面与曲线

1 . 空间曲面的方程

一般方程为 F（x，y，z）= 0.

2 . 空间的曲线方程

①参数方程：

x = x（t），

y = y（t），

z = z（t）
{

.

②一般方程：
F1（x，y，z）= 0，

F2（x，y，z）{ = 0.
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3 . 常见的曲面与曲线

（1）柱面

当曲面方程 F（x，y，z）= 0 中缺少一个变量时，就成为柱面的方

程，如 F1（x，y）= 0 表示母线平行于 z 轴的柱面方程，x2 + y2 = R2 是

以 xOy 面上的圆
x2 + y2 = R2 ，

z{ = 0
为准线，母线平行于 z 轴的圆柱面 .

（2）旋转面

yOz 面上的曲线 C：
f（y，z）= 0，

x{ = 0
绕 z 轴旋转所得的曲面方程为

f（± x2 + y槡 2 ，z）= 0.

如圆锥面 z2 = x2 + y2 是 yOz 平面内的直线 y = z 绕 z 轴旋转所得 .

（3）二次曲面

①椭球面：
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 .

②双曲面：单叶双曲面
x2

a2 +
y2

b2 -
z2

c2 = 1，

双叶双曲面
x2

a2 +
y2

b2 -
z2

c2 = - 1 .

③抛物面：椭圆抛物面
x2

a2 +
y2

b2 = ± z，双曲抛物面
x2

a2 -
y2

b2 = ± z.

（4）空间的螺旋线

x = a cosθ，

y = a sinθ，

z = bθ
{

.

4 . 空间曲线在坐标面上的投影曲线

设曲线 C：
F（x，y，z）= 0，

G（x，y，z）= 0{ ，
在其联立方程消去一个变量 z 后得到

曲线 C 关于 xOy 面的投影柱面 H（x，y）= 0，则曲线 C 在 xOy 面的投影

曲线为
H（x，y）= 0，

z{ = 0.
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学习这一章首先要建立起明确的三维空间的概念，思想上一定要

有一个从平面到空间的拓展 . 对于一些空间曲面，当有了方程后要想能

够正确地去认识出曲面的形状，关键是要会使用截痕法 . 这样才能够明

确知道一个方程表示的曲面及其在平面上和空间中的不同几何图形 .

对于一些常用的曲面及由一些曲面所围的空间立体，要能画出它们的

图形，这样才能为今后学习多元微积分打下良好的基础 .

（四）主要的思想方法

借助向量研究空间图形的性质，建立空间图形的方程，这是一种重

要的数学思想方法 . 向量不仅是研究数学本身的工具，而且是研究力

学、物理学以及许多技术科学的重要数学工具 . 这种思想和现今信息时

代的数字化思想都是相通的 .

形数结合的思想是本章最基本的思想 .

三、解题研究

（一）向量代数部分

例 1 下列关于向量 a 与 b 的论断正确的是（ ）.

（A）| a | = | b |a = b . （B）| a | = | b |a∥b .

（C）a≠b | a |≠ | b | . （D）| a |≠ | b |a≠b .

解 正确答案是 D.

例 2 若 a≠0，a·b = a·c，或 a × b = a × c，则 b = c . 对吗？

解 不一定，因 a·b = | a | | b | cos（a，b
∧

），a·c = | a | | c | cos（a，c
∧

）.

故 a·b = a·c 的成立与否取决于 | b | cos（a，b
∧

）与 | c | cos（a，c
∧

）是否相

等 . 对于向量积，理由相同 .

例 3 对于任意三个非零向量 a，b，c，下列结论正确？不正确？

不一定正确？试加以判断，并说明理由 .

（1）如果 a = b，那么 c × a + b × c = 0.

（2）（a × b）2 +（a·b）2 = | a | 2 | b | 2 .

（3）（a·b）a = | a | 2 b .
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（4）（b × c）·a =（b·c）a .

（5）［（a·b）a］·（a × b）= 0.

解 （1）因为 c × a = - a × c，又 a = b，故 c × a + b × c = - a × c

+ b × c = - a × c + a × c = 0，故结论正确 .

（2）因为（a）2 = a·a = | a | 2 ，故有

（a × b）2 = | a × b | 2 = | a | 2 | b | 2 sin2（a，b
∧

），

又（a·b）2 = | a | 2·| b | 2 cos2（a，b
∧

），故有

（a × b）2 +（a·b）2 = | a | 2 | b | 2 ，

结论正确 .

（3）等式左端是与 a 平行的向量，等式右端是与 b 平行的向量，当

a = b 时，等式成立 .

进一步，若 a∥b，这时 b =λa，（λ为实数），则左端 =（a·λa）a =

λ| a | 2 a，右端 | a | 2λa =λ | a | 2 a，结论正确 . 显然，a 与 b 不平行时，结

论不正确 .

（4）等式左端为数量，右端为向量，结论不正确 .

（5）错解：不一定，仅当（a·b）a 与 a × b 垂直时才成立 .

分析错因 出现错误的原因是不了解向量（a·b）a 的性质，事实

上（a·b）是一个实数，所以（a·b）a 与 a 共线，而因为 a⊥（a × b），故

有（a·b）a⊥（a × b），由此知等式必成立 .

例 4 设 a = 2i - j + k，b = i + 3j - k，在 a，b 决定的平面上，求

一个与 a 垂直的单位向量 .

解法 1 设向量 x 在 a 与 b 所决定的平面内，x =λa +μb （λ，μ
为常数）. 由于 x 垂直于 a，故有 a·（λa +μb）= 0，即λ | a | 2 +μ（a·b）

= 0. 于是λ
μ

= -
a·b
| a | 2 =

1
3

. 取λ= 1，μ= 3，从而

x = 2i - j + k + 3（i + 3 j - k）= 5i + 8j - 2k .

x° =
x

| x |
=

1

槡93
（5i + 8j - 2k），

当λ= - 1，μ= - 3 时，得另一解
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x° =
- 1

槡93
（5i + 8j - 2k）.

解法 2 设向量 x 在 a 与 b 所决定的平面内，则有 x⊥ a，且 x⊥
（a × b），这时有：x∥［a ×（a × b）］，因 a × b = - 2 i + 3j + 7k，而 a ×

（a × b）= - 10i - 16 j + 4k，于是 x° = 
1

槡93
（5i + 8j - 2k）.

例 5 设 a = i - k，b = i + j + k，问是否存在向量 x，使 a × x = b .

若存在，若存在求出 x .

解 因为 a·b = 0，故 a 与 b 垂直，即存在 x，使 a × x = b .

由 a × x = b 知，x 在垂直于 b 的平面内，且 a 与 b 垂直，所以求 c

= b × a，则 x 就在 a 与 c 所确定的平面内，x 可用 a 与 c 线性表示 .

由于 c = b × a = - i + 2j - k，令

x =λa +μc =（λ - μ）i + 2μj - （λ+μ）k，

这时 a × x = 2μ（i + j + k），而 a × x = b，故μ=
1
2

，λ取任意值 .

x = λ -( )1
2

i + j - λ+( )1
2

k，

令λ= 0，则 x = -
1
2

i + j -
1
2

k .

例 6 已知三点 A（1，0，- 1），B（1，- 2，0），C（- 1，2，- 1），试求

| →AB × →AC | .

解法 1 直接求解 . →AB =｛0，- 2，1｝，→AC =｛- 2，2，0｝.

→AB × →AC =

i j k

0 - 2 1

- 2 2 0

= 2i - 2 j - 4k，| →AB × →AC 槡| = 24 .

解法 2 利用 | a × b | 2 +（a·b）= | a | 2 | b | 2 .

| →AB × →AC | = | →AB | 2 | →AC | 2 - （→AB·→AC）2 ，| →AB × →AC 槡| = 24 .

例 7 设 a =｛3，2，1｝，b = 2，
4
3

，{ }r ，若 a 与 b 垂直，则 r = ？若 a

∥b，则 r = ？

解 a 与 b 垂直时，r = -
26
3

；a∥b 时，r =
2
3

.
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例 8 设 a =｛2，- 3，1｝，b =｛1，- 2，5｝，c 与 a 垂直，c 与 b 垂直，

且 c·（i + 2 j - 7k）= 10，求 c .

解 设 c =｛x，y，z｝，由已知得

2x - 3y + z = 0，

x - 2y + 5z = 0，

x + 2y - 7z = 0
{

，

解得 c =
65
12

，
15
4

，
5{ }12

.

例 9 设 a =｛1，1，4｝，b =｛1，- 2，2｝，求 b 在 a 方向上的投影向

量 .

解 Prja b =
a·b
| a |

=
7

槡18
，故 b 在 a 上的投影向量即为

（Prja b）a° =
7

槡18
1

槡18
｛1，1，4｝=

7
18

，
7
18

，
14{ }9

.

例 10 利用向量证明不等式：

a2
1 + a2

2 + a槡 2
3· b2

1 + b2
2 + b槡 2

3≥ | a 1 b1 + a2 b2 + a3 b3 | ，

其中 ai ，bi（i = 1，2，3）为任意实数，指出等号成立的条件 .

证明 设 a =｛a1 ，a2 ，a3｝，b =｛b1 ，b2 ，b3｝，

a·b = | a | | b | cos（a，b
∧

），

故 | a·b |≤ | a | | b | ，

即 a2
1 + a2

2 + a槡 2
3· b2

1 + b2
2 + b槡 2

3≥ | a 1 b1 + a2 b2 + a3 b3 | ，

等号只在 cos（a，b
∧

）= 1，即 a∥b 时成立 .

例 11 若 a·c = b·c≠0，且 a × c = b × c≠0，证明：a = b .

证明 由 a·c - b·c = 0（a - b）·c = 0，且（a - b）× c = 0，说明

（a - b）既与 c 垂直，又与 c 平行，故 a - b = 0，即 a = b .

（二）空间解析几何部分

例 12 指出下列二次曲面的名称：

（1）4x2 + 9y2 + 9z2 = 36； （2）4x2 - 9y2 - 9z2 = - 36，

（3）4z = x2 + y2 ； （4）x2 + y2 = a2 ； （5）x2 + y2 = z2 .
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解 （1）方程可写成
x2

9
+

y2 + z2

4
= 1，表示旋转椭球面 .

（2）方程可写成 -
x2

9
+

y2 + z2

4
= 1，是一个单叶双曲面 .

（3）方程可写成 z =
x2 + y2

4
，用截痕法知曲面为旋转抛物面 .

（4）x2 + y2 = a2 为圆柱面，是以 xOy 平面上的圆 x2 + y2 = a2 为准

线，以平行于 z 轴的直线为母线形成的（此题强调柱面方程的特点，缺

一个变量）.

（5）方程可写成 z = ± x2 + y槡 2 ，表示锥面，是以 yOz 平面上的直

线 z = y 绕 z 轴旋转而成的 .

例 13 设 一 立 体，由 上 半 球 面 z = 4 - x2 - y槡 2 和 锥 面 z =

3（x2 + y2槡 ）所围成，求它在 xOy 平面上的投影 .

解 半球面与锥面的交线为 L：
z = 4 - x2 - y槡 2 ，

z = 3（x2 + y2槡
{

），
由方程组消去

z 得 x2 + y2 = 1，因 此 交 线 L 在 xOy 平 面 上 的 投 影 曲 线 为

x2 + y2 = 1，

z{ = 0.
所求立体在 xOy 平面上的投影就是投影曲线在 xOy 平面

上所围的平面区域：
x2 + y2≤1，

z{ = 0.

例 14 已知平面过点 O（0，0，0），A（1，0，1），B（2，1，0）三点，求此

平面 .

解法 1 因为 O，A，B 三点不共线，所以三点决定唯一平面 . 直接

利用三点式公式，动点 M（x，y，z）在 O，A，B 所确定的平面上，向量

→OM，→OA，→OB共面，有

x y z

1 0 1

2 1 0

= 0，即 x - 2y - z = 0 .

解法 2 用点法式 .

设 n 为所求平面的法向量，则 n 与 →OA，→OB垂直，即 n ∥（→OA ×
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→OB）. 令 n = →OA× →OB = - i + 2j + k . 过 O（0，0，0），以 n =｛- 1，2，1｝为

法向量的平面为 x - 2y - z = 0 .

解法 3 用平面方程的一般形式 .

设 Ax + By + Cz + D = 0 为所求平面 . 将 O，A，B 三点的坐标代入，

可得：D = 0，A= - C，B = - 2A （A≠0），得到平面方程

x - 2y - z = 0 .

例 15 一直线过点 A（2，- 3，4），且与 y 轴垂直相交，求该直线的

方程 .

解法 1 两点决定一直线，A 点到 y 轴的垂线的垂足为（0，- 3，0），

故直线方程为
x
2

=
y + 3

0
=

z
4

.

解法 2 直线方程作为两平面的交线 .

直线过点 A（2，- 3，4），且与 y 轴垂直，所以直线必在平面 y = - 3

上，又因直线与 y 轴相交，所以它在由点 A（2，- 3，4）和 y 轴确定的平

面上，该平面可由 A（2，- 3，4），B（0，1，0），O（0，0，0）三点确定，平面方

程为 2x - z = 0，故直线为
2x - z = 0，

y{ = - 3 .

解法 3 设直线的方向向量为 s =｛l，m，n｝，由
x - 2

l
=

y + 3
m

=

z - 4
n

= t 得直线的参数方程：x = 2 + lt，y = - 3 + mt，z = 4 + nt . 因所求

直线与 y 轴垂直，y 轴的方向向量为 j =｛0，1，0｝，故有 l × 0 + m + n × 0

= 0m = 0. 又点（0，- 3，0）在直线上，有 0 = 2 + lt = 4 + nt，令 t = 1，则

l = - 2，n = - 4 . 直线方程为 x = 2 - 2 t，y = - 3，z = 4 - 4 t .

例 16 设平面π过点 P（2，3，- 5），且与已知平面 x - y + z = 1 垂

直，又与直线 15（x + 1）= 3（y - 2）= - 5（z + 7）平行，求平面π的方程 .

解法 1 用点法式 .

设平面π的法向量为 n，已知平面的法向量 n1 =｛1，- 1，1｝，已知

直线的方向向量 s =｛1，5，- 3｝，由题意知，n 与 n1 垂直，且 n 与 s 垂

直，故取 n = s × n1 = 2i - 4 j - 6k . 因过点 P（2，3，- 5），用点法式，故平
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面π的方程为 2（x - 2）- 4（y - 3）- 6（z + 5）= 0，即 x - 2y - 3z - 11 =

0.

解法 2 用一般式 .

设π的方程为 Ax + By + Cz + D = 0，则有

2A+ 3B - 5C + D = 0，

A- B + C = 0，

A+ 5B - 3C = 0
{

，

解得 A= -
1
3

C，B =
2
3

C，D =
11
3

C，

代入方程得平面π的方程为 x - 2y - 3z - 11 = 0.

例 17 过直线 L：
x - 2y - z - 6 = 0，

x - 2y + z{ = 0
作平面π，使之与已知平面

π1 ：x + 2y + z = 0 垂直 .

解法 1 用点法式 . 因已知直线在平面π上，在直线 L 上找一点 P

（3，0，- 3），则 P 点在平面π上，L 的方向向量

s =｛1，2，- 1｝×｛1，- 2，1｝=｛0，- 2，- 4｝.

取平面π的法线向量 n =｛0，- 2，- 4｝×｛1，2，1｝= - 2｛- 3，2，- 1｝，得

π的方程为

- 3（x - 3）+ 2y - （z + 3）= 0，即 3x + 2y + z - 6 = 0.

解法 2 用一般式 . 设平面π 的方程为 Ax + By + Cz + D = 0，因

π⊥π1 ，π∥L，点 P（3，0，- 3）在平面π上，故有

3A- 3C + D = 0，

A+ 2B + C = 0，

B + 2C = 0
{

，

解得

B = - 2C，A= 3C，D = - 6C，代入得平面方程：3x - 2y + z - 6 = 0 .

解法 3 用平面束的方法 . 由于平面π 通过平面 x + 2y - z - 6 = 0

和 x - 2y + z = 0 的交线，故设其方程为

λ（x + 2y - z - 6）+μ（x - 2y + z）= 0，

整理得 （λ+μ）x +（2λ - 2μ）y +（- λ+μ）z - 6λ= 0，

π与平面π1 ：x + 2y + z = 0 垂直，故

（λ+μ）1 + 4（λ - μ）+（- λ+μ）= 0，
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解得 2λ=μ，从而平面方程为 3x - 2y + z - 6 = 0 .

例 18 讨论直线 L：
3x - z + 1 = 0，

x + y{ - 4 = 0
与平面 2x - y - z + 1 = 0 的关

系，若平行，求其距离；若相交，求交点 .

解 直线的方向向量 s =

i j k

3 0 - 1

1 1 0

=｛1，- 1，3｝.

平面的法线向量 n =｛2，- 1，- 1｝.

由于 s·n = 0，故直线与平面平行 . 在直线上找点（0，4，1），则点到

平面的距离为

d =
| - 4 - 1 + 1 |

槡6
=

4

槡6
.

例 19 求直线 L：
x + 2

3
=

- y + 2
1

=
z + 1

2
在平面π：2x + 3y + 3z - 8

= 0 上的投影 l 的方程 .

解 L 与π不平行，L 交π于点（1，1，1），在直线 L 上找一点 M（4，

0，3），求 M 在π上的投影点 M0 ，过点 M 作直线 L1 与π 垂直，得 L1 的

方程为
x - 4

2
=

y
3

=
z - 3

3
，

再求得 L1 与π的交点为 M0
35
11

，-
27
22

，
39( )22

. 过（1，1，1）与 M0 的直线：

x - 1
48

=
y - 1
- 49

=
z - 1
17

即为所求 .

例 20 求过点 M（2，1，3）且与直线 L1 ：
2x + y + 2z - 5 = 0，

x + y{ - 3 = 0
垂直

相交的直线方程 .

解 直线 L1 的方向向量 s1 =

i j k

2 1 2

1 1 0

= - 2 i + 2j + k，则过点

M 且与 L1 垂直的平面为π：- 2（x - 2）+ 2（y - 1）+（z - 3）= 0，即 2x

- 2y - z + 1 = 0.
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解方程组

2x + y + 2z - 5 = 0，

x + y - 3 = 0，

2x - 2y - z + 1 = 0
{

，

得 L1 与π的交点 N
4
3

，
5
3

，( )1
3

，所

求直线的方向向量 s = →NM =
2
3

，-
2
3

，{ }8
3

，故所求直线的方程为

x - 2
2
3

=
y - 1

-
2
3

=
z - 3

8
3

，即
x - 2

1
=

y - 1
- 1

=
z - 3

4
.

例 21 过点 A（- 1，0，4）作直线 L，使其平行于平面π：3x - 4y + z

- 10 = 0，且与直线 L1 ：
x + 1

3
=

y - 1
1

=
z
2

相交，求直线方程 .

解 设所求直线 L 的方向向量为 s =｛l，m，n｝. 由已知得，所求直

线 L 与已知直线 L1 共面，且点 P（- 1，1，0）在 L1 上，→PA =｛0，- 1，4｝，

有

l m n

3 1 2

0 - 1 4

，即 6l - 12m - 3n = 0. 又所求直线 L 与π平行，于是 3l

- 4m + n = 0. 比较两式得 l : m: n = 8:5 : - 4 . 所求直线为

x + 1
8

=
y
5

=
z - 4
- 4

.

例 22 设空间立体由曲面 z = 6 - x2 - y2 与 z = x2 + y槡 2 所围成，

求两曲面的交线（用柱面方程与平面方程联立表示），交线在 xOy 面的

投影曲线，空间立体在 xOy 面的投影区域 .

解 将两方程联立有
z = 6 - x2 - y2 ，

z = x2 + y槡 2{
，

解得 z = 2（为一平面）和 z =

- 3（舍去）. 两曲面的交线又可表示为
x2 + y2 = 4，

z{ = 2.
交线在 xOy 面的投

影曲 线 的 方 程 为
x2 + y2 = 4，

z{ = 0.
空 间 立 体 在 xOy 面 的 投 影 区 域 为

x2 + y2≤4，

z{ = 0.
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四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 . 平行于向量 a =｛6，3，- 2｝的单位向量为 .

2 . 已知向量 | a | = 10，| b | = 4，a·b = 12，则 | a × b | = .

3 . 过点（2，5，8）和点（- 1，6，3）的直线方程为 .

4 . 方程 2x + y2 + z2 = 1 表示以 为旋转轴的 面 .

5 . 直线 L
x = 2z + 5，

y = 6z{ - 7
的对称式方程为 .

二、选择题

1 . 设 a 平行于 b，但方向相反，且 | a | > | b | > 0，则有（ ）.

（A）| a + b | = | a | - | b | （B）| a + b | > | a | - | b |

（C）| a + b | < | a | - | b | （D）| a + b | = | a | + | b |

2 . 已知向量 | a | = 1，| b 槡| = 2，且 a 与 b 的夹角θ= π
4

，则 | a + b |

=（ ）.

（A）1 （B） 槡1 + 2 （C）2 （D）槡5

3 . 平行于 xOy 平面且经过点（5，- 5，3）的平面方程为（ ）.

（A）y + 5 = 0 （B）y - 5 = 0 （C）x - 5 = 0 （D）z - 3 = 0

4 . 直线
x + 3
- 2

=
y + 4
- 7

=
z
3

与平面 4x - 2y - 2z = 3 的关系是（ ）.

（A）平行但直线不在平面上 （B）直线在平面上

（C）垂直且相交 （D）相交但不垂直

5 . 曲面 x2 - y2 = z 在 xOz 面上的截线方程是（ ）.

（A）x3 = 3 （B）
y2 = - z，

x{ = 0
（C）

x2 = z，

y{ = 0
（D）

x2 - y2 = 0，

z{ = 0
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三、计算题

1 . 设 a =｛2，1，1｝，b =｛1，- 2，2｝，c =｛3，- 4，2｝，求 a + b 在 c 上

的投影 .

2 .设 a =｛1，1，1｝，b =｛0，1，1｝，c =｛1，1，0｝，并令 d = xa + yb +

zc，x，y，z 为常数 . 求：

（1）d 的坐标；（2）如果 d = 0，证明 x = y = z = 0.

3 .求直线
3x - 5y - 6 = 0，

2x + 3z{ - 9 = 0
在平面 2x + y - 3z + 5 = 0 上的投影直

线的方程 .

4 .过点（2，4，- 3）且平行于方向数分别为｛0，2，4｝及｛- 1，- 2，1｝

的两直线的平面方程 .

5 . 求过三点（1，0，0），（0，1，0），（0，0，1）的圆的方程，并求该圆在坐

标平面 xOy 上的投影曲线的方程 .

习题（B）

一、填空题

1 . 设有作用于一点的三个力 f1 =｛- 2，3，- 4｝，f2 =｛1，2，3｝，f3 =

｛3，- 4，5｝，则合力的大小 | f | = ，方向余弦 cosα = ，

cosβ= ，cosγ= .

2 . 过点（- 1，2，5）且平行于直线
2x - 3y + 6z - 4 = 0，

4x - y + 5z{ + 2 = 0
的直线是

.

3 . 设向量 2a + 5b 与 a - b 垂直，2a + 3b 与 a - 5b 垂直，则向量 a

与向量 b 的夹角θ为 .

4 .设圆的方程为
x2 + y2 + z2 = 25，

z = 4{ ，
则它的圆心坐标是 ，半

径为 .

5 . 过点（5，1，7），（4，0，- 2）且平行于 z 轴的平面方程为 .
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二、选择题

1 . 设 a，b 为非零向量，且 a⊥b，则必有（ ）.

（A）| a + b | = | a | + | b | （B）| a - b | = | a | - | b |

（C）| a + b | = | a - b | （D）a + b = a - b

2 . 设 a，b，c 均为非零向量，且 a = b × c，b = c × a，c = a × b，则

| a | + | b | + | c | =（ ）.

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3

3 . 已知平面过点（1，1，0）与（3，3，0），且垂直于 xOy 平面，则该平面

的一般方程 Ax + By + Cz + D = 0 的系数必满足（ ）.

（A）A= - B，C = D = 0 （B）B = - C，A= D = 0

（C）C = - A，B = D （D）C = A，B = D = 0

4. 连接点 M（3，10，- 5）和 N（0，12，c）的线段平行于平面 7x + 4y

+ z - 1 = 0，则点 N 的未知坐标 c =（ ）.

（A）2 （B）6 （C）- 8 （D）8

5 . 方程 z = 1 - （x - 1）2 +（y - 1）槡 2 表示的二次曲面是（ ）.

（A）锥面 （B）单叶双曲面

（C）双叶双曲面 （D）椭圆抛物面

三、计算题

1 .设 m = 2a + b，n = ka + b，其中 | a | = 1，| b | = 2，且 a⊥ b，试

问：

（1）k 为何值时 m⊥n；

（2）k 为何值时，以 m，n 为邻边的平行四边形面积为 6 .

2 . 设 M0 是直线 L 外一点，M 是直线 L 上任意一点，且直线的方向

向量为 s，试证点 M 到直线 L 的距离 d =
| MM→0 | × s

| s |
.

3 . 求过直线
3x + 2y - z - 1 = 0，

2x - 3y + 2z{ + 2 = 0
且垂直于平面 x + 2y + 3z - 5 = 0

的平面方程 .

4 . 求过直线 L：
2x + y = 0，

4x + 2y + 3z{ = 6
且与球面 x2 + y2 + z2 = 4 相切的
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平面方程 .

5 . 若椭圆抛物面的顶点在原点，z 轴是它的轴，且点 A（- 1，- 2，

2）和点 B（1，1，1）在该曲面上，求该曲面的方程 .

习题（A）答案

一、填空题

1 . ±
6
7

.
3
7

，
- 2{ }7

. 2 .16 . 3 .
x + 1
- 3

=
y - 6

1
=

z - 3
- 5

.

4 . x 轴，旋转椭球 . 5 .
x - 5

2
=

y + 7
6

=
z
1

.

二、选择题

1 . A. 2 . D. 3 . D. 4 . A. 5 . C.

三、计算题

1 .
19

槡29
.

2 . d =｛x + z，x + y + z，x + y｝.

3 .
2x + y - 3z + 5 = 0，

17x - 25y + 3z{ - 39 = 0.
提示：利用平面束方程（3x - 5y - 6）+

λ（2x + 3z - 9）= 0.

4 .5x - 2y + z + 1 = 0.

5 .
x2 + y2 + z2 = 1，

x + y + z = 1{ ，

x2 + y2 + xy - x - y = 0，

z{ = 0.

习题（B）答案

一、填空题

槡1 . 21，
2

槡21
，

1

槡21
，

4

槡21
. 2 .

x + 1
- 9

=
y - 2
14

=
z - 5
10

. 3 .π
3

.

4 .（0，0，4），3 . 5 . x - y - 4 = 0 .
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二、选择题

1 . C. 2 . D. 3 . A. 4 . D. 5 . A.

三、计算题

1 .（1）k = - 2；（2）k = 5.

2 . 略 .

3 . x - 8y + 5z + 5 = 0.

4 . z = 2 .

5 . z =
2
3

x2 +
1
3

y2 .
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第八章 多元函数微分学

一、本章知识的作用与意义

多元函数微分学，就其内容而言属于微分学，就其研究对象而言，

则是两个或两个以上自变量的函数———多元函数 . 它是一元函数微分

学理论的推广和发展，是高等数学的一个主要内容 . 很多实际问题往往

牵涉到多方面的因素，如空间曲线的切线、空间曲面的切平面问题，多

个因素情况下的极值问题等，反映到数学上，就是一个变量依赖于几个

变量的情形，因此，多元函数的理论有着重要的实际意义 . 这就提出了

多元函数微分和积分的问题 .

二、知识要点及思想方法

（一）多元函数的极限与连续性

1 . 多元函数的极限

定义 设函数 f（x，y）在开区域（或闭区域）D 内有定义，P0（x0 ，

y0）是 D 的内点或边界点 . 如果对于任意给定的正数ε，总存在正数δ，

使得适合不等式

0 < | PP0 | = （x - x0）
2 +（y - y0）槡 2 <δ

的一切点 P（x，y）∈D，都有 | f（x，y）- A| <ε成立，则称常数 A 为函

数 f（x，y）当 x→x0 ，y→y0 时的极限，记作

lim
x→x0
y→y0

f（x，y）= A，

或 f（x，y）→A（ρ→0），这里ρ= | PP0 | .
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注 ①所谓二重极限存在，是指 P（x，y）以任何方式趋于 P0（x0 ，

y0）时，函数都无限接近于 A.

②若仅知道动点在区域 D 内沿某特定的方向趋于 P0（x0 ，y0）时，

f（x，y）接近于某一确定常数，则不能断定 f（x，y）在 P0（x0 ，y0）的极

限存在 . 只有动点在区域 D 内沿任何方向趋向于 P0（x0 ，y0），函数的极

限都存在且相等，这时函数的极限才存在 .

③若能找到某两个特定的方向使 P→P0 时 f（x，y）的极限不相同

或不存在，则可断定 f（x，y）在 P0（x0 ，y0）的极限不存在 . 当 P0（x0 ，y0）

→O（0，0）时，常取的方向有：沿 x 轴（y = 0）、y 轴（x = 0），沿直线 y =

kx，沿曲线 y = kx2 等 .

④由极限定义知，多元函数的极限与一元函数的极限本质上相同，

所以可以把一元函数求极限的许多方法运用到求多元函数的极限上 .

但要注意，有时需作变量代换将多元函数转化为新变量的一元函数 .

2 . 多元函数的连续性

定义 设 P0（x0 ，y0）是函数 f（x，y）定义域内的点，如果

lim
x→x0
y→y0

f（x，y）= f（x0 ，y0），

则称函数 f（x，y）在点 P0（x0 ，y0）连续 .

注 如果 f（x，y）在区域 D 上的每一点都连续，那么 f（x，y）在 D

上连续 .

3 . 多元连续函数的性质

性质 1（最大值和最小值定理） 有界闭区域 D 上的多元连续函

数，在 D 上一定有最小值和最大值 .

性质 2（介值定理） 有界闭区域 D 上的多元连续函数，如果在 D

上取得两个不同的函数值，则它在 D 上取得介于这两个值之间的任何

值至少一次 .

注 ①一切多元初等函数在其定义区域内是连续的 . 所谓定义区

域，是指包含在定义域内的区域或闭区域 .

②利用多元初等函数的连续性，如果要求函数在点 P0 处的极限，
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而该点又在此函数的定义区域内，则极限值就是函数在该点的函数值，

即

lim
P→P0

f（P）= f（P0）.

（二）偏导数的定义与计算

1 . 偏导数

定义 设函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）的某一邻域内有定义，当 y

固定在 y0 ，而 x 在 x0 处有增量Δx 时，相应地函数有增量

f（x0 +Δx，y0）- f（x0 ，y0），

如果

lim
Δx→0

f（x0 +Δx，y0）- f（x0 ，y0）

Δ
存在，则称此极限为函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）处对 x 的偏导数，记

作

z
x x = x0

y = y0

，f
x x = x0

y = y0

或 fx（x0 ，y0）.

注 ①函数 z = f（x，y）对 x 的偏导数，是 y = y0 固定时，函数沿 x

轴方向的变化率；同理，函数 z = f（x，y）对 y 的偏导数，是 x = x0 固定

时，函数沿 y 轴方向的变化率 .

②一元函数中，函数在一点可导一定连续，而这里函数在某点的偏

导数存在，函数在该点也不一定连续；反之，也不一定成立 .

③由定义知，函数在某区域 D 的每一点偏导数都存在，则在 D 上

定义了一个偏导函数，因此函数在一点的偏导数可看作偏导函数在该

点的值 .

④n 元函数有 n 个偏导数，求函数对某个变量的偏导数时，其余变

量暂时看作常量，归结为求一元函数导数的问题 .

2 . 高阶偏导数

定理 如果函数 z = f（x，y）的两个二阶混合偏导数2 z
yx

，
2 z

xy
在

区域 D 内连续，那么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等 .
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3 . 多元复合函数求导法则

定理 如果函数 u =φ（t）及 v =ψ（t）都在点 t 可导，函数 z =

f（u，v）在对应点（u，v）具有连续偏导数，则复合函数 z = f［φ（t），

ψ（t）］在点 t 可导，且其导数可用下列公式计算：

dz
dt

=z
u

du
dt

+z
v

dv
dt

.

下面列举常见的几种类型复合函数的求导公式 .

（1）三个中间变量、一个自变量的情形

设 u =φ（x），v =ψ（x），w = w（x）在点 x 可导，y = f（u，v，w）在相

应点（u，v，w）处有连续偏导数，则复合函数 y =［φ（x），ψ（x），w（x）］

（见图 8 .1）在点 x 处可导，且其导数可用下列公式计算：

dy
dx

=y
u

du
dx

+y
v

dv
dx

+y
w

dw
dx

，

此公式的左端也称为全导数 .

（2）三个中间变量、两个自变量的情形

设 u = u（x，y），v = v（x，y），w = w（x，y）都在点（x，y）具有对 x

及对 y 的偏导数，函数 z = f（u，v，w）在相应点（u，v，w）处有连续偏导

数（见图 8 .2），则复合函数 z = f（u（x，y），v（x，y），w（x，y））在点（x，

y）处的两个偏导数都存在，且可用下列公式计算：

z
x

=z
u

u
x

+z
v

v
x

+z
w

w
x

，

z
y

=z
u

u
y

+z
v

v
y

+z
w

w
y

.

图 8.1 图 8.2
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图 8.3

（3）某变量是中间变量又是自变量的情形

设 u =φ（x，y）在点（x，y）处有偏导数，z

= f（u，x）在相应点（u，x）处有连续偏导数，

则复合函数 z = f［φ（x，y），x］（见图 8 .3）在点

（x，y）处有偏导数，且可用下列公式计算：

z
x

=f
u

u
x

+f
x

， z
y

=f
u

u
y

.

4 . 隐函数求导法则

（1）一个方程的情形

①设方程 F（x，y）= 0 能确定一个单值连续且具有连续导数的函

数 y = f（x），则有

dy
dx

= -
Fx

Fy
.

这就是隐函数的求导公式 .

注 在上述定理的条件下，一个二元方程能确定一个一元隐函数，

它有一个导数 . 求 Fx 时，y 看作常量；求 Fy 时，x 看作常量 .

②设方程 F（x，y，z）= 0 能确定一个单值连续且具有连续偏导数

的函数 z = f（x，y），则有

z
x

= -
Fx

Fz

，z
y

= -
Fy

Fz
.

注 一个三元方程能确定一个二元隐函数，它有两个偏导数 . 求

Fx 时，y，z 都看作常量；求 Fy 时，x，z 都看作常量；求 Fz 时，x，y 都看

作常量 .

（2）方程组的情形

由方程组 F（x，y，u，v）= 0，G（x，y，u，v）= 0 确定的隐函数 u =

u（x，y），v = v（x，y），用复合函数求导法则得

Fx + Fuux + Fvvx = 0，

Gx + Guux + Gvvx
{ = 0.

解此方程组可得u
x

，v
x

，同理可得u
y

，v
y

.
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注 ①含两个方程的四元方程组确定两个二元隐函数，有四个偏

导数 .

②含两个方程的三元方程组确定两个一元隐函数，可分别求出它

们的两个导数 .

（三）全微分

1 . 全微分的定义

定义 如果函数 z = f（x，y）在点（x，y）处的全增量

Δz = f（x +Δx，y +Δy）- f（x，y）

可以表示为

Δz = f（x +Δx，y +Δy）- f（x，y）= AΔx + BΔy + o（ρ），

其中 A，B 与 Δx，Δy 无 关，只 与 x，y 有 关，o（ρ）是 当 ρ =

（Δx）2 +（Δy）槡 2→0 时比ρ高阶的无穷小，则称函数 z = f（x，y）在点

（x，y）处可微，而 AΔx + BΔy 称为函数 z = f（x，y）在点（x，y）处的全

微分，记作

dz = AΔx + BΔy .

注 ①若函数 z = f（x，y）在点（x，y）处可微，则z
x

，z
y

存在，且 A

=z
x

，B =z
y

，dz =z
x

dx +z
y

dy，它是两个偏微分之和，偏导数存在是

函数可微的必要而不充分条件 .

②若z
x

，z
y

在点（x，y）处连续，则函数 z = f（x，y）在该点可微，偏

导数连续是函数可微的充分条件 .

③由全微分的定义知，函数在某点可微，函数在该点一定连续，因

此有下列关系 .

函数的极限存在，函数不一定连续；但函数连续，极限一定存在 .

函数的偏导数存在，函数不一定连续；函数连续，偏导数也不一定

存在 .

函数的偏导数存在并且偏导数连续，则函数一定可微；函数可微，

则函数一定连续 .
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2 . 一阶全微分形式的不变性

设函数 z = f（u，v）有连续偏导数，则不论 u，v 是变量还是中间变

量，总有 dz =z
u

du +z
v

dv. 应注意的是，只是形式不变，而内容有区

别 .若 u，v 是自变量，则 du 和 dv 是独立的；若 u，v 是中间变量，u =

φ（x，y），v =ψ（x，y），且这两个函数都有连续偏导数，则 du 和 dv 分

别为φ（x，y）和ψ（x，y）的全微分 .

3 . 全微分在近似计算中的应用

设函数 z = f（x，y）在点（x，y）处可微，则函数的全增量与全微分

之差是一个比ρ高阶的无穷小，因此当 |Δx | 与 |Δy | 都较小时，全增量

可以近似地用全微分代替，即

Δz≈dz = fx（x，y）Δx + fy（x，y）Δy .

又因为Δz = f（x +Δx，y +Δy）- f（x，y），所以有

f（x +Δx，y +Δy）≈ f（x，y）+ fx（x，y）Δx + fy（x，y）Δy .

（四）方向导数与梯度

1 . 方向导数的定义与计算

（1）定义

设函数 z = f（x，y）在点 P（x，y）的某一邻域 U（P）内有定义，自点

P 引射线 l . 设 x 轴正向到射线 l 的转角为φ，并设 P'（x +Δx，y +Δy）

为 l 上的另一点且 P' ∈U（P），如果

lim
ρ→0

f（x +Δx，y +Δy）- f（x，y）

ρ
（ρ= （Δx）2 +（Δy）槡 2）

存在，则称此极限为函数 f（x，y）在点 P 沿方向 l 的方向导数，记作f
l

.

注 ①方向导数是直线 l 上两点距离趋于 0 时的极限，是单侧极

限，是 f（x，y）在点 P 沿 l 方向的变化率 .

②前面所讲的偏导数是方向导数的特殊情形，当Δx > 0（Δy > 0）

时，是沿 x（y）轴正向的方向导数；当Δx < 0（Δy < 0）时，是沿 x（y）轴负

向的方向导数 . 或公式中φ= 0 和φ= π
2

或φ=π和φ=
3π
2

.
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（2）计算

定理 若函数 z = f（x，y）在点 P（x，y）处可微，则函数在点 P 处

沿任一方向 l 的方向导数都存在，且有

f
l

=f
x

cosφ+f
y

sinφ，

其中φ 为 x 轴到方向 l 的转角 .

2 . 梯度定义与运算

（1）定义

设函数 z = f（x，y）在平面区域 D 内具有一阶连续偏导数，则对于

每一点 P（x，y）∈D，都可定出一个向量

f
x

i +f
y

j，

该向量称为函数 z = f（x，y）在点 P（x，y）的梯度，记作 grad f（x，y）.

注 ① z = f（x，y）在（x，y）处的梯度 grad z 是一个向量，即

grad f（x，y）=f
x

i +f
y

j .

②方向导数与梯度的关系：f
l

= Prji grad f（x，y）.

③梯度的大小为：| grad f（x，y）| = f
( )x

2

+ f
( )y槡

2

，梯度的方向

为方向导数取得最大值的方向，即 | grad f（x，y）| 为方向导数的最大

值 .

（2）计算

利用梯度的表达式：

grad f（x，y）=f
x

i +f
y

j .

（五）微分法在几何上的应用

1 . 空间曲线的切线与法平面

设空间曲线Γ 的参数方程为

x = x（t），

y = y（t），

z = z（t
{

），

α< t <β. 曲线上对应于
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t = t0 的点为 M0（x0 ，y0 ，z0），设 x（t），y（t），z（t）可导且 x'（t），y'（t），

z'（t）不全为零，则曲线Γ 在点 M0（x0 ，y0 ，z0）处的切线方程为

x - x0

x'（t0）
=

y - y0

y'（t0）
=

z - z0

z'（t0）
，

法平面方程为

x'（t0）（x - x0）+ y'（t0）（y - y0）+ z'（t0）（z - z0）= 0.

注 ①求出三个导数值即可得到曲线在点 M0 处的切向量，从而

可写出切线的对称式方程与法平面的点法式方程 .

②空间曲线Γ 由方程
y =φ（x），

z =ψ（x{ ）
给出，可看成第一种的特殊情

况 . 此情形下曲线在点 x0 处的切向量为

T =｛1，φ'（x），ψ'（x）｝，

然后按公式写出切线与法平面方程 .

③空间曲线Γ 由方程
F（x，y，z）= 0，

G（x，y，z）{ = 0
给出，由方程组可确定一组

函数 y = y（x），z = z（x），视 x 为参量，求出
dy
dx

，
dz
dx

，得切向量

T = 1，
dy
dx

，
dz
d{ }x

，

然后按公式写出切线与法平面方程 .

2 . 曲面的切平面与法线

①设曲面方程为 F（x，y，z）= 0，M0（x0 ，y0 ，z0）为曲面上的一点，

垂直于曲面上切平面的向量称为曲面的法向量 . 向量

n =｛Fx（x0 ，y0 ，z0），Fy（x0 ，y0 ，z0），Fz（x0 ，y0 ，z0）｝

就是曲面在点 M0 处的一个法向量 . 曲面上点 M0（x0 ，y0 ，z0）处的切平

面方程为

Fx（x0 ，y0 ，z0）（x - x0）+ Fy（x0 ，y0 ，z0）（y - y0）+

Fz（x0 ，y0 ，z0）（z - z0）= 0.

法线方程为
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x - x0

Fx（x0 ，y0 ，z0）
=

y - y0

Fy（x0 ，y0 ，z0）
=

z - z0

Fz（x0 ，y0 ，z0）
.

②曲面方程为 z = f（x，y）时，曲面在点 M0 的法向量为

n =｛f'x ，f'y ，- 1｝或 n =｛- f'x ，- f'y ，1｝，

然后按照第一种情况写出曲面在点 M0 处的切平面与法线方程 .

（六）多元函数的极值

1 . 多元函数极值的定义

设函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）的某个邻域内有定义，对于该邻域

内异于（x0 ，y0）的点（x，y），如果适合不等式

f（x，y）< f（x0 ，y0），

则称函数在点（x0 ，y0）有极大值 f（x0 ，y0）；如果适合不等式

f（x，y）> f（x0 ，y0），

则称函数在点（x0 ，y0）有极小值 f（x0 ，y0）. 极大值、极小值统称为极

值，使函数取得极值的点称为极值点 .

2 . 多元函数取得极值的条件

定理 1（必要条件） 设函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）具有偏导数，

且在点（x0 ，y0）处有极值，则它在该点的偏导数必然为零：

fx（x0 ，y0）= 0，fy（x0 ，y0）= 0.

注 一阶偏导数同时为零的点称为驻点 .

定理 2（充分条件） 设函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）的某邻域内连

续且有一阶及二阶连续偏导数，又 fx（x0 ，y0）= 0，fy（x0 ，y0）= 0，令

fxx（x0 ，y0）= A，fxy（x0 ，y0）= B，fyy（x0 ，y0）= C，

则 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）处是否取得极值的条件如下：

①AC - B2 > 0 时具有极值，且当 A < 0 时有极大值，当 A > 0 时有

极小值；

②AC - B2 < 0 时没有极值；

③AC - B2 = 0 时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论 .

具有二阶连续偏导数的函数 z = f（x，y）的极值的求法：

①解方程组
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fx（x，y）= 0，fy（x，y）= 0，

求得一切实数解，即可求得一切驻点 .

②对于每一个驻点（x0 ，y0），求出二阶偏导数的值 A、B 和 C .

③定出 AC - B2 的符号，按定理 2 的结论判定 f（x0 ，y0）是否是极

值、是极大值还是极小值 .

注 偏导数不存在的点也可能是极值点，可用定义直接判断 .

3 . 条件极值 拉格朗日乘数法

拉格朗日乘数法 要求函数 z = f（x，y）在附加条件φ（x，y）= 0

下的可能极值点，可以先构成辅助函数

F（x，y）= f（x，y）+λφ（x，y），

其中λ为某一常数 . 求其对 x 与 y 的一阶偏导数，并使之为零，然后与

方程φ（x，y）= 0 联立，有

fx（x，y）+λφx（x，y）= 0，

fy（x，y）+λφy（x，y）= 0，

φ（x，y）
{

= 0.

由该方程组解出 x，y 及λ，则其中 x，y 就是函数 f（x，y）在附加条件

φ（x，y）= 0 下的可能极值点的坐标 .

推广 求函数 u = f（x，y，z，t）在附加条件

φ（x，y，z，t）= 0， ψ（x，y，z，t）= 0，

下的极值，可以先构造辅助函数

F（x，y，z，t）= f（x，y，z，t）+λ1φ（x，y，z，t）+λ2ψ（x，y，z，t），

其中λ1 ，λ2 均为常数，求其一阶偏导数，并使之为零，然后与附加条件

中的两个方程联立起来求解，这样得出的 x，y，z，t 就是函数 f（x，y，z，

t）在附加条件下的可能极值点的坐标 .

注 至于如何确定所求得的点是否为极值点，在实际问题中往往

可根据问题本身的性质来判定 .

（七）主要的思想方法

多元函数微积分是一元函数微积分的推广和发展，无论在思想体

系还是理论体系上，类比的思想方法都占有极其重要的地位 . 用类比的
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方法学习这部分内容会起到事半功倍的效果 . 类比的思想属于一种创

新思维，掌握它无疑会聪明很多 .

三、解题研究

（一）多元函数的极限与连续性

1 . 多元函数的极限

例 1 求lim
x→0
y→0

sin xy
x

.

解 由于lim
x→0
y→0

sin xy
xy

= 1，因此

lim
x→0
y→0

sin xy
x

= lim
x→0
y→0

sin xy
xy

·y = lim
x→0
y→0

sin xy
xy

lim
x→0
y→0

y = 0 .

注 此处用了一元函数中的重要极限公式及极限四则运算法则 .

例 2 求 lim
x→ �
y→0

1 +
1( )x

x
2

x + y
.

解 lim
x→ �
y→0

1 +
1( )x

x
2

x + y
= lim

x→ �
y→0

1 +
1( )x[ ]x x

x + y
= e .

注 此处用了一元函数中的重要极限公式 .

例 3 求lim
x→0
y→0

xy2

x2 + y2 .

解 注意到 0≤
xy2

x2 + y2 =
xy

x2 + y2 | y |≤
1
2

| y | .

由于lim
x→0
y→0

1
2

| y | = 0，由夹逼准则知

lim
x→0
y→0

xy2

x2 + y2 = 0 .

注 此处利用了一元函数极限的夹逼准则 .

例 4 讨论lim
x→0
y→0

2xy
x2 + y2 = 0 是否存在 .
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解 当点 P（x，y）沿直线 y = kx 趋于点 O（0，0）时，有

lim
x→0
y→0

2xy
x2 + y2 = lim

x→0
y = kx→0

2xy
x2 + y2 = lim

x→0

2kx2

x2 + k2 x2 =
2k

1 + k2 ，

当 k 取不同的值时，极限值也不同，故原极限不存在 .

注 求二元函数极限常用的方法：

①利用连续函数的定义及初等函数的连续性；

②转化为一个变量的一元函数极限问题，再用一元函数求极限的

方法，如洛必达法则等；

③利用极限性质，如四则运算法则、夹逼准则等 .

2 . 多元函数的连续性

例 5 讨论函数 f（x，y）=
x2 y

x4 + y2 ，（x，y）≠（0，0），

0， （x，y）=（0，0
{

）

在点（0，0）处

的连续性，偏导数的存在性以及可微性 .

解 函数 f（x，y）在点（0，0）处不连续 . 因为若令点（x，y）沿抛物

线 y = kx2 趋于点（0，0），则

lim
x→0

y = kx
2
→0

f（x，y）= lim
x→0

y = kx
2
→0

x2 y
x4 + y2 = lim

x→0

kx4

x4（1 + k2）
=

k
1 + k2 ，

极限值与 k 的取值有关，故lim
x→0
y→0

f（x，y）不存在，即 f（x，y）在点（0，0）处

不连续 .

函数 f（x，y）在点（0，0）处偏导数存在 . 因为lim
x→0

f（x，0）- f（0，0）
x

=

lim
x→0

x2 - 0 - 0
x4 + y2 - 0

x
= 0，所以 f'x（0，0）= 0，同理 f'y（0，0）= 0.

函数 f（x，y）在 点（0，0）处 不 可 微 . 因 为Δz

ρ
=

x2 y
x4 + y2

x2 + y槡 2
=

x2 y

（x2 + y2） x2 + y槡 2
，且
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lim
x→0

y = kx→0

Δz

ρ
= lim

x→0

kx3

（x4 + k2 x2） x2 + k2 x槡 2
=

± 1

k 1 + k槡 2
，

故极限不存在，即不可微 .

（二）偏导数的计算

1 . 偏导数的求法

从偏导数的定义可以看到，偏导数的实质就是把一个自变量固定，

而将二元函数 z = f（x，y）看成是另一个自变量的一元函数的导数 . 因

此，求二元函数的偏导数，只需用一元函数的求导法，把一个自变量暂

时视为常量，而对另一个自变量进行一元函数求导即可 .

例 6 求 z = x2 sin y 的偏导数 .

解 把 y 看作常量对 x 求导，得z
x

= 2xsin y .

把 x 看作常量对 y 求导，得z
y

= x2 cos y .

例 7 求 z = xy 的偏导数z
x

，z
y

.

解 把 y 看作常量对 x 求导，得z
x

= yxy - 1 .

把 x 看作常量对 y 求导，得z
y

= xy ln x .

例 8 求 z = ln（1 + x2 + y2）在点（1，2）处的偏导数 .

解 偏导数z
x

=
2x

1 + x2 + y2 ，z
y

=
2y

1 + x2 + y2 ，在点（1，2）处的偏导

数就是偏导数在（1，2）处的值，所以

z
x （1，2）

=
1
3

，z
y （1，2）

=
2
3

.

例 9 设 f（x，y）= earctan y
x ln（x2 + y2），求 fx（1，0）.

解 如果先求偏导数 fx（x，y），运算是比较繁杂的，但是若先把函

数中的 y 固定在 y = 0，则有

f（x，0）= 2ln x，从而 fx（x，0）=
2
x

，fx（1，0）= 2.
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例 10 求 u = x2 + y槡 2 +
xy
z

的偏导数 .

解 把 y 和 z 暂时看作常量对 x 求导，得u
x

=
x

x2 + y槡 2
+

y
z

.

把 z 和 x 暂时看作常量对 y 求导，得u
y

=
y

x2 + y槡 2
+

x
z

.

把 x 和 y 暂时看作常量对 z 求导，得u
z

= -
xy
z2 .

2 . 高阶偏导数

例 11 设函数 z = x3 y - 3x2 y3 ，求它的二阶偏导数 .

解 函数的一阶偏导数为

z
x

= 3x2 y - 6xy3 ， z
y

= x3 - 9x2 y2 .

二阶偏导数为

2 z
x2 =

x
z
( )x

=
x

（3x2 y - 6xy3）= 6xy - 6y3 ，

2 z
xy

=
y

z
( )x

=
y

（3x2 y - 6xy3）= 3x2 - 18xy2 ，

2 z
yx

=
x

z
( )y

=
x

（x3 - 9x2 y2）= 3x2 - 18xy2 ，

2 z
y2 =

y
z
( )y

=
y

（x3 - 9x2 y2）= - 18x2 y .

3 . 多元复合函数求导

例 12 求函数 z = eucos v，u = xy，v = ln（x - y）的偏导数z
x

，z
y

.

解 因为z
u

= eucos vcos v， z
v

= eucos vu（- sin v），

u
x

= y， u
y

= x， v
x

=
1

x - y
， v

y
=

- 1
x - y

，

所以 z
x

=z
u

u
x

+z
v

v
x

= eucos v ycos v -
usin v
x -( )y

= exycos（ln（x - y）） ycos（ln（x - y））-
xysin（ln（x - y））

x -[ ]y
，
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z
y

=z
u

u
y

+z
v

v
y

= exycos（ln（x - y）） xcos（ln（x - y））+
xysin（ln（x - y））

x -[ ]y
.

例 13 设 z = f（x2 - y2 ，xy），求z
x

，z
y

.

解 令 u = x2 - y2 ，v = xy，则 z = f（u，v）. 所以

z
x

=z
u

u
x

+z
v

v
x

= 2xz
u

+ yz
v

，

z
y

=z
u

u
y

+z
v

v
y

= - 2yz
u

+ xz
v

.

例 14 设 z = u2 v，u = cos x，v = sin x，求
dz
dx

.

解
dz
dx

=z
u

du
dx

+z
v

dv
dx

= 2uv（- sin x）+ u2 cos x

= cos3 x - 2sin2 xcos x .

例 15 设 z = xyf
x
y

，
y( )x

，求z
x

.

解 z
x

=
x

xyf
x
y

，
y( )( )x

= yf
x
y

，
y( )x

+ xy
x

f
x
y

，
y( )x

= yf
x
y

，
y( )x

+ xy f' 1
x
y

，
y( )x

1
y

+ f' 2
x
y

，
y( )x

-
y

x( )[ ]2

= yf
x
y

，
y( )x

+ xf' 1
x
y

，
y( )x

-
y2

x
f' 2

x
y

，
y( )x

.

上式中的 f' 1 、f' 2 分别表示 f
x
y

，
y( )x

对第一、第二个中间变量，即

对
x
y

、
y
x

的偏导数 .

例 16 已知 z = x3 f xy，
y( )x

，其中 f 具有二阶连续偏导数，求

2 z
xy

，
2 z

y2 .

解 z
y

= x3 xf'1 +
1
x

f'( )2 = x4 f'1 + x2 f'2 .
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因为 f 具有二阶连续偏导数，所以 f"12 = f"21 ，即2 z
xy

= 2 z
yx

.

2 z
xy

=
x

（x4 f'1 + x2 f'2）

= 4x3 f'1 + x4 yf"11 + x4 -
y

x( )2 f"12 + 2xf'2 + x2 yf"21 +

x2 -
y

x( )2 f"22

= 4x3 f'1 + 2xf'2 + x4 yf"11 - yf"22 ，

2 z
y2 = x4 xf"11 +

1
x

f"( )12 + x2 xf"21 +
1
x

f"( )22

= x5 f"11 + 2x3 f"12 + xf"22 .

4 . 隐函数求导

例 17 求由方程 ez - xyz = 0 所确定的隐函数 z = z（x，y）的两个

偏导数z
x

，z
y

.

解法 1 因为 ez - xyz = 0 确定了函数 z = z（x，y），所以方程两边

对 x 求导得

ezz
x

- yz - xyz
x

= 0，

所以 z
x

=
yz

ez - xy
，

类似可得z
y

=
xz

ez - xy
.

解法 2 令 F（x，y，z）= ez - xyz.

因为 Fx = - yz，Fy = - xz，Fz = ez - xy，于是由定理得

z
x

= -
Fx

Fz
=

yz
ez - xy

，

z
y

= -
Fy

Fz
=

xz
ez - xy

.

例 18 设 u = u（x，y）及 v = v（x，y）是由方程组
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u2 - v + x = 0，

u + v2 - y{ = 0

所确定的隐函数，试求2 u
xy

.

解 将方程组中方程的两边对 x 求导，得

2uu
x

- v
x

+ 1 = 0，

u
x

+ 2vv
x

= 0{ ，

解出 u
x

=
- 2v

4uv + 1
， v

x
=

1
4uv + 1

.

类似可得u
y

=
1

4uv + 1
， v

y
=

2u
4uv + 1

.

再将所得方程组中方程的两边对 y 求导，得

2u
y

u
x

+ 2u
2 u

xy
- 2 v
xy

= 0，

2 u
xy

+ 2v
x

v
y

+ 2v
2 v

xy
= 0

{
，

解得 2 u
xy

=
- 2

4uv + 1
2vu
y

u
x

+v
y

v
( )x

=
4（2v2 - u）
（4uv + 1）3 .

例 19 试证明已知函数 z = - e - x - 3y sin（x + 3y）满足关系式

2 z
y2 - 9

2 z
x2 = 0 .

证明 因z
x

= e - x - 3y sin（x + 3y）- e - x - 3y cos（x + 3y），

z
y

= 3e - x - 3y sin（x + 3y）- 3e - x - 3y cos（x + 3y），

2 z
y2 = - 9e - x - 3y sin（x + 3y）+ 9e - x - 3y cos（x + 3y）

+ 9e - x - 3y cos（x + 3y）+ 9e - x - 3y sin（x + 3y）

= 18e - x - 3y cos（x + 3y），
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2 z
x2 = - e - x - 3y sin（x + 3y）+ e - x - 3y cos（x + 3y）

+ e - x - 3y cos（x + 3y）+ e - x - 3y sin（x + 3y）

= 2e - x - 3y cos（x + 3y），

所以 2 z
y2 - 9

2 z
x2 = 0 .

例 20 设 u = yf
x( )y

+ xg
y( )x

，f，g 具有二阶连续偏导数，证明

x
2 u

x2 + y
2 u

xy
= 0.

证明 u
x

= f'
x( )y

+ g
y( )x

-
y
x

g'
y( )x

，

2 u
x2 =

1
y

f"
x( )y

-
y

x2 g'
y( )x

+
y

x2 g'
y( )x

+
y2

x3 g"
y( )x

=
1
y

f"
x( )y

+
y2

x3 g"
y( )x

，

2 u
xy

= -
x

y2 f"
x( )y

+
1
x

g'
y( )x

-
1
x

g'
y( )x

-
y

x2 g"
y( )x

= -
x

y2 f"
x( )y

-
y

x2 g"
y( )x

，

x
2 u

x2 + y
2 u

xy
=

x
y

f"
x( )y

+
y2

x2 g"
y( )x

-
x
y

f"
x( )y

-
y2

x2 g"
y( )x

= 0.

（三）全微分的计算

求函数 z = f（x，y）的全微分，可直接根据公式 dz = f'x（x，y）dx +

f'y（x，y）dy计算，也可利用微分运算法则及全微分形式不变性计算 .

例 21 求函数 z = yx ln（x2 + y2）的全微分 dz.

解法 1 z
x

= yx ln y·ln（x2 + y2）+ yx 2x
x2 + y2 ，

z
y

= xyx - 1 ln（x2 + y2）+ yx 2y
x2 + y2 ，
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故 dz = yx ln y·ln（x2 + y2）+
2x

x2 + y[ ]2 dx +

yx - 1 xln（x2 + y2）+
2y2

x2 + y[ ]2 dy .

解法 2 dz = ln（x2 + y2）d（yx）+ yx d（ln（x2 + y2））

= ln（x2 + y2）（yx ln ydx + xyx - 1 dy）+

yx 2x
x2 + y2 dx +

2y
x2 + y2 d[ ]y

= yx ln y·ln（x2 + y2）+
2x

x2 + y[ ]2 dx +

yx [- 1 xln（x2 + y2）+
2y2

x2 + y
]2 dy .

（四）方向导数与梯度的计算

1 . 方向导数的计算

例 22 求 函 数 z = xe2y 在 点 P（1，0）处 沿 从 点 P（1，0）到 点

Q（2，- 1）方向的方向导数 .

解 这里方向 l 即 →PQ =｛1，- 1｝，故 x 轴到方向 l 的转角φ =

- π
4

.

因为z
x （1，0）

= e2y

（1，0）
= 1， z

y （1，0）
= 2xe2y

（1，0）
= 2，

故所求方向导数

z
l

= cos - π( )4
+ 2sin - π( )4

= - 槡2
2

.

2 . 梯度的计算

例 23 求函数 u = x2 + 2y2 + 3z2 + 3x - 2y 在点（1，1，2）处的梯

度，并问哪些点处梯度为零 .

解 由梯度计算公式得

grad u（x，y，z）=u
x

i +u
y

j +u
z

k

=（2x + 3）i +（4y - 2）j + 6zk，

故 grad u（1，1，2）= 5i + 2j + 12k .
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在点 P0 -
3
2

，
1
2

，( )0 处梯度为零，即零向量 .

（五）微分法在几何上的应用

1 . 空间曲线的切线与法平面

例 24 求曲线 x =∫
t

0
eu cos udu，y = 2sin t + cos t，z = 1 + e3t 在 t = 0

处的切线和法平面方程 .

解 当 t = 0 时，x = 0，y = 1，z = 2 . 由于 x' = et cos t，y' = 2cos t -

sin t，z' = 3e3t ，可得 x'（0）= 1，y'（0）= 2，z'（0）= 3. 故切线方程为

x - 0
1

=
y - 1

2
=

z - 2
3

，

法平面方程为 x + 2（y - 1）+ 3（z - 2）= 0，

即 x + 2y + 3z - 8 = 0 .

例 25 求曲线
x2 + y2 + z2 - 3x = 0，

2x - 3y + 5z{ - 4 = 0
在点（1，1，1）处的切线及法平

面方程 .

解 将曲线方程中的 x 看作参数，方程组两边对 x 求导得

2x + 2y
dy
dx

+ 2z
dz
dx

- 3 = 0，

2 - 3
dy
dx

+ 5
dz
dx

= 0{ ，

解得
dy
dx

=
4z - 10x + 15

10y + 6z
，

dz
dx

=
6x + 4y - 9
- 10y - 6z

，

所以
dy
dx （1，1，1）

=
9
16

，
dz
dx （1，1，1）

= -
1
16

，

故 T = 1，
9
16

，-
1{ }16

，

于是切线方程为
x - 1

1
=

y - 1
9
16

=
z - 1

-
1
16

，

即
x - 1
16

=
y - 1

9
=

z - 1
- 1

，
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法平面方程为 （x - 1）+
9
16

（y - 1）-
1
16

（z - 1）= 0，

即 16x + 9y - z - 24 = 0.

2 . 空间曲面的法线与切平面

例 26 求椭球面 x2 + 2y2 + z2 = 1 上平行于平面 x - y + 2z = 0 的

切平面方程 .

解 设 F（x，y，z）= x2 + 2y2 + z2 - 1，则

n =｛Fx ，Fy ，Fz｝=｛2x，4y，2z｝，

已知平面的法向量为｛1，- 1，2｝，由所求切平面与已知平面平行得

2x
1

=
4y
- 1

=
2z
2

，即 x =
1
2

z，y = -
1
4

z，

代入椭球面方程得
z( )2

2

+ 2 -
z( )4

2

+ z2 = 1，

解得 z = ± 2
2槡11

，

则 x = ±
2槡11

， y = 
1
2

2槡11
，

故切点坐标为 ±
2槡11

，
2槡11

，± 2
2槡( )11

.

因而所求切平面方程为

x ±
2槡( )11

- y
1
2

2槡( )11
+ 2 z ± 2

2槡( )11
= 0，

即 x - y + 2z = ±
11槡2

.

例 27 求球面 x2 + y2 + z2 = 14 在点（1，2，3）处的切平面方程及法

线方程 .

解 令 F（x，y，z）= x2 + y2 + z2 - 14，则

Fx = 2x，Fy = 2y，Fz = 2z，

因点（1，2，3）在球面上，故球面在该点处的法向量为

n =｛2x，2y，2z｝
（1，2，3）

=｛2，4，6｝，
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所以在点（1，2，3）处，此球面的切平面方程为

2（x - 1）+ 4（y - 2）+ 6（z - 3）= 0，

即 x + 2y + 3z - 14 = 0，

法线方程为
x - 1

2
=

y - 2
4

=
z - 3

6
，

即
x - 1

1
=

y - 2
2

=
z - 3

3
.

（六）多元函数的极值

1 . 多元函数极值的求法

例 28 求函数 z = x3 - 4x2 + 2xy - y2 的极值 .

解 先求函数的驻点，令

z
x

= 3x2 - 8x + 2y = 0，

z
y

= 2x - 2y = 0{ ，

解得驻点为：P1（0，0），P2（2，2）. 又

2 z
x2 = 6x - 8， 2 z

xy
= 2， 2 z

y2 = - 2 .

对于驻点 P1（0，0），有 B2 - AC = 22 - （- 8）×（- 2）= - 12 < 0，A = - 8

< 0，故函数在点 P1（0，0）处取得极大值，且极大值为 f（0，0）=（x3 -

4x2 + 2xy - y）
（0，0）

= 0；对于驻点 P2（2，2），有 B2 - AC = 22 - 4 ×（- 2）

= 12 > 0，故函数在点 P2（2，2）处没有极值 .

2 . 条件极值 拉格朗日数乘法

例 29 在第一卦限内作椭球面
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 的切平面，使该切

平面与三坐标面所围成的四面体的体积最小，求这个切平面的切点，并

求此最小体积 .

解 令 F（x，y，z）=
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 - 1 = 0，

则 Fx =
2x
a2 ，Fy =

2y
b2 ，Fz =

2z
c2 ，
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故椭球面上点 M（x，y，z）处的切平面方程为

x
a2（X - x）+

y
b2（Y- y）+

z
c2（Z - z）= 0，

即
xX
a2 +

yY
b2 +

zZ
c2 = 1 .

此切平面在三个坐标轴上的截距分别为 X0 =
a2

x
，Y0 =

b2

y
，Z0 =

c2

z
，因而切平面与三个坐标面所围成的四面体的体积为 V=

1
6

a2 b2 c2

xyz
.

问题变为在
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 的条件下，求 V =
1
6

a2 b2 c2

xyz
的最小值，

也就是求 f（x，y，z）= xyz 在此条件下的最大值，作函数

φ（x，y，z，λ）= xyz +λ
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2( )- 1 ，

令

φ
x

= yz +
2λx
a2 = 0，

φ
y

= xz +
2λy
b2 = 0，

φ
z

= xy +
2λz
c2 = 0，

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 - 1 = 0















 ，

解方程组得

x =
a

槡3
，y =

b

槡3
，z =

c

槡3
，λ= -

abc

槡2 3
（x > 0，y > 0，z > 0），

故所求切点为
a

槡3
，

b

槡3
，

c

槡( )3
，此时最小体积为 Vmin =槡3

2
abc .

例 30 某工厂要用钢板制作一个容积为 a3 的无盖长方体容器，

若不计钢板的厚度，怎样制作材料最省？

解 设长方体的三棱长为 x，y，z，则问题变为在条件 xyz = a3 下，

求表面积

A= xy + 2xz + 2yz （x > 0，y > 0，z > 0）
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的最大值 . 作拉格朗日函数

L（x，y，z，λ）= xy + 2xz + 2yz +λ（xyz - a3），

令

L
x

= y + 2z +λyz = 0，

L
y

= x + 2z +λxz = 0，

L
z

= 2x + 2y +λxy = 0，

xyz - a3 = 0















，

将上述方程组的第一个方程乘以 x，第二个方程乘以 y，第三个方程乘

以 z，再两两相减得
2xz - 2yz = 0，

xy - 2xz = 0{ ，
因为 x > 0，z > 0，所以有 x = y = 2z，

代入第四个方程得唯一的可能极值点 x = y =
3

2槡 a ，z =
3
槡2
2

a .

由问题本身可知最小值一定存在，因此当 x = y =
3

2槡 a ，z =
3
槡2
2

a

时，容器所需材料最省 .

例 31 求从原点到曲面（x - y）2 - z2 = 1 的最短距离 .

解 从原点到曲面（x - y）2 - z2 = 1 上点（x，y，z）的距离 d 的平

方为

d2 = x2 + y2 + z2 ，

作拉格朗日函数

L（x，y，z，λ）= x2 + y2 + z2 +λ［（x - y）2 - z2 - 1］，

令

L'x = 2x + 2λ（x - y）= 0，

L'y = 2y - 2λ（x - y）= 0，

L'z = 2z - 2λz = 0，

（x - y）2 - z2 - 1 = 0










，

由 L'z = 0 得 z（1 - λ）= 0，但当λ= 1 时，该方程组不相容，故必有 z = 0 .

由 z = 0，可解出 x =
1
2

，y = -
1
2

或 x = -
1
2

，y =
1
2

. 通过坐标系的旋转
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可知 曲 面 为 双 曲 柱 面，从 而 最 短 距 离 存 在，点
1
2

，-
1
2

，( )0 以 及 点

-
1
2

，
1
2

，( )0 均给出原点到曲面的最短距离 d =槡2
2

.

注 从曲面方程（x - y）2 - z2 = 1 解出 z = ± （x - y）2槡 - 1，所以

要求（x - y）2≥1，即定义域为｛（x，y）| y≥ x + 1 或 y≤ x - 1｝. 从而可

知点
1
2

，-
1
2

，( )0 与 -
1
2

，
1
2

，( )0 均在定义域的边界 y = x - 1 与 y = x

+ 1 上 .

例 32 抛物面 z = x2 + y2 被平面 x + y + z = 1 截成一椭圆，求原

点到该椭圆的最长与最短距离 .

解 设（x，y，z）为椭圆上的任一点，则该点到原点的距离的平方

为 d2 = x2 + y2 + z2 ，设

F = x2 + y2 + z2 +λ（x2 + y2 - z）+μ（x + y + z - 1），

令

Fx = 2x + 2λx +μ= 0，

Fy = 2y + 2λy +μ= 0，

Fz = 2z - λ+μ= 0，

z = x2 + y2 ，

x + y + z = 1













，

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（1）- （2）得，（1 +λ）（x - y）= 0，所以λ= - 1 或 x = y .

λ= - 1 时，μ= 0，由（3）得 z = -
1
2

，（4）不成立，故舍去λ= - 1 .

把 x = y 代入（4）得 z = 2x2 ，再代入（5）得 2x2 + 2x - 1 = 0. 所以

x = 槡- 1 ± 3
2

，z = 2 槡- 1 ± 3( )2

2

= 2槡3 .

求出两个可能条件极值点 槡- 1 ± 3
2

， 槡- 1 ± 3
2

，2槡( )3 .

d2 槡= 9 ± 5 3，由问题的几何意义知 dmin，dmax存在，故

dmin 槡槡= 9 - 5 3， dmax 槡槡= 9 + 5 3 .
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四、练习题及答案

习题（A）

1 . 求lim
x→0
y→0

x2 + y2

x2 + y2槡 + 1 - 1
.

2 . 求 z = arctan
x
y

的偏导数 .

3 . 设 z = ln（1 + x2 + y2），求z
x x = 1

y = 2

，z
y x = 1

y = 2

.

4 . 求 z = xy 的全微分 dz.

5 . 设 z = u2 v，u = ay + x，v = x - ay，求偏导数 .

6 . 设 z = f xy，
y( )x

，求z
x

，z
y

.

7 . 设 z = f（x，y）由方程
x
z

= ln
z
y

确定，求z
x

.

8 . 求曲线

x = t，

y = t2

z = t
{

3

，平行于两条直线

l1 ：
x - 1

1
=

y - 1
- 1

=
z - 1

1
及 l2 ：

x - 1
1

=
y - 1

0
=

z - 1
- 1

所决定的平面的切线方程 .

9 . 求 z = x3 + y3 - 3xy 的极值 .

10 . 已知一矩形的周长为 2p，将它绕其一边旋转而成一柱体，求所

得圆柱体体积为最大时矩形的边长 .

习题（B）

1 . 证明lim
x→0
y→0

x2 y2

x2 y2 +（x - y）2 不存在 .
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2 . 设 z = uev 而 u = x2 + y2 ，v =
x2 + y2

xy
，求z

x
，z
y

及 dz.

3 . 设 z = x2 f
y
x

，( )xy ，其中 f 具有二阶连续偏导数，求2 z
xy

.

4 . 设 z = f（x2 - y2），其中 f 具有二阶连续偏导数，求2 z
x2 .

5 . 设 ez - xyz = 0，求2 z
xy

.

6 . 设 x = eu cos v，y = eu sin v，z = uv，求z
x

和z
y

.

7 . 求曲面 2x2 + 3y2 + z2 = 9 上平行于平面 2x - 3y + 2z + 1 = 0 的

切平面方程 .

8 .函数 f（x，y）= | xy槡 | 在点（0，0）处是否连续？偏导数是否存

在？是否可微？

9 . 求函数 z = x3 - 4x2 + 2xy - y2 的极值 .

10 . 求内接于半径为 a 的球且有最大体积的长方体 .

习题（A）答案

1 .2 .

2 .z
x

=
y

x2 + y2 ， z
y

= -
x

x2 + y2 .

3 .
1
3

，
2
3

.

4 . dz = yxy - 1 dx + xy ln xdy .

5 .z
x

= 3x2 + 2axy - a2 y2 ， z
y

= ax2 - 2a2 xy - 3a3 y2 .

6 .z
x

= yz
u

-
y

x2
z
v

， z
y

= xz
u

+
1
x
z
v

，其中 u = xy，v =
y
x

.

7 .z
x

=
z

z + x
.

8 .
3x + 1

3
=

9y - 1
- 6

=
27z + 1

9
.
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9 . 极小值 f（1，1）= - 1 .

10 . 长 y =
2
3

p，宽 z =
1
3

p .

习题（B）答案

1 . 略 .

2 .z
x

=
x4 - y4 + 2x2 y

x2 y
e

x
2

+ y
2

xy ， z
y

=
y4 - x4 + 2xy2

xy2 e
x
2

+ y
2

xy ，

dz =z
x

dx +z
y

dy .

3 . f'1 + 3x2 f'2 -
y
x

f"11 + x3 yf"22 .

4 .2 f'（x2 - y2）+ 4x2 f"（x2 - y2）.

5 . -
z

xy（z - 1）3 .

6 .z
x

= e - u（vcos v - usin v）， z
y

= e - u（vsin v + ucos v）.

7 .2x - 3y + 2z + 9 = 0.

8 . 连续，fx（0，0）= 0，fy（0，0）= 0，不可微 .

9 .（0，0）为极大值点，f（0，0）= 0.

10 . 长 = 宽 = 高 =
3a

槡3
.
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第九章 重积分

一、本章知识的作用与意义

本章主要讨论二重积分和三重积分，所得到的结果可推广到任意

多元函数的情形 . 本章和第十章关于曲线和曲面积分的理论及计算构

成了多元函数积分学的内容 . 重积分和定积分一样，都是来自实践中非

均匀求和的需要 . 不同积分是不同维数空间的具体表现 . 重积分同定积

分一样，也是某种特殊形式和的极限，基本思想是“分割、近似、求和、取

极限”. 定积分的被积函数是一元函数，积分区域是一个确定的区间；而

二、三重积分的被积函数是二、三元函数，积分区域分别是一个平面有

界闭区域和空间有界闭区域，因而是一元函数定积分的推广和发展 . 重

积分可以解决很多与多元函数有关的量的计算问题，如立体的体积，曲

面的面积，物体的质量、重心、转动惯量等等 . 重积分在有关几何体的计

算，物理学、力学及工程技术中都有广泛的应用 .

二、知识要点及思想方法

（一）二重积分

1 . 定义

函数 f（x，y）在有界闭区域 D 上有界，若 lim
λ→0 ∑

n

i = 1

f（ξi ，ηi）Δσi 存

在，则 f（x，y）在 D 上的二重积分为


D

f（x，y）dσ= lim
λ→0 ∑

n

i = 1

f（ξi ，ηi）Δσi .

其中，Δσi 表示任意分 D 为 n 个小闭区域中的第 i 个（i = 1，2，⋯，n）小
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闭区域，也表示其面积，（ξi ，ηi）为Δσi 中任意一点，λ为 n 个小闭区域

直径中的最大值 .

注 ①区域 D 的分割是任意的，（ξi ，ηi）的选取是任意的 .

②在不同坐标系中，面积元素 dσ的表达式不同 .

③当 f（x，y）在闭区域 D 上连续时，二重积分
D

f（x，y）dσ存在 .

④几何意义：若 f（x，y）≥0，则二重积分
D

f（x，y）dσ在几何上表

示以曲面 z = f（x，y）为曲顶，以区域 D 为底的曲顶柱体的体积 .

⑤物理意义：当区域 D 对应薄片的面密度为ρ（x，y）时，其质量

M =
D
ρ（x，y）dxdy .

2 . 性质

①设 c1 、c2 为常数，则


D

［c1 f（x，y）+ c2 g（x，y）］dσ= c1
D

f（x，y）dσ+ c2
D

g（x，y）dσ.

②如果闭区域 D 被有限条曲线分为有限个部分闭区域，则在 D

上的二重积分等于在各部分闭区域上的二重积分的和 . 例如，D 分为

两个闭区域 D1 与 D2 ，则


D

f（x，y）dσ=
D1

f（x，y）dσ+
D2

f（x，y）dσ.

注 当被积函数为分段函数或含绝对值时，常用该性质（见例 7）.

③
D

1·dσ=
D

dσ=σ（σ为 D 的面积）.

④如果在 D 上，f（x，y）≤g（x，y），则有不等式


D

f（x，y）dσ≤
D

g（x，y）dσ.

特殊地，有


D

f（x，y）dσ ≤
D

| f（x，y）| dσ.

注 利用此性质可比较二重积分之间的大小（见例 1）.

162第九章 重积分



⑤设 M、m 分别是 f（x，y）在闭区域 D 上的最大值和最小值，σ为

D 的面积，则有

mσ≤
D

f（x，y）dσ≤Mσ.

注 利用此性质可估计二重积分的值（见例 2）.

⑥（二重积分的中值定理）设函数 f（x，y）在闭区域 D 上连续，σ
为 D 的面积，则在 D 上至少存在一点（ξ，η）使得


D

f（x，y）dσ= f（ξ，η）σ.

3 . 计算方法

基本思想：将二重积分化为二次积分 . 而化为二次积分的关键是由

被积函数和积分区域的特性来确定定积分的次序和积分限 .

二重积分的积分域 D，一般用两种方法给出：①用 D 的边界线方

程给出，如例 3、例 4；②用不等式给出，如例 12、例 13 . 其实，归根结底

还是都由边界线确定 . 画积分区域主要是画出 D 的边界曲线，积分区

域画好以后，再考虑怎样化为二次积分与定限，先对哪个变量积分，是

在直角坐标下还是极坐标下计算比较方便 .

（1）直角坐标系下二重积分的计算

①若 D：φ1（x）≤y≤φ2（x），a≤x≤b，即 D 为 X-型区域时，则


D

f（x，y）dσ=∫
b

a
dx∫

φ2
（x）

φ1
（x）

f（x，y）dy .

注 X-型区域的特点：穿过区域 D 且平行于 y 轴的直线与区域 D

边界相交不多于两个交点 . D 为 X-型区域时，先对 y 积分，后对 x 积

分 .

②若 D：ψ1（y）≤x≤ψ2（y），c≤y≤d，即 D 为 Y-型区域时，则


D

f（x，y）dσ=∫
d

c
dy∫

ψ2
（y）

ψ1
（y）

f（x，y）dx .

注 Y-型区域的特点：穿过区域 D 且平行于 x 轴的直线与区域 D

边界相交不多于两个交点 . D 为 Y-型区域时，先对 x 积分，后对 y 积

分 .
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③若 D 既是 X-型区域又是 Y-型区域时，则

∫
b

a
dx∫

φ2
（x）

φ1
（x）

f（x，y）dy =∫
d

c
dy∫

ψ2
（y）

ψ1
（y）

f（x，y）dx .

注 选择哪个公式由被积函数是否容易积分、积分域分块多少而

定 .

④若 D 是混合型区域，则先将区域分割成有限块，使得每块为 X-型

区域或 Y-型区域 . 而后再利用性质②重复上述①，②，③做法即可 .

（2）极坐标系下二重积分的计算

①当极点在积分区域 D 的外部，即 D：φ1（θ）≤ r≤φ2（θ），α≤θ≤

β，则有


D

f（rcosθ，rsinθ）rdrdθ=∫
β

α
dθ∫

φ2
（θ）

φ1
（θ）

f（rcosθ，rsinθ）rdr .

②当极点在积分区域 D 的边界上，即 D：0≤r≤φ（θ），α≤θ≤β，则有


D

f（rcosθ，rsinθ）rdrdθ=∫
β

α
dθ∫

φ（θ）

0
f（rcosθ，rsinθ）rdr .

③当极点在积分区域 D 的内部，即 D：0≤r≤φ（θ），0≤θ≤2π，则有


D

f（rcosθ，rsinθ）rdrdθ=∫
2π

0
dθ∫

φ（θ）

0
f（rcosθ，rsinθ）rdr .

注 ①判断二重积分是否适宜选择极坐标计算，要从积分区域和

被积函数两方面考虑，当积分区域为圆形域、环形域、扇形域或被积函

数为 f（x2 + y2）或含有因子 x2 + y2 时，采用极坐标系计算二重积分较

为方便 .

②利用极坐标计算二重积分时，要先利用直角坐标与极坐标的关

系将 D 的边界曲线方程化为极坐标方程，再将被积函数与面积元素在

极坐标下表出 .

4 . 应用

（1）曲顶柱体的体积

以平面区域 D 为底，曲面 z = f（x，y）≥0 为曲顶的曲顶柱体的体

积为

V=
D

f（x，y）dσ.
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注 关键是找出曲顶的函数表达式和积分区域 D .

（2）曲面面积

曲面Σ：z = z（x，y）在 xOy 面的投影区域为 D，则曲面Σ 的面积为

A=
D

1 + z
( )x

2

+ z
( )y槡

2

dxdy .

注 关键是由曲面方程的形式来确定被积函数和积分区域 .

（3）平面薄片的重心

已知面密度ρ（x，y）在平面区域 D 上连续，则平面薄片的重心为

珋x =
My

M
=


D

xρ（x，y）dσ


D
ρ（x，y）dσ

， 珋y =
Mx

M
=


D

yρ（x，y）dσ


D
ρ（x，y）dσ

.

（4）转动惯量

平面薄片对 x 轴、y 轴、坐标原点 O 的转动惯量分别为

Ix =
D

y2
ρ（x，y）dσ，Iy =

D

x2
ρ（x，y）dσ，Io =

D

（x2 + y2）ρ（x，y）dσ.

（二）三重积分

1 . 定义

函数 f（x，y，z）在有界闭区域Ω 上有界，若 lim
λ→0∑

n

i = 1

f（ξi ，ηi ，ζi）Δvi

存在，则 f（x，y，z）在Ω 上的三重积分为


Ω

f（x，y，z）dv = lim
λ→0 ∑

n

i = 1

f（ξi ，ηi ，ζi）Δvi .

其中Δvi 表示任意分Ω 为 n 个小闭区域中的第 i 个（i = 1，2，⋯，n）小

闭区域，也表示其体积 .（ξi ，ηi ，ζi）为Δvi 中任意一点，λ为 n 个小闭区

域直径中的最大值 .

注 ①定义中区域Ω 的分割是任意的，（ξi ，ηi ，ζi）的选取也是任

意的 .

②不同坐标系下体积元素的表达式不同 . 三重积分没有直观的几

何意义，但却有着各种不同的物理意义 .
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③当 f（x，y，z）= 1 时，区域Ω 的体积 V=
Ω

dv.

④Ω 的体密度为ρ（x，y，z）时，其质量为 M =
Ω
ρ（x，y，z）dv.

2 . 性质

略（与二重积分类似）.

3 . 计算

基本思想：将三重积分化为三次积分 .

计算三重积分可用直角坐标、柱面坐标或球面坐标三种方法，正确

进行计算的关键是：在不同坐标系下写出围成 Ω 的边界曲面方程，用

该坐标表示出积分区域，而后将被积函数和体积元素相应作代换，确定

不同坐标系下三次积分的积分限和体积元素表示法（见例 18）.

（1）直角坐标系下三重积分的计算

直角坐标系下，体积元素 dv = dxdydz，表达式


Ω

f（x，y，z）dv =
Ω

f（x，y，z）dxdydz.

①投影法 . 若 Ω =｛（x，y，z）| z1（x，y）≤ z≤ z2（x，y），（x，y）∈
D｝，D =｛（x，y）| y1（x）≤y≤y2（x），a≤x≤b｝，则


Ω

f（x，y，z）dxdydz =
D

dxdy∫
z2（x，y）

z1（x，y）
f（x，y，z）dz

=∫
b

a
dx∫

y2
（x）

y1
（x）

dy∫
z2（x，y）

z1（x，y）
f（x，y，z）dz.

注 上式是先对 z、次对 y、后对 x 的三次积分，类似地，上式也可

以化为其他不同次序的三次积分（见例 14）.

②截面法 . 若Ω =｛（x，y，z）|（x，y）∈Dz，h1≤ z≤ h2｝，其中 Dz 是

介于平面 z = h1 ，z = h2 之间的任一平面 z = c（c 为常数）交Ω 所截的

平面区域，则


Ω

f（x，y，z）dxdydz =∫
h2

h1

dz
Dz

f（x，y，z）dxdy .

注 当被积函数缺少某一变量，且平行于某一坐标面（如 xOy 面）
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的截面面积（Dz）容易求出时，可以用截面法，将一个三重积分化为先

计算二重积分，再计算定积分的形式（见例 15）.

（2）柱面坐标系下三重积分的计算

柱面坐标系下，体积元素 dv = rdrdθdz. 若

Ω：

z1（r，θ）≤ z≤ z2（r，θ），

r1（θ）≤ r≤ r2（θ），

α≤θ≤β
{

，

则 
Ω

f（x，y，z）dv =
Ω

f（rcosθ，rsinθ，z）rdrdθdz

=∫
β

a
dθ∫

r2（θ）

r1（θ）
rdr∫

z2（r，θ）

z1（r，θ）
f（rcosθ，rsinθ，z）dz.

注 当Ω 在 xOy 面上的投影区域符合用极坐标计算二重积分的

特点或被积函数为 f（x2 + y2 ，z）形式时，一般用柱面坐标计算较简单 .

（3）球面坐标系下三重积分的计算

球面坐标系下，体积元素 dv = r2 sinφdrdθdφ. 若

Ω：

r1（φ，θ）≤ r≤ r2（φ，θ），

φ1（θ）≤φ≤φ2（θ），

α≤θ≤β
{

，

则 
Ω

f（x，y，z）dv

=
Ω

f（rsinφcosθ，rsinφsinθ，rcosφ）r2 sinφdrdφdθ

=∫
β

α
dθ∫

φ2
（θ）

φ1
（θ）

dφ∫
r2（φ，θ）

r1（φ，θ）
f（rsinφcosθ，rsinφsinθ，rcosφ）r2 sin 2φdr .

注 对于三重积分，若积分区域是球或球的一部分，被积函数是因

子 x2 + y2 + z2 的函数或含该因子，则宜采用球面坐标 .

总结 ①一般对三重积分积分区域的考虑，从围成积分区域的曲

面来分析更清楚 . 球面与抛物面、球面与锥面围成的区域都是球的一部

分，但前者采用柱坐标较好，后者一般采用球坐标 . 若积分区域是长方

体或四面体时，采用直角坐标计算较简便 .
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②利用柱面坐标或球面坐标计算三重积分时，先将积分区域的边

界曲面方程化为相应坐标系下的形式，用该坐标表示出积分区域，再将

积分变量 x，y，z 及体积元素 dv 用相应坐标系下的形式去替代（见例

16、例 17）.

4 . 应用

可用来计算空间薄板的重心、转动惯量、对质点的引力等，与二重

积分类似 .

（三）具有对称性质的重积分的计算

①如果积分区域 D 关于 y 轴对称，D1 =｛（x，y）|（x，y）∈D，x≥
0｝，则


D

f（x，y）dσ=
0， f（- x，y）= - f（x，y），

2
D1

f（x，y）dσ， f（- x，y）= f（x，y）
{

.

②如果积分区域 D 关于 x 轴对称，D1 =｛（x，y）|（x，y）∈D，y≥
0｝，则


D

f（x，y）dσ=
0， f（x，- y）= - f（x，y），

2
D1

f（x，y）dσ， f（x，- y）= f（x，y）
{

.

③如果积分区域 D 关于坐标原点 O 对称，D1 =｛（x，y）|（x，y）∈
D，x≥0｝，则


D

f（x，y）dσ=
0， f（- x，- y）= - f（x，y），

2
D1

f（x，y）dσ， f（- x，- y）= f（x，y）
{

.

④如果积分区域 D 关于直线 y = x 对称，则


D

f（x，y）dσ=
D

f（y，x）dσ.

⑤如果积分区域Ω 关于 xOy 面对称，Ω1 =｛（x，y，z）|（x，y，z）∈
Ω，z≥0｝，则
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Ω

f（x，y，z）dv =
0， f（x，y，z）= - f（x，y，- z），

2
Ω1

f（x，y，z）dv， f（x，y，z）= f（x，y，- z）
{

.

注 ①利用重积分的对称性时，被积函数与积分区域要同时考虑

（见例 11）.

②关于三重积分，类似可推导出 Ω 关于 yOz，zOx 面对称的结论

（见例 20）.

三、解题研究

（一）直角坐标下计算二重积分

关键是根据被积函数与积分区域的特性选积分次序 .

例 1 设 I1 =
D

ln（x + y）dσ，I2 =
D

ln2（x + y）dσ，其中 D 是三角形

闭区域，三顶点分别为（1，0），（1，1），（2，0），判断 I1 与 I2 的大小关系 .

分析 本题考查二重积分的性质④ .

解 三角形斜边方程为 x + y = 2，在 D 内有 1≤ x + y≤2 < e，故

0≤ln（x + y）≤1，于是 ln（x + y）>［ln（x + y）］2 ，因此


D

ln（x + y）dσ>
D

［ln（x + y）］2 dσ.

例 2 利用二重积分的性质⑤，估计积分 I =
D

（x2 + 4y2 + 9）dσ的

值，其中 D 是圆形区域：x2 + y2≤4 .

解法 1 首先求 f（x，y）= x2 + 4y2 + 9 在 D 上的最小值 m 和最大

值 M.

由于f
x

= 2x，f
y

= 8y，令f
x

= 0，f
y

= 0 得驻点（0，0），f（0，0）= 9.

在 D 的边界 x2 + y2 = 4 上，

f（x，y）= x2 + 4y2 + 9 = 4 - y2 + 4y2 + 9 = 13 + 3y2 .

由 0≤y2≤4，有 13≤ f（x，y）≤25 .
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所以 M = max｛9，13，25｝= 25，m = min｛9，13，25｝= 9，

9≤ f（x，y）≤25，9σ≤
D

（x2 + y2 + 9）dσ≤25σ.

又σ= 4π，故 36π≤ I≤100π.

解法 2 由积分中值定理知，在 D 上至少存在（ξ，η）∈D，使

I =
D

（x2 + 4y2 + 9）dσ=（ξ
2 + 4η

2 + 9）σ.

其中σ= 4π，且ξ
2 +η

2≤4（因 D：x2 + y2≤4）.

因为 9≤ξ
2 + 4η

2 + 9≤4（ξ
2 +η

2）+ 9.

所以 9≤ξ
2 + 4η

2 + 9≤16 + 9 = 25.

故 36π≤ I≤100π.

例 3 计算
D

（x - 1）ydxdy，D 由 y =（x - 1）2 、y = 1 - x、y = 1 所围

成 .

分析 把抛物线 y =（x - 1）2 、直线 y = 1 - x 与 y = 1 画出后，可见

它们所围成的区域即为图 9 .1 中的阴影部分 .

图 9.1

解 由图 9 .1 知积分区域 D：0≤y≤1，1 - y≤x≤1 +槡y为 Y-型区

域 . 故将原积分化为先对 x 后对 y 的二次积分比较方便，于是

原式 =∫
1

0
dy∫

1 +槡y

1 - y
（x - 1）ydx =

1
2∫

1

0
（y2 - y3）dy =

1
24

.
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例 4 计算
D

x2

y2 dxdy，区域 D 由 xy = 2、y = 1 + x2 、x = 2 所围成 .

图 9.2

分析 如图 9 . 2 所示，积分区域 D 画好

后就可定限，定限前要结合积分区域和被积

函数来考虑，看二次积分中先对哪个变量积

分更容易些 . 从积分区域看，先对 y 积分较方

便，如果先对 x 积分要把 D 分成两部分，就要

计算两个二次积分 .

解 由于积分区域 D：
2
x ≤ y≤1 + x2 ，

1≤x≤2 为 X-型区域，故将原积分化为先对

y 后对 x 的二次积分比较方便，于是

原式 =∫
2

1
dx∫

1 + x
2

2
x

x2

y2 dy =
7
8

+ arctan 2 - π
4

.

例 5 变更 I =∫
2π

0
dx∫

sin x

0
f（x，y）dy 的积分次序 .

错解 I =∫
0

- 1
dy∫

2π- arcsin y

π+ arcsin y
f（x，y）dx +∫

1

0
dy∫

π- arcsin y

arcsin y
f（x，y）dx .

错因分析 问题发生在 I1 =∫
0

- 1
dy∫

2π- arcsin y

π+ arcsin y
f（x，y）dx 上，在 I1 的

积分区域（图 9 .3）上，由于 y 取负值，即 - 1≤y≤0，因而 arcsin y≤0 . 于

是

图 9.3

L1 ：x =π- arcsin y， L2 ：x = 2π+ arcsin y .
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正确解法 I =∫
0

- 1
dy∫

2π+ arcsin y

π- arcsin y
f（x，y）dx +∫

1

0
dy∫

π- arcsin y

arcsin y
f（x，y）dx .

注 二重积分交换积分次序时首先要找到二重积分的积分区域

D，从而确定换序后的二次积分的上、下限 . 先对哪个变量积分就画一

条平行于该轴的直线（此直线的方向与该轴的正向一致），穿入曲线是

下限，穿出曲线是上限 .

例 6 计算二次积分∫
1

0
dy∫

槡y

y

sin x
x

dx .

分析 若先对 x 积分，由于
sin x

x
的原函数不能用初等函数表示，

所以二次积分∫
1

0
dy∫

槡y

y

sin x
x

dx 直接求不出来，必须要换序 .

解 先将二次积分∫
1

0
dy∫

槡y

y

sin x
x

dx 变回到重积分，找到积分区域

D；然后再化成换序后的二次积分 .

由于积分区域 D：0≤x≤1，x2≤y≤x，于是

∫
1

0
dy∫

槡y

y

sin x
x

dx =
D

sin x
x

dxdy =∫
1

0

sin x
x

dx∫
x

x
2
dy

=∫
1

0

sin x
x

（x - x2）dx

=∫
1

0
sin xdx -∫

1

0
xsin xdx

= - cos x
1

0
+［xcos x

1

0
- sin x

1

0
］

= 1 - sin 1 .

注 选用积分次序时要注意被积函数易积，同时要注意积分区域

的形状 .

例 7 求 I =
D

| y - x2 | dσ，其中 D：- 1≤x≤1，0≤y≤2 .

解 曲线 y = x2 把区域 D 分为 D1 和 D2 ，如图 9 .4 所示，其中 D1 ：

- 1≤x≤1，0≤y≤x2 ；D2 ：- 1≤x≤1，x2≤y≤2 .
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图 9.4

I =
D

| y - x2 | dσ=
D1

（x2 - y）dσ+
D2

（y - x2）dσ

=∫
1

- 1
dx∫

x
2

0
（x2 - y）dy +∫

1

- 1
dx∫

2

x
2
（y - x2）dy = 3

1
15

.

注 由于被积函数有绝对值，故需要用性质② .

例 8 求锥面 z = x2 + y槡 2 被柱面 z2 = 2x 所割下部分的曲面 S 的

面积 A.

分析 本题的立体图形不好画，但曲面的投影区域恰是两曲面的

交线 C 的投影曲线围成的区域 .

解 曲面 S：z = x2 + y槡 2 ，z
x

=
x

x2 + y槡 2
，z
y

=
y

x2 + y槡 2
，

1 + z
( )x

2

+ z
( )y槡

2

= 1 +
x2

x2 + y2 +
y2

x2 + y槡 2 槡= 2 .

交线 C：
z = x2 + y槡 2 ，

z2 = 2
{

x
的投影柱面为 x2 + y2 = 2x，故在 xOy 面的

投影曲线为
x2 + y2 = 2x，

z = 0{ ，
所以曲面 S 在 xOy 面上的投影区域 D 为 x2

+ y2≤2x .

因此，A=
D

1 + z
( )x

2

+ z
( )y槡

2

dxdy =
D

槡2dxdy 槡= 2π.
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注 求解此类问题的关键是找出所求曲面方程和投影区域 .

例 9 求两个底圆半径都等于 R 的直交圆柱面所围成的立体的体

积 .

解 设这两个圆柱面的方程分别为

x2 + y2 = R2 ， x2 + z2 = R2 ，

利用立体关于坐标平面的对称性，只要算出它在第一卦限部分的体积

V1 ，然后再乘以 8 即可 .

第一卦限部分是以 D =｛（x，y）| 0≤ y≤ R2 - x槡 2 ，0≤ x≤R｝为

底，以 z = R2 - x槡 2 为顶的曲顶柱体 . 于是

V = 8
D

R2 - x槡 2 dσ= 8∫
R

0
dx∫

R
2

- x槡 2

0
R2 - x槡 2 dy

= 8∫
R

0
［ R2 - x槡 2 y］ R

2
- x槡 2

0 dx

= 8∫
R

0
（R2 - x2）dx =

16
3

R3 .

注 求解这类题目的关键是找出曲顶所对应的函数表达式和积分

区域 D（即立体在坐标面上的投影）.

（二）利用极坐标计算二重积分


D

f（x，y）dσ=
D

f（rcosθ，rsinθ）rdrdθ.

例 10 计算
D

（x + y）dxdy 且 D 为 x2 + y2≤x + y 的内部 .

分析 积分区域为图 9 .5 所示的圆域 .

解法 1 采用极坐标，利用
x = rcosθ，

y = rsinθ{ ，
区域 D 的边界化为

- π
4 ≤θ≤

3π
4

，

0≤ r≤cosθ+ sinθ
{

，

所以 原式 =∫
3
4π

- π
4

（cosθ+ sinθ）dθ∫
cosθ+ sinθ

0
r2 dr = π

2
.
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图 9.5

解法 2 采用广义极坐标，利用

x =
1
2

+ rcosθ，

y =
1
2

+ rsinθ
{ ，

区域 D 的边界化

为

0≤θ≤2π，

0≤ r≤
1

槡2
{ ，

所以 原式 =∫
2π

0
dθ∫

1
槡2

0
（1 + rcosθ+ rsinθ）rdr = π

2
.

解法 3 利用重心公式，令面密度ρ（x，y）= 1，则匀质薄片 D 的重

心为
1
2

，( )1
2

，又因为 A=
D

dσ=πr2 = π
2

，所以

原式 =
D

xdσ+
D

ydσ=珋xA+珋yA= π
2

.

例 11 计算 I = 
x
2

+ y
2
≤a

2

（x2 - 2x + 3y + 2）dσ（利用对称性）.

解 因为积分区域关于原点对称，且被积函数中 f1（x，y）= - 2x

+ 3y 为 x，y 的奇函数，故


x
2

+ y
2
≤a

2

（- 2x + 3y）dσ= 0.
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而 
x
2

+ y
2
≤a

2

x2 dσ = 
x
2

+ y
2
≤a

2

y2 dσ=
1
2 

x
2

+ y
2
≤a

2

（x2 + y2）dσ

=
1
2∫

2π

0
dθ∫

a

0
r3 dr =πa4

4
，

又因为 
x
2

+ y
2
≤a

2

2dσ= 2πa2 ，

所以 I =πa4

4
+ 2πa2 .

例 12 计算
D

xdσ，其中 D 由不等式 x≤y≤ 2x - x槡 2 确定 .

图 9.6

分析 如图 9 .6 所示，积分区域

D 是由直线 y = x 和圆 y = 2x - x槡 2

所围成，且位于直线之上、圆之内，

即图中的阴影部分 . 分析被积函数

和积分区域知，转换成极坐标系下

的二次积分计算比较简单 .

解 因为θ∈ π
4

，π( )2
，从极点

出发的射线均从极点进入 D 而从 r

= 2cosθ 穿出，所以积分区域 D 的

极坐标表示是：π
4 ≤θ≤π

2
，0≤ r≤2cosθ.

原式 =∫
π
2

π
4

dθ∫
2cosθ

0
r2 cosθdr =

8
3∫

π
2

π
4

cos4θdθ= π
4

-
2
3

.

例 13 计算
D

（x2 + y2）dσ，D 为由不等式 2x - x槡 2 ≤ y≤ 4 - x槡 2

所确定的域 .

分析 本题的积分区域用不等式给出 . 注意：在不等式中取等号所

得曲 线 是 两 个 半 圆，如 图 9 . 7 所 示，但 它 围 不 成 域，不 过 由 0 ≤

2x - x槡 2≤y 易知 y≥0，那么图中第二象限部分的圆扇形是不是积分

572第九章 重积分



区域的一部分？不是，因为要使给出的式子 4 - x槡 2 及 2x - x槡 2 有意

义，必须限制变量 x∈［0，2］，因此积分区域 D 只能在 x = 0 和 x = 2 两

平行线之间 . 所以 D 为图中阴影部分 .

确定了积分区域后，再由被积函数和积分区域的特点知，本题转换

为极坐标系下的二次积分计算比较简便 .

图 9.7

解 因为积分区域 D 的极坐标表示是：0≤θ≤π
2

，2cosθ≤ r≤2，

故 原式 =∫
π
2

0
dθ∫

2

2cosθ
r3 dr = 4∫

π
2

0
（1 - cos4θ）dθ=

5
4π.

（三）三重积分的计算

例 14 计算
Ω

y 1 - x槡 2 dxdydz，其中Ω 为 y = - 1 - x2 - z槡 2 ，x2

+ z2 = 1，y = 1 围成的闭区域 .

分析 根据被积函数积分区域Ω 在 xOy 面上的投影区域为 D 的

特点，选用投影法将三重积分化为三次积分 .

解 因为Ω =｛（x，y，z）|（x，z）∈Dy ，- 1 - x2 - z槡 2 ≤ y≤1｝，且

Dy ：x2 + z2≤1 . 所以

原式 =
Dy

dzdx∫
1

- 1 - x
2

- z槡 2
y 1 - x槡 2 dy

=∫
1

- 1
dx∫

1 - x槡 2

- 1 - x槡 2
dz∫

1

- 1 - x
2

- z槡 2
y 1 - x槡 2 dy
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=∫
1

- 1
1 - x槡 2 dx∫

1 - x槡 2

- 1 - x槡 2

1
2
（x2 + z2）dz

=
1
3∫

1

0
（1 + x2 - 2x4）dx =

14
45

.

例 15 计算
Ω

z2 dxdydz，其中Ω 是由锥面 z = x2 + y槡 2 和平面 z

= 1，z = 2 所围成的闭区域 .

分析 由于被积函数的特点，且截面 Dz 是圆域，故采用截面法较

简单 .

解 因为Ω =｛（x，y，z）|（x，y）∈Dz，1≤ z≤2｝，且 Dz：x2 + y2≤
z2 . 所以

原式 =∫
2

1
z2 dz

Dz

dxdy =∫
2

1
πz4 dz =π

z5

5

2

1
=

31
5π.

例 16 计算
Ω

（x2 + y2）dxdydz，其中积分区域Ω 由旋转抛物面 z

= x2 + y2 与平面 z = 1 所围成 .

分析 根据被积函数及Ω 在 xOy 面的投影区域的特点，选柱面坐

标 .

解 在 z 的变化区间 0≤ z≤1 上，对任意 z∈［0，1］，过该点作平行

于 xOy 坐标面的平面且与区域Ω 相截，得截面为圆域：x2 + y2≤ z. 它

在 xOy 面上的投影区域为 D：x2 + y2≤ z，其边界圆周的极坐标方程为

r =槡z . 因此可得

原式 =
Ω

r2 drdθdz =∫
1

0
［

D

r3 drdθ］dz =∫
1

0
dz∫

2π

0
dθ∫

槡z

0
r3 dr

= 2π∫
1

0

r4[ ]4

槡z

0
dz = π

2∫
1

0
z2 dz = π

6
.

注 用柱面坐标时要注意的特点：一般被积函数或积分区域含有

两项平方和的形式 .

例 17 计算三重积分
Ω

（x2 + y2 + z2）dxdydz，Ω：x2 + y2 + z2 ≤
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R2 .

错解 原式 =
Ω

R2 dxdydz = R2
Ω

dxdydz =
4
3πR5 .

错因分析 由定义知，上述求解过程的错很明显 . 被积函数 f（x，

y，z）= x2 + y2 + z2 是在Ω 上有定义，而不是在球面上定义的 . 仅当点

（x，y，z）在球面上时，才有 x2 + y2 + z2 = R2 .

正确解法 采用球坐标计算，有


Ω

（x2 + y2 + z2）dxdydz =∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

R

0
r4 sinφdr =

4π
5

R5 .

例 18 求 I =
Ω

xyzdv，其中Ω 是由 z = 1 - x2 - y槡 2 和三个坐标面

在第一卦限内所围成的空间闭区域 .

解法 1 用直角坐标 . 积分区域 Ω 由不等式 0≤ x≤1，0≤ y≤

1 - x槡 2 ，0≤ z≤ 1 - x2 - y槡 2 给出，有

I =∫
1

0
xdx∫

1 - x槡 2

0
ydy∫

1 - x
2

- y槡 2

0
zdz

=
1
2∫

1

0
xdx∫

1 - x槡 2

0
y（1 - x2 - y2）dy

=
1
8∫

1

0
x（1 - x2）2 dx =

1
48

.

解法 2 用柱面坐标 . 积分区域Ω 由不等式 0≤θ≤π
2

，0≤ r≤1，

0≤ z≤ 1 - r槡 2 给出，有

I =∫
π
2

0
dθ∫

1

0
rdr∫

1 - r槡 2

0
zr2 sinθcosθdz

=∫
π
2

0
sinθcosθdθ∫

1

0
r3 dr∫

1 - r槡 2

0
zdz

=
1
2∫

π
2

0
sin 2θdθ∫

1

0
r3 1 - r2

2
dr
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=
1
8∫

π
2

0
sin 2θd（2θ）∫

1

0
（r3 - r5）dr =

1
48

.

解法 3 用球面坐标 . 积分区域Ω 由不等式 0≤θ≤π
2

，0≤φ≤π
2

，

0≤ r≤1 给出，有

I =∫
π
2

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

1

0
rsinφcosθ·rsinφsinθ·rcosφr2 sinφdr

=∫
π
2

0
sinθcosθdθ∫

π
2

0
sin3

φcosφdφ∫
1

0
r5 dr

=
1
2
［sin2θ］

π
2
0 ·

1
4
［sin4

φ］
π
2
0 ·

1
6

=
1
48

.

（四）杂例及应用

例 19 将 I =∫
1

0
dx∫

1 - x

0
dy∫

x + y

0
fdz 换为先对 y、次对 x、后对 z 的三

次积分 .

分析 先将二次积分∫
1 - x

0
dy∫

x + y

0
fdz 换序，变为先对 y、后对 z 的

二次积分，再对先对 z、后对 x 的二次积分换序，变为先对 x、后对 z 的

二次积分 .

图 9.8

解 因为∫
1 - x

0
dy∫

x + y

0
fdz 的积分区域 Dyz = D1 + D2 ，如图 9 . 8 所

示 . 所以

972第九章 重积分



∫
1- x

0
dy∫

x + y

0
fdz =

D1

fdydz +
D2

fdydz =∫
1

x
dz∫

1- x

z - x
fdy +∫

x

0
dz∫

1- x

0
fdy，

则 I =∫
1

0
dx∫

1 - x

0
dy∫

x + y

0
fdz

先换序

=∫
1

0
dx∫

1

x
dz∫

1 - x

z - x
fdy +∫

x

0
dz∫

1 - x

0
fd[ ]y

=∫
1

0
dx∫

1

x
dz

再换序
∫

1 - x

z - x
fdy +∫

1

0
dx∫

x

0
dz

再换序
∫

1 - x

0
fdy .

∫
1

0
dx∫

x

0
dz 的积分区域如图 9 .9 中 D3 所示，故

∫
1

0
dx∫

x

0
dz =∫

1

0
dz∫

1

z
dx .

∫
1

0
dx∫

1

x
dz 的积分区域如图 9 .10 中 D4 所示，故

∫
1

0
dx∫

1

x
dz =∫

1

0
dz∫

z

0
dx .

图 9.9
图 9.10

所以 原式 =∫
1

0
dz∫

z

0
dx∫

1 - x

z - x
fdy +∫

1

0
dz∫

1

z
dx∫

1 - z

0
fdy .

注 求解三重积分换序问题的方法有二：①一般，画出积分区域

Ω 的立体图形后，可根据积分次序的要求直接计算；②当积分区域Ω
的立体图形画不出时，可从右向左连续对两个二重积分换序（如本题）.

例 20 有一半径为 R 的球体，P0 是球面上的一个定点，球体上任

一点的密度与该点到 P0 距离的平方成正比（比例常数 k > 0），求球体
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的重心位置 .

解法 1 设所考虑的球体为Ω，以Ω 的球心为原点 O，射线 OP0

为正 x 轴建立直角坐标系，则点 P0 的坐标为（R，0，0），球面方程为 x2

+ y2 + z2 = R2 . 设Ω 的重心位置为（珋x，珋y，珋z），由三重积分的对称性得

珋y = 0，珋z = 0，

珋x =


Ω

xk［（x - R）2 + y2 + z2 ］dv


Ω

k［（x - R）2 + y2 + z2 ］dv
，

而 
Ω

［（x - R）2 + y2 + z2 ］dv =
Ω

（x2 + y2 + z2）dv +
Ω

R2 dv

= 8∫
π
2

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

R

0
r2·r2 sinφdr +

4
3πR5

=
32
15πR5 ，


Ω

x［（x - R）2 + y2 + z2 ］dv = - 2R
Ω

x2 dv

= -
2
3

R
Ω

（x2 + y2 + z2）dv

= -
8
15πR6 .

所以 珋x = - R /4 .

因此球体Ω 的重心位置为 -
R
4

，0，( )0 .

解法 2 设所考虑的球体为Ω，球心为珟Q，以定点 P0 为原点，射线

P0
珟Q 为正 z 轴建立直角坐标系，则球面方程为 x2 + y2 + z2 = 2Rz. 设Ω

的重心位置为（珋x，珋y，珋z），由三重积分的对称性得

珋x = 0，珋y = 0，

珋z =


Ω

kz（x2 + y2 + z2）dv


Ω

k（x2 + y2 + z2）dv
.
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而 
Ω

（x2 + y2 + z2）dv = 4∫
π
2

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

2Rcosφ

0
r4 sinφdr =

32
15πR5 .


Ω

z（x2 + y2 + z2）dv = 4∫
π
2

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

2Rcosφ

0
r5 sinφcosφdr

=
64
3πR6∫

π
2

0
cos7

φsinφdφ=
8
3πR6 .

所以 珋z =
5
4

R .

因此球体Ω 的重心位置为 0，0，
5
4( )R .

例 21 设半径为 R 的球面Σ 的球心在定球面 x2 + y2 + z2 = a2（a

> 0）上，问当 R 取何值时，Σ 在定球面内部的那部分Σ1 的面积最大？

解 设Σ 的方程为 x2 + y2 +（z - a）2 = R2 ，从而两球面的交线为

x2 + y2 =
R2

4a2（4a2 - R2），

z =
2a2 - R2

2a
{

，

于是Σ1 的方程为 z = a - R2 - x2 - y槡 2 ，Σ1 在 xOy 面上的投影为

D：x2 + y2≤
R2

4a2（4a2 - R2）.

Σ1 的面积为

S（R）=
D

1 + z2
x + z2槡 y dxdy =

D

R

R2 - x2 - y槡 2
dxdy

=∫
2π

0
dθ∫

R
2a 4a

2
- R槡 2

0

Rr

R2 - r槡 2
dr = 2πR2 - πR3

a
.

因为 S'（R）= 4πR -
3π
a

R2 ，故得驻点 R1 = 0，R2 =
4
3

a .

又 S"（R）= 4π-
6π
a

R，故 S"（R2）= - 4π< 0.

所以，当 R =
3
4

a 时，Σ1 的面积最大 .
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例 22 设函数 f（x）连续，且 f（0）= a，若 F（t）=
Ω

［z + f（x2 + y2

+ z2）］dv，其中Ω： x2 + y槡 2≤ z≤ t2 - x2 - y槡 2 ，求lim
t→0

F（t）
t3 .

解 先将三重积分化为 t 的函数，用球面坐标得

F（t）=∫
2π

0
dθ∫

π
4

0
sinφdφ∫

t

0
［rcosφ+ f（r2）］r2 dr

= 2π
t4

16
+ 1 - 槡2( )2∫

t

0
r2 f（r2）d[ ]r ，

所以 lim
t→0

F（t）
t3 = lim

t→0

2π
t3

t4

16
+ 1 - 槡2( )2∫

t

0
r2 f（r2）d[ ]r

= lim
t→0

π（ 槡2 - 2）∫
t

0
r2 f（r2）dr

t3

=π（ 槡2 - 2）lim
t→0

t2 f（t2）

3t2

=π（ 槡2 - 2）lim
t→0

f（t2）
3

= 槡2 - 2
3 πa .

四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 . 设 I1 =
D

（x + y）2 dσ，I2 =
D

（x + y）3 dσ，D 由 x 轴、y 轴与直线 x

+ y = 1 围成，则 I1 与 I2 的大小关系是 .

2 . 设 D 由 y = x，x = 2 及 y =
1
x

围成，则积分
D

f（x，y）dσ化为先 y

后 x 的二次积分是 .
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3 . 将积分∫
1

0
dx∫

1 - x槡 2

- x
f（x，y）dy 表示为极坐标形式的二次积分是

.

4 .设Ω 为由曲面 z = x2 + y2 与平面 z = 1 所围成的闭区域，则


Ω

f（x，y，z）dxdydz 化为三次积分为

.

二、选择题

1 .设 I =
D

sin2 xsin2 ydσ，其中 D：0≤ x≤π，0≤ y≤π，则 I 的估值

是（ ）.

（A）1≤ I≤π （B）0≤ I≤π2 （C）0≤ I≤π （D）2≤ I≤2π2

2 . 积分 
x
2

+ y
2
≤x

f
y( )x

dxdy 可表示成定积分（ ）.

（A）2π∫
a

0
f（r）dr （B）∫

2π

0
cos2θf（tanθ）dθ

（C）
1
2∫

π
2

- π
2

cos2θf（tanθ）dθ （D）2∫
π
2

0
cos2θf（tanθ）dθ

3 . I =∫
1

0
dy∫

2y

0
f（x，y）dx +∫

3

1
dy∫

3 - y

0
f（x，y）dx，则交换积分次序后

得（ ）.

（A）∫
2

0
dx∫

3 - y

y
2

f（x，y）dy （B）∫
2

0
dx∫

3 - x

x
2

f（x，y）dy

（C）∫
1

0
dx∫

3 - x

x
2

f（x，y）dy （D）∫
2

0
dx∫

x
2

3 - x
f（x，y）dy

三、计算题

1 . 计算 I =
D

（x2 + y2 - x）dσ，D 为由 y = 2，y = x 及 y = 2x 所围成

的闭区域 .

2 . 计算∫
4

1
dy∫

2

槡y

ln x
x2 - 1

dx .
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3 . 计算 I = 
4≤x

2
+ y

2
≤9

e - （x
2

+ y
2
）dxdy .

4 . 计算
Ω

zdxdydz，其中Ω 是由柱面 y2 + z2 = 1，平面 y = x，z = 0

及 x = 0 所围成的在第一卦限内的闭区域 .

5 . 计算 I =
Ω

（x2 + y2）dv，Ω 由 z = x2 + y槡 2 及平面 z = 1 围成 .

习题（B）

1 . 计算
D

xydσ，其中区域 D 是由抛物线 y = x2 - 1 及直线 y = 1 - x

所围成的区域 .

2 . 计算
D

ex + y dσ，其中 D 是由 | x | + | y |≤1 所确定的区域 .

3 . 计算
D

| sin（x + y）| dxdy，其中 D 为正方形区域：0≤ x≤π，0≤ y

≤π.

4 . 更换积分次序：

（1）∫
2

1
dx∫

x

1
x

f（x，y）dy； （2）∫
π

0
dx∫

sin x

- sin x
2

f（x，y）dy .

5 . 计算由平面 x + y + z = 6，x = 0，y = 0 及 x + 2y = 4 所围成的立

体的体积 .

6 . 用二重积分求曲线（x2 + y2）2 = 9（x2 - y2）所围区域的面积 .

7 .球体 x2 + y2 + z2≤R2 与 x2 + y2 + z2≤2Rz 的公共部分为一立

体，求该立体的体积 .

8 . 计算三重积分
Ω

zdxdydz，其中Ω 为由圆锥面 z = x2 + y槡 2 及平

面 z = 1 所围成的区域 .

9 . 分 别 用 柱 面 坐 标、球 面 坐 标 和 直 角 坐 标 计 算 三 重 积 分 I =


Ω

x2 zdv，其中Ω 由球面 x2 + y2 + z2 = 2 及圆锥面 z = x2 + y槡 2 所围成
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（含 z 轴部分）.

10 . 求球面 x2 + y2 + z2 = a2 含在圆柱面 x2 + y2 = ax 内的那部分

面积（a > 0）.

习题（A）答案

一、填空题

1 . I1≥ I2 . 2 .∫
2

1
dx∫

x

1
x

f（x，y）dy .

3 .∫
π
2

0
dθ∫

1

1
cosθ+ sinθ

f（rcosθ，rsinθ）rdr .

4 .∫
1

- 1
dx∫

1 - x槡 2

- 1 - x槡 2
dy∫

1

x
2

+ y
2

f（x，y，z）dz.

二、选择题

1 . B. 2 . C. 3 . B.

三、计算题

1 .
13
6

. 2 .2ln 2 - 1 . 3 .π（e - 4 - e - 9）. 4 .
1
8

. 5 .π
10

.

习题（B）答案

1 . -
27
8

. 2 . e -
1
e

.

3 .2π. 提示：利用积分区域的可加性，去掉被积函数的绝对值符号 .

4 . 更换积分次序：

（1）∫
1

1
2

dy∫
2

1
y

f（x，y）dx +∫
2

1
dy∫

2

y
f（x，y）dx；

（2）∫
1

0
dy∫

arcsin y

π- arcsin y
f（x，y）dx +∫

0

- 1
dy∫

π

- 2arcsin y
f（x，y）dx .

5 .
64
3

. 6 .9 . 7 .
5
12πR3 . 8 .π

4
. 9 .π

12
. 10 .2a2（π- 2）.
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第十章 曲线积分与曲面积分

一、本章知识的作用与意义

本章将把积分概念推广到积分范围为具有有限长度的一段曲线弧

或具有有限面积的一片曲面的情形 . 曲线积分与曲面积分是积分学的

重要组成部分 . 对弧长的曲线积分与对面积的曲面积分是定积分和二

重积分的直接推广，因而有类似的作用，对坐标的曲线积分和曲面积分

有明显的物理背景，它们在高等数学中占有很重要的地位，对解决几何

问题和物理中的应用问题都起着相当重要的作用 . 在计算上，将平面或

空间曲线积分化成定积分的计算；将空间曲面积分化成投影区域上的

二重积分的计算 . 在理论上，建立了平面闭曲线上对坐标的曲线积分与

该闭曲线围成的闭区域上的二重积分的关系；建立了闭曲面上对坐标

的曲面积分与闭曲面围成的空间闭区域上的三重积分的关系 . 从而，对

掌握高等数学的思想方法有很重要的实际意义 .

二、知识要点及思想方法

（一）曲线积分

1 . 对弧长的曲线积分与对坐标的曲线积分概念的区别

对弧长的曲线积分：∫L
f（x，y）ds = lim

λ→0 ∑
n

i = 1

f（ξi ，ηi）Δsi . （1）

对坐标的曲线积分：∫L
P（x，y）dx = lim

λ→0 ∑
n

i = 1

P（ξi ，ηi）Δxi ，

∫L
Q（x，y）dy = lim

λ→0 ∑
n

i = 1

Q（ξi ，ηi）Δyi . （2）
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定义中的共同点：与定积分、重积分定义相似，都有“分割、相乘、求

和、取极限”的四个步骤 .

不同点：对弧长的曲线积分的积分和式的每一项都是被积函数

f（x，y）在小弧段上某一点（ξi ，ηi）处的值 f（ξi ，ηi）与该小弧段长Δsi

的乘积，而弧长总是正的，与曲线的方向没有关系 . 对坐标的曲线积分

的积分和式的每一项都是被积函数 P（x，y），Q（x，y）在小弧段上某点

（ξi ，ηi）处的值 P（ξi ，ηi），Q（ξi ，ηi）分别与Δxi ，Δyi 的乘积，而Δxi ，

Δyi 分别是有向弧段（或说向量）Mi - 1 M→i 在 x 轴，y 轴上的投影 . 向量的

投影不仅取决于向量的模，而且也取决于向量与坐标轴正向夹角的余

弦，起点和终点相反的两个向量在坐标轴上的投影相反，与曲线弧的方

向有关 .

注 ①对弧长的曲线积分与曲线的方向无关，而对坐标的曲线积

分与曲线的方向有关，即 - L 是与 L 相反的曲线弧，则有

∫L
f（x，y）ds =∫- L

f（x，y）ds，

∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy = -∫- L

P（x，y）dx + Q（x，y）dy .

②以上两种概念都可推广到空间曲线上 .

2 . 两类曲线积分的计算方法

（1）对弧长的曲线积分∫L
f（x，y）ds

①曲线 L 的方程由参数方程给出，L：
x =φ（t），

y =ψ（t{ ），
α≤ t≤β，则

∫L
f（x，y）ds =∫

β

α
f［φ（t），ψ（t）］ φ' 2（t）+ψ' 2（t槡 ）dt .

②曲线 L 的方程由直角坐标方程给出，L：y =ψ（x），a≤x≤b，

则 ∫L
f（x，y）ds =∫

b

a
f［x，ψ（x）］ 1 +ψ' 2（x槡 ）dx .

同理，若 L：x =φ（y）（c≤y≤d），则

∫L
f（x，y）ds =∫

d

c
f［φ（y），y］ 1 +φ' 2（y槡 ）dy .
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③曲线 L 的方程由极坐标方程给出，L：r = r（θ），α≤θ≤β，则

∫L
f（x，y）ds =∫

β

α
f［r（θ）cosθ，r（θ）sinθ］ r2（θ）+ r' 2（θ槡 ）dθ.

注 该公式利用了极坐标与直角坐标的关系，将 L 的方程化为参

数方程的情形，θ看作参数 .

④对空间曲线积分∫Γ
f（x，y，z）ds，若Γ 的参数方程为 x =φ（t），y

=ψ（t），z =ω（t）（α≤ t≤β），则

∫Γ
f（x，y，z）ds =∫

β

α
f［φ（t），ψ（t），ω（t）］ φ' 2（t）+ψ' 2（t）+ω' 2（t槡 ）dt .

（2）对坐标的曲线积分∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy

①曲线 L 由参数方程
x =φ（t），

y =ψ（t{ ）
给出时，当参数 t 单调地从α 变

到β时，点 M（x，y）由 L 的起点 A 沿 L 移动到终点 B，则

∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy

=∫
β

α
｛P［φ（t），ψ（t）］φ'（t）+ Q［φ（t），ψ（t）］ψ'（t）｝dt .

②曲线 L 由直角坐标方程 y =ψ（x）给出时，则

∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy =∫

b

a
｛P［x，ψ（x）］+ Q［x，ψ（x）］｝dx

其中下限 a 对应于 L 的起点，上限 b 对应于 L 的终点 .

③曲线 L 由极坐标方程给出时，利用极坐标与直角坐标的关系，

将 L 的方程化为参数方程情形来处理，一般用得较少 .

④空间曲线Γ 由参数方程 x =φ（t），y =ψ（t），z =ω（t）给出时，

α，β分别是对应于Γ 的起点与终点的参数值，则

∫Γ
P（x，y，z）dx + Q（x，y，z）dy + R（x，y，z）dz

=∫
β

α
｛P［φ（t），ψ（t），ω（t）］φ'（t）+ Q［φ（t），ψ（t），ω（t）］ψ'（t）+

R［φ（t），ψ（t），ω（t）］ω'（t）｝dt .

注 ①两类曲线积分的共同点是都化为定积分计算，当积分曲线

982第十章 曲线积分与曲面积分



L 由参数方程 x = x（t），y = y（t）给出时，被积函数 f（x，y）或 P（x，y）、

Q（x，y）定义在 L 上，故 x，y 实质上是 t 的函数，且弧微分 ds 及 dx，dy

都可以用 t，dt 表示，故最终都化为积分变量为 t 的定积分 .

②对弧长的曲线积分中，积分下限必须小于积分上限 . 对坐标的曲

线积分中，积分下限不一定小于积分上限，分别对应于 L 的起点与终

点 .

③计算公式中用了从一般到特殊的思想方法 .

3 . 两类曲线积分的关系

∫L
P dx + Qdy =∫L

（P cosα+ Qcosβ）ds，

其中 cosα=
dx
ds

，cosβ=
dy
ds

是有向曲线弧 L 上在点 P（x，y）处的切向量

的方向余弦 .

注 ①公式左端把 P，Q 看成被积函数是对坐标的曲线积分；公

式右端把 P cosα+ Qcosβ看成被积函数是对弧长的曲线积分 . 以上公

式是对不同的被积函数而言的 .

②L 改变方向时，公式左端变号，右端 cosα，cosβ变号，公式右端

也变号 .

③以上关系可推广到空间曲线Γ 的情形：

∫Γ
P dx + Qdy + Rdz =∫Γ

（P cosα+ Qcosβ+ Rcosγ）ds，

其中 cosα，cosβ，cosγ为Γ 上点（x，y，z）处的切向量的方向余弦 .

（二）格林公式及其应用

1 . 格林公式及思想方法

设闭区域 D 由分段光滑的闭曲线 L 围成，函数 P（x，y），Q（x，y）

在 D 上具有一阶连续偏导数，则有


D

Q
x

- P
( )y

dxdy =∮L
P dx + Qdy，

其中 L 是 D 的取正向的边界曲线 .

注 格林公式实现了区域 D 上的二重积分与区域的边界曲线上

的曲线积分的转化，可以看作是定积分中的牛顿—莱布尼茨公式的一
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个推广 . 利用格林公式可以将曲线积分化为二重积分来计算，同时也可

将二重积分转化为曲线积分计算（见例 10）.

2 . 曲线积分与路径无关的等价条件

P（x，y），Q（x，y）在单连通开区域 D 内有一阶连续偏导数，下列

四个条件等价：

①Q
x

=P
y

在 D 内恒成立；

②在 D 内，曲线积分∫L
P dx + Qdy 与路径无关；

③在 D 内，对任意闭曲线 L，有∮L
P dx + Qdy = 0；

④在 D 内，P dx + Qdy 是某二元函数的全微分 .

注 ①四个等价条件是针对在 P、Q 具有一阶连续偏导数的单连

通开区域内而言的，条件②、③中的积分曲线 L 或闭曲线 L 必须在单

连通域内部，否则，结论不一定成立 .

②当 P dx + Qdy 是某二元函数 u（x，y）的全微分时，即 du = P dx

+ Qdy，则

u（x，y）=∫
（x，y）

（x0
，y0

）
P dx + Qdy，

对（x0 ，y0）的选取不同，u（x，y）将不同，但仅差一常数 .（x0 ，y0）与积分

路径的选择应以积分计算简单为准则 . 一般将（x0 ，y0）取在坐标轴上，

积分路径取平行于坐标轴的直线段 .

（三）曲面积分

1 . 对面积的曲面积分与对坐标的曲面积分概念的区别

f（x，y，z）在曲面Σ 上对面积的曲面积分：


Σ

f（x，y，z）dS = lim
λ→0 ∑

n

i = 1

f（ξi ，ηi ，ζi）ΔSi .

R（x，y，z）在有向曲面Σ 上对坐标 x，y 的曲面积分：


Σ

R（x，y，z）dxdy = lim
λ→0 ∑

n

i = 1

R（ξi ，ηi ，ζi）（ΔSi）xy ，

P（x，y，z）及 Q（x，y，z）在有向曲面Σ 上对坐标 y，z 及 z，x 的曲
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面积分分别为


Σ

P（x，y，z）dydz = lim
λ→0 ∑

n

i = 1

P（ξi ，ηi ，ζi）（ΔSi）yz，


Σ

Q（x，y，z）dzdx = lim
λ→0 ∑

n

i = 1

Q（ξi ，ηi ，ζi）（ΔSi）zx .

共同点：两类曲面积分的定义都是通过“分割，乘积，求和，取极限”

四个步骤得到的 .

不同点：对面积的曲面积分定义中的ΔSi 是Σ 上任一小曲面ΔSi

的面积；而对坐标的曲面积分定义中的（ΔSi）xy ，（ΔSi）yz，（ΔSi）zx 分别

是Σ 上任一有向小曲面ΔSi 在三个坐标面上的投影，而这些投影是

ΔSi 在坐标面上投影区域的面积再贯以“+”“- ”号 .

注 ①在对面积的曲面积分定义中，ΔSi 所代表的小块曲面的面

积是没有方向的 . 因此决定了对面积的曲面积分的无向性 . 当曲面Σ
的方程为 x = x（y，z）时，dS = 1 + x' 2

y + x' 2槡 z dydz；当曲面Σ 的方程为

y = y（x，z）时，dS = 1 + y' 2
x + y' 2槡 z dxdz；当曲面Σ 的方程为 z = z（x，y）

时，dS = 1 + z' 2
x + z' 2槡 y dxdy .

②在对坐标的曲面积分定义中，（ΔSi）xy 是有向曲面ΔSi 在 xOy 坐

标面上的投影，该投影为曲面ΔSi 在 xOy 面上的投影区域的面积，再根

据有向曲面的侧填上正负号 . 如曲面Σ 上一小块曲面ΔS 在 xOy 面上

的投影区域的面积为（Δσ）xy（始终为正），而 ΔS 在 xOy 面上的投影

（ΔS）xy 是一个带符号的值 . 即

（ΔS）xy =

（Δσ）xy ， cosγ> 0，

- （Δσ）xy ， cosγ< 0

0， cosγ= 0
{

，

，

其中γ为ΔS 上各点处的法向量与 z 轴正向的夹角 . 同理

（ΔS）yz =

（Δσ）yz， cosα> 0，

- （Δσ）yz， cosα< 0

0， cosα= 0
{

，

，
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其中α为ΔS 上各点处的法向量与 x 轴正向的夹角 . 同理

（ΔS）zx =

（Δσ）zx ， cosβ> 0，

- （Δσ）zx ， cosβ< 0

0， cosβ= 0
{

，

，

其中β为ΔS 上各点处的法向量与 y 轴正向的夹角 .

2 . 两类曲面积分的计算

两类曲面积分计算的共同点是用到了曲面在坐标面上的投影，投

影区域就是将曲面积分化为二重积分后的积分区域 .

注 将曲面投影到哪个坐标面上，在对面积的曲面积分中，一般由

曲面的显函数方程决定；在对坐标的曲面积分中，要由对哪些变量积分

而决定 . 具体情况如表 10 .1 和表 10 .2 所示 .

表 10.1

对面积的曲面积分

曲面方程 投影坐标面

z = z（x，y） xOy 面

y = y（z，x） zOx 面

x = x（y，z） yOz 面

对不同的方程求出不同的 dS，化成相

应坐标面上的二重积分

表 10.2

对坐标的曲面积分

积分类型 投影坐标面 侧的划分 化为二重积分符号的确定


Σ

Rdxdy xOy 面 上下之分 上侧取“+ ”，下侧取“- ”


Σ

Qdzdx zOx 面 左右之分 右侧取“+ ”，左侧取“- ”


Σ

Pdydz yOz 面 前后之分 前侧取“+ ”，后侧取“- ”

封闭曲面有内侧与外侧之分，可用分片可加性，也可用后面的高斯

公式 .
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计算公式：


Σ

Rdxdy = ±
Dxy

R［x，y，z（x，y）］dxdy；


Σ

P dydz = ±
Dyz

P［x（y，z），y，z］dydz；


Σ

Qdzdx = ±
Dxz

Q［x，y（x，z），z］dzdx .

对坐标的曲面积分的计算，关键是先将曲面投影到坐标面上，再化

成二重积分，正负号可由曲面的侧确定 .

3 . 两类曲面积分的关系


Σ

P dydz + Qdzdx + Rdxdy =
Σ

（P cosα+ Qcosβ+ Rcosγ）dS，

其中 cosα，cosβ，cosγ为有向曲面Σ 指定侧的法线方向的方向余弦 .

注 ①由上知 dydz = cosαdS，dzdx = cosβdS，dxdy = cosγdS .

②由以上公式可以实现两类不同的曲面积分之间的转化 .

③由以上公式可以实现曲面积分在不同坐标下的转化，如计算左

端要将Σ 分别投影到三个坐标面上，计算三个不同的对坐标的曲面积

分 .用①中的关系可化为对相同坐标的曲面积分，将Σ 投影到同一坐

标面上，从而简化计算（见例 23 解法 2）.

（四）高斯公式的思想方法

设空间闭区域Ω 由分片光滑的闭曲面Σ 所围成，函数 P（x，y，z），

Q（x，y，z），R（x，y，z）在Ω 上有一阶连续偏导数，则有


Ω

P
x

+Q
y

+R
( )z

dv =
Σ

P dydz + Qdzdx + Rdxdy，


Ω

P
x

+Q
y

+R
( )z

dv =
Σ

（P cosα+ Qcosβ+ Rcosγ）dS，

其中Σ 是Ω 的整个边界曲面的外侧 .

注 ①高斯公式描述了在空间立体上的三重积分与其边界曲面上

的曲面积分之间的关系，它可以看作是牛顿—莱布尼茨公式、格林公式

的推广 . 它是计算曲面积分的一个重要手段 .
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②利用高斯公式时应注意公式成立的条件，即曲面Σ“封闭”、“外

侧”. 对于曲面不封闭的情况，添补曲面构成封闭曲面，再利用高斯公

式，这是计算曲面积分的常用方法，添补的曲面一般选取与坐标面平行

的平面，以便于曲面积分的计算，添补曲面的侧应与原曲面的侧一同构

成闭曲面的外侧或内侧（见例 22 解法 2 或例 23 解法 3）.

三、解题研究

（一）两类曲线积分的计算

例 1 计算∫L
xds，其中 L 为圆周 x2 + y2 = a2（a > 0）上从 B（0，a）

到 A
a

槡2
，-

a

槡( )2
的一段弧（如图 10 .1）.

分析 曲线 L 的方程是直角坐标方程的隐函数形式，因此先写出

L 的方程的显函数形式，再确定自变量取值区间，求出 ds 代入公式，再

利用分段可加性 .

图 10.1

解法 1 由于∫L
xds =∫)BP

xds +∫)PA
xds，

在

)

BP上，y = a2 - x槡 2 ，ds = 1 + y' 2槡 x dx =
a dx

a2 - x槡 2
，

在

)

AP上，y = - a2 - x槡 2 ，
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所以 ∫L
xds =∫

a

0

ax

a2 - x槡 2
dx +∫

a

槡a
2

a
ax

a2 - x槡 2
ds

（这两个积分均为广义积分）

= a2 +槡2
2

a2 = 1 +槡2( )2
a2 .

分析 由于 L 为圆周的一部分，因此也可以用参数方程形式来计

算，先写出 L 的参数方程，再确定参数的取值区间，化成定积分计算 .

解法 2 曲线 L 的参数方程为
x = a cosθ，

y = a sinθ{ ，
θ∈ - π

4
，π[ ]2

，故

ds = （dx）2 +（dy）槡 2 = a dθ.

于是 ∫L
xds =∫

π
2

- π
4

a cosθ·a dθ= a2∫
π
2

- π
4

cosθdθ= 1 +槡2( )2
a2 .

注 ①计算对弧长的曲线积分时应注意曲线方程的单值性 .

②对弧长的曲线积分化为定积分时要特别注意下限小于上限 .

③该题下面的解法错误：

在

)

PA上，y = - a2 - x槡 2 ，ds = 1 + y' 2槡 x dx =
a dx

a2 - x槡 2
；

在

)

BP上，y = a2 - x槡 2 ，ds =
a dx

a2 - x槡 2
，

所以，∫L
xds =∫

a
槡2

0

axdx

a2 - x槡 2
= 1 - 槡2( )2

a2 .

图 10.2

错误的原因在于没有注意到曲线积

分的单值性（见解法 1）.

例 2 计算∫L
e x

2
+ y槡 2

ds，L 为由圆周

x2 + y2 = a2 ，直线 y = x 及 x 轴在第一象

限所围图形的边界（如图 10 .2）.

分析 曲线 L 由三段光滑曲线组成，

写出每段的方程，用积分的分段可加性计

算 .
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解 因为∫L
e x

2
+ y槡 2

ds =∫OA
+∫)AB

+∫[ ]
OB

e x
2

+ y槡 2

ds，

OA：y = 0，0≤x≤a，ds = dx，
)

AB：x = a cos t，y = a sin t，0≤ t≤π
4

，ds = a dt，

OB：y = x，0≤x≤槡2
2

a，ds 槡= 2dx，

故 ∫L
e x

2
+ y槡 2

ds =∫
a

0
ex dx +∫

π
4

0
ea a dt +∫

槡2
2 a

0
e槡2 x槡2dx

= ea - 1 + π
4

a ea + ea - 1 = 2（ea - 1）+ π
4

a ea .

注 本题对曲线的不同部分采用了不同形式的方程 . 确定曲线的

方程时，同时确定参数的取值区间，依据下限小、上限大的原则化为定

积分 .

例 3 计算曲线积分∮L
| y | ds，其中 L 为双纽线

（x2 + y2）2 = a2（x2 - y2）.

分析 L 关于 x 轴，y 轴及原点对称，而 | y | 是关于 x 的偶函数，也

是关于 y 的偶函数 .

∮L
| y | ds = 4∫L1

| y | ds，L1 为 L 位于第一象限的部分 .

解 由于 L 关于坐标轴及原点对称，| y | 为关于 x 或 y 的偶函数，

L1 为 L 在第一象限的部分 .

L1 的方程为 r = a cos 2槡 θ，θ∈ 0，π[ ]4
（化为极坐标方程），

故 ∮L
| y | ds = 4∫L1

| y | ds = 4∫
π
4

0
| r（θ）sinθ| r2（θ）+ r' 2（θ槡 ）dθ

= 4∫
π
4

0
a cos 2槡 θ·sinθ· a2 cos 2θ+ a

- sin 2θ
cos 2槡( )θ槡

2

dθ

= 4∫
π
4

0
a2 sinθdθ= - 4a2 cosθ|

π
4
0 = 4a2

1 - 槡2( )2
.
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注 计算对弧长的曲线积分时利用被积函数与积分曲线的对称性

与计算重积分时利用对称性的道理相同 .

例 4 计算 I =∫L
2y2 + z槡 2 ds，L 为球面 x2 + y2 + z2 = a2 与平面

x = y 相交的圆周，其中 a > 0 .

分析 先求 L 的方程，再利用 L 的表达式化为定积分计算 .

解 L 的方程为
x2 + y2 + z2 = a2 ，

x = y{ ，
即

2y2 + z2 = a2 ，

x = y{ ，

于是 I =∫L
a槡 2 ds = a∫L

ds = a·2πa = 2πa2 .

注 在计算曲线积分时，将 L 的表达式代入被积函数中，这一点

与二重积分完全不同，二重积分计算中，区域边界曲线表达式不能代入

被积函数中，曲面积分可作类似的处理 . 请注意这一点 .

例 5 计 算∮L

dx + dy
| x | + | y |

，其 中 曲 线 L 为 以 A（1，0），B（0，1），

C（- 1，0），D（0，- 1）为顶点的正方形的正向 .

分析 积分曲线 L 是分段光滑的，利用积分的分段可加性分别计

算四条有向线段上的积分，再求和 .

解 在曲线 L 上，
1

| x | + | y |
= 1 恒成立 .

L 由四条有向线段组成闭曲线：

AB：y = 1 - x，x 从 1 到 0；BC：y = 1 + x，x 从 0 到 - 1；

CD：y = - 1 - x，x 从 - 1 到 0；DA：y = - 1 + x，x 从 0 到 1 .

所以 ∮L

dx + dy
| x | + | y |

=∫AB
+∫BC

+∫CD
+∫[ ]

DA

dx + dy
| x | + | y |

=∫
0

1
［1 - 1］dx +∫

- 1

0
2dx +∫

0

- 1
［1 - 1］dx +∫

1

0
2dx

= - 2 + 2 = 0.

注 虽然题中给出的是两个不同的对坐标的曲线积分（即组合曲

线积分），但可以利用变量间的关系化成对同一积分变量的定积分 .

例 6 计算∮L
（y - z）dx +（z - x）dy +（x - y）dz，其中 L 为圆柱
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x2 + y2 = a2 与平面
x
a

+
z
h

= 1（a > 0，h > 0）的交线，从 x 轴正向看，L

为逆时针方向 .

分析 将空间曲线化为参数方程形式，计算时比较方便 .

解 L 的参数方程为：

x = a cos t，

y = a sin t，

z = h - hcos t
{

，

点（a，0，0）沿 L 一周回到点（a，0，0）时，参数 t 从 0 变到 2π. 所以

∮L
（y - z）dx +（z - x）dy +（x - y）dz

=∫
2π

0
｛［asin t - h + hcos t］（acos t）' +［h - hcos t - acos t］（asin t）'

+［a cos t - a sin t］（h - hcos t）' ｝dt

= a∫
2π

0
［- （a + h）+ hsin t + hcos t］dt = - 2πa（a + h）.

注 计算空间曲线上的积分时，一般用参数方程形式比较简单 .

例 7 在过点 O（0，0）和 A（π，0）的曲线族 y =αsin x（α> 0）中，求

一条曲线 L，使沿该曲线从 O 到 A 的曲线积分∫L
（1 + y3）dx +（2x + y）dy

的值最小 .

分析 先求曲线族上的曲线积分，它是α 的函数，再求函数的最

小值 .

解 I（α）=∫
π

0
［1 +α3 sin3 x +（2x +αsin x）αcos x］dx

=π- 4α+
4
3α

3 .

令 I'（α）= - 4 + 4α2 = 0，α= 1，α= - 1（舍去）.

α= 1 是 I（α）在（0，� ）内的唯一驻点 . 又 I"（α）= 8α，I"（1）= 8 >

0，所以 I（α）在α= 1 时取得最小值 .

故所求曲线 L 为 y = sin x （0≤x≤π）.
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（二）两类曲线积分的关系

例 8 把对坐标的曲线积分∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy 化成对弧长

的曲线积分，其中 L 为

（1）在 xOy 平面内沿直线从点（0，0）到点（1，1）；

（2）沿抛物线 y = x2 从点（0，0）到点（1，1）；

（3）沿上半圆周 x2 + y2 = 2x 从点（0，0）到点（1，1）.

分析 根据两类曲线积分的关系，先求 L 的方向余弦，再代入两

类曲线积分公式中即可得结果 .

解 （1）直线 L 的方向余弦为 cosα= cosβ=
1

槡2
，所以

∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy =∫L

1

槡2
［P（x，y）+ Q（x，y）］ds .

（2）L 方程为 y = x2 ，0≤x≤1，有

ds = 1 + y' 2槡 x dx = 1 + 4x槡 2 dx，

cosα=
dx
ds

=
1

1 + 4x槡 2
， cosβ=

dy
ds

=
2x

1 + 4x槡 2
，

∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy =∫L

1

1 + 4x槡 2
［P（x，y）+ 2xQ（x，y）］ds .

（3）L 方程为 y = 2x - x槡 2 ，0≤x≤1，有

ds = 1 + y' 2槡 x dx =
1

2x - x槡 2
dx，

cosα=
dx
ds

= 2x - x槡 2 ，cosβ=
dy
ds

=

1 - x

2x - x槡 2

1

2x - x槡 2

= 1 - x，

所以 ∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy

=∫L
［P（x，y） 2x - x槡 2 + Q（x，y）（1 - x）］ds .

例 9 设Γ 为曲线 x = t，y = t2 ，z = t3 上相应于 t 从 0 变到 1 的曲
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线弧，把对坐标的曲线积分∫Γ
P dx + Qdy + Rdz 化为对弧长的曲线积

分 .

分析 先求出Γ 的方向余弦，再代入两类曲线积分关系的公式

中 .

解 ds = x' 2
t + y' 2

t + z' 2槡 t d t = 1 + 4t2 + 9 t槡 4 d t

= 1 + 4x2 + 9y槡 2 d t，

cosα=
dx
ds

=
dt
ds

=
1

1 + 4x2 + 9y槡 2
，

cosβ=
dy
ds

=
2tdt
ds

=
2x

1 + 4x2 + 9y槡 2
，

cosγ=
dz
ds

=
3t2 dt

ds
=

3y

1 + 4x2 + 9y槡 2
，

从而 ∫Γ
P dx + Qdy + Rdz =∫Γ

P + 2xQ + 3yR

1 + 4x2 + 9y槡 2
ds .

注 对于两类空间曲线积分的关系，要注意被积函数中 cosα，

cosβ，cosγ仍是 x，y，z 的函数 .

（三）格林公式的应用及曲线积分与路径无关的问题

例 10 计算∮L
ey

2

dx + xdy，其中 L 为椭圆 4x2 + y2 = 8x 沿顺时针

方向 .

分析 L 是闭曲线，但方向是 L 围成的区域边界曲线的负方向，

利用格林公式时差一负号 .

解 P（x，y）= ey
2

，Q（x，y）= x，P
y

= 2yey
2

，Q
x

= 1.

设 D 为 L 围成的闭区域，则

∮L
ey

2

dx + xdy = -
D

［1 - 2yey
2

］dxdy = - π× 2 × 1 = - 2π.

注 D 关于 x 轴对称，2yey
2

为 y 的奇函数，
D

2yey
2

dxdy = 0.
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例 11 计算∮L

xdy - ydx
x2 + y2 ，已知点 A（- 1，- 1），B

1
2

，( )0 ，C（0，1）

为△ABC 三顶点，L 为△ABC 边界曲线的逆时针方向 .

分析 直接计算比较麻烦，利用格林公式化为二重积分计算 . 但

P，Q 在三角形区域内的点 O（0，0）处无定义，因此谈不上偏导数连续，

不能直接使用格林公式 . 格林公式对复连通区域仍适用，为解决问题，

考虑从中挖去原点 .

解 由于 P =
y

x2 + y2 ，Q =
x

x2 + y2 ，作圆周 L1 ：x2 + y2 =
1
16

，取逆时

针方向（如图 10 .3）.

图 10.3

记 - L1 与 L 所围的区域为 D，在 D 上，Q
x

=P
y

=
y2 - x2

（x2 + y2）2 ，

所以 ∮- L1 + L

xdy - ydx
x2 + y2 =

D

0dxdy = 0.

故 ∮L

xdy - ydx
x2 + y2 =∮L1

xdy - ydx
x2 + y2 = 2π（利用圆的参数方程）.

注 在复连通区域上使用格林公式，往往可以实现曲线积分路线

的转化，在将一个单连通区域变为复连通区域时，增加的辅助曲线应尽

可能有利于曲线积分的计算 .

例 12 计算曲线积分∫L
（esin y + x）dy - y -( )1

2
dx，其中 L 是由位
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于第一象限中的直线段 x + y = 1 与位于第二象限中的圆弧 x2 + y2 = 1

构成的曲线，方向是由 A（1，0）到 B（0，1）再到 C（- 1，0）.

分析 直接计算较困难，这里积分曲线不封闭，需增加辅助曲线

CA，使得 CA+ L 为封闭曲线，从而利用格林公式计算曲线积分 .

解 作辅助曲线 CA：y = 0，x 从 - 1 到 1 .

记 CA+ L 所围闭区域为 D，故

∫L
（x + esin y）dy - y -( )1

2
dx +∫CA

（x + esin y）dy - y -( )1
2

dx

=∮L + CA
（x + esin y）dy - y -( )1

2
dx

=
D

［1 - （- 1）］dxdy = 2 × π
4

+( )1
2

= π
2

+ 1.

所以 ∫L
（x + esin y）dy - y -( )1

2
dx

= π
2( )+ 1 -∫CA

（x + esin y）dy - y -( )1
2

dx

= π
2( )+ 1 -∫

1

- 1

1
2

dx = π
2

.

注 利用格林公式将原曲线积分化为一个二重积分与所添的辅助

曲线上的曲线积分的代数和，辅助曲线上的曲线积分较原曲线积分在

计算上要简单容易 .

例 13 计算曲线积分∫L
ex cos ydy + ex sin ydx，其中 L 从 O（0，0）沿

摆线
x = a（t - sin t），

y = a（1 - cos t{ ）
到 A（πa，2a）（如图 10 .4）.

分析 直接计算很困难，利用曲线积分与路径无关简化积分路径 .

解法 1 因为 P（x，y）= ex sin y，Q（x，y）= ex cos y，

Q
x

=P
y

= ex cos y，

曲线积分与路径无关，故

∫L
ex cos ydy + ex sin ydx
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图 10.4

=∫OB
ex cos ydy + ex sin ydx +∫BA

ex cos ydy + ex sin ydx

= 0 +∫
2a

0
eπa cos ydy = eπa sin 2a .

解法 2 此题还可用求原函数的方法来计算 .

因为 ex cos ydy + ex sin ydx = d（ex sin y），

所以 ∫L
ex cos ydy + ex sin ydx =∫L

d（ex sin y）

=（ex sin y）|（πa，2a）
（0，0） = eπa sin 2a .

注 利用曲线积分与路径无关计算曲线积分时的条件：

①区域 D 是单连通的开区域；

②Q
x

，P
y

在 D 内连续且相等，否则这个方法不能使用 .

例 14 求∮L

xy2 dy - x2 ydx
x2 + y2 ，其中 L 为圆周 x2 + y2 = a2 的顺时针

方向 .

分析 此曲线积分中的被积函数在（0，0）点不连续，不能直接用格

林公式 . 先将曲线积分化成满足格林公式条件的形式，然后再用格林公

式计算 .

解 在 L 上，x2 + y2 = a2 ，所以

∮L

xy2 dy - x2 ydx
x2 + y2 =

1
a2∮L

- x2 ydx + xy2 dy
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= -
1
a2 

x
2

+ y
2
≤a

2

（xy2）

x
- （- x2 y）

[ ]y
dxdy

= -
1
a2 

x
2

+ y
2
≤a

2

［y2 + x2 ］dxdy

= -
1
a2∫

2π

0
dθ∫

a

0
r3 dr = -

1
a2 × 2π×

a4

4
= - π

2
a2

注 从本例可看出，虽然有些曲线积分不满足格林公式的条件，但

有时可将其化成满足格林公式的曲线积分，再利用格林公式加以计算，

化简过程中要注意到被积式中的 x，y 满足曲线 L 的方程，这一点常常

很重要 .

（四）变力做功的问题

例 15 设在半平面 x > 0 内有力 F = -
k

ρ
3（xi + yj）构成力场，其中

k 为常数，ρ= x2 + y槡 2 . 证明在此力场中场力所做的功与所取路径无

关 .

证明 设 A，B 为半平面 x > 0 内任意两点，L 是在 x > 0 内从 A 到

B 的任意一条曲线，则场力 F 沿 L 所做的功为

W=∫L

- kx
（x2 + y2）3 /2 dx +

- ky
（x2 + y2）3 /2 dy，

其中 P =
- kx

（x2 + y2）3 /2 ，Q =
- ky

（x2 + y2）3 /2 ，

Q
x

=
3kxy

（x2 + y2）5 /2 ，P
y

=
3kxy

（x2 + y2）5 /2 .

在 x > 0 内，Q
x

=P
y

且连续，故曲线积分与路径无关，即场力所做

的功与所取路径无关 .

注 此题还可以用格林公式证明 . 在 x > 0 内，Q
x

=P
y

.

设 A，B 为半平面 x > 0 内任意两点 . L1 ，L2 为任意两条从 A 到 B

的曲线，且 L1 +（- L2）为一个逆时针方向的闭曲线，D 为该闭曲线围

成的区域，则
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∮L1 +（- L2
）

P dx + Qdy =
D

Q
x

- P
[ ]y

dxdy = 0，

即 ∫L1

P dx + Qdy =∫L2

P dx + Qdy .

故在此力场中场力 F 所做的功与所取路径无关 .

例 16 求力 F = yi + zj + xk 沿有向闭曲线Γ 所做的功，其中Γ 为

平面 x + y + z = 1 被三个坐标面所截形成的三角形的整个边界，如图

10 .5 所示，从 z 轴正向看去，沿顺时针方向 .

分析 先将变力所做的功表示为对坐标的曲线积分，再由 L 的方

程和方向计算曲线积分 .

图 10.5

解 F 沿曲线Γ 所做的功

W=∫Γ
ydx + zdy + xdz =（∫AC

+∫CB
+∫BA

）ydx + zdy + xdz.

AC在 xOz 面上，方程为
z + x = 1，

y = 0{ ，
dy = 0.

CB在 yOz 面上，方程为
y + z = 1，

x = 0{ ，
dx = 0.

BA在 xOy 面上，方程为
x + y = 1，

z = 0{ ，
dz = 0.

W =∫AC
ydx + zdy + xdz +∫CB

ydx + zdy + xdz +

∫BA
ydx + zdy + xdz，
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=∫
1

0
（1 - z）dz +∫

1

0
（1 - y）dy +∫

1

0
（1 - x）dx

= 1 -( )1
2

× 3 =
3
2

.

（五）二元函数的全微分求积问题

例 17 判断曲线积分∫L
（x4 + 4xy3）dx +（6x2 y2 - 5y4）dy 与积分

路径无关，并求被积函数的一个原函数 u（x，y）

分析 只要验证Q
x

=P
y

，则曲线积分与路径无关 . 选取特殊的路

径如平行于坐标轴的折线，求 u（x，y）.

解 P（x，y）= x4 + 4xy3 ，Q（x，y）= 6x2 y2 - 5y4 .

P
y

= 12xy2 =Q
x

，且在整个平面上连续，所以该曲线积分与路径

无关，由此可知（x4 + 4xy3）dx +（6x2 y2 - 5y4）dy 是某二元函数 u（x，

y）的全微分 .

下面求 u（x，y），一般有以下三种方法 .

解法 1 取特殊路径，如从（0，0）到（x，0）再到（x，y）的折线，

u（x，y）=∫
（x，y）

（0，0）
（x4 + 4xy3）dx +（6x2 y2 - 5y4）dy

=∫
x

0
x4 dx +∫

y

0
（6x2 y2 - 5y4）dy

=
1
5

x5 + 2x2 y3 - y5 .

解法 2 不定积分法 .

u
x

= P（x，y）= x4 + 4xy3 ，

u（x，y）=
1
5

x5 + 2x2 y3 +φ（y），

其中φ（y）为 y 的任意函数，又

u
y

= Q（x，y）= 6x2 y2 - 5y4 ，同时u
y

= 6x2 y2 +φ'（y），

所以 φ'（y）= - 5y4 ，φ（y）= - y5 + C .
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取 C = 0，得到一个原函数

u（x，y）=
1
5

x5 + 2x2 y3 - y5 .

注 原函数 u（x，y）的形式不唯一，但仅差一常数 .

解法 3 凑微分法（观察法）.

（x4 + 4xy3）dx +（6x2 y2 - 5y4）dy

= x4 dx - 5y4 dy + 4xy3 dx + 6x2 y2 dy

= d
1
5

x5 - y( )5 + d（2x2 y3）

= d
1
5

x5 - y5 + 2x2 y( )3 ，

所以 u（x，y）=
1
5

x5 - y5 + 2x2 y3 + C .

C = 0 时，求出一个原函数为 u（x，y）=
1
5

x5 - y5 + 2x2 y3 .

例 18 试确定 a，b 的值，使
ax + y
x2 + y2 dx -

x - y + b
x2 + y2 dy 在 y > 0 内是

函数 u（x，y）的全微分，并求出 u（x，y）.

分析 验证Q
x

=P
y

在 y > 0 内成立，即可求出 a，b . 再利用曲线

积分与路径无关求 u（x，y）.

解 由
y

ax + y
x2 + y( )2 =

x
-

x - y + b
x2 + y( )2 得

x2 - y2 - 2axy = x2 - y2 - 2xy + 2bx，

因此 a = 1，b = 0.

求 u（x，y）时为方便起点取为（0，1），选折线（0，1）到（0，y）再到

（x，y）作为积分路径 . 代入 a，b 的值，得

u（x，y）=∫
（x，y）

（0，1）

x + y
x2 + y2 dx -

x - y
x2 + y2 dy

=∫
y

1

y
y2 dy +∫

x

0

x + y
x2 + y2 dx
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= ln y +∫
x

0

x
x2 + y2 dx +∫

x

0

1
x( )y

2

+ 1
d

x( )y

= ln y +
1
2

ln（x2 + y2）
x

0
+ arctan

x
y

x

0

= ln y +
1
2

ln（x2 + y2）- ln y + arctan
x
y

=
1
2

ln（x2 + y2）+ arctan
x
y

.

（六）总结曲线积分∫L
P dx + Qdy 的计算方法

计算 I =∫L
P dx + Qdy 的方法一般有三类 .

①利用 L 的方程化为定积分计算 . 注意：上、下限分别对应起点与

终点的参数值 .

②利用格林公式 .

解题程序如下：先判断Q
x

=P
y

是否成立 .

当Q
x

=P
y

时，

L 为闭合曲线，∮L
P dx + Qdy = 0；

L 为非闭合曲线，取特殊的路径，例如∫L
P dx + Qdy =∫

x

x0

P（x，

y0）+∫
y

y0

Q（x，y）dy，一般取平行于坐标轴的路径或沿坐标轴的

路径，或先求原函数再代值，如例 13 中的方法















.

当Q
x ≠P

y
时，
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L 为闭合曲线，用格林公式 I =
D

Q
x

- P
[ ]y

dxdy；

L 为非闭合曲线，加辅助曲线 L1 ，I =∮L + L1

P dx + Qdy -∫L1

P dx

+ Qdy = ±
D

Q
x

- P
[ ]y

dxdy -∫L1

P dx + Qdy，重积分前面的

“±”号，由 L + L1 构成的 D 的边界曲线的正向或负向来确定















.

③当被积函数在闭曲线所围区域中有奇点时，在区域内作辅助曲

线先去掉奇点，再用格林公式计算，这里辅助曲线的选取要有利于曲线

积分的计算 .

（七）关于对面积的曲面积分及利用被积函数奇偶性和积分曲面的

对称性计算曲面积分

这类问题解题方法的共同点是将曲面积分化为二重积分求解 .

例 19 计算
Σ

（x2 + y2 + z2）dS，其中Σ 为平面 x = 0，y = 0 及曲面

x2 + y2 + z2 = a2 ，x≥0，y≥0 所围的闭曲面 .

分析 积分曲面由Σ1（yOz 面上的半圆域），Σ2（xOz 面上的半圆

域），Σ3（第一、五卦限的球面）三部分组成 . 因此，用曲面积分的分片可

加性计算，同时注意变量 x，y，z 满足对应的曲面方程 .

解 曲面由Σ1（yOz 面上的半圆域），Σ2（xOz 面上的半圆域），Σ3

（第一、五卦限的球面）组成 .


Σ

（x2 + y2 + z2）dS =［
Σ1

+
Σ2

+
Σ3

］（x2 + y2 + z2）dS .

Σ1 的方程为 x = 0（y2 + z2≤a2 ，y≥0）.Σ1 在 yOz 面上的投影为

D1 ：
z2 + y2≤a2 （x = 0），

y≥0{ ，
dS = dydz.

Σ2 的方程为 y = 0（x2 + z2≤a2 ，x≥0）.Σ2 在 xOz 面上的投影为

D2 ：
x2 + z2≤a2 （y = 0），

x≥0{ ，
dS = dxdz.

013 高等数学思想方法与解题研究



所以 
Σ

（x2 + y2 + z2）dS

=［
Σ1

+
Σ2

+
Σ3

］（x2 + y2 + z2）dS

=
D1

（y2 + z2）dydz +
D2

（x2 + z2）dxdy +
Σ3

a2 dS

= π
4

a4 + π
4

a4 +πa4 =
3
2πa4 .

注 本题利用了曲面积分的分片可加性，不同的曲面上被积函数

具有不同形式 . 在Σ3 上的积分利用了被积函数 x2 + y2 + z2 = a2 使计

算简化 .

例 20 计算
Σ

dS
x2 + y2 + z2 . 其中Σ 是介于平面 z = 0 及 z = H 之间

的圆柱面 x2 + y2 = R2 .

分析 这是一个普通的对面积的曲面积分的计算问题，首先要考

虑曲面的方程 x = ± R2 - y槡 2 或 y = ± R2 - x槡 2 ，曲面分别在 yOz 面

或 xOz 面上投影 . 若将曲面方程写为 x = ± R2 - y槡 2 ，曲面分为两块，

分别在这两块曲面上计算 . 同时注意 dS 的代替 .

解法 1 曲面Σ 由Σ1 ：x = R2 - y槡 2 与Σ2 ：x = - R2 - y槡 2 组成，

Σ1 与Σ2 在 yOz 面上的投影均为

D：- R≤y≤R，0≤ z≤H （x = 0）.

在Σ1 与Σ2 上，dS = 1 + x' 2
y + x' 2槡 z dydz =

R

R2 - y槡 2
dydz，


Σ

dS
x2 + y2 + z2 =［

Σ1

+
Σ2

］
dS

x2 + y2 + z2

=
D

1
R2 + z2

R

R2 - y槡 2
dydz +

D

1
R2 + z2

R

R2 - y槡 2
dydz

= 2∫
H

0

R
R2 + z2 dz∫

R

- R

1

R2 - y槡 2
dy = 2πarctan

H
R

.

解法 2 曲面关于 yOz 面对称且被积函数是关于 x 的偶函数 .
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Σ

dS
x2 + y2 + z2 = 2

Σ1

dS
x2 + y2 + z2 = 2

D

1
R2 + z2

R

R2 - y槡 2
dydz

= 2∫
H

0

R
R2 + z2 dz∫

R

- R

1

R2 - y槡 2
dy

= 2π∫
H

0

R
R2 + z2 dz = 2πarctan

z
R

H

0
= 2πarctan

H
R

.

注 ①计算对面积的曲面积分时，当曲面方程为隐函数时先化成

显函数形式，以确定向哪个坐标面投影，此题也可用曲面方程为 y =

± R2 - x槡 2 的情形，这时曲面向 xOz 面投影 .

②解法 2 中用了对称性 . 一般，当曲面关于 yOz 面对称，被积函数

是关于 x 的奇函数时，
Σ

f（x，y，z）dS = 0；当被积函数是关于 x 的偶函

数时，
Σ

f（x，y，z）dS = 2
Σ1

f（x，y，z）dS .Σ1 为Σ 在 x≥0 的部分 .Σ 关

于 xOz 面、xOy 面对称也有类似的结果 .

③计算对面积的曲面积分
Σ

f（x，y，z）dS 时，主要依据Σ 的不同

形式，正确写出 dS 的表达式，投影后化为二重积分计算 .

例 21 计算
Σ

x2 dS，Σ 为圆柱面 x2 + y2 = a2 介于 z = 0 与 z = h 之

间的部分 .

分析 Σ 在 xOy 面上的投影为一条曲线（x2 + y2 = a2），面积为 0，

故Σ 不能向 xOy 面投影，可以向 xOz 面或 yOz 面投影 . 从被积函数 x2

看，Σ 向 xOz 面投影较方便，类似于例 20 解法 1 . 另外，利用被积函数

x2 是关于 y 的偶函数，Σ 关于 xOz 面对称，见例 20 解法 2 .

解 因为
Σ

x2 dS =
Σ

y2 dS（利用 x 与 y 的对称性），

所以 
Σ

x2 dS =
1
2

Σ

（x2 + y2）dS =
1
2

Σ

a2 dS

=
1
2

a22πah =πa3 h .
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（八）计算对坐标的曲面积分及高斯公式和两类曲面积分关系的应

用

例 22 计算
Σ

ydzdx + 2dxdy，其中Σ 是 z = 1 - x2 - y槡 2 的上侧 .

分析 分别计算两个不同的对坐标的曲面积分，将Σ 分别向 xOz

面和 xOy 面投影，并注意指定的侧 .

解法 1 
Σ

ydzdx + 2dxdy =
Σ

ydzdx +
Σ

2dxdy，


Σ

ydzdx =
Σ1

ydzdx +
Σ2

ydzdx，

其中Σ1 ：y = 1 - x2 - z槡 2 取右侧；Σ2 ：y = - 1 - x2 - z槡 2 取左侧 .

Σ1 、Σ2 在 xOz 面上的投影区域均为 Dxz：x2 + z2≤1，z≥0 .


Σ

ydzdx =
Dxz

1 - x2 - z槡 2 dzdx -
Dxz

（- 1 - x2 - z槡 2）dzdx

= 2
Dxz

1 - x2 - z槡 2 dxdz

= 2∫
π

0
dθ∫

1

0
1 - r槡 2 rdr =

2
3π.

2
Σ

dxdy = 2 
x
2

+ y
2
≤1

dxdy = 2·π·12 = 2π.

其中，Σ 在 xOy 面上的投影区域为 Dxy ：x2 + y2≤1（z = 0）.

故 
Σ

ydzdx + 2dxdy =
2
3π+ 2π=

8
3π.

分析 作辅助曲面Σ1 ：z = 0 （x2 + y2≤1），Σ1 取下侧，使Σ1 与Σ
构成封闭曲面，且取外侧，用高斯公式 .

解法 2 作辅助曲面Σ1 ：z = 0 （x2 + y2≤1），Σ1 取下侧 .Σ1 与Σ
构成闭曲面且取外侧 . 由高斯公式有


Σ

ydzdx + 2dxdy =
Σ1 +Σ

ydzdx + 2dxdy -
Σ1

ydzdx + 2dxdy
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=
Ω

P
x

+Q
y

+R
( )z

dxdydz + 2 
x
2

+ y
2
≤1

dxdy

=
Ω

（0 + 1 + 0）dxdydz + 2·π·12

=
2
3π+ 2π=

8
3π.

注 由上可知解法 2 比解法 1 简单 .

例 23 已知Σ 为锥面 z = x2 + y槡 2 在 0≤ z≤H 之间部分的外侧，

计算曲面积分
Σ

（y - z）dydz +（z - x）dzdx +（x - y）dxdy .

分析 1 分三项计算计算量很大，利用两类曲面积分的关系化为

对面积的曲面积分 .

解法 1 由于曲面Σ 的外法线指向 z 轴负向，所以外法线方向为

n =｛z'x ，z'y ，- 1｝=
x
z

，
y
z

，{ }- 1 ，方向余弦 cosα =
x

槡2 z
，cosβ =

y

槡2 z
，

cosγ=
- 1

槡2
.


Σ

（y - z）dydz +（z - x）dzdx +（x - y）dxdy

=
Σ

［（y - z）cosα+（z - x）cosβ+（x - y）cosγ］dS

=
1

槡2Σ

（y - z）
x
z

+（z - x）
y
z

- （x - y[ ]） dS 槡= 2
Σ

（y - x）dS

槡= 2
Dxy

（y - x） 1 + z' 2
x + z' 2槡 y dxdy = 2

Dxy

（y - x）dxdy = 0.

其中，Σ 在 xOy 面的投影为 Dxy ：x2 + y2≤H2 .

分析 2 它是对不同坐标的曲面积分，化为对相同坐标的曲面积

分，只需要计算一个二重积分就可以 .

解法 2 由于 dxdy = cosγdS，dS =
1

cosγ
dxdy，所以
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dydz =
cosα
cosγ

dxdy = -
x
z

dxdy，

dzdx =
cosβ
cosγ

dxdy = -
y
z

dxdy，


Σ

（y - z）dydz +（z - x）dzdx +（x - y）dxdy

=
Σ

（y - z） -
x( )z

+（z - x） -
y( )z

+（x - y[ ]） dxdy

= 2
Σ

（x - y）dxdy = 0.

分析 3 作辅助曲面Σ1 ：z = H（x2 + y2≤H2），Σ1 取上侧 .Σ1 与Σ
构成闭曲面且取外侧，用高斯公式 .

解法 3 作辅助平面Σ1 ：z = H（x2 + y2≤H2），Σ1 取上侧，Σ1 与Σ
构成闭曲面且取外侧，围成的空间闭区域为Ω，故


Σ

（y - z）dydz +（z - x）dzdx +（x - y）dxdy

=
Σ+Σ1

（y - z）dydz +（z - x）dzdx +（x - y）dxdy -


Σ1

（y - z）dydz +（z - x）dzdx +（x - y）dxdy

=
Ω

P
x

+Q
y

+P
[ ]z

dV- 
x
2

+ y
2
≤H

2

（x - y）dxdy = 0 - 0 = 0.

注 ①解法 1 的关键是求曲面的法向量，简单之处在于仅考虑曲

面在一个坐标面上的投影 .

②解法 2 的关键是化成对相同坐标的曲面积分，这样曲面的投影

仅有一个，只需计算一个二重积分 .

③解法 3 是将复杂的曲面积分化成一个简单的三重积分与二重积

分的代数和 . 在具体问题中要根据曲面的特征与被积函数的形式选择

适当的方法 .

例 24 已知曲面Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = a2（a > 0）的外侧，计算曲
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面积分
Σ

x
r3 dydz +

y
r3 dzdx +

z
r3 dxdy，其中 r = x2 + y2 + z槡 2 .

分析 这是一个闭曲面，似乎可以用高斯公式，但闭曲面围成的空

间闭区域（球）内有被积函数的奇点 O（0，0，0），所以不满足高斯公式的

条件，可直接计算（见解法 1），也可利用在球面上 r = a，将积分化简，

再用高斯公式（见解法 2）.

解法 1 因为
Σ

z
r3 dxdy =

Σ1

z
r3 dxdy +

Σ2

z
r3 dxdy，

其中Σ1 ：z = a2 - x2 - y槡 2 ，取上侧；Σ2 ：z = - a2 - x2 - y槡 2 ，取下侧 .

Σ1 与Σ2 在 xOy 面的投影均为 Dxy ：x2 + y2≤a2 ，所以


Σ

z
r3 dxdy = 2

Dxy

1
a3 a2 - x2 - y槡 2 dxdy

=
2
a3∫

2π

0
dθ∫

a

0
a2 - r槡 2 rdr =

4
3π.

同理 
Σ

x
r3 dydz =

Σ

y
r3 dxdz =

4
3π.

故 
Σ

x
r3 dydz +

y
r3 dzdx +

z
r3 dxdy = 4π.

解法 2 
Σ

1
r3［xdydz + ydzdx + zdxdy］

=
1
a3

Σ

xdydz + ydzdx + zdxdy

=
3
a3

Ω

dv =
3
a3 ×

4
3πa3 = 4π（利用高斯公式）.

注 利用高斯公式时需注意公式成立的条件：

①空间闭区域由分片光滑闭曲面围成；

②被积函数在空间闭区域上具有一阶连续偏导数 .

（九）特例

例 25 计 算 曲 面 积 分
Σ

（x + y2 + z2）dydz，其 中 Σ 是 曲 面
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x2 + y2 + z2 = R2 的外侧 .

分析 根据曲面关于变量的对称性和曲面关于坐标面的对称性，

同时注意曲面的侧的对称性 .

解 由于Σ 关于 yOz 面对称，设Σ1 是Σ 在 x≥0 的部分，取前侧，

Σ1 的方程为 x = R2 - y2 - z槡 2 ，Σ1 在 yOz 面上的投影为 Dyz：y2 + z2≤
R2 . 所以


Σ

xdydz = 2
Σ1

xdydz；
Σ

y2 dydz = 0；
Σ

z2 dydz = 0.

曲面Σ 分为前后两个曲面，由它们的侧确定的投影符号相反，所以


Σ

（x + y2 + z2）dydz = 2
Σ1

xdydz = 2
Dyz

R2 - y2 - z槡 2 dydz

= 2∫
2π

0
dθ∫

R

0
R2 - r槡 2 rdr

= 4π× -
1
3
（R2 - r2）[ ]3

2

R

0
=

4
3πR3 .

注 由于对坐标的曲面积分与积分曲面的侧有关，一般不能直接

利用被积函数的奇偶性与积分曲面的对称性简化计算 . 这是与利用对

称性计算对面积的曲面积分的重要区别，应当将其化为重积分后再考

虑对称性 .

小结 计算曲面积分
Σ

P dydz + Qdzdx + Rdxdy 的方法一般有两

类：

（1）计算
Σ

P dydz，
Σ

Qdzdx，Σ
Rdxdy 三者其中之一时，直接计算 .

依据Σ 的方程及侧、投影化为二重积分来计算 .

（2）若计算的是上面两项或三项之和，则所用方法一般如下 .①分

项直接计算 .②用高斯公式：若Σ 是封闭曲面，直接用高斯公式；若Σ
是非封闭曲面，用“补面法”构成闭曲面再用高斯公式 .③利用两类曲面

积分的关系，将其统一为一种曲面积分再计算 .
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四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 . 设曲线 L 的密度为 ex + y ，则 L 的质量为 ；又若 L 为 y = x

（0≤x≤1），则 L 的质量为 .

2 . 曲 线 积 分∮L

dx
x2 + y2 + z2 的 值 为 ，其 中 L 为

x2 + y2 + z2 = 5，

z{ = 1.

3 . 设曲线 L 为椭圆
x2

4
+

y2

3
= 1，周长为 a，则∮L

（2xy + 3x2 + 4y2）ds

= .

二、选择题

1 . L 为从 A（0，0）到 B（4，3）的直线，则∫L
（x - y）ds =（ ）.

（A）∫
4

0
x -

3
4( )x dx （B）∫

4

0
x -

3
4( )x 1 +

9槡 16
dx

（C）∫
3

0

4
3

y -( )y dy （D）∫
3

0

4
3

y -( )y 1 +
9槡 16

dy

2 . 设 L 由ρ= R 及射线θ= 0 和θ= π
4

所围成，则曲线积分

∮L
e x

2
+ y槡 2

ds =（ ）.

（A）2（eR - 1）+ π
4

ReR （B）3（eR - 1）+ π
4

ReR

（C）2（eR - 1）+ π
3

ReR （D）4（eR - 1）+ π
4

ReR
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三、计算下列曲线积分

1 . 计算∫L
（x - y）2 ds，其中 L 由点（0，0）到点（0，1）的直线段和 y =

1 - x槡 2 上从点（0，1）到点（1，0）的圆弧组成 .

2 . 计算∫L
（x2 + y2 + z2）ds，其中 L 为螺旋线 x = a cos t，y = a sin t，

z = bt（0≤ t≤2π）.

3 . 计算∫L
2xey dx +（x2 + x）ey dy，其中 L 为折线 y = | x | 上从点

A（- 1，1）到 B（1，1）的部分 .

4 . 计算∫L
ydx + xdy +（x - y）dz，其中 L 是从点（0，0，0）到点（1，2，

3）的直线段（提示：L 的参数方程为 x = t，y = 2t，z = 3t，0≤ t≤1）.

5 . 把对坐标的曲线积分∫L
P（x，y）dx + Q（x，y）dy 化为对弧长的

曲线积分，其中 L 为沿上半圆周 x2 + y2 = 2x 从点（0，0）到点（1，1）的曲

线弧 .

6 . 设 L 为闭曲线 x2 + y2 = 4，取逆时针方向一周 . 计算曲线积分：

∮L
（2xyex - y）dx + 2（x - 1）ey dy .

7 .计算曲线积分∮L

（yx3 + ey）dx +（xy3 - xey - 2y）dy
9x2 + 4y2 ，其中 L 为

椭圆
x2

4
+

y2

9
= 1 沿顺时针方向一周 .

8 .计 算∫L
（5xy - ex sin y）dy + ex cos ydx，其 中 L 为 曲 线 x =

2y - y槡 2 ，方向为沿 y 增大的方向 .

四、计算下列曲面积分

1 . 计算
Σ

ex

x2 + y槡 2
dS，其中Σ 为锥面 z = x2 + y槡 2 介于 1≤ z≤2 之

间的部分 .

913第十章 曲线积分与曲面积分



2 . 计算
Σ

zdS，其中Σ 为锥面 z = x2 + y槡 2 在柱面 x2 + y2 = 2x 内的

部分 .

3 . 设Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = 4 取外侧，且 z≥0，计算


Σ

yzdzdx + 2dxdy .

4 . 设Σ 为上半球面 z = a2 - x2 - y槡 2 取上侧，计算


Σ

（x3 + az2）dydz +（y3 + ax2）dzdx +（z3 + ay2）dxdy .

5 . 设Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 取外侧，计算


Σ

x3 dydz + y3 dzdx + z3 dxdy .

6 .计算
Σ

x2 + y2 + z槡 2（xdydz + ydzdx + zdxdy），Σ 为球面 x2 +

y2 + z2 = R2（R > 0）取外侧 .

7 . 计 算
Σ

xdydz + ydzdx + zdxdy，其 中 Σ 为 下 半 球 面 z =

- a2 - x2 - y槡 2 取上侧 .

习题（B）

1 . 计算 I =∫L
［ex sin y - b（x + y）］dx +（ex cos y - ax）dy，其中 a，

b 为正的常数，L 为从点 A（2a，0）沿曲线 y = 2ax - x槡 2 到点 O（0，0）的

弧 .

2 . 确定常数λ，使在右半平面 x > 0 的向量

A（x，y）= 2xy（x4 + y2）λi - x2（x4 + y2）λj

为某二元函数 u（x，y）的梯度，并求出这样一个 u（x，y）.

3 . 证明当 L 不经过 y = 0 时，∫L
sin

x
y

+
x
y

cos
x( )y

dx -
x2

y2 cos
x
y

dy
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与路径无关；若曲线 L 的起点和终点分别为 A（π，1）与 B（π，2），试计算

积分的值 .

4 . 计算
Σ

（x + y + z）dS，其中Σ 为球面 x2 + y2 + z2 = a2（a > 0）上 z

≥
a
2

的部分 .

5 . 计 算
Σ

axdydz +（z + a）2 dxdy
（x2 + y2 + z2）1 /2 ，其 中 Σ 为 下 半 球 面 z =

- a2 - x2 - y槡 2 的上侧，a 为大于零的常数 .

习题（A）答案

一、填空题

1 .∫L
ex + y ds，槡2

2
（e2 - 1）. 2 .

4
5π. 3 .12a .

二、选择题

1 . B. 2 . A.
三、计算下列曲线积分

1 .π
2

-
2
3

. 2 .
2
3π a2 + b槡 2（3a2 + 4π2 b2）. 3 .2 . 4 .

1
2

.

5.∫L
［P 2x - x槡 2 + Q（1 - x）］ds . 6.4π. 7.0. 8.

5
2π- 1 + cos 2.

四、计算下列曲面积分

槡1 .2 2πe（e - 1）. 2 .
32
9槡2 . 3 .12π. 4 .

29
20πa5 . 5 .

12
5π.

6 .4πR4 . 7 . - 2πa2 .

习题（B）

1 . π
2( )+ 2 a2 b - π

2
a3 . 2 .λ= - 1，u（x，y）= - arctan

y
x2 . 3 .π.

4 .
3
4πa3 . 5 . - π

2
a3 .

123第十章 曲线积分与曲面积分



第十一章 无穷级数

一、本章知识的作用与意义

无穷级数是高等数学的一个重要组成部分，是一种研究和表示函

数及数值计算的专门工具和重要方法，无论是在数学理论本身的研究

中，还是在其他科学技术领域中，都有着广泛的应用 .

本章讨论了数项级数、幂级数和三角级数 . 数项级数收敛与发散的

概念及收敛与发散的审敛法构成了数项级数理论的主要内容，连同函

数项级数收敛域的概念为后面讨论幂级数和三角级数做了必要的准

备 . 由于幂级数的每一项都是一个幂函数且收敛域形状简单，因而成为

理论上最简单、应用上最重要的一类函数项级数 . 三角级数是研究周期

现象的有力工具，也常用来研究有限区间上给出的函数，它同样是应用

上非常重要的另一类函数项级数 .

本章的重要概念：收敛与发散及其重要理论都是建立在极限基础

之上的；函数展开成幂级数的主要依据是微分学中的泰勒定理；幂级数

的运算中要用到求导数与定积分的计算 . 由此可见，无穷级数与微积分

的其他内容有着千丝万缕的联系 .

二、知识要点及思想方法

（一）常数项级数的概念和性质

1 . 常数项级数收敛的定义

设有级数∑
�

n = 1

un ，sn = u1 + u2 + ⋯ + un 称为该级数的部分和 . 如果
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lim
n→ �

sn = s，则称无穷项级数∑
�

n = 1

un 收敛，s 称为该级数的和，并记 s = u1

+ u2 + ⋯ + un + ⋯ . 如果｛sn｝没有极限，则称无穷级数∑
�

n = 1

un 发散 .

注 ①这里需要强调指出，常数项级数是否收敛是由部分和数列

｛sn｝是否收敛来定义的，这就建立了无穷级数与数列的基本联系 . 如后

面正项级数收敛的充要条件就是根据数列收敛的一个准则得到的 .

②定义也给出了判断级数敛散性以及级数求和的一种方法 .

③直接使用定义判别一个级数的敛散性往往是困难的，其原因在

于许多级数的部分和 sn 不好求 . 所以下面根据收敛定义区别不同情况

给出了一些判断级数敛散性的方法 .

2 . 收敛级数的基本性质

性质 1 如果级数∑
�

n = 1

un 收敛于和 s，则它的各项同乘以一个常数

k 所得的级数∑
�

n = 1

kun 也收敛，且其和为 ks .

性质 2 如 果 级 数∑
�

n = 1

un 和∑
�

n = 1

vn 分 别 收 敛 于 s 和σ，则 级 数

∑
�

n = 1

（un ± vn）也收敛，且其和为 s ±σ.

注 ①根据性质 1，当 k≠0 时，∑
�

n = 1

kun 与∑
�

n = 1

un 的敛散性相同 .

②性质 2 也可以说成两个收敛级数可以逐项相加与逐项相减，而

发散级数则无此性质 . 这也是有限项和∑
k

n = 1

un 与无限项和∑
�

n = 1

un 的明

显区别 .

性质 3 在级数中去掉、加上或改变有限项，不会改变级数的收敛

性 . 但当级数收敛时，其和 s 一般要变 .

性质 4 如果级数∑
�

n = 1

un 收敛，则对这级数的项任意加括号后所成

的级数（u1 + u2 + ⋯ + un1
）+（un1 + 1 + ⋯ + un2

）+ ⋯ +（unk - 1 + 1 + ⋯ +
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unk
）+ ⋯仍收敛，且其和不变 .

推论 如果加括号后所成的级数发散，则原来的级数也发散 .

注 加括号后级数收敛，原级数未必收敛 .

性质 5 （级数收敛的必要条件）如果级数∑
�

n = 1

un 收敛，则它的一般

项 un 趋于零，即 lim
n→ �

un = 0 .

注 ①本性质为级数收敛的必要条件 . 学习此性质时容易犯的一

个错误是将其作为充分条件使用，验证 lim
n→ �

un = 0 就说∑
�

n = 1

un 收敛 . 这

是不对的 . 最典型的例子是调和级数∑
�

n = 1

1
n

. 虽然 lim
n→ �

1
n

= 0，但是调和

级数∑
�

n = 1

1
n

是发散的，尽管它发散得比较慢 .

②本性质常用于判别级数发散，即使用其逆否命题 . 若 lim
n→ �

un≠0，

则∑
�

n = 1

un 一定发散 . 这是判断级数发散的一个重要方法 .

（二）常数项级数的审敛法

1 . 正项级数的判敛法

①正项级数∑
�

n = 1

un 收敛的充分必要条件是它的部分和数列｛sn｝有

界 .

②（比较审敛法）设∑
�

n = 1

un 和∑
�

n = 1

vn 都是正项级数，且 un ≤ vn（n =

1，2，⋯）. 若级数∑
�

n = 1

vn 收敛，则级数∑
�

n = 1

un 收敛；反之，若级数∑
�

n = 1

un 发

散，则∑
�

n = 1

vn 发散 .

③（比较审敛法的极限形式，又称极限审敛法）设∑
�

n = 1

un 和∑
�

n = 1

vn 都

是正项级数，如果 lim
n→ �

un

vn
= l，0 < l < + � ，则级数∑

�

n = 1

un 和∑
�

n = 1

vn 同时

423 高等数学思想方法与解题研究



收敛或同时发散 .

特别地，如果 l = 0，若∑
�

n = 1

vn 收敛，则∑
�

n = 1

un 收敛 . 如果 l = + � ，若

∑
�

n = 1

vn 发散，则∑
�

n = 1

un 也发散 .

注 比较审敛法和极限审敛法的共同特点是它们都需要和已知敛

散性的级数比较，所以学习时要注意掌握一些敛散性已知的级数 . 它们

的不同点是比较审敛法要进行级数一般项大小的比较，需证明不等式

un≤vn 或 vn ≤ un ；而极限审敛法只需求 lim
n→ �

un

vn
. 显然后一种方法可使

用高等数学中已经学过的求极限这一强有力的工具，而前一种方法则

常用到初等数学中的方法 .

用比较审敛法时，作为比较的对象，常用到的级数有：

等比级数∑
�

n = 1

aqn ：

发散， | q |≥1，

收敛且和为
a

1 - q
， | q{ | < 1 .

p 级数∑
�

n = 1

1
np ：

收敛，p > 1，

发散，p≤{ 1 .

④（比值审敛法）若正项级数∑
�

n = 1

un 的后项与前项之比值的极限等

于ρ，即 lim
n→ �

un + 1

un
=ρ，则当ρ< 1 时级数收敛；ρ> 1（或 lim

n→ �

un + 1

un
= � ）时

级数发散；ρ= 1 时级数可能收敛也可能发散 .

注 与比较审敛法和极限审敛法不同，比值审敛法只需用级数本

身相邻两项的比，不需借助其他级数 .

⑤（根值审敛法）设∑
�

n = 1

un 为正项级数，如果它的一般项 un 的 n 次

根的极限 为ρ，即 lim
n→ �

n
u槡 n =ρ，则 当ρ < 1 时，级 数 收 敛；ρ > 1（或

lim
n→ �

n
u槡 n = + � ）时，级数发散；ρ= 1 时，级数可能收敛也可能发散 .

根值审敛法只使用级数的通项 un 即可 .
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注 判别一个正项级数的收敛性，通常可按下列步骤进行 .

①先观察是否满足级数收敛的必要条件 lim
n→ �

un = 0，不满足则级数

发散 .

②如果 lim
n→ �

un = 0，则先试用比值审敛法，特别是 un 中含有 nn ，n！，

an 的情况下 . 若 lim
n→ �

n
u槡 n 易求，则用根值审敛法 .

③若比值审敛法与根值审敛法均失效或不好用，再用比较审敛法 .

④用级数收敛定义直接判断 .

2 . 交错级数及其审敛法

定义 交错级数：u1 - u2 + u3 - u4 + ⋯或者 - u1 + u2 - u3 + u4 -

⋯，其中 un > 0，n = 1，2，⋯ .

莱布尼茨定理 如果交错级数∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 un 满足条件：

①un≥un + 1 ，n = 1，2，⋯，

② lim
n→ �

un = 0，

则级数收敛，且其和 s≤u1 ，其余项 rn 的绝对值 | rn |≤un + 1 .

注 ①莱布尼茨定理结论中的 | rn | ≤ un + 1 常可用于进行误差估

计 .

②设∑
�

n = 1

un 收敛于 s，sn 为其前 n 项和，则 s - sn = un + 1 - un + 2 + ⋯

称为∑
�

n = 1

un 的余项，余项仍是交错级数 .

③莱布尼茨定理只适用于交错级数，对其他类型的级数不适用 .

④当第二个条件不满足时级数一定发散 .

3 . 绝对收敛与条件收敛

定义 设∑
�

n = 1

un 为任意项级数，若∑
�

n = 1

| un | 收敛，则称级数∑
�

n = 1

un

绝对收敛；若级数∑
�

n = 1

un 收敛，而级数∑
�

n = 1

| un | 发散，则称级数∑
�

n = 1

un 条

件收敛 .
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定理 如果级数∑
�

n = 1

un 绝对收敛，则级数∑
�

n = 1

un 必定收敛 .

注 ①收敛的任意项级数分为两大类：绝对收敛级数和条件收敛

级数，且两者必居其一，故绝对收敛的级数必不条件收敛 .

②根据本定理，任意项级数∑
�

n = 1

un 敛散性的判断在许多情况下可

转化为正项级数∑
�

n = 1

| un | 敛散性的判断 .

（三）幂级数

1 . 幂级数及其收敛性

定义 函数项级数∑
�

n = 0

an（x - x0）
n 称为（x - x0）的幂级数，当 x =

0 时，∑
�

n = 0

anxn 称为 x 的幂级数 . 易见，任意幂级数∑
�

n = 0

anxn 在 x = 0 处都

收敛 .

阿贝尔定理 如果级数∑
�

n = 0

anxn 当 x = x0（x0≠0）时收敛，则适合

不等式 | x | < | x0 | 的一切 x 使该幂级数绝对收敛 . 反之，如果级数

∑
�

n = 0

anxn 当 x = x0 时发散，则适合不等式 | x | > | x0 | 的一切 x 使该幂级

数发散 .

推论 如果幂级数∑
�

n = 0

anxn 不是仅在 x = 0 一点收敛，也不是在整

个数轴上都收敛，则必有一个完全确定的正数 R 存在，使得当 | x | < R

时，幂级数绝对收敛，当 | x | > R 时，幂级数发散；当 x = R 与 x = - R

时，幂级数可能收敛也可能发散 .

注 阿贝尔定理告诉我们，收敛点与发散点之间应有个边界点 . 这

样的边界点有两个，且关于原点对称 . 把边界点到原点的距离记为 R，

则 | x | < R 时级数收敛；| x | > R 时级数发散；x = ± R 时级数可能收敛

也可能发散，即上面的推论，从而引进了收敛半径 R 和收敛区间（- R，

R）的概念 .
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关于收敛半径的求法，有下面的定理 .

定理 如果 lim
n→ �

an + 1

an
=ρ，其中 an ，an + 1 是幂级数∑

�

n = 0

anxn 的相

邻两项的系数，则该幂级数的收敛半径 R =

1

ρ
，ρ≠0，

+ � ，ρ= 0，

0，ρ










= + � .

注 ①本定理是正项级数的比值审敛法的直接应用 .

②若幂级数缺项，则本定理不适用，应直接使用比值审敛法 .

③当确定了收敛半径 R 后，应将 x = R 和 x = - R 代入幂级数，由

数项级数的审敛法确定在这两点处级数的敛散性，从而确定收敛域 .

2 . 幂级数的运算

①设幂级数∑
�

n = 0

anxn 的收敛区间为（- R，R），∑
�

n = 0

bnxn 的收敛区间

为（- R' ，R' ），则

∑
�

n = 0

anxn ±∑
�

n = 0

bnxn =∑
�

n = 0

（an ± bn）xn ，

且其收敛区间为（- R，R）与（- R' ，R' ）中较小的一个 .

②幂级数∑
�

n = 0

anxn 的收敛半径为 R（R > 0），则其和函数 s（x）在区

间（- R，R）内连续 . 如果幂级数在 x = R（或 x = - R）也收敛，则和函

数 s（x）在（- R，R］（或［- R，R））连续 .

注 幂级数只在收敛域内有和函数 s（x），在收敛域外是发散的，

故 s（x）的定义域就是幂级数的收敛域 .

③设幂级数∑
�

n = 0

anxn 的收敛半径为 R（R > 0），则其和函数 s（x）在

区间（- R，R）内是可导的和可积的，且有逐项求导公式和逐项积分公

式

s'（x）=（∑
�

n = 0

anxn）' =∑
�

n = 0

（anxn）' =∑
�

n = 1

nanxn - 1 ，
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∫
x

0
s（x）dx =∫

x

0
（∑

�

n = 0

anxn）dx =∑
�

n = 0∫
x

0
（anxn）dx

=∑
�

n = 0

an

n + 1
xn + 1 ，

其中 | x | < R，逐项求导或逐项积分后所得的幂级数和原级数有相同的

收敛半径 .

注 本性质只指出了逐项求导与逐项积分后所得的幂级数和原级

数有相同的收敛半径，但并未指出收敛域是否相同 . 如果需要，应将端

点代入进行判定，以得出新级数的收敛区间 .

（四）函数展开成幂级数

1 . 泰勒级数

若函数 f（x）在点 x0 的某邻域内有各阶导数 f'（x），f"（x），⋯，

f（n）（x），⋯，则可得幂级数

∑
�

n = 1

f（n）（x0）

n！
（x - x0）

n ，

该幂级数称为 f（x）的泰勒级数 . 特殊地，当 x0 = 0 时，称为 f（x）的麦克

劳林级数 .

注 ①泰勒级数的构造直接来自泰勒多项式，但需要更强的条件：

f（x）任意阶可导 .

② f（x）的泰勒级数不一定收敛于 f（x）. 若要 f（x）的泰勒级数收

敛于 f（x），需要满足下面的定理 .

定理 设函数 f（x）在点 x0 的某一邻域 U（x0）内具有各阶导数，

则 f（x）在该邻域内能展开成泰勒级数的充分必要条件是 f（x）的泰勒

公式中的余项 Rn（x）当 n→ � 时的极限为零，即

lim
n→ �

Rn（x）= 0 （x∈U（x0））.

注 ①考虑到 Rn（x）的拉格朗日型表达式

Rn（x）=
f（n + 1）（ξ）

（n + 1）！
（x - x0）

n + 1 ，ξ∈U（x0），

定理的条件可弱化为 f（n + 1）（x）对任意 n∈N 有界 .

②本定理的前提 f（x）具有任意阶导数是很强的条件，当 f（x）不
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具备这个条件时定理不能成立 .

把一个函数按以上定理展开为泰勒级数和麦克劳林级数，称为直

接展开法 .

2 . 函数展开成幂级数

按照泰勒级数、麦克劳林级数及上述定理的要求，可将某些 f（x）

展开成幂级数，并确定其收敛区间 . 收敛区间非常重要，只有在收敛区

间上 f（x）才能展开为幂级数 .

与基本微分公式、基本积分公式一样，我们需记住下面四个主要函

数的幂级数展开式，其他一般函数的展开式及收敛区间可根据下面四

个公式及幂级数的运算得到，即间接展开法 .

①
1

1 - x
=∑

�

n = 0

xn ，x∈（- 1，1），

②ex =∑
�

n = 0

xn

n！
，x∈（- � ，+ � ），

③sin x =∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n - 1

（2n - 1）！
，x∈（- � ，+ � ），

④（1 + x）m =∑
�

n = 0

m（m - 1）⋯（m - n + 1）
n！

xn ，x∈（- 1，1）.

由此还可以得到几个基本公式：

⑤
1

1 + x
=∑

�

n = 0

（- 1）nxn ，x∈（- 1，1），

⑥ln（1 + x）=∑
�

n = 0

（- 1）n xn + 1

（n + 1）
，x∈（- 1，1］，

⑦cos x =∑
�

n = 0

（- 1）n x2n

（2n）！
，x∈（- � ，+ � ）.

间接展开法是学习的重点 . 它避免了 lim
n→ + �

Rn（x）与 f（n）（x0）的计

算，比直接展开法简单方便 . 间接展开法常常是把一个已知函数的幂级

数展开式经过作代换、四则运算或逐项求导、逐项积分而求得新的函数

的幂级数展开式，故简化了计算 .
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（五）傅里叶级数

1 . 三角函数系与三角级数

函数族 1，cos x，sin x，cos 2x，sin 2x，⋯，cos nx，sin nx，⋯称为三角

函数系 . 三角函数系在区间［- π，π］上是正交函数系，即三角函数系中

任何不同的两个函数的乘积在区间［- π，π］上的积分等于零 . 三角函

数系是我们接触到的首个正交函数系，对它的学习要引起足够的重视 .

在今后的学习中，我们还会遇到更多的正交函数系及其性质和应用 .

形如
a0

2
+∑

�

n = 1

（an cos nx + bn sin nx）的级数称为三角级数 .

2 . 函数 f（x）的傅里叶级数

设 f（x）是周期为 2π的周期函数，则

a0

2
+∑

�

n = 1

（an cos nx + bn sin nx）

称为 f（x）的傅里叶级数 . a0 ，a1 ，b1 ，⋯称为 f（x）的傅里叶系数 . 其中

a0 =
1
π∫

π

- π
f（x）dx，an =

1
π∫

π

- π
f（x）cos nxdx，

bn =
1
π∫

π

- π
f（x）sin nxdx， n = 1，2，3⋯ .

注 如果 f（x）在一个周期上可积，则一定可以写出 f（x）的傅里

叶级数 . 但 f（x）的傅里叶级数是否收敛，如果收敛是否一定收敛于

f（x），下面的狄利克雷充分条件可以给出结论 .

设 f（x）是周期为 2π的周期函数，如果它满足：

①在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点；

②在一个周期内至多有有限个极值点 .

则 f（x）的傅里叶级数收敛，并且当 x 是 f（x）的连续点时，级数收敛于

f（x）；当 x 是 f（x）的间断点时，级数收敛于
1
2
［f（x - 0）+ f（x + 0）］.

（六）正弦级数和余弦级数

1 . 奇函数和偶函数的傅里叶级数

函数 f（x）的傅里叶级数只含有正弦项或只含有余弦项，则称为正

弦级数或者余弦级数 . 出现这种情况与 f（x）的奇偶性有关 .
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定理 设 f（x）是周期为 2π的函数，在一个周期上可积，则

①当 f（x）为奇函数时，它的傅里叶级数

∑
�

n = 1

bn sin nx，

为正弦级数 . 其中

bn =
2
π∫

π

0
f（x）sin nxdx （n = 1，2，3，⋯）.

②当 f（x）为偶函数时，它的傅里叶级数

a0

2
+∑

�

n = 1

an cos nx，

为余弦级数 . 其中

an =
2
π∫

π

0
f（x）cos nxdx （n = 0，1，2，⋯）.

2 . 函数展开成正弦级数或余弦级数

设函数 f（x）定义在区间［0，π］上且满足收敛定理条件，在开区间

（- π，0）内补充函数 f（x）的定义，得定义在（- π，π］上的函数 F（x），使

得它在（- π，π）上成为奇函数（偶函数）.

例如 f（x）= x + 1，0≤ x≤π，则 F1（x）=

x + 1， 0 < x≤π，

0， x = 0，

x - 1， - π< x
{

< 0

为奇

函数；F2（x）=
x + 1， 0≤x≤π，

- x + 1， - π< x{ < 0
为偶函数 .

可将 F1（x）展开成正弦函数，将 F2（x）展开成余弦函数，再限制 x

∈（0，π］，此时 Fi（x）≡ f（x）（i = 1，2），便得 f（x）的正弦级数（或余弦

级数）.

（七）周期为 2l 的周期函数的傅里叶级数

定理 设周期为 2l 的周期函数 f（x）满足收敛定理条件，则它的傅

里叶级数展开式为

f（x）=
a0

2
+∑

�

n = 1

an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx( )l
，

其中系数 an ，bn 为
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an =
1
l∫

l

- l
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2，⋯），

bn =
1
l∫

l

- l
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2，⋯）.

当 f（x）为奇函数时，

f（x）=∑
�

n = 1

bn sin
nπx

l
，

其中系数 bn 为

bn =
2
l∫

l

0
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2，3，⋯）.

当 f（x）为偶函数时，

f（x）=
a0

2
+∑

�

n = 1

an cos
nπx

l
，

其中系数 an 为

an =
2
l∫

l

0
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2，⋯）.

三、解题研究

1 . 数项级数敛散性的判定

例 1 判断级数∑
�

n = 1

（ n槡 + 2 - 2 n槡 + 1 +槡n）的敛散性 .

分析 由于级数中有许多相同的项可互相抵消，故可考虑使用级

数收敛的定义来判别其敛散性 .

解法 1 sn =∑
n

k = 1

［（ k槡 + 2 - k槡 + 1）- （ k槡 + 1 - 槡k）］

槡= 1 - 2 + n槡 + 2 - n槡 + 1，

lim
n→ �

sn = lim
n→ �

槡1 - 2 +
1

n槡 + 2 + n槡[ ]+ 1
槡= 1 - 2，

故级数收敛，且和为 槡1 - 2 .

解法 2 使用比较审敛法 .
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un = n槡 + 2 - 2 n槡 + 1 +槡n

=
1

n槡 + 2 + n槡 + 1
-

1
n槡 + 1 +槡n

= 槡n - n槡 + 2
（ n槡 + 2 + n槡 + 1）（ n槡 + 1 +槡n）

=
- 2

（ n槡 + 2 + n槡 + 1）（ n槡 + 1 +槡n）（槡n + n槡 + 2）
，

un < 0，故∑
�

n = 1

un 为负项级数 . 只需证明正项级数∑
�

n = 1

（- un）收敛即可 .

取∑
�

n = 1

vn =∑
�

n = 1

1

n
3
2

，是 p 级数，p =
3
2

> 1，故收敛 .

lim
n→ �

1
（ n槡 + 2 + n槡 + 1）（ n槡 + 1 +槡n）（槡n + n槡 + 2）

1

n
3
2

= lim
n→�

1

槡n 1 +
2槡 n

+ 1 +
1槡( )n

槡n 1 +
1槡 n( )+ 1 槡n 1 + 1 +

2槡( )n
1

n
3
2

=
1

2 × 2 × 2
=

1
8

.

由比较审敛法的极限形式知原级数收敛 .

例 2 讨论级数∑
�

n = 1

ann！

nn 的敛散性 .

分析 因为 un 中含 an ，n！，nn ，所以采用比值审敛法 .

解 lim
n→ �

an + 1（n + 1）！
（n + 1）（n + 1）

ann！

nn

= lim
n→ �

ann

（n + 1）n = lim
n→ �

a

1 +
1( )n

n =
a
e

.

所以，当 a < e 时，
a
e

< 1，级数收敛；当 a > e 时，
a
e

> 1，级数发散；

433 高等数学思想方法与解题研究



当 a = e 时，因为 1 +
1( )n

n

< e，而
un + 1

un
=

e

1 +
1( )n

n > 1，所以 un + 1 > un .

故 lim
n→ �

un≠0，当 a = e 时，级数发散 .

例 3 判别级数∑
�

n = 1

1
（槡2 - 1）nn2

的敛散性 .

分析 因为级数的通项中含因子（槡2 - 1）n ，故考虑使用根值审敛

法 .

解 lim
n→ �

n
u槡 n = lim

n→ �

1
（槡2 - 1）（

n
槡n）2

=
1

槡2 - 1
> 1，

故级数发散 .

例 4 讨论级数∑
�

n = 2

（- 1）n - 1

［n +（- 1）n ］p（p > 0）的敛散性 .

分析 此级数是交错级数，首先讨论是否绝对收敛 .

解 考虑级数∑
�

n = 2

（- 1）n - 1

［n +（- 1）n ］p = ∑
�

n = 2

1
［n +（- 1）n ］p ，其形式

类似于 p 级数，因此用比较审敛法的极限形式

lim
n→ �

1
［n +（- 1）n ］p

1
np

= lim
n→ �

np

［n +（- 1）n ］p = lim
n→ �

1

1 +
（- 1）n[ ]n

p

= 1 .

所以，当 p > 1 时，级数∑
�

n = 2

（- 1）n - 1

［n +（- 1）n ］p 绝对收敛；当 p≤1 时，级

数∑
�

n = 2

（- 1）n - 1

［n +（- 1）n ］p 发散 .

下面讨论当 p≤1 时，交错级数∑
�

n = 2

（- 1）n - 1

［n +（- 1）n ］p 是否条件收敛 .

显然 lim
n→ �

1
［n +（- 1）n ］p = 0，但 un + 1 < un ，条件不满足 . 因为不满足莱布

尼茨条件的交错级数仍然可能是收敛的，所以我们用收敛的定义来分
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析 .

令 s2n 表示前 2n 项的部分和，这时

s2n = -
1
3p +

1
2p -

1
5p +

1
4p + ⋯ -

1
（2n + 1）p +

1
（2n）p

=
1
2p -

1
3( )p +

1
4p -

1
5( )p + ⋯ +

1
（2n）p -

1
（2n + 1）( )p ，

或 s2n =
1
2p -

1
3p -

1
4( )p -

1
5p -

1
6( )p - ⋯ -

1
（2n - 1）p -

1
（2n）( )p

-
1

（2n + 1）p .

因为
1

（2n）p -
1

（2n + 1）p > 0 （n = 1，2，⋯），所以 s2n 单调递增 .

又 s2n <
1
2p ，所以 s2n 有界，从而有极限 . 设 lim

n→ �
s2n = s，又

s2n + 1 = s2n -
1

（2n + 3）n ，即 lim
n→ �

s2n + 1 = lim
n→ �

s2n = s .

故 lim
n→ �

sn = s . 当 p≤1 时，级数∑
�

n = 2

（- 1）n - 1

［n +（- 1）n ］p 条件收敛 .

例 5 按定义求级数∑
�

n = 1

n
（n + 1）（n + 2）（n + 3）

的和 .

分析 直接求和有困难，可考虑将通项拆开 .

解 un =
n

（n + 1）（n + 2）（n + 3）

=
1

（n + 2）（n + 3）
-

1
（n + 1）（n + 2）（n + 3）

=
1

n + 2
-

1
n( )+ 3

-
1
2

1
（n + 1）（n + 2）

-
1

（n + 2）（n + 3[ ]）

=
1

n + 2
-

1
n( )+ 3

-
1
2

1
n + 1

-
1

n( )+ 2
+

1
2

1
n + 2

-
1

n( )+ 3
.

sn =∑
n

k =1

1
k +2

-
1

k( )+3
-

1
k +1

-
1

k( )+2
+

1
2

1
k +2

-
1

k( )[ ]+3

=
1
3

-
1

n + 3
-

1
2

1
2

-
1

n( )+ 2
+

1
2

1
3

-
1

n( )+ 3
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=
1
4

+
1

2（n + 2）
-

3
2（n + 3）

.

lim
n→ �

sn = lim
n→ �

1
4

+
1

2（n + 2）
-

2
2（n + 3( )）

=
1
4

.

故级数收敛，且和为
1
4

.

例 6 判断级数∑
�

n = 1

nn + 1
n

n +
1( )n

n 的敛散性 .

分析 当 n→ � 时，级数通项的分子、分母均趋于无穷大，故其通

项可能不趋于 0 .

解 lim
n→ �

nn + 1
n

n +
1( )n

n = lim
n→ �

n
1
n

1 +
1
n( )2

n = lim
n→ �

n
1
n

1 +
1
n( )2

n
2

n

= 1 .

所以该级数发散 .

例 7 讨论级数∑
�

n = 1

an

ns（s > 0，a 为常数）的敛散性 .

分析 因为 a 是常数，可能为正，可能为负，故此级数为任意项级

数 .

解 取级数∑
�

n = 1

an

ns ，用比值审敛法得

lim
n→ �

un + 1

un
= lim

n→ �

an + 1

（n + 1）s

an

ns

= lim
n→ �

nsa
（n + 1）s = | a | .

所以，当 | a | < 1 时，级数∑
�

n = 1

an

ns 收敛，原级数绝对收敛 .

当 | a | > 1 时，级数∑
�

n = 1

an

ns 发散，因为这时 lim
n→ �

un≠0，故原级数也

发散 .

当 | a | = 1 时，比值审敛法失效，需用另一种方法讨论 .
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当 a = 1 时，原级数变为∑
�

n = 1

1
ns ，当 s > 1 时，级数收敛；当 s≤1 时，

级数发散 .

当 a = - 1 时，原级数变为∑
�

n = 1

（- 1）n

ns ，当 s > 1 时，级数绝对收敛；

当 s≤1 时，un =
1
ns 满足莱布尼兹准则的两个条件，故∑

�

n = 1

（- 1）n

ns 条件

收敛 .

结论：级数∑
�

n = 1

an

ns（s > 0，a 为常数）当 | a | < 1 时绝对收敛；| a | > 1

时发散；a = 1，s > 1 时收敛；a = 1，s≤1 时发散；a = - 1，s > 1 时绝对

收敛；a = - 1，s≤1 时条件收敛 .

例 8 若 an≥0 且∑
�

n = 1

an 收敛，证明∑
�

n = 1

a2
n 收敛 .

证明 因为∑
�

n = 1

an 收敛，所以 lim
n→ �

an = 0，按极限定义，给定正数ε，

存在正整数 N，当 n > N 时，有 0≤ an <ε，因此有 0≤ a2
n <εan ，根据收

敛级数的性质有∑
�

n = 1
εan 收敛，再由比较审敛法知∑

�

n = 1

a2
n 收敛 .

例 9 若 an≥0 且 nan 有界，证明∑
�

n = 1

a2
n 收敛 .

证明 因为 nan 有界，所以存在正数 M，使得 nan < M，即 an <
M
n

，

得 a2
n <

M2

n2 ，因为∑
�

n = 1

M2

n2 收敛，由比较审敛法知∑
�

n = 1

a2
n 亦收敛 .

2 . 关于幂级数的例题

例 10 求幂级数∑
�

n = 1

102n（2x - 3）2n - 1 的收敛域 .

分析 由于级数缺项，故直接用比值审敛法 .

解 lim
n→ �

un + 1

un
= lim

n→ �

102n + 2 | 2x - 3 | 2n + 1

102n | 2x - 3 | 2n - 1 = 102 | 2x - 3 | 2 ，

故当 102 | 2x - 3 | 2 < 1，即 1.45 < x < 1.55 时，级数收敛 .
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在端点 x = 1.45 和 x = 1.55 处，原级数分别成为

- 10 - 10 - 10 - ⋯ - 10 - ⋯

和 10 + 10 + 10 + 10 + ⋯ + 10 + ⋯ .

这显然是两个发散级数，所以级数的收敛域是（1.45，1.55）.

例 11 求幂级数 1·2x + 2·3x2 + 3·4x3 + ⋯（| x | < 1）的和函数 .

分析 对幂级数作两次逐项积分即可求和 .

解 当 | x | < 1 时，令 s（x）=∑
�

n = 1

n（n + 1）xn ，

故 ∫
x

0
s（t）dt =∑

�

n = 1

nxn + 1 = x2∑
�

n = 1

nxn - 1 .

令 g（x）=∑
�

n = 1

nxn - 1 ，∫
x

0
g（x）dx =∑

�

n = 1

xn =
x

1 - x
，

则 g（x）=
x

1 -( )x
' =

1
（1 - x）2 ，- 1 < x < 1.

所以 s（x）=
x2

（1 - x）[ ]2

'
=

2x
（1 - x）3 ，- 1 < x < 1.

例 12 把函数 f（x）=
1

x2 - x - 6
展开成 x - 1 的幂级数，并求其收

敛区间 .

分析 需将函数变形，使之在分母上出现项 x - 1 .

解 f（x）=
1

x2 - x - 6
=

1
（x - 3）（x + 2）

=
1
5

1
x - 3

-
1

x( )+ 2

=
1
5

1
- 2 +（x - 1）

-
1

3 +（x - 1( )）

=
1
5

-
1
2

1

1 -
x - 1

2

-
1
3

1

1 +
x - 1









3

.

因为
1

1 -
x - 1

2

=∑
�

n = 0

x - 1( )2

2

=∑
�

n = 0

1
2n（x - 1）n ，

其收敛区间为
x - 1

2
< 1，即 | x - 1 | < 2 .
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而
1

1 +
x - 1

3

=∑
�

n = 0

（- 1）n x - 1( )3

n

=∑
�

n = 0

（- 1）n

3n （x - 1）n ，

其收敛区间为
x - 1

3
< 1，即 | x - 1 | < 3，

所以函数展开成 x - 1 的幂级数为

1
x2 - x - 6

=
1
5

-
1
2 ∑

�

n = 0

1
2n（x - 1）n -

1
3 ∑

�

n = 0

（- 1）n

3n （x - 1）[ ]n

=
1
5 ∑

�

n = 0

（- 1）n + 1

3n + 1 -
1

2n[ ]+ 1 （x - 1）n ，

其收敛区间为 | x - 1 | < 2 与 | x - 1 | < 3 的公共部分，即 - 1 < x < 3.

例 13 将
d

dx
ex - 1( )x

展开成 x 的幂级数，并推出∑
�

n = 1

n
（n + 1）！

= 1.

分析 先将
ex - 1

x
写为幂级数，再逐项求导 .

解 ex = 1 + x +
x2

2！
+ ⋯ +

xn

n！
+ ⋯，

ex - 1
x

= 1 +
x

2！
+

x2

3！
+ ⋯ +

xn - 1

n！
+ ⋯，x≠0 .

逐项微分得

ex - 1( )x

'
=

1
2！

+
2

3！
x + ⋯ +

n - 1
n！

xn - 2 +
n

（n + 1）！
xn - 1 + ⋯，x≠0 .

又
ex - 1( )x

'

x = 1
=

exx - ex + 1
x( )2

x = 1
= 1，

∑
�

n = 1

n
（n + 1）！

xn( )- 1

x = 1
=∑

�

n = 1

n
（n + 1）！

，

所以 ∑
�

n = 1

n
（n + 1）！

= 1.

例 14 求∑
�

n = 1

xn

np （p≥0 且为常数）的收敛区间 .

分析 求解本题的关键是要根据 p 的值讨论端点处的敛散性 .
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解 lim
n→ �

an + 1

an
= lim

n→ �

1
（n + 1）p

1
np

= 1，故收敛半径 R = 1.

当 x = 1 时，∑
�

n = 1

xn

np =∑
�

n = 1

1
np ，当 p > 1 时收敛，当 0≤p≤1 时发散 .

当 x = - 1 时，∑
�

n = 1

xn

np = ∑
�

n = 1

（- 1）n

np . 当 p > 0 时，
1

（n + 1）p <
1
np 且

lim
n→ �

1
np = 0，由 莱 布 尼 茨 定 理 知 级 数 收 敛；当 p = 0 时，级 数 为

∑
�

n = 1

（- 1）n ，发散 .

所以，当 p > 1 时，级数的收敛区间为［- 1，1］；当 0 < p≤1 时，级数

的收敛区间为［- 1，1）；当 p = 0 时，级数的收敛区间为（- 1，1）.

例 15 求幂级数∑
�

n = 0

2n + 1
n！

x2n 的收敛区间及其在收敛区间上的和

函数，并求常数项级数∑
�

n = 0

（2n + 1）2n

n！
的和 .

分析 求常数项级数的和常常通过构造相应的幂级数，求幂级数

的和函数来解决 .

解 级数缺奇数项，又

lim
n→ �

un + 1

un
= lim

n→ �

2（n + 1）+ 1
（n + 1）！

x2（n + 1）

2n + 1
n！

x2n

= lim
n→ �

2n + 3
（2n + 1）（n + 1）

x2 = 0，

故收敛区间为（- � ，+ � ），令 s（x）=∑
�

n = 0

2n + 1
n！

x2n ，则

∫
x

0
s（t）dt =∑

�

n = 0

x2n + 1

n！
= x∑

�

n = 0

（x2）n

n！
= xex

2

，

所以 s（x）=（xex
2

）' =（1 + 2x2）ex
2

.

令 x 槡= 2，有
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s（槡2）=∑
�

n = 0

2n + 1
n！

2n = 5e2 .

例 16 将 ln（1 + 3x + 2x2）展开为 x 的幂级数 .
分析 将 1 + 3x + 2x2 因式分解 .
解 ln（1 + 3x + 2x2）= ln（1 + x）（1 + 2x）= ln（1 + x）+ ln（1 + 2x），

ln（1 + x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 xn

n
，- 1 < x≤1，

ln（1 + 2x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1（2x）n

n
，-

1
2

< x≤
1
2

，

所以 ln（1 + 3x + 2x2）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1（1 + 2n）
xn

n
，-

1
2

< x≤
1
2

.

例 17 将∫
x

0
槡xex dx 展开为 x 的幂级数 .

分析 先将槡xex 展开为 x 的幂级数，再逐项积分 .

解 槡xex = x
1
2 1 + x +

x2

2！
+ ⋯ +

xn

n！
+( )⋯

= x
1
2 + x

3
2 +

x
5
2

2！
+ ⋯ +

x
2n + 1

2

n！
+ ⋯，

逐项积分得

∫
x

0
槡xex dx

=
2
3

x
3
2 +

2
5

x
5
2 +

2
2！7

x
7
2 + ⋯ +

2
n！（2n + 3）

x
2n + 3

2 + ⋯，x≥0 .

例 18 若
1

3 + x
=∑

�

n = 0

an（x - 1）n ，求 an .

分析 把
1

3 + x
展开为 x - 1 的幂级数，再观察（x - 1）n 的系数 .

解
1

3 + x
=

1
4 + x - 1

=
1
4

1

1 +
x - 1

4

=
1
4 ∑

�

n = 0

（- 1）n x - 1( )4

n

=∑
�

n = 0

（- 1）n

4n + 1 （x - 1）n .

所以 an =
（- 1）n

4n + 1 .
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例 19 求级数∑
�

n = 1

n2

n！
的和 .

分析 可利用求幂级数的和函数来求解 . 设 s（x）= ∑
�

n = 1

n2

n！
xn ，则

s（1）即为所求 .

解 由 lim
n→ �

（n + 1）2

（n + 1）！

n2

n！

= 0 得收敛半径 R = + � ，收敛域为（- � ，

+ � ）.

∑
�

n = 1

n2

n！
xn =∑

�

n = 1

n
（n - 1）！

xn = x∑
�

n = 1

nxn - 1

（n - 1）！

= x ∑
�

n = 1

xn

（n - 1[ ]）！

'
= x x∑

�

n = 1

xn - 1

（n - 1[ ]）！

'

= x（xex）' =（x2 + x）ex ，x∈（- � ，+ � ）.

所以 s（1）= 2e，即∑
�

n = 1

n2

n！
= 2e.

例 20 求证：∑
�

n = 1

1
n2n = ln 2 .

分析 令 s（x）=∑
�

n = 1

1
n2n xn ，只需求 s（1）即可 .

证明 当 | x | < 2 时，令 s（x）=∑
�

n = 1

1
n2n xn =∑

�

n = 1

1
n

x( )2

n

，

s（x）=∫
x

0
s'（x）dx =∫

x

0 ∑
�

n = 1

1
n

x( )2( )n '
dx

=∫
x

0∑
�

n = 1

1
2

x( )2

n - 1

dx =∫
x

0

1
2 ∑

�

n = 0

x( )2( )n

dx

=∫
x

0

1
2 - x

dx = - ln（2 - x）
x

0
= ln 2 - ln（2 - x）.

s（1）=∑
�

n = 1

1
n2n = ln 2 .

3 . 关于三角级数的例题

例 21 设 f（x）=πx + x2（- π< x <π）的傅里叶级数为
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a0

2
+∑

�

n = 1

（an cos nx + bn sin nx），

求系数 b3 的值 .

分析 由公式 bn =
1
π∫

π

- π
f（x）sin nxdx 立得 .

解 b3 =
1
π∫

π

- π
（πx + x2）sin 3xdx .

x2 sin 3x 为奇函数，故∫
π

- π
x2 sin 3xdx = 0.

xsin 3x 为偶函数，故

b3 = 2∫
π

0
xsin 3xdx = 2 -

x
3

cos 3x +
1
9

sin 3( )x
π

0
=

2π
3

.

例 22 设 f（x）是周期为 2π的周期函数，它在［- π，π］上的表达式

为 f（x）=
ax，- π< x≤0，

bx，0 < x≤π{ ，
a，b 为常数，且 a < 0 < b，求 f（x）的傅里叶

级数以及该级数在［- π，π］上的和函数 s（x），并求级数 1 +
1
32 +

1
52 +

⋯ +
1

（2n - 1）2 + ⋯的和 .

分析 求 f（x）的傅里叶级数只需依公式求出傅里叶系数 an ，bn ；

求傅里叶级数的和函数只需依狄利克雷定理，注意不连续点处的取值；

最后代入特殊的值 .

解 a0 =
1
π∫

π

- π
f（x）dx =

1
π∫

0

- π
axdx +

1
π∫

π

0
bxdx =

b - a
2 π，

an =
1
π∫

π

- π
f（x）cos nxdx =

1
π∫

0

- π
axcos nxdx +

1
π∫

π

0
bxcos nxdx

=
b - a
n2π

［（- 1）n - 1］ （n≠0）.

bn =
1
π∫

π

- π
f（x）sin nxdx =

1
π∫

0

- π
axsin nxdx +

1
π∫

π

0
bxsin nxdx

=（- 1）n + 1 a + b
n

.
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f（x）的傅里叶级数为

b - a
4 π+∑

�

n = 1

b - a
n2π

［（- 1）n - 1］cos nx +（- 1）n + 1 a + b
n

sin[ ]nx .

级数在不连续点 x =（2k + 1）π处收敛于
f（π+ 0）- f（π- 0）

2
=

b - a
2 π，和函数 s（x）在［- π，π］上的表达式为

s（x）=

ax，- π< x≤0，

bx，0 < x <π，

b - a
2 π，x = ±π









 .

在该傅里叶级数中，令 x =π得

b - a
4 π+∑

�

n = 1

b - a
n2π

［（- 1）n - 1］（- 1）n =
b - a

2 π，

即 π
4

=∑
�

n = 1

1
n2π

［（- 1）2n - （- 1）n ］=
1
π∑

�

n = 1

1 - （- 1）n

n2

=
1
π∑

�

k = 1

2
（2k - 1）2 .

所以∑
�

n = 1

1
（2n - 1）2 =π

2

8
.

例 23 将函数 f（x）= x + 1（0≤ x≤π）分别展开成正弦级数和余

弦级数 .

分析 先进行奇延拓与偶延拓，再依公式求出正弦级数和余弦级

数 .

解 如图 11 .1 所示进行奇延拓：

bn =
2
π∫

π

0
f（x）sin nxdx =

2
π∫

π

0
（x + 1）sin nxdx

=
2
π

-
xcos nx

n
+

sin nx
n2 -

cos nx( )n
π

0

=
2
nπ

（1 - πcos nπ- cos nπ）
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图 11.1

=

2
π

·π+ 2
n

，n = 1，3，⋯

-
2
n

， n = 2，4{ ，⋯

正弦级数为

x + 1 =
2 [π

（π+ 2）sin x - π
2

sin 2x +
1
3
（π+ 2）sin 3x -

π
4

sin 4x + ]⋯ ，0 < x <π.

在端点 x = 0 及 x =π处，级数和为 0，它不代表原来函数 f（x）的

值 .

如图 11 .2 所示进行偶延拓：

图 11.2
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an =
2
π∫

π

0
（x + 1）cos nxdx

=
2
π

xsin nx
n

+
cos nx

n2 +
sin nx( )n

π

0

=
2

n2π
（cos nπ- 1）=

0， n = 2，4，⋯

-
4

n2π
， n = 1，3{ ，⋯

a0 =
2
π∫

π

0
（x + 1）dx =

2
π

x2

2
+( )x

π

0
=π+ 2.

余弦级数为

x + 1 = π
2

+ 1 -
4 (π

cos x +
1
32 cos 3x +

1
52 cos 5x + )⋯ ，0≤x≤π.

图 11.3

例 24 将如图 11 .3 所示的函数

M（x）=

px
2

， 0≤x <
l
2

，

p（l - x）
2

，
l
2 ≤x≤

{ l

展开成正弦级数 .

分析 M（x）是定义在［0，l］上的

函数，要将它展开成正弦级数，必须

对 M（x）进行奇延拓，再计算延拓后

的函数的傅里叶系数 bn .

解 bn =
2
l∫

l

0
M（x）sin

nπx
l

dx

=
2
l∫

l
2

0

px
2

sin
nπx

l
dx +∫

l

l
2

p（l - x）
2

sin
nπx

l
dx，

对于上式右端第二项，令 t = l - x，则

bn =
2
l∫

l
2

0

px
2

sin
nπx

l
dx +∫

0

l
2

pt
2

sin
nπ（l - t）

l
（- dt[ ]）

=
2
l∫

l
2

0

px
2

sin
nπx

l
dx +（- 1）n + 1∫

l
2

0

pt
2

sin
nπt

l
d[ ]t .
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当 n = 2，4，6，⋯时，bn = 0；

当 n = 1，3，5，⋯时，bn =
4p
2l∫

l
2

0
xsin

nπx
l

dx =
2pl
n2π2 sin

nπ
2

.

故 M（x）=
2pl
π2 sinπx

l
-

1
32 sin

3πx
l

+
1
52 sin

5πx
l

-( )⋯ ，0≤x≤ l .

四、练习题及答案

习题（A）

一、填空题

1 . 级数槡x
2

+
x

2·4
+ 槡x x

2·4·6
+

x2

2·4·6·8
+ ⋯的一般项 un = .

2 .
1

1·3
+

1
3·5

+
1

5·7
+ ⋯ +

1
（2n - 1）（2n + 1）

+ ⋯ 的 部 分 和 sn =

.

3 . 当 n→ � 时，级数∑
�

n = 1

1( )n

1
n

的一般项 un 的极限为 ，该级

数是 的 .

4 . 级数∑
�

n = 1

1

槡n
是 的 .

5 . 由正项级数比较审敛法可知，级数∑
�

n = 1

n + 1
n（n + 2）

是 的 .

6 . 幂级数 1 - x +
x2

22 -
x3

32 + ⋯的收敛区间是 .

7 . 幂级数∑
�

n = 1

（- 1）n

n4n x2n - 1 的收敛半径 R = .

8 . 由 ex =∑
�

n = 0

xn

n！
，x∈（- � ，+ � ）可知，ch x = .

9 . ln（2 + x）展开成 x 的幂级数为 ，收敛域为 .
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二、选择题

1 . 级数∑
�

n = 1

1
2n +

1
10( )n

（ ）.

（A）发散 （B）收敛 （C）敛散性不确定

2 . 级数∑
�

n = 1

un 收敛且其和为 s，则∑
�

n = 1

（un + un + 1）（ ）.

（A）收敛，和为 s （B）收敛，和为 s - u1

（C）发散，无和 （D）收敛，和为 2s - u1

3 . 级数∑
�

n = 1

（- 1）n - 1

np ，（ ）.

（A）当 p > 1 时条件收敛 （B）当 0 < p≤1 时绝对收敛

（C）当 0 < p≤1 时条件收敛 （D）当 0 < p≤1 时发散

4 . 设 un≥0，vn > 0，且 lim
n→ �

un

vn
= 0，则（ ）.

（A）若∑
�

n = 1

vn 收敛，则∑
�

n = 1

un 发散

（B）若∑
�

n = 1

vn 发散，则∑
�

n = 1

un 收敛

（C）若∑
�

n = 1

vn 收敛，则∑
�

n = 1

un 收敛

（D）若∑
�

n = 1

vn 发散，则∑
�

n = 1

un 发散

5 . 幂级数 x + 2x2 + 3x3 + ⋯ + nxn + ⋯的收敛区间是（ ）.

（A）（- 1，1） （B）［- 1，1） （C）（- 1，1］ （D）［- 1，1］

6 . 级数∑
�

n = 1

nxn - 1 在区间（- 1，1）上的和函数为（ ）.

（A）
1

（1 - x）2 （B）
2

1 - x
（C）

1
1 + x

（D）
1

（1 + x）2

7 . 函数 f（x）=
1

1 + x2 关于 x 的幂级数展开式是（ ）.

（A）∑
�

n = 0

（- 1）nxn ，（- 1，1） （B）∑
�

n = 0

x2n ，（- 1，1］
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（C）∑
�

n = 0

（- 1）nx2n ，（- 1，1） （D）∑
�

n = 0

（- 1）nx2n ，［- 1，1］

8 . 函数 f（x）= cos2 x 在 x0 = π
4

处展开成的幂级数是（ ）.

（A）
1
2

- ∑
�

n = 1

（- 1）n 4n - 1

（2n - 1）！
x - π( )4

2n - 1

，（- � ，� ）

（B）
1
2

+∑
�

n = 1

（- 1）n 4n - 1

（2n - 1）！
x - π( )4

2n - 1

，（- � ，� ）

（C）
1
2

- ∑
�

n = 1

（- 1）n 4n - 1

（2n - 1）！
x2n - 1 ，（- � ，� ）

（D）∑
�

n = 1

（- 1）n 4n - 1

（2n - 1）！
x - π( )4

2n - 1

，（- � ，� ）

三、计算题

1 . 判别级数∑
�

n = 1

n2

2 +
1( )n

n 的敛散性 .

2 . 判别级数∑
�

n = 1

1
［ln（1 + n）］k 的敛散性 .

3 . 讨论级数∑
�

n = 1

（- 1）n 1
nan（a > 0）的敛散性 .

4 . 求幂级数∑
�

n = 1

n
n + 1

xn 在其收敛域 | x | < 1 中的和函数 .

5 . 求级数∑
�

n = 1

3n +（- 2）n

n
（x + 1）n 的收敛域 .

6 . 将函数 f（x）=
1
x

在 x = 3 处展开成幂级数并写出其收敛域 .

7 . 将周期为 2π的函数 f（x）展开成傅里叶级数，f（x）在［- π，π）上

的表达式为 f（x）= 3x2 + 1 .

8 . 将函数 f（x）=π- x
2

（0≤x≤π）展开成正弦级数 .

9 . 将周期函数 f（x）= 1 - x2 -
1
2 ≤x≤( )1

2
展开成傅里叶级数（所

给 f（x）为在一个周期内的表达式）.
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习题（B）

一、填空题

1 . 已知级数∑
�

n = 1

un 的部分和 sn =
2n

n + 1
，则 un = .

2 .如果级数∑
�

n = 1

un 收敛，那么级数∑
�

n = 1

un + ( )1
2[ ]n

，而级

数∑
�

n = 1

1
un

（un≠0） .

3 . 正项级数∑
�

n = 1

un 的部分和数列｛sn｝有界是该级数收敛的

条件 .

4 . 若任意项级数∑
�

n = 1

un 条件收敛，又 vn =
un + | un |

2
，则级数∑

�

n = 1

vn

.

5 . 若幂级数∑
�

n = 1

an（x + 2）n 在 x = - 4 处收敛，则此级数在 x = 1 处

.

6 . 将 f（x）=
1

（1 + x）（1 + x2）（1 + x4）
在区间（- 1，1）展开成 x 的幂

级数为 .

二、选择题

1 . 加括弧后所形成的级数发散是原级数发散的（ ）.

（A）必要条件 （B）充分条件

（C）充分必要条件 （D）既非充分又非必要条件

2 . 级数∑
�

n = 1

un 的前 2n 项和 s2n→a（n→ � ），那么该级数（ ）.

（A）收敛于 a （B）收敛于 2a

（C）发散 （D）收敛性不能确定

3 . 已知级数
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（1）∑
�

n = 1

1 + n
1 + n2 ，（2）∑

�

n = 1

2n·n！

nn ，（3）∑
�

n = 1

n
3n( )- 1

2n - 1

，

（4）∑
�

n = 1

1
na + b

（a > 0，b > 0），则有（ ）.

（A）级数（1）（2）收敛，（3）（4）发散

（B）级数（1）（2）（3）收敛，（4）发散

（C）级数（1）（2）发散，（3）（4）收敛

（D）级数（1）（4）发散，（2）（3）收敛

4 . 若级数∑
�

n = 1

a2
n 收敛，则级数∑

�

n = 1

an

n
（ ）.

（A）绝对收敛 （B）条件收敛 （C）发散 （D）不确定

5 . 某交错级数∑
�

n = 1

（- 1）nun 不满足莱布尼茨判别法中的条件 un≥

un + 1 ，n = 1，2，⋯，那么该级数（ ）.

（A）一定发散 （B）条件收敛

（C）绝对收敛 （D）可能收敛，也可能发散

6 . 幂级数∑
�

n = 1

（- 1）n x2n + 1

2n + 1
的收敛区间是（ ）.

（A）（- 1，1） （B）［- 1，1） （C）（- 1，1］ （D）［- 1，1］

7 . 当 | x | < 1 时，级数∑
�

n = 1

xn

n
的和函数是（ ）.

（A）ln（1 - x） （B）ln
1

1 - x
（C）ln（x - 1） （D）- ln（x - 1）

8 . f（x）= arctan x 在 x = 0 处的泰勒级数是（ ）.

（A）∑
�

n = 0

x2n + 1

2n + 1
，（- 1，1） （B）∑

�

n = 0

（- 1）nx2n + 1

2n + 1
，（- 1，1）

（C）∑
�

n = 0

（- 1）n x2n

n
，（- 1，1） （D）∑

�

n = 0

x2n

2n + 1
，（- 1，1）

三、计算题

1 . 讨论级数∑
�

n = 1

nx
1 + na x2（a > 0，x > 0）的敛散性 .
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2 . 判别级数∑
�

n = 1

1
［ln（1 + n）］n 的敛散性 .

3 . 判别级数∑
�

n = 2

sin nπ+
1

ln（ln n( )）
的敛散性 .

4 . 将 f（x）=
x - 3

（1 + x）3 展形成 x 的幂级数 .

5 . 计算极限 lim
x→ �

1
2

+
3
22 +

5
23 + ⋯ +

2n - 1
2( )n .

6 . 求幂级数∑
�

n = 1

（2n + 1）xn 的收敛区间及和函数 .

7 . 设 f（x）是周期为 2π的函数，它在［- π，π）上的表达式为

f（x）=
0，x∈［- π，0），

ex ，x∈［0，π
{ ），

将 f（x）展开成傅里叶级数 .

8 . 将函数 f（x）=
1，0≤x≤h，

0，h < x≤{ π
分别展开成正弦级数和余弦级数 .

习题（A）答案

一、填空题

1 . un =
x

n
2

（2n）！！
.

2 .
1
2

1 -
1

2n( )+ 1
.

3 . 发散 . 提示：令 y =
1( )x

1
x
，由洛必达法则可得 lim

n→ �
un≠0，所以原

级数发散 .

4 . 发散 . 提示：级数为 p =
1
2

< 1 的 p 级数 .

5 . 发 散 . 提 示：
n + 1

n（n + 2）
=

n + 1
n2 + 2n

>
n + 1

n2 + 2n + 1
=

1
n + 1

，而

∑
�

n = 1

1
n + 1

是去掉第一项的调和级数 .
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6 .［- 1，1］. 提示：ρ= lim
n→ �

an + 1

an
= 1，R = 1，x = 1 时为收敛的交错

级数；x = - 1 时为 p = 2 > 1 的 p 级数，收敛 .

7 .2 . 提示：lim
n→ �

un + 1（x）

un（x）
=

| x | 2

4
，当

| x | 2

4
< 1 时，即 | x | < 2 时，收

敛，R = 2.

8 .∑
�

x = 0

x2n

（2n）！
，（- � ，+ � ）. 提示：

ch x =
1
2
（ex + e - x）=

1
2 ∑

�

n = 0

1
n！

xn +∑
�

n = 0

（- 1）n

n！
x( )n

=∑
�

n = 0

1
（2n）！

x2n ，（- � ，+ � ）.

9 . ln 2 +∑
�

n = 0

（- 1）nxn + 1

（n + 1）2n + 1 ；（- 2，2］. 提示：

ln（2 + x）= ln 2 1 +
x( )[ ]2

= ln 2 + ln 1 +
x( )2

= ln 2 +∑
�

n = 0

（- 1）n

n + 1
x( )2

n + 1

= ln 2 +∑
�

n = 0

（- 1）nxn + 1

（n + 1）2n + 1 ，

收敛域为 - 1 <
x
2 ≤1，即 - 2 < x≤2 .

二、选择题

1 .A. 提示：∑
�

n = 1

1
2n 收敛，∑

�

n = 1

1
10n

发散，故和级数∑
�

n = 1

1
2n +

1
10( )n

发

散 .

2 . D. 提示：∑
�

n = 1

（un + un + 1）= 2s - u1 .

3 . C. 提 示：当 0 < p ≤ 1 时，级 数 ∑
1
np 发 散，而 交 错 级 数

∑
�

n = 1

（- 1）n - 1

np 收敛 .
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4 . C. 提示：此时必存在自然数 N，使得当 n > N 时，un < vn ，由比较

法知，∑
�

n = 1

vn 收敛时∑
�

n = 1

un 也收敛 .

5 .A. 提示：R = 1，令 x = 1 和 x = - 1，原 级 数 分 别 为∑
�

n = 1

n 和

∑
�

n = 1

（- 1）nn，均不满足级数收敛的必要条件 .

6 . A. 提示：s（x）=（∫
x

0
s（x）dx）'x =

x
1 -( )x

'
=

1
（1 - x2）

.

7 . C. 提示：
1

1 + x2 =∑
�

n = 1

（- 1）nx2n ，（- 1，1）.

8 . B. 提示：cos2 x =
1 + cos 2x

2
=

1
2

+
1
2

cos π
2

+ 2 x - π( )[ ]4
=

1
2

-

1
2

sin 2 x - π( )4
.

三、计算题

1 . 收敛 . 提示：使用根值审敛法 .

2 . 发散 . 提示：使用极限判别法 .

3 . 绝对收敛 . 提示：考虑lim
n→0

un + 1

un
.

4 . s（x）=
1

1 - x
+

ln（1 - x）
x

，| x | < 1 . 提示：当 | x | < 1 时，令

s（x）=∑
�

n = 1

n
n + 1

xn =∑
�

n = 1

xn - ∑
�

n = 1

1
n + 1

xn .

5 .收敛域为 -
4
3

，-[ )2
3

. 提示：lim
n→ �

an

an + 1
=

1
3

，故 R =
1
3

，将 x

= -
4
3

及 x = -
2
3

代入级数 .

6 .
1
x

=
1
3 ∑

�

n = 0

（- 1）n x - 3( )3

n

；0 < x < 6. 提示：
1
x

=
1
3

1

1 +
x - 3

3

.

7 . f（x）=π2 + 1 + 12∑
�

n = 1

（- 1）n

n2 cos nπ，（- � ，+ � ）.
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8 .π- x
2

=∑
�

n = 1

1
n

sin nx，（0，π］.

9 . f（x）=
11
12

+
1
π2∑

�

n = 1

（- 1）n + 1

n2 cos 2nπx，（- � ，+ � ）.

习题（B）答案

一、填空题

1 .
2

n（n + 1）
. 提示：un = sn - sn - 1 .

2 .收敛，发 散 . 提 示：根 据 收 敛 级 数 的 性 质 及 收 敛 的 必 要 条 件

lim
n→ �

un = 0 判断 .

3 . 充分必要条件 .

4 . 发散 . 提示：因为∑
�

n = 1

un 条件收敛，故∑
�

n = 1

| un | 发散，故∑
�

n = 1

un

2
收

敛，而∑
�

n = 1

| un |
2

发散，由此知∑
�

n = 1

vn 发散 .

5 . 不能确定 . 提示：x = - 4，即 x + 2 = - 2，由阿贝尔定理知，当

| x + 2 | < | - 2 | 时，即 - 4 < x < 0 时，级数绝对收敛，今 x = 1 ∈（- 4，

0），但也不能判断级数在 x = 1 处发散 .

6 . f（x）=（1 - x）∑
�

n = 0

x8n = 1 - x + x8 - x9 + x16 - x17 + ⋯ .

提示：
1 - x

（1 - x）（1 + x）（1 + x2）（1 + x4）
=

1 - x
1 - x8 .

二、选择题

1 . B.

2 . D. 提示：还需要条件 lim
n→ �

s2n - 1 = a 或 lim
n→ �

un = 0，级数才收敛于

a，否则尚不能确定其敛散性 .

3 . D. 提示：
1 + n
1 + n2 >

1 + n
n + n2 =

1
n

，lim
n→ �

un + 1

un
= lim

n→ �

2n + 1（n + 1）！
（n + 1）n + 1

2nn！

nn
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=
2
e

< 1，故级数（2）收敛；lim
n→ �

n
u槡 n = lim

n→ �

n
3n - 1

=
1
9

，故级数（3）收敛，

1
na + b

>
1

na + nb
=

1
a + b

·
1
n

，而
1

a + b∑
�

n = 1

1
n

发散，故级数（4）发散 .

4 . A. 提示：考虑 | an | -
1( )n

2

≥0 .

5 . D. 提示：考查级数

1 -
1
22 +

1
33 -

1
42 +

1
53 -

1
62 + ⋯ +

1
（2n - 1）3 -

1
（2n）2 .

6 . D. 提示：考虑 lim
n→ �

x2n + 3

2n + 3
·

2n + 1
x2n + 1 = | x2 | .

7 . B. 提示：s（x）=∑
�

n = 1

xn

n
=∫

x

0
（∑

�

n = 1

xn - 1）dx =∫
x

0

1
1 - x

dx

= - ln（1 - x）.

8 . B. 提示：arctan x =∫
x

0
（arctan x）' dx =∫

x

0

1
1 + x2 dx .

三、计算题

1 . 当 a > 2 时原级数收敛，a≤2 时发散 .

提示：使用极限判别法，考虑 lim
n→ �

nx
1 + na x2

1
na - 1

.

2 . 原级数收敛 . 提示：当 n > 1 时，ln（1 + n）> 2，
1

［ln（1 + n）］n <
1
2n .

3 . 条件收敛 . 提示：因为

un = sin nπ+
1

ln（ln n( )）
=（- 1）n sin

1
ln（ln n）

，

考虑 lim
n→ �

sin
1

ln（ln n）
1

ln（ln n）

= 1，故级数∑
�

n = 2

sin
1

ln（ln n）
发散 .

再考虑交错级数∑
�

n = 2

（- 1）n sin
1

ln（ln n）
：
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（1）lim
n→ �

sin
1

ln（ln n）
= 0；

（2）考虑 f（x）= ln（ln x），可得 y = sin
1

ln（ln n）
单调下降，故有 un + 1

< un ，这说明级数∑
�

n = 2

sin nπ+
1

ln（ln n( )）
满足莱布尼茨准则，故为条件

收敛 .

4 . f（x）=∑
�

n = 1

（- 1）nn（2n + 1）xn - 1 ，- 1 < x < 1. 提示：

x - 3
（1 + x）3 =

- 1
1 + x

+
2

（1 + x）( )2

'
=

- 1
1 +( )x

'
+

- 2
1 +( )x

"
.

5 . 该极限为 3 . 提示：令 s（x）=∑
�

n = 0

（2n + 1）x2n ，| x | < 1，则

s（x）=（∫
x

0∑（2n + 1）x2n dx）' =（∑
�

n = 0

x2n + 1）'

=
x

1 - x( )2

'
=

1 + x2

（1 - x2）2 ，

取 x =
1

槡2
得

lim
n→ �

1
2

+
3
22 +

5
23 + ⋯ +

2n - 1

2n =
1
2

s
1

槡( )2
= 3.

6 .（- 1，1），s（x）=
3x - x2

（1 - x）2 . 提示：

R = lim
n→ �

an

an + 1

，令 x = t2 ，

s（t2）=∑
�

n = 1

（2n + 1）t2n =（∑
�

n = 1

t2n + 1）'

=
t3

1 - t( )2 ' =
3 t2 - t4

（1 - t2）2 ，

故 s（x）=
3x - x2

（1 - x）2 .
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7 . f（x）=
eπ - 1

2π
+

1
π∑

�

n
[

= 1

（- 1）n eπ - 1
n2 + 1

cos nx +
n（（- 1）n + 1 eπ + 1）

n2 + 1

sin ]nx ，- � < x < + � ，且 x≠nπ（n = 0，± 1，± 2，⋯）.

8 . 正弦级数 f（x）=
2
π∑

�

n = 1

1 - cos nh
n

sin nx，x∈（0，h）∪（h，π］；

余弦级数 f（x）=
h
π

+
2
π∑

�

n = 1

sin nh
n

cos nπ，x∈［0，h）∪（h，π］.
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第十二章 常微分方程

一、本章知识的作用与意义

常微分方程，是指含有一元未知函数及其导数或微分的方程 . 本章

主要研究某些类型微分方程的解法，常微分方程是高等数学的一个重

要组成部分，是研究函数的重要工具 .

建立常微分方程要用到导数的概念，而解常微分方程则要用到积

分法，因此常微分方程是在微积分基础上的发展和应用，在各个领域内

有广泛的应用 .

二、知识要点及思想方法

（一）常微分方程的基本概念

1 . 定义

（1）常微分方程

含有自变量、未知函数与未知函数导数（或微分）的方程叫做微分

方程 . 未知函数为一元函数的，叫做常微分方程；未知函数为多元函数

的，叫做偏微分方程 . 本章研究的是常微分方程，其一般形式为

F（x，y，y' ，y"，⋯，y（n））= 0.

（2）常微分方程的阶

方程中未知函数的最高阶导数的阶数称为常微分方程的阶 .

（3）常微分方程的解

使常微分方程成为恒等式的函数是常微分方程的解 .

（4）常微分方程的通解

如常微分方程的解所含独立任意常数的个数与该常微分方程的阶
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数相等，则这个解称为常微分方程的通解 .

（5）初始条件

确定通解中任意常数的条件叫做初始条件 .

（6）常微分方程的特解

满足初始条件的解叫做常微分方程的特解 .

（二）一阶常微分方程

1 . 可分离变量的方程

形如
dy
dx

=φ（x）ψ（y）的方程称为可分离变量的方程 .

先分离变量方程式为
1

ψ（y）
dy =φ（x）dx，两边同时积分，得其通解

为

∫ 1

ψ（y）
dy =∫φ（x）dx + C .

2 . 齐次方程

形如
dy
dx

= f
y( )x

的方程称为齐次方程 .

注 “齐次”是指对于二元函数 f（x，y），若有正整数 k 对任意实数

t，都有 f（tx，ty）= tkf（x，y），则称 f（x，y）为 k 次齐次函数，因此形如

f
y( )x

的函数为零次齐次函数 .

作变换 u =
y
x

，
dy
dx

= x
du
dx

+ u，则方程可化为
du

f（u）- u
=

dx
x

，两边

进行积分得到通解为

∫ du
f（u）- u

= ln Cx .

3 . 一阶线性微分方程

形如
dy
dx

+ P（x）y = Q（x）的 方 程 称 为 一 阶 线 性 微 分 方 程 . 若

Q（x）= 0，方程为齐次的；若 Q（x）≠0，方程为非齐次的 .

我们通常用常数变易法来求解非齐次线性方程 . 步骤如下 .

首先，求解相应的齐次方程
dy
dx

+ P（x）y = 0 的通解，分离变量得
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dy
y

= - P（x）dx，可得到其通解 y = Ce∫- P（x）dx ，利用常数变易法，令 y =

u（x）e∫- P（x）dx ，将其代入到非齐次方程中，得 u'（x）e∫- P（x）dx = Q（x），

则 u'（x）= Q（x）eP（x）dx ，积分得 u（x）=∫Q（x）e∫P（x）dx dx + C .

由此可得到方程的通解为

y = e∫- P（x）dx（∫Q（x）e∫P（x）dx dx + C）.

4 . 伯努利方程

形如
dy
dx

+ P（x）y = Q（x）yn（n≠0，1）的方程称为伯努利方程 .

将方程两端除以 yn ，得 y - ny' + P（x）y1 - n = Q（x），由于
d

dx
（y1 - n）

=（1 - n）y - ny' ，假设 z = y1 - n ，则方程可化为

dz
dx

+（1 - n）P（x）z =（1 - n）Q（x），

变为一阶线性微分方程，根据一阶线性微分方程的解法可求其通解 .

5 . 全微分方程

方程 P（x，y）dx + Q（x，y）dy = 0，若P
y

=Q
x

，则方程为全微分方

程 . 其通解为

∫
x

x0

P（x，y0）dx +∫
y

y0

Q（x，y）dy = C .

但是，在某些情况下，P dx + Qdy = 0 不是全微分方程，即不满足

P
y

=Q
x

，但用μ（x，y）≠0 乘方程两边，能使μP dx +μQdy = 0 化为全

微分方程，此时，函数μ（x，y）称为积分因子 .

注 一些常见的全微分形式：

①ydx + xdy = d（xy）； ②xdx + ydy = d
x2 + y2( )2

；

③
ydx - xdy

y2 = d
x( )y

； ④
xdy - ydx

x2 = d
y( )x

；
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⑤
ydx - xdy

xy
= d ln

x( )y
； ⑥

ydx - xdy
x2 + y2 = d arctan

x( )y
；

⑦
xdx + ydy

x2 + y2 = d
1
2

ln（x2 + y2[ ]） ； ⑧
ydx - xdy

x2 - y2 = d
1
2

ln
x - y
x +( )y

.

（三）二阶微分方程

1 . 可降阶的微分方程

（1）不显含变量 y 的二阶方程 y" = f（x，y' ）

解法：令
dy
dx

= p，则
d2 y
dx2 =

dp
dx

，将其带入原方程可化为
dp
dx

= f（x，p），

变为一阶微分方程，再求解 .

（2）不显含变量 x 的二阶方程 y" = f（y，y' ）

解法：令
dy
dx

= p，则
d2 y
dx2 = p

dp
dy

，将其带入原方程可化为 p
dp
dy

=

f（y，p），变为一阶微分方程，再求解 .

注 上面两种二阶常微分方程解法的特点是通过变量代换将其降

阶，变为一阶微分方程再求解 .

2 . 二阶线性微分方程

y" + p（x）y' + q（x）y = f（x）

称为二阶线性微分方程，当 f（x）≡0 时，称为二阶线性齐次微分方程；

当 f（x）≠0 时，称为二阶线性非齐次微分方程 .

（1）齐次方程解的结构

设 y1 ，y2 是齐次方程的两个线性无关的特解，则其通解为 y =

C1 y1 + C2 y2 .

注 对于两个函数，只需要看它们的比，若比不恒等于常数，则其

线性无关，否则线性相关 .

（2）非齐次方程的解的结构

设与之对应的齐次方程的通解为 Y = C1 y1 + C2 y2 ，非齐次方程的

一个特解为 y，则非齐次方程的通解为

y = Y+ y .
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（3）非齐次线性方程的解的叠加原理

若方程右端 f（x）= f1（x）+ f2（x）且 y
1 ，y

2 分别是方程 y" +

p（x）y' + q（x）y = f1（x）和 y" + p（x）y' + q（x）y = f2（x）的特解，则 y
1

+ y
2 是方程 y" + p（x）y' + q（x）y = f1（x）+ f2（x）的特解 .

3 . 二阶常系数线性微分方程

若方程 y" + py' + qy = f（x）中，p，q 为常数，则该方程称为二阶常

系数线性微分方程 .

当 f（x）= 0 时，方程 y" + py' + qy = 0 为二阶常系数齐次线性微分

方程 .

对于二阶常系数齐次线性微分方程 y" + py' + qy = 0，写出与之对

应的特征方程 r2 + pr + q = 0，解出特征根 r1 ，r2 ，即得通解 y .

r1 ，r2 有三种不同的情形：

r1 ，r2 是不相等的实根，则 y = C1 er1 x + C2 er2 x ；

r1 ，r2 是相等的实根，r1 = r2 = r，则 y =（C1 + C2 x）erx ；

r1 ，r2 是一对共轭复根 r1，2 =α± iβ，则

y = eαx（C1 cosβx + C2 sinβx）.

当 f（x）≠0 时，方程 y" + py' + qy = f（x）称为二阶常系数线性非

齐次微分方程 .

对于二阶常系数线性非齐次微分方程，先求与之对应的齐次方程

y" + py' + qy = 0 的通解 Y，再求出非齐次方程的一个特解 y，则非齐

次方程的通解为 y = Y+ y .
求特解的方法：待定系数法 . 步骤如下所述 .

① f（x）= eλxPm（x），其中λ为常数，Pm（x）为 x 的 m 次多项式 . 设

方程的特解为 y = xk eλxQm（x），其中 Qm（x）为 x 的 m 次多项式，即

Qm（x）= a0 + a1 x + ⋯ + amxm，

当λ不是特征根时，k = 0；当λ是特征单根时，k = 1；当λ是二重特征

根时，k = 2，代入方程可求得 Qm（x）的系数，即可求出方程的特解 .

② f（x）= eαx［Pl（x）cosβx + Pm（x）sinβx］，设方程的特解为 y =

xk eαx［Rn（x）cosβx + Tn（x）sinβx］，其中 Rn（x），Tn（x）为 x 的 n 次多

项式，n = max｛l，m｝.
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若α+ iβ不是特征根时，k = 0，若α± iβ是特征根时，k = 1.

将 y代入方程中，利用待定系数法求得 y，则可得方程的特解 .

（四）建立微分方程，求解应用题

①利用物理、化学等学科的特点和理论，直接给出未知函数变化率

描述的方程，常用到导数的几何意义、物理意义，例如：v =
ds
dt

，a =
dv
dt

，

等等 .

②利用元素法，从变量在一个微小区间［t，t +Δt］上的变化入手，

根据几何、物理、化学等方面的知识取微元，用

增量 = 输入量 - 输出量

的方法，建立关系式，再取极限，利用微分的意义建立方程 .

③建立积分方程，再求导 . 例如曲边梯形面积、积分上限函数求导

法则等 .

（五）主要的思想方法

每种类型的微分方程都有广泛的实际背景，建立数学模型求解微

分方程已成为人们认识客观世界的一个重要手段 . 因此要有应用数学

的意识，掌握（四）中的方法 .

本章中用到的变量替换法、常数变易法、待定系数法等是常用的数

学方法，掌握它们大有益处 .

三、解题研究

在解常微分方程的过程中，第一步首先要分析出所解的常微分方

程是哪一种类型的方程，只有在明确方程类型的情况下，才能找到相应

的解法，得到通解 . 另外，同一个方程可能属于不同的类型，应选择较简

便的方法进行求解 .

（一）一阶微分方程

例 1 试证：y = C1 eC2 - 3x - 1 是方程 y" - 9x = 9 的解，但不是通解，

其中 C1 ，C2 是任意常数 .

证 记 C = C1 eC2 ，则
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y = C1 eC2 - 3x - 1 = Ce - 3x - 1，

将其代入方程，得

左边 =（Ce - 3x - 1）" - 9（Ce - 3x - 1）

= 9Ce - 3x - 9Ce - 3x + 9 = 9

= 右边 .

因此，y = C1 eC2 - 3x - 1 是方程的解，但因为解中只含有一个独立的

任意常数，因此不是方程的通解 .

例 2 求以下列函数为通解的微分方程 .

（1）x2 + Cy2 = 1； （2）y = C1 x2 + C2 .

分析 这类问题的解法是先求导，再消去任意常数，若所给的函数

中含有两个任意常数，则需求二阶导数 .

解 （1）等式两边分别对 x 求导数，得

2x + 2Cyy' = 0，

代入原方程消去 C，得

xy +（1 - x2）y' = 0

即为所求的方程 .

（2）对 x 求两次导数，得

y' = 2C1 x，y" = 2C1 ，

消去 C1 ，得 xy" = y' 即为所求方程 .

例 3 求 y' = xln x 的通解 .

解 分离变量 dy = xln xdx，方程两边同时求积分，得

y =
1
2

x2 ln x -
1
4

x2 + C，

即为所求的通解 .

例 4 求 ydx +（x2 - 4x）dy = 0 的通解 .

解 分离变量
dy
y

=
dx

4x - x2 ，方程两边同时求积分，得

ln | y | =
1
4
［ln | x | - ln | 4 - x | ］+ ln C1 ，

则可得方程的通解为 y4（4 - x）= Cx .
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例 5 求（x2 - 2y2）dx + xydy = 0 的通解 .

解 方程两边同时除以 x2 ，得

dy
dx

=
2

y( )x

2

- 1

y
x

，

可见方程为齐次方程 .

令 u =
y
x

，
dy
dx

= u + x
du
dx

，得 u + x
du
dx

=
2u2 - 1

u
.

分离变量得
u

u2 - 1
du =

dx
x

，两边积分，得 u2 - 1 = ± C2
1 x2 ，将 u =

y
x

带入得到通解为 y2 = x2 + Cx4（C = ± C2
1）.

例 6 求 y' -
2y

x + 1
=（x + 1）

5
2 的通解 .

解 对应的齐次方程 y' -
2y

x + 1
= 0 的通解为 y = C（x + 1）2 ，利用

常数变易法，令 y = u（x）（x + 1）2 ，代入原方程得

u' =（x + 1）
1
2 .

即 u（x）=
2
3
（x + 1）

3
2 + C，

方程的通解为

y =（x + 1）2 2
3
（x + 1）

3
2 +[ ]C .

例 7 求
dy
dx

=
y

y - x
的通解 .

解 将方程变形得
dx
dy

=
y - x

y
，有

dx
dy

+
x
y

= 1.

以 x 为未知函数的一阶线性微分方程的通解为

x = e∫- 1
y dy［∫e∫1

y dy dy + C］=
1
2

y +
C
y ，

即 xy -
1
2

y2 = C .

注 在微分方程中，通常将 y 看成 x 的函数，这样本题不是关于 y
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= y（x）的线性方程 . 但如果将 x 看成 y 的函数，则方程可化为关于 x =

x（y）的线性方程 . 这种思想在判断一个微分方程是否为线性方程时非

常重要 .

例 8 求 2yy' - 2xy2 = xe - x
2

满足初始条件 y（0）= 1 的特解 .

解 令 z = y2 ，则
dz
dy

= 2y，方程化为

dz
dx

+ 2xz = xe - x
2

，

此时方程变成一阶线性微分方程，因此利用一阶线性微分方程的解法

可以解得方程的通解为 z = e - x
2 x2

2
+( )C ，将初始条件代入，得 C = 1.

则方程的特解为

y2 = e - x
2 1

2
x2( )+ 1 .

例 9 求（y - xsin x）dx + xdy = 0 的通解 .

解法 1 将方程化为线性方程 y' +
1
x

y = sin x . 相应的齐次方程 y'

+
1
x

y = 0 的通解为 xy = C，利用常数变易法，得 xy = C（x），代入原方

程中，可得通解为

y =
1
x
（sin x - xcos x + C）.

解法 2 设 P = y - xsin x，Q = x，P
y

=Q
x

= 1，方程为全微分方

程，由∫
x

0
（0 - xsin x）dx +∫

y

0
xdy = C，得到通解

xcos x - sin x + xy = C .

例 10 求（x2 + y2 + y）dx - （x2 + y2 + x）dy = 0 的通解 .

解 由于P
y ≠Q

x
，因此方程不是全微分方程，重新组合可得

（x2 + y2）（dx - dy）+（ydx - xdy）= 0，

两边同时乘以积分因子
1

（x2 + y2）
，得 dx - dy +

ydx - xdy
（x2 + y2）

= 0，得到方
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程的通解为

x - y + arctan
x
y

= C .

注 求积分因子是一个较灵活的过程，但应该记住前文中提到的

一些基本函数的全微分形式，从中找到积分因子 . 分项重组是解全微分

方程的一种重要方法，在解题过程中要注意积分因子不唯一 .

（二）二阶微分方程

例 11 求 xy' 2 y" - y' 3 =
x4

3
的通解 .

解 本题为不显含变量 y 的二阶方程 .

令 y' = p，y" =
dp
dx

，原方程化为 xp2 dp
dx

- p3 =
x4

3
，即

d
dx

（p3）-
3
x

p3 = x3 ，

则根据求解一阶线性方程的解法，得

p3 = e∫3
x dx［∫x3 e -∫3

x dx dx + C1 ］= x3（x + C1），

即 p =
dy
dx

= x
3

x + C槡 1 ，

则 y =∫x
3

x + C槡 1 dx + C2 .

方程通解为

y =
3
7
（x + C1）

7
3 -

3
4

C1（x + C1）
4
3 + C2 .

例 12 求 yy" - y' 2 = y2 y' 的通解 .

解 本题为不显含变量 x 的二阶方程 .

令 y' = p，y" = p
dp
dy

，原方程化为 yp
dp
dx

- p2 = y2 p，可得 p = 0 或

dp
dy

-
1
y

p = y，则 y = C 或 p =
dy
dx

= y（y + C1），由上式可得
dy

y（y + C1）
=

dx，由此可解出通解为

ln
C2 y

y + C1
= C1 x （y = C 含在通解中）.
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例 13 求下列齐次方程的解 .

（1）y" + 4y' + 4y = 0，y（0）= 3，y'（0）= 2.

（2）y - 2y" + y' - 2y = 0.

（3）y" = 1 + y' 2 .

解 （1）特征方程为 r2 + 4r + 4 = 0，得到特征根 r1 = r2 = - 2，此时

方程的通解为

y =（C1 + C2 x）e - 2x ，

将初始条件代入得 C1 = 3，C2 = 8. 方程的特解为

y =（3 + 8x）e - 2x

（2）特征方程为 r3 - 2 r2 + r - 2 = 0，得到特征根 r1 = 2，r2，3 = ± i .

因此通解为

y = C1 e2x + C2 cos x + C3 sin x .

（3）该方程既不含 x 也不含 y，一般情况下按照不含 x 的方法来

解 .

令 y' = p，则 y" = p' ，代入原方程，得 p' = 1 + p2 ，分离变量，得

dp
1 + p2 = dx，

两边积分，得

arctan p = x + C1 ，

则 y' = p = tan（x + C1）.

两边再积分可得通解为

y = - ln | cos（x + C1）| + C2 .

例 14 求 y" + 2y' + 5y = e - x（x2 - 3）的通解 .

解 与之相对应的齐次方程 y" + 2y' + 5y = 0 的特征方程为 r2 +

2r + 5 = 0，特征根为 r1，2 = - 1 ± 2i .

因此，齐次方程的通解为 Y= e - x（C1 cos 2x + C2 sin 2x）.

令 y = e - x（A+ Bx + Cx2），将其代入原方程，根据待定系数法得

A= -
7
8

，B = 0，C =
1
4

.
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通解为 y = Y+ y = e - x（C1 cos 2x + C2 sin 2x）+
x2

4
-

7
8

.

例 15 求 y" - y = xsin 2x 的通解 .

解 对应的齐次方程 y" - y = 0 的特征方程为 r2 - 1 = 0，因此其特

征根为 r1，2 = ± 1，由此可得齐次方程的通解为 Y = C1 ex + C2 e - x ，并且

λ+ωi = 2i 不是特征方程的根，方程的特解设为

y =（Ax + B）cos 2x +（Cx + D）sin 2x，

代入方程，由待定系数法，可得

A= 0，B = -
4
25

，C = -
1
5

，D = 0.

则 y = -
4
25

cos 2x -
1
5

xsin 2x .

方程的通解为

y = Y+ y = C1 ex + C2 e - x -
4
25

cos 2x -
1
5

xsin 2x .

例 16 求方程 y" - 4y' + 5y = e2x（1 - cos 2x）的通解 .

解 方程右端 f（x）= f1（x）+ f2（x）= e2x +（- e2x cos 2x）.

对应的齐次方程 y" - 4y' + 5y = 0 的特征方程为 r2 - 4 r + 5 = 0，因

此其特征根为 r1，2 = 2 ± i . 故齐次方程的通解为

Y= e2x（C1 cos x + C2 sin x）.

求 y" - 4y' + 5y = e2x 的特解 . 设 y
1 = Ae2x ，代入方程得 A= 1. 故

y
1 = e2x .

求 y" - 4y' + 5y = - e2x cos x 的特解 .设 y
2 = xe2x（Acos x + Bsin x），

代入方程得 A= 0，B = -
1
2

，故 y
2 = -

1
2

xe2x sin x .

根据叠加原理，可得原方程的特解为 y = y
1 + y

2 .

故原方程的通解为

y = Y+ y = e2x（C1 cos x + C2 sin x）+ e2x -
1
2

xe2x sin x .

（三）变量代换

例 17 求 x（ey - y' ）= 2 的通解 .
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解 方程可化为 1 - e - yy' =
2
x

e - y ，即（e - y）' -
2
x

e - y = - 1，令 u =

e - y ，则 du = - e - y dy，代入方程
du
dx

-
2
x

u = - 1 . 这是一个一阶线性非

齐次微分方程，根据公式得到

u = e -∫- 2
x dx［∫（- 1）e∫- 2

x dx dx + C］.

故通解为 e - y = Cx2 + x .

例 18 求 y' =（4x + y + 1）2 的通解 .

解 设 u = 4x + y + 1，则 y = u - 4x - 1，因此
dy
dx

=
du
dx

- 4，代入方

程得

du
dx

= u2 + 4 .

解得
1
2

arctan
u
2

= x + C1 .

方程的通解为

4x + y + 1 = 2tan（2x + C）.

注 形如 y' = f（ax + by + c）（b≠0）的方程，作代换 u = ax + by + c .

例 19 求 x + yy' = x（x2 + y2）2 的通解 .

解 设 u = x2 + y2 ，则 x + yy' =
u'
2

，代入方程得
u'
2

= xu2 ，解得

-
1
u

= x2 + C .

通解为 x2 + y2 = -
1

x2 + C
.

注 上面的例题中都需要变量代换才能解得通解，变量代换是解

微分方程常用的数学方法 . 某些题目可以通过规律来找到，但是有些题

目的变量代换过程是很复杂的，只能通过大量的练习才能达到比较熟

练的结果 .

（四）应用

例 20 设 y = f（x）满足∫
x

0
tf（t）dt = x2 + f（x），求 f（x）.
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解 当 x = 0 时，f（0）= 0，方程两边对 x 求导，得微分方程

f'（x）- xf（x）= - 2x .

该方程是一阶线性微分方程，具有初始条件 f（x）= 0.

由公式有 f（x）= e
x
2

2∫（- 2x）e - x
2

2 dx +[ ]C = Ce
x
2

2 + 2，且 C = 2.

故方程的特解为

f（x）= 2（1 - e
x
2

2 ）.

注 该题是积分方程，其解法是根据积分上限函数求导法则，对方

程两边求导，化为微分方程，并要特别注意该题隐含初始条件，即当 x

= 0 时，f（0）= 0.

例 21 质量为 m 的物体从空中落下，空气阻力的大小与物体的速

度成正比（系数 k > 0），试求物体的运动规律 .

解 由牛顿定律，有
m

d2 s
dt2 = mg - k

ds
dt

，

s（0）= 0，s'（0）
{

= 0.

方程可化为
d2 s
dt2 +

k
m

ds
dt

= g，此方程为二阶常系数非齐次微分方

程，其特征方程为 r2 +
k
m

r = 0，其特征根为 r1 = 0，r2 = -
k
m

.

齐次方程的通解为 s = C1 + C2 e - k
mt .

设非齐次方程的特解为 s = At，代入方程得 A=
mg
k

，则方程通解为

s = C1 + C2 e - k
mt +

mg
k

t，

将初始条件代入，得

C1 = -
m2 g
k2 ，C2 =

m2 g
k2 .

故物体运动规律为

s =
m2 g
k2 （e - k

mt - 1）+
mg
k

t .

例 22 某车间 CO2 的浓度为 0.12%，新鲜空气的浓度 0.04%，假
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定输入与输出的流量相等，问流量为多少时，30 min 后 CO2 的浓度不超

过 0.06%（假定该车间的容积 V= 5 400 m3）.

解 设空气的流量为 u，t 时刻该车间 CO2 的含量为 x = x（t）（取

浓度的单位为 0.01%），则由题设有

Δx = 4uΔt -
x
V

uΔt .

上式两边同除以Δt，并让Δt→0，得

dx
dt

= 4u -
u
V

x .

又 x（0）= 12V，因此 x = 8Ve - u
Vt + 4V，则 30 min 后该车间 CO2 的浓

度为

x
V

= 8e - u
V × 30 + 4 .

令 8e
u
V × 30 + 4≤6，求得 u≥

V
30

ln 4 =
5 400

30
ln 4≈250（m3 /min）.

故流量约为 250 m3 /min 时，30 分钟后该车间 CO2 的浓度不超过

0.06% .

例 23 设函数 f（x）有一阶连续导数且 f（0）= 2，若对平面上任意

简单闭合曲线 L 恒有

∮L
2xyf（x2）dx +［f（x2）- x4 ］dy = 0，

求 f（x）.

分析 由条件可知，曲线积分与路径无关，故可由曲线积分与路径

无关的等价条件得到 f（x）所满足的微分方程，解方程并由初始条件

f（0）= 2 可求得 f（x）.

解 令 P（x，y）= 2xyf（x2），Q（x，y）= f（x2）- x4 ，则

P
y

= 2xf（x2），Q
x

= 2xf'（x2）- 4x3 ，

由条件可知曲线积分与路径无关，故有P
y

=Q
x

，即

2xf（x2）= 2xf'（x2）- 4x3 ，
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可化为

f'（x2）- f（x2）= 2x2 .

令 z = x2 ，则 f'（z）- f（z）= 2z 是一阶线性方程，通解为

f（z）= e∫dz［∫2ze -∫dzdz + C］= Cez - 2z - 2 .

由 f（0）= 2 得 C = 4，故 f（x）= 4ex - 2x - 2 为所求 .

例 24 设函数 y = y（x）（x≥0）二阶可导，且 y'（x）> 0，y（0）= 1，

过曲线 y = y（x）上任意一点 M（x，y）作该曲线的切线以及 x 轴的垂

线，所作直线与 x 轴所围成的三角形面积记为 S1 ，区间［0，x］上以 y =

y（x）为曲边的曲边梯形的面积记为 S2 ，并设 2S2 - S1 恒为 1，求此曲

线的方程 .

解 先建立微分方程，因为 y'（x）> 0，所以 y = y（x）≥y（0）= 1 >

0，于是

S1 =
1
2

y·ycotα，S2 =∫
x

0
ydx，

其中α是曲线 y = y（x）（x≥0）上点 M（x，y）处的切线的倾角，即 tanα
= y' . 由 2S2 - S1 = 1 得

y2

y'
-∫

x

0
y（t）dx = 1.

两边对 x 求导并化简得 yy" =（y' ）2 . 令 p = y' ，故方程化为 yp
dp
dy

= p2 ，由于 y' > 0，故
dp
p

=
dy
y

，解之得 p = C1 y，即 y' = C1 y，于是 y =

eC1 x + C2 . 注意到 y（0）= 1，并由
y2

y'
-∫

x

0
y（t）dx = 1 知，y'（0）= 1，从而 C1

= 1，C2 = 0.

所以所求曲线方程为 y = ex .
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四、练习题及答案

习题（A）

一、求下列方程的通解

1 . xy' = xsin x - y . 2 . dy +（2y - 4x）dx = 0.

3 . r（s2 + 1）
dr
ds

= sr2 - s . 4 .（x - y）dy + ydx = 0.

5 .（x2 + y2）dx = xydy . 6 .
dy
dx

=
4 - 2x - y
x + y - 1

.

7 .
dx
dy

=
y2 - 2x

2y
.

二、求下列方程的特解

1 .3xy' = y（1 + 3xy3 ln x），y（1）= 1.

2 . xdy - ydx =（1 + y2）dy，y（1）= 0.

三、求下列二阶微分方程的通解

1 . xy" + y' = 0 . 2 . y" +
2

1 - y
y' 2 = 0 .

四、求下列二阶微分方程在初始条件下的特解

1 .（1 + x2）y" + 2xy' = 1，y（0）= 2，y'（0）= 3.

2 .2yy' = 1 + y' 2 ，y（1）= y'（1）= 1.

五、求下列常微分方程的通解

1 .2y" + y' - 6y = 0. 2 .
d2 y
dt2 + 2

dy
dt

+ 3y = 0.

3 . y= 5y" - 4y' . 4 . y" - 2y' - 3y = xe - x .

5 . y" + 3y' + 2y = sin x，y（0）= y'（0）= 0.
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习题（B）

一、填空题

1 . y = C1 e - x + C2 xe - x 是 y" + 2y' + y = 0 的通解，则常数 C1 ，C2 应

满足条件 .

2 . 微分方程 y" - 2y' = 2sin2 2x 用待定系数法确定的特解（不必求

出）y = .

二、求解下列微分方程

1 .（x3 - 3xy2）dx =（3x2 - y2）ydy .

2 . yey dx - （y3 + 2xey）dy = 0.

3 . y' =
1

x - y
+ 1 .

4 .（x2 y - 1 + y - x2）dy +（xy - 6 + 2x - 3y）dx = 0.

5 . xy" = y' + xsin
y'
x

.

6 .3y"2 - y' y= 0，y（0）= y'（0）= y"（0）= 0.

7 . y+ 2y" - 4y' - 8y = 0.

8 . y" + 6y' + 9y = 2e3x + 4e - 3x .

9 . y+ 3y" + 3y' + 3y = e - x（x - 5）.

10 . y" + y = 4sin x + 2xex ，y（0）= y'（0）= 0.

三、应用题

已知函数 f（x）的图像在原点处与曲线 y = x3 - 2x2 相切，并满足

关系 f'（x）+ 2∫
x

0
f（t）dt = - 3f（x）- 3xe - x ，求 f（x）.

习题（A）答案

一、求下列方程的通解

1 . y =
1
x
（sin x + C）- cos x . 2 . y = Ce - 2x + 2x - 1 .

773第十二章 常微分方程



3 .1 + s2 = C（1 - r2）. 4 . y2 = 2xy + C .

5 . y2 = x2（C + 2ln | x |）. 6 .2x2 + 2xy + y2 - 8x - 2y = C .

7 .
1
3

y3 - 2xy = C .

二、求下列方程的特解

1 . y - 3 =
1

4x
+

3
4

x（1 - 2ln x）. 2 . y2 + y + x - 1 = 0.

三、求下列二阶微分方程的通解

1 . y = C1 ln x + C2 . 2 . y = 1 -
1

C1 x + C2
.

四、求下列二阶微分方程在初始条件下的特解

1 . y =
1
2

ln（1 + x2）+ 3arctan x + 2. 2 . y =
1
2
（1 + x2）.

五、求下列常微分方程的通解

1 . y = C1 e
3
2 x + C2 e - 2x .

2 . y = e - t（C1 槡cos 2 t + C2 槡sin 2 t）.

3 . y = C1 + C2 ex + C3 e4x .

4 . y = C1 ex + C2 e2x +
5
36

+
x( )6

e - x .

5 . y = -
1
5

e - 2x +
1
2

ex -
3
10

cos x +
1
10

sin x .

习题（B）答案

一、填空题

1 . C1 ，C2 相互独立 . 2 . Ax + Bcos 4x + Csin 4x .

二、求解下列微分方程

1 . x4 - 6x2 y2 + y4 = C . 2 . x =（C - e - y）y2 .

3 .（x - y）2 = - 2x + C . 4 . y +
1
2

ln
x + 1

（y + 2）6 - 3arctan x = C .
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5 . y = x2 +
1
C( )2

1
arctan（C1 x）-

x
C1

+ C2 .

6 . y = 2 - 1 - 2槡 x .

7 . y =（C1 + C2 x）e - 2x + C3 e2x .

8 . y =（C1 + C2 x + 2x2）e - 3x +
1
18

e3x .

9 . y =（C1 + C2 x + C3 x2）e - x +
x3

24
（x - 20）e - x .

10 . y =（x - 1）ex +（1 - 2x）cos x + 2sin x .

三、应用题

f（x）= 6e - x - 6e - 2x +
3
2

x( )- 6 xe - x .
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附录

2005 年全国硕士研究生入学统一

考试高等数学部分试题与解答

数学一

一、填空题

1 . 曲线 y =
x2

2x + 1
的斜渐近线方程为 y =

1
2

x -
1
4 .

2 .微分方程 xy' + 2y = xln x 满足 y（1）= -
1
9

的解为 y =
1
3

xln x

-
1
9

x .

3 . 设函数 u（x，y，z）= 1 +
x2

6
+

y2

12
+

z2

18
，单位向量 n =

1

槡3
｛1，1，1｝，

则u
n （1，2，3）

=槡3
3 .

4 . 设Ω 是由锥面 z = x2 + y槡 2 与半球面 z = R2 - x2 - y槡 2 围成的

空间区域，Σ 是Ω 的整个边界的外侧，则
Σ

xdydz + ydzdx + zdxdy =

2π 1 - 槡2( )2
R3

.

二、选择题

1 . 设 函 数 f（x）= lim
n→ �

n
1 + | x | 3槡 n ，则 f（x）在（ - � ，+ � ）内

（ C ）.

（A）处处可导 （B）恰有一个不可导点
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（C）恰有两个不可导点 （D）至少有三个不可导点

2 . 设 F（x）是连续函数 f（x）的一个原函数，“MN”表示“M 的充

分必要条件是 N”，则必有（ A ）.

（A）F（x）是偶函数 f（x）是奇函数

（B）F（x）是奇函数 f（x）是偶函数

（C）F（x）是周期函数 f（x）是周期函数

（D）F（x）是单调函数 f（x）是单调函数

3 . 设函数 u（x，y）=φ（x + y）+φ（x - y）+∫
x + y

x - y
ψ（t）dt，其中函

数φ 具有二阶导数，ψ具有一阶导数，则必有（ B ）.

（A）
2 u

x2 = - 
2 u

y2 （B）
2 u

x2 =
2 u

y2

（C）
2 u

xy
=

2 u
y2 （D）

2 u
xy

= - 
2 u

x2

4 . 设有三元方程 xy - zln y + exz = 1，根据隐函数存在定理，存在点

（0，1，1）的一个邻域，在此邻域内该方程（ D ）.

（A）只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 z = z（x，y）

（B）可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x（y，z）和 z = z（x，y）

（C）可确定两个具有连续偏导数的隐函数 y = y（x，z）和 z = z（x，y）

（D）可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x（y，z）和 y = y（x，z）

三、解答题

1 .设 D =｛（x，y）| x2 + y2≤槡2，x≥0，y≥0｝，［1 + x2 + y2 ］表示不

超过 1 + x2 + y2 的最大整数 . 计算二重积分
D

xy［1 + x2 + y2 ］dxdy .

分析 为了去掉取整函数符号，将积分区域分为两部分 .

解 记 D1 =｛（x，y）| 0≤x2 + y2 < 1，x≥0，y≥0｝，

D2 =｛（x，y）| 1≤x2 + y2≤槡2，x≥0，y≥0｝.

则有 ［1 + x2 + y2 ］= 1，（x，y）∈D1 ，

［1 + x2 + y2 ］= 2，（x，y）∈D2 .
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于是 
D

xy［1 + x2 + y2 ］dxdy =
D1

xydxdy + 2
D2

xydxdy

=∫
π
2

0
sinθcosθdθ∫

1

0
r3 dr + 2∫

π
2

0
sinθcosθdθ∫

4槡2

1
r3 dr

=
1
8

+
1
4

=
3
8

.

2 . 求幂级数∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 1 +
1

n（2n - 1( )）
x2n 的收敛区间与和函数

f（x）.

分析 先求收敛半径，进而确定收敛区间 . 函数可分为两部分求和

函数，∑
�

n = 1

（- 1）n - 1

n（2n - 1）
x2n 可利用逐项求导求和函数 .

解 因为 lim
n→ �

（n + 1）（2n + 1）+ 1
（n + 1）（2n + 1）

n（2n - 1）
n（2n - 1）+ 1

= 1，所以当 x2 < 1

时，原级数绝对收敛；当 x2 > 1 时，原级数发散 . 因此原级数的收敛半径

为 1，收敛区间为（- 1，1）.

记 s（x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1

2n（2n - 1）
x2n ，x∈（- 1，1），

则 s'（x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1

2n - 1
x2n - 1 ，x∈（- 1，1），

s"（x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n - 2 =
1

1 + x2 ，x∈（- 1，1）.

由于 s（0）= 0，s'（0）= 0，所以

s'（x）=∫
x

0
s"（t）dt =∫

x

0

1
1 + t2 dt = arctan x，

s（x）=∫
x

0
s'（t）dt =∫

x

0
arctan tdt = xarctan x -

1
2

ln（1 + x2）.

又 ∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n =
x2

1 + x2 ，x∈（- 1，1），

从而 f（x）= 2s（x）+
x2

1 + x2

= 2xarctan x - ln（1 + x2）+
x2

1 + x2 ，x∈（- 1，1）.
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3 . 如图所示，曲线 C 的方程为 y =

f（x），点（3，2）是它的一个拐点，直线 l1

与 l2 分别是曲线 C 在点（0，0）与（3，2）处

的切线，其交点为（2，4）. 设函数 f（x）具

有三阶连续导数，计算定积分

∫
3

0
（x2 + x）f（x）dx .

分析 计算所求定积分，应该用分部

积分法，所需要的 f（x），f'（x），f"（x）在

x = 0，x = 3 处的值可从题设中找 .

解 由题设图形知，f（0）= 0，f'（0）= 2；f（3）= 2，f'（3）= - 2，

f"（3）= 0.

利用分部积分法有

∫
3

0
（x2 + x）f（x）dx =∫

3

0
（x2 + x）df"（x）

=（x2 + x）f"（x）
3

0
-∫

3

0
f"（x）（2x + 1）dx

= -∫
3

0
（2x + 1）df'（x）

= - （2x + 1）f'（x）
3

0
+ 2∫

3

0
f'（x）dx

= 16 + 2［f（3）- f（0）］= 20.

4 .已知函数 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且 f（0）= 0，

f（1）= 1. 证明：

（1）存在ξ∈（0，1），使得 f（ξ）= 1 -ξ；

（2）存在两个不同的点η，ζ∈（0，1），使得 f'（η）f'（ζ）= 1.

分析 问题（1）显然应该用闭区间上连续函数的零点定理；问题

（2）为双介值问题，可考虑用拉格朗日中值定理，但区间的选取应注意

利用第一部分已得结论 .

解 （1）令 F（x）= f（x）- 1 + x，则 F（x）在［0，1］上连续，且

F（0）= - 1 < 0，F（1）= 1 > 0.
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于是由零点定理知，存在ξ∈（0，1）使得

F（ξ）= 0，即 f（ξ）= 1 -ξ.

（2）在［0，ξ］和［ξ，1］上对 f（x）分别应用拉格朗日中值定理，知存

在两个不同的点η∈（0，ξ），ζ∈（ξ，1），使得

f'（η）=
f（ξ）- f（0）

ξ- 0
，f'（ζ）=

f（1）- f（ξ）
1 -ξ

.

于是 f'（η）f'（ζ）=
f（ξ）

ξ
·

1 - f（ξ）
1 -ξ

=
1 -ξ
ξ

· ξ
1 -ξ

= 1.

5 . 设函数φ（y）具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简单闭

曲线 L 上，曲线积分∮L

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 的值恒为同一常数 .

（1）证明：对右半平面 x > 0 内的任意分段光滑简单闭曲线 C，有

∮C

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 = 0；

（2）求函数φ（y）的表达式 .

分析 证明（1）要用到题设，所以需要将封闭曲线 C 与围绕原点

的任意分段光滑简单闭曲线 L 相联系，利用曲线积分的可加性将 C 分

解进行讨论；而问题（2）显然应该用（1）的结论，即曲线积分与路径无

关 .

解 （1）如下图所示，在 C 上取两点 M，N，将 C 分解为
)

NRM与)

MPN，另作一条围绕原点且与 C 相接于 M、N 的闭曲线

   

MQNRM. 由题设

知
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∮C

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4

=∮ )MQNRM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 -∮ )MQNPM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 = 0 .

（2）P = φ（y）

2x2 + y4 ，Q =
2xy

2x2 + y4 ，P，Q 在单连通区域 x > 0 内具有一

阶连续偏导数，由（Ⅰ）知，曲线积分∫L

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 在该区域内与

路径无关，故当 x > 0 时，总有Q
x

=P
y

.

Q
x

=
2y（2x2 + y4）- 4x·2xy

（2x2 + y4）2 =
- 4x2 y + 2y5

（2x2 + y4）2 ， ①

P
y

=φ'（y）（2x2 + y4）- 4φ（y）y3

（2x2 + y4）2

=
2x2

φ'（y）+φ'（y）y4 - 4φ（y）y3

（2x2 + y4）2 . ②

比较①、②两式的右端，得

φ'（y）= - 2y，

φ'（y）y4 - 4φ（y）y3 = 2y5{ .

③
④

由③得φ（y）= - y2 + C，将φ（y）代入④得 2y5 - 4Cy3 = 2y5 ，所以

C = 0，从而φ（y）= - y2 .

数学二

一、填空题

1 . 设 y =（1 + sin x）x ，则 dy | x =π = - πdx .

2 . 曲线 y =
（1 + x）

3
2

槡x
的斜渐近线方程为 y = x +

3
2

.

3 .∫
1

0

xdx

（2 - x2） 1 - x槡 2
= π

4
.

4 . 同数学一填空题 2 .
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5 .当 x→0 时，α（x）= kx2 与β（x）= 1 + xarcsin槡 x - cos槡 x是等

价无穷小，则 k =
3
4

.

二、选择题

1 . 同数学一选择题 1 .

2 . 同数学一选择题 2 .

3 .设函数 y = y（x）由参数方程
x = t2 + 2t，

y = ln（1 + t{ ）
确定，则曲线 y =

y（x）在 x = 3 处的法线与 x 轴交点的横坐标是（ A ）.

（A）
1
8

ln 2 + 3 （B）-
1
8

ln 2 + 3

（C）- 8ln 2 + 3 （D）8ln 2 + 3

4 . 设区域 D =｛（x，y）| x2 + y2≤4，x≥0，y≥0｝，f（x）为 D 上的正

值连续函数，a，b 为常数，则
D

a f（x槡 ）+ b f（y槡 ）

f（x槡 ）+ f（y槡 ）
dσ=（ D ）.

（A）abπ （B）
ab
2π （C）（a + b）π （D）

a + b
2 π

5 . 同数学一选择题 3 .

6 . 设函数 f（x）=
1

e
x

x - 1 - 1
则（ D ）.

（A）x = 0，x = 1 都是 f（x）的第一类间断点

（B）x = 0，x = 1 都是 f（x）的第二类间断点

（C）x = 0 是 f（x）的第一类间断点，x = 1 是 f（x）的第二类间断点

（D）x = 0 是 f（x）的第二类间断点，x = 1 是 f（x）的第一类间断点

三、解答题

1 . 设函数 f（x）连续，且 f（0）≠0，求极限lim
x→0

∫
x

0
（x - t）f（t）dt

x∫
x

0
f（x - t）dt

.

分析 这是“
0
0

”型极限，典型方法是用洛必达法则，但分子、分母
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求导前应先变形 . 将被积函数中的 x 提到积分号外面，与积分变量 t 分

开 .

解 由于∫
x

0
f（x - t）d t

x - t = u

∫
0

x
f（u）（- du）=∫

x

0
f（u）du，于是

lim
x→0

∫
x

0
（x - t）f（t）dt

x∫
x

0
f（x - t）dt

= lim
x→0

x∫
x

0
f（t）dt -∫

x

0
tf（t）dt

x∫
x

0
f（u）du

= lim
x→0

∫
x

0
f（t）dt + xf（x）- xf（x）

∫
x

0
f（u）du + xf（x）

= lim
x→0

∫
x

0
f（t）dt

∫
x

0
f（u）du + xf（x）

= lim
x→0

∫
x

0
f（t）dt / x

∫
x

0
f（u）du / x + f（x）

=
f（0）

f（0）+ f（0）
=

1
2

.

2 . 如下图所示，C1 和 C2 分别是 y =
1
2
（1 + ex）和 y = ex 的图像，过

点（0，1）的曲线 C3 是一单调增函数的图像 . 过 C2 上任一点 M（x，y）

分别作垂直于 x 轴和 y 轴的直线 lx 和 ly . 记 C1 ，C2 与 lx 所围图形的

面积为 S1（x）；C2 ，C3 与 ly 所围图形的面积为 S2（y）. 如果总有 S1（x）

= S2（y），求曲线 C3 的方程 x =φ（y）.

分析 利用定积分的几何意义可确定面积 S1（x），S2（y），再根据

S1（x）= S2（y）建立积分等式，进而可从中解出所需函数关系 x =

φ（y）.

解 如下图所示，有

S1（x）=∫
x

0
et -

1
2
（1 + et[ ]） dt =

1
2
（ex - x - 1），

S2（y）=∫
y

1
（ln t - φ（t））dt，

由题设得

1
2
（ex - x - 1）=∫

y

1
（ln t - φ（t））dt，
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而 y = ex ，于是

1
2
（y - ln y - 1）=∫

y

1
（ln t - φ（t））dt .

两边对 y 求导得

1
2

1 -
1( )y

= ln y - φ（y），

故所求的函数关系为

x =φ（y）= ln y -
y - 1
2y

.

3 . 同数学一解答题 3 .

4 . 用变量代换 x = cos t（0 < t <π）化简微分方程（1 - x2）y" - xy' +

y = 0，并求其满足 y | x = 0 = 1，y' | x = 0 = 2 的特解 .

分析 根据代换 x = cos t，将 y' = y'（x），y" = y"（x）转化为
dy
dt

，

d2 y
dt2 ，进而再解关于 y = y（t）的微分方程 .

解 y' =
dy
dt

dt
dx

= -
1

sin t
dy
dt

，

y" =
dy'
dt

dt
dx

=
cos t
sin2 t

dy
dt

-
1

sin t
d2 y
dt( )2 -

1
sin( )t

，

代入原方程，得

d2 y
dt2 + y = 0.
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这是二阶常系数齐次线性微分方程，解此微分方程，得

y = C1 cos t + C2 sin t = C1 x + C2 1 - x槡 2 .

将初始条件 y | x = 0 = 1，y' | x = 0 = 2 代入，有 C1 = 2，C2 = 1. 故满足条

件的特解为 y = 2x + 1 - x槡 2 .

5 . 同数学一解答题 4 .

6 . 已知函数 z = f（x，y）的全微分 dz = 2xdx - 2ydy，并且 f（1，1）=

2，求 f（x，y）在椭圆域 D = （x，y）| x2 +
y2

4 ≤{ }1 上的最大值和最小值 .

分析 可 由 全 微 分 和 初 始 条 件 先 确 定 f（x，y）的 表 达 式 . 而

f（x，y）在椭圆域上的最大值和最小值可能在区域的内部达到，也可能

在区域的边界上达到，且在边界上的最值应该是条件极值问题 .

解 在区域 D 内部，由题设知，f
x

= 2x，f
y

= - 2y，于是 f（x，y）=

x2 + C（y），且 C'（y）= - 2y，从而 C（y）= - y2 + C，再由 f（1，1）= 2 得

C = 2，故

f（x，y）= x2 - y2 + 2 .

令f
x

= 0，f
y

= 0，得可能极值点为 x = 0，y = 0，且 A=
2 f

x2
（0，0）

= 2，

B = 2 f
xy （0，0）

= 0，C =
2 f

y2
（0，0）

= - 2，故 AC - B2 = - 4 < 0.

所以点（0，0）不是极值点，从而也非最值点 .

再考虑其在边界曲线 x2 +
y2

4
= 1 上的情形 . 令拉格朗日函数为

F（x，y，λ）= f（x，y）+λ x2 +
y2

4( )- 1 ，

解方程组

F'x =f
x

+ 2λx = 2（1 +λ）x = 0，

F'y =f
y

+λy
2

= - 2y +
1
2λy = 0，

F'λ = x2 +
y2

4
- 1 = 0











 ，
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得可能极值点 x = 0，y = 2，λ= 4；x = 0，y = - 2，λ= 4；x = 1，y = 0，λ=

- 1；x = - 1，y = 0，λ= - 1 . 代入 f（x，y）得 f（0，± 2）= - 2，f（± 1，0）

= 3，可见 z = f（x，y）在区域 D = （x，y） x2 +
y2

4 ≤{ }1 内的最大值为 3，

最小值为 - 2 .

7 . 计算二重积分
D

| x2 + y2 - 1 | dσ，其中 D =｛（x，y）| 0≤ x≤1，0≤

y≤1｝.

分析 被积函数含有绝对值，应该利用积分的可加性分区域积分 .

解 记 D1 =｛（x，y）| x2 + y2≤1，（x，y）∈D｝，

D2 =｛（x，y）| x2 + y2 > 1，（x，y）∈D｝，

于是 
D

| x2 + y2 - 1 | dσ

= -
D1

（x2 + y2 - 1）dxdy +
D2

（x2 + y2 - 1）dxdy

= -∫
π
2

0
dθ∫

1

0
（r2 - 1）rdr +

D

（x2 + y2 - 1）dxdy -
D1

（x2 + y2 - 1）dxdy

= π
8

+∫
1

0
dx∫

1

0
（x2 + y2 - 1）dy -∫

π
2

0
dθ∫

1

0
（r2 - 1）rdr

= π
4

-
1
3

.

数学三

一、填空题

1 . 极限 lim
x→ �

xsin
2x

x2 + 1
= 2 .

2 . 微分方程 xy' + y = 0 满足初始条件 y（1）= 2 的特解为 xy = 2.

3 . 设二元函数 z = xex + y +（x + 1）ln（1 + y），则 dz |（1，0） = 2edx +（e

+ 2）dy .
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二、选择题

1 . 当 a 取下列哪个值时，函数 f（x）= 2x3 - 9x2 + 12x - a 恰好有

两个不同的零点 .（ B ）

（A）2 （B）4 （C）6 （D）8

2 . 设 I1 =
D

cos x2 + y槡 2 dσ，I2 =
D

cos（x2 + y2）dσ，I3 =
D

cos（x2 +

y2）2 dσ，其中 D =｛（x，y）| x2 + y2≤1｝，则（ A ）.

（A）I3 > I2 > I1 （B）I1 > I2 > I3

（C）I2 > I1 > I3 （D）I3 > I1 > I2

3 . 设 an > 0，n = 1，2，⋯，若∑
�

n = 1

an 发散，∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 an 收敛，则下

列结论正确的是（ D ）.

（A）∑
�

n = 1

a2n - 1 收敛，∑
�

n = 1

a2n 发散 （B）∑
�

n = 1

a2n 收敛，∑
�

n = 1

a2n - 1 发散

（C）∑
�

n = 1

（a2n - 1 + a2n）收敛 （D）∑
�

n = 1

（a2n - 1 - a2n）收敛

4 . 设 f（x）= xsin x + cos x，下列命题中正确的是（ B ）.

（A）f（0）是极大值，f π( )2
是极小值

（B）f（0）是极小值，f π( )2
是极大值

（C）f（0）是极大值，f π( )2
也是极大值

（D）f（0）是极小值，f π( )2
也是极小值

5 . 以下四个命题中，正确的是（ C ）.

（A）若 f'（x）在（0，1）内连续，则 f（x）在（0，1）内有界

（B）若 f（x）在（0，1）内连续，则 f（x）在（0，1）内有界

（C）若 f'（x）在（0，1）内有界，则 f（x）在（0，1）内有界

（D）若 f（x）在（0，1）内有界，则 f'（x）在（0，1）内有界
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三、解答题

1 . 求lim
x→0

1 + x
1 - e - x -

1( )x .

分析 这是“� - � ”型未定式，一般先通分，再用洛必达法则 .

解 lim
x→0

1 + x
1 - e - x -

1( )x = lim
x→0

x + x2 - 1 + e - x

x（1 - e - x）

= lim
x→0

x + x2 - 1 + e - x

x2

= lim
x→0

1 + 2x - e - x

2x

= lim
x→0

2 + e - x

2
=

3
2

.

2 . 设 f（u）具有二阶连续导数，且 g（x，y）= f
y( )x

+ yf
x( )y

，求

x2 2 g
x2 - y2 2 g

y2 .

分析 先求出二阶偏导数，再代入相应表达式计算 .

解 由已知条件可得

g
x

= -
y

x2 f'
y( )x

+ f'
x( )y

，

2 g
x2 =

2y
x3 f'

y( )x
+

y2

x4 f"
y( )x

+
1
y

f"
x( )y

，

g
y

=
1
x

f'
y( )x

+ f
x( )y

-
x
y

f'
x( )y

，

2 g
y2 =

1
x2 f"

y( )x
-

x
y2 f'

x( )y
+

x
y2 f'

x( )y
+

x2

y3 f"
x( )y

，

=
1
x2 f"

y( )x
+

x2

y3 f"
x( )y

.

所以 x2 2 g
x2 - y2 2 g

y2

=
2y
x

f'
y( )x

+
y2

x2 f"
y( )x

+
x2

y
f"

x( )y
-

y2

x2 f"
y( )x

-
x2

y
f"

x( )y
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=
2y
x

f'
y( )x

.

4 . 同数学二解答题 7 .

5 . 求幂级数∑
�

n = 1

1
2n + 1( )- 1 x2n 在区间（- 1，1）内的和函数 s（x）.

分析 所给幂级数可分为两部分，其中∑
�

n = 1

1
2n + 1

x2n 可乘以 x 后

逐项求导求和函数 .

解 设 s（x）=∑
�

n = 1

1
2n + 1( )- 1 x2n ，

s1（x）=∑
�

n = 1

1
2n + 1

x2n ，s2（x）=∑
�

n = 1

x2n ，

则 s（x）= s1（x）- s2（x），x∈（- 1，1）.

由于 s2（x）=∑
�

n = 1

x2n =
x2

1 - x2 ，

（xs1（x））' =∑
�

n = 1

x2n =
x2

1 - x2 ，x∈（- 1，1），

因此 xs1（x）=∫
x

0

t2

1 - t2 d t = - x +
1
2

ln
1 + x
1 - x

，

又由于 s1（0）= 0，故

s1（x）=
- 1 +

1
2x

ln
1 + x
1 - x

， 0 < | x | < 1，

0， x
{

= 0.

所以 s（x）= s1（x）- s2（x）=
1

2x
ln

1 + x
1 - x

-
1

1 - x2 ， 0 < | x | < 1，

0， x
{

= 0.

6 .设 f（x），g（x）在［0，1］上的导数连续，且 f（0）= 0，f'（x）≥0，

g'（x）≥0 . 证明：对任何 a∈［0，1］，有

∫
a

0
g（x）f'（x）dx +∫

1

0
f（x）g'（x）dx≥ f（a）g（1）.

分析 参阅本书第三章不等式证明的讨论，可用参数变易法转化

为函数不等式证明，或根据被积函数的特点，通过分部积分讨论 .
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证法 1

设 F（x）=∫
x

0
g（t）f'（t）dt +∫

1

0
f（t）g'（t）dt - f（x）g（1），

则 F（x）在［0，1］上的导数连续，并且

F'（x）= g（x）f'（x）- f'（x）g（1）= f'（x）［g（x）- g（1）］，

由于当 x∈［0，1］时，f'（x）≥0，g'（x）≥0，因此 F'（x）≤0，即 F（x）在

［0，1］上单调递减 .

注意到

F（1）=∫
1

0
g（t）f'（t）dt +∫

1

0
f（t）g'（t）dt - f（1）g（1），

而∫
1

0
g（t）f'（t）dt =∫

1

0
g（t）df（t）= g（t）f（t）

1

0
-∫

1

0
f（t）g'（t）dt

= f（1）g（1）-∫
1

0
f（t）g'（t）dt，

故 F（1）= 0. 因此当 x∈［0，1］时，F（x）≥0，由此可得，对任何 a∈［0，

1］，有 F（a）≥0，即

∫
a

0
g（x）f'（x）dx +∫

1

0
f（x）g'（x）dxdx≥ f（a）g（1）.

证法 2

∫
a

0
g（x）f'（x）dx = g（x）f（x）

a

0
-∫

a

0
f（x）g'（x）dx

= f（a）g（a）-∫
a

0
f（x）g'（x）dx，

∫
a

0
g（x）f'（x）dx +∫

1

0
f（x）g'（x）dx

= f（a）g（a）-∫
a

0
f（x）g'（x）dx +∫

1

0
f（x）g'（x）dx

= f（a）g（a）+∫
1

a
f（x）g'（x）dx .

由于当 x∈［0，1］时，g'（x）≥0，f'（2）≥0，因此

f（x）g'（x）≥ f（a）g'（x），x∈［a，1］，

∫
1

a
f（x）g'（x）dx≥∫

1

a
f（a）g'（x）dx = f（a）［g（1）- g（a）］，
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从而 ∫
a

0
g（x）f'（x）dx +∫

1

0
f（x）g'（x）dx

≥ f（a）g（a）+ f（a）［g（1）- g（a）］= f（a）g（1）.

数学四

一、填空题

1 . 同数学三填空题 1 .

2 . 同数学三填空题 2 .

3 . 同数学三填空题 3 .

二、选择题

1 . 同数学三选择题 1 .

2 . 同数学三选择题 2 .

3 . 下列结论中正确的是（ D ）.

（A）∫
+ �

1

dx
x（x + 1）

与∫
1

0

dx
x（x + 1）

都收敛

（B）∫
+ �

1

dx
x（x + 1）

与∫
1

0

dx
x（x + 1）

都发散

（C）∫
+ �

1

dx
x（x + 1）

发散，∫
1

0

dx
x（x + 1）

收敛

（D）∫
+ �

1

dx
x（x + 1）

收敛，∫
1

0

dx
x（x + 1）

发散

4 . 同数学三选择题 4 .

5 . 同数学三选择题 5 .

三、解答题

1 . 同数学三解答题 1 .

2 . 同数学三解答题 2 .

3 . 同数学二解答题 7 .

4 . 同数学二解答题 6 .

5 . 同数学三解答题 6 .
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附录

2006 年全国硕士研究生入学统一

考试高等数学部分试题与解答

数学一

一、填空题

1 . lim
x→0

xln（1 + x）
1 - cos x

= 2 .

2 . 微分方程 y' =
y（1 - x）

x
的通解是 y = Cxe - x（x≠0）.

3 . 设Σ 是锥面 z = x2 + y槡 2（0≤ z≤1）的下侧，则


Σ

xdydz + 2ydzdx + 3（z - 1）dxdy = 2π .

4 . 点（2，1，0）到平面 3x + 4y + 5z = 0 的距离 d 槡= 2 .

二、选择题

1 . 设函数 y = f（x）具有二阶导数，且 f'（x）> 0，f"（x）> 0，Δx 为自

变量 x 在点 x0 处的增量，Δy 与 dy 分别为 f（x）在点 x0 处对应的增量

与微分，若Δx > 0，则（ A ）.

（A）0 < dy <Δy （B）0 <Δy < dy

（C）Δy < dy < 0 （D）dy <Δy < 0

2. 设 f（x，y）为连续函数，则∫
π
4

0
dθ∫

1

0
f（rcosθ，rsinθ）rdr 等于

（ C ）.

（A）∫
槡2
2

0
dx∫

1 - x槡 2

x
f（x，y）dy （B）∫

槡2
2

0
dx∫

1 - x槡 2

0
f（x，y）dy
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（C）∫
槡2
2

0
dy∫

1 - y槡 2

y
f（x，y）dx （D）∫

槡2
2

0
dy∫

1 - y槡 2

0
f（x，y）dx

3 . 若级数∑
�

n = 1

an 收敛，则级数（ D ）.

（A）∑
�

n = 1

| an | 收敛 （B）∑
�

n = 1

（- 1）nan 收敛

（C）∑
�

n = 1

anan + 1 收敛 （D）∑
�

n = 1

an + an + 1

2
收敛

4 . 设 f（x，y）与φ（x，y）均为可微函数，且φ'y（x，y）≠0，已知（x0 ，

y0）是 f（x，y）在约束条件φ（x，y）= 0 下的一个极值点，下列选项正确

的是（ D ）.

（A）若 f'x（x0 ，y0）= 0，则 f'y（x0 ，y0）= 0

（B）若 f'x（x0 ，y0）= 0，则 f'y（x0 ，y0）≠0

（C）若 f'x（x0 ，y0）≠0，则 f'y（x0 ，y0）= 0

（D）若 f'x（x0 ，y0）≠0，则 f'y（x0 ，y0）≠0

三、解答题

1 . 设 区 域 D =｛（x，y）| x2 + y2 ≤ 1，x ≥ 0｝，计 算 二 重 积 分


D

1 + xy
1 + x2 + y2 dxdy .

解 因为区域 D 关于 x 轴对称，函数 f（x，y）=
1

1 + x2 + y2 是变量

y 的偶函数，函数 g（x，y）=
xy

1 + x2 + y2 是变量 y 的奇函数，则


D

1
1 + x2 + y2 dxdy = 2

D1

1
1 + x2 + y2 dxdy = 2∫

π
2

0
dθ∫

1

0

r
1 + r2 dr

=πln 2
2

，


D

xy
1 + x2 + y2 dxdy = 0，

故 
D

1 + xy
1 + x2 + y2 dxdy =

D

1
1 + x2 + y2 dxdy +

D

xy
1 + x2 + y2 dxdy
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=πln 2
2

.

2 . 设数列｛xn｝满足 0 < x1 <π，xn + 1 = sin xn（n = 1，2，⋯）.

（1）证明 lim
n→ �

xn 存在，并求该极限；

（2）计算 lim
x→ �

xn + 1

x( )
n

1

x
2
n .

解 （1）因为 0 < x1 <π，故 0 < x2 = sin x1≤1 . 因当 x > 0 时，sin x

< x，可推得 0 < xn + 1 = sin xn≤xn ，n = 1，2，⋯，可见数列｛xn｝单调减少 .

又 xn ≥0，即｛xn｝有下界，故由单调减少有下界数列必有极限知极限

lim
n→ �

xn 存在 .

设 lim
n→ �

xn = l，在 xn + 1 = sin xn 两边令 n→ � ，得 l = sin l，解得 l =

0，即 lim
n→ �

xn = 0 .

（2）原式 = lim
n→ �

xn + 1

x( )
n

1

x
2
n = lim

n→ �

sin xn

x( )
n

1

x
2
n ，为“1� ”型极限 .

令 t = xn ，则 n→ � 时，t→0，而

lim
t→0

sin t( )t

1

t
2

= lim
t→0

1 +
sin t

t( )- 1
1

t
2

= lim
t→

[ (
0

1 +
sin t

t )- 1
1

sin t
t ]- 1

1

t
2

sin t
t( )- 1

，

又 lim
t→0

1
t2

sin t
t( )- 1 = lim

t→0

sin t - t
t3 = lim

t→0

cos t - 1
3 t2

= lim
t→0

- sin t
6 t

= -
1
6

.

故 lim
n→ �

xn + 1

x( )
n

1

x
2
n = lim

n→ �

sin xn

x( )
n

1

x
2
n = e - 1

6 .

3 . 将函数 f（x）=
x

2 + x - x2 展开成 x 的幂级数 .

解 f（x）=
x

2 + x - x2 =
x

（2 - x）（1 + x）
=

A
2 - x

+
B

1 + x
.
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去分母，比较两边不同次幂系数可得 A=
2
3

，B = -
1
3

，即

f（x）=
1
3

2
2 - x

-
1

1 +( )x
=

1
3

1

1 -
x
2

-
1

1 +











x .

而
1

1 + x
=∑

�

n = 0

（- 1）nxn ，x∈（- 1，1），

1

1 -
x
2

=∑
�

n = 0

x( )2

2

，x∈（- 2，2）.

故 f（x）=
2

2 + x - x2 =
1
3

- ∑
�

n = 0

（- 1）nxn +∑
�

n = 0

1
2n x[ ]n

=
1
3 ∑

�

n = 0

（- 1）n + 1 +
1
2[ ]n xn ，x∈（- 1，1）.

4 . 设函数 f（u）在（0，+ � ）内具有二阶导数，且 z = f（ x2 + y槡 2）满

足等式2 z
x2 +

2 z
y2 = 0 .

（1）验证 f"（u）+
f'（u）

u
= 0；

（2）若 f（1）= 0，f'（1）= 1，求函数 f（u）的表达式 .

解 （1）设 u = x2 + y槡 2 ，则

z
x

= f'（u）
x

x2 + y槡 2
， z

y
= f'（u）

y

x2 + y槡 2
.

2 z
x2 = f"（u）

x

x2 + y槡 2

x

x2 + y槡 2
+ f'（u）

x2 + y槡 2 -
x2

x2 + y槡 2

x2 + y2

= f"（u）
x2

x2 + y2 + f'（u）
y2

（x2 + y2）
3
2

，

2 z
y2 = f"（u）

y2

x2 + y2 + f'（u）
x2

（x2 + y2）
3
2

.
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将2 z
x2 ，

2 z
y2 代入2 z

x2 +
2 z

y2 = 0，得 f"（u）+
f'（u）

u
= 0.

（2）令 f'（u）= p，则 p' +
p
u

= 0，
dp
p

= -
du
u

，两边积分得 ln p =

- ln u + ln C1 ，即 p =
C1

u
，亦即 f'（u）=

C1

u
.

由 f'（1）= 1 可得 C1 = 1，所以有 f'（u）=
1
u

，两边积分得 f（u）=

ln u + C2 ，由 f（1）= 0 可得 C2 = 0，故 f（u）= ln u .

注 该题也可看作欧拉方程或全微分方程来解 .

5 .设在上半平面 D =｛（x，y）| y > 0｝内，函数 f（x，y）具有连续偏

导数，且对任意的 t > 0 都有 f（tx，ty）= t - 2 f（x，y）. 证明：对 D 内的任

意分段光滑的有向简单闭曲线 L，都有

∮L
yf（x，y）dx - xf（x，y）dy = 0.

证明 方程 f（tx，ty）= t - 2 f（x，y）两边对 t 求导得

xf'x（tx，ty）+ yf'y（tx，ty）= - 2 t - 3 f（x，y）.

令 t = 1，则

xf'x（x，y）+ yf'y（x，y）= - 2f（x，y）. （1）

P（x，y）= yf（x，y），Q（x，y）= - xf（x，y），则

Q
x

= - f（x，y）- xf'x（x，y），P
y

= f（x，y）+ yf'y（x，y）.

由（1）式可得Q
x

=P
y

，故由曲线积分与路径无关的定理可知，对

D 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线 L，都有

∮L
yf（x，y）dx - xf（x，y）dy = 0.

数学二

一、填空题

1 . 曲线 y =
x + 4sin x

5x - 2cos x
的水平渐近线方程为 y =

1
5 .
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2 .设函数 f（x）=
1
x3∫

x

0
sin t2 d t， x≠0

a， x
{

= 0

，在 x = 0 处连续，则 a =

1
3 .

3 . 广义积分∫
+ �

0

xdx
（1 + x2）2 =

1
2 .

4 . 微分方程 y' =
y（1 - x）

x
的通解是 y = Cxe - x（x≠0） .

5 . 设函数 y = y（x）由方程 y = 1 - xey 确定，则
dy
dx x = 0

= - e .

二、选择题

1 . 同数学一选择题 1 .

2 .设 f（x）是奇函数，除 x = 0 外处处连续，x = 0 是其第一类间断

点，则∫
x

0
f（t）dt 是（ B ）.

（A）连续的奇函数 （B）连续的偶函数

（C）在 x = 0 间断的奇函数 （D）在 x = 0 间断的偶函数

3 . 设函数 g（x）可微，h（x）= e1 + g（x），h'（1）= 1，g'（1）= 2，则 g（1）

等于（ C ）.

（A）ln 3 - 1 （B）- ln 3 - 1 （C）- ln 2 - 1 （D）ln 2 - 1

4 . 函数 y = C1 ex + C2 e - 2x + xex 满足的一个微分方程是（ D ）.

（A）y" - y' - 2y = 3xex （B）y" - y' - 2y = 3ex

（C）y" + y' - 2y = 3xex （D）y" + y' - 2y = 3ex

5 . 设 f（x，y）为连续函数，则∫
π
4

0
dθ∫

1

0
f（rcosθ，rsinθ）rdr 等于

（ C ）.

（A）∫
槡2
2

0
dx∫

1 - x槡 2

x
f（x，y）dy （B）∫

槡2
2

0
dx∫

1 - x槡 2

0
f（x，y）dy

（C）∫
槡2
2

0
dy∫

1 - y槡 2

y
f（x，y）dx （D）∫

槡2
2

0
dy∫

1 - y槡 2

0
f（x，y）dx
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6 . 同数学一选择题 4 .

三、解答题

1 . 试确定 A，B，C 的值，使得 ex（1 + Bx + Cx2）= 1 + Ax + o（x3），

其中 o（x3）是当 x→0 时比 x3 高阶的无穷小 .

分析 题设方程右边为关于 x 的多项式 1 + Ax + o（x3），左边也应

该是 x 的三次多项式加上 o（x3）. 为此应将 ex 按三阶麦克劳林公式展

开 . 通过比较 x 的同次项系数，可得 A，B，C 的值 .

解 将 ex 的麦克劳林展开式 ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ o（x3）代入题

设等式得

1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ o（x3[ ]）［1 + Bx + Cx2 ］= 1 + Ax + o（x3）.

整理得

1 +（B + 1）x + B + C +( )1
2

x2 +
B
2

+ C +( )1
6

+ o（x3）

= 1 + Ax + o（x3）.

比较两端 x 的同次幂系数得

B + 1 = A，

B + C +
1
2

= 0，

B
2

+ C +
1
6

= 0









 ，

解得

A=
1
3

，

B = -
2
3

，

C =
1
6











 .

2 . 求∫arcsin ex

ex dx .

分析 被积函数是指数函数与反三角函数的乘积，利用分部积分

法 .

解∫arcsin ex

ex dx = -∫arcsin ex de - x

= - e - x arcsin ex +∫e - x ex

1 - e2槡 x
dx
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= - e - x arcsin ex +∫ 1

1 - e2槡 x
dx .

令 t = 1 - e2槡 x ，则 x =
1
2

ln（1 - t2），dx = -
t

1 - t2 d t，所以

∫ 1

1 - e2槡 x
dx =∫ 1

t2 - 1
dt =

1
2∫ 1

t - 1
-

1
t( )+ 1

dt

=
1
2

ln
t - 1
t + 1

+ C =
1
2

ln
1 - e2槡 x - 1

1 - e2槡 x + 1
+ C .

于是 ∫arcsin ex

ex dx = -
arcsin ex

ex +
1
2

ln
1 - e2槡 x - 1

1 - e2槡 x + 1
+ C .

注∫ 1

1 - e2槡 x
dx 有多种解法 .

3 . 同数学一解答题 1 .

4 . 同数学一解答题 2 .

5 . 证明：当 0 < a < b <π时，bsin b + 2cos b +πb > a sin a + 2cos a

+πa .

分析 利用函数单调性证明 .

证明 令 f（x）= xsin x + 2cos x +πx - a sin a - 2cos a - πa，0 < a

≤x≤b <π，则

f'（x）= sin x + xcos x - 2sin x +π= xcos x - sin x +π，

且 f'（π）= 0. 又

f"（x）= cos x - xsin x - cos x = - xsin x < 0，（0 < x <π），

故当 0 < a≤x≤b <π时，f'（x）单调减少，即 f'（x）> f'（π）= 0，所以

f（x）单调增加，于是 f（b）> f（a）= 0，即

bsin b + 2cos b +πb > a sin a + 2cos a +πa .

6 . 同数学一解答题 4 .

7 . 已知曲线 L 的方程为
x = t2 + 1，

y = 4t - t2{ ，
（t≥0）.

（1）讨论 L 的凹凸性；

（2）过点（- 1，0）引 L 的切线，求切点（x0 ，y0），并写出切线的方程；
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（3）求此切线与 L（对应于 x≤ x0 的部分）及 x 轴所围成的平面图

形的面积 .

分析 问题（1）根据
d2 y
dx2 的符号讨论；问题（2）先求切点（x0 ，y0）对

应的 t0 ；问题（3）根据切线、曲线与 x 轴交点及切点画所围的平面图

形，再求面积 .

解 （1）因为
dx
dt

= 2t，
dy
dt

= 4 - 2 t，故有

dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
4 - 2 t

2 t
=

2
t

- 1，

d2 y
dx2 =

d
dt

dy
d( )x

·
1

dx
dt

= -
2
t( )2 ·

1
2t

= -
1
t3 < 0 （t > 0），

故当 t≥0 时曲线 L 是凸的 .

（2）设切点（x0 ，y0）对应参量 t = t0 ，由（1）知，切线方程为

y - 0 =
2
t0

( )- 1 （x + 1），

又 x0 = t2
0 + 1，y0 = 4t0 - t2

0 ，

则 4t0 - t2
0 =

2
t0

( )- 1 （t2
0 + 2），

即 4t2
0 - t3

0 =（2 - t0）（t2
0 + 2）.

整理得 t2
0 + t0 - 2 = 0，（t0 - 1）（t0 + 2）= 0，

所以 t0 = 1，- 2（舍去）.

将 t0 = 1 代入参数方程，得切点为（2，3），故切线方程为

y - 3 =
2
1( )- 1 （x - 2），即 y = x + 1.

（3）由 L 的参数方程得 t = x槡 - 1，y = 4 x槡 - 1 - x + 1 . 曲线 L、切

线与 x 轴的交点分别为（1，0），（- 1，0），再由切点坐标（2，3）可知，所求

平面图形如下图所示，其中各点坐标为 A（1，0），B（2，0），C（2，3），
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D（- 1，0）.

S =
1
2

× 3 × 3 -∫
2

1
（4 x槡 - 1 - x + 1）dx

=
9
2

-
8
3
（x - 1）

3
2 -

1
2

x2 +[ ]x
2

=
7
3

.

数学三

一、填空题

1 . lim
n→ �

n + 1( )n

（- 1）
n

= 1 .

2 . 设函数 f（x）在 x = 2 的某邻域内可导，且 f'（x）= ef（x），f（2）=

1，则 f（2）= 2e3 .

3 . 设函数 f（u）可微，且 f'（0）=
1
2

，则 z = f（4x2 - y2）在点（1，2）处

的全微分 dz|（1，2） = 4dx - 2dy .

二、选择题

1 . 同数学一选择题 1 .

2 . 设函数 f（x）在 x = 0 处连续，且lim
h→0

f（h2）

h2 = 1，则（ C ）.

（A）f（0）= 0 且 f' -（0）存在 （B）f（0）= 1 且 f' -（0）存在
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（C）f（0）= 0 且 f' +（0）存在 （D）f（0）= 1 且 f' +（0）存在

3 . 同数学一选择题 3 .

4 . 设非齐次线性微分方程 y' + P（x）y = Q（x）有两个不同的解

y1（x），y2（x），C 为任意常数，则该方程的通解是（ B ）.

（A）C［y1（x）- y2（x）］ （B）y1（x）+ C［y1（x）- y2（x）］

（C）C［y1（x）+ y2（x）］ （D）y1（x）+ C［y1（x）+ y2（x）］

5 . 同数学一选择题 4 .

三、解答题

1 . 设 f（x，y）=
y

1 + xy
-

1 - ysinπx
y

arctan x
，x > 0，y > 0，求：

（1）g（x）= lim
y→ + �

f（x，y）；

（2）lim
x→0

+
g（x）.

分析 问题（1）求极限时注意将 x 作为常量，此问中含
�
�

，0·� 型

未定式；解问题（2）需利用问题（1）中的结果，是一个 � - � 未定式 .

解 （1）g（x）= lim
y→ + �

f（x，y）

= lim
y→ + �

y
1 + xy

-
1

arctan x
1 - ysinπx( )[ ]y

= lim
y→ + �

1
1
y

+ x
-

1
arctan x

1 -
sinπx

y
1



















y

=
1
x

-
1 - πx

arctan x
.

（2）lim
x→0

+
g（x）= lim

x→0
+

1
x

-
1 - πx

arctan( )x
= lim

x→0
+

arctan x - x +πx2

xarctan x

= lim
x→0

+

arctan x - x +πx2

x2

= lim
x→0

+

1
1 + x2 - 1 + 2πx

2x
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= lim
x→0

+

- x2 + 2πx（1 + x2）

2x（1 + x2）

=π.

3 . 同数学二解答题 5 .

4 .在 xOy 坐标平面上，连续曲线 L 过点 M（1，0），其上任意点

P（x，y）（x≠0）处的切线斜率与直线 OP 的斜率之差等于 ax（常数 a >

0）.

（1）求 L 的方程；

（2）当 L 与直线 y = ax 所围成平面图形的面积为
8
3

时，确定 a 的

值 .

分析 问题（1）可利用导数的几何意义建立微分方程，并求解；问

题（2）可利用定积分计算平面图形的面积，并利用已知条件确定参数 .

解 （1）设曲线 L 的方程为 y = f（x），则由题设可得

y' -
y
x

= ax，

这是一个一阶线性微分方程，其中 P（x）= -
1
x

，Q（x）= ax，代入通解

公式得

y = e∫1
x dx（∫axe -∫1

x dx dx + C）= x（ax + C）= ax2 + Cx，

又 f（1）= 0，所以 C = - a .

故曲线 L 的方程为 y = ax2 - ax（x≠0）.

（2）由 方 程 组
y = ax2 - ax，

y ={ ax
得 交

点（0，0）与（2，2a）. L 与直线 y = ax（a

> 0）所围平面图形如右图所示 . 面积

A =∫
2

0
［ax - （ax2 - ax）］dx

= a∫
2

0
（2x - x2）dx =

4
3

a .
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由
4
3

a =
8
3

，得 a = 2 .

5 . 求幂级数∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n + 1

n（2n - 1）
的收敛域及和函数 s（x）.

分析 因为幂级数缺少偶次幂的项，根据比值审敛法求级数收敛

域；级数系数为
（- 1）n - 1

n（2n - 1）
，应两次利用逐项求导并结合已知函数的幂

级数展开式计算和函数 .

解 记 un（x）=
（- 1）n - 1 x2n + 1

n（2n - 1）
，则

lim
n→ �

un + 1（x）

un（x）
= lim

n→ �

（- 1）nx2n + 3

（n + 1）（2n + 1）
（- 1）n - 1 x2n + 1

n（2n - 1）

= x2 .

当 x2 < 1，即 | x | < 1 时，所给幂级数收敛；当 | x | > 1 时，所给幂级

数 发 散；当 x = ± 1 时，所 给 幂 级 数 分 别 为 ∑
�

n = 1

（- 1）n - 1

n（2n - 1）
，

∑
�

n = 1

（- 1）n

n（2n - 1）
，均收敛，故所给幂级数的收敛域为［- 1，1］.

令 s（x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n + 1

n（2n - 1）
= 2x∑

�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n

（2n - 1）（2n）
，| x | < 1 .

令 s1（x）=∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n

（2n - 1）（2n）
，| x | < 1，则 s（x）= 2xs1（x）.

而 s'1 =∑
�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n - 1

2n - 1
，s"1（x）=∑

�

n = 1

（- 1）n - 1 x2n - 2 =
1

1 + x2 ，

所以 s'1（x）- s'1（0）=∫
x

0
s"1（t）dt =∫

x

0

1
1 + t2 dt = arctan x，

又 s'1（0）= 0，于是 s'1（x）= arctan x . 再积分得

s1（x）- s1（0）=∫
x

0
s'1（t）dt =∫

x

0
arctan tdt

= tarctan t
x

0
-∫

x

0

t
1 + t2 dt
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= xarctan x -
1
2

ln（1 + x2）.

又 s1（0）= 0，所以 s1（x）= xarctan x -
1
2

ln（1 + x2），故

s（x）= 2x2 arctan x - xln（1 + x2），x∈（- 1，1）.

由于所 给 幂 级 数 在 x = ± 1 处 收 敛，且 s（x）= 2x2 arctan x -

xln（1 + x2）在 x = ± 1 处连续，所以等式在 x = ± 1 时成立，即

s（x）= 2x2 arctan x - xln（1 + x2），x∈［- 1，1］.

数学四

一、填空题

1 . 同数学三填空题 1 .

2 . 同数学三填空题 2 .

3 . 同数学三填空题 3 .

二、选择题

1 . 同数学三选择题 1 .

2 . 同数学三选择题 2 .

3 . 设函数 f（x）与 g（x）在［0，1］上连续，且 f（x）≤ g（x），对任何 c

∈（0，1），则（ D ）.

（A）∫
c

1
2

f（t）dt≥∫
c

1
2

g（t）dt （B）∫
c

1
2

f（t）dt≤∫
c

1
2

g（t）dt

（C）∫
1

c
f（t）dt≥∫

1

c
g（t）dt （D）∫

1

c
f（t）dt≤∫

1

c
g（t）dt

4 . 同数学三选择题 4 .

5 . 同数学三选择题 5 .

三、解答题

1 . 同数学三解答题 1 .

2 .计算二重积分
D

y2 -槡 xydxdy，其中 D 是由直线 y = x，y = 1，x

= 0 所围成的平面区域 .
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解 
D

y2 -槡 xydxdy =∫
1

0
dy∫

y

0
y2 -槡 xydx

= -
2
3∫

1

0

1
y
（y2 - xy）

3
2

y

0
dy

=
2
3∫

1

0
y2 dy =

2
9

.

3 . 同数学二解答题 5 .

4 . 同数学三解答题 4 .

5 . 同数学二解答题 1 .
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