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前 言

概率统计作为一门研究随机现象数量规律性的数学学科，它广泛应用于自然科学、技术科

学、社会科学和人文科学的各个方面，掌握这门学科的基本理论和方法对提高数学素养和应用

其知识认识与解决相关问题的能力是重要的．这门学科不仅具有理论的抽象性、逻辑的严谨
性，而且还具有自己独特的思维方法和解题技巧，对初学者往往是原理能理解而习题做不出，

表现为缺乏思路，不得要领．为帮助初学者学好这门学科，笔者根据多年从事概率统计教学所
累积的经验，编写了此书．
全书内容在兼顾现行较通行范围的基础上，紧扣笔者编写的《概率统计》（天津大学出版

社，丁杰、高文杰主编），故可作为其教学参考用书．同时还可作为高职高专及本科层次相关内
容的学习辅导及教学参考．
全书共设９章，依次为概率论的基本概念、随机变量及其分布、随机变量的数字特征、随机

向量、样本及抽样分布、参数估计、假设检验、方差分析和回归分析．每章以节为单元展开辅导，
每节设有知识要点、典型题型解析、同步练习及参考答案，每章还设有疑难解析、常考题型归

纳、知识网络与检测题和答案，书末还给出了数套期末测试题与答案，以供自我检测．
典型题型解析部分对常见的题型介绍了一般的解题思路方法，并精选例题给出详尽解答，

力求体现典型例题的示范作用；疑难解析将概率统计中理解困难、易于混淆的重要概念、思想

方法和解题方法深入剖析，有助于正确把握相关内容；常考题型归纳以表格形式对不同知识点

的常考题型做出归类总结，有助于从整体上把握问题的不同侧面；每章的检测题和期末测试题

都经过精心挑选，有许多是全国各类考试的优秀试题，这将有益于检验和提高解决问题的能

力，巩固学习效果．
参加本书编写的有高文杰、张立圃、崔媛、李国辉，由高文杰统稿．陈秀岐、丁杰任主审．
给予本书很大帮助并提出宝贵意见的有杜俊文、李艳梅、陈洁、刘振云、王鲁静、李仲佳、周

爱丽、蒋风光和徐向东等，编者在此一并致谢．
限于编者水平，本书一定存在疏漏和错误，恳请读者批评指正．

编者

２００６年９月
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第１章 概率论的基本概念

１．１ 随机事件及其概率

１．１．１ 知识要点

１．随机事件

在一定条件下可能出现也可能不出现的现象称为随机事件，简称为事件，记为Ａ，Ｂ，
Ｃ，⋯．
在一定条件下必然出现的现象称为必然事件，记为Ω．
在一定条件下必然不出现的现象称为不可能事件，记为．
为了讨论问题方便起见，将必然事件Ω和不可能事件也看作随机事件．

２．频率

①在一定的条件下，重复进行ｎ次试验，在这ｎ次试验中，随机事件Ａ发生的次数μ称

为随机事件Ａ的频数，比值ｆｎ（Ａ）＝μ
ｎ
，称为随机事件Ａ的频率．

大量的实践证明，随着试验次数ｎ的逐渐增大，频率ｆｎ（Ａ）逐渐稳定于一个常数ｐ，这种
性质称为频率的稳定性，常数ｐ称为频率稳定值．频率的稳定性说明随机事件在试验中出现
的可能性是可以度量的，即说明概率的存在性．

②基本性质：

０≤ｆｎ（Ａ）≤１．

３．概率

①在一组不变的条件Ｓ下，随机事件Ａ的频率稳定值ｐ称为随机事件Ａ 在条件组Ｓ下
发生的概率，记为Ｐ（Ａ），即

Ｐ（Ａ）＝ｐ．
②基本性质：
对任何随机事件Ａ有，０≤Ｐ（Ａ）≤１，

Ｐ（Ω）＝１，

Ｐ（）＝０．

４．排列与组合

（１）两个基本原理
加法原理：完成一件事情，有ｍ 类方法，第１类中有ｎ１种不同方法，第２类中有ｎ２种不
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同方法，⋯，第ｍ 类中有ｎｍ 种方法，任意一种方法都可完成这件事，那么完成这件事的不同方

法共有ｎ１＋ｎ２＋⋯＋ｎｍ 种．
乘法原理：完成一件事情，有ｍ 个步骤，第一步有ｎ１种不同方法，第２步有ｎ２种不同方

法，⋯，第ｍ 步有ｎｍ 种不同方法．每一步都做完，这件事才完成，那么完成这件事的不同方法
共有ｎ１·ｎ２·⋯·ｎｍ 种．
（２）排列
从ｎ个不同元素中任取ｒ个元素，按照一定顺序排成一列，称为从ｎ个不同元素中取出ｒ

个元素的一个排列．
当ｒ＜ｎ时，称为选排列，排列总数用Ａｒ

ｎ 来表示

Ａｒ
ｎ＝ｎ（ｎ－１）⋯ｎ（ｎ－ｒ＋１）＝ ｎ！

（ｎ－ｒ）！
；

当ｒ＝ｎ时，称为全排列，排列总数用Ｐｎ 来表示

Ｐｎ＝ｎ（ｎ－１）⋯３·２·１＝ｎ！．
（３）组合
从ｎ个不同元素中任取ｒ个元素，不计顺序构成一组，称为从ｎ个不同元素中任取ｒ个

元素的一个组合，其组合总数用Ｃｒ
ｎ 来表示，即

Ｃｒ
ｎ＝

Ａｒ
ｎ

ｒ！＝
ｎ（ｎ－１）⋯（ｎ－ｒ＋１）

ｒ！ ＝ ｎ！
ｒ！（ｎ－ｒ）！．

５．古典概型

①如果一个事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 具有下列３条性质：
等可能性：Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 发生的机会相同；

完全性：在任一次试验中，Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 中至少有一个发生；

互不相容性：在任一次试验中，Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 中至多有一个发生．
则称事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 为等概基本事件组，或称为等可能完备事件组，其中任一事件

Ａｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）称为基本事件．
②如果Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 是一个等概基本事件组，而事件Ｂ由其中的某ｍ 个基本事件构

成，则事件Ｂ的概率为

Ｐ（Ｂ）＝ｍ
ｎ．

利用此公式来讨论事件的概率的模型称为古典概型．

１．１．２ 典型题型解析
例１．１．１ 一次投掷两颗骰子，求出现的点数之和为奇数的概率．
解法１ 设随机事件Ａ＝“出现的点数之和为奇数”．
若取每次投掷骰子所有可能出现的点数（ｉ，ｊ）为基本事件（ｉ＝１，２，⋯，６，ｊ＝１，２，⋯，６），

则基本事件总数ｎ＝Ｃ１
６·Ｃ１

６＝３６，并且３６个基本事件组成等可能完备事件组，其中事件Ａ 包

含的基本事件数ｍ＝２Ｃ１
３·Ｃ１

３＋Ｃ１
３·Ｃ１

３＝１８，所以Ｐ（Ａ）＝１８
３６＝１

２．
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解法２ 可取每次投掷骰子可能出现的点数之和的奇偶性为基本事件，即基本事件为
｛点数之和为奇数｝、｛点数之和为偶数｝，它们构成了一个等可能完备事件组，基本事件总数

ｎ＝２，事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝１，所以Ｐ（Ａ）＝１
２．

解法３ 把每次投掷骰子可能出现的结果取为｛奇，偶｝、｛奇，奇｝、｛偶，奇｝、｛偶，偶｝，则这
四个基本事件组成一个等可能完备事件组，基本事件总数ｎ＝４，事件Ａ 包含的基本事件数

ｍ＝２，所以Ｐ（Ａ）＝２
４＝１

２．

注 本题说明同一问题可以选取不同的等可能完备事件组，但每个基本事件必须是等概

的．

若｛两个奇｝、｛两个偶｝、｛一奇一偶｝作为基本事件，则会得出Ｐ（Ａ）＝１
３
，错误的原因就在

于上述三个事件不是等概的，事实上，Ｐ（两个奇）＝１
４≠Ｐ（一奇一偶）＝１

２．

例１．１．２ ｋ个朋友随机地围绕圆桌而坐，求其中甲、乙座位相邻的概率．
解法１ 设事件Ａ＝“甲、乙两人座位相邻”．
ｋ个朋友随机地围绕圆桌而坐的所有可能的坐法共有ｋ！种，所以基本事件总数ｎ＝ｋ！，
甲、乙两人座位要求相邻，可以分两步完成：先让甲、乙两人坐在一起，有２！种坐法，其中（ｋ－
２）个人随机地围绕圆桌而坐，共有（ｋ－２）！种坐法，由乘法原理，事件Ａ 包含的基本事件数

ｍ＝２！（ｋ－２）！，所以Ｐ（Ａ）＝２！（ｋ－２）！
ｋ！ ＝ ２

ｋ（ｋ－１）．

解法２ 设甲先坐好；再考虑乙的坐法，甲有ｋ种坐法，乙有ｋ－１种坐法，由乘法原理，乙
的坐法即基本事件总数ｎ＝ｋ·（ｋ－１），而乙坐在甲身边的座法有２种，即事件Ａ包含的基本

事件数ｍ＝２，所以Ｐ（Ａ）＝ ２
ｋ·（ｋ－１）．

例１．１．３ 袋中有１０个球，９个白球，１个红球，１０个人依次从袋中各取一个球，每人取一
球后不放回袋中，问第一人、第二人、⋯，最后一个人取到红球的概率各是多少？

解 设随机事件Ａｋ＝“第ｋ个人取得红球”（ｋ＝１，２，⋯，１０），１０个人依次从袋中各取一

球，每一种可能的取法对应于一个基本事件，基本事件总数ｎ＝１０！，事件Ａｋ 的发生意味着红

球排在第ｋ个位置，其余９个球排剩余的９个位置，即事件Ａｋ包含的基本事件数为ｍ＝９！，所

以Ｐ（Ａ）＝９！
１０！＝

１
１０．答案与ｋ无关，说明抽到红球的概率只与红球所占比率有关，而与第几

次抽取无关．
例１．１．４ 共有ｋ双不同型号的鞋子，从其中任意取出２ｒ只（２ｒ≤ｎ），求下列事件的概

率：

（１）Ａ＝“没有一双配对”；
（２）Ｂ＝“恰有一双配对”；
（３）Ｃ＝“恰有两双配对”；
（４）Ｄ＝“恰有ｒ双配对”．
解 从ｋ双鞋中取出２ｒ只的所有可能结果为Ｃ２ｒ

２ｋ种，即基本事件总数ｎ＝Ｃ２ｒ
２ｋ．
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（１）要取的２ｒ只鞋没有一双配对，只需选取ｋ双中任意取出２ｒ双，再从每双中任取一
只，共有Ｃ２ｒ

ｋ·（Ｃ１
２）

２ｒ种取法，事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ２ｒ
ｋ·（Ｃ１

２）
２ｒ，所以

Ｐ（Ａ）＝Ｃ２ｒ
ｋ·（Ｃ１

２）
２ｒ

Ｃ２ｒ
２ｋ

．

（２）要取的２ｒ只鞋有２只配对，首先从ｋ双中任取一双，有Ｃ１
ｋ 种取法，再从剩下的ｋ－１

双鞋中任取２ｒ－２双并从每双中取出一只，有Ｃ２ｒ－２
ｋ－１·（Ｃ１

２）
２ｒ－２种取法，所以

Ｐ（Ｂ）＝Ｃ１
ｋ·Ｃ２ｒ－２

ｋ－１·（Ｃ１
２）

２ｒ－２

Ｃ２ｒ
２ｋ

．

（３）本题与（２）题类似，所以Ｐ（Ｃ）＝Ｃ２
ｋ·Ｃ２ｒ－４

ｋ－２·（Ｃ１
２）

２ｒ－４

Ｃ２ｒ
２ｋ

．

（４）“恰有ｒ双配对”意味着取出的２ｒ只鞋正好为ｒ双，即从ｋ双鞋中任取ｒ双，有Ｃｒ
ｋ 种

取法，所以Ｐ（Ｄ）＝Ｃｒ
ｋ

Ｃ２ｒ
２ｋ
．

例１．１．５ 设每人生于一年中任意一个月都是等可能的，求下列事件的概率：
（１）Ａ＝“１２个人的生日在１２个不同的月份”；
（２）Ｂ＝“６个人的生日恰在两个月中”．
解 （１）１２个人出生月份的所有可能有１２１２种，即基本事件总数ｎ＝１２１２．１２个人的生日

在１２个不同的月份共有１２！种可能，即事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝１２！，所以

Ｐ（Ａ）＝１２！
１２１２≈０００００５４．

（２）６个人出生月份的所有可能有１２６种，即基本事件总数ｎ＝１２６．
要使６个人的生日恰在两个月中，必须先从１２个月中任选两个月，共有Ｃ２

１２种选法；然后

６个人的生日月份在这两个月中选择，但必须减去都在某一个月中的情况，即有２６－２种，因

此事件Ｂ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ２
１２·（２６－２），所以Ｐ（Ｂ）＝Ｃ２

１２·（２６－２）
１２６ ≈０００１３７．

例１．１．６ 从１，２，⋯，１０共１０个数中任取一数，设每个数以１１０
的概率被取到，取后放回，

共取７个数，求下列事件的概率：
（１）Ａ＝“７个数全不相同”；
（２）Ｂ＝“不含１０与１”；
（３）Ｃ＝“１０恰好出现两次”；
（４）Ｄ＝“取到的最大数恰好为６”；
（５）Ｅ＝“取出的７个数形成一个严格上升序列”．
解 根据题意可知，基本事件总数ｎ＝１０７．
（１）取出的７个数都不相同，根据排列的定义可知，事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝Ａ７

１０，所

以 Ｐ（Ａ）＝Ａ７
１０

１０７≈００６０５．

（２）因为取出的７个数不含１０与１，所以在剩下的８个数中有放回地取７个数，因此事件

Ｂ包含的基本事件数ｍ＝８７，所以Ｐ（Ｂ）＝８７

１０７≈０２０９７．
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（３）１０出现两次可以是７次中的任意两次，有Ｃ２
７种选法；在其他５次中，每次可以取其余

９个数中的任意一个，有９５种选法，因此事件Ｃ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ２
７·９５，所以

Ｐ（Ｃ）＝Ｃ２
７·９５

１０７ ≈０１２４．

（４）从１，２，⋯，１０这１０个数中取７个数，其中最大数不大于６的取法有６７，最大数不大于５

的取法有５７种，因此，事件Ｄ包含的基本事件数ｍ＝６７－５７，所以Ｐ（Ｄ）＝６
７－５７

１０７ ≈００２０２．

（５）若取出的７个数形成一个严格上升序列，则７个数必然完全不相同，７个不同号码有

７！种不同排列，其中只有一个是按严格上升次序的排列，也就是说，一种组合对应一种严格上

升排列，因此事件Ｅ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ７
１０，所以Ｐ（Ｅ）＝

Ｃ７
１０

１０７≈０００００１２．

例１．１．７ 电梯从第１层到第１４层，一开始电梯里面有１０名乘客，每位乘客都可能在２
～１４楼下电梯，求下列事件的概率：
（１）Ａ＝“１０人在同一层下”；
（２）Ｂ＝“１０人不在同一层下”；
（３）Ｃ＝“１０人都在第２层下”；
（４）Ｄ＝“１０人中有４人在第１０层下”．
解 １０名乘客中的任意一名乘客都等可能在２～１４层的１３层楼中任选一楼下电梯，因

此基本事件总数ｎ＝１３１０．
（１）１０个人在同一层楼下电梯有１３种可能，即事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝１３，所以

Ｐ（Ａ）＝１３
１３１０＝１３－９．

（２）１０个人不在同一层下，意味着第１人在１３层中任选一层下，第二个人在余下的１２层
中任选一层下，⋯，第１０人在余下的４层中任选一层下，因此事件Ｂ包含的基本事件ｍ＝

１３×１２×１１×⋯×４，所以Ｐ（Ｂ）＝１３×１２×⋯×４
１３１０ ．

（３）作法类似于（１）题，所以Ｐ（Ｃ）＝ １
１３１０．

（４）１０个人中有４人在第１０层下，意味着先从１０个人中任选４个人在第１０层下，有Ｃ４
１０

种方法；余下６人等可能地在余下的１２层中任选一层下，有１２６种方法，因此事件Ｄ 包含的

基本事件数ｍ＝２Ｃ４
１０·１２６，所以Ｐ（Ｄ）＝Ｃ４

１０·１２６

１３１０ ．

例１．１．８ ２０名运动员中有２名种子选手，现将运动员平均分成两组，求下列事件的概
率：

（１）Ａ＝“两名种子选手分在不同组”；
（２）Ｂ＝“两名种子选手分在同一组”．
解 将２０名运动员平均分成两组，基本事件总数ｎ＝Ｃ１０

２０．
（１）事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ１

２·Ｃ９
１８·Ｃ１０

１０＝２Ｃ９
１８，其中Ｃ１

２表示两名种子选手中有一

名在此组，剩下的９名选手从１８名非种子选手中选，为Ｃ９
１８，剩下１０名选手组成另一组，为

５第１章 概率论的基本概念



Ｃ１０
１０．所以Ｐ（Ａ）＝

Ｃ１
２·Ｃ９

１８·Ｃ１０
１０

Ｃ１０
２０

≈０５２６．

（２）两名种子选手在同一组，则该组在余下１８名选手中选８名进行组合，但因为有两组，

因此事件Ｂ包含的基本事件数ｍ＝２Ｃ８
１８，所以Ｐ（Ｂ）＝

２Ｃ８
１８

Ｃ１０
２０

≈０４７４．

例１．１．９ 袋中有１，２，⋯，Ｎ 号球各一个，采用（１）无放回；（２）有放回两种方式摸球，求
在第ｋ次摸球时首次摸到１号球的概率．
解 设事件Ａｋ＝“第ｋ次摸球时首次摸到１号球”．
（１）无放回摸球时．从Ｎ个球中任取ｋ个球的每个排列就是一个基本事件，则基本事件总
数ｎ＝Ａｋ

Ｎ．事件Ａｋ可分成两步完成：首先在第ｋ个位置上排上一号球，有一种排法，然后在前

ｋ－１个位置上排上其他Ｎ－１个球，有Ａｋ－１
ｎ－１种排法，由乘法原理事件Ａｋ 包含的基本事件数

ｍ＝１×Ａｋ－１
ｎ－１，所以 Ｐ（Ａｋ）＝

Ａｋ－１
ｎ－１

Ａｋ
Ｎ

＝１
Ｎ．

（２）有放回摸球时．基本事件总数ｎ＝Ｎｋ，事件Ａｋ 可分为两步完成：首先前ｋ－１次未摸

到１号球，有（Ｎ－１）ｋ－１种可能，然后第ｋ次摸到１号球有一种可能，由乘法原理事件Ａｋ包含

的基本事件数ｍ＝（Ｎ－１）ｋ－１×１，所以Ｐ（Ａｋ）＝
（Ｎ－１）ｋ－１

Ｎｋ ．

例１．１．１０ 从一副扑克牌中（共５２张）一张一张地取牌，求下列事件的概率：
（１）Ａ＝“第ｒ次取牌时，第１次取出Ａ牌”；
（２）Ｂ＝“第ｒ次取牌时，第２次取出Ａ牌”；
（３）Ｃ＝“第ｒ次取牌时，第３次取出Ａ牌”；
（４）Ｄ＝“第ｒ次取牌时，第４次取出Ａ牌”．
解 从５２张牌中无放回地取出ｒ张牌的所有可能结果有Ａｒ

５２种，即基本事件总数ｎ＝

Ａｒ
５２．
（１）事件Ａ表明前ｒ－１次取牌均未取出Ａ牌，有Ａｒ－１

４８ 种可能；第ｒ次取出Ａ牌，有Ｃ１
４种

可能，因此，事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝Ａｒ－１
４８ ·Ｃ１

４，所以Ｐ（Ａ）＝
Ａｒ－１

４８ ·Ｃ１
４

Ａｒ
５２

＝
４Ａｒ－１

４８

Ａｒ
５２

．

（２）事件Ｂ表明前ｒ－１次取牌恰有１次取出Ａ牌，有Ｃ１
４·Ｃ１

ｒ－１·Ａｒ－２
４８ 种可能，第ｒ次取牌

时第２次取出Ａ牌，有Ｃ１
３种可能，因此，事件Ｂ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ１

４·Ｃ１
ｒ－１·Ａｒ－２

４８ ·Ｃ１
３，所

以

Ｐ（Ｂ）＝Ｃ１
４·Ｃ１

ｒ－１·Ａｒ－２
４８ ·Ｃ１

３

Ａｒ
５２

＝
１２（ｒ－１）Ａｒ－２

４８

Ａｒ
５２

．

（３）事件Ｃ表明前ｒ－１次取牌中取出２张Ａ牌与ｒ－３张非Ａ牌，再将这ｒ－１张牌进
行排位置，共有Ｃ２

４·Ｃｒ－３
４８ ·Ｐｒ－１种排法，第ｒ次取牌时第３次取出Ａ牌，有Ｃ１

２种可能，因此事件

Ｃ包含的基本事件数ｍ＝Ｃ２
４·Ｃｒ－３

４８ ·Ｐｒ－１·Ｃ１
２，所以

Ｐ（Ｃ）＝Ｃ２
４·Ｃｒ－３

４８ ·Ｐｒ－１·Ｃ１
２

Ａｒ
５２

＝
１２（ｒ－１）！Ｃｒ－３

４８

Ａｒ
５２

．
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（４）本题与（３）类似，所以Ｐ（Ｄ）＝４（ｒ－１）！Ｃｒ－４
４８

Ａｒ
５２

．

同步练习１．１
１．１０件产品中有次品３件，从这１０件产品中一件一件地无放回地任意取出４件，求４件
中恰有１件次品的概率．

２．从５双不同颜色的袜子中取４只，求４只袜子中至少有２只配成一双的概率．
３．任意将１０本书放在书架上，其中有两套书，一套３卷，一套４卷，求下列事件的概率．
Ａ＝“３卷一套的放在一起”；

Ｂ＝“两套各自放在一起”．
４．袋内放有两个５分的钱币，三个２分的钱币，五个１分的钱币，任取５个，求总数超过一
角的概率．

５．１０个人分别佩戴从１号到１０号的胸卡，任选３人记录其胸卡的号码，求最小号码为５
的概率．

６．掷三颗骰子，求所得点数能构成等差数列的概率．
７．从０～９共１０个数中每次任取一个数，求：
（１）无放回地取两个数，恰为相邻数的概率．
（２）有放回地取两个数，恰为相邻数的概率．
８．从一副扑克牌（５２张）中任取５张，求下列事件的概率：

Ａ＝“５张牌恰为同一花色”；

Ｂ＝“３张牌点数相同，另两张是相同的另一点数”；

Ｃ＝“５张牌中有两个不同的对”．
９．袋中有编号为１～５的５个球，从袋中有放回地取３个球，求下列事件的概率：

Ａ＝“取出的３个球的次序是１、２、３”；

Ｂ＝“３个球恰好是１、２、３”；

Ｃ＝“３个球恰好不同”．
１０．田径场上有７条跑道，其中有３条好跑道，７名运动员抽签决定自己的跑道，运动员甲
最先抽，乙随后抽．问甲、乙两名运动员抽到好跑道的概率是否相等？并证明你的结论．

同步练习１．１参考答案

１．
Ｃ１

４·Ａ３
７·Ａ１

３

Ａ４
１０

＝１
２．２．

Ｃ１
５·Ｃ２

４·Ｃ１
２·Ｃ１

２＋Ｃ２
５

Ｃ４
１０

＝１３
２１．３．Ｐ（Ａ）＝８！·３！

１０！ ＝１
１５
，Ｐ（Ｂ）＝５！·４！·３！

１０！

＝ １
２１０．４．１２６Ｃ５

１０
＝１
２．５．１０１２０＝１

１２．６．６×３
！

６３ ＝１
６．７．

９Ｃ１
２

Ｃ１
１０·Ｃ１

９
＝１

５
，９Ｃ１

２

Ｃ１
１０·Ｃ１

１０
＝９
５０．８．Ｐ（Ａ）＝Ｃ１

４·Ｃ５
１３

Ｃ５
５２

＝ ３３
１６６６００
，Ｐ（Ｂ）＝Ｃ１

１３·Ｃ３
４·Ｃ１

１２·Ｃ２
４

Ｃ５
５２

＝ ６
４１６５
，Ｐ（Ｃ）＝Ｃ２

１３·Ｃ２
４·Ｃ２

４·Ｃ１
４４

Ｃ５
５２

＝ １９８
４１６５．９．Ｐ（Ａ）＝１

５３，

Ｐ（Ｂ）＝６
５３，Ｐ（Ｃ）＝

Ａ３
５

５３＝
６０
５３．１０．相等．因为甲、乙两名运动员抽到好跑道的概率都是

３
７．
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１．２ 事件的运算及概率的加法公式

１．２．１ 知识要点

１．事件间的关系

关系 符号 概率论 集合论

包含关系 ＡＢ 如果事件Ａ发生了，则事件Ｂ必发生 集合Ａ是集合Ｂ的子集

相等关系 Ａ＝Ｂ 事件Ａ与事件Ｂ相等 集合Ａ与集合Ｂ相等

对立关系 珚Ａ 事件Ａ的对立事件 集合Ａ的余集

互不相容 ＡＢ＝ 事件Ａ与事件Ｂ不能同时发生 集合Ａ与集合Ｂ没有公共元素

２．事件间的运算

运算 符号 概率论 集合论

和 Ａ＋Ｂ（或Ａ∪Ｂ） 事件Ａ与事件Ｂ至少有一个发生 集合Ａ与集合Ｂ的并集

积 ＡＢ 事件Ａ与事件Ｂ同时发生 集合Ａ与集合Ｂ的交集

差 Ａ－Ｂ 事件Ａ发生而事件Ｂ不发生 集合Ａ与集合Ｂ的差集

３．事件的运算律

交换律 Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ；ＡＢ＝ＢＡ．
结合律 （Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）；（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ）．
分配律 Ａ＋ＢＣ＝（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋Ｃ）；Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ．
对偶律 Ａ＋Ｂ＝珚Ａ珚Ｂ；ＡＢ＝珚Ａ＋珚Ｂ．

４．事件的性质

Ａ＋Ａ＝Ａ， Ａ＋珚Ａ＝Ω， Ａ＋＝Ａ， Ａ＋Ω＝Ω，

ＡＡ＝Ａ， Ａ＝， Ａ珚Ａ＝， ＡΩ＝Ａ，

（珚Ａ）＝Ａ， Ａ－Ｂ＝Ａ珚Ｂ， 珚Ａ＝Ω－Ａ．

５．概率的加法公式

（１）若ＡＢ＝，则Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ），
特别地，Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（珚Ａ）．
（２）若Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 是两两互不相容的事件，则

Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋⋯＋Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋⋯＋Ｐ（Ａｎ）（概率的有限可加性）．
（３）若Ａ，Ｂ是两个任意事件，则Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
（４）若Ａ，Ｂ，Ｃ是三个任意事件，则

Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＢＣ）－Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）．
（５）若Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 是一事件列，且两两互不相容，则
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Ｐ ∑
∞

ｎ＝１
Ａ（ ）ｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
Ｐ（Ａｎ）（概率的完全可加性）．

１．２．２ 典型题型解析

１．随机事件间的关系及其运算
例１．２．１ 设袋内有１０个编号为１～１０的球，从中任取一个，观察其号码，设Ａ＝“取得

球的号码是奇数”，Ｂ＝“取得球的号码是偶数”，Ｃ＝“取得球的号码小于５”，则
（１）Ａ＋Ｂ，ＡＢ，珚Ｃ，珚Ａ珚Ｃ，Ｂ＋Ｃ，ＢＣ，Ａ－Ｃ各表示什么事件？
（２）事件ＡＣ与珚Ａ珚Ｃ是否不相容？是否对立？
解 设Ｈｉ＝“取得球的号码为ｉ”（ｉ＝１，２，⋯，１０）．
（１）Ａ＋Ｂ＝“取得球的号码或是奇数或是偶数”，这是必然事件，即Ａ＋Ｂ＝Ω．
ＡＢ＝“取得球的号码既是奇数又是偶数”，这是不可能事件，即ＡＢ＝．
珚Ｃ＝“取得球的号码大于或等于５”，即Ｃ＝Ｈ５＋Ｈ６＋Ｈ７＋Ｈ８＋Ｈ９＋Ｈ１０．
珚Ａ珚Ｃ＝“取得球的号码是大于５的偶数”，即珚Ａ珚Ｃ＝Ｈ６＋Ｈ８＋Ｈ１０．
Ｂ＋Ｃ＝珚Ｂ珚Ｃ＝“取得球的号码是大于或等于５的奇数”，即

Ｂ＋Ｃ＝Ｈ５＋Ｈ７＋Ｈ９．
ＢＣ＝珚Ｂ＋珚Ｃ＝“取得球的号码是奇数或者大于等于５”，即ＢＣ＝Ｈ１＋Ｈ３＋Ｈ５＋Ｈ６＋Ｈ７

＋Ｈ８＋Ｈ９＋Ｈ１０．
Ａ－Ｃ＝Ａ珚Ｃ＝“取得球的号码是大于等于５的奇数”，即Ａ－Ｃ＝Ｈ５＋Ｈ７＋Ｈ９．
（２）ＡＣ＝“取得的球的号码是小于５的奇数”，即ＡＣ＝Ｈ１＋Ｈ３，而珚Ａ珚Ｃ＝Ｈ６＋Ｈ８＋Ｈ１０，

（ＡＣ）（珚Ａ珚Ｃ）＝，ＡＣ＋珚Ａ珚Ｃ≠Ω，所以事件ＡＣ与事件珚Ａ珚Ｃ互不相容，但不对立．
例１．２．２ 设Ａ、Ｂ、Ｃ为三个事件，用Ａ、Ｂ、Ｃ表示下列事件：
Ｈ１＝“三个事件中恰有一个发生”；

Ｈ２＝“三个事件中恰有两个发生”；

Ｈ３＝“三个事件至少有一个发生”；

Ｈ４＝“三个事件都不发生”；

Ｈ５＝“三个事件不多于一个发生”；

Ｈ６＝“三个事件不多于两个事件发生”．
解 Ｈ１＝Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珚ＡＢ珚Ｃ＋珚Ａ珚ＢＣ；

Ｈ２＝ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢＣ；

Ｈ３ ＝Ａ＋Ｂ＋Ｃ
＝Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珚ＡＢ珚Ｃ＋珚Ａ珚ＢＣ＋ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢＣ＋ＡＢＣ；

Ｈ４ ＝珚Ａ珚Ｂ珚Ｃ
＝Ａ＋Ｂ＋Ｃ；

Ｈ５ ＝珚Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珚Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚Ｂ珚Ｃ

＝ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢＣ＋ＡＢＣ
＝ＡＢ＋ＡＣ＋ＢＣ；

Ｈ６ ＝珚Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珚Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢＣ
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＝ＡＢＣ
＝珚Ａ＋珚Ｂ＋珚Ｃ．

例１．２．３ 化简下列各式：
（１）（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋珚Ｂ）；
（２）（Ａ＋Ｂ）（Ｂ＋Ｃ）；
（３）（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋珚Ｂ）（珚Ａ＋Ｂ）．
解 （１）（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋珚Ｂ）＝（Ａ＋Ｂ）Ａ＋（Ａ＋Ｂ）珚Ｂ＝Ａ＋ＢＡ＋Ａ珚Ｂ

＝Ａ＋（ＢＡ＋珚ＢＡ）＝Ａ＋Ａ（Ｂ＋珚Ｂ）＝Ａ＋ＡΩ＝Ａ＋Ａ＝Ａ；
（２）（Ａ＋Ｂ）（Ｂ＋Ｃ）＝（Ａ＋Ｂ）Ｂ＋（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＢ＋Ｂ＋ＡＣ＋ＢＣ

＝（ＡＢ＋ＢＣ）＋Ｂ＋ＡＣ＝（（ＡＢ＋ＢＣ）＋Ｂ）＋ＡＣ＝Ｂ＋ＡＣ；
注 ＡＢ＋ＢＣＢ；
（３）（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋珚Ｂ）（珚Ａ＋Ｂ）＝Ａ（珚Ａ＋Ｂ）＝Ａ珚Ａ＋ＡＢ＝ＡＢ．
注 此题利用了（１）的结果．
例１．２．４ 设Ａ、Ｂ是两个事件，证明下列等式：
（１）Ａ＋Ｂ＝Ａ＋Ｂ珚Ａ；
（２）珚ＡＢ＋Ａ珚Ｂ＋珚Ａ珚Ｂ＝ＡＢ；

（３）（Ａ－Ｂ）（Ｂ－Ａ）＝ＡＢ＋珚Ａ珚Ｂ；
（４）Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）．
证明 （１）Ａ＋Ｂ＝（Ａ＋Ｂ）Ω＝（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋珚Ａ）＝Ａ＋Ｂ珚Ａ．
（２）珚ＡＢ＋Ａ珚Ｂ＋珚Ａ珚Ｂ＝（珚ＡＢ＋珚Ａ珚Ｂ）＋Ａ珚Ｂ＝珚Ａ（Ｂ＋珚Ｂ）＋Ａ珚Ｂ

＝珚ＡΩ＋Ａ珚Ｂ＝珚Ａ＋Ａ珚Ｂ＝（珚Ａ＋Ａ）（珚Ａ＋珚Ｂ）＝珚Ａ＋珚Ｂ＝ＡＢ．

（３）ＡＢ＋珚Ａ珚Ｂ＝（ＡＢ）（珚Ａ珚Ｂ）＝（珚Ａ＋珚Ｂ）（Ａ＋Ｂ）

＝（珚Ａ＋珚Ｂ）Ａ＋（珚Ａ＋珚Ｂ）Ｂ＝珚ＡＡ＋珚ＢＡ＋珚ＡＢ＋珚ＢＢ
＝Ａ珚Ｂ＋Ｂ珚Ａ＝（Ａ－Ｂ）（Ｂ－Ａ）．

（４）因为Ａ－Ｂ＝Ａ珚Ｂ，Ａ＝ＡＢ＋Ａ珚Ｂ，而ＡＢ与Ａ珚Ｂ互不相容，所以

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ－Ｂ），
即 Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）．
注 特别地，当ＢＡ时，ＡＢ＝Ｂ，则有Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）．
２．利用概率的加法公式计算随机事件的概率
例１．２．５ 某城市的电话号码由７位数组成（第一位数不为０），求下列事件的概率：
（１）Ａ＝“电话号码中不含０或９”；
（２）Ｂ＝“电话号码中含０但不含９”．
（１）解法１ 利用古典概型公式计算．
基本事件总数ｎ＝９×１０６，事件Ａ包含的基本事件数ｍ＝９７＋８×９６－８７，所以

Ｐ（Ａ）＝ｍ
ｎ＝９７＋８×９６－８７

９×１０６ ＝０７７．

解法２ 利用加法公式计算．
设Ｈ１＝“电话号码中不含０”，Ｈ２＝“电话号码中不含９”，而
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Ｐ（Ｈ１）＝
９７

９×１０６，Ｐ（Ｈ２）＝
８×９６

９×１０６，Ｐ（Ｈ１Ｈ２）＝
８７

９×１０６，

由加法公式有

Ｐ６（Ａ）＝Ｐ７（Ｈ１＋Ｈ２）＝Ｐ（Ｈ１）＋Ｐ（Ｈ２）－Ｐ（Ｈ１Ｈ２）

＝ ９７

９×１０６＋
８×９６

９×１０６－
８７

９×１０６＝０７７．

注 两种方法所得结果完全相同，但利用加法公式比直接计算显然更容易理解．
（２）解 基本事件总数ｎ＝９×１０６，事件Ｂ包含的基本事件数ｍ＝８×９６－８７，所以

Ｐ（Ｂ）＝ｍ
ｎ＝８×９６－８７

９×１０６ ＝０２４．

例１．２．６ 将编号为１，２，３的三本书任意地排列在书架上，求至少有一本书自左至右地
排列顺序号与它的编号相同的概率．
解 设Ａ＝“至少有一本书自左至右地排列顺序号与它的编号相同”，Ｈｉ＝“第ｉ本书的

顺序号与它的编号相同”，ｉ＝１，２，３．
显然Ａ＝Ｈ１＋Ｈ２＋Ｈ３，其中Ｈ１、Ｈ２、Ｈ３相容．

Ｐ（Ｈ１）＝Ｐ（Ｈ２）＝Ｐ（Ｈ３）＝
２！
３！＝

１
３
；

Ｐ（Ｈ１Ｈ２）＝Ｐ（Ｈ２Ｈ３）＝Ｐ（Ｈ１Ｈ３）＝
１
３！＝

１
６
；

Ｐ（Ｈ１Ｈ２Ｈ３）＝
１
３！＝

１
６．

所以 Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｈ１＋Ｈ２＋Ｈ３）

＝Ｐ（Ｈ１）＋Ｐ（Ｈ２）＋Ｐ（Ｈ３）－Ｐ（Ｈ１Ｈ２）－Ｐ（Ｈ２Ｈ３）－Ｐ（Ｈ１Ｈ３）＋
Ｐ（Ｈ１Ｈ２Ｈ３）

＝１
３＋１

３＋１
３－１

６－１
６－１

６＋１
６＝２

３．

例１．２．７ 袋中有ａ个白球和ｂ个黑球，从中任取ｎ个球（ａ＋ｂ≥ｎ），求至少取出一个白
球的概率．
解法１ 设Ａ＝“取出的ｎ个球中至少有一个白球”；Ｈｉ＝“取出的ｎ个球中恰好有ｉ个

白球”，ｉ＝１，２，⋯，ｎ．则Ｈ１，Ｈ２，⋯，Ｈｎ 互不相容，并且Ａ＝Ｈ１＋Ｈ２＋⋯＋Ｈｎ，而Ｐ（Ｈｉ）＝
Ｃｉ
ａＣｎ－ｉ

ｂ

Ｃｎ
ａ＋ｂ
，ｉ＝１，２，⋯，ｎ．则

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｈ１）＋Ｐ（Ｈ２）＋⋯＋Ｐ（Ｈｎ）＝
Ｃ１

ａＣｎ－１
ｂ

Ｃｎ
ａ＋ｂ

＋
Ｃ２

ａＣｎ－２
ｂ

Ｃｎ
ａ＋ｂ

＋⋯＋
Ｃｎ
ａＣ０

ｂ

Ｃｎ
ａ＋ｂ

＝ １
Ｃｎ
ａ＋ｂ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ
ａＣｎ－ｉ

ｂ ．

解法２ 设珚Ａ＝“取出的ｎ个球全是黑球”，则Ｐ（珚Ａ）＝ Ｃｎ
ｂ

Ｃｎ
ａ＋ｂ
，所以

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（珚Ａ）＝１－ Ｃｎ
ｂ

Ｃｎ
ａ＋ｂ

．
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注 由此题还可得到恒等式∑
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ
ａＣｎ－ｉ

ｂ ＝Ｃｎ
ａ＋ｂ．

例１．２．８ 袋中装有Ｎ－１只黑球及１只白球，每次从袋中随机地摸出一球，并换入一只
黑球，这样继续下去，问第ｋ次摸球时，摸到黑球的概率是多少？
解 设Ａ＝“第ｋ次摸球时摸到一只黑球”，则珚Ａ＝“第ｋ次摸球时摸到一只白球”．
因为袋中只有一只白球，而每次摸出一球后总是换入一只黑球，所以为了保证第ｋ次摸

到白球，前面的ｋ－１次一定不能摸到白球，从而珚Ａ等价于事件“前ｋ－１次摸球每次都摸到黑

球，第ｋ次摸到白球”，因此，Ｐ（珚Ａ）＝
（Ｎ－１）ｋ－１×１

Ｎｋ ＝ １－１（ ）Ｎ
ｋ－１
·１
Ｎ
，所以

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（珚Ａ）＝１－ １－１（ ）Ｎ
ｋ－１
·１
Ｎ．

例１．２．９ 掷硬币２ｎ次，求出现正面的次数多于出现反面次数的概率．
解 设Ｈ１＝“出现正面次数多于反面次数”，Ｈ２＝“出现反面次数多于正面次数”，Ｈ３＝

“出现正面次数等于反面次数”．显然Ｈ１＋Ｈ２＋Ｈ３＝Ω，并且Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３互不相容，因此，有

Ｐ（Ｈ１＋Ｈ２＋Ｈ３）＝Ｐ（Ｈ１）＋Ｐ（Ｈ２）＋Ｐ（Ｈ３）＝Ｐ（Ω）＝１．
由于正、反面地位是对称的（即正、反面是可以互换的），因此，Ｐ（Ｈ１）＝Ｐ（Ｈ２），所以，Ｐ（Ｈ１）

＝
１－Ｐ（Ｈ３）

２
，而Ｐ（Ｈ３）＝

Ｃｎ
２ｎ

２２ｎ，故Ｐ（Ｈ１）＝
１－

Ｃｎ
２ｎ

２２ｎ

２ ．

注 在古典概型问题中利用事件的对称性，往往有较好的效果．

同步练习１．２
１．某人投篮两次，设事件Ｈ１＝“第一次投中”，Ｈ２＝“第二次投中”，用Ｈ１与Ｈ２表示下列

事件：

Ａ＝“两次都投中”，Ｂ＝“两次都未投中”，Ｃ＝“恰有一次投中”，Ｄ＝“至少有一次投中”；
并指出Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ哪些是互不相容事件，哪些是对立事件？

２．化简下列各式：
（１）珚Ａ珚Ｂ＋珚ＡＢ＋Ａ珚Ｂ＋ＡＢ；

（２）Ｂ＋（珚Ａ＋Ｂ）Ａ；
（３）ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珚ＡＢＣ＋Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珚ＡＢ珚Ｃ＋珚Ａ珚ＢＣ＋ＡＢＣ；
（４）（Ａ＋Ｂ）（Ａ＋珚Ｂ）（珚Ａ＋Ｂ）（珚Ａ＋珚Ｂ）．
３．设事件Ａ、Ｂ为两个任意事件，证明：

１－Ｐ（珚Ａ）－Ｐ（珚Ｂ）≤Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ＋Ｂ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）．
４．假设接收一批产品时，检验其中的一半，若不合格品不超过２％，则接收，否则拒收．现
有１００件产品，其中有５件不合格品，求该批产品被接收的概率．

５．在１５００个产品中有４００个次品，现从中任取２００个，求下列事件的概率：

Ａ＝“恰有９０个次品”，Ｂ＝“至少有２个次品”．
６．从１～２０００中任意取一整数，求取到的整数不能被６或８整除的概率．
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７．某班级有５０人，问至少有两个人的生日在同一天的概率是多少？

８．向３个相邻的军火库投一颗炸弹，炸中第一个军火库的概率为００２５，炸中其余两个军
火库的概率均为０１，只要炸中一个，另外两个也要发生爆炸，求军火库发生爆炸的概率．

９．设１０个球中有２个红球，现任取ｎ个球，为了使这ｎ个球中至少有一个红球的概率大
于０５，问ｎ至少应是多大？

同步练习１．２参考答案

１．Ａ＝Ｈ１Ｈ２，Ｂ＝珡Ｈ１
珡Ｈ２，Ｃ＝Ｈ１

珡Ｈ２＋珡Ｈ１Ｈ２，Ｄ＝Ｈ１＋Ｈ２．

Ａ、Ｂ、Ｃ两两互不相容，Ｂ和Ｄ对立．
２．（１）Ω；（２）Ω；（３）Ａ＋Ｂ＋Ｃ；（４）．
３．（１）因为Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ），Ｐ（ＡＢ）≥０，
所以Ｐ（Ａ＋Ｂ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）；
（２）因为ＡＢＡ＋Ｂ，所以Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ＋Ｂ）；
（３）１－Ｐ（珚Ａ）－Ｐ（珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ＋Ｂ）－１

＝Ｐ（ＡＢ）－（１－Ｐ（Ａ＋Ｂ））≤Ｐ（ＡＢ）．
４．０１８１０．

５．Ｐ（Ａ）＝Ｃ９０
４００·Ｃ１１０

１１００

Ｃ２００
１５００

，Ｐ（Ｂ）＝１－Ｃ１
４００·Ｃ１９９

１１００

Ｃ２００
１５００

－
Ｃ２００

１１００

Ｃ２００
１５００

．

６．３４．

７．１－
Ｃ５０

３６５·５０！
３６５５０ ．８．０２２５．９．ｎ≥３．

１．３ 条件概率与事件的独立性

１．３．１ 知识要点

１．条件概率

如果Ａ及Ｂ是条件组Ｓ下的两个随机事件，且Ｐ（Ａ）≠０，则称在事件Ａ发生前提下事
件Ｂ发生的概率为条件概率，记为Ｐ（Ｂ｜Ａ）．

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）
（Ｐ（Ａ）≠０）．

条件概率是概率论中的一个重要概念，条件概率也是概率，它具有概率的一切性质．

２．乘法公式

①对于任意两个事件Ａ与Ｂ，Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０，有

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）．
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②对于任意ｎ个事件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ，有

Ｐ（Ａ１Ａ２⋯Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）·Ｐ（Ａ２｜Ａ１）·Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）·⋯·Ｐ（Ａｎ｜Ａ１Ａ２⋯Ａｎ－１）．

３．独立性

①如果事件Ａ及Ｂ满足Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），则称Ａ与Ｂ为相互独立的随机事件．
注１ 两事件相互独立的含义是它们中的一个已发生，不影响另一个发生的概率．
注２ 如果事件Ａ与Ｂ独立，且Ｐ（Ａ）＞０，则Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ），反之亦然．
②如果事件Ａ与Ｂ，Ａ与珚Ｂ，珚Ａ与Ｂ，珚Ａ与珚Ｂ中有一对相互独立，则另外三对也相互独立．
③如果事件Ａ，Ｂ，Ｃ 满足Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），Ｐ（ＢＣ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），Ｐ（ＣＡ）＝

Ｐ（Ｃ）Ｐ（Ａ），Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），则称Ａ，Ｂ，Ｃ是相互独立的事件．
④如果事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 对于任意的正整数ｋ（２≤ｋ≤ｎ）和任意的１≤ｉ１＜ｉ２＜⋯＜

ｉｋ≤ｎ，均满足等式Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２
⋯Ａｉｋ
）＝Ｐ（Ａｉ１

）Ｐ（Ａｉ２
）⋯Ｐ（Ａｉｋ

），则称事件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 是

相互独立的．
注 ①如果事件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ（ｎ≥２）相互独立，则其中任意ｋ（２≤ｋ≤ｎ）个事件也是相

互独立的．
②如果事件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ（ｎ≥２）相互独立，则将其中任意多个事件换成它们的对立事

件，所得的ｎ个事件仍相互独立．

１．３．２ 典型题型解析

１．计算随机事件的条件概率
例１．３．１ 验收１００只电器元件品，随意抽验５件，如果全部为合格品则接收，否则拒收．

假如１００只电器元件中恰有５件不合格品，求这批产品经检验被拒收的概率．
解 设Ａ＝“检验后产品被拒收”，“Ｈｉ＝抽验的第ｉ件是合格品”（ｉ＝１，２，⋯，５）．则珚Ａ＝

“抽验的５件产品都是合格品”，显然珚Ａ＝Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４Ｈ５，Ｐ（珚Ａ）＝Ｐ（Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４Ｈ５）＝

Ｐ（Ｈ１）Ｐ（Ｈ２｜Ｈ１）Ｐ（Ｈ３｜Ｈ１Ｈ２）Ｐ（Ｈ４｜Ｈ１Ｈ２Ｈ３）Ｐ（Ｈ５｜Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４）＝
９５
１００
·９４
９９
·９３
９８
·９２
９７
·９１
９６

＝０７７，所以Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（珚Ａ）＝０２３．
例１．３．２ 某地区气象资料表明，邻近的甲、乙两城市中全年雨天的比例：甲市为１２％，乙

市为１０％，甲、乙两市至少有一市为雨天的比例为１６％．求：
（１）甲、乙两市同为雨天的概率；
（２）甲市雨天的条件下，乙市也为雨天的概率；
（３）甲市无雨的条件下，乙市也无雨的概率．
解 设Ａ＝“甲市为雨天”，Ｂ＝“乙市为雨天”．根据已知条件有Ｐ（Ａ）＝０１２，Ｐ（Ｂ）＝

０１，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０１６，则
（１）Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝０１２＋０１－０１６＝００６；

（２）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝

００６
０１２＝０５；

（３）Ｐ（珚Ｂ｜珚Ａ）＝Ｐ（珚Ａ珚Ｂ）
Ｐ（珚Ａ）

＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）
Ｐ（珚Ａ）

＝１－Ｐ（Ａ＋Ｂ）
１－Ｐ（Ａ） ＝１－０１６

１－０１２＝０９５．

例１．３．３ 设１０件产品中有４件不合格品，从中任取两件，已知在所取的两件产品中至
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少有一件是不合格品，求另一件也是不合格品的概率．
解 设Ａ＝“两件产品中至少有一件是不合格品”，

Ｂ＝“两件产品都是不合格品”，

Ｃ＝“两件产品中一件是合格品，一件是不合格品”

Ａ＝Ｂ＋Ｃ，并且ＢＣ＝，所以Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ＋Ｃ）＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）＝Ｃ２
４

Ｃ２
１０
＋
Ｃ１

４·Ｃ１
６

Ｃ２
１０

＝２
３
；由

于ＢＡ，所以ＡＢ＝Ｂ，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｃ２
４

Ｃ２
１０
＝２
１５
，所以根据条件概率公式所求概率为

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝

２
１５
２
３

＝１
５．

例１．３．４ 在空战中，甲机先向乙机开火，击落乙机的概率为０２，若乙机未被击中，进行
还击，击落甲机的概率是０３，若甲机未被击落，再次进攻乙机，击落乙机的概率是０４，求在这

３次攻击中，甲、乙机各被击中的概率．
解 Ａｉ＝“甲机第ｉ次射击成功”（ｉ＝１，２），Ｂ１＝“乙机射击成功”，Ａ＝“甲机被击落”，Ｂ

＝“乙机被击落”．
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（珚Ａ１Ｂ１）＝Ｐ（珚Ａ１）Ｐ（Ｂ１｜珚Ａ１）＝０８×０３＝０２４；

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１＋珚Ａ１
珚Ｂ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（珚Ａ１

珚Ｂ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋
Ｐ（珚Ａ１）Ｐ（珚Ｂ１｜珚Ａ１）Ｐ（Ａ２｜珚Ａ１

珚Ｂ１）＝０２＋０８×０７×０４＝０４２４．
例１．３．５ 在１，２，３，４，５这五个数码中，每次取一个数码，取后不放回，连续取两次，求在

第一次取到偶数的条件下，第二次取到奇数的概率．
解 设Ａ＝“第一次取出偶数”，Ｂ＝“第二次取出奇数”．
解法１ 根据已知条件可求得基本事件总数ｎ＝Ａ２

５，基本事件为（１，２），（１，３），（１，４），
（１，５），（２，１），（２，３），（２，４），（２，５），（３，１），（３，２），（３，４），（３，５），（４，１），（４，２），（４，３），（４，５），

（５，１），（５，２），（５，３），（５，４）．而Ｐ（Ａ）＝Ｃ１
２·Ｃ１

４

Ａ２
５

＝２
５
，Ｐ（ＡＢ）＝Ｃ１

２·Ｃ１
３

Ａ２
５

＝３
１０
，所以由条件概率公

式可得

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝

３
１０
２
５

＝３
４．

解法２ 把第一次取到偶数，即事件Ａ 的发生条件作为随机试验的先决条件，这时基本
事件为（２，１），（２，３），（２，４），（２，５），（４，１），（４，２），（４，３），（４，５），由这些基本事件组成的基本事
件组称之为事件Ｂ的“缩减基本事件组”．基本事件总数ｎ＝Ｃ１

２·Ｃ１
４＝８，其中第二个数码是奇

数的基本事件数ｍ＝Ｃ１
２·Ｃ１

３，所以由古典概型公式可得Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝ｍ
ｎ＝

Ｃ１
２·Ｃ１

３

Ｃ１
２·Ｃ１

４
＝６
８＝３

４．

注 解法２中，将事件Ａ的发生作为先决条件，确定事件Ｂ的缩减基本事件组，然后利用
古典概型公式直接计算条件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ），我们不妨称之为“缩减基本事件法”．
例１．３．６ 在一个盒子中混有新、旧两种乒乓球．新乒乓球中有白色球４０个，红色球３０
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个；旧乒乓球中有白色球２０个，红色球１０个，在这个盒子中任取一球，发现是新的，求这个乒
乓球是白色的概率．
解 设Ａ＝“取到新球”，Ｂ＝“取到白色球”．

解法１ Ｐ（Ａ）＝７
１０
，Ｐ（ＡＢ）＝２

５
，所以Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ａ）＝
２
５
７
１０

＝４
７．

解法２ 将事件Ａ即取到新球作为先决条件，利用“缩减基本事件法”考虑，由于在７０个

新球中共有４０个白色球，所以Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝４
７．

２．利用事件的独立性计算概率
例１．３．７ ５个乒乓球，其中３个旧球，２个新球，每次取１个，连续取２次，求至少有一次

取到新球的概率．
解 设Ａｉ＝“第ｉ次取到新球”（ｉ＝１，２）；Ｂ＝“至少有１次取到新球”，Ｂ＝Ａ１＋Ａ２．
（１）有放回地取球．
解法１ 由于两次取球相互独立，所以事件Ａ１与Ａ２相互独立，，即

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２）＝１－Ｐ（珚Ａ１
珚Ａ２）＝１－Ｐ（珚Ａ１）·Ｐ（珚Ａ２）＝１－

３
５
·３
５＝１６

２５．

解法２ Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－Ｐ（Ａ１Ａ２）

＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝
２
５＋２

５－２
５
·２
５＝１６

２５．

（２）无放回地取球．
解法１ 由于是无放回取球，所以事件Ａ１与Ａ２不独立，即

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２）＝１－Ｐ（珚Ａ１
珚Ａ２）＝１－Ｐ（珚Ａ１）Ｐ（珚Ａ２｜珚Ａ１）

＝１－３
５
·２
４＝７

１０．

解法２ Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－Ｐ（Ａ１Ａ２）

＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝
２
５＋

Ｃ１
２·Ｃ１

４

Ｃ１
５·Ｃ１

４
－２
５
·１
４＝７

１０．

注 求事件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 的和的概率虽然有加法公式，但当事件数目较大或事件相容

时，直接利用此公式计算一般较困难，为此，常用对立事件的概率公式求之，因为ｎ个事件的
和的对立事件等于这ｎ个事件的对立事件的积，从而将和的概率转化为积的概率，即

Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋⋯＋Ａｎ）＝１－Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋⋯＋Ａｎ）＝１－Ｐ（珚Ａ１
珚Ａ２⋯珚Ａｎ）．

特别当Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 相互独立时，有Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋⋯＋Ａｎ）＝１－Ｐ（珚Ａ１）Ｐ（珚Ａ２）⋯Ｐ（珚Ａｎ）．
例１．３．８ 设Ａ、Ｂ为两个事件，且Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ｜珚Ｂ），Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０，证明：Ａ

与Ｂ独立．

证明 因为Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）
，Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）

Ｐ（珚Ｂ）
，又已知Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ｜珚Ｂ），所以

Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）

＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）
Ｐ（珚Ｂ）
，又因为Ａ＝Ａ（Ｂ＋珚Ｂ）＝ＡＢ＋Ａ珚Ｂ，并且ＡＢ与Ａ珚Ｂ互不相容，所以Ｐ（Ａ）

＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ珚Ｂ），即Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ珚Ｂ），因此，
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Ｐ（ＡＢ）（１－Ｐ（Ｂ））＝（Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ））Ｐ（Ｂ），即Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）·Ｐ（Ｂ），
所以事件Ａ与Ｂ互相独立．

同步练习１．３
１．１０个零件中有３个次品，每次从其中任取一个零件，取后不放回，求第３次才取得合格
品的概率．

２．某地区位于河流甲与河流乙的汇合点，当任一河流泛滥时，该地区即被淹没．设在某时
期内河流甲泛滥的概率是０１，河流乙泛滥的概率是０２，当河流甲泛滥时引起河流乙泛滥的
概率为０３，求在该时期内这个地区被淹没的概率及当河流乙泛滥时引起河流甲泛滥的概率．

３．甲乙两人独立地对同一目标射击一次，其命中率分别为０６和０５，现已知目标被击
中，则它是甲射中的概率是多大？

４．一盒子中有４只次品晶体管，６只正品晶体管，逐个抽取进行测试，测试后不放回，直到
４只次品晶体管都被找到为止．求第４只次品晶体管在（１）第５次测试时发现；（２）第１０次测
试时被发现的概率．

５．轰炸机要完成它的使命，必须是驾驶员找到了目标，同时投弹员投中了目标．设驾驶员
甲和乙找到目标的概率分别为０９和０８，投弹员丙和丁在驾驶员找到目标的前提下投中目
标的概率分别为０７和０６，现在要配备两架轰炸机的人员，问甲、乙、丙、丁应怎样两两组合
才使完成任务的概率较大（注意，只要有一架飞机投中目标即完成任务）？

６．据资料表明，某３口之家患某种传染病的概率有以下规律：孩子得病的概率为０６，在
孩子得病的条件下母亲也得病的概率为０５，在孩子与母亲都得病的前提下，父亲也得病的概
率为０４，求母亲与孩子得病而父亲未得病的概率．

７．某人忘记了电话号码的最后一个数字，因而他随意地拨号，求他拨号不超过３次而接通
所需电话的概率．

８．３人独立地去破译一份密码，已知各人能译出的概率分别为１５
，１
３
，１
４．求３人中至少有

１人能译出密码的概率．
９．设第１只盒子中装有３只蓝球，２只绿球，２只白球；第２只盒子中装有２只蓝球，３只
绿球，４只白球，独立地分别从两只盒子中各取１只球，求：
（１）至少有１只蓝球的概率；
（２）有１只蓝球１只白球的概率；
（３）已知至少有１只蓝球的前提下，有１只蓝球和１只白球的概率．
１０．假设参加比赛的１５名选手中５名是种子选手，现将１５人随意分成５组．求每组各有１
名种子选手的概率．

１１．掷三颗骰子，已知得到的三个点数不同，求其中已含有１点的概率．
１２．袋中装有２ｎ－１个白球，２ｎ个黑球，一次取出ｎ个球，发现都是同一种颜色的，求这
种颜色是黑色的概率．

１３．设事件Ａ与Ｂ独立，并且Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（珚ＡＢ）＝１
４
，求Ｐ（Ａ）与Ｐ（Ｂ）．

１４．已知Ｐ（珚Ａ）＝０３，Ｐ（Ｂ）＝０４，Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝０５，求Ｐ（Ｂ｜Ａ∪珚Ｂ）．
１５．设Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珚Ａ｜Ｂ）＝１，证明：事件Ａ与Ｂ互相独立．
１６．设事件Ａ与事件Ｂ１和Ｂ２互相独立，并且Ｂ１和Ｂ２互不相容，证明Ａ与Ｂ１＋Ｂ２互

相独立．
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同步练习１．３参考答案

１．００５８．２．０２７，０１５．３．０７５．４．２
１０５
，２
５．

５．甲丙、乙丁组合完成任务的概率为０８０７６，甲丁、乙丙组合完成的概率为０７９７６．

６．０１８．７．３１０．８．０６．９．５９
，１６
６３
，１６
３５．１０．００８０９．１１．１２．１２．２３．

１３．Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝１
２．１４．０２５．

１．４ 全概率公式

１．４．１ 知识要点

１．完备事件组

如果事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 满足

（１）Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 互不相容，且Ｐ（Ａｉ）＞０（ｉ＝１，２，⋯，ｎ），
（２）Ａ１＋Ａ２＋⋯＋Ａｎ＝Ω，

则称事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 为完备事件组．

２．全概率公式

如果事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 是一完备事件组，则对任一事件Ｂ均有

Ｐ（Ｂ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）．

全概率公式是应用非常广泛的一个公式，它把事件Ｂ的概率（不易计算）分解成ｎ个比较
容易计算的概率之和，形似繁难，实则简单．
用全概率公式求事件Ｂ的概率Ｐ（Ｂ）的关键是找一个完备事件组Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ．事件Ｂ

必伴随着Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 之一发生．

３．Ｂａｙｅｓ公式

如果Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 是一完备事件组，则对任一事件Ｂ（Ｐ（Ｂ）≠０）均有

Ｐ（Ａｊ｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａｊ）Ｐ（Ｂ｜Ａｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

（ｊ＝１，２，⋯，ｎ）．

Ｂａｙｅｓ公式也称为逆概公式，Ｂａｙｅｓ公式实际上是计算条件概率，它是在已知结果发生的
情况下，求导致结果的某种原因的概率．Ｂａｙｅｓ公式是条件概率与全概率公式的综合运用．

４．Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验

设在单次试验中，只有两个可能的结果Ａ及珚Ａ，且Ｐ（Ａ）＝ｐ（０＜ｐ＜１）．如果将此试验完
全独立地重复ｎ次，则称这一串试验为Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验或ｎ重独立试验．
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５．Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型公式

设在单次试验中，事件Ａ发生的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），则在ｎ次独立试验中事件Ａ 恰好
发生ｋ次的概率为Ｃｋ

ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，即如果令Ａｋ＝“Ａ恰好发生ｋ次”，ｑ＝１－ｐ，则有

Ｐ（Ａｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ （ｋ＝０，１，２，⋯，ｎ）．

上述公式称为Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型公式，Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型与古典概型不同，虽然基本事件的总数是
有限的（共２ｎ 个），但这些基本事件不一定是等概的．

１．４．２ 典型题型解析

１．利用全概率公式和Ｂａｙｅｓ公式计算概率
例１．４．１ 有朋友自远方来访，他乘火车、轮船、汽车、飞机来的概率分别是０３，０２，０１，

０４．如果他乘火车、轮船、汽车来的话，迟到的概率分别是１４
，１
３
，１
１２
，而乘飞机则不会迟到，结

果朋友迟到了，求他乘火车来的概率．
解 设Ａ１＝“朋友乘火车”，Ａ２＝“朋友乘轮船”，Ａ３＝“朋友乘汽车”，Ａ４＝“朋友乘飞

机”，Ｂ＝“朋友迟到”．则根据已知条件可知Ｐ（Ａ１）＝０３，Ｐ（Ａ２）＝０２，Ｐ（Ａ３）＝０１，Ｐ（Ａ４）

＝０４，Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝
１
４
，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝

１
３
，Ｐ（Ｂ｜Ａ３）＝

１
１２
，Ｐ（Ｂ｜Ａ４）＝０，由全概公式可得

Ｐ（Ｂ）＝∑
４

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）＝０３×

１
４＋０２×１

３＋０１×１
１２＋０４×０＝３

２０．

由Ｂａｙｅｓ公式可得

Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）

Ｐ（Ｂ） ＝０３×０２５
３
２０

＝１
２．

例１．４．２ 设在同一年级有两个班，一班５０名学生，其中１０名女生；二班３０名学生，其
中１８名女生．在两班中任选一班，然后从中先后挑选两名学生，求：
（１）先选出的是女生的概率；
（２）在已知选出的是女生的条件下，后选出的学生也是女生的概率．
解 设Ｂｉ＝“被选到的是第ｉ班” （ｉ＝１，２），

Ａｊ＝“第ｊ次选出的是女生” （ｊ＝１，２）．

由题意可得Ｐ（Ｂ１）＝
１
２
，Ｐ（Ｂ２）＝

１
２
，Ｐ（Ａ１｜Ｂ１）＝

１
５
，Ｐ（Ａ１｜Ｂ２）＝

３
５．

（１）Ｐ（Ａ１）＝∑
２

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ１｜Ｂｉ）＝

１
２
·１
５＋１

２
·３
５＝２

５．

（２）Ｐ（Ａ１Ａ２）＝∑
２

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｂｉ）＝

１
２
·Ａ

２
１０

Ａ２
５０
＋１
２
·Ａ

２
１８

Ａ２
３０

＝１
２
·１
５
·９
４９＋１

２
·３
５
·１７
２９＝０１９４．

其中Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｂ１）表示在选中一班的情况下两次都挑出女生的概率，Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｂ２）表示

在选中二班的情况下两次都挑出女生的概率．所以Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝
Ｐ（Ａ１Ａ２）

Ｐ（Ａ１）
＝０１９４

０４ ＝０４８５．

例１．４．３ 玻璃杯成箱出售，每箱２０只，假设各箱含０，１，２只残次品的概率分别为０８，
０１，０１．一顾客欲购一箱玻璃杯，售货员随机地取一箱，顾客开箱随机地察看４只，若无残次
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品，则买下该箱玻璃杯，否则退回．求：
（１）顾客买下该箱的概率；
（２）在顾客买下的一箱中，确实没有残次品的概率．
解 设Ｂ＝“顾客买下该箱”，Ａｉ＝“该箱有ｉ件残次品”（ｉ＝０，１，２），由题意知Ｐ（Ａ０）＝

０８，Ｐ（Ａ１）＝０１，Ｐ（Ａ２）＝０１．

（１）Ｐ（Ｂ）＝∑
２

ｉ＝０
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）＝０８×

Ｃ４
２０

Ｃ４
２０
＋０１×

Ｃ４
１９

Ｃ４
２０
＋０１×

Ｃ４
１８

Ｃ４
２０

＝０８×１＋０１×４
５＋０１×１２

１９＝０９４．

（２）Ｐ（Ａ０｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ０）Ｐ（Ｂ｜Ａ０）

Ｐ（Ｂ） ＝０８×１
０９４ ＝０８５．

例１．４．４ 已知某城市下雨的时间占一半，天气预报的准确性为０９，某人每天上班预报
下雨他就带伞，即使预报无雨，他也有一半时间带伞．求：
（１）已知他没带伞，却遇到下雨的概率；
（２）已知他带伞，但天不下雨的概率．
解 设Ａ＝“天下雨”，Ｂ＝“预报下雨”，Ｃ＝“某人带伞”．由题意知

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（珚Ａ）＝１
２
，Ｐ（Ｃ｜ＡＢ）＝Ｐ（Ｃ｜珚ＡＢ）＝１，Ｐ（Ｃ｜Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ｃ｜珚Ａ珚Ｂ）＝１

２
，

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（珚Ｂ｜珚Ａ）＝０９，Ｐ（珚Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜珚Ａ）＝０１．
而Ｐ（Ｃ｜Ａ）＝Ｐ（Ｃ｜ＢＡ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＋Ｐ（Ｃ｜珚ＢＡ）Ｐ（珚Ｂ｜Ａ）

＝１×０９＋１
２×０１＝１９

２０
，

Ｐ（Ｃ｜珚Ａ）＝Ｐ（Ｃ｜Ｂ珚Ａ）Ｐ（Ｂ｜珚Ａ）＋Ｐ（Ｃ｜珚Ｂ珚Ａ）Ｐ（珚Ｂ｜珚Ａ）

＝１×０１＋１
２×０９＝１１

２０
，

Ｐ（珚Ｃ｜Ａ）＝１－Ｐ（Ｃ｜Ａ）＝１
２０
，

Ｐ（珚Ｃ｜珚Ａ）＝１－Ｐ（Ｃ｜珚Ａ）＝９
２０．

（１）Ｐ（Ａ｜珚Ｃ）＝ Ｐ（Ａ）·Ｐ（珚Ｃ｜Ａ）
Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）

＝

１
２×１

２０
１
２×１

２０＋１
２×９

２０

＝１
１０．

（２）Ｐ（珚Ａ｜Ｃ）＝ Ｐ（珚Ａ）Ｐ（Ｃ｜珚Ａ）
Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）

＝

１
２×１１

２０
１
２×１９

２０＋１
２×１１

２０

＝１１
３０．

例１．４．５ 设有来自３个地区的各１０名，１５名和２５名考生的报名表，其中女生的报名表
分别为３份，７份和５份，随机地取１个地区的报名表，从中先后抽出两份．
（１）求先抽到的一份表是女生表的概率．
（２）已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表的概率．
解 设Ｈｉ＝“报名表是取自第ｉ个地区” （ｉ＝１，２，３）；

Ａｊ＝“第ｊ次取出的报名表是女生表” （ｊ＝１，２）．
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由题意可知Ｐ（Ｈ１）＝Ｐ（Ｈ２）＝Ｐ（Ｈ３）＝
１
３
，Ｐ（Ａ１｜Ｈ１）＝

３
１０
，Ｐ（Ａ１｜Ｈ２）＝

７
１５
，

Ｐ（Ａ１｜Ｈ３）＝
１
５．

（１）Ｐ（Ａ１）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｈｉ）Ｐ（Ａ｜Ｈｉ）＝

１
３×３

１０＋１
３×７

１５＋１
３×１

５＝２９
９０．

（２）Ｐ（Ａ１｜珚Ａ２）＝
Ｐ（Ａ１

珚Ａ２）

Ｐ（Ａ２）
，

而 Ｐ（珚Ａ２｜Ｈ１）＝
７
１０
，Ｐ（珚Ａ２｜Ｈ２）＝

８
１５
，Ｐ（珚Ａ２｜Ｈ３）＝

４
５
，Ｐ（Ａ１

珚Ａ２｜Ｈ１）＝
３
１０×７

９＝７
３０
，

Ｐ（Ａ１
珚Ａ２｜Ｈ２）＝

７
１５×８

１４＝８
３０
，Ｐ（Ａ１

珚Ａ２｜Ｈ３）＝
１
５×２０

２４＝５
３０
，

因此 Ｐ（珚Ａ２）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｈｉ）Ｐ（珚Ａ２｜Ｈｉ）＝

１
３×７

１０＋１
３×８

１５＋１
３×４

５＝６１
９０
，

Ｐ（Ａ１
珚Ａ２）＝∑

３

ｉ＝１
Ｐ（Ｈｉ）Ｐ（Ａ１

珚Ａ２｜Ｈｉ）＝
１
３×７

３０＋
１
３×８

３０＋
１
３×５

３０＝
２
９０
，

所以 Ｐ（Ａ１｜珚Ａ２）＝
Ｐ（Ａ１

珚Ａ２）

Ｐ（Ａ２）
＝

２
９
６１
９０

＝２０６１．

２．利用Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型公式计算概率
例１．４．６ 甲、乙两名运动员进行乒乓球单打比赛，已知每一局甲胜的概率为０６，乙胜的

概率为０４，比赛时可以采用三局二胜制或五局三胜制，问在哪一种赛制下，甲获胜的可能性
较大？

解 （１）采用三局两胜制．
设Ａ１＝“甲净胜两局”，Ａ２＝“前两局甲、乙各胜一局，第三局甲胜”，Ａ＝“甲获胜”，则Ａ

＝Ａ１＋Ａ２．而

Ｐ（Ａ１）＝Ｃ２
２（０６）２（０４）０＝０３６，Ｐ（Ａ２）＝〔Ｃ１

２（０６）１（０４）１〕·０６＝０２８８．
所以Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＝０３６＋０２８８＝０６４８．
（２）采用五局三胜制．
设Ｂ１＝“甲净胜三局”，Ｂ２＝“前三局中甲胜两局，负一局，第四局甲胜”，Ｂ３＝“前四局甲、

乙各胜两局，第五局甲胜”，Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３互不相容，则Ａ＝Ｂ１＋Ｂ２＋Ｂ３，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ１＋Ｂ２＋
Ｂ３）＝Ｐ（Ｂ１）＋Ｐ（Ｂ２）＋Ｐ（Ｂ３），而Ｐ（Ｂ１）＝Ｃ３

３·（０６）３·（０４）０＝０２１６，

Ｐ（Ｂ２）＝〔Ｃ２
３·（０６）２·（０４）１〕×０６＝０２５９，

Ｐ（Ｂ３）＝〔Ｃ２
４·（０６）２·（０４）２〕×０６＝０２０７．

所以Ｐ（Ａ）＝０２１６＋０２５９＋０２０７＝０６８２．
比较（１）、（２）的结果可知，采用五局三胜的赛制，甲获胜的可能性较大．

例１．４．７ 一射手对同一目标独立地进行４次射击，若至少命中一次的概率为５６
，求该射

手的命中率（即射击技术水平）．
解 因为ｎ重Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验中事件Ａ 发生０次的概率为Ｐ（Ａ０）＝Ｃ０

ｎ·ｐ０·（１－ｐ）ｎ＝
（１－ｐ）ｎ，所以事件Ａ至少发生一次的概率为Ｐ（“事件Ａ至少发生一次”）＝１－Ｐ（Ａ０）＝１－
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（１－ｐ）ｎ，从而得到在一次试验中事件 Ａ 发生的概率ｐ 的计算公式：ｐ＝１－

ｎ
１－Ｐ（“事件Ａ槡 至少发生一次”）．所以该射手的命中率为ｐ＝１－

４

１－槡 ５
６＝１－１

４槡６
＝０３６．

例１．４．８ 每次从０～９这１０个数字中随机取一个，取后放回，得到的数列称为随机数字
数列，问随机数字数列要有多长才能使数字０至少出现一次的概率不小于０９？
解 在Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验中，设Ｐ（Ａ）＝ｐ，为使事件Ａ 至少发生一次的概率不小于给定的

α，又由例７可知事件Ａ 至少发生一次的概率为１－（１－ｐ）ｎ，因此，１－（１－ｐ）ｎ≥α即

（１－ｐ）ｎ≤１－α，解得ｎ≥ｌｇ
（１－α）

ｌｇ（１－ｐ）
，以〔ｘ〕表示不大于ｘ的最大整数，则ｎ＞ ｌｇ（１－α）

ｌｇ（１－ｐ〔 〕），即
在Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验中，为使事件 Ａ 至少发生一次的概率不小于给定的α，至少需要做
ｌｇ（１－α）
ｌｇ（１－ｐ〔 〕）＋１次试验．

在本题中设随机数字数列有ｎ个数字，把每取一个数字看作一次试验，每次试验只有两
种可能结果：Ａ＝“取到数０”和珚Ａ＝“没有取到数０”，另外由于每次取数是有放回的，所以，该
试验为Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验．由题意知Ｐ（Ａ）＝０１，α＝０９，为使数字０至少出现一次的概率不小于

０９，需取数的次数为ｎ≥ ｌｇ（１－０９）
ｌｇ（１－０１〔 〕）＋１＝２２，即随机数字数列最少要有２２个数字．

例１．４．９ 掷一枚硬币，一直到它出现正面为止，求需要掷ｒ次的概率．
解 进行一系列独立重复试验，每次试验只有“成功”和“失败”两种结果，设每次试验成功

的概率为ｐ，则直到第ｒ次才成功意味着前ｒ－１次试验事件Ａ 都不发生，第ｒ次事件Ａ 发
生，所以，由乘法公式可得第ｒ次才成功的概率（记为Ｐｒ）为

Ｐｒ＝Ｐ（珚Ａ珚Ａ⋯珚
烐烏 烑

Ａ
ｒ－１个

Ａ）＝Ｐ（珚Ａ）Ｐ（珚Ａ）⋯Ｐ（珚Ａ
烐烏 烑

）
ｒ－１个

Ｐ（Ａ）＝ｐ（１－ｐ）ｒ－１．

在本题中由于每次投掷硬币出现正面的概率ｐ＝１
２
，所求概率为

Ｐｒ＝
１
２ １－（ ）１２

ｒ－１

＝１
２ｒ．

例１．４．１０ 进行一系列独立重复试验，每次试验只有“成功”和“失败”两种结果，每次试
验成功的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），求证：
（１）直到第ｎ次试验才取得ｒ（１≤ｒ≤ｎ）次成功的概率为Ｃｒ－１

ｎ－１ｐｒ（１－ｐ）ｎ－ｒ；

（２）第ｒ次成功之前恰失败ｋ次的概率为Ｃｒ－１
ｒ＋ｋ－１ｐｒ（１－ｐ）ｋ．

解 （１）设Ａ＝“直到第ｎ次试验才取得ｒ次成功”，Ｂ＝“前ｎ－１次试验中恰有ｒ－１次
成功”，Ｃ＝“第ｎ次试验成功”．事件Ａ发生意味着进行了ｎ次独立试验，前ｎ－１次中有ｒ－
１次成功，第ｎ次成功，即Ａ＝ＢＣ，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＢＣ）＝Ｐ（Ｂ）·Ｐ（Ｃ）．由Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型公式知
Ｐ（Ｂ）＝Ｃｒ－１

ｎ－１·ｐｒ－１（１－ｐ）ｎ－ｒ，另外又知Ｐ（Ｃ）＝ｐ，所以

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）＝Ｃｒ－１
ｎ－１·ｐｒ－１·（１－ｐ）ｎ－ｒ·ｐ＝Ｃｒ－１

ｎ－１ｐｒ（１－ｐ）ｎ－ｒ．
（２）因为试验总次数为成功次数与失败次数之和，所以，试验总次数为ｒ＋ｋ，从而本题是
求重复进行试验直到第ｒ＋ｋ次才取得ｒ次成功的概率，所以利用（１）题的结果可得所求概率
为Ｃｒ－１

ｒ＋ｋ－１ｐｒ（１－ｐ）ｋ．
例１．４．１１ （巴拿赫火柴盒问题）某数学家随身带着两盒火柴，每盒有Ｎ 根火柴，每次用

时，随机地任取一盒，然后从中抽取一根．求：
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（１）发现一盒空而另一盒恰剩ｒ根的概率是多少？
（２）在第一次用完一盒火柴（不是发现空）时另一盒恰剩ｒ根的概率是多少？
解 （１）Ａ＝“发现一盒空而另一盒恰剩ｒ根”，Ｂ＝“发现甲盒空而乙盒恰剩ｒ根”，Ｃ＝

“发现乙盒空而甲盒恰剩ｒ根”，则Ａ＝Ｂ＋Ｃ，且Ｂ与Ｃ互不相容，所以Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＋
Ｐ（Ｃ），下面求Ｐ（Ｂ）与Ｐ（Ｃ）．如果该数学家首次发现甲盒是空的，此时乙盒恰有ｒ根，那么
此人取甲盒和乙盒的次数共有２Ｎ－ｒ＋１次，其中取甲盒Ｎ＋１次，取乙盒Ｎ－ｒ次，且第２Ｎ
－ｒ＋１次是取出甲盒．若把“取出甲盒”看作“成功”，则事件Ｂ就相当于“第Ｎ＋１次成功之前

恰有Ｎ－ｒ次失败”，所以，由例１．４．１０（２）题的结果可得Ｐ（Ｂ）＝ＣＮ
２Ｎ－ｒ（ ）１２

Ｎ＋１

（ ）１２
Ｎ－ｒ
，同

理可得Ｐ（Ｃ）＝ＣＮ
２Ｎ－ｒ（ ）１２

Ｎ＋１

（ ）１２
Ｎ－ｒ
，所以

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）＝２ＣＮ
２Ｎ－ｒ（ ）１２

Ｎ＋１

（ ）１２
Ｎ－ｒ

＝ＣＮ
２Ｎ－ｒ（ ）１２

２Ｎ－ｒ

．

（２）设Ｄ＝“在第一次用完一盒（不是发现空）时另一盒恰有ｒ根”，Ｅ＝“用完甲盒时乙盒
恰有ｒ根”，Ｆ＝“用完乙盒时甲盒恰有ｒ根”，则Ｄ＝Ｅ＋Ｆ，且Ｅ与Ｆ互不相容，因此Ｐ（Ｄ）
＝Ｐ（Ｅ）＋Ｐ（Ｅ），下面求Ｐ（Ｅ）与Ｐ（Ｆ）．如果该数学家用完甲盒的火柴时乙盒恰有ｒ根火
柴，那么此人取甲盒和乙盒的次数共有２Ｎ－ｒ次，其中取甲盒Ｎ 次，取乙盒Ｎ－ｒ次，且第
２Ｎ－ｒ次是取出甲盒，因此事件Ｅ等价于“第Ｎ 次成功以前恰失败了Ｎ－ｒ次”，于是由例

１．４．１０（２）题的结果可得Ｐ（Ｅ）＝ＣＮ－１
２Ｎ－ｒ－１（ ）１２

Ｎ

（ ）１２
Ｎ－ｒ
，同理Ｐ（Ｆ）＝ＣＮ－１

２Ｎ－ｒ－１（ ）１２
Ｎ

（ ）１２
Ｎ－ｒ
，

所以

Ｐ（Ｄ）＝Ｐ（Ｅ）＋Ｐ（Ｆ）＝２ＣＮ－１
２Ｎ－ｒ－１（ ）１２

Ｎ

（ ）１２
Ｎ－ｒ

＝ＣＮ－１
２Ｎ－ｒ－１（ ）１２

２Ｎ－ｒ－１

．

同步练习１．４
１．一射手命中１０环的概率为０７，命中９环的概率为０３，求该射手射击三发而命中不少
于２９环的概率．

２．甲、乙两个篮球运动员，投篮的命中率分别为０７和０８，如果每人投篮两次，求：
（１）甲投进两球而乙投进一球的概率；
（２）若投进１个球得２分，未投进得０分，求甲、乙两人得分相等的概率．
３．某车间１０台同类型的设备，每台设备的电动机功率为１０ｋＷ，已知每台设备每小时实
际开动１２ｍｉｎ，它们的使用是相互独立的，因某种原因，这天供电部门只能给车间提供５０ｋＷ
的电力．问该天这１０台设备能正常运作的概率是多少？

４．某厂生产的每台仪器，以概率为０７可以直接出厂，以概率为０３需进一步调试，调试
后以概率０８可以出厂，现工厂新生产了１０台仪器，设每台仪器的生产是独立的，求：
（１）仪器全部能出厂的概率；
（２）其中恰有两台不能出厂的概率；
（３）其中至少有两台不能出厂的概率．
５．一名射手对飞机进行４次独立射击，每次射击命中的概率为０３，一次命中时飞机被击
落的概率为０６，至少两次命中时飞机必被击落．求飞机被击落的概率．

６．考卷中有一道选择题有４个答案，仅有一个是正确的，设一个学生知道正确答案或不知
道而乱猜是等可能的，如果这个学生答对了，求他确实知道正确答案的概率．
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７．已知一批产品９０％是合格品，检查产品时，一个合格品被误认为次品的概率为００２，而
一个次品被误认为合格品的概率为００５．求：
（１）检查一个产品被认为合格品的概率；
（２）被认为合格品的产品确实合格的概率．
８．为了传递消息，采用电报系统发出“·”和“－”的信号，由于电波在传播中会受到随机干
扰，当发出“·”时，接收为“·”和“－”的概率分别为０８和０２，当发出“－”时，接收为“·”和

“－”的概率分别为０１和０９，现假定发送信号为“·”和“－”的概率为１２
，又已知收到信号为

“·”，求原来发出的信号是“·”的概率．
９．某种产品的商标为“ＭＡＸＡＭ”，其中有２个字母脱落，有人捡起随意放回，求放回后仍
为“ＭＡＸＡＭ”的概率．

１０．将Ａ、Ｂ、Ｃ三个字母之一输入信道，输出原字母的概率为α，而输出为其他一个字母的

概率为１－α
２
，今将字母串ＡＡＡＡ，ＢＢＢＢ，ＣＣＣＣ之一输入信道，输出ＡＡＡＡ，ＢＢＢＢ，ＣＣＣＣ的概

率分别为ｐ１，ｐ２，ｐ３（ｐ１＋ｐ２＋ｐ３＝１），设信道传输每个字母的工作是独立的，求：
（１）输出为ＡＢＣＡ的概率；
（２）已知输出为ＡＢＣＡ，输入的是ＡＡＡＡ的概率．

同步练习１．４参考答案

１．Ｃ０
３０３００７３＋Ｃ１

３０３１０７２＝０７８４．
２．（１）（Ｃ２

２０７２０３０）·（Ｃ１
２０８１０２１）＝０１５６８．

（２）（Ｃ２
２０７２）·（Ｃ２

２０８２）＋（Ｃ１
２０７１０３１）（Ｃ１

２０８１０２１）＋（Ｃ０
２·０３２）·（Ｃ０

２０２２）

＝０４５１６．

３．∑
５

ｋ＝０
Ｃｋ

１０（ ）１５
ｋ

（ ）４５
１０－ｋ

＝０９９４．

４．（１）Ｃ１０
１００９４１０００６０＝０９４１０．

（２）Ｃ２
１００９４８００６２．

（３）１－（０９４）１０－１０×０９４９×００６．
５．１－（０７４×１＋Ｃ１

４０３×０７３×０４）＝０５９５．

６．

１
２

１
２×１＋１

２×１
４

＝４
５．

７．（１）０９×０９８＋０１×００５＝０８８７．

（２）０９×０９８０８８７ ＝０９９４．

８．０８８９．

９．１２×２
１０＋１

２×２
１０＋１

２×４
１０＋１×１

１０＋１×１
１０＝３

５．

１０．（１）ｐ１·
１
４α

２（１－α）２＋ｐ２·
１
８α
（１－α）３＋ｐ３·

１
８α
（１－α）３

＝１
８α
（１－α）２（３αｐ１－ｐ１－α＋１）．
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（２）
ｐ１·

１
４α

２（１－α）２

１
８α
（１－α）２（３αｐ１－ｐ１－α＋１）

＝
２αｐ１

３αｐ１－ｐ１＋α＋１．

疑难解析

１．在什么情况下，随机事件Ａ的频率可以作为它的概率的近似值？
答 随机事件Ａ的频率ｆｎ（Ａ）反映事件Ａ 在多次重复试验中发生的频繁程度．当ｎ增

大时，频率在概率Ｐ（Ａ）附近摆动，因此每一个从独立重复试验中测得的频率都可以作为概率
Ｐ（Ａ）的近似值，而且一般ｎ越大，近似程度越好．事实上，当ｎ增大时，频率大量集中于包含
Ｐ（Ａ）的一个小区间，任选区间中一值作为概率的近似值，称为统计概率．在解题时，当ｎ较大

时，可取统计概率为Ｐ（Ａ）≈μ
ｎ＝ｆｎ（Ａ）．

２．概率是否可以看做频率的极限？
答 这样理解是不恰当的，因为如上题所述，当ｎ→∞时，ｆｎ（Ａ）在Ｐ（Ａ）附近摆动，与高

等数学中极限的“ε－Ｎ”定义是不同的．由于概率是随机事件发生的可能性的赋值，对于任给
的ε＞０，存在偶然的因素，可能找不到Ｎ（ε），从而得不到｜ｆｎ（Ａ）－Ｐ（Ａ）｜＜ε．

３．怎样理解古典概型的等可能假设？
答 所讨论的问题是否符合等可能假设，一般不是通过实际验证，而往往是根据人们长期

形成的“对称性经验”做出的，例如，骰子是正六面形的，当质量均匀分布时，投掷一次，每面朝

上的可能性都相等；装在袋中的小球，颜色可以不同，只要大小和形状相同，摸出其中任一个的

可能性都相等．因此，等可能假设不是人为的，而是人们根据对事物的认识———对称性特征而
确认的．

４．如何理解对立事件与互不相容事件？
答 如果两个事件Ａ与Ｂ必有一个发生，且至多有一个发生，则Ａ、Ｂ为对立事件，即Ｂ

＝珚Ａ；如果两个事件Ａ与Ｂ不能同时发生，则Ａ、Ｂ为互不相容事件．
因而，对立必定互不相容，互不相容未必对立，如考试及格与考试不及格既是对立又是互

不相容的，但考７０分与考８０分互不相容却不对立．
５．两个事件Ａ、Ｂ相互独立与Ａ、Ｂ互不相容这两个概念有何关系？
答 两个事件Ａ、Ｂ相互独立，其实质上是一个事件Ｂ出现的概率与另一事件Ａ是否出

现没有关系，而Ａ、Ｂ互不相容，指的是Ａ与Ｂ不同时发生，从而Ｂ出现的概率与另一事件Ａ
是否出现密切相关．
在Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０的条件下，若Ａ、Ｂ相互独立，则Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）·Ｐ（Ｂ）＞０，而若

Ａ、Ｂ互不相容，则Ｐ（ＡＢ）＝０，两种概念出现矛盾，说明在Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０的情况下，相
互独立不能互不相容．

６．在实际应用中，如何判断两事件的独立性？
答 在实际应用中，对于事件的独立性常常不是用定义来判断，而是由试验方式来判断试

验的独立性，由试验的独立性来判断事件的独立性；或者说根据问题的实质直观上看一事件是

否影响另一事件的概率来判断，例如甲、乙两名运动员在相同条件下投篮，则“甲投中”与“乙投

中”两事件是独立的．
如果对实际问题中的事件还难以判断它们是否独立，则需要利用统计资料进行分析，再来
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判断是否符合事件独立性的条件．
７．条件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）与无条件概率Ｐ（Ｂ）有什么区别？
答 讨论事件Ｂ的概率是相对于某组确定的条件Ｓ而言的，即Ｐ（Ｂ）是在条件组Ｓ的实

现之下，事件Ｂ的概率．
而条件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）是在条件组Ｓ之外，又附加了一个新条件———事件Ａ发生，求事件

Ｂ发生的概率．
８．条件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）与乘积概率Ｐ（ＡＢ）有什么区别？
答 乘积概率Ｐ（ＡＢ）表示在全部基本事件构成的集合Ｓ中，计算事件ＡＢ的概率；而条

件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）表示在原有条件下附加了一个新条件———事件Ａ发生后，在缩小的基本事件
构成的集合ＳＡ 中，计算Ｂ发生的概率，利用古典概率公式，则有

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝ＡＢ中包含的基本事件数
ＳＡ 中的基本事件数

．

９．如何使用全概率公式与Ｂａｙｅｓ公式？
答 全概率公式是一个应用广泛的公式，它把事件Ａ的概率（不太好求）分成几个比较容

易计算的概率之和，看似繁琐，实则简单．在分析问题的过程中，把事件Ｂｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）看成

Ａ发生的原因，Ａ是结果，而Ｐ（Ｂｉ）及Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）比较好求，从而由“原因”求出
“结果”．

Ｂａｙｅｓ公式有时称为后验概率公式，它实际上是条件概率，是在已知结果发生的情况下，
求导致结果的某种原因的可能性大小，比如求Ｐ（Ｂ１｜Ａ），当Ｐ（Ａ）（常用全概率公式计算）、

Ｐ（Ｂ１）、Ｐ（Ａ｜Ｂ１）比较好求，就要用Ｂａｙｅｓ公式，它是由“结果”求“原因”．
１０．什么是小概率事件？它有什么实际的意义？
答 小概率事件是指一次试验中发生的概率很小的事件，但可以证明，一个事件发生的概

率不论多小，只要不断重复试验下去，事件迟早会出现的概率为１．
设小概率事件Ａ的概率Ｐ（Ａ）＝ｐ＞０，Ａｋ表示事件Ａ在第ｋ次试验中出现，则Ｐ（Ａｋ）＝

ｐ，Ｐ（珚Ａｋ）＝１－ｐ，于是在前ｎ次试验中，Ａ至少出现一次的概率为

Ｐｎ＝１－Ｐ（珚Ａ１
珚Ａ２⋯珚Ａｎ）＝１－（１－ｐ） →ｎ １（ｎ→∞）．

然而在实践中，人们总结到“概率很小的事件在一次试验中几乎是不发生的”，而某一小概

率事件在一次试验中竟然发生了，就有理由怀疑该事件是小概率事件的正确性．

本章常考题型归纳

考点 常考题型 例题

随机事件关系及运算 随机事件间的关系及其运算 例１．２．１～例１．２．４

古典概型 古典概型的计算 例１．１．１～例１．１．１０

利用性质、公式、概型计算概率

利用概率加法公式计算随机事件的概率 例１．２．５～例１．２．９

计算条件概率 例１．３．１～例１．３．６

利用事件的独立性计算概率 例１．３．７～例１．３．８

利用全概率公式和Ｂａｙｅｓ公式计算概率 例１．４．１～例１．４．５

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型的计算 例１．４．６～例１．４．１１
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本章知识结构网络图
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定义

统计定义

古典定义

等概基本事件组

Ｐ（Ｂ）＝ ｍ
ｎ

性质 规范性Ｐ（Ω）＝１，Ｐ（）＝０

非负性０≤Ｐ（Ｂ）≤１

可加性Ｐ（∪
ｉ
Ａｉ）＝ ∑

ｉ
Ｐ（Ａｉ），其中ＡｉＡｊ ＝ （ｉ≠ｊ）

频率的定义与性质
定义：ｆｎ（Ａ）＝ μ

ｎ

性质：稳定性

随机事件 随机事件间的关系（包含相等、和、积、差、对立、互不相容）

随机事件的定义

随机事件的运算律（交换律、结合律、分配律、对偶律）

概率
的计
算

直接计算法Ｐ（Ｂ）＝ ｍ
ｎ

间接
计算法

条件
概率

乘法公式Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）

条件概率Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）

独立性Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）事件Ａ与Ｂ独立

加法公式：Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）（Ａ与Ｂ互不相容）

全概率
公式

完备事件组

全概率公式Ｐ（Ｂ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

Ｂａｙｅｓ公式
（逆概公式）Ｐ（Ａｊ｜Ｂ）＝

Ｐ（Ａｊ）Ｐ（Ｂ｜Ａｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ概型
Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ公式Ｐ（Ａ发生ｋ次）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ

检测题（一）

一、选择题

１．设Ａ、Ｂ、Ｃ是任意三个随机事件，则以下命题中正确的是（ ）．
Ａ．（Ａ＋Ｂ）－Ｂ＝Ａ－Ｂ Ｂ．（Ａ－Ｂ）＋Ｂ＝Ａ
Ｃ．（Ａ＋Ｂ）－Ｃ＝Ａ＋（Ｂ－Ｃ） Ｄ．Ａ＋Ｂ＝Ａ珚Ｂ＋珚ＡＢ
２．以Ａ表示事件“甲种产品畅销，乙种产品滞销”，则其对立事件为（ ）．
Ａ．“甲种产品滞销，乙种产器畅销” Ｂ．“甲、乙两种产品均畅销”
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Ｃ．“甲种产品滞销” Ｄ．“甲种产品滞销或乙种产品畅销
３．对于任意两个事件Ａ、Ｂ，有Ｐ（Ａ－Ｂ）等于（ ）．
Ａ．Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ） Ｂ．Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（ＡＢ）

Ｃ．Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ） Ｄ．Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珚Ｂ）＋Ｐ（Ａ珚Ｂ）

４．一种零件的加工由两道工序组成，第一道工序的废品率为ｐ，第二道工序的废品率为

ｑ，则该零件加工的成品率为（ ）．
Ａ．１－ｐ－ｑ Ｂ．１－ｐｑ Ｃ．１－ｐ－ｑ＋ｐｑ Ｄ．（１－ｐ）＋（１－ｑ）

５．设Ｐ（Ａ）＝０８，Ｐ（Ｂ）＝０７，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０８，则下列结论正确的是（ ）．
Ａ．Ａ与Ｂ互不相容 Ｂ．ＡＢ
Ｃ．Ａ与Ｂ互相独立 Ｄ．Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）

６．袋中有３个新球２个旧球，现每次取一个，无放回地抽取两次，则第二次取到新球的概
率为（ ）．

Ａ．３５ Ｂ．３４ Ｃ．２４ Ｄ．３１０
７．事件Ａ（Ｂ＋Ｃ）的含义是（ ）．
Ａ．Ａ发生 Ｂ．Ａ发生且Ｂ、Ｃ都不发生

Ｃ．Ｂ＋Ｃ不发生 Ｄ．Ａ发生，Ｂ和Ｃ至少有一个不发生

８．五个考签中有一个难签，甲、乙、丙三个考生依次从中抽取出一张考签，设他们抽到难签
的概率分别为ｐ１，ｐ２，ｐ３，则（ ）．

Ａ．ｐ１＜ｐ２＜ｐ３ Ｂ．ｐ１＝ｐ２＝ｐ３ Ｃ．ｐ１＞ｐ２＞ｐ３ Ｄ．不能排大小

９．同时掷３枚均匀硬币，恰有两枚正面朝上的概率为（ ）．
Ａ．０５ Ｂ．０２５ Ｃ．０１２５ Ｄ．０３７５
１０．设０＜Ｐ（Ａ）＜１，Ｐ（Ｂ）＞０，且Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜珚Ａ），则有（ ）．
Ａ．Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（珚Ａ｜Ｂ） Ｂ．Ｐ（Ａ｜Ｂ）≠Ｐ（珚Ａ｜Ｂ）

Ｃ．Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ） Ｄ．Ｐ（ＡＢ）≠Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）
二、填空题

１．已知Ｐ（Ａ）＝０４，Ｐ（Ｂ）＝０３．
（１）当Ａ、Ｂ互不相容时，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝ ，Ｐ（ＡＢ）＝ ．
（２）当Ａ、Ｂ相互独立时，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝ ，Ｐ（ＡＢ）＝ ．
（３）当ＢＡ时，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝ ，Ｐ（ＡＢ）＝ ．
２．已知Ｐ（Ａ）＝０５，Ｐ（Ｂ）＝０６，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０８，则Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝ ．
３．设在全部产品中２％是废品，而合格品有８５％是一级品，则任抽出一件产品是一级品的
概率为 ．

４．设在１０００件产品中有２００件是不合格品，依次做无放回抽取两件产品，则第二次抽取
到不合格品的概率是 ．

５．某人投篮四次，已知四次中至少投中一次的概率为０９９８４，则他投篮的命中率为

．
三、计算题

１．已知１０个晶体管中有７个正品３个次品，每次任意抽取一个来测试，测试后不再放回
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去，直至把３个次品都找到为止，求需要测试７次的概率．
２．为了了解儿童对电视商品广告的理解能力，电视台做了一次随机抽样调查，在不同的年
龄组共选取１０００名儿童，情况如下：

程度
年龄（岁）

４～６ ７～９ １０～１２

理解（名） ８１ １８５ ２３１
不理解（名） ４１０ ７３ ２０

现随机抽出一名儿童发现他不理解广告，求他是７～９岁儿童的概率．
３．一批产品共１００件，其中有４件次品，现从中任取３件来检验，如发现有次品，则认为这
批产品不合格，但检验时，一件正品被误判为次品的概率为００５，而一件次品被误判为正品的
概率为００１，求这批产品是合格品的概率．

４．设有白球与黑球各４只，从中任取４只放入甲盒，余下的４只放入乙盒，然后分别在两
盒中各任取１球，颜色正好相同，试问放入甲盒的４只球中有几只白球的概率最大？并求此概
率值．

５．甲、乙两名篮球运动员，投篮命中率分别为０７和０６，每人投篮３次．求：
（１）二人进球数相等的概率；
（２）甲比乙进球数多的概率．
四、证明题

１．若事件Ａ、Ｂ互不相容，求证：Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）．
２．已知事件Ａ、Ｂ、Ｃ中任意一个事件发生时事件Ｄ发生，求证：

Ｐ（Ｄ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－２．
３．若事件Ａ、Ｃ独立，Ｂ、Ｃ独立，且ＢＡ，求证：Ａ－Ｂ与Ｃ独立．

检测题（一）参考答案

一、选择题

１．Ａ ２．Ｄ ３．Ｃ ４．Ｃ ５．Ｃ
６．Ａ ７．Ｃ ８．Ｂ ９．Ｄ １０．Ｃ
二、填空题

１．（１）０７，０ （２）０５８，０１２ （３）０４，０３
２．０７ ３．０８３ ４．０２ ５．０８
三、计算题

１．
Ｃ２

６Ｃ４
４Ａ４

７３！
Ａ７

１０
＝０１２５．

２．

７３
７３＋１８５
０５０３ ＝０５６２５．

３．１
Ｃ３

１００

（０９５３×Ｃ０
４Ｃ３

９６＋００１×０９５２×Ｃ１
４Ｃ２

９６＋００１２×０９５×Ｃ２
４Ｃ１

９６＋００１３×Ｃ３
４Ｃ０

９６）＝

０７５８６．

４．有２只白球的概率最大，其值为３５．
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５．（１）０３２１．（２）０４３６．
四、证明

１．Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＡＢ＋Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ珚Ｂ）．
２．ＡＤ，ＢＤ，ＣＤ，Ｐ（Ｄ）≥Ｐ（Ａ＋Ｂ＋Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－

Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－２．
３．ＢＡ，则ＡＢ＝Ｂ．

Ｐ（（Ａ－Ｂ）Ｃ）＝Ｐ（ＡＣ－ＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）
＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ）－Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）＝（Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ））Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（Ｃ）．

检测题（二）

一、选择题

１．设随机事件Ａ、Ｂ、Ｃ 两两互不相容，Ｐ（Ａ）＝０２，Ｐ（Ｂ）＝０３，Ｐ（Ｃ）＝０４，则
Ｐ（（Ａ＋Ｂ）－Ｃ）等于（ ）．

Ａ．０５ Ｂ．０１ Ｃ．０４４ Ｄ．０３
２．设当事件Ａ与Ｂ同时发生时，事件Ｃ必发生，则下列各式正确的是（ ）．
Ａ．Ｐ（Ｃ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１ Ｂ．Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１
Ｃ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ） Ｄ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）
３．设０＜Ｐ（Ａ）＜１，０＜Ｐ（Ｂ）＜１，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（珚Ａ｜珚Ｂ）＝１，则下列各式正确的是（ ）．
Ａ．事件Ａ和Ｂ互不相容 Ｂ．事件Ａ和Ｂ互相对立
Ｃ．事件Ａ和Ｂ互不独立 Ｄ．事件Ａ和Ｂ相互独立
４．设Ａ、Ｂ为任意两个事件，且ＡＢ，Ｐ（Ｂ）＞０，则下列选项必须成立的是（ ）．
Ａ．Ｐ（Ａ）＜Ｐ（Ａ｜Ｂ） Ｂ．Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ａ｜Ｂ）
Ｃ．Ｐ（Ａ）＞Ｐ（Ａ｜Ｂ） Ｄ．Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ａ｜Ｂ）
５．每次试验成功率为ｐ（０＜ｐ＜１），进行重复实验，直到第１０次试验才取得４次成功的
概率为（ ）．

Ａ．Ｃ４
１０ｐ４（１－ｐ）６ Ｂ．Ｃ３

９ｐ４（１－ｐ）６

Ｃ．Ｃ４
９ｐ４（１－ｐ）５ Ｄ．Ｃ３

９ｐ３（１－ｐ）６

６．设Ｐ（Ａ）＝ａ，Ｐ（Ｂ）＝ｂ，Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝ｃ，则Ｐ（Ａ珚Ｂ）等于（ ）．
Ａ．ａ（１－ｂ） Ｂ．ａ－ｂ Ｃ．ｃ－ｂ Ｄ．ａ（１－ｃ）
７．１０张奖券中含有３张中奖的奖券，每人购买一张，则前３名购买者中恰有１人中奖的
概率为（ ）．

Ａ．Ｃ３
１０·（０７）２·（０３）１ Ｂ．０３ Ｃ．７４０ Ｄ．２１４０

８．设事件Ａ、Ｂ、Ｃ 相互独立，且０＜Ｐ（Ｃ）＜１，则在下列四对事件中不相互独立的是
（ ）．

Ａ．Ａ＋Ｂ与珚Ｃ Ｂ．ＡＣ与珚Ｃ
Ｃ．Ａ－Ｂ与珚Ｃ Ｄ．ＡＢ与珚Ｃ
９．已知０＜Ｐ（Ｂ）＜１，且Ｐ（（Ａ１＋Ａ２）｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜Ｂ），则下列成立的是

（ ）．
Ａ．Ｐ（（Ａ１＋Ａ２）｜珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜珚Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜珚Ｂ）
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Ｂ．Ｐ（Ａ１Ｂ＋Ａ２Ｂ）＝Ｐ（Ａ１Ｂ）＋Ｐ（Ａ２Ｂ）

Ｃ．Ｐ（Ａ１＋Ａ２）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜Ｂ）

Ｄ．Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）

１０．设Ａ、Ｂ、Ｃ是两两相互独立且不可能同时发生的事件，且Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）

＝ｐ，则ｐ的最大值为（ ）．

Ａ．１２ Ｂ．１ Ｃ．１３ Ｄ．１４
二、填空题

１．已知Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１
４
，Ｐ（ＡＢ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（ＢＣ）＝１

６
，则事件Ａ、Ｂ、Ｃ

全不发生的概率为 ．
２．某射手在三次射击中至少命中一次的概率为０８７５，则这名射手在三次射击中至多命
中一次的概率为 ．

３．若事件Ａ、Ｂ满足Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ），且Ｐ（Ａ）＝ｐ，则Ｐ（Ｂ）＝ ．
４．某种集成电路使用到３０００ｈ还能正常工作的概率为０９５，使用到４０００ｈ还能正常工
作的概率为０８，则已经工作了３０００ｈ的集成电路，还能再正常工作１０００ｈ的概率为

．
５．一批产品中一、二、三等品各占６０％、３０％、１０％，从中任意取出一件，结果不是三等品，
则取到的是一等品的概率为 ．
三、计算题

１．一次掷１０颗骰子，已知至少出现一个一点，求至少出现两个一点的概率是多少？

２．５０个铆钉中有３个强度太弱，假若这３个铆钉都装在同一个部件上，则这个部件的强
度就太弱，现有１０个部件，每个部件装３个铆钉，若从５０个铆钉中随机取用，问恰有１个部件
强度太弱的概率是多少？

３．一学生接连参加同一课程的两次考试，第一次考试及格的概率为ｐ，若第一次及格则第

二次及格的概率也为ｐ；若第一次不及格则第二次及格的概率为ｐ２．

（１）若至少有一次及格则他能取得某种资格，求他取得该资格的概率；
（２）若已知他第二次已经及格，求他第一次及格的概率．
４．某保险公司认为人可以分为两类，第一类是容易出事故的，另一类则比较谨慎．在任何
给定的一年期间，易出事故的人发生一起事故的概率为０４，而对比较谨慎的人而言，这个概
率为０２，若假定第一类人占人口的３０％，设已知某被保险人在第一年已出过一次事故，问他
在保险有效的第二年又出一次事故的概率是多少？

５．假设每个飞机引擎在练习飞行中出故障的概率为ｐ，有多引擎飞机的各引擎是否出故
障是独立的，如果飞机正常运行至少需要５０％的引擎正常工作，问当ｐ满足什么条件时，４引
擎飞机比２引擎飞机更安全？
四、证明题

１．求证：对任意事件Ａ、Ｂ有Ｐ（Ａ＋Ｂ）Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
２．求证：对任意事件Ａ、Ｂ，Ｐ（Ｂ）介于Ｐ（Ｂ｜Ａ）和Ｐ（Ｂ｜珚Ａ）之间．
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检测题（二）参考答案

一、选择题

１．Ａ ２．Ｂ ３．Ｄ ４．Ｂ ５．Ｂ
６．Ｃ ７．Ｃ ８．Ｂ ９．Ｂ １０．Ａ
二、填空题

１．３８ ２．１２ ３．１－ｐ ４．１６１９ ５．２３
三、计算题

１．１－

Ｃ１
１０·５９

６１０

１－５１０

６１０

＝０６１４８．

２．
１０Ｃ２７

４７
２７！
３！

Ｃ３０
５０

３０！
（３！）１０

＝ １
１９６０． ３．（１）３２ｐ－１

２ｐ２．（２）２ｐ１＋ｐ．

４．设Ａｉ＝“被保险人在第ｉ年出事故” （ｉ＝１，２），

Ｂ＝“被保险人是第一类人”．

Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝
Ｐ（Ａ１Ａ２）

Ｐ（Ａ１）
＝
Ｐ（（Ａ１Ｂ＋Ａ１

珚Ｂ）Ａ２）

Ｐ（Ａ１）
＝
Ｐ（Ａ１ＢＡ２＋Ａ１

珚ＢＡ２）

Ｐ（Ａ１）

＝
Ｐ（Ａ１ＢＡ２）

Ｐ（Ａ１）
＋
Ｐ（Ａ１

珚ＢＡ２）

Ｐ（Ａ１）
＝
Ｐ（Ａ１Ｂ）
Ｐ（Ａ１）

Ｐ（Ａ２｜Ａ１Ｂ）＋
Ｐ（Ａ１

珚Ｂ）
Ｐ（Ａ１）

Ｐ（Ａ２｜Ａ１
珚Ｂ）

＝Ｐ（Ｂ｜Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１Ｂ）＋Ｐ（珚Ｂ｜Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１
珚Ｂ）＝６

１３×０４＋７
１３×０２

＝０２９２３．
５．Ｃ２

４ｐ２（１－ｐ）２＋Ｃ３
４ｐ３（１－ｐ）＋Ｃ４

４ｐ４＞Ｃ１
２ｐ（１－ｐ）＋Ｃ２

２ｐ２，

即 ｐ＞２
３．

四、证明题

１．（１）在ＡＢ，ＢＡ，ＡＢ＝，Ｐ（Ａ）＝０，Ｐ（Ｂ）＝０的特殊情况下，不等式显然成立．
（２）Ｐ（珚ＡＢ）Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）Ｐ（珚ＡＢ），

Ｐ（Ａ）Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（珚ＡＢ）Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（珚ＡＢ），
（Ｐ（Ａ）＋Ｐ（珚ＡＢ））Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）（Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（珚ＡＢ））．
由Ａ＋Ｂ＝Ａ＋珚ＡＢ，Ｂ＝ＡＢ＋珚ＡＢ，Ａ（珚ＡＢ）＝，（ＡＢ）（珚ＡＢ）＝，所以

Ｐ（Ａ＋Ｂ）Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
２．（１）当Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）时，

Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），即Ｐ（Ｂ）Ｐ（珚Ａ）≤Ｐ（珚ＡＢ），

故 Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）≤Ｐ（珚ＡＢ）

Ｐ（Ａ）
，即Ｐ（Ｂ｜Ａ）≤Ｐ（Ｂ）≤Ｐ（Ｂ｜珚Ａ）．

（２）当Ｐ（ＡＢ）≥Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）时，
类似可证得Ｐ（Ｂ｜珚Ａ）≤Ｐ（Ｂ）≤Ｐ（Ｂ｜Ａ）．
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第２章 随机变量及其分布

２．１ 离散型随机变量

２．１．１ 知识要点

１．随机变量

①定义：如果在一定条件Ｓ下的随机试验的每一个可能结果ω都唯一地对应一个实数
值，则称此实值变量为一个随机变量，记为Ｘ（ω）或简记为Ｘ．

②常见随机变量类型：离散型随机变量；连续型随机变量．

２．离散型随机变量

定义：如果随机变量Ｘ 全部可以取到的值能够一一列举出来，则称Ｘ 为离散型随机变
量．

３．概率分布

①定义：设离散型随机变量Ｘ可能取到的值为ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｋ，⋯，且取各个值ｘｋ 的概率

为Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）．如果记ｐｋ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）（ｋ＝１，２，⋯），则称此式为Ｘ 的概率分布，或称为分布
律．
分布律还可用表格的形式表示：

Ｘ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ⋯ ｘｋ ⋯

Ｐ ｐ１ ｐ２ ｐ３ ⋯ ｐｋ ⋯
．

这个表也称为Ｘ的概率分布表．
②性质：ｐｋ≥０（ｋ＝１，２，⋯）；

∑
ｋ
ｐｋ＝１．

４．常见的概率分布

①两点分布（０—１分布）

Ｘ ０ １

Ｐ １－ｐ ｐ
（０＜ｐ＜１）．

记为Ｘ～Ｂ（１，ｐ）．
②二项分布（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ分布）

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ（ｋ＝０，１，２，⋯，ｎ；ｐ＞０，ｑ＝１－ｐ＞０）．

记为Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）．
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③Ｐｏｉｓｓｏｎ分布

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝λｋ

ｋ！ｅ
－λ（ｋ＝０，１，２，⋯；λ＞０）．

记为Ｘ～Ｐ（λ）．
④超几何分布

Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ＭＣｎ－ｋ

Ｎ－Ｍ

Ｃｎ
Ｎ
（ｋ＝０，１，２，⋯，Ｌ；Ｌ＝ｍｉｎ｛Ｍ，ｎ｝）．

５．两个定理

（１）二项分布与Ｐｏｉｓｓｏｎ分布的关系
定理１ （Ｐｏｉｓｓｏｎ定理） 设随机变量Ｘｎ（ｎ＝１，２，⋯）服从二项分布，其分布律为Ｐ（Ｘｎ

＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ（ｋ＝０，１，２，⋯，ｎ），且ｐｎ 是仅与ｎ有关的数，ｎｐｎ＝λ是常数（ｎ＝１，２，

⋯），则有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ（Ｘｎ＝ｋ）＝λｋ

ｋ！ｅ
－λ．

注 Ｐｏｉｓｓｏｎ定理表明，当ｎ很大，ｐ很小时，有近似公式

Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ≈λｋ

ｋ！ｅ
－λ（λ＝ｎｐ）．

在实际计算中，当ｎ≥１０，ｐ≤０１时，就可用上述近似公式来进行二项分布的近似计算，
以达到简化计算的目的．
（２）二项分布与超几何分布的关系

定理２ 设ｎ、ｋ均为不变的正整数，如果ｌｉｍ
Ｎ→∞

Ｍ
Ｎ＝ｐ（Ｎ、Ｍ 均为正整数），则有

ｌｉｍ
Ｎ→∞

Ｃｋ
ＭＣｎ－ｋ

Ｎ－Ｍ

ＣＭ
Ｎ

＝Ｃｋ
ｎ·ｐｋ·（１－ｐ）ｎ－ｋ．

注 此定理表明，当Ｎ很大时，有近似公式Ｃ
ｋ
Ｍ·Ｃｎ－ｋ

Ｎ－Ｍ

ＣＭ
Ｎ

≈Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ，即可用二项分布

作为超几何分布的近似计算．

２．１．２ 典型题型解析

１．有关离散型随机变量概率分布的性质的题
例２．１．１ 某人求出下面列出的概率分布

（１）Ｘ １ ２ ３ ４

Ｐ ０１ ０４ ０３ ０２
；

（２）
Ｘ １ ２ ３ ４ ⋯

Ｐ １
２

１
２·４

１
２·４２

１
２·４３ ⋯

．

问是否为离散型随机变量的概率分布？
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解 （１）Ｘ有有限多个值，０≤ｐｋ≤１，且∑ｐｋ＝０１＋０４＋０３＋０２＝１，所以是离散型

随机变量的概率分布．

（２）Ｘ有可列无限多个值，０≤ｐｋ＝
１

２×４ｋ－１≤１，但是∑
∞

ｋ＝１
ｐｋ＝∑

∞

ｋ＝１

１
２·４ｋ－１＝

２
３≠１，所以不

是离散型随机变量的概率分布．

例２．１．２ 问ｃ为何值时，Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｃ·λ
ｋ

ｋ！
（ｋ＝１，２，⋯；λ＞０）表示一个离散型随机变量

的分布律？

解 ∑
∞

ｋ＝１
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝∑

∞

ｋ＝１
ｃ·λ

ｋ

ｋ！＝ｃ ∑
∞

ｋ＝０

λｋ

ｋ！（ ）－１ ＝ｃ（ｅλ－１），所以ｃ＝（ｅλ－１）－１；又因为λ

＞０．因此ｃ＝（ｅλ－１）－１＞０，所以对于一切的ｋ＝１，２，⋯，均有Ｐ（Ｘ＝ｋ）＞０．综上可知，当ｃ

＝（ｅλ－１）－１时，Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｃ·λ
ｋ

ｋ！
表示一个离散型随机变量的分布律．

注 要确定或判别某等式Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐｋ（ｋ＝１，２，⋯）是否表示某一离散型随机变量的
概率分布，其充分必要条件是：

（１）ｐｋ≥０（ｋ＝１，２，⋯）；

（２）∑
ｋ
ｐｋ＝１．

２．求离散型随机变量的概率分布
例２．１．３ 一袋中有４个球，分别标有数字１，２，３，４，从中任取２个球，求最小号码的概率

分布．
解 设Ｘ表示取出的２个球中的最小号码，则Ｘ的取值为１，２，３基本事件总数为Ｃ２

４＝
６．“Ｘ＝１”表示“取出的２个球中最小号码为１”，包含３个基本事件，即（１，２）、（１，３）、（１，４）；
“Ｘ＝２”表示“取出的２个球中最小号码为２”，包含２个基本事件，即（２，３）、（２，４）；“Ｘ＝３”表
示“取出的２个球中最小号码为３”，包含１个基本事件，即（３，４）．所以Ｘ的概率分布为

Ｘ １ ２ ３

Ｐ ３
６

２
６

１
６

．

例２．１．４ 把３个乒乓球放入４个盒子中，求盒子中盛乒乓球数最多的概率分布．
解 设Ｘ表示盒子中盛乒乓球的最多个数，则Ｘ的取值为１，２，３．基本事件总数为４３．事

件“Ｘ＝１”表示“４个盒子中恰有３个盒子中各有一个乒乓球”，包含Ａ３
４个基本事件；事件“Ｘ＝

２”表示“４个盒子中恰有一个盒子中有２个乒乓球，另外３个盒子中，有１个盒子里有１个乒
乓球”，包含Ｃ１

４·Ｃ２
３·Ｃ１

３个基本事件；事件“Ｘ＝３”表示“４个盒子中恰有１个盒子中有３个乒乓
球”，包含Ｃ１

４·Ｃ３
３个基本事件，所以Ｘ的概率分布为

Ｘ １ ２ ３

Ｐ ６
１６

９
１６

１
１６

．

例２．１．５ 在ｎ重Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ试验中，每次试验Ａ发生的概率为ｐ．设Ｘ表示Ａ发生ｋ次
所需进行的试验次数，求Ｘ的概率分布．
解 Ｘ的取值为ｋ，ｋ＋１，⋯．事件“Ｘ＝ｍ”表示在前ｍ－１次试验中Ａ发生了ｋ－１次，
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第ｍ 次试验Ａ发生了．所以Ｘ的概率分布为

Ｐ（Ｘ＝ｍ）＝（Ｃｋ－１
ｍ－１ｐｋ－１（１－ｐ）ｍ－ｋ）ｐ＝Ｃｋ－１

ｍ－１ｐｋ（１－ｐ）ｍ－ｋ，ｍ＝ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，⋯．
这时称Ｘ服从以ｋ，ｐ为参数的帕斯卡分布，特别地，当ｋ＝１时，称Ｘ服从以ｐ为参数的

几何分布．
注 求一个离散型随机变量的概率分布的思路是：首先确定随机变量的取值，其次求出相

应的概率，最后按规范形式写出概率分布．
随机变量的取值一般可由具体问题的题意写出，关键是求Ｘ取每个值的概率．为此，必须

要弄清“Ｘ＝ｘｋ”的实际含义，用具体的随机事件Ａｋ 表示．因此求Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）的问题就是求随

机事件Ａｋ的概率Ｐ（Ａｋ）．
３．利用离散型随机变量的分布计算概率
例２．１．６ 某人掷硬币１０次，写出国徽向上次数的分布律，并求国徽向上次数不小于３

的概率．
解 如果在单次试验中，只有两个可能的结果Ａ及珚Ａ，Ａ发生的概率为ｐ，则在ｎ次独立

试验中事件Ａ发生的概率ｐ（Ａ恰好发生ｋ次）＝Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ（ｋ＝０，１，２，⋯，ｎ）．如果以Ｘ

表示ｎ重独立试验中事件Ａ发生的次数，则Ｘ为离散型随机变量，且服从参数为ｎ，ｐ的二项

分布，即Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）．所以在本题中设Ｘ表示国徽向上的次数，则Ｘ～Ｂ １０，（ ）１２ ，所以
Ｐ（Ｘ≥３）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）－Ｐ（Ｘ＝１）－Ｐ（Ｘ＝２）

＝１－Ｃ０
１０（ ）１２

０

（ ）１２
１０

－Ｃ１
１０（ ）１２

１

（ ）１２
９

－Ｃ２
１０（ ）１２

２

（ ）１２
８

＝０９４５．

例２．１．７ 超市订购１０００瓶酒，在运输中瓶子被打破的概率为０００４．求超市收到的酒
中：

（１）恰有２瓶被打破的概率；
（２）至少有一瓶被打破的概率．
解 设Ｘ表示被打破的瓶子数，则Ｘ～Ｂ（１０００，０００４）．由于ｎ＝１０００，ｐ＝０００４，λ＝

ｎｐ＝４，所以可用Ｐｏｉｓｓｏｎ分布近似计算．

（１）Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
１０００·（０００４）２·（１－０００４）１０００－２≈４２·ｅ－４

２！ ≈０１４６５；

（２）Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｃ０
１０００（０００４）０（１－０００４）１０００

≈１－４０·ｅ－４

０！ ≈０９８１７．

例２．１．８ 设１小时内进入某图书馆的读者人数服从Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，已知１小时内无人进
入图书馆的概率为００１．求１小时内至少有２个读者进入图书馆的概率．

解 设Ｘ表示１小时内进入图书馆的读者人数，则Ｘ～ｐ（λ），即ｐ（Ｘ＝ｋ）＝λｋｅ－λ

ｋ！
（ｋ＝

０，１，⋯）．已知Ｐ（Ｘ＝０）＝ｅ－λ＝００１，因此λ＝２ｌｎ１０．所以所求概率为

Ｐ（Ｘ≥２）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）－Ｐ（Ｘ＝１）＝１－００１（１＋２ｌｎ１０）＝０９４４．
例２．１．９ 由一家商店过去销售记录知，某种商品每月的销售量可用参数λ＝９的Ｐｏｉｓｓｏｎ

分布描述，为了有９５％以上的把握保证不脱销，问商店在月初进货时要进这种商品多少件？
解 设Ｘ表示商店每月销售某种商品的件数，由题意知Ｘ～Ｐ（９）．设月初进货ａ件就可
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以保证以９５％以上的概率不脱销，因此Ｐ（Ｘ≤ａ）≥０９５，即∑
ａ

ｋ＝０

９ｋ

ｋ！ｅ
－９≥０９５，ａ＝１８．所以这

家商店只要在月初进该商品１８件，就有９５％以上的把握保证这种商品在本月不脱销．
例２．１．１０ 为了保证设备正常工作，需配备适量的维修工人．现有同类型设备３００台，各

台工作是相互独立的，发生故障的概率都是００１．如果１台设备的故障可由一人来处理，问至
少需要配备多少工人，才能保证当设备发生故障而不能及时维修的概率小于００１？
解 设Ｘ表示同时发生故障的设备数，由题意知Ｘ～Ｂ（３００，００１）．若配备ｎ名维修工

人，则根据题目要求有Ｐ（Ｘ＞ｎ）＜００１，即

Ｐ（Ｘ＞ｎ）＝１－Ｐ（Ｘ≤ｎ）＝１－∑
ｎ

ｋ＝０
Ｃｋ

３００（００１）ｋ×（０９９）３００－ｋ

≈１－∑
ｎ

ｋ＝０

３ｋｅ－３

ｋ！＜００１，

∑
ｎ

ｋ＝０

３ｋｅ－３

ｋ！＞０９９，

经计算可得ｎ＝８．所以至少应配备８名维修工人．

例２．１．１１ 设随机变量Ｘ的概率分布为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｋ
１５
，ｋ＝１，２，３，４，５．

求：（１）Ｐ １
２＜Ｘ＜（ ）５２ ；（２）Ｐ（１≤Ｘ≤３）；（３）Ｐ（Ｘ＞３）．

解 （１）Ｐ １
２＜Ｘ＜（ ）５２ ＝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝２）＝１

１５＋２
１５＝１

５
；

（２）Ｐ（１≤Ｘ≤３）＝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝２）＋Ｐ（Ｘ＝３）＝１
１５＋２

１５＋３
１５＝２

５
；

（３）Ｐ（Ｘ＞３）＝Ｐ（Ｘ＝４）＋Ｐ（Ｘ＝５）＝４
１５＋５

１５＝３
５．

例２．１．１２ 设随机变量Ｘ服从参数为ｎ，ｐ的二项分布，问ｋ为何值时，ｐ（Ｘ＝ｋ）最大．
解 因为对０＜ｐ＜１，有

Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ

Ｃｋ－１
ｎ ｐｋ－１（１－ｐ）ｎ－ｋ＋１＝

（ｎ－ｋ＋１）ｐ
ｋ（１－ｐ） ＝１＋

（ｎ＋１）ｐ－ｋ
ｋ（１－ｐ） ．

当ｋ＜（ｎ＋１）ｐ时，Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ＞Ｃｋ－１

ｎ ｐｋ－１（１－ｐ）ｎ－ｋ＋１；

当ｋ＝（ｎ＋１）ｐ时，Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ＝Ｃｋ－１

ｎ ｐｋ－１（１－ｐ）ｎ－ｋ＋１；

当ｋ＞（ｎ＋１）ｐ时，Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ＜Ｃｋ－１

ｎ ｐｋ－１（１－ｐ）ｎ－ｋ＋１．

所以当ｋ＝
（ｎ＋１）ｐ－１或（ｎ＋１）ｐ，（ｎ＋１）ｐ是整数
［（ｎ＋１）ｐ］，（ｎ＋１）ｐ｛ 不是整数

时，Ｐ（Ｘ＝ｋ）最大．

同步练习２．１

１．已知离散型随机变量Ｘ的概率分布为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ａ（ ）２３
ｋ
（ｋ＝１，２，⋯）．求ａ的值．

２．设Ｘ为离散型随机变量，其概率分布为
Ｘ －１ ０ １

Ｐ １
２ １－２ｑ ｑ２

，求ｑ的值．
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３．设离散型随机变量 Ｘ 的概率分布为
Ｘ －１ １ ２

Ｐ ０２ ０５ ０３
，求：（１）Ｐ Ｘ＞（ ）１２ ；

（２）Ｐ －１≤Ｘ＜（ ）３２ ．

４．设随机变量Ｘ～Ｐ（λ），且Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝２）．求Ｐ（Ｘ＞１）．
５．一批灯泡共有４０只，其中３只坏的３７只好的．现从中任意抽取４只进行检验，求坏灯
泡只数的概率分布．

６．同时掷两颗骰子，求两颗骰子与点数之和的概率分布．
７．一批产品共１０件，其中７件正品，３件次品，每次从这批产品中任取一次，在下述三种
情况下，分别求直至取得正品为止所需次数Ｘ的概率分布：
（１）每次取出的产品不再放回；
（２）每次取出的产品仍放回；
（３）每次取出一件产品后，总是另取一件正品放回这批产品中．
８．有一繁忙的汽车站，每天有大量的汽车通过，设每辆汽车在一天的某段时间内出事故的
概率为００００１，在某天的该段时间内有１０００辆汽车通过．问出事故次数不小于２的概率是
多少？

９．某车间有２０部同型号机床，每部机床开动的概率为０８．若假定每部机床是否开动彼
此独立，每部机床开动时所耗的电能为１５个单位，求这个车间消耗电能不少于２７０个单位的
概率．

１０．在保险公司里有２５００名同一年龄和同一社会阶层的人参加了保险，在１年中每个人
死亡的概率为０００２，每个参加保险的人在１月１日需交１２元保险费，而在死亡时家属可从
保险公司领取２０００元赔偿金．求：
（１）保险公司亏本的概率；
（２）保险公司获利不小于１００００元的概率．
１１．一电话交换台有３００台分机，假设每台分机要外线的概率为３％，问需要设几条外线，
才能使每台分机呼叫外线，以７０％的概率得到满足？

１２．设离散型随机变量Ｘ 服从参数为λ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，问当ｋ取何值时，Ｐ（Ｘ＝ｋ）最
大．

同步练习２．１参考答案

１．ａ＝１
２．

２．ｑ＝１－槡２
２．

３．ｐ Ｘ＞（ ）１２ ＝０８，ｐ －１≤Ｘ＜（ ）３２ ＝０７．

４．Ｐ（Ｘ＞１）＝１－Ｐ（Ｘ≤１）＝１－３ｅ－２．

５．Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
３Ｃ４－ｋ

３７

Ｃ４
４０

（ｋ＝０，１，２，３）．
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６．
Ｘ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

Ｐ １
３６

２
３６

３
３６

４
３６

５
３６

６
３６

５
３６

４
３６

３
３６

３
３６

１
３６

．

７．（１）
Ｘ １ ２ ３ ４

Ｐ ７
１０

７
３０

７
１２０

１
１２０

．

（２）Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝７
１０

３（ ）１０
ｋ－１
（ｋ＝１，２，⋯）．

（３）
Ｘ １ ２ ３ ４

Ｐ ７
１０

２４
１００

５４
１０００

６
１０００

．

８．１－ｅ－０１－０１ｅ－０１＝０００４７．
９．Ｃ１８

２００８１８０２２＋Ｃ１９
２００８１９０２＋０８２０＝０２０６．

１０．设Ｘ表示一年中死亡的人数．
（１）Ｐ（Ｘ＞１５）＝１－Ｐ（Ｘ≤１５）＝０００００６９．
（２）Ｐ（Ｘ≤１０）＝０９８６３０５．

１１．Ｐ（Ｘ≤ｍ）＝∑
ｍ

ｋ＝０
Ｃｋ

３００（００３）ｋ（０９７）３００－ｋ≈∑
ｍ

ｋ＝０

９ｋ

ｋ！ｅ
－９≥０７，所以ｍ＝１０．

１２．ｋ＝
λ－１或λ，λ为整数，
［λ］， λ不为整数｛ ．

２．２ 连续型随机变量

２．２．１ 知识要点

１．定义１
如果随机变量Ｘ全部可能取到的值不能一一列举出来，则称Ｘ为非离散型随机变量．

２．定义２
对于随机变量Ｘ，如果存在定义在区间－∞＜ｘ＜＋∞上的非负可积函数ｐ（ｘ），使对任

意实数ａ，ｂ（ａ＜ｂ）均有

Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ，

则称Ｘ为连续型随机变量，称ｐ（ｘ）为Ｘ的概率密度函数，也称为概率密度或密度函数，或简
称为密度．
注 非离散型随机变量不都是连续型随机变量，但在实际问题中遇到的非离散型随机变

量大多是连续型的．

３．概率密度函数的性质

①ｐ（ｘ）≥０；
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②∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１；

③Ｐ（Ｘ＝ａ）＝０（ａ为任意实数），

Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ．

４．常见的概率密度函数

（１）均匀分布

ｐ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
，ａ≤ｘ≤ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
Ｘ服从区间［ａ，ｂ］上的均匀分布，记为Ｘ～Ｖ［ａ，ｂ］．
（２）指数分布

ｐ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜０
烅
烄
烆 ，

λ＞０．

Ｘ服从参数为λ的指数分布，记为Ｘ～Γ（１，λ）．
（３）正态分布（Ｇａｕｓｓ分布）

ｐ（ｘ）＝ １
σ ２槡π

ｅ－ １
２σ２
（ｘ－μ）

２
（－∞＜ｘ＜＋∞，ａ＞０）．

Ｘ服从参数为σ、μ的正态分布，记为Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）．

注 ①当σ＝１，μ＝０时，称Ｘ服从标准正态分布，记为Ｘ～Ｎ（０，１），其概率密度函数为

φ（ｘ）＝
１
２槡π

ｅ－ｘ２
２（－∞＜ｘ＜＋∞）．

②ｐ（ｘ）的图形关于直线ｘ＝μ对称．

③ｐ（ｘ）＝ｐ（μ）＝
１

σ ２槡π
为ｐ（ｘ）的最大值．

④当ｘ＝μ±σ时，曲线ｙ＝ｐ（ｘ）有拐点 μ±σ， １
σ ２π槡（ ）ｅ ，且以Ｏｘ轴为渐近线．当σ大

时，曲线平缓；当σ小时，曲线陡峭．
⑤如果固定σ的值，改变μ的值，则ｐ（ｘ）的图形沿Ｏｘ轴平行移动，而不改变其形状．
（４）Γ－分布

ｐ（ｘ）＝
β

α

Γ（α）ｘ
α－１ｅ－βｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０．
其中α，β为常数，α＞０，β＞０．

Ｘ服从参数为α、β的Γ分布，记为Ｘ～Γ（α，β）．

注 ①Γ（α）＝∫
＋∞

０
ｘα－１ｅ－ｘｄｘ（α＞０），

Γ（１）＝１，Γ（ ）１２ ＝槡π，Γ（α＋１）＝αΓ（α），

Γ（ｎ＋１）＝ｎ！（ｎ为正整数）．
②若α＝１，则Ｘ服从参数为β的指数分布．
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③若α＝ｎ
２
，β＝１

２
，则Ｘ服从自由度为ｎ的χ

２分布（ｎ为正整数），记为Ｘ～χ
２（ｎ），其概

率密度函数为

ｋｎ（ｘ）＝
１

２
ｎ
２Γ

ｎ（ ）２
ｘ

ｎ
２－１ｅ－ｘ

２， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０．

２．２．２ 典型题型解析

１．连续型随机变量概率密度的性质
例２．２．１ 下列函数是否为连续型随机变量的概率密度函数：

（１）ｐ１（ｘ）＝
１

１＋ｘ２， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ；

（２）ｐ２（ｘ）＝
１
２ｃｏｓｘ，０＜ｘ＜π，

０
烅
烄

烆 ， 其他；

（３）ｐ３（ｘ）＝
ｅ－（ｘ－ａ）， ｘ＞ａ，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

解 连续型随机变量的概率密度函数必须是非负函数，且∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１．

（１）ｐ１（ｘ）≥０（－∞＜ｘ＜＋∞），但∫
＋∞

－∞
ｐ１（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

０

１
１＋ｘ２ｄｘ＝π

２≠１，所以ｐ１（ｘ）不

是概率密度函数．

（２）当ｘ∈（０，π）时，ｐ２（ｘ）＝１
２ｃｏｓｘ＜０，所以ｐ２（ｘ）不是概率密度函数．

（３）ｐ３（ｘ）≥０（－∞＜ｘ＜＋∞），∫
＋∞

－∞
ｐ３（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

ａ
ｅ－（ｘ－ａ）ｄｘ＝１，所以ｐ３（ｘ）是概率密

度函数．
例２．２．２ 设连续型随机变量Ｘ的概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝
ｃ＋ｘ， －１＜ｘ≤０，

ｃ－ｘ，０＜ｘ≤１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

求：（１）常数ｃ；（２）Ｐ －１
２＜Ｘ≤（ ）１２ ．

解 （１）因为∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１，所以∫

０

－１
（ｃ＋ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
（ｃ－ｘ）ｄｘ＝１，

解得 ｃ＝１．

（２）Ｐ －１
２＜Ｘ≤（ ）１２ ＝Ｐ －１

２＜Ｘ＜（ ）１２ ＝∫
１
２

－１
２
ｐ（ｘ）ｄｘ

＝∫
０

－１
２

（１＋ｘ）ｄｘ＋∫
１
２

０
（１－ｘ）ｄｘ＝３

４．

例２．２．３ 连续型随机变量Ｘ 服从拉普拉斯分布，其概率密度函数为ｐ（ｘ）＝Ａｅ－｜ｘ｜

（－∞＜ｘ＜＋∞），求：
（１）常数Ａ；
（２）Ｘ落在区间（０，１）内的概率；
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（３）Ｐ（Ｘ２＜１）．

解 （１）因为∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１，所以

∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
Ａｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝２Ａ∫

＋∞

０
ｅ－ｘｄｘ＝２ＡΓ（１）＝２Ａ＝１，解得Ａ＝１

２．

（２）Ｐ（０＜Ｘ＜１）＝∫
１

０

１
２ｅ

－｜ｘ｜ｄｘ＝１
２∫

１

０
ｅ－ｘｄｘ＝１

２
（１－ｅ－１）．

（３）Ｐ（Ｘ２＜１）＝Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＝∫
１

－１

１
２ｅ

－｜ｘ｜ｄｘ＝１
２
·２∫

１

０
ｅ－ｘｄｘ＝１－ｅ－１．

２．利用连续型随机变量的概率密度计算概率
例２．２．４ 在数值计算中，由于四舍五入引起的误差Ｘ服从均匀分布．如果小数点后面第

５位按四舍五入处理，求误差在０００００３和０００００６之间的概率．
解 由题意知，误差Ｘ在［－０００００５，０００００５］上服从均匀分布，其概率分布密度函数

为 ｐ（ｘ）＝
１００００， －０００００５＜ｘ＜０００００５，

０， 其他｛ ．

所以所求概率为Ｐ（０００００３≤Ｘ≤０００００６）＝∫
０００００６

０００００３
１００００ｄｘ＝０３．

例２．２．５ 设随机变量Ｙ在［０，５］上服从均匀分布，求方程４ｘ２＋４Ｙｘ＋２＝０有实根的
概率．
解 在方程４ｘ２＋４Ｙｘ＋２＝０中ｘ是未知数，Ｙ是随机变量，一旦它取定了值，那么方程

就是已知系数的二次方程．问题是要使方程有实根而Ｙ 在它的取值范围内的概率有多大．由
题意知，Ｙ在［０，５］上服从均匀分布，则其概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝
１
５
，０≤ｘ≤５，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
方程有实根当且仅当Δ≥０，即（４Ｙ）２－４×４×２≥０，Ｙ２≥２，所以所求概率为

Ｐ（Ｙ２≥２）＝Ｐ（Ｙ≥槡２或Ｙ≤ 槡－ ２）＝Ｐ（Ｙ≥槡２）＋Ｐ（Ｙ≤ 槡－ ２）

＝∫
槡－ ２

－∞
Ｐ（ｘ）ｄｘ＋∫

＋∞

槡２
Ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

５

槡２

１
５ｄｘ＝１－槡２

５．

例２．２．６ 某仪器袋有３只独立工作的同型号电子元件，其寿命都是服从参数λ＝ １
６００
的

指数分布．求仪器在使用的最初２００ｈ内至少有一只电子元件损坏的概率．
解 设Ｘ表示仪器在使用的最初２００ｈ内３只元件中损坏的只数，则Ｘ～Ｂ（３，ｐ），其中

ｐ表示在最初的２００ｈ内每只元件损坏的概率．另设Ｙ 表示每只元件的寿命，则由题意知

Ｙ～Γ １，１（ ）６００
，其概率密度函数为ｐ（ｙ）＝

１
６００ｅ

－ ｙ
６００，ｙ＞０，

０， ｙ≤０
烅
烄

烆 ，

因此

Ｐ＝Ｐ（Ｙ≤２００）＝∫
２００

－∞
ｐ（ｙ）ｄｙ＝∫

２００

０

１
６００ｅ

－ ｙ
６００ｄｙ＝１－ｅ－１

３．

所以Ｘ～Ｂ（３，１－ｅ－１
３），故所求概率为
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Ｐ（Ｘ≥１）＝１－Ｐ（Ｘ＝０）＝１－Ｃ０
３（１－ｅ－１

３）０（ｅ－１
３）３＝１－ｅ－１．

注 本题牵涉到两个随机变量，其中一个分布的未知参数要借助另一个随机变量的概率

密度函数求出；而解此题的关键是能够理解随机变量Ｘ服从二项分布．

例２．２．７ 设某类日光灯管的使用寿命服从参数λ＝ １
２０００
的指数分布．

（１）任取一根灯管，求能正常使用１０００ｈ以上的概率；
（２）任取一根灯管，已正常使用了１０００ｈ，求还能使用１０００ｈ以上的概率．

解 设 Ｘ 表示灯管的使用寿命，则 Ｘ ～Γ １，１（ ）２０００
，其概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄
烆 ，

λ＝ １
２０００．

（１）Ｐ（Ｘ＞１０００）＝１－Ｐ（Ｘ≤１０００）＝１－∫
１０００

０
λｅ－λｘｄｘ

＝１－（１－ｅ－１０００λ）＝ｅ－１
２≈０６０７．

（２）Ｐ（Ｘ＞２０００｜Ｘ＞１０００）＝Ｐ（Ｘ＞２０００，Ｘ＞１０００）
Ｐ（Ｘ＞１０００） ＝Ｐ（Ｘ＞２０００）

Ｐ（Ｘ＞１０００）

＝１－Ｐ（Ｘ≤２０００）
１－Ｐ（Ｘ≤１０００）＝ｅ

－１
２≈０６０７．

注 由本题看出，任取一根灯管，能正常使用１０００ｈ以上的概率，与在已经正常使用了

１０００ｈ的情况下，还能再正常使用１０００ｈ以上的概率相等，均为０６０７．这是指数分布的一
个有趣的“无记忆性”或“无后效性”，即只要Ｘ服从指数分布，则对任意的ｓ＞０，ｔ＞０有

Ｐ（Ｘ＞ｓ＋ｔ｜Ｘ＞ｓ）＝Ｐ（Ｘ＞ｔ）．
例２．２．８ 某公共汽车站从上午７时起每１５ｍｉｎ发一班车，即在７：００，７：１５，７：３０，⋯有

汽车发出．如果乘客到达此汽车站的时间Ｘ是在７：００～７：３０内的均匀随机变量，求乘客在车
站等候不到５ｍｉｎ的概率．
解 若将７：００作为时间的起点，则Ｘ服从区间［０，３０］上的均匀分布，其概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝
１
３０
，０≤ｘ≤３０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
为了使等候的时间不到５ｍｉｎ，乘客要在７：１０～７：１５之间或７：２５～

７：３０之间到汽车站，所以所求概率为

Ｐ（１０＜Ｘ＜１５）＋Ｐ（２５＜Ｘ＜３０）＝∫
１５

１０

１
３０ｄｘ＋∫

３０

２５

１
３０ｄｘ＝１

３．

例２．２．９ 设ｐ（ｘ）＝（ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ）－１（－∞＜ｘ＜＋∞），为使ｐ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的
概率密度函数，系数ａ，ｂ，ｃ必须满足什么条件？
解 设ｈ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．
（１）若ｐ（ｘ）为概率密度函数，则ｐ（ｘ）≥０，因此必有ｈ（ｘ）＞０．

由ｈ′（ｘ）＝２ａｘ＋ｂ，ｈ″（ｘ）＝２ａ，当ｈ″（ｘ）＝２ａ＞０时，ｈ（ｘ）有最小值ｃ－ｂ２

４ａ．所以当且

仅当ａ＞０，ｃ－ｂ２

４ａ＞０时，
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ｈ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０，ｐ（ｘ）＝（ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ）－１＞０．

（２）若ｐ（ｘ）为概率密度函数，则∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１．

而∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞

１
ａ

ｄｘ－ｂ
２（ ）ａ

ｘ－ｂ
２（ ）ａ

２

＋ ４ａｃ－ｂ槡 ２

２（ ）ａ

２

＝ ２
４ａｃ－ｂ槡 ２ａｒｃｔａｎ

２ａ
４ａｃ－ｂ槡 ２ ｘ－ｂ

２（ ）ａ
＋∞

－∞

＝ ２π
４ａｃ－ｂ槡 ２
，

因此，４ａｃ－ｂ２＝４π２．

综上所述，当ａ＞０，ｃ－ｂ２

４ａ＞０，４ａｃ－ｂ２＝４π２时，ｐ（ｘ）为（－∞，＋∞）上的概率密度函

数．

同步练习２．２
１．连续型随机变量Ｘ服从马克思维尔分布，其概率密度函数为

ｐ（ｘ）＝ Ａｘ２ｅ－ｘ２
ｂ， ｘ＞０，

０
烅
烄

烆 ， 其他，
（ｂ＞０）．求常数Ａ．

２．设随机变量Ｘ′的概率密度为ｐ（ｘ）＝ ｋ
ｅ－ｘ＋ｅｘ（－∞＜ｘ＜＋∞）．求：

（１）常数ｋ；（２）Ｐ ０＜Ｘ＜１
２（ ）ｌｎ３ ．

３．设随机变量Ｙ在区间［１，６］上服从均匀分布，求方程ｘ２＋Ｙｘ＋１＝０有实根的概率．
４．设随机变量Ｘ在［２，６］上服从均匀分布，现对Ｘ进行三次独立观察，求至少有两次观
测值大于３的概率．

５．设随机变量Ｘ的概率密度函数为ｐ（ｘ）＝
３ｘ２，０＜ｘ＜１，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

Ｙ表示对Ｘ的三次独立重

复观察中事件“Ｘ≤１
２
”出现的次数，求：

（１）“Ｘ≤１
２
”至少出现一次的概率；（２）“Ｘ≤１

２
”恰好出现两次的概率．

６．某市每小时消耗的电力Ｘ是服从参数为α＝３，β＝１
２
的Γ分布的随机变量，假如每小

时向该市供应１２００万度电力，该城市仍电力不足的概率是多少？

７．设带有３颗炸弹的轰炸机向敌方某铁路投弹，某炸弹落在铁路两旁４０ｍ以内，将导致
铁路交通受到破坏，在一定投弹准确度下，弹着点到铁路的距离Ｘ的密度函数为
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ｐ（ｘ）＝

１００＋ｘ
１０００００
， －１００＜ｘ＜０，

１００－ｘ
１０００００
；０≤ｘ＜１００，

０， 其他

烅

烄

烆 ．
若３颗炸弹全部使用，问敌方铁路交通受到破坏的概率是多大？

同步练习２．２参考答案

１．Ａ＝ ４
ｂ π槡ｂ

．

２．（１）ｋ＝２
π．（２）Ｐ ０＜Ｘ＜１

２（ ）ｌｎ３ ＝１
６．

３．Ｐ（Ｙ≥２）＋Ｐ（Ｙ≤－２）＝４
５．

４．设Ｙ表示三次独立观测中事件“Ｘ＞３”出现的次数，Ｙ～Ｂ ３，（ ）３４ ，Ｐ（Ｙ≥２）＝２７
３２．

５．（１）１６９５１２．（２）２１５１２．

６．Ｐ（Ｘ＞１２）＝∫
＋∞

１２

１
１６ｘ

２ｅ－ｘ
２ｄｘ＝２５ｅ－６≈００６０２．

７．Ｐ（－４０＜Ｘ＜４０）＝０６４，
所求概率为１－（１－０６４）３＝０９５３３．

２．３ 随机变量的分布函数与随机变量函数的分布

２．３．１ 知识要点

１．分布函数

定义：设Ｘ是一随机变量，如果记Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ），则称Ｆ（ｘ）为随机变量Ｘ的分布函
数．
性质：①０≤Ｆ（ｘ）≤１（－∞＜ｘ＜＋∞）；

②ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１；

③Ｆ（ｘ）是ｘ的不减函数，即对于任意的二实数ｘ１＜ｘ２，总有Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）．

２．离散型随机变量的分布函数

设离散型随机变量Ｘ的概率分布为Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ（ｋ＝１，２，⋯），则其分布函数为Ｆ（ｘ）

＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝∑
ｘｋ≤ｘ

ｐｋ．

离散型随机变量Ｘ的分布函数的图形是一阶梯形曲线．
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３．连续型随机变量的分布函数

设连续型随机变量Ｘ的概率密度函数为ｐ（ｘ），则其分布函数为Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｐ（ｔ）ｄｔ．

注 如果ｐ（ｘ）在点ｘ处连续，则有Ｆ′（ｘ）＝ｐ（ｘ）．

４．正态随机变量的概率计算

①标准正态分布的分布函数：如果Ｘ～Ｎ（０，１），则其分布函数为

Φ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２

２ｄｔ（－∞＜ｘ＜＋∞）．

②标准正态分布的分布函数的性质：

１°Φ（－ｘ）＝１－Φ（ｘ）；

２°设Ｘ～Ｎ（０，１），ｘ≥０，则有

Ｐ（｜Ｘ｜≥ｘ）＝２Φ（－ｘ），Ｐ（｜Ｘ｜≤ｘ）＝２Φ（ｘ）－１；

３°设Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），则有

Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝Φ ｂ－μ（ ）σ －Φ ａ－μ（ ）σ ．

服从正态分布Ｎ（μ，σ
２）的随机变量Ｘ落在任意区间（ａ，ｂ）中的概率Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）均可

由上述Φ（ｘ）的性质和标准正态分布表计算得出．

５．随机变量函数的分布

①随机变量的函数定义：设ｆ（ｘ）是定义在随机变量Ｘ一切可能取值集合上的函数，如果
当随机变量Ｘ取值ｘ时，随机变量Ｙ就取值ｙ＝ｆ（ｘ），则称Ｙ为随机变量Ｘ的函数．记为Ｙ
＝ｆ（Ｘ）．

②离散型随机变量函数的分布：设Ｘ 是离散型随机变量，其概率分布为：Ｙ＝ｆ（ｘ）是随
机变量Ｘ的函数．

Ｘ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ⋯ ｘｋ ⋯

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ） ｐ１ ｐ２ ｐ３ ⋯ ｐｋ ⋯
．

若ｆ（ｘ１），ｆ（ｘ２），ｆ（ｘ３），⋯，ｆ（ｘｋ）互不相等，记ｙｉ＝ｆ（ｘｉ）（ｉ＝１，２，⋯），则Ｙ 的概率分

布为

Ｙ ｙ１ ｙ２ ｙ３ ⋯ ｙｋ ⋯

Ｐ（Ｙ＝ｙｋ） ｐ１ ｐ２ ｐ３ ⋯ ｐｋ ⋯
．

若ｆ（ｘ１），ｆ（ｘ２），ｆ（ｘ３），⋯，ｆ（ｘｋ）不是互不相等的，应把那些相等的值分别合并，并根

据概率的加法公式把相应的ｐｋ相加，得到Ｙ的概率分布．

③连续型随机变量函数的分布：设连续型随机变量Ｘ 的概率密度为ｐＸ（ｘ），函数ｙ＝ｆ
（ｘ）处处可导，且对任意的ｘ有ｆ′（ｘ）＞０（或ｆ′（ｘ）＜０），则随机变量Ｘ的函数Ｙ＝ｆ（Ｘ）也
是一个连续型随机变量，其概率密度为．

ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ（ｇ（ｙ））·｜ｇ′（ｙ）｜，α＜ｙ＜β，

０， 其他
烅
烄
烆 ．
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其中ｇ（ｙ）是ｆ（ｘ）的反函数，

α＝ｍｉｎ｛ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）｝，β＝ｍａｘ｛ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）｝．

２．３．２ 典型题型解析

１．有关分布函数性质的问题
例２．３．１ 下列函数中，哪些可以作为随机变量的分布函数？

（１）Ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｘ２； （２）Ｆ（ｘ）＝３

４＋１
２πａｒｃｔａｎｘ；

（３）Ｆ（ｘ）＝ｅ－ｅ－ｘ
； （４）Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

１
２ｘ３＋１

２
， －１≤ｘ＜１，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 １．

解 （１）因为ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
１＋ｘ２＝０≠１，所以Ｆ（ｘ）不是分布函数．

（２）因为ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

３
４＋１

２πａｒｃｔａｎ（ ）ｘ ＝３
４＋１

２π －π（ ）２ ＝１
２≠０，所以，Ｆ（ｘ）不是

分布函数．
（３）Ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内连续；

因为Ｆ′（ｘ）＝ｅ－ｘ·ｅ－ｅ－ｘ

＞０，所以Ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内单调增加；

ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｅ－ｅ－ｘ

＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅ－ｅ－ｘ

＝１．

综上所述，Ｆ（ｘ）＝ｅ－ｅ－ｘ
可以作为随机变量的分布函数．

（４）ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１；

Ｆ′（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

３
２ｘ２， －１＜ｘ＜１，

０， ｘ≥

烅

烄

烆 １．
在（－１，１）内Ｆ′（ｘ）＞０，所以Ｆ（ｘ）在（－１，１）内单调增加；且

ｌｉｍ
ｘ→－１＋

Ｆ（ｘ）＝０＝Ｆ（－１），ｌｉｍ
ｘ→１＋

Ｆ（ｘ）＝１＝Ｆ（１）．

综上所述，Ｆ（ｘ）可以作为随机变量的分布函数．
注 解此类题的关键是，检验函数Ｆ（ｘ）是否满足分布函数的基本性质．
２．已知概率分布（或概率密度）求分布函数

例２．３．２ 已知随机变量Ｘ的概率分布为
Ｘ －１ ２ ３

Ｐ １
６

２
６

３
６

．

求：（１）Ｘ的分布函数；

（２）Ｐ Ｘ＜（ ）１２ ，Ｐ １＜Ｘ≤（ ）２３ ，Ｐ（２≤ｘ≤３）．
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解 （１）Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１
１
６
， －１≤ｘ＜２

１
６＋２

６
， ２≤ｘ＜３

１
６＋２

６＋３
６
， ｘ≥

烅

烄

烆 ３

＝

０， ｘ＜－１，

１
６
， －１≤ｘ＜２，

１
２
，２≤ｘ＜３，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 ３．

（２）Ｐ Ｘ＜（ ）１２ ＝Ｆ １
２（ ）－０ ＝∑

ｘｋ＜１
２

Ｐｋ＝
１
６
，

Ｐ １＜ｘ≤（ ）２３ ＝Ｐ Ｘ≤（ ）３２ －Ｐ（Ｘ≤１）＝Ｆ（ ）３２ －Ｆ（１）＝１
６－１

６＝０．

Ｐ（２≤Ｘ≤３）＝Ｐ（Ｘ≤３）－Ｐ（Ｘ＜２）＝Ｆ（３）－Ｆ（２－０）＝１－１
６＝５

６．

注 （１）设离散型随机变量Ｘ的分布为ｐｋ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ），ｋ＝１，２，⋯．则Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｐ（Ｘ的取值不大于ｘ的一切ｘｋ）

＝∑
ｘｋ≤ｘ

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝∑
ｘｋ≤ｘ

ｐｋ．

将此式写成分段函数的形式为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜ｘ１，

ｐ１， ｘ１≤ｘ＜ｘ２，

ｐ１＋ｐ２， ｘ２≤ｘ＜ｘ３，

 

ｐ１＋ｐ２＋⋯＋ｐｎ－１， ｘｎ－１≤ｘ＜ｘｎ，

ｐ１＋ｐ２＋⋯＋ｐｎ－１＋ｐｎ＝１， ｘ≥ｘｎ

烅

烄

烆 ．
（２）ｎ个常用等式

Ｐ（Ｘ＞ｘ）＝１－Ｆ（ｘ），

Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｘ－０），

Ｐ（Ｘ＜ｘ）＝Ｆ（ｘ－０），

Ｐ（Ｘ≥ｘ）＝１－Ｆ（ｘ－０），

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ），

Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝Ｆ（ｂ－０）－Ｆ（ａ），

Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ－０），

Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝Ｆ（ｂ－０）－Ｆ（ａ－０）．

例２．３．３ 设Ｘ的概率密度为ｆ（ｘ）＝
１
２ｃｏｓｘ， －π

２≤ｘ≤π
２
，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
求：（１）分布函数Ｆ（ｘ）；

（２）Ｐ π
４＜Ｘ＜π（ ）３
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解 （１）当ｘ＜－π
２
时，Ｆ（ｘ）＝∫

ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－∞
０ｄｔ＝０；

当－π
２≤ｘ≤π

２
时，Ｆ（ｘ）＝∫

ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

－π
２

１
２ｃｏｓｔｄｔ＝１

２
（１＋ｓｉｎｘ）；

当ｘ＞π
２
时，Ｆ（ｘ）＝∫

ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

π
２

－π
２

１
２ｃｏｓｔｄｔ＝１．

所以分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－π
２
，

１
２
（１＋ｓｉｎｘ）， －π

２≤ｘ≤π
２
，

１， ｘ＞π
２

烅

烄

烆 ．

（２）Ｐ π
４＜Ｘ＜π（ ）３ ＝Ｆ π（ ）３ － π（ ）４ ＝１

２ １＋ｓｉｎπ（ ）３ －１
２ １＋ｓｉｎπ（ ）４

＝１
４
（槡 槡３－ ２）．

注 （１）设连续型随机变量Ｘ的概率密度函数为ｐ（ｘ），则其分布函数为

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｐ（ｔ）ｄｔ．

（２）如果Ｘ为连续型随机变量，概率密度函数为ｐ（ｘ），则

Ｐ（ａ＜Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝Ｐ（ａ≤Ｘ＜ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ

＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）；

Ｐ（Ｘ≤ｂ）＝Ｐ（Ｘ＜ｂ）＝∫
ｂ

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ；

Ｐ（Ｘ≥ａ）＝Ｐ（Ｘ＞ａ）＝１－Ｐ（Ｘ≤ａ）＝１－∫
ａ

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ．

３．已知分布函数求概率分布（或概率密度）
例２．３．４ 设Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，
０３， －１≤ｘ＜０，
０６，０≤ｘ＜１，
０８，１≤ｘ＜３，
１， ｘ≥

烅

烄

烆 ３．
求：（１）Ｘ的概率分布；

（２）Ｐ ５
２＜Ｘ＜（ ）７２ ．

解 （１）Ｘ的可能取值是－１，０，１，３，且ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝Ｆ（ｘｋ）－Ｆ（ｘｋ－０），

Ｐ（Ｘ＝－１）＝Ｆ（－１）－Ｆ（－１－０）＝０３－０＝０３，
Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｆ（０）－Ｆ（０－０）＝０６－０３＝０３，
Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｆ（１）－Ｆ（１－０）＝０８－０６＝０２，
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Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｆ（３）－Ｆ（３－０）＝１－０８＝０２．
所以Ｘ的分布为

Ｘ －１ ０ １ ３

Ｐ ０３ ０３ ０２ ０２
．

（２）解法１ Ｐ ５
２＜Ｘ＜（ ）７２ ＝Ｐ（Ｘ＝３）＝０２

解法２ Ｐ ５
２＜Ｘ＜（ ）７２ ＝Ｆ ７

２（ ）－０ －Ｆ（ ）５２ ＝１－０８＝０２．

注 已知离散型随机变量Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ），求Ｘ的概率分布的方法有：

①Ｘ的可能取值是Ｆ（ｘ）的所有分段点ｘｋ（ｋ＝１，２，⋯）；

②Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝Ｆ（ｘｋ）－Ｆ（ｘｋ－０）（ｋ＝１，２，⋯）．
例２．３．５ 设连续型随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－ａ，

Ａ＋Ｂａｒｃｓｉｎｘ
ａ
， －ａ≤ｘ＜ａ，

１， ｘ≥ａ

烅

烄

烆 ，

这里ａ＞０．

求：（１）常数Ａ和Ｂ；
（２）概率密度函数ｐ（ｘ）．
解 （１）因为Ｘ是连续型随机变量，所以Ｆ（ｘ）连续，在ｘ＝－ａ与ｘ＝ａ处也连续．因此

有 ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→－ａ－

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（－ａ），ｌｉｍ
ｘ→ａ－

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ａ），

即Ａ－π
２Ｂ＝０，Ａ＋π

２Ｂ＝１，解得Ａ＝１
２
，Ｂ＝１

π．

（２）ｐ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ）＝

０， ｘ＜－ａ，

１
π ａ２－ｘ槡 ２

， －ａ＜ｘ＜ａ，

０， ｘ＞ａ

烅

烄

烆 ．
当ｘ＝ａ时

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｆ（ｘ）－Ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋

１－１
ｘ－ａ＝０；

ｌｉｍ
ｘ→ａ－

Ｆ（ｘ）－Ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ－

１
２＋１

πａｒｃｓｉｎ
ｘ
ａ－１

ｘ－ａ

＝ｌｉｍ
ｘ→ａ－

１
πａｒｃｓｉｎ

ｘ
ａ－１

２
ｘ－ａ

＝
（ ）００

ｌｉｍ
ｘ→ａ－

１
π ａ２－ｘ槡 ２＝∞．

因此Ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处不可导；同理，Ｆ（ｘ）在ｘ＝－ａ处也不可导．在这两点上可补充
定义：ｐ（ａ）＝ｐ（－ａ）＝０，在这两点处的函数值并不影响ｐ（ｘ）在区间上的积分值，所以Ｘ的
概率密度为
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ｐ（ｘ）＝
１

π ａ２－ｘ槡 ２
， －ａ＜ｘ＜ａ，

０， 其他

烅
烄

烆 ．
注 已知连续型随机变量Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ），求其概率密度函数．可直接由Ｆ（ｘ）按求

导公式和法则求导，即ｐ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ），在分段点处一律令ｐ（ｘ）＝０．
４．有关正态分布的计算题
例２．３．６ 设Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），求：

（１）Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）；
（２）Ｐ（μ－σ＜Ｘ＜μ＋σ）；
（３）Ｐ（μ－２σ＜Ｘ＜μ＋２σ）；
（４）Ｐ（μ－３σ＜Ｘ＜μ＋３σ）．

解 （１）Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝∫
ｂ

ａ

１
２槡πσ

ｅ－ １
２σ２
（ｘ－μ）

２

ｄｘ．

设ｘ－μ
σ ＝ｔ，ｘ＝μ＋σｔ，ｄｘ＝σｄｔ，则有

Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝∫
ｂ－μ
σ

ａ－μ
σ

１
２槡π

ｅ－１
２ｔ

２

ｄｔ＝Φ ｂ－μ（ ）σ －Φ ａ－μ（ ）σ ．

查标准正态分布表，就可求出这个概率值．
利用（１）题结论，可得：
（２）Ｐ（μ－ａ＜Ｘ＜μ＋ａ）＝Φ（１）－Φ（－１）＝２Φ（１）－１＝０６８２６．
（３）Ｐ（μ－２ａ＜Ｘ＜μ＋ａ）＝Φ（２）－Φ（－２）＝２Φ（２）－１＝０９５４４．
（４）Ｐ（μ－３ａ＜Ｘ＜μ＋３ａ）＝Φ（３）－Φ（－３）＝２Φ（３）－１＝０９９７４．
例２．３．７ 设Ｘ～Ｎ（１０，σ２），Ｐ（１０＜Ｘ＜２０）＝０３，求Ｐ（０＜Ｘ＜１０）

解法１ 因为Ｐ（１０＜Ｘ＜２０）＝Φ ２０－１０（ ）σ －Φ １０－１０（ ）σ ＝Φ １０（ ）σ －Φ（０）

＝Φ １０（ ）σ －１
２＝０３，所以Φ １０（ ）σ ＝０８．

而Ｐ（０＜Ｘ＜１０）＝Φ １０－１０（ ）σ －Φ ０－１０（ ）σ ＝Φ（０）－Φ －１０（ ）σ
＝Φ（０）＋Φ １０（ ）σ －１＝１

２＋０８－１＝０３．

解法２ 因为Ｘ～Ｎ（１０，σ２），所以ｐ（ｘ）曲线关于直线ｘ＝μ＝１０对称，所以在［０，１０］与
［１０，２０］上Ｘ取值的概率相等，因此Ｐ（０＜Ｘ＜１０）＝Ｐ（１０＜Ｘ＜２０）＝０３．
例２．３．８ 设Ｘ～Ｎ（１０８，９），求：
（１）Ｐ（１０１１＜Ｘ＜１１７６）；
（２）求常数ａ，使Ｐ（Ｘ＜ａ）＝０９０；
（３）求常数ａ，使Ｐ（｜Ｘ－ａ｜＞ａ）＝００１．

解 （１）Ｐ（１０１１＜Ｘ＜１１７６）＝Φ １１７６－１０８（ ）３ －Φ １０１１－１０８（ ）３
＝Φ（３２）－Φ（－２３）＝Φ（３２）＋Φ（２３）－１＝０９９９５＋０９８９３－１＝０９８８８．

１５第２章 随机变量及其分布



（２）Ｐ（Ｘ＜ａ）＝Φ ａ－１０８（ ）３ ＝０９０．

查表知Φ（１２９）≈０９０，所以ａ－１０８
３ ＝１２９，即ａ＝１１２１７．

（３）Ｐ（｜Ｘ－ａ｜＞ａ）＝Ｐ（Ｘ＞２ａ）＋Ｐ（Ｘ＜０）＝１－Ｐ（Ｘ≤２ａ）＋Ｐ（Ｘ＜０）

＝１－Φ ２ａ－１０８（ ）３ ＝００１，

即 Φ ２ａ－１０８（ ）３ ＝０９９．

查表得２ａ－１０８
３ ≈２３３，所以ａ＝５７４．

例２．３．９ 设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１００），求在１００次独立试验中，至少有３次Ｘ的绝对值
大于１９６的概率．
解 设随机变量Ｙ表示１００次独立试验中Ｘ的绝对值大于１９６的次数，则Ｙ～Ｂ（１００，

ｐ），其中ｐ为每次试验中Ｘ的绝对值大于１９６的概率．
因为Ｘ～Ｎ（０，１００），所以

Ｐ（｜Ｘ｜＞１９６）＝Ｐ（Ｘ＞１９６）＋ｐ（Ｘ＜－１９６）
＝１－Ｆ（１９６）＋Ｆ（－１９６）＝１－Φ（１９６）＋Φ（－１９６）
＝２－２Φ（１９６）＝２－２×０９７５０＝００５．

即 Ｙ～Ｂ（１００，００５），因此
ｐ（Ｙ≥３）＝１－ｐ（Ｙ＜３）

＝１－Ｐ（Ｙ＝０）－Ｐ（Ｙ＝１）－Ｐ（Ｙ＝２）
＝１－０９５１００－Ｃ１

１００（０９５）９９（００５）１－Ｃ２
１００（０９５）９８（００５）２．

由于ｎ很大，ｐ很小，ｎｐ＝λ＝５，所以由Ｐｏｉｓｓｏｎ定理有
Ｐ（Ｙ≥３）＝１－Ｐ（Ｙ＜３）＝１－Ｐ（Ｙ＝０）－Ｐ（Ｙ＝１）－Ｐ（Ｙ＝２）

≈１－ｅ－５－５ｅ－５－２５
２ｅ－５＝０８７．

注 在正态随机变量的概率计算中，经常用到下列几个重要等式：

①Ｐ（ａ＜Ｘ＜ｂ）＝Φ ｂ－μ（ ）σ － ａ－μ（ ）σ
；

②Ｐ（Ｘ＜ｂ）＝Φ ｂ－μ（ ）σ
；

③Ｐ（Ｘ＞ａ）＝１－Φ ａ－μ（ ）σ
；

④Φ（－ｘ）＝１－Φ（ｘ）．
５．有关随机变量函数分布的计算题

例２．３．１０ 设随机变量Ｘ的概率分布为
Ｘ －２ ０ ２ ３

Ｐ １
７

１
７

３
７

２
７

．

求：（１）Ｙ＝３Ｘ的概率分布；
（２）Ｙ＝Ｘ２的概率分布．

解 （１）Ｙ＝３Ｘ的概率分布为
Ｙ －６ ０ ６ ９

Ｐ １
７

１
７

３
７

２
７

；
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（２）Ｙ＝Ｘ２的概率分布为
Ｙ ０ ４ ９

Ｐ １
７

４
７

２
７

．

例２．３．１１ 设随机变量Ｘ的概率分布为
Ｘ １ ２ ⋯ ｎ ⋯

Ｐ １
２

１
２２ ⋯ １

２ｎ ⋯
，

求Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 的概率分布．

解 因为ｓｉｎ ｎ
２（ ）π ＝

－１， ｎ＝４ｋ－１，

０， ｎ＝２ｋ，

１， ｎ＝４ｋ－３
烅
烄

烆 ，

其中ｋ＝１，２，⋯．

所以Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 有三个可能值－１，０，１

Ｐ（Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＝３）＋Ｐ（Ｘ＝７）＋Ｐ（Ｘ＝１１）＋⋯

＝１
２３＋

１
２７＋

１
２１１＋⋯＝

１
２３

１－１
２４

＝２
１５．

Ｐ（Ｙ＝０）＝Ｐ（Ｘ＝２）＋Ｐ（Ｘ＝４）＋Ｐ（Ｘ＝６）＋⋯

＝１
２２＋

１
２４＋

１
２６＋⋯＝

１
２２

１－１
２２

＝１
３．

Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝５）＋Ｐ（Ｘ＝９）＋⋯

＝１
２＋１

２５＋
１
２９＋⋯＝

１
２

１－１
２４

＝８
１５．

所以Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 的概率分布为

Ｙ －１ ０ １

Ｐ ２
１５

１
３

８
１５

，

注 在求离散型随机变量函数的分布时，关键是通过Ｙ＝ｆ（ｘ）找出Ｙ所有可能的取值，
然后分别通过对应的Ｘ的取值来确定Ｙ取这些值的概率．
例２．３．１２ 已知随机变量Ｘ～Ｎ（０，１）．求Ｙ＝－Ｘ的概率密度函数．

解法１ 函数ｙ＝－ｘ在（－∞，＋∞）上单调可导，反函数为ｘ＝－ｙ，ｄｘｄｙ＝－１≠０．所以

Ｙ的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝φ（－ｙ）·｜－１｜＝φ（－ｙ）＝
１
２槡π

ｅ－
（－ｙ）

２

２

＝ １
２槡π

ｅ－ｙ
２

２（－∞＜ｙ＜＋∞）．

解法２ ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（－Ｘ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ≥－ｙ）
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＝１－Φ（－ｙ）＝Φ（ｙ）．

所以ｐｙ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝Φ′（ｙ）＝φ（ｙ）＝
１
２槡π

ｅ－ｙ
２

２（－∞＜ｙ＜＋∞）．

例２．３．１３ 设随机变量Ｘ在区间［０，π］上服从均匀分布，求Ｙ＝ｓｉｎＸ的概率密度函数．
解 因为ｙ＝ｓｉｎｘ在［０，π］上不单调，所以只能用分布函数法先求ＦＹ（ｙ），再求导得

ｐＹ（ｙ）．
当ｙ＜０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝０．

当０≤ｙ＜１时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｓｉｎＸ≤ｙ）＝∫
ａｒｃｓｉｎｙ

０

１
πｄｘ＋∫

π

π－ａｒｃｓｉｎｙ

１
πｄｘ

＝２
πａｒｃｓｉｎｙ．

当ｙ≥１时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｓｉｎＸ≤ｙ）＝１．
对分布函数求导得到Ｙ的概率密度函数

ｐＹ（ｙ）＝
２

π １－ｙ槡 ２
，０＜ｙ＜１，

０， 其他

烅
烄

烆 ．
例２．３．１４ 设随机变量Ｘ的概率密度为ｐＸ（ｘ），求下列随机变量Ｙ的概率密度：

（１）Ｙ＝Ｘ２；（２）Ｙ＝｜Ｘ｜；（３）Ｙ＝１
Ｘ

解 （１）因为ｙ＝ｘ２在（－∞，＋∞）内不是单调函数，所以用分布函数法．
当ｙ≤０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ２≤ｙ）＝Ｐ（）＝０；

当ｙ＞０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｘ２≤ｙ）＝Ｐ（－槡ｙ≤Ｘ≤ｙ）

＝ＦＸ（槡ｙ）－ＦＸ（－槡ｙ）．
所以Ｙ＝Ｘ２的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ（槡ｙ）＋ｐＰＸ（－槡ｙ）

２槡ｙ
，ｙ＞０，

０， 其他

烅
烄

烆 ．
（２）当ｙ≤０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（｜Ｘ｜≤ｙ）＝Ｐ（）＝０．
当ｙ＞０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（－ｙ≤Ｘ≤ｙ）＝Ｆｘ（ｙ）－ＦＸ（－ｙ）．
所以Ｙ＝｜Ｘ｜的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ（ｙ）＋ｐＸ（－ｙ），ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

（３）当ｙ＞０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ １
Ｘ≤（ ）０ ＋Ｐ ０＜１

Ｘ≤（ ）ｙ
＝Ｐ（Ｘ＜０）＋Ｐ Ｘ≥１（ ）ｙ
＝ＦＸ（０）＋１－ＦＸ

１（ ）ｙ ．
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当ｙ＜０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ １
ｙ≤Ｘ＜（ ）０ ＝ＦＸ（０）－ＦＸ

１（ ）ｙ ．

当ｙ＝０时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ １
Ｘ≤（ ）０ ＝Ｐ（Ｘ＜０）＝ＦＸ（０）．

所以Ｙ＝１
ｘ
的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
１
ｙ２ｐＸ

１（ ）ｙ ，ｙ≠０，

０， ｙ
烅
烄

烆 ＝０．
例２．３．１５ 设随机变量Ｘ在［１，２］上服从均匀分布．求：
（１）Ｙ＝ｅ２Ｘ的概率密度函数；

（２）Ｙ＝－２ｌｎＸ的概率密度函数．

解 （１）ｙ＝ｅ２ｘ，ｙ′＝２ｅ２ｘ＞０，ｘ＝ｇ（ｙ）＝１
２ｌｎｙ，ｇ′（ｙ）＝１

２ｙ
，

α＝ｍｉｎ｛ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｅ２ｘ，ｌｉｍ
ｘ→２－

ｅ２ｘ｝＝ｍｉｎ｛ｅ２，ｅ４｝＝ｅ２，

β＝ｍａｘ｛ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｅ２ｘ，ｌｉｍ
ｘ→２－

ｅ２ｘ｝＝ｍａｘ｛ｅ２，ｅ４｝＝ｅ４，

所以由公式可得Ｙ＝ｅ２Ｘ的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ（ｇ（ｙ））·｜ｇ′（ｙ）｜，α≤ｙ≤β，

０
烅
烄
烆 ， 其他

＝
１
２ｙ
，ｅ２≤ｙ≤ｅ４，

０， 其他
烅
烄

烆 ．

（２）ｙ＝－２ｌｎｘ，ｙ′＝－２
ｘ＜０（１≤ｘ≤２），ｘ＝ｇ（ｙ）＝ｅ－ｙ

２，ｇ′（ｙ）＝－１
２ｅ

－ｙ
２，

α＝ｍｉｎ｛ｌｉｍ
ｘ→１＋
（－２ｌｎｘ），ｌｉｍ

ｘ→２－
（－２ｌｎｘ）｝＝ｍｉｎ ０，ｌｎ｛ ｝１４ ＝ｌｎ１

４
，

β＝ｍａｘ｛ｌｉｍ
ｘ→１＋
（－２ｌｎｘ），ｌｉｍ

ｘ→２－
（－２ｌｎｘ）｝＝ｍａｘ ０，ｌｎ｛ ｝１４ ＝０，

所以由公式可得Ｙ＝－２ｌｎＸ的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐｘ（ｇ（ｙ））·｜ｇ′（ｙ）｜，α≤ｙ≤β，

０
烅
烄
烆 ， 其他

＝
１
２ｅ

－ｙ
２，ｌｎ１

４≤ｙ≤０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
注 求连续型随机变量函数的概率密度函数有如下两种方法．
方法一：公式法．
如果函数ｙ＝ｆ（ｘ）是单调可导函数，且ｆ′（ｘ）≠０，则Ｙ＝ｆ（Ｘ）的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐｘ（ｇ（ｙ））·｜ｇ′（ｙ）｜，α＜ｙ＜β，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

其中ｇ（ｙ）是ｆ（ｘ）的反函数，α＝ｍｉｎ｛ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）｝，
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β＝ｍａｘ｛ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）｝．
特别地，如果ｐＸ（ｘ）在有限区间［ａ，ｂ］以外等于零．则

α＝ｍｉｎ｛ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）｝，

β＝ｍａｘ｛ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→ｂ－

ｆ（ｘ）｝．

方法二：分布函数法．
先求Ｙ的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（ｆ（ｘ）≤ｙ）．
再对上式两边求导，即可求出Ｙ的概率密度函数ｐＹ（ｙ）．
例２．３．１６ 对圆的直径做近似测量，设其值均匀分布在区间［ａ，ｂ］内，求圆面积的概率密

度函数．

解 设随机变量Ｘ表示圆的直径，Ｙ表示圆的面积，则Ｙ＝１
４πＸ２．

Ｘ的概率密度函数为ｐＸ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
，ａ≤ｘ≤ｂ，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

（ａ＞０，ｂ＞０）．

ｙ＝１
４πｘ２，ｙ′＝１

２πｘ＞０（ａ≤ｘ≤ｂ），ｘ＝ｇ（ｙ）＝ ４ｙ槡π
，

ｘ′＝ｇ′（ｙ）＝ １
π槡ｙ
，α＝ｍｉｎ ｌｉｍ

ｘ→ａ＋

１
４πｘ２，ｌｉｍ

ｘ→ｂ－

１
４πｘ｛ ｝２ ＝１

４πａ２，

β＝ｍａｘ ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

１
４πｘ２，ｌｉｍ

ｘ→ｂ－

１
４πｘ｛ ｝２ ＝１

４πｂ２，

所以由公式可得圆面积Ｙ的概率密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ（ｇ（ｙ））·｜ｇ′（ｙ）｜，α≤ｙ≤β，

０
烅
烄
烆 ， 其他

＝
１

（ｂ－ａ） π槡ｙ
， １

４πａ２≤ｙ≤１
４πｂ２，

０， 其他

烅
烄

烆 ．

例２．３．１７ 已知随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝２
π

１
ｅｘ＋ｅ－ｘ（－∞＜ｘ＜＋∞）．

求Ｙ＝ｆ（Ｘ）的概率分布，其中ｆ（ｘ）＝
－１， ｘ＜０，

１， ｘ≥｛ ０．
解 Ｙ的可能取值为－１，１，

Ｐ（Ｙ＝－１）＝Ｐ（Ｘ＜０）＝∫
０

－∞

２
π

１
ｅｘ＋ｅ－ｘｄｘ＝２

π∫
０

－∞

ｅｘ

１＋ｅ２ｘｄｘ

＝２
πａｒｃｔａｎｅｘ

０

－∞
＝１
２
，

Ｐ（Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ≥０）＝∫
＋∞

０

２
π

１
ｅｘ＋ｅ－ｘｄｘ＝２

π∫
＋∞

０

ｅｘ

１＋ｅ２ｘｄｘ

＝２
πａｒｃｔａｎｅｘ

＋∞

０
＝１
２．
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所以Ｙ的概率分布为
Ｙ －１ １

Ｐ １
２

１
２

．

注 此题说明，连续型随机变量的函数可以是离散型随机变量．

同步练习２．３
１．下列四个函数，哪个不能作为随机变量的分布函数？

（１）Ｆ１（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

ｘ２

２
，０≤ｘ＜１，

１， ｘ≥１

烅

烄

烆 ；

（２）Ｆ２（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

１
３
，０≤ｘ＜１，

１
２
，１≤ｘ＜２，

１， ｘ≥２

烅

烄

烆 ；

（３）Ｆ３（ｘ）＝
ｌｎ（１＋ｘ）
１＋ｘ
， ｘ≥１，

０， ｘ＜１
烅
烄

烆 ；

（４）Ｆ４（ｘ）＝
１－ｅ－ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０．

２．袋中有标号为－１，１，１，２，２，２的６个球，从中任取一球，设Ｘ表示所得球的标号．求：
（１）Ｘ的概率分布；
（２）Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ）；

（３）Ｐ Ｘ≤（ ）１２ ，Ｐ １＜Ｘ≤（ ）３２ ，Ｐ １≤Ｘ≤（ ）３２ ．

３．设随机变量Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

１
４
， －１≤ｘ＜０，

３
４
，０≤ｘ＜１，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 １．
求Ｘ的概率分布．
４．设连续型随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

Ａ， ｘ＜０，

Ｂｘ２， ０≤ｘ＜１，

Ｃｘ－１
２ｘ２－１，１≤ｘ＜２，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 ２．
求：（１）常数Ａ、Ｂ、Ｃ的值；
（２）Ｘ的概率密度函数；

（３）Ｐ Ｘ＞（ ）１２ ．

５．设连续型随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝
Ａｘ２ｅ－２ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄
烆 ０．

求：（１）常数Ａ的值；
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（２）Ｘ的分布函数；

（３）Ｐ ０＜Ｘ＜（ ）１２ ．

６．由某机器生产的螺栓的长度服从参数μ＝１００５，σ＝００６的正态分布，规定长度在

１００５±０１２内为合格．求一螺栓为不合格品的概率．
７．某高校抽样调查结果表明，考生的外语成绩服从参数μ＝７２的正态分布，９６分以上的
考生占总数的２３％．求考生的外语成绩在６０分至８４分之间的概率．

８．设连续型随机变量Ｘ～Ｎ（３，２２）．
（１）求Ｐ（｜Ｘ｜＞２）；
（２）决定ｃ，使得Ｐ（Ｘ＞ｃ）＝Ｐ（Ｘ≤ｃ）．
９．设离散型随机变量的概率分布为

Ｘ －２ －１
２ ０ ２ ４

Ｐ １
８

１
４

１
８

１
６

１
３

．

求：（１）Ｘ＋２；（２）－Ｘ＋１；（３）Ｘ２的概率分布．
１０．设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１）．求Ｙ＝｜Ｘ｜的概率密度．

１１．随机变量Ｘ 的概率密度函数为ｐＸ（ｘ）＝
３ｘ２，０＜ｘ＜１，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

求Ｙ＝１
Ｘ
的分布函数

ＦＹ（ｙ）和概率密度．

１２．设随机变量Ｘ的概率密度ｐＸ（ｘ）＝
１，０≤ｘ≤１，

０， 其他｛ ．
求Ｙ＝３Ｘ＋１的概率密度．

１３．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐＸ（ｘ）＝
２
π２ｘ，０＜ｘ＜π，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
求Ｙ＝ｓｉｎＸ的概率密度．

１４．设电流Ｉ是一个随机变量，它均匀分布在９～１１Ａ之间，此电流通过２Ω的电阻时消
耗的功率Ｗ＝２Ｉ２．求Ｗ 的概率密度．

同步练习２．３参考答案

１．Ｆ３（ｘ）．

２．（１）
Ｘ －１ １ ２

Ｐ １
６

１
３

１
２

．

（２）Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

１
６
， －１≤ｘ＜１，

１
２
，１≤ｘ＜２，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 ２．

（３）Ｐ Ｘ≤（ ）１２ ＝１
６
，Ｐ １＜Ｘ≤（ ）３２ ＝０，Ｐ １≤Ｘ≤（ ）３２ ＝１

３．
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３．
Ｘ －１ ０ １

Ｐ １
４

１
２

１
４

．

４．（１）Ａ＝０，Ｂ＝１
２
，Ｃ＝２．

（２）ｐ（ｘ）＝
ｘ， ０＜ｘ＜１，

２－ｘ，１≤ｘ＜２
０， 其他

烅
烄

烆 ．

（３）Ｐ Ｘ＞（ ）１２ ＝７
８．

５．（１）因为∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

０
Ａｘ２ｅ－２ｘｄｘ＝２ＡΓ（２）

８ ＝１，所以Ａ＝４．

（２）Ｆ（ｘ）＝
１－（２ｘ２＋２ｘ＋１）ｅ－２ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄
烆 ０．

（３）Ｐ ０＜Ｘ＜（ ）１２ ＝Ｆ（ ）１２ －Ｆ（０）＝１－５
２ｅ．

６．Ｐ＝１－Ｐ（１００５－０１２＜Ｘ＜１００５＋０１２）

＝１－Φ（２）＋Φ（－２）

＝００４５６．
７．σ＝１２，Ｐ（６０≤Ｘ≤８４）＝Φ（１）－Φ（－１）＝０６８２．

８．（１）Ｐ（｜Ｘ｜＞２）＝１－Ｐ（｜Ｘ｜≤２）＝１－ Φ －（ ）１２ －Φ －（ ）（ ）５
２ ＝０６９２７．

（２）ｃ＝３．

９．（１）
Ｘ＋２ ０ ３

２ ２ ４ ６

Ｐ １
８

１
４

１
８

１
６

１
３

．

（２）
－Ｘ＋１ ３ ３

２ １ －１ －３

Ｐ １
８

１
４

１
８

１
６

１
３

．

（３）
Ｘ２ ０ １

４ ４ １６

Ｐ １
８

１
４

７
２４

１
３

．

１０．ｐＹ（ｙ）＝
２槡πｅ

－１
２ｙ

２
，ｙ＞０，

０， ｙ≤
烅
烄

烆 ０．

１１．（１）ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜０，

０， ０＜ｙ＜１，

１－１
ｙ３，ｙ＞

烅

烄

烆 １
＝

１－１
ｙ３，ｙ＞１，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
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（２）ｐＹ（ｙ）＝
３
ｙ４，ｙ＞１，

０， 其他
烅
烄

烆 ．

１２．ｐＹ（ｙ）＝
１
３
，１≤ｙ≤４，

０， 其他
烅
烄

烆 ．

１３．ｐＹ（ｙ）＝
２

π １－ｙ槡 ２
，０＜ｙ＜１，

０， 其他

烅
烄

烆 ．
１４．Ｗ＝２Ｉ２的取值为１６２＜ｗ＜２４２．

ＦＷ（ｗ）＝Ｐ（Ｗ≤ｗ）＝Ｐ Ｉ２≤ｗ（ ）２ ＝∫
ｗ槡２

－ ｗ槡２
ｐＩ（Ｉ）ｄＩ

＝∫
ｗ槡２

９

１
２ｄｘ＝１

２
ｗ槡２（ ）－９ ，

所以 ｐＷ（ｗ）＝
１

４ ２槡 ｗ
，１６２＜ｗ＜２４２，

０， 其他

烅
烄

烆 ．

疑难解析

１．为什么要引入随机变量？
答 概率统计是从数量上来研究随机现象统计规律的，为了便于数学上的推导和计算，必

须把随机事件数量化，引入随机变量之后，使我们有可能利用数学分析的方法来研究随机试

验，研究和分析其结果的规律性．因此，随机变量是研究随机试验的重要而有效的工具．
２．随机变量与普通函数有什么区别？
答 ①随机变量的取值具有随机性，它随试验结果的不同而取不同的值，试验之前只知道

它可能取值的范围，而不能预知它取什么值．
②随机变量的取值具有统计规律性，由于试验结果的出现有一定的概率，因而随机变量取

各个值也有一定概率．
③随机变量是定义在随机试验的所有可能结果的集合上的函数，普通函数定义在实数轴

上．
３．引入随机变量的分布函数有什么意义？
答 分布函数Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）给出了随机变量Ｘ的取值不大于实数ｘ的概率，而Ｘ

在任意区间（ｘ１，ｘ２］上的概率也可用分布函数表示，即Ｐ（ｘ１＜Ｘ≤ｘ２）＝Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１）．因
此，分布函数完整地描述了随机变量的统计规律性．
另一方面，分布函数是一个普通实值函数，这样就可以用高等数学中的理论和方法加以研

究分析，认识问题．
４．超几何分布、二项分布和Ｐｏｉｓｓｏｎ分布之间有一种什么关系？
答 这三种分布是非常重要的离散型随机变量的概率分布．有时，它们的概率计算会十分

烦琐．当试验次数ｎ很大时，可以推导出这三种分布间有一种近似关系式：
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Ｃｋ
ＭＣｎ－ｋ

Ｎ－Ｍ

Ｃｎ
Ｎ

≈Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｋ≈λｋｅ－λ

ｋ！ ．

第一个等式要求Ｎ 很大，ｎＮ
很小，取ｐ＝Ｍ

Ｎ
即成立．

第二个等式要求ｎ很大，ｐ很小，取λ＝ｎｐ即成立．在实际计算中，当ｎ≥１０，ｐ≤０１时
即可使用近似公式，而Ｐｏｉｓｓｏｎ分布可通过查表计算．

５．为什么说正态分布是概率论中最重要的分布？
答 首先，正态分布有着极其广泛的实际背景，例如测量的误差、炮弹的弹着点的分布、人

体生理特征的数量指标（身高、体重等）、产品的数量指标（直径、长度、体积、重量等），都服从或

近似服从正态分布．可以说，一个变量如果受到大量微小的、相互独立的随机因素影响，那么这
个变量一般是一个正态随机变量．
其次，有的分布（如二项分布、Ｐｏｉｓｓｏｎ分布）的极限分布是正态分布；有的分布（如χ

２分

布、ｔ分布）可通过正态分布导出．因此，不论在实际中还是在理论中，正态分布都是最重要的
一种分布．

６．连续型随机变量Ｘ的概率密度函数是否是连续函数？是否唯一？
答 连续型随机变量Ｘ的概率密度函数ｐ（ｘ）不一定是连续函数，但至多有有限个不连

续点．
概率密度函数ｐ（ｘ）不是唯一的．如果改变ｐ（ｘ）在有限个点的函数值，得到新的非负函

数ｆ（ｘ），则随机变量的分布函数Ｆ（ｘ）可表示为ｆ（ｘ）在（－∞，ｘ］上的积分，因此ｆ（ｘ）也是
连续型随机变量Ｘ的概率密度函数．

７．不同的随机变量的分布函数是否一定不同？
答 不一定．
例如，进行射击试验，令

Ｘ１＝
１， 射中，

－１｛ ， 没中；或Ｘ２＝
－１， 射中，

１｛ ， 没中；
Ｘ１与Ｘ２是两个不同的随机变量，但是它们有相同的分布函数：

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

１
２
， －１≤ｘ＜１，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 １．
８．离散型随机变量的函数是否一定是离散型随机变量？连续型随机变量的函数是否一定
是连续型随机变量？

答 若Ｘ是离散型随机变量，它的取值是有限个或可列无限多个，因此Ｙ＝ｆ（Ｘ）的取值
也是有限个或可列无限多个，所以Ｙ＝ｆ（Ｘ）是离散型随机变量，如２３．２节典型题分析中的
例２．３．１１．
若Ｘ是连续型随机变量，那么Ｙ＝ｆ（Ｘ）可能是连续型随机变量，如２３２节典型题型分

析中的例２．３．１２，也可能是离散型随机变量，如２３２节典型题型分析中的例２．３．１７．
９．为什么分布函数Ｆ（ｘ）定义为右连续？
答 定义为左连续Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ＜ｘ）或者右连续Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ），只是一种习惯．目

１６第２章 随机变量及其分布



前，俄罗斯和东欧国家一般定义左连续；西欧和美国一般定义右连续；我国的大多书籍采用右

连续．对于连续型随机变量而言，因为一点上的概率等于零，定义左连续和右连续没有什么区
别．对于离散型随机变量，不同之处就在于Ｘ＝ｘ点的概率是否计算在内．

本章常考题型归纳

考点 常考题型 例题

离散型随机变量的概率分布的

概念、性质与计算

连续型随机变量的概率密度的

概念、性质与计算

随机变量分布函数的概念、性质

与计算

随机变量函数的分布

常见的离散型与连续型随机变

量的概率分布

有关概率分布性质的命题 例２．１．１～例２．１．２

计算离散型随机变量的概率分布 例２．１．３～例２．１．５

利用分布列计算概率 例２．１．６～例２．１．１２

有关连续型随机变量概率密度性质的命题 例２．２．１～例２．２．３

利用概率密度计算概率 例２．２．４～例２．２．９

有关分布函数性质的命题 例２．３．１

已知概率分布（或概率密度）求分布函数 例２．３．２～例２．３．３

已知分布函数求概率分布（或概率密度） 例２．３．４～例２．３．５

有关随机变量函数的概率分布的计算题 例２．３．１０～例２．３．１７

有关正态分布的计算题 例２．３．６～例２．３．９
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本章知识结构网络图

随
机
变
量
及
其
分
布

随
机
变
量

定义

主
要
类
型

离散型

定义

常见分布

二项分布Ｂ（ｎ，ｐ），ｐ（ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ

两点分布Ｂ（１，ｐ）

Ｐｏｉｓｓｏｎ分布ｐ（λ），ｐ（ｘ＝ｋ）＝λｋ

ｋ！ｅ
－λ

超几何分布ｐ（ｘ＝ｋ）＝
Ｃｋ
ＭＣｎ－ｋ

Ｎ－Ｍ

Ｃｎ
Ｎ

连续型

定义

常见分布

指数分布Γ（１，λ），ｐ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜｛ ０

均匀分布ｐ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
，ａ＜ｘ＜ｂ，

０
烅
烄

烆， 其他

正态分布Ｎ（μ，σ２），ｐ（ｘ）＝ １
σ ２槡π

ｅ－
（ｘ－μ）

２

２σ２

Γ—分布Γ（α，β），ｐ（ｘ）＝
βα

Γ（α）ｘ
α－１ｅ－βｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０

分布函数

定义：Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）

性质

０≤Ｆ（ｘ）≤１

ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１

Ｆ（ｘ）是ｘ的不减函数

随机变量函数的分布

定义

计算方法

公式法

分布函数法

检测题（一）

一、选择题

１．设函数ｐ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上等于ｓｉｎｘ，而在此区间外等于０，若ｐ（ｘ）可以作为某连
续型随机变量Ｘ的密度函数，则区间［ａ，ｂ］为（ ）．

Ａ．０，π［ ］２ Ｂ．［０，π］ Ｃ．－π
２
，［ ］０ Ｄ．０，３２［ ］π
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２．下列Ｆ（ｘ）中，可以作为某随机变量Ｘ分布函数的是（ ）．

Ａ．Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，
０３，０＜ｘ≤１，
０２，１＜ｘ≤２，
１， ｘ＞

烅

烄

烆 ２

Ｂ．Ｆ（ｘ）＝
０５ｅｘ， ｘ≤０，
０８， ０＜ｘ≤１，
１， ｘ＞

烅
烄

烆 １

Ｃ．Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，
０１ｘ，０＜ｘ≤５，
０４， ５＜ｘ≤６，
１， ｘ＞

烅

烄

烆 ６

Ｄ．Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤－π
２
，

ｓｉｎｘ， －π
２＜ｘ≤０，

１， ｘ＞

烅

烄

烆 ０
３．若随机变量Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），则Ｙ＝ａＸ＋ｂ服从（ ）．

Ａ．Ｎ（μ，σ
２） Ｂ．Ｎ（０，１） Ｃ．Ｎ μ

ａ
，μ

２

ｂ（ ）２ Ｄ．Ｎ（ａμ＋ｂ，ａ２σ２）

４．已知Ｘ的分布律为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝１
ｃ
·λ

ｋ

ｋ！
（ｋ＝１，２，⋯），则ｃ等于（ ）．

Ａ．ｅ－λ Ｂ．ｅλ Ｃ．ｅ－λ－１ Ｄ．ｅλ－１
５．设连续型随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ），分布函数为Ｆ（ｘ），则下列选项中正确的是

（ ）．
Ａ．０≤ｐ（ｘ）≤１ Ｂ．Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝Ｆ（ｘ）Ｃ．Ｐ（Ｘ≤ｘ）＝Ｆ（ｘ）Ｄ．Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝ｐ（ｘ）

６．已知随机变量Ｘ 的概率密度为ｐ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ＜１，
２－ｘ，１≤ｘ＜２，
０

烅
烄

烆 ， 其他，

则Ｐ（Ｘ≤１５）等于

（ ）．

Ａ．０８７５ Ｂ．∫
１５

０
（２－ｘ）ｄｘ Ｃ．∫

＋∞

０
ｐ（ｘ）ｄｘ Ｄ．∫

１５

－∞
（２－ｘ）ｄｘ

７．设Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃλｋｅ－λ

ｋ！
（ｋ＝０，１，⋯）是随机变量Ｘ 的概率分布，则λ和Ｃ一定满足

（ ）．
Ａ．λ＞０ Ｂ．Ｃ＜０ Ｃ．Ｃ·λ＞０ Ｄ．Ｃ＞０且λ＞０
８．设Ｘ在［０，１］上服从均匀分布，Ｙ＝２Ｘ＋１，则下列选项正确的是（ ）．
Ａ．Ｙ在［０，１］上服从均匀分布 Ｂ．Ｙ在［１，３］上服从均匀分布
Ｃ．Ｐ（０≤Ｙ≤１）＝１ Ｄ．Ｐ（０≤Ｙ＜１）＝０５
９．设随机变量Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ），在下列概率中可表示为Ｆ（ａ）－Ｆ（ａ－０）的是

（ ）．
Ａ．Ｐ（Ｘ≤ａ） Ｂ．Ｐ（Ｘ＞ａ） Ｃ．Ｐ（Ｘ＝ａ） Ｄ．Ｐ（Ｘ≥ａ）

１０．若随机变量Ｘ～Ｎ（０，１），分布函数为Φ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ－ｔ

２

２ｄｔ（－∞＜ｘ＜＋∞），且

Ｐ（Ｘ＞ｘ）＝ａ，则ｘ＝（ ）．

Ａ．Φ－１（ａ） Ｂ．Φ－１ １－ａ（ ）２ Ｃ．Φ－１（１－ａ） Ｄ．Φ－１ ａ（ ）２
二、填空题

１．已知离散型随机变量Ｘ只能取－１，０，１，２四个值，相应概率为１２ｃ
，３
４ｃ
，５
８ｃ
，７
１６ｃ
，则ｃ＝
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，Ｐ（Ｘ＜１｜Ｘ≠０）＝ ．
２．设一小时内进入图书馆的读者数服从Ｐｏｉｓｓｏｎ分布．已知一小时内无读者走进该图书馆
的概率为００１，则一小时内至少有一名读者进入图书馆的概率为 ．

３．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝
２ｘ，０＜ｘ＜１，

０， 其他｛ ．
以Ｙ表示对Ｘ的三次独立重复

观察中事件“Ｘ≤１
２
”出现的次数，则Ｐ（Ｙ＝２）＝ ．

４．已知随机变量Ｘ～Ｎ（２，３２），且Ｐ（Ｘ＜ｃ）＝Ｐ（Ｘ≥ｃ），则ｃ＝ ．

５．设随机变量Ｘ服从ｐ＝１
３
的两点分布，Ｙ＝２Ｘ＋１，则Ｙ的分布函数ＦＹ（ｙ）＝ ．

三、解答题

１．设随机变量Ｘ的分布为
Ｘ １ ２ ⋯ ｎ ⋯

Ｐ １
２

１
２２ ⋯ １

２ｎ ⋯
，

求Ｙ＝ｆ（Ｘ）＝
－１， Ｘ为奇数，

１， Ｘ｛ 为偶数
的分布律．

２．设１０件产品中有７件正品３件次品，随机地从中抽取产品，每次取１件，直到取出正品
为止，则

（１）若有放回地抽取，求抽取次数的概率分布和分布函数；
（２）若无放回地抽取，求抽取次数的概率分布和分布函数．

３．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐＸ（ｘ）＝
Ａｘ， ０＜ｘ≤１，

Ｂ－ｘ，１≤ｘ≤２，

０
烅
烄

烆 ， 其他

连续，

求：（１）常数Ａ，Ｂ；
（２）分布函数Ｆ（ｘ）；

（３）Ｐ １
２＜Ｘ≤（ ）３２ ；

（４）Ｙ＝１－
３槡Ｘ的概率密度．

４．若随机变量Ｘ服从参数为２的指数分布，则Ｙ＝１－ｅ－２Ｘ服从什么分布？

５．设一页书上印刷错误数服从Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，若某书有５００页，其中１００页上没有印刷错
误，求该书至少有２个错误的页数约占百分之几？

检测题（一）参考答案

一、选择题

１．Ａ ２．Ｂ ３．Ｄ ４．Ｄ ５．Ｃ ６．Ａ ７．Ｃ ８．Ｂ ９．Ｃ １０．Ｃ
二、填空题

１．３７１６
，８
２５

２．１－ｅ－２ｌｎ１０≈０９９
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３．９６４
４．２

５．ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜０，

２
３
，１≤ｙ＜３，

１， ｙ≥

烅

烄

烆 ３
三、解答题

１．
Ｙ －１ １

Ｐ ２
３

１
３

．

２．（１）Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ ３（ ）１０
ｋ－１７

１０
（ｋ＝１，２，⋯）

Ｆ（ｘ）＝１－ ３（ ）１０

［ｘ］

．

（２）
Ｘ １ ２ ３ ４

Ｐ ７
１０

７
３０

７
１２０

１
１２０

，

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜１，

７
１０
， １≤ｘ＜２，

２８
３０
， ２≤ｘ＜３，

１１９
１２０
，３≤ｘ＜４，

１，

烅

烄

烆 １．
３．（１）Ａ＝１，Ｂ＝２．

（２）Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

１
２ｘ２， ０≤ｘ＜１，

－１
２ｘ２＋２ｘ－１，１≤ｘ＜２，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 ２．

（３）Ｐ １
２＜Ｘ≤（ ）３２ ＝３

４．

（４）ｐＹ（ｙ）＝
３（１－ｙ）５， ０≤ｙ＜１，

３［２－（１－ｙ）３］（１－ｙ）２，１－
３槡２≤ｙ＜０，

０， 其他

烅
烄

烆 ．

４．ｐＹ（ｙ）＝
１，０＜ｙ＜１，

０｛ ， 其他， Ｙ服从（０，１）上的均匀分布．

５．Ｐ（Ｘ＝０）＝ｅ－λ＝１００
５００ｅ－λ＝１

５
，λ＝ｌｎ５．
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Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝１
５
（ｌｎ５）ｋ
ｋ！
，

Ｐ（Ｘ≥２）＝１－１
５－１

５
ｌｎ５
１！＝０４７８１．

检测题（二）

一、选择题

１．设随机变量Ｘ的密度函数为ｐ（ｘ），且ｐ（－ｘ）＝ｐ（ｘ），Ｆ（ｘ）是Ｘ的分布函数，则对
任意实数ａ，有（ ）．

Ａ．Ｆ（－ａ）＝１－∫
ａ

０
ｐ（ｘ）ｄｘ Ｂ．Ｆ（－ａ）＝１

２－∫
ａ

０
ｐ（ｘ）ｄｘ

Ｃ．Ｆ（－ａ）＝Ｆ（ａ） Ｄ．Ｆ（－ａ）＝２Ｆ（ａ）－１
２．设随机变量Ｘ与Ｙ服从正态分布，Ｘ～Ｎ（μ，４

２），Ｙ～Ｎ（μ，５
２）．ｐ１＝Ｐ（Ｘ≤μ－４），

ｐ２＝Ｐ（Ｙ≥μ＋５）．则（ ）．
Ａ．对任何实数μ，均有ｐ１＝ｐ２ Ｂ．对任何实数μ，均有ｐ１＜ｐ２

Ｃ．只对个别μ才有ｐ１＝ｐ２ Ｄ．对任何实数μ，均有ｐ１＞ｐ２

３．在下述函数中，可以作为某个随机变量的分布函数的是（ ）．

Ａ．Ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｘ２ Ｂ．Ｆ（ｘ）＝１

πａｒｃｔａｎｘ＋１
２

Ｃ．Ｆ（ｘ）＝
１
２
（１－ｅ－ｘ）， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０
Ｄ．Ｆ（ｘ）＝∫

ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ，其中∫

＋∞

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ＝１

４．设离散型随机变量Ｘ 的分布律为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｂλｋ（ｋ＝１，２，⋯）且ｂ＞０，则λ为
（ ）．

Ａ．大于０的任意实数 Ｂ．λ＝１
ｂ Ｃ．λ＝ １

１＋ｂ Ｄ．λ＝ １
ｂ－１

５．设Ｆ１（ｘ）与Ｆ２（ｘ）分别是随机变量Ｘ１与Ｘ２的分布函数，为了使Ｆ（ｘ）＝ａＦ１（ｘ）－
ｂＦ２（ｘ）是某一随机变量的分布函数，在下面各组值中应取（ ）．

Ａ．ａ＝３
５
，ｂ＝－２

５ Ｂ．ａ＝２
３
，ｂ＝２

３ Ｃ．ａ＝－１
２
，ｂ＝３

２ Ｄ．ａ＝１
２
，ｂ＝－３

２
６．设随机变量Ｘ服从指数分布，则对于随机变量Ｙ＝ｍｉｎ｛Ｘ，２｝的分布函数，下面结论
正确的是（ ）．

Ａ．连续函数 Ｂ．至少有两个间断点 Ｃ．阶梯函数 Ｄ．恰好有一个间断点
７．设随机变量Ｘ服从正态分布Ｘ～Ｎ（μ，ａ

２），则随着ａ的增大，概率ｐ（｜Ｘ－μ｜＜ａ）应
（ ）．

Ａ．单调增大 Ｂ．单调减少 Ｃ．保持不变 Ｄ．增减不定
８．设随机变量Ｘ～Ｎ（１，１），概率密度为ｐ（ｘ），则（ ）．
Ａ．Ｐ（Ｘ≤０）＝Ｐ（Ｘ≥０）＝０５ Ｂ．ｐ（ｘ）＝ｐ（－ｘ），ｘ∈（－∞，＋∞）
Ｃ．Ｐ（Ｘ≤１）＝Ｐ（Ｘ≥１）＝０５ Ｄ．Ｆ（ｘ）＝１－Ｆ（－ｘ），ｘ∈（－∞，＋∞）

９．设Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，

ｘ
２
，０＜ｘ≤１

１， ｘ＞１

烅

烄

烆 ，

，则（ ）．
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Ａ．Ｆ（ｘ）是随机变量Ｘ的分布函数 Ｂ．Ｆ（ｘ）不是分布函数

Ｃ．Ｆ（ｘ）是离散型分布函数 Ｄ．Ｆ（ｘ）是连续型分布函数

１０．若随机变量Ｘ的密度函数为ｐＸ（ｘ）＝ １
π（１＋ｘ２）

，则Ｙ＝２Ｘ的密度函数是（ ）

Ａ． １
π（１＋４ｙ２） Ｂ． １

π（４＋ｙ２） Ｃ． １
π（１＋ｙ２） Ｄ．１πａｒｃｔａｎｙ

二、填空题

１．设随机变量Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

０４， －１≤ｘ＜１，

０８，１≤ｘ＜３，

１， ｘ≥３

烅

烄

烆 ，

则Ｘ的概率分布为 ．

２．设随机变量Ｘ～Ｂ（２，ｐ），Ｙ～Ｂ（３，ｐ），若Ｐ（Ｘ≥１）＝５
９
，则ｐ（Ｙ≥１）＝ ．

３．设随机变量 Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

Ａｓｉｎｘ，０≤ｘ≤π
２
，

１ ｘ＞π
２

烅

烄

烆 ，

则Ｐ ｜Ｘ｜＜π（ ）６ ＝

．
４．若随机变量Ｙ 在（１，６）上服从均匀分布，则方程ｘ２＋Ｙｘ＋１＝０有实根的概率是

．
５．若随机变量Ｘ～Ｎ（２，ａ２），且Ｐ（２＜Ｘ＜４）＝０３，则Ｐ（Ｘ＜０）＝ ．
三、解答题

１．一汽车沿一街道行驶，需要通过三个设有红绿信号灯的路口，每个信号灯为红或绿与其
他信号灯为红或绿相互独立，且红绿两种信号显示的时间相等．求该汽车首次遇到红灯前已通
过的路口个数的分布．

２．在电源电压不超过２００Ｖ，在２００～２４０Ｖ和超过２４０Ｖ的三种情形下，某种电子元件
损坏的概率分别为０１，０００１和０２．假设电源电压Ｘ服从正态分布，Ｘ～Ｎ（２２０，２５２）．求：

①电子元件损坏的概率；

②电子元件损坏时，电源电压在２００～２４０Ｖ之间的概率．

附表：
ｘ ０４ ０６ ０８ １ １２

Φ（ｘ）０６５５０７２６０７８８０８４１０８８５
．

３．假设测量的随机误差Ｘ～Ｎ（０，１０２）．求在１００次独立重复测量中，至少有三次测量误
差的绝对值大于１９６的概率α，并利用Ｐｏｉｓｓｏｎ分布求出α的近似值（保留两位小数）．

附表：
λ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

ｅ－λ ０３６８０１３５ ００５ ００１８０００７０００２０００１

４．某仪器装有三只独立工作的同型号电子元件，其寿命都服从指数分布，其密度为ｐ（ｘ）
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＝
１
６００ｅ

－ ｘ
６００， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ，

求在仪器使用的最初２００小时内，至少有一只电子元件损坏的概率．

５．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０

求Ｙ＝ｅＸ 的概率密度ｐＹ（ｙ）．

６．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝ １
π（１＋ｘ２）

，求Ｙ＝１－
３槡Ｘ的概率密度．

７．已知随机变量Ｘ的分布为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝２
３ｋ（ｋ＝１，２，⋯）．求Ｙ＝１＋（－１）Ｘ 的分布．

８．设随机变量Ｘ取值为０，π２
，π，⋯，ｎ２π，⋯的概率分别为１２

，１
４
，１
８
，⋯，１

２ｎ＋１，⋯．求Ｙ＝

ｓｉｎＸ的分布．

检测题（二）参考答案

一、选择题

１．Ｂ ２．Ａ ３．Ｂ ４．Ｃ ５．Ａ ６．Ｄ ７．Ｃ ８．Ｃ ９．Ａ １０．Ｂ
二、填空题

１．
Ｘ －１ １ ３

Ｐ ０４ ０４ ０２
２．１９２７ ３．１２ ４．４５ ５．０２

三、解答题

１．
Ｘ ０ １ ２ ３

Ｐ １
２

１
４

１
８

１
８

．

２．（１）０２１２×０１＋０５７６×０００１＋０２１２×０２＝００６４２．

（２）０５７６×０００１００６４２ ＝０００９．

３．Ｐ｛｜Ｘ｜＞１９６｝＝２－２Φ（１９６）＝００５，

α＝１－０９５１００－１００×０９５９９×００５－１００×９９
２ ×０９５９８×００５２，

α≈１－ｅ－λ １＋λ＋λ２

（ ）２ ＝０８７（λ＝１００×００５＝５）．

４．１－（ｅ－１
３）３＝１－ｅ－１．

５．ｐＹ（ｙ）＝
０， ｙ＜１，
１
ｙ２，ｙ≥

烅
烄

烆 １．
６．ｐＹ（ｙ）＝３

π
（１－ｙ）２

１＋（１－ｙ）６
．７．

Ｙ ０ ２

Ｐ ３
４

１
４

．

８．
Ｙ －１ ０ １

Ｐ １
１５

２
３

４
１５

．
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第３章 随机变量的数字特征

３．１ 离散型随机变量的期望

３．１．１ 知识要点

１．定义

设离散型随机变量Ｘ的概率分布为

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ（ｋ＝１，２，⋯），

如果级数∑
∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ绝对收敛，则称它为Ｘ的数学期望，记作Ｅ（Ｘ），即

Ｅ（Ｘ）＝∑
∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ＝ｘ１ｐ１＋ｘ２ｐ２＋⋯＋ｘｋｐｋ＋⋯．

２．几个常见分布期望

①两点分布 设Ｘ～Ｂ（１，ｐ），则Ｅ（Ｘ）＝ｐ；

②二项分布 设Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），则Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ；

③Ｐｏｉｓｓｏｎ分布 设Ｘ～Ｐ（λ），则Ｅ（Ｘ）＝λ；

④超几何分布 设Ｘ～Ｈ（ｎ，Ｍ，Ｎ），则Ｅ（Ｘ）＝ｎＭ
Ｎ ．

３．１．２ 典型题型解析
例３．１．１ 某篮球运动员投篮命中率是ｐ，现连续投篮直到投中为止，求投篮次数Ｘ的数

学期望．
解 Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝（１－ｐ）ｋ－１ｐ，ｋ＝１，２，⋯．

Ｅ（Ｘ）＝∑
∞

ｋ＝１
ｋ·ｑｋ－１ｐ （其中ｑ＝１－ｐ）

＝ｐ∑
∞

ｋ＝１
ｋｑｋ－１＝ ｐ
（１－ｑ）２

＝１
ｐ．

注 在未给出概率分布的情况下求Ｅ（Ｘ），先要确定Ｘ的概率分布，本题的概率分布通

常称为几何分布，记为Ｘ～Ｇ（ｐ）．在利用定义求Ｅ（Ｘ）的过程中，使用了求和公式∑
∞

ｋ＝１
ｋｑｋ－１＝
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１
（１－ｑ）２
，它是在等式∑

∞

ｋ＝１
ｑｋ＝ １

１－ｑ－１的两边关于ｑ求导得到的．

例３．１．２ 一袋中装有３个红球５个白球，从中抽取４次，每次抽一球，以Ｘ记取到红球
的次数，求：

（１）在放回抽样下，Ｘ的数学期望；
（２）在无放回抽样下，Ｘ的数学期望．
解 （１）在放回抽样下，Ｘ的可能值为０，１，２，３，４，且

Ｐ（Ｘ＝０）＝（ ）５８
４
，Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ１

４（ ）３８ （ ）
５
８

３

＝３
２×（ ）５８

３
，

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
４（ ）３８

２

（ ）５８
２

＝６×１５２

８４，Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｃ３
４（ ）３８

３

（ ）５８ ＝５
２×（ ）３８

３
，

Ｐ（Ｘ＝４）＝（ ）３８
４
，

所以 Ｅ（Ｘ）＝０×（ ）５８
４

＋１×３
２×（ ）５８

３

＋２×６×１５２

８４ ＋３×５
２×（ ）３８

３

＋４×（ ）３８
４

＝３
２．

（２）在无放回抽样下，Ｘ的可能值为０，１，２，３，且

Ｐ（Ｘ＝０）＝Ｃ４
５／Ｃ４

８＝
５
７０
，Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｃ１

３Ｃ３
５／Ｃ４

８＝
３０
７０
，

Ｐ（Ｘ＝２）＝Ｃ２
３Ｃ２

５／Ｃ４
８＝

３０
７０
，Ｐ（Ｘ＝３）＝Ｃ３

３Ｃ１
５／Ｃ４

８＝
５
７０
，

所以 Ｅ（Ｘ）＝０×５
７０＋１×３０

７０＋２×３０
７０＋３×５

７０＝３
２．

同步练习３．１
１．设随机变量Ｘ的概率分布为

Ｘ －２ ０ １
２ １

ｐ ０３ ０１ ０４ ０２
，

求Ｅ（Ｘ）．
２．已知随机变量Ｘ的概率分布为

Ｘ ４ ６ ｘ３

ｐ ｐ１ ０３０２
，

又Ｅ（Ｘ）＝８，求ｐ１，ｘ３．
３．假定每个人生日在各个月份的机会是相同的，求三个人中生日在第一季度的人数的平
均值．

同步练习３．１参考答案

１．Ｅ（Ｘ）＝－０２． ２．ｐ１＝０５，ｘ３＝２１． ３．０７５．
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３．２ 连续型随机变量的期望

３．２．１ 知识要点

１．定义

设连续型随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ），如果积分∫
＋∞

－∞
ｘｐ（ｘ）ｄｘ绝对收敛，则称此积分

值为Ｘ的数学期望，记作Ｅ（Ｘ）．即

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｐ（ｘ）ｄｘ．

２．几个常见分布期望

①均匀分布 设Ｘ～Ｕ（ａ，ｂ），则Ｅ（Ｘ）＝ａ＋ｂ
２
；

②指数分布 设Ｘ～Γ（１，λ），则Ｅ（Ｘ）＝１
λ
；

③正态分布 设Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），则Ｅ（Ｘ）＝μ；

④Γ分布 设Ｘ～Γ（α，β），则Ｅ（Ｘ）＝
α
β

．

３．如果随机变量Ｘ概率密度函数的图形以直线ｘ＝ｃ为对称轴，则有Ｅ（Ｘ）＝ｃ．如均匀
分布、正态分布即是如此．

３．２．２ 典型题型解析

例３．２．１ 已知随机变量Ｘ的概率密度函数为ｐ（ｘ）＝１
槡π
ｅ－ｘ２＋２ｘ－１，求Ｅ（Ｘ）．

解 将密度函数ｐ（ｘ）改写为

ｐ（ｘ）＝１
槡π
ｅ－ｘ２＋２ｘ－１＝ １

２槡π１
槡２

ｅ－
（ｘ－１）２

２·１２
，

因此，可以看出Ｘ～Ｎ １，（ ）１２ ，从而Ｅ（Ｘ）＝１．
注 正态分布是一种重要的分布，要熟悉它的密度函数形式．
例３．２．２ 设Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

ｅｘ

２
， ｘ＜０，

１
２
， ０≤ｘ＜１，

１－１
２ｅ

－（ｘ－１）， ｘ≥１

烅

烄

烆
，

求Ｅ（Ｘ）．
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解 由于Ｆ′（ｘ）＝ｐ（ｘ），所以

ｐ（ｘ）＝

１
２ｅ

ｘ， ｘ＜０，

０， ０≤ｘ＜１，

１
２ｅ

－（ｘ－１）， ｘ≥１

烅

烄

烆 ，

于是 Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｐ（ｘ）ｄｘ

＝∫
０

－∞
ｘ·１２ｅ

ｘｄｘ＋∫
＋∞

１
ｘ·１２ｅ

－（ｘ－１）ｄｘ

＝－１
２＋１＝１

２．

例３．２．３ 已知某电子元件的寿命（单位：ｈ）Ｘ有概率密度

ｐ（ｘ）＝
ａ２ｘｅ－ａｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜０
烅
烄
烆 ，

其中ａ＞０为常数．试求电子元件的平均寿命．

解 Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｐ（ｘ）ｄｘ＝ａ２∫

＋∞

０
ｘ２ｅ－ａｘｄｘ

＝１
ａ∫

＋∞

０
（ａｘ）２ｅ－ａｘｄ（ａｘ）

＝１
ａΓ（３）＝２

ａ．

注 形如∫
＋∞

０
ｘαｅ－ｘｄｘ（α＞０为常数）的积分是概率统计中经常会遇到的．当α取较小整

数时，分部积分不失为一种好方法．而当α取较大整数或非整数时，常常借助Γ函数简化计
算．
例３．２．４ 设随机变量Ｘ的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
１－｜１－ｘ｜，０＜ｘ＜２，

０｛ ， 其他，

求Ｅ（Ｘ）．
解 将绝对值记号去掉，化为

ｐ（ｘ）＝
ｘ， ０＜ｘ＜１，

２－ｘ，１≤ｘ＜２，

０， 其他

烅
烄

烆 ．

于是 Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
ｘ·ｘｄｘ＋∫

２

１
ｘ（２－ｘ）ｄｘ＝１

３＋２
３＝１．

注 若概率密度含有绝对值，一般先将绝对值记号去掉．

同步练习３．２

１．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝１
２ｅ

－｜ｘ｜，－∞＜ｘ＜＋∞，求Ｅ（Ｘ）．

２．设随机变量Ｘ的分布函数为
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Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，

ｘ
４
，０＜ｘ≤４，

１， ｘ＞４

烅

烄

烆 ，

求Ｅ（Ｘ）．
３．已知随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝ｋｘａ，０＜ｘ＜２．其中ａ＞０，ｋ为待定常数，且

Ｅ（Ｘ）＝８
５
，试求ａ，ｋ．

同步练习３．２参考答案

１．Ｅ（Ｘ）＝０． ２．Ｅ（Ｘ）＝２． ３．ａ＝３，ｋ＝１
４．

３．３ 数学期望的性质与随机变量函数的期望公式

３．３．１ 知识要点

１．期望的性质

①Ｅ（ｃ）＝ｃ （ｃ为常数）；

②Ｅ（ａＸ）＝ａＥ（ｘ） （ａ为常数）；

③Ｅ（Ｘ＋ｂ）＝Ｅ（ｘ）＋ｂ （ｂ为常数）；

④Ｅ（ａＸ＋ｂ）＝ａＥ（Ｘ）＋ｂ （ａ、ｂ均为常数）．

２．随机变量函数的期望公式

设ｆ（ｘ）连续，Ｙ＝ｆ（Ｘ）是随机变量Ｘ的函数，则

（１）若Ｘ为离散型Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｆ（Ｘ）］＝∑
∞

ｋ＝１
ｆ（ｘｋ）ｐｋ；

（２）若Ｘ为连续型Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｆ（Ｘ）］＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ．

３．３．２ 典型题型解析
例３．３．１ 已知随机变量Ｘ的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
ａｘ， ０＜ｘ＜２，

ｃｘ＋ｂ，２≤ｘ≤４，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

且Ｅ（Ｘ）＝２，ｐ（１＜ｘ＜３）＝３
４
，求：

（１）ａ，ｂ，ｃ的值；（２）Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｅｘ）．

解 （１）由１＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

２

０
ａｘｄｘ＋∫

４

２
（ｃｘ＋ｂ）ｄｘ，得
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２ａ＋６ｃ＋２ｂ＝１；

由２＝∫
２

０
ｘａｘｄｘ＋∫

４

２
ｘ（ｃｘ＋ｂ）ｄｘ，得８３ａ＋５６

３ｃ＋６ｂ＝２；

由３
４＝Ｐ｛１＜ｘ＜３｝＝∫

２

１
ａｘｄｘ＋∫

３

２
（ｃｘ＋ｂ）ｄｘ，得

３
２＋５

２ｃ＋ｂ＝３
４．

解方程组

２ａ＋６ｃ＋２ｂ＝１，

８
３ａ＋５６

３ｃ＋６ｂ＝２，

３
２＋５

２ｃ＋ｂ＝３
４

烅

烄

烆 ，

得

ａ＝１
４
，

ｂ＝１，

ｃ＝－１
４

烅

烄

烆 ．

（２）Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｅｘ）＝∫
２

０
ｅｘ·ｘ

４ｄｘ＋∫
４

２
ｅｘ １－ｘ（ ）４ ｄｘ＝１

４
（ｅ２－１）２．

注 求随机变量函数的期望常常需结合概率密度的性质和随机变量的概率等内容．
例３．３．２ 如果在１５００件产品中有１００件不合格品，从中任意抽取１５０件进行检查，求

查得不合格品数的数学期望．
解 设Ｘ为查得的不合格品数．令

Ｘｉ＝
１，第ｉ个产品为不合格品，ｉ＝１，２，⋯，１５０，

０，第ｉ
烅
烄
烆 个产品为合格品，

则 Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘ１５０．

又因为
Ｘｉ ０ １

ｐ １４
１５

１
１５

，所以Ｅ（Ｘｉ）＝
１
１５
，ｉ＝１，２，⋯，１５０．

因此 Ｅ（Ｘ）＝∑
１５０

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝１５０×

１
１５＝１０．

注 本例方法经常用来求较复杂的但能分解为若干较简单的同分布的随机变量和的随机

变量的数字特征．
例３．３．３ 游客乘电梯从底层到电视塔顶层观光，电梯于每个整点的５分钟、２５分钟和

５５分钟从底层起行，假设一游客在早上８点的第Ｘ分钟到达底层电梯处，且Ｘ在［０，６０］上服
从均匀分布，求该游客等候时间的数学期望．
解 已知Ｘ在［０，６０］上服从均匀分布，其概率密度为

ｐ（ｘ）＝
１
６０
，０≤ｘ≤６０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
设Ｙ为游客等候电梯的时间（单位：分），则

Ｙ＝ｆ（Ｘ）＝

５－Ｘ， ０＜Ｘ≤５，

２５－Ｘ， ５＜Ｘ≤２５，

５５－Ｘ， ２５＜Ｘ≤５５，

６０－Ｘ＋５，５５＜Ｘ≤

烅

烄

烆 ６０．
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因此 Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｆ（Ｘ）］＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ＝１

６０∫
６

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝１
６０∫

５

０
（５－ｘ）ｄｘ＋１

６０∫
２５

５
（２５－ｘ）ｄｘ＋１

６０∫
５５

２５
（５５－ｘ）ｄｘ＋１

６０∫
６０

５５
（６５－ｘ）ｄｘ

＝１
６０
（１２５＋２００＋４５０＋３７５）

＝１１６７（分钟）．
注 首先要找出Ｘ与Ｙ 的关系，这是一个难点；其次要注意如果游客是在第５５分至６０

分之间到达，则只能乘９点５分的电梯，即等候时间应为６０－Ｘ＋５分．
例３．３．４ 某厂生产的一种设备的使用寿命Ｘ的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
１
４ｅ

－ｘ
４， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０．
工厂规定：已售设备在一年内损坏予以调换．若工厂出售一台设备盈利１００元，调换一台设备
厂方损失３００元，求厂方出售一台设备盈利值的数学期望．
解 厂方出售一台设备净盈利Ｙ只取两个值１００元和－２００元，于是

Ｐ（Ｙ＝１００）＝Ｐ（Ｘ≥１）＝∫
＋∞

１

１
４ｅ

－ｘ
４ｄｘ＝ｅ－１

４，

Ｐ（Ｙ＝－２００）＝Ｐ（Ｘ＜１）＝１－ｅ－１
４．

所以 Ｅ（Ｙ）＝１００×ｅ－１
４＋（－２００）×（１－ｅ－１

４）

＝３００ｅ－１
４－２００＝３３６４（元）．

注 解答本题首先要找到Ｘ和Ｙ 的关系，值得注意的是Ｘ是连续型随机变量，而Ｙ 是
离散型的随机变量．

同步练习３．３

１．设Ｘ在 －１
２
，［ ］１２ 上服从均匀分布

ｙ＝ｆ（ｘ）＝
ｌｎｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０｛ ，

求随机变量Ｙ＝ｆ（Ｘ）的数学期望．
２．已知离散型随机变量Ｘ服从参数为２的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，求随机变量Ｙ＝３Ｘ－２的数学
期望Ｅ（Ｙ）．

３．现有１０张奖券，其中８张为２元的，２张为５元的，今从中随机无放回地抽取３张，求得
奖金的数学期望．

４．某机场的送客车一次载２０名旅客自机场开出，沿途有１０个停车点，若到达停车点无人
下车则车不停下．设每名旅客在各个停车点下车是等可能的，求送客车停车次数的数学期望．

同步练习３．３参考答案

１．－１
２
（ｌｎ２＋１）． ２．４． ３．７８． ４．８７８４．
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３．４ 方差及其性质

３．４．１ 知识要点

１．定义

①设Ｘ是一个随机变量，如果Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２｝存在，则称其为随机变量Ｘ的方差，记
作Ｄ（Ｘ），即Ｄ（Ｘ）＝Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２｝．

若Ｘ为离散型 Ｄ（Ｘ）＝∑
∞

ｋ＝１

［ｘｋ－Ｅ（Ｘ）］２ｐｋ；

若Ｘ为连续型 Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ｐ（ｘ）ｄｘ；

重要公式 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－Ｅ２（Ｘ）．
②设Ｘ为随机变量，如果Ｅ（Ｘｋ）（ｋ＝１，２，⋯）存在，则称其为Ｘ的ｋ阶原点矩，记为ｖｋ，

即ｖｋ＝Ｅ（Ｘｋ）（ｋ＝１，２，⋯）．
如果Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ｝（ｋ＝１，２，⋯）存在，则称其为Ｘ 的ｋ阶中心矩，记为μｋ，即

μｋ＝Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ｝（ｋ＝１，２，⋯）．
显然，ｖ１＝Ｅ（Ｘ），μ２＝Ｄ（Ｘ）．

２．几个常见分布的方差

①两点分布 设Ｘ～Ｂ（１，ｐ），则Ｄ（Ｘ）＝ｐｑ；

②二项分布 设Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），则Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ；

③Ｐｏｉｓｓｏｎ分布 设Ｘ～Ｐ（λ），则Ｄ（Ｘ）＝λ；

④均匀分布 设Ｘ～Ｕ（ａ，ｂ），则Ｄ（Ｘ）＝１
１２
（ｂ－ａ）２；

⑤指数分布 设Ｘ～Γ（１，λ），则Ｄ（Ｘ）＝１
λ２；

⑥正态分布 设Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），则Ｄ（Ｘ）＝σ２；

⑦Γ分布 设Ｘ～Γ（α，β），则Ｄ（Ｘ）＝
α
β

２．

３．方差的性质

设Ｘ为随机变量，ａ，ｂ，ｃ均为常数，则有

①Ｄ（ｃ）＝０；

②Ｄ（ａＸ）＝ａ２Ｄ（Ｘ）；

③Ｄ（Ｘ＋ｂ）＝Ｄ（Ｘ）；

④Ｄ（ａＸ＋ｂ）＝ａ２Ｄ（Ｘ）．

４．Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式

设Ｘ为随机变量，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ
２，则对任意的正数ε均有
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Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ε）≤
σ２

ε２．

称上式为Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式．

３．４．２ 典型题型解析
例３．４．１ 已知随机变量Ｘ服从二项分布，且Ｅ（Ｘ）＝２４，Ｄ（Ｘ）＝１６８，求二项分布的

参数ｎ，ｐ．
解 因为Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），故Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ），从而

ｎｐ＝２４，ｎｐ（１－ｐ）＝１６８，
所以 ｐ＝０３，ｎ＝８．
注 要熟练掌握常见分布的数字特征，从而可以确定分布中的参数的取值．
例３．４．２ 设随机变量Ｘ满足

Ｅ［（Ｘ－１）２］＝１０，Ｅ［（Ｘ－２）２］＝６．
求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）．
解 Ｅ［（ｘ－１）２］＝Ｅ（Ｘ２）－２Ｅ（Ｘ）＋１＝１０，

则 Ｅ（Ｘ２）－２Ｅ（Ｘ）＝９，

Ｅ［（Ｘ－２）２］＝Ｅ（Ｘ２）－４Ｅ（Ｘ）＋４＝６，
则 Ｅ（Ｘ２）－４Ｅ（Ｘ）＝２．

解联立方程组得Ｅ（Ｘ）＝７
２
，Ｅ（Ｘ２）＝１６．于是

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝１６－４９
４＝１５

４．

注 求随机变量的期望或方差并不一定要用公式求，有时利用期望或方差的性质以及期

望和方差的关系求更为简单．
例３．４．３ 设随机变量Ｘ的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
ｃ（１－ｘ２）α， －１＜ｘ＜１，（α＜０），

０， 其他
烅
烄
烆 ．

求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）．
解 因为ｐ（ｘ）是偶函数，所以

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

－１
ｃｘ（１－ｘ２）αｄｘ＝０．

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝Ｅ（Ｘ２）

＝∫
１

－１
ｃｘ２（１－ｘ２）αｄｘ

＝－ ｃ
２（α＋１）∫

１

－１
ｘｄ（１－ｘ２）α＋１

＝－ ｃ
２（α＋１）ｘ

（１－ｘ２）α＋１
１

－１
＋ ｃ
２（α＋１）∫

１

－１
（１－ｘ２）α＋１ｄｘ

＝ ｃ
２（α＋１）∫

１

－１
（１－ｘ２）（１－ｘ２）αｄｘ
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＝ ｃ
２（α＋１）∫

１

－１
（１－ｘ２）αｄｘ－ ｃ

２（α＋１）∫
１

－１
ｘ２（１－ｘ２）αｄｘ，

而 ｃ∫
１

－１
（１－ｘ２）αｄｘ＝∫

＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１，

ｃ∫
１

－１
ｘ２（１－ｘ２）αｄｘ＝∫

＋∞

－∞
ｘ２ｐ（ｘ）ｄｘ＝Ｄ（Ｘ），

因此，有Ｄ（Ｘ）＝ １
２（α＋１）－

１
２（α＋１）Ｄ

（Ｘ），

所以 Ｄ（Ｘ）＝ １
２α＋３．

注 本题利用了等式∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１及∫

＋∞

－∞
ｘ２ｐ（ｘ）ｄｘ＝Ｄ（Ｘ），不仅使计算变得简单，

而且也很巧妙．
例３．４．４ 甲、乙两家灯泡厂生产的灯泡的寿命Ｘ和Ｙ的分布律为

Ｘ ９００ １０００１１００

ｐ ０１ ０８ ０１
，

Ｙ ９５０ １０００１０５０

ｐ ０３ ０４ ０３
．

问哪家厂生产的灯泡质量好？

解 Ｅ（Ｘ）＝９００×０１＋１０００×０８＋１１００×０１＝１０００，

Ｅ（Ｙ）＝９５０×０３＋１０００×０４＋１０５０×０３＝１０００．
由于Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ），即平均寿命相同，故需考察其性能的稳定性，也就是必须比较方差的大
小．

Ｄ（Ｘ）＝∑
３

ｋ＝１

［ｘｋ－Ｅ（Ｘ）］２ｐｋ

＝（９００－１０００）２×０１＋（１０００－１０００）２×０８＋（１１００－１０００）２×０１
＝２０００，

Ｄ（Ｙ）＝∑
３

ｋ＝１

［ｙｋ－Ｅ（Ｙ）］２ｐｋ

＝（９５０－１０００）２×０３＋（１０００－１０００）２×０４＋（１０５０－１０００）２×０３
＝１５００．

由此知，Ｄ（Ｙ）＜Ｄ（Ｘ），故乙厂生产的灯泡比较好．
注 方差是考察随机变量取值分散程度的一个数量指标，方差越小说明随机变量的取值

越集中在均值附近，方差越大，说明随机变量取值离均值越远．
例３．４．５ 设随机变量Ｘ服从指数分布，其概率密度为

ｐ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜０
烅
烄
烆 ，

求Ｄ（槡ｘ）．

解 因为Ｅ（槡ｘ）＝∫
＋∞

－∞
槡ｘｐ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

０
λｘ

１
２ｅ－λｘｄｘ

＝１
槡λ∫

＋∞

０
（λｘ）

１
２ｅ－λｘｄ（λｘ）
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＝１
槡λ

Γ１＋（ ）１２ ＝
Γ（ ）１２
２槡λ

＝ 槡π
２槡λ

．

又由题设Ｅ（Ｘ）＝１
λ
，

故 Ｄ（槡Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）－［Ｅ（槡Ｘ）］２＝１
λ－π

４λ＝４－π
４λ ．

同步练习３．４
１．已知Ｅ（Ｘ）＝３，Ｄ（Ｘ）＝５，试求Ｅ（Ｘ＋２）２．
２．一零件的横截面是圆，对截面的直径进行测量，设其直径Ｘ服从［０，３］上的均匀分布，
求横截面积Ｙ的数学期望与方差．

３．设随机变量λ服从参数为λ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，若Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝２），求Ｅ（Ｘ）和
Ｄ（Ｘ）．

４．设连续型随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
０， ｘ＜０，

ｋｘ＋ｂ，０≤ｘ≤π，

１， ｘ＞π
烅
烄

烆 ．
①试确定常数ｋ，ｂ的值；

②求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）；

③设Ｙ＝ｓｉｎＸ，求Ｅ（Ｙ）．
５．设随机变量Ｘ 存在数学期望μ＝Ｅ（Ｘ），方差σ２＝Ｄ（Ｘ）．试证：在线性变换Ｘ ＝

Ｘ－μ
σ
下，Ｅ（Ｘ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝１．

同步练习３．４参考答案

１．３０． ２．Ｅ（Ｙ）＝３
４π， Ｄ（Ｙ）＝９

２０π．

３．Ｅ（Ｘ）＝２，Ｄ（Ｘ）＝２．

４．ｋ＝１
π
，ｂ＝０，Ｅ（Ｘ）＝π

２
，Ｄ（Ｘ）＝π２

１２
，Ｅ（Ｙ）＝２

π．

疑难解析

１．随机变量的数字特征在概率论中有什么实际意义？
答 要全面掌握一个随机变量的统计规律性，必须了解这个随机变量的分布函数．但是，

在实际问题中要求得一个随机变量的分布函数是困难的，而且也往往是不必要的．通常只需要
了解随机变量的某几个数量指标就可以了，这就是概率论中的随机变量的数字特征．一来，随
机变量的数字特征比较简单易求（在实际问题中可以通过样本进行估计）；二来，已经足够满足

解决实际问题的需要，并且刻画了随机变量的某些特征．

２．在数学期望定义中为什么要求级数∑
∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ和积分∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ绝对收敛？
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答 这首先是因为，随机变量的取值是随机的，不一定是按顺序的，因此在求和的时候，可

能要改变项的次序．其次是，由高等数学知，当级数绝对收敛时，级数不因改变项的次序而改变
和，因而期望值唯一存在．积分是一个积分和式（也可以视作一个级数）的极限，因而也要求绝
对收敛．

３．随机变量的分布与数字特征有何关系？
答 随机变量的分布完全确定数字特征，反之则不然．例如：Ｘ，Ｙ的概率密度分别为

ｐＸ（ｘ）＝ｃｅ－ｘａｃｏｓａπ，ｘ＞０；

ｐＹ（ｘ）＝ｃ［１＋ｓｉｎ（ｘａｃｏｓａπ）ｅ－ｘａｃｏｓａπ］

其中，ｘ＞０，０＜ａ＜１
２
，ｃ＝ａ（ｃｏｓａπ）

１
ａΓ １（ ）ａ ．

通过计算可知Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ），但ｐＸ（ｘ）≠ｐＹ（ｙ）．
４．为什么不用Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］或Ｅ［｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜］代替方差作为衡量Ｘ取值偏离程度的
一个尺度？

答 因为Ｘ－Ｅ（Ｘ）虽然反映了随机变量Ｘ的取值与平均值Ｅ（Ｘ）的偏差，但偏差可能
是负的，因而在求和时易于正负抵消，故Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］的值不能正确反映Ｘ取值与平均值的
偏离程度．
对Ｅ［｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜］来说，虽然不再存在正负值相互抵消的问题，但是，由于要取绝对值，

给计算制造了一定的麻烦．所以，Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］和Ｅ［｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜］都不适合作为衡量随机变
量Ｘ取值偏离程度的一个尺度．

５．随机变量Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ）与方差Ｄ（Ｘ）之间有什么联系？
答 （１）若Ｅ（Ｘ）不存在，则Ｄ（Ｘ）一定不存在．
这是因为，由公式Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２，所以Ｅ（Ｘ）不存在，必有Ｄ（Ｘ）不存在．例

如，Ｘ服从柯西分布，即

ｐ（ｘ）＝ １
π（１＋ｘ２）

，－∞＜ｘ＜＋∞．

由于 ∫
Ａ

－Ａ
｜ｘ｜ ｄｘ

π（１＋ｘ２）＝
２
２π∫

Ａ

０

ｄ（１＋ｘ２）

１＋ｘ２ ＝１
πｌｎ
（１＋ｘ２）

Ａ

０
→∞（当Ａ→＋∞），

故Ｅ（Ｘ）不存在，从而Ｄ（Ｘ）也不存在．
（２）若Ｅ（Ｘ）存在，Ｄ（Ｘ）不一定存在．
（３）若Ｄ（Ｘ）存在，则对任意常数Ｃ，有Ｄ（Ｘ）≤Ｅ（Ｘ－Ｃ）２，当且仅当Ｃ＝Ｅ（Ｘ）时等号
成立．

６．随机变量的数字特征，就是指随机变量的期望与方差吗？
答 不对．所谓随机变量的数字特征，是刻画随机变量（或它的分布）的某些特征的数值．

随机变量的数字特征主要有：数字期望Ｅ（Ｘ）；方差Ｄ（Ｘ）；矩等．
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本章常考题型归纳

考点 常见题型 例题

由概率分布求期望、方差

先求分布再求期望、方差

期望方差性质

已知离散型的概率分布求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ） 例３．４．４
已知连续型的概率密度求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ） 例３．２．１ 例３．２．３ 例３．２．４

例３．４．３
已知分布函数求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ） 例３．２．２
分布未知需建立概率分布求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ） 例３．１．１ 例３．１．２ 例３．３．２

例３．３．４
分布未知需建立随机变量函数求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ） 例３．３．３

利用Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）的性质求参数 例３．４．１ 例３．４．２

已知随机变量函数求数字特征 例３．３．１ 例３．４．５

本章知识结构网络

随
机
变
量
的
数
字
特
征

期
望

连续型

离散型

随机变量函数的期望

离散型

连续型期望的简单性质

几个常见分布的期望

方
差

连续型

离散型

方差的简单性质

几个常见分布的方差

原点矩与中心矩

检测题（一）

一、选择题

１．已知随机变量Ｘ服从二项分布，且Ｅ（Ｘ）＝２４，Ｄ（Ｘ）＝１４４，则二项分布的参数ｎ，

ｐ的值为（ ）．
Ａ．ｎ＝４，ｐ＝０６ Ｂ．ｎ＝６，ｐ＝０４ Ｃ．ｎ＝８，ｐ＝０３ Ｄ．ｎ＝２４，ｐ＝０１
２．设随机变量Ｘ服从参数为１的指数分布，则随机变量Ｙ＝Ｘ＋ｅ－２Ｘ的数学期望Ｅ（Ｙ）

（ ）．

Ａ．３２ Ｂ．５ Ｃ．３４ Ｄ．４３
３．设Ｘ是一随机变量，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２（μ，σ＞０为常数），则对任意常数Ｃ，也有
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（ ）．
Ａ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２＝Ｅ（Ｘ）２－Ｃ２ Ｂ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２＝Ｅ（Ｘ－μ）

２

Ｃ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２＜Ｅ（Ｘ－μ）
２ Ｄ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２≥Ｅ（Ｘ－μ）

２

４．设随机变量Ｘ的期望Ｅ（Ｘ）存在，且Ｅ（Ｘ）＝ａ，Ｅ（Ｘ２）＝ｂ，ｃ为一常数，则Ｄ（ｃＸ）＝
（ ）．

Ａ．ｃ（ａ－ｂ２） Ｂ．ｃ（ｂ－ａ）２ Ｃ．ｃ２（ｂ－ａ２） Ｄ．ｃ２（ａ－ｂ２）

二、填空题

１．已知随机变量Ｘ的概率分布为
Ｘ ０ １ ２ ３

ｐ ０４ ０３ ０２ ０１
，则Ｅ（Ｘ）＝ ．

２．设随机变量Ｘ的概率密度ｐ（ｘ）＝
２ｘ，０≤ｘ≤１，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

则Ｄ（Ｘ）＝ ．

３．若随机变量Ｘ服从指数分布，且Ｄ（Ｘ）＝０２５，则Ｘ的概率密度为 ．
４．设随机变量Ｘ服从参数为λ的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，且Ｅ（Ｘ－１）（Ｘ－２）＝１，则λ＝ ．
三、解答题

１．盒中有５个球，其中有３个白球，２个黑球，从中任取２个球，求白球数Ｘ的数学期望和
方差．

２．设连续型随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
０， ｘ＜－１，

ａ＋ｂａｒｃｓｉｎｘ， －１≤ｘ＜１，

１， ｘ≥１
烅
烄

烆 ，

确定常数ａ，ｂ，并求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）．

３．设随机变量Ｘ在 －１
２
，［ ］１２ 上服从均匀分布，又Ｙ＝ｓｉｎπＸ，试求随机变量Ｙ 的数学

期望和方差．
４．某银行开展定期定额有奖储蓄，定期一年，定额６０元，按规定１００００个户头中，头等奖
一个，奖金５００元，二等奖１０个，各奖１００元，三等奖１００个，各奖１０元，四等奖１０００个，各奖

２元，某人买了５个户头，他期望得奖多少元？

５．假设国际市场上每年对我国某种出口商品的需求量是随机变量Ｘ（单位：ｔ），它服从于
［２０００，４０００］上的均匀分布．设每售出这种商品１ｔ，可为国家挣得３万元；但假如销售不出而
屯积于库，则每吨浪费保养费１万元，问题是要组织多少吨货源，才能使国家的收益最大？

６．某种稀有昆虫的寿命Ｘ（约小时计）具有概率密度

ｐ（ｘ）＝
３
４
（２ｘ－ｘ２），０＜ｘ＜２，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

试求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）．
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检测题（一）参考答案

一、选择题

１．Ｂ ２．Ｄ ３．Ｄ ４．Ｃ
二、填空题

１．１ ２．１１８ ３．ｐ（ｘ）＝
２ｅ－２ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０

４．λ＝１

三、解答题

１．Ｅ（Ｘ）＝１２， Ｄ（Ｘ）＝０４６．

２．ａ＝１
２
，ｂ＝１

π
， Ｅ（Ｘ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝１

２．

３．Ｅ（Ｘ）＝０， Ｄ（Ｘ）＝１
２．

４．０４５元．
５．３５００ｔ．
６．Ｅ（Ｘ）＝１， Ｄ（Ｘ）＝０２．

检测题（二）

一、选择题

１．设随机变量Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ）＝
０， ｘ＜０，

ｘ３，０≤ｘ≤１，

１， ｘ＞１
烅
烄

烆 ，

则Ｅ（Ｘ）＝（ ）．

Ａ．∫
＋∞

０
ｘ４ｄｘ Ｂ．∫

１

０
３ｘ３ｄｘ Ｃ．∫

１

０
ｘ４ｄｘ＋∫

＋∞

１
ｘｄｘ Ｄ．∫

＋∞

０
３ｘ３ｄｘ

２．设随机变量Ｙ 的函数Ｙ＝ａＸ＋ｂ（ａ，ｂ为常数），且Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｙ）均存在，则必有
（ ）．

Ａ．Ｅ（Ｙ）＝ａＥ（Ｘ） Ｂ．Ｄ（Ｙ）＝ａＤ（Ｘ）

Ｃ．Ｅ（Ｙ）＝ａＥ（Ｘ）＋ｂ Ｄ．Ｄ（Ｙ）＝ａＤ（Ｘ）＋ｂ

３．如果随机变量Ｘ服从（ ）上的均匀分布，则Ｅ（Ｘ）＝３，Ｄ（Ｘ）＝４
３．

Ａ．［０，６］ Ｂ．［１，５］ Ｃ．［２，４］ Ｄ．［－３，３］

４．设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ＝２Ｘ＋１，则Ｙ～（ ）．
Ａ．Ｎ（１，４） Ｂ．Ｎ（０，１） Ｃ．Ｎ（１，１） Ｄ．Ｎ（１，２）

５．设随机变量Ｘ的期望Ｅ（Ｘ），方差Ｄ（Ｘ）及Ｅ（Ｘ２）都存在，则一定有（ ）．
Ａ．Ｅ（Ｘ）≥０ Ｂ．Ｄ（Ｘ）≥０ Ｃ．Ｅ（Ｘ２）≥［Ｅ（Ｘ）］２Ｄ．Ｅ（Ｘ２）≥Ｅ（Ｘ）

６．设随机变量Ｘ的密度函数为ｐ（ｘ）＝
２ｘ，０＜ｘ＜１，

０｛ ， 其他， 则Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥２槡ＤＸ｝

等于（ ）．

Ａ． 槡９－８ ２
９ Ｂ． 槡６＋４ ２

９ Ｃ． 槡６－４ ２
９ Ｄ． 槡９＋８ ２

９
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二、填空题

１．设随机变量Ｘ服从某一区间上的均匀分布，且Ｅ（Ｘ）＝３，Ｄ（Ｘ）＝１
３
，则Ｘ的概率密

度为 ，Ｐ（Ｘ＝２）＝ ，Ｐ（１＜Ｘ＜３）＝ ．
２．若随机变量Ｘ 服从均值为２，方差为σ２ 的正态分布，且Ｐ（２＜Ｘ＜４）＝０３，则

Ｐ（Ｘ＜０）＝ ．

３．设Ｘ是一个随机变量，其概率密度为ｐ（ｘ）＝
１＋ｘ， －１≤ｘ＜０，

１－ｘ，０≤ｘ≤１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

则方差Ｄ（Ｘ）＝ ．

４．已知离散型随机变量Ｘ服从参数为２的Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，即Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝２ｋｅ－２

ｋ！
，则随机变

量Ｙ＝３Ｘ－２的数学期望Ｅ（Ｙ）＝ ．
三、计算题

１．设随机变量Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝１
２ｅ

－｜ｘ｜，－∞＜ｘ＜＋∞，求Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ）

和方差Ｄ（Ｘ）．
２．将４个球随机地放入４个盒子里去，每个球放入各个盒子是等可能的，求没有球的盒子
数Ｘ的数学期望．

３．某公共汽车站每隔５ｍｉｎ有一辆汽车停站，乘客在任意时刻到达汽车站，求候车时间的
数学期望（设汽车到站后乘客都能上车）．

４．已知随机变量Ｘ的概率密度形式为

ｐ（ｘ）＝
ａｘ， ０＜ｘ＜２，

ｃｘ＋ｂ，２≤ｘ≤４，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

且Ｅ（Ｘ）＝２，Ｐ（１＜Ｘ＜３）＝３
４．

求：（１）ａ，ｂ，ｃ的值；（２）Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｅＸ）．
５．设随机变量Ｘ满足Ｅ［（Ｘ－１）２］＝１０，Ｅ［（Ｘ－２）２］＝６，求Ｅ（Ｘ）与Ｄ（Ｘ）．
６．设随机变量Ｘ服从拉普拉斯分布，其概率密度为

ｐ（ｘ）＝１
２λｅ

－｜ｘ－μ｜
λ （λ＞０），

求Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）．

检测题（二）参考答案

一、选择题

１．Ｂ ２．Ｃ ３．Ｂ ４．Ａ ５．Ｂ ６．Ｃ．
二、填空题

１．ｐ（ｘ）＝
１
２
，２≤ｘ≤４，０，１

０
烅
烄

烆 ， 其他，
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２．０２ ３．１６ ４．４

三、计算题

１．Ｅ（Ｘ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝２． ２．Ｅ（Ｘ）＝８１
６４． ３．５２．

４．ａ＝１
４
，ｂ＝１，ｃ＝－１

４
，Ｅ（ｅＸ）＝１

４
（ｅ２－１）２．

５．Ｅ（Ｘ）＝１６，Ｄ（Ｘ）＝１５
４． ６．Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝２λ

２．
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第４章 随机向量

４．１ 二维随机向量

４．１．１ 知识要点

１．定义

设Ｘ，Ｙ是两个随机变量，由它们构成的整体ξ称为二维随机向量，记为（Ｘ，Ｙ），即

ξ＝（Ｘ，Ｙ）．
①二维离散型随机向量：如果二维随机向量ξ＝（Ｘ，Ｙ）全部可能取到的值（二维向量）能

够一一列举出来，则称ξ为二维离散型随机向量．
设二维离散型随机向量ξ＝（Ｘ，Ｙ）所有可能取到的值为
（ｘｉ，ｙｊ） （ｉ＝１，２，⋯；ｊ＝１，２，⋯），

且取得各个值的概率为

ｐｉｊ＝Ｐ［（Ｘ，Ｙ）＝（ｘｉ，ｙｊ）］（ｉ＝１，２，⋯；ｊ＝１，２，⋯），

则称上式为ξ＝（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布，简称为概率分布或联合分布．
二维离散型随机向量ξ＝（Ｘ，Ｙ）的概率分布也可用概率分布表表示．

Ｘ

Ｐ［（Ｘ，Ｙ）］Ｙ ｙ１ ｙ２ ⋯ ｙｊ ⋯

ｘ１ ｐ１１ ｐ１２ ⋯ ｐ１ｊ ⋯

ｘ２ ｐ２１ ｐ２２ ⋯ ｐ２ｊ ⋯

   

ｘｉ ｐｉ１ ｐｉ２ ⋯ ｐｉｊ ⋯

   

ｐｉｊ具有下列性质：

１°ｐｉｊ≥０（ｉ＝１，２，⋯；ｊ＝１，２，⋯）；

２°∑
ｉ
∑
ｊ
ｐｉｊ＝１．

②二维连续型随机向量：对于二维随机向量ξ＝（Ｘ，Ｙ），如果存在非负可积函数ｐ（ｘ，ｙ）
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（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞），使得对于任意一个由不等式ａ＜ｘ＜ｂ，ｃ＜ｙ＜ｄ确定的
平面区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ａ＜ｘ＜ｂ，ｃ＜ｙ＜ｄ｝，均有

Ｐ［（ｘ，ｙ）∈Ｄ］＝Ｄ
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，

则称ξ＝（Ｘ，Ｙ）为二维连续型随机向量，且称ｐ（ｘ，ｙ）为ξ＝（Ｘ，Ｙ）的联合分布密度，简称
为分布密度或（概率）密度．

ｐ（ｘ，ｙ）具有下列性质：

１°ｐ（ｘ，ｙ）≥０；

２°∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１；

３°对于任意的平面区域Ｄ均有Ｐ［（ｘ，ｙ）∈Ｄ］＝Ｄ
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

２．二维随机向量的均匀分布

设Ｄ是平面上的有界区域，其面积为Ａ．如果二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１
Ａ
，（ｘ，ｙ）∈Ｄ，

０
烅
烄

烆 ， 其他，
则称二维随机向量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｄ上服从均匀分布．

４．１．２ 典型题型解析
例４．１．１ 一整数Ｘ随机地在２，３，４三个整数中取一个值，另一整数Ｙ 随机地在２～Ｘ

中取一值，试求（Ｘ，Ｙ）的联合分布．
解 Ｘ，Ｙ可能的取值为２，３，４

Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝２）＝１
３×１＝１

３
，Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝ｋ）＝０ （ｋ＝３，４），

Ｐ（Ｘ＝３，Ｙ＝２）＝１
３×１

２＝１
６
，Ｐ（Ｘ＝３，Ｙ＝３）＝１

３×１
２＝１

６
，

Ｐ（Ｘ＝３，Ｙ＝４）＝０，Ｐ（Ｘ＝４，Ｙ＝ｋ）＝１
３×１

３＝１
９
（ｋ＝２，３，４）．

于是（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布为

Ｘ

Ｐｉｊ Ｙ
２ ３ ４

２ １
３ ０ ０

３ １
６

１
６ ０

４ １
９

１
９

１
９

例４．１．２ 设（Ｘ，Ｙ）的密度函数为
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ｐ（ｘ，ｙ）＝
Ａｓｉｎ（ｘ＋ｙ），０＜ｘ＜π

２
，０＜ｙ＜π

２
，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
求常数Ａ．

解 １＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝Ａ∫

π
２

０∫
π
２

０
ｓｉｎ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ

＝Ａ∫
π
２

０
［－ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）］

π
２
０ｄｙ＝Ａ∫

π
２

０
（ｓｉｎｙ＋ｃｏｓｙ）ｄｙ

＝Ａ［－ｃｏｓｙ＋ｓｉｎｙ］
π
２
０ ＝２Ａ．

所以Ａ＝１
２．

例４．１．３ 已知二维随机向量（Ｘ，Ｙ）服从Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜ｙ＜１｝上的均匀分布，求

Ｐ ０＜ｘ＜１
２
，０＜Ｙ＜（ ）１２ ．

解 区域Ｄ如右图所示．

所以区域Ｄ的面积为１２．

因此ｐ（ｘ，ｙ）＝
２，（ｘ，ｙ）∈Ｄ，

０｛ ， 其他，
于是 Ｐ ０＜Ｘ＜１

２
，０＜Ｙ＜（ ）１２ ＝∫

１
２

０∫
１
２

ｘ
２ｄｙｄｘ＝１

４．

同步练习４．１
１．在１０件产品中有２件一级品，７件二级品和１件次品，从１０件产品中无放回地抽取３
件，用Ｘ表示其中的一级品数，Ｙ表示其中的二级品数，求（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布．

２．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
Ａｅ－（３ｘ＋４ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

求：（１）常数Ａ；（２）Ｐ（０＜ｘ≤１，０＜Ｙ≤２）．
３．设（Ｘ，Ｙ）在区域Ｄ上服从均匀分布，其中Ｄ 为直线ｙ＝ｘ和抛物线ｙ＝ｘ２所围成的

区域．试求（Ｘ，Ｙ）的联合分布密度．

同步练习４．１参考答案

１．

Ｘ

Ｐｉｊ Ｙ
０ １ ２ ３

０ ０ ０ ２１
１２０

３５
１２０

１ ０ １４
１２０

４２
１２０ ０

２ １
１２０

７
１２０ ０ ０
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２．Ａ＝１２，（ｅ－３－１）（ｅ－８－１）． ３．ｐ（ｘ，ｙ）＝
６，（ｘ，ｙ）∈Ｄ，

０， 其他｛ ．

４．２ 二维随机向量的分布

４．２．１ 知识要点

１．二维随机向量的分布函数

设二维随机向量为（Ｘ，Ｙ）．记

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ） （－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞），
则称二元函数Ｆ（ｘ，ｙ）为二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数．简称分布函数．

Ｆ（ｘ，ｙ）具有下列性质：

①０≤Ｆ（ｘ，ｙ）≤１（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞）；

②ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，ｌｉｍ
ｙ→－∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝０；

ｌｉｍ
ｘ→－∞
ｙ→－∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝１；

③当ｘ１＜ｘ２时，Ｆ（ｘ１，ｙ）≤Ｆ（ｘ２，ｙ）；
当ｙ１＜ｙ２时，Ｆ（ｘ，ｙ１）≤Ｆ（ｘ，ｙ２）；

④对于二维离散型随机向量（Ｘ，Ｙ），Ｆ（ｘ，ｙ）＝ ∑
ｘｉ≤ｘ，ｙｊ≤ｙ

ｐｉｊ；

⑤对于二维连续型随机向量（Ｘ，Ｙ），Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，如果ｐ（ｘ，ｙ）连

续，则有
２Ｆ

ｘｙ＝ｐ（ｘ，ｙ）；

⑥Ｐ（ｘ１＜Ｘ＜ｘ２，ｙ１＜Ｙ＜ｙ２）＝Ｆ（ｘ２，ｙ２）－Ｆ（ｘ２，ｙ１）＋Ｆ（ｘ１，ｙ１）－Ｆ（ｘ１，ｙ２）．

２．二维随机向量的边缘分布

①设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数为Ｆ（ｘ，ｙ）．如果记

ＦＸ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ＜＋∞）＝ｌｉｍ
ｙ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ），

则称ＦＸ（ｘ）为（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ的边缘分布函数．如果记

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ（Ｘ＜＋∞，Ｙ≤ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ），

则称ＦＹ（ｙ）为（Ｘ，Ｙ）关于Ｙ的边缘分布函数．

②对于离散型 ｐｉ·＝Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）＝∑
∞

ｊ＝１
ｐｉｊ （ｉ＝１，２，⋯），

ｐ·ｊ＝Ｐ（Ｙ＝ｙｊ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｐｉｊ （ｊ＝１，２，⋯），

分别称ｐｉ·和ｐ·ｊ为（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和关于Ｙ的边缘分布律．

对于连续型 ｐＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｙ，
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ｐＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ，

分别称ｐＸ（ｘ）和ｐＹ（ｙ）为（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和关于Ｙ的边缘概率密度．

３．二维随机向量的独立性

设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数及边缘分布函数分别为Ｆ（ｘ，ｙ）及ＦＸ（ｘ）、

ＦＹ（ｙ）．如果对于所有的ｘ，ｙ有

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ），
即 Ｐ（Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ）＝Ｐ（Ｘ≤ｘ）Ｐ（Ｙ≤ｙ），
则称随机变量Ｘ与Ｙ是相互独立的．
对于离散型Ｘ与Ｙ相互独立的充要条件为

Ｐ［（Ｘ，Ｙ）＝（ｘｉ，ｙｊ）］＝Ｐ（Ｘ＝ｘｉ）Ｐ（Ｙ＝ｙｊ），

即 ｐｉｊ＝ｐｉ·ｐ·ｊ （ｉ＝１，２，⋯；ｊ＝１，２，⋯）．
对于连续型Ｘ与Ｙ相互独立的充要条件为ｐ（ｘ，ｙ）＝ｐＸ（ｘ）ｐＹ（ｙ）．

４．二维正态分布

如果二维连续型随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ１σ２ １－ρ槡 ２ｅ

－ １
２（１－ρ

２）

（ｘ－μ１）
２

σ２１
－２ρ
（ｘ－μ１）（ｙ－μ２）

σ１σ２
＋
（ｙ－μ２）

２

σ［ ］２
２

（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞；μ１，μ２，σ１，σ２，ρ均为常数，且σ１＞０，σ２＞０，－１＜ρ＜１），
则称（Ｘ，Ｙ）为服从参数μ１，μ２，σ１，σ２，ρ的二维正态分布，且

ｐＸ（ｘ）＝ １
σ１ ２槡π

ｅ－ １
２σ２１
（ｘ－μ１）

２
（－∞＜ｘ＜＋∞），

ｐＹ（ｙ）＝ １
σ２ ２槡π

ｅ－ １
２σ２２
（ｙ－μ２）

２
（－∞＜ｙ＜＋∞）．

如果（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２；σ１，σ２；ρ），则Ｘ与Ｙ相互独立ρ＝０．

４．２．２ 典型题型解析
例４．２．１ 已知二维随机向量（Ｘ，Ｙ）有联合分布函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝
１－ｅ－ｘ＋ｅ－ｙ＋ｅ－（ｘ＋ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

试求：（１）边缘分布函数；（２）联合分布密度；（３）Ｘ与Ｙ是否独立．
解 （１）ＦＸ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｙ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｙ）＝１－ｅ－ｘ，ｘ＞０，

ＦＹ（ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝１－ｅｙ，ｙ＞０．

（２）ｐ（ｘ，ｙ）＝２Ｆ（ｘ，ｙ）
ｘｙ ＝ｅ－（ｘ＋ｙ），ｘ＞０，ｙ＞０．

即 ｐ（ｘ，ｙ）＝
ｅ－（ｘ＋ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

（３）由于对于任意的ｘ，ｙ都有Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ）成立，故Ｘ与Ｙ 是相互独立的随
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机变量．
注 这是一道常见的基本训练题．对于二维连续型随机向量独立性的考察也可以从分布

密度出发．
例４．２．２ 已知随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率分布如下：

Ｘ

Ｐｉｊ Ｙ
０ １ ２ ３

０ ０ ｋ ２ｋ ３ｋ

１ ２ｋ ３ｋ ４ｋ ５ｋ

２ ４ｋ ５ｋ ６ｋ ７ｋ

试求：（１）Ｐ １
２≤Ｘ≤２，Ｙ＜（ ）３ ；（２）Ｘ与Ｙ是否独立？

解 （１）１＝∑
３

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１
ｐｉｊ＝４２ｋｋ＝１

４２
，

Ｐ １
２≤Ｘ≤２，Ｙ＜（ ）３ ＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝２）＋

Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝０）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝１）＋Ｐ（Ｘ＝２，Ｙ＝２）

＝２４ｋ＝２４
４２＝４

７．

（２）为考察独立性，先求边缘分布律．

Ｘ ０ １ ２

ｐｉ·
６
４２

１４
４２

２２
４２

，
Ｙ ０ １ ２ ３

ｐ·ｊ
６
４２

９
４２

１２
４２

１５
４２

．

因为０＝ｐ１１≠ｐ１··ｐ·１＝６
４２×６

４２
，所以Ｘ与Ｙ不独立．

注 解答本题要利用离散型随机向量概率分布律的性质１解出ｋ，才能往下做；在求

Ｐ １
２≤Ｘ≤２，Ｙ＜（ ）３ 时，要把所有情况考虑周全；在考察独立性时只要有一个ｐｉｊ≠ｐｉ··ｐ·ｊ成

立，则不独立．而只有当所有的ｐｉｊ＝ｐｉ··ｐ·ｊ成立时Ｘ与Ｙ才独立（ｉ＝１，２，３）．
例４．２．３ 已知随机变量Ｘ和Ｙ的概率分布分别为

Ｘ －１ ０ １

ｐｉ·
１
４

１
２

１
４

，
Ｙ ０ １

ｐ·ｊ
１
２

１
２

，

且Ｐ（ＸＹ＝０）＝１，试求Ｘ和Ｙ的联合概率分布．
解 因为Ｐ（ＸＹ＝０）＝１，所以有Ｐ（Ｘ＝－１，Ｙ＝１）＝Ｐ（Ｘ＝１，Ｙ＝１）＝０，

即 ｐ１２＝ｐ３２＝０．
则Ｘ和Ｙ的联合分布律为
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Ｘ

Ｐｉｊ Ｙ
０ １ ｐｉ·

－１ ｐ１１ ０ １
４

０ ｐ２１ ｐ２２
１
２

１ ｐ３１ ０ １
４

ｐ·ｊ
１
２

１
２

所以ｐ１１＝
１
４
，ｐ３１＝

１
４
，ｐ２２＝

１
２．

由于ｐ２１＋ｐ２２＝
１
２
，故ｐ２１＝

１
２－１

２＝０，于是（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为

Ｘ

Ｐｉｊ Ｙ
０ １ ｐｉ·

－１ １
４ ０ １

４

０ ０ １
２

１
２

１ １
４ ０ １

４

ｐ·ｊ
１
２

１
２ １

注 利用对立事件可以确定ｐ１２，ｐ３２，这是关键．随后充分利用联合分布律和边缘分布律
的关系得到一系列等式，从而确定ｐｉｊ．
例４．２．４ 设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２；σ２

１，σ２
２；ρ），其概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝ １
２π槡３

ｅ－
［４ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ

２－８ｘ－２ｙ＋４］
６ ，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞

求参数μ１，μ２，σ２
１，σ２

２，ρ的值．

解 因为４ｘ
２＋２ｘｙ＋ｙ２－８ｘ－２ｙ＋４

６ ＝４（ｘ－１）２＋２（ｘ－１）ｙ＋ｙ２

２（槡３）２
，

所以，与二维正态分布的密度函数比较得

μ１＝１，μ２＝０，σ２
１＝１，σ２

２＝４，ρ＝－１
２．

故知 （Ｘ，Ｙ）～Ｎ １，０；１，４；－（ ）１２ ．

例４．２．５ 设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ａ Ｂ＋ａｒｃｔａｎｘ（ ）２ Ｃ＋ａｒｃｔａｎｙ（ ）３ ，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞．

求：（１）Ａ、Ｂ、Ｃ的值；（２）ｐ（ｘ，ｙ）；（３）ｐＸ（ｘ），ｐＹ（ｙ）．
解 （１）因为Ａ≠０，所以由ｘ，ｙ的任意性，由

Ｆ（０，－∞）＝Ａ Ｂ＋ａｒｃｔａｎ（ ）０２ Ｃ－π（ ）２ ＝０，得Ｃ＝π
２
，

Ｆ（－∞，０）＝Ａ Ｂ－π（ ）２ Ｃ＋ａｒｃｔａｎ（ ）０３ ＝０，得Ｂ＝π
２．
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Ｆ（＋∞，－∞）＝Ａ π
２＋π（ ）２

π
２＋π（ ）２ ＝１，得Ａ＝１

π２．

所以 Ｆ（ｘ，ｙ）＝１
π２

π
２＋ａｒｃｔａｎｘ（ ）２

π
２＋ａｒｃｔａｎｙ（ ）３ ．

（２）由ｐ（ｘ，ｙ）＝２Ｆ（ｘ，ｙ）
ｘｙ
，得

ｐ（ｘ，ｙ）＝ ６
π２（４＋ｘ２）（９＋ｙ２）

，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞．

（３）ｐＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ ２

π（４＋ｘ２）
，－∞＜ｘ＜＋∞，

ｐＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝ ３

π（９＋ｙ２）．－∞＜ｙ＜＋∞．

注 利用分布函数的性质（２°）可以解出其中的未知常数，从而余下的问题迎刃而解．
例４．２．６ 设Ｘ与Ｙ是相互独立的随机变量，且服从同一分布Ｕ［－ａ，ａ］（ａ＞０），求方

程ｔ２＋Ｘｔ＋Ｙ＝０有实根的概率．并求ａ→０和ａ→∞时，此概率的极限值．
解 因为Ｘ～Ｕ［－ａ，ａ］，Ｙ～Ｕ［－ａ，ａ］，且Ｘ与Ｙ相互独立，所以

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１

４ａ２，｜ｘ｜≤ａ，｜ｙ｜≤ａ，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
要方程ｔ２＋Ｘｔ＋Ｙ＝０有实根，只要Δ≥０，即Ｘ２－４Ｙ≥０，要求出

Ｐ（Ｘ２≥４Ｙ）＝ｘ２≥４ｙ
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

图（１）

当０≤ａ≤４时，由图（１）知，有

Ｐ（Ｘ２≥４Ｙ）＝２∫
ａ

０
ｄｘ∫

ｘ２
４

－ａ

１
４ａ２ｄｙ

＝ａ
２４＋１

２
，

当ａ＞４时，由图（２）知，有

Ｐ（Ｘ２≥４Ｙ）＝１－２∫
ａ

０
ｄｙ∫

２槡ｙ

０

１
４ａ２ｄｘ

图（２）

＝１－ ２
３槡ａ
，

于是

ｌｉｍ
ａ→０

Ｐ（Ｘ２≥４Ｙ）＝ｌｉｍ
ａ→０

ａ
２４＋（ ）１２ ＝１

２
，

ｌｉｍ
ａ→∞

Ｐ（Ｘ２≥４Ｙ）＝ｌｉｍ
ａ→∞

１－ ２
３槡（ ）ａ ＝１．

注 首先利用独立性的定义得到ｐ（ｘ，ｙ），之后利用一元二
次方程有实根的判别式Δ≥０得到所求概率为一二重积分．注意
分析ａ的不同取值范围得到的积分值是不一样的．最后要正确地求出极限值．
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同步练习４．２
１．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｃ－３－ｘ－３－ｙ＋３－ｘ－ｙ， ｘ≥０，ｙ≥０，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

求：（１）常数Ｃ；（２）ｐ（ｘ，ｙ）．
２．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为

Ｘ

Ｙ
０ １ ２

０ ００６ ０１５ α

１ β ０３５ ０２１

问当α，β为何值时，Ｘ与Ｙ相互独立？

３．设Ｘ与Ｙ相互独立，Ｘ～Ｕ［ａ，ｂ］，Ｙ～Γ（１，λ），求：（１）ｐ（ｘ，ｙ）；（２）Ｐ（Ｙ≤Ｘ）．
４．设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝Ａｅ－ｘ２＋ｙ
２

２００ ，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞．
求：（１）常数Ａ；（２）确定（Ｘ，Ｙ）的分布及分布的参数．

同步练习４．２参考答案

１．Ｃ＝１，ｐ（ｘ，ｙ）＝
３－ｘ－ｙ（ｌｎ３）２， ｘ≥０，ｙ≥０，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

２．α＝００９，β＝０１４．

３．ｐ（ｘ，ｙ）＝
λｅ－λｙ

ｂ－ａ
，ａ≤ｘ≤ｂ，ｙ≥０， Ｐ（Ｙ≤Ｘ）＝１＋ １

（ｂ－ａ）λ
（ｅ－λｂ－ｅ－λａ）．

０， 其他
烅
烄

烆 ．

４．Ａ＝ １
２００π
，（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（０，０，１０２，１０２，０）．

４．３ 二维随机向量函数的分布

４．３．１ 知识要点

１．定义

设ｆ（ｘ，ｙ）是定义在二维随机向量（Ｘ，Ｙ）一切可能取值集合上的二元函数．如果当二维
随机向量（Ｘ，Ｙ）取值（ｘ，ｙ）时，随机变量Ｚ就取值ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），则称Ｚ为二维随机向量
（Ｘ，Ｙ）的函数，记为Ｚ＝ｆ（Ｘ，Ｙ）．

对于连续型 ＦＺ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝Ｐ［ｆ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ］＝ 
ｆ（ｘ，ｙ）≤ｚ

ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．
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２．几种二维连续型随机向量函数

（１）Ｚ＝Ｘ＋Ｙ的分布

ｐＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｚ－ｙ，ｙ）ｄｙ＝∫

＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｚ－ｘ）ｄｘ．

特别地，若Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），则Ｚ＝Ｘ＋Ｙ～Ｎ（μ１＋μ２，σ２
１＋σ２

２）．
（２）Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布
设Ｘ与Ｙ相互独立，且Ｘ 和Ｙ 的分布函数及密度分别为ＦＸ（ｘ），ＦＹ（ｙ）及ｐＸ（ｘ），

ｐＹ（ｙ）．
Ｆｍａｘ（ｚ）＝Ｐ（Ｚ≤ｚ）＝ＦＸ（ｚ）ＦＹ（ｚ）．
ｐｍａｘ（ｚ）＝ｐＸ（ｚ）ＦＹ（ｚ）＋ＦＸ（ｚ）ｐＹ（ｚ）．

（３）Ｚ＝ Ｘ２＋Ｙ槡 ２的分布

ＦＺ（ｚ）＝ 
ｘ２＋ｙ

２＝ｚ２
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

４．３．２ 典型题型解析
例４．３．１ 设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）有联合概率密度

ｐ（ｘ，ｙ）＝
２ｘｅ－ｙ，０＜ｘ＜１，ｙ＞０，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

试求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ的概率密度．
解 此处随机变量Ｚ是任意随机变量的和，故使用公式

ｐＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｚ－ｘ）ｄｘ

来求Ｚ的概率密度．由于参变量ｚ可以取一切实数，故要在ｚ的
不同取值范围内进行逐段积分．为方便，下面的讨论借助右图进
行：

（１）当ｚ＜０时，有ｐＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｚ－ｘ）ｄｘ＝０；

（２）当０≤ｚ＜１时，有ｐＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｚ－ｘ）ｄｘ，

由于 ｙ＝ｚ－ｘ＞０ｘ＜ｚ
又由题设知 ０＜ｘ＜ ｝１

０＜ｘ＜ｚ，

故 ｐＺ（ｚ）＝∫
ｚ

０
２ｘｅ－（ｚ－ｘ）ｄｘ＝２（ｅ－ｚ＋ｚ－１）；

（３）当ｚ≥１时，有ｐＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｚ－ｘ）ｄｘ，

由于 ｙ＝ｚ－ｘ＞０ｘ＜ｚ
又由题设知 ０＜ｘ＜ ｝１

０＜ｘ＜１，

故 ｐＺ（ｚ）＝∫
１

０
２ｘｅ－（ｚ－ｘ）ｄｘ＝２ｅ－ｚ．

综上，可得Ｚ＝Ｘ＋Ｙ的概率密度为
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ｐＺ（ｚ）＝
０， ｚ＜０，

２（ｅ－ｚ＋ｚ－１），０≤ｚ＜１，

２ｅ－ｚ， ｚ≥
烅
烄

烆 １．
注 本题是二维随机向量和分布的典型例子．对于参变量ｚ的不同取值范围，其积分上

下限是有差别的，解题中提供的处理方法有普遍意义，务求理解，以便举一反三地求解这类题

目．此外，应注意到题中随机变量Ｘ 和Ｙ 实际上是相互独立的．因而也可以直接使用卷积公
式，求解结果一致．
例４．３．２ 设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，都在区间［ａ，ｂ］上服从均匀分布，求：（１）Ｚ１＝

ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的概率密度；（２）Ｚ２＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的概率密度．
解 这里Ｘ与Ｙ相互独立，都服从［ａ，ｂ］上的均匀分布．
（１）Ｚ１的分布函数为

ＦＺ１
（ｚ）＝Ｐ（Ｚ１＜ｚ）＝Ｐ［ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ］Ｐ（Ｘ≤ｚ，Ｙ≤ｚ）

＝Ｐ（Ｘ≤ｚ）Ｐ（Ｙ≤ｚ）．

当ａ≤ｚ≤ｂ时，ＦＺ１
（ｚ）＝ｚ－ａ

ｂ－ａ
·ｚ－ａ
ｂ－ａ＝ ｚ－ａ

ｂ－（ ）ａ
２
，

当ｚ＜ａ时，ＦＺ１
（ｚ）＝０，

当ｚ＞ｂ时，ＦＺ１
（ｚ）＝１．

所以

ＦＺ１
（ｚ）＝

０， ｚ＜ａ，

ｚ－ａ
ｂ－（ ）ａ

２
，ａ≤ｚ≤ｂ，

１， ｚ＞ｂ

烅

烄

烆 ．
从而，Ｚ１的概率密度为

ｐＺ１
（ｚ）＝

２（ｚ－ａ）
（ｂ－ａ）２

，ａ≤ｚ≤ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
（２）Ｚ２的分布函数为

ＦＺ２
（ｚ）＝Ｐ（Ｚ２≤ｚ）＝１－Ｐ（Ｚ２＞ｚ）＝１－Ｐ［ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）＞ｚ］

＝１－Ｐ（Ｘ＞ｚ，Ｙ＞ｚ）＝１－Ｐ（Ｘ＞ｚ）Ｐ（Ｙ＞ｚ）＝１－［１－Ｐ（Ｘ≤ｚ）］２

＝

０， ｚ＜ａ，

１－ １－ｚ－ａ
ｂ－（ ）ａ

２

ａ≤ｚ≤ｂ，

１， ｚ＞ｂ

烅

烄

烆 ．
从而Ｚ２的概率密度为

ｐＺ２
（ｚ）＝

２（ｂ－ｚ）
（ｂ－ａ）２

，ａ≤ｚ≤ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
注 在使用Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的有关公式时，要注意这些公式对Ｘ，Ｙ 是有要求的，仅当Ｘ
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与Ｙ相互独立时才适用．
例４．３．３ 设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）在矩形域Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤１｝上服从均

匀分布，试求边长为Ｘ和Ｙ的矩形面积Ｓ的概率密度．
解 二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１
２
，（ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０， （ｘ，ｙ）Ｇ
烅
烄

烆 ．
设Ｓ＝ＸＹ，则Ｓ的分布函数为

Ｆ（ｓ）＝Ｐ（Ｓ≤ｓ）＝Ｐ（ＸＹ≤ｓ）＝
ｘｙ≤ｓ

ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝Ｇ
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

显然，当ｓ＜０时，Ｆ（ｓ）＝０；当ｓ≥２时，Ｆ（ｓ）＝１．
当０≤ｓ＜２时，积分区域Ｇ如右图所示，从而

Ｆ（ｓ）＝∫
ｓ

０
ｄｘ∫

１

０

１
２ｄｙ＋∫

２

ｓ
ｄｘ∫

ｓ
ｘ

０

１
２ｄｙ

＝∫
ｓ

０

１
２ｄｘ＋∫

２

ｓ

ｓ
２ｘｄｘ＝ｓ

２
（１＋ｌｎ２－ｌｎｓ）．

所以

Ｆ（ｓ）＝

０， ｓ＜０，

ｓ
２
（１＋ｌｎ２－ｌｎｓ），０≤ｓ＜２，

１， ｓ≥２

烅

烄

烆 ，

于是，Ｓ的密度函数为

ｐ（ｓ）＝
１
２
（ｌｎ２－ｌｎｓ），０＜ｓ＜２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．

同步练习４．３
１．设随机变量Ｘ，Ｙ独立，Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），Ｙ服从［－π，π］上的均匀分布，试求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ
的概率密度函数．

２．设某系统由３个相互独立的元件Ａ１，Ａ２，Ａ３连接而成，连接方式为：（１）串联，（２）并
联．设Ａ１，Ａ２，Ａ３的寿命分别为随机变量Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，它们有相同的分布，都服从指数分布：

ｐＸ（ｘ）＝
ａｅ－ａｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄
烆 ，

试分别按上述两种连接方式，求出系统（１），（２）的寿命的概率密度和平均寿命．
３．设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

求随机变量Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ的分布函数．

８９ 概率统计学习教程



同步练习４．３参考答案

１．ｐＺ（ｚ）＝１
２πΦ ｚ＋π－μ（ ）σ －Φ ｚ－π－μ（ ）［ ］σ

；

２．（１）ｐＺ１
（ｚ）＝

３ａｅ－３ａｚ，ｚ＞０，

０， ｚ≤０
烅
烄
烆 ，

Ｅ（Ｚ１）＝
１
３ａ
；

（２）ｐＺ２
（ｚ）＝

３（１－ｅ－ａｚ）２·ａｅ－ａｚ，ｚ＞０，

０， ｚ≤０
烅
烄
烆 ，

Ｅ（Ｚ２）＝
３３
１８ａ
；

３．ＦＺ（ｚ）＝
１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ，ｚ＞０，

０， ｚ≤
烅
烄
烆 ０．

４．４ 二维随机向量的数字特征

４．４．１ 知识要点

１．二维随机向量的数字特征

设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合密度为ｐ（ｘ，ｙ），Ｚ＝ｆ（Ｘ，Ｙ），关于Ｘ，Ｙ 的边缘密度分
别为ｐＸ（ｘ），ｐＹ（ｙ）．则有

（１）Ｅ（Ｚ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ；

（２）Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ；

（３）Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｙｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ；

（４）Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ；

（５）Ｄ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｙ－Ｅ（Ｙ）］２ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ；

（６）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝σＸＹ＝Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］｝．
特别是对于二维连续型随机向量

σＸＹ＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］［ｙ－Ｅ（Ｙ）］ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，

且 σＸＸ＝Ｄ（Ｘ），σＹＹ＝Ｄ（Ｙ）；

（７）ρ＝ρＸＹ＝
σＸＹ

σ槡ＸＸ σ槡ＹＹ
．

２．数字特征的简单性质

（１）Ｅ（Ｘ±Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）±Ｅ（Ｙ）；
（２）如果Ｘ与Ｙ相互独立，则有Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）；
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（３）Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２σＸＹ；

（４）如果Ｘ与Ｙ相互独立，则有Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）；
（５）如果Ｘ与Ｙ相互独立，则有σＸＹ＝０（或ρＸＹ＝０）；
（６）｜ρＸＹ｜≤１．

４．４．２ 典型题型解析
例４．４．１ 已知随机向量（Ｘ，Ｙ）联合密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
４ｘｙ，０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

试求Ｅ（Ｘ２＋Ｙ２）．

解 Ｅ（Ｘ２＋Ｙ２）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（ｘ２＋ｙ２）ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０∫
１

０
（ｘ２＋ｙ２）４ｘｙｄｘｄｙ

＝４∫
１

０
ｘ３ｄｘ∫

１

０
ｙｄｙ＋４∫

１

０
ｘｄｘ∫

１

０
ｙ３ｄｙ

＝１
２＋１

２＝１．

例４．４．２ 设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）联合密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
３ｘｙ
１６
，（ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０， （ｘ，ｙ）Ｇ
烅
烄

烆 ，

其中Ｇ为０≤ｘ≤２及０≤ｙ≤ｘ２所围的区域．试求Ｅ（Ｘ），Ｅ（Ｙ），Ｄ（Ｘ），Ｄ（Ｙ），ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

ρＸＹ．
解 先求边缘概率密度

ｐＸ（ｘ）＝∫
ｘ２

０

３ｘｙ
１６ｄｙ＝３ｘ５

３２
，０≤ｘ≤２，

ｐＹ（ｙ）＝∫
２

槡ｙ

３ｘｙ
１６ｄｘ＝３ｙ（４－ｙ）

３２
，０≤ｙ≤４，

于是 Ｅ（Ｘ）＝∫
２

０
ｘ·３３２ｘ

５ｄｘ＝３
３２∫

２

０
ｘ６ｄｘ＝１２

７
，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
２

０
ｘ２·３

３２ｘ
５ｄｘ＝３

３２∫
２

０
ｘ７ｄｘ＝３，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－（ＥＸ）２＝３－ １２（ ）７
２

＝３
４９
，

Ｅ（Ｙ）＝∫
４

０
ｙ３
３２ｙ
（４－ｙ）ｄｙ＝３

３２∫
４

０
（４ｙ２－ｙ３）ｄｙ＝２，

Ｅ（Ｙ２）＝∫
４

０
ｙ２ ３

３２ｙ
（４－ｙ）ｄｙ＝３

３２∫
４

０
（４ｙ３－ｙ４）ｄｙ＝２４

５
，

Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－（ＥＹ）２＝２４
５－４＝４

５．
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又因为 Ｅ（ＸＹ）＝∫
２

０
ｄｘ∫

ｘ２

０
ｘｙ３

１６ｘｙｄｙ＝１
１６∫

２

０
ｘ８ｄｘ＝３２

９
，

故 ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）·Ｅ（Ｙ）＝３２
９－２４

７＝８
６３
，

于是 ρＸＹ＝
ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝

８
６３
３槡４９槡４

５

＝４
９槡５

３．

例４．４．３ 已知随机变量Ｘ，Ｙ，Ｚ，证明：

Ｄ（Ｘ＋Ｙ＋Ｚ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＋Ｄ（Ｚ）＋２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＋２ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）＋２ｃｏｖ（Ｙ，Ｚ）：
证明 Ｄ（Ｘ＋Ｙ＋Ｚ）＝Ｅ｛［（Ｘ＋Ｙ＋Ｚ）－Ｅ（Ｘ＋Ｙ＋Ｚ）］２｝

＝Ｅ（｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］＋［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］＋［Ｚ－Ｅ（Ｚ）］｝２）

＝Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２｝＋Ｅ｛［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］２｝＋Ｅ｛［Ｚ－Ｅ（Ｚ）］２｝＋
２Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］·［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］｝＋２Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］·［Ｚ－Ｅ（Ｚ）］｝＋
２Ｅ｛［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］·［Ｚ－Ｅ（Ｚ）］｝

＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＋Ｄ（Ｚ）＋２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＋２ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）＋２ｃｏｖ（Ｙ，Ｚ）．

例４．４．４ 已知Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ（０，４２），ρＸＹ＝－１
２
，对Ｚ＝Ｘ

３＋Ｙ
２
，求：（１）Ｅ（Ｚ）和

Ｄ（Ｚ）；（２）ρＸＺ；（３）Ｘ，Ｚ的独立性．
解 （１）由分布知，Ｅ（Ｘ）＝１，Ｄ（Ｘ）＝９，Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｙ）＝１６，所以

Ｅ（Ｚ）＝１
３Ｅ（Ｘ）＋１

２Ｅ（Ｙ）＝１
３＋０＝１

３
，

Ｄ（Ｚ）＝１
９Ｄ（Ｘ）＋１

４Ｄ（Ｙ）＋２·１３
·１
２ｃｏｖ
（Ｘ，Ｙ）

＝１＋４＋１
３ －（ ）１２ ×４×３＝３．

（２）ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）＝ｃｏｖＸ，Ｘ３＋Ｙ（ ）２
＝１
３ｃｏｖ
（Ｘ，Ｘ）＋１

２ｃｏｖ
（Ｘ，Ｙ）

＝１
３Ｄ（Ｘ）＋１

２ －（ ）１２ ×３×４＝３－３＝０，

所以 ρＸＺ＝０．

（３）因为Ｚ＝Ｘ
３＋Ｙ

２
，所以Ｚ也是正态分布．

故由ρＸＺ＝０知Ｘ，Ｚ相互独立．
注 对于二维正态分布来说，ρＸＺ＝０是Ｘ与Ｚ相互独立的充分必要条件．
例４．４．５ 设随机变量Ｘ与Ｙ独立同服从Ｎ（μ，σ

２）分布．令

Ｚ＝｜Ｘ－Ｙ｜，Ｕ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ），Ｖ＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）．
求：（１）Ｅ（Ｚ），Ｄ（Ｚ）；（２）Ｅ（Ｕ），Ｅ（Ｖ）．
解 （１）由Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），Ｙ～Ｎ（μ，σ
２），得
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Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｙ）＝σ２，

于是 Ｅ（Ｘ－Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）－Ｅ（Ｙ）＝０．
由Ｘ与Ｙ的独立性，得

Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＝２σ２，

所以 Ｘ－Ｙ
２σ槡 ２ ～Ｎ（０，１）．

令 Ｔ＝Ｘ－Ｙ
槡２σ

～Ｎ（０，１），

则 Ｚ＝（槡２σ）｜Ｔ｜，

故 Ｅ（Ｚ）＝Ｅ［（槡２σ）｜Ｔ｜］ 槡＝ ２σ∫
＋∞

－∞
｜ｔ｜ １

２槡π
ｅ－ｔ

２

２ｄｔ

＝２σ
槡π∫

＋∞

０
ｔｅ－ｔ

２

２ｄｔ＝２σ
槡π
（－ｅ－ｔ

２

２）
＋∞

０
＝２σ
槡π

．

又因为 Ｅ（Ｔ２）＝Ｄ（Ｔ）＋（ＥＴ）２＝１，
所以 Ｅ（Ｚ２）＝Ｅ［（２σ２）Ｔ２］＝２σ２Ｅ（Ｔ２）＝２σ２．

Ｄ（Ｚ）＝Ｅ（Ｚ２）－（ＥＺ）２＝２σ２－
２σ
槡（ ）π

２

＝２σ２ １－２（ ）π ．

（２）因为ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）＝１
２
（Ｘ＋Ｙ＋｜Ｘ－Ｙ｜），

ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）＝１
２
（Ｘ＋Ｙ－｜Ｘ－Ｙ｜），

所以

Ｅ［ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）］＝１
２
［ＥＸ＋ＥＹ＋Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜）］

＝１
２
［２μ＋Ｅ（Ｚ）］＝１

２
２μ＋２σ

槡（ ）π ＝μ＋σ
槡π

．

Ｅ［ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）］＝１
２
［ＥＸ＋ＥＹ－Ｅ（｜Ｘ－Ｙ｜）］

＝１
２
［２μ－Ｅ（Ｚ）］＝μ－σ

槡π
．

同步练习４．４
１．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１，｜ｙ｜≤ｘ，０≤ｘ≤１，

０， 其他｛ ．
求：（１）ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）；（２）Ｅ（Ｘ），Ｅ（Ｙ），Ｄ（Ｘ），Ｄ（Ｙ）；（３）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．

２．设Ｘ和Ｙ为两个随机变量，Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｙ）＝１，ρＸＹ＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．

证明：Ｅ［ｍａｘ（Ｘ２，Ｙ２）］≤１＋ １－ρ槡 ２

３．设随机向量（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２；σ２
１，σ２

２；ρ），其中μ１＝１，μ２＝－２；σ２
１＝１６，σ２

２＝９，
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ρ＝１
２．试求：（１）Ｅ（Ｘ－Ｙ＋１）；（２）Ｄ（Ｘ－Ｙ＋１）；（３）Ｅ（Ｘ－Ｙ）２．

同步练习４．４参考答案

１．ｆＸ（ｘ）＝
２ｘ，０≤ｘ≤１，

０
烅
烄
烆 ， 其他， ｆＹ（ｙ）＝

１－｜ｙ｜， －１≤ｙ≤１，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

Ｅ（Ｘ）＝２
３
，Ｄ（Ｘ）＝１

１８
，Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｙ）＝１

６
，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０．

２．利用数学期望与方差的关系式，特别利用了Ｅ（Ｘ）＝０，Ｅ（Ｙ）＝０，Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝０．
３．Ｅ（Ｘ－Ｙ＋１）＝４，Ｄ（Ｘ－Ｙ＋１）＝１３，Ｅ（Ｘ－Ｙ）２＝２２．

４．５ 大数定律与中心极限定理

４．５．１ 知识要点

１．ｎ维随机向量简介

①设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是ｎ个随机变量，由它们构成的整体ξ称为ｎ维随机向量，记为（Ｘ１，

Ｘ２，⋯，Ｘｎ）．即ξ＝（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）；

②对于ｎ维随机向量ξ＝（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ），如果存在非负可积函数ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）（－
∞＜ｘｉ＜＋∞，ｉ＝１，２，⋯，ｎ）使得对于任意一个由不等式ａｉ＜ｘｉ＜ｂｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）确定的
区域Ｄ＝｛（ｘ１，⋯，ｘｎ）｜ａ１＜ｘ１＜ｂ１，⋯，ａｎ＜ｘｎ＜ｂｎ｝均有Ｐ［（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）∈Ｄ］＝

Ｄ
⋯∫ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯ｘｎ）ｄｘ１，ｄｘ２，⋯ｄｘｎ，则称ξ＝（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）为ｎ维连续型随机向量，而

称ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）为ξ＝（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的联合分布密度；

③ｎ维连续型随机向量（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的一部分分量所构成的随机向量（Ｘｉ１
，Ｘｉ２
，⋯，

Ｘｉｋ
）（１≤ｉ１＜ｉ２＜⋯＜ｉｋ≤ｎ）的分布密度称为（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的边缘密度．特别地，每个分

量Ｘｉ的分布密度ｐｉ（ｘｉ）（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）也称为（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的边缘密度，且称为（Ｘ１，

Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的单个密度；

④如果恒有ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝ｐ１（ｘ１）ｐ２（ｘ２）⋯ｐｎ（ｘｎ），则称Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是相互独

立的；

⑤如果记Ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝Ｐ（Ｘ１≤ｘ２，Ｘ２≤ｘ２，⋯，Ｘｎ≤ｘｎ），则称ｎ元函数Ｆ（ｘ１，

ｘ２，⋯，ｘｎ）为ｎ维随机向量（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的联合分布函数；

Ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝∫
ｘ１

－∞∫
ｘ２

－∞
⋯∫

ｘｎ

－∞
ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）ｄｘ１ｄｘ２⋯ｄｘｎ．

如果ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）连续，则有

ｎＦ
ｘ１ｘ２⋯ｘｎ

＝ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）．
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⑥设随机变量列为Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，⋯如果对于任何ｎ＞１，Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 都是相互独立

的，且所有的Ｘｉ（ｉ＝１，２，⋯）又有共同的分布函数，则称Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，⋯是独立同分布的随

机变量列；

⑦ｎ维连续型随机向量（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的函数Ｙ＝ｆ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的均值公式为

Ｅ［ｆ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）］＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
⋯∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）ｄｘ１ｄｘ２⋯ｄｘｎ

２．性质

①Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ）＝Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＋⋯＋Ｅ（Ｘｎ）；

②当Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 相互独立时，有

Ｅ（Ｘ１Ｘ２⋯Ｘｎ）＝Ｅ（Ｘ１）Ｅ（Ｘ２）⋯Ｅ（Ｘｎ）；

③Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋⋯＋Ｄ（Ｘｎ）．

３．大数定律

设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，⋯是独立同分布的随机变量列，且Ｅ（Ｘ１），Ｄ（Ｘ１）存在，则对任何正数

ε均有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ Ｓｎ

ｎ －Ｅ（Ｘ１）≥［ ］ε ＝０ （Ｓｎ＝Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ）．

４．中心极限定理

设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，⋯是独立同分布的随机变量列，且Ｅ（Ｘ１），Ｄ（Ｘ１）存在，Ｄ（Ｘ１）≠０，则

对任意的实数ａ＜ｂ均有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ ａ＜
Ｓｎ－ｎＥ（Ｘ１）

ｎＤ（Ｘ１槡 ）
＜［ ］ｂ ＝∫

ｂ

ａ

１
２槡π

ｅ－ｘ２
２ｄｘ （Ｓｎ＝Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ）．

４．５．２ 典型题型解析
例４．５．１ 设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ＋ｍ（ｎ＞ｍ）是独立同分布且方差存在的随机变量，又令Ｙ＝

Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ，Ｚ＝Ｘｍ＋１＋Ｘｍ＋２＋⋯＋Ｘｍ＋ｎ，求ρＹＺ．
解 为简单计，不妨设Ｅ（Ｘｉ）＝０，Ｅ（Ｘ２

ｉ）＝１，ｉ＝１，２，⋯，ｍ＋ｎ，则

ｃｏｖ（Ｙ，Ｚ）＝Ｅ［（Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ）（Ｘｍ＋１＋Ｘｍ＋２＋⋯＋Ｘｍ＋ｎ）］

＝Ｅ［Ｘ２
ｍ＋１＋Ｘ２

ｍ＋２＋⋯＋Ｘ２
ｎ］＝ｎ－ｍ，

Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｘ２
１＋Ｘ２

２＋⋯＋Ｘ２
ｎ）＝ｎ，

Ｄ（Ｚ）＝Ｅ（Ｘ２
ｍ＋１＋Ｘ２

ｍ＋２＋⋯＋Ｘ２
ｍ＋ｎ）＝ｎ，

故 ρＹＺ＝
ｃｏｖ（Ｙ，Ｚ）
Ｄ（Ｙ槡 ） Ｄ（Ｚ槡 ）

＝ｎ－ｍ
ｎ ＝１－ｍ

ｎ．

注 为方便计算，设Ｅ（Ｘｉ）＝０，Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝１（ｉ＝１，２，⋯，ｍ＋ｎ），若设成其他的值结果也

一样，只是计算起来比较麻烦．
例４．５．２ 已知独立随机变量序列Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 具有同一分布

Ｆ（ｘ）＝１
２＋１

πａｒｃｔａｎ
ｘ（ ）ａ ．
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问：是否可以适用大数定律？

解 因为ｐ（ｘ）＝ ａ
π（ａ２＋ｘ２）

，所以

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜ ａ

π（ａ２＋ｘ２）ｄｘ＝２ａ
π∫

＋∞

０

ａｘ
ａ２＋ｘ２ｄｘ＝∞，

所以Ｅ（Ｘ）不存在．而大数定律要求Ｅ（Ｘ）存在，故该随机变量序列不适合大数定律．
注 验证是否满足大数定律的条件时，要判断Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）的存在性，同时要用到计算

数学期望和方差的技巧．
例４．５．３ 设一条自动生产线的产品合格率是０８，要使一批产品的合格率在７６％与

８４％之间的概率不小于９０％．问这批产品至少要生产多少件？
解 用中心极限定理估计，可知当ｍ 比较大时，Ｘ近似服从正态分布Ｎ（０８ｍ，０１６ｍ），

于是，有

Ｐ ０７６＜Ｘ
ｍ＜｛ ｝０８４ ＝Ｐ

Ｘ－０８ｍ
０４槡ｍ

＜００４ｍ
０４槡｛ ｝ｍ ≈２Φ（０１槡ｍ）－１≥０９０，

查正态分布表可知０１槡ｍ＝１６５，解得ｍ≥２６８９６，故取ｍ＝２６９．
注 利用中心极限定理讨论的一类问题是在概率确定的条件下求样本数ｍ．解题方法是

确定随机变量序列，建立标准化随机变量，建立已知概率与标准正态分布的关系式，寻找ｍ 的
表达式，通过正态分布表得出ｍ 的关系式即可求出ｍ．

同步练习４．５
１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 独立同分布，都服从Ｎ（μ，σ

２），试求Ｅ（Ｘ１Ｘ２⋯Ｘｎ）．
２．设有如下随机变量序列，两两独立

Ｘｋ 槡－ ２ ０ 槡２

ｐｋ
１
４

１
２

１
４

问：可否对此随机变量序列使用大数定律？

３．某单位有１０００人各自独立地参加防空演习，设每个人能按时进入掩体的概率为０９．
以０９５的概率估计：在一次演习中至少有多少人能进入掩体？

同步练习４．５参考答案

１．μ
ｎ． ２．可以使用． ３．８８４人．

疑难解析

１．事件Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝表示事件｛Ｘ≤ｘ｝与｛Ｙ≤ｙ｝的积事件，为什么Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝
不一定等于Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝？
答 与仅当事件Ａ，Ｂ相独立时，才有Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）一样．这里，依乘法原理有Ｐ

｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｜Ｘ≤ｘ｝，那么，当Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝和Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝相互独立时，有

Ｐ｛Ｙ≤ｙ｜Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝，因而下式成立：

Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝．
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２．事件｛Ｘ≤ａ，Ｙ≤ｂ｝与｛Ｘ＞ａ，Ｙ＞ｂ｝是否为对立事件，为什么？
答 事件｛Ｘ≤ａ，Ｙ≤ｂ｝与｛Ｘ＞ａ，Ｙ＞ｂ｝不是对立事件．由

右图知，事件｛Ｘ≤ａ，Ｙ≤ｂ｝发生，即随机点（Ｘ，Ｙ）落在图中左下
部阴影区域内；事件｛Ｘ＞ａ，Ｙ＞ｂ｝发生，即随机点（Ｘ，Ｙ）落在图
中右上部阴影区域内．它们的和事件不遮盖全面区域，所以不是对
立事件．

３．计算概率Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｇ｝时应注意些什么？
答 当（Ｘ，Ｙ）是离散型随机变量时，Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｇ｝＝

∑∑
（ｘｉ，ｙｉ）∈Ｇ

ｐｉｊ，注意必须找出Ｇ内所有使ｐｉｊ≠０的点（ｘｉ，ｙｊ），不能遗

漏．

当（Ｘ，Ｙ）是连续型随机变量时，Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｇ｝＝
Ｇ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ注意必须正确确定二

重积分的积分限．特别是在区域Ｇ要分块计算时，不要有遗漏或重复求积发生．
在求（Ｘ，Ｙ）的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）时，对Ｒ２平面上的各个区域的概率都要正确求出，并按

顺序累积．
４．若Ｘ，Ｙ相互独立，则ｆ１（Ｘ）与ｆ２（Ｙ）相互独立，ｆ１，ｆ２均为连续函数．试问逆命题是
否正确？

答 逆命题不正确．例如：设（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１＋ｘｙ

４
，｜ｘ｜＜１，｜ｙ｜＜１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

则Ｘ与Ｙ不独立，但Ｘ２与Ｙ２独立（留给读者自己证明）．但若ｆ１，ｆ２存在反函数时逆命题成

立．
５．边缘分布均为正态分布的随机变量，其联合分布一定是二维正态分布吗？
答 不一定．例如：设（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ）＝１
２πｅ

－ｘ２＋ｙ
２

２ （１＋ｓｉｎｘｓｉｎｙ），

显然（Ｘ，Ｙ）不服从正态分布，但是有ｆＸ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２
２，ｆＹ（ｙ）＝ １

２槡π
ｅ－ｙ

２

２ ．

此例说明，边缘分布都为正态分布，但其联合分布却不是正态分布．
由此可知，一般地联合密度能决定边缘密度，但边缘密度并不能决定联合密度，只有在特

殊情况下，即当Ｘ，Ｙ相互独立时，才有ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）．
６．设Ｘ，Ｙ相互独立，且都服从参数为ｐ的两点分布，则一定有Ｘ＝Ｙ吗？
答 不对，因为这是误认为Ｘ，Ｙ只能取０，１两个值，而取０，１的概率都是１－ｐ和ｐ，因

此Ｘ＝Ｙ，这是错误的．事实上，Ｘ，Ｙ都是“随机”取值的，当Ｘ取０时，Ｙ 可能取０也可能取
１，而同时取０或同时取１的可能值为（１－ｐ）２＋ｐ２＝１－２ｐ＋２ｐ２＜１．

７．若（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）在（ｘ０，ｙ０）连续，则Ｘ和Ｙ的边缘分布函数ＦＸ（ｘ）
和ＦＹ（ｙ）在点ｘ０和ｙ０一定连续吗？

答 不一定，例如，设（Ｘ，Ｙ）的分布律为
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Ｘ
Ｙ ０ １

０ ０ １
２

１ １
２ ０

则（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝

０， ｘ＜１且ｙ＜１，
１
２
， ｘ≥１且ｙ＜１，

１
２
， ｘ＜１且ｙ≥１，

１， ｘ＞１且ｙ≥１

烅

烄

烆 ，

显然Ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）连续，但Ｘ的边缘分布函数

ＦＸ（ｘ）＝

０， ｘ＜０，
１
２
，０≤ｘ＜１，

１， ｘ≥１

烅

烄

烆 ，

在ｘ＝０间断．

同理，Ｙ的边缘分布函数ＦＹ（ｙ）＝

０， ｙ＜０，
１
２
，０≤ｙ＜１，

１ ｙ≥１

烅

烄

烆 ，

在ｙ＝０间断．
８．边缘分布与联合分布的关系如何？
答 （Ｘ，Ｙ）的联合分布全面反映了（Ｘ，Ｙ）的概率分布状态以及数字特征等，而边缘分

布只反映分量Ｘ或Ｙ的概率分布；联合分布能够确定边缘分布，边缘分布却不能确定联合分
布．例如

ｐ１（ｘ，ｙ）＝
ｘ＋ｙ，０≤ｘ，ｙ≤１，
０｛ ， 其他，

ｐ２（ｘ，ｙ）＝
１
２＋（ ）ｘ １

２＋（ ）ｙ ，０≤ｘ，ｙ≤１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

均为联合密度函数，显然ｐ１（ｘ，ｙ）≠ｐ２（ｘ，ｙ），但ｐ１Ｘ（ｘ）＝ｐ２Ｘ（ｘ），ｐ１Ｙ（ｙ）＝ｐ２Ｙ（ｙ）．
９．相互独立的正态随机变量的线性组合是否仍为正态随机变量？
答 一般地，有限个相互独立的正态随机变量的线性组合仍是正态随机变量，如Ｘ１～

Ｎ（μ１，σ２
１），Ｘ２～Ｎ（μ２，σ２

２），可由卷积公式计算知Ｚ＝Ｘ１＋Ｘ２ 仍服从正态分布，而且Ｚ～
Ｎ（μ１＋μ２，σ２

１＋σ２
２），即线性组合后仍然是正态随机变量，其均值和方差是相应均值和方差的

线性组合．
１０．协方差和相关系数反映随机变量Ｘ与Ｙ之间的什么样的关系？
答 当给定两个随机变量Ｘ和Ｙ时，我们必然会考虑它们之间是否存在某种关系．如当

Ｘ，Ｙ独立时，有Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）；一般情况下，Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＋
２Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］｝．因而量Ｅ｛［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］［Ｙ－Ｅ（Ｙ）］｝≠０反映了Ｘ，Ｙ 不独
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立而存在某种相依关系的事实，将其定义为协方差．
当Ｄ（Ｘ），Ｄ（Ｙ）不变时，ρＸＹ＝ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）／［ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）］反映了Ｘ和Ｙ 联系的密

切程度．当ρＸＹ＝±１时，Ｘ和Ｙ之间存在线性关系ａＸ＋ｂＹ＋ｃ＝０的概率为１；而ρＸＹ＝０，只
反映Ｘ，Ｙ不存在线性关系，不排除其他的联系．

１１．两个随机变量相互独立与不相关有什么区别？怎样解释它们之间的联系？
答 两个随机变量Ｘ与Ｙ相互独立与不相关所反映的不是同一种关系．Ｘ 与Ｙ 的独立

性反映Ｘ与Ｙ 之间不存在任何关系，而Ｘ与Ｙ 不相关只是就线性关系而言的．但当（Ｘ，Ｙ）
服从二维正态分布时，Ｘ和Ｙ 独立与Ｘ 和Ｙ 不相关是等价的．详细的讨论可以得出如下结
论．
（１）若Ｘ，Ｙ独立，则Ｘ，Ｙ不相关．
因为若Ｘ，Ｙ独立，则Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ），从而ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

＝０，得ρＸＹ＝０，所以Ｘ，Ｙ不相关．
（２）若Ｘ，Ｙ 不相关，则Ｘ，Ｙ 不一定独立．例如，由（Ｘ，Ｙ）的概率密度ｐ（ｘ，ｙ）＝

１
πＲ２， ｘ２＋ｙ２≤Ｒ２，

０
烅
烄

烆 ， 其他，
可算得Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝０，Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝０，所以ρＸＹ＝０，Ｘ与Ｙ不相关．

但

ｐＸ（ｘ）＝２ １－ｘ槡 ２

πＲ２ ，｜ｘ｜≤Ｒ，

ｐＹ（ｙ）＝２ １－ｙ槡 ２

πＲ２ ，｜ｙ｜≤Ｒ．

而ｐＸ（ｘ）·ｐＹ（ｙ）≠ｐ（ｘ，ｙ），所以Ｘ与Ｙ不独立．
（３）若Ｘ，Ｙ相关，则Ｘ与Ｙ不独立．
因为若Ｘ，Ｙ相关，则ρＸＹ≠０，即ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）≠０，因而Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）≠０，所以Ｘ

与Ｙ不独立．
（４）若Ｘ，Ｙ不独立，Ｘ与Ｙ不一定不相关．
１２．大数定律说明什么问题？
答 在实践中人们发现事件发生的“频率”具有稳定性，在讨论数学期望时，也看到在进行

大量独立重复试验时，“平均值”也具有稳定性．大数定律正是以严格的数学形式证明了“频率”
或“平均值”的稳定性，同时表达了这种稳定性的含义，即“频率”或“平均值”在依概率收敛的意

义下逼近某一常数．
１３．中心极限定理的意义是什么？
答 中心极限定理是阐明有些即使原来并不服从正态分布的一些独立的随机变量，它们

的总和的分布渐近地服从正态分布．一般来说，这些随机变量受到大量独立的因素中每项因素
的影响是均匀的、微小的，没有一项因素起特别突出的影响．那么就可以断言，这些随机变量的
和的分布，近似于正态分布．

１４．大数定律和中心极限定理之间，有什么异同？
答 大数定律与中心极限定理都是通过极限理论来研究概率问题，研究对象都是随机变

量序列，解决的都是概率论中的基本问题，因而大数定律与中心极限定理在概率论中的意义十
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分重要．
它们的不同在于：大数定律给出的是，当ｎ→∞时，随机变量序列的函数（平均值或频率）

的极限：而中心极限定理则告诉我们，随机变量序列总和的分布近似正态分布，总和的标准化

随机变量服从渐近标准正态分布，而不论随机变量序列服从何种分布．它是近两个世纪概率论
研究的中心问题，所以称为中心极限定理．

本章常考题型归纳

考点 常见题型 例题

二维随机向量的联合分布

函数与边缘分布函数

二维离散型随机向量的联

合概率分布与边缘分布律

二维连续型随机向量的联

合分布密度与边缘概率密度

独立性

二维随机向量函数的分布

二维正态分布与均匀分布

数字特征与性质

大数定律与中心极限定理

在实际问题中求二维离散型随机向量的联合分布 例４．１．１
已知分布或密度函数，确定函数中的参数，求分布函

数或密度函数，并求事件的概率

例４．１．２ 例４．１．３ 例４．２．４
例４．２．５

已知联合分布求边缘分布或反之 例４．２．１ 例４．２．３ 例４．２．５

判断Ｘ与Ｙ的独立性或利用独立性求概率 例４．２．１ 例４．２．２ 例４．２．６

利用分布函数法求随随向量函数的分布 例４．３．１ 例４．３．２ 例４．３．３
利用公式求二维随机向量及随机向量函数的数字特

征

例４．４．１ 例４．４．２ 例４．４．４
例４．４．５

利用数字特征的性质进行证明 例４．４．３

利用Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）验证是否满足大数定律的条件 例４．５．２

在概率确定的条件下求样本数ｍ 例４．５．３

大数定律的应用 例４．５．１
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本章知识结构网络

随
机
向
量

二
维
随
机
向
量

连续型
联合分布密度

边缘概率密度

离散型
联合概率分布

边缘分布律

边缘分函数

联合分布函数

独立性
离散型

连续型

二维随机向量函数的分布

Ｚ＝Ｘ＋Ｙ

Ｚ＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）

Ｚ＝ Ｘ２＋Ｙ槡 ２

常见分布
二维正态分布

二维均匀分布

二
维
随
机
向
量
的
数
字
特
征

二维随机向量的协方差ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

二维随机向量边缘分布的期望与方差Ｅ（Ｘ）、Ｅ（Ｙ）、Ｄ（Ｘ）、Ｄ（Ｙ）

二维随机向量函数的期望Ｅ［ｆ（Ｘ，Ｙ）］

二维随机向量的相关系数ρＸＹ

数字特征的简单性质

若Ｘ与Ｙ独立，则Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

Ｅ（Ｘ±Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）±Ｅ（Ｙ）

Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）±２σＸＹ

若Ｘ与Ｙ独立，则Ｄ（Ｘ±Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）

若Ｘ与Ｙ独立，则σＸＹ ＝０（或ρＸＹ ＝０）

｜ρＸＹ｜≤１

大数定律与中心极限定理

检测题（一）

一、选择题

１．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１，０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１，

０｛ ， 其他， 则概率Ｐ（Ｘ＜０５，Ｙ＜０６）为（ ）．

Ａ．０５ Ｂ．０３ Ｃ．７８ Ｄ．０４
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２．设两个随机变量Ｘ与Ｙ相互独立且同分布：Ｐ（Ｘ＝－１）＝Ｐ（Ｙ＝－１）＝１
２
，Ｐ（Ｘ＝１）

＝Ｐ（Ｙ＝１）＝１
２
，则下列各式中成立的是（ ）．

Ａ．Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝１
２ Ｂ．Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝１ Ｃ．Ｐ（Ｘ＋Ｙ＝０）＝１

４ Ｄ．（ＸＹ＝１）＝１
４

３．设两个相互独立的随机变量Ｘ和Ｙ分别服从正态分布Ｎ（０，１）和Ｎ（１，１），则（ ）．

Ａ．Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤０）＝１
２Ｂ．Ｐ（Ｘ＋Ｙ≤１）＝１

２Ｃ．Ｐ（Ｘ＋Ｙ≥０）＝１
２Ｄ．Ｐ（Ｘ－Ｙ≤１）＝１

２
４．设Ｘ，Ｙ是相互独立的两个随机变量，它们的分布函数分别为ＦＸ（ｘ），ＦＹ（ｙ），则Ｚ＝

ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布函数为（ ）．
Ａ．ＦＺ（ｚ）＝ｍａｘ｛ＦＸ（ｚ），ＦＹ（ｚ）｝ Ｂ．ＦＺ（ｚ）＝ｍａｘ｛｜ＦＸ（ｚ），ＦＹ（ｚ）｝

Ｃ．ＦＺ（ｚ）＝ＦＸ（ｚ）ＦＹ（ｚ） Ｄ．都不是

５．设随机变量Ｘ和Ｙ相互独立，其概率分布为

Ｘ －１ １

ｐ １
２

１
２

，
Ｙ －１ １

ｐ １
２

１
２

，

则下列式子正确的是（ ）．

Ａ．Ｘ＝Ｙ Ｂ．Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝０ Ｃ．Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝１
２ Ｄ．Ｐ（Ｘ＝Ｙ）＝１

６．设两个相互独立的随机变量Ｘ和Ｙ的方差分别为４和２，则随机变量３Ｘ－２Ｙ的方差
是（ ）．

Ａ．８ Ｂ．１６ Ｃ．２８ Ｄ．４４
７．设随机变量Ｘ和Ｙ的方差存在且不等于０，则Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）是Ｘ和Ｙ

（ ）．
Ａ．不相关的充分条件，但不是必要条件 Ｂ．独立的必要条件，但不是充分条件

Ｃ．不相关的充分必要条件 Ｄ．独立的充分必要条件

８．若随机变量Ｘ和Ｙ的协方差ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０，则以下结论中正确的是（ ）．
Ａ．Ｘ与Ｙ相互独立 Ｂ．Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）

Ｃ．Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）－Ｄ（Ｙ） Ｄ．Ｄ（ＸＹ）＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）
二、填空题

１．已知随机变量Ｘ 和Ｙ 相互独立，且都服从正态分布Ｎ（μ，σ
２），则Ｅ（Ｘ－Ｙ）＝

，Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝ ．
２．已知随机变量Ｘ～Ｎ（２，４），Ｙ～Ｎ（３，１），且Ｘ与Ｙ 相互独立，记Ｚ＝２Ｘ－３Ｙ＋２，则

Ｚ～ ．
３．随机向量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ：０≤ｘ≤１，ｘ２≤ｙ≤ｘ上服从均匀分布，则其概率密度为

．
４．设（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如下表所示，则Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ ．
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Ｘ
Ｙ ０ １ ２

－１ １
１０

１
２０

７
２０

２ ３
１０

１
１０

１
１０

５．已知（Ｘ，Ｙ）～ｐ（ｘ，ｙ）＝
Ｃｓｉｎ（ｘ＋ｙ），０≤ｘ，ｙ≤π

４
，

０
烅
烄

烆 ， 其他

，则Ｃ＝ ，Ｙ 的边缘概

率密度ｐＹ（ｙ）＝ ．
６．设Ｄ（Ｘ）＝２５，Ｄ（Ｙ）＝３６，ρＸＹ＝０４，则ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ ，Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝ ，

Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝ ．
三、解答题

１．将一枚均匀硬币掷三次，以Ｘ记正面出现次数，以Ｙ记正面出现次数与反面出现次数
之差的绝对值．求随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布律．

２．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ｃ－３－ｘ－３－ｙ＋３－ｘ－ｙ， ｘ≥０，ｙ≥０，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

求：（１）常数Ｃ；（２）概率密度函数ｐ（ｘ，ｙ）．
３．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝ Ａ（Ｒ－ ｘ２＋ｙ槡 ２）， ｘ２＋ｙ２≤Ｒ２，

０
烅
烄

烆 ， 其他

求：（１）系数Ａ的值；（２）Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈ｘ２＋ｙ２≤ｒ２｝ （ｒ≤Ｒ）．
４．设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ａ Ｂ＋ａｒｃｔａｎｘ（ ）２ Ｃ＋ａｒｃｔａｎｙ（ ）３ ，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞．

求：（１）Ａ、Ｂ、Ｃ的值；（２）ｐ（ｘ，ｙ）；（３）ｐＸ（ｘ），ｐＹ（ｙ）．
５．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律为

Ｙ
Ｘ ｘ１ ｘ２ ｘ３

ｙ１ ａ １
９ ｃ

ｙ２
１
９ ｂ １

３

且Ｘ与Ｙ相互独立，试求ａ，ｂ，ｃ的值．
６．设随机变量Ｘ和Ｙ相互独立，且

ｐＸ（ｘ）＝
１，０≤ｘ≤１，

０｛ ， 其他， ｐＹ（ｙ）＝
２ｙ，０≤ｙ≤１，

０｛ ， 其他，
求随机变量Ｚ＝Ｘ＋Ｙ的概率密度ｐＺ（ｚ）．

７．已知Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ（０，４２），ρＸＹ＝－１
２
，对Ｚ＝Ｘ

３＋Ｙ
２
，求：（１）Ｅ（Ｚ）和Ｄ（Ｚ）；

（２）ρＸＺ；（３）Ｘ，Ｚ的独立性．
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８．设随机变量Ｘ～Ｕ［０，２π］，概率密度

ｐＸ（ｘ）＝
１
２π
，０≤ｘ≤２π，

０
烅
烄

烆 ， 其他，
令Ｙ＝ｓｉｎＸ，Ｚ＝ｓｉｎ（Ｘ＋ａ），ａ∈［０，２π］为常数，求：（１）ρＹＺ；（２）讨论Ｙ与Ｚ的独立性与相关
性．

检测题（一）参考答案

一、选择题

１．Ｂ ２．Ａ ３．Ｂ ４．Ｃ ５．Ｃ ６．Ｄ ７．Ｂ ８．Ｂ
二、填空题

１．０，２σ２ ２．Ｎ（－３，２５） ３．ｐ（ｘ，ｙ）＝
６，（ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０｛ ， 其他
４．－３

２０ 槡５．２＋１，ｐＹ（ｙ）＝
－（槡２＋１）ｃｏｓ π

４＋（ ）ｙ －ｃｏｓ［ ］ｙ ，０≤ｙ≤π
４
，

０
烅
烄

烆 ， 其他

６．１２，８５，３７
三、解答题

１．
Ｙ

Ｘ ０ １ ２ ３

１ ０ ３
８

３
８ ０

３ ３
８ ０ ０ １

８

２．Ｃ＝１，ｐ（ｘ，ｙ）＝
３－ｘ－ｙ（ｌｎ３）２， ｘ≥０，ｙ≥０，

０ 其他
烅
烄
烆 ．

３．Ａ＝ ３
πＲ３，

３ｒ２

Ｒ３ １－２ｒ
３（ ）Ｒ ．

４．Ａ＝１
π２，Ｂ＝π

２
，Ｃ＝π

２．

ｐ（ｘ，ｙ）＝ ６
π２（４＋ｘ２）（９＋ｙ２）

，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞，

ｐＸ（ｘ）＝ ２
π（４＋ｘ２）

，－∞＜ｘ＜＋∞，

ｐＹ（ｙ）＝ ３
π（９＋ｙ２）

，－∞＜ｘ＜＋∞．

５．ａ＝１
１８
，ｂ＝２

９
，ｃ＝１

６．

６．ｐＺ（ｚ）＝
ｚ２， ０≤ｚ≤１，

２ｚ－ｚ２，１≤ｚ≤２，

０， 其他

烅
烄

烆 ．

７．Ｅ（Ｚ）＝１
３
，Ｄ（Ｚ）＝３，ρＸＺ＝０，Ｘ，Ｚ相互独立．
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８．ρＹＺ＝ｃｏｓａ．
当ａ＝０，π，２π时，｜ρＹＺ｜＝１，Ｙ与Ｚ存在线性关系；

当ａ＝π
２
，３
２π时，ρＹＺ＝０，Ｙ与Ｚ不相关，但Ｙ与Ｚ不独立．

检测题（二）

一、选择题

１．设随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为ｐ（ｘ，ｙ）＝
１，０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１，

０｛ ， 其他， 则Ｐ（Ｘ＜０５，

Ｙ＜０５）＝（ ）．

Ａ．０５ Ｂ．０３ Ｃ．７８ Ｄ．０４

２．下列四个二元函数，哪个不能作为二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数（ ）．

Ａ．Ｆ１（ｘ，ｙ）＝
（１－ｅ－ｘ）（１－ｅ－ｙ），０＜ｘ＜＋∞，０＜ｙ＜＋∞
０

烅
烄
烆 ， 其他

Ｂ．Ｆ２（ｘ，ｙ）＝
ｓｉｎｘｓｉｎｙ，０≤ｘ≤π

２
，０≤ｙ≤π

２
，

０
烅
烄

烆 ， 其他

Ｃ．Ｆ３（ｘ，ｙ）＝
１， ｘ＋２ｙ≥１，

０， ｘ＋２ｙ＜｛ １
Ｄ．Ｆ４（ｘ，ｙ）＝１＋２－ｘ－２－ｙ＋２－ｘ－ｙ

３．设Ｘ，Ｙ相互独立，且都服从区间［０，１］上的均匀分布，则服从区间或区域上的均匀分
布的随机变量是（ ）．

Ａ．（Ｘ，Ｙ） Ｂ．Ｘ＋Ｙ Ｃ．Ｘ２ Ｄ．Ｘ－Ｙ

４．设Ｘｉ～
Ｘｉ －１ ０ １

ｐ １
４

１
２

１
４

（ｉ＝１，２），且满足Ｐ（Ｘ１Ｘ２＝０）＝１，则Ｐ（Ｘ１＝Ｘ２）＝

（ ）．

Ａ．０ Ｂ．１４ Ｃ．１２ Ｄ．１

５．已知随机变量Ｘ 的方差Ｄ（Ｘ）有限．设Ｙ＝ａＸ＋ｂ（ａ≠０，ａ，ｂ为常数），则ρＸＹ＝
（ ）．

Ａ．１ Ｂ．－１ Ｃ．ａ
｜ａ｜ Ｄ．｜ρＸＹ｜＜１

６．若随机变量Ｘ与Ｙ满足Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ－Ｙ），则必有（ ）．
Ａ．Ｘ与Ｙ相互独立 Ｂ．Ｘ与Ｙ不相关 Ｃ．Ｄ（Ｙ）＝０ Ｄ．Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）＝０
７．设随机向量（Ｘ，Ｙ）服从二维正态分布，则随机变量ζ＝Ｘ＋Ｙ 与η＝Ｘ－Ｙ 不相关的
充分必要条件为（ ）．

Ａ．Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ） Ｂ．Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２

Ｃ．Ｅ（Ｘ２）＝Ｅ（Ｙ２） Ｄ．Ｅ（Ｘ２）＋［Ｅ（Ｘ）］２＝Ｅ（Ｙ２）＋［Ｅ（Ｙ）］２
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８．将一枚硬币重复掷ｎ次，以Ｘ和Ｙ 表示正面向上和反面向上的次数，则Ｘ和Ｙ 的相
关系数等于（ ）．

Ａ．－１ Ｂ．０ Ｃ．１２ Ｄ．１

二、填空题

１．设离散型随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布为

ｐｉｊ＝
ｉ＋ｊ
３０
，ｉ＝０，１，２，３，ｊ＝０，１，２，

则Ｐ（Ｘ＞２，Ｙ≤２）＝ ，Ｐ（Ｘ＋Ｙ＝４）＝ ．

２．设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２；σ２
１，σ２

２；ρ），其概率密度为
１

２π槡３
×

ｅ－４ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ
２－８ｘ－２ｙ＋４
６ ，－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞，则参数μ１＝ ，μ２＝ ，σ２

１＝ ，σ２
２＝

，ρ＝ ．

３．二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为ｐ（ｘ，ｙ）＝
１
４
，｜ｘ｜＜１，｜ｙ｜＜１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，
则关于Ｘ与Ｙ

的边缘分布ｐＸ（ｘ）＝ ，ｐＹ（ｙ）＝ ．
４．掷２枚骰子，以Ｘ记第一枚骰子掷出的点数，以Ｙ 记第二枚骰子掷出的点数，则Ｅ（Ｘ

＋Ｙ）＝ ，Ｅ（ＸＹ）＝ ．
５．设对随机变量Ｘ，Ｙ 有Ｅ（Ｘ）＝２，Ｅ（Ｘ２）＝２０，Ｅ（Ｙ）＝３，Ｅ（Ｙ２）＝３４，ρＸＹ＝０５，则

Ｅ（３Ｘ＋２Ｙ）＝ ，Ｄ（Ｘ－Ｙ）＝ ．

６．设Ｘ和Ｙ是两个相互独立且服从正态分布Ｎ ０，
１
槡（ ）２（ ）

２

的随机变量，则随机变量｜Ｘ

－Ｙ｜的数学期望Ｅ｜Ｘ－Ｙ｜＝ ．
三、解答题

１．设ξ，η是相互独立且服从同一分布的两个离散型随机变量，已知ξ的分布律为

Ｐ（ξ＝ｉ）＝１
３
，ｉ＝１，２，３，又设Ｘ＝ｍａｘ（ξ，η），Ｙ＝ｍｉｎ（ξ，η），求（Ｘ，Ｙ）的联合分布律和边缘

分布律．
２．设（Ｘ，Ｙ）在区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜２，－１＜ｙ＜２｝上服从均匀分布，试求Ｐ（Ｘ≤

Ｙ），Ｐ（Ｘ＋Ｙ＞１）．

３．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ａ Ｂ＋ａｒｃｔａｎｘ（ ）２ Ｃ＋ａｒｃｔａｎｙ（ ）２ ．求：（１）系

数Ａ、Ｂ、Ｃ；（２）（Ｘ，Ｙ）的分布密度；（３）边缘分布密度，随机变量Ｘ与Ｙ是否独立？

４．设随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布密度为φ（ｘ，ｙ）＝
Ａ

（ｘ２＋ｙ２＋１）２．
求：（１）系数Ａ；（２）Ｅ（Ｘ），

Ｅ（Ｙ），Ｄ（Ｘ），Ｄ（Ｙ）．
５．设随机向量（Ｘ，Ｙ）在区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ｝内服从均匀分布，求关于Ｘ
的边缘概率密度函数及随机变量Ｚ＝２Ｘ＋１的方差Ｄ（Ｚ）．

６．设Ｗ＝（ａＸ＋３Ｙ）２，Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝４，Ｄ（Ｙ）＝１６，ρＸＹ＝－０５，求常数ａ
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使Ｅ（Ｗ）最小，并求Ｅ（Ｗ）的最小值．

检测题（二）参考答案

一、选择题

１．Ｂ ２．Ｃ ３．Ａ ４．Ａ ５．Ｃ ６．Ｂ ７．Ｂ ８．Ａ
二、填空题

１．２５
，４
１５ ２．１，０，１，４，－１

２

３．ｐＸ（ｘ）＝
１
２
，｜ｘ｜＜１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，
ｐＹ（ｙ）＝

１
２
，｜ｙ｜＜１，

０
烅
烄

烆 ， 其他

４．７，１２２５ ５．１２，２１ ６． ２槡π
三、解答题

１．

Ｙ
Ｘ １ ２ ３ ｐ·ｊ

１ １
９

２
９

２
９

５
９

２ ０ １
９

２
９

３
９

３ ０ ０ １
９

１
９

ｐｉ·
１
９

３
９

５
９ １

２．１３
，２
３．

３．Ａ＝１
π２，Ｂ＝Ｃ＝π

２
，ｐ（ｘ，ｙ）＝ ６

π２（４＋ｘ２）（９＋ｙ２）
，

ｐＸ（ｘ）＝ ２
π（４＋ｘ２）

，ｐＹ（ｙ）＝ ３
π（９＋ｙ２）

，Ｘ与Ｙ相互独立．

４．Ａ＝１
π
，Ｅ（Ｘ）＝０，Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｙ）＝∞．

５．ｐＸ（ｘ）＝
２ｘ，０＜ｘ＜１，

０｛ ， 其他， Ｄ（Ｚ）＝２
９．

６．当ａ＝３时，Ｅ（Ｗ）ｍｉｎ＝１０８．
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第５章 样本及抽样分布

５．１ 总体与样本

５．１．１ 知识要点

１．定义

总体与样本：研究对象的某项数量指标的全体称为总体．
在一个总体Ｘ中，抽取ｎ个个体Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，这ｎ个个体Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 称为总体Ｘ

的一个容量为ｎ的样本（或称子样）．
简单随机样本：设Ｘ是一个具有分布函数Ｆ的随机变量，从总体Ｘ中抽取的有同一分布

Ｆ的ｎ个相互独立的随机变量Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，称为总体Ｘ的一个容量为ｎ的简单随机样本．

２．分布定理

若Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自总体Ｘ的一个样本，Ｆ（ｘ）是Ｘ的分布函数，ｐ（ｘ）是Ｘ的密度
函数，则Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 的联合分布函数Ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）和联合概率密度ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，

ｘｎ）分别为

Ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｆ（ｘｉ），

ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ）．

５．１．２ 典型题型解析
例１ 设总体Ｘ～Ｐ｛Ｘ＝ｍ｝＝ｑｍ－１ｐ，ｍ＝１，２，３，⋯，其中０＜ｐ＜１（ｑ＝１－ｐ）为参数，

试求样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 的联合分布列．
解 设ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 是样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 的一组观察值，于是样本的联合分布列为

Ｐ｛Ｘ１＝ｘ１，Ｘ２＝ｘ２，⋯，Ｘｎ＝ｘｎ｝＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ｛Ｘｉ＝ｘｉ｝＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｑｘｉ－１ｐ＝ｐｎｑ

（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）－ｎ．

注 样本的联合分布列（密度）是ｎ维随机变量相互独立的充要条件的体现．具体表达式
总是建立在某一样本点上，因而是样本点的函数．

为处理极大似然估计问题的需要，给出联合分布列（密度）时，只要有可能，尽量把“∏
ｎ

ｉ＝１

⋯”

转化为“∑
ｎ

ｉ＝１

”表出，否则，仍保留“∏
ｎ

ｉ＝１

⋯”．
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例２ 设总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝
４ｘ２

ａ２槡π
ｅ－ｘ２

ａ２， ｘ≥０，

０， ｘ＜０
烅
烄

烆 ，

ａ＞０为参数．

试求样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 的联合密度．
解 设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是样本点，于是在ｘｉ＞０，ｉ＝１，２，⋯，ｎ的公共区域上，样本的联合

密度为

ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ＰＸｉ
（ｘｉ）＝∏

ｎ

ｉ＝１

４ｘ２
ｉ

ａ３槡π
ｅ－

ｘ２ｉ
ａ２＝

４
槡（ ）π

ｎ １
ａ３ｎ ∏

ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ

２
ｅ－１

ａ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ．

否则 ｐ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝０．

５．２ 抽样分布

５．２．１ 知识要点

１．定义

统计量：设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自总体Ｘ的一个样本，ｇ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是Ｘ１，Ｘ２，⋯，

Ｘｎ 的函数，且ｇ中不含任何未知参数，则称ｇ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是一统计量．
观察值：设ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 是样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 的样本值，则称ｇ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）是

ｇ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的观察值．

２．常用统计量

样本均值 珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，

样本方差 Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２＝ １
ｎ－１ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ－ｎ珚Ｘ［ ］２ ，

样本标准差 Ｓ＝ Ｓ槡 ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）槡
２，

样本ｋ阶原点矩 Ａｋ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｋ

ｉ，ｋ＝１，２，⋯，

样本ｋ阶中心矩 Ｂｋ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）ｋ，ｋ＝１，２，⋯．

它们的观察值分别为

珔ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝ １
ｎ－１ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珔ｘ［ ］２ ，

Ｓ＝ Ｓ槡 ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）槡
２，
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ａｋ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｋ

ｉ，ｋ＝１，２，⋯，

ｂｋ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）ｋ，ｋ＝１，２，⋯．

这些观察值分别称为样本均值、样本方差、样本标准差、样本ｋ阶原点矩、样本ｋ阶中心
矩．

３．统计量的分布

（１）样本均值珚Ｘ的分布

设Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是Ｘ的一个样本．则样本均值珚Ｘ＝１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ是统计量，且

珚Ｘ～Ｎ（μ，σ
２／ｎ）或（珚Ｘ－μ）／σ２／槡 ｎ～Ｎ（０，１），

（珚Ｘ－μ）／σ２／槡 ｎ也称Ｕ 统计量．
（２）χ

２分布

设Ｘ～Ｎ（０，１），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是Ｘ的一个样本，则统计量

χ
２＝Ｘ２

１＋Ｘ２
２＋⋯＋Ｘ２

ｎ

的分布称为服从自由度为ｎ的χ
２分布，记为χ

２～χ
２（ｎ），χ

２（ｎ）分布的概率密度函数为

ｆ（ｙ）＝
１

２ｎ／２Γ（ｎ／２）ｙ
ｎ／２－１ｅ－ｙ／２，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
若Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是Ｘ的一个样本，则统计量

χ
２＝１

σ２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２～χ

２（ｎ）．

χ
２分布具有以下性质：

１°若χ
２～χ

２（ｎ），则Ｅ（χ
２）＝ｎ，Ｄ（χ

２）＝２ｎ．
２°若Ｘ１＝χ

２
１～χ

２（ｎ１），Ｘ２＝χ
２
２～χ

２（ｎ２），且Ｘ１，Ｘ２相互独立，则

Ｘ１＋Ｘ２＝χ
２
１＋χ

２
２～χ

２（ｎ１＋ｎ２）

此结果可以推广到有限个χ
２分布相加的情形．

（３）ｔ分布
设总体Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ

２（ｎ），且Ｘ，Ｙ相互独立，则称随机变量

ｔ＝ Ｘ
Ｙ／槡 ｎ

服从自由度为ｎ的ｔ分布，记作ｔ～ｔ（ｎ），ｔ（ｎ）分布的概率密度函数为

ｆ（ｔ）＝
Γｎ＋１（ ）２

ｎ槡 πΓ ｎ（ ）２
１＋ｔ

２

（ ）ｎ
－ｎ＋１

２
，－∞＜ｔ＜＋∞．

ｔ分布具有以下性质：

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ（ｔ）＝ １
２槡π

ｅ－ｔ２／２．

对ｔ（ｎ）的上α分位点，由ｆ（ｔ）的图形对称性得
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ｔ１－α（ｎ）＝－ｔα（ｎ）．
（４）Ｆ分布

设总体Ｕ～χ
２（ｎ１），Ｖ～χ

２（ｎ２），Ｕ 与Ｖ 相互独立，则称统计量Ｆ＝
Ｕ／ｎ１

Ｖ／ｎ２
服从第一自

由度为ｎ１，第二自由度为ｎ２的Ｆ分布，记作Ｆ～Ｆ（ｎ１，ｎ２），Ｆ（ｎ１，ｎ２）的概率密度为

ｆ（ｙ）＝
Γ［（ｎ１＋ｎ２）／２］（ｎ１／ｎ２）

ｎ１／２ｙ
（ｎ１／２）－１

Γ（ｎ１／２）Γ（ｎ２／２）［１＋（ｎ１ｙ／ｎ２）］
（ｎ１＋ｎ２）／２
，ｙ＞０，

０， 其他

烅
烄

烆 ．

若Ｆ～Ｆ（ｎ１，ｎ２），则
１
Ｆ～Ｆ（ｎ２，ｎ１）．

（５）正态总体样本方差Ｓ２的分布

设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是Ｘ的一个样本，Ｓ２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２是样本

方差，则①
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ
２（ｎ－１），②珚Ｘ与Ｓ２相互独立．

由此可以推出

①若Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）的一个样本，则

珚Ｘ－μ
Ｓ／槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

②若Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ１
是Ｘ～Ｎ（μ，σ

２）的一个样本，Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２
是Ｙ～Ｘ（μ２，σ２）的一

个样本，Ｘ，Ｙ相互独立，珚Ｘ，珡Ｙ 是两样本的样本均值，Ｓ２
１，Ｓ２

２是两样本的样本方差，则

（珚Ｘ－珡Ｙ）－（μ１－μ２）

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

～ｔ（ｎ１＋ｎ２－２），

其中Ｓ２
ｗ＝［（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２）］／（ｎ１＋ｎ２－２）．

③设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１）的一个样本，Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２

是Ｙ～Ｎ（μ２，σ２
２）的

一个样本，它们相互独立．若Ｓ２
１，Ｓ２

２是它们的样本方差，则

Ｓ２
１／σ２

１

Ｓ２
２／σ２

２
～Ｆ（ｎ１－１，ｎ２－１）．

５．２．２ 典型题型解析

１．关于统计量的定义

例５．２．１ 样本Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４取自正态分布总体Ｘ，ＥＸ＝μ为已知，而ＤＸ＝σ２未知，

则下列随机变量中不能作为统计量的是（ ）．

Ａ．珚Ｘ＝１
４∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ Ｂ．Ｘ１＋Ｘ４－２μ

Ｃ．Ｋ＝１
σ２∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２ Ｄ．Ｓ２＝１
３∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２

解 统计量不仅是样本的函数，而且其中不能包含总体分布中的未知参数，尽管Ｂ中含
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有参数μ，但因μ已知，它仍可以作为统计量，而对于Ｃ，则因包含总体分布中的未知参数σ
２，

不能作为统计量．综上所述，应选择Ｃ．
例５．２．２ 设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），其中μ是已知的，而σ
２是未知的，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３是总体

的一个样本，试问Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３，Ｘ１＋２μ，ｍａｘ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）及∑
３

ｉ＝１

Ｘ２
ｉ

σ２，
Ｘ１＋Ｘ２

２
之中，哪些是

统计量？哪些不是统计量？

解 Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３，ｍａｘ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３），
Ｘ１＋Ｘ２

２
均为样本函数，且不含未知数．所以都是统

计量．

Ｘ１＋２μ虽然含有参数μ，但μ是已知的参数，所以Ｘ１＋２μ也是统计量．而∑
３

ｉ＝１

Ｘ２
ｉ

σ２虽为

样本函数，但含未知数σ２，所以∑
３

ｉ＝１

Ｘ２
ｉ

σ２不是统计量．

注 样本是总体的反映，又是进行统计推断的依据，但样本反映的信息是零乱的、无序的

和分散的．所以要针对不同的问题构造样本的不同函数．将信息集中起来，便于进行统计推断
和研究分析，使之更易揭示问题的本质．统计量就是样本的不含未知参数的连续函数．例如珚Ｘ

＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ是一个统计量，不含任何未知参数，它排除了关于σ２的信息，集中了关于μ的信

息．
连续性是为了保证统计量仍然是随机变量而提出的，同时也为了以后用数学分析方法研

究统计量（如极大似然函数）而提供了条件．
不含未知参数，则统计量只与样本有关，而与总体无关．若含有未知参数，则无法依靠样本

规则值求未知参数的估计值，因而失去利用统计量估计未知参数的作用．这就违背了引进统计
量的初衷．

２．利用统计量的分布确定未知参数

例５．２．３ 设Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４是来自总体Ｘ～Ｎ（０，４）的一个样本，问：ａ，ｂ取何值时，Ｙ
＝ａ（Ｘ１－２Ｘ２）

２＋ｂ（３Ｘ３－４Ｘ４）
２～χ

２（ｎ）？并确定ｎ的值．
解 因为Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４独立同分布，所以

Ｅ（Ｘ２－２Ｘ２）＝０，Ｅ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝０，

Ｄ（Ｘ１－２Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋４Ｄ（Ｘ２）＝２０，

Ｄ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝９Ｄ（Ｘ３）＋１６Ｄ（Ｘ４）＝１００，

于是 Ｘ１－２Ｘ２

槡２０
～Ｎ（０，１），３Ｘ３－４Ｘ４

１０ ～Ｎ（０，１），

而且 Ｘ１－２Ｘ２与３Ｘ３－４Ｘ４相互独立，此时

（Ｘ１－２Ｘ２）
２

２０ ＋
（３Ｘ３－４Ｘ４）

１００ ～χ
２（２）．

从而 ａ＝１
２０
，ｂ＝ １

１００
，ｎ＝２．

例５．２．４ 设总体Ｘ～Ｎ（０，１），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ６为Ｘ的一个样本，令

１２１第５章 样本及抽样分布



Ｙ＝（Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）
２＋（Ｘ４＋Ｘ５＋Ｘ６）

２．
求常数ｃ，使ｃＹ～χ

２分布．
解 因为各Ｘｉ独立同分布，所以

Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３～Ｎ（０，３），Ｘ４＋Ｘ５＋Ｘ６～Ｎ（０，３），

（Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）／槡３～Ｎ（０，１），

（Ｘ４＋Ｘ５＋Ｘ６）／槡３～Ｎ（０，１）．
于是 （Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）

２＋（Ｘ４＋Ｘ５＋Ｘ６）
２

＝１
３

Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３

槡（ ）３

２

＋
Ｘ４＋Ｘ５＋Ｘ６

槡（ ）３
［ ］

２

＝Ｙ２
１＋Ｙ２

２，

其中 Ｙ２
１／３～χ

２（１），Ｙ２
２／３～χ

２（１），

所以 １
３
（Ｙ２

１＋Ｙ２
２）＝

１
３
［（Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３）

２＋（Ｘ４＋Ｘ５＋Ｘ６）
２］＝１

３Ｙ～χ
２（２）．

即 ｃ＝１
３．

３．确定统计量的分布

例５．２．５ 设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２
１）的一个样本，Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２

是总体Ｙ

～Ｎ（μ２，σ２
２）的一个样本，且两个样本相互独立，令

σ２
１

∧

＝１
ｎ１
∑
ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ１）
２，σ２

２

∧

＝１
ｎ２
∑
ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－μ２）
２．

求Ｆ＝
σ２

１

∧

σ２
２

∧的抽样分布（μ１，μ２已知）

解 因为

χ
２
１＝

１
σ２∑

ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－μｉ）
２～χ

２（ｎ１），

χ
２
２＝

１
σ２∑

ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－μ２）
２～χ

２（ｎ２）．

χ
２
１与χ

２
２相互独立，由Ｆ分布定义知

Ｆ＝χ
２
１

ｎ１

χ
２
２

ｎ２
＝
σ２

１

∧

σ２
２

∧～Ｆ（ｎ１，ｎ２）．

因为我们一般只习惯于总体Ｘ～Ｎ（０，１）下的χ
２分布，而不习惯总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２）下的

χ
２分布，所以必须适应这种转换．
例５．２．６ 设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２）的一个样本，μ，σ
２均未知，则下列结论

（ ）正确．

Ａ．Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２～χ
２（ｎ－１） Ｂ．σ２

∧

＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２～χ
２（ｎ－１）
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Ｃ．１σ２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２～χ
２（ｎ－１） Ｄ．１σ２∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２～χ
２（ｎ）

解 选Ｃ．当Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）时，有１

σ２∑
ｎ

ｉ＝

（Ｘｉ－μ）
２～χ

２（ｎ），但μ，σ
２未知．以珚Ｘ代替μ，则

珚Ｘ为一个约束条件，所以１σ２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２～χ
２（ｎ－１），故选Ｃ．

例５．２．７ 设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ５是总体Ｘ～Ｎ（０，１）的一个样本，若统计量

Ｕ＝ｃ（Ｘ１＋Ｘ２）／ Ｘ２
３＋Ｘ２

４＋Ｘ槡 ２
５～ｔ（ｎ）．

试确定ｃ与ｎ．
解 因为Ｘｉ独立同分布（ｉ＝１，２，⋯，５），所以（Ｘ１＋Ｘ２）／槡２～Ｎ（０，１），Ｘ２

３＋Ｘ２
４＋Ｘ２

５～

χ
２（３）．且两者相互独立，由ｔ分布定义知

Ｕ＝
Ｘ１＋Ｘ２

槡２
／（Ｘ２

３＋Ｘ２
４＋Ｘ２

５）／槡 ３～ｔ（３），

故 ｃ＝槡３
２
，ｎ＝３．

例５．２．８ 设Ｘ１，Ｘ２为总体Ｘ～Ｎ（０，σ２）的一个样本，问：Ｙ＝（Ｘ１＋Ｘ２）
２／（Ｘ１－Ｘ２）

２

服从什么分布？参数为何？

解 因为Ｘ～Ｎ（０，σ２），Ｘ１，Ｘ２相互独立，所以（Ｘ１＋Ｘ２）和（Ｘ１－Ｘ２）都服从正态分布

Ｎ（０，２σ２），且

［（Ｘ１＋Ｘ２）／（槡２σ）］２～χ
２（１），［（Ｘ１－Ｘ２）／（槡２σ）］２～χ

２（１）．
从而由Ｆ分布定义知

Ｙ＝
［（Ｘ１＋Ｘ２）／（槡２σ）］２

［（Ｘ１－Ｘ２）／（槡２σ）］２
＝
（Ｘ１＋Ｘ２）

２

（Ｘ２－Ｘ２）
２～Ｆ（１，１），

即Ｙ服从Ｆ分布，参数为（１，１）．

同步练习５．２
１．设容量ｎ＝１０的样本观察值为（８，７，６，５，９，８，７，５，９，６）．求样本均值及样本方差的观
测值．

２．假设随机变量Ｘ服从正态分布Ｎ（１，２２），Ｘ１，⋯，Ｘ１００是来自Ｘ 的样本，Ｘ 为样本均
值．已知Ｙ＝ａ珚Ｘ＋ｂ～Ｎ（０，１），求ａ、ｂ的值．

３．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为来自正态总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）的一个简单随机样本，则样本均值Ｘ

＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ服从什么分布；又若ａｉ为常数（ａｉ≠０，ｉ＝１，２，⋯，ｎ），则∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉＸｉ服从什么分布？

４．已知样本Ｘ１，⋯，Ｘ１６取自正态总体分布Ｎ（０，１），珚Ｘ 为样本均值，已知Ｐ（珚Ｘ≥λ）＝
００１，则λ的值为多少？

５．假设Ｘ～Ｎ（０，１），珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，服从自由度为（ｎ－１）的χ
２

分布的随机变量是（ ）．
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Ａ．∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ Ｂ．Ｓ２ Ｃ．（ｎ－１）珚Ｘ２ Ｄ．（ｎ－１）Ｓ２

６．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ８和Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙ１０是分别来自两个正态总体Ｎ（－１，２），和Ｎ（２，５）
的样本且相互独立，Ｓ２

１和Ｓ２
２分别为两个样本的样本方差．则服从Ｆ（７，９）的统计量为（ ）．

Ａ．
２Ｓ２

１

５Ｓ２
２

Ｂ．
５Ｓ２

１

４Ｓ２
２

Ｃ．
４Ｓ２

２

５Ｓ２
１

Ｄ．
５Ｓ２

１

２Ｓ２
２

同步练习５．２参考答案

１．７，２．
２．－５，５．

３．Ｎ μ，
σ２

（ ）ｎ ，Ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉμ，σ

２∑
ｎ

ｉ＝１
ａ２（ ）ｉ ．

４．０５８．
５．Ｄ
６．Ｄ

５．３ 条形图、直方图及经验分布函数

５．３．１ 知识要点

１．频率直方图

设ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 是取自总体Ｘ的一个样本的样本值，作频率直方图步骤如下．
（１）找出数据ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 中的最小值和最大值，记ｘ

１ ＝ｍｉｎ｛ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ｝．ｘ
ｎ ＝

ｍａｘ｛ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ｝．
（２）选ａ（它略小于ｘ

１），ｂ（它略大于ｘ
ｎ），并等分区间（ａ，ｂ］，得

ａ＝ｔ０＜ｔ１＜ｔ２＜⋯＜ｔｍ－１＜ｔｍ＝ｂ．
于是得ｍ 个小区间
（ｔ０，ｔ１］，（ｔ１，ｔ２］，⋯，（ｔｍ－１，ｔｍ］，

其中组距Δｔｉ＝ｔｉ－ｔｉ－１＝
ｂ－ａ
ｍ
，ｉ＝１，２，⋯，ｍ．子区间的个数ｍ 一般没有硬性规定，当样本

容量ｎ小时，ｍ 也应小些，ｎ大时，ｍ 则大些，在一般情况下可取８到１５．另外，分点应比数据
的有效数字多一位．

（３）计算数据落入各区间的频数ｎｉ及频率ｆｉ＝
ｎｉ

ｎ
（ｉ＝１，２，⋯，ｍ）．

（４）在横轴截取各子区间，并以各子区间为底，以ｆｉ／Δｔｉ为高做出ｎ个小矩形，每个小矩
形的面积Δｓｉ就等于数据落入第ｉ个小区间的频率，即Δｓｉ＝Δｔｉ·ｆｉ／Δｔｉ＝ｆｉ，于是，有

∑
ｎ

ｉ＝１
Δｓｉ＝∑

ｍ

ｉ＝１
ｆｉ＝∑

ｍ

ｉ＝１
ｎｉ／ｎ＝１．
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这样就完成了频率直方图．

２．经验分布函数

设ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 是总体Ｘ的一组样本值，把它们从小到大按顺序排列，得到

ｘ
１ ≤ｘ

２ ≤⋯≤ｘ
ｎ ．

这里ｘ
１ 是ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 中最小的数，ｘ

ｉ 是ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 中第ｉ个小的数，ｘ
ｎ 是ｘ１，ｘ２，

⋯，ｘｎ 中最大的数，记

Ｆｎ（ｘ）＝

０， ｘ＜ｘ
１

ｋ
ｎ
， ｘ

ｋ ≤ｘ＜ｘ
ｋ＋１，ｋ＝１，２，⋯，ｎ－１，

１， ｘ≥ｘ
ｎ

烅

烄

烆 ．

Ｆｎ（ｘ）是一非减连续函数，且满足

Ｆｎ（－∞）＝０，Ｆｎ（＋∞）＝１．
称Ｆｎ（ｘ）为总体Ｘ的经验分布函数（或称子样分布函数）．

３．格利文科定理

分布函数Ｆｎ（ｘ）依概率１关于ｘ一致收敛于总体分布函数Ｆ（ｘ），即

Ｐ｛ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｕｐ
－∞＜ｘ＜＋∞

｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ）｜＝０｝＝１．

５．３．２ 典型题型解析
例５．３．１ 设Ｘ的子样（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ９）的一个观察值为（１，３，２５，２，４，２５，３，２５，５）．

求Ｘ的经验分布函数Ｆｎ（ｘ）．
解 由Ｆｎ（ｘ）的定义得

Ｆ９（ｘ）＝

０， ｘ＜１，

１
９
， １≤ｘ＜２，

２
９
，２≤ｘ＜２５，

５
９
，２５≤ｘ＜３，

７
９
， ３≤ｘ＜４，

８
９
， ４＜ｘ≤５，

１， ｘ＞

烅

烄

烆 ５．

疑难解析

１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为总体Ｘ 的样本，称Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为简单随机样本，其含义是什

么？简述对样本如此处理的必要性．
答 把Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 看作简单随机样本，严格地说，这是一种约定，而这个约定的含义
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是由独立性、代表性所阐述的．
在上述约定下，概率论中有关独立条件下的一系列结论，都可以引入到数理统计中来，成

为统计推断不可缺少的工具．
分析：简单随机样本依托的实际模型是放回抽样．如此抽样的特点是每次抽得的结果既不

影响其他批次抽样结果，也不受其他批次抽样结果的影响．不放回抽样产生的样本，由于既不
满足独立性又不满足代表性，因而不能成为简单随机样本．

本章常考题型归纳

考 点 常见题型 例 题

统计量的定义 确定统计量 例５．２．１ 例５．２．２

统计量的分布
利用统计量的分布确定参数 例５．２．３ 例５．２．４

确定统计量的分布 例５．２．５ 例５．２．６ 例５．２．７ 例５．２．８

本章知识结构网络

样
本
及
抽
样
分
布

总体与样本

样本、样本容量、简单随机样本

分布定理

抽样分布

常见的统计量

统计量、观察值

统计量的分布

χ
２分布

ｔ分布

Ｆ分布

正态总体的抽样分布定理

条形图、直方图及经验分布函数

检测题（一）

一、填空题

１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自指数分布Ｅ（λ）的简单随机样本，λ＞０为未知参数，则（Ｘ１，

Ｘ２，⋯，Ｘｎ）的概率分布为 ；设ｎ＝１０时，样本的一组观测值为（４，６，４，３，５，４，５，８，４，

７），则样本均值为 ，样本方差为 ．
２．已知样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ１６取自正态分布总体Ｎ（０，１），珚Ｘ为样本均值，已知Ｐ｛珚Ｘ≥λ｝＝

００１，则λ＝ ．
３．设随机变量Ｘ服从正态分布Ｎ（μ，σ

２），Ｘ１，⋯，Ｘ２０是来自Ｘ的一个样本，令

Ｙ＝３∑
１０

ｉ＝１
Ｘｉ－４∑

２０

ｉ＝１１
Ｘｉ

则Ｙ服从分布 ．
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４．假设随机变量Ｘ服从正态分布Ｎ（０，１）．若Ｐ｛２Ｘ２≥λ｝＝００５，则λ＝ ．
５．设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），珚Ｘ是样本均值，Ｓ２
ｎ 是样本方差，ｎ为样本容量，则常用统计量Ｕ

＝ ～Ｎ（０，１），Ｔ＝ ～ｔ（ｎ－１）；χ
２＝ ～χ

２（ｎ－１）．
二、选择题

１．设随机变量Ｘ服从正态分布Ｎ（１，２２），Ｘ１，⋯，Ｘ１００是来自Ｘ的样本，珚Ｘ 为样本均值，
已知Ｙ＝ａ珚Ｘ＋ｂ～Ｎ（０，１），则有

Ａ．ａ＝－５，ｂ＝５ Ｂ．ａ＝５，ｂ＝５

Ｃ．ａ＝１
５
，ｂ＝－１

５ Ｄ．ａ＝－１
５
，ｂ＝１

５
２．样本Ｘ１，⋯，Ｘｎ 来自正态分布总体Ｎ（μ，σ

２）．珚Ｘ与Ｓ２分别是样本均值和样本方差，则

下面结论不成立的有（ ）．
Ａ．珚Ｘ与Ｓ２相互独立 Ｂ．珚Ｘ与（ｎ－１）Ｓ２相互独立

Ｃ．珚Ｘ与１σ２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２相互独立 Ｄ．珚Ｘ与１σ２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２相互独立

３．样本（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）取自标准正态分布总体Ｎ（０，１），珚Ｘ，Ｓ分别为样本均值及标准
差，则（ ）．

Ａ．珚Ｘ～Ｎ（０，１） Ｂ．槡ｎ珚Ｘ～Ｎ（０，１）

Ｃ．∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ～χ
２（ｎ－１） Ｄ．珚Ｘ／Ｓ～ｔ（ｎ－１）

４．假设Ｘ～Ｎ（０，１），珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，服从自由度为（ｎ－１）的χ
２

分布的随机变量是（ ）．

Ａ．∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ Ｂ．Ｓ２ Ｃ．（ｎ－１）珚Ｘ２ Ｄ．（ｎ－１）Ｓ２

５．设Ｘ～Ｎ（０，σ２），则服从自由度为ｎ－１的ｔ分布的随机变量是（ ）．

Ａ．槡ｎ
珚Ｘ

Ｓ Ｂ． ｎ槡 －１珚Ｘ
Ｓ Ｃ．槡ｎ

珚Ｘ
Ｓ２ Ｄ． ｎ槡 －１珚Ｘ

Ｓ２

三、解答题

１．自总体Ｘ抽得一个容量为５的样本８，２，５，３，７．求样本均值珚Ｘ，样本方差Ｓ２，经验分布

函数Ｆｎ（ｘ）．
２．设总体Ｘ服从函数为λ的指数分布，样本（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）来自总体区．求样本均值与
样本方差的均值．

３．假设总体Ｘ的密度为

ｆ（ｘ，μ）＝
（θ＋１）ｘθ，０≤ｘ≤１，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

其中θ＞０．求来自Ｘ的简单随机样本（Ｘ１，⋯，Ｘｎ）的密度ｆ（ｘ１，⋯，ｘｎ）．
４．假设随机变量Ｘ服从分布χ

２（５）．求λ的值使其满足

Ｐ｛Ｘ≤λ｝＝００５．
５．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是取自正态总体Ｎ（μ，σ

２）的一个样本．Ｓ２为样本方差．求满足不等
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式Ｐ Ｓ２

σ２≤｛ ｝１５ ≥０９５的最小ｎ值．

６．设Ｘ１，Ｘ２为总体Ｘ～Ｎ（０，σ２）的一个样本，则Ｙ＝（Ｘ１＋Ｘ２）
２／（Ｘ１－Ｘ２）

２服从什么

分布？

检测题（一）参考答案

一、填空题

１．（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）＝
λｎｅｘｐ －λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ｛ ｝ｉ ， ｘｉ＞０，

０， ｘｉ＝０
烅
烄

烆 ，

珔ｘ＝５，Ｓ２＝２２

２．０５８ ３．Ｙ～Ｎ（－１０μ，２５０ａ
２）

４．λ＝７６８ ５．Ｕ＝
珚Ｘ－μ
σ 槡ｎ，Ｔ＝

珚Ｘ－μ
Ｓｎ

槡ｎ，χ
２＝
（ｎ－１）

σ２ Ｓｎ

二、选择题

１．Ａ ２．Ｄ ３．Ｂ ４．Ｄ ５．Ａ
三、解答题

１．Ｆｎ（ｘ）＝

０， ｘ＜２，

０２０，２≤ｘ＜３，

０４０，３≤ｘ＜５，

０６０，５≤ｘ＜７，

０８０，７≤ｘ＜８，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 ８．

２．Ｅ珚Ｘ＝１
λ
，

ＥＳ２＝ １－１（ ）ｎ
１
λ２．

３．对于任意的ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ，有

ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；θ）＝ｆ（ｘｉ；θ）⋯ｆ（ｘｎ；θ）＝
（θ＋１）ｎ（ｘ１⋯ｘｎ）

θ， 若０≤ｘ１，⋯，ｘｎ≤１，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

４．ｐ｛ｋ＞λ｝＝１－ｐ｛ｋ≤λ｝＝１－００５＝０９５．
５．ｎ＝２７．

６．Ｙ＝
（Ｘ１＋Ｘ２）

２

（Ｘ１－Ｘ２）
２～Ｆ（１，１）．

检测题（二）

一、填空题

１．设随机变量Ｘ和Ｙ 相互独立且都服从正态分布Ｎ（０，３２），而Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ９和Ｙ１，

Ｙ２，⋯，Ｙ９是分别来自总体Ｘ和Ｙ的简单随机变量样本，则统计量
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Ｕ＝
Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋⋯＋Ｙ２槡 ｎ

服从 分布，自由度为 ．
２．设Ｘ～Ｎ（μ，σ

２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），且Ｘ、Ｙ 相互独立，样本方差分别为Ｓ２
１，Ｓ２

２，则在

条件下，常用的统计量Ｆ＝ ～Ｆ（ｎ１－１，ｎ２－１）．
３．设Ｘ～Ｎ（１，４），Ｙ～Ｎ（０，１６），Ｘ～Ｎ（４，９），Ｘ，Ｙ 相互独立，设Ｕ＝４Ｘ＋３Ｙ－Ｘ，则

Ｅ（２μ－３）＝ ，Ｄ（４Ｕ－７）＝ ．
４．设Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４是来自正态分布Ｎ（０，σ２）的样本，则

Ｕ＝
槡３Ｘ１

Ｘ２
２＋Ｘ２

３＋Ｘ槡 ２
４

服从 分布，ＥＸ＝ ，ＤＵ＝ ．

５．设随机变量Ｘ服从分布ｔ（１０），已知ｐ｛Ｘ２≤λ｝＝００５，则λ＝ ．
二、解答题

１．样本Ｘ１，⋯，Ｘｎ（ｎ＞１）来自总体Ｘ，试求常数ｃ，使统计量 ｃ（Ｘ１＋Ｘ２）

Ｘ２
３＋Ｘ２

４＋Ｘ槡 ２
５

服从ｔ分布．

２．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是参数为λ的泊松分布总体的一个样本，珚Ｘ，Ｓ２为样本的均值与方

差，求Ｄ（珚Ｘ），Ｅ（Ｓ２）

３．设总体Ｘ服从分布Ｆ（ｎ，ｎ）．求证：

Ｐ｛Ｘ≤１｝＝Ｐ｛Ｘ≥１｝＝０５．
４．从正态总体Ｎ（３４，６２）中抽取容量为ｎ的样本，如果要求其样本均值位于（１４，５４）
内的概率不小于０９５．问样本容量ｎ至少应取多大？

５．设（Ｘ１，Ｘ２）来自总体Ｘ 且服从柯西分布，概率密度为ｆ（ｘ）＝ １
１π（４ｘ２）
，－∞＜ｘ＜

＋∞，求样本均值珚Ｘ＝
Ｘ２＋Ｘ２

２
的分布．

６．珚Ｘ和珡Ｙ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ
２）的容量为ｎ的两个样本的均值．试确定ｎ使两个样

本均值之差超过σ的概率大约为００１．

检测题（二）参考答案

一、填空题

１．ｔ，９ ２．σ２
１＝σ２

２，Ｆ＝
Ｓ１

Ｓ２
３．－３，３４７２ ４．ｔ，０，３ ５．λ＝０００４

二、解答题

１．ｃ＝槡３
２． ２．λｎ

，λ． ４．ｎ 至少应取３５． ５．ｆＸ（ｘ）＝ １
π（１＋ｘ２）．

６．ｎ＜１４．
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第６章 参数估计

６．１ 参数的点估计

６．１．１ 知识要点
参数的点估计及其求法．
设总体Ｘ的分布中含未知（待估）参数θ，（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是来自总体Ｘ的随机样本．所

谓点估计，就是引入一个适当的统计量θ^＝^θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）作为待估参数θ的估计．于是，
用来估计θ的统计量^θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）称为它的估计量．而对应于一组样本值（ｘ１，ｘ２，⋯，

ｘｎ），^θ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）称为θ的估计值．
特别需要指出的是，估计量是不含未知参数的样本函数，它是一个随机变量，而估计值却

是一个常量．在不发生误会的情况下，常把它们统称为估计．
用一个统计量估计未知参数的方法，称为点估计法；其中常用的是矩估计法和极大似然估

计法两种．

１．矩估计法只用样本矩作为相应（同类同阶）总体矩的估计

在矩估计法中，常用的法则是与前二阶矩有关的两项，即

ｕ^＝珚Ｘ———用样本均值珚Ｘ作为总体均值ｕ的估计；

σ^２＝Ｓ２———用样本方差Ｓ２作为总体方差σ２的估计．
矩估计法的理论依据是大数定律，它有思路清晰，简便易行的优点．因而这一古老方法沿

用至今．

２．极大似然估计法是基于极大似然原理的估计方法

极大似然原理的直观想法是把试验中发生概率最大的事件推断为最有可能发生．
依据这一原理引入的极大似然估计法的主要步骤如下：

①基于总体分布，在样本点（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）上建立体现概率的似然函数Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，

ｘｎ；θ），即为样本的联合分布；

②考虑到ｌｎＬ与Ｌ同时达到极大，故为计算方便，引入对数似然函数ｌｎＬ（ｘ１，ｘ２，⋯，

ｘｎ；θ）；

③通常，从对数似然函数出发，对待估参数（向量）θ求（偏导）得似然方程（组）ｌｎＬ／θ＝
０，并求解；

④将解中的诸ｘｉ改写成Ｘｉ，便可得到极大似然估计量．
极大似然估计法的总体分布已知为前提．因而，由此为待估参数提供的信息，一般来讲要
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多于以数字特征为前提的矩估计量，所以在统计实践中广为采用．相对于矩估计，它有方法较
为繁琐的不足．
此外，若ｆ（θ）是θ的函数且具有单值反函数．^θ又是θ的极大似然估计，则ｆ（^θ）一定也是

ｆ（θ）的极大似然估计．

６．１．２ 典型题型解析
例６．１．１ 设总体Ｘ有分布列

Ｚ １ ２ ３

ｐ θ２ ２θ（１－θ） （１－θ）２

其中０＜θ＜１为待估参数，又设（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）为总体Ｘ的样本，试求θ的矩估计量，并就
样本值（３，１，２，２，３，２），求θ的估计值．
解 为求矩估计量θ^，要从求ＥＸ开始，即

ｕ＝ＥＸ＝θ２＋４θ（１－θ）＋３（１－θ）２＝３－２θ．
由矩估计法知 ｕ^＝珚Ｘ，于是３－２^θ＝珚Ｘ，从而解得

θ^＝（３－珚Ｘ）／２，
对于给定样本值算得珔ｘ＝２１６７７，故θ的估计值为

θ^＝（３－珔ｘ）／２＝０４１６７．
注 矩估计法的两个常用的法则是通过总体均值、总体方差来表达的．因而当总体分布给

定时，首先要把待估参数置身于总体均值ｕ或总体方差σ２中，然后按法则求解．
需要指出的是，只有一个待估参数时，一般只由求总体均值入手．如果有两个待估参数时，

则需要同时求总体方差，

例６．１．２ 设总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝１
２θｅ

－｜ｘ｜／θ，－∞＜ｘ＜∞，

其中θ＞０为待估参数，试求θ的矩估计量．

解 因为ｕ＝ＥＸ＝∫
＋∞

－∞
ｘ１
２θｅ

－｜ｘ｜／θｄθ＝０．故无法运用ｕ^＝珚Ｘ来求θ^．为此就从方差入手，即

σ２ ＝ＤＸ＝ＥＸ２＝∫
＋∞

－∞
ｘ２ １

２θｅ
－｜ｘ｜／θｄｘ＝１

θ∫
＋∞

０
ｘ２ｅ－ｘ／θｄｘ＝θ２∫

∞

０

ｘ（ ）θ
２

ｅ－ｘ／θｄ（ｘ／θ）

＝θ２Γ（３）＝２θ２，

由矩估计法知σ^２＝Ｓ２，于是２^θ２＝Ｓ２，从而解得

θ^＝ Ｓ２／槡 ２．
注 这是一道从方差入手求矩估计的题目，属非常见类型，而求方差借助Γ函数进行积

分计算；是完成这类积分的常用工具．
例６．１．３ 设总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝
２ｘ／θ２，０＜ｘ＜θ，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

其中θ为待估参数，（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）为样本，试求θ的矩估计量．
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解 为求矩估计量θ^，先求ＥＸ，即

ｕ＝Ｅ（Ｘ）＝∫
θ

０
ｘ２ｘ
θ２ｄｘ＝２

３θ．

由矩估计法知ｕ^＝珚Ｘ，于是２^θ／３＝珚Ｘ，从而解得

θ^＝３珚Ｘ／２．
例６．１．４ 设总体Ｘ在［ａ，ｂ］上服从均匀分布，其中ａ，ｂ（ｂ＞ａ＞０）为待估参数，试求ａ，

ｂ的矩估计．

解 均匀分布是常用分布，知Ｅ（Ｘ）＝ａ＋ｂ
２
，Ｄ（Ｘ）＝（ｂ－ａ）２／１２．

由矩估计法和ｕ^＝珚Ｘ，^σ２＝Ｓ２．于是
（^ａ＋^ｂ）／２＝珚Ｘ，（^ｂ－^ａ）２／１２＝Ｓ２，

从而解得 ａ^＝珚Ｘ 槡－ ３Ｓ，^ｂ＝珚Ｘ 槡＋ ３Ｓ．
例６．１．５ 从某车间某天生产的滚珠中随机抽出６个，测得其直径（单位：ｍｍ）为

１４６ １５１ １４９ １４８ １５２ １５１
试估计该天生产滚珠直径的均值ｕ和方差σ２．
解 本题仍按矩估计法处理，解得

ｕ^＝珔ｘ＝１
６∑

６

ｉ＝１
ｘｉ＝１４９５，

σ^２＝Ｓ２＝１
６∑

６

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝００４２５．

注 运用估计式ｕ^＝珔ｘ，^σ２＝Ｓ２，求总体参数在指定样本点上的估计值，是矩估计法的重

要应用，注意到不同情况下处理途径是有差别的：

①如果总体分布一无所知，那么被估参数只能是总体均值和总体方差，本例即属此类型；

②如果被估参数并非是总体均值和总体方差，通常情况下必须以总体分布已知为前提．
例６．１．６ 设总体Ｘ的分布律为

Ｐ｛Ｘ＝ｍ｝＝ｑｍ－１ｐ，ｍ＝１，２，３，⋯，
其中０＜ｑ＜１（ｐ＝１－ｑ）为待估参数，试求ｑ的矩估计和极大似然估计．
解 为求矩估计ｑ^，求ＥＸ，即

ｕ＝ＥＸ＝∑
∞

ｍ＝１
ｍｑｍ－１ｐ＝ｐ∑

∞

ｍ＝１

（ｑｍ）′＝ｐ（∑
∞

ｍ＝１
ｑｍ）′＝ｐ［ｑ／（１－ｑ）］′

＝ｐ／（１－ｑ）２＝１／（１－ｑ）．
由矩估计法知ｕ^＝珚Ｘ，于是１／（１－^ｑ）＝珚Ｘ，从而解得

ｑ^＝１－１／珚Ｘ
为求极大似然估计ｑ^，从列出样本点（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）上的似然函数开始，即

Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；ｑ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｑｘｉ－１ｐ＝ｐｎｑ∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－１）＝（１－ｑ）ｎｑ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－ｎ，

两边取对数得对数似然函数

ｌｎＬ＝ｎｌｎ（１－ｑ）＋［（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）－ｎ］ｌｎｑ．

求导得似然方程并求解
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ｄｌｎＬ
ｄｑ ＝－ ｎ

１－ｑ＋
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）－ｎ

ｑ ．

令 ｄｌｎＬ
ｄｑ ＝０，则 ｑ

１－ｑ＝
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）－ｎ

ｎ
，ｑ＝１－ １

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ／ｎ

．

把上述表达式中的ｘｉ改写Ｘｉ，得ｑ的极大似然估计

ｑ^＝１－ １

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ／ｎ

＝１－１／珚Ｘ，

其结果与矩估计相同，即ｑ＝１－１／珚Ｘ．
例６．１．７ 已知总体Ｘ的分布密度为

ｐ（ｘ）＝
θ２ｘｅ－θｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０．

其中θ＞０为待估参数，试求θ的矩估计和极大似然估计．
解 先求矩估计θ^．

ｕ＝ＥＸ＝∫
＋∞

０
ｘθ２ｘｅ－θｘｄｘ

＝１
θ∫

＋∞

０
（θｘ）２ｅ－θｘｄ（θｘ）

＝１
θΓ（３）＝２

θ．

由矩估计法知ｕ^＝珚Ｘ，于是２θ^＝珚Ｘ，从而解得

θ^＝２／珚Ｘ．
下面继续求极大似然估计θ^．

Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；θ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
θ２ｘｉｅ－θｘｉ＝θ２ｎ（∏

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）ｅ－θ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

ｌｎＬ＝２ｎｌｎθ＋ｌｎ∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－θ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，

ｄｌｎＬ
ｄθ ＝２ｎ

θ －∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ．

令ｄｌｎＬ
ｄθ ＝０，则２ｎθ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉθ＝２ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ．

把上述表达式中的ｘｉ改写成Ｘｉ，得θ的极大似然估计为

θ^＝２ｎ／∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＝２／珚Ｘ．

注 回顾两种点估计，对其方法要点及其利弊做一简要综合．
（１）矩估计法是从数字特征出发，操作方法方便简捷，数学原理简明扼要，但具体计算中可
能会遇到某些技巧，如前例中级数求和的逐项微分和利用Γ函数．

３３１第６章 参数估计



（２）极大似然估计法以总体分布已知为前提，虽然方法甚为繁琐．数学原理也不如矩估计
法简明直观，但由于似然函数集中了总体分布较充分的信息，因而得到的估计量较矩估计量有

较多的优良性．它是目前应用非常广泛的一种估计方法．
此外，本题演算结果两种估计方法是相等的．需要指出的是，矩估计与极大似然估计的相

等纯属巧合，不相等的情形也相当普遍．
例６．１．８ 已知总体Ｘ的分布密度为

ｐ（ｘ）＝
ｘ
２θ２ｅ－ｘ２／θ２， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ，

其中θ＞０为待估参数，试求θ的矩估计和极大似然估计．
解 先求矩估计

ｕ＝ＥＸ＝∫
＋∞

０
ｘ ｘ
２θ２ｅ－ｘ２／θ２ｄｘ＝１

２θ
·θ

２

２∫
＋∞

０

ｘ２

θ（ ）２
１
２
ｅ－ｘ２／θ２ｄｘ２

θ（ ）２ ＝θ
４Γ（ ）３２ ＝θ槡π

８ ．

由矩估计法知ｕ^＝珚Ｘ，于是，１８θ^槡π＝珚Ｘ，从而解得

θ^＝８珚Ｘ／槡π．
下面继续求极大似然估计．

Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；θ）＝∏
ｎ

ｉ＝１

ｘｉ

２θ２ｅ－ｘ２ｉ／θ
２

＝２－ｎθ－２ｎ ∏
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ｅ－１

θ２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ

ｌｎＬ＝－ｎｌｎ２－２ｎｌｎθ＋ｌｎ∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－

１
θ２∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ，

ｄｌｎＬ
ｄθ ＝－２ｎ

θ ＋２
θ３∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ，

令 ｄｌｎＬ
ｄθ ＝０，则２ｎθ ＝２

θ３∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉθ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

槡 ｉ．

把上述表达式中的ｘｉ改写Ｘｉ，得θ的极大似然估计为

θ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ／槡 ｎ．

注 对于极大似然估计法，要掌握适当．即在引入对数似然函数后，由似然事件的情形事
实上并非所有题目均可按常规方法处理．
例６．１．９ 设总体Ｘ～Ｕ［ａ，ｂ］（ｂ＞ａ＞０），求ａ、ｂ的极大似然估计．
解 按常规方法写出Ｘ分布密度

ｐ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
，ａ≤ｘ≤ｂ，

０
烅
烄

烆 ， 其他

之后，便有似然函数

Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；ａ，ｂ）＝ １
（ｂ－ａ）ｎ

，ａ≤ｘｉ≤ｂ，ｉ＝１，２，⋯，ｎ，

于是有似然方程组
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ｌｎＬ
ａ ＝ ｎ

ｂ－ａ
，ｌｎＬ
ｂ ＝－ｎ

ｂ－ａ．

若令ｌｎＬ
ａ ＝０及ｌｎＬｂ ＝０均无法解出ａ，ｂ只得回到似然函数去处理．

按极大似然原理的本意，应在Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；ａ，ｂ）＝１／（ｂ－ａ）ｎ 达到极大下定出ａ，ｂ．
即相当于要求（ｂ－ａ）ｎ 取极小．按通常理解，此时ｂ应尽量小，ａ应尽量大．它们又共同受到ａ
≤ｘｉ≤ｂ的约束．而ｂ应尽量小又不能小于任一个ｘｉ，故ｂ只能是ｘｉ 中最大的一个．即ｂ^＝
ｍａｘ｛ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ｝．同理，ａ应尽量大又不能大于任一个ｘｉ，故ａ只能是ｘｉ中最小的一个，即

ａ^＝ｍｉｎ｛ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ｝．从某种意义上讲，这一结果与矩估计相比更符合实际．
例６．１．１０ 设总体Ｘ有分布列．
１ ２ ３

θ２ ２θ（１－θ） （１－θ）（ ）２
其中０＜θ＜１为待估参数，又设（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）为总体Ｘ的样本．求θ的极大似然估计并就
样本值（３，１，２，２，３，２），求θ的估计值．
解 设在总体Ｘ中，抽取容量为ｎ的样本（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ），并设其中ｎ１个Ｘｉ取１，ｎ２

个Ｘｉ取２，另有（ｎ－ｎ１－ｎ２）个Ｘｉ取３，于是与θ有关的似然函数为

Ｌ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ；θ）＝（θ２）ｎ１［２θ（１－θ）］ｎ２［（１－θ）２］ｎ－ｎ１－ｎ２

＝θ２ｎ１２ｎ２θｎ２（１－θ）ｎ２（１－θ）２ｎ－２ｎ１－２ｎ２

＝２ｎ２θ２ｎ１＋ｎ２（１－θ）２ｎ－２ｎ１－ｎ２，

ｄＬ
ｄθ＝２ｎ２（２ｎ１＋ｎ２）θ２ｎ１＋ｎ２－１（１－θ）２ｎ－２ｎ１－ｎ２－

２ｎ２θ２ｎ１＋ｎ２（２ｎ－２ｎ１＋ｎ２）（１－θ）２ｎ－２ｎ１－ｎ２－１．

令ｄＬ
ｄθ＝０，则（２ｎ１＋ｎ２）（１－θ）＝θ（２ｎ－２ｎ１－ｎ２）^θ＝（２ｎ１＋ｎ２）／２ｎ．

由于题中ｎ１＝１，ｎ２＝３，ｎ＝６．故θ的估计值为

θ^＝（２×１＋３）／１２＝０４１６７．

同步练习６．１
１．设总体Ｘ有分布列

－１ ０ ２
２θ θ １－３（ ）θ

其中０＜θ＜１／３为待估参数，试求θ的矩估计量．
２．设总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝２（θ－ｘ）／θ２，０＜ｘ＜θ．
其中θ＞０为待估参数，试求θ的矩估计．

３．已知总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝ β
Ｋ

（Ｋ－１）！ｘ
Ｋ－１ｅ－βｘ，ｘ＞０，

其中Ｋ为常数，β为待估参数，试求β的矩估计．
４．已知总体Ｘ在［ａ－ｂ，３ａ＋ｂ］上服从均匀分布，其中ａ＞０，ｂ＞０为待估参数．试求ａ，
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ｂ的矩估计．
５．下面是一批灯泡寿命（单位：ｈ）的测试样本：

１４５８ １３９５ １５６２ １６１４ １４９０
１３８２ １５３６ １４９６ １３５１ １４７８
试用矩估计法对这批灯泡的平均寿命Ｍ 及寿命方差σ２做出估计．
６．某元件正常工作时间（单位：ｈ）服从以λ为参数的指数分布．从中抽测５０只元件的寿
命经分组后的频数分布为

寿命组中值（ｘｉ）：５５０ ６５０ ７５０ ８５０ ９５０
频 数： ６ １１ １８ １３ ２

试用矩估计法估计参数λ．
７．已知总体Ｘ～Ｂ（１，ｐ）．０＜ｐ＜１为待估参数．试求ｐ的矩估计和极大似然估计．
８．已知总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝（ａ＋１）ｘａ，０＜ｘ＜１，
其中ａ＞０为待估参数，试求ａ的矩估计量和极大似然估计量，并就样本值（１５０，０７４，０６２，

０３８，０９０）求相应的估计值．
９．设总体Ｘ～Ｎ（０，σ２），σ２为待估参数，试求σ２极大似然估计．

同步练习６．１参考答案

１．^θ＝（２－珚Ｘ）／８．
２．^θ＝３珚Ｘ．
３．^β＝Ｋ／珚Ｘ（用Γ函数进行积分计算）．

４．^ａ＝珚Ｘ／２，^ｂ 槡＝ ３Ｓ－珚Ｘ／２．
５．^μ＝珔ｘ＝１４７６２，^σ＝Ｓ２＝（７８７３０９３）２＝６１９８５６．
６．^λ＝１／珔ｘ＝１／７３８＝１３５５×１０－３．
７．^ｐ＝珚Ｘ．
８．矩估计α^＝（２珚Ｘ－１）／（１－珚Ｘ），其估计值为α^＝３８１４０．

似然估计α^＝－１－ｎ／∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸｉ，其估计值为α^＝２４５６４．

９．^σ２＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ／ｎ．

６．２ 估计量的评价标准

６．２．１ 知识要点
对于估计量的优良性评判可以从不同的角度去考虑，无偏性、有效性准则是概率意义明

确、应用较为广泛的两条．
①设θ^＝^θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）作为待估参数θ的估计量．如果Ｅ^θ＝θ，则称θ^为θ的无偏估
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计量．
无编性的概率意义是估计量θ^作为样本函数，它在历次试验中的观测值总是围绕在θ其

值的两侧摆动．此时，^θ观测值的平均值与待估参数θ的真值几乎没有差别．
②设θ^１和θ^２都是θ的无偏估计量．如果Ｄ^θ１＜Ｄ^θ２，则称θ^１作为θ的估计量较^θ２有效，

或说成θ^１较θ^２为θ的有效估计量．
θ^１，^θ２作为无偏估计，它们在历次试验中的观测值总是围绕θ真值的两侧摆动，而θ^１较

θ^２有效，指的是θ^１在θ两侧摆动的幅度比^θ２更小些，即θ^１的观测值较θ^２更集中在θ的真值
附近．

６．２．２ 典型题型解析
例６．２．１ 设Ｘ的均值μ＝ＥＸ，（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）为样本．试证

σ^２＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２ 为方差σ２＝ＤＸ的无偏估计．

证 考虑到样本与总体独立同分布的特征，故有

Ｅ^σ２ ＝Ｅ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）（ ）２ ＝１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ－ＥＸｉ）［ ］２

＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＤＸｉ＝σ２．

注 明确样本与总体独立同分布的观念，是本题获证的关键，其证明的思路和技巧有一定

的代表性，涉及σ２的估计，归纳汇总如下：

在μ已知的条件下，σ
２的无偏估计是σ^２＝１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝

（Ｘｉ－μ）
２，这一结果在统计推断的有关

课题中多次应用．

在μ未知的条件下，
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２作为σ２的估计是有偏的，而Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－

珚Ｘ）２才是σ２的无偏估计．
此外，顺便指出Ｓ２虽是σ２的无偏估计，Ｓ却不是σ的无偏估计．
例６．２．２ 设（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是来自参数为λ＞０的泊松分布的样本．对于任意的ａ（０≤

ａ≤１）以及样本均值珚Ｘ，Ｓ２＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，试证ａ珚Ｘ＋（１－ａ）ｎｎ－１Ｓ
２是λ的无偏估计．

证 Ｅ珚Ｘ＝ＥＸ＝λ，ＥＳ２＝ｎ－１
ｎ σ２＝ｎ－１

ｎ λ，故有

Ｅ ａ珚Ｘ＋（１－ａ）ｎｎ－１Ｓ
［ ］２ ＝ａＥ珚Ｘ＋（１－ａ）·ｎ

ｎ－１ＥＳ
２

＝ａλ＋（１－ａ）·ｎ
ｎ－１
·ｎ－１

ｎ λ＝λ．

例６．２．３ 设总体Ｘ有分布律

Ｐ｛Ｘ＝ｍ｝＝λｍ

ｍ！ｅ
－λ，ｍ＝０，１，２，⋯，

其中λ＞０为参数．试证λ（Ｘ）＝（－１）ｍ 是ｅ－２λ的无偏估计．
证 λ（Ｘ）作为随机变量Ｘ的函数，其数学期望为
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Ｅλ（Ｘ）＝∑
∞

ｍ＝０
λ（Ｘ）Ｐ｛Ｘ＝ｍ｝＝∑

∞

ｍ＝０

（－１）ｍλｍ

ｍ！ｅ
－λ

＝ｅ－λ∑
∞

ｍ＝０

（－１）ｍλｍ

ｍ！＝ｅ
－λｅ－λ＝ｅ－２λ．

同步练习６．２
１．已知总体Ｘ有分布密度

ｐ（ｘ）＝１
２θｅ

－｜ｘ｜／θ，－∞＜ｘ＜∞，

其中θ＞０为待估参数．试求θ的极大似然估计，并问该估计是不是θ的无偏估计，为什么？

２．设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），其中μ为待估参数，σ

２为已知参数，（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）为样本．试考
察μ的下列估计量的无偏性与有效性：

μ^１＝
４
３Ｘ１－

２
３Ｘ２＋

１
３Ｘ３；

μ^２＝
１
３Ｘ１＋

２
３Ｘ２－

２
３Ｘ３；

μ^３＝
２
３Ｘ１＋

２
３Ｘ２－

１
３Ｘ３．

同步练习６．２参考答案

１．^θ＝∑
ｎ

ｉ＝１
｜Ｘｉ｜／ｎ，^θ是θ的无偏估计，

Ｅ^θ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘｉ｜＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ｜Ｘ｜＝Ｅ｜Ｘ｜

＝１
２θ∫

＋∞

－∞
｜ｘ｜ｅ－｜ｘ｜／θｄｘ＝１

θ∫
＋∞

０
ｘｅ－ｘ／θｄｘ

＝θ∫
∞

０

ｘ（ ）θ ｅ－ｘ／θｄ ｘ（ ）θ ＝θΓ（２）＝θ．

２．^μ１，^μ３都是μ的无偏估计量，^μ３较μ^１为μ的有效估计量．

６．３ 区间估计

６．３．１ 知识要点

１．置信区间与置信度

定义 设总体的Ｘ分布函数Ｆ（ｘ；θ）含有一未知参数θ．对于给定值α（０＜α＜１），若由
样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 确定的两个统计量θ＝θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）和珋θ＝珋θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）满足

Ｐ｛θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）＜θ＜珋θ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）｝＝１－α，
则称随机区间（θ，珋θ）是θ的置信度为１－α的置信区间，θ和珋θ分别称为置信度为１－α的双
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侧置信区间的置信下限和置信上限，１－α称为置信度．

２．一个正态总体参数的区间估计

假设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是来自总体Ｘ的简单随机样本；珚Ｘ 是样本均

值，Ｓ２是样本方差．参数的区间估计如下表：

被估参数 条件 用于估计的随机变量（样本函数） 随机变量分布 置信度为１－α的置信区间

单
个
正
态
总
体

总体均值μ
σ２已知

珚Ｘ－μ
σ／槡ｎ

Ｎ（０，１） 珚Ｘ－σ
槡ｎ
ｚα

２
，珚Ｘ＋σ

槡ｎ
ｚα（ ）２

σ２未知 ｔ＝
珚Ｘ－μ
Ｓ／槡ｎ

ｔ（ｎ－１） 珚Ｘ－Ｓ
槡ｎ
ｔα

２
（ｎ－１），珚Ｘ＋Ｓ

槡ｎ
ｔα

２
（ｎ－１（ ））

总体方差

σ２

μ已知
χ２＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

σ２
χ２（ｎ （） ∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ２α
２
（ｎ）
，
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ）２

χ２
１－α

２
（ｎ ））

μ未知
χ２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２

＝∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２

σ２

χ２（ｎ－１
（

）

∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珚Ｘ）２

χ２α
２
（ｎ－１）

，
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珚Ｘ）２

χ２
１－α

２
（ｎ－１））

或
（ｎ－１）Ｓ２

χ２α
２
（ｎ－１）
，
（ｎ－１）Ｓ２

χ２
１－α

２
（ｎ－１（ ））

３．两个正态总体参数的区间估计

假设Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２）；（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ１
）和（Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２

）分别是来自

总体Ｘ和Ｙ的简单随机样本，珚Ｘ，Ｓ２
１，珡Ｙ，Ｓ２

２是相应的样本均值和样本方差．参数的区间估计

如下表：

被估参数 条件 用于估计的随机变量及分布 置信度为１－α的置信区间

两
个
正
态
总
体

μ１－μ２

两样本独立，且

σ２
１，σ２

２已知

（珚Ｘ－珡Ｙ）－（μ１－μ２）

σ２
１／ｎ１＋σ２

２／ｎ槡 ２

（珚Ｘ－珡Ｙ－ｚα
２

σ２
１／ｎ１＋σ２

２／ｎ槡 ２，

珚Ｘ－珡Ｙ＋ｚα
２

σ２
１／ｎ１＋σ２

２／ｎ槡 ２）

两样本独立，且

σ２
１，σ２

２ 未知，但

知相等

ｔ＝
（珚Ｘ－珡Ｙ）－（μ１－μ２）

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

～ｔ（ｎ１＋ｎ２－２）

Ｓ２
ｗ＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２

（

－２

珚Ｘ－珡Ｙ－ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）Ｓｗ

１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２
，

珚Ｘ－珡Ｙ＋ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）Ｓｗ

１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ）２

σ１，σ２ 未知，但

ｎ１，ｎ２很大（＞

Ｓ）

（珚Ｘ－珡Ｙ）－（μ１－μ２）

Ｓ２
１／ｎ１＋Ｓ２

２／ｎ槡 ２
～Ｎ（０，１

（
）

珚Ｘ－珡Ｙ－ｚα
２

Ｓ２
１

ｎ１
＋
Ｓ２

２

ｎ槡 ２
，

珚Ｘ－珡Ｙ＋ｚα
２

Ｓ２
１

ｎ１
＋
Ｓ２

２

ｎ槡 ）２

σ２
１

σ２
２

μ１，μ２未知 Ｆ＝

（ｎ１－１）Ｓ２
１

σ２
１
／（ｎ１－１）

（ｎ２－１）Ｓ２
２

σ２
２
／（ｎ２－１）

～Ｆ（ｎ１－１，ｎ２－１
（

）

Ｓ２
１

Ｓ２
２

１
Ｆα／２（ｎ１－１，ｎ２－１）

，

Ｓ２
１

Ｓ２
２

１
Ｆ１－α

２
（ｎ１－１，ｎ２－１））
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６．３．２ 典型题型解析
例６．３．１ 从一大批同型号金属线中，随机选取１０根，测得它们的直径（单位：ｍｍ）为

１２３ １２４ １２６ １２９ １２０ １３２ １２３ １２３ １２９ １２８
（１）如果金属线直径ｘ～Ｎ（μ，００４

２），试求平均直径μ在置信度１－α＝０９５下的置信
区间；

（２）另设金属线直径ｘ～Ｎ（μ，σ
２），其中σ为未知参数，试求平均直径μ在置信度１－α

＝０９５下的置信区间．
解 本题为正态总体均值的区间估计的两种类型．为了后面的需要先计算均值与方差，得

珔ｘ＝１２５７，ｓ２＝０００１４．

（１）因σ２＝００４２已知，故选Ｕ＝（珔ｘ－μ）／σ２／槡 ｎ～Ｎ（０，１）为估计用样本函数．由α＝
００５查正态分布表得临界值

ｚα
２
＝ｚ００２５＝１９６．

算得置信下限、置信上限分别为

θ＝珔ｘ－ｚα
２

σ２／槡 ｎ＝１２５７－１９６ ００４２／槡 １０＝１２５７－００２４８＝１２３２２，

珋θ＝珔ｘ＋ｚα
２

σ２／槡 ｎ＝１２５７＋００２４８＝１２８１８．

由此得μ的置信区间（１２３２２，１２８１８）．

（２）题设中σ未知，故选ｔ＝（珚Ｘ－μ）／ｓ２／槡 ｎ～ｔ（ｎ－１）为估计用样本函数．
由α＝００５查ｔ分布表得临界值

ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ００２５（９）＝２２６２２．

算得置信下限、置信上限分别为

θ＝珔ｘ＝ｔα／２ ｓ２／槡 ｎ＝１２５７－２２６２２ ０００１４／槡 １０＝１２５７－００２６８＝１２３０２，

珋θ＝珔ｘ＋ｔα／２ ｓ２／槡 ｎ＝１２５７＋００２６８＝１２８３８．
由此便得置信度１－α＝０９５，μ的置信区间（１２３０２，１２８３８）．
例６．３．２ 已知总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），试分别在下列条件下求指定参数的置信区间：

（１）σ２未知，ｎ＝２０，珔ｘ＝１３２，ｓ２＝５，α＝００５，求μ的置信区间；
（２）μ未知，ｎ＝１２，ｓ２＝１２４３，α＝００２，求σ２的置信区间．

解 （１）σ２未知，故选ｔ＝（珚Ｘ－μ）／ｓ２／槡 ｎ～ｔ（ｎ－１）为估计用样本函数．
由α＝００５，查ｔ分布表得临界值

ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ００２５（１９）＝２０８６０，

算得置信下限、置信上限分别为

θ＝珔ｘ－ｔα／２ ｓ２／槡 ｎ

＝１３２－２０８６０ ５／槡 ２０＝１３２－１０４３＝１２１５７，

珋θ＝珔ｘ＋ｔα／２ ｓ２／槡 ｎ＝１３２＋１０４３＝１４２４３．
由此便得置信度１－α＝０９５，μ的置信区间为（１２１５７，１４２４３）．
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（２）由μ未知，故选χ
２＝（ｎ－１）ｓ２／σ２～χ

２（ｎ－１）为估计用样本函数．由α＝００２查χ
２

分布表得临界值

λ２＝χ
２α
２
（ｎ－１）＝ｘ２

００１（１１）＝２４７２５，

λ１＝χ
２
１－α

２
（ｎ－１）＝ｘ２

０９９（１１）＝３０５３．

算得置信下限、置信上限分别为

θ＝（ｎ－１）ｓ２／λ２＝１１×１２４３／２４７２５＝０５５３，
珋θ＝（ｎ－１）ｓ２／λ１＝１１×１２４３／３０５３＝４４７９．

由此便得置信度１－α＝０９８，σ２的置信区间（０５５３，４４７９）．
例６．３．３ 设灯泡寿命（单位：ｈ）服从正态分布．今从一大批同类灯泡中随机抽取其中１０

只，测得样本方差ｓ２＝４００．试求这批灯泡寿命方差σ２的置信度为９０％的置信区间．
解 题设中未提及总体均值是否已知，对此通常按未知处理，故选χ

２＝（ｎ－１）ｓ２／σ２～

χ
２（ｎ－１）为估计用样本函数．由α＝０１查χ

２分布表得临界值

λ２＝χ
２α
２
（ｎ－１）＝χ

２
００５（９）＝１６９１９，

λ１＝χ
２
１－α

２
（ｎ－１）＝χ

２
０９５（９）＝３３２５．

算得置信下限、置信上限分别为

θ＝（ｎ－１）ｓ２／λ２＝９×４００／１６９１９＝２１２７８，
珋θ＝（ｎ－１）ｓ２／λ１＝９×４００／３３２５＝１０８２７１．
由此便得置信度为９０％，σ２的置信区间为（２１２７８，１０８２７１）．
例６．３．４ 从一批钢索中抽样１０根，测得其折断力（单位：ｋｇ）为

５７８ ５７２ ５７０ ５６８ ５７２ ５７０ ５７０ ５９６ ５８４ ５７２
若折断力Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），μ＝５８０．试求方差σ２、均方差σ的置信度为０９５的置信区间．

解 题设中μ已知，故选χ
２＝∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２／σ２～χ

２（ｎ）为估计用样本函数．

由α＝００５查χ
２分布表得临界值

λ２＝χ
２α
２
（ｎ）＝χ

２
００２５（１０）＝２０４８３，

λ１＝χ
２
１－α

２
（ｎ）＝χ

２
０９７５（１０）＝３２４７．

又 ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－μ）
２ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－２ｎμ珔ｘ＋ｎμ
２

＝３３０９２３２－２×１０×５８０×５７５２＋１０×５８０２＝９１２．
算得置信下限、置信上限分别为

θ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２／λ２＝９１２／２０４８３＝４４５２，

珋θ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２／λ１＝９１２／３２４７＝２８０８７．

于是得置信度１－α＝０９５，σ２ 的置信区间（４４５２，２８０８７）．σ的置信区间（槡４４５２，

槡２８０８７），即（６６７，１６７６）．
例６．３．５ 随机地从Ａ组导线中抽取４根，从Ｂ组导线中抽取５根，测得其电阻（Ω）为
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Ａ组导线：０１４３ ０１４２ ０１４３ ０１３７
Ｂ组导线：０１４０ ０１４２ ０１３６ ０１３８ ０１４０
试测试数据分别服从正态分布Ｎ（μ１，σ２）和Ｎ（μ２，σ２），且它们相互独立，又μ１，μ２，σ２

均未知，试求μ１－μ２的９５％的置信区间．
解 σ２

１，σ２
２未知，但知相等：σ２

１＝σ２
２＝σ２．求两正态总体期望差μ１－μ２的置信区间应选用

随机变量

ｔ＝
珚Ｘ－珡Ｙ－（μ１－μ２）

Ｓｗ １／ｎ１＋１／ｎ槡 ２
～ｔ（ｎ１＋ｎ２－２），

其中 Ｓｗ＝
（ｎ１－１）Ｓ１＋（ｎ２－１）Ｓ２

ｎ１＋ｎ２槡 －２ ．

由 Ｐ［｜ｔ｜＜ｔα／２（ｎ１＋ｎ２－２）］＝ｐ［｜ｔ｜＜ｔ００２５（４＋５－２）］＝０９５，
查自由度为７的ｔ分布表得分位数ｔ００２５（７）＝２３６５，于是得μ１－μ２的置信度为０９５的置信
区间为

珚Ｘ－珡Ｙ－２３６５Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２
，珚Ｘ－珡Ｙ＋２３６５Ｓｗ

１
ｎ１

＋１
ｎ槡（ ）

２
．

易算得 珔ｘ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉ ／４＝０１４１２５，珔ｙ＝ ∑

５

ｉ＝１
ｙ（ ）ｉ ／ｓ＝０１３９２，

ｓ２
１＝８２４×１０－６，ｓ２

２＝５９９２×１０－６，２３６５Ｓｗ １／ｎ１＋１／ｎ槡 １＝０００４２．
于是μ１－μ２的置信度为０９５的置信区间为（－０００２１４，００１６２５）．

同步练习６．３
１．从一大批零件中抽取６个，测得其长度（单位：ｍｍ）为

１４７０ １５２１ １４９０ １５３２ １４９１ １５３２
（１）如果零件长度Ｘ～Ｎ（μ，０５），试求μ的置信度１－α＝０９０的置信区间；
（２）如果零件长度Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），其中σ２为未知参数，试求μ的置信度１－α＝０９０的置
信区间．

２．设某种品牌的灯泡寿命（单位：ｈ）Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），从中抽测９只，测得平均寿命珔ｘ＝

１０００．寿命方差ｓ２＝１００２，在信度α＝００５下，试求总体均值μ，总体方差σ
２及总体均方差σ

的置信区间．
３．已知容量ｎ＝１６的某样本，其样本均值珔ｘ＝１９６．样本修正方差ｓ２＝５４２．在α＝００１
下，试求μ，σ

２及σ的置信区间．
４．已知（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４）为正态总体Ｘ的一个样本．（１２６，１３４，１２８，１３２）是它的一组
观测值，在置信度１－α＝０９５以及下述指定条件下，求σ２的置信区间：

（１）总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）；（２）总体Ｘ～Ｎ（１２５，σ２）

５．已知总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），μ为待估参数，σ

２＝３７．为使α＝００１，μ的置信区间长度不超
过７３．试问样本容量ｎ最小应是多少？

同步练习６．３参考答案

１．（１）（１４５９，１５５３）．（２）（１４８５，１５２７）．
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２．μ：（９１８４７，１０８１５３），

σ２：（５１３２５９，４１２８４４０），σ：（７１６４，２０３１９）．
３．μ：（１５６２２，２３５７８），

σ２：（１３３３５０，９５０６６３），σ：（３６５２，９７５０）．
４．（１）（００４，１８５） （２）（０１３，２８９）

５．ｎ＝［４×３７２×２５７５２／７３２＋１］＝［６８１３５＋１］＝６８２．

本章常考题型归纳

考 点 常见题型 例 题

参数的点估计

参数矩估计 例６．１．１ 例６．１．２ 例６．１．３ 例６．１．４ 例６．１．５

参数的极大似然估计 例６．１．６ 例６．１．７ 例６．１．８

非常规题型 例６．１．９ 例６．１．１０

估计量的评价标准 无偏性与有效性 例６．２．１ 例６．２．２ 例６．２．３

区间估计

已知方差σ２，均值μ的区间估计 例６．３．１

未知方差σ２，均值μ的区间估计 例６．３．１ 例６．３．２

μ未知，总体方差σ２的区间估计 例６．３．２ 例６．３．３

μ已知，总体方差σ２的区间估计 例６．３．４

本章知识结构网络

参
数
估
计

点估计

矩估计法

极大似然估计法

估计量的评价标准

无偏性

有效性

区间估计

置信区间与置信度

正态总体均值μ的区间估计

已知方差σ２

总体方差未知

正态总体方差σ２的区间估计（μ未知）

检测题（一）

１．设总体Ｘ服从二项分布Ｂ（ｋ，ｐ），ｋ是正整数，０＜ｐ＜１，两者都是未知参数，试求ｋ和

ｐ的矩估计．
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２．设总体Ｘ具有分布密度Ｐ（ｘｉ，ａ）＝（ａ＋１）ｘａ，０＜ｘ＜１，其中ａ＞－１是未知参数，ｘ１，

⋯，ｘｎ 为一个样本，试求参数ａ的矩估计和极大似然估计．
３．设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３是一个样本，试验证：

μ^１＝
１
５Ｘ１＋

３
１０Ｘ２＋

１
２Ｘ３，

μ^＝１
３Ｘ１＋

１
４Ｘ２＋

５
１２Ｘ３，

μ^＝１
３Ｘ１＋

１
６Ｘ２＋

１
２Ｘ３

都是μ的无偏估计量，并分析哪一个最好．
４．设总体Ｘ～Ｂ（ｍ，ｐ）．试求ｐ的极大似然估计量．
５．设总体Ｘ的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
（ａ＋１）·ｘａ，０＜ｘ＜１，

０
烅
烄
烆 ， 其他，

ａ＞１．

求ａ的极大似然估计量和矩估计量．
６．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２）的一个样本，已知方差σ２，试对期望做区间估计

（置信度为１－α）．
７．一个车间生产滚珠，滚珠直径服从正态分布，从某天的产品里随机抽出５个量得直径如
下（单位：ｍｍ）：

１４６ １５１ １４９ １５２ １５１
如果知道该天直径的方差是００５，试找出平均直径的置信区间（α＝００５）．
８．已知某种木材横纹抗压力的实验值服从正态分布，对１０个试件做横纹抗压力试验得数
据如下（单位：ＭＰａ）：

４８２ ４９３ ４５７ ４７１ ５１０ ４４６ ４３５ ４１８ ３９４ ４６９
试对该木材平均横纹抗压力进行区间估计（α＝００５）．
９．岩石密度的测量误差服从正态分布，随机抽测１２个样本得ｓ＝０２，求σ２的置信区间

（α＝１０％）．

检测题（一）参考答案

１．^ｐ＝
珚Ｘ－１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２

珔ｘ
，

ｋ^
熿

燀
＝

珚Ｘ２

珚Ｘ－１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）

燄

燅２
．

２．由珚Ｘ＝α＋１
α＋２
解出α^＝

珚Ｘ－１
１－珚Ｘ．

α^
熿

燀
＝－ １＋ ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸ

燄

燅
ｉ

．
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３．^μ２最好．

４．ｐ＝
珔ｘ
ｍ．

从而得到ｐ的最大似然估计量^ｐ＝
珚Ｘ
ｍ．

５．^α＝－ ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎｘｉ

－１．

α^＝ １
１－珔Ｚ．

６．置信区间

（μ，珔μ）＝ 珚Ｘ－ｚα／２
珋σ
槡ｎ
，珚Ｘ＋ｚα／２

σ
槡（ ）ｎ ．

７．１４９８－１９６ ０２５槡５
，１４９８＋１９６ ００５槡（ ）５

＝（１４８，１５２）．

８．（４３２３，４８２６９）．
９．（００２，０１０）．

检测题（二）

１．设总体Ｘ有概率密度

ｆ（ｘ；θ）＝
１

θ２－θ１
，θ１＜ｘ＜θ２，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
其中θ２＞θ１为待估计参数，ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 为一组样本，求θ１，θ２的矩估计量和极大似然估计．

２．设总体Ｘ服从均匀分布，其密度函数

ｆ（ｘ，θ）＝
１， ｘ∈［θ－１／２，θ＋１／２］，

０， 其他｛ ．
θ为未知参数，Ｘ１，⋯，Ｘｎ 是一个样本，试求θ的矩估计和极大似然估计量．

３．设（Ｘ１，Ｘ２）是取自正态分布Ｎ（μ，１）的一个容量为２的样本，试证三个估计量都是μ

的无偏估计量：^μ１＝
２
３Ｘ１＋

１
３Ｘ２，^μ２＝

１
４Ｘ１＋

３
４Ｘ２，^μ＝１

２Ｘ１＋
１
２Ｘ２，并指出其中哪一个方

差最小．

４．设（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是随机变量Ｘ的一个样本，试证估计量珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｗ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉＸｉ

（ａｉ≥０为常数，∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝１）．都是ＥＸ的无偏估计，且珚Ｘ的方差不超过Ｗ 的方差．

５．假设总体Ｘ在区间［０，θ］上有均匀分布，根据来自Ｘ的简单随机变量Ｘ１，⋯，Ｘｎ，建立

未知参数θ的１－α置信区间．
６．在一批货物的容量为１００的样本中，经检验发现有１６只次品．试求这批货物次品率的
置信度为０９５的置信区间．

７．对某一距离测量５次，数据如下（单位：ｍ）：
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２７８１ ２８３６ ２８０７ ２７６３ ２８５８
认为测量值服从以距离真值为数学期望的正态分布，求距离真值的９５％的置信区间．

８．为了解灯泡使用时数的均值μ及标准差σ，测得１０个灯泡，得珔ｘ＝１５００ｈ，ｓ＝２０ｈ如
果已知灯泡的使用时数服从正态分布，求μ和σ的９５％的置信区间．

检测题（二）参考答案

１．
θ^１＝珚Ｘ 槡－ ３Ｓ，

θ^２＝珚Ｘ 槡＋ ３
烅
烄

烆 Ｓ

为θ１，θ２的矩估计量，其中Ｓ２＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２．

２．θ＝珚Ｘ为θ的矩估计．

因 Ｘ
ｎ －１

２
，Ｘ

１ ＋［ ］１２ 中任何值都是θ的极大似然估计，除非Ｘ
ｎ －１／２＝Ｘ

１ ＋１
２
，否则

它是不唯一的．
３．^μ３的方差最小．

５．
Ｘ（ｎ）

ｎ
１－α／槡 ２
，Ｘ（ｎ）ｎ

α／槡（ ）２ ．

６．（０１０１，０２４４）．
７．（２７６０７８，２８５７２２）．
８．（１４８５６９，１５１４３２）．
（２）（１３８，３６５）．
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第７章 假设检验

７．１ 假设检验

７．１．１ 知识要点

１．假设检验与参数检验

预先对总体分布函数的某些参数或分布函数的形式做某种假设，然后利用样本的有关信

息，对所做假设的正确性进行推断，这类统计问题叫做假设检验，所做的假设叫做原假设（或统

计假设），仅对总体分布函数中的参数提出假设进行检验的问题，叫做参数检验．

２．统计思想

假设检验的统计思想是小概率原理，即概率很小的事件在一次试验中几乎是不可能发生

的．先对总体的参数或分布函数的表达式做出某种假设，然后找出一个在假设成立条件下出现
可能性甚小的小概率事件．如果试验或抽样的结果使该小概率事件发生了，这与小概率原理相
违背，表明原来的假设有问题应予以否定，即拒绝接受这个假设．若该小概率事件在一次试验
或抽样中并未发生，就没有理由否定原假设，这时称假设与试验结果是相容的．

３．显著性水平与拒绝域

小概率原理关于小概率的值并没有统一规定，通常根据实际问题的要求，取α＝０１，

００５，００１，０００５，０００１等．α称为检验中的显著性水平．
在假设检验过程中，使得小概率事件发生的统计量取值范围称为该假设检验的拒绝域，拒

绝域的边界称为该检验的临界值．拒绝域的大小，依赖于显著性水平α的取值，一般说来，显
著性水平越高，即α越小，拒绝域亦越小．

４．假设检验的步骤

①根据实际问题的要求，提出原假设Ｈ０（也称零假设）及备择假设Ｈ１；

②构造适当的统计量，并在原假设Ｈ０成立的条件下确定该统计量的分布；

③给定显著性水平α；

④对给定的α，由Ｈ１的内容确定拒绝域的形式，通常在水平α下，查相应统计量的分布

表来决定临界值，由此确定检验的拒绝域；

⑤根据样本观测值算出统计量的观测值，若统计量的值落入拒绝域 Ｗ，则拒绝原假设

Ｈ０，否则接受Ｈ０．
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５．两类错误

拒绝Ｈ０要承担一定的风险，有可能将正确的假设误认为是错误的，在统计中称这种“以

真为假”的错误为第Ⅰ类错误，即Ｈ０实际上为真时，而拒绝Ｈ０．犯第Ⅰ类错误的概率显然是

显著性水平α，即

Ｐ｛拒绝Ｈ０｜Ｈ０为真｝＝α．
由于显著性水平α一般取比较小的值，所以犯第Ⅰ类错误是小概率事件．
同样，假如Ｈ０本来是假的，而接受Ｈ０，这就犯了“取伪”错误，称为第Ⅱ类错误．犯第Ⅱ类

错误的概率是

Ｐ｛接受Ｈ０｜Ｈ０不真｝＝β．

７．１．２ 典型题型解析

１．假设检验统计量的辨识

假设检验是在对总体分布或参数做出假设的基础上，利用统计量来对假设做出判断，常见

的是显著性检验．因此选择何种统计量是假设检验的基础和前提．总体、假设和检验目的决定
了选取或构造何种统计量，这部分内容教材中一般都给出了明确的结果．

例７．１．１ 设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自Ｘ的样本，记珚Ｘ＝１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｑ２

＝∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，当μ和σ
２未知时，则

（１）检验假设Ｈ０：μ＝μ０所使用的统计量是 ．
（２）检验假设Ｈ０：σ２＝σ２

０使用的统计量是 ．
解 （１）当σ２未知时，检验假设Ｈ０：μ＝μ０，应选服从ｎ－１个自由度的ｔ分布的统计量

ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
，

其中Ｓ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）槡
２为样本标准差，于是

ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｑ
ｎ（ｎ－１槡 ）

．

（２）检验假设Ｈ０：σ２＝σ２
０，应选统计量χ

２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

＝Ｑ２

σ２
０
．

２．提出适当的假设与确定拒绝域形式

在进行假设检验时，首先要提出原假设Ｈ０和备择假设Ｈ１，由于Ｈ０，Ｈ１的地位不是对等

的，Ｈ０是受到保护的，因而选哪一个作为原假设需要小心．一个原则是选择Ｈ０，Ｈ１使得两类

错误中，后果严重的成为第Ⅰ类错误．若两类错误中没有一类错误的后果严重需要避免时，常
取Ｈ０为维持现状，即取Ｈ０为“无效益”、“无改进”、“无价值”等．
当写出Ｈ０、Ｈ１之后，拒绝域的形式是由备择假设所确定的．拒绝域的形式直观上是可以
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看得出来的．例如采用χ
２检验法对正态总体检验假设Ｈ０：σ２≥σ２

０，Ｈ１：σ２＜σ２
０，这是左边检

验，当Ｈ１为真时，
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

有偏小的倾向，其拒绝域的形式为
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

≤ｋ，拒绝域为

（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

≤χ
２
１－α（ｎ－１）．

例７．１．２ 设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），待检的原假设Ｈ０：σ２＝σ２

０，对于给定的显著性水平α，
如果拒绝域为（χ

２
α（ｎ－１），＋∞），则相应的备择假设Ｈ１： ；若拒绝域为（０，χ

２
１－α

２
（ｎ－

１）］∪［χ
２α
２
（ｎ－１），＋∞），则相应的备择假设Ｈ１： ．

解 由题设，原假设Ｈ０：σ２＝σ２
０．选择χ

２分布的统计量χ
２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

，如果拒绝域为

（χ
２
α（ｎ－１），＋∞），则属于单侧检验中的右边检验，故对应的备择假设为Ｈ１：σ２＞σ２

０；若拒绝

域为（０，χ
２
１－α

２
（ｎ－１）］∪［χ

２α
２
（ｎ－１），＋∞），属于双边检验，备择假设Ｈ１：σ２≠σ２

０．

例７．１．３ 设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），μ和σ

２均未知，统计假设取为Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０，

若用ｔ检验法进行假设检验，则在显著水平α之下，拒绝域是（ ）

Ａ．｜ｔ｜＜ｔα
２
（ｎ－１） Ｂ．｜ｔ｜≥ｔα

２
（ｎ－１）

Ｃ．｜ｔ｜≥ｔα（ｎ－１） Ｄ．｜ｔ｜＜－ｔα（ｎ－１）
解 由题设可知，此问题为双边检验问题，依统计假设知，应选Ｂ．

３．两类错误的辨识

若检验显著性水平为α，则“弃真”第Ⅰ类错误的概率为Ｐ｛拒绝Ｈ０｜Ｈ０为真｝＝α．犯第

Ⅱ类错误即“取伪”的概率β＝Ｐ｛接受Ｈ０｜Ｈ０不真｝．
例７．１．４ 在假设检验中，原假设Ｈ０，备择假设Ｈ１，则称（ ）为犯第Ⅱ类错误．
Ａ．Ｈ０为真，接受Ｈ０ Ｂ．Ｈ０不真，接受Ｈ０

Ｃ．Ｈ０为真，拒绝Ｈ１ Ｄ．Ｈ０不真，拒绝Ｈ０

解 按规定犯第Ⅱ类错误，就是犯“取伪”的错误，即｛接受Ｈ０｜Ｈ０不真｝，故选Ｂ．
例７．１．５ 某种产品以往的废品率为５％，采取某种技术革新措施后，对产品的样本进行

检验：这种产品的废品率是否有所降低，取显著性水平α＝５％，则此问题的零假设 Ｈ０：

；备择假设Ｈ１： ；犯第Ⅰ类错误的概率为 ．
解 由题设可知，零假设Ｈ０：ｐ＝５％；备择假设Ｈ１：ｐ＜５％；犯第Ⅰ类错误的概率为α＝

５％．

同步练习７．１
１．关于零假设Ｈ０的选取，下列叙述错误的是（ ）．

Ａ．尽量使后果严重的错误成为第Ⅰ类错误

Ｂ．可以根据检验结果随时改换Ｈ０，以达到希望得到的结论

Ｃ．若拟从样本数据得到对某一结论强有力的支持，则将此结论的对立面设为Ｈ０

Ｄ．将不容易否定的诊断选作零假设
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２．关于检验水平α的设定，下列叙述错误的是（ ）．
Ａ．α的选取本质上是个实际问题，而非数学问题

Ｂ．在检验实施之前，α应是事先给定的，不可擅自改动

Ｃ．α即为检验结果犯第Ⅰ类错误的最大概率

Ｄ．为了得到所希望的结论，可随时对α的值进行修正

３．关于对检验结果的处理，下列叙述不正确的是（ ）．
Ａ．若样本落入拒绝域，由于α值很小，则否定零假设是很有把握的

Ｂ．若样本未落入拒绝域，则可以放心地接受Ｈ０

Ｃ．若样本未落入拒绝域，同时β的值很小时，可以以较大的把握接受Ｈ０

Ｄ．可以用检验的Ｐ值来辅助判断

４．下列关于“拒绝域”的评述中，不正确的是（ ）．
Ａ．拒绝域是样本空间（即全体样本点的集合）的子集

Ｂ．拒绝域的结构形式是先定的，与具体抽样结果无关

Ｃ．拒绝域往往是通过某检验统计量诱导出来的

Ｄ．拒绝域中涉及的临界值要通过抽样来确定

５．进行假设检验时，若增大样本容量，其他条件不变，则犯两类错误的概率（ ）．
Ａ．都增大 Ｂ．都减小

Ｃ．都不变 Ｄ．一个增大，一个减小

６．在假设检验中，一般情况下（ ）

Ａ．只犯第Ⅰ类错误 Ｂ．只犯第Ⅱ类错误

Ｃ．两类错误都可能发生 Ｄ．不会犯错误

同步练习７．１参考答案

１．Ｂ ２．Ｄ ３．Ｂ ４．Ｄ ５．Ｂ ６．Ｃ

７．２ 单个正态总体的假设检验

７．２．１ 知识要点

１．单个正态总体的假设检验的类型

正态总体Ｎ（μ，σ
２）的假设检验问题，主要有下列几种：

①已知方差σ２，关于μ的检验；

②未知方差σ２，关于μ的检验；

③已知均值μ，关于σ的检验；

④未知均值μ，关于σ的检验．
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２．单个正态总体均值、方差的假设检验
单个正态总体均值、方差检验法（显著性水平为α）

检验

参数
条件

假设

Ｈ０ Ｈ１

检验统计量
Ｈ０为

真时分布
拒绝域

μ

σ２

已知

σ＝σ０

μ＝μ０ μ≠μ０

μ≤μ０ μ＞μ０

μ≥μ０ μ＜μ０

Ｕ＝
珚Ｘ－μ０

σ０／槡ｎ

其中珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ

Ｎ（０，１）

｜ｕ｜≥ｚα
２

ｕ≥ｚα

ｕ≤－ｚα

σ２

未知

μ＝μ０ μ≠μ０

μ≤μ０ μ＞μ０

μ≥μ０ μ＜μ０

Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
其中

Ｓ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－珚Ｘ）２

ｔ（ｎ－１）

｜ｔ｜≥ｔα
２
（ｎ－１）

ｔ≥ｔα（ｎ－１）

ｔ≤－ｔα（ｎ－１）

σ２

μ
未

知

σ２＝σ２
０ σ２≠σ２

０

σ２≤σ２
０ σ２＞σ２

０

σ２≥σ２
０ σ２＜σ２

０

χ２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

χ２（ｎ－１）

χ２≥χ２
α／２（ｎ－１）或

χ２≤χ２
１－α／２（ｎ－１）

χ２≥χ２
α（ｎ－１）

χ２≤χ２
１－α（ｎ－１）

μ
已

知

μ＝μ０

σ２＝σ２
０ σ２≠σ２

０

σ２≤σ２
０ σ２＞σ２

０

σ２≥σ２
０ σ２＜σ２

０

χ２＝１
σ２

０∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｘｉ－μ０）

２ χ２（ｎ）

χ２≥χ２α
２
（ｎ）或

χ２≤χ２
１－α／２（ｎ）

χ２≥χ２
α（ｎ）

χ２≤χ２
１－α（ｎ）

７．２．２ 典型题型解析

１．已知方差σ２，均值μ的检验

设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ
２）的样本，检验统计量Ｕ＝

珚Ｘ－μ０

σ０／槡ｎ
～Ｎ（０，１）．

若Ｈ０：μ＝μ０，则拒绝域为｜ｕ｜≥ｚα
２
；若Ｈ０：μ≤μ０，则拒绝域ｕ≥ｚα；若Ｈ０：μ≥μ０，则拒绝域

ｕ≤－ｚα．
例７．２．１ 某切割机在正常工作时，切割每段金属棒的平均长度为１０５ｃｍ．设切割机切

割每段金属棒的长度服从正态分布，且根据长期经验知其方差σ２
０＝０１５２ｃｍ２．某日为了检验

切割机工作是否正常，随机地抽取１５段进行测量，其结果如下（单位：ｃｍ）：

１０４，１０６，１０１，１０４，１０５，１０３，１０３，１０２，１０９，１０６，１０８，１０５，１０７，１０２，１０７
试问该机工作是否正常（α＝００５）？
解 Ｈ０：μ＝μ０＝１０５，Ｈ１：μ≠１０５．

利用统计量Ｕ＝
珚Ｘ－μ０

σ０
槡ｎ检验，在Ｈ０为真时，Ｕ～Ｎ（０，１）．因α＝００５，由正态Ｎ（０，１）表

查得分位点ｚ００２５＝１９６．
由所给数据算得
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｜ｕ｜＝
珚Ｘ－μ０

σ０
槡ｎ ＝ １４８－１０５

０１５ 槡１５ ＝０５２．

因｜ｕ｜＝０５２＜１９６，故不能拒绝零假设Ｈ０，因而认为该切割机工作正常．
例７．２．２ 要求一种元件使用寿命不得低于１０００ｈ，今从一批这种元件中随机抽取２５

个，测得其寿命的平均值为９５０ｈ．已知该种元件寿命服从标准差为σ＝１００ｈ的正态分布．试
在显著性水平α＝００５下确定这批元件是否合格？
解 据题意，检验的假设为

Ｈ０：μ≥１０００，Ｈ１：μ＜１０００．

检验统计量Ｕ＝
珚Ｘ－μ０

σ０／槡ｎ
，在Ｈ０为真时服从Ｎ（０，１），α＝００５，查Ｎ（０，１）表得ｚα＝ｚ００５＝１６４５．

ｕ＝
珚Ｘ－μ０

σ０／槡ｎ
＝９５０－１０００

１００／槡２５
＝－２５．

本检验为单边检验，拒绝域为ｕ≤－ｚα．
由ｕ＝－２５＜－１６４５＝－ｚα

所以拒绝Ｈ０，即认为这批元件不合格．
例７．２．３ 某厂对废水进行处理，要求某种有毒物质的浓度小于１９（ｋｇ／Ｌ）．抽样检查得

到１０个数据，其样本均值珔ｘ＝１７１（ｋｇ／Ｌ）．设有毒物质的含量服从正态分布，且已知方差σ２

＝８５（ｋｇ２／Ｌ２）．问在显著水平α＝００５下，处理后的废水是否合格？
解 由题意，检验的假设为

Ｈ０：μ＝１９，Ｈ１：μ＜１９．

由σ２已知，故检验统计量Ｕ＝
珚Ｘ－μ
σ０／槡ｎ

～Ｎ（０，１）．

α＝００５，查表ｚα＝ｚ００５＝１６４５，拒绝域ｕ≤－ｚα．

ｕ＝ １７１－１９
槡８５／槡１０

＝－２０６＜－１６４，

所以拒绝Ｈ０，即认为μ＜１９，处理后的水合格．
注 对于一个实际问题，如何选择原假设Ｈ０和备择假设Ｈ１，要根据问题的具体目的和

要求而定．例如，我们要检验一些产品是否合格，且希望在产品合格的情况下判断为不合格的
概率得到控制，就应取“产品合格”为Ｈ０，“产品不合格”为Ｈ１．若问题是要决定新提方法（新
材料、新工艺、新配方等）是否比原方法好，往往将“原方法”取为Ｈ０，而将“新方法”取为Ｈ１．
例７．２．４ 设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ１６为来自总体Ｎ（μ，４）的样本，μ未知，珚Ｘ为样本均值，如果对

检验问题Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０，取拒绝域：Ｗ＝｛｜珚Ｘ－μ０｜≥ｋ｝．试决定ｋ，检验的显著水平
为００５．

解 由于Ｘ～Ｎ（μ，４），在Ｈ０为真时珚Ｘ～Ｎ μ０，
４（ ）１６ ．

Ｐ（｜珚Ｘ－μ０｜≥ｋ）＝
烄

烆
Ｐ

珚Ｘ－μ０

４槡１６

≥ｋ １６槡
烌

烎４ ＝００５，
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因为
珚Ｘ－μ０

４槡１６

～Ｎ（０，１），由正态表查得ｚα
２
＝１９６，即

ｋ １６槡４＝１９６，所以ｋ＝１９６
２ ＝０９８．

例７．２．５ 设总体Ｘ～Ｎ（μ，５
２），在α＝００５的水平上检验

Ｈ０：μ＝０，Ｈ１：μ≠０．
如果所选取的拒绝域Ｗ＝｛｜珚Ｘ｜≥１９６｝，问样本容量ｎ应取多大．
解 由题意Ｐ｛｜珚Ｘ｜≥１９６｝＝００５，

Ｐ｛｜珚Ｘ｜＜１９６｝＝Ｐ
珚Ｘ
５槡ｎ ＜０３９２槡｛ ｝ｎ ＝０９５．

由于
珚Ｘ
５槡ｎ～Ｎ（０，１），因此，有

０３９２槡ｎ＝１９６，故ｎ＝２５．

２．σ２未知，关于μ的检验

设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ
２）的样本，σ２未知时，检验统计量Ｔ＝

珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
．

若Ｈ０：μ＝μ０，则拒绝域｜ｔ｜≥ｔα
２
（ｎ－１）；若Ｈ０：μ≤μ０，则ｔ≥ｔα（ｎ－１）；若Ｈ０：μ≥μ０，则ｔ

≤－ｔα（ｎ－１）．解题步骤为：①提出假设；②选取统计量，并指出分布；③求出拒绝域；④计算

统计量，做出判断．
例７．２．６ 某批矿砂的５个样品中的镍含量经测定为（％）：

３２５，３２７，３２４，３２６，３２４．
设测定值总体服从正态分布．问在α＝００１下能否接受假设：这批矿砂的镍含量的均值

为３２５．
解 要在水平α＝００１下检验假设：

Ｈ０：μ＝μ０＝３２５，Ｈ１：μ≠μ０．
由于总体Ｎ（μ，σ

２）的方差σ２未知，故可用ｔ检验法．先算得

珔ｘ＝３２５２，ｓ＝００１３０．
由样本值算得统计量Ｔ的值为

ｔ＝
珔ｘ－μ０

ｓ／槡ｎ
＝０００２
００１３ 槡× ５＝０３４４．

对给定α＝００１，查ｔ（ｎ－１）表得ｔα
２
（４）＝ｔ０００５（４）＝４６０４１，由｜ｔ｜＝０３４４＜４６０４１，

故接受Ｈ０，即认为这批矿砂的镍含量为３２５．
例７．２．７ 用某种钢生产的钢筋的强度Ｘ服从正态分布，且Ｅ（Ｘ）＝５０００（ｋｇ／ｍｍ２）．今

改变炼钢的配方，利用新法炼了９炉钢，从这９炉钢生产的钢筋中每炉抽一根测得其强度分别
为：

５６０１，５２４５，５１５３，４８５２，４９０４，５３３８，５４０２，５２１３，５２１５．
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试问用新法炼钢生产的钢筋其强度的均值是否有明显提高（α＝００５）？
解 根据问题的特点，假设为

Ｈ０：μ＝５０００，Ｈ１：μ＞５０００．
由于总体的方差未知，所以选用统计量Ｔ，在Ｈ０为真下，

Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
～ｔ（ｎ－１），

对显著性水平α＝００５，查表得ｔ００５（８）＝１８６，因而拒绝域为Ｗ＝［１８６，＋∞）．
由样本观察值算得珔ｘ＝５２１４，ｓ＝２２４，

ｔ＝５２１４－５０００
２２４／槡９

＝２８７＞ｔ００５（８）＝１８６．

所以拒绝Ｈ０，即认为强度有明显提高．
例７．２．８ 按规定，每１００ｇ的罐头，番茄汁中Ｖｃ（维生素Ｃ）的含量不少于２１ｍｇ，现从某

厂生产的一批罐头中抽取１７个，得Ｖｃ的含量（单位：ｍｇ）为１６，２２，２１，２０，２３，２１，１９，１５，１３，

２３，１７，２０，２９，１８，２２，１６，２５．已知Ｖｃ的含量服从正态分布，试以００２５的检验水平检验该批罐

头的Ｖｃ的含量是否合格．
解 由题设待检假设为

Ｈ０：μ≥２１，Ｈ１：μ＜２１．

σ２未知，检验统计量Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
～ｔ（ｎ－１），对α＝００２５，查ｔ分布表

ｔα（１６）＝ｔ００２５（１６）＝２１２．

由样本观察值算得珔ｘ＝１
１７×３４０＝２０，Ｓ＝３８７，

ｔ＝
珔ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
＝２０－２１

３８７ 槡１７＝－１０６５．

由 ｔ＝－１０６５＞－２１２＝－ｔ００２５（１６），

故接受Ｈ０，即可认为该批罐头的Ｖｃ含量是合格的．

３．均值μ未知，方差σ
２的检验

总体为Ｎ（μ，σ
２），μ，σ

２未知，Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为样本，则统计量χ
２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

～χ
２（ｎ－

１）．Ｈ０：σ２＝σ２
０，则拒绝域为χ

２≥χ
２
α／２（ｎ－１）或χ

２≤χ
２
１－α／２（ｎ－１）；Ｈ０：σ２≤σ２

０，则拒绝域为

χ
２≥χ

２
α（ｎ－１）；Ｈ０：σ２≥σ２

０，则拒绝域为χ
２≤χ

２
１－α（ｎ－１）．

例７．２．９ 一细纱车间纺出某种细纱支数标准差为１２，某日从纺出的一批纱中，随机抽

１５缕进行支数测量，测得子样标准差ｓ＝２１，问纱的均匀度有无显著变化（α＝００５），假定总
体分布是正态分布．
解 该日纺出纱的支数构成一个正态总体，按题意要检验假设为

Ｈ０：σ２＝１２２，Ｈ１：σ２≠１２２．
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由于μ未知，统计量χ
２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

～χ
２（ｎ－１）．

由α＝００５，自由度ｎ－１＝１４，查χ
２分布表得χ

２α
２
（ｎ－１）＝２６１１９，χ

２
１－α／２（ｎ－１）＝５６２９．

由样本观察值算得χ
２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

＝１４×２１２

１２２＝４２８７５．

易见χ
２＝４２８７５＞２６１１９＝χ

２
α／２（ｎ－１），所以拒绝假设Ｈ０，即这天细纱均匀度有显著变化．

例７．２．１０ 某种导线，要求其电阻的标准差不得超过０００５Ω．今在生产的一批导线中取
样品９根，测得ｓ＝０００７Ω．问在显著性水平α＝００５条件下，能认为这批导线的方差显著偏
大吗？

解 Ｈ０：σ２＝（０００５）２，Ｈ１：σ２＞（０００５）２．

由于μ未知，取统计量χ
２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

～χ
２（ｎ－１）．

由α＝００５，查表χ
２
α（８）＝χ

２
００５（８）＝１５５，拒绝域为χ

２≥χ
２
００５（８）．由样本观察值计算得

χ
２＝８×０００７２

０００５２ ＝１５６８＞１５５．

故拒绝Ｈ０，认为这批导线的方差显著地偏大．
例７．２．１１ 已知某厂生产的滚珠直径服从正态分布，按照规定平均直径为５ｍｍ，标准差

不超过０５ｍｍ，现从这批滚珠中随机抽取９个，测得其平均直径为４７８ｍｍ，标准差为０６
ｍｍ，问这批滚珠的质量是否合格（α＝００５）．
解 滚珠质量合格有两个标准，一是均值为５ｍｍ，二是方差不超过０５２（ｍｍ）２，因此这

是一个正态总体下两个假设检验问题．
（１）Ｈ０：μ＝５，Ｈ１：μ≠５．

σ２未知，检验统计量Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
～ｔ（ｎ－１）．

由α＝００５，查表ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ００２５（８）＝２３１，拒绝域为｜ｔ｜≥２３１．

ｔ＝４７８－５
０６／槡９

＝－１１，

｜ｔ｜＝１１＜２３１，因此不能拒绝Ｈ０，即可以认为滚珠的平均直径符合规定．
（２）Ｈ′０：σ２≤０５２，Ｈ′１：σ２＞０５２．

μ未知，在Ｈ′０为真下，χ
２＝
（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ
２（ｎ－１），

α＝００５，查表得χ
２
００５（８）＝１５５１，拒绝域为χ

２≥１５５１，由观察值算得

χ
２＝８×０６２

０５２ ＝１１５２＜１５５１．

所以不能拒绝Ｈ′０，即认为标准差符合规定．
综合对滚珠的平均直径和方差的检验结果，可以认为这批滚珠合格．

４．均值μ已知，方差σ
２的检验

此时检验统计量χ
２＝１

σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ０）
２～χ

２（ｎ），拒绝域与μ未知时的类似．
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例７．２．１２ 某厂管理部门要求一种产品的重量方差不得超过３０，现随机抽取８件产品检

测，算得∑
８

ｉ＝１
ｘｉ＝２１，∑

８

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝５１３，由经验知产品的重量服从正态分布，其中μ０＝１，问产品是否

符合标准（α＝００５）．
解 由题意分析，待检假设为

Ｈ０：σ２≤３０，Ｈ１：σ＞３０．
由于μ＝μ０＝１已知，所以用统计量

χ
２＝１

σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ０）
２～χ

２（８）（σ２≤３０为真情况下）．

α＝００５，χ
２
α＝χ

２
００５（８）＝１５５０７，拒绝域为χ

２≥χα（８）＝１５５０７，

而 χ
２ ＝１

σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ０）
２＝１

σ２
０

（∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ－２μ０∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ＋ｎμ

２
０）

＝１
３０
（５１３－２×２１－８）＝１６＞１５５０７．

故拒绝Ｈ０，即认为产品重量的方差超过３０，不合标准．

同步练习７．２

１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为取自总体Ｎ（μ，σ
２）的样本，参数μ、σ

２均未知，且珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，

Ｑ２＝∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，则假设Ｈ０：μ＝０的检验使用的统计量为 ．

２．设样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 抽自总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），μ、σ

２ 均未知．要对μ进行假设检验

Ｈ０：μ＝μ０（μ０已知），Ｈ１：μ≠μ０，则要用的检验统计量为 ；给定显著水平α，则检验
的拒绝域为 ，若对μ 进行假设检验Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ＜μ０，则检验的拒绝域为

．
３．设样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 来自总体Ｘ～Ｎ（μ，σ

２），μ已知，要对σ
２做假设检验，统计假设

为Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２≠σ２

０，则检验统计量为 ；给定显著水平α，则检验的拒绝域为

．若统计假设为Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２＞σ２

０，则检验的拒绝域为 ．

４．长期统计资料表明，某市轻工产品月产值的百分比Ｘ服从正态分布，方差σ２＝１２１．现
任意抽查１０个月，得轻工产品产值占总产值的百分比为３１３１％，３０１０％，３２１６％，

３２５６％，２９６６％，３１６４％，３１６４％，３０００％，３１８７％，３１０３％．问在置信度为５％时，可否
认为过去该市轻工产品月产值占该市工业产品总月产值百分比的平均数为３２５０％．

５．某装置的平均工作温度据制造厂家称不高于１９０℃．从一个由１６台装置构成的随机样
本测得工作温度的平均值和标准差分别为１９５℃和８℃．根据这些数据能否说明平均工作温度
比制造厂所说的要高？设α＝００５，并假定工作温度近似服从正态分布．

６．正常人的脉搏平均为７２次／分，医生测得１０例慢性四乙基铅中毒患者的脉搏（次／分）：

５４，６７，６８，７８，７０，６６，６７，７０，６５，６９．已知脉搏服从正态分布，问在显著性水平α＝００５条件
下，四乙基铅中毒者和正常人的脉搏有无显著性差异？

６５１ 概率统计学习教程



７．由某个正态总体中抽出一个容量为２１的简单随机样本，得修正样本方差为１０，能否根
据此结果得出总体方差小于１５的结论（α＝００５）？

８．用包装机包装洗衣粉，在正常的情况下，每袋标准重量为１０００ｇ，标准差σ不能超过

１５ｇ．假设洗衣粉袋重服从正态分布，某天检验包装机工作情况，从已装好的袋中随机抽取１０
袋，测得其重（单位：ｇ）为１０２０，１０３０，９６８，９９４，１０１４，９９８，９７６，９８２，９５０，１０４８，问按标准差来
衡量，这天机器工作是否正常（α＝００５）？

同步练习７．２参考答案

１．
珚Ｘ ｎ（ｎ－１槡 ）

Ｑ ．

２．ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
，（－∞，－ｔα

２
（ｎ－１）］∪［ｔα

２
（ｎ－１），＋∞），（－∞，－ｔα（ｎ－１）］

３．χ
２＝∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２

σ２
０

，（０，χ
２
１－α／２（ｎ）］∪［χ

２α
２
（ｎ），＋∞），［χ

２
α（ｎ），＋∞）．

４．ｕ＝－３７４２７，拒绝域为｜ｕ｜≥１９６，所以拒绝Ｈ０．

５．Ｈ０：μ≤１９０，Ｈ１：μ＞１９０，查表ｔ００５（１５）＝１７５，由ｔ＝２５＞１７５，拒绝Ｈ０，即平均工

作温度比制造厂所说的要高．
６．Ｈ０：μ＝μ０＝７２，Ｈ１：μ≠７２．查表ｔα

２
（ｎ－１）＝ｔ００２５（９）＝２２６２．ｔ＝２４５＞２２６２．拒绝

Ｈ０，即认为四乙基铅中毒患者和正常人的脉搏有显著差异．

７．Ｈ０：σ２≥１５，Ｈ１：σ２＜１５．查表χ
２
１－α（ｎ－１）＝χ

２
０９５（２０）＝１０８５１．χ

２＝１３３３３＞

１０８５１，所以不能否定Ｈ０，即不能得出总体方差小于１５的结论．

８．Ｈ０：σ２≤１５２，Ｈ１：σ２＞１５２，χ
２
００５（９）＝１６９１９（查表），χ

２＝３６５５４＞１６９１９．故拒绝

Ｈ０，即认为这天包装机工作不正常．

７．３ 两个正态总体的假设检验

７．３．１ 知识要点

１．两个正态总体假设检验的常见问题

设Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），且来自Ｘ 的样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ１
和来自Ｙ 的样本

Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２
相互独立，常见的问题有

（１）已知σ２
１，σ２

２，检验假设μ１，μ２关系；

（２）未知σ２
１，σ２

２，但已知σ２
１＝σ２

２，检验假设μ１，μ２关系；

（３）未知μ１，μ２，检验假设σ２
１，σ２

２关系．
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２．两个正态总体假设检验方法

检验

参数
条件

假设

原假设Ｈ０ 备择假设Ｈ１

检验统计量
Ｈ０为

真时分布
拒绝域

μ１，μ２

已知

σ２
１，σ２

２

μ１＝μ２ μ１≠μ２

μ１≤μ２ μ１＞μ２

μ１≥μ２ μ１＜μ２

ｕ＝
珚Ｘ－珡Ｙ
σ２

１

ｎ１
＋
σ２

２

ｎ槡 ２

Ｎ（０，１）

｜ｕ｜≥ｚα
２

ｕ≥ｚα

ｕ≤－ｚα

σ２
１，σ２

未知，但

知σ２
１＝σ２

２

μ１＝μ２ μ１≠μ２

μ１≤μ２ μ１＞μ２

μ１≥μ２ μ１＜μ２

ｔ＝
珚Ｘ－珡Ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

Ｓ２
ｗ＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２－２

ｔ（ｎ１＋ｎ２－２）

｜ｔ｜≥ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）

ｔ≥ｔα（ｎ１＋ｎ２－２）

ｔ≤－ｔα（ｎ１＋ｎ２－２）

σ２
１，σ２

２
μ１，μ２

未知

σ２
１＝σ２

２ σ２
１≠σ２

２

σ２
１≤σ２

２ σ２
１＞σ２

２

σ２
１≥σ２

２ σ２
１＜σ２

２

Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２

Ｆ（ｎ１－１，ｎ２－１）

Ｆ≥Ｆα／２或Ｆ≤Ｆ１－α
２

Ｆ≥Ｆα

Ｆ≤Ｆ１－α

３．成对数据的比较

设有两个总体Ｘ和Ｙ，Ｘ和Ｙ不独立，（Ｘ１，Ｙ１），（Ｘ２，Ｙ２），⋯，（Ｘｎ，Ｙｎ）为来自（Ｘ，Ｙ）
的样本，记

ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ），

珔ｄ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｉ，Ｓ２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｄｉ－珔ｄ）２，

检验统计量Ｔ＝
珔ｄ

Ｓ／槡ｎ
～ｔ（ｎ－１）．

成对数据（Ｘ，Ｙ）均值μ１，μ２的检验归纳为下表：

检验目的 条件
假设

原假设Ｈ０ 备择假设Ｈ１

检验统计量 Ｈ０为真时分布 拒绝域

比较成对

数据的差

异性

成对数

据已知

μ１－μ２＝０
或μｄ＝０

μ１－μ２≠０
或μｄ≠０

μ１－μ２≤０
或μｄ≤０

μ１－μ２＞０
或μｄ＞０

μ１－μ２≥０
或μｄ≥０

μ１－μ２＜０
或μｄ＜０

ｔ＝
珔ｄ

Ｓ／槡ｎ
ｔ（ｎ－１）

｜ｔ｜≥ｔα
２
（ｎ－１）

ｔ≥ｔα（ｎ－１）

ｔ≤－ｔα（ｎ－１）

７．３．２ 典型题型解析

１．两正态总体的ｕ检验

两正态总体Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），Ｘ，Ｙ 相互独立，σ２
１，σ２

２已知，检验μ１，μ２的
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关系需要用ｕ 检验统计量，称为ｕ 检验．解题步骤为：①提出假设；②计算统计量ｕ＝
珚Ｘ－珡Ｙ
σ２

１

ｎ１
＋σ２

ｎ槡 ２

；③求临界值（可查标准正态分布表）；④做出检验结论．

例７．３．１ 对市场上出售的两种同类食品，要检测它们的某种营养元素含量是否相同．从
产品中各抽取质量相同的５例进行化验，测得其营养元素含量（单位：ｍｇ）为：

Ａ：２１ ２４ ２６ ２７ ２４
Ｂ：２３ ２７ ３１ ２６ ２８

据经验知，这种营养元素含量服从正态分布，且Ａ，Ｂ的方差分别为５和８．问Ａ，Ｂ两种食品
的营养元素含量有否显著差异（α＝００５）．
解 设Ａ，Ｂ两种食品的营养元素含量分别为Ｘ，Ｙ，其均值为μ１，μ２，由题设条件得Ｘ～

Ｎ（μ１，５），Ｙ～Ｎ（μ２，８），显然Ｘ，Ｙ相互独立，要检验μ１＝μ２，用两总体ｕ检验法．
Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２．

计算ｕ值：珔ｘ＝１
５
（２１＋２４＋２６＋２７＋２４）＝２４４，

珔ｙ＝１
５
（２３＋２７＋３１＋２６＋２８）＝２７，

ｎ１＝ｎ２＝５，σ２
１＝５，σ２

２＝８，这样

ｕ＝ 珔ｘ－珔ｙ
σ２

１

ｎ１
＋
σ２

２

ｎ槡 ２

＝２４４－２７
５
５＋槡 ８

５

＝－１６１２．

对给定的检验水平α＝００５，查标准正态分布表得临界值ｚα
２
＝１９６．

由于｜ｕ｜＝１６１２＜１９６＝ｚα
２
，所以接受Ｈ０，即认为Ａ，Ｂ两种食品的某种营养元素含量

并无显著差异．
例７．３．２ 一药厂生产一种新的止痛片，厂方希望验证服用新药片后至开始起作用的时

间间隔较原有止痛片至少缩短一半，因此厂方提出需检验假设

Ｈ０：μ１≤２μ２，Ｈ１：μ１＞２μ２．
此处μ１，μ２分别是服用原有止痛片和服用新止痛片后至起作用的时间间隔总体的均值．设两
总体均为正态，且方差分别为已知值σ２

１，σ２
２．现分别在两总体中取一样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ１

和

Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２
，设两个样本独立．试给出上述假设Ｈ０的拒绝域，取显著性水平为α．

解 已知Ｘｉ～Ｎ（μ１，σ２
１），ｉ＝１，２，⋯，ｎ１，

Ｙｉ～Ｎ（μ２，σ２
２），ｉ＝１，２，⋯，ｎ２，

且两样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ１
和Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２

独立．记

珚Ｘ＝１
ｎ１
∑
ｎ１

ｉ＝１
Ｘｉ，珡Ｙ＝１

ｎ２
∑
ｎ２

ｉ＝１
Ｙｉ．

检验统计量Ｕ＝
珚Ｘ－２珡Ｙ

σ２
１／ｎ１＋４σ２

２／ｎ槡 ２

，Ｈ０为真时

Ｕ～Ｎ（０，１）．
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对于显著性水平α，记临界值为２α，检验的拒绝域为

珔ｘ－２珔ｙ
σ２

１／ｎ１＋４σ２
２／ｎ槡 ２

≥ｚα．

２．两正态总体的ｔ检验

两正态总体Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），Ｘ，Ｙ相互独立，σ２
１，σ２

２未知，但知σ２
１＝σ２

２，检

验μ１，μ２的关系需要用ｔ为检验统计量，称为ｔ检验．解题步骤为：①提出假设；②计算统计

量ｔ＝
珚Ｘ－珡Ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

，其中Ｓ２
ｗ＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２－２
；③确定临界值；④做出检验结论．

例７．３．３ 根据以往的经验，元件的电阻服从正态分布．现在对Ａ，Ｂ两批同类无线电元
件的电阻进行测试，测得如下结果（单位Ω）：

Ａ：０１４０ ０１３８ ０１４３ ０１４１ ０１４４ ０１３７
Ｂ：０１３５ ０１４０ ０１４２ ０１３６ ０１３８ ０１４０

已知σ２
１＝σ２

２，能否认为两批元件的电阻无显著差异（α＝００５）．
解 Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２．

珔ｘ＝１
ｎ１
∑
ｎ１

ｉ＝１
ｘｉ＝

１
６
（０１４０＋０１３８＋⋯＋０１３７）＝０１４０５，

珔ｙ＝１
ｎ２
∑
ｎ２

ｉ＝１
ｙｉ＝

１
６
（０１３５＋０１４０＋⋯＋０１４０）＝０１３８５，

（ｎ１－１）ｓ２
１＝∑

ｎ１

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝３７５×１０－５，

（ｎ２－１）ｓ２
２＝∑

ｎ２

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２＝３５５×１０－５，

ｔ＝ 珔ｘ－珔ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

＝ ０１４０５－０１３８５
３７５×１０－５＋３５５×１０槡 －５

槡３０＝１２８．

对α＝００５，自由度ｎ１＋ｎ２－２＝６＋６－２＝１０，查表得

ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）＝ｔ００２５（１０）＝２２２８．

由于｜ｔ｜＝１２８＜２２２８，故接受Ｈ０，即认为两批元件的电阻无显著差异．
例７．３．４ 某灯泡厂在采用一项新工艺的前后，分别抽取１０个灯泡进行寿命试验．计算

得到：采用新工艺前灯泡寿命的样本均值为２４６０（ｈ），样本标准差为５６（ｈ）；采用新工艺后灯
泡寿命的样本均值为２５５０（ｈ），样本标准差为４８（ｈ）．设灯泡的寿命服从正态分布，是否可以
认为采用新工艺后灯泡的平均寿命有显著提高（α＝００１）？
解 设采用新工艺前灯泡的寿命Ｘ～Ｎ（μ１，σ２

１），采用新工艺后灯泡的寿命Ｙ～Ｎ（μ２，

σ２
２），σ２

１，σ２
２未知，假定σ２

１＝σ２
２．检验下面假设

Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１＜μ２．
已知ｎ１＝ｎ２＝１０，珔ｘ＝２４６０，珔ｙ＝２５５０，ｓ１＝５６，ｓ２＝４８．
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Ｓｗ＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２槡 －２ ＝ ９×５６２＋９×４８２

槡 １８ ５２１５，

ｔ＝ 珔ｘ－珔ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

 ２４６０－２５５０

５２１５ １
１０＋１槡 １０

－３８６．

查表得临界值ｔα（ｎ１＋ｎ２－２）＝ｔ００１（１８）＝２５５．
由ｔ＜－ｔ００１（１８），所以拒绝原假设Ｈ０而接受备择假设Ｈ１，即认为采用新工艺后灯泡的

平均寿命显著提高了．

３．两正态总体的Ｆ检验

设两正态总体Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），Ｘ，Ｙ 相互独立，μ１，μ２未知，检验σ２
１，σ２

２

的关系需要用Ｆ统计量，称为Ｆ检验．解题步骤为：①提出假设；②计算统计量Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２

（或Ｆ

＝
ｍａｘ｛Ｓ２

１，Ｓ２
２｝

ｍｉｎ｛Ｓ２
１，Ｓ２

２｝
）；③求临界值；④做出检验结论．

例７．３．５ 甲、乙两台机床加工同一种轴．从这两台机床加工的轴中分别随机地抽取若干
根，测得直径（单位ｍｍ）为：
机床甲 ２０５ １９８ １９７ ２０４ ２０１ ２００ １９０ １９９
机床乙 １９７ ２０８ ２０５ １９８ １９４ ２０６ １９２

假设各台机床加工轴的直径分别构成正态总体．试比较甲、乙二台机床加工的精度有无显著差
异（α＝００５）．
解 按题意，本题是检验两正态总体Ｎ（μ１，σ２

１），Ｎ（μ２，σ２
２）方差是否相等的问题．

Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１≠σ２

２．

ｎ１＝８，珔ｘ＝１
ｎ１
∑
ｎ１

ｉ＝１
ｘｉ＝

１
８
（２０５＋１９８＋⋯＋１９９）＝１９９３，

ｓ２
１ ＝ １

ｎ１－１∑
ｎ１

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２

＝１
７
［（２０５－１９９３）２＋（１９８－１９９３）２＋⋯＋（１９９－１９９３）２］＝０２１６，

ｎ２＝７，珔ｙ＝１
ｎ２
∑
ｎ２

ｉ＝１
ｙｉ＝

１
７
（１９７＋２０８＋⋯＋１９２）＝２０００，

ｓ２
２ ＝ １

ｎ２－１∑
ｎ２

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２

＝１
６
［（１９７－２０００）２＋（２０８－２００）２＋⋯＋（１９２－２０００）２］＝０３９７．

Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２
＝０２１６
０３９７＝０５４４．

对于给定α＝００５，查表Ｆα
２
（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ００２５（７，６）＝５７０，Ｆ００２５（６，７）＝５１２，

Ｆ１－α
２
（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ０９７５（７，６）＝

１
Ｆ００２５（６，７）

＝ １
５１２＝０１９５．
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因为Ｆ０９７５（７，６）＜Ｆ＜Ｆ００２５（７，６），故认为两个正态总体方差无显著差异．
例７．３．６ 设用两种不同方法冶炼某种金属材料，分别抽样测定其杂质的含量（单位百分

率）数据如下表．试问新冶炼方法较原冶炼方法杂质含量的差异性是否有显著的降低．

原冶炼方法

杂质含量

２２３

３０２

２４２

２４５

２６１

２９５

２６４

２５１

２６９ ２２８ ２５７ ２３０ ２７２

新冶炼方法

杂质含量

２２６

２３２

２２５

２３４

２０６ ２３５ ２４３ ２１９ ２０６

解 原方法与新方法的杂质含量分别记作Ｘ及Ｙ，假定Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２）．
于是提出如下的假设检验：

Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１＞σ２

２．

ｎ１＝１３，珔ｘ＝１
ｎ１
∑
ｎ１

ｉ＝１
ｘｉ＝

１
１３
（２２３＋２４２＋⋯＋２５１）＝２５６８，

ｓ２
１＝

１
ｎ１－１∑

ｎ１

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝１
１２
［（２２３－２５６８）２＋（２４２－２５６８）２＋⋯＋（２５１－

２５６８）２］＝６１７８，

ｎ２＝９，珔ｙ＝１
ｎ２
∑
ｎ２

ｉ＝１
ｙｉ＝

１
９
（２２６＋２２５＋⋯＋２３４）＝２２５１，

ｓ２
２＝

１
ｎ２－１∑

ｎ２

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２＝１
８
［（２２６－２２５１）２＋（２２５－２２５１）２＋⋯＋（２３４－

２２５１）２］＝１６５２．

Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２
＝６１７８
１６５２３７４．

给定α＝００５，查表临界值Ｆα（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ００５（１２，８）＝３２８．
因为Ｆ＝３７４＞３２８＝Ｆ００５（１２，８），所以拒绝Ｈ０，从而接受Ｈ１．即认为新冶炼方法的杂

质含量的差异性比原冶炼方法降低是显著的．
例７．３．７ 比较甲、乙两种安眠药的治疗效果．现独立观察２０个病人，其中１０人服甲药，

另１０人服乙药．记录他们服药后睡眠延长时数，算得两组平均睡眠延长时间和样本方差分别
为珔ｘ＝１８０，ｓ２

１＝３５２；珔ｙ＝０７５，ｓ２
２＝２８８，问这两种药物的药效有无显著差异（α＝０１）？

解 设Ｘ和Ｙ分别为失眠者服用甲药和乙药后睡眠延长的时数，并假定Ｘ，Ｙ 服从正态
分布．由于两个总体的方差未知，利用ｔ检验法比较两总体的均值时，必须先检验它们的方差
是否相等，即先检验假设

Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１≠σ２

２．

Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２
＝３５２
２８８１２２．

对于α＝０１，ｎ１＝ｎ２＝１０，查Ｆ分布表

Ｆα
２
（９，９）＝３１８，Ｆ１－α

２
（９，９）＝ １

Ｆα
２
（９，９）＝

１
３１８＝０３１．
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由于Ｆ１－α
２
（９，９）＝０３１＜Ｆ＝１２２＜３１８＝Ｆα

２
（９，９）．

故接受Ｈ０，即认为方差σ２
１＝σ２

２．
再检验假设

Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２．

ｔ＝ 珔ｘ－珔ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

＝ 珔ｘ－珔ｙ
ｎ１Ｓ２

１＋ｎ２Ｓ槡 ２
２

ｎ１ｎ２（ｎ１＋ｎ２－２）
ｎ１＋ｎ槡 ２

＝ １８０－０７５
１０×（３５２＋２８８槡 ）

１０×１０×１８槡 ２０ ＝１２３．

自由度ｎ１＋ｎ２－２＝１８，查ｔ分布表ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）＝１７３，因为｜ｔ｜＝１２３＜１７３．

故接受Ｈ０，即认为两种药物的疗效没有显著差异．

４．成对数据的比较（ｔ检验法）

对成对数据差异性的检验常使用ｔ检验法．解题步骤为：①提出假设；②计算统计量Ｔ＝
珔ｄ

Ｓ／槡ｎ
；③确定临界值；④做出检验判断．

例７．３．８ ９名运动员在初进校时和接受训练一个星期后各进行一次体能测试，测试评分
为：

运动员ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

入学时ｘｉ ７６ ７１ ５７ ４９ ７０ ６９ ２６ ６５ ５９

训练后ｙｉ ８１ ８５ ５２ ５２ ７０ ６３ ３３ ８３ ６２

ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ －５ －１４ ５ －３ ０ ６ －７ －１８ －３

假设分数服从正态分布，试在显著性水平α＝００５下，判断运动员的体能训练效果是否
显著？

解 设Ｘ，Ｙ分别表示入学时与训练后的分数，显然测试结果ｘｉ，ｙｉ（ｉ＝１，２，⋯，９）不独
立．
令ｄ＝Ｘ－Ｙ，则ｄ～Ｎ（μｄ，σ２）．据题意需检验假设：

Ｈ０：μｄ＝０，Ｈ１：μｄ＜０．

珔ｄ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｉ＝

１
９
［－５－１４＋⋯＋（－３）］＝－４３３３，

ｓ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（ｄｉ－珔ｄ）槡

２＝ １
８
［（－５＋４３３３）２＋（－１４＋４３３３）２＋⋯＋（－３＋４３３３）槡 ２

＝７９３７．

ｔ＝
珔ｄ

Ｓ／槡ｎ
＝ －４３３３
７９３７／槡９

＝－１６３８．

本题中ｎ＝９，α＝００５，查表得临界值

－ｔα（ｎ－１）＝－ｔ００５（８）＝－１８５９５，

因为ｔ＝－１６３８＞－１８５９５，所以接受Ｈ０，即可以认为体能训练效果不显著．
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例７．３．９ 为了比较用来做鞋子后跟的两种材料质量，选取了１５个男子（他们的生活条
件各不相同），每人穿一双新鞋，其中一只是以材料Ａ 做后跟，另一只以材料Ｂ做后跟，其厚
度均为１０ｍｍ．过了一个月再测量厚度，得到数据如下：

男子ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

材料Ａ：ｘｉ ６６ ７０ ８３ ８２ ５２ ９３ ７９ ８５ ７８ ７５ ６１ ８９ ６１ ９４ ９１

材料Ｂ：ｙｉ ７４ ５４ ８８ ８０ ６８ ９１ ６３ ７５ ７０ ６５ ４４ ７７ ４２ ９４ ９１

设ｄｉ＝Ｘｉ－Ｙｉ（ｉ＝１，２，⋯，１５）是来自正态总体Ｎ（μｄ，σ２）的样本；μｄ，σ２均未知．问是否可
以认为以材料Ａ制成的后跟比材料Ｂ的耐穿（α＝００５）？
解 本题属成对数据的比较，检验假设为

Ｈ０：μｄ≤０，Ｈ１：μｄ＞０．
ｎ＝１５，ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ（ｉ＝１，２，⋯，１５）计算得

－０８ １６ －０５ ０２ －１６ ０２ １６ １０
０８ １０ １７ １２ １９ ０ ０

珔ｄ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｉ＝

１
１５
（－０８＋１６＋⋯＋０）＝０５５３３，

ｓ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｄｉ－珔ｄ）槡
２＝１０２２５，

ｔ＝
珔ｄ

Ｓ／槡ｎ
＝ ０５５３３
１０２２５／槡１５

＝２０９５８．

对于α＝００５，查表得临界值ｔα（ｎ－１）＝ｔ００５（１４）＝１７６１３
因为ｔ＝２０９５８＞１７６１３＝ｔ００５（１４），故拒绝Ｈ０．认为材料Ａ的制品较材料Ｂ的耐穿．

同步练习７．３
１．设总体Ｘ～Ｎ（μ１，σ２

１），总体Ｙ～Ｎ（μ２，σ２
２），其中σ２

１，σ２
２已知．设ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ１

是来

自总体Ｘ的样本，ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ２
是来自总体Ｙ 的样本，两样本独立，则对于假设检验Ｈ０：μ１

＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２使用的统计量ｕ为 ．
２．两个正态总体Ｘ与Ｙ的方差σ２

１与σ２
２未知，则检验假设Ｈ０：μ１≤μ２，要求σ２

１与σ２
２应

该满足的条件是（ ）

Ａ．σ２
１＜σ２

２ Ｂ．σ２
１＞σ２

２

Ｃ．σ２
１＝σ２

２ Ｄ．σ２
１，σ２

２可为任意正数

３．为了化验甲、乙两种香烟中尼古丁的含量是否相同，现从甲、乙香烟中各抽取６份样品
进行化验，测得尼古丁含量（单位：ｍｇ）为：

甲：２３ ２４ ２７ ２６ ２１ ２３
乙：２６ ２７ ２３ ３１ ２３ ２５

据经验知尼古丁含量服从正态分布，且甲种方差为５，乙种方差为７．问两种烟卷尼古丁含量是
否有显著差异（α＝００５）．
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４．为比较Ａ，Ｂ两棉纺厂棉纱的断裂强度（单位：ｋｇ），从两厂产品中各取一个样本，测试
其断裂强度得如下数据：

Ａ：ｎ１＝２００，珔ｘ＝０５３２；

Ｂ：ｎ２＝１００，珔ｙ＝０５７６．
若两厂棉纱强度Ｘ，Ｙ分别服从σ１＝０２１８，σ２＝０１７６的正态分布，试检验这两个厂棉纱强度
的均值有无显著差异（α＝０１）．

５．在一台自动车床上加工直径为２０５０ｍｍ的轴，假设轴直径的分布是正态的．为了考察
车床的工作状况，现每隔两小时随机抽取容量为１０的样本，所得数据列于下表．试分析该台车
床工作是否稳定（α＝００１）．
零件编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

样本１ ２０６６ ２０６３ ２０６８ ２０６０ ２０６７ ２０６３ ２０５９ ２０６２ ２０６２ ２０６０

样本２ ２０６３ ２０６０ ２０５７ ２０５６ ２０５９ ２０５８ ２０６２ ２０５９ ２０５９ ２０５７

６．改进某种金属的热处理方法，要检验抗拉强度（单位：ｋｇ／ｃｍ２）有无显著提高．在改进前
取１２个试样，测量并计算得珔ｘ１＝２８６７，（ｎ１－１）ｓ２

１＝６６６４；在改进后又取１２个试样，测量并

计算得珔ｘ２＝３１７５，（ｎ２－１）ｓ２
２＝１１２２５．假定热处理前与热处理后金属抗拉强度分别为正态

总体，且总体方差相等．问热处理后抗拉强度有无显著提高（α＝００５）？

７．设随机变量Ｘｉ服从正态分布Ｎ（μｉ，σ２
ｉ），μｉ，σ２

ｉ均未知，ｉ＝１，２．Ｘ１与Ｘ２相互独立．现

有５个Ｘ１的观察值，其样本方差ｓ２
１＝７５０５，有４个Ｘ２的观察值，其样本方差ｓ２

２＝２５９３．检

验Ｘ１与Ｘ２的方差是否相等（α＝００１）．
８．为比较不同季节出生的女婴体重的方差，从某年１２月和６月出生的女婴中分别随机抽
取６名及１０名，测其体重如下（单位：ｇ）．

１２月：３５２０ ２９６０ ２５６０ ２９６０ ３２６０ ３９６０
６月：３２２０ ３２２０ ３７６０ ３０００ ２９２０ ３７４０ ３０６０ ３０８０ ２９４０ ３０６０
假定新生女婴体重服从正态分布，问新生女婴体重的方差是否冬季的比夏季的小（α＝００５）？

９．随机地选了８个人，分别测量了他们在早晨起床时和晚上就寝时的身高（ｃｍ），得到以
下的数据：

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

早上ｘｉ １７２ １６８ １８０ １８１ １６０ １６３ １６５ １７７

晚上ｙｉ １７２ １６７ １７７ １７９ １５９ １６１ １６６ １７５

ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ ０ １ ３ ２ １ ２ －１ ２

Ｄｉ＝Ｘｉ－Ｙｉ来自正态总体．问是否可以认为早晨的身高比晚上的身高要高（α＝００５）？

同步练习７．３参考答案

１．
珚Ｘ－珡Ｙ
σ２

１

ｎ１
＋
σ２

２

ｎ槡 ２

． ２．Ｃ．

３．Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２．
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ｚα
２
＝ｚ００２５＝１９６，｜ｕ｜＝１２７＜１９６，接受Ｈ０．

４．Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２．
ｚα

２
＝ｚ００５＝１６５，｜ｕ｜＝１８８＞１６５，拒绝Ｈ０．

５．Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２．

ｔ＝ 珔ｘ－珔ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

＝ ２０６３－２０５９

７２×１０槡 －６× １
１０＋１槡 １０

＝３３．

ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）＝ｔ０００５（１８）＝２８７８．

｜ｔ｜＝３３＞２８７８＝ｔ０００５（１８），故拒绝Ｈ０．
６．Ｈ０：μ１≥μ２，Ｈ１：μ１＜μ２．
因为ｔ＝－２６４７＜－１７３４１＝－ｔ００５（２２），所以拒绝Ｈ０．

７．Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１≠σ２

２．

Ｆ＝７５０５
２５９３＝２８９．

Ｆ００５（４，３）＝９１２，

Ｆ０９７５（４，３）＝０１５．
拒绝域为Ｗ＝｛Ｆ≥９１２或Ｆ≤０１５｝，由于Ｆ∈ Ｗ，所以接受Ｈ０．
８．设Ｘ，Ｙ分别表示冬夏两季新生女婴的体重，依题意Ｘ与Ｙ 独立，且Ｘ～Ｎ（μ１，σ２

１），

Ｙ～Ｎ（μ２，σ２
２）．

Ｈ０：σ２
１≤σ２

２，Ｈ１：σ２
１＞σ２

２．

Ｆ＝
ｓ２

１

ｓ２
２
＝５０５６６７

９３９５６＝５３８２．

查表得Ｆα（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ００５（５，９）＝３８４．
因为Ｆ＝５３８２＞３８４＝Ｆ００５（５，９），所以拒绝Ｈ０．
即可以认为新生女婴体重的方差冬季比夏季大．
９．Ｈ０：μｄ≤０，Ｈ１：μｄ＞０．

ｔ＝
珔ｄ

Ｓｄ／槡ｎ
＝ １２５
１２８１７／槡８

＝２７５８．

ｔ００５（７）＝１８９４６．由于ｔ＝２７５８＞１８９４６＝ｔ００５（７），所以拒绝Ｈ０，认为早晨的身高比

晚上的身高要高．

７．４ 总体分布函数的假设检验

７．４．１ 知识要点

１．总体分布函数的假设检验

在总体的分布为未知时，根据样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 来检验关于总体分布的假设．
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Ｈ０：总体Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ），

Ｈ１：总体Ｘ的分布函数不是Ｆ（ｘ），
这种问题称为总体分布函数的假设检验，或称分布函数的拟合检验．
这里，若Ｘ为离散型随机变量，则待检假设为分布律Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝ｐｉ（ｉ＝１，２⋯）；若Ｘ为

连续型随机变量，则待检假设为概率密度ｐ（ｘ）．

２．皮尔逊（Ｐｅａｒｓｏｎ）χ
２检验

χ
２检验法的基本思想如下：将随机试验的可能结果的全体分为ｋ个互不相容的事件Ａ１，

Ａ２，⋯，Ａｋ，在Ｈ０成立的条件下计算Ｐ（Ａｉ）＝ｐｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｋ．在ｎ次试验中，事件出现的

频率ｎｉ

ｎ
与ｐｉ的差异

ｎｉ

ｎ－ｐｉ 在Ｈ０为真且试验次数较多时应该比较小．因此，引入统计量

χ
２＝∑

ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２

ｎｐｉ
＝∑

ｋ

ｉ＝１

ｎ２
ｉ

ｎｐｉ
－ｎ，

并有如下定理（皮尔逊１９００年提出）．
定理 若ｎ充分大（ｎ≥５０），则当Ｈ０为真时，不论总体Ｘ服从何种分布，统计量χ

２＝

∑
ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２／ｎｐｉ近似地服从自由度为ｋ－ｒ－１的χ

２分布．其中ｒ是分布中未知参数的个

数．
上述定理的结论适用于作为分布检验判断，这种检验法称为皮尔逊χ

２检验．

３．χ
２分布拟合检验的步骤

（１）提出零假设Ｈ０：Ｘ服从分布Ｆ（ｘ）；
（２）在Ｈ０为真的条件下，利用样本值估计（如极大似然估计）Ｆ（ｘ）中的未知参数；
（３）将实数轴分成ｋ个不相交的区间（ａ０，ａ１］，（ａ１，ａ２］，⋯，（ａｋ－１，ａｋ］，其中ａ０可取至

－∞，ａｋ 可取至＋∞，一般有５≤ｋ≤１６；
（４）计算样本值频数ｎｉ，即ｎ个样本ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 落入第ｉ个区间（ａｉ－１，ａｉ］中的个数（ｉ

＝１，２，⋯，ｋ）；
（５）在Ｈ０为真的条件下，计算Ｘ 落入各区间的概率ｐｉ＝Ｐ｛ａｉ－１＜Ｘ≤ａｉ｝＝Ｆ（ａｉ）－

Ｆ（ａｉ－１），进而得到理论频数ｎｐｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｋ）；

（６）将ｎｉ，ｎｐｉ代入χ
２＝∑

ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２

ｎｐｉ
，求出其值；

（７）对于显著性水平α，查χ
２分布表得临界值χ

２
α（ｋ－ｒ－１）；

（８）下结论，若χ
２≥χ

２
α（ｋ－ｒ－１），则拒绝Ｈ０，否则接受Ｈ０．

７．４．２ 典型题型解析
例７．４．１ 以下是某妇产科医院在９１天中诞生的婴儿数：

一天中诞生

的婴儿数ｘｉ
有ｘｉ个婴儿

诞生的天数

０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０１１１２１３１４１５

０ ０ １ ０ ２ ５ ４ ６ ０ ６ ８ ０ ８ ９ １２ ７

１６１７１８１９２０２１２２２３２４２５２６２７２８２９３０

０ ６ ４ ０ ０ ４ ０ ３ ０ ２ ２ ０ １ ０ １
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试检验假设：一天中诞生的婴儿数Ｘ服从正态分布（α＝００２５）．
解 为粗略了解Ｘ的观察值的分布情况，先根据所给数据画出直方图．一天中诞生的婴儿

数最小值为０，最大值为３０，现取区间［－０５，３４５］，将它等分为７个小区间，小区间的长度为

Δ＝３４５－（－０５）
７ ＝５．

Δ为组距，数出落在每个小区间内的数据的频数ｎｉ，算出频率
ｎｉ

ｎ
（ｎ＝９１，ｉ＝１，２，⋯，７），如下表

组号ｉ 组限 频数ｎｉ 频率ｎｉ

ｎ
累积频率

１ （－０５，４５］ ３ ００３３ ００３３
２ （４５，９５］ ２１ ０２３１ ０２６４
３ （９５，１４５］ ３７ ０４０７ ０６７１
４ （１４５，１９５］ １７ ０１８７ ０８５８
５ （１９５，２４５］ ７ ００７７ ０９３５
６ （２４５，２９５］ ５ ００５５ ０９９０
７ （２９５，３４５］ １ ００１０ １

自左至右依次在各小区间上作以ｎ１

ｎ
／Δ为高的小矩形，得到如下直方图：

Ｈ０：Ｘ的概率密度为ｐ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ－
（ｘ－μ）

２

２σ２ ，ｘ∈Ｒ．

用极大似然估计法估计未知参数μ，σ
２．

μ^＝珔ｘ＝１３２７，^σ２＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝（５８５）２．

此时待检假设Ｈ０：Ｘ～Ｎ（１３２７，（５８５）２）．

计算小区间上概率ｐｉ＝Ｐ｛ａｉ－１＜Ｘ≤ａｉ｝＝Φ ａｉ－^μ
＾（ ）σ －Φ ａｉ－１－^μ

＾（ ）σ ．

例如ｐ２＝Ｐ｛４５＜Ｘ≤９５｝＝Φ ９５１３２７（ ）５８５ －Φ ４５－１３２７（ ）５８５ ＝０１９４３．

理论频数ｎｐｉ＝９１×０１９４３＝１７６８１３，
（ｎｉ－ｎｐｉ）

２

ｎｐｉ
＝０６２２９．

其他情形类似计算，列表计算结果如下：
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组号ｉ ｎｉ ｐｉ ｎｐｉ （ｎｉ－ｎｐｉ）
２／ｎｐｉ

１ ３ ００６６８ ６０７８８ １５５９４
２ ２１ ０１９４３ １７６８１３ ０６２２９
３ ３７ ０３２２１ ２９３１１１ ２０１７
４ １７ ０２７２２ ２４７７０２ ２４３７４
５

６

１
烍
烌

烎

７

５

１

１３

０１１７２

００２４６

０００２８

１０６６５２

２２３８６烍
烌

烎０２５４８

１３１５８６ ０００１９

合计 ６６３８６（＝χ２）

α＝００２５，临界值χ
２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
００２５（５－２－１）＝７３７８＞６６３８６＝χ

２，所以接受Ｈ０，即认

为一天中诞生的婴儿数Ｘ服从正态分布．
注 ①在用χ

２拟合检验解决实际问题时，可先画出直方图，这样可以大致了解数据的分

布情况；

②若ｎｐｉ小于等于５时，要将Ａｉ（分组）合并；

③未知参数只允许用极大似然估计法得到的估计值来代替．
例７．４．２ 考察某电话交换站一天中电话接错次数Ｘ．统计２６７天的记录，各天电话接错




次数的频数分布列成下表：

ｉ（一天中电话
接错次数）

ｎ（天数） ｎｐｉ
ｉ（一天中电话
接错次数）

ｎ（天数） ｎｐ















ｉ

０～２

３ ｝１５ ６
２０５｝４７６

６８１

４ １１ １０３９
５ １４ １８１６
６ ２２ ２６４５
７ ４３ ３３０３
８ ３１ ３６０９
９ ４０ ３５０４

１０ ３５ ３０６３
１１ ２０ ２４３４
１２ １８ １７７２
１３ １２ １１９２
１４ ７ ７４４
１５

≥１６ ｝６２ ８
４３３｝４６５

８９８

问Ｘ是否符合泊松分布（α＝００５）．
解 先求泊松分布中的参数λ，用极大似然估计．

λ^＝珔ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝

１
２６７
（２×１＋３×５＋⋯＋１５×６＋１６×２）＝８７４．

然后计算理论频数ｎｐｉ＝２６７×
（８７４）ｉ

ｉ！ ｅ－８７４，

计算结果列于上表．且注意理论频数小于５的合并，得到组数ｋ＝１３．计算得

χ
２＝∑

１３

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２

ｎｐｉ
＝７８０．

α＝００５，自由度ｋ－ｒ－１＝１３－１－１＝１１，查表临界值χ
２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
００５（１１）＝１９６７５．

因为χ
２＝７８０＜１９６７５＝χ

２
００５（１１），故可认为Ｘ符合泊松分布．

同步练习７．４
１．下面列出了８４位伊特拉斯坎（Ｅｔｒｕｓｃａｎ）人男子的头颅的最大宽度（ｍｍ），试检验这些
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数据是否来自正态总体（α＝０１）？
１４１ １４８ １３２ １３８ １５４ １４２ １５０ １４６ １５５ １５８
１５０ １４０ １４７ １４８ １４４ １５０ １４９ １４５ １４９ １５８
１４３ １４１ １４４ １４４ １２６ １４０ １４４ １４２ １４１ １４０
１４５ １３５ １４７ １４６ １４１ １３６ １４０ １４６ １４２ １３７
１４８ １５４ １３７ １３９ １４３ １４０ １３１ １４３ １４１ １４９
１４８ １３５ １４８ １５２ １４３ １４４ １４１ １４３ １４７ １４６
１５０ １３２ １４２ １４２ １４３ １５３ １４９ １４６ １４９ １３８
１４２ １４９ １４２ １３７ １３４ １４４ １４６ １４７ １４０ １４２
１４０ １３７ １５２ １４５

２．自１９６５年１月１日至１９７１年２月９日共２２３１天中，全世界记录到里氏震级４级和４
级以上地震计１６２次，统计如下：

相继两次地

震间隔天数ｘ
０—４ ５—９ １０—１４ １５—１９ ２０—２４ ２５—２９ ３０—３４ ３５—３９ ≥４０

出现的频数 ５０ ３１ ２６ １７ １０ ８ ６ ６ ８

试检验相继两次地震间隔的天数Ｘ服从指数分布（α＝００５）．
３．检验一颗骰子的六个面是否匀称（α＝００５）．现在掷１２０次，结果如下：

点数 １ ２ ３ ４ ５ ６

频数 ２１ ２８ １９ ２４ １６ １２

同步练习７．４参考答案

１．所给数据的最小值、最大值分别为１２６、１５８，即所有数据落在区间［１２６，１５８］上，现取区
间［１２４５，１５９５］，它能覆盖区间［１２６，１５８］，将［１２４５，１５９５］等分为７个小区间，小区间长度

Δ＝１５９５－１２４５
７ ＝５，数落入每个小区间内的数据个数ｎｉ．

Ｈ０：Ｘ的概率密度ｐ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ－
（ｘ－μ）

２

２σ２ ，－∞＜ｘ＜∞．

由极大似然估计参数μ，σ
２得

μ^＝珔ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝１４３．σ２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝６０２．

此时 ｐ（ｘ）＝ １
２槡π×６

ｅ－
（ｘ－１４３８）２

２×６２ ，－∞＜ｘ＜∞．

ｐｉ＝Ｐ（Ａｉ）＝Ｐ｛ａｉ－１＜Ｘ≤ａｉ｝＝Φ ａｉ－μ（ ）σ －Φ ａｉ－１－μ（ ）σ ．

例如ｐ２ ＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ｛１２９５＜Ｘ≤１３４５３｝

＝Φ １３４５－１４３８（ ）６ －Φ １２９５－１４３８（ ）６
＝Φ（－１５５）－Φ（－２３８）＝００５１９．

计算结果列表如下：
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Ａｉ ｎｉ ｐｉ ｎｐｉ ｎ２
ｉ／ｎｐｉ

Ａ１：ｘ≤１２９５

Ａ２：１２９５＜ｘ≤１３４５ ｝１４
０００８７｝００５１９

０７３｝４３６
５０９ ４９１

Ａ３：１３４５＜ｘ≤１３９５ １０ ０１７５２ １４７２ ６７９
Ａ４：１３９５＜ｘ≤１４４５ ３３ ０３１２０ ２６２１ ４１５５
Ａ５：１４４５＜ｘ≤１４９５ ２４ ０２８１１ ２３６１ ２４４０
Ａ６：１４９５＜ｘ≤１５４５

Ａ７：１５４５＜ｘ＜∞ ｝９３
０１３３６｝００３７５

１１２２｝３１５
１４３７

１００２

∑＝８７６７

χ
２＝∑

ｋ

ｉ＝１

ｎ２
ｉ

ｎｐｉ
－ｎ＝８７６７－８４＝３６７．

因为χ
２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
０１（５－２－１）＝χ

２
０１（２）＝４６０５＞３６７＝χ

２，

故接受Ｈ０，即认为数据来自正态总体．
２．按题意Ｈ０：Ｘ的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
１
θｅ－ｘ

θ， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０．

未知参数θ用极大似然估计为^θ＝珔ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝

２２３１
１６２＝１３７７．

在Ｈ０下，Ｘ可能取值的全体Ω 为区间［０，＋∞），将［０，＋∞）分成ｋ＝９个互不重叠的小区
间：Ａ１＝［０，４５］，Ａ２＝［４５，９５］，⋯Ａ９＝（３９５，∞）．

Ｘ的密度函数 ｐ（ｘ）＝
１

１３７７ｅ
－ ｘ
１３７７， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０．

分布函数 Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－ｘ／１３７７， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄
烆 ０．

ｐｉ＝Ｐ（Ａｉ）＝Ｐ｛ａｉ＜Ｘ≤ａｉ＋１｝＝Ｆ（ａｉ＋１）－Ｆ（ａｉ）．
例如ｐ２＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ｛４５＜Ｘ≤９５｝＝Ｆ（９５）－Ｆ（４５）＝０２１９６．
计算列表如下：

Ａｉ ｎｉ ｐｉ ｎｐｉ ｎ２
ｉ／ｎｐｉ

Ａ１：０≤ｘ≤４５ ５０ ０２７８８ ４５１６５６ ５５３５１９
Ａ２：４５＜ｘ≤９５ ３１ ０２１９６ ３５５７５２ ２７０１３２
Ａ３：９５＜ｘ≤１４５ ２６ ０１５２７ ２４７３７４ ２７３２７０
Ａ４：１４５＜ｘ≤１９５ １７ ０１０６２ １７２０４４ １６７９８０
Ａ５：１９５＜ｘ≤２４５ １０ ００７３９ １１９７１８ ８３５３０
Ａ６：２４５＜ｘ≤２９５ ８ ００５１４ ８３２６８ ７６８６０
Ａ７：２９５＜ｘ≤３４５ ６ ００３５８ ５７９９６ ６２０７３
Ａ８：３４５＜ｘ≤３９５

Ａ９：３９５＜ｘ＜∞ ｝６８
００２４８｝００５６８

４０１７６｝９２０１６
１３２１９２

１４８２６９

∑＝１６３５６３３

χ
２＝∑

ｋ

ｉ＝１

ｎ２
ｉ

ｎｐｉ
－ｎ＝１６３５６３３－１６２＝１５６３３．

因为χ
２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
００５（８－１－１）＝χ

２
００５（６）＝１２５９２＞１５６３３．

所以接受Ｈ０，认为Ｘ服从指数分布．
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３．按题意，即检验假设．

Ｈ０：Ｘ的分布列为
Ｘ １ ２ ３ ４ ５ ６

ｐｋ
１
６

１
６

１
６

１
６

１
６

１
６

其中Ｘ为骰子的点数．

χ
２ ＝∑

ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２

ｎｐｉ
＝

２１－１２０×（ ）１６
２

１２０×１
６

＋
２８－１２０×（ ）１６

２

１２０×１
６

＋⋯＋
１２－１２０×（ ）１６

２

１２０×１
６

＝８１．
查表得χ

２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
００５（６－１）＝χ

２
００５（５）＝１１０７．

因为χ
２＝８１＜１１０７＝χ

２
００５（５），所以接受Ｈ０，即可以认为骰子六个面是均匀的．

疑难解析

１．在假设检验中，如何确定零假设Ｈ０和备择假设Ｈ１？

答 在实际问题中，通常把需要着重考虑的假设视为零假设．具体体现为：①若问题是要
决定新提出的方法是否比原方法好，则将原方法取为零假设Ｈ０，而将新方法取为备择假设

Ｈ１；②若提出一个假设，检验的目的仅仅是为了判别这个假设是否成立，此时则直接取此假设

为零假设Ｈ０．
若从数学角度上看，原假设Ｈ０与备择假设Ｈ１的地位是平等的，但在实际问题中，如果

提出的假设检验仅仅控制了犯第一类错误的概率，那么选用哪个假设作为零假设Ｈ０，要依具

体问题的目的与要求而定．它取决于犯两类错误将会带来的后果，一般地可根据以下三个原则
选择零假设Ｈ０，①当目的是希望从样本观察值取得对某一诊断强有力的支持时，把这一诊断

的否定作为零假设Ｈ０；②尽可能使后果严重的一类错误成为第一类错误；③把由过去资料所

提供的诊断作为零假设，这样当检验后的最终结论为拒绝时，由于犯第一类错误的概率被控制

而显得有说服力或危害较小．
２．假设检验中，无论做出拒绝原假设或接受原假设，都有可能犯错误，这种说法对吗？
答 这种说法正确．即无论采取什么样的决策（取或舍）都可能是正确的，同时又都可能犯

错误的．既然如此，假设检验的意义何在？
事实上，我们知道概率论本身就是研究随机现象的，因此它的结论无不带有随机性．小概

率事件原理指出“小概率事件在一次试验中几乎不可能发生”，这里“几乎”就带有随机性．对原
假设做出拒绝还是接受的判断，都是根据“小概率事件原理”，因此犯错误和不犯错误的可能性

都是存在的，若二者的可能各占一半，那么“假设检验”确实没有任何价值．事实上，犯错误的概
率是很小的，这样，“假设检验”才成为检验某种估计可靠程度的一种优良方法．

３．如何合理地选取显著性水平α？
答 假设Ｈ０成立，但由于样本的随机性，仍有可能做出拒绝Ｈ０的结论，即犯第一类错

误．显著性水平α的意义之一是给出了犯第一类错误的概率，即Ｈ０成立，α相应的临界值λα，
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则统计量满足不等式｜ｔ｜＞λα的概率为α．另一方面，α的选定又是对小概率事件小到何种程
度的一种抉择．α越小，而事件发生了，则拒绝Ｈ０的可信程度越高，所谓显著性即是指实际情

况与Ｈ０的判断之间存在显著差异．α的选取通常取较小的值，如００５，００１等，但在某些实
际问题中，如药品检验将不合格视为合格，即犯第二类错误的后果更为严重时，通常取α较大
（如０１０），使犯第二类错误的概率变小，事实上犯两类错误的概率在样本容量固定时有此消
彼长的关系．

４．第一类错误和第二类错误的概率和为１吗？
答 不对．若α为假设检验中犯第一类错误（弃真）的概率，β为犯第二类错误（取伪）的概

率．若认为α＋β＝１，这是把发生第一类错误与发生第二类错误当成相互对立的事件．实际上
并非如此，一般来说，α应比较小，而β应比α大，但应该不至于大过０５，即备择假设真时接
受零假设的概率不大于拒绝零假设的概率．还需指出，当样本容量足够大时，可以使α、β同时
很小．

５．检验的结果会随所给显著性水平的不同而改变吗？
答 会．在同一个假设检验问题中，对于零假设Ｈ０，当给定不同的显著性水平α，就对应

着不同的临界值，相应地有不同的拒绝域，因而判断的结论不一定相同．
例如，设Ｘ～Ｎ（μ，００１５

２），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ９为容量ｎ＝９的样本，若样本均值珔ｘ＝０５０９，
检验

Ｈ０：μ＝０５，Ｈ１：μ≠０５．

令ｕ＝珔ｘ－０５
００１５／槡９

，若Ｈ０为真时，则ｕ～Ｎ（０，１）．

下面分别就显著性水平（１）α１＝００１；（２）α２＝０１０进行讨论．
（１）当α１＝００１时，临界值ｚα１＝ｚ００１＝２５８（查表），

ｕ＝珔ｘ－０５
０１５／槡９

＝０５０９－０５
０１５／槡９

＝１８．

因为｜ｕ｜＝１８＜ｚα１＝２５８，故接受Ｈ０，即可认为μ＝０５．

（２）当α２＝０１０时，临界值ｚα２＝ｚ０１０＝１６５．

因为｜ｕ｜＝１８＞１６５＝ｚα２
，所以拒绝Ｈ０，接受Ｈ１．即可认为μ≠０５．

６．假设检验与区间估计之间的异同是什么？
答 假设检验与区间估计对问题的提法虽不同，但解决问题的途径是相同的．现以正态总

体Ｎ（μ，σ
２
０）的方差σ２

０已知，关于期望的区间估计与假设检验为例说明．
设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自总体Ｎ（μ，σ

２
０）的样本，ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 是样本值，则μ的置信度

为１－α的置信区间为 珔ｘ－ｚα
２

σ０

槡ｎ
，珔ｘ＋ｚα

２

σ０

槡（ ）ｎ ，即

Ｐ 珔ｘ－ｚα
２

σ０

槡ｎ
＜μ＜珔ｘ＋ｚα

２

σ０

槡（ ）ｎ ＝１－α．

Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０，若Ｈ０为真，ｕ＝
珚Ｘ－μ０

σ０／槡ｎ
～Ｎ（０，１），对给定的显著性水平α，有
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Ｐ｛｜ｕ｜＞ｚα
２
｝＝α，

而 Ｐ｛｜ｕ｜＜ｚα
２
｝＝１－α．

由此Ｈ０的接受域为（－ｚα
２
，ｚα

２
），也即对μ而言接受域为 珔ｘ－ｚα

２

σ０

槡ｎ
，珔ｘ＋ｚα

２

σ０

槡（ ）ｎ ，就是
说以１－α的概率接受Ｈ０．而这个假设检验的接受域正是μ的置信度为１－α的置信区间，说
明它们两者解决问题的途径是相同的，参数的假设检验和参数的区间估计是从不同角度回答

同一问题，假设检验判断结论是否成立，参数估计解决的是多少（或范围），前者解决的是定性

的，后者解决是定“量”的．
例 设Ｘ～Ｎ（μ，１），μ未知，α＝００５，ｎ＝１６，且由样本算得珔ｘ＝５２０，于是μ的一个置

信水平１－α＝０９５的置信区间

珔ｘ－
σ０

槡ｎ
ｚα

２
，珔ｘ＋

σ０

槡ｎ
ｚα（ ）２ ＝（５２０－０４９，２０＋０４９）＝（４７１，５６９）．

考虑检验问题Ｈ０：μ＝５５，Ｈ１：μ≠５５，由于５５∈（４７１，５６９），故接受Ｈ０．

７．为什么在两个总体情形，检验假设Ｈ０：μ１＝μ２时，若σ２
１、σ２

２未知，要求σ２
１＝σ２

２＝σ２？

答 因为若σ２
１、σ２

２未知，且σ２
１≠σ２

２，要检验假设Ｈ０：μ１＝μ２是不合理的，是在不同条件

下两总体均值的比较，不能真实反映两总体的某数量指标的优劣．只有令σ２
１＝σ２

２，才能在两总

体的相同条件下比较某项数量指标的优劣，做出的判断才有意义．当σ２
１与σ２

２是否相等未知

时，要先用Ｆ检验法检验σ２
１是否等于σ２

２．若相等，再用ｔ检验法检验两总体的期望μ１和μ２

是否相等．
若Ｆ检验的结果是σ２

１≠σ２
２，这时要检验假设Ｈ０：μ１＝μ２，有以下方法：

（１）当ｎ１，ｎ２很大时，选Ｕ＝
珚Ｘ－珡Ｙ

Ｓ２
１／ｎ１＋Ｓ２

２／ｎ槡 ２

～Ｎ（０，１）为统计量，拒绝域为

｜珚Ｘ－珡Ｙ｜≥ｚα／２ Ｓ２
１／ｎ１＋Ｓ２

２／ｎ槡 ２．
（２）当ｎ１＝ｎ２＝ｎ时，令Ｚｉ＝Ｘｉ－Ｙｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｎ，记Ｅ（Ｚｉ）＝μ，Ｄ（Ｚｉ）＝σ２，则Ｚ１，

Ｚ２，⋯，Ｚｎ 为Ｎ（μ，σ
２）的样本，Ｈ０：μ＝０．检验统计量为

Ｔ＝珔槡Ｚ ｎ／Ｓ２
ｚ，Ｓ２

ｚ＝
１

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｚｉ－珔Ｚ）２，

拒绝域为

｜珔Ｚ｜≥ｔα／２（ｎ－１）
Ｓ２

ｚ

槡ｎ
．

（３）当σ２
１＝ｋσ２

２时，统计量为

Ｔ＝ ｜珚Ｘ－珡Ｙ｜
Ｓｗ １／ｎ１＋１／（ｋｎ２槡 ）

～ｔ（ｎ１＋ｎ２－２），Ｓ２
ｗ＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２－２
，

拒绝域为

｜珚Ｘ－珡Ｙ｜≥ｔα／２（ｎ１＋ｎ２－２）Ｓｗ １／ｎ１＋１／（ｋｎ２槡 ）．
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本章常考题型归纳

考点 常见题型 例题

假设检验基本概念

检验统计量的辨识 例７．１．１

原假设备择假设的确立 例７．１．２

拒绝域的形式 例７．１．３

两类错误（弃真、取伪）的认知 例７．１．４ 例７．１．５

单个正态总体均值假设

检验

已知σ２检验Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０ 例７．２．１

已知σ２检验Ｈ０：μ≤μ０，Ｈ１：μ＞μ０

已知σ２检验Ｈ０：μ≥μ０，Ｈ１：μ＜μ０ 例７．２．２

未知σ２检验Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０ 例７．２．６

未知σ２检验Ｈ０：μ≤μ０，Ｈ１：μ＞μ０

未知σ２检验Ｈ０：μ≥μ０，Ｈ１：μ＜μ０ 例７．２．８

单个正态总体方差的检

验

未知μ检验Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２≠σ２

０ 例７．２．９

未知μ检验Ｈ０：σ２≤σ２
０，Ｈ１：σ２＞σ２

０ 例７．２．１１

未知μ检验Ｈ０：σ２≥σ２
０，Ｈ１：σ２＜σ２

０

已知μ检验Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２≠σ２

０

已知μ检验Ｈ０：σ２≤σ２
０，Ｈ１：σ２＞σ２

０ 例７．２．１２

已知μ检验Ｈ０：σ２≥σ２
０，Ｈ１：σ２＜σ２

０

两个正态总体均值的检

验

已知σ２
１、σ２

２检验Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２ 例７．３．１

已知σ２
１、σ２

２检验Ｈ０：μ１≤μ２，Ｈ１：μ１＞μ２ 例７．３．２

已知σ２
１、σ２检验Ｈ０；μ１≥μ２，Ｈ１：μ１＜μ２

σ２
１，σ２

２未知，σ２
１＝σ２

２检验Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２ 例７．３．３

σ２
１、σ２

２未知，σ２
１＝σ２

２检验Ｈ０：μ１≤μ２，Ｈ１：μ１＞μ２

σ２
１、σ２

２未知，σ２
１＝σ２

２检验Ｈ０：μ１≥μ２，Ｈ１：μ１＜μ２ 例７．３．４

两正态总体方差检验

μ１、μ２未知检验Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１≠σ２

２ 例７．３．７

μ１、μ２未知检验Ｈ０：σ２
１≤σ２

２，Ｈ１：σ２
１＞σ２

２ 例７．３．６

μ１、μ２未知检验Ｈ０：σ２
１≥σ２

２，Ｈ１：σ２
１＜σ２

２

成对数据差异性检验

Ｈ０：μ１－μ２＝０（μｄ＝０），Ｈ１：μ１－μ２≠０（μｄ≠０）

Ｈ０：μ１－μ２≤（μｄ≤０），Ｈ１：μ１－μ２＞０（μｄ＞０） 例７．３．９

Ｈ０：μ１－μ２≥０（μｄ≥０），Ｈ１：μ１－μ２＜０（μｄ＜０） 例７．３．８
总体分布函数的假设检

验
Ｈ０：总体Ｘ～Ｆ（ｘ），Ｈ１：Ｘ分布不是Ｆ（ｘ） 例７．４．１，例７．４．２
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本章知识结构网络

假
设
检
验

概念和思想
显著性水平

小概率事件原理

拒绝域 接受域

检验统计量

原假设 备择假设

两类错误
第一类错误：弃真

第二类错误：取伪

正态总体的

假设检验

单个正态总体

均值、方差检验

均值检验
σ已知，ｕ检验法

σ未知，ｔ检验法

方差检验
μ已知，χ

２检验法

μ未知，χ
２检验法

两个正态总体

均值、方差检验

均值检验
σ１、σ２已知，ｕ检验法

σ１ ＝σ２值未知，ｔ检验法

方差检验 μ１，μ２未知，Ｆ检验法

成对数据

差异性检验
统计量ｔ＝

珔ｄ
Ｓ／槡ｎ
，ｔ检验法

分布函数的

假设检验
统计量χ

２ ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）
２

ｎｐｉ
，χ

２检验法

检测题（一）

一、选择题

１．在假设检验中，显著性水平α的意义是（ ）．
Ａ．原假设Ｈ０成立，经检验被拒绝的概率

Ｂ．原假设Ｈ０不成立，经检验被拒绝的概率

Ｃ．原假设Ｈ０成立，经检验不能拒绝的概率

Ｄ．原假设Ｈ０不成立，经检验不能拒绝的概率

２．在假设检验中，记Ｈ０为原假设，则（ ）为第一类错误．
Ａ．Ｈ０为真，接受Ｈ０ Ｂ．Ｈ０不真，拒绝Ｈ０

Ｃ．Ｈ０为真，拒绝Ｈ０ Ｄ．Ｈ０不真，接受Ｈ０

３．设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），其中μ未知，取样本ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ，记珔ｘ，Ｓ２为样本均值与样本

方差，对假设检验Ｈ０：σ≥２，Ｈ１：σ＜２应取检验统计量χ
２＝（ ）．

Ａ．
（ｎ－１）Ｓ２

８ Ｂ．
（ｎ－１）Ｓ２

２ Ｃ．
（ｎ－１）Ｓ２

４ Ｄ．
（ｎ－１）Ｓ２

６
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４．设珚Ｘ和Ｓ２是来自正态总体Ｎ（μ，σ
２）的样本均值和样本方差，样本容量为ｎ，｜珔ｘ－μ０｜

＞ｔ００５（ｎ－１）ｓ
槡ｎ
为（ ）．

Ａ．Ｈ０：μ＝μ０的拒绝域 Ｂ．Ｈ０：μ＝μ０的接受域

Ｃ．μ的一个置信区间 Ｄ．σ２的一个置信区间

５．对正态总体Ｎ（μ，σ
２）（σ２未知）的假设检验问题：Ｈ０：μ≤１，Ｈ１：μ＞１，若取显著性水

平α＝００５，则其拒绝域为（ ）．

Ａ．｜珔ｘ－１｜＞ｚ００５ Ｂ．珔ｘ＞１＋ｔ００５（ｎ－１）ｓ
槡ｎ

Ｃ．｜珔ｘ－１｜＞ｔ００５
ｓ
槡ｎ

Ｄ．ｘ＜１－ｔ００５（ｎ－１）ｓ
槡ｎ

６．设总体Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ１

是来自Ｘ 的简单随机样本，总体Ｙ～Ｎ（μ２，

σ２
２），Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｎ２

是来自Ｙ 的简单随机样本，且μ１，μ２，σ２
１，σ２

２均为未知参数，两样本相互

独立，令

Ｆ１＝
（ｎ２－１）∑

ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２

（ｎ１－１）∑
ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－珡Ｙ）２
，Ｆ２＝

ｎ２∑
ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ１）
２

ｎ１∑
ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－μ２）
２

，

则检验假设（给定显著性水平α）Ｈ０：σ２
１≥σ２

２，Ｈ１：σ２
１＜σ２

２的拒绝域为（ ）．
Ａ．Ｗ＝｛Ｆ１≤Ｆ１－α（ｎ１－１，ｎ２－１）｝ Ｂ．Ｗ＝｛Ｆ１≤Ｆα（ｎ１，ｎ２）｝

Ｃ．Ｗ＝｛Ｆ２＜Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２）｝ Ｄ．Ｗ＝｛Ｆ２＜Ｆα（ｎ１－１，ｎ２－１）｝

７．在统计假设中，下面结论正确的是（ ）．
Ａ．单边检验的定义为“若提出原假设Ｈ０：μ＝μ０，备择假设为μ＜μ０，则称该检验为单边

检验”

Ｂ．在假设检验中，单边假设、双边假设是根据需要人为随意设定的，与被检验的参数本身
无关

Ｃ．单边检验的定义为“若拒绝域Ｒα”为｛－∞＜ｘ＜λ｝，称为单边检验

Ｄ．上述说法都不对

８．某工厂所生产的某种细纱支数服从正态分布Ｎ（μ０，σ２
０），μ０，σ２

０为已知，现从某日生产

的一批产品中，随机抽１６缕进行支数测量，求得子样均值及方差为Ａ，Ｂ，要检验纱的均匀度
是否变劣，则提出假设（ ）．

Ａ．Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ≠μ０ Ｂ．Ｈ０：μ＝μ０，Ｈ１：μ＞μ０

Ｃ．Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２＞σ２

０ Ｄ．Ｈ０：σ２＝σ２
０，Ｈ１：σ２≠σ２

０

二、填空题

１．设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）（μ，σ

２均未知），Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自该总体的简单随机样本，

记珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｑ２＝∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，则检验假设Ｈ０：μ＝０时，构造统计量为 ，它服

从 分布．
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２．设Ｘ～Ｎ（μ１，σ２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ２

２），其中μ１，μ２已知，ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ１
与ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ２

分别是来自Ｘ与Ｙ的样本，两样本独立，对假设检验Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１≠σ２

２，其检验统计量

Ｆ＝ ，其拒绝域Ｗ＝ ．
３．从已知标准差σ＝５２的正态总体中，抽取容量为１６的样本，算得样本均值珔ｘ＝２７５６，
在显著水平α＝００５之下检验假设Ｈ０：μ＝２６，Ｈ１：μ≠２６，检验结果是 ．

４．假设检验的统计思想是概率很小的事件在一次试验中可以认为基本上是不会发生的，
该原理称为 ．
三、解答题

１．假设按某种工艺生产的金属纤维的长度（单位ｍｍ）Ｘ 服从正态分布Ｎ（５２，０１６），现
在随机抽出１５根纤维，测得它们的平均长度珔ｘ＝５４，如果估计方差没有变化，可否认为现在
生产的纤维平均长度仍为５２ｍｍ（α＝００５）．

２．设随机变量Ｘｉ服从正态分布Ｎ（μｉ，σ２
ｉ），μｉ，σ２

ｉ均未知，ｉ＝１，２．Ｘ１与Ｘ２相互独立．现
有５个Ｘ１的观察值，其样本方差ｓ２

１＝７５０５，有４个Ｘ２的观察值，其样本方差ｓ２
２＝２５９３，且

又知两个样本均值分别为珔ｘ１＝１９，珔ｘ２＝１８，如果σ２
１＝σ２

２，检验μ１与μ２是否相等（α＝０１）．
３．下面列出的是某工厂随机选取的２０只部件的装配时间（ｍｉｎ）：

９８ １０４ １０６ ９６ ９７ ９９ １０９ １１１ ９６
１０２ １０３ ９６ ９９ １１２ １０６ ９８ １０５ １０１
１０５ ９７

设装配时间总体服从正态分布Ｎ（μ，σ
２），μ，σ

２均未知．是否可以认为装配时间的均值μ显著
大于１０（取α＝００５）？

４．设某厂生产的缆绳，其抗拉强度Ｘ～Ｎ（μ，８２
２），现在从改进工艺后生产的一批缆绳中

随机抽取１０根，测量其抗拉强度，算得样本均值珔ｘ＝１０６５３，方差ｓ２＝６９９２，当显著水平α＝
００５时，能否据此样本认为新工艺生产的缆绳抗拉强度的方差有显著变化．

５．某种导线，要求其电阻的标准差不得超过０００５Ω．今在生产的一批导线中取样品９
根，测得ｓ＝０００７Ω，设总体为正态分布．问在水平α＝００５下能否认为这批导线的标准差显
著地偏大？

６．有两台机器生产金属部件，现分别在两台机器所生产的部件中各取一容量ｎ１＝６０，ｎ２

＝４０的样本，测得部件重量的样本方差分别为ｓ２
１＝１５４６，ｓ２

２＝９６６．设两样本相互独立，两总
体分别服从Ｎ（μ１，σ２

１），Ｎ（μ２，σ２
２）分布．试在水平α＝００５下检验假设Ｈ０：σ２

１≤σ２
２，Ｈ１：σ２

１＞
σ２

２．
７．下表分别给出两个文学家马克·吐温（ＭａｒｋＴｗａｉｎ）的８篇小品文以及斯诺特格拉斯

（Ｓｎｏｄｇｒａｓｓ）的１０篇小品文中内三个字母组成的词的比例．
马克·吐温 ０２２５ ０２６２ ０２１７ ０２４０ ０２３０ ０２２９ ０２３５ ０２１７

斯诺特格拉斯 ０２０９ ０２０５ ０１９６ ０２１０ ０２０２ ０２０７ ０２２４ ０２２３ ０２２０ ０２０１

设两组数据分别来自正态总体，且两总体方差相等．两样本相互独立．问两个作家所写的小品
文中含由３个字母组成的词的比例是否有显著的差异（取α＝００５）？

８．在一批灯泡中抽取３００只做寿命试验，其结果如下：
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寿命ｔ（小时） ｔ＜１００ １００≤ｔ＜２００ ２００≤ｔ＜３００ ｔ≥３００

灯泡数 １２１ ７８ ４３ ５８

取α＝００５，试检验假设Ｈ０：寿命服从指数分布

ｐ（ｘ）＝
０００５ｅ－０００５ｘ， ｘ≥０
０， ｘ＜

烅
烄
烆 ０

检测题（一）参考答案

一、１．Ａ ２．Ｃ ３．Ｃ ４．Ａ ５．Ｂ ６．Ａ ７．Ｂ ８．Ｃ

二、１．
珚Ｘ
Ｑ ｎ（ｎ－１槡 ），ｔ（ｎ－１）

２． １
ｎ１－１∑

ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２ １
ｎ２－１∑

ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－珡Ｙ）２，｛Ｆ＜Ｆ１－α
２
（ｎ１，ｎ２）或Ｆ＞Ｆα

２
（ｎ１，ｎ２）｝

３．接受Ｈ０ ４．小概率事件原理
三、１．Ｈ０：μ＝５２，Ｈ１：μ≠５２．

ｕ＝１９４，

ｚα
２
＝ｚ００２５＝１９６．

因为｜ｕ｜＝１９４＜１９６＝ｚα
２
，接受Ｈ０．

２．Ｈ０：μ１＝μ２，Ｈ１：μ１≠μ２，

Ｓ２
ｗ＝５４，

ｔ＝０６４．
ｔα

２
（ｎ１＋ｎ２－２）＝ｔ００５（７）＝１８９５．

因为｜ｔ｜＝０６４＜１８９５＝ｔ００５（７），所以接受Ｈ０．
３．取Ｈ０为维持原状，即需检验假设为

Ｈ０：μ≤１０，Ｈ１：μ＞１０，

ｔ＝
珔ｘ－μ０

ｓ／槡ｎ
＝ １０２－１０
０５０９９／槡２０

＝１７５４．

临界值ｔα（ｎ－１）＝ｔ００５（１９）＝１７２９１．因为ｔ＝１７５４＞１７２９１＝ｔ００５（１９），拒绝Ｈ０．
４．Ｈ０：σ２＝σ２

０＝８２２，Ｈ１：σ２≠８２２．

χ
２＝９３６．

χ
２
１－α

２
（ｎ－１）＝χ

２
０９７５（９）＝２７，χ

２α
２
（ｎ－１）＝χ

２
００２５（９）＝１９０２．

拒绝域为Ｗ＝｛χ
２≤２７或χ

２≥１９０２｝．由于χ
２＝９３６Ｗ，故接受Ｈ０．

５．Ｈ０：σ＝σ０＝０００５，Ｈ１：σ＞σ０．

χ
２＝１５６８，

χ
２
α（ｎ－１）＝χ

２
００５（８）＝１５５０７．

χ
２＝１５６８＞１５５０７＝χ

２
００５（８），所以拒绝Ｈ０．

６．Ｈ０：σ２
１＝σ２

１，Ｈ１：σ２
１＞σ２

２．
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Ｆ＝１６０，
临界值Ｆα（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ００５（５９，３９）＝１６４，
因为Ｆ＝１６０＜１６４＝Ｆ００５（５９，３９），所以接受Ｈ０．
７．设马克·吐温小品文服从Ｘ～Ｎ（μ１，σ２

１），斯诺特格拉斯小品文Ｙ～Ｎ（μ２，σ２
２）．

这里μ１，μ２，σ２
１，σ２

２均未知．先检验

Ｈ０：σ２
１＝σ２

２，Ｈ１：σ２
１≠σ２

２．

ｓ２
１＝

１
ｎ１－１∑

ｎ１

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝００１４６２，

ｓ２
２＝

１
ｎ２－１∑

ｎ２

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２＝０００９７２，

Ｆ＝
ｓ２

１

ｓ２
２
＝００１４６２

０００９７２＝２２６５５．

Ｆ１－α
２
（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ０９７５（７，９）＝

１
Ｆ００２５（９，７）

＝ １
４８２＝０２０７，

Ｆα
２
（ｎ１－１，ｎ２－１）＝Ｆ００２５（７，９）＝４２０．

即有 Ｆ０９７５（７，９）＜Ｆ＝２２６５５＜Ｆ００２５（７，９）．所以接受Ｈ０，认为两总体方差是相同的．
在上述基础上检验Ｈ′０：μ１＝μ２，Ｈ′１：μ１≠μ２．

ｔ＝ 珔ｘ－珔ｙ

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

＝０２３１９－０２０９７

００１２ １
８＋１槡 １０

＝３９，

ｔα
２
（ｎ１＋ｎ２－２）＝ｔ００２５（１６）＝２１１９９．

由于｜ｔ｜＝３９＞２１１９９＝ｔ００２５（１６），
所以拒绝Ｈ′０．

８．若Ｈ０为真，Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－０００５ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０．

ｐ１＝Ｐ（Ａ１）＝Ｐ｛ｔ＜１００｝＝Ｆ（１００）＝０３９３４７，

ｐ２＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ｛１００≤ｔ＜２００｝＝Ｆ（２００）－Ｆ（１００）＝０２３８６５，
类似ｐ３＝０１４４７５，ｐ４＝０２２３１３．

计算结果如下表：

Ａｉ ｎｉ ｐｉ ｎｐｉ ｎｉ－ｎｐｉ （ｎｉ－ｎｐｉ）
２／ｎｐｉ

Ａ１：ｔ＜１００ １２１ ０３９３４７ １１８０４１ ２９５９ ００７４２
Ａ２：１００≤ｔ＜２００ ７８ ０２３８６５ ７１５９５ ６４０５ ０５７２９
Ａ３：２００≤ｔ＜３００ ４３ ０１４４７５ ４３４２５ －０４２５ ０００４２

Ａ４：ｔ≥１００ ５８ ０２２３１３ ６６９３９ －８９３９
１３７７８

∑＝２０２９１

χ
２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
００５（４－０－１）＝χ

２
００５（３）＝７８１５．

因为χ
２＝２０２９１＜７８１５＝χ

２
α（ｋ－ｒ－１），
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所以接受Ｈ０．

检测题（二）

一、选择题

１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ
２）的简单随机样本，珚Ｘ 是样本均值，记Ｓ２

１＝
１

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，Ｓ２
２＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珚Ｘ）２，Ｓ２
３＝

１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２，Ｓ２

４＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）
２，μ，

σ２均未知，若提出检验假设Ｈ０：μ＝μ０，则选用统计量（ ）．

Ａ．Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ１

ｎ槡 －１

Ｂ．Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ２

ｎ槡 －１

Ｃ．Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ３

槡ｎ

Ｄ．Ｔ＝
珚Ｘ－μ０

Ｓ４

槡ｎ
２．测定某溶液中的水分，由它的９个测定值，算出样本均值及样本标准差分别为珔ｘ＝

０４５２％，ｓ＝００３７％，总体服从正态分布，下面提出的检验假设被接受的是（ ）

Ａ．在α＝００５之下，检验假设Ｈ０：μ＝０５％
Ｂ．在α＝００５之下，检验假设Ｈ０：σ＝００３％
Ｃ．在α＝０２５之下，检验假设Ｈ０：μ＝０５％
Ｄ．在α＝０２５之下，检验假设Ｈ０：σ＝００３％
３．对显著水平α检验结果而言，犯第一类（去真）错误的概率Ｐ（拒绝Ｈ０｜Ｈ０ 为真）＝

（ ）

Ａ．不是α Ｂ．１－α Ｃ．大于α Ｄ．小于或等于α
４．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自总体Ｎ（１０，σ２）的样本，针对Ｈ０：σ２≤１００，Ｈ１：σ２＞１００，α＝

００５．关于此检验问题，下列不正确的是（ ）

Ａ．若设Ｗ 为拒绝域，则Ｐ｛（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）∈Ｗ｜σ２≤１００｝＝００５恒成立

Ｂ．检验统计量取作
（ｎ－１）Ｓ２

１００

Ｃ． 烅
烄

烆
拒绝域可取为

∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－１０）２

１００ ＜ 烍
烌

烎
ｋ 的形式

Ｄ．在Ｈ０成立时，
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－１０）２

１００
服从χ

２（ｎ）分布

二、填空题

１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ
２）的样本，其中参数μ和σ

２未知，若计算出

珔ｘ＝１
１６∑

１６

ｉ＝１
ｘｉ＝１４７５，∑

１６

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝５３５，

则假设Ｈ０：μ＝１５的ｔ检验选用的ｔ统计量的值ｔ＝ ．
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２．设总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），检验假设Ｈ０：σ２＝σ２

０，Ｈ１：σ２≠σ２
０．ｘ１，ｘ２，⋯，ｘ１１是一组样本观

察值，显著性水平α＝００５，则拒绝域是 ．
３．某产品以往废品率不高于５％，今抽取一样本，以检验这批产品废品率是否高于５％（显
著性水平α）．此问题的假设为Ｈ０： ；犯第一类错误的概率为 ．
三、解答题

１．在某年级学生中抽测９名跳远成绩，得样本均值珔ｘ＝４３８ｍ．假设跳远成绩Ｘ服从正
态分布，且σ＝０３，问是否可认为该年级学生跳远平均成绩为μ＝４４０ｍ（α＝０１０）．

２．已知钢筋强度Ｘ服从正态分布，且Ｅ（Ｘ）＝５２，今改变炼钢的配方，用新配方炼了７炉
钢，从这７炉钢生产的钢筋中分别各取一根，测得样本均值为５２１４，样本方差为２７０２，问用

新法炼钢生产的钢筋强度的均值是否明显提高（α＝００５）？

３．某厂生产的某种型号的电池，其寿命长期以来服从方差σ２＝５０００（单位ｈ２）的正态分

布，现有一批这种电池，从它的生产情况来看，寿命的波动性有所改变．现随机取２６只电池，测
出其寿命的样本方差ｓ２＝９２００（单位ｈ２）．根据这一数据推断这批电池的寿命的波动性较以往
的有无显著的变化（α＝００２）．

４．某校从经常参加体育锻炼的男生中随机地选出５０名，测得平均身高１７４３４ｃｍ；从不
经常参加体育锻炼的男生中随机地选５０名，测得平均身高１７２４２ｃｍ．统计资料表明两种男
生的身高都服从正态分布，其标准差分别为５３５ｃｍ，６１１ｃｍ，问该校经常参加锻炼的男生是
否比不常参加体育锻炼的男生平均身高要高些（α＝００５）？

５．在７０年代后期人们发现，酿造啤酒时，在麦芽干燥过程中形成致癌物质亚硝基二甲胺
（ＮＤＭＡ）．到了８０年代初期开发了一种新的麦芽干燥过程．下面给出分别在新老两种过程中
形成的ＮＤＭＡ含量（以１０亿份中的份数计）
老过程 ６ ４ ５ ５ ６ ５ ５ ６ ４ ６ ７ ４

新过程 ２ １ ２ ２ １ ０ ３ ２ １ ０ １ ３

设两样本分别来自正态总体，且两总体的方差相等．两样本独立．分别以μ１，μ２记对应老、新

过程的总体的均值，试检验假设（α＝００５）Ｈ０：μ１－μ２＝２，Ｈ１：μ１－μ２＞２．

６．甲、乙相邻两地段各取了５０块和５２块岩心进行磁化率测定，算出１５０∑ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝

０１３９，１５２∑
５２

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２＝０００５３，试问甲、乙两段的标准差是否有显著差异（α＝５％）．

７．为了试验两种不同的谷物的种子的优劣，选取了１０块土质不同的土地，并将每块土地
分为面积相同的两部分，分别种植这两种种子，设在每块土地的两部分人工管理等条件完全一

样，下面给出各块土地上的产量．
土地 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

种子Ａ（ｘｉ） ２３ ３５ ２９ ４２ ３９ ２９ ３７ ３４ ３５ ２８

种子Ｂ（ｙｉ） ２６ ３９ ３５ ４０ ３８ ２４ ３６ ２７ ４１ ２７

设ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ（ｉ＝１，２，⋯，１０）来自正态总体，问以这两种种子种植的谷物的产量是否有显著
差异（α＝００５）？

８．袋中装有８只球，其中红球数未知，在其中任取３只，记录红球的只数Ｘ，然后放回，再
任取３只，记录红球的只数，然后放回，如此重复进行了１１２次，其结果如下：
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Ｘ ０ １ ２ ３

次数 １ ３１ ５５ ２５

试取α＝００５检验假设Ｈ０：Ｘ服从超几何分布

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝Ｃｋ
５Ｃ３－ｋ

３

Ｃ３
８

，ｋ＝０，１，２，３，

即检验假设Ｈ０：红球的只数为５．

检测题（二）参考答案

一、１．Ｂ ２．Ｂ ３．Ｄ ４．Ｃ
二、１．－０５３ ２．（－∞，３３５］∪［２０５，＋∞）
３．ｐ≤５％（ｐ为废品率），α
三、１．Ｈ０：μ＝４４０，Ｈ１：μ≠４４０．

ｕ＝０２．
ｚα

２
＝ｚ００５＝１６４．

因为｜ｕ｜＝０２＜１６４＝ｚ００５，所以接受Ｈ０．
２．Ｈ０：μ＝５２，Ｈ１：μ＞５２．

ｔα（ｎ－１）＝ｔ００５（６）＝１９４．
拒绝域Ｗ＝｛ｔ＞１９４｝．
因为ｔ＝０１４＜１９４＝ｔ００５（６），故接受Ｈ０．
３．Ｈ０：σ２＝σ２

０＝５０００，Ｈ１：σ２≠σ２
０＝５０００．

χ
２α
２
（ｎ－１）＝χ

２
００１（２５）＝４４３１４．

χ
２
１－α

２
（ｎ－１）＝χ

２
０９９（２５）＝１１５２４．

χ
２＝４６，

由于χ
２＝４６＞χ

２
００１（２５）＝４４３１４，故拒绝Ｈ０．

４．Ｘ，Ｙ分别表常锻炼和不常锻炼男生的身高，由题设
Ｘ～Ｎ（μ１，５３５２），Ｙ～Ｎ（μ２，６１１２）

Ｈ０：μ１≤μ２，Ｈ１：μ１＞μ２．
ｕ＝１６７．
ｚα＝１６４．

由于ｕ＝１６７＞１６４＝ｚ００５，所以拒绝Ｈ０．

５．ｔ＝ 珔ｘ－珔ｙ－２

Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

＝ ５２５－１５－２
１１×０９３１８２＋１１×１槡 ２２

１
１２＋１槡 １２

＝４３６１６．

查表临界值ｔα（ｎ１＋ｎ２－２）＝ｔ００５（２２）＝１７２０７．
由ｔ＝４３６１６＞１７２０７＝ｔ００５（２２），所以拒绝Ｈ０，即认为μ１－μ２＞２．

６．Ｈ０：σ１＝σ２，Ｈ１：σ１≠σ２

Ｆ＝
ｓ２

１

ｓ２
＝００１４２
０００５４＝２６３．
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Ｆα
２
（５０－１，５２－１）＝Ｆ００２５（４９，５１）＝１７６，

Ｆ１－α
２
（５０－１，５２－１）＝Ｆ０９７５（４９，５１）＝

１
Ｆ００２５（５１，４９）

＝１５９．

由Ｆ＝２６３＞１７６＝Ｆα
２
，故拒绝Ｈ０．

７．本题是成对数据的检验
Ｈ０：μｄ＝０，Ｈ１：μｄ≠０．
作差ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ得

土地 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

ｄｉ －３ －４ －６ ２ １ ５ １ ７ －６ １

检验统计量ｔ＝
珔ｄ

Ｓ／槡ｎ
～ｔ（ｎ－１）（在Ｈ０成立时）．

ｔα
２
（ｎ－１）＝ｔ００２５（９）＝２２６２２．

珔ｄ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｉ＝－０２，Ｓ＝４４４２２２，

｜ｔ｜＝
－０２

４４４２２２／槡１０
＝０１４２４．

由于｜ｔ｜＝０１４２４＜２２６２２＝ｔ００２５（９），所以接受Ｈ０．
８．根据题意可知为检验假设

Ｈ０：Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝Ｃｋ
５Ｃ３－ｋ

３

Ｃ８
，ｋ＝０，１，２，３．

将试验可能结果的全体分成ｋ＝４个两两互不相容事件Ａ０，Ａ１，Ａ２，Ａ３，

ｐｉ＝Ｐ｛Ｘ＝ｉ｝＝Ｃｉ
５Ｃ３－ｉ

３

Ｃ３
８

，

列表计算如下：

Ａｉ ｎｉ ｐｉ ｎｐｉ ｎｉ－ｎｐｉ （ｎｉ－ｎｐｉ）
２／ｎｐｉ

Ａ０ １ ００１７８６ ２０００３ ０ ０
Ａ１ ３１ ０２６７８６ ３０
Ａ２ ５５ ０５３７１４ ６０ －５ ０４１６７
Ａ３ ２５ ０１７８６ ２０ ５ １２５

∑＝１６６７

因为 χ
２
α（ｋ－ｒ－１）＝χ

２
００５（３－１）＝χ

２
００５（２）＝５９９１＞１６６７＝χ

２，

所以接受Ｈ０．
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第８章 方差分析

８．１ 单因素方差分析

８．１．１ 知识要点

１．何谓方差分析

方差分析是分析试验（或观测）数据的一种方法，它所要解决的基本问题是通过数据分析，

弄清与研究对象有关的多个因素，以及各个因素之间交互作用对该对象的影响．它所研究的对
象都假定服从正态分布．

２．单因素方差分析数学模型

设因素Ａ有ｒ个水平Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｒ，在水平Ａｊ（ｊ＝１，２，⋯，ｒ）下进行ｎｊ（ｎｊ≥２）次独立

试验，试验记录如下表：

样本

水平 Ａ１ Ａ２ ⋯ Ａｒ

样本１ Ｘ１１ Ｘ１２ ⋯ Ｘ１ｒ

样本２ Ｘ２１ Ｘ２２ ⋯ Ｘ２ｒ

   
样本ｎｊ Ｘｎ１１

Ｘｎ２２
⋯ Ｘｎｒｒ

其中Ｘｉｊ表示第ｊ水平Ａｊ进行第ｉ次试验的结果．
假定Ｘｉｊ～Ｎ（μｊ，σ２），其中μｊ与ａ２未知，在水平Ａｊ下样本相互独立．则有

Ｘｉｊ－μｊ～Ｎ（０，σ２），

从而εｉｊ＝Ｘｉｊ－μｊ为随机误差．于是

Ｘｉｊ＝μｊ＋εｉｊ，ｉ＝１，２，⋯，ｎｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｒ，

εｉｊ～Ｎ（０，σ２），μｉ与ａ２未知，且各εｉｊ相互独立
烅
烄

烆 ．
（１）

上式称为单因素试验方差分析的数学模型．

若记ｎ＝∑
ｒ

ｊ＝１
ｎｊ，μ＝１

ｎ∑
ｒ

ｊ＝１
ｎｊμｊ，μ称总均值，αｊ＝μｊ－μ，ｊ＝１，２，⋯，ｒ．则（１）式变形为

Ｘｉｊ＝μ＋αｉ＋εｉｊ，

∑
ｒ

ｊ＝１
ｎｊαｊ＝０，

εｉｊ～Ｎ（０，σ２），各εｉｊ相互独立

烅

烄

烆 ．

（２）
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检验因素Ａ的各水平的效应是否有显著差异，对（１）、（２）来说就是检验假设

Ｈ０：μ１＝μ２＝⋯＝μｒ，Ｈ１：μ１，μ２，⋯，μｒ不全相等，

或 Ｈ０：α１＝α２＝⋯＝αｒ＝０，Ｈ１∶α１，α２，⋯，αｒ不全为零．

２．统计分析

记珚Ｘ＝１
ｎ∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
Ｘｉｊ，珚Ｘｊ＝

１
ｎｊ
∑
ｎｊ

ｉ＝１
Ｘｉｊ，

则有平方和分解公式ＳＴ＝ＳＡ＋ＳＥ．

其中 ＳＴ＝∑
ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｉ

ｉ＝１

（Ｘｉｊ－珚Ｘ）２＝∑
ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｉ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉｊ－
１
ｎ
（∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｉ

ｉ＝１
Ｘｉｊ）

２．

称为总离差平方和．

ＳＡ＝∑
ｒ

ｊ＝１
ｎｊ（珚Ｘｊ－珚Ｘ）２＝∑

ｒ

ｊ＝１

１
ｎｊ
（∑

ｎｉ

ｉ＝１
Ｘｉｊ）

２－１
ｎ
（∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
Ｘｉｊ）

２．

称为组间离差平方和，也称效应平方和．

ＳＥ＝∑
ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１

（Ｘｉｊ－珚Ｘｊ）
２＝ＳＴ

０－ＳＡ．

称为组内离差平方和，也称误差平方和．
在Ｈ０成立时，检验统计量

Ｆ＝
ＳＡ／（ｒ－１）
ＳＥ／（ｎ－ｒ）＝

珔ＳＡ

珔ＳＥ
～Ｆ（ｒ－１，ｎ－ｒ）．

对于显著性水平α，拒绝域为Ｗ＝｛Ｆ＞Ｆα（ｒ－１，ｎ－ｒ）｝．
上述结果列成方差分析表如下：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 Ｆ的临界值

组间 ＳＡ ｒ－１ 珔ＳＡ＝
ＳＡ

ｒ－１
Ｆ＝

珔ＳＡ
珔ＳＥ

Ｆα（ｒ－１，ｎ－４）

组内 ＳＥ ｎ－ｒ 珔ＳＥ＝
ＳＥ

ｎ－ｒ

总和 ＳＴ ｎ－１

３．具体计算过程

方差分析的基本步骤如下：

（１）提出检验假设Ｈ０：μ１＝μ２＝⋯＝μｒ，Ｈ１：μ１１μ２，⋯，μｒ不全相等；

（２）计算ＳＡ，ＳＥ 和ＳＴ，并写出相应自由度，进而计算珔ＳＡ，珔ＳＥ；

（３）计算Ｆ＝
珔ＳＡ

珔ＳＥ

，并确定临界值Ｆα（ｒ－１，ｎ－ｒ）；

（４）Ｆ与临界值比较，做出判断．
上述步骤有些计算常列表进行：
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观察值

水平 因素Ａ的水平

Ａ１ Ａ２ ⋯ Ａｊ ⋯ Ａｒ

ｘ１１

ｘ２１



ｘｎ１１

ｘ２１

ｘ２２



ｘｎ２２

⋯

ｘ１ｊ

ｘ２ｊ



ｘｎｊｊ

⋯

ｘ１ｒ

ｘ２ｒ



ｘｎｒｒ ∑
ｎｊ ｎ１ ｎ２ ⋯ ｎｊ ⋯ ｎｒ ∑

ｒ

ｊ＝１
ｎｊ

∑ ∑
ｎ１

ｉ＝１
ｘｉ１ ∑

ｎ２

ｉ＝１
ｘｉ２

⋯ ∑
ｎｉ

ｉ＝１
ｘｉｊ

⋯ ∑
ｎｒ

ｉ＝１
ｘｉｒ ∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
ｘｉｊ Ｐ＝１

ｎ ∑
ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
ｘｉ（ ）ｊ

２

（∑）２ （∑
ｎ１

ｉ＝１
ｘｉ１）

２ （∑
ｎ２

ｉ＝１
ｘｉ２）

２ ⋯ （∑
ｎｊ

ｉ＝１
ｘｉｊ）

２ ⋯ （∑
ｎｒ

ｉ＝１
ｘｉｒ）

２ ∑
ｒ

ｊ＝１

１
ｎｊ
（∑

ｎｊ

ｉ＝１
ｘｉｊ）

２ ＝Ｑ

∑
２

∑
ｎ１

ｉ＝１
ｘ２

ｉ１ ∑
ｎ２

ｉ＝１
ｘ２

ｉ２
⋯ ∑

ｎｊ

ｉ＝１
ｘ２

ｉｊ
⋯ ∑

ｎｒ

ｉ＝１
ｘ２

ｉｒ ∑
ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
ｘ２

ｉｊ ＝Ｒ

ＳＡ＝Ｑ－Ｐ，ＳＥ＝Ｒ－Ｑ，ＳＴ＝ＳＡ＋ＳＥ．
再由方差分析表做出判断．

８．１．２ 典型题型解析
单因素方差分析解题过程如上所述．
例８．１．１ 某试验室对钢锭模进行选材试验时，将４种成分的生铁做成试样进行热疲劳

测定．其方法是将试样加热到７００℃后投入２０℃的水中急冷，这样反复进行直至试样断裂，最
后看试样经受的次数，显然经受的次数越多，质量就越好．
试验结果列于下面的表中，试检验４种生铁的试样抗疲劳性能是否有显著差异？
解 本例是单因素水平为４的不等重复试验，ｎ１＝７，ｎ２＝５，ｎ３＝８，ｎ４＝６，μ１，μ２，μ３，μ４

分别表示４种成分生铁的抗热疲劳性能（均值）．我们要检验假设为
Ｈ０：μ１＝μ２＝μ３＝μ４，Ｈ１：μ１，μ２，μ３，μ４不全等．
列表计算如下：

材料种类（因素水平）

１ ２ ３ ４

１６０
１６１
１６５
１６８
１７０
１７２
１８０

１５８
１６４
１６４
１７０
１７５

１４６
１５５
１６０
１６２
１６４
１６６
１７４
１８２

１５１
１５２
１５３
１５７
１６０
１６８

∑
ｎｊ ７ ５ ８ ６ ２６

∑ １１７６ ８３１ １３０９ ９４１ ４２５７ Ｐ＝６９７００１８８５

（∑）２ １３８２９７６ ６９０５６１ １７１３４８１ ８８５４８１ ６９７４４５４９ ＝Ｑ

∑
２ １９７８５４ １３８２８１ ２１５０３７ １４７７８７ ６９８９５９ ＝Ｒ
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ＳＡ＝Ｑ－Ｐ＝６９７４４５４９－６９７００１８８５＝４４３６１，

ＳＥ＝Ｒ－Ｑ＝６９８９５９－６９７４４５４９＝１５１３５１，

ＳＴ＝Ｒ－Ｐ＝６９８９５９－６９７００１８８５＝１９５７１１５．
方差分析表为：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

组间 ４４３６ ３ １４７８７ ２１５ Ｆ００５＝３６５ ００５

组内 １５１３５１ ２２ ６８７８

总和 １９５７１１５ ２５

由于Ｆ＝２１５＜Ｆ００５＝３６５，所以接受Ｈ０，认为四种生铁试样的热疲劳性能无显著差

异．
例８．１．２ 一个年级有３个小班，他们进行了一次数学考试，现从各个班级随机地抽取了

一些学生，成绩记录如下：

Ⅰ ７３ ６６ ８９ ６０ ８２ ４５ ４３ ９３ ８０ ３６ ７３ ７７

Ⅱ ８８ ７７ ７８ ３１ ４８ ７８ ９１ ６２ ５１ ７６ ８５ ９６ ７４ ８０ ５６

Ⅲ ６８ ４１ ７９ ５９ ５６ ６８ ９１ ５３ ７１ ７９ ７１ １５ ８７

试在显著性水平００５下检验各班级的平均分数有无显著差异．设各个总体服从正态分
布，且方差相等．
解 分别以μ１，μ２，μ３表示Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ班的平均分数．需检验假设

Ｈ０：μ１＝μ２＝μ３，Ｈ１：μ１，μ２，μ３不全相等．
列表计算如下：

不同班级（因素水平）

Ⅰ Ⅱ Ⅲ

７３ ６６

８９ ６０

８２ ４５

４３ ９３

８０ ３６

７３ ７７

８８ ７７

７８ ３１

４８ ７８

９１ ６２

５１ ７６

８５ ９６

７４ ８０

５６

６８ ４１

７９ ５９

５６ ６８

９１ ５３

７１ ７９

７１ １５

８７

∑
ｎｊ １２ １５ １３ ４０

∑ ８１７ １０７１ ８３８ ２７２６ Ｐ＝１８５７７６９

（∑）２ ６６７４８９ １１４７０４１ ７０２２４４ １８６１１２２５ ＝Ｑ

∑
２ ５９４０７ ８１０６１ ５８９９４ １９９４６２ ＝Ｒ

ＳＡ＝Ｑ－Ｐ＝１８６１１２２５－１８５７７６９＝３３５３５，

ＳＥ＝Ｒ－Ｑ＝１９９４６２－１８６１１２２５＝１３３４９７５，

ＳＴ＝ＳＡ＋ＳＥ＝１３６８５１．
方差分析表为：
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方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

组间 ３３５３５ ２ １６７６７５ ０４６４７ Ｆ００５＝３２３ ００５

组内 １３３４９７５ ３７ ３６０８０

总和 １３６８５１ ３９

因为Ｆ＝０４６４７＜Ｆ００５＝３２３，所以接受Ｈ０．
例８．１．３ 在某单因素方差分析中，已知ＳＥ＝２０４，ＳＴ＝３０２７，ｎ－１＝２５，珔ＳＡ＝２４６７５，

求ＳＡ，ＳＡ 自由度，ＳＥ 自由度及Ｆ值．
解 由ＳＴ＝ＳＡ＋ＳＥ，得ＳＡ＝ＳＴ－ＳＥ＝３０２７－２０４＝９８７．

由珔ＳＡ＝
ＳＡ

ｒ－１
，得ｒ－１＝

ＳＡ

珔ＳＡ
＝ ９８７
２４６７５＝４，即ＳＡ 自由度为４．

此时ｒ＝５，由ｎ－１＝２５，得ｎ＝２６，ｎ－ｒ＝２６－５＝２１，
即ＳＥ 自由度为２１．

珔ＳＥ＝
ＳＥ

ｎ－ｒ＝２０４
２１＝９７１３，Ｆ＝

珔ＳＡ

珔ＳＥ
＝２４６７５

９７１３＝２５４０．

同步练习８．１

１．单因素方差分析中，检验统计量为Ｆ＝
珔ＳＡ

珔ＳＥ

，则Ｆ服从分布（ ）．

Ａ．Ｆ（ｒ，ｎ） Ｂ．Ｆ（ｒ－１，ｎ－ｒ） Ｃ．Ｆ（ｒ－１，ｎ－１） Ｄ．Ｆ（ｎ－ｒ，ｎ）

２．把一批同种纱线袜放在不同温度的水中洗涤，水温分为６个水平，每个水平下各洗４只
袜子，袜子的收缩率以百分数记，其值如下表．试按显著水平为００５和００１判断不同洗涤水
温对袜子的收缩率是否有显著影响？

试号

水温
３０℃ ４０℃ ５０℃ ６０℃ ７０℃ ８０℃

１ ４３ ６１ １０ ６５ ９３ ９５
２ ７８ ７３ ４８ ８３ ８７ ８８
３ ３２ ４２ ５４ ８６ ７２ １１４
４ ６５ ４１ ９６ ８２ １０１ ７８

３．用三种不同材料小球测定引力常数，实验结果如下表，试在α＝００１下检验不同小球
对引力常数的测定有无显著影响？

单位：１０－１１Ｎ·ｍ２／ｋｇ２

铂 ６６６１ ６６６１ ６６６７ ６６６７ ６６６４

金 ６６８３ ６６８１ ６６７６ ６６７８ ６６７９ ６６７２

玻璃 ６６７８ ６６７１ ６６７５ ６６７２ ６６７４

同步练习８．１参考答案

１．Ｂ
２．本题检验假设：
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Ｈ０：μ１＝μ２＝⋯＝μ６，Ｈ１：μ１，μ２，⋯，μ６不全相等．
由题所给数据列表计算：

试号

温度 因素水平

３０℃ ４０℃ ５０℃ ６０℃ ７０℃ ８０℃

１

２

３

４

４３

７８

３２

６５

６１

７３

４２

４１

１０

４８

５４

９６

６５

８３

８６

８２

９３

８７

７２

１０１

９５

８８

１１４

７８ ∑
ｎｊ ４ ４ ４ ４ ４ ４ ２４

∑ ２１８ ２１７ ２９８ ３１６ ３５３ ３７５ １７７７ Ｐ＝１３１５７２

（∑）２ ４７５２４ ４７０８９ ８８８０４ ９９８５６ １２４６０９ １４０６２５ １３７１２６ ＝Ｑ

∑
２ １３１８２ １２４９５ ２４４３６ ２５２３４ ３１６０３ ３５８４９ １４２７９９ ＝Ｒ

ＳＡ＝Ｑ－Ｐ＝１３７１２６－１３１５７２＝５５５４，

ＳＥ＝Ｒ－Ｑ＝１４２７９９－１３７１２６＝５６７３，

ＳＴ＝ＳＡ＋ＳＥ＝１１２２７．

ＳＴ 的自由度为ｎ－１＝２４－１＝２３，

ＳＡ 的自由度为ｒ－１＝６－１＝５，

ＳＥ 的自由度为ｎ－ｒ＝２４－６＝１８．

珔ＳＡ＝
ＳＡ

ｒ－１＝１１１０８，珔ＳＥ＝
ＳＥ

ｎ－ｒ＝３１５２．

方差分析表为：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

组间 ５５５４ ５ １１１０８ ３５２４ Ｆ００５＝２７７ ００５

组内 ５６７３ １８ ３１５２ Ｆ００１＝４２５ ００１

总和 １１２２７ ２３

由于２７７＜３５２４＜４２５，所以拒绝Ｈ０．

３．把各小球测得的引力常数总体均值分别记为μ１，μ２，μ３，由题意需检验假设

Ｈ０：μ１＝μ２＝μ３，Ｈ１：μ１，μ２，μ３不全相等．
由题所给数据算得

ＳＴ＝∑
ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉｊ－
１
ｎ
（∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
Ｘｉｊ）

２＝７０５９４×１０－６，

ＳＡ＝∑
ｒ

ｊ＝１

１
ｎｊ
（∑

ｎｊ

ｉ＝１
Ｘｉｊ）

２－１
ｎ
（∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｎｊ

ｉ＝１
Ｘｉｊ）

２＝５６５１１×１０－６，

ＳＥ＝ＳＴ－ＳＡ＝１４０８３×１０－６．

ＳＴ 的自由度为ｎ－１＝１６－１＝１５，

ＳＡ 的自由度为ｒ－１＝３－１＝２，

ＳＥ 的自由度为ｎ－ｒ＝１６－３＝１３．
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Ｆ＝
珔ＳＡ

珔ＳＥ
＝

ＳＡ

ｎ－１
ＳＥ

ｎ－ｒ

＝２８２５５５×１０－６

１０８３３×１０６ ＝２６０８．

由α＝００１查表得Ｆα（ｒ－１，ｎ－ｒ）＝Ｆ００１（２，１３）＝６７０．
方差分析表为

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

组间 ５６５１１×１０－６ ２ ２８２５５５×１０－６ ２６０８ Ｆ００１＝６７０ ００１
组内 １４０８３×１０－６ １３ １０８３３×１０－６

总和 ７０５９４×１０－６ １５

由于Ｆ＝２６０８＞６７０＝Ｆ００１（２，１３），所以拒绝Ｈ０，认为不同小球对引力常数测定有高

度显著的影响．
注 本题解法中直接利用ＳＡ、ＳＴ 定义来计算的，没有采用列表计算的方法，当然也可采

用列表计算的方法（如例８．１．１）．

８．２ 双因素方差分析

８．２．１ 知识要点

１．数学模型

设因素Ａ有ｒ个水平Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｒ，因素Ｂ有ｓ个水平Ｂ１，Ｂ２，⋯，Ｂｓ．对因素Ａ，Ｂ的
各种水平的每一对组合（Ａｉ，Ｂｊ）（ｉ＝１，２，⋯，ｒ；ｊ＝１，２，⋯，ｓ）进行一次试验，并假定试验是相
互独立的．试验结果如下表：

因素Ａ

样本
因素Ｂ

Ｂ１ Ｂ２ ⋯ Ｂｊ ⋯ Ｂｓ

Ａ１ Ｘ１１ Ｘ１２ ⋯ Ｘ１ｊ ⋯ Ｘ１ｓ

Ａ２ Ｘ２１ Ｘ２２ ⋯ Ｘ２ｊ ⋯ Ｘ２ｓ

Ａｉ Ｘｉ１ Ｘｉ２ ⋯ Ｘｉｊ ⋯ Ｘｉｓ

    

Ａｒ Ｘｒ１ Ｘｒ２ ⋯ Ｘｒｊ ⋯ Ｘｒｓ

设Ｘｉｊ～Ｎ（μｉｊ，σ２），μｉｊ，σ２未知，各Ｘｉｊ相互独立．有

Ｘｉｊ＝μｉｊ＋εｉｊ，ｉ＝１，２，⋯，ｒ；ｊ＝１，２，⋯，ｓ，

εｉｊ～Ｎ（０，σ２），且各εｉｊ相互独立
烅
烄

烆 ．
（３）

引入记号
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μ＝１
ｒｓ∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
μｉｊ，

μｉ＝
１
ｓ∑

ｓ

ｊ＝１
μｉｊ，

μｊ＝
１
ｒ∑

ｒ

ｉ＝１
μｉｊ，

αｉ＝μｉ－μ，ｉ＝１，２，⋯，ｒ，

βｊ＝μｊ－μ，ｊ＝１，２，⋯，ｓ

烅

烄

烆 ．
代入（３）从而有

Ｘｉｊ＝μ＋αｉ＋βｊ＋εｉｊ，ｉ＝１，２，⋯，ｒ；ｊ＝１，２，⋯，ｓ，

εｉｊ～Ｎ（０，σ２），且各εｉｊ相互独立
烅
烄

烆 ．
要判断Ａ、Ｂ的影响是否显著，需检验假设

Ｈ０Ａ：α１＝α２＝⋯＝αｒ＝０；Ｈ１Ａ：α１，α２，⋯，αｒ不全为零；

Ｈ０Ｂ：β１＝β２＝⋯＝βｓ＝０；Ｈ１Ｂ：β１，β２，⋯，βｓ不全为零
烅
烄

烆 ．

２．统计分析

记

珚Ｘ＝１
ｒｓ∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｘｉｊ，

珚Ｘｉ·＝
１
ｓ∑

ｓ

ｊ＝１
Ｘｉｊ，ｉ＝１，２，⋯，ｒ，

珚Ｘｉｊ＝
１
ｒ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｘｉｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｓ

烅

烄

烆 ．

又记

Ｔｉ·＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｘｉｊ，

Ｔ·ｊ＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｘｉｊ，

Ｔ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｘｉｊ

烅

烄

烆 ，

则有平方和分解公式

ＳＴ＝ＳＥ＋ＳＡ＋ＳＢ，

其中

ＳＴ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１

（Ｘｉｊ－珚Ｘ）２＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｘ２

ｉｊ－
Ｔ２

ｒｓ
，

ＳＡ＝ｓ∑
ｒ

ｉ＝１

（珚Ｘｉ·－珚Ｘ）２＝１
ｓ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｔ２

ｉ·－
Ｔ２

ｒｓ
，

ＳＢ＝ｒ∑
ｓ

ｊ＝１

（珚Ｘ·ｊ－珚Ｘ）２＝１
ｒ∑

ｓ

ｊ＝１
Ｔ２
·ｊ－

Ｔ２

ｒｓ
，

ＳＥ＝ＳＴ－ＳＡ－ＳＢ．
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可以证明：

（１）ＳＥ／σ２～χ
２（（ｒ－１）（ｓ－１））；

（２）当Ｈ０Ａ成立时，ＳＡ／σ２～χ
２（ｒ－１），且ＳＡ 与ＳＥ 独立，

ＦＡ＝
ＳＡ／（ｒ－１）

ＳＥ／（ｒ－１）（ｓ－１）～Ｆ（ｒ－１，（ｒ－１）（ｓ－１））；

（３）当Ｈ０Ｂ成立时，ｓＢ／σ２～χ
２（ｓ－１），且ＳＢ 与ＳＥ 独立，

ＦＢ＝
ＳＢ／（ｓ－１）

ＳＥ／（ｒ－１）（ｓ－１）～Ｆ（ｓ－１，（ｒ－１）（ｓ－１））．

ＦＡ，ＦＢ 为检验Ｈ０Ａ，Ｈ０Ｂ的统计量，对给定显著性水平α，当ＦＡ≥Ｆα（ｒ－１，（ｒ－１）（ｓ－

１））时，拒绝Ｈ０Ａ；ＦＢ≥Ｆα（ｓ－１，（ｒ－１）（ｓ－１））时，拒绝Ｈ０Ｂ．
将上述分析结果列成方差分析表为：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

因素Ａ ＳＡ ｒ－１ 珔ＳＡ＝ＳＡ／（ｒ－１） ＦＡ＝
珔ＳＡ
珔ＳＥ

Ｆα（ｒ－１，（ｒ－１）（ｓ－１）） α

因素Ｂ ＳＢ ｓ－１ 珔ＳＢ＝ＳＢ／（ｓ－１） ＦＢ＝
珔ＳＢ
珔ＳＥ

Ｆα（ｓ－１，（ｒ－１）（ｓ－１））

误差 ＳＥ （ｒ－１）（ｓ－１）珔ＳＥ＝ＳＥ／（ｒ－１）（ｓ－１）
总和 ＳＴ ｒｓ－１

８．２．２ 典型题型解析
双因素方差分析解题要点为：根据题意写出待检假设，再计算相关统计量的值，在查出临

界值的基础上做出判断．解此类题常列表进行．
例８．２．１ 为研究各种不同的土质对两种钢管的腐蚀，在土中埋了八年后测得被腐蚀的

质量列于下表．试在显著水平α＝００５下检验不同土质对钢管腐蚀的差异性，以及不同钢管
腐蚀情况的差异性．

单位：ｋｇ

Ｂ
Ａ 涂沿钢管 裸露钢管

细砂土 ０１８ １７０
砾砂土 ００８ ０２１
淤泥 ０６１ １２１
黏土 ０４４ ０８９
沼泽地 ０７７ ０８６
碱土 １２７ ２６４

解 本题是双因素无交互作用试验的方差分析问题．以α１，α２，⋯，α６表示土质因素Ａ的

各水平的效应，β１，β２表示涂层因素Ｂ各水平的效应．
检测假设Ｈ０Ａ：α１＝α２＝⋯＝α６＝０，Ｈ１Ａ：α１，α２，⋯α６不全为零；

Ｈ０Ｂ：β１＝β２＝０，Ｈ１Ｂ：β１，β２不全为零．
由题设ｒ＝６，ｓ＝２，列表计算如下：
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续表

因素Ａ

因素Ｂ 涂铅钢管１ 裸露钢管２ Ｔｉ· Ｔ２
ｉ·

细砂土１ ０１８ １７０ １８８ ３５３４４
砾砂土２ ００８ ０２１ ０２９ ００８４１
淤泥３ ０６１ １２１ １８２ ３３１２４
黏土４ ０４４ ０８９ １３３ １７６８９
沼泽地５ ０７７ ０８６ １６３ ２６５６９
碱土６ １２７ ２６４ ３９１ １５２８８１

Ｔ·ｊ ３３５ ７５１

Ｔ２
·ｊ １１２２２５ ５６４００１

Ｔ＝∑
ｓ

ｊ＝１
Ｔ·ｊ＝１０８６，∑

ｓ

ｊ＝１
Ｔ２
·ｊ＝６７６２２６

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｔ２

ｉ·＝２６６４４８，∑
ｓ

ｊ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
Ｚ２

ｉｊ＝１５７０９８

由此算得

ＳＴ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｚ２

ｉｊ－
Ｔ２

ｒｓ＝１５７０９８－１
１２×１０８６２＝５８８１５，

ＳＡ＝
１
ｓ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｔ２

ｉ．－
Ｔ２

ｒｓ＝１
２×２６６４４８－１

１２×１０８６２＝３４９４１，

ＳＢ＝
１
ｒ∑

ｓ

ｊ＝１
Ｔ２
·ｊ－

Ｔ２

ｒｓ＝１
６×６７６２２６－１

１２×１０８６２＝１４４２１，

ＳＥ＝ＳＴ－ＳＡ－ＳＢ＝５８８１５－３４９４１－１４４２１＝０９４５３．
ＳＡ 的自由度ｒ－１＝５，

ＳＢ 的自由度ｓ－１＝１，

ＳＥ 的自由度（ｒ－１）（ｓ－１）＝５．
于是得到

ＦＡ＝
ＳＡ／５
ＳＥ／５

＝０６９８８２
０１８９０６＝３６９６，

ＦＢ＝
ＳＢ／５
ＳＥ／５

＝１４４２１
０１８９０６＝０７６２８．

方差分析表为：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

Ａ ３４９４１ ５ ０６９８８２ ＦＡ＝３６９６ Ｆ０９５（５，５）＝５０５ ００５
Ｂ １４４２１ １ １４４２１ ＦＢ＝７６２８ Ｆ０９５（１，５）＝６６１ ００５
误差 ０９４５３ ５ ０１８９０６
总和 ＳＴ＝５８８１５ １１

由于ＦＡ＝３６９６＜５０５＝Ｆ０９５（５，５），所以因素Ａ（即土质）对钢管的腐蚀性影响是不显
著的．又ＦＢ＝７６２８＞６６１＝Ｆ０９５（１，５），所以因素Ｂ（即钢管涂层）对其腐蚀性的影响是显著
的．
例８．２．２ 设３种配料方案分别与５种不同的硫化时间（单位：ｓ）搭配起来生产橡胶，测得

橡胶的抗断强度（单位：ｋｇ／ｃｍ２）如下表：
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配料Ａ

硫化时间Ｂ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５

Ａ１ １５２ １５８ １４９ １４３ １２６
Ａ２ １４６ １６３ １５０ １５１ １３７
Ａ３ １２５ １４４ １３８ １３０ １２１

经计算得ＳＡ＝８７８８，ＳＢ＝１１４０，ＳＥ＝１６３６，ＳＴ＝２１８４，在显著水平α＝００１下分别检
验各种配料方案与各种硫化时间对橡胶抗断强度是否有显著影响．
解 计算得ＳＡ 自由度ｒ－１＝３－１＝２，

ＳＢ 自由度ｓ－１＝５－１＝４，

ＳＥ 自由度（ｒ－１）（ｓ－１）＝８．

均方：珔ＳＡ＝
ＳＡ

ｒ－１＝８７８８
２ ＝４３９４，

珔ＳＢ＝
ＳＢ

ｓ－１＝１１４０
４ ＝２８５，

珔ＳＥ＝
ＳＥ

（ｒ－１）（ｓ－１）＝
１６３６
８ ＝２０４５．

Ｆ值：ＦＡ＝
珔ＳＡ

珔ＳＥ
＝４３９４
２０４５＝２１４９，

ＦＢ＝
珔ＳＢ

珔ＳＥ
＝ ２８５
２０４５＝１３９４．

列出方差分析表为：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

Ａ ８７８８ ２ ４３９４ ＦＡ＝２１４９ Ｆ００１（２，８）＝８６５ ００１
Ｂ １１４０ ４ ２８５ ＦＢ＝１３９４ Ｆ００１（４，８）＝７０１ ００１
误差 １６３６ ８ ２０４５
总和 ２１８２４ １４

由于ＦＡ＝２１４９＞８６５＝Ｆ００１（２，８），所以，可以认为各种配料方案下生产橡胶的抗断强
度有显著差异；ＦＢ＝１３９４＞Ｆ００１（４，８）＝７０１，所以可认为各种硫化时间下生产橡胶的抗断
强度有显著差异．

同步练习８２
１．试验某种钢不同的含钢量在各种温度下的冲击值（ｋｇ·ｍ／ｃｍ２）．其实测数据如下表，试
检验差异性是否显著？

Ａ试验温度
Ｂ铜含量％ ０２％ ０４％ ０８％ Ｔｉ· Ｔ２

ｉ·

２０℃ １０６ １１６ １４５ ３６７ １３４６９
０℃ ７０ １１１ １３３ ３１４ ９８５９
－２０℃ ４２ ６８ １１５ ２２５ ５０６３
－４０℃ ４２ ６３ ８７ １９２ ３６８６

Ｔ·ｊ ２６ ３５８ ４８ Ｔ＝１０９８

Ｔ２
·ｊ ６７６ １２８１６ ２３０４

２．为了研究蒸馏水的ｐＨ值和硫酸铜溶液浓度对化验血清中的白蛋白与球蛋白的影响，
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对蒸馏水的ｐＨ值（Ａ）取了四个不同水平，对硫酸的浓度（Ｂ）取了三个不同水平，在不同水平
组合（Ａｉ，Ｂｊ）下，各测一次白蛋白与球蛋白之比，将其结果列于下表．试在α＝００５下检验两
个因素对化验结果有无显著差异．

Ａ
Ｂ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｔｉ·

Ａ１ ３５ ２３ ２０ ７８

Ａ２ ２６ ２０ １９ ６５

Ａ３ ２０ １５ １２ ４７

Ａ４ １４ ０８ ０３ ２５

Ｔ·ｊ ９５ ６６ ５４

同步练习８２参考答案

１．本题中ｒ＝４，ｓ＝３．

ＳＴ＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｓ

ｊ＝１
Ｘ２

ｉｊ－
Ｔ２

ｒｓ
（１０６２＋⋯＋８７２）－１０９８２

１２ ＝１３０７５，

ＳＡ＝
１
ｓ∑

ｒ

ｉ＝１
Ｔ２

ｉ·－
Ｔ２

ｒｓ＝１
３
（１３４６９＋⋯＋３６８６）－１０９８２

１２ ＝６４５６，

ＳＢ＝
１
ｒ∑

ｓ

ｊ＝１
Ｔ２

ｊ·－
Ｔ２

ｒｓ＝１
４
（６７６＋⋯＋２３０４）－１０９８２

１２ ＝６０７３，

ＳＥ＝ＳＴ－ＳＡ－ＳＢ＝１３０７５－６４５６－６０７３＝５４６．

ＳＡ 自由度ｒ－１＝３，

ＳＢ 自由度ｓ－１＝２，

ＳＥ 自由度（ｒ－１）（ｓ－１）＝６．
于是

ＦＡ＝
ＳＡ／３

ＳＥ／６
＝２１５２

０９１＝２３６５，

ＦＢ＝
ＳＢ／２

ＳＥ／６
＝３０３７

０９１＝３３３７．

误差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

Ａ温度作用 ＳＡ＝６４５６ ３ ２１５２ ＦＡ＝２３６５ Ｆ００１（３，６）＝９７８ ００１
Ｂ铜含量作用 ＳＢ＝６０７３ ２ ３０３７ ＦＢ＝３３３７ Ｆ００１（２，６）＝１０９２ ００１
误差 ＳＥ＝５４６ ６ ０９１
总和 ＳＴ＝１３０７５ １１

由于ＦＡ＝２３６５＞９７８＝Ｆ００１（３，６），所以钢随着试验温度的升高，冲击值也越来越大；

ＦＢ＝３３３７＞１０９２＝Ｆ００１（２，６），所以钢随着含铜量的增加冲击值提高也是显著的．

２．设α１，α２，α３，α４表示蒸馏水ｐＨ值四个水平效应；β１，β２，β３表示硫酸浓度三个水平的

效应．待检假设
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Ｈ０Ａ：α１＝α２＝α３＝α４，Ｈ１Ａ：α１，α２，α３，α４不全相等

Ｈ０Ｂ：β１＝β２＝β３，Ｈ１Ｂ：β１，β２，β３不全相等

通过计算得方差分析表

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

Ａ ＳＡ＝５２９ ３ １７６ ＦＡ＝４０９ Ｆ００５（３，６）＝４８ ００５
Ｂ ＳＢ＝２２２ ２ １１１ ＦＢ＝２５８ Ｆ００５（２，６）＝５１ ００５
误差 ＳＥ＝０２６ ６ ００４３
总和 ＳＴ １１

由于ＦＡ＝４０９＞Ｆ００５（３，６），拒绝Ｈ０Ａ，按受Ｈ０Ａ，即因素Ａ对化验结果有显著影响；由

ＦＢ＝２５８＞Ｆ００５（２，６），拒绝Ｈ０Ｂ，即因素Ｂ不同对化验结果有显著影响．

疑难解析

１．方差分析的理论依据是什么？
答 方差分析有单因素方差分析、双因素方差分析及多因素方差分析等种类，它们都基于

以下的理论假定．
（１）正态性假定．在正态性假定情形下，数据ｘｉｊ认为取自Ｎ（μ，σ

２），由此求得的各种离差

平方和（如比值ＳＴ／σ２）服从χ
２分布，于是定义Ｆ分布函数．若没有正态假定，则没有χ

２分

布，从而也就没有Ｆ分布与统计推断．
（２）方差齐性假定．假定数据ｘｉｊ来自方差的σ２的正态总体，只有这样才能在相同的条件

（σ２相等）下来分析问题．考察指标的变化，才可建立统计假设Ｈ０，才有方差分析检验．
（３）线性假定．线性假定指数据ｘｉｊ的取得仅通过线性运算，因而才可以把数据ｘｉｊ当作线

性模型处理，也才可以施行方差分析．
大数定律和中心极限定理确立了正态性假定的合理性、数据的线性假设也符合实际易于

成立．方差齐性假设不易确立，对于不同组数据，很难保持方差齐性，所以常用数据的变换来实
现．有些实际问题的方差分析前一般需进行方差齐性检验．在方差分析中，三个假定缺一不可，
否则方差分析就失去了依据．

２．在实际问题中，怎样确定方差分析中所考虑因素的个数？
答 在实际问题中，影响指标的因素往往是较多的，这就要求根据问题的性质，对问题的

了解和研究的规模确定因素，即确定因素是什么，并将其分成几个水平，区分水平的依据．在实
际研究中，为方便和突出结论，一般只让一个或两个因素变化，而将其他因素固定下来．这样观
察和分析指数的变化和因素的影响，即为单因素或双因素方差分析．若这样的因素比较多时，
这样的分析称为多因素（元）方差分析，其数学处理比较繁琐．

３．方差分析与ｔ检验、Ｆ检验有什么关系？
答 方差分析是检验几个总体的平均数来自同一正态总体的可信程度．
方差分析是由ｔ检验发展来的．它们都是检验几个总体平均数是否来自同一正态总体的

可信程序．当因素的水平为２时，方差分析与ｔ检验是一致的．因素水平（单因素）为２时，Ｆ统
计量的第一自由度是１，Ｆ分布表中的Ｆ值与ｔ分布表中的ｔ值存在平方根关系，即ｔα

２
（１）＝

Ｆα（１，１槡 ）．说明ｔ函数的平方是一个Ｆ函数．但ｔ检验只适合水平为２的情形，而方差分析
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适合水平大于等于２的情形．
Ｆ检验法是检验两个总体的方差来自同一正态总体的可信程度，两者的出发点是不同
的．方差分析中，规定ＳＡ／（ｒ－１）是第一样本作为分子，ＳＥ／（ｎ－ｒ）是第二样本作为分母，而

Ｆ检验没有规定哪个样本为分子或分母，通常是算出数值后，以数值大的作为第一样本放在
统计量的分子上，这是与方差分析的又一重要差别．在方差分析中，当Ｈ０成立时，［ＳＡ／（ｒ－

１）］／［ＳＥ／（ｎ－ｒ）］服从Ｆ分布，当Ｈ０不成立时，其分布图像较之偏右移，因而在方差分析

时，通常采用单侧检验．在Ｆ检验中，Ｈ０成立时，两样本的方差比服从Ｆ分布；Ｈ０不成立时，

分布图形可能偏右也可能偏左．

本章常考题型归纳

考点 常见题型 例题

方差分析基本概念 方差分析数学模型认知

单因素方差分析
单因素方差分析的统计分析（ＳＡ、ＳＥ 和ＳＴ） 例８．１．３

单因素方差分析 例８．１．１，例８．１．２

双因素方差分析

双因素方差分析数学模型认知

双因素方差分析的统计分析

双因素方差分析 例８．２．１，例８．２．２

本章知识结构网络

方
差
分
析

方差分析的种类

单因素方差分析

双因素方差分析

无交互作用的双因素方差分析

有交互作用的双因素方差分析

多因素方差分析

无交互作用多因素方差分析

有交互作用的多因素方差分析

单因素方差分析

数学模型

统计分析结论

方差分析解题方法

无交互作用的双因素方差分析

数学模型

统计分析结论

方差分析解题方法

检测题（一）

１．对单因素方差分析模型
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Ｘｉｊ＝μ＋αｉ＋εｉｊ，ｊ＝１，２，⋯，ｎｉ；ｉ＝１，２，⋯，ｒ

∑
ｒ

ｊ＝１
ｎｊαｊ＝０，

εｉｊ～Ｎ（０，σ２），各εｉｊ相互独立

烅

烄

烆 ．
求Ｅ（ＳＡ）

２．将抗生素注入人体会产生抗生素与血浆蛋白质结合的现象，以致减少了药效，下表列出

５种常用的抗生素注入到牛的体内时，抗生素与血浆蛋白质结合的百分比，试在水平α＝００５
下检验这些百分比的均值有无显著的差异．设备总体服从正态分布，且方差相同．

青霉素 四环素 链霉素 红霉素 氯霉素

２９６ ２７３ ５８ ２１６ ２９２
２４３ ３２６ ６２ １７４ ３２８
２８５ ３０８ １１０ １８３ ２５０
３２０ ３４８ ８３ １９０ ２４２

３．为了研究金属管的防腐蚀的功能，考虑了４种不同涂料涂层，将金属管埋没在３种不同
性质的土壤中，经历了一定时间，测得金属管腐蚀的最大深度如下表所示（单位ｍｍ）：

涂层Ａ

土壤Ｂ １ ２ ３

１ １６３ １３５ １２７
２ １３４ １３０ １２２
３ １１９ １１４ １２７
４ １３０ １０９ １３２

设两因素间没有交互作用效应．试取水平α＝００５检验在不同涂层下腐蚀的最大深度的
平均值有无显著差异，在不同土壤下腐蚀的最大深度的平均值有无显著差异．

检测题（一）参考答案

１．略
２．分别以μ１，μ２，μ３，μ４，μ５表示青霉素，四环素，链霉素，红霉素，氯霉素的百分比的均

值．需检验假设
Ｈ０：μ１＝μ２＝μ３＝μ４＝μ５，Ｈ１：μ１，μ２，μ３，μ４，μ５不全相等．
方差分析表如下：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

组间 １４８０８２３ ４ ３７０２１ ４０９１ Ｆ００５（４，１５）＝３０６ ００５
组内 １３５８２３ １５ ９０５
总和 １６１６６４６ １９

由于Ｆ＝４０９１＞Ｆ００５（４，１５）＝３０６，所以拒绝Ｈ０，即差异显著．
３．分别以α１，α２，α３，α４表示４种不同的涂料涂层下腐蚀的最大深度的均值，以β１，β２，β３

表示三种不同土壤下腐蚀的最大深度的均值，检验假设

Ｈ０Ａ：α１＝α２＝α３＝α４，Ｈ１Ａ：α１，α２，α３，α４不全相等，

Ｈ０Ｂ：β１＝β２＝β３，Ｈ１Ｂ：β１，β２，β３不全相等．
方差分析表为
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方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

Ａ ００８０７ ３ ００２６９ ＦＡ＝
珔ＳＡ
珔ＳＥ

Ｆ００５（３，６）＝４７６ ００５

Ｂ ００４３４ ２ ００２１７ ＝２１０７０ Ｆ００５（２，６）＝５１４

误差 ００７６６ ６ ００１２７７ ＦＢ＝
珔ＳＢ
珔ＳＥ

总和 ０２００７ １１ ＝１６９９７

因为ＦＡ＝２１０７０＜４７６＝Ｆ００５（３，６），所以接受Ｈ０Ａ，即涂层因素影响不显著；因为ＦＢ

＝１６９９７＜Ｆ００５（２，６），所以接受Ｈ０Ｂ，即土壤因素影响不显著．

检测题（二）

１．设有三台同样规格的机器，用来生产厚度为１４ｃｍ的铝板，各台机器生产的产品平均厚

度是否相同，取样测得结果如表．试在显著水平α＝００５下检验差异显著性．

试号

机号
１ ２ ３

１ ０２３６ ０２５７ ０２５８
２ ０２３８ ０２５３ ０２６４
３ ０２４８ ０２５５ ０２５９
４ ０２４５ ０２５４ ０２６７
５ ０２４３ ０２６１ ０２６２

２．今有某种型号的电池三批，它们分别是Ａ、Ｂ、Ｃ三个工厂生产的，为详比其质量，各随
机抽取５只电池为样品，经试验得其寿命（小时）如下：

试号

Ｔ Ａ Ｂ Ｃ

１ ４０ ２６ ３９
２ ４８ ３４ ４０
３ ３８ ３０ ４３
４ ４２ ２８ ５０
５ ４５ ３２ ５０

试在显著性水平α＝００５下，检验电池的平均寿命有无显著的差异．若差异是显著的，试
求均值差μＡ－μＢ，μＡ－μＣ 及μＢ－μＣ 的置信度为９５％的置信区间．设各工厂生产的电池寿命
服从同方差的正态分布．

３．为了研究三种化学肥料和四种土壤对种子发芽率的影响，经过一段实验后测得发芽率
如下表所示．假设肥料因素、土壤因素没有交互作用．试取水平α＝００５检验不同土壤下发芽
率平均值有无显著差异，在不同化肥下发芽率平均值有无显著差异．

土壤

化肥
Ａ Ｂ Ｃ

１ １６３ １３５ １２７
２ １３４ １３０ １２２
３ １１９ １１４ １２７
４ １３０ １０９ １３２
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检测题（二）参考答案

１．本题是单因素方差分析问题．设μ１，μ２，μ３表示各台机器生产的铝板平均厚度，问题是

在显著性水平α＝００５下检验假设
Ｈ０：μ１＝μ２＝μ３，Ｈ１：μ１，μ２，μ３不全相等。

方差分析表为：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

机器 １０５３３３ ２ ５２６６６５ ３２９２ Ｆ００５＝３８９ ００５
误差 １９２ １２ １５
总和 １２４５３３ １４

由于３８９＜３２９２，故拒绝Ｈ０，

２．Ｈ０：μＡ＝μＢ＝μＣ，Ｈ１：μＡ，μＢ，μＣ 不全相等．
由数据，同减４０，然后计算，
方差分析表

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ值 临界值 显著性

因素 ６１５６ ２ ３０７８ １７０６８４ ３８９ ００５
误差 ２１６４ １２ １８０３３３
总和 ８３２ １４

即认为电池的平均寿命有显著差异（Ｆ＝１７０６８＞３８９）．
置信度为０９５的置信区间如下：

μＡ－μＢ 的置信度为０９５的置信区间为（６７５，１８４５），μＡ－μＣ 的置信区间为（－７６５２，

４０５２），μＢ－μＣ 的置信区间为（－２０２５２，－８５４８）．
３．分别以α１，α２，α３，α４表示４种土壤发芽率平均值，以ｂ１，ｂ２，ｂ３表示三种化肥发芽率平

均值，检验假设为

Ｈ０１：α１＝α２＝α３＝α４，

Ｈ１１：α１，α２，α３，α４不全相等
烅
烄

烆 ．

Ｈ０２：ｂ１＝ｂ２＝ｂ３，

Ｈ１２：ｂ１，ｂ２，ｂ３不全相等
烅
烄

烆 ．

方差分析表：

方差来源 平方和 自由度 均方 Ｆ比

因素Ａ ００８０７ ３ ００２６９ ＦＡ＝
珔ＳＡ

ＳＥ
＝２１０７０

因素Ｂ ００４３４ ２ ００２１７

误差 ００７６６ ６ ００１２７７ ＦＢ＝
珔ＳＢ

ＳＥ
＝１６９９７

总和 ６２０７７ １１

Ｆα（ｒ－１，（ｒ－１）（ｓ－１））＝Ｆ００５（３，６）＝４７６＞２１０７０，

Ｆα（ｓ－１，（ｒ－１）（ｓ－１））＝Ｆ００５（２，６）＝５１４＞１６９９７．
故在α＝００５下，接受Ｈ０１，Ｈ０２，即认为两种因素影响均不显著．
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第９章 回归分析

９．１ 一元线性回归

９．１．１ 知识要点

１．一元线性回归模型

设随机变量Ｙ（因变量）与普通变量ｘ（自变量）存在着相关关系．对于ｘ的每一确定值，

Ｙ有它的分布，若Ｙ的数学期望存在，则期望值随ｘ的取值而定，即Ｙ 的数学期望是ｘ的函
数，记为μ（ｘ）．这里μ（ｘ）称为Ｙ关于ｘ的回归函数．
一元线性回归是研究μ（ｘ）为ｘ的线性函数即μ（ｘ）＝ａ＋ｂｘ的情况．一元线性回归模型

为

Ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε，

ε～Ｎ（０，σ２ ｝）， （１）

其中，ａ，ｂ及σ都不依赖于ｘ，且ａ，ｂ，σ２均未知．

２．回归方程

若由样本得到（１）中参数ａ，ｂ的估计^ａ，^ｂ，对于给定的ｘ，定义ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ作为μ（ｘ）＝ａ
＋ｂｘ的估计，并且称方程

ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ （２）
为ｙ关于ｘ的线性回归方程或回归方程，其图像称为回归直线，^ａ，^ｂ称为回归系数．

３．回归系数的估计

取ｘ的ｎ个不全相同的值ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 做独立试验，得到样本值（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），⋯，

（ｘｎ，ｙｎ），ａ，ｂ的极大似然估计值可按下面方法计算．引入记号

Ｓｘｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－
１
ｎ
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）

２，

Ｓｙｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ２

ｉ－
１
ｎ
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ）

２，

Ｓｘｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）（ｙｉ－珔ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－

１
ｎ
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ），

则ａ，ｂ的极大似然估计值为

ｂ^＝
Ｓｘｙ

Ｓｘｘ
，^ａ＝１

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ（ ）ｉｂ^＝珔ｙ－珔ｘ^ｂ．
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４．误差ε的方差Ｄ（ε）＝σ２的无偏估计

记 ＱＥ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－^ａ－^ｂｘｉ）
２＝Ｓｙｙ－^ｂＳｘｙ．

称ＱＥ 为残差平方和．σ２的无偏估计为

σ^２＝
ＱＥ

ｎ－２．

５．回归系数ｂ的置信区间

ｂ的一个置信水平为１－α的置信区间为

ｂ^－ｔα
２
（ｎ－１） σ^

Ｓ槡ｘｘ

，^ｂ＋ｔα
２
（ｎ－１） σ^

Ｓ槡（ ）
ｘｘ
，

其中σ^＝ σ^槡 ２．

６．回归函数值μ（ｘ０）的置信区间

μ（ｘ）在点ｘ０处的函数值μ（ｘ０）的置信水平１－α的置信区间为

ａ^＋^ｂｘ０－ｔα
２
（ｎ－２）^σ １

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡 ｘｘ
，^ａ＋^ｂｘ０＋ｔα

２
（ｎ－２）^σ １

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡
烄
烆

烌
烎ｘｘ
．

７．回归方程的显著性检验

线性假设：Ｈ０：ｂ＝０，Ｈ１：ｂ≠０的显著性检验，若经检验拒绝Ｈ０认为回归效果是显著的；

否则，则认为回归效果不显著，此时不宜用线性回归模型，需另行研究．
主要有三种检验方法：

①ｔ检验法．检验统计量为

ｔ＝ｂ^ ｎ［ｘ２－（珔ｘ）２槡 ］

ＳＥ／（ｎ－２槡 ）
，

对显著性水平α，Ｈ０的拒绝域为

｜ｔ｜≥ｔα
２
（ｎ－２）．

②Ｆ检验法．检验统计量为

Ｆ＝
ＳＲ

ＳＥ／（ｎ－２）
，其中ＳＲ＝∑

ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ

∧
－珔ｙ）２＝ｎ（ｘｙ－珔ｘ·珔ｙ）２

ｘ２－（珔ｘ）２
，

对显著性水平α，Ｈ０的拒绝域为

Ｆ≥Ｆα（１，ｎ－２）．
③相关系数检验法．检验统计量

ｒ＝
Ｓｘｙ

Ｓｘｘ·Ｓ槡 ｙｙ
＝ ｘｙ－珔ｘ·珔ｙ

ｘ２－（珔ｘ）槡 ２ ｙ２－（珔ｙ）槡 ２
，

对显著性水平α，可查表得临界值Ｃ，当｜ｒ｜≥Ｃ，则拒绝Ｈ．

８．Ｙ在ｘ０处的观察值Ｙ０的预测值以及预测区间

以ｘ０处的回归值ｙ^０＝^ａ＋^ｂｘ０作为Ｙ在ｘ０处的观察值Ｙ０＝ａ＋ｂｘ０＋ε０的预测值．
Ｙ０的置信水平为１－α的预测区间为
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ａ^＋^ｂｘ０－ｔα
２
（ｎ－２）^σ １＋１

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡 ｘｘ
，^ａ＋^ｂｘ０＋ｔα

２
（ｎ－２）^σ １＋１

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡
烄
烆

烌
烎ｘｘ
．

９．可化为线性回归的例子

①ｙ＝ａ＋ｂｓｉｎｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２），

若令ｕ＝ｓｉｎｘ，可化为ｙ＝ａ＋ｂｕ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．

②ｙ＝ａ＋ｂ
ｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２），

若令ｕ＝１
ｘ
，可化为ｙ＝ａ＋ｂｕ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．

③φ（ｙ）＝ａ＋ｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２），

若令ｚ＝φ（ｙ），得ｚ＝ａ＋ｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．
④ｙ＝ａｘｂε０，ｘ＞０，ｌｎε０～Ｎ（０，σ２），

若令ｖ＝ｌｎｙ，ｕ＝ｌｎｘ，ｃ＝ｌｎａ，ε＝ｌｎε０，则ｖ＝ｃ＋ｂｕ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．
⑤ｙ＝ａｅｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２），

若令ｖ＝ｌｎｙ，ｃ＝ｌｎａ，则ｖ＝ｃ＋ｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．

⑥ｙ＝ １
ａ＋ｂｅ－ｘ＋ε

，ε～Ｎ（０，σ２），

若令ｖ＝１
ｙ
，ｕ＝ｅ－ｘ，则ｖ＝ａ＋ｂｕ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．

９．１．２ 典型题型解析

１．一元线性回归模型的辨识

在解答这类问题时，要抓住一元线性回归模型式中各参数的含义，特别是ε是服从正态分
布Ｎ（０，σ２）这一特点即可．
例９．１．１ 在一元线性回归数学模型Ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）中，下面说法成立的是

（ ）．
Ａ．ｘ是随机变量，ｙ，ε是确定性变量 Ｂ．ｙ是随机变量，ｘ，ε是确定性变量
Ｃ．ε是随机变量，ｘ，ｙ是确定性变量 Ｄ．ｙ，ε是随机变量，ｘ是确定性变量
解 分析一元线性回归数学模型的特征是ｙ和ε是随机变量，ｘ为常规变量（确定性变

量），只要抓住这点，则容易得出正确结论．
答案 Ｄ．
例９．１．２ 在一元线性回归数学模型Ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε中，下面说法正确的是（ ）．
Ａ．ε是确定性变量 Ｂ．ε是服从Ｐｏｉｓｓｏｎ分布的随机变量
Ｃ．ε是服从正态分布的随机变量 Ｄ．ε是介于（０，１）之间的小数
解 根据一元线性回归数学模型的定义，ε是服从正态分布Ｎ（０，σ２）的随机变量．故选Ｃ．

２．回归方程概念及回归系数确定方法辨识

回归方程的相关问题，一般在掌握基本概念的基础上比较容易解答．
例９．１．３ 一元线性回归的数学模型Ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２），回归方程为 ，

ａ^＝ ，称为 ，^ｂ＝ ，称为 ．
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解 回归方程为ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ，^ａ＝珔ｙ－珔ｘ^ｂ，称为回归常数，^ｂ＝
Ｓｘｙ

Ｓｘｘ
＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）（ｙｉ－珔ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２
，

称为回归系数．
例９．１．４ 一元线性回归数学模型Ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）中，回归方程为（ ）．
Ａ．ｙ＝ａ＋ｂｘ Ｂ．^ｙ＝^ａ＋^ｂｘ Ｃ．ｙ＝ｂｘ＋ε Ｄ．ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε
解 根据回归方程的定义，^ｙ＝^ａ＋^ｂｘ为回归方程．故选Ｂ．
３．求解回归方程

若问题是如有一些样本值，其值之间存在较明显的线性相关，则求回归方程较易，只需根

据公式计算ａ^ 和^ｂ即可，但计算量大而繁复，故选择一个表格化、合理的解题过程较好些．另一
类问题是回归方程的某些参数已知，而求另外一些参数或其他相关问题，这类问题只需掌握参

数之间的关系，一般能求出．
例９．１．５ 炼钢基本上是氧化脱碳的过程，钢液原来的含碳量的多少直接影响到冶炼时

间的长短，下表是某平炉３４炉的熔毕碳（即全部炉料熔化完毕时钢液的含碳量）与精炼时间
（从熔毕至出钢，冶炼所需的时间）的生产记录，试求熔毕碳ｘ与精炼时间Ｙ的回归方程




．

编号
熔毕碳ｘ
（００１％）

精炼时间Ｙ
（分）

编号
熔毕碳ｘ
（００１％）

精炼时间Ｙ

 （分）

１ １８０ ２００ １８ １１６ １００

２ １０４ １００ １９ １２３ １１０

３ １３４ １３５ ２０ １５１ １８０

４ １４１ １２５ ２１ １１０ １３０

５ ２０４ ２３５ ２２ １０８ １１０

６ １５０ １７０ ２３ １５８ １３０

７ １２１ １２５ ２４ １０７ １１５

８ １５１ １３５ ２５ １８０ ２４０

９ １４７ １５５ ２６ １２７ １３５

１０ １４５ １６５ ２７ １１５ １２０

１１ １４１ １３５ ２８ １９１ ２０５

１２ １４４ １６０ ２９ １９０ ２２０

１３ １９０ １９０ ３０ １５３ １４５

１４ １９０ ２１０ ３１ １５５ １６０

１５ １６１ １４５ ３２ １７７ １８５

１６ １６５ １９５ ３３ １７７ ２０５
１７ １５４ １５０ ３４ １４３ １６０

解 根据回归方程的形式ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ，需先计算ａ^，^ｂ．
珔ｘ＝１５００９，珔ｙ＝１５８２３．

Ｓｘｘ＝∑
３４

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２＝∑
３４

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－
１
３４
（∑

３４

ｉ＝１
ｘｉ）

２＝２５４６２７，

Ｓｙｙ＝∑
３４

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２＝∑
３４

ｉ＝１
ｙ２

ｉ－
１
３４
（∑

３４

ｉ＝１
ｙｉ）

２＝５００９４０，

Ｓｘｙ＝∑
３４

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）（ｙｉ－珔ｙ）＝∑
３４

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－

１
３４
（∑

３４

ｉ＝１
ｘｉ）（∑

３４

ｉ＝１
ｙｉ）＝３２３２５３．

ｂ^＝
Ｓｘｙ

Ｓｙｙ
＝３２３２５３
２５４６２７＝１２７，
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ａ^＝珔ｙ－^ｂ珔ｘ＝１５８２３－１２７×１５００９＝－３２３８，
所以，回归方程为ｙ^＝－３２３８＋１２７ｘ．

４．求解回归方程，并做预测

在一元线性回归模型中，当ｘ＝ｘ０处，通过回归方程ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ可预测Ｙ 的取值Ｙ０＝^ａ
＋^ｂｘ０；也可以求出置信水平为１－α

（

的预测区间

ａ^＋^ｂｘ０±ｔα
２
（ｎ－２）^σ １＋１

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡 ）
ｘｘ

．

例９．１．６ 某厂的耗电量（换算成金额）与生产量（换算成金额）的统计数据如下表，求出
回归方程；又若要求下月的生产量为８４０



，问耗电量估计为多少？

月份 生产量ｘ 耗电量ｙ 月份 生产量ｘ 耗电量

 ｙ

１ ５１１ ３０８ ７ ７４５ ４４５

２ ５４６ ３３２ ８ ７５２ ４５８

３ ５８７ ３５２ ９ ７８０ ４７５
４ ６０９ ３７１ １０ ８０６ ４９０

５ ６４２ ３８６ １１ ８３１ ４９８
６ ７２３ ４３６ １２ ８５０ ５１０

解 先求回归方程．由表上数据得

珔ｘ＝８３８２
１２ ＝６９８５，珔ｙ＝５０６１

１２ ＝４２１７５．

Ｓｘｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珔ｘ２＝６００１２０６－１２×６９８５２＝１４６３７９，

Ｓｙｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ２

ｉ－ｎ珔ｙ２＝２１８７３４３－１２×４２１７５２＝５２８６６３，

Ｓｘｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－ｎ珔ｘ珔ｙ＝３６２２９８２－１２×６９８５×４２１７５＝８７８７３５．

ｂ^＝
Ｓｘｙ

Ｓｘｘ
＝８７８７３５

１４６３７９＝０６００，

ａ^＝珔ｙ－^ｂ珔ｘ＝４２１７５－０６００×６９８５＝２６５０．
得回归方程为ｙ＝２６５０＋０６００ｘ．
生产量为８４０时，耗电量的预测运算如下：

ｙ＝２６５０＋０６００×８４０＝５０６６５．
例９．１．７ 下表列出了１８个５～８岁儿童的重量（这是容易测得的）和体积（这是难以测

量的）：

重量ｘ（ｋｇ） １７１ １０５ １３８ １５７ １１９ １０４ １５０ １６０ １７８ １５８

体积ｙ（ｄｍ３） １６７ １０４ １３５ １５７ １１６ １０２ １４５ １５８ １７６ １５

２

重量ｘ（ｋｇ） １５１ １２１ １８４ １７１ １６７ １６５ １５１ １５１

体积ｙ（ｄｍ３） １４８ １１９ １８３ １６７ １６６ １５９ １５１ １４５

（１）画出散点图；（２）求Ｙ关于ｘ的线性回归方程^ｙ＝^ａ＋^ｂｘ；（３）求ｘ＝１４０时Ｙ的置信
度为０９５的预测区间．
解 （１）散点图如下
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（２）珔ｘ＝１５００５５５５５６，珔ｙ＝１４７２２２２２２２，ｎ＝１８，

∑
１８

ｉ＝１
ｘｉ＝２７０１，∑

１８

ｉ＝１
ｙｉ＝２６５，∑

１８

ｉ＝１
ｙ２

ｉ＝３９９６１４，

∑
１８

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝４１４９３９，∑
１８

ｉ＝１
ｘｉｙｉ＝４０７１７１，

Ｓｘｘ＝∑
１８

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－
１
１８
（∑

１８

ｉ＝１
ｘｉ）

２＝９６３８９４４４４６，

Ｓｙｙ＝∑
１８

ｉ＝１
ｙ２

ｉ－
１
１８
（∑

１８

ｉ＝１
ｙｉ）

２＝９４７５１１１１１２，

Ｓｘｙ＝∑
１８

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－

１
１８
（∑

１８

ｉ＝１
ｘｉ）（∑

１８

ｉ＝１
ｙｉ）＝９５２３７７７７７８，

ｂ^＝
Ｓｘｙ

Ｓｘｘ
＝０９８８０５１９４２０９８８０，

ａ^＝－０１０４０４６０８５－０１０４０．
故线性回归方程为

ｙ^＝－０１０４＋０９８８ｘ．
（３）１－α＝０９５，α＝００５，ｔ００２５（１６）＝２１１９９，Ｑｅ＝０６５１２３９８３２．

σ２
∧

＝
Ｑｅ

１６＝（０２０１７４８５７９）２．

ｔα
２
（１６）^σ １＋１

１８＋（１４－珔ｘ）２／Ｓ槡 ｘｘ＝０４４２．

在ｘ＝１４处Ｙ的观察值的预测值为

ｙ^｜ｘ＝１４＝－０１０４＋０９８８ｘ｜ｘ＝１４＝１３７２８．
在ｘ＝１４处观察值Ｙ的置信水平为０９５的预测区间为
（１３７２８±０４４２）＝（１３２９，１４１７）．

５．回归方程显著性检验

检验回归方程是否有明显的线性关系，从而得出回归方程的价值．其主要的方法有ｔ检验、
Ｆ检验和相关系数检验，不同方法得出的结论是一致的．解题时只需按公式和方法去做即可．
例９．１．８ 在一元线性回归中，若相关系数ｒ＞０，则（ ）．
Ａ．ｙ与ｘ之间存在着密切的线性关系 Ｂ．ｙ与ｘ之间不存在密切的线性关系

Ｃ．ｙ与ｘ无线性关系 Ｄ．回归方程单调增加
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解 由于ｒ＞０取正值，此时ｂ^＞０，称ｘ与ｙ正相关．直线的斜率为正值，回归方程单调增
加．故应选Ｄ．
例９．１．９ 对例９．１．６所给的数据，考察生产量（ｘ）与耗电量（ｙ）之间有无显著的线性关

系（显著性水平α＝００５）．
解 ＳＲ＝^ｂＳｘｙ＝０６００×８７８７３５＝５２７２４１，

ＳＥ＝Ｓｙｙ－ＳＲ＝５２８６６３－５２７２４１＝１４２２．

检验统计量Ｆ＝
ＳＲ（ｎ－２）

ＳＥ
＝５２７２４１×１０

１４２２ ＝３７０８＞Ｆ００５（１，１０）＝４９６．

故ｘ与ｙ之间具有显著的线性相关关系．

６．求可化为线性回归的回归曲线方程

当问题明确了变量之间的数量关系类型，则按所给方法进行即可；当没有明确变量之间关

系类型，可通过画出散点图进行观察，进而估计出变量之间的关系类型．在此基础上按所给方
法计算．
例９．１．１０ 槲寄生是一种寄生在大树上部树枝上的寄生植物，它喜欢寄生在年轻的大树

上．下面给出在一定条件下完成的试验中采集的数据．①做出（ｘｉ，ｙｉ）的散点图；②令ｚｉ＝ｌｎ

ｙｉ，做出（ｘｉ，ｚｉ）的散点图；③以模型Ｙ＝ａｅｂｘε，ｌｎε～Ｎ（０，σ２）拟合数据，其中ａ，ｂ，σ２与ｘ
无关．试求曲线回归方程ｙ^＝^ａｅｘｐ（^ｂｘ）．

ｘ：大树的年龄（年） ３ ４ ９ １５ ４０

ｙ：每株大树上槲寄生的
株数

２８ １０ １５ ６ １
３３ ３６ ２２ １４ １
２２ ２４ １０ ９

解 （１）散点图如下

（２）令ｚｉ＝ｌｎｙｉ，得数据如下表

ｚｉ
ｘｉ ３ ４ ９ １５ ４０

３３３ ２３０ ２７１ １７９ ０
３５０ ３５８ ３０９ ２６４ ０
３０９ ３１８ ２３０ ２２０

（３）将Ｙ＝ａｅｂｘε取对数，得
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ｌｎＹ＝ｌｎａ＋ｂｘ＋ｌｎε．
令ｚ＝ｌｎＹ，则回归模型为

ｚ＝ｌｎａ＋ｂｘ＋ｌｎε，
其中ｌｎε～Ｎ（０，σ２）．

ｎ＝１４，∑
１４

ｉ＝１
ｘｉ＝１７３，∑

１４

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝４１９３，∑
１４

ｉ＝１
ｚｉ＝３３７１，

Ｓｘｘ＝２０５５２１４２８６，∑
１４

ｉ＝１
ｘｉｚｉ＝２３８３５，

Ｓｘｚ＝－１７８２５２５４５５，^ｂ＝－００８６７３１８５４，

ｌｎ^ａ＝３４７９８７４４５，

ｅｘｐ（ｌｎ^ａ）＝３２４５５６４７０１．
得回归曲线方程为

ｙ^＝３２４５５６ｅ－００８６７３１８ｘ．

７．其他

例９．１．１１ 在一元线性回归中，离差平方和为Ｓｙｙ＝ ，回归误差平方和为ＳＲ＝
，残差平方和ＳＥ＝ ，Ｓｙｙ

，ＳＲ，ＳＥ 满足的关系式为 ．

解 Ｓｙｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２，

ＳＲ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（^ｙｉ－珔ｙ）２，

ＳＥ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－^ｙｉ）
２，

它们之间的关系为Ｓｙｙ＝ＳＲ＋ＳＥ．
例９．１．１２ 一元线性回归的正规方程

ｎａ＋ｂ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ，

ａ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＋ｂ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙ

烅
烄

烆 ｉ

有唯一解的充要条件是ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 不全相等．
证明 由线性代数知识知，有唯一解的充要条件是

Ｄ＝
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ

≠０

而 Ｄ ＝ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）

２＝ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－
１
ｎ
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）［ ］２

＝ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ）

２

ｎ

熿

燀

燄

燅２
＝ｎ［∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２

ｉ－ｎ珔ｘ２］
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＝ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２．

正规方程有唯一解的充要条件是∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２≠０．亦即存在某个ｉ，使ｘｉ－珔ｘ≠０，ｉ＝１，２，⋯，

ｎ，故ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 不全相等．

同步练习９．１
１．在一元线性回归分析中，ｒ称为相关系数．若ｒ＝１，则称ｘ与ｙ ；若ｒ＝－１，则称

ｘ与ｙ ；若ｒ＝０，则称ｘ与ｙ ．
２．在一元线性回归中，若相关系数ｒ＝１，则（ ）．
Ａ．ｙ与ｘ之间满足线性关系ｙ＝ａ＋ｂｘ，并且ｂ＜０
Ｂ．ｙ与ｘ之间满足线性关系ｙ＝ａ＋ｂｘ，并且ｂ＞０
Ｃ．ｙ与ｘ之间不具有线性关系，并且ｘ为可控变量

Ｄ．ｙ与ｘ之间不具有线性关系，ｙ是可控变量

３．在一元线性回归中，对任一组观察值（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，⋯，ｎ，总可以得到一个线性回归
方程ｙ＝^ａ＋^ｂｘ，从而对于给定的ｘ０值，总可以得到ｙ的预测值ｙ０，试分析上述说法是否正

确．
４．下表数据是退火温度ｘ（℃）对黄铜延性Ｙ效应的试验结果，Ｙ是以延长度计算的．
ｘ（℃） ３００ ４００ ５００ ６００ ７００ ８００

ｙ（％） ４０ ５０ ５５ ６０ ６７ ７０

画出散点图并求Ｙ对ｘ的线性回归方程．
５．假设儿子的身高（ｙ）与父亲的身长（ｘ）适合一元正态线性回归模型，观察了１０对英国
父子的身长（英寸）如下：

ｘ ６０ ６２ ６４ ６５ ６６ ６７ ６８ ７０ ７２ ７４

ｙ ６３６ ６５２ ６６ ６５５ ６６９ ６７１ ６７４ ６３３ ７０１ ７０

（１）建立ｙ关于ｘ的回归方程；
（２）对线性回归方程作假设检验（检验水平取为００５）；
（３）给出ｘ０＝６９时，Ｙ０的置信度为９５％的预测区间．
６．由生产线上２０

  

名工人组成的一个随机样本的年龄和有效定额由下表给出：

  

年龄 定额 年龄 定额 年龄 定额 年龄 定额

  ４４ ６１ ５２ ６７ ５１ ６０ ３４ ７０

  ４４ ４１ ４３ ７３ ５０ ７８ ５１ ６０

  ４５ ８９ ４７ ９４ ６１ ７８ ４８ ６７

  ４３ ７６ ５４ ９６ ４７ ７４ ５１ ７２
４０ ７９ ４３ ７７ ６２ ８２ ５７ ８０

（１）试建立年龄和有效定额之间线性关系的回归方程；
（２）求相关系数；
（３）检验两个变量间是否存在线性相关关系（α＝００５）．
７．某地区车祸次数与机动车拥有量的１１年统计数据如下表：
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
年度

车祸次数

Ｙ／千次
汽车拥有量

ｚ／万辆
年度

车祸次数

Ｙ／千次
汽车拥有量

ｚ ／万辆

１ １６６ ３５２ ７ ２２７ ５２９

２ １５３ ３７３ ８ ２３８ ５７７

３ １７７ ４１１ ９ ２６８ ６４１

４ ２０１ ４４１ １０ ２６８ ６９２

５ ２１６ ４６２ １１ ２７４ ７４２
６ ２０８ ４９０

（１）建立车祸次数对汽车拥有量的回归方程；
（２）假设拥有１０００万辆汽车，求车祸次数０９５的预测区间．

同步练习９．１参考答案

１．正相关；负相关；零相关（即无线性相关关系）
２．Ｂ
３．不正确．由于对不具有线性关系的一组观察值（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝１，２，⋯，ｎ，用最小二乘估计
法，总可以建立线性回归方程ｙ＝^ａ＋^ｂｘ，因此，必须进行线性相关性检验才能确定ｙ与ｘ是
否具有线性相关关系．并且，当ｙ与ｘ不具有线性相关关系时，所得的回归方程ｙ＝^ａ＋^ｂｘ将
毫无意义．

４．^ｙ＝２４６２８７＋００５８８６ｘ．
５．（１）^ｙ＝４１７０７２＋０３７１３ｘ．
（２）线性相关关系显著．
（３）ｘ０＝６９时，Ｙ０置信度为０９５的预测区间的一个观察值为（６３０４３２，７１６１０６）．

６．（１）^ｙ＝５４６１２３＋０３９４８ｘ．
（２）ｒ＝０２１５．
（３）ｔ＝０９３４ 两变量间不存在线性相关关系．

７．（１）^ｙ＝５５８５＋０３１２０ｘ．
（２）（３３６２，３９９４）．

９．２ 多元线性回归

９．２．１ 知识要点

１．多元线性回归模型

设随机变量Ｙ与ｐ个变量ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｐ 有关系式

Ｙ＝ｂ０＋ｂ１ｘ１＋⋯＋ｂｐｘｐ＋ε，

ε～Ｎ（０，σ２ 烍
烌
烎），

其中ｂ０，ｂ１，⋯，ｂｐ，σ２为未知参数，称为ｐ元线性回归模型．
此时有：Ｙ～Ｎ（ｂ０＋ｂ１ｘ１＋⋯＋ｂｐｘｐ，σ２）．

２．回归系数ｂ０，ｂ１，⋯，ｂｐ 估计法

设样本值为
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（ｘ１１，ｘ１２，⋯，ｘ１ｐ，ｙ１），（ｘ２１，ｘ２２，⋯，ｘ２ｐ，ｙ２），⋯，（ｘｎ１，ｘｎ２，⋯，ｘｎｐ，ｙｎ），

采用极大似然估计法估计参数，^ｂ０，^ｂ１，⋯，^ｂｐ 求法如下．

记 Ｘ＝

１ ｘ１１ ｘ１２ ⋯ ｘ１ｐ

１ ｘ２１ ｘ２２ ⋯ ｘ２ｐ

   
１ ｘｎ１ ｘｎ２ ⋯ ｘｎ

熿

燀

燄

燅ｐ

，Ｙ＝

ｙ１

ｙ２



ｙ

熿

燀

燄

燅ｎ

，则Ｂ^＝

ｂ^０

ｂ^１


ｂ^

熿

燀

燄

燅ｐ

＝（ＸＴＸ）－１ＸＴＹ．

３．回归方程显著性检验

多元回归方程显著性检验与一元线性回归类似．

检验统计量 Ｆ＝
ＳＲ／ｐ

ＳＥ／（ｎ－ｐ－１）～Ｆ（ｐ，ｎ－ｐ－１），

在给定的显著性水平α下，拒绝域为Ｆ≥Ｆα（ｐ，ｎ－ｐ－１）．

９．２．２ 典型题型解析

１．求多元回归方程

例９．２．１ 某种化工产品的得率Ｙ 与反应温度ｘ１、反应时间ｘ２及某反应物浓度ｘ３有

关．今得试验结果如下表所示，其中ｘ１，ｘ２，ｘ３均为二水平且均以编码形式表达．
ｘ１ －１ －１ －１ －１ １ １ １ １

ｘ２ －１ －１ １ １ －１ －１ １ １

ｘ３ －１ １ －１ １ －１ １ －１ １

得率 ７６ １０３ ９２ １０２ ８４ １１１ ９８ １２６

（１）设μ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｂ０＋ｂ１ｘ１＋ｂ２ｘ２＋ｂ３ｘ３，求Ｙ的多元线性回归方程；
（２）若认为反应时间不影响得率，即认为μ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝β０＋β１ｘ１＋β３ｘ３，求Ｙ 的多元
线性回归方程．
解 （１）矩阵Ｘ，Ｙ，Ｂ分别为

Ｘ＝

１ －１ －１ －１
１ －１ －１ １
１ －１ １ －１
１ －１ １ １
１ １ －１ －１
１ １ －１ １
１ １ １ －１

熿

燀

燄

燅１ １ １ １

，Ｙ＝

７６
１０３
９２
１０２
８４
１１１
９８

熿

燀

燄

燅１２６

，Ｂ＝

ｂ０

ｂ１

ｂ２

ｂ

熿

燀

燄

燅３

，

则所要求的线性回归模型为

ｙ＝ｂ０＋ｂ１ｘ１＋ｂ２ｘ２＋ｂ３ｘ３＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．
其正规方程为

ＸＴＸＢ＝ＸＴＹ，
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ＸＴＸ＝

８ ０ ０ ０
０ ８ ０ ０
０ ０ ８ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ８

，ＸＴＹ＝

７９２
４６
４４

熿

燀

燄

燅９２

，

故 （ＸＴＸ）－１＝

１
８ ０ ０ ０

０ １
８ ０ ０

０ ０ １
８ ０

０ ０ ０

熿

燀

燄

燅
１
８

，

所以 Ｂ^＝

ｂ^０

ｂ^１

ｂ^２

ｂ^

熿

燀

燄

燅３

＝（ＸＴＸ）－１ＸＴＹ＝

９９
０５７５
０５５

熿

燀

燄

燅１１５

．

所以多元回归方程为

ｙ^＝９９＋０５７５ｘ１＋０５５ｘ２＋１１５ｘ３．
（２）若认为μ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝β０＋β１ｘ１＋β３ｘ３，则引入的８×３矩阵就是上述Ｘ中删去第３
列后所得的矩阵，即

Ｍ＝

１ －１ －１
１ －１ １
１ －１ －１
１ －１ １
１ １ －１
１ １ １
１ １ －１

熿

燀

燄

燅１ １ １

，β＝
β０

β１

β

熿

燀

燄

燅３
．

模型ｙ＝β０＋β１ｘ１＋β３ｘ３＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）的正规方程为

ＭＴＭβ＝ＭＴＹ．

ＭＴＭ＝
８ ０ ０
０ ８ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ８
，ＭＴＹ＝

７９２
４６

熿

燀

燄

燅９２
，

故 （ＭＴＭ）－１＝

１
８ ０ ０

０ １
８ ０

０ ０

熿

燀

燄

燅
１
８

，^β＝
β^０

β^１

β^

熿

燀

燄

燅３
＝

９９
０５７５

熿

燀

燄

燅１１５
，

得多元回归方程为ｙ^＝９９＋０５７５ｘ１＋１１５ｘ３．

２．线性回归的显著性检验

多元线性回归的显著性检验与一元线性回归显著性检验原理一致，但使用的公式有所不
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同，只要对公式认识正确，正确使用即可．
例９．２．２ 某市自来水厂欲对该市的用水量进行预测，经调查分析，认为城市的用水量与

人口总数和工业总产值有关，现将该市连续１０年的有关统计资料（用水量）列表如下（用水量
以百万ｍ３为单位；人口以万人为单位；工业总产值以亿元为单位）：

年度 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

用水量ｙ １７６ １８０ １８８ ２００ ２０５ ２２４ ２２６ ２３９ ２５６ ２７０

人口ｘ１ １０５ １０８ １１０ １１２ １１５ １１６ １２０ １２１ １２２ １２４

工业总产值ｘ２ ７８ ８０ ８３ ９１ １００ １００ １１５ １２６ １２８ １３５

试用这些数据求出回归方程，并在显著性水平α＝００１下，检验线性相关性．
解 这是一个二元线性回归问题，计算可列表进行．
序号 ｙ ｘ１ ｘ２ ｙ２ ｘ２

１ ｘ２
２ ｘ１ｙ ｘ２ｙ ｘ１ｘ２

１ １７６ １０５ ７８ ３０９７６ １１０２５ ６０８４ １８４８０ １３７２８ ８１９０
２ １８０ １０８ ８０ ３２４００ １１６６４ ６４００ １９４４０ １４４００ ８６４０
３ １８８ １１０ ８３ ３５３４４ １２１００ ６８８９ ２０６８０ １５６０４ ９１３０
４ ２００ １１２ ９１ ４００００ １２５４４ ８２８１ ２２４００ １８２００ １０１９２
５ ２０５ １１５ １００ ４２０２５ １３２２５ １００００ ２３５７５ ２０５００ １１５００
６ ２２４ １１６ １００ ５０１７６ １３４５６ １００００ ２５９８０ ２２４００ １１６００
７ ２２６ １２０ １１５ ５１０７６ １４４００ １３２２５ ２７１２０ ２５９９０ １３８００
８ ２３９ １２１ １２６ ５７１２１ １４６４１ １５８７６ ２８９１９ ３０１１４ １５２４６
９ ２５６ １２２ １２８ ６５５３６ １４８８４ １６３８４ ３１２３２ ３２７６８ １５６１６
１０ ２７０ １２４ １３５ ７２９００ １５３７６ １８２２５ ３３４８０ ３６４５０ １６７４０

∑ ２１６４ １１５３ １０３６ ４７７５５４ １３３３１５ １１１３６４ ２５１３１０ ２３０１５４ １２０６５４

由表中数据可得

珔ｙ＝１
１０×２１６４＝２１６４，

珔ｘ１＝
１
１０×１１５３＝１１５３，

珔ｘ２＝
１
１０×１０３６＝１０３６．

ｌ１１＝１３３３１５－１０×１１５３２＝３７４１，

ｌ２２＝１１１３６４－１０×１０３６２＝４０３４４，

ｌ１２＝１２０６５４－１０×１１５３×１０３６＝１２０３２，

ｌ１ｙ＝２５１３１０－１０×１１５３×２１６４＝１８００８，

ｌ２ｙ＝２３０１５４－１０×１０３６×２１６４＝５９６３６．
正规方程为

３７４１ｂ１＋１２０３２ｂ２＝１８００８，

１２０３２ｂ１＋４０３４４ｂ２
烅
烄

烆 ＝５９６３６．
解方程组，得

ｂ１

∧
＝１４５７４，ｂ２

∧
＝１０４３５，

故 ｂ０

∧
＝珔ｙ－ｂ１

∧
珔ｘ１－ｂ２

∧
珔ｘ２
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＝２１６４－１４５７４×１１５３－１０４３５×１０３６
＝－５９７４５．

所以用水量与人口和工业总产值的回归方程为

ｙ＝－５９７４５＋１４５７４ｘ１＋１０４３５ｘ２．
下面进行线性相关检验（α＝００１）．
零假设为Ｈ０：ｂ１＝ｂ２＝０．

计算得 Ｌｙｙ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ２

ｉ－ｎ珔ｙ２

＝４７７５５４－１０×２１６４２

＝９２６４４，

Ｕ ＝ｂ１Ｌ１ｙ＋ｂ２Ｌ２ｙ

＝１４５７４×１８００８＋１０４３５×５９６３６
＝８８４７５，

Ｑ ＝Ｌｙｙ－Ｕ
＝９２６４４－８８４７５
＝４１６９．

于是 Ｆ＝

Ｕ
Ｋ
Ｑ

ｎ－Ｋ－１

＝

８８４７５
２

４１６９
１０－２－１

＝７４２８．

查表得 Ｆ００１（２，７）＝９５５．
由Ｆ＞Ｆ００１（２，７），故在α＝００１下，拒绝零假设Ｈ０，即认为ｙ与ｘ１，ｘ２的线性相关关系

是显著的．

同步练习９．２
１．在某项钢材的新型规范试验中，研究含碳量（ｘ１）和回火温度（ｘ２）对它的伸长率（Ｙ）的
关系．１５批生产试样结果如下：
含碳量ｘ１ ５７ ６４ ６９ ５８ ５８ ５８ ５８ ５８ ５８ ５７

回火温度ｘ２ ５３５ ５３５ ５３５ ４６０ ４６０ ４６０ ４９０ ４９０ ４９０ ４６０

伸长率ｙ １９２５ １７５ １８２５ １６２５ １７００ １６７５ １７００ １６７５


１７２５ １６７５

含碳量ｘ１ ６４ ６９ ５９ ６４ ６９

回火温度ｘ２ ４３５ ４６０ ４９０ ４６７ ４９０

伸长率ｙ １４７５ １２００ １７７５ １５５０ １５５０

根据经验，Ｙ关于ｘ１，ｘ２有二元线性回归关系

Ｙ＝ｂ０＋ｂ１ｘ＋ｂ２ｘ２＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）．
（１）求出二元线性回归方程；
（２）检验线性回归是否显著（α＝００５）；
（３）当ｘ１＝７０，ｘ２＝５４０时对Ｙ做区间估计（１－α＝０９５）．
２．研究同一地区土壤所含植物可给态磷的情况得１８组数据如下表所示：
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土壤子样 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８

ｘ１ ０４ ０４ ３１ ０６ ４７ １７ ９４ １０１１１６１２６１０９２３１２３１２１６２３１ １９ ２６８２９９

ｘ２ ５３ ２３ １９ ３４ ２４ ６５ ４４ ３１ ２９ ５８ ３７ ４６ ５０ ４４ ５６ ３６ ５８ ５１

ｘ３ １５８ １６３ ３７ １５７ ５９ １２３ ４６ １１７ １７３ １１２ １１１ １１４ １３４ ７３ １６８ １４３ ２０２ １２４

ｙ ６４ ６０ ７１ ６１ ５４ ７７ ８１ ９３ ９３ ５１ ７６ ９６ ７７ ９３ ９５ ５４ １６８ ９９

其中ｘ１：土壤内所含无机磷浓度；

ｘ２：土壤内溶于Ｋ２ＣＯ３溶液并受溴化物水解的有机磷浓度；

ｘ３：土壤内溶于Ｋ２ＣＯ３溶液但不受溴化物水解的有机磷浓度；

Ｙ：种在２０℃土壤内的玉米中的可给态磷．
已知Ｙ对ｘ１，ｘ２，ｘ３存在线性回归关系，试求出经验回归方程，并检验线性回归是否显著（α
＝００５）．

３．一种合金在某种添加剂的不同浓度之下，各做三次试验，数据如下：

浓度ｘ １００ １５０ ２００ ２５０ ３００

抗压强度ｙ
２５２ ２９８ ３１２ ３１７ ２９４
２７３ ３１１ ３２６ ３０１ ３０８
２８７ ２７８ ２９７ ３２３ ３２８

（１）作散点图；（２）以模型Ｙ＝ｂ０＋ｂ１ｘ＋ｂ２ｘ２＋ε，ε～Ｎ（０，σ２）的拟合数据，其中ｂ０，ｂ１，

ｂ２，σ２与ｘ无关，求回归方程ｙ^＝^ｂ０＋^ｂ１ｘ＋^ｂ２ｘ２．

同步练习９．２参考答案

１．（１）^ｙ＝１０５１４－０２１６ｘ１＋００４０ｘ２．
（２）线性回归显著．
（３）（１４６９７，１９１３８）．

２．^ｙ＝４３６５＋１７８ｘ１－００８ｘ２＋０１６ｘ３，线性回归显著．
３．^ｙ＝１９０３３３＋１００８６ｘ－００２０３８１ｘ２．

疑难解析

１．如何区别所讨论的问题是回归分析还是方差分析？
答 回归分析与方差分析都是考察某一指标与试验因素（条件）的关系．回归分析考察的

是因素取值与指标取值存在一种什么样的相关关系，而方差分析所考察的是因素对指标的影

响是否显著．
因素可以划分成两大类：一类是属性的，一类是数量的．属性因素一般无数量大小可言，只

是性质的不同、机器的型号、材料的品质、加工工艺等；数量因素可以是一定范围内的取值，如

产品的合格率、产量、试验的温度、人的身高、体重等；也有些因素本来是数量而非属性，但可属

性化，如施肥量是某个数量，但有时将它局限在某些范围内而分为高中低几个层次，从而属性

化．
当所研究问题的因素是属性的时候，问题归为方差分析范畴；当所考虑的因素是数量的时

候，则问题属于回归分析的范围．
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２．进行回归分析需满足的基本条件是什么？
答 在进行回归分析过程中，对参数性检验对象要求必须满足以下三个基本条件．①正态

性．即被检验的对象或者因变量必须是服从正态分布Ｎ（μ，σ
２）的随机变量．②方差齐性．被检

验的各个总体的方差应该是相等的．③独立性．对被检验的各对观察数据而言，从概率意义上
应理解为是独立取得的．
处理实际问题时常常不能事先预知这三个条件是否满足．关于正态性可由大数定律与中

心极限定理来确定，方差齐性可用Ｆ检验施行，独立性一般凭实际经验判断．一般情况有一个
大致的结论即可进行回归分析．

３．回归分析与相关分析的区别与联系是什么？两种分析能否互相取代？
答 相关关系是一种不确定性关系，也可以分为自变量与因变量加以考察．因变量一般取

可以测量的随机变量，而自变量在许多情况下不是随机的，是可控制的普通变量．它表现为因
变量的取值随自变量的变化而呈现一定的统计规律性，即当自变量取值确定时，因变量的取值

也有确定的概率分布与之对应．
相关分析一般是研究随机变量与随机变量之间的相关关系的，而回归分析研究随机变量

与非随机变量之间的相关关系、两者所使用的概念、理论和方法有所不同，得到的结果含义也

不相同，但结果的形式却几乎完全一致，所以，从应用与计算角度上看，两者没有必要加以严格

区别．而由于回归分析在数学处理上更为简便，因而无论自变量如何，都可作为非随机的普通
变量看待，而用回归分析方法研究变量间的相关关系．因此，从这个意义上说，在某种场合下两
种分析可互相取代．

４．试分析回归系数的最小二乘估计与极大似然估计的异同．
答 现以一元正态线性回归为例分析．其数学模型为

Ｙ＝ａ＋ｂｘ＋ε，

ε～Ｎ（０，σ２）
烅
烄
烆 ．
最小二乘估计是对ｘ、ｙ的ｎ对试验值（ｘｉ，ｙｉ）（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）做离差平方和

Ｑ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）
２，

利用微积分中的极值方法，求出使Ｑ（^ａ，^ｂ）＝ｍｉｎＱ（ａ，ｂ）的ａ^ 和^ｂ，则ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ为所求线
性回归方程．
最大似然估计法是由ｙｉ＝ａ＋ｂｘｉ＋ε，ε～Ｎ（０，σ２），ｙｉ～Ｎ（ａ＋ｂｘｉ，σ２），得极大似然函

数

Ｌ＝
１

σ ２槡（ ）π
ｎ

ｅｘｐ － １
２σ２∑

ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）［ ］２ ．

要使Ｌ取最大值，则应使∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）

２为最小，用与最小二乘法中同样的极值方法，求得使

Ｑ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）
２

最小的ａ^ 和^ｂ，得线性回归方程ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ．

由于两种方法讨论的都是Ｑ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ａ－ｂｘｉ）
２，且由此求得ａ^ 和^ｂ，故最小二乘法与极
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大似然法的结果是相同的，只是求解的出发点不同罢了．
５．利用线性回归预测时，影响预测精度的主要因素是什么？
答 回归方程ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ已经确定为检验确认回归显著的前提下，则对给定的ｘ０，ｙ０，置

信度为１－α

（

的预测区间为

ｙ^０－ｔα
２
（ｎ－２）^σ １＋１

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡 ｘｘ
，^ｙ０＋ｔα

２
（ｎ－２）^σ １＋１

ｎ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡 ）
ｘｘ
，

其中Ｓｘｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）２．

由此可知影响预测精度的主要因素为：①σ２，一般σ２越小，精度越高；②ｎ，ｎ越大，精度
越高，所以应尽量扩大样本容量；③自变量的取值ｘｉ应尽量避免过于集中，但预测点ｘ０离珔ｘ
越近时精度越高．

６．如何将可化为线性回归的非线性回归问题线性化？
答 当具有相关关系的两个变量不具有线性相关关系，而具有某种曲线相关关系时，可以

通过适当的变量代换，将变量间的关系化为线性的形式，即通过变量转换对其做线性化处理．
在两个变量回归的条件下，一般常用的有倒数变换与对数变换，使曲线问题化为变换后的直线

问题．所处理的自变量与因变量间的关系，可以是双曲函数、幂函数、指数函数、对数函数等．
其中正确选择曲线类型，是正确地进行变量转换的前提，而正确的转换关系又是提高曲线

回归精确度的根本．由散点图的形状选择线性化转换，往往不是一次就能选准，不妨同时做几
种曲线加以比较，择优取之．

本章常考题型归纳

考点 常见题型 例题

一元线性回归

一元线性回归模型辨识 例９．１．１，例９．１．２

求一元线性回归方程 例９．１．５

回归显著性检验 例９．１．８，例９．１．９

估计或预测 例９．１．６

求预测区间 例９．１．７

求可化为线性回归的回归方程 例９．１．１０

多元线性回归

多元线性回归模型的辨识

求回归方程（回归系数的估计） 例９．２．１

回归方程显著性检验 例９．２．２
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本章知识结构网络图

回

归

分

析

一元线性回归

数学模型

Ｙ ＝ａ＋ｂｘ＋ε

ε～Ｎ（０，σ２）

回归方程

ｙ^＝ａ^＋^ｂｘ

回归系数估计

ｂ^＝
Ｓｘｙ

Ｓｘｘ

ａ^＝珔ｙ－珔ｘ^ｂ

ｂ的置信区间

ｂ^±ｔα
２
（ｎ－１） σ^

Ｓ槡（ ）
ｘｘ

μ（ｘ０）的置信区间

（^ａ＋^ｂｘ０±

ｔα
２
（ｎ－２）^σ １

ｎ ＋
（ｘ０－珔ｘ）２

Ｓ槡 ｘｘ
）

ε的方差Ｄ（ε）＝σ２

无偏估计

σ^２ ＝
ＱＥ

ｎ－２

显著性检验

ｔ检验法： ｒ检验法：

ｔ＝ｂ^ ｎ［珔ｘ２－（珔ｘ）２槡 ］

ＳＥ／（ｎ－２槡 ）
ｒ＝

Ｓｘｙ

ＳｘｘＳ槡 ｙｙ

Ｆ检验法：

Ｆ＝
ＳＲ

ＳＥ／（ｎ－２）

预测与控制

可线性化的曲线

多元线性回归

预测或估计

回归显著性检验

回归系数估计

多元线性回归模型

检测题（一）

１．下表列出在不同质量下６根弹簧的长度：
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质量ｘ（克） ５ １０ １５ ２０ ２５ ３０

长度ｙ（厘米） ７２５ ８１２ ８９５ ９９０ １０９ １１８

（１）试将这６对观察值用点画在坐标纸上，直观上能否认为长度对于质量的回归是线性
的；

（２）写出经验回归直线方程；
（３）试在ｘ＝１６时做出Ｙ的９５％预测区间．
２．维尼纶纤维的耐热水性能好坏可以用指标“缩醛化度”ｙ来衡量，这个指标越高，耐热水
性能越好．而甲醛浓度是影响缩醛化度的重要因素，在生产中常用甲醛浓度ｘ（ｇ／Ｌ）去控制这
一指标，经试验数据如下：

甲醛浓度ｘ（ｇ／Ｌ） １８ ２０ ２２ ２４ ２６ ２８ ３０

缩醛化度ｙ（克分子％） ２６８６ ２８３５ ２８７５ ２８８７ ２９７５ ３０００ ３０３６

（１）试建立ｘ，ｙ的回归方程；
（２）求σ２的无偏估计；

（３）对回归方程做显著性检验（α＝００５）．
３．某医院用光电比色计检验尿汞时，尿汞含量（ｍｇ／Ｌ）与消光系数读数的结果如下：
尿汞含量ｘｉ ２ ４ ６ ８ １０

消光系数ｙｉ ６４ １３８ ２０５ ２８５ ３６０

已知它们之间有关系式

Ｙｉ＝α＋βｘｉ＋εｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｎ，
其中εｉ～Ｎ（０，σ２），且各εｉ相互独立，试求α，β的点估计，并在显著水平α＝００５下检验β
是否为３８．

４．某种合金１５个样品的硬度（以布氏硬度为单位）和抗拉强度（ｋｇ／ｃｍ２）如下表：

硬度 ４１ ７４ １００ ７２ ６７ ５５ ７１ ３５ ４１ ９６ ２０ ４５ ３８ ２６ ２９

抗拉强度 ２７ ４２ ６２ ４３ ３７ ３１ ４５ ２１ ２３ ５１ １５ ２２ １９ １７ １７

（１）画出这些数据的散点图；
（２）求出样本线性回归方程；
（３）检验假设Ｈ０：ｂ＝０（α＝００５）；
（４）假定一个新样品的硬度为５０，试以０９５９０的置信度估计其抗拉强度．
５．在钢线碳含量对于电阻的效应研究中，得到以下的数据：
碳含量ｘ（％） ０１０ ０３０ ０４０ ０５５ ０７０ ０８０ ０９５

电阻ｙ（２０℃时，微欧） １５ １８ １９ ２１ ２２６ ２３８ ２６

（１）求线性回归方程ｙ^＝^ａ＋^ｂｘ；（２）求ｂ的置信水平为０９５的置信区间；（３）求ｘ＝０５０
处观察值Ｙ的置信水平为０９５的预测区间．

检测题（一）参考答案

１．（１）可以；（２）^ｙ＝４５０２６－２０３１ｘ；（３）（－５９１３３，８４１，９９）．

２．（１）^ｙ＝２２６４８６＋０２６４３ｘ；（２）σ２
∧

＝０１３４０；（３）Ｆ＝５８４０．
３．^α＝－１１３，^β＝３６９５，接受β＝３８．
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４．（２）^ｙ＝０７８３４＋０５６８２ｘ；（３）ｔ＝１８１４８＞ｔα（１３）＝２１６０，故否定Ｈ０；（４）（２２６９，

３５７０）．
５．（１）^ｙ＝１３９５８４＋１２５５０３ｘ；（２）（１１８２３２，１３２７７４）；（３）（１９６７，２０８０）．

检测题（二）

１．为考察某种毒药的剂量（ｍｇ／单位容量计）与老鼠死亡之间的关系，取多组老鼠（每组２５
只）试验，得到以下的数据：

剂量ｘ ４ ６ ８ １０ １２ １４ １６ １８

死亡的老鼠数ｙ １ ３ ６ ８ １４ １６ ２０ ２１

（１）画出散点图，并求Ｙ对ｘ的线性回归方程：^ｙ＝^ａ＋^ｂｘ；
（２）估计当剂量为７时，死亡的老鼠数；
（３）求ε的方差σ２的无偏估计；

（４）检验假设Ｈ０：ｂ＝０，Ｈ１：ｂ≠０，取α＝００５；
（５）若回归效果显著，求ｂ的置信水平为０９９的置信区间；
（６）求ｘ＝９处μ（ｘ）的置信水平为０９９的置信区间；
（７）求ｘ＝９处观察值Ｙ的置信水平为０９５的预测区间．
２．钢的强度和硬度都是反映钢质量的指标．现在炼２０炉中碳钢，它们的抗拉强度Ｙ 与硬
度ｘ的２０对试验值列于下表：
（１）绘出散点图；
（２）试求Ｙ对ｘ的经验回归直线方程；
（３）求σ２的估计量σ^２

  

．
编号 ｘｉ ｙｉ 编号 ｘｉ ｙｉ 编号 ｘｉ ｙｉ 编号 ｘｉ ｙ   ｉ

  １ ２７７ １０３ ６ ２６８ ９８ １１ ２８６ １０８ １６ ２５５ ９４

  ２ ２５７ ９９５ ７ ２８５ １０３５ １２ ２６９ １００ １７ ２６９ ９９

  ３ ２５５ ９３ ８ ２８６ １０３ １３ ２４６ ９６５ １８ ２９７ １０９

  ４ ２７８ １０５ ９ ２７２ １０４ １４ ２５５ ９２ １９ ２５７ ９５５
５ ３０６ １１０ １０ ２８５ １０３ １５ ２５３ ９４ ２０ ２５０ ９１

检测题（二）参考答案

１．（１）^ｙ＝－５９６４＋１５５４ｘ；（２）^ｙ｜ｘ＝７＝４９１４；

（３）σ２
∧

＝１２３２１６１５；（４）｜ｔ｜＝２４４６９，拒绝Ｈ０，即认为回归效果显著；

（５）（１５５４±３１８）；（６）（８０２２±１５８８）；

（７）８０２２±３７０７４×^σ １＋１
８＋（９－１１）２／槡（ ）１６８ ＝（８０２２±４４１１）．

２．（２）^ｙ＝０３１５６ｘ＋１４７６８３；（３）σ２
∧

＝４８８２７．

１２２第９章 回归分析



期末测试及参考答案

期末测试（一）

一、选择题

１．设Ａ、Ｂ是两个对立事件，Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０，则（ ）一定不成立．
Ａ．Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ｂ） Ｂ．Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝０
Ｃ．Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝１ Ｄ．Ｐ（珚Ａ珚Ｂ）＝０
２．当事件Ａ与Ｂ同时发生时，事件Ｃ必发生，则下列结论正确的是（ ）．
Ａ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ） Ｂ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ＋Ｂ）

Ｃ．Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１ Ｄ．Ｐ（Ｃ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１
３．设离散型随机变量Ｘ 的分布律为Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝ｂλｋ（ｋ＝１，２⋯），且ｂ＞０，则λ为

（ ）．
Ａ．大于零的任意实数 Ｂ．ｂ＋１

Ｃ．１
１＋ｂ Ｄ．１

ｂ－１
４．设随机变量Ｘ～Ｎ（－３，１），Ｙ～Ｎ（２，１），且Ｘ与Ｙ相互独立．令Ｚ＝Ｘ－２Ｙ＋７，则Ｚ

～（ ）．
Ａ．Ｎ（０，５） Ｂ．Ｎ（０，３） Ｃ．Ｎ（０，４６） Ｄ．Ｎ（０，５４）

５．设连续型随机向量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２４ｙ（１－ｘ），０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤ｘ，

０｛ ， 其他，

则关于Ｘ的边缘概率密度ｆＸ（ｘ）＝（ ）．

Ａ．ｆＸ（ｘ）＝１２ｘ２（１－ｘ） Ｂ．ｆＸ（ｘ）＝
１２ｘ２（１－ｘ），０≤ｘ≤１

０
烅
烄
烆 ， 其他

Ｃ．ｆＸ（ｘ）＝１２ｘ（１－ｘ）２ Ｄ．ｆＸ（ｘ）＝
１２ｘ（１－ｘ）２，０≤ｘ≤１

０
烅
烄
烆 ， 其他

６．总体Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），Ｘ１，⋯，Ｘｎ（ｎ＞１）为来自Ｘ的一个样本，^σ２＝Ｃ∑

ｎ－１

ｉ＝１

（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）
２

是σ２的一个无偏估计量，则Ｃ＝（ ）．

Ａ．１ｎ Ｂ．１
ｎ－１ Ｃ． １

２（ｎ－１） Ｄ．１２ｎ

７．设随机变量Ｘ～Ｎ（μ，１），Ｙ～χ
２（ｎ）；又Ｘ，Ｙ独立，令Ｔ＝Ｘ－μ

槡Ｙ
槡ｎ，则下列结论正确

的是（ ）．
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Ａ．Ｔ～ｔ（ｎ－１） Ｂ．Ｔ～ｔ（ｎ） Ｃ．Ｔ～Ｎ（０，１） Ｄ．Ｔ～Ｆ（１，ｎ）

８．在下列函数中，可以作为某个随机变量分布函数的是（ ）．

Ａ．Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－ｘ，－∞＜ｘ＜＋∞ Ｂ．Ｆ（ｘ）＝１
２＋１

πａｒｃｔａｎｘ，－∞＜ｘ＜＋∞

Ｃ．Ｆ（ｘ）＝
１＋ｅ－ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄
烆 ０

Ｄ．Ｆ（ｘ）＝

１
２
（１＋ｃｏｓｘ），｜ｘ｜＜π

２
，

０， ｜ｘ｜≥π
烅

烄

烆 ２
二、填空题

９．设电路由元件Ａ与Ｂ并联而成，且Ａ 与Ｂ相互独立，两元件正常工作的概率都为ｐ，

已知电路正常工作的概率为１５
１６
，求ｐ＝ ．

１０．设随机变量Ｘ 服从均匀分布Ｕ［０，１０］，求方程ｘ２＋Ｘｘ＋１＝０有实根的概率为

．

１１．设随机变量Ｘ的期望Ｅ（Ｘ）为一非负值，且Ｅ Ｘ２

２（ ）－１ ＝２，Ｄ Ｘ
２（ ）－１ ＝１

２
，则Ｅ（Ｘ）

＝ ．
１２．设总体Ｘ～Ｂ（１，ｐ），ｐ为未知参数．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自该总体的样本，珚Ｘ 是它

们的样本均值，则Ｐ 珚Ｘ＝ｋ｛ ｝ｎ ＝ ．

１３．设随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
０， ｘ＜０，

Ａｘ２，０≤ｘ＜２，

１， ｘ≥
烅
烄

烆 ２．
其中Ａ为待定常数，则有Ｐ｛１＜Ｘ＜３｝＝ ．

１４．已知随机变量Ｘ服从参数为λ的泊松分布，且Ｐ｛Ｘ＝０｝＝１
２
，则Ｐ｛Ｘ＜２｝＝ ．

三、解答题

１５．一工人看３台机床，在１ｈ内机床不需要照顾的概率分别为０９，０８，０７，且相互独
立．设Ｘ为１ｈ内需照顾的机床台数，求Ｘ的分布律．

１６．设甲箱中有ａ个白球，ｂ个红球，乙箱中有ｃ个白球，ｄ个红球．从甲箱中任取一球放
入乙箱中，然后再从乙箱中任取一球．求从乙箱中取到的球为白球的概率．

１７．设Ｘ为一离散型随机变量，其分布律为

Ｘ －１ ０ １

Ｐ １
２ １－２ｑ ｑ２

，

求：（１）ｑ值；
（２）Ｘ的分布函数；
（３）Ｙ＝Ｘ２＋１的分布律．
１８．设连续型随机变量Ｘ的密度函数为

３２２期末测试及参考答案



ｆ（ｘ）＝
Ａｘ２ｅ－ｋｘ， ｘ≥０

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０

（ｋ为已知常数）．

求：（１）常数Ａ；

（２）Ｐ ０≤Ｘ≤１｛ ｝ｋ ．

１９．设随机变量Ｘ的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
２

π（ｘ２＋１）
， ｘ＞０，

０， ｘ≤
烅
烄

烆 ０．
求随机变量Ｙ＝２Ｘ３的概率密度函数．

２０．设随机变量Ｘ的概率密度函数为

ｆ（ｘ）＝
１－｜１－ｘ｜，０＜ｘ＜２，

０， 其他｛ ．
求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）．

２１．设总体Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ；θ）＝
１
槡θ

ｅ－ｘ－β
槡θ ， ｘ≥β，

０， ｘ＜β
烅
烄

烆 ，

其中参数θ＞０已知，参数β未知，Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自Ｘ的一个样本，求未知参数β的矩估
计．

２２．岩石密度的测量结果Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）．现抽取１２个样品，测得∑

１２

ｉ＝１
ｘ２

ｉ＝８９９２．若已知μ

＝２７，求方差σ２的置信区间（α＝０１）．
２３．某种导线的电阻（单位：Ω）Ｘ服从正态分布Ｎ（μ，００５

２）．现从新生产的一批导线中抽
取９根，测其电阻ｓ＝００８Ω．对于α＝００５，能否认为这批导线电阻的方差仍为０００５２？

２４．设事件Ａ与Ｂ独立，证明珚Ａ与珚Ｂ独立．

期末测试（一）参考答案

一、选择题

１．Ｄ ２．Ｃ ３．Ｃ ４．Ａ ５．Ｂ ６．Ｃ ７．Ｂ ８．Ｂ
二、解答题

９．３４ １０．０８ １１．２ １２．Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ １３．３４ １４．１２

（１＋ｌｎ２）

三、解答题

１５．
Ｘ ０ １ ２ ３
Ｐ ０５０４０３９８００９２０００６

．

１６． ａ（ｃ＋１）＋ｂｃ
（ａ＋ｂ）（ｃ＋ｄ＋１）．

１７．（１）ｑ＝１－槡１
２．
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（２）Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－１，

１
２
， －１≤ｘ＜０，

槡２－１
２
， ０≤ｘ＜１，

１， ｘ≥

烅

烄

烆 １．

（３）
Ｙ １ ２

Ｐ 槡 槡２－１ ２－ ３
．

１８．（１）Ａ＝ｋ３

２．

（２）Ｐ ０≤Ｘ≤１｛ ｝ｋ ＝∫
１
ｋ

０

ｋ３

２ｘ２ｅ－ｋｘｄｘ＝１－５
２ｅ．

１９．ｆＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝
ｆＸ

３
ｙ槡（ ）２ １

３
３
２ｙ槡 ２
，ｙ＞０，

０， ｙ≤０
烅
烄

烆 ，

即 ｆＹ（ｙ）＝
２

３槡２
３π（ｙ

３槡ｙ＋
３
４ｙ２槡 ）
，ｙ＞０，

０， ｙ≤
烅
烄

烆 ０．

２０．Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
ｘ·ｘｄｘ＋∫

２

１
ｘ（２－ｘ）ｄｘ＝１，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－Ｅ２（Ｘ）＝７
６－１＝１

６．

２１．β的矩估计为^β＝珚Ｘ－槡θ．
２２．置信区间为（０１２，０４７）．
２３．Ｈ０：σ２＝σ２

０＝０００５２，Ｈ１：σ２≠０００５２．
拒绝Ｈ０，即不能认为这批导线电阻的方差是０００５２．
２４．由Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）·Ｐ（Ｂ），得

Ｐ（珚Ａ）Ｐ（珚Ｂ）＝［１－Ｐ（Ａ）］［１－Ｐ（Ｂ）］

＝１－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝１－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（ＡＢ）

＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ）

＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（珚Ａ珚Ｂ）．
因此珚Ａ与珚Ｂ也独立．

期末测试（二）

一、选择题

１．设Ａ表示事件“甲种产品滞销，乙种产品滞销”，则其逆事件珚Ａ为（ ）．
Ａ．“甲种产品滞销，乙种产品畅销” Ｂ．“甲、乙两种产品均畅销”

Ｃ．“甲种产品滞销” Ｄ．“甲种产品或乙种产品畅销”
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２．设随机变量Ｘ与Ｙ均服从正态分布，Ｘ～Ｎ（μ，４
２），Ｙ～Ｎ（μ，５

２）．记ｐ１＝Ｐ｛Ｘ≤μ－
４｝，ｐ２＝Ｐ｛Ｙ≥μ＋５｝，则（ ）．

Ａ．对任何实数μ，都有ｐ１＝ｐ２ Ｂ．对任何实数μ，都有ｐ１＜ｐ２

Ｃ．只对μ的个别值，才有ｐ１＝ｐ２ Ｄ．对任何实数μ，都有ｐ１＞ｐ２

３．对任意两个随机变量Ｘ和Ｙ，若Ｅ（ＸＹ）＝ＥＸ·ＥＹ，则（ ）．
Ａ．Ｄ（ＸＹ）＝ＤＸ·ＤＹ Ｂ．Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝ＤＸ＋ＤＹ
Ｃ．Ｘ与Ｙ相互独立 Ｄ．Ｘ与Ｙ不独立

４．设｛Ｘｎ｝是独立同分布的随机变量序列，ＥＸｎ＝μ，则对于任意给定的ε＞０，有（ ）．

Ａ．ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ １
ｎ｜∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎμ｜≥｛ ｝ε ＝０ Ｂ．ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ １

ｎ｜∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－μ｜≥｛ ｝ε ＝０

Ｃ．ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ １
ｎ｜∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎμ｜≤｛ ｝ε ＝０ Ｄ．ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｐ １

ｎ｜∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－μ｜≥｛ ｝ε ＝１

５．设θ^１与θ^２都是参数θ的无偏估计量，^θ＝ａ^θ１＋ｂ^θ２也是参数θ的无偏估计量，则ａ、ｂ
分别为（ ）．

Ａ．ａ＝１
２
，ｂ＝－１

２ Ｂ．ａ＝２
３
，ｂ＝１

６ Ｃ．ａ＝３
２
，ｂ＝－１

２ Ｄ．ａ＝１
３
，ｂ＝１

２
二、填空题

６．设Ａ、Ｂ是随机事件，Ｐ（Ａ）＝０７，Ｐ（Ａ－Ｂ）＝０３，则Ｐ（ＡＢ）＝ ．
７．设随机变量Ｘ服从参数λ＝１的指数分布，则Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）＝ ．
８．设总体Ｘ的概率密度函数为ｐ（ｘ），（Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ）是从中抽取的一个样本，则（Ｘ１，

⋯，Ｘｎ）的联合密度函数为 ．
９．设总体Ｘ与Ｙ相互独立，且都服从正态分布Ｎ（０，１），（Ｘ１，⋯，Ｘ９）是从总体Ｘ中抽取
的一 个 样 本，（Ｙ１，⋯，Ｙ９）是 从 总 体 Ｙ 中 抽 取 的 一 个 样 本，则 统 计 量 Ｕ ＝
Ｘ１＋Ｘ２＋⋯Ｘ９

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋⋯＋Ｙ槡 ２
９

服从 分布，参数为 ．

１０．连续型随机变量Ｘ的概率密度为ｆ（ｘ）＝Ａｅ－｜ｘ｜（－∞＜ｘ＜＋∞），则Ａ＝ ．
三、解答题

１１．在调查某城市居民的消费水平时，发现该城市家庭中有１５％已购买空调，１２％已购买
电脑，２０％已购买ＶＣＤ机；６％的家庭已购买空调和电脑，１０％的家庭已购买空调和ＶＣＤ机，

５％的家庭已购买电脑和ＶＣＤ机；三种电器都已购买的为２％．试求下列事件的概率：（１）只购
买空调的；（２）只购买两种电器的．

１２．甲、乙、丙３台机床加工同一种零件，零件由各台机床加工的百分比依次是５０％、

３０％、２０％．各机床加工的优质品率依次是８０％，８５％，９０％，将加工的零件混在一起，从中任
取１个，求取得优质品的概率．

１３．两台相同型号的自动记录仪，每台无故障工作的时间分别为Ｘ和Ｙ，假设Ｘ与Ｙ 相
互独立，都服从参数为λ＝５的指数分布．现首先开动其中一台，当其损坏停用时另一台自动
开动，直至第二台记录仪损坏为止．令Ｔ表示从开始到第二台记录仪损坏时记录仪的总共工
作时间，试求随机变量Ｔ的概率密度函数．

１４．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为
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ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ａｙ（１－ｘ），０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤ｘ，

０， 其他｛ ．
试求：（１）常数Ａ；（２）随机变量Ｘ的边缘密度函数ｆＸ（ｘ）．

１５．罐中有５个红球，３个白球，有放回地每次取一球，直到取得红球为止．用Ｘ表示抽取
次数，求Ｘ的分布律，并计算Ｐ｛１≤Ｘ≤３｝．

１６．假设总体Ｘ服从正态分布Ｎ（１，０２２），样本Ｘ１，⋯，Ｘｎ 来自总体Ｘ，要使样本均值珚Ｘ
满足概率不等式

Ｐ｛０９≤珚Ｘ≤１１｝≥０９５，
求样本容量ｎ最小应取多大？

１７．设总体Ｘ的密度函数为ｐ（ｘ；θ，λ）＝１
２λｅ

－｜ｘ－θ｜
λ ，其中λ＞０，设ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 是来自

这一总体的样本，求θ，λ的矩估计．

１８．设随机变量Ｘ～Ｎ（μ，２８
２），现有Ｘ的１０个观察值ｘ１，⋯，ｘ１０，已知珔ｘ＝１

１０∑
１０

ｉ＝１
ｘｉ＝

１５００，求：（１）μ的置信度为０９５的置信区间；（２）要使０９５的置信区间长度小于１，观察值个
数ｎ最少应取多少？

１９．设某市青少年犯罪的年龄构成服从正态分布，今随机抽取９名罪犯，其年龄如下：

２２，１７，１９，２５，２５，１８，１６，２３，２４
试以９５％的概率判断犯罪青少年的平均年龄是否为１８岁．

２０．设Ａ、Ｂ是两个事件，又设Ｐ（Ａ）＝ｐ１＞０，Ｐ（Ｂ）＝ｐ２＞０，且ｐ１＋ｐ２＞１．证明：

Ｐ（Ｂ｜Ａ）≥１－１－ｐ２

ｐ１
．

期末测试（二）参考答案

一、选择题

１．Ｄ ２．Ａ ３．Ｂ ４．Ａ ５．Ｃ
二、填空题

６．３５ ７．４３ ８．∏
ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ） ９．ｔ，９ １０．１２

三、解答题

１１．（１）Ｐ｛某家庭只购买空调｝＝００１．
（２）Ｐ｛某家庭只购买两种电器｝＝０１５．

１２．设Ｄ表示取出的产品是优质品．
Ｐ（Ｄ）＝０８３５．

１３．随机变量Ｔ的密度函数为ｐＴ（ｔ）＝
２５ｔｅ－５ｔ，ｔ＞０，

０， ｔ≤
烅
烄
烆 ０．

１４．（１）Ａ＝２４．

（２）随机变量Ｘ的边缘密度函数为ｆＸ（ｘ）＝
１２ｘ２（１－ｘ），０≤ｘ≤１，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

７２２期末测试及参考答案



１５．
Ｘ １ ２ ３ ⋯ ｋ ⋯

ｐ ５
８

１５
６４

４５
５１２
⋯ （ ）３８

ｋ－１５
８
⋯

故 Ｐ｛１＜Ｘ≤３｝＝Ｐ｛Ｘ＝２｝＋Ｐ｛Ｘ＝３｝＝１５
６４＋４５

５１２≈０３２２．

１６．样本容量ｎ最少应取为１６．

１７．

θ^＝珔ｘ，

λ^＝σ^
槡２

＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－珔ｘ）槡
烅
烄

烆
２．

１８．（１）置信区间为（１４９８２６５，１５０１７３５）
（２）样本容量ｎ至少应取１２１．

１９．检验假设Ｈ０：μ＝１８，Ｈ１：μ≠１８．
拒绝Ｈ０．

２０．Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＢＡ）
Ｐ（Ａ）＝

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ＋Ｂ）
Ｐ（Ａ）

，

由于Ｐ（Ａ＋Ｂ）≤１，所以

Ｐ（Ａ＋Ｂ）≥ｐ１＋ｐ２－１
ｐ１

＝１－
１－ｐ２

ｐ１
．

期末测试（三）

一、选择题

１．设Ａ、Ｂ、Ｃ为随机事件，若Ｐ（Ｃ）＞０，且

Ｐ（Ａ∪Ｂ｜Ｃ）＝Ｐ（Ａ｜Ｃ）＋Ｐ（Ｂ｜Ｃ）
则下列不等式成立的是（ ）．

Ａ．Ｐ（Ｃ（Ａ∪Ｂ））＝Ｐ（ＡＣ）＋Ｐ（ＢＣ） Ｂ．Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ｜Ｃ）＋Ｐ（Ｂ｜Ｃ）

Ｃ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ｜Ａ）＋Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ｜Ｂ）

Ｄ．Ｐ（Ａ∪Ｂ｜珚Ｃ）＝Ｐ（Ａ｜珚Ｃ）＋Ｐ（Ｂ｜珚Ｃ）

２．设甲、乙二人独立地向同一目标各射击１次，其命中率分别为０６和０５，现两人同时
射击各一次，则目标被击中的概率是（ ）．

Ａ．０１ Ｂ．３１１ Ｃ．０８ Ｄ．０６

３．设某连续型随机变量的密度函数ｐ（ｘ）为偶函数，Ｆ（ｘ）为其分布函数，则对任意实数

ａ，有（ ）．

Ａ．Ｆ（－ａ）＝１－∫
ａ

０
ｐ（ｘ）ｄｘ Ｂ．Ｆ（－ａ）＝２Ｆ（ａ）－１

Ｃ．Ｆ（－ａ）＝１
２－∫

ａ

０
ｐ（ｘ）ｄｘ Ｄ．Ｆ（－ａ）＝Ｆ（ａ）

４．设Ｅ（Ｘ）＝１，Ｅ（Ｙ）＝２，Ｄ（Ｘ）＝１，Ｄ（Ｙ）＝４，ρＸＹ ＝０６，则Ｅ（２Ｘ－Ｙ＋１）２＝
（ ）．

Ａ．２１ Ｂ．３２ Ｃ．４２ Ｄ．４８

８２２ 概率统计学习教程



５．设随机变量Ｘ的方差Ｄ（Ｘ）＜＋∞，ａ为正常数，则Ｐ ｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜
ａ ≥（ ）１ ≤（ ）．

Ａ．Ｄ（Ｘ） Ｂ．１－Ｄ（Ｘ） Ｃ．１－Ｄ（Ｘ）
ａ２ Ｄ．Ｄ

（Ｘ）
ａ２

６．设（Ｘ，Ｙ）的联合密度为ｐ（ｘ，ｙ）＝
１
π
， ｘ２＋ｙ２≤１，

０
烅
烄

烆 ， 其他，

则Ｘ 与Ｙ 为（ ）的随机变

量．
Ａ．不独立同分布 Ｂ．独立不同分布 Ｃ．独立同分布 Ｄ．不独立也不同分布

７．设总体Ｘ和Ｙ相互独立，分别服从Ｎ ０，１（ ）ｎ 和Ｎ ０，１（ ）ｍ ，ｎ和ｍ 是自然数，且ｎ≠

ｍ．Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｋ和Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙｌ分别是Ｘ和Ｙ的样本，要使
Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｋ

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋⋯＋Ｙ２槡 ｌ

服从ｔ分

布，ｋ、ｌ应满足条件（ ）．

Ａ．ｋ＝ｌ Ｂ．ｋｌ＝ｎ
ｍ Ｃ．ｋｌ＝ｎｍ Ｄ．ｋｌ＝ｍ

ｎ
８．样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ（ｎ≥３）取自总体Ｘ，则下列估计量中，不是总体期望μ的无偏估计
量有（ ）．

Ａ．珚Ｘ Ｂ．Ｘ１＋Ｘ２＋⋯＋Ｘｎ Ｃ．０１（６Ｘ１＋４Ｘｎ） Ｄ．Ｘ１＋Ｘ２－Ｘ３

９．总体均值μ的区间估计中，正确的说法是（ ）．
Ａ．置信度１－α一定时，样本容量增加，则置信区间的长度变长

Ｂ．置信度１－α一定时，样本容量增加，则置信区间的长度变短

Ｃ．置信度１－α变小，则置信区间的长度变短

Ｄ．置信度１－α变大，则置信区间的长度变短

１０．在假设检验中，显著性水平α是指（ ）．
Ａ．Ｐ（接受Ｈ０｜Ｈ０为假）＝α Ｂ．Ｐ（接受Ｈ１｜Ｈ１为假）＝α
Ｃ．Ｐ（拒绝Ｈ０｜Ｈ０为真）＝α Ｄ．Ｐ（拒绝Ｈ１｜Ｈ１为真）＝α
二、填空题

１１．已知Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０８，Ｐ（Ｂ）＝０４，则Ｐ（Ａ｜珚Ｂ）＝ ．
１２．某种商品一天的销售量（件）服从参数为λ的泊松分布，随机选取４天，其中恰有一天
的销售量为５件的概率是 ．

１３．设相互独立的随机变量Ｘ与Ｙ具有相同的分布，且Ｘ的分布律为
Ｘ －１ １ ２
Ｐ ０２０２０６

，则

随机变量Ｚ＝ｍａｘ｛Ｘ２，Ｙ２｝的分布律为 ．
１４．用切比雪夫不等式估计：投掷一枚均匀的硬币１００次，正面向上出现的频率在０４到

０６之间的概率不小于 ．
１５．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为来自正态总体Ｎ（μ，σ

２）的样本，已知σ２＝σ２
０，检验假设Ｈ０：μ＝

μ０，则当Ｈ０为真时，常选用的统计量是 ，它服从的分布为 ．
三、解答题

１６．设有两台机床加工同样的零件，第一台机床出废品的概率是００３，第二台机床出废品

９２２期末测试及参考答案



的概率是００２，加工出来的零件混放在一起，并且已知第一台机床的加工的零件比第二台机
床多一倍．
（１）求任取一个零件是合格品的概率；
（２）若任取的一个零件经检查后发现是废品，则它是第二台机床加工的概率．
１７．设随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律：

Ｙ
Ｘ ０ １ ２

０ ０１２５ ０２５ ０
２ ０１２５ ０２５ ０２５

求：（１）Ｚ＝ＸＹ的分布律；
（２）条件分布律Ｐ（Ｘ＝ｉ｜Ｙ＝２）．
１８．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｃｅ－（３ｘ＋４ｙ）， ｘ，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

（１）确定常数ｃ；
（２）讨论Ｘ、Ｙ的独立性；
（３）计算Ｐ（０＜Ｘ≤１，０＜Ｙ≤２）．
１９．一通信系统拥有５０台相互独立起作用的交换机．在系统运行期间，每台交换机能清晰
接受信号的概率为０９０，系统正常工作时，要求能清晰接受信号的交换机至少４５台．求该通
信系统能正常工作的概率．

２０．设随机变量Ｘ服从（０，θ）上的均匀分布，Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是从总体Ｘ中抽取的简单随

机样本，求θ的矩估计量^θ１和极大似然估计量θ^２．

２１．从理论分析得出结论：压缩机的冷却用水，其温度服从Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），升高的平均值

不多于５℃，现测量了５台压缩机的冷却用水的升高温度分别是６４，４３，５７，４９，５４．问在

α＝００５时，这组数据与理论分析得出的结论是否一致？

２２．设连续随机变量Ｘ的密度函数ｆ（ｘ）在ｘ＜０时恒为零，且Ｅ（Ｘ）存在．试证：对任意

正常数ａ有Ｐ（Ｘ＞ａ）≤Ｅ（Ｘ）
ａ ．

２３．证明在一次试验中，事件Ａ发生的次数Ｘ的方差Ｄ（Ｘ）≤１
４．

期末测试（三）参考答案

一、选择题

１．Ａ ２．Ｃ ３．Ｃ ４．Ｃ ５．Ｄ ６．Ａ ７．Ｂ ８．Ｂ ９．Ｂ １０．Ｃ
二、填空题

１１．２３ １２．４λ５

５！ｅ
－（ ）λ １－λ５

５！ｅ
－（ ）λ

３

１３．
Ｚ １ ４
Ｐ ０１６０８４

１４．３４

１５．
珚Ｘ－μ０

σ０
槡ｎ，Ｎ（０，１）

０３２ 概率统计学习教程



三、解答题

１６．设Ａｉ表示零件是第ｉ台机床加工的，ｉ＝１，２．事件Ｂ表示任取的一个零件是合格品，
则

（１）Ｐ（Ｂ）＝０９７３．
（２）Ｐ（Ａ２｜珚Ｂ）＝０２５．

１７．（１）
Ｚ ０ ２ ４
Ｐ ０５ ０２５０２５

（２）
Ｘ＝ｉ｜Ｙ＝２ ０ １ ２

Ｐ ０２ ０４ ０４
．

１８．（１）ｃ＝１２．

（２）ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

０
１２ｅ－（３ｘ＋４ｙ）ｄｙ＝３ｅ－３ｘ，ｘ≥０，

ｆＸ（ｘ）＝
３ｅ－３ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄
烆 ０．

同理ｆＹ（ｙ）＝
４ｅ－４ｙ，ｙ≥０，

０， ｙ＜
烅
烄
烆 ０．

等式ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）对任何（ｘ，ｙ）成立．故Ｘ与Ｙ相互独立．

（３）Ｐ（０＜Ｘ≤１，０＜Ｙ≤２）＝∫
１

０
３ｅ－３ｘｄｘ∫

２

０
４ｅ－４ｙｄｙ＝（１－ｅ－３）（１－ｅ－４）．

１９．设Ｘ表示系统运行期间能清晰接受信号的交换机台数，则Ｘ～Ｂ（５０，０９０）．
Ｐ（通信系统能正常工作）＝Ｐ（４５≤Ｘ≤５０）

＝Ｐ
４５－５０×０９
槡５０×０９×０１

≤ Ｘ－５０×０９
槡５０×０９×０１

≤ ５０－５０×０９
槡（ ）５０×０９×０１

＝Φ（２３６）－Φ（０）＝０４９０９．
２０．^θ１＝２珚Ｘ．

θ^２＝Ｘ（ｎ）＝ｍａｘ｛Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ｝．

２１．Ｈ０：μ＝５；Ｈ１：μ＞５．
接受Ｈ０，即这组数据与理论分析得出的结论一致．

２２．Ｐ（Ｘ＞ａ）＝∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≤１

ａ∫
＋∞

ａ
ｘｆ（ｘ）ｄｘ≤１

ａ∫
＋∞

０
ｘｆ（ｘ）ｄｘ

＝１
ａ∫

＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝１

ａＥ
（Ｘ）．

２３．设Ｐ（Ａ）＝ｐ，则Ｘ的分布律为

Ｘ ０ １
Ｐ１－ｐ ｐ

．

Ｅ（Ｘ）＝ｐ，Ｅ（Ｘ２）＝ｐ，从而Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝ｐ－ｐ２＝１
４－ ｐ－（ ）１２

２

≤１
４．

期末测试（四）

一、选择题

１．若二事件Ａ和Ｂ同时出现的概率Ｐ（ＡＢ）＝０，则（ ）．

１３２期末测试及参考答案



Ａ．Ａ和Ｂ不相容（相斥） Ｂ．ＡＢ是不可能事件

Ｃ．ＡＢ未必是不可能事件 Ｄ．Ｐ（Ａ）＝０或Ｐ（Ｂ）＝０
２．若Ａ、Ｂ为两个随机事件，且ＢＡ，则下列式子正确的是（ ）．
Ａ．Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ） Ｂ．Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）

Ｃ．Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ） Ｄ．Ｐ（Ｂ－Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）

３．设随机变量Ｘ服从正态分布Ｎ（μ，σ
２），则随σ的增大，概率Ｐ｛｜Ｘ－μ｜＜σ｝（ ）．

Ａ．单调增大 Ｂ．单调减少 Ｃ．相关系数不为零 Ｄ．相关系数为零

４．设Ｆ１（ｘ）与Ｆ２（ｘ）分别为随机变量Ｘ１与Ｘ２的分布函数，为使Ｆ（ｘ）＝ａＦ１（ｘ）－

ｂＦ２（ｘ）是某一随机变量的分布函数，在下列给定的各组数值中应取（ ）．

Ａ．ａ＝３
５
，ｂ＝－２

５ Ｂ．ａ＝２
３
，ｂ＝２

３ Ｃ．ａ＝－１
２
，ｂ＝３

２ Ｄ．ａ＝１
２
，ｂ＝－３

２
５．假设随机变量Ｘ服从指数分布，则随机变量Ｙ＝ｍｉｎ（Ｘ，２）的分布函数（ ）．
Ａ．是连续函数 Ｂ．至少有两个间断点Ｃ．是阶梯函数 Ｄ．恰好有一个间断点

６．设Ｘ是一随机变量，Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝σ２（μ，σ＞０常数），则对任意常数Ｃ，必有
（ ）．

Ａ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２＝ＥＸ２－Ｃ２ Ｂ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）＝Ｅ（Ｘ－μ）
２

Ｃ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２＜Ｅ（Ｘ－μ
２） Ｄ．Ｅ（Ｘ－Ｃ）２≥Ｅ（Ｘ－μ）

２

７．设随机变量Ｘ和Ｙ相互独立，其概率分布为

Ｘ －１ １

Ｐ １
２

１
２
，

Ｙ －１ １

Ｐ １
２

１
２

．

则下列式子正确的是（ ）．

Ａ．Ｘ＝Ｙ Ｂ．Ｐ｛Ｘ＝Ｙ｝＝０ Ｃ．Ｐ｛Ｘ＝Ｙ｝＝１
２ Ｄ．Ｐ｛Ｘ＝Ｙ｝＝１

８．设随机变量Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ９相互独立且同分布，而且有ＥＸｉ＝１，ＤＸｉ＝１（ｉ＝１，２，⋯，

９），令Ｘ＝∑
９

ｉ＝１
Ｘｉ，则对任意给定的ε＞０，由切比雪夫不等式直接可得（ ）．

Ａ．Ｐ｛｜Ｘ－１｜＜ε｝≥１－１
ε２ Ｂ．Ｐ｛｜Ｘ－９｜＜ε｝≥１－１

ε２

Ｃ．Ｐ｛｜Ｘ－９｜＜ε｝≥１－９
ε２ Ｄ．Ｐ｛｜１９Ｘ－１｜＜ε｝≥１－１

ε２

９．设Ｘ～Ｎ（０，１６），Ｙ～Ｎ（０，９），Ｘ、Ｙ相互独立，Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘ９与Ｙ１，Ｙ２，⋯，Ｙ１６分别

为Ｘ与Ｙ的一个简单随机样本，则Ｘ２
１＋Ｘ２

２＋⋯＋Ｘ２
９

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋⋯＋Ｙ２
１６

服从的分布为（ ）．

Ａ．Ｆ（９，１６） Ｂ．Ｆ（１６，９） Ｃ．Ｆ（９，９） Ｄ．Ｆ（１６，１６）

１０．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（０，σ２）的简单随机样本，则σ２的无偏估计量是

（ ）．

Ａ．１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ Ｂ．１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ Ｃ．１ｎ２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ Ｄ．１
ｎ＋１∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ
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二、填空题

１１．设两个相互独立的事件Ａ和Ｂ都不发生的概率为１９
，Ａ发生Ｂ不发生的概率与Ｂ发

生Ａ不发生的概率相等，则Ｐ（Ａ）＝ ．
１２．设随机变量Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝

１
３
， ｘ∈［０，１］，

２
９
， ｘ∈［３，６］，

０， 其他

烅

烄

烆 ．

若ｋ使得Ｐ（Ｘ≥ｋ）＝２
３
，则ｋ的取值范围是 ．

１３．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
６ｘ，０≤ｘ≤ｙ≤１，

０｛ ， 其他，

则Ｐ｛Ｘ＋Ｙ≤１｝＝ ．
１４．已知一批零件的长度Ｘ（单位：ｃｍ）服从正态分布Ｎ（μ，１），从中随机地抽取１６个零
件，得到长度的平均值为４０（ｃｍ），则μ的置信度为０９５的置信区间是 ．
（注：标准正态分布函数值Φ（１９６）＝０９７５，Φ（１６４５）＝０９５）

１５．设随机变量Ｘ和Ｙ的联合概率分布为

Ｘ
Ｙ －１ ０ １

０ ００７ ０１８ ０１５
１ ００８ ０３２ ０２０

则Ｘ２和Ｙ２的协方差ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ２）＝ ．
三、解答题

１６．假设有两箱同种零件：第一箱内装５０件，其中１０件一等品，第二箱内装３０件，其中

１８件一等品，现从两箱中随意挑出一箱，然后从该箱中先后随机取出两个零件（取出的零件均
不放回）．试求：
（１）先取出的零件是一等品的概率ｐ；
（２）在先取出的零件是一等品的条件下，第二次取出的零件仍然是一等品的条件概率ｑ．
１７．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－（ｘ＋２ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄
烆 ．

求随机变量Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ的分布函数．
１８．设总体Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
２ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ，

０， ｘ≤θ
烅
烄
烆 ，

其中θ＞０是未知参数．从总体Ｘ中抽取简单随机样本Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ，记θ^＝ｍｉｎ（Ｘ１，Ｘ２，⋯，

Ｘｎ）．
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（１）求总体Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ）；
（２）求统计量θ^的分布函数Ｆ^θ（ｘ）；
（３）如果用θ^作为θ的估计量，讨论它是否具有无偏性．
１９．一商店经销某种商品，每周进货的数量Ｘ与顾客对该种商品的需求量Ｙ 是相互独立
的随机变量，且都服从区间［１０，２０］上的均匀分布．商店每售出一单位商品可获得利润１０００
元；若需求量超过了进货量，商店可以从其他商店调剂供应，这时每单位商品获利润５００元，试
计算此商店经销该种商品每周所得利润的期望值．

２０．设随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ；α，β）＝
１－ α（ ）ｘ

β
， ｘ＞α，

０， ｘ≤α
烅
烄

烆 ，

其中参数α＞０，β＞１．设Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ 为来自总体Ｘ的简单随机样本．
（１）当α＝１时，求未知参数β的矩估计量；
（２）当α＝１时，求未知参数β的极大似然估计量；
（３）当β＝２时，求未知参数α的极大似然估计量．
２１．假设０５０，１２５，０８０，２００是来自总体Ｘ的简单随机样本值，已知Ｙ＝ｌｎＸ服从正
态分布Ｎ（μ，１）．
（１）求Ｘ的数字期望Ｅ（Ｘ）（记Ｅ（Ｘ）为ｂ）；
（２）求μ的置信度为０９５的置信区间；
（３）利用上述结果求ｂ的置信度为０９５的置信区间．
２２．设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取３６位考生的成绩，平均成绩为

６６５分，标准差为１５分．问在显著性水平００５下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成
绩为７０分？并给出检验过程．

期末测试（四）参考答案

一、选择题

１．Ｃ ２．Ａ ３．Ｃ ４．Ａ ５．Ｄ ６．Ｄ ７．Ｃ ８．Ｃ ９．Ａ １０．Ｂ
二、填空题

１１．２３ １２．［１，３］１３．１４ １４．（３９５１，４０４９） １５．－００２

三、解答题

１６．（１）ｐ＝０４；（２）ｑ＝０４８５６． １７．ＦＺ（ｚ）＝
１－ｅ－ｚ－ｚｅ－ｚ，ｚ＞０，

０， ｚ≤｛ ０．

１８．（１）Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－２（ｘ－θ）， ｘ＞θ，

０， ｘ≤θ｛ ．
（２）Ｆ^θ（ｘ）＝

１－ｅ－２ｎ（ｘ－θ）， ｘ＞０，
０， ｘ≤θ｛ ．

（３）Ｅ（^θ）＝θ＋１
２ｎ≠θ，^θ作为θ的估计量不具有无偏性．

１９．１４１６６６７（元）．２０．（１）^β＝
珚Ｘ

珚Ｘ－１
．（２）^β＝ ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎＸｉ

．（３）^α＝ｍｉｎ｛Ｘ１，Ｘ２，⋯，Ｘｎ｝．

２１．（１）Ｅ（Ｘ）＝ｅμ＋１
２．（２）（－０９８，０９８）．（３）（ｅ－０４８，ｅ１４８）．２２．Ｈ０：μ＝７０，接受Ｈ０．
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