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前　　言

跨越３个世纪的百年高校———上海交通大学是我国“２１１工程”和
“９８５工程”重点投资建设的重点大学上海交通大学数学系是全国工
科数学教学基地之一，其数学教学一贯坚持“起点高、基础厚、要求严、
重实践、求创新”的传统，使理、工、农、生、医、药、管理等各科学生都具
有扎实的数学基础
历年来，上海交大的学生在国内外高校的数学竞赛中，屡屡获奖；

在历届全国硕士研究生和工程硕士研究生的入学考试中，上海交大考
生的数学平均成绩，总是名列榜首这些成绩的取得，是因为上海交大
有一个行之有效的教学及考核体系，有一套先进成熟的优秀教材和辅
导材料，有一支充满活力的教学梯队，特别是有一个教学核心几十年
来，他们始终坚持在教学第一线，不断地总结教学经验，搜集教学资
料今天的成绩，是长期积累的结果，是历史的沉淀和升华
学好一门基础理论课程与顺利地通过这门课程的考试，两者的要

求是不同的前者要求掌握课程的总体概貌，不但要掌握这门课程的
基本概念、基本内容以及基本方法，还要了解它们的来龙去脉，知道所
学的内容从何处来、用在何处、如何应用；后者是检验所学内容的掌握
情况，注重课程内各概念和内容之间的联系，强调基本概念和基本方
法，适当顾及应用题这两者之间没有包含关系，所以顺利地通过考试
也是一门学问本书的编写，就是希望在这方面对读者有所帮助
常说学生怕考试，其实教师也怕考试，教师怕的是出的考卷不优

秀一份优秀的数学试卷，至少要具备以下几点：
（１）基本涵盖课程的所有内容，突出课程的重点；
（２）涉及基本内容之间的联系，有检验基本概念掌握情况的客观

试题，有掌握基本方法情况的计算题和应用题，还要有考查学生综合能
力的综合测试题；
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（３）既要符合课程的基本要求，又要体现学生的真实情况，不仅要
使努力学习的学生能顺利地通过考试，还要突出优秀的学生，淘汰较差
的学生；

（４）学生的考试成绩符合总体平均值为７５分左右的正态分布
高等数学是大学数学中一门主要的基础理论课程，不仅各高等院

校非数学专业的本科生因后继课程所需而必修，而且是硕士研究生、
ＭＢＡ研究生、工程硕士研究生的入学考试的主要课程之一本书所
收录的１６份试卷，是近年来上海交大高等数学课程的试卷每份试卷
后有考核内容的分值表，从中读者不难发现该课程考试的重点和对学
生的要求作者在书中除了对每一试题给予详解外，还对解题过程中
的常见错误、试题的其他解法、题目涉及的相关知识、本题的得分情况
作了精当的点评编者希望本书对学生顺利地通过考试和教师较好地
组织试卷有所帮助
本书可以作为高等院校高等数学课程学生的教学辅导用书，也可

以作为教师的教学参考用书书中试卷（一）至试卷（四）的剖析由王铭
执笔；试卷（五）至试卷（八）的剖析由吴忠英执笔；试卷（九）至试卷（十
二）的剖析由郑麒海执笔；试卷（十三）至试卷（十六）的剖析由钱芝蓁执
笔本书的编写和出版得到了上海交大数学系和上海交大出版社的大
力支持，出版社的同志并指导了本书的结构和编排工作，编者在此一并
表示感谢最后还要感谢上海交大数学系同仁对历年命题所付出的艰
辛劳动
由于时间紧迫，又囿于编者的水平，书中如有错误或不妥之处，诚

恳希望读者提出宝贵意见

编　者
２００５年１０月
于上海交通大学
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试　卷　（一）
　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１设ｆ（ｘ）是单调增函数，ｇ（ｘ）是单调减函数，且复合函数ｆ（ｆ（ｘ）），

ｆ（ｇ（ｘ）），ｇ（ｆ（ｘ）），ｇ（ｇ（ｘ））有意义，则下列函数组中全为单调减函
数的是 （　　）

（Ａ）ｆ（ｆ（ｘ）），ｆ（ｇ（ｘ））； （Ｂ）ｇ（ｆ（ｘ）），ｇ（ｇ（ｘ））；
（Ｃ）ｆ（ｇ（ｘ）），ｇ（ｆ（ｘ））； （Ｄ）ｇ（ｇ（ｘ）），ｆ（ｆ（ｘ））
２若ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在，则下列极限一定存在的是 （　　）

（Ａ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［ｆ（ｘ）］α； （Ｂ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

｜ｆ（ｘ）｜；

（Ｃ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｌｎｆ（ｘ）； （Ｄ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ａｒｃｓｉｎｆ（ｘ）

３当ｘ→０时，若ｙ＝ｅｘ－ａｘ２－ｂｘ－１是比ｘ２高阶的无穷小，
则 （　　）

（Ａ）ａ＝ １
２
，ｂ＝１； （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝ １

２
；

（Ｃ）ａ＝－１
２
，ｂ＝－１； （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝－１

２

４设ｆ（ｘ）＝
１－ｃｏｓｘ

槡ｘ
（ｘ＞０），

ｘ２ｇ（ｘ） （ｘ≤０
烅
烄

烆 ），
其中ｇ（ｘ）有界，则ｆ（ｘ）在

ｘ＝０ （　　）
（Ａ）极限不存在； （Ｂ）极限存在，但不连续；
（Ｃ）连续，但不可导； （Ｄ）可导
５设ｆ（ｘ）在［－１，１］上连续，在（－１，１）内可导，且有ｆ（０）＝
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０，｜ｆ′（ｘ）｜≤Ｍ，则在［－１，１］上必有 （　　）
（Ａ）｜ｆ（ｘ）｜≥Ｍ； （Ｂ）｜ｆ（ｘ）｜＞Ｍ；
（Ｃ）｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ； （Ｄ）｜ｆ（ｘ）｜＜Ｍ

二、填空题（每题４分，共２０分）

１设ｆ（ｘ）＝ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）…（ｘ＋ｎ），则ｄｆ｜ｘ＝０＝　　　　

２函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ
ｘ２－１

１＋１
ｘ槡 ２的间断点是　　　　，它们的类

型分别为　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

３ｆ（ａ）＝２，ｆ′（ａ）＝３，则ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ２（ａ＋２ｈ）－ｆ２（ａ－ｈ）
ｈ ＝　　　

４对数螺线ｒ＝ｅθ在点 ｅ
π
２，π（ ）２
处的切线方程是　　　　　　

５函数ｆ（ｘ）＝ｘｌｎ（ｘ－１）在ｘ＝２处的泰勒展开式中，带
（ｘ－２）３的项为　　　　

三、计算下列极限（１５分）

１ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ槡 ３（ｘ＋槡 ２－２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ）

２ｌｉｍ
ｚ→０

１
ｘ

１
ｘ－ｃｏｔ（ ）ｘ 

３ｌｉｍ
ｘ→π

４－０

（ｔａｎｘ）ｔａｎ２ｘ

四、计算下列函数的导数（１８分）

１设ｙ＝ （ｃｏｓ２ｘ）ａｒｃｔａｎｘ
２
，求ｙ′

２设
ｘ＝ｔｅｔ，
ｅｔ＋ｅｙ＝２｛ ，

求ｄｙ
ｄｘ ｔ＝０

，ｄ
２ｙ

ｄｘ２
ｔ＝０



３设ｙ＝ｘ２ｅ２ｘ，求ｙ（１０）（ｘ）
五、（１０分）设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内有定义，且对任意实数ｘ，ｙ
满足
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ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＋ｆ（ｙ）ｇ（ｘ），

其中ｇ（ｘ）＝ｅｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ，又ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１求ｆ（０），ｆ′（０），ｆ′（ｘ）

六、（１４分）

１已知极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２００２

ｎα－（ｎ－１）α
是不为零的有限数，试求α以及

极限值
２设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某邻域Ｕ（０，δ）内具有二阶导数，

且有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
ｘ３ ＋ｆ（ｘ）

ｘ［ ］２ ＝０

试求ｆ（０），ｆ′（０），ｆ″（０）

七、证明题（８分）

设０＜ａ＜ｂ，函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］连续，在（ａ，ｂ）可导，ｆ（ａ）＝

ｆ（ｂ）＝０试证：存在一点ξ∈ （ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）
ξ

＝２００３ｆ′（ξ）

试卷（一）考核内容分值表

考核内容 函数 极限和连续 导数和微分 微分中值定理和导数的应用

分值 ３ ２５ ３９ ３３

关于试卷（一）的说明
试卷（一）每题点评中提到的得分率，即考生在该题上的平均得分

与该题满分之比，其取值范围在０与１之间
由于不同的考生群体水平是有差异的，他们在同一题上的平均得

分也不同因此，同一题目相对于不同的考生群体的得分率是不同
的本试卷所给出的得分率是对某一学院考生统计的结果
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得分率是反映试题难易程度的指标，对于数学考试而言，得分率在
０３以下的为难题，在０３～０８之间的为中等难度题，在０８以上的
为易题
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试卷（一）详解

一、选择题

１设ｆ（ｘ）是单调增函数，ｇ（ｘ）是单调减函数，且复合函数ｆ（ｆ（ｘ）），

ｆ（ｇ（ｘ）），ｇ（ｆ（ｘ）），ｇ（ｇ（ｘ））有意义，则下列函数组中全为单调减函
数的是 （　　）

（Ａ）ｆ（ｆ（ｘ）），ｆ（ｇ（ｘ））； （Ｂ）ｇ（ｆ（ｘ）），ｇ（ｇ（ｘ））；
（Ｃ）ｆ（ｇ（ｘ）），ｇ（ｆ（ｘ））； （Ｄ）ｇ（ｇ（ｘ）），ｆ（ｆ（ｘ））
解　选Ｃ
方法１　根据定义验证：设ｘ１＞ｘ２，则ｆ（ｘ１）≥ｆ（ｘ２），ｇ（ｘ１）≤

ｇ（ｘ２）；ｆ（ｆ（ｘ１））≥ｆ（ｆ（ｘ２）），ｆ（ｇ（ｘ１））≤ｆ（ｇ（ｘ２）），ｇ（ｆ（ｘ１））≤
ｇ（ｆ（ｘ２）），ｇ（ｇ（ｘ１））≥ｇ（ｇ（ｘ２）），故选Ｃ
方法２　取特殊函数：令ｆ（ｘ）＝ｘ，ｇ（ｘ）＝－ｘ，则ｆ（ｆ（ｘ））＝ｘ，

ｇ（ｆ（ｘ））＝－ｘ，ｆ（ｇ（ｘ））＝－ｘ，ｇ（ｇ（ｘ））＝ｘ
（本题得分率为０８３）

点评　本题考察函数基本性质
２若ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在，则下列极限一定存在的是 （　　）

（Ａ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［ｆ（ｘ）］α； （Ｂ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

｜ｆ（ｘ）｜；

（Ｃ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｌｎｆ（ｘ）； （Ｄ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ａｒｃｓｉｎｆ（ｘ）

解　选Ｂ
（本题得分率为０７５）

点评　仅当ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ且ｌｉｍ
ｘ→Ａ

ｇ（ｘ）存在时，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｆ（ｘ））才一

定存在
３当ｘ→０时，若ｙ＝ｅｘ－ａｘ２－ｂｘ－１是比ｘ２高阶的无穷小，
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则 （　　）

（Ａ）ａ＝ １
２
，ｂ＝１； （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝ １

２
；

（Ｃ）ａ＝－１
２
，ｂ＝－１； （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝－１

２

解　选Ａ

方法１　０＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－ａｘ２－ｂｘ－１
ｘ ＝１－ｂｂ＝１，

　　　　０＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－ａｘ２－ｘ－１
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－２ａｘ－１
２ｘ ＝ １

２－ａａ＝ １
２
，

故选Ａ
方法２　利用带皮亚诺余项的泰勒展开式：

ｅｘ－ａｘ２－ｂｘ－１＝１＋ｘ＋１
２ｘ

２＋ｏ（ｘ２）－ａｘ２－ｂｘ－１

＝ （１－ｂ）ｘ＋ １
２－（ ）ａｘ２＋ｏ（ｘ２），

仅当ａ＝１
２
，ｂ＝１时，才成立ｅｘ－ａｘ２－ｂｘ－１是比ｘ２高阶的无穷小

（本题得分率为０７１）
点评　对无穷小的阶进行估计无论是在计算还是在证明中都很重

要，要能熟练地掌握这部分内容

４设ｆ（ｘ）＝
１－ｃｏｓｘ

槡ｘ
（ｘ＞０），

ｘ２ｇ（ｘ） （ｘ≤０
烅
烄

烆 ），
其中ｇ（ｘ）有界，则ｆ（ｘ）在

ｘ＝０ （　　）
（Ａ）极限不存在； （Ｂ）极限存在，但不连续；
（Ｃ）连续，但不可导； （Ｄ）可导
解　选Ｄ

·６·



ｆ（０）＝０，ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２ｇ（ｘ）＝０，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
槡ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
３
２

２ ＝０，

因此ｆ（ｘ）在ｘ＝０连续；

　　又 ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ２ｇ（ｘ）－０
ｘ ＝０，

ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１－ｃｏｓｘ
槡ｘ

－０

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

槡ｘ
２ ＝０，

因此ｆ（ｘ）在ｘ＝０可导
（本题得分率为０２８）

点评　当考察分段函数在分段点处的极限、连续性和可导性时，要
分别考察单侧极限和单侧导数

５设ｆ（ｘ）在［－１，１］上连续，在（－１，１）内可导，且有ｆ（０）＝
０，｜ｆ′（ｘ）｜≤Ｍ，则在［－１，１］上必有 （　　）

（Ａ）｜ｆ（ｘ）｜≥Ｍ； （Ｂ）｜ｆ（ｘ）｜＞Ｍ；
（Ｃ）｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ； （Ｄ）｜ｆ（ｘ）｜＜Ｍ
解　选Ｃ
对任何ｘ∈ ［－１，１］，存在ξ∈（－１，１），使得｜ｆ（ｘ）－ｆ（０）｜＝

｜ｘｆ′（ξ）｜≤Ｍ；考察ｆ（ｘ）＝Ｍｘ可知道ｆ（ｘ）满足本题题设，且在［－１，

１］上有｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ，因此选Ｃ而不选Ｄ
（本题得分率为０５６）

点评　为正确解答本题，说明选项中的等号可以取到是必须的通
常这可以通过取特殊函数来加以说明

二、填空题

１设ｆ（ｘ）＝ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）…（ｘ＋ｎ），则ｄｆ｜ｘ＝０＝　　　
解　ｎ！ｄｘ
ｆ′（０）＝ ｛（ｘ＋１）（ｘ＋２）…（ｘ＋ｎ）＋ｘ［（ｘ＋１）（ｘ＋２）…（ｘ＋

·７·



ｎ）］′｝｜ｘ＝０ ＝ｎ！，

　　　　　　　ｄｆ｜ｘ＝０ ＝ｆ′（０）ｄｘ＝ｎ！ｄｘ
（本题得分率为０８７）

点评　若函数ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）在ｘ＝ｘ０可导，且ｇ（ｘ０）＝０，则

（ｆ（ｘ）ｇ（ｘ））′｜ｘ＝ｘ０ ＝ｆ（ｘ０）ｇ′（ｘ０）

２函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ
ｘ２－１

１＋１
ｘ槡 ２的间断点是　　　　，它们的类

型分别为　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
解　ｘ＝０是跳跃间断点，ｘ＝－１是无穷间断点，ｘ＝１是可去

间断点
ｆ（ｘ）在ｘ＝０，ｘ＝－１，ｘ＝１处无定义由于

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

－（ｘ－１）ｘ２＋槡 １
ｘ２－１ ＝－１，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

（ｘ－１）ｘ２＋槡 １
ｘ２－１ ＝１；

ｌｉｍ
ｘ→－１－

ｆ（ｘ）＝＋∞，ｌｉｍ
ｘ→－１＋

ｆ（ｘ）＝－∞；

ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ
ｘ＋１ １＋１

ｘ槡 ２ ＝槡２
２

，

ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ
ｘ＋１ １＋１

ｘ槡 ２ ＝槡２
２

；

因此ｘ＝０是跳跃间断点，ｘ＝－１是无穷间断点，ｘ＝１是可去间断点
（本题得分率为０６９）

点评　间断点的类型取决于两个单侧极限存在与否及相互关系

３ｆ（ａ）＝２，ｆ′（ａ）＝３，则ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ２（ａ＋２ｈ）－ｆ２（ａ－ｈ）
ｈ ＝　　　

解　３６

　　　ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ２（ａ＋２ｈ）－ｆ２（ａ－ｈ）
ｈ

·８·



＝ｌｉｍ
ｈ→０

［ｆ（ａ＋２ｈ）＋ｆ（ａ－ｈ）］ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ－ｈ）
ｈ

＝２ｆ（ａ）ｌｉｍ
ｈ→０

２ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ）
２ｈ ＋ｆ（ａ－ｈ）－ｆ（ａ）

－［ ］ｈ
＝６ｆ（ａ）ｆ′（ａ）＝３６

（本题得分率为０７７）
点评　这里用到了ｆ（ｘ）在ｘ＝ａ可导，从而在ｘ＝ａ连续这一

结论　

４对数螺线ｒ＝ｅθ在点 ｅ
π
２，π（ ）２
处的切线方程是　　　　　

解　ｘ＋ｙ＝ｅ
π
２

ｘ＝ｅθｃｏｓθ，

ｙ＝ｅθｓｉｎθ
烅
烄
烆 ，

ｄｙ
ｄｘ θ＝π

２
＝ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ
ｃｏｓθ－ｓｉｎθ θ＝π

２
＝－１，因此切线方程为

ｙ－ｅ
π
２ ＝－（ｘ－０），即ｘ＋ｙ＝ｅ

π
２

（本题得分率为０３４）
点评　此题得分率较低，原因在于许多同学未意识到只有在直角

坐标表示下，切线方程的公式才是ｙ－ｙ０ ＝ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）
５函数ｆ（ｘ）＝ｘｌｎ（ｘ－１）在ｘ＝２处的泰勒展开式中，带

（ｘ－２）３的项为　　　　　　　　　

解　 １
６
（ｘ－２）３

令ｔ＝ｘ－２，则

ｘｌｎ（ｘ－１）＝ （ｔ＋２）ｌｎ（ｔ＋１）＝ （ｔ＋２）ｔ－ｔ２

２＋ｔ３

３＋ｏ（ｔ３［ ］）
＝２ｔ＋１

６ｔ
３＋ｏ（ｔ３）

＝２（ｘ－２）＋１
６
（ｘ－２）３＋ｏ（（ｘ－２）３）

（本题得分率为０７０）

·９·



点评　本题直接利用公式计算ｆ
（２）

３！
（ｘ－２）３较繁，通常这时候可

以利用麦克劳林公式进行间接计算

三、计算下列极限

１ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ槡 ３（ｘ＋槡 ２－２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ）

解　方法１　令ｙ＝ １
ｘ

，则

　　　 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ槡３（ｘ＋槡 ２－２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ）

＝ｌｉｍ
ｙ→０＋

１＋２槡 ｙ－２ １＋槡 ｙ＋１
ｙ２

＝ｌｉｍ
ｙ→０＋

１
１＋２槡 ｙ

－ １
１＋槡 ｙ

２ｙ

＝ｌｉｍ
ｙ→０＋

１＋槡 ｙ－ １＋２槡 ｙ
２ｙ

＝ｌｉｍ
ｙ→０＋

－ｙ
２ｙ（１＋２槡 ｙ＋ １＋槡 ｙ）＝－１

４

方法２
因为　　　 ｘ＋槡 ２－２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ

＝ １
ｘ＋槡 ２＋ ｘ＋槡 １

－ １
ｘ＋槡 １＋槡ｘ

＝ 槡ｘ－ ｘ＋槡 ２
（ｘ＋槡 ２＋ ｘ＋槡 １）（ｘ＋槡 １＋槡ｘ）

＝ －２
（ｘ＋槡 ２＋ ｘ＋槡 １）（ｘ＋槡 １＋槡ｘ）（ｘ＋槡 ２＋槡ｘ）

，

所以 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ槡３（ｘ＋槡 ２－２ ｘ＋槡 １＋槡ｘ）＝－１
４

（本题得分率为０６８）
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点评　利用变量代换、分子和分母有理化等代数手段对被求极限
的式子进行变形是求极限的基本手段之一

２ｌｉｍ
ｚ→０

１
ｘ

１
ｘ－ｃｏｔ（ ）ｘ 

解　ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ

１
ｘ－ｃｏｔ（ ）ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ
ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｘ３

６＋ｏ（ｘ３）－ｘ１－ｘ２

２＋ｏ（ｘ２［ ］）
ｘ３

＝ １
３

（本题得分率为０８１）
点评　利用带皮亚诺余项的泰勒公式进行替换是求不定型极限的

重要手段之一本题也可用罗必塔法则计算
３ｌｉｍ

ｘ→π
４
－
（ｔａｎｘ）ｔａｎ２ｘ

解　方法１

ｌｉｍ
ｘ→π

４
－
（ｔａｎｘ）ｔａｎ２ｘ ＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→π

４
－
ｌｎｔａｎｘ
ｃｏｔ２ｘ

＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→π

４
－

ｓｅｃ２ｘ
－２ｔａｎｘｃｓｃ２２ｘ

＝ｅ

－ｌｉｍ
ｘ→π

４
－
ｓｉｎ２ｘ

＝ｅ－１
方法２

　　　　　　ｌｉｍ
ｘ→π

４
－
（ｔａｎｘ）ｔａｎ２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→π

４
－
［１＋（ｔａｎｘ－１）］

１
ｔａｎｘ－１·

ｔａｎｘ－１
ｃｏｓ２ｘｓｉｎ２ｘ

＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→π

４
－
ｔａｎｘ－１
ｃｏｓ２ｘ

＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→π

４
－

ｓｅｃ２ｘ
－２ｓｉｎ２ｘ

＝ｅ－１
（本题得分率为０８９）
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点评　对于幂指函数求极限，通常可以转化为求由指数函数和对
数函数复合而成的函数的极限

四、计算下列函数的导数

１设ｙ＝ （ｃｏｓ２ｘ）ａｒｃｔａｎｘ
２
，求ｙ′

解　ｌｎｙ＝ａｒｃｔａｎｘ２ｌｎ（ｃｏｓ２ｘ），

ｙ′＝ （ｃｏｓ２ｘ）ａｒｃｔａｎｘ２ ２ｘｌｎ（ｃｏｓ２ｘ）
１＋ｘ４ －２ａｒｃｔａｎｘ２ｔａｎ２［ ］ｘ 

（本题得分率为０７２）
点评　通常可以用对数求导法求幂指函数的导数

２设
ｘ＝ｔｅｔ，
ｅｔ＋ｅｙ ＝２｛ ，

求ｄｙ
ｄｘ ｔ＝０

，ｄ
２ｙ

ｄｘ２
ｔ＝０



解　因为ｅｔ＋ｅｙｄｙ
ｄｔ＝０，ｄｙ

ｄｔ＝－ｅｔ－ｙ，ｄｘｄｔ＝（１＋ｔ）ｅｔ，且ｙ
ｔ＝０

＝０，

所以 ｄｙ
ｄｘ ｔ＝０

＝－ １
（１＋ｔ）ｅｙ ｔ＝０

＝－１，

　　　　　ｄ２ｙ
ｄｘ２

ｔ＝０
＝

－
－
ｅｙ＋（１＋ｔ）ｅｙｄｙ

ｄｔ
（１＋ｔ）２ｅ２ｙ

（１＋ｔ）ｅｔ ｔ＝０

＝
１＋（１＋ｔ）ｄｙ

ｄｔ
（１＋ｔ）３ｅｔ＋ｙ ｔ＝０

＝０

（本题得分率为０６３）
点评　本题是隐函数求导和参数方程求导相结合的一道题目，要

求考生对这两类求导公式的实质含义有清晰的认识
３设ｙ＝ｘ２ｅ２ｘ，求ｙ（１０）（ｘ）
解　 （ｅ２ｘ）（ｎ）＝２ｎｅ２ｘ，

ｙ（１０）（ｘ）＝Ｃ０
１０ｘ２（ｅ２ｘ）（１０）＋Ｃ１

１０·２ｘ（ｅ２ｘ）（９）＋Ｃ２
１０·２（ｅ２ｘ）（８）

·２１·



＝５１２ｅ２ｘ（２ｘ２＋２０ｘ＋４５）
（本题得分率为０５９）

点评　本题考察简单函数的高阶导数的求法以及高阶导数的莱布
尼兹求导公式
五、设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内有定义，且对任意实数ｘ，ｙ满足

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＋ｆ（ｙ）ｇ（ｘ），

其中ｇ（ｘ）＝ｅｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ，又ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１求ｆ（０），ｆ′（０），ｆ′（ｘ）

解　取ｘ＝ｙ＝０，有ｆ（０）＝２ｆ（０）ｇ（０）＝２ｆ（０），ｆ（０）＝０；

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１；

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ）（ｇ（Δｘ）－１）＋ｇ（ｘ）ｆ（Δｘ）
Δｘ

＝ｆ（ｘ）ｌｉｍ
Δｘ→０

ｇ（Δｘ）－ｇ（０）
Δｘ ＋ｇ（ｘ）ｌｉｍ

Δｘ→０

ｆ（Δｘ）
Δｘ

＝ｆ（ｘ）ｇ′（０）＋ｇ（ｘ）ｆ′（０）

由于ｇ′（０）＝０，ｆ′（０）＝１，因此ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝ｅｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ
（本题得分率为０６１）

点评　此题关键是要会利用导数定义及函数关系式求导

六、１已知极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２００２

ｎα－（ｎ－１）α
是不为零的有限数，试求α以及极

限值

解　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２００２

ｎα－（ｎ－１）α ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２００２－α

１－ １－１（ ）ｎ
α

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２００２－α

１－ １－α
ｎ ＋ｏ １

ｎ（ ）［ ］２

＝ １
αｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ２００３－α是不为零的有限数，

·３１·



因此α＝２００３，且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２００２

ｎα－（ｎ－１）α ＝ １
２００３

（本题得分率为０２７）
点评　本题较难，得分率仅为０２７．导致学生普遍失分的原因是，

相当多的学生在解本题时不会变形和替换，只会假设α是正整数并利
用二项式公式展开（ｎ－１）α

２设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０的某邻域Ｕ（０，δ）内具有二阶导数，
且有

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
ｘ３ ＋ｆ（ｘ）

ｘ［ ］２ ＝０

试求ｆ（０），ｆ′（０），ｆ″（０）
解　方法１

ｓｉｎ３ｘ＝３ｘ－
（３ｘ）３
６ ＋ｏ（ｘ３）＝３ｘ－９

２ｘ
３＋ｏ（ｘ３），

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＋ｆ′（０）ｘ＋ｆ″（０）
２ ｘ２＋ｏ（ｘ３），

　　 　ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
ｘ３ ＋ｆ（ｘ）

ｘ［ ］２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

［３＋ｆ（０）］ｘ＋ｆ′（０）ｘ２＋ －９
２＋ｆ″（０）［ ］２ ｘ３＋ｏ（ｘ３）

ｘ３ ＝０，

因此 ３＋ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝０，－９
２＋ｆ″（０）

２ ＝０，

即 ｆ（０）＝－３，ｆ′（０）＝０，ｆ″（０）＝９
方法２

由 　ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ＋ｘｆ（ｘ）
ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

３ｃｏｓ３ｘ＋ｆ（ｘ）＋ｘｆ′（ｘ）
３ｘ２ ＝０

·４１·



可得 ｌｉｍ
ｘ→０

（３ｃｏｓｘ＋ｆ（ｘ）＋ｘｆ′（ｘ））＝０，即ｆ（０）＝－３；

于是

　　　　ｌｉｍ
ｘ→０

３ｃｏｓ３ｘ＋ｆ（ｘ）＋ｘｆ′（ｘ）
３ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

３（ｃｏｓ３ｘ－１）＋［ｆ（ｘ）＋３］＋ｘｆ′（ｘ）
３ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＋３
３ｘ２ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）
３ｘ －９

２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）
６ｘ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）
３ｘ －９

２

＝ １
２ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）
ｘ －９

２ ＝０，

ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ·ｆ′（ｘ）
ｘ ＝０，

ｆ″（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ′（ｘ）－ｆ′（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ′（ｘ）
ｘ ＝９

（本题得分率为０５２）
点评　不顾题设而滥用公式是学生中普遍存在的现象，在本题中

表现尤为突出，其表现为只知道使用罗必塔法则，而不顾题设中是否有
二阶导函数在ｘ＝０连续的条件

七、证明题

设０＜ａ＜ｂ，函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］连续，在（ａ，ｂ）可导，ｆ（ａ）＝

ｆ（ｂ）＝０试证：存在一点ξ∈ （ａ，ｂ），使得ｆ（ξ）
ξ

＝２００３ｆ′（ξ）

证明　令Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｘ－ １
２００３，则Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］连续，在（ａ，ｂ）可

导且

Ｆ（ａ）＝Ｆ（ｂ）＝０

由罗尔定理可知：存在ξ∈（ａ，ｂ），使得Ｆ′（ξ）＝０
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另一方面，Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｘ－ １
２００３－ １

２００３ｆ
（ｘ）ｘ－２００４

２００３，

因此Ｆ′（ξ）＝０ｆ′（ξ）－
１

２００３ｆ
（ξ）ξ

－１＝０，即ｆ（ξ）
ξ

＝２００３ｆ′（ξ）　

（本题得分率为０２５）
点评　本题关键：要能从结论出发构造辅助函数
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试　卷　（二）
　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期末试卷

一、填空题（每题３分，共３０分）

１设函数ｙ＝ｆ（ｘ）由方程ｅｘ＋ｙ＋ｃｏｓ（ｘｙ）＝０确定，则
ｄｙ
ｄｘ　　　

２设
ｘ＝ｔ２，

ｙ＝ｃｏｓｔ｛ ，
则ｄ

２ｙ
ｄｘ２＝　　　　　　　

３函数ｙ＝ｘ＋２ｃｏｓｘ在区间 ０，π［ ］２
上的最大值为　　　　

４曲线ｙ＝ｌｎ（ｘ＋１）在
３
槡７

－１，ｌｎ３
槡（ ）７
点的曲率是　　　　

５∫
１

－１
（ｃｏｓｘ＋ｘ３）ｃｏｓｘｄｘ＝ 　　　　　　　

６∫ １
ｅｘ＋１

ｄｘ＝ 　　　　　　　

７ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
（ｎ＋１）２＋ ｎ

（ｎ＋２）２＋…＋ ｎ
（ｎ＋ｎ）［ ］２ ＝　　　　　　

８已知曲线由参数方程
ｘ＝ （１＋ｃｏｓｔ）ｃｏｓｔ，

ｙ＝ （１＋ｃｏｓｔ）ｓｉｎ｛ ｔ
（０≤ｔ≤π）定

义，那么这条曲线的弧长是　　　　　　　　　　

９函数ｙ＝
０ （ｘ是无理数），
ｘ （ｘ是有理数｛ ）

在闭区间［０，１］上（是否可积？）

　　　　

１０∫
２π

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ＝ 　　　　
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二、计算题（每题８分，共３２分）

１ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
［ｌｎ（１＋ｓｉｎｔ）－ｔ］ｄｔ

ｘ３ 

２∫ １
ｘ（ｘ－１）２ｄｘ

３∫
π
４

０

１－ｓｉｎ２ｘ
１＋ｓｉｎ２槡 ｘｄｘ

４∫（２ｘ２－１）ｅ－ｘ２ｄｘ

三、（８分）证明：当ｘ≥０时，有

（１＋ｘ）２［２ｌｎ（１＋ｘ）－１］＋１≥４ｘａｒｃｔａｎｘ－２ｌｎ（１＋ｘ２）

四、（１０分）设平面有限区域由曲线ｙ＝
４
｜ｘ－ｘ２槡 ｜在区间 １

２
，［ ］３
２
中

部分与三条直线ｘ＝ １
２
，ｘ＝ ３

２
以及ｙ＝０所围成，求此区域绕直线

ｙ＝０旋转所得旋转体的体积

五、（１２分）已知函数ｙ＝ （ｘ＋２）ｅ
１
ｘ，试画出函数的图形

已知ｙ′＝ １－ｘ＋２
ｘ（ ）２ ｅ

１
ｘ，ｙ″＝５ｘ＋２

ｘ４ ｅ
１［ ］ｘ 

六、（８分）设ｆ（ｘ）是定义在［０，＋∞）上的连续函数，且当ｘ≥０，

ｙ≥０时，有

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）

（１）证明：对任何正整数ｎ及常数ａ≥０，成立

∫
ｎａ

（ｎ－１）ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆｎ－１（ａ）∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ；
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（２）若有ａ１ ＞０使得∫
ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１－ｆ（ａ１），求∫

＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

试卷（二）考核内容分值表

考核内容 导数和微分 微分中值定理和导数的应用 积分

分值 ９ ２３ ６８
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试卷（二）详解

一、填空题

１设函数ｙ＝ｆ（ｘ）由方程ｅｘ＋ｙ ＋ｃｏｓ（ｘｙ）＝０确定，则ｄｙ
ｄｘ

　　　　　

解　ｙｓｉｎ（ｘｙ）－ｅｘ＋ｙ

ｅｘ＋ｙ－ｘｓｉｎ（ｘｙ）

等式两端对ｘ求导，得

１＋
ｄｙ
ｄ（ ）ｘｅｘ＋ｙ－ ｙ＋ｘｄｙ

ｄ（ ）ｘｓｉｎ（ｘｙ）＝０，

ｄｙ
ｄｘ＝ｙｓｉｎ（ｘｙ）－ｅｘ＋ｙ

ｅｘ＋ｙ－ｘｓｉｎ（ｘｙ）

点评　在隐函数求导时，要始终把ｙ看作是ｘ的函数

２设
ｘ＝ｔ２，

ｙ＝ｃｏｓｔ｛ ，
则ｄ

２ｙ
ｄｘ２＝　　　　　　　

解　
ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝ｓｉｎｔ－ｔｃｏｓｔ

４ｔ３ 

ｄｙ
ｄｘ＝－ｓｉｎｔ

２ｔ
，

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝

－２ｔｃｏｓｔ＋２ｓｉｎｔ
４ｔ２

２ｔ ＝ｓｉｎｔ－ｔｃｏｓｔ
４ｔ３ 

点评　本题也可直接套用参数方程二阶求导公式计算

３函数ｙ＝ｘ＋２ｃｏｓｘ在区间 ０，π［ ］２
上的最大值为　　　　
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解　 π
６＋槡３

ｙ′＝１－２ｓｉｎｘ＝０ｘ＝ π
６
；

由于 ｙ π（ ）２ ＝ π
２ ＜ｙ（０）＝２＜ｙ π（ ）６ ＝ π

６＋槡３，

因此ｙ＝ｘ＋２ｃｏｓｘ在区间 ０，π［ ］２
上的最大值为π

６＋槡３

点评　求最值时不要遗漏考虑端点值

４曲线ｙ＝ｌｎ（ｘ＋１）在
３
槡７

－１，ｌｎ３
槡（ ）７
点的曲率是　　　　

解　２１
６４

因 Ｋ＝ ｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）３

２
＝

１
（ｘ＋１）２

１＋ １
（ｘ＋１）［ ］２

３
２

＝ ｜ｘ＋１｜
［（ｘ＋１）２＋１］

３
２
，

故 Ｋ ３
槡７

－１，ｌｎ３
槡（ ）７

＝ ３
槡７

槡７ ７
６４ ＝２１

６４

５∫
１

－１
（ｃｏｓｘ＋ｘ３）ｃｏｓｘｄｘ＝ 　　　　　　　

解　１＋１
２ｓｉｎ２

由于ｘ３ｃｏｓｘ是奇函数，ｃｏｓ２ｘ是偶函数，因此

　∫
１

－１
（ｃｏｓｘ＋ｘ３）ｃｏｓｘｄｘ

＝２∫
１

０
ｃｏｓ２ｘｄｘ

＝∫
１

０
（１＋ｃｏｓ２ｘ）ｄｘ＝１＋１

２ｓｉｎ２
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点评　当积分区间是对称区间时可以先考虑被积函数的奇偶性

６∫ １
ｅｘ＋１

ｄｘ＝ 　　　　　　　

解　ｌｎ ｅｘ

ｅｘ＋１＋Ｃ

　　∫ １
ｅｘ＋１

ｄｘ＝∫ １
ｅｘ（ｅｘ＋１）

ｄｅｘ

＝∫１
ｅｘｄｅ

ｘ－∫ １
ｅｘ＋１

ｄ（ｅｘ＋１）

＝ｌｎ ｅｘ

ｅｘ＋１＋Ｃ

点评　当被积函数是ｅｘ 的有理式时，可通过取ｅｘ 为积分变量化

为有理函数的积分

７ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
（ｎ＋１）２＋ ｎ

（ｎ＋２）２＋…＋ ｎ
（ｎ＋ｎ）［ ］２ ＝ 　　　　　

解　１
２

　　　ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
（ｎ＋１）２＋ ｎ

（ｎ＋２）２＋…＋ ｎ
（ｎ＋ｎ）［ ］２

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１
１＋１（ ）ｎ

２＋…＋ １

１＋ｎ（ ）ｎ

熿

燀

燄

燅
２

＝∫
１

０

１
（１＋ｘ）２ｄｘ＝１－１

２ ＝ １
２

点评　定积分可以被用来计算某些和式的极限，本题只是其中的
一个简单例子

８已知曲线由参数方程
ｘ＝ （１＋ｃｏｓｔ）ｃｏｓｔ，

ｙ＝ （１＋ｃｏｓｔ）ｓｉｎ｛ ｔ
（０≤ｔ≤π）定

义，那么这条曲线的弧长是　　　　　　　　　　
解　４．

·２２·



ｓ＝∫
π

０
ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ槡 ）ｄｔ＝∫

π

０
２ｃｏｓｔ

２ ｄｔ＝４

９函数ｙ＝
０ （ｘ是无理数），
ｘ （ｘ是有理数｛ ）

在闭区间［０，１］上（是否可积？）

　　　　
解　不可积

把［０，１］区间分划为ｎ等分，并取有理数ξｉ＝ｉ
ｎ ∈ ｉ－１

ｎ
，ｉ［ ］ｎ

，无

理数ηｉ∈
ｉ－１
ｎ

，ｉ［ ］ｎ
（ｉ＝１，２，…，ｎ），则

ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｉ＝１

１
ｎｙ

（ξｉ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ

ｎ２ ＝ １
２
，ｌｉｍ

ｎ→∞∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｎｙ

（ηｉ）＝０，

因此不可积
点评　本题学生相对失分较多，说明学生对可积性掌握较弱

１０∫
２π

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ＝ 　　　　

解　３π
４

由于ｓｉｎ４ｘ是以π为周期的偶函数，因此

　　　　∫
２π

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ＝∫

π

－π
ｓｉｎ４ｘｄｘ＝２∫

π

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ

＝２∫
π
２

－π
２

ｓｉｎ４ｘｄｘ＝４∫
π
２

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ

＝４×３！！
４！！×

π
２ ＝３π

４

点评　合理地利用被积函数的性质（如周期性、奇偶性等）可大大
简化运算
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二、计算题

１ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
［ｌｎ（１＋ｓｉｎｔ）－ｔ］ｄｔ

ｘ３ 

解　ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
［ｌｎ（１＋ｓｉｎｔ）－ｔ］ｄｔ

ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｓｉｎｘ）－ｘ
３ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－１
２ｓｉｎ

２ｘ－ｘ＋ｏ（ｘ２）

３ｘ２

＝－ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ
６ｘ２ ＝－１

６

点评　本题中在求过一次导后要注意：由于分母是ｘ的两次无穷

小，因此要用ｓｉｎｘ－１
２ｓｉｎ

２ｘ替换ｌｎ（１＋ｓｉｎｘ），这是因为ｓｉｎ２ｘ会产生

ｘ２的一个同阶无穷小

２∫ １
ｘ（ｘ－１）２ｄｘ

解　由于 １
ｘ（ｘ－１）２ ＝ １

ｘ－ １
ｘ－１＋ １

（ｘ－１）２
，

因此 ∫ １
ｘ（ｘ－１）２ｄｘ＝ｌｎ｜ｘ｜－ｌｎ｜ｘ－１｜－ １

ｘ－１＋Ｃ

点评　这是一题简单的有理函数积分题，只需将被积函数分解成
部分分式之和即可得到答案

３∫
π
４

０

１－ｓｉｎ２ｘ
１＋ｓｉｎ２槡 ｘｄｘ

解　　∫
π
４

０

１－ｓｉｎ２ｘ
１＋ｓｉｎ２槡 ｘｄｘ

＝∫
π
４

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
ｃｏｓｘ＋ｓｉｎ（ ）ｘ槡

２

ｄｘ

·４２·



＝∫
π
４

０

ｃｏｓｘ－ｓｉｎｘ
ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘｄｘ

＝ｌｎ（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）
π
４

０
＝ 槡ｌｎ ２

点评　对被积函数含有三角函数的积分，三角公式的合理使用往
往是至关重要的

４∫（２ｘ２－１）ｅ－ｘ２ｄｘ

解　　∫（２ｘ２－１）ｅ－ｘ２ｄｘ

＝∫－ｘｄｅ－ｘ２ －∫ｅ－ｘ２ｄｘ

＝－ｘｅ－ｘ２ ＋∫ｅ－ｘ２ｄｘ－∫ｅ－ｘ２ｄｘ

＝－ｘｅ－ｘ２ ＋Ｃ

点评　本题中含有一个无法积出的项－∫ｅ－ｘ２ｄｘ，因此应该考虑由

∫２ｘ２ｅ－ｘ２ｄｘ产生∫ｅ－ｘ２ｄｘ以抵消－∫ｅ－ｘ２ｄｘ

三、证明：当ｘ≥０时，有

（１＋ｘ）２［２ｌｎ（１＋ｘ）－１］＋１≥４ｘａｒｃｔａｎｘ－２ｌｎ（１＋ｘ２）

证明　令Ｆ（ｘ）＝ （１＋ｘ）２［２ｌｎ（１＋ｘ）－１］＋１－４ｘａｒｃｔａｎｘ＋
２ｌｎ（１＋ｘ２），　

则 Ｆ（０）＝０，

Ｆ′（ｘ）＝４（１＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）－４ａｒｃｔａｎｘ，Ｆ′（０）＝０，

Ｆ″（ｘ）＝ ４ｘ２

１＋ｘ２＋４ｌｎ（１＋ｘ）≥０（当ｘ≥０时），

因此在ｘ≥０时，有Ｆ′（ｘ）≥Ｆ′（０）＝０，Ｆ（ｘ）≥Ｆ（０）＝０，即得证
点评　可通过判别函数的单调性和凹凸性、求函数的最值或者是

利用中值定理来证明不等式
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四、设平面有限区域由曲线ｙ＝
４
｜ｘ－ｘ２槡 ｜在区间 １

２
，［ ］３
２
中部分与

三条直线ｘ＝１
２
，ｘ＝３

２
以及ｙ＝０所围成，求此区域绕直线ｙ＝０旋

转所得旋转体的体积

解　体积＝π∫
３
２

１
２

｜ｘ－ｘ２槡 ｜ｄｘ

＝π∫
１

１
２

ｘ－ｘ槡 ２ｄｘ＋∫
３
２

１
ｘ２－槡 ｘｄ（ ）ｘ

＝π∫
π
２

０

１
４ｃｏｓ

２ｔｄｔ＋∫
π
３

０

１
４ｔａｎ

２ｔｓｅｃｔｄ（ ）ｔ

＝ π
８ｔ＋１

２ｓｉｎ２（ ）ｔ
π
２

０
＋π［８ ｓｅｃｔｔａｎｔ－ｌｎ（ｓｅｃｔ＋ｔａｎｔ］）

π
３

０

＝π＋ 槡４ ３－２ｌｎ（２＋槡３）
１６ π

点评　通常可以通过划分积分区间以达到去绝对值号的目的对

形如 ａ２－ｘ槡 ２，ａ２＋ｘ槡 ２和 ｘ２－ａ槡 ２的被积函数，可以通过三角变换去除
根号

五、已知函数ｙ＝ （ｘ＋２）ｅ
１
ｘ，试画出函数的图形

已知ｙ′＝ １－ｘ＋２
ｘ（ ）２ ｅ

１
ｘ，ｙ″＝５ｘ＋２

ｘ４ ｅ
１［ ］ｘ 

解　定义域是（－∞，０）∪（０，＋∞）；

ｙ′＝０ｘ＝－１或ｘ＝２，ｙ″＝０ｘ＝－２
５
；

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｙ＝＋∞，ｌｉｍ
ｘ→０－

ｙ＝０，因此ｘ＝０是垂直渐近线；

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｙ
ｘ ＝１，ｌｉｍ

ｘ→∞
（ｙ－ｘ）＝３，因此ｙ＝ｘ＋３是斜渐近线
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ｘ （－∞，－１）－１ （－１，－０４）－０４ （－０４，０） （０，２） ２ （２，＋∞）

ｙ′ ＞０ ＜０ ＜０ ＜０ ＞０
ｙ″ ＜０ ＜０ ＞０ ＞０ ＞０

ｙ
单调增，
上凸
极大
值点
单调减，
上凸

拐点
单调减，
下凸
单调减，
下凸
极小
值点
单调增，
下凸

　　拐点 －２
５
，８
５ｅ

－（ ）５
２ ，ｙｍｉｎ（２）＝４ｅ

１
２，ｙｍａｘ（－１）＝ｅ－１

点评　对渐近线的确定最好是考虑单侧极限本题由于相当一部
分学生未注意到ｌｉｍ

ｘ→０－
ｙ＝０，因此无法准确画出图形

六、设ｆ（ｘ）是定义在［０，＋∞）上的连续函数，且当ｘ≥０，ｙ≥０时，
有

ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）

（１）证明：对任何正整数ｎ及常数ａ≥０，成立

∫
ｎａ

（ｎ－１）ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆｎ－１（ａ）∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ；

（２）若有ａ１ ＞０使得∫
ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１－ｆ（ａ１），求∫

＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ
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证明　（１）∫
ｎａ

（ｎ－１）ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

０
ｆ（ｘ＋（ｎ－１）ａ）ｄｘ

＝ｆｎ－１（ａ）∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

（２）对任何ｘ≥０，有ｆ（ｘ）＝ｆ２ ｘ（ ）２ ≥０，因此

０≤∫
ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１－ｆ（ａ１）

如果ｆ（ａ１）＝１，则ｆ（ｘ）＝０对任何ｘ∈ ［０，ａ１］成立特别地，有

ｆ（ａ１）＝０，矛盾，因此０≤ｆ（ａ１）＜１
对于任何充分大的ｂ＞０，存在正整数ｎ，使得

（ｎ－１）ａ１ ≤ｂ＜ｎａ１，

因此 ∫
（ｎ－１）ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｎａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

由于　ｌｉｍ
ｎ→∞∫

（ｎ－１）ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

［１＋ｆ（ａ１）＋…＋ｆｎ－２（ａ１）］∫
ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ １
１－ｆ（ａ１）∫

ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｎａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
［１＋ｆ（ａ１）＋…＋ｆｎ－１（ａ１）］∫

ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ １
１－ｆ（ａ１）∫

ａ１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１，

因此 ∫
＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１

点评　由于得到最后结论所需的条件未直接给出，故此题较难，能
完整做出的学生极少
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试　卷　（三）
　　　　　　　　　　　　　　———第二学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１设函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ （ｘ２＋ｙ２）１＋α２ ，其中α＞０为常数，则ｆ（ｘ，

ｙ）在（０，０）点： （　　）
（Ａ）连续，但不可偏导；
（Ｂ）可偏导，但不连续；
（Ｃ）可微，且ｄｆ｜（０，０）＝０；
（Ｄ）ｆｘ（ｘ，ｙ）和ｆｙ（ｘ，ｙ）在（０，０）点连续
２已知三角形的顶点坐标为Ａ（０，－１，２），Ｂ（３，４，５），Ｃ（６，

７，８），则△ＡＢＣ的面积为 （　　）

（Ａ）槡２； （Ｂ） 槡３ ２； （Ｃ） 槡６ ２； （Ｄ） 槡９ ２

３设有直线Ｌ：ｘ－ｙ－４ｚ＋１＝０，
ｘ＋ｙ－３＝｛ ０

和曲面ｚ＝ｘ２－ｙ２＋ｚ２

在点（１，１，１）处的切平面Π，则直线Ｌ与平面Π的位置关系是（　　）
（Ａ）ＬΠ； （Ｂ）Ｌ∥Π；
（Ｃ）Ｌ⊥Π； （Ｄ）Ｌ与Π斜交

４设空间曲线Γ：ｘ２＋ｙ２ ＝２，
ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ １

在点Ｐ（－１，１，１）处的切线

的方向向量为ｓ，则函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋２ｙ２－３ｚ２在点Ｍ（２，－１，

－１）处沿方向ｓ的方向导数ｕｓ Ｍ
＝ （　　）

（Ａ） 槡２ ６； （Ｂ）－ 槡２ ６；

（Ｃ）１２或－１２； （Ｄ） 槡２ ６或 槡－２ ６
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５微分方程ｙ″－２ｙ′＋５ｙ＝ｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ的特解ｙ的形式是（下
列选项中的ａ，ｂ为任意常数） （　　）

（Ａ）ｘｅｘ（ａｓｉｎｘｃｏｓｘ＋ｂｃｏｓ２ｘ）；
（Ｂ）ａｘｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ；
（Ｃ）ｅｘ（ａｓｉｎｘｃｏｓｘ＋ｂｃｏｓ２ｘ）；
（Ｄ）ａｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ

二、填空题（每题３分，共１５分）

１若单位向量ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝０，则ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ＝
　　　　

２函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｅ－πｚｃｏｓｘ
ｙ
在点 １

４
，１
π
，（ ）０ 处的全微分

ｄｕ＝　　　　　

３函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｚ２－２ｘｙ＋ｙ２在点 １，－１，（ ）１
２
处的方向

导数的最小值为　　　　

４欧拉方程ｘ２ｄ２ｙ
ｄｘ２＋２ｘｄｙ

ｄｘ－２ｙ＝０（ｘ＞０）的通解为　　　

　　　　
５交换二次积分的次序：

∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

槡２

１
ｄｘ∫

２－ｘ槡 ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ 　　　　　　

三、（本题８分）

设函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）是由方程Ｆ（ｚ２－ｘ２，ｚ２－ｙ２）＝０所确定的隐

函数，其中Ｆ（ｕ，ｖ）具有一阶连续偏导数，试求表达式１
ｘ

ｚ
ｘ＋１

ｙ
ｚ
ｙ

四、计算下列各题（每题８分，共１６分）

１计算积分
Ｄ　

ｘｙｄｘｄｙ，其中Ｄ是由曲线ｘ２＋ｙ２＝ｅａｒｃｔａｎｙｘ 及坐
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标轴所围成的位于第一象限内的区域

２计算积分
Ω　

ｅｚ

ｘ２＋ｙ槡 ２
ｄＶ，其中Ω是ｙＯｚ面上的直线ｚ＝

２ｙ－１绕Ｏｚ轴旋转一周得到的曲面与平面ｚ＝１所围成的空间区域

五、（每题９分，共１８分）

１设常数ａ＞０，函数ｆ（ｔ）在［ａ，＋∞）上连续，且满足方程

ｆ（ｔ）＝ｅπｔ２ ＋１
４

Ωｔ

１
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

ｆ １
２ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡（ ）２ ｄｘｄｙｄｚ，

其中空间区域Ωｔ ｛＝ （ｘ，ｙ，ｚ）４ａ２≤ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤４ｔ２，ｚ≥ ｝０ ，求

ｆ（ｔ）

２设ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ ＞０，函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｆ（ｒ），其中

ｆ（ｒ）具有二阶连续导数

（１）把Δｕ＝２ｕ
ｘ２＋２ｕ

ｙ２＋２ｕ
ｚ２表示成ｒ的函数；

（２）若ｕ满足拉普拉斯方程，即Δｕ＝０，求ｆ（ｒ）

六、（每题１０分，共２０分）

１设常数ａ＞０，平面Π通过点（－４ａ，２ａ，３ａ），且在三坐标轴
上的截距相等

（１）求平面Π的方程；
（２）在平面Π位于第一卦限部分求一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），使函数

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １
ｘ槡ｙ

３
槡ｚ
在Ｐ点取最小值

２设有直线Ｌ１：ｘ＋１
１ ＝ｙ－７

－２
＝ｚ

１
和Ｌ２：ｘ１＝ｙ－２

２
＝ｚ＋４

－２

（１）验证Ｌ１和Ｌ２是异面直线；
（２）求与Ｌ１和Ｌ２都垂直且相交的直线（即公垂线）Ｌ的方程
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七、（本题８分）

若函数ｆ（ｘ，ｙ）对任意正实数ｔ满足关系ｆ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｔｎｆ（ｘ，ｙ），
则称ｆ（ｘ，ｙ）为ｎ次齐次函数设ｆ（ｘ，ｙ）可微，试证明ｆ（ｘ，ｙ）为ｎ
次齐次函数的充要条件是

ｘｆｘ（ｘ，ｙ）＋ｙｆｙ（ｘ，ｙ）＝ｎｆ（ｘ，ｙ）

试卷（三）考核内容分值表

考核内容 向量代数和空间解析几何 多元函数微分学 重积分 微分方程

分值 ２９ ２８ ２８ １５
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试卷（三）详解

一、选择题

１设函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ （ｘ２＋ｙ２）１＋α２ ，其中α＞０为常数，则ｆ（ｘ，

ｙ）在（０，０）点： （　　）
（Ａ）连续，但不可偏导；
（Ｂ）可偏导，但不连续；
（Ｃ）可微，且ｄｆ｜（０，０）＝０；
（Ｄ）ｆｘ（ｘ，ｙ）和ｆｙ（ｘ，ｙ）在（０，０）点连续
解　选Ｄ

当（ｘ，ｙ）≠ （０，０）时，ｆｘ（ｘ，ｙ）＝ （１＋α）ｘ（ｘ２＋ｙ２）α－１２ ；

当（ｘ，ｙ）＝（０，０）时，ｆｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ，０）－ｆ（０，０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

｜ｘ｜
ｘ

·

｜ｘ｜α ＝０

由于当（ｘ，ｙ）≠ （０，０）时， ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２ ≤１，

因此 ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｆｘ（ｘ，ｙ）＝ ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

·（ｘ２＋ｙ２）α ＝０，

即ｆｘ（ｘ，ｙ）在（０，０）点连续同样可证明ｆｙ（ｘ，ｙ）在（０，０）点连续
点评　此题概念性很强，涉及到多元函数微分学中很多理论知识，

而这正是许多学生的薄弱环节，因此得分率较低
２已知三角形的顶点坐标为Ａ（０，－１，２），Ｂ（３，４，５），Ｃ（６，

７，８），则△ＡＢＣ的面积为 （　　）

（Ａ）槡２； （Ｂ） 槡３ ２； （Ｃ） 槡６ ２； （Ｄ） 槡９ ２
解　选Ｂ
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→ＡＢ ＝ ｛３，５，３｝， →ＡＣ ＝ ｛６，８，６｝， →ＡＢ× →ＡＣ ＝
ｉ ｊ ｋ
３ ５ ３
６ ８ ６

＝

｛６，０，－６｝，

面积＝ １
２

→ＡＢ× →ＡＣ ＝ 槡３ ２

点评　向量代数可以用来计算某些几何量以及判断几何对象之间
的位置关系

３设有直线Ｌ：ｘ－ｙ－４ｚ＋１＝０，
ｘ＋ｙ－３＝｛ ０

和曲面ｚ＝ｘ２－ｙ２＋ｚ２

在点（１，１，１）处的切平面Π，则直线Ｌ与平面Π的位置关系是：
（　　）

（Ａ）ＬΠ； （Ｂ）Ｌ∥Π；
（Ｃ）Ｌ⊥Π； （Ｄ）Ｌ与Π斜交
解　选Ｃ

Ｌ的方向向量ｓ＝
ｉ ｊ ｋ
１ －１ －４
１ １ ０

＝ ｛４，－４，２｝，曲面Ｆ（ｘ，ｙ，

ｚ）＝ｘ２－ｙ２＋ｚ２－ｚ＝０在点（１，１，１）处的切平面Π的法向量ｎ＝
Ｆ
ｘ

，Ｆ
ｙ

，Ｆ
｛ ｝ｚ （１，１，１）

＝ ｛２，－２，１｝由于ｎ∥ｓ，因此Ｌ⊥Π

４设空间曲线Γ：ｘ２＋ｙ２ ＝２，
ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ １

在点Ｐ（－１，１，１）处的切线

的方向向量为ｓ，则函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋２ｙ２－３ｚ２在点Ｍ（２，－１，

－１）处沿方向ｓ的方向导数ｕｓ Ｍ
＝ （　　）

（Ａ） 槡２ ６； （Ｂ）－ 槡２ ６；

（Ｃ）１２或－１２； （Ｄ） 槡２ ６或 槡－２ ６
解　选Ｄ
记Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ｙ２－２，Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ＋ｙ＋ｚ－１，则
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ａ＝ （Ｆ，Ｇ）
（ｙ，ｚ），

（Ｆ，Ｇ）
（ｚ，ｘ），

（Ｆ，Ｇ）
（ｘ，ｙ｛ ｝） （－１，１，１）

＝ ｛２，２，－４｝

可以取作空间曲线在点Ｐ（－１，１，１）处的切线的方向向量
函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋２ｙ２－３ｚ２在点Ｍ（２，－１，－１）处沿方向

ｓ的方向导数

ｕ
ｓ Ｍ

＝ ｕ
ｘ

，ｕ
ｙ

，ｕ
｛ ｝ｚ Ｍ

± ａ
｜ａ（ ）｜

＝± １
槡２ ６

｛４，－４，６｝·｛２，２，－４｝

＝± 槡２ ６

点评　本题中的关键之处是ａ＝ （Ｆ，Ｇ）
（ｙ，ｚ）

，（Ｆ，Ｇ）
（ｚ，ｘ）｛ ，（Ｆ，Ｇ）

（ｘ，ｙ ｝）（－１，１，１）

可以取作空间曲线在点Ｐ（－１，１，１）处的切线的方向向量，但切线的
方向向量ｓ不只是ａ一个向量一般地，ｓ＝±ｋａ（ｋ≠０）

５微分方程ｙ″－２ｙ′＋５ｙ＝ｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ的特解ｙ的形式是（下
列选项中的ａ，ｂ为任意常数） （　　）

（Ａ）ｘｅｘ（ａｓｉｎｘｃｏｓｘ＋ｂｃｏｓ２ｘ）；
（Ｂ）ａｘｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ；
（Ｃ）ｅｘ（ａｓｉｎｘｃｏｓｘ＋ｂｃｏｓ２ｘ）；
（Ｄ）ａｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ
解　选Ａ
微分方程ｙ″－２ｙ′＋５ｙ＝０的特征方程是ｒ２－２ｒ＋５＝０，特征

根是ｒ１，２ ＝１±２ｉ

因ｅｘｓｉｎｘｃｏｓｘ＝１
２ｅ

ｘｓｉｎ２ｘ，故特解ｙ的形式是ｘｅｘ（Ａｓｉｎ２ｘ＋

Ｂｃｏｓ２ｘ），即选Ａ

二、填空题

１若单位向量ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝０，则ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ＝
　　　　
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解　－３
２

由（ａ＋ｂ＋ｃ）·（ａ＋ｂ＋ｃ）＝０３＋２（ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ）＝０，

ａ·ｂ＋ｂ·ｃ＋ｃ·ａ＝－３
２

点评　这里给出的做法技巧比较强事实上，如若对向量代数的
几何背景清晰的话，可以取ａ，ｂ，ｃ分别为起点在坐标原点、终点在单

位圆上、并且两两之间夹角为２π
３
的三个向量，那么也不难得到最后

结论　

２函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｅ－πｚｃｏｓｘ
ｙ
在点 １

４
，１
π
，（ ）０ 处的全微分

ｄｕ＝　　　　　

解　－槡２
２πｄｘ－π

４ｄｙ＋ｄ（ ）ｚ 

ｕ
ｘ １

４ ， １
π

，（ ）０ ＝－ｅ－πｚ

ｙｓｉｎｘ
ｙ １

４ ， １
π

，（ ）０ ＝－槡２
２π，

ｕ
ｙ １

４ ， １
π

，（ ）０ ＝ｘｅ－πｚ

ｙ２ ｓｉｎｘ
ｙ １

４ ， １
π

，（ ）０ ＝槡２
８π２，

ｕ
ｚ １

４ ， １
π

，（ ）０ ＝－πｅ－πｚｃｏｓｘ
ｙ １

４ ， １
π

，（ ）０
＝－槡２

２π，

ｄｕ＝－槡２
２πｄｘ－π

４ｄｙ＋ｄ（ ）ｚ 

３函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｚ２－２ｘｙ＋ｙ２在点 １，－１，（ ）１
２
处的方向

导数的最小值为　　　　
解　－槡２１
最大值＝｜ｇｒａｄｕ｜ １，－１，（ ）１

２

＝｜－２ｙｉ＋（２ｙ－２ｘ）ｊ＋２ｚｋ｜ １，－１，（ ）１
２

＝槡２１，
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最小值＝－槡２１
点评　方向导数的最大值为沿梯度方向的方向导数，即梯度的模

长；最小值是沿梯度方向的反方向的方向导数

４欧拉方程ｘ２ｄ２ｙ
ｄｘ２＋２ｘｄｙ

ｄｘ－２ｙ＝０（ｘ＞０）的通解为　　　

　　　　

解　Ｃ１ｘ＋Ｃ２

ｘ２

令ｘ＝ｅｔ，则ｘｄｙ
ｄｘ＝

ｄｙ
ｄｔ

，ｘ２ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝ｄ２ｙ

ｄｔ２ －
ｄｙ
ｄｔ

，因此原方程化为

ｄ２ｙ
ｄｔ２ ＋

ｄｙ
ｄｔ－２ｙ＝０

这是个二阶常系数齐次线性方程，特征根是－２和１，因此通解为

ｙ＝Ｃ１ｅｔ＋Ｃ２ｅ－２ｔ＝Ｃ１ｘ＋
Ｃ２

ｘ２

点评　令ｘ＝ｅｔ，并记Ｄｙ＝
ｄｙ
ｄｔ

，那么ｘｄｙ
ｄｘ＝Ｄｙ，ｘ２ｄ２ｙ

ｄｘ２ ＝

Ｄ（Ｄ－１）ｙ．一般地有ｘｎｄｎｙ
ｄｘｎ ＝Ｄ（Ｄ－１）…（Ｄ－ｎ＋１）ｙ

５交换二次积分的次序：

∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

槡２

１
ｄｘ∫

２－ｘ槡 ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝　　　　　　　

解　∫
１

０
ｄｙ∫

２－ｙ槡 ２

槡ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ

点评　交换二次积分次序的步骤：先还原积分区域，再改变积分
次序　
三、设函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）是由方程Ｆ（ｚ２－ｘ２，ｚ２－ｙ２）＝０所确定的

隐函数，其中Ｆ（ｕ，ｖ）具有一阶连续偏导数，试求表达式１
ｘ
ｚ
ｘ＋１

ｙ
ｚ
ｙ

解　由隐函数求导公式可得
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ｚ
ｘ＝－Ｆｘ

Ｆｚ
＝－ Ｆ１·（－２ｘ）

Ｆ１·２ｚ＋Ｆ２·２ｚ＝ ｘＦ１

ｚ（Ｆ１＋Ｆ２）
，

ｚ
ｙ＝－Ｆｙ

Ｆｚ
＝－ Ｆ２·（－２ｙ）

Ｆ１·２ｚ＋Ｆ２·２ｚ＝ ｙＦ２

ｚ（Ｆ１＋Ｆ２）
，

所以

１
ｘ

ｚ
ｘ＋１

ｙ
ｚ
ｙ＝

Ｆ１

ｚ（Ｆ１＋Ｆ２）＋
Ｆ２

ｚ（Ｆ１＋Ｆ２）＝ １
ｚ

点评　这是一道简单的隐函数求导题，只需按照标准过程求解
即可　

四、计算下列各题

１计算积分
Ｄ　

ｘｙｄｘｄｙ，其中Ｄ是由曲线ｘ２＋ｙ２＝ｅａｒｃｔａｎｙｘ 及坐

标轴所围成的位于第一象限内的区域

解　令ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，则曲线ｘ２＋ｙ２＝ｅａｒｃｔａｎｙｘ 的极坐标

方程为

ｒ２ ＝ｅθ，

从而

Ｄ＝ （ｒ，θ）０≤θ≤ π
２
，０≤ｒ≤ｅ

θ｛ ｝２ ，

所以

　　　
Ｄ　

ｘｙｄｘｄｙ＝∫
π
２

０
ｄθ∫

ｅ
θ
２

０
ｒ２ｓｉｎθｃｏｓθ·ｒｄｒ

＝ １
８∫

π
２

０
ｅ２θｓｉｎ２θｄθ＝ １

１６∫
π

０
ｅｔｓｉｎｔｄｔ

＝ｅπ＋１
３２ 
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点评　在计算重积分时，选取合适的坐标是很重要的考虑到本

题积分区域的边界曲线方程中含有ｘ２＋ｙ２和ａｒｃｔａｎｙ
ｘ
项，因此应该选

取极坐标表示

２计算积分
Ω　

ｅｚ

ｘ２＋ｙ槡 ２
ｄＶ，其中Ω是ｙＯｚ面上的直线ｚ＝

２ｙ－１绕Ｏｚ轴旋转一周得到的曲面与平面ｚ＝１所围成的空间区域
解　方法１　直线ｚ＝２ｙ－１绕Ｏｚ轴旋转一周得到的曲面方程

为ｚ＝±２ ｘ２＋ｙ槡 ２－１，因为上述曲面与ｚ＝１围成Ω，故取“＋”号
采用柱面坐标系并结合“截面法”，则Ω可以表示为

Ω＝ ｛（ｒ，θ，ｚ）｜（ｒ，θ）∈Ｄｚ，－１≤ｚ≤１｝，

其中

Ｄｚ ＝ （ｒ，θ）０≤ｒ≤ｚ＋１
２

，０≤θ≤２｛ ｝π ，

从而

　
Ω　

ｅｚ

ｘ２＋ｙ槡 ２
ｄＶ ＝∫

１

－１
ｄｚ

Ｄｚ

ｅｚ

ｒ
·ｒｄｒｄθ

＝∫
１

－１
ｅｚｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

ｚ＋１
２

０
ｄｒ

＝π∫
１

－１
ｅｚ（ｚ＋１）ｄｚ

＝πｅ＋１（ ）ｅ 

方法２　直线ｚ＝２ｙ－１绕Ｏｚ轴旋转一周得到的曲面方程为

ｚ＝±２ ｘ２＋ｙ槡 ２－１，因为上述曲面与ｚ＝１围成Ω，故取“＋”号
采用柱面坐标系并结合“柱线法”，则Ω在ｘＯｙ面的投影区域

Ｄ＝ ｛（ｒ，θ）０≤ｒ≤１，０≤θ≤２π｝，
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故Ω可以表示为

Ω＝ ｛（ｒ，θ，ｚ）｜２ｒ－１≤ｚ≤１，（ｒ，θ）∈Ｄ｝，

从而

　
Ω

ｅｚ

ｘ２＋ｙ槡 ２
ｄＶ ＝

Ｄ

ｒｄｒ∫
１

２ｒ－１

ｅｚ

ｒｄｚ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｄｒ∫

１

２ｒ－１
ｅｚｄｚ

＝２π∫
１

０
（ｅ－ｅ２ｒ－１）ｄｒ

＝πｅ＋１（ ）ｅ 

点评　当三重积分的积分区域由绕坐标轴旋转的旅转面所围成
时，往往采用截面法或柱面坐标表示（当区域边界由球面围成时也可考
虑使用球面坐标）需要注意：主要出现的错误是在积分限的确定
上面　
五、１设常数ａ＞０，函数ｆ（ｔ）在［ａ，＋∞）上连续，且满足方程

ｆ（ｔ）＝ｅπｔ２ ＋１
４

Ωｔ

１
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

ｆ １
２ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡（ ）２ ｄｘｄｙｄｚ，

其中空间区域Ωｔ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜４ａ２≤ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤４ｔ２，ｚ≥０｝，求

ｆ（ｔ）
解　令ｘ＝ρｓｉｎφｃｏｓθ，ｙ＝ρｓｉｎφｓｉｎθ，ｚ＝ρｃｏｓφ，则Ω１可以

表示为

（ρ，φ，θ）２ａ≤ρ≤２ｔ，０≤φ≤ π
２
，０≤θ≤２｛ ｝π ，

从而

ｆ（ｔ）＝ｅπｔ２ ＋１
４∫

２π

０
ｄθ∫

π
２

０
ｄφ∫

２ｔ

２ａ

１
ρ
ｆ ρ（ ）２ ρ２ｓｉｎφｄρ

＝ｅπｔ２ ＋π
２∫

２ｔ

２ａ
ｆ ρ（ ）２ ρｄρ
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上式两端对ｔ求导，得ｆ′（ｔ）＝２πｔｅπｔ２ ＋２πｔｆ（ｔ），即ｆ′（ｔ）－
２πｔｆ（ｔ）＝２πｔｅπｔ２，这是一阶线性微分方程，所以

ｆ（ｔ）＝ｅ∫２πｔｄｔ∫２πｔｅπｔ２·ｅ－∫２πｔｄｔｄｔ＋（ ）Ｃ ＝ｅπｔ２（πｔ２＋Ｃ）

又因为ｆ（ａ）＝ｅπａ２，所以Ｃ＝１－πａ２，从而ｆ（ｔ）＝ｅπｔ２［１＋
π（ｔ２－ａ２）］
点评　此题是综合题，要求学生对微分方程、多元函数微分学和重

积分的内容有完整的掌握

２设ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ ＞０，函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｆ（ｒ），其中

ｆ（ｒ）具有二阶连续导数

（１）把Δｕ＝２ｕ
ｘ２＋２ｕ

ｙ２＋２ｕ
ｚ２表示成ｒ的函数；

（２）若ｕ满足拉普拉斯方程，即Δｕ＝０，求ｆ（ｒ）

解　（１）ｕｘ＝ｆ′（ｒ）ｒ
ｘ＝ｆ′（ｒ）ｘ

ｒ
，

２ｕ
ｘ２ ＝ｆ″（ｒ）ｘ（ ）ｒ

２

＋ｆ′（ｒ）
ｒ－ｘｘ

ｒ
ｒ２

＝ｆ″（ｒ）ｘ（ ）ｒ
２

＋ｆ′（ｒ）ｒ
２－ｘ２

ｒ３ 

类似地，可得

２ｕ
ｙ２ ＝ｆ″（ｒ）ｙ（ ）ｒ

２

＋ｆ′（ｒ）ｒ
２－ｙ２

ｒ３ ，

２ｕ
ｚ２ ＝ｆ″（ｒ）ｚ（ ）ｒ

２

＋ｆ′（ｒ）ｒ
２－ｚ２

ｒ３ ，

所以　　　Δｕ＝２ｕ
ｘ２＋２ｕ

ｙ２＋２ｕ
ｚ２

＝ｆ″（ｒ）ｘ
２＋ｙ２＋ｚ２

ｒ２ ＋ｆ′（ｒ）３ｒ
２－（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）

ｒ３

＝ｆ″（ｒ）＋ｆ′（ｒ）２
ｒ
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（２）方法１

由Δｕ＝０得ｆ″（ｒ）＋ｆ′（ｒ）２
ｒ ＝０，这是可降阶的二阶微分方程

令ｐ（ｒ）＝ｆ′（ｒ），则此方程化为ｄｐ
ｄｒ＋ｐ·２

ｒ ＝０，即ｄｐ
ｐ

＝－２
ｒｄｒ，

所以

ｌｎ｜ｐ｜＝－２ｌｎｒ＋Ｃｐ＝±ｅＣ １
ｒ２ ＝Ｃ０

ｒ２，ｆ′（ｒ）＝Ｃ０

ｒ２，

因此

ｆ（ｒ）＝∫Ｃ０

ｒ２ｄｒ＝Ｃ１

ｒ ＋Ｃ２

方法２

由Δｕ＝０得ｆ″（ｒ）＋ｆ′（ｒ）２
ｒ ＝０，这是一个二阶线性齐次微分

方程，ｆ１ ＝１是它的一个解
由刘维尔公式可得

ｆ２ ＝ｆ１∫ｅ－∫２
ｒｄｒ

ｆ２
１

ｄｒ＝∫ｅ
－∫２

ｒｄｒｄｒ＝∫１
ｒ２ｄｒ＝－１

ｒ
，

所以通解（也即全部解）

ｆ（ｒ）＝Ｃ１

ｒ ＋Ｃ２

点评　本题就所用知识来看都是常规内容，但运算量较大，对学生
的运算能力是个考验
六、１设常数ａ＞０，平面Π通过点（－４ａ，２ａ，３ａ），且在三坐标轴上
的截距相等

（１）求平面Π的方程；
（２）在平面Π位于第一卦限部分求一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），使函数

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １
ｘ槡ｙ

３
槡ｚ
在Ｐ点取最小值
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解　（１）设平面Π的方程为ｘ
Ｄ ＋ｙ

Ｄ ＋ｚ
Ｄ ＝１，将点（－４ａ，２ａ，

３ａ）代入上述方程，得Ｄ＝ａ，所以平面Π的方程为ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ

（２）依题意可知，Ｐ点是函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １
ｘ槡ｙ

３
槡ｚ
在约束条件

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ（ｘ，ｙ，ｚ＞０）下的最小值点显然，上述最小值点存在

该条件极值问题又等价于求函数－ｌｎｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｌｎｘ＋１
２ｌｎｙ＋

１
３ｌｎｚ
在同样约束条件下的最大值点作拉格朗日函数

Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ；λ）＝ｌｎｘ＋１
２ｌｎｙ＋１

３ｌｎｚ＋λ（ｘ＋ｙ＋ｚ－ａ）

令

Ｆ
ｘ＝ １

ｘ＋λ＝０，

Ｆ
ｙ＝ １

２ｙ＋λ＝０，ｘ＝２ｙ＝３ｚ，

Ｆ
ｚ＝ １

３ｚ＋λ＝０

烅

烄

烆 ，

再由约束条件ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ，解得ｘ＝６ａ
１１

，ｙ＝３ａ
１１

，ｚ＝２ａ
１１

，故Ｐ点

坐标为 ６ａ
１１

，３ａ
１１

，２ａ（ ）１１

点评　本题（２）中的问题简化可以大大减少运算量

２设有直线Ｌ１：ｘ＋１
１ ＝ｙ－７

－２
＝ｚ

１
和Ｌ２：ｘ１＝ｙ－２

２
＝ｚ＋４

－２

（１）验证Ｌ１和Ｌ２是异面直线；
（２）求与Ｌ１和Ｌ２都垂直且相交的直线（即公垂线）Ｌ的方程
解　（１）Ｌ１和Ｌ２的方向向量分别为ｓ１ ＝ ｛１，－２，１｝，ｓ２ ＝｛１，

２，－２｝，又分别过Ｐ１（－１，７，０）和Ｐ２（０，２，－４），Ｐ１Ｐ→
２＝｛１，－５，

－４｝因为
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［ｓ１，ｓ２，Ｐ１Ｐ→
２］＝

１ －２ １
１ ２ －２
１ －５ －４

＝－２９≠０，

所以Ｌ１和Ｌ２是异面直线
（２）方法１
公垂线Ｌ的方向向量ｓ＝ｓ１×ｓ２ ＝ ｛２，３，４｝
Ｌ和Ｌ１决定的平面Π１的法向量ｎ１ ＝ｓ×ｓ１ ＝｛１１，２，－７｝，又
因为Ｐ１ ∈Π１，由点法式得Π１的方程１１ｘ＋２ｙ－７ｚ－３＝０

Π１与Ｌ２的交点即为Ｌ与Ｌ２的交点将Ｌ２的参数方程ｘ＝ｔ，

ｙ＝２＋２ｔ，ｚ＝－４－２ｔ代入Π１的方程，解得ｔ＝－１，所以交点为
（－１，０，－２）

因此公垂线方程为ｘ＋１
２ ＝ｙ

３
＝ｚ＋２

４ 

方法２
同方法１求出ｓ＝｛２，３，４｝和Π１的方程１１ｘ＋２ｙ－７ｚ－３＝０
类似地，Ｌ和Ｌ２决定的平面Π２的法向量ｎ２＝ｓ２×ｓ＝｛１４，－８，

－１｝又因为Ｐ２∈Π２，由点法式得Π２的方程１４ｘ－８ｙ－ｚ＋１２＝０

因此公垂线方程为
１１ｘ＋２ｙ－７ｚ－３＝０，
１４ｘ－８ｙ－ｚ＋１２＝｛ ０

方法３
同方法１求出ｓ＝ ｛２，３，４｝
同方法２求出Π２的方程１４ｘ－８ｙ－ｚ＋１２＝０
Π２与Ｌ１的交点即为Ｌ与Ｌ１的交点将Ｌ１的参数方程ｘ＝－１＋

ｔ，ｙ＝７－２ｔ，ｚ＝ｔ代入Π２的方程，解得ｔ＝２，所以交点为（１，３，２）

因此公垂线方程为ｘ－１
２ ＝ｙ－３

３
＝ｚ－２

４ 

方法４
同方法１求出ｓ＝ ｛２，３，４｝
设点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）为Ｌ上的动点，则Ｐ１

→Ｍ ＝ ｛ｘ＋１，ｙ－７，ｚ｝，

Ｐ２
→Ｍ ＝｛ｘ，ｙ－２，ｚ＋４｝因为Ｌ与Ｌ１和Ｌ２都垂直相交，故Ｌ与Ｌ１
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和Ｌ２都共面，因此有

［ｓ１，ｓ，Ｐ１
→Ｍ］＝０，［ｓ２，ｓ，Ｐ２

→Ｍ］＝０，

即

１ －２ １
２ ３ ４

ｘ＋１ ｙ－７ ｚ
＝０，

１ ２ －２
２ ３ ４
ｘ ｙ－２ ｚ＋４

＝０

化简得
１１ｘ＋２ｙ－７ｚ－３＝０，
１４ｘ－８ｙ－ｚ＋１２＝０｛ ，

此即为Ｌ的一般式方程

点评　几何题往往有多种解法我们在这里对本题给出了４种解
法，希望能对读者有所启示
七、若函数ｆ（ｘ，ｙ）对任意正实数ｔ满足关系ｆ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｔｎｆ（ｘ，ｙ），
则称ｆ（ｘ，ｙ）为ｎ次齐次函数设ｆ（ｘ，ｙ）可微，试证明ｆ（ｘ，ｙ）为ｎ
次齐次函数的充要条件是

ｘｆｘ（ｘ，ｙ）＋ｙｆｙ（ｘ，ｙ）＝ｎｆ（ｘ，ｙ） （）

证明　“必要性”：对ｆ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｔｎｆ（ｘ，ｙ）两端关于ｔ求导数，得

ｘｆｘ（ｔｘ，ｔｙ）＋ｙｆｙ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｎｔｎ－１ｆ（ｘ，ｙ）

令ｔ＝１即得到所需结论
“充分性”：固定ｘ，ｙ，在（）式中以ｔｘ，ｔｙ分别代替ｘ，ｙ，得

ｔｘｆｔｘ（ｔｘ，ｔｙ）＋ｔｙｆｔｙ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｎｆ（ｔｘ，ｔｙ）

所以

ｄｆ（ｔｘ，ｔｙ）
ｄｔ ＝ｘｆｔｘ（ｔｘ，ｔｙ）＋ｙｆｔｙ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｎｆ（ｔｘ，ｔｙ）

ｔ
，

即

ｄｆ（ｔｘ，ｔｙ）
ｄｔ

ｆ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｎ
ｔ

两端对ｔ积分得ｌｎ｜ｆ（ｔｘ，ｔｙ）｜＝ｎｌｎｔ＋Ｃ，其中Ｃ与ｔ无关故

ｆ（ｔｘ，ｔｙ）＝Ｃ１ｔｎ，令ｔ＝１，得Ｃ１＝ｆ（ｘ，ｙ），故ｆ（ｔｘ，ｔｙ）＝ｔｎｆ（ｘ，
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ｙ），即ｆ（ｘ，ｙ）为ｎ次齐次函数
点评　本题必要性证明很容易，但充分性证明则较难事实上，必

要性证明是教材上的一道习题，而充分性则是教材上提出的一个问
题对平时在学习中主动性强的学生而言，此题并非“很难”

·６４·



试　卷　（四）
　　　　　　　　　　　　　　———第二学期期末试卷

一、选择题（每小题３分，共１５分）

１曲面ｅｚ－ｚ＋ｘｙ＝３在点（２，１，０）处的切平面方程为
（　　）

（Ａ）２ｘ＋ｙ－４＝０； （Ｂ）ｘ＋２ｙ－４＝０；
（Ｃ）２ｘ＋ｙ－ｚ－４＝０； （Ｄ）２ｘ＋ｙ－ｚ－５＝０

２记Ｉ１ ＝
Ｄ　

（ｘ＋ｙ）２ｄσ，Ｉ２＝
Ｄ　

（ｘ＋ｙ）３ｄσ，其中Ｄ：（ｘ－２）２＋

（ｙ－１）２ ≤１，则 （　　）
（Ａ）Ｉ１ ＝Ｉ２ ； （Ｂ）Ｉ１ ＞Ｉ２ ；
（Ｃ）Ｉ１ ＜Ｉ２ ； （Ｄ）无法比较Ｉ１，Ｉ２的大小

３函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｓｉｎｘｓｉｎｙｓｉｎｚ满足ｘ＋ｙ＋ｚ＝ π
２
（ｘ＞

０，ｙ＞０，ｚ＞０）的条件极值是 （　　）
（Ａ）１； （Ｂ）０； （Ｃ）１／６； （Ｄ）１／８

４设∑
∞

ｎ＝１
ａｎ为正项级数，那么下列结论中正确的是 （　　）

（Ａ）若ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎａｎ ＝０，则级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛；

（Ｂ）若存在非零常数λ，使得ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎａｎ ＝λ，则级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ发散；

（Ｃ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ２ａｎ ＝０；

（Ｄ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ发散，则存在非零常数λ，使得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎａｎ ＝λ
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５在下列无穷级数中，收敛的级数是 （　　）

（Ａ）∑
∞

ｎ＝１
ｎｅ－槡ｎ ； （Ｂ）∑

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｎ

ｎ＋（ ）１
ｎ
；

（Ｃ）∑
∞

ｎ＝１
ｌｎ１＋ １

ｎｎ
槡（ ）ｎ

； （Ｄ）∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－槡ｎ
ｎ＋１ 

二、填空题（每小题３分，共１５分）

１积分∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｘｄｘ＝ 　　　　

２设向量场Ａ＝ｘｆ（ｘ）ｉ－ｙｆ（ｘ）ｊ－ｘ（１＋ｘ）ｚｋ是无源场（即
ｄｉｖＡ≡０），其中ｆ（ｘ）是可微函数，且满足ｆ（１）＝１，则ｆ（ｘ）＝　　　

３设Ｓ是平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝４被圆柱面ｘ２＋ｙ２ ＝１截出的有限

部分，则曲面积分
Ｓ　

｜ｙ｜ｄＳ的值为　　　　

４设ｆ（ｘ）＝ｅｘ２，则ｆ（２ｎ）（０）＝ 　　　　

５已知幂级数 ∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛区间为（－３，３），则幂级数

∑
∞

ｎ＝０
ｎａｎ（ｘ－１）ｎ＋１的收敛区间为　　　　

三、（８分）设ｚ＝ｆ（ｅｘｓｉｎｙ，ｘ２＋ｙ２），其中ｆ具有二阶连续偏导数，求

２ｚ
ｘｙ

四、（１）（本题８分）设ｆ（ｕ）是具有连续导数的函数，Ｃ是平面上任一

条按段光滑的正向封闭曲线，求曲线积分∮
Ｃ　

ｆ（ｘｙ）（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）

（２）（本题１０分）求
Σ　

ｙ２ｚｄｘｄｙ＋ｚ２ｘｄｙｄｚ＋ｘ２ｙｄｚｄｘ，其中Σ为由

ｘ２＋ｙ２ ＝１，ｚ＝ｘ２＋ｙ２与ｚ＝０所围成的封闭曲面，方向取外侧
五、（１）（本题６分）设向量场Ａ＝ｙｅｚｉ＋（ｘ３－ｙ２＋ｚ３）ｊ＋ｘｙｚｋ，求
旋度ｒｏｔＡ

（２）（本题１０分）某二元函数ｕ（ｘ，ｙ）在右半平面上（ｘ＞０）上具
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有连续的二阶偏导函数，且它的梯度场为

ｇｒａｄｕ＝２ｘｙ（ｘ４＋ｙ２）λｉ－ｘ２（ｘ４＋ｙ２）λｊ，

试确定常数λ，并求函数ｕ（ｘ，ｙ）
六、（１）（本题１０分）将函数ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜（－π≤ｘ≤π）展开为傅立
叶级数，并求其和函数

（２）（本题１０分）求幂级数∑
∞

ｎ＝１

ｎ２＋１
ｎ ｘｎ的和函数，并求数项级数

∑
∞

ｎ＝１

ｎ２＋１
ｎ （ ）１

２
ｎ
的和

七、（本 题 ８ 分）证 明：若 级 数 ∑
∞

ｎ＝１
ａｎ 绝 对 收 敛，则 无 穷 乘 积

∏
∞

ｎ＝１
ｔａｎ π

４＋ａ（ ）ｎ ０＜｜ａｎ｜＜ π（ ）４
收敛

试卷（四）考核内容分值表

考核内容 多元函数微分学 重积分 曲线积分和曲面积分 级数

分值 １４ ６ ４０ ４０
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试卷（四）详解

一、选择题

１曲面ｅｚ－ｚ＋ｘｙ＝３在点（２，１，０）处的切平面方程为
（　　）

（Ａ）２ｘ＋ｙ－４＝０； （Ｂ）ｘ＋２ｙ－４＝０；
（Ｃ）２ｘ＋ｙ－ｚ－４＝０； （Ｄ）２ｘ＋ｙ－ｚ－５＝０
解　选Ｂ

令Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｅｚ－ｚ＋ｘｙ－３，则 Ｆ
ｘ

，Ｆ
ｙ

，Ｆ
｛ ｝ｚ （２，１，０）

＝｛１，

２，０｝，因此切平面方程为（ｘ－２）＋２（ｙ－１）＝０，即ｘ＋２ｙ－４＝０

２记Ｉ１ ＝
Ｄ　

（ｘ＋ｙ）２ｄσ，Ｉ２＝
Ｄ　

（ｘ＋ｙ）３ｄσ，其中Ｄ：（ｘ－２）２＋

（ｙ－１）２ ≤１，则 （　　）

（Ａ）Ｉ１ ＝Ｉ２ ； （Ｂ）Ｉ１ ＞Ｉ２ ；
（Ｃ）Ｉ１ ＜Ｉ２ ； （Ｄ）无法比较Ｉ１，Ｉ２的大小
解　选Ｃ
令ｘ＝２＋ｒｃｏｓθ，ｙ＝１＋ｒｓｉｎθ，则当（ｘ，ｙ）∈Ｄ时，有

０≤ｒ≤１，０≤θ≤２π，

因此　ｘ＋ｙ＝３＋ｒ（ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）≥３－槡２＞１，（ｘ＋ｙ）２＜（ｘ＋ｙ）３

由积分性质可知应该选Ｃ
点评　此题的关键是比较被积函数在积分区域内的大小

３函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｓｉｎｘｓｉｎｙｓｉｎｚ满足ｘ＋ｙ＋ｚ＝ π
２
（ｘ＞

·０５·



０，ｙ＞０，ｚ＞０）的条件极值是 （　　）

（Ａ）１； （Ｂ）０； （Ｃ）１
６
； （Ｄ）１

８

解　选Ｄ

ｕ＝ｓｉｎｘｓｉｎｙｃｏｓ（ｘ＋ｙ）
ｕｘ ＝ｃｏｓｘｓｉｎｙｃｏｓ（ｘ＋ｙ）－ｓｉｎｘｓｉｎｙｓｉｎ（ｘ＋ｙ）

＝ｓｉｎｙｃｏｓ（２ｘ＋ｙ），
ｕｙ ＝ｓｉｎｘｃｏｓｙｃｏｓ（ｘ＋ｙ）－ｓｉｎｘｓｉｎｙｓｉｎ（ｘ＋ｙ）

＝ｓｉｎｘｃｏｓ（ｘ＋２ｙ）

当ｘ＝ｙ＝ π
６
时有ｕｘ ＝ｕｙ ＝０

由于　Ａ＝ｕｘｘ π
６，π（ ）６

＝－２ｓｉｎｙｓｉｎ（２ｘ＋ｙ）
π
６，π（ ）６

＝－１，

　　　　　Ｂ＝ｕｘｙ π
６，π（ ）６

＝ ｃｏｓｙｃｏｓ（２ｘ＋ｙ）－ｓｉｎｙｓｉｎ（２ｘ＋ｙ［ ］）
π
６，π（ ）６

＝－１
２
，

　　　 Ｃ＝ｕｙｙ π
６，π（ ）６

＝－２ｓｉｎｘｓｉｎ（ｘ＋２ｙ）
π
６，π（ ）６

＝－１，

则ＡＣ－Ｂ２ ＝ ３
４ ＞０，Ａ＜０，因此ｕｍｉｎ ＝ ｓｉｎπ（ ）６

３

＝ １
８

点评　由于题目条件中未提及函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）是否一定存在极小
值，因此不能用拉格朗日乘数法求条件极值

４设∑
∞

ｎ＝１
ａｎ为正项级数，那么，下列结论中正确的是 （　　）

（Ａ）若ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎａｎ ＝０，则级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛；

（Ｂ）若存在非零常数λ，使得ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎａｎ ＝λ，则级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ发散；
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（Ｃ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ２ａｎ ＝０；

（Ｄ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ发散，则存在非零常数λ，使得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎａｎ ＝λ

解　选Ｂ
方法１　（排除法）

取ａｎ ＝ １
ｎｌｎｎ

，则ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎａｎ ＝０，但级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ发散；

取ａｎ ＝ １
槡ｎｎ

，则∑
∞

ｎ＝１
ａｎ收敛，但ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎ２ａｎ ＝＋∞；

取ａｎ ＝ｎ，则级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ发散，但ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎａｎ ＝＋∞

方法２
设非零常数λ，使得ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎａｎ ＝λ，则λ＞０

由ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎａｎ＝λ可知，存在Ｎ＞０，使得ｎ∶ｎ＞Ｎ时有ｎａｎ＞λ
２
，

即ａｎ ＞λ
２ｎ
由比较判别法有级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎ发散

点评　０＜ａｎ ＜ １
ｎ
并不意味着级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎ收敛

５在下列无穷级数中，收敛的级数是 （　　）

（Ａ）∑
∞

ｎ＝１
ｎｅ－槡ｎ ； （Ｂ）∑

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｎ

ｎ＋（ ）１
ｎ
；

（Ｃ）∑
∞

ｎ＝１
ｌｎ１＋ １

ｎｎ
槡（ ）ｎ

； （Ｄ）∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－槡ｎ
ｎ＋１ 

解　选Ａ
方法１　（排除法）　由于

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ＋（ ）１

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１

１＋１（ ）ｎ
ｎ ＝ １

ｅ≠０，
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因此　∑
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ ｎ

ｎ＋（ ）１
ｎ
发散；

由于ｌｉｍ
ｎ→∞

ｌｎ１＋ １
ｎｎ
槡（ ）ｎ

１
ｎ

＝１，因此∑
∞

ｎ＝１
ｌｎ１＋ １

ｎｎ
槡（ ）ｎ
发散；

由于∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ＋１
收敛而∑

∞

ｎ＝１

槡ｎ
ｎ＋１
发散，因此∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ－槡ｎ
ｎ＋１

发散

方法２　因为

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｅ－槡ｘ

ｘ－２ ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ３

ｅ槡ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

３ｘ２

ｅ槡ｘ

２槡ｘ

＝６ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ
５
２

ｅ槡ｘ ＝ … ＝０，

所以ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｅ槡ｎ

１
ｎ２

＝０由比较判别法的极限形式有∑
∞

ｎ＝１
ｎｅ－槡ｎ收敛

点评　学习级数时要注意收集常用的判别级数发散的方法

二、填空题

１积分∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｘｄｘ＝ 　　　　

解　π

　　　∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｘｄｘ＝∫

π

０
ｘｄｘ∫

ｓｉｎｘ

０
ｄｙ

＝∫
π

０
ｘｓｉｎｘｄｘ

＝ （ｓｉｎｘ－ｘｃｏｓｘ）｜π
０

＝π

点评　本题直接做也可以，但交换次序后运算量小
２设向量场Ａ＝ｘｆ（ｘ）ｉ－ｙｆ（ｘ）ｊ－ｘ（１＋ｘ）ｚｋ是无源场（即

ｄｉｖＡ≡０），其中ｆ（ｘ）是可微函数，且满足ｆ（１）＝１，则ｆ（ｘ）＝　　　
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解　 １
２
（ｘ＋１）２－１

ｄｉｖＡ＝（ｘｆ（ｘ））
ｘ ＋（－ｙｆ（ｘ））

ｙ ＋（－ｘ（１＋ｘ）ｚ）
ｚ

＝ｘｆ′－ｘ（１＋ｘ）＝０，

ｆ＝∫（１＋ｘ）ｄｘ＝ １
２
（ｘ＋１）＋Ｃ

由ｆ（１）＝１有Ｃ＝－１，因此ｆ（ｘ）＝ １
２
（ｘ＋１）２－１

３设Ｓ是平面ｘ＋ｙ＋ｚ＝４被圆柱面ｘ２＋ｙ２ ＝１截出的有限

部分，则曲面积分
Ｓ　

｜ｙ｜ｄＳ的值为　　　　

解　 槡４ ３
３


Ｓ　

｜ｙ｜ｄＳ＝ 
ｘ２＋ｙ２≤１

｜ｙ｜１＋ ｚ
（ ）ｘ

２

＋ ｚ
（ ）ｙ槡

２

ｄｘｄｙ

＝槡３
ｘ２＋ｙ

２
≤１

｜ｙ｜ｄｘｄｙ＝槡３∫
２π

０
｜ｓｉｎθ｜ｄθ∫

１

０
ｒ·ｒｄｒ

＝槡３
３∫

２π

０
｜ｓｉｎθ｜ｄθ＝ 槡２ ３

３∫
π

０
ｓｉｎθｄθ＝ 槡４ ３

３ 

点评　此题虽然简单，但包括了计算第一类曲面积分的全过程

４设ｆ（ｘ）＝ｅｘ２，则ｆ（２ｎ）（０）＝ 　　　　

解　
（２ｎ）！
ｎ！

方法１

ｅｘ ＝∑
∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｘ

ｎ，ｅｘ２ ＝∑
∞

ｎ＝０

１
ｎ！ｘ

２ｎ ＝∑
∞

ｋ＝０

ｆ（ｋ）（０）
ｋ！ ｘｋ，

因此 ｆ（２ｎ）（０）
（２ｎ）！＝ １

ｎ！
，ｆ（２ｎ）（０）＝

（２ｎ）！
ｎ！

·４５·



方法２　ｆ′＝２ｘｅｘ２ ＝２ｘｆ，两端求（ｎ－１）次导数，得

ｆ（ｎ）＝２ｘｆ（ｎ－１）＋２（ｎ－１）ｆ（ｎ－２），ｆ（ｎ）（０）＝２（ｎ－１）ｆ（ｎ－２）（０）

因此　　　　ｆ（２ｎ）（０）＝２（２ｎ－１）ｆ（２（ｎ－１））（０）

＝２２（２ｎ－１）（２ｎ－３）ｆ（２（ｎ－２））（０）

＝ … ＝２ｎ－１（２ｎ－１）！！ｆ″（０）

＝２ｎ（２ｎ－１）！！ｆ（０）

＝２ｎ（２ｎ－１）！！

点评　方法１是利用幂级数展开式来求高阶导数的巧妙方法，方
法２则是单变量微分学中讲过的利用递推公式的方法

５已知幂级数 ∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛区间为（－３，３），则幂级数

∑
∞

ｎ＝０
ｎａｎ（ｘ－１）ｎ＋１的收敛区间为　　　　

解　（－２，４）

∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ的收敛区间为（－３，３）∑

∞

ｎ＝１
ｎａｎｘｎ－１的收敛区间为

（－３，３）∑
∞

ｎ＝０
ｎａｎｘｎ＋１ ＝ｘ２∑

∞

ｎ＝１
ｎａｎｘｎ－１的收敛区间为

（－３，３）∑
∞

ｎ＝０
ｎａｎ（ｘ－１）ｎ＋１的收敛区间为（－２，４）

点评　本题的关键：对一个幂级数逐项求导所得到的新级数与原
级数有相同的收敛区间

三、设ｚ＝ｆ（ｅｘｓｉｎｙ，ｘ２＋ｙ２），其中ｆ具有二阶连续偏导数，求２ｚ
ｘｙ．

解　ｚ
ｘ＝ｅｘｓｉｎｙｆ１＋２ｘｆ２，

　　 ２ｚ
ｘｙ＝ｅｘｃｏｓｙｆ１＋ｅｘｓｉｎｙ（ｆ１１ｅｘｃｏｓｙ＋２ｙｆ１２）

＋２ｘ（ｆ２１ｅｘｃｏｓｙ＋２ｙｆ２２）

＝ｅｘｃｏｓｙｆ１＋ｅ２ｘｓｉｎｙｃｏｓｙｆ１１＋２ｅｘ（ｙｓｉｎｙ
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＋ｘｃｏｓｙ）ｆ１２＋４ｘｙｆ２２

点评　求复合函数高阶导数时要小心仔细，不要漏项
四、（１）设ｆ（ｕ）是具有连续导数的函数，Ｃ是平面上任一条按段光滑

的正向封闭曲线，求曲线积分∮
Ｃ　

ｆ（ｘｙ）（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）

解　令Ｐ＝ｙｆ（ｘｙ），Ｑ＝ｘｆ（ｘｙ），则Ｐｙ ＝ｆ（ｘｙ）＋ｘｙｆ′（ｘｙ）＝Ｑｘ，
根据格林公式，曲线积分

∮
Ｃ　

ｆ（ｘｙ）（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）＝
Ｄ　

（Ｑｘ－Ｐｙ）ｄσ＝０，

或由积分与路径无关等价命题有

∮
Ｃ　

ｆ（ｘｙ）（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）＝０

点评　格林公式是曲线积分部分的必考内容

（２）求
Σ　

ｙ２ｚｄｘｄｙ＋ｚ２ｘｄｙｄｚ＋ｘ２ｙｄｚｄｘ，其中Σ为由ｘ２＋ｙ２＝

１，ｚ＝ｘ２＋ｙ２与ｚ＝０所围成的封闭曲面，方向取外侧
解　Ｐ＝ｚ２ｘ，Ｑ＝ｘ２ｙ，Ｒ＝ｙ２ｚ，Ｐｘ ＝ｚ２，Ｑｙ ＝ｘ２，Ｒｚ＝ｙ２

由高斯公式可得

　
Σ　

ｙ２ｚｄｘｄｙ＋ｚ２ｘｄｙｄｚ＋ｘ２ｙｄｚｄｘ

＝
Ω　

（Ｐｘ＋Ｑｙ＋Ｒｚ）ｄＶ

＝
Ω　

（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）ｄＶ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

１

０
ｒｄｒ∫

ｒ２

０
（ｒ２＋ｚ２）ｄｚ

＝２π∫
１

０
ｒｒ２ｚ＋１

３ｚ（ ）３
ｒ２

０
ｄｒ

＝２π∫
１

０
ｒｒ４＋１

３ｒ（ ）６ ｄｒ＝５π
１２

·６５·



点评　高斯公式是曲面积分部分的必考内容
五、（１）设向量场Ａ＝ｙｅｚｉ＋（ｘ３－ｙ２＋ｚ３）ｊ＋ｘｙｚｋ，求旋度ｒｏｔＡ
解　旋度

ｒｏｔＡ＝

ｉ ｊ ｋ

ｘ


ｙ


ｚ

ｙｅｚ ｘ３－ｙ２＋ｚ３ ｘｙｚ
＝ （ｘｚ－３ｚ２）ｉ－（ｙｚ－ｙｅｚ）ｊ＋（３ｘ２－ｅｚ）ｋ

（２）某二元函数ｕ（ｘ，ｙ）在右半平面上（ｘ＞０）上具有连续的二
阶偏导函数，且它的梯度场为

ｇｒａｄｕ＝２ｘｙ（ｘ４＋ｙ２）λｉ－ｘ２（ｘ４＋ｙ２）λｊ，

试确定常数λ，并求函数ｕ（ｘ，ｙ）
解　函数ｕ（ｘ，ｙ）的梯度为ｕｘｉ＋ｕｙｊ，由条件可知

Ｐ＝ｕｘ ＝２ｘｙ（ｘ４＋ｙ２）λ，Ｑ＝ｕｙ ＝－ｘ２（ｘ４＋ｙ２）λ，

且Ｐｙ ≡Ｑｘ（ｘ＞０）因

Ｐｙ ＝２ｘ（ｘ４＋ｙ２）λ＋４λｘｙ２（ｘ４＋ｙ２）λ－１，

Ｑｘ ＝－２ｘ（ｘ４＋ｙ２）λ－４λｘ５（ｘ４＋ｙ２）λ－１，

令Ｐｙ ＝Ｑｘ，故得４ｘ（１＋λ）（ｘ４＋ｙ２）λ ＝０（ｘ＞０），λ＝－１

由于当λ＝－１时，在右半平面上，曲线积分∫
Ｃ　

Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ与路径

无关，故

ｕ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ，ｙ０）ｄｘ＋∫

ｙ

ｙ０
Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋Ｃ

取ｘ０ ＝１，ｙ０ ＝０，得

ｕ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

１
０ｄｘ－∫

ｙ

０

ｘ２

ｘ４＋ｙ２ｄｙ＋Ｃ
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＝－∫
ｙ

０

１

１＋
ｙ
ｘ（ ）２

２ｄ
ｙ
ｘ２＋Ｃ

＝－ａｒｃｔａｎｙ
ｘ２＋Ｃ

点评　此题涉及的都是常规内容，唯计算量较大
六、（１）将函数ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜（－π≤ｘ≤π）展开为傅立叶级数，并求
其和函数
解　ｆ（ｘ）为偶函数，所以ｂｎ ＝０，ｎ＝１，２，…；

ａ０ ＝ ２
π∫

π

０
ｓｉｎｘｄｘ＝ ４

π
；ａ１ ＝ ２

π∫
π

０
ｓｉｎｘｃｏｓｘｄｘ＝０；

ａｎ ＝ ２
π∫

π

０
ｓｉｎｘｃｏｓｎｘｄｘ　（ｎ≥２）

＝ １
π∫

π

０
［ｓｉｎ（ｎ＋１）ｘ－ｓｉｎ（ｎ－１）ｘ］ｄｘ

＝ １
π

－ｃｏｓ（ｎ＋１）ｘ
ｎ＋１ ＋ｃｏｓ（ｎ－１）ｘ

ｎ－［ ］１
π

０

＝２［（－１）ｎ＋１－１］
π（ｎ２－１）

；

所以

　　　ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜

＝ ２
π＋∑

∞

ｎ＝２

２［（－１）ｎ＋１－１］
（ｎ２－１）π

ｃｏｓｎｘ　（－π≤ｘ≤π）

点评　注意此题中ａ１要单独计算

（２）求 幂 级 数 ∑
∞

ｎ＝１

ｎ２＋１
ｎ ｘｎ 的 和 函 数，并 求 数 项 级 数

∑
∞

ｎ＝１

ｎ２＋１
ｎ （ ）１

２
ｎ
的和

解　∑
∞

ｎ＝１

ｎ２＋１
ｎ ｘｎ
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＝∑
∞

ｎ＝１
ｎｘｎ＋∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ

＝ｘ∑
∞

ｎ＝１
ｎｘｎ－１＋∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ

＝ｘ∑
∞

ｎ＝１
（ｘｎ）′＋∑

∞

ｎ＝１∫
ｘ

０
ｘｎ－１ｄｘ

＝ｘ １
１－ｘ－（ ）１′＋∫

ｘ

０

１
１－ｘｄｘ

＝ ｘ
（１－ｘ）２－ｌｎ（１－ｘ）　（－１＜ｘ＜１），

取ｘ＝ １
２
，得∑

∞

ｎ＝０

ｎ２＋１
ｎ （ ）１

２
ｎ

＝２＋ｌｎ２

点评　此题关键是把∑
∞

ｎ＝１

ｎ２＋１
ｎ ｘｎ化为∑

∞

ｎ＝１
ｎｘｎ与∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ之和，然

后利用逐项求导、逐项求积分和已知的麦克劳林公式求得最后
结果　

七、证明：若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ绝对收敛，则无穷乘积∏

∞

ｎ＝１
ｔａｎ π

４＋ａ（ ）ｎ

０＜｜ａｎ｜＜ π（ ）４
收敛

证明　　　　　∏
∞

ｎ＝１
ｔａｎ π

４＋ａ（ ）ｎ

＝∏
∞

ｎ＝１

ｔａｎπ
４＋ｔａｎａｎ

１－ｔａｎπ
４ｔａｎａｎ

＝∏
∞

ｎ＝１
１－

２ｔａｎａｎ

１－ｔａｎａ（ ）
ｎ

＝ｅｘｐｌｎ∏
∞

ｎ＝１
１－

２ｔａｎａｎ

１－ｔａｎａ（ ）
ｎ

＝ｅｘｐ∑
∞

ｎ＝１
ｌｎ１－

２ｔａｎａｎ

１－ｔａｎａ（ ）
ｎ

，
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由于∑
∞

ｎ＝１
ａｎ绝对收敛，所以ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ ＝０，从而

ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｔａｎａｎ

１－ｔａｎａｎ
｜ａｎ｜＝ｌｉｍ

ｎ→∞

２ｔａｎａｎ

１－ｔａｎａｎ
｜ａｎ｜＝２

根据 比 较 判 别 法，级 数 ∑
∞

ｎ＝１
ｌｎ１－

２ｔａｎａｎ

１－ｔａｎａ（ ）
ｎ
收 敛，所 以

∏
∞

ｎ＝１
ｔａｎ π

４＋ａ（ ）ｎ 收敛

点评　对无穷乘积，常用的方法是通过取对数转化为对级数收敛
性的判别
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试　卷　（五）
　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１设ｆ，ｇ在（－∞，＋∞）上都是奇函数，则ｇ（ｆ（ｘ））和

ｆ（ｇ（ｘ）） （　　）
（Ａ）都是偶函数；
（Ｂ）都是奇函数；
（Ｃ）一个是奇函数，另一个是偶函数；
（Ｄ）都是非奇非偶函数
２当ｘ→０时，与ｌｎ（ｃｏｓｘ＋２ｘ２）等价的无穷小是 （　　）

（Ａ）ｘ
２

２
； （Ｂ）ｘ２； （Ｃ）３ｘ

２

２
； （Ｄ）２ｘ２

３设ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－ｈ）
ｈ ＝ａ（有限值），则 （　　）

（Ａ）ａ＝ｆ′（ｘ０）； （Ｂ）ａ＝２ｆ′（ｘ０）；
（Ｃ）ａ＝３ｆ′（ｘ０）； （Ｄ）ｆ′（ｘ０）未必存在
４设ｆ在［ａ，ｂ］上连续，则ｆ在［ａ，ｂ］上必有 （　　）
（Ａ）极大值点；
（Ｂ）极小值点；
（Ｃ）同时有极大值点和极小值点；
（Ｄ）未必有极值点
５ 设ｆ 在（ａ，ｂ）内二阶可导，且 ｆ″ ＞ ０，则 Ｆ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ

在（ａ，ｂ）内为 （　　）

（Ａ）单调增； （Ｂ）单调减； （Ｃ）下凸； （Ｄ）上凸

·１６·



二、填空题（每题３分，共１５分）

１若ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－ａｘ＋３
ｘ－１ ＝ｂ，则ａ＝ 　　　　，ｂ＝ 　　　　

２函数ｆ（ｘ）＝（１－ｘ）ｔａｎπ
２ｘ

·ｅ
１
ｘ的第一类间断点ｘ＝　　　　，

第二类间断点ｘ＝ 　　　　

３函数ｙ＝ （１＋ｘ）１
ｘ 的微分ｄｙ＝ 　　　　

４设
ｘ＝ｔ＋ｌｎｔ，

ｙ＝ｔ２ｅ２ｔ烅
烄
烆 ，

则ｄｙ
ｄｘ＝ 　　　　，ｄ

２ｙ
ｄｘ２ ＝ 　　　　

５若曲线ｙ＝ｘ２与ｙ＝ａｌｎｘ相切，则ａ＝ 　　　　

三、求以下极限（每题６分，共１８分）

１用极限定义验证ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ－１
ｘ＋１ ＝２

２ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘｓｉｎ槡 ｘ－ｃｏｓｘ
ｌｎ（１＋ｘ２） 

３设ｆ是定义在（－１，１）内的正值连续函数，ｆ在ｘ＝０点可

导，又ｆ（０）＝１，ｆ′（０）＝２，求ｌｉｍ
ｘ→０

（ｆ（ｘ））１
ｘ

四、（每题８分，共１６分）

１设ｙ＝ｆ（ｘ）是由方程ｘｙ＋ｌｎｙ＝１所确定的隐函数
（１）求ｆ′（ｘ）；
（２）又设ｇ（ｘ）＝ｆ（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ），求ｇ′（１）
２设ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎｘ
（１）证明（１＋ｘ２）ｆ（ｎ＋１）（ｘ）＋２ｎｘｆ（ｎ）（ｘ）＋ｎ（ｎ－１）ｆ（ｎ－１）（ｘ）＝

０　（ｎ∈Ｎ）；
（２）求ｆ（２０００）（０），ｆ（２００１）（０）

五、（８分）

设ｆ在ｘ＝０点可导，又Ｆ（ｘ）＝（１＋｜ｓｉｎｘ｜）ｆ（ｘ）问：ｆ（０）为

·２６·



何值时，Ｆ（ｘ）在ｘ＝０点可导，并说明理由

六、（８分）

设ｆ在（－∞，＋∞）内具有二阶连续导数，证明：ｆ″＞０的充分必
要条件是

ｆ（ｘ＋ｈ）＋ｆ（ｘ－ｈ）≥２ｆ（ｘ）　（ｘ，ｈ∈ＲＲ）

七、（１２分）

全面讨论函数ｙ＝ ｘ３

ｘ２－１
的性态，并作出它的图形．

已知ｙ′＝ｘ２（ｘ２－３）
（ｘ２－１）２

，ｙ″＝２ｘ（ｘ２＋３）
（ｘ２－１）３［ ］

八、（８分，下列两小题仅选一题）

１设有数列｛ｘｎ｝满足：ｘｎ＞０，ｘｎ＋ ４
ｘ２

ｎ＋１
＜３　（ｎ＝１，２，…），

求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ

２证明不等式ｘｅ－ｘ ＞ １
ｘｅ－１

ｘ（０＜ｘ＜１）

试卷（五）考核内容

考核内容 函数 极限和连续 导数和微分 微分中值定理和导数的应用

分值 ３ ２９ ４２ ２６
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试卷（五）详解

一、选择题

１设ｆ，ｇ在（－∞，＋∞）上都是奇函数，则ｇ（ｆ（ｘ））和

ｆ（ｇ（ｘ）） （　　）
（Ａ）都是偶函数；
（Ｂ）都是奇函数；
（Ｃ）一个是奇函数，另一个是偶函数；
（Ｄ）都是非奇非偶函数
解　选Ｂ
ｆ，ｇ都是奇函数，故ｇ（ｆ（－ｘ））＝ｇ（－ｆ（ｘ））＝－ｇ（ｆ（ｘ）），即

ｇ（ｆ（ｘ））是奇函数同理，ｆ（ｇ（ｘ））也是奇函数
２当ｘ→０时，与ｌｎ（ｃｏｓｘ＋２ｘ２）等价的无穷小是 （　　）

（Ａ）ｘ
２

２
； （Ｂ）ｘ２； （Ｃ）３ｘ

２

２
； （Ｄ）２ｘ２

解　选Ｃ
当ｘ→０时，ｌｎ（ｃｏｓｘ＋２ｘ２）～ｃｏｓｘ－１＋２ｘ２，故

　　　ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（ｃｏｓｘ＋２ｘ２）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｃｏｓｘ－１＋２ｘ２

ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－１
ｘ２ ＋２

＝２－１
２ ＝ ３

２
，

所以 ｌｎ（ｃｏｓｘ＋２ｘ２）～ ３
２ｘ

２（ｘ→０）

３设ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－ｈ）
ｈ ＝ａ（有限值），则 （　　）
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（Ａ）ａ＝ｆ′（ｘ０）； （Ｂ）ａ＝２ｆ′（ｘ０）；
（Ｃ）ａ＝３ｆ′（ｘ０）； （Ｄ）ｆ′（ｘ０）未必存在
解　选Ｄ
当ｆ′（ｘ０）存在时，有ａ＝２ｆ′（ｘ０），但ｆ′（ｘ０）可以不存在　

例如ｆ（ｘ）＝｜ｘ｜，ｘ０ ＝０，ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｈ）－ｆ（－ｈ）
ｈ ＝０，ｆ′（０）不存在

４设ｆ在［ａ，ｂ］上连续，则ｆ在［ａ，ｂ］上必有 （　　）
（Ａ）极大值点；
（Ｂ）极小值点；
（Ｃ）同时有极大值点和极小值点；
（Ｄ）未必有极值点
解　选Ｄ
ｆ在［ａ，ｂ］上连续，则ｆ在［ａ，ｂ］上必有最大值和最小值，但未必
有极值
例如ｆ（ｘ）＝ｘ，ｘ∈［０，１］无极值
５ 设ｆ 在（ａ，ｂ）内二阶可导，且 ｆ″ ＞ ０，则 Ｆ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ

在（ａ，ｂ）内为 （　　）

（Ａ）单调增； （Ｂ）单调减；
（Ｃ）下凸； （Ｄ）上凸
解　选Ａ

Ｆ′（ｘ）＝
（ｘ－ａ）ｆ′（ｘ）－（ｆ（ｘ）－ｆ（ａ））

（ｘ－ａ）２
，

根据微分中值定理，存在ξ∈（ａ，ｘ），使得ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（ξ）（ｘ－ａ），
所以

Ｆ′（ｘ）＝
（ｘ－ａ）［ｆ′（ｘ）－ｆ′（ξ）］

（ｘ－ａ）２ ＝ｆ′（ｘ）－ｆ′（ξ）
ｘ－ａ

，

由于ｆ″＞０，ｆ′单调增加，所以Ｆ′（ｘ）＞０，即Ｆ（ｘ）单调增加
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二、填空题

１若ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－ａｘ＋３
ｘ－１ ＝ｂ，则ａ＝ 　　　　，ｂ＝ 　　　　

解　４，－２
由条件有ｌｉｍ

ｘ→１
（ｘ２－ａｘ＋３）＝４－ａ＝０，即ａ＝４于是

　　　　　　　　　ｂ＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－４ｘ＋３
ｘ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ－１）（ｘ－３）
ｘ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ－３）＝－２

２函数ｆ（ｘ）＝ （１－ｘ）ｔａｎπ
２ｘ

·ｅ
１
ｘ 的第一类间断点ｘ ＝

　　　　，第二类间断点ｘ＝ 　　　　
解　１；０，２ｋ＋１（ｋ∈ＺＺ＼｛０｝）
当ｘ＝０，ｘ＝２ｋ＋１（ｋ＝０，±１，±２，…）时，ｆ（ｘ）间断

ｌｉｍ
ｘ→０＋

（１－ｘ）ｔａｎπ
２ｘ

·ｅ
１
ｘ ＝π

２ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｅ
１
ｘ ＝π

２ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ
１
ｘ

１
ｘ

＝∞，ｘ＝０为

第二类间断点；

ｌｉｍ
ｘ→２ｋ＋１
ｋ∈ＺＺ
ｋ≠０

（１－ｘ）ｔａｎπ
２ｘ

·ｅ
１
ｘ ＝∞，ｘｋ＝２ｋ＋１（ｋ＝±１，±２，…）为

第二类间断点；

　　　　　　　　　　　ｌｉｍ
ｘ→１

（１－ｘ）ｔａｎπ
２ｘ

·ｅ
１
ｘ

＝ｅｌｉｍ
ｘ→１

（１－ｘ）ｔａｎπ
２ｘ

ｙ＝１－


ｘ
ｅｌｉｍ

ｙ→０
ｙｔａｎπ

２
（１－ｙ）
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＝ｅｌｉｍ
ｙ→０

ｙ

ｔａｎπ２ｙ
＝２ｅ

π
，

故ｘ＝１为第一类间断点

３函数ｙ＝ （１＋ｘ）１
ｘ 的微分ｄｙ＝ 　　　　

解　 （１＋ｘ）１
ｘｘ－（１＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）

ｘ２（１＋ｘ） ｄｘ

因 ｙ＝ （１＋ｘ）１
ｘ ＝ｅ

１
ｘｌｎ（１＋ｘ），ｄｙ＝ｙ′ｄｘ，

故 ｙ′＝ｅ
１
ｘｌｎ（１＋ｘ）

ｘ
１＋ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）

ｘ２

＝ （１＋ｘ）１
ｘｘ－（１＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）

ｘ２（１＋ｘ） 

４设
ｘ＝ｔ＋ｌｎｔ，

ｙ＝ｔ２ｅ２ｔ烅
烄
烆 ，

则ｄｙ
ｄｘ＝ 　　　　，ｄ

２ｙ
ｄｘ２ ＝ 　　　　

解　２ｔ２ｅ２ｔ，４ｔ２ｅ２ｔ

ｄｙ
ｄｘ＝

ｙ′ｔ
ｘ′ｔ

＝ｅ２ｔ（２ｔ＋２ｔ２）

１＋１
ｔ

＝２ｔ２ｅ２ｔ，

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝

（２ｔ２ｅ２ｔ）′ｔ
ｘ′ｔ

＝４ｅ２ｔ（ｔ＋１）ｔ
１＋１

ｔ
＝４ｔ２ｅ２ｔ．

５若曲线ｙ＝ｘ２与ｙ＝ａｌｎｘ相切，则ａ＝ 　　　　
解　２ｅ，０
设切点坐标为（ｘ０，ｙ０），则两函数在ｘ０处有相同的函数值和导数

值，即

ｘ２
０ ＝ａｌｎｘ０，２ｘ０ ＝ａ

ｘ０
ａｌｎｘ０ ＝ａ

２ａ＝０或

ｘ０ ＝槡ｅａ＝０或ａ＝２ｘ２
０ ＝２ｅ

·７６·



三、求以下极限

１用极限定义验证ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ－１
ｘ＋１ ＝２

分析　 ε＞０，要使得 ２ｘ－１
ｘ＋１－２ ＝ ３

｜ｘ＋１｜≤ ３
｜ｘ｜－１＜ε，

只要｜ｘ｜＞１＋１
ε
即可

证　 ε＞０，取Ｘ＝１＋１
ε ＞０，当｜ｘ｜＞Ｘ时，恒有

２ｘ－１
ｘ＋１－２ ＝ ３

｜ｘ＋１｜≤ ３
｜ｘ｜－１＜ε，

即 ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ－１
ｘ＋１ ＝２

２ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘｓｉｎ槡 ｘ－ｃｏｓｘ
ｌｎ（１＋ｘ２） 

解　ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘｓｉｎ槡 ｘ－ｃｏｓｘ
ｌｎ（１＋ｘ２）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｘｓｉｎ槡 ｘ－１）＋（１－ｃｏｓｘ）
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘｓｉｎ槡 ｘ－１
ｘ２ ＋ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘｓｉｎｘ

ｘ２ ＋ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘ

２

ｘ２ ＝ １
２＋１

２ ＝１

点评　求００
型极限的方法较多，比如罗必塔法则、等价代换、分子

有理化等，可根据需要灵活地使用这些方法．本题用等价代换或分子有
理化较方便

３设ｆ是定义在（－１，１）内的正值连续函数，ｆ在ｘ＝０点可

导，又ｆ（０）＝１，ｆ′（０）＝２，求ｌｉｍ
ｘ→０

（ｆ（ｘ））１
ｘ
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解　方法１　ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）］１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｅ

１
ｘｌｎｆ（ｘ）＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｆ（ｘ）－ｌｎｆ（０）
ｘ

＝ｅ［ｌｎｆ（ｘ）］′｜ｘ＝０＝ｅ
ｆ′（０）
ｆ（０） ＝ｅ２

方法２　ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）］１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
｛１＋［ｆ（ｘ）－１］｝

１
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→

｛
０
１＋［ｆ（ｘ）－ｆ（０）］

１
ｆ（ｘ）－ｆ（０ ｝）

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｅｆ′（０）＝ｅ２
点评　对幂指函数ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）通常用指数函数ｅｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）表示讨论时

比较方便

对１∞型极限可利用重要极限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

（１＋α（ｘ））１
α（ｘ）＝ｅ［其中α（ｘ）当

ｘ→ｘ０时为无穷小］

四、１设ｙ＝ｆ（ｘ）是由方程ｘｙ＋ｌｎｙ＝１所确定的隐函数，

（１）求ｆ′（ｘ）；
（２）又设ｇ（ｘ）＝ｆ（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ），求ｇ′（１）
分析　先用隐函数求导法求出ｙ＝ｆ（ｘ）的导数ｆ′（ｘ），再求

ｇ′（ｘ），并用ｘ＝１代入相应的表达式，求出ｇ′（１）
解　ｘｙ＋ｌｎｙ＝１，两边求导，得

　ｙ＋ｘｙ′＋１
ｙｙ′＝０ｙ′＝－ ｙ２

１＋ｘｙ
　

ｇ′（ｘ）＝ １
ｘｆ′

（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ）＋ｆ′（ｘ）ｆ（ｌｎｘ）ｅｆ（ｘ），

ｇ′（１）＝ｆ′（０）ｅｆ（１）＋ｆ′（１）ｆ（０）ｅｆ（１）

在ｘｙ＋ｌｎｙ＝１中取ｘ＝０，解得ｙ（０）＝ｆ（０）＝ｅ；

将ｘ＝０，ｆ（０）＝ｅ代入ｆ′（ｘ）＝－ ｆ２（ｘ）
１＋ｘｆ（ｘ），得ｆ′（０）＝－ｅ２

同样地，取ｘ＝１ｆ（１）＝１，ｆ′（１）＝－１
２

将所得的值代入ｇ′（１），得ｇ′（１）＝－ｅ３－１
２ｅ

２
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２设ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎｘ
（１）证明（１＋ｘ２）ｆ（ｎ＋１）（ｘ）＋２ｎｘｆ（ｎ）（ｘ）＋ｎ（ｎ－１）ｆ（ｎ－１）（ｘ）＝

０　（ｎ∈ＮＮ）；
（２）求ｆ（２０００）（０），ｆ（２００１）（０）

（１）证　ｆ′（ｘ）＝ １
１＋ｘ２，即（１＋ｘ２）ｆ′（ｘ）＝１，两边求导，得

（１＋ｘ２）ｆ″（ｘ）＋２ｘｆ′（ｘ）＝０，

即当ｎ＝１时等式成立
当ｎ≥２时，由莱布尼茨公式，得

Ｃ０
ｎ（１＋ｘ２）［ｆ′（ｘ）］（ｎ）＋Ｃ１

ｎ（１＋ｘ２）′［ｆ′（ｘ）］（ｎ－１）＋
Ｃ２

ｎ（１＋ｘ２）″［ｆ′（ｘ）］（ｎ－２）＝０，

即

（１＋ｘ２）ｆ（ｎ＋１）（ｘ）＋２ｎｘｆ（ｎ）（ｘ）＋ｎ（ｎ－１）ｆ（ｎ－１）（ｘ）＝０　（ｎ∈ＮＮ）

（２）解　由题（１）有ｆ（ｎ＋１）（０）＋ｎ（ｎ－１）ｆ（ｎ－１）（０）＝０　（ｎ∈ＮＮ），
即有递推式

ｆ（ｎ＋１）（０）＝－ｎ（ｎ－１）ｆ（ｎ－１）（０）

当ｎ＝２ｋ时，由于ｆ′（０）＝１，

ｆ（２ｋ＋１）（０）＝－２ｋ（２ｋ－１）ｆ（２ｋ－１）（０）＝ …

＝ （－１）ｋ２ｋ（２ｋ－１）…２×１×ｆ′（０）

＝ （－１）ｋ（２ｋ）！

所以 ｆ（２００１）（０）＝２０００！

当ｎ＝２ｋ－１时，ｆ（０）（０）＝ｆ（０）＝０，

ｆ（２ｋ－１＋１）（０）＝ｆ（２ｋ）（０）＝－（２ｋ－１）（２ｋ－２）ｆ（２ｋ－２）（０）＝ …

＝ （－１）ｋ（２ｋ－１）…１×０×ｆ（０）＝０，

所以 ｆ（２０００）（０）＝０
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点评　本题对ｆ′（ｘ）＝ １
１＋ｘ２直接求高阶导数无一般规律，无法

得到ｆ（ｎ）（ｘ）的表达式，可将其变形为ｆ′（ｘ）（１＋ｘ２）＝１后用莱布尼
兹公式求高阶导数此题也可用数学归纳法加以证明
五、设ｆ在ｘ＝０点可导，又Ｆ（ｘ）＝ （１＋｜ｓｉｎｘ｜）ｆ（ｘ）问：ｆ（０）为
何值时，Ｆ（ｘ）在ｘ＝０点可导，并说明理由

解　Ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

Ｆ（ｘ）－Ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

（１＋ｓｉｎｘ）ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｓｉｎｘ
ｘ ｆ（ｘ）＋ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｆ（０）＋ｆ′＋（０）＝ｆ（０）＋ｆ′（０），

同理，Ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

Ｆ（ｘ）－Ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

（１－ｓｉｎｘ）ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ ＝－ｆ（０）＋ｆ′（０）

令Ｆ′＋（０）＝Ｆ′－（０）ｆ（０）＝０，故当ｆ（０）＝０时，Ｆ（ｘ）在ｘ＝
０点可导　
点评　本题仅给出ｆ（ｘ）在ｘ＝０点可导，故只能按定义求Ｆ′（０）

又Ｆ（ｘ）的表达式中含绝对值函数，所以要分别求左、右导数
六、设ｆ在（－∞，＋∞）内具有二阶连续导数，证明：ｆ″≥０的充分必
要条件是

ｆ（ｘ＋ｈ）＋ｆ（ｘ－ｈ）≥２ｆ（ｘ）　（ｘ，ｈ∈ＲＲ）

分析　必要性可利用ｆ（ｘ）的凸性得证充分性的证明比较难些由

条件ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ－ｈ）－２ｆ（ｘ）≥０有ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ－ｈ）－２ｆ（ｘ）
ｈ２ ≥

０，考虑当ｈ→０时此００
型极限，用罗必塔法则及极限的保号性可得

ｆ″（ｘ）≥０此外，ｆ（ｘ＋ｈ）和ｆ（ｘ－ｈ）可在ｘ处展开为一阶泰勒展
开式，故也可用反证法来证明
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证　必要性：设ｆ″≥０，则ｆ下凸，从而ｘ，ｈ∈ＲＲ，

ｆ（ｘ＋ｈ）＋ｆ（ｘ－ｈ）
２ ≥ｆｘ＋ｈ＋ｘ－ｈ（ ）２

，

即 ｆ（ｘ＋ｈ）＋ｆ（ｘ－ｈ）≥２ｆ（ｘ）　（ｘ，ｈ∈ＲＲ）

充分性：方法１　用反证法　假设存在一点ｘ０使得ｆ″（ｘ０）＜０，
则由ｆ二阶导数连续，存在ｘ０的一个邻域（ｘ０－ｈ，ｘ０＋ｈ），使得ｘ
∈ （ｘ０－ｈ，ｘ０＋ｈ），有ｆ″（ｘ）＜０
将ｆ（ｘ０－ｈ），ｆ（ｘ０＋ｈ）在ｘ０处展开，有

ｆ（ｘ０＋ｈ）＝ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）ｈ＋１
２ｆ″

（ξ）ｈ
２，ξ∈ （ｘ０，ｘ０＋ｈ），

ｆ（ｘ０－ｈ）＝ｆ（ｘ０）－ｆ′（ｘ０）ｈ＋１
２ｆ″

（η）ｈ２，η∈ （ｘ０－ｈ，ｘ０），

从而ｆ（ｘ０ ＋ｈ）＋ｆ（ｘ０ －ｈ）＝２ｆ（ｘ０）＋１
２
［ｆ″（ξ）＋ｆ″（η）］ｈ２ ＜

２ｆ（ｘ０），这与条件矛盾
方法２　用罗必塔法则

　ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈ）＋ｆ（ｘ－ｈ）－２ｆ（ｘ）
ｈ２

＝ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ′（ｘ＋ｈ）－ｆ′（ｘ－ｈ）
２ｈ

＝ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ″（ｘ＋ｈ）＋ｆ″（ｘ－ｈ）
２ ＝ｆ″（ｘ），

由已知条件有ｆ（ｘ＋ｈ）＋ｆ（ｘ－ｈ）－２ｆ（ｘ）
ｈ２ ≥０，根据极限的保号

性，即有ｆ″（ｘ）≥０

七、全面讨论函数ｙ＝ ｘ３

ｘ２－１
的性态，并作出它的图形

已知ｙ′＝ｘ２（ｘ２－３）
（ｘ２－１）２

，ｙ″＝２ｘ（ｘ２＋３）
（ｘ２－１）３［ ］

分析　讨论函数的性态，包括函数的定义域、单调性、极值、凹凸
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性、拐点及渐近线，可依次进行讨论
解　函数的定义域为（－∞，－１）∪ （－１，１）∪ （１，＋∞），过

（０，０）点，为奇函数
令ｙ′＝０ｘ＝０，±槡３，令ｙ″＝０ｘ＝０
以ｘ＝０，±１，±槡３为分点列表如下：

ｘ
（－∞，

－槡３） －槡３
（－槡３，
－１）

（－１，０） ０ （０，１） （１，槡３） 槡３
（槡３，
＋∞）

ｙ′ ＋ ０ － － ０ － － ０ ＋

ｙ″ － － － ＋ － － ＋ ＋ ＋

ｙ
单调增
上凸 － 槡３ ３

２
单调减
上凸
单调减
下凸 ０

单调减
上凸
单调减
下凸

槡３ ３
２
单调增
下凸

　　极大值ｙ（－槡３）＝－ 槡３ ３
２

，极小

值ｙ（槡３）＝ 槡３ ３
２

，拐点（０，０）

ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ３

ｘ２－１＝ ∞，ｌｉｍ
ｘ→－１

ｘ３

ｘ２－１＝

∞，故ｘ＝１和ｘ＝－１为垂直渐近线；

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→∞

ｘ３

ｘ（ｘ２－１）＝
１，

ｌｉｍ
ｘ→∞

（ｆ（ｘ）－ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ
ｘ２－１＝０，故

ｙ＝ｘ为斜渐近线
八、１设有数列｛ｘｎ｝满足：ｘｎ ＞

０，ｘｎ＋ ４
ｘ２

ｎ＋１
＜３　（ｎ＝１，２，…），

求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ
解　显然ｎ∈Ｎ，０＜ｘｎ ＜３又

　ｘｎ＋１－ｘｎ ＞ｘｎ＋１－３＋ ４
ｘ２

ｎ＋１
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＝
ｘ３

ｎ＋１－３ｘ２
ｎ＋１＋４

ｘ２
ｎ＋１

＝
（ｘｎ＋１＋１）（ｘｎ＋１－２）２

ｘ２
ｎ＋１

≥０，

所以数列｛ｘｎ｝单调增且有上界，必有极限记极限值ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝Ａ，则

Ａ≥０　
对不等式

ｘｎ＋ ４
ｘ２

ｎ＋１
＜３

两边取极限，得Ａ＋４
Ａ２ ≤３，于是

０≤
（Ａ＋１）（Ａ－２）２

Ａ２ ＝Ａ＋４
Ａ２－３≤０，

故Ａ＝２

２证明不等式ｘｅ－ｘ ＞ １
ｘｅ－１

ｘ（０＜ｘ＜１）．

证　方法１　原不等式等价于ｘ２ｅ
１
ｘ－ｘ ＞１（０＜ｘ＜１）

令Ｆ（ｘ）＝ｘ２ｅ
１
ｘ－ｘ－１（０＜ｘ≤１），则Ｆ（１）＝０当０＜ｘ＜１时，

Ｆ′（ｘ）＝２ｘｅ
１
ｘ－ｘ－ １

ｘ２＋（ ）１ｘ２ｅ
１
ｘ－ｘ ＝－（ｘ－１）２ｅ

１
ｘ－ｘ ＜０，

故Ｆ（ｘ）严格单调减，从而当０＜ｘ＜１时，Ｆ（ｘ）＞Ｆ（１）＝０，即原不
等式成立
方法２　对原不等式两边取对数，可将不等式变形为

２ｌｎｘ－ｘ＋１
ｘ ＞０　（０＜ｘ＜１）

令 ｆ（ｘ）＝２ｌｎｘ－ｘ＋１
ｘ　（０＜ｘ≤１），

ｆ（１）＝０，ｆ′（ｘ）＝ ２
ｘ－１－１

ｘ２ ＝－ ｘ－１（ ）ｘ
２

＜０　（０＜ｘ＜１），

·４７·



所以ｆ（ｘ）当０＜ｘ＜１时严格单调减，从而ｆ（ｘ）＞ｆ（１）＝０
点评　前一小题利用数列｛ｘｎ｝所满足的不等式及极限的保号性得

到其极限值，用此类方法求极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ时，应当先证明该极限存在
后一小题利用单调性证明不等式是常规的方法，一般需要将不等

式作适当变形，归结为证明ｆ（ｘ）≥０（ａ≤ｘ≤ｂ）若有ｆ（ｃ）＝０，则
当ｃ＝ａ时，可由ｆ′（ｘ）≥０（即ｆ（ｘ）单调增）保证当ｃ＝ｂ时，则要
证ｆ′（ｘ）≤０而ｃ是（ａ，ｂ）内点时，要证ｆ（ｃ）是最小值
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试　卷　（六）

　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期末试卷

一、选择题（每题３分，共１８分）

１设ｆ（ｘ）＝ （ｘ２－ａ２）ｇ（ｘ），其中ｇ（ｘ）在ａ点连续，则ｆ′（ａ）
（　　）

（Ａ）等于［２ｘｇ（ｘ）＋（ｘ２－ａ２）ｇ′（ｘ）］｜ｘ＝ａ；
（Ｂ）等于２ａｇ（ａ）；
（Ｃ）等于０；
（Ｄ）不存在
２设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可导，ｘ０ ∈ ［ａ，ｂ］是ｆ（ｘ）的最大值点，

则 （　　）
（Ａ）ｆ′（ｘ０）＝０；
（Ｂ）ｆ′（ｘ０）≠０；
（Ｃ）当ｘ０ ∈ （ａ，ｂ）时，ｆ′（ｘ０）＝０；
（Ｄ）以上（Ａ），（Ｂ），（Ｃ）都不对
３设ｘ∈ （ａ，ｂ），有ｆ′（ｘ）＝ｇ′（ｘ），则ｘ∈ （ａ，ｂ），有

（　　）
（Ａ）ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＋Ｃ； （Ｂ）ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）；

（Ｃ）∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｇ（ｘ）＋Ｃ； （Ｄ）∫ｇ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｃ

４设ｆ（ｘ）连续，且∫
ｘ２－１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ４，则ｆ（８）＝ （　　）

（Ａ）１０８； （Ｂ）４８； （Ｃ）１８； （Ｄ）８

５设∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝ａｒｃｓｉｎｘ＋Ｃ，则∫１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ （　　）

·６７·



（Ａ）１－ｘ槡 ２＋Ｃ； （Ｂ）ｘ １－ｘ槡 ２＋Ｃ；

（Ｃ）－１
２
（１－ｘ２）３

２ ＋Ｃ； （Ｄ）－１
３
（１－ｘ２）３

２ ＋Ｃ

６双纽线（ｘ２＋ｙ２）２ ＝ｘ２－ｙ２所围区域的面积可用定积分表

示为 （　　）

（Ａ）２∫
π／４

０
ｃｏｓ２槡 θｄθ； （Ｂ）４∫

π／４

０
ｃｏｓ２槡 θｄθ；

（Ｃ）２∫
π／４

０
ｃｏｓ２θｄθ； （Ｄ）４∫

π／４

０
ｃｏｓ２θｄθ

二、填空题（每题３分，共１８分）

１ 设ｙ是由方程∫
ｘｙ

０
ｅｔ

２

ｄｔ＋ｙｅｘ ＝２所确定的隐函数，则

ｄｙ
ｄｘ ｘ＝０

＝ 　　　　　

２函数ｆ（ｘ）＝ｘ３－６ｘ２＋９ｘ－４在区间［０，４］上的最大值为

　　　　

３函数ｆ′（ｘ２）＝ １
ｘ

（ｘ＞０），则ｆ（ｘ）＝ 　　　　

４设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔ２ｄｔ，则ｆ（ｘ）－ｆ １（ ）ｘ ＝ 　　　　

５常微分方程ｘｙ′ｔａｎｙ
ｘ ＝ｙｔａｎｙ

ｘ －ｘ的通解是　　　　

６常微分方程ｙ′－３ｙ＝ｅｘ 槡ｙ的通解是　　　　

三、（每题６分，共１２分）

１设ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｘ２＋（１＋ｘ２）∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，求∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

２设ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓπ

２ｘ
（ｘ≥０），

１＋ｘ２ （ｘ＜０
烅
烄

烆 ），
求∫

２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ
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四、计算下列积分（每题６分，共１８分）

１∫ｘ２ａｒｃｔａｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ　　　　 ２∫

１

０

１
（１＋ｘ）１＋ｘ槡 ２

ｄｘ

３∫
＋∞

０

１
槡ｘ（１＋槡ｘ）（１＋ｘ）

ｄｘ

五、（１２分）设曲线ｙ＝ｅｘ
（１）在此曲线上求一点Ａ，使曲线在该点的切线通过坐标原点Ｏ
（２）求由曲线ｙ＝ｅｘ，切线ＯＡ及ｘ轴所围的平面图形绕ｘ轴旋

转而成的旋转体体积
（３）求点（０，１）到点Ａ一段曲线弧的长度

六、（８分）求解常微分方程ｙ″－５ｙ′＋６ｙ＝ （２＋ｅｘ）ｅｘ
七、（８分）设ｆ（ｘ）是定义在（－∞，＋∞）内，以Ｔ为正周期的连续函
数，ａ是任一常数

（１）证明：对于任何非负整数ｎ，有∫
ａ＋ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｎ∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ；

（２）求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ 

八、（６分）设ｆ（ｘ）在［０，１］上具有连续导数，且ｆ（０）＋ｆ（１）＝０证
明：

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ １

２∫
１

０
｜ｆ′（ｘ）｜ｄｘ

试卷（六）考核内容分值表

考核内容 导数和微分 微分中值定理和导数的应用 积分 微分方程

分值 ３ ６ ７７ １４
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试卷（六）详解

一、选择题

１设ｆ（ｘ）＝ （ｘ２－ａ２）ｇ（ｘ），其中ｇ（ｘ）在ａ点连续，则ｆ′（ａ）
（　　）

（Ａ）等于（２ｘｇ（ｘ）＋（ｘ２－ａ２）ｇ′（ｘ））ｘ＝ａ；
（Ｂ）等于２ａｇ（ａ）；
（Ｃ）等于０；
（Ｄ）不存在
解　选Ｂ

按定义ｆ′（ａ）＝ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｘ－ａ ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ
（ｘ＋ａ）ｇ（ｘ）＝２ａｇ（ａ）

因为ｇ（ｘ）不一定可导，所以不能选Ａ
２设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可导，ｘ０ ∈ ［ａ，ｂ］是ｆ（ｘ）的最大值点，

则 （　　）
（Ａ）ｆ′（ｘ０）＝０；
（Ｂ）ｆ′（ｘ０）≠０；
（Ｃ）当ｘ０ ∈ （ａ，ｂ）时，ｆ′（ｘ０）＝０；
（Ｄ）以上（Ａ），（Ｂ），（Ｃ）都不对
解　选Ｃ
当ｘ０是边界点时，不能确定ｆ′（ｘ０）的值
例如，ｆ（ｘ）＝ｘ３，在区间［０，１］上，其最大值点处的导数ｆ′（１）＝

３，而在区间［－１，０］上，其最大值点处的导数ｆ′（０）＝０
当ｘ０是内点时，根据费马定理可知Ｃ成立
３设ｘ∈（ａ，ｂ），有ｆ′（ｘ）＝ｇ′（ｘ），则ｘ∈（ａ，ｂ），有

（　　）
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（Ａ）ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＋Ｃ； （Ｂ）ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）；

（Ｃ）∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｇ（ｘ）＋Ｃ； （Ｄ）∫ｇ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｃ

解　选Ａ
对ｆ′（ｘ）＝ｇ′（ｘ）两边积分，得ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＋Ｃ，故选Ａ
对选项Ｃ，Ｄ两边求导，得ｆ（ｘ）＝ｇ′（ｘ）和ｆ′（ｘ）＝ｇ（ｘ），与条

件不符，故Ｃ，Ｄ都不成立
又如，ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ＋１，ｇ（ｘ）＝ｓｉｎｘ满足ｆ′（ｘ）＝ｇ′（ｘ），故选

项Ｂ不成立

４设ｆ（ｘ）连续，且∫
ｘ２－１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ４，则ｆ（８）＝ （　　）

（Ａ）１０８； （Ｂ）４８； （Ｃ）１８； （Ｄ）８
解　选Ｃ

对∫
ｘ２－１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｘ４两边求导，得２ｘｆ（ｘ２－１）＝４ｘ３，取ｘ＝３，得

ｆ（８）＝１８

５设∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝ａｒｃｓｉｎｘ＋Ｃ，则∫１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ （　　）

（Ａ）１－ｘ槡 ２＋Ｃ； （Ｂ）ｘ １－ｘ槡 ２＋Ｃ；

（Ｃ）－１
２
（１－ｘ２）３

２ ＋Ｃ； （Ｄ）－１
３
（１－ｘ２）３

２ ＋Ｃ

解　选Ｄ

对∫ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝ａｒｃｓｉｎｘ＋Ｃ两边求导，得ｘｆ（ｘ）＝ １
１－ｘ槡 ２

，即有

１
ｆ（ｘ）＝ｘ １－ｘ槡 ２，两边积分可得

　　∫１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫ｘ １－ｘ槡 ２ｄｘ＝－１

３
（１－ｘ２）３

２ ＋Ｃ

６双纽线（ｘ２＋ｙ２）２＝ｘ２－ｙ２所围区域的面积可用定积分表示

为 （　　）

·０８·



（Ａ）２∫
π／４

０
ｃｏｓ２槡 θｄθ； （Ｂ）４∫

π／４

０
ｃｏｓ２槡 θｄθ；

（Ｃ）２∫
π／４

０
ｃｏｓ２θｄθ； （Ｄ）４∫

π／４

０
ｃｏｓ２θｄθ

解　选Ｃ
双纽线的极坐标方程为ｒ２＝ｃｏｓ２θ，由图形的对称性可知，其面积

４∫
π／４

０

１
２ｒ

２（θ）ｄθ＝２∫
π／４

０
ｃｏｓ２θｄθ

二、填空题

１ 设ｙ是由方程∫
ｘｙ

０
ｅｔ

２

ｄｔ＋ｙｅｘ ＝２所确定的隐函数，则

ｄｙ
ｄｘ ｘ＝０

＝ 　　　　　

解　－４

在方程∫
ｘｙ

０
ｅｔ

２

ｄｔ＋ｙｅｘ ＝２中取ｘ＝０，得ｙ（０）＝２

对方程两边求导，得

（ｙ＋ｘｙ′）ｅｘ２ｙ２ ＋ｅｘ（ｙ＋ｙ′）＝０，

代入ｘ＝０，ｙ（０）＝２，得ｄｙｄｘ ｘ＝０
＝－４

２函数ｆ（ｘ）＝ｘ３－６ｘ２＋９ｘ－４在区间［０，４］上的最大值为

　　　　
解　０
ｆ′（ｘ）＝３ｘ２－１２ｘ＋９＝３（ｘ－１）（ｘ－３），驻点ｘ＝１，３又

ｆ（１）＝ｆ（４）＝０，ｆ（３）＝ｆ（０）＝－４，故最大值为０

３函数ｆ′（ｘ２）＝ １
ｘ

（ｘ＞０），则ｆ（ｘ）＝ 　　　　

解　２槡ｘ＋Ｃ

ｘｆ′（ｘ２）＝１ １
２ｆ

（ｘ２）＝∫ｘｆ′（ｘ２）ｄｘ＝ｘ＋１
２Ｃ

·１８·



ｆ（ｘ）＝２槡ｘ＋Ｃ

４设ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔ２ｄｔ，则ｆ（ｘ）－ｆ １（ ）ｘ ＝ 　　　　

解　０

ｆ １（ ）ｘ ＝∫
１
ｘ

１

ｌｎｔ
１＋ｔ２ｄｔ，令ｕ＝１

ｔ
，则ｆ １（ ）ｘ ＝∫

ｘ

１

ｌｎｕ
１＋ｕ２ｄｕ＝ｆ（ｘ）

５常微分方程ｘｙ′ｔａｎｙ
ｘ ＝ｙｔａｎｙ

ｘ －ｘ的通解是　　　　

解　ｃｏｓｙ
ｘ ＝Ｃｘ

原方程为齐次微分方程令ｕ＝ｙ
ｘｙ′＝ｕ＋ｘｕ′，则原方程化为

－ｔａｎｕｄｕ＝ １
ｘｄｘ，解得ｌｎ（ｃｏｓｕ）＝ｌｎｘ＋ｌｎＣｃｏｓｙ

ｘ ＝Ｃｘ

６常微分方程ｙ′－３ｙ＝ｅｘ 槡ｙ的通解是　　　　
解　槡ｙ＝Ｃｅ

３
２ｘ－ｅｘ

原方程为贝努利方程由 １
槡ｙ
ｙ′－３槡ｙ＝ｅｘ（槡ｙ）′－３

２ 槡ｙ＝

１
２ｅ

ｘ，解此线性方程，得

槡ｙ＝ｅ∫
３
２ｄｘ∫１

２ｅ
ｘｅ∫

－３
２ｄｘｄｘ＋（ ）Ｃ

＝ｅ
３
２ｘ －ｅ

－１
２ｘ＋（ ）Ｃ ＝Ｃｅ

３
２ｘ－ｅｘ

三、１设ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｘ２＋（１＋ｘ２）∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，求∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

分析　将等式两边在［０，１］上积分，得到关于∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ的等式，

可解得该值

解　令Ａ＝∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，则ｆ（ｘ）＝ １

１＋ｘ２＋（１＋ｘ２）Ａ，两边从０
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到１积分，得

Ａ＝∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ａｒｃｔａｎｘ

１

０
＋Ａ ｘ＋１

３ｘ（ ）３
１

０

＝ π
４＋４

３ＡＡ＝∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－３

４π

２设ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓπ

２ｘ　（ｘ≥０），

１＋ｘ２　（ｘ＜０
烅
烄

烆 ），
求∫

２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ

分析　先对被积函数作变换ｕ＝ｘ－１，将积分变换为∫
１

－１
ｆ（ｕ）ｄｕ，

再根据ｆ（ｘ）的分段表达式分区间积分
解　作变换ｕ＝ｘ－１，则

∫
２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ＝∫

１

－１
ｆ（ｕ）ｄｕ＝∫

０

－１
（１＋ｘ２）ｄｘ＋∫

１

０
ｃｏｓπ

２ｘｄｘ

＝ｘ＋１
３ｘ

３
０

－１
＋２

πｓｉｎ
π
２ｘ

１

０
＝ ４

３＋２
π

四、计算下列积分

１∫ｘ２ａｒｃｔａｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ

分析　对分子通过加项、减项表示成 （ｘ２＋１）ａｒｃｔａｎｘ－ａｒｃｔａｎｘ
后分项积分

解　∫ｘ２ａｒｃｔａｎｘ
１＋ｘ２ ｄｘ

＝∫ａｒｃｔａｎｘｄｘ－∫ａｒｃｔａｎｘ
１＋ｘ２ｄｘ

＝ｘａｒｃｔａｎｘ－∫ ｘ
１＋ｘ２ｄｘ－∫ａｒｃｔａｎｘｄ（ａｒｃｔａｎｘ）

＝ｘａｒｃｔａｎｘ－１
２ｌｎ

（１＋ｘ２）－１
２ａｒｃｔａｎ

２ｘ＋Ｃ
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２∫
１

０

１
（１＋ｘ）１＋ｘ槡 ２

ｄｘ

分析　对 １＋ｘ槡 ２用三角变换消去根号
解　令ｘ＝ｔａｎｔ，则

　　　　 　∫
１

０

１
（１＋ｘ）１＋ｘ槡 ２

ｄｘ

＝∫
π
４

０

１
（１＋ｔａｎｔ）ｓｅｃｔｓｅｃ

２ｔｄｔ

＝∫
π
４

０

１
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄｔ＝ １

槡２∫
π
４

０
ｃｓｃｔ＋π（ ）４ ｄｔ

＝槡２
２ｌｎｃｓｃｔ＋π（ ）４ －ｃｏｔｔ＋π（ ）４

π
４

０

＝－槡２
２ｌｎ｜槡２－１｜＝槡２

２ｌｎ
（槡２＋１）

３∫
＋∞

０

１
槡ｘ（１＋槡ｘ）（１＋ｘ）

ｄｘ

解　方法１　令槡ｘ＝ｔａｎｔ，则

　　　　　∫
＋∞

０

１
槡ｘ（１＋槡ｘ）（１＋ｘ）

ｄｘ

＝∫
π
２

０

２ｔａｎｔｓｅｃ２ｔ
ｔａｎｔ（１＋ｔａｎｔ）ｓｅｃ２ｔ

ｄｔ＝２∫
π
２

０

ｃｏｓｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄｔ

＝∫
π
２

０

ｃｏｓｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄｔ＋∫

π
２

０

ｓｉｎｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔｄｔ＝∫

π
２

０
ｄｔ＝ π

２

方法２　令槡ｘ＝ｕ，则

　　　　　∫
＋∞

０

１
槡ｘ（１＋槡ｘ）（１＋ｘ）

ｄｘ

＝２∫
＋∞

０

１
（１＋ｕ）（１＋ｕ２）ｄｕ
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＝∫
＋∞

０

１
１＋ｕｄｕ＋∫

＋∞

０

１－ｕ
１＋ｕ２ｄｕ

＝ ｌｎ（１＋ｕ）－１
２ｌｎ

（１＋ｕ２）＋ａｒｃｔａｎ ］［ ｔ
＋∞

０

＝ｌｎ １＋ｕ
１＋ｕ槡 ２

＋∞

０
＋π

２ ＝ π
２

点评　方法１在计算∫
π
２

０

ｃｏｓｔｄｔ
ｓｉｎｔ＋ｃｏｓｔ

时，利用了

∫
π
２

０
ｆ（ｃｏｓｔ）ｄｔ＝∫

π
２

０
ｆ（ｓｉｎｔ）ｄｔ

五、设曲线ｙ＝ｅｘ

（１）在此曲线上求一点Ａ，使曲线在该点的切线通过坐标原点Ｏ
（２）求由曲线ｙ＝ｅｘ，切线ＯＡ及ｘ轴所围的平面图形绕ｘ轴旋

转而成的旋转体体积
（３）求点（０，１）到点Ａ一段曲线弧的长度
解　（１）设点Ａ的坐标为（ａ，ｅａ），则过Ａ点的切线方程为ｙ－

ｅａ ＝ｅａ（ｘ－ａ）又曲线过原点，故有ｅａ ＝ｅａａａ＝１，即Ａ点的坐标
为（１，ｅ）切线方程为ｙ＝ｅｘ

（２）Ｖｘ ＝π∫
１

－∞
ｅ２ｘｄｘ－１

３ｅ
２π＝ π

２ｅ
２ｘ

１

－∞
－１

３ｅ
２π

＝ π
２ｅ

２－π
３ｅ

２ ＝ １
６ｅ

２π

（３）ｓ＝∫
１

０
１＋ｅ２槡 ｘｄｘ，令ｔ＝ １＋ｅ２槡 ｘ，则

ｘ＝ １
２ｌｎ

（ｔ２－１），ｄｘ＝ ｔ
ｔ２－１

ｄｔ，

ｓ＝∫
１

０
１＋ｅ２槡 ｘｄｘ＝∫

１＋ｅ槡 ２

槡２

ｔ２

ｔ２－１
ｄｔ

＝ ｔ＋１
２ｌｎ

ｔ－１
ｔ＋（ ）１

１＋ｅ槡 ２

槡２
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＝ １＋ｅ槡 ２－槡２－１＋ｌｎ（１＋ｅ槡 ２－１）（槡２＋１）

六、求解常微分方程ｙ″－５ｙ′＋６ｙ＝ （２＋ｅｘ）ｅｘ
分析　常系数线性非齐次微分方程，先求对应的齐次方程的通解，

再分别求出对应于自由项为２ｅｘ和ｅ２ｘ的非齐次方程的特解
解　对应的齐次线性微分方程的特征方程为ｒ２－５ｒ＋６＝０，特征

根ｒ１ ＝２，ｒ２ ＝３，齐次线性方程的通解ｙ＝Ｃ１ｅ２ｘ＋Ｃ２ｅ３ｘ
设方程ｙ″－５ｙ′＋６ｙ＝２ｅｘ的特解ｙ

１ ＝ａｅｘ，代入方程解得ａ＝
１，即ｙ

１ ＝ｅｘ
设方程ｙ″－５ｙ′＋６ｙ＝ｅ２ｘ 的特解ｙ

２ ＝ｂｘｅ２ｘ，代入方程解得

ｂ＝－１，即ｙ
１ ＝－ｘｅ２ｘ

因此，所求非齐次线性微分方程的通解

ｙ＝Ｃ１ｅ２ｘ＋Ｃ２ｅ３ｘ＋ｅｘ－ｘｅ２ｘ

七、设ｆ（ｘ）是定义在（－∞，＋∞）内，以Ｔ为正周期的连续函数，ａ是
任一常数

（１）证明：对于任何非负整数ｎ，有∫
ａ＋ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｎ∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ；

（２）求ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ 

解　 （１）ｎ ∈ ＮＮ，∫
ａ＋ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝∫

０

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｎＴ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋

∫
ｎＴ＋ａ

ｎＴ
ｆ（ｔ）ｄｔ，ｆ（ｘ）以Ｔ为周期，所以，对于任何非负整数ｋ，有

∫
（ｋ＋１）Ｔ

ｋＴ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

（ｋ＋１）Ｔ

ｋＴ
ｆ（ｔ－ｋＴ）ｄ（ｔ－ｋＴ）＝∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，

∫
ａ＋ｎＴ

ｎＴ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ａ＋ｎＴ

ｎＴ
ｆ（ｔ－ｎＴ）ｄ（ｔ－ｎＴ）＝∫

ａ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，

所以

∫
ａ＋ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

０

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∑

ｎ－１

ｋ＝０∫
（ｋ＋１）Ｔ

ｋＴ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｎＴ＋ａ

ｎＴ
ｆ（ｔ）ｄｔ
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＝∫
０

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ｎ∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ａ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｎ∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

（２）对任一充分大的ｘ，总有一正整数ｎ，使得

０＜ｎＴ＋ａ≤ｘ＜ （ｎ＋１）Ｔ＋ａ，

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ａ＋ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ

ａ＋ｎＴ
ｆ（ｔ）ｄｔ

＝ｎ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｘ－ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

由于ｆ（ｘ）为连续的周期函数，所以在［０，Ｔ］上有最值，记

Ｍ ＝ ｍａｘ
ａ≤ｘ≤ａ＋Ｔ

｜ｆ（ｘ）｜＝ ｍａｘ
０≤ｘ≤Ｔ

｜ｆ（ｘ）｜，

则

∫
ｘ－ｎＴ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ ≤∫

ｘ－ｎＴ

ａ
｜ｆ（ｔ）｜ｄｔ≤∫

ａ＋Ｔ

ａ
｜ｆ（ｔ）｜ｄｔ≤Ｍ∫

Ｔ

０
ｄｔ＝ＭＴ

又ｆ（ｘ）为正值函数，于是

ｎ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－ＭＴ

ａ＋（ｎ＋１）Ｔ ≤∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ ≤
ｎ∫

Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ＭＴ

ａ＋ｎＴ
，

ｘ→＋∞ｎ→ ∞，显然

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ－ＭＴ

ａ＋（ｎ＋１）Ｔ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ＋ＭＴ

ａ＋ｎＴ ＝∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

Ｔ
，

由极限定义易证：

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ ＝∫
Ｔ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ

Ｔ 

点评　前一小题利用周期函数的特性将［ａ，ａ＋ｎＴ］上积分用一
个周期区间［０，Ｔ］上的积分表示
后一小题利用前一小题的结论，再用广义的夹逼定理得证
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八、设ｆ（ｘ）在［０，１］上具有连续导数，且ｆ（０）＋ｆ（１）＝０证明：

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ １

２∫
１

０
｜ｆ′（ｘ）｜ｄｘ

证　方法１　∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｘｆ（ｘ）

１

０
－∫

１

０
ｘｆ′（ｘ）ｄｘ

＝ｆ（１）－∫
１

０
ｘｆ′（ｘ）ｄｘ

＝∫
１

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋ｆ（０）－∫

１

０
ｘｆ′（ｘ）ｄｘ

＝ｆ（０）＋∫
１

０
（１－ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ，

于是

２∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（１）＋ｆ（０）＋∫

１

０
（１－２ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ

＝∫
１

０
（１－２ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ，

由于ｘ∈［０，１］，｜１－２ｘ｜≤１，所以

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ １

２∫
１

０
（１－２ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ

≤ １
２∫

１

０
（１－２ｘ）ｆ′（ｘ）ｄｘ

≤ １
２∫

１

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ

方法２　∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－（ ）１

２

＝ ｘ－（ ）１
２ ｆ（ｘ）

１

０
－∫

１

０
ｘ－（ ）１

２ ｆ′（ｘ）ｄｘ

＝ １
２
（ｆ（１）＋ｆ（０））－∫

１

０
ｘ－（ ）１

２ ｆ′（ｘ）ｄｘ

＝－∫
１

０
ｘ－（ ）１

２ ｆ′（ｘ）ｄｘ，
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由于 ｘ∈ ［０，１］，ｘ－１
２ ≤ １

２
，

所以 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝∫

１

０
ｘ－（ ）１

２ ｆ′（ｘ）ｄｘ

≤∫
１

０
ｘ－（ ）１

２ ｆ′（ｘ）ｄｘ

≤ １
２∫

１

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ

方法３　因ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋ｆ（０）＝∫

ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋ｆ（１），

故 ｆ（ｘ）＝ １
２ ｆ（１）＋ｆ（０）＋∫

ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘ

＝ １
２∫

ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘ ，

则有

　　∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ １

２∫
１

０∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘｄｘ，

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ １

２∫
１

０∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘｄｘ

≤ １
２∫

１

０∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘｄｘ ＋１

２∫
１

０∫
ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘｄｘ

≤ １
２∫

１

０∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋∫

１

ｘ
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘｄｘ

＝ １
２∫

１

０∫
１

０
ｆ′（ｘ）ｄ［ ］ｘｄｘ＝ １

２∫
１

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ

点评　证明的关键是利用ｆ（ｘ）和ｆ′（ｘ）积分之间的关系，例如

ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋ｆ（０）＝∫

ｘ

１
ｆ′（ｘ）ｄｘ＋ｆ（１）此外对∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ用

分部积分也能产生含ｆ′（ｘ）的积分
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试　卷　（七）
　　　　　　　　　　　　　　———第二学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处两个偏导数ｆｘ（ｘ０，ｙ０），ｆｙ（ｘ０，ｙ０）
都存在是函数ｆ（ｘ，ｙ）在该点可微的 （　　）

（Ａ）充分条件； （Ｂ）必要条件；
（Ｃ）充分必要条件； （Ｄ）既非充分也非必要条件
２函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ｙ２－２ｘｚ＋２ｙ－３在点（１，－１，２）处

的方向导数的最大值为 （　　）

（Ａ） 槡４ ２； （Ｂ） 槡３ ２； （Ｃ） 槡２ ２； （Ｄ）槡２

３设ｆ为连续函数，又Ｆ（ｔ）＝
Ω　

ｆ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）ｄＶ，其中Ω：

０≤ｚ≤ ｔ２－ｘ２－ｙ槡 ２，则Ｆ′（ａ）＝ （　　）
（Ａ）πａ２ｆ（ａ）； （Ｂ）２πａ２ｆ（ａ）；
（Ｃ）πａｆ（ａ）； （Ｄ）２πａｆ（ａ）
４设曲面ｚ２－ｘｙ＝８（ｚ＞０）上某点的切平面平行于已知平面

ｘ－ｙ＋２ｚ－１＝０，则该点的坐标为 （　　）
（Ａ）（－２，２，２）； （Ｂ）（１，－４，２）；
（Ｃ）（２，－２，２）； （Ｄ）（４，－１，２）

５二元函数ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘｙ

ｘ２＋ｙ２ （ｘ２＋ｙ２ ≠０），

　 ０ （ｘ２＋ｙ２ ＝０
烅
烄

烆 ）
在点（０，０）处

（　　）
（Ａ）极限存在； （Ｂ）连续；
（Ｃ）可微； （Ｄ）关于ｘ，ｙ的偏导数存在
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二、填空题（每题３分，共１５分）

１设ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，则ｘｚ
ｘ＋ｙｚ

ｙ＝ 　　　　

２函数ｕ＝ｘｙｚ，则ｄｕ＝ 　　　　

３曲线
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝６，
ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ ２

在点（１，２，－１）处切线的方向向量

ｓ＝ 　　　　

４设函数ｕ＝ｘｙ２＋ｚ３－ｘｙｚ，则沿方向角为α＝ π
３
，β＝ π

３
，

γ＝ π
４
的方向ｌ的方向导数ｕｌ （１，－１，１）

＝ 　　　　

５交换二次积分的次序：∫
１

－１
ｄｘ∫

１－ｘ２

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ 　　　　

三、（每题８分，共１６分）

１设函数ｚ＝ｆ（ｘ２－ｙ２，ｅｘｙ）＋ ｙ
ｇ（ｘ２＋ｙ２）

，其中ｆ具有二阶连

续偏导数，ｇ二阶可导，求ｚｘ
，２ｚ
ｘｙ

２设函数Ｆ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数，ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）是由方程

Ｆ ｘ
ｚ

，ｙ（ ）ｚ ＝０所确定的隐函数，试求表达式ｘｚ
ｘ＋ｙｚ

ｙ

四、计算下列各题（每题８分，共３２分）

１计算二重积分
Ｄ　

ｌｎ（１＋ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ，其中Ｄ是由圆周ｘ２＋

ｙ２ ＝４及坐标轴所围成的在第一象限内的闭区域

２计算三重积分
Ω　

（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ，其中Ω是由ｙＯｚ平面上抛物

线２ｚ＝ｙ２绕ｚ轴旋绕而成的曲面与平面ｚ＝２所围成的闭区域
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３求曲面ｘ２＋ｙ２＝ａ２被平面ｘ＋ｚ＝０，ｘ－ｚ＝０所截有限部
分的面积

４求直线ｘ－２
１ ＝ｙ－２

１ ＝ ｚ
－１
上一点Ｃ的坐标，使得以点Ａ

（１，０，０），Ｂ（０，１，０）和Ｃ为顶点的三角形的面积最小
五、（１２分）求函数ｆ（ｘ，ｙ）＝２ｘ２＋６ｘｙ＋ｙ２在闭区域ｘ２＋２ｙ２ ≤３
上的最大值和最小值
六、（１０分）设二元函数ｆ（ｘ，ｙ）在平面闭区域Ｄ：０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤
１上具有二阶连续偏导数证明：

（１）∫
１

０

ｆ
ｘｄｘ＝ｆ（１，ｙ）－ｆ（０，ｙ），∫

１

０

ｆ
ｙｄｙ＝ｆ（ｘ，１）－ｆ（ｘ，０）；

（２）若ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ 的边界上取零值，且在Ｄ 上有 ２ｆ
ｘｙ ≤

Ｍ，则


Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ≤Ｍ
４

试卷（七）考核内容分值表

考核内容 向量代数和空间解析几何 多元函数微分学 重积分

分值 ８ ５０ ４２
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试卷（七）详解

一、选择题

１函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处两个偏导数ｆｘ（ｘ０，ｙ０），ｆｙ（ｘ０，ｙ０）
都存在是函数ｆ（ｘ，ｙ）在该点可微的 （　　）

（Ａ）充分条件； （Ｂ）必要条件；
（Ｃ）充分必要条件； （Ｄ）既非充分也非必要条件
解　选Ｂ
由定义得知，ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）处可微，则偏导数ｆｘ（ｘ０，ｙ０），ｆｙ（ｘ０，

ｙ０）都存在，但反之不对例如ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘｙ

ｘ２＋ｙ２　（ｘ２＋ｙ２≠０），

０　（ｘ２＋ｙ２＝０
烅
烄

烆 ）
在点

（０，０）处不连续，故不可微，但ｆｘ（０，０）＝ｆｙ（０，０）＝０
２函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ｙ２－２ｘｚ＋２ｙ－３在点（１，－１，２）处

的方向导数的最大值为 （　　）

（Ａ） 槡４ ２； （Ｂ） 槡３ ２； （Ｃ） 槡２ ２； （Ｄ）槡２
解　选Ｃ
方向导数的最大值即梯度的模ｇｒａｄｕ （１，－１，２）＝（ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ）（１，－１，２）＝

（－２，０，－２），ｇｒａｄｕ （１，－１，２）＝槡８＝ 槡２２

３设ｆ为连续函数，又Ｆ（ｔ）＝
Ω　

ｆ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）ｄＶ，其中

Ω：０≤ｚ≤ ｔ２－ｘ２－ｙ槡 ２，则Ｆ′（ａ）＝ （　　）
（Ａ）πａ２ｆ（ａ）； （Ｂ）２πａ２ｆ（ａ）；
（Ｃ）πａｆ（ａ）； （Ｄ）２πａｆ（ａ）
解　选Ｂ
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Ｆ（ｔ）＝∫
２π

０
ｄθ∫

π
２

０
ｓｉｎφｄφ∫

ｔ

０
ρ

２ｆ（ρ）ｄρ＝２π∫
ｔ

０
ρ

２ｆ（ρ）ｄρ，

Ｆ′（ｔ）＝２πｔ２ｆ（ｔ）Ｆ′（ａ）＝２πａ２ｆ（ａ）

４设曲面ｚ２－ｘｙ＝８（ｚ＞０）上某点的切平面平行于已知平面
ｘ－ｙ＋２ｚ－１＝０，则该点的坐标为 （　　）

（Ａ）（－２，２，２）； （Ｂ）（１，－４，２）；
（Ｃ）（２，－２，２）； （Ｄ）（４，－１，２）
解　选Ｃ
记Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｚ２－ｘｙ－８，曲面在任意点的法向量ｎ＝ （Ｆｘ，

Ｆｙ，Ｆｚ）＝ （－ｙ，－ｘ，２ｚ），已知平面的法向量ｎ１ ＝ （１，－１，２），令

ｎ∥ｎ１，即－ｙ
１ ＝－ｘ

－１＝２ｚ
２

，得ｘ＝ｚ＝ｔ，ｙ＝－ｔ，代入曲面方程

Ｆ＝０，得ｔ２ ＝４ｔ＝±２，因为ｚ＝ｔ＞０，舍去负值，得切点坐标为
（２，－２，２）　

５二元函数ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘｙ

ｘ２＋ｙ２　（ｘ２＋ｙ２ ≠０），

０　（ｘ２＋ｙ２ ＝０
烅
烄

烆 ）
在点（０，０）处 （　　）

（Ａ）极限存在； （Ｂ）连续；
（Ｃ）可微； （Ｄ）关于ｘ，ｙ的偏导数存在
解　选Ｄ

由于ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ＝ｍｘ

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ，ｍｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｍｘ２

ｘ２＋ｍ２ｘ２＝ ｍ
１＋ｍ２，可

见平面上的点沿不同射线趋向于原点时函数的极限不同，所以函数在
原点的极限不存在，进而在该点不连续，不可微故选项Ａ，Ｂ，Ｃ都不
正确

另一方面，ｆｘ（０，０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ，０）－ｆ（０，０）
ｘ ＝０，同理ｆｙ（０，０）＝

０，即ｆ在（０，０）点可导
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二、填空题

１设ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，则ｘｚ
ｘ＋ｙｚ

ｙ＝ 　　　　

解　ｚ或 ｘ２＋ｙ槡 ２

ｚｘ ＝ ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，ｚｙ ＝ ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，代入表达式即得

２函数ｕ＝ｘｙｚ，则ｄｕ＝ 　　　　
解　ｄｕ＝ｙｚｘｙｚ－１ｄｘ＋ｚｘｙｚｌｎｘｄｙ＋ｙｘｙｚｌｎｘｄｚ

ｕｘ ＝ｙｚｘｙｚ－１，ｕｙ ＝ｚｘｙｚｌｎｘ，ｕｚ ＝ｙｘｙｚｌｎｘ

３曲线
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝６，
ｘ＋ｙ＋ｚ＝｛ ２

在点（１，２，－１）处切线的方向向量

ｓ＝ 　　　　
解　（３，－２，－１）或任何平行于它的向量
令Ｆ＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２－６，Ｇ＝ｘ＋ｙ＋ｚ－２，所求切线的方向向

量

ｓ＝
Ｆｙ Ｆｚ

Ｇｙ Ｇｚ

，
Ｆｚ Ｆｘ

Ｇｚ Ｇｘ

，
Ｆｘ Ｆｙ

Ｇｘ Ｇ
烄

烆

烌

烎ｙ （１，２，－１）

＝
４ －２
１ １

，－２ ２
１ １

，２ ４（ ）１ １
＝ （６，－４，－２）∥ （３，－２，－１）

４设函数ｕ＝ｘｙ２＋ｚ３－ｘｙｚ，则沿方向角为α＝ π
３
，β＝ π

３
，

γ＝ π
４
的方向ｌ的方向导数ｕｌ （１，－１，１）

＝ 　　　　

解　 槡２ ２－１
２

ｇｒａｄｕ （１，－１，１）＝ （ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ）（１，－１，１）＝ （２，－３，４），
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ｌ０ ＝ ｃｏｓπ
３
，ｃｏｓπ

３
，ｃｏｓπ（ ）４ ＝ １

２
，１
２
，槡２（ ）２

，

ｕ
ｌ （１，－１，１）＝ｇｒａｄｕ （１，－１，１）·ｌ

０ ＝ 槡２ ２－１
２
，

５交换二次积分的次序：∫
１

－１
ｄｘ∫

１－ｘ２

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ 　　　　

解　∫
０

－１
ｄｙ∫

１

－１
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫

１

０
ｄｙ∫

１－槡 ｙ

－ １－槡 ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ

积分区域Ｄ：－１≤ｘ≤１，－１≤ｙ≤１－
ｘ２，即

Ｄ：－１≤ｙ≤０，－１≤ｘ≤１
及０≤ｙ≤１，－ １－槡 ｙ≤ｘ≤ １－槡 ｙ

三、１设函数ｚ＝ｆ（ｘ２－ｙ２，ｅｘｙ）＋ ｙ
ｇ（ｘ２＋ｙ２）

，其中ｆ具有二阶连

续偏导数，ｇ二阶可导，求ｚｘ
，２ｚ
ｘｙ

　　解　ｚ
ｘ＝２ｘｆ１＋ｙｅｘｙｆ２－２ｘｙｇ′

ｇ２ ，

　 ２ｚ
ｘｙ＝２ｘ（－２ｙｆ１１＋ｘｅｘｙｆ１２）＋（１＋ｘｙ）ｅｘｙｆ２

＋ｙｅｘｙ（－２ｙｆ２１＋ｘｅｘｙｆ２２）－２ｘ
（ｇ′＋２ｙ２ｇ″）ｇ２－ｙｇ′２ｇｇ′２ｙ

ｇ４

＝ （１＋ｘｙ）ｅｘｙｆ２－４ｘｙｆ１１＋２（ｘ２－ｙ２）ｅｘｙｆ１２

＋ｘｙｅ２ｘｙｆ２２－２ｘｇｇ′＋２ｙ２ｇｇ″－４ｙ２（ｇ′）２

ｇ３ 

２设函数Ｆ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数，ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）是由方程

Ｆ ｘ
ｚ

，ｙ（ ）ｚ ＝０所确定的隐函数，试求表达式ｘｚ
ｘ＋ｙｚ

ｙ
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解　
ｚ－ｘｚｘ

ｚ２ Ｆ１－
ｙｚｘ

ｚ２Ｆ２ ＝０，ｚｘ ＝
ｚＦ１

ｘＦ１＋ｙＦ２


由对称性可得 ｚｙ ＝
ｚＦ２

ｘＦ１＋ｙＦ２
，ｘｚ

ｘ＋ｙｚ
ｙ＝ｚ

点评　也可用公式法求隐函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）的偏导数：令ｕ（ｘ，ｙ，

ｚ）＝Ｆ ｘ
ｚ

，ｙ（ ）ｚ
，则

ｕｘ ＝ １
ｚＦ１，ｕｙ ＝ １

ｚＦ２，

ｕｚ ＝－１
ｚ２ ［ｘＦ１＋ｙＦ２］，

ｚｘ ＝－
ｕｘ

ｕｚ
，ｚｙ ＝－

ｕｙ

ｕｚ


四、计算下列各题

１计算二重积分
Ｄ　

ｌｎ（１＋ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ，其中Ｄ是由圆周ｘ２＋

ｙ２ ＝４及坐标轴所围成的在第一象限内的闭区域
分析　被积函数为ｆ（ｘ２＋ｙ２）型，积分区域为圆型，适用极坐标

变换求二重积分
解　令ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，则

　　　　　
Ｄ　

ｌｎ（１＋ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝∫
π
２

０
ｄθ∫

２

０
ｒｌｎ（１＋ｒ２）ｄｒ

ｔ＝ｒ


２ π
４∫

４

０
ｌｎ（１＋ｔ）ｄｔ

＝ π
４

（１＋ｔ）ｌｎ（１＋ｔ）｜４
０－∫

４

０
ｄ［ ］ｔ ＝ π

４
（５ｌｎ５－４）

２计算三重积分
Ω　

（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ，其中Ω是由ｙＯｚ平面上抛物

线２ｚ＝ｙ２绕ｚ轴旋绕而成的曲面与平面ｚ＝２所围成的闭区域
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分析　被积函数为ｆ（ｘ２＋ｙ２）型，积分区域Ω为以ｚ轴为中心轴
的旋转体，适合用柱面坐标变换求三重积分
解　方法１　积分先单后重：Ω在ｘＯｙ平面上的投影区域Ｄ：ｘ２＋

ｙ２ ≤４，则


Ω　

（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ ＝
Ｄ

ｄｘｄｙ∫
２

１
２（ｘ２＋ｙ

２）
（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ

＝
Ｄ

（ｘ２＋ｙ２）２－１
２
（ｘ２＋ｙ２［ ］）ｄｘｄｙ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

２

０
ｒ３ ２－１

２ｒ（ ）２ ｄｒ

＝２π １
２ｒ

４－１
１２ｒ［ ］６

２

０
＝１６

３π

方法２　积分先重后单：Ω在ｚ轴上的投影区间为［０，２］，则

　　　　
Ω　

（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ ＝∫
２

０
ｄｚ

ｘ２＋ｙ２≤２ｚ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝∫
２

０
ｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

２槡ｚ

０
ｒ３ｄｒ＝２π∫

２

０
ｚ２ｄｚ＝１６

３π

３求曲面ｘ２＋ｙ２＝ａ２被平面ｘ＋ｚ＝０，ｘ－ｚ＝０所截有限部
分的面积
分析　计算柱面ｘ２＋ｙ２＝ａ２上的部分曲面面积，需将曲面投影到

ｚＯｘ平面或ｙＯｚ平面上，化为关于ｚ，ｘ或ｙ，ｚ的二重积分，并尽量利
用图形的对称性
解　方法１　由对称性可知，只要计算位于第一卦限部分曲面的

面积，这一部分柱面的方程为ｙ＝ ａ２－ｘ槡 ２，曲面在ｚＯｘ平面上的投
影区域Ｄ：０≤ｘ≤ａ，０≤ｚ≤ｘ，则

Ｓ１ ＝
Ｄ　

１＋ｙ２
ｘ＋ｙ２槡 ｚｄｘｄｚ＝

Ｄ　

１＋ ｘ２

ａ２－ｘ槡 ２ｄｘｄｚ

＝ａ
Ｄ　

１
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘｄｚ＝ａ∫
ａ

０

１
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘ∫
ｘ

０
ｄｚ
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＝ａ∫
ａ

０

ｘ
ａ２－ｘ槡 ２

ｄｘ＝－ａ ａ２－ｘ槡 ２
ａ

０
＝ａ２，

所以　Ｓ＝８Ｓ１ ＝８ａ２
方法２　利用曲线积分计算柱面面积
第一卦限部分圆柱面在ｘＯｙ平面的投影曲线Ｃ：ｘ＝ａｃｏｓｔ，ｙ＝

ａｓｉｎｔ，ｔ∈ ０，π［ ］２
，于是

Ｓ＝８∫
π
２

０
ｘｄｓ＝８∫

π
２

０
ａｃｏｓｔａ２（ｓｉｎ２ｔ＋ｃｏｓ２ｔ槡 ）ｄｔ

＝８ａ２∫
π
２

０
ｃｏｓｔｄｔ＝８ａ２

４求直线ｘ－２
１ ＝ｙ－２

１ ＝ ｚ
－１
上一点Ｃ的坐标，使得以点

Ａ（１，０，０），Ｂ（０，１，０）和Ｃ为顶点的三角形的面积最小
分析　用直线的参数式表示Ｃ的坐标，再用向量积的模计算三角

形的面积

解　方法１　已知直线的参数式为
ｘ＝２＋ｔ
ｙ＝２＋ｔ
ｚ＝－ｔ
烅
烄

烆 ，
，设点Ｃ的坐标为

（２＋ｔ，２＋ｔ，－ｔ），则

→ＡＣ＝ （１＋ｔ，２＋ｔ，－ｔ）， →ＡＢ ＝ （－１，１，０），
→ＡＣ× →ＡＢ ＝ （ｔ，ｔ，２ｔ＋３），

Ｓ２ ＝｜→ＡＣ× →ＡＢ｜２＝ｔ２＋ｔ２＋（２ｔ＋３）２ ＝６（ｔ＋１）２＋３，

所以，当ｔ＝－１时三角形的面积最小，故点Ｃ的坐标为（１，１，１）
方法２　显然，只有当点Ａ，Ｂ，Ｃ所在的平面与已知直线垂直时，

它们所构成的三角形的面积最小 →ＡＢ＝（－１，１，０），过点Ａ，Ｂ的直

线为ｘ－１
１ ＝ ｙ

－１＝ｚ
０
，即 ｘ＋ｙ＝１，

ｚ＝０｛ ，
则过此直线的平面束方程是

·９９·



ｘ＋ｙ＋λｚ－１＝０，其中与已知直线垂直的平面满足 １
１ ＝ １

１ ＝

λ
－１

，λ＝－１，即平面为ｘ＋ｙ－ｚ－１＝０，点Ｃ即此平面与已知直线

的交点　

将已知直线的参数式
ｘ＝２＋ｔ，

ｙ＝２＋ｔ，
ｚ＝－
烅
烄

烆 ｔ
代入平面方程，得ｔ＝－１，Ｃ点

的坐标为（１，１，１）
五、求函数ｆ（ｘ，ｙ）＝２ｘ２＋６ｘｙ＋ｙ２在闭区域ｘ２＋２ｙ２ ≤３上的最
大值和最小值
解　方法１　在区域内部：

令
ｆｘ ＝４ｘ＋６ｙ＝０，

ｆｙ ＝６ｘ＋２ｙ＝０
烅
烄
烆 ，

ｘ＝０，

ｙ＝０｛ ，

即有唯一驻点（０，０），且ｆ（０，０）＝０
在区域的边界上：

令　
ｘ＝槡３ｃｏｓｔ，

ｙ＝槡３
２ｓｉｎ

烅
烄

烆 ｔ
（０≤ｔ≤２π），则在边界上

ｆ（ｘ，ｙ）＝６ｃｏｓ２ｔ＋ 槡９ ２ｃｏｓｔｓｉｎｔ＋３
２ｓｉｎ

２ｔ

＝３（１＋ｃｏｓ２ｔ）＋ 槡９ ２
２ｓｉｎ２ｔ＋３

４
（１－ｃｏｓ２ｔ）

＝１５
４＋９

４ｃｏｓ２ｔ＋ 槡９ ２
２ｓｉｎ２ｔ

＝１５
４＋２７

４ｓｉｎ（２ｔ＋φ）　 φ＝ａｒｃｔａｎ槡２（ ）４
，

所以 －３≤ｆ（ｘ，ｙ）≤２１
２
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综上，ｆ（ｘ，ｙ）的最大值为２１
２

，最小值为－３

方法２　在区域内部同方法１，有极值ｆ（０，０）＝０
在区域的边界上：求ｆ（ｘ，ｙ）在条件ｘ２＋２ｙ２ ＝３下的极值
令Ｆ（ｘ，ｙ，λ）＝２ｘ２＋６ｘｙ＋ｙ２＋λ（ｘ２＋２ｙ２－３），解方程组

Ｆｘ ＝４ｘ＋６ｙ＋２λｘ＝０，

Ｆｙ ＝６ｘ＋２ｙ＋４λｙ＝０，

Ｆλ ＝ｘ２＋２ｙ２－３＝０
烅
烄

烆 ，

得λ＝１，－７
２
，驻点（±１，１）， ±槡２，±槡２（ ）２

，ｆ（±１，１）＝－３，

±槡２，±槡２（ ）２ ＝２１
２

ｆ（ｘ，ｙ）的最大值为２１
２

，最小值为－３

方法３　令ｇ（ｘ，ｙ，λ）＝２ｘ２＋６ｘｙ＋ｙ２＋λ（ｘ２＋２ｙ２－ｋ），ｋ∈
［０，３］
解方程组

ｇｘ ＝４ｘ＋６ｙ＋２λｘ＝０，

ｇｙ ＝６ｘ＋２ｙ＋４λｙ＝０，

ｇλ ＝ｘ２＋２ｙ２－ｋ＝０
烅
烄

烆 ，

得驻点

λ＝１，

ｘ１ ＝± ｋ槡３
，

ｙ１ ＝ ｋ
３槡

烅

烄

烆
，

λ＝－７
２
，

ｘ２ ＝±２ ｋ槡６
，

ｙ２ ＝± ｋ槡６

烅

烄

烆 ，

ｆ（ｘ１，ｙ１）＝－ｋ，ｆ（ｘ２，ｙ２）

＝ ７
２ｋ

，ｋ∈ ［０，３］，

所以　ｆ（ｘ，ｙ）的最大值为２１
２

，最小值为－３
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点评　ｆ（ｘ，ｙ）在闭区域上的最大值和最小值必在区域内的驻点
或区域的边界上取得在边界上的讨论用条件极值是一般的方法也
可利用边界曲线将ｆ（ｘ，ｙ）表示成一元函数（如方法１）并讨论它的极
值方法３是将椭圆区域看做椭圆曲线族，求出ｆ（ｘ，ｙ）在ｘ２＋２ｙ２＝
ｋ上驻点处的值，再根据ｋ的范围得到最大值和最小值，是个不错的
做法　
六、设二元函数ｆ（ｘ，ｙ）在平面闭区域Ｄ：０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１上具
有二阶连续偏导数证明：

（１）∫
１

０

ｆ
ｘｄｘ＝ｆ（１，ｙ）－ｆ（０，ｙ），∫

１

０

ｆ
ｙｄｙ＝ｆ（ｘ，１）－ｆ（ｘ，０）；

（２）若ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ 的边界上取零值，且在Ｄ 上有 ２ｆ
ｘｙ ≤

Ｍ，则


Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ≤Ｍ
４

证　（１）固定ｙ，则ｆ
ｘ （ｘ，ｙ）

＝ｄｆ（ｘ，ｙ）
ｄｘ

，从而

∫
１

０

ｆ
ｘｄｘ＝∫

１

０
ｄｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（１，ｙ）－ｆ（０，ｙ）；

同理可得∫
１

０

ｆ
ｙｄｙ＝∫

１

０
ｄｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，１）－ｆ（ｘ，０）

（２）
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ，

由于　∫
１

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ｙｆ（ｘ，ｙ）

１

０
－∫

１

０
ｙｆｙ（ｘ，ｙ）ｄｙ

　 ＝－∫
１

０
ｙｆ
ｙｄｙ

，


Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝－∫
１

０
ｄｘ∫

１

０
ｙｆ
ｙｄｙ＝∫

１

０
ｙｄｙ∫

１

０

ｆ
ｙｄ

（１－ｘ）
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＝∫
１

０
ｙ （１－ｘ）ｆ

［ ｙ

１

０
－∫

１

０
（１－ｘ）２ｆ

ｙｘｄ ］ｘｄｙ

＝－∫
１

０
ｙｆ（０，ｙ）

ｙ ｄｙ－
Ｄ　

ｙ（１－ｘ）２ｆ
ｙｘｄｘｄｙ

＝－
Ｄ　

ｙ（１－ｘ）２ｆ
ｙｘｄｘｄｙ

，

因此

　　 
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ ＝ －
Ｄ　

ｙ（１－ｘ）２ｆ
ｘｙｄｘｄｙ

≤
Ｄ　

ｙ（１－ｘ）２ｆ
ｘｙ ｄｘｄｙ

≤Ｍ
Ｄ　

ｙ（１－ｘ）ｄｘｄｙ

＝Ｍ∫
１

０
ｙｄｙ∫

１

０
（１－ｘ）ｄｘ＝Ｍ

４

点评　本题为了利用条件 ２ｆ
ｘｙ ≤Ｍ，需要由

Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

产生
２ｆ

ｘｙ
，而通过定积分的分部积分可产生偏导数
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试　卷　（八）
　　　　　　　　　　　　　　———第二学期期末试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１设ｆ（ｘ，ｙ）＝３ｘ－ｘ３＋ｙ２＋２ｙ，则下列结论正确的是
（　　）

（Ａ）ｆ（１，－１）是函数的极小值；
（Ｂ）ｆ（１，－１）是函数的极大值；
（Ｃ）ｆ（－１，－１）是函数的极小值；
（Ｄ）ｆ（－１，－１）是函数的极大值
２已知平面Π：ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０，曲面ｚ＝ｘｙ上点Ｐ处的法

线与平面Π垂直，则点Ｐ的坐标为 （　　）
（Ａ）（１，２，２）； （Ｂ）（２，１，２）；
（Ｃ）（－１，－２，２）； （Ｄ）（－２，－１，２）

３曲面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２被柱面ｚ２ ＝２ｙ所割下的那部分曲面片的
面积为 （　　）

（Ａ）π； （Ｂ）２π； （Ｃ）槡２π； （Ｄ）４π

４已知幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ的收敛半径为２，则数项级数∑

∞

ｎ＝０
ａｎ是

（　　）
（Ａ）条件收敛； （Ｂ）绝对收敛；
（Ｃ）发散； （Ｄ）收敛性不能确定
５已知向量ａ与ｂ相互平行，则下列结论中正确的是 （　　）
（Ａ）存在常数ｋ，使得ａ＝ｋｂ；
（Ｂ）存在常数ｋ，使得ｂ＝ｋａ；
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（Ｃ）ａ×ｂ＝０；
（Ｄ）存在常数ｋ１和ｋ２，使得ｋ１ａ＋ｋ２ｂ＝０

二、填空题（每题３分，共１５分）

１设函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ
ｚ
ｙ ，则在点（ｅ，１，１）沿方向ｌ＝（１，－２，２）

的方向导数ｕ
ｌ（ｅ，１，１）＝　　　　

２向量场Ａ＝（２ｚ－３ｙ）ｉ＋（３ｘ－ｚ）ｊ＋（ｙ－２ｘ）ｋ的旋度ｒｏｔＡ＝
　　　　

３ 设平面曲线 Ｃ：２ｘ２ ＋ｙ２ ＝ １，取正向，则曲线积分

∮
Ｃ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＝ 　　　　　

４幂级数∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
２２ｎｎｘ２ｎ－１的收敛域是　　　　

５设ｆ（ｘ）是以２π为周期的周期函数，且ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｘ∈［－π，π］，
又ａｎ是ｆ（ｘ）的傅立叶系数（ｎ＝１，２，…），则在［－π，π］上，级数

∑
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓｎｘ的和函数Ｓ（ｘ）＝　　　　

三、（每题８分，共１６分）

１设函数ｚ＝ｘｙｆ（ｕ），ｕ＝ｘ２－ｙ２，且ｆ（ｕ）为可导函数，试求

ｙｚ
ｘ－ｘｚ

ｙ

２试求区域Ω：ｚ≥ｘ２＋ｙ２，ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）２ ≤１的体积

四、（８分）计算曲面积分

Ｉ＝
Σ

（１＋ｘ）ｙ２ｄｙｄｚ＋（ｙ＋ｚ２）ｄｚｄｘ＋（１＋ｚ）ｘ２ｄｘｄｙ，

其中∑ 为抛物面ｚ＋１＝ｘ２＋ｙ２（－１≤ｚ≤０），并取上侧

·５０１·



五、（２２分）

１（７分）试讨论级数∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ （ａ≠－１）的敛散性

２（７分）将函数ｆ（ｘ）＝ ｘ－１
ｘ２－２ｘ－３

展开成ｘ的幂级数，并写

出展开式成立的区间

３（８分）求级数∑
∞

ｎ＝１

２ｎ－１
２ｎ 的和

六、（每题８分，１６分）

１计算曲线积分∫
Ｌ

ｙｄｘ－ｘｄｙ＋（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ，其中Ｌ是曲线ｘ＝ｅｔ，

ｙ＝ｅ－ｔ，ｚ＝２ｔ上起点为Ａ（ｅ，ｅ－１，２）终点为Ｂ（１，１，１）的一段弧
２已知ｆ（ｘ）＝ｅｘ，试求方程（ｙｆ′（ｘｙ）＋ｙ）ｄｘ＋（ｘｆ′（ｘｙ）＋

ｘ）ｄｙ＝０的通解

七、（８分）

１证明：对于任意正整数ｎ，方程ｘｎ＋ｎｘ－１＝０存在唯一正根，
记之为ｘｎ；

２试定出α的取值范围，使级数∑
∞

ｎ＝１
ｘα

ｎ收敛，其中｛ｘｎ｝为上题中

方程的根

试卷（八）考核内容分值表

考核内容
向量代数和空

间解析几何

多元函数

微分学
重积分

曲线、曲面
积分

无穷级数

分 值 ３ １７ ８ ３３ ３９
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试卷（八）详解

一、选择题

１设ｆ（ｘ，ｙ）＝３ｘ－ｘ３＋ｙ２＋２ｙ，则下列结论正确的是
（　　）

（Ａ）ｆ（１，－１）是函数的极小值；
（Ｂ）ｆ（１，－１）是函数的极大值；
（Ｃ）ｆ（－１，－１）是函数的极小值；
（Ｄ）ｆ（－１，－１）是函数的极大值
解　选Ｃ

解　
ｆｘ ＝３（１－ｘ２）＝０，

ｆｙ ＝２（１＋ｙ）＝０
烅
烄
烆 ，

得驻点（１，－１），（－１，－１），

ｆｘｘ ＝－６ｘ，ｆｘｙ ＝０，ｆｙｙ ＝２，记Δ（ｘ，ｙ）＝
ｆｘｘ ｆｘｙ

ｆｘｙ ｆｙｙ

，由

Δ（１，－１）＝
－６ ０
０ ２

＝－１２＜０可知（１，－１）非极值点；

Δ（－１，－１）＝
６ ０
０ ２

＝１２＞０，ｆｘｘ（－１，－１）＝６＞０，可知

（－１，－１）是极小值点所以ｆ（－１，－１）是函数的极小值
２已知平面Π：ｘ＋２ｙ－ｚ＋１＝０，曲面ｚ＝ｘｙ上点Ｐ处的法

线与平面Π垂直，则点Ｐ的坐标为 （　　）
（Ａ）（１，２，２）； （Ｂ）（２，１，２）；
（Ｃ）（－１，－２，２）； （Ｄ）（－２，－１，２）
解　选Ｂ
ｚ＝ｘｙ的法向量ｎ＝（ｙ，ｘ，－１），法线与平面Π垂直，从而与平
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面Π的法向量（１，２，－１）平行，故有ｙ１ ＝ｘ
２ ＝－１

－１ｘ＝２，ｙ＝

１ｚ＝２，即点Ｐ的坐标为（２，１，２）

３曲面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２被柱面ｚ２ ＝２ｙ所割下的那部分曲面片的
面积为 （　　）

（Ａ）π； （Ｂ）２π； （Ｃ）槡２π； （Ｄ）４π
解　选Ｃ

解　
ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，

ｚ２ ＝２ｙ，
烅
烄

烆 　　　
得ｘ２＋ｙ２＝２ｙ，故曲面Σ在ｘＯｙ上的投影

区域

Ｄ：ｘ２＋ｙ２ ≤２ｙ

曲面面积

Ｓ＝
Σ　

１＋ｚ２
ｘ＋ｚ２槡 ｙｄσ

＝
Ｄ　

１＋ｘ２＋ｙ２

ｘ２＋ｙ槡 ２ｄσ

＝
Ｄ　

槡２ｄσ＝槡２π

４已知幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ的收敛半径为２，则数项级数∑

∞

ｎ＝０
ａｎ是

（　　）
（Ａ）条件收敛； （Ｂ）绝对收敛；
（Ｃ）发散； （Ｄ）收敛性不能确定
解　选Ｂ

幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ的收敛半径为２，则它在（－２，２）内绝对收敛，取

ｘ＝１∈（－２，２），级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎ绝对收敛

５已知向量ａ与ｂ相互平行，则下列结论中正确的是 （　　）
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（Ａ）存在常数ｋ，使得ａ＝ｋｂ；
（Ｂ）存在常数ｋ，使得ｂ＝ｋａ；
（Ｃ）ａ×ｂ＝０；
（Ｄ）存在常数ｋ１和ｋ２，使得ｋ１ａ＋ｋ２ｂ＝０
解　选Ｄ
当ｂ为零向量，ａ为非零向量时，选项Ａ不成立；同理，选项Ｂ不

必成立
仅当ａ和ｂ同为三维向量时有向量积ａ×ｂ，即ａ×ｂ为向量，而选

项Ｃ中ａ×ｂ为数零是不正确的

二、填空题

１设函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ
ｚ
ｙ ，则在点（ｅ，１，１）沿方向ｌ＝（１，－２，２）

的方向导数ｕ
ｌ（ｅ，１，１）＝　　　　

解　１＋４ｅ
３ 

ｕｘ ＝ｚ
ｙｘ

ｚ
ｙ－１，ｕｙ ＝－ｚ

ｙ２ｘ
ｚ
ｙｌｎｘ，ｕｚ ＝ １

ｙｘ
ｚ
ｙｌｎｘ，

　　　ｇｒａｄｕ （ｅ，１，１）＝ （ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ） （ｅ，１，１）

＝ （１，－ｅ，ｅ），

ｌ０ ＝ １
３
（１，－２，２），

所以

　　　ｕ
ｌ （ｅ，１，１）＝ｇｒａｄｕ （ｅ，１，１）

·ｌ０

＝ （１，－ｅ，ｅ）· １
３
，－２

３
，（ ）２
３ ＝１＋４ｅ

３ 

２向量场Ａ＝ （２ｚ－３ｙ）ｉ＋（３ｘ－ｚ）ｊ＋（ｙ－２ｘ）ｋ的旋度
ｒｏｔＡ＝ 　　　　
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解　２ｉ＋４ｊ＋６ｋ

ｒｏｔＡ＝

ｉ ｊ ｋ

ｘ


ｙ


ｚ

２ｚ－３ｙ ３ｘ－ｚ ｙ－２ｘ

＝２ｉ＋４ｊ＋６ｋ

３设平面曲线Ｃ：２ｘ２＋ｙ２＝１取正向，则曲线积分∮
Ｃ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＝

　　　　
解　２π

Ｐ＝ －ｙ
ｘ２＋ｙ２，Ｑ＝ ｘ

ｘ２＋ｙ２，

Ｐｙ ＝Ｑｘ ＝ ｙ２－ｘ２

（ｘ２＋ｙ２）２　（ｘ２＋ｙ２ ≠０）

取Ｃ１：ｘ＝ｃｏｓθ，ｙ＝ｓｉｎθ，θ：０→２π，则

∮
Ｃ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＝∮

Ｃ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ －∮

Ｃ１

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ（ ）２ ＋∮

Ｃ１

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２

＝∮
Ｃ１

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＝∫

２π

０

ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ２θ
ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ２θ

ｄθ＝２π

点评　本题直接计算比较困难，而沿圆周的曲线积分计算很简单，
并且在不含原点的区域上Ｐ，Ｑ的偏导数连续，Ｐｙ ≡Ｑｘ，故添加曲线

Ｃ１，利用格林公式，沿曲线Ｃ的正向的曲线积分减去沿Ｃ１（按逆时针方
向）的曲线积分为零，从而将曲线Ｃ上的积分转换为Ｃ１上的积分
注意：原点是曲线Ｃ所围区域内的一个奇点，不能由

Ｐｙ ≡Ｑｘ ∮
Ｃ

ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ２＋ｙ２ ＝０

４幂级数∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
２２ｎｎｘ２ｎ－１的收敛域是　　　　

解　［－２，２］

·０１１·



ρ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ １
２２ｎ槡ｎ ＝ １

４
，Ｒ ＝ １

槡ρ
＝２，当ｘ ＝±２时，级数为

±∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
２ｎ

，是收敛级数，故幂级数的收敛域是［－２，２］

５设ｆ（ｘ）是以２π为周期的周期函数，且ｆ（ｘ）＝ｘ２，ｘ∈［－π，π］，
又ａｎ是ｆ（ｘ）的傅立叶系数（ｎ＝１，２，…），则在［－π，π］上，级数

∑
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓｎｘ的和函数Ｓ（ｘ）＝　　　　

解　ｘ２－π２

３

ｘ２ ＝ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓｎｘ，ｘ∈ ［－π，π］，ａ０ ＝ ２

π∫
π

０
ｘ２ｄｘ＝２π２

３
，

故 Ｓ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓｎｘ＝ｘ２－ａ０

２ ＝ｘ２－π２

３
，－π≤ｘ≤π

三、１设函数ｚ＝ｘｙｆ（ｕ），ｕ＝ｘ２－ｙ２，且ｆ（ｕ）为可导函数，试求

ｙｚ
ｘ－ｘｚ

ｙ

解　ｚ
ｘ＝ｙｆ（ｕ）＋２ｘ２ｙｆ′（ｕ），ｚ

ｙ＝ｘｆ（ｕ）－２ｘｙ２ｆ′（ｕ），

ｙｚ
ｘ－ｘｚ

ｙ＝ （ｘ２＋ｙ２）ｆ（ｕ）

２试求区域Ω：ｚ≥ｘ２＋ｙ２，ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）２ ≤１的体积

解　
ｚ＝ｘ２＋ｙ２，　　　　　
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）２ ＝１

烅
烄
烆 ，ｚ＝０，ｚ＝１

Ｖ ＝
Ω

ｄＶ ＝∫
１

０
πｚｄｚ＋∫

２

１
π（２ｚ－ｚ２）ｄｚ＝ ７

６π

四、计算曲面积分

Ｉ＝
Σ

（１＋ｘ）ｙ２ｄｙｄｚ＋（ｙ＋ｚ２）ｄｚｄｘ＋（１＋ｚ）ｘ２ｄｘｄｙ，

·１１１·



其中Σ为抛物面ｚ＋１＝ｘ２＋ｙ２（－１≤ｚ≤０），并取上侧
解　补充平面Σ１：ｚ＝０（ｘ２＋ｙ２≤１），方向取下侧，则Σ与Σ１围

成闭区域的内侧，于是

Ｉ
烄

烆
＝

Σ

＋
Σ１

－
Σ

烌

烎１
（１＋ｘ）ｙ２ｄｙｄｚ＋（ｙ＋ｚ２）ｄｚｄｘ＋（１＋ｚ）ｘ２ｄｘｄｙ

＝－ 
ｘ２＋ｙ２－１≤ｚ≤０

（ｘ２＋ｙ２＋１）ｄＶ＋ 
ｘ２＋ｙ２≤１

ｘ２ｄｘｄｙ

＝－ 
ｘ２＋ｙ２≤１

（ｘ２＋ｙ２＋１）ｄｘｄｙ∫
０

ｘ２＋ｙ２－１
ｄｚ＋∫

２π

０
ｃｏｓ２θｄθ∫

１

０
ｒ３ｄｒ

＝－ 
ｘ２＋ｙ２≤１

（ｘ２＋ｙ２＋１）（１－ｘ２－ｙ２）ｄｘｄｙ＋π
４

＝ π
４－∫

２π

０
ｄθ∫

１

０
（１－ｒ４）ｒｄｒ＝ π

４－２π
３ ＝－５π

１２

点评　通常可利用高斯公式来计算第二类曲面积分本题Σ不是
封闭曲面，可添上适当的曲面，使它与Σ构成一封闭曲面，然后利用高
斯公式解

五、１试讨论级数∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ （ａ≠－１）的敛散性

分析　极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ与ａ的取值有关，故应对ａ分｜ａ｜＜１，｜ａ｜＞１
和ａ＝１三种情形讨论级数的敛散性

解　当｜ａ｜＜１时，ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１＋ａｎ ＝１≠０，故∑

∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ发散

当ａ＝１时，ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１＋ａｎ ＝ １

２ ≠０，∑
∞

ｎ＝１

１
１＋１
也发散

当｜ａ｜＞１时，∑
∞

ｎ＝１

１
ａｎ绝对收敛，又ｌｉｍｎ→∞

ａｎ

１＋ａｎ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１＋ａ－ｎ ＝１，

根据比较判别法可知∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ收敛，且为绝对收敛

综上，级数∑
∞

ｎ＝１

１
１＋ａｎ （ａ≠－１）当｜ａ｜＞１时为绝对收敛，当
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｜ａ｜≤１时发散

２将函数ｆ（ｘ）＝ ｘ－１
ｘ２－２ｘ－３

展开成ｘ的幂级数，并写出展开

式成立的区间

分析　ｆ（ｘ）＝ ｘ－１
（ｘ－３）（ｘ＋１）

可以表示成 Ａ
ｘ－３＋ Ｂ

ｘ＋１
，利用

１
ｘ±１
的展开式可得到ｆ（ｘ）的展开式

解 ｆ（ｘ）＝ １
２

１
ｘ－３＋ １

ｘ＋（ ）１
，

由于 １
ｘ＋１＝∑

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘｎ　（－１＜ｘ＜１），

１
ｘ－３＝－１

３
１

１－ｘ
３

＝－１
３∑

∞

ｎ＝０

ｘ（ ）３
ｎ

　 －１＜ｘ
３ ＜（ ）１ ，

所以 ｆ（ｘ）＝ １
２ ∑

∞

ｎ＝０
（－１）ｎｘｎ－１

３∑
∞

ｎ＝０

ｘ（ ）３［ ］ｎ

＝∑
∞

ｎ＝０

１
２

（－１）ｎ－ １
３ｎ＋［ ］１ ｘｎ　（－１＜ｘ＜１）

３求级数∑
∞

ｎ＝１

２ｎ－１
２ｎ 的和

分析　数项级数∑
∞

ｎ＝１

２ｎ－１
２ｎ 可看做幂级数∑

∞

ｎ＝１
（２ｎ－１）ｘ２ｎ取ｘ＝

１
槡２
的情形，而利用对∑

∞

ｎ＝１
ｘ２ｎ－１ 逐项求导以及∑

∞

ｎ＝０
ｘ２ｎ ＝ １

１－ｘ２，可得

∑
∞

ｎ＝１
（２ｎ－１）ｘ２ｎ的和函数Ｓ（ｘ），进而求出Ｓ

１
槡（ ）２



解　令ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
（２ｎ－１）ｘ２ｎ，则
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ｆ（ｘ）＝ｘ２∑
∞

ｎ＝１
（２ｎ－１）ｘ２ｎ－２ ＝ｘ２∑

∞

ｎ＝１
（ｘ２ｎ－１）′

＝ｘ２ ｘ∑
∞

ｎ＝１
ｘ２ｎ－（ ）２′＝ｘ２ ｘ∑

∞

ｎ＝０
ｘ２（ ）ｎ′

＝ｘ２ ｘ
１－ｘ（ ）２′＝ｘ２ １＋ｘ２

（１－ｘ２）２　 －１＜ｘ＜（ ）１ ，

于是 Ｓ＝ｆ
１
槡（ ）２ ＝３

六、１计算曲线积分∫
Ｌ

ｙｄｘ－ｘｄｙ＋（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ，其中Ｌ是曲线ｘ＝ｅｔ，

ｙ＝ｅ－ｔ，ｚ＝２ｔ上起点为Ａ（ｅ，ｅ－１，２）终点为Ｂ（１，１，１）的一段弧

解　∫
Ｌ

ｙｄｘ－ｘｄｙ＋（ｘ２＋ｙ２）ｄｚ

＝∫
０

１
［ｅ－ｔｅｔ＋ｅｔｅ－ｔ＋（ｅ２ｔ＋ｅ－２ｔ）２ｔｌｎ２］ｄｔ

＝∫
０

１
［２＋（２ｅ２）ｔｌｎ２＋（２ｅ－２）ｔｌｎ２］ｄｔ

［＝ ２ｔ＋
（２ｅ２）ｔｌｎ２
ｌｎ（２ｅ２）＋

（２ｅ－２）ｔｌｎ２
ｌｎ（２ｅ－２ ］）

０

１

＝ｌｎ２１－２ｅ２

ｌｎ２＋２＋１－２ｅ－２

ｌｎ２－（ ）２ －２

２已知ｆ（ｘ）＝ｅｘ，试求方程［ｙｆ′（ｘｙ）＋ｙ］ｄｘ＋［ｘｆ′（ｘｙ）＋
ｘ］ｄｙ＝０的通解
解　设Ｐ＝ｙｆ′（ｘｙ）＋ｙ，Ｑ＝ｘｆ′（ｘｙ）＋ｘ，则
Ｐｙ ＝ｆ′（ｘｙ）＋ｘｙｆ″（ｘｙ）＋１＝Ｑｘ，且Ｐ，Ｑ的偏导数连续，故

［ｙｆ′（ｘｙ）＋ｙ］ｄｘ＋［ｘｆ′（ｘｙ）＋ｘ］ｄｙ＝０

是全微分方程设ｕ（ｘ，ｙ）是一个原函数，则

ｕ
ｘ＝Ｐ＝ｙｆ′（ｘｙ）＋ｙｕ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘｙ）＋ｘｙ＋ｇ（ｙ），

由　Ｑ＝ｘｆ′（ｘｙ）＋ｘ＝ｕ
ｙ＝ｘｆ′（ｘｙ）＋ｘ＋ｇ′（ｙ）ｇ′（ｙ）＝０
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ｇ（ｙ）＝Ｃ，故全微分方程的通解为ｆ（ｘｙ）＋ｘｙ＝Ｃ，也即ｅｘｙ＋ｘｙ＝Ｃ
点评　题１为空间曲线Ｌ上的第二类曲线积分，Ｌ用参数方程表

示，直接将曲线积分化为对参数的定积分即可
题２要解一微分方程，此方程也可凑成ｄｆ（ｘｙ）＋ｄ（ｘｙ）＝０，两

边积分即得ｆ（ｘｙ）＋ｘｙ＝Ｃ，亦即ｅｘｙ＋ｘｙ＝Ｃ
七、１证明：对于任意正整数ｎ，方程ｘｎ＋ｎｘ－１＝０存在唯一正根，
记之为ｘｎ；

２试定出α的取值范围，使级数∑
∞

ｎ＝１
ｘα

ｎ收敛，其中｛ｘｎ｝为上题方

程中的根
证　１对于任意正整数ｎ，记ｆｎ（ｘ）＝ｘｎ＋ｎｘ－１，则由ｆｎ（０）＝

－１＜０，ｆｎ（１）＝ｎ＞０可知方程ｆｎ（ｘ）＝０在（０，１）内有实根又当
ｘ＞０时，

ｄｆｎ（ｘ）
ｄｘ ＝ｎｘｎ－１＋ｎ＞０，

即ｆｎ（ｘ）在［０，＋∞）上严格单调增，从而ｆｎ（ｘ）＝０存在唯一正根
ｘｎ，且ｘｎ∈（０，１）

２ｘｎ
ｎ＋ｎｘｎ－１＝０ｘｎ ＝

１－ｘｎ
ｎ

ｎ ０＜ｘｎ
ｎ ＝

（１－ｘｎ
ｎ）ｎ

ｎｎ ＜１
ｎｎ

→０　（ｎ→ ∞），由夹逼定理可知ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ
ｎ ＝０，故

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎαｘα
ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｎα （１－ｘｎ

ｎ）α

ｎα ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

（１－ｘｎ
ｎ）α ＝１，

即级数∑
∞

ｎ＝１
ｘα

ｎ 和级数∑
∞

ｎ＝１

１
ｎα 同敛散，从而∑

∞

ｎ＝１
ｘα

ｎ 当α∈（１，＋∞）时

收敛　
点评　本题利用介值定理和严格单调性证明了对任一固定的ｎ，

方程ｘｎ＋ｎｘ－１＝０在（０，１）内有唯一的实根，进而证得ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ
ｎ ＝０

又ｘｎ ＝
１－ｘｎ

ｎ

ｎ
，故ｘα

ｎ ～ １
ｎα （ｎ→ ∞），所以∑

∞

ｎ＝１
ｘα

ｎ与∑
∞

ｎ＝１

１
ｎα 同敛散
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试　卷　（九）
　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１若ｆ（ｘ）＝ ｘ２

ｘ＋１－ａｘ－ｂ，当ｘ→ ∞时为无穷小，则

（　　）
（Ａ）ａ＝１，ｂ＝－１； （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝１；
（Ｃ）ａ＝－１，ｂ＝－１； （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝１

２设ｆ′（ｘ０）＝－３，则ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－３ｈ）
ｈ

为 （　　）

（Ａ）－３； （Ｂ）－６； （Ｃ）－９； （Ｄ）－１２

３曲线
ｘ＝ｔ２，　　
ｙ＝３ｔ＋ｔ

烅
烄
烆 ３

的拐点为 （　　）

（Ａ）只有（１，４）一点；
（Ｂ）只有（１，－４）一点；
（Ｃ）有（０，０），（１，４），（１，－４）三个点；
（Ｄ）有（１，４），（１，－４）两个点

４当ｘ＞０时，曲线ｙ＝ｘｓｉｎ１
ｘ

（　　）

（Ａ）有且仅有水平渐近线；
（Ｂ）有且仅有垂直渐近线；
（Ｃ）既有水平渐近线，也有垂直渐近线；
（Ｄ）水平渐近线和垂直渐近线都没有
５已知ｆ（ｘ）＝（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－３）（ｘ－４），则方程ｆ′（ｘ）＝０

有 （　　）
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（Ａ）分别位于区间（１，２），（２，３），（３，４）内的三个实根；
（Ｂ）ｘ１ ＝１，ｘ２ ＝２，ｘ３ ＝３，ｘ４ ＝４四个实根；
（Ｃ）分别位于区间（０，１）（１，２）（２，３）（３，４）内的四个实根；
（Ｄ）分别位于区间（１，２），（１，３），（１，４）内的三个实根

二、填空题（每题３分，共１５分）

１若ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｔ１＋１（ ）ｘ
２ｔｘ

，则ｆ′（ｔ）＝　　　　

２ｆ（ｘ）＝ｘ４－２ｘ３＋１在ｘ０＝２处的泰勒展开式为　　　　
３当ｘ→０时，ｅｓｉｎｘ－ｅｘ是ｘ的　　　　阶无穷小

４设 ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎｘ
ｘ

（ｘ＜０），

０ （ｘ＝０），

２ｘ２－２ （０＜ｘ≤１），
ｘ （ｘ＞１

烅

烄

烆 ），
则ｆ（ｘ）的间断点为　　　　，它们的类型为　　　　　　

５设ｙ＝ｌｎ（１＋ｘｘ），则ｄｙ＝　　　　　　

三、（每题６分，共１８分）

１用极限定义证明ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ（ｘ２＋槡 １－ｘ）＝ １
２

２计算ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）２ｘ－１
ｘ２ 

３计算ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｓｉｎ２ｘ－１

ｘ（ ）２ 

四、（每题６分，共１８分）

１设ｙ＝ｆ（ｘ２）＋ｌｎｆ（ｘ），其中ｆ（ｘ）＞０，且ｆ″（ｘ）存在，求ｙ″
２设方程ｘ３＋ｙ３－３ｘ＋６ｙ＝２确定了ｙ是ｘ的函数，求ｙ（ｘ）

所表示的曲线在ｘ＝２处的曲率

３求曲线ｒ＝ａｓｉｎ２θ（ａ为常数）在θ＝π
４
处的切线及法线方程

·７１１·



五、（７分）

设ｆ（ｘ）＝

ａ（１＋槡 ｘ－１）
ｘ

（ｘ＜０），

１ （ｘ＝０），

ｂｅ－１
ｘ ＋（ ）２＋ｃｌｎ（１＋ｘ） （ｘ＞０

烅

烄

烆 ），
试确定常数ａ，ｂ，ｃ，使ｆ（ｘ）在０点连续且可导

六、（７分）

证明不等式ａｂ≤ａｐ

ｐ＋ｂｑ

ｑ
，其中ａ，ｂ，ｐ，ｑ都是正数，且ｐ，ｑ满足

１
ｐ＋１

ｑ ＝１

七、（１２分）

全面研究函数ｙ＝
（ｘ＋１）３
（ｘ－１）２

的性态，并作图

已知ｙ′＝
（ｘ＋１）２（ｘ－５）

（ｘ－１）３
，ｙ″＝６（ｘ＋１）

（ｘ－１）４［ ］

八、（８分，下面两题任选一题）

１设数列｛ｘｎ｝满足ｘｎ ＞０，且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ

ｘｎ－１
＝ｒ＜１，试证ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝０

２ 对任意ｘ ≥０，试证：存在θ（ｘ），满足 ｘ＋槡 １－ 槡ｘ ＝
１

２ｘ＋θ（ｘ槡 ）
，且１

４ ≤θ（ｘ）≤ １
２

试卷（九）考核内容分值表

考核内容 极限和连续 导数和微分 微分中值定理和导数的应用

分值 ２７ ３４ ３９
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试卷（九）详解

一、选择题

１若ｆ（ｘ）＝ ｘ２

ｘ＋１－ａｘ－ｂ，当ｘ→ ∞时为无穷小，则

（　　）
（Ａ）ａ＝１，ｂ＝－１； （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝１；
（Ｃ）ａ＝－１，ｂ＝－１； （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝１
解　选Ａ

因为ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２

ｘ＋１－ａｘ－（ ）ｂ

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２－（ａｘ＋ｂ）（ｘ＋１）
ｘ＋１

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

（１－ａ）ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ－ｂ
ｘ＋１ ＝０，

所以有
１－ａ＝０，
ａ＋ｂ＝０｛ ，

解得ａ＝１，ｂ＝－１

２设ｆ′（ｘ０）＝－３，则ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－３ｈ）
ｈ

为 （　　）

（Ａ）－３；　　　（Ｂ）－６；　　　（Ｃ）－９；　　　（Ｄ）－１２
解　选Ｄ

　ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０－３ｈ）
ｈ

＝ｌｉｍ
ｈ→０

［ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０）］－［ｆ（ｘ０－３ｈ）－ｆ（ｘ０）］
ｈ

＝ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ０＋ｈ）－ｆ（ｘ０）
ｈ ＋３ｌｉｍ

ｈ→０

ｆ（ｘ０－３ｈ）－ｆ（ｘ０）
（－３ｈ）

＝４ｆ′（ｘ０）＝－１２
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３曲线　
ｘ＝ｔ２，

ｙ＝３ｔ＋ｔ
烅
烄
烆 ３

的拐点为 （　　）

（Ａ）只有（１，４）一点；
（Ｂ）只有（１，－４）一点；
（Ｃ）有（０，０），（１，４），（１，－４）三个点；
（Ｄ）有（１，４），（１，－４）两个点
解　选Ｄ
ｄｙ
ｄｘ＝ｙ′（ｔ）

ｘ′（ｔ）＝
３＋３ｔ２

２ｔ
，ｄ

２ｙ
ｄｘ２＝６ｔ·２ｔ－２（３＋３ｔ２）

（２ｔ）２
１
２ｔ＝６（ｔ２－１）

８ｔ３ ，

令ｄ
２ｙ

ｄｘ２ ＝０，得ｔ＝±１另外，当ｔ＝０时，ｄ
２ｙ

ｄｘ２不存在

当ｔ＜－１时，ｙ″（ｘ）＜０，当－１＜ｔ＜０时，ｙ″（ｘ）＞０，故
（１，－４）是拐点
当０＜ｔ＜１时，ｙ″（ｘ）＜０，当ｔ＞１时，ｙ″（ｘ）＞０，故（１，４）也

是拐点
而当ｔ＝０时，对应点（０，０），由于曲线当ｘ＜０无定义，故（０，０）

不是拐点

４当ｘ＞０时，曲线ｙ＝ｘｓｉｎ１
ｘ

（　　）

（Ａ）有且仅有水平渐近线；
（Ｂ）有且仅有垂直渐近线；
（Ｃ）既有水平渐近线，也有垂直渐近线；
（Ｄ）水平渐近线和垂直渐近线都没有
解　选Ａ

因为ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘｓｉｎ１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞

ｓｉｎ１
ｘ

１
ｘ

＝１，

故ｙ＝１是曲线的水平渐近线又因

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘｓｉｎ１
ｘ ＝０，
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所以曲线无垂直渐近线
５已知ｆ（ｘ）＝（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－３）（ｘ－４），则方程ｆ′（ｘ）＝

０有 （　　）
（Ａ）分别位于区间（１，２），（２，３），（３，４）内的三个实根；
（Ｂ）ｘ１ ＝１，ｘ２ ＝２，ｘ３ ＝３，ｘ４ ＝４四个实根；
（Ｃ）分别位于区间（０，１）（１，２）（２，３）（３，４）内的四个实根；
（Ｄ）分别位于区间（１，２），（１，３），（１，４）内的三个实根
解　选Ａ
因为ｆ（ｘ）为多项式，它在（－∞，＋∞）上连续并且可导，且满足：

ｆ（１）＝ｆ（２）＝ｆ（３）＝ｆ（４）＝０

在区间［１，２］，［２，３］，［３，４］上分别运用罗尔定理，得方程

ｆ′（ｘ）＝０在区间（１，２），（２，３），（３，４）内各有一个实根

二、填空题

１若ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｔ１＋１（ ）ｘ
２ｔｘ

，则ｆ′（ｔ）＝　　　　

解　应填（２ｔ＋１）ｅ２ｔ

ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｔ１＋１（ ）ｘ
２ｔｘ

＝ｔｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１（ ）ｘ［ ］ｘ ２ｔ

＝ｔｅ２ｔ，

ｆ′（ｔ）＝ｅ２ｔ＋２ｔｅ２ｔ＝ （２ｔ＋１）ｅ２ｔ
２ｆ（ｘ）＝ｘ４－２ｘ３＋１在ｘ０ ＝２处的泰勒展开式为　　　　
解　ｆ（ｘ）＝１＋８（ｘ－２）＋１２（ｘ－２）２＋６（ｘ－２）３＋（ｘ－２）４
因为 　 ｆ（２）＝１，ｆ′（２）＝ （４ｘ３－６ｘ２）｜ｘ＝２ ＝８，

ｆ″（２）＝ （１２ｘ２－１２ｘ）｜ｘ＝２ ＝２４，

ｆ（２）＝ （２４ｘ－１２）｜ｘ＝２ ＝３６，

ｆ（４）（２）＝２４，ｎ＞４，ｆ（ｎ）（ｘ）＝０，

所以　ｆ（ｘ）＝ｆ（２）＋ｆ′（２）（ｘ－２）＋１
２！ｆ″

（２）（ｘ－２）２

＋１
３！ｆ

（２）（ｘ－２）３＋１
４！ｆ

（４）（２）（ｘ－２）４
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＝１＋８（ｘ－２）＋１２（ｘ－２）２＋６（ｘ－２）３＋（ｘ－２）４
３当ｘ→０时，ｅｓｉｎｘ－ｅｘ是ｘ的　　　　阶无穷小
解　３

ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｓｉｎｘ－ｅｘ

ｘｋ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ（ｅｓｉｎｘ－ｘ－１）
ｘｋ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅｓｉｎｘ－ｘ－１
ｘｋ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ
ｘｋ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｋｘｋ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
２ｘ

２

ｋｘｋ－１
ｋ＝


３ １
６

４设ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎｘ
ｘ

（ｘ＜０），

０ （ｘ＝０），

２ｘ２－２ （０＜ｘ≤１），
ｘ （ｘ＞１

烅

烄

烆 ），
则ｆ（ｘ）的间断点为　　　　，它们的类型为　　　　　　
解　ｘ＝０，ｘ＝１；第一类跳跃间断点
在点ｘ＝０处，ｆ（０＋０）＝－２，ｆ（０－０）＝１，ｆ（０＋０）≠ｆ（０－０），

故ｘ＝０为第一类跳跃间断点
在点ｘ＝１处，ｆ（１＋０）＝１，ｆ（１－０）＝０，ｆ（１＋０）≠ｆ（１－０），

故ｘ＝１为第一类跳跃间断点
５设ｙ＝ｌｎ（１＋ｘｘ），则ｄｙ＝　　　　　　

解　应填ｘ
ｘ（１＋ｌｎｘ）
１＋ｘｘ ｄｘ

ｄｙ＝ｙ′（ｘ）ｄｘ＝ ［ｌｎ（１＋ｘｘ）］′ｄｘ

＝
（１＋ｘｘ）′
１＋ｘｘ ｄｘ＝ｘｘ（１＋ｌｎｘ）

１＋ｘｘ ｄｘ

三、１用极限定义证明ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ（ｘ２＋槡 １－ｘ）＝ １
２

证　由 ｘ（ｘ２＋槡 １－ｘ）－１
２ ＝

ｘ
ｘ２＋槡 １＋ｘ

－１
２ ＝

·２２１·



１
２（ｘ２＋槡 １＋ｘ）２ ≤ １

２（２ｘ）２ ＝ １
８ｘ２ ＜ １

ｘ２ ＜ε，得ｘ＞ １
槡ε

，所以

ε＞０，Ｘ＝１
槡ε

＞０，当ｘ＞Ｘ时，有 ｘ（ｘ２＋槡 １－ｘ）－１
２ ＜ε，

即 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ（ｘ２＋槡 １－ｘ）＝ １
２

２计算ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）２ｘ－１
ｘ２ 

解　ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）２ｘ－１
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｅ２ｘｌｎ（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）－１
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘｌｎ（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

２ｌｎ（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ－１）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
２（－ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ）＝２

点评　解题中第二个等号是用了：当ｕ→０时，ｅｕ－１与ｕ为等价
无穷小；第四个等号是用了：当ｕ→０时，ｌｎ（１＋ｕ）与ｕ为等价无穷小

３计算ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｓｉｎ２ｘ－１

ｘ（ ）２ 

解　ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｓｉｎ２ｘ－１

ｘ（ ）２ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２－ｓｉｎ２ｘ
ｘ２ｓｉｎ２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ＋ｓｉｎｘ
ｘ

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３

＝２ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３ ＝２ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
３ｘ２

＝ ２
３ｌｉｍ

ｘ→０

１
２ｘ

２

ｘ２ ＝ １
３

点评　“∞－∞”型不定式，是分式减分式，首先应通分，化为“０
０

”

型不定式

四、１设ｙ＝ｆ（ｘ２）＋ｌｎｆ（ｘ），其中ｆ（ｘ）＞０，且ｆ″（ｘ）存在，求ｙ″

解　ｙ′＝ｆ′（ｘ２）·２ｘ＋ １
ｆ（ｘ）ｆ′（ｘ），
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ｙ″＝２ｆ′（ｘ２）＋４ｘ２ｆ″（ｘ２）＋ｆ″（ｘ）ｆ（ｘ）－［ｆ′（ｘ）］２
ｆ２（ｘ） 

２设方程ｘ３＋ｙ３－３ｘ＋６ｙ＝２确定了ｙ是ｘ的函数，求ｙ（ｘ）
所表示的曲线在ｘ＝２处的曲率
解　由ｘ＝２代入方程，得ｙ＝０
方程两边对ｘ求一阶导数，得

３ｘ２＋３ｙ２ｙ′－３＋６ｙ′＝０，

将ｘ＝２，ｙ＝０代入，得ｙ′（２）＝－３
２

方程两边再求一次导数，得６ｘ＋６ｙｙ′２＋３ｙ２ｙ″＋６ｙ″＝０，
将ｘ＝２，ｙ＝０，ｙ′（２）代入，得ｙ″（ｘ）＝－２

故曲线在ｘ＝２处的曲率Ｋ｜ｘ＝２ ＝ ｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）３／２ ＝ １６

１３３／２

点评　在曲率公式中，需计算ｙ′（２）与ｙ″（２），而不需计算导函数

ｄｙ
ｄｘ

，ｄ
２ｙ

ｄｘ２

３求曲线ｒ＝ａｓｉｎ２θ（ａ为常数）在θ＝ π
４
处的切线及法线方程

解　设
ｘ＝ａｓｉｎ２θｃｏｓθ，

ｙ＝ａｓｉｎ２θｓｉｎθ｛ ，　则

ｄｙ
ｄｘ θ＝π

４＝
２ａｃｏｓ２θｓｉｎθ＋ａｓｉｎ２θｃｏｓθ
２ａｃｏｓ２θｃｏｓθ－ａｓｉｎ２θｓｉｎθ θ＝π

４
＝－１

当θ＝ π
４
时，ｘ＝槡２

２ａ
，ｙ＝槡２

２ａ
，

故所求的切线方程为ｙ－槡２
２ａ＝－ ｘ－槡２

２（ ）ａ ，即ｘ＋ｙ＝槡２ａ，所求的

法线方程为ｙ－槡２
２ａ＝ｘ－槡２

２ａ
，即ｙ－ｘ＝０

点评　曲线由极坐标方程ｒ＝ｒ（θ）给出，它在某点处的切线斜率
不是ｒ′（θ０）

·４２１·



五、设ｆ（ｘ）＝

ａ（１＋槡 ｘ－１）
ｘ

（ｘ＜０），

１ （ｘ＝０），

ｂｅ－１
ｘ ＋（ ）２＋ｃｌｎ（１＋ｘ） （ｘ＞０

烅

烄

烆 ），
试确定常数ａ，ｂ，ｃ，使ｆ（ｘ）在０点连续且可导

解　ｆ（０－０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ａ（１＋槡 ｘ－１）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

１
２ａｘ

ｘ ＝ａ
２
，

ｆ（０＋０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

［ｂ（ｅ－１
ｘ ＋２）＋ｃｌｎ（１＋ｘ）］＝２ｂ

又ｆ（０）＝１，由ｆ（０－）＝ｆ（０＋）＝ｆ（０）可得ａ＝２，ｂ＝１
２

因为ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
２
（ｅ－１

ｘ ＋２）＋ｃｌｎ（１＋ｘ）－１

ｘ ＝ｃ，

ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

２（１＋槡 ｘ－１）
ｘ －１

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０－

２（１＋槡 ｘ－１）－ｘ
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

１
１＋槡 ｘ

－１

２ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０－

１－ １＋槡 ｘ
２ｘ １＋槡 ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

－１
２ｘ

２ｘ １＋槡 ｘ
＝－１

４
，

所以当ａ＝２，ｂ＝ １
２
，ｃ＝－１

４
时，函数在ｘ＝０处连续且可导

点评　函数ｆ（ｘ）在ｘ０连续，必须满足ｆ（ｘ０＋０）＝ｆ（ｘ０－０）＝
ｆ（ｘ０）；在ｘ０可导必须ｆ′＋（ｘ０）＝ｆ′－（ｘ０）

六、证明不等式ａｂ≤ａｐ

ｐ＋ｂｑ

ｑ
，其中ａ，ｂ，ｐ，ｑ都是正数，且ｐ，ｑ满足
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１
ｐ＋１

ｑ ＝１

证　方法１　不妨设ａ≤ｂ

设ｆ（ｘ）＝ａｐ

ｐ ＋ｘｑ

ｑ －ａｘ　（ｘ≥０），

则ｆ′（ｘ）＝ｘｑ－１－ａ，令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝ａ
１

ｑ－１为唯一驻点

因为 ｆ″（ｘ）＝ （ｑ－１）ｘｑ－２ ＞０，

所以　　ｆ（ａ
１

ｑ－１）＝ａｐ

ｐ ＋１
ｑａ

ｑ
ｑ－１－ａ１＋ １

ｑ－１ ＝ａｐ

ｐ ＋ａｐ

ｑ －ａｐ ＝０

是ｆ（ｘ）的最小值即当ｘ≥０时，ｆ（ｘ）≥０，故ｆ（ｂ）≥０，因此

ａｐ

ｐ ＋ｂｑ

ｑ ≥ａｂ

方法２　令ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ（ｘ＞０），则ｆ′（ｘ）＝１
ｘ

，ｆ″（ｘ）＝－１
ｘ２＜０，

所以函数ｆ（ｘ）为上凸函数，即对

ｘ１，ｘ２（ｘ１ ≠ｘ２ ）及α∈ （０，１），

有 αｆ（ｘ１）＋（１－α）ｆ（ｘ２）≤ｆ（αｘ１＋（１－α）ｘ２），

取 α＝ １
ｐ

，１－α＝ １
ｑ

，ｘ１ ＝ａｐ，ｘ２ ＝ｂｑ，

１
ｐｌｎａ

ｐ＋１
ｑｌｎｂ

ｑ ≤ｌｎ １
ｐａ

ｐ＋１
ｑｂ（ ）ｑ ，

而 １
ｐｌｎａ

ｐ＋１
ｑｌｎｂ

ｑ ＝ｌｎａ＋ｌｎｂ＝ｌｎａｂ，

故 ｌｎａｂ≤ｌｎａｐ

ｐ ＋ｂｑ（ ）ｑ
，

即得 ａｂ≤ａｐ

ｐ ＋ｂｑ

ｑ

点评　本题证法是利用了函数的最小值或凸函数法也可用函数
的单调性来证明读者可自己试完成　
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七、全面研究函数ｙ＝
（ｘ＋１）３
（ｘ－１）２

的性态，并作图

已知ｙ′＝
（ｘ＋１）２（ｘ－５）

（ｘ－１）３
，ｙ″＝６（ｘ＋１）

（ｘ－１）４［ ］

解　函数的定义域为（－∞，１）∪（１，＋∞）
令ｙ′＝０，解得ｘ＝－１，ｘ＝５；令ｙ″＝０，解得ｘ＝－１列表

如下：

ｘ （－∞，－１） －１ （－１，１）（１，５） ５ （５，＋∞）

ｙ′ ＋ ０ ＋ － ０ ＋

ｙ″ － ０ ＋ ＋ ＋ ＋

ｙ＝ｆ（ｘ）
单调增
上凸

拐点
（－１，０）

单调增
下凸
单调减
下凸

极小值

ｙ（５）＝２７
２

单调增
下凸

　　渐近线：因为

　ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ＋１）３
（ｘ－１）２ ＝＋∞，

所以ｘ＝１为垂直渐近线

因为ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｘ ＝

ｌｉｍ
ｘ→∞

（ｘ＋１）３
ｘ（ｘ－１）２ ＝１＝ａ，

ｌｉｍ
ｘ→∞

［ｆ（ｘ）－ａｘ］＝

ｌｉｍ
ｘ→∞

（ｘ＋１）３
（ｘ－１）２－［ ］ｘ ＝

ｌｉｍ
ｘ→∞

５ｘ２＋２ｘ＋１
（ｘ－１）２ ＝５，

所以ｙ＝ｘ＋５为斜渐近线

八、１设数列｛ｘｎ｝满足ｘｎ ＞０，且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ

ｘｎ－１
＝ｒ＜１，试证ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝０

证　因为ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘｎ

ｘｎ－１
＝ｒ＜１，由极限定义可取ε＝１－ｒ

２
，Ｎ，当
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ｎ＞Ｎ时，

ｘｎ

ｘｎ－１
－ｒ ＜１－ｒ

２
，即０＜ ｘｎ

ｘｎ－１
＜１＋ｒ

２ ＜１，

所以当ｎ＞Ｎ时，０＜ｘｎ ＜１＋ｒ
２ ｘｎ－１，于是推得

０＜ｘｎ＋Ｎ ＜１＋ｒ
２ ｘｎ＋Ｎ－１ ＜ １＋ｒ（ ）２

２

ｘｎ＋Ｎ－２ ＜…＜ １＋ｒ（ ）２
ｎ

ｘＮ

因为ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｒ（ ）２
ｎ

ｘＮ ＝０，由夹逼定理可得ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝０

点评　正数列｛ｘｎ｝满足ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ

ｘｎ－１
＝ｒ＜１，｛ｘｎ｝是单调减数列是容

易的 而此题的关键是能得到０＜ｘｎ＋Ｎ ＜ １＋ｒ（ ）２
ｎ

ｘＮ，其中

ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｒ（ ）２
ｎ

＝０

２ 对任意ｘ ≥０，试证：存在θ（ｘ），满足 ｘ＋槡 １－ 槡ｘ ＝
１

２ ｘ＋θ（ｘ槡 ）
，且１

４ ≤θ（ｘ）≤ １
２

证　令ｆ（ｔ）＝槡ｔ在区间［ｘ，ｘ＋１］上运用拉格朗日定理，得

　　　　ｆ（ｘ＋１）－ｆ（ｘ）＝ ｘ＋槡 １－槡ｘ

＝ １
２ｘ＋θ（ｘ槡 ）　

（０＜θ（ｘ）＜１），

即有２ｘ＋θ（ｘ槡 ）＝ｘ＋槡 １＋槡ｘ，解得θ（ｘ）＝１
４＋１

２
［ｘ（ｘ＋１槡 ）－ｘ］

当ｘ＞０时，ｘ（ｘ＋１槡 ）－ｘ＝ ｘ
ｘ（ｘ＋１槡 ）＋ｘ

＝ １

１＋ １＋１槡 ｘ

单调增，故θ（ｘ）单调增又ｌｉｍ
ｘ→０＋

θ（ｘ）＝ １
４
，

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

θ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
４＋１

２
ｘ

ｘ（ｘ＋１槡 ）＋（ ）［ ］ｘ ＝ １
２
，
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所以 １
４ ≤θ（ｘ）≤ １

２

点评　其中ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｘ
ｘ（ｘ＋１槡 ）＋ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１

１＋１槡 ｘ＋１
＝ １

２
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试　卷　（十）
　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期末试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１ｆ（ｘ）在ａ连续，且ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
（ｘ－ａ）ｍ ＝ｃ＞０，其中ｍ是偶数，

则 （　　）
（Ａ）ａ是ｆ（ｘ）的极大值点；
（Ｂ）ａ是ｆ（ｘ）的极小值点；
（Ｃ）ａ不是ｆ（ｘ）的极值点；
（Ｄ）不能判别ａ是否是ｆ（ｘ）的极值点
２ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）均为恒不为零的可微函数，且ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－

ｇ′（ｘ）ｆ（ｘ）＞０，则当ｘ＞ａ时，成立不等式 （　　）
（Ａ）ｆ（ｘ）ｇ（ａ）＞ｆ（ａ）ｇ（ｘ）； （Ｂ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞ｆ（ａ）ｇ（ａ）；
（Ｃ）ｆ（ａ）ｇ（ｘ）＞ｆ（ｘ）ｇ（ａ）； （Ｄ）ｆ（ａ）ｇ（ａ）＞ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）

３函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
１＋ｘ２槡 ｎ在（－∞，＋∞）连续且 （　　）

（Ａ）处处可导； （Ｂ）仅有一个不可导点；
（Ｃ）仅有两个不可导点； （Ｄ）至少有三个不可导点

４∫
１

－１

１＋ｘｓｉｎ２ｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＝ （　　）

（Ａ）π
４
； （Ｂ）π

２
； （Ｃ）π； （Ｄ）０

５微分方程ｙ″－２ｙ′＝ｘｅ２ｘ的特解形式可设为 （　　）
（Ａ）（ａｘ＋ｂ）ｅ２ｘ ； （Ｂ）ｘ（ａｘ＋ｂ）；
（Ｃ）ｘ（ａｘ＋ｂ）ｅ２ｘ； （Ｄ）ａｘｅ２ｘ
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二、填空题（每题３分，共１５分）

１ｆ（ｘ）＝
ｌｎ（１＋ａｘｂ） （ｘ≥０），

ｅｘ２ －１
ｓｉｎ２ｘ

（ｘ＜０
烅
烄

烆
）
在ｘ ＝０可导，则ａ ＝

　　　　，ｂ＝ 　　　　

２设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程ｙ＝∫
２ｘ＋ｙ

０
ｓｉｎｔ２ｄｔ－∫

ｘ２

０
ｅ－槡ｔｄｔ（其中

ｘ＞０）所确定，则其导数ｄｙ
ｄｘ＝ 　　　　

３∫
２

０
ｘ４ ４－ｘ槡 ２ｄｘ＝ 　　　　

４ｘ→０时，∫
ｘ３

０
ｓｉｎ３

槡ｔｄｔ是βｘα的等阶无穷小，则α＝ 　　　　，

β＝ 　　　　　

５ｆ（ｘ）为连续函数，Ｆ（ｘ）＝∫
２ｘ

０
ｆ（ｘ＋ｔ）ｄｔ，则Ｆ′（ｘ）＝　　　　

三、计算下列积分（每题６分，共１８分）

１∫ｘ（ｅｘ＋ｌｎ２ｘ）ｄｘ

２∫
π

０

ｄｘ
２＋ｃｏｓｘ

３∫
＋∞

槡２

ｄｘ
ｘ ｘ４＋ｘ２－槡 １



四、解下列方程（每题７分，共１４分）

１（ｘｙ－ｘ２）ｙ′＝ｙ２
２ｙ″＋２ｙ′＋２ｙ＝４ｅｘｓｉｎｘ

五、（每题７分，共１４分）

１设ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－２ｘ２∫
ｅ

１

ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ，求ｆ（ｘ）
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２设ｆ２（ｘ）＝２∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）１＋ｆ′２（ｔ槡 ）ｄｔ－２ｘ，求ｆ（ｘ）

六、应用题（１８分）

１（１０分）求心脏线ｒ＝ａ（１＋ｃｏｓθ）（ａ＞０）上对应０≤θ≤π
２

的弧线段的长度，且求该弧段与射线θ＝０及θ＝ π
２
所围图形绕极轴

旋转所得旋转体的体积
２（８分）Ｄ是由抛物线ｙ＝２ｘ（２－ｘ）与ｘ轴所围成的区域，直

线ｙ＝ｋｘ将区域Ｄ分为面积相等的两部分，求ｋ的值

七、（６分）求极限ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｉ＝１

ｎ
ｎ２＋ｉ２＋ｉ



试卷（十）考核内容分值表

考核内容 微分中值定理和导数的应用 一元函数积分学 微分方程

分值 １２ ７１ １７

·２３１·



试卷（十）详解

一、选择题

１ｆ（ｘ）在ａ连续，且ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
（ｘ－ａ）ｍ ＝ｃ＞０，其中ｍ是偶数，

则 （　　）
（Ａ）ａ是ｆ（ｘ）的极大值点；
（Ｂ）ａ是ｆ（ｘ）的极小值点；
（Ｃ）ａ不是ｆ（ｘ）的极值点；
（Ｄ）不能判别ａ是否是ｆ（ｘ）的极值点
解　选Ｂ

因为ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
（ｘ－ａ）ｍ ＝ｃ＞０，由极限的保号性可知：在ａ的邻域

内ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
（ｘ－ａ）ｍ ＞０，当ｍ为偶数时，有ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）＞０，故ｘ＝ａ是

ｆ（ｘ）的极小值点
２ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）均为恒不为零的可微函数，且ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－

ｇ′（ｘ）ｆ（ｘ）＞０，则当ｘ＞ａ时，成立不等式 （　　）
（Ａ）ｆ（ｘ）ｇ（ａ）＞ｆ（ａ）ｇ（ｘ）； （Ｂ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＞ｆ（ａ）ｇ（ａ）；
（Ｃ）ｆ（ａ）ｇ（ｘ）＞ｆ（ｘ）ｇ（ａ）； （Ｄ）ｆ（ａ）ｇ（ａ）＞ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）
解　选Ａ

由 ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ（ ））′＝ｆ′（ｘ）ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）ｇ′（ｘ）

ｇ２（ｘ） ＞０可知函数Ｆ（ｘ）＝

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）单调增加，当ｘ＞ａ时，Ｆ（ｘ）＞Ｆ（ａ），即ｆ（ｘ）

ｇ（ｘ）＞ｆ（ａ）
ｇ（ａ），亦即

ｆ（ｘ）ｇ（ａ）＞ｆ（ａ）ｇ（ｘ）

３函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
１＋ｘ２槡 ｎ在（－∞，＋∞）连续且 （　　）

·３３１·



（Ａ）处处可导； （Ｂ）仅有一个不可导点；
（Ｃ）仅有两个不可导点； （Ｄ）至少有三个不可导点
解　选Ｃ

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
１＋ｘ２槡 ｎ ＝

１ （｜ｘ｜≤１），

ｘ２ （｜ｘ｜＞１｛ ），

当ｘ≠±１时，函数可导
在点ｘ＝－１处，ｆ′＋（－１）＝０，ｆ′－（－１）＝－２；
在点ｘ＝１处，ｆ＋ （１）＝２，ｆ′－（１）＝０；

故函数ｆ（ｘ）仅在ｘ＝±１处不可导

４∫
１

－１

１＋ｘｓｉｎ２ｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＝ （　　）

（Ａ）π
４
； （Ｂ）π

２
； （Ｃ）π； （Ｄ）０

解　选Ｂ

因为ｘｓｉｎ
２ｘ

１＋ｘ２ 为奇函数，故

∫
１

－１

１＋ｘｓｉｎ２ｘ
１＋ｘ２ ｄｘ＝２∫

１

０

１
１＋ｘ２ｄｘ＝２ａｒｃｔａｎｘ

１

０
＝ π

２

５微分方程ｙ″－２ｙ′＝ｘｅ２ｘ的特解形式可设为 （　　）
（Ａ）（ａｘ＋ｂ）ｅ２ｘ ； （Ｂ）ｘ（ａｘ＋ｂ）；
（Ｃ）ｘ（ａｘ＋ｂ）ｅ２ｘ； （Ｄ）ａｘｅ２ｘ
解　选Ｃ
方程中非齐次项ｆ（ｘ）＝Ｐ１（ｘ）ｅ２ｘ，当２是特征根时，应设

ｙ ＝ｘＱ１（ｘ）ｅ２ｘ，即设ｙ ＝ｘ（ａｘ＋ｂ）ｅ２ｘ

二、填空题

１ｆ（ｘ）＝
ｌｎ（１＋ａｘｂ） （ｘ≥０），

ｅｘ２ －１
ｓｉｎ２ｘ

（ｘ＜０
烅
烄

烆
）
在ｘ ＝０可导，则ａ ＝

　　　　，ｂ＝ 　　　　
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解　１
２
，１

ｆ′－ （０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｅｘ２ －１
ｘｓｉｎ２ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ２

２ｘ２ ＝ １
２

；

ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ａｘｂ）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ａｘｂ

ｘ ＝ａ（仅当ｂ＝１）

ｆ′－（０）＝ｆ′＋（０），故ａ＝ １
２
，ｂ＝１

２设函数ｙ＝ｙ（ｘ）由方程

ｙ＝∫
２ｘ＋ｙ

０
ｓｉｎｔ２ｄｔ－∫

ｘ２

０
ｅ－槡ｔｄｔ（其中ｘ＞０）

所确定，则其导数ｄｙ
ｄｘ＝ 　　　　

解　２ｓｉｎ（２ｘ＋ｙ）２－２ｘｅ－ｘ

１－ｓｉｎ（２ｘ＋ｙ）２ 

方程两边对ｘ求导：ｙ′＝ｓｉｎ（２ｘ＋ｙ）２·（２＋ｙ′）－ｅ－ｘ·２ｘ，解得

ｄｙ
ｄｘ＝ｙ′＝２ｓｉｎ（２ｘ＋ｙ）２－２ｘｅ－ｘ

１－ｓｉｎ（２ｘ＋ｙ）２ 

３∫
２

０
ｘ４ ４－ｘ槡 ２ｄｘ＝ 　　　　

解　２π
令ｘ＝２ｓｉｎｔ，

∫
２

０
ｘ４ ４－ｘ槡 ２ｄｘ＝∫

π
２

０
（２ｓｉｎｔ）４·２ｃｏｓｔ·２ｃｏｓｔｄｔ

·５３１·



＝２６∫
π
２

０
ｓｉｎ４ｔ（１－ｓｉｎ２ｔ）ｄｔ

＝２６× ３×１
４×２－５×３×１

６×４×［ ］２ ×π
２ ＝２π

４ｘ→０时，∫
ｘ３

０
ｓｉｎ３

槡ｔｄｔ是βｘα的等阶无穷小，则α＝ 　　　　，

β＝ 　　　　　

解　４，３
４

由　ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ３

０
ｓｉｎ３

槡ｔｄｔ

βｘα ＝ｌｉｍ
ｘ→０

３ｘ２ｓｉｎｘ
αβｘα－１ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

３ｘ３

αβｘα－１ ＝１

可知α－１＝３，αβ＝３，故α＝４，β＝ ３
４

５ｆ（ｘ）为连续函数，Ｆ（ｘ）＝∫
２ｘ

０
ｆ（ｘ＋ｔ）ｄｔ，则Ｆ′（ｘ）＝　　　　

解　３ｆ（３ｘ）－ｆ（ｘ）

令ｘ＋ｔ＝ｕ，则Ｆ（ｘ）＝∫
３ｘ

ｘ
ｆ（ｕ）ｄｕ，

Ｆ′（ｘ）＝３ｆ（３ｘ）－ｆ（ｘ）

三、计算下列积分

１∫ｘ（ｅｘ＋ｌｎ２ｘ）ｄｘ

解　∫ｘ（ｅｘ＋ｌｎ２ｘ）ｄｘ＝∫ｘｅｘｄｘ＋１
２∫ｌｎ２ｘｄｘ２

＝ｘｅｘ－ｅｘ＋１
２ｘ

２ｌｎ２ｘ－１
２∫ｘ２ｄ（ｌｎ２ｘ）

＝ｘｅｘ－ｅｘ＋１
２ｘ

２ｌｎ２ｘ－１
２∫ｌｎｘｄｘ２

＝ｘｅｘ－ｅｘ＋１
２ｘ

２ｌｎ２ｘ－１
２ｘ

２ｌｎｘ＋１
２∫ｘｄｘ

＝ｘｅｘ－ｅｘ＋１
２ｘ

２ｌｎ２ｘ－１
２ｘ

２ｌｎｘ＋１
４ｘ

２＋Ｃ．
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点评　利用分部积分公式：当被积函数是指数函数与幂函数相乘
时，幂函数作为ｕ（ｘ）；当被积函数是幂函数与对数函数相乘时，对数函
数作为ｕ（ｘ）

２∫
π

０

ｄｘ
２＋ｃｏｓｘ

解　令ｕ＝ｔａｎｘ
２
，则

∫
π

０

ｄｘ
２＋ｃｏｓｘ＝∫

＋∞

０

２ｄｕ
３＋ｕ２ ＝ ２

槡３
ａｒｃｔａｎｕ

槡３

＋∞

０
＝ π

槡３


点评　此题用了三角有理式积分的万能代换

３∫
＋∞

槡２

ｄｘ
ｘ ｘ４＋ｘ２－槡 １



解　∫
＋∞

槡２

ｄｘ
ｘ ｘ４＋ｘ２－槡 １

令ｘ２＝


ｕ

∫
＋∞

２

ｄｕ
２ｕ ｕ２＋ｕ－槡 １

令１
ｕ ＝


ｔ

－∫
０

１
２

ｄｔ
２ １＋ｔ－ｔ槡 ２

＝∫
１
２

０

ｄｔ

２ ５
４－ ｔ－（ ）１

２槡
２

＝ １
２ａｒｃｓｉｎ

２
槡５

ｔ－（ ）１
２

１
２

０
＝ １

２ａｒｃｓｉｎ
１
槡５



四、解下列方程

１（ｘｙ－ｘ２）ｙ′＝ｙ２

解　原方程可化为ｙ′＝ ｙ２

ｘｙ－ｘ２ ＝
ｙ（ ）ｘ

２

ｙ
ｘ －１



令ｙ＝ｘｕ，ｙ′＝ｕ＋ｘｄｕ
ｄｘ

，方程化为ｕ－１
ｕ ｄｕ＝ｄｘ

ｘ
，

ｕ－ｌｎｕ＝ｌｎｘ＋ｌｎＣ，ｕ＝ｌｎ（Ｃｕｘ）＝ｌｎＣｙ，ｙ
ｘ ＝ｌｎＣｙ，

故 Ｃｙ＝ｅ
ｙ
ｘ
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点评　此题是齐次方程ｙ′＝φ
ｙ（ ）ｘ 

２ｙ″＋２ｙ′＋２ｙ＝４ｅｘｓｉｎｘ
解 ｒ２＋２ｒ＋２＝０，ｒ１，２ ＝－１±ｉ，

ｙ＝ｅ－ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ）
因１±ｉ不是特征根，故可令ｙ ＝ｅｘ（Ａｃｏｓｘ＋Ｂｓｉｎｘ），

代入方程解得Ａ＝－１
２
，ｂ＝ １

２
，ｙ ＝ １

２ｅ
ｘ（ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ），

则方程的通解

ｙ＝ｙ＋ｙ ＝ｅ－ｘ（Ｃ１ｃｏｓｘ＋Ｃ２ｓｉｎｘ）＋１
２ｅ

ｘ （ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ）　

点评　二阶常系数线性非齐次方程ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ′＝ｆ（ｘ），当

ｆ（ｘ）＝ａｅαｘｓｉｎβｘ或ｆ（ｘ）＝ｂｅαｘｃｏｓβｘ或ｆ（ｘ）＝ｅαｘ（ａｓｉｎβｘ＋
ｂｃｏｓβｘ）时，可令ｙ ＝ｘｋｅαｘ（Ａｓｉｎβｘ＋Ｂｃｏｓβｘ）；若α±ｉβ不是特征
根，取ｋ＝０；若α±ｉβ是特征根，取ｋ＝１本题α±ｉβ＝１±ｉ不是特
征根，故取ｋ＝０

五、１设ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－２ｘ２∫
ｅ

１

ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ，求ｆ（ｘ）

解　令∫
ｅ

１

ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＝Ａ，则ｆ（ｘ）

ｘ ＝ｌｎｘ
ｘ －２ｘＡ，

Ａ＝∫
ｅ

１

ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＝∫

ｅ

１

ｌｎｘ
ｘ －２（ ）Ａｘ ｄｘ

＝ １
２ｌｎ

２ｘ－Ａｘ（ ）２
ｅ

１

＝ １
２－Ａ（ｅ２－１），

得Ａ＝ １
２ｅ２，所以ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－１

ｅ２ｘ２

点评　定积分∫
ｅ

１

ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ是数值，故解题中设∫

ｅ

１

ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＝Ａ，若

∫
ｘ

１

ｆ（ｔ）
ｔ ｄｔ是ｘ的函数，就不能设为常数
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２设ｆ２（ｘ）＝２∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）１＋ｆ′２（ｔ槡 ）ｄｔ－２ｘ，求ｆ（ｘ）

解　记ｆ（ｘ）＝ｙ，方程两边对ｘ求导，得

２ｙｙ′＝２ｙ １＋ｙ′槡 ２－２，即ｙｙ′＋１＝ｙ １＋ｙ′槡 ２，

２ｙｙ′＋１＝ｙ２，（ｙ２）′－ｙ２ ＝－１，

ｙ２ ＝ｅ∫ｄｘ∫－１·ｅ∫－１ｄｘｄｘ＋（ ）Ｃ ＝ｅｘ（ｅ－ｘ＋Ｃ）＝Ｃｅｘ＋１

由ｙ（０）＝０可得Ｃ＝－１，故ｆ（ｘ）＝ １－ｅ槡 ｘ

点评　∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）１＋ｆ′２（ｔ槡 ）ｄｔ是ｘ的函数，不能像上题那样设为常

数，故两边求导后得贝努利方程或可分离变量方程

六、应用题

１求心脏线ｒ＝ａ（１＋ｃｏｓθ）（ａ＞０）上对应０≤θ≤π
２
的弧线

段的长度，且求该弧段与射线θ＝０及θ＝ π
２
所围图形绕极轴旋转所

得旋转体的体积

解　弧长ｓ＝∫
π
２

０
ｒ２＋ｒ′槡 ２ｄθ

＝∫
π
２

０
ａ２（１＋ｃｏｓθ）２＋ａ２ｓｉｎ２槡 θｄθ

＝∫
π
２

０
２ａｃｏｓθ

２ｄθ＝４ａｓｉｎθ
２

π
２

０
＝ 槡２ ２ａ

又曲线的参数方程为
ｘ＝ａ（１＋ｃｏｓθ）ｃｏｓθ，

ｙ＝ａ（１＋ｃｏｓθ）ｓｉｎθ｛ ，
旋转体的体积

Ｖ ＝∫
２ａ

０
πｙ２ｄｘ＝∫

０

π
２
πａ２（１＋ｃｏｓθ）２ｓｉｎ２θｄａ（１＋ｃｏｓθ）ｃｏｓθ

＝∫
０

π
２
πａ３（１＋ｃｏｓθ）２ｓｉｎ２θ（１＋２ｃｏｓθ）ｄ（ｃｏｓθ）

令ｃｏｓθ＝


ｕ

∫
１

０
πａ３（１＋ｕ）２（１－ｕ２）（２ｕ＋１）ｄｕ
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＝πａ３∫
１

０
（１＋４ｕ＋４ｕ２－２ｕ３－５ｕ４－２ｕ５）ｄｕ

＝πａ３ ｕ＋２ｕ２＋４
３ｕ

３－１
２ｕ

４－ｕ５－１
３ｕ（ ）６

１

０
＝ ５

２πａ３

点评　当θ＝０时，ｘ＝２ａ，θ＝π
２
时，ｘ＝０，故旋转体体积Ｖ＝

∫
２ａ

０
πｙ２ｄｘ，由定积分换元公式得

Ｖ ＝∫
０

π
２
πａ２（１＋ｃｏｓθ）２ｓｉｎ２θ·ｄ（ａ（１＋ｃｏｓθ）ｃｏｓθ）

２Ｄ是由抛物线ｙ＝２ｘ（２－ｘ）与ｘ
轴所围成的区域，直线ｙ＝ｋｘ将区域Ｄ分
为面积相等的两部分，求ｋ的值
解　设直线与抛物线除了原点外的另

一个交点为（ｃ，ｋｃ）如图所示，
Ｓ１ ＝Ｓ２，故

２Ｓ１ ＝２∫
ｃ

０
（４ｘ－２ｘ２－ｋｘ）ｄｘ＝∫

２

０
（４ｘ－２ｘ２）ｄｘ，

得 ２２ｘ２－２
３ｘ

３－１
２ｋｘ（ ）２

ｃ

０
＝ ２ｘ２－２

３ｘ（ ）３
２

０
＝ ８

３
，

所以 ２ｃ２－２
３ｃ

３－１
２ｋｃ

２ ＝ ４
３

又因为ｋｃ＝２ｃ（２－ｃ），即ｋ＝４－２ｃ，代入上式得ｃ＝
３
槡４，因此

ｋ＝４－２３
槡４

七、求极限ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｉ＝１

ｎ
ｎ２＋ｉ２＋ｉ



解　∑
ｎ

ｉ＝１

ｎ
ｎ２＋ｉ２＋ｉ

＝∑
ｎ

ｉ＝１

１

１＋ ｉ（ ）ｎ
２

＋ｉ
ｎ２

１
ｎ
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＝∑
ｎ－１

ｉ＝０

１

１＋ ｉ（ ）ｎ
２

＋ｉ
ｎ２

１
ｎ＋ １

２＋１
ｎ

１
ｎ－１

ｎ

设ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｘ２，ｆ（ｘ）是连续函数，利用定积分的定义，将

［０，１］区间ｎ等分，在子区间 ｉ
ｎ

，ｉ＋１［ ］ｎ
上取ξｉ ＝ ｉ（ ）ｎ

２

＋ｉ
ｎ槡 ２，

于是

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｉ＝１

ｎ
ｎ２＋ｉ２＋ｉ＝ｌｉｍ

ｎ→∞ ∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｆ（ξｉ）１ｎ＋ １

２ｎ＋１－１（ ）ｎ

＝∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０

１
１＋ｘ２ｄｘ＝ π

４

点评　∫
１

０

１
１＋ｘ２ｄｘ＝ｌｉｍ

ｎ→∞ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）１ｎ

，取ξｉ＝ ｉ（ ）ｎ
２

＋ｉ
ｎ槡 ２

不是很容易想到的
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试　卷　（十一）
　　　　　　　　　　　　———第二学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１设非零向量ａ与ｂ不平行，ｃ＝ （ａ×ｂ）×ａ，则 （　　）

（Ａ）ｃ＝０； （Ｂ）（ｂ，ｃ）＜ π
２

；

（Ｃ）ｃ⊥ｂ； （Ｄ）（ｂ，ｃ）＞ π
２

２两个平行平面２ｘ－２ｙ＋ｚ－１＝０与４ｘ－４ｙ＋２ｚ＋３＝０之
间的距离为 （　　）

（Ａ）２； （Ｂ）１
６
； （Ｃ）４； （Ｄ）５

６

３设ｆ（ｘ，ｙ）＝ｅｘ＋ｙ ｘ
１
３（ｙ－１）

１
３ ＋ｙ

１
３（ｘ－１）［ ］

２
３ ，则在（０，１）

点处的两个偏导数ｆｘ（０，１）和ｆｙ（０，１）的情况为 （　　）
（Ａ）两个偏导数均不存在；

（Ｂ）ｆｘ（０，１）不存在，ｆｙ（０，１）＝ ４
３ｅ

；

（Ｃ）ｆｘ（０，１）＝ ｅ
３
，ｆｙ（０，１）＝ ４

３ｅ
；

（Ｄ）ｆｘ（０，１）＝ ｅ
３
，ｆｙ（０，１）不存在

４ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１，若ｆ（ｘ，ｘ２）＝ｘ３，ｆｘ（ｘ，ｘ２）＝ｘ２－２ｘ４，则

ｆｙ（ｘ，ｘ２）＝ （　　）
（Ａ）ｘ＋ｘ３ ； （Ｂ）２ｘ２＋２ｘ４ ；
（Ｃ）ｘ２＋ｘ５ ； （Ｄ）２ｘ＋２ｘ２
５设Ω１，Ω２为空间有界闭区域，Ω３＝Ω１∪Ω２，Ω４＝Ω１∩Ω２，

·２４１·



ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在Ω３ 上可积，则
Ω３

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ ＝
Ω１

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ＋


Ω２

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ的充要条件是 （　　）

（Ａ）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在Ω４是奇函数；
（Ｂ）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）≡０，（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ω４ ；
（Ｃ）Ω４的体积为零；

（Ｄ）
Ω４

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ ＝０

二、填空题（每题３分，共１５分）

１设空间两条直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ－１
λ
和ｘ＋１＝ｙ－１＝

ｚ相交，则λ＝ 　　　　

２设ｚ＝ｆ（ｘ２－ｙ２，φ（ｘｙ）），其中ｆ，φ可微，则ｘ
ｚ
ｘ－ｙｚ

ｙ＝

　　　　
３ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２ｙ３在点（１，－１）沿向量ｓ＝（３，－４）方向的方

向导数ｆ
ｓ＝ 　　　　

４使二重积分
Ｄ　

（４－４ｘ２－ｙ２）ｄσ达最大的平面闭区域Ｄ为　　

５设空间物体占区域Ω：４ｘ２＋ｙ２≤１（０≤ｚ≤１），其体密度函
数μ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ （１－ｙ）ｚ，则此空间物体的质量为　　　　　
三、（１０分）设方程ｅｙ＋ｚ－ｘｓｉｎｚ＝ｅ确定了点（ｘ，ｙ）＝（０，１）附近的

一个隐函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ），求ｚ
ｘ （０，１）

，ｚ
ｙ （０，１）

，２ｚ
ｘｙ （０，１）



四、（８分）求过直线Ｌ：ｘ＋１
１ ＝ｙ

２＝ｚ－１
－１
的平面Π，使它平行于直线

Ｌ′：ｘ－１
３ ＝ｙ－２

２ ＝ｚ－３
１ 
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五、计算下列各题（每题８分，共２４分）

１∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｓｉｎ３ｘｄｘ

２
Ｄ　

ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ，其中Ｄ：ｘ２＋ｙ２ ≤ａｘ（ａ＞０）

３用球面坐标计算


Ω　

（ｙ２＋ｚ２）ｄＶ，其中Ω：ｘ２＋ｙ槡 ２ ≤ｚ≤１＋ １－ｘ２－ｙ槡 ２

六、（１０分）求圆锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２与平面２ｚ－ｙ＝３所围成的立体的
表面积
七、（１０分）在曲面Ｓ：ｚ＝ｘ２＋２ｙ２上求一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），使它到平
面Π：ｘ－ｙ＋２ｚ＋６＝０的距离最短
八、（８分）设 Ｆ（ｘ，ｙ）可以表示为 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＝

ｓ（ｘ２＋ｙ槡 ２），其中ｆ，ｇ，ｓ都是ＲＲ上连续函数证明：Ｆ（ｘ，ｙ）＝
ＣｅＣ（ｘ２＋ｙ２），其中Ｃ，Ｃ为任意常数

试卷（十一）考核内容分值表

考核内容 向量和空间解析几何 多元函数微分学 多元函数积分学 综合题

分值 １７ ３２ ４３ ８
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试卷（十一）详解

一、选择题

１设非零向量ａ与ｂ不平行，ｃ＝ （ａ×ｂ）×ａ，则 （　　）

（Ａ）ｃ＝０； （Ｂ）（ｂ，ｃ）＜ π
２

；

（Ｃ）ｃ⊥ｂ； （Ｄ）（ｂ，ｃ）＞ π
２

解　选Ｂ
如下图所示：

　

因（ｂ，ｃ）＝θ＜ π
２
，故应选Ｂ

注：　若ａ⊥ｂ，则（ａ×ｂ）×ａ＝λｂ，（ｂ，ｃ）＝０
２两个平行平面２ｘ－２ｙ＋ｚ－１＝０与４ｘ－４ｙ＋２ｚ＋３＝０之

间的距离为 （　　）

（Ａ）２； （Ｂ）１
６
； （Ｃ）４； （Ｄ）５

６

解　选Ｄ
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在平面２ｘ－２ｙ＋ｚ－１＝０上取点Ｐ（０，０，１），则Ｐ（０，０，１）到
平面４ｘ－４ｙ＋２ｚ＋３＝０的距离

ｄ＝｜４×０－４×０＋２×１＋３｜
４２＋（－４）２＋２槡 ２

＝ ５
６

３设ｆ（ｘ，ｙ）＝ｅｘ＋ｙ ｘ
１
３（ｙ－１）

１
３ ＋ｙ

１
３（ｘ－１）［ ］

２
３ ，则在（０，１）

点处的两个偏导数ｆｘ（０，１）和ｆｙ（０，１）的情况为 （　　）
（Ａ）两个偏导数均不存在；

（Ｂ）ｆｘ（０，１）不存在，ｆｙ（０，１）＝ ４
３ｅ

；

（Ｃ）ｆｘ（０，１）＝ ｅ
３
，ｆｙ（０，１）＝ ４

３ｅ
；

（Ｄ）ｆｘ（０，１）＝ ｅ
３
，ｆｙ（０，１）不存在

解　选Ｃ
方法１　ｆｘ（ｘ，ｙ）＝ｅｘ＋ｙ ｘ

１
３（ｙ－１）

１
３ ＋ｙ

１
３（ｘ－１）［ ］２

３ ＋

ｅｘ＋ｙ １
３ｘ

－２
３（ｙ－１）

１
３ ＋２

３ｙ
１
３（ｘ－１）－［ ］１

３ ，

ｆｘ（０，１）＝ｅ－２
３ｅ＝ ｅ

３

　　ｆｙ（ｘ，ｙ）＝ｅｘ＋ｙ ｘ
１
３（ｙ－１）

１
３ ＋ｙ

１
３（ｘ－１）［ ］２

３

＋ｅｘ＋ｙ １
３ｘ

１
３（ｙ－１）－

２
３ ＋１

３ｙ
－２

３（ｘ－１）［ ］２
３ ，

　　ｆｙ（０，１）＝ｅ＋１
３ｅ＝ ４

３ｅ　　　　　　　　

方法２　 ｆ（ｘ，１）＝ｅｘ＋１（ｘ－１）
２
３，

ｆ′ｘ（ｘ，１）＝ｅｘ＋１（ｘ－１）
２
３ ＋２

３ｅ
ｘ＋１（ｘ－１）－

１
３，

ｆｘ（０，１）＝ｅ－２
３ｅ＝ ｅ

３

ｆ（０，ｙ）＝ｅｙｙ
１
３，ｆｙ（０，ｙ）＝ｅｙｙ

１
３ ＋１

３ｅ
ｙｙ－２

３′，
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ｆｙ（０，１）＝ｅ＋１
３ｅ＝ ４

３ｅ

４ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｃ１，若ｆ（ｘ，ｘ２）＝ｘ３，ｆｘ（ｘ，ｘ２）＝ｘ２－２ｘ４，则

ｆｙ（ｘ，ｘ２）＝ （　　）
（Ａ）ｘ＋ｘ３ ；　　　　　　　　（Ｂ）２ｘ２＋２ｘ４ ；
（Ｃ）ｘ２＋ｘ５ ；　　　　　　　　（Ｄ）２ｘ＋２ｘ２
解　选Ａ
ｆ（ｘ，ｘ２）＝ｘ３两边对ｘ求导：

ｆｘ（ｘ，ｘ２）＋ｆｙ（ｘ，ｘ２）·２ｘ＝３ｘ２，将ｆｘ（ｘ，ｘ２）＝ｘ２－２ｘ４代

入得　
ｘ２－２ｘ４＋２ｘｆｙ（ｘ，ｘ２）＝３ｘ２，故ｆｙ（ｘ，ｘ２）＝ｘ＋ｘ３
５设Ω１，Ω２为空间有界闭区域，Ω３＝Ω１∪Ω２，Ω４＝Ω１∩Ω２，

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在Ω３ 上可积，则
Ω３

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ ＝
Ω１

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ＋


Ω２

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ的充要条件是 （　　）

（Ａ）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在Ω４是奇函数；
（Ｂ）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）≡０，（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ω４ ；
（Ｃ）Ω４的体积为零；

（Ｄ）
Ω４

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ ＝０

解　选Ｄ

二、填空题

１设空间两条直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ－１
λ
和ｘ＋１＝ｙ－１＝

ｚ相交，则λ＝ 　　　　

解　５
４

因直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ－１
λ
过点Ｍ（１，－１，１），直线ｘ＋１＝
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ｙ－１＝ｚ过点Ｐ（－１，１，０），两条直线相交，则三个向量ｓ１，ｓ２，→ＭＰ共
面由

１ ２ λ
１ １ １
２ －２ １

＝０，解得λ＝ ５
４

２设ｚ＝ｆ（ｘ２－ｙ２，φ（ｘｙ）），其中ｆ，φ可微，则ｘ
ｚ
ｘ－ｙｚ

ｙ＝

　　　　
解　２（ｘ２＋ｙ２）ｆ１
　　　　ｚｘ ＝２ｘｆ１＋ｆ２·φ′（ｘｙ）·ｙ＝２ｘｆ１＋ｙφ′（ｘｙ）ｆ２，

　　　　ｚｙ ＝－２ｙｆ１＋ｘφ′（ｘｙ）ｆ２，

ｘｚ
ｘ－ｙｚ

ｙ＝２ｘ２ｆ１＋ｘｙφ′（ｘｙ）ｆ２＋２ｙ２ｆ１－ｘｙφ′（ｘｙ）ｆ２

＝２（ｘ２＋ｙ２）ｆ１
３ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２ｙ３在点（１，－１）沿向量ｓ＝（３，－４）方向的方

向导数ｆ
ｓ＝ 　　　　

解　－１８
５

ｇｒａｄｆ（１，－１）＝ （－２，３），ｓ的单位向量ｓ０ ＝ ３
５
，－（ ）４

５
，

ｆ
ｓ （１，－１）

＝ｇｒａｄｆ·ｓ０ ＝－１８
５

４使二重积分
Ｄ　

（４－４ｘ２－ｙ２）ｄσ达最大的平面闭区域Ｄ为　　　

解　４ｘ２＋ｙ２ ≤４
因为使被积函数ｆ（ｘ，ｙ）＝４－４ｘ２－ｙ２≥０的区域为４ｘ２＋ｙ２≤４
５设空间物体占区域Ω：４ｘ２＋ｙ２≤１（０≤ｚ≤１），其体密度函

数μ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ （１－ｙ）ｚ，则此空间物体的质量为　　　　　　

解　π
４
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因 ｍ＝
Ω　
μ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ ＝

Ω　

（１－ｙ）ｚｄＶ

＝∫
１

０
ｚｄｚ

Ｄ　

（１－ｙ）ｄσ＝ １
２

Ｄ　

（１－ｙ）ｄσ，

令 ｘ＝ １
２ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，Ｊ＝ １

２ｒ
，

则 ｍ＝ １
２∫

２π

０
ｄθ∫

１

０
（１－ｒｓｉｎθ）１２ｒｄｒ＝ π

４

三、设方程ｅｙ＋ｚ－ｘｓｉｎｚ＝ｅ确定了点（ｘ，ｙ）＝（０，１）附近的一个隐

函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ），求ｚ
ｘ （０，１）

，ｚ
ｙ （０，１）

，２ｚ
ｘｙ （０，１）



解　以ｘ＝０，ｙ＝１代入方程，得ｚ（０，１）＝０令Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
ｅｙ＋ｚ－ｘｓｉｎｚ－ｅ，

则 ｚ
ｘ＝－Ｆｘ

Ｆｚ
＝ ｓｉｎｚ

ｅｙ＋ｚ－ｘｃｏｓｚ
，ｚ
ｘ （０，１）

＝０，

ｚ
ｙ＝－Ｆｙ

Ｆｚ
＝－ ｅｙ＋ｚ

ｅｙ＋ｚ－ｘｃｏｓｚ
，ｚ
ｙ （０，１）

＝－１，

２ｚ
ｘｙ＝ｃｏｓｚ·ｚｙ（ｅｙ＋ｚ－ｘｃｏｓｚ）－ｓｉｎｚ·（ｅｙ＋ｚ－ｘｃｏｓｚ）′ｙ

（ｅｙ＋ｚ－ｘｃｏｓｚ）２ ，

２ｚ
ｘｙ （０，１）

＝－１
ｅ

点评　也可在方程ｅｙ＋ｚ－ｘｓｉｎｚ＝ｅ两边对ｘ求导：

ｅｙ＋ｚ·ｚｘ－ｓｉｎｚ－ｘｃｏｓｚ·ｚｘ ＝０，

将ｘ＝０，ｙ＝１，ｚ（０，１）＝０代入，得ｅ·ｚｘ（０，１）＝０，即有ｚｘ（０，
１）＝０
另外两个偏导数也可同样解得

四、求过直线Ｌ：ｘ＋１
１ ＝ｙ

２ ＝ｚ－１
－１
的平面Π，使它平行于直线

Ｌ′：ｘ－１
３ ＝ｙ－２

２ ＝ｚ－３
１ 

解　方法１　因为所求平面过已知直线Ｌ，且平行于另一已知直
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线Ｌ′，故所求平面的法向量ｎ与直线Ｌ的方向向量ｓ１，直线Ｌ′的方向
向量ｓ２都垂直，

ｎ＝ｓ１×ｓ２ ＝ （１，２，－１）×（３，２，１）

＝ （４，－４，－４），
取 ｎ＝ （１，－１，－１）
点（－１，０，１）在平面上，所以所求的平面方程为

（ｘ＋１）－ｙ－（ｚ－１）＝０，

即 ｘ－ｙ－ｚ＋２＝０

方法２　直线Ｌ的一般式方程为
２ｘ－ｙ＋２＝０，

ｙ＋２ｚ－２＝０｛ ，
设所求平面Π为２ｘ－ｙ＋２＋λ（ｙ＋２ｚ－２）＝０，法向量ｎ＝（２，λ－
１，２λ），Π∥Ｌ′，则ｎ⊥ｓ＝ （３，２，１），即得

２×３＋（λ－１）×２＋２λ×１＝０，λ＝－１，

故所求平面Π为ｘ－ｙ－ｚ＋２＝０

五、计算下列各题

１∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｓｉｎ３ｘｄｘ

方法１　∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｓｉｎ３ｘｄｘ

＝∫
π

０
ｄｘ∫

ｓｉｎｘ

０
ｓｉｎ３ｘｄｙ

＝∫
π

０
ｓｉｎ４ｄｘ＝２∫

π
２

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ

＝２×３
４×１

２×π
２ ＝３π

８

方法２　∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
ｓｉｎ３ｘｄｘ

＝∫
１

０
ｄｙ∫

π－ａｒｃｓｉｎｙ

ａｒｃｓｉｎｙ
（ｃｏｓ２ｘ－１）ｄ（ｃｏｓｘ）
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＝∫
１

０
－２

３ｃｏｓ
３（ａｒｃｓｉｎｙ）＋２ｃｏｓ（ａｒｃｓｉｎｙ［ ］）ｄｙ　（令ａｒｃｓｉｎｙ＝

ｔ，ｙ＝ｓｉｎｔ）

＝∫
π
２

０
－２

３ｃｏｓ
３ｔ＋２ｃｏｓ（ ）ｔｃｏｓｔｄｔ＝－２

３∫
π
２

０
ｃｏｓ４ｔｄｔ

＋２∫
π
２

０
ｃｏｓ２ｔｄｔ

＝３π
８

２
Ｄ　

ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ，其中Ｄ：ｘ２＋ｙ２ ≤ａｘ （ａ＞０）

解　利用极坐标，Ｄ：０≤ｒ≤ａｃｏｓθ，－π
２ ≤θ≤ π

２

　　　
Ｄ　

ａ２－ｘ２－ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝∫
π
２

－π
２
ｄθ∫

ａｃｏｓθ

０
ａ２－ｒ槡 ２ｒｄｒ

＝∫
π
２

－π
２

－（ ）１
３

（ａ２－ｒ２）３
２

ａｃｏｓθ

０
ｄθ＝ ２

３ａ
３∫

π
２

０
（１－ｓｉｎ３θ）ｄθ

＝ ２
３ａ

３ π
２－（ ）２

３ ＝ａ３

９
（３π－４）

点评　曲线ｘ２＋ｙ２＝ａｘ化为极坐标方程为（ｒｃｏｓθ）２＋（ｒｓｉｎθ）２＝
ａｒｃｏｓθ，即ｒ＝ａｃｏｓθ

３用球面坐标计算：


Ω　

（ｙ２＋ｚ２）ｄＶ，其中Ω：ｘ２＋ｙ槡 ２ ≤ｚ≤１＋ １－ｘ２－ｙ槡 ２

解　
Ω　

（ｙ２＋ｚ２）ｄＶ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

π
４

０
ｄφ∫

２ｃｏｓφ

０
（ｒ２ｓｉｎ２φｓｉｎ２θ＋ｒ２ｃｏｓ２φ）ｒ２ｓｉｎφｄｒ

＝３２
５∫

π
４

０
ｄφ∫

２π

０
（ｓｉｎ２φｓｉｎ２θ＋ｃｏｓ２φ）ｃｏｓ５φｓｉｎφｄθ
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＝３２
５∫

π
４

０
（πｓｉｎ２φ＋２πｃｏｓ２φ）ｃｏｓ５φｓｉｎφｄφ

＝３２
５π∫

π
４

０
（ｓｉｎ２φ＋ｃｏｓ２φ＋ｃｏｓ２φ）ｃｏｓ５φｓｉｎφｄφ

＝－３２
５π∫

π
４

０
（ｃｏｓ５φ＋ｃｏｓ７φ）ｄ（ｃｏｓφ）

＝－３２
５π １

６ｃｏｓ
６φ＋１

８ｃｏｓ
８［ ］φ

π
４

０

＝１０１
６０π

点评　曲面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２为正圆锥面，ｚ＝１＋ １－ｘ２－ｙ槡 ２为球

心在（０，０，１），半径为１的球面，即ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）２ ＝１
六、求圆锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２与平面２ｚ－ｙ＝３所围成的立体的表面积

解　因交线 ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，
２ｚ－ｙ＝

烅
烄

烆 ３
在ｘＯｙ平面上的投影为

ｘ２

３＋
（ｙ－１）２

４ ＝１，

ｚ＝０
烅
烄

烆 ，

故可知立体在ｘＯｙ平面上的投影区域Ｄ 为

ｘ２

３＋
（ｙ－１）２

４ ≤１，

ｚ＝
烅
烄

烆 ０
圆锥面部分的表面积

Ｓ１ ＝
Ｄ　

１＋ ｘ（ ）ｚ
２

＋ ｙ（ ）ｚ槡
２

ｄｘｄｙ＝
Ｄ　

槡２ｄｘｄｙ

＝槡２π槡 槡３ ４＝ 槡２ ６π；

平面部分的表面积

Ｓ２ ＝
Ｄ　

１＋０＋（ ）１
２槡

２

ｄｘｄｙ＝
Ｄ　

槡５
２ｄｘｄｙ
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＝槡５
２π槡 槡３ ４＝槡１５π；

所以立体的表面积　　Ｓ＝Ｓ１＋Ｓ２ ＝ （槡２ ６＋槡１５）π
七、在曲面Ｓ：ｚ＝ｘ２＋２ｙ２上求一点Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０），使它到平面Π：

ｘ－ｙ＋２ｚ＋６＝０的距离最短
解　方法１　曲面Ｓ上点Ｐ到平面Π的距离最短（或最长）时，曲

面Ｓ在Ｐ点的切平面应平行于平面Π，故曲面在Ｐ点切平面的法向量

ｎ＝ （２ｘ０，４ｙ０，－１）∥ （１，－１，２），

即２ｘ０

１ ＝４ｙ０

－１＝－１
２

，解得ｘ０ ＝－１
４
，ｙ０ ＝ １

８
，从而ｚ０ ＝ ３

３２

由几何意义可知Ｐ －１
４
，１
８
，３（ ）３２
到平面Π的距离最短

方法２　Ｐ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）到平面Π的距离ｄ＝｜ｘ０－ｙ０＋２ｚ０＋６｜
槡６

，

由条件极值，构造拉格朗日函数：

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ，λ）＝ （ｘ－ｙ＋２ｚ＋６）２＋λ（ｘ２＋２ｙ２－ｚ），

Ｌｘ ＝２（ｘ－２ｙ＋ｚ＋６）＋２λｘ＝０，

Ｌｙ ＝－２（ｘ－ｙ＋２ｚ＋６）＋４λｙ＝０，

Ｌｚ ＝４（ｘ－ｙ＋２ｚ＋６）－λ＝０，

Ｌλ ＝ｘ２＋２ｙ２－ｚ＝０

烅

烄

烆 ，

解得ｘ０ ＝－１
４
，ｙ０ ＝ １

８
，ｚ０ ＝ ３

３２
是唯一的驻点，由几何意义可知

－１
４
，１
８
，３（ ）３２
到平面Π的距离最短

八、设Ｆ（ｘ，ｙ）可以表示为Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＝ｓ（ｘ２＋ｙ槡 ２），其
中ｆ，ｇ，ｓ都是ＲＲ上连续函数证明：Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＣｅＣ（ｘ２＋ｙ２），其中Ｃ，Ｃ
为任意常数

解　在等式Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＝ｓ（ｘ２＋ｙ槡 ２）两边求偏导，得
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ｆ′（ｘ）ｇ（ｙ）＝ｓ′（ｘ２＋ｙ槡 ２） ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，

ｆ（ｘ）ｇ′（ｙ）＝ｓ′（ｘ２＋ｙ槡 ２） ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

，

从而　ｙｆ′（ｘ）ｇ（ｙ）＝ｘｆ（ｘ）ｇ′（ｙ），ｆ′（ｘ）
ｘｆ（ｘ）＝ｇ′（ｙ）

ｙｇ（ｙ）＝Ｃ１，

于是　 ∫ｆ′（ｘ）
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫Ｃ１ｘｄｘ，ｌｎ｜ｆ（ｘ）｜＝ １

２Ｃ１ｘ２＋Ｃ０，

ｆ（ｘ）＝Ａｅ
１
２Ｃ１ｘ

２
　（Ａ＝±ｅＣ０为任意常数），

∫ｇ′（ｙ）
ｇ（ｙ）ｄｙ＝∫Ｃ１ｙｄｙ，ｌｎ｜ｇ（ｙ）｜＝ １

２Ｃ１ｙ２＋Ｃ′０，

ｇ（ｙ）＝Ｂｅ
１
２Ｃ１ｙ

２
　（Ｂ＝±ｅＣ′０为任意常数），

所以 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＝ＡＢｅ
１
２Ｃ１（ｘ２＋ｙ２）

＝ＣｅＣ（ｘ２＋ｙ２）　（其中Ｃ＝ＡＢ，Ｃ＝ １
２Ｃ１ ）
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试　卷　（十二）

　　　　　　　———第二学期期末试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１曲线
ｘ２＋ｙ２ ＝１０，

ｙ２＋ｚ２ ＝｛ ２５
在点（１，３，４）处的法平面为Π，则原点

到Π的距离为 （　　）

（Ａ）１
１３

；　　 （Ｂ）１２
１３

；　　 （Ｃ）１２
１６９

；　　 （Ｄ）１２．

２表达式（２ｘｃｏｓｙ－ｙ２ｓｉｎｘ）ｄｘ＋（２ｙｃｏｓｘ－ｘ２ｓｉｎｙ）ｄｙ是某个
函数ｕ（ｘ，ｙ）的全微分，则ｕ（ｘ，ｙ）＝ （　　）

（Ａ）ｘ２ｃｏｓｙ＋ｙ２ｃｏｓｘ＋Ｃ； （Ｂ）（ｘ２＋１）（ｃｏｓｙ＋ｙ２ｃｏｓｘ）＋Ｃ；
（Ｃ）（ｘ２＋ｙ２）（ｃｏｓｘ＋ｃｏｓｙ）＋Ｃ； （Ｄ）ｅｘ（ｃｏｓｘ＋ｃｏｓｙ）＋Ｃ
３设Ｓ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２（ｚ≥０），Ｓ１为Ｓ在第一卦限中的部分，

则有 （　　）

（Ａ）
Ｓ　

ｘｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ； （Ｂ）
Ｓ　

ｙｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ；

（Ｃ）
Ｓ　

ｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ； （Ｄ）
Ｓ　

ｘｙｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｙｚｄＳ．

４下列命题正确的是 （　　）

（Ａ）对级数∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ及∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ，若ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ｌ（ｌ≠０，∞），则级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ

与∑
∞

ｎ＝１
ｖｎ有相同的敛散性；

（Ｂ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎｘｎ，∑

∞

ｎ＝１
ｂｎｘｎ及∑

∞

ｎ＝１
（ａｎ＋ｂｎ）ｘｎ的收敛域分别为
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Ｉ１，Ｉ２及Ｉ３，则Ｉ３ ＝Ｉ１ ∩Ｉ２；

（Ｃ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ，∑

∞

ｎ＝１
ｂｎ都收敛，则级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎｂｎ也收敛；

（Ｄ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ条件收敛，且ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ρ，则ρ＝１．

５已知级数∑
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ｕｎ ＝２，∑

∞

ｎ＝１
ｕ２ｎ－１ ＝５，则级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝

（　　）
（Ａ）３； （Ｂ）７； （Ｃ）８； （Ｄ）９．

二、填空题（每题３分，共１５分）

１交换积分次序∫
１

０
ｄｘ∫

１＋ １－ｘ槡 ２

槡ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ 　　　　 ．

２向量函数Ｆ＝（ｙ＋ｚ２，ｚ２＋ｘ３，ｘ３＋ｙ４）在（１，０，２）处的旋
度ｒｏｔＦ＝ 　　　　 ．

３设封闭曲线Ｃ为｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝１，取逆时针方向，则曲线积分

∮Ｃ
ｘ２ｙｄｘ＋ｘｙ２ｄｙ＝ 　　　　 ．

４若Ｓ为ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｒ２的外侧，且ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ是其外

法线向量的方向余弦，则
Ｓ　

ｘｃｏｓα＋ｙｃｏｓβ＋ｚｃｏｓγ
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２） ｄＳ＝　　　　 ．

５将ｆ（ｘ）＝１－｜ｘ｜在［－１，１］上展开为以２为周期的余弦级

数ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓｎπｘ，则其中系数ａ３的值为　　　　

三、（８分）设函数　ｚ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｖ），ｕ＝２ｘ＋ｙ，ｖ＝ｘｌｎｙ，

其中ｆ具有二阶连续偏导数，求ｚｘ
，ｚ
ｙ

，２ｚ
ｘｙ．

四、计算下列曲线积分（每题９分，共１８分）

１∫Ｃ
ｘ２＋ｙ槡 ２ｄＳ，其中Ｃ为曲线ｘ２＋ｙ２＋２ｙ＝０．
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２∫Ｃ
［ｘｃｏｓｙ＋ｙｆ（ｘｙ）］ｄｘ＋ ｘｆ（ｘｙ）－ｘ２

２ｓｉｎ［ ］ｙｄｙ，其中Ｃ是

从点Ａ ３，（ ）２
３
到点Ｂ（１，２）的直线段，ｆ是在（－∞，＋∞）具有连续

导数的函数．

五、（每题８分，共１６分）

１设球面Σ的球心在另一球面Σ１：ｘ２ ＋ｙ２ ＋ｚ２ ＝Ｒ２ 上点

（０，０，Ｒ）处问：当Σ的半径ａ为何值时，Σ在球面Σ１内部的那部分

面积最大？

２流体的速度函数ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（ｙ３－ｚ３，ｚ３－ｘ３，２ｚ３），求流

体流过由上半球面ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）２＝１与锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２所围立

体表面的外侧的流量．

六、（１０分）求幂级数∑
∞

ｎ＝１

ｎ３ｎ

ｎ＋１ｘ
ｎ＋１的收敛半径及和函数．

七、（１０分）将函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋２
ｘ３－２ｘ２ 展成ｘ－１的幂级数．

八、证明题（每题４分，共８分）

１方程ｘ＝ｔａｎｘ在（０，＋∞）有无穷多个可由小到大排列的正根
ｘ１ ＜ｘ２ ＜ … ＜ｘｎ ＜ …．

２级数∑
∞

ｎ＝１

１
ｘ２

ｎ
收敛．

试卷（十二）考核内容分值表

考核内容
多元函数

微分学

多元函数

积分学

向量分析

和场论
无穷级数 综合题

分值 １４ ３０ １１ ２９ １６
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试卷（十二）详解

一、选择题

１曲线
ｘ２＋ｙ２ ＝１０，

ｙ２＋ｚ２ ＝｛ ２５
在点（１，３，４）处的法平面为Π，则原点

到Π的距离为 （　　）

（Ａ）１
１３

； （Ｂ）１２
１３

； （Ｃ）１２
１６９

； （Ｄ）１２．

解　选Ｂ．

方法１　因
２ｘｄｘ＋２ｙｄｙ＝０，
２ｙｄｙ＋２ｚｄｚ＝｛ ０

在点（１，３，４）处
２ｄｘ＋６ｄｙ＝０，
６ｄｙ＋８ｄｚ＝０｛ ，

解得　ｄｘ＝４ｄｚ，ｄｙ＝－４
３ｄｚ，即ｄｘ

４ ＝ ｄｙ
－４

３

＝ｄｚ
１

，故曲线在点（１，

３，４）法平面的法向量ｎ＝λ４，－４
３
，（ ）１ ＝（１２，－４，３），法平面Π的

方程为１２（ｘ－１）－４（ｙ－３）＋３（ｚ－４）＝０，即１２ｘ－４ｙ＋３ｚ－１２＝
０，于是原点到Π的距离

ｄ＝ ｜－１２｜
１２２＋４２＋３槡 ２

＝１２
１３．

方法２　曲线在点（１，３，４）处法平面的法向量

ｎ＝λ（Ｆ，Ｇ）
（ｙ，ｚ），

（Ｆ，Ｇ）
（ｚ，ｘ），

（Ｆ，Ｇ）
（ｘ，ｙ｛ ｝） （１，３，４）

＝λ
２ｙ ０
２ｙ ２ｚ

， ０ ２ｘ
２ｚ ０

，２ｘ ２ｙ
０ ２（ ）ｙ （１，３，４）

＝λ（４８　－１６　１２）＝ （１２，－４，３）
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以下同方法１．
２表达式（２ｘｃｏｓｙ－ｙ２ｓｉｎｘ）ｄｘ＋（２ｙｃｏｓｘ－ｘ２ｓｉｎｙ）ｄｙ是某个

函数ｕ（ｘ，ｙ）的全微分，则ｕ（ｘ，ｙ）＝ （　　）
（Ａ）ｘ２ｃｏｓｙ＋ｙ２ｃｏｓｘ＋Ｃ；
（Ｂ）（ｘ２＋１）（ｃｏｓｙ＋ｙ２ｃｏｓｘ）＋Ｃ；
（Ｃ）（ｘ２＋ｙ２）（ｃｏｓｘ＋ｃｏｓｙ）＋Ｃ；
（Ｄ）ｅｘ（ｃｏｓｘ＋ｃｏｓｙ）＋Ｃ．
解　选Ａ．
方法１　ｕ（ｘ，ｙ）

＝∫
（ｘ，ｙ）

（０，０）
（２ｘｃｏｓｙ－ｙ２ｓｉｎｘ）ｄｘ＋（２ｙｃｏｓｘ－ｘ２ｓｉｎｙ）ｄｙ＋Ｃ

＝∫
ｘ

０
２ｘｄｘ＋∫

ｙ

０
（２ｙｃｏｓｘ－ｘ２ｓｉｎｙ）ｄｙ＋Ｃ

＝ｘ２＋ｙ２ｃｏｓｘ＋ｘ２ｃｏｓｙ－ｘ２＋Ｃ＝ｙ２ｃｏｓｘ＋ｘ２ｃｏｓｙ＋Ｃ．
方法２　因ｕｘ（ｘ，ｙ）＝２ｘｃｏｓｙ－ｙ２ｓｉｎｘ，

ｕ（ｘ，ｙ）＝∫（２ｘｃｏｓｙ－ｙ２ｓｉｎｘ）ｄｘ＋Ｃ（ｙ）

＝ｘ２ｃｏｓｙ＋ｙ２ｃｏｓｘ＋Ｃ（ｙ），

ｕｙ（ｘ，ｙ）＝－ｘ２ｓｉｎｙ＋２ｙｃｏｓｘ＋Ｃ′（ｙ）　　
＝－ｘ２ｓｉｎｙ＋２ｙｃｏｓｘ，

则 Ｃ′（ｙ）＝０，Ｃ（ｙ）＝Ｃ，
所以 ｕ（ｘ，ｙ）＝ｘ２ｃｏｓｙ＋ｙ２ｃｏｓｘ＋Ｃ．

３设Ｓ：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２（ｚ≥０），Ｓ１为Ｓ在第一卦限中的部分，
则有 （　　）

（Ａ）
Ｓ　

ｘｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ； （Ｂ）
Ｓ　

ｙｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ；

（Ｃ）
Ｓ　

ｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ； （Ｄ）
Ｓ　

ｘｙｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｙｚｄＳ．

解　选Ｃ．
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由对称性可知
Ｓ　

ｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｚｄＳ，

在第一卦限 
Ｓ１

ｘｄＳ＝
Ｓ１

ｙｄＳ＝
Ｓ１

ｚｄＳ，

所以有 
Ｓ　

ｚｄＳ＝４
Ｓ１

ｘｄＳ．

４下列命题正确的是 （　　）

（Ａ）对级数∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ及∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ，若ｌｉｍ

ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ｌ（ｌ≠０，∞），则级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ

与∑
∞

ｎ＝１
ｖｎ有相同的敛散性；

（Ｂ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎｘｎ，∑

∞

ｎ＝１
ｂｎｘｎ及∑

∞

ｎ＝１
（ａｎ＋ｂｎ）ｘｎ的收敛域分别为

Ｉ１，Ｉ２及Ｉ３，则Ｉ３ ＝Ｉ１ ∩Ｉ２；

（Ｃ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ，∑

∞

ｎ＝１
ｂｎ都收敛，则级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎｂｎ也收敛；

（Ｄ）若级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ条件收敛，且ｌｉｍ

ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ρ，则ρ＝１．

解　选Ｄ．

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ

ｖｎ
＝ｌ（ｌ≠０，＋∞），级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ与∑

∞

ｎ＝１
ｖｎ有相同的敛散性，仅

适用于正项级数，故排除Ａ．

取∑
∞

ｎ＝１
ａｎｘｎ＝∑

∞

ｎ＝１
ｘｎ及∑

∞

ｎ＝１
ｂｎｘｎ＝∑

∞

ｎ＝１
－ｘｎ，两个级数的收敛区域都

是（－１，１），而∑
∞

ｎ＝１
（ａｎ＋ｂｎ）ｘｎ的收敛域为（－∞，＋∞），故排除Ｂ．

取∑
∞

ｎ＝１
ａｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
ｂｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ １

槡ｎ
，两个级数都收敛，而∑

∞

ｎ＝１
ａｎｂｎ ＝

∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ
却发散，故又排除Ｃ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

｜ａｎ＋１｜
｜ａｎ｜ ＝ρ，若ρ＜１，则级数∑

∞

ｎ＝１
ａｎ绝对收敛，若
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ρ＞１，则ａｎ → ∞，所以ρ＝１，因此选Ｄ．

５已知级数∑
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ｕｎ ＝２，∑

∞

ｎ＝１
ｕ２ｎ－１ ＝５，则级数∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝

（　　）
（Ａ）３； （Ｂ）７； （Ｃ）８； （Ｄ）９．
解　选Ｃ

∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
２ｕ２ｎ－１－∑

∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ｕｎ

＝２×５－２＝８．

二、填空题

１交换积分次序∫
１

０
ｄｘ∫

１＋ １－ｘ槡 ２

槡ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝ 　　　　 ．

解　∫
１

０
ｄｙ∫

ｙ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫

２

１
ｄｙ∫

２ｙ－ｙ槡 ２

０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ．

２向量函数Ｆ＝（ｙ＋ｚ２，ｚ２＋ｘ３，ｘ３＋ｙ４）在（１，０，２）处的旋
度ｒｏｔＦ＝ 　　　　 ．
解　（－４，１，２）．

ｒｏｔＦ（１，０，２）＝

ｉ ｊ ｋ

ｘ


ｙ


ｚ

ｙ＋ｚ２ ｚ２＋ｘ３ ｘ３＋ｙ４
（１，０，２）

＝ （４ｙ３－２ｚ，２ｚ－３ｘ２，３ｘ２－１）（１，０，２）

＝ （－４，１，２）

３设封闭曲线Ｃ为｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝１，取逆时针方向，则曲线积分

∮Ｃ
ｘ２ｙｄｘ＋ｘｙ２ｄｙ＝ 　　　　 ．

解　０．

因为　　　∮Ｃ
ｘ２ｙｄｘ＋ｘｙ２ｄｙ
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＝
Ｄ　


ｘ

（ｘｙ２）－
ｙ

（ｘ２ｙ［ ］）ｄｘｄｙ

＝
Ｄ　

（ｙ２－ｘ２）ｄｘｄｙ，

其中Ｄ是由｜ｘ｜＋｜ｙ｜＝１所围的平面区域，
Ｄ　

ｘ２ｄｘｄｙ＝
Ｄ　

ｙ２ｄｘｄｙ，

所以 ∮Ｃ
ｘ２ｙｄｘ＋ｘｙ２ｄｙ＝０．

４若Ｓ为ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝Ｒ２的外侧，且ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ是其

外法线向量的方向余弦，则
Ｓ　

ｘｃｏｓα＋ｙｃｏｓβ＋ｚｃｏｓγ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ｄＳ＝ 　　　．

解　４πＲ

　　　　　
Ｓ　

ｘｃｏｓα＋ｙｃｏｓβ＋ｚｃｏｓγ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ｄＳ

＝ １
Ｒ２

Ｓ　

ｘｄｙｄｚ＋ｙｄｚｄｘ＋ｚｄｘｄｙ

＝ １
Ｒ２

Ｖ　

３ｄＶ ＝ １
Ｒ２×３×４

３πＲ３ ＝４πＲ．

５将ｆ（ｘ）＝１－｜ｘ｜在［－１，１］上展开为以２为周期的余弦级

数ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１
ａｎｃｏｓｎπｘ，则其中系数ａ３的值为　　　　．

解　 ４
９π２．

ａ３ ＝２∫
１

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓ３πｘｄｘ

＝２∫
１

０
（１－ｘ）ｃｏｓ３πｘｄｘ

＝ ２
３π∫

１

０
（１－ｘ）ｄ（ｓｉｎ３πｘ）

＝ ２
３π

（１－ｘ）ｓｉｎ３πｘ
１

０
＋２
３π∫

１

０
ｓｉｎ３πｘｄｘ

·２６１·



＝－ ２
９π２ｃｏｓ３πｘ

１

０
＝ ４

９π２ ．

三、设函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｕ，ｖ），ｕ＝２ｘ＋ｙ，ｖ＝ｘｌｎｙ，

其中ｆ具有二阶连续偏导数，求ｚｘ
，ｚ
ｙ

，２ｚ
ｘｙ．

解　ｚ
ｘ＝ｆｘ＋２ｆｕ＋ｌｎｙ·ｆｖ，ｚｙ＝ｆｕ＋ｘ

ｙ
·ｆｖ，

　 ２ｚ
ｘｙ＝ｆｘｕ＋ｆｘｖ·ｘｙ ＋２ｆｕｕ＋ｆｕｖ·ｘ（ ）ｙ ＋１

ｙｆｖ＋

ｌｎｙ·ｆｖｕ＋ｆｖｖ·ｘ（ ）ｙ

＝ｆｘｕ＋ｘ
ｙｆｘｖ＋２ｆｕｕ＋ ２ｘ

ｙ ＋ｌｎ（ ）ｙｆｕｖ＋ｘｌｎｙ
ｙ ｆｖｖ＋１

ｙｆｖ ．

点评　在ｚｘ＝ｆｘ＋ｆｕ·ｕｘ＋ｆｖ·ｖｘ
，左端ｚ

ｘ
是ｚ作为ｘ，ｙ的函

数，将ｙ作为常数对ｘ求偏导；右端ｆｘ是ｆ作为ｘ，ｕ，ｖ的函数，将ｕ，

ｖ作为常数对ｘ求偏导，注意领会两者区别．

四、计算下列曲线积分

１∫Ｃ
ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｓ，其中Ｃ为曲线ｘ２＋ｙ２＋２ｙ＝０．

解　曲线Ｃ：ｘ２＋ｙ２＋２ｙ＝０，即ｘ２＋（ｙ＋１）２ ＝１．

设ｘ＝ｃｏｓθ，ｙ＝－１＋ｓｉｎθ，ｄｓ＝ ｘ′２＋ｙ′槡 ２ｄθ＝ｄθ

　∫Ｃ
ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｓ

＝∫
２π

０
ｃｏｓ２θ＋（－１＋ｓｉｎθ）槡 ２ｄθ＝∫

２π

０
２－２ｓｉｎ槡 θｄθ

＝槡２∫
２π

０
１－ｓｉｎ槡 θｄθ
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＝槡２∫
２π

０
ｓｉｎθ

２－ｃｏｓθ
２ ｄθ

＝槡２∫
π
２

０
ｃｏｓθ

２－ｓｉｎθ（ ）２ ｄθ＋槡２∫
２π

π
２

ｓｉｎθ
２－ｃｏｓθ（ ）２ ｄθ

＝８．

２∫Ｃ
［ｘｃｏｓｙ＋ｙｆ（ｘｙ）］ｄｘ＋ ｘｆ（ｘｙ）－ｘ２

２ｓｉｎ［ ］ｙｄｙ，其中Ｃ是

从点Ａ ３，（ ）２
３
到点Ｂ（１，２）的直线段，ｆ是在（－∞，＋∞）具有连续

导数的函数．
解　因为Ｐｙ ＝－ｘｓｉｎｙ＋ｆ（ｘｙ）＋ｘｙｆ′（ｘｙ）＝Ｑｘ，所以积分与

路径无关．

　∫Ｃ
［ｘｃｏｓｙ＋ｙｆ（ｘｙ）］ｄｘ＋ ｘｆ（ｘｙ）－ｘ２

２ｓｉｎ［ ］ｙｄｙ

＝∫
１

３
ｘｃｏｓ２

３＋２
３ｆ

２
３（ ）［ ］ｘ ｄｘ＋∫

２

２
３
ｆ（ｙ）－１

２ｓｉｎ［ ］ｙｄｙ

＝－４ｃｏｓ２
３＋２

３∫
１

３
ｆ ２

３（ ）ｘｄｘ＋∫
２

２
３
ｆ（ｙ）ｄｙ＋１

２ｃｏｓｙ
２

２
３

＝－４ｃｏｓ２
３＋２

３∫
１

０
ｆ ２

３（ ）ｘｄｘ＋∫
２

２
３
ｆ（ｙ）ｄｙ＋１

２ ｃｏｓ２－ｃｏｓ（ ）２
３

＝ １
２ ｃｏｓ２－９ｃｏｓ（ ）２

３
，

其中 ２
３∫

１

３
ｆ ２

３（ ）ｘｄｘ＝∫
１

３
ｆ ２

３（ ）ｘｄ２
３ｘ＝∫

２
３

２
ｆ（ｕ）ｄｕ．

五、１设球面Σ的球心在另一球面Σ１：ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｒ２上点（０，０，

Ｒ）处问：当Σ的半径ａ为何值时，Σ在球面Σ１内部的那部分面积最

大？

　　解　设Σ的方程为　　　ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－Ｒ）２ ＝ａ２，

两个球面的交线为　
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝Ｒ２，

ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－Ｒ）２ ＝ａ２｛ ，
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即
ｘ２＋ｙ２ ＝ ａ２

４Ｒ２（４Ｒ２－ａ２），

ｚ＝Ｒ－ａ２

２Ｒ

烅

烄

烆
，

故Σ在Σ１内的那部分曲面在ｘＯｙ平面上的投影为Ｄｘｙ：

０≤ｘ２＋ｙ２ ≤ ａ２

４Ｒ２（４Ｒ２－ａ２）　（０＜ａ＜２Ｒ）

这部分曲面的面积

Ｓ＝
Ｄｘｙ

１＋ｚ２
ｘ＋ｚ２槡 ｙｄｘｄｙ

＝∫
２π

０
ｄθ∫

ａ
２Ｒ ４Ｒ２－ａ槡 ２

０

ａｒ
ａ２－ｒ槡 ２

ｄｒ

＝２πａ２－１
Ｒπａ３，

Ｓ′＝４πａ－３
Ｒπａ２ ＝０，解得在（０，２Ｒ）内的唯一驻点ａ＝ ４

３Ｒ．

Ｓ″ ４
３（ ）Ｒ ＝－４π＜０，故当ａ＝ ４

３Ｒ时，Σ在Σ１内的面积最大．

点评　本题是积分与微分的综合题，既用到了求曲面面积的计算，
又用到了求函数最值的方法．

２流体的速度函数ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（ｙ３－ｚ３，ｚ３－ｘ３，２ｚ３），求流

体流过由上半球面ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）２＝１与锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２所围立

体表面的外侧的流量．
解　方法１　由高斯公式有

Φ＝
Ｓ　

Ｖ×ｄＳ＝
Ｓ　

（ｙ３－ｚ３）ｄｙｄｚ＋（ｚ３－ｘ３）ｄｚｄｘ＋２ｚ３ｄｘｄｙ

＝
Ω　

６ｚ２ｄＶ ＝６∫
２π

０
ｄθ∫

π
４

０
ｄφ∫

２ｃｏｓφ

０
ｒ２ｃｏｓ２φ·ｒ２ｓｉｎφｄｒ

＝１２π∫
π
４

０

３２
５ｃｏｓ７φｓｉｎφｄφ
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＝１２×３２
５ ×１

８ｃｏｓ
８φ

０

π
４
＝９π．

方法２　前半部分与方法１相同

Φ＝
Ｓ　

Ｖ×ｄＳ＝６
Ω　

ｚ２ｄＶ

＝６∫
１

０
ｚ２πｚ２ｄｚ＋６∫

２

１
ｚ２π［１－（ｚ－１）２］ｄｚ

＝９π

点评　
Ｓ　

ｖ×ｄＳ是
Ｓ　

Ｐｄｙｄｚ＋Ｑｄｚｄｘ＋Ｒｄｘｄｙ的向量式高斯公

式是：在单位时间内流过封闭曲面外侧的通量等于在封闭曲面内各点
散度的总和．
方法１的计算用了球面坐标；
方法２的计算用了截面法．

六、求幂级数∑
∞

ｎ＝１

ｎ３ｎ

ｎ＋１ｘ
ｎ＋１的收敛半径及和函数．

解　因为ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１

ａｎ
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

（ｎ＋１）３ｎ＋１

ｎ＋２
ｎ＋１
ｎ３ｎ ＝３，故收敛半径Ｒ＝１

３

设∑
∞

ｎ＝１

ｎ３ｎ

ｎ＋１ｘ
ｎ＋１ ＝Ｓ（ｘ），｜ｘ｜＜ １

３
，

则　　　　Ｓ（ｘ）＝ １
３∑

∞

ｎ＝１

（ｎ＋１）－１
ｎ＋１

（３ｘ）ｎ＋１

＝ １
３∑

∞

ｎ＝１
（３ｘ）ｎ＋１－１

３∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ＋１

（３ｘ）ｎ＋１

＝ ３ｘ２

１－３ｘ－１
３∫

ｘ

０∑
∞

ｎ＝１
（３ｘ）ｎｄ（３ｘ）

＝ ３ｘ２

１－３ｘ－∫
ｘ

０

３ｘ
１－３ｘｄｘ

＝ ３ｘ２

１－３ｘ＋∫
ｘ

０

１－３ｘ－１
１－３ｘ ｄｘ
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＝ ３ｘ２

１－３ｘ＋ｘ＋１
３ｌｎ｜１－３ｘ｜，｜ｘ｜＜ １

３

点评　求和函数Ｓ（ｘ）时用到了幂级数的逐项积分和逐项微分．

七、将函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋２
ｘ３－２ｘ２ 展成ｘ－１的幂级数．

解　ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋２
ｘ３－２ｘ２ ＝ １

ｘ－２－１
ｘ２

＝－ １
１－（ｘ－１）＋

１（ ）ｘ′

＝－ １
１－（ｘ－１）＋

１
１＋（ｘ－１［ ］）′

＝－∑
∞

ｎ＝０
（ｘ－１）ｎ＋ ∑

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ｘ－１）（ ）ｎ′

＝－∑
∞

ｎ＝０
（ｘ－１）ｎ＋∑

∞

ｎ＝１
（－１）ｎｎ（ｘ－１）ｎ－１

＝－∑
∞

ｎ＝１
（ｘ－１）ｎ－１＋∑

∞

ｎ＝１
（－１）ｎｎ（ｘ－１）ｎ－１

＝∑
∞

ｎ＝１
［（－１）ｎｎ－１］（ｘ－１）ｎ－１　（｜ｘ－１｜＜１）．

八、证明题

１方程ｘ＝ｔａｎｘ在（０，＋∞）有无穷多个可由小到大排列的
正根　

ｘ１ ＜ｘ２ ＜ … ＜ｘｎ ＜ …

证　设ｆ（ｘ）＝ｘ－ｔａｎｘ，ｘ∈ ｎπ－π
２
，ｎπ＋π（ ）２

，ｎ＝１，２，…，

ｌｉｍ
ｘ→ｎπ－π

２

ｆ（ｘ）＝＋∞，ｌｉｍ
ｘ→ｎπ＋π

２

ｆ（ｘ）＝－∞，

且ｆ′（ｘ）＝１－ｓｅｃ２ｘ≤０，ｆ（ｘ）在 ｎπ－π
２
，ｎπ＋π（ ）２

单调减，故方程
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ｆ（ｘ）＝ｘ－ｔａｎｘ在 ｎπ－π
２
，ｎπ＋π（ ）２

存在唯一正根因此方程ｘ＝

ｔａｎｘ在（０，＋∞）有无穷多个可由小到大排列的正根：ｘ１＜ｘ２＜…＜
ｘｎ ＜ …．

２级数∑
∞

ｎ＝１

１
ｘ２

ｎ
收敛．

证　由题（１）可知

ｎπ－π
２ ＜ｘｎ ＜ｎπ＋π

２
，１
ｘ２

ｎ
＜ １

ｎπ－π（ ）２
２ ．

因∑
∞

ｎ＝１

１
ｎπ－π（ ）２

２收敛，故∑
∞

ｎ＝１

１
ｘ２

ｎ
收敛．

点评 　 由介值定理及函数的单调性，可知 ｘ ＝ ｔａｎｘ 在

ｎπ－π
２
，ｎπ＋π（ ）２

有唯一根ｘｎ，且１ｘ２
ｎ
＜ １

ｎπ－π（ ）２
２ ．由正项级数比

较判别法，可知∑
∞

ｎ＝１

１
ｘ２

ｎ
收敛

·８６１·



试　卷　（十三）

　　　　　　　　———第一学期期中试卷

一、填充题（每题３分，共３０分）

１设函数ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘ，ｆ（φ（ｘ））＝２－ｘ２，则φ（ｘ）＝　　　　．

２设函数ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ１
ｘ

（ｘ≠０），ｆ′（ｘ）的间断点为　　　

（并写出类型）．

３设ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续，且ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）
５（ｘ－１）＝２，则ｆ′（１）＝　　　．

４设ｆ′（ｃｏｓｘ）＝ｃｏｓ２ｘ，则ｆ″（ｘ）＝　　　　．
５设函数对任意ｘ均满足ｆ（１＋ｘ）＝ａｆ（ｘ），且ｆ′（０）＝ｂ，其

中ａ，ｂ为常数，则ｆ′（１）＝　　　　．
６当ｘ→０时，ｆ（ｘ）＝（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）３ｘ－１是ｘ的　　　　（几）

阶无穷小．
７曲线ｘ３ ＋ｙ３ －ｘｙ ＝７上点（１，２）处的法线方程为

　　　　　　　　．　

８函数ｙ＝ｘ
１

１－ｘ（ｘ≠１），则ｄｙ＝　　　　．
９曲线ｙ＝ｘ３－３ｘ２－９ｘ＋９上拐点是　　　　．
１０曲线ｙ＝ｅｘｓｉｎｘ在点（０，０）处的曲率为　　　　．

二、求极限（每题６分，共１８分）

１用极限定义证明ｌｉｍ
ｘ→１

４－ｘ
ｘ２＋２＝１．

２ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ
ｓｉｎｘｌｎ（１＋ｘ２）．
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３ｌｉｍ
ｘ→－∞

π
２＋ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ

１
ｘ
．

三、（每题６分，共１８分）

１设
ｘ＝ｌｎｔａｎｔ（ ）２ ＋ｃｏｓｔ，

ｙ＝ｓｉｎ
烅
烄

烆 ｔ
　 ０＜ｔ＜ π（ ）２

，求ｄｙ
ｄｘ
和ｄ

２ｙ
ｄｘ２．

２ 设周期函数 ｆ（ｘ）的周期是 ６，而且 ｆ（ｘ）可导，若

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（２）－ｆ（２－ｘ）
２ｘ ＝１，试求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（－４，ｆ（－４））处

的切线方程．
３求函数ｆ（ｘ）＝ｘ２ｌｎ（１＋ｘ）的ｎ阶导数

四、（８分）设函数ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ－１ｓｉｎπ
２ｘ＋ｃｏｓ（ａ＋ｂｘ）

ｘ２ｎ＋１
，其中ａ，ｂ为常数，ｎ

为自然数，０＜ａ＜２π．
（１）求函数ｆ（ｘ）的表达式（无极限符号）；
（２）试确定常数ａ，ｂ，使ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）＝ｆ（１），ｌｉｍ

ｘ→－１
ｆ（ｘ）＝ｆ（－１）．

五、（８分）设ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１，且ｘ∈ＲＲ，ｆ″（ｘ）＞０，证明ｆ（ｘ）＞ｘ．

六、（１２分）全面讨论函数ｙ＝ ｘ３

３（ｘ＋２）２
的性态，并作其简图．

已知ｙ′＝ｘ２（ｘ＋６）
３（ｘ＋２）３

，ｙ″＝ ８ｘ
（ｘ＋２）４［ ］

七、（６分，下列两小题任选一题，且只能选一题）

１设有数列ａ１ ＝ａ，ａ２ ＝ｂ（ｂ≠ａ），ａｎ＋２ ＝
ａｎ＋１＋ａｎ

２
（ｎ＝１，

２，…），并记ｙｎ ＝ａｎ＋１－ａｎ ．
（１）证明数列｛ｙｎ｝收敛，并求ｌｉｍ

ｎ→∞
ｙｎ；

（２）证明数列｛ａｎ｝收敛，并求ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ．
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２设常数ａ，ｂ＞０，证明２ａ＋ｂａａｂｂ ≥ （ａ＋ｂ）ａ＋ｂ

试卷（十三）考核内容分值表

考核内容 函数 极限和连续 导数和微分 微分中值定理和导数的应用

分值 ３ ３２ ４１ ２４
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试卷（十三）详解

一、填充题

１设函数ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘ，ｆ（φ（ｘ））＝２－ｘ２，则φ（ｘ）＝　　　　
解　ａｒｃｃｏｓ（２－ｘ２），且｜２－ｘ２｜≤１

２设函数ｆ（ｘ）＝ａｒｃｔａｎ１
ｘ

（ｘ≠０），ｆ′（ｘ）的间断点为　　　　

（并写出类型）
解　ｘ＝０，第一类间断点

因为　　ｆ′（ｘ）＝ －１／ｘ２

１＋１／ｘ２ ＝ －１
ｘ２＋１　（ｘ≠０），

所以ｘ＝０是ｆ′（ｘ）的第一类可去间断点

３设ｆ（ｘ）在ｘ＝１处连续，且ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）
５（ｘ－１）

＝２，则ｆ′（１）＝　　　

解　１０

由条件可知ｆ（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝０，ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）
５（ｘ－１）

＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
５（ｘ－１）

＝

１
５ｆ′

（１）＝２，因此

ｆ′（１）＝１０

４设ｆ′（ｃｏｓｘ）＝ｃｏｓ２ｘ，则ｆ″（ｘ）＝　　　　　　　
解　４ｘ
事实上ｆ′（ｃｏｓｘ）＝ｃｏｓ２ｘ＝２ｃｏｓ２ｘ－１　（｜ｘ｜≤１），

即

ｆ′（ｘ）＝２ｘ２－１，从而ｆ″（ｘ）＝４ｘ
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５设函数对任意ｘ均满足ｆ（１＋ｘ）＝ａｆ（ｘ），且ｆ′（０）＝ｂ，其
中ａ，ｂ为常数，则ｆ′（１）＝　　　　　　
解　ａｂ
由题设可知ｆ（１）＝ａｆ（０），从而

ｆ′（１）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（１＋Δｘ）－ｆ（１）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ａｆ（Δｘ）－ａｆ（０）
Δｘ

＝ａ·ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（０＋Δｘ）－ｆ（０）
Δ［ ］ｘ ＝ａ·ｆ′（０）＝ａｂ

点评　一般地，对于没有给出具体函数的表达式，也没有ｆ（ｘ）可
导的条件，就不能在所给的等式两边求导，只能按导数的定义
求ｆ′（ｘ０）

６当ｘ→０时，ｆ（ｘ）＝（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）３ｘ－１是ｘ的　　　　（几）
阶无穷小
解　２

由于 　ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）３ｘ－１
ｘｋ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｌｎ（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）３ｘ
－１

ｘｋ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

３ｘｌｎ（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）
ｘｋ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

３（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ－１）
ｘｋ－１ ，

若ｋ＝２，则

　ｌｉｍ
ｘ→０

（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）３ｘ－１
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

３（ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ－１）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０

３（ｃｏｓｘ－１）＋３ｓｉｎｘ
ｘ ＝３，

从而ｆ（ｘ）＝ （ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）３ｘ－１是ｘ的２阶无穷小
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７曲线ｘ３＋ｙ３－ｘｙ＝７上点（１，２）处的法线方程为　　　　　
解　１１ｘ－ｙ－９＝０

因为 ｄｙ
ｄｘ （１，２）

＝－３ｘ２－ｙ
３ｙ２－ｘ （１，２）

＝－１
１１

，

所以曲线在点（１，２）处的法线斜率ｋ＝１１，故法线方程为
１１ｘ－ｙ－９＝０　

８函数ｙ＝ｘ
１

１－ｘ（ｘ≠１），则ｄｙ＝　　　　　　　　

解　ｘ
１

１－ｘ·１－ｘ＋ｘｌｎｘ
ｘ（１－ｘ）２ ｄｘ

因为

　　　　　　　　ｙ′ （＝ ｘ
１

１－ ）ｘ′

＝ｘ
１

１－ｘ ｌｎｘ
１－（ ）ｘ′

＝ｘ
１

１－ｘ·
１
ｘ

（１－ｘ）＋ｌｎｘ
（１－ｘ）２ 

９曲线ｙ＝ｘ３－３ｘ２－９ｘ＋９上拐点是　　　　　　　　
解　（１，－２）
１０曲线ｙ＝ｅｘｓｉｎｘ在点（０，０）处的曲率为　　　　　　　　

解　１
槡２


由曲率公式Ｋ＝ ｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）３／２便可得

二、求极限

１用极限定义证明ｌｉｍ
ｘ→１

４－ｘ
ｘ２＋２＝１

证　 ε＞０，由于

·４７１·



４－ｘ
ｘ２＋２－１＝ｘ２＋ｘ－２

ｘ２＋２ ＝｜ｘ＋２｜｜ｘ－１｜
ｘ２＋２

，

令　｜ｘ－１｜＜１，则 ４－ｘ
ｘ２＋２－１＝｜ｘ＋２｜｜ｘ－１｜

ｘ２＋２ ＜４｜ｘ－１｜
２ ＜２｜ｘ－１｜＜ε，

故取δ＝ｍｉｎ１，ε（ ）２
，从而

ε＞０，δ＝ｍｉｎ１，ε（ ）２
，当０＜｜ｘ－１｜＜δ时，就有 ４－ｘ

ｘ２＋２－１＜ε，

于是 ｌｉｍ
ｘ→１

４－ｘ
ｘ２＋２＝１

２ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ
ｓｉｎｘｌｎ（１＋ｘ２）

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ
ｓｉｎｘｌｎ（１＋ｘ２）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ａｒｃｓｉｎｘ
ｘ·ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

１－ １
１－ｘ槡 ２

３ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｘ槡 ２－１
３ｘ２ １－ｘ槡 ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

－１
２ｘ

２

３ｘ２ １－ｘ槡 ２
＝－１

６

３ｌｉｍ
ｘ→－∞

π
２＋ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ

１
ｘ



解　ｌｉｍ
ｘ→－∞

π
２＋ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ

１
ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→－∞
１
ｘｌｎ

π
２＋ａｒｃｔａｎ（ ）ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→－∞

１
１＋ｘ２

π
２＋ａｒｃｔａｎｘ

＝ｅ
ｌｉｍ

ｘ→－∞

－ ２ｘ
（１＋ｘ２）２

１
１＋ｘ２ ＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→－∞

－２ｘ
１＋ｘ２ ＝ｅ０ ＝１
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三、１设
ｘ＝ｌｎｔａｎｔ（ ）２ ＋ｃｏｓｔ，

ｙ＝ｓｉｎｔ
烅
烄

烆 　　　　　　
０＜ｔ＜π（ ）２

，求ｄｙ
ｄｘ
和ｄ

２ｙ
ｄｘ２

解　ｄｙ
ｄｘ＝ ｃｏｓｔ

１
２ｃｏｔ

ｔ
２ｓｅｃ

２ｔ
２－ｓｉｎｔ

＝ ｃｏｓｔ
ｃｓｃｔ－ｓｉｎｔ＝ｔａｎｔ，

ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＝

ｄ（ｔａｎｔ）
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

＝ ｓｅｃ２ｔ
ｃｓｃｔ－ｓｉｎｔ＝ｓｉｎｔ

ｃｏｓ４ｔ

２ 设周期函数 ｆ（ｘ）的周期是 ６，而且 ｆ（ｘ）可导，若

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（２）－ｆ（２－ｘ）
２ｘ ＝１，试求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（－４，ｆ（－４））处

的切线方程
解　由题设可知ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋６），则有ｆ′（ｘ）＝［ｆ（ｘ＋６）］′＝

ｆ′（ｘ＋６），即ｆ（ｘ）与ｆ′（ｘ）有相同的周期；ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（２）－ｆ（２－ｘ）
２ｘ ＝

ｌｉｍ
ｘ→０

１
２
ｆ（２－ｘ）－ｆ（２）

（－ｘ） ＝１
２ｆ′

（２）＝１，故ｆ′（２）＝ｆ′（－４）＝２，从

而曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（－４，ｆ（－４））处的切线方程为

ｙ＝２（ｘ＋４）＋ｆ（－４）

点评　必须注意可导周期函数的导数也是周期函数本题由函数

ｆ（ｘ）在ｘ＝２处的导数求得了函数在ｘ＝－４处切线的斜率
３求函数ｆ（ｘ）＝ｘ２ｌｎ（１＋ｘ）的ｎ阶导数

解　因为　［ｌｎ（１＋ｘ）］（ｎ）＝
（－１）ｎ－１（ｎ－１）！

（１＋ｘ）ｎ 　（ｎ＝１，２，…），

所以由莱布尼兹法则可有

　　ｆ（ｎ）（ｘ）

＝ ［ｌｎ（１＋ｘ）］（ｎ）ｘ２＋ｎ［ｌｎ（１＋ｘ）］（ｎ－１）·２ｘ＋ｎ（ｎ－１）
２

［ｌｎ（１＋ｘ）］（ｎ－２）·２
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＝ｘ２ （－１）ｎ－１（ｎ－１）！
（１＋ｘ）ｎ ＋２ｎｘ（－１）ｎ－２（ｎ－２）！

（１＋ｘ）ｎ－１ ＋ｎ（ｎ－１）

（－１）ｎ－３（ｎ－３）！
（１＋ｘ）ｎ－２ 

点评　适当地选择ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）是求ｎ阶导数的关键

四、设函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ－１ｓｉｎπ
２ｘ＋ｃｏｓ（ａ＋ｂｘ）

ｘ２ｎ＋１
，其中ａ，ｂ为常数，

ｎ为自然数，０＜ａ＜２π
（１）求函数ｆ（ｘ）的表达式（无极限符号）；
（２）试确定常数ａ，ｂ，使ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）＝ｆ（１），ｌｉｍ

ｘ→－１
ｆ（ｘ）＝ｆ（－１）

解　（１）ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２ｎ－１ｓｉｎπ
２ｘ＋ｃｏｓ（ａ＋ｂｘ）

ｘ２ｎ＋１

＝

１
ｘｓｉｎπ

２ｘ
（｜ｘ｜＞１），

ｃｏｓ（ａ＋ｂｘ） （｜ｘ｜＜１），
１
２
［１＋ｃｏｓ（ａ－ｂ）］ （ｘ＝－１），

１
２
［１＋ｃｏｓ（ａ＋ｂ）］ （ｘ＝１）

烅

烄

烆 

（２）因为　ｆ（－１－０）＝１，ｆ（－１＋０）＝ｃｏｓ（ａ－ｂ），

故由ｌｉｍ
ｘ→－１

ｆ（ｘ）＝ｆ（－１）可得ｃｏｓ（ａ－ｂ）＝１；

又因为 ｆ（１－０）＝ｃｏｓ（ａ＋ｂ），ｆ（１＋０）＝１，

故由ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝ｆ（１）可得ｃｏｓ（ａ＋ｂ）＝１

由
ｃｏｓ（ａ－ｂ）＝１，
ｃｏｓ（ａ＋ｂ）＝１，
０＜ａ＜２π

烅
烄

烆 ，


ａ－ｂ＝２ｍπ，
ａ＋ｂ＝２ｋπ，
０＜ａ＜２π

烅
烄

烆 ，

从而
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ａ＝π，
ｂ＝ （２ｋ－１）｛ π

　（ｋ＝０，±１，±２，…）

五、设ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝１，且ｘ∈ＲＲ，ｆ″（ｘ）＞０，证明ｆ（ｘ）＞ｘ（ｘ≠０）

证　由题设得ｆ（０）＝０，ｆ′（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝１

设Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｘ，则Ｆ（０）＝０，Ｆ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）－１
方法１　因为Ｆ′（０）＝ｆ′（０）－１＝０，所以ｘ＝０是Ｆ（ｘ）的驻点
又Ｆ″（ｘ）＝ｆ″（ｘ）＞０，Ｆ（ｘ）下凸，ｘ＝０是唯一驻点，故Ｆ（０）为

最小值，从而Ｆ（ｘ）＞Ｆ（０）＝０，即ｆ（ｘ）＞ｘ　（ｘ∈ＲＲ）
方法２　因为Ｆ″（ｘ）＝ｆ″（ｘ）＞０，故Ｆ′（ｘ）单调递增
由于Ｆ′（０）＝ｆ′（０）－１＝０，故Ｆ′（ｘ）不保号，即：
当ｘ＜０时，Ｆ′（ｘ）＜０，Ｆ（ｘ）单调递减，所以有Ｆ（ｘ）＞Ｆ（０）＝０；
当ｘ＞０时，Ｆ′（ｘ）＞０，Ｆ（ｘ）单调递增，所以有Ｆ（ｘ）＞Ｆ（０）＝０；

从而 ｘ∈ＲＲ有Ｆ（ｘ）＞Ｆ（０）＝０，即ｆ（ｘ）＞ｘ

点评　利用函数的单调性和凸性证明不等式的成立是高等数学
中常用的方法本题两种方法的证明都注意到了在ｘ＝０点处函数

Ｆ（ｘ）取得了最小值Ｆ（０），即Ｆ（ｘ）＞Ｆ（０）＝０

六、全面讨论函数ｙ＝ ｘ３

３（ｘ＋２）２
的性态，并作其简图

已知ｙ′＝ｘ２（ｘ＋６）
３（ｘ＋２）３

，ｙ″＝ ８ｘ
（ｘ＋２）４［ ］

解　定义域为（－∞，－２）∪ （－２，＋∞）
令ｙ′＝０，得ｘ＝０，－６；令ｙ″＝０，得ｘ＝０，作表如下：

ｘ （－∞，－６） －６ （－６，－２）（－２，０） ０ （０，＋∞）

ｙ′ ＋ ０ － ＋ ０ ＋

ｙ″ － － － － ０ ＋

ｙ 极大值－９
２

拐点（０，０）
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　　因ｌｉｍ
ｘ→－２

ｆ（ｘ）＝∞，故直线ｘ＝－２是曲线的垂直渐近线；又因

　ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ３

３ｘ（ｘ＋２）２＝
１
３
，

　ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）－ｘ（ ）３

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ３

３（ｘ＋２）２－
ｘ（ ）３

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

－４ｘ２－４ｘ
３（ｘ＋２）２ ＝－４

３
，

故直线ｙ＝１
３ｘ－４

３
是曲线的斜渐近线

七、１设有数列ａ１＝ａ，ａ２＝ｂ（ｂ≠ａ），ａｎ＋２＝
ａｎ＋１＋ａｎ

２ 　（ｎ＝１，２，

…），并记ｙｎ＝ａｎ＋１－ａｎ

　　（１）证明数列｛ｙｎ｝收敛，并求ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ；

（２）证明数列｛ａｎ｝收敛，并求ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ

解　（１）ｙｎ ＝ａｎ＋１－ａｎ＝
ａｎ＋ａｎ－１

２ －ａｎ

＝ａｎ－１－ａｎ

２ ＝ －（ ）１
２

（ａｎ－ａｎ－１）

＝ －（ ）１
２

２
（ａｎ－１－ａｎ－２）＝…

＝ －（ ）１
２

ｎ－１
（ａ２－ａ１）

＝ －（ ）１
２

ｎ－１
（ｂ－ａ），

所以 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｙｎ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

－（ ）１
２

ｎ－１
（ｂ－ａ）＝０
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（２）由于　ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｎ

＝（ａ２－ａ１）＋（ａ３－ａ２）＋…＋（ａｎ＋１－ａｎ），

即 　ａｎ＋１－ａ１＝（ｂ－ａ）＋ －（ ）１
２

（ｂ－ａ）＋ －（ ）１
２

２
（ｂ－ａ）

＋…＋ －（ ）１
２

ｎ－１
（ｂ－ａ）

＝（ｂ－ａ）１＋ －（ ）１
２ ＋ －（ ）１

２
２

＋…＋ －（ ）１
２

ｎ－［ ］１

＝（ｂ－ａ）
１－ －（ ）１

２
ｎ

１＋１
２

＝２
３
（ｂ－ａ）１－ －（ ）１

２［ ］ｎ
，

亦即 ａｎ＋１＝ａ１＋
２
３
（ｂ－ａ）１－ －（ ）１

２［ ］ｎ
，

所以 ｌｉｍ
ｎ→∞

ａｎ＋１＝ａ１＋ｌｉｍ
ｎ→∞

２
３
（ｂ－ａ）１－ －（ ）１

２［ ］ｎ

＝ａ＋２
３
（ｂ－ａ）＝ａ＋２ｂ

３ 

点评　本题由递推式求得数列｛ｙｎ｝和｛ａｎ｝的表达式，进而在求得
极限值的同时也证明了数列｛ｙｎ｝和｛ａｎ｝收敛，这不失为证明数列收敛
的一种好方法

２设常数ａ，ｂ＞０，证明２ａ＋ｂａａｂｂ≥（ａ＋ｂ）ａ＋ｂ
证　将不等式２ａ＋ｂａａｂｂ ≥ （ａ＋ｂ）ａ＋ｂ改写为

ａｌｎａ＋ｂｌｎｂ≥（ａ＋ｂ）ｌｎａ＋ｂ
２

，

或

ａｌｎａ＋ｂｌｎｂ
２ ≥ａ＋ｂ

２ｌｎａ＋ｂ
２ 

方法１　设ｙ＝ｘｌｎｘ　（利用凸函数定义证明）
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因为 ｙ′＝ｌｎｘ＋１，ｙ″＝１
ｘ＞０　（ｘ＞０），

故ｙ＝ｘｌｎｘ是下凸函数由下凸函数的定义

ｆａ＋ｂ（ ）２ ≤ｆ（ａ）＋ｆ（ｂ）
２

可得 ａｌｎａ＋ｂｌｎｂ
２ ≥ａ＋ｂ

２ｌｎａ＋ｂ
２

，

即 ２ａ＋ｂａａｂｂ≥（ａ＋ｂ）ａ＋ｂ

方法２　设ｙ＝（ａ＋ｘ）ｌｎａ＋ｘ
２ －ａｌｎａ－ｘｌｎｘ　（利用单调性证

明）

因为 ｙ′＝ｌｎａ＋ｘ
２ －ｌｎｘ，

又当ｘ＝ａ时，ｙ＝０，ｙ′＝０，即ｙ′不保号
当ｘ＜ａ时，ｙ′＞０，ｙ单调递增，所以有ｙ（ｘ）≤ｙ（ａ）＝０；
当ｘ＞ａ时，ｙ′＜０，ｙ单调递减，所以有ｙ（ｘ）≤ｙ（ａ）＝０；

故 （ａ＋ｘ）ｌｎａ＋ｘ
２ －ａｌｎａ－ｘｌｎｘ≤０

取ｘ＝ｂ，从而（ａ＋ｂ）ｌｎａ＋ｂ
２ ≤ａｌｎａ＋ｂｌｎｂ，

即 ２ａ＋ｂａａｂｂ≥（ａ＋ｂ）ａ＋ｂ
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书书书

试　卷　（十四）
　　　　　　　　　　　　　　———第一学期期末试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１已知函数ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处可导，且ｆ′（ａ）＝ｋ（ｋ≠０常

数），则ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ａ－３ｔ）－ｆ（ａ－５ｔ）
ｔ

＝　　　　

（Ａ）ｋ； （Ｂ）－２ｋ； （Ｃ）２ｋ； （Ｄ）８ｋ

２设函数ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，且ｆ′（０）＝０，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）
ｘ２ ＝１，

则　　　　
（Ａ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极大值；
（Ｂ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极小值；
（Ｃ）（０，ｆ（０））是曲线ｆ（ｘ）的拐点；
（Ｄ）ｆ（０）不是ｆ（ｘ）的极值，（０，ｆ（０））也不是曲线ｆ（ｘ）的拐点

３函数ｙ＝ ２ｘ＋１
ｘ２＋２ｘ＋２

在［－２，０］上的平均值是　　　　

（Ａ）－π
４
； （Ｂ）－π

２
； （Ｃ）０； （Ｄ）π

４

４广义积分∫
＋∞

０

ｄｘ
ｅｘ＋ｅ－ｘ ＝ 　　　　　　　　

（Ａ）π
２
； （Ｂ）π

４
； （Ｃ）发散； （Ｄ）π

５二直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋１

２
＝ｚ－１

λ
，ｘ＋１

１ ＝ｙ－１
１

＝ｚ
１
相交，则λ＝　　

　　

（Ａ）５
４
； （Ｂ）３

２
； （Ｃ）－５

４
； （Ｄ）１
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二、填充题（每题３分，共１５分）

１设ｙ＝ｆ（ｘ＋ｙ），其中ｆ可导，且ｆ′≠１，则ｄｙｄｘ＝　　　　

２ ｄ
ｄｘ∫

０

ｘ２
ｘ２ｃｏｓｔ３ｄｔ＝ 　　　　　　　　

３设ｆ（ｘ）＝（ｘ６６７－１）ｇ（ｘ），其中ｇ（ｘ）在ｘ＝１处连续，ｇ（１）＝
３，则ｆ′（１）＝　　　　

４ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１
３＋２

１
３＋…＋ｎ

１
３

ｎ
１
３＋１

＝　　　　　　　　

５设｜ａ｜＝１，｜ｂ｜＝１，ａ与ｂ的夹角（ａ，ｂ）＝３０°，则以ａ＋２ｂ
和３ａ＋ｂ为邻边的平行四边形面积Ｓ＝　　　　　　　　

三、计算题（共３２分）

１（６分）求ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｅ－ｔ－ｓｉｎｔ２）ｄｔ－ｘ＋１

２ｘ
２

ｘ３ 

２（６分）已知ｆ″（ｘ）连续，且ｆ（０）＝２，ｆ（π）＝１，求

∫
π

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ″（ｘ）］ｓｉｎｘｄｘ

３（６分）计算∫
１

１／槡２

ｘ＋２
ｘ２ １－ｘ槡 ２



４（８分）设连续函数ｆ（ｘ）有ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝ｓｉｎ２ｘ，计算

∫
π／２

－π／２
ｆ（ｘ）ｓｉｎ８ｘｄｘ

５（６分）计算∫ ｘｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ

四、（８分）已知连续函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ）＝３ｘ－ １－ｘ槡 ２∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ，

求函数ｆ（ｘ）

五、（１０分）一个质量密度为２５１９×１０３（ｋｇ／ｍ３）的瓷质容器，内壁和外

·３８１·



壁的形状分别是ｙ＝ｘ２

１０＋１和ｙ＝

ｘ２

１０
绕着ｙ轴旋转所得的旋转抛物

面，容器的外高为１０（ｍ），把它铅直
浮在水中，再注入质量密度为３×
１０３（ｋｇ／ｍ３）的溶液问：要保持容
器不沉没，可注入溶液的最大深度
是多少米（如图所示）？

六、（１４分）

１（６分）设Ｌ１是通过原点和点Ｍ（１，１，１）的直线，又设Ｌ２是过

原点的动直线，且直线Ｌ２与直线Ｌ１的夹角始终为
π
４
，求Ｌ２上点的坐

标所满足的关系式

２（８分）求过直线Ｌ：２ｘ－４ｙ＋ｚ＝０，　
３ｘ－ｙ－２ｚ－９＝０｛ ，

且垂直平面Π：４ｘ－

ｙ＋ｚ＝１的平面方程，并求直线Ｌ在平面Π上的投影直线方程

七、（６分）记Ｃｉ
ｎ ＝ ｎ！

ｉ！（ｎ－１）！　
（０≤ｉ≤ｎ）

（１）证明∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝１

ｎ＋１－ｉ
ｎ＋（ ）１

ｎ＋１－２ｉ
；

（２）利用题（１）的等式，计算极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ｎ＋１）

∏
ｎ

ｉ＝０

Ｃｉ槡 ｎ　（其中符号∏
ｎ

ｉ＝０
是

连乘记号，∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ＝Ｃ０
ｎＣ１

ｎＣ２
ｎ…Ｃｎ

ｎ）

试卷（十四）考核内容分值表

考核内容 导数和微分 积分及其应用 向量代数和空间解析几何

分值 １２ ６８ ２０
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试卷（十四）详解

一、选择题

１已知函数ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ＝ａ处可导，且ｆ′（ａ）＝ｋ（ｋ≠０常

数），则ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ａ－３ｔ）－ｆ（ａ－５ｔ）
ｔ

＝　　　　

（Ａ）ｋ； （Ｂ）－２ｋ； （Ｃ）２ｋ； （Ｄ）８ｋ
解　选Ｃ

因为 ｆ′（ａ）＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ａ＋ｔ）－ｆ（ａ）
ｔ ＝ｋ，

所以　　　　　ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ａ－３ｔ）－ｆ（ａ－５ｔ）
ｔ

＝ｌｉｍ
ｔ→０

［ｆ（ａ－３ｔ）－ｆ（ａ）］－［ｆ（ａ－５ｔ）－ｆ（ａ）］
ｔ

＝ｌｉｍ
ｔ→０

（－３）ｆ
（ａ－３ｔ）－ｆ（ａ）

－３ｔ ＋５ｆ（ａ－５ｔ）－ｆ（ａ）
－５［ ］ｔ

＝－３ｆ′（ａ）＋５ｆ′（ａ）

＝２ｆ′（ａ）＝２ｋ，

故选Ｃ

２设函数ｆ（ｘ）具有二阶连续导数，且ｆ′（０）＝０，ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ″（ｘ）
ｘ２ ＝１，

则　　　　
（Ａ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极大值；
（Ｂ）ｆ（０）是ｆ（ｘ）的极小值；
（Ｃ）（０，ｆ（０））是曲线ｆ（ｘ）的拐点；
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（Ｄ）ｆ（０）不是ｆ（ｘ）的极值，（０，ｆ（０））也不是曲线ｆ（ｘ）的拐点
解　选Ｂ
由条件可知：在点ｘ＝０邻域内ｆ″（ｘ）＞０，因此，在此邻域内曲线

下凸，又因为ｆ′（０）＝０，故在ｘ＝０处取得极小值ｆ（０），所以选Ｂ

３函数ｙ＝ ２ｘ＋１
ｘ２＋２ｘ＋２

在［－２，０］上的平均值是　　　　

（Ａ）－π
４
； （Ｂ）－π

２
； （Ｃ）０； （Ｄ）π

４

解　选Ａ
事实上，连续函数在区间上的平均值由定积分便可求得，即由

ｙ＝ １
２∫

０

－２

２ｘ＋１
ｘ２＋２ｘ＋２

ｄｘ

求得，故选Ａ

４广义积分∫
＋∞

０

ｄｘ
ｅｘ＋ｅ－ｘ ＝ 　　　　　　　　

（Ａ）π
２
； （Ｂ）π

４
； （Ｃ）发散； （Ｄ）π

解　选Ｂ

５二直线ｘ－１
１ ＝ｙ＋１

２ ＝ｚ－１
λ

，ｘ＋１
１ ＝ｙ－１

１ ＝ｚ
１
相交，则

λ＝　　　　

（Ａ）５
４
； （Ｂ）３

２
； （Ｃ）－５

４
； （Ｄ）１

解　选Ａ
由两直线相交的充要条件

１ ２ λ
１ １ １
２ －２ １

＝０，

得λ＝ ５
４
，故选Ａ
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二、填充题

１设ｙ＝ｆ（ｘ＋ｙ），其中ｆ可导，且ｆ′≠１，则ｄｙｄｘ＝　　　　

解　 ｆ′（ｘ＋ｙ）
１－ｆ′（ｘ＋ｙ）

方法１　因为 ｙ′＝ｆ′（ｘ＋ｙ）（１＋ｙ′），

故解得

ｙ′＝ｄｙ
ｄｘ＝ ｆ′（ｘ＋ｙ）

１－ｆ′（ｘ＋ｙ）

方法２　设　Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｙ－ｆ（ｘ＋ｙ），

而

Ｆｘ（ｘ，ｙ）＝－ｆ′（ｘ＋ｙ），Ｆｙ（ｘ，ｙ）＝１－ｆ′（ｘ＋ｙ），
所以

ｄｙ
ｄｘ＝－Ｆｘ

Ｆｙ
＝ ｆ′（ｘ＋ｙ）

１－ｆ′（ｘ＋ｙ）

２ ｄ
ｄｘ∫

０

ｘ２
ｘ２ｃｏｓｔ３ｄｔ＝ 　　　　　　　　

解　２ｘ∫
０

ｘ２
ｘ２ｃｏｓｔ３ｄｔ－２ｘ３ｃｏｓｘ６

注意到积分变量为ｔ，与ｘ无关，所以

　　　　　　　　 ｄ
ｄｘ∫

０

ｘ２
ｘ２ｃｏｓｔ３ｄｔ

＝ ｄ
ｄｘ

［ｘ２·∫
０

ｘ２
ｃｏｓｔ３ｄｔ］

＝２ｘ∫
０

ｘ２
ｘ２ｃｏｓｔ３ｄｔ－２ｘ３ｃｏｓｘ６

３设ｆ（ｘ）＝（ｘ６６７－１）ｇ（ｘ），其中ｇ（ｘ）在ｘ＝１处连续，ｇ（１）＝
３，则ｆ′（１）＝　　　　
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解　２００１

由题设可知 ｌｉｍ
ｘ→１

ｇ（ｘ）＝ｇ（１）＝３，

故　　　　　ｆ′（１）＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）－ｆ（１）
ｘ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ６６７－１）ｇ（ｘ）
ｘ－１

＝ｌｉｍ
ｘ→１

（ｘ６６６＋ｘ６６５＋…＋ｘ＋１）ｇ（ｘ）

＝６６７ｇ（１）＝２００１

４ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１
３＋２

１
３＋…＋ｎ

１
３

ｎ
１
３＋１

＝　　　　　　　　

解　３
４

　　　　ｌｉｍ
ｎ→∞

１
１
３ ＋２

１
３ ＋…＋ｎ

１
３

ｎ
１
３＋１

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１（ ）ｎ

１
３

＋ ２（ ）ｎ

１
３

＋…＋ ｎ（ ）ｎ［ ］
１
３

＝ｌｉｍ
ｎ→∞∑

ｎ

ｋ＝１

ｋ（ ）ｎ

１
３
·１
ｎ

＝∫
１

０
ｘ

１
３ｄｘ＝ ３

４

５设｜ａ｜＝１，｜ｂ｜＝１，ａ与ｂ的夹角（ａ，ｂ）＝３０°，则以ａ＋２ｂ
和３ａ＋ｂ为邻边的平行四边形面积Ｓ＝　　　　　　　　

解　５
２

由向量外积的几何意义可得

Ｓ＝｜｜（ａ＋２ｂ）×（３ａ＋ｂ）｜｜

＝ ５
２
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三、１求ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｅ－ｔ－ｓｉｎｔ２）ｄｔ－ｘ＋１

２ｘ
２

ｘ３ 

解　　ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｅ－ｔ－ｓｉｎｔ２）ｄｔ－ｘ＋１

２ｘ
２

ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ－ｘ－ｓｉｎｘ２－１＋ｘ
３ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｘ＋ｘ２

２－ｘ２＋ｏ（ｘ２）－１＋ｘ

３ｘ２ ＝－１
６

２已知ｆ″（ｘ）连续，且ｆ（０）＝２，ｆ（π）＝１，求

∫
π

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ″（ｘ）］ｓｉｎｘｄｘ

解　　∫
π

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ″（ｘ）］ｓｉｎｘｄｘ

＝∫
π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ＋∫

π

０
ｓｉｎｘ·ｆ″（ｘ）ｄｘ

＝∫
π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ＋∫

π

０
ｓｉｎｘｄｆ′（ｘ）

＝∫
π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ＋ｓｉｎｘｆ′（ｘ）

π

０
－∫

π

０
ｆ′（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ

＝∫
π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ－ｃｏｓｘｆ（ｘ）

π

０
－∫

π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｘｄｘ

＝３

点评　由于被积函数的特点，故两个积分同时计算则更为快捷，即

　∫
π

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ″（ｘ）］ｓｉｎｘｄｘ

＝∫
π

０
ｆ（ｘ）ｄ（－ｃｏｓｘ）＋∫

π

０
ｓｉｎｘｄｆ′（ｘ）

＝－ｆ（ｘ）ｃｏｓｘ
π

０
＋∫

π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ＋ｓｉｎｘ·ｆ′（ｘ）

π

０
－∫

π

０
ｆ′（ｘ）ｃｏｓｘｄｘ

＝３
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３计算∫
１

１／槡２

ｘ＋２
ｘ２ １－ｘ槡 ２

ｄｘ

解　设ｘ＝ｓｉｎｔ，则

　　　　∫
１

１／槡２

ｘ＋２
ｘ２１－ｘ槡 ２

ｄｘ

＝∫
π／２

π／４

ｓｉｎｔ＋２
ｓｉｎ２ｔｃｏｓｔｃｏｓｔｄｔ

＝∫
π／２

π／４
［ｃｓｃｔ＋２ｃｓｃ２ｔ］ｄｔ

＝ ［ｌｎ｜ｃｓｃｔ－ｃｏｔｔ｜－２ｃｏｔｔ］
π／２

π／４

＝２－ｌｎ｜槡２－１｜

＝２＋ｌｎ（１＋槡２）

４设连续函数ｆ（ｘ）有ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）＝ｓｉｎ２ｘ，计算

∫
π／２

－π／２
ｆ（ｘ）ｓｉｎ８ｘｄｘ

解　　　　　　∫
π／２

－π／２
ｆ（ｘ）ｓｉｎ８ｘｄｘ

＝∫
π／２

０
［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］ｓｉｎ８ｘｄｘ

＝∫
π／２

０
ｓｉｎ１０ｘｄｘ

＝ ９！！
１０！！

·π
２

５计算∫ ｘｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ

解　∫ ｘｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ＝∫ｅｘ

１＋ｘｄｘ－∫ ｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ

＝∫ｄｅｘ

１＋ｘ－∫ ｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ

＝ ｅｘ

１＋ｘ＋∫ ｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ－∫ ｅｘ

（１＋ｘ）２ｄｘ
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＝ ｅｘ

１＋ｘ＋Ｃ

四、已知连续函数ｆ（ｘ）满足ｆ（ｘ）＝３ｘ－ １－ｘ槡 ２∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ，求函数

ｆ（ｘ）

　　解　设　Ａ＝∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ，

则有

ｆ（ｘ）＝３ｘ－ １－ｘ槡 ２Ａ，

ｆ２（ｘ）＝９ｘ２－６ｘ １－ｘ槡 ２Ａ＋（１－ｘ２）Ａ２，

因此　　　　Ａ＝∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ

＝∫
１

０
［９ｘ２－６ｘ １－ｘ槡 ２Ａ＋（１－ｘ２）Ａ２］ｄｘ

＝３ｘ３
１

０
＋２Ａ（１－ｘ２）３

２
１

０
＋ ｘ－ｘ３（ ）３ Ａ２

１

０

＝３－２Ａ＋２
３Ａ２，

即 ２Ａ２－９Ａ＋９＝０，

解得 Ａ＝３，３
２
，

从而

ｆ（ｘ）＝３ｘ－３ １－ｘ槡 ２

和

ｆ（ｘ）＝３ｘ－３
２ １－ｘ槡 ２

点评　在函数的表达式中，注意到类似的积分∫
ｂ

ａ
φ（ｘ）ｄｘ为一确

定的数值，则所求便可得到
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五、一个质量密度为２５
１９×１０３（ｋｇ／ｍ３）的瓷质容器，内壁和外壁的形状

分别是ｙ＝ｘ２

１０＋１和ｙ＝ｘ２

１０
绕着ｙ轴旋转所得的旋转抛物面，容器的

外高为１０（ｍ），把它铅直浮在水中，再注入质量密度为３×１０３（ｋｇ／ｍ３）
的溶液问：要保持容器不沉没，可注入溶液的最大深度是多少米（如
图所示）？
解　因为

Ｆ浮力 ＝πρｇ∫
１０

０
ｘ２ｄｙ＝πρｇ∫

１０

０
１０ｙｄｙ

＝５００×１０３ｇπ，
Ｐ重力 ＝Ｐ容器＋Ｐ溶液

＝２５
１９×１０３ ［ｇ π∫

１０

０
１０ｙｄｙ

－π∫
１０

０
１０（ｙ－１）ｄ ］ｙ ＋３×１０３ｇπ∫

ｈ

１
１０（ｙ－１）ｄｙ

＝２５
１９×１０３ｇπ［５ｙ２

１０

０
－（５ｙ２－１０ｙ）

１０

１
］＋３×１０３ｇπ（５ｙ２

－１０ｙ）
ｈ

１

＝２５
１９×１０３ｇπ（１００＋５－１０）＋３×１０３ｇπ（５ｈ２－１０ｈ＋５）

＝１２５×１０３ｇπ＋１５×１０３ｇπ（ｈ－１）２，

由Ｆ浮力 ＝Ｐ重力，得

５００×１０３ｇπ＝ ［１２５＋１５（ｈ－１）２］×１０３ｇπ，

即解得 ｈ＝６，ｈ＝－４（舍去），

从而注入溶液的最大深度Ｈ ＝ｈ－１＝５（ｍ）
六、１设Ｌ１是通过原点和点Ｍ（１，１，１）的直线，又设Ｌ２是过原点的

动直线，且直线Ｌ２与直线Ｌ１的夹角始终为
π
４
，求Ｌ２上点的坐标所满

足的关系式
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解　设Ｌ２上动点坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），Ｌ１的方向向量ｓ１ ＝ （１，１，
１），Ｌ２的方向向量ｓ２ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）

因为 ｃｏｓπ
４ ＝

ｓ１·ｓ２

｜｜ｓ１｜｜·｜｜ｓ２｜｜

＝ ｘ＋ｙ＋ｚ
槡３ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

＝ １
槡２

，

故得 （ｘ＋ｙ＋ｚ）２ ＝ ３
２
（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２），

所以有

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝４（ｘｙ＋ｙｚ＋ｘｚ）

２求过直线Ｌ： ２ｘ－４ｙ＋ｚ＝０，
３ｘ－ｙ－２ｚ－９＝０｛ ，

且垂直平面Π：４ｘ－ｙ＋ｚ＝

１的平面方程，并求直线Ｌ在平面Π上的投影直线方程
解　通过Ｌ的平面束方程为Π１：（２＋３λ）ｘ－（４＋λ）ｙ＋（１－２λ）ｚ－

９λ＝０，

因为 Π１ ⊥Π即ｎ１⊥ｎ，

所以 ４（２＋３λ）＋４＋λ＋１－２λ＝０，

λ＝－１３
１１

，

从而平面方程为 １７ｘ＋３１ｙ－３７ｚ－１１７＝０，

而直线Ｌ在平面Π上的投影直线方程为

１７ｘ＋３１ｙ－３７ｚ－１１７＝０，
４ｘ－ｙ＋ｚ－｛ １＝０

点评　过直线
Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１＝０，

Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２＝
烅
烄
烆 ０

的平面束方程Ａ１ｘ＋

Ｂ１ｙ＋Ｃ１ｚ＋Ｄ１＋λ（Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋Ｃ２ｚ＋Ｄ２）＝０，通常是建立空间的
平面方程或直线方程的常用方法之一
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七、记Ｃｉ
ｎ＝ ｎ！

ｉ！（ｎ－ｉ）！　
（０≤ｉ≤ｎ）

（１）证明∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝１

ｎ＋１－ｉ
ｎ＋（ ）１

ｎ＋１－２ｉ
；

（２）利用题（１）的等式，计算极限ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ｎ＋１）

∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ槡 ｎ　（其中符号∏

ｎ

ｉ＝０
是

连乘记号，∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ＝Ｃ０
ｎＣ１

ｎＣ２
０…Ｃｎ

ｎ）

解　（１）方法１　

∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝０

ｎ！
ｉ！（ｎ－ｉ）！＝

（ｎ！）ｎ＋１
（１！２！…ｎ！）２

＝ １ｎ＋１×２ｎ＋１×…×ｎｎ＋１

（１ｎ×２ｎ－１×…×ｎｎ－（ｎ－１））２ ＝
∏
ｎ

ｉ＝１
ｉｎ＋１

∏
ｎ

ｉ＝１
ｉｎ＋１－（ ）ｉ ２

＝
∏
ｎ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）ｎ＋

［

１

∏
ｎ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）］ｉ

２
＝∏

ｎ

ｉ＝１
（ｎ＋１－ｉ）ｎ＋１－２ｉ，

因为 ∑
ｎ

ｉ＝１
（ｎ＋１－２ｉ）＝０，

所以 ∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝１

（ｎ＋１－ｉ）ｎ＋１－２ｉ
（ｎ＋１）ｎ＋１－２ｉ

＝∏
ｎ

ｉ＝０

ｎ＋１－ｉ
ｎ＋（ ）１

ｎ＋１－２ｉ



方法２　因为等式左边

∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ

ｎ ＝∏
ｎ

ｉ＝０

ｎ！
ｉ！（ｎ－ｉ）！

＝ｎ！
ｎ！

· ｎ！
１！（ｎ－１）！

· ｎ！
２！（ｎ－２）！

·…· ｎ！
（ｎ－１）！１！

·ｎ！
ｎ！
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＝
（ｎ！）ｎ－１

［（ｎ－１）！］２［（ｎ－２）！］２×…×（３！）２×（２！）２×（１！）２

＝ｎｎ－１（ｎ－１）ｎ－３×…×２（ｎ－１）－２（ｎ－２）×１（ｎ－１）－２（ｎ－１）

＝ｎｎ－１（ｎ－１）ｎ－３×…×２３－ｎ×１１－ｎ，

等式右边

　　　　∏
ｎ

ｉ＝０

ｎ＋１－ｉ
ｎ＋（ ）１

ｎ＋１－２ｉ

＝ ｎ＋１
ｎ＋（ ）１

ｎ＋１ ｎ
ｎ＋（ ）１

ｎ－１ ｎ－１
ｎ＋（ ）１

ｎ－３
… １

ｎ＋（ ）１
１－ｎ

＝ｎｎ－１（ｎ－１）ｎ－３×…×１１－ｎ

（ｎ＋１）（ｎ－１）＋（ｎ－３）＋…＋（１－ｎ）

＝ｎｎ－１（ｎ－１）ｎ－３×…×２３－ｎ×１１－ｎ，

所以等式成立

（２）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ｎ＋１） ∏
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉ槡 ｎ ＝ｅ

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ（ｎ＋１）ｌｎ∏

ｎ

ｉ＝０
Ｃｉｎ

＝ｅ
ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ（ｎ＋１）∑

ｎ

ｉ＝１
（ｎ＋１－２ｉ）ｌｎ １－ｉ

ｎ＋（ ）１

＝ｅ
ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
１－２ｉ

ｎ＋（ ）１ ｌｎ １－ｉ
ｎ＋（ ）１

＝ｅ∫
１
０
（１－２ｘ）ｌｎ（１－ｘ）ｄｘ ＝ｅ∫

１
０
（２ｕ－１）ｌｎｕｄｕ

＝ｅ［（ｕ２－ｕ）ｌｎｕ－１
２ｕ

２＋ｕ］１

０ ＝ｅ
１
２
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试　卷　（十五）
　　　　　　　　　　　　　———第二学期期中试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）的两个偏导数至少有一个不连
续是此函数在该点全微分存在的　　　　条件

（Ａ）充分； （Ｂ）必要；
（Ｃ）充要； （Ｄ）既非充分又非必要
２设０＜ａ＜ｂ，Ｖ１∶ａ２≤ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤ｂ２（ｚ≥０），Ｖ２∶ａ２≤ｘ２＋

ｙ２＋ｚ２ ≤ｂ２（ｘ≥０，ｙ≥０，ｚ≥０）为两个空间区域，则　　　　

（Ａ）
Ｖ１

ｘｄＶ ＝４
Ｖ２

ｘｄＶ； （Ｂ）
Ｖ１

ｙｄＶ ＝４
Ｖ２

ｙｄＶ；

（Ｃ）
Ｖ１

ｚｄＶ ＝４
Ｖ２

ｚｄＶ； （Ｄ）
Ｖ１

ｘｙｚｄＶ ＝４
Ｖ２

ｘｙｚｄＶ

３数量场ｕ＝ｘ２－ｘｙ＋ｙ２在Ｍ（１，１）处的

ｇｒａｄｕ｜（１，１）＝　　　　
（Ａ）ｉ＋ｊ； （Ｂ）２ｉ＋ｊ； （Ｃ）ｉ－ｊ； （Ｄ）２ｉ－ｊ

４设ｆ（ｘ，ｙ）连续，且ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ２＋
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，Ｄ由

ｘ＝１，ｙ＝０，ｙ＝ｘ２所围，则ｆ（ｘ，ｙ）＝　　　　

（Ａ）ｘｙ２＋１
８
； （Ｂ）３ｘｙ２＋１

８
；

（Ｃ）３ｘｙ２＋１
１６

； （Ｄ）ｘｙ２＋１
１６

５Ｉ＝
Ｄ　

｜２－ｘ２－ｙ２｜ｄｘｄｙ，Ｄ：ｘ２＋ｙ２ ≤４，则Ｉ＝　　　　
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（Ａ）∫
２π

０
ｄθ∫

２

０
（ｒ２－２）ｒｄｒ；

（Ｂ）∫
２

２
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

－ ４－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－２）ｄｙ；

（Ｃ）∫
２π

０
ｄθ∫

槡２

０
（２－ｒ２）ｒｄｒ＋∫

２π

０
ｄθ∫

２

槡２
（ｒ２－２）ｒｄｒ；

（Ｄ）∫
２

－２
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

－ ４－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－２）ｄｙ＋∫

２

－２
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

１－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－２）ｄｙ

二、填充题（每题３分，共１５分）

１设ｚ＝ｘｙ，则ｄｚ｜（２，１）＝　　　　

２交换积分次序：∫
１

０
ｄｙ∫

２ｙ－ｙ槡 ２

－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝ 　　　　

３曲面２ｚ－ｅｚ＋２ｘｙ－３＝０在点Ｐ（１，２，０）处的切平面方程为

　　　　

４曲线积分Ｉ＝∫Ｃ
（４ｘ３ｙ３－３ｙ２＋４ｙ＋１）ｄｘ＋（３ｘ４ｙ２－６ｘｙ＋５ｘ＋

２）ｄｙ，Ｃ为ｘ２＋ｙ２ ＝１（ｘ≥０，ｙ≥０）沿逆时针方向，则Ｉ＝　　　　

５Ｉ＝∫Ｃ
（ｘ２＋ｙ２）ｄｓ，Ｌ：ｘ＝３ｃｏｓｔ，ｙ＝３ｓｉｎｔ ０≤ｔ≤ π（ ）２

，则

Ｉ＝　　　　

三、１（８分）设ｚ＝ｆ２ｘ－ｙ（ ）ｘ ＋ｇ（ｕ，ｅｘｙ），而其中由方程ｕｅｘ ＋

ｙｓｉｎｕ＝０确定ｕ为ｘ，ｙ的隐函数，且ｆ（ｔ）一阶可导，ｇ（ｕ，ｖ）具有一

阶偏导数，试求ｚ
ｘ

２（８分）设函数ｚ＝ｆｘ２ｙ，ｙ
２（ ）ｘ ＋ｘｇ（ｘ２＋ｙ２），其中ｆ具有二阶

连续偏导数，ｇ二阶可导，求ｚｘ
和２ｚ
ｘｙ

四、１（６分）计算积分
Ｄ　

ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙ，Ｄ由ｘ＝０，ｘ２＋ｙ２ ＝ａ２，
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ｘ２－２ａｘ＋ｙ２ ＝０（ａ＞０）所围成在第一象限区域
２（１０分）求柱面ｘ２＋ｙ２＝ａｘ（ａ＞０）被球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２

所截部分的曲面面积

３（１０分）计算Ｉ＝
Ｓ　

（ｘｙ２＋ｙｚ２）ｄｙｄｚ＋ｙ｜ｚ｜ｄｚｄｘ－（ｙ２ｚ＋

ｘ２ｙ）ｄｘｄｙ，其中Ｓ为由在ｙＯｚ平面上的曲线ｙ２－４ｚ２＝４绕着ｚ轴旋
转所生成的曲面与平面ｚ＋１＝０，ｚ－１＝０所围成空间域的整个边界
曲面的外侧

五、（１０分）在平面ｘ
ａ ＋ｙ

ｂ ＋ｚ
ｃ ＝

１与三坐标面所围成的四面体内，
作一个以该平面为顶面，在ｘＯｙ坐
标面上的投影为长方形（与ＡＢ相
接）的六面体（如图所示），求最大
六面体的体积（其中ａ，ｂ，ｃ＞０）

六、（１０ 分）计算∫Ｌ
［ｆ（ｙ）ｅｘ －

４ｙ］ｄｘ＋［ｆ′（ｙ）ｅｘ－４］ｄｙ，其中Ｌ
为曲线ｘ２＋（ｙ－１）２ ＝１（ｘ≥０）
上从（０，０）到（１，１）的弧段，且ｆ′（ｙ）为连续函数，ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１

七、（８分）设函数ｆ（ｘ）是连续函数，试证
Ｄ　

ｆ（ｘ－ｙ）ｄｘｄｙ ＝

∫
ａ

－ａ
（ａ－｜ｕ｜）ｆ（ｕ）ｄｕ，其中Ｄ由｜ｘ｜≤ａ

２
，｜ｙ｜≤ａ

２
所确定的闭区域

试卷（十五）考核内容分值表

考核内容 多元函数微分学 重积分及其应用 曲线、曲面积分

分值　　 ２８ ４６ ２６
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试卷（十五）详解

一、选择题

１函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）的两个偏导数至少有一个不连
续是此函数在该点全微分存在的　　　　条件

（Ａ）充分； （Ｂ）必要；
（Ｃ）充要； （Ｄ）既非充分又非必要
解　选Ｄ
２设０＜ａ＜ｂ，Ｖ１：ａ２≤ｘ２＋ｙ２＋ｚ２≤ｂ２　（ｚ≥０），Ｖ２：ａ２≤ｘ２＋

ｙ２＋ｚ２ ≤ｂ２　（ｘ≥０，ｙ≥０，ｚ≥０）为两个空间区域，则　　　　

（Ａ）
Ｖ１

ｘｄＶ ＝４
Ｖ２

ｘｄＶ； （Ｂ）
Ｖ１

ｙｄＶ ＝４
Ｖ２

ｙｄＶ；

（Ｃ）
Ｖ１

ｚｄＶ ＝４
Ｖ２

ｚｄＶ； （Ｄ）
Ｖ１

ｘｙｚｄＶ ＝４
Ｖ２

ｘｙｚｄＶ

解　选Ｃ
注意到空间域Ｖ２在ｘＯｙ面的上方且关于ｘＯｚ面和ｙＯｚ面对称
３数量场ｕ＝ｘ２－ｘｙ＋ｙ２在Ｍ（１，１）处的

ｇｒａｄｕ｜（１，１）＝　　　　

（Ａ）ｉ＋ｊ； （Ｂ）２ｉ＋ｊ； （Ｃ）ｉ－ｊ； （Ｄ）２ｉ－ｊ
解　选Ａ

４设ｆ（ｘ，ｙ）连续，且ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ２＋
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，Ｄ由

ｘ＝１，ｙ＝０，ｙ＝ｘ２所围，则ｆ（ｘ，ｙ）＝　　　　

（Ａ）ｘｙ２＋１
８
； （Ｂ）３ｘｙ２＋１

８
；
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（Ｃ）３ｘｙ２＋１
１６

； （Ｄ）ｘｙ２＋１
１６

解　选Ｄ

可设　Ａ＝
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，则ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ２＋Ａ，

所以　　　　
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝
Ｄ　

（ｘｙ２＋Ａ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ２

０
（ｘｙ２＋Ａ）ｄｙ

＝∫
１

０

ｘ７

３＋Ａｘ（ ）２ ｄｘ＝ １
２４＋Ａ

３
，

即 Ａ＝ １
２４＋Ａ

３
，

解得 Ａ＝ １
１６

，

从而 ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ２＋
Ｄ　

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝ｘｙ２＋Ａ

＝ｘｙ２＋１
１６

，

故选Ｄ

５Ｉ＝
Ｄ　

２－ｘ２－ｙ２ ｄｘｄｙ，Ｄ：ｘ２＋ｙ２ ≤４，则Ｉ＝　　　　

（Ａ）∫
２π

０
ｄθ∫

２

０
（ｒ２－２）ｒｄｒ；

（Ｂ）∫
２

２
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

－ ４－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－２）ｄｙ；

（Ｃ）∫
２π

０
ｄθ∫

槡２

０
（２－ｒ２）ｒｄｒ＋∫

２π

０
ｄθ∫

２

槡２
（ｒ２－２）ｒｄｒ；
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（Ｄ）∫
２

２
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

－ ４－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－２）ｄｙ＋∫

２

２
ｄｘ∫

４－ｘ槡 ２

１－ｘ槡 ２
（ｘ２＋ｙ２－２）ｄｙ

解　选Ｃ
事实上，

｜２－ｘ２－ｙ２｜＝
２－ｘ２－ｙ２ （ｘ２＋ｙ２ ≤２），

ｘ２＋ｙ２－２ （ｘ２＋ｙ２ ＞２
烅
烄
烆 ），

所以Ｄ＝Ｄ１＋Ｄ２，其中Ｄ１：０≤ｘ２＋ｙ２ ≤２，Ｄ２：２≤ｘ２＋ｙ２ ≤４，

即 Ｄ１：
０≤θ≤２π，

０≤ｒ≤槡２
烅
烄

烆 ，
　Ｄ２：

０≤θ≤２π，

槡２≤ｒ≤２
烅
烄

烆 ，

因此选Ｃ

二、填充题

１设ｚ＝ｘｙ，则ｄｚ｜（２，１）＝　　　　
解　ｄｘ＋２ｌｎ２ｄｙ

２交换积分次序：∫
１

０
ｄｙ∫

２ｙ－ｙ槡 ２

－ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝ 　　　　

解　∫
０

－１
ｄｘ∫

１

－ｘ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

１

０
ｄｘ∫

１

１－ １－ｘ槡 ２ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ

事实上，积分区域Ｄ由ｘ＋ｙ＝０，ｙ＝１和ｘ２＋ｙ２ ＝２ｙ（０≤
ｙ≤１）所围

３曲面２ｚ－ｅｚ＋２ｘｙ－３＝０在点Ｐ（１，２，０）处的切平面方程为

　　　　
解　４ｘ＋２ｙ＋ｚ－８＝０
设Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝２ｚ－ｅｚ＋２ｘｙ－３
由于Ｆｘ ＝２ｙ，Ｆｙ ＝２ｘ，Ｆｚ ＝２－ｅｚ，所以曲面在点Ｐ（１，２，０）

处的切平面的法向量ｎ＝ （４，２，１），因此切平面方程为

４（ｘ－１）＋２（ｙ－２）＋ｚ＝０，

·１０２·



即 ４ｘ＋２ｙ＋ｚ－８＝０

４曲线积分Ｉ＝∫Ｃ
（４ｘ３ｙ３－３ｙ２＋４ｙ＋１）ｄｘ＋（３ｘ４ｙ２－６ｘｙ＋５ｘ＋２）ｄｙ，

Ｃ为ｘ２＋ｙ２＝１（ｘ≥０，ｙ≥０）沿逆时针方向，则Ｉ＝　　　　

解　１＋π
４

由于Ｑ
ｘ－Ｐ

ｙ＝１，故补直线Ｃ１：ｘ＝０（０≤ｙ≤１）和Ｃ２：ｙ＝０

（０≤ｘ≤１），使

　Ｉ＝
Ｄ　

ｄσ－∫Ｃ１＋Ｃ２

（４ｘ３ｙ３－３ｙ２＋４ｙ＋１）ｄｘ＋（３ｘ４ｙ２－６ｘｙ

＋５ｘ＋２）ｄｙ

＝ π
４－∫

１

０
ｄｘ－∫

０

１
２ｄｙ＝１＋π

４

５Ｉ＝∫Ｃ
（ｘ２＋ｙ２）ｄｓ，Ｌ：ｘ＝３ｃｏｓｔ，ｙ＝３ｓｉｎｔ ０≤ｔ≤ π（ ）２

，则

Ｉ＝　　　　

解　２７
２π

因为 ｄｓ＝ ｘ′２＋ｙ′槡 ２ｄｔ＝３ｄｔ，

所以 Ｉ＝∫Ｃ
（ｘ２＋ｙ２）ｄｓ＝∫

π／２

０
３２×３ｄｔ＝２７

２π

三、１设ｚ＝ｆ２ｘ－ｙ（ ）ｘ ＋ｇ（ｕ，ｅｘｙ），而其中由方程ｕｅｘ＋ｙｓｉｎｕ＝０

确定ｕ为ｘ，ｙ的隐函数，且ｆ（ｔ）一阶可导，ｇ（ｕ，ｖ）具有一阶偏导数，

试求ｚ
ｘ

解　设Ｆ（ｘ，ｙ，ｕ）＝ｕｅｘ＋ｙｓｉｎｕ，ｖ＝ｅｘｙ，

因为 ｕ
ｘ＝－

Ｆｘ

Ｆｕ
＝－ ｕｅｘ

ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ
，
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所以 ｚ
ｘ＝ ２＋ｙ

ｘ（ ）２ ｆ′＋ｇｕ
ｕ
ｘ＋ｇｖ

ｖ
ｘ

＝ ２＋ｙ
ｘ（ ）２ ｆ′－ ｇｕｕｅｘ

ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ
＋ｇｖｙｅｘｙ

点评　对于函数的复合关系比较复杂时，必须理清它的复合结构，
再求其偏导数事实上，利用全微分形式不变性，通过求函数的全微分
来求较复杂的多元复合函数的偏导数不失为一种好方法即由方程

ｕｅｘ＋ｙｓｉｎｕ＝０，
得　ｅｘｄｕ＋ｕｅｘｄｘ＋ｓｉｎｕｄｙ＋ｙｃｏｓｕｄｕ＝０，

即 ｄｕ＝－ｕｅｘｄｘ＋ｓｉｎｕｄｙ
ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ

，

因此　ｄｚ＝ｆ′· ２ｄｘ－ｘｄｙ－ｙｄｘ
ｘ（ ）２ ＋ｇｕｄｕ＋ｇｖｅｘｙ（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）

＝ ２＋ｙ
ｘ（ ）２ ｆ′ｄｘ－ｆ′

ｘ
ｄｙ＋ｇｕ －ｕｅｘｄｘ＋ｓｉｎｕｄｙ

ｅｘ＋ｙｃｏｓ（ ）ｕ

＋ｙｇｖｅｘｙｄｘ＋ｘｇｖｅｘｙｄｙ

＝ ２＋ｙ
ｘ（ ）２ ｆ′－ ｇｕｕｅｘ

ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ
＋ｙｇｖｅｘ［ ］ｙ ｄｘ

＋ －ｆ′
ｘ － ｇｕｓｉｎｕ

ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ＋ｘｇｖｅｘ（ ）ｙ ｄｙ，

从而得

ｚ
ｘ＝ ２＋ｙ

ｘ（ ）２ ｆ′－ ｇｕｕｅｘ

ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ
＋ｇｖｙｅｘｙ，

ｚ
ｙ＝ｇｖｘｅｘｙ－ｆ′

ｘ － ｇｕｓｉｎｕ
ｅｘ＋ｙｃｏｓｕ



２设函数ｚ＝ｆｘ２ｙ，ｙ
２（ ）ｘ ＋ｘｇ（ｘ２＋ｙ２），其中ｆ具有二阶连续

偏导数，ｇ二阶可导，求ｚｘ
和２ｚ
ｘｙ
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解　ｚ
ｘ＝２ｘｙｆ１－ｙ２

ｘ２ｆ２＋ｇ＋２ｘ２ｇ′，

　 ２ｚ
２ｘ２ｙ＝２ｘｆ１＋２ｘｙ ｘ２ｆ１１＋２ｙ

ｘｆ（ ）１２ －２ｙ
ｘ２ｆ２

－ｙ２

ｘ２ ｘ２ｆ１２＋２ｙ
ｘｆ（ ）２２ ＋２ｙｇ′＋４ｘ２ｙｇ″

＝２ｘｆ１－２ｙ
ｘ２ｆ２＋２ｘ３ｙｆ１１＋３ｙ２ｆ１２

－２ｙ３

ｘ３ｆ２２＋２ｙｇ′＋４ｘ２ｙｇ″

四、１计算积分
Ｄ　

ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙ，Ｄ由ｘ＝０，ｘ２＋ｙ２＝ａ２，ｘ２－２ａｘ＋

ｙ２ ＝０（ａ＞０）所围成在第一象限区域

解　由
ｒ＝ａ，
ｒ＝２ａｃｏｓθ｛ ，θ＝ π

３
，

故

　　　Ｉ＝
０　

ｘ２＋ｙ槡 ２ｄｘｄｙ

＝∫
π／２

π／３
ｄθ∫

ａ

２ａｃｏｓθ
ｒ２ｄｒ

＝ａ３

３∫
π／２

π／３
（１－８ｃｏｓ３θ）ｄθ

＝ａ３

３
π
６－８∫

π／２

π／３
（１－ｓｉｎ２θ）ｄ（ｓｉｎθ（ ））

＝ａ３

３
π
６－１６

３＋ 槡（ ）３ ３ 

２求柱面ｘ２＋ｙ２＝ａｘ（ａ＞０）被球面ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝ａ２所截部

分的曲面面积
解　所截部分的曲面往ｘＯｚ面上投影，有Ｄ：ａｘ≤ａ２－ｚ２，且柱

面：ｙ＝ ａｘ－ｘ槡 ２ （第一象限），设Ｄ１：ａｘ≤ａ２－ｚ２（ｚ≥０）

·４０２·



　　因为 ｙｘ ＝ ａ－２ｘ
２ ａｘ－ｘ槡 ２

，ｙｚ ＝０，

ｄＳ＝４ １＋ｙ２
ｘ＋ｙ２槡 ｚｄｚｄｘ

＝４ １＋
（ａ－２ｘ）２

４（ａｘ－ｘ２槡 ）ｄｚｄｘ

＝２ａｄｚｄｘ
ａｘ－ｘ槡 ２

，

所以 Ｓ＝４
Ｄ１

１＋ｙ２
ｘ＋ｙ２槡 ｚｄｚｄｘ

＝２ａ
Ｄ１

ｄｚｄｘ
ａｘ－ｘ槡 ２

＝２ａ∫
ａ

０

ｄｘ
ａｘ－ｘ槡 ２∫

ａ２－槡 ａｘ

０
ｄｚ

＝２ａ∫
ａ

０

１
ａｘ－ｘ槡 ２

ａ２－槡 ａｘｄｘ

＝２ａ∫
ａ

０

槡ａ
槡ｘ

ｄｘ

＝４ 槡 槡ａａ ｘ
ａ

０
＝４ａ２

３计算Ｉ＝
Ｓ　

（ｘｙ２＋ｙｚ２）ｄｙｄｚ＋ｙ｜ｚ｜ｄｚｄｘ－（ｙ２ｚ＋ｘ２ｙ）ｄｘｄｙ，其

中Ｓ为由在ｙＯｚ平面上的曲线ｙ２－４ｚ２＝４绕着ｚ轴旋转所生成的曲面
与平面ｚ＋１＝０，ｚ－１＝０所围成空间域的整个边界曲面的外侧
解　旋转曲面方程为ｘ２＋ｙ２－４ｚ２ ＝４，ｒ２－４ｚ２ ＝４
方法１　用截面法，有

Ｉ＝
Ω　

｜ｚ｜ｄＶ ＝∫
１

－１
｜ｚ｜ｄｚ

Ｄ　

ｄσ＝２∫
１

０
ｚπｒ２ｄｚ

＝２π∫
１

０
ｚ（４＋４ｚ２）ｄｚ

·５０２·



＝８πｚ２

２＋１
４ｚ（ ）４

１

０
＝６π

方法２　用柱面坐标，有

Ｉ＝
Ｄ　

｜ｚ｜ｄＶ ＝∫
１

－１
｜ｚ｜ｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

４＋４ｚ槡 ２

０
ｒｄｒ＝６π

点评　对于三重积分的被积函数只与ｚ有关，且用ｚ＝ｚ０去截空

间积分区域Ω时，截面只是ｚ的函数，则一般用截面法去求三重积分
的值比直接计算（化为累次积分）更为便捷

五、在平面ｘ
ａ＋ｙ

ｂ＋ｚ
ｃ ＝１与三坐

标面所围成的四面体内，作一个以
该平面为顶面，在ｘＯｙ坐标面上的
投影为长方形（与ＡＢ相接）的六面
体（如图所示），求最大六面体的体
积（其中ａ，ｂ，ｃ＞０）
解　因为六面体体积

Ｖ ＝
Ω

ｄＶ ＝
Ｄ

ｃ１－ｘ
ａ －ｙ（ ）ｂ ｄｘｄｙ

＝∫
ｘ

０
ｄｘ∫

ｙ

０
ｃ１－ｘ

ａ －ｙ（ ）ｂ ｄｙ，

所以设　Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝∫
ｘ

０
ｄｘ∫

ｙ

０
１－ｘ

ａ －ｙ（ ）ｂ ｄｙ＋λ ｘ
ａ ＋ｙ

ｂ －（ ）１

＝ｘｙ－ｘ２ｙ
２ａ －ｘｙ２

２ｂ ＋λ ｘ
ａ ＋ｙ

ｂ －（ ）１

因　

Ｌｘ＝ｙ－ｘｙ
ａ －ｙ

２

２ｂ＋λ
ａ＝０，

Ｌｇ＝ｘ－ｘ２

２ａ－ｘｙ
ｂ ＋λ

ｂ＝０，

Ｌλ＝
ｘ
ａ＋ｙ

ｂ－１＝０，

烅

烄

烆 　　　

ｘ＝ａ
２
，ｙ＝ｂ

２
，

·６０２·



驻点唯一，故

Ｖｍａｘ ＝ｃ∫
ａ／２

０
ｄｘ∫

ｂ／２

０
１－ｘ

ａ －ｙ（ ）ｂ ｄｙ

＝ｃ∫
ａ／２

０
１－ｘ（ ）ａ

ｂ
２－１

２ｂ
ｂ２［ ］４ ｄｘ

＝ｃ １
４ａｂ－１

１６ａｂ－１
１６（ ）ａｂ

＝ １
８ａｂｃ

六、计算∫Ｌ
［ｆ（ｙ）ｅｘ－４ｙ］ｄｘ＋［ｆ′（ｙ）ｅｘ－４］ｄｙ，其中Ｌ为曲线ｘ２＋

（ｙ－１）２ ＝１（ｘ≥０）上从（０，０）到（１，１）的弧段，且ｆ′（ｙ）为连续函
数，ｆ（０）＝０，ｆ（１）＝１

解　由于Ｑｘ－Ｐ
ｙ＝４，故补直线

ＡＢ：ｙ＝１（０≤ｘ≤１），ＢＯ：ｘ＝０（０≤ｙ≤１），

则Ｄ由ｘ２＋（ｙ－１）２ ＝１，ｘ＝０（０≤ｙ≤１）和ｙ＝１（０≤ｘ≤１）
所围所以

　　　　　Ｉ＝∮－∫ＡＢ
－∫ＢＯ

＝
Ｄ　

４ｄσ－∫
０

１
（ｆ（１）ｅｘ－４）ｄｘ－∫

０

１
（ｆ′（ｙ）－４）ｄｙ

＝４×１
４π＋∫

１

０
［ｆ（１）ｅｘ＋ｆ′（ｘ）－８］ｄｘ

＝π＋（ｅｘ＋ｆ（ｘ）－８ｘ）｜１
０

＝π＋ｅ－８

七、设函数ｆ（ｘ）是连续函数，试证
Ｄ　

ｆ（ｘ－ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ａ

－ａ
（ａ－｜ｕ｜）ｆ（ｕ）ｄｕ，

其中Ｄ由｜ｘ｜≤ａ
２
，｜ｙ｜≤ａ

２
所确定的闭区域
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证　左＝∫
ａ／２

－ａ／２
ｄｘ∫

ａ／２

－ａ／２
ｆ（ｘ－ｙ）ｄｙ　（设ｕ＝ｘ－ｙ）

＝∫
ａ／２

－ａ／２
ｄｘ∫

ｘ－ａ／２

ｘ＋ａ／２
［－ｆ（ｕ）］ｄｕ＝∫

ａ／２

－ａ／２
ｄｘ∫

ｘ＋ａ／２

ｘ－ａ／２
ｆ（ｕ）ｄｕ

＝∫
０

－ａ
ｆ（ｕ）ｄｕ∫

ｕ＋ａ／２

－ａ／２
ｄｘ＋∫

ａ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ∫

ａ／２

ｕ－ａ／２
ｄｘ

＝∫
０

－ａ
（ｕ＋ａ）ｆ（ｕ）ｄｕ＋∫

ａ

０
（ａ－ｕ）ｆ（ｕ）ｄｕ，

右＝∫
０

－ａ
（ａ＋ｕ）ｆ（ｕ）ｄｕ＋∫

ａ

０
（ａ－ｕ）ｆ（ｕ）ｄｕ，

左＝右，得证
点评　从证明过程可知，证明重积分等式或不等式的成立，换元法

与交换积分次序是不可或缺的
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试　卷　（十六）
　　　　　　　　　　　　　———第二学期期末试卷

一、选择题（每题３分，共１５分）

１ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２－ｘｙ＋ｘ＋ｙ是定义在Ｄ域ｘ≤０，ｙ≤
０，ｘ＋ｙ≥－３上的函数，则 （　　）

（Ａ）ｆ（－１，－１）不是极值；
（Ｂ）ｆ（－１，－１）是最大值；
（Ｃ）ｆ（－３，０），ｆ（０，－３）是最小值；
（Ｄ）ｆ（－３，０），ｆ（０，－３）是最大值
２已知Ｆ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数，且Ｆ（ｘ，ｙ）（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）

为某一函数的全微分，则 （　　）

（Ａ）Ｆ
ｘ＝Ｆ

ｙ
； （Ｂ）ｘＦ

ｘ＝ｙＦ
ｙ

；

（Ｃ）－ｘＦ
ｘ＝ｙＦ

ｙ
； （Ｄ）ｙＦ

ｘ＝ｘＦ
ｙ

３设Σ∶ｚ＝ｘ２＋ｙ２，１≤ｚ≤４的部分，则
Σ　

２
１＋４槡 ｚ

ｄＳ＝

（　　）
（Ａ）６π； （Ｂ）３π；

（Ｃ）（槡 槡１７－ ５）π； （Ｄ）槡 槡１７－ ５
２ π

４判别级数∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ１＋１

ｎ
的敛散性，下列说法正确的是 （　　）

（Ａ）１＋１
ｎ ＞１，收敛； （Ｂ）ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ１＋１

ｎ
＝０，收敛；
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（Ｃ）１
ｎ１＋１

ｎ
＜ １

ｎ
，收敛； （Ｄ）Ａ，Ｂ，Ｃ都不对

５设ｌ是由（０，０），（２，０），（１，１）三点连成的三角形边界曲线，

则∮ｙｄｓ＝ （　　）

（Ａ）２＋ 槡２ ２； （Ｂ）２＋槡２； （Ｃ） 槡２ ２； （Ｄ）槡２

二、填充题（共１５分，每小题３分）

１设ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｙｚ，则ｄｕ｜（１，２，３）＝　　　　　　　
２微分方程ｙ″－２ｙ′＋５ｙ＝ｅｘｃｏｓ２ｘ，则该方程的特解（形式）

ｙ＝　　　　　　　　　
３设向量场Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ （ｘ３＋３ｙ２ｚ）ｉ＋６ｘｙｚｊ＋３ｘｙ２ｋ，则

ｄｉｖＡ＝　　　　　　　　　

４幂级数∑
∞

ｎ＝２
（－１）ｎ １

３ｎｎｘ
２ｎ－３的收敛半径Ｒ＝　　　　　　　

５设ｆ（ｘ）＝
－ｘ－π （－π＜ｘ＜０），

ｘ＋π
２

（０≤ｘ≤π
烅
烄

烆 ）
是以２π为周期的周

期函数，则ｆ（ｘ）的傅立叶级数在ｘ＝π处收敛于　　　　　　
三、１ （９ 分）设 Ｆ （ｕ，ｖ）具 有 一 阶 连 续 偏 导 数，且 由

Ｆｘ＋ｚ
ｙ

，ｙ＋ｚ（ ）ｘ ＝０确定ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ），求ｘｚ′ｘ＋ｙｚ′ｙ

２（８分）求几何体ｚ≤ｘ２＋ｙ２，ｘ２＋ｙ２ ≥ｘ，ｘ２＋ｙ２ ≤２ｘ及
ｚ≥０的体积

四、（８分）设函数ｆ（ｕ）具有连续导数，计算曲面积分

Ｉ ＝
Σ　

ｚ
ｙｆ ｘ（ ）ｙ ＋ｘｙ［ ］２ ｄｙｄｚ＋ ｚ

ｘｆ ｘ（ ）ｙ ＋ｘ２ｙ＋ｅ［ ］ｘ ｄｚｄｘ ＋

ｚ（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ，

其中Σ∶ｚ＝ｘ２＋ｙ２＋１（１≤ｚ≤５）曲面的上侧

·０１２·



五、１（７分）将函数ｆ（ｘ）＝ｘｌｎ（１＋ｘ）展开为（ｘ－１）的幂级数，并
指出收敛域

２（７分）求幂级数∑
∞

ｎ＝２

ｘｎ

ｎｌｎｎ
的收敛域

３（７分）设Ｉｎ ＝∫
π／３

０
ｓｉｎｎｘｃｏｓｘｄｘ（ｎ＝０，１，２，…），求级数

∑
∞

ｎ＝０
Ｉｎ的和

六、１（８分）设函数ｆ（ｔ）在［０，＋∞）上连续，且满足方程

ｆ（ｔ）＝ｅ４πｔ２ ＋ 
ｘ２＋ｙ２≤４ｔ２

ｆ ｘ２＋ｙ槡 ２（ ）２
ｄｘｄｙ，

试求ｆ（ｔ）
２（８分）求微分方程ｙ″＋２ｙ′－３ｙ＝ｅｘ＋ｘ的通解

七、（８分）设ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ在［０，１］上收敛，试证：

当ａ０ ＝ａ１ ＝０时，级数∑
∞

ｎ＝１
ｆ １（ ）ｎ
必收敛

试卷（十六）考核内容分值表

考核内容 多元函数微分学 重积分及其应用 曲线、曲面积分 微分方程 无穷级数

分值 １５ ８ ２０ １９ ３８
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试卷（十六）详解

一、选择题

１ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２－ｘｙ＋ｘ＋ｙ是定义在Ｄ域ｘ≤０，ｙ≤
０，ｘ＋ｙ≥－３上的函数，则 （　　）

（Ａ）ｆ（－１，－１）不是极值；
（Ｂ）ｆ（－１，－１）是最大值；
（Ｃ）ｆ（－３，０），ｆ（０，－３）是最小值；
（Ｄ）ｆ（－３，０），ｆ（０，－３）是最大值
解　选Ｄ
ｆ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数，且点（－１，－１）在Ｄ内，由极值的
充分条件可知点（－１，－１）为极小值，当然不可能为最大值，故排除Ａ
和Ｂ又由比较可选定Ｄ

２已知Ｆ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数，且Ｆ（ｘ，ｙ）（ｙｄｘ＋ｘｄｙ）
为某一函数的全微分，则 （　　）

（Ａ）Ｆ
ｘ＝Ｆ

ｙ
； （Ｂ）ｘＦ

ｘ＝ｙＦ
ｙ

；

（Ｃ）－ｘＦ
ｘ＝ｙＦ

ｙ
； （Ｄ）ｙＦ

ｘ＝ｘＦ
ｙ

解　Ｂ

３设Σ∶ｚ＝ｘ２＋ｙ２，１≤ｚ≤４的部分，则
Σ　

２
１＋４槡 ｚ

ｄＳ＝

（　　）
（Ａ）６π； （Ｂ）３π；

（Ｃ）（槡 槡１７－ ５）π； （Ｄ）槡 槡１７－ ５
２ π
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解　Ａ

因为ｄｓ＝ １＋４ｘ２＋４ｙ槡 ２ｄｘｄｙ，且Ｄ：１≤ｘ２＋ｙ２≤２，故


Σ　

２
１＋４槡 ｚ

ｄＳ＝２
Ｄ　

ｄｘｄｙ＝６π

４判别级数∑
ｎ

ｎ＝１

１
ｎ１＋１

ｎ
的敛散性，下列说法正确的是 （　　）

（Ａ）１＋１
ｎ ＞１，收敛； （Ｂ）ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ１＋１

ｎ
＝０，收敛；

（Ｃ）１
ｎ１＋１

ｎ
＜ １

ｎ
，收敛； （Ｄ）Ａ，Ｂ，Ｃ都不对

解　Ｄ

事实上，利用比较法的极限形式，由于极限ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ１＋１

ｎ

１
ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ

１
ｎ
＝１，

∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ
发散，从而级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ１＋１

ｎ
发散，因此Ａ，Ｂ，Ｃ都不对

５设ｌ是由（０，０），（２，０），（１，１）三点连成的三角形边界曲线，

则∮ｙｄｓ＝ （　　）

（Ａ）２＋ 槡２ ２； （Ｂ）２＋槡２； （Ｃ） 槡２ ２； （Ｄ）槡２
解　Ｄ

二、填充题

１设ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｙｚ，则ｄｕ｜（１，２，３）＝　　　　
解　６ｄｘ＋ｄｚ
２微分方程ｙ″－２ｙ′＋５ｙ＝ｅｘｃｏｓ２ｘ，则该方程的特解（形式）

ｙ＝　　　　　　　　　
解　ｘｅｘ（Ａｃｏｓ２ｘ＋Ｂｓｉｎ２ｘ）
３设向量场Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ （ｘ３＋３ｙ２ｚ）ｉ＋６ｘｙｚｊ＋３ｘｙ２ｋ，则
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ｄｉｖＡ＝　　　　　　　　　　
解　３ｘ２＋６ｘｚ

４幂级数∑
∞

ｎ＝２
（－１）ｎ １

３ｎｎｘ
２ｎ－３的收敛半径Ｒ＝　　　　　　　

解　槡３

因ｌｉｍ
ｎ→∞

（－１）ｎ＋１ １
３ｎ＋１（ｎ＋１）

ｘ２ｎ－１

（－１）ｎ １
３ｎｎ

ｘ２ｎ－３
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
３（ｎ＋１）ｘ

２ ＝ｘ２

３
，

故得　Ｒ＝槡３

５设ｆ（ｘ）＝
－ｘ－π （－π＜ｘ＜０），

ｘ＋π
２

（０≤ｘ≤π
烅
烄

烆 ）
是以２π为周期的周

期函数，则ｆ（ｘ）的傅立叶级数在ｘ＝π处收敛于　　　　

解　３
４π

在点ｘ＝π处收敛于ｆ
（－π＋０）＋ｆ（π－０）

２
＝
０＋３

２π

２ ＝３
４π

三、１设Ｆ（ｕ，ｖ）具有一阶连续偏导数，且由Ｆｘ＋ｚ
ｙ

，ｙ＋ｚ（ ）ｘ ＝０

确定ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ），求ｘｚｘ＋ｙｚｙ

解　因为ｚｘ ＝－
Ｆｘ

Ｆｚ
＝ｙｚＦｖ－ｘ２ｙＦｕ

ｘ２Ｆｕ＋ｘｙＦｖ

，ｚｙ ＝－
Ｆｙ

Ｆｚ
＝
ｘｚＦｕ－ｘｙ２Ｆｖ

ｘｙＦｕ＋ｙ２Ｆｖ

，

故 ｘｚｘ＋ｙｚｙ ＝
（ｘｚ－ｘ２ｙ）Ｆｕ＋（ｙｚ－ｘｙ２）Ｆｖ

ｘＦｕ＋ｙＦｖ


２ 求几何体ｚ ≤ｘ２ ＋ｙ２，
ｘ２＋ｙ２ ≥ｘ，ｘ２＋ｙ２≤２ｘ及ｚ≥０
的体积

解　Ｖ ＝
Ｄ　

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ
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＝∫
π／２

－π／２
ｄθ∫

２ｃｏｓθ

ｃｏｓθ
ｒ３ｄｒ

＝ １
４∫

π／２

－π／２
１５ｃｏｓ４θｄθ＝４５

３２π

四、设函数ｆ（ｕ）具有连续导数，计算曲面积分

Ｉ＝
Σ　

ｚ
ｙｆ ｘ（ ）ｙ ＋ｘｙ［ ］２ ｄｙｄｚ＋ ｚ

ｘｆ ｘ（ ）ｙ ＋ｘ２ｙ＋ｅ［ ］ｘ ｄｚｄｘ

＋ｚ（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ，

其中Σ∶ｚ＝ｘ２＋ｙ２＋１（１≤ｚ≤５）曲面的上侧
解　补加平面Σ１∶ｚ＝５下侧，则

Ｉ＝
Σ＋Σ１

－
Σ１

＝－
Ω　

ｚ
ｙ２ｆ′－ｚ

ｙ２ｆ′＋２（ｘ２＋ｙ２［ ］）ｄＶ－
Σ１

ｚ（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝－
Ω　

２（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ＋
Ｄｘｙ

５（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

＝－２∫
５

１
ｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

ｚ－槡 １

０
ｒ３ｄｒ＋５∫

２π

０
ｄθ∫

２

０
ｒ３ｄｒ

＝－π∫
５

１
（ｚ－１）２ｄｚ＋４０π

＝－π
３
（ｚ－１）３

５

１
＋４０π＝５６

３π

五、１将函数ｆ（ｘ）＝ｘｌｎ（１＋ｘ）展开为（ｘ－１）的幂级数，并指出
收敛域

　　解　ｘｌｎ（１＋ｘ）

＝ ［（ｘ－１）＋１］ｌｎ［２＋（ｘ－１）］

＝ ［（ｘ－１）＋１］ｌｎ２＋ｌｎ１＋ｘ－１（ ）［ ］２
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＝ ［（ｘ－１）］＋１］ｌｎ２＋∑
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ （ｘ－１）ｎ

２ｎ［ ］ｎ

＝ｌｎ２＋（ｘ－１）ｌｎ２＋∑
∞

ｎ＝１
（－１）ｎ－１ （ｘ－１）ｎ＋１

２ｎｎ

＋∑
∞

ｎ－１
（－１）ｎ－１ （ｘ－１）ｎ

２ｎｎ

＝ｌｎ２＋（ｘ－１）ｌｎ２＋∑
∞

ｎ＝２
（－１）ｎ （ｘ－１）ｎ

２ｎ－１（ｎ－１）＋
ｘ－１
２

＋∑
∞

ｎ＝２
（－１）ｎ－１ （ｘ－１）ｎ

２ｎｎ

＝ｌｎ２＋ ｌｎ２＋（ ）１
２

（ｘ－１）

＋∑
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ－１

２ｎ－１
－１

ｎ－１＋１
２（ ）ｎ

（ｘ－１）ｎ

＝ｌｎ２＋ ｌｎ２＋（ ）１
２

（ｘ－１）＋∑
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ（ｎ＋１）
２ｎｎ（ｎ－１）

（ｘ－１）ｎ

（－１＜ｘ≤３）
点评　由本题的求解过程可以看出，函数ｆ（ｘ）展开为（ｘ－ｘ０）的

幂级数，应尽量采用间接展开法，即通过代数运算，将ｆ（ｘ）变化为其级
数及收敛域已知的函数，从而得到ｆ（ｘ）在ｘ０处的幂级数

２求幂级数∑
∞

ｎ＝２

ｘｎ

ｎｌｎｎ
的收敛域

解　因为　ρ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｌｎｎ
（ｎ＋１）ｌｎ（ｎ＋１）＝ｌｉｍ

ｎ→∞

ｌｎｎ
ｌｎ（ｎ＋１）＝１，

故 Ｒ＝１

当ｘ＝１时，级数为∑
∞

ｎ＝２

１
ｎｌｎｎ

，因为∫
＋∞

２

１
ｘｌｎｘｄｘ＝ｌｎ（ｌｎｘ）

＋∞

２
＝

＋∞，所以∑
∞

ｎ＝２

１
ｎｌｎｎ
发散；

当ｘ＝－１时，为级数交错∑
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ
ｎｌｎｎ

，因为
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ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎｌｎｎ＝０， １

ｎｌｎｎ＞ １
（ｎ＋１）ｌｎ（ｎ＋１）

，

所以∑
∞

ｎ＝２

（－１）ｎ
ｎｌｎｎ
收敛；

从而幂级数∑
∞

ｎ＝２

ｘｎ

ｎｌｎｎ
的收敛域为－１≤ｘ＜１

３设Ｉｎ ＝∫
π／３

０
ｓｉｎｎｘｃｏｓｘｄｘ（ｎ＝０，１，２，…），求级数∑

∞

ｎ＝０
Ｉｎ

的和　

解　Ｉｎ ＝∫
π／３

０
ｓｉｎｎｘｃｏｓｘｄｘ＝ １

ｎ＋１ｓｉｎ
ｎ＋１ｘ

π／３

０
＝ １
ｎ＋１

槡３（ ）２

ｎ＋１

，

∑
∞

ｎ＝０
Ｉｎ ＝∑

∞

ｎ＝０

１
ｎ＋１

槡３（ ）２

ｎ＋１

，

＝∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

槡３（ ）２

ｎ

＝－ｌｎ（１－ｘ）
ｘ＝槡３

２

＝ｌｎ（４＋ 槡２ ３）

六、１设函数ｆ（ｔ）在［０，＋∞）上连续，且满足方程

ｆ（ｔ）＝ｅ４πｔ２ ＋ 
ｘ２＋ｙ２≤４ｔ２

ｆ ｘ２＋ｙ槡 ２（ ）２
ｄｘｄｙ，

试求ｆ（ｔ）

解　由于　ｆ（ｔ）＝ｅ４πｔ２ ＋
ｒ２≤４ｔ２

ｆ ｒ（ ）２ ｒｄｒｄθ

＝ｅ４πｔ２ ＋２π∫
２ｔ

０
ｆ ｒ（ ）２ ｒｄｒ，

故 ｆ′（ｔ）＝８πｔｅ４πｔ２ ＋２π·４ｔｆ（ｔ），
即为一阶微分方程
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ｆ′（ｔ）－８πｔｆ（ｔ）＝８πｔｅ４πｔ２，

从而

ｆ（ｔ）＝ｅ∫８πｔｄｔ（∫８πｔｅ４πｔ２·ｅ－∫８πｔｄｔｄｔ＋Ｃ）

＝ｅ４πｔ２（∫８πｔｄｔ＋Ｃ）

＝ｅ４πｔ２（４πｔ２＋Ｃ）

由ｆ（０）＝１可得Ｃ＝１，
因此 ｆ（ｔ）＝ｅ４πｔ２（４πｔ２＋１）

２求微分方程ｙ″＋２ｙ′－３ｙ＝ｅｘ＋ｘ的通解
解　由特征方程　ｒ２＋２ｒ－３＝０，得　ｒ１ ＝－３，ｒ２ ＝１，

故 Ｙ＝Ｃ１ｅ－３ｘ＋Ｃ２ｅｘ
设 ｙ ＝Ａｘｅｘ＋Ｂｘ＋Ｃ，
则 ｙ′＝Ａｅｘ＋Ａｘｅｘ＋Ｂ，ｙ″＝２Ａｅｘ＋Ａｘｅｘ，
代入方程得 ４Ａｅｘ－３Ｂｘ＋２Ｂ－３Ｃ＝ｅｘ＋ｘ，

解得 Ａ＝ １
４
，Ｂ＝－１

３
，Ｃ＝－２

９
，

故 ｙ ＝ １
４ｘｅ

ｘ－１
３ ｘ＋（ ）２

３ 

从而方程的通解　ｙ＝Ｃ１ｅ－３ｘ＋Ｃ２ｅｘ＋１
４ｘｅ

ｘ－１
３ ｘ＋（ ）２

３ 

七、设ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ在［０，１］上收敛，试证：

当ａ０ ＝ａ１ ＝０时，级数∑
∞

ｎ＝１
ｆ １（ ）ｎ
必收敛

解　由题设可知ｆ（１）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎ收敛，所以ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ ＝０，且｜ａｎ｜＜

Ｍ因为

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ ＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＋…
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且ａ０ ＝ａ１ ＝０，故

ｆ １（ ）ｎ ＝
ａ２

ｎ２＋
ａ３

ｎ３＋…＋
ａｎ

ｎｎ＋…

　 ＜Ｍ
ｎ２ １＋１

ｎ＋１
ｎ２＋…＋１

ｎｎ＋（ ）…

＝Ｍ
ｎ２

１
１－１

ｎ
＝ Ｍ
ｎ（ｎ－１）

，

级数∑
∞

ｎ＝２

Ｍ
ｎ（ｎ－１）

收敛，所以由比较判别法可知∑
∞

ｎ＝１
ｆ １（ ）ｎ
必收敛
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