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前　　言

随着科技的进步，数学越来越受到人们的高度重视。大量事实证明，数学已经成为高

科技的基础，甚至不少知名学者都说，高科技本质上是数学技术。当今世界，高质量的数

学教育已成为各国培养高素质人才的重要组成部分。１９８５年美国创办了大学生数学建模

竞赛。我国大学生热烈参加美国的数模竞赛。１９９２年起我国也 举 办 大 学 生 数 学 建 模 竞

赛。受这两大赛事 的 影 响，以 及 我 国 教 育 部 面 向２１世 纪 课 程 体 系 改 革，建 议 把“数 学 实

验”列为基础课（强调数学教 学 中 理 论 联 系 实 际 和 学 生 动 手），我 国 高 校 近 年 已 广 泛 开 设

“数学建模”课，参加大学生数学建模竞赛的高校，全部开设“数学建模培训课”。
近十几年来，我给安徽大学本科学生上数学建模课和为安大参加国际、国内大学生数

学建模竞赛的学生上培训课★，并为此编写了讲义。我感到这门课面临着大量的矛盾：时

间紧而内容多；内容深且广而学生的基础不够；以及内容难于理解而学生渴望弄懂，等等。
我以为，解决这些矛盾的一个可行办法是：少而精地处理教材。

本教材本着少而精原则，在多年修改讲义的基础上编成。有以下特点：
（１）用课件形式，以期更方便于教与学。
（２）以一个个实际问题为主要线索，讲述应用数学知识解决实际问题的整个数学建模

过程，不忽略讲述问题的实际背景。
（３）求解数学建模时，尽量结合学生已学知识详细讲解有关数学推导。
（４）在教学中适时插入思考题，以提高学生兴趣，促进教与学互动。
（５）适当介绍数学软件及其编程知识。强调编程在数学建模中的重要性，更给出一些

有趣例子和练习题及其参考答案，为上机培训提供一些素材。
作者在编写过程中得到安徽大学曾建军、章权兵、鲍炎红等老师的协助和广大听课学

生的支持，思考题参考答案中的一部分就参考了当年学生的作业。作者一直得到安徽大

学教务处和数学学院的鼓励与支持。鲍家全编辑为本书做了认真细致的工作。在此一并

表示对他们的深切谢意。
由于作者水平有限，书中难免有错误和不妥之处，恳请读者指正。

杨 尚 俊

２００５年７月于安徽大学

　　★安徽大学从１９９３年起，就组队参加全国和国际大学生数学建模竞赛，并取得不错的成绩。例如，２０００年在国际大

学生数学建模竞赛中，安大３个参赛队个个得奖，其中获一等奖１个，二等奖２个；２００２年在全国大学生数学建 模 竞 赛

中，安大７个参赛队也是个个得奖，其中获国家一等奖２个，二 等 奖１个，安 徽 赛 区 一 等 奖、二 等 奖 各２个。杨 尚 俊 也 因

此获得全国大学生数学建模竞赛优秀指导教师的殊荣。

　　★本教材配有多媒体教学课件，有需要者请与安徽大学出版社联系。
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引　　言

§０．１　数学的重要性

§０．２　本书主要内容

§０．３　本课程主要特点

§０．１　数学的重要性

新世纪国家 间 的 竞 争 主 要 是 经 济 竞 争，是

人才的竞争；人才培养的关键是素质教育，数学

教育在素质教育中占据重要地位
当今社会正 日 益 数 字 化，数 学 是 高 科 技 的

基础
数学在工程技术以及国民生产中发挥愈来

愈重要的作用，甚至是决定性的作用

素质教育的重要性

素质教 育 既 是“科 教 兴 国”战 略 的 必 然 选

择，也是教育自身进一步发展的客观需要，更是

高校发展的灵魂和动力
大学最重要 的 是 强 调 个 性 化 教 育，能 充 分

挖掘每个学生 的 潜 力，发 挥 其 个 性 而 数 学 建

模的教育及实践正符合这方面的要求

数学是高科技的基础

社会进步依赖于科学的创新 数学对于科

学的发展则具 有 根 本 的 意 义 在 今 天，数 学 已

成为高科技的基础，并且在一定意义上，可以说

是现代文明的标志（２００２年北京国际数学家大

会东道国欢迎词摘录）★
各行各业日益依赖于数学，可以说，当今社

会正日益数字 化 数 学 正 在 向 一 切 领 域 渗 透，
数学正在不停地与别的学科结合产生活跃的新

兴学科“高科技本质上是一种数学技术”的观

点正在被越来越多的人接受

　　这是李岚清副总理在致大会欢迎词中的一

段话
　　★２００２年８月 在 中 国 首 都 北 京 举 行 国 际

数学家２００２年大会，这是国际最高级数学学术

会议第一次在一个发展中国家举行 我国政府

非常重要和支 持 这 次 会 议，最 高 领 导 人 出 席 了

会议开幕式，并为得奖者授奖

数学在生产中起重要作用的例子

曾经有 一 家 电 器 公 司 曾 出 现 成 品 率 只 有

８４％，并 仅 有 ５０％ 的 发 货 日 期 可 以 兑 现 的 问

题，而因此造成 严 重 的 亏 损 他 们 应 用 统 计 质

量控制在 很 短 时 间 就 成 功 地 发 现 和 解 决 了 问

题，使 成 品 率 稳 定 在９５％以 上，按 期 发 货 率 也

达到９５％，当年就实现扭亏增盈１２００万美元★

这个故事告 诉 我 们：数 学 可 以 在 国 民 生 产

中发挥重要作用，甚至决定性作用
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　　★这 个 例 子 取 自 Ｇｌｉｍｍ 教 授 主 持 编 撰 的

代表美国数学科学委员会给美国政府的公开报

告：ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅ，Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｅｃｏ
ｎｏｍｉｃ Ｃｏｍｐｉｔｉｖｅｎｅｓｓ （ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ
Ｐｒｅｓｓ，ＷａｓｈｉｎｇｔｏｎＤ．Ｃ．１９９１）．

该公司最先发现电器元件的各种性能波动

太大 他们首先用数学技术找出产生元件性能

波动的原因是，在 自 动 控 制 的 酸 洗 工 序 中 确 定

酸洗液ＰＨ 值 的 机 制 有 问 题，产 生 校 正 过 度
他们再用数学技术（优 选 法）重 新 校 正，减 少 了

起伏，从而解决 了 这 个 大 问 题 这 份 报 告 提 出

的如下结论也颇有启发性：“在经济竞争中数学

科学是必 不 可 少 的 数 学 科 学 是 一 种 关 键 性

的，能够实行的技术”

§０．２　本书主要内容

初等方法建模；
微分方程方法建模；
层次分析方法建模；
矩阵分析方法建模；
数学规划方法建模；
依靠智力巧妙建模；
大学生数 学 建 模 竞 赛 和 Ｍａｔｌａｂ编 程 及 应

用

§０．３　本课程主要特点

①以讨论具体实际问题为主要线索．
②以讲授数学建模的思路与方法为主要目

的．
③强调启发思路和分析、解决问题的技巧．
④按求解所讨论的具体数学模型的需要介

绍有关数学背 景 知 识 和 基 本 方 法，即 实 际 问 题

需要什么就介 绍 什 么，不 强 求 数 学 知 识 方 面 的

系统性与完整性．
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第１章　初等模型

§１．１　例子与定义

§１．２　其他初等模型

§１．３　第１章思考题参考答案

§１．１　例子与定义

例１　航行问题

已知：沿长江在相距７５０ｋｍ 的两个码头 Ａ
与Ｂ之 间，顺 水 航 行 时 间 是 ３０ｈｒ；逆 水 航 行 时
间是５０ｈｒ 试分别求出船和水的平均速度

解：令船和水的平均速度分别是ｘ和ｙ，由

题意得二元方程组：　
ｘ＋ｙ＝７５０

３０

ｘ－ｙ＝７５０｛
５０

求解此方程组得：ｘ＝２０，ｙ＝５
答案：船 和 水 的 平 均 速 度 分 别 是２０ｋｍ／ｈｒ

和５ｋｍ／ｈｒ

必要的简化与说明

①这里，只考虑平均速度是基 本 的 简 化，
因为船和水的速度是随时间、地点而变化的．严

格讲，已知的顺水、逆水航行时间是船在该河段

上常年航行的 平 均 时 间；而 要 求 的 船 和 水 的 平

均速度也应是该船和水在该河段上常年航行的

平均速度
②解决本问题也需要速度等相关的物理概

念
③解决本问 题 的 步 骤：按 照 题 意 设 定 未 知

量并决定未知 量 满 足 的 数 学 公 式；求 出 这 个 方

程组的解；并 在 讨 论 解 的 存 在 性 与 唯 一 性 之 后

确定该解就是原问题所需要的解
④别忘了验证解的正确性

　　若把实 际 问 题 看 做 原 型 的 话，则 数 学 模

型是将原型经过简化提炼而构成的替代物 这

里值得注意的 是：简 化 是 构 造 数 学 模 型 的 必 要

前提

什么是数学模型？

如果要下一 个 定 义 的 话，数 学 模 型 是 对 一

个实际问题，按 照 其 内 在 规 律 作 出 一 些 必 要 的

假设（目的是简化 问 题 和 去 掉 不 确 定 的 因 素 使

之能归结为一个确定的数学问题），并应用适当

的数学工具导出的一个数学结构 借助数学的

分析与计 算 全 面 探 讨 并 求 出 所 得 数 学 模 型 的

解，再利用有 关 的 背 景 知 识 可 以 成 功 地 将 所 得

数学解用来解释和回答原先的实际问题 这一

整个过程称为数学建模 可用下面的图表直观

地表示数学建模过程的各阶段及其联系
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例２　气象预报问题★

　　★作为天气现象的数 学 模 型 在 一 百 多 年 前 就 已 经

很成功地解决 了，它 是 一 个 特 殊 的 二 阶 非 线 性 偏 微 分

方程组的初值、边值混合 问 题 遗 憾 的 是，这 个 偏 微 分

方程组的混合问题很难 求 解，不 要 说 精 确 解 找 不 到，就

是求很粗糙的近似解的计 算 量 也 惊 人 地 巨 大 在 现 代

巨型电子计算 机 未 出 现 以 前，即 使 通 过 求 此 混 合 问 题

很粗糙的近似 解 来 作 短 期 天 气 预 报 也 是 不 现 实 的，因

为花一个月甚至更多时间 也 完 成 不 了 所 需 的 计 算 直

到２０世纪８０年代出现 每 秒 可 完 成 上 亿 次 运 算 的 巨 型

计算机以后，这 个 数 值 天 气 预 报 的 多 年 梦 想 才 得 以 实

现 目前我国也研制成功 每 秒 千 亿 次 运 算 水 平 的 巨 型

机，有了先进 的 计 算 机 才 保 证 了 中 央 气 象 台 每 天 及 时

而准确地发布 各 种 天 气 预 报，为 国 民 生 产 及 人 民 生 活

作出巨大贡献

实际问题与其数学模型之间的关系

大家知道原 型 与 模 型 之 间 的 关 系．若 把 实

际问题看做原 型 的 话，则 数 学 模 型 是 将 原 型 经

过精致地简化、提炼而构成的替代物
这里必须强 调 两 点：第 一，一 般 来 说，原 型

总是复杂和困 难 的，必 须 把 它 归 结 为 数 学 模 型

才能解决；第二，数学模型不是原型原封不动的

复制品，它只 是 突 出 反 映 原 型 某 些 方 面 性 质 的

近似物．这里 难 免 会 存 在 数 学 模 型 与 原 型 的 差

异甚至矛盾、冲突．但对我们来讲，原型是根 本

的，当二者出现无法解释的矛盾时，必须修改相

关的数学模型以适应原型

例３　安全过河问题⑴
问题：一位 老 师 带 三 名 小 学 生 甲、乙 和 丙

过河．假设仅有一条小渡船，最多能容纳二 人；
并且只有老师能划船．此外，学生乙很顽皮，无

老师在场时他肯定要欺负甲和丙．老师应如何

安排过河方案使四人都到达彼岸并且不发生学

生乙与学生甲、丙 单 独 相 处 而 发 生 打 架 伤 人 的

事故？

过河问题⑴的解★

一种安全过河方案是：
　　★实际问题及其数学模型不仅可以涉及数

量关系，也可以涉及方案、规则、措施等方面，过

河问题就是一例。
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思考题１－１
过河问题（１）的答案唯一吗？

不允许重复时有几个答案？

最少渡河次数是多少？

如果每人都能划船结论又是如何？

例４　安全过河问题⑵★

问题：三个商人每人带一随从过河．假设仅

有一条小渡船，最多能容纳二人；并且因他们正

处于偏僻地带，这 几 个 不 安 分 的 随 从 在 他 们 人

数超过商人人 数 时 将 图 谋 不 轨．应 如 何 安 排 过

河方案使六人到达彼岸之前都不发生随从数超

过商人数情况而引发杀人劫货的事故？

　　★切莫以为数学建模问题都像例１、例３那

么简单 不信 的 话，请 你 不 要 看 下 面 一 张 幻 灯

片，对例４中的问题，试着给出一个安全过河方

案 你能不假思索地快速写出一个安全过河方

案吗？

一种安全过河方案是

相关的数学表示与分析

河岸的 人 员 状 态 可 用 二 维 向 量 （ｘ，ｙ）表

示，意指在所考虑的时刻，该岸有ｘ 个商人和ｙ
个随从．ｘ，ｙ的取值范围是｛０，１，２，３｝．易见：每

岸共有４２ ＝１６种可能的人员状态；两岸人员状

态互相唯 一 决 定，例 如，已 知 此 岸 状 态 向 量 为

（ｘ，ｙ），则彼岸状态向量为（３－ｘ，３－ｙ）
一岸的安全状态向量（ｘ，ｙ）应满足条件：ｘ

≥ｙ或ｘ＝０．但当此岸出现ｘ＞ｙ 时，彼岸状

态向量（ｘ′，ｙ′）＝ （３－ｘ，３－ｙ）将出现 ｘ′＜
ｙ′．在此情况下，此岸虽安全，而彼岸却不安全，
故ｘ＞ｙ 也被认为是不安全的状态

　　所以，每岸的１６种状态中恰有１０种是 安

全的，它们组成的集合是

Ｓ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝０∨ｘ＝３∨ｘ＝ｙ｝．
上述分析也适用于有ｎ个商人及ｎ 个随从

的情况，其中，ｎ为任意正整数．此时，安全集为

Ｓ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝０∨ｘ＝ｎ∨ｘ＝ｙ｝．
在直角坐标系下安全集Ｓ的点组成▕╱▏

字形，详见下图
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此岸状态图

图１－１

解决安全过河问题（２）的数学模型

基于前面的分析建立解决ｎ商ｎ 从安全过

河问题的▕╱▏ 字 形 棋 盘 单 人 跳 棋 模 型：在 此

岸安全集Ｓ 组成的▕╱▏字形棋盘上，经奇数

步从起点（ｎ，ｎ）跳到终点（０，０）为成功
跳棋规则是：① 每步在水平或垂直方向跳

１或２格；或在４５°斜线方向跳１格 ② 奇数步

向下、向左跳；偶数步向上、向右跳
一个成功的跳棋过程将给出ｎ商ｎ 从安全

过河问题的一个方案
例如，图１－１所示的成功跳棋过程正好对

应我们前面提出的那个安全过河方案．

关于安全过河问题（２）解的讨论

　　一般来说，该 问 题 只 要 有 一 个 解 就 有 无 穷

多个 解．因 为：在 这 个 解 的 第１步 之 前 增 加 两

步：１随从 过 去，接 着 再 回 来，走 完 此 两 步 仍

回到原状态．显然，把这两步作任意次循环，都

将回到原状态．所以，由一个已知解可以构造出

无穷多个不同的解．换句话说，此问题解的唯一

性一般不成立
我们应把两 个 这 样 的 解 看 做 同 一 类：其 中

一个解除多一 个 循 环 之 外，与 另 一 个 解 完 全 相

同 这里，循环指的是偶数步来回过渡，并保持

循环前和循环后两岸状态完全一样．今后，同一

类的解中恒取那个不允许重复的解为代表

　　注意：即使不区别商人随从间的置换，对于

不允许重复的 解，解 的 唯 一 性 一 般 地 也 是 不 成

立的．例如，对于安全过河问题（２），仔细观察图

１－１不难 发 现：从（３，３）出 发，经“２从 过 去，接

着１从回来”或“１商１从过去，接着１商回来”
都达到同 样 的 状 态：“１从 在 彼 岸，其 余 人 员 在

此岸”．因此，安全过河问题（２）至少有两个不允

许重复的解
每个不允许重复的解的渡河次数称为最少

渡河次数．例如，对 图１－１表 示 的 那 个 不 允 许

重复解最少渡河次数是１１

思考题１－２
① 你能证明：“对任何正整数ｎ，ｎ商ｎ从的

安全过河问题，不允许重复的解一定是有限个”
吗？

②你能证明：对３商３从安全过河问题，不

允许重复的解个数是４吗？

安全过河问题（２）的各种推广

１ 渡 船 容 量 不 变（即 至 多 容 ２ 人），仅 商

人、随从人数有所改变
①思考题１－３
对任意正整数ｎ２，讨论ｎ商人和ｎ 随从

能否安全过河，若能，并给出答案
②思考题１－４
对任意正整数ｎ２，讨论ｎ＋１商人和ｎ随

从能否安全过河？若能，请给出答案



７　　　　

　　２ 渡船容量和商、从人数都改变
①思考题１－５
假设渡船至多容３人，５商人和５随从能否

安全过河？若能，请给出答案．并考虑怎样作更

一般性的推广？

②思考题１－６
假设渡船至多容４人，能否证明：对任意正

整数ｎ，ｎ商人和ｎ随从都能安全过河？给出你的

答案的严格证明

§１．２　其他初等模型

　　小兔繁殖问题；
汉诺塔问题———一个著名数学游戏；
过圆周上等分点的三角形计数问题；
双层玻璃窗保温功效可行性分析；
代表席位公平分配问题；
最优价格制定问题

小兔繁殖问题

假设：
一对刚出生的小兔（一公一母）被放到一个

水草丰盛的孤岛上；２月龄及以上的每对兔子每

一个月恰好繁殖一 对 新 兔（也 是 一 公 一 母）；在

观察期间没有任何兔子死去
问题：
试计算在观察期间的第ｎ个月岛上兔子总

对数
解：记第ｎ个月内兔子总对数为ｆｎ．则显然

ｆ１ ＝１；因１月龄的兔不能繁殖，故ｆ２ ＝１

　　 当ｎ３时，为了计算第ｎ月兔子对数ｆｎ，

要把前 一个月 的 兔 子 对 数ｆｎ－１ 加 上 新 生 兔 子

对数，而新生兔子对数正好等于ｆｎ－２（因每对兔

子一次生一对）．这就证明数列｛ｆｎ｝满足初始条

件：ｆ１ ＝ｆ２ ＝１和递推关系：

ｆｎ ＝ｆｎ－１＋ｆｎ－２，ｎ３
不难依次求得数列 ｛ｆｎ｝前若干项（参看图

１－２）的值如下：

ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ｆｎ １ １ ２ ３ ５ ８ １３２１

图１－２

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数列

数列｛ｆｎ｝在理论和运用方面都非常有用，

被称为Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数列．可以方便地编程计算数

列 ｛ｆｎ｝，也可以证明它满足下列封闭公式：

　　ｆｎ ＝ｕｎ＋１－ｖｎ＋１

槡５
，ｎ＝０，１，２，… （２．１）

其中，ｕ＝ （１＋槡５）／２，ｖ＝ （１－槡５）／２
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思考题１－７
①试用 Ｍａｔｌａｂ编程求ｆｎ，其中ｎ为任意正

整数
②你能严格证明公式（２．１）吗？

汉诺塔问题———一个著名数学游戏

游戏规则：今 有 安 装 在 一 块 木 板 上 的３根

柱子和若干中心有孔的盘子 这些盘子的直径

两两不同．开始时，它们已按大小的次序套在第

一根柱子上，使 得 每 个 盘 子 的 下 面 没 有 比 它 小

的盘子 每一次把１个盘子从一根柱子移动到

另一根柱子，但 是 不 允 许 这 个 盘 子 放 在 任 何 比

它小的盘子上面 游戏的最终目标是把所有的

盘子都放到第 三 根 柱 子 上，并 保 证 按 大 小 次 序

放置，大盘子在下面
问题：令ｈｎ 表示解ｎ 个盘子汉诺塔问题所

需要的最少移动次数试建立关于ｈｎ 的递推关

系并求出ｈｎ 的封闭公式

汉诺塔问题的解法

开始时ｎ个盘子放在柱１按照游戏规则我

们用ｈｎ－１ 次移动将上边的ｎ－１个盘子移到柱

２ 在这些移动中保留最大的盘子不动，然后我

们用一次移动 将 最 大 盘 子 移 动 到 柱３ 我 们 再

使 用ｈｎ－１ 次移动将柱２上的ｎ－１个盘子移到柱

３，把它们放到最大 的 盘 子 上 面（这 个 最 大 的 盘

子一直放在柱３的底部） 容易看出，使用更少

的次数是不可能达到目的的这就证明了ｈｎ ＝
２ｈｎ－１＋１初始条件是ｈ１ ＝１，因为依照规则一

个盘子可以经１次移动从柱１移到柱３

　　我们可以使用迭代方法求解这个递推关系：

ｈｎ ＝２ｈｎ－１＋１

＝２（２ｈｎ－２＋１）＋１

＝２２ｈｎ－２＋２＋１

＝２２（２ｈｎ－３＋１）＋２＋１

＝２３ｈｎ－３＋２２＋２＋１

＝…

＝２ｎ－１ｈ１＋２ｎ－２＋…＋２＋１

＝２ｎ－１＋２ｎ－２＋…＋２＋１ 用了初始条件ｈ１ ＝１

＝２ｎ－１ 用了等比级数公式

　　一个古老 的 传 说 告 诉 我 们，在 汉 诺 地 方 有

一座塔，那里 的 僧 侣 们 严 格 按 照 这 个 游 戏 规 则

从一个柱子 到 另 一 个 柱 子 移 动６４个 金 盘 子
他们一秒钟移动一个盘子 据说当他们结束游

戏时世界就到了末日
试问：这个世 界 在 僧 侣 们 开 始 移 动 盘 子 多

久以后终结？

答案：２６４－１秒＞５０００亿年
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过圆周上等分点的三角形计数问题

假设ｎ（＞２）为给定的正整数，并已知圆周

上的ｎ个等分点．试 计 算 以 这 些 等 分 点 为 顶 点

的一切可能的锐、直、钝角三角形个数
　　 例：ｎ＝８

建立数学模型

用循环数组（ｉ，ｊ，ｋ）来 刻 画 所 讨 论 三 角 形

的构形，其中ｉ，ｊ，ｋ分别表示该三角形按反时针

方向相邻 二 点 间 所 夹 已 知 等 分 点 的 个 数 易

见，经旋转后能重合的三角形构形相等；所讨论

三角形的构形满足下列条件：

　　ｉ，ｊ，ｋ≥０，ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ－３ （）
例如，在上面例子中的锐角三角形４７２，直

角三角 形１５６，钝 角 三 角 形２３８可 分 别 刻 画 为

（２，２，１），（３，０，２）和（０，４，１）
注：构 形（０，４，１）与（０，１，４）被 视 为 不 同，

因对应三角形２３８与２３５旋转后不重合

　　 设ＡＢＣ 为有构形（ｉ，ｊ，ｋ）的三角形，显然，

ＡＢＣ 为直角三角形 ｍａｘ（ｉ，ｊ，ｋ）＝ｎ／２－１；

ＡＢＣ 为锐角三角形 ｍａｘ（ｉ，ｊ，ｋ）＜ｎ／２－１；

ＡＢＣ 为钝角三角形 ｍａｘ（ｉ，ｊ，ｋ）＞ｎ／２－１
（ｉ，ｊ，ｋ）中的ｉ，ｊ，ｋ两两不同，则（ｉ，ｋ，ｊ）被

视为与（ｉ，ｊ，ｋ）构形不同的三角形构形
在具体计算直、钝角三角形个数时，只要确

定一切满足条 件（）的 不 同（非 等 边）三 角 形

构 形（ｉ，ｊ，ｋ）的个数ａ，再乘以ｎ即可计算锐角

三角形的 个 数 时，还 要 计 算 等 边 三 角 形（ｉ＝ｊ
＝ｋ）构形的个数ｂ 则锐角三角形个数等于

ｎ（ａ＋ｂ／３）

ｎ＝８时三角形计数问题的解

ｎ＝８时共计有：
锐角构形一个：（１，２，２）；
直角构形３个：（１，１，３），（０，２，３），

（０，３，２）；
钝角构形３个：（０，０，５），（０，１，４），

（０，４，１）
所以，锐 角 三 角 形 个 数 是８；直、钝 角 三 角

形个数都是３×８＝２４

思考题１－８
① 当ｎ＝１０时分别有多少锐、直、钝角三

角形？

② 当ｎ＝９时 分 别 有 多 少 锐、直、钝 角 三

角形？

三角形计数问题的另一种解法

在复平面单位圆周上取定的ｎ个等分点为

ａ０，ａ１，…，ａｎ，其中，ａｋ ＝ｅ２πｋｉ／ｎ，ｋ＝０，１，…，ｎ－
１，以（０，ｊ，ｋ）表示顶点为ａ０，ａｊ，ａｋ 并满足０＜
ｊ＜ｋ≤ｎ－１且边ａｊａｋ 为最长边的三角形易

见三角形（ｉ，ｊ，ｋ）为直（锐、钝）角三角形的充要

条件是：

ｋ＝ｎ／２（＞ ［ｎ／２］，＜ ［ｎ／２］）
令ｎ１，ｎ２，ｎ３ 分别表示圆内接

锐角、直角、钝角三角形的个

数
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偶数ｎ＝２ｋ时三角形计数问题的解

①ｎ＝２ｋ时，ｎ２ 的计算：

令ｋ＝ｎ／２，则过水平直径的直角三角形是

（０，ｊ，ｋ），ｊ＝１，２，…，ｋ－１
∴ｎ２ ＝ｎ（ｋ－１）

＝ｎ（ｎ／２－１）

＝ｎ（ｎ－２）／２

　　 ②ｎ＝２ｋ时，ｎ３ 的计算：

位于上半圆的钝角三角形是（０，ｉ，ｊ），

ｊ＝２，…，ｋ－１；ｉ＝１，２，…，ｊ－１

∴ｎ３ ＝ｎ∑
ｋ－２

ｊ＝１ｊ＝ｎ（ｋ－２）（ｋ－１）／２

＝ （ｎ／２）（ｎ／２－１）（ｎ／２－２）
③ｎ ＝ ２ｋ 时，ｎ１

的计算：

ｎ１ ＝Ｃ３
ｎ －ｎ２－ｎ３，

其中，ｎ２，ｎ３ 的公式如

上所示

思考题１－９
试证：当ｎ为偶数时，钝角三角形的个数是

锐角三角形个数的３倍

ｎ＝２ｋ＋１时三角形计数问题的解

ｎ２ ＝０；

ｎ３ ＝ （ｎ／２）［（ｎ－１）／２］（［（ｎ－１）／２］－１）

ｎ１ ＝Ｃｎ
３－ｎ２－ｎ３

因为上半圆周上最大的等分点的编号是：
［（ｎ－１）／２］＝ｋ

位于上半圆的钝角三角形是：
（０，ｉ，ｊ），其中

ｊ＝２，３，…，ｋ；

ｉ＝１，２，…，ｊ－１

三角形计数的统一公式及应用举例

统一公式：
ｎ３ ＝ｎ［（ｎ－１）／２］（［（ｎ－１）／２］－１）／２★

ｎ２ ＝０，当ｎ为奇数；ｎ２ ＝ｎ（ｎ－２）／２，当ｎ为偶数

ｎ１ ＝Ｃｎ
３－ｎ２－ｎ３

举例：
①ｎ＝８时，ｎ２ ＝８×６／２＝２４；ｎ３ ＝８×３×２／２＝２４；

ｎ１ ＝Ｃ８
３－ｎ２－ｎ３ ＝５６－２４－２４＝８．

②ｎ＝９时，ｎ２ ＝０；ｎ３ ＝９×４×３／２＝５４；

ｎ１ ＝Ｃ９
３－ｎ２－ｎ３ ＝８４－５４＝３０．

③ｎ＝１０时，ｎ２ ＝１０×８／２＝４０；

ｎ３ ＝１０×４×３／２＝６０；

ｎ１ ＝Ｃ１０
３－ｎ２－ｎ３ ＝１２０－４０－６０＝２０．

　　 ★ 当ｎ为奇数时，统一公式已成立．当ｎ为

偶数时，我们也已证明

ｎ３ ＝ （ｎ／２）（ｎ／２－１）（ｎ／２－２）
易见，此时成立

ｎ／２－１＝ ［（ｎ－１）／２］，

ｎ／２－２＝ ［（ｎ－１）／２］－１，
因此 　ｎ３ ＝ｎ［（ｎ－１）／２］（［（ｎ－１）／２］－１）／２
所以，统一公式当ｎ为偶数时也成立
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双层玻璃窗保温功效可行性分析

问题：众所周知，住房内外的热交换主要部

分是通过门窗的热交换．因此，为了节约空调费

用，新式建筑物流行双层玻璃窗的设计，据说保

温效果非常好 试从理论上对双层玻璃窗的功

效作一个可行性分析
分析基点：对比有相同玻璃厚度的单、双层

玻璃窗的传热 过 程，即 对 比 两 种 情 形 下 单 位 时

间内通过玻璃窗单位面积流出去的热量孰多孰

少以及相差的程度

模型假设

①传热只限 于 通 过 门 窗 上 玻 璃 的 热 传 导，
即忽略墙、地板及天花板的传热

②窗户绝对 密 封 不 产 生 对 流，也 不 考 虑 辐

射
③只考虑平均稳定热状态
④两种情形使用完全一样的均匀的窗玻璃
⑤窗玻璃的 面 积 是 影 响 传 热 的 唯 一 因 素，

即忽略窗框形 状、深 度 及 所 用 材 料 等 因 素 对 传

热的影响

双层玻璃窗问题使用的符号

如图１－３所示，设Ｓ，Ｄ 分别代表双层、单

层玻璃的情形．对情形Ｓ，每片玻璃的厚度为ｄ；
夹层的厚度为ｂ；室内、室外近玻璃处的（常）温

度、夹层靠室内、夹层近外玻璃处的（常）温度分

别为Ｔ１，Ｔ２，Ｔａ，Ｔｂ．对情形Ｄ，每片玻璃的厚度

为２ｄ；室内、室外近玻璃处的（常）温度分别为

Ｔ１，Ｔ２
情形Ｓ，Ｄ单位时间内通过单位面积窗户的

传热量分别记为ＱＳ，ＱＤ．
图１—３

Ｎｅｗｔｏｎ冷却定律

我们将 要 应 用 如 下 的 物 理 定 律———Ｎｅｗ
ｔｏｎ冷却定律：单位时间内通过厚度为ｂ，热传

导系数为ｋ的介质的单位面积的传热量为：

Ｑ＝ｋ（Ｔ－Ｔ′）／ｂ，其中Ｔ 为介质左方的温度；

Ｔ′为介质右方的温度，Ｔ＞Ｔ′

双层玻璃窗问题的数学建模

由冷却定律得：ＱＤ ＝ｋ１（Ｔ１－Ｔ２）／２ｄ；ＱＳ

＝ｋ１（Ｔ１－Ｔａ）／ｄ＝ｋ２（Ｔａ－Ｔｂ）／ｂ＝ｋ１（Ｔｂ－
Ｔ２）／ｄ 其中，ｋ１，ｋ２ 分别为玻璃、空气的传热系

数，可查手册求得；ｄ，ｂ，Ｔ１，Ｔ２ 可测量求得；Ｔａ，
Ｔｂ 未知，但可通过计算求出．易见

Ｔａ－Ｔｂ ＝ｓ（Ｔ１－Ｔａ）；Ｔｂ－Ｔ２ ＝Ｔ１－Ｔａ

（令ｓ＝ｋ１ｂ／（ｋ２ｄ））
解此联立方程组求得：

Ｔａ ＝ （（ｓ＋１）Ｔ１＋Ｔ２）／（ｓ＋２）．
进而求得：

ＱＳ ＝ｋ１（Ｔ１－Ｔ２）／（ｄ（ｓ＋２））
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双层玻璃窗保温功效讨论

由上面求得的公式，得出两种 情 形 下 传 热

量的比值是

　　　　　ＱＳ／ＱＤ ＝２／（ｓ＋２） （）
下面利用此公式，对双层玻璃窗的保温功效

作一个详尽讨论首先，由ｓ＞０推出ＱＳ ＜ＱＤ，
即在任何情况下双层玻璃窗都有保温功效

查有关手册知：０．００４＜ｋ１ ＜０．００８；对干

燥空气大约ｋ２ ＝０．０００２５（焦尔 ×厘米／（度 ×
秒）），由此得

　　ｓ＝ｋ１ｂ／（ｋ２ｄ）１６ｂ／ｄ ＝１６ｈ （令ｈ ＝
ｂ／ｄ）；
　　ＱＳ／ＱＤ ＝２／（ｓ＋２）＝ｆ（ｓ）．

　　 因函数ｆ（ｓ）的导数

ｆ′（ｓ）＝－２／（ｓ＋２）２ ＜０，
故它是ｓ的严格递减函数，从而

ＱＳ／ＱＤ ＜２／（１６ｈ＋２）．在通常情况下有

ｈ＝ｂ／ｄ＞４，于是

ＱＳ／ＱＤ ＝２／（ｓ＋２）＜２／（６４＋２）＝１／３３＝３％
这就是说，在通常情况下，双层玻璃窗的传

热量仅为单层玻璃窗的３％．由此可见，双层玻

璃窗的保温效果 十 分 显 著．这 真 是 一 个 又 好 又

省的技术，目前已开始全面推广

代表席位公平分配问题

假设有人数分别为１０３，６３和３４的３个单

位．下表显示 按 通 常 的 人 数 比 例 分 配 方 法 为 此

３单位分 配 代 表 名 额 的 两 种 分 配 方 案：一 种 是

２０席名额；另一种是２１席名额．让我们仔细看

一下两种分 配 结 果：２０席 时，３单 位 依 次 按１０
∶６∶４分配；２１席时，改为依次按１１∶７∶３分

配．于是，出现对于单位３明显不合理的现 象：

２１席时 他 们 得 的 名 额 反 而 少 了．因 此 提 出 问

题：如何解释 上 述 不 合 理 现 象 并 提 出 更 合 理 的

代表名额分配方案？

２０席 ２１席

单位 人数
比例

％

理论

席位

实际

席位

理论

席位

实际

席位

１ １０３ ５１５ １０３ １０ １０８１５ １１

２ ６３ ３１５ ６３ ６ ６６１５ ７

３ ３４ １７ ３４ ４ ３５７ ３

总和 ２００ １００ ２０ ２０ ２１ ２１

表１－１

不合理现象产生原因及其量化

　　 按人数比例分配应该是公平的，但如何解

释上述不合理现象呢？显然，其主要原因是代表

席位只取整数值，即 必 须 把 公 平 但 不 是 整 数 的

理论席位值取整，即 将 小 数 尾 数 舍 去 或 增 加 为

１．所以，执行的实际席位并非理论席位，从而难

保其公平性
一般地，考察人数分别为ｐｉ，ｐｊ 的单位ｉ和

单位ｊ，设按某种分配方案分配给它们实际席位

为ｎｉ，ｎｊ．让我们来讨论在此分配方案下对它们

公平性的衡量

　　 显然，若ｐｉ／ｎｉ ＝ｐｊ／ｎｊ，则此分配绝 对 公

平．可惜，因ｎｉ，ｎｊ 经过了取整，上述条件几乎不

可能满足，故或者ｐｉ／ｎｉ ＞ｐｊ／ｎｊ，此时，对单位ｉ
不公平；或者 ｐｉ／ｎｉ ＜ｐｊ／ｎｊ，此时，对单位ｊ不

公平
引进单位ｉ的不公平值如下：
ｒｉ（ｎｉ，ｎｊ）＝ （ｐｉ／ｎｉ－ｐｊ／ｎｊ）／（ｐｊ／ｎｊ）

＝ｐｉｎｊ／（ｐｊｎｉ）－１．
现在讨论如何在已有分配的基础上修改增

加１席的新方案．如把１席加给单位ｉ，则单位ｊ
的不公平值变为：

ｒｊ（ｎｉ＋１，ｎｊ）＝ｐｊ（ｎｉ＋１）／（ｐｉｎｊ）－１；
如加给单位ｊ，则单位ｉ的不公平值为

ｒｉ（ｎｉ，ｎｊ＋１）＝ｐｉ（ｎｊ＋１）／（ｐｊｎｉ）－１．
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　　 易见

　ｒｉ（ｎｉ，ｎｊ＋１）＞ｒｊ（ｎｉ＋１，ｎｊ）ｑｉ ＞ｑｊ

（１）

其中ｑｉ ＝ｐｉ
２／（ｎｉ（ｎｉ＋１））是增加一个代

表席位时衡量对单位ｉ不公平程度的一个只依

赖于ｉ的参数

ｒｉ（ｎｉ，ｎｊ＋１）＞ｒｊ（ｎｉ＋１，ｎｊ）

ｐｉ（ｎｊ＋１）
ｐｊｎｉ

＞ｐｊ（ｎｉ＋１）
ｐｉｎｊ

 ｐ２
ｉ

ｎｉ（ｎｉ＋１）＞ ｐ２
ｊ

ｎｊ（ｎｊ＋１）

增加１席的合理分配模型

上面的讨 论 引 向 增 加 １席 的 合 理 分 配 模

型：把增加的１席分配给使比值ｑｉ 取最大值的

对应单位ｉ（因为，未得 到 加１席 的 单 位 中 它 的

不公平值最大，这 个 分 配 模 型 体 现 照 顾 矛 盾 最

大者的政策，符合正确处理人民内部矛盾，建立

和谐社会的原则）
对所讨论的那个３单位实例，先由表１－１

得到２０席的实际席位分配后，再按上述加１席

合理分配模型 得 出 的 分 配 方 案 是：加１席 给 单

位１，即分配方案向量为（１１，６，４）（见表１－２）

单位 ｐｉ ｎｉ ｐ２
ｉ／（ｎｉ（ｎｉ＋１） 加１席方案

１ １０３ １０ ９６４＝ＭＡＸ １０＋１＝１１

２ ６３ ６ ９４５ ６

３ ３４ ４ ５７８ ４

总和 ２００ ２０ ２１

表１－２

结果的分析与讨论

　　加１席合理分配模型照顾可能最吃亏的单

位，不 言 而 喻 是 公 平 的．应 用 于 上 述３单 位 实

例，结果将不 再 发 生 增 加 代 表 名 额 后 出 现 某 些

单位反而减少 席 位 的 不 合 理 情 况，这 也 是 本 模

型合理性的一个佐证
表１－１，１－２对本例的计算结果也从一个

侧面说明原先的２０席分配方案是不大合理的．
这一点也使我们认识到通常的按比例分配的办

法并非绝对可靠，在某些特殊情况下，由于取整

的影响也会产生显著的误差

如何用本模型合理分配２０个代表名额

思路：先用常 法 分 配１９个 代 表 席 位，再 用

本模型加１席即可
计算结果如表１－３所示．此结果与用常法

分配２０个代表席位的结果不同，这一事实说明

原先的分配方案其实并不合理
有趣 的 是，用 本 模 型 分 配 ２１个 代 表 席 位

时，无论从２０个代表席位的原方案或从新方案

出发都得出同一正确结果

单位 ｐｉ ｎｉ ｐ２
ｉ／（ｎｉ（ｎｉ＋１） 加１席方案

１ １０３ １０ ９６４５＝ＭＡＸ １０＋１＝１１

２ ６３ ６ ９４５０ ６

３ ３４ ３ ９６３３ ３

总和 ２００ １９ ２０

表１－３
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合理加１席模型仍非绝对正确

我们用表１－４给出的５单位的例子说明：
上述模型也不是绝对正确．因７８席时理论值小

数尾数全相等，都 等 于０．４，故 取 整 时 可 选 任２
单位加１，其余全舍去尾数．表１－４的两个计算

结果说明，用合 理 加１席 模 型 也 得 不 出 唯 一 合

理的结果
下面将提出 一 个 较 为 公 平，但 也 较 为 复 杂

的模型———方差最小模型

单位 人数 理论值 取整顿 ｑｉ 加１席 取整２ ｑｉ 加１席

１ ４０４ ４０４ ４０ ９９５ ４１ ４１ ９４８ ４１

２ ２０４ ２０４ ２０ ９９１ ２０ ２１ ９０１ ２１

３ １０４ １０４ １０ ９８３ １０ １０ ９８３ １１

４ ５４ ５４ ６ ６９４ ６ ５ ９７２ ５

５ １４ １４ ２ ３２７ ２ １ ９８０ １

总合 ７８０ ７８ ７８ ７９ ７８ ７９

表１—４

代表席位分配的方差最小模型

分析：
要从分别有人数 ｐ１，…，ｐｍ 的ｍ 个单位中

选取ｎ个代表．令ｐ＝ｐ１＋…＋ｐｍ，则ｐ／ｎ为

每个席位平均代表的人数
先算出每个单位应分配代表数的理论值：

ｎ１，…，ｎｍ，ｎｉ ＝ｎｐｉ／ｐ，ｉ＝１，…，ｍ
照例记不大于ｘ的最大整数为［ｘ］；不小于

ｘ的最小整数为｛ｘ｝，则ｒｉ＝ｎｉ－［ｎｉ］为ｎｉ 的小

数尾数

　　 若ｋ＝ ∑
ｍ

ｎ＝１ｒｉ为０，则每个ｎｉ 都是整数，

这是理想的绝对公平情况．一般地，ｋ为某个正

整数，从而，总有某些ｎｉ 不是整数．选定ｋ个ｎｉ

取整为｛ｎｉ｝，其余取整为［ｎｉ］．显然，对ｋ个ｎｉ 取

整时，有至多Ｃｋ
ｍ 种可能性．对第ｕ种可能性算

出对应方差：

Ｑ（ｕ）＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
（ｐｉ／ｎｉ－ｐ／ｎ）２

方差Ｑ（ｕ） 的大小刻画按该可能性取整的情

况下每个席位平均代表人数的实际值与其公平

值的偏差程度，其值越小越公平

方差最小模型

代表席位分配的方差最小模型如下
对上述Ｃｋ

ｍ 种可能性分别计算方差：

ｑ＝ ∑
ｍ

ｎ＝１
（ｐｉ／ｎｉ－ｐ／ｎ）２，

则ｑ的最小值对应最合理的分配方案
实例：考虑３单位２０席的实例 各单位人

数为：ｐ１ ＝１０３，ｐ２ ＝６３，ｐ３ ＝３４；ｎｉ 理论值为：

ｎ１ ＝１０．３，ｎ２ ＝６．３，ｎ３ ＝３．４．因ｋ＝１，故共

有Ｃｋ
ｍ ＝Ｃ１

３ ＝３种可能情况用方差最小模型计

算出２０席和２１席的公平分配方案（见下表）分别

是：１１∶６∶３和１１∶６∶４，与从前结果相一致

用方差最小模型的计算实例

２０席 （１） （２） （３）

单位 人数 理论值 ｎｉ （ｑｉ）２ ｎｉ （ｑｉ）２ ｎｉ （ｑｉ）２

１ １０３ １０３ １１ ０４０５ １０ ００９ １０ ００９
２ ６３ ６．３ ６ ０．２５０ ７ １ ６ ０．２５
３ ３４ ３．４ ３ １．７７８ ３ １．７７８ ４ ２．２５

总和 ２００ ２０ ２０ ２４７３ ２０ ２８６８ ２０ ２５９

２１席 （１） （２） （３）

单位 人数 理论值 ｎｉ （ｑｉ）２ ｎｉ （ｑｉ）２ ｎｉ （ｑｉ）２

１ １０３１０．８１５ １１ ０．０２６ １１ ０．０２６ １０． １．０９４
２ ６３ ６．６１５ ７ ０．２４５ ６ ０．９５３ ７ ０．２４５
３ ３４ ３．５７０ ３ ３．２７４ ４ １．０４９ ４ １．２４９

总和 ２００ ２１ ２１ ３．５４５ ２１ ２．０２６ ２１ ２．５８８



１５　　　

思考题１—１０
试用方差 最 小 模 型 计 算 表１—４给 出 的５

单位７８名代表的合理分配方案

最优价格制定问题

　　背景：
企业负责人若有权根据一种产品的成本及

其销售情况指 定 其 价 格 的 话，他 自 然 要 寻 求 能

使企业利润最大的所谓最优价格
为简单起见，我 们 只 讨 论 产 销 平 衡 状 态 下

的最优价格制定问题．这里，我们把“产销平衡”
定义为：“产品产量正好等于其销售量”

最优价格问题建模

设每件产品售价为ｐ，成本为ｑ，售量与产

量相等，记为ｘ，则总收入为Ｉ＝ｐｘ，总支出为Ｃ
＝ｑｘ，从而该产品的利润为Ｕ ＝Ｉ－Ｃ

按市场规律，价格决定产量，即产量是价格

的函数：ｘ＝ｆ（ｐ）因而Ｉ，Ｃ，Ｕ 都是ｐ 的函数，
特别地，Ｕ（ｐ）＝Ｉ（ｐ）－Ｃ（ｐ）

若Ｕ（ｐ）是ｐ的可微函数，则由微分学知，
使利润Ｕ（ｐ）达到最大值的最优价格ｐ，可由

　　（ｄＵ／ｄｐ）｜ｐ＝ｐ ＝０，或

　　（ｄＩ／ｄｐ）｜ｐ＝ｐ ＝ （ｄＣ／ｄｐ）｜ｐ＝ｐ （１）
求得★

　　★ 函数ｆ（ｐ）称为需求函数，是ｐ的减函数

（因价越贵，卖出去的数量越少）这里强调ｐ的

作用，把ｑ视为与ｐ 无关的参数ｄＩ／ｄｐ称为边

际收入，其意 义 是 价 格 变 动 一 个 单 位 时 收 入 的

改变量；ｄＣ／ｄｐ称为边际支出（价格变动一个单

位时支出的改变量）（１）式的经济含义是：最大

利润在边际收入 等 于 边 际 支 出 时 达 到，这 是 计

量经济学的一条著名定律

需求函数ｆ（ｐ）是线性函数的情形

为了进一步说明求最优价格 的 方 法，我 们

考虑需求函数是线性函数的最简单情形：

ｆ（ｐ）＝ａ－ｂｐ，ａ，ｂ＞０为常数，并且假定：每件

产品的成本ｑ与产量ｘ 无关★ 则

Ｕ（ｐ）＝ （ｐ－ｑ）（ａ－ｂｐ）

Ｕ′（ｐ）＝ａ－ｂｐ－ｂ（ｐ－ｑ）＝０表明唯一

的稳定点是ｐ ＝ （１／２）（ｑ＋ａ／ｂ）

Ｕ″（ｐ）＝－２ｂ＜０表明ｐ 是唯一的最大值

点，即我们所要求的最优价格

　　 ★ 产品的成本ｑ与产量ｘ无关的假设与通

常的实际情况有偏差，较好假设应是：ｑ随ｘ 的

增加而减少
此外，公式ｘ＝ａ－ｂｐ 中，假设ｂ＞０系因

为ｘ应为ｐ 的减函数；假设ａ＞０系因为ｘ必须

取正值
上 式中，令ｐ＝０得ａ＝ｘ，说明ａ是该产品

免费供应时社会的需求量，称为“绝对需求量”；
ｂ＝－ｄｘ／ｄｐ表示ｂ是价格上涨一个单位时销售

量下降的幅度（当 然 也 是 价 格 下 跌 一 个 单 位 时

销售量上升 的 幅 度），它 反 映 市 场 需 求 对 价 格

的敏感程度 在实际工作中可由价格和销售量

的统计数据用最小二乘法拟合来确定ａ和ｂ
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上述最优价格的经济解释

　　 在需求函数为线性及ｑ与产量ｘ 无关的假

设下，我们求得最优价格为

ｐ ＝ （１／２）（ｑ＋ａ／ｂ）

　　 由此可见：最优价格ｐ 由两部分组成，一

部分（ｑ／２）是 成 本 的 一 半；另 一 部 分（ａ／（２ｂ））
则与ａ（绝对需求量）成正比；与ｂ（“市场需求对

价格的敏感系数”）成反比

思考题１－１１
在最优价格制定问题中，假设ｘ＝ａ－ｂｐ，

ａ＞０，ｂ＞０（需求函数是线性函数），且ｑ随ｘ
的增加而降低，即假设ｑ＝ｃ－ｄｘ，其中，ｃ＞０，

ｄ＞０．试在这些假设下求最优价格

§１．３　第１章思考题参考答案

思考题１－１
问题：此问 题 的 答 案 唯 一 吗？不 允 许 重 复

时有几个答案？最少渡河次数是多少？如果每

人都能划船结论又是如何？

解：不允许重复时有２个不同答案．前面讲

过一个答 案 是（共７次）：①师 乙 过 去，接 着 师

回；②师甲过去，接着师乙回；③师丙过去，接着

师回；④师乙过去 还有且仅有 另 一 个 答 案 是

（甲丙互换）：①师乙过去，接着师回；②师丙过

去，接着师 乙 回；③师 甲 过 去，接 着 师 回；④师

乙过去
故问题有２个不允许重复答案，７次渡河

　　在每人能划船假设下一种安全过河方案是

（共５次过渡）：



思考题１—２
① 对任何正整数ｎ的ｎ 商ｎ 从安全过河问

题，不允许重复的解一定是有限个
证：对给定的正整数ｎ，安全状态集的点数

是有限数３ｎ＋１．显然，经过有限个点，并按跳

棋规则从点（ｎ，ｎ）跳 到 点（０，０）的 不 重 复 跳 棋

方案的个数一定有限．这就证明：不重复安全过

河方案必定是有限个
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　　 ② 在渡船至多容２人条件下，３商３从安全

过河问题，不允许重复解的个数是４
证：下图给出一个无重复的解．仔细分析此

解不难看出：任 何 一 个 无 重 复 的 解 的 最 先２步

除下图给出的方 案 外，还 有 且 仅 有 另 一 个 方 案

是：“商１从１过去，接着商１回来”此外，其最

后２步除下图给 出 的 方 案 外，还 有 且 仅 有 另 一

个方案是：“商１回来，接着商１从１过去”
所以，３商３从安全过河问题，不允许重复

解的个数是２×２＝４个

此岸状态图

　　 思考题１—３
船至多容２人时，讨论ｎ（２）商人ｎ随从

能否安全过河
解：已讲过，ｎ＝３存在安全过河方案；ｎ＝

２存在安全过河方案，如图１－４所示．显然，不

存在任何无重复 安 全 过 河 解，便 一 定 不 存 在 任

何安全过河解★．今证：ｎ４不存在任何无重复

安全过河解．（反证法）设存在一个无重复安全

过河方案．该方案第一次跳 到ｙ 轴 前 的 状 态 只

能是（如图１－５所示）：（２，２）和（１，１），且都是

偶数步．若 为（２，２），则 前２步 必 是 从（１，１）到

（２，２），从（２，２）到（１，１），产 生 重 复；若 为（１，
１），则前 一 步 必 来 自ｙ 轴 上 的 点，都 是 不 可 能

的．

　　★不难证明：“若不存在任何不重复安全过

河方案，则不存在任何安全过河方案”
解：我们只 须 证 明 其 等 价 命 题：“若 荐 在 一

个安全过河方 案，则 必 存 在 一 个 不 重 复 安 全 过

河方案” 事实上，从一个安全过河方案中去掉

一切产生重复 的 循 环 之 后，便 得 到 一 个 不 重 复

安全过河方案

ｎ＝２时的安全过河方案（共５次）

图１－４

１—３（ｎ４）不存在无重复安全过河解

图１－５
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思考题１—４
问 题：设渡船至多容纳２人，ｎ＋１商人ｎ随

从能否安全过河？

解：此岸状态图如图１－６所示．用一次“１
商１从去，接着１从回；１商１从去，接着１商回”
的循环可使此岸状态从（ｎ＋１，ｎ）改变到（ｎ，ｎ－
１）．经ｎ－１次这种循环之后，从（ｎ＋１，ｎ）变到

（２，１）；再经“１商１从去，接着１从回，最后１商

１从去”３次过渡便达到（０，０）状态．不难看出：
全程共需４（ｎ－１）＋３次渡河．

图１－６　思考题１—４的此岸状态图

思考题１—５
（ａ）５商人５随从安全过河问题
解：假设渡船至多容３人，５商人和５随从

能安全过河．仿照解 安 全 过 河 问 题（２）的 方 法，
一个安全过河方案（共过渡１１次，参看下图）如

下：

３从过去，接着１从回来；

２从过去，接着１从回来；

３商过去，接着１商１从回来；

３商过去，接着１从回来；

３从过去，接着１从回来；

２从过去

此岸状态图

　　（ｂ）ｎ商人ｎ 随从安全过河问题
问题推广：假设渡船至多容ｍ（＞１）人，２ｍ

－１商人和２ｍ－１随从必能安全过河．
证：仿照解安全过河问题（２）和１—５（ａ）的

方法，一个过渡１１次的安全过河方案如下：

ｍ 从过去，接着１从回来；

２从过去，接着１从回来；

ｍ 商过去，接着１商１从回来；

ｍ 商过去，接着１从回来；

ｍ 从过去，接着１从回来；

２从过去

１—５（ｂ）　一个解的此岸状态图
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思考题１—６
船可容４人必能安全过河
解：假设渡船至多容４人和ｎ＞０，则ｎ商人

和ｎ随从必能安全过河
一个安全过河方案如下：

２商２从过去，接着１商１从回来，此岸状态

变为（ｎ－１，ｎ－１）；
再重复一次上述循环，此岸状态变为

（ｎ－２，ｎ－２）；
经ｎ－２次上述循环，此岸状态变为（２，２）；

再２商２从过去即可．共过渡４（ｎ－２）＋１次

　　 思考题１－７
②｛ｆｎ｝封闭公式（２．１）的证明
证：考察以ｆｎ 为系数的形式幂级数：

Ｆ（ｘ）＝ ∑
∞

ｎ＝０ｆｎ＋１ｘｎ ＝ｆ１＋ｆ２ｘ＋∑
∞

ｎ＝２ｆｎｘｎ
利用已知关系：
ｆ１ ＝ｆ２ ＝１和ｆｎ ＝ｆｎ－１＋ｆｎ－２，ｎ≥３，得

　　Ｆ（ｘ）＝１＋ｘ＋∑
∞

ｎ＝２
（ｆｎ＋ｆｎ－１）ｘｎ

＝１＋ｘ＋ｘ∑
∞

ｎ＝２ｆｎ－１ｘｎ－１＋

　ｘ２∑
∞

ｎ＝２ｆｎ－２ｘｎ－２

＝１＋ｘ＋ｘ（Ｆ（ｘ）－１）＋ｘ２Ｆ（ｘ）
整理得 Ｆ（ｘ）（１－ｘ－ｘ２）＝１

　　 由此推出

　　Ｆ（ｘ）＝ １
１－ｘ－ｘ２ ＝ １

（１－ｕｘ）（１－ｖｘ）

＝ １
ｕ－ｖ

（ ｕ
１－ｕｘ－ ｖ

１－ｖｘ
）

＝ １
槡５

（ ｕ
１－ｕｘ－ ｖ

１－ｖｘ
）

其中，ｕ＝ （１＋槡５）／２，ｖ＝ （１－槡５）／２．代入

ｕ
１－ｕｘ ＝ ∑

∞

ｎ＝０
ｕ（ｕｘ）ｎ， ｖ

１－ｖｘ ＝ ∑
∞

ｎ＝０
ｖ（ｖｘ）ｎ

即得证所需公式（２１）：

ｆｎ ＝ （１／槡５）（ｕｎ＋１－ｖｎ＋１），ｎ＝０，１，２，…

思考题１—８
①ｎ＝１０时各类三角形个数
解：此时有

锐角构形２个：（１，３，３），（２，２，３）；
直角构形４个：
（０，３，４），（０，４，３），（１，２，４），（１，４，２）；
钝角构形６个：（０，０，７），（０，１，６），
（０，６，１），（１，１，５），（０，２，５），（０，５，２）．
所以，锐、直、钝角三角形个数分别是２×１０

＝２０；４×１０＝４０；６×１０＝６０．

　　②ｎ＝９时各类三角形个数
　　 解：此时有

直角构形０个，∴ｎ２ ＝０；

钝角构形６个：（０，０，６），（０，１，５），
（０，５，１），（１，１，４），（０，２，４），（０，４，２），

∴ｎ３ ＝６×９＝５４；

ｎ１ ＝９×８×７／６－ｎ２－ｎ３ ＝８４－５４＝３０．
答案：锐、直、钝角三角形个数分别是３０，０

和５４．
注：锐角构形有４个，其中一个为等边只乘３．

思考题１—９
证明ｎ为偶数时有ｎ３ ＝３ｎ１

　　 解：前面已证明ｎ＝２ｋ时有

ｎ２ ＝ｎ（ｎ－２）／２；
ｎ３＝ （ｎ／２）（ｎ／２－１）（ｎ／２－２）

＝ｎ（ｎ－２）（ｎ－４）／８；
ｎ１＝Ｃｎ

３－ｎ２－ｎ３

＝ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）／６－ｎ（ｎ－２）／２
－ｎ（ｎ－２）（ｎ－４）／８

＝ｎ（ｎ－２）（ｎ－４）／２４；
∴ｎ３ ＝３ｎ１

换句话说，ｎ为偶数时，钝角三角形个数是

锐角三角形个数的３倍．
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思考题１—１０
５单位共７８０人，７８代表席
解：我们用方差最小模型来计算表１－４给

出的５单位７８名代表的合理分配方案
表１－５，１－６和１－７给出相关的计算从

５个小数尾数之和为２得出：ｋ＝２，从而有Ｃ２
５＝

１０种可能的取整方案
在计算方差中，ｎ／ｐ＝７８／７８０＝０．１；方差

平方的最小值是９．８６，对应的最公平代表席位

分配方案是：单位１到５依次分配４１，２０，１０，５
和２席位

单

位

人

数

理论

数

取

整

１
ｑ２
ｉ

取

整

２
ｑｉ

２
取

整

３
ｑｉ

２
取

整

４
ｑｉ

２

１ ４０４ ４０．４ ４０ ０．０１ ４０ ０．０１ ４０ ０．０１ ４１ ０．０２

２ ２０４ ２０．４ ２０ ０．０４ ２０ ０．０４ ２１ ０．０８ ２０ ０．０４

３ １０４ １０．４ １０ ０．１６ １１ ０．３０ １０ ０．１６ １０ ０．１６

４ ５４ ５．４ ６ １．００ ５ ０．６４ ５ ０．６４ ５ ０．６４

５ １４ １．４ ２ ９．００ ２ ９．００ ２ ９．００ ２ ９．００

合 ７８０ ７８ ７８１０２１７８ ９９９ ７８ ９８９ ７８ ９８６

表１—５

单

位

人

数

理论

数

取

整

５

ｑ２
ｉ

１０－６

取

整

６

ｑｉ
２

１０－６

取

整

７

ｑｉ
２

１０－６

取

整

８

ｑｉ
２

１０－６

１ ４０４ ４０．４ ４０ ０．０１ ４０ ０．０１ ４１ ０．０２ ４０ ０．０１

２ ２０４ ２０．４ ２０ ０．０４ ２１ ０．０８ ２０ ０．０４ ２１ ０．０８

３ １０４ １０．４ １１ ０．３０ １０ ０．１６ １０ ０．１６ １１ ０．３０

４ ５４ ５．４ ６ １．００ ６ １．００ ６ １．００ ５ ０．６４

５ １４ １．４ １ １６．００ １ １６．００ １ １６．００ １ １６．００

合 ７８０ ７８ ７８１７．３５７８１７．２５７８１７．２２１８１７．０３

表１—６

单

位

人

数

理论

数

取

数

９

ｑ２
ｉ

１０－６

取

整

１０

ｑｉ
２

１０－６

１ ４０４ ４０．４ ４１ ０．０２ ４１ ０．０２

２ ２０４ ２０．４ ２０ ０．０４ ２１ ０．０８

３ １０４ １０．４ １１ ０．３０ １０ ０．１６

４ ５４ ５．４ ５ ０．６４ ５ ０．６４

５ １４ １．４ １ １６．００ １ １６．００

合 ７８０ ７８ ７８１７．００７８１６．９０

表１—７

思考题１－１１
解：由假设得ｐ＝ａ′－ｂ′ｘ，ａ′＝ａ／ｂ＞０，

ｂ′＝１／ｂ＞０，ｑ＝ｃ－ｄｘ，ｃ＞０，ｄ＞０．把利润

表示为ｘ的函数得

Ｕ（ｘ）＝ （ａ′－ｂ′ｘ）ｘ－（ｃ－ｄｘ）ｘ
＝ （ｄ－ｂ′）ｘ２＋（ａ′－ｃ）ｘ

显然，存在最优价格的充要条件是

Ｕ″（ｘ）＝２（ｄ－ｂ′）≤０　（即ｄ≤ｂ′）
和方程

Ｕ′（ｘ）＝２（ｄ－ｂ′）ｘ＋ａ′－ｃ＝０
有非负解：ｘ＝ （ｃ－ａ′）／（２（ｄ－ｂ′））≥０

（即ｃ≥ａ′） 这个ｘ就是所要求的最优价格
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第２章　微分方程方法建模

§２１　人口模型

Ａ 人口问题的特殊重要性

Ｂ 经典人口模型

Ｃ 人口发展方程

§２．２　单种群饲养收获模型

§２．３　两种动物的弱肉强食模型

§２．４　万有引力定律

§２．５　盯梢与追逐模型

§２．６　第２章思考题参考答案

§２．１　人口模型

Ａ 人口问题的特殊重要性

人口的增减与年龄结构对一个国家或地区

的经济发展及人民的精神与物质生活都产生巨

大影响，使得 人 口 问 题 成 为 当 今 世 界 人 们 最 为

关心的问题之一
一些发展中国家人口出生率过高，愈来愈严

重地影响他们甚至整个人类的正常生活；而一些

发达国家，却出现人口零增长甚至负增长和人口

老龄化等现象，也给这些国家带来隐患

我国存在人口问题

旧中国从１８４０年 到１９４９年 的１０９年 间，
全国只增加人口１．３亿 而中华人民共和国建

立以后的３０年，却出生了６亿多人口，除去 死

亡，净增４．３亿人 人口增长得这样快，使全国

人民在吃饭、穿衣、住房、交通、教育、卫生、就业

等方面，都遭遇越来越大的困难，迫使国家不得

不采取“一对夫妻一个小孩”的严格控制人口政

策．但人口控 制 的 前 松 后 紧 势 必 带 来 人 口 年 龄

结构不合理及 老 龄 化 等 诸 多 问 题，是 政 府 和 全

社会必须认真研究对策的一个大问题

解决人口问题数学大有作为

目前，许多国家的政府官员及有关专家，甚

至整个社会都 十 分 关 注 人 口 发 展 问 题．大 家 都

在考虑如何从 根 本 上 解 决 人 口 问 题．人 们 的 一

个共识是：必 须 对 人 口 整 个 发 展 过 程 进 行 深 入

研究，准确地分析和掌握人口的增长规律，适时

地作出人口预测，为政府制定人口政策，以控制

人口过快增长，应对老龄化，提供理论依据
建立数学模 型 对 人 口 发 展 过 程 进 行 描 述、

分析和预测，已经取得巨大成功，国内外有关专

家（包括数学家）正在继续努力

Ｂ 经典人口模型

　　人口预 测 的 一 般 提 法 是：从 已 知（一 个 特

定区域的）人口的 有 关 资 料 和 特 性 预 测 将 来 人

口的发展趋势
我们将介绍两个最基本的人口模型：

①指数增长模型，或 Ｍａｌｔｈｕｓ模型；

②阻滞增长模型，或Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型

Ｍａｌｔｈｕｓ人口论

Ｍａｌｔｈｕｓ是英国 经 济 学 家 和 牧 师．１７９８年

发表专著《人口模 型》．他 从 教 会 的 人 口 出 生 和

死亡登记册中 发 现 人 口 增 长 率 近 似 于 常 数，这

正是 Ｍａｌｔｈｕｓ人口模型的基础
人类能够违反自然本性，对自己实行“计划

生育”政策，归根结底是 Ｍａｌｔｈｕｓ指出的以个体

为存在方式的动物的繁衍规律———依照几何级

数增长，与以 群 体 为 存 在 方 式 的 植 物 的 繁 衍 规

律———依照算术级 数 增 长，这 两 种 生 命 规 律 之

间的不相容性
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Ｍａｌｔｈｕｓ人口模型

假设：单位时间人口增加量与当时人口量

成正比，比例常数称为人口增长率，由历史资料

确定
模型：令ｔ时刻人口为ｘ（ｔ），初始时刻人口

为ｘ０，ｔ时刻单位时间人口增加量为

ｌｉｍΔｔ→０（ｘ（ｔ＋Δｔ）－ｘ（ｔ））／Δｔ＝ｘ′（ｔ）
于是，Ｍａｌｔｈｕｓ人 口 模 型 对 应 的 数 学 模 型 是 下

列微分方程初始问题：

　　　ｘ′（ｔ）＝ｋｘ（ｔ），ｘ（０）＝ｘ０ （１．１）
（假定人口增长率ｋ＝ｘ′（ｔ）／ｘ（ｔ），与ｔ无关）

Ｍａｌｔｈｕｓ人口模型的数学解

用分离变量法求微分方程（１．１）的通解得

　　ｄｘ
ｄｔ＝ｋｘ，　∫ｄｘ

ｘ ＝∫ｋｄｔ

　　ｌｎ｜ｘ｜－ｌｎ｜Ｃ｜＝ｋｔ，　ｘ（ｔ）＝Ｃｅｋｔ
代入初始条件确定任意常数Ｃ 得

ｘ０ ＝ｘ（０）＝Ｃｅ０ ＝Ｃ
所以，微分方程初始问题（１．１）的解是

　　　　　ｘ（ｔ）＝ｘ０ｅｋｔ （１．２）

中国的一个人口公式

根据１９９０年国家统计局公报，我国１９９０年

７月１日人口（不包括港澳台地区）为１１．３３亿，
此前８年的人口平均增长率为１．４８％．如果近

似取我国人口增长率为ｋ＝０．０１４８，则由公式

（１．２）可得我国的一个人口公式是

　　　ｘ（ｔ）＝１１．３３ｅ０．０１４８ｔ （１．３）

应用实例

应用中 国 人 口 公 式 （１．３）预 报 ２０００ 年，

２００４年，２０５０年我国人口得

２０００年人口是

　　　ｘ（１０）＝１１．３３ｅ０．１４８ ＝１３．１４（亿）；

２００４年人口是

　　　ｘ（１４）＝１１．３３ｅ０．２０７２ ＝１３．９４（亿）；

２０５０年人口是

　　　ｘ（６０）＝１１．３３ｅ０．８８８ ＝２７．５３（亿）．

上述预报结果准确吗？

前两个预报的准确性可用实际数字加以验

证．根据 国 家 统 计 局 公 报，２０００年１１月１日，

２００４年１２月我国人口（不包括港澳台地区）分

别为１２．６６亿和１３．００亿．由此可见，第一个预

报还算准确（稍稍 偏 大）；第 二 个 预 报 则 明 显 偏

大
第三个预 报 怎 样 呢？大 得 邪 乎．估 计 大 家

都不会相信这个结果．原因何在呢？

人口预报误差的主要原因

根据国家统计局公报，２０００年 前１０年 的

人口平均增长率为１．０７％，比１９９０前８年的人

口平均增长率（１．４８％）明显减少了，这是预报

值比实际值偏大的主要原因由于２０００年以后

比以前人口增长 率 进 一 步 下 降，这 是 第 二 个 预

报比第一个预报更差的原因
可以断言，今后若干年我国人 口 平 均 增 长

率还会变得更小，也许不到０．５％（２００４年净增

人口７６１万人，自然增长率为０．５８７％，比上年

下降０．１４个千分点 ）．所以基于ｋ＝０．０１４８的

我国人口公式（１．３）往后偏差将急剧增大．
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Ｍａｌｔｈｕｓ人口模型公式极限为无穷

ｋ＞０，ｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝ｘ０ｌｉｍｔ→∞ｅｋｔ ＝ ∞
人口趋向于无穷的结论显然 不 对，因 为 一

个国家的土地和 所 有 资 源 都 是 有 限 的，绝 对 不

可能养活无穷多的人口．人口过多，在吃饭、穿

衣、住房、交通、教育、卫生、就业等方面，就会遭

遇不可克服的困 难，势 必 造 成 部 分 人 口 生 活 没

有保障，增大死亡率，减少出生率，使人口增 长

率ｋ显著地下降，其 为 常 数 的 基 本 假 设 早 就 完

全不能成立了

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ人口模型假设

假设：人口ｘ（ｔ）是ｔ的有界函数，即存在有

限正数 Ｍ 使得 ｔ≥０，ｘ（ｔ）≤Ｍ，并且人口增

长率随ｘ的增加而下降，最后将趋向于０，即增

长率可假设为ｘ的一个线性函数：ｋ（１－ｘ／Ｍ），
其中，ｋ，Ｍ 为正常数

现实依据：任何国家的人口都 不 会 无 限 地

增加．对发达国家来说，相当多数的家庭宁愿少

生甚至不生，致使人口出生率不断下降，出现向

零增长的发展趋势；对不发达国家，本来就 穷，
高生育率造成更穷，势必导致更高死亡率，其客

观效果并非是人口的增长

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ人口数学模型

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ人口模型或 阻 滞 增 长 人 口 模 型 对

应的数学模型是下列微分方程初始问题：

　　
ｘ′（ｔ）＝ｋ（１－ｘ（ｔ）

Ｍ
）ｘ（ｔ）

ｘ（０）＝ｘ
｛

０

（１．４）

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ人口数学模型的解

用分离变量法求（１．４）中微分方程的通解：

∫ Ｍｄｘ
ｘ（ｘ－Ｍ）＝∫－ｋｄｔ，

ｌｎ｜ｘ－Ｍ｜－ｌｎ｜ｘ｜－ｌｎ｜Ｃ｜＝－ｋｔ，
（ｘ－Ｍ）／ｘ＝Ｃｅ－ｋｔ
代入初始条件确定任意常数Ｃ 得：

（ｘ０－Ｍ）／ｘ０ ＝Ｃｅ０ ＝Ｃ
所以，微分方程初始问题（１．４）的解满足

（ｘ－Ｍ）／ｘ＝ （ｘ０－Ｍ）ｅ－ｋｔ／ｘ０ ＝－ｂ，
ｂ≡ （Ｍ／ｘ０－１）ｅ－ｋｔ，或（解出ｘ＝ｘ（ｔ）得）

ｘ（ｔ）＝ Ｍ
１＋ｂ＝ Ｍ

１＋（Ｍ
ｘ０

－１）ｅ－ｋｔ
（１．５）

中国的一个 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ人口公式

根据我国情况，若取ｋ＝０．０１４８，ｘ０＝１１．３３
和 Ｍ ＝５０（亿），则由（１．５）得我国人口公式为

ｘ（ｔ）＝５０／（１＋（５０／１１．３３－１）ｅ－０．１４８ｔ）（１．６）
由公式（１．６）预报我国２０００年人口是

ｘ（１０）＝５０／（１＋（５０／１１．３３－１）ｅ－０．１４８）
＝１２．６８；

２００４年人口是

ｘ（１４）＝５０／（１＋（５０／１１．３３－１）ｅ－０．２０７２）
＝１３．２５；

２０５０年人口是

ｘ（６０）＝５０／（１＋（５０／１１．３３－１）ｅ－０．８８８）
＝２０．３０．

讨论上述预报的准确性

第一个预报 结 果１２．６８亿 与２０００年 我 国

实际人口１２．６６亿非常接近
第二个预报 结 果１３．２５亿 与２００４年 我 国

实际人口１３．００亿也很接近，不过接近程度 仍

差于前者
第三个预报结果 ２０．３０亿仍过于偏大，因

为有人从中国 目 前 的 生 育 率 推 算 出 来，到 本 世

纪中叶２０４３年，中国的人口将达到峰值１５．５７
亿，其后我国人口将是零增长
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思考题２—１
①按公式（１．３）估 计 我 国 人 口 翻 一 番 大 约

需要多少年．
②上世纪五十、六十年代，我国人口增长率

常大于２％，按 增 长 率 ２％ 计 算 人 口 翻 一 番 大

约需要多少年

思考题２—２
按“中华人民共和国２００４年国民经济和社

会发展 统 计 公 报”，我 国２００４年 人 口 为１３．００
亿，自然增长率为０．５８７％．假设从２００４年起我

国人 口 增 长 率 保 持 为０．５８７％，经 济 增 长 率 保

持为７．５％．试预测２０２４年我国人均国内生产

总值是２００４年的多少倍（用人口公式（１．５））．

　　思考题２－２的答案是：
按目前我国的情况推算，２０年后我国人均

国内生产总值是现在的４．１１３倍，即翻两番 有

余 但是，我们决不能盲目乐观，下面介绍我国

人口方面仍然存在着的一些不平衡问题

我国人口的一些不平衡问题

出生人口的 性 别 比 例 持 续 失 衡，达 到 了 惊

人的程度，例如，２００４年末我国总人口１２９９８８
万人中，男 性６６９７６万 人，比 女 性６３０１２万 人

多了近４０００万
人口老龄化 进 程 不 断 加 快．六 十 五 岁 以 上

的老龄人口，到２０２０年，将 占 全 国 总 人 口 的 一

成多，到本世纪中叶，将占全国总人口的四分之

一．更为严重的是，中国农村人口老龄化水平高

于城镇，老 年 人 健 康 和 保 障 问 题 面 临 更 严 峻

挑战

　　人口增长 过 快 不 利 于 经 济 可 持 续 发 展；反

之，人口下降速度过快也会导致人口老化、劳动

力短缺等一系列问题，同样不利于可持续发展．
中国在今后相 当 长 的 一 段 时 间 内，人 口 萎 缩 的

问题也许不突出，但人口平衡的问题依然存在．
目前，我国人口增长速度已得到有效控制，人口

快速增长 而 影 响 可 持 续 发 展 已 不 再 是 主 要 矛

盾，但消费方 式 升 级 和 消 费 水 平 大 幅 度 提 高 对

我国资源环境将产生极大的压力．另外，人口年

龄和性别结构的变化和扭曲及贫富差距的扩大

也对实现经济可持续发展造成很大的困难

Ｃ．人口发展方程

　　以上讨论的经典人口模型只考虑人口总数

及总的增长率，不涉及人口的年龄结构．为了更

好地研究人口 问 题，我 们 需 要 涉 及 时 间 变 量 和

人数变量的人 口 发 展 方 程，它 是 一 个 偏 微 分 方

程
使人口变化的因素是出生、死亡和迁移，为

简单计，只考虑自然出生和死亡因素
为研究 任 意 时 刻 不 同 年 龄 结 构 的 人 口 数

量，我们仿照 概 率 分 布 函 数 和 概 率 密 度 函 数 的

分析方 法，引 入 人 口 分 布 函 数 和 人 口 密 度 函

数
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人口发展方程的推导

　　 先引进若干重要概 念 和 符 号．时 刻ｔ年 龄

小于ｒ的人口记为Ｆ（ｒ，ｔ），称为人口分布函数，

ｔ，ｒ均为 非 负 连 续 变 量．记 时 刻ｔ人 口 总 数 为

Ｎ（ｔ），最高年龄为ｒｍ，则非负非降函 数 Ｆ（ｒ，ｔ）

满足

Ｆ（０，ｔ）＝０，Ｆ（ｒｍ，ｔ）＝Ｎ（ｔ）
人口密度函数定义为ｐ（ｒ，ｔ）＝Ｆ／ｒ，其

含义是：对很小的ｄｒ，ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ表示时刻ｔ在年

龄区间［ｒ，ｒ＋ｄｒ）内的人数．

　　 记μ（ｒ，ｔ）为时刻ｔ年龄ｒ的人的死亡率，其

含义是μ（ｒ，ｔ）ｄｒ表示时刻ｔ在年龄区间

［ｒ，ｒ＋ｄｒ）内单位时间的死亡人数．
现在来推导ｐ（ｒ，ｔ）满足的微分方程及定解

条件，这就是我们要建立的人口发展方程．考察

时刻ｔ，年龄在［ｒ，ｒ＋ｄｒ）内的人到时刻ｔ＋ｄｔ的

情况，他们中活着的人将处于年龄区间

［ｒ＋ｄｔ，ｒ＋ｄｒ＋ｄｔ），而在ｄｔ时间内死亡的人数

为μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒｄｔ，故有

　　ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ－ｐ（ｒ＋ｄｔ，ｒ＋ｄｒ＋ｄｔ）ｄｒ
　　　　 ＝μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒｄｔ （１．７）

　　（１７）式可近似地写作（ｄｒ≈ｄｔ）
［ｐ（ｒ＋ｄｔ，ｒ＋ｄｒ＋ｄｔ）－ｐ（ｒ，ｔ＋ｄｔ）］ｄｔ
＋［ｐ（ｒ，ｔ＋ｄｔ）－ｐ（ｒ，ｔ）］ｄｒ
＝－μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒｄｔ

由上式推出ｐ（ｒ，ｔ）满足的偏微分方程是

ｐ／ｒ＋ｐ／ｔ＝－μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ），
其中μ（ｒ，ｔ）是已知函数这个一阶偏微分方程有

两个定解条件：① 初始密度ｐ（ｒ，０）＝ｐ０；② 单位

时间 出 生 的 婴 儿 数，或 婴 儿 出 生 率 ｐ（０，ｔ）＝
ｆ（ｔ） 所以，发展方程及定解条件是

ｐ
ｒ＋ｐ

ｔ＝－μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ），ｔ，ｒ＞０

ｐ（ｒ，０）＝ｐ０（ｒ），　ｐ（０，ｔ）＝ｆ（ｔ
烅
烄

烆 ）

人口发展方程的解

发展方程求解较复杂，这里限 于 死 亡 率 与

时间无关（μ（ｒ，ｔ）＝μ（ｒ））的特殊情况，给出它

的解为（读者不难直接验证此解）

ｐ（ｒ，ｔ）＝
ｐ０（ｒ－ｔ）ｅｘｐ（－∫

ｒ

－ｔ
μ（ｓ）ｄｓ），０≤ｔ≤ｒ

ｆ（ｔ－ｒ）ｅｘｐ（－∫
ｒ

０
μ（ｓ）ｄｓ），ｔ＞

烅

烄

烆 ｒ

（１．８）
注：对角线ｒ＝ｔ把平面ｏｔｒ分为两部分，在

ｔ＜ｒ区域，ｐ（ｒ，ｔ）由人口初始密度ｐ０（ｒ－ｔ）和

死亡率决定；在ｔ＞ｒ区域，则由未来生育状况

ｆ（ｒ－ｔ）和死亡率决定

思考题２－３
验证公式（１．８）满 足 所 讨 论 的 一 阶 偏 微 分

方程及其定解条件

人口指数

人口密度函数ｐ（ｒ，ｔ）可以用来定义下列若

干描述人口特征的人口指数．

① 人口总数 Ｎ（ｔ）＝∫
ｒｍ

０
ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ

② 平均年龄Ｒ（ｔ）＝ １
Ｎ（ｔ）∫

ｒｍ

０
ｒｐ（ｒ，ｔ）ｄｔ

③ 平均寿命

Ｓ（ｔ）＝∫
∞

ｔ
ｅｘｐ（－∫

ｒ－ｔ

０
ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ）ｄｔ

④ 老龄化指数ω（ｔ）＝Ｒ（ｔ）／Ｓ（ｔ）
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　　⑤依赖性指数

　　ρ（ｔ）＝ （Ｎ（ｔ）－Ｌ（ｔ））／Ｌ（ｔ）

　　Ｌ（ｔ）＝∫
ｌ２

ｌ１

［１－ｋ（ｒ，ｔ）］ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ＋

∫
ｌ′２

ｌ′１
ｋ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ

其中，ｋ（ｒ，ｔ）为女性性 别 比 函 数★，即 时 刻ｔ在

年龄区间［ｒ，ｒ＋ｄｒ］的女性人数为

ｋ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ，［ｌ１，ｌ２］和［ｌ１′，ｌ２′］分别是男性

和女性有劳动能力的年龄区间，Ｌ（ｔ）是全体人

口中有劳动能力的人数，所以依赖指数ρ（ｔ）表

示平均每个劳动力要供养的人数

　　★ 女性在单位时间内平均每人的生育数记

作ｂ（ｒ，ｔ），设育龄区间为［ｒ１，ｒ２］，则婴儿出生率

为

　　ｆ（ｔ）＝∫
ｒ２

ｒ１
ｂ（ｒ，ｔ）ｋ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ

再将ｂ（ｒ，ｔ）定 义 为：ｂ（ｒ，ｔ）＝β（ｔ）ｈ（ｒ，ｔ），其

中，ｈ（ｒ，ｔ）满足∫
ｒ２

ｒ１
ｈ（ｒ，ｔ）ｄｒ＝１

于是 　β（ｔ）＝∫
ｒ２

ｒ１
ｂ（ｒ，ｔ）ｄｒ

　　ｆ（ｒ，ｔ）＝β（ｔ）∫
ｒ２

ｒ１
ｈ（ｒ，ｔ）ｋ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）ｄｒ

由此可见，β（ｔ）是时刻ｔ单位时间内每个育龄女

性的生育数，称为总和生育率

§２．２　单种群饲养收获模型

本节研究涉 及 天 然 渔 场、畜 牧 场 等 养 殖 业

可持续发展的一种稳定而合理的收获模型
典型问题：天 然 的 孤 立 渔 场 如 何 安 排 合 理

的稳定捕捞，使 之 能 维 持 高 效 益 的 可 持 续 性 发

展？

模型假设：

①与外界水域不相通；

②不投放鱼苗；

③每年按固定季节和固定强度捕捞．

关键词和研究重点

关键词：
收获率（或 捕 捞 强 度），即 单 位 时 间（每 季

度）捕捞鱼的数量：ｈ（ｔ）；
稳定收获率指每季度捕捞量 是 常 数，即 满

足：ｈ（ｔ）＝ｈ＝ 常数
研究重点：
在上述假设下我们只研究稳 定 收 获 率，特

别是探讨能维持高效益可持续性发展的稳定收

获率

存在最优稳定收获率

　　 稳定收获率 ｈ 过 小 不 好，因 为 捕 捞 量 小，
经济收益就少；更有甚者，少捕会使鱼的密度过

大，造成生长不良，从而使增长率变低，实质 上

导致此“未动用资产”减少．ｈ 是否越大越好呢？

答案也是否定的 因为过多捕捞会使鱼增长率

下降，长此以往，存鱼量会越来越少，甚至发 展

到无鱼可捞的地步，犯下所谓“竭泽而渔”之大

忌
结论：客观上 存 在 具 有 最 高 经 济 效 益 的 最

优稳定收获率，我们的任务就是建立数学模型，
并利用它分析和确定最优稳定收获率

数学建模

令ｘ（ｔ）为第ｔ季度捕捞开始时的存鱼量，ｔ
＝０，１，２，…，ｘ（０）＝ｘ０ 为已知；ｈ（ｔ）＝ｈ为第

ｔ季度稳定收获率（常数）；则由同样适用于鱼的

自然增长情形的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ增长模型得ｘ（ｔ）满足

下列微分方程的初始问题：

ｘ′（ｔ）＝ｋ（１－ｘ（ｔ）／Ｍ）ｘ（ｔ）－ｈ
ｘ（０）＝ｘ｛

０

（２．１）

其中，Ｍ 为该渔场可养鱼的最大量；ｋ为该渔场

鱼的平均增长率（Ｍ，ｋ可由渔场的历史资 料 结

合统计学、生物学等知识分析而确定）
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稳定收获率的性态

在微分方程（２．１）的基础上推导下列结论：

Ａ）可行性稳定收获率ｈ 应满足

　　０＜ｈｋＭ／４ （２．２）
证：用配方法将（２．１）改写为

　　ｄｘ
ｄｔ＝－ｋ

Ｍ
（ｘ－Ｍ

２
）２＋ｋＭ

４ －ｈ （２．３）

由此推出：若ｈ＞ｋＭ／４，则ｄｘ／ｄｔ＜０，在

此（负稳定）收获率下，渔场存鱼量将越来越少，
故不足取．ｈ＝０意味着没有捕捞，显然没有实

际经济意义；ｈ＜０意味着往渔场投放鱼苗，也

不符合模型假设 所以不等式（２．２）成立

　　注：
当ｘ＝Ｍ／２时，取ｈ＝ｋＭ／４，可保持

ｄｘ／ｄｔ＝０，从而ｘ（ｔ）≡Ｍ／２保持为常数
因此

ｋＭ／４就是理 想 的 最 大 稳 定 收 获 率，ｘ＝
Ｍ／２是对应的理想最大稳定存鱼量．

　　Ｂ）对应于稳定收获率ｈ的存鱼量稳定值为

　　ｘ＝ （１／２）（Ｍ＋（Ｍ２－４ｈＭ／ｋ）１／２）
证：由（２．３）得

　　ｄｘ／ｄｔ＝－（ｋ／Ｍ）（ｘ－α）（ｘ－β），

其中，α＝ （１／２）（Ｍ－（Ｍ－４ｈＭ／ｋ）１／２），

β＝ （１／２）（Ｍ＋（Ｍ－４ｈＭ／ｋ）１／２）＞α
由此可 得 导 数ｄｘ／ｄｔ的 零 点 及 为 正、为 负

的区域如下表所示：

ｘ ｘ＜α ｘ＝α α＜ｘ＜β ｘ＝β β＜ｘ

ｄｘ／ｄｔ － ０ ＋ ０ －

　　 由上表直接看出：

　　① 当ｘ（ｔ）＜α时，恒有ｄｘ／ｄｔ＜０（单减），
从而ｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）→０

② 当α＜ｘ（ｔ）＜β，恒有ｄｘ／ｄｔ＞０（单增），
从而ｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）→β

③ 当ｘ（ｔ）＞β时，恒有ｄｘ／ｄｔ＜０（单减），
从而ｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）→β

④ 当ｘ（ｔ）＝α或β时，ｄｘ／ｄｔ＝０，恒有ｘ（ｔ）

＝α或β．但若ｘ（ｔ）离ａ稍有偏差，例如，比α稍

小时，由 ①ｘ（ｔ）会 趋 向 于０而 远 离α．有 趣 的

是：由 ②，③ 不难推出，ｘ（ｔ）从左右两边偏离β
时，ｘ（ｔ）都会自动稳定在β处．所以，ｘ＝β是唯

一的稳定状态

最大稳定收获率及其计算

我们已经推出：可行的稳定收获率ｈ应满足

　　０＝ｄｘ／ｄｔ＝ｋｘ（１－ｘ／Ｍ）－ｈ，
即 　ｈ＝ｋｘ（１－ｘ／Ｍ）≡ｈ（ｘ）

称ｈ（ｘ）的 最 大 值ｈ（ｕ）为 最 大 稳 定 收 获

率 利用微积分知识，ｕ 应满足：

０＝ｄｈ（ｕ）／ｄｘ＝ｋ（１－２ｕ／Ｍ）

和 　０＞ｄ２ｈ（ｕ）／ｄｘ２ ＝－２／Ｍ
由此确定ｕ＝Ｍ／２，并断定它对应于最大

值，这个最大值，即最大稳定收获率是

　　ｈ ＝ｈ（ｕ）＝ｋｕ（１－ｕ／Ｍ）＝ｋＭ／４

最大稳定收获率是最理想的

由Ａ）的注知：理想最大稳定收获率应该是

ｈ ＝ｋＭ／４
由Ｂ）的讨论知：对应于ｈ 的存鱼量稳定

值是

ｘ ＝ （１／２）（Ｍ＋（Ｍ２－４ｈＭ／ｋ）１／２）

＝Ｍ／２
正是我们上面定义的最大稳定收获率 所

以，最大稳定收获率就是理想最大稳定收获率
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分析有关结论

　　① 理想最大稳定收获率ｈ ＝ｋＭ／４对应

的存鱼量稳定值ｘ ＝Ｍ／２恰好是最大可能存

鱼量 Ｍ 的一半
② 如果定义：捕捞率 ｆ ＝ 收获率ｈ／存鱼

量ｘ，则最大捕捞率是：

ｆ ＝ｈ／ｘ ＝ （ｋＭ／４）／（Ｍ／２）＝ｋ／２，
即最大捕捞率ｆ 是平均增长率ｋ 的一半

③ 结论：在稳定生产条件下，保持每次捕

捞率为平均增长率ｋ 的一半（相当于保持最大

稳定收获率 ｈ ＝ｋＭ／４），将 保 持 存 鱼 数 恒 为

最大可能存鱼量的一半，而实现良性生态循环．

利润分析与最优收获率

现在转向经济方面．假设该渔 场 的 鱼 单 价

为ｐ；每次捕捞费为ｃｆ（即与捕捞率成正比，ｃ为

比例常数），则每季度利润为

ｚ＝ｐｆｘ－ｃｆ
在稳定情况下有

０＝ｄｘ／ｄｔ＝ｋｘ（１－ｘ／Ｍ）－ｆｘ．（∵ｈ＝ｆｘ）
由此推出ｆ＝ｋ（１－ｘ／Ｍ），从而

ｚ＝ （ｐｘ－ｃ）ｋ（１－ｘ／Ｍ）≡ｚ（ｘ）
（为ｘ的二次函数）

称ｚ（ｘ）的最大值为最优收获率．

　　 因ｚ″（ｘ）＜０，
和 　ｚ′（ｘ）＝ｐｋ（１－ｘ／Ｍ）－ｋ（ｐｘ－ｃ）／Ｍ
的零点为ｕ＝（ｐＭ＋ｃ）／（２ｐ），故最优收获率为

ｈ（ｕ）＝ｆ（ｕ）ｕ＝ ｋ
Ｍ

（Ｍ－ｕ）ｕ

＝ ｋ
２ｐＭ

（ｐＭ ＋ｃ）ｐＭ －ｃ
２ｐ

＝ ｋ
４ｐ２Ｍ

（Ｍ２ｐ２－ｃ２）

整理得 　ｈ（ｕ）＝ｋＭ
４

（１－ ｃ２

ｐ２Ｍ２） （２．４）

最优收获率的剖析

① 令ｈ′表示最优收获率，则公式（２．４）写

成：

ｈ′＝ （１－ｃ２／（ｐＭ）２）ｈ ＝ｒｈ

（其中ｒ＝１－ｃ２／（ｐＭ）２ ＜１，ｈ ＝ｋＭ／４）

换句话说，最优收获率与最大收获率ｈ 成

正比，并总是严格小于最大收获率
② 鱼越贵，即ｐ越大，则ｒ越大，从而ｈ′越

大，与“鱼价好时应适当多捕”的常识相符
③ 捕捞费越贵，即ｃ越大，则ｒ越小，从而ｈ′

越小，与“打捞费用贵时不宜多捕”的常识相符

思考题２－４
如何解释“最 优 收 获 率 永 远 严 格 小 于 最 大

收获率”的正确性？

§２．３　两种动物的弱肉强食模型

典型生态平 衡 问 题：在 一 个 封 闭 的 自 然 环 境

下生存有两种 动 物，例 如 在 水 草 丰 盛 的 小 岛 上 只

生存有狐和兔两种动物．兔不缺食物，狐则以兔为

食．兔靠快速地 繁 殖 和 机 智 地 逃 避 求 得 生 存 与 发

展．不难看出这个岛上存在如下生态平衡：兔依靠

丰盛水草而大 量 繁 殖；兔 多 则 狐 易 得 食 也 随 之 大

量繁殖；狐 多 捕 食 兔 也 多，势 必 造 成 兔 量 不 断 减

少；兔量过少狐就会因觅食困难而减员；狐量少使

幸存的狡兔们 相 对 安 全 从 而 兔 量 又 转 为 回 升．狐

兔量就这样交替增减，稳定地无限循环下去，形成

这个岛上狐与兔的生态平衡
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弱肉强食生态平衡的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型

假设：岛上只有狐兔两种动物；岛上气候温

和，水草丰盛，无自然灾害
令ｔ时刻的兔、狐数分别为ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），意大

利数学家 Ｖｏｌｔｅｒｒａ建立下列数学模型：

　　
ｄｘ／ｄｔ＝ｘ（ａ－ｂｙ），

ｄｙ／ｄｔ＝－ｙ（ｍ－ｎｘ），

ｔ０，ｘ（０）＝ｘ０，ｙ（０）＝ｙ０

烅
烄

烆 

（３．１）

其中，ａ，ｂ，ｍ，ｎ为正的常数（生物含义见后）．

Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型的解释

兔增长率为ａ－ｂｙ，即ｙ越小增加越快；反

之，则越慢，甚至负增长；ｙ＝０时，对应于兔的

自然增长率ａ
狐增长率为ｎｘ－ｍ，即ｘ越大增加越快；反

之，则越慢，甚至负增长；特别，ｘ＝０时，为－ｍ

＜０，对应于在无兔可食时狐的饿死率
ａ，ｂ，ｍ，ｎ可通过观察资料的统计分析而确

定．

Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型的数学解

ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）满足的 一 阶 常 微 分 方 程 组 等 价

于

ｄｘ／（ｘ（ａ－ｂｙ））＝ｄｔ＝ｄｙ／（－ｙ（ｍ－ｎｘ）），
分离变量求通解得

∫
（ａ－ｂｙ）ｄｙ

ｙ ＝∫
（ｍ－ｎｘ）ｄｘ

ｘ
，

ａｌｎ｜ｙ｜－ｂｙ－ｌｎ｜Ｃ｜＝－ｍｌｎ｜ｘ｜＋ｎｘ，即

ｙａｘｍ ＝Ｃｅｎｘ＋ｂｙ
代入初始条件决定常数得：

Ｃ＝ （ｙ０）ａ（ｘ０）ｍｅｘｐ（－ｎｘ０－ｂｙ０）

Ｖｏｌｔｅｒｒａ的相图分析方法

将含同一变量的项分别移到等式的同一边

可把 Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型的解写成

ｙａｅ－ｂｙ ＝Ｃｘ－ｍｅｎｘ
Ｖｏｌｔｅｒｒａ给出一种相图分析方法如下 令

Ｌ１：ｚ＝ｙａｅ－ｂｙ；

Ｌ２：ｗ ＝Ｃｘ－ｍｅｎｘ，

则上述解为 　Ｌ３：ｚ＝ｗ
因变量ｘ，ｙ，ｚ，ｗ 全取正值，故可在同一张

坐标平面上画出曲线Ｌ１，Ｌ２ 和Ｌ３，并由它们确

定本模型的解曲线Ｌ，如下图所示

图２－１

解曲线Ｌ的生物解释

从最低点 Ａ开始，此时狐数减到最少使留

下的兔更能存活，故兔数继续上升，与此同 时，
留下的精英狐 更 易 得 食，狐 数 也 开 始 上 升 直 到

Ｂ点．从 点 Ｂ到 点 Ｃ，兔 数 处 于 最 多 阶 段，狐 也

因食物丰盛 而 大 量 增 员 直 到 最 高 点 Ｃ．从 点 Ｃ
到点 Ｄ，狐数处于最多阶段，兔被大量捕杀而继

续减员，狐也因兔的供不应求而减员．从点Ｄ到

点 Ａ，兔数处于最少阶段，因幸存的是能逃会躲

者且狐数也较 少，故 兔 数 开 始 上 升 而 狐 数 继 续

下降直到 Ａ点完成一次四阶段循环．接着再以

同样方式进行 新 一 轮 循 环．形 成 所 考 察 岛 上 的

生态平衡
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进一步的讨论与研究

　　Ｖｏｌｔｅｒａ模型的解 曲 线Ｌ 是 封 闭 曲 线 表 明

ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）都是ｔ的周期函数，周期 Ｔ 就是解曲

线Ｌ 上任一点，例如Ａ，回到原位置所需的最短

时间
借助周期函数的有关概念，可 以 计 算 岛 上

兔、狐的平均值ｘ，ｙ 为：

ｘ ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｘ（ｔ）ｄｔ，　ｙ ＝ １

Ｔ∫
Ｔ

０
ｙ（ｔ）ｄｔ

不难利用已知的微分方程求 出 兔、狐 平 均

值的显式公式：
　　ｘ ＝ｍ／ｎ，ｙ ＝ａ／ｂ （３２）

思考题２－５
证明：兔、狐平均值的显式公式（３．２）．

兔、狐平均值公式的应用

我们知 道：ａ，ｍ 分 别 作 为 兔、狐 的 自 然 增

长率，饿死率是容易确定的．如果通过观察能求

得平 均 数 ｘ，ｙ，则 利 用 兔、狐 平 均 值 公 式

（３．２）：

ｘ ＝ｍ／ｎ，ｙ ＝ａ／ｂ
即可进一步确定其他两个参数

ｎ＝ｍ／ｘ，ｂ＝ａ／ｙ．

有人类介入的数学模型

现在考虑人类介入的情形
假设：岛上住有居 民，并 且 他 们 对 兔、狐 都

进行捕杀，固定捕杀率分别为正数ｆ，ｇ．
令ｘ，ｙ记人类介入情形的兔、狐数，则它们

满足的数学模型是下列微分方程组：

ｄｘ／ｄｔ＝ｘ（（ａ－ｆ）－ｂｙ），

ｄｙ／ｄｔ＝－ｙ（（ｍ＋ｇ）－ｎｘ），

ｔ≥０，ｘ（０）＝ｘ０，ｙ（０）＝ｙ０

烅
烄

烆 

人类介入导致生态平衡破坏

由此可见，ｘ，ｙ 与ｘ，ｙ 满足类似的微 分 方

程（只个 别 系 数 不 同），于 是，由 上 面 的 结 果 推

出，在人类介入情形下，兔、狐（平均）数分别为：

　　ｘ ＝ （ｍ＋ｇ）／ｎ＞ｍ／ｎ＝ｘ；

　　ｙ ＝ （ａ－ｆ）／ｂ＜ａ／ｂ＝ｙ （３３）
其生物含义是：人类的持续介 入 不 断 使 兔

数增而狐 数 减，从 而 破 坏 狐、兔 的 自 然 生 态 平

衡，甚至导致有兔无狐

思考题２－６
人们对农作 物 施 农 药 的 效 果 是：既 杀 了 害

虫也杀了害虫 的 天 敌 青 蛙．试 用 上 面 讨 论 过 的

理论，分析施农药对 害 虫 与 青 蛙（平 均）数 的 影

响，并由此作出“长期施农药将破坏害虫与青蛙

的生 态 平 衡，导 致 青 蛙 的 绝 灭，最 终 对 农 业 不

利”的结论
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§２．４　万有引力定律

　　卓越的英国物理学家和数学家牛顿利用他

的第二定律，在 德 国 天 文 学 家 和 数 学 家 开 普 勒

的行星运动三大定律基础上确立了万有引力定

律，这是很有名的一条物理学基本定律
牛顿万有引力定律可以叙述为：“任意两个

质点之间都存 在 万 有 引 力，其 大 小 与 它 们 的 质

量乘积成正比，与它们距离的平方成反比”
牛顿的这个成就可以说是历史上最著名的

数学模型之一，本节来讨论这个模型

开普勒行星运动三大定律

开普勒发现哥白尼关于行星绕太阳作圆周

运动 的 假 说★ 与 实 际 情 况 有 出 入，经 过 对 观 察

数据的长期分 析 之 后，他 归 纳 出 下 面 所 谓 的 行

星运动三大定律：

①各行星分别在不同的椭圆轨道上绕太阳

运行，太阳位于这些椭圆的一个焦点上
②每颗行星运行过程中单位时间内太阳－

行星向经扫过的面积是常数
③各行星运行周期的平方与其椭圆轨道长

半轴的立方成正比

　　★简单介绍一下有关的历史背景１５世纪

下半叶，欧洲 商 品 经 济 的 繁 荣 促 进 了 航 海 业 的

发展 哥伦布 新 大 陆 的 发 现，麦 哲 伦 的 环 球 远

航，引起社会的 普 遍 关 注 当 时 远 洋 航 行 的 方

位全靠星球的位置来确定 在强大的社会需求

推动下，天文观 测 的 精 确 程 度 不 断 提 高 在 大

量实际观测数 据 面 前，一 直 处 于 天 文 学 统 治 地

位的“地心说”开始动摇了 波兰天文学家哥白

尼在大量观测数据 基 础 上 提 出 了“日 心 说”，这

是天文学乃至整个科学的一大革命 但哥白尼

学说仍有其缺 点，即 错 误 认 为 行 星 绕 太 阳 的 运

动轨迹总是一个圆周

万有引力定律

模型假设

如图２－２所示，以太阳为坐标原点，以行

星ｓ的椭圆半长轴方向为极轴方向建立极坐标

系（ｒ，θ），ｔ时刻用向径（ｒ（ｔ），θ（ｔ））表示行星 的

位置．开普勒三定律表示为：

① 行星的椭圆轨道方程

ｒ＝ｐ／（１＋ｅｃｏｓθ），ｐ＝ｂ２／ａ，ｂ２ ＝ａ２（１－ｅ２）

ａ，ｂ，ｅ分别为长、短半轴和离心率
② 单位时间向径扫过的面积是常数Ａ，

即（１／２）ｒ２ｄθ／ｄｔ＝Ａ

　　③ 行星运行周期Ｔ 满足（λ为绝对常数）

Ｔ２ ＝λａ３

图２－２

模型假设（续）

④ 牛顿运动第二定律表示为

ｆ＝ｍｄ２ｒ／ｄｔ２

其中，ｆ是行星运行时受的作用力，它等于行星

质量ｍ 和加速度ｄ２ｒ／ｄｔ２ 的乘积
注：本节中，用黑体 字 母 表 示 向 量；用 非 黑

体字母表示纯量
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模型建立

万有引力定律研 究ｆ 的 方 向 与 大 小，可 用

公式 ④ 进行分析．为了计算ｒ的二阶导数，先要

计算ｒ及其一阶导数，为此，我们引入下列方向

向量（见图２－２）：
　ｕｒ ＝ｉｃｏｓθ＋ｊｓｉｎθ；ｕθ ＝ｉ（－ｓｉｎθ）＋ｊｃｏｓθ
则 　 ｒ＝ｒｕｒ；
ｄ（ｕｒ）／ｄｔ＝ｕθｄθ／ｄｔ；
ｄ（ｕθ）／ｄｔ＝－ｕｒｄθ／ｄｔ；

　 ｄｒ／ｄｔ＝ｕｒｄｒ／ｄｔ＋ｕθｒｄθ／ｄｔ；
ｄ２ｒ／ｄｔ２ ＝ｕｒ（ｄ２ｒ／ｄｔ２－ｒ（ｄθ／ｄｔ）２）

＋ｕθ（ｒｄ２θ／ｄｔ２＋２ｄｒ／ｄｔｄθ／ｄｔ） ⑤

　　 由 ② 可得

　ｄθ／ｄｔ＝２Ａ／ｒ２；ｄ２θ／ｄｔ２ ＝－４Ａｄｒ／ｄｔ／ｒ３ ⑥
由 ⑥ 可知ｒｄ２θ／ｄｔ２＋２ｄｒ／ｄｔｄθ／ｄｔ＝０，从而 ⑤
式简化为

　ｄ２ｒ／ｄｔ２＝ｕｒ （ｄ２ｒ／ｄｔ２－ｒ（ｄθ／ｄｔ）２） ⑦
对椭圆轨道方程两边求导并用⑥式得

　ｄｒ／ｄｔ＝２Ａｅｓｉｎθ／ｐ；

　ｄ２ｒ／ｄｔ２ ＝４Ａ２ｅｃｏｓθ／ｐｒ２ ＝４Ａ２（ｐ－ｒ）／ｐｒ３

将上式代入 ⑦ 化简得

　ｄ２ｒ／ｄｔ２ ＝ｕｒ（－４Ａ２／ｐｒ２） ⑧
最后得

　ｆ＝ｍｄ２ｒ／ｄｔ２ ＝ （－４ｍＡ２／ｐｒ２）ｕｒ ⑨
其中，ｕｒ ＝ｒ／ｒ是向径方向的单位向量．⑨

式表明：行星运行时，所受力ｆ 的方向与向径ｒ
方向相反，即在太阳－行星连线方向，并指向太

阳；ｆ的大小与行星质量ｍ 成正比，与太阳－行

星距离ｒ的平方成反比，ｆ其实就是太阳对行星

的引力
最后，还需要证明：⑨ 式中的Ａ２／ｐ 是绝对

常数，与具体哪一个行星都无关．
因为，Ａ 是单位时间内向径扫过的面积，运

行一个周期 Ｔ，向径扫过的 面 积 恰 是 以ａ，ｂ为

长、短半轴的椭圆面积，所以

ＴＡ ＝πａｂ
由上式及 ①，③ 中有关式子不难推出

Ａ２／ｐ＝π２／λ
因π和λ均为与行星无关的绝对常数，故我

们要证的结论成立．将上式代入 ⑨ 得

　　　ｆ＝ （－４π２ｍ／λｒ２）ｕｒ ⑩
此式与熟知的公式

　ｆ＝ （－ｋＭｍ／ｒ２）ｕｒ　Ｍ 为太阳质量

相比较应该成立

４π２／λ＝ｋＭ

思考题２－７
将上面推导的太阳 － 地球万有引力公式，

即公式 ⑩ 与熟知的公式

ｆ＝ （－ｋＭｍ／ｒ２）ｕｒ　Ｍ 为太阳质量

相比较，并查询太阳质量，地球运行椭圆轨道的

长半轴，太阳对地球引力常数等数据，说明二者

是一致的．

§２．５　盯梢与追逐模型

Ⅰ　盯梢模型

警察盯梢 罪 犯 的 一 种 数 学 模 型 可 以 描 述

如下：在坐标平面ｏ－ｘｙ 上以点Ａ，Ｂ 分别代表

罪犯、警 察 的 位 置；盯 梢 意 味 着 在 任 何 时 刻ｔ，

Ａ，Ｂ 距离保持为常数ａ＞０，并且 Ｂ 的运动方

向都是指向Ａ 的假设．更假设开始时刻，Ａ在原

点，Ｂ 在（０，ｄ）处，此后，Ａ 沿ｙ 轴正方向逃跑
问题是 求 作 警 察 Ｂ 的 盯 梢 路 径（运 动 轨

迹）
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　　 注：某 些 别 的 问 题 也 归 结 为 上 述 模 型．例

如，长为ａ的金属连杆ＡＢ，经端点Ａ 处的滑孔

（忽略摩擦）套在ｙ轴上；开始时 Ａ ＝ （０，０），Ｂ
＝ （ａ，０），此后Ａ 沿ｙ 轴正方向滑动，要求刻画

Ｂ 的运动轨迹

分析与建模

① 令Ｂ＝（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））．我们希望寻求Ｂ的

两坐标之间的关系：ｙ＝ｆ（ｘ），此函数的图形就

是我们要求的轨迹
② 由物理常识知：任何时刻都有 ０ｘ

ａ
③ 任何时刻，Ａ 与Ｂ 的距离都等于ａ，并且

Ｂ的运动方向指向Ａ，或者说，Ａ是以Ｂ 为圆心，
ａ为半径的圆和过Ｂ 的切线的交点．利用导数的

几何性质立即得到Ｂ 的坐标满足下列微分方程

初始问题：
ｄｙ／ｄｘ＝－（ａ２－ｘ２）１／２／ｘ
ｙ（ａ）＝｛ ０

（５．１）

初始问题（５．１）的解

　　 通解

ｙ＝∫－ ａ２－ｘ槡 ２

ｘ ｄｘ ＝∫ ａ２－ｘ槡 ２

ｘ２
（－ｘｄｘ）

＝∫ｕ·ｕｄｕ
ａ２－ｕ２ ＝∫（ ａ

２（ａ＋ｕ）＋
ａ

２（ａ－ｕ）－１）ｄｕ

＝ ａ
２

（ｌｎ（ａ＋ｕ）－ｌｎ（ａ－ｕ））－ｕ＋Ｃ

＝ ａ
２ｌｎ ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２

ａ－ ａ２－ｘ槡（ ）２
－ ａ２－ｘ槡 ２＋Ｃ

其中，用了积分变换：ｕ＝ （ａ２－ｘ２）１／２ 用初始条件ｙ（ａ）
＝０确定任意常数得：Ｃ＝０－（ａ／２）ｌｎ（１）＝０．

故Ｂ 的运动轨迹的方程为

ｙ＝ ａ
２ｌｎ ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２

ａ－ ａ２－ｘ槡（ ）２
－ ａ２－ｘ槡 ２

＝ａｌｎ ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２（ ）ｘ
－ ａ２－ｘ槡 ２ （５２）

满足方程（５．２）的曲线称为曳线

ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２

ａ－ ａ２－ｘ槡 ２
＝

（ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２）（ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２）
（ａ－ ａ２－ｘ槡 ２）（ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２）

＝
（ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２）２

ｘ２

＝ ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２（ ）ｘ

２

，

ｙ＝ ａ
２ｌｎ

ａ＋ ａ２－ｘ槡 ２（ ）ｘ

２

－ ａ２－ｘ槡 ２

＝ａｌｎａ＋ ａ２－ｘ槡 ２（ ）ｘ
－ ａ２－ｘ槡 ２

进一步的讨论与研究

① 由前面的分析知：任何时刻都有

ｄｙ／ｄｘ＜０，
即ｙ（ｘ）是ｘ的单调减函数，其反函数ｘ（ｙ）存

在，也为单减函数
② 由公式（５．１）知：ｙ（ｘ）的定义域是：

０＜ｘａ
③ 由前面的分析知：

当ｔ→ ∞ 时，有ｙ→ ∞，ｘ→０；
从而

ｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝ｌｉｍｙ→∞ｘ（ｙ）＝０．

　　④Ｂ 的运动趋势描述：当 Ａ 走得足够远以

后，Ｂ的ｙ坐标将变得足够大，ｘ坐标则变得足

够小（但保持大于０）由此可见：当Ａ走得足够

远以后，Ｂ 基本上是沿着ｙ 轴尾随Ａ 并保持距

离ａ 的直线运动．
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Ⅱ　追逐模型

追逐问题：如下图所示，在坐标平面ｏ－ｘｙ
上点Ａ，Ｂ 分别表示兔与狐的位置．设兔从原点

出发以常速ｖ 沿ｙ 轴 正 向 逃 跑，狐 则 从 点（ａ，

０）出发以常速 ｗ 追逐．试求狐Ｂ 的 运 动 曲 线

Ｇ，并分析ｖ，ｗ 值的相对大小对最后追逐结果

的影响
模型假设：任 何 时 刻，狐 Ｂ 的 运 动 方 向 都

准确地指向兔 Ａ，即直线 ＡＢ 是曲线Γ 过点Ｂ
的切线

数学建模

　　 令在时刻ｔ狐的位置为Ｂ ＝ （ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）），
我们要寻求Ｂ 的两坐标之间的函数关系：ｙ＝
ｆ（ｘ），此函数的图形就是所欲求的运动曲线Γ
按假设，时刻ｔ兔的位置为Ａ ＝ （０，ｖｔ）．我们已

经知道任何时刻，点 Ａ 都在曲线Γ 过点Ｂ 的切

线上
由导数的几何性质进一步得曲线Γ 满足的

微分方程是：

　ｄｙ／ｄｘ＝－（ｖｔ－ｙ）／ｘ （５．３）
满足的初始条件是：

　ｙ（ａ）＝ｙ′（ａ）＝０． （５４）

数学模型化简

因微分方程（５．３）含有参数ｔ，很不便于求

解，故先设法简化它．一种简化方法是将它等价

地化为容易求解的高阶方程
令

　　ｙ′＝ｄｙ／ｄｘ，ｙ″＝ｄ２ｙ／ｄｘ２，
则（５．３）可写成

　　ｘｙ′－ｙ＝－ｖｔ
将此式两边对ｘ 求导得

　　ｘｙ″＝－ｖｄｔ／ｄｘ （５．５）

　　 令ｓ是沿曲线Γ 从点Ｉ（ａ，０）到点

Ｂ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））的弧长，则

　　ｄｓ／ｄｘ ＝ －（（ｄｘ）２＋（ｄｙ）２）１／２／ｄｘ
＝－（１＋ｙ′２）１／２，

由假设知 ｄｓ／ｄｔ＝ｗ，从而

　　ｄｔ／ｄｘ＝ （ｄｔ／ｄｓ）（ｄｓ／ｄｘ）

＝ （１／ｗ）（－（１＋ｙ′２）１／２）
将此式 代 入（５．５）即 得 与（５．３）等 价 的 微

分方程：

　　ｘｙ″＝ｋ（１＋ｙ′２）１／２，ｋ＝ｖ／ｗ （５．６）

数学模型求解

引入新变量 ｐ（ｘ）＝ｙ′＝ｙ′（ｘ），则ｙ″＝
ｄｐ／ｄｘ，从而由（５．６）和（５．４）得 ｐ 满足下列初

始问题：

　
ｘｄｐ／ｄｘ＝ｋ（１＋ｐ２）１／２

ｐ（ａ）＝０，０≤ｘ≤ａ｛ 
不难求得上述问题的通解（积分）是

　（１＋ｐ２）１／２＋ｐ＝Ｃ１ｘｋ （５．７）
代入初始条件定得Ｃ１＝１／ａｋ由（５．７）又得

　 （１＋ｐ２）１／２－ｐ＝１／（（１＋ｐ２）１／２＋ｐ）
＝ｘ－ｋ／Ｃ１ （５．８）

进而由（５．７）和（５．８）得

ｐ＝ （Ｃ１ｘｋ－ｘ－ｋ／Ｃ１）／２
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　∫ ｄｐ
１＋ｐ槡 ２

＝∫ｋｄｘ
ｘ

令　ｕ＝ （１＋ｐ２）１／２＋ｐ，
　１／ｕ＝ （１＋ｐ２）１／２－ｐ，
　（１＋ｐ２）１／２ ＝ （ｕ＋１／ｕ）／２，

　ｐ＝ （ｕ－１／ｕ）／２，ｄｐ＝ （１／２）（１＋１／ｕ２）ｄｕ．

　∫ ｄｐ
１＋ｐ槡 ２

＝∫
（１＋１／ｕ２）ｄｕ
ｕ＋１／ｕ ＝∫ｄｕ

ｕ

＝ｌｎｕ－ｌｎＣ１ ＝ｌｎ １＋ｐ槡 ２ ＋ｐ
Ｃ１



　∫ｋｄｘ
ｘ ＝ｋｌｎｘ＋ｃｏｎｓｔ＝ｌｎ（ｘｋ）＋ｃｏｎｓｔ

∴　（１＋Ｐ２）１／２＋ｐ＝Ｃ１ｘｋ （５．７）

　　 由此推出：曲线Γ满足下列一阶微分方程

初始问题：

　　
ｄｙ
ｄｘ＝

（ｘ／ａ）ｋ－（ｘ／ａ）－ｋ
２

ｙ（ａ）＝
烅
烄

烆 ０
（５．９）

其中，ｋ＝ｖ／ｗ 为已知正数

初始问题（５９）的通解

初始问题（５９）的通解为：

ｙ＝ １
２∫ ｘ（ ）ａ

ｋ

－ ｘ（ ）ａ
－［ ］ｋ

ｄｘ

＝

ａ
２

（ｘ／ａ）ｋ＋１
ｋ＋１ －

（ｘ／ａ）－ｋ＋１

－ｋ＋（ ）１ ＋Ｃ２　 当ｋ≠１

ｘ２

４ａ－ａｌｎ（ｘ／ａ）２＋Ｃ２　 当ｋ＝
烅

烄

烆 １

用初始条件决定Ｃ２ 得追逐曲线Γ 的方程

ｙ＝
（ ｘｋ＋１

２（ｋ＋１）ａｋ＋ ａｋｘ１－ｋ

２（ｋ－１）
）＋ ａｋ

１－ｋ２　 当ｋ≠１

ｘ２－ａ２

４ａ －ａｌｎ（ｘ／ａ）／２　 当ｋ＝
烅

烄

烆
１
（５１０）

思考题２－８
代入初 始 条 件：ｙ（ａ）＝０，具 体 决 定 常 数

Ｃ２，并推导公式（５．１０）．

狐追到兔的充分必要条件

　　 狐追到兔当且仅当追逐曲线Γ在某时刻与

ｙ轴相交，即存在某ｙ１ ＞０使（０，ｙ１）满足方程

（５１０）；在此条件下追到的时刻为

ｔ１ ＝ｙ１／ｖ
狐永远追不到兔当且仅当追逐曲线Γ 与ｙ

轴不相交，或等价地，ｙ（０）＝ ∞

ｖ，ｗ 的相对大小对追逐结果的影响

结论分述如下：
情形 ①：ｗ ＞ｖ＞０（狐比兔快），此时狐将

在时刻ａｗ／（ｗ２－ｖ２）追到兔
情形 ②：ｖ＞ｗ ＞０（狐比兔慢），狐永远追

不到兔
情形 ③：ｗ ＝ｖ（狐兔同样快），狐永远追不

到兔
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上述结论的证明

情形 ①：０＜ｋ＝ｖ／ｗ ＜１
由（５１０）中第一个公式求得

ｙ（０）＝０＋０＋ａｋ／（１－ｋ２）＜ ∞
所以（按狐追到兔的充要条件），狐能追 到

兔，且追到兔的时刻为：

ａｋ／（１－ｋ２）／ｖ＝ａｗ／（ｗ２－ｙ２）

　　 情形 ②：ｋ＝ｖ／ｗ ＞１
由（５１０）中第一个公式求得（ｋ＞１）

ｙ（０）＝ ∞
所以（按狐追到兔的充要条件），狐永远 追

不到兔
情形 ③：ｋ＝ｖ／ｗ ＝１
由（５１０）中第二个公式得

ｙ（０）＝－ａ／４－ａｌｎ（０）／２＝ ∞
所以，狐永远追不到兔

情形②和③的几何证明

ｔ时刻狐位于以点Ｉ（ａ，０）为圆心，ｗｔ为半

径的圆内；兔位于点Ａ（０，ｖｔ）设上述圆周与直

线ＩＡ 的交点为Ｍ，则

｜ＡＭ｜＝｜ＩＡ｜－｜ＩＭ｜
＝ （（ｖｔ）２＋ａ２）／２－ｗｔ＞０（∵ｖ≥ｗ）

所 以，任 何 时

刻兔都 在 上 述 圆 周

之外，这 就 证 明：狐

永远追不上兔

思考题２－９
证明：当ｋ＝ｖ／ｗ ＝１时兔狐之间距离为

　　ｄ（Ａ，Ｂ）＝ （ｘ２＋ａ２）／（２ａ）＞ａ／２，
并且成立

　　ｌｉｍｔ→∞ｄ（Ａ，Ｂ）＝ａ／２．

§２６　第２章思考题参考答案

思考题２－１①
问题：按公式（１．３）估计我国人口翻一番大

约需要多少年
解：在公式（１．３）

ｘ（ｔ）＝１１．３３ｅ０．０１４８ｔ

中令ｘ（ｔ）＝２（１１．３３），即得

１１．３３ｅ０．０１４８ｔ ＝２２．６６，
再由上式求得ｔ＝ｌｎ（２）／０．０１４８＝４６．８年．

所以，按公式（１．３）估计我国人口翻一番的

时间大约是４７年．



３７　　　

思考题２－１②
问题：上世纪五十、六 十 年 代，我 国 人 口 增

长率常大于２％，试按增长率２％ 计算人口翻一

番大约需要多少年．
解：一般地，在公式（１．２）

ｘ（ｔ）＝ｘ０ｅｋ

中令ｘ（ｔ）＝２ｘ０ 求得翻一番的时间为

ｔ＝ｌｎ（２）／ｋ．
若增长率ｋ≥０．０２，则人口翻一番的时间

为

ｔ≤ｌｎ（２）／０．０２＝３４．７年．

思考题２－２
解：取ｘ０ ＝１３，Ｍ ＝５０亿，按 人 口 公 式

（１．５），２０２４年我国人口为

　　５０／（１＋（５０／１３－１）ｅ－０．１１７４）＝１４．１６亿；
该年生产总值为２００４年的

　　ｅ０．０７５×２０ ＝４．４８倍．
设２０２４年我国人均生产值是２００４年的ｘ

倍，则有ｘ∶１３＝４．４８∶１４．１６，从此式解得：

　　ｘ＝４．４８×１３／１４．１６＝４．１１３
答案：２０２４年我国人均生产值预测是２００４

年的４．１１３倍．（翻两番有余）

思考题２－３
问题：验证公式（１．８）是所讨论的偏微分方

程定解问题的解．
解：当０ｔｒ时有

ｐ（ｒ，ｔ）＝ｐ０（ｒ－ｔ）ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

ｐ／ｒ＝－ｐ′０（ｒ－ｔ）ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

－μ（ｒ－ｔ）ｐ０（ｒ－ｔ）ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

＝ （－ｐ′０（ｒ－ｔ）－

μ（ｒ－ｔ）ｐ０（ｒ－ｔ））ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

ｐ／ｒ＝ （ｐ′０（ｒ－ｔ）－μ（ｒ）ｐ０（ｒ－ｔ）＋

μ（ｒ－ｔ）ｐ０（ｒ－ｔ））ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

∴ｐ／ｒ＋ｐ／ｔ＝－μ（ｒ）ｐ０（ｒ－ｔ）ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

＝－μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）

　　 当ｔ＞ｒ时有

ｐ（ｒ，ｔ）＝ｆ（ｔ－ｒ）ｅ－∫ｒ
０μ（ｓ）ｄｓ

ｐ／ｒ＝ （－ｆ′（ｔ－ｒ）－μ（ｒ）ｆ（ｔ－ｒ））ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

ｐ／ｔ＝ｆ′（ｔ－ｒ）ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

∴　ｐ／ｒ＋ｐ／ｔ＝－μ（ｒ）ｆ（ｔ－ｒ）ｅ－∫ｒ
ｒ－ｔμ（ｓ）ｄｓ

＝－μ（ｒ，ｔ）ｐ（ｒ，ｔ）
定解条件显然满足：

　　ｐ（ｒ，０）＝ｐ０（ｒ）ｅ－∫ｒ
ｒμ（ｓ）ｄｓ ＝ｐ０（ｒ）

　　ｐ（０，ｔ）＝ｆ（ｔ）ｅ－∫０
０μ（ｓ）ｄｓ ＝ｆ（ｔ）

思考题２－４
问题：如何解释“最优收获率永远严格小于

最大收获率”的正确性？

解：一方面，最 优 收 获 率 是 一 切 稳 定 收 获

率中最大者．另一方面，捕捞费用ｆ，鱼单价ｐ及

最大可养鱼量 Ｍ 都是正数，从而

ｒ＝１－ｃ２／（ｐＭ）２ ＜１．
顺便指出：捕捞量增加意味着 捕 捞 的 干 净

程度相应增加，超过一定量时，其捕捞费用会显

著地变大．

思考题２－５
问题：证明兔、狐平均值的显式公式．
解：我们只证明 ｙ ＝ａ／ｂ，另 一 个 公 式 可

类似地证明．由 Ｖｏｌｔｅｒａ微分方程有：

　　 １
Ｔ∫

Ｔ

０

ｄｘ
ｄｔ
ｘｄｔ＝ １

Ｔ∫
Ｔ

０
（ａ－ｂｙ）ｄｔ＝ａ－ｂｙ

　　 １
Ｔ∫

Ｔ

０

ｄｘ
ｄｔ
ｘｄｔ＝ １

Ｔ∫
Ｔ

０

ｄｘ
ｘ ＝ｌｎｘ（ｔ）｜Ｔ

０

＝ｌｎｘ（Ｔ）－ｌｎｘ（０）＝０
因而有０＝ａ－ｂｙ，由此推出

ｙ ＝ａ／ｂ
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思考题２－６
问题：证明“长期施农药将破坏害虫与青蛙

的生态平衡，最终导致青蛙的绝灭”
解：设 不 施 农 药 的 害 虫、青 蛙（平 均）数 为

ｘ，ｙ；施农 药 的 害 虫、青 蛙（平 均）数 为ｘ，

ｙ 则由前面的公式（３．３）得：

ｘ ＝ｘ ＋ｇ／ｎ；ｙ ＝ｙ －ｆ／ｂ．
这样一来，每一季施了农药后，害虫数比上

季增加一定量，而青蛙数则减少了一定量．长此

以往，害虫将越来越多，青蛙则越来越少，甚 至

导致青蛙的最后绝灭

思考题２－７
问题：证明 §２．４推导的公式 ⑩ 与熟知的

公式：ｆ＝ （－ｋＭｍ／ｒ２）ｕｒ 是一致的．
解：将两公式相比较应该有４π２／λ＝ｋＭ
再将λ用§２．４的公式 ③ 代入可把上式化为

　　４π２ａ３／Ｔ２ ＝ｋＭ （）
　　 不难查得（在厘米 － 克 － 秒单位制下）

Ｍ ＝１．９８９×１０３３；
ａ＝１．５２１×１０３３；
ｋ＝６．６７×１０－８；
Ｔ＝ （３６５．３天）＝３．１５６２×１０７
代入算得（）式左、右边分别等于１．３９×

１０２６ 和１．３３×１０２６ 可见二公式是一致的

思考题２－８
问题：代入初始 条 件：ｙ（ａ）＝０，具 体 决 定

常数Ｃ２ 并推导公式（５．１０）．

解：０＝ｙ（ａ）＝

ａ
２

（（ａ／ａ）ｋ＋１
ｋ＋１ －

（ａ／ａ）－ｋ＋１

－ｋ＋１ ＋Ｃ２

ａ２

４ａ－ａｌｎ（ａ／ａ）／２＋Ｃ
烅
烄

烆 ２

＝
ａ
２

（ １
ｋ＋１－ １

－ｋ＋１
）＋Ｃ２

ａ／４＋Ｃ
烅
烄

烆 ２

＝
－ ａｋ
１－ｋ２ 当ｋ≠１

ａ／４＋Ｃ２ 当ｋ＝
烅
烄

烆 １
由此求得Ｃ２ ＝ａｋ／（１－ｋ２），当ｋ≠１；或

－ａ／４，当ｋ＝１．再 代 入 通 解 公 式（适 当 化 简）
即得（５．１０）

思考题２－９
由公式（５９），当ｋ＝１时，

ｔａｎθ＝－ｄｙ
ｄｘ＝－ｐ

＝－

ｘ
ａ －ａ

ｘ
２

＝ａ２－ｘ２

２ａｘ 

｜ＢＣ｜＝ｘ，
｜ＡＣ｜＝｜ＢＣ｜ｔａｎθ＝ （ａ２－ｘ２）／（２ａ）
∴ｄ（Ａ，Ｂ）＝｜ＡＢ｜＝ （｜ＢＣ｜２＋｜ＡＣ｜２）１／２

＝ （ｘ２＋ａ２）／（２ａ）
∵ｌｉｍｔ→∞ｘ＝０，∴ｌｉｍｔ→∞ｄ（Ａ，Ｂ）＝ａ／２
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第３章　层次分析方法建模

§３．１　层次分析是处理决策问题的有效方法

Ａ．数学科 学 中 三 类 不 同 关 系 及 其 相 应 处

理方法
Ｂ．决策问题的特性

§３．２　层次分析方法的基本步骤

§３．３　层次分析的理论基础

§３．４　层次分析的若干问题

§３．５　层次分析的广泛应用

§３．６　第３章思考题参考答案

§３．１　层次分析是处理决策问题的有效方法

Ａ．数学科学中三类不同关系及其相应处理方法

① 严格确定关系与机理分析方法
例：商高定理ａ２＋ｂ２ ＝ｃ２；

欧姆定律ｖ＝ｒｉ；
牛顿冷却定律 Ｑ＝ｋ（Ｔ－Ｔ′）／ｂ．

特点：涉及各门学科的各种成功范例；但不

是自然界最广泛的关系．

　　② 随机关系与概率统计方法
例：掷骰子一次不一定出现红四；但掷六次

可期望出现一次红四．在一定条件下可以说，掷

一次出现红 四 的 概 率 是１／６．男 婴 自 然 出 生 的

概率可以严 格 证 明 是１／２．测 量 误 差 服 从 正 态

分布规律，等等
特点：既确定又不完全确定

　　③不确定关系与系统分析方法
例：疫情（例 如 非 典，禽 流 感 等）预 测，股 票

预测等；三峡大坝坝高与坝址等的决策；城市建

设规划；商品进货计划等
特点：答案的不确定性与多样性，即一般地

存在若干各有优缺点的答案 需要用系统分析

方法，从不同的角度对它们进行优缺点分析，可

行性分析，短期、长期效益分析等，以权衡利弊，
并结合实际情况作出最满意（注意这个提法）的

选择
层次分析方法是为处理这类决策问题的一

个行之有效的新方法

Ｂ．决策问题的特性

① 广泛性：生活中处处有决策问题．
衣：或买或做？款式、颜色、价格、质量（面

料、做工等）如何？等等．
食：（请朋 友 吃 饭）或 家 宴 或 上 饭 馆？如 何

备（点）菜？中餐、西餐或火锅？包席、点菜或自

助餐？等等．
住：买房或租房？价格？远或近？大或小？

厅室厨卫配置？购物、上班、上学是否方便？邻

居与环境如何？等等．
行：（旅游）旅行社或自主游？国内或国外？

远或近？往 何 方 向？看 什 么（山、水、洞、古 迹、
风情）？等等．

　　工作：升学或就业的决策，个人今后发展的

规划，等等
机构工作：研究课题的选择；为疑难病症确

定治疗方案；招标、招工的最后确定；购买设备；
上马新产品的 最 后 决 定，等 等（涉 及 多 种 因 素，
背景与知识很广泛）

②答案的不确定性与多样性，即不存在唯

一的毫无争议 的 答 案，只 存 在 相 对 满 意 的 答 案

（满意解）
③答案存在 较 强 的 主 观 性，不 同 喜 好 的 人

会作出不同的决定（穿衣戴帽各有所好）
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　　特性①说明决策问题的重要性
特性②和③说明决策问题的 复 杂 性．具 体

来讲，决策问题常常难以量化，结论易犯主观性

毛病，不经充分讨论、研究和适当量化，就不 能

作出有足够说服力的结论

因决策问题而产生层次分析方法

　　２０世纪７０年 代 后 期，针 对 决 策 问 题 的 上

述特性，力求 以 较 客 观 的 量 化 方 式 来 分 析 和 解

决决策问题，美国学者 Ｔ．Ｌ．Ｓａａｔｙ提出层次分

析方法（简称 ＡＨＰ，英文全名是：ＡｎａｌｙｔｉｃＨｉ
ｅｒａｒｃｈｙＰｒｏｃｅｓｓ）

以后的发展 证 明，此 法 是 解 决 决 策 问 题 的

一个行之有效的好方法，一经提出，立即在世界

范围迅速传播，产生巨大影响．２０世纪８０年代

初该法也传入我国

例　旅游选点问题

某小家庭打 算 在 五 一 黄 金 周 出 门 旅 游，他

们拟从万佛湖、天 堂 寨 和 黄 山 三 景 点 中 挑 选 一

个作为旅游目的地 如何决策？

§３．２　层次分析方法的基本步骤

层次分析基本步骤

步骤①　建立层次模型

目标层：就是最后决策
对象层：列出可供选择的对象．
指标层（还 可 细 分）：列 出 影 响 决 策 的 主 要

因素．
主要指标的 选 取 是 关 键，应 该 仔 细 列 出 一

切影响决策的因素，并通过认真的分析和比较，
从中（按计算能力）选出若 干 最 关 键 的 因 素（本

旅游问题选了５个）．

　　 步骤 ②　 确定指标层对目标的权：

　　Ｗｚ（ｙ１，…，ｙ５）＝ （ｗ１，…，ｗ５）

　　　 ＝ （０．４８，０．２７，０．０５，０．１０，０．１０）．
及对象层对每个指标的权：

　　Ｗｙｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３），ｉ＝１，…，５
步骤 ③ 确定对象层对目标的组合权（最后

答案）：

　　Ｗｚ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝Ｗｚ（ｙ１，…，ｙ５）Ａ，

其中的Ａ 是５行３列的矩阵，其第ｉ行是Ｗｙｉ
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用向量表示下层因素的重要性

设要考虑下层因素ｖ１，…，ｖｎ 对其直接上层

因素ｕ的重要性贡献例如：ｕ为景色；ｖ１，ｖ２ 分

别为人文景色、自然景色 某人认为，人文景色

重要性比之自然景色是四六开，即４∶６自然想

到用一个行向量Ｗ ＝（０４，０６）来表示这个观

点

权向量的概念

元素全为非负且其和等于１的行向量

Ｗ ＝ （ｗ１，…，ｗｎ）称为权向量，满足

ｗ１，…，ｗｎ ≥０，ｗ１＋…＋ｗｎ ＝１
任何正向量Ｗ ＝ （ｗ１，…，ｗｎ）乘以正数

１／（ｗ１＋…＋ｗｎ）后所得向量都是一个权向量，

这个权向量称为正向量Ｗ 的归一化

上述旅游问题的组合权向量计算结果

Ｗｚ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ （０．３０，０．２２，０．４７）

结论：三景点对旅游选址重要 性 的 大 小 顺

序是：黄山，万佛湖，天堂寨

　Ａ＝

ＷＹ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ２
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ３
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ４
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ５
（ｘ１，ｘ２，ｘ３

熿

燀

燄

燅）

＝

０．０８　０．２４　０．６８

０．６３　０．１９　０．１８

０．４３　０．４３　０．１４

０．６３　０．１９　０．１８

０．１７　０．１７　０．

熿

燀

燄

燅６６

Ｗｚ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ＷＺ（ｙ１，…，ｙ５）Ａ＝ （０．３０，０．２２，０．４７）．

　　 组合权向量计算公式：
Ｗｚ（ｙ１，…，ｙ５）＝ （０．４８，０．２７，０．０５，０．１０，０．１０）

　Ａ＝

ＷＹ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ２
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ３
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ４
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

ＷＹ５
（ｘ１，ｘ２，ｘ３

熿

燀

燄

燅）

＝

０．０８　０．２４　０．６８

０．６３　０．１９　０．１８

０．４３　０．４３　０．１４

０．６３　０．１９　０．１８

０．１７　０．１７　０．

熿

燀

燄

燅６６

Ｗｚ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ＷＺ（ｙ１，…，ｙ５）Ａ＝ （０．３０，０．２２，０．４７）．

例如第一个对象（万佛湖）对选点重要性贡

献是０．４８·００８＋０２７·０６３＋００５·０４３＋
０１０·０６３＋０１０·０１７＝０３０（加权平均）

§３３　层次分析的理论基础

Ａ 基本工 作 模 式 是 计 算 下 层 因 素ｖ１，…，

ｖｎ 对其直接上层因素ｕ 的权：

Ｗｕ（ｖ１，…，ｖｎ）
这里，ｖ１，…，ｖｎ 可以是对象层

（因素层）或其子层；ｕ可以是目标

或因素层的某一个因素

　　ＢＡＨＰ用 成 对 比 较 法 及９级 记 分 法 产 生

比较矩阵作为分析计算的基础

仍以求旅游问题的指标层对目标的权 Ｗｚ

（ｙ１，…，ｙ５）＝（ｗ１，…，ｗ５）为例 即使你心目中

已有了关 于５个 指 标 对 目 标 重 要 性 的 一 个 估

计，但你要一下子写出你的权（ｗ１，…，ｗ５）的具

体值，哪怕是近似值，也会感到很困难，因为 涉

及５个因素的全面综合比较
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　　层次 分 析 方 法（ＡＨＰ）所 建 议 的 解 决 办 法

是一种把困难化整 为 零 的 所 谓“成 对 比 较 法”，
即每次只比 较 两 个 因 素 重 要 性 的 比 值：ｗｉ／ｗｊ，

ｉ，ｊ＝１，…，ｎ
另外，ＡＨＰ 还 建 议 估 计 ｗｉ／ｗｊ 时，采 用９

级记分法，即：总 是 取 其 中 小 的 一 个 为１，大 的

一个只在前９个正整数中取值 其尺度及含义

如下（８，６，４，２取相应的中间含义）：

尺度 ９ ７ ５ ３ １

含义 绝对强 很强 强 稍强 相同

　　 权 Ｗｚ（ｙ１，…，ｙ５）＝ （ｗ１，…，ｗ５）的 一 个

比较矩阵

该比较矩阵Ａ＝ （ａｉｊ ≈ （ｗｉ／ｗｊ）的每个对

角元均为１：ｗｉ／ｗｉ ≡１；
先将ｙ１ 与ｙ２，…，ｙ５ 成对比较得Ａ的第１行；
一般地，将ｙｉ 与 其 他ｙｊ 比 较 得Ａ 的 第ｉ

行★ 下面是某人定出的一个比较矩阵：

Ａ＝

１ ２ ７ ５ ５
１／２ １ ４ ３ ３
１／７ １／４ １ １／２ １／３
１／５ １／３ ２ １ １
１／５ １／

熿

燀

燄

燅３ ３ １ １

　　★ 构 造 比 较 矩 阵 其 实 只 需 要 估 定 对 角 线

（不包括对角线）以上的元素ａｉｊ，１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
具体操作过程是：先直接写出每个ａｉｉ ＝１；

接着定ａ１２，ａ１３，…，ａ１ｎ；然 后 直 接 写 出ａ２１，ａ３１，
…，ａｎ１；下一步定ａ２３，…，ａ２ｎ；然后直接写出ａ３２，
…，ａｎ２；依此类推，直到定完为止

　　Ｃ 比较矩阵的一致性

　　 按定义，比较矩阵恒为正矩阵并满足

　　ｉ，ｊ，ａｉｊ ∈ ｛１，…，９，１／２，１／３，…，１／９）｝，

ａｉｉ ＝１，ａｉｊａｊｉ ＝１
理想的比较矩阵应满足一致性条件：

ｉ，ｊ，ｋ，ａｉｋ ＝ａｉｊａｊｋ
证：所谓理想的比较矩阵应该严格满足：对

任 意ｉ，ｊ都有：ａｉｊ ＝ｗｉ／ｗｊ，于是对任意ｉ，ｊ，ｋ都

有

ａｉｋ ＝ （ｗｉ／ｗｊ）（ｗｊ／ｗｋ）＝ａｉｊａｊｋ

提醒注意

　　比较矩阵 体 现 各 因 素 成 对 比 较 的 记 录，可

操作性好，这是其本质方面
但如果建立 比 较 矩 阵 时 工 作 不 够 投 入，缺

乏全局平衡，弄 不 好 就 会 产 生 严 重 不 一 致 的 比

较矩阵 我们用下面两个例子加以说明

比较矩阵一致性好坏的举例

例如，求权Ｗｙ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）时，两个人分别

作出下列两个比较矩阵：

Ａ＝
１ １／３ １／８
３ １ １／３

熿

燀

燄

燅８ ３ １

，Ａ′＝
１ ２ ３

１／２ １ ６
１／２ １／

熿

燀

燄

燅６ １


对这两个比较矩阵，ａ１３＝ａ１２ａ２３ 都不成立
对Ａ，因１／８＝ａ１３ 与ａ１２ａ２３ ＝１／９较为接近，故

比 较矩阵Ａ满足一致性条件较好但对Ａ′，３＝
ａ１３ 与ａ１２ａ２３＝１２则相差太远，因此Ａ′满足一致

性条件较差。
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　　稍 后，我 们 要 介 绍 ＡＨＰ为 此 专 门 制 定 的

可靠性检验方法，利用这个检验方法，可以有效

地发现并摒弃那些因粗制滥造而不合要求的比

较矩阵

一致矩阵的概念

定义：比较矩阵 Ａ ＝ （ａｉｊ）称为一致矩阵，

如果它满足一致性条件：ｉ，ｊ，ｋ，ａｉｋ ＝ａｉｊａｊｋ
性质：若比较矩阵Ａ 是一致矩阵，则存在权

向量Ｗ ＝ （ｗ１，…，ｗｎ）严格满足：

ｉ，ｊ，ａｉｊ ＝ｗｉ／ｗｊ 于是

Ａ＝

ｗ１



ｗ

熿

燀

燄

燅ｎ

１
ｗ１

… １
ｗ［ ］

ｎ
＝ ｗｉ

ｗ［ ］
ｊ


所以，当比较矩阵Ａ 是一致矩阵时，Ａ 的任

一列的归一化向量正好等于对应的权向量．

　　Ｄ 从比较矩阵近似计算权向量

假设已有一个通过可靠性检验的比较矩阵

Ａ，则可由它近似地决定权向量

Ｗ ＝ （ｗ１，…，ｗｎ）ＡＨＰ 给出下列近似公式：

Ｗｕ（ｖ１，…，ｖｎ）＝ （１／ｎ）（β１＋…＋βｎ），

其 中，βｊ 为Ａ 的第ｊ列的归一化，Ｗｕ为β１，…，βｎ

的平均值

βｊ ＝ （１／（ａ１ｊ＋…＋ａｎｊ））
ａ１ｊ



ａｎ

熿

燀

燄

燅ｊ

计算权向量Ｗｙ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

已知Ａ＝
１ １／３ １／８
３ １ １／３

熿

燀

燄

燅８ ３ １

→
各列归一化

１／１２ ０．３３／４．３３ ０．１３／１．４６
３／１２ １／４．３３ ０．３３／１．４６
８／１２ ３／４．３３ １／１．

熿

燀

燄

燅４６

→
各行求和

０．２５
０．７１
２．

熿

燀

燄

燅０５

除以ｎ＝
→
３

０．０８
０．２４
０．

熿

燀

燄

燅６８

≈Ｗｙ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

思考题３—１
对旅游选点问题假设已构造了下列能通过

可靠性检验的有关比较矩阵：

Ａｙ２
（ｘ）＝Ａｙ４

（ｘ）＝
１ ３ ４

１／３ １ １
１／

熿

燀

燄

燅４ １ １
，

Ａｙ３
（ｘ）＝

１ １ ３
１ １ ３

１／３ １／

熿

燀

燄

燅３ １
，

Ａｙ５
（ｘ）＝

１ １ １／４
１ １ １／４

熿

燀

燄

燅４ ４ １


试求：对应权向量的近似值

思考题３—２
求ｎ阶全１方阵：Ｊ＝ａｉｊ，ｉ，ｊ，ａｉｊ ＝１的

谱（特征值的集合），并 求 出 对 应 于 最 大 特 征 值

ｒ（Ｊ）＝ｎ的一个归一化正特征向量



４４　　　

由思考题３—２的答案可见

① 矩阵Ｊ的谱是σ（Ｊ）＝｛ｎ，０，…，０｝，最大

特征值是ｒ（Ｊ）＝ｎ
② 正向量ｅ＝ （１，…，１）Ｔ 是Ｊ 的对应最大

特征值ｎ的一个特征向量：

Ｊｅ＝ｎ（１，…，１）Ｔ ＝ｎｅ
于是，Ｊ的对应最大特征值ｎ的一个归一化

正特征向量是：
（１／ｎ）ｅ＝ （１／ｎ，…，１／ｎ）Ｔ

正方阵的最大特征值及其特征向量

元素全为正 数 的 实 矩 阵 称 为 正 矩 阵．正 矩

阵在应用中非 常 重 要，其 原 因 可 以 说 是 基 于 下

面由德国数学家 Ｐｅｒｒｏｎ在１９０８年得到的一个

定理（证明较难，从略）．
定理１　 任何正方阵 Ａ 都有唯一最大特征

值ｒ（Ａ），其值大于 Ａ 的任何特征值的模数，并

有对应于它的正特征向量．

　　Ｅ．比较矩阵最大特征值及其特征向量

比较矩阵Ａ 属于所谓正互反矩阵

（ｉ，ｊ，ａｉｊ ＞０，ａｉｊａｊｉ ＝１）

的范畴，它满足定理１的条件．下面的定理２对

层次分析的理论推导有关键意义，它可由定理１
推出．

定理２　 若关于权向量 Ｗ ＝ （ｗ１，…，ｗｎ）

得到的比较矩阵 Ａ 是一致矩阵，则 Ａ 的最大特

征值为ｒ（Ａ）＝ｎ，并且权向量 Ｗ 就是Ａ 的对

应于ｒ（Ａ）的唯一归一化正特征向量．

　　 证：由定理１，只需证正方阵Ａ 的唯一最大

特征值为ｒ（Ａ）＝ｎ，并且权向量Ｗ 是Ａ 的对应

于ｒ（Ａ）的 特 征 向 量 即 可（因ｒ（Ａ）为 单 特 征

值）

Ｄ ＝
ｗ１


ｗ

熿

燀

燄

燅ｎ
　Ｄ－１ ＝

ｗ－１
１


ｗ－１

熿

燀

燄

燅ｎ

Ａ～Ｄ－１

ｗ１


ｗ

熿

燀

燄

燅ｎ
１／ｗ１　…　１／ｗ［ ］ｎ Ｄ ＝Ｊ（全１矩阵）

∴ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｊ）＝ｎ；ＡＷＴ ＝ｎ［ｗ１，…，ｗ１］Ｔ ＝ｎＷＴ

求近似一致矩阵的最大特征值

如果Ａ 是近似于一致矩阵的比较矩阵，则

可用前面介绍的方法求出Ａ 所对应的权向量

Ｗ ＝ （ｗ１，…，ｗｎ）Ｔ，从而根据定理２

ＡＷＴ ≈ｒ（Ａ）ＷＴ，

令ＡＷＴ ＝ （ｂ１，…，ｂｎ）Ｔ，则

ｂｉ ≈ｒ（Ａ）ｗｉ　　ｉ＝１，…，ｎ
因此，ＡＨＰ 给出下列求ｒ（Ａ）的近似公式：

ｒ（Ａ）≈ （ｂ１／ｗ１＋…＋ｂｎ／ｗｎ）／ｎ

求近似一致矩阵最大特征值的例

例１：关 于 旅 游 选 点 问 题，我 们 已 对 权

Ｗｙ１
（ｘ）构造过比较矩阵Ａ 并求得

Ｗｙ１
（ｘ）≈ （０．０８２，０．２３６，０．６８２）

现计算矩阵Ａ 的最大特征值ｒ（Ａ）如下：

ＡＷ ＝
１ １／３ １／８
３ １ １／３

熿

燀

燄

燅８ ３ １

０．０８２
０．２３６
０．

熿

燀

燄

燅６８２
＝

０．２４６
０．７０９
２．

熿

燀

燄

燅０４６

，

ｒ（Ａ）＝ １
３

０．２４６
０．０８２＋０．７０９

０．２３６＋２．０４６
０．（ ）６８２ ＝３．００１

注：也不难得到ｒ（Ａ）的精确值为

３．００１５４１６
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　　例２：
关于 旅 游 选 点 问 题，前 面 我 们 也 对 权

Ｗｚ（ｙ）构造过比较矩阵Ａ 并求得Ｗ ＝Ｗｚ（ｙ）
现计算Ａ 的最大特征值如下：

Ａ ＝

１ ２ ７ ５ ５

１／２ １ ４ ３ ３

１／７ １／４ １ １／２ １／３

１／５ １／３ ２ １ １

１／５ １／

熿

燀

燄

燅３ ３ １ １

　Ｗ ＝

０．４７４

０．２１２

０．０５４

０．０９９

０．

熿

燀

燄

燅１１０

　ＡＷ ＝

２．４２

１．３４

０．２７

０．５０

０．

熿

燀

燄

燅５５

ｒ（Ａ）＝ １
５

（２．４２
０．４７４＋ １．３４

０．２１２＋ ０．２７
０．０５４＋ ０．５０

０．０９９＋ ０．５５
０．１１０

）＝５．０８

思考题３—３
对旅游选点问题假设已构造了下列能通过

可靠性检验的有关比较矩阵：

Ａｙ２
（ｘ）＝Ａｙ４

（ｘ）＝
１ ３ ４

１／３ １ １
１／

熿

燀

燄

燅４ １ １
，

Ａｙ３（ｘ）＝
１ １ ３
１ １ ３

１／３ １／

熿

燀

燄

燅３ １
，

Ａｙ５
（ｘ）＝

１ １ １／４
１ １ １／４

熿

燀

燄

燅４ ４ １


试求：这些比较矩阵的最大特 征 值 的 近 似

值（提示：利用思考题３—１的结果）

　　Ｆ．比较矩阵的一致性检验指标

检验必要性：通过检验可以做 到 合 格 者 放

心使用，不合格者推倒重来
检验前提：已知对应权Ｗｕ（ｖ１，…，ｖｎ）的比

较矩阵Ａ 并已求得其最大特征值的近似值ｒ
检验步骤：
（１）计算一致性指标

ＣＩ＝｜ｒ－ｎ｜／（ｎ－１）；
（２）计算可靠性指标ＣＲ ＝ＣＩ／ＲＩ；
（３）检验规则：比较矩阵为可靠，当且仅当

ＣＲ ＜０１（相当于小１０倍以上，可根据重要性

调整）

检验指标的解释

ＣＩ（ｎ）＝｜ｒ－ｎ｜／（ｎ－１）是比较矩阵Ａ的

最大特征值ｒ对同阶一致矩阵最大特征值（＝
ｎ）的相对偏差，其值越小越好

ＲＩ（ｎ）称为 随 机 一 致 性 指 标，是 不 假 思 索

随机地构造出来的比较矩阵的一致性指标平均

值，ＡＨＰ 对不同ｎ 用５００—１０００个随机样本算

出平均值列成下表★：

ｎ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１

ＲＩ ０ ０．５８０．９０１．１２１．２４１．３２１．４１１．４５１．４９１．５１

　　★：ＲＩ（２）＝０是因为２阶正互反矩阵总是

一致的；ＲＩ（ｎ）是ｎ的单调增加函数，说明ｎ越

大比较矩阵偏离一致矩阵的倾向越大
例：检验下列两个比较矩阵：

Ａ＝

１ １／３ １／８
３ １ １／３

熿

燀

燄

燅８ ３ １

，　

ｒ（Ａ）＝３．００１，

ＣＩ＝０．００１／２＝０．００５，

ＣＲ ＝０．０００５／０．５８＜０．００１

通过！

Ａ＝

１ ２ ２
１／２ １ ６
１／２ １／

熿

燀

燄

燅６ １

，
ｒ（Ａ）＝３．３７，

ＣＩ＝０．３７／２＝０．１８５，

ＣＲ ＝０．１８５／０．５８＞０．３

通不过！

思考题３—４
对例２及思考题３—３中的比较矩阵

Ａｙ２
（ｘ）做可靠性检验
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　　Ｇ．多层指标的处理

　　 可能出现多层指标情形，例如对旅游选点

题的景色指标ｙ１ 可再细分为人文景观ｖ１，自然

景观ｖ２ 两种（如下一幻灯片所示）
　　 相对于单层指标情形，对多层指标情形的

处理仅在求组合权 Ｗｚ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）时有所不同
下面说明如何求这个组合权 问题的关键是如

何求 Ｗｙ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）？（因求出它后 就 可 按 从 前

的方法求组合权 Ｗｚ（ｘ））

　　 一个很 自 然 的 解 决 办 法 是：把 ｙ１ 视 为 目

标；ｖ１，ｖ２ 视 为 指 标 层；ｘ１，ｘ２，ｘ３ 视 为 对 象 层 得

到一个子层次结 构，从 而 可 按 前 面 的 方 法 求 出

Ｗｙ１
（ｘ）

例　旅游选点问题

　　注：
多次使用这个化整为零的办法可以解决任

何更复杂的多层次结构问题．

§３．４　层次分析的若干问题

本节从应用的角度讨论几个有关问题
它们是：
（１）不完全层次分析（不同于上面讨论过的

每个因素都支配着下一层的所有因素的完全层

次分析情形）；
（２）集体层次分析；
（３）成对比较矩阵残缺时的处理

（１）不完全层次分析实例

以某教研室教师工作考核为例 该教研室

共４名教师：ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４不完全性表现在ｘ１，

ｘ２ 只教学；ｘ３ 既教学又科研；ｘ４ 只科研

不完全层次分析组合权的计算

　　 用前面的方法先求出

Ｗｚ（ｙ１，ｙ２）＝ （α１，α２）；

Ｗｙ１
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ （β１，β２，β３）；

Ｗｙ２
（ｘ３，ｘ４）＝ （γ３，γ４）

其次作矩阵

Ｂ＝
β１ β２ β３ ０
０ ０ γ３ γ［ ］

４


最后仍有

Ｗｚ（ｘ）＝Ｗｚ（ｙ）Ｂ

＝ （α１β１，α１β２，α１β３＋α２γ３，α２γ４）
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（２）集体层次分析

意义：减少主观性的根本措施
办法 ①：每个人对同一问题各自作层次分

析，再将他们的结果取平均值设共有ｍ 个人，
他们各自为决定权Ｗ ＝Ｗｕ（ｖ１，…，ｖｎ）提供计

算结果：Ｗｊ ＝（ｗ１ｊ，…，ｗｎｊ），ｊ＝１，…，ｍ则可

综合大家意见得最终结果为

Ｗｕ（ｖ１，…，ｖｎ）＝ （１／ｍ）（Ｗ１＋…＋Ｗｍ）

＝ （ｗ１，…，ｗｎ），
其中ｗｉ ＝ （１／ｍ）（ｗ１ｉ＋…＋ｗｎｉ），ｉ＝１，…，ｎ

②：每人只建立比较矩阵，统一由一人取它

们的综合平均值 得 到 最 后 的 比 较 矩 阵，再 由 此

人进行ＡＨＰ 计算求得权Ｗ ＝Ｗｕ（ｖ１，…，ｖｎ）

　　值得一提的是：
求综合平 均 比 较 矩 阵 时，只 须 对 任 意ｉ＜

ｊ，求ａｉｊ 的平均值，并用公式ａｊｉ ＝１／ａｉｊ 决定ａｊｉ

的值即可 此外，常 用 发 专 家 咨 询 表 的 办 法 寻

求ａｉｊ 的平均值（这个平均值可以是算术平均值

或几何平均值）

成对比较矩阵残缺时的处理

　　 专家或有关人士由于某种原因会无法对某

两个因素给出相互对比的结果ａｉｊ，于是成对比

较矩阵出现残缺（不能补０，因为要求ａｉｊ ＞０）
这就产生如何对 此 作 修 正，以 便 能 继 续 进 行 权

向量计算的问题
下面通 过 一 个 简 例，介 绍 一 种 处 理 方 法

设一成对比较矩阵为

Ａ＝
１ ２ θ

１／２ １ ２
θ １／

熿

燀

燄

燅２ １

，

其中，符号θ表示残缺

　　 记由Ａ 计算的权向量为ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２，ｗ３）Ｔ，我们

知 道，用ｗｉ／ｗｊ 代替残缺的ａｉｊ 是合理的；Ａｗ＝ｒｗ 可以

代替为Ｃｗ ＝ｒｗ，其中

Ｃ＝

１ ２ ｗ１／ｗ３

１／２ １ ２
ｗ３／ｗ１ １／

熿

燀

燄

燅２ １


不难看出：Ｃｗ ＝ｒｗ 又可以代替为Ｂｗ ＝ｒｗ，其中

Ｂ＝
２ ２ ０

１／２ １ ２
０ １／

熿

燀

燄

燅２ ２


（例如，Ｃｗ 的第一元是ｗ１＋２ｗ２＋ｗ１，Ｂｗ 的第一元是

２ｗ１＋２ｗ２，它们相等）

注：因ａ１３ 残缺，没有比较１，３二因素的直接信息，

但可通过ａ１２ 和ａ２３ 获得间接信息

对比较矩阵有多个残缺元的一般情形

矩阵Ｂ 的作法是

ｂｉｊ ＝０，当ａｉｊ ＝θ，ｉ≠ｊ；

ｂｉｊ ＝ｍｉ＋１，ｍｉ 为第ｉ行θ的个数，ｉ＝ｊ；

其他ｂｉｊ ＝ａｉｊ

烅
烄

烆 
并非任何残缺矩阵都是可以修补的 怎样

的残缺矩阵才是 可 以 接 受 的 呢？这 个 问 题 的 答

案依赖于比较矩 阵 中 的０元 的 分 布 情 况，已 经

证明：可以接 受 的 残 缺 比 较 矩 阵 只 是 属 于 所 谓

“不可约矩阵”类★ 的比较矩阵

　　★ 实方阵Ａ 称为不可约矩阵，如果把Ａ 的

行列编号做适当调整，可使 Ａ 变为下面分块形

式：

Ａ１１ Ａ１２

０ Ａ
烄

烆

烌

烎２２

，

其中，对角块Ａ１１，Ａ２２ 都是方阵这个条件等价

于用一个置换矩阵Ｐ 及其转置矩阵（也是逆矩

阵）分别左、右乘Ａ之后可使Ａ 变为上述分块形

式
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§３５　层次分析的广泛应用

１９８０年文献：
ＴＬＳａａｔｙ， Ｔｈｅ Ａｎａｌｉｔｉｃ Ｈｉｅｒａｒｃｈｙ

Ｐｒｏｃｅｓｓ，ＮｃＧｒａｍ－ＨｉｌｌＣｏｍｐａｎｙ，１９８０
问世之后，ＡＨＰ方法迅速在全世界得到认

可，用于评价、预测、计划与管理等方面，并广为

流传 在军事指挥、运输、农业、教 育、医 疗、环

境等领域都取得了显著的成绩。
ＡＨＰ方法１９８０年代初也传入我国并取得

很大成绩 大 家 今 天 学 过 此 法 以 后，在 你 们 今

后的学习和工作中也许会派上用场
下面介绍几个层次分析的应用实例

实例１　某城市供热系统改造方案

　　 解：化为分别以效益ｙ１，费用ｙ２ 为目标的

两个层次分析问题，并分别求得组合权向量为

Ｗ１ ＝ （０１０１，０２６４，０３２６，０２５６，００５３）和

Ｗ２ ＝ （００５６，０３２６，０１９２，０３８８，００４０）
Ｗ１ 的第３分量最大说明：热电联供效益最

好；而Ｗ２ 的第５、第１分量最小说明：沼气、高效

煤制品费用最低 问题是如何把两个方面结合

起来进行分析
把它们结合在一起进行综合 分 析 时，可 利

用Ｗ１，Ｗ２ 的特点定义一个综合权向量Ｗ，其分

量是Ｗ１ 的分量除以Ｗ２ 的对应分量

　　代入已求出数据得到向量

０１０１
００５６

，０２６４
００３２

，０３２６
０１９２

，０２５６
０３８８

，００５３（ ）００４０

再归一化得

Ｗ ＝ （０２８８，０１２８，０２６８，０１０４，０２１２）
综合意见：
推广高效煤 炉 及 煤 制 品 虽 然 效 益 不 太 高，

但所需费用很低，少量资金投入即可迅速生效，
可优先实施 待资金积累较多以后再上马热电

联供方案

实例２　科技成果的综合评价

科技成果涉及的领域很广，种类繁多，这里

指的是直 接 应 用 于 国 民 经 济 的 某 个 生 产 部 门

后，可迅速地转化为生产力，带来可定量计算的

经济效益的那一类成果
评价准则先分为效益、水平和规模３类；再

在每类中确定若干具体指标
如此构造的一个层次结构如下图所示

实例２
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实例３　大国综合实力排名次 实例４　个人工作选择

一个本科毕 业 大 学 生 面 临 选 择 工 作 岗 位，
他（她）将要考虑的择业原则是：

能够发挥自 己 才 干 为 国 家 作 贡 献；丰 厚 的

收入；适合个人的兴趣及发展；良好的声誉；人

际关系和地理位置
于是可以构成如下图所示的层次结构

实例４ 思考题３—５
对你将来报 考 研 究 生 或 找 工 作，取４个 你

最在意的指标 因 素 和３个 对 象，用 层 次 分 析 作

一个定量计算，并检验计算结果的合理性（只要

求对个别比较矩阵做可靠性检验）

实例５　ＭＣＭ—９２Ｂ有关问题

１９９２年国际 大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 Ｂ 题 是

关于为沿海地区服务的电力公司处理风暴引起

电力中断的应急系统修复计划 题中给出具体

的计算机数据库，列举了一次事故发生当天，该

公司接到的修 复 请 求 者 及 所 涉 及 人 数，并 把 请

求者分类为居民点、政府部门、工业、商业、社区

和紧急单位等６类 该问题要求建立安排工作

计划的客观准 则，势 必 涉 及 按 给 定 数 据 为 各 类

请求者优先排序
这里介绍某参赛队用层次分析排序的详情

　　先建立如下层次结构：



５０　　　

　　 在第２层两个因素之间进行比较，一种观

点认为“单位重要性”比之“影响人数”为“强”，
从而决定 指 标 层 对 目 标 层 的 权 向 量 为 ｗｚ（ｙ１，

ｙ２）＝ （５／６，１／６）
为了求对象层关于因素ｙ１ 的权向量，将６

个对象，即６类修复请求者进行成对比较，一种

观点给出下列比较矩阵（其中，６个对象，按居民

点、政府部门、工业、商业、社区和紧急单位依次

排序，即ｙ１ ＝ 居民点，…，ｙ６ ＝ 紧急单位）：

　　

１ １／６ １／６ １／４ １／３ １／９
６ １ ３ ５ ３ １／７
６ １／３ １ ６ ４ １／６
４ １／５ １／６ １ ３ １／９
３ １／３ １／４ １／３ １ １／９

熿

燀

燄

燅９ ７ ６ ９ ９ １
用数学软件求得Ａ 的最大特征值为

ｒ（Ａ）＝６５８９，对应归一化特征向量为

（０．０２６，０．１８８，０．１４１，０．０４５，０．０５１，０．５４９）
对于这个比较矩阵有ＣＩ＝０．５８９／５

＝０．１１８，ＣＲ＝０．１１８／１．２４＜０．１，能通过一致

性检验 所以上述向量可以取为权

ｗｙ１
（ｘ１，…，ｘ６）

　　ＭＣＭ９２－Ｂ问题提供的数据有

单位

类型
居民点

政府

部门
工业 商业 社区

紧急

单位

影响

人数
１６１５ ５９００ １０３５ ７５８２０ ３１００ ３９５

总共８７８６５人，各类型所占比率即为对“影响人

数”的权系数：

　ｗｙ２
（ｘ１，…，ｘ６）

＝（０．０１８，０．０６７，０．０１２，０．８６２，０．０３５，０．００４）
最后求得组合权向量为

ｗｘ（ｘ１，…，ｘ６）＝ （５／６）ｗｙ１
（ｘ）＋（１／６）ｗｙ２

（ｘ）

＝ （０．０２５，０．１６８，０．１１９，０．１８１，０，０４８，０．４５８）
请求者类型的优先级即可按此向量排序

§３６　第３章思考题参考答案

思考题３—１　 计算 Ｗｙ２
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

已知Ａ＝
１ ３ ４

１／３ １ １
１／

熿

燀

燄

燅４ １ １

→
各列归一化

０．６３２ ３／５ ２／３
０．２１１ １／５ １／６
０．１５８ １／５ １／

熿

燀

燄

燅６

→
各行求和

１．７８５
０．８３０
０．

熿

燀

燄

燅３８５

除以ｎ＝
→
３

０．６３３
０．２７７
０．

熿

燀

燄

燅１７５

≈Ｗｙ２
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

思考题３－２
问题：求ｎ阶全１方阵Ｊ 的谱（特征值的集

合），并求出对应于最大特征值ｒ（Ｊ）＝ｎ 的一

个归一化正特征向量．
解：先计算特征多项式

Ｄｅｔ（λＥ－Ｊ）＝ （λ－ｎ）λｎ－１（详细计算见后）．
进而求得Ｊ的谱为

σ（Ｊ）＝ ｛ｎ，０，…，０｝．
易见方程Ｊｘ＝ｎｘ 有一个正解：ｅ＝ （１，…１）Ｔ．
所以，对应Ｊ 的单特征值ｎ 的唯一归一化正特

征向量是（１／ｎ）ｅ．
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Ｄｅｔ（λＥ－Ｊ）＝

λ－１ －１ … －１
－１ λ－１ … －１
… … … …
－１ －１ … λ－１

各行加到

第一行
＝

λ－ｎ λ－ｎ … λ－ｎ
－１ λ－１ … －１
… … … …
－１ －１ … λ－１

＝ （λ－ｎ）

１ １ … １
－１ λ－１ … －１
… … … …
－１ －１ … λ－１

各行加

第一行
＝ （λ－ｎ）

１ １ … １
０ λ … ０
… … … …
０ ０ … λ

＝ （λ－ｎ）λｎ－１

思考题３－３
已知

Ａ＝
１ ３ ４

１／３ １ １
１／

熿

燀

燄

燅４ １ １
，

Ｗｙ２
（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝

０．６３３
０．２７７

熿

燀

燄

燅０．１７５
，

求Ａ 的最大特征值的近似值
解：ＡＷ ＝ （１．９１，０．５７８，０．５２５）Ｔ，

Ｒ（Ａ）＝ １
３

（１．９１
０．６３３＋０．５７８

０．２７７＋０．５２５
０．１７５

）

＝３．００９

思考题３－４
问题：对例２及思考题３－３中的比较矩阵

Ａ 做可靠性检验．
解：对例２，ｎ＝５，我们已求出

ｒ（Ａ）＝５．０８，查表得ＲＩ（５）＝１．１２，从而

ＣＩ＝ （５．０８－５）／４＝０．０２，
ＣＲ ＝０．０２／１．１２

＝０．０１８＜０．１，通过检验．
对３－３中的比较矩阵Ａ，ｎ＝３，

ｒ（Ａ）＝３．００９，查表得ＲＩ（５）＝０．５８，从而

ＣＩ＝０．００９／２＝０．００４５，
ＣＲ ＝０．００４５／０．５８

＝０．００７７＜０．１，通过检验．
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第４章　矩阵分析方法建模

§４．１　循环联赛的奖金分配及排名问题

§４．２　有限网络的一些有趣问题

§４．３　数据处理的一些有趣问题

§４．４　第４章思考题参考答案

§４．１　循环联赛的奖金分配及排名问题

　　随着人们 生 活 水 平 的 提 高，人 们 不 但 喜 爱

体育，而且喜爱体育比赛，出现千千万万的各种

体育比赛迷．
随着我国经 济 的 迅 速 崛 起，各 种 超 级 联 赛

也应运而生．大 型 赛 事 常 常 是 人 们 茶 余 饭 后 的

主要话题．
体育比赛中 也 有 数 学 建 模 问 题，本 节 就 来

介绍循环联赛的奖金分配及排名次所涉及的数

学建模问题．

Ａ　循环联赛的奖金分配问题

背景：已有多年循环比赛历史的ｎ支球队：

Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｎ

今年照例举行无 平 局 的 循 环 联 赛，约 定 按 下 列

规则发放奖金
规则：战胜Ｔｉ 得奖金ｘｉａ 元，ａ为待定的奖

金单位（换句话说，各队奖金按比例

ｘ１∶ｘ２∶…∶ｘｎ 发放）．
问题：如何合理地决定奖金系数向量

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ（准确到相差正因子ａ），使

对每一队来说都保持公平？

问题分析与假设

　　 奖金向量的公平性体现在：

Ｔｉ 越强 ｘｉ 越大．
（战胜强队是衡量球队发挥好的标志）

各队强弱程度用 胜 负 概 率 矩 阵 Ｆ ＝ （ｆｉｊ）

来刻画，ｆｉｊ表示Ｔｉ战胜Ｔｊ的概率．
假设：ｎ 个队中没有特别强或特别弱的队

（否则该队早已升级或降级离开了），即

ｉ瓪ｊ，０＜ｆｉｊ ＜１，ｆｉｊ ＝１－ｆｊｉ；

为方便起见，更设 ｉ，ｆｉｉ ＝０．

胜负概率矩阵简例

设ｎ＝３；在过去的十场比赛中

Ｔ１对 Ｔ２６胜４负；

Ｔ１对 Ｔ３７胜３负；

Ｔ２对 Ｔ３２胜８负
则胜负概率矩阵为：

Ｆ＝
０ ０．６ ０．７

０．４ ０ ０．２
０．３ ０．

熿

燀

燄

燅８ ０


胜负概率矩阵需要精细地确定

　　仅按过去Ｔｉ，Ｔｊ 两队比赛总场数及胜负场

数之比确定ｆｉｊ，虽然操作简单，但是过于粗糙，

因为比赛有大赛、中赛和小赛之分．对于较大比

赛，两队都较重视，比赛成绩较能反映两队的实

际情况．反 之，他 们 对 于 较 小 比 赛 一 般 不 够 重

视，其成 绩 不 能 准 确 代 表 两 队 的 实 际 情 况．此

外，也应把大胜、中胜和小胜加以区分．
故要精细地确定ｆｉｊ，应区别对待大、中、小

赛，和区别对待大胜、中胜和小胜，并用层次 分

析方法制定相应的权向量．
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用层次分析合理决定胜负概率矩阵之例

Ｗｚ（ｙ）＝ （４／７，２／７，１／７）；
Ｗｙｉ

（ｘ）＝ （３／６，２／６，１／６，０），ｉ＝１，２，３
即，对比赛等级用４∶２
∶１加 权；对 比 赛 胜 负

程度用３∶２∶１∶０加

权 例如，某两队的历

史记录由下表给定，用

此公 式 算 的 胜 负 概 率

是：ｆｉｊ ＝４／７
场次 １ ２ ３ ４ ５

等级 大赛 中赛 小赛 小赛 中赛

Ｔｉ∶Ｔｊ 小胜 小负 大负 小负 小胜

合理性讨论

若仅用胜负次数计算Ｔｉ和Ｔｊ 的胜负概率，
则因Ｔｉ 是５场２胜；Ｔｊ 是５场３胜，由此即得：

ｆｊｉ ＝２／（２＋３）＝２／５；ｆｉｊ ＝３／（２＋３）＝３／５
如果用上面介绍的加权办法计算 Ｔｉ 和Ｔｊ

的得分ｄｉ 和ｄｊ 的话，则

ｄｉ ＝４×２＋０＋０＋０＋２×２＝１２；
ｄｊ ＝０＋２×２＋１×３＋１×２＝９
ｆｉｊ ＝１２／（１２＋９）＝４／７；

ｆｊｉ ＝１－ｆｉｊ ＝３／７
上述二结果大相径庭，哪个更合理？按体育

常识而论，正确的答案应该是后者

数学建模

Ｔｉ 可期望共获奖金数为：∑
ｎ

ｊ＝１ｆｉｊｘｊａ；

Ｔｉ 可期望共失奖金数为：∑
ｎ

ｊ＝１ｆｊｉｘｉａ

易见奖金向量为公平的充要条件是：

∑
ｎ

ｊ＝１ｆｉｊｘｊａ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１ｆｊｉｘｉａ，ｉ＝１，…，ｎ， （１）

令 　ｕｉ ＝ ｎ
ｊ＝１ｆｊｉ，ａｉｊ ＝ｆｉｊ／ｕｉ，则（１）等价于

∑
ｎ

ｊ＝１ａｉｊｘｊ ＝ｘｉ，ｉ＝１，…，ｎ

或 　Ａｘ ＝ｘ （２）

　　 例如对例１，上 述 方 程 组 的 系 数 矩 阵 计 算

如下：

Ｆ＝
０ ０．６ ０．７

０．４ ０ ０．２
０．３ ０．

熿

燀

燄

燅８ ０

，

Ａ＝
０ ６／７ １

２／７ ０ １／７
１／３ ８／

熿

燀

燄

燅９ ０


　　基于上述分析得：
结论：如果由胜负概率矩阵 Ｆ 形成的矩阵

Ａ 以１为单特征值，并且有对应于１的正特征向

量ｘ，则此向量ｘ 可取为唯一合理的奖金向量．
证：我们所讨论问题的合理奖金向量，按所

定规则，必须是满足方程组（２）的一个正向量，
并要求这样的正向量不计较相差一个任意常数

因子是唯一的．
注：由下面的定理４－１与定理４－２推出，

上述结论所要求的条件总能满足，因此，本问题

恒有解．

有关数学背景知识

定义：实方阵 Ａ ＝ （ａｉｊ）称 为 正（非 负）矩

阵，若 ｉ，ｊ，ａｉｊ ＞（≥）０；非负方阵 Ａ 称为本原

矩阵，若存在正整数 ｍ 使得Ａｍ为正矩阵．
定理４－１：任意本原矩阵Ａ 都恰有一个正

特征值ｒ（Ａ），其 值 大 于 其 他 特 征 值 的 模 数（故

ｒ（Ａ）为单特征值，任意两个对应于它的特征向

量都线性相关），并且存在对应于ｒ（Ａ）的正特

征向量ｘ．
定理４－２：当ｎ≥３时，奖金分配问题中定

义的矩阵 Ａ 是本原矩阵，并且ｒ（Ａ）＝１．
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定理４－２的证明

定理４－２：奖金分配问题中定义的矩阵 Ａ
是本原矩阵，并且

ｒ（Ａ）＝１．
证：因 ｉ瓪ｊ，ａｉｊ ＝ｆｉｊ／ｕｉ＞０，故当ｎ≥３

时，Ａ２ 是一个正矩阵，即 Ａ 是本原矩阵．从而，
按定理４－１，有对应于ｒ（Ａ）的正特征向量ｘ：

Ａｘ ＝ｒ（Ａ）ｘ．令ｖ＝ （ｕ１，…，ｕｎ）Ｔ，则

ｖＴＡ ＝ｖＴ
于是 　ｖＴｘ ＝ｖＴＡｘ ＝ｒ（Ａ）ｖＴｘ．
因 　ｖＴｘ ＞０，由上式推出ｒ（Ａ）＝１．

　Ａ２ ＝
０ ＋ ＋
＋ ０ ＋
＋ ＋

熿

燀

燄

燅０

０ ＋ ＋
＋ ０ ＋
＋ ＋

熿

燀

燄

燅０

＝
＋ ＋ ＋
＋ ＋ ＋

熿

燀

燄

燅＋ ＋ ＋


　ｖＴＡ ＝ （ｕ１，…，ｕｎ）
ｆ１１／ｕ１ … ｆ１ｎ／ｕ１

  

ｆｎ１／ｕｎ … ｆｎｎ／ｕ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝ （ｕ１，…，ｕｎ）＝ｖＴ，

其中，ｕｉ ＝ ｎ
ｊ＝１ｆｊｉ

求奖金向量方法与例

　　方法：
首先由历史记录确定胜负概率矩阵 Ｆ；其

次由 Ｆ 确定矩阵Ａ；最后由适当数学软件，例

如 Ｍａｔｌａｂ，求出对应于 Ａ 的特征值１的任一个

正特征向量ｘ，则此向量 ｘ 可取为合理的奖金

向量．

　　 对于前面讨论的例１，我们首先由胜负 概

率矩阵Ｆ 求得矩阵Ａ 为：

Ａ ＝
０ ６／７ １

２／７ ０ １／７
１／３ ８／

熿

燀

燄

燅９ ０


其次，利用数学软件 Ｍａｔｌａｂ的行命令：

Ａ＝ ［０，６／７，１；２／７，０，１／７；１／３，８／９，０］；
［Ｖ，Ｄ］＝ｅｉｇ（Ａ），

求得对应于Ａ的最大特征值为１，对应于１的一

个特征向量是：

ｘ＝ （０．７９１０，０．３０２０，０．５３２１）Ｔ
这个正向量就是我们要求的奖金向量．

如何由奖金总额决定奖金单位ａ
方法：设奖金总额预算值为Ｓ，则

Ｓ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
（∑

ｎ

ｊ＝１ｆｉｊｘｊａ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１ｕｊｘｊａ

由上式立即求得

ａ＝Ｓ／（ｘ１ｕ１＋…＋ｘｎｕｎ）

　　 例如对例１有 　ａ＝Ｓ／１．４５５
若循环联赛组委会的奖金总额预算Ｓ＝３

（万元）时，则ａ＝３／１４５５＝２０６２ 所以

战胜Ｔ１ 得奖金ｘ１ａ＝０．７９１×２．０６２
＝１．６３１（万元）；

战胜Ｔ２ 得奖金ｘ２ａ＝０．３０２×２．０６２
＝０．６２３（万元）；

战胜Ｔ３ 得奖金ｘ３ａ＝０．５３２×２．０６２
＝１．０９７（万元）

注：此 三 数 之 和 为 ３３５ 万，并 不 正 好 是

３万元 如 果 强 队 均 输，则 奖 金 总 数 为：２×
１．６３２＋１．０９７＝４．３６（万元）；如果弱队均输，
则奖金 总 数 为２×０．６２３＋１．０９７＝２．３４（万

元），它们的平均值正是３３５万元
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Ｂ　循环联赛各队排名次问题

　　 背景：已有多年循环比赛历史的俱乐部欲为

所属ｎ支球队：Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｎ 按强弱排名次．
方法：根据胜负概率矩阵Ｆ＝（ｆｉｊ）计算各

队的得分向量ｖ＝ （ｖ１，…，ｖｎ）Ｔ 和 评 分 向 量ｕ

＝ （ｕ１，…，ｕｎ）Ｔ

规则：ｖｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１ｆｉｊｕｊ，ｉ＝１，…，ｎ， （１）

ｕｊ 的意义是每个战胜Ｔｊ 的队都得分ｕｊ．
问题：如何决定向量ｕ 和ｖ，使对每一队都

保持公平？

问题分析与假设

　　 公平地决定向量ｖ＝ （ｖ１，…，ｖｎ）Ｔ 和

ｕ＝ （ｕ１，…，ｕｎ）Ｔ 体现在：ｖ１：…：ｖｎ ＝ｕ１：…：ｕｎ，

或存在正数λ满足λ＝ｖ１／ｕ１ ＝ … ＝ｖｎ／ｕｎ

即 　ｖ＝λｕ （２）
将（１）代入（２）得 　Ｆｕ＝λｕ （３）

结论：胜负概率矩阵Ｆ 是 本 原 矩 阵（Ｆ２ 为

正矩阵），从而由前面的定理４－１，Ｆ 恰有一个

正特征值λ，其所对应的任何正特征向量（只有

倍数差别）都可取为得分向量ｖ或评分向量ｕ
因向量ｖ与ｕ相差正常数倍，故可按ｖ或ｕ的各

分量的大小为各队排名次

例１
例１：我们有胜负概率矩阵

Ｆ＝
０ ０．６ ０．７

０．４ ０ ０．２
０．３ ０．

熿

燀

燄

燅８ ０


利用 Ｍａｔｌａｂ的行命令：
Ｆ＝ ［０，０．６，０．７；０．４，０，０．２；０．３，０．８，０］；
［Ｖ，Ｄ］＝ｅｉｇ（Ｆ）

求得对应于Ｆ 的正特征值０．９４１４的一个特征

向量是：ｖ＝ （０．６９８５，０．４１９９，０．５７９４）Ｔ 此 向

量ｖ即可取为我们要求的得分向量．按ｖ的分量

的大小为各队排名次的结果是：
Ｔ１，Ｔ３，Ｔ２

也可用奖金向量为各队排名次

例１：由合理奖金向量ｘ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ 的

性质知：对任二球队Ｔｉ 和Ｔｊ 都有

ｘｉ ＞ｘｊ　　Ｔｉ 比Ｔｊ 强
因此，也可按ｘ１，…，ｘｎ 的大小为各队排名

次
例如，对于例１我们已求得合 理 的 奖 金 向

量为ｘ＝ （０．７９１０，０．３０２０，０．５３２１）Ｔ
按ｘ 的 分 量 的 大 小 为 各 队 排 名 次 的 结 果

是：

Ｔ１，Ｔ３，Ｔ２

两个方法的比较

这个结果与前面按得分向量ｖ的分量的大

小为各队排名次的结果相一致的事实也说明我

们以上的分析是正确的
如果要对这两个方法进行评 优 的 话，应 该

说，本节的方法较优，因为此方法直接利用矩阵

Ｆ 即可求出结果，而用上一个方法，则还需要从

Ｆ 再计算矩阵Ａ 的额外工作量

　　 一个实例：右表为某个俱乐部的４支足球

队的比赛记录，试 用 本 节 方 法 为 这４支 球 队 排

名次

规定ｆｉｊ ＝０．６ｕｉｊ＋０．４ｖｉｊ，其中，ｕｉｊ 为平均

场分；ｖｉｊ 为平均进球分 场分：胜２，平１，负０；
进球分：进１球１分 例如，
ｕ２１ ＝ （２＋１＋１）／（２＋２＋２）＝２／３，
（每场总分是２）
ｖ２１ ＝ （３＋１＋２）／（３＋２＋４）＝２／３；

ｆ２１ ＝０．６ｕ２１＋０．４；ｖ２１ ＝２／３



５６　　　

　　首先请大家验证矩阵Ｆ有如下数值：

Ｆ＝

０ １／３ １／２ ４／３５
２／３ ０ ２３／２５ ４３／９０
１／２ ２／２５ ０ ８／６５

３１／３５ ４７／９０ ５７／

熿

燀

燄

燅６５ ０



其次用 Ｍａｔｌａｂ算出矩阵Ｆ 的 对 应 于 唯 一

正特征值１２２６３的一个正特征向量是：

Ｕ ＝ （０．３２９，０．６１７，０．２４２，０．６７３）Ｔ
用它为各队排名次得：

Ｔ４，Ｔ２，Ｔ１，Ｔ３

§４．２　有限网络的一些有趣问题

　　 计算机网、交通网、灌溉网、输电网、电话网

等都是常见的有限网络
有限网络的数学模型是有限无向图．无向图

Ｇ是一个二重组：Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞，其中Ｖ是非空有

限集合，它的元素称为结点，Ｅ 也是（非空）有限

集合，它的元素称为边图Ｇ 的边ｅ是一个结点

二重组：ｅ＝ （ａ，ｂ），ａ，ｂ∈Ｖ，称ｅ与ａ，ｂ关联，或

ａ，ｂ与ｅ关联，或ａ与ｂ相邻接．无向图是一些点和

连接两点的连线（边）构成的一个图形
本节将讨论关于有限网络的两个有趣问题

问题１
背景：设有限网络的各点仅取０或１两 种

状态；开始时刻每点都取０；以后每次从各点中

任选一点令其 改 变 状 态，同 时 也 令 与 此 点 相 邻

接的所有结点改变状态
例１：下列４点网络前几次状态改变情况如

下：

问题１：对 任 何 网 络 是 否 总 能 经 有 限 次 改

变状态后使网络从“全０”状态变为“全１”状态？

问题１的实际意义

问题１在一些情况下具有明确的实际意义
例如：如果所 考 虑 的 有 限 网 络 代 表 照 明 网

络：０，１两 种 状 态 分 别 代 表 关 灯、开 灯；其 中 某

盏灯改变状态 时，与 之 相 邻 接 的 每 盏 灯 也 同 时

改变其状态
则问题１的 意 义 是：每 一 次 选 定 一 盏 灯 令

它及与之相邻 的 灯 都 改 变 状 态，能 否 经 有 限 次

改变后，使此 有 限 照 明 网 络 从 开 始 时 全 部 关 灯

过渡到全部开灯？

数学建模准备

用（０，１）向量描述网络状态：第ｋ次改变结

束时，网络状态用向量ｘ（ｋ）＝ （ｘｋ
１，…，ｘｋ

ｎ）Ｔ 表

示，其中，ｘｋ
ｉ ＝０或１表示第ｋ次改变结束时，网

络的第ｉ个结点的状态是０或１
例１：ｘ（０）＝ （０，０，０，０）Ｔ，ｘ（１）＝ （１，１，０，１）Ｔ，

ｘ（２）＝ （１，０，１，０）Ｔ，ｘ（３）＝ （０，０，０，１）Ｔ，

ｘ（４）＝（１，１，１，１）Ｔ．（结点编号说明见后）
关键是：寻求ｘ（ｋ）与ｘ（ｋ＋１）的关系．如

能得到从ｘ（ｋ）计算ｘ（ｋ＋１）的公式，则问题的

解决就有了办法

　　 作网络的邻接矩阵Ａ＝（ａｉｊ），ａｉｊ ＝０或１，

由结点ｉ与结点ｊ邻接或不邻接而定；并令 ｉ，

ａｉｉ ＝１ 对例１得

Ａ＝

１ １ ０ １
１ １ １ ０
０ １ １ １

熿

燀

燄

燅１ ０ １ １



将该网络的左上角结点编号为１，并按反时

针顺序把其余点依次标号为２，３，４ 令ｅｉ 表示

第ｉ个元素为１其余元素为０的ｎ维列向量（ｎ阶

单位矩阵的第ｉ列），则Ａｅｉ 表示Ａ 的第ｉ列



５７　　　

　　 易见：

ｘ（１）＝ （１，１，０，１）Ｔ ＝ （０，０，０，０）Ｔ ＋（１，１，０，１）Ｔ

＝ｘ（０）＋Ａｅ１（上一次选择了第１点）；

ｘ（２）＝ （１，０，１，０）Ｔ ＝ （１，１，０，１）Ｔ ＋（０，１，１，１）Ｔ

＝ｘ（１）＋Ａｅ３ ＝ｘ（０）＋Ａ（ｅ１＋ｅ３）
（上一次选择了第３点，取按位加：１＋１＝０）；

同样可得

ｘ（３）＝ （０，０，０，１）Ｔ

＝ｘ（０）＋Ａ（ｅ１＋ｅ３＋ｅ４）；

ｘ（４）＝ （１，１，１，１）Ｔ

＝ｘ（０）＋Ａ（ｅ１＋ｅ３＋ｅ４＋ｅ２）

　　 一般地，ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋Ａｅｕ，这里，ｕ是

第ｋ次选定点的序数
证：Ａｅｕ 为Ａ 的第ｕ列，ｘ（ｋ）＋Ａｅｕ 的第ｉ元

是ｘ（ｋ）的与Ａｅｕ 的第ｉ元的按位加，注意当Ａｅｕ

的第ｉ元是０时，表示第ｉ结点与选定的第ｕ 结

点不相邻，按我们的规则，第ｉ点保持原状态，即

与第ｋ次的状态相同，这正与按位加法性质：“０
加何数仍为何数”的结论相一致；当 Ａｅｕ 的第ｉ
元是１时，表示第ｉ结点与选定的第ｕ结点相邻

（规定：每 个 结 点 都 与 自 己 相 邻），按 我 们 的 规

则，第ｉ点要改变状态，即与第ｋ次的状态不同，
这 正与按位加法性质：１＋０＝１，１＋１＝０的结

论相一致

结论

　　 结论：令ｅ表示元素全为１的ｎ维向量．如

果方程 Ａｘ ＝ｅ在二元域Ｚ２
★ 中有解

ｘ＝ｅｉ１ ＋ｅｉ２ ＋…＋ｅｉｍ
，

则依次选 点ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ 让 网 络 作ｍ 次 改 变 状

态，可使网络从全０状态变为全１状态
注：由于域Ｚ２ 中加法是可交换 的，故 结 果

只与此ｍ 个点有关，而与选择它们的顺序无关，
即按任意顺序选择此ｍ 个点，让网络改变状态，
其结果都可使网络变为全１状态

　　★ 二元域定义为代数系统：
Ｚ２ ＝＜ ｛０，１｝，＋，×＞，其中

加法定义为０＋１＝１＋０＝１，１＋１＝０＋０＝０；
乘法定义为０×１＝１×０＝０×０＝０，１×１＝１

易见：｛０，１｝关于上述加法、乘法构成交换

群；满足加法、乘法的分配律；并且非０元（１）有

乘法逆元（１），所以，Ｚ２ 是一个域
可以像实矩阵一样，定义Ｚ２ 上的矩阵（元

素取值于Ｚ２ 的矩阵）及其加、乘法运算，只须注

意两点：①１＋１＝０；② 结果是Ｚ２ 上的矩阵
Ｚ２ 上的线 性 方 程 组 的 理 论 与 实 线 性 方 程

组的理论完全类似．解法也差不多．这个只有两

个元素的有限域，在许多领域都有重要应用

算法

目的：寻求方程 Ａｘ ＝ｅ在二元域Ｚ２ 中的

解ｘ
算法：为在域Ｚ２ 中解线性方程组Ａｘ ＝ｅ，

我们把增广矩阵（Ａ┊ｅ）用域Ｚ２ 中初等行变换

化为（Ｅ┊ｘ）的形式，其中Ｅ 为单位矩阵，则ｘ
即为所要求的解

例１

（Ａｅ）→

１ １ ０ １  １
１ １ １ ０  １
０ １ １ １  １
１ ０ １ １ 

熿

燀

燄

燅１

→

１ １ ０ １  １
０ ０ １ １  ０
０ １ １ １  １
０ １ １ ０ 

熿

燀

燄

燅０

→

１ １ ０ １  １
０ １ １ ０  ０
０ ０ １ １  ０
０ １ １ １ 

熿

燀

燄

燅１

→

１ １ ０ １  １
０ １ １ ０  ０
０ ０ １ １  ０
０ ０ ０ １ 

熿

燀

燄

燅１

→

１ ０ ０ ０  １
０ １ ０ ０  １
０ ０ １ ０  １
０ ０ ０ １ 

熿

燀

燄

燅１



所需要的解为：

ｘ＝ （１，１，１，１）Ｔ ＝ｅ１＋ｅ２＋ｅ３＋ｅ４



５８　　　

Ａｘ ＝ｅ在域Ｚ２ 中恒有解

证：由数域Ｚ２ 上线性方程组一 般 理 论 知：
Ａｘ＝ｅ在域Ｚ２ 上无解当且仅当在Ｚ２ 中可把该

方程组化为０＝１的矛盾方程．因此，若此方程

组无解，则可把它的一些方程，不失一般性，假

设为前ｋ个方程加到一起会得到矛盾方程：０＝
１．于是有 ｋ

ｉ＝１ａｉｊ ＝０，ｊ＝１，…，ｎ，
１＝１＋１＋…＋１（共ｋ个）

因此，ｋ是奇数，和

ｋ
ｉ＝１ｋ

ｊ＝１ａｉｊ ＝０ （）
但由于Ａ 是对角元全为１的对称矩阵和ｋ

是奇数，又推出（）式左边等于１★ 的矛盾
∴　Ａｘ ＝ｅ在域Ｚ２ 上不可能无解

　　★ 矩阵Ａ是对称的蕴涵其非０对角元的个

数必为偶数．（）式左边等于Ａ 的前ｋ 行ｋ 列

的非０元之和在Ｚ２ 中的值．因为，在这里非０元

就是１；对角元全为１；并且ｋ是奇数．所以，（）
式左边等 于 奇 数 个１在 Ｚ２ 中 之 和，此 值 必 等

于１

应用于问题１得出的结论

　　结论：
对任意有限 网 络，适 当 依 次 选 点 作 有 限 次

改变 状 态，都 可 使 网 络 从 全 ０ 状 态 变 为 全 １
状态

思考题４—１
对开始为全０状 态 的 下 列 两 网 络，如 何 选

一些结点，每 次 改 变 一 点 状 态 使 网 络 最 后 变 为

全１状态？ 你 能 编 一 个（例 如 Ｍａｔｌａｂ）程 序 求

解有关方程组吗？

思考题４—２
对任意有限 网 络 及 任 意 初 始 状 态，适 当 依

次选点作有限次改变状态都可使网络变为全１
状态吗？（提 示：以 下 列 网 络 为 例，考 虑 你 的 答

案）

从任意状态变为全１状态的讨论

　　由思考题４－２知：一般不能保证从任意状

态都能变为全１状态．自然要提出问题：
网络满足什 么 条 件，才 能 保 证 从 任 意 初 始

状态出发，都 能 经 有 限 次 按 规 则 改 变 状 态 后 达

到全１状态？（等价于：从任意初始状态开始变

到任意指定的状态结束）
利用前面建立的数学模型不难找到我们需

要的答案，其理论依据是下面的定理４－３



５９　　　

二元域Ｚ２ 上线性方程组的一个定理

定理４－３　 在二元域Ｚ２ 上，若ｄｅｔＡ≠０，

则线 性 方 程 组 Ａｘ ＝ｂ 对 任 意 右 端ｂ 恒 有 唯

一解
证：设ｄｅｔＡ≠０，对线性方程组Ａｘ ＝ｂ的

系数矩阵施行Ｚ２ 中初等行变换，任何时候都不

会变出零列；否则，令变换矩阵的乘 积 为 Ｐ，便

有ｄｅｔ（ＰＡ）＝０，蕴涵ｄｅｔＡ＝０的矛盾
因此，对增广矩阵（Ａ┊ｂ）在Ｚ２ 中施行行初

等变换，一定 可 化 为（Ｅ┊ｘ）的 形 式（Ｅ 为 单 位

矩阵），从而，所唯一确定的ｘ 就是该方程组的

唯一解★

　　 ★ 可用二元数域Ｚ２ 上的矩阵理论证明定

理４－３，其要点如下：
按Ｚ２ 上的矩阵理论，当ｄｅｔＡ≠０时，Ａ 在

Ｚ２ 上有逆矩阵Ａ－１，满足：Ａ－１ 是Ｚ２ 上的矩阵，

并且Ａ－１Ａ＝Ｅ．以Ａ－１ 左乘线性方程组Ａｘ ＝
ｂ的两端即得

ｘ＝Ａ－１ｂ
这就证明了，Ａｘ ＝ｂ对任意右端ｂ 恒有唯

一解Ａ－１ｂ

应用举例

例如，对于思考题４－１⑴ 中的网络，我们

知道它的系数矩阵Ａ，经Ｚ２ 中行初等变换可以

化为下列矩阵：

１ １ ０ ０ １
０ １ １ １ ０
０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １



由 此可以断定ｄｅｔＡ≠０，从而按定理４－３，
此网络无论从任 何 指 定 状 态 开 始，经 有 限 次 改

变状态都可以变到全１状态

问题２
　　背景：设有限网络的各点 仅 取“＋”或“－”
两种状态；已知其开始时刻每点的状态；以后按

下列规则，定时改变网络的状态
规 则：对 于 每 点，若 上 一 时 刻 其 邻 点 取

“＋”，取“－”的 数 目 相 同 时 维 持 原 状 态；否 则，
将此点改变为其多数邻点的状态

　　例１

　　例２

变化规律：例１趋于稳定，例２趋于交叉循

环

　　 问题２：对任何网络和任意初始状态，是否

总会趋于稳定或趋于交叉循环？换句话说，是否

总是成立：当ｋ充分大时，第ｋ＋２时刻的状态恒

与第ｋ时刻的状 态 相 同？试 对 你 的 结 论 给 出 严

格证明



６０　　　

数学建模准备

用（１，－１）向量描述网络状态：第ｋ 次改

变后，网络状态用向量ｘ（ｋ）＝ （ｘｋ
１，…，ｘｋ

ｎ）Ｔ 表

示，其中，ｘｋ
ｉ ＝１或 －１表示第ｋ次改变后网络

的第ｉ个结点的状态是“＋”或“－”
例１：将该网络的最上面一结 点 编 号 为１，

并按反时 针 顺 序 把 其 余 结 点 标 号 为 ２，３，４，５，
则

ｘ（０）＝ （１，－１，１，１，－１）Ｔ，

ｘ（１）＝ （－１，１，１，１，１）Ｔ，

ｘ（２）＝ （１，１，１，１，１）Ｔ ＝ｘ（ｋ），ｋ＝３，４，…

数学建模

本问题的数学模型归结为证明

定理４－４：对任何网络和任意初始状态都

存在 正 整 数 Ｎ，使 得 ｋ ≥ Ｎ，ｘ（ｋ＋２）＝
ｘ（ｋ）

（例如，对例１，Ｎ ＝２；对例２，Ｎ ＝０）

分析与证明

关键仍是求 ｘ（ｋ＋１）与 ｘ（ｋ）间的关系
与前面一样，需 要 巧 妙 地 构 作 一 个 网 络 矩 阵 Ａ
＝ （ａｉｊ），这个矩阵应与网络的邻接结构和问题

的游 戏（改 变 状 态）规 则 密 切 相 关 具 体 作 法

是：ａｉｊ ＝０或１，由结点与结点邻接或不邻接而

定；ａｉｉ＝１／２（１／２可代以小于１的任意正数）．例

如，对例１，例２有

Ａ＝

１／２ １ ０ ０ １
１ １／２ １ ０ １
０ １ １／２ １ ０
０ ０ １ １／２ １
１ １ ０ １ １／

熿

燀

燄

燅２

几个引理

引 理１：对任意ｋ≥０，ｘ（ｋ＋１）与Ａｘ（ｋ）的

每个对应分量都同号
证：这直接由网络矩阵 Ａ 的定义及变化规

则推出 例如，对例１，

Ａｘ（０）＝

１／２ １ ０ ０ １
１ １／２ １ ０ １
０ １ １／２ １ ０
０ ０ １ １／２ １
１ １ ０ １ １／

熿

燀

燄

燅２

　

１
－１
１
１
－

熿

燀

燄

燅１

＝

熿

燀

燄

燅

－
＋
＋
＋
＋

与ｘ（１）＝（－１，１，１，１，１）Ｔ 同号这里，０＜１／２

＜１和１／２±１＝±蕴涵：Ａｘ（ｋ）每个分量当上

一时刻对应点的邻点取 ＋，取 － 的数目相同时

与上时刻 对 应 点 同 号；否 则，取 多 数 邻 点 的 符

号 由规则知必与ｘ（ｋ＋１）同号

能量函数

定义ｋ的下列能量函数：

ｆ（ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）ＴＡｘ（ｋ）＝ｘ（ｋ）ＴＡｘ（ｋ＋１）
（因Ａ 为对称矩阵）

对例１，ｆ（０）＝７／２；ｆ（１）＝１９／２；

ｆ（ｋ）＝ｅＴＡｅ＝２９／２，ｋ＝２，３，…
令

Ｓ＝｛ｙ＝（ｙ１，…，ｙｎ）Ｔ｜ｙ１，…，ｙｎ∈｛１，－１｝｝，

则Ｓ是有２ｎ 个元素的有限集
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　　 引理２：对任何正整数ｋ都有

ｆ（ｋ）＝ Ｍａｘｙ∈Ｓ（ｙＴＡｘ（ｋ））

证：我们有ｆ（ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）ＴＡｘ（ｋ）；对任

何正整数ｋ，ｘ（ｋ）每个分量的绝对值都为１，并

且Ｓ中的任何向量ｙ 也是如此 由引理１知，

Ａｘ（ｋ）与ｘ（ｋ＋１）一样无零分量
因 此，ｙＴＡｘ（ｋ）取 最 大 值 当 且 仅 当 ｙ 与

Ａｘ（ｋ）同号，或等价地（用引理１），ｙＴＡｘ（ｋ）取

最大值当且仅当ｙ＝ｘ（ｋ＋１）

　　 引理３：极限ｌｉｍｋ→∞ｆ（ｋ）存在
证：因 ｋ≥１，ｘ（ｋ－１）∈Ｓ，故由引理２推

出

ｆ（ｋ）≥ｘ（ｋ－１）ＴＡｘ（ｋ）＝ｆ（ｋ－１）
即｛ｆ（ｋ）｝是单调不减实数列 此外，对任

何正整数ｋ，ｘ（ｋ）每个分量的绝对值都为１，Ａ
为元素不大于１的非负矩阵，于是又有ｆ（ｋ）＝
ｘ（ｋ＋１）ＴＡｘ（ｋ）≤ ｎ

ｉ＝１ｎ
ｊ＝１ａｊｉ ≤ｎ２（有 限

数） 换句话说，｛ｆ（ｋ）｝是有上界的单调不减的

实数序列，由极限理论得证：这个序列的极限存

在

　　 定理４－４：对任何网络和任意初始状态都

存在正整数 Ｎ，使得

ｋ≥Ｎ，ｘ（ｋ＋２）＝ｘ（ｋ）
证：令ｌｉｍｋ→∞ｆ（ｋ）＝Ｌ（有限数）；

Ｗ ＝ ｛ｙＴＡｚ｜ｙ，ｚ∈Ｓ｝
则 　 ｆ（ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）ＴＡｘ（ｋ）∈Ｗ，

从而ｆ（ｋ）至多取｜Ｗ｜＝｜Ｓ｜２ ＝（２ｎ）２ ＝４ｎ 个

不同的值，所以，一定存在足够大的正整数 Ｎ，
使得

ｋ≥Ｎ，ｆ（ｋ）＝ｆ（ｋ＋１）＝Ｌ

　　 由能量函数ｆ（ｘ）的定义及引理２，上式等

价于 ｋ≥Ｎ，

Ｍａｘｙ∈Ｓ（ｙＴＡｘ（ｋ））＝ｘ（ｋ）ＴＡｘ（ｋ＋１）

＝ｘ（ｋ＋２）ＴＡｘ（ｋ＋１）
所以，ｘ（ｋ）与ｘ（ｘ＋２）所有分量必同号，

从而得证

ｋ≥Ｎ，ｘ（ｋ＋２）＝ｘ（ｋ）

§４．３　数据处理的一些有趣问题

大家知道，数据处理中的二元 数 组 就 是 一

个实数矩阵 Ａ＝ （ａｉｊ） 因此，下面关于实矩阵

的问题３，问题４所得出的结论是有用的

问题３
问题３：试证对 任 意（任 意 行 列 数，任 意 取

值）的实矩阵 Ａ＝ （ａｉｊ），施行乘一行或一列以

－１的运算若干次后，总能得到所有行和、所有

列和都不小于０的一个矩阵
证：对 Ａ 施行乘一行或一列以 －１的运算

若干次后，一切可能的结果组成下列有限集：

Ｓ＝ ｛Ａ＝Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ｝，ｋ≤２ｍｎ，

其中，ｍ，ｎ分别为矩阵Ａ 的行、列数
（因对同一行、列施行此种运算两次等价于

保持不动）
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　　 引入下之能量函数ｆ：Ｓ→Ｒ，

Ｂ＝ （ｂｉｊ）∈Ｓ，ｆ（Ｂ）＝ ｍ
ｉ＝１ｎ

ｊ＝１ｂｉｊ
因ｋ为有限数，故存在ｕ∈ ｛１，…，ｋ｝使得

ｆ（Ａｕ）＝ ｍａｘ｛ｆ（Ａ１），…，ｆ（Ａｋ）｝
下面用反证法证明：矩阵Ａｕ 有我们所需要

的性质如果Ａｕ 的某一行和，例如，第ｈ行和ｒｈ

＜０ 令Ａｔ 为以 －１乘Ａｕ 第ｈ 行所得的矩阵，

则

ｆ（Ａｔ）＝ｆ（Ａｕ）＋Ａｔ 第ｈ行和－Ａｕ 第ｈ行

和 ＝ｆ（Ａｕ）＋２｜ｒｈ｜＞ｆ（Ａｕ）
便得出矛盾
∴Ａｕ 的任何行（列）和都不小于０

思考题４—３
试证：对任意 的 实 矩 阵 Ａ ＝ （ａｉｊ），施 行 乘

一行或一列以 －１的运算若干次后总能得到一

个所有行和、所有列和都不大于０的矩阵

问题４
问题４：已知ｎ阶实方阵Ａ ＝ （ａｉｊ）的每行

最大二 元 素 之 和 都 等 于ｕ；并 且 每 列 最 大 二 元

素之和都等于ｖ 试证：ｕ＝ｖ
证：用反证法 不失一般性设

ｕ＞ｖ （）
所需结论可通过以下三段推理来完成：

①Ａ 的第ｉ行最大元，第二大元必可表为

ｕ／２＋ｐｉ；ｕ／２－ｐｉ，ｐｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｎ
（显然成立）

　　 ②Ａ 的行最大元必两两不同列
因若有两个行最大元ａｓｊ，ａｔｊ 都属于第ｊ列，

则ｖ≥ａｓｊ＋ａｔｊ ≥ｕ＋ｐｓ＋ｐｔ≥ｕ，便与假设（）

矛盾
③ 令ｐｋ ＝ｍｉｎ｛ｐ１，…，ｐｎ｝由 ② 知第ｋ行

第二大元ｕ／２－ｐｋ 必与某ｉ行最大元ｕ／２＋ｐｉ同

在一列，于是有

ｖ≥ｕ／２－ｐｋ＋（ｕ／２－ｐｉ）

＝ｕ＋（ｐｉ－ｐｋ）≥ｕ，

也与假设（）矛盾 证毕

思考题４—４
试对问题４给出别的证明

§４４　第４章思考题参考答案
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思考题４－１（１）

（Ａｅ）→

１ １ ０ ０ １  １
１ １ １ ０ １  １
０ １ １ １ ０  １
０ ０ １ １ １  １
１ １ ０ １ １ 

熿

燀

燄

燅１

→

１ １ ０ ０ １  １
０ ０ １ ０ ０  ０
０ １ １ １ ０  １
０ ０ １ １ １  １
０ ０ ０ １ ０ 

熿

燀

燄

燅０

→

交
换

１ １ ０ ０ １  １
０ １ １ １ ０  １
０ ０ １ ０ ０  ０
０ ０ ０ １ ０  ０
０ ０ １ １ １ 

熿

燀

燄

燅１

→

１ １ ０ ０ １  １
０ １ １ １ ０  １
０ ０ １ ０ ０  ０
０ ０ ０ １ ０  ０
０ ０ ０ ０ １ 

熿

燀

燄

燅１

→

１ ０ ０ ０ ０  １
０ １ ０ ０ ０  １
０ ０ １ ０ ０  ０
０ ０ ０ １ ０  ０
０ ０ ０ ０ １ 

熿

燀

燄

燅１

所需解为：

ｘ＝ （１，１，０，０，１）Ｔ ＝ｅ１＋ｅ２＋ｅ５

思考题４－１（２）

Ｍａｔｌａｂ程序

ａ ＝ ［１，１，０，０，０，１，１，０，０，１；１，１，１，０，０，

０，０，０，０，１；０，１，１，１，０，０，０，１，０，１；

０，０，１，１，１，０，０，０，０，１；０，０，０，１，１，

１，０，０，１，１；１，０，０，０，１，１，０，０，０，１；

１，０，０，０，０，０，１，１，１，１；０，０，１，０，０，

０，１，１，１，１；０，０，０，０，１，０，１，１，１，１］

ｋ＝１；
接后面

ｆｏｒｉ＝１：８
　ｉｆａ（ｉ，ｉ）＝＝０
　　ｆｏｒｋ＝ｉ＋１：９

ｉｆａ（ｋ，ｉ）＝１
　ｖ＝ａ（ｉ，：）；ａ（ｉ，：）＝ａ（ｋ，：）；
　ａ（ｋ，：）＝ｖ；ｂｒｅａｋ；％交换ｉ，ｋ行

　　ｅｎｄ；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；
　　ｉｆｋ＞９ｂｒｅａｋ；ｅｎｄ；
　ｆｏｒｊ＝１：９
　　ｉｆｊ～＝ｉ＆ａ（ｊ，ｉ）
　　　ａ（ｊ，：）＝ａ（ｊ，：）＋ａ（ｉ，：）；％ｉ，ｋ二行相加

　　　ａ（ｊ，：）＝ｍｏｄ（ａ（ｊ，：），２）；
　　ｅｎｄ；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；
ｘ＝ａ（：，１０）★

　　★ 此程序的依据是消元法，在二元数域Ｚ２

中，１＋１＝０蕴涵二方程相加可以消元此外，
程序中，力图把增广矩阵第ｉ列化为单位矩阵第

ｉ列，或（做不到时）化为对角及以下元全为０
于是，最后所得增广矩 阵 最 后 一 列ａ（：，１０）便

是方程组的一个解
这里，值得注意的是：我们已经证明了所计

算的方程组必然 有 解，故 对 于 最 后 所 得 增 广 矩

阵，当某行对角元是０时，该行最后一元（右端）
必为０（否则该行对应于矛盾方程：０＝１）

思考题４—１（２）计算结果

运行上述程序得出计算结果：

ｘ＝ （１，１，１，１，１，１，０，０，０）Ｔ
表示选第一 到 第 六 结 点 改 变 状 态，可 使 该

网络从全０状态变到全１状态 请读者按此结

论，选前六点进行六次改变状态之后，看看是否

达到全１状态，以此验证该结论的正确性
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思考题４—２
问题：对任意有限网络及任意初始状态，适

当依次选点作有限次改变状态都可使网络变为

全１状态吗？

解：答案是否定的，下面是一个反例：
交叉循环不已，总不是全１状态！

思考题４—３
问题：对任意的实矩阵Ａ＝ （ａｉｊ）施行乘一

行或一列以 －１的运算若干次后总能得到一个

所有行和、所有列和都不大于０的矩阵
解：已证，对任意的实矩阵Ａ＝ （ａｉｊ）施行乘

一行或一列以－１的运算若干次后能得到一个所

有行和、所有列和都不小于０的矩阵Ｂ再接着将

每一行依次乘以 －１，其结果等价于将Ｂ 的每一

行依次乘以－１所得矩阵－Ｂ的所有行和、所有

列和显然都不大于０从而得证：对Ａ施行乘一行

或一列以 －１的运算若干次后，可得到一个所有

行和、所有列和都不大于０的矩阵

思考题４—４
问题：试对问题４给出别的证明
解：分三种情形进行讨论
（１）Ａ 无两行最大元属于同一列；
（２）Ａ 无两列最大元属于同一行；
（３）Ａ 有两行最大元同列，并且有两列最大

元同行
对于情形（１），因改变行或列编号不影响问

题的假设与结论，故不失一般性可假设：对角元

都是每行的最大元并且满足

ａ１１ ≤ａ２２ ≤ … ≤ａｎｎ

　　设ａ１ｋ 为第１行第二大元，则

α＝ａ１１＋ａ１ｋ ≤ａｋｋ ＋ａ１ｋ ≤β
设ａｕ１，ａｖ１ 为第１列最大二元，ｕ＜ｖ，则

β＝ａｕ１＋ａｖ１ ≤ａｕｕ ＋ａｖ１ ≤ａｖｖ ＋ａｖ１ ≤α
由此两不等式推出α＝β
对于情形（２），证明完全类似．
对于情形（３）：

若有两行最大元同列，则β≥α
２＋α

２ ＝α；

若有两列最大元同行，则α≥β
２＋β

２ ＝β

所以，若有两行最大元同列，并且有两列最

大元同行，则β≥α≥β，从而得证β＝α
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第５章　数学规划方法建模

§５．１　引言

§５．２　单纯形法及其理论基础

§５．３　线性规划模型

Ａ　奶制品生产销售计划

Ｂ　自来水输送计划

§５．４　０－１线性规划模型

Ａ　混合接力队最优组合

Ｂ　选课策略

§５．５　第５章思考题参考答案

§５．１　引言

　　线性 规 划 是 数 学 规 划 学 科 中 研 究 得 最 彻

底，同时也是应用最广泛的一个分支
本章简要介绍求解线性规划的单纯形法及

０－１线性规划的一种解法，以及这些解法在数

学软件 Ｍａｔｌａｂ中的实现．我们仍然以若干实际

问题的整个数学建模过程为主要线索来展开

ｆ 数学规划广泛用于解优化问题

　　 优化问题可以说是人们在科技和经济管理

方面最常见的实 际 问 题，而 数 学 规 划 则 是 解 决

优化问题的最基本方法
对优化问题进行数学建模时，先 要 设 定 决

策变量，通常有多个决策变量，用ｎ维向量ｘ ＝
（ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ 表示；其次要确定被优化的目标函

数（ｘ的函数）：ｚ＝ｆ（ｘ）
实际问 题 一 般 对 决 策 变 量 有 限 制，记 为ｘ

∈Ｄ，Ｄ 称 为 可 行 域，可 行 域 常 用 一 组 不 等 式

（包括等式）：ｇｉ（ｘ）≤０，ｉ＝１，…，ｍ 来界定

数学规划、线性规划的一般形式

一般数学规划模型可以表述为：

Ｍｉｎ（或 Ｍａｘ）ｚ＝ｆ（ｘ）

ｓ．ｔ．ｇｉ（ｘ）０，ｉ＝１，…，｛ ｍ
其中，ｘ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ，Ｍｉｎ（Ｍａｘ）表 示 求 最

大（小）值；ｓ．ｔ．表示“满足条件”
线性规划模型（限于线性情况）表述为：
Ｍｉｎ（或 Ｍａｘ）ｚ＝ｃ１ｘ１＋…＋ｃｎｘｎ

ｓ．ｔ．ａｉ１ｘ１＋…＋ａｉｎｘｎ  （或 ）ｂｉ，ｉ＝１，…，ｍ

ｘｊ ≥ （或 ≤）ｄｊ，ｊ＝１，…，
烅
烄

烆 ｎ

其中，ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，ｄｊ 为已知常数

线性规划的标准形式

　　 线性规划的特征是：在满足一组线性约束

和变量非负的限 制 条 件 下，求 多 变 量 线 性 函 数

的最小值或最大 值．这 一 特 征 决 定 了 所 有 线 性

规划都可以化为唯一的标准形式：
Ｍｉｎｚ＝ｃ１ｘ１＋…＋ｃｎｘｎ

ｓ．ｔ．ａｉ１ｘ１＋…＋ａｉｎｘｎ ＝ｂｉ，ｂｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｍ

ｘｊ ≥０（即ｄｊ ＝０），ｊ＝１，…，
烅
烄

烆 ｎ

　　 因此，可以只限于讨论标准型线性规划的

求解

思考题５－１
分别论证各种形式的线性规划模型都可以

化为标准型
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线性规划的可行解与最优解

　　 满足全部 约 束（包 括 非 负 约 束）条 件 的 向

量ｘ＝ （ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ称为线性规划问题的可行

解
所有可行解的集合称为可行 域．为 了 保 证

可行域非空，一般要求ｎ≥ｍ
使目标函数达到最优值的可行解称为该线

性规划的最优解．或者说，最优值既满足约束条

件，并且使目标函数达到最优值

线性规划的一个简例（游戏机问题）

　　游戏机制 造 商 关 心 的 问 题 是：为 了 求 得 最

大利润，下一 个 周 期 应 该 生 产 两 种 不 同 型 号 的

游戏机各多少台？

有关背景 信 息 是：每 台Ｉ型 机 可 得 利 润６
个单位，每台Ⅱ型机可得利润４个单位．而生产

一台Ｉ型和Ⅱ型游戏机需要原料分别为２个单

位和３个单位，需 工 时 分 别 为４个 单 位 和２个

单位．计划可用原料为１００个单位，可用工时为

１２０个单位

游戏机问题的数学模型

令ｘ１，ｘ２ 分别表示Ｉ型和 Ⅱ 型游戏机的生

产台数．不难看到，利润函数为ｚ＝６ｘ１＋４ｘ２，

利润最大的要求就是

Ｍａｘｚ＝６ｘ１＋４ｘ２
约束条件是

２ｘ１＋３ｘ２ １００（原材料单位）；

４ｘ１＋２ｘ２ １２０（工时单位）；

ｘ１，ｘ２ ０（非负数限制）
烅
烄

烆 
由此可见，游戏机问题归结为 一 个 线 性 规

划模型

图５－１

解游戏机数学模型的几何图解法

第 ① 步：第一个和第三个约束条件确定三

角形区域ΔＡＢＦ．第二个和第三个 约 束 条 件 确

定三角形区域ΔＡＥＤ．因此，可行域为：

Ｄ＝ΔＡＢＦ ∩ΔＡＤＥ ＝ 四边形域ＡＢＣＤ
第 ② 步：对于０≤α＜＋∞ 考虑目标函数

的等高线（平行直线族）：６ｘ１＋４ｘ２ ＝α．易见，

当α＞２００时，直线６ｘ１＋４ｘ２＝α与可行域无交

点；而当α＝２００时，则与可行域交点为凸四边

形的顶点Ｃ这就证明，目标函数在点Ｃ取得最

大值，点Ｃ 的坐标为方程组

　　
２ｘ１＋３ｘ２ ＝１００
４ｘ１＋２ｘ２ ＝｛ １２０

的解 不难看出这个方程组的解是：

ｘ１ ＝ｘ２ ＝２０
所以，下一个周期安排生产两 种 型 号 的 游

戏机各２０台，便能获得最大利润为

ｚ＝６（２０）＋４（２０）＝２００（单位）
注：上述图解法说明，线性规划问题的可行

域由凸多边形构 成，并 且 最 优 解 在 此 多 边 形 的

顶点达到
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线性规划可行解的几何性质

定理５－１　 任一线性规划的可行域都由

一个凸集（凸多面体）

Ｄ ＝ ｛ｘ｜ｐｉ１ｘ１＋…＋ｐｉｎｘｎ ＝ｈｉ，ｈｉ ≥０，

ｉ＝１，…，ｋ；ｘ１，…，ｘｎ ≥０｝

构成；如果线性规划存在最优解，则最优解必在

可行域的顶点上达到
证明：略

§５．２　单纯形法及其理论基础

　　 按定理５－１，线性规划最优解只能在一个

凸多面体的可行 域 的 顶 点 上 达 到．由 于 顶 点 数

目不超过Ｃｍ
ｎ 个，采用枚举法，即通过比较所

有顶点处目标函数的值，最终可以找到最优解．
但在这里，枚举不是好算法．例如，当ｎ＝６０，ｍ
＝３０时，Ｃｍ

ｎ 大于１０１７，即使在每秒万亿次浮点

运算的超级计算机上也要花上几年才能完成
本节介绍１９７４年 Ｇ．Ｍ．Ｄａｎｔｚｉｇ提出的一

种非常有效的好算法———单纯形法

单纯形法中数学模型的矩阵表示

将

Ｍｉｎｚ＝ｃ１ｘ１＋…＋ｃｎｘｎ

ｓ．ｔ．ａｉ１ｘ１＋…＋ａｉｎｘｎ ＝ｂｉ，ｉ＝１，…，ｍ
ｘｊ ≥０（即ｄｊ ＝０），ｊ＝１，…，

烅
烄

烆 ｎ
中约束等式记为Ａｘ ＝ｂ，其中，Ａ＝ （ａｉｊ），
ｂ＝（ｂ１，…，ｂｎ）Ｔ为保证可行域非空，一般要求

ｎ≥ｍ；并假设 秩（Ａ）＝ｍ（否则，可删去一些多

余的约束等式）．我们更进一步设系数矩阵Ａ 的

前ｍ 列线性无关．最后得

Ｍｉｎｚ＝ｃ１ｘ１＋…＋ｃｎｘｎ

Ａｘ ＝ｂ
ｘｊ ≥０，ｊ＝１，…，

烅
烄

烆 ｎ
（１）

单纯形法基本思想

根据线性规 划 的 标 准 型，直 接 从 可 行 域 中

的一个基本可行解（定 义 在 下 面 给 出）开 始，每

一步都转换到 另 一 个 新 的 基 本 可 行 解，并 且 使

目标函数值比 上 一 个 严 格 减 少，由 于 基 本 可 行

解（凸多面体的可 行 域 顶 点）只 有 有 限 个，故 经

有限步后一定得到最优解

单纯形法的理论推导

令Ａ ＝ （ａ１，…，ａｎ），ａｊ 为Ａ 的 第ｊ 列（向

量）．因秩（Ａ）＝ｍ，故不失一般性，可设Ａ 的前

ｍ列线性无关（否则存在置换矩阵Ｐ使ＡＰ 的前

ｍ 列线性无关），即

Ａ＝ （Ｂ，Ｆ），Ｂ 称为基本解矩阵，令

ｘＢ ≡ （ｘ１，…，ｘｍ）Ｔ，ｘＦ ≡ （ｘｍ＋１，…，ｘｎ）Ｔ，
ｃＢ ≡ （ｃ１，…，ｃｍ）Ｔ，ｃＦ ≡ （ｃｍ＋１，…，ｃｎ）Ｔ，

则式（１）可写成

Ｍｉｎｚ＝ｃＴ
ＢｘＢ ＋ｃＴ

ＦｘＦ

ｓ．ｔ．ＢｘＢ ＋ＦｘＦ ＝ｂ
ｘＢ ≥０，ｘＦ ≥

烅
烄

烆 ０
（２）

　　 对增广矩阵（Ａ　ｂ）＝ （Ｂ　Ｆ　ｂ）进行初

等变换，使Ｂ 化为ｍ 阶单位矩阵Ｅ：
（Ｂ　Ｆ　ｂ）→ （Ｅ　Ｂ－１Ｆ　Ｂ－１ｂ）
令ｂ′＝Ｂ－１ｂ，Ｇ＝Ｂ－１Ｆ≡ （ｇｉｊ）ｍ×（ｎ－ｍ），

Ｌ＝ｃＴ
Ｆ－ｃＴ

ＢＧ≡（ｌ１，…，ｌｎ－ｍ），则式（１）可等价表

示为

Ｍｉｎｚ＝ｃＴ
ＢｘＢ ＋ｃＦ

ＴｘＦ

ｓ．ｔ．ＢｘＢ ＋ＦｘＦ ＝ｂ
ｘＢ ≥０，ｘＦ ≥

烅
烄

烆 ０
（３）

上述模型中，若令ｘＦ ＝０，则得到

ｘＢ ＝Ｂ－１ｂ＝ｂ′，ｚ′＝ｃＴ
ＢＢ－１ｂ

　　 若ｂ′０，则ｘ为可行解，称为基本可行解
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　　 又若 Ｌ ≥０，则 ＬｘＦ ≥０，ｚ＝ｃＴ
ＢＢ－１ｂ＋

ＬｘＦ，Ｍｉｎｚ＝ｚ′即为最优解，且在ｘＢ ＝ｂ′，ｘＦ

＝０处达到
若存在１≤ｉ１ ≤ｎ－ｍ，使ｌｉ１ ＜０，若再有

ｇｉｉ１ ≤０，只要取ｘｉ ＝０，ｎ－ｍ＋１≤ｉ≤ｎ，ｉ≠
ｉ１，则ｚ＝ｚ＇＋ｌｉ１ｘｉ１

可以随ｘｉ１
无限增大而趋向

于 －∞，从而此时无最优解
若存在１≤ｉ１ ≤ｎ－ｍ，使ｌｉ１ ＜０，并且存

在某些ｇｉｉ１ ＞０，要得到最优解，现在要做的是：

在 Ａ 的后ｎ－ｍ 列中取出第ｊ列与Ａ 的前ｍ 列

中第ｋ列互换，构成新的基本解矩阵Ｂ′，ｊ，ｋ的

确定方法如下：

　　①ｊ满足 ｍｉｎ｛ｌｉ｜ｌｉ ＜０｝＝ｌｊ；
②ｋ满足

Ｑ＝ ｍｉｎｉ｛ｂｉ＇／ｇｉｊ｜ｇｉｊ ＞０｝＝ｂｋ＇／ｇｋｊ
下面说明按上述方式确定ｋ，ｊ后可取一组

解ｘ 使新的目标函数ｚ值小于ｚ＇事实上，取ｘｊ

＝Ｑ，其他ｉ ＝０，ｎ－ｍ ≤ｉ≤ｎ，ｉ≠ｊ，于是

ｘｋ ＝ｂｋ＇－ｇｋｊｘｊ ＝ｂｋ＇－ｇｋｊＱ ＝０
而Ａ 的第ｋ 列与第ｊ列互换后得到的新基

本解矩 阵 Ｂ′＝ （ａ１，…，ａｋ－１，ａｊ，ａｋ＋１，…，ａｍ）Ｔ，
由初等矩阵变换 性 质 不 难 看 出：新 的 基 本 解 矩

阵对应的目标函数值比上一步的目标函数值严

格减小
上述过程可重复进行，直到某步Ｌ ≥０时

为止

单纯形法算法的步骤

① 对矩阵Ａ作初等变换得到一个基本解矩

阵Ｂ，无妨设Ａ＝ （Ｂ，Ｆ）
② 计 算ｂ＇＝Ｂ－１ｂ，Ｇ ＝Ｂ－１Ｆ，Ｌ ＝ｃＴ

Ｆ －
ｃＴ

ＢＧ
③ 若Ｌ≥０，取ｘＢ ＝ｂ＇，ｘＦ ＝０得最优解，

最 优值 Ｍｉｎｚ＝ｃＴ
Ｅｂ＇，停止否则，有１≤ｉ１ ≤ｎ

－ｍ，使ｌｉ１ ＜０若所有ｇｉｉ１ ＞０，则无最优解；否

则，存在某些ｇｉｉ１ ＞０，取 ｍｉｎ｛ｌｉ｜ｌｉ ＜０｝＝ｌｊ，

Ｑ＝ ｍｉｎｉ｛ｂｉ＇／ｇｉｊ｜ｇｉｊ ＞０｝＝ｂｋ＇／ｇｋｊ
令矩阵Ａ 中Ｆ 的第ｊ列与Ｂ 的第ｋ列互换

构成新基本矩阵Ｂ′，然后回到第 ① 步再循环

单纯形法是很有效的迭代算法

在单纯形算法迭代中，每一步 从 当 前 的 一

个基本可行解出发，或判定它是最优解，或找到

一个有更小 目 标 函 数 值 的 下 一 个 基 本 可 行 解，
这个解一 定 与 前 面 找 到 过 的 基 本 可 行 解 都 不

同．由于基本可行解只有有限个，故单纯形算法

最终将找到最优解而圆满结束．事实证明：即使

对很大的ｍ，单纯形算法都能相当快地结束，它

是迄今发现的非常有效的算法之一

单纯形算法举例

为了说明上述算法，让我们用此算法解例１
例１　 求解下列线性规划问题：

Ｍａｘｚ＝２ｘ１＋５ｘ２

ｓ．ｔ．ｘ１ ≤４

　　　ｘ２ ≤３

　　　ｘ１＋２ｘ２ ≤８

　　　ｘ１，ｘ２ ≥

烅

烄

烆 ０
解 　 引进松 弛 变 量 将 它 化 为 等 价 的 标 准

型：

　　

Ｍｉｎｚ＝－２ｘ１－５ｘ２＋０ｘ３＋０ｘ４＋０ｘ５

ｓ．ｔ．ｘ１＋ｘ３ ＝４
ｘ２＋ｘ４ ＝３
ｘ１＋２ｘ２＋ｘ５ ＝８
ｘ１，…，ｘ５ ≥

烅

烄

烆 ０
系数矩阵Ａ 的１，２，４列构成可逆矩阵
Ｂ＝ （ａ１，ａ２，ａ４），则ｃＴ

Ｂ ＝ （－２，－５，０），
ｃＴ

Ｆ ＝ （０，０）
用初等行变换将增 广 矩 阵（Ａ┊ｂ）中 的１，

２，４列化成单位矩阵

１ ０ １ ０ ０  ４
０ １ ０ １ ０  ３
１ ２ ０ ０ １ 

熿

燀

燄

燅８


１ ０ １ ０ ０  ４

０ １ － １
２ ０ １

２
 ２

０ ０ １
２ １ － １

２


熿

燀

燄

燅
１
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于是有ｂ＇＝（４，２，１）Ｔ ≥０，Ｇ＝Ｂ－１Ｆ＝

１ ０

－ １
２

１
２

１
２ －

熿

燀

燄

燅
１
２

Ｌ＝ｃＴ
Ｆ－ｃＴ

ＢＧ＝（－１／２，５／２）．因Ｌ的第ｊ＝１元为负，故

对应的基本可行解ｘ＝ （４，２，０，１，０）Ｔ 不是最优解
Ｑ＝ ｍｉｎｉ｛ｂｉ＇／ｇｉｊ｜ｇｉｊ ＞０｝＝２＝ｂ３＇／ｇ３ｊ，ｋ＝３
以Ｆ 第１列对换Ｂ 第３列，则Ｂ＝ （ａ１，ａ２，ａ３），将

增广矩阵中的１，２，３列变换成单位矩阵：

１ ０ １ ０ ０  ４

０ １ － １
２ ０ １

２
 ２

０ ０ １
２ １ － １

２


熿

燀

燄

燅１

　　 
１ ０ ０ －２ １  ２
０ １ ０ １ ０  ３
０ ０ １ ２ －１ 

熿

燀

燄

燅２

　　 这一次得 　Ｇ′＝
２ １
１ ０
－２ －

熿

燀

燄

燅１
Ｌ＝ （０，０）－（－２，－５，０）Ｇ′＝ （１，２）．因

Ｌ 没有负元，故所得基本可行解

ｘ＝ （２，３，２，０，０）Ｔ 是最优解
去掉松弛变量的值，即得原问 题 的 最 优 解

为：ｘ１ ＝２，ｘ２ ＝３；最小目标函数值为：

ｚ＝２ｘ１＋５ｘ２ ＝－２（２）－５（３）＝－１９

单纯形法的软件实现

　　求 解 线 性 规 划 有 不 少 现 成 的 软 件，例 如，

Ｍａｔｌａｂ和 Ｌｉｎｄｏ等．这些软件甚至不同程度地

放宽了标准型的要求．例如，不要求全为等式约

束，等等
下面介绍用 Ｍａｔｌａｂ软件的函数

ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
求解线性规划的操作方法

函数ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）使用范围

函数ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）用来求解更

一般的线性规划（比标准型条件宽）：
Ｍｉｎｚ＝ｆＴｘ
ｓ．ｔ．Ａｘ≤ｂ，
Ａｅｑｘ＝ｂｅｑ
ｘ≥

烅

烄

烆 ０
其中，约束条件除若干不等式 Ａｘ≤ｂ外，

还有若干等式Ａｅｑｘ＝ｂｅｑ，Ａ，ｂ；Ａｅｑ，ｂｅｑ分别

代表二者的系数矩阵及右端向量．若置Ａｅｑｘ＝
［］，ｂｅｑ＝ ［］，则等式全缺省

函数ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）使用方法

首先，（必要 的 话）改 变ｚ中 所 有 系 数 的 符

号把“Ｍａｘ”化为“Ｍｉｎ”；把“≥”化为“≤”
其次，输入具体的ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ．
最后执行行命令：
［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
则输出的向量ｘ即为最优解；数ｚ（或 －ｚ）

即为目标函数最小（大）值

用函数ｌｉｎｐｒｏｇ求解　例１
　　 归结为执行下列三条行命令：
ｆ＝ －［２５］；Ａ＝ ［１０；０１；１２］；ｂ＝ ［４３８］；
Ａｅｑ＝ ［］；ｂｅｑ＝ ［］；
［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
（注意每次检查输入数据）屏幕最后显示：
ｘ＝２．００００ｅ＋０００（ｘ１ ＝２）３．００００ｅ

＋０００（ｘ２ ＝３）；
ｚ＝－１．９０００ｅ＋００１（最大值为１９）
　　这个举手之劳的结果与前面费了九牛二虎

力气才计算出来的结果完全一样．（“取负值”化

Ｍａｘ为 Ｍｉｎ，最优再取负）
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例２　用ｌｉｎｐｒｏｇ求解下列线性规划

Ｍｉｎｚ＝－２４ｘ１－１６ｘ２－４４ｘ３－３２ｘ４＋３ｘ５＋３ｘ６

ｓ．ｔ．４ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ５＋３ｘ６ ≤６００
４ｘ１＋２ｘ２＋６ｘ５＋４ｘ６ ≤４８０
ｘ１＋ｘ５ ≤１００
ｘ３－０．８ｘ５ ＝０
ｘ４－０．７５ｘ６ ＝０
ｘ１，…，ｘ６ ≥

烅

烄

烆 ０

解：归结为执行下列几条行命令：

ｆ＝ ［－２４－１６－４４－３２３３］；

Ａ＝ ［４３００４３；４２００６４；１０００１０］；

ｂ＝ ［６００４８０１００］′；

Ａｅｑ＝ ［００１０－０．８０；０００１０－０．７５］；

ｂｅｑ＝ ［００］′；
［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）

由屏幕最后显示结果得：

最优解ｘ＝ （０，１６８，１９．２，０，２４，０）Ｔ；
最大值ｚ＝３４６０．８

§５．３　线性规划模型

本节通过若 干 个 实 际 的 优 化 问 题，说 明 如

何建立 这 类 问 题 的 线 性 规 划 数 学 模 型，并 用

Ｍａｔｌａｂ求出最优解及对应的目标函数最优值，
同时对结果作一些分析．

优化问题经常面临的问题

　　在经济管 理 领 域，特 别 是 制 定 生 产 计 划 的

最优化决策方面，线性规划十分有用
企业在制定生产计划时主要面临两方面的

考虑．首先，要根据外部需求和内部设备、人力、
原料供应等条件，追求最大利润；其次，要根 据

生产计划、工艺流程、资源约束及费用参数 等，
追求最小成本．我们在数学建模时，一定要注意

满足外部需求 和 内 部 能 力 条 件，追 求 利 润 最 大

和成本最小等几个方面

Ａ　奶制品生产销售计划

某奶制品厂以牛奶为原料生产两种奶制品

Ａ１，Ａ２，１桶牛奶用１２小 时 可 以 在 设 备 甲 上 加

工成３千克 Ａ１，或者在设备乙上用８小时加工

成４千克 Ａ２ 根据市场需求生 产 的 Ａ１，Ａ２ 全

部能售出，且每 千 克 Ａ１ 获 利２４元，每 千 克 Ａ２

获利１６元．该厂每天能得到５０桶牛奶供应，每

天工人总的劳动时间为４８０小时，并且设备 甲

每天至多能加工１００千克 Ａ１，设备乙的加工能

力没有限制
①制定生产计划使每天获利最大

　　与此同时，该厂为增加效益，开发了奶制品

深加工技术：用２小 时 和３元 加 工 费 可 将１千

克 Ａ１ 加工成０．８千克高级奶制品Ｂ１，也可将１
千克 Ａ２ 加工成０．７５千克高级奶制品 Ｂ２．每千

克Ｂ１ 能获利４４元，每千克Ｂ２ 能获利３２元

②试为４种产品制定新的生产与销售计划

使每天获利最大
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奶制品生产计划问题①建模

决策变量：设每天用ｘ１ 桶牛奶生产 Ａ１，用

ｘ２ 桶牛奶生产Ａ２
目标函数：设每天获利ｚ元ｘ１ 桶牛奶生产

３ｘ１ 千克Ａ１，获利７２ｘ１ 元，ｘ２ 桶牛奶生产４ｘ２ 千

克Ａ２，获利６４ｘ２ 元，故ｚ＝７２ｘ１＋６４ｘ２
原料约束：每天生产所用牛奶 不 得 超 过 供

应量５０桶：ｘ１＋ｘ２ ≤５０
工时约束：每天生产所用工时不得超过４８０

小时：１２ｘ１＋８ｘ２ ≤４８０
设备甲能力约束：３ｘ１ ≤１００

　　 非负约束：ｘ１，ｘ２ 不能为负值ｘ１，ｘ２ ≥０
综上所述，问题 ① 的数学模型是下列线性

规划：

Ｍａｘｚ＝７２ｘ１＋６４ｘ２

ｓ．ｔ．ｘ１＋ｘ２ ≤５０
３ｘ１ ≤１００
１２ｘ１＋８ｘ２ ≤４８０
ｘ１，ｘ２ ≥

烅

烄

烆 ０
用 Ｍａｔｌａｂ求得（思考题５－２）最优解为：ｘ

＝ （２０，３０）（２０桶奶生产Ａ１，３０桶奶生产 Ａ２）；

目标最优值为：ｚ＝３３６０

思考题５－２
用 Ｍａｔｌａｂ求解 奶 制 品 生 产 计 划 问 题①的

线性规划模型

奶制品产销计划问题②建模

决策变量：设每天销售ｘ１ 千克Ａ１，ｘ２ 千克

Ａ２，ｘ３ 千克Ｂ１，ｘ４ 千克Ｂ２，并用ｘ５ 千克Ａ１ 加

工Ｂ１，ｘ６ 千克Ａ２ 加工，Ｂ２
目标函数：设每天获利ｚ元，易见

ｚ＝２４ｘ１＋１６ｘ２＋４４ｘ３＋３２ｘ４－３ｘ５－３ｘ６
原料约束：每天生产ｘ１ ＋ｘ５ 千克 Ａ１ 用奶

（ｘ１＋ｘ５）／３桶；生产ｘ２＋ｘ６ 千克Ａ２ 用奶（ｘ２

＋ｘ６）／４桶，故 应 满 足 约 束 条 件（ｘ１ ＋ｘ５）／３＋
（ｘ２＋ｘ６）／４≤５０或等价地４ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ５＋
３ｘ６ ≤６００

工时约束：共４８０小时，生产１千克Ａ１，Ａ２ 分

别需４，２小时，生产１千克Ｂ１ 或Ｂ２ 需２小时，故

　　４（ｘ１＋ｘ５）＋２（ｘ２＋ｘ６）＋２ｘ５＋２ｘ６ ≤４８０
设备甲能力约束：ｘ１＋ｘ５ ≤１００
附加约束：因１千克Ａ１（Ａ２）加工成０．８（０．７５）

千克Ｂ１（Ｂ２），故ｘ３ ＝０．８ｘ５，ｘ４ ＝０．７５ｘ６
非负约束：ｘ１，…，ｘ６ ≥０．所以数学模型是

Ｍａｘｚ＝２４ｘ１＋１６ｘ２＋４４ｘ３＋３２ｘ４－３ｘ５－３ｘ６

ｓ．ｔ．４ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ５＋３ｘ６ ≤６００

４ｘ１＋２ｘ２＋６ｘ５＋４ｘ６ ≤４８０

ｘ１＋ｘ５ ≤１００

ｘ３－０．８ｘ５ ＝０

ｘ４－０．７５ｘ６ ＝０

ｘ１，…，ｘ６ ≥

烅

烄

烆 ０

奶制品产销计划问题 ② 求解

　　 解：改目标函数为

Ｍｉｎｚ＝－２４ｘ１－１６ｘ２－４４ｘ３－３２ｘ４＋３ｘ５＋３ｘ６

则本数学模型等价于上节末例２中的线性

规划问题．在 那 里 我 们 已 用 数 学 软 件 求 得 它 的

解是：

ｘ＝ （０，１６８，１９．２，０，２４，０）Ｔ，ｚ＝３４６０．８
对应答案是：每天生产销售１６８千克Ａ２ 和

１９．２千 克 Ｂ１（不 出 售 Ａ１，Ｂ２）；可 获 利３４６０．８
元．为 此，需 用 牛 奶 ８ 桶 加 工 成 Ａ１；４２（＝
１６８／４）桶加工成Ａ２；并将得到的２４桶Ａ１ 全部

加工成Ｂ１
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Ｂ　自来水输送计划

背景：某市 有 甲、乙、丙、丁 四 个 区，自 来 水

由三个水库供 应，四 个 区 必 须 得 到 保 证 的 基 本

生活用水量分别为３０，７０，１０，１０千 吨．但 由 于

水源紧 张，三 个 水 库 每 天 最 多 只 能 分 别 供 应

５０，６０，５０千吨自来水．自来水公司从各水库向

各区送水，按 地 理 位 置 不 同 分 别 付 出 的 引 水 管

理费如下：
引水管理费（元／千吨） 甲 乙 丙 丁

Ａ １６０ １３０ ２２０ １７０

Ｂ １４０ １３０ １９０ １５０

Ｃ １９０ ２００ ２３０ ／

　　其中，Ｃ水库与丁区之间没有输水管道．其

他管理费用都是４５０元／千吨．公司统一按９００
元／千吨标准收水费．此外四个区都向公司申请

额外用水量分别为每天５０，７０，２０，４０千吨
问题①：该公司应如何分配供水量，才能获

利最大
与此同时，该 公 司 为 了 增 加 供 水 量 正 在 考

虑进行水库改 造，使 三 个 水 库 每 天 的 最 大 供 水

量都提高一倍
问题②：届 时 供 水 方 案 应 如 何 改 变？并 可

增加利润多少？

自来水输送优化问题①建模

分析：分配供 水 量 指 安 排 从 三 个 水 库 送 水

的方 案，目 标 是 获 利 最 多．从 问 题 给 出 的 条 件

看，三个水库总供水量１６０千吨小于总需求 量

３００千吨，故每天的水总能全部卖出并获利，于

是公 司 每 天 总 收 入 是 ９００（５０＋６０＋５０）＝
１４４０００元，与送水方案无关．同样，公司其他管

理费用４５０（（５０＋６０＋５０）＝７２０００元也与送水

方案无关．所以，要使利润最大，只需使引水 管

理费用最小即可．当然，送水方案要受水库供应

量和四个区的需求量的限制

　　 决策变量：共１１个，它们是Ａ，Ｂ，Ｃ三个水

库（ｉ＝１，２，３）分别向甲，乙，丙，丁四个区（ｊ＝
１，２，３，４）的日供水量

ｘｉｊ，ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３，４，

不考虑ｘ３４（因Ｃ水库与丁区之间无输水管道）
问题的目标函数从获利最多转化为引水管

理费用最少，于是决策目标为

Ｍｉｎｚ＝１６０ｘ１１＋１３０ｘ１２ ＋２２０ｘ１３ ＋１７０ｘ１４ ＋
１４０ｘ２１＋１３０ｘ２２ ＋１９０ｘ２３ ＋１５０ｘ２４ ＋
１９０ｘ３１＋２００ｘ３２＋２３０ｘ３３ （１）

约束条件：考虑到各区的基本 生 活 用 水 与

额外用水，需求水量限制为

３０≤ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１ ≤８０，７０≤ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ３２ ≤１４０，

１０≤ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３ ≤３０，１０≤ｘ１４＋ｘ２４ ≤５０
标准化为

ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１ ≤８０，－ｘ１１－ｘ２１－ｘ３１ ≤－３０， （２）

ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ３２ ≤１４０，－ｘ１２－ｘ２２－ｘ３２ ≤－７０， （３）

ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３ ≤３０，－ｘ１３－ｘ２３－ｘ３３ ≤－１０， （４）

ｘ１４＋ｘ２４ ≤５０，－ｘ１４－ｘ２４ ≤－１０ （５）

因求大于供，水能全部卖出，故供水为等式

约束

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３＋ｘ１４ ＝５０， （６）

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４ ＝６０， （７）

ｘ３１＋ｘ３２＋ｘ３３ ＝５０ （８）

故数学模型是在非负约束及约束（２）—（８）
下求目标函数（１）最小值的线性规划

自来水输送优化问题①求解

解：依次执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令：
ｆ＝［１６０１３０２２０１７０１４０１３０１９０１５０１９０２２０２３０］；

Ａ＝［１０００１０００１００ ；
?１０００?１０００?１００ ；
０１０００１０００１０ ；
０?１０００?１０００?１０ ；
００１０００１０００１ ；
００?１０００?１０００?１ ；
０００１０００１０００ ；
０００?１０００?１０００］；

ｂ＝［８０?３０１４０?７０３０?１０５０?１０］′；
Ａｅｑ＝［１１１１０００００００；

００００１１１１０００；
００００００００１１１］；
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ｂｅｑ＝［５０６０５０］′；
［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）

则由屏幕最后显示结果得：
最 优解ｘ１２ ＝５０，ｘ２２ ＝５０，ｘ２４ ＝１０，ｘ３１ ＝

４０，ｘ３３ ＝１０，其余ｘｉｊ 全为０
目标函数最小值ｚ＝２４４００
最优送水方案是：每天 Ａ 水库向乙区供水

５０千吨；Ｂ 水 库 向 乙、丁 区 分 别 供 水５０，１０千

吨；Ｃ水库向甲、丙区分别供水４０，１０千吨．最小

引水管理费２４４００元，其他管理费用７２０００元，
公司每日最大利润为

１４４０００－７２０００－２４４００＝４７６００元．

自来水输送优化问题②建模

　　分析：如 果 三 个 水 库 每 天 的 供 水 量 都 翻 了

一番，则公司总供水能力为３２０千吨，大于总需

求量３００千吨，不会全部卖出，故需要计算三个

水库分别向四 个 区 供 应 每 千 吨 水 的 利 润，即 从

收入９００元中减去其他管理费４５０元，再 减 去

相应的引水管理费得下面各水库向各区送水的

净利润表：

净利润（元／千吨） 甲 乙 丙 丁

Ａ ２９０ ３２０ ２３０ ２８０

Ｂ ３１０ ３２０ ２６０ ３００

Ｃ ２６０ ２５０ ２２０ ／

　　 决策变量仍为上面的１１个ｘ１２，…，ｘ３３，决

策目标改为

Ｍａｘｚ＝２９０ｘ１１＋３２０ｘ１２＋２３０ｘ１３＋２８０ｘ１４＋
３１０ｘ２１＋３２０ｘ２２＋２６０ｘ２３＋３００ｘ２４＋
２６０ｘ３１＋２５０ｘ３２＋２２０ｘ３３ （１）′

由于供水量不能全卖出，应将约束条件

（６）—（８）右端增大一倍并改 ＝ 为 ≤：

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３＋ｘ１４ ≤１００， （６）′
ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４ ≤１２０， （７）′
ｘ３１＋ｘ３２＋ｘ３３ ≤１００ （８）′

　　另外，由于每区供水量都能满足，应将约束

条件（２）—（５）改为

ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１ ＝８０， （２）′
ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ３２ ＝１４０， （３）′
ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３ ＝３０， （４）′
ｘ１４＋ｘ２４ ＝５０ （５）′
所以，本问题数学模型是在非 负 约 束 及 约

束（２）′—（８）′下，求 目 标 函 数（１）′ 最 大 值 的 线

性规划

自来水输送优化问题②求解

　　 解：依次执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令：
ｆ＝ ［２９０３２０２３０２８０３１０３２０２６０３００２６０２５０

２２０］；
Ａ＝ ［１１１１０００００００；

００００１１１１０００；
００００００００１１１］；

ｂ＝ ［１００１２０１００］′；
Ａｅｑ＝ ［１０００１０００１００；

０１０００１０００１０；
００１０００１０００１；
０００１０００１０００］；

ｂｅｑ＝ ［８０１４０３０５０］′；

［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）

　　 则由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ１２ ＝１００，ｘ２１ ＝３０，ｘ２２ ＝４０，

ｘ２４ ＝５０，ｘ３１ ＝５０，ｘ３３ ＝３０，其余ｘｉｊ 全为０
目标函数最大值ｚ＝８８７００
最优送水方案是：每天 Ａ 水库向乙区供水

１００千吨；Ｂ水库向甲、乙、丁区分别供水３０，４０，

５０千吨；Ｃ 水 库 向 甲、丙 区 分 别 供 水５０，３０千

吨．三个水库每日总利润最大值为８８７００元
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运输问题

上面考 虑 的 问 题 属 于 所 谓 运 输 问 题 的 范

畴，即将物资从若干供应点运往一些需求点，在

供需约束条件下，使 总 运 输 费 用 最 小 或 总 利 润

最大．标准平衡运输问题的数学模型是：

Ｍｉｎｚ＝ 
ｎ

ｊ＝１
ｍ
ｉ＝１ｃｉｊｘｉｊ

ｓ．ｔ．ｎ
ｊ＝１ｘｉｊ ＝ａｉ，ｉ＝１，…，ｍ

ｍ
ｉ＝１ｘｉｊ ＝ｂｊ，ｊ＝１，…，ｎ

ｘｉｊ ≥０，ｉ＝１，…，ｍ，ｊ＝１，…，

烅

烄

烆 ｎ
其中，ｘｉｊ，ｃｉｊ 分别是从供应点ｉ到需求点ｊ的

运量及运费单价，ａｉ（ｂｊ）是供应点ｉ（需求点ｊ）的

供应（需求）量，约束条件是供需平衡等式．

思考题５－３
今有某物资从三个供应点 Ａ，Ｂ，Ｃ调往 四

个需求点甲、乙、丙、丁．Ａ，Ｂ，Ｃ 的 供 应 量 分 别

是７，４，９；甲、乙、丙、丁的需求量分别是３，６，５，

６，运费单价如下表所示：

甲 乙 丙 丁

Ａ ３ １１ ３ １２

Ｂ １ ９ ２ ８

Ｃ ７ ４ １０ ５

　　问怎样调运才使总运费最低？

§５．４　０—１线性规划模型

　　在实际优化问题中存在一类所谓的分派问

题，其含义如下：有若干项任务，每项任务必 须

有一人且只能 有 一 人 承 担，每 人 也 只 能 承 担 其

中一项，不 同 人 员 承 担 不 同 任 务 的 收 益（或 成

本）不同．优化 目 标 是：怎 样 分 派 各 项 任 务 使 总

收益最大（或总成本最小）
本节通过若 干 个 实 际 的 分 派 问 题，说 明 如

何建立这类优化问题的数学模型，并用 Ｍａｔｌａｂ
求出最优解及 对 应 的 目 标 函 数 最 优 值，同 时 对

结果作一些分析

Ａ　混合接力队最优组合

　　 问题：某学院准备从５名游泳队员中选择４
人组成学院的接力队，参加校运动会的４×１００
混合泳接力赛５名队员ａ１，…，ａ５ 的４种泳姿

（蝶，仰，蛙，自 由）ｂ１，…，ｂ４ 的 百 米 平 均 成 绩

ｃｉｊ，ｉ＝１，…，５；ｊ＝１，…，４如下表所示应如何

选择４人组成最优的接力队？

ｃｉｊ（秒） ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５

ｂ１ ６６．８ ５７．２ ７８ ７０ ６７．４

ｂ２ ７５．６ ６６ ６７．８ ７４．２ ７１

ｂ３ ８７ ６６．４ ８４．６ ６９．６ ８３．８

ｂ４ ５８．６ ５３ ５９．４ ５７．２ ６２．４

问题分析

　　要求从５名 队 员 选 择４人，每 人 一 种 泳 姿

且４人泳姿各不相同，使接力队成绩最好
容易想到的 办 法 是 穷 举 法，组 成 接 力 队 的

方案共５！＝１２０种，逐一计算并作比较即可找

出最优方案．显然，这不是解决这类问题的有效

办法，随着问题规模变大，穷举法的计算量将是

无法接受的
一个好的办法是：用０－１变量表示一个队

员是否入选接力队，从而建立这个问题的０－１
规划模型，再借助数学软件求解

建立０－１线性规划模型

引入０－１变量ｘｉｊ，若队员ｂｊ 参加泳姿ａｉ的

比赛，记ｘｉｊ ＝１，否则记ｘｉｊ ＝０．根据组成接力

队的要求，应满足两个约束条件：

① 每人至多入选４种泳姿之一，应有

４
ｊ＝１ｘｉｊ ≤１，ｉ＝１，…，５

② 每种泳姿必须有一人入选

５
ｉ＝１ｘｉｊ ＝１，ｊ＝１，…，４

当队员ｂｊ 入选泳姿ａｉ 时，其成绩为ｃｉｊｘｉｊ，于

是接力队的成绩可表为ｚ＝ ４
ｊ＝１５

ｉ＝１ｃｉｊｘｉｊ
这就是问题的目标函数
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　　 所以，混合接力队的最优组合问题的数学

模型是下列０－１线性规划问题：

Ｍｉｎｚ＝ ４
ｊ＝１５

ｉ＝１ｃｉｊｘｉｊ

ｓ．ｔ．４
ｊ＝１ｘｉｊ ≤１，ｉ＝１，…，５

５
ｉ＝１ｘｉｊ ＝１，ｊ＝１，…，４

ｘｉｊ ∈ ｛０，１｝，ｉ＝１，…，５，ｊ＝１，…，

烅

烄

烆 ４
这类线性规划问题的特点是决策变量只取

值１或０，故称为０－１线性规划问题
Ｍａｔｌａｂ的 函 数 ｂｉｎｔｐｒｏｇ 专 门 用 来 求 解

０－１线性规划，下面介绍此函数的使用范围 及

使用方法，其理论基础从略

函数ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）使用范围

　　函数ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）用来求解一

般的标准型０－１线性规划：

Ｍｉｎｚ＝ｃＴｘ
ｓ．ｔ．Ａｘ ≤ｂ，

Ａｅｑｘ＝ｂｅｑ
ｘ＝０或

烅

烄

烆 １
其中，约束条件除若干不等式 Ａｘ ≤ｂ外，还有

若干等式Ａｅｑｘ＝ｂｅｑ，Ａ，ｂ；Ａｅｑ，ｂｅｑ分别代表

二者的系数矩阵及右端向量．若置Ａ＝ ［］，ｂ＝
［］，则不等式全缺省；若置Ａｅｑ＝ ［］，ｂｅｑ＝ ［］，
则等式全缺省

函数ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）使用方法

　　首先，（必要的话）改变ｚ中所有系 数 的 符

号把“Ｍａｘｚ”化为“Ｍｉｎｚ”；把“≥”化为“≤”
其次，输入具体的ｆ（＝ｃ），Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ．
最后执行行命令：

［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
则输出的ｘ即为最优解；ｚ（或－ｚ）即 为 目 标 函

数最小（大）值

混合接力队优化组合问题求解

解：执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令：
ｆ＝［６６．８７５．６８７５８．６５７．２６６６６．４５３７８

６７．８８４．６５９．４７０７４．２６９．６５７．２６７．４
７１８３．８６２．４］；

Ａ＝［１１１１００００００００００００００００；
００００１１１１００００００００００００；
００００００００１１１１００００００００；
００００００００００００１１１１００００；
００００００００００００００００１１１１］；

ｂ＝［１１１１１］′；
ｂｅｑ＝［１１１１］′；

Ａｅｑ＝ ［１０００１０００１０００１０００１０００；
０１０００１０００１０００１０００１００；
００１０００１０００１０００１０００１０；
０００１０００１０００１０００１０００１］；

［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ１４ ＝ｘ２１ ＝ｘ３２ ＝ｘ４３ ＝１，其他

ｘｉｊ ＝０
目标函数最小值ｚ＝２５３．２″＝４′１３″２
即应该选派ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４ 四人组成接力队参

加混合泳接力比赛，并分别游自由泳、蝶泳、仰

泳和蛙泳．他们的预期成绩（是一切可能组合中

最好成绩）为：４分１３秒２

思考题５－４
在校运会报名时，发现队员ｂ４ 的蛙泳成绩

有较大退步，只有１′１５″２；而队员ｂ５ 训练努力自

由泳有明显进步，达到５７″５
问组成接力队的方案应作如何调整？
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Ｂ　选课策略

问题：某大学规定，运筹学专业学生毕业时

必须至少修过２门数学课，３门运筹学课和２门

计算机课．这些课的编号及信息如下表所示
①给出毕业时选课门数最少的一个方案
②给出毕业时选课门数少而学分多的一个

方案

课程

编号
课程名称

学

分
所属类别 先修课

１ 微积分 ５ 数学

２ 线性代数 ４ 数学

３ 最优化方法 ４ 数学，运筹 微积分，线性代数

４ 数据结构 ３ 数学，计算 计算机编程

５ 应用统计 ４ 数学，运筹 微积分，线性代数

６ 计算机模拟 ３ 计算，运筹 计算机编程

７ 计算机编程 ２ 计算

８ 预测理论 ２ 运筹 应用统计

９ 数学实验 ３ 计算，运筹 微积分，线性代数

选课策略问题的数学模型

用ｘｉ ＝１（０）表示选修（不选）按上表中编

号顺序的９门课程的第ｉ门课
问题 ① 决策目标为选修课程门数最少，即

Ｍｉｎｚ＝ ９
ｊ＝１ｘｉ （１）

其约束条件：首先，每人最少要选２门数学

课，３门运筹学课和２门计算机课，按表中课程

类别划分可将此约束表示为

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５ ≥２ （２）

ｘ３＋ｘ５＋ｘ６＋ｘ８＋ｘ９ ≥３ （３）

ｘ４＋ｘ６＋ｘ７＋ｘ９ ≥２ （４）

　　 其次，某些课有先修课的要求，例如，数据

结构的先修课是计算机编程，这意味着ｘ４ ＝１
蕴涵ｘ７ ＝１，这个条件可表示为ｘ４ ≤ｘ７ 或

ｘ４－ｘ７ ≤０ （５）
同理，最优化方法的先修课是 微 积 分 和 线

性代数的条件可表示为ｘ３ ≤ｘ１，ｘ３ ≤ｘ２，此二

式可合并为一个不等式

２ｘ３－ｘ１－ｘ２ ≤０ （６）
另外有

２ｘ５－ｘ１－ｘ２ ≤０ （７）
ｘ６－ｘ７ ≤０ （８）
ｘ８－ｘ５ ≤０ （９）
２ｘ９－ｘ１－ｘ２ ≤０ （１０）

　　 所以，选课策略问题 ① 的数学模型就是：
只 取值０或１的９个决策变量ｘ１，…，ｘ９，满足约

束条件 ⑵－⑽，并使目标函数 ⑴ 取最小值的０
－１线性规划模型

选课策略问题①数学模型求解

首先，把约束条件 ⑵－⑷ 标准化为

　－ｘ１－ｘ２－ｘ３－ｘ４－ｘ５ ≤－２ （２）′
　－ｘ３－ｘ５－ｘ６－ｘ８－ｘ９ ≤－３ （３）′
　　　 －ｘ４－ｘ６－ｘ７－ｘ９ ≤－２ （４）′

其次，输入数据
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Ａ＝［?１?１?１?１?１００００ ；
００?１０?１?１０?１１ ；
０００?１０?１?１０?１；
?１?１２００００００ ；
０００１００?１００ ；
?１?１００２００００ ；
０００００１?１００ ；
００００?１００１０ ；
?１?１００００００２］；

ｂ＝ ［?２?３?２００００００］′；
Ａｅｑ＝ ［］；
ｂｅｑ＝ ［］；
ｆ＝ ［１１１１１１１１１］；

　　核对输入数据正确之后，键入下列行命令：
［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ５ ＝ｘ６ ＝ｘ７ ＝ｘ８ ＝１，

ｘ３ ＝ｘ４ ＝ｘ９ ＝０；

目标函数最小值ｚ＝６
即应该选修微积 分、线 性 代 数、应 用 统 计、

计算机模拟、计算机编程、预测理论等６门 课，
最小选课门数是６

思考题５－５
在选课策略 问 题①中，如 果 一 个 学 生 因 对

最优化方法特 有 兴 趣 而 把 此 课 定 为 必 选，仍 然

希望毕业时所 学 课 程 门 数 尽 可 能 少，试 给 出 他

（她）的一个选课方案

关于解的唯一性

　　 一般来说，线性规划问题，包括０－１线性

规划问题的解都 不 是 唯 一 的，例 如 对 选 课 策 略

问题 ①，我们先求出一个最优解ｘ＝［１，１，０，０，

１，１，１，１，０］；后又在思考题５－５中求得另外一

个最优解ｘ＝ ［１，１，１，０，０１，１，０，１］，它们对应

的最优目标函数值相等（＝６）．说明对应选课策

略问题 ① 的０－１线性规划至少有两个解★，说

明它的解不唯一

　　★我们可以证明；此问题恰有两个解
证：如果我们再把ｘ４ ＝１作为约束条件（表

示为 －ｘ４ ≥－１），求得最优解ｘ＝ ［１，１，１，１，１
１，１，０，０］，但对应最优目标值已不是６，而是７．
说明，此解与上面二解不同，不是选课策略问题

① 的最优解．再注意观察：上面两个最优解恰有

一个分量，第４分量，同时为０（没有第４分量为

１的最优解） 由此可见，选课策略问题 ① 只有

上述两个解

思考题５－６
在选课策略问题中如果一个学生在满足学

校有关选课规 定 条 件 下，希 望 毕 业 时 所 学 课 程

获得的学分数尽可 能 多，试 给 出 他（她）的 一 个

选课方案
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选课策略问题②的数学模型

选课策略问题②的数学模型与选课策略问

题①的数学模 型 的 约 束 条 件 完 全 一 样；只 是 目

标函数不同．要求“选 课 门 数 少 而 学 分 多”意 味

着同时要求两个决策目标：
Ｍｉｎｚ＝ ９

ｊ＝１ｘｉ

Ｍａｘｗ ＝５ｘ１＋４ｘ２＋４ｘ３ ＋３ｘ４ ＋４ｘ５ ＋
３ｘ６＋２ｘ７＋２ｘ８＋３ｘ９

具有多 个 决 策 目 标 的 规 划 称 为 多 目 标 规

划，前面讲的 只 有 一 个 目 标 的 规 划 称 为 单 目 标

规划．所以，选课策略问题②的数学模型是满足

约束条件⑵－⑽并有双 目 标 Ｍｉｎｚ和 Ｍａｘｗ
的０－１线性规划

双目标规划的一种处理方法

　　 把双目标归结为一个单目标，即令ｙ＝αｚ
＋（１－α）ｗ，α为闭区间［０，１］中任一数，并取决

策目标为（Ｍａｘｗ ＝ Ｍｉｎ（－ｗ））

Ｍｉｎｙ＝αｚ－（１－α）ｗ
α值的大小体现决策者对每个目标的重视

程度，例如，某同学觉得学分数和课程数是三七

开，故把α取为０．７，决策目标为

　Ｍｉｎｙ＝０．７ｚ－０．３ｗ
＝－０．１（８ｘ１＋５ｘ２＋５ｘ３＋２ｘ４

＋５ｘ５＋２ｘ６－ｘ７－ｘ８＋２ｘ９）

　　用 Ｍａｔｌａｂ函数ｂｉｎｔｐｒｏｇ求解这个问题时，
与前面 求 解 选 课 策 略 问 题 ① 时 的 Ａ，ｂ，Ａｅｑ，

ｂｅｑ数据完全一样，只需把ｆ改为

ｆ＝－０．１［８５５２５２?１?１２］
后，再 执 行 行 命 令 ｂｉｎｔｐｒｏｇ＝（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，

ｂｅｑ），即可得出：
最优解 ｘ＝［１１１１１１１０１］；
目标函数最小值ｚ＝－２．８．
即选修除预测理论外的８门课，共计２８学

分

思考题５－７
在选课策略问题②中如果一个学生觉得学

分数和课程数是二 五 和 七 五 开，试 给 出 他（她）
的一个最优选课方案

§５．５　第５章思考题参考答案

思考题５－１
问题：分别论 证 各 种 形 式 的 线 性 规 划 模 型

都可以化为标准型
解：（１）求最大值问题可通过改变目标函数

系数的符号化为求最小值问题：
Ｍａｘ（ｃ１ｘ１＋…＋ｃｎｘｎ）＝ Ｍｉｎ（－（ｃ１ｘ１ ＋

…＋ｃｎｘｎ））
（２）可通过引入松弛变量ｘ＇ｉ ≥０把不等式

化为等式：
ａｉ１ｘ１＋…＋ａｎ１ｘｎ ≤ｂｉａｉ１ｘ１＋…＋ａｎ１ｘｎ

＋ｘ＇ｉ ＝ｂｉ；
ａｉ１ｘ１＋…＋ａｎ１ｘｎ ≥ｂｉａｉ１ｘ１＋…＋ａｎ１ｘｎ

－ｘ＇ｉ ＝ｂｉ
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　　 （３）如果某决策变量的约束是ｘｊ ≥ｈｊ（或

ｘｊ ≤ｈｊ），则可引入新变量ｙｊ，使ｙｊ ＝ｘｊ－ｈｊ

（或ｙｊ ＝ｘｊ＋ｈｊ），则该约束条件化为ｙｊ ≥０
（４）如果某决策变 量ｘｉ 无 约 束，此 时 需 引

进两个新非负变量ｘ＇ｉ，ｘｉ 代替ｘｉ，并添加新约

束条件：ｘｉ ＝ｘ＇ｉ－ｘｉ，ｘ＇ｉ ≥０，ｘｉ ≥０
（５）如果某ｂｉ≤０，则此式两端乘－１，变为

ｂｉ ≥０

思考题５－２
问题：用 Ｍａｔｌａｂ求解奶制品生产计划问题

①的线性规划模型
解：Ｍａｘ（７２ｘ１ ＋６４ｘ２）＝ Ｍｉｎ（－７２ｘ１ －

６４ｘ２）
执行下列行命令：
ｆ＝－［７２６４］；
Ａ＝ ［１１；３０；１２８］；ｂ＝ ［５０１００４８０］′；
Ａｅｑ＝ ［］；ｂｅｑ＝ ［］；
［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ］
从最后显示结果得出答案：
最优解ｘ ＝ （２０，３０）；目 标 函 数 最 小 值ｚ

＝－３３６０（原题最大值３３６０）

思考题５－３
解：决策变量：ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ３４
决策目标：Ｍｉｎ（ｎ

ｊ＝１ｍ
ｉ＝１ｃｉｊｘｉｊ）

执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令：
ｆ＝－［３１１３１２１９２８７４１０５］；
Ａ＝ ［］；ｂ＝ ［］；
Ａｅｑ＝ ［１１１１００００００００；

００００１１１１００００；
００００００００１１１１；
１０００１０００１０００；
０１０００１０００１００；
００１０００１０００１０；
０００１０００１０００１］；

　　ｂｅｑ＝ ［７４９３６５６］′；
［ｘｚ］＝ｌｉｎｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ］
从最后显示结果得出答案：
最 优解：ｘ１１ ＝２，ｘ１３ ＝５，ｘ２１ ＝１，ｘ２４ ＝３，

ｘ３２ ＝６，ｘ３４ ＝３，其余ｘｉｊ ＝０
目标函数最小值ｚ＝８５
即，最优运输方案是：Ａ 分别向甲、丙运货

２，５；Ｂ 分别向甲、丁运货１，３；Ｃ 分别向乙、丁运

货６，３．对应最低运费是：

２（３）＋５（３）＋１（１）＋３（８）＋６（４）＋３（５）

＝８５

思考题５－４
解：根据问题修改数据，把ｃ４３由原来的６９″６

改为７５″２；把ｃ５４由原来的６２″４改为５７″５并执

行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令

ｆ＝［６６．８７５．６８７５８．６５７．２６６６６．４５３７８
６７．８８４．６５９．４７０７４．２７５．２５７．２６７．４
７１８３．８５７．５］；

Ａ＝［１１１１００００００００００００００００；
００００１１１１００００００００００００；
００００００００１１１１００００００００；
００００００００００００１１１１００００；
００００００００００００００００１１１１］；

ｂ＝［１１１１１］′；ｂｅｑ＝［１１１１］′；

Ａｅｑ＝［１０００１０００１０００１０００１０００；

０１０００１０００１０００１０００１００；

００１０００１０００１０００１０００１０；

０００１０００１０００１０００１０００１］；
［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）

由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ２１＝ｘ３２＝ｘ４３＝ｘ５４＝１，其他ｘｉｊ＝０
目标函数最小值ｚ＝２５７．７″＝４′１７″７
即，应该选 派 ｂ２，ｂ３，ｂ４，ｂ５ 四 人 组 成 接 力

队参加混合泳接力比赛，并分别游蝶泳、仰 泳、
蛙泳和自由泳．他们的预期成绩（是一切可能组

合中最好成绩）为：４分１７秒７
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思考题５－５
解：只需要在 原 来 选 课 策 略 问 题①的 基 础

上增加一个约束条件：－ｘ３≥－１，相 当 于 令 矩

阵 Ａ 增加一行；向量ｂ增加一元
分别执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令输入数据：

Ａ＝［?１?１?１?１?１００００ ；
００?１０?１?１０?１?１；
０００?１０?１?１０?１；
?１?１２００００００ ；
０００１００?１００ ；
?１?１００２００００ ；
０００００１?１００ ；
００００?１００１０ ；
?１?１００００００２ ；
００?１００００００］；

ｂ＝［?２?３?２０００００?１］′；
Ａｅｑ＝［］；ｂｅｑ＝［］；
ｆ＝［１１１１１１１１１］；

　　核对输入数据正确之后键入下列行命令：
［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ｘ６ ＝ｘ７ ＝ｘ９ ＝１，

ｘ４ ＝ｘ５ ＝ｘ８ ＝０
目标函数最小值ｚ＝６
即，应该选修微积 分、线 性 代 数、最 优 化 方

法、计算机模拟、计算机编程、数学实验等６门

课，最小选课门数是６

思考题５－６
解：只需要在 原 来 选 课 策 略 问 题①的 基 础

上把决策目标⑴改变为

Ｍａｘｗ ＝５ｘ１＋４ｘ２＋４ｘ３ ＋３ｘ４ ＋４ｘ５ ＋
３ｘ６＋２ｘ７＋２ｘ８＋３ｘ９

执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令输入数据：

Ａ＝［?１?１?１?１?１００００ ；
００?１０?１?１０?１?１；
０００?１０?１?１０?１；
?１?１２００００００ ；
０００１００?１００ ；
?１?１００２００００ ；
０００００１?１００ ；
００００?１００１０ ；
?１?１００００００２］；

ｂ＝［?２?３?２０００００２］′；
Ａｅｑ＝［］；
ｂｅｑ＝［］；
ｆ＝－［５４４３４３２２３］；

　　核对输入数据正确之后键入下列行命令：
［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ＝ ［１１１１１１１１１］；
目标函数最大值ｚ＝３０
即，为 了 使 学 分 最 多，应 选 修 所 有９门 课

程，毕业时能获得的最大可能学分是３０分
注：因所有课全选学分当然最多，故这个结

果的正确性是不言而喻的．
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思考题５－７
　　 解：取α＝０．７５，决策目标为

Ｍａｘｙ＝０．７５ｚ－０．２５ｗ
＝－０．２５（２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ５＋ｘ６＋ｘ７

＋ｘ８）
执行下列 Ｍａｔｌａｂ行命令输入数据：

Ａ＝［?１?１?１?１?１００００ ；
００?１０?１?１０?１?１；
０００?１０?１?１０?１；
?１?１２００００００ ；
０００１００?１００ ；
?１?１００２００００ ；
０００００１?１００ ；
００００?１００１０ ；
?１?１００００００２］；

ｂ＝［?２?３?２００００００］′；
Ａｅｑ＝［］；ｂｅｑ＝［］；
ｆ＝０．６５［１１１１１１１１１］

－０．３５［５４４３４３２２３］

　　核对输入数据正确之后键入下列行命令：
［ｘｚ］＝ｂｉｎｔｐｒｏｇ（ｆ，Ａ，ｂ，Ａｅｑ，ｂｅｑ）
由屏幕最后显示结果得：
最优解ｘ＝ ［１１１１１０１０１］；
目标函数最小值ｚ＝－１
即，选修９门课程除计算机模 型 和 预 测 理

论外的７门课，对应学分是２５分
注：如果选α＝０．６，结果如何？（对应取

ｆ＝０．７５［１１１１１１１１１］

－０．３５［５４４３４３２２３］，
得ｘ＝ ［１１１１１１１１１］）
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第６章　充分发挥智力巧妙建模

§６．１　引言

§６．２　巧妙利用雀巢原理

§６．３　巧妙利用函数的极端性质

§６．４　其他问题

§６．５　第６章思考题参考答案

§６．１　引言

由于实际问 题 的 多 样 性 与 复 杂 性，在 数 学

建模中常常要 针 对 实 际 情 况，充 分 发 挥 人 的 智

力巧妙地解决 问 题．这 里 所 说 的 智 力 包 含 洞 察

力、想象力、判断力、正反面思维能力和抓主 要

矛盾的能力等等
本章用一些实际例子介绍如何针对具体问

题的特点，充 分 发 挥 人 的 智 力 巧 妙 地 建 立 数 学

模型．如果说 此 前 四 章 所 用 方 法 各 有 一 个 主 要

领域的话，那 么 本 章 则 是 一 个 问 题 使 用 一 种 方

法，重在探讨技巧，启迪思维，不必要求方法 之

间必须有什么联系

§６．２　巧妙利用雀巢原理

雀巢 原 理：ｎ 个 球 放 入ｋ 个 盒 子，如 果

ｎ＞ｋ，必有一个盒子放入多于一个的球
雀巢原理是一个不证自明的 简 单 真 理，但

这丝毫不影响它的潜在能力 我们先举两个问

题加以说明
问题１：试证在任何６个人中不是有３人两

两相识，就是有３人两两不相识
问题２：试证在任何ｎ（≥２）个人中必有两

人有相同数目的朋友

无向图的有关概念

　　 设ｖ是无向图Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞ 的一个结点，
与ｖ 相 关 连 的 边 的 条 数 称 为ｖ 的 度 数，记 为

ｄ（ｖ） 简单 无 向 图 任 一 结 点 的 度，至 多 等 于 它

的结点数减一
图Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞ 的点边交替序列

Ｐ＝ｖ０ｅ１ｖ１ｅ２ｖ２…ｅｎｖｎ

称为Ｇ的一条从ｖ０ 到ｖｎ 的长为ｎ的路径，其中

ｅｉ＝（ｖｉ－１，ｖｉ）∈Ｅ，ｉ＝１，…，ｎ，特别，当ｖ０＝ｖｎ

时，称Ｐ为回路若Ｇ为简单无向图，路径Ｐ可

表为Ｐ＝ （ｖ０，ｖ１，…，ｖｎ）

问题１的证明

证：令此６个人为无向图Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞ 的

ｎ个结点：ｖ１，ｖ２，…，ｖ６，（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ的充要条件

是ｖｉ，ｖｊ 相识则由雀巢原理，ｖ６ 必与其他５人

中的３人相识或不相识★不失一般性，设ｖ６ 与

ｃｉ，ｖｊ，ｖｋ 三人相识（对不相识的情形可类似地处

理，即适当改变图Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞ 的边集Ｅ的定

义）
若ｖｉ，ｖｊ，ｖｋ３人中有

２人 相 识，例 如，ｖｉ，ｖｊ 相

识，则ｖｉ，ｖｊ，ｖ６３人相识；
否则，ｖｉ，ｖｊ，ｖｋ３人两两不相识所以，不论哪种

情形结论都成立

　　★ｖ６ 与其他５人的每一人，都不外乎存在

相识或不相识两种情况之一．按雀巢原理，５人

分属２种情况，必定有３人属于同一种情况
所以，ｖ６ 必与其他５人中的３人相识或不

相识
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思考题６—１
问题１中６改为７，或改为５，其 结 论 还 成

不成立？为什么？

问题２的证明

问题２：试证在任何ｎ（≥２）个人中必存在

两人有相同数目的朋友
证：令此ｎ个人为无向图Ｇ ＝＜Ｖ，Ｅ＞ 的

ｎ个结点：ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ，且（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ的充要条

件：ｖｉ，ｖｊ 是朋友则ｖｉ，ｖｊ 有相同的朋友数等价

于它们的度相等：ｄ（ｖｉ）＝ｄ（ｖｊ） 这样一来，问

题归结于证明：存在ｉ≠ｊ，满足

ｄ（ｖｉ）＝ｄ（ｖｊ） （）

因Ｇ 是一个简单无向图，故它的任一结点

的度，至多等于Ｇ 的结点数减一

　　我们分３种仅有的情形来证明公式（）
　　①ｄ（ｖｉ）＞０，＝１，…，ｎ 在此情形下有

１≤ｄ（ｖｉ）≤ｎ－１，ｉ＝１，…，ｎ，于是，由雀巢原

理知 ｉ≠ｊ，ｄ（ｖｉ）＝ｄ（ｖｊ）

② 恰有一个孤立点，不妨设ｄ（ｖｎ）＝０，则

ｄ（ｖｉ）＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ－１ 由 ① 的证明推

出：存在１≤ｉ＜ｊ≤ｎ－１，使ｄ（ｖｉ）＝ｄ（ｖｊ）

③ 至少有两点ｖｉ，ｖｊ 度为０在此情形下已

成立ｄ（ｖｉ）＝ｄ（ｖｊ）

问题３
问题３　 试证：由ｎ２＋１个不同实数构成的

每个序列都包含一个长为ｎ＋１的递增子序列

或递减子序列★
试：令ａ１，…，ａｎ２＋１ 是ｎ２＋１个不同实数的

一个序列此序列中的每一项ａｋ 联系着一个有

序对（ｉｋ，ｄｋ），其中ｉｋ 是从ａｋ 开始的最长的递增

子序列的长度，ｄｋ 是从ａｋ 开始的最长的递减子

序列的长度

　　★ 一个实数序列ａ１，…，ａｍ 的子序列是指

此ｍ 个实数的一个子集，按脚标递增排列的一

个较短序列；递增（降）子序列是指该子序列是

递增（降）的
例如，在序列

ａ１，…，ａｍ ＝３２１６５４９８７０
中，取前３个元组成递降子序列：３，２，１；取第３，５，

７元组成递增子序列：１，５，９；取前３个及最后一

个元组成递降子序列：３，２，１，０，等等不难看出：
此序列的最长递降子序列（共有几个？）的长度是

４

　　 例如：ｎ＝３；ｎ２＋１＝１０；
｛ａ１，…，ａｎ２＋１｝＝ ｛０，１，２，…，９｝

　　 考虑一个序列：Ｐ＝（３，２，１，６，５，４，９，８，７，

０），易见，对ｋ＝１，２，…，１０，上面所述的１０个

有序对（ｉｋ，ｄｋ）是：
（３，４），（３，３），（３，２），（２，４），（２，３），
（２，２），（１，４），（１，３），（１，２），（１，１）
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　　现在，用反证法证明问题３：
即，如果没有长为ｎ＋１的递增子序列或递

减子序列，则将导致矛盾
事实上，在此假设下对ｋ＝１，２，…，ｎ２＋１，

都有１≤ｉｋ，ｄｋ ≤ｎ，从而至多存在ｎ２ 个两两不

同的有序对（ｉｋ，ｄｋ）根据雀巢原理，ｎ２＋１个有

序对 中 必 有 两 个 相 等，即 存 在ｓ＜ｔ，使 得

ｉｓ ＝ｉｔ，ｄｓ＝ｄｔ因ａｓ≠ａｔ，即ａｓ＞ａｔ或ａｓ＜ａｔ
若ａｓ ＞ａｔ，则ｄｓ ≥ｄｔ＋１便与ｄｓ ＝ｄｔ 相矛盾；

若ａｓ ＜ａｔ，则ｉｓ ≥ｉｔ＋１也同样导致矛盾

问题４
试证：对任意正整数ｎ，集合

｛１，２，…，２ｎ｝的任一个ｎ＋１元子集中，都

有两个元素存在整除关系
证：考虑｛１，２，…，２ｎ｝的一个ｎ＋１元子集

Ｓ＝ ｛ａ１，ａ２，…，ａｎ＋１｝

易知：任何正整数ａ都可表为ａ ＝２ｋｐ，其

中ｋ为非负整数，ｐ为奇数

　　 令ａｉ＝２ｋ（ｉ）ｐｉ，其中ｋ（ｉ）是某个非负整数，

ｐｉ ∈ ｛１，３，…，２ｎ－１｝，ｉ＝１，２，…，ｎ＋１
因 这ｎ＋１个ｐｉ 只能取ｎ个值，故由雀巢原

理，它们之中必有两个相同，即存在ｕ＜ｖ，使得

ｐｕ ＝ｐｖ ＝ｐ
于是

ａｕ ＝２ｋ（ｕ）ｐｕ ＝２ｋ（ｕ）ｐ
同理可得

ａｖ ＝２ｋ（ｖ）ｐ
所以，当ｋ（ｕ）≤ｋ（ｖ）时，ａｕ 整除ａｖ，否则，

ａｖ 整除ａｕ 证毕

思考题６－２
试对问题４给出别的证明（提示：归纳法也

是人们经常用 来 证 明 问 题 的 好 方 法，建 议 考 虑

用对ｎ的归纳法来证明问题４）

§６．３　巧妙利用函数的极端性质

我们曾经几次针对所考虑的实际问题，巧妙

地引入适当能量函数建立数学模型，并利用该能

量函数的极值点的极端性质来解决有关的问题．
本节再以两个有趣例子，进一步阐述如何巧妙利

用函数的极端性质解决问题的思维方法

一个几何问题

问题５：在平面上任意给定ｎ个实点和ｎ个

虚点，假设此２ｎ 个 点 中 任 何４点 都 不 共 线．试

证：总可以过此２ｎ个点划ｎ 条两两不相交的直

线段，每条连接一实点和一虚点
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问题５的证明

证：将此２ｎ个点，按一实 点 连 接 一 虚 点 的

一切可能方法共有ｋ≤ （ｎ！）２ 种（为什么？） 记

这些连接方法的集合为

Ｓ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ｝
我们 在 集 合 Ｓ 上 定 义 一 个 能 量 函 数ｆ，

ｆ（Ｃｉ）为Ｃｉ 的ｎ 条连线的长度之和因Ｓ的元

素个数有限，故存在正整数ｍ ≤ｋ，使

ｆ（Ｃｍ）＝ ｍｉｎ｛ｆ（Ｃ１），…，ｆ（Ｃｋ）｝
下面用反证法证明：连接法Ｃｍ 的ｎ 条连接

直线段一定两两不相交 如果Ｃｍ 有两条连线

段ＡＢ，ＣＤ 相于０点（如下图所示）

　　 令Ｃｔ为Ｓ中的那个连接法，它与Ｃｍ 仅有两

条连线不同，并且是改 ＡＢ，ＣＤ 连接为ＡＣ，ＢＤ
连接（如虚线所示） 则

ｆ（Ｃｍ）－ｆ（Ｃｔ）＝ （｜ＡＢ｜＋｜ＣＤ ｜）－
（｜ＡＣ｜＋｜ＢＤ｜）＝ （｜ＡＯ｜＋｜ＯＣ｜－｜ＡＣ｜）
＋（｜ＯＢ｜＋｜ＯＤ｜－｜ＢＤ｜）＞０

因此，ｆ（Ｃｍ）＞ｆ（Ｃｔ），便与ｆ（Ｃｍ）的定义

相矛盾

　　 注：Ｏ可能与Ｃ 或Ｄ 重

合 例 如，Ｏ 与Ｄ 重 合，即

ＤＡＢ 共线，根据我们上面所

做 的 假 设，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 四 点

不 能共线，从而，Ｃ必在直线ＡＢ 之外，如上图所

示 在此情况下，上面的推导仍然有效
ｆ（Ｃｍ）－ｆ（Ｃｔ）

＝ （｜ＡＯ｜＋｜ＯＣ｜－｜ＡＣ｜）

＋（｜ＯＢ｜＋｜ＯＤ｜－｜ＢＤ｜）

＝ （｜ＡＯ｜＋｜ＯＣ｜－｜ＡＣ｜）

＋（｜ＯＢ｜－｜ＯＢ｜）

＞０

一个图论问题

我们介绍过无向图中路径的概念 无向图

Ｇ＝＜Ｖ，Ｅ＞ 的点边交替序列

Ｐ＝ｖ０ｅ１ｖ１ｅ２ｖ２…ｅｎｖｎ

称为Ｇ的一条从ｖ０ 到ｖｎ 的长为ｎ的路径，其中，

ｅｉ ＝ （ｖｉ－１，ｖｉ）∈Ｅ，ｉ＝１，…，ｎ
特别，当ｖ０＝ｖｎ 时，称Ｐ为回路所含结点

两两都不重复的路径为基本路径
问题６：试证：每点度数都不小于２的有限

简单无向图一定包含一条回路

问题６的证明

证：因Ｇ 每点的度不小于２，故Ｇ 有长度不

小于２的路径又因Ｇ为有限图，故Ｇ有长度最

大的基本路径 设Ｐ ＝ （ｖ０，ｖ１，…，ｖｎ－１，ｖｎ）是

一条这样的最长基本路径因ｄ（ｖｎ）≥２，故有

边（ｖｎ，ｖｋ）≠ （ｖｎ－１，ｖｎ）
若ｖｋ ｛０，１，…，ｎ－２｝，则Ｐ∪（ｖｎ，ｖｋ）是

Ｇ 的长度比Ｐ 还大的一条路径，便与Ｐ 的定义

矛盾 所以ｖｋ ∈ ｛０，１，…，ｖｎ｝，从而得证Ｃ＝
（ｖｋ，ｕｋ＋１，…，ｖｎ）是Ｇ 的一条回路

注：长度最大也属于极端性质之列

§６．４　其他问题

问题７
某甲８时 从山下旅店出发，沿一条路径上

山，１７时到达 山 顶 并 留 宿．次 日８时 沿 同 一 路

径下山，１７时 回到旅店 某 乙 断 言：甲 必 在 两

天中的同一时 间 到 达 经 过 路 径 中 的 同 一 点，对

吗？为什么？
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　　 等价问题：设某甲下（上）山所走那条路径

长为ｓ如上图，令长为ｓ的水平线段ＡＢ 表示此

路径，今有二 人８时 分 别 从 左、右 两 端 Ａ，Ｂ 向

右、左运动，１７时到达右、左端点 在此期间内

的时刻ｔ，二人分别走到坐标为ａ（ｔ），ｂ（ｔ）的点
要证：存 在 该 时 段 内 某 时 刻ｒ，使ａ（ｒ）＝

ｂ（ｒ）

等价问题的证明

证：考虑Ａ，Ｂ 间的（有向）距离

ｄ（ｔ）＝ａ（ｔ）－ｂ（ｔ）
ｄ（ｔ）显然是ｔ从８时到１７时这９小时闭区间内

的连续函数，并有

ｄ（０）＝－ｓ＜０；ｄ（９）＝ｓ＞０
于是，由连续函数性质推出：必存在某ｒ：０

＜ｒ＜９，使得ｄ（ｒ）＝０从而得证：存在该时段

内某时刻ｒ使ａ（ｒ）＝ｂ（ｒ）

问题８
一男孩和 一 女 孩 分 别 在 离 家２ｋｍ 和１ｋｍ

且方向相反的 两 所 学 校 Ｓｂ，Ｓｇ 上 学，每 天 同 时

放学后分别以４ｋｍ／ｈ和２ｋｍ／ｈ的速度步行回

家 一 小 狗 以６ｋｍ／ｈ的 速 度 由 男 孩 处 奔 向 女

孩，又由女孩处奔向男孩，如此往返直至回到家

中，问小狗共奔跑了多少路程？

又如果男孩和女孩上学时，小狗也往返奔跑

于他们之间，问当他们到达学校时小狗在何处？

　　解：这个问题，用宏观分析方法解决较为方

便 由题设，男孩、女孩经半小时同时到家，小

狗也不停地奔跑了半小时与他们同时到家 因

此，小狗共跑了０５×６＝３公 里 这 正 是 前 一

问题的答案

　　对于后一问题，先分析小狗伴男、女孩从学

校跑回家的过程 易见：无论开始时小狗在男、
女孩之间（即二学 校 之 间）的 任 何 位 置，其 最 后

结果都是经半小时后三者同时到家
一种想法是 将 上 述 过 程 颠 倒 过 来 考 虑，并

由此判断：如 果 男 孩 和 女 孩 上 学 时 小 狗 也 往 返

奔跑在他们之 间，则 当 孩 子 们 到 达 学 校 时 小 狗

将处在Ｓｂ 和Ｓｇ 之间的任何位置
对不对呢？下 面 来 作 一 个 精 细 分 析，其 结

果将给出否定答案

　　由于假设男孩、女孩和狗都作匀速运动，故

为方便起见，可取下之惯性参照系：取女孩位置

为坐标原点，男孩运动方向为ｘ轴正向，则男孩

的相对速度是４＋２＝６；狗的相对速度正向是６
＋２＝８，反向是６－２＝４（单位为ｋｍ／ｈ）
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　　 假设狗第一次追上男孩的位置坐标为ｓ，则

狗从此位置返回原点的时间为ｓ／４，狗到原点时

男孩位置是ｓ＋６ｓ／４＝５ｓ／２设狗第２次追上男

孩的位置是ｓ２，则ｓ２／８＝ （ｓ２－５ｓ／２）／６，解得ｓ２

＝１０ｓ 一般地，设狗第ｋ次追上男孩的位置是

ｓｋ，则

ｓｋ＋１／８＝ （ｓｋ＋１－５ｓｋ／２）／６，解得

ｓｋ＋１ ＝１０ｓｋ，ｋ＝１，２，… （１）

半小时结束时，男孩到校，他的位置是３，狗

总共跑了３ｋｍ，我们要计算 此 时 狗 的 位 置 设

结束时狗的坐标是ｘ，并且狗共遇到男孩ｋ次，
分两种情况讨论

　　情形①：狗最后离开的是女孩，则

２（ｓ＋１０ｓ＋…＋１０ｋ－１ｓ）＋ｘ＝３
ｘ／８＝ （３－５ｓｋ／２）／｛ ６

由第二式解出ｘ代入第一式化简得

２ｓ（１０ｋ－１）／９＋４－１０ｓｋ／３＝３，
因１０ｋ－１ｓ＝ｓｋ 由上式可求得

ｓｋ ＝９／１０－ｓ／５，　　　　
代入第二式求得 　ｘ＝１－２ｓ／３

情形 ②：狗最后离开的是男孩，则

２（ｓ＋１０ｓ＋…＋１０ｋ－１ｓ）－ｘ＝３
（ｓｋ－ｘ）／４＝ （３－ｓｋ）／｛ ６

由此二式可求ｓｋ ＝９／５＋２ｓ／５，由第二式得

ｘ＝５ｓｋ／３－２＝（９＋２ｓ）／３－２＝１＋２ｓ／３

　　 所 以，当 孩 子 们 到 校 时 狗 所 处 的（相 对 与

女孩的）位置是：１±２ｓ／３，其中，ｓ是狗第一次追

上男孩时的位置（注意，ｓ越小，ｋ越大，ｓ→０时，

ｋ→ ∞），ｓ一般与狗的反应速度有关，但应该不

会超过一米，相对于一千米而言，是一个小数
因此，答案是：当孩子们到校时狗所处的位

置是在他们家的附近

问题９
将７个相同的小球放入４个不同盒子，要求

每盒都不空，共有多少种放法？

解：用 简 单 枚 举 法 不 难 得 到 所 需 答 案 是：

２０ 分别考察下列各种可能情形：

①３盒放１球 ＆１盒放４球：共Ｐ１
４ ＝４种

②３盒放２球 ＆１盒放１球：共Ｐ１
４ ＝４种

③２盒放１球 ＆１盒放２球 ＆１盒放３球：

共Ｐ２
４ ＝１２种

答案：４＋４＋１２＝２０

思考题６－３
７个相同的小球放入４个不同的盒子，不要

求任何条件，共有多少种放法？

思考题６－４
ｎ个相同的小球放入ｍ（＜ｎ）个不同的盒

子，要求每盒都不空，共有多少种放法？

思考题６－５
ｎ个相同的小球放入ｍ（＜ｎ）个不同的盒

子，不要求任何条件，共有多少种放法？

问题１０
３人 入 座 一 排８座 位 的 椅 子，要 求 每 人 两

边都有空位，共有多少种入座方案？

解：用简单枚举法不难得到所需答案是：

４Ｐ３
３＝２４

０００００　　０００００
０００００　　０００００
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问题１１
现将问题１０推广如下：
对任意正整数 ｍ，ｍ 人入座一排ｎ（＞２ｍ）

座位的椅子，每人两边都有空位，共有多少种入

座方案？

问题１１的解

解：用 空 位 向 量：（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ＋１）表 示 ｍ
人入座一排ｎ（＞２ｍ）座位椅子的方案，其中，ｘｉ

为第ｉ人左边的空位数（ｘｍ＋１ 为第ｍ人右边的空

位数） 则ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ＋１ 是下列丢番廷方程
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｍ＋１ ＝ｎ－ｍ （ｃ）

的解 换句话说，问题１１的解正是丢番廷方程

（ｃ）的正整数解的个数（解思考题５－４时，已证

明此数等 于 Ｃｍ
ｎ－ｍ－１），乘 以 ｍ 的 排 列 数ｍ！，即

ｍ！Ｃｍ
ｎ－ｍ－１．

思考题６－６
３人 入 座 一 排８座 位 的 圆 桌 席 位，每 人 两

边都有空位，共有多少种入座方案？

思考题６－７
ｍ 人入座一排２ｍ＋１座位的圆桌席位，每

人两边都有空位，共有多少种入座方案？

问题１２
甲乙两站之间有电车相通，每隔１０分钟甲

乙两站相互发 一 趟 车，但 发 车 时 刻 不 一 定 相 同

 甲乙站之间有一中间站丙 某人每天在随机

的时刻到达丙 站，并 搭 乘 最 先 经 过 丙 站 的 那 趟

车，结果发现１００天中约有９０天 到 达 甲 站，约

有１０天到达乙 站 问 开 往 甲 乙 两 站 的 电 车 经

过丙站的时刻表是如何安排的？

问题１２的解

　　解：由 题 设 条 件 如：某 人 随 机 时 刻 到 达 丙

站，９０％的情况是甲站过来的车刚过，即将到来

的是乙站 开 来 的 车（注 意：１０分 钟 内 分 别 来 一

趟甲、乙站 过 来 的 车） 所 以，开 往 甲 乙 两 站 的

电车经过丙 站 的 时 刻 表 是：甲 站 来 车 到 丙 站９
分钟之后乙站来车到丙站 下图中，ｔ，ｔ＇分别表

示每个 工 作 日 开 始 时 甲、乙 站 来 车 到 达 丙 站

时刻

§６５　第６章思考题参考答案
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思考题６－１
问题：问题２中６改为７或改为５其结论还

成不成立？为什么？

解：６改为７或任何大于６的整数ｎ，问题２
都成立，因为，从ｎ人中选出６人，这６人中不是

有３人两两相识，就 是 有３人 两 两 不 相 识 所

以，原先的ｎ人中，不是有３人两两相识，就是有

３人两两不相识
６改为５或任何小于５的整数，问题２便不

再成立 例如，“任何５个人中不是有３人两两

相识，就是有３人两两不相识”不再成立，反例

如下图所示：

思考题６－２
问题：试对问题４给出别的证明
解：我们用归纳法证明问题４ｎ＝１时结论

显然成立，因｛１，２｝中的ｎ＋１＝２元子集必有一

元整除另一元设ｎ－１时结论已成立但ｎ时

结论不成立，即｛１，２，…，２ｎ｝有ｎ＋１元子集Ｓ＝
｛ａ１，…，ａｎ＋１｝，它的元素两两互不整除 则２ｎ∈
Ｓ［否则，｛１，２，…，２（ｎ－１）｝中至少含有Ｓ的ｎ个

元两两互不整除，便与归纳假设矛盾］令

Ｓ＇＝ ｛ａ１，…，ａｎ－１，ｎ｝ ｛１，２，…，２（ｎ－１）｝
因２ｎ∈Ｓ，故ｎＳ，从而Ｓ＇的元两两互不

整除，也与归纳法假设相矛盾 证毕

思考题６－５
问题：ｎ个相同的小球放入ｍ（＜ｎ）个不同

的盒子，不要求任何条件，共有多少种放法？

解：建立数学模型如下：在一行ｍ 格的表格

里放进ｎ个  代表ｎ个球，现在用ｍ－１条竖线

把此ｎ个球分成至多ｍ 组 设第ｉ组的球数为

ｘｉ，则

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｍ ＝ｎ （ａ）
思考题６－５的解显然就是丢番廷方程（ａ）

的非负整数解 的 个 数 Ｍ 由 上 面 的 作 法，这 个

整数 Ｍ 正好等于在ｎ＋（ｍ－１）＝ｎ＋ｍ－１个

位置任意放置ｍ－１根竖线的可能方案数，即等

于ｎ＋ｍ－１取ｍ－１的组合数：Ｃｍ－１
ｎ＋ｍ－１

　　注：

　　（１）例如，对 于 放 入７个的 情 形，下 面 的

第一张图表示插入３条竖线把此７个分成３
组，每组所 含数 依 次 是：１，１，１，４ 第 二 张 图

插入的３条竖线，各组所含数则依次是：１，０，

１，５
（２）（ａ）为丢番廷方程，意味着它的系数和

右端都是整数，并且未知数也只取整数解

      

      

（１，１，１，４）

（１，０，１，５）

思考题６－３
问题：７个相 同 的 小 球 放 入４个 不 同 的 盒

子，不要求任何条件，共有多少种放法？

解：在思考题６－５导出的公式中代入ｎ＝
７，ｍ ＝４即得答案：

Ｃ３
１０ ＝７２０／６＝１２０
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思考题６－４
问题：ｎ个相同的小球放入ｍ（＜ｎ）个不同

的盒子，要求每盒都不空，共有多少种放法？

解：建立数学模型如下：在一个矩形里等距

离放进ｎ个  代表ｎ个球，现在用ｍ－１条竖线

把此ｎ个球分成至多ｍ 组，要求每组都不是空

集 设第ｉ组的球数为ｙｉ，则

ｙ１＋ｙ２＋…ｙｍ ＝ｎ，ｉ，ｙｉ ＞０ （ｂ）

思考题６－４的解显然就是丢番廷方程（ｂ）
的正整数解的个数

　　 令ｘｉ＝ｙｉ－１，则ｘｉ≥０满足丢番廷方程：

ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｍ ＝ｎ－ｍ （ａ）

显然，丢番廷方程（ｂ）的正整数解的个数就

是丢番廷方程（ａ）的非负整数解的个数
于是，利用思考题６－５推出的公式得：思

考题６－４的解等于ｎ－ｍ＋（ｍ－１）取ｍ－１
的组合数：Ｃｍ－１

ｎ－１
例如，代入ｎ＝７，ｍ＝４得问题７的答案为

Ｃ３
６ ＝２０

思考题６－６
问题：３人入座一排８座位的圆桌席位，每

人两边都有空位，共有多少种入座方案？

解：借助第１章“过圆周上等分点的三角形

计数问题”中介绍的方法建立数学模型：用向量

（ｉ，ｊ，ｋ）来刻画客人席位的构形，其中ｉ，ｊ，ｋ分

别表示３位客人左边的空位数，满足条件：

ｉ，ｊ，ｋ＞０，ｉ＋ｊ＋ｋ＝８－３＝５
这样的构形有（３，１，１）和（２，２，１）两种，每

种有８个不同位置 于是思考题６－６的答案

是：（８＋８）Ｐ３
３ ＝９６

思考题６－７
问题：ｍ 人入座一排２ｍ＋１座位的圆桌席

位，每人两边都有空位，共有多少种入座方案？

解：仍 仿 思 考 题６－６方 法 求 解 用 向 量

（ｉ１，…，ｉｍ）来刻画客人席位的构形，其中ｉ１，…，

ｉｍ 分别表示ｍ 位客人左边的空位数，满足条件：

ｉ１，…，ｉｍ ＞０，ｉ１＋…＋ｉｍ ＝ｍ＋１
这样的构形有（２，１，…，１），…，（１，…，２）等

ｍ 种，每种有 ｍ 个不同位置 于是本题的答案

是：

ｍ２Ｐｍ
ｍ ＝ｍ２（ｍ！）
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第７章　大学生数学建模竞赛

§７．１　数学竞赛的意义

§７．２　大学生数学建模竞赛的由来

§７．３　数学建模竞赛能培养什么素质

§７．４　怎样参加大学生数学建模竞赛

§７．１　数学竞赛的意义

组织数学竞 赛 是 鼓 励 年 青 人 学 好 数 学，为

国家培养和发 现 高 素 质 人 才 的 好 办 法，这 是 古

今中外无数事例所证明了的事实
下面介绍的大学生数学建模竞赛是一种很

有特色的数学 竞 赛．目 前 既 有 国 际 大 学 生 数 学

建模竞赛，也有我国的大学生数学建模竞赛，每

年２月、９月 各 举 办 一 次．事 实 证 明，通 过 这 种

竞赛，能更有效地培养和发现高素质人才

§７．２　大学生数学建模竞赛的由来

中学生的数 学 奥 林 匹 克，普 遍 得 到 世 界 各

国的认可，已举办了许多届，并取得很大成 绩，
这是大家都知道的．大家可能不知道，长期以来

在美国还有一个名叫“普特南”的大学生数学竞

赛，但由于它的彻底闭卷形式和纯理论性，迄今

未能得到更大 发 展，更 谈 不 上 形 成 国 际 性 竞 赛

的可能 但还 有 一 个 影 响 深 远 的、正 在 蓬 勃 发

展的国际性大学生数学建模竞赛

　　得到美国科学基金会的资助，于１９８５年在

美国创办了一个名为“数学建模竞赛”（Ｍａｔｈｅ
ｍａｔｉｃａｌＣｏｎｔｅｓｔｉｎ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ，下 面 简 称 为

ＭＣＭ）的一年一度的大学生水平的数学竞赛
这是一种彻底 公 开 的、密 切 联 系 实 际 的 数 学 竞

赛 它从 一 开 始 就 得 到 美 国 大 学 生 的 积 极 支

持，而蓬勃地发展起来，别国大学生也热烈地组

队参加，形成 了 唯 一 的 一 个 国 际 性 大 学 生 数 学

竞赛
中国大学生１９８９年以来 一 直 参 加 ＭＣＭ，

参赛人数及获得成绩都仅次于美国

大学生数学建模竞赛概况

ＭＣＭ 每年给出三个来自不受限制的任何

领域的实际问题 Ａ，Ｂ，Ｃ（一般地，Ａ 为连续型 ，

Ｂ为离散型，Ｃ为 综 合 型★ ），网 上 开 卷 竞 赛．时

间一般在每年 二 月 的 第 一 个 星 期，从 星 期 五 上

午８点开始直到下星期一上午１２点交卷
学生以三人 组 成 一 队 的 形 式 参 赛（由 一 名

教师担任教练），任 选 一 题，完 成 该 实 际 问 题 的

数学建模的全过程，并就问题的重述、简化和假

设及其合理性 的 论 述，数 学 模 型 的 建 立 及 求 解

（及软件）、检验和改进，模型的优缺点及其可能

的应用范围的自我评述等内容写出论文

　　数学建模竞赛论文由专家组成的评阅组进

行评阅，评出优秀论文．评分主要看模型及解法

的独创性分特、一、二、三等奖，并由组织者给予

适当奖励
ＭＣＭ 只有一条 唯 一 的 禁 律———在 竞 赛 期

间不得与 队 外 任 何 人（包 括 指 导 教 师）讨 论 赛

题，但 可 以 利 用 任 何 图 书 资 料，互 联 网 上 的 资

料，任何类型的计算机和软件等等，这就为充分

发挥参赛学生的创造性提供了广阔的天地
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　　★三型的 划 分 并 不 是 十 分 严 格 的．大 致 说

来，连续型问题，一般指其中涉及的主要参数是

连续变量；离散型问题，一般指其中涉及的主要

参数是离散变 量；综 合 型 问 题 除 不 具 连 续 型 或

离散型的显著 特 征 外，更 要 求 对 题 目 中 附 有 的

极大量数据进行综合分析与处理

１９９２年起中国举办数学建模竞赛

鉴于数学建模竞赛对培养优秀人才的显著

效果，我国教 育 部 门 积 极 鼓 励 中 国 大 学 生 参 加

每年的国 际 数 学 建 模 竞 赛（ＭＣＭ）．不 仅 如 此，
从１９９２年起，我国也正式举办中国大学生数学

建模竞赛（下面简称为 ＣＭＣＭ）．１９９４年，教育

部除充分肯定两年来 ＣＭＣＭ 的成绩外，并决定

参与ＣＭＣＭ 的组织与指导．政府职能部门的积

极态度，使得 我 国 的 数 学 建 模 竞 赛 一 年 比 一 年

兴旺，２００５年 参 赛 人 数 达 到２．５万 人，并 举 办

研究生的数学建模竞赛★．

　　★安徽大学从１９９３年起，就组队参加全国

和 国际大学生数学建模竞赛，并取得不错的成

绩．２０００年在国际大学生数学建模竞赛中安大

报名参 赛 的３个 队 个 个 得 奖，其 中 获 一 等 奖１
队，获二 等 奖２队．２００２年 在 全 国 大 学 生 数 学

建模竞赛中安大报名参赛的７个队也是个个得

奖，其中获国家一等奖２队，国家二等奖１队；
赛区一 等 奖、二 等 奖 各２队．１９９８年 以 来 安 大

参加国际大学 生 数 学 建 模 竞 赛，每 年 至 少 有 一

个队获二等奖．这不仅给安大争得荣誉，更为国

家培养了一些优秀人才

数学建模竞赛为何受到学生欢迎

大学生数学建模竞赛为什么会受到广大学

生的热烈欢迎？为什么各级教育部门要鼓励和

希望有更多大学生参加这项竞赛？

其根本原因在于这个竞赛活动能培养大学

生许多优良的素质．可以说，大学生数学建模竞

赛是对大 学 生 进 行 素 质 教 育 的 一 个 理 想 的 战

场．在 这 个 战 场 上 经 受 过 洗 礼 的 人，在 他 们 的

品质与能力方面都会得到用别的训练难以得到

的提高

§７．３　数学建模竞赛能培养什么素质

经过十多年 来 广 大 参 赛 同 学、指 导 教 师 和

有关教育行政 部 门 的 总 结，大 学 生 数 学 建 模 竞

赛至少从下列几个方面可以显著地提高参赛大

学生的素质

①科学创新能力

社会进步依赖于科学的创新．近年不少科

学家从不同角 度 研 究 了 创 造 力 这 个 课 题，并 把

创造力解释为：“对已知的知识和经验进行科学

的加工与创造，产生新概念、新知识、新思想 的

能力，大体由 感 知 力、记 忆 力、思 考 力、想 象 力、
洞察力几种能力构成．”他们的共识是：人的 创

造力不是与生 俱 来，而 是 需 要 一 点 一 点 的 培 养

的
参加大学生 数 学 建 模 竞 赛，经 过 三 天 三 夜

紧张的集体劳 动，立 竿 见 影 地 解 决 一 个 相 当 复

杂的问题，这 无 疑 是 对 参 与 者 创 造 力 最 有 效 的

培养
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②理论联系实际本领

参加大学生 数 学 建 模 竞 赛，可 以 培 养 应 用

数学进行分析、推 理 和 计 算 的 能 力，特 别 是“双

向翻译”的能 力．一 方 面，要 把 用 普 通 语 言 表 述

的实际问题的主要方面翻译成明确的数学问题

（数学模型），才能用数学方法去加以解决．另一

方面，当解数学模型得到结果后，又要把它用普

通人 能 懂 的 语 言 翻 译 出 来，才 能 用 于 实 际．显

然，这种本领是新型科技人才最需要具备的．

③群策群力的团队精神

数学建模竞 赛 是 以 队 为 单 位 的 团 队 竞 赛，
要取得成 功 不 仅 依 赖 于 队 员 个 人 的 条 件 和 努

力，更依赖于他们的团队精神．这包括组织、管

理、协调、合作以及及时妥协的能力
经验证明，三 个 优 秀 的 队 员 并 不 是 取 得 好

成绩的充分条件．学习好的同学可能有其负面，
比如，好强，过于自信，不容易耐心听取别人 意

见，坚持己见，不能及时妥协等，从而造成战 机

贻误，成绩不佳的结果．相反的，取得优异成 绩

的，毫无例外都是成员团结协作好，即配合默契

的队

④竞争意识与坚忍不拔品质

大学生数学建模竞赛不但能培养队员的竞

争意识，更能 培 养 他 们 的 坚 强 意 志 和 吃 苦 耐 劳

的品质
数模竞赛总是时间紧、任务重和困难大．工

作不但强度大，特别是持续时间长，三天睡不到

十小时是常有的事．竞赛中如果不能知难而进，
往往会原谅自己说这次没有准备好，下次再干，
实际上就是认输．相反地，如果不气馁，分秒 必

争地奋斗到最 后 一 分 钟，就 会 取 得 比 预 期 好 的

成绩，队员也从中得到锻炼

⑤快速收集与掌握信息能力

大学生数学建模竞赛能培养队员快速收集

与掌握信息能 力．因 为 竞 赛 题 总 是 一 个 有 相 当

应用前景，且尚未完全解决的热点课题，常常涉

及现有书籍中 找 不 到 的 最 新 知 识 和 信 息．队 员

们只能从因特 网 上 去 寻 求 所 需 的 信 息，从 而 提

高了他们 使 用 因 特 网 查 信 息 并 设 法 下 载 的 能

力．此外，还需要尽快把下载的资料读懂并应用

到当前的工作中去．不言而喻，这种快速收集与

掌握信息能力，对 于 信 息 时 代 的 青 年 是 尤 为 可

贵的

⑥急中生智与快速反应能力

大学生数学 建 模 竞 赛 时 间 紧、任 务 重 的 特

点，也最能培养 参 赛 队 员 的 应 变 能 力 在 大 量

问题与困难面前，适时地想出办法，百折不挠地

向前推进．不言而喻，这种急中生智和快速反应

的能力对新世纪人才也是十分宝贵的

⑦利用计算机的综合能力

大学生数学建模竞赛的所有赛题几乎都要

涉及大量的计 算 或 逻 辑 运 算，参 赛 队 员 不 掌 握

计算机和相应数学软件的使用是难以胜任的
此外，作为数 学 建 模 竞 赛 答 卷 的 论 文 还 需

要好的排版、编程计算和绘图制表等能力．这种

使用计算机的综合能力也是新时代优秀人才必

须具备的
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⑧准确表述与宣传广告的写作能力

大学生数学建模竞赛的最后答卷是一篇论

文，这就要求队员具有逻辑严格，且准确清晰的

文字表述能力
数学建模竞赛题中有时也要求写一篇宣传

你的观点与结 论 的 通 俗 文 字 或 广 告，从 中 也 培

养了队员们在 文 字 宣 传 方 面 的 写 作 能 力．这 样

的写作能力，显 然 在 同 学 们 今 后 的 事 业 中 极 为

有用

一次参赛，终身受益

大学生数学建模竞赛的全过程在相当程度

上“模拟”了同学们今后将参与的高科技攻关的

实际情况，以及为取得攻关成功所需要的能力．
正因为参加数 学 建 模 竞 赛 培 养 了 这 种 能 力，许

多参赛队员毕业后在工作或在深造中都作出了

优异成绩，他 们 都 用 不 同 的 方 式 表 达 了 同 一 个

体会：
“一次参赛，终身受益”

§７．４　怎样参加大学生数学建模竞赛

①赛前培训

包括正规的数学建模课和专为参赛队员开

设的培训课．后者含优秀论文讨论、相关数学内

容介绍、学习与掌握常用软件，等等
②竞赛三天的拼搏

以“人生能 有 几 次 搏”的 心 态 全 力 以 赴，勇

于创 新，团 结 协 作；按“假 设 合 理 性，建 模 创 造

性，结果正确性，表述清晰性”标准做好
③赛后继续

平常心态对待获奖；总结经验，以利再战
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第８章　Ｍａｔｌａｂ编程及应用

§８．１　引言

§８．２　Ｍ 文件的形式

§８．３　全局变量与局部变量

§８．４　Ｍａｔｌａｂ的程序结构

§８．５　Ｍａｔｌａｂ编程练习题

§８．６　第８章练习题参考答案

§８．１　引言

Ｍａｔｌａｂ是一个高性能的科学计算软件，它

将计算、可视 化 和 编 程 功 能 集 成 于 一 个 使 用 非

常方便的环境
Ｍａｔｌａｂ是一个强有力的操作环境，提供完

整而易于使用 的 语 言，这 是 一 个 很 方 便 的 解 释

性编程语言，与Ｃ语言等兼容．因而，Ｍａｔｌａｂ程

序语法简单，容易调试，人机交互性强
此外，Ｍａｔｌａｂ有一系列非常强有力的工具

箱和函数，除 可 用 来 解 决 各 种 各 样 复 杂 计 算 问

题之外，更可给编程带来简化，是公认最好的第

四代计算机语言

　　由于大学生数学建模竞赛的竞赛题要涉及

相当分量的计 算，因 而 必 须 借 助 计 算 机 及 各 种

软件的帮助才能完成任务．一般来说，参加数模

竞赛的同学一定要在某种程度上学习掌握某些

数学软件，并 在 竞 赛 中 尽 量 使 用 自 己 熟 悉 的 数

学软件解决有关的计算与分析问题．目前，有不

少数学软件可供选择，我们推荐 Ｍａｔｌａｂ
本章只讲 Ｍａｔｌａｂ编程，并用有一定意义的

实际例子简要介绍 Ｍａｔｌａｂ编程方法，特别给出

若干实际问题作为编程练习

Ｍａｔｌａｂ的工作方式

Ｍａｔｌａｂ有 两 种 工 作 方 式，它 们 是：直 接 交

互的指令行操作方式，和 Ｍ 文件的编程工作方

式
第一种 方 式 对 计 算 不 复 杂 的 问 题 十 分 方

便，但不能适应计算复杂的问题．对于后一类问

题必须用第二种方式来解决
Ｍａｔｌａｂ编程与Ｃ语言编程很相近，学过后

者的同学，将 会 发 现 Ｍａｔｌａｂ编 程 更 为 简 便，函

数功能更强（Ｃ 语 言 更 灵 活，而 Ｍａｔｌａｂ与 之 兼

容）

§８．２　Ｍ 文件的形式

Ｍａｔｌａｂ程序，即 Ｍ 文件，有两种类型，它们

是：命令文件和函数文件
命令文件是直接交互指令行操作方式的发

展，非常容易编写，只要把有关的指令按顺序写

出来组成一个 Ｍ 文件即可．但此类文件不能适

应计算复杂的问题
函数文件相当于 Ｃ语言的“函数”，可 灵 活

调用．Ｍａｔｌａｂ编程也提倡尽量多编函数文件作

为子程序，以求程序更清晰，层次更分明，便 于

调试和阅读

命令文件举例

编写命令文件，只要把有关的指令用“；”隔

开，并按顺序写出来即可
例１：编一个求前１００个正整数之和的命令

文件：ｅｘａｍｐｌｅ１．ｍ
解：ｅｘａｍｐｌｅ１．ｍ 的内容如下：

ｓ＝０；

ｆｏｒ　ｉ＝１：１００
ｓ＝ｓ＋ｉ；

ｅｎｄ；

ｓ
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函数文件

　　函数文件一般形式如下：

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ［输出参数１，…，输出参数ｎ］

＝函数名（输入参数１，…，输入参数ｍ）｛函数体｝
注：⑴给该函 数 文 件 命 名 时 须 与 函 数 名 一

致
⑵ｎ＝１时，第一行简化为

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ输出参数＝ 函数名（输入参数）

⑶输入、输出参数可以是任意类型的量、字

符、不同维数数组或数据结构等
⑷输入参数 是 已 知 量，输 出 参 数 则 要 进 行

计算，其最后值是函数调用时的返回值

　　例２：编 一 个 求 一 维 数 组 的 平 均 值 与 方 差

的函数文件：ｔｏｎｇｊｉ．ｍ
解：ｔｏｎｇｊｉ．ｍ 的内容如下：

ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ｐ，ｑ］＝ｔｏｎｇｊｉ（ｘ）
［ｍ，ｎ］＝ｓｉｚｅ（ｘ）；　％ｘ的行列数

ｉｆｍ～＝１
ｅｒｒｏｒ（‘不是行向量！’）；

ｅｎｄ；
ｐ＝ｓｕｍ（ｘ）／ｎ；　ｑ＝０；
ｆｏｒｉ＝１：ｎ
　　ｑ＝ｑ＋（ｘ（ｉ）－ｐ）（ｘ（ｉ）－ｐ）；
ｅｎｄ；
调用方法 ｘ＝［１：１００］；［ａ，ｂ］＝ｔｏｎｇｊｉ（ｘ）

　　例３：编一个函 数 文 件ｓｕｓｈｕ．ｍ，判 定 数ｘ
是否素数，若是，返回１，否则，返回０．

内容如下：

　　例４：编一个函数对随机输入的一个大于１
的正数ｎ，输出不大于ｎ的所有素数

ｆｕｎｃｔｉｏｎａ＝ｓｕｓｈｕｂｉａｏ（ｎ）；
ｉｆｎ＜２
　ｅｒｒｏｒ（‘输入不合要求！’）；
ｅｎｄ；
ｋ＝１；
ｆｏｒｉ＝１：ｎ
　ｉｆｓｕｓｈｕ（ｉ）　％是否素数

　 ａ（ｋ）＝ｉ；ｋ＝ｋ＋１；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；

调用方法 ｎ＝１００ｒａｎｄ；ｓｕｓｈｕｂｉａｏ（ｎ）

　　例５：编 一 个 函 数 对 随 机 输 入 的 一 个 正 偶

数２ｎ，验证２ｎ是两个素数之和
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｇｏｌｄｂａｃｈ（ｎ）
ａ＝ｃｅｉｌ（ｓｑｒｔ（ｎ））；ｙ＝０；
ｉｆｒｅｍ（ｎ，２）｜ｎ＜４
　ｅｒｒｏｒ（‘输入不合要求’）
ｅｎｄ；
ｆｏｒｉ＝２：ａ
　ｉｆｓｕｓｈｕ（ｉ）＆ｓｕｓｈｕ（ｎ－ｉ）
　　ｙ＝１；ｂｒｅａｋ；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；

调用方法 ｎ＝ｃｅｉｌ（１０^１０ｒａｎｄ）；
ｇｏｌｄｂａｃｈ（２ｎ）

§８．３　全局变量与局部变量

　　在 Ｍ 文件中，命令文件的所有变量都是全

局变量
在函数文件中，可用（例如）

　　ｇｌｏｂｌｅＸＹＺ；
将 Ｘ，Ｙ和Ｚ定义为全局变量

如果在几个函数中都把某一变量定义为全

局变量，它们就可公用这个变量，这是在函数之

间传递信息的一个手段
但使用全局变量却破坏了函数对变量的封

装，降低程序可读性与可靠性，不足取
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§８．４　Ｍａｔｌａｂ的程序结构

　　原则上，只要有顺序、循环和分支结构的计

算机语言，即 可 编 程 解 决 任 何 计 算 问 题．Ｍａｔ
ｌａｂ有这三种结构，故可用它编程解决任何计算

问题
Ｍａｔｌａｂ虽然没 有 Ｃ 语 言 那 样 丰 富 的 控 制

结构，但 Ｍａｔｌａｂ自身的强大功能（众多 的 函 数

及命令）弥补了这个不足，使用户几乎感觉不到

困难．人 们 评 价 说：Ｍａｔｌａｂ语 言 是 一 种 完 善 而

易用的高水平编程语言

顺序结构

　　顺序 结 构 实 际 上 就 是 用 复 合 表 达 式 构 成

的．复合表达式定义为用“；”号连接在一起的若

干表达式：
复合表达式＝表达式１；表达式２；…；表达式ｎ；

Ｍａｔｌａｂ程序 按 一 行 一 行 从 上 往 下 顺 序 执

行；同一行则按从左往右顺序执行
Ｇｏｔｏ语句虽可强行改变执行顺序，但可读

性差，不足取．后面将要介绍的 Ｂｒｅａｋ语句才是

Ｍａｔｌａｂ编程中经常用来改变执行顺序的手段

循环结构

　　计算机的优势之一在于它能按设定的方案

以高速度重复 执 行 若 干 运 算，求 得 用 手 工 很 难

实现的计算结果
当编程中涉 及 运 行 有 规 律 的 重 复 运 算 时，

要用循环结构，即将某些语句重复执行．一组被

重复执行的语句称为循环体．它每循环一次，都

必须做出是继 续 重 复 或 是 停 止 的 判 断，其 依 据

称为终止条件
Ｍａｔｌａｂ语言提供两种循环方式：ｆｏｒ－ｅｎｄ

和 ｗｈｉｌｅ－ｅｎｄ

ｆｏｒ－ｅｎｄ循环

ｆｏｒ－ｅｎｄ循环允许一组命令以预定的固定

次数重复
其一般形式为：

ｆｏｒｉ＝某一维数组

　　　｛循环体｝

ｅｎｄ；

求前ｎ个正整数平方之和

　　例６：随机输入一个正整数ｎ，计算前ｎ个

正整数平方之和，并 用 反 复 执 行 此 程 序 的 办 法

验证此和都等于 （１／６）ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
解：程序为

ｎ＝ｃｅｉｌ（１００ｒａｎｄ）％不大于１００的随机数

ｓ＝０；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
ｓ＝ｓ＋ｉｉ；

ｅｎｄ；

ｓ，ｓ－ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）／６

ｆｏｒ－ｅｎｄ循环可嵌套

　　例７：求给定ｍ×ｎ实矩阵 Ａ 元素的平均值ｐ，
和各元素与平均值的偏差组成的矩阵Ｂ

解：程序为：ｍ＝３；ｎ＝４；ｐ＝０；
Ａ＝ｒａｎｄ（ｍ，ｎ）　　％３×４随机矩阵

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
　　ｆｏｒｊ＝１：ｎ
　　　ｐ＝ｐ＋Ａ（ｉ，ｊ）；
　　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；
ｐ＝ｐ／ｍ／ｎ；
ｆｏｒｉ＝１：ｍ
　　ｆｏｒｊ＝１：ｎ
　　　Ｂ（ｉ，ｊ）＝Ａ（ｉ，ｊ）－ｐ；
　　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；
ｐ，Ｂ　　％显示结果
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ｗｈｉｌｅ－ｅｎｄ循环

　　ｗｈｉｌｅ－ｅｎｄ循环以不定的循环次数求一组

语句的值
其一般形式为：

ｗｈｉｌｅ某一逻辑表达式

　　　｛循环体｝

ｅｎｄ；
当逻辑表达 式 所 有 元 素 为 真，就 执 行 循 环

体中所有命令，否则，就跳出循环

　　例８：对随机输入的一个正数ｎ，输出大于ｎ
的第一个素数

解：

ｎ＝１００００ｒａｎｄ％不 大 于１００００的 随 机

数

ｉ＝ｆｌｏｏｒ（ｎ＋１）；％不小于ｎ＋１的最小整数

ｗｈｉｌｅｓｕｓｈｕ（ｉ）＝＝０％ｉ不是素数

　　　ｉ＝ｉ＋１；

ｅｎｄ；

ｉ　　％显示ｉ

分支结构

　　为了完成 所 需 的 计 算 任 务，命 令 序 列 经 常

须按关系的检 验 结 果 有 条 件 地 执 行，这 就 是 分

支结构的任务．在 Ｍａｔｌａｂ编程语言里，由

　　ｉｆ－ｅｎｄ
结构来解决

分支结构共有三种形式，分别叙述如下

ｉｆ－ｅｎｄ分支结构

结构形式：ｉｆ逻辑表达式

　　｛命令序列｝

ｅｎｄ
例９：求一维整数组ｘ中所有奇数之和ｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｊｉｓｈｕｈｅ（ｘ）

ｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ｘ）；ｙ＝０；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
　　ｉｆｍｏｄ（ｘ（ｉ），２）　　％是否奇数

　　　ｙ＝ｙ＋ｘ（ｉ）；

　　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｉｆ－ｅｌｓｅ－ｅｎｄ分支结构

　　结构形式：ｉｆ逻辑表达式

　｛为真时执行的命令序列｝

ｅｌｓｅ
　｛为假时执行的命令序列｝

ｅｎｄ

　　例１０：对输入的 一 个 正 整 数 ｎ２，输 出 第

ｎ个 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数
解：ｆｕｎｃｔｉｏｎｆ＝ｆｉｂｏｄｔ（ｎ）

ｉｆｎ＜２
　ｅｒｒｏｒ（‘输入不合要求！’）；
ｅｌｓｅ
　ａ＝０；ｂ＝１；
　ｆｏｒｉ＝１：ｎ－１

ｆ＝ａ＋ｂ；
％ｆ１＝１；ｆ２＝１；ｆｉ＝ｆｉ－１＋ｆｉ－２

　　ａ＝ｂ；ｂ＝ｆ；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；
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ｉｆ－ｅｌｓｅｉｆ－…－ｅｌｓｅ－ｅｎｄ分支结构

　　结构形式：

　　ｉｆ逻辑表达式ｅｘ１
　　　｛ｅｘ１为真时执行的命令序列１｝

　　ｅｌｓｅｉｆ逻辑表达式ｅｘ２
　　　｛ｅｘ２为真时执行的命令序列２｝

　　ｅｌｓｅｉｆ逻辑表达式ｅｘ３
　　　｛ｅｘ３为真时执行的命令序列３｝

　　ｅｌｓｅ
　　　｛ｅｘ１－ｅｘ３全为假时执行的命令序列｝

　　ｅｎｄ

　　例１１：求分段函数的值：ｆ（ｘ）＝０，ｉｆｘ＜０；
ｆ（ｘ）＝ｘ，ｉｆ０≤ｘ＜２；ｆ（ｘ）＝ｘ^２，ｉｆ４≤ｘ＜６；
ｆ（ｘ）＝３６，ｉｆｘ＞６

解：ｘ＝１０ｒａｎｄ　％不大于１０的随机数

ｉｆｘ＜０
　　ｆ＝０；
ｅｌｓｅｉｆｘ＞＝０＆ｘ＜２
　　ｆ＝ｘ；
ｅｌｓｅｉｆｘ＞＝４＆ｘ＜６
　　ｆ＝ｘｘ；
ｅｌｓｅ

ｆ＝３６；
ｅｎｄ；
ｓｐｒｉｎｔｆ（‘ｆ（％ｄ）＝％ｄ’，ｘ，ｆ）　％显示ｆ（ｘ）＝ｆ

Ｂｒｅａｋ指令

功能：前面讲过，Ｂｒｅａｋ 指令是改变执行顺

序的一 种 手 段．它 的 功 能 就 是 导 致 最 内 层 的

ｗｈｉｌｅ，ｆｏｒ等语句终止
一般形式：在循环体内另设条件（通常用ｉｆ

－ｅｎｄ语句），达到适时退出循环的目的

　　例１２：鸡兔同笼问题：已知一笼鸡兔共有头３６，和

脚１００，求鸡数ｊ和兔数ｔ
解１：

　ｇ＝１；

ｗｈｉｌｅｍｏｄ（１００－２ｇ，４）｜ｇ＋（１００－２ｇ）／４－３６

　　ｇ＝ｇ＋１；

ｅｎｄ；

ｓｐｒｉｎｔｆ（＇鸡数是％ｄ；兔数是％ｄ＇，ｇ，３６－ｇ）

注：ｍｏｄ（１００－２ｇ，４）≠０表示１００－２ｇ只脚不全是

兔脚；在 ｍｏｄ（１００－２ｇ，４）＝０条件下

ｇ＋（１００－２ｇ）／４－３６≠０进 一 步 判 定１００－２ｇ只

脚不全是兔脚，故当前的ｇ不对应任何解

　　解２：

ｆｏｒｊ＝１：５０
　ｉｆｒｅｍ（１００－ｊ２，４）＝＝０＆（ｊ＋（１００

－ｊ２）／４）＝＝３６
　　　　ｂｒｅａｋ；

　ｅｎｄ；

　ｊ＝ｊ＋１；

ｅｎｄ；

ｓｐｒｉｎｔｆ（＇鸡数是％ｄ，兔数是％ｄ．＇，ｊ，３６－ｊ）
注：若满足判定条件时，当前的ｊ便是问题

的解

　　例１３：输入不大于１００００的正随机数ｘ，输出 不 小

于ｘ的最小偶数Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数
解：

　ｘ＝１００００ｒａｎｄ
ｆｏｒｎ＝２：１００　　％１００为１００００的平方根

　　ｉｆｆｉｂｏｄｔ（ｎ）＞ｘ　％第ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数＞ｘ

　　　ｂｒｅａｋ；

　　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｗｈｉｌｅｍｏｄ（ｆｉｂｏｄｔ（ｎ），２）％第ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数是偶

ｎ＝ｎ＋１；

ｅｎｄ；

ｓｐｒｉｎｔｆ（＇不 小 于％ｆ最 小 偶 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数 是％ｄ．＇，ｘ，

ｆｉｂｏｄｔ（ｎ））
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§８．５　Ｍａｔｌａｂ编程练习题

　　⑴ 用 递 归 函 数 算 法 编 一 个 求 第 ｎ 个 Ｆｉ
ｂｏｎａｃｃｉ数的函数

提示：令ｆｉｂｏ（ｎ）表示第ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数．
按定义，

　　ｆｉｂｏ（０）＝０，ｆｉｂｏ（１）＝１，

　　ｆｉｂｏ（ｎ）＝ｆｉｂｏ（ｎ－１）＋ｆｉｂｏ（ｎ－２），

ｎ＝２，３，４，…

⑵随机输入不大于３０的正整数ｎ，输出前

ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数（从ｆｉｂｏ（０）＝１开始）．
提示：利用例１０给出的函数ｆｉｂｏｄｔ（ｎ）

　　⑶利用函数ｆｉｂｏｄｔ编一个判断已知数ｘ是

否Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数的函数ｂｅｆｉｂｏ
提示：当ｘ是Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数时，输出

ｂｅｆｉｂｏ（ｘ）＝１；
当ｘ不是Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数时，输出

ｂｅｆｉｂｏ（ｘ）＝０

　　⑷输出 不 大 于１０８ 的 且 为 素 数 的 所 有 Ｆｉ
ｂｏｎａｃｃｉ数

提示：利用例３给出的函数ｓｕｓｈｕ，例１０给

出的函数ｆｉｂｏｄｔ或习题⑶给出的函数ｂｅｆｉｂｏ

⑸输出大于１０９ 且为素数的最小Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ
数

提示：利用例３给出的函数ｓｕｓｈｕ，例１０给

出的函数ｆｉｂｏｄｔ或习题⑶给出的函数ｂｅｆｉｂｏ

　　⑹用 递 归 算 法 或 迭 代 算 法 编 一 个 求 阶 乘

ｎ！的函数ｊｉｅｃｈｅｎｇ
提示：ｊｉｅｃｈｅｎｇ（０）＝１；

ｊｉｅｃｈｅｎｇ（ｎ）＝ｎｊｉｅｃｈｅｎｇ（ｎ－１）

⑺求使ｎ！不超过 ｍ＝１０３０５的最大正整数

ｎ
提示：利用习题⑹给出的函数ｊｉｅｃｈｅｎｇ

　　⑻用二叉 搜 索 算 法，编 一 个 从 已 知 不 减 数

列中搜索数ｘ的位置的函数
提示：二叉搜索算法的递归形式要义如下：

欲在不减数列

ａ１，ａ２，…，ａｎ

中搜索数ｘ的位置，比较ｘ与中间项ａ （ｎ＋１）／２

（ ｙ 记不大于ｙ的最大整数），若相等则停止；
否则，把搜索归约到更小的范围，即当ｘ较小时

归约到序列的前半段；否则，归约到后半段

　　⑼编一个输出 已 知 实 数 列 的 最 大（小）值，
和该最大（小）值位置的程序

提示：使用 Ｍａｔｌａｂ函数 ｍａｘ（ａ）较为简便



１０１　　

　　⑽用迭代算法求解下列递推关系

ａ（ｎ）＝ｃ１ａ（ｎ－１）２＋ｃ２ａ（ｎ－２）＋２ｎ；

ａ（１）＝１，ａ（２）＝２
提示：可 编 一 个 函 数 ｄｔｇｘ（ｎ）对 输 入 的 ｎ

输出ａ（１），ａ（２），．．．，ａ（ｎ）的值
⑾用迭代算法求解下列递推关系组

ｕ（ｎ＋１）－ｕ（ｎ）＋ｖ（ｎ）＝ｎ；

ｕ（ｎ）＋２ｖ（ｎ＋１）－ｖ（ｎ）＝２；

ｕ（０）＝１，ｖ（０）
烅
烄

烆 ＝０

　　⑿编一个求已知置换ｆ之逆置换的函数
提示：用二维数组表示置换，置换及其逆置

换如下列矩阵所示：

ｆ＝
１ ２ … ｎ
ｆ１ ｆ２ … ｆ（ ）

ｎ

ｆ－１ ＝
ｆ１ ｆ２ … ｆｎ

１ ２ …（ ）ｎ

＝
１ ２ … ｎ
ｇ１ ｇ２ … ｇ（ ）

ｎ

　　⒀输出全部不含连续两个０的６位二进制

串
⒁在二元域Ｚ＝｛０，１｝（其运算定义为

　０＋０＝１＋１＝０；０＋１＝１＋０＝１
　００＝０１＝１０＝０；１１＝１）

上解线性方程组，其增广矩阵如下所示
提示：在二元域Ｚ上的 运 算 仅１＋１＝０与

实数运算不同，但 可 通 过 先 作 实 数 加 法 运 算 再

对所得结果取 模２的 剩 余 即 可：ｍｏｄ（１＋１，２）

＝ｍｏｄ（２，２）＝０

Ａ＝

１ １ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ １
１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０ １
０ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ １ １ １ ０ ０ １ １
１ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ １
１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １
０ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １ ０ １ １ １ １

　　⒂已知前ｎ个正整数（例如，ｎ＝１０）的一个

排列 Ｌ，编 一 个 程 序 输 出 Ｌ 的 一 个 最 长 递 降

（升）子序列，并输出此递降（升）子序列的位置

提示：参看第６章§６．３问题３的有关知识

　　⒃用 Ｗａｌｌｓｈａｌｌ算法或布尔 运 算 通 过 下 列

已知有向图的邻接矩阵求它的可达性矩阵
提示：有关概念参看方世昌编著的《离散数

学》第８章§８．３



１０２　　

　　⒄用 Ｋｒｕｓｋａｌ算法求下列已知无向赋权图

的最小生成树
提示：有关概念参看方世昌编著的《离散数

学》第８章§８．６．３．关 联 矩 阵 按 权 从 小 到 大 对

边排序

　　⒅用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法求下列已知无向赋权图

的从源点ｕ到所有点的最短路及其路长
提示：有关概念参看方世昌编著的《离散数

学》第８章§８．２．３．赋 权 图 邻 接 矩 阵 的 值 是 对

应权值

§８６　第８章练习题参考答案

　　⑴用递归函数算法编一个求第ｎ个

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数的函数
％ 第ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数的递归算法

ｆｕｎｃｔｉｏｎｆ＝ｆｉｂｏｄｇ（ｎ）％ｎ为非负整数

ｉｆｎ＝＝０
　ｆ＝０；　　　％ｆｉｂｏｄｇ（０）＝０
ｅｌｓｅｉｆｎ＝＝１
　ｆ＝１；　　　％ｆｉｂｏｄｇ（１）＝１
ｅｌｓｅｆ＝ｆｉｂｏｄｇ（ｎ－１）＋ｆｉｂｏｄｇ（ｎ－２）；

　　％ 基于递归公式：ｆ（ｎ）＝ｆ（ｎ－１）＋ｆ（ｎ－２）

ｅｎｄ；

　　⑵随机输入不大于３０的正整数ｎ，输出前

ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数（从ｆｉｂｏ（０）＝０开始）
％ 显示前ｎ个Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数，ｎ≤３０为随机正整数

ｃｌｅａｒ；ｎ＝ｆｌｏｏｒ（３０ｒａｎｄ）
ａ（１）＝１；ａ（２）＝１；
ｉｆｎ＜２
　　ｅｒｒｏｒ（＇输入不合要求！＇）；
ｅｎｄ；
ｆｏｒｉ＝３：ｎ
　　ａ（ｉ）＝ｆｉｂｏｄｔ（ｉ）；
ｅｎｄ；
ａ

　　⑶判断输入数ｎ是否Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数的函数
　ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｂｅｆｉｂｏ（ｎ）
ｉｆｍｏｄ（ｎ，１）｜（ｎ＞０）

ｅｒｒｏｒ（＇Ｎｏｔｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ＇）；
ｅｌｓｅｉｆｎ＜４
　ｙ＝１；　　％先处理前３个整数

ｅｌｓｅ
　ｉ＝３；
　ｗｈｉｌｅｆｉｂｏｄｔ（ｉ）＜ｎ
　　ｉ＝ｉ＋１；
　ｅｎｄ；
　ｉｆｆｉｂｏｄｔ（ｉ）＝＝ｎ
　　ｙ＝１；
　ｅｌｓｅｙ＝０；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；



１０３　　

　　⑷输出不大于１０８ 的素数Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数
％ 求不大于 ｍ 且为素数的Ｆｉｂｏｎａｃｉ数

ｍ＝１０^８；
ｉ＝３；ｋ＝３；
ｆ（１）＝２；ｆ（２）＝３；
ｗｈｉｌｅｆｉｂｏｄｔ（ｉ）＜ｍ
　ｉｆｓｕｓｈｕ（ｆｉｂｏｄｔ（ｉ））
　　ｆ（ｋ）＝ｆｉｂｏｄｔ（ｉ）；ｋ＝ｋ＋１；
　ｅｎｄ；
　ｉ＝ｉ＋１；
ｅｎｄ；
ｓｐｒｉｎｔｆ（‘％ｄ以内是素数的Ｆｉｂｏｎａｃｉ数是’，
ｍ）
ｆ　　％ｆ数组表示所需的结果

　　⑸输出大于１０９ 的最小素数Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数
％ 求比已知数 ｍ 大的最小素数Ｆｉｂｏｎａｃｉ数

ｃｌｅａｒ；ｕ＝１；ｖ＝１；ｍ＝１０^９；
ｗｈｉｌｅｖ＜ｍ
　ｗ＝ｕ＋ｖ；ｕ＝ｖ；ｖ＝ｗ；
ｅｎｄ；　％结束时 ｗ为比 ｍ 大的Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ
　数

ｗｈｉｌｅｓｕｓｈｕ（ｖ）＝＝０
　ｗ＝ｕ＋ｖ；ｕ＝ｖ；ｖ＝ｗ；
ｅｎｄ；　％结束时ｗ既是素数又是Ｆｉｂｏｎａｃｉ数

ｓｐｒｉｎｔｆ（‘大于 ％ｄ 的 最 小 素 数 Ｆｉｂｏｎａｃｉ数

是 ％ｄ’，ｍ，ｖ）
ｖ

　　⑹用 递 归 算 法 或 迭 代 算 法 编 一 个 求 阶 乘

ｎ！的函数ｊｉｅｃｈｅｎｇ
％这是阶乘ｎ！的函数，ｎ必须是非负整数

ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｊｉｅｃｈｅｎｇ（ｎ）

ｉｆｍｏｄ（ｎ，１）｜ｎ＜０　％不是非负整数

　　ｅｒｒｏｒ（‘输入不合要求！’）；

ｅｎｄ；

ｙ＝１；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
　　ｙ＝ｉｙ；

ｅｎｄ；

　　⑺求满足ｎ！不超过 ｍ＝１０３０５的最大正整

数ｎ
％ 求满足ｎ！不超过已知正整数ｍ的ｎ的最大值

ｍ＝１０^３０５；

ｎ＝１；

ｗｈｉｌｅｊｉｅｃｈ（ｎ）＜ｍ
　　ｎ＝ｎ＋１；

ｅｎｄ；

ｎ－１
ｊｉｅｃｈ（ｎ－１）

注：当 ｍ＞１０３０５时，本程序可能出错

　　⑻从已知不减数列中搜索数ｘ的位置
％在已知增数列ａ里二叉搜索数ｘ 的位置

ｆｕｎｃｔｉｏｎｗｚ＝ｅｃｓｓ（ｘ，ｉ，ｊ）
ａ＝［－１１，－５，－３，－１：９，１１，１３，１７，２３］
ｍ＝ｆｌｏｏｒ（（ｉ＋ｊ）／２）；
ｉｆｘ＝＝ａ（ｍ）

ｗｚ＝ｍ；
ｅｌｓｅｉｆｘ＜ａ（ｍ）＆ｉ＜ｍ

ｗｚ＝ｅｃｓｓ（ｘ，ｉ，ｍ－１）；
ｅｌｓｅｉｆｘ＞ａ（ｍ）＆ｊ＞ｍ

ｗｚ＝ｅｃｓｓ（ｘ，ｍ＋１，ｊ）；
ｅｌｓｅｗｚ＝０；　％ｘ不在序列里时输出０
ｅｎｄ；

　　⑼求 已 知 实 数 组 最 大（小）数 及 其 出 现 的
位置
　 ｃｌｅａｒ；

ａ＝［０，－１：４，０，１１，－３，５，１１，７，９，１１，－３］
ｂ＝ｍａｘ（ａ）；　　％ｍｉｎ（ａ）
ｆｐｒｉｎｔｆ（‘最 大 数 是：％ｄ，其 出 现 的 位 置
是：’，ｂ）
ｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ａ）；
ｋ＝１；ｕ（ｋ）＝０；
％ 数组ｕ存最大数出现的位置

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
　ｉｆａ（ｉ）＝＝ｂ
　　ｕ（ｋ）＝ｉ；ｋ＝ｋ＋１；
　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；
ｄｉｓｐ（ｕ）



１０４　　

　　⑽用迭代算法求解下列递推关系
ａ（ｎ）＝ｃ１ａ（ｎ－１）２＋ｃ２ａ（ｎ－２）＋２ｎ；
ａ（１）＝１，ａ（２）＝２

　　解：ｆｕｎｃｔｉｏｎａ＝ｄｔｇｘ（ｍ）
ｉｆｍ＜３
　ｅｒｒｏｒ（‘出错！’）
ｅｎｄ
ａ（１）＝１；ａ（２）＝２；
ｃ１＝２；ｃ２＝－１；
ｆｏｒｎ＝３：ｍ
　ａ（ｎ）＝ｃ１ａ（ｎ－１）ａ（ｎ－１）＋ｃ２
ａ（ｎ－２）＋２ｎ；
ｅｎｄ；
ａ　　％显示前 ｍ 次递推的解

　　⑾用迭代算法求解下列递推关系组
ｕ（ｎ＋１）－ｕ（ｎ）＋ｖ（ｎ）＝ｎ；
ｕ（ｎ）＋２ｖ（ｎ＋１）－ｖ（ｎ）＝２；
ｕ（０）＝１，ｖ（０）＝０

　　解：ｃｌｅａｒ；ｍ＝３；　％求第 ｍ 次迭代结果

ｎ＝１；
ｕ（ｎ）＝１＋１；ｖ（ｎ）＝１－１／２；

％先求ｕ（１），ｖ（１）
ｗｈｉｌｅｎ＜＝ｍ ＆ ｍ＞１
　ｕ（ｎ＋１）＝ｕ（ｎ）－ｖ（ｎ）＋ｎ；
　ｖ（ｎ＋１）＝１－（ｕ（ｎ）－ｖ（ｎ））／２；
　ｎ＝ｎ＋１；
ｅｎｄ；
ｕ，ｖ

　　⑿求逆置换的函数
　　解：ｆｕｎｃｔｉｏｎｇ＝ｎｉｚｈａｎｓｈｕ（ｘ）

ｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ｘ）；
ａ＝［１：ｎ］；
ｉｆｎ＞ｌｅｎｇｔｈ（ｉｎｔｅｒｓｅｃｔ（ａ，ｘ））
　　ｅｒｒｏｒ（“不是置换！”）；
ｅｎｄ；
ｋ＝１；
ｆｏｒｉ＝ｋ：ｎ
　　ｆｏｒｊ＝１：ｎ
　　　ｉｆｘ（ｊ）＝＝ｉ
　　　　ｇ（ｋ）＝ｊ；ｋ＝ｋ＋１；
　　　ｅｎｄ；
　　ｅｎｄ；
ｅｎｄ；



书书书

１０５　　

　　（１３）编程输出全部不含连续两个０的６位二进制串
　　解１：

ｆｕｎｃｔｉｏｎＱ＝ｓｈｕ０１ｚｕ（Ｎ）

ｉｆＮ＜１
　ｅｒｒｏｒ（‘Ｉｎｖａｌｉｄｉｎｐｕｔ！’）；

ｅｎｄ；

ｋ＝１；ｐ＝ｚｅｒｏｓ（２^Ｎ，Ｎ）；　　％数组ｐ放从０到２^Ｎ－１的前２^Ｎ 个非负整数，先冲零；

Ｑ＝ｚｅｒｏｓ（２，Ｎ）； ％数组 Ｑ 放将来结果

ｆｏｒｉ＝０：２^Ｎ－１ ％将十进制化为二进制

　　ｊ＝Ｎ；

　　ｎ＝ｉ；

ｗｈｉｌｅ（ｎ＞０）

　　ｐ（ｋ，ｊ）＝ｍｏｄ（ｎ，２）；

　　ｎ＝ｆｌｏｏｒ（ｎ／２）；

　　ｊ＝ｊ－１；

ｅｎｄ；

ｋ＝ｋ＋１；

ｅｎｄ；

ｍ＝０；

ｆｏｒｉ＝１：２^Ｎ
　ｆｏｒｊ＝１：Ｎ－１
　　ｉｆｐ（ｉ，ｊ）＋ｐ（ｉ，ｊ＋１）＝＝０；

　　　ｐ（ｉ，１）＝２；ｂｒｅａｋ；　　　％有连续０的行标记２
　　ｅｎｄ；

　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｍ＝０；

ｆｏｒｉ＝１：２^Ｎ
　ｉｆｐ（ｉ，１）～＝２
　　ｍ＝ｍ＋１；

　　Ｑ（ｍ，１：Ｎ）＝ｐ（ｉ，１：Ｎ）；　　　％没有连续０的行依次放进 Ｑ
　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｆｐｒｉｎｔｆ（‘全部不包含连续两个０的％ｄ位二进制串的个数为％ｄ＼ｎ’，Ｎ，ｍ）

　　解２：

ｃｌｅａｒ；

ｎ＝６；　　　　　　　　　　　　％ｎ为串的长度

ｍ＝２１；％２１＝ｆ（６）＋ｆ（５）＝１３＋８　　　％ ｍ＝｜Ｓ｜＝ｆ（ｎ＋２）等于第ｎ＋２个Ｆｉｂｏｎａｃｉ数

ａ＝ｏｎｅｓ（ｎ，ｍ）；　　　％矩阵ａ中将生成答案，其每一列表示一元，先置初态为全１
ｄ＝［１３８５３２１１］；

　　　　　　　　％ｄ为反序的Ｆｉｂｏｎａｃｉ数列长度为ｎ＋２即ｄ（１）＝ｆ（ｎ＋２）＝｜Ｓ｜
ａ（１，１：ｄ（２））＝ｚｅｒｏｓ（１，１：ｄ（２））；



１０６　　

％置ａ的第一行的前ｆ（ｎ＋１）个元为０（其余元为１）

ｆｏｒｊ＝２：ｎ
　　ｋ＝１；ｈ＝１；

　　ｗｈｉｌｅｋ＜＝ｍ
　　ｉｆａ（ｊ－１，ｋ）＝＝０
　　　ｈ＝１；ａ（ｊ，ｋ）＝１；　　％前一行对应元为０时置新行的对应元为１：０－＞１
　　ｅｌｓｅｉｆｈ＜＝ｄ（ｊ＋１）

　　　ｈ＝ｈ＋１；ａ（ｊ，ｋ）＝０；　　　％置前ｆ（ｊ－１）个元为０
　　ｅｌｓｅｉｆｈ＜＝ｄ（ｊ－１）

　　　ｈ＝ｈ＋１；ａ（ｊ，ｋ）＝１； ％置后跟的ｆ（ｊ－１）个元为１
　　ｅｌｓｅｈ＝１；ｋ＝ｋ－１； ％若后面还有１时重新开始上面的过程

　　ｅｎｄ；

　　ｋ＝ｋ＋１；

　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｓｐｒｉｎｔｆ（‘答案由下列矩阵的列表示’）

ｄｉｓｐ（ａ）

％ 看答案了解算法思路：上一行为０下一行对应元为１；上一行有ｆ（ｎ）个连续个１，

％ 时，下一行的前ｆ（ｎ－２）个元为０、后ｆ（ｎ－１）个为１

　　（１４）在二元域Ｚ＝｛０，１｝上解线性方程组，已知其增广矩阵
　　解：

％在二元域上解线性方程组 Ａｘ＝ｂ，增广矩阵（Ａ，ｂ）为下面的ａ
ａ＝［１１０００１１００１；１１１００００００１；０１１１０００１０１；

００１１１００００１；０００１１１００１１；１０００１１０００１；

１０００００１１１１；００１０００１１１１；００００１０１１１１］
［ｎ，ｍ］＝ｓｉｚｅ（ａ）；

ｆｏｒｉ＝１：ｎ－１
　ｉｆａ（ｉ，ｉ）＝＝０＆ｉ＜ｎ
　　ｆｏｒｋ＝ｉ＋１：ｎ
　　　ｉｆａ（ｋ，ｉ）＝＝１
　　　　　ｖ＝ａ（ｉ，：）；ａ（ｉ，：）＝ａ（ｋ，：）；ａ（ｋ，：）＝ｖ；

　　　　　ｅｎｄ；　　％ａ（ｉ，ｉ）下面全为０时不要交换两行，否则要交换两行

　　　　ｅｎｄ；

　　　ｅｎｄ；

　　　ｆｏｒｊ＝１：ｎ
　　　　　ｉｆｊ～＝ｉ＆ａ（ｊ，ｉ）＝＝１
　　　　　　ａ（ｊ，：）＝ａ（ｊ，：）＋ａ（ｉ，：）；ａ（ｊ，：）＝ｍｏｄ（ａ（ｊ，：），２）；

　　　　　ｅｎｄ；

　　　　　　％把第ｉ行与第ｊ行相加消去所有非对角元ａ（ｊ，ｉ）

　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｄｉｓｐ（‘方程组的一个解是’）
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ｘ＝ａ（：，ｎ＋１）

％ 增广矩阵的最后一列是方程组的一个解

　　（１５）已知前ｎ个正整数（例如，ｎ＝１０）的一个排列 Ｌ，编一个程序输出 Ｌ的一个最长递降（升）子序

列，并输出此递降（升）子序列的位置
　　解：

％对已知前ｎ个正整数的一个排列ａ，求它的最长递降子序列ｄ
ｃｌｅａｒ；ａ＝［４１０５３２９１６７８］；％令ａ＝１０－ａ可求递增子序列

ｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ａ）；ｂ＝ｏｎｅｓ（１，ｎ）；

％ｂ（ｉ）表第ｉ个数结尾的最长递降子序列长度，先置 ｂ（ｉ）＝１
ｆｏｒｉ＝２：ｎ
　　ｊ＝ｉ－１；ｉｎｄ＝０；

　　ｗｈｉｌｅｊ＞０
ｉｆａ（ｊ）＞ａ（ｉ）

　ｂ（ｉ）＝ｍａｘ（［ｂ（ｊ），ｂ（ｉ）］）；ｉｎｄ＝１；

ｅｎｄ；

ｊ＝ｊ－１；

　　ｅｎｄ；　　　　％当ａ（ｊ）＞ａ（ｉ）时，ｂ（ｉ）＝ｍａｘ｛ｂ（ｊ）｜ｊ＜ｉ｝＋１
　　ｉｆｉｎｄ＝＝１
　　　ｂ（ｉ）＝ｂ（ｉ）＋１；

　　ｅｌｓｅｂ（ｉ）＝１；　　　％ｉｎｄ＝０表示前面的数都小，故ｂ（ｉ）＝１
　　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｍ＝ｍａｘ（ｂ）；　　　％ｍ 是所有递降子序列的最大长度

ｐ＝１；

ｗｈｉｌｅｂ（ｐ）＜ｍ
　　ｐ＝ｐ＋１；

ｅｎｄ； ％ｐ是一个最长子序列的结尾的位置

ｃ＝ｏｎｅｓ（１，ｍ）；

ｊ＝ｐ－１；ｃ（ｍ）＝ｐ；ｘ＝ｍ；ｋ＝ｍ－１；

　　　　　　　％ｃ是一个向量表示此最长子序列的位置，先置ｃ（ｍ）＝ｐ
ｗｈｉｌｅｊ＞０
　　ｉｆｂ（ｊ）＝＝ｘ－１　％开始找 ｂ（ｊ）＝ｍ－１的脚标ｊ，下一步找ｂ（ｊ）＝ｍ－２的ｊ等等

　　　ｃ（ｋ）＝ｊ；ｘ＝ｘ－１；ｋ＝ｋ－１；

　　ｅｎｄ；

　　ｊ＝ｊ－１；

ｅｎｄ；

ｆｏｒｉ＝１：ｍ
　　ｄ（ｉ）＝ａ（ｃ（ｉ））；　　％ｄ是所需的答案，即最大递降子序列的脚标

ｅｎｄ；

ａ
ｄｉｓｐ（‘最大递降子序列及其位置是’）

ｄ，ｃ
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　　（１６）用 Ｗａｌｌｓｈａｌｌ算法或布尔运算通过下列已知有向图的邻接矩阵求它的可达性矩阵
　　解：

％ 求可达性矩阵的 Ｗａｒｓｈａｌｌ算法

ｃｌｅａｒ；

Ａ＝［０１１００；００１００；０００００；００１００；１００００］

％ Ａ 为已知图的邻接矩阵

ｎ＝ｓｉｚｅ（Ａ，１）； ％ｎ为 Ａ 的第一行的维数即 Ａ 或图的阶

Ｒ＝Ａ； ％ Ｒ为可达矩阵初始值置为 Ａ
ｆｏｒｋ＝１：ｎ

ｆｏｒｉ＝１：ｎ
　ｆｏｒｊ＝１：ｎ
　　　Ｒ（ｉ，ｊ）＝Ｒ（ｉ，ｊ）｜（Ｒ（ｉ，ｋ）＆Ｒ（ｋ，ｊ））；

　ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｅｎｄ；

ｄｉｓｐ（‘可达矩阵为：’）

ｄｉｓｐ（Ｒ）

％ 另一种方法：Ｒ＝Ａ｜Ａ^２｜．．．｜Ａ^ｎ，其中｜为布尔加法，^为布尔乘法

ｂ＝０ｅｙｅ（ｎ）；Ｒ＝Ａ
ｐ＝Ａ；

ｆｏｒｋ＝１：ｎ－１
　ｐ＝ｐＡ；Ｒ＝Ｒ｜ｐ；

ｅｎｄ；

ｄｉｓｐ（‘另一解的可达矩阵是：’）

ｄｉｓｐ（Ｒ）

　　（１７）用 Ｋｒｕｓｋａｌ算法求下列已知无向赋权图的最小生成树
　　解：

％用避圈法（Ｋｒｕｓｋａｌ）求最小生成树———Ｋｒｕｓｋａｌ算法

ｃｌｅａｒ；

ａ＝［１１００００；１００１００；０１１０００；００１１００；０００１１０；１０１０００；０００１０１；００００１１；

０１０００１；００１０１０；１００００１］

ａ＝ａ＇；［ｎ，ｍ］＝ｓｉｚｅ（ａ）；

　　　　％ａ为关联矩阵，边按权从小到大顺序排好，ｎ为点数，ｍ 为边数

ｔ（：，１：２）＝ａ（：，１：２）；

ｋ＝３；ｚｂ（１）＝１；ｚｂ（２）＝２；　　　％ｚｂ为输出生成树的指标集

ｕ＝ｔ（：，１）｜ｔ（：，２）；ｌｔ＝ｓｕｍ（ｕ）－ｓｕｍ（ｔ（：，２））；

ｗｈｉｌｅｋ＜ｎ
　ｆｏｒｉ＝ｚｂ（ｋ－１）＋１：ｍ
　　　ｉｆｓｕｍ（ｕ｜ａ（：，ｉ））－ｓｕｍ（ｕ）＞０
　　　　ｂｒｅａｋ；％条件满足时边ｅ（ｉ）与已选的边集不组成圈故ｅ（ｉ）能选入该边集

　　　ｅｎｄ；
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　　　ｉｆｌｔ＝＝２
　　　　ｂｒｅａｋ；　　　％条件满足时已选的边集不连通且加进ｅ（ｋ）后

％成连通故下一边ｅ（ｋ）无条件可选入该边集

　　　ｅｎｄ；

　　ｅｎｄ；

　　ｔ（：，ｋ）＝ａ（：，ｉ）；ｚｂ（ｋ）＝ｉ；ｋ＝ｋ＋１；

　　ｌｔ＝ｓｕｍ（ｕ｜ａ（：，ｉ））－ｓｕｍ（ｕ）；ｕ＝ｕ｜ａ（：，ｉ）；　　　％将ｅ（ｉ）选入该边集

ｅｎｄ；

ｓｐｒｉｎｔｆ（＇最小生成树所含边集为：＇）

ｚｂ
ｔ

　　（１８）用ｄｉｊｋｓｔｒａ算法求下列已知无向赋权图的从第一（源）点ｕ到所有点的最短路及其路长
　　解：

％ 求最短路的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法，已知ａ为邻接矩阵。

ａ＝［０３０２５００００；００４０１００００；００００２３０００；００００７０４００；０００００６３５８；

００００００００１；０００００００２０；００００００００９；０００００００００］；

％为减少输入数据工作只输入上三角部分

ａ＝ａ＋ａ＇ ％产生邻接矩阵

ｎ＝ｓｉｚｅ（ａ，１）；ｕ＝ｏｎｅｓ（１，ｎ）；　　％ｎ为图的阶

ｈｏｕ＝ｕ；ｌｅｎ＝ｚｅｒｏｓ（１，ｎ）；ｑｉａｎ＝ｌｅｎ；ｑｉａｎ（１）＝ＮａＮ；

％ｌｅｎ的第ｉ分量表示第ｉ点到源点的距离．ｑｉａｎ（ｉ），

％ｈｏｕ（ｉ）分别表示前一点后一点的脚标．ｈｏｕ先置为１
ｕ＝１０^８ｕ； ％开始时把 ｕ的每一分量都置为很大

ｍｉｎｉ＝－１；ｋ＝２；

ｗｈｉｌｅｋ＜＝ｎ
　ｍ＝ｈｏｕ（ｋ－１）；

　ｆｏｒｉ＝２：ｎ
　　ｉｆａ（ｍ，ｉ）＆（ｕ（ｉ）＞＝ｍｉｎｉ）＆ｕ（ｉ）～＝１０^９
　　　ｕ（ｉ）＝ｍｉｎ（ｕ（ｉ），ｌｅｎ（ｍ）＋ａ（ｍ，ｉ））；

　　ｅｎｄ；

　ｅｎｄ；

　ｍｉｎｉ＝ｍｉｎ（ｕ）；

　ｊ＝１；

　ｗｈｉｌｅｕ（ｊ）～＝ｍｉｎｉ
　　ｊ＝ｊ＋１；

　ｅｎｄ；　　　　　　％找到最小点的下标并存放在ｈｏｕ中

　ｈｏｕ（ｋ）＝ｊ；

　ｌｅｎ（ｊ）＝ｍｉｎｉ； ％最小点到起点的距离存放在ｌｅｎ中

　ｕ（ｊ）＝１０^９；

　ｆｏｒｉ＝１：ｋ－１
　　ｉｆａ（ｈｏｕ（ｉ），ｊ）＆（ａ（ｈｏｕ（ｉ），ｊ）＝＝ｍｉｎｉ－ｌｅｎ（ｈｏｕ（ｉ）））

　　　ｑｉａｎ（ｋ）＝ｈｏｕ（ｉ）；ｂｒｅａｋ；
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　　　　ｅｎｄ；

　　　ｅｎｄ；　　　　％按当前最小点求其前一点的下标并存放在ｑｉａｎ中

ｋ＝ｋ＋１；

ｅｎｄ；

ｄｉｓｐ（‘最小距离、每一点的前后点分别由下列三向量表示：’）

ｄｉｓｐ（ｌｅｎ）

ｄｉｓｐ（ｑｉａｎ）

ｄｉｓｐ（ｈｏｕ） ％输出３张表，由它们可以获得所需的信息
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