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前　　言

本书所谓的高等数学，是指大学一年级中高等数学课程的内
容，主要是微积分学、无穷级数与常微分方程三部分。
解放前我国大学中微积分教材多直接选用西方著名大学中使

用的教材，解放初期多直接使用前苏联教材的中译本，因而四十年
前我国公开出版的自编高等数学教材不多。近二十多年，公开出
版的自编教材才逐渐增多，但由于国外书籍很贵，多数数学教师日
常教学工作中能经常直接参阅国外优秀数学教材的机会甚少，所
以多数教师编写教材时多以参阅国内已有自编书籍为主，缺乏对
比资料，以致一书有差错，就像传染病似的传染开来，难以制止改
正。
二十多年来，笔者有幸常与原全国工科数学课程教学指导委

员会主任委员、西安交通大学陆庆乐教授，原全国工科数学课程教
学指导委员会委员、西北工业大学孙家永教授等在一起开会、审
稿，他们常感叹有的教材差错不少，却长期不改，笔者曾数次建议
他们著文公开指正，但他们均忙于完成各自的著述计划，可惜无意
及此。近十多年间，西安建筑科技大学多次举办青年数学教师教
材教学法研讨班，命笔者负责，因而有责任需认真系统地阅读一些
广泛流行的高等数学教材，发现有些教材确有彼此雷同的瑕疵，正
因为彼此雷同，青年数学教师每不察觉有瑕。为此，笔者不揣冒
昧，自忘谫陋，就所知所见所闻，记述３０余篇短文，编辑成此小书，
其中有少数文章，过去曾公开发表过，或到其他院校作过讲解，读
者（或听众）认为读之（或听之）有益，这些小文多是“买货比三家”，
参阅多种参考资料后得出的结论，不但指出某些书的瑕疵，同时也
提出建设性的修改意见。



希望这本小书能给刚入大学学习的一年级大学生一些启发，
即使流行很广、被普遍使用的、认为很成熟的高等数学教材，也有
瑕疵之处。尽信书，不如无书。青年学生要探求真知，必须认真阅
读，多作比较，找出差异，辨别是非，一入学，便这样去磨砺自己成
长。愿此书能引导青年学生如何阅读参考书，如何深入理解教材
内容，如何发现教材中的不足与差错。这本小书也让青年学生了
解国际上有哪些著名的微积分教材，值得长期参阅。
这本小书也献给担任讲授高等数学课程的教师，书中提供了

一些人曾经对某些问题认真思索过留下的烙印，指出曾经遇到过
的暗礁。希望现任该课程的教师，备课时少走弯路，讲课时少触暗
礁。自然，笔者学识有限，书中所提的问题仅仅是管见所及的一部
分，难免挂一漏万，但已足使我们为师者警惕：就是一些十分古典
十分普通的问题，稍不谨慎，也会成为教学中的“滑铁卢”，随时随
地都要战战兢兢，如履薄冰。笔者在此是抛砖引玉，向同行请教，
敬祈不吝赐教。
书名中用了“瑕疵”二字。意谓有些地方笔者确实像吹毛求

疵，有些疵比较明显，容易发现，有些疵确实被厚厚的绒毛所覆盖，
不吹毛或不拔毛就很难发现皮上有疵，求疵是为了去疵，更臻完
善；其次，所以谓之瑕，而不言差或错，窃意瑕不掩瑜，笔者冒昧地
指出某些教材有瑕，并不否认瑜的存在，那是瑜上的瑕，只是可惜
瑜中有瑕而已，希望加工为无瑕的美瑜！
衷心感谢西安交通大学陆诗娣教授热忱鼓励与大力支持，没

有她的推动，这本小书很难面世。还要特别感谢西安交通大学龚
冬保教授和吴寿锽教授仔细地审阅了本书原稿，并提了多条建设
性的珍贵意见，笔者把他们的意见直接吸收在书中，使本书增色不
少。也感谢李敬桃同学在百忙中为笔者制作多幅插图。
最后要特别声明，书中不妥之处，恐不能免，竭诚欢迎多多批

评指正，不胜感激。

潘鼎坤

２００５年１２月１５日
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如何解释“多值函数”这个名词？ 　　

目前，在很多数学教材中，关于函数的定义是按下面的方式叙
述的：

“设ｘ和ｙ是两个变量，Ｄ是一个给定的数集．如果对于每个
数ｘ∈Ｄ，变量ｙ按照一定法则总有确定的数值与它对应，则称ｙ
是ｘ的函数，记作ｙ＝ｆ（ｘ）……”．定义中“确定的数值”是指有唯
一的数值，现代的函数定义都是作这样的解读的，也就是说，所谓
函数都是指单值函数．那末，为什么在不少数学教材中，仍出现“多
值函数”这一个名词呢？这个名词不是自相矛盾的吗？现代函数
概念源于德国数学家狄利克雷（Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）在１８３７年给出的单值
函数的 定 义 （实 际 上 １８３４ 年 俄 国 数 学 家 罗 巴 契 夫 斯 基
（ЛобачевскийН．И）已给出同样普遍的函数定义，但未引起西方
学者的注意）．在狄利克雷、罗巴契夫斯基之前，把函数理解为解
析表达式．欧拉（Ｅｕｌｅｒ）区分了显函数与隐函数，单值函数与多值
函数，并把多值函数当成两个变量的高阶方程的根，如方程ｘ２＋
ｙ２＝ａ２ 在欧拉时代确定出一个二值函数，故多值函数这个名词在

１８世纪和１９世纪上半叶十分流行，反映了人们当时对函数的认
识状况．自狄利克雷、罗巴契夫斯基之后，所谓函数均应理解为单
值函数，多值函数应视为一个过时的、历史上的数学名词了，像方
程ｘ２＋ｙ２＝ａ２ 应视为在区间［－ａ，ａ］上确定了两个单值连续函



数：一为ｙ＝ ａ２－ｘ槡 ２，另一为ｙ＝－ ａ２－ｘ槡 ２．实际上若按狄利克
雷的函数定义，龚冬保指出方程ｘ２＋ｙ２＝ａ２ 能确定的函数有无穷

多个：将［－ａ，ａ］任意
獉獉
分成两无公共点的集合Ｍ１∩Ｍ２＝，Ｍ１∪

Ｍ２＝［－ａ，ａ］，作

ｙ＝ｆ（ｘ）＝
ａ２－ｘ槡 ２， ｘ∈Ｍ１；

－ ａ２－ｘ槡 ２， ｘ∈Ｍ２

烅
烄

烆 ．
显然有ｘ２＋ｙ２＝ａ２．
现在我们自然明白：把两个在不同世纪中出现的数学概念混

作一谈，怎能不令人困惑？！怎么能自圆其说？！欧拉说的“多值函
数”与狄利克雷说的“函数”当然是各说各的一套，各持各的理，不
求统一．到了２０世纪、２１世纪，凡说函数均指单值函数，让“多值
函数”这个名词进入数学历史博物馆展览，供人回顾而已．

２ 　高等数学教材中的常见瑕疵



“分段函数”能自立家门吗？ 　　

“分段函数”这个名词现在越来越流行了，请看在一本流行的
高等数学教材上如下写着：

“……有时一个函数要用几个式子表示，这种在自变量的不同
变化范围中，对应法则用不同式子来表示的函数，


通常称为分段函


数．”
具有某一名称的函数，应是指该函数（或函数类）满足某一条

十分特殊的性质
獉獉

，如有界函数、单调函数、连续函数、可微函数、有
理函数等等，给出一个函数我们总可判断它是

獉
或不是

獉獉
某一类函数．

但“分段函数”的条件不具备这种属性，如

ｆ（ｘ）＝１　　 （－∞，＋∞）．
按上述定义它不是“分段函数”，但这同一个函数又可表示为

ｆ（ｘ）＝
ｃｏｓ２ｘ＋ｓｉｎ２ｘ， －∞ ＜ｘ≤１；

ｌｏｇｘｘ， １＜ｘ＜＋∞
烅
烄

烆 ．
这又似乎成为“分段函数”了．

又如 ｆ（ｘ）＝ ｘ槡２　　（－∞，＋∞），
这应不是“分段函数”，但它又可写成

ｆ（ｘ）＝
－ｘ， －∞ ＜ｘ＜０；

０， ｘ＝０；

ｘ， ０＜ｘ＜＋∞
烅
烄

烆 ．



此时又成为所谓的“分段函数”了．
我们通常见到的初等函数，哪一个不可以把它表示为“分段函

数”呢？仔细一想，都是可以分段表示的．
确定一个函数的关键是对应关系及定义域，至于用什么式子

表示，是分段表示还是不分段表示，甚至用什么方式（图形、式子、
语言……）表示，这些都不是本质的，无关重要的．
在此，“分段函数”不能自立家门，它不能把哪一个普通的函数

拒之于大门之外，一个可以自由出入的“门”，不能关闭的门，设立
这样的“门”有什么意义呢？
存在分段表示的函数，这是表示函数的一种方式．表示同一

獉獉
函数的方式可以多种多样，如正弦函数，可解析表示为ｙ＝ｓｉｎｘ，
又可用图线表示，也可列表表示，亦可用级数表示为

ｘ－ｘ３

３！＋
ｘ５

５！－
…＋（－１）ｎ ｘ２ｎ＋１

（２ｎ＋１）！＋…　　（－∞，＋∞），

当然，若不怕麻烦，把它分段表示为

ｆ（ｘ）＝
ｓｉｎｘ， －∞ ＜ｘ≤０；

ｅｉｘ －ｅ－ｉｘ

２ｉ
， ０＜ｘ＜＋∞

烅
烄

烆
也是没有错的呀！

所以不能用表示函数的方式不同，来区分函数类．在外文（如
英文、俄文）中有分段单调函数、分段光滑函数、分段连续函数等词
条，但未见把“分段函数”作为专门的数学术语，个中原因或许就是
如上所指出的吧．
也要指出，“分段函数”虽不能自立家门，但在数学上，特别地

研究分段表示的函数在其定义域的区分点处的连续性和可导性能

帮助初学者深入地了解函数极限、连续、导数等概念的实质是不可
否认的．

４ 　高等数学教材中的常见瑕疵



一个会给人以错觉的标题：“函数的几种特性”　　

不少教材在讲解了函数概念之后，紧接着来一小节，小节的标
题为“函数的几种特性”．这一小节中各大段的标题依次为“函数
的有界性”，“函数的单调性”，“函数的奇偶性”，“函数的周期性”．
这些大小标题都传达给读者以错误的消息．就字面的涵义来

说，以为每个
獉獉
函数都有有界性、单调性、奇偶性以及周期性！以为

每个
獉獉
函数都具有这几种特性！众所周知，事实上不是．奇怪的是在

中文数学教材中这样的标题十分常见，因而我曾怀疑是否我理解
错了．我就把我手头有的外文书翻阅了一遍，发现外文同类书籍讲
解同样内容时都未冠以如上的标题．笔者建议把“函数的几种特
性”改为“具有某种特性的函数”，“函数的有界性”改为“有界函
数”，其余依此类推，这样就准确地表达了书的作者想表达的意思．
若标题为“具有某种特性的函数”，则显然为依次去介绍只具有某
一种
獉獉
特性的函数，一段介绍一类函数，全小节共介绍具有不同性质

的几类函数
獉獉獉獉

，可见这两个标题涵义不同，原标题易被理解为每一
獉獉
函

数都具有几种
獉獉
特性，新标题才准确表达要介绍的内容为具有不同

獉獉
特性
獉獉
的几类函数

獉獉獉獉
：如有界函数、单调函数、周期函数以及奇（偶）函

数，这样，标题与内容才相互配合．



关于反双曲函数的错误记法剖析 　　

在华罗庚所著《高等数学引论》的第一卷第一分册ｐ．１３５上有

　“ｙ＝ｃｈｘ，　　（－∞＜ｘ＜＋∞）；

ｘ＝ａｒｃｃｈｙ＝ｌｏｇ（ｙ± ｙ２槡 －１），　（ｙ≥１）”

还有　“ａｒｃｓｈｙ＝ｌｏｇ（ｙ＋ ｙ２槡 ＋１）；

ａｒｃｔｈｙ＝１
２ｌｏｇ

（ｙ＋ ｙ２槡 ＋１），　（｜ｙ｜＜１）；

ａｒｃｃｔｈｙ＝１
２ｌｏｇ

ｙ＋１
ｙ－１

，　（｜ｙ｜＞１）”

等等公式．

　图１

以上公式中的 ａｒｃｃｈｙ，ａｒｃｓｈｙ，

ａｒｃｔｈｙ，ａｒｃｃｔｈｙ均应分别改为ａｒｃｈｙ，

ａｒｓｈｙ，ａｒｔｈｙ，ａｒｃｔｈｙ才对．这个ａｒ是
英文ａｒｅａ（面积）的前两个字母，过去
在 反 三 角 函 数 ａｒｃｓｉｎｘ，ａｒｃｃｏｓｘ，

ａｒｃｔｇｘ，ａｒｃｃｔｇｘ中的ａｒｃ是弧的意思．
如图１中，ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，记ｘ＝
ｃｏｓα，ｙ＝ｓｉｎα，α＝ａｒｃｓｉｎｙ，其中α恰为
圆心角α所对圆弧的弧长α，即ｓｉｎα＝
ＢＣ之长，ＯＡ长＝１，α＝圆弧，︵ＡＣ之长



＝∠ＡＯＣ的α弧度．
在双曲函数理论中，情况就不同了．今设双曲线方程为ｘ２－

ｙ２＝１，引入参数ｘ＝ｃｈｔ，ｙ＝ｓｈｔ，显然有

ｃｈ２ｔ－ｓｈ２ｔ＝１，
现在来探求这个参数ｔ的几何意义．
计算图２中由直线ＯＫ，ＯＣ及一段双曲线弧︵ＣＡＫ所围成曲边

图２

三角形的面积Ｓ的一半：

１
２Ｓ＝ △ＯＢＣ的面积－曲边三角形ＡＢＣ的面积

＝ １
２ｘｙ－∫

ｘ

１
ｙｄｘ

＝ １
２ｘ ｘ２－槡 １－∫

ｘ

１
ｘ２－槡 １ｄｘ　　（因ｘ２－ｙ２ ＝１）

＝ １
２ｘ ｘ２－槡 １－ ｘ

２ ｘ２－槡 １－１
２ｌｎ

（ｘ＋ ｘ２－槡 １［ ］） ｘ＝ｘ

ｘ＝１

＝ １
２ｌｎ

（ｘ＋ ｘ２－槡 １）

＝ １
２ｌｎ

（ ｙ２＋槡 １＋ｙ）　　（因ｘ２－ｙ２ ＝１），

故有 Ｓ＝ｌｎ（ｙ＋ ｙ２槡 ＋１）． ①

７关于反双曲函数的错误记法剖析　



但另一方面，ｙ＝ｓｈｔ＝ｅｔ－ｅ－ｔ

２
，即（ｅｔ）２－２ｙｅｔ－１＝０，这个方

程的根为

ｅｔ＝２ｙ± ４ｙ２槡 ＋４
２ ＝ｙ± ｙ２槡 ＋１　（因ｅｔ＞０，根号前的负号

舍去），

从而得 ｔ＝ｌｎ（ｙ＋ ｙ２槡 ＋１）＝ａｒｓｈｙ， ②

由①，②得 ｔ＝ｓ＝ａｒｓｈｙ＝ｌｎ（ｙ＋ ｙ２槡 ＋１）． ③
可见ｙ＝ｓｈｔ中的参数

獉獉
ｔ
·
表示双曲线弧段ｘ２－ｙ２＝１与直线ＯＫ，

ＯＣ所围成的区域的面积
獉獉

．由图２，有

ｙ＝ｓｈｔ＝ＢＣ之长，　　ｘ＝ｃｈｔ＝ＯＢ 之长，

ｓｈｔ
ｃｈｔ＝ＢＣ

ＯＢ ＝ＡＤ
ＯＡ ＝ＡＤ ＝ｔｈｔ　（因ＯＡ 长 ＝１）．

　　其次，反双曲函数

ａｒｃｈｙ，ａｒｓｈｙ，ａｒｔｈｙ
也可分别记作

Ａｒｃｈｙ，Ａｒｓｈｙ，Ａｒｔｈｙ．
这两种记号是同一涵义，没有像反三角函数那样有主值一说，因

ｙ＝ｓｈｔ及ｙ＝ｔｈｔ均是在（－∞，＋∞）上的单调增加函数，它们的
反函数是在（－∞，＋∞）上被唯一确定的，根本不存在主值一说．唯
有ｙ＝ｃｈｔ，对于（１，＋∞）上同一ｙ值，有两个ｔ值ｔ１，ｔ２（ｔ２＝－ｔ１）
与之对应，亦即它确定了两个连续的单值支的反函数：

ａｒｃｈｙ＝±ｌｎ（ｙ＋ ｙ２－槡 １），　　ｙ≥１，

或写作 ａｒｃｈｙ＝ｌｎ（ｙ± ｙ２－槡 １），　　ｙ≥１．
可见ａｒｃｈｙ一般没有被作为该函数的主值．请参阅《苏联数学百科
全书》卷三ｐ．１１３４（俄文版）以及柯朗（Ｃｏｕｒａｎｔ）著的《微积分》卷
一ｐ．１８８（英译本）等著作．

８ 　高等数学教材中的常见瑕疵



无穷小阶的比较的正确解释 　　

如果ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

α（ｘ）＝０，则称变量α（ｘ）当ｘ→ｘ０ 时为无穷小量．若

变量α（ｘ），β（ｘ）当ｘ→ｘ０ 时，均为无穷小量，且有ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

β（ｘ）
α（ｘ）＝０，则

当ｘ→ｘ０ 时，称β（ｘ）是比α（ｘ）高阶的无穷小．于是有的教材解释
说：“两个无穷小量之比的极限的各种不同情况反映了不同的无穷
小量趋于零的‘快慢’程度……”例如“在ｘ→０时的过程中，ｘ２→０
比３ｘ→０‘快些’，反过来３ｘ→０比ｘ２→０‘慢些’……”．什么叫
“快”？“快”即“速率大”，“慢”即“速率小”．现设有两个质点，它的
位置函数分别为ｘ１＝３ｔ，ｘ２＝ｔ２，其中ｔ表示时间变量，即于某时
刻ｔ时，二质点在同一数轴上位置坐标分别为３ｔ及ｔ２．当ｔ→０时，

显然ｘ１，ｘ２ 均为无穷小，且因ｌｉｍ
ｔ→０

ｘ２

ｘ１
＝ｌｉｍ

ｔ→０

ｔ２

３ｔ＝０，ｘ２ 是比ｘ１ 高阶

的无穷小．但速率ｘ·１＝
ｄｘ１

ｄｔ＝３，ｘ·２＝
ｄｘ２

ｄｔ＝２ｔ，不难发现当０＜ｔ＜

３
２
时，０＜ｘ·２＝２ｔ＜ｘ·１＝３，ｘ·１ 的数值反比ｘ·２ 的数值大．可见两无

穷小阶的比较，并不反映两无穷小趋于零的“快慢”程度，只能说高
阶无穷小比低阶无穷小离开零更近一些．换句话说，两个无穷小阶
的比较只反映两个无穷小与零的差距的远近

獉獉
的比较：高

獉
阶无穷小



与零的差距数值小
獉

，而低
獉
阶无穷小与零的差距数值大

獉
．由高阶无穷

小的定义可直接证得这一结论如下：
设当ｘ→ｘ０ 时β（ｘ）是比α（ｘ）高

獉
阶的无穷小，由定义有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

β（ｘ）
α（ｘ）＝０，

再据极限的定义，ε＞０（取０＜ε＜１），δ＞０，当０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ
时，恒有

β（ｘ）
α（ｘ）－０ ＜ε，　亦即｜β（ｘ）｜＜ε｜α（ｘ）｜＜｜α（ｘ）｜．

所以只要０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ，便有

｜β（ｘ）－０｜＜｜α（ｘ）－０｜，
即β（ｘ）与零的距离比α（ｘ）与零的距离更近

獉
一些．

请参阅下文：
申兰珍．质疑无穷小比较的一种解释．高等数学研究，２００４，

（５）：２６

０１ 　高等数学教材中的常见瑕疵



连续函数的四则运算 　　

有的教材已在它前一节中如下定义了在区间上的连续函数：
“在区间上每一点都连续的函数，叫做在该区间上的连续函数

……如果区间包括端点，那末函数在右端点连续是指左连续，在左
端点连续是指右连续．”
然后在紧接着讲连续函数的运算时，给出：
“定理１　有限个在某点连续的函数的和是一个在该点连续

的函数．”
“定理２　有限个在某点连续的函数的乘积是一个在该点连

续的函数．”
“定理３　两个在某点连续的函数的商是一个在该点连续的

函数，只要分母在该点不为零．”
由于在闭区间的端点处给出了上述函数连续的定义，这些定

理显然都有问题了．请看下例：

ｆ（ｘ）＝１，　０≤ｘ≤１；

ｇ（ｘ）＝１，　－１≤ｘ≤０．
按该书规定，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）均在ｘ＝０处连续，但ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ），

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）仅在ｘ＝０处有定义，而在ｘ＝０的两侧均无定

义，因此



ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］，　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

［ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）］，　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

均无意义（上式中ｘ→０时ｘ≠０）．于是下列等式

ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］＝ｆ（０）±ｇ（０），

ｌｉｍ
ｘ→０

［ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）］＝ｆ（０）ｇ（０），

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）＝ｆ（０）

ｇ（０）

均不可能成立，亦即ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）在ｘ＝０处均

不连续，与该教材中上述定理１、定理２、定理３矛盾，可见上述定理
中的条件不充分．查同类书，如菲赫金哥尔茨（Г．М．Фихтенгольц）著
的《微积分学教程》第一卷第６７小节中的相应定理是如下叙述的：

“定理　若ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）二函数在同一区间犡上有定义且二
者均在点ｘ０ 处连续，则函数

ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），　ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），　ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

（假定分式中的ｇ（ｘ０）≠０）在点ｘ０ 处均连续．”
我们给出的反例，显然不满足菲赫金哥尔茨所著书中定理的

全部条件，自然就没有ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）在ｘ＝０处

连续的结论．
上述教材中的定理１、定理２、定理３可以按照菲赫金哥尔茨

所著书的定理那样写，再加一个条件，也可把原定理１、定理２、定
理３中的“某点连续”均改为“某内点

獉獉
连续”，则所述定理１、定理２、

定理３就都成立了。
因为工科院校中的高等数学课程，主要是古典数学分析，判断

函数的连续性，应如上考察之．

２１ 　高等数学教材中的常见瑕疵



关于复合函数的连续性 　　

有这样一本教材，先作如下定义：
“在区间上每一点都连续的函数，


叫做在该区间上的连续函数

…… 如果区间包括端点，那末函数在右端点连续是指左连续，在
左端点连续是指右连续．”
然后，作如下的阐述：
“定理５　设函数ｕ＝φ（ｘ）当ｘ→ｘ０ 时的极限存在且等于ａ，

即

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

φ（ｘ）＝ａ

而函数ｙ＝ｆ（ｕ）在点ｕ＝ａ连续，那末复合函数ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］，当

ｘ→ｘ０时的极限也存在且等于ｆ（ａ），即

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ［φ（ｘ）］＝ｆ（ａ）”

接着还有如下的结论：
“定理６　设函数ｕ＝φ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０ 连续，且φ（ｘ０）＝ｕ０，而

函数ｙ＝ｆ（ｕ）在点ｕ＝ｕ０ 连续，那末复合函数ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］在点

ｘ＝ｘ０也是连续的．”
这两条“定理”对不对呢？请看下例：

设ｙ＝ｆ（ｕ）＝ ｕ２槡 －１，　ｕ＝φ（ｘ）＝ｓｉｎｘ，　ｘ０＝π
２．



当ｘ→π
２
时，存在极限ｌｉｍ

ｘ→π／２
ｓｉｎｘ＝１，按该教材关于函数在区间上连

续的定义，ｆ（ｕ）在［１，＋∞］上连续，ｆ（ｕ）＝ ｕ２槡 －１在ｕ＝１处连
续，可是复合函数的极限

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ［φ（ｘ）］＝ｌｉｍ
ｘ→π／２

ｓｉｎ２ｘ－槡 １

不存在，因为根据函数极限的定义，当ｘ→π
２
时，ｘ≠π

２
，而在ｘ＝

π
２
的两侧 ｓｉｎ２ｘ槡 －１没有定义，于是ｌｉｍ

ｘ→π／２
ｓｉｎ２ｘ槡 －１没有意义，“定

理５”的结论不成立．
不难检验上例也满足该书“定理６”的条件，但“定理６”的结论

不成立．
是什么原因使得上述“定理５”、“定理６”不成立呢？中国有一

句老话：不怕不识货，只怕货比货．请看菲赫金哥尔茨著的《微积分
学教程》卷一第二章§４第７３小节中的定理是如何陈述的．为了
便于比较，按照上述“定理５”、“定理６”的记号来陈述：

“定理　设函数ｆ（ｕ）在区间μ上有定义，φ（ｘ）在区间犡上有
定义，同时假设当ｘ在犡上变化时函数φ（ｘ）的值不超越出μ的范
围．若φ（ｘ）在犡中点ｘ０ 处连续，且ｆ（ｕ）在对应的点ａ＝φ（ｘ０）处
连续，则复合函数ｆ［φ（ｘ）］将在点ｘ０ 处连续．”
我们看到菲赫金哥尔茨著的书中多了一个条件，即“同时假设

当ｘ在犡上变化时函数φ（ｘ）的值不超越出μ的范围”．上面的例

子正是不满足这一条件，当ｘ在π
２
两侧变化时，φ（ｘ）＝ｓｉｎｘ的值

越出了μ＝［１，＋∞）的范围．
上述“定理５”、“定理６”中，若补加一个条件：“ｘ０ 为复合函数

ｆ［φ（ｘ）］定义区间内的一点”，其他不变，这样修改后两个定理均

成立．本文给出的例题，复合函数ｆ［φ（ｘ）］＝ ｓｉｎ２ｘ槡 －１的定义域

不是定义区间，ｘ＝π
２
不是它的内点，故结论不成立．

４１ 　高等数学教材中的常见瑕疵



如何由切线引出导数概念？ 　　

为讲导数ｆ′（ｘ０），一般先讲平面曲线的切线，作为引出抽象概
念导数的一个实例．看到有的教材如下定义平面曲线的切线：

图１

“设有曲线Ｃ 及Ｃ 上的一点Ｍ
（图１），在点 Ｍ 外另取Ｃ 上一点Ｎ，
作割线ＭＮ．当点Ｎ 沿曲线Ｃ趋于点

Ｍ 时，如果割线 ＭＮ 绕点Ｍ 旋转而
趋于极限位置ＭＴ，直线 ＭＴ 就称为
曲线Ｃ在点Ｍ


处的切线．这里极限位

置的含义是：只要弦长｜ＭＮ｜趋于零，

∠ＮＭＴ也趋于零．”
切线如此定义，事实上，很难检验，原因如下：
（１）把切线定义为割线的极限位置．一个割线族的极限位置，

这句话只能凭几何直觉去感受，而无法用ε δ语言来表述．上段
话的作者也已认识到这一点，因而对“极限位置”加了一个注释：即

ｌｉｍ
｜ＭＮ｜→０

∠ＮＭＴ＝０之意．这个极限式，表面上可以用ε δ语言表达

了，即

ε＞０，δ＞０，当０＜｜ＭＮ｜＜δ时，恒有｜∠ＮＭＴ｜＜ε．
但实际上，当在一条平面曲线上去检验以上一组不等式是否成立



时，由于变量∠ＮＭＴ与变量｜ＭＮ｜之间的数量关系一般说来没有
一个直接的显式表达式，给出ε＞０后，如何确定δ困难甚多，仍只
能望式兴叹而已．

（２）一开始就在如此一般的平面曲线上用纯几何直观来定义
曲线的切线，不难发现在切点处未必均“光滑”．由于角∠ＮＭＴ为
非负值，在各种各样的尖点处（如图２、图３所示）切线均存在，但
在这些点的邻域内，不存在单值函数ｆ（ｘ），更谈不上导数ｆ′（ｘ）的
存在问题，用这样的切线定义作为引出函数ｆ（ｘ）的导数概念的实
例，显得前后呼应不够紧扣，且有整体不完全配套之感．

图２ 图３

　　为了避免以上的缺点，不少微积分名著皆采取如下方式定义
平面曲线的切线．
第一步，先定义曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在任一点（ｘ０，ｆ（ｘ０））处的斜率

为过点（ｘ０，ｆ（ｘ０））的割线斜率的极限，即

ｆ′（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

．

　　第二步，定义曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（ｘ０，ｆ（ｘ０））处的切线为过点
（ｘ０，ｆ（ｘ０））且其斜率为ｆ′（ｘ０）的直线：

ｙ－ｆ（ｘ０）＝ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）．
利用这样的途径来讲平面曲线的切线，以上所提出疑点、难点和缺
点都消失了．理由如下：
为了讲导数ｆ′（ｘ），使前后一致，不妨只先考虑可用方程ｙ＝

ｆ（ｘ）表示的曲线，把有如图２、图３中尖点的曲线，均暂不在考虑

６１ 　高等数学教材中的常见瑕疵



图４

范围之内，让我们从简单的问题
开始研究，即从简着手．对照图

４，不难写出割线 ＭＮ 的斜率

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

，割线斜率的极限

即求ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

，求这个函

数极限问题，这是我们都已十分
熟悉的问题，不会产生任何疑问
了，作过已知点（ｘ０，ｆ（ｘ０））其斜
率为ｆ′（ｘ０）的直线更是轻而易举的事．可见，用引文中方法定义
平面曲线的切线是困难重重，关山难越，而先

獉
定义曲线的斜率再

獉獉獉獉獉獉
定

义曲线的切线
獉獉
的途径却是一条平坦的大道，这样去讲切线与导数，

简单易懂多了．例如欲求曲线

ｙ＝
ｘ２ｓｉｎ１

ｘ
， ｘ≠０；

０， ｘ＝
烅
烄

烆 ０
在点（０，０）处的切线方程，因ｙ′（０）＝０，故立知切线方程为

ｙ－０＝０（ｘ－０），　 即ｙ＝０．
至于曲线尖点处，以后在讲导数存在与切线存在间异同比较时，再
作一些补充分析即可．

７１如何由切线引出导数概念？　



一例题解答有疏漏 　　

一本普遍流行的教材在叙述导数的几何意义一段中，举了一
道解答有疏漏的例题，为了便于了解全貌，把题及解的全文抄录如
下：

“例８　求曲线ｙ＝ｘ
３
２的通过点（５，１１）的切线方程．

解　设切点为（ｘ０，ｙ０），则切线的斜率为

ｙ′
ｘ＝ｘ０

＝ ３
２ 槡ｘ

ｘ＝ｘ０
＝ ３

２ ｘ槡０ ．

于是所求切线方程可设为

ｙ－ｙ０ ＝ ３
２ ｘ槡０（ｘ－ｘ０）． （７）

　　切点（ｘ０，ｙ０）在曲线ｙ＝ｘ
３
２上，故有

ｙ０ ＝ｘ
３
２
０ ． （８）

　　切线（７）通过点（５，１１），故有

１１－ｙ０ ＝ ３
２ ｘ槡０（５－ｘ０）． （９）

　　求得方程（８）及（９）组成的方程组的解ｘ０＝４，ｙ０＝８．代入（７）
式并化简，即得所求切线方程为

３ｘ－ｙ－４＝０．”

　　本题的答案应有两条切线，上述解答中疏漏掉另一条切线．在



以上的叙述中（９）式以前没有错，今从（９）式开始重新解答：（８）代
入（９）得

１１－ｘ
３
２
０ ＝ ３

２ ｘ槡０（５－ｘ０），

即 １１－ｘ
３
２
０ ＝１５

２ ｘ槡０－３
２ｘ

３
２
０ ．

令 ｘ槡０＝ｔ，代入上式并化简，得

ｔ３－１５ｔ＋２２＝０，
分解因式得

（ｔ－２）（ｔ２＋２ｔ－１１）＝０．
这个方程有三个实根

ｔ１ ＝２，　ｔ２ ＝ 槡２ ３－１，　ｔ３ ＝－ 槡２ ３－１．

因ｔ＝ ｘ槡０≥０，负根不合题意，应舍去，故所求切线为

ｙ－８＝３（ｘ－４）
及

ｙ－（槡２ ３－１）３ ＝ ３
２

（槡２ ３－１）［ｘ－（槡２ ３－１）２］，

化简后分别为 ３ｘ－ｙ－４＝０

及 ３（槡２ ３－１）ｘ－２ｙ－（槡２ ３－１）３＝０．

图１

附注１　曲线ｙ＝ｘ
３
２的图形如图１所示．

切点的横坐标ｘ０ 必为非负数，由图亦可

看出ｔ３ 槡＝－２ ３－１应舍去．
附注２　该教材第四版上的这道例题

是从其第三版上例７更改过来的（问曲线

ｙ＝ｘ
３
２上哪一点处的切线与直线ｙ＝３ｘ－１

平行？）．第三版例７的解答没有错，但经第
四版一修改反而出现差错了．可见，若不小
心修改，未必越改越好，此即前车之鉴！

９１一例题解答有疏漏　



复合函数求导公式的证明 　　

复合函数求导公式是微分学中一个十分重要的公式，但不少
教材中关于这个公式的证明常有一些不正确之处．例如华罗庚著
的《高等数学引论》第一卷，第一分册，第１３１页上的叙述及证明均
欠妥，今先抄录原文如下：

“假设ｙ＝ｆ（ｘ）是区间ａ≤ｘ≤ｂ上的连续函数，这函数的数值
在区间ｃ≤ｙ≤ｄ之中．再设ｚ＝Ｆ（ｙ）是一个在区间ｃ≤ｙ≤ｄ中的
连续函数，则得复合函数

ｚ＝Ｆ（ｙ）＝Ｆ（ｆ（ｘ））．
现在有

ｚ′＝ｌｉｍ
ｈ→０

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｈ

＝ｌｉｍ
ｈ→０

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ） ·ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）（ ）ｈ ．

命ｙ＝ｆ（ｘ）及ｙ＋ｋ＝ｆ（ｘ＋ｈ），则当ｈ→０时有ｋ→０，得出

ｙ′＝ｌｉｍ
ｋ→０

Ｆ（ｙ＋ｋ）－Ｆ（ｙ）
ｋ ｌｉｍ

ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ

＝Ｆ′（ｙ）ｆ′（ｘ）．”

　　这一段叙述有两处不妥．一是必须假设ｆ（ｘ），Ｆ（ｙ）均为可
导，仅假设连续得不出ｚ′＝ｆ′（ｙ）ｆ′（ｘ）的结论，也就是说，上文中



那些极限均未必存在，这个差错十分明显．另一不妥处，即一般说
来，下式未必成立：

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｈ ＝Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ）－Ｆ（ｆ（ｘ））

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ） ·ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ

，

因当ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）＝０时，上式右端便没有意义．上式要求ｈ≠
０且ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）≠０才有意义，所以，上面的推导不能普遍成
立．在２０世纪初期及其以前出版的微积分教程中都免不了有这个
差错．甚至像２０世纪上半世纪中的世界数学泰斗剑桥大学教授哈
代（Ｇ．Ｈ．Ｈａｒｄｙ）在他的名著《纯正数学教程》（《ＡＣｏｕｒｓｅｏｆＰｕｒｅ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ》）中也坦率地说：“在这书的前三版中的这个证明都
是不正确的”（见该书第九版第２１７页脚注）．直到１９２２年 Ｈ．Ｓ．
Ｃａｒｓｌａｗ教授在《ＢｕｌｌｅｔｉｎｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ》
的ＸＸＩＸ卷中指出后，才引起众人的注意．在上述哈代的书和富兰
克林著的《高等微积分讲义》（《Ａ ＴｒｅａｔｉｓｅｏｎＡｄｖａｎｃｅｄＣａｌｃｕ
ｌｕｓ》）中给出的证明都有一点繁，国内数学教材中给出清晰证明的
还不多见．这里摘录阿帕斯托尔（Ｔ．Ｍ．Ａｐｏｓｔｏｌ）所著《微积分》
（《Ｃａｌｃｕｌｕｓ》）一书中给出的证明，供读者参考．其证明如下：
设Ｆ（ｘ），ｆ（ｘ）可导，现求复合函数Ｆ（ｆ（ｘ））的导数，记ｙ＝

ｆ（ｘ），考察

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｈ ＝Ｆ（ｙ＋ｋ）－Ｆ（ｙ）

ｈ
， ①

其中ｋ＝ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ），并定义一个新的函数

ｇ（ｔ）＝Ｆ（ｙ＋ｔ）－Ｆ（ｙ）
ｔ －Ｆ′（ｙ），　　　 当ｔ≠０时． ②

已知Ｆ（ｙ）可导，当ｔ→０时，ｇ（ｔ）→０，所以又定义ｇ（０）＝０，于是函
数ｇ（ｔ）在ｔ＝０处连续．
在ｔ≠０时，等式②两端乘以ｔ，得

Ｆ（ｙ＋ｔ）－Ｆ（ｙ）＝ｔ［ｇ（ｔ）＋Ｆ′（ｙ）］． ③
虽然等式③是在条件ｔ≠０下推导得的，但等式③当ｔ＝０时仍然
成立，也就是说，当ｔ＝０或ｔ≠０时，等式③均成立．今把③式中的

１２复合函数求导公式的证明　



ｔ代替以ｋ，于是有

Ｆ（ｙ＋ｋ）－Ｆ（ｙ）＝ｋ［ｇ（ｋ）＋Ｆ′（ｙ）］， ④
④中的ｋ不论是零或不是零均成立．把④的右端代入③的右端分
子中，得

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｈ ＝ ｋ

ｈ
［ｇ（ｋ）＋Ｆ′（ｙ）］，

这里ｋ不在分母中出现了，再将ｋ＝ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）代入，得

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｈ ＝

　ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ

［ｇ（ｋ）＋Ｆ′（ｙ）］． ⑤

不论ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）＝０或≠０，等式⑤均成立．因假设ｆ（ｘ）可
导，故ｆ（ｘ）连续．当ｈ→０时，必有ｋ＝ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）→０．由等式

⑤得

ｌｉｍ
ｈ→０

Ｆ（ｆ（ｘ＋ｈ））－Ｆ（ｆ（ｘ））
ｈ

　 ＝ｌｉｍ
ｈ→０

ｆ（ｘ＋ｈ）－ｆ（ｘ）
ｈ ｌｉｍ

ｈ→０
［ｇ（ｈ）＋Ｆ′（ｙ）］

　 ＝ｆ′（ｘ）［ｇ（ｌｉｍ
ｈ→０

ｋ）＋Ｆ′（ｙ）］＝ｆ′（ｘ）［ｇ（０）＋Ｆ′（ｙ）］

　 ＝ｆ′（ｘ）［０＋Ｆ′（ｙ）］＝ｆ′（ｘ）Ｆ′（ｙ），

亦即 ｄ
ｄｘ

［Ｆ（ｆ（ｘ））］＝Ｆ′（ｙ）ｆ′（ｘ），

即 ｄ
ｄｘ

［Ｆ（ｆ（ｘ））］＝Ｆ′（ｆ（ｘ））ｆ′（ｘ）．

这就是我们要证明的公式．

２２ 　高等数学教材中的常见瑕疵



微分形式不变性？ 　　

设ｙ＝ｆ（ｘ）可微，当ｘ为自变量时，有ｄｆ（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｄｘ．当ｕ
为中间变量且ｕ（ｘ）也是可微函数时，有ｄｆ（ｕ）＝ｆ′（ｕ）ｕ′（ｘ）ｄｘ＝

ｆ′（ｕ）ｄｕ．于是不少教材，常常接着作这样的说明：“无论ｕ是自变
量还是另一个变量的可微函数，微分形式ｄｙ＝ｆ′（ｕ）ｄｕ保持不变，
这一性质，


称为微分形式不变性．”这样的阐述，不够全面准确．应

当说：

一阶微分形式不变性，因这个性质只是一阶微分所独有，二

阶与更高阶的微分均不具有微分形式不变性．下面以二阶微分为
例说明之．
设ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝ｕ（ｘ）均具有二阶导数，则一阶微分为

ｄｙ＝ｆ′（ｕ）ｄｕ，
再求二阶微分，

ｄ２ｙ＝ｄ（ｄｙ）＝ｄ（ｆ′（ｕ）ｄｕ）．
此时，设ｘ的改变量仍为ｄｘ，与求一阶微分时ｘ的改变量相同，故
视ｄｘ为常量，ｆ′（ｕ）＝ｆ′（ｕ（ｘ）），ｄｕ＝ｕ′（ｘ）ｄｘ均为ｘ 的函数，继
续求ｆ′（ｕ）ｄｕ的微分，得

ｄ（ｆ′（ｕ）ｄｕ）＝ｆ″（ｕ）（ｄｕ）２＋ｆ′（ｕ）ｄ（ｄｕ）

＝ｆ″（ｕ）（ｄｕ）２＋ｆ′（ｕ）ｄ（ｕ′（ｘ）ｄｘ）

＝ｆ″（ｕ）（ｄｕ）２＋ｆ′（ｕ）ｕ″（ｘ）（ｄｘ）２，



即 ｄ２ｙ＝ｆ″（ｕ）（ｄｕ）２＋ｆ′（ｕ）ｕ″（ｘ）（ｄｘ）２．
而若ｙ＝ｆ（ｘ），其中ｘ为自变量，则

ｄｙ＝ｆ′（ｘ）ｄｘ．
再求ｆ′（ｘ）ｄｘ的微分时，由于视ｄｘ为常数，有ｄ（ｄｘ）＝０，从而有

ｄ２ｙ＝ｄ（ｆ′（ｘ）ｄｘ）＝ｆ″（ｘ）ｄｘｄｘ＋ｆ′（ｘ）ｄ（ｄｘ）

＝ｆ″（ｘ）（ｄｘ）２＋ｆ′（ｘ）·０

＝ｆ″（ｘ）（ｄｘ）２．
我们看到当ｘ为自变量时有

ｄ２ｙ＝ｄ２ｆ（ｘ）＝ｆ″（ｘ）（ｄｘ）２，
而ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝ｕ（ｘ）时有

ｄ２ｙ＝ｄ２ｆ（ｕ）＝ｆ″（ｕ）（ｄｕ）２＋ｆ′（ｕ）ｕ″（ｘ）（ｄｘ）２，
二者完全不同，再不具有微分形式不变性的了．更高阶的微分可仿
上推演，得知当ｎ≥２时ｎ阶微分ｄｎｙ均不具有微分形式不变性这
一重要性质．
利用一阶微分形式不变性能简化复合函数求导的计算，这是

常用的计算公式，必须知道一阶
獉獉
二字为关键性的字眼，万万不要以

为任何高阶微分都具有这一性质．
同样，在多元函数微分学中，设函数ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ）具有连续偏导

数，则有全微分

ｄｚ＝ｚ
ｕ

ｄｕ＋ｚ
ｖ

ｄｖ，

无论ｕ，ｖ是自变量还是具有连续偏导数的中间变量，上列的全微
分形式是一样的，这个性质应叫一阶全微分形式不变性

獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉
，不要叫容

易产生不清晰概念的全微分形式不变性，因为二阶及更高阶的全
微分ｄｎｚ（ｎ≥２）的形式均不再具有不变性了．
例如，设ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）具有二阶连续偏导数，ｘ，ｙ为自变量，则

其二阶全微分为

ｄ２ｚ＝２ｚ
ｘ２（ｄｘ）２＋２ ２ｚ

ｘｙ
ｄｘｄｙ＋２ｚ

ｙ２（ｄｙ）２． ①

４２ 　高等数学教材中的常见瑕疵



若ｚ＝ｆ（ｕ，ｖ），ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ），ｖ＝ｖ（ｘ，ｙ）均具有二阶连续偏导数，

ｕ，ｖ为二中间变量，则其二阶全微分为

　ｄ２ｚ＝２ｚ
ｕ２（ｄｕ）２＋２２ｚ

ｕｖｄｕｄｖ＋２ｚ
ｖ２（ｄｖ）２＋ｚ

ｕｄ
２ｕ＋ｚ

ｖｄ
２ｖ． ②

我们看到，①和②不同，也就是说，二阶全微分形式不具有不变性
这个性质，其中详细讨论，请参阅菲赫金哥尔茨著的《微积分学》第
一卷第五章中§４的第１８４小节及熊庆来著的《高等算学分析》第
一章的第４１节．

５２微分形式不变性？　



洛必达法则是谁创立的？ 　　

数学史界后来发现，著名的洛必达（Ｌ′Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则的原始
作者是Ｊ．伯努利（ＪｏｈｎＢｅｒｎｏｕｌｌｉ），不是洛必达．洛必达本是Ｊ．伯
努利的学生．Ｊ．伯努利于１６９４年给洛必达一封信，信中讲述了这
个定理、证明及若干算例．洛必达便把这封信的内容编入了以他
自己的名义出版的《无穷小分析》（《Ａｎａｌｙｓｅｄｅｓｉｎｆｉｎｉｍｅｎｔｐｅ
ｔｉｔｓ》）一书中，这书于１６９６年出版．当时约定不外传秘密，但每月
洛必达要给Ｊ．伯努利一定的酬金．这书出版后很有影响，久而久
之，便出现了名垂千古的洛必达法则，而不知提出此法则的人是洛
必达的老师Ｊ．伯努利．现在看来，这个名称已叫了几百年，一时很
难改过来，但这段历史事实不应湮没，教师应传达给学生真实的情
况．
参考书：

Ｍ．克莱因．古今数学思想．第二册．上海：上海科学技术出版
社，１９７９．

Ｒ．埃利斯，Ｄ·格里克．微积分．潘鹊屏译．南京：江苏科学技
术出版社，１９８７．



函数极值如何定义好？ 　　

单元函数ｙ＝ｆ（ｘ）的极值，有不同的定义，常见的定义如下：
“设函数ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内有定义，ｘ０ 是（ａ，ｂ）内的一个

点．如果存在着点ｘ０ 的一个邻域，对于邻域内的任何点ｘ，除了点

ｘ０ 外，ｆ（ｘ）＜ｆ（ｘ０）均成立，就称ｆ（ｘ０）是函数ｆ（ｘ）的一个极大
值；如果存在着点ｘ０ 的一个邻域，对于这邻域内的任何点ｘ，除了
点ｘ０ 外，ｆ（ｘ）＞ｆ（ｘ０）均成立，就称ｆ（ｘ０）是函数ｆ（ｘ）的一个极
小值．”

图１

这个定义的缺点是函数在区

间内的最大值未必是该函数的极

大值，函数在区间内的最小值未必
是该函数的极小值，例如

ｆ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ＜１；

１， １≤ｘ≤２；

３－ｘ， ２＜ｘ≤３
烅
烄

烆 ．
这个函数在［０，３］上有最大值１，却在（０，３）内无极大值，其图形如
图１所示．在求解许多实际问题中，要求最大值或最小值．当用微
分法求可微函数最大值或最小值时，常先求极大值或极小值，再与
区间边界点及不可导处的函数值比较，就确定出函数的最大值或



最小值．若函数的极值如上定义，上述解法就有漏洞了，并且如下
面所述的常见命题：“在［ａ，ｂ］上可微函数ｆ（ｘ）的唯一极值点必是
最值点”亦不成立．如图２所表示的函数，曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上
处处光滑，对应的函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上处处可导，按上述的极值定
义ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内只有一个极值点ｘ０（极大值点），但ｆ（ｘ０）不是

ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的最大值．

图２

若函数ｙ＝ｆ（ｘ）的极值如下定义：
“如果存在点ｘ０ 的一个邻域，对于领域内的任意点ｘ，恒有

ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０），就称ｆ（ｘ０）是函数ｆ（ｘ）的一个极大值；如果存在着
点ｘ０ 的一个邻域，对于这邻域内的任意点ｘ，恒有ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ０）
就称ｆ（ｘ０）是函数ｆ（ｘ）的一个极小值”．
阿帕斯托尔著的《微积分》和富兰克林著的《高等微积分讲义》

以及菲赫金哥尔茨著的《微积分学教程》等著名教材均按后者定义
函数的极值．按照后者定义函数极值，则下列著名命题均成立：

（１）可微函数ｆ（ｘ）若在（ａ，ｂ）内某点处达到最大（小）值，则该
点必为极大（小）值点．

（２）可微函数ｆ（ｘ）若在（ａ，ｂ）内存在最值，且ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内
只有一个极值，则此极值必是最值．
利用这两个命题，求一些实际问题的最值时，就方便多了，因

此取后者作为极值的定义为好．

８２ 　高等数学教材中的常见瑕疵



拐点刍议 　　

不论国内还是国外的书籍，平面曲线的拐点有多种定义，有的
定义明显不合理．
如有的作者定义拐点为：“曲线上凹凸弧的分界点．”按照这个

定义，圆周ｘ２＋ｙ２＝１上点（－１，０）与点（１，０）都将是圆周的拐点，
但圆周上的点具有圆对称性，让直角坐标系适当地转轴，将可使圆
周上每一点都满足上述定义的拐点！由于直角坐标系的放置位置

不同，曲线上同一点既可在这个直角坐标系下为拐点而在另一直
角坐标系下又不是拐点，拐点将不是表征平面曲线内在几何特性

獉獉獉獉獉獉
的点．因此，这个定义有这样的不合情理的地方．
又如有的作者定义拐点为：“连续曲线ｙ＝ｆ（ｘ）上凹凸弧段的

分界点．”这个定义对上述定义作了一些改进：一是指出连续曲线，
把各种各样的间断点排除在外了；二是指出曲线方程为ｙ＝ｆ（ｘ），
又把不能表示成单值函数ｆ（ｘ）的曲线排除在外了．虽然如此，今
考察曲线

ｆ（ｘ）＝
１－（ｘ＋１）槡 ２， －２≤ｘ≤０；

ｘ２， ｘ＞０
烅
烄

烆 ．
这条连续曲线是由圆心在（－１，０）且半径为１的上半圆弧与右半
支抛物线拼接而成的（如图１所示）．这个上半圆弧向下凹，抛物线



图１

向上凹，点（０，０）为不同凹向的分
界点，按照改进后的拐点定义，该
曲线上的点（０，０）就应是这曲线
的拐点了．但实际上，在数学辞典
上称这种点为角点，即在曲线上
该点处存在不同的左、右切线的
点．角点是与拐点不同的另一类
点，在角点处不存在曲线的切线．
我们知道，若曲线各点的切

线总在曲线的下方，则称此曲线段向上凹，若曲线各点的切线总在
曲线的上方，则称此曲线段向下凹．设曲线

獉獉獉
ｙ＝ｆ（ｘ）在点

獉獉
（ｘ０，

ｆ（ｘ０））处有穿过曲线的切线
獉獉獉獉獉獉獉獉獉

，且在切点两侧近旁曲线凹向不同
獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉

，
这时称点
獉獉獉獉

（ｘ０，ｆ（ｘ０））为曲线
獉獉獉

ｙ＝ｆ（ｘ）的拐点
獉獉獉

，过拐点的切线称为
獉獉獉獉獉獉獉獉

拐切线
獉獉獉

．
很多著名著作都是这样定义拐点的，像柯朗著的《微积分》，哈

代著的《纯正数学教程》，菲赫金哥尔茨著的《微积分学教程》，

Ｒ．Ｅｌｌｉｓ与Ｄ．Ｇｕｌｉｃｋ合著的《微积分》等等．
以上这些著作都是抓住切线与曲线间不同位置关系定义了曲

线的凹凸性及拐点，这个拐点定义刻画出了曲线拐点的内在几何
特征，与坐标系的选取方式无关．原是拐点，经任何平移或旋转后
仍是拐点；原不是拐点，无论如何平移或旋转后仍不是拐点．拐点
处必存在拐切线，把拐点与其几何上完全不同性质的其他点（如角
点、尖点等）严格区分出来了．对定义与定理的叙述要求是不同的．
在叙述定理时，为得同一结论，条件愈弱愈好，使定理应用范围宽
广一些．但在叙述定义时，要求要准，要把定义对象的独有特性，准
确地掌握，清晰地刻画出来，把定义对象与其他事物一清二楚地区
分出来，避免鱼龙混杂，“鸡兔同笼”．如上定义拐点，就使拐点与其
他点（如角点等）区分出来了．
在工程中，拐点与拐切线均有实际的应用背景．例如，两端嵌

０３ 　高等数学教材中的常见瑕疵



入墙体内长为２ｌ的均匀弹性重力梁的中心线（见图２）就有两个拐

图２

点，梁的中间部分的中心线向上凹，靠近两端点部分梁的中心线向
下凹．给梁做配钢筋设计时，为了充分发挥钢筋的抗拉性能，在两
拐点间钢筋应安置在梁的下侧，在拐点与端点间，钢筋应安置在梁
的上侧，在梁的中心线拐点处，钢筋应与拐切线重合，这样设计才
是正确的．又考察流体在一条玻璃长管内流动，设想玻璃管中间有
一细颈，则流体流动的平面剖面中，细颈处即为流线的拐点，拐点

图３

处的流线应与其拐切线相切．
应当注意的是，拐点处存在切

线，但函数在拐点处的一阶导数未

必存在．考察函数ｙ＝ｘ
１
３ ，点（０，０）

为该函数所表示曲线的一个拐点，
该曲线在点（０，０）也存在切线

獉獉獉獉
ｘ＝

０，但ｙ′（０）＝＋∞，一阶导数不存在
獉獉獉獉獉獉獉（见图３）．

１３拐点刍议　



平面曲线曲率的定义 　　

设给定的平面曲线方程为ｙ＝ｆ（ｘ），ｆ（ｘ）有连续导数，α为曲
线切线的倾斜角，即ｔａｎα＝ｆ′（ｘ）．今在曲线上取一点Ｍ０ 作为度量

弧长的起点，并规定ｘ增加时作为曲线的正向，对曲线上任一点

Ｍ（ｘ，ｙ），规定有向弧段Ｍ０
︵Ｍ的值为ｓ，ｓ的绝对值等于这弧段的长

度，当有向弧段Ｍ０
︵Ｍ的方向与曲线的正向一致时ｓ＞０，相反时ｓ＜

０，即ｓ＝ｓ（ｘ）是ｘ的单调增加函数．平面曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（ｘ，ｙ）
处的曲率Ｋ 常见的有下面三种不同的定义：

（Ⅰ）如ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ
存在，则定义Ｋ＝ｄα

ｄｓ
，其中α＝ａｒｃｔａｎｆ′（ｘ）．

（Ⅱ）如ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ
存在，则定义Ｋ＝ ｌｉｍ

Δｓ→０

Δα
Δｓ ＝ ｄα

ｄｓ ．

（Ⅲ）如ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ
存在，则定义Ｋ＝ｌｉｍ

Δｓ→０

Δα
Δｓ ．

今说明（Ⅲ）中的规定是错误的．
赵彦晖给出了如下一个例题：

ｆ（ｘ）＝
－１＋ １－ｘ槡 ２， －１≤ｘ＜０；

１－ １－ｘ槡 ２， ０≤ｘ＜１
烅
烄

烆 ．
看看这个函数的曲线（图１）在点（０，０）处的性态：
首先，注意所给曲线实际上是由两段半径为１的圆弧拼接而



成，故 Δα
Δｓ ＝ Δα

Δα·１ ＝１，可见ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ
存在且为１．若把曲率Ｋ

定义为ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ

，则该曲线在（０，０）处有“曲率”，且“曲率”将为１．

图１

下面来说明这是不合理的．
因平面曲线的曲率与曲率圆是形影不

离的两个概念，若曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（ｘ０，

ｆ（ｘ０））处有曲率，则在该点处必存在曲率
圆．曲线的曲率圆就是曲线的密切圆，而密
切圆与原曲线具有二阶吻合度，故原曲线在

ｘ＝ｘ０ 处必存在二阶导数ｆ″（ｘ０）．但考察本
例在ｘ＝０处附近情况：

ｆ′（ｘ）＝

－ ｘ
１－ｘ槡 ２

， －１＜ｘ＜０；

０， ｘ＝０；

ｘ
１－ｘ槡 ２

， ０＜ｘ＜１

烅

烄

烆
．

于是

ｆ″－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

－ｘ
１－ｘ槡 ２

－０

ｘ ＝－１，

ｆ″＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ
１－ｘ槡 ２

－０

ｘ ＝１，

可见ｆ″（０）不存在．前后出现矛盾，故不能用ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ
作为曲率的

定义．
反之，上述（Ⅰ），（Ⅱ）均可作为曲率的定义，例如考察本例：

３３平面曲线曲率的定义　



Δα
Δｓ＝

－Δｓ
Δｓ＝－１，　 当－１＜ｘ＜０时；

Δｓ
Δｓ＝１，　 当０＜ｘ＜１时

烅

烄

烆
．

上式中，当－１＜ｘ＜０时ｆ′（ｘ）＝ｔａｎα为单调减少函数，当０＜ｘ＜
１时ｆ′（ｘ）＝ｔａｎα为单调增加函数，故知－１＜ｘ＜０时Δα＝－Δｓ＜

０，当０＜ｘ＜１时，Δα＝Δｓ＞０．故在本例中ｌｉｍ
Δｓ→０

Δα
Δｓ
不存在，便知该曲

线在ｘ＝０处曲率不存在，符合实际情况，没有任何矛盾．

（Ⅰ）与（Ⅱ）的区别是：Ｋ＝ ｄα
ｄｓ
只确定曲线在该点附近的弯

曲程度，但不知曲线在该点附近的凹向，而Ｋ＝ｄα
ｄｓ
既描述了曲线

在该点附近的弯曲程度又描述了在该点附近曲线的凹向．
附注１　曲线Γ在点Ｐ 的密切圆的定义为：过Γ上三点Ｐ，

Ｐ１，Ｐ２ 的圆，当Ｐ１，Ｐ２ 趋近于Ｐ时的极限．由于极限存在的唯一
性，若在某点存在平面曲线的密切圆（曲率圆），则该点处的密切圆
（曲率圆）只有一个．
附注２　对于平面曲线ｙ＝ｆ（ｘ），很容易推得曲率的计算公

式：因ｔａｎα＝ｆ′（ｘ），α＝ａｒｃｔａｎｆ′（ｘ）＝ａｒｃｔａｎｙ′，

故 Ｋ＝ｄα
ｄｓ＝ｙ″ｄｘ

１＋ｙ′２ １＋ｙ′槡 ２ｄｘ＝ ｙ″
（１＋ｙ′２）３／２．

附注３　为了表达曲率概念主要
獉獉
反映曲线的弯曲程度，所以

不少作者定义

Ｋ ＝ ｄα
ｄｓ

，

于是在直角坐标系下曲率的计算公式为

Ｋ ＝ ｜ｙ″｜
（１＋ｙ′２）３／２

，

在工程界多采用这个曲率公式．

４３ 　高等数学教材中的常见瑕疵



曲线与其曲率圆图形间的关系 　　

微分法在几何及力学中的重要应用之一是求平面曲线各点的

曲率，因而不可避免地要画平面曲线的曲率圆的图形．平面曲线

图１

与其曲率圆图形间的关系，在
不少教材中见到的图形如图１
所示．实际上在一般情况下平
面曲线与其曲率圆间的位置关

系不应如此，只有在非常特殊
的情形下才出现平面曲线“拥
抱”其曲率圆的情况．那末，在
一般情况下正确的图形应是怎

样的呢？现来讨论这个问题．
设平面曲线方程为ｙ＝ｆ（ｘ）且

ｆ（ｘ）具有三阶连续导数，并设其在点（ｘ０，ｆ（ｘ０））处的曲率圆在点
（ｘ０，ｆ（ｘ０））附近一段圆弧的方程为ｙ＝ｇ（ｘ），由于二弧段相切于
同一点（ｘ０，ｆ（ｘ０））并有相同的曲率和凹向，故有

ｆ（ｘ０）＝ｇ（ｘ０），　　ｆ′（ｘ０）＝ｇ′（ｘ０），

｜ｆ″（ｘ０）｜
［１＋ｆ′２（ｘ０）］３／２

＝ ｜ｇ″（ｘ０）｜
［１＋ｇ′２（ｘ０）］３／２

，

由此必有 ｆ″（ｘ０）＝ｇ″（ｘ０）．



今考察函数φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ），显然ｇ（ｘ），φ（ｘ）均有连续的三
阶导数．φ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 邻域内的带拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）余项的二
阶泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）公式为

φ（ｘ）＝φ（ｘ０）＋φ′（ｘ０）
１

（ｘ－ｘ０）＋φ″（ｘ０）
２！

（ｘ－ｘ０）２＋φ（ξ）
３！

（ｘ－ｘ０）３，

其中ξ在ｘ０ 与ｘ之间，且φ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）－ｇ（ｘ０）＝０，φ′（ｘ０）＝０，

φ″（ｘ０）＝０，于是有

φ（ｘ）＝φ（ξ）
３！

（ｘ－ｘ０）３． ①

图２

若φ（ｘ０）≠０，又因φ（ｘ）在ｘ＝ｘ０

处连续，故在点ｘ＝ｘ０ 的充分小的邻

域（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）内φ（ｘ）有确定的
正负号，即φ（ξ）在（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）内
恒为正或恒为负，由关系式①推知

φ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）在点ｘ０ 的左右

两侧正负号不同．换句话说，若在点

ｘ＝ｘ０的一侧曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在弧段

ｙ＝ｇ（ｘ）之上，则在点ｘ＝ｘ０ 的另一

侧曲线ｙ＝ｆ（ｘ）必在弧段ｙ＝ｇ（ｘ）
之下，即曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０ 的一侧在其曲率圆内，在点ｘ＝
ｘ０ 的另一侧便在其曲率圆之外，二曲线间的关系如图２所示．若

φ（ｘ０）＝０而φⅣ（ｘ）连续且φⅣ（ｘ０）＜０，在如此等等特殊情况下，
曲线ｙ＝ｆ（ｘ）将“拥抱”其曲率圆．

６３ 　高等数学教材中的常见瑕疵



不定积分如何定义？ 　　

不定积分是微积分学中一个非常基本的概念，什么叫不定积
分，凡学过微积分学的人，似乎应毫无问题，都应能准确地回答出
来．但令人惊讶的是：对于这个问题，不同的作者，竟有不同的答
案，特别在中文教材中，相当多的教材如下定义：
函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上的全体原函数称为ｆ（ｘ）在Ｉ上的不定

积分．
按照这样的定义，不定积分是全体原函数的集合．
但Ｇｏｕｒｓａｔ著的《ＡＣｏｕｒｓｅｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ》关于不

定积分的定义却是：

Ｅｖｅｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｏｓｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｉｓｆ（ｘ）ｉｓｃａｌｌｅｄａｎｉｎｄｅｆｉ
ｎｉｔｅｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｆ（ｘ）ｏｒａｐｒｉｍｉｔｉｖｅｏｆｆ（ｘ），ａｎｄｉｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ

ｂｙｔｈｅｓｙｍｂｏｌ∫ｆ（ｘ）ｄｘ．（译文：导数是ｆ（ｘ）的每个函数，叫做

ｆ（ｘ）的不定积分，或叫ｆ（ｘ）的原函数，记作∫ｆ（ｘ）ｄｘ）．

这里特别值得注意的是：记号∫ｆ（ｘ）ｄｘ表示ｆ（ｘ）的每一个原

函数，不是全体原函数，亦即∫ｆ（ｘ）ｄｘ表示ｆ（ｘ）的全体原函数中

的每一个，且ｆ（ｘ）的不定积分与ｆ（ｘ）的任意一个原函数二者涵



义完全相同．换言之，∫ｆ（ｘ）ｄｘ表示ｆ（ｘ）的任意一个原函数．在

众多著名的外文著作中，如柯朗著的《微积分》，哈代著的《纯正数
学教程》以及菲赫金哥尔茨著的《微积分学教程》第二卷第一分册

中都用记号∫ｆ（ｘ）ｄｘ表示ｆ（ｘ）的任一原函数．这里∫ｆ（ｘ）ｄｘ表达

的是全体还是全体中的任一个原函数，十分清楚．

若定义∫ｆ（ｘ）ｄｘ是ｆ（ｘ）的全体原函数，这是一个函数集合．

那末在不定积分的一些等式的证明中都应该按照集合相等的方式

来证明，可是从没有一本微积分学的书籍是这样处理的．

若定义∫ｆ（ｘ）ｄｘ为ｆ（ｘ）的全体原函数，则有些推导将无法解

释．如用分部积分法计算∫ｅｘｓｉｎｘｄｘ，正确的运算如下：

　∫ｅｘｓｉｎｘｄｘ＝－ｅｘｃｏｓｘ＋∫ｅｘｃｏｓｘｄｘ

＝－ｅｘｃｏｓｘ＋ｅｘｓｉｎｘ－∫ｅｘｓｉｎｘｄｘ， ①

于是 　２∫ｅｘｓｉｎｘｄｘ＝－ｅｘｃｏｓｘ＋ｅｘｓｉｎｘ＋Ｃ１． ②

　∫ｅｘｓｉｎｘｄｘ＝ １
２ｅｘ（－ｃｏｓｘ＋ｓｉｎｘ）＋Ｃ． ③

针对以上的运算将有：

疑问１　① 中左、右两端中的∫ｆ（ｘ）ｄｘ是同一个函数集合，两

个相同函数集合的并，仍是同一函数集合，②中的因子２将无法解
释．
疑问２　②中的Ｃ１是如何加上去的？不好解释．若没有Ｃ１，②

的右端只有一个函数，同样不好解释．

今把∫ｆ（ｘ）ｄｘ定义为ｆ（ｘ）的任一原函数，则等式①左、右两

８３ 　高等数学教材中的常见瑕疵



端里的∫ｅｘｓｉｎｘｄｘ各是ｅｘｓｉｎｘ的任一原函数，二者只差一常数Ｃ１，

于是 ② 中的因子２及常数Ｃ１ 都可解释得清清楚楚．

因此，我们的结论是：不定积分∫ｆ（ｘ）ｄｘ是ｆ（ｘ）的任一原函

数．若Ｆ（ｘ）是ｆ（ｘ）的某一个原函数，则不定积分∫ｆ（ｘ）ｄｘ的一般

表达式为

∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ，

其中Ｃ为一任意常数．

９３不定积分如何定义？　



可积函数ｆ（ｘ）的变上限积分∫
ｘ

ａｆ（ｔ）ｄｔ必可导否？　　

若ｆ（ｘ）连续
獉獉

，则ｄ
ｄｘ∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ），亦即∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ必为可导

函数，且∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ就是ｆ（ｘ）的一个原函数．这是原函数存在定理

或叫微积分学基本定理（第一部分）．显然，此定理十分重要．
经常看到有人想把上述定理中的条件减弱一点，有的人不加

证明便说：设ｆ（ｘ）可积也有ｄ
ｄｘ∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）！

我们说，这个结论不对，请看下面的例子：

设 ｆ（ｘ）＝
０， 当－１≤ｘ≤０时；

１， 当０＜ｘ≤１时｛ ．

ｆ（ｘ）在［－１，１］上有界，且只有一个第一类间断点ｘ＝０，由定积
分存在定理，知在［－１，１］上ｆ（ｘ）为可积函数，记

φ（ｘ）＝∫
ｘ

－１
ｆ（ｔ）ｄｔ，　－１≤ｘ≤１．

由于 　φ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

φ（ｘ）－φ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

∫
ｘ

－１
０ｄｔ－∫

０

－１
０ｄｔ

ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

０－０
ｘ ＝０　　（－１≤ｘ＜０），



　φ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

φ（ｘ）－φ（０）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

∫
ｘ

－１
ｆ（ｘ）ｄｔ－∫

０

－１
０ｄｔ

ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

∫
０

－１
０ｄｔ＋∫

ｘ

０
ｄｔ－０

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ－０
ｘ ＝１

（０＜ｘ≤１）．
可见φ′－（０）＝０，φ′＋（０）＝１，φ（ｘ）在ｘ＝０处不可导，故在区间
［－１，１］上，φ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）不成立，即在［－１，１］上φ（ｘ）不是ｆ（ｘ）
的一个原函数．由此例可知可积函数未必存在原函数．

１４
可积函数ｆ（ｘ）的变上限积分∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ必可导否？　



谁创立牛顿 莱布尼茨公式？ 　　

定理　如果函数Ｆ（ｘ）是连续函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上的一
个原函数，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）． ①

上述公式，在大陆上流行的教材中，几乎都称之为牛顿 莱布尼茨
（ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｂｎｉｚ）公式．但实际上，首先创立这个公式的是牛顿的
老师巴罗（Ｂａｒｒｏｗ），既不是牛顿，也不是莱布尼茨．不过，牛顿和
莱布尼茨发掘了这个公式的重要内涵，并利用这个公式发展了微
积分学，使微积分学成为系统的数学方法，且借助微积分方法计算
一些几何量和物理量十分容易．因此，在国外的许多著名教材中，
如Ｅｌｌｉｓ与Ｇｕｌｉｃｋ合著的《微积分》，斯梯瓦特著的《微积分，超越
首篇》（《Ｃａｌｏｕｌｕｓ—Ｅａｒｌｙｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｓ》），柯朗著的《微积分与
数学分析引论》，哈代著的《纯正数学教程》，菲赫金哥尔茨著的《微
积分学教程》，斯米尔诺夫（В．И．Смирнов）著的《高等数学教程》，
阿帕斯托尔著的《微积分》等书中均称①为微积分学基本定理
（ＴｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌＴｈｅｏｒｅｍｏｆＣａｌｃｕｌｕｓ）或叫积分学基本定理
（ＴｈｅｆｕｎｄａｍａｎｔａｌＴｈｅｏｒｅｍｏｆＩｎｔｅｇｒａｌＣａｌｃｕｌｕｓ）．或详言之，称

ｄ
ｄｘ∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）　　（设ｆ（ｘ）连续）

为微积分学基本定理第一部分或微积分学第一基本定理．而称①



为微积分学基本定理第二部分，或微积分学第二基本定理．在国外
能看到的数学教材中，称①为牛顿 莱伯尼茨公式者很少，或因既
与历史事实不符，而叫微积分学基本定理，可把这定理的重要意义
十分恰当地表达出来．

３４谁创立牛顿 莱布尼茨公式？　



积分中值定理加强一点好 　　

我们见到的高等数学教材，积分中值定理几乎都如下陈述：
“如果函数ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续，则在积分区间［ａ，ｂ］

上至少存在一个点ξ，使下式成立：

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ）　　（ａ≤ξ≤ｂ）．”

　　利用这样陈述的积分中值定理，有时去证明一些问题时便增
加了不少难度．譬如，有一道全国统考的考研题及原解答如下：

“设函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，且在（ａ，ｂ）内有ｆ′（ｘ）＞０．
证明：在（ａ，ｂ）内存在唯一的ξ，使曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与两直线ｙ＝

ｆ（ξ），ｘ＝ａ所围平面图形面积Ｓ１ 是曲线ｙ＝ｆ（ｘ）与两直线ｙ＝
ｆ（ξ），ｘ＝ｂ所围平面图形面积Ｓ２ 的３倍．
证　存在性．在［ａ，ｂ］上任取一点ｔ，令

Ｆ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
［ｆ（ｔ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ－３∫

ｂ

ｔ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ｔ）］ｄｘ

＝ ｆ（ｔ）（ｔ－ａ）－∫
ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄ［ ］ｘ －３∫

ｂ

ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ－ｆ（ｔ）（ｂ－ｔ［ ］），

则Ｆ（ｔ）在［ａ，ｂ］上连续．又ｆ′（ｘ）＞０，故Ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调增
加．在（ａ，ｂ）内取定点ｃ，则有

　　Ｆ（ａ）＝－３∫
ｂ

ａ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］ｄｘ



图１

＝－３∫
ｃ

ａ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］ｄｘ－３∫

ｂ

ｃ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］ｄｘ

≤－３∫
ｂ

ｃ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］ｄｘ

＝－３［ｆ（ξ１）－ｆ（ａ）］（ｂ－ｃ）＜０，　ｃ≤ξ１ ≤ｂ．

　　Ｆ（ｂ）＝∫
ｃ

ａ
［ｆ（ｂ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ＋∫

ｂ

ｃ
［ｆ（ｂ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ

≥∫
ｃ

ａ
［ｆ（ｂ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ

＝ ［ｆ（ｂ）－ｆ（ξ２）］（ｃ－ａ）＞０，　ａ≤ξ２ ≤ｃ．
由介值定理知，在（ａ，ｂ）内存在ξ，Ｆ（ξ）＝０，即Ｓ１＝３Ｓ２．
唯一性．因Ｆ′（ｔ）＝ｆ′（ｔ）［（ｔ－ａ）＋３（ｂ－ｔ）］＞０，故Ｆ（ｔ）在

（ａ，ｂ）内单调增加，因此（ａ，ｂ）内只有一个ξ，使Ｓ１＝３Ｓ２．”
以上存在性部分的证明有点繁，也有点难．今若把积分中值定

理的性能加强：即
如果函数ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续，则在积分区间（ａ，ｂ）内

至少存在一个点ξ，使下式成立

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ），　ａ＜ξ＜ｂ．

　　 在讲ｄ
ｄｘ∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ之后，可立得这个强化了的积分中值定理．

５４积分中值定理加强一点好　



即记φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ，φ（ａ）＝０．φ（ｘ）在［ａ，ｂ］上显然满足拉格

朗日中值定理的全部条件，于是

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝φ（ｂ）－φ（ａ）＝φ′（ξ）（ｂ－ａ）

＝ｆ（ξ）（ｂ－ａ），　ａ＜ξ＜ｂ．

　　利用这个强化了的积分中值定理回头去证上述考研题的存在
性部分：
仍如上，令

Ｆ（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
［ｆ（ｔ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ－３∫

ｂ

ｔ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ｔ）］ｄｘ．

于是 　Ｆ（ａ）＝－３∫
ｂ

ａ
［ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）］ｄｘ

＝－３［ｆ（ξ１）－ｆ（ａ）］（ｂ－ａ）＜０，　ａ＜ξ１ ＜ｂ；

　Ｆ（ｂ）＝∫
ｂ

ａ
［ｆ（ｂ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ

＝ ［ｆ（ｂ）－ｆ（ξ２）］（ｂ－ａ）＞０，　ａ＜ξ２ ＜ｂ．
由介值定理，在（ａ，ｂ）内存在ξ，使Ｆ（ξ）＝０，即Ｓ１ ＝３Ｓ２．
我们看到利用强化了的积分中值定理来证明上述题目便显得

容易多了，简单多了，证明中不需要任何技巧了．
这种情况，做题时会屡屡碰上．

附记：强化积分中值定理也可不依赖公式ｄ
ｄｘ∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ）

而直接证明之．为此，先介绍两个引理．
引理１　 若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，ｆ（ｘ）≥０且在（ａ，ｂ）内至

少有一点η使ｆ（η）＞０，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＞０．

证　因ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，据连续定义：

１
２ｆ（η）＞０，存在充分小的δ＞０，当｜ｘ－η｜＜δ≤ｍｉｎ｛η－ａ，

ｂ－η｝时，恒有

６４ 　高等数学教材中的常见瑕疵



｜ｆ（ｘ）－ｆ（η）｜＜１
２ｆ（η），

即－１
２ｆ（η）＜ｆ（ｘ）－ｆ（η）＜１

２ｆ（η），　ａ≤η－δ＜ｘ＜η＋δ≤ｂ．

亦即 １
２ｆ（η）＜ｆ（ｘ）＜３

２ｆ（η），　ａ≤η－δ＜ｘ＜η＋δ≤ｂ．

故 　∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

η－δ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

η＋δ

η－δ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

η＋δ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

≥∫
η－δ

ａ
０ｄｘ＋∫

η＋δ

η－δ

１
２ｆ（η）ｄｘ＋∫

ｂ

η＋δ
０ｄｘ

＝０＋∫
η＋δ

η－δ

１
２ｆ（η）ｄｘ＋０＝δｆ（η）＞０．

由此立知有：
引理２　若ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），φ（ｘ）在［ａ，ｂ］上均连续，恒有

ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ）≤φ（ｘ），　ａ≤ｘ≤ｂ．
且若在（ａ，ｂ）内至少有一点η，有ｆ（η）＜ｇ（η）＜φ（η），则有

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＜∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ＜∫

ｂ

ａ
φ（ｘ）ｄｘ．

　　证　对函数ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ），φ（ｘ）－ｇ（ｘ）各利用引理１一次便
得．
现来证明强化的积分中值定理．
由于假设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，ｆ（ｘ）必在［ａ，ｂ］上达到最小

值ｍ＝ｆ（ξ１），ａ≤ξ１≤ｂ和最大值Ｍ＝ｆ（ξ２），ａ≤ξ２≤ｂ．
若Ｍ－ｍ＝０，则ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上恒为常数，显然在（ａ，ｂ）内的

任一点ｘ均可作为ξ，有

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ （ｂ－ａ）ｆ（ξ）　　（ａ＜ξ＜ｂ）．

　　若Ｍ－ｍ＞０，则ｆ（ｘ）不是恒为常数，由介值定理知在（ａ，ｂ）
内至少存在一点η，使有

ｍ＜ｆ（η）＝μ１＜Ｍ　　（ａ＜η＜ｂ），

７４积分中值定理加强一点好　



同时还有 ｍ≤ｆ（ｘ）≤Ｍ　（ａ≤ｘ≤ｂ）．

由引理２有 ∫
ｂ

ａ
ｍｄｘ＜∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＜∫

ｂ

ａ
Ｍｄｘ，

即 ｍ（ｂ－ａ）＜∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＜Ｍ（ｂ－ａ），

两边除以ｂ－ａ，得 　ｍ ＜ １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＜Ｍ．

记 １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝μ２，有ｍ＜μ２ ＜Ｍ，再利用一次介值定理，知

在（ξ１，ξ２）或（ξ２，ξ１）内至少存在一点ξ，有ｆ（ξ）＝μ２，

即 １
ｂ－ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝μ２ ＝ｆ（ξ），

亦即 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ （ｂ－ａ）ｆ（ξ），

其中 　ａ≤ξ１ ＜ξ＜ξ２ ≤ｂ　 或 　ａ≤ξ２ ＜ξ＜ξ１ ≤ｂ．

综上所述，有 　　∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ （ｂ－ａ）ｆ（ξ），　　ａ＜ξ＜ｂ．

这就是欲证的强化的积分中值定理．

８４ 　高等数学教材中的常见瑕疵



莫把质心叫重心 　　

在我国很多数学教材中，几乎都误把质心叫做重心．以下一段
文字，摘引自一本发行量很大的高等数学教材：

“设ｘｏｙ平面上有ｎ个质点，它们分别位于点（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，

ｙ２），…，（ｘｎ，ｙｎ）处，质量分别为ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ．由力学知道，该质
点系的重心

獉獉
坐标为

珚ｘ＝ Ｍｙ

Ｍ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

，　珔ｙ＝ Ｍｘ

Ｍ ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

，

其中Ｍ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ为该质点系的总质量，

Ｍｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｘｉ，　Ｍｘ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙｉ．

　　设有一平面薄片，占有ｘｏｙ面上的闭区域Ｄ，在点（ｘ，ｙ）处的
面密度为ρ（ｘ，ｙ），假定ρ（ｘ，ｙ）在Ｄ上连续，现在要找该薄片的重
心的坐标……

……薄片的质量为

Ｍ ＝
Ｄ
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ，



所以，薄片的重心
獉獉
的坐标为

珚ｘ＝ Ｍｙ

Ｍ ＝


Ｄ

ｘρ（ｘ，ｙ）ｄσ


Ｄ
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ

，　珔ｙ＝ Ｍｙ

Ｍ ＝


Ｄ

ｙρ（ｘ，ｙ）ｄσ


Ｄ
ρ（ｘ，ｙ）ｄσ

．”

　　上文中所谓“面密度”是指质量分布面密度．“由力学知道”，此
话不妥，比较严谨的力学教材不会这样写的，一般的力学老师在讲
课时，也是在概念上要严格区分重心与质心的不同，二者决不混作
一谈．上面摘引的文中所有“重心”二字均应改为“质心”才对．这个
差错在近年的中文高等数学教材中太普遍了，为此，认真翻阅手头
的英文版微积分一类书籍，如柯朗著的《微积分》（《Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ａｎｄＩｎｔｅｇｒａｌＣａｌｃｕｌｕｓ》），阿帕斯托尔著的《微积分》等书中，相当
于上述引文中“重心”处均用“Ｃｅｎｔｅｒｏｆｍａｓｓ”或“Ｃｅｎｔｒｏｉｄ”（质
心）中的二者之一．在笔者见到的英文版本的微积分书籍中，质心
与重心是严格区分的．
我们看看在力学书籍中究竟是如何陈述的呢？随机地拿了

ＣａｒｌＪｅｎｎｅｓｓＣｏｅ著的《ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ》，此书ｐ．８２上这样
写着：

“Ｉｆｗｅｈａｖｅｓｕｃｈａｓｅｔｏｆｎｐａｒｔｉｃｌｅｓｐ１，ｐ２，…，ｐｎｗｉｔｈｒａｄｉｕｓ
ｖｅｃｔｏｒｓ珝ｐ１，珝ｐ２，…，珝ｐｎａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｍａｓｓｅｓｍ１，ｍ２，…，ｍｎ

ｔｈｅｎｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｃｅｎｔｒｏｉｄｏｆｔｈｅｓｅｔｔｏｂｅｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｐ０ ｗｉｔｈ
ｒａｄｉｕｓｖｅｃｔｏｒ珝ｐ０ａｎｄｍａｓｓｍ０ ｗｈｅｒｅ

珝ｐ０ ＝ｍ１珝ｐ１＋ｍ２珝ｐ２＋…＋ｍｎ珝ｐｎ

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ
＝ ∑ｍｉ珝ｐｉ

∑ｍｉ

ｍ０ ＝ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ ＝ ∑ｍｉ．

Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙｗｅａｌｗａｙｓｈａｖｅ

ｍ０珝ｐ０ ＝ ∑ｍｉ珝ｐｉ．”

　　（译文：若有一组ｎ个质点ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ，其位置向量为珝ｐ１，

０５ 　高等数学教材中的常见瑕疵



珝ｐ２，…，珝ｐｎ，对应的质量分别为ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ，那末，定义此质点系

的质心为位置向量为珝ｐ０、质量为ｍ０ 的质点ｐ０，其中

珝ｐ０ ＝ｍ１珝ｐ１＋ｍ２珝ｐ２＋…＋ｍｎ珝ｐｎ

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ
＝ ∑ｍｉ珝ｐｉ

∑ｍｉ

，

ｍ０ ＝ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ ＝ ∑ｍｉ，

因而恒有 ｍ０珝ｐ０ ＝ ∑ｍｉ珝ｐｉ．）

请注意上文定义的是质点系的质心
獉獉

，用的英文名词是ｃｅｎｔｒｏｉｄ，而
不是ｃｅｎｔｅｒｏｆｇｒａｖｉｔｙ（重心）．
再回头看看我国老一代力学家写的著作中，在概念上又是如

何严格区分重心与质心之不同的．如范会国著的《理论力学》，在重
心一章中是这样阐述（见该书ｐ．１３９）的：

“设一刚体为ｎ质点所组成，其质量为ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ，其重量

为ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ，其坐标为（ｘ１，ｙ１，ｚ１），（ｘ２，ｙ２，ｚ２），…，（ｘｎ，ｙｎ，

ｚｎ），若以Ｐ及Ｍ 表此刚体之重量及质量，则有

ｐｋ ＝ｍｋｇ，

ｐ＝ｐ１＋ｐ２＋…＋ｐｎ ＝Ｍｇ．

　　若命（ξ，η，ζ）为此刚体之重心之坐标……有

ξ＝ｐ１ｘ１＋ｐ２ｘ２＋…＋ｐｎｘｎ

ｐ１＋ｐ２＋…＋ｐｎ
＝ｍ１ｘ１＋ｍ２ｘ２＋…＋ｍｎｘｎ

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ
，

或以简单形式表之，则有

ξ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

，

η＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｙｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

，

１５莫把质心叫重心　



ζ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｚｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｚｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

．

由此三式，可见重心之位置只关于诸点之质量，而可将重心之概念
推至‘无重量之一质点组’”．
以上这一段推导和解释，说明质点系重心公式为

ξ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

，　η＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｙｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

，　ζ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｚｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ

．

质心公式为

ξ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

，　η＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｙｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

，　ζ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉｚｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉ

．

二者概念不同，但可用“无重量之质点组”的质心公式来计算该质
点组的重心，也正因为此，不少数学教材均误将质心叫做重心，虽
计算得的数值结果不错，但溯本求源，概念上毕竟错了．
应当指出：严谨地说，只有在物体很小，或质量组的范围很小，

各质点所受的重力方向与强度相同的情况下，质心与重心的位置
才可看作重合．在失重的情况下，物体无重心，但有质心．对于地球
上的巨大物体，如山脉，重心与质心也不一致．
为什么中文数学教材中会普遍地出现这个概念上的错误呢？

因２０世纪５０年代大家学习前苏联数学教材，而前苏联时代有几
本对我国数学教育界影响很大的数学书，如菲赫金哥尔茨著的《微
积分学教程》，斯米尔诺夫著的《高等数学教程》中均把质心误称为
重心．当时只能“一边倒”地向苏联学习，不能怀疑，不便与西方书
籍比较，所以会出现上述情况．

２５ 　高等数学教材中的常见瑕疵



如何消除应用定积分元素法中的疑惑？ 　　

今以求面积为例说明之，求其他几何量或物理量可完全类似
地解释．

图１

设ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续且

ｆ（ｘ）≥０，欲求以曲线ｙ＝ｆ（ｘ）为曲
边、底为［ａ，ｂ］的曲边梯形的面积

Ａ．若用积分元素法求之，不少教材
如下叙述：
取区间［ａ，ｂ］中任一小区间，记

作［ｘ，ｘ＋ｄｘ］，求出相应于这个小
区间上以曲线ｙ＝ｆ（ｘ）为曲边的窄
小长条面积ΔＡ的近似值（见图１）

ΔＡ≈ｆ（ｘ）ｄｘ，
就把ｆ（ｘ）ｄｘ称为面积Ａ 的元素，记作ｄＡ，即

ｄＡ＝ｆ（ｘ）ｄｘ．
以所求量Ａ的元素ｆ（ｘ）ｄｘ为被积表达式，在区间［ａ，ｂ］上的定积
分便是所求面积

Ａ＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

　　 几乎所有初学者读了这一段后，都会有一个疑问：ｆ（ｘ）ｄｘ本



是ΔＡ的近似值，即ΔＡ≈ｄＡ＝ｆ（ｘ）ｄｘ，凭什么由此得到的积分

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ竟是Ａ 的准确值呢？交代清楚这一点，应是这一段的关

键所在，可惜不少教材没有把道理讲透．为此，必须说明以下几点：

现用Ａ（ｘ）表示以曲线ｙ＝ｆ（ｘ）为曲边，底为［ａ，ｘ］的曲边梯
形面积的函数（见图１），从而知Ａ（ａ）＝０．上述的ΔＡ 就是函数

Ａ（ｘ）的改变量

ΔＡ＝Ａ（ｘ＋ｄｘ）－Ａ（ｘ）．
由图１，显然存在ξ∈［ｘ，ｘ＋ｄｘ］，有

Ａ（ｘ＋ｄｘ）－Ａ（ｘ）＝ｆ（ξ）ｄｘ，
而ｆ（ｘ）为连续函数，当ｄｘ→０时，ξ→ｘ，从而有

ｆ（ξ）＝ｆ（ｘ）＋ｏ（１），

ｏ（１）表示当ｄｘ→０时的无穷小，因而

ｆ（ξ）ｄｘ＝ ［ｆ（ｘ）＋ｏ（１）］ｄｘ＝ｆ（ｘ）ｄｘ＋ｏ（１）ｄｘ．
显然

ｌｉｍ
ｄｘ→０

ｏ（１）ｄｘ
ｄｘ ＝ｌｉｍ

ｄｘ→０
ｏ（１）＝０，

这说明ｏ（１）ｄｘ是比ｄｘ高阶的无穷小，得

ΔＡ＝ｆ（ｘ）ｄｘ＋ｏ（ｄｘ），
即ΔＡ与ｆ（ｘ）ｄｘ之差为一比ｄｘ高阶的无穷小，据函数微分的定
义，知ｆ（ｘ）ｄｘ是函数Ａ（ｘ）的微分，即

ｄＡ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｄｘ．
这个关系式是完全准确的，没有半点含糊不清的地方，不会引起任
何疑惑，它是实实在在的面积函数Ａ（ｘ）的微分，不像前面说把

ｆ（ｘ）ｄｘ“记作”ｄＡ，“称为面积Ａ的元素”，十分随意和武断，这么
一“记

獉
”一“称

獉
”，为什么将之积分后，便能得到面积Ａ的真正准确

值呢？实在令人十分费解，难以从心里接受．我们指明函数Ａ（ｘ）
的几何意义，严格地推导出ｆ（ｘ）ｄｘ确是函数Ａ（ｘ）的微分后，再

４５ 　高等数学教材中的常见瑕疵



积分之，得

Ａ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋Ｃ，

而 Ａ（ａ）＝∫
ａ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋Ｃ＝０＋Ｃ＝０，

知Ｃ＝０，于是有

Ａ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

我们欲求的底为［ａ，ｂ］的曲边为ｙ＝ｆ（ｘ）的梯形面积Ａ为

Ａ ＝Ａ（ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

这样推导所得结果的正确性，便不容有半点怀疑了，因为每一步都
是有根有据的．

５５如何消除应用定积分元素法中的疑惑？　



关于广义积分的名称及定义的几点意见 　　

在一本流行很广的高等数学教材中，如下定义广义积分：
“定义 　 设函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，＋∞］上连续，取ｂ＞ａ．如

果极限

ｌｉｍ
ｂ→＋∞∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

存在，则称此极限为函数ｆ（ｘ）在无穷区间［ａ，＋∞］上的广义积

分，记作∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，即

∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

这时也称广义积分∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ收敛；如果上述极限不存在，函数

ｆ（ｘ）在无穷区间［ａ，＋ ∞］上的广义积分∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ就没有意

义，习惯上称为广义积分∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ发散 ……”．

按照这个定义的前半段，只有当极限ｌｉｍ
ｂ→＋∞∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ存在

獉獉
时，

才有记号∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，才叫∫

＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ为广义积分．依照一般的逻

辑思维，当极限ｌｉｍ
ｂ→＋∞∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ不存在时，应当既没有广义积分这



个名称，也应没有∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 这个记号．但通常仍称∫

＋∞

２

ｄｘ
ｘ

，

∫
＋∞

０
ｓｉｎｘｄｘ为广义积分，这类记号也到处可见，这个定义的后半段

与前半段有不能自圆其说的地方，这就是这个定义存在的瑕疵．
那末，如何改正这个缺点呢？为了能把问题解释得清楚一些，

首先回顾一下通常的定积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ是如何定义的．

设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有定义．通常的定积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ定义为如

下的极限：

ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ，

其中ａ＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜ｘ２ ＜ … ＜ｘｉ－１ ＜ｘｉ ＜ … ＜ｘｎ－１ ＜ｘｎ ＝ｂ，

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１是在［ａ，ｂ］内任意的ｎ－１个点，Δｘｉ ＝ｘｉ－ｘｉ－１，ξｉ

为区间［ｘｉ－１，ｘｉ］上任意取的一点，λ＝ ｍａｘ｛Δｘ１，Δｘ２，…，Δｘｎ｝，

不管点ｘｉ及ξｉ如何选取，只要当λ→０时，∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ总趋于一

个与ｘｉ，ξｉ无关的确定的值，才说极限ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ 存在．如此

定义的积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ叫黎曼（Ｒｉｅｍａｎｎ）积分．黎曼积分∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

存在的必要条件是ｆ（ｘ）在有限闭区间［ａ，ｂ］上为有界函数．若积
分区间不是有限区间，则Δｘ１，Δｘ２，…，Δｘｎ 中至少有一个不是有

限数，而为 ∞；同样，若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上不是有界函数，则总可适
当选取某个ξｉ使ｆ（ξｉ）的数值任意地大，在这两种情况中的任一种

情况下，极限ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ 必不存在，即定积分∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ必不

存在．通常微积分中的定积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ都是指上述黎曼意义下的

积分．

７５关于广义积分的名称及定义的几点意见　



通常
獉獉
积分∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ的这两个必要条件，是两个很重要的约

束．为了拓展积分的研究范围，十分自然地会探索去掉这些约束后
会出现什么样的情况．

今考察当ｂ→＋∞ 时∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ的情况，这样就自然地引出了

无穷积分的概念和记号∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ．这是第一类非正常积分

獉獉獉獉獉獉獉獉
，英文

名词为ｉｍｐｒｏｐｅｒｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｋｉｎｄ，中文数学书中一般译
为第一类瑕积分

獉獉獉獉獉獉
．这个ｉｍｐｒｏｐｅｒ是“不标准”、“非正常”的意思，为

此我们便可了解为什么叫它为ｉｍｐｒｏｐｅｒｉｎｔｅｇｒａｌ了．第一类瑕积
分的正确定义如下：

若对于每一个ｂ≥ａ，正常积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ存在，定义一个新的

函数

Ｉ（ｂ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ　　（对于每一个ｂ≥ａ），

规定 ∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｂ→＋∞
Ｉ（ｂ）＝Ｉ（＋∞），

不论极限ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｉ（ｂ）是否存在，均称∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ为第一类瑕积分．若

极限ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｉ（ｂ）存在，则称第一类瑕积分∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ收敛；若极限

ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｉ（ｂ）不存在，则称第一类瑕积分∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ发散．

关于∫
ｂ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ可类似定义．而∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ定义为

ｌｉｍ
ａ→－∞∫

ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＋ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ．

再来介绍第二类瑕积分，它的定义如下：设ｆ（ｘ）在半开区间
（ａ，ｂ］上有定义，并设对于满足ａ ＜ｘ ≤ｂ的每一个ｘ，积分

∫
ｂ

ｘ
ｆ（ｘ）ｄｘ存在．如下定义一个新的函数

８５ 　高等数学教材中的常见瑕疵



Ｉ（ｘ）＝∫
ｂ

ｘ
ｆ（ｘ）ｄｘ　　（ａ＜ｘ≤ｂ），

规定 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
Ｉ（ｘ）＝Ｉ（ａ＋０），

不论极限ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｉ（ｘ）是否存在，均称∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ为第二类瑕积分．若

极限ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｉ（ｘ）存在，则称第二类瑕积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ收敛；若极限

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｉ（ｘ）不存在，则称第二类瑕积分发散．

上文中所谓极限ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｉ（ｂ）和ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

Ｉ（ｘ）存在，均指存在确定的

有限值为其极限，若ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｉ（ｂ）＝ ∞，我们仍谓ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｉ（ｂ）不存在．

上文中定义的第二类瑕积分，比一般教材上定义的被积函数
为无界函数的瑕积分，范围更广一些．
如上定义的两类瑕积分，有以下一些优点：

（１）定义本身没有矛盾，虽然ｌｉｍ
ｂ→＋∞∫

ｂ

１

１
ｘｄｘ，ｌｉｍ

ａ→０＋∫
１

ａ

１
ｘｄｘ均不存

在，但∫
＋∞

１

１
ｘｄｘ，∫

１

０

ｄｘ
ｘ
等是名正言顺的瑕积分．

（２）在不少教材中，若ｆ（ｘ）仅在（ａ，ｂ］，或［ａ，ｂ），或（ａ，ｂ）上

有定义且为有界函数，则∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ常常没有给出明确定义，留下

一些空白地带，上述定义没有这个缺点．
（３）称瑕积分比称呼广义积分好．广义积分这个名词有什么

不好呢？如∫
＋∞

１

ｄｘ
ｘ
不收敛，按一般定义常说“不收敛的广义积分为

无意义．”这又是一句不能自圆其说的话．收敛的瑕积分的确赋予
“广义”，对于发散的瑕积分，哪有什么“广义”？所以英文中称瑕积
分为ｉｍｐｒｏｐｅｒｉｎｔｅｇｒａｌ，德文为ｕｎｅｉｇｅｎｔｌｉｃｈｅｓＩｎｔｅｇｒａｌ，俄文为

несоьственныйинтеграл，它们都是“非正常积分”的意思，译为瑕
积分，比译为“广义积分”要恰当得多．

９５关于广义积分的名称及定义的几点意见　



全微分是全增量的线性主部吗？ 　　

若ｆ′（ｘ）≠０，则当Δｘ→０时，函数的微分ｄｆ（ｘ）＝ｆ′（ｘ）ｄｘ是
函数增量Δｙ＝ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）中的线性主部．若ｆ′（ｘ０）＝０，则
当Δｘ→０时函数微分ｄｆ（ｘ０）＝０，它就不再是函数增量ｆ（ｘ０＋

Δｘ）－ｆ（ｘ０）中的线性主部．不论ｆ′（ｘ０）是否为零，恒可说函数微
分ｆ′（ｘ０）ｄｘ是函数增量Δｙ＝ｆ（ｘ０＋ａｘ）－ｆ（ｘ０）中Δｘ的线性

獉獉
部

分．无穷小量与无穷小量中的主部，二者是等价无穷小，所以零不
能作为无穷小量的主部．
对于多元函数来说，今以二元函数为例，不能再有函数的全微

分ｆ′（ｘ０，ｙ０）Δｘ＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）Δｙ是函数全增量ｆ（ｘ０＋Δｘ，ｙ０＋

Δｙ）－ｆ（ｘ０，ｙ０）中的线性主部的可能性（当Δｘ→０，Δｙ→０时），为
什么呢？

因为若设ｆ（ｘ，ｙ）在点ｐ０（ｘ０，ｙ０）处具有一阶连续偏导数，则

函数ｆ（ｘ，ｙ）在点ｐ０（ｘ０，ｙ０）处的全微分为

ｄｆ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）ｄｘ＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）ｄｙ，

当ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）＝０，ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝０时，函数的全微分ｄｆ（ｘ０，ｙ０）＝
０，零不能作为无穷小量中的主部．即使ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０），ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）不

全为零，而在点（ｘ０，ｙ０）的任意小的邻域内，总存在点（ｘ，ｙ）使有

ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）（ｙ－ｙ０）＝０，



从而在点（ｘ０，ｙ０）的任意小邻域内恒存在点（ｘ，ｙ），使

ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）Δｘ＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）Δｙ＝０．
换句话说，在过点（ｘ０，ｙ０）的直线ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）（ｘ－ｘ０）＋ｆ′ｙ（ｘ０，

ｙ０）（ｙ－ｙ０）＝０上的点处均有

ｄｆ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）Δｘ＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）Δｙ＝０．
所以，当Δｘ→０，Δｙ→０时，多元函数的全微分恒不能作为全增量
的主部，因此全微分是全增量的线性主部的提法是不妥的．正确的
提法是：函数的全微分是函数全增量的线性部分

獉獉獉獉
，它与全增量之差

是ρ＝ （Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２的高阶无穷小．
人们对函数微分概念的认识经过了十分曲折漫长的过程．１７

世纪时期微分被视作一个很小的“不可分量”，是一个很不清晰的
概念．在１８世纪中，把函数微分看作“极微小的非零常量”，这就是
当时理解的“无穷小”的概念．到了１９世纪正确建立极限理论后，
在近代分析中才清晰地定义函数ｆ（ｘ）的微分是有限的量并且与

Δｘ成比例，它与函数增量之差是关于Δｘ的高阶无穷小，不过也
不是一步到位的．在１９世纪末２０世纪初风行全世界的古尔萨
（Ｇｏｕｒｓａｔ）著的《数学分析教程》中称函数微分为函数增量的主部．
该书英译本的译者黑德里克（Ｅ．Ｒ．Ｈｅｄｒｉｃｋ）在这句话下便加了一
个注脚：“严格地说，此处应把ｆ′（ｘ）＝０的情形排除在外．不过为
了方便，在此情况下，仍保留ｄｙ＝ｆ′（ｘ）Δｘ的同样定义，虽然它不
是Δｙ的主部”．到了２０世纪上半世纪，不少教材称函数微分当ｆ′
（ｘ）≠０时为函数增量的线性主部．但后来认识到在多元函数微分
理论中，在点（ｘ０，ｙ０）的任意小的邻域内，恒有点

獉獉獉
使ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）Δｘ

＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）Δｙ＝０，说全微分是全增量的“线性主部”显然不妥．
在菲赫金哥尔茨著的《微积分学教程》１９５１年俄文第三版中（该书
俄文第一版为１９４７年）准确地说：全微分是全增量的线性部分

獉獉獉獉
．函

数微分由函数增量的主部到“线性主部”，再到“线性部分”的更改，
反映了人们对无穷小量中“主部”及ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）Δｘ＋ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）Δｙ
二者的认识逐步深入、逐渐明确的曲折过程．

１６全微分是全增量的线性主部吗？　



方向导数如何定义较好？ 　　

很多教材如下定义方向导数：
设函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）的某一邻域Ｕ（Ｐ）内有定义，

自点Ｐ引射线ｌ，并设Ｐ′（ｘ＋Δｘ，ｙ＋Δｙ）为ｌ上的另一点，记ρ＝

（Δｘ）２＋（Δｙ）槡 ２，当Ｐ′沿着ｌ趋于Ｐ 时，如果极限

ｌｉｍ
ρ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ，ｙ＋Δｙ）－ｆ（ｘ，ｙ）
ρ

存在，则称此极限为函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ沿方向ｌ的方向导数，记

作ｆ
ｌ

，即

ｆ
ｌ＝ｌｉｍ

ρ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ，ｙ＋Δｙ）－ｆ（ｘ，ｙ）
ρ

． ①

　　这样定义方向导数有什么缺点呢？即偏导数ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）与函数

ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）沿着ｘ轴正向的方向导数ｆｘ
（按照①的规

定）不是一回事，它们之间有差别．

例如考虑函数ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，若视ｆ
ｘ （０，０）
为在原点处

沿着ｘ轴正向的方向导数，则

ｆ
ｘ （０，０）

＝ ｌｉｍ
｜Δｘ｜→０

（Δｘ）２＋槡 ０－ ０＋槡 ０
（Δｘ）２＋槡 ０

＝ ｌｉｍ
｜Δｘ｜→０

｜Δｘ｜
｜Δｘ｜＝１．



但函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处对ｘ的偏导数

ｆ′ｘ（０，０）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

（Δｘ）２＋槡 ０－ ０＋槡 ０
Δｘ ＝ｌｉｍ

Δｘ→０

｜Δｘ｜
Δｘ

不存在，而记号ｆ
ｘ （０，０）
通常恒视作函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）处对ｘ

的偏导数，即ｆ
ｘ （０，０）
与ｆ′ｘ（０，０）为同义的，今却出现自相矛盾了．如

何消灭这个矛盾呢？欲使函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）沿ｘ轴正方向
的方向导数与函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）对ｘ的偏导数完全一致，也
使函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）沿ｙ轴正方向的方向导数与函数ｆ（ｘ，

ｙ）在点Ｐ（ｘ，ｙ）对ｙ的偏导数完全一致，方向导数应如下定义：
仍以二元函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）为例．点Ｐ０ 坐标为（ｘ０，ｙ０），过点

Ｐ０ 作有向直线ｌ（不是射线），在有向直线ｌ上取单位向量ｕ＝ｃｏｓθ
ｉ＋ｓｉｎθｊ，再在ｌ上任取一点Ｐ（ｘ，ｙ）（见图１），则

Ｐ０
→Ｐ＝ｔｕ＝ｔ（ｃｏｓθｉ＋ｓｉｎθｊ）　　（ｔ可正可负）．

图１

当Ｐ沿着ｌ趋于Ｐ０ 时，如果极限

ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔｃｏｓθ，ｙ０＋ｔｓｉｎθ）－ｆ（ｘ０，ｙ０）
ｔ

存在，则称这极限为函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０ 沿方向ｕ＝ｃｏｓθｉ＋ｓｉｎθｊ

３６方向导数如何定义较好？　



的方向导数，记作Ｄｕｆ（ｘ０，ｙ０），亦即

Ｄｕｆ（ｘ０，ｙ０）＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔｃｏｓθ，ｙ０＋ｔｓｉｎθ）－ｆ（ｘ０，ｙ０）
ｔ ．

与偏导数定义比较，当ｕ＝ｉ＝１ｉ＋０ｊ时，有

Ｄｉｆ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ′ｘ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ
ｘ （ｘ０，ｙ０）

；

当ｕ＝ｊ＝０ｉ＋１ｊ时，有

Ｄｊｆ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ′ｙ（ｘ０，ｙ０）＝ｆ
ｙ （ｘ０，ｙ０）

．

换言之，函数ｆ（ｘ，ｙ）关于ｘ的偏导数恰好就是函数ｆ（ｘ，ｙ）沿ｘ
轴正向的方向导数，函数ｆ（ｘ，ｙ）关于ｙ的偏导数恰好就是函数

ｆ（ｘ，ｙ）沿ｙ轴正向的方向导数．记号ｆｘ
，ｆ
ｙ
既可看作偏导数记

号，又可看作方向导数记号，与方向导数记号ｆ
ｌ
不矛盾，即偏导数

是方向导数的特殊情况．
对于三元函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）可以同样地定义方向导数，设点

Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０），过点Ｐ０ 的有向直线ｌ上单位向量ｕ＝ｃｏｓ（ｌ，ｘ）ｉ＋
ｃｏｓ（ｌ，ｙ）ｊ＋ｃｏｓ（ｌ，ｚ）ｋ其中（ｌ，ｘ），（ｌ，ｙ），（ｌ，ｚ）分别表示有向直线
与正向ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴间夹角，则ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）处
沿ｕ方向的方向导数定义为

Ｄｕｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）

＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔｃｏｓ（ｌ，ｘ），ｙ０＋ｔｃｏｓ（ｌ，ｙ），ｚ０＋ｔｃｏｓ（ｌ，ｚ））－ｆ（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
ｔ

，

当等号右端的极限存在时．
关于一般的多元函数的方向导数，若用向量记号来表示，可统

一表示为

Ｄｕｆ（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（ｘ０＋ｔｕ）－ｆ（ｘ０）
ｔ

，

其中ｘ０ 表示位置向量｛ｘ１，０，ｘ２，０，…，ｘｎ，０｝，ｔ可正可负，ｕ为通过点

ｘ０ 的有向直线ｌ上的单位向量．

４６ 　高等数学教材中的常见瑕疵



二元函数极值问题的一个错误断言 　　

经常看到有这样的论断：若函数ｆ（ｘ，ｙ）在经过点Ｍ０（ｘ０，ｙ０）
处的每条直线上都达到极值，则ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）必达到极值．
实际上，这个论断是错误的．著名的意大利数学家皮亚诺（Ｐｅａｎｏ）
举出了如下一个例子：

ｚ＝ （ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）． ①
考察这个函数所表示的曲面与平面ｙ＝ｂｘ／ａ的交线．今令ｘ＝ａｔ，

ｙ＝ｂｔ，代入①便得平面ｙ＝ｂｘ／ａ上交线的函数为

ｚ（ｘ，ｙ）＝ｚ（ａｔ，ｂｔ）＝φ（ｔ）＝ （ｂｔ－ａ２ｔ２）（ｂｔ－２ａ２ｔ２）

　　　 ＝ｂ２ｔ２－３ａ２ｂｔ３＋２ａ４ｔ４．

φ′（ｔ）＝２ｂ２ｔ－９ａ２ｂｔ２＋８ａ４ｔ３，φ″（ｔ）＝２ｂ２－１８ａ２ｂｔ＋２４ａ４ｔ２．
因φ′（０）＝０，φ″（０）＝２ｂ２＞０，故函数φ（ｔ）于ｔ＝０处达到极小值，
亦即函数ｚ＝（ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）在通过原点（０，０）的每一条直线

獉獉獉獉獉
ｘ＝ａｔ，ｙ＝ｂｔ上于ｔ＝０（即原点（０，０））处取得极小值０．但该函数

ｚ＝（ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）在原点（０，０）的任意小邻域
獉獉獉獉獉

内存在点｛（ｘ，

ｙ）｜ｙ＞２ｘ２｝或｛（ｘ，ｙ）｜ｙ＜ｘ２｝使ｚ＝（ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）取得正值，
也存在点｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＜ｙ＜２ｘ２｝使ｚ＝（ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）取得负
值，而ｚ（０，０）＝０，可见点（０，０）不是ｚ＝（ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）的极值
点，数值０不是ｚ＝（ｙ－ｘ２）（ｙ－２ｘ２）的极小值．



求二元函数最值问题的常见差错 　　

有的教材在多元函数微分法中这样陈述：“与一元函数相类
似，我们可以利用函数的极值来求函数的最大值和最小值”．这句
话不好，让人思想麻木，不去探讨二者间是否有差异．实际上，多元
函数的最值问题远比单元函数最值问题复杂．例如，在单元函数
中，我们可以这样说：“ｆ（ｘ）在一个区间（有限或无限，开或闭）内
可导且只有一个驻点ｘ０，并且这个驻点ｘ０ 同时也是函数ｆ（ｘ）的

极值点，那末，当ｆ（ｘ０）是极大值时，ｆ（ｘ０）就是ｆ（ｘ）在该区间上

的最大值；当ｆ（ｘ０）是极小值时，ｆ（ｘ０）就是ｆ（ｘ）在该区间上的最
小值．”以上这个命题不能推广到多元函数，梁宗巨曾于１９６５年第

１０期的《数学通报》上给出下列反例：
例１　ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ３－４ｘ２＋２ｘｙ－ｙ２，定义域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜

－１≤ｘ≤４，－１≤ｙ≤１｝．
解　ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ上连续，并有一阶、二阶连续偏导数：

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝３ｘ２－８ｘ＋２ｙ，

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝２ｘ－２ｙ．
令ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝０，ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝０，求得两组解（０，０），（２，２）．点（２，２）在定
义域之外，在定义域Ｄ上只有一个驻点（０，０）．再求二阶偏导数：

ｆ″ｘｘ（ｘ，ｙ）＝６ｘ－８，　ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）＝２，　ｆ″ｙｙ（ｘ，ｙ）＝－２．



在驻点处：Ａ＝ｆ″ｘｘ（０，０）＝－８，Ｂ＝ｆ″ｘｙ（０，０）＝２，Ｃ＝ｆ″ｙｙ（０，０）＝
－２，得Ｂ２－ＡＣ＝２２－（－８）×（－２）＝－１４＜０，知点（０，０）为极
值点．又因Ａ＝－８＜０，可见ｆ（ｘ，ｙ）在唯一驻点（０，０）处达到极大
值，极大值ｆ（０，０）＝０．
那末这个极大值是否为函数ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ 上的最大值呢？不

难求得这个函数在区域Ｄ上的最大值是ｆ（４，１）＝７，可见该可微
函数在区域Ｄ内即使只有一个驻点（０，０），且在驻点处为极大值，
但这极大值不是ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ上的最大值．
梁宗巨在同一文中还举了另一个反例：
例２　ｆ（ｘ，ｙ）＝８ａｒｃｔａｎ３ｘ－８ａｒｃｔａｎ２ｘ＋

ａｒｃｔａｎｘａｒｃｔａｎｙ－１
８ａｒｃｔａｎ２ｙ，

定义域为－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞．
解　该函数在全平面上有一阶和二阶连续的偏导数．

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝ ［２４ａｒｃｔａｎ２ｘ－１６ａｒｃｔａｎｘ＋ａｒｃｔａｎｙ］ １
１＋ｘ２，

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝ ［ａｒｃｔａｎｘ－１
４ａｒｃｔａｎｙ］ １

１＋ｙ２．

令ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝０，ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝０，在全平面上得唯一驻点（０，０）（另一

组解ａｒｃｔａｎｘ＝１
２

，ａｒｃｔａｎｙ＝２不合理，舍去）．继续求二阶偏导数，

ｆ″ｘｘ（ｘ，ｙ）＝ （４８ａｒｃｔａｎｘ－１６） １
（１＋ｘ２）２

　　　　　＋（２４ａｒｃｔａｎ２ｘ－１６ａｒｃｔａｎｘ＋ａｒｃｔａｎｙ） －２ｘ
（１＋ｘ２）２

，

ｆ″ｘｙ（ｘ，ｙ）＝ １
１＋ｘ２

１
１＋ｙ２，

ｆ″ｙｙ（ｘ，ｙ）＝－１
４

１
（１＋ｙ２）２ ＋ ａｒｃｔａｎｘ－１

４ａｒｃｔａｎ［ ］ｙ －２ｙ
（１＋ｙ２）２．

在驻点（０，０）处，
Ａ＝ｆ″ｘｘ（０，０）＝－１６，　Ｂ＝ｆ″ｘｙ（０，０）＝１，

Ｃ＝ｆ″ｙｙ（０，０）＝－１
４

，

７６求二元函数最值问题的常见差错　



得Ｂ２－ＡＣ＝１２－（－１６）×（－１
４

）＝－３＜０．知ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）

处达到极值，又因Ａ＜０，知ｆ（ｘ，ｙ）在驻点（０，０）处达到极大值，极

大值为ｆ（０，０）＝０．但另一方面，ｆ（ｔａｎ１，ｔａｎ１）＝８－８＋１－１
８＝

７
８．可见函数ｆ（ｘ，ｙ）在极大值点（０，０）处未达到最大值．

例２告诉我们：即使可微函数在全平面上只有一个驻点，且这
驻点为极大值点，但ｆ（ｘ，ｙ）在极大值点处仍未必达到最大值．
那末，正确的命题应是如何的呢？
有一本高等数学教材在多元函数微分学及其应用一章中这样

写道：“如果根据问题的性质，知道函数ｆ（ｘ，ｙ）的最大值（最小值）一
定在Ｄ的内部取得，而函数在Ｄ内只有一个驻点，那末可以肯定该
驻点处的函数值是函数ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ上的最大值（最小值）．”这段
话太离谱了，对函数ｆ（ｘ，ｙ）竟没有加任何条件，函数的最大值（或
最小值）点未必就是驻点！（这个反例非常容易举出，这里不举
了．）实际问题中出现的函数有时也很复杂，因此一定要假定函数

ｆ（ｘ，ｙ）在区域
獉獉

Ｄ上可微
獉獉

，这是一个十分关键的条件，决不能忽视．
综合以上的讨论，可知正确的命题应为：若已知可微

獉獉
函数

ｆ（ｘ，ｙ）在区域内达到
獉獉獉獉獉

最大值（或最小值），且ｆ（ｘ，ｙ）在Ｄ
·
内
獉
只有

一个驻点
獉獉

，则ｆ（ｘ，ｙ）在此驻点处的极大值（或极小值）就是ｆ（ｘ，

ｙ）在Ｄ上的最大值（或最小值）．
把例１、例２给出的函数与这个命题中的条件对比，知例１中

的函数在Ｄ上的最大值是在其边界上达到的，而例２中的函数在
全平面上根本不存在最大值，例１与例２中的函数均不满足这个
命题中函数应具的条件．
因此，在解二元函数最值的应用问题时必须注意函数在区域

Ｄ上是否可微
獉獉

，函数是否在区域
獉獉

Ｄ 内存在最值
獉獉獉獉獉

，函数在Ｄ 内的驻
獉

点
獉
是否唯一

獉獉
，当这三者均“是”时，才可以断定区域Ｄ 内函数的极

值点就是函数的最值点．

８６ 　高等数学教材中的常见瑕疵



多元函数无穷小量的特点 　　

设ｆ（ｈ，ｋ）为连续函数，若ｈ→０，ｋ→０时有ｆ（ｈ，ｋ）→０，便称

ｆ（ｈ，ｋ）为当ρ＝ ｈ２＋ｋ槡 ２→０时的无穷小量．

若存在与ｈ，ｋ无关的常数Ｃ，对于充分小的ρ＝ ｈ２＋ｋ槡 ２，总
有

ｆ（ｈ，ｋ）
ρ

≤Ｃ，

便说无穷小量ｆ（ｈ，ｋ）当ρ→０时至少与
獉獉獉ρ同阶獉獉

．
若有

ｌｉｍ
ρ→０

ｆ（ｈ，ｋ）
ρ

＝０，

称ｆ（ｈ，ｋ）为比ρ高阶的无穷小量，记作ｆ（ｈ，ｋ）＝ｏ（ρ）．
一般，若无穷小量ω（ｈ，ｋ）在原点的充分小的圆内当ｈ２＋ｋ２≠

０时均不等于零，且存在常数Ｃ有关系式

ｆ（ｈ，ｋ）
ω（ｈ，ｋ） ≤Ｃ，

则称函数ｆ（ｈ，ｋ）如同ω（ｈ，ｋ）当ρ→０时至少
獉獉
是同阶

獉獉
的无穷小量．

同样，若有

ｌｉｍ
ρ→０

ｆ（ｈ，ｋ）
ω（ｈ，ｋ）＝０，



则称ｆ（ｈ，ｋ）是比ω（ｈ，ｋ）高阶的无穷小量．例如

｜ａｈ２＋２ｂｈｋ＋ｃｈ２｜≤ （｜ａ｜＋｜ｂ｜＋｜ｃ｜）（ｈ２＋ｋ２），
故二次式ａｈ２＋２ｂｈｋ＋ｃｋ２ 至少

獉獉
与ρ

２ 是同阶
獉獉
的无穷小量．

虽然多元函数无穷小量有上述与单元函数无穷小量类似地定

义至少同阶、高阶等概念，但多元函数无穷小量有它自己的特殊
性，并未引起有的作者的充分注意．例如，若把一个无穷小量按多
元函数的麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）公式展开，该函数的正负号未必由
低次幂的项的正负号确定之，而是在不同的点处有不同的情况．孙
家永提供了如下的一个反例，设

ｆ（ｈ，ｋ）＝ｈｋ－（ｈ２＋ｋ２）２．

我们看到第一项是二次式，第二项是四次式，当ρ＝ ｈ２＋ｋ槡 ２→０
时，第一项ｈｋ至少

獉獉
是ρ的二阶无穷小量，而（ｈ

２＋ｈ２）２ 是ρ的四阶
无穷小量，但这个函数ｆ（ｈ，ｋ）的正负号并不一定都由

獉獉
低次幂项

ｈｋ确定之，考察曲线ｋ＝ｈ３ 上及其附近的点：

ｆ（ｈ，ｋ）＝ｆ（ｈ，ｈ３）＝ｈ·ｈ３－（ｈ２＋ｈ６）２

＝ｈ４［１－（１＋ｈ４）２］，

当ρ＝ ｈ２＋ｋ槡 ２→０时，在曲线ｋ＝ｈ３ 上及其附近点处，高次幂的
项的值反而比低次幂的项的值大．由此可看出上文中，在同阶无穷
小量定义中，为什么会有至少

獉獉
二字的涵义了，同时看到多元函数无

穷小量的特殊性质：当ρ→０时，一个与ω（ｈ，ｋ）比至少同阶的无穷
小量ｆ（ｈ，ｋ），在原点附近某些局部处可能是比ω（ｈ，ｋ）高阶的无
穷小量．讨论多元函数的麦克劳林展开式中的舍去项时要特别小
心．

０７ 　高等数学教材中的常见瑕疵



叫惯性矩比叫转动惯量好 　　

惯性矩，在我国出版的高等数学教材中多数都称为转动惯量，
而称惯性矩者却不多见（华罗庚著的《高等数学引论》第一卷第二
分册，孙念增译的斯米尔诺夫著的《高等数学教程》卷二第二分册
等书中用惯性矩这个名词）．笔者认为用惯性矩这个名词比用转动
惯量要好一些．理由如下：

（１）惯性矩或转动惯量在英文中都是同一个术语，即ｍｏｍｅｎｔ
ｏｆｉｎｅｒｔｉａ，它的原意就是惯性矩．这个英文术语中并无“转动”之
意．在俄文中也是同一个术语叫моментинерции，在德文中仍是同
一个术语叫Ｔｒｇｈｅｉｔｓｍｏｍｅｎｔ，这些术语直译都是惯性矩，都不含
有“转动”的意思．可见在英文、俄文、德文等文献中并没有一个可
以被直译为“转动惯量”的专门术语，但是上列术语常常被译作“转
动惯量”．

（２）从惯性矩（即所谓转动惯量）的定义来看：一质点系对于
一轴（或一平面，或一点）的惯性矩是指质点系中各质点与这轴
（或这平面，或这点）的距离δｉ 的平方与其质量ｍｉ 的乘积的和

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍｉδ２

ｉ．由这个定义可以看到，惯性矩所表示的量只与各质点的

质量
獉獉
和各质点到给定轴（或给定平面，或给定点）的距离

獉獉
二者有

关．换句话说，若我们求的是对某坐标轴（或某坐标平面，或坐标原



点）的惯性矩，那末惯性矩这个量只与质点系在坐标系中的质量
分布状态有关，而与质点系绕轴转动的运动情况无关．所以，惯性
矩是用来描述质点系的物质分布状态的量，而不是用来表达质点
系的运动情况的量．如果求的是一段曲线，或一片曲面，或一空间
区域对某轴（或某平面或某点）的惯性矩，那末惯性矩这个量便是
描述图形在空间中的分布状态，这时它实际上就是一个几何量，不
是表示图形运动情况的量，更不是表示图形绕轴转动情况的量．

（３）一个质点系可以有对坐标面的惯性矩，但一个给定的质
点系在通常的现实空间中却无法围绕该坐标面“转动”．一个质点
系总可有对一定点的惯性矩，但它围绕一已知点“转动”的途径是
无穷无尽的，又怎么指定其中的一种呢？可见，一个质点系对某坐
标面或已知点的惯性矩以不叫转动惯量为好，否则，学生将问老师
是怎样的“转动”才引出的转动惯量？如叫惯性矩，学生便不会望
文生义多此一问．退一步说，就是对某坐标轴的惯性矩，也是以不
叫转动惯量为好．因为转动惯量这个术语很容易使人产生如下的
错觉：以为它是一个描述质点系绕轴转动时的运动状态的量，以为
一个质点系对轴转动得越快它的转动惯量必将越大，不转动时转
动惯量便将为零等等误解．但是，事实上，一个给定的质点系对已
知直线的转动惯量是一个常数，它的大小与围绕已知直线转动的
快慢毫不相干。如果不叫转动惯量而叫惯性矩，也不会产生以上
的种种错觉和误解．

（４）惯性矩这个概念之所以重要，是由于它在质点系动力学
的许多问题中以及结构工程中都有广泛的应用．惯性矩在动力学
中的重要应用在普通物理学和理论力学中阐述甚详．一个众所周
知的著名例子就是：一个与ｘ轴的距离为ｙ、质量为ｍ的质点绕ｘ

轴以角速度ω作匀速旋转时，质点的动能为ｍ２
（ｙω）２，它可以写作

１
２

（ｍｙ２）·ω２，可见在匀速转动中求质点的动能时ｍｙ２ 的作用有

如求质点在直线运动中的动能时质量ｍ的作用一样，这里的ｍｙ２

２７ 　高等数学教材中的常见瑕疵



就是这个质量关于ｘ轴的惯性矩，这是一个用以引出惯性矩这种
量最容易使人接受的经典例子．但是决不能把惯性矩概念本身与
曾作为引出惯性矩这种量的一个例子本身混作一谈．正如我们经
常用计算曲边梯形面积来引出定积分的概念，但不能说定积分只
在计算曲边梯形面积问题中才有用．所以转动运动的研究是惯性
矩的重要应用领域之一，但是惯性矩的应用不只限于此．我们知
道，在材料力学中，在研究一定材料的梁的刚度时也出现惯性矩这
种量（梁的弯曲刚度与梁的横截面关于物质中心线的惯性矩成正
比）．由于把惯性矩叫做转动惯量，常常使得有的人只知道惯性矩
在动力学中的应用，而不知它在其他力学中的重要应用，甚至有的
人把动力学中的惯性矩（在那里经常被叫做转动惯量）与其他力学
（如材料力学）中的惯性矩（在那里经常被叫做惯性矩）对立起来，
认为转动惯量与惯性矩截然不同！这就是引用转动惯量这个不够

确切的术语所出现的片面性：认为转动惯量天经地义地只能在一
些旋转运动研究中才有用，于是把一个好端端的惯性矩竟分成两
个东西，一为转动惯量（用在动力学中），另一为惯性矩（用在结构
工程方面的材料力学等学科中）．实际上，这样地去区分是没有必
要的．我认为著名学者柯朗的名著《微积分》一书是我们的好老师，
仔细地读一下这部书中有关惯性矩的全部论述，就能使我们正确
理解和掌握惯性矩的实质，并能使我们把动力学中的某些人所谓
的转动惯量与材料力学中的惯性矩统一成为一个概念———惯性
矩．
综上所述，可见惯性矩是一个仅仅从属于质点系自身分布状

态属性的量，这个量的大小与质点系的运动状态无关，这个量在转
动问题的研究中有很重要的应用，而且是引出惯性矩概念的一个
最浅显、最常用的例子，但是它的应用不限于此，惯性矩概念本身
是与质点系的运动状态无关的．基于以上种种理由，在数学教材和
讲课中，采用惯性矩这一术语要比采用转动惯量为好．采用惯性矩
这个术语进行教学，根据笔者经验，初学者经常会发生的某些疑问
也就不再存在了．

３７叫惯性矩比叫转动惯量好　



平面有界区域边界线的正方向 　　

在格林（Ｇｒｅｅｎ）公式

∮Ｃ
Ｐｄｘ＋Ｑｄｙ＝

Ｄ

Ｑ
ｘ－Ｐ

（ ）ｙ ｄσ ①

中（其中Ｃ是平面有界区域Ｄ 的正向边界线）如何定义平面有界
区域的边界线的正方向？不少教材规定如下：当观察者沿边界Ｃ
的这个方向行走时区域Ｄ 中与Ｃ 相毗连的那部分总在观察者的

图１

左侧．在复变函数论中这样定义是正确的，因
为复平面上由实轴（ｘ轴）到虚轴（ｙ轴）总是
按右手系方向．在实平面的直角坐标系中，ｘ
轴与ｙ轴的安置不是唯一的，而是有左手系
与右手系之分．在没有坐标系

獉獉獉獉獉
的平面上，如

图１所示，给出如上的平面闭曲线正方向的
定义就不妥了，特别在介绍格林公式时，对Ｃ
作这样的陈述就有问题了．我们将指出在左
手系的平面直角坐标系中若Ｃ的正向如上所指，则格林公式将不
再是如上所列的形式．今说明如下：
在图２中，曲线︵ＭＬＰ的方程设为ｙ＝ｙ１（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ；曲线

︵ＭＮＰ的方程设为ｙ＝ｙ２（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ．再设Ｐ（ｘ，ｙ），Ｐ
ｙ
均为连



图２

续函数，曲线Ｃ为Ｄ 的边界线，并设为一分段光滑的闭曲线．考察

二重积分
Ｄ

Ｐ
ｙ

ｄσ与曲线积分∮Ｃ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ之间的关系：


Ｄ

Ｐ
ｙ

ｄσ＝∫
ｂ

ａ∫
ｙ２（ｘ）

ｙ１（ｘ）

Ｐ
ｙ

ｄ［ ］ｙ ｄｘ

＝∫
ｂ

ａ
［Ｐ（ｘ，ｙ２（ｘ））－Ｐ（ｘ，ｙ１（ｘ））］ｄｘ

＝∫
ｂ

ａ
Ｐ（ｘ，ｙ２（ｘ））ｄｘ－∫

ｂ

ａ
Ｐ（ｘ，ｙ１（ｘ））ｄｘ

＝∫︵ＭＮＰ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ－∫︵ＭＬＰＰ

（ｘ，ｙ）ｄｘ

＝∫︵ＭＮＰ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋∫︵ＰＬＭ

Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ

＝∮ＭＮＰＬＭ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＝∮Ｃ

Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ，

即 
Ｄ

Ｐ
ｙ

ｄσ＝∮Ｃ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ． ②

　　 在图２中，再设曲线
︵ＬＭＮ 的方程为ｘ＝ｘ１（ｙ），ｃ≤ｙ≤ｄ．曲

线︵ＬＰＮ的方程为ｘ＝ｘ２（ｙ），ｃ≤ｙ≤ｄ．Ｑ（ｘ，ｙ），Ｑ
ｘ
均为连续函

数，考察二重积分
Ｄ

Ｑ
ｘ

ｄσ与曲线积分∮Ｃ
Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ之间的关系：

５７平面有界区域边界线的正方向　




Ｄ

Ｑ
ｘ

ｄσ＝∫
ｄ

ｃ∫
ｘ２（ｙ）

ｘ１（ｙ）

Ｑ
ｘ

ｄ［ ］ｘ ｄｙ

＝∫
ｄ

ｃ
Ｑ（ｘ２（ｙ），ｙ）ｄｙ－∫

ｄ

ｃ
Ｑ（ｘ１（ｙ），ｙ）ｄｙ

＝∫︵ＬＰＮ
Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ－∫︵ＬＭＮ

Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ

＝－∫︵ＮＰＬＱ
（ｘ，ｙ）ｄｙ－∫︵ＬＭＮ

Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ

＝－∮︵ＮＰＬＭＮ
Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝－∮Ｃ

Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ，

即 
Ｄ

Ｑ
ｘ

ｄσ＝－∮Ｃ
Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ． ③

②—③ 得

∮Ｃ
Ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ＋Ｑ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝－

Ｄ

（Ｑ
ｘ－Ｐ

ｙ
）ｄσ ④

比较①与④，等式的左端相同，而右端相差一个负号．为使格林公
式的表述与平面直角左手还是右手坐标系的选取无关，则平面区
域Ｄ的边界线Ｃ的正方向的选取应与平面直角坐标系是右手坐
标系还是左手坐标系密切相关．
作了上列分析后，便知我们应有如下的结论：在平面直角右手

獉獉
坐标系中，区域Ｄ 的边界线的正方向即按照本文开头那样地规
定．在平面直角左手

獉獉
坐标系中，平面区域Ｄ 的边界的正方向应如

下规定：当观察者沿区域边界正方向前进时，与边界相毗连的区域
的那部分应恒在观察者的右侧

獉獉
．作如此规定后，格林公式便是①的

形式．
龚冬保建议平面区域边界曲线正向如下定义：即曲线上流动

坐标系（ｎ，τ）的右（左）手系与固定坐标（ｘ，ｙ）的右（左）手系一致
即可，其中ｎ表示曲线的单位外法线向量，τ表示曲线正向的单位
切线向量．这个定义的优点即斯托克斯（Ｓｔｏｋｔｓ）公式中空间曲线
正向亦可仿此确定之，谨录此以增辉．

６７ 　高等数学教材中的常见瑕疵



一个有差错的图 　　

某本高等数学教材在其第三版、第四版中加了如下一个图（见
图１），这是很好的修改意见，它可以让读者更深刻地理解函数

ｆ（ｘ）展开成ｘ的幂级数时用级数的部分和来近似代替ｆ（ｘ）的几
何直观形象是什么情景．可惜这个图有一些差错，它不是规范的图
示．理由如下：

图１



（１）就整个图的布局来说，没有给人一个完整的几何形象．
因为函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 的一个邻域内的展开式，一般是在邻域
（ｘ０－Ｒ，ｘ０＋Ｒ）内展开，不是只在或偏重在（ｘ０，ｘ０＋Ｒ）内展开．
但该图主要显示ｘ＝０处右侧级数的部分和来近似代替ｅｘ 的情

形，容易使读者产生所谓展开将只在ｘ＝ｘ０ 右侧展开的错觉．事
实上，初学者的确常有这个错觉．

（２）就每一条近似曲线来说，ｙ＝ｅｘ 在ｘ＝０处近旁的幂级数
展开式，当ｘ＞０时是一个正项级数，当ｘ＜０时是一个交错级数，
显然级数在ｘ＝０近旁左侧比右侧收敛快一些，亦即同一条近似
曲线在ｘ＝０的左侧近旁应比右侧近旁更加贴近曲线ｙ＝ｅｘ，但该

图适得其反．特别如ｙ＝ｅｘ 的近似曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋
ｘ３

３！
的图像

在ｘ＝０右侧近旁显得十分贴近曲线ｙ＝ｅｘ，但在ｘ＝０左侧近旁
却与曲线ｙ＝ｅｘ 迅速离开，相差很大，这是不符合实际情况的．

（３）就相邻的几条近似曲线来比较，也有不妥之处．显然曲线

ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋
ｘ３

３！
比曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！
在ｘ＝０两侧近旁更接近

曲线ｙ＝ｅｘ．但在ｘ＝０的左边曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋
ｘ３

３！
反比曲线

ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！
离开曲线ｙ＝ｅｘ 更远，这也不是真实的．

（４）更失真的是当ｘ＜０时，曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋
ｘ３

３！
竟在曲线

ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！
的上方！二者相差的一项是ｘ

３

６
，当ｘ＜０时，它是一

负数项，前者的图像应在曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！
的下方才对！

（５）就吻合曲线与曲线ｙ＝ｅｘ 的相互关系看，由交错级数的误

差估计公式，不难断定：当ｘ＜０时，曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！
应在曲线

ｙ＝ｅｘ的上方，而曲线ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋
ｘ３

３！
应在曲线ｙ＝ｅｘ 的下方．

８７ 　高等数学教材中的常见瑕疵



该书的图，在这方面也把关系搞颠倒了．
该教材上的图像是不是只在ｘ＜０一侧的虚线长短画错了？

不止如此而已，只把ｘ＝０的左侧的虚线长短改变一下，仍不能避
免本文前三条中所指出的不妥之处．
那末正确的图是什么呢？请看图２．

图２

注：图中Ⅰ表示方程ｙ＝１＋ｘ的图像，Ⅱ表示方程ｙ＝１＋ｘ＋
ｘ２

２！
的图像，Ⅲ表示方程ｙ＝１＋ｘ＋ｘ２

２！＋
ｘ３

３！
的图像．

９７一个有差错的图　



幂级数的收敛区间 　　

有的教材如下定义幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛区间：

设当｜ｘ｜＜Ｒ时，幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 绝对收敛，而当｜ｘ｜＞Ｒ

时，该幂级数发散，正数Ｒ通常叫做该幂级数的收敛半径．由幂级
数在ｘ＝±Ｒ处的收敛性就可以决定它在区间（－Ｒ，Ｒ），［－Ｒ，

Ｒ），（－Ｒ，Ｒ］或［－Ｒ，Ｒ］上收敛，这区间叫做幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ的收

敛区间．
幂级数的收敛区间如此定义，缺点如下：
（１）幂级数的收敛区间

獉獉獉獉
与其收敛域

獉獉獉
混作一谈了．本来这是两

个不同的概念，今却把幂级数的收敛域误作收敛区间了．
（２）如下一些重要命题均不成立：

① 幂级数在其收敛区间上绝对收敛；

② 幂级数在其收敛区间上可以逐项求导、逐项积分，且逐项
求导、逐项积分后收敛区间不变；

（３）在复变函数论里，ｚ的幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｚｎ 的收敛圆为一不包



含其圆周｜ｚ｜＝Ｒ在内的开圆域｜ｚ｜＜Ｒ．∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ为∑

∞

ｎ＝０
ａｎｚｎ的

特殊情况，即在∑
∞

ｎ＝０
ａｎｚｎ 中令ｙ＝０时便得∑

∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ．相应地，其收

敛圆｜ｚ｜＜Ｒ在ｙ＝０的特殊情况下便蜕化为开区间（－Ｒ，Ｒ）．为

了保持数学领域内各分支间的和谐性，ｘ的幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛

区间只能定义为开区间（－Ｒ，Ｒ）．但目前某些高等数学教材，竟

把幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛域定义为幂级数∑

∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛区间，其

收敛区间居然既可能是（－Ｒ，Ｒ），又可能是（－Ｒ，Ｒ］，或［－Ｒ，Ｒ），
或［－Ｒ，Ｒ］，复分析（即复变函数论）与实分析（微积分学属于实分
析）间便有矛盾了，一般

獉獉
将不包含特殊

獉獉
的了，这是不应该有的现

象．

综上所述，幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 的收敛区间应定义为开区间（－Ｒ，

Ｒ），则上述种种不合理现象均自然地烟消云散了．幂级数在收敛
区间上绝对收敛，对幂级数逐项求导，逐项积分后收敛区间不变等
重要性质均成立无疑．
国际上一些著名著作，如古尔萨的《数学分析教程》，柯朗的

《微积分》及阿帕斯托尔的《微积分》等都定义幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ的收

敛区间为开区间（－Ｒ，Ｒ）．

１８幂级数的收敛区间　



简化傅里叶级数的定义和收敛定理的条件 　　

有的教材如下定义傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）系数和傅里叶级数：
“设ｆ（ｘ）是以２π为周期的函数且在［－π，π］或［０，２π］上可

积，则

ａｎ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎｘｄｘ

＝ １
π∫

２π

０
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎｘｄｘ　　（ｎ＝０，１，２，…），

ｂｎ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎｘｄｘ

＝ １
π∫

２π

０
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎｘｄｘ　　（ｎ＝１，２，…），

称为函数ｆ（ｘ）的傅里叶系数，以ｆ（ｘ）的傅里叶系数为系数的三
角级数

ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎｘ＋ｂｎｓｉｎｎｘ）

称为函数ｆ（ｘ）的傅里叶级数……”
接着给出如下的收敛定理：
“设ｆ（ｘ）是周期为２π的周期函数．如果它满足条件：在一个

周期内连续或只有有限个第一类间断点，并且至多只有有限个极
值点，则ｆ（ｘ）的傅里叶级数收敛，并且



（１）当ｘ是ｆ（ｘ）的连续点时，级数收敛于ｆ（ｘ）；
（２）当ｘ是ｆ（ｘ）的间断点时，级数收敛于（ｆ（ｘ－０）＋ｆ（ｘ＋

０））２．”
翻阅我们手头的教材，差不多都是如上定义傅里叶级数并如

上介绍收敛定理的，讨论傅里叶级数时始终是在周期函数的前提
条件下进行的．不错，若ｆ（ｘ）的傅里叶级数收敛，那末它的和函
数必是周期函数．但是我们遇到的更多的情况是已知ｆ（ｘ）仅在
（－π，π］（或（０，２π］，或［ａ，ｂ］）上有定义且满足某些条件（如狄利
克雷条件）时如何写出ｆ（ｘ）的傅里叶级数？如何写出傅里叶级数
的和函数？为此，不免先搭一个脚手架（使函数周期性的延拓），即
作一个辅助函数满足上述定义、定理中的条件，再把辅助函数在
（－∞，＋∞）上展为它的傅里叶级数，然后又拆掉脚手架，写出原
函数ｆ（ｘ）在给定区间上对应的傅里叶级数及其和函数．每次做
题，都要如此迂迴一个大圈圈，深感不胜繁琐．傅里叶系数和收敛
定理中这个周期函数的条件，是强加在它们之上的枷锁，让不少人
应用傅里叶级数时，瞻前顾后，疑虑重重，每次做题似乎不走一趟
冤枉路，就唯怕犯什么错误，或总感不能自圆其说，为了简化手续、
便于做题，建议去掉这副枷锁，如下定义ｆ（ｘ）的傅里叶级数：
设ｆ（ｘ）在［－π，π］上可积，若级数

ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎｘ＋ｂｎｓｉｎｎｘ） ①

中的系数ａｎ，ｂｎ 满足如下关系式

ａｎ ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎｘｄｘ　　（ｎ＝０，１，２，…），

ｂｎ ＝ １
π∫

π

－π
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎｘｄｘ　　（ｎ＝１，２，…），

则称ａｎ，ｂｎ 为ｆ（ｘ）的傅里叶系数，级数①为对应于ｆ（ｘ）的傅里叶
级数，记作

ｆ（ｘ）～
ａ０

２＋∑
ｎ

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎｘ＋ｂｎｓｉｎｎｘ）．

３８简化傅里叶级数的定义和收敛定理的条件　



　　这个定义可以推广到任意区间［ａ，ｂ］上，设ｂ－ａ＝２ｌ，ｆ（ｘ）在
［ａ，ｂ］上可积，若级数

ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎπｘｌ ＋ｂｎｓｉｎｎπｘ
ｌ

） ②

中ａｎ，ｂｎ 满足如下关系式

ａｎ ＝ １
ｌ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｃｏｓｎπｘｌ ｄｘ　　（ｎ＝０，１，２，…），

ｂｎ ＝ １
ｌ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｓｉｎｎπｘ

ｌ ｄｘ　　（ｎ＝１，２，…），

则称级数②为在区间［ａ，ｂ］上对应于ｆ（ｘ）的傅里叶级数，记作

ｆ（ｘ）～
ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎπｘｌ ＋ｂｎｓｉｎｎπｘ
ｌ

），　　ｘ∈ ［ａ，ｂ］．

收敛定理可如下叙述：
设ｆ（ｘ）在［－π，π］上连续或只有有限个第一类间断点，并且

至多只有有限个严格极值点，则ｆ（ｘ）的傅里叶级数收敛，且

ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎｘ＋ｂｎｓｉｎｎｘ）

＝

ｆ（ｘ），　　ｘ∈ （－π，π）内ｆ（ｘ）的连续点处；

ｆ（ｘ－０）＋ｆ（ｘ＋０）
２

，　　ｘ∈ （－π，π）内ｆ（ｘ）的间断点处；

ｆ（－π＋０）＋ｆ（π－０）
２

，　　ｘ＝±π

烅

烄

烆 ．

　　关于ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的傅里叶级数的收敛定理可如下叙述：
设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续或只有有限个第一类间断点，并且至

多只有有限个严格极值点，则ｆ（ｘ）的傅里叶级数收敛，且

ａ０

２＋∑
∞

ｎ＝１

（ａｎｃｏｓｎπｘｌ ＋ｂｎｓｉｎｎπｘ
ｌ

）

４８ 　高等数学教材中的常见瑕疵



＝

ｆ（ｘ），　　ｘ∈ （ａ，ｂ）内ｆ（ｘ）的连续点处；

ｆ（ｘ－０）＋ｆ（ｘ＋０）
２

，　　ｘ∈ （ａ，ｂ）内ｆ（ｘ）的间断点处；

ｆ（ａ＋０）＋ｆ（ｂ－０）
２

，　　ｘ＝ａ或ｘ ＝ｂ

烅

烄

烆 ．

如上定义ｆ（ｘ）的傅里叶系数，如上阐述傅里叶级数的收敛定
理，都不把周期函数这个条件作为大前提，解题时将简化许多．
例如，有一本教材原是如下解答一道例题的．
“将函数ｆ（ｘ）＝１０－ｘ　（５＜ｘ＜１５）展开成傅里叶级数．
解　作变量代换ｚ＝ｘ－１０，则区间５＜ｘ＜１５变换成－５＜

ｚ＜５，而ｆ（ｘ）＝ｆ（ｚ＋１０）＝－ｚ＝Ｆ（ｚ）．补充函数Ｆ（ｚ）＝－ｚ　
（－５＜ｚ＜５）的定义，令Ｆ（－５）＝５，然后将Ｆ（ｚ）作周期延拓（周
期为１０），这拓广的周期函数满足收敛定理的条件，它的傅里叶级
数在（－５，５）内收敛于Ｆ（ｚ）．
计算拓广的周期函数的傅里叶系数如下：

ａｎ ＝０　　（ｎ＝０，１，２，…），

ｂｎ ＝ ２
５∫

５

０
（－ｚ）ｓｉｎｎπｚ

５ｄｚ＝ （－１）ｎ１０
ｎπ　　（ｎ＝１，２，３，…）．

于是

Ｆ（ｚ）＝１０
π∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ ｓｉｎｎπｚ

５ 　　（－５＜ｚ＜５）．

从而

１０－ｘ＝１０
π∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ ｓｉｎｎπ

５
（ｘ－１０）

＝１０
π∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ ｓｉｎｎπ

５ｘ　　（５＜ｘ＜１５）．”

请看上面的解法，迂!了多大的一个圈圈，变换来，变换去，计算思
路多繁琐！而且变换多了，也容易出错．
利用我们介绍的傅里叶级数的定义和收敛定理，便不需要变

换来，变换去，可直接在原来给定的函数区间（５，１５）上求ｆ（ｘ）的

５８简化傅里叶级数的定义和收敛定理的条件　



傅里叶级数展开式：
这里２ｌ＝１５－５＝１０，故ｌ＝５．

ａｎ ＝ １
５∫

１５

５
（１０－ｘ）ｃｏｓｎπｘ５ｄｘ＝０　　（ｎ＝０，１，２，…），

ｂｎ ＝ １
５∫

１５

５
（１０－ｘ）ｓｉｎｎπｘ

５ｄｘ＝ （－１）ｎ１０
ｎπ　　（ｎ＝１，２，…）．

又易知ｆ（ｘ）＝１０－ｘ在［５，１５］上满足狄里克雷条件且在（５，１５）
上ｆ（ｘ）连续，由收敛定理有

１０
π∑

∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ ｓｉｎｎπｘ

５ ＝１０－ｘ　　（５＜ｘ＜１５）．

相比之下，利用本文推荐的的解法，解题的思路显然要简易多了．
顺便指出，函数展为傅里叶级数的充分条件中的“有限个严格

极值点”改为“分段单调”亦可．
可参阅福特（Ｆｏｒｔ）所著的《无穷级数》（《ＩｎｆｉｎｉｔｅＳｅｒｉｅｓ》）．
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如何定义差分方程的阶？ 　　

常有教材把差分方程中含有未知函数的最高阶差分的阶数定

义为差分方程的阶数，依此“定义”，则差分方程

Δ３ｙｘ ＋Δ２ｙｘ －Δｙｘ －ｙｘ ＝０ ①
便是三阶差分方程的了．但因

Δｙｘ ＝ｙｘ＋１－ｙｘ，

Δ２ｙｘ ＝ｙｘ＋２－２ｙｘ＋１＋ｙｘ，

Δ３ｙｘ ＝ｙｘ＋３－３ｙｘ＋２＋３ｙｘ＋１－ｙｘ，
代入差分方程①将有

ｙｘ＋３－３ｙｘ＋２＋３ｙｘ＋１－ｙｘ＋（ｙｘ＋２－２ｙｘ＋１＋ｙｘ）－
（ｙｘ＋１－ｙｘ）－ｙｘ＝０，

整理化简得　ｙｘ＋３－２ｙｘ＋２＝０． ②
今对差分方程②作自变量变换ｘ＋２＝ｔ，即作横坐标平移变

换，方程②将成为

ｙｔ＋１－２ｙｔ ＝０， ③
方程③又可改写为

ｙｔ＋１－ｙｔ－ｙｔ ＝Δｙｔ－ｙｔ ＝０， ④
按照上述“定义”，④将是一个一阶差分方程的了．差分方程的阶应
是差分方程本身的固有性质，是方程的一个特征数，它应具有在一



定变换下的不变性，今在作最简单的变换（横坐标平移）的情况下，
“阶”数居然不能保持不变，显然这个差分方程阶的“定义”不能刻
画方程的固有性质，据此定义得出的“阶”数不能作为差分方程的
一个特征数，实际上是一个没有意义的数，因此上述差分方程阶的
定义是不可取的．
那末差分方程的阶应如何定义呢？请看：
含有自变量、未知函数和未知函数在ｘ＋１，ｘ＋２，…，ｘ＋ｎ各

点函数值的函数方程叫做差分方程，其一般形式为

Ｆ（ｘ，ｙｘ，ｙｘ＋１，ｙｘ＋２，…，ｙｘ＋ｎ）＝０，
称方程中未知函数下标之差（即自变量的最大值与最小值之差）为
差分方程的阶

獉
数．据此，差分方程②中未知函数下标之差为

ｘ＋３－（ｘ＋２）＝１，
差分方程③中未知函数脚标之差

ｔ＋１－ｔ＝１
也是１，因而差分方程①，②，③，④的阶数相同，是一个坐标平移
下的不变量，所以它们是一阶差分方程．如上定义差分方程的阶便
不会产生任何矛盾．
参考书：

Ｃ．Ｈ．Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ．ＡｎＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏＴｈｅＣａｌｃｕｌｕｓｏｆＦｉ
ｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：Ｄ．Ｖａｎ ＮｏｓｔｒａｎｄＣｏｍｐａｎｙ，Ｉｎｃ．
１９５４．
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关于常微分方程通解的两点误解 　　

有的教材说：常微分方程的通解是指包含该方程所有解的解．
或者说：常微分方程的解中包含任意常数的个数与微分方程的阶
数相等，则称此解为该方程的通解．
实际上，这两种说法均不对．

如常微分方程ｙ′＝ｙ
２
３ ，该方程的通解是

２７ｙ＝ （ｘ＋Ｃ）３．
但ｙ＝０显然仍是该微分方程的解．而通解中并不包含这个解，因
此不能说，微分方程的通解是包含该方程所有解的解．
又如微分方程ｙ（１－ｌｎｙ）ｙ″＋（１＋ｌｎｙ）ｙ′２＝０，当ｙ≠０，ｙ≠ｅ

时，含有两个任意常数Ｃ１，Ｃ２ 的函数

ｌｎｙ＝ｘ＋Ｃ１

ｘ＋Ｃ２

直接代入不难验证，它是该微分方程的解．但是从这个解案得不
到由初始条件ｘ＝ｘ０，ｙ＝ｙ０（≠０，≠ｅ），ｙ′０＝０确定的特解．这些
特解是由ｙ＝Ｃ给出．在这种情况下，我们不得不说，通解

獉獉
是由两

个方程：ｌｎｙ＝ｘ＋Ｃ１

ｘ＋Ｃ２
，ｙ＝Ｃ给出的，而ｌｎｙ＝ｘ＋Ｃ１

ｘ＋Ｃ２
中虽然含有两

个任意常数，与微分方程的阶数相同，但它却不是该微分方程的通
解．值得注意的是ｙ＝Ｃ（≠０，≠ｅ）是该微分方程的一个通常解．即



满足微分方程柯西（Ｃａｕｃｈｙ）问题解的存在唯一性定理的解，它不
是奇解．
那末，如何定义微分方程ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ）的通解呢？设点（ｘ０，

ｙ０）属于ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ）的柯西问题解的存在唯一性区域内的任意一
点，若对常数Ｃ的任意允许值，函数φ（ｘ，Ｃ）都是方程ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ）
的解，且对任意初始条件ｙ｜ｘ＝ｘ０＝ｙ０ 都可以选取Ｃ的值Ｃ０ 使解ｙ
＝φ（ｘ，Ｃ０）满足初始条件ｙ｜ｘ＝ｘ０＝ｙ０，便称函数ｙ＝φ（ｘ，Ｃ）为微
分方程ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ）的通解

獉獉
．在该通解中的Ｃ取任一确定数值时，

所得到的解均称为ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ）的特解
獉獉

．
关于高阶常微分方程通解定义，请参阅Ｂ．Ｂ史捷班诺夫著的

《微分方程教程》一书（高等教育出版社出版）．笔者在此只想引起
读者注意：常微分方程通解的概念是由微分方程柯西问题解的存
在唯一性定理引伸出来的．
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