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内 容 简 介

本书介绍了运筹学中线性规划、目标规划、整数规划、网络规划、网络计划技术、

动态规划、排队论、存储论、博弈论、决策分析和排序问题等分支的基本概念和方法，

并把各种运筹学求解方法归纳成接近于程序语言的算法步骤．本书特别重视各个运

筹学分支对数学模型的建立，配备了相当数量的应用例题，使读者充分理解建立数

学模型是一种艺术．本书力求深入浅出，注重应用．每章结尾都配有一定数量的习

题，部分习题还附有答案．
本书可作为大专院校交通运输管理类、经济管理类和理工类其他有关专业的本

科生、研究生的教材或教学参考书，也可作为各类专业人员的自学参考书．
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前　言

管理是一门科学．运筹学是用定量化的方法，对所研究的各类管理优化问题建立

数学模型并进行求解，然后进行定量和定性分析，为决策者作出合理的决策提供科学

的依据．
本书对运筹学各个组成分支都尽可能地以各种实际问题为背景，建立起各种类型的

数学模型，然后通过对几何特征的分析或运用其他直观的手段，给出求解模型的算法思

想，进而导出归纳成接近于程序语言的算法．
运筹学作为一门应用性的学科，在教学中除了让新学者掌握各个组成分支的计算方

法之外，更重要的目标是帮助新学者学习和训练建立数学模型的技巧．但这个重要的目

标却往往为国内许多《运筹学》的作者所忽视．本书编写了一定数量的富有建模技巧的典

型应用实例，以培养读者建立数学模型的能力，并使读者深刻地理解用数学语言描述客

观事物是一种“艺术”．
本书从读者认识事物、接受知识的规律出发，尽可能使各章内容深入浅出、重点突

出，力求使读者感到运筹学是一门可亲可近而生动的应用性学科．本书对运筹学各个分

支的基本概念、基本理论的系统性仍给予足够的重视，但又不偏于数学方法的严谨论证．
我这次非常高兴邀请了４位合作者参加了本书的编写，他们承担的任务具体如下

（扉页署名以此先后为序）：

第 四 章　目标规划　李枫（同济大学交通运输工程学院）

第 十 章　存储论　郝勇（上海工程技术大学）

第十一章　博弈论　孙焰（同济大学交通运输工程学院）

第十二章　决策分析　吴晓（浙江师范大学交通学院）

其余各章均由本人编写，并对全书进行了统稿和定稿，力求全书的风格统一．
我教授运筹学已经有数十年，这本《运筹学方法与模型》是我多年教学经验的结晶，

在写作风格和内容处理上可能和其他《运筹学》著作有所不同．这次蒙复旦大学出版社范

仁梅编辑的鼎力相助，使我多年的心愿得以实现．
本书部分章节打上了“”，教学时可根据具体情况决定取舍．由于各章节配备的应

用举例比较多，并且有些例子在建立模型时有一定的难度，要全部讲掉它们在学时上根

本就不允许，所以也应该在教学时作一定的取舍．
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在此，我向复旦大学统计运筹系魏国华教授、上海工程技术大学管理学院徐克绍教

授、上海大学吕立生教授、第二工业大学唐国春教授、同济大学官世燊教授表示衷心的感

谢．在我长期的教学工作中，我和他们一起交流心得体会，使我学到了许多宝贵的知识和

经验．我更要感谢我以前母校西南交通大学的导师苗邦均教授、侯振挺教授、周贤祥教授

对我的关心和指导，他们对教学工作和学生的热爱使我终生难忘．我也要感谢我在教学

工作岗位上的老领导季令教授对我的长期关怀、支持和帮助，使我各方面的工作能够顺

利地开展．我怀念曾经和我一起编写《实用运筹学》的合作者、复旦大学出版社的周仲良

教授，他待人宽厚、工作认真，可惜他英年早逝，令人扼腕叹息．
在本书的编写过程中，上海工程技术大学管理学院张伯生教授、徐克绍教授对本书

的内容及体系提出了许多宝贵的意见；该校城市轨道交通学院青年教师朱海燕帮助搜集

资料供我参考，在此表示深切的感谢．
在成稿工作中，王永秋、朱亚男、傅亚丽给我提供了许多帮助，在此表示衷心感谢．
任何人在他人生的路途上都离不开老师、同事、朋友、领导、亲人的帮助和合作．对那

些在我追求知识的道路上曾给我以深切关怀和无私帮助的老师、同事、朋友，我心里面永

远保持着对他们的衷心感谢．珍贵的友谊，是人生最美好的回忆．
我希望这本别具风格的《运筹学方法与模型》教材能够得到读者的欢迎，更希望得到

运筹学教学工作者的批评指正．
现在我们这些从２０世纪７０年代末、８０年代初就开始从事运筹学教学工作的老教

师，都逐渐退出了教学舞台，我们相信未来运筹学的教学工作将更加光辉灿烂．
本书可以作为高等院校交通运输管理类、经济管理类和理工类其他有关专业的本科

生、研究生的教材，同时，编者也深盼本书能受到那些孜孜不倦、刻苦追求知识的自学者

的欢迎．
由于本人和我的合作者水平有限，本书难免有不当之处，敬请读者批评指正．

傅家良　２００５年９月

于同济大学交通运输工程学院
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第一章　线 性 规 划

§１．１　线性规划模型

１．１．１　数学模型

在经济建设、企业管理和生产实践的各项活动中，我们常常面临把有限的资源分配

到若干活动上去的分配问题：

（１）对有限的资金、材料、设备、场地、能源和劳动力等财力、物力和人力，如何以最佳
方式作有效的分配，以期望获得最大的效益．
（２）在既定的任务之下，如何统筹安排，以做到用最少量的财力、物力和人力来完
成任务．
这些最优分配问题的数学模型在运筹学中处于中心的地位，而线性规划是解决这一

类问题的一个理论和方法都比较成熟的运筹学分支．下面我们来看两个实例．
例１１　（生产计划问题）　某工厂生产１＃，２＃和３＃三种产品，每种产品需经过３道

工序．每件产品在每道工序中的工时定额、每道工序在每周可利用的有效工时和每件产品的
利润由表１１给出．问每种产品各生产多少，可使这一周内生产的产品所获利润最大？

表１１

定额（工时／件）
ｊ＃ 　产　品

１＃ ２＃ ３＃
每周可利用的有效工时

工　序

Ａ １．２ １．０ １．１ ５４００

Ｂ ０．７ ０．９ ０．６ ２８００

Ｃ ０．９ ０．８ １．０ ３６００

利润（元／件） １０ １５ １２

　　解　本问题是要把有限的工时资源合理地分配到３种产品的生产活动上去，以期

望获得最多的利润．
首先我们引进决策变量：设一周内ｊ＃产品的生产件数为ｘｊ（ｊ＝１，２，３）．
然后，根据每件产品的工时定额以及各工序允许的有效工时列出约束条件：

１＃产品每生产一件需Ａ工序１．２工时，现生产ｘ１ 件，故１＃产品耗费Ａ工序的工时
数为１．２ｘ１．类似地，生产２＃产品和３＃产品耗费Ａ工序的工时数分别为１．０ｘ２ 和１．１ｘ３，
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所以３种产品对Ａ工序的工时总需求量为

１．２ｘ１＋１．０ｘ２＋１．１ｘ３，

它不应超过Ａ工序在一周内所允许的工作时间５４００工时．于是，得工序Ａ加工产品的
约束条件：

１．２ｘ１＋１．０ｘ２＋１．１ｘ３ ≤５４００．

类似地，对工序Ｂ和Ｃ有以下约束条件：

０．７ｘ１＋０．９ｘ２＋０．６ｘ３ ≤２８００，

０．９ｘ１＋０．８ｘ２＋１．０ｘ３ ≤３６００．

再者，变量ｘ１，ｘ２ 和ｘ３ 只能取非负值，故有下列非负约束条件：

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０，　ｘ３ ≥０．

最后，我们来确定产品生产的效益．若用ｆ表示工厂一周内生产３种产品所能获得
的利润，则有

ｆ＝１０ｘ１＋１５ｘ２＋１２ｘ３，

现在工厂的目标是希望获得最大利润，我们写成：

ｍａｘｆ＝１０ｘ１＋１５ｘ２＋１２ｘ３．

综上所述，我们得本问题的数学模型：

ｍａｘｆ＝１０ｘ１＋１５ｘ２＋１２ｘ３；

ｓ．ｔ．　１．２ｘ１＋１．０ｘ２＋１．１ｘ３ ≤５４００，

０．７ｘ１＋０．９ｘ２＋０．６ｘ３ ≤２８００，

０．９ｘ１＋０．８ｘ２＋１．０ｘ３ ≤３６００，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

其中，ｓ．ｔ．为英文“ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ”（受约束于）的缩写．
例１２　（运输问题）　两个发点Ａ１ 和Ａ２ 有物资必须运往３个收点Ｂ１，Ｂ２ 和Ｂ３．发

点Ａｉ对物资的供应量ａｉ、收点Ｂｊ对物资的需求情况和发点Ａｉ至收点Ｂｊ 每输送一吨物

资所需的运输费用ｃｉｊ见表１２．为完成发点Ａ１ 和Ａ２ 对物资的运输任务，问运输方案应

如何确定，而使总运费最少？

表１２

运价ｃｉｊ（元／吨）
收　点　Ｂｊ

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３

供应量ａｉ（吨）

发点Ａｉ

Ａ１ ２０ １０ ３０ ６０

Ａ２ １５ ２０ １８ ４０

需求量ｂｊ（吨） 恰为２０ 至多３０ 至少４０

　　解　本问题是在完成既定运输任务的条件下而希求花费最少的财力．
设ｘｉｊ为从发点Ａｉ运送到收点Ｂｊ的物资数量．



第一章 线性规划

３　　　　

由于发点Ａｉ的ａｉ吨物资必须运走，因此，ａｉ 等于发点Ａｉ 运往各收点Ｂｊ 的运量ｘｉｊ

之和．由此得约束条件：

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ＝６０，

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ＝４０．

注意到各收点Ｂｊ对物资的需求情况，我们有下列约束条件：

ｘ１１＋ｘ２１ ＝２０，

ｘ１２＋ｘ２２ ≤３０，

ｘ１３＋ｘ２３ ≥４０．
自然，运量ｘｉｊ都应为非负变量：

ｘｉｊ ≥０，　ｉ＝１，２；　ｊ＝１，２，３．
总运费为

ｆ＝２０ｘ１１＋１０ｘ１２＋３０ｘ１３＋１５ｘ２１＋２０ｘ２２＋１８ｘ２３，

我们对ｆ求最小值．故本问题归结为如下数学模型：

　　 ｍｉｎｆ＝２０ｘ１１＋１０ｘ１２＋３０ｘ１３＋１５ｘ２１＋２０ｘ２２＋１８ｘ２３；

ｓ．ｔ．　ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ＝６０，

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ＝４０，

ｘ１１＋ｘ２１ ＝２０，

ｘ１２＋ｘ２２ ≤３０，

ｘ１３＋ｘ２３ ≥４０，

ｘｉｊ ≥０，　ｉ＝１，２；　ｊ＝１，２，３．

上述建立的两个数学模型，我们称之为线性规划．可见，线性规划模型具有下列

３个要素：
（１）决策变量．这些决策变量的一组定值代表所给问题的一个具体方案．一般来说，
这些决策变量都是非负变量．如果在模型中变量ｘｊ 的符号不受限制，即变量ｘｊ 取正值，

取负值或取零都可以，我们把它写成条件ｘｊ ０，并称ｘｊ为自由变量．
（２）约束条件．这些约束条件都为线性等式或线性不等式，它们反映了所给问题对
资源的客观限制及对所要完成的任务的各类要求．同时，对决策变量的符号要求也属于
约束条件．
（３）目标函数．它为决策变量的线性函数．按所给问题的不同，可要求目标函数ｆ实
现最大值或最小值．
为此，线性规划模型的一般形式为

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ　（或ｍａｘｆ＝ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ）；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （１１）

ｘｊ ０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．
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其中符号表示≥，＝，≤这３个符号中的任意一个．
我们给出线性规划的有关术语：

可行解———满足线性规划全部约束条件的解Ｘ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）犜称为线性规划

的可行解．
可行域———全体可行解的集合称为线性规划的可行域．用符号Ｋ 表示．
最优解———使目标函数实现最小值（或最大值）的可行解Ｘ ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）犜 称为

线性规划的最优解．
最优值———最优解的目标函数值

ｆ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ

称为线性规划的最优值．

１．１．２　标准型线性规划

由于求解数学模型的算法都是为标准化的模型设计的，所以，为了便于对求解线性

规划模型建立一个有效的算法，我们有必要对线性规划模型规定它的标准形式．今后，我
们谈到的线性规划模型的标准型，都是指下列形式：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （１２）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

也就是说，线性规划的标准型，是指：对目标函数一律求最小值；决策变量一律为非负

变量；约束条件除变量的非负条件外一律为等式约束．今后，记线性规划模型的标准型
为（ＬＰ）．
若令

Ｃ＝
ｃ１

…

ｃ

烄

烆

烌

烎ｎ

，　　ｂ＝
ｂ１

…

ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

，　　Ｘ＝
ｘ１

…

ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，

Ａ＝
ａ１１

…

ａｍ

烄

烆 １

⋯　

⋯　

ａ１ｊ

…

ａｍｊ

⋯　

⋯　

ａ１ｎ

…

ａ

烌

烎ｍｎ

，　Ａ．ｊ ＝

ａ１ｊ

…

ａｍ

烄

烆

烌

烎ｊ

，

则（ＬＰ）便可写成下列形式：

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ，

ｓ．ｔ．　ＡＸ ＝ｂ， （１３）

Ｘ≥０．
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或

ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ ＝ｂ，Ｘ≥０｝． （１４）

式（１３）、式（１４）中的Ｘ≥０均表示Ｘ中的各个分量ｘｉ ≥０（今后此类符号意义与此相
同，不再说明．）对于（ＬＰ），其可行域Ｋ 我们常写成：

Ｋ ＝｛Ｘ｜ＡＸ ＝ｂ，Ｘ≥０｝． （１５）

各种形式的线性规划模型都可以化成标准型：

（１）若线性规划为

ｍａｘｚ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ＝ｂ，

Ｘ≥０，

这时，只需要将求目标函数的最大值变换为求另一个目标函数的最小值：

ｍａｘｚ＝－ｍｉｎ（－ｚ），
令ｆ＝－ｚ，于是，得到（ＬＰ）：

ｓ．ｔ．　

ｍｉｎｆ＝（－Ｃ）犜Ｘ；

ＡＸ ＝ｂ，

Ｘ≥０．

（ＬＰ）与原有问题具有同样的可行域和最优解（若存在），只是最优值（若存在）相差一
个符号而已．求解原有问题转化成求解（ＬＰ）．
（２）约束条件为不等式．

如果线性规划具有不等式约束∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，

这时我们可引进一个新变量ｘ′，用下面两个约束条件代替这个不等式约束：

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋ｘ′＝ｂｉ，

ｘ′≥０
烅
烄

烆 ．
我们称ｘ′为松弛变量．

如果线性规划具有不等式约束∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，

这时我们引进一个新变量ｘ″，并用下面两个约束条件代替这个不等式约束：

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ－ｘ″＝ｂｉ，

ｘ″≥０
烅
烄

烆 ，

我们称ｘ″为剩余变量．
有时，ｘ′和ｘ″统称为松弛变量，它们在目标函数中的系数都为零．
（３）决策变量ｘｊ为自由变量：ｘｊ ０．
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引进两个新的非负变量ｘ′和ｘ″，并令ｘｊ ＝ｘ′－ｘ″，将其代入约束条件和目标函数
中，消去ｘｊ，同时，在约束条件中加入约束ｘ′≥０和ｘ″≥０．由于可能发生ｘ′＞ｘ″，或

ｘ′＝ｘ″，或ｘ′＜ｘ″，故ｘｊ ０．
（４）约束条件中出现ｘｊ ≤０．
引进新的非负变量ｘｊ′，令ｘｊ ＝－ｘｊ′，代入约束条件和目标函数中消去ｘｊ．这样，

ｘｊ ≤０化成ｘｊ′≥０．
（５）约束条件中出现ｘｊ ≥ｈｊ（ｈｊ ≠０）．
引进新的非负变量ｘｊ′，令ｘｊ ＝ｘｊ′＋ｈｊ，将它代入目标函数和约束条件中消去ｘｊ．这

样，ｘｊ ≥ｈｊ转化成ｘｊ′＋ｈｊ ≥ｈｊ，即为ｘｊ′≥０．
例１３　将下列线性规划问题化成标准型：

ｍａｘｚ＝－２ｘ１＋ｘ２－３ｘ３；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋３ｘ２－２ｘ３ ≤２０，

２ｘ１ －ｘ２＋３ｘ３ ≥１２，

３ｘ１－４ｘ２＋２ｘ３ ≥２，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≤０，　ｘ３ ０．

解　它共有４处不符合标准型要求：对目标函数ｚ是求最大值；ｘ２ ≤０；ｘ３ 为

自由变量；第一、第二、第三个约束条件为不等式．为此，我们通过以下步骤把该模型
标准化：

（１）令ｆ＝－ｚ，把求ｍａｘｚ改变为求ｍｉｎｆ；
（２）用－ｘ４ 替换ｘ２，ｘ４ 为非负变量；

（３）用ｘ５－ｘ６ 替换ｘ３，其中ｘ５ ≥０，ｘ６ ≥０．
（４）对不等式约束分别引进松弛变量ｘ７ 和剩余变量ｘ８，ｘ９．
于是，得本问题的标准型：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋ｘ４＋３ｘ５－３ｘ６；

ｓ．ｔ．　ｘ１－３ｘ４－２ｘ５＋２ｘ６＋ｘ７　　　 ＝２０，

２ｘ１ ＋ｘ４＋３ｘ５－３ｘ６　 －ｘ８ ＝１２，

３ｘ１＋４ｘ４＋２ｘ５－２ｘ６ －ｘ９ ＝２，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，４，⋯，９．

§１．２　线性规划的几何特征

１．２．１　两个变量的线性规划的图解法

让我们先来讨论两个变量的线性规划问题的可行域Ｋ 及最优解的几何特征，对其最
优解可能出现的各类情况作一个几何直观的认识．
例１４　求解线性规划：
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ｍｉｎｆ＝－ｘ１＋２ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１ ＋ｘ２ ≤５，

２ｘ１＋３ｘ２ ≥６， （１６）

－ｘ１ ＋ｘ２ ≤３

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

解　因为该线性规划仅有两个变量，我们在ｘ１Ｏｘ２ 坐标平面内用图解法来求解

此问题．
第一步，确定可行域Ｋ．
不等式ｘ１≥０表示以ｘ２ 轴（直线ｘ１＝０）为界的右半平面，不等式ｘ２≥０表示以ｘ１ 轴

（直线ｘ２ ＝０）为界的上半平面，所以该线性规划的可行解Ｘ＝（ｘ１，ｘ２）犜必在第一象限．

ｘ１＋ｘ２ ＝５是一条直线（选取两个点（０，５）犜 及（５，０）犜 连成直线即是），它把ｘ１Ｏｘ２

坐标平面分成两个半平面．为确定哪一个半平面是符合约束条件ｘ１＋ｘ２ ≤５的，我们只

要把原点（０，０）犜 代入不等式ｘ１＋ｘ２≤５中：若不等式成立，则我们就取原点所在的那一

个半平面（以ｘ１＋ｘ２ ＝５为界）表示ｘ１＋ｘ２ ≤５，否则就取不含原点的那个半平面．我们
在直线的两端画垂直箭头指向符合约束条件的半平面．
同样，２ｘ１＋３ｘ２ ≥６和－ｘ１＋ｘ３ ≤３各对应着一个半平面．
所以，可行域Ｋ 为上述５个半平面之交集，它是一个在第一象限的凸多边形（包

括边界），如图１１中的阴影线部分．

图１１

第二步，寻找最优解．
我们结合目标函数ｆ＝－ｘ１＋２ｘ２ ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２ 来求线性规划的最优解．对于任一

给定的实数α，方程

－ｘ１＋２ｘ２ ＝α

为一条直线．由于位于该直线上的点都具有相同的目标函数值α，故而称它为等值线．当α
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的数值变动时，我们就得到一族相互平行的直线，它们的斜率都为－ｃ１

ｃ２
＝ １

２．我们知道，

目标函数ｆ作为ｘ１ 及ｘ２ 的函数，它在任一点的梯度都是

ｆ＝ ｆ
ｘ１
，ｆ
ｘ（ ）２

犜

＝（ｃ１，ｃ２）犜 ＝（－１，２）犜，

它与目标函数的等值线垂直．由高等数学有关知识可知，当点（ｘ１，ｘ２）犜 沿梯度方向移动

时，ｆ的值将随之增大；沿着负梯度方向移动时，ｆ的值将随之减少．不妨在原点作梯度

Ｃ＝（ｃ１，ｃ２）犜＝（－１，２）犜（从原点至点（ｃ１，ｃ２）犜 作一向量即为原点的梯度），过原点作向

量Ｃ的垂直线（用虚线表示），它为过原点且α＝０的等值线

－ｘ１＋２ｘ２ ＝０．

因为我们的问题是求ｍｉｎｆ，因此让等值线逆梯度方向移动，使ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２ ＝α的值α逐
步减小．当它刚要离开Ｋ（此时，与Ｋ 仅有一个交点Ｘ ＝（５，０）犜）时的等值线

－ｘ１＋２ｘ２ ＝－５，

对可行域Ｋ 内各点的ｆ值来说，其值α＝ｆ ＝ｆ（Ｘ）＝－５最小．所以，顶点Ｘ ＝
（５，０）犜 即为线性规划（１６）的最优解，ｆ ＝－５即为最优值．
倘若我们将例１４的目标函数改为求 ｍａｘ，则我们将等值线沿梯度方向移动，此时

ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２ ＝α的值逐步增加，当它刚要离开Ｋ 时的直线－ｘ１＋２ｘ２ ＝７（与Ｋ 的唯一
交点Ｘ为（１，４）犜），对可行域Ｋ 内各点的ｆ值来说，其值α＝ｆ ＝ｆ（Ｘ）＝７最大，
因此，Ｋ 的顶点Ｘ ＝（１，４）犜 为最优解，最优值ｆ ＝７．
例１４从几何直观上告诉我们，若两个变量的线性规划问题的最优解存在且唯一，

则最优解必为可行域Ｋ 的一个顶点，而Ｋ 为凸多边形．
对于目标函数求ｍｉｎ的两个变量的线性规划，根据目标函数的等值线与可行域Ｋ 的

各种关系，我们可以得知它的解可能会出现以下几种情况．
（１）最优解存在且唯一．这时，Ｋ 是一个非空的、有界或无界的凸多边形，最优解Ｘ

必为Ｋ 的一个顶点，最优值ｆ为一个有限值，如图１２所示．

（ａ）Ｋ有界
　　　　　

（ｂ）Ｋ无界

图１２

（２）最优解Ｘ存在但不唯一．这时，Ｋ 是一个非空、有界或无界的凸多边形，最优值

ｆ是一个有限值．ｆ的等值线ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２ ＝ｆ 与Ｋ 之交是Ｋ 的一个边界，因此该边界
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上的点都为最优解；但是，我们至少可以取到Ｋ 的一个顶点为最优解，如图１３所示．

（ａ）Ｋ有界
　　　　　

（ｂ）Ｋ无界

图１３

（３）可行解存在但目标函数值在Ｋ 内无下界（简称线性规划无下界）．这时，Ｋ 必是
一个非空无界的凸多边形，最优解不存在，ｍｉｎｆ→－∞，如图１４所示．

图１４
　　　　　

图１５

（４）可行解不存在（或称线性规划不可行）．这时，Ｋ 为空集，如图１５所示．
通过以上各种情况的分析，关于２个变量的线性规划的解，我们可以得到以下

两点结论：

① 如果Ｋ ≠ （空集），则Ｋ 必是ｘ１Ｏｘ２ 坐标平面第一象限内的一个凸多边形（今

后，在线性规划理论中，称为凸集），Ｋ 的顶点一定存在．
② 如果最优解Ｘ存在，则最优解中至少有一个为Ｋ 的顶点．

１．２．２　标准型线性规划的几何特征

对标准型线性规划（ＬＰ）的解，我们不打算进行详细的数学论证，而仅仅用类比法，给
出如下结论：

（１）如果可行域Ｋ≠ ，则Ｋ必是Ｒｎ 的第一卦限中的一个凸集，Ｋ的顶点一定存在．
（２）如果最优解Ｘ存在，则最优解中至少有一个为Ｋ 的一个顶点．
这就给我们求解（ＬＰ）指出了一个方向：我们不必在凸集Ｋ（如果不是空集）的内部搜索
（ＬＰ）的最优解，而只要对Ｋ 的顶点相应的目标函数值进行比较，就一定能在Ｋ 的顶点
中找到最优解（如果最优解存在）．因此，Ｋ 的顶点将是我们关心和研究的对象．下面我们
来讨论如何用代数方法确定Ｋ 的顶点．
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由图１１知，例１４所给两个变量的线性规划问题（１６）的５个顶点（ｘ１，ｘ２）犜 为

（１，４）犜，　（５，０）犜，　（３，０）犜，　（０，２）犜，　（０，３）犜．

现在我们将问题（１６）标准化：

ｍｉｎｆ＝－ｘ１＋２ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３　　　　 ＝５，

２ｘ１＋３ｘ２　　－ｘ４ ＝６， （１７）

－ｘ１＋ ｘ２ ＋ｘ５ ＝３，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．

该模型的可行域Ｋ 为Ｒ５ 中第一卦限内的凸集．我们将上述５个点的坐标代入方程组：

　ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３　　　 　 ＝５，

２ｘ１＋３ｘ２　　－ｘ４　　 ＝６，

－ｘ１＋ ｘ２　　　 　＋ｘ５ ＝３
烅
烄

烆 ，

（１８）

即可解得ｘ３，ｘ４ 和ｘ５．于是，Ｋ 在Ｒ５ 中相应的顶点为

（１，４，０，８，０）犜，
（０，２，３，０，１）犜，

　　
（５，０，０，４，８）犜，　　（３，０，２，０，６）犜，
（０，３，２，３，０）犜．

我们可以发现，这５个点都有两个变量取值为零．
那么，如果没有图１１，我们应如何确定问题（１７）可行域的顶点的坐标呢？这个问

题是不难解决的．问题（１７）有ｎ＝５个变量、ｍ＝３个等式约束，我们可在５个变量中，任
取ｎ－ｍ＝５－３＝２个变量为独立变量，并让它们取值为零，代入等式约束方程组（１８），
解出另外３个非独立变量的值，这样，我们可得下列１０组解：

（０，０，５，－６，３）犜，　（０，２，３，０，１）犜，　　　（－０．６，２．４，３．２，０，０）犜，
（０，３，２，３，０）犜，　　（０，５，０，９，－２）犜，　　（１，４，０，８，０）犜，
（５，０，０，４，８）犜，　　（９，－４，０，０，１６）犜，　 （３，０，２，０，６）犜，
（－３，０，８，－１２，０）犜．

其中５个解就是我们上面所说的可行域Ｋ 的顶点；另外５个解没有满足变量都应取非负
值的约束条件，不是可行解，当然不可能是Ｋ 的顶点．
推而广之，对于具有ｎ个变量、ｍ 个独立等式约束方程的（ＬＰ）来说，它的可行域Ｋ

的顶点可用如下方法来确定：

在ｎ个变量中选取ｎ－ｍ个变量为独立变量，并对它们取值为零，再将它们代入等式
约束方程组，若能唯一地求得另外ｍ个非独立变量的值，而且此ｍ个变量的值均为非负
数，则这ｎ个变量的值就是Ｋ 的一个顶点的坐标．
下面我们给出相邻顶点的概念．由图１１可知，顶点Ｘ１ ＝（１，４）犜 与顶点Ｘ２ ＝

（５，０）犜 是Ｒ２ 中 Ｋ 的两个相邻的顶点，对于问题（１７）来说，它们相应地成为Ｘ１ ＝
（１，４，０，８，０）犜与Ｘ２ ＝（５，０，０，４，８）犜．Ｘ１ 是把ｘ３ 和ｘ５ 视为独立变量并取值为零

而得到的，Ｘ２ 是把ｘ２ 和ｘ３ 视为独立变量并取值为零而得到的．可见，对这两个相邻顶点



第一章 线性规划

１１　　　

来说，取值为零的独立变量仅有一个不相同．类似地，在Ｒｎ 空间中，（ＬＰ）的可行域Ｋ 的
两个相邻顶点各自相应的ｎ－ｍ个独立变量（取值为零）之间，也仅有一个不相同．

§１．３　基 本 可 行 解

现在我们进一步引进有关的代数知识来阐述顶点．
假设标准型线性规划（１２）或（１３）的ｍ个等式约束方程：

ａｉ１ｘ１＋⋯＋ａｉｎｘｎ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ

是相互独立的．现在从ｎ个变量ｘ１，⋯，ｘｎ 中选取ｍ 个变量ｘＢ１，⋯，ｘＢｍ，它们在（ＬＰ）
（１３）的系数矩阵Ａ中相应的系数列向量Ａ．Ｂ１

，⋯，Ａ．Ｂｍ
构成矩阵

Ｂ＝

ａ１Ｂ１ ⋯ ａ１Ｂｍ

… …

ａｍＢ１ ⋯ ａｍＢ

烄

烆

烌

烎ｍ

， （１９）

并记

｜Ｂ｜＝

ａ１Ｂ１ ⋯ ａ１Ｂｍ

… …

ａｍＢ１ ⋯ ａｍＢ

烄

烆

烌

烎ｍ

．

基———若｜Ｂ｜≠０，则称矩阵Ｂ为（ＬＰ）的一个基．
记

Ｉ＝｛１，⋯，ｎ｝，　ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ｝，

ＩＤ ＝｛⋯，ｊ，⋯｝＝Ｉ－ＩＢ，

ＸＢ ＝（ｘＢ１
，⋯，ｘＢｍ

）犜

ＸＤ ＝（⋯，ｘｊ，⋯）
犜 　（ｊ∈ＩＤ），

我们称变量ｘＢ１，⋯，ｘＢｍ 为（ＬＰ）关于基Ｂ的基本变量，变量ｘｊ（ｊ∈ＩＤ）为（ＬＰ）关于基

Ｂ的非基本变量．
若对ｊ∈ＩＤ ，取ｘｊ ＝０，代入方程组ＡＸ ＝ｂ，可得方程组

ＢＸＢ ＝ｂ，

由于｜Ｂ｜≠０，此方程组能唯一地确定变量ｘＢ１，⋯，ｘＢｍ 的值．设方程组ＢＸＢ ＝ｂ的解为

则

ｘＢ１ ＝ｂ１，⋯，ｘＢｍ ＝ｂｍ，

ＸＢ ＝（ｘＢ１，⋯，ｘＢｍ）
犜 ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）犜 ＝ｂ，

ＸＤ ＝（⋯，ｘｊ，⋯）
犜 ＝（⋯，０，⋯）犜　（ｊ∈ＩＤ）

为ＡＸ ＝ｂ的一个解．我们称

Ｘ＝
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ
＝

ｂ烄
烆

烌
烎０
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为（ＬＰ）关于基Ｂ的一个基本解．如果基本解又满足非负条件，即有ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），
则称它为（ＬＰ）关于基Ｂ的一个基本可行解．
如果将上一节所述的独立变量与非独立变量，与本节引进的非基本变量与基本变量

相对应，我们可以发现，（ＬＰ）的基本可行解就是（ＬＰ）可行域Ｋ 的顶点．我们将前面对
（ＬＰ）几何特征讨论分析所得结论归纳成下列基本定理．
定理１１　（基本定理）　对于标准型线性规划（ＬＰ）：
（１）若（ＬＰ）有可行解，则（ＬＰ）必有基本可行解；
（２）若（ＬＰ）有最优解存在，则（ＬＰ）必有基本最优解（既是基本解又是最优解）．
联系我们在分析标准型线性规划（ＬＰ）几何特征时对相邻顶点的解释，可知，若是两

个基本可行解的非基本变量指标集仅有一个指标不同（即基本变量指标集仅有一个指标

不同），那么，从几何意义上来说，这两个基本可行解就是相邻的顶点．
下面我们来讨论如何方便地求得（ＬＰ）的基本解和其目标函数值．
如果我们把（ＬＰ）的目标函数ｆ也看成一个变量，并令ｗ＝－ｆ，则ｆ＝ｃ１ｘ１＋⋯＋

ｃｎｘｎ 变换成

ｗ＋ｃ１ｘ１＋⋯＋ｃｎｘｎ ＝０． （１１０）

当（ＬＰ）的指标集ＩＢ（｜Ｂ｜≠０）和ＩＤ 给定后，我们对（ｍ＋１）个方程

ａｉ１ｘ１＋⋯＋ａｉｎｘｎ ＝ｂｉ　（ｉ＝１，⋯，ｍ），

ｗ＋ｃ１ｘ１＋⋯＋ｃｎｘｎ ＝０
（１１１）

用消元法作等价变换，化成下列形式：

ｘＢｉ＋０·ｗ＋⋯＋ｙｉｊｘｊ＋⋯ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｗ＋⋯＋ｒｊｘｊ＋⋯ ＝－ｆ０，
（１１２）

其中ｊ∈ＩＤ（这里，ｙｉｊ，ｂｉ，ｒｊ，ｆ０是上述方程组中系数的记号）．此方程组的特点为：基本
变量ｘＢｉ仅在第ｉ个方程出现且系数为１，而在其他ｍ个方程中均不出现；ｗ仅在最后一
个方程出现且系数为１，而在其余方程均不出现．我们称该方程组（１１２）为（ＬＰ）关于基

Ｂ的典型方程组，它对我们讨论问题会带来许多方便．因为方程组（１１２）即为下列形式：

ｘＢｉ ＝ｂｉ－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｉｊｘｊ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （１１３）

ｆ（Ｘ）＝ｆ０＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｒｊｘｊ， （１１４）

一旦ｎ－ｍ个非基本变量ｘｊ（ｊ∈ＩＤ）的值取定，则基本变量ｘＢ１，⋯，ｘＢｍ 的值也就取定，

相应地，Ｘ＝
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ

的目标函数值ｆ（Ｘ）同时也被确定．所以方程组（１１３）和方程（１１４）

就是用非基本变量ｘｊ（ｊ∈ＩＤ）来表示基本变量ｘＢｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）和目标函数值ｆ（Ｘ）．
特别地，取ｘｊ ＝０（ｊ∈ＩＤ），即得ｘＢｉ ＝ｂｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）．换言之，我们由方程组

（１１３）和方程（１１４），可得基本解Ｘ０ ＝
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ
＝

ｂ烄
烆

烌
烎０
，Ｘ０ 的目标函数值ｆ（Ｘ０）＝ｆ０．



第一章 线性规划

１３　　　

例１５　给出（ＬＰ）：

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１＋６ｘ２；

ｓ．ｔ．　５ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３　　 ＝２０，

－ｘ１＋２ｘ２ ＋ｘ４ ＝８， （１１５）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

请对下列ＩＢ 分别写出基Ｂ，求出相应基本解和其目标函数值，并判别该基本解的可行性：
（１）ＩＢ ＝｛３，４｝；
（２）ＩＢ ＝｛３，２｝；
（３）ＩＢ ＝｛３，１｝；
（４）ＩＢ ＝｛１，４｝．

解 　（１）ＩＢ ＝｛３，４｝，Ｂ＝（Ａ．３，Ａ．４）＝Ｉ＝
１　０

０　
烄
烆

烌
烎１
，ＩＤ ＝｛１，２｝．（ＬＰ）关于该

Ｂ的典型方程组为

５ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３ ＝２０，

－ｘ１＋２ｘ２ ＋ｘ４ ＝８，

－２ｘ１＋６ｘ２ ＋ｗ ＝０．

（１１６）

取ＸＤ ＝（ｘ１，ｘ２）犜 ＝（０，０）犜，则ＸＢ ＝（ｘ３，ｘ４）犜 ＝（２０，８）犜，故基本解Ｘ０ ＝（ｘ１，ｘ２，

ｘ３，ｘ４）犜 ＝（０，０，２０，８）犜．它是可行解，其目标函数值ｆ（Ｘ０）＝０．

（２）ＩＢ ＝｛３，２｝，Ｂ＝（Ａ．３，Ａ．２）＝
１　２

０　
烄
烆

烌
烎２
，ＩＤ ＝｛１，４｝．我们用消元法对方程组

（１１６）进行变换，成为下面的形式：

６ｘ１ ＋ｘ３ －ｘ４ ＝１２，

－１
２ｘ１＋ｘ２ ＋１

２ｘ４ ＝４，

ｘ１ －３ｘ４ ＋ｗ ＝－２４．

（１１７）

取ｘ１ ＝０，ｘ４ ＝０，则ｘ３ ＝１２，ｘ２ ＝４，基本解Ｘ０ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）犜 ＝（０，４，１２，

０）犜，它是可行解，ｆ（Ｘ０）＝ｆ０ ＝２４．
为了说明方程组（１１７）是用非基本变量来表示基本变量和目标函数值，我们现对ｊ∈

ＩＤ ＝｛１，４｝，任取ｘ１＝２，ｘ４＝４，代入方程组（１１７），即得ｘ３＝４，ｘ２＝３．Ｘ
　∧

＝（ｘ１，ｘ２，

ｘ３，ｘ４）犜 ＝（２，３，４，４）犜为可行解，ｆ（Ｘ
　∧
）＝ｆ０＋∑

ｊ∈ＩＤ

ｒｊｘｊ ＝２４＋２－３×４＝１４．

若由（ＬＰ）的原目标函数ｆ＝－２ｘ１＋６ｘ２来计算ｆ（Ｘ
　∧
），则ｆ（Ｘ

　∧
）＝－２×２＋６×３

＝１４．
这说明两者计算结果是一样的．

（３）ＩＢ ＝｛３，１｝，Ｂ＝（Ａ．３，Ａ．１）＝
１ ５

０　－
烄
烆

烌
烎１
，ＩＤ ＝｛２，４｝．我们用消元法对方

程组（１１６）进行变换，得下面方程组：
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１２ｘ２＋ｘ３＋５ｘ４　　 ＝６０，

ｘ１－２ｘ２ － ｘ４ ＝－８，

２ｘ２ －２ｘ４＋ｗ ＝－１６．

（１１８）

对ｊ∈ＩＤ ＝｛２，４｝，取ｘ２ ＝０，ｘ４ ＝０，则得

ｘ３ ＝６０，　ｘ１ ＝－８，
基本解为

Ｘ０ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）犜 ＝（－８，０，６０，０）犜，

它不是可行解，ｆ（Ｘ０）＝１６．

（４）ＩＢ ＝｛１，４｝，Ｂ＝（Ａ．１，Ａ．４）＝
　５　０

－１　
烄
烆

烌
烎１
，ＩＤ ＝｛２，３｝．用消元法对方程组（１

１６）进行变换，得下面方程组：

ｘ１＋２
５ｘ２＋１

５ｘ３　　　 　 ＝４，

１２
５ｘ２＋１

５ｘ３ ＋ｘ４ ＝１２，

３４
５ｘ２＋２

５ｘ３ ＋ｗ ＝８．

（１１９）

对ｊ∈ＩＤ ＝｛２，３｝，取ｘ２ ＝０，ｘ３ ＝０，则得ｘ１ ＝４，ｘ４ ＝１２，基本解Ｘ０ ＝（ｘ１，ｘ２，

ｘ３，ｘ４）犜 ＝（４，０，０，１２）犜，它为可行解，ｆ（Ｘ０）＝－８．

§１．４　单 纯 形 法

给定标准型线性规划（ＬＰ）：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　 ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

在没有特别说明的情况下，（ＬＰ）满足下列条件：

ｂｉ ≥０　（ｉ＝１，⋯，ｍ）；　ｍ ＜ｎ．

ｍ个等式约束相互独立．
我们已经知悉，求（ＬＰ）的最优解（若存在），只要在基本可行解中搜索就可，而基本解

的个数至多Ｃｍ
ｎ ＝ ｎ！

ｍ！（ｎ－ｍ）！
个．但是，用枚举法从基本解中找出全部基本可行解，再从

中寻求最优解，这个方法是不实用的．例如，ｎ＝６０，ｍ＝３０， ６０！
３０！３０！≈１０１７，即使电子计

算机能以１０－６秒处理每个ＩＢ 取法的速度进行工作，那么，要将全部取法处理完也要３０００
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年．何况其中有些指标集ＩＢ 对应的矩阵Ｂ 未必是基，或者相应的基本解不是可行解而使
计算徒劳．同时，在这种枚举法中，目标函数是被动的，只有在所有的基本可行解都被确
定后才能比较出那一个基本可行解的目标函数值最优．

Ｇ·Ｂ·丹捷格（Ｇ．Ｂ．Ｄａｎｔｚｉｇ）在１９４７年提出了求解线性规划问题的方法———单纯
形法．单纯形法的产生，使线性规划在理论上渐趋成熟，在实际中的应用日益广泛与深入，

　 图１６

特别是电子计算机使用单纯形法能处理大规模的线性规划，

从而使线性规划在现代管理决策中适用的领域更为广泛．
单纯形法的原理是：如果（ＬＰ）的可行域Ｋ 不是空集，我

们从Ｋ 的某一顶点Ｘ０ 出发，判别它是否为最优解？若不是，

沿着边界找它邻近的另一个顶点，它应比原来的顶点优，看

它是否为最优解？若不是，再沿着边界找它邻近的顶点．通
过逐次迭代，直至找出最优解（参看图１６）．
按此原理，单纯形法的基本步骤是：

（１）求（ＬＰ）的初始基本可行解Ｘ０，并将（ＬＰ）的有关信息制成表格（称为单纯形表）．
（２）判别Ｘ０ 是否为最优解？为此，需要给出一个基本可行解是否为最优解的判

别准则．
（３）若Ｘ０ 不是最优解，则应另求基本可行解Ｘ′，且使Ｃ犜Ｘ′＜Ｃ犜Ｘ０（至少Ｃ犜Ｘ′≤

Ｃ犜Ｘ０）．同时，我们由Ｘ０ 相应的单纯形表给出Ｘ′相应的单纯形表．
（４）若Ｘ′不是最优解时，则视Ｘ′为Ｘ０，重复上述步骤，直至（ＬＰ）求得最优解或判定

ｆ在Ｋ 内无下界．
下面我们逐一来解决各个问题，在此基础上建立单纯形法．

１．４．１　单纯形表和最优性条件

若取初始指标集ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｉ，⋯，Ｂｍ｝，相应矩阵Ｂ（｜Ｂ｜≠０）为基，基本解

Ｘ０ 可行．对下列ｍ＋１个方程

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｗ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ ＝０，

（１２０）

用消元法将其化成下列关于基Ｂ的典型方程组：

ｘＢｉ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｗ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｒｊｘｊ ＝－ｆ０，

（１２１）

我们把这ｍ＋１个方程的有关信息制成表１３，称它为（ＬＰ）关于基Ｂ的单纯形表，记为

Ｔ（Ｂ）（变量ｗ在ｍ＋１个方程中的有关系数未在Ｔ（Ｂ）中列出）．



运筹学 方法与模型

１６　　　

表１３

ＸＢ … ｘＢｉ … ｘｊ … ｂ

ｘＢ１ … ０ … ｙ１ｊ … ｂ１

   

ｘＢｉ … １ … ｙｉｊ … ｂｉ

   

ｘＢｍ … ０ … ｙｍｊ … ｂｍ

ｒ … ０ … ｒｊ … －ｆ０

　　由Ｔ（Ｂ）可知，关于基Ｂ的基本可行解Ｘ０ 为

ｘ０
Ｂｉ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘ０
ｊ＝０，　ｊ∈ＩＤ，

其目标函数值ｆ（Ｘ０）＝ｆ０．
例１６　对于线性规划问题（１１５），分别列出下列ＩＢ 所对应的单纯形表Ｔ（Ｂ）：
（１）ＩＢ ＝｛３，４｝；
（２）ＩＢ ＝｛３，２｝；
（３）ＩＢ ＝｛１，４｝．
解　根据例１５中的方程组（１１６）、（１１７）和（１１９），我们可得相应的单纯形表如

表１４，表１５和表１６．

表１４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ ５ ２ １ ０ ２０
ｘ４ －１ ２ ０ １ ８

ｒ －２ ６ ０ ０ ０

表１５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ ６ ０ １ －１ 　１２
ｘ２ －１／２ １ ０ １／２ ４

ｒ １ ０ ０ －３ －２４

表１６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ１ １ ２／５ １／５ ０ ４
ｘ４ ０ １２／５ １／５ １ １２

ｒ ０ ３４／５ ２／５ ０ ８

　

由方程（１１４）知，对任可行解Ｘ ∈
Ｋ，有

ｆ（Ｘ）＝ｆ（Ｘ０）＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｒｊｘｊ．

因为可行解 Ｘ 的非基本变量ｘｊ ≥ ０
（ｊ∈ＩＤ），所以，当单纯形表Ｔ（Ｂ）对任

ｊ∈ＩＤ 都有ｒｊ ≥０时，则基本可行解Ｘ０ 对应的目标函数值ｆ０ ＝ｆ（Ｘ０）不大于（ＬＰ）任

一可行解Ｘ的目标函数值ｆ（Ｘ），于是Ｘ０ 即为（ＬＰ）的基本最优解，ｆ（Ｘ０）＝ｆ０ 即为

（ＬＰ）的最优值．
在单纯形表中，我们称ｒｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ）为检验数．
称各检验数ｒｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ）是基本可行解Ｘ０ 为最优解的最优性条件．
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例如，在表１６中，非基本变量ｘ２ 和ｘ３ 的检验数ｒ２ ＝３４
５ ＞０，ｒ３ ＝ ２

５ ＞０，因此，

表１６对应的基本可行解

Ｘ ＝（４，０，０，１２）犜

是问题（１１５）的最优解，最优值ｆ ＝－８．

１．４．２　转轴

若初始指标集ＩＢ 对应的单纯形表Ｔ（Ｂ）中存在某个ｒｊ ＜０（ｊ∈ＩＤ），我们就从这个

基本可行解Ｘ０ 出发，寻求另一个基本可行解Ｘ′，使Ｃ犜Ｘ′＜Ｃ犜Ｘ０．从几何意义来说，也就
是寻找顶点Ｘ０ 的相邻顶点Ｘ′．
根据相邻顶点的定义，新的指标集

ＩＢ′ ＝｛Ｂ′１，⋯，Ｂ′ｋ，⋯，Ｂ′ｍ｝（应有｜Ｂ′｜≠０）
与

ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｋ，⋯，Ｂｍ｝

仅有一个指标不同，不妨设第ｋ个指标不同：

Ｂ′ｉ＝
Ｂｉ，　ｉ≠ｋ，

ｔ，　 ｉ＝ｋ烅
烄
烆 ，

（１２２）

ＩＢ′ ＝｛Ｂ１，⋯，ｔ，⋯，Ｂｍ｝， （１２３）

也即Ｘ０
Ｂ 中的一个基本变量ｘＢｋ

在新的基本可行解Ｘ′中成为非基本变量；Ｘ０
Ｄ 中的一个非基

本变量，例如ｘｔ，在新的基本可行解Ｘ′中成为基本变量．这种从Ｘ０ 及Ｔ（Ｂ）出发，寻求Ｘ′及

Ｔ（Ｂ′）的运算过程，我们称它为“转轴”或“转基”，并称ｘｔ为进基变量，ｘＢｋ
为出基变量．

现在我们要解决的一系列问题是：换出指标Ｂｋ、换进指标ｔ怎样选取能使Ｂ′成为基？
在什么条件下ＩＢ′对应的基本解Ｘ′是可行解，并使ｆ（Ｘ′）不大于ｆ（Ｘ０）？如何由Ｔ（Ｂ）得
到新的Ｔ（Ｂ′）？这些问题都必须在转轴过程中给以完美的解决．
如果由ＩＢ′仍能产生一个基本解（｜Ｂ′｜≠０），那么，对ＩＢ′来说，应能从（ＬＰ）关于基Ｂ

的典型方程组：

ｘＢｉ ＋０·ｗ＋⋯＋ｙｉｔｘｔ＋⋯＋ｙｉｊｘｊ＋⋯ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，ｉ≠ｋ，（１２４）

ｘＢｋ ＋０·ｗ＋⋯＋ｙｋｔｘｔ＋⋯＋ｙｋｊｘｊ＋⋯ ＝ｂｋ （ｊ∈ＩＤ）， （１２５）

ｗ＋⋯＋ｒｔｘｔ ＋⋯＋ｒｊｘｊ ＋⋯ ＝－ｆ０，　　　　 　 （１２６）

用消元法得到关于基Ｂ′的典型方程组：

ｘ′Ｂｉ＋０·ｗ＋⋯＋ｙ′ｉｊｘｊ＋⋯ ＝ｂ′ｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

　　　　ｗ＋⋯＋ｒ′ｊｘｊ＋⋯ ＝－ｆ′０（ｊ∈ＩＤ），
（１２７）

设ｙｋｔ ≠０（保证Ｂ′也为基），将方程（１２５）两端除以ｙｋｔ，可得方程（１２９）；将方程
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（１２４）减去方程（１２９）乘以ｙｉｔ，可得方程（１２８），将方程（１２６）减去方程（１２９）乘以ｒｔ，

可得方程（１３０）：

ｘＢｉ －ｙｉｔ

ｙｋｔ
ｘＢｋ ＋０·ｗ＋⋯＋０·ｘｔ＋⋯＋ ｙｉｊ －ｙｋｊ

ｙｋｔ
ｙ（ ）ｉｔ ｘｊ＋⋯ ＝ｂｉ－

ｂｋ

ｙｋｔ
ｙｉｔ，

（１２８）

１
ｙｋｔ

ｘＢｋ ＋０·ｗ＋⋯＋ 　ｘｔ＋⋯＋ｙｋｊ

ｙｋｔ
ｘｊ＋⋯ ＝ｂｋ

ｙｋｔ
， （１２９）

－ｒｔ

ｙｋｔ
ｘＢｋ ＋　 ｗ＋⋯＋０·ｘｔ＋⋯＋ ｒｊ－ｙｋｊ

ｙｋｔ
ｒ（ ）ｔ ｘｊ ＋⋯ ＝－ｆ０－ｂｋ

ｙｋｔ
ｒｔ．

（１３０）

显然，它就是我们所需要的（ＬＰ）关于基Ｂ′的典型方程组，将它与方程组（１２７）作比较，
可得如下公式：

ｙ′ｉｊ＝
ｙｉｊ －ｙｋｊ

ｙｋｔ
ｙｉｔ，　ｉ≠ｋ，

ｙｋｊ

ｙｋｔ
，　　 　　ｉ＝ｋ

烅

烄

烆
；

（１３１）

ｂ′ｉ ＝
ｂｉ－ｂｋ

ｙｋｔ
ｙｉｔ，　ｉ≠ｋ，

ｂｋ

ｙｋｔ
，　　　　ｉ＝ｋ

烅

烄

烆
；

（１３２）

ｒ′ｊ ＝
ｒｊ－ｙｋｊ

ｙｋｔ
ｒｔ，　 ｊ∈ＩＤ′，

０，　　　 　ｊ∈ＩＢ′

烅
烄

烆 ；

（１３３）

－ｆ′０＝－ｆ０－ｂｋ

ｙｋｔ
ｒｔ．　　 （１３４）

于是，根据这些公式，就可以由Ｔ（Ｂ）来确定Ｔ（Ｂ′）．如前所说，此运算过程称为转轴，因
而，上述公式称为转轴公式．Ｔ（Ｂ）的第ｔ列（相应于ｘｔ的列）称为枢轴列，第ｋ行（相应于

ｘＢｋ
的行）称为枢轴行，ｙｋｔ称为枢轴元素．
可见，如果ＩＢ 能对应一个基本解，则ＩＢ′也能对应一个基本解的充分必要条件为

ｙｋｔ ≠０．
例１７　分析例１６中表１４和表１６的关系．
解　将表１４看作Ｔ（Ｂ），相应的ＩＢ ＝｛３，４｝；将表１６可看作Ｔ（Ｂ′），相应的

ＩＢ′ ＝｛１，４｝．由于Ｂ１ ＝３，Ｂ２ ＝４；Ｂ′１＝１，Ｂ′２＝４，故相应的ｔ＝１，ｋ＝１，（Ｂｋ ＝Ｂ１

＝３）．我们当然可以通过转轴公式（１３１）至（１３４）来得到Ｔ（Ｂ′）（利用电子计算机进行
计算就是按此方法进行的），但在进行手工计算时，我们可以直接通过消元法由Ｔ（Ｂ）来
得到Ｔ（Ｂ′）．
为说明问题，我们再次列出表１４和表１６如表１７和表１８．
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表１７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ （５） ２ １ ０ ２０
ｘ４ －１ ２ ０ １ ８

ｒ －２ ６ ０ ０ ０

表１８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ１ １ ２／５ １／５ ０ ４
ｘ４ ０ １２／５ １／５ １ １２

ｒ ０ ３４／５ ２／５ ０ ８

在Ｔ（Ｂ）表１７中，对枢轴元素ｙ１１ ＝５我们用括号给以标出．将表１７的第一行除
以ｙ１１，便得表１８的第一行；用表１７的第二行减去表１８第一行乘以ｙ２１（值为－１），便
得表１８的第二行；用表１７的第三行减去表１８第一行乘以ｒ１（值为－２），便得表１８
的第三行．
下面我们来讨论指标ｋ的选取．
在转轴过程中，我们应保持ＩＢ′对应的基本解Ｘ′的可行性，也即要求Ｔ（Ｂ′）中ｂ′ｉ≥０

（ｉ＝１，⋯，ｍ）成立．由式（１３２）可知

ｂ′ｋ＝ｂｋ

ｙｋｔ
，

因为在Ｔ（Ｂ）中有ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），故为保证ｂ′ｋ≥０，应取枢轴元素

ｙｋｔ ＞０．
从式（１３２）还可知，当ｉ≠ｋ时，

ｂ′ｉ＝ｂｉ－ｂｋ

ｙｋｔ
ｙｉｔ，

由于ｂｉ ≥０，ｙｋｔ ＞０，ｂｋ ≥０，故当ｙｉｔ ≤０时，总有ｂ′ｉ≥０；而当ｙｉｔ ＞０时，要使ｂ′ｉ≥０成
立，则下列条件必须成立：

ｂｋ

ｙｋｔ
≤

ｂｉ

ｙｉｔ
　（１≤ｉ≤ｍ，ｙｉｔ ＞０）．

因此，当指标ｔ确定后，应依据下述准则（称为最小比值准则）来确定指标ｋ：

ｂｋ

ｙｋｔ
＝ ｍｉｎ ｂｉ

ｙｉｔ
ｙｉｔ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ ． （１３５）

接下来，我们考虑指标ｔ的选取．
由式（１３４）知：

ｆ′０＝ｆ０＋ｂｋ

ｙｋｔ
ｒｔ， （１３６）

其中已知ｙｋｔ ＞０，ｂｋ ≥０．根据迭代要求，为使ｆ′０＜ｆ０（至少ｆ′０≤ｆ０），应要求

ｒｔ ＜０（当ｂｋ ＞０时，一定有ｆ′０＜ｆ０），

这就是确定指标ｔ的准则．一般地，我们取

ｒｔ ＝ ｍｉｎ｛ｒｊ｜ｒｊ ＜０，ｊ∈ＩＤ｝． （１３７）
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我们将上述讨论归结为下列定理．
定理１２　设Ｂ为（ＬＰ）的一个基，相应的指标集

ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ｝，

Ｘ为关于Ｂ 的基本解，在单纯形表Ｔ（Ｂ）中有ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），则
（１）若Ｔ（Ｂ）中各检验数ｒｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ），则Ｘ必为（ＬＰ）的一个基本最优解；
（２）若存在检验数ｒｔ ＜０（ｔ∈ＩＤ），且存在ｙｉｔ ＞０（１≤ｉ≤ｍ），按最小比值准则

（１３５）确定指标ｋ，按式（１２２）确定指标集ＩＢ′，则单纯形表Ｔ（Ｂ′）中ｂ′≥０（ｉ＝１，⋯，

ｍ）一定成立，且Ｔ（Ｂ′）中的ｆ′０必不超过Ｔ（Ｂ）中的ｆ０，特别地，当Ｔ（Ｂ）中的ｂｋ ＞０时，
必有ｆ′０＜ｆ０；

（３）如果Ｔ（Ｂ）中存在ｒｔ＜０（ｔ∈ＩＤ），且对ｉ＝１，⋯，ｍ，均有ｙｉｔ ≤０，则（ＬＰ）的
目标函数值ｆ在可行域中无下界．
证　（１）与（２）前面已作了说明，现证（３）．
我们按下列方法在Ｋ 中取可行解Ｘ

　∧
．　　　

设ｊ∈ＩＤ，令

ｘ　∧ｊ ＝
０，　ｊ≠ｔ，ｊ∈ＩＤ，

ε，　ｊ＝ｔ烅
烄
烆 ，

（１３８）

其中ε为任一正数．从而，由方程组（１１３）和式（１１４），可知

ｘ　∧Ｂｉ ＝ｂｉ－εｙｉｔ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｆ′（Ｘ
　∧
）＝ｆ０＋εｒｔ，

（１３９）

因为ｙｉｔ ≤０，ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），ε＞０，所以ｘ　∧Ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ）．从而，由此
取得的Ｘ

　∧
是（ＬＰ）的一个可行解．

因为ｒｔ＜０，故当ε→＋∞时，ｆ（Ｘ
　∧
）→－∞，所以（ＬＰ）的目标函数值在Ｋ中无下界．

１．４．３　单纯形法

我们将单纯形法归纳如下：

① 选定初始基Ｂ（它对应的基本解是（ＬＰ）的一个可行解，称此基为原有可行基），确
定指标集ＩＢ，ＩＤ，作单纯形表Ｔ（Ｂ）；

②Ｔ（Ｂ）中ｒｊ ≥０对ｊ∈ＩＤ 是否均成立？

若是，则得（ＬＰ）的一个基本最优解

Ｘ ＝
Ｘ

Ｂ

Ｘ

烄

烆

烌

烎Ｄ

＝
ｂ烄
烆

烌
烎０
；

最优值ｆ ＝ｆ０，算法终止．
若否，则定指标ｔ：

ｒｔ ＝ ｍｉｎ｛ｒｊ｜ｒｊ ＜０，ｊ∈ＩＤ｝，
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转步骤③．

③ 在Ｔ（Ｂ）中ｙｉｔ ≤０对ｉ＝１，⋯，ｍ是否均成立？
若是，则（ＬＰ）的目标函数值ｆ在可行域内无下界，算法终止；
若否，则按最小比值准则定指标ｋ，使

ｂｋ

ｙｋｔ
＝ ｍｉｎ ｂｉ

ｙｉｔ
ｙｉｔ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ ，

以ｙｋｔ为枢轴元素进行转轴，得新的原有可行基Ｂ′及指标集ＩＢ′，ＩＤ′以及相应的单纯形表

Ｔ（Ｂ′）；将Ｂ′，ＩＢ′，ＩＤ′视为Ｂ，ＩＢ，ＩＤ，转步骤②．
例１８　求解下列线性规划：

ｍａｘｚ＝２ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３；　　
ｓ．ｔ．　ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３ ≤３，

２ｘ１＋５ｘ２－３ｘ３ ≤６，

－２ｘ１＋ ｘ２ ＋ｘ３ ≤７，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

解　首先把它化成标准型：

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１－３ｘ２－４ｘ３；

ｓ．ｔ．　ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３＋ｘ４　　　 ＝３，

２ｘ１＋５ｘ２－３ｘ３　　＋ｘ５　 ＝６，

－２ｘ１ ＋ｘ２ ＋ｘ３　　 　＋ｘ６ ＝７，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

执行步骤①：选取初始指标集ＩＢ ＝｛４，５，６｝，ＩＤ ＝｛１，２，３｝，这时Ｂ为单位阵，故

｜Ｂ｜≠０，易知，关于Ｂ的基本解（０，０，０，３，６，７）犜是一个可行解，其单纯形表如表１９．

表１９

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ ｂｉ／ｙｉｔ

ｘ４ 　１ －２ （３） １ ０ ０ ３ （３／３）

ｘ５ 　２ 　５ －３ ０ １ ０ ６
ｘ６ －２ 　１ 　１ ０ ０ １ ７ ７／１

ｒ －２ －３ （－４） ０ ０ ０ ０

　　执行步骤②：现ｍｉｎ｛ｒｊ｜ｒｊ ＜０，ｊ∈ＩＤ｝＝－４＝ｒ３，故取ｔ＝３．
执行步骤③：现ｙ１ｔ ＝ｙ１３ ＝３，ｙ３ｔ ＝ｙ３３ ＝１均大于零，因而

ｂｋ

ｙｋｔ
＝ ｍｉｎ ｂ１

ｙ１３
，ｂ３

ｙ｛ ｝３３
＝ ｍｉｎ ３

３
，｛ ｝７
１ ＝ ｂ１

ｙ１３
，

故取ｋ＝ （１ 为反映这些步骤，我们在表１７中，对检验数ｒ３ 打上括号，把有关比值
ｂｉ

ｙｉｔ
列
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在表１９的最右一列，对最小比值ｂ１

ｙ１３ ）打上括号 ．

执行步骤④，以ｙｋｔ ＝ｙ１３ ＝３为枢轴元素对表１９进行转轴，得表１１０，继续迭代得
表１１１．

表１１０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ ｂｉ／ｙｉｔ

ｘ３ １／３ －２／３ １ １／３ ０ ０ １
ｘ５ ３ （３） ０ １ １ ０ ９ （９／３）

ｘ６ －７／３ ５／３ ０ －１／３ ０ １ ６ １８
５

ｒ －２／３ （－１７／３） ０ ４／３ ０ ０ ４

表１１１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ １ ０ １ 　５／９ 　２／９ ０ ３
ｘ２ １ １ ０ 　１／３ 　１／３ ０ ３
ｘ６ －１２／３ ０ ０ －８／９ －５／９ １ １

ｒ ５ ０ ０ ２９／９ １７／９ ０ ２１

　　由于表１１１中ｒｊ≥０对ｊ＝１，⋯，６均已成立，故算法终止．原规划最优解Ｘ和最

优值分别为

Ｘ ＝（ｘ
１ ，ｘ

２ ，ｘ
３）

犜 ＝（０，３，３，）犜，　ｚ ＝２１．

例１９　证明下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝－３ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３－ｘ４；

ｓ．ｔ．　ｘ１－ ｘ２＋ｘ３　　 ＝２，

３ｘ１－２ｘ２　　＋ｘ４ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４，

在其可行域内无下界，并给出一个可行解Ｘ
　∧
，有ｆ（Ｘ

　∧
）＜－３０００．

证 　现取初始指标集ＩＢ ＝｛３，４｝．由于目标函数中ｘ３ 及ｘ４ 的系数不为零，而由约

束条件可知：

ｘ３ ＝２－ｘ１＋ｘ２，

ｘ４ ＝４－３ｘ１＋２ｘ２，

将其代入

ｆ＝－３ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３－ｘ４

中，得到

ｆ＝－３ｘ１－ｘ２＋２，
即为方程
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－３ｘ１－ｘ２＋ｗ ＝－２．

　

表１１２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ 　１ －１ １ ０ 　２
ｘ４ 　３ －２ ０ １ 　４

ｒ －３ －１ ０ ０ －２

于是，有初始单纯形表如表１１２．
在表１１２中，ｒ２ ＝－１＜０，又ｙ１２ ＝

－１＜０，ｙ２２ ＝－２＜０，最小比值准则失
效，所以（ＬＰ）的目标函数值在可行域内无
下界．
取

ｘ　∧２ ＝ε＞０，　ｘ　∧１ ＝０，
由式（１３９）得

ｘ　∧３ ＝２＋ε，

ｘ　∧４ ＝４＋２ε，

ｆ（Ｘ
　∧
）＝２－ε．

为使ｆ（Ｘ
　∧
）＜－３０００，取ε＝３１１０，即得（ＬＰ）的一个可行解

Ｘ
　∧

＝（０，３１１０，３１１２，６２２４）犜，

其目标函数值 ｆ（Ｘ
　∧
）＝－３１０８．

１．４．４　关于最优解唯一性的讨论

在§１．２线性规划的几何特征这一节中，我们曾经指出，若线性规划存在最优解，则
可分为最优解唯一和不唯一．那么，在用单纯形算法求解所得的最优单纯形表中（基本最
优解对应的单纯形表今后称为最优单纯形表，简称最优表，相应的基称为最优基），如何

反映这种情况呢？让我们来看两个例子．
例１１０　给出下列线性规划的全部基本最优解：

ｍｉｎｆ＝－ｘ１－２ｘ２－３ｘ３；　　　
ｓ．ｔ．　ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＋ｘ４　　　 ＝１０，

ｘ１＋ ｘ２　　　 　＋ｘ５　 ＝５，

ｘ１　　　　　　　　　＋ｘ６ ＝１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．　　

解　用单纯形法求解本问题，得最优单纯形表如表１１３．

表１１３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ １／３ ２／３ １ １／３ ０ ０ １０／３
ｘ５ １ （１） ０ ０ １ ０ ５
ｘ６ １ ０ ０ ０ ０ １ １

ｒ ０ ０ ０ １ ０ ０ １０
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　　在表１１３中，非基本变量ｘ２ 的检验数ｒ２ ＝０，而ｙ１２ ＞０，ｙ２２ ＞０，所以最小比值准
则有效．我们选ｘ２ 为进基变量、ｘ５ 为出基变量，转轴后得到另一张最优表表１１４．

表１１４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ －１／３ ０ １ １／３ －２／３ ０ ０
ｘ２ １ １ ０ ０ １ ０ ５
ｘ６ （１） ０ ０ ０ ０ １ １

ｒ ０ ０ ０ １ ０ ０ １０

　　类似地，我们还可以得最优表如表１１５和表１１６．

表１１５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ ０ ０ １ １／３ －２／３ １／３ １／３
ｘ２ ０ １ ０ ０ （１） －１ ４
ｘ１ １ ０ ０ ０ ０ １ １

ｒ ０ ０ ０ １ ０ ０ １０

表１１６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ ０ ２／３ １ １／３ ０ －１／３ ３
ｘ５ ０ １ ０ ０ １ －１ ４
ｘ１ １ ０ ０ ０ ０ １ １

ｒ ０ ０ ０ １ ０ ０ １０

　　由表１１３至表１１６，我们得到本问题的４个基本最优解：

Ｘ１ ＝（０，０，１０／３，０，５，１）犜，　Ｘ２ ＝（０，５，０，０，０，１）犜，

Ｘ３ ＝（１，４，１／３，０，０，０）犜，　Ｘ４ ＝（１，０，３，０，４，０）犜，

它们的目标函数值都是同一个值ｆ ＝－１０．
进一步地，我们还可以给出最优解的一般表达式：

Ｘ ＝λ１Ｘ１＋λ２Ｘ２＋λ３Ｘ３＋λ４Ｘ４，

其中λｋ ≥０，（ｋ＝１，⋯，４），∑
４

ｋ＝１
λｋ ＝１．

例１１１　对下列线性规划的最优解进行讨论：

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１＋ｘ２－３ｘ３；　　　
ｓ．ｔ．　ｘ１－ｘ２＋５ｘ３＋ｘ４　　 ＝１０，　　 　　

２ｘ１－ｘ２＋３ｘ３　　＋ｘ５ ＝４０，　
ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．　
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解　用单纯形法求解本问题，可得最优单纯形表如表１１７．

表１１７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ１ １ ０ －２ －１ ０ ３０
ｘ２ ０ １ －７ －２ １ ２０

ｒ ０ ０ 　０ 　０ １ ４０

　　我们得基本最优解Ｘ ＝（３０，２０，０，０，０，）犜，最优值为－４０．
现在在表１１７中非基本变量的检验数ｒ３ ＝０，且ｙ１３ ＝－２＜０，ｙ２３ ＝－７＜０，最

小比值准则失效，但我们若取

ｘ３ ＝ε；（任一正数），ｘ４ ＝０，ｘ５ ＝０，

于是，由式（１３９）可知，

ｘ１ ＝３０＋２ε，　ｘ２ ＝２０＋７ε，

且相应可行解

Ｘ
　∧ ＝（３０＋２ε，２０＋７ε，ε，０，０）犜

的目标函数值也为－４０，所以Ｘ
　∧也为最优解．

类似地，由于表１１７中非基本变量ｘ４ 的检验数ｒ４ ＝０，且ｙ１４ ＝－１＜０，ｙ２４ ＝
－２＜０，可知

Ｘ
　～ ＝（３０＋ε，２０＋２ε，０，ε，０，）犜

也为本问题的最优解．
通过例１１０和例１１１的讨论，我们有如下结论：
若用单纯形法求解（ＬＰ）得最优单纯形表Ｔ（Ｂ），相应的最优基为Ｂ，则

（１）若Ｔ（Ｂ）中非基本变量的检验数全大于零，则（ＬＰ）有唯一基本最优解；
（２）若最优表Ｔ（Ｂ）中存在ｔ∈ＩＤ，ｒｔ＝０，且ｙｔ＝（ｙ１ｔ，⋯，ｙｍｔ）犜中存在大于零的

元素，则按最小比值准则（１３５）选定出基变量，转轴后可得（ＬＰ）的另一个基本最优解；
（３）若最优表Ｔ（Ｂ）中存在ｔ∈ＩＤ，ｒｔ ＝０，且ｙｉｔ ≤０（ｉ＝１，⋯，ｍ），则按式

（１３８）和式（１３９）所取的可行解

ｘｔ ＝ε（任意正数），　ｘｊ ＝０（ｊ∈ＩＤ，ｊ≠ｔ），

ｘＢｉ ＝ｂｉ－ｙｉｔε，　ｉ＝１，⋯，ｍ

也为最优解．

§１．５　单纯形表的矩阵描述

本节将利用矩阵运算来描述单纯形表，并给出ｙｉｊ，ｂｉ，ｒｊ和ｆ０ 的计算公式．
现给定（ＬＰ）：
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２６　　　

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ＝ｂ，　　　　　　
Ｘ≥０，　　

取基Ｂ（｜Ｂ｜≠０），指标集ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ｝和ＩＤ ＝｛⋯，ｊ，⋯｝，令

Ｄ ＝（⋯，Ａ．ｊ，⋯，）（ｊ∈ＩＤ），

于是，不妨设

Ａ＝（Ｂ，Ｄ），

运用矩阵分块的方法，把ＡＸ ＝ｂ写成

（Ｂ，Ｄ）
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ
＝ｂ，

即

ＢＸＢ ＋ＤＸＤ ＝ｂ．

由于｜Ｂ｜≠０，所以Ｂ－１存在．我们用Ｂ－１左乘上式，得

ＸＢ ＋Ｂ－１ＤＸＤ ＝Ｂ－１ｂ，
即

ＸＢ ＋Ｂ－１（⋯，Ａ．ｊ，⋯）
…

ｘｊ

烄

烆

烌

烎…
＝Ｂ－１ｂ，

ＸＢ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

Ｂ－１Ａ．ｊｘｊ ＝Ｂ－１ｂ． （１４０）

若记

ｙｊ ＝（ｙ１ｊ，⋯，ｙｉｊ，⋯，ｙｍｊ）
犜，

ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｉ，⋯，ｂｍ）犜，

则（ＬＰ）关于基Ｂ的典型方程组

ｘＢｉ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

可写成

ＸＢ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｊｘｊ ＝ｂ． （１４１）

对比式（１４０）和式（１４１），即得

ｙｊ ＝Ｂ－１Ａ．ｊ　（ｊ∈ＩＤ）；　ｂ＝Ｂ－１ｂ．

同时，不难验证

ｙＢｉ ＝ｅｉ ＝（０，⋯，１，⋯，０）犜 ＝Ｂ－１Ａ．Ｂｉ　（ｉ＝１，⋯，ｍ）．

若记
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ＣＢ ＝（ｃＢ１
，⋯，ｃＢｍ

）犜，　ＣＤ ＝（⋯，ｃｊ，⋯，）
犜　（ｊ∈ＩＤ），

则目标函数方程ｗ＋Ｃ犜Ｘ＝０可写成：

ｗ＋（Ｃ犜
Ｂ，Ｃ犜

Ｄ）
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ
＝０，

即

ｗ＋Ｃ犜
ＢＸＢ ＋Ｃ犜

ＤＸＤ ＝０，

由式（１４１）可知，ＸＢ ＝ｂ－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｊｘｊ，将其代入上式，得

ｗ＋Ｃ犜
Ｂ ｂ－∑

ｊ∈ＩＤ

ｙｊｘ（ ）ｊ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｃｊｘｊ ＝０，

即

ｗ＋∑
ｊ∈ＩＤ

（ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ）ｘｊ ＝－Ｃ犜

Ｂｂ，

对比方程组（１２１）中的方程

ｗ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｒｊｘｊ ＝－ｆ０，

可得

ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ　（ｊ∈ＩＤ）；ｆ０ ＝Ｃ犜

Ｂｂ．

同时，不难验证

ｒＢｉ ＝０＝ｃＢｉ －Ｃ犜
ＢｙＢｉ　（ｉ＝１，⋯，ｍ）．

于是，我们即有单纯形表中各元素的计算公式：

ｙｊ ＝（ｙ１ｊ，⋯，ｙｉｊ，⋯，ｙｍｊ）
犜 ＝Ｂ－１Ａ．ｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （１４２）

ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｉ，⋯，ｂｍ）犜 ＝Ｂ－１ｂ， （１４３）

ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜

ＢＢ－１Ａ．ｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （１４４）

ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ＝Ｃ犜

ＢＢ－１ｂ． （１４５）

同时，有ｙＢｉ ＝ｅｉ ＝（０，⋯，１，⋯，０）犜，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｒＢｉ ＝０，　ｉ＝１，⋯，ｍ．
例１１２　对线性规划：

ｍｉｎｆ＝３ｘ１－２ｘ２；　　
ｓ．ｔ．　３ｘ１－２ｘ２＋ｘ３　 ＝１６，

－ｘ１＋４ｘ２　 ＋ｘ４ ＝８，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４，

用矩阵运算方法给出ＩＢ ＝｛３，２｝所对应的单纯形表．
解　现在
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２８　　　

Ｂ＝
１ －２

０ 　
烄
烆

烌
烎４
，Ｂ－１ ＝

１ １／２

０ １／
烄
烆

烌
烎４
，Ｃ犜

Ｂ ＝（０，－２）

ｙ１ ＝Ｂ－１Ａ．１ ＝
１ １／２

０ １／
烄
烆

烌
烎４

　３

－
烄
烆

烌
烎１
＝

　５／２

－１／
烄
烆

烌
烎４
，ｙ４ ＝Ｂ－１Ａ．４ ＝

１ １／２

０ １／
烄
烆

烌
烎４
烄
烆

烌
烎

０

１
＝

１／２

１／
烄
烆

烌
烎４
，

ｂ＝Ｂ－１ｂ＝
１ １／２

０ １／
烄
烆

烌
烎４

１６烄
烆

烌
烎８
＝

２０烄
烆

烌
烎２
，

ｒ１ ＝ｃ１－Ｃ犜
Ｂｙ１ ＝３－（０，－２）

　５／２

－１／
烄
烆

烌
烎４
＝５／２，

　

表１１８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ ５／２ ０ １ １／２ ２０
ｘ２ －１／４ １ ０ １／４ ２

ｒ ５／２ ０ ０ １／２ ４

ｒ４ ＝ｃ４－Ｃ犜
Ｂｙ４ ＝０－（０，－２）

１／２

１／
烄
烆

烌
烎４
＝１／２，

ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ＝（０，－２）

２０烄
烆

烌
烎２
＝－４．

制成单纯形表Ｔ（Ｂ）如表１１８所示．

§１．６　改进单纯形法

在用单纯形法求解（ＬＰ）的过程中，我们并不是对单纯形表的全部元素感兴趣的．这
自然使我们想到，是否可以对单纯形法加以一定的改进，使电子计算机在实现单纯形算

法时，能节省内存单元，并缩短计算时间．为此，我们对单纯形表及算法作进一步分析：
（１）作基Ｂ的单纯形表，用到矩阵Ｂ－１及Ｃ犜

ＢＢ－１；

（２）确定算法是否已获得最优解，或在判定未获得最优解需确定进基变量ｘｔ的指标

ｔ，用到检验数ｒｊ（ｊ∈ＩＤ）；

（３）确定（ＬＰ）在Ｋ 内无下界，或确定出基变量ｘＢｋ
的指标ｋ，用到ｙｔ及ｂ．

（４）当已得最优解ＸＢ ＝ｂ，ＸＤ ＝０及最优值ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ时，用到ｂ及ｆ０．

故我们对Ｔ（Ｂ）中最感兴趣的元素是ｒｊ（ｊ∈ＩＤ），ｙｔ，ｂ和ｆ０，它们是转轴运算的必

要信息．而其他元素对转轴运算不起作用．为此，我们考虑缩减单纯形表，建立改进单纯
形法．其基本思想为：
对于基Ｂ，首先计算Ｂ－１，Ｃ犜

ＢＢ－１，ｂ＝Ｂ－１ｂ，ｆ０ ＝Ｃ犜
ＢＢ－１ｂ，然后计算检验数

ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ．ｊ　（ｊ∈ＩＤ）．

当ｒｊ ≥０对ｊ∈ＩＤ 都成立时，得最优解

ＸＢ ＝ｂ，　ＸＤ ＝０，
最优值为ｆ０；

当ｒｊ ≥０对ｊ∈ＩＤ 不全成立时，按式（１３７）确定枢轴列指标ｔ，计算ｙｔ＝Ｂ－１Ａ．ｔ．由

ｙｔ，ｂ按最小比值准则（１３５）确定枢轴行指标ｋ，得枢轴元素ｙｋｔ和新基Ｂ′，视Ｂ′为新基

Ｂ，重复上述步骤，继续迭代．
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剩下的问题是如何求（Ｂ′）－１．我们知道，在计算机上由矩阵直接求逆矩阵，一般情况
下很费时间，所以我们不采用这个方法，而采用如下方法：

同单纯形表Ｔ（Ｂ）用枢轴元素ｙｋｔ、枢轴列ｙｔ转轴一样，我们用ｙｋｔ和ｙｔ对Ｂ－１进行转

轴运算，来求得（Ｂ′）－１．
我们用一个实例来说明上述方法．例如，已知

Ｂ＝（Ａ．Ｂ１
，Ａ．Ｂ２
，Ａ．Ｂ３
）＝（Ａ．４，Ａ．２，Ａ．５），

其逆矩阵为

Ｂ－１ ＝

１ －４ ０
０ １／２ ０
０ －

烄

烆

烌

烎２ １

，

现在ｘｔ ＝ｘ１为进基变量，ｘＢ３
＝ｘ５为出基变量，ｙｔ ＝（２，０，３）犜，枢轴元素ｙ３１ ＝３．为

求新基Ｂ′＝（Ａ．４，Ａ．２，Ａ．１）的逆矩阵，我们对Ｂ－１进行转轴运算：

１ －４ ０
０ １／２ ０
０ －

烄

烆

烌

烎２ １

２
０
（３）

　　

１ －８／３ －２／３
０ 　１／２ ０
０ －２／３ 　１／

烄

烆

烌

烎３

０
０
１

，

于是

（Ｂ′）－１ ＝

１ －８／３ －２／３
０ 　１／２ ０
０ －２／３ 　１／

烄

烆

烌

烎３
．

若记

Ｇ＝
Ｂ－１ ｂ

－Ｃ犜
ＢＢ－１ －ｆ

烄

烆

烌

烎０
＝（ｇｉｊ）（ｍ＋１）×（ｍ＋１）， （１４６）

类似地对Ｇ用ｙｔ，ｒｔ和ｙｋｔ进行转轴运算：

Ｂ－１ ｂ

－Ｃ犜
ＢＢ－１ －ｆ

烄

烆

烌

烎０

ｙｔ

ｒｔ
　　

（Ｂ′）－１ ｂ′

－Ｃ犜
Ｂ′（Ｂ′）－１ －ｆ′

烄

烆

烌

烎０

ｅｋ

０

即可求得（Ｂ′）－１，－Ｃ犜
Ｂ′（Ｂ′）－１，ｂ′，－ｆ′０．

若记

Ｇ′＝
（Ｂ′）－１ ｂ′

－Ｃ犜
Ｂ′（Ｂ′）－１ －ｆ′

烄

烆

烌

烎０
＝（ｇ′ｉｊ）（ｍ＋１）×（ｍ＋１），

则Ｇ′与Ｇ 之间的关系可以由下列公式给出：

ｇ′ｉｊ＝

ｇｉｊ －ｇｋｊ

ｙｋｔ
ｙｉｔ，　ｉ＝１，⋯，ｍ（ｉ≠ｋ）；ｊ＝１，⋯，ｍ＋１，

ｇｋｊ

ｙｋｔ
， ｉ＝ｋ；ｊ＝１，⋯，ｍ＋１，

ｇｉｊ －ｇｋｊ

ｙｋｔ
ｒｔ， ｉ＝ｍ＋１；ｊ＝１，⋯，ｍ＋１

烅

烄

烆
．

（１４７）
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现将改进单纯形法的算法步骤列出如下：

① 选取初始指标集ＩＢ（基Ｂ为原有可行基）和ＩＤ；求Ｂ－１，计算Ｃ犜
ＢＢ－１，ｂ＝Ｂ－１ｂ，

ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ．按式（１４６）取Ｇ＝（ｇｉｊ）；

② 对ｊ∈ＩＤ，计算ｒｊ ＝ｃｊ＋（－Ｃ犜
ＢＢ－１）Ａ．ｊ；

③ 对ｊ∈ＩＤ，查ｒｊ ≥０是否都成立？

若是，则ＸＢ ＝ｂ；ＸＤ ＝０即为（ＬＰ）的一个最优解；ｆ０ 为它的最优值，算法终止．
若否，则定指标ｔ：ｒｔ ＝ ｍｉｎ｛ｒｊ｜ｒｊ ＜０，ｊ∈ＩＤ｝；

④ 计算ｙｔ ＝Ｂ－１Ａ．ｔ；

⑤ｙｔ ≤０是否成立？
若是，则（ＬＰ）在可行域Ｋ 内无下界，算法终止；
若否，则定指标ｋ：

ｂｋ

ｙｋｔ
＝ ｍｉｎ ｂｉ

ｙｉｔ
ｙｉｔ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ ；

⑥ 按式（１４７）由矩阵Ｇ得矩阵Ｇ′．取Ｂ＝Ｂ′，ＩＢ ＝ＩＢ′，ＩＤ ＝ＩＤ′，转步骤②．
例１１３　用改进单纯形法求解下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１－ｘ２＋３ｘ３－５ｘ４；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋２ｘ２＋４ｘ３－ｘ４＋ｘ５　　　 ＝６，

２ｘ１＋３ｘ２－ ｘ３＋ｘ４　　＋ｘ６　 ＝１２，

ｘ１ ＋ｘ３＋ｘ４　　 　＋ｘ７ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，７．

解 　第一步，取ＩＢ ＝｛５，６，７｝，Ｂ＝（Ａ．５，Ａ．６，Ａ．７）＝Ｉ，ＩＤ ＝｛１，２，３，４｝．有

Ｂ－１ ＝Ｉ，　Ｃ犜
Ｂ ＝（ｃ５，ｃ６，ｃ７）＝（０，０，０），

Ｃ犜
ＢＢ－１ ＝（０，０，０），　ｂ＝（６，１２，４）犜，　ｆ０ ＝０．

计算非基本变量的检验数：

（ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４）＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，）＋（－Ｃ犜
ＢＢ－１）（Ａ．１，Ａ．２，Ａ．３，Ａ．４）

＝（－２，－１，３，－５）．
定指标ｔ：

ｍｉｎ｛ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４｝＝－５＝ｒ４，　 得ｔ＝４．
计算ｙｔ：

ｙ４ ＝Ｂ－１Ａ．４ ＝（－１，１，１）犜．

定指标ｋ：

ｍｉｎ ｂ２

ｙ２４
，ｂ３

ｙ｛ ｝３４
＝ ｍｉｎ１２

１
，｛ ｝４
１ ＝ ｂ３

ｙ３４
，

得ｋ＝３，枢轴元素ｙ３４ ＝１．
我们把上述运算列成表１１９．
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表１１９

Ｂ－１

－Ｃ犜
ＢＢ（ ）－１ ＸＢ

ＸＤ

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４
ｂ

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

ｘ５ －１ ６
ｘ６ １ １２
ｘ７ （１） ４

ｒＤ －２ －１ ３ －５ ０

　　第二步，进行转轴运算：

Ｂ－１ ｂ

－Ｃ犜
ＢＢ－１ －ｆ

烄

烆

烌

烎０

ｙ４

ｒ４
＝

１ ０ ０ ６
０ １ ０ １２
０ ０ １ ４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

－１
１
（１）

－５

　　

１ ０ 　１ １０
０ １ －１ ８
０ ０ 　１ ４
０ ０ 　

烄

烆

烌

烎５ ２０

０
０
１
０

，

对ｊ∈ＩＤ ＝｛１，２，３，７｝，计算检验数ｒｊ：

　（ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ７）＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ７）＋（－Ｃ犜
ＢＢ－１）〔Ａ．１，Ａ．２，Ａ．３，Ａ．７〕

＝（－２，－１，３，０）＋（０，０，５）
１ ２ 　４ ０
２ ３ －１ ０
１ ０ 　

烄

烆

烌

烎１ １

＝（３，－１，８，５）．

定指标ｔ、计算ｙｔ；定指标ｋ，得表１２０：

表１２０

Ｂ－１

－Ｃ犜
ＢＢ（ ）－１ ＸＢ

ＸＤ

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ７
ｂ

１ ０ 　１
０ １ －１
０ ０ 　１
０ ０ 　

烄

烆

烌

烎５

ｘ５ ２ １０
ｘ６ （３） ８
ｘ４ ０ ４

ｒＤ ３ －１ ８ ５ ２０

　　继续迭代，得最优表如表１２１．

表１２１

Ｂ－１

－Ｃ犜
ＢＢ（ ）－１ ＸＢ

ＸＤ

ｘ１ ｘ３ ｘ６ ｘ７

ｂ

１ －２／３ 　５／３
０ 　１／３ －１／３
０ ０ １
０ 　１／３ 　１４／

烄

烆

烌

烎３

ｘ５ １４／３
ｘ２ ８／３
ｘ４ ４

ｒＤ １０／３ ２２／３ １／３ １４／３ ６８／３
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　　由表１２１得本问题的最优解和最优值分别为

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７）犜＝（０，８／３，０，４，１４／３，０，０）犜，

ｆ ＝－６８
３．

当（ＬＰ）中变量个数ｎ大大超过约束方程的个数ｍ 时，在电子计算机上使用改进单
纯形法，可以节省较多的内存单元和减少计算量．同时，为了避免舍入误差的积累，当计
算机求解（ＬＰ）迭代了一定的步骤后，可重新由（ＬＰ）的原始数据Ｂ，ＣＢ 和ｂ直接计算

Ｂ－１，Ｃ犜
ＢＢ－１，ｂ＝Ｂ－１ｂ，ｆ０ ＝Ｃ犜

Ｂｂ，以校正当前的矩阵Ｇ，保持算法的稳定性．这里我们
顺便指出，在用手工计算时，使用改进单纯形法并没有减少计算量．

§１．７　大Ｍ 法和两阶段法

单纯形法要求初始单纯形表对应的基本解为可行解．如果我们求解的线性规划具有
下面的形式：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

其中ｂｉ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ）．那么，对每一个不等式约束∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ都引进一个松弛变

量ｘｎ＋ｉ而将本问题化成标准型后，我们可取初始指标集

ＩＢ ＝｛ｎ＋１，⋯，ｎ＋ｍ｝

（这时基Ｂ为一个单位阵Ｉ），于是，就可非常方便地找到了一个初始基本可行解：

ＸＢ ＝ｂ，　ＸＤ ＝０．

但是，一般来说，线性规划为下列形式：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

那么，将其标准化后，要从标准型中较快地观察出一个初始基本可行解，就不是一件容易

的事了，何况有些线性规划本来就不可行．本节介绍人工变量法（分大Ｍ 法和两阶段法），
解决判别线性规划是否有可行解及寻求初始基本可行解这两个问题．

１．７．１　大Ｍ 法

现给标准型线性规划（ＬＰ）：
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ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

对第ｉ个等式约束引进一个非负变量ｘｎ＋ｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ），我们称它们为人工变量，得到
一个线性规划（ＬＰＭ）：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ｍｘｎ＋ｉ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋ｘｎ＋ｉ ＝ｂｉ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （１４８）

ｘｎ＋ｉ ≥０，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

其中Ｍ 是一个充分大的正数．为了今后说明问题方便起见，记

ＸＮ ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）犜，　ＸＭ ＝（ｘｎ＋１，⋯，ｘｎ＋ｍ）犜．

显然，用单纯形法求解（ＬＰＭ）时，我们就取初始指标集ＩＢ ＝｛ｎ＋１，⋯，ｎ＋ｍ｝，其
相应基Ｂ为一个单位阵．
此时，基本解ＸＢ ＝ｂ，ＸＤ ＝０是一个可行解．
由于Ｍ 是一个充分大的惩罚数，（ＬＰＭ）要实现最优值，随着迭代的进行必然不断地

把人工变量从基本变量中置换出去而成为非基本变量．
下面的定理１３将告诉我们，当（ＬＰＭ）求解结束时，原有问题（ＬＰ）的求解也就同时

得到了解决．
定理１３　应用单纯形法求解（ＬＰＭ），那么

（１）如果（ＬＰＭ）的基本最优解Ｘ存在，人工变量ｘ
ｎ＋１，⋯，ｘ

ｎ＋ｍ 都为零，则Ｘ
Ｎ ＝

（ｘ
１ ，⋯，ｘ

ｎ）犜即为（ＬＰ）之最优解；反之，Ｘ
Ｍ 中存在某个人工变量ｘ

ｎ＋ｋ ＞０，则（ＬＰ）不可行．
（２）如果算法终止时知（ＬＰＭ）无下界，且在此时得到的基本可行解 Ｘ

　∧
＝（ｘ　∧１，⋯，

ｘ　∧ｎ＋ｍ）犜 中，人工变量ｘ　∧ｎ＋１，⋯，ｘ　∧ｎ＋ｍ 全为零，则（ＬＰ）也无下界；反之，Ｘ
　∧

Ｍ 中存在某个

ｘ　∧ｎ＋ｋ ＞０，则（ＬＰ）不可行．
该定理告诉我们，在用大Ｍ 法求解（ＬＰ）所得的最后一张单纯形表Ｔ（Ｂ）中，如果基

本变量ＸＢ 中存在值大于零的人工变量，则（ＬＰ）不可行；反之，在基本解中，若人工变量
的值都为零，则（ＬＰ）与（ＬＰＭ）或者都有最优解，或者都无下界．
在大Ｍ 法迭代过程中，由公式

ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ，　ｆ０ ＝Ｃ犜

Ｂｂ

可知，单纯形表中ｒｊ和ｆ０ 为Ｍ 的一次多项式．设它们为

ｒｊ ＝ｒ～ｊＭ ＋ｒ　∧ｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ＋ｍ，

ｆ０ ＝ ｆ
　～

０Ｍ＋ ｆ
　∧

０． （１４９）
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由于Ｍ 是一个充分大的正数，因此，
当ｒ～ｊ ＞０时，无论ｒ　∧ｊ取何值，此时都有ｒｊ ＞０；
当ｒ～ｊ ＜０时，无论ｒ　∧ｊ取何值，都有ｒｊ ＜０；
当ｒ～ｊ ＝０时，ｒｊ的正负就取决于ｒ　

∧

ｊ的值．我们在比较ｒｊ 和ｒｋ 的大小时，主要比较ｒ～ｊ
和ｒ～ｋ 的大小，只有当ｒ～ｊ ＝ｒ～ｋ 时，才比较ｒ　

∧

ｊ和ｒ　
∧

ｋ的大小．
例１１４　求解下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋５ｘ２＋７ｘ３；

ｓ．ｔ．　２ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３ ≥８，

２ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３ ≤２０，　
　　 ４ｘ２ －ｘ３ ＝８，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．　

解　首先将它化成标准型：

ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋５ｘ２＋７ｘ３；

ｓ．ｔ．　２ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３－ｘ４　　 ＝８，　
２ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３　　＋ｘ５ ＝２０，

　　 ４ｘ２－ ｘ３　　　　 ＝８，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．

因为松弛变量ｘ５ 可以作为初始基本变量，所以我们仅对第一、第三个等式约束分别引进

人工变量ｘ６ 及ｘ７，得（ＬＰＭ）：

ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋５ｘ２＋７ｘ３＋Ｍｘ６＋Ｍｘ７；

ｓ．ｔ．　２ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３－ｘ４　　＋ｘ６　　 ＝８，

２ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３　　＋ｘ５　　　　 ＝２０，　　
　　 ４ｘ２－ ｘ３　 　　　　　＋ｘ７ ＝８，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，７．

用单纯形法求解时，可取初始指标集

ＩＢ ＝｛６，５，７｝，

这时基Ｂ＝Ｉ＝Ｂ－１，Ｃ犜
Ｂ ＝（Ｍ，０，Ｍ）．

对初始单纯形表Ｔ（Ｂ）的有关元素计算如下：

ｙｊ ＝Ｂ－１Ａ．ｊ ＝Ａ．ｊ；　ｂ＝Ｂ－１ｂ＝ｂ；

ｆ０ ＝Ｃ犜
ＢＢ－１ｂ＝（Ｍ，０，Ｍ）

８
２０

烄

烆

烌

烎８
＝１６Ｍ；

由于ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ，则
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（ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４）　　　　　　　　　　　

＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４）－Ｃ犜
Ｂ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）

＝（３，５，７，０）－（Ｍ，０，Ｍ）
２ －２ 　１ －１
２ 　３ 　２ 　０
０ 　４ －１ 　

烄

烆

烌

烎０

＝（３－２Ｍ，５－２Ｍ，７，Ｍ）．

或者，我们在初始单纯形表Ｔ（Ｂ）的右边添加一列ＣＢ，上端添加一行Ｃ，利用公式

ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ和ｆ０ ＝Ｃ犜

Ｂｂ直接在表上计算ｒｊ及ｆ０．
我们得初始单纯形表如表１２２所示．

表１２２

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

３ ５ ７ ０ ０ Ｍ Ｍ

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

ｂ

Ｍ ｘ６ （２） －２ 　１ －１ ０ １ ０ ８
０ ｘ５ ２ ３ ２ ０ １ ０ ０ ２０
Ｍ ｘ７ ０ ４ －１ ０ ０ ０ １ ８

ｒ ３－２Ｍ ５－２Ｍ ７ Ｍ ０ ０ ０ －１６Ｍ

　　我们取ｘ１ 为进基变量，ｘ６ 为出基变量，ｙ１１ ＝２为枢轴元素，进行转轴，得表１２３．

表１２３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ －１ １／２ －１／２ ０ １／２ ０ ４
ｘ５ ０ ５ １ １ １ －１ ０ １２
ｘ７ ０ （４） －１ ０ ０ ０ １ ８

ｒ ０ ８－４Ｍ １１
２ ＋Ｍ ３

２ ０ － ３
２ ＋Ｍ ０ －１２－８Ｍ

　　继续迭代得表１２４．
表１２４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ １／４ －１／２ ０ １／２ １／４ ６
ｘ５ ０ ０ ９／４ １ １ －１ －５／４ ２
ｘ２ ０ １ －１／４ ０ ０ ０ １／４ ２

ｒ ０ ０ １５／２ ３／２ ０ － ３
２ ＋Ｍ Ｍ－２ －２８

　　由表１２４得原规划的最优解和最优值如下：

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）犜 ＝（６，２，０）犜；　ｆ ＝２８．
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例１１５　求解下列线性规划问题：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１－ｘ２；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋３ｘ２ ≥６，

ｘ１－ ｘ２ ≤６，　
ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２．

解　上述线性规划问题相应的（ＬＰＭ）如下：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１－ｘ２＋Ｍｘ５；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋３ｘ２－ｘ３　　＋ｘ５ ＝６，

ｘ１－ ｘ２　　 ＋ｘ４　 ＝６，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．　

取初始ＩＢ ＝｛５，４｝，有Ｂ＝Ｉ＝Ｂ－１，ＣＢ ＝（Ｍ，０）犜，整个迭代过程见表１２５和表１２６
（初始单纯形表中的信息ｒｊ和ｆ０ 我们利用公式ｒｊ＝ｃｊ－Ｃ犜

Ｂｙｊ和ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ直接在表上计

算；转轴过程中的ｒｊ和ｆ０ 我们仍用转轴公式来计算）．

表１２５

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

２ －１ ０ ０ Ｍ

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

ｂ

Ｍ ｘ５ ２ （３） －１ ０ １ ６
０ ｘ４ １ －１ ０ １ ０ ６

ｒ ２－２Ｍ －１－３Ｍ Ｍ ０ ０ －６Ｍ

表１２６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ２ ２／３ １ －１／３ ０ １／３ ２
ｘ４ ５／３ ０ －１／３ １ １／３ ８

ｒ ８／３ ０ －１／３ ０ Ｍ＋１／３ ２

　　现在ｒ３ ＝－１
３ ＜０，而ｙ１３ ＝－１

３ ＜０，ｙ２３ ＝－１
３ ＜０，故（ＬＰＭ）无下界，又由于人

工变量ｘ５ ＝０，因此原规划无下界．
例１１６　求解下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３＋２ｘ４；

ｓ．ｔ．　３ｘ１－３ｘ２－３ｘ３＋６ｘ４ ＝１，

－ｘ１＋ ｘ２ －４ｘ４ ＝１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

解　引进人工变量ｘ５ 和ｘ６，得（ＬＰＭ）：
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ｍｉｎｆ＝ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３＋２ｘ４＋Ｍｘ５＋Ｍｘ６；

ｓ．ｔ．　３ｘ１－３ｘ２－３ｘ３＋６ｘ４＋ｘ５　　 ＝１，

－ｘ１＋ ｘ２ －４ｘ４　　＋ｘ６ ＝１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

现取初始指标集ＩＢ ＝｛５，６｝，此时基Ｂ＝Ｉ＝Ｂ－１，Ｃ犜
Ｂ ＝（Ｍ，Ｍ），因而

（ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４）　　　　　　　　　　　　　

＝（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４）－Ｃ犜
ＢＢ－１（Ａ．１，Ａ．２，Ａ．３，Ａ．４）

＝（１，－２，３，２）－（Ｍ，Ｍ）
　３ －３ －３ 　６

－１ 　１ 　０ －
烄
烆

烌
烎４

＝（１－２Ｍ，－２＋２Ｍ，３＋３Ｍ，２－２Ｍ）．

为了在实际计算时避开Ｍ 值，我们可以采用如下方法来处理：由式（１４９）知，ｒｊ ＝
ｒ～ｊＭ ＋ｒ　∧ｊ，ｆ０ ＝ｆ

　～
０Ｍ＋ｆ

　∧
０，于是，可把单纯形表最后一行（ｒ所在行）拆成两行（ｒ～所在行

和ｒ　∧所在行），用数对（ｒ～ｊ，ｒ　
∧

ｊ）来代替ｒｊ，用（ｆ
　～
０，ｆ

　∧

０）来代替ｆ０，转轴时ｒ～所在行与ｒ　
∧所在

行一起参加转轴，使ｒ～ｔ和ｒ　
∧

ｔ都化成零．
由此我们得初始单纯形表如表１２７，转轴后得表１２８．

表１２７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ５ （３） －３ －３ 　６ １ ０ 　１
ｘ６ －１ １ ０ －４ ０ １ １

ｒ～ －２ ２ ３ －２ ０ ０ －２

ｒ　∧ １ －２ ３ ２ ０ ０ ０

表１２８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ －１ －１ 　２ 　１／３ ０ 　１／３
ｘ６ ０ 　０ －１ －２ １／３ １ ４／３

ｒ～ ０ 　０ １ ２ ２／３ ０ －４／３

ｒ　∧ ０ －１ ４ ０ －１／３ ０ －１／３

　　现在ｒ２ ＝ｒ～２Ｍ＋ｒ　∧２ ＝－１＜０，而ｙ１２ ＝－１＜０，ｙ２２ ＝０，最小比值准则失效，故

（ＬＰＭ）无下界．又由于人工变量ｘ６ ＝ ４
３ ＞０，因此原有规划不可行．

１．７．２　两阶段法

对标准型线性规划（ＬＰ）（１２），我们引进人工变量构造辅助规划（ＬＰ１）：
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ｍｉｎｄ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｎ＋ｉ；　　　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋ｘｎ＋ｉ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （ＬＰ１）

ｘｎ＋ｉ ≥０，　ｉ＝１，⋯，ｍ．

仍记ＸＮ ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）犜，ＸＭ ＝（ｘｎ＋１，⋯，ｘｎ＋ｍ）犜．
所谓两阶段法是把求解（ＬＰ）分成两个阶段：
第一阶段用单纯形法求解（ＬＰ１），根据求解结果来判别（ＬＰ）是否可行．若（ＬＰ）可

行，则求得（ＬＰ）的一个初始基本可行解；
第二阶段从求得的初始基本可行解出发，用单纯形法求解（ＬＰ）．
现在我们仍假设（ＬＰ）中ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ）．因此，对于（ＬＰ１）取初始指标集

ＩＢ ＝｛ｎ＋１，⋯，ｎ＋ｍ｝，

则ＸＮ ＝０，ＸＭ ＝ｂ就是（ＬＰ１）关于基Ｂ（为单位阵Ｉ）的一个基本可行解．又因为（ＬＰ１）的

目标函数ｄ中变量的系数均为非负，故（ＬＰ１）在可行域内一定有下界，也就是说（ＬＰ１）一

定有最优值．设（ＬＰ１）的基本最优解为

ＸＮ ＝Ｘ
Ｎ，　ＸＭ ＝Ｘ

Ｍ，

相应的最优基为Ｂ，指标集ＩＢ为｛Ｂ
１ ，⋯，Ｂ

ｍ｝，最优值为ｄ，最优表为Ｔ（Ｂ）．
根据Ｔ（Ｂ）的有关信息，可发生下面４种情况：
（１）最优值ｄ ＞０，Ｘ

Ｍ ≠０（即至少存在一个人工变量ｘ
ｎ＋ｉ ＞０）．此时，我们可以

断定（ＬＰ）不可行（反之，（ＬＰ）有可行解Ｘ０
Ｎ，则ＸＮ ＝Ｘ０

Ｎ，ＸＭ ＝０，就是（ＬＰ１）的一个可

行解，而它的目标函数值ｄ＝０，与（ＬＰ１）的最优值ｄ ＞０矛盾）．
（２）最优值ｄ ＝０，Ｘ

Ｍ ＝０，且人工变量ｘｎ＋ｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）均不是Ｔ（Ｂ）的基本

变量．从而，Ｂ也是（ＬＰ）的一个基，Ｘ
Ｎ 即为（ＬＰ）的一个基本可行解．我们就以Ｘ

Ｎ 作为

（ＬＰ）的初始基本可行解Ｘ０，Ｂ为初始基Ｂ０，对（ＬＰ）进行求解．在第二阶段，（ＬＰ）的初
始单纯形表Ｔ（Ｂ０）可以从Ｔ（Ｂ）得到：从Ｔ（Ｂ）中删去人工变量各列元素和检验数ｒ行
元素，其余元素保留．利用公式ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜

Ｂｙｊ及ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ重新计算ｒ行元素．

（３）最优值ｄ ＝０，Ｘ
Ｍ ＝０，但存在某个人工变量是Ｔ（Ｂ）的基本变量ｘＢ

ｋ ∶ｂｋ ＝０．
同时，在Ｔ（Ｂ）的第ｋ行元素ｙｋ１，⋯，ｙｋｎ中存在不为零的元素，例如ｙｋｔ（ｔ≤ｎ，ｙｋｔ ＞０
或ｙｋｔ ＜０）．以ｙｋｔ为枢轴元素进行转轴，ｘｔ取代ｘＢ

ｋ
而成为基本变量．

（４）最优值ｄ ＝０，Ｘ
Ｍ ＝０，存在某个人工变量是Ｔ（Ｂ）的基本变量ｘＢ

ｋ ∶ｂｋ ＝０．
同时Ｔ（Ｂ）中第ｋ行元素ｙｋ１，⋯，ｙｋｎ均为零．我们知道，Ｔ（Ｂ）相应的ｍ个等式约束方
程为

ｘＢ
ｉ ＋ ∑

ｊ∈ＩＤ
ｙｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

它们是（ＬＰ１）的ｍ个等式约束方程
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∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋ｘｎ＋ｉ ＝ｂｉ （ｉ＝１，⋯，ｍ）

的变形．在人工变量

ｘｎ＋ｉ ＝０（ｉ＝１，⋯，ｍ）时，

就得到（ＬＰ）的ｍ个等式约束方程：

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ （ｉ＝１，⋯，ｍ），

其相应的变形为

∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｉｊｘｊ ＝ｂｉ （ｉ＝１，⋯，ｍ）．

现在ｙｋｊ ＝０（ｊ＝１，⋯，ｎ），故上述ｍ个方程中第ｋ个方程就成了一个恒等式０＝０．它
说明（ＬＰ）的ｍ个方程

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ （ｉ＝１，⋯，ｍ）

不是相互独立的，Ｔ（Ｂ）中第ｋ行所相应的方程是一个多余的方程．所以，我们可以把

Ｔ（Ｂ）的第ｋ行元素和ｘＢ
ｋ
列元素从单纯形表中删去（对Ｔ（Ｂ）中ｒ行元素按公式

（１４４）、（１４５）重新计算）．
下面我们给出两阶段法的算法步骤：

① 应用单纯形法求解（ＬＰ１）（取初始ＩＢ ＝｛ｎ＋１，⋯，ｎ＋ｍ｝），得基本最优解Ｘ
Ｎ，

Ｘ
Ｍ，最优基Ｂ，指标集ＩＢ ＝｛Ｂ

１ ，⋯，Ｂ
ｍ｝，单纯形表Ｔ（Ｂ）．

②Ｘ
Ｍ ＝０？

若是，则转步骤③；
若否，则（ＬＰ）不可行，算法终止．
③ 在ＩＢ中是否存在Ｂ

ｋ ＞ｎ？
若是，则转步骤④．
若否，则转步骤⑤．
④Ｔ（Ｂ）中是否存在ｙｋｔ ≠０（ｔ≤ｎ）？
若是，则以ｙｋｔ为枢轴元素进行转轴，得新的Ｔ（Ｂ），ＩＢ，转步骤③．
若否，则从Ｔ（Ｂ）中删去第ｋ行和第Ｂ

ｋ 列，从ＩＢ中删去Ｂ
ｋ ，转步骤③．

⑤ 在Ｔ（Ｂ）中删除第ｎ＋１至第ｎ＋ｍ列，用（ＬＰ）的目标函数系数ｃ１，⋯，ｃｎ 重新

计算Ｔ（Ｂ）中ｒ行元素，以ＩＢ为初始指标集，从Ｔ（Ｂ）出发，用单纯形法求解（ＬＰ）．
例１１７　用两阶段法求解例１１４．
解　第一阶段，引进人工变量ｘ６ 和ｘ７，得（ＬＰ１）：

ｍｉｎｄ＝ｘ６＋ｘ７；　　　　　
ｓ．ｔ．　２ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３－ｘ４　　＋ｘ６ 　 ＝８，

２ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３　　＋ｘ５　　　　 ＝２０，

　　 ４ｘ２－ ｘ３　　　　　　＋ｘ７ ＝８，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，７．
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取初始ＩＢ ＝｛６，５，７｝，迭代过程如表１２９，表１３０，表１３１所示．

表１２９

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ ０ ０ ０ １ １

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

　ｂ

１ ｘ６ （２） －２ 　１ －１ ０ １ ０ 　 ８
０ ｘ５ ２ 　３ 　２ 　０ １ ０ ０ 　２０
１ ｘ７ ０ 　４ －１ 　０ ０ ０ １ 　 ８

ｒ －２ －２ 　０ 　１ ０ ０ ０ －１６

表１３０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ 　ｂ

ｘ１ １ －１ １／２ －１／２ ０ １／２ ０ 　４
ｘ５ ０ ５ １ １ １ －１ ０ １２
ｘ７ ０ （４） －１ ０ ０ ０ １ 　８

ｒ ０ －４ １ ０ ０ １ ０ －８

表１３１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ １／４ －１／２ ０ １／２ １／４ ６
ｘ５ ０ ０ ９／４ １ １ －１ －５／４ ２
ｘ２ ０ １ －１／４ ０ ０ ０ １／４ ２

ｒ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０

　　可知，（ＬＰ１）的最优值为０，出现情况（２）．得（ＬＰ）的一个初始基本可行解：

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５）犜 ＝（６，２，０，０，２）犜．

第二阶段，将表１３１中ｒ行和人工变量ｘ６及ｘ７列删去，重新计算ｒ行元素，得表１３２．

表１３２

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

３ ５ ７ ０ ０

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

　 　ｂ

３ ｘ１ １ ０ １／４ －１／２ ０ 　 ６
０ ｘ５ ０ ０ ９／４ １ １ 　 ２
５ ｘ２ ０ １ －１／４ ０ ０ 　 ２

ｒ ０ ０ １５／２ ３／２ ０ －２８

　　由表１３２得（ＬＰ）的最优解和最优值分别为

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）犜 ＝（６，２，０）犜，ｆ ＝２８．

例１１８　求解（ＬＰ）：
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ｍｉｎｆ＝－４ｘ１＋２ｘ２－３ｘ３－３ｘ４；

ｓ．ｔ．　　　　 ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４　　 ＝４，　　
－ｘ１＋２ｘ２＋ ｘ３＋ｘ４＋ｘ５ ＝４，

３ｘ１　 　＋３ｘ３＋ｘ４　 　 ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．

解　第一阶段，引进人工变量ｘ６ 和ｘ７，得（ＬＰ１）如下：

ｍｉｎｄ＝ｘ６＋ｘ７；　　　　　　　　
ｓ．ｔ．　　　　 ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４　　 ＋ｘ６　 ＝４，

－ｘ１＋２ｘ２＋ ｘ３＋ｘ４＋ｘ５　　　 ＝４，

３ｘ１　 　＋３ｘ３＋ｘ４　　　 ＋ｘ７ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，７．

取初始ＩＢ ＝｛６，５，７｝，迭代过程如表１３３，表１３４所示．

表１３３

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ ０ ０ ０ １ １

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

ｂ

１ ｘ６ 　０ １ ２ １ ０ １ ０ ４
０ ｘ５ －１ ２ １ １ １ ０ ０ ４
１ ｘ７ 　３ ０ （３） １ ０ ０ １ ４

ｒ －３ －１　 －５ －２　 ０ ０ ０ －８　

表１３４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ６ －２ １ ０ １／３ ０ １ －２／３ ４／３
ｘ５ －２ （２） ０ ２／３ １ ０ －１／３ ８／３
ｘ３ 　１ ０ １ １／３ ０ ０ １／３ ４／３

ｒ 　２ －１ ０ －１／３ ０ ０ ５／３ －４／３

　　在表１３５中，出现了情况（３），人工变量ｘ６ 为基本变量，ｘ６ ＝０．我们取ｘ６ 所在行

的元素ｙ１１ ＝－１为枢轴元素进行转轴，得表１３６．

表１３５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ６ （－１） ０ ０ ０ －１／２ １ －１／２ ０
ｘ２ －１ １ ０ １／３ １／２ ０ －１／６ ４／３
ｘ３ 　１ ０ １ １／３ ０ ０ １／３ ４／３

ｒ 　１ ０ ０ ０ １／２ ０ ３／２ ０
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表１３６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ １／２ －１ １／２ ０
ｘ２ ０ １ ０ １／３ １ －１ １／３ ４／３
ｘ３ ０ ０ １ １／３ －１／２ 　１ －１／６ ４／３

ｒ ０ ０ ０ ０ ０ 　１ １ ０

　　于是，成为情况（２），得（ＬＰ）的一个初始基本可行解：

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５）犜 ＝（０，４／３，４／３，０，０）犜．

第二阶段，将表１３６中ｒ行和人工变量ｘ６ 及ｘ７ 列删除，重新计算ｒ行，得表１３７，
转轴得表１３８．

表１３７

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

－４ ２ －３ －３ ０

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

ｂ

－４ ｘ１ １ ０ ０ ０ １／２ ０
２ ｘ２ ０ １ ０ （１／３） １ ４／３
－３ ｘ３ ０ ０ １ １／３ －１／２ ４／３

ｒ ０ ０ ０ －８／３ －３／２ ４／３

表１３８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ １／２ ０
ｘ４ ０ ３ ０ １ ３ ４
ｘ３ ０ －１　 １ ０ －３／２ ０

ｒ ０ ８ ０ ０ １３／２ １２

　　得（ＬＰ）最优解Ｘ ＝（０，０，０，４，０）犜，最优值ｆ ＝－１２．
例１１９　求解（ＬＰ）：

ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋６ｘ２＋６ｘ３＋２ｘ４；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３　　 ＝１２，

ｘ１＋２ｘ２　　 ＋ｘ４ ＝１６，

－ｘ１＋ ｘ２－ｘ３＋ｘ４ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

解　第一阶段，引进人工变量ｘ５，ｘ６ 和ｘ７，得（ＬＰ１）：

ｍｉｎｄ＝ｘ５＋ｘ６＋ｘ７；　　　　　
ｓ．ｔ．　２ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３　　＋ｘ５　　　 ＝１２，
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ｘ１＋２ｘ２　 　＋ｘ４　＋ｘ６　 ＝１６，

－ｘ１＋ ｘ２－ｘ３＋ｘ４　　　＋ｘ７ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，７．

取初始ＩＢ ＝｛５，６，７｝，Ｂ＝Ｉ＝Ｂ－１，迭代过程如表１３９，表１４０，表１４１所示．

表１３９

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ ０ ０ １ １ １

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

ｂ

１ ｘ５ 　２ １ １ ０ １ ０ ０ 　１２
１ ｘ６ 　１ ２ ０ １ ０ １ ０ 　１６
１ ｘ７ －１ （１） －１　 １ ０ ０ １ 　 ４

ｒ －２ －４ ０ －２ ０ ０ ０ －３２

表１４０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ５ （３） ０ 　２ －１ １ ０ －１ 　８
ｘ６ ３ ０ 　２ －１ ０ １ －２ 　８
ｘ２ －１ １ －１ 　１ ０ ０ 　１ 　４

ｒ －６ ０ －４ 　２ ０ ０ 　４ －１６

表１４１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ ２／３ －１／３ １／３ ０ －１／３ ８／３
ｘ６ ０ ０ ０ ０ －１ １ －１ ０
ｘ２ ０ １ －１／３ ２／３ １／３ ０ ２／３ ２０／３

ｒ ０ ０ ０ ０ ２ ０ ２ ０

　　在表１４１中ｄ ＝０，人工变量ｘ６ 为基本变量，ｘ
６ ＝０，ｘ６ 所在行元素ｙ２１ ＝ｙ２２ ＝

ｙ２３ ＝ｙ２４ ＝０，出现情况（４），因此，应从表１４１中删除第二行和ｘ６ 列，重新计算ｒ行元
素，得表１４２．

表１４２

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ ０ ０ １ １

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７

ｂ

０ ｘ１ １ ０ ２／３ －１／３ １／３ －１／３ ８／３
０ ｘ２ ０ １ －１／３ ２／３ １／３ ２／３ ２０／３

ｒ ０ ０ ０ ０ １ １ ０



运筹学 方法与模型

４４　　　

　　于是，成为情况（２），得（ＬＰ）一个初始基本可行解

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）犜 ＝ ８
３
，２０
３
，０，（ ）０

犜

．

第二阶段：对表１４２，删除ｘ５ 列和ｘ７ 列及ｒ行元素，重新计算ｒ行元素，得表１４３，
转轴后得表１４４．

表１４３

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

３ ６ ６ ２

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４
ｂ

３ ｘ１ １ ０ ２／３ －１／３ ８／３
６ ｘ２ ０ １ －１／３ （２／３）２０／３

ｒ ０ ０ ６ －１ －４８

　

表１４４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ１ １ １／２ １／２ ０ ６

ｘ４ ０ ３／２ －１／２ １ １０

ｒ ０ ３／２ １１／２ ０ －３８

得（ＬＰ）最优解和最优值分别为

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）犜 ＝（６，０，０，１０）犜，ｆ ＝３８．

１．７．３　退化情况与勃兰德法则

若（ＬＰ）的基本可行解Ｘ的某个基本变量ｘＢｋ ＝０，则我们称Ｘ为退化的基本可行

解，并称（ＬＰ）为退化的线性规划问题．
在单纯形法转轴过程中，若已选定进基本量ｘｔ，而在按最小比值准则

ｂｋ

ｙｋｔ
＝ ｍｉｎ ｂｉ

ｙｉｔ
ｙｉｔ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ

选择指标ｋ时，若有两个指标ｋ１ 和ｋ２ 同时满足该准则，则我们可在ｋ１ 和ｋ２ 中任选一个

作为指标ｋ．但是在此种情况下， （在转轴后的单纯形表中必然有某个基本变量为零 例如，

取ｋ＝ｋ１，则由式（１３２）知，ｂ′ｋ２＝ｂｋ２ －
ｂｋ１

ｙｋ１ｔ
ｙｋ２ｔ ＝ ）０ ，即对应的基本可行解为退化的．

若（ＬＰ）是非退化的线性规划（所有的基本可行解非退化），那么，在用单纯形法求解
的过程中，每转轴一次，由式（１３６）知，目标函数值就严格下降．这样，保证了每一个基本
可行解不可能在迭代过程中出现两次．由于基本可行解的个数有限，因此，经有限步迭代
后，算法一定收敛．
现在的问题是，对于退化的线性规划，是不是也能保证迭代的有限步呢？结论有

两种情况：

第一种情况，对某些退化的（ＬＰ）问题，虽然在某几次迭代中，目标函数值得不到改
善，使收敛速度放慢，但最终还是求到了最优解．
第二种情况，个别例子说明，单纯形法可能无穷无尽地迭代，目标函数值毫不改变．

这时候，从某一个指标集ＩＢ 出发经过多次转轴后又回到原来的指标集ＩＢ 而产生循环，使
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（ＬＰ）始终达不到最优解．这种情况叫死循环．由于在实际问题中，死循环情况极少出现，
因此在本书中我们不再举例作详细介绍．
为了避免（ＬＰ）退化情况死循环的出现，在数学理论上有多种处理方法．例如，摄动

法．我们介绍一种勃兰德（Ｂｌａｎｄ）避免循环的方法．
１９７６年，勃兰德指出，在单纯形法转轴过程中按勃兰德法则来确定指标ｔ和ｋ，就可
以避免退化问题在迭代过程中出现死循环．我们用定理１３来给出勃兰德法则．
定理１４　如果在单纯形法中采用下述勃兰德法则确定指标ｔ和ｋ，则在迭代过程中

不会出现死循环：

（１） ｔ＝ ｍｉｎ｛ｊ｜ｒｊ ＜０，ｊ∈ＩＤ｝； （１５０）

（２） Ｂｋ ＝ ｍｉｎＢＳ
ｂｓ

ｙｓｔ
＝ ｍｉｎ ｂｉ

ｙｉｔ
ｙｉｔ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝｛ ｝ｍ ． （１５１）

也就是说，按勃兰德法则，在迭代过程中如果有多个检验数ｒｊ都是负的，那么选其中下标

最小的检验数的相应下标作为指标ｔ；如果有几个ｂｓ

ｙｓｔ
同时达到

ｍｉｎ ｂｉ

ｙｉｔ
ｙｉｔ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ ，

那么，选取诸Ｂｓ中最小者作为Ｂｋ．
我们完全可以根据勃兰德法则对ｔ、ｋ指标的选择来修改单纯形法的步骤，但是可能

会使收敛的速度放慢．由于大量的实践经验表明，实际问题一般不会发生死循环情形，所
以，在现代的计算机程序中没有考虑退化的问题，而仍采用一般的单纯形法．

§１．８　线性规划应用举例

线性规划是运筹学中应用最为广泛的一个主要分支，但是，我们不可能用大量的篇

幅去讨论生产实践中的大型问题，而只能列举一些类型不同的简单的例题，以此来介绍

一些构建模型的技巧．我们从中可以看到，如何选择适当的决策变量，是我们有效地建立
模型的关键之一．至于对现实中错综复杂的客观问题，如何建立一个好的、适当的模型，
只能有待应用者通过实践不断地去积累经验．
例１２０　（生产计划问题）　某工厂明年根据合同，每个季度末向销售公司提供产

品，有关信息如表１４５所示．若当季生产的产品过多，季末有积余，则一个季度每积压一

表１４５

季　度　ｊ 生产能力ａｊ（吨） 生产成本ｄｊ（万元／吨） 需求量ｂｊ（吨）

１ ３０ １５．０ ２０

２ ４０ １４．０ ２０

２０ １５．３ ３０３

４ １０ １４．８ １０
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吨产品需支付存储费０．２万元．现该厂考虑明年的最佳生产方案，使该厂在完成合同的
情况下，全年的生产费用最低．试建立线性规划模型．
解　现在我们对本问题定义３种不同形式的决策变量，从而从不同的途径来构

建模型．
（１）设工厂第ｊ季度生产产品ｘｊ吨．
首先，考虑约束条件：第一季度末工厂需交货２０吨，故应有ｘ１ ≥２０；第一季度

末交货后积余（ｘ１ －２０）吨；第二季度末工厂需交货２０吨，故应有ｘ１ －２０＋ｘ２ ≥
２０；类似地，应有ｘ１ ＋ｘ２ －４０＋ｘ３ ≥３０；第四季度末供货后工厂不能积压产品，

故应有ｘ１ ＋ｘ２ ＋ｘ３ －７０＋ｘ４ ＝１０；又考虑到工厂每个季度的生产能力，故应有

０≤ｘｊ ≤ａｊ．
其次，考虑目标函数：第一季度工厂的生产费用为１５．０ｘ１，第二季度工厂的费用包括

生产费用１４ｘ２ 及积压产品的存储费０．２（ｘ１ －２０）；类似地，第三季度费用为１５．３ｘ３ ＋
０．２（ｘ１＋ｘ２－４０），第四季度费用为１４．８ｘ４＋０．２（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３－７０）．工厂一年的费用
即为这４个季度费用之和．整理后，得下列线性规划模型：

ｍｉｎｆ＝１５．６ｘ１＋１４．４ｘ２＋１５．５ｘ３＋１４．８ｘ４－２６；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２　　 　　 ≥４０，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３　　 ≥７０，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４ ＝８０，

２０≤ｘ１ ≤３０，　０≤ｘ２ ≤４０，　０≤ｘ３ ≤２０，　０≤ｘ４ ≤１０．

（２）设第ｊ季度工厂生产的产品为ｘｊ 吨，第ｊ季度初存储的产品为ｙｊ 吨（显然，

ｙ１ ＝０）．
因为每季度初的存储量为上季度存储量、生产量之和与上季度的需求量之差，又考

虑到第四季度末存储量为零，故有

ｘ１－２０＝ｙ２，　　　　ｙ２＋ｘ２－２０＝ｙ３，

ｙ３＋ｘ３－３０＝ｙ４，　　ｙ４＋ｘ４ ＝１０．

同时，每季度的生产量不能超过生产能力：ｘｊ ≤ａｊ；而工厂４个季度的总费用由每季的
生产费用与存储费用组成，于是得线性规划：

　　　 ｍｉｎｆ＝１５．０ｘ１＋０．２ｙ２＋１４ｘ２＋０．２ｙ３＋１５．３ｘ３＋０．２ｙ４＋１４．８ｘ４；

　ｓ．ｔ．　ｘ１－ｙ２ ＝２０，

ｙ２＋ｘ２－ｙ３ ＝２０，

ｙ３＋ｘ３－ｙ４ ＝３０，

ｙ４＋ｘ４ ＝１０，

０≤ｘ１ ≤３０，　０≤ｘ２ ≤４０，

０≤ｘ３ ≤２０，　０≤ｘ４ ≤１０，

ｙｊ ≥０，　ｊ＝２，３，４．
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（３）设第ｉ季度生产而用于第ｊ季度末交货的产品数量为ｘｉｊ吨．根据合同要求，
必须有

ｘ１１ ＝２０，　　　　　　ｘ１２＋ｘ２２ ＝２０，

ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３ ＝３０， ｘ１４＋ｘ２４＋ｘ３４＋ｘ４４ ＝１０．

又每季度生产而用于当季和以后各季交货的产品数不可能超过该季度工厂的生产能力，

故应有

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３＋ｘ１４ ≤３０，

ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４ ≤４０，

ｘ３３＋ｘ３４ ≤２０，　　ｘ４４ ≤１０．

第ｉ季度生产的用于第ｊ季度交货的每吨产品的费用ｃｉｊ ＝ｄｊ＋０．２（ｊ－ｉ），于是，有
线性规划模型：

ｍｉｎｆ＝１５．０ｘ１１＋１５．２ｘ１２＋１５．４ｘ１３＋１５．６ｘ１４

＋１４ｘ２２＋１４．２ｘ２３＋１４．４ｘ２４＋１５．３ｘ３３

＋１５．５ｘ３４＋１４．８ｘ４４；

ｓ．ｔ．　ｘ１１ ＝２０，

ｘ１２＋ｘ２２ ＝２０，

ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３ ＝３０，

ｘ１４＋ｘ２４＋ｘ３４＋ｘ４４ ＝１０，

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３＋ｘ１４ ≤３０，

ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４ ≤４０，　ｘ３３＋ｘ３４ ≤２０，

ｘ４４ ≤１０，

ｘｉｊ ≥０，　ｉ＝１，⋯，４；ｊ＝１，⋯，４，ｊ≥ｉ．

例１２１　（多阶段投资问题）　某公司现有资金３０万元可用于投资，５年内有下列方
案可供采纳：

１＃方案：在年初投资１元，２年后可收回１．３元；

２＃方案：在年初投资１元，３年后可收回１．４５元；

３＃方案：仅在第１年年初有一次投资机会．每投资１元，４年后可收回１．６５元；

４＃方案：仅在第２年年初有一次投资机会．每投资１元，４年后可收回１．７元；

５＃方案：在年初贷给其他企业，年息为１０％，第二年年初可收回．
每年年初投资所得收益及贷款本金利息也可用作安排．问该公司在５年内怎样使用

资金，才能在第六年年初拥有最多资金？

解　设ｘｊ
ｉ 为ｉ＃方案在第ｊ年年初所使用的资金数．

显然，对于３＃及４＃方案，仅有ｘ１
３ 和ｘ２

４．此外，不考虑ｘ５
１，ｘ４

２，ｘ５
２，因为其相应投资方

案回收期超过我们所讨论的期限．
我们将各年的决策变量（表１４６中虚线起点）及其相应效益（表１４６中虚线终点）

列在表１４６内．
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表１４６

显然，第ｊ年年初可使用的资金之和应等于第ｊ年年初所引用的决策变量之和．于
是，根据表１４６所示的各种因果关系，我们不难建立如下模型：

ｍａｘｆ＝１．７ｘ２
４＋１．４５ｘ３

２＋１．３ｘ４
１＋１．１ｘ５

５；

ｓ．ｔ．　ｘ１
１＋ｘ１

２＋ｘ１
３＋ｘ１

５ ＝３０００００，

ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
４＋ｘ２

５ ＝１．１ｘ１
５，

ｘ３
１＋ｘ３

２＋ｘ３
５ ＝１．３ｘ１

１＋１．１ｘ２
５，

ｘ４
１＋ｘ４

５ ＝１．４５ｘ１
２＋１．３ｘ２

１＋１．１ｘ３
５，

ｘ５
５ ＝１．６５ｘ１

３＋１．４５ｘ２
２＋１．３ｘ３

１＋１．１ｘ４
５，

ｘｊ
１ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４，

ｘｊ
２ ≥０，　ｊ＝１，２，３，

ｘ１
３ ≥０，　ｘ２

４ ≥０，　ｘｉ
５ ≥０，ｉ＝１，⋯，５．

例１２２　（混料问题）　某糖果厂用原料Ａ，Ｂ和Ｃ按不同比率混合加工而成甲、乙、

丙３种糖果（假设混合加工中不损耗原料）．原料Ａ，Ｂ，Ｃ在糖果甲、乙、丙中的含量、原
料成本、加工成本、原料限量及糖果售价如表１４７所示．
问该厂对这３种糖果各生产多少千克，使得到的利润最大？
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表１４７

含　　量
ｊ＃糖果

甲（１＃） 乙（２＃） 丙（３＃）

原料供应量

ａｉ（千克）
成本（元／千克）

ｉ＃原料

Ａ（１＃） ≥６０％ ≥１５％ ２０００ ２．５０

Ｂ（２＃） ２５００ ２．００

Ｃ（３＃） ≤２０％ ≤６０％ ≤７０％ ２２００ １．７０

加工成本（元／千克） ２．００ １．８０ １．６０

售价（元／千克） １２ １０ ８

　　解　设ｉ＃原料在ｊ＃糖果中的用量为ｘｉｊ千克．显然，ｊ＃糖果的产量为∑
３

ｉ＝１
ｘｉｊ．根据

原料供应量情况，有约束条件

∑
３

ｊ＝１
ｘｉｊ ≤ａｉ，　ｉ＝１，２，３．

根据各种原料在各类糖果中的含量要求，有约束条件：

ｘ１１ ≥０．６（ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１），

ｘ３１ ≤０．２（ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１），

ｘ１２ ≥０．１５（ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ３２），

ｘ３２ ≤０．６（ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ３２），

ｘ３３ ≤０．７（ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３）．
又知原料成本为

２．５∑
３

ｊ＝１
ｘ１ｊ＋２∑

３

ｊ＝１
ｘ２ｊ＋１．７∑

３

ｊ＝１
ｘ３ｊ；

糖果加工成本为

２∑
３

ｉ＝１
ｘｉ１＋１．８∑

３

ｉ＝１
ｘｉ２＋１．６∑

３

ｉ＝１
ｘｉ３；

糖果出售收入为

１２∑
３

ｉ＝１
ｘｉ１＋１０∑

３

ｉ＝１
ｘｉ２＋８∑

３

ｉ＝１
ｘｉ３，

所以产品利润

ｆ＝１０∑
３

ｉ＝１
ｘｉ１＋８．２∑

３

ｉ＝１
ｘｉ２＋６．４∑

３

ｉ＝１
ｘｉ３－２．５∑

３

ｊ＝１
ｘ１ｊ－２∑

３

ｊ＝１
ｘ２ｊ－１．７∑

３

ｊ＝１
ｘ３ｊ．

经过整理，本问题的线性规划模型为

　　　　 ｍａｘｆ＝７．５ｘ１１＋５．７ｘ１２＋３．９ｘ１３＋８ｘ２１＋６．２ｘ２２＋４．４ｘ２３

＋８．３ｘ３１＋６．５ｘ３２＋４．７ｘ３３；

ｓ．ｔ．　ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ≤２０００，
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ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ≤２５００，

ｘ３１＋ｘ３２＋ｘ３３ ≤２２００，

－２ｘ１１＋３ｘ２１＋３ｘ３１ ≤０，

－ｘ１１－ｘ２１＋４ｘ３１ ≤０，

－１７ｘ１２＋３ｘ２２＋３ｘ３２ ≤０，

－３ｘ１２－３ｘ２２＋２ｘ３２ ≤０，

－７ｘ１３－７ｘ２３＋３ｘ３３ ≤０，

ｘｉｊ ≥０，　ｉ，ｊ＝１，２，３．

例１２３　（下料问题）　造纸厂接到定单，所需卷纸的宽度和长度如表１４８所示．（表
中具体的单位长度是多少，我们没有给出，视具体问题而定．本教材在一些应用举例中不打
算对讨论对象都给出具体的量纲而仅给出数字．例如本题在讨论时，有时连“单位长度”４个
字都省去，就说宽度５，长度３０００．以后类似情况，我们不再说明．当然，在同一问题中，同

表１４８

卷纸宽度（单位长度） 长度（单位长度）

５ １００００
７ ３００００
９ ２００００

　

一讨论对象省去的量纲单位应统一．）
工厂生长１＃（宽度１０）和２＃（宽度２０）两种

标准卷纸，其长度未加规定．现按定单要求对标
准卷纸进行切割，切割后有限长度的卷纸可连

接起来达到所需卷纸的长度．问如何安排切割
计划以满足定单需求而使切割损失最小？

解　为了满足定单要求和使切割损失最小，我们可以使用多种切割方法来进行组

合．此时，我们不但要考虑对两种标准卷纸的宽度如何进行切割，而且还要确定按某一种
方式切割时标准卷纸所耗用的长度．
例如，可以把宽１０的１＃标准卷纸切割成宽５的卷纸２卷，根据定单要求，此时需１＃标

准卷纸５０００单位长度；与此同时，把宽度２０的２＃标准卷纸切割成宽度７和宽度９的卷纸

各１卷，此时为满足定单要求，需２＃标准卷纸３００００单位长度．按此切割方案，宽度９的卷
纸多生产１００００单位长度，因此，切割损失的面积为（２０－７－９）×３００００＋９×１００００．
设ｘｉｊ为第ｉ＃标准卷纸按第ｊ种方式切割时所耗用的长度．
各种可能的切割方式及切割损失宽度由下表１４９给出（每种方式所产生的切割损

失宽度应小于５）．
表１４９

切割所得卷数

切割长度ｘｉｊ

１＃标准卷纸（宽１０） ２＃标准卷纸（宽２０）

ｘ１１ ｘ１２ ｘ１３ ｘ２１ ｘ２２ ｘ２３ ｘ２４ ｘ２５ ｘ２６

需求长度

卷纸

宽度５ ２ ０ ０ ４ ２ ２ １ ０ ０ １００００
宽度７ ０ １ ０ ０ １ ０ ２ １ ０ ３００００
宽度９ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ １ ２ ２００００

切割损失宽度 ０ ３ １ ０ ３ １ １ ４ ２

　　按这９种切割方式，宽度９的卷纸所得长度为
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ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ２５＋２ｘ２６．
令

ｘ１ ＝ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ２５＋２ｘ２６－２００００，

则宽度９、长度ｘ１ 的卷纸再可切割成宽度５（切割损失宽度４）或宽度７（切割损失宽度２）
的卷纸，设它们的长度分别为ｘ２ 及ｘ３．
现在切割所得宽度７的卷纸其长度为

ｘ１２＋ｘ２２＋２ｘ２４＋ｘ２５＋ｘ３．
令

ｘ４ ＝ｘ１２＋ｘ２２＋２ｘ２４＋ｘ２５＋ｘ３－３００００，

则宽度７、长度ｘ４ 的卷纸又可切割成宽度５的卷纸（切割损失宽度２）．
在上述切割方式组合的条件下，宽度５的卷纸其所得长度为

２ｘ１１＋４ｘ２１＋２ｘ２２＋２ｘ２３＋ｘ２４＋ｘ２＋ｘ４．
令

ｘ５ ＝２ｘ１１＋４ｘ２１＋２ｘ２２＋２ｘ２３＋ｘ２４＋ｘ２＋ｘ４－１００００．

我们应注意到，４ｘ２，２ｘ３，２ｘ４，５ｘ５ 都为卷纸的切割损失面积．从而，总的切割损失面积

ｆ＝３ｘ１２＋ｘ１３＋３ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４＋４ｘ２５＋２ｘ２６＋４ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋５ｘ５．

于是，我们得本问题的线性规划模型：

　　　 ｍｉｎｆ＝３ｘ１２＋ｘ１３＋３ｘ２２＋ｘ２３＋ｘ２４＋４ｘ２５＋２ｘ２６＋４ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋５ｘ５；

ｓ．ｔ．　２ｘ１１＋４ｘ２１＋２ｘ２２＋２ｘ２３＋ｘ２４＋ｘ２＋ｘ４－ｘ５ ＝１００００，

ｘ１２＋ｘ２２＋２ｘ２４＋ｘ２５＋ｘ３－ｘ４ ＝３００００，

ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ２５＋２ｘ２６－ｘ１ ＝２００００，

ｘ２＋ｘ３ ＝ｘ１，

ｘ１ｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３，

ｘ２ｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．

习　题　一

１．某工厂生产Ａ１，Ａ２ 两种产品，有关信息由表１５０给出．问如何制定生产计划，使
工厂获得最大利润．

表１５０

每件产品的

资源定额ａｉｊ

产　品Ａｊ

Ａ１ Ａ２

资源上限ｂｉ

资源ｉ 资源１＃ ９ ４ ３６００
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（续表）

每件产品的

资源定额ａｉｊ

产　品Ａｊ

Ａ１ Ａ２

资源上限ｂｉ

资源ｉ
资源２＃ ４ ５ ２０００
资源３＃ ３ １０ ３０００

利润ｃｊ（元／件） ７０ １２０

　　２．某厂的一个车间有Ｂ１，Ｂ２ 两个工段可生产Ａ１，Ａ２ 和Ａ３３种产品．各工段开工一天
生产３种产品的数量和成本，以及合同对３种产品的每周最低需求量由表１５１给出．问每
周各工段对该生产任务应开工几天，可使生产合同的要求得到满足，并使成本最低．

表１５１

生产定额（吨／天）
工　段Ｂｊ

Ｂ１ Ｂ２

生产合同每周最

低需求量ｂｉ（吨）

产品Ａｉ

Ａ１ １ １ ５
Ａ２ ３ １ ９
Ａ３ １ ３ ９

成本（元／天） １０００ ２０００

　　３．一个车间要加工３种零件，其需要量分别为４０００件、５０００件和３５００件．车间内
现有４台机床，都可用来加工这３种零件，每台机床可利用的工时分别为１６００，１２５０，

１８００和２０００．机床ｉ＃加工零件ｊ＃所需工时和成本由表１５２给出，问如何安排生产，才
能使生产成本最低．

表１５２

机床ｉ＃

定额（工时／件） 成本（元／件）

零件ｊ＃ 零件ｊ＃

１＃ ２＃ ３＃ １＃ ２＃ ３＃

１＃ ０．３ ０．２ ０．８ ４ ６ １２
２＃ ０．２５ ０．３ ０．６ ４ ７ １０
３＃ ０．２ ０．２ ０．６ ５ ５ ８
４＃ ０．２ ０．２５ ０．５ ７ ６ １１

　　４．用长度为７．４米的圆钢截断成制造某种机床所需要的３个轴坯，长度分别为２．９
米，２．１米，１．５米．现要制造１００台机床，试建立线性规划模型，以寻求最佳的截断方案
使所需圆钢最少．

５．有Ａ，Ｂ两种产品，都需经过两道化学反应过程．每一单位产品Ａ需要在前道过
程中花去２小时和在后道过程中花去３小时；每一单位产品Ｂ需要在前道过程中花去３
小时和在后道工程中花去４小时．可供利用的前道过程的时间有１６０小时、后道过程的
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时间有２４０小时．每生产１个单位的产品Ｂ，同时能得到２个单位的副产品Ｃ．出售产品

Ａ每单位能获利４００元、产品Ｂ每单位能获利３５０元、副产品Ｃ每单位能获利２００元．副
产品Ｃ如果卖不出去，那么每单位的销毁费是１００元．由市场预测可知，最多能售出７０
个单位的副产品Ｃ．问如何安排生产计划，可使获得的利润最大？

６．某厂月底安排某一产品在下个月４周的生产计划．估计每件产品在第一周与第二
周的生产成本为１５０元，后两周为１７０元．各周产品需求量分别为７００件、８００件、１０００
件和１２００件．工厂每周至多生产产品９００件．在第二周和第三周可以加班生产．加班生
产时每周可增产３００件，但生产成本每件需增加３０元．过剩的产品的存储费为每件每周

１５元．问如何安排生产计划，使总成本为最小？

７．某企业年初有现金３０万元．该企业有两个方案可供选择：
（１）年初贷给其他企业，年息１８％，第二年年初可收回；
（２）本企业投资扩大生产．若年初投资一定金额，则第二年还需继续投资第一年投资
金额的６０％，而第三年可有等于两年投资额的１．４倍收益．
为使第五年年初企业对使用这部分资金有最大收益，试确定企业每年资金的使用方

案．请列出数学模型．
８．把下列线性规划化成标准型：

　ｍａｘｚ＝３ｘ１－４ｘ２＋２ｘ３－５ｘ４；

ｓ．ｔ．　４ｘ１－ｘ２＋２ｘ３ －ｘ４ ≥２，

ｘ１＋ｘ２＋３ｘ３＋４ｘ４ ≤２０，

ｘ１ ≤０，　ｘ２ ≥０，　ｘ３ ≥０，　ｘ４ ０．

９．试画出下列线性规划的可行域，并求最优解和最优值：

（１）　　　 ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋２ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋２ｘ２ ≥４，

ｘ１＋６ｘ２ ≥６，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

　　　　

（２）　　　 ｍａｘｆ＝２ｘ１＋５ｘ２；

ｓ．ｔ．　２ｘ１ ＋ｘ２ ≤１２，

ｘ１＋２ｘ２ ≤１６，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

（３）　　　 ｍｉｎｆ＝－ｘ１＋３
２ｘ２；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋２ｘ２ ≤６

２ｘ１－３ｘ２ ≥３

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

１０．给定线性规划问题：

ｍａｘｆ＝２ｘ１＋３ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ ｘ２ ≤２
４ｘ１＋６ｘ２ ≤９
ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

（１）给出两个最优顶点及其最优值．
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（２）给出它的全部最优解的集合．
１１．给定线性规划问题：

ｍｉｎｆ＝４ｘ１＋５ｘ２－２ｘ３；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３ ＝１，

２ｘ１＋３ｘ２ ＝１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

对下列ＩＢ 分别求出对应的基本解、判别其可行性，并写出它们的单纯形表：

（１）ＩＢ ＝｛１，２｝；　（２）ＩＢ ＝｛３，２｝；　（３）ＩＢ ＝｛１，３｝．
１２．用单纯形法求解下列线性规划问题：

ｍｉｎｆ＝－５ｘ１－４ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋２ｘ２ ≤６
２ｘ１－ ｘ２ ≤４
５ｘ１＋３ｘ２ ≤１５
ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

１３．对线性规划：

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１－３ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３　 ＝２，

４ｘ１＋６ｘ２　＋ｘ４ ＝９，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

已得最优单纯形表如表１５３所示，判别该（ＬＰ）是否有多个基本最优解？若有，试求出．

表１５３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ １／３ ０ １ －１／６ １／２
ｘ２ ２／３ １ ０ １／６ ３／２

ｒ ０ ０ ０ １／２ ９／２

　　

表１５４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ１ １ ０ １／３ －２／３ ２
ｘ２ ０ １ ２／３ －１／３ ２

ｒ ０ ０ ２ ０ ４

１４．对线性规划：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１－４ｘ２；

ｓ．ｔ．　－ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３　　 ＝２，

２ｘ１－ ｘ２　　－ｘ４ ＝２，

　ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

得最优单纯形表（见表１５４）．讨论该（ＬＰ）最优解的情况．
１５．应用单纯形法证明下列问题无最优解：

ｍａｘｚ＝ｘ１＋２ｘ２；

ｓ．ｔ．　－２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ≤２，
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－ｘ１＋ｘ２－ｘ３ ≤１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

试找出一个可行解，它的目标函数值大于２０００．
１６．给定线性规划问题：

ｍｉｎｆ＝ｘ１－２ｘ２；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋４ｘ２　 　 ＝１２，

２ｘ１－ ｘ２＋ｘ３ ＝１２，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

对基Ｂ１ ＝（Ａ．３，Ａ．１），Ｂ２ ＝（Ａ．３，Ａ．２），用矩阵运算给出其单纯形表．
１７．某极小化线性规划的最优单纯形表如表１５５所示，其中ｘ３，ｘ４ 为剩余变量，ｘ５

为松弛变量．求原有线性规划．
表１５５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ４ 　１ ０ ０ １ １ ２
ｘ２ 　０ １ ０ ０ １ ３
ｘ３ －１ ０ １ ０ １ １

ｒ 　１ ０ ０ ０ ２ ６

　　１８．用改进单纯形法求解第１２题．
１９．某个生产计划问题的线性规划模型为

ｍａｘｆ＝２ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋４ｘ２＋２ｘ３ ≤６０（资源１＃），

２ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３ ≤４０（资源２＃），

ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３ ≤８０（资源３＃），

ｘｊ ≥０，ｊ＝１，２，３，

其中ｘｊ为产品ｊ＃的产量（ｊ＝１，２，３）．已知其最佳生产结构为生产２＃和３＃产品，１＃产

品不生产，且资源３＃有剩余，１＃和２＃资源恰好用完．求２＃和３＃产品的生产数量．
２０．在极小化问题的表１５６中，６个常数β１，β２，β３，β４，β５和β６之值未知（假定ｘｊ ≥

０，ｊ＝１，⋯，６，且诸ｘｊ都不是人工变量），说出对６个未知数的要求，使以下的说法成立：

表１５６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ５ ０ ０ ０ ０ １ β１ β２

ｘ２ β３ １ ０ －１／２ ０ ３／２ ２１／２
ｘ３ １／２ ０ １ β４ ０ －１／２ １／２

ｒ β５ ０ ０ β６ ０ １／２

　　（１）现在的基本解为最优解，且存在多个基本最优解；
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（２）现在的基本解不是可行解；
（３）线性规划不可行；
（４）现行解是退化的基本可行解；
（５）该基本解为可行解，但问题无最优解；
（６）该基本解是唯一最优解；
（７）Ｋ 无界，线性规划有无穷多个最优解；
（８）该基本解为可行解，但是将ｘ１ 取代ｘ２ 后，目标函数值能够改进．在转轴后，目标
函数值降低多少？

２１．用大Ｍ 法求解下列各个线性规划问题：
（１）　　 ｍｉｎｆ＝－３ｘ１＋ｘ２＋ｘ３；

ｓ．ｔ．　ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３ ≤１１，

－４ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３ ≥３，

２ｘ１　　　 －ｘ３ ＝－１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

（２）　　 ｍｉｎｆ＝－ｘ１－ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１－ｘ２－ ｘ３　 　 ＝１，

－ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３－ｘ４ ＝１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３，４．

（３）　　 ｍｉｎｆ＝－ｘ１－３ｘ２＋ｘ３；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４　　　 　 ＝４，

－ｘ１　　 ＋ ｘ３　　 －ｘ５　 　 ＝４，

　　　　　ｘ３　　　　　－ｘ６ ＝３，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

（４）　　 ｍｉｎｆ＝－ｘ１－ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１－ｘ２－ｘ３　　 ＝１，

－ｘ１＋ｘ２　　－ｘ４ ＝１，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

２２．应用两阶段法求解下列各个线性规划问题：
（１）　　 ｍｉｎｆ＝－３ｘ１＋ｘ２＋３ｘ３－ｘ４；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３＋ ｘ４　 　 ＝０，

２ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４　 　 ＝９，

ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３－ ｘ４＋ｘ５ ＝６，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．

　

（２）　　 ｍｉｎｆ＝－ｘ１－３ｘ２＋ｘ３；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４ ＝４，

－ｘ１＋２ｘ２＋ ｘ３＋ｘ４ ＝４，

３ｘ１　 　＋３ｘ３＋ｘ４ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

２３．对某一极小化的线性规划问题（ＬＰ），在用大Ｍ 法求解时最后得到表１５７所示
的一张单纯形表，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ 和ｘ６ 不是人工变量，问β１，β２，β３，ｒ～２、ｒ～４ 和ｒ　

∧

４ 各为何

值以及变量ｘ５ 属于哪一类性质变量时，使以下说法成立：

（１）（ＬＰ）有唯一最优解；
（２）（ＬＰ）的目标函数值在可行域内无下界；
（３）（ＬＰ）不可行．

表１５７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ ０ 　３ １ －１ ０ －２ ４
ｘ１ １ －４ ０ β１ ０ 　１ １
ｘ５ ０ －２ ０ β２ １ 　０ β３

ｒ ０ ２＋Ｍｒ～２ ０ ｒ　
∧

４＋Ｍｒ～４ ０ 　４
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第二章　线性规划的对偶理论
与灵敏度分析

§２．１　对 偶 问 题

我们考虑下述一个线性规划问题．
例２１　（营养问题）　某养鸡场所用的混合饲料由ｎ种天然饲料配合而成．要求在

这批配合饲料中必须含有ｍ种不同的营养成分，且第ｉ＃种营养成分的含量不低于ｂｉ．已
知第ｉ种营养成分在每单位第ｊ＃种天然饲料中的含量为ａｉｊ，第ｊ＃种天然饲料每单位的

价格为ｃｊ．试问，应如何对这ｎ种饲料配方，使这批饲料的费用最小？
解　设ｘｊ为第ｊ＃种天然饲料的用量．

显然，ａｉｊｘｊ即为所用第ｊ＃种天然饲料中第ｉ＃种营养成分的含量，∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ为这批混

合饲料中第ｉ＃种营养成分的总含量，它不应低于ｂｉ．于是，我们得下列线性规划模型：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （２１）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

它即

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≥ｂ， （２２）

Ｘ≥０．

现设想有一个饲料加工厂欲把这ｍ种营养成分分别制成ｍ 种营养丸：
设第ｉ＃种营养丸的价格为ｕｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）．则养鸡场采购一个单位的第ｊ＃种天然

饲料，就相当于对这ｍ种营养丸分别采购数量ａ１ｊ，⋯，ａｍｊ，所花费用为∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ．养鸡场

自然希望在用营养丸代替天然饲料时，在价格上能相对地比较便宜，故而饲料加工厂为

了能与天然饲料供应者竞争，在制订价格时必然满足下述条件：

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ．
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另一方面，养鸡场如果全部采购营养丸来代替天然饲料进行配料，则第ｉ种营养丸就

需采购ｂｉ个单位，所花费用为ｂｉｕｉ，总费用为ｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ．

饲料加工厂面临的问题是：应把这ｍ种营养丸的单价ｕｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）定为多少，
才能使养鸡场乐意全部采用该厂生产的营养丸来取代这批天然饲料，且使本厂在竞争中

得到最大收益．为该问题建立数学模型，即得如下线性规划：

ｍａｘｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ；　　

ｓ．ｔ．　∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （２３）

ｕｉ ≥０，　ｉ＝１，⋯，ｍ．

若令Ｕ ＝（ｕ１，⋯，ｕｍ）犜，该问题即为

ｍａｘｚ＝ｂ犜Ｕ；

ｓ．ｔ．　 Ａ犜Ｕ ≤Ｃ， （２４）

Ｕ ≥０．

我们称问题（２３）为原有问题（记为（Ｐ））（２１）的对偶问题（记为（Ｄ））．（Ｐ）中第ｉ个

约束条件∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ≥ｂｉ对应（Ｄ）中第ｉ个变量ｕｉ，（Ｐ）中第ｊ个变量ｘｊ对应（Ｄ）中第ｊ个

约束条件∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ．即（Ｐ）和（Ｄ）有如下对应关系：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　 ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　 ｍａｘｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ；

ｓ．ｔ．　ｕｉ ≥０，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

例２２　写出下列线性规划问题（Ｐ）的对偶问题（Ｄ）：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋３ｘ２；

ｓ．ｔ．　３ｘ１－２ｘ２ ＝６，

ｘ１＋ ｘ２ ≥４，

ｘ１ ≥０，ｘ２ ０．

解　首先把它化成模型（２１）的形式：
令ｘ２ ＝ｘ′２－ｘ″２，得（Ｐ）：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋３ｘ′２－３ｘ″２；

ｓ．ｔ．　　３ｘ１－２ｘ′２＋２ｘ″２ ≥６，

－３ｘ１＋２ｘ′２－２ｘ″２ ≥－６，

ｘ１＋ ｘ′２－ ｘ″２ ≥４，
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ｘ１ ≥０，ｘ′２ ≥０，ｘ″２ ≥０．

根据上述（Ｐ）的对偶问题的定义，我们即可给出它的对偶问题：

ｍａｘｚ＝６ｖ１－６ｖ２＋４ｕ２；

ｓ．ｔ．　　３ｖ１－３ｖ２＋ｕ２ ≤２，

－２ｖ１＋２ｖ２＋ｕ２ ≤３，

２ｖ１－２ｖ２－ｕ２ ≤－３，

ｖ１ ≥０，ｖ２ ≥０，ｕ２ ≥０．

若令ｕ１ ＝ｖ１－ｖ２，则上述问题即为

ｍａｘｚ＝６ｕ１＋４ｕ２；

ｓ．ｔ．　　３ｕ１＋ｕ２ ≤２，

－２ｕ１＋ｕ２ ＝３，

ｕ１ ０，ｕ２ ≥０．

如果我们来分析一下它们之间的对应关系：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　 ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋３ｘ２；

ｓ．ｔ．　３ｘ１－２ｘ２ ＝６，

ｘ１＋ｘ２ ≥４

ｘ１ ≥０

ｘ２ ０．

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　 ｍａｘｚ＝６ｕ１＋４ｕ２；

ｓ．ｔ．　ｕ１ ０，

ｕ２ ≥０，

３ｕ１＋ｕ２ ≤２

－２ｕ１＋ｕ２ ＝３．

可见，在对偶问题（Ｄ）中，原有问题（Ｐ）中的等式约束对应的变量ｕ１ 为自由变量，（Ｐ）中
的自由变量ｘ２ 对应的约束条件为等式约束．在此基础上，我们给出一般线性规划（Ｐ）的
对偶问题（Ｄ）的定义：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　 ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，　ｉ∈Ｍ１，（２５）

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，　ｉ∈Ｍ２，

ｘｊ ≥０，ｊ∈Ｎ１，

ｘｊ ０，ｊ∈Ｎ２

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　 ｍａｘｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ；

ｓ．ｔ．　ｕｉ ≥０，ｉ∈Ｍ１， （２６）

ｕｉ ０，ｉ∈Ｍ２，

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ，ｊ∈Ｎ１，

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ＝ｃｊ，ｊ∈Ｎ２．

其中指标集

Ｍ１ ∩Ｍ２ ＝ ，Ｍ１ ∪Ｍ２ ＝｛１，⋯，ｍ｝，

Ｎ１ ∩Ｎ２ ＝ ，Ｎ１ ∪Ｎ２ ＝｛１，⋯，ｎ｝．

也就是说，由原有问题（Ｐ）构造对偶问题（Ｄ）的一般规则为：
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（１）在原有问题（Ｐ）中，目标函数为求ｍｉｎｆ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ，其约束条件统一成 ≥ 或 ＝．

（２）在对偶问题（Ｄ）中，目标函数为求ｍａｘｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ．

（３）在原有问题（Ｐ）中与ｂｉ 相应的一个约束条件，对应着对偶问题（Ｄ）的一个变量

ｕｉ：如果该约束条件为不等式，则ｕｉ ≥０；如果该约束条件为等式，则ｕｉ为自由变量．
（４）原有问题（Ｐ）的每个变量ｘｊ 对应着对偶问题（Ｄ）的一个约束条件：如果（Ｐ）中

ｘｊ ≥０，则（Ｄ）中为∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ；如果ｘｊ ０，则∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ＝ｃｊ．

我们称问题（Ｐ）和问题（Ｄ）为一组对偶规划．
如果在原有问题（Ｐ）（２５）中无不等式约束（即取 Ｍ１ ＝ ），且无自由变量（即取

Ｎ２ ＝ ），则（Ｐ）就是标准型线性规划（ＬＰ）．此时，得到这样一组对偶规划：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　 ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｉ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，ｊ＝１，⋯，ｎ． （２７）

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　 ｍａｘｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ；

ｓ．ｔ．　ｕｉ ０，ｉ＝１，⋯，ｍ

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ，ｊ＝１，⋯，ｎ．

（２８）
也即

　　　　原有问题（ＬＰ）：

　　 ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ＝ｂ， （２９）

Ｘ≥０，

　　　　对偶问题（ＬＤ）：

　　 ｍａｘｚ＝ｂ犜Ｕ；

ｓ．ｔ．　Ｕ ０， （２１０）

Ａ犜Ｕ ≤Ｃ．

定理２１　对偶问题（Ｄ）的对偶问题即为原有问题（Ｐ）．
证　现将定义中的对偶问题（Ｄ）（２６）变换成下列等价形式：

ｍｉｎｚ′＝ ∑
ｍ

ｉ＝１

（－ｂｉ）ｕｉ；

ｓ．ｔ．　ｕｉ ≥０，ｉ∈Ｍ１，

ｕｉ ０，ｉ∈Ｍ２，

∑
ｍ

ｉ＝１

（－ａｉｊ）ｕｉ ≥－ｃｊ，ｊ∈Ｎ１，

∑
ｍ

ｉ＝１

（－ａｉｊ）ｕｉ ＝－ｃｊ，ｊ∈Ｎ２．

把它视为原有问题，根据定义它的对偶问题为

ｍａｘｆ′＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

（－ｃｊ）ｘｊ；
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ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１

（－ａｉｊ）ｘｊ ≤－ｂｉ，ｉ∈Ｍ１，

∑
ｎ

ｊ＝１

（－ａｉｊ）ｘｊ ＝－ｂｉ，ｉ∈Ｍ２，

ｘｊ ≥０，ｊ∈Ｎ１，

ｘｊ ０，ｊ∈Ｎ２．

易知，它等价于原有问题（Ｐ）（２５）．
该定理告诉我们，可以把（Ｐ）和（Ｄ）中的任何一个视为原有问题，那么，另一个问题

就是它的对偶问题，它们是互为对偶的．
例２３　写出下列问题的对偶问题：

ｍａｘｚ＝２ｘ１＋ｘ′２＋４ｘ３；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋３ｘ′２＋ ｘ３ ≥１，

３ｘ１－ ｘ′２＋２ｘ３ ≤４，

ｘ１　 　＋ ｘ３ ＝３，

ｘ１ ≥０，ｘ′２≤０，ｘ３ ０．

解 　首先我们对该问题进行整理．将２ｘ１＋３ｘ′２＋ｘ３ ≥１变换为－２ｘ１－３ｘ′２－ｘ３ ≤
－１，并令ｘ′２＝－ｘ２（ｘ２ ≥０），得（Ｐ）：

ｍａｘｚ＝２ｘ１－ｘ２＋４ｘ３；

ｓ．ｔ．　－２ｘ１＋３ｘ２－ ｘ３ ≤－１，

３ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３ ≤４，

　 ｘ１ ＋ ｘ３ ＝３，

　 ｘ１ ≥０，ｘ２ ≥０，ｘ３ ０．

它的对偶问题（Ｄ）为

ｍｉｎｆ＝－ｕ１＋４ｕ２＋３ｕ３；

ｓ．ｔ．　－２ｕ１＋３ｕ２＋ｕ３ ≥２，

３ｕ１＋ ｕ２　　 ≥－１，

－ ｕ１＋２ｕ２＋ｕ３ ＝４，

ｕ１ ≥０，ｕ２ ≥０，ｕ３ ０．

例２４　写出下列问题（Ｐ）的对偶问题：

ｍａｘｚ＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３－ｘ４；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４ ＝８，

　０≤ｘ１ ≤８，

－４≤ｘ２ ≤４，

－２≤ｘ３ ≤４，

　０≤ｘ４ ≤１０．

解　（Ｐ）可以写成：
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ｍａｘｚ＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３－ｘ４；　　　
ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４ ＝８，

ｘ１ ≤８，

ｘ２ ≤４，

－ｘ２ ≤４，

ｘ３ ≤４，

－ｘ３ ≤２，

ｘ４ ≤１０，

ｘ１ ≥０，ｘ２ ０，ｘ３ ０，ｘ４ ≥０．

它的对偶问题（Ｄ）为

ｍｉｎｆ＝８ｕ１＋８ｕ２＋４ｕ３＋４ｕ４＋４ｕ５＋２ｕ６＋１０ｕ７；

ｓ．ｔ．　ｕ１＋ｕ２　　　　　　　　　　 ≥１，

ｕ１　　＋ｕ３－ｕ４ ＝－１，

ｕ１　　　　　　＋ｕ５－ｕ６ ＝１，

ｕ１　　　　　　　　　　＋ｕ７ ≥－１，

ｕ１ ０，ｕｊ ≥０，ｊ＝２，⋯，７．

§２．２　对 偶 理 论

我们现在对标准型线性规划（ＬＰ）：ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ ＝ｂ，Ｘ ≥０｝及其对偶问题
（ＬＤ）：ｍａｘ｛ｂ犜Ｕ｜Ａ犜Ｕ≤Ｃ，Ｕ０｝之间的关系进行讨论，其结论对一般形式的线性规
划（Ｐ）及其对偶问题（Ｄ）同样适用．我们记（ＬＰ）的可行域为ＫＬＰ，记（ＬＤ）的可行域为

ＫＬＤ．
定理２２　设Ｘ

　∧
与Ｕ

　∧
为（ＬＰ）和（ＬＤ）的可行解，则

（１）ｂ犜Ｕ
　∧

≤Ｃ犜Ｘ
　∧
；

（２）ｂ犜Ｕ
　∧

＝Ｃ犜Ｘ
　∧
的充要条件为Ｘ

　∧犜（Ｃ－Ａ犜Ｕ
　∧
）＝０；

（３）如果ｂ犜Ｕ
　∧

＝Ｃ犜Ｘ
　∧
成立，则Ｘ

　∧
与Ｕ

　∧
分别为（ＬＰ）和（ＬＤ）的最优解．

证　（１）令Ｖ
　∧

＝Ｃ－Ａ犜Ｕ
　∧
，因为Ｕ

　∧

∈ＫＬＤ，故Ｖ
　∧

≥０，由于

ＡＸ
　∧

＝ｂ，Ａ犜Ｕ
　∧

＝Ｃ－Ｖ
　∧

Ｘ
　∧

≥０，Ｖ
　∧

≥０，

所以有

ｂ犜Ｕ
　∧

＝（ＡＸ
　∧
）犜Ｕ

　∧

＝ Ｘ
　∧犜Ａ犜Ｕ

　∧

＝ Ｘ
　∧犜（Ｃ－Ｖ

　∧
）＝Ｃ犜Ｘ

　∧

－Ｘ
　∧犜Ｖ

　∧

≤Ｃ犜Ｘ
　∧

．（２１１）

（２）由式（２１１）可知，ｂ犜Ｕ
　∧

＝Ｃ犜Ｘ
　∧
的充要条件为

Ｘ
　∧犜Ｖ

　∧

＝ Ｘ
　∧犜（Ｃ－Ａ犜Ｕ

　∧
）＝０．

（３）设Ｘ为（ＬＰ）的任一可行解，由式（２１１）可知：
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Ｃ犜Ｘ≥ｂ犜Ｕ
　∧

＝Ｃ犜Ｘ
　∧
，

因此，Ｘ
　∧
为（ＬＰ）的最优解．同理，Ｕ

　∧
为（ＬＤ）的最优解．

定理２３　（对偶性定理）
（１）若（ＬＰ）有可行解，但目标函数值在可行域上无下界，则（ＬＤ）不可行；
（２）若（ＬＤ）有可行解，但目标函数值在可行域上无上界，则（ＬＰ）不可行；
（３）（ＬＰ）和（ＬＤ）同时有最优解的充要条件为它们同时有可行解；
（４）若应用单纯形法求解（ＬＰ），得基本最优解Ｘ，相应最优基为Ｂ，则单纯形因子

Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 为（ＬＤ）的最优解，且Ｃ犜Ｘ ＝ｂ犜Ｕ；

（５）若（ＬＰ）有最优解Ｘ，则（ＬＤ）必有最优解Ｕ存在，且Ｃ犜Ｘ ＝ｂ犜Ｕ；

（６）若（ＬＰ）有可行解，（ＬＤ）无可行解，则（ＬＰ）的目标函数值在可行域上无
下界；

（７）若（ＬＤ）有可行解，（ＬＰ）无可行解，则（ＬＤ）的目标函数值在可行域上无
上界．
证　（１）反之，若（ＬＤ）有可行解Ｕ

　∧
存在，则任Ｘ∈ＫＬＰ，都有Ｃ犜Ｘ≥ｂ犜Ｕ

　∧
，这与（ＬＰ）

在ＫＬＰ上无下界矛盾，故（ＬＤ）不可行．
（２）与（１）的证明类似．
（３）必要性是显然的，故只需证充分性．
若（ＬＰ）有可行解Ｘ

　∧
，（ＬＤ）有可行解Ｕ

　∧
，则对任意Ｘ ∈ ＫＬＰ，都有Ｃ犜Ｘ ≥ｂ犜Ｕ

　∧
，

故（ＬＰ）的目标函数值在ＫＬＰ上有下界，所以（ＬＰ）有最优解．类似地可证（ＬＤ）有最
优解．
（４）由于在最优基Ｂ的单纯形表Ｔ（Ｂ）中

ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ．ｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

即

（Ｕ）犜Ａ．ｊ ≤ｃｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

从而，有

Ａ犜．１
…

Ａ犜．

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｕ ≤

ｃ１

…

ｃ

烄

烆

烌

烎ｎ

，　 即Ａ犜Ｕ ≤Ｃ，

所以，Ｕ ∈ＫＬＤ．又

ｂ犜Ｕ ＝（Ｕ）犜ｂ＝Ｃ犜
ＢＢ－１ｂ＝ｆ０ ＝Ｃ犜Ｘ，

由定理２２（３）可知Ｕ是（ＬＤ）的最优解，且Ｃ犜Ｘ ＝ｂ犜Ｕ．
（５）由于（ＬＰ）有最优解Ｘ，根据定理１１，（ＬＰ）一定有基本最优解．由本定理（４）可
知（ＬＤ）必有最优解Ｕ存在，且Ｃ犜Ｘ ＝ｂ犜Ｕ．
（６）反之，（ＬＰ）有最优解，则由本定理（５）可知（ＬＤ）应有最优解，与（ＬＤ）无可行解
矛盾，故（ＬＰ）在ＫＬＰ上无下界．
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（７）与（６）的证明类似．
原有问题和对偶问题解之间的对应关系，除了定理２３告诉我们的各种情况外，也

可能两个问题都不可行．例如，下列原有问题（Ｐ）和其对偶问题（Ｄ）都不可行：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　ｍｉｎｆ＝－２ｘ１＋３ｘ２；

ｓ．ｔ．　　　－ｘ２ ≥３，

２ｘ１＋３ｘ２ ≥１，

ｘ１ ≥０

ｘ２ ≥０．

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　ｍａｘｚ＝３ｕ１＋ｕ２；

ｓ．ｔ．　ｕ１ ≥０，

ｕ２ ≥０，

　　　 ２ｕ２ ≤－２，

－ｕ１＋３ｕ２ ≤３．

综合上述讨论可见，一组对偶规划的解之间只有下列３种情况：
（１）两个规划都有最优解，且最优值相等；
（２）两个规划都不可行；
（３）一个规划不可行，另一个规划有可行解，但最优解不存在．
原有问题（Ｐ）和对偶问题（Ｄ）的解之间的关系我们可用表２１来说明．

表２１

原有问题（Ｐ） 对应关系 对偶问题（Ｄ）

←→有最优解 有最优解

ＫＰ ≠ ，ｆ→－∞ ←→→→
不可行

←→不可行 ＫＤ ≠ ，ｚ→＋∞

　　 例２５　用对偶理论讨论下述一组对偶规划：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　ｍｉｎｆ＝－６ｘ１－４ｘ２；

ｓ．ｔ．　－ｘ１－２ｘ２ ≥４，

－２ｘ１＋ｘ２ ≥２，

ｘ１ ≥０，

ｘ２ ≥０．

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　ｍａｘｚ＝４ｕ１＋２ｕ２；

ｓ．ｔ．　－ｕ１－２ｕ２ ≤－６，

－２ｕ１＋ｕ２ ≤－４，

ｕ１ ≥０，

ｕ２ ≥０．

解　显然，（ｕ１，ｕ２）犜 ＝（６，０）犜是（Ｄ）的一个可行解，而（Ｐ）的约束条件－ｘ２－２ｘ２

≥４在第一象限是不可能实现的，（Ｐ）无可行解．所以，由定理２３（７）可知，（Ｄ）在可行域
上无上界．
由定理２２（２）和（３）可知，当Ｘ

　∧
和Ｕ

　∧
分别为（ＬＰ）和（ＬＤ）的可行解时，则它们都是最

优解的充分必要条件为

Ｘ
　∧犜（Ｃ－Ａ犜Ｕ

　∧
）＝０．

同时，对于（ＬＰ）和（ＬＤ）来说，显然有
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（ＡＸ
　∧

－ｂ）犜Ｕ
　∧

＝０．
也就是说，

（１）当ｘ　∧ｊ ＞０时，应有ｃｊ－Ｕ
　∧犜Ａ．ｊ ＝０（ｊ＝１，⋯，ｎ）；

（２）当ｃｊ－Ｕ
　∧犜Ａ．ｊ ＞０时，应有ｘ　∧ｊ＝０（ｊ＝１，⋯，ｎ）．

现在，我们将该结论推广到一般形式的一组对偶规划（Ｐ）和（Ｄ）上，而得到松弛互补
定理．为了更好地理解该定理，我们再次列出（Ｐ）和（Ｄ）：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂ，ｊ∈Ｍ１，

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，ｉ∈Ｍ２，

ｘｊ ≥０，ｊ∈Ｎ１，

ｘｊ ０，ｊ∈Ｎ２．

　 　

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　ｍａｘｚ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕｉ；

ｓ．ｔ．　ｕｉ ≥０，ｉ∈Ｍ１，

ｕｉ ０，ｉ∈Ｍ２，

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ，ｊ∈Ｎ１，

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ＝ｃｊ，ｊ∈Ｎ２，

定理２４　（松弛互补定理）　设 Ｘ
　∧

＝（ｘ　∧１，⋯，ｘ　∧ｊ，⋯，ｘ　
∧

ｎ）犜 和Ｕ
　∧

＝（ｕ　∧１，⋯，

ｕ　∧ｉ，⋯，ｕ　∧ｍ）犜 分别为原有问题（Ｐ）和对偶问题（Ｄ）的可行解，则它们分别为（Ｐ）和（Ｄ）的
最优解的充要条件（松弛互补条件）为

ｘ　∧ｊ ｃｊ－∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕ　

∧（ ）ｉ ＝０，ｊ＝１，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘ

∧

ｊ－ｂ（ ）ｉ ｕ　∧ｉ＝０，ｉ＝１，⋯，ｍ．

（２１２）

对照（Ｐ）和（Ｄ）的定义，可见，松弛互补条件反映了（Ｐ）中变量（或约束条件）与（Ｄ）
中对应的约束条件（或变量）在最优情况下相互之间的制约关系：

（１）如果可行解Ｘ
　∧
中变量ｘ　∧ｊ＞０（ｊ∈Ｎ１），则（Ｄ）中对应的约束∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕｉ ≤ｃｊ（ｊ∈Ｎ１）

在最优情况下应成为等式约束：∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕ

∧

ｉ＝ｃｊ（ｊ∈Ｎ１）．

（２）如果可行解Ｕ
　∧
中变量ｕ　∧ｉ＞０（ｉ∈Ｍ１），则（Ｐ）中对应的约束∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘ　

∧

ｊ≥ｂｉ（ｉ∈Ｍ１）

在最优情况下应成为等式约束：∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘ　

∧

ｊ＝ｂｉ（ｉ∈Ｍ１）．

（３）如果（Ｐ）中约束条件为严格不等式∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘ　

∧

ｊ＞ｂｉ（ｉ∈Ｍ１），则（Ｄ）中对应的变量

在最优情况下有ｕ　∧ｉ ＝０．

（４）如果（Ｄ）中约束条件为严格不等式∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｕ　

∧

ｉ＜ｃｊ（ｊ∈Ｎ１），则（Ｐ）中对应的变量

在最优情况下有ｘ　∧ｊ＝０．
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例２６　给定一组对偶规划：

　　　　原有问题（Ｐ）：

　　ｍａｘｚ＝３ｘ１＋２ｘ２＋８ｘ３；

ｓ．ｔ．　－４ｘ１＋３ｘ２－１２ｘ３ ≤－１２，

　 ｘ１　 　＋ ４ｘ３ ≤６，

　　　　 ｘ２－　ｘ３ ＝２，

ｘ１ ≥０，

ｘ２ ≥０，

ｘ３ ≥０．

　　　　对偶问题（Ｄ）：

　　ｍｉｎｆ＝－１２ｕ１＋６ｕ２＋２ｕ３；

ｓ．ｔ．　ｕ１ ≥０，

ｕ２ ≥０，

ｕ３ ０，

－ ４ｕ１＋ ｕ２　　 ≥３，

　 ３ｕ１　 　＋ｕ３ ≥２，

－１２ｕ１＋４ｕ２－ｕ３ ≥８．

试用松弛互补定理证明：

Ｘ
　∧

＝（ｘ　∧１，ｘ　∧２，ｘ　∧３）＝（６，２，０）犜

为（Ｐ）的最优解，并求出（Ｄ）的最优解．
证　不难验证 Ｘ

　∧

＝（６，２，０）犜是（Ｐ）的可行解．如果它是（Ｐ）的最优解，而设Ｕ
　∧

＝
（ｕ　∧１，ｕ　∧２，ｕ　∧３）是（Ｄ）的最优解，则由松弛互补定理可知，Ｕ

　∧
除了应是（Ｄ）的一个可行解外，

还应满足松弛互补条件：

因为

ｘ　∧１＝６＞０，
所以

－４ｕ　∧１＋ｕ　∧２＝３；
因为

ｘ　∧２＝２＞０，
所以

３ｕ　∧１＋ｕ　∧３＝２；
又因为

－４ｘ　∧１＋３ｘ　∧２－１２ｘ　∧３＝－４·６＋３·２－１２·０＝－１８＜－１２，
所以

ｕ　∧１＝０．

于是我们即可求得

Ｕ
　∧

＝（ｕ　∧１，ｕ　∧２，ｕ　∧３）＝（０，３，２）犜．

可以验证它是（Ｄ）的可行解．
现在Ｘ

　∧
和Ｕ

　∧
分别是（Ｐ）和（Ｄ）的可行解，且又满足松弛互补条件，因此它们分别是

（Ｐ）和（Ｄ）的最优解，最优值ｚ ＝ｆ ＝２２．

§２．３　对偶单纯形法

从定理２３（３）的证明过程，我们不难得到如下结论：
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若Ｂ为（ＬＰ）的一个基，则ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ．ｊ ≥０对ｊ＝１，⋯，ｎ都成立的充要条

件为：单纯形因子Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 是对偶问题（ＬＤ）的可行解．

如果基Ｂ所对应的单纯形因子Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜是对偶问题（ＬＤ）的可行解，则基Ｂ称

为对偶可行基．
可见，如果一个基Ｂ，既是原有可行基（有Ｂ－１ｂ≥０，基本解Ｘ为（ＬＰ）的可行解），又

是对偶可行基（对ｊ＝１，⋯，ｎ都有ｒｊ ≥０，Ｕ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜为（ＬＤ）的可行解），则基Ｂ为

最优基（基Ｂ对应的基本解为（ＬＰ）的最优解，单纯形因子（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 为（ＬＤ）的最优解）．

至此，根据对偶理论，我们可以构造一个求解线性规划问题（ＬＰ）的新方法———对偶
单纯形法．
我们知道，单纯形法的特点是：迭代一直在基本可行解中进行，基Ｂ始终为原有可行

基．换言之，在单纯形表Ｔ（Ｂ）中，严格要求ｂｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），而检验数ｒｊ 可为负

数，（单纯形因子Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 可以不是（ＬＤ）的可行解）．如果（ＬＰ）的最优值ｆ存在，

则ｆ必定不超过单纯形表中值ｆ０．通过转轴，继续保持ｂｉ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），逐步消除

ｒｊ ＜０，使ｒｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ）得到实现．同时，ｆ０ 不断逐步下降，直至取得ｆ．转轴过

程中，先选定进基变量ｘｔ，后根据ｙｔ和ｂ按最小比值准则选定出基变量ｘＢｋ
．

与此相反，对偶单纯形法的特点是：迭代一直在基本解中进行，基Ｂ始终为对偶可行
基．换言之，在单纯形表Ｔ（Ｂ）中严格要求ｒｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ）（单纯形因子Ｕ ＝
（Ｃ犜

ＢＢ－１）犜 为（ＬＤ）的可行解），而ｂｉ可为负数（基本解不是（ＬＰ）的可行解）．此时，基本解

Ｘ的目标函数值ｆ０ 为

ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂｂ＝Ｃ犜

ＢＢ－１ｂ＝Ｕ犜ｂ＝ｂ犜Ｕ．

根据定理２２（１）知，如果（ＬＰ）最优值ｆ存在，则ｆ ≥ｂ犜Ｕ，即ｆ ≥ｆ０．我们希望通过

转轴，继续保持ｒｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ），逐步消除ｂｉ＜０，使ｂｉ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ）得以实
现，同时，ｆ０ 不断上升，直至取得ｆ．转轴过程中，先选定出基变量ｘＢｋ

，后定进基变量

ｘｔ．那么，转轴指标ｋ和ｔ，应如何选定呢？

首先，现在Ｔ（Ｂ）中ｂ≥０不成立，我们就采用准则

ｂｋ ＝ ｍｉｎ｛ｂｉ｜１≤ｉ≤ｍ｝ （２１３）

来定指标ｋ．又从转轴公式（１３４）可知

ｆ′０＝ｆ０＋ ｂｋ

ｙｋｔ
ｒｔ．

现在已知ｒｔ≥０，ｂｋ ＜０，故要实现ｆ′０≥ｆ０，就必须要求枢轴元素ｙｋｔ ＜０．又从转轴公式
（１３３）可知：

ｒ′ｊ＝ｒｊ－ｙｋｊ

ｙｋｔ
ｒｔ，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

现在已知ｒｊ ≥０，ｒｔ ≥０，ｙｋｔ ＜０．因此，当ｙｋｊ ≥０时总能保证ｒ′ｊ≥０成立．但当ｙｋｊ ＜０
时，为保证ｒ′ｊ≥０成立，就必须满足：
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ｒｔ

ｙｋｔ
≥

ｒｊ

ｙｋｊ
（ｊ∈ＩＤ，ｙｋｊ ＜０）．

换言之，指标ｔ的选择采取下列最大比值准则：

ｒｔ

ｙｋｔ
＝ ｍａｘ ｒｊ

ｙｋｊ
ｙｋｊ ＜０，ｊ∈Ｉ｛ ｝Ｄ ． （２１４）

在单纯形法中，当指标ｔ确定后，如果Ｔ（Ｂ）中ｙｉｔ ≤０对ｉ＝１，⋯，ｍ 都成立，则
（ＬＰ）在Ｋ 内无下界；现在如果在对偶单纯形法中，当指标ｋ确定后，Ｔ（Ｂ）中ｙｋｊ ≥０对

ｊ＝１，⋯，ｎ都成立，能得到什么结论呢？此时，Ｔ（Ｂ）第ｋ行信息所对应的方程为

ｘＢｋ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｋｊｘｊ ＝ｂｋ，

现在ｙｋｊ ≥０（ｊ∈ＩＤ），ｂｋ ＜０，该方程在第一卦限（对ｊ＝１，⋯，ｎ都有ｘｊ ≥０）是不可
能实现的，即可行域Ｋ 为空集．我们有下述定理．
定理２５　设Ｘ为（ＬＰ）关于基Ｂ的基本解，且Ｔ（Ｂ）中ｒ＝（ｒ１，⋯，ｒｎ）犜 ≥０，而

ｂｋ ＜０，ｙｋｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ），则（ＬＰ）无可行解．
下面我们给出对偶单纯形法算法．
① 选取（ＬＰ）的初始指标集ＩＢ 和基Ｂ（Ｂ为对偶可行基，Ｕ＝（Ｃ犜

ＢＢ－１）犜为（ＬＤ）的可
行解），作单纯形表Ｔ（Ｂ）．

②ｂｉ ≥０对ｉ＝１，⋯，ｍ是否都成立？

若是，则ＸＢ ＝ｂ，ＸＤ ＝０即为（ＬＰ）最优解；ｆ０ 为它的最优值ｆ，算法终止．
若否，则定指标ｋ：ｂｋ ＝ ｍｉｎ｛ｂｉ｜ｂｉ ＜０，１≤ｉ≤ｍ｝．
③ｙｋｊ ≥０对ｊ＝１，⋯，ｎ是否都成立？
若是，则（ＬＰ）不可行，算法终止．
若否，则根据最大比值准则定指标ｔ：

ｒｔ

ｙｋｔ
＝ ｍａｘ ｒｊ

ｙｋｊ
ｙｋｊ ＜０，ｊ∈Ｉ｛ ｝Ｄ ．

④ 以ｙｋｔ为枢轴元素进行转轴，得新的Ｔ（Ｂ），ＩＢ，ＩＤ，转步骤②．
例２７　用对偶单纯形法求解下列线性规划（Ｐ）：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋４ｘ２＋６ｘ３；

ｓ．ｔ．　２ｘ１－ ｘ２＋ ｘ３ ≥１０，

ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３ ≤１２，

　　 ２ｘ２－ ｘ３ ≥４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，３．

解　将它化成标准型（ＬＤ）：

ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋４ｘ２＋６ｘ３；

ｓ．ｔ．　２ｘ１－ ｘ２＋ ｘ３－ｘ４　　 ＝１０，

ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３　 ＋ｘ５ ＝１２，
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　　 ２ｘ２－ ｘ３　　－ｘ６ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

取初始指标集ＩＢ ＝｛４，５，６｝，用对偶单纯形法求解，迭代过程如表２２，表２３，
表２４所示．

表２２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ４ （－２） 　１ －１ １ ０ ０ （－１０）

ｘ５ １ 　２ 　２ ０ １ ０ １２
ｘ６ ０ －２ 　１ ０ ０ １ －４

ｒ ２ 　４ 　６ ０ ０ ０ ０

ｒｊ／ｙｋｊ
２（ ）－２

６
－１

表２３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ －１／２ １／２ －１／２ ０ ０ ５
ｘ５ ０ ５／２ ３／２ １／２ １ ０ ７
ｘ６ ０ （－２） １ ０ ０ １ （－４）

ｒ ０ ５ ５ １ ０ ０ －１０

ｒｊ／ｙｋｊ
５（ ）－２

表２４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ ０ １／４ －１／２ ０ －１／４ ６
ｘ５ ０ ０ １１／４ １／２ １ ５／４ ２
ｘ２ ０ １ －１／２ ０ ０ －１／２ ２

ｒ ０ ０ １５／２ １ ０ ５／２ －２０

得最优解Ｘ ＝（６，２，０）犜，最优值ｆ ＝２０．
例２８　用对偶单纯形法求解下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝５ｘ１＋３ｘ２；

ｓ．ｔ．　－２ｘ１＋３ｘ２ ≥６，

３ｘ１－６ｘ２ ≥４，

　 ｘ１ ≥０，ｘ２ ≥０．
解　首先将它化为标准型：

ｍｉｎｆ＝５ｘ１＋３ｘ２；
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ｓ．ｔ．　－２ｘ１＋３ｘ２－ｘ３　　 ＝６，

３ｘ１－６ｘ２　　－ｘ４ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

取初始ＩＢ ＝｛３，４｝，迭代过程如表２５，表２６所示．

表２５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ３ ２ （－３） １ ０ （－６）

ｘ４ －３ ６ ０ １ －４

ｒ ５ ３ ０ ０ ０

　　

表２６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ －２／３ １ －１／３ ０ ２
ｘ４ １ ０ ２ １ －１６

ｒ ７ ０ １ ０ －６

在表２６中，ｂ２ ＜０，而ｙ２ｊ ≥０（ｊ＝１，２，３，４），故该问题不可行．

§２．４　对偶问题的最优解

对偶理论告诉我们，在原有问题和对偶问题的最优解之间存在着密切的关系．有时，
我们可以从求解原有问题的最优单纯形表中，得到对偶问题的最优解．

１．情况一
如果我们考虑的原有问题（Ｐ）为下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≥ｂ，　　　　　　（Ｐ）

Ｘ≥０，
它的标准型（ＬＰ）为

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ－ＸＭ ＝ｂ，　　　（ＬＰ）

Ｘ≥０，　ＸＭ ≥０，

其中ＸＭ ＝（ｘｎ＋１，⋯，ｘｎ＋ｍ）犜．

显然，（Ｐ）与（ＬＰ）的对偶问题是同一个线性规划（Ｄ）：

ｍａｘｚ＝ｂ犜Ｕ；

ｓ．ｔ．　Ａ犜Ｕ ≤Ｃ，　　　　　（Ｄ）

Ｕ ≥０．

若用单纯形法求解（ＬＰ），得最优基Ｂ和最优单纯形表Ｔ（Ｂ）．对（ＬＰ）来说，当ｊ＝
ｎ＋ｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）时，有Ａ．ｊ ＝－ｅｉ，ｃｊ ＝０，因此，

（ｃｎ＋１，⋯，ｃｎ＋ｍ）＝（０，⋯，０），

（Ａ．（ｎ＋１），⋯，Ａ．（ｎ＋ｍ））＝（－ｅ１，⋯，－ｅｍ）＝－Ｉ，

从而，在最优表中，
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（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）＝（ｃｎ＋１，⋯，ｃｎ＋ｍ）－Ｃ犜
ＢＢ－１（Ａ．（ｎ＋１），⋯，Ａ．（ｎ＋ｍ））

＝ －Ｃ犜
ＢＢ－１（－Ｉ）＝Ｃ犜

ＢＢ－１．
于是

Ｕ ＝（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）犜． （２１５）

也就是说，在（ＬＰ）的最优单纯形表中，剩余变量对应的检验数（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）犜 即为最

优单纯形因子，它是对偶问题的最优解Ｕ．
同时，在最优单纯形表Ｔ（Ｂ）中，还有

（ｙｎ＋１，⋯，ｙｎ＋ｍ）＝（Ｂ－１Ａ．（ｎ＋１），⋯，Ｂ－１Ａ．（ｎ＋ｍ））＝Ｂ－１（－Ｉ），
即

Ｂ－１ ＝（－ｙｎ＋１，⋯，－ｙｎ＋ｍ）． （２１６）

例２９　用对偶单纯形法求解下列线性规划（Ｐ）：

ｍｉｎｆ＝６ｘ１＋８ｘ２；

ｓ．ｔ．　 ｘ１＋２ｘ２ ≥２０，

３ｘ１＋２ｘ２ ≥５０，

ｘ１ ≥０，ｘ２ ≥０．

解　它的标准型（ＬＰ）为

ｍｉｎｆ＝６ｘ１＋８ｘ２；　　　
ｓ．ｔ．　 ｘ１＋２ｘ２－ｘ３　 ＝２０，

３ｘ１＋２ｘ２　　－ｘ４ ＝５０，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

用对偶单纯形法求得最优单纯形表如表２７．

　

表２７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ ０ １ －３／４ １／４ ５／２
ｘ１ １ ０ １／２ －１／２ １５

ｒ ０ ０ ３ １ －１１０

（Ｐ）和（ＬＰ）的对偶问题（Ｄ）为

ｍａｘｚ＝２０ｕ１＋５０ｕ２；

ｓ．ｔ．　
ｕ１＋３ｕ２ ≤６，

２ｕ１＋２ｕ２ ≤８，
　　　　（Ｄ）

ｕ１ ≥０，　ｕ２ ≥０．

由表２７可知，（Ｄ）的最优解为

Ｕ ＝（ｒ３，ｒ４）犜 ＝（３，１）犜．
此时，表２７对应的最优基

Ｂ＝（Ａ．２，Ａ．１）＝
２　１

２　
烄
烆

烌
烎３
，

由表２７知，最优基Ｂ的逆矩阵

Ｂ－１ ＝－（ｙ３，ｙ４）＝
　 ３

４ －１
４

－１
２ 　

烄

烆

烌

烎
１
２

．
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２．情况二
如果我们考虑的原有问题（Ｐ）为

ｍａｘｚ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≤ｂ，　　　　 　（Ｐ）

Ｘ≥０．
它的标准型（ＬＰ）为

ｍｉｎｚ～ ＝ Ｃ
　～犜Ｘ＝（－Ｃ）犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ＋ＸＭ ＝ｂ，　　　　　（ＬＰ）

Ｘ≥０，　ＸＭ ≥０，

其中ＸＭ ＝（ｘｎ＋１，⋯，ｘｎ＋ｍ）犜．（ＬＰ）的对偶问题（ＬＤ）为

ｍａｘｆ
　～

＝ｂ犜Ｕ′；

ｓ．ｔ．　Ａ犜Ｕ′≤ Ｃ
　～，　　　　（ＬＤ）

Ｕ′≤０．

若用单纯形法求解（ＬＰ）得最优基Ｂ、最优表Ｔ（Ｂ）．则Ｕ～′＝（Ｃ
　～犜

ＢＢ－１）犜为（ＬＤ）的最优解．

令 Ｕ′＝－Ｕ，
（ＬＤ）变换为

ｍａｘｆ
　～

＝－ｂ犜Ｕ；

ｓ．ｔ．　Ａ犜Ｕ ≥Ｃ，

Ｕ ≥０．

此时，Ｕ ＝－Ｕ～′＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 为其最优解，最优值ｆ

　～ ＝－ｂ犜Ｕ．
又（Ｐ）的对偶问题（Ｄ）为

ｍｉｎｆ＝ｂ犜Ｕ；

ｓ．ｔ．　Ａ犜Ｕ ≥Ｃ，

Ｕ ≥０．

于是，Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 也为其最优解，最优值ｆ ＝ｂ犜Ｕ ＝－ｆ

　～．
对（ＬＰ）来说，当ｊ＝ｎ＋ｉ时，Ａ．ｊ ＝ｅｉ，ｃ～ｊ ＝０，因此

（ｃ～ｎ＋１，⋯，ｃ～ｎ＋ｍ）＝（０，⋯，０）犜，

（Ａ．（ｎ＋１），⋯，Ａ．（ｎ＋ｍ））＝（ｅ１，⋯，ｅｍ）＝Ｉ．

从而，在（ＬＰ）的最优表Ｔ（Ｂ）中，

（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）　　　　　　　　　　　　　

＝（ｃ～ｎ＋１，⋯，ｃ～ｎ＋ｍ）－（Ｃ
　～犜

ＢＢ－１）（Ａ．（ｎ＋１），⋯，Ａ．（ｎ＋ｍ））

＝ －（Ｃ
　～犜

ＢＢ－１）＝Ｃ犜
ＢＢ－１，

即

Ｕ ＝（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）犜． （２１７）
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也就是说，在（ＬＰ）的最优单纯形表Ｔ（Ｂ）中，松弛变量对应的检验数（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）犜，

即为最优单纯形因子，它是对偶问题（Ｄ）的最优解Ｕ．
同时，在（ＬＰ）的最优单纯形表Ｔ（Ｂ）中，还有

（ｙｎ＋１，⋯，ｙｎ＋ｍ）＝（Ｂ－１Ａ．（ｎ＋１），⋯，Ｂ－１Ａ．（ｎ＋ｍ））＝Ｂ－１Ｉ，
即

Ｂ－１ ＝（ｙｎ＋１，⋯，ｙｎ＋ｍ）． （２１８）

例２１０　用单纯形法求解下列线性规划（Ｐ）：

ｍａｘｚ＝２０ｘ１＋５０ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋３ｘ２ ≤６，

ｘ１＋ ｘ２ ≤４，　　　　　　 　（Ｐ）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２．

解　它的标准型（ＬＰ）为

ｍｉｎｚ～ ＝－２０ｘ１－５０ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３　　 ＝６，

ｘ１＋ ｘ２　　＋ｘ４ ＝４，　　　
（ＬＰ）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

用单纯形法求得（ＬＰ）的最优单纯形表如表２８所示．

　

表２８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ ０ １ １／２ －１／２ １
ｘ１ １ ０ －１／２ ３／２ ３

ｒ ０ ０ １５ ５ １１０

（Ｐ）的对偶问题（Ｄ）为

ｍｉｎｆ＝６ｕ１＋４ｕ２；

ｓ．ｔ．　 ｕ１＋ｕ２ ≥２０，

３ｕ１＋ｕ２ ≥５０，　　　（Ｄ）

ｕ１ ≥０，　ｕ２ ≥０．

由表２８可知，（Ｄ）的最优解

Ｕ ＝（ｒ３，ｒ４）犜 ＝（１５，５）犜．
此时，表２８对应的最优基

Ｂ＝（Ａ．２，Ａ．１）＝
３ １烄

烆
烌
烎１ １
，

由表２８可知，最优基Ｂ的逆矩阵

Ｂ－１ ＝（ｙ３，ｙ４）＝
　 １

２ －１
２

－１
２ 　

烄

烆

烌

烎
３
２

．

３．情况三
如果我们考虑一般形式的线性规划．首先将它化为标准型，然后用大Ｍ 法进行求解．

假设初始指标集ＩＢ 和初始基分别为

ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ｝，　Ｂ＝（Ａ．Ｂ１
，⋯，Ａ．Ｂｍ

）＝Ｉ．
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现在用单纯形法进行迭代，求得最优单纯形表Ｔ（Ｂ
　∧
）、最优基Ｂ

　∧
，则初始指标集ＩＢ ＝

｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ｝对应的变量在Ｔ（Ｂ
　∧
）中的检验数

（ｒＢ１
，⋯，ｒＢｍ

）　　　　　　　　　　　　　　　　

＝（ｃＢ１
，⋯，ｃＢｍ

）－Ｃ
犜

Ｂ
　∧Ｂ

　∧－１（Ａ．Ｂ１
，⋯，Ａ．Ｂｍ

）

＝（ｃＢ１
，⋯，ｃＢｍ

）－Ｃ
犜

Ｂ
　∧Ｂ

　∧－１Ｉ＝（ｃＢ１
，⋯，ｃＢｍ

）－Ｃ
犜

Ｂ
　∧Ｂ

　∧－１．

所以，对偶问题的最优解

Ｕ ＝（Ｃ
犜

Ｂ
　∧Ｂ

　∧－１）犜 ＝（ｃＢ１
，⋯，ｃＢｍ

）犜－（ｒＢ１
，⋯，ｒＢｍ

）犜． （２１９）

同时，在最优单纯形表Ｔ（Ｂ
　∧
）中，还有

（ｙＢ１，⋯，ｙＢｍ）＝（Ｂ
　∧－１Ａ．Ｂｍ

，⋯，Ｂ
　∧－１Ａ．Ｂｍ

）＝Ｂ
　∧－１Ｉ＝Ｂ

　∧－１，

即

Ｂ
　∧－１ ＝（ｙＢ１，⋯，ｙＢｍ）． （２２０）

例２１１　假设例１１４所给的线性规划为（Ｐ），用单纯形法求解．
解　在用单纯形法求解它的（ＬＰＭ）问题时，初始单纯形表为表１２２，初始指标集ＩＢ

＝｛６，５，７｝；最优单纯形表Ｔ（Ｂ
　∧
）为表１２４，最优基Ｂ

　∧

＝（Ａ．１，Ａ．５，Ａ．２），指标集ＩＢ
　∧

＝｛１，５，２｝．
由此可知（Ｐ）的对偶问题的最优解

Ｕ ＝（ｃ６，ｃ５，ｃ７）犜－（ｒ６，ｒ５，ｒ７）犜　　　

＝（Ｍ，０，Ｍ）犜－ －３
２＋Ｍ，０，Ｍ－（ ）２

犜

＝ ３
２
，０，（ ）２

犜

．

同时，由表１２４可知Ｂ
　∧
的逆矩阵为

Ｂ
　∧－１ ＝（ｙ６，ｙ５，ｙ７）＝

　 １
２ ０ １

４

－１ １ －５
４

　０ ０

烄

烆

烌

烎
１
４

．

如果我们计算最优单纯形因子，则

Ｃ
犜

Ｂ
　∧Ｂ

　∧－１ ＝（３，０，５）

　 １
２ ０ １

４

－１ １ －５
４

　０ ０

烄

烆

烌

烎
１
４

＝ ３
２
，０，（ ）２ ，

可见，与上述结果相同．
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§２．５　灵 敏 度 分 析

例２１２　某工厂生产３种产品，有关信息如表２９所示。问如何安排生产计划，使
工厂获得最大利润？

表２９

单位产品的材料定额ａｉｊ

ｊ＃ 　产　品

１＃ ２＃ ３＃
ｉ＃材料上限ｂｉ

ｉ＃材料

１＃ ３ ４ ２ ６００
２＃ ２ １ ２ ４００
３＃ １ ３ ２ ８００

单位产品利润ｃ
∧

ｊ ２ ４ ３

　　解　设产品ｊ＃的产量为ｘｊ，则得线性规划模型：

ｍａｘｚ＝ ∑
３

ｊ＝１
ｃ∧ｊｘｊ ＝２ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋４ｘ２＋２ｘ３ ≤６００，

２ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３ ≤４００，

ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３ ≤８００，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

将它化成标准型（ＬＰ）：

ｍｉｎｆ＝ ∑
３

ｊ＝１
ｃｊｘｊ ＝－２ｘ１－４ｘ２－３ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋４ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４　　　　 ＝６００，

２ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３　　＋ｘ５　　 ＝４００，

ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３　　　　＋ｘ６ ＝８００，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

用单纯形法求解（ＬＰ），得最优单纯形表如表２１０所示．

表２１０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ １／３ １ ０ １／３ －１／３ ０ ２００／３
ｘ３ ５／６ ０ １ －１／６ ２／３ ０ ５００／３
ｘ６ －５／３ ０ ０ －２／３ －１／３ １ ８００／３

ｒ １１／６ ０ ０ ５／６ ２／３ ０ ２３００／３

　　最优解Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）犜 ＝（０，２００／３，５００／３）犜，最优值ｚ ＝２３００／３．
这个最优解是在参数ｃｊ，ｂｉ，ａｉｊ都固定不变的条件下取得的．但是，在实际问题中，对
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一个具体的企业来说，参数ｃｊ，ｂｉ，ａｉｊ不是固定不变的。例如，产品的市场价格可能有所

变动；国家分配的原材料可能有所增减；动力供应情况可能随季节而变化；添置新设备而

使生产台时增加；由于产品设计结构有所改进，使单位产品的原材料消耗定额有所增

减⋯⋯现实诸因素的种种变化都会引起已建立的数学模型的参数变化。或者，当运用线

性规划编制完生产计划并即将付诸应用时，又发生了新的情况，某些原来未加限制的资

源现在有了限制，从而出现一个新的追加约束条件。或者，企业准备增加新产品，使工厂

的生产计划发生整个变化。

因此，我们面临这样的问题：上述种种情况的发生，将对已求得的最优解产生什么影

响？或者说，我们如何在原有的最优单纯形表的基础上用最少的计算量，去获得修改后

的线性规划问题的最优解？这就是下面我们要讨论的灵敏度分析问题．
假设线性规划（ＬＰ）的基本最优解Ｘ

Ｂ ＝ｂ，Ｘ
Ｄ ＝０，最优基为Ｂ，指标集ＩＢ ＝

｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ｝，我们分下面几个问题来进行灵敏度分析：

（１）变量ｘｓ的目标函数系数ｃｓ在何范围内变动，问题（ＬＰ）的最优基（最优解）不变？
如果超出这个范围，如何求最优解？

（２）第ｓ种资源ｂｓ 在何范围内变动，最优基不变？如果ｂｓ 超出这个范围，如何求

最优解？

（３）变量ｘｓ在矩阵Ａ 中的系数列向量Ａ．ｓ发生变化，如何求新问题的最优解？
（４）追加新的约束条件，如何求新的线性规划的最优解？
（５）增加新的变量ｘｓ，如何求新问题的最优解？

２．５．１　参数ｃｓ的灵敏度分析

如果ｃｓ在某个范围内摄动，这将影响原来问题最优表Ｔ（Ｂ）中ｒ行的元素．设ｃ′ｓ＝
ｃｓ＋Δｃｓ，我们的问题是：ｃｓ或Δｃｓ在何范围内变动，基本最优解不发生变化，也即新的检

验数ｒ′ｊ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ）仍应成立．我们先来看一个例子．
例２１３　对例２１２，（１）ｃ∧１在何范围内变化，最优基不变？若ｃ∧１＝４，求最优解．

（２）ｃ∧２在何范围内变化，最优基不变？若ｃ∧２＝９，求最优解．
解　（１）在最优表表２１０中，ｘ１ 为非基本变量，当ｃ１ ＝－ｃ∧１变动时，ＣＢ 没有改变，

故受影响的仅是最优表中检验数ｒ１．此时，

ｒ１ ＝ｃ１－Ｃ犜
Ｂｙ１ ＝－ｃ∧１－（－４，－３，０）

　１
３

　５
６

－

烄

烆

烌

烎
５
３

＝－ｃ∧１＋２３
６．

要使最优基保持不变，应有ｒ１ ≥０，即

ｃ∧１≤２３
６
或Δｃ∧１≤２３

６ －２＝１１（ ）６ ．
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换言之，只要１＃产品的单位产品利润不超过２３／６，则生产１＃产品就是不经济的．
若ｃ∧１＝４，则ｒ１ ＝－４＋２３／６＝－１／６，于是，目前的生产计划就不是最优。我们将

表２１０修改成表２１１，用单纯形法继续迭代，得表２１２，即得最优解Ｘ ＝（２００，０，０）犜，最
优值ｚ ＝８００．

表２１１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ １／３ １ ０ １／３ －１／３ ０ ２００／３
ｘ３ （５／６） ０ １ －１／６ ２／３ ０ ５００／３
ｘ６ －５／３ ０ ０ －２／３ －１／３ １ ８００／３

ｒ －１／６ ０ ０ ５／６ ２／３ ０ ２３００／３

表２１２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ ０ １ －２／５ ２／５ －３／５ ０ ０
ｘ１ １ ０ ６／５ －１／５ ４／５ ０ ２００
ｘ６ ０ ０ ２ －１ １ １ ６００

ｒ ０ ０ １／５ ４／５ ４／５ ０ ８００

　　（２）在表２１０中，ｘ２ 为基本变量，当ｃ２ ＝－ｃ∧２摄动时，ＣＢ 改变，故最优表中非基本

变量ｘ１，ｘ４，ｘ５ 的检验数ｒ１，ｒ４，ｒ５ 都要改变，我们把ｒ１，ｒ４ 和ｒ５ 表示成ｃ
∧

２的函数：

ｒ１ ＝ｃ１－Ｃ犜
Ｂｙ１ ＝－２－（－ｃ∧２，－３，０）

　１
３

　５
６

－

烄

烆

烌

烎
５
３

＝ １
３ｃ∧２＋１

２
，

ｒ４ ＝ｃ４－Ｃ犜
Ｂｙ４ ＝０－（－ｃ∧２，－３，０）

　１
３

－１
６

－

烄

烆

烌

烎
２
３

＝ １
３ｃ∧２－１

２
，

ｒ５ ＝ｃ５－Ｃ犜
Ｂｙ５ ＝０－（－ｃ∧２，－３，０）

－１
３

　２
３

－

烄

烆

烌

烎
１
３

＝－１
３ｃ∧２＋２，

为使最优基不变，则ｒ１，ｒ４ 和ｒ５ 都应非负，即



运筹学 方法与模型

７８　　　

ｒ１ ≥０ｃ∧２≥－３
２
；　ｒ４ ≥０ｃ∧２≥ ３

２
；　ｒ５ ≥０ｃ∧２≤６．

因此，当

３
２ ≤ｃ∧２≤６（或－５

２ ≤Δｃ∧２≤２）

时，最优基保持不变，最优解Ｘ仍为（０，２００／３，５００／３）犜，而最优值ｚ ＝２００ｃ∧２／３
＋５００．
若ｃ∧２＝９，此时有

ｒ１＝７
２
，ｒ４＝５

２
，ｒ５＝－１，ｆ０＝１１００．

我们将表２１０修改成表２１３，用单纯形法继续迭代，得表２１４．于是，得最优解Ｘ ＝
（０，１５０，０）犜，最优值ｚ ＝１３５０．

表２１３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ １／３ １ ０ １／３ －１／３ ０ ２００／３
ｘ３ ５／６ ０ １ －１／６ （２／３） ０ ５００／３
ｘ６ －５／３ ０ ０ －２／３ －１／３ １ ８００／３

ｒ ７／２ ０ ０ ５／２ －１ ０ １１００

表２１４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ ３／４ １ １／２ １／４ ０ ０ １５０
ｘ５ ５／４ ０ ３／２ －１／４ １ ０ ２５０
ｘ６ －５／４ ０ １／２ －３／４ ０ １ ３５０

ｒ １９／４ ０ ３／２ ９／４ ０ ０ １３５０

　　在上述例子的基础上，下面我们给出参数ｃｓ灵敏度分析的一般公式．
１．情况一

ｓＩＢ，ｘｓ是关于Ｂ 的一个非基本变量，ｃ′ｓ＝ｃｓ＋Δｃｓ，ＣＢ 未变．Ｔ（Ｂ）中ｒｓ改变：

ｒ′ｓ＝ｃ′ｓ－Ｃ犜
Ｂｙｓ ＝ｃｓ＋Δｃｓ－Ｃ犜

Ｂｙｓ ＝Δｃｓ＋ｒｓ．

因此，若要ｒ′ｓ≥０，则Δｃｓ应满足条件：

－ｒｓ≤Δｃｓ＜＋∞． （２２１）

２．情况二

ｓ∈ＩＢ，ｘｓ为关于基Ｂ 的一个基本变量，不妨设ｓ＝Ｂｉ，此时ＣＢ 有了变化：

Ｃ′Ｂ＝ＣＢ ＋ΔｃＢｉｅｉ．

因此，Ｔ（Ｂ）中ｆ０ 和ｒｊ（ｊ∈ＩＤ）都将受到影响：
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ｆ′０＝（Ｃ′Ｂ）犜ｂ＝Ｃ犜
Ｂｂ＋ΔｃＢｉｅ

犜
ｉｂ＝ｆ０＋ΔｃＢｉｂｉ，　　　　　

ｒ′ｊ ＝ｃｊ－（Ｃ′Ｂ）犜ｙｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
Ｂｙｊ－ΔｃＢｉｅ

犜
ｉｙｊ ＝ｒｊ－ΔｃＢｉｙｉｊ （ｊ∈ＩＤ）．

于是，若要ｒ′ｊ≥０（ｊ∈ＩＤ），则ΔｃＢｉ
应满足条件：

ΔｃＢｉ ≤
ｒｊ

ｙｉｊ
　（ｊ∈ＩＤ，ｙｉｊ ＞０），

ΔｃＢｉ ≥
ｒｊ

ｙｉｊ
　（ｊ∈ＩＤ，ｙｉｊ ＜０）．

考虑到｛ｙｉｊ｜ｙｉｊ ＞０，ｊ∈ＩＤ｝或｛ｙｉｊ｜ｙｉｊ ＜０，ｊ∈ＩＤ｝可能为空集，所以ΔｃＢｉ
的变

化范围为

ｍａｘ －∞，ｒｊ

ｙｉｊ
ｊ∈ＩＤ，ｙｉｊ ＜｛ ｝０ ≤ΔｃＢｉ ≤ ｍｉｎ ＋∞，ｒｊ

ｙｉｊ
ｊ∈ＩＤ，ｙｉｊ ＞｛ ｝０ ．

（２２２）

（上述不等式中，若界为－∞或＋∞，则相应的“≤”应改为“＜”，下面类似的情况不
再说明）。

综上所述可知，如果Δｃｓ没有超出式（２２１）或式（２２２）所给的范围，那么最优基和最
优解不变．如果Δｃｓ超出规定的范围，则ｒ′ｊ≥０对ｊ＝１，⋯，ｎ不全成立，可将最优表中原

ｒ行元素修改后用单纯形法继续迭代，求得新的最优解．
例２１４　试问例２１２中的Δｃ∧３在何范围内变化，该工厂仍然生产２＃产品和３＃产品．
解　现在ｓ＝３，ｘ３ 为ｘＢ２

，并注意ｃ∧３＝－ｃ３，Δｃ３ ＝－Δｃ∧３，利用表２１０中ｘ３ 所在

行和ｒ行的有关元素和公式（２２２），可知Δｃ∧３的变化范围应为

５
６ －（ ）１

６ ≤－Δｃ∧３≤ ｍｉｎ１１
６

５
６
，２
３｛ ｝２

３
，

即

－１≤Δｃ∧３≤５．

２．５．２　参数ｂｓ的灵敏度分析

若ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）犜中某个参数ｂｓ发生变化：ｂ′ｓ＝ｂｓ＋Δｂｓ，易知只会影响最优单纯

形表Ｔ（Ｂ）中的ｂ和ｆ０．因此，若要求最优基保持不变，应使新的ｂ′＝Ｂ－１ｂ′≥０．
我们先来看一个例子．
例２１５　（１）例２１２中ｂ１ 的改变量Δｂ１ 在何范围内变化，最优基保持不变？

（２）例２１２中ｂ２ 在何范围内变化，最优基保持不变？若ｂ２ ＝９００，求最优解．
解　（１）现在ｂ′＝ｂ＋Δｂ１ｅ１，由表２１０知，

Ｂ－１ ＝（ｙ４，ｙ５，ｙ６），

于是
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ｂ′＝Ｂ－１ｂ′＝Ｂ－１ｂ＋Ｂ－１Δｂ１ｅ１ ＝ｂ＋Δｂ１Ｂ－１ｅ１

＝

２００
３

５００
３

８００

烄

烆

烌

烎３

＋Δｂ１

１
３ －１

３ ０

－１
６

２
３ ０

－２
３ －１

３

烄

烆

烌

烎
１

烄

烆

烌

烎

１

０

０

＝

２００
３ ＋１

３Δｂ１

５００
３ －１

６Δｂ１

８００
３ －２

３Δｂ

烄

烆

烌

烎
１

．

为使最优基保持不变，应使Δｂ１ 满足条件：

ｂ′１＝２００
３ ＋１

３Δｂ１ ≥０　　Δｂ１ ≥－２００，

ｂ′２＝５００
３ －１

６Δｂ１ ≥０　　Δｂ１ ≤１０００，

ｂ′３＝８００
３ －２

３Δｂ１ ≥０　　Δｂ１ ≤４００，

也即要求

－２００≤Δｂ１ ≤４００．

（２）现在ｂ′＝（６００，ｂ２，８００）犜，于是

ｂ′＝Ｂ－１ｂ′＝

　 １
３ －１

３ ０

－１
６ 　 ２

３ ０

－２
３ －１

３

烄

烆

烌

烎
１

６００

ｂ２

烄

烆

烌

烎８００

＝

２００－１
３ｂ２

－１００＋２
３ｂ２

４００－１
３ｂ

烄

烆

烌

烎
２

．

为使最优基保持不变，应使ｂ′≥０，即

２００－１
３ｂ２≥０　　ｂ２≤６００，

－１００＋２
３ｂ２≥０　　ｂ２≥１５０，

４００－１
３ｂ２≥０　　ｂ２≤１２００，

故当

１５０≤ｂ２ ≤６００

时，最优基保持不变．此时有最优解和最优值分别为

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）犜 ＝ ０，２００－１
３ｂ２，－１００＋２

３ｂ（ ）２

犜
，

ｚ ＝Ｃ犜
Ｂｂ′＝（４，３，０）ｂ′＝５００＋２

３ｂ２．

如果ｂ２ ＝９００，则ｂ＝（－１００，５００，１００）犜，ｚ′＝１１００．此时，Ｂ＝（Ａ．２，Ａ．３，Ａ．６）
不是最优基．将表２１０修改成表２１５，用对偶单纯形法对表２１５继续迭代，得表２１６．
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于是，最优解Ｘ ＝（０，３００，０）犜，最优值ｚ ＝９００．

表２１５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ １／３ １ ０ １／３ （－１／３） ０ －１００
ｘ３ ５／６ ０ １ －１／６ ２／３ ０ ５００
ｘ６ －５／３ ０ ０ －２／３ －１／３ １ １００

ｒ １１／６ ０ ０ ５／６ ２／３ ０ １１００

表２１６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ５ －１ －３ ０ －１ １ ０ ３００
ｘ３ ３／２ 　２ １ １／２ ０ ０ ３００
ｘ６ －２ －１ ０ －１ ０ １ ２００

ｒ ５／２ 　２ ０ ３／２ ０ ０ ９００

　　下面我们给出参数ｂｓ的灵敏度分析一般公式．设

ｂ′ｓ＝ｂｓ＋Δｂｓ （ｂ′＝ｂ＋Δｂｓｅｓ），

此时，Ｔ（Ｂ）中ｂ和ｆ０ 改变．为了保持Ｂ仍为最优基，新的ｂ′＝Ｂ－１ｂ′≥０仍应成立．现令

Ｂ－１ ＝（ｈｉｊ）ｍ×ｍ ＝（ｈ１，⋯，ｈｍ）， （２２３）

其中ｈｉ表示Ｂ－１的第ｉ列。于是

ｂ′＝Ｂ－１（ｂ＋Δｂｓｅｓ）＝ｂ＋ΔｂｓＢ－１ｅｓ ＝ｂ＋Δｂｓｈｓ．
为使ｂ′≥０，则应有

Δｂｓ ≥－ｂｉ

ｈｉｓ
　（ｈｉｓ ＞０），

Δｂｓ ≤－ｂｉ

ｈｉｓ
　（ｈｉｓ ＜０）．

考虑到可能会出现ｈｓ ≤０或ｈｓ ≥０的情况，所以Δｂｓ的变化范围为

ｍａｘ －∞，－ｂｉ

ｈｉｓ
ｈｉｓ ＞０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ ≤Δｂｓ

≤ｍｉｎ ＋∞，－ｂｉ

ｈｉｓ
ｈｉｓ ＜０，１≤ｉ≤｛ ｝ｍ ． （２２４）

当Δｂｓ在式（２２４）所给的范围内变化时，最优基不变，最优解为

Ｘ
Ｂ ＝ｂ′＝Ｂ－１ｂ′＝ｂ＋Δｂｓｈｓ，　Ｘ

Ｄ ＝０，

最优值ｆ ＝Ｃ犜
Ｂｂ′．当Δｂｓ超出式（２２４）规定的范围时，则ｂ′≥０不成立，可用对偶单纯

形法继续迭代，求得最优解．
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例２１６　用公式（２２４）对例２１２的ｂ１ 作灵敏度分析．
解　现在ｓ＝１．由表２１０知：Ｂ－１ ＝（ｙ４，ｙ５，ｙ６），ｈｓ ＝ｈ１ ＝ｙ４ ＝（１／３，－１／６，

－２／３）犜，ｂ＝（２００／３，５００／３，８００／３）犜．因此，为使最优基保持不变，由公式（２２４）知，

Δｂ１ 的变化范围为

－２００
３

１
３ ≤Δｂ１ ≤ ｍｉｎ －５００

３ －（ ）１
６
，－８００

３ －（ ）｛ ｝２
３
，

即

－２００≤Δｂ１ ≤４００．

２．５．３　变量ｘｓ的系数列向量Ａ．ｓ的变化

若矩阵Ａ的第ｓ列Ａ．ｓ发生变化，我们怎样在已有最优单纯形表Ｔ（Ｂ）的基础上去
求解修改后的线性规划问题呢？下面分两种情况来讨论．

１．情况一

ｓＩＢ．这时最优基Ｂ未受影响，仅Ｔ（Ｂ）中第ｓ列ｙｓ及ｒｓ受到影响．现设Ａ．ｓ变为

Ａ′．ｓ，则将Ｔ（Ｂ）中第ｓ列ｙｓ用Ｂ－１Ａ′．ｓ取代，ｒｓ修改为ｒ′ｓ＝ｃｓ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ′．ｓ．若

ｒ′ｓ＝ｃｓ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ′．ｓ ≥０

成立，则Ｘ仍为修改后的问题的最优解，否则对修改后的单纯形表Ｔ（Ｂ）用单纯形
法继续求解．

２．情况二

ｓ＝Ｂｋ ∈ＩＢ．若以Ａ′表示将Ａ 中第ｓ列Ａ．ｓ换成Ａ′．ｓ后所得的矩阵，则修改后的线
性规划问题为

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　Ａ′Ｘ ＝ｂ，　　　　　　（ＬＰ′）

Ｘ≥０．

为了能利用原有Ｔ（Ｂ）中的信息求解（ＬＰ′），类似于两阶段法，我们在第一阶段引进一个
人工变量ｘｎ＋１而先考察下面一个线性规划（ＬＰ″）：

ｍｉｎｗ ＝ｘｎ＋１ ＝ ∑
ｎ＋１

ｊ＝１
ｃ∧ｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　Ａ′Ｘ＋Ａ．ｓｘｎ＋１ ＝ｂ，　　　　（ＬＰ″）

Ｘ≥０，ｘｎ＋１ ≥０，

其中ｃ∧ｊ＝０（ｊ＝１，⋯，ｎ），ｃ∧ｎ＋１＝１．于是，求解（ＬＰ″）成为求解（ＬＰ′）的第一阶段．
用单纯形法求解（ＬＰ″）时，初始指标集可以这样取：将（ＬＰ）最优表相应指标集

｛Ｂ１，⋯，Ｂｋ，⋯Ｂｍ｝中第ｋ个指标Ｂｋ ＝ｓ置换成（ｎ＋１），即取指标集

｛Ｂ１，⋯，Ｂｋ－１，（ｎ＋１），Ｂｋ＋１，⋯，Ｂｍ｝，
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（ＬＰ″）关于该指标集相应的基即为原有问题（ＬＰ）的最优基Ｂ．我们对（ＬＰ）的最优表

Ｔ（Ｂ）作下列修改即可得到（ＬＰ″）的初始单纯形表：
（１）将Ｔ（Ｂ）中第ｋ个基本变量ｘＢｋ ＝ｘｓ换成ｘｎ＋１，在Ｔ（Ｂ）中增加ｘｎ＋１一列，ｙｎ＋１

＝ｅｋ，ｒｎ＋１ ＝０（此时ｘｓ成为非基本变量，ｓ置入ＩＤ 中）。

（２）将Ｔ（Ｂ）中ｘｓ所在列ｙｓ换成Ｂ－１Ａ′．ｓ ＝（ｙ′１ｓ，⋯，ｙ′ｍｓ）犜．
（３）由于Ｃ

　∧
犜
Ｂ ＝（０，⋯，１，⋯，０）＝ｅ犜

ｋ，所以将Ｔ（Ｂ）中ｒ行元素重新计算：

ｒｊ ＝ｃ∧ｊ－Ｃ
　∧

犜
Ｂｙｊ ＝０－ｅ犜

ｋｙｊ ＝－ｙｋｊ，　ｊ∈ＩＤ，ｊ≠ｓ．

ｒｓ ＝ｃ∧ｓ－Ｃ
　∧

犜
ＢＢ－１Ａ′．ｓ ＝－ｅ犜

ｋＢ－１Ａ′．ｓ ＝－ｙ′ｋｓ，

ｗ０ ＝Ｃ
　∧

犜
Ｂｂ＝ｂｋ．

修改后的单纯形表如表２１７所示．
表２１７

Ｃ
　∧

Ｃ
　∧

Ｂ ｘＢ

… ０ … ０ … １

… ｘｓ … ｘｊ … ｘｎ＋１

ｂ

０ ｘＢ１ … ｙ′１ｓ … ｙ１ｊ … ０ ｂ１

    

１ ｘｎ＋１ … ｙ′ｋｓ … ｙｋｊ … １ ｂｋ

     

０ ｘＢｍ … ｙ′ｍｓ … ｙｍｊ … ０ ｂｍ

ｒ … －ｙ′ｋｓ … －ｙｋｊ … ０ －ｂｋ

　　对表２１７我们用单纯形法求解，得（ＬＰ″）的基本最优解．当（ＬＰ″）的最优值ｗ ＝０
时，即得（ＬＰ″）的一个基本可行解．然后在第二阶段从该基本可行解出发，用单纯形法对
（ＬＰ′）求解．
例２１７　如果在例２１２中将Ａ．２ ＝（４，１，３）犜换成Ａ′．２ ＝（２，１，４）犜，求最优解．
解　（ＬＰ′）为

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１－４ｘ２－３ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４　　　　 ＝６００，

２ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３　　＋ｘ５　　 ＝４００，

ｘ１＋４ｘ２＋２ｘ３　　　　＋ｘ６ ＝８００，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

由于ｘ２ 是（ＬＰ）的最优单纯形表表２１０的基本变量ｘＢ１
（此时，ｋ＝１），所以在第一阶段

我们先来求解（ＬＰ″）：

ｍｉｎｗ ＝ｘ７；　　　　　　　　　　　　
ｓ．ｔ．　３ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３＋ｘ４　　　 ＋４ｘ７ ＝６００，

２ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３　　＋ｘ５　　＋ｘ７ ＝４００，

ｘ１＋４ｘ２＋２ｘ３　　 　＋ｘ６＋３ｘ７ ＝８００，



运筹学 方法与模型

８４　　　

ｘｊ ≥０，　　ｊ＝１，⋯，７．

取ＩＢ ＝｛７，３，６｝，由表２１０知

Ｂ－１ ＝

１
３ －１

３ ０

－１
６

２
３ ０

－２
３ －１

３

烄

烆

烌

烎
１

，

于是

Ｂ－１Ａ′．２ ＝ １
３
，１
３
，（ ）７
３

犜

．

由表２１０和表２１７，得（ＬＰ″）的初始单纯形表，见表２１８．转轴后得表２１９．

表２１８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ７ １／３ １／３ ０ （１／３） －１／３ ０ １ ２００／３
ｘ３ ５／６ １／３ １ －１／６ ２／３ ０ ０ ５００／３
ｘ６ －５／３ ７／３ ０ －２／３ －１／３ １ ０ ８００／３

ｒ －１／３ －１／３ ０ －１／３ １／３ ０ ０ －２００／３

表２１９

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ４ 　１ １ ０ １ －１ ０ ３ ２００
ｘ３ 　１ １／２ １ ０ １／２ ０ １／２ ２００
ｘ６ －１ ３ ０ ０ －１ １ ２ ４００

ｒ 　０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

　　由表２１９得到（ＬＰ′）的一个初始基本可行解为

Ｘ０ ＝（ｘ１，⋯，ｘ６）犜 ＝（０，０，２００，２００，０，４００）犜．

第二阶段从这个初始基本可行解相应的单纯形表（见表２２０）出发，用单纯形法继续
求解．转轴后得（ＬＰ′）的最优表表２２１．

表２２０

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

－２ －４ －３ ０ ０ ０

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｂ

　０ ｘ４ 　１ １ ０ １ －１ ０ ２００
－３ ｘ３ 　１ １／２ １ ０ １／２ ０ ２００
　０ ｘ６ －１ （３） ０ ０ －１ １ ４００

ｒ 　１ －５／２ ０ ０ ３／２ ０ ６００
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表２２１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ４ ４／３ ０ ０ １ －２／３ －１／３ ２００／３
ｘ３ ７／６ ０ １ ０ ２／３ －１／６ ４００／３
ｘ２ －１／３ １ ０ ０ －１／３ １／３ ４００／３

ｒ １／６ ０ ０ ０ ２／３ ５／６ ２８００／３

　　由表２２１，得（ＬＰ′）的最优解和最优值分别为

Ｘ ＝ ０，４００３
，４００（ ）３

犜
，　ｚ ＝２８００

３ ．

２．５．４　增加新的约束条件

例２１８　现对例２１２中的（ＬＰ）增加约束条件

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ≥２５０， （２２５）

求新的线性规划（ＬＰ
∧

）的最优解．
解　约束条件（２２５）即为

－ｘ１－ｘ２－ｘ３ ≤－２５０． （２２６）

对其引进松弛变量ｘ７ 得

－ｘ１－ｘ２－ｘ３＋ｘ７ ＝－２５０． （２２７）

我们知道，新的（ＬＰ
∧

）含有４个等式约束，故它的单纯形表应有４个基本变量．为利用
（ＬＰ）的最优表Ｔ（Ｂ）给出（ＬＰ

∧

）的初始单纯形表，我们除了取表２１０的３个基本变量

ｘ２，ｘ３ 和ｘ６ 为（ＬＰ
∧

）的基本变量外，再增加一个基本变量ｘ７．因为方程（２２７）中含有变
量ｘ２ 和ｘ３，所以应通过变换把ｘ２ 和ｘ３ 的系数化为零．由表２１０中第一行和第二行相
应的方程可知：

ｘ２ ＝２００
３ －１

３ｘ１－１
３ｘ４＋１

３ｘ５，ｘ３ ＝５００
３ －５

６ｘ１＋１
６ｘ４－２

３ｘ５，

将它代入方程（２２７），整理后得方程

１
６ｘ１＋１

６ｘ４＋１
３ｘ５＋ｘ７ ＝－５０

３
， （２２８）

将它加到表２１０上（在表２１０中再增加ｘ７ 一列）即得表２２２，以它为（ＬＰ
∧

）的初始单纯

形表，用对偶单纯形法继续求解．
由于在表２２２中ｂ４ ＝－５０／３＜０，而对ｊ∈ＩＤ ＝｛１，４，５｝，都有ｙ４ｊ ＞０，于是由

定理２５知（ＬＰ
∧

）无可行解．
下面我们对一般情况进行讨论．
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表２２２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ２ １／３ １ ０ １／３ －１／３ ０ ０ ２００／３
ｘ３ ５／６ ０ １ －１／６ ２／３ ０ ０ ５００／３
ｘ６ －５／３ ０ ０ －２／３ －１／３ １ ０ ８００／３
ｘ７ １／６ ０ ０ １／６ １／３ ０ １ －５０／３

ｒ １１／６ ０ ０ ５／６ ２／３ ０ ０ ２３００／３

　　如果现在对（ＬＰ）增加一个约束条件

（ａｍ＋１）犜Ｘ≤ｂｍ＋１， （２２９）

其中向量ａｍ＋１ ＝（ａｍ＋１
１ ，⋯，ａｍ＋１

ｊ ，⋯，ａ
ｍ＋１
ｎ ）

犜．若对上述约束条件（２２９）引进松弛变量

ｘｎ＋１，则我们面临的问题是：如何利用（ＬＰ）的最优单纯形表Ｔ（Ｂ）来求解下述增加约束
条件（２２９）后的线性规划（ＬＰ

∧

）：

ｍｉｎｆ＝（Ｃ犜，０）
Ｘ
ｘｎ＋

烄
烆

烌
烎１
；

ｓ．ｔ．　
Ａ ０
（ａｍ＋１）犜
烄

烆

烌

烎１

Ｘ
ｘｎ＋

烄
烆

烌
烎１
＝

ｂ
ｂｍ＋

烄
烆

烌
烎１
＝ｂ′， （２３０）

Ｘ ≥０，ｘｎ＋１ ≥０．
若令

ａｍ＋１ ＝
ａｍ＋１

Ｂ

ａｍ＋１

烄

烆

烌

烎Ｄ

其中ａｍ＋１
Ｂ ＝（ａｍ＋１

Ｂ１
，⋯，ａｍ＋１

Ｂｍ
）犜，ａｍ＋１

Ｄ ＝（⋯，ａｍ＋１
ｊ ，⋯）

犜 （ｊ∈ＩＤ），则约束条件（２２９）可
以写成：

（ａｍ＋１
Ｂ ）

犜ＸＢ ＋（ａｍ＋１
Ｄ ）

犜ＸＤ ＋ｘｎ＋１ ＝ｂｍ＋１ （２３１）

由式（１４１）知

ＸＢ ＝ｂ－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｊｘｊ， （２３２）

将它代入约束条件（２３１）可得

（ａｍ＋１
Ｂ ）

犜（ｂ－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｊｘｊ）＋∑
ｊ∈ＩＤ

ａｍ＋１
ｊ ｘｊ＋ｘｎ＋１ ＝ｂｍ＋１，

即

ｘｎ＋１＋∑
ｊ∈ＩＤ

［ａｍ＋１
ｊ －（ａｍ＋１

Ｂ ）
犜ｙｊ］ｘｊ ＝ｂｍ＋１－（ａｍ＋１

Ｂ ）
犜ｂ． （２３３）

于是，我们对线性规划（ＬＰ
∧

）（２３０）取初始基

Ｂ～ ＝
Ｂ ０
（ａｍ＋１

Ｂ ）
犜

烄

烆

烌

烎１
，
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除了原来（ＬＰ）的ｍ个最优基本变量ｘＢ１
，⋯，ｘＢｍ

仍作为（ＬＰ
∧

）的基本变量外，又增加第

ｎ＋１个基本变量ｘｎ＋１，此时（ＬＰ
∧

）的初始指标集

ＩＢ ＝｛Ｂ１，⋯，Ｂｍ，ｎ＋１｝．

我们将方程（２３３）增加到Ｔ（Ｂ）上并增加ｘｎ＋１一列，即可得到（ＬＰ
∧

）关于基Ｂ～的单纯形表

Ｔ（Ｂ～），如表２２３所示．
表２２３

ＸＢ
～ … ｘＢｉ … ｘｊ … ｘｎ＋１ Ｂ～－１ｂ′

ＸＢ … ｅｉ … ｙｊ ０ ｂ
ｘｎ＋１ … ０ … ａｍ＋１

ｊ －（ａｍ＋１
Ｂ ）犜ｙｊ … １ ｂｍ＋１－（ａｍ＋１

Ｂ ）犜ｂ

ｒ … ０ … ｒｊ … ０ －ｆ０

　　若ｂｍ＋１ ＝ｂｍ＋１－（ａｍ＋１
Ｂ ）

犜ｂ≥０，则原有（ＬＰ）的最优解仍为（ＬＰ
∧

）的最优解（此时

ｘｎ＋１ ＝ｂｍ＋１－（ａｍ＋１
Ｂ ）

犜ｂ）；否则，以表２２３为（ＬＰ
∧

）的初始表，用对偶单纯形法继续求解．
例２１９　用上述计算公式求例２１８（ＬＰ

∧

）的单纯形表（表２２２）．
解　由约束条件（２２６）知，

ａ４ ＝（ａ４
１，ａ４

２，ａ４
３，ａ４

４，ａ４
５，ａ４

６）
犜 ＝（－１，－１，－１，０，０，０）犜．

对于（ＬＰ）的最优表表２１０来说，ＩＢ ＝｛２，３，６｝，ＩＤ ＝｛１，４，５｝，所以ａ４
Ｂ ＝（ａ４

２，ａ４
３，

ａ４
６）

犜 ＝（－１，－１，０）犜．在对－ｘ１－ｘ２－ｘ３ ≤－２５０引进松弛变量ｘ７后，我们对（ＬＰ
∧

）取

初始指标集ＩＢ
　～ ＝｛２，３，６，７｝，并由表２１０，对ｊ∈ＩＤ ＝｛１，４，５｝，计算表２２３中的

ｙ４ｊ和ｂ４．

ｙ４１ ＝ａ４
１－（ａ４

Ｂ）
犜ｙ１ ＝－１－（－１，－１，０）

　１
３

　５
６

－

烄

烆

烌

烎
５
３

＝ １
６
，

ｙ４４ ＝ａ４
４－（ａ４

Ｂ）
犜ｙ４ ＝０－（－１，－１，０）

　１
３

－１
６

－

烄

烆

烌

烎
２
３

＝ １
６
，

ｙ５４ ＝ａ４
５－（ａ４

Ｂ）
犜ｙ５ ＝０－（－１，－１，０）

－１
３

　２
３

－

烄

烆

烌

烎
１
３

＝ １
３
，



运筹学 方法与模型

８８　　　

ｂ４ ＝ｂ４－（ａ４
Ｂ）

犜ｂ＝－２５０－（－１，－１，０）

２００
３

５００
３

８００

烄

烆

烌

烎３

＝－５０
３．

于是，即得（ＬＰ
∧

）的单纯形表，如表２２２所示．

２．５．５　增加新的变量

如果我们对（ＬＰ）增加一个新变量ｘｎ＋１，新的问题（ＬＰ′）为

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ＋ｃｎ＋１ｘｎ＋１；

ｓ．ｔ．　ＡＸ＋Ａ．（ｎ＋１）ｘｎ＋１ ＝ｂ，　　　（ＬＰ′）

Ｘ≥０，ｘｎ＋１ ≥０．

那么，我们如何利用（ＬＰ）的最优表Ｔ（Ｂ）来求解（ＬＰ′）呢？
显然，（ＬＰ）的最优基Ｂ仍为（ＬＰ′）的一个基，我们在（ＬＰ）的非基本变量指标集ＩＤ

中增加一个指标ｎ＋１，在Ｔ（Ｂ）增加ｘｎ＋１一列：

ｙｎ＋１ ＝Ｂ－１Ａ．（ｎ＋１），　　ｒｎ＋１ ＝ｃｎ＋１－Ｃ犜
Ｂｙｎ＋１，

于是，我们即得到（ＬＰ′）关于基Ｂ的单纯形表Ｔ′（Ｂ）．当ｒｎ＋１≥０时，Ｘ＝Ｘ，ｘｎ＋１＝０即
为（ＬＰ′）的最优解．当ｒｎ＋１ ＜０时，可应用单纯形法对Ｔ′（Ｂ）继续迭代．
例２２０　对例２１２增加一个新变量ｘ７，Ａ．７＝（２，１，４）犜，ｃ∧７＝４．求增加新变量后

的问题（ＬＰ′）的最优解．
解　由表２１０知，Ｂ＝（Ａ．２，Ａ．３，Ａ．６），ＩＢ ＝｛２，３，６｝．

ｙ７ ＝Ｂ－１Ａ．７ ＝

１
３ －１

３ ０

－１
６

２
３ ０

－２
３ －１

３

烄

烆

烌

烎
１

烄

烆

烌

烎

２

１

４

＝

烄

烆

烌

烎

１
３
１
３
７
３

，　　　　　

ｒ７＝ｃ７－Ｃ犜
Ｂｙ７＝－４－（－４，－３，０）

烄

烆

烌

烎

１
３
１
３
７
３

＝－５
３．

我们得（ＬＰ′）的初始单纯形表，如表２２４所示．用单纯形法对表２２４进行转轴，得表２２５．
　　于是，得增加新变量后的问题的最优解和最优值分别为

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ７）犜 ＝ ０，２００７
，９００

７
，８００（ ）７

犜
，　ｆ ＝６７００

７ ．
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表２２４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ２ １／３ １ ０ １／３ －１／３ ０ １／３ ２００／３
ｘ３ ５／６ ０ １ －１／６ ２／３ ０ １／３ ５００／３
ｘ６ －５／３ ０ ０ －２／３ －１／３ １ （７／３） ８００／３

ｒ １１／６ ０ ０ ５／６ ２／３ ０ －５／３ ２３００／３

表２２５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ２ ４／７ １ ０ ３／７ －２／７ －１／７ ０ ２００／７
ｘ３ １５／１４ ０ １ －１／１４ ５／７ －１／７ ０ ９００／７
ｘ７ －５／７ ０ ０ －２／７ －１／７ ３／７ １ ８００／７

ｒ ９／１４ ０ ０ ５／１４ ３／７ ５／７ ０ ６７００／７

§２．６　影 子 价 格

若线性规划（ＬＰ）的最优单纯形表为Ｔ（Ｂ），最优基为Ｂ，现在我们来讨论，如果参数

ｂｓ的改变量Δｂｓ（其他ｂｉ均不变）没有超出式（２２４）规定的范围，那么，当Δｂｓ＝１时，Δｆ

＝？
由对偶理论知道，最优基Ｂ对应的单纯形因子

Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 ＝（ｕ

１ ，⋯，ｕ
ｍ）

犜

为对偶问题（ＬＤ）的最优解，且（ＬＰ）的最优值

ｆ ＝ｂ犜Ｕ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｕ

ｉ ．

因为当ｂｓ变化而基Ｂ 仍保持最优基地位时，ｕ
ｓ 并不改变，所以若把ｆ视为ｂ１，⋯，ｂｍ

的函数，则当Δｂｓ ＝１时，有

Δｆ ＝ｕ
ｓ ．

下面我们对ｕ
ｓ 的经济意义作进一步的解释．

假设有一家工厂利用ｍ种资源生产ｎ种产品．已知每单位ｊ＃产品的利润为ｃｊ，ｉ＃资

源供应上限为ｂｉ，生产一个单位ｊ＃产品所耗费的ｉ＃资源的定额为ａｉｊ．那么，每种产品各
生产多少，使工厂获利最大？

设ｊ＃产品的生产数量为ｘｊ．则该问题的线性规划模型为

ｍａｘｚ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．
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若Ｂ是它的标准化模型（ＬＰ）的最优基，Ｔ（Ｂ）为最优单纯形表，由§２．４中式（２１７）
知道：Ｕ ＝（Ｃ犜

ＢＢ－１）＝（ｕ
１ ，⋯，ｕ

ｍ）＝（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）犜即为对偶问题（Ｄ）的最优解，
且有ｚ ＝ｂ犜Ｕ．
于是，当ｂｉ发生变化，且Δｂｉ在式（２２４）范围内取值时，ｕ

ｉ 就是ｉ＃资源供应量增加

一个单位时，工厂的最大利润ｆ所能增加的收益．我们称ｕ
ｉ 为关于ｉ＃资源（或关于ｂｉ）

的影子价格，而把向量Ｕ ＝（Ｃ犜Ｂ－１）犜 称为影子价格向量．
如果一个单位的ｉ＃资源的市场价格为ｄｉ，当ｕ

ｉ ＞ｄｉ时，则工厂应该买进部分ｉ＃资

源用于扩大生产，工厂将会增加收益；当ｕ
ｉ ＜ｄｉ时，则工厂可以卖出部分ｉ＃资源而减少

生产规模，此时工厂也会增加收益．
例２２１　在例２１２中，若１＃资源增加３６０个单位所花费用为２００，问是否要增加

１＃资源？

解　例２１５告诉我们，当Δｂ１ ∈［－２００，４００］时最优基不变，１＃资源的影子价格ｕ
１

＝ｒ４ ＝５／６，现在Δｂ１ ＝３６０未超出灵敏度分析范围，所以Δｆ ＝ｕ
１Δｂ１ ＝（５／６）×３６０＝

３００＞２００，故增加１＃资源３６０个单位对工厂是有利的，能增加收益３００－２００＝１００．
所以说，ｕ

ｉ 是在实现最优值时对于第ｉ种资源的一种价格估计，这种估计是针对具体
企业具体产品而存在的一种特殊价格．影子价格与市场价格既有联系又有区别，是市场价格
从不同角度来看的“影子”，可以当作企业的一种经营管理方法，用于内部核算、分析和决策．
设有一个工业系统，它拥有ｎ种不同类型的生产工厂，生产ｍ种社会所需的产品，已

知一年内社会对ｉ＃产品的最低需求量为ｂｉ，又知一年内ｊ＃生产工厂的运行成本为ｃｊ、生

产ｉ＃产品的数量为ａｉｊ．那么，在保证满足社会对ｍ 种产品需求量的前提下，每种类型生
产工厂各应投入多少家运行，才能使总成本达到最小？

设ｘｊ为投入运行的ｊ＃生产工厂的厂家数量，则我们得到如下线性规划模型：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

若Ｂ是它标准化模型（ＬＰ）的最优基，Ｔ（Ｂ）为最优单纯形表，由§２．４中的式（２１５）
知道：Ｕ ＝（Ｃ犜

ＢＢ－１）犜 ＝（ｕ
１ ，⋯，ｕ

ｍ）
犜 ＝（ｒｎ＋１，⋯，ｒｎ＋ｍ）犜 即为对偶问题（Ｄ）的最优

解，且有ｆ ＝ｂ犜Ｕ．
如果市场现在对ｉ＃产品的最低需求量ｂｉ有变化，且Δｂｉ是在式（２２４）所规定的范围

内取值，ｕ
ｉ 就是市场对ｉ＃产品的需求量增加一个单位时，ｆ所增加的运行成本．我们称

ｕ
ｉ 为ｉ＃产品的合理成本，把向量Ｕ ＝（Ｃ犜

ＢＢ－１）犜 称为合理成本向量．
例２２２　某工厂有甲、乙两个车间工段可生产Ａ１，Ａ２ 和Ａ３３类产品，各工段开工一

天生产３类产品的数量、费用以及合同对３类产品的最低需求量由表２２６给出．问各工
段开工几天，能使生产合同的要求得到满足，并能使费用最低？试对ｂ１ 作灵敏度分析，并

求每吨Ａ１ 类产品的合理成本．
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表２２６

定额ａｉｊ（吨／天）
ｊ＃工段

甲 （ｊ＝１） 乙 （ｊ＝２）

生产合同最低

需求量ｂｉ（吨）

产品Ａｉ

Ａ１ ２ ７ ２０
Ａ２ １ １ ５
Ａ３ ８ ２ １６

费用（元／天） １０００ ２０００

　　解　设ｘ１，ｘ２ 分别为工段甲、乙开工的天数，则得模型

　　　 ｍｉｎｆ＝１０００ｘ１＋２０００ｘ２；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋７ｘ２ ≥２０，

ｘ１＋ｘ２ ≥５，

８ｘ１＋２ｘ２ ≥１６，

ｘ１ ≥０，ｘ２ ≥０．

对上述模型引进剩余变量ｘ３，ｘ４，ｘ５ 并用对偶单纯形法求解，得如表２２７所示的最优
表．最优解

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２）犜 ＝（３，２）犜，ｆ ＝７０００．

即甲、乙工段各需开工３天和２天，最低费用为７０００元．

表２２７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ２ ０ １ －１／５ ２／５ ０ ２
ｘ１ １ ０ １／５ －７／５ ０ ３
ｘ５ ０ ０ ６／５ －５２／５ １ １２

ｒ ０ ０ ２００ ６００ ０ －７０００

　　由表２２７知，最优基Ｂ＝（Ａ．２，Ａ．１，Ａ．５），

Ｂ－１ ＝（－ｙ３，－ｙ４，－ｙ５）＝

１
５ －２

５ 　０

－１
５ 　 ７

５ 　０

－６
５ 　５２

５ －

烄

烆

烌

烎
１

．

为使最优基保持不变，由式（２２４）知Δｂ１ 应满足下列条件：

－２ １
５ ≤Δｂ１ ≤ ｍｉｎ －３ －（ ）１

５
，－１２ －（ ）｛ ｝６

５
，

即

－１０≤Δｂ１ ≤１０　（或１０≤ｂ１ ≤３０）．
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Ｕ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜＝（ｒ３，ｒ４，ｒ５）犜＝（２００，６００，０）犜．

所以当ｂ１ ∈［１０，３０］时，每吨Ａ１ 类产品的合理成本为２００元．
应注意，在我们上面讨论的问题中，只有在保持Ｂ为最优基时，向量Ｕ ＝（Ｃ犜

ＢＢ－１）犜

才是合理成本向量和影子价格向量．一般地，若Ｂ为线性规划

ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；　　　　　　　ｍａｘｚ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≥ｂ，　　　　 或 　　ｓ．ｔ．　ＡＸ ≤ｂ，

Ｘ≥０；　　　　　　 Ｘ≥０

所相应的标准型线性规划的最优基，则称向量

Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 ＝（ｕ

１ ，⋯，ｕ
ｍ）

犜

为原有问题的影子价格向量，称ｕ
ｉ为关于ｂｉ的影子价格．若Ｂ为任一个标准型线性规划

问题（ＬＰ）的最优基，则也称Ｕ ＝（Ｃ犜
ＢＢ－１）犜 为此（ＬＰ）问题的影子价格向量，ｕ

ｉ为关于

ｂｉ的影子价格．

习　题　二

１．写出下列线性规划问题的对偶问题：
（１）　　　　 ｍｉｎｆ＝２ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３－７ｘ４；

ｓ．ｔ．　　 ｘ１＋２ｘ２－３ｘ３＋ ｘ４ ≥２，

－２ｘ１＋ ｘ２－ ｘ３＋３ｘ４ ≤－３
７ｘ１－５ｘ２＋４ｘ３－６ｘ４ ＝１０，

ｘ１ ≥０，ｘ２ ０，ｘ３ ０，ｘ４ ≤０．
（２）　　　　 ｍａｘｆ＝３ｘ１－２ｘ２－５ｘ３－８ｘ５；

ｓ．ｔ．　 ２ｘ１＋３ｘ２－３ｘ３－ ｘ４－５ｘ５ ≥－２，

　　　 　ｘ２－２ｘ３＋３ｘ４＋４ｘ５ ＝－５，

－ ｘ１　 　＋２ｘ３－２ｘ４－３ｘ５ ≤－５．
ｘ１ ≤０，ｘ２ ０，ｘ３ ≥０，ｘ４ ≥０，ｘ５ ０．

２．写出下列（Ｐ）的对偶问题（Ｄ）：

ｍｉｎｆ＝１２ｘ１＋８ｘ２＋７ｘ３；

ｓ．ｔ．　４ｘ１－８ｘ２＋５ｘ３ ≥６０，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

用讨论（Ｄ）的方法（不准用单纯形法求解）给出（Ｐ）的最优值．
３．用对偶理论来说明下列线性规划的目标函数无下界：

ｍｉｎｆ＝４ｘ１－５ｘ２＋８ｘ３；

ｓ．ｔ．　２ｘ１　 　＋３ｘ３ ≥６０，

５ｘ１＋２ｘ２　 　 ≥３０，　　　（Ｐ）

３ｘ１　 　＋ ｘ３ ≥２０，
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ｘｊ ０，ｊ＝１，２，３．

４．设（ＬＰ）：ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ＝ｂ，Ｘ≥０｝有最优解，又（ＬＰ′）：ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ＝ｂ′，Ｘ≥０｝
有可行解，其中ｂ≠ｂ′．试用对偶理论证明（ＬＰ′）必有最优解．

５．现有一个线性规划问题（Ｐ１）：

ｍａｘｆ１＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≤ｂ，

Ｘ≥０．

其对偶问题的最优解Ｕ ＝（ｕ
１ ，⋯，ｕ

ｍ）．另一线性规划（Ｐ２）：

ｍａｘｆ２ ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≤ｂ＋ｄ，

Ｘ≥０，

其中ｄ＝（ｄ１，⋯，ｄｍ）犜．求证：ｍａｘｆ２ ≤ ｍａｘｆ１＋ｄ犜Ｕ．
６．给出线性规划：

ｍａｘｚ＝２ｘ１＋ｘ２＋５ｘ３＋６ｘ４；

ｓ．ｔ．　２ｘ１　　 ＋ｘ３＋ ｘ４ ≤８，

２ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋２ｘ４ ≤１２，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．

用松弛互补定理证明本问题在用单纯形法求解时的最优基本变量是ｘ３ 和ｘ４．
７．用对偶单纯形法求解下列线性规划：

ｍｉｎｆ＝６０ｘ１＋４０ｘ２＋８０ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋２ｘ２＋ ｘ３ ≥２，

４ｘ１＋ ｘ２＋３ｘ３ ≥４，

２ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３ ≥３，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，３．

８．某线性规划问题为

ｍａｘｚ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋ｃ３ｘ３；

ｓ．ｔ．　ＡＸ ≤ｂ，

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）犜 ≥０．

将它化成标准型后可得它的一张单纯形表，如表２２８所示．其中ｘ４，ｘ５ 为松弛变量．

表２２８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ３ ０ －１／２ １ １／２ ０ ５／２
ｘ１ １ －１／２ ０ －１／６ １／３ ５／２

ｒ ０ ４ ０ ４ ２ ４０
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　　（１）写出原有线性规划问题；
（２）写出对偶问题；
（３）根据上述单纯形表求对偶问题的最优解．
９．若第一章习题一第１题的标准型的最优单纯形表如表２２９所示（ｘ３，ｘ４，ｘ５ 为

松弛变量）．
表２２９

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ３ ０ ０ １ －３．１２ １．１６ ８４０
ｘ１ １ ０ ０ ０．４ －０．２ ２００
ｘ２ ０ １ ０ －０．１２ ０．１６ ２４０

ｒ ０ ０ ０ １３．６ ５．２ ４２８００

　　（１）试问ｃ１ 和ｃ２ 各在何范围内变动，最优解不变？

（２）若工厂的最优生产计划仍然是两种产品都生产，试分别确定３种资源ｂｉ的变化

范围及影子价格．
１０．若习题一第２题的标准型的最优单纯形表如表２３０所示（ｘ３，ｘ４，ｘ５ 为剩余变

量）．试分别确定ｂｉ的变化区间（最优基保持不变）和合理成本．

表２３０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ４ ０ ０ －４ １ １ ２
ｘ１ １ ０ －３／２ ０ １／２ ３
ｘ２ ０ １ １／２ ０ －１／２ ２

ｒ ０ ０ ５００ ０ ５００ －７０００

　　１１．某工厂生产两种产品，分别需在 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 设备上加工，有关数据如
表２３１所列．它的标准型的最优表（ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６ 为松弛变量）如表２３２所示．假
定Ｂ设备增加１０个台时所需费用为１２，问增加Ｂ设备１０个台时是否合算？若能
增加利润，能增加多少？

表２３１

工　序
产 品

甲（ｘ１） 乙（ｘ２）
允许台时

Ａ ２ ２ ２２
Ｂ １ ２ ８
Ｃ ４ ０ １６
Ｄ ０ ４ ２８

单位产品利润 ｃ１ ｃ２
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表２３２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ３ ０ ０ １ －１ －１／４ ０ １０
ｘ１ １ ０ ０ ０ １／４ ０ ４
ｘ６ ０ ０ ０ －２ １／２ １ ２０
ｘ２ ０ １ ０ １／２ －１／８ ０ ２

ｒ ０ ０ ０ ３／２ １／８ ０ １４

　　１２．若线性规划

ｍｉｎｆ＝－２ｘ１＋ｘ２－ｘ３；

ｓ．ｔ．　 ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３＋ｘ４　 　 ＝６，

－ｘ１＋２ｘ２　　　 　＋ｘ５ ＝１０，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５

的最优单纯形表如表２３３所示．
表２３３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ１ １ １ １ １ ０ ６
ｘ５ ０ ３ １ １ １ １０

ｒ ０ ３ １ ２ ０ １２

　　（１）若Ａ．２ ＝（１，２）犜 变为Ａ′．２ ＝（２，５）犜，求新问题的最优解．
（２）若Ａ．１ ＝（１，－１）犜 变为Ａ′．１ ＝（０，－１）犜，求新问题的最优解．
１３．若线性规划

ｍｉｎｆ＝－４０ｘ１－５０ｘ２；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３ ＝３，

４ｘ１＋２ｘ２＋ｘ４ ＝２．５，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４

的最优单纯形表如表２３４所示．现Ａ．２ ＝（３，２）犜变为Ａ′．２ ＝（４，３）犜，求新问题的最优解．

表２３４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ ０ １ １／２ －１／４ ７／８
ｘ１ １ ０ －１／４ ３／８ ３／１６

ｒ ０ ０ １５ ５／２ ５１１
４

　　１４．（１）对第１２题的线性规划增加一个决策变量ｘ６，相应的ｃ６＝－６，Ａ．６＝
（２，－１）犜，求新问题的最优解．
（２）对第１２题的线性规划增加一个新的约束条件－ｘ１＋２ｘ２≥２，求新问题的最优解．
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第三章　运 输 问 题

在生产实践中，我们经常会遇到这样一类线性规划问题：其变量与约束条件的个数

都非常庞大，因此在计算机上应用单纯形法求解时，可能相当费时或存储单元不能满足

要求，但是这些线性规划往往具有另一个特点———系数矩阵Ａ＝（ａｉｊ）中元素ａｉｊ 大多数

为零，而非零的元素ａｉｊ又呈现一定规律，于是，可利用问题的特殊结构而拟制比单纯形

法简便得多的特殊解法，使得存储单元减少，节省计算时间和费用．本章讨论的运输问题
就是属于这样一类特殊结构的线性规划问题．我们先介绍运输问题的数学模型，然后给
出其求解方法———表上作业法，最后介绍一些典型的建立运输问题模型的应用例题．

§３．１　运输问题的数学模型

运输问题这个名称的获得是因为这类模型首先在物资运输的合理规划中形成并运

用的缘故。但是，运输问题及其求解方法所管辖、研究的对象事实上要广义得多，例如，

对于生产计划等这类管理问题它也是行之有效的。下面我们给出一般的运输问题的

数学模型：

例３１　现有ｍ个发点Ａ１，⋯，Ａｉ，⋯，Ａｍ，可供应某种物资给ｎ个收点Ｂ１，⋯，

Ｂｊ，⋯，Ｂｎ．发点Ａｉ的物资供应量（发量）为ａｉ，收点Ｂｊ 对物资的需求量（收量）为ｂｊ，且

收发平衡：即∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ．又设单位物资从Ａｉ运往Ｂｊ的单位运价为ｃｉｊ．问怎样运输这

些物资，以使总运费最小？

解　我们将问题所给的有关信息制成表３１，并称它为运输收发平衡单位运价表

（有时简称运输表格）．
表３１

　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　
Ｂ１ … Ｂｊ … Ｂｎ ａｉ

Ａ１ ｃ１１ … ｃ１ｊ … ｃ１ｎ ａ１

    

Ａｉ ｃｉ１ … ｃｉｊ … ｃｉｎ ａｉ

    

Ａｍ ｃｍ１ … ｃｍｊ … ｃｍｎ ａｍ

ｂｊ ｂ１ … ｂｊ … ｂｎ
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　　设发点Ａｉ至收点Ｂｊ的运量为ｘｉｊ，则我们有表３２．

表３２

　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　
Ｂ１ … Ｂｊ … Ｂｎ ａｉ

Ａ１

ｃ１１

ｘ１１ …
ｃ１ｊ

ｘ１ｊ …
ｃ１ｎ

ｘ１ｎ ａ１

    

Ａｉ

ｃｉ１

ｘｉ１ …
ｃｉｊ

ｘｉｊ …
ｃｉｎ

ｘｉｎ ａｉ

    

Ａｍ

ｃｍ１
ｘｍ１ …

ｃｍｊ
ｘｍｊ …

ｃｍｎ

ｘｍｎ
ａｍ

ｂｊ ｂ１ … ｂｊ … ｂｎ

　　我们不难建立运输问题的线性规划模型：

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ；　　　　　　　

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝ａｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （３１）

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝ｂｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

ｘｉｊ ≥０，　ｉ＝１，⋯，ｍ；　ｊ＝１，⋯，ｎ，

其中∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ ＝ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ．今后我们称模型（３１）为运输问题的标准模型，它含有ｍｎ个变量．

如果我们将全部发量约束∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝ａｉ相加，就得到∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉ，将全部收量约

束∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝ｂｊ相加，就得到∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ，由于收发平衡，有∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ，所以模型

（３１）中ｍ＋ｎ个等式约束不是相互独立的．但可以证明，若这ｍ＋ｎ个等式约束中任取

ｍ＋ｎ－１个，则它们是相互独立的．如果在ｍ＋ｎ个等式约束中删除任何一个，则运输问
题（３１）的可行域不变．所以，问题（３１）的基本解仅有ｍ＋ｎ－１个基本变量．
我们知道，单纯形法的基本步骤是：寻找初始基本可行解，由检验数来判别它是不是

最优解？若不是最优解，则进行转轴．对于运输问题来说，这些步骤可采用简单方法．在
手算时，它们可在运输表格上直接进行，所以俗称运输问题的求解方法为表上作业法．
那么，我们在运输收发平衡表的ｍｎ个变量中，如何选取ｍ＋ｎ－１个变量使其成为基

本变量组呢？为此，我们先介绍一些有关的基本概念．
（１）设Ｅ是运输问题（３１）的一组变量．如果对Ｅ中变量作适当的排列后能得到下
列形式：

ｘｉ１ｊ１
，ｘｉ１ｊ２
，ｘｉ２ｊ２
，ｘｉ２ｊ３
，⋯，ｘｉｓｊｓ

，ｘｉｓｊ１
，
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其中ｉ１，ｉ２，⋯，ｉｓ互不相同，ｊ１，ｊ２，⋯，ｊｓ互不相同，则称Ｅ为运输问题（３１）的一个闭
回路．闭回路中相应变量称为闭回路的顶点．
例如，设ｍ＝３，ｎ＝４，Ｅ＝｛ｘ１３，ｘ１４，ｘ３４，ｘ３１，ｘ２１，ｘ２３｝是一个闭回路．若把闭回

路中变量作为顶点在运输表格中画出，并把闭回路中处在同一行或同一列的顶点用线段

相连（称为闭回路的边），那么，上述Ｅ就有表３３所示的形状．

表３３

闭回路的边只能是水平或垂直的，闭回路的边所通过的行或列都恰有它的两

个顶点．
（２）设Ｑ是运输问题（３１）的一组变量，若ｘｉｊ为Ｑ 中一个变量，且ｘｉｊ是第ｉ行或第ｊ
列中属于Ｑ的唯一变量，则我们称ｘｉｊ为Ｑ 的一个孤立点．
例如，如表３４所示，在变量组

Ｑ＝｛ｘ１１，ｘ１４，ｘ１５，ｘ１６，ｘ２６，ｘ２３，ｘ３１，ｘ４２，ｘ４３，ｘ４５｝

中，ｘ３１，ｘ１４和ｘ４２是Ｑ的孤立点．Ｅ＝｛ｘ１５，ｘ１６，ｘ２６，ｘ２３，ｘ４３，ｘ４５｝是一个闭回路，Ｅ的
顶点都在Ｑ中，我们称Ｅ为Ｑ 中的一个闭回路．

表３４

对于运输问题（３１），我们给出下列定理．
定理３１　
（１）在运输问题（３１）的ｍ＋ｎ个等式约束方程中只有ｍ＋ｎ－１个方程是相互独立
的，而且其中任意一组ｍ＋ｎ－１个约束方程都是相互独立的．
（２）在运输问题（３１）的ｍｎ个变量中，选取ｍ＋ｎ－１个变量构成变量组Ｑ，则Ｑ能
成为基本变量组的充要条件是：Ｑ中不存在闭回路．
（３）设Ｑ是运输问题（３１）的一组基本变量，ｘｓｔ为非基本变量，则ｘｓｔ必对应一条唯
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一的闭回路Ｅ．Ｅ除顶点ｘｓｔ外，其余顶点都为基本变量．
（４）如果在运输问题（３１）中ａｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）和ｂｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ）都为整数，则任
一基本解中各变量的取值均为整数．
例如，表３５所给的变量组

Ｑ＝｛ｘ１２，ｘ１４，ｘ１５，ｘ２３，ｘ２６，ｘ３５，ｘ４１，ｘ４３，ｘ４５｝

就是一个基本变量组．此时，ｘ１１为非基本变量（今后用记号“”表示），则可见在Ｑ ∪
｛ｘ１１｝中就存在一条闭回路Ｅ＝｛ｘ１１，ｘ１５，ｘ４５，ｘ４１｝．

表３５

　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ Ｂ６

Ａ１ ｘ１１× ·ｘ１２ ·ｘ１４ ·ｘ１５

Ａ２ ·ｘ２３ ·ｘ２６

Ａ３ ·ｘ３５

Ａ４ ｘ４１· ·ｘ４３ ·ｘ４５

　　下面我们来讨论一下，若Ｑ为运输问题的一个基本变量组，ｘｓｔ为非基本变量，那么，

我们如何在Ｑ∪｛ｘｓｔ｝中确定闭回路Ｅ呢？
从闭回路的性质可知，Ｑ∪｛ｘｓｔ｝中的孤立点ｘｉｊ 一定不是Ｅ 的顶点，故我们可以通

过反复从变量组中删去孤立点来获得Ｅ．有的变量原来并不是一个孤立点，但当从变量
组中删去一些变量后，就可能成为由余下变量组成的变量组的孤立点，它同样应被删去．
最后剩下未被删去的变量便组成闭回路Ｅ，而ｘｓｔ一定是Ｅ 的一个顶点．
例如，在表３５中，对于Ｑ ∪｛ｘ１１｝来说，现在ｘ１２，ｘ１４，ｘ２６，ｘ３５是孤立点，但从

Ｑ∪｛ｘ１１｝中删去这４个点以后得Ｑ１，则ｘ２３成为Ｑ１ 的孤立点，从Ｑ１ 中删去ｘ２３得Ｑ２，则ｘ４３

又成为Ｑ２ 的孤立点，再从Ｑ２ 中删去ｘ４３，得Ｅ＝｛ｘ１１，ｘ４１，ｘ４５，ｘ１５｝，它是一个闭回路．

§３．２　表 上 作 业 法

３．２．１　初始基本可行解的寻求

求运输问题（３１）的初始基本可行解有多种方法，这里介绍西北角法和最小元素法．
１．西北角法
西北角法按下列规则在ｍｎ个变量中选择ｍ＋ｎ－１个基本变量构成变量组Ｑ：从运

输表格的西北角ｘ１１开始，优先安排编号小的发点和收点之间的运输任务．
我们通过实例来说明西北角法。

例３２　给出运输问题，如表３６所示．试用西北角法确定它的一个基本可行解．
解　将变量ｘｉｊ所在方格记为（ｉ，ｊ），我们的目的是给各空格（ｉ，ｊ）填上ｘｉｊ的适当数

量，使之满足发量约束或收量约束．在表３７中，我们首先从西北角空格（１，１）开始填写：

ｘ１１ ＝ ｍｉｎ｛ａ１，ｂ１｝＝ ｍｉｎ｛１５，１２｝＝１２．
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表３６

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ １５

Ａ２ ２０

Ａ３ １０

ｂｊ １２ １５ １０ ８

　

表３７

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ １２ ３   １５　３　０

Ａ２  １２ ８  ２０　８　０

Ａ３   ２ ８ １０　８　０

ｂｊ １２ １５ １０ ８
０ １２ ２ ０

０ ０

取Ｑ＝｛ｘ１１｝．此时Ｂ１所需运量１２全部从Ａ１运来，Ｂ１对应的收量约束ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１

＝１２已被满足，变量ｘ２１与ｘ３１都应取值为零，我们在相应空格（２，１）和（３，１）内打
上记号“”，表示该两个变量为非基本变量，其值为０．同时，ｂ１ 由１２变为０，ａ１ 变

为１５－１２＝３．
接着，安排发点Ａ１ 和收点Ｂ２ 之间的运输任务．取

ｘ１２ ＝ ｍｉｎ｛ａ１，ｂ２｝＝ ｍｉｎ｛３，１５｝＝３，

于是此时Ａ１ 的发量已全部运完，ａ１ 改为０，ｘ１３与ｘ１４作为非基本变量取值为０，在空格
（１，３）和（１，４）内打上记号“”，ｂ２ 改为１５－３＝１２．于是，Ｑ＝｛ｘ１１，ｘ１２｝．接下去再安
排Ａ２ 与Ｂ２ 之间的运输任务．如此继续进行运量分配，整个具体运算过程列在表３７中，
可知基本变量组Ｑ＝｛ｘ１１，ｘ１２，ｘ２２，ｘ２３，ｘ３３，ｘ３４｝．
这样，得到一个基本可行解：

ＸＢ＝（ｘ１１，ｘ１２，ｘ２２，ｘ２３，ｘ３３，ｘ３４）犜＝（１２，３，１２，８，２，８）犜，

ＸＤ＝（ｘ１３，ｘ１４，ｘ２１，ｘ２４，ｘ３１，ｘ３２）犜＝（０，０，０，０，０，０）犜．

例３３　对运输表格表３８，用西北角法求初始基本可行解．
解　在表３９中，取ｘ１１ ＝１５，在（２，１）和（３，１）空格打记号“”；取ｘ１２ ＝５，在

（１，３）和（１，４）空格打上“”，ａ１ 改为５，ｂ１，ｂ２ 分别改为０，１０．

表３８

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ ２０

Ａ２ １０

Ａ３ ３０

ｂｊ １５ １５ １０ ２０

　　

表３９

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ １５ ５   ２０　５

Ａ２  １０ 　

Ａ３  ３０ 　

ｂｊ １５ １５ １０ ２０
０ １０

在表３９中我们看到，当空格（２，２）填上数字ｘ２２ ＝１０以后，发量约束和收量约束都
得到满足，发量ａ２ 和收量ｂ２ 都应变为０．此时，我们只能对行或列之一的剩余空格打记
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号“”，然后在剩余空格中再按西北角法运算下去（否则，我们对行和列的剩余空格同时
打记号“”，那么运算结束时我们就会发现基本变量少于ｍ＋ｎ－１个）．

　

表３１０

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ １５ ５   ２０　５　０

Ａ２  １０ ０  １０　０ 　

Ａ３   １０ ２０ ３０　０ 　

ｂｊ

１５ １５ １０ ２０
０ １０ ０ ０

０

一般地，在算法的迭代过程中，如果

对空格（ｓ，ｔ）填写数字ｘｓｔ后，发量约束和

收量约束都得到满足，ａｓ 与ｂｔ 都变为０，
则我们规定：

对Ｂｔ列的剩余空格打记号“”，对
空格（ｓ，（ｔ＋１））填写数字ｘｓ（ｔ＋１） ＝０
（ｘｓ（ｔ＋１） 作为基本变量置入变量组Ｑ中），
再对Ａｓ 行剩余空格打记号“”，然后继
续运算下去．
按此规定，对表３９继续运算，整个

过程如表３１０所示．
本问题的基本可行解为

ＸＢ ＝（ｘ１１，ｘ１２，ｘ２２，ｘ２３，ｘ３３，ｘ３４）犜 ＝（１５，５，１０，０，１０，２０）犜，

ＸＤ ＝（ｘ１３，ｘ１４，ｘ２１，ｘ２４，ｘ３１，ｘ３２）犜 ＝（０，０，０，０，０，０）犜．

倘若，对例３３，如果在表３１０中我们不选ｘ２３ ＝０作为基本变量，而让ｘ２３ ＝０作为
非基本变量（用记号“”表示），那么，我们应在其余非基本变量（表３１０中打记号“”
者）中选一个变量作为基本变量并取值为０，但要保证该变量置入变量组Ｑ后，Ｑ中不应
含有闭回路．例如，我们可以选ｘ１４ ＝０作为基本变量置入变量组Ｑ中．
在运算过程中，若以Ｉ表示当前还有货物要运送的发点的下标集合，Ｊ表示当前需求

量尚未得到满足的收点的下标集合，Ｑ为基本变量组，Ｈ 为非基本变量组，则西北角法算
法步骤如下：

① 取Ｉ＝｛１，⋯，ｍ｝，Ｊ＝｛１，⋯，ｎ｝，Ｑ＝ ．

②Ｉ是否仅含指标ｍ？
若是，则ｘｍｊ ＝ｂｊ，ｊ∈Ｊ．
Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｍｊ｜ｊ∈Ｊ｝，Ｈ ＝｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ Ｑ，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ｝；

ｘｉｊ ＝０（ｘｉｊ ∈Ｈ），算法终止．
若否，则转步骤③．

③Ｊ是否仅含指标ｎ？
若是，则ｘｉｎ ＝ａｉ，ｉ∈Ｉ．
Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｉｎ｜ｉ∈Ｉ｝，Ｈ ＝｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ Ｑ，ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ｝；

ｘｉｊ ＝０（ｘｉｊ ∈Ｈ），算法终止．
若否，则确定ｓ和ｔ，取

ｓ＝ ｍｉｎ｛ｉ｜ｉ∈Ｉ｝，ｔ＝ ｍｉｎ｛ｊ｜ｊ∈Ｊ｝，转步骤 ④．

④ 取ε＝ ｍｉｎ｛ａｓ，ｂｔ｝，ｘｓｔ ＝ε，Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｓｔ｝．

⑤ｘｓｔ ＝ε＝ｂｔ？
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若是，则ｂｔ ＝ｂｔ－ε，ａｓ ＝ａｓ－ε，Ｊ＝Ｊ－｛ｔ｝，转步骤 ②
若否，则ａｓ ＝ａｓ－ε，ｂｔ ＝ｂｔ－ε，Ｉ＝Ｉ－｛ｓ｝，转步骤 ②．
２．最小元素法
最小元素法采用如下规则选取ｍ＋ｎ－１个基本变量：优先安排单位运价ｃｉｊ小的发点

Ａｉ与收点Ｂｊ之间的运输任务．
例３４　给运输问题如表３１１．用最小元素法求初始基本可行解．

表３１１

　　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１
４ ７ ３ １０ ２０

Ａ２
２ ５ ２ ６ １０

Ａ３
９ ３ ８ ４ ２５

ｂｊ １２ １６ １４ １３

　　解　现在Ｉ＝｛１，２，３｝，Ｊ＝｛１，２，３，４｝，取ｃｓｔ ＝ｍｉｎ｛ｃｉｊ｜ｉ∈Ｉ，ｊ∈Ｊ｝＝ｃ２３

＝２，于是，令

ｘｓｔ ＝ｘ２３ ＝ε＝ ｍｉｎ｛ａ２，ｂ３｝＝ ｍｉｎ｛１０，１４｝＝１０，

将ｘ２３置入变量组Ｑ中，ａ２ 变为０，ｂ３ 变为１４－１０＝４．对Ａ２ 行的剩余空格打上记号“”．
现在Ｉ＝｛１，３｝，Ｊ＝｛１，２，３，４｝，取ｃｓｔ ＝ｍｉｎ｛ｃｉｊ｜ｉ∈Ｉ，ｊ∈Ｊ｝＝ｃ１３ ＝３，于

是，令

ｘｓｔ ＝ｘ１３ ＝ε＝ ｍｉｎ｛ａ１，ｂ３｝＝ ｍｉｎ｛２０，４｝＝４，

将ｘ１３置入变量组Ｑ中，ａ１ 变为１６，ｂ３ 变为０．将Ｂ３ 列剩余空格打上记号“”．继续运
算，整个过程如表３１２所示．

表３１２

　　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１

４
１２

７


３
４

１０
４ ２０　１６　４　０

Ａ２

２


５


２
１０

６
 １０　 ０

Ａ３

９


３
１６

８


４
９ ２５　 ９　０

ｂｊ

１２ １６ １４ １３
０ ０ ４ ４

０ ０

　　于是，得到一个基本可行解：
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ＸＢ ＝（ｘ１１，ｘ１３，ｘ１４，ｘ２３，ｘ３２，ｘ３４）犜 ＝（１２，４，４，１０，１６，９）犜，

ＸＤ ＝（ｘ１２，ｘ２１，ｘ２２，ｘ２４，ｘ３１，ｘ３３）犜 ＝（０，０，０，０，０，０）犜

在运用最小元素法求基本可行解的过程中，为保证基本变量的个数为ｍ＋ｎ－１，我
们要遵循下列两点规定：

① 当运量待分配的运输表格剩下最后一行或最后一列有未填写数值或未打记号
“”的空格时，只准填写数值（包括零）不准打记号“”；

② 如果空格（ｓ，ｔ）填写数量值ｘｓｔ后，Ａｓ行及Ｂｔ列的约束方程同时满足，修改后的ａｓ

及ｂｔ均为０，我们仅对行或列之一的剩余空格打记号“”．在这里，我们不妨规定对Ａｓ所

在行的剩余空格打记号“”．
例３５　给运输问题如表３１３所示，用最小元素法求初始基本可行解．

表３１３

　　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１
６ ２ ９ ７ １０

Ａ２
５ ３ ４ １２ ２５

Ａ３
２ ８ ７ １０ １５

ｂｊ １５ １０ １７ ８

　　解　现在Ｉ＝｛１，２，３｝，Ｊ＝｛１，２，３，４｝，取ｃｓｔ ＝ｍｉｎ｛ｃｉｊ｜ｉ∈Ｊ｝＝ｃ１２ ＝２，于

是，令

ｘｓｔ ＝ｘ１２ ＝ ｍｉｎ｛ａ１，ｂ２｝＝ ｍｉｎ｛１０，１０｝＝１０，

ａ１ 与ｂ２ 都变为０，对Ａ１ 行的剩余空格打记号“”．
现在Ｉ＝｛２，３｝，Ｊ＝｛１，２，３，４｝，ｃｓｔ ＝ｍｉｎ｛ｃｉｊ｜ｉ∈Ｉ，ｊ∈Ｊ｝＝ｃ３１ ＝２，于是，令

ｘｓｔ ＝ｘ３１ ＝ ｍｉｎ｛ａ３，ｂ１｝＝ ｍｉｎ｛１５，１５｝＝１５，

ａ３ 与ｂ１ 均变为０，对Ａ３ 行剩余空格打记号“”．
表３１４

　　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａ２

Ａ１

６


２
１０

９


７
 １０　０

Ａ２

５
０

３
０

４
１７

１２
８ ２５　０

Ａ３

２
１５

８


７


１０
 １５　０

ｂｊ
１５ １０ １７ ８
０ ０ ０ ０
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　　此时，Ｉ＝｛２｝，Ｊ＝｛１，２，３，４｝，我们对Ａ２ 行的空格均填写数字：ｘ２ｊ ＝ｂｊ．整个
运算过程如表３１４所示．
由表３１４得基本可行解：

ＸＢ＝（ｘ１２，ｘ２１，ｘ２２，ｘ２３，ｘ２４，ｘ３１）犜＝（１０，０，０，１７，８，１５）犜，

ＸＤ＝（ｘ１１，ｘ１３，ｘ１４，ｘ３２，ｘ３３，ｘ３４）犜＝（０，０，０，０，０，０）犜．

我们将最小元素法算法步骤归纳如下：

① 取Ｉ＝｛１，⋯，ｍ｝，Ｊ＝｛１，⋯，ｎ｝，Ｑ＝ ．

②Ｉ是否仅含一个指标？
若是，则对ｉ∈Ｉ，取ｘｉｊ ＝ｂｊ （ｊ∈Ｊ）．Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｉｊ｜ｊ∈Ｊ｝，转步骤 ③．
若否，则Ｊ是否仅含一个指标？
若是，则对ｊ∈Ｊ，取ｘｉｊ ＝ａｉ （ｉ∈Ｉ），Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｉｊ｜ｉ∈Ｉ｝，转步骤 ③．
若否，则转步骤④．

③ 取非基本变量组Ｈ ＝｛ｘｉｊ｜ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ｝－Ｑ；对ｘｉｊ ∈ Ｈ，令

ｘｉｊ ＝０，算法终止．

④ 取ｃｓｔ＝ｍｉｎ｛ｃｉｊ｜ｉ∈Ｉ，ｊ∈Ｊ｝；ｘｓｔ＝ｍｉｎ｛ａｓ，ｂｔ｝，Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｓｔ｝，ａｓ＝ａｓ－ｘｓｔ，

ｂｔ ＝ｂｔ－ｘｓｔ．

⑤ａｓ ＝０？
若是，则Ｉ＝Ｉ－｛ｓ｝，转步骤 ②．
若否，则Ｊ＝Ｊ－｛ｔ｝，转步骤 ②．

３．２．２　位势法

在求出运输问题的一个基本可行解和基本变量组Ｑ以后，根据单纯形法步骤，我们
应该计算变量ｘｉｊ的检验数ｒｉｊ．下面介绍位势法．
我们引进ｍ＋ｎ个变量ｕ１，⋯，ｕｍ，ｖ１，⋯，ｖｎ（其中有一个变量可以自由定值），对

于ｘｉｊ ∈Ｑ，我们构造方程：

ｕｉ＋ｖｊ ＝ｃｉｊ （ｘｉｊ ∈Ｑ）． （３２）

因为Ｑ有ｍ＋ｎ－１个基本变量，所以我们得到了ｍ＋ｎ－１个方程．于是这ｍ＋ｎ个变
量中有一个变量可以自由定值，为了统一起见，我们不妨令ｕ１ ＝０．从而，由

ｕ１ ＝０，

ｕｉ＋ｖｊ ＝ｃｉｊ （ｘｉｊ ∈Ｑ烅
烄
烆 ），

（３３）

我们可以求出ｍ＋ｎ－１个变量的值．我们把方程组（３４）的一组解称为位势．
求出位势后，我们用下列公式来计算变量ｘｉｊ的检验数：

ｒｉｊ ＝ｃｉｊ －（ｕｉ＋ｖｊ）． （３４）

关于位势法的原理．我们这里就不作进一步说明了．
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例３６　对于表３１４，求出位势及检验数．
解　由于现在基本变量组

Ｑ＝｛ｘ１２，ｘ２１，ｘ２２，ｘ２３，ｘ２４，ｘ３１｝，

故根据式（３３），得下面方程组：

ｕ１ ＝０，

ｕ１＋ｖ２ ＝２，ｕ２＋ｖ１ ＝５，ｕ２＋ｖ２ ＝３，

ｕ２＋ｖ３ ＝４，ｕ２＋ｖ４ ＝１２，ｕ３＋ｖ１ ＝２
烅
烄

烆 ．

求得位势：

ｕ１ ＝０，ｕ２ ＝１，ｕ３ ＝－２，ｖ１ ＝４，ｖ２ ＝２，ｖ３ ＝３，ｖ４ ＝１１．

再由式（３４）便可求得检验数ｒｉｊ，如表３１５所示，ｒｉｊ置于运输表格（ｉ，ｊ）格的左下角．运
输表格中的ｕｉ列及ｖｊ行所填数值即位势ｕｉ和ｖｊ．

表３１５

ｖｊ ４ ２ ３ １１

ｕｉ
　　Ｂｊ

Ａｊ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

０ Ａ１

６　


２

２　
１０

０

９　


６

７　


－４
１０

１ Ａ２

５　
０

０

３　
０

０

４　
１７

０

１２　
８

０
２５

－２ Ａ３

２　
１５

０

８　


８

７　


６

１０　


１
１５

ｂｊ １５ １０ １７ ８

　　在手工计算时，当基本变量组Ｑ确定以后，位势ｕｉ和ｖｊ及检验数ｒｉｊ都可在运输表格

上直接计算而不必列出方程组及运算步骤．
例如，对于表３１５，现在ｕ１ ＝０，Ａ１ 行中ｘ１２为基本变量，则由ｕ１ ＋ｖ２ ＝２而求得

ｖ２ ＝２．对于Ｂ２ 所在列，ｘ２２为基本变量，对应一个方程ｕ２＋ｖ２ ＝３，求出ｕ２ ＝１，继续运
算，求得全部位势及检验数．
下面我们来分析一下运输表格中检验数的实际背景．
例如，在表３１５中ｒ１４＝－４，非基本变量ｘ１４对应的唯一闭回路为ｘ１４，ｘ２４，ｘ２２，ｘ１２，

现在ｘ１４ ＝０，Ａ１ 处的物资不运输给Ｂ４．如果现在改变一下运输方案，把Ａ１ 处的物资输

送给Ｂ４ 一个单位，使ｘ１４ ＝１，那么为了保持收发平衡，就要对ｘ１４对应的闭回路的另外３
个顶点的运量依次进行调整：ｘ２４ ＝８－１＝７，ｘ２２ ＝０＋１＝１，ｘ１２ ＝１０－１＝９．这样
的调整自然影响总运费：ｘ１４和ｘ２２增加运量一个单位，增加的运费为ｃ１４＋ｃ２２ ＝７＋３＝
１０；ｘ２４和ｘ１２减少运量一个单位，减少的运费为ｃ２４＋ｃ１２ ＝１２＋２＝１４，总运费减少ｃ２４＋
ｃ１２－ｃ１４－ｃ２２ ＝１４－１０＝４，它恰为ｒ１４的相反数．
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由于ｒ１４ ＝－４＜０，对ｘ１４的闭回路的相应顶点运量调整一个单位可使总运费降低４
个单位，现在ｍｉｎ｛ｘ２４ ＝８，ｘ１２ ＝１０｝＝８，故调整量可取为８．调整后，我们让ｘ１４成为基

本变量，ｘ１４ ＝８，ｘ２４成为非基本变量，在（２，４）格打记号“”，而ｘ２２ ＝８，ｘ１２ ＝２，如
表３１６所示．

表３１６

　　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１

６


２
２

９


７
８ １０

Ａ２

５
０

３
８

４
１７

１２
 ２５

Ａ３

２
１５

８


７


１０
 １５

ｂｊ １５ １０ １７ ８

　　基于这一实例，我们将转轴规则总结如下．
若Ｑ是问题（３１）运输表格的一个基本变量组，ｘｉｊ （ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）是

相应基本可行解，如果相应检验数ｒｉｊ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）并不都成立，则
选取ｒｓｔ满足：

ｒｓｔ ＝ ｍｉｎ｛ｒｉｊ｜ｒｉｊ ＜０，ｘｉｊ Ｑ｝， （３５）

取ｘｓｔ为进基变量．
在Ｑ∪｛ｘｓｔ｝中，ｘｓｔ对应着一条唯一的闭回路Ｅ，不妨设ｘｓｔ为该闭回路的第一个顶

点，其余顶点（都为基本变量）按某个方向顺序编号，记

Ｅ＋＝｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ 为Ｅ 中编号为奇数的顶点｝， （３６）

Ｅ－＝｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ 为Ｅ 中编号为偶数的顶点｝， （３７）

取调整量ｄ为

ｄ＝ｘｐｑ ＝ ｍｉｎ｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ ∈Ｅ－｝ （３８）

（若有数个ｘｉｊ满足此式，可任取一个为ｘｐｑ），取ｘｐｑ为出基变量．
转轴以后的基本可行解Ｘ′为

ｘ′ｉｊ＝

ｘｉｊ ＋ｄ，　ｘｉｊ ∈Ｅ＋，

ｘｉｊ －ｄ，　ｘｉｊ ∈Ｅ－，

ｘｉｊ　 　 其他
烅
烄

烆 ．

（３９）

此时，基本变量组Ｑ′＝Ｑ∪｛ｘｓｔ｝－｛ｘｐｑ｝．Ｘ′的目标函数值ｆ′０由式（１３６）知：

ｆ′０＝ｆ０＋ｒｓｔｘ′ｓｔ＝ｆ０＋ｒｓｔｄ． （３１０）

例如，在某运输问题的一张运输表格中，非基本变量ｘ３４的闭回路如图３１所示，则
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Ｅ＋＝｛ｘ３４，ｘ４３，ｘ２２，ｘ１１｝，Ｅ－＝｛ｘ４４，ｘ２３，ｘ１２，ｘ３１｝，

ｍｉｎ｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ∈Ｅ－｝＝ｘ４４＝ｘ２３＝６．

我们如果取ｘ２３为出基变量，则调整后，８个顶点对应的数值如图３２所示．

图３１
　　　　

图３２

下面列出位势法的算法步骤：

① 应用西北角法或最小元素法求得初始基本可行解ｘｉｊ （ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，

ｎ）和相应的基本变量组Ｑ．

② 由方程组ｕ１ ＝０；ｕｉ＋ｖｊ ＝ｃｉｊ （ｘｉｊ ∈Ｑ），求得位势ｕｉ （ｉ＝１，⋯，ｍ）和ｖｊ （ｊ
＝１，⋯，ｎ）．

③ 计算ｒｉｊ ＝ｃｉｊ－ｕｉ－ｖｊ （ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ），取ｒｓｔ＝ｍｉｎ｛ｒｉｊ｜１≤ｉ≤ｍ；

１≤ｊ≤ｎ｝．
④ｒｓｔ ＝０？
若是，则ｘｉｊ （ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）即为最优解，算法终止．
若否，则确定Ｑ∪｛ｘｓｔ｝中的闭回路Ｅ以及Ｅ＋ 和Ｅ－．

⑤ 取ｄ＝ｘｐｑ ＝ ｍｉｎ｛ｘｉｊ｜ｘｉｊ ∈Ｅ－｝．

⑥ 取

ｘｉｊ ＝

ｘｉｊ ＋ｄ，当ｘｉｊ ∈Ｅ＋，

ｘｉｊ －ｄ，当ｘｉｊ ∈Ｅ－，

ｘｉｊ　 　 其他
烅
烄

烆 ．

取Ｑ＝Ｑ∪｛ｘｓｔ｝－｛ｘｐｑ｝，转步骤②．
例３７　求解表３１７所给的运输问题（用最小元素法求初始基本可行解）．

表３１７

　　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１
４ ７ ３ １０ ２５

Ａ２
２ ５ ２ ６ １０

Ａ３
９ ３ ８ ４ ２５

ｂｊ １２ １６ １４ １８
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　　解　整个求解过程如表３１８，表３１９和表３２０所示．

表３１８

表３１９

表３２０

ｖｊ ４ ７ ３ ８

ｕｉ
　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４

ａｉ

０ Ａ１

４　
１１

０

７　


０

３　
１４

０

１０　


２
２５

－２ Ａ２

２　
１

０

５　
９

０

２　


１

６　


０
１０

－４ Ａ３

９　


９

３　
７

０

８　


９

４　
１８

０
２５

ｂｊ １２ １６ １４ １８
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　　本问题的最优解为

Ｘ
Ｂ ＝（ｘ１１，ｘ１３，ｘ２１，ｘ２２，ｘ３２，ｘ３４）犜 ＝（１１，１４，１，９，７，１８）犜，

Ｘ
Ｄ ＝（ｘ１２，ｘ１４，ｘ２３，ｘ２４，ｘ３１，ｘ３３）犜 ＝（０，０，０，０，０，０）犜；

最优值为

ｆ ＝４×１１＋３×１４＋２×１＋５×９＋３×７＋４×１８＝２２６．

§３．３　应 用 举 例

由于在变量个数相等的情况下，表上作业法的计算比单纯形法简单得多，因此，在求

解实际问题时，在条件许可的情况下，人们常常尽可能把某些线性规划问题转化为运输

问题的数学模型（简称运输模型）．
所谓建立运输模型，就是要给出运输收发平衡单位运价表如表３１．在该表中，要求

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ｂｊ，发点Ａｉ至收点Ｂｊ都有单位运价ｃｉｊ （ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）．下面

我们来看几个具体的例子．
例３８　（１）运输问题由表３２１给出，试建立运输模型．
（２）如果将表３２１中的ｂ３ 改为１４，又设Ｂ１、Ｂ２ 和Ｂ３３个收点的需求量一旦不
能满足时，就要承担缺货损失费．单位物资的缺货损失费分别为４，３和７．试建立运
输模型．

解　（１）在表３２１中，∑
２

ｉ＝１
ａｉ ＝２５＞∑

３

ｊ＝１
＝２１，供大于需４个单位物资，供需不平

衡．因此，我们要考虑将多余的４个单位物资在发点就地存储．现虚设一个收点Ｂ４，其需

求量ｂ４ ＝４，发点Ａｉ至Ｂ４的单位运价ｃｉ４ ＝０，这样我们就得到了一个收发平衡的运输模
型如表３２２所给．对表３２２求最优解．如果Ａｉ至Ｂｊ的运量ｘｉ４ ＞０，则说明发点Ａｉ就

地存储物资ｘｉ４个单位．

表３２１

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｉ

Ａ１ ４ ５ ２ １０

Ａ２ ６ ８ ３ １５

ｂｊ ８ ７ ６

　　

表３２２

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ ４ ５ ２ ０ １０

Ａ２ ６ ８ ３ ０ １５

ｂｊ ８ ７ ６ ４

（２）现在ｂ１＋ｂ２＋ｂ３ ＝８＋７＋１４＝２９，ａ１＋ａ２ ＝１０＋１５＝２５，需大于供４个单
位物资．虚设一个发点Ａ３：ａ３＝４，Ａ３ 至Ｂ１、Ｂ２ 和Ｂ３ 的单位运价就定为各收点Ｂｊ的单

位物资缺货损失费４，３和７，得运输收发平衡单位运价表如表３２３．若表３２３的最优运
输方案中运量ｘ３ｊ＞０，则说明Ｂｊ缺货ｘ３ｊ．
例３９　（不平衡运输问题）　若发点Ａｉ的发量ａｉ必须运走，具体信息如表３２４，试

建立运输模型．
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表３２３

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｉ

Ａ１ ４ ５ ２ １０

Ａ２ ６ ８ ３ １５

Ａ３ ４ ３ ７ ４

ｂｊ ８ ７ １４

　　

表３２４

　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｉ

Ａ１ ４ ２ ３ １０

Ａ２ ５ ６ ４ １５

Ａ３ ３ ４ ５ ２０

最低需求量ｂ′ｊ １０ １０ １０

解　现在∑
３

ｉ＝１
ａｉ ＝４５，而３个收点Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 的最低需求量的和为３０．由于发量

４５必须全部运走，为此虚设一个收点Ｂ４，ｂ４＝１５，Ａｉ至Ｂ４ 的单位运价ｃｉ４确定如下：

ｃ１４ ＝ ｍｉｎ｛ｃ１１，ｃ１２，ｃ１３｝＝ ｍｉｎ｛４，２，３｝＝２＝ｃ１２；

ｃ２４ ＝ ｍｉｎ｛ｃ２１，ｃ２２，ｃ２３｝＝ ｍｉｎ｛５，６，４｝＝４＝ｃ２３；

ｃ３４ ＝ ｍｉｎ｛ｃ３１，ｃ３２，ｃ３３｝＝ ｍｉｎ｛３，４，５｝＝３＝ｃ３１．

得运输收发平衡单位运价表如表３２５所示．
在求得运输模型表３２５的最优解ｘ

ｉｊ（ｉ＝１，２，３，４；ｊ＝１，２，３）后，本问题的最
优解由表３２６给出．

表３２５

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ ４ ２ ３ ２ １０
Ａ２ ５ ６ ４ ４ １５
Ａ３ ３ ４ ５ ３ ２０

ｂｊ １０ １０ １０ １５

　　

表３２６

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３

Ａ１ ｘ
１１ ｘ

１２＋ｘ
１４ ｘ

１３

Ａ２ ｘ
２１ ｘ

２２ ｘ
２３＋ｘ

２４

Ａ３ ｘ
３１＋ｘ

３４ ｘ
３２ ｘ

３３

例３１０　（有界发量运输问题）　对表３２７给出的运输问题建立运输模型．

表３２７

　　　Ｂｊ

Ａｉ　　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 最低发量ａ′ｉ 最高发量ａ″ｉ

Ａ１ ４ ６ ７ ６０ ８０
Ａ２ — ７ ８ ４０ ４０
Ａ３ ５ ４ ６ ４０ 不限

Ａ４ ４ ５ — ０ ５０

ｂｊ ７０ ８０ ５０

　　解　４个发点的最低总发量∑
４

ｉ＝１
ａ′ｉ＝１４０，由于３个收点的总收量∑

３

ｊ＝１
ｂｊ＝２００，所

以Ａ３ 在现有最低发量４０的基础上，至多再多发６０，故Ａ３ 的最高发量ａ″ｉ实际上为

１００．于是∑
４

ｉ＝１
ａ″ｉ＝２７０，比∑

３

ｊ＝１
ｂｊ多７０．若我们对所讨论的运输问题取发量总和∑

４

ｉ＝１
ａｉ为
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２７０，收量总和∑
３

ｊ＝１
ｂｊ为２００，它是一个收发不平衡的运输问题．现虚设一个收点Ｂ４，它

的收量ｂ４ ＝７０．
由于发点Ａ１ 的发量包括两部分，物资６０是必须发出的，物资２０是可发可不发的，

为此，将发点Ａ１ 拆成两个发点Ａ′１和Ａ″１，Ａ′１的发量为６０，因为这部分物资不能分配给

Ｂ４，所以Ａ′１至Ｂ４ 的单位运价可设为充分大的正数Ｍ；Ａ″１的发量为２０，因为这部分物资
可以分配给Ｂ４，所以Ａ′１至Ｂ４ 的运价可视为零．对于发点Ａ３ 可按同样的方法处理．
由于发点Ａ２ 发出的物资恰为４０，所以Ａ２ 至Ｂ４ 的单位运价取为 Ｍ；因为发点Ａ４

允许不发出任何物资，所以Ａ４ 至Ｂ４ 的单位运价取为零．此外，由于表３２７规定发点

Ａ２ 至收点Ｂ１、发点Ａ４ 至收点Ｂ３ 不允许运输物资，所以Ａ２ 至Ｂ１、Ａ４ 至Ｂ３ 的单位运

价都取为Ｍ．
这样，我们得到运输模型，如表３２８所示．经计算，最优方案如表３２９所示．

表３２８

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ′１ ４ ６ ７ Ｍ ６０
Ａ″１ ４ ６ ７ ０ ２０
Ａ２ Ｍ ７ ８ Ｍ ４０
Ａ′３ ５ ４ ６ Ｍ ４０
Ａ″３ ５ ４ ６ ０ ６０
Ａ４ ４ ５ Ｍ ０ ５０

ｂｊ ７０ ８０ ５０ ７０

　　

表３２９

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ′１ ６０ ６０
Ａ″１ ２０ ２０
Ａ２ ４０ ４０
Ａ′３ ４０ ４０
Ａ″３ ４０ １０ １０ ６０
Ａ４ １０ ４０ ５０

ｂｊ ７０ ８０ ５０ ７０

可见，Ａ１ 实际发出６０，由Ａ１ 运至Ｂ１；Ａ２ 的发量４０由Ａ２ 运至Ｂ３；Ａ３ 实际发出９０，

Ａ３ 至Ｂ２ 的运量为８０，Ａ３ 至Ｂ３ 的运量为１０；Ａ４ 实际发出１０，由Ａ４ 运至Ｂ１．
例３１１　（运量有界的运输问题）　表３３０给出一个运输问题．现在规定发点Ａｉ至

收点Ｂｊ的运量不能超过ｄｉｊ，由表３３１给定．试建立运输模型．

表３３０

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｉ

Ａ１ ３ ５ ４ ８
Ａ２ ２ ６ ７ １０

ｂｊ ７ ５ ６

　　　　　

表３３１

ｄｉｊ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３

Ａ１ ４ ３ ３

Ａ２ ４ ２ ５

解　我们虚设Ｄｉｊ （ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，３）６个点，Ｄｉｊ既作发点，又作收点，其发量

及收量都为ｄｉｊ．
发点Ａｉ的物资只可运送给Ｄｉｊ （ｊ＝１，２，３），而Ｄｉｊ的物资只可运送给Ｂｊ，或者运

送给自身．如果Ａｉ至Ｄｉｊ的单位运价取为零，则Ｄｉｊ和Ｂｊ 的单位运价就等于Ａｉ 至Ｂｊ 的

单位运价，于是，即得本问题的运输模型如表３３２（表中未注明的单位运价都取充分大的
正数Ｍ），其最优解由表３３３给出．
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于是，本问题的最优运输方案为：Ａ１ 发往Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 的运量分别为３，３，２；Ａ２ 发

往Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 的运量分别为４，２，４．
表３３２

　　　收点
发点　　　

Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１３ Ｄ２１ Ｄ２２ Ｄ２３ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｊ

Ａ１ ０ ０ ０ ８

Ｄ１１ ０ ３ ４

Ｄ１２ ０ ５ ３

Ｄ１３ ０ ４ ３

Ａ２ ０ ０ ０ １０

Ｄ２１ ０ ２ ４

Ｄ２２ ０ ６ ２

Ｄ２３ ０ ７ ５

ｂｊ ４ ３ ３ ４ ２ ５ ７ ５ ６

表３３３

　　　收点
发点　　　

Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１３ Ｄ２１ Ｄ２２ Ｄ２３ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｊ

Ａ１ ３ ３ ２ ８

Ｄ１１ １ ３ ４

Ｄ１２ ０ ３ ３

Ｄ１３ １ ２ ３

Ａ２ ４ ２ ４ １０

Ｄ２１ ４ ４

Ｄ２２ ２ ２

Ｄ２３ １ ４ ５

ｂｊ ４ ３ ３ ４ ２ ５ ７ ５ ６

表３３４

　　Ｂｊ

Ａｉ　　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｉ

Ａ１ ５ ３ ５ １０
Ａ２ ４ １ ２ ２０

ｂｊ １０ １０ １０

　

　　 例３１２　（转运问题）　由表３３４给定一个运输问题．又物资可在Ａ２，Ｂ２ 和Ｂ３ 处

转运，Ａ１ 与Ａ２，Ｂ２ 与Ｂ１，Ｂ３ 与Ｂ１，Ｂ２ 与Ｂ３ 相互间单位运价分别为１，２，１和３．试建

立运输模型．
解　由于Ａ２，Ｂ２ 和Ｂ３ 可以作为转运点，既

可视为发点，又可视为收点，因此，整个问题可当作

４个发点（Ａ１，Ａ２，Ｂ２ 和Ｂ３）和４个收点（Ａ２，Ｂ１，

Ｂ２ 和Ｂ３）的运输问题来处理．
由于原问题中Ａ２ 无收量、Ｂ２ 和Ｂ３ 无发量，所
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以若建立运输模型，如表３３５所示，则转运运输不会发生．
我们对表３３５作如下修改：对表３３５中Ａ２，Ｂ２ 和Ｂ３ 的发量和收量都加上一个较

大的正数（比原问题表３３４所给的∑ａｉ 大的一个数），例如取１００，则得本问题的运输

模型如表３３６所示，此时，转运运输就会发生，最优解如表３３７所给．

表３３５

运价 Ａ２ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 发量

Ａ１ １ ５ ３ ５ １０
Ａ２ ０ ４ １ ２ ２０
Ｂ２ １ ２ ０ ３ ０
Ｂ３ ２ １ ３ ０ ０

收量 ０ １０ １０ １０

　　　　

表３３６

运价 Ａ２ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 发量

Ａ１ １ ５ ３ ５ １０
Ａ２ ０ ４ １ ２ １２０
Ｂ２ １ ２ ０ ３ １００
Ｂ３ ２ １ ３ ０ １００

收量 １００ １０ １１０ １１０

　

表３３７

运量 Ａ２ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 发量

Ａ１ １０ １０
Ａ２ ９０ １０ ２０ １２０
Ｂ２ １００ １００
Ｂ３ １０ ９０ １００

收量 １００ １０ １１０ １１０

　　在表３３７所给的运输方案中，排除本地运
输给本地的虚构物资运量，于是，本问题的具体

运输方案为：

Ａ１ 的发量１０运至 Ａ２（于是 Ａ２ 有发量

３０）；Ａ２ 的发量３０分别运至Ｂ２ 和Ｂ３，运量分

别为１０和２０；Ｂ３ 收到的运量为２０，其中运量

１０转运至Ｂ１．
例３１３　（多品种物资运输问题）　若发点

Ｅ１ 有某种原材料的一等品２００，二等品３００，发点Ｅ２ 有该种原材料一等品１００，三等品

１５０．收点Ｆ１ 将该种原材料供应给３类不同的消费部门：第一类部门可将这３种等级的
原材料相互代用，共需１５０；第二类部门只能用一等品，需求量是５０；第三类部门只用二
等品或三等品，需求量是５０．收点Ｆ２ 供应两类消费部门的需要：第一类部门使用一等品

或二等品，需求量是２００；第二类部门只用一等品，需求量是３００．发点Ｅ１ 至收点Ｆ１，Ｆ２

的单位运价分别为５，７；发点Ｅ２ 至收点Ｆ１、Ｆ２ 的单位运价分别为８，６．又设有一个该
原材料的存储点Ｑ，它的输出量与输入量及该原材料的等级均不受限制，Ｑ点存储的原材
料可以输往Ｆ１ 和Ｆ２，单位运价分别为６和９；Ｅ１ 和Ｅ２ 的原材料也可以输往Ｑ点，单位
运价分别为２和３．若Ｆ１ 和Ｆ２ 的需求量必须得到满足，Ｅ１ 和Ｅ２ 的原材料必须运走．试
建立运输模型．
解　将Ｅ１ 拆为两个发点Ａ１ 及Ａ２，Ａ１ 输出一等品２００，Ａ２ 输出二等品３００；Ｅ２ 拆

为两个发点Ａ３ 及Ａ４，Ａ３ 输出一等品１００，Ａ４ 输出三等品１５０．同样地，将Ｆ１ 拆为３个

收点Ｂ１，Ｂ２ 和Ｂ３，Ｂ１ 为收点Ｆ１ 的第一类消费部门，它对原材料的需求量为１５０，可以

从Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４ 处运来；Ｂ２ 为Ｆ１ 的第二类消费部门，它的需求量为５０，只能够从

Ａ１ 及Ａ３ 处运来．为此，将Ａ２ 及Ａ４ 至Ｂ２ 的单位运价设为一个充分大的正数Ｍ；Ｂ３ 为

Ｆ１ 的第三类消费部门，需求量为５０，只能从Ａ２ 及Ａ４ 处运来，所以Ａ１ 和Ａ３ 至Ｂ３ 的单

位运价视为Ｍ．Ｆ２ 拆为两个收点Ｂ４ 和Ｂ５，Ｂ４ 为Ｆ２ 的第一类消费部门，需求量为２００，
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只能从Ａ１，Ａ２ 及Ａ３ 处运来，于是Ａ４ 至Ｂ３ 的单位运价设为Ｍ；Ｂ５ 为Ｆ２ 的第二类消费

部门，需求量３００，只可从Ａ１ 及Ａ３ 处运来，所以Ａ２ 及Ａ４ 至Ｂ５ 的单位运价取为Ｍ．
注意到本问题中，Ｅ１ 和Ｅ２ 具有的一等品总量为３００，而对一等品的消费量至少需

要３５０，所以一等品供应量不能满足需求量．由于本问题要求Ｆ１，Ｆ２ 的需求量必须得

到满足，Ｅ１，Ｅ２ 的原材料必须运走，所以，让收发量及品种都无限制的存储点Ｑ参加运
输是必要的．我们将Ｑ点拆为发点Ａ５ 和收点Ｂ６．由于Ｅ１ 和Ｅ２３种等级的原材料总供
应量为７５０，故Ｂ６ 的需求量也设为７５０；Ｆ１ 和Ｆ２ 的总需求量为７５０，故Ａ５ 的发量也设

为７５０．考虑到Ａ５ 的原材料仍可在原地（也即Ｂ６）存储，故设Ａ５ 至Ｂ６ 的单位运价为

零．结合题中所给的各收发点间的单位运价，可建立运输模型如表３３８所示，其最优
解如表３３９．
表３３９中Ａ５ 至Ｂ６ 的运量为７００，事实上，这是虚设的．故本问题的最优运输方案

为：Ｅ１ 输送二等品１００给Ｆ１，输送一等品２００和二等品２００给Ｆ２；Ｅ２ 输送三等品１００给

Ｆ１，输送一等品１００给Ｆ２，输送三等品５０给Ｑ点存储；Ｑ点输送一等品５０给Ｆ１．

表３３８

ｃｉｊ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ Ｂ６ ａｉ

Ａ１ ５ ５ Ｍ ７ ７ ２ ２００
Ａ２ ５ Ｍ ５ ７ Ｍ ２ ３００
Ａ３ ８ ８ Ｍ ６ ６ ３ １００
Ａ４ ８ Ｍ ８ Ｍ Ｍ ３ １５０
Ａ５ ６ ６ ６ ９ ９ ０ ７５０

ｂｊ １５０ ５０ ５０ ２００ ３００ ７５０

表３３９

ｘｉｊ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ Ｂ６ ａｉ

Ａ１ ０ ２００ ２００

Ａ２ １００ ２００ ３００

Ａ３ １００ １００

Ａ４ ５０ ５０ ５０ １５０

Ａ５ ５０ ７００ ７５０

ｂｊ １５０ ５０ ５０ ２００ ７５０

　　 例３１４　（空车调度问题）　有一辆汽车在Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４，Ａ５，Ａ６，Ａ７ 和Ａ８８个
地点之间运送４种物品，具体任务如表３４０：
已知Ａｉ与Ａｊ之间的距离为ｃｉｊ（单位：千米），试确定一个最优的汽车调度方案．
解　如果该辆汽车执行任务从Ａｉ运送货物至Ａｊ，此时会发生两种情况：

（１）若Ａｊ还有数项任务未完成，那么汽车就任选一项任务从Ａｊ驶往其到达点；

（２）若Ａｊ已无货物需要运走，那么这辆空车从Ａｊ 开往哪一个地点去执行任务就成
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为我们应加以关注的问题．
因此，该辆汽车的最优调度，其目标就是使空车行驶的吨千米总数最少．

表３４０

Ｋ＃物品 起运点Ａｉ 到达点Ａｊ 运量（车次）

１＃ Ａ１ Ａ３ １２
２＃ Ａ１ Ａ５ ３
３＃ Ａ１ Ａ６ ６
２＃ Ａ２ Ａ１ １４
３＃ Ａ２ Ａ３ ６
１＃ Ａ２ Ａ６ ５
３＃ Ａ３ Ａ１ ９
２＃ Ａ３ Ａ４ ７
１＃ Ａ３ Ａ６ ５
１＃ Ａ３ Ａ８ ２
１＃ Ａ４ Ａ１ ４
４＃ Ａ４ Ａ２ ９
３＃ Ａ４ Ａ５ ３
２＃ Ａ５ Ａ２ ６
４＃ Ａ６ Ａ４ ６
２＃ Ａ７ Ａ３ ４
３＃ Ａ７ Ａ８ ３
４＃ Ａ８ Ａ４ ５

　　我们先列出Ａｉ汽车出车数和来车数的平衡表如表３４１，表中“＋”号表示该点产生
空车，“－”号表示该点需要调进空车．
由表３４１可见，Ａ１、Ａ４ 和Ａ６ 在运输过程中，可多出空车１８车次，Ａ２，Ａ３ 和Ａ７ 缺

空车１８车次．我们建立空车调度运输模型如表３４２．对表３４２用表上作业法求最优解，
一旦发生情况（２）时，空车就按该最优解来进行调度．

表３４１

地点 出车数 来车数 平衡情况

Ａ１ ２１ ２７ ＋６
Ａ２ ２５ １５ －１０
Ａ３ ２３ ２２ －１
Ａ４ １６ １８ ＋２
Ａ５ ６ ６ ０
Ａ６ ６ １６ ＋１０
Ａ７ ７ ０ －７
Ａ８ ５ ５ ０

　　　　

表３４２

ｃｉｊ Ａ２ Ａ３ Ａ７ ａｉ

Ａ１ ｃ１２ ｃ１３ ｃ１７ ６

Ａ４ ｃ４２ ｃ４３ ｃ４７ ２

Ａ６ ｃ６２ ｃ６３ ｃ６７ １０

ｂｊ １０ １ ７

若是我们对表３４２中的各ｃｉｊ给出具体的数据，如表３４３所示，则得最优解如表

３４４所示．
由表３４４可知：Ａ１ 产生的空车开往Ａ２ 有６车次；Ａ４ 产生的空车开往Ａ７ 有２车次；
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Ａ６ 产生的空车开往Ａ２ 有４车次、开往Ａ３ 有１车次、开往Ａ７ 有５车次．

表３４３

ｃｉｊ Ａ２ Ａ３ Ａ７ ａｉ

Ａ１ ３ １０ ８ ６

Ａ４ １３ ５ ４ ２

Ａ６ ９ ８ １３ １０

ｂｊ １０ １ ７

　　

表３４４

ｘｉｊ Ａ２ Ａ３ Ａ７ ａｉ

Ａ１ ６ ６

Ａ４ ２ ２

Ａ６ ４ １ ５ １０

ｂｊ １０ １ ７

例３１５　对例１２０所给的生产计划问题建立运输模型．
解　工厂每季生产产品可视为一个发点，可得４个发点Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４；Ａｉ的发

量即为工厂每季的生产能力ａｉ．销售公司每季末需要一定数量产品，可视为４个收点Ｂ１，

Ｂ２，Ｂ３ 和Ｂ４；Ｂｊ的收量即为表１４５中的需求量ｂｊ．
第ｉ季度生产用于第ｊ季度交货的每吨产品的实际成本被取为单位运价ｃｉｊ（ｊ≥ｉ），

显然有ｃｉｊ ＝ｄｉ＋０．２（ｊ－ｉ）．又当ｊ＜ｉ时，是不可能发生Ａｉ供货给Ｂｊ的，所以对应的

ｃｉｊ取充分大的正数Ｍ．考虑到现在收发不平衡，有

∑
４

ｉ＝１
ａｉ－∑

４

ｊ＝１
ｂｊ ＝（３０＋４０＋２０＋１０）－（２０＋２０＋３０＋１０）

＝１００－８０＝２０，

故虚设一个收点Ｂ５，其收量ｂ５ ＝２０，而ｃｉ５ ＝０（ｉ＝１，２，３，４）．
这样，生产计划问题就化成了一个收发平衡的运输问题，其运输模型如表３４５所示．

表３４５

ｃｉｊ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ ａｉ

Ａ１ １５．０ １５．２ １５．４ １５．６ ０ ３０

Ａ２ Ｍ １４．０ １４．２ １４．４ ０ ４０

Ａ３ Ｍ Ｍ １５．３ １５．５ ０ ２０

Ａ４ Ｍ Ｍ Ｍ １４．８ ０ １０

ｂｊ ２０ ２０ ３０ １０ ２０

习　题　三

１．对表３４６所给运输问题：
（１）用西北角法求初始解；
（２）用最小元素法求初始解，并求最优解．
２．求解表３４７所给运输问题（用西北角法求初始解）．
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表３４６

Ｂ ｊｃ ｉｊ

Ａ ｉ

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ ３ １１ ３ １０ ７

Ａ２ １ ９ ２ ８ ４

Ａ３ ７ ４ １０ ５ ９

ｂｊ ３ ６ ５ ６

　　

表３４７

Ｂ ｊｃ ｉｊ

Ａ ｉ

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ａｉ

Ａ１ １０ ６ ７ １２ ４

Ａ２ １６ １０ ５ ９ ９

Ａ３ ５ ４ １０ １０ ５

ｂｊ ５ ３ ４ ６

３．为习题一第６题建立运输模型．
４．若发点Ａ１，Ａ２ 及收点Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 的有关数据如表３４８所示．假定在Ｂ１，Ｂ２，

Ｂ３ 处允许物资缺货，Ａ１，Ａ２ 处允许物资存储，问怎样调配，以使总的支付费用最少？试

建立运输模型．
表３４８

　　　　　收点
发点　　　　　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 供应量 存储费

Ａ１ ４ 　６ 　８ ２００ ５
Ａ２ ６ ２ ４ ２００ ４

需求量 ５０ １００ １００
缺货费 ３ ８ ５

　　５．对第六章例６４３建立运输模型．
６．对第六章例６４７建立运输模型．
７．对第六章例６４６建立运输模型．
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第四章　目 标 规 划

§４．１　目标规划原理、概念与数学模型

４．１．１　目标规划原理与概念

本章讨论的目标规划均是指线性目标规划．首先让我们通过下面具体的引例，来了
解目标规划的基本原理和基本概念．
例４１　某工厂计划生产甲、乙两种产品，均需要经过Ａ，Ｂ两道工序，有关信息如

表４１所示，问如何确定一周内的生产计划，使工厂获利最大？

表４１

定额（工时／件） 甲产品（件） 乙产品（件） 一周内有效工时

工序Ａ １．０ ０．６ ３６００
工序Ｂ ０．６ ０．８ ２４００

利润（元／件） １２ ８

　　解　设ｘ１，ｘ２分别表示甲、乙两种产品在一周内的生产件数，则有线性规划模型如下：

ｍａｘｆ＝１２ｘ１＋８ｘ２；

ｓ．ｔ．　１．０ｘ１＋０．６ｘ２ ≤３６００，

０．６ｘ１＋０．８ｘ２ ≤２４００，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．

这个模型是在现有资源约束条件下，追求利润的最大化．但是，在现代企业管理决策
中，决策者考虑的目标和因素往往是多方面的，不仅仅是唯一的目标利润最大化．
例如，决策者在现有资源约束的条件下，可以从这样一个角度来思考这个生产计划

问题：首先确定一个合理的利润目标期望值，然后寻求优化的生产经营方案，以实现预期

的利润目标．这里决策者追求的是实现既定利润目标期望值的优化决策方案，而不是简
单、绝对的利润最大化．比如，该工厂决策者依据市场需求预测，综合考虑各方面因素，希
望该周内实现利润值４２０００元（称它为目标期望值），则问题转化为如何确定最优生产计
划，实现４２０００元的利润目标？由此产生的问题是这一目标期望值能否实现？如不能实
现，超过的偏差或不足的偏差是多少？对此类问题，线性规划模型就有它的局限性．查恩
斯（Ａ．Ｃｈａｒｎｅｓ）和库柏（Ｗ．Ｃｏｏｐｒｅ）于１９６１年创立的目标规划理论，通过引入偏差变量、
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目标约束等概念解决了这方面的问题．下面，我们结合本例对目标规划的基本概念逐一
进行介绍．
负偏差变量ｄ－———实现值未能达到目标期望值的偏差值，ｄ－≥０；
正偏差变量ｄ＋———实现值超过目标期望值的偏差值，ｄ＋≥０．
对于例４１，如果我们希望实现利润目标期望值４２０００元，那么在引进偏差变量ｄ－

和ｄ＋后，可以把这个要求用下式来表示：

１２ｘ１＋８ｘ２＋ｄ－－ｄ＋＝４２０００，

我们将它放入约束条件中，并称之为目标约束．相应地，模型中原来的约束条件
称为系统约束．显然，在规划实现某一目标期望值时，对于偏差变量ｄ－和ｄ＋，显然有

ｄ－·ｄ＋＝０，即只可能出现下列３种情形之一：

① 超额完成利润的目标期望值，ｄ＋＞０，ｄ－＝０；

② 未能达到利润的目标期望值，ｄ－＞０，ｄ＋＝０；

③ 恰好完成利润的目标期望值，ｄ－＝０，ｄ＋＝０．
目标约束相对于系统约束来说是一种“软约束”．所谓“软约束”，是指目标约束中目

标函数与目标期望值之间没有硬性的约束关系，目标期望值可能恰好满足，可能不满足，

也可能过量满足．其具体满足的程度，可通过偏差变量ｄ－和ｄ＋的取值加以衡量．
对于函数ｆ来说，根据决策者的期望，其实现的目标要求可以写成下面３种情形之一：

① 要求恰好达到目标期望值，表达成ｍｉｎｆ＝ｄ－＋ｄ＋．如果ｄ－＋ｄ＋＝０，就说明恰
好实现目标期望值；

② 希望超过目标期望值，即未达到目标期望值的偏差变量ｄ－ 为最小，表达成

ｍｉｎｆ＝ｄ－．当ｄ－＝０时，则完全实现该目标．

③ 希望不超过目标期望值，即超过目标期望值的偏差变量ｄ＋ 为最小，表达成

ｍｉｎｆ＝ｄ＋．当ｄ＋＝０时，则完全实现该目标．
为了区别于原来线性规划中目标函数的意义，上述函数ｆ称为目标规划的达成函数．
如果例４１中决策者希望实现超过４２０００元的利润目标，引进偏差变量ｄ－

１ ，ｄ＋
１ ，则

我们可以建立下列目标规划模型：

ｍｉｎｆ１ ＝ｄ－
１；　　　　

ｓ．ｔ．　１２ｘ１＋８ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝４２０００，

１．０ｘ１＋０．６ｘ２ ≤３６００，

０．６ｘ１＋０．８ｘ２ ≤２４００，

ｘ１，ｘ２ ≥０，　ｄ－
１，ｄ＋

１≥０．

上述问题为单目标决策优化问题．在现实问题中，系统的目标常常是多元化的．比如
例４１，若工厂在制定最优生产计划时，决策者除了希望实现超过４２０００元的利润目标
外，根据市场和资源条件又提出如下两个目标：尽可能扩大甲产品的生产，使甲产品的数

量不低于３３００件的目标期望值；尽可能减少乙产品的生产，使乙产品的数量不超过４８０
件的目标期望值．问工厂如何确定一周内的最优生产计划？
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类似于第一个目标的描述，对于甲产品的产量不低于３３００件的目标，引进偏差变量

ｄ－
２ 和ｄ＋

２ ，我们的要求可以如下体现：

ｍｉｎｆ２ ＝ｄ－
２；

ｘ１＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝３３００．

对于乙产品的产量不超过４８０件的目标，引进偏差变量ｄ－
３ 和ｄ＋

３ ，我们的要求可以

如下体现：

ｍｉｎｆ３ ＝ｄ＋
３；

ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝４８０．

现在问题有了３个目标，那么这３个目标又怎样同时体现在一个目标规划模型的达
成函数中呢？对于这类多目标决策问题，目标规划依据“系统目标分级、赋权，决策问题
逐级优化求解”的基本原理，通过引进“目标优先因子”和“相对权重系数”等概念与参数，
很好地解决了模型的描述和求解．
比如上述问题的３个目标，决策者根据目标的相对重要程度，定性地将它们分成两

个层次的优先等级来加以考虑：利润超过４２０００元的目标作为第一级目标；希望甲产品
的生产数量不低于３３００件的目标，与乙产品的生产数量不超过４８０件的目标同时属于
第二级，但是前者比后者在同一级中又相对重要一些．为了表达上述目标分级要求，我们
引入２个目标优先因子Ｐ１ 和Ｐ２：Ｐ１ Ｐ２．符号“”表示一个定性的优先关系，表示第
一级的目标远远重要于第二级的所有目标，它们属于不同层次的目标．另外，由于问题的
第二级目标中有２个目标，为区别其相对重要程度，引进相对权重系数ｗ－

２２和ｗ＋
２３来体现

这个要求（这里权重系数ｗ－
ｔｑ和ｗ

＋
ｔｑ的第一个下标ｔ表示所在的优先等级、第二个下标ｑ

表示偏差变量的排列顺序号）．于是，我们将上述问题的达成函数表示为ｆ ＝Ｐ１ｄ－
１＋

Ｐ２（ｗ－
２２ｄ－

２＋ｗ＋
２３ｄ＋

３），相应的目标规划模型如下：

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
１＋Ｐ２（ｗ－

２２ｄ－
２＋ｗ＋

２３ｄ＋
３）；

ｓ．ｔ．　 １２ｘ１＋８ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝４２０００，

　 ｘ１　 　＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝３３００，

　　　 　ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝４８０， （４１）

１．０ｘ１＋０．６ｘ２ ≤３６００，

０．６ｘ１＋０．８ｘ２ ≤２４００，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０；　ｄ－
ｑ，　ｄ＋

ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３．

在实际问题中，我们往往给相对权重系数ｗ－
ｔｑ，ｗ

＋
ｔｑ以具体的数字．例如对上面这个

模型，可取ｗ－
２２ ＝５，ｗ＋

２３ ＝３．
在求解上述问题时，目标规划按照逐级优化原则，首先考虑第一级目标———利润目

标（超过４２０００元）的实现；其次，在利润目标不退化的前提下，再考虑第二级目标———甲
产品产量目标（不低于３３００件）和乙产品产量目标（不超过４８０件）的尽可能实现，依此
类推；对于第二级中的２个目标，假设ｗ－

２２ ＝５＞ｗ＋
２３ ＝３，则首先考虑甲产品产量目标
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（不低于３３００件）的实现，在其不退化的前提下，再考虑乙产品产量目标（不超过４８０件）
的尽可能实现．
通常，目标规划问题中各个目标的优先等级（优先因子）和同级目标中各个目标的相

对权重系数，决策者应该经过专家评审讨论来决定．另外，在目标分级时，一般不同等级
的目标，其度量单位可以不同，但同一等级的目标，其度量单位应该相同，以便研究确定

其相对权重系数．

４．１．２　目标规划数学模型

在建立线性规划模型的基础上，我们建立目标规划模型的基本步骤为

① 对各个目标确定目标期望值；

② 对各个目标引进偏差变量，建立目标约束方程；

③ 确定目标优先等级和相对权重系数，建立达成函数．
这里，目标规划中的达成函数完全是由偏差变量、目标优先因子和相对权重系数组

成的，这与线性规划中的目标函数是有区别的．
为了建立目标规划的一般数学模型，我们给出下面一些符号：

Ｑ———目标规划中目标的个数；

Ｚｑ——— 第ｑ个目标的目标函数Ｚｑ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｑｊｘｊ，ｑ＝１，２，⋯，Ｑ；

Ｅｑ——— 第ｑ个目标的目标期望值，ｑ＝１，２，⋯，Ｑ；

ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ——— 第ｑ个目标约束引进的偏差变量，ｑ＝１，２，⋯，Ｑ；

Ｚｑ＋ｄ－
ｑ－ｄ＋

ｑ ＝Ｅｑ——— 第ｑ个目标约束，ｑ＝１，２，⋯，Ｑ；

Ｓ———目标规划中目标的优先等级数；

Ｐ１，⋯，Ｐｔ，⋯，ＰＳ——— 目标优先因子，有Ｐ１  ⋯ Ｐｔ  ⋯ ＰＳ；

ｗ＋
ｔｑ，ｗ

－
ｔｑ———第ｑ个目标的正负偏差变量在第ｔ个优先级中的相对权重系数（这里，

我们需要指出，在同一ｔ优先级中一般仅包含数个目标，这些目标的正负偏差变量在该级
达成函数中的相对权重系数至少有一个不为零，而那些不属于ｔ优先级的目标，其正负偏
差变量在该优先级中的相对权重系数均为零）；

ｆｔ———第ｔ个优先级的达成函数，ｆｔ ＝ ∑
Ｑ

ｑ＝１

（ｗ＋
ｔｑｄ

＋
ｑ ＋ｗ－

ｔｑｄ
－
ｑ）．

于是，得到下列目标规划的一般模型：

ｍｉｎｆ＝ ∑
Ｓ

ｔ＝１
Ｐｔｆｔ；　　　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　Ｚｑ＋ｄ－
ｑ－ｄ＋

ｑ ＝Ｅｑ，ｑ＝１，２，⋯，Ｑ，

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ｂｉ，　ｉ＝１，２，⋯，ｍ， （４２）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

ｄ－
ｑ ≥０，　ｄ＋

ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，⋯，Ｑ．
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对于上述目标规划问题，应严格按照“级别较高（同级权重较大）的目标优先实现，在其
不退化的前提下，再考虑次级目标（同级权重较小）尽可能实现”的逐级优化原则进行求解．
例４２　给出２个产地Ａ１，Ａ２，３个销地Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 的不平衡运输问题如表４２所

示．产地Ａ１，Ａ２ 的物资必须全部运走．现有如下各级目标：

表４２

单位运价ｃｉｊ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ 供应量ａｉ

Ａ１ １０ 　４ １２ ３００

Ａ２ ８ １０ ３ ４００

需求量ｂｊ ２００ １５０ ５００

　　Ｐ１———实际供应每个销地的数量均不超过其需求量；

Ｐ２———实际供应每个销地的数量至少要满足其需求量的７５％；

Ｐ３———实际调运方案的总运费不超过当不考虑本例中其他各级目标时的最低总运

费的１．１倍；

Ｐ４———基于合同规定，产地Ａ２ 至少供应Ｂ１ 销地１００个单位；

Ｐ５———基于运输安全的考虑，尽量减少Ａ１ 向Ｂ３、Ａ２ 向Ｂ２ 的调运量（该级目标的相

对权重系数为Ａ１ 至Ｂ３、Ａ２ 至Ｂ２ 的单位运价之比）；

Ｐ６———供给销地Ｂ１ 和Ｂ２ 的实际数量，各自与其需求量的比值应相等；

Ｐ７———总运输费用最小；

试建立该运输问题的目标规划模型．
解　首先采用表上作业法求得最小运费调运方案如表４３所示，总运输费用为

１５０×１０＋１５０×４＋４００×３＝３３００．
表４３

运量ｘｉｊ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ ａｉ

Ａ１ １５０ １５０ ３００

Ａ２ ４００ ４００

虚设Ａ３ ５０ １００ １５０

ｂｊ ２００ １５０ ５００

　　设ｘｉｊ为产地Ａｉ调运至销地Ｂｊ的产品数量（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，３）；ｄ＋
ｑ ，ｄ

－
ｑ 为有

关目标约束的正、负偏差变量，则有约束条件如下：

（１）供应量约束：

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ＝３００，　　ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ＝４００；

（２）每个销地实现最高需求目标（Ｐ１ 级）的目标约束：

ｘ１１＋ｘ２１＋ｄ－
１ －ｄ＋

１ ＝２００，ｘ１２＋ｘ２２＋ｄ－
２ －ｄ＋

２ ＝１５０，ｘ１３＋ｘ２３＋ｄ－
３ －ｄ＋

３ ＝５００；

（３）每个销地实现最低需求目标（Ｐ２ 级）的目标约束：
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ｘ１１＋ｘ２１＋ｄ－
４－ｄ＋

４ ＝１５０，ｘ１２＋ｘ２２＋ｄ－
５－ｄ＋

５ ＝１１２．５，ｘ１３＋ｘ２３＋ｄ－
６－ｄ＋

６＝３７５；

（４）实现总运费目标（不超过最低运费３３００的１．１倍）（Ｐ３ 级）的目标约束：

１０ｘ１１＋４ｘ１２＋１２ｘ１３＋８ｘ２１＋１０ｘ２２＋３ｘ２３＋ｄ－
７－ｄ＋

７＝３６３０；

（５）实现合同目标（Ｐ４ 级）的目标约束：

ｘ２１＋ｄ－
８－ｄ＋

８＝１００；

（６）实现安全目标（Ｐ５ 级）的目标约束：

ｘ１３＋ｄ－
９－ｄ＋

９＝０，ｘ２２＋ｄ－
１０－ｄ＋

１０＝０；

（７）实现等比调入目标（Ｐ６ 级）的目标约束：

（ｘ１１＋ｘ２１）／２００－（ｘ１２＋ｘ２２）／１５０＋ｄ－
１１－ｄ＋

１１＝０；

（８）实现总运费最低目标（Ｐ７ 级）的目标约束：

１０ｘ１１＋４ｘ１２＋１２ｘ１３＋８ｘ２１＋１０ｘ２２＋３ｘ２３＋ｄ－
１２－ｄ＋

１２＝３３００．

根据本运输问题的目标优先等级和具体要求，其达成函数表示如下：

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
３＋Ｐ２（ｄ－

４＋ｄ－
５＋ｄ－

６）＋Ｐ３ｄ＋
７＋Ｐ４ｄ－

８

＋Ｐ５（６ｄ＋
９＋５ｄ＋

１０）＋Ｐ６（ｄ－
１１＋ｄ＋

１１）＋Ｐ７ｄ＋
１２．

其中，Ｐ５ 优先级目标中偏差变量ｄ＋
９ 和ｄ＋

１０的相对权重系数为Ａ１ 至Ｂ２ 与Ａ２ 至Ｂ２ 的单

位运价之比１２∶１０＝６∶５．
综上所述，该运输问题的目标规划模型如下：

ｍｉｎｆ＝Ｐ１（ｄ＋
１＋ｄ＋

２＋ｄ＋
３）＋Ｐ２（ｄ－

４＋ｄ－
５＋ｄ－

６）＋Ｐ３ｄ＋
７＋Ｐ４ｄ－

８　　　

＋Ｐ５（６ｄ＋
９＋５ｄ＋

１０）＋Ｐ６（ｄ－
１１＋ｄ＋

１１）＋Ｐ７ｄ＋
１２；

ｓ．ｔ．　ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ＝３００，

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ＝４００，

ｘ１１＋ｘ２１＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝２００，

ｘ１２＋ｘ２２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝１５０，

ｘ１３＋ｘ２３＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝５００，

ｘ１１＋ｘ２１＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝１５０，

ｘ１２＋ｘ２２＋ｄ－
５－ｄ＋

５＝１１２．５，

ｘ１３＋ｘ２３＋ｄ－
６－ｄ＋

６＝３７５，

１０ｘ１１＋４ｘ１２＋１２ｘ１３＋８ｘ２１＋１０ｘ２２＋３ｘ２３＋ｄ－
７－ｄ＋

７＝３６３０，

　ｘ２１＋ｄ－
８－ｄ＋

８＝１００，

　ｘ１３＋ｄ－
９－ｄ＋

９＝０，

　ｘ２２＋ｄ－
１０－ｄ＋

１０＝０，

（ｘ１１＋ｘ２１）／２００－（ｘ１２＋ｘ２２）／１５０＋ｄ－
１１－ｄ＋

１１＝０，
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１０ｘ１１＋４ｘ１２＋１２ｘ１３＋８ｘ２１＋１０ｘ２２＋３ｘ２３＋ｄ－
１２－ｄ＋

１２＝３３００，

ｘｉｊ ≥０，　ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，３；

ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，⋯，１２．

§４．２　目标规划的图解法

为深刻理解目标规划模型及其相关基本概念，我们这里给出仅含有２个决策变量的
目标规划的图解法．
例４３　求解目标规划

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ＋
１＋Ｐ２ｄ－

２＋Ｐ３（ｄ＋
３＋ｄ－

３）＋Ｐ４ｄ－
４；　　

ｓ．ｔ．　 －ｘ１＋４ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝４，

　 ｘ１＋ ｘ２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝２，

　６ｘ１－４ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝１５，

　２ｘ１　　 ＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝７，

　３ｘ１＋４ｘ２ ≤１２，

　 ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０，　ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．

解 　（１）在平面直角坐标系ｘ１Ｏｘ２ 中，作出系统约束ｘ１ ≥０，ｘ２ ≥０，３ｘ１＋４ｘ２ ≤
１２所对应的可行域Ｋ，如图４１中三角形ＯＥＦ所示．

图４１

（２）考虑最高优先级Ｐ１ 级目标的达成函数ｆ１ ＝ｄ＋
１ 如何实现最小化：

由于直线ｇ１ 上的点满足－ｘ１＋４ｘ２ ＝４，ｄ－
１ ＝ｄ＋

１ ＝０，其右下半平面满足－ｘ１＋

４ｘ２ ≤４，ｄ－
１ ≥０，ｄ＋

１＝０，为了实现ｍｉｎｆ１ ＝ｄ＋
１，我们在可行域Ｋ 内取四边形ＯＤＱＦ，

它使Ｐ１ 级目标的达成函数实现ｆ
１ ＝０．称四边形ＯＤＱＦ为Ｐ１ 级目标的最优解域Ｒ１

（简称解域）．这里，解域Ｒ１ 是指可行域Ｋ 内使Ｐ１ 级目标完全达成（ｆ
１ ＝０）的所有可行

解的集合．
（３）考虑Ｐ２ 优先级的达成函数ｆ２ ＝ｄ－

２ 如何实现最小化：



第四章 目标规划

１２５　　

根据目标规划的逐级优化原则，需要在Ｐ１ 级目标不退化的条件下，考虑Ｐ２ 级目标

的优化．因此我们必须在解域Ｒ１（四边形ＯＤＱＦ）中搜索Ｐ２ 级目标 的最优解域Ｒ２．目标

约束直线ｇ２ 上的点满足ｘ１ ＋ｘ２ ＝２，ｄ－
２＝ｄ＋

２＝０，其左下半平面满足ｘ１＋ｘ２ ≤２，

ｄ－
２≥０，ｄ＋

２＝０，其右上半平面满足ｘ１ ＋ｘ２ ≥２，ｄ－
２＝０，ｄ＋

２≥０，故图４１中四边形

ＮＭＱＦ为Ｐ１ 和Ｐ２ 级目标均完全达成（ｆ
１ ＝０，ｆ

２ ＝０）的解域Ｒ２．
（４）考虑Ｐ３ 优先级的达成函数ｆ３ ＝ｄ＋

３＋ｄ－
３ 如何实现最小化：

根据目标规划的逐级优化原则，需要在Ｐ１ 和Ｐ２ 级目标均不退化的条件下，考虑Ｐ３

级目标的优化．与前面相同，我们在解域Ｒ２（四边形ＮＭＱＦ）内搜索Ｐ３ 级目标的解域

Ｒ３．目标约束直线ｇ３ 上的点满足６ｘ１－４ｘ２＝１５，ｄ－
３＝ｄ＋

３＝０，因此四边形ＮＭＱＦ内的

线段ＡＢ上的所有可行解，均在Ｐ１ 和Ｐ２ 级目标不退化的条件下（ｆ
１ ＝０，ｆ

２ ＝０），使

Ｐ３ 级目标完全达成（ｆ
３ ＝０），即线段ＡＢ为Ｐ３ 级目标的解域Ｒ３．

（５）考虑最后一个Ｐ４ 级的达成函数ｆ４ ＝ｄ－
４ 如何实现最小化：

同理，我们在解域Ｒ３（线段ＡＢ）上搜索Ｐ４ 级目标的解域Ｒ４．目标约束直线ｇ４ 上的

点满足２ｘ１ ＝７，ｄ－
４＝ｄ＋

４＝０，右半平面ｄ－
４＝０，ｄ＋

４≥０，这个右半平面已经落在Ｐ３ 级

解域Ｒ３（线段ＡＢ）的外面．于是，在Ｐ１，Ｐ２ 和Ｐ３ 级目标不退化（ｆ
１ ＝ｆ

２ ＝ｆ
３ ＝０）的

条件下，使Ｐ４ 级目标完全达成（ｆ
４ ＝０）的可行解已经不存在，即Ｒ４ ＝ ．

我们只能在解域Ｒ３（线段ＡＢ）上搜索使Ｐ４ 级目标尽可能达成最小值的可行解，并

把它称为Ｐ４ 级目标的满意解．显然，线段ＡＢ上离开直线ｇ４ 距离最近的点是Ｂ点，它到

直线ｇ４ 的距离是０．５．因此Ｐ４ 级目标的满意解是Ｂ＝（３，３／４）犜，ｍｉｎｆ４ ＝ｄ－
４＝０．５．

由上可见，目标规划的求解，一般首先在系统约束的可行域内搜索使Ｐ１ 级各个目标

均能够完全达成（偏差变量为零，实现既定的目标期望值）的最优解域Ｒ１，然后再在Ｒ１ 中

搜索使Ｐ２ 级各个目标均能够完全达成的解域Ｒ２，以便在保证Ｐ１ 级目标不退化的情况

下，实现Ｐ２ 级目标的优化，依次类推．如果搜索至解域Ｒｔ，我们给出Ｐｔ级目标的最优解

域Ｒｔ的定义．

Ｐｔ级目标的最优解域Ｒｔ———使 Ｐ１，Ｐ２，⋯，Ｐｔ 优先级的达成函数值ｆ
１ ＝

ｆ
２ ＝ ⋯ ＝ｆ

ｔ ＝０（今后简称“目标完全达成”）的所有可行解的集合．显然有Ｒ１ Ｒ２⋯

Ｒｔ－１ Ｒｔ．
根据Ｒｔ非空与否，下面我们给出目标规划最优解和满意解的定义．
最优解———如果ｔ＝Ｓ，ＲＳ 不为空集，则ＲＳ 中的任意可行解Ｘ可以使目标规划中

的所有目标完全达成，即ｆ
１ ＝ｆ

２ ＝ ⋯ ＝ｆ
Ｓ ＝０，我们称Ｘ为该目标规划的最优解．

满意解———如果Ｒｔ（ｔ≤Ｓ）为空集，则Ｐｔ 级目标不能够完全达成，此时只能够在

Ｒｔ－１（不是空集）中搜索使Ｐｔ级目标的达成函数取得最小值的可行解Ｘ
　～，使得ｆ

１ ＝ｆ
２

＝ ⋯ ＝ｆ
ｔ－１ ＝０，但ｆ

ｔ ＞０，我们称Ｘ
　～
为目标规划Ｐｔ级目标的满意解，通常也称作整个

目标规划的满意解（在目前目标规划的有关著作中，有时也把这个满意解称作为该目标

规划的最优解）．
在这里我们要指出，上述Ｐｔ级目标的满意解对于低于Ｐｔ级的个别目标仍然有可能

完全达成，详细讨论请参考有关目标规划的著作．
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§４．３　目标规划的单纯形法

在目标规划模型（４２）中存在着系统约束（假设它们是相容的），我们引进松弛变量
或者剩余变量将它们化成等式约束．我们知道，对于模型（４２），共有Ｓ个优先因子Ｐ１，

Ｐ２，⋯，ＰＳ，表示各个目标分属不同的等级，这些目标之间存在一个定性的优先关系．如
果将Ｐ１，Ｐ２，⋯，ＰＳ 理解为不同等级的充分大的正数Ｍ１，Ｍ２，⋯，ＭＳ，定性关系“Ｐｔ 
Ｐｔ＋１”等价于“正数Ｍｔ充分大于Ｍｔ＋１”，那么ｆ是关于偏差变量的线性函数，于是目标规
划模型在形式上完全成为一个标准型的线性规划模型（ＬＰ），因而完全可以采用线性规划
的单纯形法求解目标规划模型．只不过在采用单纯形法的求解过程中，必须明确“正数

Ｍｔ充分大于Ｍｔ＋１”（ｔ＝１，２，⋯，Ｓ）．也就是说，应该严格遵守目标规划“级别较高（同级
权重较大）的目标优先实现，在其不退化的前提下，再考虑次级目标（同级权重较小）的实

现”的求解原则．
在目标规划的单纯形法中，对于不同等级的Ｐｔ（理解为充分大正数Ｍｔ）的处理，可以

借鉴线性规划大Ｍ 法中对充分大的正数Ｍ 的处理技巧，将达成函数值ｆ０ 和检验数ｒｊ理

解为Ｐｔ（ｔ＝１，２，⋯，Ｓ）的多项式，假设

ｆ０ ＝ ∑
Ｓ

ｔ＝１
ｆｔＰｔ，ｒｊ ＝ ∑

Ｓ

ｔ＝１
ｒ　∧ｊｔＰｔ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

在单纯形表中，类似表１２７，我们把检验数ｒ这一行拆成Ｓ行，第ｔ行为检验数ｒｊ和目标

函数值ｆ０ 对应于优先因子Ｐｔ的系数（转轴时这些行一起参加转轴）；类似表１２２，在初
始单纯形表上端添加一行Ｃ、添加一列ＣＢ，利用检验数ｒｊ 和ｆ０ 的公式（１４４）和公式（１
４５）直接在表上计算ｒ　∧ｊｔ（ｊ＝１，２，⋯，ｎ；ｔ＝１，２，⋯，Ｓ）和ｆｔ，例如表４４．
检验数ｒｊ的正负首先看Ｐ１ 的系数ｒ　

∧

ｊ１，如果它大于零，那么ｒｊ 就大于零，如果它小

于零，那么ｒｊ就小于零；只有当ｒ　∧ｊ１ ＝０，ｒｊ的符号才看Ｐ２ 的系数ｒ　
∧

ｊ２的符号，依次类推．
检验数ｒｊ和ｒｋ 的大小比较，首先取决于它们Ｐ１ 的系数ｒ　

∧

ｊ１和ｒ　
∧

ｋ１的比较结果，如果ｒ　∧ｊ１

＝ｒ　∧ｋ１，则取决于Ｐ２ 的系数ｒ　
∧

ｊ２与ｒ　
∧

ｋ２的比较结果，依此类推．
下面我们来看一个具体的例子．
例４４　求解目标规划：

　　　 ｍｉｎｆ＝Ｐ１（ｄ＋
１＋ｄ＋

２）＋Ｐ２ｄ－
３＋Ｐ３ｄ＋

４＋Ｐ４（ｄ－
１＋１．５ｄ－

２）；

ｓ．ｔ．　 ｘ１　　　 ＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝３０，

　　 　ｘ２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝１５，

８ｘ１＋１２ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝１０００，

ｘ１ ＋２ｘ２＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝４０，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０；　ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．

解　（１）选取负偏差变量组ｄ－
１ ，ｄ－

２ ，ｄ－
３ ，ｄ－

４ 作为初始基变量组得表４４：
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表４４

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ Ｐ４ １．５Ｐ４ Ｐ２ ０ Ｐ１ Ｐ１ ０ Ｐ３

ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４

ｂ

Ｐ４ ｄ－
１ １ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ 　 ３０

１．５Ｐ４ ｄ－
２ ０ （１） ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ０ １５

Ｐ２ ｄ３ ８ １２ ０ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ １０００
０ ｄ－

４ １ ２ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ －１ ４０

ｒ

Ｐ１ ｒ　∧ｊ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ 　１ １ ０ ０ ０
Ｐ２ ｒ　∧ｊ２ －８ －１２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ －１０００
Ｐ３ ｒ　∧ｊ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
Ｐ４ ｒ　∧ｊ４ －１ －３／２ ０ ０ ０ ０ ０ １ ３／２ ０ －１０５／２

　　考察ｒ１：ｒ　∧１１ ＝０，ｒ　∧１２ ＝－８，故ｒ１ ＜０，同理ｒ２ ＜０，该表不是最优表；比较ｒ１ 和

ｒ２：ｒ　∧１１ ＝ｒ　∧１２ ＝０，ｒ　∧１２ ＝－８＞ｒ　∧２２ ＝－１２，故ｒ２ ＜ｒ１，选择ｘ２ 进基；

（２）按照最小比值准则，ｄ－
２ 出基；转轴运算如表４５所示．

表４５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４ ｂ

ｄ－
１ １ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ３０

ｘ２ ０ １ ０ １ ０ ０ 　０ －１ ０ ０ １５
ｄ－

３ ８ ０ ０ －１２ 　 １ ０ 　０ １２ －１ ０ ８２０
ｄ－

４ （１） ０ ０ －２　 ０ １ 　０ ２ ０ －１ １０

Ｐ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ 　１ １ ０ ０ ０
Ｐ２ －８　 ０ ０ １２　 ０ ０ 　０ －１２ １ ０ －８２０
Ｐ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ 　０ ０ ０ １ ０
Ｐ４ －１　 ０ ０ ３／２ ０ ０ 　１ ０ ０ ０ －３０

　　考察ｒ１：ｒ　∧１１ ＝０，ｒ　∧１２ ＝－８，故ｒ１ ＜０，该表不是最优表；选择ｘ１ 进基；

（３）按照最小比值准则，ｄ－
４ 出基；转轴运算如表４６所示．

表４６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４ ｂ

ｄ－
１ ０ ０ １ ２ ０ －１ －１ －２ ０ （１） ２０

ｘ２ ０ １ ０ １ ０ 　０ ０ －１ ０ ０ １５
ｄ－

３ ０ ０ ０ ４ １ －８ ０ －４ －１　 ８ ７４０
ｘ１ １ ０ ０ －２ ０ 　１ ０ ２ ０ －１　 １０

Ｐ１ ０ ０ ０ ０ ０ 　０ １ １ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ －４ ０ 　８ ０ ４ １ －８　 －７４０
Ｐ３ ０ ０ ０ ０ ０ 　０ ０ ０ ０ １ ０
Ｐ４ ０ ０ ０ －１／２ ０ 　１ １ ２ ０ －１　 －２０

　　考察偏差变量ｄ－
２ 和ｄ＋

４ 的检验数，均小于零，该表不是最优表；比较ｄ－
２ 和ｄ＋

４ 的检

验数的大小，选择ｄ＋
４ 进基；

（４）按照最小比值准则选择ｄ－
１ 出基；转轴运算如表４７所示．
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表４７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４ ｂ
－

ｄ＋
４ ０ ０ １ ２ ０ －１ －１ －２ ０ １ ２０

ｘ２ ０ １ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ０ １５
ｄ－

３ ０ ０ －８ －１２ １ ０ ８ １２ －１ ０ ５８０
ｘ１ １ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ ３０

Ｐ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ８ １２ ０ ０ －８ －１２ １ ０ －５８０
Ｐ３ ０ ０ －１ －２ ０ １ １ ２ ０ ０ －２０
Ｐ４ ０ ０ １ ３／２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

　　现在检验数ｒｊ全部非负，故为最优表．由于ｆ
２ ＝５８０＞０，故目标规划满意解为

Ｘ
　～

＝（ｘ１，ｘ２，ｄ－
１，ｄ－

２，ｄ－
３，ｄ－

４ｄ＋
１，ｄ＋

２，ｄ＋
３，ｄ＋

４）
犜

＝（３０，１５，０，０，５８０，０，０，０，０，２０）犜．

例４５　给出目标规划

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
１＋Ｐ２ｄ＋

２＋Ｐ３（５ｄ－
３＋３ｄ－

４）＋Ｐ４ｄ＋
１；　　　　　

ｓ．ｔ．　ｘ１＋２ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝６，

ｘ１＋２ｘ２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝９，

ｘ１－２ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝４，

　 　ｘ２＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝２，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０；　ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．

已知最优单纯形表４８，请分析目标规划解的情况．

表４８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ １／２ １／２ ０ ０ －１／２ －１／２ ０ １３／２
ｄ＋

１ ０ ０ －１　 １ ０ ０ １ －１ ０ ０ ３
ｄ－

４ ０ ０ ０ －１／４ １／４ １ ０ １／４ －１／４ －１　 ３／４
ｘ２ ０ １ ０ １／４ －１／４ ０ ０ －１／４ １／４ ０ ５／４

Ｐ１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
Ｐ３ ０ ０ ０ ３／４ １７／４ ０ ０ －３／４ ３／４ ３ －９／４
Ｐ４ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ １ ０ ０ －３

　　解　从表４８可以看到，Ｐ１ 和Ｐ２ 级检验数行中的系数皆为非负，且其目标达成函

数值为零，这说明目标规划的Ｐ１ 和Ｐ２ 优先因子对应的目标（希望ｘ１ ＋２ｘ２ 超过目标期

望值６和不超过目标期望值９）已经完全实现．
Ｐ３ 和Ｐ４ 级相应检验数行中的系数还有负数，但其上一级检验数行中的对应系数均

大于零，说明Ｐ３ 和Ｐ４ 优先因子对应的目标已经不可能在上面几级目标不退化的条件

下，进一步优化．目前Ｐ３ 和Ｐ４ 级目标的达成函数值分别为９／４和３，Ｐ３ 和Ｐ４ 级目标没
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有完全实现．对于Ｐ３ 优先因子而言，由于ｄ－
３ ＝０，故目标规划的第３个目标（ｘ１－２ｘ２不

低于目标期望值４）已经完全实现（在最优解中ｘ１ ＝１３／２，ｘ２ ＝５／４，ｄ＋
３ ＝０，所以

ｘ１－２ｘ２ ＝４，ｘ１－２ｘ２等于目标期望值４）；因为ｄ－
４ ＝３／４，所以目标规划的第４个目标

（ｘ２ 不低于目标期望值２）没有实现，ｘ２＝５／４小于目标期望值２；对于Ｐ４ 优先因子而言，

ｄ＋
１ ＝３，所以希望ｘ１＋２ｘ２ 不超过目标期望值６的目标没有实现，现在ｘ１＋２ｘ２ ＝９．
从以上分析，我们不难发现：从线性规划角度来说，表４８已经为最优单纯形表，得

到了（ＬＰ）的“最优解”，但是从目标规划问题本身的角度来说，它只能说是一个“满意解”．
目标规划模型的理论和方法有许多内容值得进行深入的讨论．在目标规划模型

（４２）中存在着系统约束，我们认为系统约束是“硬约束”，是“必须满足”的约束条件．在
现实的决策分析中，由于主客观条件的限制，在建立模型的过程中，系统约束条件之间可

能出现相互矛盾而不相容的现象，或者个别约束条件根本就不可行，使得目标规划没有

可行解．在大Ｍ 法和两阶段法中，我们已经介绍过如何判别一个线性规划是否具有可行
解，但究竟是哪些约束条件产生了模型的不可行性呢？线性规划理论没有深入展开讨

论．现在有的目标规划著作就对模型中系统约束相容性的判别问题，作了不同的介绍和
处理：有的目标规划著作建议对部分（或者全体）系统约束引入偏差变量把模型（４２）中
的部分（或者全体）系统约束转化为“软约束”，在形式上全部成为相容的等式约束，使转

化后的目标规划模型一定存在可行解．有些著作建议，目标规划应该首先将所有系统约
束软化过程中引进的正负偏差变量ｄ－，ｄ＋选择性地（部分或者全体）列入最高优先级

（设为Ｐ０ 级），必须完全达成目标（选择规则为：“≥”型系统约束条件，选择ｄ－；“≤”型系
统约束条件，选择ｄ＋；“＝”型系统约束条件，选择ｄ－和ｄ＋）．
在求得相应的最优单纯形表之后，再分析Ｐ０ 级目标中的正负偏差变量的值是否全

部为零（即ｆ
０ 是否为零）．如果ｆ

０ 不为零，即Ｐ０ 级目标中存在某个正（负）偏差变量的

取值不为零，则说明其相应的系统约束条件没有能够满足，即目标规划问题存在不相容

的系统约束条件，还需要对目标规划模型中的相关约束条件和参数进行调整并对模型进

一步修正．详见目标规划有关参考书．

§４．４　目标规划的灵敏度分析

在目标规划中，如果将目标优先因子看作为不同等级的充分大正数，目标规划模型

就是一个线性规划问题，所以在求得目标规划问题的最优解或满意解之后，对各个相关

参数，我们也可以进行灵敏度分析．以下我们仅对目标优先因子Ｐｔ和相对权重系数ｗ－
ｔｑ，

ｗ＋
ｔｑ 发生变化时的灵敏度分析各举一例．
例４６　若上述例４５中优先因子发生变化，达成函数变化为要求

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
１ ＋Ｐ２ｄ＋

２ ＋Ｐ３ｄ＋
１ ＋Ｐ４（５ｄ－

３ ＋３ｄ－
４），

试进行灵敏度分析．
解　由于达成函数的变化，将影响原单纯形表的最优性条件和达成函数值，即对于

表４８来说，非基变量ｄ＋
１ ，ｄ－

３ 和ｄ－
４ 的检验数和达成函数值ｆ０ 将发生变化，因此应通
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过公式ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ．ｊ，ｆ０ ＝Ｃ犜

ＢＢ－１ｂ重新计算相关的检验数和达成函数值，如
表４９所示．

表４９

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ Ｐ１ ０ ５Ｐ４ ３Ｐ４ Ｐ３ Ｐ２ ０ ０

ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４

ｂ

０ ｘ１ １ ０ ０ １／２ １／２ ０ ０ －１／２ －１／２ ０ １３／２
Ｐ３ ｄ＋

１ ０ ０ －１　 １ ０ ０ １ －１ ０ ０ ３
３Ｐ４ ｄ－

４ ０ ０ ０ －１／４ １／４ １ ０ １／４ －１／４ －１　 ３／４
０ ｘ２ ０ １ ０ １／４ －１／４ ０ ０ －１／４ １／４ ０ ５／４

ｒ

Ｐ１ ｒ　∧ｊ１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ｒ　∧ｊ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
Ｐ３ ｒ　∧ｊ３ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ １ ０ ０ －３
Ｐ４ ｒ　∧ｊ４ ０ ０ ０ ３／４ １７／４ ０ ０ －３／４ ３／４ ３ －９／４

　　由于ｄ－
２ 的检验数 ＝－Ｐ３＋（３／４）Ｐ４ ＜０，故单纯形表表４９不是最优表；选择ｄ－

２

进基，按照最小比值准则ｄ＋
１ 出基，转轴运算后得表４１０．

由表４１０可知，ｆ
１ ＝ｆ

２ ＝ｆ
３ ＝０，但ｆ

４ ＝９／２，故目标规划的满意解为

Ｘ
　～

＝（ｘ１，ｘ２）犜 ＝（５，１／２）犜．

表４１０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４ ｂ

ｘ１ １ ０ １／２ ０ １／２ ０ －１／２ ０ －１／２ ０ ５
ｄ－

２ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ －１　 ０ ０ ３
ｄ－

４ ０ ０ －１／４ ０ １／４ １ １／４ ０ －１／４ －１　 ３／２
ｘ２ ０ １ １／４ ０ －１／４ ０ －１／４ ０ １／４ ０ １／２

Ｐ１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
Ｐ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
Ｐ４ ０ ０ ３／４ ３／４ １７／４ ０ －３／４ ０ ３／４ ３ －９／２

　　 例４７　若例４５中相对权重系数发生变化，达成函数变化为要求

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
１＋Ｐ２ｄ＋

２＋Ｐ３（αｄ－
３ ＋βｄ

－
４）＋Ｐ４ｄ＋

１（其中，α，β＞０，），

试进行灵敏度分析．
解　分析达成函数的变化，发现Ｐ３ 优先级中偏差变量ｄ－

３ ，ｄ－
４ 的相对权重系数为

待定系数α和β．
（１）与例４６相同，达成函数的变化仅仅影响原单纯形表表４８的最优性条件和达
成函数值，即非基变量ｄ－

２ ，ｄ＋
２ ，ｄ－

３ ，ｄ＋
３ ，ｄ＋

４ 的检验数和达成函数值将发生变化，因此

首先应通过ｒｊ ＝ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ．ｊ，ｆ０ ＝Ｃ犜

ＢＢ－１ｂ计算相关检验数和ｆ０，再分析与判断相对

权重系数的变化对目标规划解的影响；

（２）对Ｐ３ 行的部分系数进行重新计算，计算结果如表４１１所示．ｄ＋
２ ，ｄ－

２ 和ｄ＋
３ 的

检验数均大于零；对于ｄ－
３ 的检验数［α－β／４］Ｐ３ 的情况讨论如下：
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表４１１

Ｃ

ＣＢ ＸＢ

０ ０ Ｐ１ ０ αＰ３ βＰ３ Ｐ４ Ｐ２ ０ ０

ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４

ｂ

０ ｘ１ １ ０ ０ １／２ １／２ ０ ０ －１／２ －１／２ ０ １３／２
Ｐ４ ｄ＋

１ ０ ０ －１　 １ ０ ０ １ －１ ０ ０ ３
βＰ３ ｄ－

４ ０ ０ ０ －１／４ １／４ １ ０ １／４ －１／４ －１　 ３／４
０ ｘ２ ０ １ ０ １／４ －１／４ ０ ０ －１／４ １／４ ０ ５／４

Ｐ１ ｒ　∧ｊ１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ｒ　∧ｊ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
Ｐ３ ｒ　∧ｊ３ ０ ０ ０ β／４ α－β／４ ０ ０ －β／４ β／４ β －３β／４
Ｐ４ ｒ　∧ｊ４ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ １ ０ ０ －３

　　① 当α／β＞１／４时，ｄ－
３ 的检验数＞０，原满意解不变：Ｘ

　～１ ＝（１３／２，５／４）犜；

② 当α／β＜１／４时，ｄ－
３ 的检验数＜０，原满意解发生改变，选择ｄ－

３ 进基，ｄ－
４ 出基，得

到新的满意解Ｘ
　～２ ＝（５，２）犜；

③ 当α／β＝１／４时，ｄ－
３ 的检验数＝０，Ｘ

　～１ 和Ｘ
　～２ 均为目标规划的满意解，则 Ｘ

　～ ＝
λ１ Ｘ

　～１＋λ２ Ｘ
　～２（λ１＋λ２ ＝１，λ１ ≥０，λ２ ≥０）也是目标规划的满意解．

由此可见，目标优先因子和相对权重系数的变化常常引起目标规划解的变化，换句

话说，目标规划的解对这两者的变化反映比较灵敏，因此按目标规划的求解结果直接进

行决策具有一定的风险．故在目标规划建立模型的过程中，应科学谨慎地确定目标优先
级和相对权重系数，并应对求解结果进行相关的灵敏度分析，以便为可靠的决策提供更

为丰富的参考信息．

习　题　四

１．图解法解下列目标规划问题：

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
１＋Ｐ２ｄ＋

２＋Ｐ３（２ｄ－
３＋ｄ－

４）；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝４０，

ｘ１＋ｘ２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝５０，

ｘ１　　 ＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝２４，

ｘ１＋４ｘ２＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝３０，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０；　ｄ－
ｑ ≥０，　ｄ＋

ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．

２．单纯形法解下列目标规划问题：

（１）　　　　 ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
１＋Ｐ２ｄ＋

２＋Ｐ３（５ｄ－
３＋３ｄ－

４）；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝８０，

ｘ１＋ｘ２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝９０，

ｘ１＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝７０，

ｘ２＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝４５，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０，　ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．
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（２）　　　　 ｍｉｎｆ＝Ｐ１（ｄ＋
１＋ｄ＋

２）＋Ｐ２ｄ－
３＋Ｐ３ｄ＋

４；

ｓ．ｔ．　４ｘ１＋５ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝８０，

４ｘ１＋２ｘ２＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝４８，

８ｘ１＋１０ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝８０，

ｘ１＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝５，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０，　ｄ－
ｑ ≥０，　ｄ＋

ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．

３．公司决定使用１０００万元新产品开发基金开发Ａ，Ｂ，Ｃ３种新产品．经过预测，开
发Ａ，Ｂ，Ｃ３种新产品的投资利润率分别为５％，７％，１０％．由于新产品开发有一定风
险，公司研究后决定了以下优先顺序目标：

（１）Ａ产品至少投资３００万元；
（２）为分散风险，任何一种新产品的开发投资不超过开发基金总额的３５％；
（３）至少留有１０％的开发基金，以备急用；
（４）使总的投资利润最大．
试建立投资分配方案的目标规划模型．
４．已知目标规划问题：

ｍｉｎｆ＝Ｐ１（２ｄ＋
１ ＋３ｄ＋

２）＋Ｐ２ｄ－
３ ＋Ｐ３ｄ＋

４；

ｓ．ｔ．　 ｘ１＋ ｘ２＋ｄ－
１－ｄ＋

１＝１０，

ｘ１　 　＋ｄ－
２－ｄ＋

２＝４，

５ｘ１＋３ｘ２＋ｄ－
３－ｄ＋

３＝５６，

ｘ１＋ ｘ２＋ｄ－
４－ｄ＋

４＝１２，

ｘ１，ｘ２，ｄ－
ｑ，ｄ

＋
ｑ ≥０，　ｑ＝１，２，３，４．

最优单纯形表如表４１２所示．

表４１２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｄ－
１ ｄ－

２ ｄ－
３ ｄ－

４ ｄ＋
１ ｄ＋

２ ｄ＋
３ ｄ＋

４ ｂ

ｘ２ ０ １ １ －１ ０ ０ －１ １ ０ ０ 　６
ｘ１ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ４
ｄ－

３ ０ ０ －３ －２ １ １ ３ ２ －１ ０ １８
ｄ－

４ ０ １ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ －１ ２

Ｐ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２ ３ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ３ ２ ０ ０ －３ －２ １ ０ －１８
Ｐ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

　　（１）若达成函数发生如下变化

ｍｉｎｆ＝Ｐ１ｄ－
３＋Ｐ２（２ｄ＋

１＋３ｄ＋
２）＋Ｐ３ｄ＋

４，

试分析最优解有何变化？

（２）若偏差变量ｄ＋
２ 的相对权重系数待定，试分析其灵敏度范围．
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第五章　整 数 规 划

第一章讨论的线性规划问题的决策变量都是连续型的，但是对某些实际问题而言，

问题的全体或部分决策变量被限制为离散型的整数值，我们称这样的线性规划问题为整

数线性规划，简称整数规划，简记为（ＩＰ）．
我们自然很容易地想到，若把整数规划的决策变量的整数约束去掉，得到相应的连

续型变量的线性规划，对这个线性规划用单纯形法求解，然后将得到的最优解中要求取

整数值的决策变量的值进行舍入处理，从而把所得结果作为整数规划的最优解．但是，实
际例子告诉我们这个方法是不可行的．
例５１　求解整数规划：

　　　　ｍｉｎｆ＝－ｘ１－ｘ２；　　　
ｓ．ｔ．　 １４ｘ１＋９ｘ２ ≤５１，

－６ｘ１＋３ｘ２ ≤１，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２．

解　我们去掉上述问题中ｘ１、ｘ２ 为整数这个约束，得到相应的线性规划，用图解法

进行求解（如图５１），得到线性规划的最优解Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２）犜 ＝（１．５，３．３３）犜，最优值

图５１

为－４．８３．
如图５１所示，该整数规划的可行解集

合是一些离散的点（今后我们仍用可行域来

通称整数规划可行解的集合）．
如果我们对Ｘ的变量ｘ１ 及ｘ２ 分别作

舍入处理，得到４个整数解：

（２，３）犜，（１，３）犜，（２，４）犜，（１，４）犜，

我们发现，它们都不是整数规划的可行解．事
实上，该整数规划的最优解是（２，２）犜或
（３，１）犜．　
另一方面，如果我们采用上述处理方法

来求解（ＩＰ），那么，当（ＩＰ）有ｎ个取整数值的变量时，则相应线性规划的最优解中，要求
取整数值的变量的值都有舍或入两种可能，总共就有２ｎ 种可能的舍入方案．当ｎ＝６０
时，２６０ ≈１０１８，这时即使应用高速电子计算机也难以处理全部舍入方案．所以，有必要对
整数规划建立一些有效的算法．
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§５．１　整数规划模型

人们对整数规划感兴趣，除了有些问题的实际变量必须是整数这个原因外，还因为

现实生活中有些问题的解必须满足许多重要的特殊约束条件，或者在建立模型时，必须

考虑一些重要的因素，如若不引进附加的整数变量（仅取０或１，称为逻辑变量或０１变
量），那么，要完整地建立模型并把问题说清楚将是十分困难的．下面我们通过一些简单
的例题，来介绍建立整数规划模型的一些技巧．
例５２　（固定费用问题）　工厂准备生产Ａ１，Ａ２，Ａ３３种产品．若Ａｊ 产品投产，无

论产量大与小，都需要一笔固定费用ｄｊ（例如装夹具的设计制作费用）．而每生产一件产
品，其利润为ｃｊ，试问固定费用这个因素如何体现在模型中而使总利润最大（其他约束条

件暂不列入）？

解　设产品Ａｊ的产量为ｘｊ．又设０１变量

ｙｊ ＝
１， 当ｘｊ ＞０，

０， 否则烅
烄
烆 ，

　　ｊ＝１，２，３． （５１）

于是，目标函数为

ｍａｘｆ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２＋ｃ３ｘ３－ｄ１ｙ１－ｄ２ｙ２－ｄ３ｙ３．

式（５１）这个规定可以借助于下列３个约束条件并结合目标函数是求最大值来实现：

ｘｊ ≤Ｍｙｊ，　ｊ＝１，２，３，
其中Ｍ 是充分大的正数．
我们可以看到，若ｘｊ ＞０，则要使约束条件ｘｊ ≤Ｍｙｊ成立，ｙｊ就必须等于１，此时，

产品Ａｊ的固定费用ｄｊ就考虑在目标函数中了．若ｘｊ ＝０，那么ｙｊ ＝０或１都满足约束条
件ｘｊ≤Ｍｙｊ，但是在最优解中，ｙｊ一定等于０．否则，如果ｙｊ＝１，相应的目标函数值就小
于ｙｊ ＝０对应的目标函数值，而我们现在是求 ｍａｘｆ．因此，引进逻辑变量ｙｊ ＝０，１
（ｊ＝１，２，３），固定费用就体现在模型中了．
例５３　（选择性约束条件）　某工厂生产第ｊ种产品的数量为ｘｊ，ｊ＝１，２，３．其使

用的材料在材料甲及乙中选择一种．材料消耗的约束条件分别为

２ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３ ≤１８０及４ｘ１＋３ｘ２＋７ｘ３ ≤２４０

（其他资源约束未列出），试问这类选择性约束条件如何体现在模型中？

解　引进０１变量ｙ：

ｙ＝
０， 选择材料甲，

１， 否则｛ ．

这样，“或此或彼”相互排斥的约束条件就可化成下列两个约束条件：

２ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３ ≤１８０＋Ｍｙ，　　　
４ｘ１＋３ｘ２＋７ｘ３ ≤２４０＋Ｍ（１－ｙ），
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其中Ｍ 是充分大的正数．
可以看出，当ｙ＝０时，第二个约束变成４ｘ１＋３ｘ２＋７ｘ３ ≤２４０＋Ｍ，由于Ｍ 是充分

大的正数，所以这个约束条件自动满足而不起作用，而第一个约束为２ｘ１ ＋５ｘ２ ＋
６ｘ３ ≤１８０，这意味着选择材料甲；反之，当ｙ＝１时，第二个约束起作用，第一个约束变为

２ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３ ≤１８０＋Ｍ不起作用，这意味着选择材料乙．因此，借助于０１变量，材料
选择的两种可能性就同时包括在一个模型中了．
一般地，假定在某种情况下要在ｐ个约束条件

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｐ

中至少要选择ｑ个约束条件得到满足，那么，我们引进ｐ个０１变量ｙｉ，则选择性的约束

条件问题就化为

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ＋Ｍｙｉ，　ｉ＝１，⋯，ｐ，

∑
ｐ

ｉ＝１
ｙｉ ≤ｐ－ｑ，

ｙｉ ＝０，１，　ｉ＝１，⋯，ｐ．

图５２

例５４　（可行域描述问题）　如何把

图５２中的阴影部分所表示的可行域用联
立的线性约束条件来描述？

解　如果阴影部分所表示的可行域用

数学语言来描述，就是下列选择性约束条件：

或者 　ｘ１＋ｘ２ ≥３，ｘ１＋ｘ２ ≤４，

或者 　ｘ１＋２ｘ２ ≤２．

我们先引进第一级０１变量ｙ１，将它们表达

为联立约束条件：

ｘ１＋ｘ２ ≥３－Ｍｙ１；　　　　　
ｘ１＋ｘ２ ≤４＋Ｍｙ１；

ｘ１＋２ｘ２ ≤２＋Ｍ（１－ｙ１）．

而当ｘ１＋ｘ２ ≥３及ｘ１＋ｘ２ ≤４成立（即ｙ１ ＝０）时，

或者 　ｘ１ ≤１；

或者 　ｘ１ ≤２，ｘ２ ≤２； （５２）

或者 　ｘ２ ≤１．

我们引进第二级０１变量ｙ２、ｙ３ 和ｙ４，上述选择性约束条件（５２）就成为

ｘ１ ≤１＋Ｍｙ１＋Ｍｙ２，
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ｘ１ ≤２＋Ｍｙ１＋Ｍｙ３，

ｘ２ ≤２＋Ｍｙ１＋Ｍｙ３，

ｘ２ ≤１＋Ｍｙ１＋Ｍｙ４，

ｙ２＋ｙ３＋ｙ４ ＝２（１－ｙ１）．

联立在一起，该可行域即描述为

ｘ１＋ｘ２ ≥３－Ｍｙ１，

ｘ１＋ｘ２ ≤４＋Ｍｙ１，

ｘ１ ≤１＋Ｍｙ１＋Ｍｙ２，

ｘ１ ≤２＋Ｍｙ１＋Ｍｙ３，

ｘ２ ≤２＋Ｍｙ１＋Ｍｙ３，

ｘ２ ≤１＋Ｍｙ１＋Ｍｙ４，

ｙ２＋ｙ３＋ｙ４ ＝２（１－ｙ１），

ｘ１＋２ｘ２ ≤２＋Ｍ（１－ｙ１）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝１，２，３，４．

例５５　（非线性整数规划问题线性化）　试将下列非线性整数规划变换成整数规划：

　　　　ｍａｘｆ＝ｘ２
１＋ｘ２ｘ３－ｘ３

３
；　　

ｓ．ｔ．　 －２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３ ≤３
ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，２，３．

解法一　显然，对任ｋ＞０，０１变量ｘｊ总有：ｘｋ
ｊ ＝ｘｊ，于是目标函数化成

ｆ＝ｘ１＋ｘ２ｘ３－ｘ３．

我们引入０１变量ｙ来代替ｘ２ｘ３：

ｙ＝
１， 当ｘ２ ＝ｘ３ ＝１，

０， 否则烅
烄
烆 ．

（５３）

我们用下述两个约束条件来体现上述规定：

　ｘ２＋ｘ３－ ｙ≤１，

－ｘ２－ｘ３＋２ｙ≤０．
（５４）

这是由于：当ｘ２ ＝ｘ３ ＝１时，约束条件（５４）化成ｙ≥１和ｙ≤１，从而有ｙ＝１；当ｘ２

或ｘ３ 中至少有一个为零时，由式（５４）的第二个约束ｙ≤
ｘ１＋ｘ３

２
得知ｙ＝０．

从而，本模型化为：

　　　　ｍａｘｆ＝ｘ１＋ｙ－ｘ３；　　　　
ｓ．ｔ．　 －２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３　 　 ≤３，

　　　　ｘ２＋ｘ３－ ｙ≤１，

　 　－ ｘ２－ｘ３＋２ｙ≤０，
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ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，２，

ｙ＝０，１．

解法二　在方法一中每有一个０１变量乘积项，就要引入一个整数变量，但计算机

求解整数规划的时间随着整数变量个数增加而增加，为避免这种情况，我们引入非负连

续变量ｙ来代替ｘ２ｘ３，式（５３）的规定用下列３个约束条件来体现：

ｘ２＋ｘ３－ｙ≤１，

ｙ≤ｘ２，

ｙ≤ｘ３．

显然，当ｘ２ ＝ｘ３ ＝１时，这３个约束条件联立在一起，即可得出ｙ＝１；而当ｘ２ 或ｘ３ 至

少有一个为零时，第二个或第三个约束条件迫使ｙ＝０．所以说，这３个约束条件隐含了

ｙ是０１变量．
本模型化为

　　　　ｍａｘｆ＝ｘ１＋ｙ－ｘ３；　　　　　
ｓ．ｔ．　 －２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３　　 ≤３，

　　　　ｘ２＋ｘ３－ｙ≤１，

ｙ≤ｘ２，

ｙ≤ｘ３，

ｘ１ ＝０，１；　ｘ２ ＝０，１；　ｙ≥０．

推而广之，当模型中出现ｋ个０１变量ｘｊ的乘积ｘ１⋯ｘｊ⋯ｘｋ 时，我们用下列两种方

法处理：

方法一　引入０１变量ｙ取代乘积项ｘ１ｘ２⋯ｘｋ 并增加下列两个约束条件：

∑
ｋ

ｊ＝１
ｘｊ－ｙ≤ｋ－１，　　　

－∑
ｋ

ｊ＝１
ｘｊ＋ｋｙ≤０，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，ｋ，

ｙ＝０，１．

方法二　引入非负变量ｙ代替乘积项ｘ１ｘ２⋯ｘｋ，并增加下列（ｋ＋１）个约束条件：

表５１

Ａｉ

ｔ ｉｊＢ ｊ
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４

Ａ１ ３ ５ ４ １
Ａ２ ７ ２ １ ３
Ａ３ ３ ４ ５ １
Ａ４ ６ ７ ５ ２

　　　　　∑
ｋ

ｊ＝１
ｘｊ－ｙ≤ｋ－１，　　

ｙ≤ｘｊ，　ｊ＝１，⋯，ｋ

ｙ≥０，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，ｋ．

例５６　（最优分配问题）　现有４部车床

Ａｉ（ｉ＝１，⋯，４）和４个零件Ｂｊ（ｊ＝１，⋯，

４），车床Ａｉ加工零件Ｂｊ 所需时间ｔｉｊ（小时）由
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表５１给出．问如何安排生产计划，使每部车床加工一个零件、一个零件由一部车床加工，且
全部零件加工完成的时间最早（假定４部车床同时开始加工）．试建立整数规划模型．
解　设０１变量ｘｉｊ为

ｘｉｊ ＝
１， 车床Ａｉ加工零件Ｂｊ，

０， 否烅
烄
烆 ．

因为每部车床仅加工一个零件，所以有

∑
４

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｉ＝１，⋯，４．

因为每个零件仅需一部车床加工，所以有

∑
４

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，⋯，４．

假设ｙ为全部零件完工时间，则有

ｙ＝ ｍａｘ｛３ｘ１１＋７ｘ２１＋３ｘ３１＋６ｘ４１，５ｘ１２＋２ｘ２２＋４ｘ３２＋７ｘ４２，

４ｘ１３＋ｘ２３＋５ｘ３３＋５ｘ４３，ｘ１４＋３ｘ２４＋ｘ３４＋２ｘ４４｝，

我们将它化为线性约束条件：

ｙ≥３ｘ１１＋７ｘ２１＋３ｘ３１＋６ｘ４１，ｙ≥５ｘ１２＋２ｘ２２＋４ｘ３２＋７ｘ４２，

ｙ≥４ｘ１３＋ｘ２３＋５ｘ３３＋５ｘ４３，ｙ≥ｘ１４＋３ｘ２４＋ｘ３４＋２ｘ４４．

于是，得整数规划模型如下：

　　　　ｍｉｎｆ＝ｙ；　　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　 ∑
４

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，ｉ＝１，⋯，４，

∑
４

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，ｊ＝１，⋯，４，

ｙ≥３ｘ１１＋７ｘ２１＋３ｘ３１＋６ｘ４１，

ｙ≥５ｘ１２＋２ｘ２２＋４ｘ３２＋７ｘ４２，

ｙ≥４ｘ１３＋ｘ２３＋５ｘ３３＋５ｘ４３，

ｙ≥ｘ１４＋３ｘ２４＋ｘ３４＋２ｘ４４，

ｘｉｊ ＝０，１，　ｉ，ｊ＝１，⋯，４，

ｙ≥０．

表５２

Ａｉ

Ｃ ｉｊＢ ｊ
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３

Ａ１ ４ ５ ３
Ａ２ ２ ３ ４
Ａ３ ６ ４ ５

例５７　（选址问题）　现准备从Ａ１，Ａ２，Ａ３３个地点选择两处开设工厂，它们每月
的产量ａｉ（ｉ＝１，２，３）分别至多为７０，８０和９０个
单位，每月的经营费用ｄｉ（与产量无关）分别为

１００，９０和１２０．有３家客户Ｂ１，Ｂ２ 和Ｂ３，它们每

月的需求量ｂｊ（ｊ＝１，２，３）分别为４０，６０和４５个
单位．Ａｉ至Ｂｊ的单位运价Ｃｉｊ（如表５２所示）．问
如何选址，使每月经营和运输费用最低？试建立整

数规划模型．
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解　设ｙｉ ＝
１，　 选地点Ａｉ开设工厂，

０，　 否烅
烄
烆 ．

又设ｘｉｊ为在地点Ａｉ处开设工厂时从Ａｉ至客户Ｂｊ的运量．
显然，有ｙ１＋ｙ２＋ｙ３ ＝２．
若在Ａｉ处不开设工厂，则Ａｉ至Ｂｊ的运量应为零；若在Ａｉ处开设工厂，则每个月Ａｉ

至Ｂｊ的运量之和不超过Ａｉ处开设工厂的产量ａｉ，写成约束条件就成为

ｘｉ１＋ｘｉ２＋ｘｉ３ ≤ａｉｙｉ，　ｉ＝１，２，３．

又客户Ｂｊ的需求量必须得到满足，所以有

ｘ１ｊ＋ｘ２ｊ＋ｘ３ｊ ＝ｂｊ，　ｊ＝１，２，３．
每月的费用ｆ为

ｆ＝ ∑
３

ｉ＝１
∑
３

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ ＋∑

３

ｉ＝１
ｄｉｙｉ．

则本问题的数学模型为

　　　　ｍｉｎｆ＝４ｘ１１＋５ｘ１２＋３ｘ１３＋２ｘ２１＋３ｘ２２＋４ｘ２３　　　
＋６ｘ３１＋４ｘ３２＋５ｘ３３＋１００ｙ１＋９０ｙ２＋１２０ｙ３；

ｓ．ｔ．　 ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ≤７０ｙ１，

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ≤８０ｙ２，

ｘ３１＋ｘ３２＋ｘ３３ ≤９０ｙ３，

ｘ１１＋ｘ２１＋ｘ３１ ＝４０，

ｘ１２＋ｘ２２＋ｘ３２ ＝６０，

ｘ１３＋ｘ２３＋ｘ３３ ＝４５，

ｙ１＋ｙ２＋ｙ３ ＝２，

ｘｉｊ ≥０，　ｉ，ｊ＝１，２，３，

ｙｉ ＝０，１，　ｉ＝１，２，３．

例５８　（排序问题）　用编号为１＃、２＃、３＃、４＃的４种机床生产３种产品１＃，２＃，

３＃．这３种产品的工艺路线及工序加工时间如表５３所示．一台机床一次只能加工一个
产品．现要求２＃产品从开始加工到完成，经历时间不得超过ｄ小时．问如何确定各种产
品在机床上的加工顺序，使在最短时间内制成全部产品．试建立整数规划模型．

表５３

工　艺　路　线
ｊ＃机床加工时间（小时）

１ ２ ３ ４

ｉ＃产品

１ 　　 　ａ →１ ａ →３ ａ４

２ 　　 　ｂ →１ ｂ →２ ｂ４

３ ｃ →２ ｃ３
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　　解　设ｘｉｊ为ｉ＃产品在机床ｊ＃上开始加工的时间（从零基准点算起，以小时计）．
第一组约束条件为要求３种产品都应按照工艺路线的规定顺序来进行加工．例如对

１＃产品来说，首先是在１＃机床上加工，然后依次在３＃和４＃机床上加工，因此有

ｘ１１＋ａ１ ≤ｘ１３，ｘ１３＋ａ３ ≤ｘ１４，

类似地，对２＃和３＃产品，有

ｘ２１＋ｂ１ ≤ｘ２２，ｘ２２＋ｂ２ ≤ｘ２４ 和ｘ３２＋ｃ２ ≤ｘ３３．

第二组约束条件为一族选择性的约束条件，以保证一台机床一次只能加工一个产

品．例如，对于机床１＃来说，或者１＃产品先于２＃产品加工，或者２＃产品先于１＃产品加

工，即应有

或ｘ１１＋ａ１ ≤ｘ２１，或ｘ２１＋ｂ１ ≤ｘ１１．

引进０１变量ｙ１，上述选择性约束条件就成为

ｘ１１＋ａ１ ≤ｘ２１＋Ｍｙ１，ｘ２１＋ｂ１ ≤ｘ１１＋Ｍ（１－ｙ１）．

类似地，借助于０１变量ｙ２，ｙ３ 和ｙ４，对２＃，３＃和４＃机床有

ｘ２２＋ｂ２ ≤ｘ３２＋Ｍｙ２，

ｘ３２＋ｃ２ ≤ｘ２２＋Ｍ（１－ｙ２），

ｘ１３＋ａ３ ≤ｘ３３＋Ｍｙ３，

ｘ３３＋ｃ３ ≤ｘ１３＋Ｍ（１－ｙ３），

ｘ１４＋ａ４ ≤ｘ２４＋Ｍｙ４，

ｘ２４＋ｂ４ ≤ｘ１４＋Ｍ（１－ｙ４），

其中ｙｊ ＝０，１，ｊ＝２，３，４．
２＃产品从１＃机床对它开始加工（在ｘ２１时刻）到４＃机床将其加工完毕（在ｘ２４＋ｂ４时

刻），其经历时间有约束：

ｘ２４＋ｂ４－ｘ２１ ≤ｄ．

３个产品都完工的时间ｙ为

ｙ＝ ｍａｘ｛ｘ１４＋ａ４，ｘ２４＋ｂ４，ｘ３３＋ｃ３｝，

我们将它化为线性约束条件

ｙ≥ｘ１４＋ａ４；　ｙ≥ｘ２４＋ｂ４；　ｙ≥ｘ３３＋ｃ３．

综上所述，得整数规划模型如下：

　　　　ｍｉｎｆ＝ｙ；　　　　　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ｘ１１＋ａ１ ≤ｘ１３，

ｘ１３＋ａ３ ≤ｘ１４，

ｘ２１＋ｂ１ ≤ｘ２２，

ｘ２２＋ｂ２ ≤ｘ２４，
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ｘ３２＋ｃ２ ≤ｘ３３，

ｘ１１＋ａ１ ≤ｘ２１＋Ｍｙ１，

ｘ２１＋ｂ１ ≤ｘ１１＋Ｍ（１－ｙ１），

ｘ２２＋ｂ２ ≤ｘ３２＋Ｍｙ２，

ｘ３２＋ｃ２ ≤ｘ２２＋Ｍ（１－ｙ２），

ｘ１３＋ａ３ ≤ｘ３３＋Ｍｙ３，

ｘ３３＋ｃ３ ≤ｘ１３＋Ｍ（１－ｙ３），

ｘ１４＋ａ４ ≤ｘ２４＋Ｍｙ４，

ｘ２４＋ｂ４ ≤ｘ１４＋Ｍ（１－ｙ４），

ｘ２４＋ｂ４－ｘ２１ ≤ｄ，

ｙ≥ｘ１４＋ａ４，

ｙ≥ｘ２４＋ｂ４，

ｙ≥ｘ３３＋ｃ３，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，４

ｙ≥０，　 诸ｘｉｊ ≥０．

例５９　（利润分段线性问题）　某厂生产甲、乙两种产品，需经过金工和装配两个车
间加工，有关数据如表５４所示．产品乙无论生产批量大小，每件产品生产成本总为４００
元．试根据产品甲生产成本的下列两种情况分别建立整数规划模型：

表５４

工时定额（小时／件）
产　　　　品

甲 乙
总有效工时

车间
金工

装配

４
２

３
５

４８０
５００

售价（元／件） ３００ ５２０

　　（１）产品甲的生产成本分段线性：第１件至第３０件，每件成本为２００元；第３１件至
第７０件，每件成本为１９０元；从第７１件开始，每件成本为１９５元．
（２）产品甲的产量不超过４０件时，每件成本为２００元，但若超过４０件，则甲的全部
产品每件成本都为１９５元．
解　设甲、乙产品的生产数量分别为ｘ１，ｘ２ 件．由表５４知产品甲至多生产１２０件．
（１）令ｘ１ ＝ｘ３＋ｘ４＋ｘ５，其中ｘ３、ｘ４ 和ｘ５ 满足下列约束条件：

当０≤ｘ１ ≤３０时，有

０≤ｘ３ ≤３０，　ｘ４ ＝０，　ｘ５ ＝０； （５５）

当３０≤ｘ１ ≤７０时，有

ｘ３ ＝３０，　０≤ｘ４ ≤４０，　ｘ５ ＝０； （５６）

当７０≤ｘ１ ≤１２０时，有
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ｘ３ ＝３０，　ｘ４ ＝４０，　０≤ｘ５ ≤５０． （５７）

此时，产品甲所获利润为１００ｘ３＋１１０ｘ４＋１０５ｘ５，产品乙所获利润为１２０ｘ２．
引进０１变量ｙ１ 和ｙ２ 将上述约束条件（５５）、（５６）和（５７）化成下列约束条件：

３０ｙ１ ≤ｘ３ ≤３０，　４０ｙ２ ≤ｘ４ ≤４０ｙ１，　０≤ｘ５ ≤５０ｙ２．

这时，如果ｙ１ ＝０，则必有ｙ２ ＝０，从而约束（５５）成立；如果ｙ１ ＝１，ｙ２ ＝０，则有约束
（５６）成立；如果ｙ１ ＝１，ｙ２ ＝１，则有约束（５７）成立；而ｙ１ ＝０，ｙ２ ＝１这是不可行的．
我们即得本问题的整数规划模型：

　　　　ｍａｘｆ＝１００ｘ３＋１１０ｘ４＋１０５ｘ５＋１２０ｘ２；　　
ｓ．ｔ．　 ４ｘ３＋４ｘ４＋４ｘ５＋３ｘ２ ≤４８０，

２ｘ３＋２ｘ４＋２ｘ５＋５ｘ２ ≤５００，

３０ｙ１ ≤ｘ３ ≤３０，

４０ｙ２ ≤ｘ４ ≤４０ｙ１，

０≤ｘ５ ≤５０ｙ２，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝２，３，４，５，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝１，２．

（２）令ｘ１ ＝ｘ３＋ｘ４，其中ｘ３，ｘ４ 满足下列约束条件：

当０≤ｘ１ ≤４０，有０≤ｘ３ ≤４０，ｘ４ ＝０；　 （５８）

当４０≤ｘ１ ≤１２０，有ｘ３ ＝４０，０≤ｘ４ ≤８０． （５９）

我们引进０１变量ｙ，将上列约束条件化成：

４０ｙ≤ｘ３ ≤４０，０≤ｘ４ ≤８０ｙ．

此时，如果ｙ＝０，则约束（５８）成立，产品甲的利润为

（３００－２００）ｘ１ ＝１００ｘ３；

如果ｙ＝１，则约束（５９）成立，产品甲的利润为

１０５ｘ３＋１０５ｘ４ ＝１００ｘ３＋１０５ｘ４＋５ｘ３ ＝１００ｘ３＋１０５ｘ４＋２００．

综合这两种情况，可知产品甲的利润为

１００ｘ３＋１０５ｘ４＋２００ｙ．

我们即得整数规划模型如下：

　　　　ｍａｘｆ＝１００ｘ３＋１０５ｘ４＋２００ｙ＋１２０ｘ２；　　
ｓ．ｔ．　 ４ｘ３＋４ｘ４＋３ｘ２ ≤４８０，

２ｘ３＋２ｘ４＋５ｘ２ ≤５００，

４０ｙ≤ｘ３ ≤４０，

０≤ｘ４ ≤８０ｙ，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝２，３，４，

ｙ＝０，１．
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例５１０　（可靠性问题）　某种仪表由３个部件串联而成．ｊ＃部件的可靠性由所组装

的ｊ＃元件个数决定，由表５５给出；每个ｊ＃元件的重量和成本由表５６给出．

表５５

元件个数ｉ
ｊ＃部件可靠性

１＃ ２＃ ３＃

１ ０．６ ０．７５ ０．７

２ ０．７５ ０．８５ ０．８

３ ０．８ ０．９ ０．８５

　　

表５６

元　　件 成本 重量

１＃ ３０ ３

ｊ＃ ２＃ ４０ ４

３＃ ５０ ６

在设计过程中，该仪表对３个部件的总重量限制为２５，总成本限制为２４０，问ｊ＃部件

如何选择ｊ＃元件的个数，使仪表的可靠性最大？

解　设 ｘｉｊ ＝
１， 若ｊ＃ 部件选择ｉ个ｊ＃ 元件，

０， 否｛ ．

考虑到ｊ＃部件或选１个，或选２个，或选３个ｊ＃元件，故有约束条件：

∑
３

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，２，３．

ｊ＃部件选择ｊ＃元件的个数为∑
３

ｉ＝１
ｉｘｉｊ，故有成本约束和重量约束为

３０∑
３

ｉ＝１
ｉｘｉ１＋４０∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ２＋５０∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ３ ≤２４０，

３∑
３

ｉ＝１
ｉｘｉ１＋４∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ２＋６∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ３ ≤２５，

ｊ＃部件的可靠性Ｒｊ为

Ｒ１ ＝（０．６）ｘ１１（０．７５）ｘ２１（０．８）ｘ３１，

Ｒ２ ＝（０．７５）ｘ１２（０．８５）ｘ２２（０．９）ｘ３２，

Ｒ３ ＝（０．７）ｘ１３（０．８）ｘ２３（０．８５）ｘ３３．

仪表的可靠性Ｒ＝Ｒ１Ｒ２Ｒ３，它为非线性函数，取对数后即可得到一个线性函数，从而，目

标函数为

ｆ＝ｘ１１ｌｏｇ０．６＋ｘ２１ｌｏｇ０．７５＋ｘ３１ｌｏｇ０．８＋ｘ１２ｌｏｇ０．７５
＋ｘ２２ｌｏｇ０．８５＋ｘ２３ｌｏｇ０．９＋ｘ１３ｌｏｇ０．７＋ｘ２３ｌｏｇ０．８
＋ｘ３３ｌｏｇ０．８５．

我们得到如下线性整数规划模型：

ｍａｘｆ＝ｘ１１ｌｏｇ０．６＋ｘ２１ｌｏｇ０．７５＋ｘ３１ｌｏｇ０．８＋ｘ１２ｌｏｇ０．７５
＋ｘ２２ｌｏｇ０．８５＋ｘ２３ｌｏｇ０．９＋ｘ１３ｌｏｇ０．７＋ｘ２３ｌｏｇ０．８
＋ｘ３３ｌｏｇ０．８５；
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ｓ．ｔ．　∑
３

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，２，３，　　　　　　　　

３０∑
３

ｉ＝１
ｉｘｉ１＋４０∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ２＋５０∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ３ ≤２４０，

３∑
３

ｉ＝１
ｉｘｉ１＋４∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ２＋６∑

３

ｉ＝１
ｉｘｉ３ ≤２５，

ｘｉｊ ＝０，１，　ｉ，ｊ＝１，２，３．

表５７

工序 加工时间（分） 紧前工序

１ ３

２ ５

３ ２ ２

４ ６ １，３

５ ８ ２

６ ３ ４

例５１１　（装配线平衡问题）　若某工厂的产品
的装配线由６道工序组成，各工序的加工时间及工序
的前后顺序如表５７所示．
若这条装配线设若干个工作站．被装配的产品在

这些编了号的工作站上流水移动时，每个工作站都要

完成一道或几道工序．假设每个工作站加工每个被装
配的产品时至多耗时１０分钟，问最少应设立几个工作
站？每个工作站完成哪些工序？

解　显然，需要的工作站不会多于４个．这是因

为由表５７可以观察到一个解：工序１，２，３在一个站
上完成，而工序４、５和６各在一个工作站上进行，此时只需４个工作站．
令

ｗｊ ＝
１， 在装配线上有工作站ｊ，

０， 否则｛ ，
　ｊ＝１，⋯，４

ｘｉｊ ＝
１， 若工序ｉ在工作站ｊ上进行，

０， 否则｛ ，
　
ｉ＝１，⋯，６

ｊ＝１，⋯，４．

因此，为使工作站数实现最少，目标函数为

ｍｉｎｆ＝ｗ１＋ｗ２＋ｗ３＋ｗ４．

接下来我们来分析约束条件：

第一组约束条件：对工序ｉ来说，它应恰在某一个工作站上完成，为此有

ｘｉ１＋ｘｉ２＋ｘｉ３＋ｘｉ４ ＝１，　ｉ＝１，⋯，６；

第二组约束条件：对工作站ｊ来说，在该站上完成的各道工序所需时间的总和不得
超过１０分钟，因此有

３ｘ１ｊ＋５ｘ２ｊ＋２ｘ３ｊ＋６ｘ４ｊ＋８ｘ５ｊ＋３ｘ６ｊ ≤１０，　ｊ＝１，⋯，４；

第三组约束条件：工作站ｊ若设立，则在此站上完成的工序不会超过６道；若不设立，
那么就不能将任何工序分派给该站（换句话说，若ｗｊ ＝０，则所有的ｘｉｊ ＝０），从而有

ｘ１ｊ＋ｘ２ｊ＋ｘ３ｊ＋ｘ４ｊ＋ｘ５ｊ＋ｘ６ｊ ≤６ｗｊ，　ｊ＝１，⋯，４；

最后我们来考虑关于各道工序前后顺序这组约束条件：首先考虑工序２应当在工序
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３之前完成这个要求．若工序３在最后一个工作站４上完成，那显然没有什么问题，因为
所有工序都要在此站前完成或就在此站上完成．若工序３分配在工作站３上完成，则工
序２就不能分配在工作站４上完成，而必须分配在工作站１，２或３上完成，由此可得：

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ≥ｘ３３．

它说明，若ｘ３３ ＝１，则ｘ２１，ｘ２２，ｘ２３中必有一个变量取值为１，以保证工序２在工序３之
前完成．类似地，若工序３分配在工作站２或１上完成，则应分别有

ｘ２１＋ｘ２２ ≥ｘ３２，　ｘ２１ ≥ｘ３１．

同样地，对于工序表（表５７）中列出的每个要求，都有３个（比工作站数少１）这样的约束
条件：

ｘ１１＋ｘ１２＋ｘ１３ ≥ｘ４３，　ｘ１１＋ｘ１２ ≥ｘ４２，　ｘ１１ ≥ｘ４１；

ｘ３１＋ｘ３２＋ｘ３３ ≥ｘ４３，　ｘ３１＋ｘ３２ ≥ｘ４２，　ｘ３１ ≥ｘ４１；

ｘ２１＋ｘ２２＋ｘ２３ ≥ｘ５３，　ｘ２１＋ｘ２２ ≥ｘ５２，　ｘ２１ ≥ｘ５１；

ｘ４１＋ｘ４２＋ｘ４３ ≥ｘ６３，　ｘ４１＋ｘ４２ ≥ｘ６２，　ｘ４１ ≥ｘ６１；

因此，对于６道工序、４个工作站、５个工序顺序制约要求的装配线平衡问题，我们建立的
整数规划模型一共有２８个变量及２９个约束条件．可以想见，当一条装配线的工序个数、
工作站数和工序顺序制约要求数很大时，为它建立的整数规划模型将是极其庞大的．
例５１２　（货物列车编组计划问题）　某铁路线路有５个货物列车编组站Ａ１，Ａ２，

Ａ３，Ａ４ 和Ａ５．编组站Ａｉ 发往前方各编组站Ａｊ 的车辆数ａｉｊ（或称为车流量）已知，如

图５３所示．若始发站Ａｉ至到达站Ａｊ开行直达列车（按直达列车含义，应有ｊ≥ｉ＋２），
在Ａｉ站就要消耗一个列车集结时间ｃｉ车小时（与车流量ａｉｊ大小无关）．又设在Ａｉ站中转

改编一辆车辆所花费的时间为ｔｉ小时．现制订列车编组计划的最优方案，以使车流集结
和车辆改编的车小时总消耗达到最小．试建立整数规划模型．

图５３
　　

图５４

解　根据铁路实际情况，相邻编组站之间的货物列车（称为直通列车）是一定开行

的，所以对于目标函数来说，需开行的直通列车的集结时间之和是个常量，在求模型的最

优解时，不妨把它们从目标函数ｆ中略去．
由图５４可知，车流ａｉｊ可开行直达列车到达Ａｊ站（ｊ≥ｉ＋２）；也可先开往Ａｋ 站并
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在Ａｋ 站第一次改编（到达Ａｋ 站后，如何继续开行，是否还有第二次改编，由Ａｋ 站决定．
在Ａｋ 站改编的车流，应算作Ａｋ 站发出的车流）．
令

ｙｉｊ ＝
１， Ａｉ站至Ａｊ站开行直达列车，

０， 否则烅
烄
烆 ，

　ｊ≥ｉ＋２．

又设ｘｋ
ｉｊ为Ａｉ站开往Ａｊ站的车流在Ａｋ 站第一次改编的车数（ｉ＜ｋ＜ｊ）．于是，目

标函数ｆ为

ｆ＝ｃ１（ｙ１３＋ｙ１４＋ｙ１５）＋ｃ２（ｙ２４＋ｙ２５）＋ｃ３ｙ３５　　

＋ｔ２（ｘ
２
１３＋ｘ２

１４＋ｘ２
１５
）＋ｔ３（ｘ

３
１４＋ｘ３

１５＋ｘ３
２４＋ｘ３

２５
）

＋ｔ４
（ｘ４

１５＋ｘ４
２５＋ｘ４

３５
）．

下面我们来讨论有关的约束条件．
第一组约束条件：考虑在Ａ１ 站发出的车流．
若Ａ１ 站至Ａ５ 站开行直达列车，则必然包括车流ａ１５的全部；否则，根据客观条件，只

能在Ａ２ 站、Ａ３ 站、Ａ４ 站之一第一次改编，因此有

ｘ２
１５＋ｘ３

１５＋ｘ４
１５＋ａ１５ｙ１５ ＝ａ１５．

由于车流ａ１５仅可以在Ａ２、Ａ３ 和Ａ４ 中一个站第一次改编，因此，引进３个０１变量

ｙ１，ｙ２ 和ｙ３，并给出下列约束条件：

ｘ２
１５ ≤Ｍｙ１，ｘ

３
１５ ≤Ｍｙ２，ｘ

４
１５ ≤Ｍｙ３，

ｙ１＋ｙ２＋ｙ３ ≤１，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝１，２，３
烅

烄

烆 ．

（５１０）

类似地，有

　　　　　　　　　ｘ２
１４＋ｘ３

１４＋ａ１４ｙ１４ ＝ａ１４ （５１１）

　　　　　　　　　　　
ｘ２

１４ ≤Ｍｙ４，ｘ
３
１４ ≤Ｍｙ５，ｙ４＋ｙ５ ≤１，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝４，５烅
烄

烆 ，
（５１２）

　　　　　　　　　　　ｘ２
１３＋ａ１３ｙ１３ ＝ａ１３． （５１３）

第二组约束条件：考虑Ａ２ 站或Ａ３ 站发出的车流．
先讨论Ａ２ 站车流的运行方案．此时，Ａ２ 站要考虑Ａ１ 站发出的车流若在本站改编而

产生的影响．换言之，当ｘ２
１５ ≠０，则ｘ２

１５＋ａ２５ 视作Ａ２ 站发往Ａ５ 站的车流．因此，有

ｘ３
２５＋ｘ４

２５＋（ｘ２
１５＋ａ２５）ｙ２５ ＝ｘ２

１５＋ａ２５． （５１４）

ｘ３
２５ ≤Ｍｙ６，ｘ

４
２５ ≤Ｍｙ７，ｙ６＋ｙ７ ≤１，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝６，７烅
烄

烆 ．
（５１５）

我们应注意到，式（５１４）是非线性约束条件．不难证明，对模型的最优解来说，它与
下列线性约束条件是等价的：
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ｘ３
２５＋ｘ４

２５＋（ａ１５＋ａ２５）ｙ２５ ≥ｘ２
１５＋ａ２５． （５１６）

这是因为

① 由于ａ１５ ≥ｘ２
１５
，所以式（５１４）成立时，式（５１６）一定成立；

② 反之，若式（５１６）成立：当ｙ２５ ＝０，则

ｘ３
２５＋ｘ４

２５ ≥ｘ２
１５＋ａ２５．

由于我们的问题是求ｍｉｎｆ，且目标函数ｆ中变量的系数都大于零，所以对最优解来说，
必定有：

ｘ３
２５＋ｘ４

２５ ＝ｘ２
１５＋ａ２５，

即式（５１４）成立．当ｙ２５ ＝１，因为ａ１５＋ａ２５ ≥ｘ２
１５＋ａ２５必定成立，从而对于最优解来说，

必定有：

ｘ３
２５＋ｘ４

２５ ＝０，
即式（５１４）成立．
类似地，Ａ２ 站至Ａ４ 站的车流有约束：

ｘ３
２４＋（ｘ２

１４＋ａ２４）ｙ２４ ＝ｘ２
１４＋ａ２４；

Ａ３ 站至Ａ５ 站的车流有约束：

ｘ４
３５＋（ｘ２

１５＋ｘ３
２５＋ａ３５）ｙ３５ ＝ｘ３

１５＋ｘ３
２５＋ａ３５．

我们用线性约束条件来取代它们：

ｘ３
２４＋（ａ１４＋ａ２４）ｙ２４ ≥ｘ２

１４＋ａ２４，　　　　

ｘ４
３５＋（ａ１５＋ａ２５＋ａ３５）ｙ３５ ≥ｘ３

１５＋ｘ２
２５＋ａ３５．

第三组约束条件：

显然，如果ｘ４
１５ ＞０，则Ａ１ 站至Ａ４ 站一定开直达列车，即ｙ１４ ＝１．写成约束条件为

ｘ４
１５ ≤Ｍｙ１４．

类似地，如果ｘ３
１５ ＞０或ｘ３

１４ ＞０，则应有ｙ１３ ＝１，我们即得约束条件

ｘ３
１５＋ｘ３

１４ ≤Ｍｙ１３．

如果ｘ４
２５ ＞０，则应有ｙ２４ ＝１，写成约束条件为

ｘ４
２５ ≤Ｍｙ２４．

综合上述讨论，本问题的数学模型为

ｍｉｎｆ＝ｃ１（ｙ１３＋ｙ１４＋ｙ１５）＋ｃ２（ｙ２４＋ｙ２５）＋ｃ３ｙ３５

＋ｔ２（ｘ
２
１３＋ｘ２

１４＋ｘ２
１５
）＋ｔ３（ｘ

３
１４＋ｘ３

１５＋ｘ３
２４＋ｘ３

２５
）

＋ｔ４（ｘ
４
１５＋ｘ４

２５＋ｘ４
３５
）；

ｓ．ｔ．　ｘ２
１５＋ｘ３

１５＋ｘ４
１５＋ａ１５ｙ１５ ＝ａ１５，　　　　　　　　　　　
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ｘ２
１４＋ｘ３

１４＋ａ１４ｙ１４ ＝ａ１４，

ｘ２
１３＋ａ１３ｙ１３ ＝ａ１３，

ｘ３
２５＋ｘ４

２５＋（ａ１５＋ａ２５）ｙ２５ ≥ｘ２
１５＋ａ２５，

ｘ３
２４＋（ａ１４＋ａ２４）ｙ２４ ≥ｘ２

１４＋ａ２４，

ｘ４
３５＋（ａ１５＋ａ２５＋ａ３５）ｙ３５ ≥ｘ３

１５＋ｘ３
２５＋ａ３５，

ｘ２
１５ ≤Ｍｙ１，　ｘ３

１５ ≤Ｍｙ２，　ｘ４
１５ ≤Ｍｙ３，

ｙ１＋ｙ２＋ｙ３ ≤１，

ｘ２
１４ ≤Ｍｙ４，　ｘ３

１４ ≤Ｍｙ５，

ｙ４＋ｙ５ ≤１，

ｘ３
２５ ≤Ｍｙ６，　ｘ４

２５ ≤Ｍｙ７，

ｙ６＋ｙ７ ≤１，

ｘ４
１５ ≤Ｍｙ１４，

ｘ３
１５＋ｘ３

１４ ≤Ｍｙ１３，

ｘ４
２５ ≤Ｍｙ２５，

ｘｋ
ｉｊ ≥０，整数，　ｉ＜ｋ＜ｊ，ｉ＝１，２，３；ｊ＝３，４，５，

ｙｉｊ ＝０，１，　ｉ＝１，２，３；ｊ＝３，４，５；ｊ≥ｉ＋２，

ｙｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，７．

在这里，我们可以指出：若把上述建立的模型中的３组约束条件（５１０）、（５１２）和
（５１５）删去，从数学上可以证明，所得的新模型在最优解上与原有模型是等价的．
一般来说，整数规划可以分成下列几种类型：

（１）纯整数规划，简记为（ＡＩＰ）：

ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ ＝ｂ，Ｘ≥０，Ｘ各分量为整数｝；

（２）混合整数规划，简记为（ＭＩＰ）：

ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ ＝ｂ，Ｘ≥０，ｘｊ为整数，ｊ∈Ｎ１｝

其中Ｎ１ ｛１，⋯，ｎ｝；
（３）０１规划：（ＬＰ）中Ｘ的分量或为０或为１，简记为（ＢＩＰ）．
在上述模型中，Ａ＝（ａｉｊ）ｍ ×ｎ，ｂ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）犜，Ｃ＝（ｃ１，⋯，ｃｎ）犜，且ａｉｊ，ｂｉ，ｃｊ

均为整数（ｉ＝１，⋯，ｍ；ｊ＝１，⋯，ｎ）．

§５．２　纯整数规划的割平面法

５．２．１　割平面法的几何特征

记纯整数规划（ＡＩＰ）的可行域为ＫＡＩＰ．若将（ＡＩＰ）中要求变量为整数这个约束去
掉，则得到相应的线性规划（ＬＰ），记（ＬＰ）的可行域为ＫＬＰ．
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割平面法实质上仍然是用解线性规划的方法来求解整数规划问题．其基本思想是：
我们对（ＬＰ）求解．若（ＬＰ）的最优解Ｘ是一个整数解（整数向量），那么Ｘ当然是

（ＡＩＰ）的最优解；若Ｘ不是整数解，我们设法对原线性规划（ＬＰ）增加一个线性约束条
件（称它为割平面），把包括Ｘ在内的不含整数解的一部分集合从（ＬＰ）的可行域ＫＬＰ中

切割出去，再求增加了这个约束条件后新的线性规划（ＬＰ１）的最优解Ｘ．如果Ｘ是

整数解，则Ｘ就是（ＡＩＰ）的最优解，否则再次增加线性约束条件而重复上述过程．
下面我们来看一个实例．
例５１３　求解下列纯整数规划：

　　　　ｍｉｎｆ＝－７ｘ１－９ｘ２；　　　
ｓ．ｔ．　 －ｘ１＋３ｘ２ ≤６，

７ｘ１＋ｘ２ ≤３５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２．

解　我们用图解法在ｘ１Ｏｘ２ 直角坐标平面内求解相应的线性规划（Ｐ）．由图５５可

知，（Ｐ）的最优解Ｘ１ ＝（ｘ１，ｘ２）犜 ＝ ９
２
，（ ）７
２

犜
，它不是整数解．

图５５

我们对（Ｐ）增加约束条件，例如ｘ２ ≤ ３，新的线性规划（Ｐ１）的最优解 Ｘ２ ＝
３２
７
，（ ）３

犜
，它仍然不是整数解．我们对（Ｐ１）再设法增加新的约束条件，例如ｘ１＋ｘ２ ≤７，

得新的线性规划（Ｐ２）．（Ｐ２）的最优解Ｘ３ 为（４，３）犜，它是整数解，所以它就是整数规划的
最优解了．

５．２．２　柯莫利割

割平面法的关键在于如何寻找适当的切割约束条件，下面我们来讨论这个问题．
我们引进几个记号：

设ｘ为一个实数，则?ｘ」表示不超过ｘ的最大整数；「ｘ?表示不小于ｘ的最小整数；
〈ｘ〉＝ｘ－?ｘ」（有〈ｘ〉≥０）．

例如，当ｘ＝４０
７
时，?ｘ」＝５；「ｘ?＝６；〈ｘ〉＝ ５

７．当ｘ＝－４０
７
时，?ｘ」＝－６；「ｘ?＝
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－５；〈ｘ〉＝ ２
７．

设Ｂ为（ＬＰ）的一个基，Ｘ为（ＡＩＰ）的一个可行解．由于ＫＡＩＰ  ＫＬＰ，所以Ｘ 也是
（ＬＰ）的一个可行解，因此，Ｘ应满足单纯形表Ｔ（Ｂ）所表示的方程组：

ｘＢｉ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｉｊｘｊ ＝ｂｉ；　ｉ＝１，⋯，ｍ． （５１７）

因为Ｘ≥０，?ｙｉｊ」≤ｙｉｊ，所以

ｘＢｉ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

?ｙｉｊ」ｘｊ ≤ｂｉ． （５１８）

由于Ｘ∈ＫＡＩＰ，因而Ｘ的每个分量均为整数，故不等式（５１８）的左端是一个整数，从而
应有

ｘＢｉ ＋∑
ｊ∈ＩＤ

?ｙｉｊ」ｘｊ ≤?ｂｉ」． （５１９）

将方程（５１７）减去不等式（５１９），可得：

∑
ｊ∈ＩＤ

（ｙｉｊ －?ｙｉｊ」）ｘｊ ≥ｂｉ－?ｂｉ」，ｉ＝１，⋯，ｍ，

即

－∑
ｊ∈ＩＤ

〈ｙｉｊ〉ｘｊ ≤－〈ｂｉ〉，　ｉ＝１，⋯，ｍ． （５２０）

该条件（５２０）是（ＡＩＰ）任何一个可行解Ｘ必须满足的条件，我们称它为柯莫利（Ｇｏｍｏｒｙ）割．
假设Ｂ是（ＬＰ）的最优基，Ｘ是（ＬＰ）关于基Ｂ的基本最优解，Ｘ不是整数解．这时，

ｘ
ｊ ＝０（ｊ∈ＩＤ），ｘ

Ｂｉ ＝ｂｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ），且至少有一个ｂｋ（１≤ｋ≤ｍ）不是整数，即

有〈ｂｋ〉＞０．

此时，对不等式（５２０），取ｉ＝ｋ，其左端－∑
ｊ∈ＩＤ

〈ｙｋｊ〉ｘ
ｊ ＝０，而右端为－〈ｂｋ〉＜０，因

此不等式（５２０）对Ｘ来说是不能成立的．换言之，Ｘ一定不满足柯莫利割：

－∑
ｊ∈ＩＤ

〈ｙｋｊ〉ｘｊ ≤－〈ｂｋ〉． （５２１）

表５８

ＸＢ … ｘＢｉ … ｘｊ … ｂ

ＸＢ … ｅｉ … ｙｊ … ｂ

ｒ … ０ … ｒｊ … －ｆ０

这个柯莫利割可以作为我们所需要的切割约束条

件，它把Ｘ从ＫＬＰ中切割出去．
假设（ＬＰ）关于基Ｂ 和Ｘ的最优表Ｔ（Ｂ）如

表５８所示．
我们对柯莫利割（５２１）引进松弛变量ｘｎ＋１，得

方程：

－∑
ｊ∈ＩＤ

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋ｘｎ＋１ ＝－〈ｂｋ〉． （５２２）

设对（ＬＰ）增加柯莫利割（５２２）后所得的新线性规划为（ＬＰ１），我们取（ＬＰ１）的初始

指标集ＩＢ－ ＝ＩＢ ∪｛ｘｎ＋１｝（ｘｎ＋１ 作为第ｍ＋１个基本变量，初始基为Ｂ），在单纯形表

Ｔ（Ｂ）表５８中添加ｘｎ＋１ 列和ｘｎ＋１ 行，则我们即得（ＬＰ１）的初始单纯形表Ｔ（Ｂ）如表５９
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（由于ｃｎ＋１ ＝０，因此ｒ所在行信息未变）所示．

表５９

ＸＢ－ … ｘＢｉ … ｘｊ … ｘｎ＋１ ｂ′

ＸＢ … ｅｉ … ｙｊ … ０ ｂ

ｘｎ＋１ … ０ … －〈ｙｋｊ〉 … １ －〈ｂｋ〉

ｒ … ０ … ｒｊ … ０ －ｆｏ

　　对表５９，我们用对偶单纯形法继续求解．
例５１４　用割平面法求解例５１３．
解　引进松弛变量ｘ３ 和ｘ４，将问题化成标准型：

　　　　ｍｉｎｆ＝－７ｘ１－９ｘ２；　　　　　
ｓ．ｔ．　 －ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３　 　 ＝６，

７ｘ１＋　ｘ２　 　＋ｘ４ ＝３５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，⋯，４．
因为松弛变量

ｘ３ ＝６＋ｘ１－３ｘ２， （５２３）

ｘ４ ＝３５－７ｘ１－ｘ２， （５２４）

所以当ｘ１ 和ｘ２ 为整数时，ｘ３ 和ｘ４ 也一定是整数．
应用单纯形法求解相应的线性规划（ＬＰ），得最优表如表５１０．

表５１０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ ０ １ ７／２２ １／２２ ７／２

ｘ１ １ ０ －１／２２ ３／２２ ９／２

ｒ ０ ０ ２８／１１ １５／１１ ６３

　　在表５１０中，〈ｂ１〉＝ １
２
，故对于柯莫利割（５２１），取ｋ＝１，此时，〈ｙ１３〉＝ ７

２２
，

〈ｙ１４〉＝ １
２２
，得相应的柯莫利割如下：

－７
２２ｘ３－１

２２ｘ４ ≤－１
２． （５２５）

引进松弛变量ｘ５，则得

－７
２２ｘ３－１

２２ｘ４＋ｘ５ ＝－１
２． （５２６）

由表５１０和表５９，我们得表５１１．
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表５１１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ２ ０ １ ７／２２ １／２２ ０ ７／２
ｘ１ １ ０ －１／２２ ３／２２ ０ ９／２
ｘ５ ０ ０ （－７／２２） －１／２２ １ －１／２

ｒ ０ ０ ２８／１１ １５／１１ ０ ６３

　　对表５１１，我们用对偶单纯形法转轴，得表５１２．

表５１２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ２ ０ １ ０ ０ １ ３
ｘ１ １ ０ ０ １／７ －１／７ ３２／７
ｘ３ ０ ０ １ １／７ －２２／７ １１／７

ｒ ０ ０ ０ １ ８ ５９

　　对表５１２，取ｋ＝３，得柯莫利割：

－１
７ｘ４－６

７ｘ５ ≤－４
７．

引进松弛变量ｘ６，得

－１
７ｘ４－６

７ｘ５＋ｘ６ ＝－４
７． （５２７）

对表５１２增加柯莫利割（５２７），得表５１３．

表５１３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ ０ １ ０ ０ １ ０ ３
ｘ１ １ ０ ０ １／７ －１／７ ０ ３２／７
ｘ３ ０ ０ １ １／７ －２２／７ ０ １１／７
ｘ６ ０ ０ ０ （－１／７） －６／７ １ －４／７

ｒ ０ ０ ０ １ ８ ０ ５９

用对偶单纯形法对表５１３进行转轴，得表５１４．

表５１４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ２ ０ １ ０ ０ １ ０ ３
ｘ１ １ ０ ０ ０ －１ １ ４
ｘ３ ０ ０ １ ０ －４ １ １
ｘ４ ０ ０ ０ １ ６ －７ ４

ｒ ０ ０ ０ ０ ２ ７ ５５
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　　由表５１４可知，我们已得本问题的最优解Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２）犜 ＝（４，３）犜，最优值

ｆ ＝－５５．
如果我们将式（５２３）和式（５２４）代入式（５２６）中，经过整理得

ｘ２＋ｘ５ ＝３，

于是 ｘ５ ＝３－ｘ２． （５２８）

将式（５２４）和式（５２８）代入式（５２７）中，经过整理得：

ｘ１＋ｘ２＋ｘ６ ＝７，

即 ｘ６ ＝７－ｘ１－ｘ２．

由于ｘ５ ≥０和ｘ６ ≥０，我们便得到例５１３所考虑的两个割平面：

ｘ２ ≤３和ｘ１＋ｘ２ ≤７．

５．２．３　柯莫利割平面法

现假设（ＡＩＰ）相应的（ＬＰ）的可行域ＫＬＰ非空有界，我们给出柯莫利割平面法的算法

步骤如下：

① 用单纯形算法求解（ＬＰ），得基本最优解Ｘ，Ｂ为最优基，Ｔ（Ｂ）为最优表．
②Ｘ是否为整数解？

若是，则（ＡＩＰ）中变量在Ｘ中的相应数值即为（ＡＩＰ）的最优解，算法终止．

若否，则取〈ｂｋ〉＝ｍａｘ｛〈ｂｉ〉｜１≤ｉ≤ｍ｝，把柯莫利割－∑
ｊ∈ＩＤ

〈ｙｋｊ〉ｘｊ ≤－〈ｂｋ〉作为

新的约束条件加入（ＬＰ）得到新的（ＬＰ），按表５９从Ｔ（Ｂ）得到Ｔ（Ｂ），把Ｔ（Ｂ）视作新的

Ｔ（Ｂ）．
③ 从Ｔ（Ｂ）出发，应用对偶单纯形法求解（ＬＰ），得最优解Ｘ、最优基Ｂ和最优表

Ｔ（Ｂ），转步骤②．
按此算法，自然会产生这样的问题：随着柯莫利割的序贯增加，单纯形表会越来越

大，基本变量个数会越来越多．此外，也会出现多个基本变量是柯莫利割松弛变量的情
况．然而，这种情况完全可以避免．在理论上已经证明，对上述算法我们可作如下补充：在
步骤③应用对偶单纯形法求解（ＬＰ）的过程中，如果发现转轴后，先前附加在某个柯莫利
割的松弛变量ｘ′再次成为基本变量，则可以从单纯形表中删去ｘ′相应的行和列．被ｘ′附
加的柯莫利割也从切割可行域ＫＬＰ的约束条件中删去．这样处理后，迭代过程中的单纯
形表至多含有ｎ＋１个基本变量（原问题的ｎ个决策变量和一个柯莫利割的松弛变量），
切割（ＬＰ）的可行域ＫＬＰ的柯莫利割至多ｎ＋１－ｍ个．
例５１５　求解下列（ＡＩＰ）：

　　　　ｍｉｎｆ＝－２ｘ１－５ｘ２；　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ２ｘ１－ ｘ２＋ｘ３　 　 ＝９，

２ｘ１＋８ｘ２　 　＋ｘ４ ＝３１，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，⋯，４．
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解　（ＡＩＰ）相应的线性规划（ＬＰ）的最优单纯形表如表５１５所示．

现在〈ｂ１〉＝１３
１８
，〈ｂ２〉＝ ４

９
，取ｋ＝１，增加的柯莫利割为

－４
９ｘ３－１

１８ｘ４ ≤－１３
１８
，

得单纯形表如表５１６所示．

表５１５

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ１ １ ０ ４／９ １／１８ １０３／１８

ｘ２ ０ １ －１／９ １／９ ２２／９

ｒ ０ ０ １／３ ２／３ ７１／３

　　　

表５１６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ１ １ ０ ４／９ １／１８ ０ １０３／１８
ｘ２ ０ １ －１／９ １／９ ０ ２２／９
ｘ５ ０ ０ （－４／９） －１／１８ １ －１３／１８

ｒ ０ ０ １／３ ２／３ ０ ７１／３

对表５１６，应用对偶单纯形法进行转轴得表５１７．对表５１７，即ｋ＝３，增加的柯莫
利割为

－１
８ｘ４－３

４ｘ５ ≤－５
８
，

得单纯形表如表５１８所示．

表５１７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ １ ５

ｘ２ ０ １ ０ １／８ －１／４ ２１／８

ｘ３ ０ ０ １ １／８ －９／４ １３／８

ｒ ０ ０ ０ ５／８ ３／４ １８５／８

　　　

表５１８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ １ ０ ５
ｘ２ ０ １ ０ １／８ －１／４ ０ ２１／８
ｘ３ ０ ０ １ １／８ －９／４ ０ １３／８
ｘ６ ０ ０ ０ －１／８ （－３／４） １ －５／８

ｒ ０ ０ ０ ５／８ ３／４ ０ １８５／８

将表５１８转轴得表５１９．我们发现，关于第一个柯莫利割－４
９ｘ３－１

１８ｘ４ ≤－１３
１８
的

松弛变量ｘ５ 再次在表５１９中成为基本变量，故这时可以从表５１９中删去ｘ５ 相应的行

和列（柯莫利割－４
９ｘ３－１

１８ｘ４ ≤－１３
１８
也被删去），得表５２０．

表５１９

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ －１／６ ０ ４／３ ２５／６
ｘ２ ０ １ ０ １／６ ０ －１／３ １７／６
ｘ３ ０ ０ １ １／２ ０ －３ ７／２
ｘ５ ０ ０ ０ １／６ １ －４／３ ５／６

ｒ ０ ０ ０ １／２ ０ １ ４５／２

　　

表５２０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ －１／６ ４／３ ２５／６

ｘ２ ０ １ ０ １／６ －１／３ １７／６

ｘ３ ０ ０ １ １／２ －３ ７／２

ｒ ０ ０ ０ １／２ １ ４５／２
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对于表５２０，取ｋ＝２，增加的柯莫利割为

－１
６ｘ４－２

３ｘ６ ≤－５
６
，

得单纯形表如表５２１所示．对表５２１进行转轴得表５２２．

表５２１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ －１／６ ４／３ ０ ２５／６
ｘ２ ０ １ ０ １／６ －１／３ ０ １７／６
ｘ３ ０ ０ １ １／２ －３ ０ ７／２
ｘ７ ０ ０ ０ －１／６ （－２／３） １ －５／６

ｒ ０ ０ ０ １／２ １ ０ ４５／２

　　　

表５２２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ －１／２ ０ ２ ５／２
ｘ２ ０ １ ０ １／４ ０ －１／２ １３／４
ｘ３ ０ ０ １ ５／４ ０ －９／２ ２９／４
ｘ６ ０ ０ ０ １／４ １ －３／２ ５／４

ｒ ０ ０ ０ １／４ ０ ３／２ ８５／４

在表５２２中，柯莫利割－１
８ｘ４－３

４ｘ５ ≤－５
８
的松弛变量ｘ６ 再次成为基本变量．故

可对表５２２删去ｘ６ 相应的行和列，并取ｋ＝１，增加柯莫利割

－１
２ｘ４ ≤－１

２
，

得单纯形表如表５２３．对表５２３进行转轴，得表５２４．

表５２３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ７ ｘ８ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ －１／２ ２ ０ ５／２
ｘ２ ０ １ ０ １／４ －１／２ ０ １３／４
ｘ３ ０ ０ １ ５／４ －９／２ ０ ２９／４
ｘ８ ０ ０ ０ （－１／２） ０ １ －１／２

ｒ ０ ０ ０ １／４ ３／２ ０ ８５／４

　　　

表５２４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ７ ｘ８ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ ２ －１ ３
ｘ２ ０ １ ０ ０ －１／２ １／２ ３
ｘ３ ０ ０ １ ０ －９／２ ５／２ ６
ｘ４ ０ ０ ０ １ ０ －２ １

ｒ ０ ０ ０ ０ ３／２ １／２ ２１

可见，已得（ＡＩＰ）的最优解Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）犜 ＝（３，３，６，１）犜，最优值

ｆ ＝－２１．
从数学上我们可以严格地证明，使用割平面法对ＫＬＰ经有限次切割后必定能求到

（ＡＴＰ）的最优解．但是，经验证明，如果不考虑（ＡＩＰ）问题的大小，是不能使用割平面法
来解（ＡＩＰ）的．甚至有些相当小的（ＡＩＰ）问题在应用割平面法求解时，其收敛速度都相当
慢．某些例题向我们表明，约束条件顺序的随意更改都会大大地影响收敛速度．所以一般
认为，不能用割平面法单独有效地求解（ＡＩＰ）．但是，若将割平面法和后面介绍的分支定
界法配合使用，一般说来，能收到比较好的效果．

§５．３　混合整数规划的割平面法

给定一个混合整数规划（ＭＩＰ）：
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ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜ＡＸ ＝ｂ，Ｘ≥０；当ｊ∈Ｎ１，ｘｊ为整数｝，

其中Ｎ１ ｛１，⋯，ｎ｝．记指标集Ｎ２ ＝｛１，⋯，ｎ｝－Ｎ１，（ＭＩＰ）的可行域记为ＫＭＩＰ．
设Ｂ是（ＭＩＰ）相应的线性规划（ＬＰ）的一个基，Ｘ 是（ＭＩＰ）的一个可行解，Ｂｋ ∈

Ｎ１，则

ｘＢｋ ＝ｂｋ－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｋｊｘｊ （５２９）

为非负整数．令指标集

ＩＤ１ ＝ＩＤ ∩Ｎ１，　ＩＤ２ ＝ＩＤ ∩Ｎ２，

从而，式（５２９）可写成下列形式：

ｘＢｋ ＝?ｂｋ」＋〈ｂｋ〉－ ∑
ｊ∈ＩＤ１

（?ｙｋｊ」＋〈ｙｋｊ〉）ｘｊ－ ∑
ｊ∈ＩＤ２

ｙｋｊｘｊ，

移项后可得

?ｂｋ」－ｘＢｋ － ∑
ｊ∈ＩＤ１

?ｙｋｊ」ｘｊ ＝ ∑
ｊ∈ＩＤ１

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋ ∑
ｊ∈ＩＤ２

ｙｋｊｘｊ－〈ｂｋ〉． （５３０）

又记指标集

Ｅ＋＝｛ｊ｜ｊ∈ＩＤ１
，〈ｂｋ〉－〈ｙｋｊ〉≥０｝，

Ｅ－＝｛ｊ｜ｊ∈ＩＤ１
，〈ｂｋ〉－〈ｙｋｊ〉＜０｝，

Ｇ＋＝｛ｊ｜ｊ∈ＩＤ２
，ｙｋｊ ≥０｝，

Ｇ－＝｛ｊ｜ｊ∈ＩＤ２
，ｙｋｊ ＜０｝，

则式（５３０）又可以写成下列形式：

　　　　　 ?ｂｋ」－ｘＢｋ －∑
ｊ∈Ｅ＋

?ｙｋｊ」ｘｊ－∑
ｊ∈Ｅ－

?ｙｋｊ」ｘｊ

＝ ∑
ｊ∈Ｅ＋

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｅ－

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ＋

ｙｋｊｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊｘｊ－〈ｂｋ〉．

等式两旁同时减去 ∑
ｊ∈Ｅ－

ｘｊ，则得：

　　　　 ?ｂｋ」－ｘＢｋ －∑
ｊ∈Ｅ＋

?ｙｋｊ」ｘｊ－∑
ｊ∈Ｅ－

（?ｙｋｊ」＋１）ｘｊ

　　　 　 ＝ ∑
ｊ∈Ｅ＋

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｅ－

（〈ｙｋｊ〉－１）ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ＋

ｙｋｊｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊｘｊ－〈ｂｋ〉． （５３１）

令等式的右边为Ｆ．因为等式的左边为整数，所以Ｆ也为整数，或者Ｆ≥０，或是Ｆ≤－１．
若Ｆ≥０，由于

∑
ｊ∈Ｅ－

（〈ｙｋｊ〉－１）ｘｊ ≤０，　∑
ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊｘｊ ≤０，

因此有

∑
ｊ∈Ｅ＋

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ＋

ｙｋｊｘｊ－〈ｂｋ〉≥Ｆ≥０，

也即

∑
ｊ∈Ｅ＋

〈ｙｋｊ〉ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ＋

ｙｋｊｘｊ ≥〈ｂｋ〉． （５３２）

若Ｆ≤－１，由于
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∑
ｊ∈Ｅ＋

〈ｙｋｊ〉ｘｊ ≥０，∑
ｊ∈Ｇ＋

ｙｋｊｘｊ ≥０，

因此有

∑
ｊ∈Ｅ－

（〈ｙｋｊ〉－１）ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊｘｊ－〈ｂｋ〉≤Ｆ≤－１，

也即

∑
ｊ∈Ｅ－

（〈ｙｋｊ〉－１）ｘｊ＋∑
ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊｘｊ ≤〈ｂｋ〉－１． （５３３）

以〈ｂｋ〉乘式（５３３）的两边，并注意到〈ｂｋ〉－１＜０，便得下式：

∑
ｊ∈Ｅ－

（〈ｙｋｊ〉－１）〈ｂｋ〉

〈ｂｋ〉－１
ｘｊ＋∑

ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊ〈ｂｋ〉

〈ｂｋ〉－１
ｘｊ ≥〈ｂｋ〉． （５３４）

由于式（５３２）和式（５３４）之中恰有一个成立，且两式的左端均是非负的，从而，便得
到如下结论：当Ｘ为（ＭＩＰ）的可行解时，必须满足下列约束条件：

－∑
ｊ∈Ｅ＋

〈ｙｋｊ〉ｘｊ－∑
ｊ∈Ｅ－

（〈ｙｋｊ〉－１）〈ｂｋ〉

〈ｂｋ〉－１
ｘｊ－∑

ｊ∈Ｇ＋
ｙｋｊｘｊ－∑

ｊ∈Ｇ－

ｙｋｊ〈ｂｋ〉

〈ｂｋ〉－１
ｘｊ ≤－〈ｂｋ〉．

（５３５）
我们称它为柯莫利割．
如果Ｂ是（ＭＩＰ）相应线性规划（ＬＰ）的一个最优基，Ｘ为（ＬＰ）的基本最优解，且

Ｘ∈
－ＫＭＩＰ．这时，一定存在一个Ｂｋ ∈Ｎ１，有〈ｂｋ〉＞０．于是，我们就对原线性规划（ＬＰ）
增加约束条件（５３５）而得一个新的线性规划．对割平面（５３５）引入松弛变量ｘｎ＋１，我们

可由原来的单纯形表Ｔ（Ｂ）得到新的（ＬＰ）的一张单纯形表如表５２５，然后用对偶单纯形
法继续求解．

表５２５

ＸＢ … ｘＢｉ … ｘｊ … ｘｎ＋１ ｂ

ｘＢ１ … ０ … ｙ１ｊ … ０ ｂ１

    
ｘＢｋ … １ … ｙｋｊ … ０ ｂｋ

    
ｘＢｍ … ０ … ｙｍｊ … ０ ｂｍ

ｘｎ＋１ … ０ … －ｄｊ … １ －〈ｂｋ〉

ｒ … ０ … ｒｊ … ０ －ｆ０

其中

ｄｊ ＝

〈ｙｋｊ〉， ｊ∈Ｅ＋，

（〈ｙｋｊ〉－１）〈ｂｋ〉

〈ｂｋ〉－１
，ｊ∈Ｅ－，

ｙｋｊ， ｊ∈Ｇ＋，

ｙｋｊ〈ｂｋ〉

〈ｂｋ〉－１
， ｊ∈Ｇ－

烅

烄

烆
．

（５３６）
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下面我们给出（ＭＩＰ）的割平面法（假设（ＭＩＰ）相应的线性规划的可行域非空有界）．
① 应用单纯形法求解（ＭＩＰ）相应的线性规划（ＬＰ）．得（ＬＰ）的最优基Ｂ、Ｔ（Ｂ）和基

本最优解Ｘ．
②〈ｂｉ〉＝０对一切Ｂｉ ∈Ｎ１ 是否都成立？

若是，则（ＭＩＰ）中变量在Ｘ中的相应数值即为（ＭＩＰ）的最优解，算法终止．
若否，则取〈ｂｋ〉＝ｍａｘ｛〈ｂｉ〉｜Ｂｉ ∈Ｎ１｝，将柯莫利割（５３５）作为新的约束条件加入

（ＬＰ）得到新的（ＬＰ），按表５２５从Ｔ（Ｂ）得到新的单纯形表Ｔ（Ｂ）．
③ 从Ｔ（Ｂ）出发，应用对偶单纯形法求解，得最优解Ｘ、最优基Ｂ和最优表Ｔ（Ｂ），

转步骤②（在用对偶单纯形法求解过程中，若有先前附加在某个柯莫利割（５３５）的松弛
变量ｘ′在转轴后由非基本变量再次成为基本变量，则可以从单纯形表中删去ｘ′相应的行
和列）．
例５１６　应用割平面法求解下列（ＭＩＰ）：

　　　　ｍｉｎｆ＝－１０ｘ１－８ｘ２－２ｘ３＋１１ｘ４；　　　　　　

ｓ．ｔ．　 －ｘ１＋１
４ｘ２＋３

４ｘ３　　 　＋ｘ５　　 　 ＝３１
２
，

１
２ｘ１＋７

８ｘ２＋１
８ｘ３－１

２ｘ４　　 　＋ｘ６ ＝ ９
４
，

ｘｊ为整数（ｊ＝１，２，３），　ｘｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，６）．

解　应用单纯形法求解相应的（ＬＰ），得最优单纯形表，如表５２６所示．现在Ｎ１ ＝
｛１，２，３｝，Ｎ２ ＝｛４，５，６｝，ＩＤ ＝｛２，３，４，６｝，ＩＤ１ ＝（２，３），ＩＤ２ ＝｛４，６｝．

表５２６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ５ ０ ２ １ －１ １ ２ ２０
ｘ１ １ ７／４ １／４ －１ ０ ２ ９／２

ｒ ０ １９／２ １／２ １ ０ ２０ ４５

　　由于ｘ１行的ｂ２ ＝ ９
２
非整数，取ｋ＝２．对ｊ＝２，有〈ｂ２〉－〈ｙ２２〉＝ １

２－３
４ ＝－１

４ ＜０；

对ｊ＝３，有〈ｂ２〉－〈ｙ２３〉＝ １
２－１

４ ＝ １
４ ＞０．所以

Ｅ＋＝｛３｝，Ｅ－＝｛２｝．

对ｊ＝４，有ｙ２４ ＝－１＜０，对ｊ＝６，有ｙ２６ ＝２＞０．所以

Ｇ＋＝｛６｝，Ｇ－＝｛４｝．
于是，由式（５３３）知：

ｄ２ ＝
（〈ｙ２２〉－１）〈ｂ２〉

〈ｂ２〉－１
＝
〈７４〉－（ ）１〈９２〉

〈９２〉－１
＝

３
４－（ ）１ １

２
１
２－１

＝ １
４
，
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ｄ３ ＝〈ｙ２３〉＝〈１４〉＝
１
４
，　　

ｄ４ ＝ ｙ２４〈ｂ２〉

〈ｂ２〉－１
＝
（－１）１２
１
２－１

＝１．

ｄ６ ＝ｙ２６ ＝２．

我们即得如下割平面：

－１
４ｘ２－１

４ｘ３－ｘ４－２ｘ６ ≤－１
２．

对其引进松弛变量ｘ７，并将该割平面加入（ＬＰ），按单纯形表表５２５，从表５２６得单纯形
表，如表５２７所示．

表５２７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ５ ０ ２ １ －１ １ ２ ０ ２０
ｘ１ １ ７／４ １／４ －１ ０ ２ ０ ９／２
ｘ７ ０ －１／４ －１／４ （－１） ０ －２ １ －１／２

ｒ ０ １９／２ １／２ １ ０ ２０ ０ ４５

　　对表５２７用对偶单纯形法进行一次转轴，得表５２８．

表５２８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ５ ０ ９／４ ５／４ ０ １ ４ －１ ４１／２
ｘ１ １ ２ １／２ ０ ０ ４ －１ ５
ｘ４ ０ １／４ １／４ １ ０ ２ －１ １／２

ｒ ０ ３７／４ １／４ ０ ０ １８ １ ８９／２

　　由表５２８，即得（ＭＩＰ）的最优解：

Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６）犜 ＝ ５，０，０，１２
，４１
２
，（ ）０

犜
，

最优值ｆ ＝－８９
２．

§５．４　分 支 定 界 法

假设（ＡＩＰ）相应的（ＬＰ）的可行域有界，从而，（ＡＩＰ）的可行解个数必定有限，如果我
们把它们对应的目标函数值都求出来，然后通过比较大小求出最优解，这就是俗称的完

全枚举法．但是，当问题的规模较大时，完全枚举法是不切合实际的．分支定界法则是一
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种“灵活”的枚举法，它只明显地考虑一部分（ＡＩＰ）的可行解，并自动而不明显地清查了
其余的可行解，使计算量大大地减少．所以，分支定界法是一种隐式枚举法．

５．４．１　０１背包问题

现有资金ｂ可用于投资，共有ｎ个项目可供决策者选择．假设ｊ＃项目所需投资额为

ａｊ，投资后第二年年初可得利润ｃｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ）．又设ｂ，ａｊ，ｃｊ均是整数．试问为使第二
年年初获得最大利润，决策者应选取哪些项目进行投资？

若令

ｘｊ ＝
１， 对ｊ＃ 项目投资；

０， 否则｛ ，
便得如下整数规划：

　　　　ｍａｘｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　　　　　

ｓ．ｔ．　 ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊｘｊ ≤ｂ，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

上述问题可以解释为一位旅行者在出发前，考虑他的背包内应装哪些物品，使物品

重量之和不超过背包允许的负荷，而被装物品的使用价值最大．并因而常称这类问题为

０１背包问题．
下面我们通过对一个具体的０１背包问题的求解，来说明分支定界法的基本思想．
为讨论方便起见，如果一个问题的可行域为Ｋ，今后我们就记该问题为（Ｋ）．
例５１７　求解下列０１背包问题：

　　　　ｍａｘｆ＝Ｃ犜Ｘ＝１２ｘ１＋１２ｘ２＋９ｘ３＋１５ｘ４＋９０ｘ５＋２６ｘ６＋１１２ｘ７；　
ｓ．ｔ．　 ａ犜Ｘ＝３ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４＋１５ｘ５＋１３ｘ６＋１６ｘ７ ≤３５，　　（Ｋ０）

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，７，

其可行域设为Ｋ０，该背包问题记为（Ｋ０）．
解　若把（Ｋ０）的约束条件适当放宽，得到线性规划：

　　　　ｍａｘｆ＝Ｃ犜Ｘ；　　　　
ｓ．ｔ．　 ａ犜Ｘ≤３５，　　　　　　（Ｋ

～
０）

０≤ｘｊ ≤１，　ｊ＝１，⋯，７．

其可行域设为Ｋ～０，该问题简记为（Ｋ
～

０）．
显然，Ｋ０ Ｋ～０，同时，问题（Ｋ

～
０）对ｘｊ没有整数约束且ｃｊ ＞０（ｊ＝１，⋯，７），所以

（Ｋ～０）求解比较容易．今设想ｊ＃物品可以等分成ａｊ 份，每一份都是单位重量，其价值为

ｃｊ／ａｊ（ｊ＝１，⋯，７）．因而问题（Ｋ～０）就可以看成在∑
７

ｊ＝１
ａｊ ＝５７份单位重的物品中，选取

３５份价值最大者．因此，只要按照“单位重量的价值最大的物品优先选取”的原则，就可求
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　　　 表５２９

ｊ＃物品 重量ａｊ 价值ｃｊ ｃｊ／ａｊ

１ ３ １２ ４
２ ４ １２ ３
３ ３ ９ ３
４ ３ １５ ５
５ １５ ９０ ６
６ １３ ２６ ２
７ １６ １１２ ７

得（Ｋ～０）的最优解．为此，我们先列出表５２９．

根据表５２９所列ｃｊ

ａｊ
大小顺序，我们依

次取ｘ７ ＝１，ｘ５ ＝１，ｘ４ ＝１，此时背包负载
重量还剩有３５－ａ７－ａ５－ａ４ ＝１，因此接下
来取ｘ１ ＝１／３，我们即得（Ｋ～０）的最优解Ｘ０

和最优值ｆ０ 分别为

　　Ｘ０ ＝（ｘ１，⋯，ｘ７）犜

＝（１／３，０，０，１，１，０，１）犜，

ｆ０ ＝２２１．

显然，Ｘ０ 不是（Ｋ０）的一个可行解，但因为Ｋ０ Ｋ～０，所以，我们有

ｍａｘ
Ｘ∈Ｋ０

ｆ（Ｘ）≤２２１＝ ｍａｘ
Ｘ∈Ｋ

～
０

ｆ（Ｘ），

即ｆ０ ＝２２１是（Ｋ０）的最优值的一个上界．

由于Ｘ０ 的分量ｘ１＝１
３
不是整数，而Ｋ０ 中可行解Ｘ的分量ｘ１ 或为０或为１，于是，

我们对问题（Ｋ０）进行分支，将Ｋ０ 划分成两个子集Ｋ１ 及Ｋ２，使Ｋ０ ＝Ｋ１ ∪Ｋ２：

Ｋ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ１ ＝０｝，Ｋ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ１ ＝１｝，

相应地，问题（Ｋ１）和（Ｋ２）对应的两个线性规划问题（Ｋ
～

１）和（Ｋ
～

２）为

　　　　　　ｍａｘｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ａ犜Ｘ≤３５　　　　　（Ｋ
～

１）

ｘ１ ＝０

０≤ｘｊ ≤１，　ｊ＝２，⋯，７．

　

　　　　ｍａｘｆ＝Ｃ犜Ｘ；

ｓ．ｔ．　ａ犜Ｘ≤３５，　　　　（Ｋ～２）

ｘ１ ＝１，

０≤ｘｊ ≤１，　ｊ＝２，⋯，７．

类似于求解（Ｋ～０）的方法，我们得（Ｋ
～

１）和（Ｋ
～

２）的最优解：

Ｘ１ ＝（０，０，１／３，１，１，０，１）犜

（或者为（０，１／４，０，１，１，０）犜，两个解中可任取一个）和

Ｘ２ ＝（１，０，０，１／３，１，０，１）犜．

最优值分别是ｆ１ ＝２２０和ｆ２ ＝２１９．ｆ１ 和ｆ２ 分别是问题（Ｋ１）和（Ｋ２）的目标函数值的

上界．　
因为Ｘ１ 和Ｘ２ 不是整数解，故再对问题（Ｋ１）和（Ｋ２）（我们称它们为活问题）进行分

支．现在２２０和２１９分别是（Ｋ１）和（Ｋ２）的目标函数值的上界，一般来说，我们选上界大

的活问题先进行分支（含有（Ｋ０）好的可行解的可能性大），现在选（Ｋ１）进行分支，得（Ｋ３）

和（Ｋ４）：

Ｋ３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ１，ｘ３ ＝０｝，　Ｋ４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ１，ｘ３ ＝１｝，

（Ｋ３）和（Ｋ４）相应的线性规划问题为（Ｋ
～

３）和（Ｋ
～

４）：
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Ｋ～３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～１，ｘ３ ＝０｝，　Ｋ～４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～１，ｘ３ ＝１｝，

重复上述方法，得（Ｋ～３）和（Ｋ
～

４）的解．我们得枚举树，如图５６所示．

图５６

枚举树中列的问题是（Ｋ～ｉ）（以后都如此），（Ｋ
～

ｉ）旁标的信息是（Ｋ
～

ｉ）的最优解Ｘｉ和最

优值ｆｉ．树中斜线旁ｘｊ ＝０或ｘｊ ＝１表示分支过程中变量ｘｊ的取值．
不失一般性，我们对上述运算过程总结如下．
假设问题（Ｋｉ）相应的线性规划问题为（Ｋ

～
ｉ），我们有

Ｋｉ Ｋ～ｉ；　 ｍａｘ
Ｘ∈Ｋｉ

ｆ（Ｘ）≤ｆｉ ＝ ｍａｘ
Ｘ∈Ｋ

～
ｉ

ｆ（Ｘ），

即（Ｋ～ｉ）的最优值ｆｉ是（Ｋｉ）最优值的上界．
若（Ｋ～ｉ）的最优解Ｘｉ有某一个分量ｘｊ为分数，则将Ｋｉ划分成两个子集Ｋ′ｉ 和Ｋ″ｉ，有

Ｋ′ｉ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋｉ，ｘｊ ＝０｝，　Ｋ″ｉ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋｉ，ｘｊ ＝１｝，

（Ｋ′ｉ）和（Ｋ″ｉ）相应的线性规划为（Ｋ
～′ｉ）和（Ｋ

～″ｉ）：

Ｋ～′ｉ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～ｉ，ｘｊ ＝０｝，　Ｋ～″ｉ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～ｉ，ｘｊ ＝１｝．

图５６告诉我们，目前活问题有３个：（Ｋ２），（Ｋ３）和（Ｋ４）．我们选ｆｉ 大的活问题

（Ｋ３）进行分支，如图５７所示．

图５７

　　　

表５３０

Ｘ ｆ
－

— －∞

（０，１，０，０，１，０，１）犜 ２１４

由于（Ｋ～６）的最优解Ｘ６ ∈Ｋ６，故Ｘ６ 也为（Ｋ６）的最优解，ｆ６ ＝２１４为（Ｋ６）的最优
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值．至此，（Ｋ６）查清．
这样，到目前为止，我们得到（Ｋ０）较好的一个可行解（０，１，０，０，１，０，１）犜，且有

ｆ６ ＝２１４≤ｆ ＝ ｍａｘ
Ｘ∈Ｋ０

ｆ（Ｘ），

即２１４是（Ｋ０）最优值ｆ的一个下界．我们称２１４为界限或定界，用ｆ
－
表示．

我们将Ｘ６ 和ｆ６ 视为当前的Ｘ和ｆ
－
填入图５７树旁表格中（初始时，取ｆ

－
＝－∞）如

表５３０所示．
接下来，我们对（Ｋ５）进行分支，如图５８所示：
显然，Ｘ７ 和ｆ７ 分别是（Ｋ７）的最优解和最优值．（Ｋ７）查清．由于ｆ７＝２１７大于目前的

定界ｆ
　－
，说明Ｘ７ 要比现在的Ｘ好，从而改Ｘ为（０，０，０，１，１，０，１）犜，改ｆ

　－
为２１７，如

表５３１所示．
由于（Ｋ～８）的最优值ｆ８＝１７４＜ｆ

－
＝２１７．同时ｆ８ 又是（Ｋ８）的目标函数值的上界，所

以Ｋ８ 中不会有比（０，０，０，１，１，０，１）犜更好的可行解，故问题（Ｋ８）查清（此过程我们称

为剪支）．

图５８

　　　

表５３１

Ｘ ｆ
－

— －∞

（０，１，０，０，１，０，１）犜 ２１４

（０，０，０，１，１，０，１）犜 ２１７

（Ｋ８）被查清，使我们充分理解了为什么说分支定界法是一种隐含枚举法．同时，也使
我们进一步认识了定界ｆ

－
对求解所起的作用，它的应用大大地减少了计算量．

不失一般性，我们有如下结论：

① 定界ｆ
－
（＜＋∞）是（Ｋ０）最优值的一个下界；

② 如果由新分支而得的问题（Ｋ～ｉ）的最优解Ｘｉ是整数解，且ｆｉ ＞ｆ
－
，则Ｘｉ和ｆｉ分

别作为新的Ｘ和ｆ
－
．若Ｘｉ不是整数解，且ｆｉ ≤ｆ

－
，则问题（Ｋｉ）查清；反之，ｆｉ ＞ｆ

－
，则

（Ｋｉ）作为活问题等待分支和清查．

③ 每当新的定界产生，就要对树上原有的活问题（未查清的和未划分的）查视一遍而
进行剪支工作．
我们对（Ｋ２）继续分支而得问题（Ｋ９）和（Ｋ１０），相应的线性规划为（Ｋ

～
９）和（Ｋ

～
１０）．因为

（Ｋ～９）和（Ｋ
～

１０）的最优值ｆ９＝ｆ１０＝２１７＝ｆ
－
，所以问题（Ｋ９）及（Ｋ１０）也查清．至此，枚举树

中一个活问题也没有了，枚举树生长完毕，计算结束．整个运算过程如图５９所示．
由图５９知，Ｘ ＝（０，０，０，１，１，０，１）犜为（Ｋ０）的最优解，ｆ

－
＝２１７为（Ｋ０）的最

优值ｆ（如表５３２所示），也就是说，对这个背包问题的最优决策为４＃、５＃和７＃物品各

带一件，价值为２１７．
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图５９

表５３２

Ｘ ｆ
－

— －∞

（０，１，０，０，１，０，１）犜 ２１４

（０，０，０，１，１，０，１）犜 ２１７

　　　
　　

下面，我们在求解０１背包问题的基础上，介绍若干分支定界法的术语和记号．这些
基本概念对管理中的其他问题建立特定的分支定界法同样也是适用的．
现在我们将讨论的问题转向为：

ｍｉｎ｛Ｃ犜Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０｝，

其中Ｋ０ 的元素个数是有限的．
（１）划分———把Ｋ０ 的一个子集ＫＳ 划分成有限个子集Ｋ１

Ｓ，Ｋ
２
Ｓ，⋯，Ｋ

ｍ
Ｓ（它们两两

互斥或不互斥），即

ＫＳ ＝Ｋ１
Ｓ ∪Ｋ２

Ｓ ∪ ⋯ ∪Ｋｍ
Ｓ．

（２）松弛问题———将（ＫＳ）中的约束条件适当放宽，使得ＫＳ 扩大为Ｋ
～

Ｓ，并且（Ｋ
～

Ｓ）的求

解有现成的算法或者（Ｋ～Ｓ）比（ＫＳ）求解容易些．我们称（Ｋ
～

Ｓ）为（ＫＳ）的松弛问题．此时有：

ＫＳ Ｋ～Ｓ，

ｍｉｎ
Ｘ∈ＫＳ

ｆ（Ｘ）≥ ｍｉｎ
Ｘ∈Ｋ

～
Ｓ

ｆ（Ｘ），

即（Ｋ～Ｓ）的最优值ｆＳ 是（ＫＳ）目标函数值的一个下界．
（３）（ＫＳ）的目标函数值的下界ｆＳ（简称为（ＫＳ）的下界）———一般地，我们取（Ｋ

～
Ｓ）的

最优值ｆＳ 作为（ＫＳ）目标函数值的下界ｆＳ．如果有可能，自然希望能对（ＫＳ）的下界作更

好的估计，我们应尽可能使ｆＳ 接近（ＫＳ）的最优值．
（４）界限或定界ｆ

－
———ｆ

－
为在生长枚举树的过程中，到当前一步为止，（Ｋ０）所能搜索

到的现有较好的可行解Ｘ的目标函数值，它是（Ｋ０）最优值的一个上界：

ｍｉｎ
Ｘ∈Ｋ０

ｆ（ｘ）≤ｆ
－
．
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当枚举树生长完毕，ｆ
－
＜＋∞，则ｆ

－
即为（Ｋ０）的最优值，对应的Ｘ即为（Ｋ０）的最优解．

在初始时，一般取ｆ
－
＝＋∞．以后每求解一个问题（ＫＳ）的松弛问题（Ｋ

～
Ｓ），一旦它的

最优解ＸＳ ∈ＫＳ，且相应的最优值ｆＳ ＜ｆ
－
，则ｆＳ 作为新的定界ｆ

－
，ＸＳ 作为新的Ｘ．

（５）失去希望的问题———若（Ｋ～Ｓ）的最优值ｆＳ ≥ｆ
－
，这时，ＫＳ 中任何一个可行解Ｘ

的目标函数值ｆ（Ｘ）都不小于ｆ
－
，而ｆ

－
是目前找到的（Ｋ０）的最优值的一个较好的上界，故

ＫＳ 中不存在比Ｘ更优的解，所以不必再对ＫＳ 进行讨论，我们称（ＫＳ）为失去希望的

问题．
（６）已被查清的问题———若对当前的（Ｋ～Ｓ）已获得下列结论之一：

①Ｋ～Ｓ ＝ ，则ＫＳ 也为 ；

② Ｋ～Ｓ 的最优解ＸＳ ∈ＫＳ；

③（Ｋ～Ｓ）的最优值ｆＳ ≥ｆ
－
，

则称（ＫＳ）为一个已被查清的问题．
（７）活问题———若（ＫＳ）没有被查清，也没有被划分，则称（ＫＳ）为活问题．
（８）剪支———枚举树生长过程中，一旦获得新定界ｆ

－
，就用它去检查现有活问题，把

失去希望的问题改为已被查清的问题．这一过程称为剪支．
（９）分支、父问题和子问题———选择一个活问题（ＫＳ）进行划分，称为分支．（ＫＳ）称为

父问题，ＫＳ 划分后所得的数个分支问题，称为子问题．

５．４．２　分支定界法

我们先通过求解一个具体的实例来分析一下，在用分支定界法求解纯整数规划问题

时，如何对活问题进行分支．
例５１８　应用分支定界法求解下列（ＡＩＰ）：

　　　　ｍｉｎｆ＝－８ｘ１－１２ｘ２；　　　　
ｓ．ｔ．　 ２ｘ１＋５ｘ２ ≤２０，

６ｘ１＋７ｘ２ ≤４２，
ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２．

解 　设（ＡＩＰ）的可行域为Ｋ０，相应的线性规划的可行域为Ｋ
～

０，有Ｋ０Ｋ～０．由于线
性规划问题（Ｋ～０）有单纯形法可以求解，所以取（Ｋ

～
０）作为（Ｋ０）的松弛问题．现在我们用图

解法来求解（Ｋ～０），如图５１０所示．

图５１０
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可知，（Ｋ～０）的最优解Ｘ０ ＝（３５／８，９／４）犜，最优值ｆ０ ＝－６１．Ｘ０ 不是（Ｋ０）的可行解．
由于集合

Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，?３５８」＜ｘ１ ＜「３５８｛ ｝?
中不可能含有Ｋ０ 的可行解，我们在Ｋ

～
０ 中删去这部分集合．于是，可将Ｋ０ 划分成：

Ｋ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ１ ≤４｝，　Ｋ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ１ ≥５｝，

相应地

Ｋ～１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，ｘ１ ≤４｝，　Ｋ～２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，ｘ１ ≥５｝．

图５１１

由图５１１知，（Ｋ～１）的最优解Ｘ１ ＝ ４，１２（ ）５
犜
，

最优值ｆ１ ＝－６０４
５
；（Ｋ～２）的最优解Ｘ２ ＝

５，１２（ ）７
犜
，最优值ｆ２ ＝－６０４

７．Ｘ１ 和Ｘ２ 都不

是Ｋ０ 的可行解．

因为ｆ１ ＝－６０４
５ ＜ｆ２ ＝－６０４

７
；所以我

们选Ｋ１ 先进行划分：

Ｋ３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ１，ｘ２ ≤２｝，　Ｋ４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ１，ｘ２ ≥３｝，

相应地，

Ｋ～３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～１，ｘ２ ≤２｝，　Ｋ～４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～１，ｘ２ ≥３｝．

由图５１２知，（Ｋ～３）的最优解Ｘ３＝（４，２）犜，最优值ｆ３＝－５６，现在Ｘ３∈Ｋ３，从而，取Ｘ

＝Ｘ３，ｆ
　－

＝－５６．（Ｋ３）查清．

图５１２

又由图５１２知，（Ｋ～４）的最优解Ｘ４＝ ５
２
，（ ）３

犜
，最优值ｆ４＝－５６．因为ｆ４＝ｆ

－
，所以
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（Ｋ４）也被查清．
接下来，我们对Ｋ２ 进行划分：

Ｋ５ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ２，ｘ２ ≤１｝，　Ｋ６ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ２，ｘ２ ≥２｝，
相应地，

Ｋ～５ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～２，ｘ２ ≤１｝，　Ｋ～５ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～２，ｘ２ ≥２｝．

由图５１２知，（Ｋ～５）的最优解Ｘ５＝ ３５
６
，（ ）１

犜
，最优值ｆ５＝－１７６

３ ．因为ｆ５＜ｆ
－
＝－５６，所

以（Ｋ５）仍为活问题．又由图５１２知，Ｋ～６ ＝ ，所以（Ｋ６）查清．对（Ｋ５）需要继续分支，具

体文字步骤和在图５１２上的继续划分我们不再细述．
整个运算过程如枚举树图５１３和表５３３所示．所有的问题都已被查清，因而，（Ｋ０）

的最优解Ｘ ＝（４，２）犜，最优值ｆ ＝－５６．

图５１３

　　

表５３３

Ｘ ｆ
－

— ＋∞

（４，２）犜 －５６

例５１８的求解过程告诉我们，若（Ｋ０）的某个子问题（ＫＳ）的松弛问题（Ｋ
～

Ｓ）在用单纯

形法求解时，具有最优基Ｂ，而基本最优解ＸＳ ＝
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ
＝

ｂ烄
烆

烌
烎０
中存在某个基本变量

ｘＢｋ ＝ｂｋ 不是整数（若有若干个〈ｂｉ〉≠０，在算法中，一般情况下取ｂｋ 为：〈ｂｋ〉＝

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ
〈ｂｉ〉），则我们就以ｘＢｋ

来划分ＫＳ：

Ｋ′Ｓ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ＫＳ，ｘＢｋ ≤?ｂｋ」｝，　Ｋ″Ｓ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ＫＳ，ｘＢｋ ≥「ｂｋ?｝，
相应地，

Ｋ～′Ｓ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～Ｓ，ｘＢｋ ≤?ｂｋ」｝，　Ｋ～″Ｓ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～Ｓ，ｘＢｋ ≥「ｂｋ?｝．



运筹学 方法与模型

１６８　　

那么，在这个分支过程中，我们如何利用（Ｋ～Ｓ）的最优单纯形表Ｔ（Ｂ）的有关信息来进一
步求解（Ｋ～′Ｓ）和（Ｋ

～″Ｓ）呢？为便于计算具体的例题，我们先作讨论．
对约束条件ｘＢｋ ≤?ｂｋ」和ｘＢｋ ≥「ｂｋ? 分别引入松弛变量ｘ′和剩余变量ｘ″而得方程：

ｘＢｋ ＋ｘ′＝?ｂｋ」， （５３７）

ｘＢｋ －ｘ″＝「ｂｋ?， （５３８）
由Ｔ（Ｂ）可知：

ｘＢｋ ＝ｂｋ－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｋｊｘｊ，

将它代入式（５３７）和式（５３８）后分别得到方程：

－∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｋｊｘｊ＋ｘ′＝－〈ｂｋ〉， （５３９）

∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｋｊｘｊ＋ｘ″＝〈ｂｋ〉－１． （５４０）

我们将这两个方程加到Ｔ（Ｂ）上去，即可得到（Ｋ～′Ｓ）和（Ｋ
～″Ｓ）的初始单纯形表，如表５３４和

表５３５所示．然后利用对偶单纯形法继续求解．

表５３４

ＸＢ～ … ｘｊ … ｘ′ Ｂ～－１ｂ

ＸＢ … ｙｊ … ０ ｂ
ｘ′ … －ｙｋｊ … １ －〈ｂｋ〉

ｒ … ｒｊ … ０ －ｆ０

表５３５

ＸＢ～ … ｘｊ … ｘ″ Ｂ～－１ｂ

ＸＢ … ｙｊ … ０ ｂ
ｘ″ … ｙｋｊ … １ 〈ｂｋ〉－１

ｒ … ｒｊ … ０ －ｆ０

　　由于在我们讨论的纯整数规划中，目标函数系数ｃｊ 均为整数，所以，（ＫＳ）的最优值

应是整数．当（Ｋ～Ｓ）的最优值不是整数时，我们不妨取（ＫＳ）的下界ｆＳ 为「ｆＳ?，这样的改
进，有时会给剪支带来方便．
例５１９　用分支定界法求解下列（ＡＩＰ）：

　　　　ｍｉｎｆ＝７ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３；　　　　
ｓ．ｔ．　 ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３ ≥８，　　　　（Ｋ０）

３ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３ ≥５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２，３．

解　（１）先应用对偶单纯形法求解（Ｋ０）的松弛问题（Ｋ
～

０）：
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ｍｉｎｆ＝７ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３；

ｓ．ｔ．　 ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３－ｘ４　 　 ＝８，

３ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３　 　－ｘ５ ＝５，　　　　（Ｋ～０）

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，６．

得（Ｋ～０）最优解的单纯形表如表５３６所示．

表５３６

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｂ

ｘ１ １ ０ －１／５ １／５ －２／５ ２／５
ｘ２ ０ １ ８／５ －３／５ １／５ １９／５

ｒ ０ ０ ３／５ ２／５ １１／５ －７１／５

　　由表５３６知，（Ｋ～０）的最优解Ｘ０ ＝（２／５，１９／５，０，０，０）犜，最优值ｆ０ ＝７１／５．

因为Ｘ０ ∈
－Ｋ０，我们取ｆ０ ＝「７１５?＝１５．

（２）我们用ｘ２ 来划分Ｋ０：

Ｋ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ２ ≤３｝，　Ｋ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ２ ≥４｝，

相应地，有

Ｋ～１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，ｘ２ ≤３｝，　Ｋ～２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，ｘ２ ≥４｝．

① 求解（Ｋ～１）：将ｘ２ ≤３附加到表５３６上，按表５３４得表５３７，并继续迭代，得
表５３８．

表５３７

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ ０ －１／５ １／５ －２／５ ０ ２／５
ｘ２ ０ １ ８／５ －３／５ １／５ ０ １９／５
ｘ６ ０ ０ （－８／５） ３／５ －１／５ １ －４／５

ｒ ０ ０ ３／５ ２／５ １１／５ ０ －７１／５

表５３８

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ １／８ －３／８ －１／８ １／２
ｘ２ ０ １ ０ ０ ０ １ ３
ｘ３ ０ ０ １ －３／８ １／８ －５／８ １／２

ｒ ０ ０ ０ ５／８ １７／８ ３／８ －２９／２

由表５３４得（Ｋ～１）的最优解Ｘ１ ＝（１／２，３，１／２，０，０）犜，最优值ｆ１ ＝２９／２．
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我们取ｆ１ ＝「２９２?＝１５．

② 对（Ｋ～２）求解：将ｘ２ ≥４附加到表５３６上，按表５３５得表５３９，继续迭代，得
表５４０．

表５３９

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ －１／５ １／５ －２／５ ０ ２／５

ｘ２ ０ １ ８／５ －３／５ １／５ ０ １９／５

ｘ７ ０ ０ ８／５ （－３／５） －１／５ １ －１／５

ｒ ０ ０ ３／５ ２／５ １１／５ ０ －７１／５

表５４０

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７ ｂ

ｘ１ １ ０ １／３ ０ －１／３ １／３ １／３

ｘ２ ０ １ ０ ０ ０ －１ ４

ｘ４ ０ ０ －８／３ １ －１／３ －５／３ １／３

ｒ ０ ０ ５／３ ０ ７／３ ２／３ －４３／３

　　由表５４０，得（Ｋ～２）的最优解Ｘ２ ＝（１／３，４，０，１／３，０）犜，最优值ｆ２ ＝４３／３．
我们取ｆ２ ＝「ｆ２?＝１５．
（３）（Ｋ１）及（Ｋ２）的下界都为１５，不妨取（Ｋ２）进行分支：用ｘ１ 将（Ｋ２）划分成：

Ｋ３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ２，ｘ１ ≤０｝，　Ｋ４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ２，ｘ１ ≥１｝，

相应地，有

Ｋ～３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～２，ｘ１ ≤０｝，　Ｋ～４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～２，ｘ１ ≥１｝．

① 对（Ｋ～３）求解．将ｘ１ ≤０附加到表５４０上，按表５３４得表５４１，继续迭代，得
表５４２．

表５４１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７ ｘ８ ｂ

ｘ１ １ ０ １／３ ０ －１／３ １／３ ０ １／３

ｘ２ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ４

ｘ４ ０ ０ －８／３ １ －１／３ －５／３ ０ １／３

ｘ８ ０ ０ －１／３ ０ １／３ （－１／３） １ －１／３

ｒ ０ ０ ５／３ ０ ７／３ ２／３ ０ －４３／３
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表５４２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７ ｘ８ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
ｘ２ ０ １ １ ０ －１ ０ －３ ５
ｘ４ ０ ０ －１ １ －２ ０ －５ ２
ｘ７ ０ ０ １ ０ －１ １ －３ １

ｒ ０ ０ １ ０ ３ ０ ２ －１５

　　由表５４２得（Ｋ～３）的最优解Ｘ３ ＝（０，５，０，２，０）犜，最优值ｆ３ ＝１５．
由于Ｘ３ ∈Ｋ３，故取定界ｆ

－
＝１５，Ｘ ＝Ｘ３．如表５４５所示，问题（Ｋ３）查清．

由于问题（Ｋ１）的下界ｆ１ ＝１５＝ｆ
－
，因此问题（Ｋ１）也查清．

② 对（Ｋ～４）求解．将ｘ１ ≥１附加到表５４０上，按表５３５得表５４３，继续迭代，得
表５４４．

表５４３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７ ｘ９ ｂ

ｘ１ １ ０ １／３ ０ －１／３ １／３ ０ １／３
ｘ２ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ４
ｘ４ ０ ０ －８／３ １ －１／３ －５／３ ０ １／３
ｘ９ ０ ０ １／３ ０ （－１／３） １／３ １ －２／３

ｒ ０ ０ ５／３ ０ ７／３ ２／３ ０ －４３／３

表５４４

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ７ ｘ９ ｂ

ｘ１ １ ０ ０ ０ ０ ０ －１ １
ｘ２ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ ４
ｘ４ ０ ０ －３ １ ０ －２ －１ １
ｘ５ ０ ０ －１ ０ １ －１ －３ ２

ｒ ０ ０ ４ ０ ０ ３ ７ －１９

由表５４４得（Ｋ～４）的最优解Ｘ４ ＝（１，４，０，１，２）犜，最优值ｆ４ ＝１９．
由于ｆ４ ＞ｆ

－
＝１５，（Ｋ４）成为没有希望的问题，（Ｋ４）查清．

至此，生长的枚举树如图５１４所示，该树不再有活问题．因此得（Ｋ０）的最优解

Ｘ ＝（０，５，０）犜，最优值ｆ ＝１５．
在归纳（ＡＩＰ）的分支定界法的算法以前，我们先对若干符号作解释以便理解算法：

Ｌ———迭代至某一步时，枚举树中所有问题的下标集合；

Ｅ———当前枚举树中已查清的问题和已划分的问题的下标集合；

Ｌ－Ｅ———当前枚举树中活问题的下标集合；

ｌ———当前枚举树中问题的最大下标；

Ｓ———在枚举树中，当前正在划分的问题的下标．
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图５１４

　　

表５４５

Ｘ ｆ
－

— ＋∞

（０，５，０，２，０）犜 １５

设（ＡＩＰ）的可行域为Ｋ０，相应的线性规划问题的可行域Ｋ
～

０ 非空有界，求解（ＡＩＰ）
的分支定界法的算法步骤如下：

① 应用单纯形法求解（Ｋ～０），得最优解Ｘ０、最优值ｆ０ 和最优单纯形表Ｔ（Ｂ）．
〈ｂｉ〉＝０对ｉ＝１，⋯，ｍ都成立否？
若是，则Ｘ０，ｆ０ 即为（Ｋ０）的最优解Ｘ和最优值ｆ，算法终止．
若否，则存在〈ｂｉ〉≠０，则取：

ｆ
－
＝＋∞，　ｆ０ ＝「ｆ０?，　Ｅ＝ ，　Ｌ＝｛０｝，　ｌ＝０．

转步骤②．
②Ｌ－Ｅ＝ ？
若是，则当ｆ

－
＝＋∞ 时，Ｋ０ ＝ ，算法终止．

当ｆ
－
＜＋∞时，ｆ

－
即为（Ｋ０）的最优值ｆ，相应的Ｘ即为（Ｋ０）的最优解，算法终止．

若否，则转步骤③．
③ 定指标Ｓ：取ｆＳ ＝ ｍｉｎ｛ｆｊ｜ｊ∈Ｌ－Ｅ｝．
划分ＫＳ：取〈ｂｋ〉＝ ｍａｘ｛〈ｂｉ〉｜１≤ｉ≤ｍ｝，令

Ｋｌ＋１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ＫＳ，ｘＢｋ ≤?ｂｋ」｝，

Ｋｌ＋２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ＫＳ，ｘＢｋ ≥「ｂｋ?｝，

Ｋ～ｌ＋１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～Ｓ，ｘＢｋ ≤?ｂｋ」｝，

Ｋ～ｌ＋２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～Ｓ，ｘＢｋ ≥「ｂｋ?｝，

Ｌ＝Ｌ∪｛ｌ＋１，ｌ＋２｝，Ｅ＝Ｅ∪｛Ｓ｝．

（４）求解｛Ｋ～ｌ＋１｝．若最终单纯形表Ｔ（Ｂ）指出Ｋ～ｌ＋１ ＝ ，则取Ｅ＝Ｅ∪｛ｌ＋１｝，转

步骤⑤．否则，若〈ｂｉ〉＝０对ｉ＝１，⋯，ｍ都成立，则取Ｅ＝Ｅ∪｛ｌ＋１｝，且当ｆｌ＋１ ＜ｆ
　－
时，

取Ｘ ＝Ｘｌ＋１，ｆ
　－

＝ｆｌ＋１，转步骤⑤；若存在〈ｂｉ〉≠０，则取ｆｌ＋１ ＝「ｆｌ＋１?，转步骤⑤．
⑤ 求解（Ｋ～ｌ＋２）．若最终单纯形表Ｔ（Ｂ）指出Ｋ～ｌ＋２ ＝ ，则取Ｅ＝Ｅ∪｛ｌ＋２｝．转步

骤⑥．否则，若〈ｂｉ〉＝０对ｉ＝１，⋯，ｍ都成立，则取Ｅ＝Ｅ∪｛ｌ＋２｝，且当ｆｌ＋２ ＜ｆ
　－
时，

取Ｘ ＝Ｘｌ＋２，ｆ
　－

＝ｆｌ＋２，转步骤⑥；若存在〈ｂｉ〉≠０，则取ｆｌ＋２ ＝「ｆｌ＋２?，转步骤⑥．

⑥ｌ＝ｌ＋２．
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令Ｍ ＝｛ｊ｜ｆｊ ≥ｆ
－
，ｊ∈Ｌ－Ｅ｝，Ｅ＝Ｅ∪Ｍ，转步骤②．

本算法在迭代过程中，在若干活问题中选取那个问题先分支，或者在某个问题（Ｋ～Ｓ）

的最优解中，有若干个基本变量的〈ｂｉ〉≠０，选取那个基本变量ｘＢｋ
来对ＫＳ 进行划分，都

会影响计算的进程．本节介绍的方法对（ＡＩＰ）采用了下界最小的活问题先分支，除此之
外，也可以采用新的活问题先分支的方法

对于混合整数规划（ＭＩＰ），只要对（ＡＩＰ）的分支定界法稍作修改，就不难得到（ＭＩＰ）
的分支定界法．

§５．５　０１规划的分支定界法

５．５．１　划分和定界

本节讨论下列规范形式的０１规划的分支定界法：

　　　　ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （５４１）

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

其中ａｉｊ和ｂｉ均为整数，ｃｊ均为非负整数．

假若在建立的０１规划模型中，有ｃｊ ＜０，或∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，或∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ的情况

出现，则不难化成上述规范模型．例如对ｃｊ ＜０，则引进一个新的０１变量ｘ′ｊ，令

ｘｊ ＝１－ｘ′ｊ，

代入原模型中，经过整理后，在模型中ｘｊ就不再出现而代之以ｘ′ｊ，这时，在目标函数中ｘ′ｊ
的系数ｃ′ｊ＝－ｃｊ ＞０．对约束条件

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≥ｂｉ，

则化成

∑
ｎ

ｊ＝１

（－ａｉｊ）ｘｊ ≤－ｂｉ．

对约束条件

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，

则用

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ≤ｂｉ，　　∑

ｎ

ｊ＝１

（－ａｉｊ）ｘｊ ≤－ｂｉ

来取代它．
例５２０　将下列０１规划问题化成规范模型：
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　　　　ｍａｘｚ１ ＝３ｕ１＋２ｕ２－５ｕ３－２ｕ４＋３ｕ５；　　　　
ｓ．ｔ．　　 ｕ１＋ ｕ２＋ ｕ３＋２ｕ４＋ ｕ５ ≤４，

７ｕ１　 　＋３ｕ３－４ｕ４＋３ｕ５ ≤８，

１１ｕ１－６ｕ２　　　＋３ｕ４－３ｕ５ ≥３，

ｕｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，５．

解　先把上述模型进行整理：

　　　　ｍｉｎｆ＝－３ｕ１－２ｕ２＋５ｕ３＋２ｕ４－３ｕ５；　　　
ｓ．ｔ．　　 　　　ｕ１＋ｕ２＋ ｕ３＋２ｕ４＋ ｕ５ ≤４，

　 ７ｕ１　　＋３ｕ３－４ｕ４＋３ｕ５ ≤８，

－１１ｕ１＋６ｕ２　 　－３ｕ４＋３ｕ５ ≤－３，

ｕｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，５．
然后令

ｕｊ ＝
１－ｘｊ，ｊ＝１，２，５，

ｘｊ， ｊ＝３，４烅
烄

烆 ，

则得规范模型如下：

　　　　ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋２ｘ２＋５ｘ３＋２ｘ４＋３ｘ５－８；　　　　
ｓ．ｔ．　　－ ｘ１－ ｘ２＋ ｘ３＋２ｘ４－ ｘ５ ≤１，

－７ｘ１　　 ＋３ｘ３－４ｘ４－３ｘ５ ≤－２，

１１ｘ１－６ｘ２　　　－３ｘ４－３ｘ５ ≤－１，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，５．

在０１规划问题的规范模型（５３８）中，引进松弛变量ｙｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ），可得下述等
价的问题：

　　　　ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋ｙｉ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （Ｋ０）

ｙｊ ≥０，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

设其可行域为Ｋ０．如果在问题（Ｋ０）中删去约束条件ｙｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ），则得问
题（Ｋ～０）：

　　　　ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｘｊ；　　　　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ＋ｙｉ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ， （Ｋ

～
０）

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

ｙｉ ０，　 　ｉ＝１，⋯，ｍ．

显然，由于ｃｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ），故（Ｋ
～

０）的最优解很容易求得：
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Ｘ０ ＝（ｘ１，⋯，ｘｎ）犜 ＝（０，⋯，０）犜，

Ｙ０ ＝（ｙ１，⋯，ｙｍ）犜 ＝（ｂ１，⋯，ｂｍ）犜．

所以我们就将（Ｋ
～

０）作为（Ｋ０）的松弛问题．
下面我们首先来讨论用分支定界法求解０１规划问题时，在分支过程中如何进行

划分．
例５２１　讨论用分支定界法求解下列０１规划问题时可行域Ｋ０ 的划分：

　　　　ｍｉｎｆ＝８ｘ１＋４ｘ２＋５ｘ３＋５ｘ４＋２ｘ５；　　　　
ｓ．ｔ．　　－３ｘ１＋５ｘ２＋ ｘ３－６ｘ４－３ｘ５＋ｙ１　 　　 　 ＝２，

　２ｘ１－ ｘ２－６ｘ３－３ｘ４－２ｘ５　 　＋ｙ２　 　 ＝－５， （Ｋ０）

－４ｘ１＋６ｘ２　　　＋５ｘ４＋３ｘ５　 　　 　＋ｙ３ ＝８， （５４２）

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，５．
ｙｉ ≥０，　　　ｉ＝１，２，３．

解　将上述问题（Ｋ０）中的约束条件ｙｉ≥０（ｉ＝１，２，３）换成ｙｉ０（ｉ＝１，２，３），

则得（Ｋ０）的松弛问题（Ｋ
～

０），其最优解

Ｘ０ ＝（ｘ０
１，ｘ０

２，ｘ０
３，ｘ０

４，ｘ０
５）

犜 ＝（０，０，０，０，０）犜，

Ｙ０ ＝（ｙ０
１，ｙ０

２，ｙ０
３）

犜 ＝（２，－５，８）犜，
最优值ｆ０ ＝０．
现在，由于ｙ０

２ ＝－５＜０，故要消除Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３）犜的不可行性，至少应有一个变

量ｘｊ的值由０提升到１．同时，我们注意到ａ２１ ＝２＞０，那么当Ｘ０ 中的ｘ０
１ 的值由０变为

１而其余分量不变时，则变量ｙ２ 的值将由ｙ０
２ ＝－５变为ｙ０

２ －２＝－７，因此，约束条件

ｙｉ ≥０（ｉ＝１，２，３）仍得不到实现．所以，对ｘ１我们不必考虑把它的值由０变为１．为此，
我们仅对ｊ∈Ｊ０ ＝｛２，３，４，５｝的变量ｘｊ之值由０提升为１，这时，我们得到（Ｋ

～
０）的一

个可行解：

ｘｋ ＝ｘ０
ｋ（ｋ≠ｊ），　　ｘｊ ＝１，　　ｙｉ ＝ｙ０

ｉ －ａｉｊ．

我们给出此时Ｙ ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３）犜 的不可行性度量值：

若有ｙｉ ＝ｙ０
ｉ －ａｉｊ ≥０，则ｙｉ的不可行性度量值为０；

若有ｙｉ ＝ｙ０
ｉ －ａｉｊ ＜０，则ｙｉ的不可行性度量值为ｙ０

ｉ －ａｉｊ．
我们将ｙ１，ｙ２和ｙ３的不可行性度量值之和Ｖ０

ｊ作为ｘｊ由０变为１时，在（Ｋ０）中Ｙ＝
（ｙ１，ｙ２，ｙ３）犜 的不可行性度量值，简称为（Ｋ０）关于ｘｊ的不可行性指数．
例如，ｘ２ 上升为１时，有：

　　ｙ１ ＝ｙ０
１－ａ１２ ＝２－５＝－３，

　　ｙ２ ＝ｙ０
２－ａ２２ ＝－５－（－１）＝－４，

　　ｙ３ ＝ｙ０
３－ａ３２ ＝８－６＝２，

　　

不可行性度量值：

－３

－４

　０

Ｖ０
１＝－７
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这些运算也可表达成：

Ｖ０
２ ＝ ｍｉｎ｛ｙ０

１－ａ１２，０｝＋ｍｉｎ｛ｙ０
２－ａ２２，０｝＋ｍｉｎ｛ｙ０

３－ａ３２，０｝

＝ｍｉｎ｛２－５，０｝＋ｍｉｎ｛－５－（－１），０｝＋ｍｉｎ｛８－６，０｝

＝－３－４＋０＝－７．

一般地，对ｊ∈Ｊ０，当ｘｊ ＝１时，（Ｋ０）关于ｘｊ的不可行性指数为

Ｖ０
ｊ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉｊ，０｝．

我们将Ｖ０
ｊ（ｊ∈Ｊ０）的计算列成表５４６．

表５４６

ｙ０
ｉ －ａｉｊ

ｍｉｎ｛ｙ０
ｉ －ａｉｊ，０｝

ｊ＝２ ｊ＝３ ｊ＝４ ｊ＝５

ｉ＝１
２－５

－３

２－１

０

２－（－６）

０

２－（－３）

０

ｉ＝２
－５－（－１）

－４

－５－（－６）

０

－５－（－３）

－２

－５－（－２）

－３

ｉ＝３
８－６

０

８－０

０

８－５

０

８－３

０

Ｖ０
ｊ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉｊ，０｝ －７ ０ －２ －３

　　由表５４６可知

ｍａｘ｛Ｖ０
ｊ｜ｊ∈Ｊ０｝＝Ｖ０

３＝０， （５４３）

于是，我们就用ｘ３ 来划分Ｋ０ 得

Ｋ１ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ０，ｘ３ ＝烅

烄
烆

烍
烌
烎

０ ，　　Ｋ２ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ０，ｘ３ ＝烅

烄
烆

烍
烌
烎

１ ，

相应地，

Ｋ～１ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ～０，ｘ３ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

０ ，　　Ｋ～２ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ～０，ｘ３ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

１ ．

一般地，假设问题（ＫＳ）是问题（Ｋ０）依次用变量ｘｉ１，ｘｉ２，⋯，ｘｉｋ 取值０或１进行划
分而得的子问题，将（ＫＳ）中的约束条件ｙｉ ≥０（ｉ＝１，⋯，ｍ）换成ｙｉ ０（ｉ＝１，⋯，

ｍ），即得（ＫＳ）的松弛问题（Ｋ
～

Ｓ）（如图５１５表示依次用ｘｐ，ｘｑ和ｘｔ取值０或１进行划分
的情况）．
我们将（Ｋ

～
Ｓ）中取值尚未固定的变量ｘｊ的下标组成的集合记为ＪＳ．

显然，由于ｃｊ≥０（ｊ∈ＪＳ），（Ｋ
～

Ｓ）的最优解很容易求得：ｘｉ１，⋯，ｘｉｋ取相应的规定值；
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图５１５

ｘｊ ＝０（ｊ∈ＪＳ）；ｙｉ ＝ｂｉ－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ（ｉ＝１，⋯，ｍ）．假若ＸＳ，

ＹＳ 不是（ＫＳ）的可行解，那么，我们该如何对ＫＳ 进行划分呢？

类似于例５２１所指出的，如果对ｊ∈ＪＳ，ｘｊ 对所有的

ｙＳ
ｉ ＜０，都有ａｉｊ ≥０，那么ｘｊ之值由０提升为１时，不能改进
（ＫＳ）关于Ｙ的不可行性，因此，ｘｊ不适宜作（ＫＳ）的划分变量．记

ＱＳ ＝｛ｊ｜ｊ∈ＪＳ，当ｙＳ
ｉ ＜０时，总有ａｉｊ ≥０（１≤ｉ≤ｍ）｝．

（５４４）

我们知道，划分活问题（ＫＳ）的目的是为了寻找（Ｋ０）的一个可行解，希望它比目前已找到

的（Ｋ０）的可行解Ｘ要好（此时，ｆ（Ｘ）＝ｆ
－
）．因此，对于ｊ∈ＪＳ－ＱＳ，如果我们以ｘｊ对

（ＫＳ）进行划分，让ｘｊ的取值由０变为１（ＸＳ 中其余分量不变），那么相应的目标函数将由

ｆＳ 变为ｆＳ ＋ｃｊ．当ｆＳ＋ｃｊ ≥ｆ
　－
时，则说明当ｘｊ的取值由０变为１后，不能产生一个比目

前的Ｘ 更好的可行解．因此，可以把这种ｘｊ排斥在用作划分的变量之外．令

ＧＳ ＝｛ｊ｜ｃｊ＋ｆＳ ≥ｆ
－
，ｊ∈ＪＳ －Ｑｓ｝， （５４５）

ＭＳ ＝ＪＳ －ＱＳ －ＧＳ， （５４６）

从而，仅对于ｊ∈ＭＳ 的变量ｘｊ可以考虑把它的值由０变为１．
对ｊ∈ＭＳ，令

ＶＳ
ｊ ＝ ∑

ｍ

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙＳ

ｉ －ａｉｊ，０｝， （５４７）

ＶＳ
ｊ 作为ｘｊ由０变为１时，在（ＫＳ）中Ｙ＝（ｙ１，⋯，ｙｍ）犜的不可行性度量值，简称为（ＫＳ）

关于ｘｊ的不可行指数．
取

ＶＳ
ｋ ＝ ｍａｘ｛ＶＳ

ｊ｜ｊ∈ＭＳ｝， （５４８）

则我们就以ｘｋ 对（ＫＳ）进行划分：

Ｋ′Ｓ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈ＫＳ，ｘｋ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

０ ，　　Ｋ″Ｓ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈ＫＳ，ｘｋ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

１ ，

相应地

Ｋ～′Ｓ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ～Ｓ，ｘｋ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

０ ，　　Ｋ～″Ｓ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ～Ｓ，ｘｋ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

１ ．

显然，（Ｋ
～
′Ｓ）的最优解为ＸＳ，ＹＳ；最优值为ｆＳ．（Ｋ

～
″Ｓ）的最优解为：ｘｋ ＝１，ｘｊ＝ｘＳ

ｊ（ｊ≠ｋ），

ｙｉ ＝ｙＳ
ｉ －ａｉｋ（ｉ＝１，⋯，ｍ）；最优值为ｆＳ ＋ｃｋ．
接下来，我们来估计（ＫＳ）最优值的下界ｆＳ．自然，（Ｋ

～
Ｓ）的最优值ｆＳ 是（ＫＳ）最优值的下

界，但是，我们希望把ｆＳ 之值估计得更为精确些，以利于剪支．我们分几种情况来讨论．
１．情况一
若ＭＳ ＝ ，说明（ＫＳ）中没有更好的可行解，因此，（ＫＳ）失去希望，（ＫＳ）被查清，我
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们不妨取ｆＳ ＝ｆ
　－
．

２．情况二
若ＭＳ ≠ ．如果对某个ｉ，有ｙＳ

ｉ ＜０，我们来考虑ＭＳ中各指标ｊ所相应的变量ｘｊ由

０提升到１时对ｙｉ的不可行性的改进情况．
自然，当ｊ∈ＭＳ，有ａｉｊ ≥０，则把ｘｊ由０提升到１，不能改进ｙｉ的不可行性，我们可以

认为ｘｊ ＝１对ｙｉ改进不可行性的度量值为零，也即ｍｉｎ｛０，ａｉｊ｝＝０；反之，当ｊ∈ＭＳ，有

ａｉｊ ＜０，则把ｘｊ由０提升到１时，有ｙｉ ＝ｙＳ
ｉ －ａｉｊ，ｘｊ ＝１对ｙｉ改进不可行性的度量值为

－ａｉｊ．也即－ｍｉｎ｛０，ａｉｊ｝＝－ａｉｊ．
假若有ｙＳ

ｉ －∑
ｊ∈ＭＳ

ｍｉｎ｛０，ａｉｊ｝＜０，也即下式成立：

∑
ｊ∈ＭＳ

ｍｉｎ｛０，ａｉｊ｝＞ｙＳ
ｉ． （５４９）

那么，即使ＭＳ 那些ａｉｊ ＜０的指标所相应的变量ｘｊ都由０提升到１，也不能产生ｙｉ的可

行性，因而我们说（ＫＳ）是没有希望的，（ＫＳ）可以被认为查清，不妨设ｆＳ ＝ｆ
　－
．

３．情况三

ＭＳ ≠ ，且式（５４９）不成立．那么，为了得到（ＫＳ）的一个较好的可行解，我们就要把

一些变量ｘｊ（ｊ∈ＭＳ）在ＸＳ，ＹＳ中的值由０提升到１．假若ＶＳ
ｔ ＝ｍａｘ｛ＶＳ

ｊ｜ｊ∈ＭＳ｝＝０，我
们将ｘｔ的值由０变为１，相应的目标函数值由ｆＳ 变为ｆＳ ＋ｃｔ．由于ｃｊ ≥０，故（ＫＳ）的最

优值不可能小于

ｆＳ ＋ｍｉｎ｛ｃｊ｜ｊ∈ＭＳ｝．

假若ｍａｘ｛ＶＳ
ｊ｜ｊ∈ＭＳ｝＜０，则至少要将ＭＳ中两个不同的下标ｊ１和ｊ２所对应的变量的

值由０提升到１才能得到（ＫＳ）的可行解．因此（ＫＳ）的最优值不可能小于

ｆＳ ＋ｍｉｎ｛ｃｊ１＋ｃｊ２｜ｊ１ ≠ｊ２，ｊ１，ｊ２ ∈ＭＳ｝， （５５０）

从而，对于（ＫＳ），我们可以取

ｆＳ ＝
ｆＳ ＋ｍｉｎ｛ｃｊ｜ｊ∈ＭＳ｝，　　　 当ｍａｘ｛ＶＳ

ｊ｜ｊ∈ＭＳ｝＝０，

ｆＳ ＋ｍｉｎ｛ｃｊ１＋ｃｊ２｜ｊ１ ≠ｊ２，ｊ１，ｊ２ ∈ＭＳ｝，　　 否则烅
烄

烆 ．
（５５１）

例５２２　用分支定界法求解问题（５４２）．
解　第一步，估计（Ｋ０）的下界ｆ０ 和划分Ｋ０．
现在Ｊ０ ＝｛１，２，３，４，５｝，Ｑ０ ＝｛１｝，Ｇ０ ＝ ，于是，　Ｍ０ ＝｛２，３，４，５｝．
由例５２１式（５４３）知：

Ｖ０
ｋ＝ ｍａｘ｛Ｖ０

ｊ｜ｊ∈Ｊ０｝＝Ｖ０
３＝０．

由式（５５１），我们取

ｆ０ ＝ｆ０＋ｍｉｎ｛ｃｊ｜ｊ∈Ｍ０｝＝０＋２＝２．

我们用ｘ３ 来划分Ｋ０：

Ｋ１ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ０，ｘ３ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

０ ，　　Ｋ２ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈Ｋ０，ｘ３ ＝ 烍

烌
烎

烅
烄
烆

１ ，
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相应的松弛问题为（Ｋ
～

１）和（Ｋ
～

２）．
第二步，求解（Ｋ

～
１）和（Ｋ

～
２）．

①（Ｋ
～

１）的最优解：Ｘ１ ＝Ｘ０ ＝（０，０，０，０，０）犜，Ｙ１ ＝Ｙ０ ＝（２，－５，８）犜，最优值

ｆ１ ＝ｆ０ ＝０．

②（Ｋ
～

２）的最优解Ｘ２ ＝（０，０，１，０，０）犜，Ｙ２ ＝（１，１，８）犜，最优值ｆ２ ＝５．Ｘ２与Ｙ２

是（Ｋ０）的一个可行解，于是，取Ｘ ＝Ｘ２，Ｙ ＝Ｙ２，ｆ
　－

＝ｆ２．（Ｋ２）查清．
第三步，估计活问题（Ｋ１）的下界ｆ１ 和划分Ｋ１．
现在Ｊ１ ＝｛１，２，４，５｝，Ｑ１ ＝｛１｝，Ｇ１ ＝｛４｝，于是Ｍ１ ＝｛２，５｝．
对于ｉ＝２，ｙ１

２ ＝－５＜０．我们来分析式（５４９）是否成立．由于

∑
ｊ∈Ｍ１

ｍｉｎ｛０，ａ２ｊ｝＝ ｍｉｎ｛０，ａ２２｝＋ｍｉｎ｛０，ａ２５｝

＝ ｍｉｎ｛０，－１｝＋ｍｉｎ｛０，－２｝

＝－１－２＝－３＞ｙ１
２，

所以我们取

ｆ１ ＝ｆ
－
＝５．

问题（Ｋ１）也被查清．
枚举树如图５１６所示．本问题的最优解Ｘ ＝（０，０，１，０，０）犜，最优值ｆ ＝５，如

表５４７所示．

图５１６

　　

表５４７

Ｘ ｆ
－

— ＋∞

（０，０，１，０，０）犜 ５

５．５．２　分支定界算法

０１规划分支定界法的特点是下标大的活问题（ＫＳ）先进行划分（Ｓ＝ ｍａｘ｛ｉ｜ｉ∈
Ｌ－Ｅ｝），下面我们给出具体的算法．

① 求解（Ｋ
～

０），得最优解Ｘ０ 和Ｙ０ 为：ｘ０
ｊ ＝０（ｊ＝１，⋯，ｎ），ｙ０

ｉ ＝ｂｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）；
最优值ｆ０ ＝０．

ｙ０
ｉ ≥０对ｉ＝１，⋯，ｍ都成立否？
若是，则Ｘ０，Ｙ０ 即为最优解，算法终止．
若否，则取ｆ

－
＝＋∞，Ｌ＝｛０｝，Ｅ＝ ，ｌ＝０，Ｊ０ ＝｛１，２，⋯，ｎ｝，转步骤 ②．

②Ｌ－Ｅ＝？
若是，则若ｆ

－
＝＋∞，（Ｋ０）无可行解，算法终止；

若ｆ
－
＜＋∞，Ｘ，Ｙ 即为（Ｋ０）的最优解，ｆ

－
即为（Ｋ０）的最优值，算法终止．
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若否，则转步骤③．

③ 取Ｓ＝ ｍａｘ｛ｉ｜ｉ∈Ｌ－Ｅ｝，对问题（ＫＳ）进行下界ｆＳ 估计，即

ＱＳ ＝｛ｊ｜ｊ∈ＪＳ，当ｙＳ
ｉ ＜０时，总有ａｉｊ ≥０（１≤ｉ≤ｍ）｝，

ＧＳ ＝｛ｊ｜ｃｊ＋ｆＳ ≥ｆ
－
，ｊ∈ＪＳ －ＱＳ｝，

ＭＳ ＝ＪＳ －ＱＳ －ＧＳ，

ＭＳ ＝ ？

若是，则取ｆＳ ＝ｆ
－
，Ｅ∪｛Ｓ｝，转步骤 ②．

若否，则转步骤④．

④ 对一切ｉ∈｛ｉ｜ｙＳ
ｉ ＜０，１≤ｉ≤ｍ｝，

∑
ｊ∈ＭＳ

ｍｉｎ｛０，ａｉｊ｝≤ｙＳ
ｉ 成立否？

若是，则转步骤⑤．
若否，则取ｆＳ ＝ｆ

－
，Ｅ＝Ｅ∪｛Ｓ｝，转步骤 ②．

⑤ 对ｊ∈ＭＳ，计算ＶＳ
ｊ ＝ ∑

ｍ

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙＳ

ｊ －ａｉｊ，０｝．求ｍａｘ｛ＶＳ
ｊ｜ｊ∈ＭＳ｝＝ＶＳ

ｋ．

当ＶＳ
ｋ ＝０，取ｆ

－
Ｓ ＝ｆＳ ＋ｍｉｎ｛ｃｊ｜ｊ∈ＭＳ｝；

当ＶＳ
ｋ ＜０，取ｆＳ ＝ｆＳ ＋ｍｉｎ｛ｃｊ１＋ｃｊ２｜ｊ１ ≠ｊ２；ｊ１，ｊ２ ∈ＭＳ｝．

　ｆＳ ≥ｆ
－
？

若是，则Ｅ＝Ｅ∪｛Ｓ｝，转步骤 ②．
若否，则转步骤⑥．
⑥ 划分ＫＳ：

Ｋｌ＋１ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈ＫＳ，ｘｋ ＝烅

烄
烆

烍
烌
烎

０ ，

Ｋｌ＋２ ＝
Ｘ烄

烆
烌
烎Ｙ

Ｘ烄
烆

烌
烎Ｙ
∈ＫＳ，ｘｋ ＝烅

烄
烆

烍
烌
烎

１ ，

相应的松弛问题为（Ｋ～ｌ＋１）和（Ｋ
～

ｌ＋２）．取

Ｌ＝Ｌ∪｛ｌ＋１，ｌ＋２｝，Ｅ＝Ｅ∪｛Ｓ｝，　　　
Ｊｌ＋１ ＝ＪＳ －｛ｋ｝，Ｊｌ＋２ ＝ＪＳ －｛ｋ｝，转步骤 ⑦．

⑦ 求解（Ｋ
～

ｌ＋１）和（Ｋ
～

ｌ＋２）：

（Ｋ～ｌ＋１）的最优解Ｘｌ＋１，Ｙｌ＋１ 为：ｘｌ＋１
ｊ ＝ｘＳ

ｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ），ｙｌ＋１
ｉ ＝ｙＳ

ｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）；
最优值ｆｌ＋１ ＝ｆＳ．
（Ｋ～ｌ＋２）的最优解Ｘｌ＋２，Ｙｌ＋２ 为：ｘｌ＋２

ｋ ＝１，ｘｌ＋２
ｊ ＝ｘＳ

ｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ，ｊ≠ｋ），ｙｌ＋２
ｉ ＝

ｙＳ
ｉ －ａｉｋ（１≤ｉ≤ｍ）；最优值ｆｌ＋２ ＝ｆＳ ＋ｃｋ，转步骤 ⑧．

⑧ｙｌ＋２
ｉ ≥０对ｉ＝１，⋯，ｍ都成立否？
若是，则转步骤⑨．
若否，则ｌ＝ｌ＋２，转步骤 ②．
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⑨ｆｌ＋２ ＜ｆ
－
？

若是，则Ｘ ＝Ｘｌ＋２，Ｙ ＝Ｙｌ＋２，ｆ
－
＝ｆｌ＋２，取

Ｈ ＝｛ｈ｜ｆｈ ≥ｆ
－
，ｈ∈Ｌ－Ｅ｝，Ｅ＝Ｅ∪Ｈ ∪｛ｌ＋２｝，ｌ＝ｌ＋２，转步骤 ②．

若否，则Ｅ＝Ｅ∪｛ｌ＋２｝，ｌ＝ｌ＋２，转步骤 ②．
例５２３　求解下述０１规划：

　　　　ｍｉｎｆ＝５ｘ１＋７ｘ２＋１０ｘ３＋３ｘ４＋８ｘ５；　　　　
ｓ．ｔ．　　－ｘ１＋３ｘ２－５ｘ３－ ｘ４＋４ｘ５ ≤－２，

２ｘ１－６ｘ２＋３ｘ３＋２ｘ４－２ｘ５ ≤０，

　　　　ｘ２－２ｘ３＋ ｘ４＋ ｘ５ ≤－１，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，５．

解　引入松弛变量ｙ１，ｙ２，ｙ３ 得问题（Ｋ０）．删去（Ｋ０）中对ｙｉ ≥０（ｉ＝１，２，３）的

要求，得松弛问题（Ｋ～０）．我们有：

Ｘ０ ＝（０，０，０，０，０）犜，Ｙ０ ＝（－２，０，－１）犜，ｆ０ ＝０．

第一步，估计（Ｋ０）的下界ｆ０ 和划分Ｋ０：

此时，Ｊ０ ＝｛１，２，３，４，５｝，Ｑ０ ＝｛２，５｝，Ｇ０ ＝ ，Ｍ０ ＝｛１，３，４｝．计算

　　Ｖ０
１ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉ１，０｝

＝ ｍｉｎ｛－２－（－１），０｝＋ｍｉｎ｛０－２，０｝＋ｍｉｎ｛－１－０，０｝

＝－１－２－１＝－４；

　　Ｖ０
３ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉ３，０｝

＝ ｍｉｎ｛－２－（－５），０｝＋ｍｉｎ｛０－３，０｝＋ｍｉｎ｛－１－（－２），０｝

＝０－３＋０＝－３；

　　Ｖ０
４ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉ４，０｝

＝ ｍｉｎ｛－２－（－１），０｝＋ｍｉｎ｛０－２，０｝＋ｍｉｎ｛－１－１，０｝

＝－１－２－２＝－５；

　　Ｖ０
ｋ ＝ ｍａｘ｛Ｖ０

１，Ｖ０
３，Ｖ０

４｝＝ ｍａｘ｛－４，－３，－５｝＝Ｖ０
３ ＝－３．

于是，ｋ＝３．由式（５５０），取

ｆ０ ＝ｆ０＋ｍｉｎ｛ｃｊ１＋ｃｊ２｜ｊ１ ≠ｊ２，ｊ１，ｊ２ ∈Ｍ０｝

＝０＋３＋５＝８．

我们用变量ｘ３ 来划分Ｋ０，得问题（Ｋ１）和（Ｋ２）．它们相应的松弛问题分别为（Ｋ
～

１）和

（Ｋ
～

２）．
此时，有Ｊ１ ＝Ｊ２ ＝｛１，２，４，５｝．
第二步，求解（Ｋ

～
１）和（Ｋ

～
２）．
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①（Ｋ
～

１）的最优解Ｘ１ ＝Ｘ０，Ｙ１ ＝Ｙ０，最优值ｆ１ ＝ｆ０．

②（Ｋ
～

２）的最优解为：Ｘ２ ＝（０，０，１，０，０）犜，Ｙ２ ＝（３，－３，１）犜，最优值ｆ２ ＝１０．
第三步，估计（Ｋ２）的下界ｆ２ 和划分Ｋ２．
现在Ｊ２ ＝｛１，２，４，５｝，Ｑ２ ＝｛１，４｝，Ｇ２ ＝ ，于是，Ｍ２ ＝｛２，５｝．计算：

　　Ｖ２
２ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉ２，０｝

＝ ｍｉｎ｛３－３，０｝＋ｍｉｎ｛－３－（－６），０｝＋ｍｉｎ｛１－１，０｝

＝０＋０＋０＝０；

　　Ｖ２
５ ＝ ∑

３

ｉ＝１
ｍｉｎ｛ｙ０

ｉ －ａｉ５，０｝

＝ ｍｉｎ｛３－４，０｝＋ｍｉｎ｛－３－（－２），０｝＋ｍｉｎ｛１－１，０｝

＝－１－１＋０＝－２．

　　Ｖ２
ｋ ＝ ｍａｘ｛Ｖ２

２，Ｖ２
５｝＝ ｍａｘ｛０，－２｝＝Ｖ２

２ ＝０．

于是，ｋ＝２，由式（５５１），取

ｆ２ ＝ｆ２＋ｍｉｎ｛ｃｊ｜ｊ∈Ｍ２｝＝１０＋７＝１７．

我们用ｘ２ 来划分Ｋ２，得问题（Ｋ３）和（Ｋ４）．它们相应的松弛问题为（Ｋ
～

３）和（Ｋ
～

４）．此
时，有Ｊ３ ＝Ｊ４ ＝｛１，４，５｝．
第四步，求解（Ｋ

～
３）和（Ｋ

～
４）．

①（Ｋ
～

３）的最优解Ｘ３ ＝Ｘ２，Ｙ３ ＝Ｙ２，最优值ｆ３ ＝ｆ２．
②（Ｋ

～
４）的最优解：

Ｘ４ ＝（０，１，１，０，０）犜，Ｙ４ ＝（０，３，０）犜，ｆ４ ＝１７．

因为Ｘ４，Ｙ４ 已是（Ｋ０）的一个可行解，所以（Ｋ４）被查清．我们取

Ｘ ＝Ｘ４，Ｙ ＝Ｙ４，ｆ
－
＝１７．

第五步，估计活问题（Ｋ３）的下界ｆ３ 和划分Ｋ３．此时，有

Ｊ３ ＝｛１，４，５｝，Ｑ３ ＝｛１，４｝，Ｇ３ ＝｛５｝，

于是，Ｍ３ ＝ ．我们取

ｆ３ ＝ｆ
－
＝１７，　（Ｋ３）被查清．

第六步，估计活问题（Ｋ１）的下界ｆ１ 和划分Ｋ１．此时，有

Ｊ１ ＝｛１，２，４，５｝，Ｑ１ ＝｛２，５｝，Ｇ１ ＝ ．

于是，Ｍ１ ＝｛１，４｝．
对于ｉ＝３，ｙ１

３ ＝－１＜０，我们来分析式（５４９）成立与否．
因为

∑
ｊ∈Ｍ１

ｍｉｎ｛０，ａ３ｊ｝＝ ｍｉｎ｛０，ａ３１｝＋ｍｉｎ｛０，ａ３４｝＝ ｍｉｎ｛０，０｝＋ｍｉｎ｛０，１｝
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＝０＋０＝０＞ｙ１
３，

所以，我们取

ｆ１ ＝ｆ
－
＝１７．　（Ｋ１）被查清．

图５１７所给的枚举树中不再存在活问题，所以给定的０１规划问题的最优解和最
优值分别为

Ｘ ＝（０，１，１，０，０）犜，ｆ ＝１７，
如表５４８所示．

图５１７

　　

表５４８

Ｘ ｆ
－

－ ＋∞

（０，１，１，０，０）犜 １７

§５．６　有界技术在（ＡＩＰ）分支定界法中的应用

在用分支定界法求解纯整数规划的过程中，我们看到，随着枚举树不断的生长，一些

划分变量的上下界在起着变化，且子问题的单纯形表随着划分变量上下界约束条件不断

的加入而变得越来越庞大，基本变量个数越来越多．本节要介绍的有界技术，将可以使分
支定界法在求解过程中，所有单纯形表的基本变量个数始终保持所给问题中ＡＸ ＝ｂ的
方程个数ｍ，而给计算带来许多方便．

５．６．１　增广单纯形表

现给变量有上下界的线性规划记为（ＬＰｇｈ）：

　　　　ｍｉｎｆ＝Ｃ犜Ｘ；　　　　
ｓ．ｔ．　　ＡＸ ＝ｂ （５５２）

ｇ≤Ｘ≤ｈ．

其中ｇ＝（ｇ１，⋯，ｇｊ，⋯，ｇｎ）犜，ｈ＝（ｈ１，⋯，ｈｊ，⋯，ｈｎ）犜，Ａ，ｂ，Ｃ和Ｘ 如标准型线
性规划（ＬＰ）所给．现在我们讨论的有界技术是在不扩大系数矩阵Ａ的条件下（基本解中
基本变量个数仍为ｍ），来寻找问题（５５２）的最优解．
假设问题（５５２）的基本变量指标集ＩＢ 对应的基Ｂ ＝（Ａ·Ｂ１

，⋯，Ａ·Ｂｍ），我们引进下
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列定义．

增广基本解———若Ｘ＝
ＸＢ

Ｘ
烄

烆

烌

烎Ｄ

为ＡＸ ＝ｂ的一个解，且对ｊ∈ＩＤ，有ｘｊ ＝ｈｊ或ｇｊ，则

称Ｘ为问题（ＬＰｇｈ）关于基Ｂ的一个增广基本解．
增广基本可行解———若基本解Ｘ有ｇＢ ≤ＸＢ ≤ｈＢ 成立，则称Ｘ为问题（ＬＰｇｈ）关于

基Ｂ的一个增广基本可行解．
我们知道，用单纯形法求解（ＬＰ）时，在基本解中非基本变量都取为零，而在增广基本

解中非基本变量都取ｇｊ或ｈｊ，所以，为了对问题（ＬＰｇｈ）建立新的算法，我们设法对ｘｊ 进

行变换，使变换后的变量在ｊ∈ＩＤ 时，在基本解中取值为零．令

ｘ＋
ｊ ＝ｘｊ－ｇｊ，

ｘ－
ｊ ＝ｈｊ－ｘｊ．

（５５３）

这样，对增广基本解来说，当ｊ∈ＩＤ 时，出现两种情况：

（１）若ｘｊ ＝ｇｊ，我们即将该ｘｊ变换成ｘｊ ＝ｘ＋
ｊ ＋ｇｊ，有ｘ＋

ｊ ＝０；

（２）若ｘｊ ＝ｈｊ，我们即将该ｘｊ变换成ｘｊ ＝ｈｊ－ｘ－
ｊ，有ｘ

－
ｊ ＝０．

现在假设对每个ｘｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ），都已指定了变换指标ｄｊ：

ｄｊ ＝
＋，　 当ｘｊ变换为ｘ＋

ｊ，

－，　 当ｘｊ变换为ｘ－
ｊ

烅
烄

烆 ．
（５５４）

令

ｄ＝（ｄ１，⋯，ｄｊ，⋯，ｄｎ）犜． （５５５）

由式（５５３）可知，若ｇｊ ≤ｘｊ ≤ｈｊ，则有

０≤ｘｄｊ
ｊ ≤ｈｊ－ｇｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ． （５５６）

令指标集

Ｉ＋
Ｄ ＝｛ｊ｜ｊ∈ＩＤ，ｄｊ ＝＋｝，

Ｉ－
Ｄ ＝｛ｊ｜ｊ∈ＩＤ，ｄｊ ＝－｝，

（５５７）

我们知道，（ＬＰ）关于基Ｂ的单纯形表Ｔ（Ｂ）所给的方程组（下述（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉ表示向量Ｂ
－１

Ａ·ｊ之第ｉ个分量）

ｘＢｉ＋∑
ｊ∈ＩＤ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｘｊ ＝（Ｂ－１ｂ）ｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ，

ｗ＋∑
ｊ∈ＩＤ

（ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ·ｊ）ｘｊ ＝－Ｃ犜

ＢＢ－１
烅

烄

烆 ｂ
（５５８）

是方程组

ＡＸ ＝ｂ，

ｗ＋Ｃ犜Ｘ＝烅
烄

烆 ０
（５５９）

的变形．那么，对于问题（ＬＰｇｈ）来说，当基Ｂ及变换指标向量ｄ（５５５）确定后，我们可将
方程组（５５９）的变形（５５８）配置成下列形式（具体的配置过程我们不再列出）：
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　ｘ＋
Ｂｉ＋∑

ｊ∈Ｉ－
Ｄ

［－（Ｂ－１Ａ·ｊ）］ｉｘ－
ｊ ＋∑

ｊ∈Ｉ＋Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｘ＋
ｊ 　　　　

＝（Ｂ－１ｂ）ｉ－∑
ｊ∈Ｉ－Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｈｊ－∑
ｊ∈Ｉ＋Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｇｊ－ｇＢｉ， （５６０）

　ｘ－
Ｂｉ＋∑

ｊ∈Ｉ－
Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｘ－
ｊ ＋∑

ｊ∈Ｉ＋Ｄ

［－（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉ］ｘ＋
ｊ

＝ｈＢｉ－（Ｂ
－１ｂ）ｉ－∑

ｊ∈Ｉ－Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｈｊ＋∑
ｊ∈Ｉ＋Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｇｊ， （５６１）

　ｗ＋∑
ｊ∈Ｉ－

Ｄ

［－（ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ·ｊ）］ｘ－

ｊ ＋∑
ｊ∈Ｉ＋

Ｄ

（ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ·ｊ）ｘ＋

ｊ 　　　　

＝－［Ｃ犜
Ｂ（Ｂ－１ｂ－∑

ｊ∈Ｉ－
Ｄ

Ｂ－１Ａ·ｊｈｊ）－∑
ｊ∈Ｉ＋Ｄ

Ｂ－１Ａ·ｊｇｊ］－∑
ｊ∈Ｉ－

Ｄ

ｃｊｈｊ－∑
Ｊ∈Ｉ＋Ｄ

ｃｊｇｊ． （５６２）

上面式子中的有关量之间的关系用表５４９，表５５０，表５５１来表示．

表５４９

ｂｉ

ｘ＋
Ｂｉ

（Ｂ－１ｂ）ｉ－∑
ｊ∈Ｉ－Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｈｊ－∑
ｊ∈Ｉ＋Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｇｊ－ｇＢｉ

ｘ－
Ｂｉ

ｈＢｉ－（Ｂ－１ｂ）ｉ＋∑
ｊ∈Ｉ－Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｈｊ＋∑
ｊ∈Ｉ＋Ｄ

（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉｇｊ

（５６３）

表５５０

ｙｉｊ ｘ＋
ｊ ｘ－

ｊ

ｘ＋
Ｂｉ （Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉ －（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉ

ｘ－
Ｂｉ －（Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉ （Ｂ－１Ａ·ｊ）ｉ

（５６４）

表５５１

ｘ＋
ｊ ｘ－

ｊ

ｒｊ ｃｊ－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ·ｊ －［ｃｊ－Ｃ犜

ＢＢ－１Ａ·ｊ］ （５６５）

由

ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂ［Ｂ－１ｂ－∑

ｊ∈Ｉ－
Ｄ

Ｂ－１Ａ·ｊｈｊ－∑
ｊ∈Ｉ＋

Ｄ

Ｂ－１Ａ·ｊｇｊ］＋∑
ｊ∈Ｉ－

Ｄ

ｃｊｈｊ＋∑
ｊ∈Ｉ＋

Ｄ

ｃｊｇｊ， （５６６）

我们得方程组：

ｘｄＢｉ
Ｂｉ

＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｙｉｊｘｄｊ
ｊ ＝ｂｉ，　ｉ＝１，⋯，ｍ；

ｗ＋∑
ｊ∈ＩＤ

ｒｊｘｄｊ
ｊ ＝－ｆ０． （５６７）

从而，我们得问题（ＬＰｇｈ）关于基Ｂ及指标集ｄ的增广单纯形表Ｔ（Ｂ，ｄ），如表５５２所示．
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表５５２

ＸｄＢ
Ｂ … ｘｄＢｉＢｉ

… ｘｄｊ
ｊ … ｂ

ｘｄＢ１Ｂ１
… ０ … ｙ１ｊ … ｂ１

   
ｘｄＢｉＢｉ

… １ … ｙｉｊ … ｂｉ

   
ｘｄＢｍＢｍ

… ０ … ｙｍｊ … ｂｍ

ｒ … ｒＢｉ … ｒｊ … －ｆ０

ｄ … ｄＢｉ … ｄｊ …

　　 其中ＸｄＢ
Ｂ ＝（ｘｄＢ１Ｂ１

，⋯，ｘｄＢｍＢｍ
）犜．若对ｊ∈ＩＤ，令ｘｄｊ

ｊ ＝０，则得

ｘｄＢｉ
Ｂｉ

＝ｂｉ，

相应的基本解Ｘ为

ｘｊ ＝
ｇｊ， ｄｊ ＝＋
ｈｊ， ｄｊ ＝－烅

烄

烆 ，
　　　　ｊ∈ＩＤ，

ｘＢｉ ＝
ｂｉ＋ｇＢｉ
， ｄＢｉ ＝＋，

ｈＢｉ－ｂｉ， ｄＢｉ ＝－烅
烄

烆
，
　ｉ＝１，⋯，ｍ，

该基本解Ｘ的目标函数值ｆ（Ｘ）＝ｆ０．
若０≤ｂｉ≤ｈＢｉ－ｇＢｉ对ｉ＝１，⋯，ｍ皆成立，则该基本解即为问题（ＬＰｇｈ）关于Ｂ和

ｄ的基本可行解．我们有下列定理．
定理５１　（最优性条件）　设Ｂ为问题（ＬＰｇｈ）的一个基，ｄ为给定的变换指标向量．

如果单纯形表Ｔ（Ｂ，ｄ）中０≤ｂｉ ≤ｈＢｉ－ｇＢｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）和ｒｊ ≥０（ｊ∈ＩＤ）都成立，

则Ｔ（Ｂ，ｄ）对应的基本可行解为问题（ＬＰｇｈ）的一个最优解．
如果线性规划（ＬＰｇｈ）中关于变量ｘｊ的界限为ｇｊ≤ｘｊ＜＋∞，则ｘｊ的变换指标ｄｊ只

能取“＋”；若关于变量ｘｊ的界限为－∞ ＜ｘｊ ≤ｈｊ，则ｄｊ只能取“－”．对于增广单纯形表，
我们讨论的问题（ＬＰｇｈ）是不允许ｈｊ ＝＋∞，ｇｊ ＝－∞ 同时出现的．
例５２４　给定线性规划问题：

　　　　ｍｉｎｆ＝－３ｘ１－ｘ３；

ｓ．ｔ．　　ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４　　　 ＝１０
ｘ１－２ｘ２＋ｘ３　　　＋ｘ５ ＝６，

２≤ｘ１ ≤４，０≤ｘ２ ≤４，１≤ｘ３ ≤４，０≤ｘ４ ≤１２，ｘ５ ≥０．

现取Ｂ＝（Ａ·２，Ａ·３），ｄ＝（－，－，＋，＋，＋）犜．求此线性规划关于Ｂ，ｄ的增广单纯形表
和基本解．
解　现在

Ｂ＝（Ａ·２，Ａ·３）＝
　２ １

－（ ）２ １
，
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于是

Ｂ－１ ＝
１／４　－１／４

１／２ １／
烄
烆

烌
烎２
，　　　　　　　　　　

ＩＤ ＝｛１，４，５｝，　Ｉ－
Ｄ ＝｛１｝，　Ｉ＋

Ｄ ＝｛４，５｝，

Ｂ－１Ａ·１ ＝（０，１）犜，　　Ｂ－１Ａ·４ ＝（１／４，１／２）犜，

Ｂ－１Ａ·５ ＝（－１／４，１／２）犜，　Ｂ－１ｂ＝（１，８）犜．

由式（５６４）可得：

ｙ１１ ＝（Ｂ－１Ａ·１）１ ＝０，　ｙ２１ ＝－（Ｂ－１Ａ·１）２ ＝－１，　ｙ１ ＝（０，－１）犜；　　　　　
ｙ１４ ＝－（Ｂ－１Ａ·４）１ ＝－１／４，　ｙ２４ ＝（Ｂ－１Ａ·４）２ ＝１／２，　ｙ４ ＝（－１／４，１／２）犜；

ｙ１５ ＝－（Ｂ－１Ａ·５）１ ＝１／４，　ｙ２５ ＝（Ｂ－１Ａ·５）２ ＝１／２，　ｙ５ ＝（１／４，１／２）犜．

由式（５６３）可得：

ｂ１ ＝ｈ２－（Ｂ－１ｂ）１＋（Ｂ－１Ａ·１）１ｈ１＋（Ｂ－１Ａ·４）１ｇ４＋（Ｂ－１Ａ·５）１ｇ５

＝４－１＋０×４＋１／４×０＋（－１／４）×０＝３，

ｂ２ ＝（Ｂ－１ｂ）２－（Ｂ－１Ａ·１）２ｈ１－（Ｂ－１Ａ·４）２ｇ４－（Ｂ－１Ａ·５）２ｇ５－ｇ３

＝８－１×４－１／２×０－１／２×０－１＝３．

由式（５６５）可得：

ｒ１ ＝－（ｃ１－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ·１）＝２；　ｒ４ ＝ｃ４－Ｃ犜

ＢＢ－１Ａ·４ ＝１／２；

ｒ５ ＝ｃ５－Ｃ犜
ＢＢ－１Ａ·５ ＝１／２．

由（５６６）可得：

ｆ０ ＝Ｃ犜
Ｂ（Ｂ－１ｂ－Ｂ－１Ａ·１ｈ１－Ｂ－１Ａ·４ｇ４－Ｂ－１Ａ·５ｇ５）＋ｃ１ｈ１＋ｃ４ｇ４＋ｃ５ｇ５

＝－１６．

从而，本问题关于给定的Ｂ，ｄ的增广单纯形表如表５５３所示（在今后的Ｔ（Ｂ，ｄ）中，我
们省略ｄ行）．

表５５３

ＸｄＢ
Ｂ ｘ－

１ ｘ－
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ－
２ ０ １ ０ －１／４ １／４ ３

ｘ＋
３ －１ ０ １ １／２ １／２ ３

ｒ ２ ０ ０ １／２ １／２ １６

ｄ － － ＋ ＋ ＋

　　若取ｘ－
１ ＝０，ｘ＋

４ ＝０，ｘ＋
５ ＝０，则由表５５３可知：ｘ－

２ ＝３，ｘ＋
３ ＝３，则本问题关于

Ｂ＝（Ａ·２，Ａ·３）和ｄ＝（－，－，＋，＋，＋）犜 的基本解Ｘ为

ｘ１ ＝４；　ｘ２ ＝１，　ｘ３ ＝４，　ｘ４ ＝０　ｘ５ ＝０，

相应的目标函数值ｆ（Ｘ）＝ｆ０ ＝－１６．
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下面，我们来讨论这样一个问题：如果我们已获得问题（ＬＰｇｈ）关于Ｂ，ｄ的增广单纯形
表Ｔ（Ｂ，ｄ），那么当某个基本变量ｘＢｉ的界限有变动时，相应的Ｔ（Ｂ，ｄ）将会有哪些改变？
如果ｘＢｉ的界限由ｇＢｉ ≤ｘＢｉ ≤ｈＢｉ变为ｇ′Ｂｉ≤ｘＢｉ ≤ｈＢｉ（ｇ′Ｂｉ≤ｈＢｉ），则由式（５６３）

至式（５６６）可知，这样的变动只会对Ｔ（Ｂ，ｄ）中ｂｉ这一项信息发生影响．若将变动后的

ｂｉ记为ｂ′ｉ，则

ｂ′ｉ＝
ｂｉ， 当ｄＢｉ ＝－，

ｂｉ＋ｇＢｉ－ｇ′Ｂｉ， 当ｄＢｉ ＝＋烅
烄

烆 ．
（５６８）

如果ｘＢｉ的界限由ｇＢｉ≤ｘＢｉ≤ｈＢｉ变为ｇＢｉ≤ｘＢｉ≤ｈ′Ｂｉ（ｇＢｉ≤ｈ′Ｂｉ），则同样地仅影响Ｔ
（Ｂ，ｄ）中ｂｉ这一项信息，有：

ｂ′ｉ＝
ｂｉ－ｈＢｉ＋ｈ′Ｂｉ， 当ｄＢｉ ＝－，

ｂｉ， 当ｄＢｉ ＝＋烅
烄

烆 ．
（５６９）

５．６．２　有界变量的对偶单纯形法

定理５２　设Ｂ为问题（ＬＰｇｈ）的一个基，ｄ为一个变换指标向量，且在增广单纯形表

Ｔ（Ｂ，ｄ）中有ｒｊ ≥０（ｊ＝１，⋯，ｎ）．如果存在ｋ（１≤ｋ≤ｍ），使得ｂｋ ＜０，ｙｋｊ ≥０
（ｊ∈ＩＤ），则问题（ＬＰｇｈ）没有可行解．
下面我们给出有界变量的对偶单纯形法．
① 选取问题（ＬＰｇｈ）的一个初始基Ｂ和初始的变换指标向量ｄ（在相应的增广单纯形

表Ｔ（Ｂ，ｄ）中有ｒｊ ≥０，ｊ＝１，⋯，ｎ），定ＩＢ，ＩＤ，Ｉ＋
Ｄ 及Ｉ－

Ｄ，计算出Ｔ（Ｂ，ｄ）．

② 依次检查Ｔ（Ｂ，ｄ）中ｂｉ ≤ｈＢｉ－ｇＢｉ（ｉ＝１，⋯，ｍ）是否均成立？
若是，则转步骤③．
若否，则若ｂｉ ＞ｈＢｉ－ｇＢｉ，那么取

ｂｉ ＝ｈＢｉ－ｇＢｉ－ｂｉ，　ｙｉｊ ＝－ｙｉｊ（ｊ∈ＩＤ），

ｄＢｉ ＝－ｄＢｉ，转步骤 ②．

③ｂ≥０？
若是，则关于Ｂ，ｄ的基本解即为问题（ＬＰｇｈ）的最优解，ｆ０ 即为最优值，算法终止．
若否，则定指标ｋ：取ｂｋ ＝ ｍｉｎ｛ｂｉ｜１≤ｉ≤ｍ｝．
④ｙｋｊ ≥０（ｊ∈ＩＤ）是否均成立？

若是，则问题（ＬＰｇｈ）无可行解，算法终止．

若否，则指标ｔ：取ｒｔ

ｙｋｔ
＝ ｍａｘ ｒｊ

ｙｋｊ
ｙｋｊ ＜０，ｊ∈Ｉ｛ ｝Ｄ ．

⑤ 以ｙｋｔ为枢轴元素进行一次转轴，修改ＩＢ，ＩＤ，Ｉ＋
Ｄ，Ｉ－

Ｄ，转步骤②．
例５２５　求解线性规划：

　　　　ｍｉｎｆ＝３ｘ１＋５
２ｘ２；　　　　　　　　　　　



第五章 整数规划

１８９　　

ｓ．ｔ．　　２ｘ１＋４ｘ２－ｘ３ ＝４０，

３ｘ１＋２ｘ２－ｘ４ ＝５０，

０≤ｘ１ ≤１６，　０≤ｘ２ ≤３，　ｘ３，ｘ４ ≥０．

解　取初始基Ｂ＝（Ａ·３，Ａ·４），初始变换指标向量ｄ＝（＋，＋，＋，＋）犜，得初始增

广单纯形表Ｔ（Ｂ，ｄ）如表５５４所示．
因为

ｈＢ１－ｇＢ１ ＝ｈ３－ｇ３ ＝＋∞，　　ｈＢ２－ｇＢ２ ＝ｈ４－ｇ４ ＝＋∞，
所以

ｂ１ ＜ｈＢ１－ｇＢ１
，　　ｂ２ ＜ｈＢ２－ｇＢ２

，

故由算法步骤②转入步骤③，取ｋ＝２，再由步骤④确定ｙｋｔ ＝ｙ２１，以ｙ２１为枢轴元素进行

转轴得新的增广单纯形表，如表５５５所示．

表５５４

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｂ

ｘ＋
３ －２ －４ １ ０ －４０

ｘ＋
４ （－３） －２ ０ １ －５０

ｒ ３ ５／２ ０ ０ ０

　　　　

表５５５

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｂ

ｘ＋
３ ０ －８／３ １ －２／３ －２０／３

ｘ＋
１ １ ２／３ ０ －１／３ ５０／３

ｒ ０ １／２ ０ １ －５０

在表５５５中，

ｂ２ ＝５０
３ ＞ｈＢ２－ｇＢ２ ＝ｈ１－ｇ１ ＝１６－０＝１６，

于是执行步骤②，将ｘ１ 的变换指标ｄＢ２
由“＋”改变为“－”，得到增广单纯形表表５５６．

再由算法步骤③和④，确定ｙｋｔ ＝ｙ１２，以ｙ１２ 为枢轴元素进行转轴，得增广单纯形表，如

表５５７所示．
表５５６

ＸｄＢ
Ｂ ｘ－

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｂ

ｘ＋
３ ０ （－８／３） １ －２／３ －２０／３

ｘ－
１ １ －２／３ ０ １／３ －２／３

ｒ ０ １／２ ０ １ －５０

　　 　

表５５７

ＸｄＢ
Ｂ ｘ－

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｂ

ｘ＋
２ ０ １ －３／８ １／４ ５／２

ｘ－
１ １ ０ －１／４ １／２ １

ｒ ０ ０ ３／１６ ７／８ －２０５／４

由算法步骤②和③知，本问题已得最优解：

ｘ－
１ ＝１，　ｘ＋

２ ＝５／２，　ｘ＋
３ ＝０，　ｘ＋

４ ＝０，
即

ｘ
１ ＝１６－１＝１５，　ｘ

２ ＝５／２，　ｘ
３ ＝０，　ｘ

４ ＝０，

最优值ｆ ＝２０５／４．



运筹学 方法与模型

１９０　　

５．６．３　有界技术在（ＡＩＰ）分支定界法中的应用

例５２６　用有界技术求解例５１９．
解　由例５１９及表５３６知，问题（Ｋ０）的松弛问题（Ｋ

～
０）的最优基Ｂ＝（Ａ·１，Ａ·２），

若取ｄ＝（＋，＋，＋，＋，＋）犜，并注意到现在变量ｘｊ（ｊ＝１，⋯，５）的下界都为零，所以
（Ｋ～０）关于Ｂ，ｄ的增广单纯形表为表５５８．（Ｋ～０）的最优解Ｘ０ ＝（２／５，１９／５，０，０，０）犜，
最优值ｆ０ ＝７１／５，取ｆ０ ＝１５．

表５５８

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
１ １ ０ －１／５ １／５ －２／５ ２／５

ｘ＋
２ ０ １ ８／５ －３／５ １／５ １９／５

ｒ ０ ０ ３／５ ２／５ １１／５ －７１／５

　　（２）用ｘ２ 划分Ｋ０：

Ｋ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ２ ≤３｝，　Ｋ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ２ ≥４｝，

我们获得两个（ＡＩＰ）：

（Ｋ１）

　　　　ｍｉｎｆ＝７ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３；

　ｓ．ｔ． ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３－ｘ４ ＝８，

３ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３－ｘ５ ＝５，

０≤ｘ２ ≤３，整数，

ｘｊ ≥０，整数，ｊ＝１，３，４，５．

（Ｋ２）

　　　　ｍｉｎｆ＝７ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３；

　　ｓ．ｔ．ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３－ｘ４ ＝８，

３ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３－ｘ５ ＝５，

ｘ２ ≥４，整数，

ｘｊ ≥０，整数，ｊ＝１，３，４，５．

相应的松弛问题为（Ｋ
～

１）和（Ｋ
～

２）：

Ｋ～１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，ｘ２ ≤３｝，　　Ｋ～２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～０，ｘ２ ≥４｝．

① 求解（Ｋ
～

１）．现在ｘ２ 的上界由＋∞变为３，且ｄ２ ＝＋，则由式（５６９）知，表５５８仍
为（Ｋ

～
１）的增广单纯形表．我们从表５５８出发，用有界变量的对偶单纯形法继续求解．
由表５５８知，ｂ２ ＝１９／５＞ｈ２－ｇ２ ＝３－０＝３，执行算法步骤②，将ｘ２ 的变换指标ｄ２

由“＋”改变为“－”，得表５５９，再转轴得表５６０．得最优解：ｘ＋
１ ＝１／２，ｘ－

２ ＝０，ｘ＋
３ ＝１／２，

ｘ＋
４ ＝０，ｘ＋

５ ＝０；即最优解Ｘ１ ＝（１／２，３，１／２，０，０）犜，最优值ｆ１ ＝２９／２．取ｆ１ ＝１５．

表５５９

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ－
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
１ １ ０ －１／５ １／５ －２／５ ２／５

ｘ－
２ ０ １ （－８／５） ３／５ －１／５ －４／５

ｒ ０ ０ ３／５ ２／５ １１／５ －７１／５
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表５６０

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ－
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
１ １ －１／８ ０ １／８ －３／８ １／２

ｘ＋
３ ０ －５／８ １ －３／８ １／８ １／２

ｒ ０ ３／８ ０ ５／８ １７／８ －２９／２

　　② 解（Ｋ
～

２）．现在ｘ２ 的下界由ｇ２ ＝０变为ｇ′２＝４，且ｄ２ ＝＋，则由式（５６８）知，应将

表５５８中的ｂ２ 修改成

ｂ′２＝ｂ２＋ｇ２－ｇ′２＝１９
５ ＋０－４＝－１

５
，

我们即得（Ｋ
～

２）的初始增广单纯形表如表５６１所示．

表５６１

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
１ １ ０ －１／５ １／５ －２／５ ２／５

ｘ＋
２ ０ １ ８／５ （－３／５） １／５ －１／５

ｒ ０ ０ ３／５ ２／５ １１／５ －７１／５

　　对表５６１以ｙ２４为枢轴元素进行转轴得表５６２．得（Ｋ
～

２）的最优解Ｘ２ ＝（１／３，４，０，

１／３，０）犜，最优值ｆ２ ＝４３／３，取ｆ２ ＝１５．
表５６２

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
１ １ １／３ １／３ ０ －１／３ １／３

ｘ＋
４ ０ －５／３ －８／３ １ －１／３ １／３

ｒ ０ ２／３ ５／３ ０ ７／３ －４３／３

　　（３）用ｘ１ 划分Ｋ２：

Ｋ３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ２，ｘ１ ≤０｝，　　Ｋ４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ２，ｘ１ ≥１｝，

相应地，

Ｋ～３ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～２，ｘ１ ≤０｝，　　Ｋ～４ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ～２，ｘ１ ≥１｝．

① 求解（Ｋ
～

３）．现在ｘ１ 的上界由＋∞变为０，且ｄ１ ＝＋，则由式（５６９）知，表５６２仍
为（Ｋ

～
３）的增广单纯形表．我们从表５６２出发，用有界变量的对偶单纯形法继续求解．

由表５６２知，ｂ１ ＝ １
３ ＞ｈ１－ｇ１ ＝０－０＝０，执行算法步骤②，将ｘ１ 的变换指标ｄ１

由“＋”改变成“－”，得表５６３，再转轴得表５６４．得（Ｋ
～

３）的最优解：ｘ－
１ ＝０，ｘ＋

２ ＝１，

ｘ＋
３ ＝０，ｘ＋

４ ＝２，ｘ＋
５ ＝０．即最优解Ｘ３ ＝（０，５，０，２，０）犜，最优值ｆ３ ＝１５．
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表５６３

ＸｄＢ
Ｂ ｘ－

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ－
１ １ （－１／３） －１／３ ０ １／３ －１／３

ｘ＋
４ ０ －５／３ －８／３ １ －１／３ １／３

ｒ ０ ２／３ ５／３ ０ ７／３ －４３／３

表５６４

ＸｄＢ
Ｂ ｘ－

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
２ －３ １ １ ０ －１ １

ｘ＋
４ －５ ０ －１ １ －２ ２

ｒ ２ ０ １ ０ ３ －１５

　　因为Ｘ３ ∈Ｋ３，故取定界ｆ
－
＝１５，Ｘ ＝Ｘ３．问题（Ｋ３）查清．

由于问题（Ｋ１）的下界ｆ１ ＝１５＝ｆ
－
，因此问题（Ｋ１）也查清．

② 求解（Ｋ
～

４）．现在ｘ１ 的下界由ｇ１ ＝０变为ｇ′１＝１，且ｄ１ ＝＋，则由式（５６８）知，应

将表５６２中的ｂ１ 修改成

ｂ′１＝ｂ１＋ｇ１－ｇ′１＝１／３＋０－１＝－２／３，

我们即得（Ｋ
～

４）的初始增广单纯形表，如表５６５所示．

表５６５

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
１ １ １／３ １／３ ０ （－１／３） －２／３

ｘ＋
４ ０ －５／３ －８／３ １ －１／３ １／３

ｒ ０ ２／３ ５／３ ０ ７／３ －４３／３

　　对表５６５以ｙ１５为枢轴元素进行转轴而得表５６６．得（Ｋ
～

４）的最优解Ｘ４＝（１，４，０，

１，２）犜，最优值ｆ４ ＝１９．
表５６６

ＸｄＢ
Ｂ ｘ＋

１ ｘ＋
２ ｘ＋

３ ｘ＋
４ ｘ＋

５ ｂ

ｘ＋
５ －３ －１ －１ ０ １ ２

ｘ＋
４ －１ －２ －３ １ ０ １

ｒ ７ ３ ４ ０ ０ －１９

　　由于ｆ４ ＞ｆ
－
，（Ｋ４）成为没有希望的问题，（Ｋ４）查清．

枚举树如图５１４所示．（Ｋ０）的最优解和最优值分别为

Ｘ ＝（０，５，０，２，０）犜，　　ｆ ＝１５．
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§５．７　最优分配问题

在管理工作中，我们经常会碰到下列分配问题：

例５２７　ｎ台机器加工ｎ 个零件，机器 Ａｉ 加工零件Ｂｊ 的时间为ｃｉｊ（ｉ，ｊ ＝
１，⋯，ｎ）．现求一个零件加工分配方案：每台机器加工一个零件，一个零件仅需一台机
器加工，而使总加工时间最少．
类似的问题有：ｎ个人从事ｎ项工作以使总成本最低，ｎ辆车派往ｎ个目的地以使总

运输距离最少⋯⋯我们统称这类问题为最优分配问题．
矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ 称为费用矩阵，矩阵Ｃ的元素ｃｉｊ ≥０．一个最优分配问题的给出，

是指给出了矩阵Ｃ．以后简记该问题为（Ｃ）．
对例５２７这类最优分配问题我们不难建立下列整数规划模型：

假设 ｘｉｊ ＝
１， 机器Ａｉ加工零件Ｂｊ，

０， 否则烅
烄
烆 ，

　　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ，

则得０１规划模型：

　　　　ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ；　　　　　　

ｓ．ｔ．　 ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｉ＝１，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （５７０）

ｘｉｊ ＝０，１，　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ．

它是运输问题的特例，对它当然可以用已为我们熟知的表上作业法来求解．但是由
于迭代过程的每一步都出现退化情况而使计算显得太麻烦．为此，在本章我们介绍一个
更为简便的方法，通常称为匈牙利方法．

５．７．１　匈牙利方法

匈牙利方法的给出基于定理５１．
定理５３　若对费用矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ）的第ｋ行或第ｋ列的元素减去同一数值ｄ，则对

于分配问题（Ｃ）得到一个等价问题（Ｃ
∧

）：

Ｃ
∧

＝（ｃ
∧

ｉｊ）ｎ×ｎ，

其中 ｃ∧ｉｊ＝
ｃｉｊ －ｄ，ｉ＝ｋ，

ｃｉｊ， ｉ≠ｋ烅
烄

烆 ，
　ｊ＝１，⋯，ｎ， （５７１）

或

ｃ∧ｉｊ＝
ｃｉｊ －ｄ，ｊ＝ｋ，

ｃｉｊ， ｊ≠ｋ烅
烄

烆 ，
　ｉ＝１，⋯，ｎ． （５７２）
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证　不妨设ｃ
∧

ｉｊ由式（５７１）给出，问题（Ｃ
∧

）的可行解的目标函数

ｆ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃ∧ｉｊｘｉｊ ＝ ∑

ｉ≠ｋ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃ∧ｉｊｘｉｊ ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｃ∧ｋｊｘｋｊ

＝ ∑
ｉ≠ｋ

∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ ＋∑

ｎ

ｊ＝１

（ｃｋｊ －ｄ）ｘｋｊ

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ －ｄ∑

ｎ

ｊ＝１
ｘｋｊ ＝ｆ－ｄ．

问题（Ｃ）与（Ｃ
∧

）具有相同的可行域，对同一可行解，目标函数相差一个常数，所以，问题

（Ｃ）与（Ｃ
∧

）具有相同的最优解，它们是两个等价的问题．
显然，上述问题（Ｃ）的最优值ｆ与问题（Ｃ

∧

）的最优值ｆ
１ 之间有如下关系式：

ｆ ＝ｆ
１ ＋ｄ． （５７３）

约简矩阵———对矩阵Ｃ用式（５７１）或式（５７２）进行一系列变换，得矩阵Ｃ
∧

＝（ｃ
∧

ｉｊ）

（ｃ∧ｉｊ≥０），则称矩阵Ｃ
∧

为矩阵Ｃ的约简矩阵．
独立零———若矩阵Ｃ的约简矩阵Ｃ

∧

中含有一定数量的零元素，则矩阵Ｃ
∧

中位于不同

行不同列的零元素称为独立零．
根据定理５３，我们可以把求解问题（Ｃ）变换成求解问题（Ｃ

∧

）：如果由矩阵Ｃ所得的
约简矩阵Ｃ

∧

含有较多的零元素，且能在这些零元素中选择到ｎ个独立零，那么，我们让这

ｎ个独立零对应的ｘｉｊ ＝１，其余的ｘｉｊ ＝０，则它们就是问题（Ｃ
∧

）的最优解（因为ｃ∧ｉｊ ≥０），
而最优值为零，当然它们也是问题（Ｃ）的最优解．
问题是如何寻求这类约简矩阵？下面结合求解例５２８来介绍匈牙利方法的具体步骤．
例５２８　一个“５台机器、５个零件”的最优分配问题的费用矩阵由矩阵（５７４）给出：

Ｃ＝

１２ ７ １１ ２０ １３
１５ ２０ ８ １４ １５
６ ４ ６ ７ ６

１９ １１ １４ １９ １７

烄

烆

烌

烎１４ ８ １５ ２０ １１

， （５７４）

试求最优分配．
解　步骤①：对矩阵Ｃ进行约简．

① 对矩阵Ｃ 逐行约简：对矩阵Ｃ 第ｉ行选定最小元素ｄｉ（称为约简常量）（ｉ＝
１，⋯，ｎ），从该行的每个元素中减去它，得到矩阵Ｃ

∧

．

Ｃ＝

１２ ７ １１ ２０ １３
１５ ２０ ８ １４ １５
６ ４ ６ ７ ６

１９ １１ １４ １９ １７

烄

烆

烌

烎１４ ８ １５ ２０ １１

ｄｉ

７
８
４

１１
→

８

Ｃ
∧

＝

５ ０ ４ １３ ６
７ １２ ０ ６ ７
２ ０ ２ ３ ２
８ ０ ３ ８ ６

烄

烆

烌

烎６ ０ ７ １２ ３

．

② 对矩阵Ｃ
∧

逐列约简：对矩阵Ｃ
∧

第ｊ列选定最小元素ｕｊ（称为约简常量），从该列的每
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个元素中减去它，得到约简矩阵Ｃ
∧

．

Ｃ
∧

＝

５ ０ ４ １３ ６
７ １２ ０ ６ ７
２ ０ ２ ３ ２
８ ０ ３ ８ ６

烄

烆

烌

烎

→

６ ０ ７ １２ ３

Ｃ
∧

＝

３ ０ ４ １０ ４
５ １２ ０ ３ ５
０ ０ ２ ０ ０
６ ０ ３ ５ ４

烄

烆

烌

烎４ ０ ７ ９ １

．

　２ ０ ０ ３ ２｜ｕｊ

可见，在新约简矩阵Ｃ
∧

中每行每列都至少含有一个零元素．此时，约简常量之和

∑
５

ｉ＝１
ｄｉ＋∑

５

ｊ＝１
ｕｊ ＝７＋８＋４＋１１＋８＋２＋０＋０＋３＋２＝４５．

步骤②：在约简矩阵Ｃ
∧

中选择最多个数的独立零（运算过程中用带括号的零表示独立

零）．若独立零的个数恰为ｎ，则令独立零对应的ｘｉｊ ＝１，其余变量为零，即得问题（Ｃ）的
最优解．若独立零个数小于ｎ，则进行步骤③．
例如，对上述矩阵Ｃ

∧

，可以选择到的最多个数的独立零如矩阵（５７５）所示．

Ｃ
∧

＝

３ （０） ４ １０ ４
５ １２ （０） ３ ５
（０） ０ ２ ０ ０
６ ０ ３ ５ ４

烄

烆

烌

烎４ ０ ７ ９ １

． （５７５）

步骤③：用最少的覆盖线覆盖约简矩阵Ｃ
∧

中的全部零元素．寻找未覆盖的元素中的最
小数ε（它总是一个正数），再进行矩阵变换，其变换规则为

① 未覆盖的元素减去ε；

② 一次覆盖的元素照旧；

③ 二次覆盖的元素增加ε．
这样，又得到一个新的约简矩阵Ｃ

∧

＝（ｃ
∧

ｉｊ），再转步骤②．
例如矩阵（５７５）的最少覆盖线为３，它恰等于矩阵（５７５）的最多独立零的个数，如矩

阵（５７６）所示．

． （５７６）

我们有下列定理．
定理５４　在约简矩阵Ｃ

∧

中能选择到的独立零的最多个数，恰等于覆盖矩阵Ｃ
∧

中所有

零元素的最少覆盖线．
在矩阵（５７６）中，ε＝１，为了说明变换规则的由来，我们分步变换矩阵（５７６）．
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对约简矩阵（５７６）中未有覆盖线的行的所有元素都减去ε＝１，得下列矩阵

２ －１ ３ ９ ３
５ １２ ０ ３ ５
０ ０ ２ ０ ０
５ －１ ２ ４ ３
３ －

烄

烆

烌

烎１ ６ ８ ０

． （５７７）

在上述矩阵（５７７）第２列（在矩阵（５７６）中有列覆盖线）中出现了负数，对该列元素
加上ε＝１，得约简矩阵Ｃ

∧

：

Ｃ
∧

＝

２ ０ ３ ９ ３
５ １３ ０ ３ ５
０ １ ２ ０ ０
５ ０ ２ ４ ３

烄

烆

烌

烎３ ０ ６ ８ ０

（５７８）

如果直接按变换规则来变换矩阵（５７６），所得结果即为矩阵（５７８）．
由矩阵（５７６）变换为矩阵（５７８）的过程可见：若覆盖矩阵零元素的覆盖线数为ｍ，

其中行覆盖线数为ｍ１，列覆盖线数为ｍ２，则此时约简常量为

（ｎ－ｍ１）ε－ｍ２ε＝（ｎ－ｍ１）ε－（ｍ－ｍ１）ε＝（ｎ－ｍ）ε．

现在对矩阵（５７６）来说，ｎ＝５，ｍ＝３，ε＝１，故由矩阵（５７６）变换为矩阵（５７８），其约
简常量为（５－３）×１＝２．
对矩阵（５７８）重复步骤②：选择的最多独立零与最少覆盖线如矩阵（５７９）：

． （５７９）

由于矩阵（５７９）中最多独立零个数４小于５，因此对其重复步骤③，取ε＝２，得矩阵
（５８０），此时约简常量（ｎ－ｍ）ε＝（５－４）×２＝２，

Ｃ
∧

＝

（０） ０ １ ７ １
５ １５ （０） ３ ５
０ ３ ２ （０） ０
３ （０） ０ ２ １
３ ２ ６ ８ （０

烄

烆

烌

烎）

． （５８０）

在矩阵（５８０）中有５个独立零，于是得本问题的最优分配：

ｘ１１ ＝１，ｘ２３ ＝１，ｘ３４ ＝１，ｘ４２ ＝１，ｘ５５ ＝１，其余ｘｉｊ ＝０．

最优值ｆ ＝ｃ１１＋ｃ２３＋ｃ３４＋ｃ４２＋ｃ５５ ＝１２＋８＋７＋１１＋１１＝４９．
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由式（５７３）可知，问题（Ｃ）的最优值ｆ也等于迭代过程中各步约简常量之和，即

ｆ ＝４５＋２＋２＝４９．

在含有零元素的约简矩阵Ｃ
∧

中选择最多个数独立零可按如下方法进行．
步骤①：从矩阵Ｃ

∧

的第一行开始依次对每行的零元素加以标记：若行中未加标记的零

元素仅为１个，则框以括号而取为独立零（若行中有两个以上零元素未加标记，则该行的
零元素暂时仍不加以标记），同时对独立零所在列的其他未加标记的零元素打“×”标记．
行标记完毕转步骤②．
步骤②：从矩阵Ｃ

∧

的第一列开始依次对每列的未加标记的零元素加以标记：若列中未

加标记的零元素仅为１个，则框以括号而取为独立零（若列中有两个以上零元素未加以
标记，则该列的零元素暂时不加以标记），同时对独立零所在行的其他未加标记的零元素

给以“×”标记．列标记完毕转步骤③．
步骤③：重复步骤①和②．如果所有零元素都得到了标记，则独立零取毕；如果剩下

的未加标记的零元素所在的行与列都有两个以上的零元素，则任取一个为独立零，重复

步骤①和②．
例５２９　对矩阵Ｃ

∧

选取最多个数的独立零：

Ｃ
∧

＝

０ ０ ２ ５ ６ ９
４ ２ ０ ３ ０ １
４ ０ ６ ４ １ ５
１ ０ ６ ４ １ ０
２ ２ ０ ６ ０ ０

烄

烆

烌

烎７ ３ １ ０ １ ６

． （５８１）

解　在矩阵（５８１）中，由于第一行和第二行都有两个以上零元素，故对该两行的零
元素暂不打标记．第三行仅有一个零元素，框以括号取为独立零，并对第二列其他零元素
给以“×”标记．于是，第四行仅有第六列的一个零元素未加标记，框以括号，并对第６列
其他零元素给以“×”标记．具体标记过程如下：

　　

０ ０× ２ ５ ０ ９
４ ２ ０ ３ ０ １
４ （０） ６ ４ １ ５
１ ０× ６ ４ １ ０
２ ２ ０ ６ ０ ０

烄

烆

烌

烎

→

７ ３ １ ０ １ ６

０ ０× ２ ５ ０ ９
４ ２ ０ ３ ０ １
４ （０） ６ ４ １ ５
１ ０× ６ ４ １ （０）

２ ２ ０ ６ ０ ０×

７ ３ １ （０）

烄

烆

烌

烎

→

１ ６
（０） ０× ２ ５ ０× ９
４ ２ ０ ３ ０ １
４ （０） ６ ４ １ ５
１ ０× ６ ４ １ （０）

２ ２ ０ ６ ０ ０×

７ ３ １ （０）

烄

烆

烌

烎１ ６

（５８２）
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→

（０） ０× ２ ５ ０× ９
４ ２ （０） ３ ０× １
４ （０） ６ ４ １ ５
１ ０× ６ ４ １ （０）

２ ２ ０× ６ （０） ０×

７ ３ １ （０）

烄

烆

烌

烎１ ６

． （５８３）

在矩阵（５８２）中第二行、第四行及第三列、第五列都有两个以上零元素未加标记，我
们选第二行第三列的零元素框以括号取为独立零，继续标记．
在矩阵（５８３）中所有零元素都有了标记，标记结束．
在具体标记时，我们不必详细列出每个步骤，而直接由矩阵（５８１）得矩阵（５８３）

即可．
对已选得最多个数独立零的矩阵Ｃ

∧

寻找最少覆盖线的方法如下：

步骤①：对含有非独立零但不含独立零的行（列）用“”标记，行（列）中非独立
零所在的列（行）用覆盖线覆盖．
步骤②：如果所有零元素都已覆盖，最少覆盖线已取得；如果仅剩独立零未覆盖，则

对独立零所在的行或列之一用覆盖线覆盖；否则，有非独立零未覆盖，则对剩下的未覆盖

的元素（可以把它们取出组成一个新矩阵）重复步骤①．
例５３０　对下列矩阵用最少的线覆盖全体零元素：

Ｃ
∧

＝

（０） ０ ２ ５ ６ ９
４ ２ （０） ３ ０ １
４ （０） ６ ４ １ ５
１ ０ ７ ２ １ ０
２ ３ ３ ５ ７ （０）

５ ５ ５ （０）

烄

烆

烌

烎２ ８

． （５８４）

解　在矩阵（５８４）中第四行无独立零，对该行给以“”记号，该行两个非独立零所

在的第二列和第六列用覆盖线覆盖．在剩余的未覆盖的元素组成的矩阵（５８５）中第四列
（原矩阵（５８４）中为第五列）无独立零但含有非独立零，对该列给以“”标记，该列非独
立零所在的第二行用线覆盖．

． （５８５）

对矩阵（５８５）取出未覆盖的元素组成矩阵（５８６），仅有两个独立零，用覆盖线覆盖．
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． （５８６）

在具体运算过程中，可以将这些步骤归纳在一个矩阵中：

．

如果我们在约简矩阵中选择到的独立零的个数不是最大，那么在按上述方法选择最

少覆盖线时，将出现独立零被覆盖两次（即独立零是两根覆盖线的交叉点），说明运算有

错误．

５．７．２　应用举例

建立最优分配问题的数学模型，即是给出费用矩阵Ｃ ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ（ｃｉｊ ≥０，ｉ，ｊ＝
１，⋯，ｎ），下面我们来看几个例子．
例５３１　ｎ个职工分别从事ｎ项工作，ｉ＃职工从事ｊ＃工作的收益为ｄｉｊ，问如何进行

工作分配，使总收益最大？

解　令

ｘｉｊ ＝
１，ｉ＃ 职工从事ｊ＃ 工作，

０， 否则｛ ，
　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ，

则得模型：

　　　　ｍａｘＺ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊｘｉｊ；　　　　　　

ｓ．ｔ．　 ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｉ＝１，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

ｘｉｊ ＝０，１，　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ．
令

ｃｉｊ ＝Ｍ－ｄｉｊ，

其中Ｍ 为充分大的正数（例如，取诸ｄｉｊ中最大的元素即可）．可见，有ｃｉｊ ≥０（ｉ，ｊ＝
１，⋯，ｎ）．
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可以指出，最优分配问题（Ｃ）（矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ））与本问题是等价的，这是因为

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｘｉｊ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

（Ｍ－ｄｉｊ）ｘｉｊ　　　　

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｍｘｉｊ －∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊｘｉｊ

＝ｎＭ －∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊｘｉｊ，

所以，当问题（Ｃ）取得最优值ｆ时，本问题就求得最优值ｎＭ －ｆ．
例５３２　考虑把４道工序分配到５台机床上，每道工序只需一台机床加工，成本矩

阵如下：

５ ５ ４ ２ ４
７ ４ ２ ３ ５
９ ３ ５ ６ ７

烄

烆

烌

烎７ ２ ６ ８ ３
求最优分配．
解　在最优分配问题中，费用矩阵Ｃ是ｎ行ｎ列，为此，我们对本问题所给矩阵添

加第五行，其每个元素都为零，得矩阵Ｃ：

Ｃ＝

５ ５ ４ ２ ４
７ ４ ２ ３ ５
９ ３ ５ ６ ７
４ ２ ６ ８ ３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０

．

我们对最优分配问题（Ｃ）求解，即可得本问题的最优解．
例５３３　机器Ａ１，Ａ２，Ａ３ 加工零件Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４ 的费用矩阵为

４ ３ ８ １０
５ ４ ９ １３

烄

烆

烌

烎７ ３ ６ １２
．

若每台机器至多可加工两个零件，至少需加工一个零件，试建立最优分配问题数学模型．
解　我们把每台机器Ａｉ拆成两台机器Ａ′ｉ 和Ａ″ｉ，它们加工零件Ｂｊ 的成本是一样

的，于是得矩阵

（ｃｉｊ）＝

４ ３ ８ １０
４ ３ ８ １０
５ ４ ９ １３
５ ４ ９ １３
７ ３ ６ １２

烄

烆

烌

烎７ ３ ６ １２

．
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由于上述矩阵行数和列数不相同，我们虚设两个零件Ｂ５ 和Ｂ６．考虑到机器Ａｉ（ｉ＝
１，２，３）必须加工Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 和Ｂ４ 中的一个，所以在取ｃｉ５＝ｃｉ６＝０（ｉ＝１，３，５）以后，
我们取ｃｋ５ ＝ｃｋ６ ＝Ｍ（ｋ＝２，４，６）．于是，得最优分配问题的费用矩阵Ｃ如下：

Ｃ＝

４ ３ ８ １０ ０ ０
４ ３ ８ １０ Ｍ Ｍ
５ ４ ９ １３ ０ ０
５ ４ ９ １３ Ｍ Ｍ
７ ３ ６ １２ ０ ０
７ ３ ６ １２

烄

烆

烌

烎Ｍ Ｍ

．

例５３４　（铁路列车运行分派问题）　Ａ站与Ｂ站之间拟开７对客车，客车运行图
如图５１８所示，图中粗实线旁数字表示列车的车次，奇数为下行车（Ａ站至Ｂ站），偶
数为上行车（Ｂ站至Ａ站）．现在要给列车固定乘务组，Ａ站的乘务组换班地点在Ａ站．
现在假定，乘务组在对方折返停留的最短时间为２小时．Ａ站的乘务组如服务全部的７
对列车，则在Ｂ站的折返停留时间如矩阵Ａ（例如，Ａ站的乘务组固定５次车及１０次
车，则该乘务组在Ｂ站的列车折返停留时间由图５１８知为６小时，这是因为５次车９
点到达Ｂ站，１０次车１５点离开Ｂ站）所示．同样，如果Ｂ站的乘务组服务这７对列车，
则在Ａ站的折返停留时间如矩阵Ｂ所示．现在希望７个乘务组在折返站的总时耗最
小，问如何分派任务？

图５１８

　　　　　　 　　车　　次

　　　　　　　　 ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４

Ａ＝（ａｉｊ）＝
车

次

１
３
５
７
９

１１
１３

２０ ２４ ２ ５ １０ １２ １７
１７ ２１ ２３ ２ ７ ９ １４
１６ ２０ ２２ ２５ ６ ８ １３
１０ １４ １６ １９ ２４ ２ ７
７ １１ １３ １６ ２１ ２３ ４
５ ９ １１ １４ １９ ２１ ２

烄

烆

烌

烎２５ ５ ７ １０ １５ １７ ２２

，
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　　　　　　 　　 车 　　 次

　　　　　　　 ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４

Ｂ＝（ｂｉｊ）＝
车

次

１
３
５
７
９

１１
１３

２２ １８ １６ １３ ８ ６ ２５
２５ ２１ １９ １６ １１ ９ ４
２ ２２ ２０ １７ １２ １０ ５
８ ４ ２ ２３ １８ １６ １１

１１ ７ ５ ２ ２１ １９ １４
１３ ９ ７ ４ ２３ ２１ １６

烄

烆

烌

烎１７ １３ １１ ８ ３ ２５ ２０

．

解　由矩阵Ａ和Ｂ 可见，每一对列车的乘务组在折返站的停留时耗与服务的方案
有关．例如１次车与６次车这对客车若由Ａ站乘务组服务，则在Ｂ站的停留时耗为ａ１６ ＝
２小时；若由Ｂ站乘务组服务，则在Ａ站的停留时耗为ｂ１６ ＝１６小时．可见１次车与６次
车这对客车由Ａ站乘务组服务为好．由此出发，比较Ａ矩阵与Ｂ 矩阵的每一对元素，取

ｃｉｊ ＝ ｍｉｎ｛ａｉｊ，ｂｉｊ｝，

得矩阵Ｃ如矩阵（５８７）（矩阵（５８７）中元素ｃｉｊ右下角字母Ａ 或Ｂ 表示ｉ次车及ｊ次车这
对客车由Ａ站或Ｂ 站乘务组服务）所示．

　　　　　　　 车 　　 次

　　　 　　　　 ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４

Ｃ＝（ｃｉｊ）＝
车

次

１
３
５
７
９

１１
１３

２０Ａ １８Ｂ ２
Ａ ５Ａ ８Ｂ ６Ｂ １７Ａ

１７Ａ ２１Ａ，Ｂ １９Ｂ ２
Ａ ７Ａ ９Ａ，Ｂ ４Ｂ

２
Ｂ ２０Ａ ２０Ｂ １７Ｂ ６Ａ ８Ａ ５Ｂ

８Ｂ ４Ｂ ２Ｂ １９Ａ １８Ｂ ２
Ａ ７Ａ

７Ａ ７
Ｂ ５Ｂ ２Ｂ ２１Ａ，Ｂ １９Ｂ ４Ａ

５Ａ ９Ｂ ７Ｂ ４Ｂ １９Ａ ２１Ａ，Ｂ ２
Ａ

１７Ｂ ５Ａ ７Ａ ８Ｂ ３
Ｂ １７Ａ ２０

烄

烆

烌

烎Ｂ

（５８７）

我们的问题就成为求解最优分配问题（Ｃ）（即解决下行车与上行车的配对问题）．用
匈牙利方法求得本问题的最优配对如表５６７（在矩阵（５８７）中打记号的数字相应的

ｘｉｊ＝１），总时耗为２０小时．
表５６７

车　次 ５，２ ９，４ １，６ ３，８ １３，１０ ７，１２ １１，１４

乘务组 Ｂ Ｂ Ａ Ａ Ｂ Ａ Ａ

时　耗 ２ ７ ２ ２ ３ ２ ２

习　题　五

１．明年初某工厂准备在甲、乙、丙３种产品中选择两种产品投产，它们都需要经过３
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道工序加工，有关数据如表５６８所示．

表５６８

定　额（小时／件）
产　　　　品

甲 乙 丙

生产能力

（小时）

Ａ ３ ２ １ １８００

工　　序 Ｂ １ １ ２ ２０００

Ｃ １ ３ １ １６００

成本（元／件） ５０ ８０ ６０

售价（元／件） ２００ ３００ ２５０

　　若甲、乙、丙产品在投产时，无论生产数量大与小，都需要一笔固定费用（例如装夹具
的制作费）．假定３种产品的固定费用分别为１５００元、２０００元和１８００元，问如何安排生
产可使工厂获得的利润最大？试建立整数规划模型．

２．考虑下列数学模型：

ｍａｘｆ＝３ｘ１＋ｆ１（ｘ２）＋ｆ２（ｘ３）＋７ｘ４，

满足约束条件：

（１）下列条件中至少有一个成立：

２ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３－ｘ４ ≤６０，

ｘ１＋２ｘ２＋ ｘ３－ｘ４ ≤６０，

ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３－ｘ４ ≤６０；

（２）ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，４．又知：

ｆ１（ｘ２）＝
－１２＋４ｘ２， 当ｘ２ ＞０，

０， 否则烅
烄
烆 ；

ｆ２（ｘ３）＝
－５＋６ｘ３， 当ｘ３ ＞０，

０， 否则烅
烄
烆 ．

请把该模型修改成线性整数规划模型．
３．把图５１９中阴影部分所表示的可行域用联立的线性约束条件描述．

图５１９
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４．请利用０—１变量，将下列情况化成线性约束条件（变量ｘｊ都为非负变量）：

（１）或者ｘ１＋ｘ２ ≤２，或者２ｘ１＋３ｘ２ ≥８；
（２）若ｘ４ ≤４，则ｘ５ ≥６或ｘ６ ≥３；若ｘ４ ≥６，则ｘ５ ≤３或ｘ６ ≤４；
（３）ｘ３ 只能取０，５，９，１２；
（４）｜ｘ２－ｘ３｜＝０或５或１０；
（５）下列约束条件中，至少必须满足两个：

ｘ３＋ｘ６＋ｘ７ ≤５；　ｘ６ ≤３；　ｘ７ ≤４；　ｘ６＋ｘ７ ≥２；　ｘ３ ≥１；

（６）或ｘ１ ＝０，ｘ２ ＝０，或ｘ３ ＝０，ｘ４ ＝０；
（７）或ｘ１＋ｘ２ ＝２，或２ｘ１＋３ｘ２ ＝８．
５．某车间的车床和刨床分别有２００工时和３００工时的时间可供利用．该车间可以接
客户Ａ的加工任务，也可以接客户Ｂ的加工任务，但只能接一个客户的加工任务．有关信
息如表５６９所示．为了确定车间应该接哪一个客户的加工任务及确定其加工的零件的
生产数量，以使收益最大，请建立一个线性整数规划模型．

表５６９

定　额（工时／件）

零　　　件　　　ｊ＃

客　户　Ａ 客　户　Ｂ

１＃ ２＃ ３＃ ４＃

车　　床 ２ ４ ８ １０

刨　　床 ３ ２ ７ １１

利润（元／件） ７ ９ １５ ２０

　　６．请将下列非线性０１规划线性化：

　　　　ｍａｘｆ＝２ｘ２
１ｘ２－ｘ３

３；　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ５ｘ１＋９ｘ２ｘ３ ≤１５，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，２，３．

７．有如下整数规划：

ｍａｘｆ＝３０ｘ１＋１８ｘ２＋２０ｘ３；

ｓ．ｔ．　 ５ｘ１＋３ｘ２＋７ｘ３ ≤５６０，

６ｘ１＋４ｘ２＋５ｘ３ ≤７８０，

ｘｊ ＝０，整数，　ｊ＝１，２，３，

其中ｘｊ为ｊ＃产品数量．请对下列两种情况分别修改模型：
（１）当ｘ１ ＞２０时产生一次性费用２００；
（２）当２０＜ｘ１ ≤５０时，产生一次性费用２００；当ｘ１ ＞５０时，产生一次性费用４００．
８．用割平面法求解下列整数规划：



第五章 整数规划

２０５　　

（１） 　　　　ｍｉｎｆ＝－３ｘ１－４ｘ２；　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ２ｘ１＋５ｘ２＋ｘ３　 　 ＝１５，

２ｘ１－２ｘ２　 　＋ｘ４ ＝５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，⋯，４．

已知相应的（ＬＰ）的最优单纯形表如表５７０所示．

表５７０

ｘＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ ０ １ １／７ －１／７ １０／７

ｘ１ １ ０ １／７ ５／１４ ５５／１４

ｒ ０ ０ １ １／２ ３５／２

　　（２） ｍｉｎｆ＝－４ｘ１－３ｘ２；

ｓ．ｔ．　 ４ｘ１＋ ｘ２＋ｘ３　 　 ＝１０，

２ｘ１＋３ｘ２　 　＋ｘ４ ＝８，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，⋯，４．

相应的线性规划的最优单纯形表如表５７１所示．

表５７１

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ１ １ ０ ３／１０ －１／１０ １１／５

ｘ２ ０ １ －１／５ ２／５ ６／５

ｒ ０ ０ ３／５ ４／５ ６２／５

　　９．用割平面法求解下列（ＭＩＰ）：
（１） 　　　　ｍｉｎｆ＝－７ｘ１－９ｘ２；　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　 －ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３　 　 ＝６，

７ｘ１＋ ｘ２　 　＋ｘ４ ＝３５，

ｘ１ ≥０，整数，　ｘｊ ≥０，ｊ＝２，３，４．

相应的线性规划的最优单纯形表见表５７２．

表５７２

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｂ

ｘ２ ０ １ ７／２２ １／２２ ７／２

ｘ１ １ ０ －１／２２ ３／２２ ９／２

ｒ ０ ０ ２８／１１ １５／１１ ６３
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　　（２） 　　　　ｍｉｎｆ＝－２ｘ１－ｘ２＋３ｘ３－５ｘ４；　　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ｘ１＋２ｘ２＋４ｘ３－ｘ４＋ｘ５　　　　　 ＝６，

２ｘ１＋３ｘ２－ ｘ３＋ｘ４　 　＋ｘ６　 　 ＝１２，

ｘ１　　　　＋ｘ３＋ｘ４　　　　　＋ｘ７ ＝４，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，７．　　ｘ１，ｘ２ 为整数．

相应的线性规划的最优单纯形表如表５７３所示．

表５７３

ＸＢ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｂ

ｘ５ ４／３ ０ １９／３ ０ １ －２／３ ５／３ １４／３

ｘ２ １／３ １ －２／３ ０ ０ １／３ －１／３ ８／３

ｘ４ １ ０ １ １ ０ ０ １ ４

ｒ １０／３ ０ ２２／３ ０ ０ １／３ １４／３ ６８／３

　　１０．用分支定界法求解０１背包问题：

　　　　ｍａｘｆ＝１２ｘ１＋１２ｘ２＋９ｘ３＋１６ｘ４＋３０ｘ５；　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ３ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋４ｘ４＋６ｘ５ ≤１２，

ｘｊ ＝０，１　ｊ＝１，⋯，５．

１１．用分支定界法求解下列（ＡＩＰ）（用图解法求解线性规划）：

　　　　ｍｉｎｆ＝－７ｘ１－９ｘ２；　　　　　　
ｓ．ｔ．　 －ｘ１＋３ｘ２ ≤６，

７ｘ１＋ ｘ２ ≤３５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２．

１２．用分支定界法求解第８题（１）．
１３．求解０１规划：
（１） 　　　　ｍｉｎｚ＝２ｕ１－３ｕ２＋ｕ３－５ｕ４；　　　　　　

ｓ．ｔ．　 ５ｕ１－３ｕ２＋ ｕ３＋ ｕ４ ≥２，

２ｕ１－ ｕ２－６ｕ３－４ｕ４ ≤－５，

ｕ１＋３ｕ２－２ｕ３＋２ｕ４ ≥２，

ｕｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，４．

（２）　　　　ｍａｘｚ＝５ｕ１＋９ｕ２＋２ｕ３＋７ｕ４＋４ｕ５＋６ｕ６；　　　　　　　　
ｓ．ｔ．　 ２ｕ１＋７ｕ２－２ｕ３＋４ｕ４－ ｕ５＋６ｕ６ ≤１２，

２ｕ１＋６ｕ２＋２ｕ３＋５ｕ４＋５ｕ５　 　 ≤１４，

３ｕ１＋３ｕ２－ ｕ３＋２ｕ４　　　＋５ｕ６ ≤８，

ｕｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，６．

１４．给出（ＬＰ）：　　　ｍｉｎｆ＝４ｘ１＋６ｘ２＋１８ｘ３；　　　　
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ｓ．ｔ．　ｘ１ 　＋３ｘ３－ｘ４　 　 ＝３，

　 ｘ２＋２ｘ３　 　－ｘ５ ＝５，
０≤ｘ１ ≤５，０≤ｘ２ ≤４，０≤ｘ３ ≤４，

ｘ４ ≥０，ｘ５ ≥０．
其最优解的单纯形表如表５７４所示．

表５７４

ＸｄＢＢ ｘ＋
１ ｘ－

２ ｘ＋
３ ｘ＋

４ ｘ＋
５ ｂ

ｘ３ １／３ ０ １ －１／３ ０ １
ｘ２ ２／３ １ ０ －２／３ １ １

ｒ ２ ０ ０ ２ ６ －３６

　　（１）将ｘ３ 的界改为２≤ｘ３ ≤４；
（２）将ｘ２ 的界改为０≤ｘ２ ≤２．
试分别用有界技术求最优解与最优值．

１５．用有界技术求解第１２题．
１６．若最优分配问题由下列矩阵给出，求最优分配：

（１）

１１ １７ ８ １６ ２０
９ ７ １２ ６ １５

１３ １６ １５ １２ １６
２１ ２４ １７ ２８ ２６

烄

烆

烌

烎１４ １０ １２ １１ １５

；　（２）

２５ ２９ ３１ ４２ ３７
２２ １９ ３５ １８ ２６
３９ ３８ ２６ ２０ ３３
３４ ２７ ２８ ４０ ３２

烄

烆

烌

烎２４ ４２ ３６ ２３ ４５

．

１７．（１）考虑把４道工序分配到５台机床上加工，其成本矩阵如下，求最优分配：

５ ５ Ｍ ２ ４
７ ４ ２ ３ Ｍ
９ ３ ５ Ｍ ７

烄

烆

烌

烎７ ２ ６ ７ ６

（２）若有第六台机床可利用，４道工序在其上加工的成本分别为２，１，２和８．这台新
机床代替现有机床中的一台是否合算？若合算，代替哪一台？

１８．所谓一个ｎ×ｎ矩阵的一条对角线是由ｎ个矩阵元素组成的集合，其中没有两个
元素处在同一行或同一列上，对角线的权是它的ｎ个元素之和．试找出下列矩阵具有最
大权的对角线：

４ ７ １２ ８ ４ ２
６ ５ １０ １４ ７ ６
９ １６ ４ ３ ２ ７

１７ １３ １１ ８ ７ １０
１１ ５ ６ １３ ７ ３

烄

烆

烌

烎８ ７ ５ ９ １０ １１

．
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１９．航空公司的北京—上海航线面临着如何指派驾驶员到合适航次的问题．这两个
城市之间的航次飞行时间表由表５７５给出．要求每两个航次指派一个驾驶员，使驾驶员
从一个城市出发，又可以回到原来的城市．如果两个航次之间在对方城市的停留时间至
少为１小时，求总停留时间最短的驾驶员指派方案．

表５７５

航　次 离开北京 到达上海 航　次 离开上海 到达北京

１ ７：３０ ９：００ ２ ８：００ ９：００

３ ８：１５ ９：４５ ４ ８：４５ ９：４５

５ １２：００ １５：３０ ６ １１：００ １２：００

７ １７：４５ １９：１５ ８ １９：００ ２０：００

９ １９：００ ２０：３０ １０ ２０：３０ ２１：３０

　　２０．４台机器Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４ 加工Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４ 和Ｂ５５个零件．Ａ１，Ａ２ 和Ａ３３
台机器每台机器至多加工２个零件，至少加工一个零件，机器Ａ４ 恰可加工一个零件．机
器Ａｉ加工零件Ｂｊ的费用矩阵如下：

３ １ ２ ４ ６
５ ４ ３ ２ ７
４ ６ ８ ３ ５

烄

烆

烌

烎７ ２ ５ ８ ４

．

建立最优分配问题模型．
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第六章　网 络 规 划

图论是近数十年来得到蓬勃发展的一个新兴的数学分支，它的理论和方法在许多领

域中得到广泛的应用并取得了丰硕的成果．我们可以看到，用线性规划、整数规划解决的
资源分配问题、运输问题、生产计划问题、设备更新问题和存储问题，有时也可用图论的

方法来构造模型并求解，且由于图的结构的直观性，更有助于我们分析问题和描述问题．
何况有些研究对象，如交通网，它本身就是一个大网络，用图论的方法来研究，更给研究

者带来方便．为与一般图论相区别，在这里我们把图论在系统管理决策中卓有成效的一
些理论和方法称之为网络规划．
考虑到图论的术语非常不统一，为便于读者对图论的最基本知识有一个初步的了

解，我们写了图的基本概念这一节，它仅仅介绍和网络规划内容有关的概念，通过这些最

基本概念的学习，将有助于读者建立网络模型和加深对算法的理解．

§６．１　图的基本概念

我们先通过几个直观的例子，来感性地认识什么是图．
例６１　图６１所画的是某地区的铁路交通图．显然，对于一位只关心自甲站到乙站

需经过哪些站的旅客来说，图６２比图６１更为清晰．但这两个图有很大的差异：图６２
中不仅略去了对了解铁路交通毫无关系的河流、湖泊，而且铁路线的长短、曲直及铁路上

各站间的相对位置都有了改变．不过，我们可以看到，图６１中各站间的连通关系在
图６２中丝毫没有改变．

图６１
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图６２
　　　

图６３

例６２　１８世纪的东欧有个哥尼斯堡城，流贯全城的普雷格尔河两岸和河中两个小
岛彼此间有７座桥相通，如图６３所示．
这个城镇里的居民当时热衷于这样一个问题：从岸上任一地方开始，能否通过每座

桥一次且仅仅一次就能回到原地．１７３６年欧拉发表了图论方面的第一篇论文，将此难题
化成了一个数学问题：用点表示两岸或小岛，用点之间的联线表示陆地之间的桥，这样就

得到了图６４所示的一个图．从而，问题就变为：在这个图中，是否可能从某一点出发只
经过各条边一次且仅仅一次而又回到出发点，即一笔画问题．在图６４中可见，两岸和岛
的大小形状及桥的长短曲直都被置之一旁，但陆地间的关联情况却依然得到保持．

图６４
　　　　　　

图６５

例６３　若发点ｘ１ 可运送物资到收点ｙ１ 和ｙ２；发点ｘ２ 可运送物资到收点ｙ１，ｙ２ 和

ｙ３；发点ｘ３ 可运送物资到收点ｙ１ 和ｙ３．现用点表示发点或收点，带方向的边表示物资运
送方向，即得图６５．
由这几个例子，我们可以得到一个结论：一个图由一个表示具体事物的点（图论中称

为顶点）的集合和表示事物之间联系的边的集合组成．
根据边的带方向与否，图又可分为有向图及无向图，下面我们分别对它们介绍有关

的概念．

６．１．１　无向图

无向图———设Ｖ 是一个有ｎ个顶点的非空集合：Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝；Ｅ是一个有ｍ
条无向边的集合：Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅｍ｝，则称Ｖ 和Ｅ 这两个集合组成了一个无向图，记作无
向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）．

Ｅ中任一条边ｅ若连接顶点ｕ和ｖ，则记为ｅ＝［ｕ，ｖ］（或［ｖ，ｕ］），并称ｕ与ｖ为无
向边的两个端点；边ｅ与顶点ｕ及ｖ相关联，顶点ｕ与顶点ｖ相邻．
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对于图Ｇ，有时为说明问题，Ｖ 与Ｅ 也可写作Ｖ（Ｇ）及Ｅ（Ｇ）．
给出图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），我们可以作出它的几何图．在以后的讨论中，我们往往直接对

几何图进行讨论．
例６４　给无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ＝｛ｖ１，⋯，ｖ５｝，Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅ７｝，边与顶点

的关联情况由表６１给出．
表６１

ｅ ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４ ｅ５ ｅ６ ｅ７

ｅ＝ ［ｕ，ｖ］ ［ｖ１，ｖ２］ ［ｖ２，ｖ３］ ［ｖ２，ｖ３］ ［ｖ１，ｖ３］ ［ｖ４，ｖ３］ ［ｖ１，ｖ４］ ［ｖ４，ｖ５］

　　根据表６１，可作其几何图，如图６６所示．
在作几何图时，仅要求表示出顶点、边以及它们之间的关联状况，而对于顶点位置的

布置以及边的曲直、长短都没有任何规定．从而，同一图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），可以有许多不同的
几何图．如例６４所给的图，也可表示成图６７．在图６７中，边在非端点处可能出现交
点，但这种交点不是顶点．
基于无向图Ｇ的结构特点，我们给出下列术语．
平行边———若两条不同的边ｅ与ｅ′具有相同的端点，则称ｅ与ｅ′为Ｇ 的平行边．如

图６６中的边ｅ３ 与ｅ２ 即为平行边．
简单图———若图Ｇ无平行边，则称图Ｇ为简单图．如图６８．

图６６
　　　

图６７
　　　

图６８

完备图———若图Ｇ中任两个顶点之间恰有一条边相关联，则称图Ｇ 为完备图．如
图６８．
子图———设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），Ｇ１ ＝（Ｖ１，Ｅ１）都是图，且Ｖ１ Ｖ，Ｅ１ Ｅ，则称图Ｇ１ 为

图Ｇ的子图，并记为图Ｇ１ Ｇ．
生成子图———若Ｇ１ Ｇ，且Ｖ１ ＝Ｖ，则称图Ｇ１ 为图Ｇ的生成子图．
导出子图———设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），非空边集Ｅ１ Ｅ，如果Ｇ中与Ｅ１ 中诸边相关联的

顶点全体记为Ｖ１，则子图Ｇ１ ＝（Ｖ１，Ｅ１）称为图Ｇ的由Ｅ１ 导出的子图．记Ｇ（Ｅ１）＝
（Ｖ１，Ｅ１）＝Ｇ１．
例如图６９给出的图Ｇ１ 是图６６所给图的子图；若取Ｅ１ ＝｛ｅ１，ｅ７｝，则图６９所示

图Ｇ１ 是图６６所示图Ｇ关于Ｅ１ 的导出子图；图６１０所示图Ｇ２ 是图６６所示图Ｇ的生
成子图．
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图６９
　　　　　

图６１０

链———无向图Ｇ中一个由顶点和边交错而成的非空有限序列：

Ｑ＝ｖｉ０ｅｊ１ｖｉ１
⋯ｖｉｓ－１

ｅｊｓｖｉｓ
⋯ｖｉｋ－１

ｅｊｋｖｉｋ
， （６１）

且ｅｊｓ ＝［ｖｊｓ－１
，ｖｊｓ
］（ｓ＝１，⋯，ｋ），则称Ｑ为Ｇ 中一条连接ｖｉ０

与ｖｉｋ
的链．

在简单图中，链由它的顶点序列确定，所以简单图中的链可用其顶点表示：Ｑ ＝
ｖｉ０ｖｉ１
⋯ｖｉｋ．若ｅ为链Ｑ 中的边，可简写为ｅ∈Ｑ．链Ｑ中边的全体记为Ｅ（Ｑ）．
若ｋ＞１，且ｖｉ０ ＝ｖｉｋ

，则Ｑ称为闭链．当ｖｉ０ ≠ｖｉｋ
，称Ｑ为开链．

初等链———若开链Ｑ中诸顶点皆不相同，则称Ｑ为一条初等链．
回路———若一个闭链Ｑ，除了第一个顶点和最后一个顶点相同外，没有相同的顶点

和相同的边，则该闭链Ｑ称为回路．
例如，在图６６所示图中，

Ｑ１ ＝ｖ５ｅ７ｖ４ｅ６ｖ１ｅ１ｖ２ｅ２ｖ３ｅ４ｖ１ｅ６ｖ４ｅ５ｖ３ 为开链；

Ｑ２ ＝ｖ５ｅ７ｖ４ｅ６ｖ１ｅ４ｖ３ｅ３ｖ２ 为初等链；

Ｑ３ ＝ｖ４ｅ６ｖ１ｅ１ｖ２ｅ２ｖ３ｅ５ｖ４ 为回路．

连通图———若图Ｇ中任意两顶点ｕ和ｖ之间存在一条链（称ｕ与ｖ在Ｇ 内连通），则
称图Ｇ为连通图．否则，称为分离图．
例如，图６６所示图为连通图，图６９所示图为分离图．
割边———若Ｇ为连通图，将Ｇ中边ｅ取走后所得图为分离图，则称ｅ为图Ｇ 的割边．
例如，图６１０为连通图，ｅ６ 为图６１０所给图Ｇ２ 的割边．

６．１．２　有向图

有向图———设Ｖ 是一个有ｎ个顶点的非空集合：Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝；Ｅ是一个有ｍ
条有向边的集合：Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅｍ｝，则称Ｖ 和Ｅ 这两个集合组成了一个有向图，记作有
向图Ｄ ＝（Ｖ，Ｅ）．
若ｅ∈Ｅ，ｕ为有向边ｅ的起点，ｖ为有向边ｅ的终点，则记ｅ＝（ｕ，ｖ）．
例６５　给有向图Ｄ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ ＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４｝，Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅ７｝，边与

顶点的关联情况如表６２所示．
表６２

ｅ ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４ ｅ５ ｅ６ ｅ７

ｅ＝ （ｕ，ｖ） （ｖ２，ｖ１） （ｖ１，ｖ２） （ｖ３，ｖ２） （ｖ３，ｖ２） （ｖ２，ｖ４） （ｖ４，ｖ３） （ｖ３，ｖ１）
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　　对表６２作其几何图，如图６１１所示．
类似于无向图，有向图Ｄ也有下列术语．
平行边———不同的有向边ｅ与ｅ′的起点与终点都相同，则称边ｅ与ｅ′为有向图Ｄ 的

平行边．如图６１１中的边ｅ３ 与ｅ４．
孤立点———Ｖ 中不与Ｅ 中任一条边关联的点称为Ｄ 的孤立点．例如在图６１３中，ｖ１

为孤立点．
简单图———无平行边的有向图称为简单图．
完备图———图中任两个顶点ｕ与ｖ之间，恰有两条有向边（ｕ，ｖ），及（ｖ，ｕ），则称该

有向图Ｄ为完备图．
基本图———把有向图Ｄ的每条边除去定向就得到一个相应的无向图Ｇ，称Ｇ为Ｄ

的基本图．称Ｄ为Ｇ 的定向图．
子图———设Ｄ＝（Ｖ，Ｅ）和Ｄ１ ＝（Ｖ１，Ｅ１）都是有向图，且Ｖ１ Ｖ，Ｅ１ Ｅ，则称

Ｄ１ 为Ｄ的子图，并记为Ｄ１ Ｄ．
导出子图———若Ｖ１ Ｖ，Ｅ１ ＝｛ｅ｜ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ，ｕ，ｖ∈Ｖ１｝，则称有向图Ｄ１ ＝

（Ｖ１，Ｅ１）为有向图Ｄ中关于Ｖ１的导出子图．例如，图６１２是图６１１关于Ｖ１ ＝｛ｖ２，ｖ３，

ｖ４｝的导出子图．
导出生成子图———若Ｄ１ ＝（Ｖ１，Ｅ１）是有向图Ｄ关于Ｖ１ 的导出子图，则图（Ｖ，Ｅ１）

称为Ｄ关于Ｖ１ 的导出生成子图，记为Ｄ（Ｖ１）＝（Ｖ，Ｅ１）．例如，图６１３是图６１１关于

Ｖ１ ＝｛ｖ２，ｖ３，ｖ４｝的导出生成子图．
同构图———如果有向图Ｄ１ ＝（Ｖ１，Ｅ１）和有向图Ｄ２ ＝（Ｖ２，Ｅ２）的顶点集合Ｖ１ 和

Ｖ２ 以及边集Ｅ１ 和Ｅ２ 之间在保持关联性质的条件下一一对应，则称图Ｄ１ 和Ｄ２ 为同构

图（对无向图也有同样定义）．

图６１１
　　　

图６１２
　　　

图６１３

例如图６１４和图６１５初看是不一样的，但如果令ｕｉ 与ｖｉ（ｉ＝１，⋯，４）对应，
（ｕｉ，ｕｊ）与（ｖｉ，ｖｊ）相对应，由于对应边与对应顶点关联，所以这两个图就是同构的．

图６１４
　　　　　　　

图６１５
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形象地说，若图的顶点可以任意挪动位置，而边是完全弹性的，只要在不拉断的条件

下，一个图可以变为另一个图，那么，这两个图就是同构的．
由于同构的图被认为是相同的，这就给我们在网络规划中建立网络模型带来许多方

便．当我们用几何图来构建网络模型时，点的位置可以任意布置，边的长短曲直也可任
意，故而我们尽量设计那种反映问题清晰、简练的几何图．
链———若Ｑ是有向图Ｄ 的基本图Ｇ 中的一条链，则Ｑ就称为Ｄ 的一条链．
初等链———若Ｑ是有向图Ｄ 的基本图Ｇ 中的一条初等链，则Ｑ就称为Ｄ 的一条初

等链．
路———若Ｑ是有向图Ｄ的基本图Ｇ中一条链，且有ｅｊｓ ＝（ｖｉｓ－１

，ｖｉｓ
）（ｓ＝１，⋯，ｋ），

则称Ｑ为Ｄ 的ｖｉ０
至ｖｉｋ
的单向路，简称为路．

路径———若有向图Ｄ的路Ｑ 中每个顶点都不相同，则称Ｑ为Ｄ 的ｖｉ０
至ｖｉｋ
的单向路

径，简称路径，并称ｖｉ０
可达ｖｉｋ．

回路———若有向图Ｄ的单向路径Ｑ 的第一个顶点与最后一个顶点相同，则称Ｑ为

Ｄ 的单向回路，简称回路．
若ｅ为链、路、路径、回路Ｑ中的边，则可写为ｅ∈Ｑ．
在简单图中，可用顶点序列来表示相应的链、路、路径．
例如，在图６１１中，

Ｑ１ ＝ｖ１ｅ２ｖ２ｅ４ｖ３ｅ６ｖ４ 为链；　　　
Ｑ２ ＝ｖ３ｅ３ｖ２ｅ１ｖ１ｅ２ｖ２ｅ５ｖ４ 为路，

Ｑ３ ＝ｖ１ｅ２ｖ２ｅ５ｖ４ｅ６ｖ３ 为路径，

Ｑ４ ＝ｖ２ｅ５ｖ４ｅ６ｖ３ｅ４ｖ２ 为回路．

６．１．３　图的矩阵表示

如何把图的有关信息输入和存储到电子计算机里去呢？我们知道，图的最本质

的内容是顶点与边或者顶点与顶点之间的关联关系，我们不难用矩阵来表示这种关

联关系．
给无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅｍ｝．若用矩阵的行标

号ｉ对应图Ｇ 的顶点下标，用列标号ｊ对应图Ｇ 的边的下标，可构造一个ｎ×ｍ 矩阵

Ａ（Ｇ）＝（ａｉｊ）ｎ×ｍ 与图Ｇ 对应，其中

ａｉｊ ＝
１， ｖｉ与ｅｊ关联，

０， 否则烅
烄
烆 ．

称矩阵Ａ为图Ｇ 的关联矩阵，它描写了无向图Ｇ的顶点与边的关联情况．
若矩阵的行标号ｉ和列标号ｊ都对应图Ｇ 顶点下标，则可以构造一个ｎ×ｎ矩阵

Ｂ（Ｇ）＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 与图Ｇ 对应，其中

ｂｉｊ ＝ 连接顶点ｖｉ与ｖｊ的边的数目．

并称矩阵Ｂ为图Ｇ 的邻接矩阵，它描写了图Ｇ的顶点间的邻接情况．
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例６６　写出图６６的关联矩阵和邻接矩阵．
解　在矩阵Ａ 外的左边一列标出图Ｇ 诸顶点，在矩阵的上方一行标出图Ｇ的诸

边，得图６６的关联矩阵如下：

　　　　　　　　　 　　　　ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４ ｅ５ ｅ６ ｅ７

Ａ（Ｇ）＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

１ ０ ０ １ ０ １ ０
１ １ １ ０ ０ ０ ０
０ １ １ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ ０ １

．

显见，矩阵Ａ中第ｉ行的各元素之和为与ｖｉ关联的边数，而Ａ的任一列元素之和恒
为２．
在矩阵Ｂ外的左边一列及上方一行标出图Ｇ 的诸顶点，得图６６的邻接矩阵：

　　　　　　　　 　　　　　　　ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

Ｂ（Ｇ）＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

０ １ １ １ ０
１ ０ ２ ０ ０
１ ２ ０ １ ０
１ ０ １ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ ０

．

邻接矩阵主对角线上的元素都为零，它是一个对称矩阵．显然，若图Ｇ为简单图，则

Ｂ（Ｇ）的元素ｂｉｊ取值不是０就是１．
给有向图Ｄ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅｍ｝，可构造它的ｎ×ｍ

关联矩阵Ａ（Ｄ）＝（ａｉｊ）ｎ×ｍ，其中

ａｉｊ ＝

０， ｖｉ与ｅｊ不关联，

１， ｖｉ为ｅｊ的起点，

－１， ｖｉ为ｅｊ的终点
烅
烄

烆 ．

图Ｄ的邻接矩阵Ｂ（Ｄ）＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ 的元素ｂｉｊ为

ｂｉｊ ＝ 以ｖｉ为起点、ｖｊ为终点的有向边的边数．

例６７　写出图６１１的关联矩阵和邻接矩阵．
解　图６１１的关联矩阵Ａ（Ｄ）如下：

　 　　 ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４ ｅ５ ｅ６ ｅ７

Ａ（Ｄ）＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

－１ １ ０ ０ ０ ０ －１
１ －１ －１ －１ １ ０ ０
０ ０ １ １ ０ －１ １
０ ０ ０ ０ －

烄

烆

烌

烎１ １ ０

，

图６１１的邻接矩阵Ｂ（Ｄ）如下：
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　　　　ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４

Ｂ（Ｄ）＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

０ １ ０ ０
１ ０ ０ １
１ ２ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ０

．

显见，对有向图Ｄ，Ａ（Ｄ）的第ｊ列各元素之和为零，而Ｂ（Ｄ）的第ｉ行元素之和为以

ｖｉ为起点的有向边的边数，Ｂ（Ｄ）第ｊ列元素之和为以ｖｊ为终点的有向边的边数．
当Ｖ 和Ｅ 中元素的次序固定后，图与矩阵Ａ或Ｂ 是一一对应的，故而关联矩阵或邻

接矩阵是描述图的另一种方式．

６．１．４　树

树———无回路且连通的无向图Ｇ称为树．树中的边称为枝．
生成树———若Ｔ是无向图Ｇ 的生成子图，且Ｔ又是树，则称Ｔ是Ｇ 的生成树．
例如，图６１０是图６６的生成树．
对于无向图Ｔ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝（ｎ＞１）．定理６１给出树的等价

定义．
定理６１　作为树Ｔ的定义，下列定义是等价的：
（１）Ｔ连通且无回路；
（２）Ｔ无回路且有ｎ－１条边；
（３）Ｔ连通且有ｎ－１条边；
（４）Ｔ无回路，但不相邻的两个顶点之间连以一边，恰得一个回路；
（５）Ｔ连通，但去掉Ｔ的任一条边，Ｔ就不连通；
（６）Ｔ的任两顶点间恰有一条初等链．
根树———给有向图Ｔ，若顶点ｘ至Ｔ 中其他顶点ｕ都恰有一条初等链，则称Ｔ为以

ｘ为根的根树．如图６１６即是．
有向树———给有向图Ｔ，若顶点ｘ至Ｔ 中其他顶点ｕ都恰有一条路径，则称Ｔ为以

ｘ为根的有向树．如图６１７即是．

图６１６
　　　　　　

图６１７

§６．２　最短路径问题

在生产实践、运输管理和工程建设的很多活动中，诸如物资的运输线路、各种工艺路
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线的安排、厂区及货场的布局、管道线网的铺设及设备的更新等等问题，都与寻找一个

“图的最短路径”问题密切相关，它是网络规划中的一个最基本的问题．
假若，现给有向图Ｄ ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝．设图Ｄ的每条边ｅ＝（ｖｉ，ｖｊ）都

与一个实数Ｗ（ｅ）＝Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝ｗｉｊ 对应，Ｗ（ｅ）称为边ｅ的权，图Ｄ称为赋权图．
这里所说的“权”，是指与边有关的数量指标．根据实际问题的需要，可以赋予它不同

的含义，例如表示距离、时间和费用等等．以后我们讨论的图都为赋权图，俗称网络．

若Ｐ为Ｄ 中ｕ至ｖ的路径，称Ｗ（Ｐ）＝ ∑
ｅ∈Ｐ

Ｗ（ｅ）为路径Ｐ的长度；

若Ｐ为Ｄ中ｕ至ｖ的路径，且有

Ｗ（Ｐ）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（Ｐ）｜Ｐ为Ｄ 中ｕ至ｖ的路径｝，

则称Ｐ为Ｄ中ｕ至ｖ的最短路径，并记ｄ（ｕ，ｖ）＝Ｗ（Ｐ）．
我们的目的就是在图Ｄ中寻找ｕ至ｖ的最短路径并求出其长度．
不妨假定Ｄ为完备图．不然，若ｕ至ｖ有平行边，则保留权最小的边；若ｕ至ｖ不存

在有向边，则可设一条ｕ至ｖ的有向边ｅ，其权Ｗ（ｅ）＝＋∞（于是，如果原来的图Ｄ中ｕ
不能到达ｖ，现在修改的图中ｕ就可到达ｖ，但是，ｕ至ｖ的最短路径长度为＋∞）．
显然，若ｕ至ｖ有最短路径（其长度 ＜ ＋∞），则最短路径可能不止一条．
下面我们给出最短路径问题的两个算法．

６．２．１　狄克斯特拉算法

给有向图Ｄ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，且任ｅ∈Ｅ，有权Ｗ（ｅ）≥０．我们称Ｄ为非

负赋权图．狄克斯特拉（Ｄｉｊｋｓｔｒａ）在１９５９年提出的算法，是目前公认的求最短路径的较好的算
法之一．该算法可求非负赋权图Ｄ中顶点ｖ１ 至各顶点ｖｊ （１≤ｊ≤ｎ）的最短路径及其长度．
假若顶点ｖ１ 至顶点ｖｊ 的最短路径为Ｐ

１ｊ ＝ｖ１⋯ｖｉ⋯ｖｊ，其长度记为ｄ１ｊ：ｄ１ｊ ＝

Ｗ（Ｐ
１ｊ）．
显然，Ｐ

１ｊ ＝ｖ１⋯ｖｉ⋯ｖｊ具有性质：Ｐ
１ｊ的子路ｖ１⋯ｖｉ及ｖｉ⋯ｖｊ 分别为ｖ１ 至ｖｉ及ｖｉ

至ｖｊ的最短路径．
根据最短路径这个性质，我们可以这样选取Ｄ 中ｖ１ 至各顶点的最短路径：若Ｐ

１ｊ为

ｖ１ 至ｖｊ的最短路径，且顶点ｖｉ在Ｐ
１ｊ上，则Ｐ

１ｊ上ｖ１ 至ｖｉ的子路就作为ｖ１ 至ｖｉ的最短

路径Ｐ
１ｊ（尽管Ｄ中ｖ１ 至ｖｉ还可能有其他最短路径）．从而，ｖ１ 至各个顶点的最短路径将

组成一棵以ｖ１ 为根的方向树Ｔ．
我们结合具体实例来说明本算法的算法思想．如图６１８（ａ）给出一个非负赋权有向

图Ｄ．图６１８（ｂ）所示图Ｔ是图Ｄ 的一棵生成树，在这棵以ｘ为根的方向树Ｔ 中，ｖ１ 至

ｖｊ的路径就是Ｐ
１ｊ，顶点ｖｊ旁带方框的数字即为ｄ１ｊ．

我们用顶点标号方法，遵循“让ｄ１ｊ小的顶点ｖｊ优先生长的”原则，逐步生长这棵以ｖ１

为根的方向树Ｔ．
初始时，ｋ＝１，令各顶点ｖｊ的标号ｌ１（ｖｊ）如表６３所示．
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（ａ）
　　　　　

（ｂ）

图６１８

表６３

ｖｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６

ｌ１（ｖｊ） ０ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞

　　取

ｌ１（ｖ）＝ｌ１（ｖ１）＝ ｍｉｎ
ｖｊ∈Ｖ

ｌ１（ｖｊ），

将ｖ ＝ｖ１（在运算表中在ｌ１（ｖ）右上角标以号，以后类同）置入树Ｔ中，

Ａ＝Ｖ（Ｔ）＝｛ｖ１｝，　ｄ１１ ＝ｌ１（ｖ）＝０．

第二步，ｋ＝２，对ｖｊ ∈Ａ－＝Ｖ－Ａ，令

ｌ２（ｖｊ）＝ ｍｉｎ｛ｌ１（ｖｊ），ｌ１（ｖ）＋Ｗ（ｖ，ｖｊ）｝，

于是得到表６４．
表６４

ｖｊ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６

ｌ２（ｖｊ） ６ ３ ＋∞ ＋∞ ＋∞

　　取

ｌ２（ｖ）＝ｌ２（ｖ３）＝ ｍｉｎ
ｖｊ∈Ａ－
｛ｌ２（ｖｊ）｝，

有

ｄ１３ ＝ｌ２（ｖ３）＝３．

将ｖ ＝ｖ３ 生长在树Ｔ上，Ａ＝｛ｖ１，ｖ３｝．
一般地，如果已迭代至第ｋ步，树Ｔ上已有ｋ个顶点，Ａ＝Ｖ（Ｔ），ｖ 为在第ｋ步长

入树Ｔ的顶点．则第ｋ＋１步，对ｖｊ ∈Ａ　－，令

ｌｋ＋１（ｖｊ）＝ ｍｉｎ｛ｌｋ（ｖｊ），ｌｋ（ｖ）＋Ｗ（ｖ，ｖｊ）｝， （６２）

ｌｋ＋１（ｖ）＝ ｍｉｎ
ｖｊ∈Ａ－

ｌｋ＋１（ｖｊ）， （６３）

将ｖ长入树Ｔ 中，ｌｋ＋１（ｖ）即为ｖ１ 至ｖ 的最短路径长度．若Ａ－中有两个顶点满足
式（６３），则任取一个顶点为ｖ．
对ｖｊ ∈Ａ－，按式（６２）计算的ｌｋ＋１（ｖｊ），我们称为ｖｊ的试探性标号．
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对ｌｋ＋１（ｖｊ）我们可以这样理解：若ｖ∈Ａ－＝Ａ（Ｔ），Ａ中有ｋ个顶点，树Ｔ中ｖ１ 至ｖ
有唯一的路径ｖ１⋯ｖ，那么ｌｋ＋１（ｖｊ）（ｖｊ ∈Ａ　－）是ｋ条ｖ１⋯ｖｖｊ这类路径中长度最小的路径

的长度，为ｖ１ 至ｖｊ的最短路径长度的一个上界．按式（６３）计算的ｌｋ＋１（ｖ）我们称为ｖ

的永久性标号．在以后的迭代过程中，该点的标号不再发生变化．
每迭代一步，总有Ａ－中若干个点的试探性标号得到改进并产生一个得到永久性标号

的点ｖ，于是ｖ离开Ａ－而进入Ａ．
对图６１８（ｂ）所示树Ｔ的生长标号过程，我们列成运算表格如表６５所示．

表６５

ｖ ｊｌ ｋ（ｖｊ）

ｋ
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６

１ ０ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞
２ ６ ３ ＋∞ ＋∞ ＋∞
３ ６ ４ ＋∞ １０
４ ５ ７ ９
５ ７ ９
６ ８

　　现在，我们给出迪奇斯特算法．
① 取ｌ１（ｖ１）＝０；ｌ（ｖｊ）＝＋∞（ｊ＝２，⋯，ｎ）．ｄ１１ ＝０，ｖ ＝ｖ１，Ａ＝｛ｖ１｝，Ａ

－
＝

Ｖ－Ａ，ｋ＝１．

②ｋ＝ｎ？
若是，则算法终止．
若否，则对ｖ∈Ａ－，取：

ｌｋ＋１（ｖ）＝ ｍｉｎ｛ｌｋ（ｖ），ｌｋ（ｖ）＋Ｗ（ｖ，ｖ）｝，　　　　　
ｌｋ＋１（ｖ）＝ ｍｉｎ

ｖ∈Ａ－
ｌｋ＋１（ｖ），ｄ（ｖ１，ｖ）＝ｌｋ＋１（ｖ）．

③ｄ（ｖ１，ｖ）＜＋∞？
若是，则取Ａ＝Ａ∪｛ｖ｝，Ａ－＝Ａ－－｛ｖ｝，ｋ＝ｋ＋１，转步骤②；
若否，则Ｄ中ｖ１ 到ｖ（ｖ∈Ａ－）的路径不存在，算法终止．
如果只要知道ｖ１ 至ｖｊ的最短路径长度，则当ｖｊ有永久性标号时，算法就可终止．
本算法中所说的＋∞，即前面章节中所说的充分大的正数．
若要求出ｖ１ 到各顶点的具体的最短路径，那么，在算法进行过程中，每当Ａ

－中一个顶

点ｖ的试探性标号ｌｋ＋１（ｖ）＝ｌｋ（ｖ）＋Ｗ（ｖ，ｖ）＜ｌｋ（ｖ）时，则顶点ｖ就应记录下来．
在运算表格中，我们可以把ｖ的下标ｉ记录在ｌｋ＋１（ｖ）数值的右下角．若求ｖ１ 至ｖｊ 的最

短路径Ｐ
１ｊ，由ｖｊ逆向追踪Ｐ

１ｊ中ｖｊ的紧前顶点ｖｓ，再由ｖｓ 逆向追踪Ｐ
１ｊ中ｖｓ 的紧前顶

点ｖｋ，直至回溯到顶点ｖ１，串联起来，即得一条具体的最短路径Ｐ
１ｊ ＝ｖ１⋯ｖｋｖｓｖｊ．

寻求Ｐ
１ｊ的方法我们称它为逆向追踪法．

例６８　求图６１９中ｖ１ 至ｖ８ 的最短路径及其长度．
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图６１９

解　我们仅列出运算表格，如表６６所示．
由表６６知：ｄ１８ ＝１０，在Ｐ

１８中ｖ８的紧前顶点为ｖ７；ｄ１７ ＝７，在Ｐ
１８中ｖ７的紧前顶

点为ｖ５；ｄ１５ ＝４，在Ｐ
１８中ｖ５的紧前顶点为ｖ２；ｄ１２ ＝１，在Ｐ

１８中ｖ２ 的紧前顶点为ｖ１．故

ｖ１ 至ｖ８ 的最短路径Ｐ
１８ ＝ｖ１ｖ２ｖ５ｖ７ｖ８，其长度为１０．

表６６

ｖ ｊｌ ｋ（ｖｊ）

ｋ
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７ ｖ８

１ ０ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞
２ １

１ ２１ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞
３ ２

１ ４２ ４２ ＋∞ ＋∞ ＋∞
４ ４２ ４

２ ＋∞ １０３ ＋∞
５ ４

２ ９５ ７５ ＋∞
６ ６

４ ７５ ＋∞
７ ７

５ １１６

８ １０
７

　　求顶点ｖ１ 至ｖｊ的最短路径的另一方法是：结合赋权图来查视哪些顶点的永久性标

号之差恰等于关联边的权，那么把有关的顶点串联起来，即得ｖ１ 至ｖｊ的最短路径Ｐ
１ｊ．

例如例６８，结合图６１９来分析，我们还能得到另一条ｖ１ 至ｖ８ 的最短路径

Ｐ
１８ ＝ｖ１ｖ２ｖ４ｖ６ｖ７ｖ８．

以ｖ８ 为终点的边为（ｖ６，ｖ８）及（ｖ７，ｖ８），而ｄ１８ －Ｗ６８ ＝１０－５＝５，ｄ１８ －Ｗ１８ ＝
１０－３＝７，仅ｄ１８－Ｗ１８ ＝ｄ１７，即ｄ１８－ｄ１７ ＝Ｗ７８，故Ｐ

１８中ｖ８ 的紧前顶点为ｖ７．
以ｖ７ 为终点的边有（ｖ３，ｖ７），（ｖ４，ｖ７），（ｖ５，ｖ７）和（ｖ６，ｖ７），分别用ｄ１７ ＝７减去它

们各边的权８，４，３和１，而得－１，３，４和６，其中４和６恰为ｄ１５和ｄ１６，即ｄ１７ －ｄ１５ ＝
Ｗ５７，ｄ１７－ｄ１６ ＝Ｗ６７，故Ｐ

１８中ｖ７ 的紧前顶点为ｖ５ 或ｖ６．
继续逆向追踪，即得ｖ１ 至ｖ８ 的两条最短路径．
我们还须指出，本算法虽然是用来求非负赋权有向图的最短路径的，但它对于非负

赋权无向图的最短路径问题同样适用．只需把连接顶点ｕ和ｖ的无向边ｅ＝［ｕ，ｖ］改为
有向（ｕ，ｖ）和（ｖ，ｕ），且它们的权Ｗ（ｕ，ｖ）和Ｗ（ｖ，ｕ）都为Ｗ（ｅ）．
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６．２．２　弗劳德算法

设有向图Ｄ ＝（Ｖ，Ｅ），Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，若对任ｅ＝（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，有Ｗ（ｅ）＝
Ｗｉｊ ０，则称图Ｄ为实数赋权有向图．
假定Ｄ中无负回路（若回路Ｑ有Ｗ（Ｑ）＜０，则Ｑ称为负回路），即对Ｄ中任一回路

Ｑ，有

Ｗ（Ｑ）＝ ∑
ｅ∈Ｑ

Ｗ（ｅ）≥０．

弗劳德（Ｆｌｏｙｄ）算法是求Ｄ中任意两个顶点ｖｉ至ｖｊ 的最短路径Ｐ
ｉｊ及其长度ｄｉｊ ＝

Ｗ（Ｐ
ｉｊ）．
给出下列记号：

Ｖｋ
ｉｊ ＝｛ｖｉ，ｖｊ｝∪｛ｖ１，ｖ２，⋯，ｖｋ｝， （６４）

Ｖｋ
ｉｉ ＝｛ｖｉ｝∪｛ｖ１，ｖ２，⋯，ｖｋ｝， （６５）

则Ｄ（Ｖｋ
ｉｊ）和Ｄ（Ｖｋ

ｉｉ）分别为Ｄ关于Ｖｋ
ｉｊ和Ｖ

ｋ
ｉｉ的导出生成子图．令

Ｐｋ
ｉｊ为Ｄ（Ｖ

ｋ
ｉｊ）中ｖｉ至ｖｊ 的最短路径，ｄｋ

ｉｊ为其长度．例如，对图６２０（ａ）给定的图Ｄ
来说：

Ｖ３
１５ ＝｛ｖ１，ｖ５｝∪｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ５｝，

Ｖ３
１４ ＝｛ｖ１，ｖ４｝∪｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４｝，

则Ｄ（Ｖ３
１５）和Ｄ（Ｖ３

１４）分别如图６２０（ｂ）和６２０（ｃ）所示．而Ｄ（Ｖ３
４５）及Ｄ（Ｖ４

１５）即为图６２０（ａ）．

（ａ）
　　　　

（ｂ）
　　　　

（ｃ）

图６２０

显然，有

Ｄ（Ｖｋ－１
ｉｊ ）Ｄ（Ｖｋ

ｉｊ），　Ｄ（Ｖｋ－１
ｉｋ ）Ｄ（Ｖｋ

ｉｊ），　Ｄ（Ｖｋ－１
ｋｊ ）Ｄ（Ｖｋ

ｉｊ）．

因而Ｄ（Ｖｋ
ｉｊ）中ｖｉ至ｖｊ的最短路径Ｐｋ

ｉｊ ＝ｖｉ⋯ｖｊ具有如下特点：

① 若Ｐｋ
ｉｊ ＝ｖｉ⋯ｖｊ中不含顶点ｖｋ （ｖｊ ≠ｖｋ），那么Ｐｋ

ｉｊ 必为Ｄ（Ｖ
ｋ－１
ｉｊ ）中ｖｉ至ｖｊ的最

短路径Ｐｋ－１
ｉｊ ，且ｄ

ｋ
ｉｊ ＝ｄｋ－１

ｉｊ ；

② 若Ｐｋ
ｉｊ ＝ｖｉ⋯ｖｋ⋯ｖｊ中含有顶点ｖｋ （ｖｋ ≠ｖｊ），则子路Ｐ′＝ｖｉ⋯ｖｋ必为Ｄ（Ｖｋ－１

ｉｋ ）

中ｖｉ至ｖｋ的最短路径，其长度为ｄｋ－１
ｉｋ ；子路Ｐ″＝ｖｋ⋯ｖｊ必为Ｄ（Ｖｋ－１

ｋｊ ）中ｖｋ至ｖｊ的最短

路径，其长度为ｄｋ－１
ｋｊ ；

③ 若ｊ＝ｋ，ｖｊ ＝ｖｋ，则Ｐｋ
ｉｊ ＝Ｐｋ－１

ｉｋ ，ｄｋ
ｉｊ ＝ｄｋ－１

ｉｋ ．由于Ｄ中无负回路，ｄｋ－１
ｋｋ ＝０，因此，
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又有

ｄｋ
ｉｊ ＝ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｋ ＝ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ ．

综合上述情况，有

ｄｋ
ｉｊ ＝ ｍｉｎ｛ｄｋ－１

ｉｊ ，ｄ
ｋ－１
ｉｋ ＋ｄｋ－１

ｋｊ ｝，　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ． （６６）

例如，由图６２０（ｂ）（图Ｄ（Ｖ３
１５））知，

Ｐ３
１５ ＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ５，　ｄ３

１５ ＝２；

由图６２０（ｃ）（图Ｄ（Ｖ３
１４））知

Ｐ３
１４ ＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４，　ｄ３

１４ ＝２；

由图６２０（ａ）（图Ｄ（Ｖ３
４５））知

Ｐ３
４５ ＝ｖ４ｖ５，　ｄ３

４５ ＝－１，

则由式（６６）得：ｄ４
１５ ＝ ｍｉｎ｛ｄ３

１５，ｄ３
１４＋ｄ３

４５｝＝ ｍｉｎ｛２，２－１｝＝１，

可见，它等于图６２０（ａ）（图Ｄ（Ｖ４
１５））中ｖ１ 至ｖ５ 的最短路径Ｐ４

１５＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４ｖ５的长度ｄ４
１５．

由Ｄ（Ｖ０
ｉｊ）和Ｄ（Ｖｎ

ｉｊ）定义，可知：

ｄ０
ｉｊ ＝

Ｗｉｊ， 有（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，

＋∞， 否则烅
烄
烆 ，

（６７）

ｄｎ
ｉｊ ＝ｄｉｊ，　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ （６８）

从式（６７）出发，应用式（６６）进行迭代，便可求得诸ｄｎ
ｉｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ）．

为了便于在算法终止时应用逆向追踪法寻求ｖｉ至ｖｊ的最短路径Ｐ
ｉｊ，我们在每次迭

代中，应及时把Ｄ（Ｖｋ
ｉｊ）中ｖｉ至ｖｊ的最短路径Ｐｋ

ｉｊ中ｖｊ的紧前顶点ｖｑ 的下标ｑ记录下来：

令θｋ
ｉｊ＝ｑ．
由上述分析Ｄ（Ｖｋ

ｉｊ）中路径Ｐｋ
ｉｊ的特点及式（６６）可知：

θｋ
ｉｊ＝

θｋ－１
ｉｊ ， 若ｄ

ｋ－１
ｉｊ ≤ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ ，

θｋ－１
ｋｊ ， 若ｄ

ｋ－１
ｉｊ ＞ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ

烅
烄

烆 ，
（６９）

从而，当算法终止时，为了求得ｖｉ至ｖｊ的最短路径Ｐ
ｉｊ，可由θ

ｎ
ｉｊ得到Ｐ


ｉｊ中ｖｊ的紧前顶点

ｖｑ 的下标ｑ，再由θｎ
ｉｑ得到Ｐ


ｉｑ中ｖｑ 的紧前顶点的下标，依次逆向追踪，即可求得Ｐ

ｉｊ中诸

顶点．
由于Ｄ中是否有权为负的回路，往往事先不知道，但这并不妨碍算法的进行．若是在

运算过程中，当第ｋ－１步时所求得的ｄｋ－１
ｉｉ ＝０（ｉ＝１，⋯，ｎ），则说明Ｄ（Ｖｋ－１

ｉｊ ）（ｉ，ｊ＝

１，⋯，ｎ）中无负回路．那么我们继续迭代．用式（６６）计算得到诸ｄｋ
ｉｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ）．

如果此时存在某个ｄｋ
ｉｉ ＜０，则说明Ｄ（Ｖｋ

ｉｉ）中存在一条包含顶点ｖｉ的负回路Ｑ，且有ｄｋ
ｉｉ ＝

ｄｋ－１
ｉｋ ＋ｄｋ－１

ｋｉ ．该负回路由Ｐｋ－１
ｉｋ 和Ｐｋ－１

ｋｉ 合并而成．我们由信息矩阵θｋ＝（θｋ
ｉｊ）ｎ×ｎ进行逆向追踪，
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即可求得该负回路Ｑ．由于Ｄ（Ｖｋ
ｉｉ）Ｄ，Ｑ自然也是Ｄ中的负回路，算法即可终止．

所以判别和寻找Ｄ中负回路Ｑ 也是弗劳德算法的一个功能．
弗劳德算法的具体步骤如下：

① 取ｄ０
ｉｊ ＝Ｗｉｊ，θ０

ｉｊ＝ｉ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ），ｋ＝１．

② 对每一组ｉ，ｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ），ｄｋ－１
ｉｊ ≤ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ 成立否？

若是，则ｄｋ
ｉｊ ＝ｄｋ－１

ｉｊ ，θ
ｋ
ｉｊ＝θｋ－１

ｉｊ ；

若否，则ｄｋ
ｉｊ ＝ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ ，θ

ｋ
ｉｊ＝θｋ－１

ｋｊ ．

③ｄｋ
ｉｉ ＝０对ｉ＝１，⋯，ｎ都成立否？
若是，则转步骤④；
若否，则转步骤⑤．

④ｋ＝ｎ？
若是，则取ｄｉｊ ＝ｄｎ

ｉｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ）．由矩阵θｎ ＝（θｎ
ｉｊ）ｎ×ｎ的信息，应用逆向追踪法

求得Ｄ中ｖｉ至ｖｊ的最短路径Ｐ
ｉｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ），算法终止（若ｄｉｊ ＝＋∞，说明Ｄ中ｖｉ

至ｖｊ不存在路径）；

若否，则取ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．

⑤ 若ｄｋ
ｉｉ＜０，Ｄ中存在一条含有顶点ｖｉ的负回路，则由θｋ＝（θｋ

ｉｊ）ｎ×ｎ的信息，应用逆

向追踪法求出此回路Ｑ，算法终止．
例６９　试用弗劳德算法求图６２０（ａ）所给图Ｄ任意两点间的最短路径．
解　ｄｋ ＝（ｄｋ

ｉｊ）５×５ 和θｋ＝（θｋ
ｉｊ）５×５（ｋ＝０，１，⋯，５）由表６７给出．

表６７

ｋ＝０．１ ｋ＝２ ｋ＝３ ｋ＝４．５

（ｄｋ
ｉｊ）

０ 　４ ３ ∞ ∞
∞ 　０ ∞ ３ 　３
∞ －４ ０ ∞ ∞
∞ ∞ ２ ０ －１
∞ ∞ ∞ ∞ 　

烄

烆

烌

烎０

０ 　４３ ７ ７

∞ 　０∞ ３ ３
∞ －４０－１ －１

∞ ∞ ２ ０ －１　
∞ ∞ ∞ ∞

烄

烆

烌

烎０

０ －１ ３ ２ ２

∞ ０ ∞ 　３　３
∞ －４　 ０ －１－１
∞ －２ ２ 　０－１
∞ ∞ ∞ ∞ 　０

烄

烆

烌

烎

　

０ －１３ 　２ １

∞ 　０５　３ ２

∞ －４０ －１－２

∞ －２２ 　０－１　
∞ ∞ ∞ ∞

烄

烆

烌

烎０

（θｋ
ｉｊ）

１ １ １ １ １
２ ２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ３ ３
４ ４ ４ ４ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５

１ １ １ ２ ２

２ ２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ２ ２

４ ４ ４ ４ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５

１ ３ １ ２ ２

２ ２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ２ ２
４ ３ ４ ４ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５

１ ３ １ ２ ４

２ ２ ４ ２ ４

３ ３ ３ ２ ４

４ ３ ４ ４ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５

　　迭代中，当ｄｋ－１
ｉｊ ＞ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ 而取ｄ

ｋ
ｉｊ ＝ｄｋ－１

ｉｋ ＋ｄｋ－１
ｋｊ 和θ

ｋ
ｉｊ ＝θｋ－１

ｋｊ 时，我们在矩阵中对

ｄｋ
ｉｊ和θ

ｋ
ｉｊ在右上角打上“”号．例如，当ｋ＝３时，对于ｉ＝４，ｊ＝２，有

ｄ３
４２ ＝ ｍｉｎ｛ｄ２

４２，ｄ２
４３＋ｄ２

３２｝＝ ｍｉｎ｛∞，２－４｝＝－２＝ｄ２
４３＋ｄ２

３２，

θ３
４２＝θ２

３２＝３，
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故在矩阵ｄ３ 和θ３ 中对ｄ３
４２和θ３

４２在右上角打号．
利用逆向追踪法由θ５ ＝（θ５

ｉｊ）５×５ 可得ｖｉ至ｖｊ 的最短路径Ｐ
ｉｊ（ｉ，ｊ＝１，⋯，５）如

表６８所示，而ｄ＝（ｄｉｊ）由表６７中ｄ５ ＝（ｄ５
ｉｊ）给出．

表６８

ｖ ｊＰ 
ｉｊ

ｖ ｉ

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

ｖ１ ｖ１ｖ１ ｖ１ｖ３ｖ２ ｖ１ｖ３ ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４ ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４ｖ５

ｖ２ — ｖ２ｖ２ ｖ２ｖ４ｖ３ ｖ２ｖ４ ｖ２ｖ４ｖ５

ｖ３ — ｖ３ｖ２ ｖ３ｖ３ ｖ３ｖ２ｖ４ ｖ３ｖ２ｖ４ｖ５

ｖ４ — ｖ４ｖ３ｖ２ ｖ４ｖ３ ｖ４ｖ４ ｖ４ｖ５

ｖ５ — — — — ｖ５ｖ５

　　例如，在表６８中Ｐ
１５按逆向追踪法可以这样求得：

图６２１　　

由于θ５
１５＝４，故Ｐ

１５中ｖ５ 的紧前顶点为ｖ４；

由于θ５
１４＝２，故Ｐ

１５中ｖ４ 的紧前顶点为ｖ２；

由于θ５
１２＝３，故Ｐ

１５ 中ｖ２ 的紧前顶点为ｖ３；

由于θ５
１３＝１，故Ｐ

１５中ｖ３ 的紧前顶点为ｖ１．
所以Ｐ

１５ ＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４ｖ５，其长度ｄ１５ ＝ｄ５
１５ ＝１．

例６１０　试用弗劳德算法求由图６２１所给的有向图Ｄ 中一
个负回路Ｑ．
解 　经运算得矩阵ｄｋ ＝（ｄｋ

ｉｊ）和θｋ ＝（θ５
ｉｊ）（ｋ＝０，１，２，３）

如表６９所给．
表６９

ｋ＝０，１ ｋ＝２ ｋ＝３

（ｄｋ
ｉｊ）

０ ５ 　１ ∞ ∞
∞ ０ －６ ∞ ∞
∞ ∞ 　０ ２ ３
∞ ３ ∞ ０ ４
∞ ∞ ∞ ∞

烄

烆

烌

烎０

０ ５ －１ ∞ ∞
∞ ０ －６　 ∞ ∞
∞ ∞ ０ ２ ３
∞ ３ －３ ０ ４
∞ ∞ ∞ ∞

烄

烆

烌

烎０

０ ５ －１ １ ２

∞ ０ －６ －４ －３

∞ ∞ ０ ２ ３
∞ ３ －３ －１ ４
∞ ∞ ∞ ∞

烄

烆

烌

烎０

（θｋ
ｉｊ）

１ １ １ １ １
２ ２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ３ ３
４ ４ ４ ４ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５

１ １ ２ １ １
２ ２ ２ ２ ２
３ ３ ３ ３ ３
４ ４ ２ ４ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５

１ １ ２ ３ ３

２ ２ ２ ３ ３

３ ３ ３ ３ ３
４ ４ ２ ３ ４

烄

烆

烌

烎５ ５ ５ ５ ５
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　　由于ｄ３
４４ ＝－１＜０，说明Ｄ中有含有顶点ｖ４的负回路．由θ３

４４＝３，θ３
４３＝２，θ３

４２＝４，
故负回路Ｑ＝ｖ４ｖ２ｖ３ｖ４，Ｗ（Ｑ）＝－１．

６．２．３　应用举例

一些初看似乎和最短路径问题不相干的问题，有时也可以构建成网络模型而用最短

路径算法来求解．
例６１１　（设备更新问题）　某工厂使用一种设备，每年年初该厂需对该设备的更新

与否作出决策．若购置新设备，就要支付一定的购置费用；若继续使用旧设备，则需支付
一定的维修费．设备使用的年数越长，每年所需的维修费用就越大．现若该厂在第一年年
初购置了一台新设备，问在５年内应如何制定一个设备更新计划，以便在使用一台这种
设备时“新设备购置费和旧设备维修费”的总费用最小？若已知该设备在５年内购买的
价格如表６１０所给，设备使用不同年数的维修费如表６１１所列．

表６１０

第ｉ年 １ ２ ３ ４ ５

价格ａｉ １１ １１ １２ １２ １３

表６１１

使用寿命 （０，１］ （１，２］ （２，３］ （３，４］ （４，５］

费用ｂｊ

ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂ４ ｂ５

５ ６ ８ １１ １８

　　解　这种设备的更新方案是很多的．最显然的：每年年初购买一台设备更换旧的，

故５年内购置费为１１＋１１＋１２＋１２＋１３＝５９；工厂每年对这台设备的维修费为５＋５

＋５＋５＋５＝２５，所以总费用为５９＋２５＝８４．

图６２２

又如另一个方案：在第一年、第三年和第五年购买新设备，购置费为

１１＋１２＋１３＝３６，
维修费为

５＋６＋５＋６＋５＝２７，

故总费用为

３６＋２７＝６３．

显然，第二个方案比第一个方案优越．
若年限在５年以上，要为这类问题穷举出所有可能采取的方

案，费时很大．现在，我们建立数学模型，用最短路径算法来求解．
建立网络模型Ｄ如图６２２所示：

Ｖ ＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６｝，
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Ｅ＝｛（ｖｉ，ｖｊ）｜ｉ＝１，⋯，５；ｊ＝２，⋯，６，ｉ＜ｊ｝．

在此，ｖ１，ｖ２，⋯，ｖ５ 相当于第１，２，⋯，５年的年初，ｖ６ 相当于第５年年末．Ｅ中有向边
（ｖｉ，ｖｊ）相当于第ｉ年年初购买一台设备一直用到第ｊ－１年年末．
显然，对于每一种可能的设备更新方案，在此图中都有相应的一条从ｖ１ 至ｖ６ 的路

径．例如，路径ｖ１ｖ３ｖ５ｖ６ 相当于第１，３，５年年初购买新设备这一方案．
Ｅ中边的权按如下法则给出：

Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝ 第ｉ年设备的购置费＋（ｊ－ｉ）年里的设备维修费 ＝ａｉ＋（ｂ１＋ｂ２＋⋯

＋ｂｊ－ｉ）．
例如，边（ｖ２，ｖ５）表示第２年年初购买一台新设备，使用至第４年年底，故它的购置

费为ａ２ ＝１１，维修费为ｂ１＋ｂ２＋ｂ３ ＝５＋６＋８＝１９．于是，边（ｖ２，ｖ５）上的权ｗ２５ ＝３０．
这样，制订一个最优的设备更新方案的问题就等价于寻求Ｄ 中ｖ１ 至ｖ６ 的最短路径

问题．应用迪奇斯特算法求解，运算表格如表６１２所示．
最短路径为ｖ１ｖ３ｖ６，即第１，３年购买新设备；或者最短路径为ｖ１ｖ４ｖ６，即第１，４年购

买新设备．５年的总费用都为５３．
若制订更新计划的期限分成６０个时段（例如一个月或一个季度为一个时段），那么，

就有２６０ ≈１．１５×１０１８个购买策略可供选取．若一台计算机每秒钟可计算１０６ 种策略，要

将全部策略估算一遍的时间就要３６５９９年，但构建网络模型用最短路径算法来求解仅需
一分钟左右．

表６１２

ｖ ｊｌ ｋ（ｖｊ）

ｋ
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６

１ ０ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞ ＋∞

２ １６ ２２ ３０ ４１ ５９

３ ２２ ３０ ４１ ５７

４ ３０ ４１ ５３

５ ４１ ５３

６ ５３

　　 例６１２　（多阶段存储问题）　某工厂生产产品所需的原材料分３个阶段进货．根据
供货条件，每次进货量ｑ只能从５，７和１０个单位中选一个方案，其运费Ｑ（ｑ）分别为１２０，

１３８和１６０个单位．第ｉ阶段对原材料的需求量为ａｉ个单位：ａ１ ＝７，ａ２ ＝８，ａ３ ＝９．已知
第一阶段初工厂仓库已存储该原材料３个单位．仓库对该原材料最大库存量允许为６个
单位．本阶段进货在本阶段就供应生产的原材料不必进仓库．每阶段末仓库存储的原材
料需付存储费，每单位原材料的存储费为１个单位．现要求第３阶段末库存的原材料至
少为１个单位．
问在保证生产需求的条件下，每阶段进货采用何种方案，能使运费和存储费总和最少？
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解　我们作ｉＯｓ平面直角坐标系．点（ｉ，ｓ）表示第ｉ阶段末仓库对该原材料的库存

量为ｓ．
建立网络模型如图６２３所示．顶点ｖｓｉ

ｉ 对应ｉｏｓ坐标平面内点（ｉ，ｓｉ）．有向边

（ｖｓｉ
ｉ，ｖ

ｓｉ＋１
ｉ＋１
）表示第ｉ＋１阶段初有库存量ｓｉ，第ｉ＋１阶段末有库存量ｓｉ＋１．此时，第ｉ＋１阶

段的进货量为

ｑｉ＋１ ＝ｓｉ＋１＋ａｉ＋１－ｓｉ． （６１０）

有向边ｅ＝（ｖｓｉ
ｉ，ｖ

ｓｉ＋１
ｉ＋１
）的权

Ｗ（ｅ）＝Ｑ（ｑｉ＋１）＋ｓｉ＋１． （６１１）

图６２３

下面我们来讨论图６２３的顶点和边是如何设立的．
（１）顶点ｖ３

０ 表示第一阶段初有原材料库存量３．
（２）ｓ１ ＝ｑ１＋ｓ０－ａ１ ＝ｑ１＋３－７＝ｑ１－４，而ｑ１ 可取５或７或１０，所以ｓ１ 可取１
或３或６，故有顶点ｖ１

１、ｖ３
１ 和ｖ６

１，并得有向边（ｖ３
０，ｖ１

１），（ｖ３
０，ｖ３

１）和（ｖ３
０，ｖ６

１）．
（３）ｓ２ ＝ｑ２＋ｓ１－ａ２ ＝ｑ２＋ｓ１－８．
当ｓ１ ＝１时，若ｑ２ ＝５，则ｑ２＋ｓ１ ＝５＋１＜ａ２ ＝８，故ｑ２ 不能取５；若ｑ２ 取７或１０，

则ｓ２ 取０或３，故有顶点ｖ０
２ 和ｖ３

２，并得有向边（ｖ１
１，ｖ０

２）和（ｖ１
１，ｖ３

２）．
当ｓ１ ＝３时，ｑ２ 可取５，或７，或１０，则ｓ２ 取０，或２，或５，故又增加两个顶点ｖ２

２ 和ｖ５
２，

并得有向边（ｖ３
１，ｖ０

２），（ｖ３
１，ｖ２

２）和（ｖ３
１，ｖ５

２）．
当ｓ１ ＝６时，若ｑ２ ＝１０，则ｑ２＋ｓ１－ａ２ ＝１０＋６－８＞ 最大库存量６，故ｑ２ 不能取

１０；若ｑ２ 取５或７，则ｓ２ ＝３或５，并得有向边（ｖ６
１，ｖ３

２）和（ｖ６
１，ｖ５

２）．
（４）ｓ３ ＝ｑ３＋ｓ２－ａ３ ＝ｑ３＋ｓ２－９．
当ｓ２ ＝０时，ｓ３ ＝ｑ３－９，由于ｓ３ 至少为１，所以ｑ３ 只能取１０．此时ｓ３ ＝１，故得顶点

ｖ１
３ 和有向边（ｖ０

２，ｖ１
３）．

当ｓ２ ＝２时，ｓ３ ＝ｑ３－７，由ｓ３ ≥１，可知ｑ３ ≥８，ｑ３只能取１０．此时ｓ３ ＝３，故得到

顶点ｖ３
３ 和有向边（ｖ２

２，ｖ３
３）．
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当ｓ２ ＝３时，ｓ３ ＝ｑ３－６，则ｓ３ ≥１，可知ｑ３ ≥７，ｑ３ 可取７或１０．此时ｓ３ ＝１或４，

因而产生一个新顶点ｖ４
３，并得有向边（ｖ３

２，ｖ１
３）和（ｖ３

２，ｖ４
３）．

当ｓ２ ＝５时，ｓ３ ＝ｑ３－４，ｑ３可取５或７或１０，此时，ｓ３ 可为１或３或６，因而又产生

一个新顶点ｖ６
３，并得有向边（ｖ５

２，ｖ１
３），（ｖ５

２，ｖ３
３）和（ｖ５

２，ｖ６
３）．

按式（６１０）和式（６１１）计算上述各边的权．例如，对边（ｖ５
２，ｖ６

３）来说，ｑ３ ＝ｓ３＋ａ３－

ｓ２ ＝６＋９－５＝１０，Ｗ（ｖ５
２，ｖ６

３）＝Ｑ（ｑ３）＋ｓ３ ＝Ｑ（１０）＋６＝１６６．
（５）ｖ４ 为一个虚设点，边（ｖ１

３，ｖ４），（ｖ３
３，ｖ４），（ｖ４

３，ｖ４）和（ｖ５
３，ｖ４）的权都为零．

可见，图６２３中任意一条ｖ３
０ 至ｖ４ 的路径就代表一个三阶段的进货方案，我们的问

题就成为在图６２３中寻求最短路径．
由算法可求得顶点ｖ３

０ 至ｖ４ 的最短路径

Ｐ ＝ｖ３
０ｖ１

１ｖ０
２ｖ１

３ｖ４，

其长度为４２０．因而，各阶段进货方案为

ｑ１ ＝ｓ１＋ａ１－ｓ０ ＝１＋７－３＝５，

ｑ２ ＝ｓ２＋ａ２－ｓ１ ＝０＋８－１＝７，

ｑ３ ＝ｓ３＋ａ３－ｓ２ ＝１＋９－０＝１０，
总费用为４２０．

图６２４　　

例６１３　（选址问题）　现准备在ｖ１，ｖ２，⋯，ｖ７ 等

７个居民点中设置一个售票处，各点之间的距离由
图６２４给出．问售票处设在哪个居民点，可使最大服务
距离为最小？若要设置两个售票处，问应设在哪两个居

民点？

解　我们求出任意两个顶点ｖｉ与ｖｊ 之间的最短

路径长度ｄ（ｖｉ，ｖｊ）＝ｄｉｊ，得矩阵ｄ＝（ｄｉｊ）如下：

　 　　ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７　ｌ（ｖｉ）

ｄ＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

ｖ６

ｖ７

０ ３ ５ ６．３ ９．３ ４．５ ６
３ ０ ２ ３．３ ６．３ １．５ ３
５ ２ ０ ４ ６ ２．５ ４
６．３ ３．３ ４ ０ ３ １．８ ３．３
９．３ ６．３ ６ ３ ０ ４．８ ６．３
４．５ １．５ ２．５ １．８ ４．８ ０ １．５
６ ３ ４ ３．３ ６．３ １．

烄

烆

烌

烎５ ０

９．３
６．３
６
６．３
９．３
４．８
６．３

．

我们依次对顶点ｖｉ求ｌ（ｖｉ）（ｉ＝１，⋯，７）：

ｌ（ｖｉ）＝ ｍａｘ｛ｄｉｊ｜ｊ＝１，⋯，７｝，

称ｌ（ｖｉ）为ｖｉ的最大服务距离，并将（ｌ（ｖ１），⋯，ｌ（ｖ７））
犜置于矩阵ｄ的最右列．

ｌ（ｖｉ）的实际意义是：如果我们把售票处设在ｖｉ，那么售票处与最远的服务对象间的
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距离是ｌ（ｖｉ）．这样，最大服务距离越小的点，设置为售票处就越好．现在

ｍｉｎ｛ｌ（ｖ１），⋯，ｌ（ｖ７）｝＝ ｍｉｎ｛９．３，６．３，６，６．３，９．３，４．８，６．３｝

＝４．８＝ｌ（ｖ６）．

故若设置一个售票处，则设在居民点ｖ６ 处较好．
下面考虑设置两个售票处．
假若设在ｖ３ 和ｖ６．那么对点ｖ１ 来说，居民可以到ｖ３ 处购票，也可以到ｖ６ 处购票．由

矩阵ｄ知ｄ１３ ＝５及ｄ１６ ＝４．５，这样，ｖ１ 处的居民自然选择到ｖ６ 处购票，其服务距离为

４．５．我们依次找出居民点ｖ２，⋯，ｖ７ 的服务距离，将有关信息列成表６１３．

表６１３

点ｖｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７

ｄ（ｖｊ，ｖ３） ５　 ２　 ０　 ４　 ６　 ２．５ ４　

ｄ（ｖｊ，ｖ６） ４．５ １．５ ２．５ １．８ ４．８ ０ １．５

服务距离 ４．５ １．５ ０ １．８ ４．８ ０ １．５

　　从表６１３中可看出，当售票处设在ｖ３ 和ｖ６ 时，最大服务距离为

ｍａｘ｛４．５，１．５，０，１．８，４．８，０，１．５｝＝４．８．
记

ｌ（ｖ３，ｖ６）＝４．８，

我们求任意一对顶点ｖｉ 和ｖｊ 的最大服务距离ｌ（ｖｉ，ｖｊ），并将它们列成矩阵Ｌ ＝
（ｌ（ｖｉ，ｖｊ））：

　　 ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７

Ｌ＝

ｖ１

ｖ２

ｖ３

ｖ４

ｖ５

ｖ６

ｖ７

— ６．３ ６ ４ ６ ４．８ ６．３
６．３ — ６ ３ ３ ４．８ ５
６ ６ — ５ ５ ４．８ ５
４ ３ ５ — ６．３ ４．５ ６
６ ３ ５ ６．３ — ４．５ ６
４．８ ４．８ ４．８ ４．５ ４．５ — ４．８
６．３ ５ ５ ６ ６ ４．８

烄

烆

烌

烎—

．

由矩阵Ｌ可知，

ｌ（ｖ２，ｖ４）＝ｌ（ｖ２，ｖ５）＝３．

在诸ｌ（ｖｉ，ｖｊ）中为最小，故售票处拟设置在ｖ２ 及ｖ４ 或设置在ｖ２ 及ｖ５．

§６．３　最长路径问题

给实数赋权有向图Ｄ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，对任ｅ＝（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，有

Ｗ（ｅ）＝ｗｉｊ ０．
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现设Ｇ中无正回路．即若Ｑ为Ｄ 的一个回路，则必有Ｗ（Ｑ）＝ ∑
ｅ∈Ｑ

Ｗ（ｅ）≤０．

图６２５　　

例如在图６２５中，回路Ｑ ＝ｖ３ｖ２ｖ４ｖ３ 就是一个正回路，有

Ｗ（Ｑ）＝－２＋４＋３＝５．
又不妨设Ｄ 为完备图：若Ｄ 中有平行边，则保留权最大的

边；若Ｄ中不存在顶点ｕ至顶点ｖ的有向边，则在Ｅ中增加有向
边（ｕ，ｖ），且Ｗ（ｕ，ｖ）＝－∞．
若Ｐ为Ｄ中ｕ至ｖ的一条路，且有

Ｗ（Ｐ）＝ ｍａｘ｛Ｗ（Ｐ）｜Ｐ为Ｄ 中ｕ至ｖ的路｝，

则称Ｐ为ｕ至ｖ的最长路，并记Ｗ（Ｐ）＝ｈ（ｕ，ｖ）．
由于Ｄ中无正回路，则Ｄ中ｕ至ｖ的最长路Ｐ具有下列性质：

（１）ｕ至ｖ的最长路Ｐ中若含有回路Ｑ，则应有Ｗ（Ｑ）＝０（否则，Ｗ（Ｑ）＜０，则Ｐ
中去掉Ｑ后所得路Ｐ′必有Ｗ（Ｐ′）＞Ｗ（Ｐ），与Ｐ为ｕ至ｖ的最长路矛盾）．
于是，若将这样的回路从Ｐ中删去，则Ｐ就成为一条ｕ至ｖ的最长路径．故我们今

后求得的ｕ至ｖ的最长路，都是指最长路径．
（２）ｕ至ｖ的最长路径至多含有ｎ个点，从而至多含有ｎ－１条边．
（３）若ｕ至ｖ的最长路径Ｐ ＝ｕ⋯ｔ⋯ｖ，则子路ｕ⋯ｔ及ｔ⋯ｖ分别为ｕ至ｔ及ｔ至ｖ
的最长路径．

６．３．１　最长路径算法

本算法求ｖ１ 至顶点ｖｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ）的最长路径Ｐ
１ｊ，记

ｈ１ｊ ＝Ｗ（Ｐ
１ｊ）＝ｈ（ｖ１，ｖｊ）．

算法采用标号方法．由于迭代过程中标号方法的固有特点，我们是在ｖ１ 至ｖｊ 的路中

来寻找ｖ１ 至ｖｊ的最长路径Ｐ
１ｊ．

若在ｖ１ 至ｖｊ包含边数不超过ｋ的所有路中，最长路的长度用ｈｋ
１ｊ表示，即

ｈｋ
１ｊ ＝ ｍａｘ｛Ｗ（Ｐ）｜Ｐ为ｖ１ 至ｖｊ的路，｜Ｅ（Ｐ）｜≤ｋ｝．

由此定义，下列两式显然成立：

ｈｋ＋１
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈｋ

１ｉ＋ｗｉｊ｜ｉ＝１，⋯，ｎ｝，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

ｈｋ＋１
１ｊ ≥ｈｋ

１ｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

定理６２　若ｈｋ＋１
１ｊ ＝ｈｋ

１ｊ对ｊ＝１，⋯，ｎ都成立，则ｖ１ 至ｖｊ的最长路径长度ｈ１ｊ＝ｈｋ
１ｊ

（ｊ＝１，⋯，ｎ）．
证　 ｈｋ＋２

１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈｋ＋１
１ｉ ＋ｗｉｊ｜ｉ＝１，⋯，ｎ｝

＝ ｍａｘ｛ｈｋ
１ｉ＋ｗｉｊ｜ｉ＝１，⋯，ｎ｝

＝ｈｋ＋１
１ｊ ＝ｈｋ

１ｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ．
于是，有
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ｈｋ
１ｊ ＝ｈｋ＋１

１ｊ ＝ ⋯ ＝ｈｎ－１
ｊ ，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

又由于

ｈ１
１ｊ ≤ｈ２

１ｊ ≤ ⋯ ≤ｈｋ
１ｊ，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

同时，ｖ１ 至ｖｊ的最长路径至多有ｎ－１条边，故ｈｋ
１ｊ即为ｖ１ 至ｖｊ的最长路径长度ｈ１ｊ（ｊ＝

１，⋯，ｎ）．
在初始ｋ＝０时，可令

ｈ０
１１ ＝０，ｈ０

１ｊ ＝－∞（ｊ＝２，⋯，ｎ） （６１２）
然后用公式

ｈｋ＋１
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈｋ

１ｉ＋ｗｉｊ｜ｉ＝１，⋯，ｎ｝　ｊ＝１，⋯，ｎ （６１３）

进行迭代，当ｈｋ＋１
１ｊ ＝ｈｋ

１ｊ，对ｊ＝１，⋯，ｎ都成立时，即求得了诸ｈ１ｊ ＝ｈｋ
１ｊ．

由于我们事先对Ｄ中有无正回路没有进行过判别，那么，按式（６１３）迭代至第ｎ步，
若存在某个ｊ，有ｈｎ

１ｊ ≠ｈｎ－１
１ｊ ，则说明Ｄ中存在正回路．

例６１４　求图６２６中ｖ１ 至各点的最长路径长度．
解　从式（６１２）出发，应用式（６１３）进行迭代，得运算表格如表６１４．

表６１４

ｋ

ｈ ｋ
１ｊ

ｖ ｊ

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

０ ０ －∞ －∞ －∞ －∞
１ ０ ３ ４ －∞ －∞
２ ０ ７ ５ ８ １２
３ ０ ７ ４ ９ １５
４ ０ ７ ４ ９ １６
５ ０ ７ ４ ９ １６

　

图６２６

例如，对ｋ＝２，

ｈ２
１２ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１１＋ｗ１２，ｈ１
１２＋ｗ２２，ｈ１

１３＋ｗ３２，ｈ１
１４＋ｗ４２，ｈ１

１５＋ｗ５２｝

＝ ｍａｘ｛０＋３，３＋０，４＋３，－∞－∞，－∞－∞｝＝７；

ｈ２
１４ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１１＋ｗ１４，ｈ１
１２＋ｗ２４，ｈ１

１３＋ｗ３４，ｈ１
１４＋ｗ４４，ｈ１

１５＋ｗ５４｝

＝ ｍａｘ｛０－∞，３＋２，４＋４，－∞＋０，－∞－∞｝＝８．
由表６１４知，

ｈ５
１ｊ ＝ｈ４

１ｊ　　 对ｊ＝１，⋯，５都成立，
所以即得

ｈ１１ ＝０，ｈ１２ ＝７，ｈ１３ ＝４，ｈ１４ ＝９，ｈ１５ ＝１６．

为使算法收敛速度加快，对顶点在各步的标号可作进一步的改进．
我们注意到，在计算

ｈ１
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈ０

１ｉ＋ｗｉｊ｜ｉ＝１，⋯，ｎ｝
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时，对小于ｊ的ｉ，ｈ１
１ｉ已求得，且ｈ１

１ｉ ≥ｈ０
１ｉ，而对大于ｊ的ｉ，ｈ１

１ｉ ＝－∞，故我们对ｊ＝１，
⋯，ｎ，用

ｈ１
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１ｉ＋ｗｉｊ，｜１≤ｉ＜ｊ；ｈ０
１ｊ｝

来计算ｈ１
１ｊ．
而在计算ｈ２

１ｊ时，对１≤ｉ＜ｊ来说，ｈ１
１ｉ在计算ｈ１

１ｊ时已用过，故若取ｈ
２
１ｎ ＝ｈ１

１ｎ，我们对

ｊ＝ｎ，ｎ－１，⋯，１，用

ｈ２
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１ｊ；ｈ
２
１ｉ＋ｗｉｊ，ｊ＜ｉ≤ｎ｝

来计算ｈ２
１ｊ．
同理，取

ｈ３
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈ３

１ｉ＋ｗｉｊ，１≤ｉ＜ｊ；ｈ２
１ｊ｝，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

ｈ４
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈ３

１ｊ；ｈ
４
１ｉ＋ｗｉｊ，ｊ＜ｉ≤ｎ｝，　ｊ＝ｎ，⋯，１，

依次类推，算法的收敛速度必然加快（自然，修改后的ｈｋ
１ｊ的含义与原来的ｈ

ｋ
１ｊ的定义有所

区别）．
例如，对例６１４的图６２６，我们按上述修改的方法计算的运算表格如表６１５．

表６１５

ｋ

ｈ ｋ
１ｊ

ｖ ｊ

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

０ ０ －∞ －∞ －∞ －∞
１ ０ ３ ４ ８ １５
２ ０ ７ ４ ８ １５
３ ０ ７ ４ ９ １６
４ ０ ７ ４ ９ １６

　　在表６１５中，例如

ｈ１
１４ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１１＋ｗ１４，ｈ１
１２＋ｗ２４，ｈ１

１３＋ｈ３４，ｈ０
１４｝　　　　

＝ ｍａｘ｛０－∞，３＋２，４＋４，－∞｝＝８；

ｈ１
１５ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１１＋ｗ１５，ｈ１
１２＋ｗ２５，ｈ１

１３＋ｗ３５，ｈ１
１４＋ｗ４５，ｈ０

１５｝

＝ ｍａｘ｛０－∞，３－∞，４＋８，８＋７，－∞｝＝１５；

ｈ２
１２ ＝ ｍａｘ｛ｈ１

１２，ｈ２
１３＋ｗ３２，ｈ２

１４＋ｗ４２，ｈ２
１５＋ｗ５２｝

＝ ｍａｘ｛３，４＋３，８－∞，１５－∞｝＝７．

对于表６１５来说，现在ｈ３
１ｊ ＝ｈ４

１ｊ，ｊ＝１，⋯，５，所以

ｈ１１ ＝０，ｈ１２ ＝７，ｈ１３ ＝４，ｈ１４ ＝９，ｈ１５ ＝１６．

我们用逆向追踪法来求ｖ１ 至ｖｊ的最长路径Ｐ
１ｊ．

首先寻求Ｐ
１ｊ中ｖｊ的紧前顶点ｖｑ，使得ｈ１ｑ＋ｗｑｊ ＝ｈ１ｊ；然后寻找Ｐ

１ｊ中ｖｑ 的紧前顶

点ｖｔ，使ｈ１ｔ＋ｗｔｑ ＝ｈ１ｑ．依次类推，直至追溯到ｖ１，即得ｖ１ 至ｖｊ 的最长路径Ｐ
１ｊ ＝

ｖ１⋯ｖｔｖｑｖｊ．
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例如，我们现在来求表６１５中ｖ１ 至ｖ５ 的最长路径Ｐ
１５．

现在ｈ１５ ＝１６，由图６２６可知，ｈ１４＋ｗ４５ ＝９＋７＝１６，故Ｐ
１５中ｖ５ 的紧前顶点为

ｖ４；又知ｈ１２＋ｗ２４ ＝７＋２＝９，故Ｐ
１５中ｖ４ 的紧前顶点为ｖ２；又ｈ１３＋ｗ３２ ＝４＋３＝７，

故Ｐ
１５中ｖ２ 的紧前顶点为ｖ３；又ｈ１１＋ｗ１３ ＝０＋４＝４，故Ｐ

１５中ｖ３ 的紧前顶点为ｖ１．于

是，ｖ１ 至ｖ５ 的最长路径Ｐ
１５ ＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４ｖ５．

或者我们在第ｋ步（ｋ＝１，２，⋯）迭代的过程中，记录产生标号ｈｋ
１ｊ的具体路径的顶

点的下标信息，将它置于顶点标号的右下角．例如：

ｈ０
１ｓ＋ｗｓｔ ＝ｈ１

１ｓｔ，ｈ１
１ｓｔ＋ｗｔｑ ＝ｈ２

１ｓｔｑ，ｈ
２
１ｓｔｑ ＋ｗｑｊ ＝ｈ３

１ｓｔｑｊ．

这样，我们在迭代结束时，同时得到了ｖ１ 至ｖｊ的最长路径Ｐ
１ｊ及其长度ｈ１ｊ．

下面我们给出最长路径算法：

① 取ｈ０
１１ ＝０，ｈ０

１ｊ ＝－∞（ｊ＝２，⋯，ｎ），ｋ＝０．

②ｋ＋１为奇数否？
若是，则按ｊ＝１，⋯，ｎ的顺序，取

ｈｋ＋１
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈｋ＋１

１ｉ ＋ｗｉｊ，１≤ｉ＜ｊ；ｈｋ
１ｊ｝； （６１４）

若否，则按ｊ＝ｎ，⋯，１的顺序，取

ｈｋ＋１
１ｊ ＝ ｍａｘ｛ｈｋ

１ｊ；ｈ
ｋ＋１
１ｉ ＋ｗｉｊ，ｊ＜ｉ≤ｎ｝． （６１５）

③ｈｋ＋１
１ｊ ＝ｈｋ

１ｊ对ｊ＝１，⋯，ｎ都成立否？

若是，则ｈ１ｊ ＝ｈｋ
１ｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ），用逆向追踪法求ｖ１ 至ｖｊ的最长路径Ｐ

１ｊ，算法终止；

若否，则转步骤④．

④ｋ＋１＝ｎ？
若是，则Ｄ中存在正回路，算法终止；
若否，则ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．
这里需要指出，若Ｄ中有正回路，则在执行本算法时，在迭代过程中标号ｈｋ

１ｊ所对应

的路中已可能含有正回路，但按本算法要迭代至第ｎ步才能判断出Ｄ 中有正回路．读者
不妨用本算法对图６２５一试．
例６１５　求图６１９中ｖ１ 至ｖ８ 的最长路径及长度．
解　我们列出运算表格，如表６１６所示．

表６１６

ｋ

ｈ ｋ
１ｊ

ｖ ｊ

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７ ｖ８

０ ０１１ －∞ －∞ －∞ －∞ －∞ －∞ －∞
１ ０１１ １１２ ６１２３ ４１２４ ４１２５ ９１２５６ １４１２３７ １７１２３７８

２ ０１１ １１２ １５１２５４３ ８１２５４ ４１２５ ９１２５６ １４１２３７ １７１２３７８

３ ０１１ １１２ １５１２５４３ ８１２５４ ４１２５ １０１２４５６ ２３１２５４３７ ２６１２５４３７８

４ ０１１ １１２ １５１２５４３ ８１２５４ ４１２５ １０１２４５６ ２３１２５４３７ ２６１２５４３７８
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　　由表６１６知，ｖ１ 至ｖ８ 的最长路径为ｖ１ｖ２ｖ５ｖ４ｖ３ｖ７ｖ８，其长度为２６．

６．３．２　应用举例

例６１６　（最优分配问题）　有一个仪表公司打算向它的３个营业区设立６家销售
店，每个营业区至少设一家，所获利润如表６１７所示．问设立的６家销售店数应如何分
配，可使总利润最大？

表６１７

利　　润
营业区

Ａ Ｂ Ｃ

１ ２００ ２１０ １８０
销售 ２ ２８０ ２２０ ２３０
店数 ３ ３３０ ２２５ ２６０

４ ３４０ ２３０ ２８０

　

图６２７

解　作网络图Ｄ如图６２７所示．
顶点Ｓ６ 表示初始时公司拥有６家销售店待设置．顶点Ａｉ表示在Ａ 区设立销售店后

还剩有ｉ家销售店未设立；顶点Ｂｊ表示在对Ａ、Ｂ区设立销售店后还剩有ｊ家销售店未
设立；Ｃ０ 表示公司已将６家销售店设置完．边（Ｓ６，Ａｉ）表示在Ａ区设立６－ｉ家销售店；
边（Ａｉ，Ｂｊ）表示在Ｂ 区设立ｉ－ｊ家销售店；边（Ｂｊ，Ｃ０）表示在Ｃ区设立ｊ家商店．
图６２７中边旁的权为表６１７中相应参数．
于是，Ｓ６ 至Ｃ０ 的任一条路径表示一个具体的销售店的分配方案．例如Ｓ６Ａ５Ｂ３Ｃ０ 指

在Ａ区设立１家销售店，在Ｂ区设立２家销售店，在Ｃ区设立３家销售店．我们的问题归
结为在图Ｄ中求Ｓ６ 至Ｃ０ 的最长路径．
由算法可求出Ｓ６ 至Ｃ０ 的最长路径为Ｓ６Ａ３Ｂ２Ｃ０，其长度为７７０．故最佳决策为：在

Ａ，Ｂ，Ｃ区分别设立３、１、２家销售店，可获得利润７７０．
例６１７　（货物装载问题）　现有一辆最大装载量ｂ＝５吨的卡车装载３种货物．已

知３种货物单件重量和价值如表６１８所给．问卡车对各种货物装运多少，使卡车装载的
货物总价值最大？

解　设第ｊ种货物装载ｘｊ件（ｊ＝１，２，３），得整数规划模型：

　　　　ｍａｘｆ＝３０ｘ１＋８０ｘ２＋６５ｘ３；　　　　
ｓ．ｔ．　 ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３ ＝５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２，３．

建立网络模型Ｄ ＝（Ｖ，Ｅ）如图６２８所示．
图Ｄ的顶点个数ｎ＝ｂ＋１＝６．当Ｖ（Ｄ）的顶点ｖｉ及ｖｋ 对应的下标差（ｋ－ｉ）恰等

于ｊ＃货物单件重量ａｊ时，则给有向边（ｖｉ，ｖｋ），且Ｗ（ｖｉ，ｖｋ）＝Ｃｊ．
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表６１８

ｊ＃货物 单件重量ａｊ（吨） 价值Ｃｊ

１＃ １ ３０
２＃ ３ ８０
３＃ ２ ６５

　　　

图６２８

显然，图Ｄ中任一条ｖ０ 至ｖ５ 的路径Ｐ对应了３种货物的一个装载方案：若权为Ｃｊ

的边在路径Ｐ 中出现ｄｊ次，则ｊ＃货物装运ｄｊ件（ｘｊ ＝ｄｊ）．路径的长度Ｗ（Ｐ）即为该方
案所获得的价值ｆ．
例如，在路径Ｐ＝ｖ０ｖ１ｖ３ｖ４ｖ５ 中，

Ｗ（ｖ０，ｖ１）＝Ｗ（ｖ３，ｖ４）＝Ｗ（ｖ４，ｖ５）＝３０＝ａ１，

Ｗ（ｖ１，ｖ３）＝６５＝ａ３，

所以Ｐ对应的方案为 ｘ１ ＝３，ｘ２ ＝０，ｘ３ ＝１．

该方案的价值为 ｆ＝３０×３＋６５＝１５５＝Ｗ（Ｐ）．

如今，我们的问题归结为在图Ｄ中寻求ｖ０ 至ｖ５ 的最长路径Ｐ
０５．运用算法，可知

Ｐ
０５ ＝ｖ０ｖ２ｖ４ｖ５，

其长度为１６０．
在Ｐ

０５中有３条边，它们对应的权为

Ｗ（ｖ０，ｖ２）＝６５，Ｗ（ｖ２，ｖ４）＝６５，Ｗ（ｖ４，ｖ５）＝３０，

所以最佳决策为

ｘ
１ ＝１，ｘ

２ ＝０，ｘ
３ ＝２，

即１＃货物装载１件，２＃货物不装，３＃货物装载２件，其总价值为１６０．
例６１８　（设备更新问题）　某公司明年年初（视为第一年，ｉ＝１）将对它的一辆已

使用了２年的卡车（记作０＃型）考虑５年内的更新问题．第ｉ年年初购进的卡车视作ｉ＃型

（ｉ＝１，⋯，５）．现给定有关符号如下：

ｒｉ（ｔ）———在第ｉ年，一辆已使用了ｔ年的卡车所能得到的收益；

ｕｉ（ｔ）———在第ｉ年，对一辆已使用了ｔ年的卡车应花的维修费；

ｃｉ（ｔ）———对ｊ＃型（ｊ＝０，１，⋯，５）卡车，使用ｔ年，在第ｉ年年初的更新费（ｉ＞ｊ）．
假设各种型号的卡车的有关信息如表６１９至表６２４所给．公司每年年初都面临卡

车更新与否的决策问题．问公司从明年起，在５年内如何制定卡车的更新计划，使总的收
益最大？

解　我们作ｉＯｔ直角平面坐标系．点（ｉ，ｔ）意味着在第ｉ年初卡车处在已使用ｔ年的

状态．
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表６１９

车型：０＃型 ｉ＝１，ｔ＝２ ｉ＝２，ｔ＝３ ｉ＝３，ｔ＝４ ｉ＝４，ｔ＝５ ｉ＝５，ｔ＝６

收益ｒｉ（ｔ） １０ ８ ８ ６ ４
维修费ｕｉ（ｔ） ３ ３ ４ ４ ５
更新费ｃｉ（ｔ） ２５ ２６ ２７ ２８ ２９

表６２０

车型：１＃型 ｉ＝１，ｔ＝０ ｉ＝２，ｔ＝１ ｉ＝３，ｔ＝２ ｉ＝４，ｔ＝３ ｉ＝５，ｔ＝４

收益ｒｉ（ｔ） １４ １６ １６ １４ １２
维修费ｕｉ（ｔ） １ １ ２ ２ ３
更新费ｃｉ（ｔ） ２２ ２４ ２５ ２６

表６２１

车型：２＃型 ｉ＝２，ｔ＝０ ｉ＝３，ｔ＝１ ｉ＝４，ｔ＝２ ｉ＝５，ｔ＝３

收益ｒｉ（ｔ） １６ １４ １４ １２
维修费ｕｉ（ｔ） １ １ ２ ２
更新费ｃｉ（ｔ） ２２ ２４ ２５

表６２２

车型：３＃型 ｉ＝３，ｔ＝０ ｉ＝４，ｔ＝１ ｉ＝５，ｔ＝２

收益ｒｉ（ｔ） １８ １６ １６
维修费ｕｉ（ｔ） １ １ ２
更新费ｃｉ（ｔ） ２２ ２４

表６２３

车型：４＃型 ｉ＝４，ｔ＝０ ｉ＝５，ｔ＝１

收益ｒｉ（ｔ） １８ １６
维修费ｕｉ（ｔ） １ １
更新费ｃｉ（ｔ） ２２

　

表６２４

车型：５＃型 ｉ＝５，ｔ＝０

收益ｒｉ（ｔ） ２０
维修费ｕｉ（ｔ） １
更新费ｃｉ（ｔ）

点（ｉ，ｔ）至点（ｉ＋１，ｔ＋１）的有向边指这样的决策：在第ｉ年年初，卡车已使用ｔ年，
现继续使用，则在第ｉ＋１年年初，卡车已使用ｔ＋１年．该有向边的权即相应决策的效益

ｒｉ（ｔ）－ｕｉ（ｔ）．
点（ｉ，ｔ）至点（ｉ＋１，１）的有向边指这样的决策：在第ｉ年年初，卡车已使用ｔ年，现

进行更新，则在第ｉ＋１年年初，卡车处于使用１年的状态．该有向边的权即相应决策的收
益为

ｒｉ（０）－ｕｉ（０）－ｃｉ（ｔ）．

于是，得网络图Ｄ如图６２９所示，其中点（７，３）为虚设点．点（６，ｉ）至点（７，３）的有向边
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的权都为０（ｉ＝１，⋯，５，７）．

图６２９

在图６２９中，例如点（１，２）至点（２，３）有向边的权为

ｒ１（２）－ｕ１（２）＝１０－３＝７．

点（１，２）至点（２，１）有向边的权为

ｒ１（０）－ｕ１（０）－ｃ１（２）＝１４－１－２５＝－１２．

又如点（３，１）至点（４，１）有向边的权为

ｒ３（０）－ｕ３（０）－ｃ３（１）＝１８－１－２２＝－５．

点（１，２）至点（７，３）的任一条路径代表一种卡车更新方案．
例如，路径（１，２）（２，１）（３，２）（４，３）（５，１）（６，１）（７，３）代表的卡车更新方案为：第

１年年初时卡车已使用２年，更换新卡车，第２、第３年继续使用，第４年年初更换新卡车，
使用一年，第５年年初更换新卡车，使用至年底．该路径的长度即为相应的卡车更新方案

５年内的收益．
于是，本问题化为求一条点（１，２）至点（７，３）的最长路径Ｐ问题．

由网络图Ｄ可知：

Ｐ ＝（１，２）（２，１）（３，２）（４，３）（５，４）（６，５）（７，３），

其长度为３８．所以，最佳决策为：第１年年初对一辆已使用２年的卡车进行更新，一直使
用至第５年年末，总收益为３８．
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§６．４　第ｋ短路径问题

现给非负赋权有向图Ｄ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，任ｅ∈Ｅ，有权Ｗ（ｅ）≥０．
在很多实际问题中，由于客观条件的限制，对图Ｄ（不妨设为完备图），我们除了关心

顶点ｖ１ 至顶点ｖ的最短路径外，还对顶点ｖ１ 至顶点ｖ的第ｋ短路径发生兴趣．
第ｋ短路径———若Ｐ１，Ｐ２，⋯，Ｐｋ 为顶点ｖ１ 至顶点ｖ的ｋ 条路径，Ｗ（Ｐ１）≤

Ｗ（Ｐ２）≤ ⋯ ≤Ｗ（Ｐｋ），现Ｐ为顶点ｖ１ 至顶点ｖ的任一条路径Ｐ｛Ｐ１，⋯，Ｐｋ｝，且

Ｗ（Ｐ）≥Ｗ（Ｐｋ），则称Ｐｋ 为顶点ｖ１ 至顶点ｖ的第ｋ短路径．
例６１９　某工厂研制新产品，研究工作已近尾声．但要将新产品正式投产，还需４个

阶段工作，每个阶段的工作可在不同水准上完成，所需时间Ｗ 由表６２５给出．有１０个单
位费用可供这些阶段使用．在不同水准上的费用由表６２６给出．现问：在预算的限制下，
每个阶段工作按哪一水准进行才能使完成４个阶段工作的总时间最小？

表６２５

工作时间Ｗ
阶　　　　　段

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

水　　准

１ ５

２ ４ ３ ４ ２

３ ２ ２ ３ １

表６２６

费　　　用
阶　　　　　段

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

水　　准

１ １

２ ２ ２ ３ １

３ ３ ３ ４ ２

　　解　对此问题我们建立网络模型如图６３０所示，其中顶点ｖ２，ｖ３，ｖ４ 分别表示在

水准１、水准２、水准３条件下进行阶段Ⅰ的工作，顶点ｖ５，ｖ６ 分别表示在水准２和水准３

　　

图６３０
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条件下进行阶段Ⅱ工作，顶点ｖ７ 和ｖ８ 分别表示在水准２和水准３条件下进行阶段Ⅲ工
作，顶点ｖ９ 和ｖ１０分别表示在水准２和水准３条件下进行阶段Ⅳ工作．有向边（ｖｉ，ｖｊ）旁

的权ｗｉｊ表示在某水准下进行某阶段工作所需时间．
显然，顶点ｖ１ 至顶点ｖ１１的一条路径表示一个具体的方案，其长度为采取该方案时完

成４个阶段工作所需时间．
可知图６３０中顶点ｖ１ 至ｖ１１的最短路径为

Ｐ１ ＝ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１，

它的长度为８，相应的方案为４个阶段工作都在水准３的条件下完成，因此其费用

ｆ（Ｐ１）＝３＋３＋４＋２＝１２，

显然它超过了可提供的费用１０．
该例子说明，我们有必要研究第ｋ短路径问题．
为建立求第ｋ短路径的算法，下面我们引进一些定义及记号．
偏移———若有路径

Ｐ＝ｖ１ｕ１ｕ２⋯ｕｊｕｊ＋１⋯ｕｑｖ，

Ｑ＝ｖ１ｕ１ｕ２⋯ｕｊｔ⋯ｖ，

其中（ｕｊ，ｔ）≠（ｕｊ，ｕｊ＋１）（特殊情况，ｕｊ ＝ｖ１），且有Ｗ（Ｐ）≤Ｗ（Ｑ），则称Ｑ为Ｐ 的
偏移．
例如在图６３０中，ｖ１ｖ３ｖ５ｖ８ｖ１０ｖ１１，ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ９ｖ１１，ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１０ｖ１１，ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ９ｖ１１都为

Ｐ１ ＝ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１ 的偏移．
若我们已取得顶点ｖ１ 至顶点ｖ的第１至第ｋ短路径Ｐ１，⋯，Ｐｋ，我们作

Ｐｋ ＝ｖ１ｕ１⋯ｕｊ⋯ｕｑｖ
的部分偏移集合Ｆ（Ｐｋ）．
（为了引进一些记号，我们对以下运算作如此规定：

若ｅ为Ｄ 中边，Ｐ为Ｄ 中路径，则Ｄ－｛ｅ｝为将Ｄ中边ｅ取走所得图；而Ｄ－Ｐ为将

Ｄ中属于Ｐ 的边都取走后所得图．）
令Ｄ０ ＝Ｄ－｛（ｖ１，ｕ）｜（ｖ１，ｕ）为某一条第ｉ短路径Ｐｉ的边，１≤ｉ≤ｋ｝，求Ｄ０ 中

ｖ１ 至ｖ的最短路径Ｑ０．显然，Ｑ０ 为｛Ｐ１，⋯，Ｐｋ｝中任一路径的偏移．
一般地，令

Ｄｊ ＝Ｄ－ｖ１ｕ１⋯ｕｊ－｛（ｕｊ，ｕ）｜ｖ１ｕ１⋯ｕｊｕ为某一条第ｉ短路径Ｐｉ的子路，１≤ｉ≤ｋ｝．
求Ｄｊ中顶点ｕｊ至ｖ的最短路径Ｑ

～
ｊ，并将路径ｖ１ｕ１⋯ｕｊ与路径Ｑ

～
ｊ相衔接，得路Ｑｊ．

若Ｑｊ中顶点都不相同，则Ｑｊ为｛Ｐ１，⋯，Ｐｋ｝中任一路径的偏移．记

Ｆ（Ｐｋ）＝｛Ｑ０，Ｑ１，⋯，Ｑｑ｝．

自然，对任一Ｑ∈Ｆ（Ｐｋ），有Ｗ（Ｑ）≥Ｗ（Ｐｋ）．
算法的迭代过程可如下进行．
若已求得顶点ｖ１ 至ｖ的最短路径Ｐ１ 与Ｐ１ 的部分偏移集合Ｆ（Ｐ１），记
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Ｂ＝Ｆ（Ｐ１），

取Ｐ
～
：

Ｗ（Ｐ
～
）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（Ｑ）｜Ｑ∈Ｂ｝，

此时，还未确定的从ｖ１ 至ｖ的任一路径Ｐ 必为集合Ｂ 中某一路径Ｑ 的偏移，从而有

Ｗ（Ｐ）≥Ｗ（Ｑ）≥Ｗ（Ｐ
～
）．

于是，路径Ｐ
～
为第２短路径Ｐ２．

从集合Ｂ中去掉Ｐ
～
．我们再作Ｆ（Ｐ２），并取

Ｂ＝Ｂ∪Ｆ（Ｐ２）．

显然，还未确定过的顶点ｖ１ 至ｖ的任一路径Ｐ 为Ｂ 中某一条路径Ｑ 的偏移．取Ｐ
～

Ｗ（Ｐ
～
）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（Ｑ）｜Ｑ∈Ｂ｝，

则Ｐ
～
为Ｄ中顶点ｖ１ 至ｖ的第３短路径Ｐ３．我们从集合Ｂ中去掉Ｐ

～
，作集合Ｆ（Ｐ３），取

Ｂ＝Ｂ∪Ｆ（Ｐ３）．

如此继续迭代下去，直至求得我们所需要的顶点ｖ１ 至ｖ的第ｋ短路径．
下面我们给出ｖ１ 至ｖ的第ｋ短路径算法：

① 取一条ｖ１ 至ｖ的最短路径Ｐ１．

Ａ＝｛Ｐ１｝，　Ｂ＝ ，　ｋ＝１．
② 对Ｐｋ 作Ｆ（Ｐｋ）．
若Ｐｋ ＝ｖ１ｖ，令Ｄ０ ＝Ｄ－｛（ｖ１，ｕ）｜（ｖ１，ｕ）为某一条路径Ｐ中的边，Ｐ∈Ａ｝，求Ｄ０

中顶点ｖ１ 至ｖ的最短路径Ｑ０，Ｆ（Ｐｋ）＝｛Ｑ０｝，转步骤④；
若Ｐｋ ＝ｖ１ｕ１⋯ｕｊ⋯ｕｑｖ，令Ｄ０ ＝Ｄ－｛（ｖ１，ｕ）｜（ｖ１，ｕ）为某一条路径Ｐ 的边，

Ｐ∈Ａ｝．求Ｄ０ 中顶点ｖ１ 至ｖ的最短路径Ｑ０，Ｆ（Ｐｋ）＝｛Ｑ０｝，ｊ＝０，转步骤③．

③ｊ＝ｑ？
若是，则转步骤④；
若否，则令Ｄｊ＋１ ＝Ｄ－ｖ１ｕ１⋯ｕｊ＋１ －｛（ｕｊ＋１，ｕ）｜ｖ１⋯ｕｊ＋１ 为某路径Ｐ 中的子路，

Ｐ∈Ａ｝，求Ｄｊ＋１ 中ｕｊ＋１ 至ｖ的最短路径Ｑ
～

ｊ＋１．路径ｖ１ｕ１⋯ｕｊ＋１ 与路径Ｑ
～

ｊ＋１ 相衔接，得路

Ｑｊ＋１．Ｑｊ＋１ 中有相同顶点时，ｊ＝ｊ＋１，转步骤③；

Ｑｊ＋１ 中顶点都不相同时，Ｆ（Ｐｋ）＝Ｆ（Ｐｋ）∪｛Ｑｊ＋１｝，ｊ＋１＝ｊ，转步骤③．

④Ｂ＝Ｂ∪Ｆ（Ｐｋ）．
⑤Ｂ＝ ？
若是，则算法终止（ｖ１ 至ｖ的路径搜索完毕）．
若否，则取Ｗ（Ｐ

～
）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（Ｐ）｜Ｐ∈Ｂ｝，

Ｐｋ＋１ ＝Ｐ
～
，Ａ＝Ａ∪｛Ｐｋ＋１｝，Ｂ＝Ｂ－｛Ｐｋ＋１｝，转步骤⑥．

⑥ｋ＋１＝ｋ？

若是，则算法终止，路径Ｐｋ＋１为所求第ｋ最短路径．
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若否，则ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．
例６２０　求解例６１９．
解　我们将具体计算列成表６２７．

表６２７

ｋ Ｐｋ ｆ（Ｐｋ）
Ｆ（Ｐｋ） Ｂ

Ｑ Ｗ（Ｑ） Ｐ∈Ｂ Ｗ（Ｐ）

１
　
　
　

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

　
　
　

１２
　
　
　

Ｑ０ ＝ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

Ｑ１ ＝ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ１０ｖ１１

Ｑ２ ＝ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１０ｖ１１

Ｑ３ ＝ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ９ｖ１１

１０
９
９
９

ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ９ｖ１１

１０
９

９
９

　
　
２
　
　

　
　

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ１０ｖ１１

　
　

　
　
１１
　
　

Ｑ０ ＝ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

Ｑ１ 无

Ｑ２ ＝ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ１０ｖ１１

Ｑ３ ＝ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ９ｖ１１

　

１０

１０
１０
　

ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ９ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ９ｖ１１

１０
９

９
１０
１０

３ ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１０ｖ１１ １１

Ｑ０ ＝ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

Ｑ１ 无

Ｑ２ 无

Ｑ３ ＝ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ９ｖ１１

１０
　
　
１０

ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ９ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ９ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ９ｖ１１

１０
９

１０
１０
１０

４ ｖ１ｖ４ｖ６ｖ８ｖ９ｖ１１ １１

Ｑ０ ＝ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

Ｑ１ 无

Ｑ２ 无

Ｑ３ 无

１０
　
　
　

ｖ１ｖ３ｖ６ｖ８ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ１０ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ５ｖ８ｖ９ｖ１１

ｖ１ｖ４ｖ６ｖ７ｖ９ｖ１１

１０
１０

１０
１０

５ ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ１０ｖ１１ １０

　　在表６２５中第ｋ步对Ｐ∈Ｂ，Ｗ（Ｐ）打者，则在第ｋ＋１步时该Ｐ即为Ｐｋ＋１．
由表６２５求得Ｐ５ ＝ｖ１ｖ４ｖ５ｖ７ｖ１０ｖ１１，故本问题的最佳方案为

阶段Ⅰ工作取水准３，阶段Ⅱ工作取水准２，阶段Ⅲ工作取水准２，阶段Ⅳ工作取水准

３．４个阶段工作总时间为１０，费用为１０．

§６．５　最 小 生 成 树

若图６３１所示的赋权连通无向图Ｇ中顶点ｖ１，⋯，ｖ１０表示某个地区的１０个乡，边

〔ｖｉ，ｖｊ〕旁的权Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝ｗｉｊ为ｖｉ与ｖｊ之间的距离．现欲架设一个通往各乡的电话线

网，问应如何架设电话线网而使其总长度最短？

由于树的任意两个顶点之间恰有一条初等链，所以上述问题就是在图６３１中寻找
一棵生成树Ｔ，使树Ｔ各边权之和（电话线总长度）最小．
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图６３１　　

类似地，下水道的铺设、公路网的建设和煤气管道的装

置等等都属这类问题．
若给连通赋权无向图Ｇ ＝（Ｖ，Ｅ）（不妨设Ｇ 为简单

图），其中Ｖ ＝｛ｖ１，⋯，ｖｎ｝，Ｅ＝｛ｅ１，⋯，ｅｍ｝．
若Ｔ为Ｇ的生成树，Ｔ中边ｅ就记为ｅ∈Ｔ，则树Ｔ的权

Ｗ（Ｔ）＝ ∑
ｅ∈Ｔ

Ｗ（ｅ）．

最小生成树———若Ｔ为Ｇ的生成树，且有

Ｗ（Ｔ）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（Ｔ）｜Ｔ为Ｇ 的一棵生成树｝，

则称Ｔ为Ｇ的最小生成树．
下面我们给出两个求最小生成树的方法．

６．５．１　破回路法

无回路且连通是树的特性，由此出发，我们可用“破回路法”来求最小生成树．
破回路法的基本步骤是：任取Ｇ中一个回路，删除权最大的边（若有两条以上权最大

的边，则删除其中任一条边即可）．按此方法反复进行，直至无回路为止．余下的边的集合

Ｅ１ 的导出子图，即为Ｇ的最小生成树Ｔ．
例６２１　用破回路法求图６３１的一棵最小生成树．
解　在图６３２中，任取一个回路如ｖ１ｖ８ｖ７ｖ１，去边〔ｖ１，ｖ７〕；再取一个回路ｖ８ｖ９ｖ１０

ｖ６ｖ８，去边〔ｖ６，ｖ１０〕；再取一个回路ｖ２ｖ９ｖ３ｖ２，去边〔ｖ２，ｖ３〕；再相继取回路ｖ１ｖ２ｖ８ｖ１ 和

ｖ３ｖ４ｖ５ｖ３，分别去边〔ｖ１，ｖ２〕和〔ｖ３，ｖ５〕，得图６３３．

图６３２
　　　　　

图６３３

图６３４

在图６３３中相继取回路ｖ８ｖ７ｖ６ｖ８，ｖ２ｖ８ｖ９ｖ２，ｖ８ｖ９ｖ１０ｖ５ｖ６ｖ８ 和ｖ３ｖ４ｖ５ｖ１０ｖ９ｖ３，分别

去边〔ｖ８，ｖ７〕，〔ｖ２，ｖ８〕，〔ｖ６，ｖ５〕和〔ｖ４，ｖ５〕，得图６３４，它即为图６３１的一棵最小生成
树Ｔ，

Ｗ（Ｔ）＝１＋２＋２＋３＋３＋３＋４＋４＋５＝２７．

６．５．２　克鲁斯卡算法

由定理６１知，生成树应无回路且边数为ｎ－１．克鲁斯
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卡（Ｋｒｕｓｋａｌ）算法根据“在无回路的条件下优先选取权小的边”这一原则，从Ｇ的ｍ 条边
中逐个挑选出ｎ－１条边来．运算过程中，我们记被挑选到的边的集合为Ｅ１．
首先，我们把Ｇ的ｍ 条边按权的递增顺序进行排列，不妨设为

Ｗ（ｅ１）≤Ｗ（ｅ２）≤ ⋯ ≤Ｗ（ｅｍ）．

然后，依次逐条检查，以“选入Ｅ１ 不使Ｅ１ 的导出子图有回路”为条件来挑选进入Ｅ１

的边．
初始时，选ｅ１ 进入Ｅ１．
设当前检查到ｅｋ．如果Ｅ１ ∪｛ｅｋ｝的导出子图没有回路，就将ｅｋ 选进Ｅ１，否则就不选

取ｅｋ，而继续检查ｅｋ＋１．当Ｅ１ 中含有ｎ－１条边时，Ｇ关于Ｅ１ 的导出子图即为我们所求的

最小生成树．
为判别Ｇ关于Ｅ１ ∪｛ｅ｝的导出子图是否含有回路，我们可采用对Ｖ 中顶点给以标

号的方法来解决．
可知Ｅ１ 的导出子图Ｇ１ 虽然无回路，但不一定是树．Ｇ１ 可能是个分离图，由数个连

通的子图组成，每个连通子图是树．由此出发，我们对Ｖ 中顶点采取如下的标号方法：
初始时，对任ｖｊ ∈Ｖ，取ｖｊ的标号ｌ（ｖｊ）＝ｊ．当ｅ１ ＝〔ｕ，ｖ〕置入Ｅ１ 时，则取ｌ（ｕ）

＝ｌ（ｖ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），ｌ（ｖ）｝，其余顶点标号不变．
第ｋ步时，若ｅ＝〔ｓ，ｔ〕刚被选入Ｅ１．当ｅ加入到Ｅ１∪｛ｅ｝的导出子图的某个连通子

图时，则这个连通子图中顶点标号为 ｍａｘ｛ｌ（ｓ），ｌ（ｔ）｝者，改其顶点标号为 ｍｉｎ｛ｌ（ｓ），

ｌ（ｔ）｝．
这样规定的标号方法，具有这样的特性：两个顶点当且仅当属于Ｇ１ 的某个连通子图

时，两个顶点具有相同标号（该两顶点间有初等链相连接）．换言之，Ｇ１ 中两个没有初等链

连接的顶点的标号一定不相同．
于是，在运算过程的某一步检查ｅ＝〔ｓ，ｔ〕是否要被选进Ｅ１ 时，我们只要检查ｌ（ｓ）

是否与ｌ（ｔ）相等．
若ｌ（ｓ）＝ｌ（ｔ），说明ｓ与ｔ已在当前Ｅ１ 的导出子图Ｇ１ 的某个连通子图中，ｓ与ｔ之

间有初等链．这样的ｅ＝〔ｓ，ｔ〕，一旦选入Ｅ１，则Ｅ１ ∪｛ｅ｝的导出子图中就有回路．所以

ｌ（ｓ）＝ｌ（ｔ）的ｅ不可以被选入Ｅ１．
若ｌ（ｓ）≠ｌ（ｔ），则ｅ＝〔ｓ，ｔ〕应被选入Ｅ１．
下面，我们给出克鲁斯卡算法：

① 将Ｇ的ｍ 条边按权的递增顺序进行排列．现不妨设

Ｗ（ｅ１）≤Ｗ（ｅ２）≤ ⋯ ≤Ｗ（ｅｍ）．

取Ｅ１ ＝ ，ｌ（ｖｊ）＝ｊ（ｊ＝１，⋯，ｎ），ｋ＝１．

②ｅｋ 的端点ｕ与ｖ的标号ｌ（ｕ）与ｌ（ｖ）相等否？
若是，则ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．
若否，则Ｅ１ ＝Ｅ１ ∪｛ｅｋ｝．

③ 对Ｖ 中顶点ｖｊ，若ｌ（ｖｊ）＝ ｍａｘ｛ｌ（ｕ），ｌ（ｖ）｝，则取
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ｌ（ｖｊ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），ｌ（ｖ）｝．

④Ｅ１ 中边数｜Ｅ１｜＝ｎ－１？
若是，则Ｇ关于Ｅ１ 的导出子图即为最小生成树Ｔ，算法终止．
若否，则取ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．

图６３５　　

例６２２　求图６３５的一棵最小生成树．
解　整个运算过程由图６３６（ａ）～（ｇ）给出．这些图中顶点

旁带方框的数字表示该顶点的标号，双线边表示当前已在Ｅ１ 内

的边．最小生成树Ｔ由图６３６（ｇ）中双线边表示．可知

Ｗ（Ｔ）＝１＋２＋２＋３＋６＋６＝２０．

现在我们结合图６３６对顶点的标号过程，来解释算法中的步骤③．

（ａ）
　　　　

（ｂ）

（ｃ）
　　　　

（ｄ）

（ｅ）
　　　　

（ｆ）

（ｇ）

图６３６
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例如，对图６３６（ｄ）来说，此时Ｅ１ ＝｛［ｖ４，ｖ５］，［ｖ１，ｖ６］，［ｖ１，ｖ７］｝，Ｅ１ 的导出子图

分成两个连通子图，它们顶点标号分别为４和１．下一步我们将选边ｅ＝［ｖ７，ｖ４］进入

Ｅ１，现在

ｌ（ｖ４）＝ｌ（ｖ５）＝ ｍａｘ｛ｌ（ｖ７），ｌ（ｖ４）｝＝ ｍａｘ｛１，４｝＝４，

因此，〔ｖ７，ｖ４〕进入Ｅ１ 后，应取

ｌ（ｖ４）＝ｌ（ｖ５）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｖ７），ｌ（ｖ４）｝＝１．

于是Ｅ１ ＝｛［ｖ４，ｖ５］，［ｖ１，ｖ６］，［ｖ１，ｖ７］，［ｖ７，ｖ４］｝的导出子图是一个连通图，其顶点

的标号都为１．

§６．６　中国邮路问题

６．６．１　欧拉环游问题

例６２３　某一料场货物堆放如图６３７．每晚有个值班小组沿巡视道路进行巡视检
查．问应如何设置两个休息站及如何确定一条以两个休息站为起终点的巡视路线，使每
条应巡视的道路恰走过一次？

我们将图６３７画成图６３８的形式．于是，该问题成为在图６３８中寻找一条开链，每
条边在链中恰出现一次．这是一个图的一笔画问题，而起点和终点不相同．

图６３７
　　　　　

图６３８

对于例６２七座桥问题，我们已指出过，它也是一个图的一笔画问题，只是该问题要
求起点和终点必须相同．
所以从应用出发，我们有必要从数学上认识一笔画问题．
下面我们先介绍一些有关术语．
欧拉链———若无向图Ｇ为连通图，Ｑ为Ｇ 的一条链，Ｇ的每一条边在Ｑ 中恰出现一

次，则称Ｑ为欧拉（Ｅｕｌｅｒ）链．
欧拉环游———闭的欧拉链称为欧拉环游．
欧拉图———若无向图Ｇ含有一条欧拉环游，则称图Ｇ为欧拉图．
顶点阶数———无向图Ｇ中与顶点ｖ关联的边数称为顶点的阶数，记作δ（ｖ）．
若δ（ｖ）为偶数，则称ｖ为偶阶顶点；若δ（ｖ）为奇数，则称ｖ为奇阶顶点．
例如在图６３８中，



运筹学 方法与模型

２４６　　

δ（ｖ１）＝δ（ｖ３）＝δ（ｖ４）＝δ（ｖ７）＝δ（ｖ８）＝δ（ｖ１２）＝２，

δ（ｖ５）＝δ（ｖ６）＝δ（ｖ１０）＝δ（ｖ１１）＝４，

δ（ｖ２）＝δ（ｖ９）＝３．

所以在图６３８中，除ｖ２ 和ｖ９ 为奇阶顶点外，其余顶点皆为偶阶顶点．
定理６３　若无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）有ｎ个顶点及ｍ 条边，则

∑
ｖ∈Ｖ

δ（ｖ）＝２ｍ．

证　设图Ｇ的关联矩阵为
　　ｅ１ ｅ２ ⋯ ｅｍ

Ａ＝

ｖ１

ｖ２

…

ｖｎ

ａ１１ ａ１２ ⋯ ａ１ｍ

ａ２１ ａ２２ ⋯ ａ２ｍ

… … …

ａｎ１ ａｎ２ ⋯ ａ

烄

烆

烖

烗ｎｍ

．

由关联矩阵可知，对应于顶点ｖｉ的那一行各元素之和∑
ｍ

ｊ＝１
ａｉｊ为δ（ｖｉ），所以Ａ中全体元素

之和为∑
ｖ∈Ｖ

δ（ｖ）．又知Ａ中对应于边ｅ的那一列各元素之和为２，所以Ａ中全体元素之和

为２ｍ．从而得证∑
ｖ∈Ｖ

δ（ｖ）＝２ｍ．

定理６４　任一个无向图Ｇ中奇阶顶点的个数必为偶数．
证　令Ｖ１ ＝｛ｖ｜ｖ∈Ｖ，δ（ｖ）为奇数｝，Ｖ２ ＝｛ｖ｜ｖ∈Ｖ，δ（ｖ）为偶数｝，从而

Ｖ ＝Ｖ１ ∪Ｖ２，Ｖ１ ∩Ｖ２ ＝ ．所以

∑
ｖ∈Ｖ１

δ（ｖ）＋∑
ｖ∈Ｖ２

δ（ｖ）＝ ∑
ｖ∈Ｖ

δ（ｖ）＝２ｍ．

因为∑
ｖ∈Ｖ２

δ（ｖ）与２ｍ都为偶数，所以∑
ｖ∈Ｖ１

δ（ｖ）也为偶数，但∑
ｖ∈Ｖ１

δ（ｖ）中每一个被加项δ（ｖ）

都为奇数，故Ｖ１ 中元素个数必为偶数，即Ｇ中奇阶顶点个数必为偶数．
定理６５　（１）连通无向图Ｇ为欧拉图的充要条件为Ｇ 中无奇阶顶点．
（２）连通无向图Ｇ含有欧拉开链的充要条件为Ｇ 中奇阶顶点个数为２．
定理６５反映了无向图的一笔画性质．事实是：一个能一笔画成的图，必须有一个作

为起点的顶点和一个作为终点的顶点．图中其余顶点ｖ都只能是“过路”的顶点，若有“到
达”就必有“离去”，至于到达ｖ点多少次数没有关系，只要离去ｖ点的次数和到达的次数
相同，它便是一个“过路”顶点．由于规定一笔画中不准有重复的边，故每次到达和离去都
选用不同的边．因而顶点必然与偶数条边相关联，也就是说，一个“过路”的顶点，必然是
阶数为偶数的顶点，只有起点和终点才可以允许为奇阶顶点．从而，本定理为我们提供了
一个识别一个图能否一笔画出的极为简单的办法：如果连通无向图Ｇ无奇阶顶点，则该
图能一笔画成，且起点和终点相同；如果连通无向图Ｇ有２个奇阶顶点，则该图也能一笔
画成，但起点和终点不相同．
例如７座桥问题图６４有４个奇阶顶点，所以不能一笔画成．而图６３８有２个奇阶
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顶点，故可以一笔画成，而在两个奇阶顶点处可以设置休息站．
为给出算法，我们对无向图Ｇ给如下运算：
若是ｅ∈Ｅ（Ｇ），图Ｇ１ ＝Ｇ－｛ｅ｝指：

Ｅ（Ｇ１）＝Ｅ（Ｇ）－｛ｅ｝，Ｖ（Ｇ１）为Ｅ（Ｇ１）中边的端点的全体．
现设图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为欧拉图，它的边数为ｍ．我们对图Ｇ建立求欧拉环游的算法．
假设在图Ｇ中已得链Ｑｋ ＝ｖｊ０ｅｊ１ｖｊ１

⋯ｖｉｋ－１
ｅｊｋｖｉｋ
，其中ｅｊ１

，⋯，ｅｊｋ
皆不相同，而且图

Ｇｋ ＝Ｇ－｛ｅｊ１
，⋯，ｅｊｋ
｝仍为连通图，则从Ｇｋ 中取ｖｊｋ

的关联边时，有这样两种情况：

第一种情况：Ｇｋ 中ｖｊｋ
的关联边不止一条，它们或者是Ｇｋ 的割边，或者不是它的割边．

例如，对图６３９所给图Ｇ，若已得链Ｑ ＝ｖ７ｅ１ｖ１ｅ２ｖ２ｅ３ｖ３，此时，Ｇ３ ＝Ｇ－｛ｅ１，ｅ２，

ｅ３｝如图６４０所示．在Ｇ３ 中，与ｖ３ 关联的边有ｅ４，ｅ６ 和ｅ７．
若在Ｇ３ 中取ｅ７ｖ６ 作为链Ｑ的延伸，则当Ｑ延长为ｖ７ｅ１ｖ１ｅ２ｖ２ｅ３ｖ３ｅ７ｖ６ｅ８ｖ７ 时，就

不能再继续延长而得欧拉环游．其原因在于ｅ７ 是图６４０的割边（图６４１所示Ｇ３ －
｛ｅ７｝是一个分离图）．若取ｅ４ｖ４ 作为 Ｑ 的延伸，由于ｅ４ 不是图Ｇ３ 的割边，Ｑ ＝
ｖ７ｅ１ｖ１ｅ２ｖ２ｅ３ｖ３ｅ４ｖ４ 就能继续延长．
第二种情况：Ｇｋ 中与ｖｉｋ

关联的边仅有一条，我们就只能取它作为ｅｊｋ＋１
，作为链Ｑ的

延伸．

Ｇ

图６３９

　　　
Ｇ３

图６４０

　　　
Ｇ３－｛ｅ７｝

图６４１

由此得出结论：在延长链

Ｑｋ ＝ｖｉ０ｅｊ１ｖｉ１
⋯ｖｉｋ－１ｅｊｋｖｉｋ

时，在连通图Ｇｋ ＝Ｇ－｛ｅｊ１
，⋯，ｅｊｋ
｝中取ｅｊｋ＋１

时，除非Ｇｋ 中仅有一条与ｖｉｋ
关联的边，否

则总不取Ｇｋ 的割边为ｅｊｋ＋１．
下面我们给出求欧拉环游的弗鲁瑞（Ｆｌｅｕｒｙ）算法：

① 任取欧拉图Ｇ中一个顶点ｖｉ０
，Ｑ０ ＝ｖｉ０

，Ｅ＝ ，ｋ＝０．

②ｋ＝ｍ？
若是，则算法终止，Ｑｋ 即为所求的欧拉环游．
若否，则在Ｇｋ ＝Ｇ－Ｅ中选取ｖｉｋ

的关联边为ｅｊｋ＋１
：除非Ｇｋ 中仅有一条边与ｖｉｋ

关联，

否则总不取Ｇｋ 的割边为ｅｊｋ＋１．若ｅｊｋ＋１ ＝〔ｖｉｋ
，ｖｉｋ＋１
〕，令Ｑｋ＋１ ＝Ｑｋｅｊｋ＋１ｖｉｋ＋１

，Ｅ ＝Ｅ ∪
｛ｅｊｋ＋１
｝，ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．
我们可以把画出欧拉图的欧拉环游的方法总结成口诀：画一条边，原有图中抹一条

边，余下的图形不断掉．
例６２４　求图６４２的欧拉环游．
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解　在进行一笔画时，先把要画的那个图画在左边，而在右边进行一笔画．每当在

右边画一条边时，就把左边图上相应的一条边抹去，只要抹去的这条边不使左边的图成

为分离图即可．这样一直画下去，最后一定会把整个图不重复地一笔画出，即得欧拉环
游．图６４３和图６４４表示求图６４２一笔画的过程，图６４５为图６４２的欧拉环游．

图６４２
　　　　　

图６４３

图６４４
　　　　　

图６４５

６．６．２　中国邮路问题

“一个邮递员每次送信，从邮局出发，必须至少一次地走过他负责投递的范围的每一

条街道，待完成任务后仍回到邮局．问他如何选择一条投递路线，使他所走的路程最短？”
这个问题是由我国管梅谷同志在１９６２年首先提出的，因此称为中国邮路问题．
若邮递员管辖的街道图视为无向图Ｇ ＝（Ｖ，Ｅ），任ｅ＝〔ｖｉ，ｖｊ〕∈Ｅ，Ｗ（ｅ）＝

Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝ｗｉｊ 为街道ｅ的长度，则中国邮路问题也就是：

在图Ｇ中寻找一条闭链Ｑ，使这条闭链Ｑ的总长度最短，即

Ｗ（Ｑ）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（Ｑ）｜Ｑ为Ｇ 中一条包含Ｇ 全部边的闭链｝．

若图Ｇ为欧拉图，则我们求Ｇ的欧拉环游，它即为最佳投递线路Ｑ．
但是，在一般情况下，图Ｇ不是欧拉图，它具有偶数个奇阶顶点．此时任一条包含Ｇ

全部边的闭链必然有一部分边要重复出现，也即邮递员要完成投递任务，必然有部分街

道要重复走．邮递员在他的管辖区内走的路程的长短，就取决于重复走的街道的长短．
设Ｑ为一条包含Ｇ 的全部边的闭链，其中部分边重复出现，我们作相应的图ＧＱ：

若边ｅ＝〔ｕ，ｖ〕在Ｑ中出现ｋ＋１次，则我们就在图Ｇ中添加ｋ条〔ｕ，ｖ〕边ｅ１，

ｅ２，⋯，ｅｋ（称为添加边），且令每条添加边的权和原来边的权相等．于是，ＧＱ 没有奇阶顶

点，ＧＱ 成为欧拉图，Ｑ就是ＧＱ 中的欧拉环游．
例如，在图６４６中取
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Ｑ＝ｖ１ｅ１ｖ２ｅ１０ｖ８ｅ９ｖ４ｅ３ｖ３ｅ２ｖ２ｅ１０ｖ８ｅ９ｖ４ｅ４ｖ５ｅ５ｖ６ｅ６ｖ７ｅ８ｖ８ｅ８ｖ７ｅ７ｖ１，

其中ｅ１０，ｅ９，ｅ８ 各重复一次．
我们即得相应的图ＧＱ，如图６４７所示．

图６４６
　　　　

图６４７

若Ｑ１ 及Ｑ２ 为两条投递线路，则Ｗ（Ｑ１）与Ｗ（Ｑ２）之差就等于各相应添加边权和的

差．从而，要找最短邮递线路Ｑ，就只要找出一组添加边的集合Ｆ，使它具有下面两个
性质：

（１）把它添加到图Ｇ上后，得到的新图ＧＱ 没有奇阶顶点．
（２）添加边的权和最小．
我们把具有性质（１）的一组添加边Ｆ称为一个可行解；具有性质（２）的可行解称为最

优解．如前面介绍过的各种迭代算法一样，我们先寻找初始可行解，然后按最优性判别准
则检查这个可行解是不是最优解，不是，就把这个可行解调整成另一个更好些的可行解，

再检查新的可行解是否为最优解，直至找到最优解为止．
下面给出最优解的判别准则．
定理６６　若添加边集合Ｆ为一个可行解，则Ｆ为最优解的充分必要条件为
（１）Ｆ中无平行边．
（２）若Ｃ为Ｇ 的任一回路，则该回路的具有添加边的边集Ｃ１ 的总长度

Ｗ（Ｃ１）≤ １
２Ｗ（Ｃ），

其中 Ｃ１ ＝｛ｅ｜ｅ∈Ｃ，ｅ有相应的添加边ｅ′∈Ｆ｝． （６１６）

下面我们结合例题来进一步讲解中国邮路问题的算法步骤．
例６２５　求图６４８所示投递街道图的最短投递线路．
解　（１）寻求初始可行解．设无向图Ｇ的奇阶顶点为２ｑ个，将这２ｑ个奇阶顶点随

意分成ｑ对．因为Ｇ是连通图，故每一对奇阶顶点之间必有一条初等链，我们把ｑ条初等
链中的边作为添加边添加到Ｇ 中而得图ＧＱ．这组添加边就是一个可行解．
如图６４８有８个奇阶顶点：ｖ２，ｖ３，ｖ５，ｖ７，ｖ８，ｖ１０，ｖ１１和ｖ１２．将它们分成４对：ｖ３

与ｖ１０，ｖ２ 与ｖ５，ｖ１１与ｖ８，ｖ１２与ｖ７．
在图６４９中，对这４对奇阶顶点分别取链为ｖ３ｖ２ｖ１ｖ１０，ｖ２ｖ３ｖ４ｖ５，ｖ１１ｖ８ 和ｖ１２ｖ７，把

这４条链的全部边作为添加边集合Ｆ而得到一个可行解，相应的ＧＱ 如图６４９所示．
此时
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图６４８
　　　　

图６４９

Ｗ（Ｆ）＝ｗ１２＋２ｗ２３＋ｗ３４＋ｗ４５＋ｗ７，１２＋ｗ８，１１＋ｗ１，１０ ＝２０．

（２）调整可行解．

① 检查可行解Ｆ是否符合定理６６条件（１）．若某两个顶点ｕ与ｖ间有Ｆ 中两条或
两条以上平行边，则从Ｆ及ＧＱ 中删去偶数条ｕ与ｖ间的添加边，图ＧＱ 显然仍无奇阶顶

点，故剩下的添加边集合Ｆ还是一个可行解，但Ｗ（Ｆ）却下降了．
如在图６４９中，顶点ｖ２ 与ｖ３ 间有两条添加边，故可删去它们而得图６５０．此时

Ｗ（Ｆ）＝２０－２ｗ２３ ＝１６．

② 判别可行解Ｆ是否为最优解．
对Ｇ的任一回路Ｃ，检查定理６６条件（２）是否成立．
可知，如果Ｇ中某个回路Ｃ中边集Ｃ１ 在Ｆ中有相应的添加边，那么我们若作一次调

整，在Ｆ中删去Ｃ１ 的边所相应的添加边，换成Ｃ－Ｃ１的边所相应的添加边，这时图ＧＱ 仍

无奇阶顶点，Ｆ仍为可行解．故若对某个回路Ｃ，有Ｗ（Ｃ１）＞ １
２Ｗ（Ｃ），我们如上所说作

一次调整，那么Ｗ（Ｆ）就必然下降了．
若对Ｇ的任一回路，定理６６条件（２）都成立，则Ｆ即为最优解．我们对ＧＱ 求欧拉环

游，即得最短投递线路．
如在图６５０中，Ｇ的回路ｖ１ｖ２ｖ３ｖ１２ｖ７ｖ８ｖ１１ｖ１０ｖ１ 的权为２０，而相应添加边的权为１１，

大于回路权的一半．因此，作一次调整而得图６５１，此时，Ｗ（Ｆ）＝１４．

图６５０
　　　　

图６５１

在图６５１中，Ｇ的回路ｖ３ｖ４ｖ５ｖ１２ｖ３ 的权为１０，而相应添加边的权为７，大于回路权

的一半，作一次调整而得图６５２，此时，Ｗ（Ｆ）＝１０．
对图６５２，定理６６的条件（２）对Ｇ的任一回路都成立，可知Ｆ为最优解．求图６５２

的欧拉环游，最短投递路线如图６５３虚线边所示，其长度为５２．
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图６５２
　　　　

图６５３

我们将求最短投递线路的奇偶点图上作业法归纳如下：

① 把Ｇ的２ｑ个奇阶顶点分成ｑ对，每对顶点间取一条初等链，该ｑ条初等链中边的
全体取为初始可行解Ｆ．

②Ｆ中是否有平行边？
若是，则删除偶数条平行边，转步骤③．
若否，则转步骤③．

③ 对任一回路Ｃ和式（６１６）所给Ｃ１，Ｗ（Ｃ１）≤ １
２Ｗ（Ｃ）是否成立？

若是，则Ｆ即为最优解．在ＧＱ 中运用欧拉环游算法求得欧拉环游Ｑ，即为最短投递线路．
若否，则将Ｃ１ 在Ｆ中相应的添加边换成Ｃ２ ＝Ｃ－Ｃ１ 相应的添加边，转步骤③．
奇偶点图上作业法在实际运用中已作出了许多贡献．它不仅可以提高邮递员的工作

效率，而且对于街道清扫路线、纺织工看车路线、仓库员巡视货物路线等类似问题的研

究，都有实际意义．
但奇偶点图上作业法还不够理想，用起来不够方便，主要困难在于步骤③，需要对

Ｇ中每个回路作检查，而这不是很容易的．像图６４８这样十分简单的图，却也有２２个
回路．那么比图６４８稍为复杂一点的图，回路可以多到几百个，检查起来就不胜其繁
了．同时，该方法在调整过程中，某一个回路调整合格后，还可能会影响本来已合格的
回路，使其成为不合格的，这样更增加了计算量．埃德蒙（Ｅｄｍｏｄｓ）和约翰逊（Ｊｏｈｎｓｏｎ）
于１９７３年提出一种比较有效的方法，有兴趣的读者可参考 ＭａｔｈＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，

５（１９７３），８８～１２４．

§６．７　运 输 网 络

６．７．１　运输网络与流

许多系统存在流的问题．例如，运输系统中有物资流，公交系统中有车辆流，供水系
统中有水流等等．我们用网络图来描述系统，研究网络中流的问题．
例６２６　若发点Ａ１ 及Ａ２ 处分别有物资１２吨及２４吨，而收点Ｂ１ 及Ｂ２ 处分别需要

物资１６吨及２０吨．运输线路如图６５４所示，其中Ｆ１，Ｆ２ 和Ｆ３ 为转运点，边旁数字为该

运输线路运送该物资所允许的最大输送量．问如何调运物资，使从Ａ１ 及Ａ２ 处有最多的

物资输送到Ｂ１ 及Ｂ２ 处？
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图６５４　　

现作图６５４的同构图———图６５５．以顶点ｘ１ 及ｘ２（称

为源）分别表示发点Ａ１ 和Ａ２；以顶点ｙ１ 及ｙ２（称为汇）分

别表示收点Ｂ１ 和Ｂ２；而ｖ１，ｖ２ 和ｖ３（称为中间顶点）表示

转运点Ｆ１，Ｆ２ 和Ｆ３．把发点Ａ１ 和Ａ２ 处需要输送的物资数

写在顶点ｘ１ 和ｘ２ 旁，数字前加上“＋”号；把Ｂ１ 和Ｂ２ 处需

要的物资数写在顶点ｙ１ 和ｙ２ 旁，数字前加上“－”号．
图６５５中边旁数字（称为容量）为图６５４相应边运送该物

资所允许的最大输送量．我们称图６５５这样的网络为运输网络．

图６５５
　　　　　

图６５６

如果对这个运输问题指定了一个具体的运输方案如表６２８．
如果我们将表６２８所给的点与点之间的运量写在运输网络图６５５相应边的旁边

（如图６５６所示），并将运输网络中从顶点ｕ至顶点ｖ 的运量视为边（ｕ，ｖ）的函数

ｆ（ｕ，ｖ），则该运输方案就可以视为运输网络的一个流ｆ．

表６２８

发　点 Ａ１ Ａ１ Ａ２ Ａ２ Ｆ１ Ｆ１ Ｆ２ Ｆ３ Ｆ３

收　点 Ｆ１ Ｆ２ Ｆ２ Ｆ３ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ２ Ｂ１ Ｂ２

运　量 ７ ５ １０ １３ ５ ２ １５ １０ ３

　　下面我们给出运输网络和流的数学定义．
运输网络———给有向图Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ），若对任一边ｅ∈Ｅ，有相应的一个非负整数

Ｃ（ｅ），且已取定Ｖ 的两个非空子集Ｘ 及Ｙ，Ｘ∩Ｙ＝ ，则称Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，Ｘ，Ｙ）为
一个运输网络．Ｘ中顶点ｘ称为Ｎ 的源，Ｙ 中顶点ｙ称为Ｎ 的汇，Ｉ＝Ｖ－（Ｘ∪Ｙ）中顶
点称为中间顶点，Ｃ（ｅ）称为边ｅ的容量．
设ｆ（ｅ）为一个以Ｅ 为定义域、取值为非负整数的函数，又记ｆ＋（ｖ）为以ｖ点

（ｖ∈Ｖ）为起点的所有有向边（ｖ点的输出边）的相应函数值之和，ｆ－（ｖ）为以ｖ点为终
点的所有有向边（ｖ点的输入边）的相应函数值之和．
网络流———若对于网络Ｎ，其上非负整数函数ｆ（ｅ）满足以下两条件：

①０≤ｆ（ｅ）≤Ｃ（ｅ），　 任ｅ∈Ｅ； （６１７）

②ｆ＋（ｖ）＝ｆ－（ｖ）， 　 任ｖ∈Ｉ， （６１８）
则称ｆ为Ｎ 上一个网络流，简称流．并称ｆ（ｅ）为流ｆ在边ｅ上的流量．条件（６１７）称为
容量约束条件，条件（６１８）称为守恒条件（直观上说，在每一个中间点ｖ上，ｖ的流入量之
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和等于ｖ的流出量之和，中间点的流量是守恒的）．
显然，任一个运输网络Ｎ，至少存在一个流：ｆ（ｅ）≡０，ｅ∈Ｅ．我们称它为零流．

图６５７

例如图６５７为一个石油管道输送系统图，
它是一个运输网络，其中源ｘ１ 和ｘ２ 为油井，汇

ｙ１ 和ｙ２ 为油库，中间点ｖ１，ｖ２，ｖ３ 和ｖ４ 为泵油

站．有向边为石油输送管道，边ｅ旁第一参数为
管道ｅ在单位时间内允许的最大输送量Ｃ（ｅ），第
二参数为管道ｅ在单位时间内具体的流量ｆ（ｅ）．
为了方便算法的使用，我们用下列方法将多

源和多汇的运输网络Ｎ 化成单源和单汇的运输网络Ｎ′：

① 在Ｎ 中添加两个新的顶点ｘ和ｙ，分别成为Ｎ′中的源和汇，Ｎ 的顶点集Ｖ 成为

Ｎ′的中间顶点集；

② 对ｘ′∈Ｘ，用有向边（ｘ，ｘ′）连接顶点ｘ和ｘ′，边（ｘ，ｘ′）的容量Ｃ（ｘ，ｘ′）视具体
问题为＋∞或某一数值；

③ 对ｙ′∈Ｙ，用有向边（ｙ′，ｙ）连接顶点ｙ′和ｙ，边（ｙ′，ｙ）的容量Ｃ（ｙ′，ｙ）视具体
问题为＋∞或某一数值．
若ｆ是Ｎ 上一个流，定义Ｎ′上函数ｆ′：

ｆ′（ｅ）＝
ｆ（ｅ）， 当ｅ∈Ｅ（Ｎ），

ｆ＋（ｘ′）－ｆ（ｘ′）， 当ｅ＝（ｘ，ｘ′），ｘ′∈Ｘ，

ｆ－（ｙ′）－ｆ＋（ｙ′）， 当ｅ＝（ｙ′，ｙ），ｙ′∈Ｙ
烅
烄

烆 ．

可知，ｆ′是Ｎ′上的一个流（反之，若在Ｎ′上有一个流ｆ′，把它限制到Ｎ 上，即得Ｎ 上一
个流ｆ）．
例６２７　将图６５５所给运输网络Ｎ 化成单源和单汇的运输网络Ｎ′，且由图６５６

中的流ｆ给出Ｎ′上相应流ｆ′．
解　对Ｎ 添加顶点ｘ和ｙ．
由于ｘ１ 及ｘ２ 的发量分别为１２和２４，故在Ｎ′中（ｘ，ｘ１）的容量为１２，（ｘ，ｘ２）的容

量为２４．由图６５６知，ｆ′在（ｘ，ｘ１）上流量为１２，在（ｘ，ｘ２）上流量为２３．
由于ｙ１ 及ｙ２ 的收量分别为１６和２０，故在Ｎ′中（ｙ１，ｙ）的容量为１６，（ｙ２，ｙ）的容量

为２０．由图６５６知，ｆ′在（ｙ１，ｙ）上流量为１５，在（ｙ２，ｙ）上流量为２０．
Ｎ′和其上流ｆ′由图６５８给出．边ｅ旁参数为（Ｃ（ｅ），ｆ（ｅ））（以后都如此，不再说明）．

图６５８
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例６２８　将图６５７所给运输网络Ｎ 化成单源和单汇运输网络Ｎ′，并由Ｎ 上流ｆ
给出Ｎ′上流ｆ′．
解　对图６５７添加顶点ｘ和ｙ．
由于油井ｘ１ 和ｘ２ 处石油输出量未加限制，故在Ｎ′中，容量

Ｃ（ｘ，ｘ１）＝Ｃ（ｘ，ｘ２）＝＋∞，
流量

ｆ′（ｘ，ｘ１）＝ｆ＋（ｘ１）－ｆ－（ｘ１）＝１５＋５＋５－０＝２５，

ｆ′（ｘ，ｘ２）＝ｆ＋（ｘ２）－ｆ－（ｘ２）＝８＋１２－５＝１５．

由于油库ｙ１ 和ｙ２ 的石油需求量未加限制，故在Ｎ′中，容量：

Ｃ（ｙ１，ｙ）＝Ｃ（ｙ２，ｙ）＝＋∞，
流量：

ｆ′（ｙ１，ｙ）＝ｆ－（ｙ１）－ｆ＋（ｙ１）＝１４＋８＋４－０＝２６，

ｆ′（ｙ２，ｙ）＝ｆ－（ｙ２）－ｆ＋（ｙ２）＝１２＋６－４＝１４．

Ｎ′和其上流ｆ′由图６５９给出．

图６５９

今后我们讨论的运输网络Ｎ都为具有单源ｘ和单汇ｙ的网络：Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｘ，ｙ）．
流值Ｖａｌｆ———称ｆ＋（ｘ）为流ｆ在Ｎ 上的流值，记为Ｖａｌｆ．
显然，有

Ｖａｌｆ ＝ｆ＋（ｘ）＝ｆ－（ｙ）． （６１９）

例如图６５８中，流ｆ的流值Ｖａｌｆ ＝３５，该运输方案为：从发点ｘ１ 输出物资１２吨，
从发点ｘ２ 输出物资２３吨．
对于图６５９来说，Ｖａｌｆ ＝４０，油井ｘ１ 在单位时间内输出石油２５个单位，油井ｘ２

在单位时间内输出石油１５个单位．

６．７．２　割、最小割和最大流

割———对于运输网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｘ，ｙ），若Ｓ为Ｖ 的一个子集，Ｓ
－

＝Ｖ－Ｓ，

ｘ∈Ｓ，ｙ∈Ｓ－，则称边集

Ｋ ＝（Ｓ，Ｓ－）＝｛ｅ｜ｅ＝（ｕ，ｖ），ｕ∈Ｓ，ｖ∈Ｓ－｝ （６２０）
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为网络Ｎ 的一个割．并称

Ｃ（Ｓ，Ｓ－）＝ ∑
ｅ∈Ｋ

Ｃ（ｅ） （６２１）

为割（Ｓ，Ｓ－）的容量．
也就是说，如果我们将网络Ｎ 的顶点集Ｖ 分成两个集合Ｓ和Ｓ－：ｘ∈Ｓ，ｙ∈Ｓ－，则

割（Ｓ，Ｓ－）为Ｅ中起点在Ｓ、终点在Ｓ－的全体有向边的集合．

图６６０

例６２９　给运输网络如图６６０所示．
试求下列给定的Ｓｊ所对应的割及其容量：

（１）Ｓ１ ＝｛ｘ，ｖ１｝；

（２）Ｓ２ ＝｛ｘ，ｖ１，ｖ２，ｖ４｝；

（３）Ｓ３ ＝｛ｘ，ｖ１，ｖ２，ｖ４，ｖ５｝．
解

（１）Ｓ１ ＝｛ｘ，ｖ１｝，Ｓ
－

１ ＝｛ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｙ｝，
（Ｓ１，Ｓ

－
１）＝｛（ｖ１，ｖ３），（ｖ１，ｖ２），（ｘ，ｖ２）｝，

Ｃ（Ｓ１，Ｓ
－

１）＝Ｃ（ｖ１，ｖ３）＋Ｃ（ｖ１，ｖ２）＋Ｃ（ｘ，ｖ２）＝１０＋６＋９＝２５．
（２）Ｓ２ ＝｛ｘ，ｖ１，ｖ２，ｖ４｝，Ｓ

－
２ ＝｛ｖ３，ｖ５，ｙ｝，

（Ｓ２，Ｓ
－

２）＝｛（ｖ１，ｖ３），（ｖ４，ｖ５），（ｖ２，ｖ５）｝，

Ｃ（Ｓ２，Ｓ
－

２）＝１０＋６＋１３＝２９．
（３）Ｓ３ ＝｛ｘ，ｖ１，ｖ２，ｖ４，ｖ５｝，Ｓ

－
３ ＝｛ｖ３，ｙ｝，

（Ｓ３，Ｓ
－

３）＝｛（ｖ１，ｖ３），（ｖ５，ｙ）｝，

Ｃ（Ｓ３，Ｓ
－

３）＝１０＋１０＝２０．
若把割（Ｓ，Ｓ－）的边全部从Ｎ 中移去，余下的图不一定分离成两部分（如在例６２９

图６６０中，Ｎ－（Ｓ３，Ｓ
－

３）＝Ｎ－｛（ｖ１，ｖ３），（ｖ５，ｙ）｝就没有分离成两个子图），但是它
一定把Ｎ 的全部自源ｘ至汇ｙ的路径断开，也就是说此时流不能在Ｎ 上发生．故从直观
上不难理解，Ｎ 的任一流ｆ的流值Ｖａｌｆ不能超过任一割的容量．
最大流———若ｆ为网络Ｎ 上流值最大的流，即

Ｖａｌｆ ＝ ｍａｘ｛Ｖａｌｆ｜ｆ为Ｎ 上流｝，
则称ｆ为Ｎ 的最大流．
最小割———若（Ｓ，Ｓ－）为容量最小的割，即

Ｃ（Ｓ，Ｓ－）＝ ｍｉｎ｛Ｃ（Ｓ，Ｓ－）｜（Ｓ，Ｓ－）为Ｎ 的一个割｝，

则称割（Ｓ，Ｓ－）为Ｎ 的最小割．
设ｆ为Ｎ 上一个流，对任ｅ∈Ｅ，若ｆ（ｅ）＝Ｃ（ｅ），则称边ｅ为ｆ饱和边；若ｆ（ｅ）＜

Ｃ（ｅ），则称边ｅ为ｆ不饱和边；若ｆ（ｅ）＞０，则称边ｅ为ｆ正边；若ｆ（ｅ）＝０，则称边ｅ为

ｆ零边．
定理６７　设ｆ和（Ｓ，Ｓ

－）分别为网络Ｎ 的流和割，那么
（１）Ｖａｌｆ ≤Ｃ（Ｓ，Ｓ－）；
（２）若Ｖａｌｆ ＝Ｃ（Ｓ，Ｓ－），则ｆ和（Ｓ，Ｓ

－）分别为Ｎ 的最大流和最小割；
（３）Ｖａｌｆ ＝ Ｃ（Ｓ，Ｓ－）的充要条件为：任ｅ ∈（Ｓ，Ｓ

－），边ｅ为ｆ 饱和边；任
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ｅ∈（Ｓ
－，Ｓ），边ｅ为ｆ零边．

§６．８　最　大　流

６．８．１　增流链

设Ｑ＝ｘ⋯ｕｖ⋯ｔ为Ｎ 的一条初等链．
若Ｎ 中有ｕ到ｖ的有向边（ｕ，ｖ），则称边（ｕ，ｖ）为Ｑ的前向边；
若Ｎ 中有ｖ到ｕ的有向边（ｖ，ｕ），称边（ｖ，ｕ）为Ｑ的后向边．
若ｆ为Ｎ 上流，对ｅ∈Ｑ，令：

ｌ（ｅ）＝
Ｃ（ｅ）－ｆ（ｅ）， 当ｅ是Ｑ 的一条前向边，

ｆ（ｅ）， 当ｅ是Ｑ 的一条后向边｛ ；
（６２２）

ｌ（Ｑ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｅ）｜ｅ∈Ｑ｝． （６２３）

当ｌ（Ｑ）＝０，称Ｑ为ｆ饱和链；当ｌ（Ｑ）＞０，称Ｑ为ｆ不饱和链．

图６６１　　

例６３０　对图６６０给一个流ｆ，如图６６１所示．
取Ｑ１ ＝ｘｖ２ｖ１ｖ３ｙ，边（ｘ，ｖ２），（ｖ１，ｖ３）和（ｖ３，ｙ）

为Ｑ１ 的 前 向 边，ｌ（ｘ，ｖ２）＝ ２，ｌ（ｖ１，ｖ３）＝ ０，

ｌ（ｖ３，ｙ）＝６；边（ｖ１，ｖ２）为Ｑ１ 的后向边，ｌ（ｖ１，ｖ２）＝
０，故ｌ（Ｑ１）＝０，Ｑ１ 为ｆ饱和链．
取 Ｑ２ ＝ ｘｖ２ｖ５ｖ４ｖ３ｙ，边（ｘ，ｖ２），（ｖ２，ｖ５），

（ｖ３，ｙ）为Ｑ２ 的前向边，ｌ（ｘ，ｖ２）＝２，ｌ（ｖ２，ｖ５）＝６，

ｌ（ｖ３，ｙ）＝６；边（ｖ４，ｖ５），（ｖ３，ｖ４）为Ｑ２ 的后向边，ｌ（ｖ４，ｖ５）＝３，ｌ（ｖ３，ｖ４）＝３，故

ｌ（Ｑ２）＝２，Ｑ２ 为ｆ不饱和链．
ｆ增流链———一条从源ｘ至汇ｙ的ｆ不饱和链，称为ｆ增流链．

图６６２

若网络Ｎ 中存在一条ｆ增流链Ｑ，我们可得Ｎ 上一个新流ｆ
　∧
：

ｆ
　∧
（ｅ）＝

ｆ（ｅ）＋ｌ（Ｑ）， 当ｅ是Ｑ 的前向边，

ｆ（ｅ）－ｌ（Ｑ）， 当ｅ是Ｑ 的后向边，

ｆ（ｅ）， 其他
烅
烄

烆 ．

（６２４）

此时，有

Ｖａｌｆ
　∧

＝Ｖａｌｆ＋ｌ（Ｑ）． （６２５）

我们称ｆ
　∧
为ｆ基于Ｑ的修改流．

例如，对于图６６１中流来说，Ｑ２ ＝ｘｖ２ｖ５ｖ４ｖ３ｙ是
一条ｆ 增流链，我们可得ｆ 基于Ｑ２ 的修改流ｆ

　∧
，如

图６６２所示．
定理６８　若ｆ为运输网络Ｎ 上流，则
（１）流ｆ为Ｎ 上最大流的充要条件为Ｎ 中不存在
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ｆ增流链．
（２）若ｆ为最大流，则其流值等于最小割的容量．

６．８．２　最大流算法

现在我们关心的问题是，当网络Ｎ 给定后，如何求得它的一个最大流．
定理６８为我们提供了寻求运输网络中最大流的一个方法．若给网络Ｎ 上一个初始

流（例如零流），我们判别一下Ｎ 中有无ｆ增流链：若无ｆ增流链，则ｆ即为最大流；若有

ｆ增流链Ｑ，则可得ｆ基于Ｑ 的修改流ｆ
　∧
，有

Ｖａｌｆ
　∧

＝Ｖａｌｆ＋ｌ（Ｑ）．

再将ｆ
　∧
视为ｆ，继续迭代．
但是，到此算法还不能说已经建立成功了，因为如何寻求ｆ的增流链这个问题还没

有解决．故下面我们先讨论寻求ｆ增流链的方法，然后建立求最大流的算法．我们采用标
号的方法来寻求ｘ至ｙ的ｆ增流链．
若ｆ为网络Ｎ 的一个流，Ｎ 中满足下列条件的树Ｔ 称为以ｘ为根的ｆ不饱和树：

①ｘ∈Ｖ（Ｔ）；

② 任ｖ∈Ｖ（Ｔ），ｖ≠ｘ，Ｔ 内有唯一的一条初等链Ｑ ＝ｘ⋯ｖ为ｆ 不饱和链，

ｌ（Ｑ）＞０．
每个点ｖ∈Ｖ（Ｔ），都按下述方法给以标记：
若Ｔ中ｘ至ｖ的初等链为Ｑｖ ＝ｘ⋯ｕｖ：

① 如果（ｕ，ｖ）为Ｎ 中边，则给ｖ以标号（ｕ，＋，ｌ（ｖ）），其中第一个标号ｕ表明在链

Ｑｖ 中ｕ为ｖ的紧前顶点；第二个标号表明（ｕ，ｖ）在Ｑｖ 中为前向边；第三个标号ｌ（ｖ）＝
ｌ（Ｑｖ）（ｌ（Ｑｖ）由式（６２３）给出）．显然，有

ｌ（ｖ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），Ｃ（ｕ，ｖ）－ｆ（ｕ，ｖ）｝． （６２６）

图６６３

② 如果（ｖ，ｕ）为Ｎ 中边，则给ｖ以标号（ｕ，－，ｌ（ｖ）），其中第一个标号ｕ表明在链

Ｑｖ 中ｕ为ｖ的紧前顶点，第二个标号表明（ｖ，ｕ）在Ｑｖ 中为后向边，第三个标号ｌ（ｖ）＝
ｌ（Ｑｖ）（ｌ（Ｑｖ）由式（６２３）给出）．显然，此时有

ｌ（ｖ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），ｆ（ｖ，ｕ）｝． （６２７）

例如，图６６３为图６６１的一棵ｆ不饱和树．
我们通过以ｘ为根的ｆ 不饱和树Ｔ 的不断“生长”以及

“标记法”来探寻Ｎ 中ｆ增流链．
初始时，先给ｘ以标号（０，＋，∞）．
一般地，若已得以ｘ为根的ｆ不饱和树Ｔ（如图６６３），Ｔ

中每个顶点都有标号，而ｙＶ（Ｔ）．可将Ｓ＝Ｖ（Ｔ）中点分
成两部分：一部分点已查视过，即已生长了枝的点（例如

图６６３中的点ｘ，ｖ２ 和ｖ５），或判定不能生长枝的点（如
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图６６３中的点ｖ１）．另一部分点未查视过（如图６６３中的点ｖ４）．我们将Ｔ中全部未查视
过的点记为Ａ（Ａ为有顺序的集合，先标记的点排在前．本算法的特点为：先标记的点先
查视，即先生长枝）．
我们查视Ａ中第一个顶点ｕ能否生长枝？关心下列边：

ｅ＝（ｕ，ｖ），ｖ∈Ｓ－，有ｆ（ｅ）＜Ｃ（ｅ）；

ｅ＝（ｖ，ｕ），ｖ∈Ｓ－，有ｆ（ｅ）＞０．
令

Ｍ＋（ｕ）＝｛ｖ｜存在ｅ＝（ｕ，ｖ），ｖ∈Ｓ－，ｆ（ｅ）＜Ｃ（ｅ）｝； （６２８）

Ｍ－（ｕ）＝｛ｖ｜存在ｅ＝（ｖ，ｕ），ｖ∈Ｓ－，ｆ（ｅ）＞０｝． （６２９）

若Ｍ＋（ｕ）及Ｍ－（ｕ）都为空集，则ｕ点不能生长枝，ｕ点查视完毕，将点ｕ从Ａ 中取
出．若Ｍ＋（ｕ）或Ｍ－（ｕ）非空，则将Ｍ＋（ｕ）中所有的点ｖ及有向边ｅ＝（ｕ，ｖ）都生长在点

ｕ上而成为Ｔ 的枝；将Ｍ－（ｕ）中所有的点ｖ及有向边ｅ＝（ｖ，ｕ）都生长在点ｕ上而成为

Ｔ的枝．同时，对这些Ｍ＋（ｕ）及Ｍ－（ｕ）中的点都按我们在上面介绍过的方法给以标号．
至此，点ｕ查视完毕，从Ａ中删去．而Ｍ＋（ｕ）及Ｍ－（ｕ）中的点ｖ按标号前后顺序先后进入

Ａ，此时，Ｓ∪Ｍ＋（ｕ）∪Ｍ－（ｕ）成为新的点集Ｓ．
倘若ｕ在生长过程中得到边（ｕ，ｙ），则我们求得了ｘ至ｙ的ｆ增流链Ｑｙ．我们用逆

向追踪法来求ｆ增流链Ｑｙ：首先根据点ｙ的标号（ｕ，＋，ｌ（ｙ）），可得Ｑｙ 中ｙ的紧前顶
点ｕ，再根据点ｕ的标号，依次逆向追踪，直至回溯到点ｘ，即可得一条ｆ增流链Ｑｙ（由Ｑｙ

中各点标号的第二部分知链中各边是为前向边还是后向边），且ｌ（ｙ）＝ｌ（Ｑｙ）．
若ｙ未进入Ｔ，重复上述步骤继续运算．
若Ｔ不能再生长（即Ａ＝ ，Ｔ中点已全部查视完毕），而ｙＶ（Ｔ），则Ｎ 中无增

流链，ｆ即为最大流，算法即可终止．此时，Ｓ＝Ｖ（Ｔ）为全部已标号的点，Ｓ－为全部未标
号的点，可知Ｓ即为定理６８（１）充分性证明中的顶点集合Ｓ，于是，（Ｓ，Ｓ－）即为最小割．
所以我们说，最大流算法不仅可求得网络Ｎ 的一个最大流，同时也可求得一个最小割．
为了运算上的方便，我们可将Ｔ 的生长过程列成表格形式．例如对图６６１，寻找ｆ

增流链的过程可列成表６２９（表的第一行为查视某个顶点能否生长枝，第二、三行为被生
长的顶点及其标号）．

表６２９

查视ｕ ｘ ｘ ｖ１ ｖ２ ｖ５ ｖ４ ｖ３

标记ｖ ｘ ｖ１ ｖ２ — ｖ５ ｖ４ ｖ３ ｙ

标号ｌ（ｖ） ＋∞ ＋５ ＋２ ＋２ ＋２ ＋２ ＋２

　　对表６２９的运算过程我们作如下说明：
（１）给ｘ以标号（０，＋，∞），ｘ置入Ｓ 和Ａ 中．查视ｘ：可知 Ｍ＋（ｘ）＝｛ｖ１，ｖ２｝，

Ｍ－（ｘ）＝ ．给ｖ１ 和ｖ２ 分别以标号（ｘ，＋，ｌ（ｖ１））和（ｘ，＋，ｌ（ｖ２）），其中

ｌ（ｖ１）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｘ），Ｃ（ｘ，ｖ１）－ｆ（ｘ，ｖ１）｝＝ ｍｉｎ｛＋∞，５｝＝５；

ｌ（ｖ２）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｘ），Ｃ（ｘ，ｖ２）－ｆ（ｘ，ｖ２）｝＝ ｍｉｎ｛＋∞，２｝＝２．
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ｖ１ 和ｖ２ 先后进入Ａ和Ｓ中，从Ａ中去掉ｘ．
（２）查视Ａ中第一元素ｖ１，知Ｍ＋（ｖ１）＝Ｍ－（ｖ１）＝ ，ｖ１ 不能生长，ｖ１ 查视完毕，

从Ａ中取出．
（３）查视Ａ 中第一元素ｖ２，知 Ｍ＋（ｖ２）＝｛ｖ５｝，Ｍ－＝ ．给ｖ５ 以标号（ｖ２，＋，

ｌ（ｖ５）），其中

ｌ（ｖ５）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｖ２），Ｃ（ｖ２，ｖ５）－ｆ（ｖ２，ｖ５）｝＝ ｍｉｎ｛２，６｝＝２．

ｖ５ 进入Ａ和Ｓ中，ｖ２ 从Ａ中取出．
（４）查视Ａ 中元素ｖ５，知Ｍ＋（ｖ５）＝ ，Ｍ－（ｖ５）＝｛ｖ４｝．给ｖ４ 以标号（ｖ５，－，

ｌ（ｖ４）），其中

ｌ（ｖ４）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｖ５），ｆ（ｖ４，ｖ５）｝＝ ｍｉｎ｛２，３｝＝２．

其他以此类推．最后，我们运用逆向追踪法，由表６２９得到一条ｘ至ｙ的ｆ不饱和链

Ｑｙ ＝ｘｖ２ｖ５ｖ４ｖ３ｙ，ｌ（ｙ）＝ｌ（Ｑｙ）＝２，

基于Ｑｙ 的修改流ｆ如图６６２所示．
下面我们给出求Ｎ 中流值为指定值λ的流ｆ的算法（若要求Ｎ 的最大流，则只要在

这一算法中将事先给定的数值λ取为＋∞即可）：

① 取Ｎ 的一个初始流ｆ（例如零流），计算Ｖａｌｆ．

②Ｖａｌｆ ＝λ？
若是，则ｆ即为所求之流，算法终止；
若否，则给ｘ以标号ｌ（ｘ）＝＋∞，Ｓ＝｛ｘ｝，Ｓ－＝Ｖ－Ｓ，Ａ＝｛ｘ｝．
③Ａ＝ ？
若是，则Ｎ 中无ｆ增流链，ｆ即为最大流，算法终止；
若否，则取Ａ中第一元素ｕ，作

Ｍ＋（ｕ）＝｛ｖ｜存在ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ，ｖ∈Ｓ－，ｆ（ｅ）＜Ｃ（ｅ）｝

④Ｍ＋（ｕ）＝ ？
若是，则取Ｍ－（ｕ）＝｛ｖ｜存在ｅ＝（ｖ，ｕ）∈Ｅ，ｖ∈Ｓ－，ｆ（ｅ）＞０｝，转步骤⑤；
若否，则转步骤⑥．

⑤Ｍ－（ｕ）＝ ？
若是，则Ａ＝Ａ－｛ｕ｝，转步骤③；
若否：对Ｍ－（ｕ）中点ｖ都给以标号（ｕ，－，ｌ（ｖ）），其中ｌ（ｖ）＝ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），ｆ（ｖ，ｕ）｝．

Ｓ＝Ｓ∪Ｍ－（ｕ），Ｓ－＝Ｓ－－Ｍ－（ｕ），Ａ＝Ａ－｛ｕ｝∪Ｍ－（ｕ）

（Ｍ－（ｕ）中点按标号的先后给以顺序），转步骤③．
⑥ｙ∈Ｍ＋（ｕ）？
若是：给ｙ以标号（ｕ，＋，ｌ（ｙ）），其中ｌ（ｙ）＝ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），Ｃ（ｕ，ｙ）－ｆ（ｕ，ｙ）｝，运用

逆向追踪法求得Ｎ 中ｘ至ｙ的ｆ增流链Ｑｙ．取

δ＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｙ），λ－Ｖａｌｆ｝，
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令 ｆ
　∧
（ｅ）＝

ｆ（ｅ）＋δ， 当ｅ＝（ｕ，ｖ）∈Ｅ，（ｕ，ｖ）∈Ｑｙ，

ｆ（ｅ）－δ， 当ｅ＝（ｖ，ｕ）∈Ｅ，（ｖ，ｕ）∈Ｑｙ，

ｆ（ｅ）， Ｅ中其他边
烅
烄

烆 ．

Ｖａｌｆ
　∧

＝Ｖａｌｆ＋δ，ｆ＝ ｆ
　∧
，转步骤②．

若否：对Ｍ＋（ｕ）中顶点ｖ都给以标号（ｕ，＋，ｌ（ｖ）），其中

ｌ（ｖ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），Ｃ（ｕ，ｖ）－ｆ（ｕ，ｖ）｝．

取 Ｓ＝Ｓ∪Ｍ＋（ｕ），　Ｓ－＝Ｓ－－Ｍ＋（ｕ），　Ａ＝Ａ∪Ｍ＋（ｕ）

（Ｍ＋（ｕ）中点按标号的先后给以顺序）．按式（６２９）取Ｍ－（ｕ），转步骤⑤．
若运用上述算法求Ｎ 的最大流，则算法终止时的顶点集合Ｓ与Ｓ　－对应的割（Ｓ，Ｓ－），

即为最小割．
例６３１　求运输网络图６６４的最大流及最小割．

图６６４

解　第一步，给初始流ｆ如图６６５所示．对其寻找ｆ增流链，标号过程如表６３０
所示．

图６６５

表６３０

查视ｕ ｘ ｖ２ ｖ２ ｖ３ ｖ５ ｖ５ ｖ４

标记ｖ ｘ ｖ２ ｖ３ ｖ５ ｖ４ ｖ１ ｖ６ ｙ

标号ｌ（ｖ） ＋∞ ＋６ －６ ＋２ ＋１ ＋２ ＋１ ＋１

　　由表６３０得Ｎ 的ｆ 增流链Ｑｙ ＝ｘｖ２ｖ３ｖ４ｙ（在图６６５中用双线示之），ｌ（Ｑｙ）＝
ｌ（ｙ）＝１．Ｑｙ 中边（ｘ，ｖ２），（ｖ３，ｖ４）和（ｖ４，ｙ）为前向边，边（ｖ３，ｖ２）为后向边．得基于Ｑｙ
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的修改流如图６６６所示．

图６６６

第二步，对图６６６寻找ｆ增流链，标号过程如表６３１所示．

表６３１

查视ｕ ｘ ｖ２ ｖ２ ｖ３ ｖ５ ｖ５ ｖ５ ｖ１ ｖ４

标记ｖ ｘ ｖ２ ｖ３ ｖ５ — ｖ１ ｖ４ ｖ６ — ｙ

标号ｌ（ｖ） ＋∞ ＋５ －５ ＋２ ＋２ －２ ＋１ ＋２

　　由表６３１得ｆ增流链Ｑｙ ＝ｘｖ２ｖ５ｖ４ｙ（在图６６６中用双线示之）．得基于Ｑｙ 的修改

流如图６６７所示．

图６６７

表６３２

查视ｕ ｘ ｖ２ ｖ３

标记ｖ ｘ ｖ２ ｖ３ —

标号ｌ（ｖ） ＋∞ ＋３ －３

第三步　对图６６７寻找ｆ增流链，标号过
程如表６３２所示．
由表６３２可知，图６６７中不存在ｆ 增流

链，故图６６７中流ｆ即为最大流ｆ，有

Ｖａｌｆ ＝３５．

由表６３２知，已标号的点集Ｓ＝｛ｘ，ｖ２，ｖ３｝，未标号的点集Ｓ
－
＝｛ｖ１，ｖ４，ｖ５，ｖ６，ｙ｝，故

最小割

（Ｓ，Ｓ－）＝｛（ｘ，ｖ１），（ｖ２，ｖ５），（ｖ２，ｖ４），（ｖ３，ｖ４）｝，　　　
Ｃ（Ｓ，Ｓ－）＝Ｃ（ｘ，ｖ１）＋Ｃ（ｖ２，ｖ５）＋Ｃ（ｖ２，ｖ４）＋Ｃ（ｖ３，ｖ４）

＝１４＋１２＋５＋４＝３５．

可见，最小割的容量的大小影响最大流的流值．因此，为提高图６６７中最大流的流值，就
必须提高最小割（Ｓ，Ｓ－）中边的容量．另一方面，一旦最小割中边的容量被降低，则最
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大流的流值也同时降低．

６．８．３　最大流算法在最优分配问题中的应用

我们应用最大流算法来寻找约简矩阵Ｃ
∧

的最多个数独立零和最少覆盖线．
设Ｚ为约简矩阵Ｃ

∧

＝（ｃ
∧

ｉｊ）中全体零元素ｃ
∧

ｉｊ＝０对应的下标组成的集合：

Ｚ＝｛（ｉ，ｊ）｜ｃ
∧

ｉｊ＝０，ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ｝． （６３０）

关于Ｃ
∧

所确立的集合Ｚ，可以构造一个网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｘ，ｙ）：

Ｖ ＝｛ｘ，ｙ，ｕ１，⋯，ｕｎ，ｖ１，⋯，ｖｎ｝，

Ｅ＝｛（ｘ，ｕｉ）｜１≤ｉ≤ｎ｝∪｛（ｖｊ，ｙ）｜１≤ｊ≤ｎ｝∪
　　｛（ｕｉ，ｖｊ）｜（ｉ，ｊ）∈Ｚ｝

Ｃ（ｅ）＝１，任ｅ∈Ｅ

烅

烄

烆 ．

（６３１）

例６３２　对下列约简矩阵（６３２）按式（６３１）构造网络Ｎ：

Ｃ
∧

＝

０ ０ ０
６ ０ １

烄

烆

烌

烎４ ０ ５
． （６３２）

解　由矩阵（６３２）可知

Ｚ＝｛（１，１），（１，２），（１，３），（２，２），（３，２）｝，

图６６８　　

因此，关于Ｚ的网络Ｎ 如图６６８所示．
我们对约简矩阵关于Ｚ的网络Ｎ 用最大流算法求

最大流ｆ和最小割（Ｓ，Ｓ－）．然后，由最大流ｆ构造Ｚ
的子集Ｒ，由最小割（Ｓ，Ｓ－）构造集合Ｉ和Ｊ：

Ｒ＝｛（ｉ，ｊ）｜ｆ（ｕｉ，ｖｊ）＝１，（ｉ，ｊ）∈Ｚ｝，
（６３３）

Ｉ＝｛ｉ｜ｕｉ ∈Ｓ－｝∪｛ｉ｜存在ｖｊ，有（ｕｉ，ｖｊ）∈（Ｓ，Ｓ
－）｝， （６３４）

Ｊ＝｛ｊ｜ｖｊ ∈Ｓ｝． （６３５）
可以证明：

集合Ｒ中的元素个数等于最大流ｆ的流值，集合Ｉ与Ｊ 的元素个数之和等于最小
割（Ｓ，Ｓ－）的容量．
我们由Ｒ中的元素来选取约简矩阵中最多个数的独立零：

ｘｉｊ ＝
１，（ｉ，ｊ）∈Ｒ，

０，（ｉ，ｊ）Ｒ｛ ．

即当（ｉ，ｊ）∈Ｒ时，约简矩阵Ｃ
∧

中第ｉ行第ｊ列的零元素被选为独立零，带上括号．
我们由集合Ｉ和Ｊ给定约简矩阵Ｃ

∧

的最少覆盖线：当ｉ∈Ｉ时，对矩阵第ｉ行给行覆



第六章 网络规划

２６３　　

盖线，当ｊ∈Ｊ时，对矩阵第ｊ列给列覆盖线．
由于Ｖａｌｆ ＝Ｃ（Ｓ，Ｓ－），对约简矩阵按此方法选定的独立零个数与覆盖线数是相等的．
例６３３　对矩阵（５７５）、矩阵（５７８）用上述方法分别选取最多个数独立零和最少覆盖线．
解　约简矩阵（５７５）的最多个数独立零和最少覆盖线的选取如表６３３所示．

表６３３

（ｃ∧ｉｊ）　Ｒ，Ｉ，Ｊ Ｎ，ｆ ，Ｓ，Ｓ－，（Ｓ，Ｓ－）

Ｒ＝ ｛（１，２），（２，３），（３，１）｝
Ｉ＝ ｛２，３｝
Ｊ＝ ｛２｝

Ｓ＝ ｛ｘ，ｕ１，ｕ４，ｕ５，ｖ２｝　　　
Ｓ－＝ ｛ｙ，ｕ２，ｕ３，ｖ１，ｖ３，ｖ４，ｖ５｝

　　在表６３３中，有向边旁的参数为最大流ｆ的流量ｆ（ｅ）．由于Ｎ 中容量Ｃ（ｅ）≡１，

故表中均不再标出容量Ｃ（ｅ）．Ｎ 中双线边表示最小割（Ｓ，Ｓ　－）中的边．由于ｆ（ｕ１，ｖ２）

＝ｆ（ｕ２，ｖ３）＝ｆ（ｕ３，ｖ１）＝１，所以有

Ｒ＝｛（１，２），（２，３），（３，１）｝，

于是在矩阵Ｃ
∧

中Ｃ
∧

１２、Ｃ
∧

２３、Ｃ
∧

３１取为独立零．同时，ｕ２ ∈Ｓ－，ｕ３ ∈Ｓ－，ｖ２ ∈Ｓ，所以

Ｉ＝｛２，３｝，Ｊ＝｛２｝，在Ｃ
∧

中第２行、第３行和第２列给覆盖线．
约简矩阵（５７８）的最多个数独立零和最少覆盖线的选取如表６３４所示．

表６３４

（ｃ∧ｉｊ），Ｒ，Ｉ，Ｊ Ｎ，ｆ ，Ｓ，Ｓ－，（Ｓ，Ｓ－）

Ｒ＝ ｛（１，２），（２，３），（３，１），（５，５）｝
Ｉ＝ ｛２，３，５｝
Ｊ＝ ｛２｝

Ｓ＝ ｛ｘ，ｕ１，ｕ４，ｖ２｝　　　　
Ｓ－＝ ｛ｙ，ｕ２，ｕ３，ｕ５，ｖ１，ｖ３，ｖ４，ｖ５｝
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　　这里我们指出：由于独立零不可能被两次覆盖，所以在由矩阵（５７５）变换为矩阵
（５７８）时，矩阵（５７５）中的独立零在矩阵（５７８）中仍为零元素．因此对表６３４所示的网
络Ｎ 求最大流时，可取初始流ｆ为

ｆ（ｘ，ｕｉ）＝ｆ（ｕｉ，ｖｊ）＝ｆ（ｖｊ，ｙ）＝１，　 当（ｉ，ｊ）∈｛（１，２），（２，３），（３，１）｝，

ｆ（ｅ）＝０，　　　　Ｎ 中其他边烅
烄
烆 ．

６．８．４　应用举例

例６３４　用最大流算法求解第五章例５６最优分配问题．
解　显然，车床Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４ 分别加工零件Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３ 和Ｂ４，就是一个可行

方案，它的全部零件最早完工时间为

ｍａｘ｛ｔ１１，ｔ２２，ｔ３３，ｔ４４｝＝ ｍａｘ｛３，２，５，２｝＝５．

表６３５

Ｂｉ

Ａｉ
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４

Ａ１   
Ａ２   
Ａ３   
Ａ４ 

现问：是否存在使完工时间早于５小时的加工方案？加工时
间ｔｉｊ小于５小时的加工方式由表６３５给出．
我们建立运输网络模型，用最大流算法对表６３５寻求

一种指派方案．
用顶点ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ 代表４部车床；用顶点ｙ１，ｙ２，

ｙ３，ｙ４ 表示４个零件．若在表６３５中车床可以加工零件ｙｊ，

则在运输网络中给有向边（ｘｉ，ｙｊ），其容量为１．又给源ｘ和
汇ｙ，有向边（ｘ，ｘｉ）及（ｙｊ，ｙ）的容量皆为１（这是由于一部

车床只能加工一个零件，一个零件只要一部车床加工），得运输网络如图６６９所示．
对网络图６６９用最大流算法求得最大流ｆ如图６７０所示，有Ｖａｌｆ ＝４．

图６６９
　　　　　

图６７０

由图６７０可知：

ｆ（ｘ１，ｙ３）＝ｆ（ｘ２，ｙ２）＝ｆ（ｘ３，ｙ１）＝ｆ（ｘ４，ｙ４）＝１，

因此，我们即找到一个全部零件最早完工时间小于５小时的一个加工方案：Ａ１，Ａ２，Ａ３

和Ａ４ 分别加工零件Ｂ３，Ｂ２，Ｂ１ 和Ｂ４，最早完工时间为ｍａｘ｛ｔ１３，ｔ２２，ｔ３１，ｔ４４｝＝ｍａｘ｛４，

２，３，２｝＝４．
现问还可以再提前吗？加工时间ｔｉｊ小于４小时的加工方式由表６３６给出．
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对表６３６作相应的运输网络并求得它的最大流如图６７１所示．

表６３６

Ｂｊ

Ａｉ
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４

Ａ１  
Ａ２   
Ａ３  
Ａ４ 

　　　

图６７１

图６７１有最大流流值为３，即不存在完工时间早于４小时可行加工计划．所以，使全
部零件最早完工的加工方案为

车床Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ４ 分别加工零件Ｂ３，Ｂ２，Ｂ１ 和Ｂ４，最早完工时间为４小时．
例６３５　（船只调度问题）　有５批货物，要用船只从发点ｘ１ 和ｘ２ 分别运往收点

ｙ１，ｙ２ 和ｙ３．规定的出发日期如表６３７所给，表中ｘ２ 到ｙ３ 有两批货物，一批在第一天

出发，另一批在第８天出发．又知船只从ｘｉ到ｙｊ的航行时间（天）如表６３８所给．设每批
货物只要一条船装运，且船只在空载和重载时的航行时间相同．问如何编制航行计划，以
最少的船只完成这５批货物的运输任务？

表６３７

ｙｊ

ｘｉ
ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１ ５ １０ —

ｘ２ — １２ １，８

　　　　

表６３８

ｙｊ

ｘｉ
ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１ ２ ３ ２

ｘ２ １ １ ２

解　设５项运输任务分别为Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４ 和Ａ５，它们的开船时间ａｊ 分别为５，

１０，１２，１和８；它们的任务完成时间ｂｉ（为船只到达目的地时间，卸货时间不计）分别为

　　　
表６３９

ｔｉｊ Ａｊ

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５

ｘ１→ｙ１ ｘ１→ｙ２ ｘ２→ｙ２ ｘ２→ｙ３ ｘ２→ｙ３

Ａｉ
ａｊ

ｂｉ ５ １０ １２ １ ８

Ａ１ ｘ１→ｙ１ ７ — ２ １ １ １

Ａ２ ｘ１→ｙ２ １３ ３ — １ １ １

Ａ３ ｘ２→ｙ２ １３ ３ ３ — １ １

Ａ４ ｘ２→ｙ３ ３ ２ ２ ２ — ２

Ａ５ ｘ２→ｙ３ １０ ２ ２ ２ ２ —
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７，１３，１３，３和１０．船只在完成任务Ａｉ后接着去执行任务Ａｊ时，它所需要的船只转移时

间ｔｉｊ由表６３９给出．例如，ｔ３２＝３是船只在完成任务Ａ３（ｘ２→ｙ２）后去执行任务Ａ２（ｘ１→
ｙ２）时，它从ｙ２ 运行到ｘ１ 所需的转移时间．
若船只在完成任务Ａｉ后去执行任务Ａｊ（用Ａｉ→Ａｊ表示），则必须有ｂｉ＋ｔｉｊ ≤ａｊ，于

是，可选的船只调度运输方式由表６４０给出．
类似于例６３４，也把表６４０看成一个指派问题：用顶点ｕ１，ｕ４ 和ｕ５ 与表６４０中的

行Ａ１，Ａ４ 和Ａ５ 相对应；用顶点ｖ１，ｖ２，ｖ３ 和ｖ５ 与表６４０中的列Ａ１，Ａ２，Ａ３ 和Ａ５ 相

对应；若表６４０中允许Ａｉ→Ａｊ，则给有向边（ｕｉ，ｖｊ），即得运输网络并得其最大流如

图６７２所示．
表６４０

Ａｉ→Ａｊ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５

Ａ１   

Ａ２

Ａ３

Ａ４    

Ａ５ 

　　

图６７２

图６７２的最大流流值为３，且有

ｆ（ｕ１，ｖ２）＝ｆ（ｕ４，ｖ５）＝ｆ（ｕ５，ｖ３）＝１．

因此，任务Ａ１ 完成后，船只可去执行任务Ａ２；任务Ａ４ 完成后，船只可去执行任务Ａ５；任

务Ａ５ 完成后，船只可去执行任务Ａ３．从而，５项任务只需２条船：一条船执行任务Ａ１ 和

Ａ２，从ｘ１ 驶往ｙ１ 运送一批货物，再开回ｘ１ 运送第二批货物驶往ｙ２；另一条船依次执行

任务Ａ４，Ａ５ 和Ａ３，从ｘ２ 运送第四批货物到ｙ３，返回ｘ２ 运送第五批货物到ｙ３，再返回ｘ２

运送第三批货物到ｙ２．
例６３６　（调运计划问题）　某运输系统下属４个发点ｖ１，ｖ２，ｖ３ 和ｖ４，分别有８０，

２０，８０及６０个空集装箱急需调运到收点ｔ，其运输线路如图６７３所示（每次运输集装箱
只能从一条有向边（ｕ，ｖ）的起点ｕ输送到该边的终点ｖ后，再由发点ｖ作安排），边旁容
量为沿该边每次输送该类型集装箱的最大输送能力．从发点到收点所需单位时间如
表６４１所给．现每隔一个单位时间各发点可向关联的点发送一次空集装箱，问应如何制
订调运计划？

表６４１

发　点

收　点
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｔ

ｖ１ ０ ２ １ — —

ｖ２ — ０ — １ —

ｖ３ — — ０ １ ２
ｖ４ — — — ０ １

　　　

图６７３
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解　我们建立运输网络．令ｘ为源，ｙ为汇．
设ｙｊ为收点ｔ处于第ｊ个单位时间时的状态点（ｊ＝１，⋯，５），ｖｊ

ｉ视作ｖｉ处于第ｊ
个单位时间时的状态点（ｊ＝０，为初始时刻）．
由于发点ｖ４ 输送空集装箱到ｔ地需１个单位时间，同时我们又仅考虑５个单位时间

内的空集装箱最大流，故发点ｖ４ 可分设为ｖ０
４，ｖ１

４，ｖ２
４，ｖ３

４ 和ｖ４
４ ５个顶点，给有向边

（ｖ０
４，ｙ１），（ｖ１

４，ｙ２），（ｖ２
４，ｙ３），（ｖ３

４，ｙ４）和（ｖ４
４，ｙ５），各边的容量都取为２０．

由于发点ｖ３ 输送集装箱到收点ｖ４ 和ｔ分别需要１个和２个单位时间（注意：集装箱

再从发点ｖ４ 到收点ｔ又需１个单位时间），故发点ｖ３ 可以分设为ｖ０
３，ｖ１

３，ｖ２
３ 和ｖ３

３４个顶

点，得有向边（ｖｊ
３
，ｖｊ＋１

４
）及（ｖｊ

３
，ｙｊ＋２）（ｊ＝０，１，２，３），且Ｃ（ｖｊ

３
，ｖｊ＋１

４
）＝１５，Ｃ（ｖｊ

３
，ｙｊ＋２）

＝３０．
由于发点ｖ２ 输送集装箱到收点ｖ４ 需１个单位时间（再注意：集装箱再从ｖ４ 到ｔ需１

个单位时间），故发点ｖ２ 可分设为ｖ０
２，ｖ１

２，ｖ２
２ 和ｖ３

２４个点，得有向边（ｖ
ｊ
２
，ｖｊ＋１

４
）（ｊ＝０，

１，２，３），且Ｃ（ｖｊ
２
，ｖｊ＋１

４
）＝２５（ｊ＝０，１，２，３）．

由于发点ｖ１ 输送集装箱到收点ｖ２ 或ｖ３ 分别需２个或１个单位时间，再结合ｖ２ 或

ｖ３ 输送空集装箱到ｔ的方式及时间，故发点ｖ１ 可以分设为ｖ０
１，ｖ１

１ 和ｖ２
１３个顶点，得有向

边（ｖｊ
１
，ｖｊ＋２

２
）（ｊ＝０，１）和（ｖｊ

１
，ｖｊ＋１

３
）（ｊ＝０，１，２），且Ｃ（ｖｊ

１
，ｖｊ＋２

２
）＝４０（ｊ＝０，１），

Ｃ（ｖｊ
１
，ｖｊ＋１

３
）＝３０（ｊ＝０，１，２）．

由于发点ｖ１，ｖ２，ｖ３ 和ｖ４ 分别有８０，２０，８０和６０个空集装箱待发，故有向边

（ｘ，ｖ０
１），（ｘ，ｖ０

２），（ｘ，ｖ０
３）和（ｘ，ｖ０

４）的容量分别为８０，２０，８０和６０．由于发点ｔ对空集
装箱的需求量未加限制，故有向边（ｙｊ，ｙ）（ｊ＝１，⋯，５）的容量都取为＋∞．
考虑到发点ｖｉ处的空集装箱不在某个单位时间运走，就要停留在发点ｖｉ待运，故还

应有下列有向边：（ｖｊ
１
，ｖｊ＋１

１
）（ｊ＝０，１）；（ｖｊ

２
，ｖｊ＋１

２
）（ｊ＝０，１，２）；（ｖｊ

３
，ｖｊ＋１

３
）（ｊ＝０，

１，２）；（ｖｊ
４
，ｖｊ＋１

４
）（ｊ＝０，１，２，３）；容量分别为８０，２０，８０和６０．

综合上述讨论，我们得运输网络Ｎ 如图６７４．
我们用最大流算法对图６７４求最大流，得最大流ｆ如图６７５所示．于是，本问题

的空集装箱调运计划为：

在初始时刻（ｊ＝０）：ｖ１ 向ｖ３ 发３０个，ｖ２ 向ｖ４ 发５个，ｖ３ 向ｖ４ 发１５个，ｖ３ 向ｔ发

３０个，ｖ４ 向ｔ发２０个．
在第１个单位时间（ｊ＝１）：ｖ１ 向ｖ３ 发３０个，ｖ２ 向ｖ４ 发５个，ｖ３ 向ｖ４ 发１５个，ｖ３

向ｔ发３０个，ｖ４ 向ｔ发２０个．
在第２个单位时间（ｊ＝２）：ｖ１ 向ｖ３ 发２０个，ｖ２ 向ｖ４ 发１０个，ｖ３ 向ｖ４ 发１０个，ｖ３

向ｔ发３０个，ｖ４ 向ｔ发２０个．
在第３个单位时间（ｊ＝３）：ｖ３ 向ｔ发３０个，ｖ４ 向ｔ发２０个．
在第４个单位时间（ｊ＝４）：ｖ４ 向ｔ发２０个．
因此，在５个单位时间里，运送到收点ｔ的空集装箱最多为２２０个，还有２０个留在

发点ｖ４．
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图６７４

图６７５
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§６．９　有界容量运输网络及最大流

在从发点ｕ到收点ｖ的物资输送中，常常会遇到这样一类问题：ｕ点至ｖ点的物资运
量至多为Ｃ（ｕ，ｖ），至少为ｂ（ｕ，ｖ），即物资流量不但有容量上界约束，而且有容量下界约
束．为此，我们有必要来讨论容量有下界的运输网络的最大流算法．
若对运输网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｘ，ｙ），又给一个容量参数：任ｅ∈Ｅ，有非负整数

ｂ（ｅ）：ｂ（ｅ）≤Ｃ（ｅ），则称Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｂ，ｘ，ｙ）为有界容量运输网络（这里，对ｅ∈Ｅ，

ｂ（ｅ）不全为零）．对ｅ∈Ｅ，称ｂ（ｅ）为边ｅ的下界容量，称Ｃ（ｅ）为边ｅ的上界容量．
有界容量运输网络Ｎ 上的网络流ｆ（Ｅ上非负整数函数）应满足约束：

①ｂ（ｅ）≤ｆ（ｅ）≤Ｃ（ｅ），　ｅ∈Ｅ，

②ｆ＋（ｖ）＝ｆ－（ｖ），　ｖ∈Ｉ．
对于任意给定的一个有界容量运输网络 Ｎ，Ｎ 上的网络流不一定存在．例如对

图６７６

图６７６这样的网络：边ｅ１ ＝（ｘ，ｕ）的下界容量ｂ（ｘ，ｕ）＝０，
上界容量Ｃ（ｘ，ｕ）＝１；边ｅ２ ＝（ｕ，ｙ）的下界容量ｂ（ｕ，ｙ）

＝２，上界容量Ｃ（ｕ，ｙ）＝３，那么，在这个网络Ｎ 中显然是
不可能发生流的．所以，对于有界容量运输网络Ｎ，首要的问
题是判断它是否有流ｆ存在．
为此，我们对有界容量运输网络

Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，ｂ，Ｃ，ｘ，ｙ），
作辅助网络

Ｎ
～

＝（Ｖ
～
，Ｅ

～
，Ｃ

～
，Ｒ，ｔ），

然后由下界容量为零的运输网络Ｎ
～

＝（Ｖ
～
，Ｅ
～
，Ｃ
～
，Ｒ，ｔ）作为媒介来判别Ｎ 中是否有流

ｆ存在．
对于有界容量运输网络

Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｂ，ｘ，ｙ）（ｅ∈Ｅ，ｂ（ｅ）不全为零），我们构造Ｎ 的辅助网络Ｎ
～

＝
（Ｖ
～
，Ｅ

～
，Ｃ

～
，Ｒ，ｔ）如下：

① Ｖ
～

＝Ｖ ∪｛Ｒ，ｔ｝（Ｒ，ｔ分别为Ｎ
～
的源和汇）；

② Ｅ
～

＝Ｅ∪｛（ｙ，ｘ）｝∪｛（Ｒ，ｖ），（ｖ，ｔ）｜ｖ∈Ｖ｝，

③ Ｃ
～
（ｅ）＝

Ｃ（ｅ）－ｂ（ｅ），ｅ∈Ｅ，

ｂ－（ｖ）， ｅ＝（Ｒ，ｖ），ｖ∈Ｖ，

ｂ＋（ｖ）， ｅ＝（ｖ，ｔ），ｖ∈Ｖ，

＋∞， ｅ＝（ｙ，ｘ

烅

烄

烆 ），

（６３６）

其中ｂ－（ｖ）为Ｎ 中以ｖ点为终点的全部有向边ｅ（ｖ点的输入边）的下界容量ｂ（ｅ）之和；

ｂ＋（ｖ）为Ｎ 中以ｖ点为起点的全部有向边ｅ（ｖ点的输出边）的下界容量ｂ（ｅ）之和．
对于运输网络Ｎ

～
，满足约束：

①０≤ｇ（ｅ）≤Ｃ
～
（ｅ）　（ｅ∈Ｅ

～
）；
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②ｇ＋（ｖ）＝ｇ－（ｖ）　（ｖ∈Ｖ
～

－｛Ｒ，ｔ｝）
的网络流ｇ显然是存在的（例如零流ｇ≡０就是其中之一），因而可用上节所叙述的最大
流算法来求得Ｎ

～
的最大流ｇ．

我们不加证明给出下述定理６９．
定理６９　给定有界容量运输网络

Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｂ，ｘ，ｙ），

其辅助网络Ｎ
～

＝（Ｖ
～
，Ｅ

～
，Ｃ

～
，Ｒ，ｔ），那么

（１）网络Ｎ 中有流ｆ 存在的充分必要条件为：若ｇ为Ｎ
～
的最大流，则对任ｖ∈Ｖ，

有ｇ（Ｒ，ｖ）＝Ｃ
～
（Ｒ，ｖ）成立；

（２）若ｇ为Ｎ
～
的最大流，则对任ｖ∈Ｖ，有ｇ（Ｒ，ｖ）＝Ｃ

～
（Ｒ，ｖ）成立的充要条件

为：Ｖａｌｇ ＝ ∑
ｅ∈Ｅ

ｂ（ｅ）；

（３）若ｇ为Ｎ
～
的最大流，且Ｖａｌｇ ＝ ∑

ｅ∈Ｅ
ｂ（ｅ），则ｆ（ｅ）＝ｇ（ｅ）＋ｂ（ｅ）（ｅ∈Ｅ）为

Ｎ 上流．
本定理给我们指出了判别有界容量运输网络Ｎ 是否有流存在的一个方法：
首先用上节介绍的最大流算法求网络Ｎ

～
的最大流ｇ，然后验证Ｖａｌｇ是否等于Ｎ

中全部有向边的下界容量之和∑
ｅ∈Ｅ

ｂ（ｅ）？也即验证是否对任ｖ∈Ｖ，（Ｒ，ｖ）都为饱和边：

ｇ（Ｒ，ｖ）＝Ｃ
～
（Ｒ，ｖ）？若Ｖａｌｇ ＜∑

ｅ∈Ｅ
ｂ（ｅ）（即存在一条边（Ｒ，ｖ）（ｖ∈Ｖ），有ｇ（Ｒ，ｖ）＜

Ｃ
～
（Ｒ，ｖ）），则Ｎ 中不存在流；反之，若Ｖａｌｇ ＝ ∑

ｅ∈Ｅ
ｂ（ｅ），则网络Ｎ 中存在流，与此同

时，我们也就得到了Ｎ 中一个流ｆ：

ｆ（ｅ）＝ｇ（ｅ）＋ｂ（ｅ），任ｅ∈Ｅ． （６３７）

我们就以该流ｆ作为网络Ｎ 的一个初始流，然后再利用上一节所给的最大流算法（个别
步骤应作修改）即可求得Ｎ 的最大流ｆ．
下面我们给出有界容量运输网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｂ，ｘ，ｙ）的最大流算法：

① 作Ｎ 的辅助网络Ｎ
～

＝（Ｖ
～
，Ｅ

～
，Ｃ

～
，Ｒ，ｔ）．

② 求Ｎ
～
的最大流ｇ．

③Ｖａｌｇ ＝ ∑
ｅ∈Ｅ

ｂ（ｅ）成立否？

若是，则令ｆ（ｅ）＝ｇ（ｅ）＋ｂ（ｅ）（ｅ∈Ｅ），转步骤④；
若否，则Ｎ 中不存在流，算法终止．
（４）以ｆ作为Ｎ 的初始流，求Ｎ 的最大流．
在求Ｎ 的最大流时，由于对Ｎ 中任一边ｅ，要求ｂ（ｅ）≤ｆ（ｅ）≤Ｃ（ｅ）成立，所以对上

一节所给的最大流算法作如下修改：在算法步骤中，Ｍ－（ｕ）都应改为

Ｍ－（ｕ）＝｛ｖ｜存在ｅ＝（ｖ，ｕ）∈Ｅ，ｖ∈Ｓ
－
，ｆ（ｅ）＞ｂ（ｅ）｝．

对Ｍ－（ｕ）中点ｖ的标号ｌ（ｖ）改为
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ｌ（ｖ）＝ ｍｉｎ｛ｌ（ｕ），ｆ（ｖ，ｕ）－ｂ（ｖ，ｕ）｝．

例６３７　求有界容量运输网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｂ，ｘ，ｙ）图６７７的最大流，边旁参
数为Ｃ（ｅ），ｂ（ｅ）．

图６７７
　　　　　

图６７８

解　作辅助网络Ｎ
～
如图６７８．

在Ｎ
～
中，各边的容量按式（６３６）得到：

Ｃ
～
（ｘ，ｖ２）＝Ｃ（ｘ，ｖ２）－ｂ（ｘ，ｖ２）＝４－２＝２，

Ｃ
～
（ｘ，ｖ１）＝Ｃ（ｘ，ｖ１）－ｂ（ｘ，ｖ１）＝４－０＝４，

Ｃ
～
（ｖ１，ｖ２）＝Ｃ（ｖ１，ｖ２）－ｂ（ｖ１，ｖ２）＝４－２＝２，

Ｃ
～
（ｖ２，ｙ）＝Ｃ（ｖ２，ｙ）－ｂ（ｖ２，ｙ）＝５－２＝３，

Ｃ
～
（ｖ１，ｙ）＝Ｃ（ｖ１，ｙ）－ｂ（ｖ１，ｙ）＝３－２＝１，

Ｃ
～
（Ｒ，ｘ）＝０，

Ｃ
～
（Ｒ，ｖ１）＝ｂ（ｘ，ｖ１）＝０，

Ｃ
～
（Ｒ，ｖ２）＝ｂ（ｘ，ｖ２）＋ｂ（ｖ１，ｖ２）＝２＋２＝４，

Ｃ
～
（Ｒ，ｙ）＝ｂ（ｖ１，ｙ）＋ｂ（ｖ２，ｙ）＝２＋２＝４，

Ｃ
～
（ｘ，ｔ）＝ｂ（ｘ，ｖ１）＋ｂ（ｘ，ｖ２）＝０＋２＝２，

Ｃ
～
（ｖ１，ｔ）＝ｂ（ｖ１，ｖ２）＋ｂ（ｖ１，ｙ）＝２＋２＝４，

Ｃ
～
（ｖ２，ｔ）＝ｂ（ｖ２，ｙ）＝２，

Ｃ
～
（ｙ，ｔ）＝０，

Ｃ
～
（ｙ，ｘ）＝＋∞．

用最大流算法求得Ｎ
～
的最大流ｇ如图６７９．由于

　　Ｖａｌｇ ＝８

　　∑
ｅ∈Ｅ

ｂ（ｅ）＝ｂ（ｘ，ｖ２）＋ｂ（ｘ，ｖ１）＋ｂ（ｖ１，ｖ２）＋ｂ（ｖ１，ｙ）＋ｂ（ｖ２，ｙ）

＝２＋０＋２＋２＋２＝８

可知，Ｖａｌｇ ＝∑
ｅ∈Ｅ

ｂ（ｅ），故Ｎ中存在流．由式（６３７），我们得Ｎ中流ｆ如图６８０所示．

ｆ（ｘ，ｖ１）＝ｇ（ｘ，ｖ１）＋ｂ（ｘ，ｖ１）＝４＋０＝４，

ｆ（ｘ，ｖ２）＝ｇ（ｘ，ｖ２）＋ｂ（ｘ，ｖ２）＝０＋２＝２，

ｆ（ｖ１，ｖ２）＝ｇ（ｖ１，ｖ２）＋ｂ（ｖ１，ｖ２）＝０＋２＝２，

ｆ（ｖ１，ｙ）＝ｇ（ｖ１，ｙ）＋ｂ（ｖ１，ｙ）＝０＋２＝２，
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ｆ（ｖ２，ｙ）＝ｇ（ｖ２，ｙ）＋ｂ（ｖ２，ｙ）＝２＋２＝４．

图６７９
　　　

图６８０
　　　

图６８１

以图６８０中的流ｆ为初始流，求得图６７７的最大流ｆ如图６８１所示，有

Ｖａｌｆ ＝７．

§６．１０　最小代价流问题

在例６２６图６５５中，若每吨物资从顶点ｕ沿边（ｕ，ｖ）运输到顶点ｖ，运行Ｗ（ｕ，ｖ）
千米，问如何调运物资，使从ｘ１ 及ｘ２ 处运送最多的物资到ｙ１ 及ｙ２ 处，而所费总吨千米

数最少？这样，我们在建立运输网络时，除了每条边有容量外，又对应了另外一个参

数———边的起点到终点的距离．在求最大流时，一方面要考虑每条边的流量符合容量约
束和流量守恒条件，另一方面还要考虑流的流程大小．
一般地，给运输网络Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，ｘ，ｙ），又设非负实数Ｗ（ｕ，ｖ）为一个单位的流

量从顶点ｕ沿边（ｕ，ｖ）流到顶点ｖ所花的代价（或仍称Ｗ（ｕ，ｖ）为边的权，可指距离、时
间和费用等各种指标），这样的网络称为带代价的运输网络，或赋权的运输网络，常用

Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，Ｗ，ｘ，ｙ）表示．
设ｆ为Ｎ 上一个流，Ｖａｌｆ ＝λ，则

Ｗ（ｆ）＝ ∑
ｅ∈Ｅ

Ｗ（ｅ）ｆ（ｅ）

表示Ｎ 内按照网络流ｆ运送流量λ个单位从源ｘ到汇ｙ所花的代价，称Ｗ（ｆ）为流ｆ的
代价．
最小代价流———设Ｎ 为带代价的网络，ｆ为Ｎ 上流，若Ｖａｌｆ ＝λ，且有

Ｗ（ｆ）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（ｆ）｜ｆ为Ｎ 上流，Ｖａｌｆ ＝λ｝， （６３８）

则称ｆ为Ｎ 上一个流值为λ的最小代价流．
最小代价的最大流———若λ为Ｎ 上最大流的流值，则称满足条件（６３８）的流ｆ为

最小代价的最大流．
本节旨在建立流值为λ的最小代价流和最小代价的最大流算法．当然，这类问题可

以归结为我们熟悉的线性规划模型．但考虑到网络模型的直观性、形象性及求解的整数
性，本节建立的算法自有它的优点．
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６．１０．１　伴随ｆ的增流网络

如图６８２（ａ）所示：Ｃ（ｕ，ｖ）＝６，ｆ（ｕ，ｖ）＝４，Ｗ（ｕ，ｖ）＝３．我们来考虑流量在边
（ｕ，ｖ）上的增减情况．

（ａ）
　　　　　

（ｂ）

图６８２

边ｅ＝（ｕ，ｖ）至多可以再多输送Ｃ（ｅ）－ｆ（ｅ）＝６－４个单位流量，至多可以少输送

ｆ（ｅ）＝４个单位流量．此时，若自顶点ｕ至顶点ｖ沿边（ｕ，ｖ）减少一个单位的流量，则可
以理解为：在从顶点ｕ沿边（ｕ，ｖ）输送４个单位流量到顶点ｖ的同时，有１个单位流量自
顶点ｖ沿一条虚设边（ｖ，ｕ）（以后用弧边来表示这类虚设的有向边）输送到顶点ｕ．故有
向边（ｕ，ｖ）上流量目前所能增减的情况如图６８２（ｂ）所示：沿（ｕ，ｖ）至多能增送２个单位
流量，沿（ｖ，ｕ）至多能增送４个单位流量．在图６８２（ｂ）中，我们令

Ｃ′（ｕ，ｖ）＝Ｃ（ｕ，ｖ）－ｆ（ｕ，ｖ）＝６－４＝２，

Ｃ′（ｖ，ｕ）＝ｆ（ｕ，ｖ）＝４．

显然，在图６８２（ｂ）中，沿边（ｕ，ｖ）运送一个单位流量，相当于在图６８２（ａ）沿边
（ｕ，ｖ）增送一个单位流量，因而，要增加代价Ｗ（ｕ，ｖ）＝３；在图６８２（ｂ）中，沿边（ｖ，ｕ）
运送一个单位流量，相当于在图６８２（ａ）沿边（ｕ，ｖ）减送一个单位流量，因而要减少代价

Ｗ（ｕ，ｖ），在图６８２（ｂ）中，我们令

Ｗ′（ｕ，ｖ）＝Ｗ（ｕ，ｖ），　　
Ｗ′（ｖ，ｕ）＝－Ｗ（ｕ，ｖ），

设ｆ为带代价的运输网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，Ｗ，ｘ，ｙ）上一个网络流，现构造一个伴随ｆ
的增流网络Ｎｆ ＝（Ｖｆ，Ｅｆ，Ｃ′，Ｗ′，ｘ，ｙ）如下：

① Ｖｆ ＝Ｖ（Ｎ）； （６３９）

② Ｅｆ ＝Ｅ＋
ｆ∪Ｅ－

ｆ， （６４０）

其中 Ｅ＋
ｆ＝｛（ｕ，ｖ）｜（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｎ），ｆ（ｕ，ｖ）＜Ｃ（ｕ，ｖ）｝， （６４１）

Ｅ－
ｆ＝｛（ｕ，ｖ）｜（ｖ，ｕ）∈Ｅ（Ｎ），ｆ（ｖ，ｕ）＞０｝； （６４２）

③ 取

Ｃ′（ｕ，ｖ）＝
Ｃ（ｕ，ｖ）－ｆ（ｕ，ｖ）， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ＋

ｆ，

ｆ（ｖ，ｕ）， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ－
ｆ

烅
烄

烆 ；
（６４３）

Ｗ′（ｕ，ｖ）＝
Ｗ（ｕ，ｖ）， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ＋

ｆ，

－Ｗ（ｖ，ｕ）， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ－
ｆ

烅
烄

烆 ．
（６４４）
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我们称Ｅ＋
ｆ 中的边为正规边，Ｅ

－
ｆ 中的边为非正规边．

例６３８　对下列网络Ｎ 及其上流ｆ分别作伴随ｆ的增流网络Ｎｆ．
（１）网络Ｎ１ 如图６８３所示；
（２）网络Ｎ２ 如图６８４所示（边旁参数为Ｃ（ｅ），ｆ（ｅ），Ｗ（ｅ））．

图６８３
　　　　　

图６８４

解　网络Ｎ１ 的伴随ｆ的增流网络如图６８５所示，网络Ｎ２ 的伴随ｆ的增流网络

如图６８６所示．

图６８５
　　　　　

图６８６

若ｆ为带代价的网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，Ｗ，ｘ，ｙ）上的流，其伴随ｆ的增流网络为

Ｎｆ．若Ｐ为Ｎｆ 中一条ｘ到ｙ的路径，令Ｃ′（Ｐ）为Ｐ中各边容量之最小值，即

Ｃ′（Ｐ）＝ ｍｉｎ｛Ｃ′（ｅ）｜ｅ为Ｐ 中有向边｝，

则称Ｃ′（Ｐ）为路径Ｐ的容量．
若取δ为一个不超过Ｃ′（Ｐ）的正整数，我们作Ｎ 上流ｆ

　∧
（可以验证如下取法的ｆ

　∧

为流）：

ｆ
　∧
（ｕ，ｖ）＝

ｆ（ｕ，ｖ）＋δ， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ，且（ｕ，ｖ）∈Ｐ∩Ｅ＋
ｆ，

ｆ（ｕ，ｖ）－δ， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ，且（ｖ，ｕ）∈Ｐ∩Ｅ－
ｆ，

ｆ（ｕ，ｖ）， 其他
烅

烄

烆 ，

（６４５）

则称ｆ
　∧
为关于Ｐ，δ的修改流．可知

Ｖａｌｆ
　∧

＝Ｖａｌｆ＋δ． （６４６）

若Ｑ为Ｎｆ 中一个回路，令Ｃ′（Ｑ）为Ｑ中各边容量之最小值，即

Ｃ′（Ｑ）＝ ｍｉｎ｛Ｃ′（ｅ）｜ｅ为Ｑ 中有向边｝，
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我们称Ｃ′（Ｑ）为回路Ｑ的容量．
若取δ为一个不超过Ｃ′（Ｑ）的正整数，我们作 Ｎ 上流ｆ

～
（可以验证如下取法的ｆ

～

为流）：

ｆ
～
（ｕ，ｖ）＝

ｆ（ｕ，ｖ）＋δ， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ，且（ｕ，ｖ）∈Ｑ∩Ｅ＋
ｆ

ｆ（ｕ，ｖ）－δ， 若（ｕ，ｖ）∈Ｅ，且（ｖ，ｕ）∈Ｑ∩Ｅ－
ｆ

ｆ（ｕ，ｖ），
烅

烄

烆 其他

（６４７）

我们称ｆ
～
为ｆ关于Ｑ，δ的修改流．

容易验证： Ｖａｌｆ
～
＝Ｖａｌｆ （６４８）

又Ｗ′（Ｑ）＝ ∑
ｅ∈Ｑ

Ｗ′（ｅ），则不难知道有如下结论：

Ｗ（ｆ
～
）＝Ｗ（ｆ）＋δＷ′（Ｑ） （６４９）

例如，在图６８５中，Ｑ＝ｘｖ１ｙｖ２ｘ是一个回路，且

Ｃ′（Ｑ）＝ ｍｉｎ｛Ｃ′（ｘ，ｖ１），Ｃ′（ｖ１，ｙ），Ｃ′（ｙ，ｖ２），Ｃ′（ｖ２，ｘ）｝

＝ ｍｉｎ｛２，４，５，３｝＝２，

Ｗ′（Ｑ）＝Ｗ′（ｘ，ｖ１）＋Ｗ′（ｖ１，ｙ）＋Ｗ′（ｙ，ｖ２）＋Ｗ′（ｖ２，ｘ）

＝２＋５－２－６＝－１．

取δ＝Ｃ′（Ｑ）＝２，则可知，图６８４中流ｆ
～
就是图６８３中流ｆ关于Ｑ，δ的修改流．

经计算，可知图６８３中流ｆ的代价

Ｗ（ｆ）＝３８，
图６８４中流ｆ

～
的代价

Ｗ（ｆ
～
）＝３６，

可见 Ｗ（ｆ）＋δＷ′（Ｑ）＝３８＋２×（－１）＝３６＝Ｗ（ｆ
～
）．

由此可知，若ｆ为Ｎ 上流，Ｖａｌｆ＝λ，且Ｎｆ 中存在一个Ｗ′（Ｑ）＜０的负回路，则ｆ
一定不是流值为λ的最小代价流．
我们有如下定理

定理６１０　设ｆ为网络Ｎ 上流，Ｖａｌｆ ＝λ，则
（１）ｆ为Ｎ 中流值为λ的最小代价流的充分必要条件为：在Ｎｆ 中不存在负回路．
（２）如果ｆ为Ｎ 中流值为λ的最小代价流，Ｐ为Ｎｆ 中一条从ｘ到ｙ的最短路径，δ
为任一不超过Ｃ′（Ｐ）的正整数，则ｆ关于Ｐ，δ的修改流ｆ

～
为Ｎ 中流值为λ＋δ的最小代

价流．
（３）ｆ为Ｎ 中最大流的充分必要条件为：Ｎｆ 中不含一条从源ｘ至汇ｙ的路径．
例如，网络Ｎ２ 图６８６的伴随ｆ的增流网络图６８６中无负回路，所以，根据定理

６１０（１），图６８６中的流ｆ是流值为５的最小代价流．
例６３９　求网络Ｎ２ 图６８４中流值λ为６的最小代价流．
解　我们已经知道，图６８４中流ｆ是流值为５的最小代价流．
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图６８７　　

在Ｎｆ 图６８６中，最短路径

　Ｐ＝ｘｖ２ｖ１ｙ，

　Ｃ′（Ｐ）＝ ｍｉｎ｛Ｃ′（ｘ，ｖ２），Ｃ′（ｖ２，ｖ１），Ｃ′（ｖ１，ｙ）｝

＝ ｍｉｎ｛２，２，２｝＝２．

取 δ＝ ｍｉｎ｛Ｃ′（Ｐ），λ－Ｖａｌｆ｝＝ ｍｉｎ｛２，６－５｝＝１．

ｆ关于Ｐ，δ的修改流ｆ
　∧
如图６８７所示．ｆ

　∧
为流值为６的最小代价流．

６．１０．２　最小代价流算法

对于给定的带代价的网络Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，Ｗ，ｘ，ｙ），定理６１０给我们指出了如何
在Ｎ 中寻求流值为λ的最小代价流的两种方法：
方法之一是先在Ｎ 中任取一个流值为λ的流ｆ（可利用本章§６．８的算法），在其Ｎｆ

中寻找一个负回路Ｑ．若Ｑ不存在，则ｆ即为所求的最小代价流；否则取δ＝Ｃ′（Ｑ），作ｆ
关于Ｑ，δ的修改流ｆ

　～
．视ｆ

　～
为新的ｆ，再在新的Ｎｆ 中寻找一个负回路．这样反复迭代，直

到找到最小代价流为止．
方法之二是在Ｎ 中任取一个流值小于λ的最小代价流ｆ（例如，取ｆ为零流），在其

Ｎｆ 中寻求一条ｘ至ｙ的最短路径Ｐ，取δ＝ｍｉｎ｛Ｃ′（Ｐ），λ－Ｖａｌｆ｝，作ｆ关于Ｐ，δ的修
改流ｆ

　∧
，ｆ

　∧
为流值是Ｖａｌｆ＋δ的最小代价流．视ｆ

　∧
为新的流ｆ，重复上述步骤继续进行

迭代，直至找到所求的最小代价流．
下面我们给出这两个算法．
求流值为λ的最小代价流算法一：

① 在Ｎ 中任取一个流值为λ的流ｆ．

② 作Ｎｆ ＝（Ｖｆ，Ｅｆ，Ｃ′，Ｗ′，ｘ，ｙ）．
③ 在Ｎｆ 中是否存在一个负回路Ｑ？
若是，则取δ＝Ｃ′（Ｑ），作ｆ关于Ｑ，δ的修改流ｆ

～
，取ｆ＝ ｆ

　～
，转步骤②；

若否，则ｆ即为所求的最小代价流，算法终止．
求流值为λ的最小代价流算法二：

① 取初始流ｆ为零流．
②Ｖａｌｆ ＝λ？
若是，则ｆ即为Ｎ 中流值为λ的最小代价流，算法终止；
若否，则作Ｎｆ ＝（Ｖｆ，Ｅｆ，Ｃ′，Ｗ′，ｘ，ｙ）．
③ Ｎｆ 中是否存在一条ｘ至ｙ的路径？
若是，则求Ｎｆ 中一条ｘ至ｙ的最短路径Ｐ．取δ＝ｍｉｎ｛Ｃ′（Ｐ），λ－Ｖａｌｆ｝，作ｆ基

于Ｐ，δ的修改流ｆ
　∧
，Ｖａｌｆ

　∧

＝Ｖａｌｆ＋δ．取ｆ＝ ｆ
　∧
，转步骤②；

若否，则Ｎ 中不存在流值为λ的流，ｆ为Ｎ 中最小代价的最大流，算法终止．
如果我们要求Ｎ 上的最小代价的最大流，则在应用上述算法时取λ＝＋∞ 即可．
例６４０　（最优分配问题）　设有ｘ１，ｘ２ 和ｘ３３辆卡车，需指派到ｙ１，ｙ２ 和ｙ３３个
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不同的目的地，各种指派的运送成本见表６４２，试求能使总成本最低的最优指派．

表６４２

成本ｄｉｊ

目的地ｙｊ

ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１ ４０ — ３７
车辆ｘｉ ｘ２ ２４ ３１ ３９

ｘ３ ２９ ３７ —

　　

图６８８

解　建立网络模型如图６８８，边旁参数为Ｃ（ｅ），Ｗ（ｅ）．
由于一辆车只能派往一个目的地，一个目的地仅需分配一辆车，故图６８８中各边的

容量都为１．因为ｘ及ｙ都为虚设的点，故Ｗ（ｘ，ｘｉ）及Ｗ（ｙｊ，ｙ）都为零，Ｗ（ｘｉ，ｙｊ）由表

６４２中相应成本ｄｉｊ给出．由于车辆ｘ１ 不能派至目的地ｙ２，车辆ｘ３ 不能派至目的地ｙ３，

故图６８８中顶点ｘ１ 至顶点ｙ２ 及顶点ｘ３ 至顶点ｙ３ 无有向边．
第一步，给初始流为零流，如图６８９所示（边旁参数为Ｃ（ｅ），ｆ（ｅ））．
作它的伴随ｆ 的增流网络Ｎｆ，如图６９０所示（边旁参数为Ｃ′（ｅ），Ｗ′（ｅ））．在

图６９０中，ｘ至ｙ的最短路径Ｐ ＝ｘｘ２ｙ１ｙ（用双线表示），取δ＝Ｃ′（Ｐ）＝ ｍｉｎ｛Ｃ′（ｅ）｜
ｅ∈Ｐ｝＝１．作ｆ关于Ｐ，δ的修改流，如图６９１所示．

图６８９
　　　

图６９０

第二步，作图６９１的伴随ｆ的增流网络Ｎｆ，如图６９２所示，其ｘ至ｙ的最短路径

Ｐ ＝ｘｘ３ｙ１ｘ２ｙ２ｙ，取δ＝Ｃ′（Ｐ）＝１，对图６９１中流进行修改，得ｆ关于Ｐ，δ修改流，如
图６９３所示．

图６９１
　　　

图６９２
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第三步，作图６９３的Ｎｆ 网络，如图６９４所示．在 Ｎｆ 中ｘ 至ｙ 的最短路径Ｐ ＝

ｘｘ１ｙ３ｙ，取δ＝Ｃ′（Ｐ）＝１，对图６９３中流进行修改，得修改流如图６９５所示．

图６９３
　　　　

图６９４

显然，图６９５中流已为最大流．本问题的最优指派如表６４３所给．

表６４３

车辆 目的地 成本

ｘ１ ｙ３ ３７

ｘ２ ｙ２ ３１

ｘ３ ｙ１ ２９

总成本 ９７

　　

图６９５

６．１０．３　应用举例

最小代价流算法，不仅可以对运输问题建立网络模型进行求解，而且也可以对生产

计划问题、多阶段存储问题等一类决策问题建立网络模型并进行求解．下面介绍几个典
型例子，从中可见采用网络方法来建立模型时给我们描述问题所带来的方便．
例６４１　（运输问题）　现有两个煤矿ｘ１ 和ｘ２，每月分别能生产煤１３及１５个单位，

每单位煤的生产费用分别为５及３个单位；另有两个电站ｙ１ 及ｙ２，每月需用煤分别为１２
及１５个单位．从ｘｉ至ｙｊ每单位煤的运费ｗｉｊ如表６４４所示．问每个煤矿应生产多少单

位煤并如何运输，才能满足ｙ１ 及ｙ２ 的需求并使生产和运输总费用最低？

表６４４

ｗｉｊ

ｙｉ

ｙ１ ｙ２

ｘ１ ３ ６
ｘｉ

ｘ２ ５ ７

　　

图６９６
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解　作网络Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｃ，Ｗ，ｘ，ｙ）如图６９６所示（边旁参数为Ｃ（ｅ），Ｗ（ｅ），以

下各例同）．
由于在ｘ１ 及ｘ２ 处分别有１３及１５个单位的煤可以发出，故边（ｘ，ｘ１）及（ｘ，ｘ２）的

容量分别为１３及１５，Ｗ（ｘ，ｘ１）和Ｗ（ｘ，ｘ２）分别为ｘ１ 及ｘ２ 处每单位煤的生产费用５
及３．显然，

Ｃ（ｘ１，ｙ１）＝Ｃ（ｘ１，ｙ２）＝１３，　　Ｃ（ｘ２，ｙ１）＝Ｃ２（ｘ２，ｙ２）＝１５，

而ｗｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２）由表６４４给定．由于煤运送到ｙ１ 或ｙ２ 后本问题没有进一步考虑其

他费用，故Ｗ（ｙ１，ｙ）＝Ｗ（ｙ２，ｙ）＝０．因为ｙ１ 及ｙ２ 分别需要煤１２和１５个单位，所以

Ｃ（ｙ１，ｙ）＝１２，Ｃ（ｙ２，ｙ）＝１５．
这样，我们的问题就归结为求图６９６中ｘ至ｙ的最小代价的最大流．
例６４２　（缺货问题）　现有３个汽车配件厂ｘ１，ｘ２，ｘ３，欲将配件运往３个汽车修

配厂ｙ１，ｙ２，ｙ３．若修配厂需要的配件得不到满足，就要形成缺货损失费．设ｙ１ 处不能缺

货，ｙ２，ｙ３ 处每缺一个单位配件就分别造成缺货损失费２和３．其他有关参数如表６４５
所给．
问如何调配，使总的费用最低？试建立网络模型．

表６４５

单位运价ｗｉｊ

ｙｊ

ｙ１ ｙ２ ｙ３

供应量ａｉ

ｘ１ ２ １ ３ ５
ｘｉ ｘ２ ２ — ４ ３

ｘ３ — ４ ３ ５

需求量ｂｊ ４ ６ ５

图６９７

　　解　建立网络模型如图６９７所示．
对ｉ＝１，２，３，取Ｃ（ｘ，ｘｉ）＝ａｉ，

Ｗ（ｘ，ｘｉ）＝０；对ｊ＝１，２，３，取Ｃ（ｙｊ，ｙ）

＝ｂｊ，Ｗ（ｙｊ，ｙ）＝０．
若表６４５中，ｘｉ 处不能有配件运至

ｙｊ，则网络中就没有有向边（ｘｉ，ｙｊ）．对

ｉ，ｊ＝１，２，３，若有边（ｘｉ，ｙｉ）∈Ｅ，则取

Ｃ（ｘｉ，ｙｊ）＝ａｉ（或ｂｊ），Ｗ（ｘｉ，ｙｊ）＝ｗｉｊ．

考虑到供应量之和∑
３

ｉ＝１
ａｉ ＝１３，需求量之和∑

３

ｊ＝１
ｂｊ ＝１５，供需不平衡，缺少两个单位

配件的供应量并需考虑ｙｊ（ｊ＝２，３）的缺货损失费，为此虚设一个发点ｘ４，其供应量ａ４

为缺货量２，于是Ｃ（ｘ，ｘ４）＝２，而Ｗ（ｘ，ｘ４）＝０．因为ｙ２ 和ｙ３ 处允许缺货，所以给有向

边（ｘ４，ｙ２）及（ｘ４，ｙ３），其容量都为２，而Ｗ（ｘ４，ｙ２）和Ｗ（ｘ４，ｙ３）分别为ｙ２ 及ｙ３ 处的单

位配件缺货损失费２和３．因为ｙ１ 处不允许缺货，所以没有边（ｘ４，ｙ１）．
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对图６９７，若用最小代价的最大流算法求得最大流ｆ，自然，有Ｖａｌｆ ＝１５．
若是ｆ（ｘ４，ｙ２）＞０，这意味着ｙ２ 处缺货ｆ（ｘ４，ｙ２），ｙ２ 处实际收量为６－

ｆ（ｘ４，ｙ２）；

若是ｆ（ｘ４，ｙ２）＝０，这意味着ｙ２ 处不缺货．对于ｙ３ 可以作类似的分析．
例６４３　设有ｘ１，ｘ２ 和ｘ３３个化肥厂供应ｙ１，ｙ２ 和ｙ３３个地区的农用化肥，有关

参数如表６４６．假设３个化肥厂的化肥供应量ａ１，ａ２ 和ａ３ 必须全部运完．试建立网络模
型，以使总运费最省．

表６４６

单位运价ｗｉｊ

ｙｊ

ｙ１ ｙ２ ｙ３

供应量ａｉ

ｘ１ １６ １３ ２２ ５０
ｘｉ ｘ２ １４ — １９ ６０

ｘ３ — ２０ ２３ ４０

最低需求量ｂ′ｊ ７０ ０ ３０
最高需求量ｂ″ｊ ７０ ３０ 不限

　　解　由于３个化肥厂的化肥供应量之和∑
３

ｉ＝１
ａｉ ＝１５０，而３个地区的化肥最低需求

量之和∑
３

ｊ＝１
ｂ′ｊ ＝１００，故ｙ３ 的化肥最高需求量

ｂ″３ ＝ｂ′３ （＋ ∑
３

ｉ＝１
ａｉ－∑

３

ｊ＝１
ｂ′）ｊ ＝３０＋５０＝８０．

又３个地区的化肥最高需求量之和

∑
３

ｊ＝１
ｂ″ｊ ＝７０＋３０＋８０＝１８０，

所以若要同时满足ｙ１，ｙ２ 和ｙ３ 的化肥最高需求量，尚缺化肥１８０－１５０＝３０单位．为此，
我们虚设一个发点ｘ４，取其供应量ａ４ ＝３０（缺货量）．
设ｘ和ｙ分别为源和汇．取Ｃ（ｘ，ｘｉ）＝ａｉ，Ｗ（ｘ，ｘｉ）＝０．
因为ｙ１ 需要量恰为７０且ｘ３ 不能运输化肥给ｙ１，故ｙ１ 仅和ｘ１，ｘ２ 相关联，同时取

Ｃ（ｙ１，ｙ）＝７０，Ｗ（ｙ１，ｙ）＝０．

ｙ２ 最低需求量可为零，最高需求量为３０（不一定非要全部满足），且ｘ２ 无化肥运输给

ｙ２，故没有边（ｘ２，ｙ２），而有有向边（ｘ１，ｙ２），（ｘ３，ｙ２）和（ｘ４，ｙ２），同时取Ｃ（ｙ２，ｙ）＝
３０，Ｗ（ｙ２，ｙ）＝０．

ｙ３ 的最低需要量为３０，最高需要量为８０，所以ｙ３ 有５０单位化肥是不一定非要全部
得到满足的．我们将ｙ３ 点拆成ｙ′３和ｙ″３，ｙ′３的需求量为ｙ３ 的最低需求量ｂ′３＝３０，它必须
得到满足，故ｙ′３仅与ｘ１、ｘ２ 和ｘ３ 相关联，给有向边（ｘｉ，ｙ′３）（ｉ＝１，２，３）；ｙ″３的需求量
为ｙ３ 的最高与最低需求量之差ｂ″３－ｂ′３＝８０－３０＝５０，它不一定非要得到满足，故给有
向边（ｘｉ，ｙ″３）（ｉ＝１，２，３，４）．取Ｃ（ｙ′３，ｙ）＝５０，Ｃ（ｙ″３，ｙ）＝３０，Ｗ（ｙ′３，ｙ）＝０，
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Ｗ（ｙ″３，ｙ）＝０．
对网络中有向边（ｘｉ，ｙｊ），取Ｃ（ｘｉ，ｙｊ）＝ａｉ、Ｗ（ｘｉ，ｙｊ）＝ｗｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３），而

Ｗ（ｘ４，ｙ２）＝０，Ｗ（ｘ４，ｙ″３）＝０．
把有关点相关联并给出有关参数，即得网络模型如图６９８．

图６９８

例６４４　对例１２０所给的生产计划问题建立网络模型．
解　设ｘ为源（工厂），ｙ为汇（销售公司）．又设ｖｉ为第ｊ季度产品的存储与供货点

（ｊ＝１，２，３，４）．
第一季度工厂的生产能力为３０，生产的产品输入到ｖ１ 点，所以给边（ｘ，ｖ１），取Ｃ（ｘ，

图６９９

ｖ１）＝３０，Ｗ（ｘ，ｖ１）＝１５．第一季度末销
售公司需产品２０，所以给边（ｖ１，ｙ），取

Ｃ（ｖ１，ｙ）＝２０，Ｗ（ｖ１，ｙ）＝０．又考虑到
第一季度生产的产品有部分可能要存储

到第二季度末供货，故给边（ｖ１，ｖ２），其容

量不妨设为＋∞，同时由所给条件知，单
位产品每积压一个季度需付存储费０．２，
故有ｗ（ｖ１，ｖ２）＝０．２．
同理给其他有向边及有关参数，我们

得网络模型如图６９９．显然，本模型的最小代价的最大流的流值必为８０．
例６４５　（生产计划问题）　某工厂与客户签订合同，当月起连续３个月每月末向客

户提供某型号产品．有关信息如表６４７所示．

表６４７

月份 正常生产能力ａｊ 加班生产能力ａ
∧

ｊ 需求量ｂｊ 单位产品正常生产成本

１ ３０ １５ ３０ ５０
２ ４０ １０ ３０ ６０
３ １５ １０ ３０ ５５
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　　已知在加班生产时间内，单位产品生产成本比正常生产时高出７．又知单位产品每积
压１个月需支付存储费２．在签订合同时，工厂有该产品的库存量５，工厂希望在第３个月
的月末完成合同后还能存储该产品１０个单位．问工厂应如何安排生产计划，使在满足上
述条件的情况下，总的费用为最少？

解　设ｘ１ 为工厂处于正常生产状态，ｘ２ 为工厂处于加班生产状态．ｖｊ 为第ｊ月生

产的产品的存储与供货点，ｘ与ｙ分别为源和汇．
由于工厂月初已有库存产品５，它要在１月末才能交货，而单位产品积压１个月的存

储费为２，因此给有向边（ｘ，ｖ１），取Ｃ（ｘ，ｖ１）＝５，Ｗ（ｘ，ｖ１）＝２（本问题假设签订合同
前库存的产品的生产成本不核算在本次生产计划的费用内）．

图６１００　　

不妨设Ｃ（ｘ，ｘ１）＝＋∞，Ｃ（ｘ，ｘ２）＝＋∞，而

Ｗ（ｘ，ｘ１）＝０，Ｗ（ｘ，ｘ２）＝０．
工厂在当月既可正常生产，又可加班生产，所

以给边（ｘ１，ｖ１）和（ｘ２，ｖ１），取Ｃ（ｘ１，ｖ１）＝３０，

Ｃ（ｘ２，ｖ１）＝１５，Ｗ（ｘ１，ｖ１）＝５０，Ｗ（ｘ２，ｖ１）＝
５０＋７＝５７．

ｖ１ 点的产品若在１月末未交货，就留存在２月
末交货，故给边（ｖ１，ｖ２），取Ｃ（ｖ１，ｖ２）＝＋ ∞，

Ｗ（ｖ１，ｖ２）＝２．
同理，给出其他有向边和有关参数，得网络模

型如图６１００．
例６４６　（多阶段存储问题）　某厂部件车间每月生产的部件必须存入备品库，以备

以后各月月初组装车间向备品库领取一定数量的部件进行组装使用．由于生产条件的变
化，该部件车间在各个月份中生产每个部件所耗费的工时不同．设已知第２至第５个月
期间各个月月初组装车间对部件的需求量及各个月部件车间生产每个部件所需的工时

如表６４８所给（设１月初该部件库存量为零）．

表６４８

月份ｋ １ ２ ３ ４ ５

需求量ｂｋ — ８ ５ ７ ４

工时ｄｋ １１ １６ １３ １７ —

　　假设备品库的容量限制为９，并要求５月末备品库的部件库存量为零．现考虑１月至

５月的总耗费工时最少的逐月生产计划，试建立网络模型．
解　（１）先假定备品库容量没有限制．
设ｘ为源（部件车间），ｙ为汇（组装车间）．又设ｖｋ 为第ｋ个月月初部件的存储与供

货点（即备品库）．１月生产的部件沿边（ｘ，ｖ２）输入ｖ２，在２月初沿边（ｖ２，ｙ）供给组装车
间ｙ，剩余的部件可沿边（ｖ２，ｖ３）输入ｖ３，同时，３月生产的部件沿边（ｘ，ｖ３）也输入ｖ３，在

３月初沿边（ｖ３，ｙ）供应部件给组装车间，剩余部件沿边（ｖ３，ｖ４）输入ｖ４，依次类推，即得
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网络图６１０１．在图６１０１中，取Ｃ（ｘ，ｖｋ）＝＋ ∞，Ｗ（ｘ，ｖｋ）＝ｄｋ－１；Ｃ（ｖｋ，ｙ）＝ｂｋ，

图６１０１

Ｗ（ｖｋ，ｙ）＝０；Ｃ（ｖｋ，ｖｋ＋１）＝＋∞，Ｗ（ｖｋ，

ｖｋ＋１）＝０．
（２）现假定备品库容量有限制，也即顶
点ｖｋ 有容量约束．
显然顶点有容量约束的网络可以化为仅

有边的容量约束的网络，具体方法是：

把具有容量约束的顶点ｖ拆为两个顶点

ｖ′和ｖ″，同时从ｖ′到ｖ″给有向边（ｖ′，ｖ″），该
边的容量即为顶点ｖ的容量，并且原来所有以ｖ为终点的有向边现都改为以ｖ′作为终
点，原来以ｖ为起点所有有向边现都改为以ｖ″作为起点，同时这些边的容量都不变．
按此方法，我们将图６１０１中的顶点ｖｋ 拆成两个顶点ｕｋ 及ｔｋ，取Ｃ（ｕｋ，ｔｋ）＝９，即

得图６１０２，运用最小代价的最大流算法求解，即可得到最优生产计划．

图６１０２

表６４９

需求量（件） 一月 （ｉ＝１） 二月 （ｉ＝２）

产品Ａ １００ １１０
产品Ｂ １５０ １９０

例６４７　（生产计划问题）　工厂甲和
乙皆生产产品Ａ和Ｂ．该两个工厂对产品Ａ
和Ｂ 的工时定额分别定为１和２（工时／件）．
表６４９和表６５０给出有关信息．试制订最
优生产计划，以使总成本最低．

表６５０

工厂
生产能力（工时） 产品生产成本（元／件） 产品每月存储费（元／件）

１月 ２月 Ａ Ｂ Ａ Ｂ

甲 ａ１
甲＝２３０ ａ２

甲＝２４５ ３　 ６．４ ０．２ ０．６

乙 ａ１
乙＝２６０ ａ２

乙＝２２５ ３．１ ６．２ ０．３２ ０．５

表６５１

需要量（工时） １月 （ｉ＝１） ２月 （ｉ＝２）

产品Ａ：ｂｉ
Ａ １００ １１０

产品Ｂ：ｂｉ
Ｂ ３００ ３８０

　　解 　产品的需要量之单位为件

数，而工厂的生产能力的单位为工时，

两者单位不统一．为建立网络模型，我
们将单位统一为工时．于是，产品需求
量（工时）＝需求件数×定额工时，我
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们得表６５１：
相应地，每件产品的生产成本化为产品每工时成本，每月每件产品的存储费化为每

工时的存储费，我们得表６５２．
表６５２

工厂
生产成本（元／工时） 每月存储费（元／工时）

Ａ Ｂ Ａ Ｂ

甲 ｄ甲Ａ＝３ ｄ甲Ｂ＝３．２ ｈ甲Ａ＝０．２ ｈ甲Ｂ＝０．３
乙 ｄ乙Ａ＝３．１ ｄ乙Ｂ＝３．１ ｈ乙Ａ＝０．３２ ｈ乙Ｂ＝０．２５

　　建立网络模型如图６１０３，其中顶点和参数为：

ｘ甲（ｘ乙）———甲（乙）工厂；

ｖｉ
甲（ｖｉ
乙）———甲（乙）工厂在第ｉ月的生产状态．

ｖｉ
甲Ａ（ｖｉ

乙Ａ）和ｖｉ
甲Ｂ（ｖｉ

乙Ｂ）———甲（乙）工厂在第ｉ月生产产品Ａ 和Ｂ．

ｙｉ
Ａ 和ｙｉ

Ｂ———第ｉ月末对产品Ａ 和Ｂ 的需求点．

Ｃ（ｘ甲，ｘｉ
甲）＝ａｉ

甲，Ｃ（ｘ乙，ｘｉ
乙）＝ａｉ

乙，Ｃ（ｖｉ
甲Ａ，ｙｉ

Ａ）＝Ｃ（ｖｉ
乙Ａ，ｙｉ

Ａ）＝ｂｉ
Ａ，

Ｃ（ｖｉ
甲Ｂ，ｙｉ

Ｂ）＝Ｃ（ｖｉ
乙Ｂ，ｙｉ

Ｂ）＝ｂｉ
Ｂ，Ｃ（ｙｉ

Ａ，ｙ）＝ｂｉ
Ａ，Ｃ（ｙｉ

Ｂ，ｙ）＝ｂｉ
Ｂ．

Ｗ（ｖｉ
甲，ｖｉ
甲Ａ）＝ｄ甲Ａ，Ｗ（ｖｉ

甲，ｖｉ
甲Ｂ）＝ｄ甲Ｂ，Ｗ（ｖｉ

乙，ｖｉ
乙Ａ）＝ｄ乙Ａ，Ｗ（ｖｉ

乙，ｖｉ
乙Ｂ）＝ｄ乙Ｂ，

Ｗ（ｖ１
甲Ａ，ｖ２

甲Ａ）＝ｈ甲Ａ，Ｗ（ｖ１
甲Ｂ，ｖ２

甲Ｂ）＝ｈ甲Ｂ，Ｗ（ｖ１
乙Ａ，ｖ２

乙Ａ）＝ｈ乙Ａ，Ｗ（ｖ１
乙Ｂ，ｖ２

乙Ｂ）

＝ｈ乙Ｂ．

图６１０３
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习　题　六

１．求图６１０４中ｖ１ 至ｖ１０的最短路径和长度．

图６１０４

２．某厂正在制订５年里购买某种设备的计划．表６５３给出从第１年到第５年的设
备价格．

表６５３

年　　号 １ ２ ３ ４ ５

购买价格 ２０ ２１ ２３ ２４ ２６

　　表６５４给出设备使用维修费．
表６５４

设备寿命 （０，１］ （１，２］ （２，３］ （３，４］ （４，５］

使用维修费 ８ １３ １９ ２３ ３０

该工厂可以采用的最优策略是什么？

３．对图６１０５（ａ）和６１０５（ｂ）用弗劳德算法求任意两点间的最短路径及长度．

（ａ）
　　　　　

（ｂ）

图６１０５

４．用弗劳德算法求图６１０６中的一条负回路．
５．求图６１０３中ｖ１ 至ｖ１０的最长路径及其长度．

６．求图６１０７中ｖ１ 至ｖ７ 的最短路径及其长度．
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图６１０６
　　　　　

图６１０７

７．（１）某公司有３家工厂，每一个工厂都可以考虑扩建，分配在扩建方面的总投资是５
个单位，对各厂扩建投资后的收益如表６５５所示．问如何决策可使公司得到的总收益最大？

表６５５

收益ａｉｊ

投资数ｊ

０ １ ２ ３ ４

１ ０ ５ ６ — —
工厂ｉ ２ ０ — ８ ９ １２

３ ０ ３ ５ — —

　　　

图６１０８

（２）求解ｍａｘ｛３ｘ１＋４ｘ２｜２ｘ１＋３ｘ２ ≤６，ｘｊ ≥０，整数，ｊ＝１，２｝．
８．对图６１０８求最小生成树和最大生成树．
９．判断图６１０９和图６１１０中是否具有欧拉链，若有，请写出一条．

图６１０９
　　　　　

图６１１０

１０．求图６１１１的欧拉环游．
１１．某邮递员的投递范围如图６１１２，设计一条最优投递路线并求其长度．

图６１１１
　　　　　

图６１１２
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１２．某车站货场的货位及其货运员办公室（用△表示）布置如图６１１３所示．试为货

图６１１３

运员设计一条巡视路线，以保证对每个货位

的货物四周进行检查，并要求走行的路程为

最短．计算该线路巡视一次的路程．
１３．上题如场地不限制，允许按最短巡
视路线调整货位布置，试设计一个１２个货位
的布置图，并计算巡视一次的路程．

１４．求图６１０４中ｖ１ 至ｖ１０的第４短
路径．

１５．网络图６１１４中边旁的参数为（Ｃ（ｅ），ｆ（ｅ）），将它化成单源和单汇网络．并以所
给的流为初始流，然后求最大流及其流值，并求最小割．

图６１１４

１６．要从３个仓库ｘ１，ｘ２，ｘ３ 运送某种商品到４个市场ｙ１，ｙ２，ｙ３ 和ｙ４ 去，仓库的供

应量分别是２０，２０和１００件，市场的需求量分别是２０，２０，６０和２０件．表６５６给出了各仓
库到各市场运送线路上的容量．问利用现有的运送条件，市场的需求量能否得到满足？

表６５６

ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４

ｘ１ ３０ １０ — ４０
ｘ２ — — １０ ５０
ｘ３ ２０ １０ ４０ ５

图６１１５

　　１７．如图６１１５所示网络各边都有容
量限制，顶点旁带括号的数字为各顶点处

的容量限制．作出一个与此等价的网络，
它只有边的容量而无顶点处的容量，并求

出ｘ到ｙ的最大流及流值．
１８．有甲、乙、丙３个车站，工人住宅
在车站甲，工厂区在车站丙．工人上班从

甲地到丙地有两条线路：甲→丙，甲→乙→丙．每天上午７：００到９：００为高峰．每个工人
不早于上午７：００离开甲地，不迟于９：００到达丙地．火车平均行驶时间是：甲地到乙地为

６０分钟，甲地到丙地为６０分钟，乙地到丙地为３０分钟．在车站甲和乙规定发车的时间间
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隔为３０分钟．每次最大的运输量是（百人）：甲→乙为７；甲→丙为９；乙→丙为８．问上午

７：００至９：００从甲地最多可输送多少工人到丙地？

１９．求图６１１６中流值为６的最小代价流．边旁参数为Ｃ（ｅ），Ｗ（ｅ）．
２０．有３个电站ｙ１，ｙ２，ｙ３，每个电站每月需用煤３万吨；另有两个煤矿ｘ１，ｘ２，每月

供应这３个电站的煤各为５万吨．煤矿到电站每万吨煤的运费由表６５７给出．试求运费
最省的运输方案及总运费．

表６５７

运费 ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１ ２３ ６２ ３３
ｘ２ １５ ７７ ２１

　　　

图６１１６

２１．某贸易公司估计市场在第ｎ个月对某产品的需求量为ｕｎ，又知在第ｎ月该产品
的订购价格为ｄｎ（ｎ＝１，２，⋯，６）．ｎ，ｕｎ，ｄｎ 的信息如表６５８所示．上个月月底未销完
的每件产品（即本月初仓库已存储的产品）要付存储费６个单位．假定第一个月月初的库
存量为零，第六个月月底库存量也为零．问每月应如何订购和存储产品，可使成本最低？
（不允许缺货，每月月初订购，订购后产品能立刻到货、进库并供应市场，若于当月被售

掉，则不必付存储费）试建立网络模型．又若每月仓库存储限量为１２０，那又如何修改已建
立的模型？

表６５８

ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６

ｕｎ ５０ ５５ ５０ ４５ ４０ ３０
ｄｎ ８０ ７０ ８０ ８５ ７０ ８０

　　２２．试为习题一第６题建立网络模型．
２３．试为习题三第４题建立网络模型．
２４．试为第三章例３１０建立网络模型．
２５．判断在图６１１７和图６１１８中是否存在网络流．若存在，求最大流．边旁参数为

（ｂ（ｅ），Ｃ（ｅ））．

图６１１７
　　　　　

图６１１８
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第七章　网络计划技术

计划评审法和关键路线法是２０世纪５０年代在美国彼此独立地发展起来的一种组
织生产和进行计划管理的科学方法，这两种方法虽有差异，但基本原理是一样的，所以，

人们已将它们合在一起，称作网络计划技术．１９６５年，著名数学家华罗庚教授在全国各地
许多部门开始推广和应用这类生产计划管理的科学方法，称之为统筹方法，并在生产实

践中取得了丰硕成果．
网络计划技术的基本原理是：利用网络图来表达工程（例如，国防和建设工程，企业

的产品生产，设备的维修等）的进度安排及其组成的各项活动（也称为作业或工序）之间

的制约关系，计算各项活动的有关时间参数，使管理者在对全局工作有一个比较完整清

晰的了解后进行网络分析，制定任务进展的日程计划以求得完工期、资源和成本的优化

方案．在计划执行过程中，通过信息反馈对各项活动的进度进行监督和控制，以求按预定
的计划目标出色地完成任务．
所以，网络计划技术在实施时，主要是分４个步骤：第一步编制网络图，第二步确定

问题各项活动的持续时间，第三步决定关键路线，第四步结合资源费用等因素制定工程

的最优日程进度．下面对此进行一一介绍．

§７．１　工 程 网 络 图

７．１．１　ＰＥＲＴ网络

一项工程总是由许多相互独立的活动组成的，今后称这些活动为工序．各道工序之
间有着一定的先后次序上的联系，且完成各道工序都需要耗费一定的时间（不妨设单位

时间为天），称它们为工序的长度或工序时间．我们可以采用一个赋权有向图来描述工程
各道工序之间相互依存的逻辑关系：

① 以一条有向边来表示一道工序，有向边的权即为此工序的长度；

② 有向边的起点和终点分别表示相应工序的开工和完工，称为事项；

③ 前接工序的完工事项即为后继工序的开工事项．
我们称这种赋权有向图为计划网络图，简称网络图．
下面给出网络图的绘制规则和方法：

（１）若工序Ｄ和Ｅ必须在工序Ａ、Ｂ和Ｃ完成后才能开工，可用图７１表示．称工
序Ａ、Ｂ和Ｃ为工序Ｄ或工序Ｅ的紧前工序，工序Ｄ（或Ｅ）称为工序Ａ（或Ｂ或Ｃ）的
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紧后工序．
（２）若工序Ｃ需工序Ａ 及Ｂ 完工后始能开工，而工序Ｄ在工序Ｂ 完工后就可开工，
此时，在工序Ｂ和Ｃ之间虚设一个长度为０的“虚工序”，如图７２所示．这种虚工序在任
务实施中实际上是不存在的，只表示工序之间的逻辑关系，它不耗费时间和资源．

图７１
　　　　　　

图７２

（３）网络图中不允许出现平行边．
在使用电子计算机对网络图进行有关的时间参数计算时，一般都利用有向边的起点

及终点的编号来表示有向边．因此，在具有平行边的网络图中，当起点、终点的编号给定
后，边不能唯一地确定．所以，图７３的形式在网络图中是不允许的．我们可以利用虚工
序的技巧，用图７４来表示图７３中工序之间的逻辑关系．

图７３
　　　　

图７４
　　　　

图７５

（４）网络图中不允许出现回路．
例如，图７５中存在回路，工序流程出现循环，这是逻辑上的错误，不允许出现．
（５）网络图中只能具有一个源（工程的始点，它只具有输出边）和一个汇（工程的终
点，它只具有输入边），即自网络图的源出发经由任何路径都可以到达汇．
例如图７６这种形式是错误的．如果图７６作如此解释：工序Ａ和Ｂ 可以同时开工，

工序Ｆ和Ｈ 完工后工程即告完成，则应画成图７７形式．

图７６
　　　　　　

图７７

于是，一个工程就可用一个网络Ｎ＝（Ｖ，Ｅ，Ｗ，ｘ，ｙ）来描述，它没有平行边，没有
回路，源ｘ表示工程的总开工事项，汇ｙ表示工程的总完工事项，Ｗ（ｅ）表示工序ｅ的长
度．我们称这一网络Ｎ 为该工程的ＰＥＲＴ网络．
对ＰＥＲＴ网络Ｎ 的每个顶点需用数字进行编号．若Ｎ 中有一条以ｕ为起点、ｖ为终
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点的有向边（ｕ，ｖ），则顶点ｕ的编号ｉ应小于顶点ｖ的编号ｊ，并且就以边（ｉ，ｊ）表示该工
序（ｕ，ｖ），其长度记为Ｗｉｊ．
我们可按如下方法对顶点进行编号：首先给源ｘ以编号１（以后用①表示源），接着设

想把以源为起点的边都从网络Ｎ 中删去，这样得到一个或数个没有输入边且未编号的顶
点，对它们逐一编上号（对这些顶点来说，编号的前后顺序无关紧要）．然后再从Ｎ 中把以
这些新编上号的顶点为起点的边删去，又得到一些没有输入边的未编号的点，再逐一地

编号．如此继续进行，直至最后一个顶点汇ｙ被编上号（假设为ｎ，以后就以○ｎ　

来表示汇）．
今后，我们将直接用顶点的编号来称呼顶点或事项．
在绘制一项工程的ＰＥＲＴ网络时，首先要把整个工程分解成若干道工序（工序是在

工艺上和生产组织管理上具有相对独立性的活动）并确定工序的长度，然后根据工艺流

程确定各工序之间的顺序关系．
由于工程设计的图纸一般总有总图和分图等不同的层次．因此，对于规模较大的工

程，在编制网络图时，同样地也应分成层次，区分为网络总图和网络分图．网络分图在网
络总图中可以用一道工序来表示，其长度为网络分图中最长路径的长度．
有时，为了加快工程进度，对于相邻的工序，可以不必待紧前工序全部完工后才开始

下一道工序，可以先完成前道工序的一部分作业，然后就开始紧后工序的一部分作业．换
言之，在条件许可下，把一些相邻的若干工序进行分解，采用交叉作业．
例如：① 原工序Ｂ紧接工序Ａ，现在Ａ 工序分解成Ａ１，Ａ２ 和Ａ３，Ｂ 工序分解成

Ｂ１，Ｂ２ 和Ｂ３，则可画成图７８．

图７８
　　　　

图７９

② 原工序Ｃ紧接工序Ａ 和Ｂ，现在Ａ 分解成Ａ１，Ａ２ 和Ａ３，Ｂ分解成Ｂ１，Ｂ２ 和

Ｂ３，Ｃ分解成Ｃ１，Ｃ２ 和Ｃ３，则可画成图７９．

③ 原工序Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ为依次前后紧接的４道工序，现在Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 分别分解成

Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ和Ｄｉ（ｉ＝１，２，３）．则可画成图７１０．

图７１０
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例７１　某工程各工序的顺序关系及各工序的工序时间如表７１所给，画出它的

ＰＥＲＴ网络．
表７１

工　序 紧前工序 工序时间 工　序 紧前工序 工序时间

Ａ — １２ Ｎ Ｄ，Ｅ ３
Ｂ — ３ Ｍ Ｅ ８
Ｃ Ｂ ５ Ｘ Ｈ ３
Ｄ Ｂ ７ Ｐ Ｆ ７
Ｅ Ｂ ８ Ｒ Ｎ ３
Ｆ Ｃ ５ Ｗ Ｍ ２
Ｇ Ｃ ６ Ｚ Ｘ，Ｐ，Ｒ ２
Ｈ Ａ，Ｇ ４

　　解　该工程的ＰＥＲＴ网络如图７１１所示．

图７１１

７．１．２　网络图的时间参数和关键路径

如果我们在图７１１的１２个事项中任取一个事项，例如取事项５，那么它作为工序
（５，８）的开工事项，最早可在整个工程开工几天后执行呢？显然，事项５作为开工事项一
定要等工序（１，５）和（３，５）都完工后才能执行，仅工序（１，５）完工后还不能执行开工事项

５．从图上可以看出，事项５最早可在开工１４天后（第１５天）执行．

图７１２ 　

为此，我们对于网络图中任一个事项ｋ引进第一个时间参数：
事项ｋ的最早时间ｔＥ（ｋ）———从顶点１到顶点ｋ的最长路径长度称为事项ｋ的最早

时间，记以ｔＥ（ｋ）．

ｔＥ（ｋ）的实际意义是指：以事项ｋ为起点的工序必须等它的紧前
工序都完工后才能开工，它们的预期最早执行时间在整个工程开工

ｔＥ（ｋ）天后（即在第ｔＥ（ｋ）＋１天）．
在图７１２中，工序（ｉ，ｋ）是以ｋ为终点的工序之一（根据编号

原则，有ｉ＜ｋ），ｗｉｋ为工序（ｉ，ｋ）之长度，ｔＥ（ｉ）为顶点１至顶点ｉ的
最长路径长度，虚线表示相应的最长路径．由图７１２不难得到下列
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递推公式：
ｔＥ（１）＝０，

ｔＥ（ｋ）＝ ｍａｘ｛ｔＥ（ｉ）＋ｗｉｋ｜ｉ＜ｋ，（ｉ，ｋ）∈Ｅ｝烅
烄
烆 ．

（７１）

总工期———事项ｎ的最早时间ｔＥ（ｎ）称为工程的总工期，记作ＴＥ．
ＴＥ 表示整个工程从开工到完工所需的最少时间．
由图７１１可知，ｔＥ（１２）＝２３，ｔＥ（７）＝１９，事项７作为工序（７，１２）的开工事项，如

果在整个工程开工２１天后工序（７，１２）还不开工，那么整个工程的完工时间就将超过２３
天，因为执行工序（７，１２）需要２天时间．为此，我们引进事项ｋ的第二个时间参数：
事项ｋ的最迟时间ｔＬ（ｋ）———总工期ＴＥ 与顶点ｋ至顶点ｎ的最长路径长度之差称

图７１３　

为事项ｋ的最迟时间，记为ｔＬ（ｋ）．
ｔＬ（ｋ）的实际意义是指：在不误总工期ＴＥ 的前提下，以事项ｋ
为开工事项的工序最迟应在整个工程开工ｔＬ（ｋ）天后执行，也即以
事项ｋ为完工事项的工序最迟完工的时间为第ｔＬ（ｋ）天．
在图７１３中，工序（ｋ，ｉ）是以ｋ为起点的工序之一，ＴＥ －

ｔＬ（ｉ）为顶点ｉ至顶点ｎ的最长路径长度，虚线表示相应的最长路
径．由图７１３可得下列递推公式：

ｔＬ（ｎ）＝ＴＥ，

ｔＬ（ｋ）＝ＴＥ －ｍａｘ｛ＴＥ －ｔＬ（ｉ）＋ｗｋｉ｜ｉ＞ｋ，（ｋ，ｉ）∈Ｅ｝烅
烄
烆 ．

（７２）

由于
　ＴＥ －ｍａｘ｛ＴＥ －ｔＬ（ｉ）＋ｗｋｉ｜ｉ＞ｋ，（ｋ，ｉ）∈Ｅ｝

＝ ｍｉｎ｛ＴＥ －（ＴＥ －ｔＬ（ｉ）＋ｗｋｉ）｜ｉ＞ｋ，（ｋ，ｉ）∈Ｅ｝

＝ ｍｉｎ｛ｔＬ（ｉ）－ｗｋｉ｜ｉ＞ｋ，（ｋ，ｉ）∈Ｅ｝，

所以式（７２）化成下列形式：

ｔＬ（ｎ）＝ＴＥ，

ｔＬ（ｋ）＝ ｍｉｎ｛ｔＬ（ｉ）－ｗｋｉ｜ｉ＞ｋ，（ｋ，ｉ）∈Ｅ｝烅
烄
烆 ．

（７３）

关键路径———ＰＥＲＴ网络Ｎ 中从顶点１至顶点ｎ的最长路径为网络的关键路径（可
能不止一条），其长度即为ＴＥ．关键路径上的工序称为关键工序．
关键事项———若对于事项ｋ有ｔＥ（ｋ）＝ｔＬ（ｋ），则称事项ｋ为关键事项．
例７２　求图７１１所示ＰＥＲＴ网络各事项的最早时间、最迟时间及关键路径．
解　应用公式（７１）从ｔＥ（１）＝０出发逐个求出ｔＥ（２），ｔＥ（３），⋯，ｔＥ（１２）．再应用

公式（７３）从ｔＬ（１２）＝ＴＥ 出发，逐个求出ｔＬ（１１），ｔＬ（１０），⋯，ｔＬ（１）．具体计算结果见
图７１４（顶点ｋ旁正方形框中标出的数字为ｔＥ（ｋ），三角形框中标出的数字为ｔＬ（ｋ））．
例如：

ｔＥ（５）＝ ｍａｘ｛ｔＥ（１）＋ｗ１５，ｔＥ（３）＋ｗ３５｝　　　 　　　　　
＝ ｍａｘ｛０＋１２，８＋１６｝＝１４；

ｔＥ（１１）＝ ｍａｘ｛ｔＥ（８）＋ｗ８，１１，ｔＥ（９）＋ｗ９，１１，ｔＥ（１０）＋ｗ１０，１１｝

＝ ｍａｘ｛１８＋３，１３＋７，１４＋３｝＝２１；
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ｔＬ（３）＝ ｍｉｎ｛ｔＬ（９）－ｗ３９，ｔＬ（５）－ｗ３５｝　　　　　　
＝ ｍｉｎ｛１４－５，１４－６｝＝８；

ｔＬ（２）＝ ｍｉｎ｛ｔＬ（６）－ｗ２６，ｔＬ（４）－ｗ２４，ｔＬ（３）－ｗ２３｝

＝ ｍｉｎ｛１５－７，１３－８，８－５｝＝３．

图７１４

图７１４中双线所示路径（１，２）（２，３）（３，５）（５，８）（８，１１）（１１，１２）即为关键路径．
利用事项的最早时间和最迟时间，我们给出工序（ｉ，ｊ）的６个时间参数：
工序（ｉ，ｊ）的最早开工时间———ｔＥ（ｉ）即为工序（ｉ，ｊ）的最早开工时间．
工序（ｉ，ｊ）的最早完工时间———ｔＥ（ｉ）＋ｗｉｊ 即为工序（ｉ，ｊ）的最早完工时间．
工序（ｉ，ｊ）的最迟完工时间———ｔＬ（ｊ）即为工序（ｉ，ｊ）的最迟完工时间．
工序（ｉ，ｊ）的最迟开工时间———ｔＬ（ｊ）－ｗｉｊ 即为工序（ｉ，ｊ）的最迟开工时间．
工序（ｉ，ｊ）的总时差———在不延长总工期的前提下，工序（ｉ，ｊ）完工期的机动时间称

为工序（ｉ，ｊ）的总时差，记为Ｒ（ｉ，ｊ）．
显然，Ｒ（ｉ，ｊ）是工序（ｉ，ｊ）的最迟完工时间与最早完工时间之差（或为最迟开工时间

与最早开工时间之差），因此，有

Ｒ（ｉ，ｊ）＝ｔＬ（ｊ）－ｔＥ（ｉ）－ｗｉｊ （７４）

工序（ｉ，ｊ）的单时差———在不影响紧后工序最早开工时间的前提下，工序（ｉ，ｊ）的完
工期的机动时间称为工序（ｉ，ｊ）的单时差，记为ｒ（ｉ，ｊ）．
显然，ｒ（ｉ，ｊ）为工序（ｉ，ｊ）的紧后工序的最早开工时间ｔＥ（ｊ）与工序（ｉ，ｊ）的最早完

工时间之差，因此，有

ｒ（ｉ，ｊ）＝ｔＥ（ｊ）－ｔＥ（ｉ）－ｗｉｊ． （７５）

关于工序（ｉ，ｊ）的６个时间参数之间的关系可用图７１５来说明．
下列结论显然成立．
定理７１　工序（ｉ，ｊ）为关键工序的充分必要条件为Ｒ（ｉ，ｊ）＝０．
例７３　计算图７１４各工序的６个时间参数．
解　具体计算结果由表７２给出（表中总时差打者相应的工序为关键时序）．
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图７１５

表７２

工　序 工时
最早开

工时间

最早完

工时间

最迟开

工时间

最迟完

工时间
总时差 单时差

（１，５） １２ 　０ １２ 　２ １４ ２ ２
（１，２） ３ ０ ３ ０ 　３ ０ ０
（２，３） ５ ３ ８ ３ 　８ ０ ０

（２，６） ７ ３ １０ ８ １５ ５ １
（２，４） ８ ３ １１ ５ １３ ２ ０
（３，９） ５ ８ １３ ９ １４ １ ０

（３，５） ６ ８ １４ ８ １４ ０ ０
（５，８） ４ １４ １８ １４ １８ ０ ０
（６，１０） ３ １１ １４ １５ １８ ４ ０

（４，７） ８ １１ １９ １３ ２１ ２ ０
（８，１１） ３ １８ ２１ １８ ２１ ０ ０
（９，１１） ７ １３ ２０ １４ ２１ １ １

（１０，１１） ３ １４ １７ １８ ２１ ４ ４
（７，１２） ２ １９ ２１ ２１ ２３ ２ ２
（１１，１２） ２ ２１ ２３ ２１ ２３ ０ ０

§７．２　网络计划的优化问题

在绘制网络图、计算时间参数和确定关键路径后，我们得到工程的一个初始计划方

案，进一步的工作就是综合地考虑进度、成本和资源等数量指标，实现网络计划的优化．
网络计划的优化，主要包括以下两类问题：

第一类问题是总工期—成本的优化问题．它又分成两个方面的问题：一是在总工期
固定的条件下，确定一个总成本最低的计划方案；二是根据总成本最低的要求，确定最优

总工期．
第二类问题是总工期—资源的优化问题．它也分成两个方面的问题：一是在总工期
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固定的条件下，寻求资源的合理使用方案，以取得最优的经济效益；二是当资源有限制

时，寻求最优总工期．
这两类问题又是相互关联的．一般是根据任务的具体要求，对上述各类问题进行优

化，然后进行综合考虑，完善网络计划，使之获得最佳的总工期、最低的成本和对资源的

最有效的利用．

７．２．１　总工期—成本优化问题

一项工程的成本，一般可分为直接成本和间接成本两大类：

（１）直接成本：如人工、原材料、燃料和机械设备租用等直接与工序工作有关的费用．
直接成本要分摊到每道工序上．
（２）间接成本：如管理人员工资、行政办公费、采购费、劳保福利费等．间接成本不分
摊到每道工序上而作为整个工程的成本．显然，总工期ＴＥ 短，间接成本就低．
对某些工程问题，在确定总工期后，常常需要对某些工序考虑赶工的措施（例如增加

人员或增添设备、改进原材料及采用新技术等），以缩短这些工序的施工时间，从而使总

工期缩短．此时，虽然由于工序赶工而增加赶工费用使工序成本增加，从而使直接成本增
加，但因为总工期的缩短，又使间接成本减少，从整体来说经济效益可能会更好些．

图７１６ 　

直接成本、间接成本和总成本（直接成本与间接

成本之和）与总工期的关系如图７１６所示．可见，图
中总成本曲线是一个马鞍形曲线，其中，最低点（鞍

点）所对应的总工期为总成本最低的总工期，称为最

优总工期，记为Ｔ
Ｅ ．所以，若要求最低成本的最优总

工期，不妨先固定总工期ＴＥ，然后确定成本最低的

计划方案，再让ＴＥ 在某一个范围内变化，比较不同

总工期ＴＥ 所对应的总成本，即可求得Ｔ．
１．指定总工期的成本优化问题

图７１７　

若ＰＥＲＴ网络确定的总工期为ＴＥ，现指定一个总工期Ｔ
　∧

　Ｅ（＜ＴＥ），我们来考虑成本

优化问题．
由于总工期固定为Ｔ

　∧

　Ｅ（称为指定总工期），所以间接成本是固定的，故成本最低意味

着各工序的直接成本总和最低．又由于每道工序成本由正常成本及赶工费用组成，所以
直接成本总和最低也就是意味着各工序的赶工费用总和最低．对于指定总工期的成本优
化问题，我们介绍枚举法、负时差法和线性规划法．
为了估算的方便，常常假定在工序成本与工序时间

之间有着线性的关系，如图７１７所示，其中ｗｇ
ｉｊ
和ｃｇ

ｉｊ
分

别表示在正常情况下工序（ｉ，ｊ）的作业时间和所需成本
（分别称为工序的正常工序时间和正常成本）；ｗｂ

ｉｊ和ｃ
ｂ
ｉｊ分

别表示工序（ｉ，ｊ）的赶工时间限度和相应的成本．
赶工成本斜率———工序（ｉ，ｊ）缩短一个单位时间所



第七章 网络计划技术

２９７　　

增加的直接成本称为该工序的赶工成本斜率，记为ｃ
ｉｊ．即工序（ｉ，ｊ）的赶工成本斜率．

ｃ
ｉｊ ＝

ｃｂ
ｉｊ －ｃｇ

ｉｊ

ｗｇ
ｉｊ －ｗｂ

ｉｊ

． （７６）

下面我们给出总工期指定为Ｔ
　∧

　Ｅ 时的成本优化问题的求解方法（若每道工序（ｉ，ｊ）都采

用它的时间限度ｗｂ
ｉｊ作为它的长度，求得相应网络的总工期为Ｔ′Ｅ，则应有Ｔ

　∧

　Ｅ ≥Ｔ′Ｅ）．
（１）枚举法．我们首先对网络图中各工序的工序时间在取为正常时间时求出工程的
总工期ＴＥ，若ＴＥ 大于指定总工期Ｔ

　∧

　Ｅ，则就要采取赶工措施．我们面临的问题是，应该在
哪些工序上赶工，被赶工的工序的施工时间为多少，才能使所增加的赶工费用最少．下面
通过具体的例子来说明枚举法的赶工思想．
例７４　某工程的有关信息由表７３给出．已知间接成本每天５００元，若指定总工期

Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２１天，试由赶工成本和间接成本来考虑本工程的最优赶工方案．

表７３

工序 紧前工序 正常工序时间（天） 赶工的极限时间（天） 赶工成本斜率（元／天）

Ａ — １０ ７ ４００
Ｂ — ５ ４ ２００
Ｃ Ｂ ３ ２ ２００
Ｄ Ａ，Ｃ ４ ３ ３００
Ｅ Ａ，Ｃ ５ ３ ３００
Ｆ Ｄ ６ ３ ５００
Ｇ Ｅ ５ ２ １００
Ｈ Ｆ，Ｇ ５ ４ ４００

　　解　如果所有工序都以正常时间完工，我们给出本工程的网络图７１８，此时总工期

ＴＥ ＝２５天，赶工成本与间接成本之和

ｆ＝０＋５００×２５＝１２５００（元）．

图７１８

在图７１８中，有两条关键路径Ｐ１ ＝Ａ—Ｄ—Ｆ—Ｈ 和Ｐ２ ＝Ａ—Ｅ—Ｇ—Ｈ．
若先将总工期２５天压缩为２４天．为此，我们就要采取赶工措施分别缩短关键路径

Ｐ１ 和Ｐ２ 的长度１天．换言之，必须压缩关键工序的工序时间，对关键工序进行赶工．显
然，我们首先应考虑对两条关键路径的共同工序中赶工成本斜率最小的关键工序进行赶

工．Ｐ１ 和Ｐ２ 有两道共同工序Ｈ 和Ａ，赶工成本斜率都为４００元．我们取关键工序Ｈ 进
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行赶工，对其工序时间ｗ６７压缩至它的极限时间４天．此时，赶工的成本为４００元，另一方
面，由于总工期从２５天压缩至２４天，间接成本可节省５００元．
由于指定总工期Ｔ

　∧

　Ｅ ＝２１天，我们必须再对关键工序进行赶工．现在我们考虑对两
条关键路径的共同工序Ａ进行赶工．但是工序Ａ不能压缩到它的极限时间７天，否则路
径Ｐ３ ＝Ｂ—Ｃ—Ｄ—Ｆ—Ｈ 和路径Ｐ４ ＝Ｂ—Ｃ—Ｅ—Ｇ—Ｈ 上升为关键路径，它们的长度
为８天，而原关键路径Ｐ１ 和Ｐ２ 不再是关键路径，这样的赶工将是不经济的．所以，我们
仅对工序Ａ的工序时间压缩２天，其赶工成本为８００元．此时，工序Ｂ和Ｃ也都成了关键
工序，路径Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３ 和Ｐ４ 都是关键路径（如图７１９），它们的长度都为２２天，间接成
本节省１０００元．

图７１９

为了实现工程的总工期Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２１天，我们必须继续赶工，将现有的总工期２２天压缩
至２１天．表７４给出了各种可能的组合方案，可见３＃方案最经济．于是，我们将Ｄ 和Ｇ
这两道工序都压缩１天，赶工成本为４００元，间接成本节省５００元．

表７４

ｊ＃方案 赶工措施 增加的赶工成本（元）

１＃ Ａ，Ｂ（或Ｃ）工序各压缩１天 ４００＋２００＝６００
２＃ Ｄ和Ｅ 工序各压缩１天 ３００＋３００＝６００
３＃ Ｄ和Ｇ 工序各压缩１天 ３００＋１００＝４００
４＃ Ｆ和Ｅ 工序各压缩１天 ５００＋３００＝８００
５＃ Ｆ和Ｇ 工序各压缩１天 ５００＋１００＝６００

　　综上讨论，在Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２１天时，我们将最合理的赶工方案列成表７５．此时，赶工成本和
间接成本之和

ｆ＝８００＋３００＋１００＋４００＋５００×２１＝１２１００（元）．

表７５

工　　序 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ Ｇ Ｈ

正常工序时间 　１０ ５ ３ 　４ ５ ６ 　５ 　５

赶工的天数 　２ ０ ０ 　１ ０ ０ 　１ 　１

赶工后的工序时间 　８ ５ ３ 　３ ５ ６ 　４ 　４

赶工成本（元） ８００ — — ３００ — — １００ ４００

　　总工期Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２１天的网络图由图７２０给出．
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图７２０

通过上述实例的分析，可见，指定总工期为 Ｔ
　∧

　Ｅ 的成本优化问题，可通过对各工序长

度都为正常时间的网络进行合理赶工来求解．赶工措施的原则为：

① 在关键路径上，对赶工成本斜率最低的工序采取赶工措施；

② 在关键路径赶工后，其他非关键路径有可能上升为关键路径．在今后赶工中，则对新
的关键路径的有关工序也应进行赶工，但必须应使原有的关键路径继续保持为关键路径．

③ 数条关键路径同时赶工时，应首先考虑共同工序赶工，并以支付最低的赶工成本
为目的．
例７５　现给网络如图７２１．各工序的正常工序时间、正常成本、赶工的极限时间、赶

工成本斜率如表７６所示（表７６中“”表示无论投入多少资金，亦无法缩短该工序的
工序时间）．现在取指定总工期Ｔ

　∧

　Ｅ ＝２３天，问如何赶工以使赶工成本最低．
解　第一步，在图７２１中关键路径为（１，２）（２，３）（３，５）（５，６），其长度为２６天，

大于指定总工期Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２３天．于是，我们采取赶工措施．
首先选择关键路径上赶工成本斜率最低的工序（２，３）压缩２天（由表７６知，工序

（２，３）至多压缩２天），增加赶工成本６０×２＝１２０元，得新的网络如图７２２，它有３条关
键路径：

Ｐ１ ＝（１，２）（２，５）（５，６），

Ｐ２ ＝（１，２）（２，３）（３，５）（５，６），

Ｐ３ ＝（１，３）（３，５）（５，６）．

它们的长度都为２４天．
表７６

工　序 正常工序时间（元） 正常成本（元） 赶工的极限时间（天） 赶工成本斜率（元／天）

（１，２） 　５ ２２０ ４ 　８０
（１，３） １０ ４８０ ８ ９０
（１，６） ８ ４４０ ６ １００

（２，３） ７ ６００ ５ ６０
（２，５） １１ ５６０ ９ ４０
（３，４） ５ ６００ ２ ２００

（３，５） ６ １５０ ５ １００
（４，６） ４ １８０ ４ 
（５，６） ８ ６００ ７ １６０

ＴＥ ＝２６天 总计３８３０元
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图７２１
　　　　　　

图７２２

第二步，对网络图７２２来说，ＴＥ ＝２４天，为实现指定总工期Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２３天，必须对关
键路径Ｐ１，Ｐ２ 和Ｐ３ 的长度都压缩１天．我们将这３条关键路径的有关工序及其赶工成
本斜率列成表７７．

表７７

关键路径Ｐ１ 关键路径Ｐ２ 关键路径Ｐ３

工　序 赶工成本斜率 工　序 赶工成本斜率 工　序 赶工成本斜率

（１，２） 　８０元 （１，２） 　８０元 （１，３） 　９０元
（２，５） 　４０元 　（２，３） 　６０元 （３，５） １００元
（５，６） １６０元 （３，５） １００元 （５，６） １６０元

（５，６） １６０元

　　（ ：Ｐ２ 的关键工序（２，３）不能再压缩）

现在将这３条关键路径长度各压缩１天，对关键工序赶工一天的组合情况及其赶工
成本列成表７８．可见，２＃方案赶工成本最少．此时，工序（２，５）压缩１天，赶工成本４０
元，工序（３，５）为关键路径Ｐ２ 与Ｐ３ 的共同工序，压缩１天，其赶工成本为１００元，合计

１４０元．按２＃方案所得的网络如图７２３．
表７８

ｊ＃方案
关键路径中压缩１天的关键工序及其赶工成本

Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３

合　计

１＃ （２，５），４０元 （１，２），８０元 （１，３），９０元 ２１０元

２＃ （２，５），４０元 （３，５），１００元 １４０元

３＃ （１，２），８０元 （１，３），９０元 １７０元

４＃ （１，２），８０元 （３，５），１００元 １８０元

５＃ （５，６），１６０元 １６０元

图７２３
　　　　　　

图７２４
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从表７８看，４＃方案不如２＃方案．如果采用４＃方案赶工，其网络图如图７２４．
第三步，现若由网络图７２１的总工期２６天直接压缩为２３天，则当为图７２３时，赶

工成本为４０＋６０×２＋１００＝２６０（元），而为图７２４时，赶工成本为８０＋６０×２＋１００＝
３００（元）．
但在图７２４中，我们可以发现，图７２１中的关键路径（１，２），（２，３），（３，５），

图７２５　

（５，６）此时已不是关键路径，（２，３）不再是关键工序，可
知工序（２，３）的总时差Ｒ（２，３）＝１，故在图７２４中工序
（２，３）的工序时间取为６天也不影响工程在２３天完成．
所以总工期由２６天直接压缩为２３天时，我们将图７２４
中工序（２，３）的工序时间改为６天，相应的网络如图７２５
所示，它的赶工成本为３００－６０＝２４０（元）．显然，网络图

７２５相应的赶工措施要比图７２３和图７２４相应的赶工
措施来得好．
因此，当指定总工期为２３天时，赶工成本最低的最佳赶工措施是从图７２１化为

图７２５：工序（１，２），（２，３），（３，５）分别压缩１天，赶工成本分别为８０元，６０元和１００
元，总的赶工成本为８０＋６０＋１００＝２４０（元）．
从上述两个例题的求解过程可看出，枚举法只适用于小型工程计划，对于庞大的工

程计划，枚举法就无能为力了．
（２）负时差法．给ＰＥＲＴ网络Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｗ，①，○ｎ　

），若对（ｉ，ｊ）∈Ｅ，在取ｗｉｊ

为正常工序时间ｗｇ
ｉｊ
时，工序（ｉ，ｊ）的总时差为Ｒ（ｉ，ｊ），工程的总工期为ＴＥ．

现在对网络Ｎ，指定总工期为Ｔ
　∧

　Ｅ（Ｔ
　∧

　Ｅ ＜ＴＥ）．令

ΔＴＥ ＝ＴＥ －Ｔ
　∧

　Ｅ．

现对汇○ｎ　

，取ｔ′Ｌ（ｎ）＝Ｔ
　∧

　Ｅ，则由式（７２）可知

ｔ′Ｌ（ｊ）＝Ｔ
　∧

　Ｅ －ｍａｘ｛ＴＥ －ｔＬ（ｉ）＋ｗｊｉ｜ｉ＞ｊ，（ｊ，ｉ）∈Ｅ｝　　　　　
＝Ｔ

　∧

　Ｅ －ＴＥ ＋ＴＥ －ｍａｘ｛ＴＥ －ｔＬ（ｉ）＋ｗｊｉ｜ｉ＞ｊ，（ｊ，ｉ）∈Ｅ｝

＝－ΔＴＥ ＋ｔＬ（ｊ）．

此时，在ｔ′Ｌ（ｎ）＝Ｔ
　∧

　Ｅ 的条件下，由式（７４）可知工序（ｉ，ｊ）的开工日期（或完工日期）可推
迟的天数为

Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）＝ｔ′Ｌ（ｊ）－ｔＥ（ｉ）－ｗｉｊ　　　　　　　　

＝ｔ′Ｌ（ｊ）－ｔＬ（ｊ）＋ｔＬ（ｊ）－ｔＥ（ｉ）－ｗｉｊ

＝Ｒ（ｉ，ｊ）－ΔＴＥ． （７７）

由于ΔＴＥ ＞０，所以必有一些工序的Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）（在ｔ′Ｌ（ｎ）＝Ｔ

　∧

　Ｅ 时的总时差）小于零，这时，

称其为负时差．
在诸负时差中，最小的负时差为关键工序（ｉ，ｊ）的总时差Ｒ

　∧
（ｉ，ｊ）＝－ΔＴＥ．在非关

键路径上，有的工序也可能为负时差．所以，对网络 Ｎ，要实现新的总工期，必须对

Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）＜０的工序（ｉ，ｊ）进行赶工，而对Ｒ

　∧
（ｉ，ｊ）≥０的工序（ｉ，ｊ）赶工是没有意义的．
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我们构造辅助网络Ｎ１＝（Ｖ，Ｅ１，Ｃ１，①，○ｎ　

）：

Ｅ１ ＝｛（ｉ，ｊ）｜（ｉ，ｊ）∈Ｅ，Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）＜０｝， （７８）

ｃ１
ｉｊ ＝

ｃ
ｉｊ，若ｗｂ

ｉｊ ＜ｗｉｊ，

Ｍ，若ｗｂ
ｉｊ ＝ｗｉｊ

烄

烆 ，
　（ｉ，ｊ）∈Ｅ， （７９）

其中Ｍ 为一个充分大的正数．
显然，在以ｗｉｊ为权的赋权有向图Ｄ ＝（Ｖ，Ｅ１）中，任一条从顶点１到顶点ｎ的路径

之长度都超过Ｔ
　∧

　Ｅ．现设法对Ｅ１ 中某些工序的工序时间压缩一天，使得Ｄ 中顶点１至顶
点ｎ的所有路径的长度都比原来减少１，而且赶工的成本又最小．
设（Ｓ，Ｓ

　
）为Ｎ１ 中的一个割．我们知道，若把割中的边都移掉，则顶点１至顶点ｎ就

没有路径．所以，若把割（Ｓ，Ｓ
　
）中的每道工序都赶工一天，则Ｄ中顶点１至顶点ｎ的路径

的长度就都可减少１，而赶工的成本恰为割（Ｓ，Ｓ
　
）的容量Ｃ１（Ｓ，Ｓ

　
）．于是，我们的问题就

化为求网络Ｎ１ 的最小割．
若求得Ｎ１ 的最小割（Ｓ，Ｓ

　 ），我们将（Ｓ，Ｓ
　 ）中的每一工序都赶工一天，于是，

Ｎ 的工期就由ＴＥ 变为ＴＥ －１，因而相应的ΔＴＥ 也比原来减少１．从而，原来确定的边集

Ｅ１ 中每道工序（ｉ，ｊ）的Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）应比原来增大１．重复上述过程，直至ΔＴＥ ＝０．

在此算法中，我们对Ｎ１ 中割（Ｓ，Ｓ
　 ）的每道工序在Ｎ 中的工序时间压缩量可按

下列方法给出．令

δ１ ＝ ｍａｘ｛Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）｜（ｉ，ｊ）∈Ｅ１｝（有δ１ ＜０），

δ＝ ｍａｘ｛δ１，ｗｂ
ｉｊ －ｗｉｊ｜（ｉ，ｊ）∈（Ｓ，Ｓ

　 ）｝（有δ＜０），

于是，在Ｎ 中，对（ｉ，ｊ）∈（Ｓ，Ｓ
　 ），取

新ｗｉｊ ＝ 原有ｗｉｊ ＋δ．

此时，有新ＴＥ ＝ 原有ＴＥ ＋δ，新ΔＴＥ ＝ 原有ΔＴＥ ＋δ，新Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）＝ 原有Ｒ

　∧
（ｉ，ｊ）－

δ（（ｉ，ｊ）∈Ｅ１）．
下面我们给出具体的算法：

① 计算Ｎ ＝（Ｖ，Ｅ，Ｗ，①，○ｎ　

）的时间参数，取ΔＴＥ ＝ＴＥ －Ｔ
　∧

　Ｅ，Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）＝

Ｒ（ｉ，ｊ）－ΔＴＥ（（ｉ，ｊ）∈Ｅ），Ｅ０ ＝Ｅ，ｋ＝１．

② 取
Ｅｋ ＝｛（ｉ，ｊ）｜（ｉ，ｊ）∈Ｅｋ－１，Ｒ

　∧
（ｉ，ｊ）＜０｝，

δ１ ＝ ｍａｘ｛Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）｜（ｉ，ｊ）∈Ｅｋ｝（有δ１ ＜０），

ｃｋ
ｉｊ ＝

ｃ
ｉｊ，　 若ｗｂ

ｉｊ ＜ｗｉｊ；

Ｍ，　 若ｗｂ
ｉｊ ＝ｗｉｊ

烄

烆 ，
（ｉ，ｊ）∈Ｅｋ．

③ 应用最大流算法求网络Ｎｋ ＝（Ｖ，Ｅｋ，Ｃｋ，①，○ｎ　

）的最小割（Ｓ
ｋ ，Ｓ

　 
ｋ），取

δ＝ ｍａｘ｛δ１，ｗｂ
ｉｊ －ｗｉｊ｜（ｉ，ｊ）∈（Ｓ

ｋ ，Ｓ
　 

ｋ）｝（有δ＜０）

在Ｎ 中取
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ｗｉｊ ＝
ｗｉｊ ＋δ，　 在Ｅｋ 中（ｉ，ｊ）∈（Ｓ

ｋ ，Ｓ
　 

ｋ），

ｗｉｊ，　 　 其他烅
烄

烆 ；

ＴＥ ＝ＴＥ ＋δ，　ΔＴＥ ＝ΔＴＥ ＋δ．

④ΔＴＥ ＝０？
若是，则ＴＥ ＝Ｔ

　∧

　Ｅ，算法终止．
若否，则对（ｉ，ｊ）∈Ｅｋ，取Ｒ

　∧
（ｉ，ｊ）＝Ｒ

　∧
（ｉ，ｊ）－δ，ｋ＝ｋ＋１，转步骤②．

例７６　给网络图如图７２６，工序（ｉ，ｊ）旁参数为正常工序时间ｗｇ
ｉｊ
及赶工成本斜

率ｃ　
∧

ｉｊ，而带括弧的参数为工序（ｉ，ｊ）的总时差Ｒ（ｉ，ｊ）．可知正常总工期ＴＥ ＝３０天．现

指定 Ｔ
　∧

　Ｅ ＝２４天．假设各工序的赶工极限时间ｗｂ
ｉｊ ＝ｗｇ

ｉｊ－２（即各工序至多赶工２天）．
问应如何赶工，可使赶工成本最小？

图７２６
　

图７２７

解　若对网络各工序的工序时间都取为ｗｇ
ｉｊ－２，则此时总工期Ｔ′Ｅ＝２２天．Ｔ

　∧

　Ｅ ＝
２４天 ＞Ｔ′Ｅ，所以Ｔ

　∧

　Ｅ 是可以实现的．于是

ΔＴＥ ＝３０－２４＝６，

由此可得各工序（ｉ，ｊ）的Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ），如图７２７所示．

图７２８给出了网络Ｎ１，其中每条有向边旁所标的两个参数为Ｒ
　∧
（ｉ，ｊ）与ｃ１

ｉｊ，相应的

δ１＝－３．可知

（Ｓ
１ ，Ｓ

　 
１）＝｛（６，７）｝，　Ｃ１（Ｓ

１ ，Ｓ
　 

１）＝２５０．

由于工序（６，７）至多压缩２天，故取δ＝－２，ｗ６７ ＝１０－２＝８，其赶工成本２５０×２＝
５００．这时，ΔＴＥ ＝４．

图７２８ 图７２９
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图７２９给出了网络Ｎ２（由于现在Ｎ 中ｗ６７ ＝８＝ｗｂ
ｉｊ，已为赶工极限时间，不能再

赶工，所以在Ｎ２ 中取ｃ２
６７ ＝Ｍ，类似情况，以后不再说明），相应的δ１ ＝－１．可知

（Ｓ
２ ，Ｓ

　 
２）＝｛（５，６），（３，６），（１，４）｝，

Ｃ２（Ｓ
２ ，Ｓ

　 
２）＝１００＋２００＋１００＝４００．

现取δ＝－１，在Ｎ中取ｗ５６ ＝８，ｗ３６ ＝５，ｗ１４ ＝７，其赶工成本为４００．这时，ΔＴＥ ＝３．
图７３０给出了网络Ｎ３，相应的δ１ ＝－１．可知

（Ｓ
３ ，Ｓ

　 
３）＝｛（５，６），（３，６）｝，

Ｃ３（Ｓ
３ ，Ｓ

　 
３）＝１００＋２００＝３００．

现取δ＝－１，在Ｎ 中取ｗ５６ ＝７，ｗ３６ ＝４，其赶工成本为３００．这时，ΔＴＥ ＝２．

图７３０ 图７３１

图７３１给出了网络Ｎ４，相应的δ１ ＝－２．可知

（Ｓ
４ ，Ｓ

　 
４）＝｛（２，５）｝，　Ｃ４（Ｓ

４ ，Ｓ
　 

４）＝１５０．

现取δ＝－２，在Ｎ 中取ｗ２５ ＝４，其赶工成本为１５０×２＝３００．这时，ΔＴＥ ＝０．
所以，当Ｔ

　∧

　Ｅ ＝２４时，在采用最佳赶工方案后，各工序的工序时间如图７３２所示，赶工

图７３２ 　

成本 ＝５００＋４００＋３００＋３００＝１５００．
在这个例子中，所选取的赶工工序

（６，７）是４条关键路径的共同工序，工序
（３，６）是２条关键路径的共同工序，可见
共同工序经常在最小割中．
但是，这里要指出，用上述算法求解

某些指定工期成本优化问题时，得到的不

一定是最优赶工方案．这是因为Ｎｋ 中的

最小割不一定唯一，且最小割中边的负时

差未必相同．感兴趣的读者可对此算法作进一步探讨．
例如，如果用上述算法对例７５的图７２１进行赶工，则得网络图７２３，赶工成本为

２６０元（请读者作为习题求解）．
（３）线性规划法．对于大型ＰＥＲＴ网络的总工期—成本优化问题，可以通过建立线
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性规划模型来进行最优决策．让我们先来讨论一个简单的例题，分析一下线性规划模型
是如何对ＰＥＲＴ网络求关键路径及总工期的．
例７７　给ＰＥＲＴ网络如图７３３所示．试用线性规划方法求该网络的关键路径及总

图７３３　

工期．
解　设ｔｉ为事项ｉ发生的时间（例如ｔ１ 表示工程

开始的时间，ｔ５ 表示工程完工的时间，ｔ４ 表示工序

（２，４）及（３，４）都完工的时间．即ｔｉ是以顶点ｉ为终点
的工序的完工时间中的最大值）．
显然，对于网络中的每条边（ｉ，ｊ）都有一个相应的

约束条件ｔｊ－ｔｉ ≥ｗｉｊ，以保证工序（ｉ，ｊ）安排作业的可用时间不小于该工序的工序时间

ｗｉｊ．于是，我们得下列线性规划模型：

ｍｉｎｆ＝ｔ５－ｔ１；

ｓ．ｔ．　ｔ２－ｔ１ ≥３，

ｔ３－ｔ１ ≥１，

ｔ３－ｔ２ ≥０，

ｔ４－ｔ２ ≥４，

ｔ４－ｔ３ ≥２，

ｔ５－ｔ４ ≥５，

ｔｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，５．

用单纯形法对该模型求解，最优解和最优值分别为

ｔ
１ ＝０，　ｔ

２ ＝３，　ｔ
３ ＝３，　ｔ

４ ＝７，　ｔ
５ ＝１２；　ｆ ＝１２．

因此，该ＰＥＲＴ网络的总工期ＴＥ ＝１２天．在最优解中，使约束条件取等式的相应工序意
味着该工序的开工日期没有机动时间，所以这些工序即为关键工序．例如：

ｔ
２ －ｔ

１ ＝３－０＝３＝ｗ１２，　ｔ
４ －ｔ

２ ＝７－３＝４＝ｗ２４，

ｔ
５ －ｔ

４ ＝１２－７＝５＝ｗ４５，

因此，工序（１，２），（２，４），（４，５）为该网络的关键工序．令

ｋｉｊ———工序（ｉ，ｊ）的正常工序时间；

ｌｉｊ———工序（ｉ，ｊ）赶工的极限时间；

ｃｉｊ———工序（ｉ，ｊ）赶工一天的成本；

ｗｉｊ———工序（ｉ，ｊ）的实际工作时间；

ｔｊ———事项ｊ的发生时间．
对ＰＥＲＴ网络的总工期—成本优化问题，我们根据不同的目标，给出下列３个线性规划
模型．
例７８　现要求工程的总工期应不迟于Ｔ．为使赶工总成本最小，问如何安排各工序

的进度？
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解　本问题的线性规划模型为

　　　　　　　　　　 ｍｉｎｆ＝ ∑
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

ｃｉｊ（ｋｉｊ －ｗｉｊ）；

ｓ．ｔ．　ｔｊ－ｔｉ ≥ｗｉｊ，　　　 对一切（ｉ，ｊ）∈Ｅ，

ｌｉｊ ≤ｗｉｊ ≤ｋｉｊ，　　 对一切（ｉ，ｊ）∈Ｅ，

ｔｎ－ｔ１ ≤Ｔ，

ｔｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

例７９　为使总工期压缩，现增加投资ｂ，问对哪些工序进行赶工，以使总工期最小？

解　本问题的线性规划模型为

　　　　　　　　　　 ｍｉｎｆ＝ｔｎ－ｔ１；

ｓ．ｔ．　ｔｊ－ｔｉ ≥ｗｉｊ　　 　 对一切（ｉ，ｊ）∈Ｅ，

ｌｉｊ ≤ｗｉｊ ≤ｋｉｊ，　　 对一切（ｉ，ｊ）∈Ｅ，

∑
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

ｃｉｊ（ｋｉｊ －ｗｉｊ）≤ｂ，

ｔｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

例７１０　若工程每天的间接成本为ｄ元．为使间接成本和赶工成本之和最小，问如
何安排各工序的进度．
解　本问题的线性规划模型为

　　　　　　　　　　 ｍｉｎｆ＝ｄ（ｔｎ－ｔ１）＋ ∑
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

ｃｉｊ（ｋｉｊ －ｗｉｊ）；

ｓ．ｔ．　ｔｊ－ｔｉ ≥ｗｉｊ，　 　 对一切（ｉ，ｊ）∈Ｅ，

ｌｉｊ ≤ｔｉｊ ≤ｋｉｊ，　　 对一切（ｉ，ｊ）∈Ｅ，

ｔｊ ≥０，　ｊ＝１，⋯，ｎ．

２．最低成本的最优总工期问题
求总成本最低的最优总工期Ｔ

Ｅ ，一般可按如下步骤来进行：

① 对ＰＥＲＴ网络各工序都取正常的工序时间，求出总工期ＴＥ；再对网络各工序的工

序时间取赶工的极限时间，求出总工期Ｔ′Ｅ．则显然有Ｔ
Ｅ ∈〔Ｔ′Ｅ，ＴＥ〕．我们在Ｔ′Ｅ与ＴＥ

之间估计一个值Ｔ
　∧

　Ｅ 作为Ｔ
Ｅ 的初始值．

② 通过求解指定总工期分别为Ｔ
　∧

　Ｅ－１，Ｔ
　∧

　Ｅ，Ｔ
　∧

　Ｅ＋１的成本优化问题，得到直接成本
（或赶工成本）最小的３个赶工方案，然后加上总工期为Ｔ

　∧

　Ｅ－１，Ｔ
　∧

　Ｅ，Ｔ
　∧

　Ｅ＋１时相应的间
接成本，即得总工期为Ｔ

　∧

　Ｅ－１，Ｔ
　∧

　Ｅ，Ｔ
　∧

　Ｅ＋１时的总成本ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ－１），ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ），ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ＋１）．
③ 若有ｆ（Ｔ

　∧

　Ｅ）≤ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ －１），ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ）≤ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ ＋１），则Ｔ
　∧

　Ｅ 就是所求的最优总工期

Ｔ
Ｅ ，否则取ｆ（Ｔ

　∧

　Ｅ －１）和ｆ（Ｔ
　∧

　Ｅ ＋１）中小者所相应的总工期作为Ｔ
　∧

　Ｅ 的新值，再重复步

骤②．
例７１１　给出例７５不同总工期的赶工方案并计算相应的直接成本．
解　我们将有关计算结果列成表７９（若各工序都取其赶工的极限时间，则可知相

应的总工期为２１天，直接成本为５３５０元，我们没有列进表７９中）．
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表７９

工序（ｉ，ｊ）的实际工序时间
及其赶工成本（元）

总　　工　　期　　（天）

２６ ２５ ２４ ２３ ２２ ２１

工序（１，２） ５ ５ ５ ４（＋８０） ４（＋８０） ４（＋８０）

工序（１，３） １ １ １０ １０ １０ １０

工序（１，６） １０ １０ ８ ８ ８ ８

工序（２，３） ７ ６（＋６０） ５（＋１２０） ６（＋６０） ６（＋６０） ６（＋６０）

工序（２，５） １１ １１ １１ １１ １１ １１

工序（３，４） ５ ５ ５ ５ ５ ５

工序（３，５） ６ ６ ６ ５（＋１００） ５（＋１００） ５（＋１００）

工序（４，５） ４ ４ ４ ４ ４ ４

工序（４，６） ８ ８ ８ ８ ７（＋１６０） ７（＋１６０）

直接成本（元） ３８３０ ３８９０ ３９５０ ４０７０ ４２３０ ４４２０

　　 例７１２　对例７１１，若在ＴＥ ＝２６时，知其间接成本为１８３０元．当总工期每压缩１
天，间接成本可节省８０元，求总成本最低的最优总工期．
解　利用表７９的有关信息并计算不同总工期时的间接成本，我们可算得不同总

工期相应的总成本，如表７１０所示，可见总成本最低的最优总工期Ｔ
Ｅ ＝２４天．

表７１０

成本（元）
总　　工　　期　　（元）

２６ ２５ ２４ ２３ ２２ ２１

直接成本 ３８３０ ３８９０ ３９５０ ４０７０ ４２３０ ４４２０

间接成本 １８３０ １７５０ １６７０ １５９０ １５１０ １４３０

总 成 本 ５６６０ ５６４０ ５６２０ ５６６０ ５７４０ ５８５０

图７３４　

７．２．２　总工期—资源的优化问题

我们不准备对总工期—资源的优化问题作全面的介绍与深入的讨论，而仅仅探讨一

下当资源有限制时，如何合理地安排资源．
例７１３　某工程的网络图由图７３４给

出．图中有向边旁第一个参数为工序的工序
时间ｗｉｊ（单位：天），第二个参数为该工序每

天所需要的作业人数．现在假设该项工程由
一个工程队承包，全队共有人员１２名，且设
每个人员都可以胜任各工序的工作．试问，
该队对各工序的进度如何安排及如何合理
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地调配人员，以使工程尽早地完工．
该网络图的关键路径为（１，３）（３，５）（５，６）（６，７），其长度ＴＥ ＝１６（天）．各事项的

最早时间和最迟时间经计算由表７１１给出，各工序的总时差由表７１２给出．

表７１１

事项ｋ １ ２ ３ 　４ ５ 　６ 　７

ｔＥ（ｋ） ０ ２ ５ 　７ ８ １０ １６

ｔＬ（ｋ） ０ ４ ５ １４ ８ １０ １６

表７１２

工　序 总时差 工　序 总时差 工　序 总时差

（１，２） 　２ （３，４） ７ （５，６） ０
（１，３） 　０ （３，５） ０ （５，７） １
（１，４） １１ （３，６） １ （６，７） ０
（２，５） 　２ （４，７） ７

　　将各工序所需的工作日（每天需要的人员乘以该工序的工序时间）相加，可知该工程
共需１７３个工作日，因此如用１６天完成（承包这项工程所需的时间不能小于总工期１６
天），则平均每天需要投入的人员数为１７３／１６≈１１＜１２．所以，适当安排各道工序的进程，
整个工程有可能在１６天内完成（反之，要是平均每天需要投入的人员数超过１２，则不论
如何安排整个工程各工序的进度，均无可能在１６天内完成该项工程）．
如果将每道工序（ｉ，ｊ）都安排在第ｔＥ（ｉ）＋１天开始执行，可得一张表示工程进度的

横道图，如表７１３所示．表中 “ ”表示关键工序的进度；“———”表示非关键工序的进
度；横道线上的数字表示执行该工序时每天所需的人员数；“⋯⋯”表示在不误总工期的

条件下，非关键工序的执行时间所允许的变动范围（例如，工序（３，４）所需的两天时间可
安排在第６天初至第１４天末这个时间区间内任何持续的两天）．

表７１３

　　　　日期
工序　　　　 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６

（１，２


）


５ ５
（１，３） ７ ７ ７ ７ ７
（１，４


）


４ ４ ４

（２，５


）


４ ４ ４ ４
（３，４


）


６ ６

（３，５） ４ ４ ４
（３，６


）


２ ２ ２ ２

（４，７


）


４ ４
（５，６） ５ ５
（５，７


）


２ ２ ２ ２ ２ ２ ２

（６，７） ６ ６ ６ ６ ６ ６

需求人员数 １６ １６ １５ １１ １１ １６ １２ １０ １３ ７ ８ ８ ８ ８ ８ ６
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　　从表７１３可以看出，由于各工序均按其最早开工时间安排进度，因此工程的前期人
员的需求较多，而工程后期人员的需求较少，整个工程进行期间人员的需求很不均匀．
图７３５为按照横道图表７１３所得的人员资源需求曲线，这是一条阶梯形曲线．图７３５
告诉我们，有５天超出了目前人员资源的限制条件．

图７３５

于是，我们就要在保证总工期１６天不变的条件下（对有些问题，可能要适当地调整
原定的总工期，以保证资源的合理使用），调整各工序的进度，使人员需求尽可能地平衡，

且不超过每天可配备的人员数．对每天人员使用量（或资源）调整的基本原则是：
首先，将人力（或资源）优先分配给关键工序和总时差较小的工序；

然后，利用非关键工序的总时差，调整各道非关键工序的开工时间．对能够推迟开工
的工序，适当地向后推迟．
下面我们对这类资源附有限制的网络计划问题作一般的讨论．
假若网络计划问题所需要的某种资源在单位时间内的最大供应量为λｍａｘ，那么，在此

资源限制条件下，可以按以下步骤求总工期最短的计划方案．

① 当网络图给定后，先求出有关的时间参数及总工期ＴＥ．将每道工序（ｉ，ｊ）都先安
排在ｔＥ（ｉ）＋１天开始执行，由此绘制横道图，得到一条阶梯形的资源需求曲线．该曲线任
何一个梯段的开始或结束，均意味着有某些工序开工或完工．

图７３６

② 对资源需求曲线自左至右按梯段进行检查，如资源需求超过资源最大供应量

λｍａｘ，就要加以调整．利用非关键工序的总时差，错开它们的开工时间，分散对资源需求的
压力，力争在总工期ＴＥ 内完工．
例如某网络计划经过多次网络分析后，

有资源需求曲线如图７３６所示，λ为资源
需求量．此时，假设每道工序（ｉ，ｊ）的开工日
期为第ｓｉｊ ＋１天，（ｔＡ，ｔＢ］为该曲线首先超

出λｍａｘ的阶梯所在的时间区间，λＡＢ为此阶梯

的高度．
显然，时间区间（ｔＡ，ｔＢ］内的若干工序

（ｉ，ｊ）必满足下面两个条件：
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ｓｉｊ ＋１≤ｔＢ，

ｓｉｊ ＋ｗｉｊ ＞ｔＡ
烅
烄
烆 ．

（ｔＡ，ｔＢ］内的工序（ｉ，ｊ）如图７３７所示，这些工序有

（ｔＡ，ｔＢ］∩（ｓｉｊ，ｓｉｊ ＋ｗｉｊ］≠ ． （７１０）

在图７３７所示的这些工序中，我们若能利用工序（ｉ，ｊ）的总时差，把工序（ｉ，ｊ）的开
工日期后移到第ｔＢ＋１天（即取ｓｉｊ ＝ｔＢ），则将减少（ｔＡ，ｔＢ］时间区间内对资源的需求量．
但是，这样做时应尽可能不影响总工期（或使总工期延长时间最少），故要求

ｔＢ ＋ｗｉｊ ≤ｔＬ（ｊ）． （７１１）

（ａ）
　

（ｂ）
　

（ｃ）

图７３７

现令

μｉｊ ＝ｔＬ（ｊ）－ｔＢ －ｗｉｊ， （７１２）

由图７３８可知：当μｉｊ ＜０时，取ｓｉｊ ＝ｔＢ将会影响整个工程按原定总工期完工，这时｜μｉｊ｜

图７３８ 　

表示新的完工期比总工期延长的天数．当μｉｊ ≥０时，说明取

ｓｉｊ ＝ｔＢ 将不影响总工期，这时｜μｉｊ｜表示取ｓｉｊ ＝ｔＢ 后，工序

（ｉ，ｊ）的开工日期还剩余的机动天数．我们对式（７１２）进行
变换：

μｉｊ ＝［ｔＬ（ｊ）－ｔＥ（ｉ）－ｗｉｊ］＋ｔＥ（ｉ）－ｔＢ

＝Ｒ（ｉ，ｊ）＋ｔＥ（ｉ）－ｔＢ， （７１３）

其中 Ｒ（ｉ，ｊ）＝ｔＬ（ｊ）－ｔＥ（ｉ）－ｗｉｊ．

那么，在满足式（７１０）的各道工序（ｉ，ｊ）中，应挑选哪些工序，使其开工日期后移到第

ｔＢ ＋１天呢？
一般来说遵循如下３条原则：

① 优先挑选μｉｊ大的工序（ｉ，ｊ），使它的开工时间ｓｉｊ ＝ｔＢ．因为当μｉｊ ≥０时，μｉｊ越大

说明工序（ｉ，ｊ）的开工时间后移后仍有较多的开工剩余机动时间；当μｉｊ ＜０时，μｉｊ越大，

则｜μｉｊ｜越小，说明工序（ｉ，ｊ）的开工时间后移后使总工期拖延的天数越小．
② 为了减轻工程后期施工对资源需求的压力，一般不宜把过多的资源需求量推迟．

最好是在满足资源限额的条件下，使资源的利用尽量均衡些．
③ 当ｓｉｊ的数值改变后，对于以事项ｊ为开工事项的工序（ｊ，ｋ）来说，若ｓｊｋ ＜ｓｉｊ ＋

ｗｉｊ，则（ｊ，ｋ）工序已不能按原订的日期第ｓｊｋ ＋１天开工，这时，应取ｓｊｋ ＝ｓｉｊ ＋ｗｉｊ．
同样地，对于以事项ｋ为开工事项的工序，其开工日期也应作相应改变，其余工序依
次类推．
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有时，我们可将某些满足式（７１０）的工序（ｉ，ｊ）在时间区间（ｔＡ，ｔＢ］内中断工作，或

延长其工序时间，以达到使资源需求量减少的目的．
我们根据上述原则来改变一些工序的开工日期，并修改原来的进度表，得到新

的资源需求曲线．再重复上述步骤，直到资源需求曲线的所有阶梯的高度都不超过

λｍａｘ为止．
本方法的计算工作量十分繁重．对于大中型网络，只能依靠电子计算机来进行．
下面我们来求解例７１３．
我们用表７１３所示的进度表，用上述方法逐步调整一些工序的进度．在调整过程

中，进度表的修改可以在原来的基础上进行．资源需求曲线的引入，是为了直观地分析超
出资源限额的情况．在实际调整过程中，不一定要画出资源需求曲线．事实上，时间区间
（ｔＡ，ｔＢ］和λｍａｘ都可以直接从横道图相应的进度表中得到．利用表７１３，我们对调整过程
中时间区间（ｔＡ，ｔＢ］中满足式（７１０）的工序（ｉ，ｊ）相应的μｉｊ进行计算，并把有关计算过程

列成表７１４，其中λｉｊ为工序（ｉ，ｊ）每天所需人员数．例如表７１４的第二行（ｔＡ，ｔＢ］＝
（２，５］，此时满足式（７１０）的工序有（１，３），（１，４），（２，５），因此：

μ１３ ＝Ｒ（１，３）＋ｔＥ（１）－ｔ５ ＝０＋０－５＝－５，

μ１４ ＝Ｒ（１，４）＋ｔＥ（１）－ｔ５ ＝１１＋０－５＝６，

μ２５ ＝Ｒ（２，５）＋ｔＥ（２）－ｔ５ ＝２＋２－５＝－１，

此时，有

μ１４ ＝ ｍａｘ｛μ１３，μ１４，μ１５｝＝６．

故取ｓ１４ ＝５．又ｓ４７ ＝ｔＥ（４）＝７＜ｓ１４＋ｗ１４ ＝５＋３＝８，故取ｓ４７ ＝ｓ１４＋ｗ１４ ＝８．
又例如在表７１４中，第三行（ｔＡ，ｔＢ］＝（５，６］，此时满足式（７１０）的工序有（１，４），

（２，５），（３，４），（３，５）和（３，６），相应的μ１４，μ２５，μ３４，μ３５和μ３６分别为５，－２，６，－１，

０，而λＡＢ ＝２０．因μ３４最大，故取ｓ３４ ＝ｔＢ ＝６．此时λＡＢ ＝２０－λ３４ ＝２０－６＝１４＞１２，
所以再取ｓ１４ ＝６．而ｓ４７ ＝ｓ１４＋ｗ１４ ＝６＋３＝９．

表７１４

（ｔＡ，ｔＢ］ 满足式（７１０）的（ｉ，ｊ） 相应的λｉｊ λＡＢ 由式（７１３）算出的μｉｊ 取新值的ｓｉｊ

（０，２］ （１，２），（１，３），（１，４） ５，７，４ １６ ０，－２，９ ｓ１４ ＝２

（２，５］ （１，３），（１，４），（２，５） ７，４，４ １５ －５，６，－１ ｓ１４ ＝５，ｓ４７ ＝８

（５，６］
（１，４），（２，５），（３，４）

（３，５），（３，６）
４，４，６
４，２

２０ ５，－２，６，－１，０
ｓ１４ ＝ｓ３４ ＝６

ｓ４７ ＝９

（６，７］ （１，４），（３，４），（３，５），（３，６）４，６，４，２ １６ ４，５，－２，－１ ｓ１４ ＝７，ｓ４７ ＝１０

（７，８］ （１，４），（３，４），（３，５），（３，６）４，６，４，２ １６ ３，４，－３，－２ ｓ１４ ＝８，ｓ４７ ＝１１

（８，９］ （１，４），（３，６），（５，６），（５，７）４，２，５，２ １３ ２，－３，－１，０ ｓ５７ ＝９

　　由表７１４可知，应取ｓ１４ ＝８，ｓ３４ ＝６，ｓ５７ ＝９，ｓ４７ ＝１１，其他ｓｉｊ ＝ｔＥ（ｉ）．对表７１３
进行修改，可得新的横道图如表７１５．由这张进度表可知，总工期仍为１６天．
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表７１５

　　　　日期
工序　　　　 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６

（１，２） ５ ５
（１，３） ７ ７ ７ ７ ７
（１，４） ４ ４ ４
（２，５） ４ ４ ４ ４
（３，４） ６ ６
（３，５） ４ ４ ４
（３，６） ２ ２ ２ ２
（４，７） ４ ４
（５，６） ５ ５
（５，７） ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２
（６，７） ６ ６ ６ ６ ６ ６

需求人员数 １２ １２ １１ １１ １１ １０ １２ １２ １１ １１ １２ １２ １２ ８ ８ ８

　　那么，如何评价一个工程进度表对资源利用的均衡性呢？下面我们来讨论此问题．
若工程进度计划表确定后，用λ表示第ｔ天对资源的需求量，Ｔ为进度表相应的总工

期，则日资源利用量的均值为

λ＝ １
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
λｔ （７１４）

令

Ｓ２ ＝ １
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１

（λｔ－λ）２， （７１５）

可知

Ｓ２ ＝ １
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
λ２

ｔ －λ２． （７１６）

我们的问题就成为在计划工期Ｔ固定的条件下，找到一种进度计划使Ｓ２ 取极小值．一般
可采用如下的试探法：

先求出网络图的时间参数，把每道工序（ｉ，ｊ）的开工日期都安排在第ｔＥ（ｉ）＋１天．于
是得到一张初始进度计划表，计算相应的Ｓ２．然后利用非关键工序的总时差，依次对每道
非关键工序的执行时间作试探性调整，若调整后的Ｓ２ 值减少，则接受这个调整措施，从

而获得一张新的进度计划表．重复上述过程，直到求得某一进度计划时，对每道非关键工
序的试探性调整已无法使Ｓ２ 减小，此时，即终止调整工作．
对于图７３４网络所示工程来说，表７１３所给的进度计划表相应的Ｓ２ ＝１１．４０，可

见该进度计划的资源利用是很不均衡的．表７１５所给的进度计划表相应的Ｓ２ ＝２．１５，
可见，该进度计划的资源利用就比较均衡了．

§７．３　非肯定型ＰＥＲＴ网络

前面我们所阐述的ＰＥＲＴ网络的每道工序的工序时间都是预先确定的．工程组织者
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参考以前相仿的网络计划的历史资料（例如同类工序的工时定额统计资料），用分析对比

的方法对本工程各道工序的作业时间作一个估计．我们称采用这种单一时间估计法估计
各道工序作业时间的ＰＥＲＴ网络为肯定型网络．
但对随机因素较多的网络计划或无先例可循的网络计划（例如新开发的大型建设工

程和科研项目等），其计划实施的技术条件和组织条件的不可知因素较多，不具备各道工

序定额工时统计资料，因此，很难确定各工序的工序时间究竟是多少．
工序时间是随机变量的ＰＥＲＴ网络被称为非肯定的ＰＥＲＴ网络．
我们采用３种时间估计法来估算非肯定型网络各工序的工序时间，即对每道工序的

工序时间估计３种时间：

① 乐观时间ａ：在最顺利的情况下完成工序的时间；

② 保守时间ｂ：在最不利的情况下完成工序的时间；

③ 最可能的时间ｍ：在正常情况下完成工序的最可能需要的时间．
假设工序时间这个随机变量服从取值范围从ａ到ｂ的β分布，因而，此随机变量的期

望值μ和方差σ
２ 分别为

μ＝ａ＋４ｍ＋ｂ
６
， （７１７）

σ２ ＝ ｂ－ａ（ ）６
２

． （７１８）

我们就将按式（７１７）确定的工序（ｉ，ｊ）的工序时间期望值作为该工序的长度ｗｉｊ，它的方

差记为σ２
ｉｊ

网络计划的总工期ＴＥ 是关键路径Ｐ 中所有工序的工序时间的和，由于工序时间是
随机变量，因此ＴＥ 也是随机变量．现假定各工序的工序时间是彼此独立的随机变量．当
关键路径Ｐ上工序较多时，根据概率论中的中心极限定理可知，总工期ＴＥ 服从正态分

布，它的数学期望和方差分别为

Ｅ（ＴＥ）＝ ∑
（ｉ，ｊ）∈Ｐ

ｗｉｊ， （７１９）

Ｄ（ＴＥ）＝ ∑
（ｉ，ｊ）∈Ｐ

σ２
ｉｊ． （７２０）

例７１４　考虑由９道工序组成的某项工程，有关信息如表７１６所给（时间单位：
天）．试求总工期ＴＥ 的期望值和方差，以及总工期在５０天内完成的概率．

表７１６

工　序 紧前工序 乐观时间ａ 最可能时间ｍ 保守时间ｂ

Ａ — ２ 　５ 　８
Ｂ Ａ ６ ９ １２
Ｃ Ａ ６ ７ ８

Ｄ Ｂ，Ｃ １ ４ ７
Ｅ Ａ ８ ８ ８
Ｆ Ｄ，Ｅ ５ １４ １７
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（续表）

工　序 紧前工序 乐观时间ａ 最可能时间ｍ 保守时间ｂ

Ｇ Ｃ ３ １２ ２１
Ｈ Ｆ，Ｇ ３ ６ ９
Ｍ Ｈ ５ ８ １１

　　解　经计算，可知各道工序的工序时间期望值和方差如表７１７所示．

表７１７

工　　序 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ Ｇ Ｈ Ｍ

工序时间期望值 ５ ９ ７ ４ ８ １３ １２ ６ ８

工序时间方差　 １ １ １／９ １ ０ 　４ 　９ １ １

　　本问题的网络图如图７３９所示，边（ｉ，ｊ）旁参数为该工序的工序时间期望值ｗｉｊ．

图７３９

可知，关键路径为（１，２）（２，４）（４，５）（５，６）（６，７）（７，８）．由式（７１９）和式（７２０）
可得

Ｅ（ＴＥ）＝５＋９＋４＋１３＋６＋８＝４５，

Ｄ（ＴＥ）＝１＋１＋１＋４＋１＋１＝９．

于是，总工期ＴＥ 服从正态分布Ｎ（４５，９）．由正态分布特性可知，随机变量位于距离数学
期望一个标准差以内的概率是０．６８，因此

Ｐ（４２≤ＴＥ ≤４８）＝０．６８．

由于随机变量

Ｘ ＝ ＴＥ －Ｅ（ＴＥ）

Ｄ（ＴＥ槡 ）
＝ＴＥ －４５

３

服从标准正态分布Ｎ（０，１），所以总工期在５０天内完成的概率

Ｐ（ＴＥ ≤５０）＝Ｐ Ｘ ≤５０－４５（ ）３ ＝Φ（１．６７）≈０．９５，

其中Φ（ｘ）为标准正态分布Ｎ（０，１）的分布函数

Φ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－
ｙ２

２ｄｙ．
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习　题　七

１．某工程各工序关系及各工序所需时间如表７１８所示，试绘制网络图，计算事项及
工序的６个时间参数的表格，并指出关键路径．

表７１８

工　序 紧前工序 工序时间 工　序 紧前工序 工序时间

Ａ — 　８ Ｆ Ｂ，Ｎ ３
Ｂ — ７ Ｇ Ｃ ６
Ｃ — １０ Ｈ Ｃ ４
Ｎ Ａ １ Ｑ Ｅ，Ｆ，Ｇ ５
Ｄ Ａ ９ Ｍ Ｑ，Ｄ ７
Ｅ Ａ ２ Ｌ Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ ６

　　２．某工程各工序的前后关系及工序时间由表７１９给出，试绘制网络图，计算各事项
的时间参数和给出各工序的６个时间参数的表格，指出关键路径．

表７１９

工　序 工　时 紧前工序 工　序 工　时 紧前工序

Ｋ 　３ — Ｒ 　５ Ｌ，Ｍ
Ｌ ４ Ｋ Ｓ ７ Ｑ
Ｍ ３ Ｋ Ｄ １８ Ｎ，Ｐ，Ｒ
Ｎ １８ Ｌ Ｇ １０ Ｓ
Ｐ ２１ Ｌ Ｖ ４ Ｄ
Ｑ １５ Ｌ，Ｍ

　　３．现有某项工程，其网络图如图７４０，边旁参数为该工序正常工序时间．有关信息
如表７２０所示．

图７４０

　

表７２０

工序（ｉ，ｊ） ｗｇ
ｉｊ（天） ｗｂ

ｉｊ（天） ｃｇ
ｉｊ ｃｂ

ｉｊ

（１，２） 　６ ５ １００ １６０
（１，３） ９ ５ ２００ ３６０
（１，４） １０ ６ ４００ ５００
（２，３） ５ ３ 　６０ １２０
（２，４） １０ ５ ３００ ６５０
（３，４） ８ ６ ２４０ ３６０

若该工程于１４天内完工，则间接成本总计为４００；若超过１４天，每超过一天增加间
接成本７０．试求最佳赶工方案使总成本最少．
（１）用枚举法；
（２）用负时差法；
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（３）建立线性规划模型．
４．用负时差法求解例７４．
５．考虑图７４１所示的网络计划．

图７４１

表７２１

工序 ｗｇ
ｉｊ（天） ｗｂ

ｉｊ（天） ｃ
ｉｊ（元／天）

Ａ １０ ７ ４
Ｂ ５ ４ ２
Ｃ ３ ２ ２

Ｄ ４ ３ ３
Ｅ ５ ３ ３
Ｆ ６ ３ ３

Ｇ ５ ２ １
Ｈ ６ ４ ４
Ｍ ６ ４ ３
Ｎ ４ ３ ３

有关信息由表７２１给出．
（１）求总工期的最大值和最小值；
（２）若指定总工期Ｔ

　∧

　Ｅ ＝２１天，问如何赶工
以使赶工成本最低，试建立线性规划模型．
（３）若指定总工期Ｔ

　∧

　Ｅ ＝２１天，试用枚举法
和负时差法求赶工费用最小的进度计划．
（４）若间接成本为每天５元，试求总成本最
低的最优总工期．

６．某工程的网络图如图７４２所示．有向边
旁第一个参数为工序时间，第二个参数为该工

序一天所需人数．假设该工程限定每天的工人
人数不得超过２２个．问如何调配人员，可使该
工程按图７４２所给总工期如期完成．

图７４２
　　　　

图７４３

７．某工程的网络图如图７４３所示．有向边旁第一参数为工序时间（周），第二参数为
该工序每周每天所需人数．假设该工程限定每天的工人人数不得超过２０人．问如何调配
人员，使每天出勤的工人数尽可能保持均匀，而工程按图７４３所给总工期如期完成．

８．某工程的工序关系和时间估计值如表７２２所示．
（１）绘制网络图并计算每个工序的工序时间期望值和方差；
（２）总工期的期望值和方差是多少？
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（３）分别计算出现以下两种情况的概率；
（ａ）比总工期的期望值至少提前３天；
（ｂ）比总工期的期望值延迟不多于５天．

表７２２

工　序 紧前工序 乐观时间ａ 最可能时间ｍ 保守时间ｂ

Ａ — ２ 　５ 　８
Ｂ Ａ ６ ９ １２
Ｃ Ａ ５ １４ １７
Ｄ Ｂ ５ ８ １１
Ｅ Ｃ，Ｄ ３ ６ ９
Ｆ — ３ １２ ２１
Ｇ Ｅ，Ｆ １ ４ ７
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第八章　动 态 规 划

管理决策中的某些问题，可以从时间的流动或空间的转移上，将问题划分为若干个

相互联系的阶段，每一个阶段都有若干种方案可供选取，决策的任务则是为每个阶段选

择一个适当的方案，以使整个过程取得最优的效益．动态规划就是解决这类多阶段决策
问题的一个运筹学分支．
在本章中，我们先通过最短路径问题这个简单的引例来阐述动态规划的基本概念以

及求解的基本思想，然后给出动态规划的一般模型和求解方法，最后介绍若干应用实例．

§８．１　引　　例

例８１　（最短路径问题）　一个旅行者由始点Ａ出发，需经过４个阶段到达终点Ｅ．
前面３个阶段分别有３个、４个和２个中转点，旅行者在每一阶段只能选择一个中转点作
为本阶段的到达点，具体线路如图８１所示，边旁参数为该边起点到终点的距离．求Ａ至

Ｅ 的最短路径．

图８１

对本问题我们可以用网络规划中的最短路径算法，求得图８１中任一顶点至顶点Ｅ
的最短路径及其长度，如图８２所示（图中顶点旁括号中的数字为该顶点至Ｅ的最短路
径长度）．
现在我们用动态规划方法来求Ａ至Ｅ 的最短路径及其长度，通过其求解过程来说明

动态规划的基本思想并给出有关的术语．
若第ｋ阶段旅行者的出发点记为ｓｋ，我们称ｓｋ 为第ｋ阶段的状态变量．第ｋ阶段状

态变量ｓｋ 可取的顶点的全体记为Ｓｋ，我们称Ｓｋ 为第ｋ阶段的状态集合．例如在本问题
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中，Ｓ３ ＝｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４｝．状态变量取定某一个顶点，就说旅行者处于某个状态．
若第ｋ阶段旅行者从状态ｓｋ 出发，本阶段所选择的到达点记为ｘｋ（ｓｋ），我们称

ｘｋ（ｓｋ）为决策变量，并简写为ｘｋ，ｘｋ 依赖于ｓｋ．当ｓｋ 选定，决策变量ｘｋ 取点的全体记为

Ｄｋ（ｓｋ），我们称Ｄｋ（ｓｋ）为决策集合．当状态变量ｓｋ 取不同的点时，所得决策集合也可能不

同．例如，取ｓ２＝Ｂ１，有Ｄ２（Ｂ１）＝｛Ｃ１，Ｃ２｝；取ｓ２＝Ｂ２，有Ｄ２（Ｂ２）＝｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４｝．

图８２

显然，若第ｋ阶段的状态变量ｓｋ 及相应的决策变量ｘｋ（ｓｋ）一经确定，则第ｋ＋１阶段的
状态变量ｓｋ＋１也就完全确定．例如，第２阶段出发点ｓ２ 取为Ｂ３，该阶段的到达点ｘ２ 取为Ｃ３，

则第３阶段的出发点ｓ３ 也就确定，ｓ３ ＝Ｃ３；因此，我们说ｓｋ＋１与ｓｋ，ｘｋ 有函数关系，并以

ｓｋ＋１ ＝Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）表示之，通常称它为状态转移方程．在本问题中，显然，ｓｋ＋１ ＝ｘｋ．
第ｋ阶段出发点ｓｋ 至本阶段到达点ｘｋ 的距离记为ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ），我们称它为权函数．

本问题的权函数由图８１中边旁参数给出．
在网络规划这一章中我们已经介绍过最短路径的几何特征，它告诉我们，如果Ａ至

Ｅ 的最短路径Ｐ 在第ｋ阶段以ｓｋ 为出发点，则Ｐ中ｓｋ 至终点Ｅ 的子路Ｐ１，对于ｓｋ 至终

点Ｅ 的所有可供选择的路线来说，必定也是最短路径，且路径Ｐ１ 及其长度与旅行者在ｓｋ

以前所经历的路线无关．我们把这个几何特征称为这最短路径问题的最优化原理，并称
状态ｓｋ 具有无后效性．
动态规划方法解本问题的基本思想就是利用了最短路径问题的最优化原理：要求最

短路径Ｐ，则先求子路Ｐ１，由Ｐ１ 往前逐阶段延伸，直至始点Ａ．确切地说，如图８２那样，
先求出第４阶段状态变量ｓ４（可取Ｄ１ 或Ｄ２）至Ｅ的最短路径，接着求第３阶段状态变量

ｓ３（可取Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 或Ｃ４）至Ｅ的最短路径，再求第２阶段状态变量ｓ２（可取Ｂ１，Ｂ２ 或

Ｂ３）至Ｅ的最短路径，最后求得第１阶段状态ｓ１（取Ａ）至Ｅ的最短路径．
在递推过程中，求第ｋ阶段ｓｋ 至Ｅ 的最短路径时，利用了第ｋ＋１阶段ｓｋ＋１至Ｅ的最

短路径的信息．
例如，假设第３阶段状态变量ｓ３（可取Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 或Ｃ４）至Ｅ的最短路径已求得，现

在旅行者在第２阶段所处的状态ｓ２ 为Ｂ１，他面临两个决策：ｘ２（Ｂ１）＝Ｃ１ 或Ｃ２．如果此
时旅行者选定本阶段的到达点为Ｃ１，那么，他在第３阶段所处的状态ｓ３ 为Ｃ１，他以Ｃ１ 为

出发点继续行走．由图８２知，他必选Ｃ１ 至Ｅ的最短路径Ｃ１Ｄ１Ｅ（路径Ｃ１Ｄ２Ｅ比路径

Ｃ１Ｄ１Ｅ长，因此被自动淘汰）．因为状态ｓ３ ＝Ｃ１ 具有无后效性，所以路径Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｅ的长
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度 ＝ｗ２（Ｂ１，Ｃ１）＋路径Ｃ１Ｄ１Ｅ的长度 ＝５＋５＝１０；如果旅行者选本阶段的到达点为

Ｃ２，那么，他在第３阶段以Ｃ２ 为出发点继续行走，由图８２知，他必选Ｃ２ 至Ｅ的最短路
径Ｃ２Ｄ２Ｅ，由状态ｓ３ ＝Ｃ２ 的无后效性，路径Ｂ１Ｃ２Ｄ２Ｅ 的长度 ＝ ｗ２（Ｂ１，Ｃ２）＋ 路径

Ｃ２Ｄ２Ｅ的长度＝４＋８＝１２．可见，旅行者在ｓ２ ＝Ｂ１时的最佳决策ｘ
２
（Ｂ１）＝Ｃ１，从而，

由Ｂ１ 至Ｅ的最短路径为Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｅ，其长度为１０．
若旅行者在第ｋ阶段由状态ｓｋ 出发至终点ｓ５ ＝Ｅ的最短路径长度记为ｆｋ（ｓｋ），则由

最短路径问题的最优化原理及状态的无后效性可知：

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍｉｎ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝４，３，２，１．

加上初始条件ｆ５（ｓ５）＝０（ｓ５ ＝Ｅ），我们称它们为本问题的动态规划模型的递归方程．
取得ｆｋ（ｓｋ）值的相应ｘｋ，我们记为ｘ

ｋ ．
由递归方程和状态转移方程，我们就可以求解本问题．下面我们采用表格形式逐步

计算．
第一步，ｋ＝４，有方程

ｆ５（ｓ５）＝０，ｓ５ ＝Ｅ，

ｆ４（ｓ４）＝ ｍｉｎ
ｘ４∈Ｄ４（ｓ４）
｛ｗ４（ｓ４，ｘ４）＋ｆ５（ｓ５）｝，

ｓ５ ＝ｘ４

烅

烄

烆 ．

现在状态集合Ｓ４ ＝｛Ｄ１，Ｄ２｝，决策集合Ｄ４（ｓ４）＝｛Ｅ｝，计算过程如表８１所示．

表８１

ｓ４ ｗ４（ｓ４，ｘ４）＋ｆ５（ｓ５），ｘ４ ＝Ｅ ｆ４（ｓ４） ｘ
４

Ｄ１ ３＋０ ３ Ｅ
Ｄ２ ５＋０ ５ Ｅ

　　第二步，ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍｉｎ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝ｘ３
烅
烄

烆 ．

现在Ｓ３ ＝｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４｝，Ｄ３（Ｃｊ）＝｛Ｄ１，Ｄ２｝（ｊ＝１，２，３），Ｄ３（Ｃ４）＝｛Ｄ２｝．计算
过程如表８２所示．

表８２

ｓ３

ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ４（ｘ３）

ｘ３ ＝Ｄ１ ｘ３ ＝Ｄ２

ｆ３（ｓ３） ｘ
３

Ｃ１ ２＋３ ５＋５ 　５ Ｄ１

Ｃ２ ６＋３ ３＋５ ８ Ｄ２

Ｃ３ ２＋３ １＋５ ５ Ｄ１

Ｃ４ — ７＋５ １２ Ｄ２
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　　第三步，ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍｉｎ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛ｗ２（ｓ２，ｘ２）＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝ｘ２
烅
烄

烆 ．
现在Ｓ２ ＝｛Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３｝，Ｄ２（Ｂ１）＝｛Ｃ１，Ｃ２｝，Ｄ２（Ｂ２）＝｛Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４｝，Ｄ２（Ｂ２）＝
｛Ｃ１，Ｃ３，Ｃ４｝，计算过程如表８３所示．

表８３

ｓ２

ｗ２（ｓ２，ｘ２）＋ｆ３（ｘ２）

ｘ２ ＝Ｃ１ ｘ２ ＝Ｃ２ ｘ２ ＝Ｃ３ ｘ２ ＝Ｃ４

ｆ２（ｓ２） ｘ
２

Ｂ１ ５＋５ ４＋８ — — １０ Ｃ１

Ｂ２ ７＋５ ６＋８ ５＋５ ３＋１２ １０ Ｃ３

Ｂ３ ５＋５ — ２＋５ ２＋１２ 　７ Ｃ３

　　第四步，ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍｉｎ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛ｗ１（ｓ１，ｘ１）＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｘ１
烅
烄

烆 ．
现在Ｓ１ ＝｛Ａ｝，Ｄ１（Ａ）＝｛Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３｝．计算过程如表８４所示．

表８４

ｓ１

ｗ１（ｓ１，ｘ１）＋ｆ２（ｘ１）

ｘ１ ＝Ｂ１ ｘ１ ＝Ｂ２ ｘ１ ＝Ｂ３

ｆ１（ｓ１） ｘ
１

Ａ ４＋１０ ３＋１０ ５＋７ １２ Ｂ３

　　根据状态转移方程及表８１至表８４，我们用顺序追踪法，即可求得本问题的最优决
策序列：

ｓ１ ＝Ａ
↓

ｘ
１
　
＝Ｂ

→

３

ｓ２ ＝Ｂ３

↓
ｘ

２
　
＝Ｃ

→

３

ｓ３ ＝Ｃ３

↓
ｘ

３
　
＝Ｄ

→

１

ｓ４ ＝Ｄ１，

↓
ｘ

４
　
＝Ｅ．

由此可知，旅行者的最佳路线为ＡＢ３Ｃ３Ｄ１Ｅ，行程为１２．
由上述求解过程可见，本方法是把求Ａ至Ｅ 的最短路径问题，嵌入到“求各个点至Ｅ

的最短路径”这一族最短路径问题中，这一族问题与原来的问题是同类型的．这种方法在
数学上称为不变嵌入法．同时可见，上述方法所求得的解也是一族，如图８２那样．
这里，我们应该指出，如果一个实际问题可以归结为最短路径问题，那么，一般都采

用网络规划中有关的算法而决不会运用动态规划方法来求解．本节详尽地介绍用动态规
划方法来求解最短路径问题，仅仅是以此作为认识和理解动态规划方法的入门．

§８．２　动态规划模型和求解方法

现在我们在上一节引例的基础上引入动态规划的一些基本概念并给出一般模式．
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（１）阶段．如果一个问题确定能用动态规划方法求解时，那么必须恰当地把问题的过程
划分为若干个相互联系的阶段．通常根据时间和空间的自然特征来划分阶段．阶段的编号采
取顺序编号，阶段的个数Ｎ称为历程．例如对于例８１最短路径问题来说，Ｎ ＝４．
历程Ｎ 可以是确定的，也可以是不确定的．在本章研究的问题中，Ｎ 都是确定且有

限的．
（２）状态．第ｋ阶段的状态是指过程在该阶段所处的各种可能情况．它为问题的某种
特征．描述过程在第ｋ阶段状态的变量，称为状态变量，用ｓｋ 表示．ｓｋ 通常以一个数或一

个向量（多维情形）来描述．ｓｋ 取值的全体记作Ｓｋ，称作第ｋ阶段的状态集合．
状态的定义在动态规划中往往是最重要的概念．它必须具备３个特性：

① 描述性．各阶段状态的演变能描述决策过程．例如最短路径问题引例中，状态的演
变Ａ→Ｂ３→Ｃ３→Ｄ１→Ｅ描述了整个决策过程．

② 无后效性．如果第ｋ阶段的状态给定，则在这阶段以后过程的发展不受这阶段以
前各个阶段状态的影响．也就是说，过程未来的发展，只与过程的现在状态有关，而与过
程的过去状态无关．
例如，在最短路径问题引例中，若旅行者在第３阶段处在状态ｓ３ ＝Ｃ３，以后的问题

就只是旅行者如何从Ｃ３ 出发走到Ｅ，至于第１、第２阶段所处状态（即旅行者从起点Ａ如
何走到Ｃ３），对以后各阶段旅行者如何选择到达点已无直接的影响．
在对实际问题建立动态规划模型时，如果状态的规定方式不能满足无后效性，这时，

就必须改变状态的定义而使之满足无后效性．

③ 可知性．各阶段状态变量的取值，直接或间接是可知的，也就是说，第ｋ阶段的状
态集合Ｓｋ 是给定的．
可以说，过程在第ｋ阶段的状态概括了对本阶段及以后各阶段作出一个可行决策所

需要的全部信息．
（３）决策．当第ｋ阶段的状态ｓｋ 给定后，从该状态演变为第ｋ＋１阶段状态时所作的
选择称为决策．描述决策的变量称为决策变量，用ｘｋ（ｓｋ）表示，简记为ｘｋ．ｘｋ 通常用一个

数或一个向量来描述．ｘｋ（ｓｋ）取值的全体记为Ｄｋ（ｓｋ），称为第ｋ阶段的决策集合，ｓｋ 取值

不同，相应的决策集合也可能不同．
状态变量ｓｋ 与决策变量ｘｋ 可为离散型变量，也可为连续型变量．
（４）策略．由过程的第１阶段初始状态ｓ１ 开始，逐阶段演变至终止状态ｓＮ＋１ 的过程

称为问题的全过程．由每阶段的决策ｘｋ（ｓｋ）（ｋ ＝１，⋯，Ｎ）组成的序列｛ｘ１（ｓ１），

ｘ２（ｓ２），⋯，ｘＮ（ｓＮ）｝称为策略．
由第ｋ阶段状态ｓｋ 开始逐阶段演变至终止状态ｓＮ＋１的过程称为ｋ～Ｎ子过程，其决

策序列｛ｘｋ（ｓｋ），ｘｋ＋１（ｓｋ＋１），⋯，ｘＮ（ｓＮ）｝称为子策略．
全体策略称为策略集合．策略集合中使目标实现最优的策略，称为最优策略．
（５）状态转移方程．第ｋ＋１阶段的状态ｓｋ＋１与第ｋ阶段的状态ｓｋ、决策ｘｋ 之间有函

数关系
ｓｋ＋１ ＝Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）， （８１）

并称其为状态转移方程．
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（６）权函数．在第ｋ阶段，当状态取定ｓｋ、决策取定ｘｋ 时，该阶段所实现的效益指标

（例如距离、时耗、利润、成本等）称为权函数，以ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）表示之．
ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）不一定有解析式．
（７）指标函数．若第ｋ阶段的状态为ｓｋ，当采用了最优子策略｛ｘ

ｋ ，ｘ
ｋ＋１，⋯，ｘ

Ｎ｝

后，从阶段ｋ到阶段Ｎ 可获得的效益，称为指标函数，记为ｆｋ（ｓｋ）．实现ｆｋ（ｓｋ）值的ｘｋ 记

为ｘ
ｋ ．
若第ｋ阶段状态为ｓｋ，本阶段决策为ｘｋ（于是第ｋ＋１阶段状态为ｓｋ＋１），从第ｋ＋１阶

段开始采用最优子策略｛ｘ
ｋ＋１，⋯，ｘ

Ｎ｝，则第ｋ阶段至第Ｎ 阶段可获得的效益函数为

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）⊙ｆｋ＋１（ｓｋ＋１），

其中，符号⊙表示加法或乘法运算．我们称此含义下的效益函数具有可加性或可乘性，即
该效益函数为可分函数．
（８）递归方程．称下列方程为递归方程：

ｆＮ＋１（ｓＮ＋１）＝０或１，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｏｐｔ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）⊙ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，ｋ＝Ｎ，Ｎ－１，⋯，１烅

烄
烆 ．

（８２）

其中，符号ｏｐｔ视问题性质可取ｍｉｎ或ｍａｘ，同时，当符号⊙取加法运算时，取ｆＮ＋１（ｓＮ＋１）＝
０；当符号⊙取乘法运算时，取ｆＮ＋１（ｓＮ＋１）＝１．
动态规划递归方程的建立，是基于下述动态规划的最优化原理（Ｒ·贝尔曼（Ｒ．

Ｂｅｌｌｍａｎ）提出）：
作为整个过程的最优策略具有这样的性质：无论过去的状态和决策如何，对前面的

决策所形成的状态而言，余下的诸决策必须构成最优策略．简言之，最优策略的子策略，
构成最优子策略．
根据最优化原理建立的递归方程，把原问题嵌入到一族相互联系的同类型的子问题

中，使求解变得可能和容易．
由于用递归方程（８２）和状态转移方程（８１）求解动态规划的过程，是由第Ｎ 阶段向

前递归至第１阶段，故这种方法称为逆序解法．
综上所述，如果一个问题能用动态规划方法求解，那么，我们可以按下列步骤建立动

态规划的数学模型：

① 划分阶段，并正确地定义各阶段状态变量使之具有描述性、无后效性和可知性３
个特性，同时确定状态集合；

② 定义决策变量，确定决策集合；

③ 确定权函数；

④ 建立状态转移方程；

⑤ 确定指标函数；

⑥ 建立递归方程．
由状态转移方程和递归方程，用逆序解法对动态规划模型求解，在求得ｆ１（ｓ１）和

ｘ
１（ｓ１）后，则按下列方法寻找最优策略：
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当ｓ１ 仅取一个值时，由状态转移方程采用顺序追踪法来寻找最优策略：

ｓ１

↓
ｘ

１

→

　

ｓ２ ＝Ｔ２（ｓ１，ｘ
１）

↓
ｘ

２

→

　

→⋯ ｓＮ ＝ＴＮ（ｓＮ－１，ｘ
Ｎ－１）

↓
ｘ

Ｎ
　

；

当ｓ１ 可取一个以上值时，取ｓ
１ 满足：

ｆ
１（ｓ

１）＝ｏｐｔ｛ｆ１（ｓ１）｜ｓ１ ∈Ｓ１｝，

然后采用顺序追踪法来寻找最优策略：

ｓ
１

↓
ｘ

１

→

　

ｓ
２ ＝Ｔ２（ｓ

１ ，ｘ
１）

↓
ｘ

２

→

　

→⋯ ｓ
Ｎ ＝ＴＮ（ｓ

Ｎ－１，ｘ
Ｎ－１）

↓
ｘ

Ｎ
　

．

例８２　（投资问题）　现有资金５百万元，可对３个项目进行投资，投资额均为整数
（单位为百万元）．假设２＃项目的投资不得超过３百万元，１＃和３＃项目的投资均不得超

过４百万元，３＃项目至少要投资１百万元．投资５年后每个项目预计可获得的收益由
表８５给出．问如何投资可获得最大的收益．

表８５

ｗｋ（ｘ）
投　资　额　ｘ

０ １ 　２ 　３ 　４

项 目ｋ

１＃ ０ ３ 　６ １０ １２

２＃ ０ ５ １０ １２ —

３＃ — ４ 　８ １１ １５

　　解　本问题是一个静态问题，但可以把它转化成动态问题：将这个投资问题分成

３个阶段，在第ｋ阶段要对项目ｋ＃进行投资决策．令

ｓｋ———对ｋ＃，⋯，３＃项目允许的投资额；

ｘｋ———对ｋ＃项目的投资额；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———对ｋ＃项目投资ｘｋ 后的收益：ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝ｗｋ（ｘｋ）；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝ｓｋ－ｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———当第ｋ至第３项目允许的投资额为ｓｋ 时所能获得的最大收益．
为了获得最大收益，必须将５百万元资金全部用于投资．故假想有第４阶段存在时，

必有ｓ４ ＝０．对于本问题，有下列递归方程：

ｆ４（ｓ４）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝３，２，１烅

烄
烆 ．

下面由状态转移方程和递归方程，用逆序解法求解．
第一步，ｋ＝３，有方程
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ｆ４（ｓ４）＝０，ｓ４ ＝０，

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛ｗ３（ｘ３）＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝ｓ３－ｘ３

烅

烄

烆 ．

表８６

ｓ３ ｆ３（ｓ３） ｘ
３

１ 　４ １

２ 　８ ２

３ １１ ３

４ １５ ４

由于ｓ４＝０，且３＃项目至少投资１百万元，至多
投资４百万元，因此

Ｓ３ ＝｛１，２，３，４｝，Ｄ３（ｓ３）＝｛ｓ３｝．

计算过程如表８６所示．
第二步，ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛ｗ２（ｘ２）＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝ｓ２－ｘ２
烅
烄

烆 ．

因为ｓ３ ≥１，所以ｓ２ ≥１，有Ｓ２ ＝｛１，⋯，５｝：当ｓ２ ＝１，２，３，４时，Ｄ２（ｓ２）＝
｛０，⋯，ｓ２－１｝；当ｓ２ ＝５时，由于２＃ 项目至多投资３百万元，且ｓ４ ＝０，因此，有

Ｄ２（５）＝｛１，２，３｝．计算过程如表８７所示．

表８７

ｓ２

ｗ２（ｘ２）＋ｆ３（ｓ２－ｘ２）

ｘ２ ＝０ ｘ２ ＝１ ｘ２ ＝２ ｘ２ ＝３
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

１ ０＋４ — — — 　４ ０

２ ０＋８ ５＋４ — — 　９ １

３ ０＋１１ ５＋８ １０＋４ — １４ ２

４ ０＋１５ ５＋１１ １０＋８ １２＋４ １８ ２

５ — ５＋１５ １０＋１１ １２＋８ ２１ ２

　　第三步，ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛ｗ１（ｘ１）＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ１－ｘ１．

现在ｓ１＝５，又１＃项目至多投资４百万元，因此有Ｄ１（５）＝｛０，１，２，３，４｝．计算过程如
表８８所示．

表８８

ｓ１

ｗ１（ｘ１）＋ｆ２（ｓ１－ｘ１）

ｘ１ ＝０ ｘ１ ＝１ ｘ１ ＝２ ｘ１ ＝３ ｘ１ ＝４
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

５ ０＋２１ ３＋１８ ６＋１４ １０＋９ １２＋４ ２１ ０，１

　　由状态转移方程和顺序追踪法，得本问题的最优策略：
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ｓ１ ＝５
↓

ｘ
１
　
＝

→

０

ｓ２ ＝５
↓

ｘ
２
　
＝

→

２

ｓ３ ＝３
↓

ｘ
３
　
＝３

　或　ｓ１ ＝５
↓

ｘ
１
　
＝

→

１

ｓ２ ＝４
↓

ｘ
２
　
＝

→

２

ｓ３ ＝２
↓

ｘ
３
　
＝２

，

即最优投资方案有２个：
方案Ⅰ：１＃项目不投资，２＃项目投资２百万元，３＃项目投资３百万元．
方案Ⅱ：１＃项目投资１百万元，２＃项目投资２百万元，３＃项目投资２百万元．
最大收益均为２１百万元．
在动态规划用逆序解法求解时，计算ｋ～Ｎ 子过程的方程利用了ｋ＋１－Ｎ子过程的

方程的计算信息，所以，一些非优的可行策略就被淘汰，在全体策略集合中，只明显地考

虑一小部分可行的策略，因此说它也是一种隐式枚举法，它的计算量自然要比完全枚举

法大大地减少．但是，动态规划方法只是解决多阶段决策过程的一个手段，而不是一种算
法．不同的动态规划问题，递归方程的形式及复杂程度大不一样，同时，对ｋ～Ｎ 子过程的
处理方法也不统一，需根据问题的各种特性来运用各类数学技巧．故而，判明一个实际问
题能否建立动态规划模型以及对它怎样求解，需要我们相当的创造力及丰富的想象力．
要培养这方面的能力，最好的途径是多多接触各种类型的动态规划的应用问题，研究这

些问题的共同特征，通过知识的积累来提高构造动态规划模型的艺术技巧．动态规划方
法的另一个不足之处是所谓“维数障碍”，当状态变量或决策变量是多维向量时，由于状

态集合的庞大使可行的策略大大地增加，于是计算机的存储量及计算量都大大地增加，

从而使得解状态维数很高的大型动态规划问题变得十分困难．
最后，我们还要指出，对某些动态规划问题，也可采用顺序解法求解，即递归方程的

计算是从阶段ｋ＝１开始，到阶段ｋ＝Ｎ 终止．此时，状态转移方程和递归方程分别是：

ｓｋ－１ ＝Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ），ｋ＝１，⋯，Ｎ．

ｆ０（ｓ０）＝０或１，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｏｐｔ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）⊙ｆｋ－１（ｓｋ－１）｝，ｋ＝１，⋯，Ｎ烅

烄
烆 ．

下一节我们将用具体的例题来说明当用顺序解法解时，如何建立动态规划模型．

表８９

货物ｋ＃ 重量ａｋ（吨） 收费ｃｋ

１＃ ３ ４

２＃ ４ ５

３＃ ５ ６

§８．３　动态规划应用举例

这一节介绍若干个动态规划例题，目的在于通过这些例题使我们初步了解动态规划

方法的计算细节和各类技巧．当然，要想得心应手地使用动态规划方法，仅仅掌握这几个
例子的求解技巧还是远远不够的．

例８３　（载货问题）　现有载重量为２０吨的
卡车，装用３种不同的货物．已知这３种货物的单
件重量和装载收费如表８９所示，又规定２＃货物

和３＃货物都至多装两件．问如何装载这３种货
物，可使该车一次运输的货物收费最多？

解　设ｘｋ 为ｋ＃货物的装载件数．于是我们
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可得下列整数规划：
ｍａｘｆ＝４ｘ１＋５ｘ２＋６ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋４ｘ２＋５ｘ３ ≤２０，

ｘ２ ≤２，　ｘ３ ≤２，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２，３．

现在，我们应用动态规划方法来求解．我们把这个装载问题分成３个阶段，在第ｋ阶
段需要确定ｋ＃货物的装载件数．令

ｓｋ———对ｋ＃，⋯，３＃货物允许的装载重量；

ｘｋ———ｋ＃货物的装载件数；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｋ＃货物装载ｘｋ 件时的收益：ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝ｃｋｘｋ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝ｓｋ－ａｋｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———对ｋ＃，⋯，３＃货物允许载重ｓｋ 时采取最佳决策所能获得的最大收益．
递归方程为

ｆ４（ｓ４）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｃｋｘｋ＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝３，２，１烅

烄
烆 ．

下面我们用逆序解法求解．
第一步，ｋ＝３，有方程

ｆ４（ｓ４）＝０，

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛６ｘ３＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝ｓ３－５ｘ３

烅

烄

烆 ．

显然，Ｓ３ ＝｛０，１，⋯，２０｝，由于３＃货物至多装载２件，因此，决策集合为

Ｄ３（ｓ３） ｛＝ ｘ３ ０≤ｘ３ ≤ ｍｉｎ ?ｓ３

ａ３
」，｛ ｝２ ，ｘ３ ｝为整数 ，

由表８１０给出．
表８１０

ｓ３ ０～４ ５～９ １０～２０

Ｄ３（ｓ３） ｛０｝ ｛０，１｝ ｛０，１，２｝

ｆ３（ｓ３）的计算过程如表８１１所示．
表８１１

ｓ３

６ｘ３＋ｆ４（ｓ３－５ｘ３）

ｘ３ ＝０ ｘ３ ＝１ ｘ３ ＝２
ｆ３（ｓ３） ｘ

３

０～４ ０＋０ — — 　０ ０

５～９ ０＋０ ６＋０ — 　６ １

１０～２０ ０＋０ ６＋０ １２＋０ １２ ２
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　　第二步，ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛５ｘ２＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝ｓ２－４ｘ２
烅
烄

烆 ．

显然，ｓ２ ＝｛０，１，⋯，２０｝．由于２＃货物至多装载２件，且ａ２ ＝４，因此，决策集合为

Ｄ２（ｓ２） ｛＝ ｘ２ ０≤ｘ２ ≤ ｍｉｎ ?ｓ２

ａ２
」，｛ ｝２ ，ｘ２ ｝为整数 ，

它由表８１２给出．
表８１２

ｓ２ ０～３ ４～７ ８～２０

Ｄ２（ｓ２） ｛０｝ ｛０，１｝ ｛０，１，２｝

　　在列举本阶段的可能状态时，我们希望将那些具有相同ｆ２（ｓ２）值的状态合并成一

类，以减少计算次数．如果只孤立地考虑阶段２，则根据表８１２，我们将Ｓ２ ＝｛０，１，⋯，

２０｝划分成３个子集｛０，１，２，３｝，｛４，５，６，７｝和｛８，⋯，２０｝（我们称０，４和８为划分点），
各个子集中的状态的决策集合相同，但是我们发现，同一个子集中的状态ｓ２ 相应的ｆ２（ｓ２）

值并不相同：例如ｓ２ ＝４和ｓ２ ＝５在同一个子集中，而表８１３告诉我们，ｆ２（４）≠ｆ２（５）．

表８１３

ｓ２

５ｘ２＋ｆ３（ｓ２－４ｘ２）

ｘ２ ＝０ ｘ２ ＝１
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

４ ０＋０ ５＋０ ５ １

５ ０＋６ ５＋０ ６ ０

所以，对Ｓ２ 的划分，要同时结合Ｓ３ 的划分来考虑．由表８１０和表８１２知：

Ｓ３ 划分点向量（ｔ１，ｔ２，ｔ３）＝（０，ａ３，２ａ３）＝（０，５，１０），

Ｓ２ 划分点向量（ｕ１，ｕ２，ｕ３）＝（０，ａ２，２ａ２）＝（０，４，８）．

表８１４

ｔｉ＋ｕｊ
ｕ１ ｕ２ ｕ３

０ ４ ８

ｔ１

ｔ２

ｔ３

　０ 　０ 　４ 　８
５ ５ ９ １３

１０ １０ １４ １８

于是，我们计算Ｓ２ 关于ｆ２（ｓ２）的划分点ｔｉ ＋ｕｊ

（ｉ，ｊ＝１，２，３）如表８１４所示．因此，我们将Ｓ２ ＝
｛０，⋯，２０｝划分成９个子集：

｛０，１，２，３｝，｛４｝，｛５，６，７｝，｛８｝，｛９｝，｛１０，

１１，１２｝，｛１３｝，｛１４，１５，１６，１７｝，｛１８，１９，２０｝．

ｆ２（ｓ２）的计算过程由表８１５给出．
第三步，ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛４ｘ１＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ１－３ｘ１
烅
烄

烆 ．
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表８１５

ｓ２

５ｘ２＋ｆ３（ｓ２－４ｘ２）

ｘ２ ＝０ ｘ２ ＝１ ｘ２ ＝２
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

０～３ ０＋０ — — 　０ ０

４ ０＋０ ０＋５ — 　５ １

５～７ ０＋６ ５＋０ — 　６ ０

８ ０＋６ ５＋０ １０＋０ １０ ２

９ ０＋６ ５＋６ １０＋０ １１ １

１０～１２ ０＋１２ ５＋６ １０＋０ １２ ０

１３ ０＋１２ ５＋６ １０＋６ １６ ２

１４～１７ ０＋１２ ５＋１２ １０＋６ １７ １

１８～２０ ０＋１２ ５＋１２ １０＋１２ ２２ ２

显然，Ｓ１ ＝｛２０｝，Ｄ１（２０）＝｛０，１，⋯，６｝，ｆ１（ｓ１）的计算过程如表８１６所示．

表８１６

ｓ１

４ｘ１＋ｆ２（ｓ１－３ｘ１）

ｘ１ ＝０ ｘ１ ＝１ ｘ１ ＝２ ｘ１ ＝３ ｘ１ ＝４ ｘ１ ＝５ ｘ１ ＝６
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

２０ ０＋２２ ４＋１７ ８＋１７ １２＋１２ １６＋１０ ２０＋６ ２４＋０ ２６ ４，５

　　由顺序追踪法可知，本问题的最优策略为

ｓ１ ＝２０
↓

ｘ
１
　
＝

→

４

ｓ２ ＝８
↓

ｘ
２
　
＝

→

２

ｓ３ ＝０，
↓

ｘ
３
　
＝０；

　或　ｓ１ ＝２０
↓

ｘ
１
　
＝

→

５

ｓ２ ＝５
↓

ｘ
２
　
＝

→

０

ｓ３ ＝５，
↓

ｘ
３
　
＝１．

表８１７

季度ｋ 需求量ａｋ 生产能力ｂｋ

１ ２ ６

２ ３ ４

３ ４ ５

４ ２ ４

即最优装载方案有２个：
方案Ⅰ：１＃货物装４件，２＃货物装２件，３＃货物不装；

方案Ⅱ：１＃货物装５件，２＃货物不装，３＃货物装１件，
装载收费２６．
例８４　（生产与存储问题）　某工厂安排明年４个季度某种产品的生产计划．市场

对该厂该产品的需求量及工厂在各个季度的生

产能力如表８１７所示．
每季度生产这种产品的固定成本Ｆ＝３（与

产品批量无关．不生产时则Ｆ＝０），每件产品的
成本ｃ＝１．本季度产品当季如不能出售，则需运
到仓库存储，每季度每件产品的存储费ｇ＝０．５．
每个季度仓库的最大库存量Ｅ＝３．假设明年年
初和年末的库存量均应为零，试问该厂应如何安
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排４个季度的生产，以保证在满足市场需求的前提下，使生产和存储的总费用最小？

解　将每一个季度看作一个阶段，本问题就是一个４阶段的决策问题．令

ｓｋ———第ｋ季度初的仓库库存量；

ｘｋ———第ｋ季度的生产量；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———第ｋ季度的生产和存储费：

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝
０．５ｓｋ， 当ｘｋ ＝０，

３＋ｘｋ＋０．５ｓｋ， 当ｘｋ ＞０烅
烄

烆 ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝ｓｋ＋ｘｋ－ａｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———在第ｋ季度初库存量为ｓｋ 的条件下，为满足市场需求，从第ｋ季度至年末
生产和存储该产品的最低费用．
递归方程为

ｆ５（ｓ５）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍｉｎ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝４，２，３，１，

ｓ１ ＝０，ｓ５ ＝０，０≤ｓｋ ≤３（ｋ＝２，３，４）
烅

烄

烆 ．

现在我们用逆序解法求解．
第一步，ｋ＝４，有方程

ｆ５（ｓ５）＝０，ｓ５ ＝０，

ｆ４（ｓ４）＝ ｍｉｎ
ｘ４∈Ｄ４（ｓ４）
｛ｗ４（ｓ４，ｘ４）＋ｆ５（ｓ５）｝，

ｓ５ ＝ｓ４＋ｘ４－２

烅

烄

烆 ．

因为ｓ５ ＝０，所以ｘ４ ＝２－ｓ４．由于ｘ４ ≥０，所以有０≤ｓ４ ≤２，Ｓ４ ＝｛０，１，２｝．计算
过程如表８１８所示．

表８１８

ｓ４

ｗ４（ｓ４，ｘ４）

ｘ４ ＝０ ｘ４ ＝１ ｘ４ ＝２
ｆ４（ｓ４） ｘ

４

０ — — ５＋０ ５　 ２

１ — ４．５＋０ — ４．５ １

２ １＋０ — — １　 ０

　　第二步，ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍｉｎ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝ｓ３＋ｘ３－４
烅
烄

烆 ．

因为０≤ｓ４ ≤２，所以有４≤ｓ３ ＋ｘ３ ≤６．又根据问题假设条件０≤ｓ３ ≤Ｅ ＝３，

０≤ｘ３ ≤ｂ３ ＝５，因此Ｓ３ ＝｛０，１，２，３｝，决策集合Ｄ３（ｓ３）由表８１９给出．计算过程如
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表８２０所示．
表８１９

ｓ３ ０ １ ２ ３

Ｄ３（ｓ３） ｛４，５｝ ｛３，４，５｝ ｛２，３，４｝ ｛１，２，３｝

表８２０

ｓ３

ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ４（ｓ３＋ｘ３－４）

ｘ３ ＝１ ｘ３ ＝２ ｘ３ ＝３ ｘ３ ＝４ ｘ３ ＝５
ｆ３（ｓ３） ｘ

３

０ — — — ７＋５ ８＋４．５ １２　 ４

１ — — ６．５＋５ ７．５＋４．５ ８．５＋１ 　９．５ ５

２ — ６＋５ ７＋４．５ ８＋１ — ９ ４

３ ５．５＋６ ６．５＋４．５ ７．５＋１ — — ８．５ ３

　　第二步，ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍｉｎ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛ｗ２（ｓ２，ｘ２）＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝ｓ２＋ｘ２－３
烅
烄

烆 ．

因为０≤ｓ３ ≤３，所以有３≤ｓ２＋ｘ２ ≤６．根据题设０≤ｓ２ ≤Ｅ＝３，０≤ｘ２ ≤ｂ２ ＝４，
因此Ｓ２ ＝｛０，１，２，３｝，决策集合Ｄ２（ｓ２）由表８２１给出．计算过程如表８２２所示．

表８２１

ｓ２ ０ １ ２ ３

Ｄ２（ｓ２） ｛３，４｝ ｛２，３，４｝ ｛１，２，３，４｝ ｛０，１，２，３｝

表８２２

ｓ２

ｗ２（ｓ２，ｘ２）＋ｆ３（ｓ２＋ｘ２－３）

ｘ２ ＝０ ｘ２ ＝１ ｘ２ ＝２ ｘ２ ＝３ ｘ２ ＝４
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

０ — — — ６＋１２ ７＋９．５ １６．５ ４

１ — — ５．５＋１２ ６．５＋９．５ ７．５＋９ １６ ３

２ — ５＋１２ ６＋９．５ ７＋９ ８＋８．５ １５．５ ２

３ １．５＋１２ ５．５＋９．５ ６．５＋９ ７．５＋８．５ — １３．５ ０

　　第四步，ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍｉｎ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛ｗ１（ｓ１，ｘ１）＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ１＋ｘ１－２，ｓ１ ＝０
烅
烄

烆 ．

显然，ｓ２ ＝ｘ１－２，据题设０≤ｓ２ ≤Ｅ＝３，所以有０≤ｘ１－２≤３，即２≤ｘ１ ≤５．
因此Ｄ１（０）＝｛２，３，４，５｝．计算过程如表８２３所示．
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表８２３

ｓ１

ｗ１（ｓ１，ｘ１）＋ｆ２（ｓ１＋ｘ１－２）

ｘ１ ＝２ ｘ１ ＝３ ｘ１ ＝４ ｘ１ ＝５
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

０ ５＋１６．５ ６＋１６ ７＋１５．５ ８＋１３．５ ２１．５ ２，５

　　由顺序追踪法可知本问题的最优策略为

ｓ１ ＝０
↓

ｘ
１
　
＝

→

２

ｓ２ ＝０
↓

ｘ
２
　
＝

→

４

ｓ３ ＝１
↓

ｘ
３
　
＝

→

５

ｓ４ ＝２，
↓

ｘ
４
　
＝０；

或者

ｓ１ ＝０
↓

ｘ
１
　
＝

→

５

ｓ２ ＝３
↓

ｘ
２
　
＝

→

０

ｓ３ ＝０
↓

ｘ
３
　
＝

→

４

ｓ４ ＝０，
↓

ｘ
４
　
＝２．

即最优生产方案有２个：
方案Ⅰ：４个季度生产的产品件数分别为

２，４，５，０；

方案Ⅱ：４个季度生产的产品件数分别为

５，０，４，２．

总的费用为２１．５．
例８５　（仪器置换问题）　某科学实验可用１＃，２＃，３＃不同仪器中的任一套去完

表８２４

ｔｉｊ

ｊ＃仪器

１＃ ２＃ ３＃

ｉ＃仪器

１＃ １０ 　９ １４
２＃ ９ １２ １０
３＃ ６ ５ ８

　

成．每做完一次试验后，如果下次仍用原来的仪器，
则需对该仪器进行检查整修而中断试验；如果下次

换用另外一套仪器，则需拆装仪器，也要中断试验．
假定一次试验时间比任何一套仪器的整修时间都

长，因此一套仪器换下来隔一次再重新使用时，不

会由于整修而影响试验．设ｉ＃仪器换成ｊ＃仪器所

需中断试验的时间ｔｉｊ如表８２４所示．现要做４次
试验，问应如何安排使用仪器的顺序，使总的中断

试验的时间最小？

解　假设每次中断试验为一个阶段，则本问题为３阶段的决策过程．令

ｓｋ———第ｋ次中断试验前所使用的仪器；

ｘｋ———第ｋ次中断试验而恢复试验时采用的仪器；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———第ｋ次中断试验所需时间：ｗｋ（ｓｋ，ｔｋ）＝ｔｓｋｘｋ
；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝ｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———当第ｋ次中断试验前使用仪器为ｓｋ 时，从第ｋ次中断试验直至做完第４
次试验所花费的最短中断时间．
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　　递归方程为

ｆ４（ｓ４）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍｉｎ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝３，２，１烅

烄
烆 ．

显然，第ｋ阶段的状态集合Ｓｋ 和决策集合Ｄｋ（ｓｋ）都为｛１，２，３｝（ｋ＝１，２，３）．
现在我们用逆序解法来求解．
第一步，ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍｉｎ｛ｔｓ３ｘ３｜ｘ３ ＝１，２，３｝，

计算过程如表８２５所示．
表８２５

ｓ３

ｔｓ３ｘ３

ｘ３ ＝１ ｘ３ ＝２ ｘ３ ＝３
ｆ３（ｓ３） ｘ

３

１ １０ 　９ １４ ９ ２

２ ９ １２ １０ ９ １

３ ６ ５ ８ ５ ２

　　第二步，ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍｉｎ｛ｔｓ２ｘ２ ＋ｆ３（ｘ２）｜ｘ２ ＝１，２，３｝，

计算过程如表８２６所示．
表８２６

ｓ２

ｔｓ２ｘ２ ＋ｆ３（ｘ２）

ｘ２ ＝１ ｘ２ ＝２ ｘ２ ＝３
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

１ １０＋９ ９＋９ １４＋５ １８ ２

２ ９＋９ １２＋９ １０＋５ １５ ３

３ ６＋９ ５＋９ ８＋５ １３ ３

　　第三步，ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍｉｎ｛ｔｓ１ｘ１ ＋ｆ２（ｘ１）｜ｘ１ ＝１，２，３｝，

计算过程如表８２７所示．
表８２７

ｓ１

ｔｓ１ｘ１ ＋ｆ２（ｘ１）

ｘ１ ＝１ ｘ１ ＝２ ｘ１ ＝３
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

１ １０＋１８ ９＋１５ １４＋１３ ２４ ２

２ ９＋１８ １２＋１５ １０＋１３ ２３ ３

３ ６＋１８ ５＋１５ ８＋１３ ２０ ２
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　　由于本问题有

Ｓ１ ＝｛１，２，３｝，
因此，取

ｆ
１（ｓ

１）＝ ｍｉｎ｛ｆ１（ｓ１）｜ｓ１ ＝１，２，３｝＝ ｍｉｎ｛２４，２３，２０｝＝２０＝ｆ１（３），

于是ｓ
１ ＝３．由顺序追踪法得本问题的最优策略：

ｓ
１ ＝３
↓

ｘ
１
　
＝

→

２

ｓ
２ ＝２
↓

ｘ
２
　
＝

→

３

ｓ
３ ＝３，

↓
ｘ

３
　
＝２．

所以，４次试验的仪器安排顺序为：３＃ 仪器，２＃ 仪器，３＃ 仪器，２＃ 仪器，总的中断时间

为２０．
例８６　（背包问题）　用动态规划方法求解下列０１背包问题：

ｍａｘｆ＝ ∑
４

ｋ＝１
ｃｋｘｋ ＝３ｘ１＋５ｘ２＋２ｘ３＋４ｘ４；

ｓ．ｔ．　 ∑
４

ｋ＝１
ａｋｘｋ ＝８ｘ１＋１３ｘ２＋６ｘ３＋９ｘ４ ≤２４，

ｘｋ ＝０，１，　ｋ＝１，⋯，４．

解　本问题分为４个阶段．令

ｓｋ———ａｋｘｋ＋⋯＋ａ４ｘ４ 的允许值；

ｘｋ———第ｋ阶段ｘｋ 的取值，ｘｋ ＝０，１；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｘｋ 产生的价值：ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝ｃｋｘｋ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝ｓｋ－ａｋｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———在ａｋｘｋ＋⋯＋ａ４ｘ４ ≤ｓｋ 的条件下，ｃｋｘｋ＋⋯＋ｃ４ｘ４ 能取得的最大值．

递归方程为

ｆ５（ｓ５）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｃｋｘｋ＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝４，３，２，１烅

烄
烆 ．

我们用逆序解法对本模型求解．
第一步，对ｋ＝４，有方程

ｆ４（ｓ４）＝ ｍａｘ
ｘ４∈Ｄ４（ｓ４）
｛４ｘ４｝．

显然，Ｓ４ ＝｛０，１，⋯，２４｝，将Ｓ４ 划分成两个子集：｛０，１，⋯，８｝和｛９，１０，⋯，２４｝（Ｓ４

的划分点ｔ１ ＝０和ｔ２ ＝９）．对于ｓ４ ∈｛０，１，⋯，８｝，有Ｄ４（ｓ４）＝｛０｝．对于ｓ４ ∈｛９，

１０，⋯，２４｝，有Ｄ４（ｓ４）＝｛０，１｝．
ｆ４（ｓ４）的计算过程如表８２８所示．
第二步，对ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛２ｘ３＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝ｓ３－６ｘ３
烅
烄

烆 ．
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显然，Ｓ３ ＝｛０，１，⋯，２４｝．由ａ３ ＝６可知Ｓ３ 的划分点ｕ１ ＝０，ｕ２ ＝６．对于ｓ３ ∈
｛０，⋯，５｝，有Ｄ３（ｓ３）＝｛０｝；对于ｓ３ ∈｛６，⋯，２４｝，有Ｄ３（ｓ３）＝｛０，１｝．根据ｆ３（ｓ３）

和ｆ４（ｓ４）取值的情况，我们由表８２９给出Ｓ３ 关于ｆ３（ｓ３）的划分点：ｔｉ＋ｕｊ（ｉ，ｊ＝１，２）．

表８２８

ｓ４

４ｘ４

ｘ４ ＝０ ｘ４ ＝１
ｆ４（ｓ４） ｘ

４

０～８ ０ — ０ ０
９～２４ ０ ４ ４ １

　

表８２９

ｔｉ＋ｕｊ

ｕ１ ｕ２

０ ６

ｔ１

ｔ２

０ ０ 　６
９ ９ １５

我们将Ｓ３ ＝｛０，⋯，２４｝划分成４个子集：｛０，⋯，５｝，｛６，⋯，８｝，｛９，⋯，１４｝和
｛１５，⋯，２４｝．

ｆ３（ｓ３）的计算过程如表８３０所示．

表８３０

ｓ３

２ｘ３＋ｆ４（ｓ３－６ｘ３）

ｘ３ ＝０ ｘ３ ＝１
ｆ３（ｓ３） ｘ

３

０～５ ０＋０ — ０ ０

６～８ ０＋０ ２＋０ ２ １

９～１４ ０＋４ ２＋０ ４ ０

１５～２４ ０＋４ ２＋４ ６ １

　　第三步，对ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛５ｘ２＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝ｓ２－１３ｘ２
烅
烄

烆 ．

显然，Ｓ２ ＝｛０，⋯，２４｝的划分点为ｖ１ ＝０，ｖ２ ＝１３．对于ｓ２ ∈｛０，⋯，１２｝，有

Ｄ２（ｓ２）＝｛０｝．
对于ｓ２ ∈｛１３，⋯，２４｝，有Ｄ２（ｓ２）＝｛０，１｝．
由第二步知，Ｓ３ 关于ｆ３ 的划分点ｑｊ（ｊ＝１，２，３，４）分别为０，６，９，１５．于是，为计

算ｖｉ＋ｑｊ，我们列出表８３１，由该表可知，Ｓ２ 关于ｆ２（ｓ２）的划分点分别为０，６，９，１３，

１５，１９，２２（由于ｖ２＋ｑ４ ＝１３＋１５＝２８＞２４，故ｖ２＋ｑ４ ＝２８不作为划分点）．

表８３１

ｖｉ＋ｑｊ

ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ４

０ ６ ９ １５

ｖ１

ｖ２

　０ 　０ 　６ 　９ １５
１３ １３ １９ ２２ ２８
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　　ｆ２（ｓ２）的计算过程如表８３２所示．

表８３２

ｓ２

５ｘ２＋ｆ２（ｓ２－１３ｘ２）

ｘ２ ＝０ ｘ２ ＝１
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

０～５ ０＋０ — ０ ０

６～８ ０＋２ — ２ ０

９～１２ ０＋４ — ４ ０

１３～１４ ０＋４ ５＋０ ５ １

１５～１８ ０＋６ ５＋０ ６ ０

１９～２１ ０＋６ ５＋２ ７ １

２２～２４ ０＋６ ５＋４ ９ １

　　第四步，对ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛３ｘ２＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ１－８ｘ１，　ｓ１ ＝２４
烅
烄

烆 ．

显然，Ｄ１（ｓ１）＝｛０，１｝．ｆ１（ｓ１）的计算过程如表８３３所示．于是，根据顺序追踪法可知，

０－１背包问题有２个最优解（ｘ
１ ，ｘ

２ ，ｘ
３ ，ｘ

４）犜，最优值ｆ ＝９：

表８３３

ｓ１

３ｘ１＋ｆ２（ｓ１－８ｘ１）

ｘ１ ＝０ ｘ１ ＝１
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

２４ ０＋９ ３＋６ ９ ０，１

ｓ１ ＝２４
↓

ｘ
１
　
＝

→

１

ｓ２ ＝１６
↓

ｘ
２
　
＝

→

０

ｓ３ ＝１６
↓

ｘ
３
　
＝

→

１

ｓ４ ＝１０，
↓

ｘ
４
　
＝１；

或者

ｓ１ ＝２４
↓

ｘ
１
　
＝

→

０

ｓ２ ＝２４
↓

ｘ
２
　
＝

→

１

ｓ３ ＝１１
↓

ｘ
３
　
＝

→

０

ｓ４ ＝１１，
↓

ｘ
４
　
＝１．

例８７　（可靠性问题）　某种仪表由３种不同的元件串联而成，任一个元件的故障
将造成整台仪表的故障．每种元件又都有３种规格，设ｋ＃元件ｊ＃规格的可靠性为Ｒｋｊ，所

需费用为Ｃｋｊ．生产每台仪表的费用限额Ｅ为１０．试问如何选用各种元件的规格，使得仪

表的可靠性最大？Ｒｋｊ及Ｃｋｊ分别由表８３４和表８３５给出．
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表８３４

Ｒｋｊ

ｊ＃规格

１＃ ２＃ ３＃

ｋ＃元件

１＃ ０．５ ０．７ ０．９

２＃ ０．７ ０．８ ０．９

３＃ ０．６ ０．８ ０．９

　

表８３５

Ｃｋｊ

ｊ＃规格

１＃ ２＃ ３＃

ｋ＃元件

１＃ ２ ４ ５

２＃ ３ ５ ６

３＃ １ ２ ３

解　我们把这个问题分成３个阶段．在第ｋ阶段要确定ｋ＃元件的规格．对本问题我

们采用顺序解法来解．令

ｓｋ———仪表上配备１＃，⋯，ｋ＃元件时允许使用的费用；

ｘｋ———ｋ＃元件所选用的规格；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｋ＃元件采用规格ｘ＃
ｋ 时的可靠性，有

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝Ｒｋｘｋ
；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ－１ ＝ｓｋ－Ｃｋｘｋ
；

ｆｋ（ｓｋ）———在费用限额为ｓｋ 的条件下，１＃，⋯，ｋ＃元件串联时相应部分可获得的最

大可靠性．
递归方程为

ｆ０（ｓ０）＝１，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）·ｆｋ－１（ｓｋ－１）｝，　ｋ＝１，２，３烅

烄
烆 ．

下面我们用顺序解法求解．
第一步，对ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛Ｒ１ｘ１
｝．

由于仪表是由３种元件串联而成，每一种元件都不可缺少，而由表８３５知，配备ｋ＃元件

的最小费用为Ｃｋ１，因此ｓ１ 应满足条件

２＝Ｃ１１ ≤ｓ１ ≤Ｅ－Ｃ２１－Ｃ３１ ＝１０－３－１＝６，

即状态集合Ｓ１ ＝｛２，３，４，５，６｝．而决策集合Ｄ１（ｓ１）由下式给出：

Ｄ１（ｓ１）＝｛ｘ１｜ｘ１ ＝１，２，３，Ｃ１ｘ１ ≤ｓ１｝，

由此，我们得表８３６．
表８３６

ｓ１ ２ ３ ４ ５ ６

Ｄ１（ｓ１） ｛１｝ ｛１｝ ｛１，２｝ ｛１，２，３｝ ｛１，２，３｝

　　ｆ１（ｓ１）的计算过程如表８３７所示．
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表８３７

ｓ１

Ｒ１ｘ１

ｘ１ ＝１ ｘ１ ＝２ ｘ１ ＝３
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

２ ０．５ — — ０．５ １

３ ０．５ — — ０．５ １

４ ０．５ ０．７ — ０．７ ２

５ ０．５ ０．７ ０．９ ０．９ ３

６ ０．５ ０．７ ０．９ ０．９ ３

　　第二步，对ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛Ｒ２ｘ２
·ｆ１（ｓ１）｝，

ｓ１ ＝ｓ２－Ｃ２ｘ２

烅
烄

烆 ．

同ｋ＝１时对状态ｓ１ 的讨论一样，ｓ２ 应满足条件：

Ｃ１１＋Ｃ２１ ≤ｓ２ ≤Ｅ－Ｃ３１，

即有Ｓ２＝｛５，⋯，９｝．由于２＝Ｃ１１≤ｓ１＝ｓ２－Ｃ２ｘ２
，所以，决策集合Ｄ２（ｓ２）由下式给出：

Ｄ２（ｓ２）＝｛ｘ２｜ｘ２ ＝１，２，３，Ｃ２ｘ２ ≤ｓ２－２｝，

我们即可得表８３８．ｆ２（ｓ２）的计算过程如表８３９给出．

表８３８

ｓ２ ５ ６ ７ ８ ９

Ｄ２（ｓ２） ｛１｝ ｛１｝ ｛１，２｝ ｛１，２，３｝ ｛１，２，３｝

表８３９

ｓ２

Ｒ２ｘ２
·ｆ１（ｓ２－Ｃ２ｘ２

）

ｘ２ ＝１ ｘ２ ＝２ ｘ２ ＝３
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

５ ０．７·０．５ — — ０．３５ １

６ ０．７·０．５ — — ０．３５ １

７ ０．７·０．７ ０．８·０．５ — ０．４９ １

８ ０．７·０．９ ０．８·０．５ ０．９·０．５ ０．６３ １

９ ０．７·０．９ ０．８·０．７ ０．９·０．５ ０．６３ １

　　第三步，对ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛Ｒ３ｘ３
·ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ３－Ｃ３ｘ３
，　ｓ３ ＝１０

烅
烄

烆 ．
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现在Ｓ３ ＝｛１０｝．由于５≤ｓ２ ＝１０－Ｃ３ｘ３
，因此，有

Ｄ３（１０）＝｛ｘ３｜ｘ３ ＝１，２，３，Ｃ３ｘ３ ≤５｝＝｛１，２，３｝．

ｆ３（ｓ３）的计算由表８４０给出．
表８４０

ｓ３

Ｒ３ｘ３
·ｆ２（ｓ３－Ｃ３ｘ３

）

ｘ３ ＝１ ｘ３ ＝２ ｘ３ ＝３
ｆ３（ｓ３） ｘ

３

１０ ０．６·０．６３ ０．８·０．６３ ０．９·０．４９ ０．５０４ ２

　　此时，运用逆序追踪法，由状态转移方程可知最优策略为

ｓ３ ＝１０
↓

ｘ
３
　
＝

→

２

ｓ２ ＝８
↓

ｘ
２
　
＝

→

１

ｓ１ ＝５，
↓

ｘ
１
　
＝３．

因此，最佳设计方案为：１＃元件选３＃规格，２＃元件选１＃规格，３＃元件选２＃规格．此时，仪
表的可靠性为０．５０４．
例８８　（生产计划问题）　用动态规划方法求解第一章例１２０（假设每季度对产品

的需求量和生产能力都是１０的倍数）．
解　将每一个季度看作一个阶段，本问题就是一个４阶段的决策过程．令

ｓｋ———第ｋ季度初的库存量；

ｘｋ———第ｋ季度的产量；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———第ｋ季度的生产成本和存储费之和：ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝０．２ｓｋ＋ｄｋｘｋ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝ｓｋ＋ｘｋ－ｂｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———当ｋ季度初的库存量为ｓｋ 时，从第ｋ季度到年末，厂方为完成合同所需支
付的最少的生产费用．
递归方程为

ｆ５（ｓ５）＝０，ｓ５ ＝０，ｓ１ ＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍｉｎ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝４，３，２，１烅

烄
烆 ．

下面用逆序解法求解．
第一步，对ｋ＝４，有方程

ｆ４（ｓ４）＝ ｍｉｎ
ｘ４∈Ｄ４（ｓ４）
｛０．２ｓ４＋１４．８ｘ４｝

０＝ｓ５ ＝ｓ４＋ｘ４－１０
烅
烄

烆 ．

由于前３个季度至多生产

ａ１＋ａ２＋ａ３ ＝３０＋４０＋２０＝９０，

而前３个季度合同的需求量

ｂ１＋ｂ２＋ｂ３ ＝２０＋２０＋３０＝７０．
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所以，ｓ４ ≤９０－７０＝２０．又ｘ４ ＝１０－ｓ４，０≤ｘ４ ≤ａ４ ＝１０，从而０≤ｓ４ ≤１０，Ｓ４ ＝
｛０，１０｝．当ｓ４ ＝０时，Ｄ４（０）＝｛１０｝；当ｓ４ ＝１０时，Ｄ４（１０）＝｛０｝．ｆ４（ｓ４）的值由

表８４１给出．
第二步，对ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍｉｎ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛０．２ｓ２＋１５．３ｘ３＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝ｓ３＋ｘ３－３０
烅
烄

烆 ．

由于 ａ１＋ａ２ ＝７０，　ｂ１＋ｂ２ ＝４０，

因此ｓ３≤３０．据题设３０－ｓ３≤ｘ３≤２０，因此有ｓ３≥１０．故状态集合Ｓ３＝｛１０，２０，３０｝．
决策集合由表８４２给出．

表８４１

ｓ４ ｘ
４ ｆ４（ｓ４）＝０．２ｓ４＋１４．８ｘ

４

　０ １０ １４８
１０ 　０ 　２

　

表８４２

ｓ３ １０ ２０ ３０

Ｄ３（ｓ３） ｛２０｝ ｛１０，２０｝ ｛０，１０｝

在表８４２中，当ｓ３ ＝３０时，因为ｓ４ ≤１０，而ｓ４ ＝ｓ３＋ｘ３－３０，所以ｘ３ ≤１０．

ｆ３（ｓ３）的计算过程如表８４３所示．

表８４３

ｓ３

０．２ｓ３＋１５．３ｘ３＋ｆ４（ｓ３＋ｘ３－３０）

ｘ３ ＝０ ｘ３ ＝１０ ｘ３ ＝２０
ｆ３（ｓ３） ｘ

３

１０ — — ３０８＋１４８ ４５６ ２０

２０ — １５７＋１４８ ３１０＋２ ３０５ １０

３０ ６＋１４８ １５９＋２ — １５４ 　０

　　第三步，ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ３）
｛０．２ｓ２＋１４ｘ２＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝ｓ２＋ｘ２－２０
烅
烄

烆 ．

表８４４

ｓ２ ０ ０

Ｄ２（ｓ２） ｛３０，４０｝ ｛２０，３０，４０｝

因为ａ１ ＝３０，ｂ１ ＝２０，所以ｓ２ ≤１０．又因为ａ２＋ａ３＋ａ４ ＝７０＞ｂ２＋ｂ３＋ｂ４ ＝６０，所
以允许ｓ２ ＝０．从而，状态集合Ｓ２ ＝｛０，１０｝．
由于１０≤ｓ３ ≤３０，ｓ３ ＝ｓ２＋ｘ２－２０，因此有３０－ｓ２ ≤ｘ２ ≤５０－ｓ２，又考虑到ｘ２ ≤

ａ２ ＝４０，于是对ｓ２ ＝０或１０来说，应有

３０－ｓ２ ≤ｘ２ ≤４０． （８３）

决策集合Ｄ２（ｓ２）由表８４４给出．ｆ２（ｓ２）的计算

由表８４５给出．



第八章 动态规划

３４１　　

表８４５

ｓ２

０．２ｓ２＋１４ｘ２＋ｆ３（ｓ２＋ｘ２－２０）

ｘ２ ＝２０ ｘ２ ＝３０ ｘ２ ＝４０
ｆ２（ｓ２） ｘ

２

０ — ４２０＋４５６ ５６０＋３０５ ８６４ ４０

１０ ２８６＋４５６ ４２２＋３０５ ５６２＋１５４ ７１６ ４０

　　第四步，对ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍｉｎ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛０．２ｓ１＋１５ｘ１＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ１＋ｘ１－２０，　ｓ１ ＝０
烅
烄

烆 ．
由于ｓ１ ＝０，故根据题设应有

２０＝ｂ１ ≤ｘ１ ≤ａ１ ＝３０，

即Ｓ１ ＝｛０｝，Ｄ１（０）＝｛２０，３０｝．
表８４６给出了ｆ１（ｓ１）的计算．

表８４６

ｓ１

０．２ｓ１＋１５ｘ２＋ｆ２（ｓ１＋ｘ１－２０）

ｘ１ ＝２０ ｘ１ ＝３０
ｆ１（ｓ１） ｘ

１

０ ３００＋８６５ ４５０＋７１６ １１６５ ２０

　　用顺序追踪法即得本问题的最优策略：

ｓ１ ＝０
↓

ｘ
１
　
＝

→

２０

ｓ２ ＝０
↓

ｘ
２
　
＝

→

４０

ｓ３ ＝２０
↓

ｘ
３
　
＝

→

１０

ｓ４ ＝０，
↓

ｘ
４
　
＝１０．

即明年的最优生产计划为各季度分别生产２０，４０，１０和１０（吨），总费用为１１６５万元．
在上述求解过程中，我们可以发现，在第ｋ阶段，无论ｓｋ 取Ｓｋ 中何值，ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋

ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）或随ｘｋ 增大而增大（如ｋ＝３，１），或随ｘｋ 的增大而减少（如ｋ＝２），如果进
一步经过变换（见下面分析），可知ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）是ｘｋ 的线性函数，这使我们想

到，如果把ｘｋ 和ｓｋ 视作连续型变量，是否可以利用微积分中的方法，来求ｆｋ（ｓｋ）及ｘ
ｋ ？

下面我们来探索这一方法．
第一步，对ｋ＝４，有

０≤ｓ４ ≤１０，ｘ４ ＝１０－ｓ４，

ｆ４（ｓ４）＝０．２ｓ４＋１４．８ｘ４ ＝０．２ｓ４＋１４．８（１０－ｓ４）＝１４８－１４．６ｓ４．
第二步，对ｋ＝３，有

１０≤ｓ３ ≤３０，３０－ｓ３ ≤ｘ３ ≤２０，

ｆ３（ｓ３）＝ ｍｉｎ
３０－ｓ３≤ｘ３≤２０

｛０．２ｓ３＋１５．３ｘ３＋ｆ４（ｓ３＋ｘ３－３０）｝

＝ ｍｉｎ
３０－ｓ３≤ｘ３≤２０

｛０．２ｓ３＋１５．３ｘ３＋１４８－１４．６（ｓ３＋ｘ３－３０）｝

＝ ｍｉｎ
３０－ｓ３≤ｘ３≤２０

｛０．７ｘ３－１４．４ｓ３＋５８６｝．
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显然，当ｘ
３ ＝３０－ｓ３ 时，０．７ｘ３－１４．４ｓ３＋５８６取得极小值ｆ３（ｓ３）：

ｆ３（ｓ３）＝６０７－１５．１ｓ３．

第三步，对ｋ＝２，由式（８３）知

３０－ｓ２ ≤ｘ２ ≤４０．
又０≤ｓ２ ≤１０，

ｆ２（ｓ２）＝ ｍｉｎ
３０－ｓ２≤ｘ２≤４０

｛０．２ｓ２＋１４ｘ２＋ｆ３（ｓ２＋ｘ２－２０）｝　　　

＝ ｍｉｎ
３０－ｓ２≤ｘ２≤４０

｛０．２ｓ２＋１４ｘ２＋６０７－１５．１（ｓ２＋ｘ２－２０）｝

＝ ｍｉｎ
３０－ｓ２≤ｘ２≤４０

｛－１．１ｘ２－１４．９ｓ２＋９０９｝．

显然，当ｘ
２ ＝４０时，

－１．１ｘ２－１４．９ｓ２＋９０９，

取得极小值ｆ２（ｓ２）：

ｆ２（ｓ２）＝－１４．９ｓ２＋８６５．

第四步，对ｋ＝１，有

ｓ１ ＝０，　２０≤ｘ１ ≤３０，

ｆ（０）＝ ｍｉｎ
２０≤ｘ１≤３０
｛１５ｘ１＋ｆ２（ｘ１－２０）｝

＝ ｍｉｎ
２０≤ｘ１≤３０
｛１５ｘ１＋８６５－１４．９（ｘ１－２０）｝

＝ ｍｉｎ
２０≤ｘ１≤３０
｛０．１ｘ１＋１１６３｝．

显然
ｘ

１ ＝２０，ｆ１（０）＝１１６５．

运用顺序追踪法可得本问题的最优策略：

ｓ１ ＝０
↓

ｘ
１
　
＝２０

→

，

ｓ２ ＝０
↓

ｘ
２
　
＝４０

→

，

ｓ３ ＝２０
↓

ｘ
３
　
＝３０－ｓ３＝１０

→

，

ｓ４ ＝０，
↓

ｘ
４
　
＝１０－ｓ４＝１０．

例８９　（机器负荷问题）　设某种机器可以在高、低两种不同的负荷下进行生产．若
年初有ｘ台机器在高负荷下进行生产，则产品年产量ａ＝８ｘ，机器的年折损率β＝０．３；
若年初有ｙ台机器在低负荷下进行生产，则产品年产量ｂ＝５ｙ，机器的年折损率α＝
０．１．若初始时有性能正常的机器１０００台，要求制定机器负荷的４年分配计划：每年年初
分配正常机器在不同负荷下工作的台数，使４年内产品总产量最大．
解　这是一个４阶段决策过程，阶段ｋ表示第ｋ年度．令

ｓｋ———第ｋ年度初正常机器台数；

ｘｋ———第ｋ年度初分配在高负荷下工作的机器台数；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ 台机器在第ｋ年的产品产量：

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝８ｘｋ＋５（ｓｋ－ｘｋ）＝５ｓｋ＋３ｘｋ；
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Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ＋１ ＝０．７ｘｋ＋０．９（ｓｋ－ｘｋ）＝０．９ｓｋ－０．２ｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———当第ｋ年初有ｓｋ 台正常机器时，从第ｋ年至第４年的产品最高产量．
递归方程为

ｆ５（ｓ５）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛５ｓｋ＋３ｘｋ＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝４，３，２，１烅

烄
烆 ．

在这里，我们假设ｓｋ，ｘｋ 均为连续变量．例如ｓｋ＝０．８为一台机器在第ｋ年度正常工

作时间占８
１０
，ｘｋ ＝０．４为一台机器在第ｋ年的４１０

时间处于高负荷下工作．显然，有

Ｄｋ（ｓｋ）＝〔０，ｓｋ〕．

下面用逆序解法求解本问题．
第一步，对ｋ＝４，有方程

ｆ４（ｓ４）＝ ｍａｘ
ｘ４∈〔０，ｓ４〕
｛５ｓ４＋３ｘ４｝，

可知：ｘ
４ ＝ｓ４，ｆ４（ｓ４）＝８ｓ４．
第二步，对ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈〔０，ｓ３〕
｛５ｓ３＋３ｘ３＋ｆ４（ｓ４）｝，

ｓ４ ＝０．９ｓ３－０．２ｘ３
烅
烄

烆 ．
于是

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈〔０，ｓ３〕
｛５ｓ３＋３ｘ３＋８（０．９ｓ３－０．２ｘ３）｝

＝ ｍａｘ
ｘ３∈〔０，ｓ３〕
｛１２．２ｓ３＋１．４ｘ３｝，

可知：
ｘ

３ ＝ｓ３，　ｆ３（ｓ３）＝１３．６ｓ３．

第三步，对ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈〔０，ｓ２〕
｛５ｓ２＋３ｘ２＋ｆ３（ｓ３）｝，

ｓ３ ＝０．９ｓ２－０．２ｘ２
烅
烄

烆 ．

于是
ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ

ｘ２∈〔０，ｓ２〕
｛５ｓ２＋３ｘ２＋１３．６（０．９ｓ２－０．２ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
ｘ２∈〔０，ｓ２〕
｛１７．２４ｓ２＋０．２８ｘ２｝，

可知：
ｘ

２ ＝ｓ２，　ｆ２（ｓ２）＝１７．５２ｓ２．

第四步，对ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈〔０，ｓ１〕
｛５ｓ１＋３ｘ１＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝０．９ｓ１－０．２ｘ１，　ｓ１ ＝１０００
烅
烄

烆 ．
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于是
ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ

ｘ１∈〔０，ｓ１〕
｛５ｓ１＋３ｘ１＋１７．５２（０．９ｓ１－０．２ｘ１）｝

＝ ｍａｘ
ｘ１∈〔０，ｓ１〕
｛２０．７６８ｓ１－０．５０４ｘ１｝．

显然
ｘ

１ ＝０，　ｆ１（ｓ１）＝２０．７６８ｓ１．

根据状态转移方程和顺序追踪法可知最优策略为

ｓ１ ＝１０００
↓

ｘ
１
　
＝０

→

，

ｓ２ ＝９００
↓

ｘ
２
　
＝９００

→

，

ｓ３ ＝６３０
↓

ｘ
３
　
＝６３０

→

，

ｘ４ ＝４４１，
↓

ｘ
４
　
＝４４１．

即４年内机器负荷分配的最佳方案为：第一年年初把全部正常机器投入低负荷生产，后３
年每年年初把正常机器投入高负荷生产，４年内产品的最高产量ｆ１（１０００）＝２０７１８．
例８１０　（生产计划问题）　工厂在３个季度中安排某种产品的生产计划．若该季度

生产此种产品ｘ（吨），则成本为ｘ２．当季生产的产品未销售掉，则进库后，季末需付存储
费，每吨产品每季的存储费为１．现估计３个季度对该产品的需求量ａｋ 分别为１００（吨），

１１０（吨）和１２０（吨），又设第一季度初及第三季度末库存量为零．假设各季度产品的生产量
不受限制，试问如何安排３个季度的生产计划，使产品的生产成本和存储费之总和最低？

解　本问题为一个３阶段的决策问题，现用顺序解法求解．令

ｓｋ———第ｋ季度末的库存量；

ｘｋ———第ｋ季度的产品生产量；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———第ｋ季度的生产成本和存储费之和：ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝ｘ２
ｋ ＋ｓｋ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ－１ ＝ｓｋ＋ａｋ－ｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———第ｋ季度末库存量为ｓｋ 时，从第一季度至第ｋ季度的最低生产费用．
递归方程为

ｆ０（ｓ０）＝０，ｓ０ ＝０，ｓ３ ＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍｉｎ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＋ｆｋ－１（ｓｋ－１）｝，　ｋ＝１，２，３烅

烄
烆 ．

下面用顺序解法求解．
第一步，对ｋ＝１，由ｓ０ ＝ｓ１＋ａ１－ｘ１，可知ｓ１＋１００－ｘ１ ＝０，所以有

ｘ
１ ＝１００＋ｓ１，

ｆ１（ｓ１）＝（ｘ
１）２＋ｓ１ ＝（１００＋ｓ１）２＋ｓ１．

第二步，对ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛ｘ２

２＋ｓ２＋ｆ１（ｓ１）｝，

ｓ１ ＝ｓ２＋１１０－ｘ２
烅
烄

烆 ．

于是
ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ

ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛ｘ２

２＋ｓ２＋（ｓ２＋２１０－ｘ２）２＋ｓ２＋１１０－ｘ２｝．
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现在，ｘ２ 为连续变量，且对ｘ２ 的大小没有限制，为此，我们运用微积分中求极值的方法求

ｘ
２ ．由

ｄ［ｗ２（ｓ２，ｘ２）＋ｆ１（ｓ１）］

ｄｘ２
＝２ｘ２－２（ｓ２＋２１０－ｘ２）－１＝０，

求得

ｘ
２ ＝ １

２
（ｓ２＋２１０）＋１

４．

于是，有

ｆ２（ｓ２）＝ １
２
（ｓ２＋２１０）＋［ ］１

４
２

＋ｓ２＋ １
２
（ｓ２＋２１０）－［ ］１

４
２

＋１
２
（ｓ２＋１０）－１

４．

第三步，对ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ３∈Ｄ３（ｓ３）
｛ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ３＋１２０－ｘ３，　ｓ３ ＝０
烅
烄

烆 ，

其中

ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ２（ｓ２）＝ｘ２
３＋ １

２
（３３０－ｘ３）＋［ ］１

４
２

＋１２０－ｘ３

＋ １
２
（３３０－ｘ３）－［ ］１

４
２

＋１
２
（１３０－ｘ３）－１

４．

由

　ｄ［ｗ３（ｓ３，ｘ３）＋ｆ２（ｓ２）］

ｄｘ３

＝２ｘ３－ １
２
（３３０－ｘ３）＋［ ］１

４ －１－ １
２
（３３０－ｘ３）－［ ］１

４ －１
２ ＝０，

求得
ｘ

３ ＝１１０．５．

由状态转移方程及逆序追踪法，求得最优策略：

ｓ３ ＝０
↓

ｘ
３
　
＝１１０．５

→

，

ｓ２ ＝９．５
↓

ｘ
２
　
＝１１０

→

，

ｓ１ ＝９．５，
↓

ｘ
１
　
＝１０９．５．

故最优生产计划为：３个季度分别生产１１０．５（吨），１１０（吨），１０９．５（吨），此时总费用为

ｆ ＝１０９．５２＋９．５＋１１０２＋９．５＋１１０．５２ ＝３６３１９．５．

例８１１　（最优划分问题）　把正数ａ划分为Ｎ 个部分，使这Ｎ 个部分的乘积最大．
解　设ｘｋ 为ａ划分后的第ｋ个部分，则得如下数学模型：

ｍａｘｆ＝ｘ１·ｘ２·⋯·ｘＮ；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋⋯＋ｘｋ＋⋯＋ｘＮ ＝ａ，

ｘｋ ＞０，　ｋ＝１，⋯，Ｎ．
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我们把它视为Ｎ 个阶段的决策问题，用动态规划的顺序解法来求解．令

ｓｋ———ａ划分后前ｋ个部分和ｘ１＋⋯＋ｘｋ 的允许值；

ｘｋ———ａ划分后第ｋ部分取值；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———第ｋ阶段权函数：

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）＝ｘｋ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｓｋ－１ ＝ｓｋ－ｘｋ；

ｆｋ（ｓｋ）———当ｘ１＋⋯＋ｘｋ 的允许值为ｓｋ 时，ｘ１·ｘ２·⋯·ｘｋ 可取得的最大值．
递归方程为

ｆ０（ｓ０）＝１，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｘｋ·ｆｋ（ｓｋ－１）｝，　ｋ＝１，⋯，Ｎ烅

烄
烆 ．

显然，０＜ｓｋ ＜ａ，０＜ｘｋ ＜ｓｋ，ｓｋ、ｘｋ 都为连续变量．
下面用顺序解法解之．
第一步，对ｋ＝１，有方程

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛ｘ１｝．

现在Ｄ１（ｓ１）＝（０，ｓ１〕，故有

ｘ
１ ＝ｓ１，　ｆ１（ｓ１）＝ｓ１．

第二步，对ｋ＝２，有方程

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
０＜ｘ２＜ｓ２

｛ｗ２（ｓ２，ｘ２）ｆ１（ｓ１）｝，

ｓ１ ＝ｓ２－ｘ２
烅
烄

烆 ．

现在ｗ２（ｓ２，ｘ２）ｆ１（ｓ１）＝ｘ２（ｓ２－ｘ２），由

ｄ［ｘ２（ｓ２－ｘ２）］

ｄｘ２
＝ｓ２－２ｘ２ ＝０，

求得

ｘ
２ ＝ｓ２

２
，　ｆ２（ｓ２）＝ｓ２

２ ｓ２－ｓ２（ ）２ ＝
ｓ２

２

４．

第三步，对ｋ＝３，有方程

ｆ３（ｓ３）＝ ｍａｘ
０＜ｘ３＜ｓ３

｛ｗ３（ｓ３，ｘ３）ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ２ ＝ｓ３－ｘ３
烅
烄

烆 ．

现在

ｗ３（ｓ３，ｘ３）ｆ２（ｓ２）＝ｘ３ｆ２（ｓ３－ｘ３）＝ｘ３（ｓ３－ｘ３）２

４
，

由
ｄ［ｗ３（ｓ３，ｘ３）ｆ２（ｓ２）］

ｄｘ３
＝
（ｓ３－ｘ３）２

４ －ｘ３（ｓ３－ｘ３）

２ ＝０，

求得

ｘ
３ ＝ｓ３

３
，　ｆ３（ｓ３）＝

ｓ３（ ）３

３

．
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我们用归纳法证明：

ｘ
ｋ ＝ｓｋ

ｋ
，　ｆｋ（ｓｋ）＝

ｓｋ（ ）ｋ

ｋ

．

假设上述结论成立，则在第ｋ＋１步时，有

ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）＝ ｍａｘ
０＜ｘｋ＋１＜ｓｋ＋１

｛ｘｋ＋１ｆｋ（ｓｋ＋１－ｘｋ＋１）｝

＝ ｍａｘ
０＜ｘｋ＋１＜ｓｋ＋１

ｘｋ＋１·
ｓｋ＋１－ｘｋ＋１（ ）ｋ｛ ｝

ｋ
，

对０＜ｘｋ＋１ ＜ｓｋ＋１，由

ｄ〔ｓｋ＋１ｆｋ（ｓｋ＋１－ｘｋ＋１）〕

ｄｘｋ＋１
＝
（ｓｋ＋１－ｘｋ＋１）

ｋ

ｋｋ －ｘｋ＋１（ｓｋ＋１－ｘｋ＋１）
ｋ－１

ｋｋ－１ ＝０，

求得

ｘ
ｋ＋１ ＝ ｓｋ＋１

ｋ＋１
，　ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）＝

ｓｋ＋１

ｋ＋（ ）１

ｋ＋１

．

因此，当ｋ＝Ｎ 和ｓＮ ＝ａ时，有

ｘ
Ｎ ＝ ａ

Ｎ
，　ｆＮ（ａ）＝ ａ（ ）Ｎ

Ｎ

．

由状态转移方程和逆序追踪法，即得本问题的最优策略：

ｓＮ ＝ａ

↓

ｘ
Ｎ
　
＝ａ
Ｎ

→

，

ｓＮ－１ ＝
（Ｎ－１）ａ

Ｎ
↓

ｘ
Ｎ－１
　

＝ａ
Ｎ

→

，

→⋯ ｓ２ ＝２ａ
Ｎ

↓

ｘ
２
　
＝ａ
Ｎ

→

，

ｓ１ ＝ ａ
Ｎ
，

↓

ｘ
１
　
＝ａ
Ｎ．

即本问题的最优划分为

ｘ
１ ＝ｘ

２ ＝ ⋯ ＝ｘ
Ｎ ＝ ａ

Ｎ
，

最优值ｆ ＝ ａ（ ）Ｎ
Ｎ

．

例８１２　用动态规划方法解下列问题：

　　　ｍａｘｆ＝３ｘ１＋５ｘ２ ＝ｃ１ｘ１＋ｃ２ｘ２；

ｓ．ｔ．　ｘ１　 　　 ≤４，

　　 　ｘ２ ≤６，

３ｘ１＋２ｘ２ ≤１８，

ｘｊ ≥０，　ｊ＝１，２．

解　本问题可以视为两个阶段的决策过程，在第ｋ阶段给出决策变量ｘｋ 的值．我们

用逆序解法解之．
若把３个不等式约束视为３个资源约束，于是，第ｋ阶段状态变量ｓｋ 是一个三维向

量：ｓｋ ＝（ｓ１
ｋ，ｓ

２
ｋ，ｓ

３
ｋ）（ｋ＝１，２），其中ｓｉ

ｋ 为第ｉ种资源在第ｋ阶段的允许值（ｉ＝１，２，
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３），ｓｉ
ｋ 为连续型变量．
现在，我们不仅要考虑一个状态变量ｓｉ

ｋ 的所有可能取值，而且必须考虑３个状态变
量所取值的一切可能组合．因此，计算量势必大大地“膨胀”．但是，由于现在考虑的变量
是连续型的，所以又使问题变得简单．现在，有

ｓ２———Ｓ２ ＝（ｓ１
２
，ｓ２

２
，ｓ３

２
），其中ｓ２

２
为ｘ２ 的允许值，ｓ

３
２
为２ｘ２ 的允许值；

ｓ１———Ｓ１ ＝（ｓ１
１
，ｓ２

１
，ｓ３

１
），其中ｓ１

１
为ｘ１ 的允许值，ｓ

２
１
为ｘ２ 的允许值，ｓ

３
１
为３ｘ１＋２ｘ２

的允许值；

ｘｋ———第ｋ阶段决策变量；

ｗｋ（ｓｋ，ｘｋ）———ｃｋｘｋ；

Ｔｋ（ｓｋ，ｘｋ）———有方程如下：

　　　　ｓ１
２ ＝ｓ１

１－ｘ１，　ｓ２
２ ＝ｓ２

１
，　ｓ３

２ ＝ｓ３
１－３ｘ１；

ｆｋ（ｓｋ）———在ｓｋ 的条件下，∑
２

ｉ＝ｋ
ｃｉｘｉ可取的最大值．

递归方程为

ｆ３（ｓ３）＝０，

ｆｋ（ｓｋ）＝ ｍａｘ
ｘｋ∈Ｄｋ（ｓｋ）
｛ｃｋｘｋ＋ｆｋ＋１（ｓｋ＋１）｝，　ｋ＝２，１烅

烄
烆 ．

显然，决策集合为

Ｄ２（ｓ２）＝｛ｘ２｜ｘ２ ≤ｓ２
２
，２ｘ２ ≤ｓ３

２
，ｘ２ ≥０｝，

Ｄ１（ｓ１）＝｛ｘ１｜ｘ１ ≤ｓ１
１
，３ｘ１ ≤ｓ３

１
，ｘ１ ≥０｝．

下面我们对本问题来求解．
第一步，对ｋ＝２，有

ｆ２（ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ２∈Ｄ２（ｓ２）
｛５ｘ２｝，

可知：

ｘ
２ ＝ ｍｉｎｓ２

２
，
ｓ３

２｛ ｝２
，

ｆ
２（ｓ２）＝５ｘ

２ ．

第二步，对ｋ＝１，有方程：

ｆ１（ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ１∈Ｄ１（ｓ１）
｛３ｘ１＋ｆ２（ｓ２）｝，

ｓ１
２ ＝ｓ１

１－ｘ１，　ｓ
２
２ ＝ｓ２

１
，　ｓ３

２ ＝ｓ３
１－３ｘ１

烅
烄

烆 ．

若取ｓ１ ＝（４，６，１８）犜，则

ｓ２ ＝（４－ｘ１，６，１８－３ｘ１），

Ｄ１（ｓ１）＝｛ｘ１｜０≤ｘ１ ≤４｝，

ｆ２（ｓ２）＝５ｍｉｎ６，９－３
２ｘ｛ ｝１ ．

再注意到
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ｍｉｎ６，９－３
２ｘ｛ ｝１ ＝

６， 当０≤ｘ１ ≤２，

９－３
２ｘ１， 当２≤ｘ１ ≤４烅

烄

烆
．

因而

３ｘ１＋５ｍｉｎ６，９－３
２ｘ｛ ｝１ ＝

３ｘ１＋３０， 当０≤ｘ１ ≤２，

４５－９
２ｘ１， 当２≤ｘ１ ≤４烅

烄

烆
．

由于

　 ｍａｘ
０≤ｘ１≤ ｛４ ３ｘ１＋５ｍｉｎ６，９－３

２ｘ｛ ｝｝１

＝ ｛ｍａｘ ｍａｘ
０≤ｘ１≤２
｛３ｘ１＋３０｝，ｍａｘ

２≤ｘ１≤４
４５－９

２ｘ｛ ｝｝１ ，

而 ｍａｘ
０≤ｘ１≤２
｛３ｘ１＋３０｝和 ｍａｘ

２≤ｘ１≤４
４５－９

２ｘ｛ ｝１ 都在ｘ１ ＝２处实现它们的极大值３６．所以，有

ｘ
１ ＝２，　ｆ１（ｓ１）＝３６．

由状态转移方程及顺序追踪法，可知最优策略：

ｓ１ ＝（４，６，８）犜

↓
ｘ

１
　
＝２

→

，

ｓ２ ＝（２，６，１２）犜，
↓

ｘ
２
　
＝６．

于是，线性规划的最优解和最优值分别为

Ｘ ＝（ｘ１
，ｘ２
）犜 ＝（２，６）犜，　ｆ ＝３６．

习　题　八

１．有一艘远洋轮计划在Ａ港装货后驶往Ｆ 港，中途需靠港加燃油、淡水４次，而从

Ａ港到Ｆ 港的全部可能的航运路线及每两港之间的距离如图８３所示．试用动态规划方
法求最合理的停靠港口的方案，以使航程最短．

图８３

２．某公司有资金４百万元向Ａ，Ｂ和Ｃ３个项目追加投资，各个项目可以有不同的
投资额（以百万元为单位），相应的效益值如表８４７所示．问怎样分配资金，使总效益值
最大？
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表８４７

项　目
投　　资　　额

０ １ ２ ３ ４

Ａ — ４１ ４８ ６０ ６６
Ｂ ４０ ４２ ５０ ６０ —

Ｃ — ６４ ６８ ７８ ８４

　　３．用动态规划方法求解例６１６．
４．用动态规划方法求解下列模型：

　　　　　　　ｍａｘｆ＝１０ｘ１＋４ｘ２＋５ｘ３；

ｓ．ｔ．　３ｘ１＋５ｘ２＋４ｘ３ ≤１５，

０≤ｘ１ ≤２，　０≤ｘ２ ≤２，　ｘ３ ≥０，

ｘｊ为整数，　ｊ＝１，２，３．

５．用动态规划方法解下列０－１背包问题：

ｍａｘｆ＝ ∑
５

ｊ＝１
ｃｊｘｊ ＝１２ｘ１＋１２ｘ２＋９ｘ３＋１６ｘ４＋３０ｘ５；

ｓ．ｔ．　 ∑
５

ｊ＝１
ａｊｘｊ ＝３ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋４ｘ４＋６ｘ５ ≤１２，

ｘｊ ＝０，１，　ｊ＝１，⋯，５．

６．用动态规划方法求解下列问题：

ｍａｘｆ＝３ｘ１（２－ｘ１）＋２ｘ２（２－ｘ２）；

ｓ．ｔ．　ｘ１＋ｘ２ ≤５，

ｘｊ ≥０，整数，　ｊ＝１，２．

７．用动态规划方法求解下列问题：

ｍａｘｆ＝ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ３＋２ｘ４ ＝１１，

ｘｊ ＞０，整数，　ｊ＝１，２，３，４．

８．用动态规划方法求解下列问题：

ｍａｘｆ＝（ｘ１－２）２－２ｘ２＋ｘ３（４－ｘ４）；

ｓ．ｔ．　ｘ１ｘ２ｘ３ ≤４，

ｘｊ ＞０，整数，　ｊ＝１，２，３．

９．用动态规划方法求解下列问题：

ｍａｘｆ＝３ｘ２
１＋２ｘ２

２＋４ｘ２
３＋ｘ２

４
；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋３ｘ２＋４ｘ３＋ｘ４ ＝１５，

ｘ１ ≥２，　ｘ２ ≥１，　ｘ３ ≥１，　ｘ４ ≥０．



第八章 动态规划

３５１　　

１０．根据合同某厂明年每个季度末应向销售公司提供产品，有关信息见表８４８．若
产品过多，季末有积压，则一个季度每积压一个单位产品需支付存储费２．现需制订明年
该产品的最佳生产计划，使该厂能在完成合同的情况下全年的生产费用最低，试用动态

规划方法求解．假设生产量和需求量都是１０的倍数．

表８４８

季度ｋ 生产能力ａｋ 单位生产成本ｄｋ 需求量ｂｋ

１ １００ ７０ 　６０
２ １００ ７２ 　７０
３ １００ ８０ １２０
４ １００ ７６ 　６０

　　１１．今设计一种由４个元件串联而成的部件．为提高部件的可靠性，每一元件可以由

１个、２个或３个并联的单位元件组成．关于元件ｋ（ｋ＝１，２，３，４）配备ｊ个并联单位元
件（ｊ＝１，２，３）后的可靠性Ｒｋｊ和成本Ｃｋｊ由表８４９给出．假设该部件的总成本允许为

１５个单位，试问如何确定各元件的单位元件配备数目，使系统的可靠性最高？

表８４９

ｊ
ｋ＝１ ｋ＝２ ｋ＝３ ｋ＝４

Ｒ１ｊ Ｃ１ｊ Ｒ２ｊ Ｃ２ｊ Ｒ３ｊ Ｃ３ｊ Ｒ４ｊ Ｃ４ｊ

１ ０．７ ４ ０．６ ２ ０．９ ３ ０．８ ３
２ ０．７５ ５ ０．８ ４ ０．８２ ５
３ ０．８５ ７

　　１２．某工厂有１００台机器，拟分４个周期使用．在每一周期有两种生产任务．据经验，

把机器ｘ台投入第一种生产任务，则在一个生产周期中将有１３ｘ台机器报废；余下的机

器全部投入第二种生产任务，则有１
１０
台机器报废．如果干第一种生产任务每台机器可收

益１０，干第二种生产任务每台机器每周期可收益７．问每周期如何分配机器任务，使４个
周期总收益最大？

１３．用动态规划方法求解下列线性规划：

　　　ｍａｘｆ＝４ｘ１＋１４ｘ２；

ｓ．ｔ．　２ｘ１＋７ｘ２ ≤２１，

７ｘ１＋２ｘ２ ≤２１，

ｘ１ ≥０，　ｘ２ ≥０．
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第九章　排　队　论

在现实生活中，存在着如表９１所示的各种类型的服务系统．

表９１

顾　　客 服务内容 服务机构

病人 诊治 医生

购买商品的顾客 售货服务 服务员

进港的船舶 装卸货物 泊位

等待着陆的飞机 降落 跑道

待修的机器 机器维修 机修工

旅客 购买火车票 售票处

文件稿 打字 打字员

电话呼唤 通话 交换台

入侵的敌机 我方高射炮还击 我方高射炮

来到水库的上游河水 水的泄放 水库调度员

　　在这些服务系统中，提出某种服务需求的对象统称为“顾客”（离散的或连续的）．实
现服务的工具、设备和人员统称为服务机构．显然，对某些服务系统来说，如果要求服务
的顾客的数量超过服务机构的能力，就会发生拥挤现象———顾客为获得某种服务而排队

等待．
例如，对火车站售票处为旅客售票这一服务系统来说，当旅客到达售票处时，如果售

票窗口有空，他就能马上接受售票员的服务；如果售票窗口已有其他旅客在购票，他就要

按照一定的排队规则加入到等待服务的队伍中去，直到能接受服务．不同的旅客接受服
务时所花的购票时间不相同．待旅客购得票后便离开售票处．我们可用图９１所示的模
型来描述这一过程．

图９１

由于在大多数服务系统中，顾客到达的时刻以及所需要的服务时间在事先都无法确
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定而呈现随机性，因而服务系统的排队状况也是随机的．排队论就是一门研究处理随机
服务系统排队现象的学科．它的任务是考察服务系统随机现象的规律，建立数学模型，为
决策者正确地设计与有效地运营服务系统而提供必要的科学依据，使决策者在系统服务

费用和顾客的有关等待费用之间达到经济上的平衡．
本章首先讨论与排队模型有关的随机过程，如泊松过程和生灭过程，接着介绍一般

排队系统的具体结构，然后再对一些常用的排队模型进行分析和讨论．

§９．１　泊松过程、生灭过程和负指数分布

９．１．１　泊松过程

若用Ｎ（ｔ）表示在〔０，ｔ）时间内到达某服务系统的顾客数，则对于每个给定的时刻ｔ，

Ｎ（ｔ）都是一个随机变量．我们称依赖于连续参数时间ｔ的随机变量族｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈
［０，Ａ）｝为一个随机过程．称Ｎ（ｔ）的值为在时刻ｔ时过程所处的状态，Ｎ（ｔ）取值的全体
称为状态集，记作Ｉ，Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝．
假设对于任意的ｔ１ ＜ｔ２ ＜ ⋯ ＜ｔｎ ＜ｔｎ＋１，有

Ｐ（Ｎ（ｔｎ＋１）＝ｉｎ＋１｜Ｎ（ｔ１）＝ｉ１，Ｎ（ｔ２）＝ｉ２，⋯，Ｎ（ｔｎ）＝ｉｎ）

＝Ｐ（Ｎ（ｔｎ＋１）＝ｉｎ＋１｜Ｎ（ｔｎ）＝ｉｎ）， （９１）

则称随机过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝为马尔柯夫（Ｍａｒｋｏｖ）过程．式（９１）所表示的性质称
为“马尔柯夫性”或“无后效性”．它的实际背景就是说：如果以ｔｎ 表示现在时刻，ｔｎ＋１ 表示

未来时刻，ｔ１，⋯，ｔｎ－１ 表示过去的一系列时刻，则顾客到来的过程在ｔｎ 以前所处的状态，

对预言过程在ｔｎ 以后的状态不起直接的作用．或者说，在已知“现在”的条件下，“将来”与
“过去”是独立的．
下面我们着重介绍马尔柯夫过程之一———泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）过程．
若状态集Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝的随机过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝具有所谓的独立增量

性：对任一组ｔ１ ＜ｔ２ ＜ ⋯ ＜ｔｎ （ｎ≥３），随机变量

Ｎ（ｔ２）－Ｎ（ｔ１），Ｎ（ｔ３）－Ｎ（ｔ２），⋯，Ｎ（ｔｎ）－Ｎ（ｔｎ－１）

相互独立．同时，对任意ｔ∈［０，Ａ），有

Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝
（λｔ）ｋ
ｋ！ｅ

－λｔ，　ｋ＝０，１，２，⋯， （９２）

其中参数λ＞０，则称这个过程为泊松过程．
独立增量性说明在互不相交的时间区间［ｔ１，ｔ２），［ｔ２，ｔ３），⋯，［ｔｎ，ｔｎ－１）内顾客来

到系统的情况是相互独立的．不难验证，“独立增量性”这个条件比“马尔柯夫性”来得强．
由概率论有关知识知道，

Ｅ（Ｎ（ｔ））＝λｔ，

它为在时间区间［０，ｔ）内到达的顾客的平均数．从而，λ即为单位时间间隔内到达顾客的
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平均数．
在排队论里，人们常把泊松过程称为最简单流，参数λ称为最简单流的强度．在具体

的实际问题中，λ是不难由统计资料求得的．
下面我们给出使泊松过程得以实现的比较广泛的条件．
定理９１　若随机过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝满足下列３个条件：
（１）独立增量性：对任一组ｔ１ ＜ｔ２ ＜ ⋯ ＜ｔｎ（ｎ≥３），随机变量Ｎ（ｔ２）－Ｎ（ｔ１），

Ｎ（ｔ３）－Ｎ（ｔ２），⋯，Ｎ（ｔｎ）－Ｎ（ｔｎ－１）相互独立．
（２）平稳性：对于［ｓ，ｓ＋ｔ）［０，Ａ），总有

Ｐ（Ｎ（ｓ＋ｔ）－Ｎ（ｓ）＝ｋ）＝Ｐ（Ｎ（ｔ）－Ｎ（０）＝ｋ）＝Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）

（设Ｐ（Ｎ（０）＝０）＝１，∑
∞

ｋ＝０
Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝１）．

（３）普通性：令ψ（ｔ）＝ ∑
∞

ｋ＝２
Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ），则有

ｌｉｍ
ｔ→０

ψ（ｔ）
ｔ ＝０；

则｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝是一个泊松过程．
我们现在对上述定理中的３个条件给出直观上的解释：
由独立增量性可知，在［０，Ａ）中的区间［ｓ，ｓ＋ｔ）内来到ｋ个顾客这一事件与区间

［０，ｓ）内来到的顾客的情况相互独立．换言之，对在［０，ｓ）内顾客来到的情况所作的任何
假定下，计算出来的在［ｓ，ｓ＋ｔ）内来到ｋ个顾客的条件概率都相等．过程具有独立增量
性，必然具有马尔柯夫性．
平稳性说明在［ｓ，ｓ＋ｔ）内来到的顾客数只与区间的长度ｔ有关而与起点ｓ无关．换

言之，过程的统计规律不随时间的推移而改变，在同样长度的时间间隔内来到ｋ个顾客
的概率是一个常数．
普通性表明，在同一瞬时到达两个或两个以上顾客实际上是不可能的，换言之，在充

分小的时间间隔中，最多到达一个顾客．
下面我们来证明

Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝
（λｔ）ｋ
ｋ！ｅ

－λｔ（λ＞０），ｋ＝０，１，２，⋯．

证 　若记Ｐｋ（ｔ）＝Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ），对Δｔ＞０，由全概率公式、Ｎ（ｔ）的非减性及独立增

量性、平稳性可知：

　Ｐｋ（ｔ＋Δｔ）＝Ｐ（Ｎ（ｔ＋Δｔ）＝ｋ）＝Ｐ（∪
ｋ

ｉ＝０
（Ｎ（ｔ＋Δｔ）＝ｋ，Ｎ（ｔ）＝ｉ））

＝ ∑
ｋ

ｉ＝０
Ｐ（Ｎ（ｔ＋Δｔ）－Ｎ（ｔ）＝ｋ－ｉ，Ｎ（ｔ）－Ｎ（０）＝ｉ－０）

＝ ∑
ｋ

ｉ＝０
Ｐ（Ｎ（ｔ＋Δｔ）－Ｎ（ｔ）＝ｋ－ｉ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｉ）
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＝ ∑
ｋ

ｉ＝０
Ｐ（Ｎ（Δｔ）＝ｋ－ｉ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｉ）

＝Ｐｋ（ｔ）Ｐ０（Δｔ）＋Ｐｋ－１（ｔ）Ｐ１（Δｔ）＋Ｐｋ－２（ｔ）Ｐ２（Δｔ）＋⋯＋Ｐ０（ｔ）Ｐｋ（Δｔ）

＝Ｐｋ（ｔ）Ｐ０（Δｔ）＋Ｐｋ－１（ｔ）Ｐ１（Δｔ）＋∑
ｋ

ｉ＝２
Ｐｋ－ｉ（ｔ）Ｐｉ（Δｔ）

＝Ｐｋ（ｔ）Ｐ０（Δｔ）＋Ｐｋ－１（ｔ）Ｐ１（Δｔ）＋∑
∞

ｉ＝２
Ｐｋ－ｉ（ｔ）Ｐｉ（Δｔ），

其中假设Ｐ－１（ｔ）＝Ｐ－２（ｔ）＝Ｐ－３（ｔ）＝ ⋯ ＝０．
特别地，Ｐ０（ｔ＋Δｔ）＝Ｐ０（ｔ）Ｐ０（Δｔ）．
Ｐ０（ｔ）＝Ｐ（Ｎ（ｔ）＝０）表示在长度为ｔ的时间间隔中没有顾客到来的概率，因此

Ｐ０（ｔ）关于ｔ单调减少．又由数学分析中的有关定理（若ｆ（ｘ）是ｘ的单调函数，且对一切

ｘ≥０，ｙ≥０，均有ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）成立，则ｆ（ｘ）＝ａｘ，其中常数ａ≥０）可知：

Ｐ０（ｔ）＝ａｔ，

其中ａ≥０，ａ为某一常数．
若ａ＝０，则Ｐ０（ｔ）≡０，这说明在不管怎么短的时间间隔内都要来顾客，因此，在有

限时间间隔中要来无穷多个顾客，这种情形不在我们的考虑之列．
此外，因为Ｐ０（ｔ）是概率，故应有ａ≤１．而当ａ＝１时，Ｐ０（ｔ）≡１，这说明永远不来顾

客，此时问题失去意义．所以，应有０＜ａ＜１，从而，存在λ＞０，使ａ＝ｅ－λ．于是，有

Ｐ０（ｔ）＝ｅ－λｔ．

因此，当Δｔ→０时，有

Ｐ０（Δｔ）＝ｅ－λΔｔ ＝１－λΔｔ＋ｏ（Δｔ），

Ｐ１（Δｔ）＝１－Ｐ０（Δｔ）－ψ（Δｔ）＝λΔｔ＋ｏ（Δｔ），

∑
∞

ｉ＝２
Ｐｋ－ｉ（ｔ）Ｐｉ（Δｔ）≤ ∑

∞

ｉ＝２
Ｐｉ（Δｔ）＝ψ（Δｔ）＝ｏ（Δｔ）．

于是

Ｐｋ（ｔ＋Δｔ）＝Ｐｋ（ｔ）（１－λΔｔ）＋Ｐｋ－１（ｔ）·λΔｔ＋ｏ（Δｔ）（ｋ≥１），

Ｐｋ（ｔ＋Δｔ）－Ｐｋ（ｔ）＝λΔｔ（Ｐｋ－１（ｔ）－Ｐｋ（ｔ））＋ｏ（Δｔ），

ｌｉｍ
Δｔ→０

Ｐｋ（ｔ＋Δｔ）－Ｐｋ（ｔ）
Δｔ ＝λ（Ｐｋ－１（ｔ）－Ｐｋ（ｔ）），

即有

Ｐ′ｋ（ｔ）＝λ［Ｐｋ－１（ｔ）－Ｐｋ（ｔ）］，　ｋ≥１．

由于Ｐ０（ｔ）＝ｅ－λｔ，故有

Ｐ′１（ｔ）＝λ［ｅ－λｔ－Ｐ１（ｔ）］，
由它可求得Ｐ１（ｔ）＝λｔｅ－λｔ．
继续迭代，可解得一切Ｐｋ（ｔ）：

Ｐｋ（ｔ）＝Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝
（λｔ）ｋ
ｋ！ｅ

－λｔ，　ｋ＝０，１，２，⋯．
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泊松过程在排队论中的地位与正态分布在概率论中的地位相同．但是，我们需要
指出，独立增量性、平稳性和普通性在实践中并不是经常能够满足的．例如平稳性对电
话呼唤流就显然不成立，白天的呼唤就比晚上多．虽然如此，最简单流仍然可以认为是
实际现象相当程度上的近似，特别如巴尔姆 辛钦（ＰａｌｍＸинчин）极限定理断言：大量
相互独立小强度的随机流之和近似于一个最简单流，只要每个加项流都是平稳与普

通，同时满足一些足够普通的条件．
概率论的中心极限定理告诉我们：足够多的独立随机变量之和近似于正态分布，而

不管这些随机变量是什么分布．
而巴尔姆 辛钦极限定理正如中心极限定理一样，向我们阐明了为什么最简单流正

如正态分布那样，经常会在实际生活中出现．
例如，到达电话局的总呼唤流是个别用户（强度相对地很小）发出电话呼唤的总和，

而每一个别用户的呼唤可近似地看成平稳普通的流，且它们之间相互独立，因此，到达电

话局的呼唤流就近似地视为最简单流．
正由于最简单流这种足够接近实际的性质，以及其简单而易于处理，因而在排队论

中把它作为研究实际问题的一个起点．
例９１　某天上午，从１０：３０到１１：４７，每隔２０秒钟统计一次来到某火车站售票处的

旅客数，共得２３０个记录。整理后得到如表９２所示的统计结果。试用一个泊松过程来
描述售票处的旅客的到达过程．

表９２

旅客数目 ０ １ ２ ３ ４

频　　数 １００ ８１ ３４ ９ ６

　　解　要描述这个到达过程只要求出参数λ即可。根据λ的意义，我们先求出每２０
秒钟内到达售票处的旅客的平均数

λ　 ＝ １
２３０
［０×１００＋１×８１＋２×３４＋３×９＋４×６］≈０．８７。

于是，每分钟平均到达的旅客数为

λ＝３×０．８７＝２．６１（人／分钟）。

故有

Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝
（２．６１ｔ）ｋ

ｋ！ ｅ－２．６１ｔ，　ｋ＝０，１，２，⋯．

对于描述顾客到达情况的随机过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ｔ）｝，我们也可以用随机变量
序列

｛Ｔｎ，ｎ＝１，２，⋯｝

来描述，其中

Ｔｎ ＝ｔｎ－ｔｎ－１
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为第ｎ位顾客到达时刻ｔｎ 与第ｎ－１位顾客到达时刻ｔｎ－１ 之间的时间间隔（设ｔ０ ＝０）。
对于泊松过程，我们有如下定理．
定理９２　顾客到达过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝是一个参数为λ的泊松过程的充分必

要条件为：相应的顾客到达间隔Ｔｎ（ｎ＝１，２，⋯）是一族相互独立同分布的随机变量，
它们的分布函数为负指数分布：

Ｐ（Ｔｎ ≤ｔ）＝
１－ｅ－λｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０｛ ．
（９３）

由此定理可知，“顾客流是最简单流”与“顾客到达间隔相互独立且服从相同的负指

数分布”是等价的两种描述方式。

由于负指数分布的数学期望

Ｅ（Ｔｎ）＝ １
λ
，

所以对于最简单流，顾客到达时间间隔的平均长度为１
λ．

例９２　在某个交叉路口观察了２５辆向北行驶的汽车到达路口的时刻，其记录如下
（开始观察时刻为０，单位为秒）：

　１　　 ８　　 １２　　 １５　　 １７　　 １９　　 ２７　　 ４３　　 ５８　　 ６４　　 ７０　　 ７２　　 ７３
　９１　　９２　　１０１　　１０２　　１０３　　１０５　　１０９　　１２２　　１２３　　１２４　　１３５　　１３７

试用一个泊松过程来描述该到达过程．
解　该车流是一个最简单流，因此汽车相继到达的时间间隔Ｔｎ，ｎ＝１，２，⋯ 相互

独立，服从同一分布———负指数分布．现在估计负指数分布的参数λ．
汽车相继到达路口的时间间隔为

１　　７　　４　　３　　２　　２　　８　　１６　　１５　　６　　 ６　　２　　１
１８　　１　　９　　１　　１　　２　　４　　１３　　 １　　１　　１１　　２　　　

它们的和为１３７．故平均间隔１λ
的估计值为

１３７
２５ ＝５．４８（秒），

从而，

λ＝０．１８２５（辆／秒）．

所以，服从如下分布的独立同分布随机变量族｛Ｔｎ，ｎ＝１，２，⋯｝描述了该车流：

Ｐ（Ｔｎ ≤ｔ）＝
１－ｅ－０．１８２５ｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０｛ ．

换言之，汽车到达路口的过程是一个以每秒来到０．１８２５辆汽车的最简单流｛Ｎ（ｔ）｜ｔ≥０｝：

Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝
（０．１８２５ｔ）ｋ

ｋ！ ｅ－０．１８２５ｔ，　ｋ＝０，１，２，⋯．
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９．１．２　生灭过程

现在我们介绍马尔柯夫过程的另一特例———生灭过程．
设有一堆细菌，每个细菌在Δｔ时间内分裂成两个细菌的概率为λΔｔ＋ｏ（Δｔ）；而在

Δｔ时间内死亡的概率为μΔｔ＋ｏ（Δｔ），各个细菌在任一段时间内分裂或死亡都是相互独
立的．如果将细菌的分裂或死亡都看成发生一个事件，那么易知，在Δｔ时间内发生两个
或两个以上事件的概率为ｏ（Δｔ）．设在时刻ｔ有ｉ个细菌，则在时刻ｔ＋Δｔ有ｉ＋１个细菌
的概率为λｉΔｔ＋ｏ（Δｔ），在时刻ｔ＋Δｔ有ｉ－１个细菌的概率为μｉΔｔ＋ｏ（Δｔ）．现用ξ（ｔ）表
示这堆细菌在时刻ｔ的个数，并考察在［０，Ａ）时间内细菌个数的变化情况．
因为对每个固定的ｔ，ξ（ｔ）都是随机变量，故｛ξ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝为一个随机过程．又

因为它具有无后效性，故它也是一个马尔柯夫过程．
上述细菌分裂和死亡的过程是一种典型的生灭过程的例子．下面我们给出生灭过程

的具体定义．
生灭过程———若随机过程｛ξ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝的状态集Ｉ＝｛０，１，２，⋯，ｍ｝或

Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝．设在时刻ｔ时ξ（ｔ）＝ｊ，那么在时刻ｔ＋Δｔ时（ｊ和ｊ＋１∈Ｉ），ξ（ｔ＋Δｔ）＝
ｊ＋１的概率为λｊΔｔ＋ｏ（Δｔ）（其中λｊ ＞０为与ｔ无关的常数）；在时刻ｔ＋Δｔ时（ｊ和

ｊ－１∈Ｉ），ξ（ｔ＋Δｔ）＝ｊ－１的概率为μｊΔｔ＋ｏ（Δｔ）（其中μｊ ＞０也为与ｔ无关的常
数）；在时刻ｔ＋Δｔ时，ξ（ｔ＋Δｔ）为Ｉ中其他元素的概率均为ｏ（Δｔ）．则称该随机过程
｛ξ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝为生灭过程（在下面将要讨论的一些生灭过程中，取Ａ＝＋∞）．
对一些生灭过程来说，我们常常关心下列概率：

Ｐｊ（ｔ）＝Ｐ（ξ（ｔ）＝ｊ）　（称为瞬时解）；

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ξ（ｔ）＝ｊ）＝Ｐｊ　（称为极限解）．

排队论中的很多模型都是生灭过程，故我们把生灭过程关于Ｐｊ（ｔ）的微分方程组及
其极限解和有关定理介绍于下．在分析排队模型时，我们就直接应用这些结论来计算有
关的数量指标．
生灭过程关于Ｐｊ（ｔ）＝Ｐ（ξ（ｔ）＝ｊ）的微分方程组为
（１）当Ｉ＝｛０，１，⋯，ｍ｝时，

　　　　Ｐ′０（ｔ）＝－λ０Ｐ０（ｔ）＋μ１Ｐ１（ｔ）；

Ｐ′ｊ（ｔ）＝λｊ－１Ｐｊ－１（ｔ）－（λｊ＋μｊ）Ｐｊ（ｔ）＋μｊ＋１Ｐｊ＋１（ｔ）（０＜ｊ＜ｍ），

Ｐ′ｍ（ｔ）＝λｍ－１Ｐｍ－１（ｔ）－μｍＰｍ（ｔ）．

（２）当Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝时，

Ｐ′０（ｔ）＝－λ０Ｐ０（ｔ）＋μ１Ｐ１（ｔ）；

Ｐ′ｊ（ｔ）＝λｊ－１Ｐｊ－１（ｔ）－（λｊ＋μｊ）Ｐｊ（ｔ）＋μｊ＋１Ｐｊ＋１（ｔ）（０＜ｊ＜ｍ）．

求解这组方程，即可得到在时刻ｔ时过程的状态概率分布｛Ｐｊ（ｔ），ｊ∈Ｉ｝，即得到生灭过
程的瞬时解．
但是，一般说来，要从微分方程组求得瞬时解是极其困难的，只有个别问题才能求得
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瞬时解．因此，在实际应用中，我们关心ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐｊ（ｔ）．若它存在，常常把它当作任一时刻（过

程运行一段时间后）过程处于状态ｊ的概率．关于生灭过程微分方程组的极限解我们有
如下定理．
定理９３　令

π０ ＝１，πｊ ＝λ０λ１⋯λｊ－１

μ１μ２⋯μｊ
（ｊ＝１，２，⋯），

则对Ｉ＝｛０，１，⋯，ｍ｝的生灭过程，或对Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝且满足条件

∑
∞

ｊ＝０
πｊ ＜＋∞，　∑

∞

ｊ＝０

１
λｊπｊ

＝＋∞ （９４）

的生灭过程，对于任意正数ｓ和任意ｉ∈Ｉ，ｊ∈Ｉ，都有

ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ξ（ｔ）＝ｊ）＝ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｐ（ξ（ｓ＋ｔ）＝ｊ｜ξ（ｓ）＝ｉ）＝Ｐｊ ＞０． （９５）

当状态集Ｉ＝｛０，１，⋯，ｍ｝时，

Ｐ０ ＝ ∑
ｍ

ｊ＝０
π（ ）ｊ

－１
，　　　　　　　　　　 （９６）

Ｐｊ ＝πｊＰ０ ＝
λｊ－１

μｊ
Ｐｊ－１，　ｊ＝１，⋯，ｍ； （９７）

当然态集Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝时，

Ｐ０ ＝ ∑
∞

ｊ＝０
π（ ）ｊ

－１
， （９８）

Ｐｊ ＝πｊＰ０ ＝
λｊ－１

μｊ
Ｐｊ－１，　ｊ＝１，２，⋯． （９９）

我们称Ｐｊ（ｊ∈Ｉ）为生灭过程在统计平衡时的概率，或称稳态概率．
定理９３告诉我们，对于满足定理条件的生灭过程，当过程运行了很长时间后，初始

状态的影响将消失，过程的状态的概率分布Ｐｊ（ｊ∈Ｉ）与时间无关．在实际应用中，过程
不可能等到ｔ→ ∞．事实上，对于绝大多数实际问题，过程很快会趋于统计平衡．

９．１．３　负指数分布

若用Ｖｎ 表示第ｎ位顾客所需的服务时间，则｛Ｖｎ，ｎ＝１，２，⋯｝也是一族随机变
量．假定｛Ｖｎ，ｎ＝１，２，⋯｝中各个随机变量相互独立，且服从相同的负指数分布：

Ｐ（Ｖｎ ≤ｔ）＝
１－ｅ－μｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０｛ ，
（９１０）

其中参数μ＞０．因而，其概率密度函数为

ｆ（ｔ）＝ μｅ－μｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０｛ ，
（９１１）



运筹学 方法与模型

３６０　　

Ｖｎ 的数学期望和方差分别为

Ｅ（Ｖｎ）＝ １
μ
，　Ｄ（Ｖｎ）＝ １

μ
２． （９１２）

因此

μ＝ １
Ｅ（Ｖｎ）

．

从而，１
μ
为每位顾客所需要的平均服务时间，μ为在单位时间内受到服务的顾客平均数．

基于负指数分布在排队论中的重要性，下面我们对负指数分布的性质作进一步的讨

论（用随机变量Ｖ 表示顾客的服务时间）．
性质９１　负指数分布的密度函数ｆ（ｔ）是ｔ（ｔ≥０）的一个严格单调减函数．
因此，对任Δｔ＞０，ｔ＞０，有

Ｐ（０≤Ｖ ≤Δｔ）＞Ｐ（ｔ≤Ｖ ≤ｔ＋Δｔ）．

可知

Ｐ ０≤Ｖ ≤ＥＶ（ ）２ ＝１－ｅ－１
２ ＝０．３９３，

Ｐ ＥＶ
２ ≤Ｖ ≤３ＥＶ（ ）２ ＝（１－ｅ－３

２）－（１－ｅ－１
２）＝０．３８３，

因此，Ｖ 取小值（小于期望值的一半）要比Ｖ 取接近ＥＶ 的值更有可能性．
又可知：

Ｐ（０≤Ｖ ≤ＥＶ）＝１－ｅ－１ ＝０．６３２，

Ｐ（Ｖ ＞２ＥＶ）＝ｅ－２ ＝０．１３５，

Ｐ（Ｖ ＞４ＥＶ）＝ｅ－４ ＝０．０１８３，

所以，若一个顾客的服务时间服从负指数分布，则当顾客开始接受服务后，服务结束得较

短的可能性较大，而服务时间较长的可能性却是相当小的．也就是说，如果某种服务的服
务时间具有如下性质：有大量的顾客要求较短时间的服务，只有少量麻烦顾客需要长时

间的服务，则一般地可以认为服务时间服从负指数分布（当然，需用数理统计中分布假设

检验方法进行检验）．
性质９２　无记忆性．
我们来求顾客已经被服务了时间ｓ的条件下，再需服务ｔ以上时间的条件概

率———Ｐ（Ｖ ≥ｓ＋ｔ｜Ｖ ≥ｓ）：

Ｐ（Ｖ ≥ｓ＋ｔ｜Ｖ ≥ｓ）＝Ｐ（Ｖ ≥ｓ＋ｔ，Ｖ ≥ｓ）
Ｐ（Ｖ ≥ｓ） ＝Ｐ（Ｖ ≥ｓ＋ｔ）

Ｐ（Ｖ ≥ｓ）

＝ｅ－μ（ｓ＋ｔ）

ｅ－μｓ ＝ｅ－μｔ ＝Ｐ（Ｖ ≥ｔ）．

可见，剩余服务时间的分布独立于已经服务过的时间而与原来的分布相同．我们将这类
特性称之为“无记忆性”．
同时可以指出，具有无记忆性
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Ｐ（Ｖ ≥ｓ＋ｔ｜Ｖ ≥ｓ）＝Ｐ（Ｖ ≥ｔ） （９１３）

的分布，也只有负指数分布．
对于最简单流，由于顾客到达间隔时间服从负指数分布，因而，不论取哪一时刻为起

点，剩余的到达间隔时间仍为同一参数的负指数分布．
性质９３　对于ｔ＞０，当Δｔ充分小时，有

Ｐ（Ｖ ≤ｔ＋Δｔ｜Ｖ ≥ｔ）＝１－Ｐ（Ｖ ≥ｔ＋Δｔ｜Ｖ ≥ｔ）

＝１－ｅ－μΔｔ ≈μΔｔ． （９１４）

性质９３告诉我们：若顾客的服务时间Ｖ 服从负指数分布，那么，当顾客在服务了ｔ
时间后，事件“顾客服务完毕”在下一个时段Δｔ内发生的概率近似于μΔｔ．
类似地，对于最简单流来说，由于到达间隔Ｔ服从负指数分布（参数λ＞０），因此对

任ｔ＞０，Δｔ充分小，有

Ｐ（Ｔ≤ｔ＋Δｔ｜Ｔ≥ｔ）≈λΔｔ． （９１５）

换言之，经过ｔ时间下一个顾客仍未到达，那么，在Δｔ时段内来一个顾客这件事的概率近
似于λΔｔ．

９．１．４　爱尔朗分布

爱尔朗（Ｅｒｌａｎｇ）分布的密度函数为

ｆ（ｔ）＝
ｋμ（ｋμｔ）

ｋ－１

（ｋ－１）！
ｅ－ｋμｔ，ｔ≥０；

０， ｔ＜０
烅
烄

烆 ，

（９１６）

其中参数μ＞０，ｋ称为阶数．
若顾客服务时间Ｖ 服从爱尔朗分布，则Ｖ 的数学期望和方差分别为

Ｅ（Ｖ）＝ １
μ
，　Ｄ（Ｖ）＝ １

ｋμ
２． （９１７）

可以证明，如果ξ１，ξ２，⋯，ξｋ 是ｋ 个相互独立的随机变量，且服从同一参数

ｋμ（μ＞０）的负指数分布，则随机变量

Ｖ ＝ξ１＋ξ２＋⋯＋ξｋ

服从ｋ阶爱尔朗分布．
例如，如果顾客要连续接受串联的ｋ个服务台的服务，各服务台服务时间相互独立，

且服从相同的负指数分布（参数ｋμ＞０），那么顾客被这ｋ个服务台服务完所需的总时间
就服从爱尔朗分布（当然，对顾客连续服务时，这里假设：必须在所有ｋ个服务台完成对
某一顾客的服务后，下一个顾客才能进入第一个服务台）．
由于负指数分布的特性说明顾客服务时间短的可能性比服务时间长的可能性大，所

以，在实际应用中负指数分布受到一定的限制，而爱尔朗分布却具有较大的适应性．
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图９２给出ｎ个不同ｋ值的爱尔朗分布的密度函数．

图９２ 　

事实上，当ｋ＝１时，爱尔朗分布即为负指数分布；
当ｋ增大时，爱尔朗分布的图形逐渐变为对称的；当ｋ≥
３０时，爱尔朗分布近似于正态分布；当ｋ→＋∞ 时，由式
（９１７）可知Ｄ（Ｖ）→０，因此，这时爱尔朗分布化为确定
型分布（参看图９２）．所以ｋ阶爱尔朗分布可看成完全
随机型与完全确定型之间的中间型，能对现实世界提供

更为广泛的适应性．

§９．２　一般排队系统结构

图９１给出了一般排队模型的结构．各个顾客由顾客源（总体）出发，以恒定的或变
化的到达率来到服务机构（服务台）要求服务．如果服务机构空闲，到达的顾客就接受服
务，如果服务机构正在忙着服务，顾客就按某种排队规则加入到等待服务的队伍中去，直

到能接受服务．顾客进入服务台就以恒定的或变化的服务率被服务，服务完后顾客就离
开排队系统．排队规则和服务规则反映了顾客在排队系统中按怎样的规则参加排队、按
怎样的次序接受服务．
所以，一般的排队系统都有３个组成部分：输入过程、排队规则、服务机构．下面我们

一一介绍．

９．２．１　输入过程

输入过程指各种类型的顾客按怎样的规律到达．要完全描述一个输入过程需要如下

３方面信息：

① 顾客源数．顾客的总体可能是有限集（例如工厂内出故障的待修机器），也可能是
无限可数集合（例如乘公共汽车的乘客），甚至可能是无限不可数集合（例如上游流入水

库的河水）．

② 到达类型．顾客来到的方式可以是单个到达，也可是成批地到达（例如金属板材进
仓库就是成批地到达）．本章仅讨论顾客单个到达这种类型．

③ 顾客相继到达的时间间隔分布．我们已经知悉，描述顾客到达过程有两种方式：一
种为随机过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝，其中Ｎ（ｔ）为［０，ｔ）内到达的顾客数；另一种描述方
式为随机变量序列｛Ｔｎ，ｎ≥１｝，其中Ｔｎ ＝ｔｎ－ｔｎ－１，ｔｎ 为第ｎ个顾客到达时刻，ｔ０ ＝０．
后一种方式通过给定Ｔｎ 的分布来描述顾客流．由于假设｛Ｔｎ，ｎ≥１｝为相互独立且具有

相同分布的随机变量序列，所以，只需给出Ｔｎ 的共同分布函数Ｆ（ｔ）＝Ｐ（Ｔｎ ≤ｔ）就可
以了．有各种输入过程，下面介绍几种常见的情况：
（１）定长输入．顾客有规则地到达，每隔时间α到达一位顾客．此时，顾客相继到达的

时间间隔Ｔｎ 的分布函数为
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Ｆ（ｔ）＝Ｐ（Ｔｎ ≤ｔ）＝
０，ｔ＜α，

１，ｔ≥α｛ ．

例如生产自动流水线传送带输送成品进入包装箱就是定长输入的例子．
（２）最简单流．独立随机变量序列｛Ｔｎ，ｎ≥１｝服从同一负指数分布：

Ｐ（Ｔｎ ≤ｔ）＝
０， ｔ＜０，

１－ｅ－λｔ，ｔ≥０｛ ．

或者说，随机过程｛Ｎ（ｔ）｜ｔ∈［０，Ａ）｝是一个泊松过程，Ｎ（ｔ）的概率分布为

Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｋ）＝
（λｔ）ｋ
ｋ！ｅ

－λｔ，　ｋ＝０，１，２，⋯，

其中λ＞０．
（３）ｋ阶爱尔朗输入．独立随机变量序列｛Ｔｎ，ｎ≥１｝服从相同的爱尔朗分布，其密
度函数为

ｆ（ｔ）＝
ｋλ（ｋλｔ）ｋ－１

（ｋ－１）！ｅ
－ｋλｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０
烅
烄

烆 ．

（４）一般独立输入．独立随机变量序列｛Ｔｎ，ｎ≥１｝具有相同的分布．

９．２．２　服务机构

服务机构应反映如下信息：服务台的个数（当服务台个数为多个时，又分成串联与并

联结构，参看图９３）、接受服务的方式（单个服务或成批服务．如公共汽车一次就装载大
批乘客．本章仅讨论单个服务）、服务时间Ｖ 的分布．

（ａ）
　　

（ｂ）
　　

（ｃ）

图９３

下面介绍几种经常遇到的服务时间分布：

（１）定长分布．每位顾客的服务时间Ｖｎ 均为常数β．Ｖｎ 的分布函数为

Ｐ（Ｖｎ ≤ｔ）＝
０， Ｖｎ ＜β，

１， Ｖｎ ≥β
烅
烄

烆 ．

（２）负指数分布．各个顾客的服务时间Ｖｎ 相互独立，具有相同的负指数分布：

Ｐ（Ｖｎ ≤ｔ）＝
０， ｔ＜０，

１－ｅ－μｔ，ｔ≥０｛ ，

其中参数μ＞０．
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（３）ｋ阶爱尔朗分布．各个顾客的服务时间Ｖｎ 相互独立，具有相同的ｋ阶爱尔朗分
布．其密度函数为

ｆ（ｔ）＝
ｋμ（ｋμｔ）

ｋ－１

（ｋ－１）！
ｅ－ｋμｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０
烅
烄

烆 ．

其中参数μ＞０．
（４）一般独立分布．各个顾客的服务时间Ｖｎ 相同独立，具有相同的概率分布．

９．２．３　排队规则

排队规则体现到来的顾客按怎样的方式和顺序接受服务．一般可分为损失制、等待
制和混合制．
（１）损失制．当一个顾客到达时，若所有服务台均被占用，该顾客就自动消失．具有这
种特点的排队规则称为损失制．
例如，一位旅客到达某一旅馆，如果全部床位都已满员，他即离开该旅馆往别处

投宿．
（２）等待制．当顾客到达时，若所有服务台均被占用，顾客就排成队伍等待服务，具有
这种特点的排队规则称为等待制．顾客接受服务的次序可以采用下列各种规则：

① 先到先服务．即按顾客到达的先后次序接受服务．这是最通常的情形．本章仅讨论
先到先服务的服务系统．

② 后到先服务．例如将金属板材放入仓库看成是顾客的到来，需要使用时将它们陆
续取走看作是服务，则一般都是取用放在最上面的板材，即后到先服务．

③ 随机服务．当服务台得空时，在等待的顾客中随机地选取一名进行服务，每一位等
待的顾客被选到的概率相同．例如乘客（视为服务台）在停车场上随机选乘（乘车视为服
务）一辆出租汽车（被视为等候服务的顾客）．

④ 优先权服务．对于不同的顾客规定了不同的优先权．例如医院对于病情严重的患
者给予优先治疗，加急电报比普通电报优先服务．
（３）混合制．为损失制与等待制兼而有之的情况．有下列情况：

① 队长有限制．如果系统空间的容量有限，最多只能容纳ｋ个顾客（包括正在接受服
务的和参加等待的顾客），那么当顾客到达时，如果系统内已有ｋ个顾客，该顾客就自动
离去；如果系统内顾客数小于ｋ，该顾客就进入服务系统．

② 等待时间有限制．顾客在队伍中的等待时间不能超过规定的时间．超过规定时间
顾客就离去．

③ 逗留时间（等待时间与被服务时间之和）有限制．顾客在服务系统中的逗留时间不
能超过规定时间，否则就离去．
例如高射炮射击敌机．当敌机飞越该防空系统火力范围的总时间为ｔ０ 时，若在此ｔ０

时间内敌机还未被击落，则敌机就消失．
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９．２．４　排队模型的符号表示

一个排队模型由６个主要特性所确定：输入过程（顾客到达时间间隔分布）；服务时
间分布；服务台个数（多个服务台时，假设各个服务台是并联的，每个服务台只对单个顾

客进行服务）；系统容量（服务台个数加上可容纳的等待顾客数）；顾客源数；服务规则．
在应用中，使用符号来表示不同的排队模型是较为方便的：我们将这６个特征按上

述顺序用各自的符号列出，并用斜线“／”隔开，即

输入过程／服务分布／服务台个数／系统容量／顾客源数／服务规则．
由于本章讨论的问题都采用先到先服务的服务规则，所以我们在模型的符号表示中

不再列出服务规则的符号．当系统容量或顾客源数为无限时，我们也将它们从模型的符
号表示中省略．
表示顾客到达时间间隔分布和服务时间分布的常用符号有：

Ｍ———输入过程为最简单流，或服务时间为负指数分布；

Ｄ———定长输入或定长服务；

Ｅｋ———顾客到达时间间隔分布或服务时间分布为ｋ阶爱尔朗分布；

ＧＩ———一般独立输入；

Ｇ———一般服务分布．
服务台的个数用Ｓ表示，系统容量用ｋ表示，顾客源数用ｆ表示．
例如，Ｍ／Ｍ／Ｓ／ｋ表示输入过程为最简单流、服务时间为负指数分布、Ｓ个服务台、系

统容量为ｋ（Ｓ＜ｋ）、顾客源数无限的混合制排队模型．
例如Ｍ／Ｇ／３／３表示输入过程为最简单流、一般服务分布、３个服务台、系统容量为

３、顾客源数无限的损失制排队系统．
又如ＧＩ／ＥＫ／２表示一般独立输入、服务时间为ｋ阶爱尔朗分布、２个服务台、系统容

量和顾客源数无限的等待制排队模型．

９．２．５　排队模型的数量指标和基本公式

对于一个随机服务系统来说，如果服务机构过小，不能满足众多顾客的服务需要，那

么就会产生排队现象而使服务质量降低．因此，对要求服务的顾客来说，总希望服务机构
越大越好．但是，如果服务机构过大，人力、物力方面的支出也就相应增加，有时就会造成
不必要的浪费．因此，在排队现象中产生了服务质量的提高与系统的设备的利用率的提
高之间的矛盾．换言之，产生了顾客的需求和服务机构规模之间的合理平衡问题．如何合
理地设计与控制随机服务系统，使得它既能满足顾客的需要，又能使服务机构的花费最

为经济，这是排队论的研究目的．
排队论研究的问题，从大的方面来说，可以分成两类问题：第一类问题是在服务机构

未设置之前就根据顾客输入过程与服务过程的要求，结合对系统的一定数量指标要求

（如规定服务质量的必要水平），对服务机构规模（例如车站股道数、机场跑道数、港口泊

位数等等）进行最优设计，我们称它们为静态最优问题；第二类问题是对已有的服务系统
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如何实行最优控制，称为动态最优问题．我们可以对给定的排队系统进行分析，建立合适
的排队模型并计算有关的数量指标，然后寻求最优运营策略或适当地调整服务机构（例

如食堂就餐职工排队过长，可以增设服务窗口，又如公交公司在客流高峰时增开区间车

或封闭某些停靠站）．
排队系统的优化问题，首要的问题是在对系统作定量分析后，计算队长、等待时间和

忙期３个数量指标的分布或数学期望：
（１）队长．队长是指在系统中的顾客数目（包括正在接受服务的顾客和等待服务的顾
客），它是一个随机变量，应确定其分布，至少应当知道它的平均值及有关各阶矩．队长分
布是顾客与服务台都很关心的一个问题，特别对系统设计人员来说更为重要，因为知道

了队长分布，就能确定队长超过某个数值的概率，这对于设计等待空间的大小将是很有

意义的，否则空间小了无法容纳足够多的顾客，空间大了会造成浪费．而等待队长是指系
统中等待服务的顾客数．
（２）等待时间和逗留时间．从顾客到达时刻起到他接受服务时止这段时间称为等待时间，
它是个随机变量，是顾客最为关心的数量指标，因为顾客总是希望他的等待时间越短越好．
从顾客到达时刻起，到他授受服务结束止这段时间称为逗留时间（等待时间加上服

务时间），它也是一个随机变量．知道了逗留时间分布，就能知道一个顾客在系统中停留
时间超过某个数值的概率，如果该概率太大，那么增加服务台个数或提高服务率可能是

有意义的．因为在这种情况下虽然增加了服务机构的费用，但由于减少了顾客的逗留时
间费用，故综合平衡后还是可取的决策．
（３）忙期．对多个服务台的排队模型，从服务系统开始无空闲的服务台这一时刻起，
到有一个服务台开始空闲这一时刻止，这段时间称为系统的忙期．
对于单服务台的排队模型来说，从顾客到达空闲的服务台这一时刻起，到服务台再次

变为空闲这个时刻止，这段时间（即服务台连续繁忙的时期）称为服务台的忙期，它是一个随

机变量．忙期的均值是服务台最为关心的数量指标，因为这关系到服务台的工作强度．
此外，在不同类型的问题中，还会注意到其他一些数量指标，如损失制与混合制随机

服务系统中的损失率及单位时间内平均损失的顾客数目．
由于排队模型一般都存在一个“初始”时期，在这个时期中，队长分布、等待时间分布

和忙期分布均依赖于系统已运营的时间ｔ和初始状态（顾客数），然而，服务系统运营充分
长的时间后，系统趋于统计平衡，这些分布不再随时间变化且初始状态的影响也消失（但

并不意味着系统失去了随机性）．今后，我们基本上只研究统计平衡时的有关状况．
为今后讨论具体的数学模型的方便，我们给出下列数量指标的符号：

λ———单位时间内平均到达的顾客数，即平均到达率；

１
λ
———平均到达间隔；

μ———单位时间内受到服务的顾客平均数，即平均服务率；

１
μ
———每位顾客的平均服务时间；

Ｓ———服务台个数；
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ρ———每个服务台的服务强度（利用率），表示每个服务台在单位时间内的平均负荷；

Ｐｊ———在统计平衡时，系统中具有ｊ个顾客的概率；

Ｄ———顾客等待的概率；

Ｑ———忙期；

Ｌ———队长（正在接受服务的和排队等待的顾客总数）的期望值；

Ｌｑ———等待队长的期望值；

Ｗ———逗留时间（顾客在系统中的等待时间和被服务时间的和）的期望值；

Ｗｑ———等待时间的期望值．
对于损失制和混合制的排队系统，顾客在到达服务系统时，发现服务台无空或系统

容量已满，就自动消失而不再进入系统，因此到达的顾客不一定能全部进入系统，为此引

入有效到达率λｅ：

有效到达率λｅ———单位时间内平均进入服务系统的顾客数．
对于等待制的排队系统来说，有λｅ ＝λ．
下面我们给出３个基本公式，它们对各类排队模型在处于统计平衡时都适用．
首先，根据逗留时间的含义，我们有下述公式：

Ｗ ＝Ｗｑ＋１
μ

． （９１８）

其次，我们给出下述两个李特尔（Ｌｉｔｅｒ）公式：

Ｌｑ ＝λｅＷｑ， （９１９）
Ｌ＝λｅＷ． （９２０）

例如对于ＧＩ／Ｇ／Ｓ排队系统来说，该两个公式可以如此来解释（此时有λｅ ＝λ）：
某一顾客到达时，如果服务台都忙着，那么在他被接受服务前所需的平均等待时间

为Ｗｑ，在这段时间内平均到来的顾客数为λＷｑ（排在此顾客后），当该顾客被接受服务

时，系统中等待平均队长即为λＷｑ，因此有Ｌｑ ＝λＷｑ．
一个正在离去的顾客在系统中平均逗留时间为Ｗ，这期间来到的顾客平均数为λＷ

（这些顾客有接受服务的，有排队等待的），所以，系统中平均队长Ｌ＝λＷ．

§９．３　泊松输入、负指数分布服务的排队模型

输入过程为最简单流、服务时间为负指数分布的随机服务系统，是排队论中最简单

的模型，对于这种模型的各项数量指标，排队论具有比较漂亮的结论．本节介绍输入为最
简单流、服务时间为负指数分布的随机服务系统在服务台、系统容量及顾客源数不同时

的各类排队模型，并通过实例说明如何根据实际问题提供的数据建立排队模型以及如何

设计系统或改进系统的效能．

９．３．１　Ｍ／Ｍ／Ｓ排队模型

Ｍ／Ｍ／Ｓ排队模型为泊松输入、负指数分布服务、Ｓ个服务台、系统容量不受限制、顾
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客源数为无限的等待制排队模型，如图９４所示．

图９４

假定到达率为λ的最简单流来到Ｓ 个服务台的服务系统．一个顾客来到时，如果有
一个以上的服务台空闲着，顾客就被随机地指派给任何一个有空的服务台进行服务；若

所有服务台均在服务，则顾客排成一个队伍等待服务，顾客服务时间与顾客到达间隔时

间相互独立，遵从参数为μ的负指数分布．
设ξ（ｔ）为系统在时刻ｔ时的队长，它是一个随机变量．若ξ（ｔ）＝ｊ≤Ｓ，表示在时刻ｔ有

ｊ个服务台正在进行服务，而剩下的Ｓ－ｊ个服务台空闲着；若ｊ＞Ｓ，则表示在时刻ｔ所有
的Ｓ个服务台均在进行服务，且有ｊ－Ｓ个顾客正在排队等待．可以证明｛ξ（ｔ）｜ｔ≥０｝是
一个生灭过程，其状态集Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝．
由于顾客到达间隔Ｔ和顾客服务时间Ｖ 分别服从参数为λ和μ的负指数分布，由

式（９１４）和式（９１５）知，当ｔ＞０，对充分小的Δｔ，有

Ｐ（Ｔ≤ｔ＋Δｔ｜Ｔ≥ｔ）≈λΔｔ，

Ｐ（Ｖ ≤ｔ＋Δｔ｜Ｖ ≥ｔ）≈μΔｔ，

换言之，在Δｔ时间内来一个顾客的概率为λΔｔ＋ｏ（Δｔ）；在Δｔ时间内一个服务台服务完
一个顾客的概率为μΔｔ＋ｏ（Δｔ）．于是，若ｊ个服务台都在服务，那么ｊ个服务台服务完一
个顾客的概率为

μｊΔｔ＋ｏ（Δｔ）（ｊ≤Ｓ）．

我们有状态转移图（见图９５）．可见，对该生灭过程来说，有λｊ ＝λ，ｊ＝０，１，２，⋯，

μｊ ＝
ｊμ， ｊ＝１，２，⋯，Ｓ；

Ｓμ，ｊ＝Ｓ＋１，Ｓ＋２，⋯｛ ．

图９５

正如我们在前面已指出过的，我们关心的问题是此生灭过程的稳态概率．我们来考
虑定理９３的条件式（９４）．易知有



第九章 排　队　论

３６９　　

πｊ ＝

Ｓｊ

ｊ！ρ
ｊ， １≤ｊ≤Ｓ；

ＳＳ

Ｓ！ρ
ｊ，ｊ＞Ｓ

烅

烄

烆
，

其中

ρ＝ λ
Ｓμ
， （９２１）

我们称ρ为服务强度，表示每个服务台在单位时间内的平均负荷，也即每个服务台的利
用率．
可知，当ρ＜１时，式（９４）成立：

∑
∞

ｊ＝０
πｊ ＜＋∞，　

∑
∞

ｊ＝０

１
λｊπｊ

＝＋∞．

因此，在ρ＜１条件下，根据定理９３便得系统队长的稳态概率：

Ｐ０ （＝ ∑
∞

ｊ＝１
π）ｊ

－１

（＝ ∑
Ｓ－１

ｊ＝０

（Ｓρ）ｊ

ｊ！
＋
（Ｓρ）

Ｓ

Ｓ！
１

１－ ）ρ

－１
， （９２２）

Ｐｊ ＝

（Ｓρ）ｊ

ｊ！
Ｐ０， １≤ｊ≤Ｓ；

ＳＳ
ρｊ

Ｓ！
Ｐ０， ｊ＞Ｓ

烅

烄

烆
．

（９２３）

显然，Ｐ０ 即该系统的空闲系数．
所有服务台均被占用，以致来到一个顾客需要等待的概率Ｄ为

Ｄ ＝ ∑
∞

ｊ＝Ｓ
Ｐｊ ＝ １

１－ρ
ＰＳ． （９２４）

若Ｓ较小时，也可采用下式来计算Ｄ：

Ｄ ＝１－∑
Ｓ－１

ｊ＝０
Ｐｊ． （９２５）

根据Ｌ和Ｌｑ 定义，可得：

Ｌ＝ ∑
∞

ｊ＝０
ｊＰｊ ＝Ｓρ＋ ρ

（１－ρ）
２ＰＳ， （９２６）

Ｌｑ ＝ ∑
∞

ｊ＝０
ｊＰＳ＋ｊ ＝ ρ

（１－ρ）
２ＰＳ， （９２７）

设Ｕｑ 为顾客的等待时间，则该随机变量的分布函数为

Ｆ（ｔ）＝Ｐ（Ｕｑ ≤ｔ）＝
１－ ＰＳ

１－ρ
ｅ－（Ｓμ－λ）ｔ，ｔ≥０，

０， ｔ＜０
烅
烄

烆 ，

（９２８）
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特别

Ｐ（Ｕｑ ＞０）＝ ＰＳ

１－ρ
．

它与等待概率的表达式相同，这是很自然的．
又可知

Ｗｑ ＝Ｅ（Ｕｑ）＝ ρ
λ（１－ρ）

２ＰＳ， （９２９）

Ｗ ＝ １
μ

＋ ρ
λ（１－ρ）

２ＰＳ， （９３０）

对于ρ≥１的系统，可知Ｐｊ＝０对一切ｊ成立，这表示如果将这一系统维持一段很长
的时间，系统中的顾客队伍就会无限长．
例９３　某超级市场，顾客从货架上挑选各类商品，出门前到柜台前付款．现有两个

收款柜台，若都不空闲，顾客就排成一队，否则，顾客可在任一个柜台付款．设此服务系统
是Ｍ／Ｍ／２排队模型．为了估计该系统的效能，现在柜台前作了如下统计：以两分钟作为
一个时段，依次记下各个时段里来到的顾客数，并记下了这些顾客在柜台旁付款所花费

的时间．下面给出有关数据：
（１）顾客来到数：在相继的２６个时段里依次来到付款柜台前的顾客数为：１　３　０　

１　０　０　１　１　２　１　０　１　３　２　５　１　２　２　１　０　０　１　０　３　３　１；
（２）付款时间（分：秒）：４：３５，３：０２，５：２７，４：３３，２：３５，１：４５，０：１５，３：４５，０：１５，

４：２０，２：３９，４：５１，５：４５，０：２３，２：３０，３：２６，１：４８，１：１６，１：２４，４：１７，３：０７，１：４０，

５：５３，２：３１，３：２８，０：５４，０：３８，６：５５，１：３３，６：２０，０：５９，２：０３，１：２９，５：２４，３：５０．
试估计该系统的效能．

解　由已知数据可知每时段（２分钟）平均到来顾客３５２６＝１．３４６，从而，该最简单流

的参数

λ＝０．６７３（顾客／分钟），

顾客的平均服务时间

１
μ

＝１０５．５８
３５ ＝３．０１７（分钟），

于是，该负指数分布的参数

μ＝０．３３１（顾客／分钟）．

本问题为Ｍ／Ｍ／２排队模型，所以

ρ＝ ０．６７３
２×０．３３１＝１．０１７＞１，

它表明这一系统运营一段时间后，系统中的顾客队伍长度会趋于无穷大．
为了使这系统能趋于稳定，现增设一个付款柜台，于是，问题成为Ｍ／Ｍ／３排队模型，

因此有
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ρ＝ ０．６７３
３×０．３３１＝０．６７８，

由式（９２２）和式（９２３）知：

Ｐ０ ＝ １

１＋
（３×０．６７８）１

１！ ＋
（３×０．６７８）２

２！ ＋
（３×０．６７８）３

３！
· １
１－０．６７８

＝０．１０６，

Ｐ１ ＝
（３×０．６７８）１

１！ ×０．１０６＝０．２１６，

Ｐ２ ＝
（３×０．６７８）２

２！ ×０．１０６＝０．２１９，

Ｐ３ ＝
（３×０．６７８）３

３！ ×０．１０６＝０．１４８．

顾客到达系统后必须等待的概率

Ｄ ＝１－∑
２

ｊ＝０
Ｐｊ ＝１－０．１０６－０．２１６－０．２１９＝０．４５９，

系统中顾客平均等待队长

Ｌｑ ＝ ０．６７８
（１－０．６７８）２ ×０．１４８＝０．９６８（顾客）．

系统中顾客平均队长

Ｌ＝Ｌｑ＋Ｓρ＝０．９６８＋３×０．６７８＝３．００２（顾客）．

顾客平均等待时间

Ｗｑ ＝Ｌｑ

λ ＝０．９６８
０．６７３＝１．４３８（分钟），

顾客平均逗留时间

Ｗ ＝Ｗｑ＋１
μ

＝１．４３８＋３．０１７＝４．４５５（分钟）．

柜台的利用率为０．６７８，系统的空闲系数为０．１０６．
例９４　平均每小时有６列货车到达某货站，服务率为每小时２列，问要多少站台才

能使货车等待卸车的概率不大于０．０５？设该系统为Ｍ／Ｍ／Ｓ排队模型．

解　现系统为Ｍ／Ｍ／Ｓ，λ＝６，μ＝２，要使ρ＝ ６
２Ｓ＝ ３

Ｓ ＜１，可见站台数不能少

于４．
我们对Ｓ＝４，５，６和７分别求出相应的ρ，Ｐ０，ＰＳ 和Ｄ，如表９３所示．

表９３

Ｓ ４ ５ ６ ７

ρ ０．７５　 ０．６　　 ０．５　　 ０．４３　
Ｐ０ ０．０３７７ ０．０４６６ ０．０４８９ ０．０４９５
ＰＳ ０．１２７２ ０．０９４５ ０．０４９５ ０．０２１５
Ｄ ０．５０９０ ０．２３６３ ０．０９９０ ０．０３７７
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可见，应设置７个站台．
下面我们来讨论Ｍ／Ｍ／Ｓ排队系统的静态优化问题———系统设计的最优化．
我们建立系统的有关费用模型（考虑在单位时间内使服务费用和顾客等待（或逗留）

费用之和最小），然后对有关的参数的优化进行决策．
服务费用是与服务水平（例如：代表服务机构能力的平均服务率，设备条件如服务台

个数、系统容量）密切相关的，一般说来，它是可以确切计算或估计的，而顾客的等待费用

对大部分排队模型就很难估算．
例９５　若Ｍ／Ｍ／Ｓ排队系统的服务台个数可以调整，每个服务台在单位时间内的

服务费用为Ｃ１（无论服务与否），顾客等待一个单位时间的费用为Ｃ２，求使总费用最低的

最佳服务台个数．
解　等待队长是在变化的，而等待队长的期望值为Ｌｑ，因此，在单位时间内总费用

期望值为
ｆ＝Ｃ１Ｓ＋Ｃ２Ｌｑ，

其中Ｌｑ ＝Ｌｑ（Ｓ）为Ｓ的函数．
现在求最优解Ｓ使ｆ（Ｓ）＝ｍｉｎ

Ｓ
｛Ｃ１Ｓ＋Ｃ２Ｌｑ｝．由于Ｓ只能取整数值，ｆ（Ｓ）不是连

续型变量的函数，所以不能用微分方法求解．我们采用边际分析法来求Ｓ．根据ｆ（Ｓ）

是最小值的特点，应有

ｆ（Ｓ）≤ｆ（Ｓ －１），

ｆ（Ｓ）≤ｆ（Ｓ ＋１）｛ ．

即

Ｃ１Ｓ ＋Ｃ２Ｌｑ（Ｓ）≤Ｃ１（Ｓ －１）＋Ｃ２Ｌｑ（Ｓ －１），

Ｃ１Ｓ ＋Ｃ２Ｌｑ（Ｓ）≤Ｃ１（Ｓ ＋１）＋Ｃ２Ｌｑ（Ｓ ＋１）烅
烄

烆 ．

于是，有

Ｃ１ ≤Ｃ２［Ｌｑ（Ｓ －１）－Ｌｑ（Ｓ）］，

Ｃ１ ≥Ｃ２［Ｌｑ（Ｓ）－Ｌｑ（Ｓ ＋１）］，

即

Ｌｑ（Ｓ）－Ｌｑ（Ｓ ＋１）≤
Ｃ１

Ｃ２
≤Ｌｑ（Ｓ －１）－Ｌｑ（Ｓ）． （９３１）

我们对Ｓ＝１，２，⋯ 分别求Ｌｑ（Ｓ），计算相邻两个Ｌｑ（Ｓ）值之差，因为
Ｃ１

Ｃ２
是已知数，我们

根据这个数落在哪个不等式的区间内来定出Ｓ．
例９６　一个服务台经营费用每小时１５元，顾客等待单位时间费用５０元，顾客到达

为最简单流，每小时１６个顾客，服务时间为负指数分布，服务率为每小时４个顾客，求单
位时间总费用最低的服务台个数．

解　现在λ＝１６，μ＝４，于是ρ＝１６
４Ｓ＝ ４

Ｓ．为满足条件ρ＜１，应有Ｓ≥５．又

Ｃ１

Ｃ２
＝１５

５０＝０．３，
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我们用边际分析法来求Ｓ，计算过程见表９４．

表９４

Ｓ Ｌｑ（Ｓ） ［Ｌｑ（Ｓ）－Ｌｑ（Ｓ＋１），Ｌｑ（Ｓ－１）－Ｌｑ（Ｓ）］

５ ２．２２
６ ０．５８ ［０．４，１．６４］

７ ０．１８ ［０．１２，０．４］

８ ０．０６

　　由于０．３∈［０．１２，０．４］，因此最优解Ｓ ＝７．
如果我们采用枚举法，则得表９５．所以，最佳服务台个数为７，单位时间最低费用为

１１４元．
表９５

Ｓ ５ ６ ７ ８

ρ ０．８ ０．６７ ０．５７ ０．５
Ｐ０ ０．０１３ ０．０１６７ ０．０１７９ ０．０１８２
Ｌｑ ２．２２ ０．５８ ０．１８ ０．０６

Ｃ２Ｌｑ １１１ ２９ ９ ３
Ｃ１Ｓ ７５ ９０ １０５ １２０

ｆ １８６ １１９ １１４ １２３

　　 例９７　对于Ｍ／Ｍ／Ｓ模型，若顾客在系统逗留一个单位时间的费用为Ｃ３，每个服务

台在单位时间的服务费用为Ｃ１，求使总费用最低的最佳服务台个数．
解　单位时间总费用的期望值

ｆ＝Ｃ１Ｓ＋Ｃ３Ｌ（Ｓ）．

类似于例９５，最佳服务台个数Ｓ应满足下列不等式：

Ｌ（Ｓ）－Ｌ（Ｓ ＋１）≤
Ｃ１

Ｃ３
≤Ｌ（Ｓ －１）－Ｌ（Ｓ）．

９．３．２　Ｍ／Ｍ／１排队模型

Ｍ／Ｍ／１排队模型为Ｍ／Ｍ／Ｓ在Ｓ ＝１时的特例．现设

ρ＝ λ
μ

＜１．

由式（９２２）和式（９２３）可知

Ｐ０ ＝１－ρ，

Ｐｊ ＝（１－ρ）ρｊ，　ｊ＝１，２，⋯烅
烄

烆 ．
（９３２）

因此，有
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Ｄ ＝ρ，　　　　　 （９３３）

Ｌｑ ＝ λ２

μ（μ－λ）
， （９３４）

Ｌ＝ λ
μ－λ
， （９３５）

Ｗｑ ＝ λ
μ（μ－λ）

， （９３６）

Ｗ ＝ １
μ－λ

． （９３７）

可以证明，若顾客在系统中的逗留时间为随机变量Ｕ，则

Ｆ（ｔ）＝Ｐ（Ｕ ≤ｔ）＝１－ｅ－（μ－λ）ｔ（ｔ≥０）． （９３８）

下面我们来计算Ｍ／Ｍ／１排队模型忙期Ｑ的平均长度ＥＱ．
对服务台来说，整个时间轴可以分成两部分：忙期与闲期．当一个顾客到达空着的服

务台时忙期就开始，一直到服务台再一次变成空闲（就是说，系统中没有等待的顾客），忙

期才结束．所谓闲期，就是指以服务台变成空闲开始到新的顾客到达为止这段时期．由最

简单流性质可知，闲期长度遵从参数为λ的负指数分布，故闲期平均长度为１
λ．另一方

面，Ｐ０＝１－ρ，因此在相当长的时期Ｔ０ 内，服务台空闲的时间总长度为Ｔ０（１－ρ），所以

在Ｔ０ 时期内闲期的平均个数为Ｔ０（１－ρ）／
１
λ ＝（１－ｅ）λＴ０，它也等于Ｔ０ 内忙期的平均

个数．又知Ｔ０ 时期内服务台忙碌时间总长度为Ｔ０ρ，因此忙期平均长度

ＥＱ＝
Ｔ０ρ

λ（１－ρ）Ｔ０
＝ ρ
λ（１－ρ）

＝ １
μ－λ
， （９３９）

可见有
ＥＱ＝Ｗ，

忙期的平均长度即为顾客在系统中逗留时间的期望值Ｗ．于是，一个忙期中所服务
的顾客的平均数为

１
μ－λ
·μ＝ １

１－ρ
． （９４０）

例９８　为估计某邮局服务系统的效能，现以３分钟为一个时段，统计了１００个时段
中顾客到达的情况及对１００位顾客的服务时间，有关数据列于表９６和表９７．设此服务
系统为Ｍ／Ｍ／１排队模型．求系统有关的数量指标．

表９６

到达人数 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６

时 段 数 １４ ２７ ２７ １８ ９ ４ １

表９７

服务时间（秒） （０，１２］ （１２，２４］ （２４，３６］ （３６，４８］ （４８，６０］ （６０，７２］ （７２，８４］

顾客人数 ３３ ２２ １５ １０ ６ ４ ３
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（续表）

服务时间（秒） （８４，９６］ （９６，１０８］ （１０８，１２０］ （１２０，１５０］ （１５０，１８０］ （１８０，２００］

顾客人数 ２ １ １ １ １ １

　　解　先求出每时段内到达顾客的平均数

０×１４＋１×２７＋２×２７＋３×１８＋４×９＋５×４＋６×１
１００ ＝１．９７，

故顾客的平均到达率为

λ＝１．９７
３ ≈０．６５７（顾客／分钟）．

再计算每位顾客所需的平均服务时间，采用表９５中时间区间的中值进行计算，可得：

１
μ

＝ １
１００
［６×３３＋１８×２２＋３０×１５＋４２×１０＋５４×６＋６６×４＋７８×３＋

　９０×２＋１０２×１＋１１４×１＋１３５×１＋１６５×１＋１９０×１］

＝３１．７２（秒）≈０．５３（分钟／顾客），

所以此排队系统的服务率

μ＝１．８９（顾客／分钟）．

于是，服务台服务强度为

ρ＝ λ
μ

＝０．３４８．

系统的空闲系数

Ｐ０ ＝１－ρ＝０．６５２，

顾客需要等待的概率

Ｄ ＝１－Ｐ０ ＝０．３４８．

系统中平均队伍长度和平均等待队伍长度分别为

Ｌ＝ λ
μ－λ＝０．５３３（顾客），　　

Ｌｑ ＝ λ２

μ（μ－λ）＝
０．１８６（顾客），

顾客平均逗留时间和平均等待时间分别为

Ｗ ＝ １
μ－λ＝０．８１１（分钟），　　

Ｗｑ ＝ λ
μ（μ－λ）＝

０．２８２（分钟）．

服务台忙期的平均长度
ＥＱ＝Ｗ ＝０．８１１（分钟）．
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例９９　设某医生的私人诊所平均每隔２０分钟有一位病人前来就诊，医生给每位病
人诊断的时间平均需要１５分钟．现设它为一个Ｍ／Ｍ／１排队模型．医生希望有足够的座
位给来就诊的病人坐，使到达就诊的病人站着的概率不超过０．０１．试问至少应为病人准
备多少个座位（包括医生诊病时病人就座的一个座位）？

解　设ｋ为需要的座位数．因而到达的病人站着的概率

Ｐｋ＋Ｐｋ＋１＋⋯ ≤０．０１．

于是，应要求

∑
ｋ－１

ｊ＝０
Ｐｊ ＝（１－ρ）∑

ｋ－１

ｊ＝０
ρｊ＝１－ρ

ｋ ≥０．９９，

即要求

ρ
ｋ ≤０．０１，

ｋｌｇρ≤ｌｇ０．０１＝－２．

现在 １
λ ＝２０，１

μ
＝１５，ρ＝１５

２０＝０．７５，ｌｇ０．７５＝－０．１２４９，故ｋ应满足

ｋ≥ ２
０．１２４９≈１６．

即至少应为病人准备１６个座位．
例９１０　设人们到售票口购买球赛票的平均到达率为每分钟１人，售票员卖一张票

平均需２０秒（到达间隔与服务时间都为负指数分布）．
（１）如果比赛开始前２分钟某球迷到达，若他买好票，估计他寻到其座位大约需１．５
分钟，那么球迷能期望在球赛开始前坐好吗？

（２）该球迷在球赛开始前坐好的概率为多少？
（３）为了在球赛开始前坐好的把握为９９％，该球迷应多早到达？

解　（１）本问题为Ｍ／Ｍ／１排队模型，如果以分钟为时间单位，则λ＝１，μ＝３，

ρ＝ １
３．于是，有

Ｗ ＝ １
μ－λ＝ １

３－１＝０．５（分钟），

得到票的平均时间Ｗ 与到达座位的时间之和恰为２分钟，所以球迷能期望在球赛开始前
坐好．
（２）该问题即球迷在服务系统逗留时间Ｕ 不超过半分钟的概率．有

Ｐ（Ｕ ≤０．５）＝１－ｅ－（３－１）０．５ ＝１－ｅ－１ ≈０．６３．

（３）我们先求时间ｔ，使Ｐ（Ｕ ≤ｔ）＝０．９９．即要求

Ｐ（Ｕ ＞ｔ）＝ｅ－（μ－λ）ｔ ＝ｅ－（３－１）ｔ ＝ｅ－２ｔ ＝０．０１，

－２ｔ＝ｌｎ０．０１，ｔ＝－１
２ｌｎ０．０１＝２．３（分钟）．
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因此，该球迷能以９９％的把握在２．３分钟内（等待和购票）得到一张票．因为在买到票以
后他需要用１．５分钟找座位，所以该球迷必须提前２．３＋１．５＝３．８分钟到达，才能以

０．９９概率在球赛开始前就入座．
例９１１　若对于例９３（取Ｓ＝３），如果对排队方式加以改变：在各个柜台前排成一个

队列，且进入队列后不再变换，于是，得到３个Ｍ／Ｍ／１子系统．设每个队列的平均到达率

λ１ ＝λ２ ＝λ３ ＝ λ
３ ＝０．６７３

３ ＝０．２２４．

试将３个Ｍ／Ｍ／１排队模型与Ｍ／Ｍ／３排队模型作比较．
解　现按３个Ｍ／Ｍ／１排队模型计算有关数量指标，并与例９３有关数据进行比

较，得表９８．从表９８中各指标的对比可看出，单排队比３个队列有显著优越性．所以在
安排排队方式时应加以注意．

表９８

　　　　　　　模型
数量指标　　　　　

Ｍ／Ｍ／３ Ｍ／Ｍ／１

λ ０．６７３ ０．２２４

μ ０．３３１ ０．３３１

ρ ０．６７８ ０．６７８
Ｐ０ ０．１０６ ０．３２２
Ｌ ３．００２ ２．０９３
Ｌｑ ０．９６８ １．４１７
Ｗ ４．５６０ ９．３４４
Ｗｑ １．４３８ ６．３２５
Ｄ ０．４５９ ０．６７８

　　 例９１２　表９９给出了λ＝８，μ＝１０的Ｍ／Ｍ／１和Ｍ／Ｍ／２模型以及服务率提高为

μ＝２０的Ｍ／Ｍ／１模型的有关数量指标，试讨论服务台的增减和服务率的增减对系统效
能的影响．

表９９

　　　　　　　模型
数量指标　　　　　

Ｍ／Ｍ／１ Ｍ／Ｍ／２ Ｍ／Ｍ／１

λ ８ ８ ８

μ １０ １０ ２０

ρ ０．８ ０．４ ０．４
Ｐ０ ０．２ ０．４２９ ０．６
Ｌ ４ ０．９５ ０．６６７
Ｌｑ ３．２ ０．１５２ ０．２６７
Ｗ ０．５ ０．１１９ ０．０８３
Ｗｑ ０．４ ０．０１９ ０．０３３
Ｄ ０．８ ０．２２９ ０．４

　　解　由表９７可见，如果用增加服务速度的办法使服务能力增加一倍，则系统中的
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队长Ｌ由４减为０．６６７，顾客在系统中的逗留时间Ｗ 由０．５减为０．０８３，为原值０．５的

１６．７％；如果采用增加一个服务台的方法提高服务质量，则系统中的队长Ｌ由４减为

０．９５，顾客在系统中的逗留时间Ｗ 由０．５减为０．１１９，为原值０．５的２３．８％．
比较这两种改进系统服务质量的方法（一种方法可以理解为采用大设备，提高μ，另

一种方法可以理解为采用两台小设备，各台小设备的μ不变），可以明显看出，一台大设
备的服务质量较好．尽管采用一台大设备时，等待队长Ｌｑ 要比采用两台小设备时大一

些，等待时间相应地要长些，但是可由服务速度较快来得到补偿，使系统中平均队长和顾

客逗留时间比两台设备的相应值小．
例９１３　某工厂卸货台装卸设备的设计方案中，有３个方案可供选择，有关信息如

表９１０所示．设货车按最简单流到达，平均每天（按１０小时计算）到达１５车，每车平均装
货５００袋．卸货时间服从负指数分布，每辆车在系统停留一小时的损失费为２０元．试问
该选择哪一个方案，使总费用最少．

表９１０

方案ｉ＃ 每天固定费用ａｉ（元） 每天可变操作费ｃｉ（元） 每小时装卸率（袋）

１ １２０ ２００ １０００
２ ２６０ ３００ ２０００
３ ５００ ４００ ６０００

　　解　现在是对３个 Ｍ／Ｍ／１模型进行选优，它们的平均到达率λ都一样：λ＝

１．５（车／小时）．平均服务率依赖于方案，分别为：μ１＝１０００
５００ ＝２（车／小时），μ２＝２０００

５００ ＝

４（车／小时），μ３ ＝６０００
５００ ＝１２（车／小时）．一辆车在各系统平均逗留时间分别为

Ｗ１ ＝ １
μ１－λ＝ １

２－１．５＝２（小时／车），　　　

Ｗ２ ＝ １
μ２－λ＝ １

４－１．５＝０．４（小时／车），

Ｗ３ ＝ １
μ３－λ＝ １

１２－１．５＝０．０９５（小时／车）．

一辆车在系统逗留时间的平均损失费为２０Ｗｉ，因为每天到达１５辆车，所以每天到达
的车辆在系统的平均逗留损失费为３００Ｗｉ（ｉ＝１，２，３），分别为６００，１２０，２８．５．

系统的利用率ρｉ ＝ λ
μｉ

（ｉ＝１，２，３）分别为０．７５，０．３７５，０．１２５．

系统每天的可变操作费用为ｃｉ，因此系统每天的实际操作费用为ｃｉρｉ（ｉ＝１，２，３），
分别为

２００×０．７５＝１５０，３００×０．３７５＝１１２．５，４００×０．１２５＝５０．

显然，有

每天总费用 ＝ 固定费用＋实际操作费用＋平均逗留损失费，
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于是，我们得表９１１．可见，２＃方案费用最低，是３个方案中的最优方案．

表９１１

方案ｉ＃ 每天固定费用 每天实际操作费 每天平均逗留损失费 每天总费用

１＃ １２０ １５０　 ６００　 ８７０　　
２＃ ２６０ １１２．５ １２０　 ４９２．５

３＃ ５００ ５０ 　２８．５ ５７８．５

　　 例９１４　若排队模型Ｍ／Ｍ／１的平均服务率μ可以调整，服务台提供服务的费用每
单位时间为Ｃ１μ，顾客在系统中逗留单位时间的费用为Ｃ３，求最优服务率．
解　单位时间内系统总费用的期望值为

ｆ＝Ｃ１μ＋Ｃ３Ｌ＝Ｃ１μ＋ Ｃ３λ
μ－λ
，

现在求ｍｉｎｆ，因而取

ｄｆ
ｄμ

＝Ｃ１－Ｃ３
λ
（μ－λ）２ ＝０，

可得

μ ＝λ＋ Ｃ３λ
Ｃ槡１

（９４１）

（根号前取“＋”号，是因为要保证μ＞λ；ρ＜１）．又知 ｄ２ｆ
ｄμ

２ ＞０，所以μ即为所求的最

优解．

９．３．３　Ｍ／Ｍ／∞排队模型

Ｍ／Ｍ／∞为泊松输入、负指数分布服务、无限个服务台的服务系统．
假定参数为λ的最简单流到达无限个服务台的系统，则顾客一到达立即就可接受空闲

着的服务台的服务．服务时间与到达间隔相互独立，服务时间是参数为μ的负指数分布．
若系统在时刻ｔ时正在进行服务的服务台台数为ｊ，我们就说在时刻ｔ系统所处的状

态ξ（ｔ）＝ｊ，其状态集Ｉ＝｛０，１，２，⋯｝．
可以证明｛ξ（ｔ）｜ｔ≥０｝为一个生灭过程，其状态转移图见图９６．所以，对该生灭过

程来说，有

λｊ ＝λ，ｊ＝０，１，⋯，

μｊ ＝ｊμ，ｊ＝１，２，⋯，

图９６
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此时定理９３的条件（９４）总成立，则由式（９８）和式（９９）得：

Ｐｊ ＝ρｊ

ｊ！
ｅ－ρ，　ｊ＝０，１，２，⋯， （９４２）

其中ρ＝ λ
μ

．于是，可知系统中在服务的服务台平均数

Ｌ＝ρ． （９４３）

例９１５　某航运公司有一个装卸码头，外轮按最简单流到达，平均每天有６艘船到
达．每艘船的卸货时间服从负指数分布，每个装卸作业队平均每天卸船２艘．由于外轮在
港内停留时间超过期限罚款极重，因此公司成立了较多的装卸作业队，基本上使外轮一

到码头就能得到服务，问正在工作的装卸作业队平均数为多少？需要７个以上装卸作业
队工作的概率为多少？

解 　本问题为Ｍ／Ｍ／∞排队模型．现在λ＝６，１
μ

＝０．５，因此ρ＝３．所以正在卸货

的平均作业队数Ｌ＝３．而需要７个以上作业队卸货的概率

Ｐ＝１－∑
６

ｊ＝０
Ｐｊ ＝１－ １＋ρ

１！
＋ρ

２

２！
＋⋯＋ρ

６

６［ ］！ｅ－ρ　　　　

＝１－［１＋３＋４．５＋４．５＋３．３７５＋２．０２５＋１．０１２５］ｅ－３

＝１－１９．４１２×０．０４９８＝０．０３３３．

９．３．４　Ｍ／Ｍ／Ｓ／ｋ排队模型

Ｍ／Ｍ／Ｓ／ｋ排队模型为泊松输入、负指数分布服务、Ｓ个服务台、系统容量为ｋ的混
合制系统（Ｓ＜ｋ）．
假定参数为λ的最简单流到达Ｓ 个服务台的系统，若顾客到达时有空闲的服务台，

则顾客在任一个空闲服务台接受服务，服务时间与到达间隔相互独立，遵从参数为μ的
负指数分布；若顾客到达时所有Ｓ个台都在进行服务，则当系统中的顾客数（包括正在服
务的Ｓ个顾客）小于指定数ｋ时，新来的顾客就排入队伍等待，而当系统中的顾客数等于

ｋ时，新来的顾客就被拒绝而损失．
若ξ（ｔ）为在时刻ｔ时系统内的顾客数，则｛ξ（ｔ）｜ｔ≥０｝是一个随机过程，可以证明它

是一个状态集为有限集Ｉ＝｛０，１，⋯，ｋ｝的生灭过程．其状态转移图如图９７所示．所
以，对该生灭过程来说，有

λｊ ＝λ，ｊ＝０，１，⋯，ｋ－１，

μｊ ＝
ｊμ， ｊ＝１，２，⋯，Ｓ，

Ｓμ，ｊ＝Ｓ＋１，⋯，ｋ｛ ．

图９７
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令

ρ＝ λ
Ｓμ
，

则由定理９３可得系统的稳态概率

Ｐ０ ＝ ∑
ｓ－１

ｉ＝０

（Ｓρ）
ｉ

ｉ！
＋∑

ｋ

ｉ＝ｓ

ＳＳ
ρ

ｉ

Ｓ［ ］！
－１

，　 　 （９４４）

Ｐｊ ＝

（Ｓρ）ｊ

ｊ！
Ｐ０，ｊ＝１，２，⋯，Ｓ，

ＳＳ
ρｊ

Ｓ！
Ｐ０， ｊ＝Ｓ＋１，⋯，ｋ

烅

烄

烆
．

（９４５）

显然，Ｐｋ 就是顾客被拒之于系统之外的概率，称为损失率．
Ｌ和Ｌｑ 可根据其定义直接计算，即

Ｌ＝ ∑
ｋ

ｊ＝０
ｊＰｊ，

Ｌｑ ＝∑
ｋ－Ｓ

ｊ＝０
ｊＰｓ＋ｊ ＝ ∑

ｋ

ｊ＝ｓ

（ｊ－Ｓ）Ｐｊ．

可以验证：

Ｌ＝Ｌｑ＋Ｓ－∑
ｓ－１

ｊ＝０

（Ｓ－ｊ）Ｐｊ． （９４６）

或者根据下列公式来计算：

Ｌｑ ＝ ρ（Ｓρ）
ＳＰ０

Ｓ！（１－ρ）
２
［１－ρ

ｋ－Ｓ －（ｋ－Ｓ）ρ
ｋ－Ｓ（１－ρ）］（ρ≠１）， （９４７）

Ｌ＝Ｌｑ＋Ｓρ（１－Ｐｋ）． （９４８）

显然，顾客到达且能进入系统的概率为１－Ｐｋ，故系统的有效到达率λｅ为

λｅ ＝λ（１－Ｐｋ）， （９４９）

不难验证，

λｅ ＝μ［Ｓ－∑
Ｓ－１

ｊ＝０

（Ｓ－ｊ）Ｐｊ］． （９５０）

因此，根据李特尔公式（９１９）和（９２０）即可求得

Ｗｑ ＝ Ｌｑ

λ（１－Ｐｋ）
， （９５１）

Ｗ ＝ Ｌ
λ（１－Ｐｋ）

． （９５２）

当Ｓ＝１时，对于Ｍ／Ｍ／１／ｋ排队模型，我们有：

Ｐｊ ＝

（１－ρ）ρｊ

１－ρ
ｋ＋１
，ρ≠１，

１
ｋ＋１
， ρ＝１

烅

烄

烆
，
　ｊ＝０，１，２，⋯，ｋ； （９５３）
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Ｌ＝

ρ
１－ρ

－
（ｋ＋１）ρ

ｋ＋１

１－ρ
ｋ＋１
，ρ≠１，

ｋ
２
， ρ＝１

烅

烄

烆
，

（９５４）

Ｌｑ ＝

ρ
２

１－ρ
－
（ｋ＋ρ）ρ

ｋ＋１

１－ρ
ｋ＋１
，ρ≠１，

ｋ（ｋ－１）
２（ｋ＋１）

， ρ＝１
烅

烄

烆
．

（９５５）

由式（９４６）和式（９５０）可知：

Ｌ＝Ｌｑ＋（１－Ｐ０）， （９５６）

λｅ ＝μ（１－Ｐ０）． （９５７）

例９１６　两位理发师经营的理发馆有５把椅子供顾客排队等待使用．当５把椅子都
坐满时，后来的顾客就不再进入理发店而离开．假若顾客流为最简单流，平均到达率为

３．７６３４顾客／小时，顾客理发时间为负指数分布，平均需要１５分钟．求：
（１）顾客一到理发店就能理发的概率；
（２）等待理发的顾客的平均数；
（３）有效到达率；
（４）一位顾客在理发店内预期花费的时间；
（５）在可能到达的顾客中不等待就离开的顾客的百分比．
解　本问题为Ｍ／Ｍ／２／７排队模型，Ｓ＝２，ｋ＝７．现在λ＝３．７６３４，μ＝４，ρ＝０．４７．
（１）这相当于求理发店内不多于一位顾客的概率Ｐ０ ＋Ｐ１．经计算可知Ｐ０ ＝

０．３６１３３，Ｐ１ ＝０．３３９９６，于是

Ｐ０＋Ｐ１ ＝０．７０１２９．

（２）由式（９４７）可知

Ｌｑ ＝０．２４４７．

（３）由式（９５０）可知：

λｅ ＝μ（Ｓ－２Ｐ０－Ｐ１）＝４［２－２×０．３６１３３－０．３３９９６］

＝３．７４９５．

（４）由式（９４６）可知

Ｌ＝Ｌｑ＋Ｓ－２Ｐ０－Ｐ１ ＝０．２４４７＋２－２×０．３６１３３－０．３３９９６
＝１．１８２０８３，

Ｗ ＝ Ｌ
λｅ

＝０．３１５３（小时）≈１９（分钟）．

或者

Ｗ ＝Ｗｑ＋１
μ

＝Ｌｑ

λｅ
＋１

μ
＝０．２４４７

３．７４９５＋１
４ ＝０．３１５３（小时）．
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（５）即求Ｐ７．

Ｐ７ ＝
ＳＳ
ρ

７

Ｓ！
Ｐ０ ＝０．００３６８＝０．３６８％．

例９１７　某汽车加油站只有一台加油泵，且场地至多只能容纳３辆车，当站内场地
占满车时，到达的汽车只能去别处加油．输入为最简单流，每８分钟一辆，服务为负指数
分布，每４分钟一辆．加油站有机会租借毗邻的一块空地，以供多停放一辆前来加油的
车，租地费用每周１２０元，从每个顾客那里期望净收益１０元．设该站每天开放１０小时，问
租借场地是否有利？

解　本问题为Ｍ／Ｍ／１／３排队模型．现在已知 １
λ ＝８分钟／辆＝ ２

１５
小时／辆，１

μ
＝

４分钟／辆 ＝ １
１５
小时／辆，因此，ρ＝０．５．于是，到达顾客损失率

Ｐ３ ＝
（１－ρ）ρ

３

１－ρ
４ ＝
（１－０．５）×０．５３

１－０．５４ ＝０．０６７．

若租借场地，则问题成为Ｍ／Ｍ／１／４排队模型，到达顾客损失率

Ｐ
　∧

４ ＝
（１－ρ）ρ

４

１－ρ
５ ＝
（１－０．５）×０．５４

１－０．５５ ＝０．０３２．

从而，租借场地后加油站每周将可增加的服务车辆数为

　λ（Ｐ３－Ｐ
　∧

４）×１０小时／天×７天／每周

＝７．５×（０．０６７－０．０３２）×１０×７＝１８．３４，

于是，每周将增加收入

１０元×１８．３４＝１８３．４元 ＞１２０元，

所以，租借场地是合算的．
例９１８　现有Ｍ／Ｍ／１／２服务系统，其平均到达率λ＝１０人／小时，平均服务率μ＝

３０人／小时．管理者想增加收益，拟采用两个方案：方案Ａ为增加等待空间，取ｋ＝３；方
案Ｂ为提高平均服务率，取μ＝４０人／小时．设对每个顾客服务的平均收益不变，问哪一
个方案将获得更大的收益？当λ增加到每小时３０人，又应采用哪一个方案？

解　由于对每个顾客服务的平均收益不变，因此，服务机构单位时间的平均收益，

与单位时间实际进入系统的顾客平均数λｅ成正比．所以本问题即为比较两个方案的有效
到达率λｅ．
（１）方案Ａ为Ｍ／Ｍ／１／３排队模型：

由λ＝１０（人／小时），μ＝３０人／小时，ρ＝ １
３．

故 λｅ ＝μ（１－Ｐ０）＝３０× １－
１－１

３

１－ （ ）１
３

熿

燀

燄

燅

４ ＝９．７５．
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方案Ｂ为Ｍ／Ｍ／１／２排队模型：

由λ＝１０人／小时，μ＝４０人／小时，ρ＝ １
４．

故 λｅ ＝μ（１－Ｐ０）＝４０× １－
１－１

４

１－ （ ）１
４

熿

燀

燄

燅

３ ＝９．５．

可见，采用方案Ａ能获得更多的收益．
（２）当λ＝３０人／小时，对方案Ａ来说，此时ρ＝１．因此

λｅ ＝μ（１－Ｐ０）＝３０× １－ １
３＋（ ）１ ＝２２．５．

对方案Ｂ来说，此时ρ＝ ３
４
，因此，

λｅ ＝μ（１－Ｐ０）＝４０× １－
１－３

４

１－ （ ）３
４

熿

燀

燄

燅

３ ＝２２．７．

可见，当λ＝３０人／小时时，应采用方案Ｂ．
例９１９　若Ｍ／Ｍ／１／ｋ排队模型的平均服务率可以调整，服务台提供服务的费用每

单位时间为Ｃ１μ元，每服务一位顾客可收益Ｃ４ 元，求最优服务率μ．
解　由于有效到达率λｅ ＝μ（１－Ｐ０）为单位时间实际进入服务机构的顾客平均数，

那么，在稳定状态下，它也等于单位时间内实际服务完的顾客平均数．因此在单位时间内
系统的纯利润

ｆ＝Ｃ４μ（１－Ｐ０）－Ｃ１μ＝Ｃ４μ１－
１－ρ

１－ρ
ｋ＋（ ）１ －Ｃ１μ

＝Ｃ４λμ μ
ｋ－λｋ

μ
ｋ＋１－λｋ＋１ －Ｃ１μ．

令ｄｆ
ｄμ

＝０，得

ρ
ｋ＋１ｋ－（ｋ＋１）ρ＋ρ

ｋ＋１

（１－ρ
ｋ＋１）２

＝Ｃ１

Ｃ４
，

此方程的解即为最优解μ．
当ｋ＝Ｓ时，作为Ｍ／Ｍ／Ｓ／ｋ的特例，我们得Ｍ／Ｍ／Ｓ／Ｓ排队模型，它是损失制的服

务系统，若顾客到达时Ｓ个服务台都正在进行服务，则该顾客就自动离去并不再回来．这
时，有关的计算公式如下：

Ｐ０ ＝ ∑
ｓ

ｊ＝０

（Ｓρ）ｊ

ｊ［ ］！
－１

，　　　　 （９５８）

Ｐｊ ＝
（Ｓρ）ｊ

ｊ！
Ｐ０，　ｊ＝１，⋯，Ｓ， （９５９）
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Ｌｑ ＝０，　Ｗｑ ＝０，　Ｗ ＝ １
μ
，

Ｌ＝Ｓρ（１－ＰＳ）． （９６０）

Ｌ即为系统中正在服务的服务台期望值．ＰＳ 为Ｓ个服务台均被占用的概率，即顾客到达
时遭到拒绝的概率（损失率）．
例９２０　设某火车站的电话问讯处有３架电话，可以看作为一个Ｍ／Ｍ／３／３服务系

统，平均每隔２分钟有一次问讯电话（包括接通的和未接通的），每次通话的平均时间为３
分钟．试问打到问讯处的电话能接通的概率为多少？

解　现在λ＝ １
２
，μ＝ １

３
，Ｓ＝３，故ρ＝ λ

Ｓμ
＝ １

２．代入式（９５８）和式（９５９），得

Ｐ０ ＝ １＋３
２＋１

２× （ ）３
２

２

＋１
６× （ ）３

２［ ］
３ －１

≈０．２３９，

Ｐ３ ＝
（３ρ）

３

３！
Ｐ０ ＝ １

６× （ ）３
２

３

×０．２３９≈０．１３４．

因此，接通的概率为１－Ｐ３ ＝０．８６６．

９．３．５　Ｍ／Ｍ／Ｓ／ｍ／ｍ排队模型

Ｍ／Ｍ／Ｓ／ｍ／ｍ是顾客源有限的排队模型，即至多只有有限个（ｍ个）顾客来到服务系

图９８　

统．一旦系统中已有ｍ 个顾客，就不会再有
新顾客到达，除非系统中的一些顾客得到服

务又返回顾客源，系统才可能有顾客继续到

来（参看图９８）．
有限源服务系统的典型例子是机器看管

问题．假定有Ｓ个工人共同看管ｍ 台机器
（ｍ≥Ｓ，ｍ台机器就是顾客源）．每当机器发
生故障时，就需要有一位工人负责修理，使其

恢复生产．所以，出故障的机器就是要求获得服务的顾客，工人就是服务台．当Ｓ个工人分
别正在修理ｍ台出故障的机器时，新发生故障的机器就只能等待工人来修理．我们假定：
（１）每台机器连续正常运转时间都服从参数为λ的负指数分布，每台机器平均连续
运转的时间为１／λ，λ就是一台机器在单位运转时间内发生故障的平均次数（应注意，λ不
是一台机器单位时间内发生故障的平均次数，因为一台机器一旦发生了故障，在修复之

前不会再发生故障）．
（２）每台机器的修复时间都服从参数为μ的负指数分布，工人修理一台机器的平均
时间为１／μ．
（３）各台机器在任意时段内连续运转的时间与工人修复机器的时间彼此独立．
若以ξ（ｔ）表示在时刻ｔ不在正常运转的机器数，它是一个随机变量，因而

｛ξ（ｔ）｜ｔ≥０｝是一个随机过程，它的状态集合为有限集Ｉ＝｛０，１，⋯，ｍ｝．可以证明，
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｛ξ（ｔ）｜ｔ≥０｝为一个生灭过程，其状态转移图如图９９所示．所以，对该生灭过程来说，有

图９９

λｊ ＝（ｍ－ｊ）λ，　ｊ＝０，１，⋯，ｍ－１；

μｊ ＝
ｊμ， ｊ＝１，⋯，Ｓ；

Ｓμ， Ｊ＝Ｓ＋１，⋯，ｍ｛ ．

于是，根据定理９３便可得到系统的稳态概率：

Ｐ０ ＝ ∑
Ｓ

ｉ＝０

ｍ（ ）ｉ
λ（ ）μ

ｉ

＋ ∑
ｍ

ｉ＝Ｓ＋１

ｍ（ ）ｉ
ｉ！

Ｓ！Ｓｉ－Ｓ
λ（ ）μ［ ］ｉ －１

， （９６１）

Ｐｊ ＝

ｍ（ ）ｊ
λ（ ）μ

ｊ

Ｐ０， ｊ＝１，⋯，Ｓ，

ｍ（ ）ｊ
ｊ！

Ｓ！Ｓｊ－Ｓ
λ（ ）μ

ｊ

Ｐ０，ｊ＝Ｓ＋１，⋯，ｍ
烅

烄

烆
．

（９６２）

（由于Ｐ０，Ｐｊ计算公式过于复杂，有专书列成表格可供使用）．由此我们即可计算Ｌ，Ｌｑ

及Ｄ：

Ｌ＝ ∑
ｍ

ｊ＝０
ｊＰｊ，Ｌｑ ＝ ∑

ｍ－Ｓ

ｊ＝０
ｊＰＳ＋ｊ，Ｄ ＝ ∑

ｍ

ｊ＝Ｓ
Ｐｊ．

有效到达率λｅ的计算公式为：

λｅ ＝λ（ｍ－Ｌ）． （９６３）

直观上可以如此来理解该公式：每台机器在单位运转时间内发生故障的平均次数为λ，而
系统外平均只有ｍ－Ｌ台机器在运转，所以ｍ台机器在单位时间内实际发生故障的平均
次数λｅ ＝λ（ｍ－Ｌ）．
应用李特尔公式和式（９６３），即可计算Ｗ 和Ｗｑ．
特别当Ｓ＝１时，有

Ｐ０ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝０

ｍ！
（ｍ－ｉ）！

λ（ ）μ［ ］
ｉ －１

， （９６４）

Ｐｊ ＝ ｍ！
（ｍ－ｊ）！

λ（ ）μ

ｊ

Ｐ０， （９６５）

Ｌ＝ｍ－μ
λ
（１－Ｐ０）， （９６６）

Ｌｑ ＝Ｌ－（１－Ｐ０）， （９６７）

Ｗ ＝ ｍ
μ（１－Ｐ０）

－１
λ
， （９６８）

Ｗｑ ＝Ｗ －１
μ

． （９６９）
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例９２１　４名工人看管１０台机器，每台机器平均每运转３０分钟就要修理一次，每次
修理平均需要１０分钟．设机器连续运转时间和修理时间均为负指数分布．求：
（１）需要修理的机器平均数；
（２）一分钟内１０台机器平均出现故障的次数；
（３）机器的平均停工时间．
解　本问题为Ｍ／Ｍ／４／１０／１０排队模型，现在λ＝１／３０，μ＝１／１０，λ／μ＝１／３．经

计算，稳态概率分别为

Ｐ０ ＝０．０５４２，　Ｐ１ ＝０．１８０７，　Ｐ２ ＝０．２７１０，　Ｐ３ ＝０．２４０９，

Ｐ４ ＝０．１４０５， Ｐ５ ＝０．０７０３， Ｐ６ ＝０．０２９３， Ｐ７ ＝０．００９８，

Ｐ８ ＝０．００２４， Ｐ９ ＝０．０００４， Ｐ１０ ＝０．００００３．

（１）Ｌ＝ ∑
１０

ｊ＝０
ｊＰｊ ＝２．６２６１．

（２）即求λｅ：λｅ ＝λ（ｍ－Ｌ）＝ １
３０
（１０－２．６２６１）＝０．２４５８．

（３）Ｗ ＝ Ｌ
λｅ

＝２．６２６１
０．２４５８＝１０．６８４（分钟）．

例９２２　某厂有若干台机器，它们连续工作时间服从同一参数λ的负指数分布．工
人修理时间服从同一参数μ的负指数分布．设λ／μ＝０．１．今有两个方案：方案Ⅰ为３个
工人各自独立看管机器，每人看管６台机器．方案Ⅱ为３个工人共同看管２０台机器．试比
较两个方案的优劣．
解　方案Ⅰ为Ｍ／Ｍ／１／６／６模型，λ／μ＝０．１，经计算可知系统的稳态概率为

Ｐ０ ＝０．４８， Ｐ１ ＝０．２９， Ｐ２ ＝０．１５， Ｐ３ ＝０．０５８，

Ｐ４ ＝０．０１８， Ｐ５ ＝０．００３５， Ｐ６ ＝０．０００３．

从而可得

Ｌ＝０．８５５，　Ｌｑ ＝０．３３５．

方案Ⅱ为Ｍ／Ｍ／３／２０／２０模型，λ／μ＝０．１．经计算可求得系统的稳态概率如下：

Ｐ０ ＝０．１４，　Ｐ１ ＝０．２７，　Ｐ２ ＝０．２６，　Ｐ３ ＝０．１６，　Ｐ４ ＝０．０８８，

Ｐ５ ＝０．０４７， Ｐ６ ＝０．０２３， Ｐ７ ＝０．０１１， Ｐ８ ＝０．００４８，Ｐ９ ＝０．００１９，

Ｐ１０ ＝０．０００７，Ｐ１１ ＝０．０００２，Ｐ１２ ＝０．００００７，而Ｐ１３，Ｐ１４，⋯，Ｐ２０ 都近似于零．

从而可得
Ｌ＝２．１３，　Ｌｑ ＝０．３３７．

但在Ｍ／Ｍ／１／６／６模型中，有效到达率λⅠ
ｅ ＝λ（６－０．８５５）＝５．１４５λ；在Ｍ／Ｍ／３／２０／２０

模型中，有效到达率λⅡ
ｅ ＝λ（２０－２．１３）＝１７．８７λ．故方案Ⅰ和Ⅱ中有机器需等待修理的

平均时间ＷⅠ
ｑ 和ＷⅡ

ｑ 之比为

ＷⅠ
ｑ

ＷⅡ
ｑ

＝
ＬⅠ

ｑ

λⅠ
ｅ

÷
ＬⅡ

ｑ

λⅡ
ｅ

＝ ０．３３５
５．１４５λ÷０．３７７

１７．８７λ＝３．４５．

由此可知方案Ⅱ要比方案Ⅰ好．
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事实上我们能证明如下一般的结论：系统Ｍ／Ｍ／Ｓ／Ｓｍ／Ｓｍ 的服务要比Ｓ 个Ｍ／Ｍ／

１／ｍ／ｍ系统来得好．它的直观解释是：当Ｓ个工人各自独立看管ｍ 台机器时，工人甲单
独看管的ｍ台机器，某个时候可能同时有多于一台的机器发生故障，他只能在一台机器
上排除故障，其他停止运转的机器只能停产等待修理；但可能另一个工人乙看管的ｍ 台
机器，这时全处于正常运行，如是共同看管，则这时工人乙就可去排除由工人甲看管的等

待修理的机器的故障．
例９２３　设在工人看管机器问题Ｍ／Ｍ／１／ｍ／ｍ模型中，我们可以采用不同的工艺和

设备来检修机器．工艺和设备先进，服务率μ增大，但相应的检修费用也增大．设单位时
间检修费为服务率μ的函数Ｃ５μ（Ｃ５ 为一常数），每台正常运转的机器单位时间可获利

Ｃ６，试确定最优服务率μ以使系统在单位时间内获得的纯利润最大．
解　由于单位时间内正常运转的机器平均台数为ｍ－Ｌ，由式（９６６）知

ｍ－Ｌ＝μ（１－Ｐ０）／λ，

所以，单位时间内系统的纯利润ｆ为

ｆ＝Ｃ６（ｍ－Ｌ）－Ｃ５μ＝Ｃ６μ（１－Ｐ０）／λ－Ｃ５μ．

求ｆ的极值，即可求得最优服务率μ．

§９．４　一般服务分布Ｍ／Ｇ／１排队模型

９．４．１　Ｍ／Ｇ／１排队模型

Ｍ／Ｇ／１排队模型是１个服务台的等待制服务系统，输入过程是以λ为参数的最简单
流，各顾客的服务时间是相互独立且具有相同分布的随机变量，其数学期望和方差分别

为１／μ和σ
２．服务台的服务强度

ρ＝λ／μ． （９７０）

当ρ＜１时，我们有如下的结论：

Ｐ０ ＝１－ρ，　　　　 （９７１）

Ｌ＝ρ＋ρ
２＋λ２σ２

２（１－ρ）
， （９７２）

Ｌｑ ＝ρ
２＋λ２σ２

２（１－ρ）
， （９７３）

Ｗｑ ＝ρ
２＋λ２σ２

２λ（１－ρ）
． （９７４）

同时还可知，忙期的平均长度

ＥＱ＝ １
μ－λ
， （９７５）

在忙期内被服务的顾客的平均数为 １
１－ρ

．
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可见，在平均服务时间不能缩减时，也能用减少服务时间方差的办法来减少平均队

长和降低顾客的等待时间．
例９２４　在某重型机器厂，桥式吊车的效率为８０％．根据统计资料知物品吊运时间

的平均值为８分钟，标准差为５分钟．又假设需要吊运的物品为最简单流．试问：
（１）物品需要等待的平均时间为多少？
（２）若物品的平均吊运时间缩减为７分钟，物品的平均等待时间为多少？
（３）若物品的平均吊运时间仍为８分钟，但标准差降为３分钟，物品的平均等待时间
为多少？

解　本问题为 Ｍ／Ｇ／１排队模型．吊车的利用率为８０％，即ρ＝０．８．又１／μ ＝
８分钟／次，因此

λ＝０．１次／分钟．

（１）由式（９７４）可知

Ｗｑ ＝ρ
２＋λ２σ２

２λ（１－ρ）
＝ ０．８２＋０．１２×５２

２×０．１×（１－０．８）＝
０．８９
０．０４＝２２．２５（分钟）．

（２）１／μ变为７分钟／次，而λ仍为０．１次／分钟，所以，此时

ρ＝ λ
μ

＝０．７．

于是，可知

Ｗｑ ＝ ０．７２＋０．１２×５２

２×０．１×（１－０．７）＝
０．７４
０．０６＝１２．３（分钟）．

（３）此时１／μ＝８分钟／次，λ＝０．１次／分钟，ρ＝０．８．于是

Ｗｑ ＝ ０．８２＋０．１２×３２

２×０．１×（１－０．８）＝
０．７３
０．０４＝１８．２５（分钟）．

９．４．２　Ｍ／Ｄ／１排队模型

Ｍ／Ｄ／１排队模型的服务时间为确定的常数 １／μ，其方差σ２ ＝ ０．于是，当

ρ＝λ／μ＜１时，有下列公式：

Ｌ＝ρ＋ ρ
２

２（１－ρ）
， （９７６）

Ｌｑ ＝ ρ
２

２（１－ρ）
， （９７７）

Ｗｑ ＝ ρ
２

２λ（１－ρ）
． （９７８）

例９２５　某种实验仪器每次使用时间均为３分钟，实验者的到达过程为泊松过程，
平均每小时来到１８人，求此服务系统的Ｌ，Ｌｑ，Ｗ 和Ｗｑ．
解　本问题为Ｍ／Ｄ／１排队模型．１／μ＝３分钟／人，λ＝１８／６０＝０．３（人／分钟），
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因而，ρ＝０．９．于是，由式（９７６）、式（９７７）和式（９７８）知：

Ｌ＝０．９＋ ０．９２

２×（１－０．９）＝４．９５，　　　

Ｌｑ ＝ ０．９２

２×（１－０．９）＝４．０５，

Ｗｑ ＝Ｌｑ／λ＝４．０５／０．３＝１３．５（分钟）

Ｗ ＝Ｗｑ＋１
μ

＝１３．５＋３＝１６．５（分钟）

９．４．３　Ｍ／Ｅｋ／１排队模型

在Ｍ／Ｅｋ／１排队模型中，顾客的服务时间Ｖ 服从爱尔朗分布，此时有

ＥＶ ＝ １
μ
，　ＤＶ ＝ １

ｋμ
２．

因此，当ρ＜１时，有下列各式：

Ｌ＝ρ＋
（ｋ＋１）ρ

２

２ｋ（１－ρ）
， （９７９）

Ｌｑ ＝
（ｋ＋１）ρ

２

２ｋ（１－ρ）
， （９８０）

Ｗｑ ＝
（ｋ＋１）ρ
２ｋ（μ－λ）

． （９８１）

例９２６　某单人裁缝店做西服，每套衣服需要４道不同的工序，４道工序完工后才
开始做另一套衣服，每道工序所需时间服从同参数４μ的负指数分布，平均需要２小
时．又设顾客前来定制西装的过程为泊松过程，平均每周来到５．５人（每人定制一套西
服，且设每周工作６天，每天工作８小时）．试问一位顾客从订货到做好一套西服平均
需要多少时间？

解　设Ｖ１
ｎ，Ｖ２

ｎ，Ｖ３
ｎ，Ｖ４

ｎ 分别为裁缝为第ｎ位顾客缝制西服时在各道工序上所花的

时间，它们是相互独立且服从同参数４μ的负指数分布的随机变量，故为第ｎ位顾客缝制
西服所需的总时间

Ｖｎ ＝Ｖ１
ｎ ＋Ｖ２

ｎ ＋Ｖ３
ｎ ＋Ｖ４

ｎ

是服从参数为μ的４阶爱尔朗分布．

设单位时间为小时．由题设可知，Ｅ（Ｖｉ
ｎ）＝ １

４μ
＝２小时／套，因此得μ＝１／８套／小

时．于是，有

Ｅ（Ｖｎ）＝ １
μ

＝８，　Ｄ（Ｖｎ）＝ １
４μ

２ ＝１６．

又从题设可知
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λ＝５．５
４８ ≈０．１１５（套／小时），ρ＝ λ

μ
＝０．１１５×８＝０．９２，

代入式（９７９），得

Ｌ＝０．９２＋
（４＋１）×（０．９２）２
２×４×（１－０．９２）≈７．５３．

于是，顾客从订货到做好一套西服平均需要的时间：

Ｗ ＝ Ｌ
λ ＝ ７．５３

０．１１５≈６５．４８（小时）．

习　题　九

１．某汽车修理站只有一个工人，一天（８小时）平均可修理１２辆汽车，已知修理时间
服从负指数分布．汽车来到修理站是一个泊松过程，平均每小时有一辆汽车来到修理站
要求修理．
（１）若一位司机愿意在修理站等候，以便在汽车修理好后能立即去执行任务，那么他
要取回汽车平均需要等待多长的时间？

（２）若平均每小时有１．２辆汽车去修理．由于这一改变，这位工人平均每天的空闲时
间减少了多少？这对修理站里的汽车数及修理站向顾客交货的时间又有怎样的影响？

２．在一个百货商店中，包扎礼品的工作由两人负责．设该服务系统为Ｍ／Ｍ／２排队
模型．要求包扎的礼品平均每小时有２０件，服务员包扎一件礼品平均需要５分钟．试问，
一个顾客为了包扎一件礼品平均需要等待多长的时间？假若仅有一个服务员包扎礼品，

他的工作速度是前面提到的那两个人的工作速度的两倍．这对顾客的等待时间会产生怎
样的影响？

３．某电信局准备在新国际机场装设电话亭，而电信局的目标是每一个人等候打电话
的概率不超过０．１０；使用电话的平均需求率为每小时３０人，使用电话的平均时间为５分
钟．设该服务系统为Ｍ／Ｍ／Ｓ排队模型．试问：应该设置多少个电话亭？

４．病人到达某医生开设的诊所的平均时间间隔为２０分钟，每次诊断平均需要１５分
钟，两种时间都为负指数分布．若候诊室只能放９个座位（包括医生身旁问诊的座位），求
到达的一个病人找不到座位的概率．

５．某设备修理站打算在甲和乙两人中聘用一人．甲要求工资每小时１５个单位，他每小
时平均能修理４台设备；乙要求工资每小时１２个单位，他每小时平均能修理３台设备．一台
设备停留在修理站里１小时（等待修理或正在修理），修理站要支付费用５个单位．若每小时
平均有两台设备送来修理，修理站应使用哪一位工人（服务为负指数分布，输入为最简单流）？

６．机器送到某修理厂是一个泊松过程．来到率为每小时６台，每台机器的平均修理时
间需要７分钟，可认为修理时间为负指数分布．该厂经理获悉，有一种新的检验设备可使每
台机器的修理时间减到５分钟，但每分钟这台设备需要费用１０个单位．如果机器坏了，估计
每台机器在一分钟里造成的损失费为５个单位．试问，这台新的检验设备要否购置？

７．顾客进入一个食品店是平均每分钟２个人的泊松过程．顾客自行选购食品，选购
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时间服从平均值为１０分钟的负指数分布．在一段长时间后，预计有多少个顾客在挑选食
品（不包括那些已经选好食品而在等待付款的顾客）？

８．某理发店只有一名理发师，他理一个头平均需要１５分钟，理发时间为负指数分
布．该店有６个等候理发的座位．来到的顾客发现无空闲的座位就自动离去．假定顾客到
来是一个泊松过程，每小时来３个人．试问：
（１）一个顾客来到时发现系统客满的概率为多少？
（２）有效到达率为多少？
（３）一位顾客在店中理发预期要花费多少时间？

９．一台无线电发报机经常需要修理．经过修理后，它的工作时间服从平均值为４０小
时的负指数分布，修理时间也属于负指数分布，但平均值为２小时．经过一段时间以后发
报机处于可以发报的状态的概率为多少？

１０．有一个加油站的场地可供４辆汽车同时加油．顾客将不排队等候，如场地不空，
他们就去别处加油．一个顾客平均要用４分钟可将汽车的油箱加满．若每分钟来到加油
站的汽车为２辆，问被拒绝服务的汽车的百分比是多少？若平均２分钟来一辆汽车，问
被拒绝服务的汽车的百分比是多少（服务为负指数分布，输入为最简单流）？

１１．顾客来到付款处是一个泊松过程，每小时平均来到２０个．为了保证顾客排队等候
的平均时间不超过５分钟，问收款员工作的平均速度应该是多少（服务为负指数分布）？

１２．某种零件在装入真空管之前，必须清除油污再组装．设零件按泊松流生产出来，
平均每小时生产出５０件，清除油污和组装的时间为负指数分布，平均服务率μ（件／小时）
待定．如零件生产出来后，在装入真空管前会氧化而造成损失．每个零件逗留１小时的损
失费Ｃ１ 为１元，清洗和组装费为每小时平均μＣ２ 元，Ｃ２ ＝２元．求使每小时总费用最小
的平均服务率．

１３．某公司的中心试验室为各工厂服务．设要求做试验的人按最简单流到来，平均每
天来４８人次．每次顾客在系统中逗留单位时间所造成的损失费为Ｃ１ ＝６元；做试验的时
间服从负指数分布，平均服务率为２５人次／天，单位时间的服务成本为Ｃ２＝４元．求最优
的试验设备数Ｓ．

１４．设有两个修理工人，其责任是保证５台机器能正常运行，每台机器平均损坏率为
每小时一次．这两个工人修复一台机器的平均时间都为０．２５小时．求：
（１）等待修理的机器平均数；
（２）机器在系统中的平均逗留时间．
１５．对于Ｍ／Ｍ／１／ｋ排队模型，求证：
（１）λｅ ＝μ（１－Ｐ０）；

（２）λｅ ＝μ（Ｌ－Ｌｑ）．
１６．对于单服务台模型和相同的最简单流输入过程，试证：平均服务时间相等的定长
分布的Ｌ

　∧

ｑ 是负指数分布的Ｌｑ 的一半．
１７．设某电话间顾客按泊松流到达，平均每小时到达６人，每次通话时间平均为８分
钟，方差为１６分钟，通话时间服从爱尔朗分布．那么，平均等待长度是多少？顾客的平均
等待时间是多少？
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人们在生产经营和商品销售的活动中，常常需要把购买的原料、生产的产品和销售

的商品存储起来，以备使用和销售．但是，由于种种原因，需求与供应、消费与存储之间存
在着不协调性，其结果将会产生两种情况：一种情况是供过于求，由于原料、产品或者商

品的积压，造成资金周转的缓慢和成本的提高而带来经济损失；另一种情况是供不应求，

由于原料或者商品短缺，引起生产停工或者无货销售，使经营单位因利润降低而带来经

济损失．为了使经营活动的经济损失达到最小或者收益实现最大，于是人们在供应和需
求之间对于存储这个环节，开始研究如何寻求原料、产品或者商品合理的存储量以及它

们合适的存储时间，来协调供应和需求的关系．
存储论研究的基本问题是，对于特定的需求类型，讨论用怎样的方式进行原料的供

应、商品的订货或者产品的生产，以求最好地实现存储的经济管理目标．因此，存储论是
研究如何根据生产或者销售活动的实际存储问题建立起数学模型，然后通过费用分析求

出产品、商品的最佳供应量和供应周期这些数量指标．
存储模型分为确定型和随机型两大类，供需完全可以预测的模型称为确定型模型，

否则就是随机型模型．

§１０．１　存储模型的结构及基本概念

一般存储系统的结构模式可以表示为如图１０１的形式．由于生产或销售的需求，从

图１０１　

存储点取出一定数量的库存货物，这就是存储系统的输

出．由于存储货物的不断输出而减少，则必须及时作必要
的补充，这就是存储系统的输入．
需求的方式可以是均匀连续的或间断批量的，需求的

数量可以是确定性的或是随机性的．补充的形式可以由经营单位向外订货或者自身安排
生产活动．研究补充的主要数量指标为：确定订货周期或生产周期（补充间隔期）和确定
订购批量或生产批量．

１０．１．１　费用构成

费用是评价存储系统库存控制优劣的主要标准．存储系统有关的主要费用可以分为
以下３类．
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１．订货费
订货费是从每次订货到货物入库所需的全部费用．它主要包括两项费用：
（１）订购费．如手续费、交通费、出差费、检验费等固定费用，它仅与订购次数有关，而
与订购数量无关．
（２）货物成本费．包括货物的价格、运输费、运输的损耗等可变费用，它因订购数量的
不同而变化．

２．存储费
存储费是货物从入库到出库阶段内由于库存保管所需要的费用．它主要包括仓库场

地的租借费、货物的保管费、资金占用的利息费、货物的损耗费等，它因存储数量的增加

而增加．
３．缺货费
缺货费是指库存货物供不应求时所造成的经济损失．如生产中断的经济损失、失去

销售机会的利润损失、没有完成合同的处罚等．
在建立存储模型的过程中，根据不同存储问题的实际背景，首先应该弄清楚哪些费

用必须纳入模型，然后选择确定运用哪种存储控制方法，使建立的模型中各项费用之和

达到最小．
由于研究的存储系统的实际背景存在许多差异，所以给研究者建立数学模型留下

许多创造空间，许多研究者建立了不同的数学模型和存储策略，本书只介绍有限的方

法让读者对于存储论的知识有一个初步了解，感兴趣的读者可以参阅相关的存储论

专著．

１０．１．２　存储控制的数量指标和参数符号

在介绍存储模型以及选择控制方法前，我们先给出几个数量指标．
１．订购点ｑ
订购点是指当库存量减少至某一数量指标时，应立即补充购货的系统最低存储

量．订购点选择过大，将会使库存货物增加，相应地增加货物的存储成本；订购点选择
过小，将会使货物短缺，而造成利润损失．所以，确定订购点实质是如何选择补充购货
的最佳时机．

２．订购批量Ｑ
订购批量是指库存量达到订购点时，决定一次补充购货的数量．若订购批量过多，则

可能增加货物的存储成本；若订购批量过少，则可能造成缺货，会导致订购次数增多而增

加订货成本．所以，订购批量是存储模型中最为关心的一个数量指标．
３．拖后时间Ｌ
从开始订货到存储的实现（入库）需要经历一段时间．这段时间我们既可以称它为拖

后时间，也可以称它为提前时间．
如果这段时间是从开始订货后何时能够实现补充的角度出发，这段时间就可称为拖

后时间；如果从为了按时实现补充需要应该提前多少时间去订货的角度看，就可以称它
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为提前时间．事实上，在同一个存储问题中，拖后时间和提前时间是一致的，只是观察的
角度不同而已．由于不同的书关于这个名称有不同的叫法，所以在这里特地强调一下，请
读者注意．本书采取拖后时间这个术语．
在实际存储问题中，如果拖后时间很短，即瞬时到达，以致可以忽略，我们就说拖后

时间为零．如拖后时间较长，则它可以是确定性的，也可以是随机性的．
为建立模型方便，在讨论具体的存储模型前，我们首先给出各类存储模型有关参数

符号如下：

ａ———每批货物的订购费；

ｅ———单位货物成本费；

ｂ———单位时间内单位货物的存储费；

ｃ———单位时间内单位货物的缺货费；

Ｐ———单位时间内货物的补充量；

ｕ———单位时间内货物的需求量；

ｔ———订货周期或者生产周期（也可称为补充时间间隔）；

Ｑ———每批货物的订购批量；

ｑ———存储系统必须立即进货的最低存储量；

Ｌ———拖后时间，从开始订货到存储实现（入库）的间隔时间．

１０．１．３　存储控制策略

在存储控制中，需求是服务的对象，补充是控制的对象．因此，控制并确定输入过程
中订货周期和订购批量的不同方法，则形成存储模型不同的控制策略．最常见的存储策
略有以下３种．
（１）ｔ循环策略．每经过一个循环时间ｔ就补充存储量Ｑ．这一方法也称为经济批量法．
（２）（ｓ，Ｓ）策略．每隔一定的时间检查库存量Ｙ，当库存量Ｙ 低于某一规定的最低库
存量ｓ时就补充库存量ＳＹ，从而把库存量提高到Ｓ，反之，就不作补充．
（３）（ｑ，Ｑ）策略．对库存进行连续性检查，当库存量减少到订购点水平ｑ以下，就即
刻订货，且每次的订货批量都为Ｑ．

§１０．２　确定型存储模型

１０．２．１　不许缺货的经济订货批量模型

这个存储模型的基本假设前提是：

（１）订购点ｑ为零，库存量减少到零时立即补充，瞬间到货，补充一次性完成；
（２）需求均匀连续，需求速率ｕ为常数，在订货周期ｔ内的需求量为ｕｔ，显然，它即为
每次订购批量Ｑ，有Ｑ＝ｕｔ；
（３）每次订购费ａ相同，单位时间内单位货物的存储费ｂ不变．
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该模型的存储状态变化如图１０２所示．

图１０２ 　

存储模型费用的评价标准是单位时间

内存储货物的平均总费用，设它为函数ｆ．
在订货周期ｔ内总费用为订货费与存储费
之和．
根据假设，每次订购费为ａ，货物单价

为ｅ，则一次订货费为ａ＋ｅｕｔ．所以，单位时
间的订货费为ｅｕ＋ａ／ｔ．
由图１０２知，在订货周期ｔ内的存储

量为一个三角形的面积：Ｑｔ／２＝ｕｔ２／２，因此，单位时间内的平均存储量为ｕｔ／２，单位时
间内的存储费为ｂｕｔ／２．
由此，可知单位时间内存储货物的平均费用函数

ｆ＝ ａ
ｔ ＋ｅｕ＋１

２ｂｕｔ．

根据微积分求极值的方法，我们将ｆ对ｔ求一阶导数，并令其为零，即有

ｄｆ
ｄｔ＝ １

２ｂｕ－ａ
ｔ２ ＝０．

解该方程得，ｔ＝± ２ａ／槡 ｂｕ，由于ｔ＞０，并且ｆ对ｔ的二阶导数在ｔ＝ ２ａ／槡 ｂｕ时大于零，
因此最优订货周期

ｔ ＝ ２ａ槡ｂｕ， （１０１）

由Ｑ＝ｕｔ，于是最优订购批量

Ｑ ＝ ２ａｕ槡ｂ
， （１０２）

所以，最小平均费用

ｆ ＝ ２槡ａｂｕ＋ｅｕ． （１０３）

例１０１　某电器厂平均每个月需要购入某种电子元件１００件，每件电子元件的价格
为４元，每批货物的订购费为５元．每次货物到达后先存入仓库，则平均每月每件电子元
件的存储费用为０．４元．试求电器厂对该电子元件的最佳订购批量、每月的最佳订货次
数、每月的费用．
解　由已知条件，ａ＝５元，ｅ＝４元／件，ｂ＝０．４元／（月·件），ｕ＝１００件／月．
由式（１０１）、式（１０２）和式（１０３）得出：

最佳订货周期ｔ ＝ ２ａ槡ｂｕ ＝ ２×５
０．４×槡 １００＝０．５（月）；

最佳订购批量Ｑ ＝ ２ａｕ槡ｂ ＝ ２×５×１００
０．槡 ４ ＝５０（件）；
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最小平均费用ｆ ＝ ２槡ａｂｕ＋ｅｕ＝ ２×５×０．４×槡 １００＋４×１００＝４２０（元／月）；

每月最佳订货次数 １
ｔ ＝２．

例１０２　对于例１０１，若因生产规模扩大，电子元件每月的需求量为４００件，即增加到
原来需求量的４倍，其他条件没有改变．问这时最佳订购批量是否也增大到原来的４倍？

解　 Ｑ ＝ ２ａｕ槡ｂ ＝ ２×５×４００
０．槡 ４ ＝１００（件／月），

即现在最佳订购批量仅为原来订购量的２倍．
由该例分析可知，需求速率与订购批量并不是同步变化的，可见存储模型的重要

作用．

１０．２．２　允许缺货的经济订货批量模型

在有些情况下，存储系统允许缺货现象存在．在存储水平变为零以后，还要等一段时
间后再去订货，此时，由于缺货就要带来一定的缺货损失费．但是，该存储系统库存量比
不允许缺货时要少，从而存储费相对就可节省，同时，不必经常地去订货，也会使订购费

用减少．当降低的成本大于造成的缺货经济损失时，存储系统自然就采取缺货的策略了．
这个存储模型的基本假设前提是：

（１）当库存量减少到零时，延迟一段时间再进行补充．但一旦进行补充，瞬时就能到
货，补充一次性完成；

（２）需求均匀连续，需求速率ｕ为常数，在订货周期ｔ内的需求量为ｕｔ，每次订购批
量Ｑ，有Ｑ＝ｕｔ；
（３）每次订购费ａ相同，单位时间内单位货物的存储费ｂ不变，单位货物的缺货费ｃ

图１０３　

不变．
该模 型 的 存 储 状 态 变 化 如 图 １０３

所示．
如图１０３所设，每一个订货周期ｔ内的

最大缺货量为Ｑ２，实际进库量为Ｑ１，当进货

时，每批的订购批量为

Ｑ＝Ｑ１＋Ｑ２．

在这里，我们假定采用“缺货预约”的办

法：未能满足的需求量作为缺货予以登记，

待进货后立即进行补偿．或者在实际问题中也可以如此处理：该存储系统有一个安全库
存量Ｑ２（需要支付超存储费，也即缺货损失费），一旦缺货就动用安全库存量Ｑ２．当进货
时，被动用的安全库存量Ｑ２ 应该得到补偿．
同前面一个模型一样，我们设单位时间内存储货物总费用的平均值为函数ｆ．在订货

周期ｔ内总费用为订货费、存储费与缺货费之和．
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根据假设，单位时间的订货费为ｅｕ＋（ａ／ｔ）．
由图１０３可知，在订货周期ｔ内的存储量为一个三角形的面积：Ｑ１ｔ１／２，因此，单位时

间内的存储费为ｂＱ１ｔ１／（２ｔ）．在订货周期ｔ内的缺货量为一个三角形的面积：Ｑ２（ｔ－ｔ１）／２，
因此，单位时间内的缺货费为ｃＱ２（ｔ－ｔ１）／（２ｔ）．根据相似三角形对应边关系，有（ｔ－ｔ１）／ｔ＝
Ｑ２／Ｑ，又Ｑ＝ｕｔ，Ｑ２ ＝Ｑ－Ｑ１，故单位时间内的缺货费为ｃ（ｕｔ－Ｑ１）２／（２ｕｔ）．
综上所述，单位时间内存储货物的平均总费用函数为

ｆ＝ ａ＋ｅｕｔ＋
ｂＱ２

１

２ｕ ＋ｃ（ｕｔ－Ｑ１）２

２（ ）ｕ
·１
ｔ．

我们将ｆ对ｔ和Ｑ１ 分别求一阶偏导数，并令其为零，即
ｆ
ｔ＝０和ｆ

Ｑ１
＝０，解此方程

组，可得：

最佳订货周期　　　　　　　　ｔ ＝ ２ａ（ｂ＋ｃ）槡ｂｃｕ
， （１０４）

Ｑ
１ ＝ ２ａｃｕ

ｂ（ｂ＋ｃ槡 ）． （１０５）

由Ｑ＝ｕｔ可得，最佳订购批量 Ｑ ＝ ２ａｕ（ｂ＋ｃ）槡 ｂｃ
， （１０６）

由Ｑ１ ＝ｕｔ１ 得 ｔ
１ ＝ ２ａｃ

ｂｕ（ｂ＋ｃ槡 ）
， （１０７）

最小平均费用 ｆ ＝ ２ａｂｃｕ
ｂ＋槡 ｃ＋ｅｕ． （１０８）

例１０３　若在例１０１中，其他条件不变，现可以考虑允许缺货，每月的缺货损失费ｃ
为１．５元／件．试计算这时的最佳订购批量、最佳订货周期、最小平均费用．
解　根据式（１０６）、式（１０４）和式（１０８），可得：

最佳订购批量Ｑ ＝ ２ａｕ（ｂ＋ｃ）槡 ｂｃ ＝ ２×５×１００×（０．４＋１．５）
０．４×１．槡 ５ ＝５６（件）；

最佳订货周期ｔ ＝ ２ａ（ｂ＋ｃ）槡ｂｃｕ ＝ ２×５×（０．４＋１．６）
０．４×１．６×槡 １００ ＝０．５６（月）；

最小平均费用ｆ ＝ ２ａｂｃｕ
ｂ＋槡 ｃ＋ｅｕ＝ ２×５×０．４×１．６×１００

０．４＋１．槡 ６ ＋４×１００

＝４１７．８９（元／月）．

１０．２．３　不许缺货的生产批量模型

如果补充的存储货物是企业内部生产的产品，那么由于生产过程是连续性的，因此

补充过程是均匀连续的，我们把这种模型称为生产批量模型．设ｐ代表单位时间内生产
的数量，在本模型中它也就是单位时间内入库的数量．
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该存储模型的基本假设前提是：

（１）生产和需求都是均匀连续的，且生产速率ｐ大于需求速率ｕ；
（２）订购点为零，即库存量减少到零时就开工生产进行产品补充，边补充边输出，库
存量以ｐ－ｕ的速率增长．当生产批量Ｑ完成以后，就停止生产，然后库存量按照需求速

图１０４　

率ｕ减少，到时刻ｔ时库存量为零．
（３）生产时间为ｔ１，生产批量为 Ｑ，

Ｑ＝ｐｔ１．
该模 型 的 存 储 状 态 变 化 如 图 １０４

所示．
由图１０４可见，生产周期ｔ分为两个

时期，在ｔ１ 时期是边生产边输出，生产结束

时存储量达到最大量（ｐ－ｕ）ｔ１，并有Ｑ ＝
ｕｔ．显然，ｔ１＝ｕｔ／ｐ．在生产周期ｔ内的存储量为一个三角形的面积：（ｐ－ｕ）ｔ１ｔ／２，因此，
单位时间内的平均存储量为（ｐ－ｕ）ｔ１／２，单位时间内的存储费为ｂ（ｐ－ｕ）ｕｔ／（２ｐ）．而ｔ
时间内的生产费用为ａ＋ｅｕｔ（在企业自己安排生产来补充库存，订购费ａ可理解为生产
准备费，单位货物成本费ｅ可理解为生产成本）．由此，可知单位时间内存储产品所需费用
的平均值

ｆ＝ ａ
ｔ ＋ｅｕ＋ｂ（ｐ－ｕ）ｕ

２ｐ
ｔ．

与前面方法类似，令ｄｆ
ｄｔ＝０，解得：

最佳循环周期　　　　　　ｔ ＝ ２ａ
ｂｕ
· ｐ
ｐ－槡 ｕ
， （１０９）

最佳生产时间 ｔ
１ ＝ ２ａｕ

ｂ
· １
ｐ（ｐ－ｕ槡 ）

， （１０１０）

最佳生产批量 Ｑ ＝ ２ａｕ
ｂ
· ｐ
ｐ－槡 ｕ
， （１０１１）

最小平均费用 ｆ ＝ ２ａｂｕ·ｐ－ｕ槡 ｐ ＋ｅｕ． （１０１２）

当进货是均匀连续的时候，该模型同样适用于订货批量模型．
例１０４　若在例１０１中，电器厂对该电子元件的需求不变，但购货方式由批量改为

均匀连续进货，进货的速率ｐ为每月５００件．在其他条件不变的情况下，试求电器厂对该
电子元件的最佳订货周期、每周期内的最佳订购量、每月的最小费用．
解　由有关公式，可知：

最佳循环周期ｔ ＝ ２ａ
ｂｕ
· ｐ
ｐ－槡 ｕ＝ ２×５

０．４×１００
· ５００
５００－槡 １００＝０．５６（月），
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最佳订购量Ｑ ＝ ２ａｕ
ｂ
· ｐ
ｐ－槡 ｕ＝ ２×５×１００

０．４
· ５００
５００－槡 １００＝５６（件），

最小平均费用ｆ ＝ ２ａｂｕ·ｐ－ｕ槡 ｐ ＋ｅｕ＝ ２×５×０．４×１００·５００－１００槡 ５００ ＋４×１００

＝４１７．８９（元／月）．

１０．２．４　有数量折扣的经济订货批量模型

我们仅对不许缺货的经济订货批量模型，来讨论有数量折扣情况存在时的订货批量

图１０５ 　

问题．所谓数量折扣，就是提供存储货物的企业为鼓
励用户多购货物，对于一次购买较多数量的用户在

价格上给予一定的优惠．这样一来，单位货物购置费

ｅ应看作是订购量Ｑ 的函数ｅ（Ｑ）．通常，ｅ（Ｑ）是阶
梯函数，如图１０５所示．
设价格折扣率为β，０＜β＜１，有

ｅ（Ｑ）＝
ｅ， 若是０＜Ｑ＜Ｑ０；

ｅ（１－β）， 若是Ｑ≥Ｑ０
烅
烄

烆 ．

其中，Ｑ０ 为折扣点．
我们将ｔ＝Ｑ／ｕ代入式ｆ ＝ａ／ｔ＋ｅｕ＋ｂｕｔ／２，可得费用函数

ｆ（Ｑ）＝ａｕ
Ｑ ＋ｅ（Ｑ）ｕ＋１

２ｂＱ． （１０１３）

它也是Ｑ的分段函数，因此不能运用令导数为零的方法确定极值点．
由前面分析可知，在没有折扣的情况下，最佳订购量Ｑ与ｅ是无关的．因此，在一个

连续区间内，可以应用式（１０２），Ｑ ＝ ２ａｕ／槡 ｂ．于是，分段函数ｆ出现图１０６（ａ），
图１０６（ｂ），图１０６（ｃ）所示的３种情况．

（ａ）
　　　　

（ｂ）
　　　　

（ｃ）

图１０６

当Ｑ０＜Ｑ 时，由图１０６（ｃ）得，Ｑ就是我们讨论问题的最优解．当Ｑ ＜Ｑ０时，就

会出现如图１０６（ａ）和图１０６（ｂ）所示的两种情况．如果ｆ（Ｑ）＜ｆ（Ｑ０），则Ｑ为问题

的最优解，否则Ｑ０ 为问题的最优解．
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在实际问题中，单位货物购置费ｅ可能会有多个分界点，０≤Ｑ０ ＜Ｑ１ ＜⋯＜Ｑｎ，在

不同的区段［Ｑｉ，Ｑｉ＋１）可以有不同的折扣，讨论的方法和上面的情况相似，我们不再作

介绍，感兴趣的读者可参阅其他有关著作．
例１０５　设ａ＝５０元／次，ｂ＝３元／（年·件），ｕ＝１８０００件／年，货物单价

ｅ（Ｑ）＝
３， Ｑ＜１５００；

２．９， １５００≤Ｑ＜３０００；

２．８， Ｑ≥３０００
烅
烄

烆 ．

试计算最佳订购量、最佳订货周期和最小费用．

解 　将Ｑ ＝ ２ａｕ／槡 ｂ＝ ２×５０×１８０００÷槡 ３≈７７５代入ｆ（Ｑ）＝ａｕ
Ｑ ＋ｅ（Ｑ）ｕ＋

１
２ｂＱ
，得到

ｆ（Ｑ）＝３×７７５÷２＋３×１８０００＋５０×１８０００÷７７５≈５６３２４．

同理，ｆ（１５００）＝３×１５００÷２＋２．９×１８０００＋５０×１８０００÷１５００≈５５０５０，

ｆ（３０００）＝３×３０００÷２＋２．８×１８０００＋５０×１８０００÷３０００≈５５２００．

因为Ｑ ＝７７５＜Ｑ０ ＝１５００，且ｆ（１５００）＜ｆ（Ｑ），ｆ（１５００）＜ｆ（３０００）．所以，
最佳订购量为１５００件，最佳订货周期ｔ＝Ｑ／ｕ＝１５００／１８０００＝１／１２年，最小费用为

５５０５０元．

§１０．３　随机型存储模型

１０．３．１　（ｓ，Ｓ）策略存储模型

现在我们假设供需过程可以分成若干阶段（每个阶段的时间长度相同，例如１个月
或者１周），拖后时间Ｌ为零，每个阶段对存储货物的需求量ｕ是一个随机变量．如果对
于不同的阶段来说，销售、需求只是一种重复性的活动，我们就只要研究一个阶段的存储

问题就可以了，因此称它为单阶段的随机存储模型，采用（ｓ，Ｓ）策略．
现设ｕ是一个离散型的随机变量，它取的数值分别为０≤ｉ１ ＜ｉ２ ＜ ⋯ ＜ｉｍ．ｕ的概

率分布为
Ｐ（ｕ＝ｉｋ）＝ｐｋ，ｋ＝１，２，⋯，ｍ，

自然，应有∑
ｍ

ｋ＝１
ｐｋ ＝１．

在每阶段初检查库存，若发现库存量低于规定的数量ｓ，就立即补充货物并把库存量
提高到规定的数值Ｓ．在下面讨论中，我们就以一个阶段的时间长度作为单位时间．

１．Ｓ值的确定
设在阶段初未进货时的库存量为ｇ，阶段初补充的数量为Ｑ，因而补充后的库存量

ｙ＝ｇ＋Ｑ．假设这阶段的存储费按这阶段末的库存量来计算，我们就可算得这阶段存储
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费的期望值为

∑
ｉｋ≤ｙ

ｂ（ｙ－ｉｋ）ｐｋ．

假设这阶段缺货损失费也按这阶段末的缺货量来计算，于是我们可算得这阶段缺货损失

费的期望值为

∑
ｉｋ＞ｙ

ｃ（ｉｋ－ｙ）ｐｋ．

因此，这个阶段（单位时间）内总费用的期望值为

ａ＋ｅＱ＋∑
ｉｋ≤ｙ

ｂ（ｙ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞ｙ

ｃ（ｉｋ－ｙ）ｐｋ．

我们采用边际分析法来确定Ｓ的值．现设阶段初进货后库存量为ｙ件是合理的，我
们来分析一下再多进一件货物而使库存量为ｙ＋１件的合理性．对于多进的这一件货物，

实际需要用它的概率为１－∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ，费用为购置费ｅ；实际不需用它的概率为∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ，费用

为购置费ｅ与存储费ｂ之和ｅ＋ｂ．所以多进这件货物的费用期望值为

ｅ（１－∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ）＋（ｅ＋ｂ）∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ．

若不多进这件货物，则需承担的缺货费的期望值为

ｃ（１－∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ）．

所谓多进一件货物是合理的，是指相应的费用期望值小于不进这件货物时的费用期

望值，即

ｅ（１－∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ）＋（ｅ＋ｂ）∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ ＜ｃ（１－∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ），

也就是

∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ ＜ｃ－ｅ
ｃ＋ｂ． （１０１４）

因此，Ｓ应是满足上述不等式的最大的ｙ值再加１，或者是满足下列不等式的最小的ｙ：

∑
ｉｋ≤ｙ

ｐｋ ≥ｃ－ｅ
ｃ＋ｂ． （１０１５）

但是ｕ的取值集合为｛ｉ１，⋯，ｉｊ，⋯，ｉｍ｝，故ｙ应取满足上述不等式的最小ｉｊ．
２．ｓ值的确定
设阶段初库存量为ｙ，而且决定不进货．于是，当这阶段的实际需要量低于ｙ时，要支

付存储费；当实际需要量高于ｙ时，要承担缺货费．因而这阶段内总费用的期望值为

∑
ｉｋ≤ｙ

ｂ（ｙ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞ｙ

ｃ（ｉｋ－ｙ）ｐｋ．

若阶段初库存量为ｙ，现决定补充货物，把库存量提高到Ｓ．这时，这阶段总费用的期望
值为
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ａ＋ｅ（Ｓ－ｙ）＋∑
ｉｋ≤Ｓ

ｂ（Ｓ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞Ｓ

ｃ（ｉｋ－Ｓ）ｐｋ．

若不进货时的费用期望值小于进货时的费用期望值，即下列不等式成立，则不进货是合

理的：

　　　　　　　 　∑
ｉｋ≤ｙ

ｂ（ｙ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞ｙ

ｃ（ｉｋ－ｙ）ｐｋ

≤ａ＋ｅ（Ｓ－ｙ）＋∑
ｉｋ≤Ｓ

ｂ（Ｓ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞Ｓ

ｃ（ｉｋ－Ｓ）ｐｋ， （１０１６）

所以ｓ为满足下列不等式的最小ｙ值：

　∑
ｉｋ≤ｙ

ｂ（ｙ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞ｙ

ｃ（ｉｋ－ｙ）ｐｋ＋ｅｙ　　　

≤ａ＋ｅＳ＋∑
ｉｋ≤Ｓ

ｂ（Ｓ－ｉｋ）ｐｋ＋∑
ｉｋ＞Ｓ

ｃ（ｉｋ－Ｓ）ｐｋ． （１０１７）

这一计算ｓ值的公式虽比计算Ｓ 的公式复杂些，但并非像看上去的那样困难．当Ｓ
确定后，该不等式右端的数值即可求得．不难发现，当ｙ＝Ｓ时，该不等式一定成立，故这
个不等式的解总存在．我们对ｙ＝ｉ１，ｙ＝ｉ２，⋯，ｙ＝Ｓ逐个计算该不等式左端的值，并
与右端的值进行比较，使不等式成立的最小ｙ值就是ｓ．
例１０６　某企业对于某种材料每月需求量的概率分布如表１０１所示．每次订货费

为６０元，每月每吨存储费为４０元，每月每吨缺货费为１０１５元，每吨材料的购置费为８００
元．该企业欲采用（ｓ，Ｓ）策略来控制库存量，请求出ｓ和Ｓ的值．

表１０１

需求量ｉｋ（吨） ３０ ４０ ５０ ６０

Ｐ（ｕ＝ｉｋ）＝ｐｋ ０．２ ０．２ ０．４ ０．２

　　解　先建立表１０２．
表１０２

需求量ｉｋ ｉ１ ＝３０ ｉ２ ＝４０ ｉ３ ＝５０ ｉ４ ＝６０

Ｐ（ｕ＝ｉｋ）＝ｐｋ ０．２ ０．２ ０．４ ０．２

∑
ｋ

ｊ＝１
ｐｊ ０．２ ０．４ ０．８ １　

　　现在ｃ－ｅ
ｃ＋ｂ＝１０１５－８００

１０１５＋４０ ＝０．２０４，

观察表１０２可知，∑
ｉｋ≤４０

ｐｋ ＝０．４＞０．２０４，则根据式（１０１５）得，Ｓ＝４０吨．

计算式（１０１７）的右端，得

６０＋８００×４０＋４０×（４０－３０）×０．２＋１０１５×（５０－４０）×０．４＋１０１５×（６０－４０）×
０．２＝４０２６０，

取ｙ＝３０，计算式（１０１７）的左端，得
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４０×（３０－３０）×０．２＋１０１５×（４０－３０）×０．２＋１０１５×（５０－３０）×０．４＋１０１５×
（６０－３０）×０．２＋８００×３０＝４０２４０．

因为４０２４０＜４０２６０，所以ｓ＝３０．即该企业采取（３０，４０）策略．
在实际使用这种存储策略时，如存储量不易清点，因而实际存储量很难随时得知时，

可将存储货物分两堆存放．一堆数量为ｓ，其余的另放一堆．平时从后一堆取货以满足需
求．当后一堆取完，需要动用前一堆时，期末就订货；如至期末，前一堆仍未动用，则本阶
段不订货．因此，这种存储策略俗称双堆法（或两堆法）．

１０．３．２　（ｑ，Ｑ）策略存储模型

（ｑ，Ｑ）策略的基本内容是：对库存水平进行连续检查，当库存水平减少到订购点ｑ以
下时，提出订购量为Ｑ的订货请求，经过拖后时间Ｌ后，数量为Ｑ的货物一定入库．应用该
策略的存储模型需要寻求订货点ｑ和订购批量Ｑ．这个存储模型具有下列几点基本假设．
（１）拖后时间Ｌ（Ｌ＞０）为固定常数．在拖后时间内，需求量为随机变量Ｘ，其概率密
度函数ｒ（ｘ）为已知，且数学期望Ｅ（Ｘ）＝μ．
（２）在拖后时间Ｌ结束前，当实际需求量超过ｑ时，允许出现缺货现象．当库存量
减少到零以后，将未能满足需求的缺货累积起来，待到货后再补交，也就是说它为缺货

有预约．
（３）每次订购费为ａ，单位时间内单位货物的存储费为ｂ，单位时间内单位货物的缺
货费为ｃ．
该模型存储状态变化如图１０７和图１０８所示．

图１０７
　　　　　

图１０８

从图１０７可以看出，虽然每次的订货批量Ｑ及拖后时间Ｌ均保持不变，但相继两
次补充的时间间隔ｔ却并不一定相等．同时可以看到，补充进货后的库存水平也不一定
相等．
我们来考虑单位时间内货物存储的平均总费用ｆ．显然，同前面模型一样，

ｆ＝ 订购费＋存储费＋缺货费．

由于模型中存在随机变量，所以我们关心ｆ的数学期望Ｅ（ｆ）．
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如果假设单位时间需求量为随机变量ｕ，则ｕ的数学期望Ｅ（ｕ）与拖后时间Ｌ内需求
量Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ）＝μ之间有如下关系式μ＝ＬＥ（ｕ）．
现每次订货批量为Ｑ，则单位时间订货次数的期望值为Ｅ（ｕ）／Ｑ＝μ／（ＬＱ），于是单

位时间订购费的数期望值ａμ／（ＬＱ）．
从存储状态图１０７中可以看出，缺货情况只可能出现在拖后时间Ｌ这段时间内，而

这段时间开始时有存货量ｑ，实际需求量为随机变量Ｘ，因此缺货量也为随机变量，则当

Ｘ ≤ｑ时，缺货量为零；当Ｘ＞ｑ时，缺货量为（Ｘ－ｑ），则在拖后时间Ｌ内缺货量的期
望值为

α＝∫
ｑ

０
０·ｒ（ｘ）ｄｘ＋∫

∞

ｑ
（ｘ－ｑ）ｒ（ｘ）ｄｘ＝∫

∞

ｑ
（ｘ－ｑ）ｒ（ｘ）ｄｘ．

因为单位时间内订货次数的期望值为μ／ＬＱ，则单位时间内缺货费用的期望值为

ｃαμ／（ＬＱ）．
存储费用的分析同确定型模型相似．由图１０８知，在订货周期ｔ内的存储量为一个梯

形面积．该梯形的左边边长的期望值为Ｑ＋ｑ－μ，梯形的右边边长的期望值为ｑ－μ，因此，
梯形的面积为（Ｑ＋ｑ－μ＋ｑ－μ）ｔ／２．于是单位时间存储费的期望值为ｅ（Ｑ／２＋ｑ－μ）．
从而，我们求得单位时间内货物存储的总平均费用的期望值

Ｅ（ｆ）＝ａμ／ＬＱ＋ｅ（Ｑ／２＋ｑ－μ）＋ｃαμ／（ＬＱ）．

与前面方法相同，将上式分别对ｑ和Ｑ 求一阶偏导，令其等于零，解方程组得：

Ｑ＝ ２ｕ（ａ＋ｃα）槡 ｂＬ
； （１０１８）

∫
∞

ｑ
ｒ（ｘ）ｄｘ＝ｂＱＬ

ｃμ
， （１０１９）

其中，α＝∫
∞

ｑ
（ｘ－ｑ）ｒ（ｘ）ｄｘ． （１０２０）

但是，在Ｑ和ｑ的计算公式中，因包含有相互关联的未知量，而不能直接求出最终结
果，为此采用逐步逼近的迭代法求解．具体算法步骤如下．

① 令α０ ＝０，Ｑ０ ＝＋∞，ｑ０ ＝＋∞，ｋ＝１；

② 取α＝αｋ－１，代入式（１０１８），计算Ｑｋ；

③ 取Ｑ＝Ｑｋ，代入式（１０１９），计算ｑｋ；

④ 取ｑ＝ｑｋ，代入式（１０２０），计算αｋ；

⑤ 判断｜Ｑｋ－Ｑｋ－１｜＜ε１，｜ｑｋ－ｑｋ－１｜＜ε２ 是否成立？

若是，则Ｑｋ 和ｑｋ 即为所求的最优订购批量和最优订购点，算法终止；

若否，则取ｋ＝ｋ＋１，转步骤②继续计算．
在这个算法中，α的计算比较困难．在实际问题中，拖后时间Ｌ内的需求量Ｘ 多数服

从正态分布Ｎ（μ，σ
２）．不失一般性，我们给出正态分布情况下α的计算方法．

由概率论知，若随机变量Ｙ 服从正态分布 Ｎ（０，１），概率密度函数为φ０（ｘ）＝
１
２槡π

ｅ－１
２ｘ

２
，分布函数为Φ０（ｘ）；随机变量Ｚ服从正态分布 Ｎ（μ，σ

２），概率密度函数为
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φ（ｘ）＝
１
２槡πσ

ｅ－１
２

ｘ－μ（ ）σ
２
，分布函数为Φ（ｘ），则有

φ（ｘ）＝
１
σφ０

ｘ－μ（ ）σ
，Φ（ｘ）＝Φ０

ｘ－μ（ ）σ
．

我们令ｄ＝ｂＱＬ
ｃμ

＝∫
∞

ｑ
φ（ｘ）ｄｘ，并把α写成下列形式：

α＝∫
∞

ｑ
（ｘ－ｑ）φ（ｘ）ｄｘ＝∫

∞

ｑ
（ｘ－μ）·φ（ｘ）ｄｘ＋∫

∞

ｑ
（μ－ｑ）·φ（ｘ）ｄｘ，

其中，第二项 ＝（μ－ｑ）∫
∞

ｑ
φ（ｘ）ｄｘ＝（μ－ｑ）ｄ．若令ｙ＝

ｘ－μ
σ
，则

　 　第一项 ＝∫
∞

ｑ

ｘ－μ（ ）σ
·φ０

ｘ－μ（ ）σ
ｄｘ＝∫

∞

ｑ－μ
σ

σｙ·φ０（ｙ）ｄｙ＝σ∫
∞

ｑ－μ
σ

ｙ
２槡π
·ｅ－ｙ２

２ｄｙ

＝ σ
２槡π

－ｅ－ｙ２

［ ］２
∞

ｑ－μ
σ

＝σφ０
ｑ－μ（ ）σ

．

于是 α＝σφ０
ｑ－μ（ ）σ

＋（μ－ｑ）ｄ， （１０２１）

其中 ｄ＝ｂＱＬ
ｃμ

． （１０２２）

所以，当ｑ，Ｑ给定并计算ｄ后，可以通过查标准正态分布表来计算α．我们再指出：

Φ０
ｑ－μ（ ）σ

＝Φ（ｑ）＝１－∫
∞

ｑ
φ（ｘ）ｄｘ＝１－ｄ， （１０２３）

在Ｑ给定并计算（１－ｄ）后，通过查表求得ｑ．
例１０７　某宾馆与一家饮料公司签订了长期订购瓶装矿泉水的合同．合同规定，每

次订货的提前时间为３天，在此之间，宾馆的需求呈正态分布，其均值为１０００瓶，标准差
为２５０瓶．一次订货的手续费为１００元，存储费用是每月每瓶０．１５元，假定拖后时间内的
缺货在下次到货后要补齐，缺货损失费用为每瓶１元．试根据上述条件确定最佳订货批
量和最佳订货点（假定一个月为３０天）．
解　本问题的单位时间为月．由已知条件可知：μ＝１０００瓶，σ＝２５０瓶，Ｌ＝０．１

月，ａ＝１００元，ｂ＝０．１５元，ｃ＝１元．
（１）ｋ＝１，取α０ ＝０，由式（１０１８）和式（１０２２）有

Ｑ１ ＝
２μａ槡ｂＬ

＝ ２×１０００×１００
０．１５×槡 １ ≈３６５１．５，　　　

ｄ＝ｂＱ１Ｌ
ｃμ

＝０．１５×３６５１．５×０．１
１×１０００ ≈０．０５４８．

由式（１０２３）知，Φ０
ｑ１－μ（ ）σ

＝０．９４５２，
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查表得ｑ１－１０００
２５０ ＝１．６，则ｑ１ ＝１４００．由式（１０２１）知，

α１ ＝２５０×φ０（１．６）＋０．０５４８×（１０００－１４００）

＝２５０×０．１１０９－０．０５４８×４００＝５．８１．

（２）ｋ＝２，有

Ｑ２ ＝
２μ（ａ＋ｃα１）

槡 ｂＬ
＝ ２×１０００×（１００＋１×５．８１）

０．１５×０．槡 １ ≈３７５６，

ｄ＝ｂＱ２Ｌ
ｃμ

＝０．１５×３７５６×０．１
１×１０００ ≈０．０５６３４．

由式（１０２３）知，Φ０
ｑ２－μ（ ）σ

＝０．９４３６６，查表得ｑ２－１０００
２５０ ＝１．５８６，则ｑ２ ＝１３９６．５．

由式（１０２１）知，

α２ ＝２５０×φ０（１．５８６）＋０．０５６３４×（１０００－１３９６．５）

＝２５０×０．１１３－０．０５６３４×３９６．５＝５．９１．

（３）ｋ＝３，可知

Ｑ３ ＝３７５９，ｑ３ ＝１３９６．６，α３ ＝６．

迭代至此结束，因为Ｑ３ 和ｑ３ 的变化都已相当小．所以，我们取最佳订购批量Ｑ ＝
３７６０瓶，最佳订购点ｑ ＝１３７０瓶．
事实上，由于需求的变化受到社会、经济等多种因素的综合影响，常常独立于人们的

主观控制能力以外，因此其在数量上、时间上一般无法精确确定，而其呈现出的随机性却

使库存控制变得复杂和困难．所以，为了探讨研究存储问题的方法，为了提炼存储问题中
共同的、本质的内容，本章所介绍的确定型和随机型存储问题中的基本模型，都是在一定

的假设条件下进行探讨的，这样的条件在现实生活中是比较难以找到的，应用时要根据

问题的实际背景加以修正．经过数学抽象和概括的存储模型，虽然不可能与实际存储问
题完全等同，但是对于模型的探讨会加深对存储问题的认识，模型的求解可以为存储系

统的决策提供定量依据．

习　题　十

１．某货物每周的提取量为２０００件，每次订货的固定费用为１５元，每件产品每周的
存储费用０．３０元，求最佳订货批量和订货时间．

２．某工厂每年对某种零件的需要量为１００００件，订货的固定费用为２０００元，采购一
个零件的单价为１００元，存储费用为每年每个零件２０元，求最优订购批量和最低成本．

３．某企业每天可以生产某种产品１４０００件，生产的固定成本为１０００元，每件产品
每年的存储费用为２８元．已知市场一年对该产品的需要量为１４４００００件，若一年以３６０
天计算，试求生产的最佳批量．
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４．某公司每月需要某种机械零件２０００个，每个零件的订购单价为１５０元，每次订
货的固定费用为１００元，每个零件每年的存储费用为２４元、每月的缺货费用为３０元，求
最优订货批量和最大缺货量．

５．某公司每年需要电感器５０００个，每次的订购费为５０元，每年每个电感器的存储
费用为１元，不得缺货．若采购量较少时每个电感器的成本为２元，若采购量在１５００个
以上时，则每个成本为１．９元，请分析该公司每次应该采购多少个电感器．

６．某医院药房每年需某种药１０００瓶，每次的订购费用为５元，每瓶药的单价为

２．５０元，每年的保管费用为０．４０元．制药厂提出订购１００瓶时，折扣率为０．０５；订购３００
瓶时，折扣率为０．１０的价格折扣条件．试决定医院是否接受该折扣率的条件．若其他条
件不变，该医院每年对这种药品的需求量为１００瓶或者４０００瓶，试确定应该分别采取什
么样的存储策略．

７．某企业对于某种材料每月需求量的概率分布表如表１０３所示．每次订购费用为

５００元，每吨材料订购单价为１０００元，每月每吨的存储费用为５０元，每月每吨的缺货费
用为１５００元．现在决定采取（ｓ，Ｓ）存储策略，试求ｓ和Ｓ．

表１０３

需求量ｉｋ ５０ ６０ ７０ ８０ ９０ １００ １１０ １２０

Ｐ（ｕ＝ｉｋ） ０．０５ ０．１０ ０．１５ ０．２５ ０．２０ ０．１０ ０．１０ ０．０５

　　８．现有一批订货业务问题．订购费用为每次１５元，每吨货物每年的存储费用为０．５
元．允许缺货，缺货要补齐，每吨货物每年的缺货损失费用为５０元．年需求量期望值为

３６５吨，拖后时间为１５天，拖后时间内的需求服从Ｎ（１５，２２）的正态分布．试确定（ｑ，Ｑ）
存储策略．
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第十一章　博　弈　论

§１１．１　概　　述

带有竞争性质的活动，称为博弈现象．博弈论是研究博弈现象的数学理论与方法，它
应用数学方法和优化理论研究两个或两个以上的参加者在某种对抗性或竞争性的场合

下如何各自作出决策，使自己的一方得到尽可能有利的结果．博弈论也称为对策论．
博弈现象是人类日常生活活动（如体育竞赛）、社会政治活动（如军事行动、国际外交

谈判）和经济领域（如贸易谈判、经营投标）中常见的一种现象．
在我国古代，“齐王赛马”就是一个典型的博弈论研究的例子．
例１１１　齐王赛马．战国时期，齐王与大将田忌各从自己的３个等级马群中抽上、

中、下３匹马，进行单匹对抗赛，比赛３场，每场赌１千两黄金．田忌为取胜，请教谋士孙
膑．孙膑发现同等级的马，田忌的不如齐王的强，但要比齐王下一等级的强．于是孙膑献
策：比赛时根据齐王出马的等级来选定自己的策略：要田忌以下马对齐王的上马，以上马

对齐王的中马，以中马对齐王的下马．在这样的策略下，结果田忌二胜一负，赢得１千两
黄金．
博弈现象可以千差万别，但本质上都必须包括以下３个基本要素．
１．局中人
在一局博弈中，有决策权和自身利益的参加者称为局中人．
而那些在一局博弈中，既不决策而结局又和他的得失无关的人（如棋赛时的公证人

等），就不算局中人．显然，前面提到的齐王与田忌赛马的竞赛中，局中人就是齐王和田
忌，而不是参加比赛的马，也不是田忌的谋士．
局中人除了理解为个人外，还可理解为集体（如球队、交战国、企业公司等），也可以

把大自然理解为局中人（因为人类经常处于和大自然的斗争状态中）．
在博弈现象中，我们假定任一局中人都不存在利用其他局中人决策的失误来扩大自

身利益的可能性．
同时，为研究问题清楚起见，把那些利益完全一致的参加者们看作一个局中人．例如

桥牌游戏中，东西双方利益一致，南北两面得失相当，所以虽有４人参加，只能算有两个
局中人．
只有两个局中人的博弈现象为“两人博弈”（如象棋、桥牌），而多于两个局中人的

博弈称为“多人博弈”．根据局中人之间是否允许合作来分，还有“结盟博弈”、“不结盟
博弈”等．
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２．策略集
一局博弈中，每个局中人都有供他选择的完整的行动方案．必须指出，此方案不是某

一步的行动方案，而是指导博弈现象中自始至终通盘筹划如何行动的一个方案．我们把
这样的行动方案称为这个局中人的一个策略．而把这个局中人的策略全体，称为这个局
中人的策略集合．
如果在一局博弈中，各个局中人都有有限个策略，称之为“有限博弈”，否则称之为

“无限博弈”．
３．支付函数（赢得函数）
一局博弈结束之后，对每个局中人来说，无外乎是胜利或失败、名次的前或后以及物

质的收入或支出等等，这些统称之为“得失”．
实际上，每个局中人在一局博弈结局时的得失，是与局中人所选定的策略有关的．一

局博弈结束时，每个局中人的“得失”是全体局中人所取定的一组策略的函数，称为支付

函数或赢得函数．
在博弈论中，从每个局中人的策略集中各取一个策略，组成的策略组，称作“局势”．

于是“得失”是“局势”的函数．如果在任一“局势”中，全体局中人的“得”与“失”相加总是
等于零时，这个博弈就称为零和博弈．否则称为“非零和博弈”．例如齐王赛马就是一个零
和博弈．
对一个博弈现象建立博弈模型，就是确定局中人、策略集和赢得函数这３个基本要

素．当这３个基本要素确定后，一个博弈模型也就给定了．
根据策略与时间的关系、结盟与不结盟的情况、局中人的两个或多个、策略集有限或

无限，得失总数之和是否为零，博弈模型可以分成许多种类．在众多博弈模型中，占有重
要地位的模型是有限两人零和博弈，本书仅对这个模型进行讨论．

§１１．２　矩 阵 博 弈

１１．２．１　矩阵博弈数学模型

称有限两人零和博弈为矩阵博弈．即参加博弈的局中人只有两个，双方的利益是完
全对抗的．而每个局中人都有有限个可供选择的策略．而且在任一局势中，一个局中人的
所得即为另一个局中人的所失，两个局中人的得失之和总等于零．
矩阵博弈是理论研究和求解方法都比较完善的一类博弈模型，而且这类博弈的研究

思想和理论结果又是研究其他类型博弈模型的基础．
对于一个矩阵博弈，设局中人Ⅰ有ｍ个策略α１，α２，⋯，αｍ，记策略集合为Ｓ１ ＝｛α１，

α２，⋯，αｍ｝；局中人Ⅱ有ｎ个策略，策略集合为Ｓ２ ＝｛β１，β２，⋯，βｎ｝．局中人Ⅰ从Ｓ１ 中选

一个策略αｉ，而局中人Ⅱ从Ｓ２ 中选一个策略βｊ，构成了一局博弈的一个局势（αｉ，βｊ）．
也称αｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｍ）为局中人Ⅰ的一个纯策略，βｊ（ｊ＝１，２，⋯，ｎ）为局中人

Ⅱ的一个纯策略，（αｉ，βｊ）为一个纯局势．若对应于（αｉ，βｊ），局中人Ⅰ的“得”设为ａｉｊ．我
们知道Ｓ１ 和Ｓ２ 一共有ｍ×ｎ个纯局势，于是局中人Ⅰ对应的支付矩阵（有时也称为赢得
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矩阵）为

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ⋯ ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ ⋯ ａ２ｎ

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ａｍ１ ａｍ２ ⋯ ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

．

在支付矩阵中，局中人Ⅰ的策略αｉ对应支付矩阵Ａ 的第ｉ行，局中人Ⅱ的策略βｊ 对

应支付矩阵Ａ 的第ｊ列．当局中人Ⅰ选定策略αｉ、局中人Ⅱ选定策略βｊ，对应的支付值ａｉｊ

代表局中人Ⅱ应付给局中人Ⅰ的支付值．如果支付值是正数，局中人Ⅰ从局中人Ⅱ处赢
得若干个单位．反之，如果支付值是负数，局中人Ⅰ失去若干个单位，这若干个单位被局
中人Ⅱ赢得．由于博弈是零和的，所以局中人Ⅱ的支付矩阵是－Ａ．
对于给定的一个矩阵博弈，如果局中人Ⅰ，Ⅱ的纯策略集合分别为Ｓ１，Ｓ２，局中人Ⅰ

的支付矩阵为Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，则我们把这个矩阵博弈记为

Ｇ＝｛Ⅰ，Ⅱ，Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，或Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝．

例如，对于齐王赛马这样一个矩阵博弈Ｇ ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，我们将局中人Ⅰ设为齐
王，其中Ｓ１ 和Ｓ２ 分别都取｛（上、中、下），（上、下、中），（中、上、下），（中、下、上），（下、中、

上），（下、上、中）｝．由于同等级的马，齐王的马都要比田忌的马强，因此，齐王的策略（上、
中、下）对付田忌的策略（上、中、下），齐王就有ａ１１ ＝３，其他的ａｉｊ也能够用同样的方法求

得．我们就得到齐王的支付矩阵Ａ：

Ａ＝

３ １ １ １ １ －１
１ ３ １ １ －１ １
１ －１ ３ １ １ １－ １１１３１１

－１ １ １ ３ １ １
１ １ －１ １ ３ １
１ １ １ －

烄

烆

烌

烎１ １ ３

．

显然田忌的支付矩阵为－Ａ．
例１１２　（配钱币游戏）　两个局中人Ⅰ和Ⅱ各出示一枚钱币，在不让对方看见的情

况下，将钱币放在桌上，若两个钱币都呈正面或都呈反面，则局中人Ⅰ得１分，局中人Ⅱ
得－１分．若两个钱币一正一反，则局中人Ⅱ得１分，局中人Ⅰ得－１分．取Ｓ１ ＝｛正，
反｝，Ｓ２ ＝｛正，反｝，则局中人Ⅰ的支付矩阵Ａ为

Ａ＝
１ －１

－
烄
烆

烌
烎１ １
．

例１１３　（“石头、剪刀、布”游戏）　我们每个人都可能玩过这种游戏．石头击败剪
刀，剪刀战胜布，而布又胜过石头．这里也是两个局中人：局中人Ⅰ和Ⅱ，双方各有３个策
略，策略１代表出石头，策略２代表出剪刀，策略３代表出布．假定胜者得１分，负者得－１
分．策略一样，就算“平局”，双方都无分．取Ｓ１＝｛石头，剪刀，布｝，Ｓ２＝｛石头，剪刀，布｝，
则局中人Ⅰ的支付矩阵Ａ为
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Ａ＝

０ １ －１

－１ ０ １
１ －

烄

烆

烌

烎１ ０
．

１１．２．２　最优纯策略

为求一个矩阵博弈的最优策略，我们先分析下面一个例子．
例１１４　对于一个矩阵博弈Ｇ＝｛Ⅰ，Ⅱ，Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，其中Ｓ１ ＝｛α１，α２，α３，α４｝，

Ｓ２ ＝｛β１，β２，β３｝，

Ａ＝

－５ １ －７
３ ２ ５

１６ －１ －９

－

烄

烆

烌

烎４ ０ ４

，

求双方的最优策略．
解　由Ａ可以看出，局中人Ⅰ的最大赢得值是１６，就是说局中人Ⅰ十分希望自己

取得１６，就会出α３ 加入博弈．然而，局中人Ⅱ也在考虑，因为局中人Ⅰ有出α３ 的心理状

态，于是局中人Ⅱ就想出β３ 进行博弈，这样不仅不能使Ⅰ得到１６，反而要输９（即赢得值

－９）．同样，Ⅰ也会这样想，Ⅱ有出β３ 的心理状态，于是Ⅰ就会出α２，结果Ⅱ不但得不到

９，反而要输５．同样，如果Ⅰ出α２，则Ⅱ会出β２，使Ⅰ的赢得值达到最小２．而对于Ⅰ来说，
如果Ⅱ出β２，Ⅰ的最优策略仍然是α２，可获得最大赢得值２．α２ 和β２ 分别是双方的最优

策略，ａ２２ ＝２称为矩阵博弈Ｇ的值．它是第２行中最小值，也正好是第２列中的最大值．
一般地，对于给定的Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，局中人Ⅰ希望支付值ａｉｊ越大越好，局中人Ⅱ

希望支付值ａｉｊ越小越好．双方都必然要考虑不冒风险，考虑到对方会设法使自己收益最
小，因此，都应当从最坏处着想，去尽量争取最好的结果．
如果局中人Ⅰ采用他的第ｉ个策略，则他至少可以得到第ｉ行的最小元素 ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｎ
ａｉｊ．

由于局中人Ⅰ希望ａｉｊ越大越好，因此他可选择ｉ使 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ达到最大，即局中人Ⅰ可选择

策略αｉ，使他得到的支付不少于 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ．

同样，局中人Ⅱ可以选择策略βｊ，保证他失去的支付不大于 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ，即如果局

中人Ⅱ处理得当，局中人Ⅰ得到的支付不会大于 ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ．

在一般的情形下，可以证明必有如下不等式成立（见习题３）：

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ ≤ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ．

矩阵博弈Ｇ的值———一个矩阵博弈Ｇ，如果它的支付矩阵Ａ的元素满足：

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ， （１１１）

则称这个值Ｖ 为博弈Ｇ 的值．
矩阵博弈Ｇ的鞍点———如果纯局势（αｉ，βｊ）使

ａｉｊ ＝Ｇ的值Ｖ， （１１２）
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则称（αｉ，βｊ）为博弈Ｇ的鞍点，也称它是博弈Ｇ在纯策略中的解，此时αｉ与βｊ分别为

局中人Ⅰ和局中人Ⅱ的最优纯策略．
例如，在例１１４中，对于局中人Ⅰ，求矩阵Ａ每行的最小值：

ｍｉｎ｛－５，１，－７｝＝－７，ｍｉｎ｛３，２，５｝＝２，

ｍｉｎ｛１６，－１，－９｝＝－９，ｍｉｎ｛－４，０，４｝＝－４，

再从这些数中取最大值，即ｍａｘ｛－７，２，－９，－４｝＝２，因此局中人Ⅰ的αｉ ＝α２．
对于局中人Ⅱ，求矩阵Ａ每列的最大值：

ｍａｘ｛－５，３，１６，－４｝＝１６，ｍａｘ｛１，２，－１，０｝＝２，ｍａｘ｛－７，５，－９，４｝＝５，

再从这些数中取最小值，即ｍｉｎ｛１６，２，５｝＝２，因此，局中人Ⅱ的βｊ ＝β２．
２是博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝的值，即Ｖ＝２，α２ 与β２ 分别为局中人Ⅰ和局中人Ⅱ的最
优纯策略．
同理，我们可知，在例１１１（齐王赛马）中，有

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ ＝－１＜３＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ，

在例１１２和例１１３中，有

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ ＝－１＜１＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ．

可见，并不是所有的矩阵博弈都有鞍点存在，从而矩阵博弈可能不存在最优纯策略．
定理１１１　（αｉ，βｊ）为博弈Ｇ的鞍点的充要条件是对于任意的ｉ，ｊ，有

ａｉｊ ≤ａｉｊ ≤ａｉｊ． （１１３）

即鞍点（αｉ，βｊ）具有这样的性质：ａｉｊ是第ｊ列的最大元素，是第ｉ行的最小元

素．也就是说，对于纯局势（αｉ，βｊ），有下式成立：

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ ． （１１４）

例１１５　求矩阵博弈Ｇ ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝的解，其中Ｓ１ ＝｛α１，α２，α３，α４｝，Ｓ２ ＝
｛β１，β２，β３，β４｝，

Ａ＝

９ ６ ７ ６
２ ４ ３ －２

１１ ６ ９ ６
３ ４ ７ －

烄

烆

烌

烎１

．

解　我们在矩阵上直接进行运算：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｍｉｎ

Ａ＝

９ ６ ７ ６
２ ４ ３ －２

１１ ６ ９ ６
３ ４ ７ －

烄

烆

烌

烎１

（６）

－２
（６）

－１

．

　　　　　　　 　　　　ｍａｘ １１（６）９　（６）
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先求每行的最小值，在这些值中取最大值，并带上括号．接下来求每列的最大值，再
从这些值中取最小值，并带上括号．现在有

ｍａｘ
ｉ

ｍｉｎ
ｊ

ａｉｊ ＝ ｍｉｎ
ｊ

ｍａｘ
ｉ

ａｉｊ ＝６．

因此４个局势（α１，β２），（α１，β４），（α３，β２），（α３，β４）都是博弈Ｇ的解，Ｇ的值Ｖ ＝６．
该例说明一个矩阵博弈如果有鞍点，鞍点可能不止一个，但在不同的鞍点处，支付值

都相等，都等于博弈的值．由定理１１１不难证明以下定理．
定理１１２　若（αｉ，βｊ）和（αｋ，βｔ）都是矩阵博弈Ｇ的鞍点，则（αｉ，βｔ）和（αｋ，βｊ）也都

是Ｇ的鞍点（称为鞍点的可交换性），且在鞍点处的值都相等（称为鞍点的无差别性）．
例１１６　甲、乙双方谈判签订一项合同，甲方的“要价”是２５万元，而乙方的“出价”

是２０万元，谈判陷于僵局．为打破僵局，双方约定，再各报一个价．以下述价格成交：谁让
步多，取谁出的价；如果双方让步相同，则取双方报价的中间值．问甲、乙双方应如何报
价？最后的成交价是多少？

解　显然，甲、乙双方的报价都在２０万元到２５万元之间．不妨取整数值，甲、乙

各有６个策略：报价２０，２１，⋯，２５（单位：万元）．由约定知，甲的支付矩阵可用表１１１
所示．（如α１ ＝２０，β６ ＝２５，则意味着局中人Ⅰ现在报价２０，他让步５；局中人Ⅱ现在
报价２５，他让步５，所以双方让步相同，因此ａ１５ ＝２２．５．其余ａｉｊ求法相同）这是一个矩

阵博弈．
表１１１

　　　乙
甲　　　

２０ ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ｍｉｎ

２０ ２０ ２０ ２０　 ２０　 ２０　 ２２．５ ２０

２１ ２１ ２１ ２１　 ２１　 ２２．５ ２５ ２１

２２ ２２ ２２ ２２　 ２２．５ ２４ ２５ ２２

２３ ２３ ２３ ２２．５ ２３ ２４ ２５ ２２．５

２４ ２４ ２２．５ ２２ ２３ ２４ ２５ ２２

２５ ２２．５ ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ２１

ｍａｘ ２４ ２３ ２２．５ ２３ ２４ ２５ ２２．５

　　由上表有

ｍａｘ
ｉ

ｍｉｎ
ｊ

ａｉｊ ＝ ｍｉｎ
ｊ

ｍａｘ
ｉ

ａｉｊ ＝２２．５．

（２３，２２）是鞍点．甲方的最优纯策略是要价２３万元，乙方的最优纯策略是出价２２万元，
双方的让步相同（甲方降低２万元，乙方提高２万元），最后的成交价是２２．５万元．
在矩阵博弈中，若所给支付矩阵中第ｉ行的各个元素都不超过第ｋ行相应的各元素，

即ａｉｊ ≤ａｋｊ（ｊ＝１，２，⋯，ｎ），则对局中人Ⅰ来说策略αｉ明显不如策略αｋ，我们称纯策略

αｋ 优超纯策略αｉ，于是，局中人Ⅰ可把αｉ 从策略集Ｓ１ 中删去，并把Ａ的第ｉ行抹去；同
理，若第ｋ列的元素都不小于第ｊ列的对应元素，即ａｉｋ ≥ａｉｊ（ｉ＝１，２，⋯，ｍ），则对局
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中人Ⅱ来说策略βｊ优超策略βｋ，可把βｋ 从策略集Ｓ２ 中删去，并把Ａ的第ｋ列抹去．利用
这个方法有可能降低Ａ的阶数．这种利用优超策略降低支付矩阵Ａ 的阶数的原理称为
优超原理，使用这个方法可以减少求解矩阵博弈的计算量．
例１１７　降低下列支付矩阵Ａ的阶数：

Ａ＝

９ ２
８ ６

烄

烆

烌

烎６ ４
．

解　ａｉ１ ≥ａｉ２（ｉ＝１，２，３），我们把Ａ的第１列抹去，然后继续利用优超原理降低

支付矩阵的阶数：

９ ２
８ ６

烄

烆

烌

烎６ ４


烄

烆

烌

烎

２
６
４

 烄
烆

烌
烎

２

６
（６）．

可知，最优策略为（α２，β２），其值为６．
例１１８　某单位采购员在秋天时要决定冬季取暖用煤的采购量．已知在正常气温条

件下需要煤１５吨，在较暖和较冷气温条件下分别需要煤１０吨和２０吨．假定冬季的煤价
随天气寒冷程度而变化，在较暖、正常、较冷气温条件下每吨煤的价格分别为５００元、７５０
元和１０００元．又设秋季时每吨煤的价格为５００元，在没有关于当年冬季气温情况准确预
报的条件下，秋季时应采购多少吨煤能使总支出最少？

解　这个问题可看成一个博弈问题，把采购员看为局中人Ⅰ，他有３个策略：在秋

天时购买１０吨，１５吨或２０吨煤，分别记为α１，α２，α３，本对策的另一局中人可看成是大

自然，它也有３个策略：出现较暖、正常或较冷的冬季，分别记为β１，β２，β３．
现把该单位冬季用煤的全部费用（秋季购煤费用与冬季不够时再补购的费用之和）

作为采购员的支付值，得到支付矩阵如下：

－５０００ －８７５０ －１５０００

－７５００ －７５００ －１２５００

－１００００ －１００００ －

烄

烆

烌

烎１００００
．

可知Ｖ ＝－１００００，最优策略为（α３，β３），即秋季购煤２０吨较好．

§１１．３　矩阵博弈基本定理

１１．３．１　混合策略和混合扩充

我们已经知道，矩阵博弈的两个局中人不一定存在最优纯策略．那么，当矩阵博弈不
存在鞍点时，局中人应如何选择策略参加博弈呢？若博弈要重复进行多次，显然局中人

就不应该始终坚持采用某一种策略，而应以适当的概率采用多个策略．因此对于鞍点不
存在的矩阵博弈，需研究局中人选取各个策略可能性的大小来进行博弈．
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混合策略———对于矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｍ）是Ｓ１上的一

个概率分布（ｘｉ ≥０，∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ ＝１），局中人Ⅰ分别以概率ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｍ 采用策略α１，

α２，⋯，αｍ，则我们称Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｍ）是局中人Ⅰ的一个混合策略．
同样，局中人Ⅱ的一个混合策略Ｙ ＝（ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ）是Ｓ２

（
上的一个概率分布

ｙｊ ≥０，∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｊ ＝ ）１ ，局中人Ⅱ分别以概率ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ 采用策略β１，β２，⋯，βｎ．

纯策略可以看作是混合策略的特例．如纯策略α１ 相当于混合策略（１，０，０，⋯，０）．
设Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｍ）和Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ）分别为局中人Ⅰ和局中人Ⅱ的混

合策略，则局中人Ⅰ选择策略αｉ，局中人Ⅱ选择策略βｊ，由于他们各自选择策略相互独

立，因此赢得是ａｉｊ的概率为ｘｉｙｊ，于是局中人Ⅰ的期望赢得为：∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ，局中人Ⅰ

希望这个期望赢得越大越好，而局中人Ⅱ则希望它越小越好．

混合局势———称数学期望Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ为局中人Ⅰ的赢得，－Ｅ（Ｘ，Ｙ）

为局中人Ⅱ的赢得，而（Ｘ，Ｙ）称为混合局势．
混合扩充———给定一个矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝．设Ｓ

１ 是Ｓ１ 上一切混合策略的

集合，Ｓ
２ 是Ｓ２ 上一切混合策略的集合：

Ｓ
１ ｛＝ （ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｍ）｜∑

ｍ

ｉ＝１
ｘｉ ＝１且ｘｉ ≥０，ｉ＝１，２，⋯， ｝ｍ ，

Ｓ
２ ｛＝ （ｙ１，ｙ２，⋯，ｙｎ）｜∑

ｎ

ｊ＝１
ｙｊ ＝１且ｙｊ ≥０，ｊ＝１，２，⋯， ｝ｎ ，

Ｅ＝｛Ｅ（Ｘ，Ｙ）｜Ｘ∈Ｓ
１，Ｙ ∈Ｓ

２｝，

称Ｇ ＝｛Ｓ
１，Ｓ

２，Ｅ｝为Ｇ的混合扩充．

１１．３．２　矩阵博弈基本定理

对于局中人Ⅰ，若他采取混合策略Ｘ，则他只能希望赢得 ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ

２
∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ，因此他

应选取Ｘ，使赢得最大 ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ

２
∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ ＝Ｖ１．

同样，对于局中人Ⅱ，若他采取混合策略Ｙ，则他可能支出 ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１
∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ，因此

他应选取Ｙ，使支出最小 ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ

２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１
∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ ＝Ｖ２．

混合策略解———设Ｇ ＝｛Ｓ
１，Ｓ

２，Ｅ｝为矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝的混合扩充，如
果有混合局势（Ｘ，Ｙ）使下式成立：

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ

２
∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ ＝ ｍｉｎ

Ｙ∈Ｓ
２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１
∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｉｙｊ ＝Ｅ（Ｘ，Ｙ），
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则混合局势（Ｘ，Ｙ）称为Ｇ的最优混合局势，简称最优局势．Ｘ与Ｙ分别称为局中人

Ⅰ和局中人Ⅱ的最优混合策略，简称为矩阵博弈Ｇ的最优解．Ｖ ＝Ｅ（Ｘ，Ｙ）称为矩阵

博弈的值．
定理１１３　对于给定的矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，Ｇ ＝｛Ｓ

１，Ｓ
２，Ｅ｝为其混合扩

充．设Ｘ ∈Ｓ
１ ，Ｙ ∈Ｓ

２ ，则Ｘ，Ｙ 为Ｇ的最优解的充要条件是下列３个条件中的任
一个成立：

（１）对任Ｘ∈Ｓ
１，Ｙ ∈Ｓ

２，有Ｅ（Ｘ，Ｙ）≤Ｅ（Ｘ，Ｙ）≤Ｅ（Ｘ，Ｙ）；
（２）对任ｉ＝１，２，⋯，ｍ；ｊ＝１，２，⋯，ｎ，有

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

ｊ ≤Ｅ（Ｘ，Ｙ）≤ ∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

ｉ ； （１１５）

（３）存在数Ｖ，使得Ｘ和Ｙ是下列两组不等式的解，且Ｖ ＝Ｅ（Ｘ，Ｙ）：

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘｉ ≥Ｖ（ｊ＝１，２，⋯，ｎ）；　ｘｉ ≥０，　∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ＝１， （１１６）

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙｊ ≤Ｖ（ｉ＝１，２，⋯，ｍ）；　ｙｊ ≥０，　∑

ｍ

ｊ＝１
ｙｊ ＝１． （１１７）

定理１１４　（基本定理）　任何一个矩阵博弈Ｇ，一定存在混合策略解Ｘ，Ｙ．
证　由定理１１３条件（２）知，只要证明存在Ｘ ∈Ｓ

１，Ｙ ∈Ｓ
２，使得式（１１５）成

立．我们考虑下面两个线性规划问题：

　　　　 ｍａｘｄ＝Ｗ；

ｓ．ｔ．　∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘｉ ≥Ｗ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

　∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ ＝１，　　 （Ｐ′）（１１８）

　ｘｉ ≥０，　ｉ＝１，２，⋯，ｍ，

　Ｗ 为自由变量．

　　　　 ｍｉｎｇ＝Ｖ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙｊ ≤Ｖ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ，

　∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ ＝１，　　 （Ｄ′）（１１９）

　ｙｊ ≥０，　ｉ＝１，２，⋯，ｎ，

　Ｖ 为自由变量．

　　显然，（Ｐ′）和（Ｄ′）是一组对偶线性规划．
取Ｘ＝（１，０，⋯，０），Ｗ ＝ ｍｉｎ｛ａ１ｊ｜ｊ＝１，２，⋯，ｎ｝，它是（Ｐ′）的可行解；取

Ｙ ＝（１，０，⋯，０），Ｖ ＝ ｍａｘ｛ａｉ１｜ｉ＝１，２，⋯，ｍ｝，它是（Ｄ′）的可行解．由第二章
定理２３（对偶性定理）知，这两个线性规划有最优解，且它们最优值相等：ｄ ＝ｇ．
设（Ｐ′）的最优解为Ｘ，Ｗ；最优值ｄ ＝Ｗ；（Ｄ′）的最优解为Ｙ，Ｖ；最优值

ｇ ＝Ｖ．因为ｄ ＝ｇ，所以Ｗ ＝Ｖ．
由这两个线性规划的约束条件可知，对任意ｉ＝１，２，⋯，ｍ；ｊ＝１，２，⋯，ｎ，有

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

ｊ ≤Ｖ ≤ ∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

ｉ ．

又Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｙ

ｊｘ
ｉ ，则

Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１

（∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

ｉ ）ｙ
ｊ ≥Ｖ∑

ｎ

ｊ＝１
ｙ

ｊ ＝Ｖ，
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Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｍ

ｉ＝１

（∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

ｊ）ｘ
ｉ ≤Ｖ∑

Ｍ

ｉ＝１
ｘ

ｉ ＝Ｖ．

得到Ｖ ＝Ｅ（Ｘ，Ｙ），定理证毕．
定理１２３的证明，不仅证明了矩阵博弈混合策略解的存在性，而且这个证明的过程

是构造性的，给出了利用线性规划方法求解矩阵博弈的思路．我们在下一节再进一步
介绍．
定理１１５　设混合局势（Ｘ，Ｙ）是矩阵博弈Ｇ的最优解，博弈值Ｖ ＝Ｅ（Ｘ，Ｙ），

则

（１）若ｘ
ｉ ＞０，则∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

ｊ ＝Ｖ； （１１１０）

（２）若ｙ
ｊ ＞０，则∑

ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

ｉ ＝Ｖ； （１１１１）

（３）若∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

ｊ ＜Ｖ，则ｘ
ｉ ＝０； （１１１２）

（４）若∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

ｉ ＞Ｖ，则ｙ
ｊ ＝０． （１１１３）

定理１１６　设Ｇ１ ＝（Ｓ１，Ｓ２，Ａ）和Ｇ２ ＝（Ｓ１，Ｓ２，Ｂ）为两个矩阵博弈，博弈值分别
为Ｖ１ 和Ｖ２，其中Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍ×ｎ满足：

ｂｉｊ ＝ａｉｊ ＋ｄ　ｉ＝１，２，⋯，ｍ；ｊ＝１，２，⋯，ｎ，ｄ为一常数，

则Ｇ１ 和Ｇ２ 的混合策略解相同，且Ｖ２ ＝Ｖ１＋ｄ．
证　设Ｇ１ 和Ｇ２ 的混合扩充分别为Ｇ

１ ＝｛Ｓ
１，Ｓ

２，Ｅ１｝和Ｇ
２ ＝｛Ｓ

１，Ｓ
２，Ｅ２｝，对

所有的Ｘ∈Ｓ
１ 及Ｙ ∈Ｓ

２ ，有

Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｘｉｙｊ ＝ ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

（ａｉｊ ＋ｄ）ｘｉｙｊ ＝Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋ｄ，

得 ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ

２

Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ

１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ

２

Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋ｄ．

由此可见，（Ｘ，Ｙ）是Ｇ１ 的解当且仅当（Ｘ，Ｙ）是Ｇ２ 的解，且Ｖ２ ＝Ｖ１＋ｄ．定理证毕．

§１１．４　矩阵博弈的求解

对于所给矩阵博弈Ｇ，我们首先利用优超原理降低支付矩阵Ａ的阶数，然后检查它
是否有鞍点．如果有鞍点，则鞍点所对应的策略就是最优解．如果没有鞍点，我们可以采
用线性方程组法和线性规划法求解．

１１．４．１　线性方程组法

对于给定的矩阵博弈Ｇ（Ｓ１，Ｓ２，Ａ），我们先判断它的最优混合策略解中ｘ
ｉ ，ｙ

ｊ
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（ｉ＝１，２，⋯，ｍ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ）是否均大于零，如果均大于零，则由定理１１５知，可
通过下列线性方程组求矩阵博弈的解，其中Ｖ 为矩阵博弈Ｇ 的值．

∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘｉ ＝Ｖ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ＝１

烅

烄

烆 ．

（１１１４）

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙｊ ＝Ｖ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ，

∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ ＝１

烅

烄

烆 ．

（１１１５）

例如，齐王赛马的赢得矩阵为

Ａ＝

３ １ １ １ １ －１
１ ３ １ １ －１ １
１ －１ ３ １ １ １

－１ １ １ ３ １ １
１ １ －１ １ ３ １
１ １ １ －

烄

烆

烌

烎１ １ ３

．

由于Ａ没有鞍点，且各个策略出现的可能性均不为零，令Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６），

Ｙ ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６），则有线性方程组：

３ｘ１＋ｘ２＋ｘ３－ｘ４＋ｘ５＋ｘ６ ＝Ｖ，

ｘ１＋３ｘ２－ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋ｘ６ ＝Ｖ，

ｘ１＋ｘ２＋３ｘ３＋ｘ４－ｘ５＋ｘ６ ＝Ｖ，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋３ｘ４＋ｘ５－ｘ６ ＝Ｖ，

ｘ１－ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋３ｘ５＋ｘ６ ＝Ｖ，

－ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋３ｘ６ ＝Ｖ，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋ｘ６ ＝１

烅

烄

烆 ．

（１１１６）

３ｙ１＋ｙ２＋ｙ３＋ｙ４＋ｙ５－ｙ６ ＝Ｖ，

ｙ１＋３ｙ２＋ｙ３＋ｙ４－ｙ５＋ｙ６ ＝Ｖ，

ｙ１－ｙ２＋３ｙ３＋ｙ４＋ｙ５＋ｙ６ ＝Ｖ，

－ｙ１＋ｙ２＋ｙ３＋３ｙ４＋ｙ５＋ｙ６ ＝Ｖ，

ｙ１＋ｙ２－ｙ３＋ｙ４＋３ｙ５＋ｙ６ ＝Ｖ，

ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－ｙ４＋ｙ５＋３ｙ６ ＝Ｖ，

ｙ１＋ｙ２＋ｙ３＋ｙ４＋ｙ５＋ｙ６ ＝１

烅

烄

烆 ．

将式（１１１６）的前６个方程相加，得

６（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋ｘ６）＝６Ｖ．
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因为∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ＝１，所以Ｖ＝１，代入式（１１１６）可解得：ｘ１＝ｘ２＝ｘ３＝ｘ４＝ｘ５＝ｘ６ ＝

１／６，同理可解得ｙ１ ＝ｙ２ ＝ｙ３ ＝ｙ４ ＝ｙ５ ＝ｙ６ ＝１／６．即齐王赛马的最优混合策略是

Ｘ ＝（１／６，１／６，１／６，１／６，１／６，１／６）＝Ｙ，博弈值为１，也就是齐王和田忌都应以相
同的概率采用每一个策略，齐王平均应可赢得一千金．而我们前面所说的田忌能在比赛
中赢得一千金，是因为赛前齐王的策略已被田忌知道．可见，如果给定的博弈没有鞍点，
则局中人双方在出策略前要互相保密，否则，不保密的一方是要吃亏的．

例１１９　设Ａ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ
烄

烆

烌

烎２２ ２×２

无鞍点．容易证明，最优混合策略中的各分量均大于

零．求该矩阵博弈的解．
解　令

　　

ａ１１ｘ１＋ａ２１ｘ２ ＝Ｖ，

ａ１２ｘ１＋ａ２２ｘ２ ＝Ｖ，

ｘ１＋ｘ２ ＝１
烅
烄

烆 ．

（１１１７）
ａ１１ｙ１＋ａ１２ｙ２ ＝Ｖ，

ａ２１ｙ１＋ａ２２ｙ２ ＝Ｖ，

ｙ１＋ｙ２ ＝１
烅
烄

烆 ．

（１１１８）

　　由线性方程组（１１１７）可解得：

　　Ｖ ＝ ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

（ａ１１＋ａ２２）－（ａ１２＋ａ２１）
， （１１１９）

ｘ１ ＝ ａ２２－ａ２１

（ａ１１＋ａ２２）－（ａ１２＋ａ２１）
，　ｘ２ ＝ ａ１１－ａ１２

（ａ１１＋ａ２２）－（ａ１２＋ａ２１）
． （１１２０）

由线性方程组（１１１８）可解得

ｙ１ ＝ ａ２２－ａ１２

（ａ１１＋ａ２２）－（ａ１２＋ａ２１）
，　ｙ２ ＝ ａ１１－ａ２１

（ａ１１＋ａ２２）－（ａ１２＋ａ２１）
． （１１２１）

式（１１１９）、式（１１２０）及式（１１２１）可作为两阶矩阵博弈的通用计算公式．
在用方程组方法求解矩阵博弈时，显然矩阵Ａ中的零元素越多，所对应的方程组越

容易求解．由定理１１６知，若两个矩阵博弈的赢得矩阵值都相差一个常数，则对其中一
个矩阵博弈的求解可通过求另一个矩阵博弈得到．因此对于某些矩阵博弈，把它的元素
尽可能多地化成零，可使博弈的解集合不变，且求解比较简单．
我们用一个例子说明具体的计算过程．
例１１１０　给定一个矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，求博弈Ｇ的值与解．其中

Ａ＝

１ －１ －１

－１ －１ ３

－１ ２ －

烄

烆

烌

烎１
．

解　该矩阵不能降低阶数，同时可以验明它没有鞍点．我们准备采用方程组法来求

解．先简化矩阵Ａ，将Ａ中各元素加１，得

Ａ１ ＝

２ ０ ０
０ ０ ４

烄

烆

烌

烎０ ３ ０
．
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建立线性方程组：

２ｘ１ ＝Ｖ，

４ｘ２ ＝Ｖ，

３ｘ３ ＝Ｖ，

∑
３

ｉ＝１
ｘｉ ＝１，

ｘｉ ≥０

烅

烄

烆 ．

２ｙ１ ＝Ｖ，

３ｙ２ ＝Ｖ，

４ｙ３ ＝Ｖ，

∑
３

ｊ＝１
ｙｉ ＝１，

ｙｉ ≥０

烅

烄

烆 ．

将第一组方程组的前３个等式两端分别相加，得

１２ｘ１＋１２ｘ２＋１２ｘ３ ＝６Ｖ＋３Ｖ＋４Ｖ ＝１３Ｖ，

所以Ａ１ 博弈值为Ｖ１ ＝１２／１３，得最优混合策略为

ｘ
１ ＝ ６

１３
，　ｘ

２ ＝ ３
１３
，　ｘ

３ ＝ ４
１３
，　ｙ

１ ＝ ６
１３
，　ｙ

２ ＝ ４
１３
，　ｙ

３ ＝ ３
１３．

Ａ的博弈值为 Ｖ ＝Ｖ１－１＝－１／１３．

可见博弈Ｇ与博弈Ｇ１ 的解相同，博弈值相差１，而显然Ｇ１ 的求解过程较为方便．
例１１１１　给定一个矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，求博弈Ｇ的值与解，其中：

Ａ＝

３ ５ ６
６ ２ １

烄

烆

烌

烎７ ４ ７
．

解　对局中人Ⅰ来说，策略３优超于策略２，删除第二行后得

Ａ１ ＝
３ ５ ６（ ）７ ４ ７

．

对于Ａ１，此时对局中人Ⅱ来说，策略２优超策略３，可将Ａ１ 的第３列删除，得

Ａ２ ＝
３　５
７　（ ）４

．

Ａ２ 为一个二阶方阵，它显然没有鞍点，应用式（１１１９）、式（１１２０）和式（１１２１）进行
计算，得

Ｖ ＝２３／５，　ｘ１ ＝３／５，　ｘ３ ＝２／５，　ｙ１ ＝１／５，　ｙ２ ＝４／５，

即局中人Ⅰ和局中人Ⅱ的最优混合策略分别为Ｘ ＝（３／５，０，２／５），Ｙ ＝（１／５，４／５，０），博
弈值Ｖ ＝２３／５．
在这里，我们必须指出，线性方程组法只是一种试算法．这种方法由于事先假定ｘ

ｉ

和ｙ
ｊ 均不为零，故当最优策略的某些分量实际为零时，方程组（１１１４）和（１１１５）可能无
解，因此，这种方法在实际应用中有一定的局限性．
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１１．４．２　线性规划法

线性规划法可以求解任一矩阵博弈．不妨设Ａ中所有的元素ａｉｊ ＞０．否则就要进行

变换，对Ａ的每一个元素加上同一个足够大的常数，使新的矩阵中每一个元素均大于零，
但是这不会影响博弈的解．
由定理１１４的证明过程我们已经知道，对于扩充后的矩阵博弈Ｇ来说，求Ｇ的最优

混合策略就是解线性规划（Ｐ′）（１１８）和（Ｄ′）（１１９）．
因为当所有的ａｉｊ ＞０时，显然有Ｗ ＞０，Ｖ ＞０．我们对于线性规划（Ｐ′）（１１８）和

（Ｄ′）（１１９）作变换：

ｘ　∧ｉ ＝ｘｉ／Ｗ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ，及ｙ　∧ｊ ＝ｙｊ／Ｖ，ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

则（Ｐ′）（１１８）和（Ｄ′）（１１９）变换为

　　　　ｍａｘｄ＝Ｗ；

ｓ．ｔ．　∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

∧

ｉ ≥１，ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘ　∧ｉ ＝ １

Ｗ
，

ｘ　∧ｉ ≥０，　ｉ＝１，２，⋯，ｍ．

　　　　ｍｉｎｇ＝Ｖ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

∧

ｊ ≤１，ｉ＝１，２，⋯，ｍ，

∑
ｎ

ｊ＝１
ｙ　∧ｊ ＝ １

Ｖ
，

ｙ　∧ｊ ≥０，　ｊ＝１，２，⋯，ｎ．

于是，求博弈Ｇ的解等价于求解下列线性规划（Ｐ）和（Ｄ）：

　　　ｍｉｎｆ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｘ　∧ｉ；

ｓ．ｔ．　∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉｊｘ

∧

ｉ ≥１，ｊ＝１，２，⋯，ｎ，（Ｐ）

ｘ　∧ｉ ≥０，　ｉ＝１，２，⋯，ｍ．

　　　ｍａｘｚ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｙ　∧ｊ；

ｓ．ｔ．　∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｙ

∧

ｊ ≤１，ｉ＝１，２，⋯，ｍ，（Ｄ）

ｙ　∧ｊ ≥０，　ｊ＝１，２，⋯，ｎ．

　　若设线性规划（Ｐ）的最优解为 Ｘ
　∧ ＝（ｘ　∧

１ ，⋯，ｘ　∧
ｉ ，⋯，ｘ　∧

ｍ）；（Ｄ）的最优解为

Ｙ
　∧ ＝（ｙ　∧

１ ，⋯，ｙ　∧
ｊ ，⋯，ｙ　

∧
ｎ），最优值ｆ ＝ｚ，则矩阵博弈的值为Ｖ ＝１／ｆ，最优

混合策略为

Ｘ ＝（Ｖｘ
∧

１ ，⋯，Ｖｘ
∧

ｉ ，⋯，Ｖｘ
∧

ｍ）；　Ｙ ＝（Ｖｙ
∧

１ ，⋯，Ｖｙ
∧

ｊ ，⋯，Ｖｙ
∧

ｎ）

因为上面两个线性规划（Ｐ）和（Ｄ）是一组对偶规划，故只需解出一个，另一个的解可
从最优单纯形表中得到．例如我们用对偶单纯形法求解（Ｐ），则如第二章§２．４指出的，
（Ｐ）的最优单纯形表中剩余变量的检验数就是（Ｄ）的最优解．
例１１１２　给定一个矩阵博弈Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，求博弈Ｇ的值与解，其中

Ａ＝

１ －１

－１ ２
烄

烆

烌

烎０ １
．

解　矩阵不能利用优超原理降低它的阶数，同时又无鞍点，我们用线性规划法求解．
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由于矩阵中存在负元素，我们对矩阵进行变换，对其每个元素加上２，得到下列矩阵Ａ１：

Ａ１ ＝

３ １
１ ４

烄

烆

烌

烎２ ３
．

建立线性规划模型：

　　　ｍｉｎｆ＝ ｘ　∧１＋ｘ　∧２＋ｘ　∧３；

ｓ．ｔ．　３ｘ　∧１＋ｘ　∧２＋２ｘ　∧３ ≥１，

ｘ　∧１＋４ｘ　∧２＋３ｘ　∧３ ≥１，　　　（Ｐ）

ｘ　∧ｉ ≥０，　ｉ＝１，２，３

　

　　　ｍａｘｚ＝ｙ　∧１＋ｙ　∧２；

ｓ．ｔ．　３ｙ　∧１＋ｙ　∧２ ≤１，

　ｙ　∧１＋４ｙ　∧２ ≤１，　　　（Ｄ）

２ｙ　∧１＋３ｙ　∧２ ≤１，

　ｙ　∧ｊ ≥０，　ｊ＝１，２．

　　对于问题（Ｐ）引进剩余变量ｘ　∧４ 和ｘ　∧５，将（Ｐ）化成标准模型，用对偶单纯形法求解，
得最优单纯形表，如表１１２所示．

表１１２

ＸＢ ｘ　∧１ ｘ　∧２ ｘ　∧３ ｘ　∧４ ｘ　∧５ ｂ　

ｘ　∧１ １ －５／７ ０ －３／７ ２／７ １／７
ｘ　∧３ ０ １１／７ １ １／７ －３／７ ２／７

ｒ ０ １／７ ０ ２／７ １／７ －３／７

　　可知：ｘ　∧
１ ＝１／７，ｘ　∧

２ ＝０，ｘ　∧
３ ＝２／７，ｆ ＝３／７，Ｖ１ ＝７／３；由第二章§２．４式

（２１５）知，最优单纯形表中剩余变量和ｘ　∧４ 和ｘ　∧５ 的检验数ｒ４ 和ｒ５ 就是（Ｄ）的最优解：

ｙ　∧
１ ＝２／７，　ｙ　∧

２ ＝１／７．

因此Ａ１ 对应的矩阵博弈的解为

ｘ
１ ＝Ｖ１ｘ　∧

１ ＝１／３，　ｘ
２ ＝Ｖ１ｘ　∧

２ ＝０，　ｘ
２ ＝Ｖ１ｘ　∧

３ ＝２／３，

ｙ
１ ＝Ｖ１ｙ　∧

１ ＝２／３，　ｙ
２ ＝Ｖ１ｙ　∧

２ ＝１／３．

则矩阵Ａ对应局中人Ⅰ和局中人Ⅱ的最优混合策略分别为Ｘ ＝（１／３，０，２／３），Ｙ ＝
（２／３，１／３），博弈值Ｖ ＝－２＋７／３＝１／７．

习 题 十 一

１．已知矩阵博弈局中人Ⅰ的赢得矩阵如下，求最优纯策略及博弈值．

（１）

４ ９ ４ ３
４ ４ ５ ６
５ ７ ６ ６

烄

烆

烌

烎４ ５ ３ ８

；　　　　　　　　　（２）

０ －１ －２ ２ －２

－２ １ －３ ３ －６
２ －１ －５ ０ －４
１ ２ －２ －１ －

烄

烆

烌

烎２

．

２．甲乙两国进行乒乓球团体赛，每国由３个人组成一个队参加比赛．甲国的人员根



运筹学 方法与模型

４２４　　

据不同的组合可组成４个队，乙国的人员可组成３个队，根据以往的比赛记录，已知各种
组成队法相遇后甲国的得分如表１１３所示．问双方应各派哪个队上场是最优决策？

表１１３

　　　　　　甲
乙　　　　　　

１队 ２队 ３队

１队 －５ 　１ －７

２队 ３ ２ ４

３队 ８ －１ －８

４队 －２ －１ ６

　　３．对任意一个ｍ行ｎ列的实数矩阵Ａ ＝（ａｉｊ），试证有下式成立：

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ａｉｊ ≤ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｎ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

ａｉｊ．

４．某城区有Ａ，Ｂ，Ｃ３个居民小区，分别居住着４０％，３０％，３０％的居民，有两个
公司甲和乙都计划在区内建造超市，公司甲计划建两个，公司乙计划建一个，每个公司都

知道，如果在某个小区内设有两个超市，那么这两个超市将平分该区的消费，如果在某个

小区只有一个超市，则该超市将独揽这个小区的消费．如果在一个小区没有超市，则该小
区的消费将平分给３个超市．每个公司都想使自己的营业额尽可能地多．试把这个问题
表示成一个矩阵博弈，写出公司甲的赢得矩阵，并求两个公司的最优策略以及各占有多

大的市场份额．
５．一个病人的症状说明他可能患ａ，ｂ，ｃ３种病中的一种，有两种药Ｃ，Ｄ 可用，这
两种药对这３种病的治愈率如表１１４所示．问医生应开哪一种药才能最稳妥？

表１１４

　　　　　　病
药　　　　　　

ａ ｂ ｃ

Ｃ ０．５ ０．４ ０．６

Ｄ ０．７ ０．１ ０．８

　　６．设矩阵博弈局中人Ⅰ的赢得为

Ａ＝
－３ ３
２ －３

烄

烆

烌

烎０ ２
．

（１）当局中人Ⅰ采用策略Ｘ＝（０．２，０．５，０．３）时，Ⅱ应采用什么策略？
（２）当局中人Ⅱ采用策略Ｙ ＝（５／７，２／７）时，Ⅰ应采用什么策略？
（３）Ｘ和Ｙ是否是最优策略？为什么？若是，试给出另一个局中人的最优策略和博
弈值．

７．给定矩阵博弈局中人Ⅰ的赢得为



第十一章 博　弈　论

４２５　　

Ａ＝

５ ３ １

－１ ３ ３
烄

烆

烌

烎３ １ １
．

试验证Ｘ ＝（１／２，１／２，０）和Ｙ ＝（１／４，０，３／４）分别是局中人Ⅰ和Ⅱ的最优混合策
略，并求博弈值．

８．已知矩阵博弈的赢得矩阵如下：

（１）
２ ２ ６
２ １０ ２

烄

烆

烌

烎８ ２ ２

； （２）
０ １ ２
２ ０ １

烄

烆

烌

烎１ ２ ０
．

试用线性方程组法求最优混合策略及博弈值．
９．用简便方法（降阶或化零元）求给定矩阵博弈的解与值，赢得矩阵如下：

（１）

１ ３ ２ ０
３ ４ ０ ２
０ －１ ２ －２

烄

烆

烌

烎１ １ ３ ０

； （２）

０ ０ ３ ３ ４
２ ９ ５ ５ ０
９ ９ ５ ７ ３
８ ６ ７ ４ ７

烄

烆

烌

烎８ ３ ８ ６ ０

．

１０．用线性规划求下述矩阵博弈的混合策略解及博弈值，已知其赢得矩阵为

（１）
０ ２ ２
３ ０ １

烄

烆

烌

烎２ １ １

； （２）
３ －２ ４

－１ ４ ２
烄

烆

烌

烎２ ２ ６
．

１１．甲、乙两方交战．乙方用３个师守城，有两条公路通入该城，甲方用两个师攻城，
可能两个师各走一条公路，也可能从一条公路进攻．乙方可用３个师防守某一条公路，也
可用两个师防守一条公路，用第三个师防守另一条公路．哪方军队在一条公路上数量多，
哪方军队就控制住这条公路．如果双方在同一条公路上的数量相同，则乙方控制住公路
和甲方攻入城的机会各半，试把这个问题构成一个博弈模型，并求甲、乙双方的最优策略

以及甲方攻入城的可能性．
１２．设矩阵博弈Ｇ１ ＝（Ｓ１，Ｓ２，Ａ）和Ｇ２ ＝（Ｓ１，Ｓ２，Ｂ），其中Ａ ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，Ｂ ＝

（ｂｉｊ）ｍ×ｎ．如果

ｂｉｊ ＝ｋａｉｊ　ｉ＝１，２，⋯，ｍ；ｊ＝１，２，⋯，ｎ，

其中ｋ＞０，试证明Ｇ１ 和Ｇ２ 具有相同的最优策略且它们的博弈值Ｖ１ 和Ｖ２ 之间有关系：

Ｖ２ ＝ｋＶ１．

１３．甲、乙两人游戏，每人出一个或两个手指，同时又把猜测对方所出的指数叫出来．
如果只有一个人猜测正确，则他所赢得的数目为两人所出指数之和，如果两个人都猜对

或都猜错，则算平局，都不得分．写出该博弈中各局中人的策略集合及甲的赢得矩阵．
１４．甲、乙两个企业生产同一种产品，两个企业都想通过改革管理获取更多的市场销
售份额．
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甲企业的策略措施有３条：降低产品价格；提高产品质量，延长保修年限；推出新
产品．
乙企业考虑的措施也有３条：增加广告费用；增设维修网点，扩大维修服务；改进产

品性能．
假定市场份额一定，由于各自采取的策略措施不同，通过预测，今后两个企业的市场

占有份额变动情况如表１１５所示（正值为甲企业增加的市场占有份额，负值为减少的市
场占有份额）．试通过博弈分析，确定两个企业各自的最优策略．

表１１５

　　　　　乙企业策略
甲企业策略　　　　　

１ ２ ３

１ １０ －１ １

２ １２ １０ －５

３ ６ ８ ５

　　１５．某企业有甲、乙两个公司，每年的税额分别是４００万元和１２００万元．对于每个
公司，企业可以如实申报税款，或者篡改账目，称税额为零．而国家税务局由于人力所限，
对该企业每年只能检查一个公司的账目．如果税务局发现有偷税现象，则该公司不但要
如数缴纳税款，而且将被处以相当于一半税款的罚金．
（１）试将此问题写成一个矩阵博弈模型，并求出税务局和企业的最优策略及税务局
从该企业收到的平均税款（含罚金）．（见附录中的提示）
（２）税务局应将罚金提高到税款的多少倍，才能迫使该企业不敢漏税？
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第十二章　决 策 分 析

人们在社会实践的各个领域中，经常会遇到各种各样的决策问题．对于某一决策问
题，一般总有多个可行方案可供决策者选择．当我们采取某一可行方案后，可能会出现事
先不能确切预知的状态．作为决策者，自然希望在若干可供选择的可行方案中能够作出
决策，选择出最佳的可行方案，以达到预期的目标．
作为决策问题，一般应该具备下列条件：

（１）存在一个明确的目标；
（２）存在至少两个及以上可供选择的可行方案（下面称为策略）；
（３）存在一种或几种不以人的意志而改变的自然状态；
（４）各可行方案在各自然状态下可计算相应的收益值．
决策分析就是研究这种不确定性的决策问题的科学方法，旨在完善决策过程．学

习和掌握科学的决策分析方法，对管理决策者提高决策水平是十分必要的．科学的决
策一般遵循这几条原则：定量分析与定性分析相结合；个人决策与集体决策相结合；现

实与创新相结合．
决策问题可以按照决策内容的重要性、决策时间的长短、决策目标的性质、决策问题所

处的条件和性质等不同角度分成许多类型．本章仅按决策问题所处的条件和性质所分的类
型来进行讨论．我们将决策问题的类型分为确定型决策、非确定型决策和随机型决策．
确定型决策是指决策问题的条件和性质完全确定，作出的某项选择的结果也是确

定的．
随机型决策指在决策过程中选择某项策略时，可能有若干个自然状态出现，并可根

据统计规律知道这些自然状态出现的概率分布．
非确定型决策是指在决策问题过程中，选择某项策略时，引发的自然状态不可预测．
下面我们对随机型决策和非确定型决策介绍相关的方法．

§１２．１　随机型决策方法

随机型决策又称为风险型决策，主要应用于产品开发、技术改造、风险投资等决策问题．
设Ｓｉ为可能选择的第ｉ个策略，Ｎｊ为可能出现的第ｊ个自然状态，那么随机型决策

问题一般可用下述５个要素来描述：
（１）策略集Ｓ

　
＝｛Ｓ１，Ｓ２，⋯，Ｓｍ｝（ｍ ≥２）；

（２）自然状态集Ｎ
　

＝｛Ｎ１，Ｎ２，⋯，Ｎｎ｝（ｎ≥２）；
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（３）收益函数ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）＝ａｉｊ ———采取Ｓｉ策略而出现状态Ｎｊ时的收益值；

（４）自然状态的概率分布Ｐ（Ｎｊ）———状态Ｎｊ出现的概率（Ｎｊ ∈Ｎ
　
）；

（５）决策目标Ｖ．
收益函数ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）可以由矩阵Ａ＝（ａｉｊ）给定，我们称矩阵Ａ为收益矩阵．也可描

述成如表１２１所示的决策收益表．

表１２１

ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）
状态Ｎｊ 以及概率分布Ｐ（Ｎｊ）

Ｎ１

Ｐ（Ｎ１）
Ｎ２

Ｐ（Ｎ２）
…
…

Ｎｎ

Ｐ（Ｎｎ）

策

略

Ｓｉ

Ｓ１ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

Ｓ２ ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

    

Ｓｍ ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ

　　下面我们来介绍随机型决策问题的方法．

１２．１．１　期望值准则与报童问题

例１２１　某企业为了提高经济效益，决定开发某种新产品，产品开发生产需要对设
备投资规模作决策．设有３种可供选择的策略：

Ｓ１：购买大型设备；　Ｓ２：购买中型设备；　Ｓ３：购买小型设备．
未来市场对这种产品的需求情况也有３种：

Ｎ１：需求量较大；　Ｎ２：需求量中等；　Ｎ３：需求量较小．
经估计，各种方案在不同的需求情况下收益值见表１２２．表中数据ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）出现

负数，表示该企业将亏损．现问企业应选取何种策略，可使其收益最大？

表１２２

ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）
Ｎ１

Ｐ（Ｎ１）＝０．３
Ｎ２

Ｐ（Ｎ２）＝０．４
Ｎ３

Ｐ（Ｎ３）＝０．３

Ｓ１ ５０ ２０ －２０
Ｓ２ ３０ ２５ －１０
Ｓ３ １０ １０ 　１０

　　解　根据收益值表１２２，可以分别求出采用策略Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 的效益期望值Ｅ（Ｓ１），

Ｅ（Ｓ２），Ｅ（Ｓ３）：

Ｅ（Ｓ１）＝５０×０．３＋２０×０．４＋（－２０）×０．３＝１７，

Ｅ（Ｓ２）＝３０×０．３＋２５×０．４＋（－１０）×０．３＝１６，

Ｅ（Ｓ３）＝１０×０．３＋１０×０．４＋１０×０．３＝１０．

如果我们采用“收益期望值”最大作为决策的准则，那么就选取策略Ｓ１，即购买大型
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设备作为决策方案．
这种通过计算各个策略的收益期望值，按照大小作为决策标准的决策准则，我们称

为期望值准则．期望值准则一般分两步：

① 根据各种策略在不同的自然状态下的收益值和各种自然状态出现的概率，求出收
益期望值Ｅ（Ｓｉ），ｉ＝１，２，⋯，ｍ；

② 比较收益期望值的大小作出决策．
下面我们用期望值准则来解决一个存储问题．
例１２２　已知顾客对商店中某种食品每天需求量Ｎｊ的概率分布如表１２３所示．每

出售一件食品，商店可获利４元；若当天卖不掉，每件食品将损失３元．试问商店对这种
食品每日应进货多少？

表１２３

需求量Ｎｊ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

Ｐ（Ｎｊ） ０．０５ ０．１０ ０．１０ ０．２５ ０．２０ ０．１５ ０．０５ ０．０５ ０．０５

　　解　我们来计算需求量的期望值

Ｅ＝１×０．１０＋２×０．１０＋３×０．２５＋４×０．２０＋５×０．１５

＋６×０．０５＋７×０．０５＋８×０．０５＝３．６５．

于是，我们采取３个策略：进货量分别取Ｓ１ ＝２，Ｓ２ ＝３，Ｓ３ ＝４．表１２４给出了这３种
策略的期望值．所谓纯利润就是从出售的获利中减去因未能出售而遭受的损失，负的利
润表示损失．

表１２４

需求量Ｎｊ 概率Ｐ（Ｎｊ）
ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）

Ｓ１ ＝２ Ｓ２ ＝３ Ｓ３ ＝４

０ ０．０５ －６．５０ －９．７５ －１３．００

１ ０．１０ －０．７５ －４．００ －７．２５

２ ０．１０ ５．００ １．７５ －１．５０

３ ０．２５ ５．００ ７．５０ ４．２５

４ ０．２０ ５．００ ７．５０ １０．００

５ ０．１５ ５．００ ７．５０ １０．００

６ ０．０５ ５．００ ７．５０ １０．００

７ ０．０５ ５．００ ７．５０ １０．００

８ ０．０５ ５．００ ７．５０ １０．００

期望值Ｅ（Ｓｉ） 　３．８５ 　 　４．９１２５ 　 　４．５３７５

　　显然，最优策略为每天进货３件．
关于例１２２实际上就是存储论中著名的报童问题．我们对它再作进一步的讨论．不
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失一般性，我们给出报童问题如下．
例１２３　（报童问题）　报童每天要到邮局去订报，出售一份报纸可获得利润ａ（分），

但如卖不出退回邮局，每份报纸要损失ｂ（分）．根据以往经验，得知每天需求量为ｋ份的
概率为ｐｋ．问报童每天应订购多少份报纸，才能使他获利的期望值最大？

解　设报童每天订购的份数为ｎ份，顾客每天需求量Ｘ 是一个随机变量，于是，有

Ｐ（Ｘ ＝ｋ）＝ｐｋ，报童每天的利润ｆ（Ｘ）可用下列公式来表示：

ｆ（Ｘ）＝
ａｎ， 若Ｘ ≥ｎ；

ａＸ－（ｎ－Ｘ）ｂ， 若Ｘ ＜ｎ｛ ．

因此报童获利的期望值为

Ｅ（ｆ（Ｘ））＝ ∑
∞

ｋ＝０
ｆ（ｋ）Ｐ（Ｘ ＝ｋ）＝ ∑

ｎ－１

ｋ＝０

［ａｋ－（ｎ－ｋ）ｂ］ｐｋ＋∑
∞

ｋ＝ｎ
ａｎｐｋ． （１２１）

报童需要做出的决策：确定一个订购数ｎ，使得Ｅ（ｆ（Ｘ））最大．
我们采用边际分析法来求解报童问题例１２３，也即利用价格结构来检验和判断在什

么情况下，再多订一份报纸是合算的．
假设报纸订购数取ｎ份是合算的，现考察再多订一份报纸是否合算，也就是考察第

ｎ＋１件报纸的利润期望值．第ｎ＋１份报纸售出时，获利为ａ分，售不出去时获利为（－ｂ）
分．因此，此时多订一份报纸的利润期望值为

ａｐ＋（－ｂ）（１－ｐ）＝（ａ＋ｂ）ｐ－ｂ，

其中ｐ＝Ｐ（Ｘ ≥ｎ＋１）．所谓合算，就是利润期望值大于零．故由（ａ＋ｂ）ｐ－ｂ＞０，可
解得售出概率ｐ应满足下述不等式：

ｐ＞ ｂ
ａ＋ｂ
， （１２２）

其中ｐ＝Ｐ（Ｘ ≥ｎ＋１）＝１－∑
ｎ

ｉ＝０
Ｐ（Ｘ ＝ｉ）．

于是，我们取满足下式的ｎ为报纸的最佳订购量：

Ｐ（Ｘ≥ｎ）＝ｍｉｎＰ（Ｘ≥ｎ）｜Ｐ（Ｘ≥ｎ）＞ ａ
ａ＋ｂ
，ｎ＝０，１，２｛ ｝，⋯ ．（１２３）

下面我们用边际分析法来求解例１２２．因为我们引进了需求量随机变量Ｘ，所以我
们将表１２３作一点修改并就在表中进行计算，如表１２５所示．现在本问题中，ａ＝４，

ｂ＝３，所以 ａ
ａ＋ｂ≈０．４３，在ｎ＝３时，Ｐ（Ｘ≥３＋１）＝０．５０满足式（１２３），所以最佳订

购量ｎ ＝４件．
表１２５

ｎ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

Ｐ（Ｘ ＝ｎ） ０．０５ ０．１０ ０．１０ ０．２５ ０．２０ ０．１５ ０．０５ ０．０５ ０．０５

Ｐ（Ｘ ≤ｎ） ０．０５ ０．１５ ０．２５ ０．５０ ０．７０ ０．８５ ０．９０ ０．９５ １．００

Ｐ（Ｘ ≥ｎ＋１） ０．９５ ０．８５ ０．７５ ０．５０ ０．３０ ０．１５ ０．１０ ０．０５ ０．００
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　　如果报童问题中的顾客每天需求量Ｘ是一个连续型随机变量，它的概率密度函数为

ｆ（ｘ），则式（１２１）成为

Ｅ（ｆ（ｘ））＝∫
ｎ

０
［ａｘ－（ｎ－ｘ）］ｆ（ｘ）ｄｘ＋ａｎ∫

∞

ｎ
ｆ（ｘ）ｄｘ． （１２４）

从ｄＥ（ｆ（Ｘ））
ｄｎ ＝０中解出ｎ，可知ｎ应该满足下式：

∫
ｎ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ａ

ａ＋ｂ． （１２５）

满足此式的ｎ即为报纸的最佳订购量．虽然ｎ的值没有能够以显式的形式给出，但是如

果概率密度函数知道了，便可通过计算或者查表得到ｎ的值．
例如，ａ＝３，ｂ＝１，现在ｘ是［２０００，４０００］上均匀分布的连续型随机变量，它的密

度函数为

ｆ（ｘ）＝
１／２０００， ２０００≤ｘ≤４０００，

０， 其他｛ ．

由（１２５）知，∫
ｎ

２０００
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ａ

ａ＋ｂ＝ ３
３＋１＝０．７５，于是，有ｎ－２０００＝１５００，因此，报

童的最优策略是订购３５００份．

图１２１　

１２．１．２　决策树

在实际问题当中碰到的随机型决策问题，往往是一类多阶段决策问题，这类问题在

应用期望值准则作决策时，还可以借助于决策树的方法来解决．决策树就是将问题中有
关策略、自然状态、概率及收益值等，通过线条和图形用类似于树状的形式表示出来．例
如，图１２１就是例１２１决策问题的决策树．其中□表示决策点，由此引出的分支称为
策略分支；○表示自然状态结点，由此引出的分支称为概率分支，分支旁标明的数字就是
各个状态的概率；△表示决策终点，△旁所标的数字表示各个策略在相应的状态下的收

益值；○上面的数字为相应策略的收益期
望值．在图１２１的决策树中，策略Ｓ１ 的期

望值最大，故选取Ｓ１．
借助于决策树，利用期望值准则作决

策，具体步骤如下：

① 绘制决策树：自左至右绘制；

② 计算期望值：自右向左计算各策略
的期望值，并将结果标在相应的状态结

点处；

③ 选择策略：根据期望值最大准则从
后向前进行“剪枝”决策，直到开始的决策

点，选出期望值最大的策略．
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例１２４　某化工厂原料车间，欲对旧工艺进行革新，采用新工艺．取得新工艺有两种
策略：一是自行研究，成功的可能性为０．６；二是买专利，估计谈判成功的可能性为０．８．
无论研究成功或谈判成功，生产规模都考虑两种方案：一是产量不变；二是增加产量．如
果研究或谈判都失败，则仍采用旧工艺进行生产，并保持原产品产量不变．
根据市场预测，估计今后几年内这种产品价格下跌的概率是０．１，价格中等的概率是

０．５，价格上升的概率是０．４．经过分析计算，得到各个策略在不同价格的情况下的收益
值，收益情况如表１２６所示．试用决策树方法寻找最优策略．

表１２６ （单位：百万元）

收　　益 旧工艺
买专利成功 自行研究成功

产量不变 增加产量 产量不变 增加产量

价格下跌 －１００ －２００ －３００ －２００ －３００
价格中等 ０ ５０ ５０ ０ －１５０
价格上升 １００ １５０ ２５０ ２００ ６００

　　解　（１）绘制决策树．如图１２２所示．

图１２２

（２）计算各结点的收益期望值．
结点⑧：Ｅ８ ＝（－２００）×０．１＋０×０．５＋２００×０．４＝６０；
结点⑨：Ｅ９ ＝（－３００）×０．１＋（－１５０）×０．５＋６００×０．４＝１３５；
结点⑩：Ｅ１０ ＝（－２００）×０．１＋５０×０．５＋１５０×０．４＝６５；
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结点瑏瑡：Ｅ１１ ＝（－３００）×０．１＋５０×０．５＋２５０×０．４＝９５；

结点⑤⑦：Ｅ５ ＝Ｅ７ ＝（－１００）×０．１＋０×０．５＋１００×０．４＝３０．
因为结点④是决策点，通过以上计算可知，结点⑨的收益期望值大于结点⑧的收益

期望值，所以决策点④的收益期望值取１３５，即采用增加产量的方案．同样，对决策点⑥，
由于结点瑏瑡收益期望值大于结点⑩的收益期望值，所以决策点⑥的收益期望值取９５，即
采用增加产量的方案．
继续计算结点②，③的收益期望值：
结点②：Ｅ２ ＝１３５×０．６＋３０×０．４＝９３，

结点③：Ｅ３ ＝９５×０．８＋３０×０．２＝８２．
（３）选择策略．通过比较后进行“剪支”，结点②的收益期望值大，所以应选取自行研
究的方案．
例１２５　某电子厂根据需要对应用某种新技术生产市场所需的某种产品的生产和

发展前景作决策．现有３种可供选择的策略：一是先只搞研究；二是研究与发展结合；三
是全力发展．如果先只搞研究，有突破的可能性为６０％，突破后又有两种方案：一是变为
研究与发展结合；二是变为全力发展．如果研究与发展结合，有突破的可能性为５０％，突
破后有两种方案：一是仍为研究与发展结合；二是变为全力发展．无论采用哪一种策略，
都将对产品的价格产生影响．据估计，今后３年内，这种产品价格下降的概率是０．４，产品
价格上升的概率是０．６．
经过分析计算，得到各方案在不同的情况下的收益值，收益情况如表１２７所示．试

画出决策树，寻找最优策略．
表１２７ （单位：百万元）

收　　益

只搞研究 研究与发展结合

无突破

有突破

变研究与

发展结合

变为全

力发展

无突破

有突破

仍研究与

发展结合

变为全

力发展

全力

发展

Ｎ１（产品价格下降） －１００ －２００ －２５０ －２００ －１５０ －２００ －４００
Ｎ２（产品价格上升） １００ ２００ ３００ ２００ ２５０ ３５０ ４００

　　解　按照决策树方法，绘出决策树如图１２３所示．根据“决策树”图可知，应采用

“研究与发展相结合，如有突破，再全力发展”的策略．

１２．１．３　灵敏度分析

在例１２５当中，我们应该注意到结点③与结点④处的两个收益期望值非常接近：

Ｅ３ ＝（－４００）×０．４＋４００×０．６＝８０，

Ｅ４ ＝［（－２００）×０．４＋３５０×０．６］×０．５＋［（－２００）×０．４＋２００×０．６］×０．５

＝１３０×０．５＋４０×０．５＝８５．
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图１２３

如果状态的概率稍为发生变化或者收益情况表中的数据稍作变动时，Ｅ３ 与Ｅ４ 的值就会

发生变化，这时决策也随之改变．
事实上，如果在“研究与发展结合”的方案中，由于该电子厂的技术研究力量比较弱，

要有突破的可能性只有４０％（或更低），则

Ｅ４ ＝［（－２００）×０．４＋３５０×０．６］×０．４＋［（－２００）×０．４＋２００×０．６］×０．６

＝１３０×０．４＋４０×０．６＝７６（或更低些），

即Ｅ４ ＜Ｅ３，这时决策方案就要选择“全力发展”策略了．
在实际工作中，可把状态概率和收益值等参数在可能的范围内做几次变动，仔细分

析这些参数变动后给期望值和决策结果带来的影响．如果参数稍加变动而最优策略不
变，则这个策略比较稳定；如果参数稍加变动而最优方案改变，则这个方案是不稳定的，

还需要进一步分析，这就是所谓的灵敏度分析．
例１２６　某投资公司有一投资决策问题的收益表，如表１２８所示．试问两个策略哪

个是最优？并进行灵敏度分析．
表１２８ （单位：万元）

ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ） 状态Ｎ１　Ｐ（Ｎ１）＝０．７ 状态Ｎ２　Ｐ（Ｎ２）＝０．３

策略Ｓ１ １０００ －４００
策略Ｓ２ －３００ ２０００

　　解　先计算两方案的收益期望值：
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Ｅ（Ｓ１）＝１０００×０．７＋（－４００）×０．３＝５８０，

Ｅ（Ｓ２）＝（－３００）×０．７＋２０００×０．３＝３９０，

根据期望值准则，应选择策略Ｓ１ 作为最优策略．
下面对这一决策问题进行灵敏度分析．
（１）假设状态Ｎ１ 出现的概率由０．７变化到０．８，此时两个策略的收益期望值相应变
化为

Ｅ（Ｓ１）＝１０００×０．８＋（－４００）×０．２＝７２０，

Ｅ（Ｓ２）＝（－３００）×０．８＋２０００×０．２＝１６０．

根据期望值准则，最优策略仍为Ｓ１．
（２）假设状态Ｎ１ 出现的概率由０．７变化到０．６，此时两个策略的收益期望值相应变
化为

Ｅ（Ｓ１）＝１０００×０．６＋（－４００）×０．４＝４４０，

Ｅ（Ｓ２）＝（－３００）×０．６＋２０００×０．４＝６２０．

根据期望值准则，最优策略变为Ｓ２．
由（１）和（２）不难发现，当概率Ｐ∈（０．７，０．８）变动时，收益期望值Ｅ（Ｓ１）＞Ｅ（Ｓ２）

的情况没有发生改变，而当概率Ｐ在（０．６，０．７）内变动时，情况就可能发生根本性改变，
最优策略可能由Ｓ１ 转变为Ｓ２．因此，在区间（０．６，０．７）内，存在一个参数α，当概率Ｐ＝α
时发生策略转折．
现在，我们不妨假设状态Ｎ１ 出现的概率为α，两策略的收益期望值分别为

Ｅ（Ｓ１）＝１０００×α＋（－４００）×（１－α），

Ｅ（Ｓ２）＝（－３００）×α＋２０００×（１－α）．

为观察α的变化如何对决策产生影响，令Ｅ（Ｓ１）＝Ｅ（Ｓ２），得

１０００×α＋（－４００）×（１－α）＝（－３００）×α＋２０００×（１－α），

解得α＝０．６５，称α＝０．６５为转折概率．
可以看出，当α＞０．６５时，Ｅ（Ｓ１）＞Ｅ（Ｓ２），应选择策略Ｓ１；当α＜０．６５时，Ｅ（Ｓ１）＜

Ｅ（Ｓ２），应选择策略Ｓ２．

１２．１．４　贝叶斯决策

在随机型决策中，对自然状态Ｎｊ的概率分布Ｐ（Ｎｊ）所作估计的精确性，直接影响到

决策的收益期望值．我们称概率分布Ｐ（Ｎｊ）（ｊ＝１，２，⋯，ｎ）为先验概率．为了提高先
验概率的精确性，我们可以对决策系统进行一次试验或者调查，并根据试验或者调查的

结果来修改先验概率，以便我们在计算新的各个相关收益期望值时可以把新的信息体现

在模型中．我们称这些新的概率分布为后验概率．
在这里我们必须指出，在试验或者调查前出现的自然状态，和试验或者调查后出现

的结果Ｚ１，Ｚ２，⋯，Ｚｌ未必相同．
例如，工厂生产的批量产品的自然状态有两种：Ｎ１ 表示为“好”的批量产品，Ｎ２ 表示
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为“不理想”的批量产品．现在知道先验概率Ｐ（Ｎ１）＝０．９５，Ｐ（Ｎ２）＝０．０５．但是这样
的概率分布可信吗？为此工厂进行抽样检查，决定从某一批量产品中检验两件产品样

本．于是结果有３种：

Ｚ１ 为两件都是好的，Ｚ２ 为有一件是好的，Ｚ３ 为两件都是次品．
根据统计资料，“好”的批量产品中的次品率是４％，而“不理想”的批量产品中的次品率是

１０％．因为样本不是从“好”的批量产品中抽取，就是从“不理想”的批量产品中抽取，由于“好”
的批量产品和“不理想”的批量产品中的次品率我们都已经估计，因此根据二项分布，条件概

率Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）完全可以计算出来．然后，我们通过贝叶斯公式来计算条件概率Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）．如
果抽样后的结果是Ｚｋ，我们就用Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）代替先验概率Ｐ（Ｎｊ）．这就是后验概率的意义．
我们再来看另一个实例．某公司对一块已经确定有石油资源的土地是否进行开采需要作

出决策（自己开采或者出租）．估计该地出油量状态有Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３３种，概率分布已经进行了
估算．现在公司希望对概率分布作进一步的修正，为此可以考虑是否进行一次“地震试验”．如
果进行试验，那么地质结构的状态有Ｚ１（好），Ｚ２（较好），Ｚ３（一般），Ｚ４（差）４种．而条件概率

Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）由统计资料完全可以确定．由于试验需要一笔费用，这样的试验是否需要做呢？
有了这样的准备知识以后，我们现在来给出贝叶斯决策方法．
为了使我们在利用期望值准则做决策的时候能够更加正确，我们考虑是否应花一笔

费用进行试验或者调查，以得到有关新信息．然后利用这些新信息修正原先对Ｐ（Ｎｊ）所

作的估计，并利用经过修正的概率分布再作决策．
我们假定试验或者调查后出现的结果是Ｚ１，Ｚ２，⋯，Ｚｌ，并且条件概率Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）能

够估算出来．贝叶斯决策的基本步骤是：
（１）验前分析．决策者根据自己的经验和判断估计Ｐ（Ｎｊ），然后凭借这种验前概率

分布和收益函数ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ），计算Ｅ（Ｓｉ），利用期望值准则作出决策．假定相应得出的收
益期望值为Ｅ ＝ ｍａｘ｛Ｅ（Ｓｉ）｜ｉ＝１，２，⋯，ｍ｝．
（２）预验分析．在实际试验或者调查前，可先对是否值得花一笔费用进行试验或者调
查以获得新信息进行研究分析，从而作出是否试验或者调查的抉择．
（３）验后分析．在实际问题中，如果确实进行了试验或者调查，我们根据所得结果对
验前概率分布作修正，得出验后概率分布，由新的概率分布和效益函数，计算新的Ｅ（Ｓｉ），

利用期望值准则重新作决策．假定试验或者调查后相应决策所得的效益期望值为Ｅ ＝
ｍａｘ｛新的Ｅ（Ｓｉ）｜ｉ＝１，２，⋯，ｍ｝．
（４）阶段分析．为了提高决策的正确性，我们将试验或者调查搜索信息的过程划分为
若干阶段，在每一阶段都作预验分析和验后分析．
那么在预验分析中如何进行抉择呢？

如果试验或者调查结果为Ｚｋ，我们利用概率论中的贝叶斯公式，可以算出在结果为

Ｚｋ 的条件下，自然状态为Ｎｊ的条件概率Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）：

Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）＝ Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）Ｐ（Ｎｊ）

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）Ｐ（Ｎｊ）

， （１２６）

ｋ＝１，２，⋯，ｌ；　ｊ＝１，２，⋯，ｎ．
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假设试验或者调查结果为Ｚｋ，由此用（１２６）算出概率Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）后，用它取代Ｐ（Ｎｊ），与

收益函数ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）一起，利用期望值准则可以算出新的Ｅ（Ｓｉ）：

新的Ｅ（Ｓｉ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ），　ｉ＝１，⋯，ｍ， （１２７）

然后计算βｋ：

βｋ ＝ ｍａｘ｛新的Ｅ（Ｓｉ）｜ｉ＝１，２，⋯，ｍ｝．

利用概率论中的全概率公式，可知试验或者调查结果为Ｚｋ 的概率是：

Ｐ（Ｚｋ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）Ｐ（Ｎｊ）． （１２８）

因此，估算出试验或者调查后决策所得的效益期望值为

Ｅ ＝ ∑
ｌ

ｋ＝１
βｋＰ（Ｚｋ）． （１２９）

而Ｅ －Ｅ 就是如果进行试验或者调查使效益期望值增大的数值．显然，如果

Ｅ －Ｅ 大于试验或者调查的费用，那就可以认为试验或者调查是合算的．
如果在决策的过程中确实进行了试验或者调查，并出现结果Ｚｋ，那么Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ）就是

验后概率，βｋ－Ｅ 就是这次试验或者调查真正增加出来的收益期望值．此时，如果考虑
再作一轮新的试验或者调查，那么这次试验或者调查算得的验后概率可以作为下一次试

验或者调查的验前概率来使用．
例１２７　在例１２１的基础上，我们考虑对市场进行调查，现假设调查结果为

Ｚ１（当前需求量较大），Ｚ２（当前需求量中等），Ｚ３（当前需求量较小）．
已知Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）如表１２９所示．问在什么条件下可以进行市场调查？请作贝叶斯决策．

表１２９

Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ） Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３

Ｚ１ ０．６ ０．２ ０．２

Ｚ２ ０．３ ０．５ ０．２

Ｚ３ ０．１ ０．３ ０．６

　　解　先根据式（１２８）求出Ｐ（Ｚ１），Ｐ（Ｚ２），Ｐ（Ｚ３），如表１２１０所示．再应用式

（１２６）计算出Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ），见表１２１１．
表１２１０

Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ）Ｐ（Ｎｊ） Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｐ（Ｚｋ）

Ｚ１ ０．１８ ０．０８ ０．０６ ０．３２

Ｚ２ ０．０９ ０．２０ ０．０６ ０．３５

Ｚ３ ０．０３ ０．１２ ０．１８ ０．３３
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表１２１１

Ｐ（Ｎｊ｜Ｚｋ） Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３

Ｚ１ ０．５６ ０．２５ ０．１９
Ｚ２ ０．２６ ０．５７ ０．１７
Ｚ３ ０．０９ ０．３６ ０．５５

　　最后，可得到如图１２４所示的决策树．由图１２４可知，Ｅ ＝１９．９９万元，Ｅ ＝１７
万元．因此，当调查费用不超过Ｅ －Ｅ ＝１９．９９万元－１７万元＝２．９９万元的时候，可
以进行调查．

图１２４

§１２．２　非确定型决策方法

有时我们关于自然状态的信息掌握得很少，无法估算出自然状态的概率分布，因而
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难以运用随机型决策方法．因此，这类非确定型决策，就要依据决策者的决策偏向进行决
策，也就是说在这种情况下主要取决于决策者的主观意志和素质．
常用的处理这类非确定型决策问题的方法有：乐观值准则、悲观值准则、折中值准

则、后悔值准则和等可能准则．我们结合实例来说明这５个准则．
例１２８　某电视机厂为下一年度作广告宣传需要进行投资．现考虑了４个方案：Ｓ１

（维持今年水平）；Ｓ２（增加５万元）；Ｓ３（增加１０万元）；Ｓ４（增加２０万元）．未来电视机市场

可能出现４种情况：Ｎ１（有较大上升）；Ｎ２（略有上升）；Ｎ３（与今年持平）；Ｎ４（有所下降）．
收益ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）＝ａｉｊ 如表１２１２所示，由于没有认可关于销售量的预测资料，试用各种
不同的决策准则求出最优策略．

表１２１２ （单位：万元）

ａｉｊ Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４

Ｓ１ 　２０ １０ 　０ －５
Ｓ２ ４０ ２０ １０ １０
Ｓ３ ６０ ３０ ２０ １５
Ｓ４ １００ ６０ ３０ ５

　　解　（１）乐观值决策准则．采用乐观值决策准则的决策者，属于敢担风险的进取型

人才，对未来结果往往持乐观的态度，总是假设出现最有利的状态，认为即使出现不利的

情况也未必会有多大的损失，但是一旦出现最有利的情况却能得到很大的收益．乐观值
决策准则又称大中取大的准则．该准则为：

① 根据效益矩阵Ａ＝（ａｉｊ），确定每一个策略可能获得的最好结果Ｍｉ：

Ｍｉ ＝ ｍａｘ｛ａｉ１，ａｉ２，⋯，ａｉｎ｝，　ｉ＝１，２，⋯，ｍ．

② 选取Ｓｋ，使得Ｍｋ ＝ ｍａｘ｛Ｍ１，Ｍ２，⋯，Ｍｍ｝．
我们用乐观值决策准则来求解例１２８．决策过程可以用表１２１３来说明，其中用黑

体字加括号标出的数是Ｍｉ中的最大值Ｍ４，因此应采用策略Ｓ４．

表１２１３

ａｉｊ Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４ Ｍｉ

Ｓ１ 　２０ １０ 　０ －５ 　２０
Ｓ２ ４０ ２０ １０ １０ 　４０
Ｓ３ ６０ ３０ ２０ １５ 　６０
Ｓ４ １００ ６０ ３０ ５ （１００）

　　（２）悲观值决策准则．采用悲观值决策准则的决策者，决策比较谨慎，不希望因为决
策失误而造成失误，是从每一个可能出现的最差结果出发，通过分析多种最坏的可能结

果，从中选择最好者，即从最不利的结果中选择最有利的结果．悲观值决策准则又称小中
取大的准则．该准则为：

① 根据效益矩阵Ａ＝（ａｉｊ），确定每一个策略可能得到的最坏结果ｍｉ：
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ｍｉ ＝ ｍｉｎ｛ａｉ１，ａｉ２，⋯，ａｉｎ｝，ｉ＝１，２，⋯，ｍ．

② 选取Ｓｋ 使得ｍｋ ＝ ｍａｘ｛ｍ１，ｍ２，⋯，ｍｍ｝．
我们用悲观值决策准则来求解例１２．８．决策过程见表１２１４，其中用黑体字加括号

标出的数是诸ｍｉ中的最大值ｍ３，因此采用策略Ｓ３．

表１２１４

ａｉｊ Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４ ｍｉ

Ｓ１ 　２０ １０ 　０ －５ －５　
Ｓ２ ４０ ２０ １０ １０ １０
Ｓ３ ６０ ３０ ２０ １５ （１５）

Ｓ４ １００ ６０ ３０ ５ 　５

　　（３）折中值决策准则．折中值决策准则是介于悲观和乐观之间的决策准则，认为乐观
值决策准则太冒险，悲观值决策准则太保守，那么考虑折中一下．即既不完全乐观，也不
完全悲观，而是采用引进一个乐观系数λ（０≤λ≤１）来反映；而１－λ就称为悲观系数．
该准则为：

① 根据乐观值准则中的Ｍｉ和悲观值中的ｍｉ计算折中值：

ｕｉ ＝λＭｉ＋（１－λ）ｍｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｍ．

② 选取Ｓｋ，使得

ｕｋ ＝ ｍａｘ｛ｕ１，ｕ２，⋯，ｕｍ｝．

我们用λ＝０．３时的折中值决策准则来求解例１２８．决策过程见表１２１５，可见应采
用策略Ｓ４．

表１２１５

ａｉｊ Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４ λＭｉ （１－λ）ｍｉ ｕｉ

Ｓ１ 　２０ １０ 　０ －５ 　６ －３．５ 　２．５
Ｓ２ ４０ ２０ １０ １０ １２ ７ １９　
Ｓ３ ６０ ３０ ２０ １５ １８ １０．５ １８．５
Ｓ４ １００ ６０ ３０ ５ ３０ ３．５ （３３．５）

　　（４）后悔值决策准则．在决策过程中，当某种状态可能出现时，决策者必然要选择使
收益最大的策略，但决策者由于决策失误而没有选择收益最大的策略，就会感到后悔．后
悔值决策准则的思想就是尽量减少决策后的后悔程度．衡量决策者后悔程度的一个指
标，称为后悔值．事实上，相应于每对（Ｓｉ，Ｎｉ）都可以定义一个后悔值ｒｉｊ：

ｒｉｊ ＝ωｊ－ａｉｊ，

其中ωｊ为决策者在状态Ｎｊ时可获得的最大收益，即

ωｊ ＝ ｍａｘ｛ａ１ｊ，ａ２ｊ，⋯，ａｍｊ｝．该准则为：

① 计算出后悔值ｒｉｊ（ｉ＝１，２，⋯，ｍ；ｊ＝１，２，⋯，ｎ）；
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② 对每个Ｓｉ可能产生后悔最大的数值Ｒｉ：

Ｒｉ ＝ ｍａｘ｛ｒｉ１，ｒｉ２，⋯，ｒｉｎ｝（ｉ＝１，２，⋯，ｍ）．

③ 选取Ｓｋ，使得
Ｒｋ ＝ ｍｉｎ｛Ｒ１，Ｒ２，⋯，Ｒｍ｝．

我们用后悔值决策准则求解例１２８．决策过程见表１２１６，采用策略Ｓ４．

表１２１６

ａｉｊ Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４ ｒｉ１ ｒｉ２ ｒｉ３ ｒｉ４ Ｒｉ

Ｓ１ 　２０ １０ 　０ －５ ８０ ５０ ３０ ２０ ８０
Ｓ２ ４０ ２０ １０ １０ ６０ ４０ ２０ ５ ６０
Ｓ３ ６０ ３０ ２０ １５ ４０ ３０ １０ ０ ４０
Ｓ４ １００ ６０ ３０ ５ ０ ０ ０ １０ （１０）

ωｊ １００ ６０ ３０ １５

　　（５）等可能决策准则．在各种自然状态发生的概率总是相同的条件下，我们采用等可
能决策准则来选择最优策略．该准则为：

① 计算各策略在各自然状态等概率条件下的效益期望值：

Ｅ（Ｓｉ）＝ １
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ （ｉ＝１，２，⋯，ｍ）；

② 由期望值中的最大者Ｅ（Ｓｋ），来确定相应的Ｓｋ 作为最优策略．
我们用等可能决策准则求解例１２８．计算期望值：

Ｅ（Ｓ１）＝ １
４
（２０＋１０＋０－５）＝２５

４
，Ｅ（Ｓ２）＝ １

４
（４０＋２０＋１０＋１０）＝２０，

Ｅ（Ｓ３）＝ １
４
（６０＋３０＋２０＋１５）＝１２５

４
，Ｅ（Ｓ４）＝ １

４
（１００＋６０＋３０＋５）＝１９５

４
，

因此采用策略Ｓ４．
对非确定型决策问题，是因人、因时、因地选择的决策原则．在实际决策时，可根据具

体情况同时选用几个不同的准则，然后将所得的结果进行分析比较，从而作出最后的选

择．一般来说，总是在若干准则中，被选中多的策略应予以优先考虑．比如，例１２８求解
中有４次决策为策略Ｓ４，所以Ｓ４ 应该是最优策略．

§１２．３　效用函数方法

１２．３．１　效用值决策准则

由于地位、经验和性格的不同，决策者对于随机型决策带来的风险所取的态度往往

存在着很大的差异．
例如，某投资公司在某项投资问题上有两种投资策略：Ｓ１ 为开辟新的投资领域，Ｓ２

为维持原投资领域．Ｓ１ 成功的概率为０．７；成功可获５００万元，失败将损失３００万元．Ｓ２
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成功的概率为１，可获５０万元．于是

Ｅ（Ｓ１）＝５００×０．７＋（－３００）×０．３＝２４０（万元），

Ｅ（Ｓ２）＝５０×１＝５０（万元）．

若按期望值准则应选择Ｓ１ 为决策方案，但是，由于这是一次性的、利害关系重大的

决策，于是有的决策者敢于冒风险选择策略Ｓ１；有的决策者可能会不愿冒着损失３００万
元的风险，而情愿选择策略Ｓ２ 稳得５０万元．这就说明不同的决策者对待风险的态度会
有差异．每个决策者都有他自己的评价标准．如果决策准则不能反映决策者的评价标准，
那么这样的决策方法就很难被决策者接受．
应当指出：对于同一期望收益，不同的决策人自然会有不同的反映；同时，即使同一

个决策者，对于这个同一期望收益，在不同的情况下，也会有不同的反映．好比一瓶矿泉
水，在泰山顶上和泰山脚下，对于一个人的效用是不一样的．我们把某个收益值在人们心
目中的价值称为这个收益值的效用．为了反映决策者对待风险的态度，我们应用“效用”
这个概念来体现它们．
效用值是一个相对的指标，它的大小表示决策者对于风险的态度，对某事物的倾向

和偏差等主观因素的强弱程度．在一个决策问题中，通常情况下，我们将可能得到的最大
收益值ｂ的效用值取为１；而把可能得到的最小收益值ａ的效用值取为０．为此，在对某个
问题提供决策的咨询意见时，我们可以通过与决策者进行对话，来建立相应的效用函数．
此效用函数应能在一定的程度上反映决策者在决策问题上的决策偏向和评价标准．于
是，利用这种效用函数作决策，依据的原则就称为效用值准则．

１２．３．２　效用函数曲线

如何通过与决策者对话建立相应的效用函数呢？对于一个决策问题，如果最小收益

值为ａ，最大收益值为ｂ，我们以收益ｘ为自变量，［ａ，ｂ］上的效用函数设为ｕ（ｘ），并有

ｕ（ａ）＝０，ｕ（ｂ）＝１．对于ｘ∈［ａ，ｂ］，ｕ（ｘ）称为ｘ的效用值，ｕ（ｘ）∈［０，１］．
例如，在上面一个问题中，最大收益为５００万元，最小收益为（－３００）万元，我们就规

定ｕ（ｘ）定义在［－３００，５００］上，而且ｕ（－３００）＝０，ｕ（５００）＝１．下面我们先来看，对于

ｘ＝５０∈［－３００，５００］，ｕ（５０）如何确定？我们采用对比提问法．
如前面所讲，决策者宁愿采用稳得５０万元的策略，而不愿采用收益期望值为２４０万

元的策略．它说明在决策者心目中，稳得５０万元的策略Ｓ２ 的效用值，比策略Ｓ１ 的效用值

要大．为了确定收益为５０万元的效用值，可以适当提高Ｓ１ 成功的概率并继续询问：如果

现在获利５００万元的概率为０．８，损失３００万的概率为０．２，那么你是否愿意冒一下风险，
还是仍然宁可稳拿５０万元呢？如果决策者这时愿意冒一下风险，则说明在决策者的心
目中现在所提出的假想方案的效用值大于稳得５０万元方案的效用值．这时再适当减小

Ｓ１ 成功的概率再问：如果获利５００万元的概率为０．７５，获利（－３００）万元的概率为０．２５
时，你是否愿意冒一下风险，还是宁可稳拿５０万元？如果决策者这时认为这两者对他来
说无所谓，都可以，这就说明在决策者的心目中“这两个方案的效用值相等”，那么我们就
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停止询问．由于已知ｕ（－３００）＝０，ｕ（５００）＝１，我们就可以确定５０万元的效用值：

ｕ（５０）＝１×０．７５＋０×０．２５＝０．７５．

一般可以用插值方法来确定［ａ，ｂ］中其他ｘ的效用值ｕ（ｘ）：α，β∈［ａ，ｂ］，若已知

ｕ（β）和ｕ（α），α＜ｘ＜β，如果通过对话不断修改ｐβ 之值，直至最后发现决策者心目中

“稳获利ｘ的假想方案与获利β的概率为Ｐ、获利α的概率为（１－Ｐ）之假想方案的效

用值是相等”的时候，则令

ｕ（ｘ）＝Ｐｕ（β）＋（１－Ｐ）ｕ（α）． （１２１０）

若已确定［ａ，ｂ］中ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ 对应的效用值ｕ（ｘ１），ｕ（ｘ２），⋯，ｕ（ｘｎ），那么就

可以用一条光滑曲线把这些点（ｘｉ，ｕ（ｘｉ））（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）连接起来，这就是效用函数
曲线（见图１２５）．

图１２５
　　　

图１２６

不同的决策者对待风险的态度有所不同，因此会得到形状不同的效用曲线．一般有保
守型（避险型）、冒险型（进取型）和中间型（无关型）３种类型．其对应的曲线如图１２６所示．

１．保守型
其对应的曲线如图１２６所示的曲线Ｌ１，这是一条向上凸起的曲线．它的特点是：当

收益值较小时，效用值增加较快；而随着收益值的增大，效用值增加的速度越来越慢．它
反映出相应的决策者讨厌风险、谨慎从事的特点，这是一个避免担风险的保守型决策者．

２．冒险型
其对应的曲线如图１２６所示的曲线Ｌ２，这是一条向下凹进的曲线．它的特点是：当

收益值较小时，效用值增加较为缓慢；而随着收益值的增大，效用值增加的速度越来越

快．它反映出相应的决策者是一位喜欢冒险、锐意进取的决策者．
３．中间型
其对应的曲线如图１２６中的曲线Ｌ３，这是一条直线．它的特点是：收益值与效用值成

正比例上升．它反映出相应的决策者是一位严格按照期望值准则的循规蹈矩的决策者．
但是，在实际决策过程中，决策者效用曲线可能是３种类型兼而有之，当收益变化

时，决策者对待风险的态度也会发生变化．
例１２９　某农场考虑是否提早种植某种作物的决策问题．如果提早种，又不遇霜冻，

则收入为４５万元；如遇霜冻，则收入仅为１０万元，遇霜冻的概率为０．４．如不提早种，又
不遇霜冻，则收入为３５万元；即使遇霜冻，受灾也轻，收入为２５万元，遇霜冻的概率为
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０．２．问今年是否提早种植？

解　（１）绘制效用曲线．
现在ａ＝１０，ｂ＝４５．于是，我们取ｕ（４５）＝１，ｕ（１０）＝０．我们采用对比提问法，得

到效用曲线，如图１２７所示．
由图１２７可知ｕ（３５）＝０．５，ｕ（２５）＝０．２５．

图１２７
　　

图１２８

（２）绘制决策树．如图１２８所示，△旁同时注上了收益和对应的效用值（带括号）．
在图１２８中，点②的期望效用值 ＝１×０．４＋０×０．６＝０．４；点③的期望效用值 ＝

０．５０×０．２＋０．２５×０．８＝０．３０，按期望效用值最大的准则，应选取“提早种”的策略，这
是冒险型决策者所作的最优决策；而从决策树中我们不难看出根据收益期望值最大的原

则是应该采用“不提早种”的策略．

习 题 十 二

１．某工厂准备生产甲、乙两种产品，根据对市场需求调查，可知不同需求状态出现的
概率及相应的获利（单位：万元）情况如表１２１７所示．试根据期望最大原则进行决策分
析，并进行灵敏度分析和算出转折概率．

表１２１７

收　益 高需求量ｐ１ ＝０．７ 低需求量ｐ２ ＝０．３

甲产品 ４０ ３０
乙产品 ７０ ２０

　　２．某水果商店以每千克２．４元的价格购进每筐１００千克的香蕉，第一天以每千克４
元的价格出售，当天销售余下的香蕉再以平均每千克１．６元的处理价出售．需求情况（以
筐为单位）由表１２１８列出．为获取最大的利润，该店每天应购进多少筐香蕉？

表１２１８

需求量 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

概　率 ０．１０ ０．１５ ０．２５ ０．２５ ０．１５ ０．０５ ０．０５

　　３．某公司经销某种食品，可每周进货一次，无需订货费．该食品为每箱３０袋包装，每
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箱进价１２元，每袋售价０．６元，食品保存期为一周，到周末未售出的只能以每袋０．３元大
酬宾，这时一定可售完．据以往资料，每周对该食品的需求如表１２１９所示．

表１２１９

需求箱数 １００ ２００ ３００ ４００ ５００ ６００ ７００

概率ｐ ０．１ ０．１５ ０．２ ０．２ ０．１５ ０．１２ ０．０８

　　（１）问该公司对该食品每周应进货多少最佳？
（２）若一次进货 ≥５００箱时，由于有批量折扣，每箱进价只需１１元．问在此种情况
下，公司对该食品每周进货多少为好？公司期望获利多少？

４．某科研所考虑是否要向某企业提出开发一种新产品的建议．如果打算提出建议，
在提建议前先需要作一些初始科研工作，估计需要花费２万元．该科研所认为，如果一旦
提出建议，６０％有可能签上合同，４０％可能签不成合同．如果签不成合同，２万元的初始科
研费就损失掉了．
签订合同后科研所开发新产品有两种方法，方法一需要花费３０万元，成功概率为

０．８；方法二只需要花费１８万元，成功概率为０．５．
科研所签订合同并成功开发新产品，企业给科研所８０万元技术转让费，若研制开发

失败，科研所赔偿企业１５万元．问科研所是否需要向企业提出研制开发新产品的建议？
请用决策树方法求解．

５．工厂考虑是否生产一种新产品，也即有两种方案：Ｓ１（生产新产品），Ｓ２（继续生产

老产品）．管理者对市场销售的状况进行了预测，认为可能出现３种不同的状态：Ｎ１（销路

好），Ｎ２（销路一般），Ｎ３（销路差）．相应的概率分布与两种方案的收益由表１２２０给出．

表１２２０

ｆ（Ｓｉ，Ｎｊ）
Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３

Ｐ（Ｎ１）＝０．２５ Ｐ（Ｎ２）＝０．３０ Ｐ（Ｎ３）＝０．４５

Ｓ１ １５ １０ －６
Ｓ２ 　６ 　４ 　１

　　根据某咨询站免费提供的市场调查的报告，得知在市场实际状态为Ｎｊ 的条件下调

查结果为Ｚｋ 的概率如表１２２１所示．试问：

表１２２１

Ｐ（Ｚｋ｜Ｎｊ） Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３

Ｚ１ ０．６５ ０．２５ ０．１０
Ｚ２ ０．２５ ０．４５ ０．１５
Ｚ３ ０．１０ ０．３０ ０．７５

　　（１）如果调查费用为１，那么调查是否合算？
（２）如果调查结果为Ｚ３ 那么验前和验后的最优方案各是什么？
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６．某厂为了扩大生产提高效益，计划生产新产品．现有５种生产方案：Ｓ１（新建一条

大型生产线），Ｓ２（新建一条中型生产线），Ｓ３（对原有的生产线进行改造），Ｓ４（部分零件与

外厂协作生产），Ｓ５（和其他厂家联营）．由于缺乏有关资料，对该产品的市场需求只能估
计为好、较好、一般和较差等４种状态，而对每种状态出现的概率无法预测，每种方案在
各种自然状态下的收益值如表１２２２所示．试用各种不同的非确定性决策准则求出最优
策略（用折中值准则决策时取λ＝０．３）．

表１２２２

收益值 市场需求好：Ｎ１ 市场需求较好：Ｎ２ 市场需求一般：Ｎ３ 市场需求较差：Ｎ４

Ｓ１ １０００ ８００ ５００ －２２０
Ｓ２ ８５０ ６８０ ４２０ －１５０
Ｓ３ ６００ ５２０ ４００ －１００
Ｓ４ ３５０ ３００ ２００ ５０
Ｓ５ ４５０ ４００ ２５０ ９０

　　７．有一个面临带有风险的投资问题．在可供选择的投资方案中可能出现的最大收益
为２００万元，可能出现的最少收益为－１００元．为了确定该投资者在某次决策问题上的效
用函数，对投资者进行了以下一系列询问，现将询问结果归纳如下：

① 投资者认为：“以５０％的机会得到２００万元，５０％的机会损失１００万元”和“稳获０
万元”两者对他来说没有差别；

② 投资者认为：“以５０％的机会得到２００万元，５０％的机会损失０万元”和“稳获８０
万元”两者对他来说没有差别；

③ 投资者认为：“以５０％的机会得到０万元，５０％的机会损失１００万元”和“肯定失去

６０万元”两者对他来说没有差别．
要求：（１）根据上述询问结果，计算该投资者关于２００万元，８０万元，０万元，－６０万

元，－１００万元的效用值；
（２）画出该投资者的效用曲线，并说明该投资者是敢于冒险还是回避风险的决策者．
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第十三章　排 序 问 题

§１３．１　车间生产计划排序问题

在工厂里，当一个车间要完成若干项不能同时进行的生产任务时，就会出现一个排

序问题．在这种情况下，这若干项生产任务必须按照某一顺序序贯地进行．当车间调度员
按不同的顺序安排生产任务时，生产效果往往不一样．因此，在众多的排序方案中，如何
运用数学方法找出最优的排序方案，这是车间生产管理中调度员应该关切的一个问题．
下面我们按加工设备及生产任务的不同情况分几个问题来讨论．

１３．１．１　一台机器和ｎ个工件的排序问题

例１３１　设一个机修车间（可以把它看作一台机器）有ｎ台不同的机床（可以看作为
工件）要进行大修．它们的维修时间已知为ｔ１，ｔ２，⋯，ｔｎ．而机床Ａｉ 在车间逗留的过程

中，每单位时间的损失费为ｗｉ（ｉ＝１，⋯，ｎ）．试求一种排序，使得ｎ台机床在修理完毕
时，总的损失费为最小．
我们知道，ｎ台机床有ｎ！种不同的排序．此数可能会相当大．例如ｎ＝１５，则ｎ！≈

１．３×１０１２．因此，要将所有可能的排序列出来并对它们逐个地加以分析，是不切合实际的．
令集合

Ｈ ＝｛（ｋ１，ｋ２，⋯，ｋｎ）｜（ｋ１，ｋ２，⋯，ｋｎ）为１，２，⋯，ｎ的一种排序｝．

若现在ｎ台机床维修的排序为（ｋ１，ｋ２，⋯，ｋｎ），则机床Ａｋｓ
维修完毕的时间Ｔｋｓ ＝

∑
ｓ

ｉ＝１
ｔｋｉ
，ｎ台机床按此排序维修完毕时总的损失费为∑

ｎ

ｓ＝１
ｗｋｓ
·Ｔｋｓ．因此，本问题即为寻找

一种排序（ｒ１，ｒ２，⋯，ｒｎ）满足条件：

∑
ｎ

ｓ＝１
ｗｒｓＴｒｓ ＝ ｍｉｎ ∑

ｎ

ｓ＝１
ｗｋｓＴｋｓ｜（ｋ１，ｋ２，⋯，ｋｎ）∈｛ ｝Ｈ ． （１３１）

定理１３１　若在排序（ｋ１，⋯，ｋｍ，ｋｍ＋１，⋯，ｋｎ）中，有

ｔｋｍ

ｗｋｍ
＞

ｔｋｍ＋１

ｗｋｍ＋１

，

则排序（ｋ１，⋯，ｋｍ＋１，ｋｍ，⋯，ｋｎ）比（ｋ１，⋯，ｋｍ，ｋｍ＋１，⋯，ｋｎ）为优．
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由此可知，满足下列条件的排序（ｒ１，ｒ２，⋯，ｒｎ）即为本问题的最优排序：

ｔｒ１

ｗｒ１
≤

ｔｒ２

ｗｒ２
≤ ⋯ ≤

ｔｒｎ

ｗｒｎ

． （１３２）

表１３１

Ａｉ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４

ｔｉ ４　 ６ ７　 ９　

ｗｉ ０．５ １ ０．８ １．２

ｔｉ／ｗｉ ８ ６ ８．７５ ７．５

现在若ｎ＝４，有关数据由表１３１给出．
可知，最优解排序为（２，４，１，３）．
此时，Ｔ２ ＝６，ｗ２Ｔ２ ＝６；Ｔ４ ＝６＋９＝１５，

ｗ４Ｔ４ ＝１８；Ｔ１ ＝６＋９＋４＝１９，ｗ１Ｔ１ ＝９．５；

Ｔ３ ＝６＋９＋４＋７＝２６，ｗ３Ｔ３ ＝２０．８．
总损失费

ｆ＝６＋１８＋９．５＋２０．８＝５４．３．

例１３２　设有ｎ个工件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 需要在一台机器上加工，加工时间分别为

ｔ１，ｔ２，⋯，ｔｎ．试求一种加工排序，使得工件在这台机器上平均停留的时间为最短．
解　令

Ｔｋｓ ＝ ∑
ｓ

ｉ＝１
ｔｋｉ
， （１３３）

则按（ｋ１，ｋ２，⋯，ｋｎ）顺序加工时，工件平均停留时间为
１
ｎ ∑

ｎ

ｓ＝１
Ｔｋｓ．

本问题即求满足下列条件的最优排序（ｒ１，ｒ２，⋯，ｒｎ）：

∑
ｎ

ｓ＝１

Ｔｒｓ

ｎ ＝ ｍｉｎ ∑
ｎ

ｓ＝１

Ｔｋｓ

ｎ
（ｋ１，⋯，ｋｎ）∈｛ ｝Ｈ ． （１３４）

显然，本问题即为例１３１中ｗｉ ＝１／ｎ的特例．故由式（１３２）知，满足下列条件的排序
（ｒ１，ｒ２，⋯，ｒｎ）即为最优排序：

ｔｒ１ ≤ｔｒ２ ≤ ⋯ ≤ｔｒｎ． （１３５）

设ｎ＝７，工件Ａｉ的加工时间ｔｉ由表１３２给出．

表１３２

Ａｉ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５ Ａ６ Ａ７

ｔｉ ２．５ ０．２５ ０．７ １．８ ２．７５ １．２５ ０．７５

表１３３

Ａｉ Ａ２ Ａ３ Ａ７ Ａ６ Ａ４ Ａ１ Ａ５

Ｔｉ ０．２５ ０．９５ １．７ ２．９５ ４．７５ ７．２５ １０

　　因为ｔ２＜ｔ３＜ｔ７＜ｔ６＜ｔ４＜ｔ１＜ｔ５，故最优排序为（２，３，７，６，４，１，５）．此时，Ｔｉ经

计算由表１３３给出．故平均停留时间为

１
７ ∑

７

ｓ＝１
Ｔｒｓ ＝ １

７
（０．２５＋０．９５＋１．７＋２．９５＋４．７５＋７．２５＋１０）＝３．９８．
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例１３３　设有ｎ个工件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ 要在一台机器上加工，加工时间分别为ｔ１，

ｔ２，⋯，ｔｎ，要求的交货日期分别为Ｄ１，Ｄ２，⋯，Ｄｎ，试求一种加工排序，使得误期交货的

工件最少．
我们给出定理１３２．
定理１３２　若（ω１，ω２，⋯，ωｎ）为满足Ｄω１ ≤Ｄω２ ≤ ⋯ ≤Ｄωｎ

的一种排序，Ｔωｓ ＝

∑
ｓ

ｉ＝１
ｔωｉ
为在这种排序下工件Ａωｓ

的交货日期（１≤ｓ≤ｎ）．若ｋ为满足下列条件的正整数

（１≤ｋ≤ｎ－１）：

Ｔω１ ≤Ｄω１
，Ｔω２ ≤Ｄω２

，⋯，Ｔωｋ ≤Ｄωｋ
，Ｔωｋ＋１ ＞Ｄωｋ＋１

．

又设
ｔωｍ ＝ ｍａｘ｛ｔωｉ｜１≤ｉ≤ｋ＋１｝，

则有（１）对于１，２，⋯，ｎ的任一种排序（β１，β２，⋯，βｎ），Ａω１
，Ａω２
，⋯，Ａωｋ＋１

中必有一

个工件不能按时交货．
（２）按（ω１，ω２，⋯，ωｍ－１，ωｍ＋１，⋯，ωｎ）排序加工ｎ－１个工件的误期工件个数不
大于按（ω１，ω２，⋯，ωｊ－１，ωｊ＋１，⋯，ωｎ）排序加工ｎ－１个工件的误期工件个数
（１≤ｊ≤ｋ＋１）．
根据定理１３２，我们对本问题可以建立如下算法：

① 取初始排序（ω１，ω２，⋯，ωｎ），满足：

Ｄω１ ≤Ｄω２ ≤ ⋯ ≤Ｄωｎ．

取Ｔωｓ ＝ ∑
ｓ

ｉ＝１
ｔωｉ
（ｓ＝１，⋯，ｎ），Ｒ＝ ．

② 是否存在正整数ｋ，使得ωｋ＋１ Ｒ，且有：

Ｔω１ ≤Ｄω１
，Ｔω２ ≤Ｄω２

，⋯，Ｔωｋ ≤Ｄωｋ
，Ｔωｋ＋１ ＞Ｄωｋ＋１

？

若是，则取ｔωｍ ＝ｍａｘ｛ｔωｉ｜１≤ｉ≤ｋ＋１｝，Ｒ＝Ｒ∪｛ωｍ｝．令β＝ωｍ．取ωｊ ＝ωｊ＋１

（ｊ＝ｍ，⋯，ｎ－１），ωｎ ＝β，Ｔωｓ ＝ ∑
ｓ

ｉ＝１
ｔωｉ
（ｓ＝ｍ，⋯，ｎ）．转步骤 ②．

若否，则算法终止．集合Ｒ中元素个数为误期工件个数（Ｒ为有序集合）．
例如ｎ＝８，ｔｉ及Ｄｉ由表１３４给出．

表１３４

Ａｉ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５ Ａ６ Ａ７ Ａ８

ｔｉ １０ 　６ 　３ １ ４ 　８ 　７ ６

Ｄｉ ３５ ２０ １１ ８ ６ ２５ ２８ ９

　　按算法步骤①，取Ｒ＝ ，初始排序（５，４，８，３，２，６，７，１），得表１３５．



运筹学 方法与模型

４５０　　

表１３５

ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

Ａωｉ Ａ５ Ａ４ Ａ８ Ａ３ Ａ２ Ａ６ Ａ７ Ａ１

ｔωｉ ４ １ 　６ 　３ 　６ 　８ 　７ １０

Ｄωｉ ６ ８ 　９ １１ ２０ ２５ ２８ ３５

Ｔωｉ ４ ５ １１ １４ ２０ ２８ ３５ ４５

　　在表１３５中，可知

ｋ＝２，ｔωｍ ＝ ｍａｘ｛ｔωｉ｜ｉ＝１，２，３｝＝ ｍａｘ｛４，１，６｝＝ｔω３ ＝６＝ｔ８，故ｍ ＝３，

ωｍ ＝８，取Ｒ＝｛８｝，得表１３６．
表１３６

ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

Ａωｉ Ａ５ Ａ４ Ａ３ Ａ２ Ａ６ Ａ７ Ａ１ Ａ８

ｔωｉ ４ １ 　３ 　６ 　８ 　７ １０ 　６

Ｄωｉ ６ ８ １１ ２０ ２５ ２８ ３５ 　９

Ｔωｉ ４ ５ 　８ １４ ２２ ２９ ３９ ４５

　　在表１３６中，可知

ｋ＝５，ｔωｍ ＝ ｍａｘ｛ｔωｉ｜ｉ＝１，⋯，６｝＝ ｍａｘ｛４，１，３，６，８，７｝＝ｔω５ ＝８＝ｔ６，

故ｍ ＝５，ωｍ ＝６，取Ｒ′＝Ｒ∪｛６｝＝｛８，６｝，得表１３７．

表１３７

ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

Ａωｉ Ａ５ Ａ４ Ａ３ Ａ２ Ａ７ Ａ１ Ａ８ Ａ６

ｔωｉ ４ １ 　３ 　６ 　７ １０ 　６ 　８

Ｄωｉ ６ ８ １１ ２０ ２８ ３５ 　９ ２５

Ｔωｉ ４ ５ 　８ １４ ２１ ３１ ３７ ４５

　　由表１３７可知，按排序（５，４，３，２，７，１，８，６）加工零件的误期工件最少，有２个工
件误期．

１３．１．２　两台机器和ｎ个工件的排序问题

例１３４　现有ｎ个零件Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ，这些工件都必须先经机器Ｂ１ 加工，再在机

器Ｂ２ 上加工，且规定机器Ｂ１，Ｂ２ 加工工件的排序必须一致．已知机器Ｂｉ 加工工件Ａｊ

的时间为ｔｉｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，⋯，ｎ）．问这ｎ个工件应如何排序（假设机器Ｂ１ 开始加工

第一个零件的时刻为零），使机器Ｂ２ 加工完最后一个工件的总完工时间Ｔ最早？

解 　设ω＝（ω１，⋯，ωｎ）为一种排序，Ｔｉ
ωｊ
表示机器Ｂｉ完成ｊ个工件Ａω１

，Ａω２
，⋯，
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Ａωｊ
加工时的完工时间，显然有

Ｔ１
ωｊ ＝Ｔ１

ωｊ－１ ＋ｔ１ωｊ
，　　　　　　 （１３６）

Ｔ２
ωｊ ＝ ｍａｘ｛Ｔ１

ωｊ
，Ｔ２

ωｊ－１
｝＋ｔ２ωｊ
， （１３７）

其中Ｔ１
ω０ ＝０，Ｔ２

ω０ ＝０．
式（１３７）告诉我们：只有当机器Ｂ１ 完成了工件Ａωｊ

的加工任务、机床Ｂ２ 完成了工件

Ａωｊ－１
的加工任务后，机器Ｂ２ 才能加工工件Ａωｊ．
我们有定理１３３．
定理１３３　对于排序ω ＝（ω１，⋯，ωｊ－１，ωｊ，ωｊ＋１，ωｊ＋２，⋯，ωｎ）及排序ω′ ＝

（ω１，⋯，ωｊ－１，ωｊ＋１，ωｊ，ωｊ＋２，⋯，ωｎ），若有

ｔ１ωｊ＋１ ＝ ｍｉｎ｛ｔ１ωｊ
，ｔ２ωｊ
，ｔ１ωｊ＋１
，ｔ２ωｊ＋１
｝，

或
ｔ２ωｊ ＝ ｍｉｎ｛ｔ１ωｊ

，ｔ２ωｊ
，ｔ１ωｊ＋１
，ｔ２ωｊ＋１
｝，

则排序ω′的总完工时间Ｔ（ω′）不大于排序ω的总完工时间Ｔ（ω）．
定理１３３说明，若ｔ１ωｊ

，ｔ２ωｊ
，ｔ１ωｊ＋１
，ｔ２ωｊ＋１
中最小者为ｔ１ωｊ

或ｔ２ωｊ＋１
，则排序ω比排序

ω′好，工件Ａωｊ
应比工件Ａωｊ＋１

优先加工．
若最小者为ｔ１ωｊ＋１

或ｔ２ωｊ
，则排序ω′比排序ω 好，Ａωｊ＋１

应比Ａωｊ
优先加工．

对于ｎ＝５，ｔｉｊ（单位：小时）由表１３８给出．我们来求该问题的最优排序．

表１３８

　　　　　Ａｊｔｉｊ　

Ｂｉ　　　　　
Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５

Ｂ１ １．５ ２．０　 １．０　 １．２５ ０．７５
Ｂ２ ０．５ ０．２５ １．７５ ２．５　 １．２５

　　表１３８中列出的诸加工时间ｔｉｊ的最小值为ｔ２２ ＝０．２５，它为机器Ｂ２加工工件Ａ２的

加工时间，所以我们将工件Ａ２放在加工排序的末尾，如表１３９所示，并从表１３９中删去
工件Ａ２ 所在列．

表１３９

　　　　　Ａｊｔｉｊ　

Ｂｉ　　　　　
Ａ１

×
Ａ２

Ａ３ Ａ４ Ａ５

Ｂ１ １．５ ２．０　 １．０　 １．２５ ０．７５
Ｂ２ ０．５ ０．２５ １．７５ ２．５　 １．２５

排序 ２　　

　　接着我们求表１３９剩余ｔｉｊ中最小值，得ｔ２１＝０．５，它是机器Ｂ２ 对工件Ａ１ 的加工时

间，因此将工件Ａ１ 填入表１３９中排序一行最后一个空格，并从表１３９中删去工件Ａ１

所在列，如表１３１０所示．
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表１３１０

　　　　　Ａｊｔｉｊ　

Ｂｉ　　　　　

×
Ａ１

×
Ａ２

Ａ３ Ａ４ Ａ５

Ｂ１ １．５ ２．０　 １．０　 １．２５ ０．７５
Ｂ２ ０．５ ０．２５ １．７５ ２．５　 １．２５

排序 １　　 ２　　

　　在表１３１０剩余ｔｉｊ中求最小值，得ｔ１５ ＝０．７５，它是机器Ｂ１对工件Ａ５的加工时间，因此

将工件Ａ５ 填入表１３１０中排序一行第一个空格，删去工件Ａ５ 所在列，如表１３１１所示．

表１３１１

　　　　　Ａｊｔｉｊ　

Ｂｉ　　　　　

×
Ａ１

×
Ａ２

Ａ３ Ａ４
×
Ａ５

Ｂ１ １．５ ２．０　 １．０　 １．２５ ０．７５
Ｂ２ ０．５ ０．２５ １．７５ ２．５　 １．２５

排序 ５　 １　　 ２　　

　　表１３１１剩余ｔｉｊ中最小值为ｔ１３＝１，故将工件Ａ３填在排序行工件Ａ５后面．此时剩下
唯一的工件是Ａ４，故Ａ４置于排序的第三位．所以本问题的最优排序为（５，３，４，１，２）．它
的加工进度表如图１３１所示，它的总加工时间为７个小时，如果机器Ｂ１在８：００开始加工
工件Ａ５，则１５：００所有工件加工完毕．

图１３１

对于排序ω＝（ω１，ω２，⋯，ωｎ），我们可构造一个赋权有向图Ｄ（ω）如图１３２所示．

图１３２

定理１３４　图Ｄ（ω）中顶点ｘ至顶点ｙ的最长路径的长度即为按排序ω 加工工件的
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总完工时间Ｔ．
例如，表１３８所给问题的最优排序ω＝（５，３，４，１，２）所对应的Ｄ（ω）如图１３３所

示．其最长路径Ｐ＝ｘｖ１ｖ２ｖ４ｖ６ｖ８ｙ，长度为７．

图１３３

我们将两台机器加工ｎ个工件的排序问题的算法归纳如下．
① 取初始排序

ω＝（ω１，ω２，⋯，ωｎ）＝（１，２，⋯，ｎ），Ｒ＝ ，Ｍ ＝ ，ｌ＝０．

②ｌ＝ｎ－１？
若是，则算法终止．Ｒ∪｛ω｝∪Ｍ 即为所求（｛ω｝仅含一个序号）：

｛ω｝＝｛１，２，⋯，ｎ｝－（Ｒ∪Ｍ））；

若否，则取ｔｉωｋ ＝ ｍｉｎ｛ｔ１ωｊ
，ｔ２ωｊ｜１≤ωｊ ≤ｎ，ωｊ Ｒ∪Ｍ｝，ｌ＝ｌ＋１，转步骤 ③．

③ 若ｔｉωｋ
的指标ｉ＝１，则Ｒ＝Ｒ∪｛ωｋ｝，

若ｔｉωｋ
的指标ｉ＝２，则Ｍ ＝｛ωｋ｝∪Ｍ，转步骤 ②．

在本算法中，Ｒ及Ｍ 都为有序集．

１３．１．３　３台机器和ｎ个工件的排序问题

３台机器Ｂ１、Ｂ２ 和Ｂ３ 加工ｎ个工件Ａ１，⋯，Ａｎ．每个工件先经机器Ｂ１ 加工，然后

由机器Ｂ２ 加工，再由机器Ｂ３ 加工，且３台机器加工此ｎ个工件的顺序必须一致．设机器
Ｂｉ加工工件Ａｊ的时间为ｔｉｊ（ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，⋯，ｎ）．问这ｎ个工件应如何排序，使
总完工时间Ｔ最小？
对这类排序问题我们采用分支定界法来求解．
若ω＝（ω１，ω２，⋯，ωｎ）为１，２，⋯，ｎ的一个排列，则３台机器按照排序ω加工ｎ个工

件时的总完工时间记为Ｔ（ω）．对排序ω，我们可构造一个赋权有向图Ｄ（ω）如图１３４所示．

图１３４
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定理１３５　Ｄ（ω）中顶点ｘ至顶点ｙ的最长路径长度为Ｔ（ω）．
下面我们通过一个实例来说明求解该排序问题的分支定界法的基本步骤．
例１３５　一个“３台机器加工５个零件的排序问题”的有关信息由表１３１２给出．求

最优排序，使总完工时间最小．
表１３１２

工件Ａｊ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５

机器Ｂ１ 加工时间ａｊ １ 　２ ５ 　２ ９

机器Ｂ２ 加工时间ｂｊ ８ １０ ９ 　６ ３

机器Ｂ３ 加工时间ｃｊ ２ 　４ ６ １２ ７

　　解　令Ｋ０ ＝｛ω｜ω＝（ω１，⋯，ω５）为１，⋯，５的一种排列｝．记问题ｍｉｎ｛Ｔ（ω）｜
ω∈Ｋ０｝为（Ｋ０）．
第一步，我们将Ｋ０ 分成５个子集Ｋｉ（ｉ＝１，⋯，５）：

Ｋ０ ＝Ｋ１ ∪Ｋ２ ∪Ｋ３ ∪Ｋ４ ∪Ｋ５，

其中
Ｋｉ ＝｛ω｜ω１ ＝ｉ，ω＝（ω１，⋯，ω５）∈Ｋ０｝．

显然，有Ｋｉ ∩Ｋｊ ＝ （ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，⋯，５）．记问题ｍｉｎ｛Ｔ（ω）｜ω∈Ｋｉ｝为（Ｋｉ）．
我们不求出每一个（Ｋｉ）问题的最优排序，而是估计

ｍｉｎ｛Ｔ（ω）｜ω∈Ｋｉ｝＝Ｔ
ｉ 　（ｉ＝１，⋯，５）

的下界．
若问题（Ｋｉ）的最优排序为ωｉ，Ｔ

ｉ 为相应网络图Ｄ（ωｉ）（见图１３５）中源ｘ至汇ｙ
的最长路径的长度．

图１３５

我们有结论：

①Ｔ
ｉ ≥ｄｉ ＝ ∑

５

ｊ＝１
ａｊ＋ｍｉｎ｛ｂｊ＋ｃｊ｜ｊ≠ｉ，ｊ＝１，⋯，５｝．

这是因为由图１３５可知：

Ｔ
ｉ ≥ 路径ｘｕ１ｕ２ｕ３ｕ４ｕ５ 的长度＋路径ｕ５ｕ６ｙ的长度

≥ ∑
５

ｊ＝１
ａｊ＋ｍｉｎ｛ｂｊ＋ｃｊ｜ｊ≠ｉ，ｊ＝１，⋯，５｝．

②Ｔ
ｉ ≥ｇｉ ＝ａｉ＋ｂｉ＋机器Ｂ２ 和Ｂ３ 加工工件Ａｊ（ｊ≠ｉ，ｊ＝１，⋯，５）之最优排
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序的完工时间．这是因为由图１３５可知：

Ｔ
ｉ ≥ｘ至Ｓ的最长路径长度＋Ｓ至ｙ的最长路径长度 ≥ａｉ＋ｂｉ＋机器Ｂ２和Ｂ３加

工工件Ａｊ（ｊ≠ｉ，ｊ＝１，⋯，５）之最优排序的完工时间．

③Ｔ
ｉ ≥ｈｉ ＝ａｉ＋ｂｉ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｃｊ．

这是因为由图１３５可知：

Ｔ
ｉ ≥ｘ至ｔ的最长路径长度＋ｔ至ｙ的路径的长度 ＝ａｉ＋ｂｉ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ｃｊ．

我们取
ｒｉ ＝ ｍａｘ｛ｄｉ，ｇｉ，ｈｉ｝

作为Ｔ
ｉ 的下界估计（ｉ＝１，⋯，５）．ｒｉ的计算过程由表１３１３至表１３１７给出．我们仅

对表１３１３作一个说明，其他类同．
表１３１３

表（）　　

Ａｊ Ａ１ Ａ５ Ａ４ Ａ３ Ａ２

ａｊ １ ９ ２ ５ ２
ｂｊ ８ ３ ６ ９ １０
ｃｊ ２ ７ １２ ６ ４

　　

ｄ１ ＝１＋９＋２＋５＋２＋３＋７＝２９

ｇ１ ＝１＋８＋（３＋７＋１２＋６＋４）＝４１

ｈ１ ＝１＋８＋２＋（７＋１２＋６＋４）＝４０

ｒ１ ＝４１

在表１３１３的表（）中指出，工件Ａ１ 固定为第一位加工，而Ａ５，Ａ４，Ａ３，Ａ２ 这个

排序的给出，是用前面所给的算法对两台机器Ｂ２，Ｂ３ 加工４个工件Ａｊ（ｊ＝２，３，４，５）
这个排序问题求最优排序而得到的，其完工时间即相应网络中源ｘ至汇ｙ的最长路径长
度，在表（）中我们是用折线标明．

表１３１４

Ａｊ Ａ２ Ａ５ Ａ４ Ａ３ Ａ１

ａｊ ２ ９ ２ ５ １
ｂｊ １０ ３ ６ ９ ８
ｃｊ ４ ７ １２ ６ ２

　　

ｄ２ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ２ ＝２＋１０＋（３＋７＋１２＋６＋２）＝４２

ｈ２ ＝２＋１０＋４＋７＋１２＋６＋２＝４３

ｒ２ ＝４３

表１３１５

Ａｊ Ａ３ Ａ５ Ａ４ Ａ２ Ａ１

ａｊ ５ ９ ２ ２ １
ｂｊ ９ ３ ６ １０ ８
ｃｊ ６ ７ １２ ４ ２

　　

ｄ３ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ３ ＝５＋９＋（３＋７＋１２＋４＋２）＝４３

ｈ３ ＝５＋９＋６＋７＋１２＋４＋２＝４５

ｒ３ ＝４５
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表１３１６

Ａｊ Ａ４ Ａ５ Ａ３ Ａ２ Ａ１

ａｊ ２ ９ ５ ２ １
ｂｊ ６ ３ ９ １０ ８
ｃｊ １２ ７ ６ ４ ２

　　

ｄ４ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ４ ＝２＋６＋（３＋９＋１０＋８＋２）＝４０

ｈ４ ＝２＋６＋１２＋７＋６＋４＋２＝３９

ｒ４ ＝４０

我们得枚举树如图１３６所示．由于问题（Ｋ４）的下界最小，故先对（Ｋ４）进行分支．

表１３１７

Ａｊ Ａ５ Ａ４ Ａ３ Ａ２ Ａ１

ａｊ ９ ２ ５ ２ １
ｂｊ ３ ６ ９ １０ ８
ｃｊ ７ １２ ６ ４ ２

　　

ｄ５ ＝１９＋８＋２＝２９

ｇ５ ＝９＋３＋（６＋９＋１０＋８＋２）＝４７

ｈ５ ＝９＋３＋７＋１２＋６＋４＋２＝４３

ｒ４ ＝４７

图１３６

第二步，将Ｋ４ 划分为４个子集：

Ｋ４ｉ ＝｛ω｜ω２ ＝ｉ，ω＝（４，ｉ，ω３，ω４，ω５）∈Ｋ４｝，　ｉ＝１，２，３，５，

Ｋ４ ＝Ｋ４１ ∪Ｋ４２ ∪Ｋ４３ ∪Ｋ４５．

记问题ｍｉｎ｛Ｔ（ω）｜ω∈Ｋ４ｉ｝为（Ｋ４ｉ）．
若问题（Ｋ４ｉ）的最优排序为ω４ｉ，Ｔ

４ｉ为相应网络图Ｄ（ω４ｉ）（见图１３７）中源ｘ至汇ｙ
的最长路径的长度，我们对问题（Ｋ４ｉ）的最优值Ｔ

４ｉ的下界进行估计．

图１３７

类似于第一步中对Ｔ
ｉ 的下界估计的讨论，我们有如下结论：
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①Ｔ
４ｉ ≥ｄ４ｉ ＝ ∑

５

ｊ＝１
ａｊ＋ｍｉｎ｛ｂｊ＋ｃｊ｜ｊ∈｛１，２，３，５｝，ｊ≠ｉ｝；

②Ｔ
４ｉ ≥ｇ４ｉ＝图１３７中ｘ至Ｓ的最长路径长度＋机器Ｂ２、Ｂ３加工工件Ａｊ（ｊ≠ｉ，

ｊ∈｛１，２，３，５｝）的最优排序的完工时间；

③Ｔ
４ｉ ≥ｈ４ｉ ＝ 图１３７中ｘ至ｔ的最长路径长度＋ ∑

ｊ≠ｉ，４
ｃｊ．

我们取Ｔ
４ｉ的下界估计

ｒ４ｉ ＝ ｍａｘ｛ｄ４ｉ，ｇ４ｉ，ｈ４ｉ｝（ｉ＝１，２，３，５），

具体的计算过程由表１３１８至表１３２１给出．同前面一样，图１３７中ｘ至Ｓ或ｔ的最长
路径在表中用折线表示．

表１３１８

Ａｊ Ａ４ Ａ１ Ａ５ Ａ３ Ａ２

ａｊ ２ １ ９ ５ ２
ｂｊ ６ ８ ３ ９ １０
ｃｊ １２ ２ ７ ６ ４

　　

ｄ４１ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ４１ ＝ （２＋６＋８）＋（３＋９＋１０＋４）＝４２

ｈ４１ ＝ （２＋６＋１２＋２）＋（７＋６＋４）＝３９

ｒ４１ ＝４２

表１３１９

Ａｊ Ａ４ Ａ２ Ａ５ Ａ３ Ａ１

ａｊ ２ ２ ９ ５ １
ｂｊ ６ １０ ３ ９ ８
ｃｊ １２ ４ ７ ６ ２

　　

ｄ４２ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ４２ ＝ （２＋６＋１０）＋（３＋９＋８＋２）＝４０

ｈ４２ ＝ （２＋６＋１２＋４）＋（７＋６＋２）＝３９

ｒ４２ ＝４０

表１３２０

Ａｊ Ａ４ Ａ３ Ａ５ Ａ２ Ａ１

ａｊ ２ ５ ９ ２ １
ｂｊ ６ ９ ３ １０ ８
ｃｊ １２ ６ ７ ４ ２

　　

ｄ４３ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ４３ ＝ （２＋６＋９）＋（３＋１０＋８＋２）＝４０

ｈ４３ ＝ （２＋６＋１２＋６）＋（７＋４＋２）＝３９

ｒ４３ ＝４０

表１３２１

Ａｊ Ａ４ Ａ５ Ａ３ Ａ２ Ａ１

ａｊ ２ ９ ５ ２ １
ｂｊ ６ ３ ９ １０ ８
ｃｊ １２ ７ ６ ４ ２

　　

ｄ４５ ＝１９＋８＋２＝２９

ｇ４５ ＝ （２＋９＋３）＋（９＋１０＋８＋２）＝４３

ｈ４５ ＝ （２＋６＋１２＋７）＋（６＋４＋２）＝３９

ｒ４５ ＝４３
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由于问题（Ｋ４２）的下界是现有活问题（Ｋ１），（Ｋ２），（Ｋ３），（Ｋ５），（Ｋ４１），（Ｋ４２），

（Ｋ４３），（Ｋ４５）的下界中最小者，所以我们对问题（Ｋ４２）先进行划分．
第三步，将Ｋ４２划分成３个子集：

Ｋ４２ｉ ＝｛ω｜ω３ ＝ｉ，ω＝（４，２，ｉ，ω４，ω５）∈Ｋ４２｝（ｉ＝１，３，５），

Ｋ４２ ＝Ｋ４２１ ∪Ｋ４２３ ∪Ｋ４２５．
记问题ｍｉｎ｛Ｔ（ω）｜ω∈Ｋ４２ｉ｝为（Ｋ４２ｉ）．

图１３８

若问题（Ｋ４２ｉ）的最优排序为ω４２ｉ，Ｔ
４２ｉ为相应网络图Ｄ（ω４２ｉ）（见图１３８）中源ｘ至汇ｙ

的最长路径的长度，我们对问题（Ｋ４２ｉ）的最优值Ｔ
４２ｉ的下界进行估计．我们有如下结论：

①Ｔ
４２ｉ ≥ｄ４２ｉ ＝ ∑

５

ｊ＝１
ａｊ＋ｍｉｎ｛ｂｊ＋ｃｊ｜ｊ∈｛１，３，５｝，ｊ≠ｉ｝；

②Ｔ
４２ｉ ≥ｇ４２ｉ ＝ 图１３８中ｘ至Ｓ 的最长路径的长度＋机器Ｂ２，Ｂ３ 加工工件Ａｊ

（ｊ≠ｉ，ｊ∈｛１，３，５｝）最优排序的完工时间；

③Ｔ
４２ｉ ≥ｈ４２ｉ ＝ 图１３８中ｘ至ｔ的最长路径的长度＋ ∑

ｊ≠ｉ，４，２
ｃｊ．

我们取Ｔ
４２ｉ的下界估计

ｒ４２ｉ ＝ ｍａｘ｛ｄ４２ｉ，ｇ４２ｉ，ｈ４２ｉ｝．
具体的计算过程由表１３２２至表１３２４给出．

表１３２２

Ａｊ Ａ４ Ａ２ Ａ１ Ａ５ Ａ３

ａｊ ２ ２ １ ９ ５
ｂｊ ６ １０ ８ ３ ９
ｃｊ １２ ４ ２ ７ ６

　　

ｄ４２１ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ４２１ ＝ （２＋６＋１０＋８）＋（３＋９＋６）＝４４

ｈ４２１ ＝ （２＋６＋１０＋８＋２）＋（７＋６）＝４１

ｒ４２１ ＝４４

表１３２３

Ａｊ Ａ４ Ａ２ Ａ３ Ａ５ Ａ１

ａｊ ２ ２ ５ ９ １
ｂｊ ６ １０ ９ ３ ８
ｃｊ １２ ４ ６ ７ ２

　　

ｄ４２３ ＝１９＋３＋７＝２９

ｇ４２３ ＝ （２＋６＋１０＋９）＋（３＋８＋２）＝４０

ｈ４２３ ＝ （２＋６＋１０＋９＋６）＋（７＋２）＝４２

ｒ４２３ ＝４２
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表１３２４

Ａｊ Ａ４ Ａ２ Ａ５ Ａ３ Ａ１

ａｊ ２ ２ ９ ５ １
ｂｊ ６ １０ ３ ９ ８
ｃｊ １２ ４ ７ ６ ２

　　

ｄ４２５ ＝１９＋８＋２＝２９

ｇ４２５ ＝ （２＋６＋１０＋３）＋（９＋８＋２）＝４０

ｈ４２５ ＝ （２＋６＋１２＋４＋７）＋（６＋２）＝３９

ｒ４２５ ＝４０

现在诸活问题中下界最小者为问题（Ｋ４２５），我们对（Ｋ４２５）进行划分．
第四步，将Ｋ４２５划分为２个子集

Ｋ４２５１３ ＝｛（４，２，５，１，３）｝，

Ｋ４２５３１ ＝｛（４，２，５，３，１）｝．

我们得到（Ｋ０）的两个可行解（４，２，５，１，３）和（４，２，５，３，１），这两个排序相应的网络

如图１３９和图１３１０所示，可知它们的总完工时间Ｔ
４２５１３ ＝４４和Ｔ

４２５３１ ＝４０．

图１３９

图１３１０

我们取定界ｆ
　
＝４０，ω ＝（４，２，５，３，１）．枚举树（见图１３１１）上所有活问题的下

界都不小于ｆ
　
，都可剪支，枚举树生长完毕．最优排序ω ＝（４，２，５，３，１），总完工时间

Ｔ（ω）＝４０，见表１３２５．
表１３２５

ω ｆ
　

（４，２，５，１，３） ４４

（４，２，５，３，１） ４０
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图１３１１

§１３．２　旅行售货员问题

１３．２．１　旅行售货员问题

例１３６　（旅行售货员问题）　现有一位旅行售货员欲到城市ｖ１，ｖ２，⋯，ｖｎ 进行商

品销售．已知从城市ｖｉ到城市ｖｊ旅途所需时间为ｗｉｊ ＝Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，⋯，

ｎ）（如表１３２６所示）．今他从ｎ个城市中的某一个城市出发，试问他应如何计划他的旅行
路线，使他对每个城市恰好进行一次访问后又返回出发城市，而旅途所花费的时间最少？

表１３２６

　　　　　　　ｖｊ
Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）　　

ｖｉ　　　　　　　
ｖ１ ｖ２ … ｖｎ

ｖ１ — Ｗ（ｖ１，ｖ２） … Ｗ（ｖ１，ｖｎ）

ｖ２ Ｗ（ｖ２，ｖ１） — … Ｗ（ｖ２，ｖｎ）
    

ｖｎ Ｗ（ｖｎ，ｖ１） Ｗ（ｖｎ，ｖ２） … —

　　解　我们给出启发性算法．
首先在诸Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝ｗｉｊ 中选取最小元素Ｗ（ｖｉ１

，ｖｉ２
）．在表１３２６中划去ｖｉ１

行及

ｖｉ２
列和元素 Ｗ（ｖｉ２

，ｖｉ１
）．然后从ｖｉ２

出发，在ｖｉ２
行未划去的元素中选取最小元素

Ｗ（ｖｉ２
，ｖｉ３
），划去ｖｉ２

行、ｖｉ３
列和元素Ｗ（ｖｉ３

，ｖｉ２
）．再从ｖｉ３

出发，在ｖｉ３
行未划去的元素中

选取最小元素Ｗ（ｖｉ３
，ｖｉ４
），依次类推，直至得到一条旅行售货员路线．

最近邻点启发性算法步骤如下：

① 取Ｗ（ｖｉ１
，ｖｉ２
）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）｜ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ｝．令Ｓ＝｛ｖｉ１

，ｖｉ２
｝，
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ｆ＝Ｗ（ｖｉ１
，ｖｉ２
），Ｒ＝｛１，２，⋯，ｎ｝－｛ｉ１，ｉ２｝．ｋ＝２．

②ｋ＜ｎ？
若是，取Ｗ（ｖｉｋ

，ｖｉｋ＋１
）＝ ｍｉｎ｛Ｗ（ｖｉｋ

，ｖｊ）｜ｊ∈Ｒ｝．Ｓ ＝Ｓ ∪｛ｖｉｋ＋１
｝，ｆ ＝ｆ＋

Ｗ（ｖｉｋ
，ｖｉｋ＋１
），Ｒ＝Ｒ－｛ｖｉｋ＋１

｝，ｋ＝ｋ＋１，转步骤 ②．
若否，转步骤③．

③ｆ＝ｆ＋Ｗ（ｖｉｎ
，ｖｉ１
），算法终止．

例１３７　某仓库ｖ１ 的发货员接到６家商店ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６，ｖ７ 的零件订货单．他
现从ｖ１ 出发，到各家商店送货，再回到ｖ１．从ｖｉ至ｖｊ的送货时间Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）（单位：分钟）

由表１３２７给出．试求一条较好的路线，使他在途中花费的时间最少．
解　由表１３２７知：ｍｉｎ｛Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）｜ｉ，ｊ＝１，⋯，７｝＝ Ｗ（ｖ６，ｖ７）＝１０＝

Ｗ（ｖｉ１
，ｖｉ２
），划去第６行、第７列及元素Ｗ（ｖ７，ｖ６）．

在第７行未划去的元素中选取最小元素Ｗ（ｖ７，ｖ１）＝３５，令Ｗ（ｖｉ２
，ｖｉ３
）＝Ｗ（ｖ７，ｖ１），

划去第７行、第１列及元素Ｗ（ｖ１，ｖ７），在第１行未划去的元素中选Ｗ（ｖ１，ｖ３），继续迭代．
我们将运算过程列成表１３２８．

表１３２７

　　　　　　ｖｊ
Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）　　
ｖｉ　　　　　　

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７

ｖ１ — ３５ ２０ ２５ ４０ ３０ ３５
ｖ２ ３５ — １５ ５０ ４５ ６５ ７０
ｖ３ ２０ １５ — ２５ ４５ ５０ ５５
ｖ４ ２５ ５０ ２５ — ６５ ４５ ４０
ｖ５ ４０ ４５ ４５ ６５ — ３５ ４５
ｖ６ ３０ ６５ ５０ ４５ ３５ — １０
ｖ７ ３５ ７０ ５５ ４０ ４５ １０ —

表１３２８

ｋ＋１ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

ｖｉｋ＋１ ｖ６ ｖ７ ｖ１ ｖ３ ｖ２ ｖ５ ｖ４ ｖ６

Ｗ（ｖｉｋ
，ｖｉｋ＋１

） １０ ３５ ２０ １５ ４５ ６５ ４５

ｆ １０ ４５ ６５ ８０ １２５ １９０ ２３５

图１３１２　

　　我们得一条回路ｖ６ｖ７ｖ１ｖ３ｖ２ｖ５ｖ４ｖ６，它的等价的送货路

线为ｖ１ｖ３ｖ２ｖ５ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１．送货路上花费的总时间为２３５分钟．
对于用最近邻点启发性算法求得的旅行售货员问题的

较优回路，可以用下列调整算法作进一步的改进．但应注意，

这种调整算法仅适用于对任ｖｉ ≠ｖｊ，有 Ｗ（ｖｉ，ｖｊ）＝

Ｗ（ｖｊ，ｖｉ）的一类旅行售货员问题．
如图１３１２所示的旅行售货员回路Ｐ：
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Ｐ＝ｖｉ１ｖｉ２
⋯ｖｉｊｖｉｊ＋１ｖｉｊ＋２

⋯ｖｉｋ－１
ｖｉｋｖｉｋ＋１

ｖｉｋ＋２
⋯ｖｉｎｖｉ１
， （１３８）

若有

Ｗ（ｖｉｊ
，ｖｉｋ
）＋Ｗ（ｖｉｊ＋１

，ｖｉｋ＋１
）＜Ｗ（ｖｉｊ

，ｖｉｊ＋１
）＋Ｗ（ｖｉｋ

，ｖｉｋ＋１
）， （１３９）

则显然，回路

Ｐ′＝ｖｉ１ｖｉ２
⋯ｖｉｊｖｉｋｖｉｋ－１

⋯ｖｉｊ＋２ｖｉｊ＋１ｖｉｋ＋１
ｖｉｋ＋２
⋯ｖｉｎｖｉ１

（１３１０）

比回路Ｐ好．
于是，我们有如下调整算法：

① 取一条初始回路Ｐ（１３８）（可用最近邻点法得到）．
② 是否存在ｊ，ｋ（１＜ｊ＋１＜ｋ＜ｎ），有式（１３９）成立？
若是，则取回路Ｐ′（１３１０），令Ｐ＝Ｐ′，转步骤 ②；
若否，则算法终止．
我们对例１３７求得的回路Ｐ＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ５ｖ４ｖ６ｖ７ｖ１ 进行调整．由图１３１３可知

Ｗ（ｖ５，ｖ７）＋Ｗ（ｖ４，ｖ１）＜Ｗ（ｖ５，ｖ４）＋Ｗ（ｖ７，ｖ１），

图１３１３
　　　　　　　　　　

图１３１４

故图１３１３所给回路Ｐ可以调整为图１３１４所示的回路Ｐ′＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ５ｖ７ｖ６ｖ４ｖ１．由
图１３１４可知

Ｗ（ｖ５，ｖ６）＋Ｗ（ｖ４，ｖ７）＜Ｗ（ｖ５，ｖ７）＋Ｗ（ｖ６，ｖ４），

故对Ｐ′又可以调整，得回路Ｐ ＝ｖ１ｖ３ｖ２ｖ５ｖ６ｖ７ｖ４ｖ１，它所花费的总时间为

２０＋１５＋４５＋３５＋１０＋４０＋２５＝１９０（分钟）．

我们都知道，当不同型号的产品在某部机床上进行机械加工时，若机床对某种型号

产品加工完毕而要对另一种型号的产品进行加工时，通常，工艺装备需要更换，换言之，

需要花费一定的工艺装备更换时间．产品的加工顺序不同，所花费的工艺装备更换时间
的总和也就不同．因此，这个排序问题就是要找一个不同类型产品的最优加工排序，使工
艺装备更换时间的总和最少．这个问题好似机床（旅行售货员）要对每个型号产品（城市）
访问一次，但不要求再回到起始点（被首先加工的产品）．
例１３８　有４种产品在某种设备上加工．产品ｖｉ加工完毕后若接下来准备加工产品

ｖｊ，则更换工艺装备需更换时间ｗｉｊ分钟，由表１３２９给出．寻求一种加工排序，使总的更
换时间较短．



第十三章 排序问题

４６３　　

　 表１３２９

　　　ｖｊ

ｗｉｊ

ｖｉ　　　
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４

ｖ１ — １０ ３０ ２０
ｖ２ ３０ — ２０ ３０
ｖ３ １０ ２０ — ４０
ｖ４ ５０ ３０ ２０ —

解　对本问题我们采用另一种启发

性算法．
第一步，选表１３２９中最小元素（同

时有几个最小元素，可随便选取其中一

个）．如现在选ｗ１２＝１０，将ｖ１行及ｖ２列划

去，同时还划去元素ｗ２１，见表１３３０．
第二步，继续选取表１３３０中未划去

的元素中的最小元素，可知为ｗ３１ ＝１０．
这时，我们要检查一下，将边（ｖ３，ｖ１）加到集合｛（ｖ１，ｖ２）｝中会不会产生回路？这里得路

径ｖ３ｖ１ｖ２，没有产生回路，故划去ｖ３ 行及ｖ１ 列（元素ｗ１３已被划去），得表１３３１．

表１３３０

ｗｉｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４

ｖ１ １０ ３０ ２０
ｖ２ ３０ — ２０ ３０
ｖ３ １０ ２０ — ４０
ｖ４ ５０ ３０ ２０ —

　

表１３３１

ｗｉｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４

ｖ１ １０ ３０ ２０
ｖ２ ３０ — ２０ ３０
ｖ３ —１０— —２０— ——— —４０—

ｖ４ ５０ ３０ ２０ —

第三步，选表１３３１中留下的元素中的最小元素．若选ｗ２３，那么，将边（ｖ２，ｖ３）加入到

集合｛（ｖ１，ｖ２），（ｖ３，ｖ１）｝中可得回路ｖ２ｖ３ｖ１ｖ２，故不能选ｗ２３．我们在其他元素中选最小
元素，例如选ｗ４３＝２０．可知将边（ｖ４，ｖ３）加入集合｛（ｖ１，ｖ２），（ｖ３，ｖ１）｝中不会产生回路．
于是，我们得加工排序为ｖ４，ｖ３，ｖ１，ｖ２，所花费的工艺装备替换时间总和为

１０＋１０＋２０＝４０（分钟）．

１３．２．２　分支定界法

现在我们对旅行售货员问题例１３６建立整数规划模型．设

ｘｉｊ ＝
１，　 若在旅行路线中有从ｖｉ至ｖｊ的行程，

０，　 否则烅
烄
烆 ．

因此，问题的目标函数为

ｆ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｉｊ，

其中ｗｉｉ ＝Ｍ（充分大的正数）．
由于旅行售货员在旅途中到达和离开每个城市恰好一次，因此，有约束条件：

∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｉ＝１，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，⋯，ｎ．
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但是，满足这些约束条件的解不一定是旅行售货员的一条旅行路线．例如在一个６

图１３１５ 　

个城市的旅行售货员问题中，按上述约束条件定出的

解，可能会形成两个分离的子回路，如图１３１５所示．
由于它们不是一个单一的回路，所以不能作为旅行售

货员问题的一个可行解．
为了避免出现多子回路的“分离”现象，必须追加

一些约束条件．例如要防止ｎ＝６时旅行售货员问题
出现图１３１５这样的解，就可以附加下列约束条件：

ｘ１４＋ｘ１５＋ｘ１６＋ｘ２４＋ｘ２５＋ｘ２６＋ｘ３４＋ｘ３５＋ｘ３６ ≥１，

ｘ４１＋ｘ４２＋ｘ４３＋ｘ５１＋ｘ５２＋ｘ５３＋ｘ６１＋ｘ６２＋ｘ６３ ≥１．

这两个不等式保证在旅行路线中把集合｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝同集合｛ｖ４，ｖ５，ｖ６｝联系起来．
因为旅行售货员问题要求任意两个城市ｖｉ和ｖｊ之间都应有相应的旅行路线把它们

连接起来，所以，若把ｎ个城市任意分成两组：｛ｖｉ｜ｉ∈Ｑ｝及｛ｖｊ｜ｊ∈Ｑ
　
｝（其中Ｑ为

｛１，⋯，ｎ｝的非空真子集，Ｑ
　
为｛１，⋯，ｎ｝－Ｑ），则在旅行路线中一定要存在以城市ｖｉ

（ｉ∈Ｑ）为起点、以城市ｖｊ （ｊ∈Ｑ
　
）为终点的一个行程．我们可以用下列约束条件来体

现这个要求：

∑
ｉ∈Ｑ

∑
ｊ∈Ｑ　

ｘｉｊ ≥１．

由于Ｑ为｛１，２，⋯，ｎ｝的任一非空真子集，共有２ｎ－２个，因此这类附加的约束条件共有

２ｎ－２个．于是，我们得旅行售货员问题的０１规划模型：

　　　　 ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｉｊ；　　　　　　　　　　

ｓ．ｔ．　 ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｉ＝１，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，⋯，ｎ， （１３１１）

∑
ｉ∈Ｑ

∑
ｊ∈Ｑ　

ｘｉｊ ≥１，　 任Ｑ｛１，⋯，ｎ｝，Ｑ≠ ，

ｘｉｊ ＝０，１，　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ．

设其可行域为Ｋ０，该问题记为（Ｋ０）．
我们现在用分支定界法求解（Ｋ０）．取其松弛问题为

ｍｉｎｆ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｘｉｊ；

ｓ．ｔ．　 ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｉ＝１，⋯，ｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝１，　ｊ＝１，⋯，ｎ，

ｘｉｊ ＝０，１，　ｉ，ｊ＝１，⋯，ｎ．

记它的可行域为Ｋ
　～

０，该问题记为（Ｋ
　～

０）．显然，有Ｋ０  Ｋ
　～

０．
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问题（Ｋ
　～

０）为一个最优分配问题，其费用矩阵Ｗ ＝（ｗｉｊ），因此可用匈牙利方法求解．
现记Ｘ＝（ｘ１１，ｘ１２，⋯，ｘｎｎ）犜．若用匈牙利方法求解（Ｋ

　～
０），得最优解Ｘ，且Ｘ 

Ｋ０．于是，在Ｘ 中存在子回路．不妨设其中一个为

（ｘｉ１ｉ２
，ｘｉ２ｉ３
，⋯，ｘｉｋｉ１

）＝（１，１，⋯１）．

现令

Ｂ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉ１ｉ２ ＝１｝，

Ｂ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉ２ｉ３ ＝１｝，
⋯⋯

Ｂｋ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉｋｉ１ ＝１｝，

由于Ｋ０ 中任一可行解不允许存在子回路，因此，有

Ｂ１ ∩Ｂ２ ∩ ⋯ ∩Ｂｋ ＝ ．

从而，有

Ｂ１ ∩Ｂ２ ∩ ⋯ ∩Ｂｋ ＝Ｂ
　

１ ∪Ｂ
　

２ ∪ ⋯ ∪Ｂ
　

ｋ ＝Ｋ０．

而
Ｂ
　

１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉ１ｉ２ ＝０｝，

Ｂ
　

２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉ２ｉ３ ＝０｝，

⋯⋯

Ｂ
　

ｋ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉｋｉ１ ＝０｝，

所以，我们在Ｋ０ 中取ｋ个子集：

Ｋ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉ１ｉ２ ＝０｝，

Ｋ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉ２ｉ３ ＝０｝，

⋯⋯

Ｋｋ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘｉｋｉ１ ＝０｝，

且有

Ｋ１ ∪Ｋ２ ∪ ⋯ ∪Ｋｋ ＝Ｋ０．

问题（Ｋ１），（Ｋ２），⋯，（Ｋｋ）相应的松弛问题的可行域分别为

Ｋ
　～

１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ Ｋ
　～

０，ｘｉ１ｉ２ ＝０｝，

Ｋ
　～

２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ Ｋ
　～

０，ｘｉ２ｉ３ ＝０｝，

⋯⋯

Ｋ
　～

ｋ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ Ｋ
　～

０，ｘｉｋｉ１ ＝０｝．

在用匈牙利方法对（Ｋ
　～

１）、（Ｋ
　～

２），⋯，（Ｋ
　～

ｋ）分别求解时，应将费用矩阵Ｗ 中元素ｗｉ１ｉ２
，

ｗｉ２ｉ３
，⋯，ｗｉｋｉ１

分别改为Ｍ（充分大的正数）．
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初始时，不妨取Ｋ０ 中的一个可行解：ｘ１２ ＝１，ｘ２３ ＝１，⋯，ｘｎ１ ＝１，其余ｘｉｊ ＝０；取
该可行解的目标函数值为定界ｆ

　
：

ｆ
　
＝ｗ１２＋ｗ２３＋⋯＋ｗｎ１．

下面我们来看一个具体的旅行售货员问题．
例１３９　一个ｎ＝５的旅行售货员问题的费用矩阵Ｗ ＝（ｗｉｊ）给定如下：

Ｗ ＝

Ｍ ８ ２ ３ 　１
５ Ｍ ７ ４ １０
７ ４ Ｍ ８ 　９
２ ８ ３ Ｍ 　６
２ ７ ５ ２

烄

烆

烌

烎Ｍ

试用分支定界法求解．
解　取问题（Ｋ０）的一个可行解

ｘ１２ ＝ｘ２３ ＝ｘ３４ ＝ｘ４５ ＝ｘ５１ ＝１，　 其余ｘｉｊ ＝０．

于是，初始定界

ｆ
　
＝ｗ１２＋ｗ２３＋ｗ３４＋ｗ４５＋ｗ５１ ＝８＋７＋８＋６＋２＝３１．

第一步，用匈牙利方法对最优分配问题（Ｋ
　～

０）（即问题（Ｗ））求解：

　
Ｍ ８ ２ ３ 　１
５ Ｍ ７ ４ １０
７ ４ Ｍ ８ 　９
２ ８ ３ Ｍ 　６
２ ７ ５ ２

烄

烆

烌

烎Ｍ

ｄｉ

１
４
４
２
２



Ｍ ７ １ ２ ０
１ Ｍ ３ ０ ６
３ ０ Ｍ ４ ５
０ ６ １ Ｍ ４
０ ５ ３ ０

烄

烆

烌

烎Ｍ

，

　０　 ０　１　０　０｜ｕｊ

Ｗ
　∧

＝

Ｍ ７ ０ ２ （０）

１ Ｍ ２ （０） ６
３ （０） Ｍ ４ ５
０ ６ （０） Ｍ ４
（０） ５ ２ ０

烄

烆

烌

烎Ｍ

，

得（Ｋ
　～

０）的最优解Ｘ０ 和最优值ｆ０ 分别为

ｘ１５ ＝ｘ５１ ＝１，ｘ２４ ＝ｘ４３ ＝ｘ３２ ＝１，　 其余ｘｉｊ ＝０，

ｆ０ ＝ｗ１５＋ｗ２４＋ｗ３２＋ｗ４３＋ｗ５１ ＝１＋４＋４＋３＋２＝１４．

ｆ０ 为问题（Ｋ０）的一个下界，ｆ
　
为其一个上界．

由于Ｘ０ 中存在两个子回路．我们破其中一个子回路ｘ１５ ＝ｘ５１ ＝１来对（Ｋ０）进行分

支（应理解为Ｋ０ 的可行解中不允许出现回路ｘ１５ ＝ｘ５１ ＝１）：
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Ｋ１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ１５ ＝０｝，Ｋ２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈Ｋ０，ｘ５１ ＝０｝．

第二步，①求解（Ｋ
　～

１）：

Ｋ
　～

１ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ Ｋ
　～

０，ｘ１５ ＝０｝，

其费用矩阵（取ｗ１５ ＝Ｍ）为

Ｗ１ ＝

Ｍ ８ ２ ３ Ｍ
５ Ｍ ７ ４ １０
７ ４ Ｍ ８ 　９
２ ８ ３ Ｍ 　６
２ ７ ５ ２

烄

烆

烌

烎Ｍ

．

用匈牙利方法求解最优分配问题（Ｗ１）：

　
Ｍ ８ ２ ３ Ｍ
５ Ｍ ７ ４ １０
７ ４ Ｍ ８ 　９
２ ８ ３ Ｍ 　６
２ ７ ５ ２

烄

烆

烌

烎Ｍ

ｄｉ

２
４
４
２
２



Ｍ ６ ０ １ Ｍ
１ Ｍ ３ ０ ６
３ ０ Ｍ ４ ５
０ ６ １ Ｍ ４
０ ５ ３ ０

烄

烆

烌

烎Ｍ

，

　０　 ０　０　０　４｜ｕｊ

Ｗ
　∧

１ ＝

Ｍ ６ （０） １ Ｍ
１ Ｍ ３ （０） ２
３ （０） Ｍ ４ １
０ ６ １ Ｍ （０）
（０） ５ ３ ０

烄

烆

烌

烎Ｍ

，

得（Ｋ
　～

１）的最优解Ｘ１ 和最优值ｆ１：

ｘ１３ ＝ｘ３２ ＝ｘ２４ ＝ｘ４５ ＝ｘ５１ ＝１，　 其余ｘｉｊ ＝０，

ｆ１ ＝２＋４＋４＋６＋２＝１８．

由于Ｘ１ ∈Ｋ０，且ｆ１ ＜ｆ
　
，因此取ｆ

　
＝１８．

（２）求解（Ｋ
　～

２）：

Ｋ
　～

２ ＝｛Ｘ｜Ｘ∈ Ｋ
　～

０，ｘ５１ ＝０｝，

其费用矩阵（取ｗ５１ ＝Ｍ）为

Ｗ２ ＝

Ｍ ８ ２ ３ 　１
５ Ｍ ７ ４ １０
７ ４ Ｍ ８ 　９
２ ８ ３ Ｍ 　６
Ｍ ７ ５ ２

烄

烆

烌

烎Ｍ

．

用匈牙利方法求解最优分配问题（Ｗ２）：
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Ｍ ８ ２ ３ 　１
５ Ｍ ７ ４ １０
７ ４ Ｍ ８ 　９
２ ８ ３ Ｍ 　６
Ｍ ７ ５ ２

烄

烆

烌

烎Ｍ

ｄｉ

１
４
４
２
２



Ｍ ７ １ ２ ０
１ Ｍ ３ ０ ６
３ ０ Ｍ ４ ５
０ ６ １ Ｍ ４
Ｍ ５ ３ ０

烄

烆

烌

烎Ｍ
　０　 ０　１　０　０｜ｕｊ

｜
—Ｍ — ７ —（０）— ２ —０—

｜
１ Ｍ ２ （０） ６

｜
— ３ —（０）—Ｍ — ４ —５—

｜
—（０）— ６ — ０ —Ｍ —４—

｜
Ｍ ５ ２ ０ Ｍ

烄

烆

烌

烎｜



Ｍ ７ ０ ３ （０）
（０） Ｍ １ ０ ５
３ （０） Ｍ ５ ５
０ ６ （０） Ｍ ４
Ｍ ４ １ （０）

烄

烆

烌

烎Ｍ

，

得（Ｋ
　～

２）的最优解Ｘ２ 和最优值ｆ２ 分别为

ｘ１５ ＝ｘ５４ ＝ｘ４３ ＝ｘ３２ ＝ｘ２１ ＝１，　 其余ｘｉｊ ＝０；

ｆ２ ＝１＋２＋３＋４＋５＝１５．

因为Ｘ２ ∈Ｋ０，且ｆ２ ＜ｆ
　
，所以取ｆ

　
＝１５．

现在枚举树（如图１３１６所示）上已无活问题，得（Ｋ０）的最优解和最优值分别为

ｘ１５ ＝ｘ５４ ＝ｘ４３ ＝ｘ３２ ＝ｘ２１ ＝１，　 其余ｘｉｊ ＝０；

ｆ ＝１５，

见表１３３２，即该旅行售货员问题的最佳旅行路线为

ｖ１ →ｖ５ →ｖ４ →ｖ３ →ｖ２ →ｖ１．

图１３１６

　

表１３３２

Ｘ ｆ
　

ｘ１２ ＝ｘ２３ ＝ｘ３４ ＝ｘ４５ ＝ｘ５１ ＝１ ３１

ｘ１３ ＝ｘ３２ ＝ｘ２４ ＝ｘ４５ ＝ｘ５１ ＝１ １８

ｘ１５ ＝ｘ５４ ＝ｘ４３ ＝ｘ３２ ＝ｘ２１ ＝１ １５

习 题 十 三

１．在一台车床上要加工７个零件，每个零件的加工时间（单位：分钟）由表１３３３
给出．试确定其加工顺序，以使零件在这台车床上平均停留时间最短．同时，计算平均
停留时间．
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表１３３３

零件Ａｉ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５ Ａ６ Ａ７

加工时间ｔｉ １０ １１ ４ ８ １４ ６ ５

　　２．设有６台机床来到机修车间进行大修．它们的维修时间ｔｉ和机床Ａｉ在车间逗留

过程中单位时间的损失费Ｗｉ 由表１３３４给出．试求一种排序，使得６台机床修理完毕
时，总的损失费最小，并求出总损失费．

表１３３４

机床Ａｉ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５ Ａ６

ｔｉ ６ ５ ７ １０ ４ ８

Ｗｉ ０．４ ０．２ ０．５ ０．８ ０．３ １

　　３．现有１０个工件Ａ１，⋯，Ａ１０要在一台机器上加工，工件Ａｉ的加工时间ｔｉ及其交

货时间Ｄｉ由表１３３５给出．试求一种加工排序，使得误期交货的工件最少．

表１３３５

Ａｉ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５ Ａ６ Ａ７ Ａ８ Ａ９ Ａ１０

ｔｉ ８ ６ ４ ２ ５ ７ １０ ３ ６ ４

Ｄｉ ４０ １８ １２ ８ ６ ２８ ３５ ４５ １０ ２１

　　４．有７个零件Ａ１，⋯，Ａ７，每个零件Ａｊ先要在钻床Ｂ１ 上加工，然后在磨床Ｂ２ 上加

工．机床Ｂｉ加工零件Ａｊ的加工时间ｔｉｊ由表１３３６给出．试确定这７个零件的加工排序，
以使零件都加工好的总完工时间Ｔ最短，并将Ｔ求出．

表１３３６

零件Ａｊ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５ Ａ６ Ａ７

钻床Ｂ１ 加工时间ｔ１ｊ ６．７ ２．３ ５．１ ２．３ ９．９ ４．７ ９．１

磨床Ｂ２ 加工时间ｔ２ｊ ４．９ ３．４ ８．２ １．２ ６．３ ３．４ ７．４

　　５．一个“３台机器Ｂｉ （ｉ＝１，２，３）加工５个零件Ａｊ （ｊ＝１，⋯，５）的排序问题”
的有关信息由表１３３７给出．试用分支定界法求最优排序，使总完工时间最小．

表１３３７

工件Ａｊ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５

机器Ｂ１ 加工时间ａｊ ４ ２ ８ １０ ５

机器Ｂ２ 加工时间ｂｊ ６ ２ ３ 　３ ４

机器Ｂ３ 加工时间ｃｊ ５ ６ ７ 　９ ７

　　６．有一位旅行售货员住在ｖ１ 城市，他必须走访ｖ２，⋯，ｖ７ 等城市，然后回到ｖ１．城
市ｖｉ与城市ｖｊ间的汽车行驶路程ｗｉｊ如表１３３８所示．试给出一条较优的旅行路线．
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表１３３８

　　　　　　ｖｊ
ｗｉｊ　　

ｖｉ　　　　　　
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７

ｖ１ — ２５ ５８ ３６ ７２ ５５ ３６
ｖ２ ２５ — ３７ ２６ ６５ ５９ ４９
ｖ３ ５８ ３７ — ３０ ４９ ６２ ６８
ｖ４ ３６ ２６ ３０ — ３９ ３５ ３８
ｖ５ ７２ ６５ ４９ ３９ — ３２ ５５
ｖ６ ５５ ５９ ６２ ３５ ３２ — ３８
ｖ７ ３６ ４９ ６８ ３８ ５５ ３８ —

　　７．一个车工今天要车５个零件ｖｊ （ｊ＝１，⋯，５）．每个零件ｖｊ 加工的生产准备时

间ｔｉｊ取决于上次加工的零件ｖｉ．ｔｉｊ的有关信息由表１３３９给出．试确定这些零件的加工顺
序，以使总的生产准备时间较短．

表１３３９

　　　　　ｖｊｔｉｊ　

ｖｉ　　　　　
ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５

ｖ１ — １０ 　５ １０ ８
ｖ２ 　９ — １１ １ ９
ｖ３ １１ ７ — １０ ９
ｖ４ １６ ８ １２ — ２
ｖ５ ３ １３ １３ １３ —

　　８．有个配制油漆的车间要配５００千克红漆、７５０千克蓝漆、１０００千克白漆、９００千克
黑漆、２００千克黄漆．清洗配制油漆的机器所需的时间取决于上一次所配油漆的颜色与下
一次欲配油漆的颜色，有关时间在表１３４０中列出．试求一种配制顺序，使配制完这５种
油漆时机器所花的清洗时间总和最短．

表１３４０

清洗时间ｔｉｊ

欲配漆ｖｊ

ｖ１（红） ｖ２（蓝） ｖ３（白） ｖ４（黑） ｖ５（黄）

已配漆ｖｉ

ｖ１（红） — ３０ 　９０ ２０ 　４０
ｖ２（蓝） 　３３ — ８５ １５ ３５
ｖ３（白） ２２ ２７ — １８ ２５
ｖ４（黑） １００ ９５ １２０ — １１０
ｖ５（黄） ３８ ３９ ８０ ２８ —

　　９．用分支定界法求例１３９（破Ｘ０ 中的子回路ｘ２４ ＝ｘ４３ ＝ｘ３２ ＝１来对（Ｋ０）进行

分支）．
１０．用分支定界法求例１３７．
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附录　部分习题答案或提示

习　题　一

５．设产品Ａ，Ｂ的产量分别为ｘ１ 和ｘ２，副产品Ｃ的销售量和销毁量分别为ｘ３ 和ｘ４．
１２．Ｘ ＝（１２／７，１５／７）犜，ｆ ＝－１２０／７．
１９．ｘ

２ ＝２０／３，ｘ
３ ＝５０／３．总收益２３０／３．

２１．（１）Ｘ ＝（４，１，９）犜，ｆ ＝－２；
（２）线性规划在可行域Ｋ 内无下界；
（３）和（４）线性规划无可行解．

２２．（１）Ｘ ＝（９／５，０，９／５，０，３／５）犜，ｆ ＝０；
（２）Ｘ ＝（４／３，８／３，０，０）犜，ｆ ＝－２８／３．

习　题　二

７．Ｘ ＝（５／６，２／３，０）犜，ｆ ＝２３０／３．
８．（１）　　　ｍａｘｚ＝６ｘ１－１２ｘ２＋１０ｘ３；

ｓ．ｔ．　　 －ｘ２＋２ｘ３ ≤５，

３ｘ１－２ｘ２＋ｘ３ ≤１０，

ｘｊ ≥０，ｊ＝１，２，３．
９．（１）ｃ１ ∈［３６，９６］；ｃ２ ∈［１７５／２，７００／３］；
（２）ｂ１ ≥２７６０，１５００≤ｂ２ ≤２２６９．２；２２７５．９≤ｂ３ ≤４０００．

１０．ｂ１ ∈［４．５，９］，ｂ２ ∈［０，１１］，ｂ３ ∈［５，１１］．
１１．Δｂ２ ∈［－４，１０］．
１２．（１）Ｘ ＝（６，０，０，０，１０）犜；
（２）ｆ在可行域上无下界．

１３．Ｘ ＝（０．１，０．７，０，０）犜，ｆ ＝－３９．
１４．（１）Ｘ ＝（０，０，０，０，７，３）犜，ｆ ＝－１８；
（２）Ｘ ＝（１０／３，８／３，０，０，２）犜，ｆ ＝－４．

习　题　三

１．ｆ ＝８５．
２．ｆ ＝１１９．
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习　题　四

１．Ｘ ＝（２４，２６）．
２．（１）满意解（ｘ１，ｘ２，ｄ－

１ ，ｄ－
２ ，ｄ－

３ ，ｄ－
４ ，ｄ＋

１ ，ｄ＋
２ ，ｄ＋

３ ，ｄ＋
４）

犜 ＝（７０，１０，０，１０，

０３５，０，０，０，０）犜；
（２）Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｄ－

１ ，ｄ－
２ ，ｄ－

３ ，ｄ－
４ ，ｄ＋

１ ，ｄ＋
２ ，ｄ＋

３ ，ｄ＋
４）

犜 ＝（０，８，４０，３２，０，

５，０，０，０，０）犜．
４．（１）满意解不受影响；　（２）ｗ＋

１２ ＞０．

习　题　五

８．（１）Ｘ ＝（２，２，１，５）犜，ｆ ＝－１４；
（２）Ｘ ＝（２，１，１，１）犜，ｆ ＝－１１．

９．（１）Ｘ ＝（４，１０／３，０，１１／３）犜，ｆ ＝－５８；
（２）Ｘ ＝（０，２，０，４，６，２，０）犜，ｆ ＝－２２．

１０．Ｘ ＝（１，０，１，０，１）犜，ｆ ＝５１．
１１．Ｘ ＝（４，３）犜，ｆ ＝－５５．
１３．（１）Ｘ ＝（１，１，１，１）犜，ｚ ＝－５；
（２）Ｘ ＝（０，１，１，０，１，１）犜，ｚ ＝２１．

１４．（１）Ｘ ＝（０，１，２，３）犜，ｆ ＝４２；
（２）Ｘ＝（０，２，１／２，３／２）犜，ｆ＝３９．

１６．（１）６０；　（２）１２５．
１７．（１）１３；　（２）合算．
１８．７７．
１９．最优值２４．７５小时．

习　题　六

１．ｖ１ 至ｖ１０的最短路径长度１３０．
２．第１年及第３年购买新设备．

３．（ｄｉｊ）＝

０ －１ ３ ２ １ １
２ ０ ４ ４ ２ ２
４ ２ ０ １ －１ －２
３ １ ５ ０ ３ ３
５ ３ ５ ２ ０ ２

烄

烆

烌

烎６ ４ ３ ３ １ ０

，（ｄｉｊ）＝

０ １ ２ １
２ ０ ４ ３
３ ４ ０ ２

烄

烆

烌

烎１ ２ ３ ０

．

５．２７５．
６．１０．
７．（１）最佳收益１８．　（２）Ｘ＝（３，０）犜，ｆ＝９．
１５．Ｖａｌｆ ＝２１．
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１６．不能．
１９．２９．
２０．３０２．

习　题　七

３．最佳赶工方案成本为１９６０．
５．（１）Ｔｍａｘ ＝２７，Ｔｍｉｎ ＝１８；　（４）Ｔ ＝２２天．
８．（２）期望值３２，方差５；　（３）（ａ）０．０９６；　（ｂ）０．９８７．

习　题　八

１．最短航程１９．
２．Ａ投资３，Ｂ不投资，Ｃ投资１，总收益１６４．
３．７７０．
５．Ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５）犜 ＝（１，０，１，０，１）犜，ｆ ＝５１．

６．Ｘ
１ ＝１，Ｘ

２ ＝１，ｆ ＝５．
７．Ｘ ＝（１，１，２，２）犜 或（１，１，４，１）犜 或（２，１，２，１）犜，ｆ ＝４．
８．ｘ

１ ＝１，ｘ
２ ＝４，ｘ

３ ＝１，ｆ ＝１２．

９．ｘ
１ ＝４，ｘ

２ ＝１，ｘ
３ ＝１，ｘ

４ ＝０，ｆ ＝５４．
１０．１月生产１００，２月生产１００，３月生产５０，４月生产６０，总费用２２９８０．
１１．元件１为２个，元件２为２个，元件３为１个，元件４为１个，可靠性为０．４３２．
１２．总收益２６８０．

习　题　九

１．（１）２小时；　（２）空闲时间减少１．０７小时，站里汽车数为４辆，交货时间增长

１．３３小时．
２．１１．３分钟．等待时间增长，逗留时间减少．
３．设置６个．
４．０．０５６．
５．使用甲．
６．不要．
７．２０个．
８．（１）０．０３７；　（２）２．８９；　（３）４３．８分钟．
９．０．９５．
１０．０．５８；０．０９５
１１．每小时不少于２９人．
１２．ｕ ＝５５件／小时．
１３．Ｓ ＝３．
１４．（１）０．１１８；　（２）０．２８小时．
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１７．平均等待队长是２人，平均等待时间为０．３小时．

习　题　十

１．Ｑ＝４４７件，ｔ＝１．６天．
２．Ｑ ＝１４１４件，ｆ ＝１０２８．２８４元．
３．Ｑ ＝１１９６７件．
４．Ｑ ＝４６２件，Ｑ

２ ＝２９件．
５．１５００件．
６．接受折扣率０．１的条件，订购３００瓶．
７．ｓ＝７０，Ｓ＝８０．
８．ｑ＝２０吨，Ｑ＝１４８吨．

习 题 十 一

１．（１）（α３，β１），Ｖ ＝５；　（２）（α１，β３），（α１，β５），（α３，β３），（α３，β５），Ｖ ＝－２．
２．均派第２队出场．
４．甲选（Ａ，Ｂ）或（Ａ，Ｃ），占７０％份额．乙选Ａ，占３０％份额．
５．Ｃ药．
６．（１）（０，１），Ｖ＝－０．３；　（２）（０，α，１－α），α∈［０，１］，Ｖ ＝４／７；

（３）（０．２，０．５，０．３）不是Ⅰ的最优解，（５／７，２／７）是Ⅱ的最优解，对应Ⅰ的最优策略为
（０，２／７，５／７），Ｖ＝４／７．

７．Ｖ ＝２．
８．（１）Ｘ ＝（６／１３，３／１３，４／１３），Ｙ ＝（４／１３，３／１３，６／１３），Ｖ ＝５０／１３．
（２）Ｘ ＝（１／３，１／３，１／３），Ｙ ＝（１／３，１／３，１／３），Ｖ ＝１．

９．（１）Ｘ ＝（０，３／５，０，２／５），Ｙ ＝（０，０，２／５，３／５），Ｖ ＝６／５．
（２）Ｘ ＝（０，０，３／７，４／７，０），Ｙ ＝（０，０，０，４／７，３／７），Ｖ ＝３７／７．

１０．（１）Ｘ ＝（１／３，０，２／３），Ｙ ＝（１／３，１／３，１／３），Ｖ ＝４／３．
（２）Ｘ ＝（０，０，１），Ｙ ＝（２／５，３／５，０），Ｖ ＝２．

１１．甲均以１／３的概率取两个师同走第一条路、各走一条路及同走第二条路．攻入城
的机会为２／３．乙分别以１／６，１／３，１／３，１／６的概率取３个师同守第一条路、两个师守第
一条路和另一师守第二条路、一个师守第一条路和两个师守第二条路，以及３个师同守
第二条路．

１３．设甲或者乙的策略为（ｉ，ｊ），其中ｉ为此人出的指数，ｊ为叫的数目．
１４．甲乙均采用策略３．
　
１５．（１）

　

　　　　　（Ｔ，Ｔ）　（Ｆ，Ｆ）　（Ｔ，Ｒ）　（Ｆ，Ｔ）

Ａ＝
查甲

查乙
　

　１６ 　６ 　４ １８　
　１６ １８ ２２ １２（ ）　

，

其中矩阵上面一行每个括弧中第一字母表示甲公司，第二个字母代表乙公司，Ｔ 表示如
实申报，Ｆ表示偷税，Ｘ ＝（１／３，２／３），Ｙ ＝（０，１／３，０，２／３），Ｖ ＝１４百万元；



附录 部分习题答案或提示

４７５　　

（２）罚金不少于应缴税款．

习 题 十 二

１．选择生产乙产品．α＝０．５．
２．应选取自行开采为决策方案．
３．每天应购进４筐香蕉．
４．（１）５００箱；　（２）５００箱，１４４５元．
５．应该提出建议，可获得收益１６．６万元．
６．（１）不合算；　（２）验前最优策略为Ｓ１，验后最优策略为Ｓ２．
８．Ｕ（－１００）＝０；Ｕ（２００）＝１；Ｕ（－６０）＝０．２５；Ｕ（０）＝０．５；Ｕ（８０）＝０．７５．

习 题 十 三

５．最优排序为（２，５，１，４，３），Ｔ ＝４０．
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