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内 容 简 介

本书根据教育部制定的《高等数学课程教学基本要求》编写．考虑学生考研的要求，编

写时参照了教育部制定的考研《数学考试大纲》．全书含两个分册，本册是线性代数与概率

统计分册，内容为行列式、矩阵、向量、线性 方 程 组、矩 阵 的 对 角 化、二 次 型、随 机 事 件 和 概

率、随机变量及其概率分布、随机变量的数字特征、大数定律和中心极限定理、数理统计初

步、参数估计和假设检验．
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误，总结解题方法和技巧，指导学生举一反三，触类旁通．
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前　　言

大学数学是高等学校理、工、文科各系的公共必修基础课．学习

大学数学，除掌握数学的基本概念、基本理论和基本方法外，更重要

的是使自己受到良好的科学训练，得到数学思维方法、逻辑推理能力

的培养，获得一定的数学素养，为学习专业课和后续课打下扎实的基

础．因此要学好大学数学成了每个大学生的共识．
大学数学是一门系统、严谨的学科，内容多，教学进度快，致使相

当多的刚进入大学的大学生感到学习困难．我们编写这本书的宗旨

就是指导大学生学好大学数学．
本书根据教育部制定的《高等数学课程教学基本要求》编写，并

参照了教育 部 制 定 的 全 国 硕 士 研 究 生 入 学 统 一 考 试《数 学 考 试 大

纲》．按其内容分为两个分册（高等数学分册，线性代数与概率统计分

册），第一分册包 括 一 元 函 数 微 积 分、空 间 解 析 几 何、多 元 函 数 微 积

分、无穷级数、常微分方程；第二分册包括行列式、矩阵、向量、线性方

程组、矩阵的对角化、二次型、随机事件和概率、随机变量及其概率分

布、随机变量的数字特征、大数定律和中心极限定理、数理统计初步、
参数估计与假设检验．全书共２２章，每章分两部分，第一部分是“基

本概念与内容提要”，列出主要概念、基本内容，并对其中的重要内容

和主要定理作详细叙述，希望读者能掌握这些内容，它是学好大学数

学的基础．第二部分是“典型习题与试题解析”，编者从有关教材与习

题集中，从历年高校期中考试、期末考试试题中，以及从历年硕士研

究生入学考试题（包括统考与单独考试）中，精选出典型题共８００余

例，逐条详细解析，对重要题目深入分析研究，总结出解题方法和技



巧，并指出可能发 生 的 错 误．这 些 典 型 题 解 析 内 容 广、类 型 多、技 巧

强，是本书的核心内容．编者希望通过典型题解析，指导大学生如何

解题，做到举一反三，触类旁通．各类学生可根据自己的专业要求，选

学本书；文科学生和对大学数学要求较低的学生，对书中的难题可以

删略．解题能力虽不是大学数学教学的全部内容，但它是学好大学数

学的试金石．读者 如 能 阅 读 好 本 书 的 典 型 题 解 析，定 能 提 高 分 析 能

力，掌握解题技巧，提升应试水平．为了帮助读者检测学习效果，全书

共设置１１份阶段复习试题（书末附有试题答案与提示）．
参与本书编写和资料收集整理工作的还有黄卫华、陈庆、李明、

吴汀和潘新华．
本书可供高等学校学生作为学习大学数学课程的教学参考书，

可供准备考研的人员作为复习备考用书，可供高等学校教师作为习

题课教材或教学参考书．
由于编者水平所限，书中缺点和错误难免，恳请读者批评、指正．

陈　仲

２ 前　　言
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书书书

１
行列式

１．１　基本概念与内容提要

１）行列式的定义

ｎ阶行列式

ｄｅｔＡ＝｜Ａ｜＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

定义为

（１）当ｎ＝１时，ｄｅｔ（ａ１１）
ｄｅｆ

ａ１１；

（２）当ｎ＞１时，

｜Ａ｜
ｄｅｆ

∑
ｎ

ｊ＝１

（－１）１＋ｊａ１ｊＭ１ｊ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ａ１ｊＡ１ｊ，

这里 Ｍｉｊ是Ａ 中元素ａｉｊ的余子式，Ａｉｊ是Ａ 中元素ａｉｊ的代数余子式．

２） 行列式的性质①

（１）转置行列式的值不变，即｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜．
（２）两行交换，行列式的值反号．
（３）某一行的公因子可提出去．

１１．１　基本概念与内容提要

① 本书中标“”的内容为重点．



（４）某行乘以常数ｋ后加到另一行上去，行列式的值不变．
３） 几个常用公式

（１）分块行列式

Ａ Ｏ

Ｏ Ｂ
＝

Ａ Ｏ

Ｃ１ Ｂ
＝

Ａ Ｃ２

Ｏ Ｂ
＝｜Ａ｜｜Ｂ｜．

（２）范德蒙行列式

１ １ … １

ａ１ ａ２ … ａｎ

ａ２
１ ａ２

２ … ａ２
ｎ

  

ａｎ－１
１ ａｎ－１

２ … ａｎ－１
ｎ

＝ 
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

（ａｊ－ａｉ）．

（３）可按任一行（或列）展开

｜Ａ｜＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊＡｉｊ　　（１≤ｉ≤ｎ），

｜Ａ｜＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｊＡｉｊ　　（１≤ｊ≤ｎ）．

１．２　典型习题与试题解析

例１．１　求

Ｄ４ ＝

ａ１ ０ ０ ｂ１

０ ａ２ ｂ２ ０

０ ｂ３ ａ３ ０

ｂ４ ０ ０ ａ４

．

解析　按第一行展开得

　　Ｄ４ ＝ａ１

ａ２ ｂ２ ０

ｂ３ ａ３ ０

０ ０ ａ４

－ｂ１

０ ａ２ ｂ２

０ ｂ３ ａ３

ｂ４ ０ ０

２ １　行 列 式



＝ａ１ａ４

ａ２ ｂ２

ｂ３ ａ３
－ｂ１ｂ４

ａ２ ｂ２

ｂ３ ａ３

＝ （ａ１ａ４－ｂ１ｂ４）（ａ２ａ３－ｂ２ｂ３）．

　　例１．２　求

Ｄｎ ＝

ｎ ０ ０ … ０ ０

０ ０ ０ … ０ １

０ ０ ０ … ２ ０
    

０ ｎ－１ ０ … ０ ０

．

解析　逐次按第１列展开得

Ｄｎ ＝ｎ

０ ０ … ０ １

０ ０ … ２ ０
   

ｎ－１ ０ … ０ ０

＝ｎ（ｎ－１）（－１）ｎ－１＋１

０ ０ … ０ １

０ ０ … ２ ０
   

ｎ－２ ０ … ０ ０

＝ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）（－１）ｎ＋（ｎ－１）

０ ０ … ０ １

０ ０ … ２ ０
   

ｎ－３ ０ … ０ ０

＝ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）…３·（－１）ｎ＋（ｎ－１）＋…＋４
０ １

２ ０

＝ｎ（－１）３＋４＋…＋ｎ ＝ （－１）１
２（ｎ－２）（ｎ＋３）ｎ

＝ （－１）１
２ｎ（ｎ＋１）＋１ｎ．

３１．２　典型习题与试题解析



例１．３　设ａｉｊ为１或－１（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），则

Ｄｎ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ （　　）

Ａ．奇数　　　　Ｂ．偶数　　　　Ｃ．０　　　　Ｄ．不确定

解析　Ｄｎ 的展开式中含ｎ项，每一项都是不相同的ａｉｊ的乘积，
所以每一项是１或－１，设ｎ项中有ｋ项为－１，则ｎ项中有ｎ－ｋ项

为１，于是Ｄｎ＝－ｋ＋（ｎ－ｋ）＝ｎ－２ｋ．即Ｄｎ 必为偶数，选（Ｂ）．
例１．４　设Ａ 为 ｍ 阶矩阵，Ｂ 为ｎ阶矩阵，且｜Ａ｜＝ａ，｜Ｂ｜＝ｂ，

求
Ｏ Ａ
Ｂ Ｏ

．

解析 　 将 Ａ 中 每 一 列 逐 次 与 它 的 前 一 列 对 调，直 至 调 为

Ａ Ｏ
Ｏ Ｂ

的形式，则一共调换了ｍ×ｎ次，故

Ｏ Ａ
Ｂ Ｏ

＝ （－１）ｍ·ｎ Ａ Ｏ
Ｏ Ｂ

＝ （－１）ｍ·ｎ｜Ａ｜｜Ｂ｜＝ （－１）ｍｎａｂ．

例１．５　求方程

ｆ（ｘ）＝

ｘ ａ ｂ ｃ
ａ ｘ ｂ ｃ
ａ ｂ ｘ ｃ
ａ ｂ ｃ ｘ

＝０

的根．
解析　用加边后化零法，

　　　　ｆ（ｘ）＝ （ｘ＋ａ＋ｂ＋ｃ）

１ ａ ｂ ｃ
１ ｘ ｂ ｃ
１ ｂ ｘ ｃ
１ ｂ ｃ ｘ

４ １　行 列 式



＝ （ｘ＋ａ＋ｂ＋ｃ）

１ ａ ｂ ｃ
０ ｘ－ａ ０ ０
０ ｂ－ａ ｘ－ｂ ０
０ ｂ－ａ ｃ－ｂ ｘ－ｃ

＝ （ｘ＋ａ＋ｂ＋ｃ）
ｘ－ａ ０ ０
ｂ－ａ ｘ－ｂ ０
ｂ－ａ ｃ－ｂ ｘ－ｃ

＝ （ｘ＋ｂ＋ｂ＋ｃ）（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）＝０，
故ｆ（ｘ）＝０的根为ａ，ｂ，ｃ，－（ａ＋ｂ＋ｃ）．

例１．６　求方程

　　　　ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ ｘ－１ ｘ－２ ｘ－３
２ｘ－２ ２ｘ－１ ２ｘ－２ ２ｘ－３
３ｘ－３ ３ｘ－２ ４ｘ－５ ３ｘ－５
４ｘ ４ｘ－３ ５ｘ－７ ４ｘ－３

＝０

的根．
解析　分析题给行列式的特征，可化为下三角分块行列式．各列

减第一列得

　　　　ｆ（ｘ）＝

ｘ－２ １ ０ －１
２ｘ－２ １ ０ －１
３ｘ－３ １ ｘ－２ －２
４ｘ －３ ｘ－７ －３

＝

ｘ－２ １ ０ ０
２ｘ－２ １ ０ ０
３ｘ－３ １ ｘ－２ －１
４ｘ －３ ｘ－７ －６

．

应用下三角分块行列式的计算公式得

ｆ（ｘ）＝
ｘ－２ １
２ｘ－２ １

ｘ－２ －１
ｘ－７ －６

＝－ｘ（－５ｘ＋５）＝０，

５１．２　典型习题与试题解析



所以ｘ＝０，１为ｆ（ｘ）＝０的两个根．
例１．７　设

　　　　｜Ａ｜＝

２ １ －３ ５
１ １ １ ２
４ ２ ３ １
２ ５ ８ ７

，

｜Ａ｜中元素ａｉｊ的余子式记为Ｍｉｊ，ａｉｊ的代数余子式记为Ａｉｊ，求

（１）Ａ４１＋Ａ４２＋Ａ４３＋Ａ４４；
（２）Ｍ４１＋Ｍ４２＋Ｍ４３＋Ｍ４４．
解析　（１）将｜Ａ｜中第４行 改 为（１　１　１　１），并 按 第４行 展

开得

∑
４

ｊ＝１
Ａ４ｊ ＝

２ １ －３ ５
１ １ １ ２
４ ２ ３ １
１ １ １ １

＝

２ １ －３ ５
１ １ １ ２
４ ２ ３ １
０ ０ ０ －１

＝－
２ １ －３
１ １ １
４ ２ ３

＝－
１ １ －４
０ １ ０
２ ２ １

＝－
１ －４
２ １

＝－９．
（２）将｜Ａ｜中第４行改为（－１　１　－１　１），并按第４行展开得

∑
４

ｊ＝１
Ｍ４ｊ ＝

２ １ －３ ５
１ １ １ ２
４ ２ ３ １
－１ １ －１ １

＝

２ －１ －５ １
１ ０ ０ ０
４ －２ －１ －７
０ ２ ０ ３

＝－
－１ －５ １
－２ －１ －７
２ ０ ３

＝－
１ ５ －１
２ １ ７
２ ０ ３
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＝－
－９ ０ －３６
２ １ ７
２ ０ ３

＝－
－９ －３６
２ ３

＝－４５．

例１．８　求行列式

Ｄ４ ＝

１ １ １ １
ａ ｂ ｃ ｄ
ａ２ ｂ２ ｃ２ ｄ２

ａ４ ｂ４ ｃ４ ｄ４

．

解析　考虑５阶范德蒙行列式

Ｖ５ ＝

１ １ １ １ １
ａ ｂ ｃ ｄ ｘ
ａ２ ｂ２ ｃ２ ｄ２ ｘ２

ａ３ ｂ３ ｃ３ ｄ３ ｘ３

ａ４ ｂ４ ｃ４ ｄ４ ｘ４

＝ （ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）（ｘ－ｄ）（ｄ－ａ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ）·
（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ）（ｂ－ａ），

则Ｄ４ 为Ｖ５ 中元素ｘ３ 的余子式 Ｍ４５．由于Ｖ５ 中元素ｘ３ 的代数余子

式Ａ４５ 为Ｖ５ 的展开式中ｘ３ 的系数，所以

Ａ４５ ＝－（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）（ｄ－ａ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ）（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ）（ｂ－ａ）．
于是　Ｄ４ ＝Ｍ４５ ＝－Ａ４５

＝ （ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）（ｄ－ａ）（ｄ－ｂ）（ｄ－ｃ）（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ）（ｂ－ａ）．
例１．９　求

Ｄｎ ＝

１ １
２

１
３

… １
ｎ

２ １ ０ … ０
３ ０ １ … ０
   

ｎ ０ ０ … １

．

７１．２　典型习题与试题解析



解析　第２列乘以２，第３列乘以３，…，第ｎ列乘以ｎ；同时第２
行除以２，第３行除以３，…，第ｎ行除以ｎ 得

Ｄｎ ＝

１ １ １ … １
１ １ ０ … ０
１ ０ １ … ０
   

１ ０ ０ … １

，

第ｉ列乘以（－１）加到第１列（ｉ＝２，…，ｎ）得

Ｄｎ ＝

２－ｎ １ １ … １
０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
   

０ ０ ０ … １

＝２－ｎ．

例１．１０　求

　　　　Ｄｎ ＝

１－ａ ａ ０ … ０ ０
－１ １－ａ ａ … ０ ０
０ －１ １－ａ … ０ ０
    

０ ０ ０ … １－ａ ａ
０ ０ ０ … －１ １－ａ

．

解析　加边后按第１列展开得

　　　　Ｄｎ ＝

１ ａ ０ … ０ ０
０ １－ａ ａ … ０ ０
０ －１ １－ａ … ０ ０
    

０ ０ ０ … １－ａ ａ
－ａ ０ ０ … －１ １－ａ

＝Ｄｎ－１＋（－１）ｎ＋１（－ａ）ａｎ－１

＝Ｄｎ－１＋（－ａ）ｎ　　（依此类推）
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＝Ｄｎ－２＋（－ａ）ｎ－１＋…＋（－ａ）ｎ

＝Ｄ２＋（－ａ）３＋（－ａ）４＋…＋（－ａ）ｎ

＝１－ａ＋ａ２－ａ３＋ａ４－…＋（－１）ｎａｎ．
例１．１１　求行列式

　　　　Ｄｎ ＝

１－ｘ １ １ … １ １
０ １－ｘ １ … １ １
０ ０ １－ｘ … １ １
    

０ ０ ０ … １－ｘ １
ｘ ｘ ｘ … ｘ １

．

解析　逐次作变换：第ｎ列减去第ｎ－１列，…，第２列减去第１
列，再按第１行展开，

　　Ｄｎ ＝

１－ｘ ｘ ０ … ０ ０
０ １－ｘ ｘ … ０ ０
０ ０ １－ｘ … ０ ０
    

０ ０ ０ … １－ｘ ｘ
ｘ ０ ０ … ０ １－ｘ

＝ （１－ｘ）

１－ｘ ｘ ０ … ０ ０
０ １－ｘ ｘ … ０ ０
    

０ ０ ０ … １－ｘ ｘ
０ ０ ０ … ０ １－ｘ

＋

　（－１）ｎ＋１ｘ

ｘ ０ ０ … ０ ０
１－ｘ ｘ ０ … ０ ０
０ １－ｘ ｘ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｘ ０
０ ０ ０ … １－ｘ ｘ

９１．２　典型习题与试题解析



＝ （１－ｘ）ｎ＋（－１）ｎ＋１ｘｎ ＝ （１－ｘ）ｎ－（－ｘ）ｎ．
例１．１２　求行列式

Ｄｎ ＝

ｘ ａ ａ … ａ ａ
ｂ ｘ ａ … ａ ａ
    

ｂ ｂ ｂ … ｘ ａ
ｂ ｂ ｂ … ｂ ｘ

．

解析　（１）当ａ＝ｂ时，用加边后化零法，

　　　　Ｄｎ ＝ （ｘ＋（ｎ－１）ａ）

１ ａ ａ … ａ
０ ｘ－ａ ０ … ０
   

０ ０ ０ … ｘ－ａ
＝ （ｘ＋（ｎ－１）ａ）（ｘ－ａ）ｎ－１．

（２）当ａ≠ｂ时，

　Ｄｎ ＝

ｘ－ａ ０ ０ … ０ ０
ｂ ｘ ａ … ａ ａ
    

ｂ ｂ ｂ … ｘ ａ
ｂ ｂ ｂ … ｂ ｘ

＋

ａ ａ ａ … ａ ａ
ｂ ｘ ａ … ａ ａ
    

ｂ ｂ ｂ … ｘ ａ
ｂ ｂ ｂ … ｂ ｘ

＝ （ｘ－ａ）Ｄｎ－１＋ａ

１ １ １ … １ １
ｂ ｘ ａ … ａ ａ
    

ｂ ｂ ｂ … ｘ ａ
ｂ ｂ ｂ … ｂ ｘ

＝ （ｘ－ａ）Ｄｎ－１＋ａ

１ ０ ０ … ０ ０
ｂ ｘ－ｂ ａ－ｂ … ａ－ｂ ａ－ｂ
    

ｂ ０ ０ … ｘ－ｂ ａ－ｂ
ｂ ０ ０ … ０ ｘ－ｂ
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＝ （ｘ－ａ）Ｄｎ－１＋ａ（ｘ－ｂ）ｎ－１．
考虑Ｄｎ 的转置行列式，同理可得

Ｄｎ＝（ｘ－ｂ）Ｄｎ－１＋ｂ（ｘ－ａ）ｎ－１．
于是

（ｘ－ａ）Ｄｎ－（ｘ－ｂ）Ｄｎ＝ｂ（ｘ－ａ）ｎ－ａ（ｘ－ｂ）ｎ，

Ｄｎ＝ｂ
（ｘ－ａ）ｎ－ａ（ｘ－ｂ）ｎ

ｂ－ａ ．

例１．１３　设α１，α２，α３ 均为三维列向量，记三阶矩阵

Ａ＝（α１　α２　α３），

Ｂ＝（α１＋α２＋α３　α１＋２α２＋４α３　α１＋３α２＋９α３）．
如果｜Ａ｜＝１，那么｜Ｂ｜＝　　　　．

解析　由于

Ｂ＝ （α１　α２　α３）
１ １ １
１ ２ ３

烄

烆

烌

烎１ ４ ９

，

所以

｜Ｂ｜＝｜Ａ｜·
１ １ １
１ ２ ３
１ ４ ９

＝
１ １ １
０ １ ２
０ ３ ８

＝２．

１１１．２　典型习题与试题解析



２
矩　阵

２．１　基本概念与内容提要

１）矩阵的定义，特殊矩阵

对角矩阵，上三角矩阵，下三角矩阵，单位矩阵，对称矩阵，反对

称矩阵等．
２）矩阵的运算与运算性质

加法，减法，数乘，乘法，矩阵的幂，矩阵的转置．
设Ａ，Ｂ，Ｃ是矩阵，满足矩阵乘法对行、列的要求，则有

（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ）；　　　　　Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ；
（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ；　　 ｋ（ＡＢ）＝ （ｋＡ）Ｂ＝Ａ（ｋＢ）；
（ＡＢ）Ｔ ＝ＢＴＡＴ；　　 ｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜．
３） 矩阵的初等变换，初等矩阵

矩阵的初等行（列）变换包括：
（１）对调两行（列）；
（２）用非零常数ｋ乘矩阵的某一行（列）；
（３）矩阵的某一行（列）乘以常数ｋ后加到另一行（列）上去．
矩阵Ａ 经初等行（或列）变换化为矩阵Ｂ，称Ａ 等价于Ｂ．
任一矩阵经过初等行变换后必可化为阶梯形矩阵或行简化阶梯

形矩阵．
任一矩阵经过初等行变换和初等列变换后必可化为单位矩阵或

左上角为一单位矩阵而其他元素皆为０的矩阵．
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对矩阵Ａ 施行一次初等行（列）变换，相当于将矩阵Ａ 左（右）乘

一个对单位矩阵Ｅ 施行同一变换的初等矩阵．
４） 逆矩阵

若Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，ＡＢ＝ＢＡ＝Ｅ，则Ａ 为可逆矩阵，Ｂ 为Ａ 的

逆矩阵，记为Ｂ＝Ａ－１．
初等变换不 改 变 矩 阵 的 可 逆 性，任 一 可 逆 矩 阵 必 等 价 于 单 位

矩阵．
任一可逆矩阵总可表示为若干个初等矩阵的乘积．
设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ，ａｉｊ的代数余子式记为Ａｉｊ，则定义Ａ ＝（Ａｉｊ）Ｔ，并

称Ａ 为Ａ 的伴随矩阵．
定理１　ＡＡ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ．
定理２　Ａ 为 可 逆 矩 阵 的 充 要 条 件 是Ａ 的 行 列 式｜Ａ｜≠０，且

当｜Ａ｜≠０时，Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

．

当Ａ 可逆时，用初等行变换，将（Ａ┊Ｅ）化 为 行 简 化 阶 梯 形 矩 阵

（Ｅ┊Ｂ），则Ｂ 为Ａ 的逆矩阵，即

（Ａ┊Ｅ） →
初等行变换

（Ｅ┊Ａ－１），
与此式类似的求逆有：

Ａ
┈（ ）Ｅ →

初等列变换 Ｅ
┈Ａ－（ ）１

，

（Ａ┊Ｂ） →
初等行变换

（Ｅ┊Ａ－１Ｂ），

Ａ
┈（ ）Ｂ →

初等列变换 Ｅ
┈┈ＢＡ－（ ）１ ．

逆矩阵的性质：设Ａ，Ｂ 可逆，λ为非零常数，则

（λＡ）－１＝１
λＡ－１，　　（ＡＴ）－１＝（Ａ－１）Ｔ，　　（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１．

５） 矩阵的秩

矩阵Ａ 中若存在一个ｒ阶子式不等于０，而Ａ 的所有ｒ＋１阶子

３１２．１　基本概念与内容提要



式（如果存在的话）皆等于０，则定义Ａ 的秩为ｒ，记为ｒ（Ａ）＝ｒ．
矩阵的初等变换不改变矩阵的秩．
用初等行变换将Ａ 化为阶梯形矩阵，该阶梯形矩阵中首非零元

的个数即为矩阵Ａ 的秩．
和秩定理：ｒ（Ａ＋Ｂ）≤ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｂ）．
积秩定理：设Ａ 为ｍ×ｎ矩阵，Ｂ 为ｎ×ｋ矩阵，则

ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｂ）－ｎ≤ｒ（ＡＢ）≤ ｍｉｎ（ｒ（Ｂ），ｒ（Ｂ））．
６）分块矩阵

分块矩阵的乘法，矩阵分块的原则．
分块矩阵的逆矩阵：设Ａ，Ｂ 可逆，则

Ａ０ Ｏ
Ｏ０

烄
烆

烌
烎Ｂ

－１

＝
Ａ－１ Ｏ
Ｏ Ｂ－

烄
烆

烌
烎１
，　　

Ｏ０ Ａ
Ｂ０

烄
烆

烌
烎Ｏ
＝

Ｏ Ｂ－１

Ａ－１

烄
烆

烌
烎Ｏ
．

２．２　典型习题与试题解析

例２．１　已知α＝（１，２，３），β＝ １，１
２

，（ ）１
３

，设Ａ＝αＴβ，其中αＴ

是α的转置，求Ａｎ．
解析　应 用 矩 阵 乘 法 的 结 合 律，并 注 意 到 Ａ＝αＴβ 为 矩 阵，而

βＴα为常数３，于是

　　　Ａｎ ＝αＴβαＴβ…αＴβ＝αＴ（βαＴ）ｎ－１β

＝ （βαＴ）ｎ－１αＴβ＝３ｎ－１Ａ＝３ｎ－１

１ １
２

１
３

２ １ ２
３

３ ３
２

烄

烆

烌

烎１

．

例２．２　 设 α 为 ３ 维 列 向 量，αＴ 是 α 的 转 置，若 ααＴ ＝
１ －１ １
－１ １ －１

烄

烆

烌

烎１ －１ １

，求αＴα．
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解析　设Ａ＝ααＴ，由于αＴα为数，应用矩阵乘法的结合律，

Ａ２＝ααＴααＴ＝（αＴα）Ａ，

应用此式可求数αＴα．由于

　　　　Ａ２ ＝
１ －１ １
－１ １ －１
１ －

烄

烆

烌

烎１ １

１ －１ １
－１ １ －１
１ －

烄

烆

烌

烎１ １

＝３
１ －１ １
－１ １ －１
１ －

烄

烆

烌

烎１ １
＝３Ａ，

所以αＴα＝３．
例２．３　设Ａ是３阶方阵，将Ａ的第１列与第２列交换得Ｂ，再把

Ｂ的第２列加到第３列得Ｃ，则满足ＡＱ＝Ｃ的可逆矩阵Ｑ为 （　　）

Ａ．
０ １ ０
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ １
　　　　　　　Ｂ．

０ １ ０
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １

Ｃ．
０ １ ０
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ １ １
Ｄ．

０ １ １
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
解析　设单位矩阵Ｅ 第１列与第２列交换得到初等矩阵为Ｅ１，

单位矩阵Ｅ 的第２列加到第３列得到初等矩阵为Ｅ２．则

Ｅ１ ＝
０ １ ０
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，　　Ｅ２ ＝
１ ０ ０
０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

于是所求矩阵

Ｑ＝Ｅ１Ｅ２ ＝
０ １ ０
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

１ ０ ０
０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝

０ １ １
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
．
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　　例２．４　设

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４

ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ

烄

烆

烌

烎４４

，　　Ｂ＝

ａ１４ ａ１３ ａ１２ ａ１１

ａ２４ ａ２３ ａ２２ ａ２１

ａ３４ ａ３３ ａ３２ ａ３１

ａ４４ ａ４３ ａ４２ ａ

烄

烆

烌

烎４１

，

Ｐ１ ＝

０ ０ ０ １
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ ０

，　 Ｐ２ ＝

１ ０ ０ ０
０ ０ １ ０
０ １ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

，

其中Ａ 可逆，则Ｂ－１等于 （　　）

Ａ．Ａ－１Ｐ１Ｐ２　　Ｂ．Ｐ１Ａ－１Ｐ２　　Ｃ．Ｐ１Ｐ２Ａ－１　　Ｄ．Ｐ２Ａ－１Ｐ１

解析　由于Ｂ 是由Ａ 的第１列与第４列对调，第２列与第３列

对调得到的．应用初等变换与初等矩阵的关系可得

　　　　Ｂ＝ＡＰ１Ｐ２，　　或Ｂ＝ＡＰ２Ｐ１．
由于Ｂ－１＝Ｐ－１

２ Ｐ－１
１ Ａ１，或Ｂ－１＝Ｐ－１

１ Ｐ－１
２ Ａ－１，且Ｐ－１

１ ＝Ｐ１，Ｐ－１
２ ＝Ｐ２，

所以

　　　　Ｂ－１＝Ｐ２Ｐ１Ａ－１，　　或Ｂ－１＝Ｐ１Ｐ２Ａ－１．
例２．５　设Ａ 为ｎ （ｎ≥２）阶可逆矩阵，交换Ａ 的第１行与第２

行得矩阵Ｂ．Ａ，Ｂ 分别为Ａ，Ｂ 的伴随矩阵，则 （　　）

Ａ．交换Ａ 的第１列与第２列得Ｂ

Ｂ．交换Ａ 的第１行与第２行得Ｂ

Ｃ．交换Ａ 的第１列与第２列得－Ｂ

Ｄ．交换Ａ 的第１行与第２行得－Ｂ

解析　设 单 位 矩 阵 Ｅ 的 第１行 与 第２行 交 换 后 得 到 的 矩 阵

记 为Ｅ１２，则 用Ｅ１２左 乘 矩 阵Ａ 等 价 于 交 换 矩 阵Ａ 的 第１行 与 第２
行，于 是

　　　　Ｂ＝Ｅ１２Ａ，　　｜Ｂ｜＝｜Ｅ１２｜｜Ａ｜＝－｜Ａ｜．
由于Ａ＝｜Ａ｜Ａ－１，交换Ａ 的第１列与第２列等价于用Ｅ１２右
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乘Ａ，即

　　　　ＡＥ１２ ＝｜Ａ｜Ａ－１Ｅ１２ ＝｜Ａ｜Ａ－１Ｅ－１
１２

＝－｜Ｂ｜（Ｅ１２Ａ）－１ ＝－｜Ｂ｜Ｂ－１

＝－Ｂ．

例２．６　设Ａ＝
０ －１ ０
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ －１

，Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ，其中Ｐ 为三阶可逆

矩阵，求Ｂ２００４－２Ａ２．
解析　由矩阵乘法可得

Ａ２ ＝
０ －１ ０
１ ０ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１

０ －１ ０
１ ０ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
＝

－１ ０ ０
０ －１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

从而Ａ４ ＝Ｅ，于是

　　　　　Ｂ２００４－２Ａ２ ＝Ｐ－１Ａ２００４Ｐ－２Ａ２

＝Ｐ－１ＥＰ－２Ａ２ ＝Ｅ－２Ａ２

＝
３ ０ ０
０ ３ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
．

例２．７　设ｎ维向量α＝（ａ，０，…，０，ａ）Ｔ，ａ＜０；Ｅ 为ｎ 阶单位

矩阵，矩阵

Ａ＝Ｅ－ααＴ，　Ｂ＝Ｅ＋１
ａαα

Ｔ，

若Ａ 的逆矩阵为Ｂ，求常数ａ．
解析　由于Ａ 的逆矩阵为Ｂ，所以ＡＢ＝Ｅ，而

　ＡＢ ＝ （Ｅ－ααＴ）Ｅ＋１
ａαα（ ）Ｔ ＝Ｅ＋ １

ａ －１－１
ａα

Ｔ（ ）αααＴ

＝Ｅ＋ １
ａ －１－２（ ）ａααＴ，
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且ααＴ ≠０，所 以 １
ａ －１－２ａ＝０ａ＝－１，１

２．由 于 ａ＜０，于 是

ａ＝－１．
例２．８　设Ａ，Ｂ，Ｃ均为ｎ 阶矩阵，Ｅ 为ｎ 阶单位矩阵，若Ｂ＝Ｅ

＋ＡＢ，Ｃ＝Ａ＋ＣＡ，则Ｂ－Ｃ为 （　　）

Ａ．Ｅ Ｂ．－Ｅ Ｃ．Ａ Ｄ．－Ａ
解析　由Ｂ＝Ｅ＋ＡＢ 得Ｂ＝（Ｅ－Ａ）－１，由Ｃ＝Ａ＋ＣＡ 得Ｃ＝

Ａ（Ｅ－Ａ）－１，于是

Ｂ－Ｃ＝（Ｅ－Ａ）－１－Ａ（Ｅ－Ａ）－１＝（Ｅ－Ａ）（Ｅ－Ａ）－１＝Ｅ．
例２．９　对任意ｎ阶方阵Ａ，Ｂ，若ＡＢ＝Ａ＋Ｂ，求证ＢＡ＝ＡＢ．
解析　因

（Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝ＡＢ－Ａ－Ｂ＋Ｅ＝Ｅ，
故

（Ａ－Ｅ）－１＝Ｂ－Ｅ．
从而又有

Ｅ＝（Ｂ－Ｅ）（Ａ－Ｅ）＝ＢＡ－Ｂ－Ａ＋Ｅ．
由此得

ＢＡ＝Ｂ＋Ａ＝Ａ＋Ｂ＝ＡＢ．
例２．１０　设 矩 阵 Ａ 可 逆，其 每 行 元 素 之 和 等 于 常 数ａ，求 证：

（１）ａ≠０；（２）Ａ－１的每行元素之和等于１
ａ．

解析　（１）因Ａ 的每行元素之和等于ａ，用加边方法得

｜Ａ｜＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ

１ ａ１２ … ａ１ｎ

１ ａ２２ … ａ２ｎ

  

１ ａｎ２ … ａｎｎ

，

若ａ＝０，则｜Ａ｜＝０，与条件Ａ 可逆矛盾．故ａ≠０．
（２）记α＝（１，１，…，１）Ｔ，则Ａα＝ａα，由此可得
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Ａ－１α＝１
ａα

，

此式即表示Ａ－１的每行元素之和为１
ａ．

例２．１１　设Ａ＝（ａｉｊ）３×３满足Ａ ＝ＡＴ，其中Ａ 为Ａ 的伴随矩

阵，ＡＴ 是Ａ 的转置矩阵，若ａ１１＝ａ１２＝ａ１３＝ｋ＞０，求常数ｋ．
解析　由ＡＡ＝ＡＡＴ＝｜Ａ｜Ｅ，考察两边的（１，１）元可得

３ｋ２＝｜Ａ｜≠０．

又因为｜Ａ｜２＝｜Ａ｜３，得｜Ａ｜＝１，于是ｋ＝１
槡３

．

例２．１２　设Ａ 是ｎ 阶矩阵，满足ＡＡＴ＝Ｅ（Ｅ 是ｎ 阶单位矩阵，

ＡＴ 是Ａ 的转置矩阵），｜Ａ｜＜０，求｜Ａ＋Ｅ｜．
解析　由ＡＡＴ＝Ｅ，所以｜Ａ｜２＝１，而｜Ａ｜＜０，故｜Ａ｜＝－１．因为

　｜Ａ＋Ｅ｜＝｜Ａ＋ＡＡＴ｜＝｜Ａ｜｜Ｅ＋ＡＴ｜
＝｜Ａ｜｜（Ｅ＋Ａ）Ｔ｜＝｜Ａ｜｜Ｅ＋Ａ｜＝－｜Ａ＋Ｅ｜，

故

｜Ａ＋Ｅ｜＝０．
例２．１３　设三阶方阵Ａ，Ｂ 满足Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ，其中Ｅ 为三阶

单位矩阵，若Ａ＝
１ ０ １
０ ２ ０

烄

烆

烌

烎－２ ０ １

，求｜Ｂ｜．

解析　由Ａ２Ｂ－Ａ－Ｂ＝Ｅ 得

（Ａ＋Ｅ）（Ａ－Ｅ）Ｂ＝Ａ＋Ｅ，
由于

｜Ａ＋Ｅ｜＝
２ ０ １
０ ３ ０
－２ ０ ２

＝３
２ １
－２ ２

＝１８≠０，

所以Ａ＋Ｅ 可逆，故Ｂ＝（Ａ－Ｅ）－１，于是｜Ｂ｜＝｜Ａ－Ｅ｜－１，而
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｜Ａ－Ｅ｜＝
０ ０ １
０ １ ０
－２ ０ ０

＝２，

所以｜Ｂ｜＝１
２．

例２．１４　设矩阵Ａ＝
２ １ ０
１ ２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，矩阵Ｂ 满足ＡＢＡ ＝２ＢＡ ＋

Ｅ，其中Ａ 为Ａ 的伴随矩阵，Ｅ 是单位矩阵，求｜Ｂ｜．
解析　将原式化为

（Ａ－２Ｅ）ＢＡ＝Ｅ，
求行列式得

｜Ａ－２Ｅ｜｜Ｂ｜｜Ａ｜＝｜Ｅ｜＝１，
由于｜Ａ｜＝３，｜Ａ｜＝｜Ａ｜２＝９，

｜Ａ－２Ｅ｜＝
０ １ ０
１ ０ ０
０ ０ －１

＝１，

所以｜Ｂ｜＝ １
９．

例２．１５　设Ａ 是 三 阶 方 阵，Ａ 是Ａ 的 伴 随 矩 阵，Ａ 的 行 列 式

｜Ａ｜＝１
２．求行列式｜（３Ａ）－１－２Ａ｜的值．

解析　因为（３Ａ）－１＝１
３Ａ－１，Ａ ＝｜Ａ｜·Ａ－１＝１

２Ａ－１，｜Ａ－１｜＝

２．所以

　　｜（３Ａ）－１－２Ａ｜＝ １
３Ａ－１－Ａ－１ ＝ －２

３Ａ－１

＝ －（ ）２
３

３

｜Ａ－１｜＝－８
２７

·２＝－１６
２７．
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例２．１６　 设Ａ＝

０ ａ１ ０ … ０
０ ０ ａ２ … ０
   
０ ０ ０ … ａｎ－１

ａｎ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

，其中ａｉ≠０，ｉ＝１，

２，…，ｎ，求Ａ－１．
解析　由分块矩阵的求逆公式

Ｏ Ａ１

Ａ２
（ ）Ｏ

－１

（＝
Ｏ Ａ－１

２

Ａ－１
１

）Ｏ
，　

Ａ１ Ｏ
Ｏ Ａ（ ）

２

－１

＝
Ａ－１

１

Ｏ
Ｏ
Ａ－１（ ）

２

得

Ａ－１ ＝

０ ａ１ ０ … ０
０ ０ ａ２ … ０
   
０ ０ ０ … ａｎ－１

ａｎ ０ ０ …









烄

烆

烌

烎０

－１

＝

０ ０ … ０ １
ａｎ

１
ａ１

０ … ０ ０

０ １
ａ２

… ０ ０

   

０ ０ … １
ａｎ－１
















烄

烆

烌

烎
０

．

例２．１７　 设Ａ＝
１ ０ ０
２ ２ ０

烄

烆

烌

烎３ ４ ５
，Ａ 是Ａ 的伴随矩阵，求（Ａ）－１．

解析　矩阵Ａ 的行列式｜Ａ｜＝１０，所以Ａ 可逆，且

　　（Ａ）－１ ＝ （｜Ａ｜Ａ－１）－１ ＝ １
｜Ａ｜

（Ａ－１）－１ ＝ １
｜Ａ｜

Ａ＝ １
１０Ａ

＝

１
１０ ０ ０

１
５

１
５ ０

３
１０

２
５

烄

烆

烌

烎
１
２

．
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例２．１８　已知三阶矩阵Ａ 的逆矩阵为

Ａ－１ ＝
１ １ １
１ ２ １

烄

烆

烌

烎１ １ ３

，

试求伴随矩阵Ａ 的逆矩阵．

解析　因（Ａ）－１＝ １
｜Ａ｜Ａ＝｜Ａ－１｜Ａ．

为求Ａ，将矩阵（Ａ－１┆Ｅ）施行初等行变换，

（Ａ－１┆Ｅ）＝
１ １ １ １ ０ ０
１ ２ １ ０ １ ０






烄

烆

烌

烎１ １ ３ ０ ０ １


１ ０ ０ ５
２ －１ －１

２
０ １ ０ －１ １ ０

０ ０ １ －１
２ ０








烄

烆

烌

烎
１
２

于是

Ａ＝

５
２ －１ －１

２
－１ １ ０

－１
２ ０

烄

烆

烌

烎
１
２

．

计算得｜Ａ－１｜＝
１ １ １
１ ２ １
１ １ ３

＝２，因此

（Ａ）－１ ＝｜Ａ－１｜Ａ＝
５ －２ －１
－２ ２ ０
－

烄

烆

烌

烎１ ０ １
．

例２．１９　设Ａ 是任一ｎ （ｎ≥３）阶方阵，Ａ 是其伴随矩阵，又ｋ
为常数，且ｋ≠０，±１，则必有（ｋＡ）＝ （　　）

Ａ．ｋＡ Ｂ．ｋｎ－１Ａ Ｃ．ｋｎＡ Ｄ．ｋ－１Ａ

解析　令Ａ＝（ａｉｊ），ａｉｊ的代数余子式记为Ａｉｊ，则
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Ａ＝（Ａｉｊ）Ｔ，
令ｋＡ＝（ｋａｉｊ）中ｋａｉｊ的代数余子式为Ｂｉｊ，则

Ｂｉｊ＝ｋｎ－１Ａｉｊ，
于是

（ｋＡ） ＝ （Ｂｉｊ）Ｔ ＝ （ｋｎ－１Ａｉｊ）Ｔ ＝ｋｎ－１（Ａｉｊ）Ｔ ＝ｋｎ－１Ａ．
注　题设条件中没有Ａ 可逆的条件，但其结论应对Ａ 可逆也应

成立．所以可先加强条件，设Ａ 可逆，则由公式

Ａ＝｜Ａ｜Ａ－１，
可得

　　　　（ｋＡ） ＝｜ｋＡ｜（ｋＡ）－１ ＝ｋｎ｜Ａ｜ １
ｋＡ－（ ）１

＝ｋｎ－１｜Ａ｜Ａ－１ ＝ｋｎ－１Ａ．
题设条件ｋ≠０，±１是为保证选项的唯一性．

例２．２０　设ｎ阶矩阵Ａ 非奇异 （ｎ≥２），Ａ 是矩阵Ａ 的伴随矩

阵，则 （　　）

Ａ．（Ａ）＝｜Ａ｜ｎ－１Ａ Ｂ．（Ａ）＝｜Ａ｜ｎ＋１Ａ
Ｃ．（Ａ）＝｜Ａ｜ｎ－２Ａ Ｄ．（Ａ）＝｜Ａ｜ｎ＋２Ａ
解析　因为Ａ 非异，即Ａ 可逆，以Ａ－１右乘等式ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ 两

端，得Ａ＝｜Ａ｜Ａ－１，于是

　（Ａ） ＝ （｜Ａ｜Ａ－１） ＝｜｜Ａ｜Ａ－１｜（｜Ａ｜Ａ－１）－１

＝｜Ａ｜ｎ｜Ａ－１｜· １
｜Ａ｜

（Ａ－１）－１ ＝｜Ａ｜ｎ－２Ａ　（ｎ≥２）．

例２．２１　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，Ａ，Ｂ 分别为Ａ，Ｂ 对应的伴随

矩阵，分块矩阵Ｃ＝
Ａ０ 　Ｏ
Ｏ０ 　

烄
烆

烌
烎Ｂ
，求Ｃ的伴随矩阵Ｃ．

解析　方法Ⅰ　设Ａ，Ｂ 可逆，则Ｃ亦可逆，于是

　　Ｃ ＝｜Ｃ｜Ｃ －１＝
Ａ Ｏ
Ｏ Ｂ

Ａ０ 　Ｏ
Ｏ０ 　

烄
烆

烌
烎Ｂ

－１
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＝｜Ａ｜｜Ｂ｜
Ａ－１ Ｏ
Ｏ Ｂ－

烄
烆

烌
烎１
＝

｜Ｂ｜｜Ａ｜Ａ－１ Ｏ
Ｏ ｜Ａ｜｜Ｂ｜Ｂ－

烄
烆

烌
烎１

＝
｜Ｂ｜Ａ Ｏ

Ｏ ｜Ａ｜Ｂ
烄
烆

烌
烎
．

方法Ⅱ　假设

Ｃ ＝
｜Ｂ｜Ａ Ｏ

Ｏ ｜Ａ｜Ｂ
烄
烆

烌
烎
． （１）

则

ＣＣ ＝
Ａ０ 　Ｏ
Ｏ０ 　

烄
烆

烌
烎Ｂ

｜Ｂ｜Ａ Ｏ
Ｏ ｜Ａ｜Ｂ

烄
烆

烌
烎

＝
｜Ｂ｜｜Ａ｜Ｅ０ 　 Ｏ

Ｏ０ 　 ｜Ａ｜｜Ｂ｜
烄
烆

烌
烎Ｅ

＝｜Ａ｜｜Ｂ｜
Ｅ０ 　Ｏ
Ｏ０ 　

烄
烆

烌
烎Ｅ
＝｜Ｃ｜Ｅ．

故假设（１）成立．
例２．２２　设Ａ 是ｎ 阶可逆方阵，将Ａ 的第ｉ行和第ｊ 行对换后

得到的矩阵记为Ｂ．
（１）证明Ｂ 可逆；
（２）求ＡＢ－１．
解析　（１）因｜Ａ｜≠０及｜Ｂ｜＝－｜Ａ｜≠０，故Ｂ 可逆．
（２）记Ｅｉｊ是由ｎ 阶单位矩阵的第ｉ行和第ｊ行对换后所得到的

初等矩阵，则Ｂ＝ＥｉｊＡ．
因而

ＡＢ－１ ＝Ａ（ＥｉｊＡ）－１ ＝ＡＡ－１Ｅ－１
ｉｊ ＝Ｅ－１

ｉｊ ＝Ｅｉｊ．
例２．２３　设Ａ＝Ｅ－ααＴ，其中Ｅ 是ｎ 阶单位矩阵，α 是ｎ 维非

零列向量，αＴ 是α的转置，证明

（１）Ａ２＝Ａ 的充分条件是αＴα＝１；
（２）当αＴα＝１时，Ａ 是不可逆矩阵．
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解析　注意ααＴ 为矩阵，αＴα为常数．
（１）　　　Ａ２ ＝（Ｅ－ααＴ）（Ｅ－ααＴ）＝Ｅ－２ααＴ＋ααＴααＴ

＝Ｅ－α（２－αＴα）αＴ＝Ｅ－（２－αＴα）ααＴ，

Ａ２＝Ａ 即Ｅ－（２－αＴα）ααＴ＝Ｅ－ααＴ，亦即

（αＴα－１）ααＴ＝Ｏ．
因为α是非零列向量，ααＴ≠Ｏ，故Ａ２＝Ａ的充要条件是αＴα－１＝０，

即αＴα＝１．
（２）用反证法．当αＴα＝１时Ａ２＝Ａ，若Ａ 可 逆，则 有Ａ－１Ａ２＝

Ａ－１Ａ，从而Ａ＝Ｅ．这与Ａ＝Ｅ－ααＴ≠Ｅ 矛盾，故Ａ 是不可逆矩阵．
例２．２４　设Ａ，Ｂ 均为三阶矩阵，Ｅ 是三阶单位矩阵，已知ＡＢ＝

２Ａ＋Ｂ，Ｂ＝
２ ０ ２
０ ４ ０

烄

烆

烌

烎２ ０ ２

，求（Ａ－Ｅ）－１．

解析　由ＡＢ ＝２Ａ＋ＢＡＢ－２Ａ－Ｂ＋２Ｅ ＝２Ｅ（Ａ－Ｅ）
（Ｂ－２Ｅ）＝２Ｅ 于是

　　（Ａ－Ｅ）－１ ＝ １
２

（Ｂ－２Ｅ）＝ １
２Ｂ－Ｅ

＝
１ ０ １
０ ２ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ １
－

１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝

０ ０ １
０ １ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ ０
．

例２．２５　设Ａ＝

１ ０ ０ ０
－２ ３ ０ ０
０ －４ ５ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ －６ ７

，Ｅ为４阶单位矩阵，且Ｂ＝

（Ｅ＋Ａ）－１（Ｅ－Ａ），求（Ｅ＋Ｂ）－１．
解析　 由Ｂ＝ （Ｅ＋Ａ）－１（Ｅ－Ａ）（Ｅ＋Ａ）Ｂ＝Ｅ－ＡＡＢ＋

Ａ＋Ｂ＋Ｅ＝２Ｅ（Ａ＋Ｅ）（Ｂ＋Ｅ）＝２Ｅ（Ｂ＋Ｅ）－１ ＝ １
２

（Ａ＋Ｅ），
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于是

（Ｅ＋Ｂ）－１ ＝ １
２

２ ０ ０ ０

－２ ４ ０ ０
０ －４ ６ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎６ ８

＝

１ ０ ０ ０

－１ ２ ０ ０
０ －２ ３ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎３ ４

．

例２．２６　设矩阵Ａ 满足Ａ２＋Ａ－４Ｅ＝Ｏ，其中Ｅ 为单位矩阵，

求（Ａ－Ｅ）－１．
解析　原式等价于

ｋＡ２＋ｋＡ＋（１－４ｋ）Ｅ＝Ｅ，

其中ｋ为非零待定常数．令

ｋＡ２＋ｋＡ＋（１－４ｋ）Ｅ＝ （Ａ－Ｅ）（ｋＡ＋ｌＥ），

比较系数得

ｋ＝ｌ－ｋ，

１－４ｋ＝－ｌ烅
烄

烆
，

解得

ｋ＝１
２

，ｌ＝１．

于是，原式Ａ２＋Ａ－４Ｅ＝Ｏ 化为

（Ａ－Ｅ）１
２Ａ＋（ ）Ｅ ＝Ｅ，

故

（Ａ－Ｅ）－１ ＝ １
２Ａ＋Ｅ．

例２．２７　设Ａ 为ｎ 阶非奇异矩阵，α 为ｎ 维列向量，ｂ为常数．
记分块矩阵

Ｐ＝
Ｅ ０

－αＴＡ ｜Ａ
烄

烆

烌

烎｜
，　Ｑ＝

Ａ α
αＴ

烄

烆

烌

烎ｂ
，

６２ ２　矩　　阵



其中Ａ 是矩阵Ａ 的伴随矩阵，Ｅ 为ｎ 阶单位矩阵．
（１）计算并化简ＰＱ；
（２）证明：矩阵Ｑ 可逆的充分必要条件是αＴＡ－１α≠ｂ．
解析　（１）因ＡＡ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ，应用分块矩阵乘法得

　　ＰＱ ＝
Ｅ ０

－αＴＡ ｜Ａ
烄

烆

烌

烎｜

Ａ α
αＴ

烄

烆

烌

烎ｂ

＝
Ａ α

－αＴＡＡ＋｜Ａ｜αＴ －αＴＡα＋ｂ｜Ａ
烄

烆

烌

烎｜

＝
Ａ α
０ ｜Ａ｜（ｂ－αＴＡ－１α

烄

烆

烌

烎）
．

（２）由（１）可得

｜ＰＱ｜＝｜Ａ｜２（ｂ－αＴＡ－１α）；
而｜ＰＱ｜＝｜Ｐ｜·｜Ｑ｜，且｜Ｐ｜＝｜Ａ｜≠０，从而

｜Ｑ｜＝｜Ａ｜（ｂ－αＴＡ－１α）．
由此可知，｜Ｑ｜≠０的充分必要条件为αＴＡ－１α≠ｂ，即矩阵Ｑ 可

逆的充分必要条件是

αＴＡ－１α≠ｂ．

例２．２８　设三阶矩阵Ａ＝
ａ ｂ ｂ
ｂ ａ ｂ
烄

烆

烌

烎ｂ ｂ ａ

，若Ａ 的伴随矩阵的秩等

于１，则必有 （　　）

Ａ．ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ＝０ Ｂ．ａ＝ｂ或ａ＋２ｂ≠０
Ｃ．ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ＝０ Ｄ．ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ≠０
解析　ｒ（Ａ）＝１的充要条件是ｒ（Ａ）＝３－１＝２，故｜Ａ｜＝０．而

　　　　｜Ａ｜＝

ａ ｂ ｂ
ｂ ａ ｂ
ｂ ｂ ａ

＝ （ａ＋２ｂ）
１ ｂ ｂ
０ ａ－ｂ ０
０ ０ ａ－ｂ

７２２．２　典型习题与试题解析



＝ （ａ＋２ｂ）（ａ－ｂ）２，

故ａ＋２ｂ＝０或ａ＝ｂ．
当ａ＝ｂ时，显然ｒ（Ａ）＝１，不合条件．
当ａ＝－２ｂ时，

Ａ＝

－２ｂ ｂ ｂ

ｂ －２ｂ ｂ

ｂ ｂ －２

烄

烆

烌

烎ｂ


１ １ －２

０ １ －１
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

此时ｒ（Ａ）＝２．故ａ≠ｂ且ａ＋２ｂ＝０为所求．
例２．２９　设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，Ｂ 是ｎ×ｍ 矩阵，则 （　　）

Ａ．当ｍ＞ｎ时，必有行列式｜ＡＢ｜≠０

Ｂ．当ｍ＞ｎ时，必有行列式｜ＡＢ｜＝０

Ｃ．当ｎ＞ｍ 时，必有行列式｜ＡＢ｜≠０

Ｄ．当ｎ＞ｍ 时，必有行列式｜ＡＢ｜＝０
解析　应用积秩定理，当ｍ＞ｎ时，

ｒ（ＡＢ）≤ｍｉｎ（ｒ（Ａ），ｒ（Ｂ））≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）＝ｎ＜ｍ，

因ＡＢ 为ｍ 阶矩阵，ｒ（ＡＢ）＜ｍ，所以ＡＢ 为不可逆矩阵，故｜ＡＢ｜＝０，

即（Ｂ）成立，（Ａ）不成立．当ｍ＜ｎ时，

ｒ（ＡＢ）≤ｍｉｎ（ｒ（Ａ），ｒ（Ｂ））≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）＝ｍ，

ＡＢ 为ｍ 阶矩阵，当ｒ（ＡＢ）＝ｍ 时｜ＡＢ｜≠０；当ｒ（ＡＢ）＜ｍ 时｜ＡＢ｜＝

０，所以（Ｃ），（Ｄ）不能成立．

例２．３０　已知ＡＢ－Ｂ＝Ａ，其中Ｂ＝

１ －２ ０

２ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，求Ａ．

解析　由ＡＢ－Ｂ＝Ａ，得（Ａ－Ｅ）（Ｂ－Ｅ）＝Ｅ，于 是 Ａ＝（Ｂ－

Ｅ）－１＋Ｅ．所以
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　Ａ＝

０ －２ ０
２ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

－１

＋

１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

＝

０ １
２ ０

－１
２ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

－１

＋

１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝

１ １
２ ０

－１
２ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

．

例２．３１　已知Ａ＝
１ １ －１
０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ －１

，且Ａ２－ＡＢ＝Ｅ，其中Ｅ 是 三

阶单位矩阵，求矩阵Ｂ．
解析　由Ａ２－ＡＢ＝Ａ（Ａ－Ｂ）＝Ｅ，及｜Ａ｜＝－１≠０，知Ａ－Ｂ＝

Ａ－１，即Ｂ＝Ａ－Ａ－１，应用矩阵的初等行变换，

　　

１ １ －１ １ ０ ０
０ １ １ ０ １ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ １


１ １ ０ １ ０ －１
０ １ ０ ０ １ １
０ ０ １ ０ ０ －

烄

烆

烌

烎１


　　

１ ０ ０ １ －１ －２
０ １ ０ ０ １ １
０ ０ １ ０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
．

故 Ａ－１ ＝

１ －１ －２
０ １ １
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１

，

从而

Ｂ＝

１ １ －１
０ １ １
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
－

１ －１ －２
０ １ １
０ ０ －

烄

烆

烌

烎１
＝

０ ２ １
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．
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例２．３２　设三阶方阵Ａ，Ｂ 满足关系式Ａ－１ＢＡ＝６Ａ＋ＢＡ，且

Ａ＝

１
３ ０ ０

０ １
４ ０

０ ０

烄

烆

烌

烎
１
７

，

求Ｂ．
解析　首先将Ａ－１ＢＡ＝６Ａ＋ＢＡ 化简，求出Ｂ 的表达式．

　　　Ｂ＝６（Ａ－１－Ｅ）－１ ＝６
３ ０ ０
０ ４ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ７
－

１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅０ ０ １

－１

＝６
２ ０ ０
０ ３ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ６

－１

＝６

１
２ ０ ０

０ １
３ ０

０ ０

烄

烆

烌

烎
１
６

＝

３ ０ ０
０ ２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
．

例 ２．３３　 设 矩 阵 Ａ，Ｂ 满 足 ＡＢＡ＝２ＢＡ－８Ｅ，其 中 Ａ＝

１ ０ ０
０ －２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，Ｅ 为单位矩阵，Ａ 为Ａ 的伴随矩阵，求Ｂ．

解析　在题给等 式ＡＢＡ＝２ＢＡ－８Ｅ 两 端，分 别 左 乘Ａ，右 乘

Ａ－１，得｜Ａ｜Ｂ＝２ＡＢ－８Ｅ，所以Ｂ＝８（２Ａ－｜Ａ｜Ｅ）－１．而

２Ａ－｜Ａ｜Ｅ＝

２ ０ ０
０ －４ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２
－

－２ ０ ０
０ －２ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎２
＝

４ ０ ０
０ －２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ４

，

于是
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Ｂ＝８

４ ０ ０

０ －２ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ４

－１

＝８

１
４ ０ ０

０ －１
２ ０

０ ０

烄

烆

烌

烎
１
４

＝

２ ０ ０

０ －４ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ２

．

例２．３４　设矩阵Ａ 的伴随矩阵

Ａ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

１ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ －３ ０ ８

，且

ＡＢＡ－１＝ＢＡ－１＋３Ｅ，

其中Ｅ 为４阶单位矩阵，求矩阵Ｂ．
解析　等式

ＡＢＡ－１＝ＢＡ－１＋３Ｅ，

两边左乘Ａ－１，再右乘Ａ 得

Ｂ＝Ａ－１Ｂ＋３Ｅ， （１）

由于｜Ａ｜＝８，ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ，｜Ａ｜＝｜Ａ｜３，故｜Ａ｜＝２．应 用 Ａ ＝

｜Ａ｜Ａ－１＝２Ａ－１，所以由（１）得

　２Ｂ＝ＡＢ＋６Ｅ，　Ｂ＝（２Ｅ－Ａ）－１·６Ｅ＝６（２Ｅ－Ａ）－１．
因为

２Ｅ－Ａ ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

－１ ０ １ ０

０ ３ ０ －

烄

烆

烌

烎６

，

施行初等行变换，
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１ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０
－１ ０ １ ０ ０ ０ １ ０
０ ３ ０ －







烄

烆

烌

烎６ ０ ０ ０ １



１ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ １ ０ １ ０ １ ０

０ ０ ０ １ ０ １
２ ０ －









烄

烆

烌

烎
１
６

，

所以

（２Ｅ－Ａ）－１＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
１ ０ １ ０

０ １
２ ０ －

烄

烆

烌

烎
１
６

，

于是

Ｂ＝６（２Ｅ－Ａ）－１ ＝

６ ０ ０ ０
０ ６ ０ ０
６ ０ ６ ０
０ ３ ０ －

烄

烆

烌

烎１

．

例２．３５　设 矩 阵 Ａ＝
１ １ －１
－１ １ １

烄

烆

烌

烎１ －１ １

，矩 阵 Ｘ 满 足ＡＸ＝

Ａ－１＋２Ｘ，其中Ａ 是Ａ 的伴随矩阵，求矩阵Ｘ．
解析　由原等式得（Ａ－２Ｅ）Ｘ＝Ａ－１，其中Ｅ 是３阶单位矩阵，

用矩阵Ａ 左乘等式两端，得

（｜Ａ｜Ｅ－２Ａ）Ｘ＝Ｅ，

可见（｜Ａ｜Ｅ－２Ａ）可逆，从而Ｘ＝（｜Ａ｜Ｅ－２Ａ）－１，由于

｜Ａ｜＝
１ １ －１
－１ １ １
１ －１ １

＝４，｜Ａ｜Ｅ－２Ａ＝２
１ －１ １
１ １ －１
－１ １ １

，
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故

Ｘ＝１
２

１ －１ １
１ １ －１

烄

烆

烌

烎－１ １ １

－１

，

下面用初等行变换求逆矩阵，
１ －１ １ １ ０ ０
１ １ －１ ０ １ ０
－






烄

烆

烌

烎１ １ １ ０ ０ １


１ －１ １ １ ０ ０
０ ２ －２ －１ １ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ ２ １ ０ １


１ ０ ０ １
２

１
２ ０

０ １ ０ ０ １
２

１
２

０ ０ １ １
２ ０









烄

烆

烌

烎
１
２

．

于是

Ｘ＝ １
２

１
２

１
２ ０

０ １
２

１
２

１
２ ０

烄

烆

烌

烎
１
２

＝ １
４

１ １ ０
０ １ １

烄

烆

烌

烎１ ０ １
．

例２．３６　已 知 矩 阵Ａ＝
１ ０ ０
１ １ ０

烄

烆

烌

烎１ １ １

，Ｂ＝
０ １ １
１ ０ １

烄

烆

烌

烎１ １ ０

，且 矩 阵 Ｘ

满足ＡＸＡ＋ＢＸＢ＝ＡＸＢ＋ＢＸＡ＋Ｅ，其中Ｅ 是单位矩阵，求矩阵Ｘ．
解析　 由 题 设 的 关 系 式 得 ＡＸ（Ａ－Ｂ）＋ＢＸ（Ｂ－Ａ）＝Ｅ

（Ａ－Ｂ）Ｘ（Ａ－Ｂ）＝Ｅ．
由于

｜Ａ－Ｂ｜＝
１ －１ －１
０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝１≠０，
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所以矩阵Ａ－Ｂ 可逆，故Ｘ＝（（Ａ－Ｂ）－１）２．下面先用矩阵的初等行

变换求（Ａ－Ｂ）－１，

　
１ －１ －１ １ ０ ０
０ １ －１ ０ １ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ １ ０ ０ １


１ －１ ０ １ ０ １
０ １ ０ ０ １ １






烄

烆

烌

烎０ ０ １ ０ ０ １


１ ０ ０ １ １ ２
０ １ ０ ０ １ １






烄

烆

烌

烎０ ０ １ ０ ０ １

，

故

Ｘ＝ ［（Ａ－Ｂ）－１］２ ＝
１ １ ２
０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １

１ １ ２
０ １ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝

１ ２ ５
０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ １
．
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阶段复习试题一

１．求下列行列式：

（１）Ｄｎ＝

ａ ｘ ｘ … ｘ

ｘ ａ ｘ … ｘ
   

ｘ ｘ ｘ … ａ

；　　（２）
ａ２ ａｂ ｂ２

２ａ ａ＋ｂ ２ｂ

１ １ １

；

（３）

１ ２ ３ ４ ５

１ １＋２ ３ ４ ５

１ ２ ２＋３ ４ ５

１ ２ ３ ３＋４ ５

１ ２ ３ ４ ４＋５

；

（４）
１＋ａ ｂ ｃ

ａ １＋ｂ ｃ

ａ ｂ １＋ｃ

；

（５）Ｄｎ＝

ｘ－ａ ａ … ａ

ａ ｘ－ａ … ａ
  

ａ ａ … ｘ－ａ

；

（６）Ｄｎ＝

１ ２ ２ … ２

２ ２ ２ … ２

２ ２ ３ … ２
   

２ ２ ２ … ｎ

；
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（７）Ｄｎ＝

１ １ １ … １
２ ２２ ２３ … ２ｎ

３ ３２ ３３ … ３ｎ

   

ｎ ｎ２ ｎ３ … ｎｎ

；

（８）Ｄｎ＝

１ ２ ３ … ｎ
２ ３ ４ … ｎ＋１
   

ｎ ｎ＋１ ｎ＋２ … ２ｎ－１

；

（９）Ｄｎ＝

ａ０ －１ ０ … ０ ０
ａ１ ｘ －１ … ０ ０
ａ２ ０ ｘ … ０ ０
    

ａｎ－１ ０ ０ … ｘ －１
ａｎ ０ ０ … ０ ｘ

；

（１０）Ｄｎ＝

２ －１ ０ … ０ ０
－１ ２ －１ … ０ ０
０ －１ ２ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ２ －１
０ ０ ０ … －１ ２

；

（１１）Ｄｎ＝

１２ ２２ ３２ … ｎ２

２２ ３２ ４２ … （ｎ＋１）２

３２ ４２ ５２ … （ｎ＋１）２

   

ｎ２ （ｎ＋１）２ （ｎ＋２）２ … （２ｎ－１）２

；
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（１２）Ｄｎ＝

ａ＋ｂ ａｂ ０ … ０ ０
１ ａ＋ｂ ａｂ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ａ＋ｂ ａｂ
０ ０ ０ … １ ａ＋ｂ

（ａ≠ｂ）．

２．设Ａ＝

－１ １ １ －１
１ －１ －１ １
１ －１ －１ １

烄

烆

烌

烎－１ １ １ －１

，求Ａ６．

３．设Ａ＝
１ ０ ０
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ １ ０

，求证Ａｎ＝Ａｎ－２＋Ａ２－Ｅ，并求Ａ１００．

４．设Ａ 为ｎ 阶矩阵，｜Ａ｜＜０，ＡＡＴ ＝Ｅ，求证Ｅ＋Ａ 不可逆．

５．设Ａ 为ｎ 阶非零矩阵，ＡＴ ＝Ａ，求证Ａ 可逆．

６．设Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ

烄

烆

烌

烎３３

，Ｂ＝

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ３１＋ａ１１ ａ３２＋ａ１２ ａ３３＋ａ

烄

烆

烌

烎１３

，

Ｐ１＝
０ １ ０
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，Ｐ２＝
１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ １

，

则必有 （　　）

Ａ．ＡＰ１Ｐ２ ＝Ｂ　　　　　　　Ｂ．ＡＰ２Ｐ１ ＝Ｂ

Ｃ．Ｐ１Ｐ２Ａ＝Ｂ　　　 Ｄ．Ｐ２Ｐ１Ａ＝Ｂ
７．设ｎ阶矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ满足ＡＢＣ ＝Ｅ，则必有 （　　）

Ａ．ＡＣＢ ＝Ｅ　　 Ｂ．ＣＢＡ ＝Ｅ
Ｃ．ＢＡＣ ＝Ｅ　　 Ｄ．ＢＣＡ ＝Ｅ
８．设矩阵Ａ，Ｂ 满足Ａ＋Ｂ＝ＡＢ，（１）求证Ａ－Ｅ 为可逆矩阵；
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（２）若Ｂ＝
１ －３ ０
２ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，求矩阵Ａ．

９．设Ａ＝

５ ２ ０ ０
２ １ ０ ０
０ ０ １ －２

烄

烆

烌

烎０ ０ １ １

，求Ａ－１．

１０．设矩阵Ａ，Ｂ 满足ＡＢ＋Ｅ＝Ａ２＋Ｂ，且Ｂ＝
１ ０ １
０ ２ ０

烄

烆

烌

烎－１ ０ １

，求

矩阵Ａ．
１１．设矩阵Ａ，Ｂ 满 足２Ａ－１Ｂ＝Ｂ－４Ｅ，（１）求 证Ａ－Ｅ 可 逆，

（２）若Ｂ＝
１ －２ ０
１ ２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，求矩阵Ａ．

１２．已 知

１ １ … １
０ １ … １
  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

Ｘ＝

１ ２ … ｎ
０ １ … ｎ－１
  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

，求 矩

阵Ｘ．

１３．已知Ａ－１＝
１ １ １
１ ２ １

烄

烆

烌

烎１ １ ３

，求（Ａ）－１．

１４．设 Ａ＝

１ ２ －３ －２
０ １ ２ －３
０ ０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

，Ｂ＝

１ ２ ０ １
０ １ ２ ０
０ ０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

，又 矩 阵 Ｘ

满足（２Ｅ－Ｂ－１Ａ）ＸＴ＝Ｂ－１，求矩阵Ｘ．
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１５．设Ａ＝

１ ０ ０ ０
－２ ３ ０ ０
０ －４ ５ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ －６ ７

，Ｂ＝（Ｅ＋Ａ）－１（Ｅ－Ａ），求Ｅ＋Ｂ．

１６．设Ａ 为４×３矩阵，ｒ（Ａ）＝２，Ｂ＝
１ ０ ２
０ ２ ０

烄

烆

烌

烎－１ ０ ３

，求ｒ（ＡＢ）．

１７．设Ａ＝

１ ａ ａ … ａ
ａ １ ａ … ａ
   

ａ ａ ａ …

烄

烆

烌

烎１

，若ｒ（Ａ）＝ｎ－１，求常数ａ．

１８．设 Ａ 为ｎ 阶 矩 阵，求 证：１）ｒ（Ａ）＝ｎ 时 ｒ（Ａ）＝ｎ；

２）ｒ（Ａ）＝ｎ－１时，ｒ（Ａ）＝１；３）ｒ（Ａ）＜ｎ－１时，ｒ（Ａ）＝０．
１９．设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ２ ＝Ａ，ｒ（Ａ）＝１，求ｒ（Ａ－Ｅ）．
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３
向　量

３．１　基本概念与内容提要

１）ｎ维向量，线性运算

２）线性组合，线性表示， 线性相关与线性无关

设α１，α２，…，αｍ 是向量，０为零向量，若存在不全为零的常数

ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ ＝０， （１）
则称向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关．若当且仅当ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｍ

＝０时，（１）式成立，则称向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关．
有关线性相关性的重要性质有：
定理１　若向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关，则其中至少有一个

向量αｉ（１≤ｉ≤ｍ）可由其余向量线性表示．
定理２　设向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关，向量组α１，α２，…，

αｍ，αｍ＋１ 线性相关，则向量αｍ＋１ 可由向量组α１，α２，…，αｍ 线性表

示，且表示式唯一确定．
定理３　线性无关的向量组的任一部分向量组也线性无关．
定理４　任一包含有线性相关向量组的向量组也线性相关．
定理５　若ｎ维向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关，对每一向量

αｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）增加分量变为ｌ维 向 量βｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）
（ｌ＞ｎ），则向量组β１，β２，…，βｍ 也线性无关．

定理６　ｎ个ｎ维列向量组α１，α２，…，αｎ 线性无关的充要条件
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是行列式｜α１α２…αｎ｜≠０．
３） 极大线性无关组，向量组的秩

若向量组Ｓ中有ｒ个向量α１，α２，…，αｒ线性无关，而向量组Ｓ
中任一向量都可由α１，α２，…，αｒ 线性表示，则称α１，α２，…，αｒ 为

向量组Ｓ的一个极大线性无关组．
向量组Ｓ的极大线性无关组未必是唯一的，但不同的极大线性

无关组所含向量的个数ｒ是相同的，称ｒ为向量组Ｓ 的秩．
ｎ维列向量组α１，α２，…，αｍ 的极 大 线 性 无 关 组 的 求 法：将 矩

阵（α１ α２ … αｍ）施行初等行变换化为阶梯形，若ｒ个首非零元所

在列数为ｍ１，ｍ２，…，ｍｒ，则向量组αｍ１，αｍ２，…，αｍｒ 为原向量组

的一个极大线性无关组．求得极大线性无关组后，若欲将其余向量用

极大线性无关组线性表示，则须将矩阵（α１ α２ … αｍ）继续施行初

等行变换化为行简化阶梯形，由此可将其余向量用极大线性无关组

线性表示，详见后面的例题．
４）向量组的等价

若向量组Ｓ１ 中的 每 一 向 量α 可 由 向 量 组Ｓ２ 中 的 向 量 线 性 表

示，则称向量组Ｓ１ 可由Ｓ２ 线性表示．若向量组Ｓ１ 与Ｓ２ 可相互线性

表示，则称向量组Ｓ１ 与Ｓ２ 等价．
显见，任一向量组Ｓ与它的极大线性无关组等价．
定理　若向量组Ｓ１ 可由向量组Ｓ２ 线性表示，则向量组Ｓ１ 的秩

≤向量组Ｓ２ 的秩．

５） 矩阵的行秩和列秩

矩阵的行向量组 的 秩，称 为 该 矩 阵 的 行 秩．矩 阵 的 列 向 量 组 的

秩，称为该矩阵的列秩．
定理　任一矩阵Ａ 的秩等于Ａ 的行秩，又等于Ａ 的列秩．
６）线性空间，基，维数和坐标

线性空间的定义．线性空间的元素称为向量．

１４３．１　基本概念与内容提要



若线性空间Ｖ 中有ｒ 个向量α１，α２，…，αｒ 线性无关，而线性

空间 Ｖ 中 任 一 向 量 都 可 由α１，α２，…，αｒ 线 性 表 示，则 称 α１，

α２，…，αｒ 为线性空间Ｖ 的基（或基底）．
线性空间的基不是唯一的，但不同的基所含向量的个数ｒ是相

同的，称ｒ为线性空间的维数．
若α１，α２，…，αｒ 是线性空间Ｖ 的基，Ｖ 中任一向量α 可由基

α１，α２，…，αｒ 唯一地线性表示，设

α＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋…＋ｘｒαｒ ＝ （α１ α２ … αｒ）ｘ，

其中ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ）Ｔ，称ｘ 为α 在 基α１，α２，…，αｒ 下 的

坐标．
设β１，β２，…，βｒ 是线性空间Ｖ 的另一个基，若

（β１ β２ … βｒ）＝ （α１ α２ … αｒ）

Ｃ１１ Ｃ１２ … Ｃ１ｒ

Ｃ２１ Ｃ２２ … Ｃ２ｒ

  

Ｃｒ１ Ｃｒ２ … Ｃ

烄

烆

烌

烎ｒｒ

，

称矩阵Ｃ＝

Ｃ１１ Ｃ１２ … Ｃ１ｒ

Ｃ２１ Ｃ２２ … Ｃ２ｒ

  

Ｃｒ１ Ｃｒ２ … Ｃ

烄

烆

烌

烎ｒｒ

为由基α１，…，αｒ 到基β１，…，βｒ

的过渡矩阵．
特别，当线性空间Ｖ 为ｎ 维列向量线性空间时，Ａ＝（α１ α２ …

αｎ），Ｂ＝（β１ β２ … βｎ）皆是ｎ阶矩阵，则过渡矩阵Ｃ为

Ｃ＝Ａ－１Ｂ．
设Ｖ 是ｎ 维列向量线性空间，α１，α２，…，αｎ 是基，且αＴ

ｉαｊ ＝
０（ｉ≠ｊ），αＴ

ｉαｉ ＝１（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），则称α１，α２，…，αｎ 为标

准正交基．记Ａ＝（α１ α２ … αｎ），则ＡＡＴ ＝Ｅ，并称Ａ 为正交矩阵．
施密特标准正交化方法：任一线性无关的向量组α１，α２，…，αｋ
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总可化为与其 等 价 的 标 准 正 交 向 量 组β１，β２，…，βｋ，它 们 的 内 积

满足

（βｉ，βｉ）＝１，（βｉ，βｊ）＝０（ｉ≠ｊ）．

７）线性变换

设Ｖ 是ｒ维线性空间，σ是Ｖ 到自身的映射，若α，β∈Ｖ，ｋ为

常数，总有

σ（α＋β）＝σ（α）＋σ（β），　σ（ｋα）＝ｋσ（α），

则称σ是Ｖ 的一个线性变换．
设α１，α２，…，αｒ 是Ｖ 的一个基，σ是Ｖ 的线性变换，使得

（σ（α１）σ（α２） … σ（αｒ））＝ （α１ α２ … αｒ）Ａｒ×ｒ，

这里Ａ＝ （ａｉｊ）为线性变换σ在基α１，α２，…，αｒ 下的矩阵．
设向量α在基α１，α２，…，αｒ 下的坐标为ｘ，则向量σ（α）在基

α１，α２，…，αｒ 下的坐标为Ａｘ．
设线性变换σ在一新基β１，β２，…，βｒ 下的矩阵为Ｂ，由基α１，

α２，…，αｒ 到基β１，β２，…，βｒ 的过渡矩阵为Ｃ，则有Ｃ－１ＡＰ＝Ｂ．

３．２　典型习题与试题解析

例３．１　设三阶矩阵Ａ＝
１ ２ －２
２ １ ２

烄

烆

烌

烎３ ０ ４

，三维列向量α＝ （ａ，１，

１）Ｔ．已知Ａα 与α线性相关，求常数ａ．
解析　因

Ａα＝
１ ２ －２
２ １ ２

烄

烆

烌

烎３ ０ ４

ａ烄

烆

烌

烎

１
１

＝
ａ

２ａ＋３
３ａ

烄

烆

烌

烎＋４

，

由Ａα 与α 线性相关，得ａ
ａ ＝２ａ＋３

１ ＝３ａ＋４
１

，解得ａ＝－１．
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例３．２　设向量β可由向量组α１，α２，…，αｍ 线性表示，但不能

由向量组（Ⅰ）：α１，α２，…，αｍ－１ 线 性 表 示，记 向 量 组 （Ⅱ）：α１，

α２，…，αｍ－１，β，则 （　　）

Ａ．αｍ 不能由（Ⅰ）线性表示，也不能由（Ⅱ）线性表示

Ｂ．αｍ 不能由（Ⅰ）线性表示，但可由（Ⅱ）线性表示

Ｃ．αｍ 可由（Ⅰ）线性表示，也可由（Ⅱ）线性表示

Ｄ．αｍ 可由（Ⅰ）线性表示，但不可由（Ⅱ）线性表示

解析　按假设，存在常数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 使得

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ．
由于β不能由α１，α２，…，αｍ－１ 线性表示，所以上式中ｋｍ ≠０，从而

αｍ ＝ １
ｋｍ
β－ｋ１

ｋｍ
α１－…－ｋｍ－１

ｋｍ
αｍ－１．

即αｍ 可由向量组（Ⅱ）线性表示，据此，可排除（Ａ），（Ｄ）．
若αｍ 可由向量组（Ⅰ）线性表示，即存在Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ－１使得

αｍ ＝Ｃ１α１＋Ｃ２α２＋…＋Ｃｍ－１αｍ－１，则

　　β＝ｋ１α１＋…＋ｋｍ－１αｍ－１＋ｋｍ（Ｃ１α１＋…＋Ｃｍ－１αｍ－１）

＝ （ｋ１＋ｋｍＣ１）α１＋…＋（ｋｍ－１＋ｋｍＣｍ－１）αｍ－１，

这与β不能由（Ⅰ）线性表示矛盾．据此，又排除（Ｃ）．故选（Ｂ）．
例３．３　设向量组α１，α２，α３ 线性无关，向量β１ 可 由α１，α２，

α３ 线性表示，而向量β２ 不能由α１，α２，α３ 线性表示，则对于任意常

数ｋ，必有 （　　）

Ａ．α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性无关

Ｂ．α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性相关

Ｃ．α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性无关

Ｄ．α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性相关

解析　由于β１ 可由α１，α２，α３ 线性表示，所以α１，α２，α３，β１

线性相关．取ｋ＝０就可看出（Ｃ）不成立．由于β２ 不能由α１，α２，α３
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线性表示，且α１，α２，α３ 线性无关，所以α１，α２，α３，β２ 线性无关．取

ｋ＝０就可看出（Ｂ）不成立．
对下列矩阵作初等列变换，由于β１ 可由α１，α２，α３ 线性表示，

β２ 不可由α１，α２，α３ 线性表示，故

Ａ＝（α１ α２ α３ ｋβ１＋β２）→（α１ α２ α３ β２），
秩（Ａ）＝４，于是α１，α２，α３，ｋβ１＋β２ 线性无关，故（Ａ）成立．又

Ｂ＝ （α１ α２ α３ β１＋ｋβ２）→ （α１ α２ α３ ｋβ２），
当ｋ＝０时秩（Ｂ）＝３，此时α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性相关；当ｋ≠
０时秩（Ｂ）＝４，此时α１，α２，α３，β１＋ｋβ２ 线性无关，故（Ｄ）不成立．

例３．４　设ｎ维列向量组α１，…，αｍ（ｍ＜ｎ）线性无关，则ｎ维

列向量组β１，…，βｍ 线性无关的充分必要条件为 （　　）

Ａ．向量组α１，…，αｍ 可由向量组β１，…，βｍ 线性表示

Ｂ．向量组β１，…，βｍ 可由向量组α１，…，αｍ 线性表示

Ｃ．向量组α１，…，αｍ 与向量组β１，…，βｍ 等价

Ｄ．矩阵Ａ＝（α１，…，αｍ）与矩阵Ｂ＝（β１，…，βｍ）等价

解析　条件（Ａ）是向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关的充分条件，
但不是必要条件；条件（Ｂ）与向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关是无关

条件；条件（Ｃ）是向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关的充分条件，但不

是必要条件；条件（Ｄ）是向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关的充分必要

条件，这是因为经 初 等 行 变 换 矩 阵 Ａ 与Ｂ 的 行 简 阶 梯 形 矩 阵 都 是

Ｅｍ烄

烆

烌

烎０
．

例３．５　设向量组α１，α２，…，αｍ（ｍ ≥２）线性相关，对于任一

非零向量β，求证：存在不全为零的常数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，使得向量组

α１＋ｋ１β，α２＋ｋ２β，…，αｍ ＋ｋｍβ 线性相关．
解析　因向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关，故存在不全为零的

常数Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 使得

５４３．２　典型习题与试题解析



Ｃ１α１＋Ｃ２α２＋…＋Ｃｍαｍ ＝０． （１）
若存在不全为零的常数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 使得

Ｃ１（α１＋ｋ１β）＋Ｃ２（α２＋ｋ２β）＋…＋Ｃｍ（αｍ＋ｋｍβ）＝０， （２）
由于 Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 不 全 为 零，故 向 量 组α１＋ｋβ，α２＋ｋ２β，…，

αｍ＋ｋｍβ 线性相关．由（１）式化简（２）式得

（Ｃ１ｋ１＋Ｃ２ｋ２＋…＋Ｃｍｋｍ）β＝０．
由于β≠０，所以

Ｃ１ｋ１＋Ｃ２ｋ２＋…＋Ｃｍｋｍ ＝０． （３）
因Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ 不全为零，所以（３）式存在非零解，即存在不全为

零的ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 使（３）式成立．
例３．６　 设 Ａ 是ｎ 阶 矩 阵，若 存 在 正 整 数ｋ，使 线 性 方 程 组

Ａｋｘ＝０有解向量α，且Ａｋ－１α≠０．证明：向量组α，Ａα，…，Ａｋ－１α
线性无关．

解析　设有常数λ１，λ２，…，λｋ，使得

λ１α＋λ２Ａα＋…＋λｋＡｋ－１α＝０， （１）

用Ａｋ－１左乘（１）式两边得

Ａｋ－１（λ１α＋λ２Ａα＋…＋λｋＡｋ－１α）＝０，

从而有 λ１Ａｋ－１α＝０，

由于Ａｋ－１α≠０，所以λ１ ＝０．于是

λ２Ａα＋λ３Ａ２α＋…＋λｋＡｋ－１α＝０， （２）

用Ａｋ－２左乘（２）式两边得

Ａｋ－２（λ２Ａα＋λ３Ａ２α＋…＋λｋＡｋ－１α）＝０，

从而有λ２Ａｋ－１α＝０，由于Ａｋ－１α≠０，所以λ２ ＝０，
类似可证得λ３ ＝λ４ ＝ … ＝λｋ ＝０，因 此 向 量 组α，Ａα，…，

Ａｋ－１α线性无关．
例３．７　设向量组α１，α２，…，αｍ 线性无关（ｍ ≥２），若β１ ＝

α１＋α２，β２ ＝α２＋α３，…，βｍ－１ ＝αｍ－１＋αｍ，βｍ ＝αｍ ＋α１，试讨论
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向量组β１，β２，…，βｍ 的线性相关性．
解析　由于

（β１ β２ … βｍ）＝（α１ α２ … αｍ）

１ ０ ０ … ０ １
１ １ ０ … ０ ０
０ １ １ … ０ ０
    

０ ０ ０ … １ ０
０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎１ １

，

记上式右端的矩阵为Ｃ．则向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关的充要条

件是｜Ｃ｜≠０．因

｜Ｃ｜＝１＋（－１）ｍ＋１，
所以当ｍ 为偶数时，｜Ｃ｜＝０，故β１，β２，…，βｍ 线性相关；当ｍ 为奇

数时，｜Ｃ｜＝２≠０，故β１，β２，…，βｍ 线性无关．
例３．８　 设αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）Ｔ（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｒ＜ｎ）是

ｎ维实向量，且α１，α２，…，αｒ 线性无关．已知β＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ

是线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝０，


ａｒ１ｘ１＋ａｒ２ｘ２＋…＋ａｍｘｎ ＝

烅

烄

烆 ０
的非零解向量．试判断向量组α１，α２，…，αｒ，β的线性相关性．

解析　因向量组α１，α２，…，αｒ 线性无关，所以它们的转置向

量组αＴ
１，αＴ

２，…，αＴ
ｒ 也线性无关．令

ｋ１αＴ
１ ＋ｋ２αＴ

２ ＋…＋ｋｒαＴ
ｒ ＋ｋβＴ ＝０Ｔ， （１）

上式两端右乘向量β，得到

ｋ１αＴ
１β＋ｋ２αＴ

２β＋…＋ｋｒαＴ
ｒβ＋ｋβＴβ＝０， （２）

由题设条件知αＴ
ｉβ＝０（ｉ＝１，２，…，ｒ），所以（２）式化为ｋβＴβ＝０．

因β≠０，故βＴβ＝｜β｜２ ＞０，由此推得ｋ＝０，代入（１）式得
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ｋ１αＴ
１ ＋ｋ２αＴ

２ ＋…＋ｋｒαＴ
ｒ ＝０Ｔ．

由于向量组αＴ
１，αＴ

２，…，αＴ
ｒ 线性无关，故有

ｋ１ ＝ｋ２ ＝ … ＝ｋｒ ＝０，
于是向量组αＴ

１，αＴ
２，…，αＴ

ｒ，βＴ 线性无关，因而向量组α１，α２，…，

αｒ，β也线性无关．
例３．９　 设Ａ是ｎ×ｍ 矩阵，Ｂ是ｍ×ｎ矩阵，其中ｎ＜ｍ，Ｅ是

ｎ阶单位矩阵．若ＡＢ ＝Ｅ，证明Ｂ 的列向量组线性无关．
解析　方法 Ⅰ　 设Ｂ＝ （β１ β２ … βｎ）其中βｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ）是Ｂ 的列向量．若有

ｘ１β１＋ｘ２β２＋…＋ｘｎβｎ ＝０，
即

（β１ β２ … βｎ）

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝Ｂｘ＝０，

这里ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，… ，ｘｎ）Ｔ，上式左乘Ａ 得ＡＢｘ＝０，即Ｅｘ＝０，于

是ｘ＝０．所以β１，β２，…，βｎ 线性无关．
方法Ⅱ　 因Ｂ 的秩ｒ（Ｂ）≤ｎ，又因

ｒ（Ｂ）≥ｒ（ＡＢ）＝ｒ（Ｅ）＝ｎ，
故ｒ（Ｂ）＝ｎ．所以β１，β２，…，βｎ 线性无关．

例３．１０　若向量β可用向量组α１，α２，…，αｒ 线性表示．试证：
表示方法是唯一的充要条件是α１，α２，…，αｒ 线性无关．

解析　（充分性）设α１，α２，…，αｒ 线性无关．若

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｒαｒ，

β＝λ１α１＋λ２α２＋…＋λｒαｒ，
则 （ｋ１－λ１）α１＋（ｋ２－λ２）α２＋…＋（ｋｒ－λｒ）αｒ ＝０．
因α１，α２，…，αｒ 线性无关，故ｋ１ ＝λ１，ｋ２ ＝λ２，…，ｋｒ ＝λｒ，所以

表示方法是唯一的．
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（必要性）设β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｒαｒ 表示方法唯一．若α１，

α２，…，αｒ 线性相关，则有一组不全为零的数λ１，λ２，…，λｒ 使得

λ１α１＋λ２α２＋…＋λｒαｒ ＝０，
于是

β＝β＋０＝ （ｋ１＋λ１）α１＋（ｋ２＋λ２）α２＋…＋（ｋｒ＋λｒ）αｒ，

得到β的另一种不同的表示方法，与题设矛盾．所以α１，α２，…，αｒ

线性无关．
例３．１１　试证明ｎ维列向量组α１，α２，…，αｎ 线性无关的充分

必要条件是

Ｄ＝

αＴ
１α１ αＴ

１α２ … αＴ
１αｎ

αＴ
２α１ αＴ

２α２ … αＴ
２αｎ

… … … …

αＴ
ｎα１ αＴ

ｎα２ … αＴ
ｎαｎ

≠０，

其中αＴ
ｉ 表示列向量αｉ 的转置，ｉ＝１，２，…，ｎ．

解析　设Ａ＝ （α１ α２ … αｎ）为ｎ阶方阵．于是α１，α２，…，αｎ

线性无关的充要条件是

｜Ａ｜≠０．
另一方面，由

ＡＴＡ＝

αＴ
１

αＴ
２



αＴ

烄

烆

烌

烎ｎ

（α１ α２ … αｎ）　　　　

＝

αＴ
１α１ αＴ

１α２ … αＴ
１αｎ

αＴ
２α１ αＴ

２α２ … αＴ
２αｎ

… … … …

αＴ
ｎα１ αＴ

ｎα２ … αＴ
ｎα

烄

烆

烌

烎ｎ

，

得
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Ｄ＝｜ＡＴＡ｜＝｜ＡＴ｜｜Ａ｜＝｜Ａ｜２．
故｜Ａ｜≠０与Ｄ≠０等价．所以α１，α２，…，αｎ 线性无关的充分必

要条件是Ｄ≠０．
例３．１２　 设 向 量 组 α１，α２，…，αｍ 线 性 无 关，向 量 组β１，

β２，…，βｎ（ｎ≤ｍ）可表示为

（β１ β２ … βｎ）＝（α１ α２ … αｍ）

Ｃ１１ Ｃ１２ … Ｃ１ｎ

Ｃ２１ Ｃ２２ … Ｃ２ｎ

  

Ｃｍ１ Ｃｍ２ … Ｃ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，

记Ｐ＝ （Ｃｉｊ）ｍ×ｎ，求证：向量组β１，β２，…，βｎ 线性无关的充要条件是

矩阵Ｐ 的秩ｒ（Ｐ）＝ｎ．
解析　向量组β１，β２，…，βｎ 线性无关的充要条件是

ｋ１β１＋ｋ２β２＋…＋ｋｎβｎ ＝０，
仅当ｋ１ ＝ｋ２ ＝ … ＝ｋｎ ＝０时成立．

　ｋ１∑
ｍ

ｉ＝１
Ｃｉ１αｉ＋ｋ２∑

ｍ

ｉ＝１
Ｃｉ２αｉ＋…＋ｋｎ∑

ｍ

ｉ＝１
Ｃｉｎαｉ

＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃ１ｊｋ（ ）ｊ α１＋ ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｃ２ｊｋ（ ）ｊ α２＋…＋ ∑

ｎ

ｊ＝１
Ｃｍｊｋ（ ）ｊ αｍ ＝０，

仅当ｋ１ ＝ｋ２ ＝ … ＝ｋｎ ＝０时成立．

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃ１ｊｋｊ ＝０，∑

ｎ

ｊ＝１
Ｃ２ｊｋｊ ＝０，…，∑

ｎ

ｊ＝１
Ｃｍｊｋｊ ＝０，

仅当ｋ１ ＝ｋ２ ＝ … ＝ｋｎ ＝０时成立．Ｐｘ＝０仅有零解

ｘ＝ （ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ）Ｔ ＝ （０，０，…，０）Ｔ．ｒ（Ｐ）＝ｎ．
例３．１３　设有向量组

α１ ＝ （１，－１，２，４），α２ ＝ （０，３，１，２），α３ ＝ （３，０，７，１４），

α４ ＝（１，－２，２，０），α５＝（２，１，５，１０），求该向量组的一个极大线

性无关组，并将其余向量用极大线性无关组线性表示．
解析　用初 等 行 变 换 将 矩 阵（αＴ

１ αＴ
２ αＴ

３ αＴ
４ αＴ

５）化 为 行 简 化 阶
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梯形，

１ ０ ３ １ ２
－１ ３ ０ －２ １
２ １ ７ ２ ５

烄

烆

烌

烎４ ２ １４ ０ １０

→

１ ０ ３ １ ２
０ ３ ３ －１ ３
０ １ １ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ２ ２ －４ ２

→

１ ０ ３ １ ２
０ １ １ ０ １
０ ３ ３ －１ ３

烄

烆

烌

烎０ ２ ２ －４ ２

→

１ ０ ３ １ ２
０ １ １ ０ １
０ ０ ０ －１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ －２ ０

→

１ ０ ３ ０ ２
０ １ １ ０ １
０ ０ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０

＝（β１ β２ β３ β４ β５），

由于β１，β２，β４为β１，β２，β３，β４，β５ 的一个极大线性无关组，且

β３＝３β１＋β２，β５＝２β１＋β２，故α１，α２，α４ 是α１，α２，α３，α４，α５ 的一

个极大线性无关组，且

α３ ＝３α１＋α２，　α５ ＝２α１＋α２．
例３．１４　设４维向量组α１ ＝ （１＋ａ，１，１，１）Ｔ，α２ ＝ （２，２＋

ａ，２，２）Ｔ，α３ ＝（３，３，３＋ａ，３）Ｔ，α４ ＝（４，４，４，４＋ａ）Ｔ，问ａ为

何值时α１，α２，α３，α４ 线性相关？当α１，α２，α３，α４ 线性相关性，求

其一个极大 线 性 无 关 组，并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 线 性 无 关 组 线 性

表示．
解析　施行初等行变换，

（α１ α２ α３ α４）＝

１＋ａ ２ ３ ４
１ ２＋ａ ３ ４
１ ２ ３＋ａ ４
１ ２ ３ ４＋

烄

烆

烌

烎ａ

→

１ ２ ３ ４＋ａ
０ ａ ０ －ａ
０ ０ ａ －ａ
０ ０ ０ ａ（ａ＋１０

烄

烆

烌

烎）

． （１）

于是仅当ａ＝０或ａ＝－１０时，α１，α２，α３，α４ 线性相关．
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１）当ａ＝０时，继续施行初等行变换，

（α１ α２ α３ α４）→

１ ２ ３ ４
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

．

于是ａ＝０时，α１，α２，α３，α４ 线性相关，α１ 是其极大线性无关组，此

时α２＝２α１，α３＝３α１，α４＝４α１．
２）当ａ＝－１０时，对（１）式继续施行初等行变换，

（α１ α２ α３ α４）→

１ ２ ３ －６
０ １ ０ －１
０ ０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

→

１ ０ ０ －１
０ １ ０ －１
０ ０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

＝（β１ β２ β３ β４）．

由于β１，β２，β３ 为β１，β２，β３，β４ 的 一 个 极 大 线 性 无 关 组，且

β４＝－β１－β２－β３，故ａ＝－１０时，α１，α２，α３，α４ 线性相关，α１，α２，

α３ 是其一个极大线性无关组，且

α４ ＝－α１－α２－α３．
例３．１５　设向量组

　　α１＝（１，１，１，３）Ｔ，　　　α２＝（－１，－３，５，１）Ｔ，

　　α３＝（３，２，－１，ｐ＋２）Ｔ，　　α４＝（－２，－６，１０，ｐ）Ｔ，
（１）ｐ 为 何 值 时，该 向 量 组 线 性 无 关？ 并 在 此 时 将 向 量α＝

（４，１，６，１０）Ｔ 用α１，α２，α３，α４ 线性表出．
（２）ｐ为何值时，该向量组线性 相 关？并 在 此 时 求 出 它 的 秩 和

一个极大线性无关组．
解析　对其增广矩阵（α１ α２ α３ α４┊α）作初等行变换：

１ －１ ３ －２ ４
１ －３ ２ －６ １
１ ５ －１ １０ ６
３ １ ｐ＋２ ｐ







烄

烆

烌

烎１０

→

１ －１ ３ －２ ４
０ －２ －１ －４ －３
０ ６ －４ １２ ２
０ ４ ｐ－７ ｐ







烄

烆

烌

烎＋６ －２
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→

１ －１ ３ －２ ４
０ －２ －１ －４ －３
０ ０ －７ ０ －７
０ ０ ｐ－９ ｐ







烄

烆

烌

烎－２ －８

→

１ －１ ３ －２ ４
０ －２ －１ －４ －３
０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ ｐ－２ １－







烄

烆

烌

烎ｐ

，

当ｐ≠２时ｒ（Ａ）＝４，向量组α１，α２，α３，α４ 线性无关．为了将α
用α１，α２，α３，α４ 线性表示，将上述矩阵继续进行初等行变换化为

行简化阶梯形：

１ －１ ３ －２ ４
０ －２ －１ －４ －３
０ ０ １ ０ １
０ ０ ０ ｐ－２ １－







烄

烆

烌

烎ｐ

→

１ ０ ０ ０ ２

０ １ ０ ０ ３ｐ－４
ｐ－２

０ ０ １ ０ １

０ ０ ０ １ １－ｐ
ｐ










烄

烆

烌

烎－２

，

于是（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ＝ ２，３ｐ－４
ｐ－２

，１，１－ｐ
ｐ（ ）－２

Ｔ
，即

α＝２α１＋３ｐ－４
ｐ－２α２＋α３＋１－ｐ

ｐ－２α４．

当ｐ＝２时，向量组α１，α２，α３，α４ 线性相关．此时，向量组的秩

等于３．α１，α２，α３（或α１，α３，α４）为其一个极大线性无关组．
例３．１６　 设 向 量 组 Ⅰ：α１，α２，…，αｒ 可 由 向 量 组 Ⅱ：β１，

β２，…，βｓ 线性表示，则 （　　）

Ａ．当ｒ＜ｓ时，向量组 Ⅱ 必线性相关

Ｂ．当ｒ＞ｓ时，向量组 Ⅱ 必线性相关

Ｃ．当ｒ＜ｓ时，向量组 Ⅰ 必线性相关

Ｄ．当ｒ＞ｓ时，向量组Ⅰ必线性相关

解析　由于向量组Ⅰ可由向量组Ⅱ线 性 表 示，则 向 量 组 Ⅰ 的

秩 ≤ 向 量组 Ⅱ 的秩．又向量组 Ⅱ 的秩 ≤ｓ，ｓ＜ｒ，所以向量组 Ⅰ
的秩 ＜ｒ，于是向量组 Ⅰ 必线性相关，故选（Ｄ）．

例３．１７　确定常数ａ，使向量组α１＝（１，１，ａ）Ｔ，α２＝ （１，ａ，１）Ｔ，
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α３ ＝ （ａ，１，１）Ｔ 可由向量组β１ ＝ （１，１，ａ）Ｔ，β２ ＝ （－２，ａ，４）Ｔ，

β３ ＝ （－２，ａ，ａ）Ｔ 线性表示，但向量组β１，β２，β３ 不能由向量组α１，

α２，α３ 线性表示．
解析　 记Ａ＝ （α１ α２ α３），Ｂ＝ （β１ β２ β３），由于β１，β２，β３ 不

能由α１，α２，α３ 线性表示，故ｒ（Ａ）＜３，从而｜Ａ｜＝０．由于

｜Ａ｜＝
１ １ ａ
１ ａ １
ａ １ １

＝－（２＋ａ）（ａ－１）２，

所以ａ＝１或ａ＝－２．下面分别进行讨论．
当ａ＝１时，因

｜Ａ｜＝
１ １ １
１ １ １
１ １ １

＝０，｜Ｂ｜＝
１ －２ －２
１ １ １
１ ４ １

＝－９，

所以ｒ（Ａ）＝１，ｒ（Ｂ）＝３，故｛α１，α２，α３｝可由｛β１，β２，β３｝线性表示，
但｛β１，β２，β３｝不可由｛α１，α２，α３｝线性表示，即ａ＝１符合题意．

当ａ＝－２时，作初等行变换，

（Ａ┊Ｂ）＝
１ １ －２ １ －２ －２
１ －２ １ １ －２ －２






烄

烆

烌

烎－２ １ １ －２ ４ －２

→
１ １ －２ １ －２ －２
０ １ －１ ０ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １

，

所以ｒ（Ａ）＝２，ｒ（Ａ┊β１）＝ｒ（Ａ┊β２）＝２，ｒ（Ａ┊β３）＝３，于是β１，

β２ 可由｛α１，α２，α３｝线性表示，但β３ 不可由｛α１，α２，α３｝线性表示．
又由初等行变换，

（Ｂ┊Ａ）＝
１ －２ －２ １ １ －２
１ －２ －２ １ －２ １






烄

烆

烌

烎－２ ４ －２ －２ １ １

４５ ３　向　　量



→
１ －２ －２ １ １ －２
０ ０ －２ ０ １ －１






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ １ －１
．

所以ｒ（Ｂ）＝２，ｒ（Ｂ｜α２）＝ｒ（Ｂ｜α３）＝３，于是α２ 与α３ 不能由｛β１，β２，

β３｝线性表示，此与题意不合，所以ａ＝－２不合题意．
综上述讨论可得ａ＝１．
例３．１８　 设有向量组（Ⅰ）：α１＝（１，０，２）Ｔ，α２＝（１，１，３）Ｔ，

α３ ＝（１，－１，ａ＋２）Ｔ 和向量组（Ⅱ）：β１＝（１，２，ａ＋３）Ｔ，β２＝（２，

１，ａ＋６）Ｔ，β３ ＝（２，１，ａ＋４）Ｔ，试问：当ａ为何值时，向量组（Ⅰ）与

（Ⅱ）等价？当ａ为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价？

解析　施行初等行变换，将（α１ α２ α３ β１ β２ β３）化为阶梯形，

（α１ α２ α３ β１ β２ β３）＝
１ １ １ １ ２ ２
０ １ －１ ２ １ １
２ ３ ａ＋２ ａ＋３ ａ＋６ ａ

烄

烆

烌

烎＋４

→
１ ０ ２ －１ １ １
０ １ －１ ２ １ １
０ ０ ａ＋１ ａ－１ ａ＋１ ａ

烄

烆

烌

烎－１
．

由此可得：当ａ≠－１时，秩（α１ α２ α３）＝３，秩（α１ α２ α３ β１ β２ β３）

＝３，此时向量组（Ⅱ）可由向量组（Ⅰ）线性表示；当ａ＝－１时，秩

（α１ α２ α３）＝２，秩（α１ α２ α３ β１ β２ β３）＝３，此时向量组（Ⅱ）不由

向量组（Ⅰ）线性表示．
同样，施行初等行变换，将（β１ β２ β３ α１ α２ α３）化为阶梯形，

（β１ β２ β３ α１ α２ α３）＝
１ ２ ２ １ １ １
２ １ １ ０ １ －１

ａ＋３ ａ＋６ ａ＋４ ２ ３ ａ

烄

烆

烌

烎＋２

→
１ ２ ２ １ １ １
０ ３ ３ １ １ ３
０ ０ ６ ２ａ＋９ ２ａ ３－３

烄

烆

烌

烎ａ

，
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由此可得：秩（β１ β２ β３）＝３，秩（β１ β２ β３ α１ α２ α３）＝３，所以不论ａ
为何值，向量组（Ⅰ）总可由向量组（Ⅱ）线性表示．

综上可得：当ａ≠－１时向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价；当ａ＝－１时

向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价．
例３．１９　设矩阵Ａｍ×ｎ 的秩为ｒ（Ａ）＝ｍ＜ｎ，Ｅｍ 为ｍ 阶单位矩

阵，下述结论中正确的是 （　　）

Ａ．Ａ 的任意ｍ 个列向量必线性无关

Ｂ．Ａ 的任意一个ｍ 阶子式不等于零

Ｃ．若矩阵Ｂ 满足ＢＡ＝Ｏ，则Ｂ＝Ｏ
Ｄ．Ａ 通过初等行变换，必可以化为（ＥｍＯ）的形式

解析　 因为ｒ（Ａ）＝ｍ＝Ａ的行数 ＜ｎ＝Ａ的列数，所以Ａ 中

“存在”ｍ 个列向量线性无关，Ａ 中“存在”一个 ｍ 阶子式不 等 于 零．
通过初等变换（包括行变换与列变换），Ａ 必可以化为（ＥｍＯ）的形式．
下面证明（Ｃ）正确．

由ＢＡ ＝Ｏ 得ＡＴＢＴ ＝Ｏ，这表示ＢＴ 的每个列向量都是方程组

ＡＴｘ＝０的解，但

ｒ（ＡＴ）＝ｒ（Ａ）＝Ａ 的行数＝ＡＴ 的列数，
因而ＡＴｘ＝０只有零解，于是ＢＴ 的每列都是零向量，即Ｂ＝Ｏ．

例３．２０　已知向量组β１＝
０
１

烄

烆

烌

烎－１

，β２＝
ａ烄

烆

烌

烎

２
１

，β３＝
ｂ烄

烆

烌

烎

１
０

与向量组

α１＝
１
２

烄

烆

烌

烎－３

，α２＝
烄

烆

烌

烎

３
０
１

，α３＝
９
６

烄

烆

烌

烎－７

具有相同的秩，且β３ 可由α１，α２，

α３ 线性表示，求ａ，ｂ的值．
解析　应用初等行变换，

（α１ α２ α３）＝
１ ３ ９
２ ０ ６

烄

烆

烌

烎－３ １ －７
→

１ ３ ９
０ －６ －１２

烄

烆

烌

烎０ １０ ２０

６５ ３　向　　量



→
１ ３ ９
０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
→

１ ０ ３
０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

所以α１，α２ 线性无关，α３＝３α１＋２α２，于是向量组α１，α２，α３ 的秩为

２，由于向量组β１，β２，β３ 具有相同的秩，故β１，β２，β３ 线性相关，从

而行列式｜β１ β２ β３｜＝０，即

０ ａ ｂ
１ ２ １
－１ １ ０

＝０，

由此解得 ａ＝３ｂ．
又β３ 可由α１，α２，α３ 线性表示，从而可由α１，α２ 线性表示，所

以α１，α２，β３ 线性相关．于是行列式｜α１ α２ β３｜＝０，即

１ ３ ｂ
２ ０ １
－３ １ ０

＝０，

解之得

２ｂ－１０＝０．
于是得

ａ＝１５，ｂ＝５．
例３．２１　在３维向量空间中已知两个基：

α１ ＝ （１，０，１）Ｔ，　α２ ＝ （１，１，－１）Ｔ，　α３ ＝ （１，－１，１）Ｔ；

β１ ＝ （３，０，１）Ｔ， β２ ＝ （２，０，０）Ｔ， β３ ＝ （０，２，－２）Ｔ．

１）求由基α１，α２，α３ 到基β１，β２，β３ 的过渡矩阵Ｃ；

２）求向量η＝ （１，０，－１）Ｔ 在上述两个基下的坐标．
解析　 令Ａ＝ （α１ α２ α３），Ｂ＝ （β１ β２ β３），则Ｂ＝ＡＣ，所以

Ｃ＝Ａ－１Ｂ．又令η＝（α１α２α３）（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，则

ｘ＝Ａ－１η．施行初等行变换，
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（Ａ┊Ｂ┊η）＝
１ １ １ ３ ２ ０ １
０ １ －１ ０ ０ ２ ０











烄

烆

烌

烎１ －１ １ １ ０ －２ －１

→
１ ０ ０ １ ０ ０ －１
０ １ ０ １ １ １ １











烄

烆

烌

烎０ ０ １ １ １ －１ １

，

所以由基α１，α２，α３ 到基β１，β２，β３ 的过渡矩阵为

Ｃ＝
１ ０ ０
１ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ －１

，

向量η在基α１，α２，α３ 下的坐标为ｘ＝（－１，１，１）Ｔ，
设向量η在基β１，β２，β３ 下的坐标ｙ，则

ｙ＝Ｃ－１ｘ＝

１ ０ ０

－１ １
２

１
２

０ １
２ －

烄

烆

烌

烎
１
２

－１烄

烆

烌

烎

１
１

＝（－１，２，０）Ｔ．

例３．２２　设３维欧氏空间Ｖ 的基底ｌ１ ＝ （１，０，１）Ｔ，ｌ２ ＝ （０，

１，１）Ｔ，ｌ３＝（１，１，０）Ｔ．求一组标准正交基底ε１，ε２，ε３，使ｌ１，ｌ２，ｌ３

到ε１，ε２，ε３ 的过渡矩阵为

Ｃ＝

Ｃ１１ ０ ０
Ｃ２１ Ｃ２２ ０
Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ

烄

烆

烌

烎３３

，

其中Ｃｉｉ＞０，（ｉ＝１，２，３），并求出过渡矩阵Ｃ．
解析　记Ｂ＝（ε１ ε２ ε３），则ＢＢＴ＝Ｅ．因

Ｂ＝（ｌ１ｌ２ｌ３）
Ｃ１１ ０ ０
Ｃ２１ Ｃ２２ ０
Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ

烄

烆

烌

烎３３

＝
１ ０ １
０ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ ０

Ｃ１１ ０ ０
Ｃ２１ Ｃ２２ ０
Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ

烄

烆

烌

烎３３

８５ ３　向　　量



＝

Ｃ１１＋Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ３３

Ｃ２１＋Ｃ３１ Ｃ２２＋Ｃ３２ Ｃ３３

Ｃ１１＋Ｃ３１ Ｃ２２

烄

烆

烌

烎０

，

所以Ｃ２
３３＋Ｃ２

３３＝１，Ｃ３３＝ １
槡２

；Ｃ３２
１
槡２

＋（Ｃ２２＋Ｃ３２）１
槡２

＝０，Ｃ２
３２＋

（Ｃ２２＋Ｃ３２）２＋Ｃ２
２２＝１，Ｃ３２＝－ １

槡６
，Ｃ２２＝ ２

槡６
；（Ｃ１１＋Ｃ３１）１

槡２
＋

（Ｃ２１＋Ｃ３１）１
槡２

＝０，（Ｃ１１＋Ｃ３１）－１
槡６

＋（Ｃ２１＋Ｃ３１）１
槡６

＋（Ｃ１１＋Ｃ３１）

２
槡６

＝０，（Ｃ１１＋Ｃ３１）２＋（Ｃ２１＋Ｃ３１）２＋（Ｃ１１＋Ｃ３１）２＝１，Ｃ１１＝ 槡３
２

，

Ｃ２１＝－ １
槡２ ３

，Ｃ３１＝ １
槡２ ３

．故所求过渡矩阵为

Ｃ＝

槡３
２ ０ ０

－ １
槡２ ３

２
槡６

０

１
槡２ ３

－ １
槡６

１
槡

烄

烆

烌

烎２

，　Ｂ＝

１
槡３

－ １
槡６

１
槡２

－ １
槡３

１
槡６

１
槡２

１
槡３

２
槡６

烄

烆

烌

烎
０

．

所求标准正交基为：

ε１＝
１
槡３

，－ １
槡３

，１
槡（ ）３

Ｔ

，ε２＝ － １
槡６

，１
槡６

，２
槡（ ）６

Ｔ

，

ε３＝
１
槡２

，１
槡２

，（ ）０
Ｔ

．
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４
线性方程组

４．１　基本概念与内容提要

１）线性方程组的矩阵表示

设有ｍ×ｎ矩阵

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，

向量ｂ＝ （ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ，０＝ （０，０，…，０）Ｔ，ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，

ｘｎ）Ｔ，ｂ≠０，分别称

Ａｘ＝０， （１）

Ａｘ＝ｂ （２）
为线性齐次方程组和线性非齐次方程组，并称（１）为（２）的导出组，
称Ａ 为系数矩阵，称Ｂ＝ （Ａ┊ｂ）为方程组（２）的增广矩阵．

２）线性方程组解的性质

定理１　方程组（１）的任意两个解ｘ１ 与ｘ２ 的线性组合Ｃ１ｘ１＋
Ｃ２ｘ２（Ｃ１ 与Ｃ２ 为任意常数）仍是方程组（１）的解．

定理２　方程组（２）的任一解 与其导出组（１）的任一解ｘ 的和

ｘ＋ 仍是方程组（２）的解．
定理３　方程组（２）的任意两个解 １ 与 ２ 的差 １－ ２ 为其导出

组（１）的解，而 １ 与 ２ 的均值ｋ１ １＋ｋ２ ２（ｋ１＋ｋ２＝１）仍 是 方 程 组

０６ ４　线性方程组



（１）的解．
３） 线性齐次方程只有零解与有无穷多解的判定

定理１　当系数矩阵Ａ 的秩ｒ（Ａ）＝ｎ时，方程组（１）只有零解．
当ｒ（Ａ）＜ｎ时，方程组（１）有非零 解，也 即 有 无 穷 多 解，此 时 解 空 间

的维数为ｎ－ｒ（Ａ）．
定理２　当系数矩阵Ａ 为方阵时，方程组（１）只有零解的充要条

件是Ａ 的行列式｜Ａ｜≠０．
４） 线性非齐次方程组有解与无解的判定

定理１　 线性非齐次方程组（２）有解的充要条件是系数矩阵Ａ
的秩ｒ（Ａ）等于增广矩阵Ｂ 的秩ｒ（Ｂ）．

定理２　 线性非齐次方程组（２）有唯一解的充要条件是ｒ（Ａ）＝
ｒ（Ｂ），且ｒ（Ａ）＝ｎ（这里ｎ表示方程组（２）的未知量的个数）．

定理 ３　 线 性 非 齐 次 方 程 组 （２）有 无 穷 多 解 的 充 要 条 件 是

ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ），且ｒ（Ａ）＜ｎ．
定理４（克莱姆法则）　 当系数矩阵Ａ为方阵时，方程组（２）有唯

一解的充要条件是Ａ 的行列式｜Ａ｜≠０，且其解可表示为

ｘｉ ＝ Ｄｉ

｜Ａ｜
，（ｉ＝１，２，…，ｎ）

其中Ｄｉ 为以向量ｂ 代替Ａ 中的第ｉ列所得到的方阵的行列式．

５） 线性方程组的通解

定理１　 线性齐次方程组（１）有非零解时，方程组（１）的ｋ（ｋ＝
ｎ－ｒ（Ａ））个线性无关解α１，α２，…，αｋ 组成基础解系，方程组（１）
的通解（即全部解）为

ｘ＝Ｃ１α１＋Ｃ２α２＋…＋Ｃｋαｋ，
其中Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ 为任意常数．

定理２　 线性非齐次方程组（２）有无穷多解时，若 是方程组（２）
的任一特解，α１，α２，…，αｋ 是其导出组的基础解系，则方程组（２）
的通解（即全部解）为
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ｘ＝Ｃ１α１＋Ｃ２α２＋…＋Ｃｋαｋ＋ ，
其中Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ 为任意常数．

４．２　典型习题与试题解析

例４．１　设Ａ＝
１ ２ －２
４ ｔ ３

烄

烆

烌

烎３ －１ １

，Ｂ 为 三 阶 非 零 矩 阵，且ＡＢ＝

Ｏ，求常数ｔ．
解析　因ＡＢ＝Ｏ，所以Ｂ 的列向量组是线性齐次方程组Ａｘ＝０

的解．因Ｂ 是非零矩阵，所以Ｂ 的列向量组中有非零列向量．故方程

组Ａｘ＝０有非零解，此结论的充要条件是｜Ａ｜＝０．

｜Ａ｜＝
１ ２ －２
４ ｔ ３
３ －１ １

＝
１ ０ －２
４ ｔ＋３ ３
３ ０ １

＝（ｔ＋３）１ －２
３ １

＝７（ｔ＋３）．
故　 ｔ＋３＝０得ｔ＝－３．

例４．２　齐次线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋λ２ｘ３ ＝０，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３ ＝０，

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３ ＝
烅
烄

烆 ０
的系数矩阵记为Ａ．若存在三阶矩阵Ｂ≠Ｏ 使得ＡＢ ＝Ｏ，则（　　）

Ａ．λ＝－２且｜Ｂ｜＝０　　 　　Ｂ．λ＝－２且｜Ｂ｜≠０
Ｃ．λ＝１且｜Ｂ｜＝０ Ｄ．λ＝１且｜Ｂ｜≠０
解析 　 系数行列式

｜Ａ｜＝
λ　１　λ２

１　λ　１
１　１　λ

＝ （λ－１）２，

记Ｂ＝ （β１ β２ β３），则ＡＢ ＝Ｏ表示β１，β２，β３ 是方程组Ａｘ＝
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０的解．而Ｂ是非零矩阵表示Ａｘ＝０有非零解，于是｜Ａ｜＝０，所以

λ＝１．由此排除（Ａ），（Ｂ）．
又λ＝１时，ｒ（Ａ）＝１，故Ａｘ＝０的解空间为２维，三个解β１，β２，

β３ 线性相关，所以｜Ｂ｜＝０，故选（Ｃ）．
例４．３　设Ａ，Ｂ 为满足ＡＢ＝Ｏ 的任意两个非零矩阵，则必有

（　　）

Ａ．Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关

Ｂ．Ａ 的列向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关

Ｃ．Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的行向量组线性相关

Ｄ．Ａ 的行向量组线性相关，Ｂ 的列向量组线性相关

解析　设Ａ，Ｂ 分别为ｍ×ｎ，ｎ×ｋ矩阵，令

Ｂ＝ （β１ β２ … βｋ），
则ＡＢ ＝Ｏ 化为

Ａ（β１ β２ … βｋ）＝ （Ａβ１ Ａβ２ … Ａβｋ）＝ （０ ０ … ０）．
由于Ｂ≠Ｏ，所以存在βｉ≠０，此表示线性齐次方程组Ａｘ＝０有

非零解，此等价于Ａ 的列向量组线性相关．
由于ＡＢ ＝Ｏ 等价于ＢＴＡＴ ＝ （ＡＢ）Ｔ ＝ＯＴ ＝Ｏ，根据上面同样

的证明推知线性齐次方程组ＢＴｘ＝０有非零解，所以ＢＴ 的列向量组

线性相关，于是Ｂ 的行向量组线性相关．故选（Ａ）．
例４．４　 设Ａ 是ｍ ×ｎ矩阵，Ｂ 是ｎ×ｍ 矩 阵，则 线 性 方 程 组

（ＡＢ）ｘ＝０ （　　）

Ａ．当ｎ＞ｍ 时仅有零解 Ｂ．当ｎ＞ｍ 时必有非零解

Ｃ．当ｍ ＞ｎ时仅有零解 Ｄ．当ｍ ＞ｎ时必有非零解

解 析 　ＡＢ 是ｍ×ｍ矩阵，因而线性方程组（ＡＢ）ｘ＝０的未知数

个数为ｍ．另一方面，由

ｒ（Ａ）≤ ｍｉｎ（ｍ，ｎ），ｒ（Ｂ）≤ ｍｉｎ（ｍ，ｎ），

ｒ（ＡＢ）≤ ｍｉｎ（ｒ（Ａ），ｒ（Ｂ）），
当ｍ ＞ｎ时，
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ｒ（ＡＢ）≤ ｍｉｎ（ｍ，ｎ）＜ｎ＜ｍ，
于是（ＡＢ）ｘ＝０必有非零解，即（Ｄ）正确，同时得知（Ｃ）是错误的．

同样的推理可知：
（Ａ）是错误的，因为此时ｒ（ＡＢ）≤ｍ，当ｒ（ＡＢ）＜ｍ时就有非零解．
（Ｂ）是错误的，因为此时ｒ（ＡＢ）≤ｍ，当ｒ（ＡＢ）＝ｍ时就只有零解．
例４．５　 设Ａ为ｎ阶实方阵，ＡＴ 为它的转置矩阵，求证Ａ与ＡＴＡ

有相同的秩．
解析 　 只要证明线性方程组Ａｘ＝０与ＡＴＡｘ＝０有相同的解

就可以推知Ａ 与ＡＴＡ 有相同的秩，这里ｘ为ｎ 维未知列向量．
显然Ａｘ＝０的解是ＡＴＡｘ＝０的解．反之，设ｘ０ 为ＡＴＡｘ＝０的

解，则由ＡＴＡｘ０ ＝０得

ｘＴ
０ＡＴＡｘ０ ＝０，

即 （Ａｘ０）Ｔ（Ａｘ０）＝０．
因Ａ 是实方阵，于是Ａｘ０ ＝０，即ｘ０ 也是Ａｘ＝０的解．

例４．６　设有齐次线性方程组Ａｘ＝０和Ｂｘ＝０，其中Ａ，Ｂ 均

为ｍ×ｎ矩阵，现有４个命题：

① 若Ａｘ＝０的解均是Ｂｘ＝０的解，则秩（Ａ）≥ 秩（Ｂ）；

② 若秩（Ａ）≥ 秩（Ｂ），则Ａｘ＝０的解均是Ｂｘ＝０的解；

③ 若Ａｘ＝０与Ｂｘ＝０同解，则秩（Ａ）＝ 秩（Ｂ）；

④ 若秩（Ａ）＝ 秩（Ｂ），则Ａｘ＝０与Ｂｘ＝０同解．
以上命题中正确的是 （　　）

Ａ．①②　　　Ｂ．①③　　　Ｃ．②④　　　Ｄ．③④
解析 　 设Ａｘ＝０的一个基础解系为α１，…，αｒ，Ｂｘ＝０的一个

基础解系为β１，β２，…，βｓ，则

ｒ＝ｎ－ 秩（Ａ），　ｓ＝ｎ－ 秩（Ｂ）．
若Ａｘ＝０的解均是Ｂｘ＝０的解，则α１，…，αｒ 可由β１，…，βｓ

线性表示，所以向量组α１，…，αｒ 的秩 ≤ 向量组β１，…，βｓ 的秩，即

ｒ≤ｓ，于是秩（Ａ）≥ 秩（Ｂ），即 ① 成立．若Ａｘ＝０与Ｂｘ＝０同解，由
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① 成立，推知秩（Ａ）≤ 秩（Ｂ），且秩（Ｂ）≤ 秩（Ａ），故秩（Ａ）＝ 秩（Ｂ），
故 ③ 成立．故选（Ｂ）．

例４．７　 已知齐次线性方程组

ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３ ＝０，

２ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３ ＝０，

ｘ１＋ｘ２＋ａｘ３ ＝
烅

烄

烆 ０

（１）

和

ｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３ ＝０，

２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋（ｃ＋１）ｘ３ ＝
烅
烄

烆 ０
（２）

同解，求ａ，ｂ，ｃ的值．
解析　记

Ａ＝

１ ２ ３
２ ３ ５
１ １

烄

烆

烌

烎ａ

，　Ｂ＝
１ ｂ ｃ
２ ｂ２ １＋

烄

烆

烌

烎ｃ
，

由于方程组（２）中只有２个方程，故方程组（２）有非零解，故方程组

（１）也有非零解，因而

｜Ａ｜＝

１　２　３
２　３　５
１　１　ａ

＝２－ａ＝０，

于是ａ＝２．此时对Ａ 施行初等行变换化为行简化阶梯形，

Ａ＝

１　２　３
２　３　５
１　１　

烄

烆

烌

烎２
→

１　０　１
０　１　１
０　０　

烄

烆

烌

烎０
．

同样将Ｂ 化为行简化阶梯形得

Ｂ＝
１ ｂ ｃ
２ ｂ２ １＋

烄

烆

烌

烎ｃ
→

１ ｂ２－ｂ １

０ ｂ２－２ｂ １－

烄

烆

烌

烎ｃ
，

与Ａ 的行简化阶梯形比较得
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ｂ２－ｂ＝０，　ｂ２－２ｂ＝１－ｃ≠０，
由此解得ｂ＝１，ｃ＝２，于是ａ＝２，ｂ＝１，ｃ＝２．

例４．８　已知α１，α２，α３，α４ 是线性方程组Ａｘ＝０的一个基础

解系，若β１＝α１＋ｔα２，β２＝α２＋ｔα３，β３＝α３＋ｔα４，β４＝α４＋ｔα１，讨

论实数ｔ满足什么关系时，β１，β２，β３，β４ 也 是Ａｘ ＝０的 一 个 基 础

解系．
解析 　 方法 Ⅰ　 由于β１，β２，β３，β４ 为α１，α２，α３，α４ 的线性

组合，所以β１，β２，β３，β４ 均为Ａｘ＝０的解．
设 ｋ１β１＋ｋ２β２＋ｋ３β３＋ｋ４β４ ＝０， （１）

将βｉ 的表达式代入（１）式并化简得

（ｋ１＋ｔｋ４）α１＋（ｋ２＋ｔｋ１）α２＋（ｋ３＋ｔｋ２）α３＋（ｋ４＋ｔｋ３）α４ ＝０，
由于α１，α２，α３，α４ 线性无关，因此有

ｋ１＋ｔｋ４ ＝０，

ｋ２＋ｔｋ１ ＝０，

ｋ３＋ｔｋ２ ＝０，

ｋ４＋ｔｋ３ ＝０

烅

烄

烆 ．

（２）

考虑方程组（２）的系数行列式

Ｄ＝

１ ０ ０ ｔ
ｔ １ ０ ０
０ ｔ １ ０
０ ０ ｔ １

＝１－ｔ４，

由于β１，β２，β３，β４ 为Ａｘ＝０的一个基础解系的充要条件是β１，β２，

β３，β４ 线性无关；而β１，β２，β３，β４ 线性无关的充要条件是方程组（２）
只有零解，即

ｋ１ ＝ｋ２ ＝ｋ３ ＝ｋ４ ＝０，
又方程组（２）只有零解的充要条件是Ｄ≠０，即ｔ≠±１为所求ｔ应满

足的条件．
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方法Ⅱ　由于β１，β２，β３，β４ 为α１，α２，α３，α４ 的线性组合，所

以β１，β２，β３，β４ 均为Ａｘ＝０的解，因此当且仅当β１，β２，β３，β４ 线性

无关时，β１，β２，β３，β４ 是Ａｘ＝０的基础解系．由于

（β１ β２ β３ β４）＝（α１ α２ α３ α４）

１ ０ ０ ｔ
ｔ １ ０ ０
０ ｔ １ ０
０ ０ ｔ

烄

烆

烌

烎１

，

故β１，β２，β３，β４ 线性无关的充要条件是

Ｄ＝

１ ０ ０ ｔ
ｔ １ ０ ０
０ ｔ １ ０
０ ０ ｔ １

＝１－ｔ４ ≠０．

即ｔ≠±１为所求ｔ应满足的条件．
例４．９　 设α１，α２，…，αｓ 为线性方程组Ａｘ＝０的一个基础解

系，β１ ＝ｔ１α１＋ｔ２α２，β２ ＝ｔ１α２＋ｔ２α３，…，βｓ ＝ｔ１αｓ＋ｔ２α１，其中ｔ１，

ｔ２ 为实常数．试问ｔ１，ｔ２ 满足什么关系时，β１，β２，…，βｓ 也为Ａｘ＝０
的一个基础解系．

解 析 　 方法 Ⅰ　 由于βｉ（ｉ＝１，２，…，ｓ）为α１，α２，…，αｓ 的

线性组合，所以βｉ（ｉ＝１，２，…，ｓ）均为Ａｘ＝０的解．设

ｋ１β１＋ｋ２β２＋…＋ｋｓβｓ ＝０， （１）
将βｉ 的表达式代入（１）式并化简得

（ｔ１ｋ１＋ｔ２ｋｓ）α１＋（ｔ２ｋ１＋ｔ１ｋ２）α２＋…＋（ｔ２ｋｓ－１＋ｔ１ｋｓ）αｓ ＝０，
由于α１，α２，…，αｓ 线性无关，因此有

ｔ１ｋ１＋ｔ２ｋｓ ＝０，

ｔ２ｋ１＋ｔ１ｋ２ ＝０，

　　 　

ｔ２ｋｓ－１＋ｔ１ｋｓ ＝０

烅

烄

烆 ．

（２）
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考虑方程组（２）的系数行列式

Ｄ＝

ｔ１ ０ ０ … ０ ｔ２

ｔ２ ｔ１ ０ … ０ ０
０ ｔ２ ｔ１ … ０ ０
   … 

０ ０ ０ … ｔ２ ｔ１

＝ｔ１·ｔｓ－１
１ ＋（－１）１＋ｓｔ２·ｔｓ－１

２

＝ｔｓ
１＋（－１）１＋ｓｔｓ

２，
欲使β１，β２，…，βｓ 为Ａｘ＝０的一个基础解系，只要证明β１，β２，…，

βｓ 线性无关；而β１，β２，…，βｓ 线性无关的充要条件是方程组（２）只

有零解，即

ｋ１ ＝ｋ２ ＝ … ＝ｋｓ ＝０，
而方程组（２）只有零解的充要条件是Ｄ≠０，由此可得：当ｓ为偶数时

ｔ１ ≠±ｔ２，当ｓ为奇数时ｔ１ ≠－ｔ２，此即为所求ｔ１，ｔ２ 应满足的条件．
方法 Ⅱ　 由于βｉ（ｉ＝１，２，…，ｓ）为α１，α２，…，αｓ 的线性组

合，所以βｉ（ｉ＝１，２，…，ｓ）均为Ａｘ ＝０的解．因此当且仅当β１，

β２，…，βｓ 线性无关时，β１，β２，…，βｓ 是Ａｘ＝０的基础解系．由于

（β１ β２ … βｓ）＝ （α１ α２ … αｓ）

ｔ１ ０ ０ … ０ ｔ２

ｔ２ ｔ１ ０ … ０ ０
０ ｔ２ ｔ１ … ０ ０
    

０ ０ ０ … ｔ２ ｔ

烄

烆

烌

烎１

，

故β１，β２，…，βｓ 线性无关的充要条件是

Ｄ＝

ｔ１ ０ ０ … ０ ｔ２

ｔ２ ｔ１ ０ … ０ ０
０ ｔ２ ｔ１ … ０ ０
   … 

０ ０ ０ … ｔ２ ｔ１

＝ｔｓ
１＋（－１）１＋ｓｔｓ

２ ≠０．

８６ ４　线性方程组



解Ｄ≠０可得：当ｓ为偶数时ｔ１ ≠±ｔ２；当ｓ为奇数时ｔ１ ≠－ｔ２．
此即为所求ｔ１，ｔ２ 应满足的条件．

例４．１０　 设向量α１，α２，…，αｎ 是齐次线性方程组Ａｘ＝０的

一个基础解系，向量β不是方程组Ａｘ＝０的解，即Ａβ≠０．试证明：
向量组β，β＋α１，β＋α２，…，β＋αｎ 线性无关．

解析　设有一组数ｋ，ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ，使得

ｋβ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉ（β＋αｉ）＝０，

即

ｋ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｋ（ ）ｉβ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

（－ｋｉ）αｉ． （１）

上式两边同时左乘矩阵Ａ 得

ｋ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｋ（ ）ｉ Ａβ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

（－ｋｉ）Ａαｉ ＝０，

因为Ａβ≠０，故

ｋ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉ ＝０， （２）

从而，由（１）式得

∑
ｎ

ｉ＝１

（－ｋｉ）αｉ ＝０．

由于向量组α１，…，αｎ 是基础解系，它们是线性无关的，所以

ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｉ＝０，

因而由（２）式得ｋ＝０．因此，向量组β，β＋α１，…，β＋αｎ 线性无关．

例４．１１　 求齐次线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ５ ＝０，

ｘ１＋ｘ２－ｘ３ ＝０，

ｘ３＋ｘ４＋ｘ５ ＝
烅
烄

烆 ０
的基础解系．

解析　将系数矩阵化为行简化阶梯形
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１ １ ０ ０ １
１ １ －１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １ １ １
→

１ １ ０ ０ １
０ ０ １ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ ０

，

解得基础解系为

α１ ＝ （－１，１，０，０，０）Ｔ，　α２ ＝ （－１，０，－１，０，１）Ｔ．
例４．１２　 设有齐次线性方程组

（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ ＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋…＋２ｘｎ ＝０，

　　　　　　

ｎｘ１＋ｎｘ２＋…＋（ｎ＋ａ）ｘｎ ＝０

烅

烄

烆 ，

　（ｎ≥２）

试问ａ取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．
解析　方程组的系数行列式为

｜Ａ｜＝

１＋ａ １ １ … １
２ ２＋ａ ２ … ２
   

ｎ ｎ ｎ … ｎ＋ａ

＝ ａ＋ｎ（ｎ＋１）（ ）２ ａｎ－１．

由于 原 方 程 组 有 非 零 解，故｜Ａ｜＝０，推 知 ａ＝０ 或 ａ＝

－ｎ（ｎ＋１）
２ ．

当ａ＝０时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

１ １ １ … １
２ ２ ２ … ２
   

ｎ ｎ ｎ …

烄

烆

烌

烎ｎ

→

１ １ １ … １
０ ０ ０ … ０
   

０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

，

由此得基础解系为

η１＝（－１，１，０，…，０）Ｔ，η２ ＝（－１，０，１，…，０）Ｔ，…，

ηｎ－１＝（－１，０，０，…，１）Ｔ，
于是方程组的通解为

０７ ４　线性方程组



ｘ＝Ｃ１η１＋…＋Ｃｎ－１ηｎ－１，

其中Ｃ１，…，Ｃｋｎ－１ 为任意常数．

当ａ＝－ｎ（ｎ＋１）
２

时，对系数矩阵Ａ 作初等行变换，有

Ａ＝

１＋ａ １ １ … １
２ ２＋ａ ２ … ２
   

ｎ ｎ ｎ … ｎ＋

烄

烆

烌

烎ａ

→

１＋ａ １ １ … １

－２ａ ａ ０ … ０
   

－ｎａ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎ａ

→

１＋ａ １ １ … １

－２ １ ０ … ０
   

－ｎ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

→

０ ０ ０ … ０

－２ １ ０ … ０
   

－ｎ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

，

故方程组的同解方程组为

－２ｘ１＋ｘ２ ＝０，

－３ｘ１＋ｘ３ ＝０，

　 

－ｎｘ１＋ｘｎ ＝０

烅

烄

烆 ，

由此得基础解系为

η＝ （１，２，…，ｎ）Ｔ，

于是方程组的通解为ｘ＝Ｃη，其中Ｃ 为任意常数．
例４．１３　已知齐次线性方程组

ａｘ１＋ｂｘ２＋…＋ｂｘｎ ＝０，

ｂｘ１＋ａｘ２＋…＋ｂｘｎ ＝０，

　　 

ｂｘ１＋ｂｘ２＋…＋ａｘｎ ＝０

烅

烄

烆 ，

　（ａ≠０，ｂ≠０，ｎ≥２）

试讨论ａ，ｂ为何值时，方程组仅有零解，有无穷多组解？在有无穷多

组解时，求出全部解（用基础解系表示）．

１７４．２　典型习题与试题解析



解析　方程组的系数行列式为

｜Ａ｜＝

ａ ｂ ｂ … ｂ
ｂ ａ ｂ … ｂ
ｂ ｂ ａ … ｂ
   

ｂ ｂ ｂ … ａ

＝（ａ＋（ｎ－１）ｂ）

１ ｂ ｂ … ｂ
０ ａ－ｂ ０ … ０
０ ０ ａ－ｂ … ０
   

０ ０ ０ … ａ－ｂ
＝（ａ＋（ｎ－１）ｂ）（ａ－ｂ）ｎ－１．

（１）当ａ≠ｂ且ａ≠ （１－ｎ）ｂ时，｜Ａ｜≠０，此时方程组仅有

零解．
（２）当ａ＝ｂ时，｜Ａ｜＝０，对系数矩阵Ａ 作初等行变换化为行

简化阶梯形，

Ａ＝

ａ ａ ａ … ａ
ａ ａ ａ … ａ
   

ａ ａ ａ …

烄

烆

烌

烎ａ

→

１ １ １ … １
０ ０ ０ … ０
   

０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

．

其基础解系为

α１ ＝ （－１，１，０，…，０）Ｔ，　α２ ＝ （－１，０，１，…，０）Ｔ，…，

ａｎ－１ ＝（－１，０，０，…，１）Ｔ．
故方程组的全部解是

ｘ＝ｃ１α１＋ｃ２α２＋…＋ｃｎ－１αｎ－１　（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１ 为任意常数）．
（３）当ａ＝ （１－ｎ）ｂ时，｜Ａ｜＝０，对系数矩阵Ａ作初等行变换

化为行简化阶梯形，

２７ ４　线性方程组



Ａ＝

（１－ｎ）ｂ ｂ ｂ … ｂ ｂ
ｂ （１－ｎ）ｂ ｂ … ｂ ｂ
ｂ ｂ （１－ｎ）ｂ … ｂ ｂ
    

ｂ ｂ ｂ … ｂ （１－ｎ）

烄

烆

烌

烎ｂ

→

１－ｎ １ １ … １ １
１ １－ｎ １ … １ １
１ １ １－ｎ … １ １
    

１ １ １ … １ １－

烄

烆

烌

烎ｎ

→

１ ０ ０ … ０ －１
０ １ ０ … ０ －１
０ ０ １ … ０ －１
    

０ ０ ０ … １ －１
０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０ ０

．

其基础解系为α＝ （１，１，…，１）Ｔ，原方程组的全部解为

ｘ＝Ｃα　（Ｃ 为任意常数）．
例４．１４　已知线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ＝０，

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３ ＝０，

ａ２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋ｃ２ｘ３ ＝０
烅
烄

烆 ．
（１）ａ，ｂ，ｃ满足何种关系时，方程组仅有零解？

（２）ａ，ｂ，ｃ满足何种关系时，方程组有无穷多组解，并用基础解

系表示全部解．
解析　系数行列式

｜Ａ｜＝
１ １ １
ａ ｂ ｃ
ａ２ ｂ２ ｃ２

＝（ｃ－ｂ）（ｃ－ａ）（ｂ－ａ）．

（１）当ａ，ｂ，ｃ互不相等时，｜Ａ｜≠０，方程组仅有零解．
（２）当ａ，ｂ，ｃ中至少有２个相等时，｜Ａ｜＝０，方程组有无穷多

组解．下面分四种情况讨论：

１°　 当ａ＝ｂ≠ｃ时，施行初等行变换，

３７４．２　典型习题与试题解析



Ａ→

１　１　０
０　０　１
０　０　

烄

烆

烌

烎０

，

故原方程组的全部解为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ ＝Ｃ（－１，１，０）Ｔ．Ｃ为任意常数．

２°　 当ａ＝ｃ≠ｂ时，施行初等行变换，

Ａ→
１　０　１
０　１　０
０　０　

烄

烆

烌

烎０

，

故原方程组的全部解为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝Ｃ（－１，０，１）Ｔ，Ｃ为任意常数．

３°　 当ｂ＝ｃ≠ａ时，施行初等行变换，

Ａ→
０　１　１
１　０　０
０　０　

烄

烆

烌

烎０
→

１　０　０
０　１　１
０　０　

烄

烆

烌

烎０

，

故原方程组的全部解为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝Ｃ（０，－１，１），Ｃ为任意常数．

４°　当ａ＝ｂ＝ｃ时，施行初等行变换，

Ａ→
１　１　１
０　０　０
０　０　

烄

烆

烌

烎０

，

故原方程组的全部解为

（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ ＝Ｃ１（－１，１，０）Ｔ ＋Ｃ２（－１，０，１）Ｔ，

其中Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数．
例４．１５　已知齐次线性方程组

（ａ１＋ｂ）ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋…＋ａｎｘｎ ＝０，

ａ１ｘ１＋（ａ２＋ｂ）ｘ２＋ａ３ｘ３＋…＋ａｎｘｎ ＝０，

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋（ａ３＋ｂ）ｘ３＋…＋ａｎｘｎ ＝０，

　　 　

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＋…＋（ａｎ＋ｂ）ｘｎ ＝０

烅

烄

烆 ，

４７ ４　线性方程组



其中∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ ≠０．试讨论ａ１，ａ２，…，ａｎ 和ｂ满足何种关系时，

（１）方程组仅有零解；
（２）方程组有非零解，在有非零解时，求此方程组的一个基础解系．
解析　方程组的系数行列式

　　｜Ａ｜＝

ａ１＋ｂ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ１ ａ２＋ｂ ａ３ … ａｎ

ａ１ ａ２ ａ３＋ｂ … ａｎ

   

ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ＋ｂ

＝ ｂ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａ（ ）ｉ

１ ａ２ ａ３ … ａｎ

１ ａ２＋ｂ ａ３ … ａｎ

１ ａ２ ａ３＋ｂ … ａｎ

   

１ ａ２ ａ３ … ａｎ＋ｂ

＝ｂｎ－１ ｂ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａ（ ）ｉ ．

（１）当ｂ≠０且ｂ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ ≠０时，ｒ（Ａ）＝ｎ，方程组仅有零解．

（２）当ｂ＝０时，原方程组的同解方程组为

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋…＋ａｎｘｎ＝０，

由∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ ≠０可知，ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）不全为零，不妨设ａ１ ≠０，得

原方程组的一个基础解系为

α１＝ －ａ２

ａ１
，１，０，…，（ ）０

Ｔ

，α２ ＝ －ａ３

ａ１
，０，１，…，（ ）０

Ｔ

，…，

αｎ－１＝ －ａｎ

ａ１
，０，０，…，（ ）１

Ｔ

．

５７４．２　典型习题与试题解析



（３）当ｂ＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ 时，由题设条件知ｂ≠０，原方程组的系数矩

阵可化为

ａ１－∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ ａ２ ａ３ … ａｎ

－１ １ ０ … ０
－１ ０ １ … ０
   

－１ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

→

－１ １ ０ … ０
－１ ０ １ … ０
   

－１ ０ ０ … １
０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

．

由此得原方程组的同解方程组为

ｘ２ ＝ｘ１，ｘ３ ＝ｘ１，…，ｘｎ ＝ｘ１．
原方程组的一个基础解系为

α＝ （１，１，１，…，１）Ｔ．
例４．１６　已知３阶矩阵Ａ 的第一行是（ａ，ｂ，ｃ），ａ，ｂ，ｃ不全为

零，矩阵Ｂ＝
１ ２ ３
２ ４ ６
３ ６

烄

烆

烌

烎ｋ

（ｋ为常数），且ＡＢ＝Ｏ，求线性方程组Ａｘ ＝

０的通解．
解 析 　 因ａ，ｂ，ｃ不全为０，所以秩（Ａ）≥１．因Ｂ≠０，ＡＢ＝Ｏ，

所以Ａｘ＝０有非零解，故秩（Ａ）＜３，于是秩（Ａ）＝１或２．
１）当秩（Ａ）＝１时，不妨设ａ≠０，则

Ａ→

１ ｂ
ａ

ｃ
ａ

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

因此方程组Ａｘ＝０有基础解系

β１ ＝ －ｂ
ａ

，１，（ ）０
Ｔ

，　β２ ＝ －ｃ
ａ

，０，（ ）１
Ｔ

，

６７ ４　线性方程组



于是所求通解为

ｘ＝Ｃ１β１＋Ｃ２β２ ＝Ｃ１

－ｂ
ａ

烄

烆

烌

烎
１
０

＋Ｃ２

－ｃ
ａ

烄

烆

烌

烎
０
１

，

其中Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数．
２）当ｒ（Ａ）＝２时，因Ａα１ ＝０，所以α１ 为Ａｘ＝０的基础解系，

于是此时所求通解为

ｘ＝Ｃα１＝Ｃ
烄

烆

烌

烎

１
２
３

，

其中Ｃ 为任意常数．
例４．１７　设四元齐次线性方程组（Ⅰ）为

２ｘ１＋３ｘ２－ｘ３ ＝０，

ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３－ｘ４ ＝０｛ ．
且已知另一四元齐次线性方程组（Ⅱ）的一个基础解系为

α１ ＝ （２，－１，ａ＋２，１）Ｔ，α２ ＝ （－１，２，４，α＋８）Ｔ．
（１）求方程组（Ⅰ）的一个基础解系；
（２）当α为何值时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有非零公共解？在有非

零公共解时，求出全部非零公共解．
解析　（１）对方程组（Ⅰ）的系数矩阵作初等行变换化为行简化

阶梯形，

Ａ＝
２ ３ －１ ０（ ）１ ２ １ －１

→
１ ０ －５ ３（ ）０ １ ３ －２

．

由此可得方程组（Ⅰ）的一个基础解系为

β１ ＝ （５，－３，１，０）Ｔ，　β２ ＝ （－３，２，０，１）Ｔ．
（２）方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有 非 零 公 共 解存 在 不 全 为０的 常 数

ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，使得

ｋ１β１＋ｋ２β２ ＝ｋ３α１＋ｋ４α２． （１）

７７４．２　典型习题与试题解析



令Ｂ＝（β１ β２ α１ α２），则（１）式  方程组Ｂｘ＝０有非零解 ｜Ｂ｜＝
０．由于

｜Ｂ｜＝

５ －３ ２ －１
－３ ２ －１ ２
１ ０ ２＋ａ ４
０ １ １ ８＋ａ

＝

５ ０ ５ ２３＋３ａ
－３ ０ －３ －１４－２ａ
１ ０ ２＋ａ ４
０ １ １ ８＋ａ

＝
５ ５ ２３＋３ａ
－３ －３ －１４－２ａ
１ ２＋ａ ４

＝
０ －５（１＋ａ） ３（１＋ａ）

０ ３（１＋ａ） －２（１＋ａ）

１ ２＋ａ ４
＝（１＋ａ）２．

于是方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有非零公共解的充要条件是ａ＝－１．此时，
施行初等行变换将Ｂ 化为行简化阶梯形，

Ｂ＝

５ －３ ２ －１
－３ ２ －１ ２
１ ０ １ ４

烄

烆

烌

烎０ １ １ ７

→

１ ０ １ ４
０ １ １ ７
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

于是方程组Ｂｘ＝０有基础解系：

γ１＝（－１，－１，１，０）Ｔ，　γ２＝（－４，－７，０，１）Ｔ．
其通解为

－ｋ１

－ｋ２

ｋ３

ｋ

烄

烆

烌

烎４

＝Ｃ１

－１
－１

烄

烆

烌

烎
１
０

＋Ｃ２

－４
－７

烄

烆

烌

烎
０
１

．

于是ｋ３＝Ｃ１，ｋ４＝Ｃ２．因而方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）的全部非零公共解为

ｋ３α１＋ｋ４α２＝Ｃ１

２
－１

烄

烆

烌

烎
１
１

＋Ｃ２

－１烄

烆

烌

烎

２
４
７

，

８７ ４　线性方程组



其中Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数．
例４．１８　已知线性方程组

（Ⅰ）

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１，２ｎｘ２ｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２，２ｎｘ２ｎ＝０，

　　　　

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎ，２ｎｘ２ｎ

烅

烄

烆 ＝０
的一个基础解系为（ｂ１１，ｂ１２，…，ｂ１，２ｎ）Ｔ，（ｂ２１，ｂ２２，…，ｂ２，２ｎ）Ｔ，…，
（ｂｎ１，ｂｎ２，…，ｂｎ，２ｎ）Ｔ．试写出线性方程组

（Ⅱ）

ｂ１１ｙ１＋ｂ１２ｙ２＋…＋ｂ１，２ｎｙ２ｎ ＝０，

ｂ２１ｙ１＋ｂ２２ｙ２＋…＋ｂ２，２ｎｙ２ｎ ＝０，

　　　　

ｂｎ１ｙ１＋ｂｎ２ｙ２＋…＋ｂｎ，２ｎｙ２ｎ ＝

烅

烄

烆 ０
的通解，并说明理由．

解析　首先将方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）表示为矩阵方程．记

αｉ ＝ （ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉ，２ｎ）　 （ｉ＝１，２，…，ｎ），

βｉ ＝ （ｂｉ１，ｂｉ２，…，ｂｉ，２ｎ）　 （ｉ＝１，２，…，ｎ），

Ａ＝

α１

α２



α

烄

烆

烌

烎ｎ

，　　Ｂ＝

β１

β２



β

烄

烆

烌

烎ｎ

，

则方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）分别可写为

Ａｘ＝０，　　Ｂｙ＝０，
由题意有

Ａ（βＴ
１，βＴ

２，…，βＴ
ｎ）＝ （０，０，…，０），即ＡＢＴ ＝Ｏ，

于是

ＢＡＴ ＝ （ＡＢＴ）Ｔ ＝Ｏ，即Ｂ（αＴ
１，αＴ

２，…，αＴ
ｎ）＝ （０，０，…，０），

所以矩阵Ａ 的行向量组的转置向量组为方程组（Ⅱ）的ｎ个解．
由于βＴ

１，βＴ
２，…，βＴ

ｎ 是方程组（Ⅰ）的基础解系，所以２ｎ－ｒ（Ａ）

９７４．２　典型习题与试题解析



＝ｎ，故ｒ（Ａ）＝ｎ，因而Ａ的ｎ个行向量α１，α２，…，αｎ 线性无关，故

αＴ
１，αＴ

２，…，αＴ
ｎ 为方程组（Ⅱ）的ｎ个线性无关解，对于方程组（Ⅱ），

因为系数矩阵Ｂ 的秩等于其 行 向 量 组β１，β２，…，βｎ 的 秩ｎ，所 以

２ｎ－ｒ（Ｂ）＝ｎ，故 方 程 组（Ⅱ）的 解 空 间 的 维 数 为ｎ，这 说 明αＴ
１，

αＴ
２，…，αＴ

ｎ 是（Ⅱ）的基础解系，于是方程组（Ⅱ）的通解为

ｙ＝Ｃ１αＴ
１ ＋Ｃ２αＴ

２ ＋…＋ＣｎαＴ
ｎ

＝Ｃ１（ａ１１，ａ１２，…，ａ１２ｎ）Ｔ ＋…＋Ｃｎ（ａｎ１，ａｎ２，…，ａｎ，２ｎ）Ｔ，
其中Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ 为任意常数．

例４．１９　设Ａ 是ｎ 阶不可逆矩阵，其伴随 矩阵Ａ ≠Ｏ，１）求

线性方程组Ａｘ＝０的通解．２）求线性方程组Ａｘ＝０的通解．
解析 　１）因Ａ不可逆 ｒ（Ａ）＜ｎ．因Ａ ≠Ｏｒ（Ａ）＝ｎ－１

Ａｘ＝０的解空间的维数为ｎ－（ｎ－１）＝１．由于ＡＡ ＝｜Ａ｜Ｅ＝
Ｏ，所以Ａ 的每一个列向量都是Ａｘ＝０的解．因Ａ ≠Ｏ，所以存在

Ａｉｊ ≠０，则Ａ 的第ｉ列向量（Ａｉ１，Ａｉ２，…，Ａｉｊ，…，Ａｉｎ）Ｔ ≠０．于是

Ａｘ＝０的通解为

ｘ＝Ｃ（Ａｉ１，…，Ａｉｊ，…，Ａｉｎ）Ｔ，
其中Ｃ 为任意常数．

２）因ｒ（Ａ）＝ｎ－１ｒ（Ａ）＝１Ａｘ＝０的解空间的维数为

ｎ－１．由于ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ＝Ｏ，所以Ａ的每一列向量都是Ａｘ＝０
的解．设Ａ＝ （α１α２ …αｎ），因Ａｉｊ ≠０，所以α１，α２，…，αｊ－１，αｊ＋１，
…，αｎ 线性无关，它们组成Ａｘ＝０的一个基础解系，于是方程组

Ａｘ＝０的通解为

ｘ＝Ｃ１α１＋…＋Ｃｊ－１αｊ－１＋Ｃｊ＋１αｊ＋１＋…＋Ｃｎαｎ，
其中Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｊ－１，Ｃｊ＋１，…，Ｃｎ 为任意常数．

例４．２０　设 Ｂ 是 秩 为２的５×４矩 阵，α１ ＝ （１，１，２，３）Ｔ，

α２ ＝（－１，１，４，－１）Ｔ，α３ ＝（５，－１，－８，９）Ｔ 是齐次线性方程组

Ｂｘ＝０的解向量，求Ｂｘ＝０的解空间的一个标准正交基．
解析 　 因秩ｒ（Ｂ）＝２，故解空间的维数为４－２＝２．又α１，α２

０８ ４　线性方程组



线性无关，故α１，α２ 是解空间的基．下面用施密特标准正交化方法求

其标准正交基．取

β１ ＝α１ ＝ （１，１，２，３）Ｔ，

β２ ＝α２－
（α２，β１）
（β１，β１）β１ ＝ （－１，１，４，－１）Ｔ －１

３
（１，１，２，３）Ｔ

＝ －４
３

，２
３

，１０
３

，－（ ）２
Ｔ

，

记

ε１ ＝ １
槡１５

（１，１，２，３）Ｔ，ε２ ＝ １
槡３９

（－２，１，５，－３）Ｔ，

ε１，ε２ 即是所求的一个标准正交基．

例４．２１　已知方程组

１ ２ １
２ ３ ａ＋２
１ ａ

烄

烆

烌

烎－２

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
烄

烆

烌

烎

１
３
０

无解，求常数ａ．

解析　方法Ⅰ　用初等行变换将增广矩阵化为阶梯形，

　　　Ｂ＝
１ ２ １ １
２ ３ ａ＋２ ３
１ ａ

烄

烆

烌

烎－２ ０
→

１ ２ １ １
０ －１ ａ １
０ ａ

烄

烆

烌

烎－２ －３ －１
→

１ ２ １ １
０ １ －ａ －１
０ ０ ａ２－２ａ－３ ａ

烄

烆

烌

烎－３

，

当ａ２－２ａ－３≠０时，ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ）＝３，原方程组有唯一解；当ａ２－
２ａ－３＝０时ａ＝３或ａ＝－１．当ａ＝３时ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ）＝２，原方

程组有无穷多解；当ａ＝－１时，ｒ（Ａ）＝２，ｒ（Ｂ）＝３，此时原方程组

无解．故ａ＝－１．
注 　 本题系数矩阵Ａ为方阵，也可用Ａ的行列式｜Ａ｜＝０来判

断，由｜Ａ｜＝０得ａ＝２或ａ＝－１，ａ的值确定为２或 －１后，代入

增广矩阵中，再由ｒ（Ａ）＜ｒ（Ｂ），从而求出ａ＝－１时成立．

１８４．２　典型习题与试题解析



例４．２２　设方程

ａ　１　１
１　ａ　１
１　１　

烄

烆

烌

烎ａ

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
１
１

烄

烆

烌

烎－２

有无穷多个解，求常

数ａ．
解析　记

Ａ＝
ａ １ １
１ ａ １
１ １

烄

烆

烌

烎ａ

，　Ｂ＝
ａ １ １ １
１ ａ １ １
１ １ ａ

烄

烆

烌

烎－２
．

原方程有无穷多解，其充要条件是

ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ），　ｒ（Ａ）＜３．
由于ｒ（Ａ）＜３，所以｜Ａ｜＝０，即

｜Ａ｜＝
ａ １ １
１ ａ １
１ １ ａ

＝（ａ＋２）
１ １ １
１ ａ １
１ １ ａ

＝（ａ＋２）
１ １ １
１ ａ－１ １
１ １ ａ－１

＝（ａ＋２）（ａ－１）２＝０，
于是ａ＝１或 －２．当ａ＝１时，用初等行变换化Ｂ 为阶梯形，

Ｂ＝
１ １ １ １
１ １ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ １ －２
→

１ １ １ １
０ ０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

故ａ＝１时ｒ（Ａ）＝１，ｒ（Ｂ）＝２，此时原方程无解；当ａ＝－２时，用

初等行变换化Ｂ 为阶梯形，

Ｂ＝
－２ １ １ １
１ －２ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ －２ －２
→

１ １ －２ －２
０ １ －１ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

故ａ＝－２时ｒ（Ｂ）＝ｒ（Ａ）＝２＜３，此时原方程组有无穷多解．

例４．２３　设Ａ 是ｎ 阶矩阵，α 是ｎ 维 列 向 量．若ｒ
Ａ α
αＴ ０（ ）Ｔ ＝

ｒ（Ａ），则线性方程组 （　　）

２８ ４　线性方程组



Ａ．Ａｘ＝α必有无穷多解

Ｂ．Ａｘ＝α必有唯一解

Ｃ．
Ａ α
αＴ ０（ ）Ｔ （）ｘ

ｙ
＝０仅有零解

Ｄ．
Ａ α
αＴ ０（ ）Ｔ （）ｘ

ｙ
＝０必有非零解

解析　由于
Ａ α
αＴ ０（ ）Ｔ

是ｎ＋１阶 矩 阵，ｎ 阶 矩 阵Ａ 的 秩≤ｎ，由

条件知
Ａ α
αＴ ０（ ）Ｔ

的秩≤ｎ，而（Ｄ）所给出的方程组是含ｎ＋１个未知

数的线性齐次方程组，故它必有非零解．

例４．２４　设α１＝
ａ１

ａ２

ａ

烄

烆

烌

烎３

，α２＝
ｂ１

ｂ２

ｂ

烄

烆

烌

烎３

，α３＝
ｃ１

ｃ２

ｃ

烄

烆

烌

烎３

，则三条直线

ａ１ｘ＋ｂ１ｙ＋ｃ１ ＝０，

ａ２ｘ＋ｂ２ｙ＋ｃ２ ＝０，

ａ３ｘ＋ｂ３ｙ＋ｃ３ ＝０
（其中ａ２

ｉ ＋ｂ２
ｉ ≠０，ｉ＝１，２，３）交于一点的充要条件是 （　　）

Ａ．α１，α２，α３ 线性相关

Ｂ．α１，α２，α３ 线性无关

Ｃ．秩｛α１，α２，α３｝＝秩｛α１，α２｝

Ｄ．α１，α２，α３ 线性相关，α１，α２ 线性无关

解析　题给三条直线交于一点等价于方程组Ａｘ＝－α３（Ａ＝（α１

α２））有唯一解，此等价于

秩｛α１，α２｝＝秩｛α１，α２，α３｝，　秩｛α１，α２｝＝２，
故向量组α１，α２ 线性无关，向量组α１，α２，α３ 线性相关．本题所给

条件 Ａ，Ｃ是必要条件，但不是充分条件；Ｂ是既不充分也不必要的

条件；Ｄ是充分必要条件．

３８４．２　典型习题与试题解析



例４．２５　设Ａ＝（ａｉｊ）３×３是实正交矩阵，且ａ１１＝１，ｂ＝（１，０，

０）Ｔ，求解线性方程组Ａｘ＝ｂ．
解析　设

Ａ＝

１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ

烄

烆

烌

烎３３

，

因Ａ 为正交矩阵，故有

１２＋ａ２
１２＋ａ２

１３ ＝１，
所以

ａ１２ ＝ａ１３ ＝０．
又由Ａ－１ ＝ＡＴ，于是所求方程组的解为

ｘ＝Ａ－１ｂ＝ＡＴｂ＝

１ ａ２１ ａ３１

０ ａ２２ ａ３２

０ ａ２３ ａ

烄

烆

烌

烎３３

烄

烆

烌

烎

１
０
０

＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

．

例４．２６　设

Ａ＝

１ １ １ … １
ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ

ａ２
１ ａ２

２ ａ２
３ … ａ２

ｎ

   

ａｎ－１
１ ａｎ－１

２ ａｎ－１
３ … ａｎ－１

烄

烆

烌

烎ｎ

，ｘ＝

ｘ１

ｘ２

ｘ３



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，ｂ＝

１
１
１


烄

烆

烌

烎１

，

其中ａｉ≠ａｊ（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）．求解线性方程组ＡＴｘ＝ｂ．
解析 　 方 程 组 ＡＴｘ ＝ｂ 的 系 数 行 列 式 为 范 德 蒙 行 列 式

｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜≠０，故有唯一解．按克莱姆法则，

ｘｉ ＝Ｄｉ

Ｄ ＝ Ｄｉ

｜ＡＴ｜
　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

其中Ｄｉ 是以向量ｂ代替｜ＡＴ｜的第ｉ列所得的行列式．由行列式的性

质得

Ｄ１ ＝｜ＡＴ｜，　Ｄ２ ＝ … ＝Ｄｎ ＝０．

４８ ４　线性方程组



因而所求解为ｘ＝ （１，０，…，０）Ｔ．
例４．２７　设有线性方程组

ｘ１＋ａ１ｘ２＋ａ２
１ｘ３ ＝ａ３

１，

ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ２
２ｘ３ ＝ａ３

２，

ｘ１＋ａ３ｘ２＋ａ２
３ｘ３ ＝ａ３

３，

ｘ１＋ａ４ｘ２＋ａ２
４ｘ３ ＝ａ３

４

烅

烄

烆 ．
（１）若ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 互不相等，证明：此线性方程组无解；
（２）设ａ１ ＝ａ３ ＝ｋ，ａ２ ＝ａ４ ＝－ｋ（ｋ≠０）．且已知β１，β２ 是该

方程组的两个解，其中

β１＝
－１烄

烆

烌

烎

１
１

，β２＝
１
１

烄

烆

烌

烎－１

，

写出此方程组的通解．
解析　（１）增广矩阵Ａ 的行列式为范德蒙行列式，于是

　｜Ａ｜＝

１ ａ１ ａ２
１ ａ３

１

１ ａ２ ａ２
２ ａ３

２

１ ａ３ ａ２
３ ａ３

３

１ ａ４ ａ２
４ ａ３

４

＝ （ａ４－ａ３）（ａ４－ａ２）（ａ４－ａ１）（ａ３－ａ２）（ａ３－ａ１）（ａ２－ａ１）．
由于ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 互不相等，知｜Ａ｜≠０，从而秩ｒ（Ａ）＝４．但

系数矩阵Ａ 的秩ｒ（Ａ）≤３，故ｒ（Ａ）≠ｒ（Ａ），因此原方程组无解．
（２）当ａ１ ＝ａ３ ＝ｋ，ａ２ ＝ａ４ ＝－ｋ（ｋ≠０）时，原方程组化为

ｘ１＋ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝ｋ３，

ｘ１－ｋｘ２＋ｋ２ｘ３ ＝－ｋ３烅
烄

烆 ，

因为
１ ｋ
１ －ｋ

＝－２ｋ≠０，故ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ）＝２，从而原方程组的导出

组的基础解系应含有３－２＝１个解向量．因为β１，β２ 是原方程组的

５８４．２　典型习题与试题解析



两个解，故

α＝β２－β１＝
１
１

烄

烆

烌

烎－１
－

－１烄

烆

烌

烎

１
１

＝
２
０

烄

烆

烌

烎－２
是其导出组的基础解系．于是原方程组的通解为

ｘ＝β１＋Ｃα＝
－１烄

烆

烌

烎

１
１

＋Ｃ
２
０

烄

烆

烌

烎－２
　（Ｃ 为任意常数）．

例４．２８　设ｎ阶矩阵Ａ 的伴随矩阵Ａ ≠Ｏ，若α１，α２ 是非齐

次线性方程组Ａｘ＝ｂ的互不相等的解，求该方程组的通解．
解析 　 由于方程组Ａｘ＝ｂ有解，且解不唯一，故｜Ａ｜＝０，ｒ（Ａ）

＜ｎ．由于Ａ ≠Ｏ，知Ａ中至少有一个ｎ－１阶子式不等于０，故ｒ（Ａ）

＝ｎ－１．于是齐次方程组Ａｘ＝０的基础解系中含有ｎ－（ｎ－１）＝
１个非零向量α，且由题意知

α＝α１－α２

是导出组的基础解系，故原方程组的通解为

ｘ＝Ｃα＋α１ ＝Ｃ（α１－α２）＋α１　（Ｃ 为任意常数）．
例４．２９　 设α１，α２，α３ 是四元非齐次线性方程组Ａｘ＝ｂ的三

个解向量，且秩（Ａ）＝３，α１ ＝ （１，２，３，４）Ｔ，α２＋α３ ＝ （０，１，２，

３）Ｔ，求线性方程组Ａｘ＝ｂ的通解．
解析 　 由于ｒ（Ａ）＝３，所以原方程组的导出组的任一非零解为

其基础 解 系．由 于α１ 与１
２

（α２ ＋α３）为 原 方 程 组 的 解，所 以α１ －

１
２

（α２＋α３）是其 导 出 组 的 解，２α１－１
２

（α２＋α３（ ））＝２α１ － （α２ ＋

α３）＝ （２，３，４，５）Ｔ 也是导出组的解．于是原方程组的通解为

ｘ＝Ｃ（２，３，４，５）Ｔ ＋（１，２，３，４），
其中Ｃ 为任意常数．

６８ ４　线性方程组



例４．３０　 已知４阶方阵Ａ＝（α１ α２ α３ α４），α１，α２，α３，α４ 均

为４维列向量，其中α２，α３，α４ 线性无关，α１ ＝２α２ －α３，如果β＝
α１＋α２＋α３＋α４，求线性方程组Ａｘ＝β的通解．

解析　方法Ⅰ　由于α２，α３，α４ 线性无关，α１ 可由α２，α３，α４

线性表示，所以线性齐次方程组Ａｘ＝０的系数矩阵Ａ＝（α１ α２ α３

α４）的秩等于３．又β可由α１，α２，α３，α４ 线性表示，所以线性非齐次

方程组Ａｘ＝β的增广矩阵Ｂ＝（α１ α２ α３ α４┊β）的秩也等于３．于

是Ａｘ＝β有解．由于４－秩（Ａ）＝１，所以Ａｘ＝β有无穷多解，且Ａｘ＝
０的解空间的维数等于１，即其基础解系中只含一个向量．

由于ｘ＝ （１，－２，１，０）Ｔ 时，

Ａｘ＝ （α１ α２ α３ α４）

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

＝α１－２α２＋α３ ＝０，

所以ｘ＝ （１，－２，１，０）Ｔ 是Ａｘ＝０的基础解系．
由于ｘ＝ （１，１，１，１）Ｔ 时

Ａｘ＝ （α１ α２ α３ α４）

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

＝α１＋α２＋α３＋α４ ＝β，

所以ｘ＝ （１，１，１，１）Ｔ 是Ａｘ＝β的一特解．于是方程组Ａｘ＝β的

通解为

ｘ＝Ｃ

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

＋

烄

烆

烌

烎

１
１
１
１

，

其中Ｃ 为任意常数．
方法Ⅱ　令ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ，则线性非齐次方程组Ａｘ＝β
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可写为

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＋ｘ４α４＝α１＋α２＋α３＋α４．
将α１＝２α２－α３ 代入上式得

（２ｘ１＋ｘ２－３）α２＋（－ｘ１＋ｘ３）α３＋（ｘ４－１）α４ ＝０．
由于α２，α３，α４ 线性无关，其充要条件是

２ｘ１＋ｘ２ ＝３，

－ｘ１＋ｘ３ ＝０，

ｘ４ ＝１
烅
烄

烆 ．

（１）

此方程组的增广矩阵Ｂ１ 经初等行变换化为行简化的阶梯形得

（Ａ１┊ｂ）＝Ｂ１＝
２ １ ０ ０ ３
－１ ０ １ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ １
→

１ ０ －１ ０ ０
０ １ ２ ０ ３






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ １

，

由于ｒ（Ａ１）＝ｒ（Ｂ１）＝３，４－ｒ（Ａ１）＝４－３＝１，故Ａ１ｘ＝０的基

础解系为α＝ （１，－２，１，０）Ｔ，Ａ１ｘ＝ｂ的特解为γ ＝ （０，３，０，

１）Ｔ，于是方程组（１）（也即原方程组）的通解为

ｘ＝Ｃ

１
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

＋

烄

烆

烌

烎

０
３
０
１

，

其中Ｃ 为任意常数．
例４．３１　设 Ａ 是ｎ×３矩 阵，ｒ（Ａ）＝１，若 线 性 非 齐 次 方 程 组

Ａｘ＝ｂ的三个解向量α１，α２，α３ 满足

α１＋２α２＝（７，５，１）Ｔ，

α２＋２α３＝（７，８，０）Ｔ，

α３＋２α１＝（１３，５，－１０）Ｔ
烅

烄

烆 ，

（１）
（２）
（３）

试求该线性非齐次方程组的通解．
解析　由于

８８ ４　线性方程组



（１）＋（２）＋（３）
３ α１＋α２＋α３ ＝ （９，６，－３）Ｔ， （４）

（４）－（１） α３－α２ ＝ （２，１，－４）Ｔ，
（４）－（２） α１－α３ ＝ （２，－２，－３）Ｔ，
（４）
３  １

３
（α１＋α２＋α３）＝ （３，２，－１）．

因α３－α２，α１－α３ 是导出组的两个线性无关解，又因ｒ（Ａ）＝１，故导

出 组的解空间的维数为３－１＝２，所以α３－α２，α１－α３ 是导出组的

基础解系，又１
３

（α１＋α２＋α３）是原方程组的解，从而所求通解为

ｘ＝Ｃ１（α３－α２）＋Ｃ２（α１－α３）＋１
３

（α１＋α２＋α３）

＝Ｃ１

２
１
－

烄

烆

烌

烎４
＋Ｃ２

２
－２
－

烄

烆

烌

烎３
＋

３
２
－

烄

烆

烌

烎１
．

例４．３２　设α＝
烄

烆

烌

烎

１
２
１

，β＝

烄

烆

烌

烎

１
１
２
０

，γ＝
烄

烆

烌

烎

０
０
８

，Ａ＝αβＴ，Ｂ＝βＴα，其中

βＴ 是β的转置，求解方程

２Ｂ２Ａ２ｘ＝Ａ４ｘ＋Ｂ４ｘ＋γ．
解析　注意到Ａ＝αβＴ 为３阶矩阵，而Ｂ＝βＴα为常数，

Ａ＝
烄

烆

烌

烎

１
２
１

１，１
２

，（ ）０ ＝

１ １
２ ０

２ １ ０

１ １
２

烄

烆

烌

烎０

，Ｂ＝ １，１
２

，（ ）０
烄

烆

烌

烎

１
２
１

＝２．

又

Ａ２ ＝αβＴαβＴ ＝α（βＴα）βＴ ＝２Ａ，

Ａ４ ＝８Ａ．
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代入原方程，得

１６Ａｘ＝８Ａｘ＋１６ｘ＋γ，
即

８（Ａ－２Ｅ）ｘ＝γ．
下面用初等行变换将其增广矩阵化为行简化阶梯形为

－１ １
２ ０ ０

２ －１ ０ ０

１ １
２








烄

烆

烌

烎－２ １

→
１ －１

２ ０ ０

０ ０ ０ ０







烄

烆

烌

烎０ １ －２ １

→
１ ０ －１ １

２
０ １ －２ １







烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

所以导出组的基础解系为（１，２，１）Ｔ，原方程组有特解 １
２

，１，（ ）０
Ｔ
，

故所求方程组的通解为

ｘ＝Ｃ
烄

烆

烌

烎

１
２
１

＋

烄

烆

烌

烎

１
２
１
０

，

Ｃ 为任意常数．

例４．３３　 设

ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３＋ ｘ４ ＝ 　１，

ｘ２＋ａｘ３－ａｘ４ ＝－１，

ｘ１＋２ｘ２　　　＋３ｘ４ ＝ 　３
烅
烄

烆 ，
问ａ为何值时方程组有解？并在有解时求出方程组的通解．

解析　用初等行变换将其增广矩阵化为阶梯形，

　Ａ＝
１ ３ ２ １ １
０ １ ａ －ａ －１






烄

烆

烌

烎１ ２ ０ ３ ３
→

１ ３ ２ １ １
０ １ ａ －ａ －１






烄

烆

烌

烎０ －１ －２ ２ ２

→
１ ３ ２ １ １
０ －１ －２ ２ ２
０ ０ ａ－２ ２－ａ






烄

烆

烌

烎１
．

０９ ４　线性方程组



当ａ＝２时，ｒ（Ａ）＝２，ｒ（Ａ）＝３（这里Ａ 为增广矩阵），所以原方程组

无解；当ａ≠２时，ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ）＝３，原方程组有解，将Ａ 进一步化为

行简化阶梯形得

１ ３ ２ １ １
０ －１ －２ ２ ２
０ ０ ａ－２ ２－ａ






烄

烆

烌

烎１
→

１ ０ ０ ３ ７ａ－１０
ａ－２

０ １ ０ ０ ２－２ａ
ａ－２

０ ０ １ －１ １
ａ









烄

烆

烌

烎－２

，

所以对应的齐次方程组的基础解系为：α＝（－３，０，１，１）Ｔ，原方程

组有特解

γ＝ ７ａ－１０
ａ－２

，２－２ａ
ａ－２

， １
ａ－２

，（ ）０
Ｔ
，

于是原方程组的通解为

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝Ｃ

－３烄

烆

烌

烎

０
１
１

＋

７ａ－１０
ａ－２
２－２ａ
ａ－２
１

ａ－２

烄

烆

烌

烎０

，

其中Ｃ 为任意常数．
例４．３４　对于线性方程组

λｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ＝λ－３，

ｘ１＋λｘ２＋ｘ３ ＝－２，

ｘ１＋ｘ２＋λｘ３ ＝－２
烅
烄

烆 ，

讨论λ取何值时，方程组无解、有唯一解和有无穷多组解．在方程组

有无穷多组解时，试用其导出组的基础解系表示全部解．
解析　系数行列式为

１９４．２　典型习题与试题解析



｜Ａ｜＝
λ　１　１
１　λ　１
１　１　λ

＝ （λ－１）２（λ＋２）．

１）当λ＝１时，施行初等行变换将增广矩阵Ｂ 化为阶梯形，

Ｂ＝
１ １ １ －２
１ １ １ －２

烄

烆

烌

烎１ １ １ －２
→

１ １ １ －２
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

此时方程组有无穷多组解，导出组的基础解系为

α１ ＝ （－１，１，０）Ｔ，　α２ ＝ （－１，０，１）Ｔ，
原方程组有特解γ＝ （－２，０，０）Ｔ，故所求全部解为

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝Ｃ１

－１烄

烆

烌

烎

１
０

＋Ｃ２

－１烄

烆

烌

烎

０
１

＋
－２烄

烆

烌

烎

０
０

，

其中Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数．
２）当λ＝－２时，施行初等行变换将增广矩阵Ｂ 化为阶梯形，

Ｂ＝
－２ １ １ －５
１ －２ １ －２

烄

烆

烌

烎１ １ －２ －２
→

１ １ －２ －２
０ １ －１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

，

所以ｒ（Ａ）＝２＜ｒ（Ｂ）＝３，于是原方程组无解．
３）当λ≠１且λ≠－２时，｜Ａ｜≠０，此时原方程组有唯一解．
例４．３５　 设有线性方程组

ｘ１＋λｘ２＋μｘ３＋ｘ４ ＝０，

２ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋２ｘ４ ＝０，

３ｘ１＋（２＋λ）ｘ２＋（４＋μ）ｘ３＋４ｘ４ ＝１
烅
烄

烆 ．
已知（１，－１，１，－１）Ｔ 是该方程组的一个解．

（Ⅰ）用对应的齐次线性方程组的基础解系表示全部解；
（Ⅱ）试求该方程组满足ｘ２＝ｘ３ 的全部解．
解析 　 将（１，－１，１，－１）Ｔ 代入原方程组，解得λ＝μ．对导出

２９ ４　线性方程组



组的系数矩阵Ａ 施行初等行变换，

Ａ＝
１ λ λ １
２ １ １ ２
３ ２＋λ ４＋λ

烄

烆

烌

烎４
→

１ λ λ １
０ １－２λ １－２λ ０
０ ２－２λ ４－２λ

烄

烆

烌

烎１
→

１ λ λ １
０ １ ３ １
０ １－２λ １－２λ

烄

烆

烌

烎０
． （１）

（Ⅰ）当λ＝１
２

时，继续施行初等行变换化为行简化阶梯形，

Ａ→
１ ０ －１ １

２
０ １ ３ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

由此可得导出组的基础解系为

α１ ＝ （１，－３，１，０）Ｔ，　α２ ＝ （－１，－２，０，２）Ｔ，
原方程组的全部解为

ｘ＝Ｃ１（１，－３，１，０）Ｔ ＋Ｃ２（－１，－２，０，２）Ｔ ＋ （２）

（１，－１，１，－１）Ｔ，
其中Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数．

当λ≠ １
２

时，对（１）式继续施行初等行变换化为行简化阶梯形，

Ａ→

１ λ λ １
０ １ ３ １

０ ０ １

烄

烆

烌

烎
１
２

→

１ ０ ０ １

０ １ ０ －１
２

０ ０ １

烄

烆

烌

烎
１
２

，

由此可得导出组的基础解系为α＝ （－２，１，－１，２）Ｔ，原方程组的

全部解为
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ｘ＝Ｃ（－２，１，－１，２）Ｔ ＋（１，－１，１，－１）Ｔ （３）

其中Ｃ 为任意常数．

（Ⅱ）若ｘ２ ＝ｘ３，当λ＝ １
２

时，有－３Ｃ１－２Ｃ２－１＝Ｃ１＋１，所

以Ｃ２ ＝－２Ｃ１－１，代入（２）式得原方程组的全部解为

ｘ＝Ｃ１（１，－３，１，０）Ｔ ＋（－２Ｃ１ －１）（－１，－２，０，２）Ｔ ＋
（１，－１，１，－１）Ｔ

＝Ｃ１（３，１，１，－４）Ｔ ＋（２，１，１，－３）Ｔ．

当λ≠ １
２

时，有Ｃ－１＝－Ｃ＋１，所以Ｃ＝１，代入（３）式得原方

程的解为

ｘ＝ （－１，０，０，１）Ｔ．
例４．３６　已知线性方程组

　ｘ１＋ ｘ２－２ｘ３＋３ｘ４ ＝０，

２ｘ１＋ ｘ２－６ｘ３＋４ｘ４ ＝－１，

３ｘ１＋２ｘ２＋ｐｘ３＋７ｘ４ ＝－１，

　ｘ１－ ｘ２－６ｘ３－ ｘ４ ＝ｔ

烅

烄

烆 ．
讨论参数ｐ，ｔ取何值时，方程组有解、无解；当有解时，试用其导出

组的基础解系表示通解．
解析　对方程组的增广矩阵Ｂ 施行初等行变换：

Ｂ＝

１ １ －２ ３ ０
２ １ －６ ４ －１
３ ２ ｐ ７ －１
１ －１ －６ －１

烄

烆

烌

烎ｔ

→

１ ０ －４ １ －１
０ １ ２ ２ １
０ ０ ｐ＋８ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｔ

烄

烆

烌

烎＋２

．

１°　 当ｔ≠－２时，ｒ（Ａ）≠ｒ（Ｂ），原方程组无解；

２°　 当ｔ＝－２时，ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ），原方程组有解．

　　（ａ）若ｐ＝－８得通解

４９ ４　线性方程组



ｘ＝Ｃ１

４
－２

烄

烆

烌

烎
１
０

＋Ｃ２

－１
－２

烄

烆

烌

烎
０
１

＋

－１烄

烆

烌

烎

１
０
０

，

其中Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数；

　　（ｂ）若ｐ≠－８得通解

ｘ＝Ｃ

－１
－２

烄

烆

烌

烎
０
１

＋

－１烄

烆

烌

烎

１
０
０

，

其中Ｃ 为任意常数．
例４．３７　 设α１ ＝ （１，２，０）Ｔ，α２ ＝ （１，ａ＋２，－３ａ）Ｔ，α３ ＝

（－１，－ｂ－２，ａ＋２ｂ）Ｔ，β＝（１，３，－３）Ｔ．试讨论当ａ，ｂ为何值时，

（Ⅰ）β不能由α１，α２，α３ 线性表示；

（Ⅱ）β可由α１，α２，α３ 唯一地线性表示，并求出表示式；

（Ⅲ）β可由α１，α２，α３ 线性表示，但表示式不唯 一，并 求 出 表

示式．
解析　设数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３ ＝β． （１）

记Ａ＝ （α１ α２ α３）．对矩阵（Ａ┊β）施行初等行变换，

（Ａ┊β）＝
１ １ －１ １
２ ａ＋２ －ｂ－２ ３
０ －３ａ ａ＋２ｂ






烄

烆

烌

烎－３

→
１ １ －１ １
０ ａ －ｂ １
０ ０ ａ－ｂ






烄

烆

烌

烎０
．

１°　 当ａ＝０，ｂ为任意常数时，有
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（Ａ┊β）→
１ １ －１ １
０ ０ －ｂ １






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ －１
．

可知ｒ（Ａ）≠ｒ（Ａ┊β）．故方程组（１）无解，β不 能 由α１，α２，α３ 线 性

表示．
２°　 当ａ≠０，且ａ≠ｂ时，ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ┊β）＝３，故方程组（１）有

唯一解

ｋ１ ＝１－１
ａ

，　ｋ２ ＝ １
ａ

，　ｋ３ ＝０，

则β可由α１，α２，α３ 唯一线性表示，其表示式为

β＝ １－１（ ）ａ α１＋１
ａα２．

３°　 当ａ＝ｂ≠０时，对（Ａ┊β）施行初等行变换，

（Ａ┊β）→

１ ０ ０ １－１
ａ

０ １ －１ １
ａ








烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

．

可知ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ┊β）＝２，故方程组（１）有无穷多解，其全部解为

ｋ１ ＝１－１
ａ

，　ｋ２ ＝ １
ａ ＋（ ）Ｃ ，　ｋ３ ＝Ｃ，

β可由α１，α２，α３ 线性表示，但表示式不唯一，其表示式为

β＝ １－１（ ）ａ α１＋ １
ａ ＋（ ）Ｃα２＋Ｃα３，其中Ｃ 为任意常数．

例４．３８　 设向量组α１ ＝ （ａ，２，１０）Ｔ，α２ ＝ （－２，１，５）Ｔ，α３

＝ （－１，１，４）Ｔ，β＝ （１，ｂ，ｃ）Ｔ．试问：当ａ，ｂ，ｃ满足什么条件时，
（１）β可由α１，α２，α３ 线性表出，且表示唯一？

（２）β不能由α１，α２，α３ 线性表出？

（３）β可由α１，α２，α３ 线性表出，但表示不唯一？并求出一般表
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达式．
解析　考虑线性非齐次方程组

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３ ＝β， （１）
其系数行列式为

｜Ａ｜＝
ａ －２ －１
２ １ １
１０ ５ ４

＝－ａ－４．

（１）当ａ≠－４时，｜Ａ｜≠０，方程组（１）有唯一解，β可由α１，α２，

α３ 线性表出，且表示唯一；
（２）当ａ＝－４时，对增广矩阵作初等行变换，

Ａ＝
－４ －２ －１ １
２ １ １ ｂ
１０ ５ ４

烄

烆

烌

烎ｃ
→

２ １ ０ －ｂ－１
０ ０ １ ２ｂ＋１
０ ０ ０ ３ｂ－ｃ

烄

烆

烌

烎－１

，

若３ｂ－ｃ≠１，则ｒ（Ａ）≠ｒ（Ａ），所以ａ＝－４，３ｂ－ｃ≠１时，方程组

（１）无解，β不能由α１，α２，α３ 线性表出；
（３）当ａ＝－４，且３ｂ－ｃ＝１时，ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ）＝２＜３，方程组（１）

有无穷多组解，β可由α１，α２，α３ 线性表出，但表示不唯一．由于方

程组（１）的解为

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝Ｃ
－１烄

烆

烌

烎

２
０

＋
－１

２
（ｂ＋１）

０
２ｂ

烄

烆

烌

烎＋１

，

其中Ｃ 为任意常数，所以

β＝ －Ｃ－１
２

（ｂ＋１（ ））α１＋２Ｃα２＋（２ｂ＋１）α３．

例４．３９　已知下列非齐次线性方程组（Ⅰ），（Ⅱ）

（Ⅰ）
　ｘ１＋ｘ２　 　－２ｘ４ ＝－６，

４ｘ１－ｘ２－ｘ３－ ｘ４ ＝ 　１，

３ｘ１－ｘ２－ｘ３　　 ＝ 　３
烅
烄

烆 ，
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（Ⅱ）
ｘ１＋ｍｘ２－ｘ３－ ｘ４ ＝－５，

　 ｎｘ２－ｘ３－２ｘ４ ＝－１１，

　　　 ｘ３－２ｘ４ ＝－ｔ＋１
烅
烄

烆 ．
（１）求解方程组（Ⅰ），用其导出组的基础解系表示通解．
（２）求方程组（Ⅱ）中的参数 ｍ，ｎ，ｔ为 何 值 时，方 程 组（Ⅰ）与

（Ⅱ）同解．
解析　（１）设方程组（Ⅰ）的增广 矩 阵 为Ｂ１，对Ｂ１ 施 行 初 等 行

变换化为行简化阶梯形得

Ｂ１＝
１ １ ０ －２ －６
４ －１ －１ －１ １

烄

烆

烌

烎３ －１ －１ ０ ３
→

１ ０ ０ －１ －２
０ １ ０ －１ －４

烄

烆

烌

烎０ ０ １ －２ －５

，

由此可得导出组的基础解系为α１ ＝ （１，１，２，１），方程组（Ⅰ）有特

解γ＝ （－２，－４，－５，０），故方程组（Ⅰ）的通解为

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝Ｃ

烄

烆

烌

烎

１
１
２
１

＋

－２
－４
－５

烄

烆

烌

烎０

，

其中Ｃ 为任意常数．
（２）设方程组（Ⅱ）的增广矩阵为Ｂ２，对Ｂ２ 施 行 初 等 行 变 换 化

为行简化 阶 梯 形，由 于 两 方 程 组 同 解，故 它 们 的 行 简 化 阶 梯 形 应

全同，

Ｂ２＝
１ ｍ －１ －１ －５
０ ｎ －１ －２ －１１
０ ０ １ －２ １－

烄

烆

烌

烎ｔ
→

１ ０ ０ ４ｍ
ｎ －３ １０＋ｔ

ｎ ｍ－４－ｔ

０ １ ０ －４
ｎ

－１０－ｔ
ｎ

０ ０ １ －２ １－

烄

烆

烌

烎ｔ

．
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将两个行简化阶梯形比较得

１－ｔ＝－５，　－４
ｎ ＝－１，　－１０－ｔ

ｎ ＝－４，　 ４
ｎｍ－３＝－１，

１０＋ｔ
ｎ ｍ－４－ｔ＝－２，

由此可解得ｍ ＝２，ｎ＝４，ｔ＝６．
例４．４０　已知平面上三条不同直线的方程分别为

ｌ１：ａｘ＋２ｂｙ＋３ｃ＝０，

ｌ２：ｂｘ＋２ｃｙ＋３ａ＝０，

ｌ３：ｃｘ＋２ａｙ＋３ｂ＝０．
试证这三条直线交于一点的充分必要条件为ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
解析　方法Ⅰ　（必要性）设三直线ｌ１，ｌ２，ｌ３ 交 于 一 点，则 线

性非齐次方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ，

ｃｘ＋２ａｙ＝－３
烅
烄

烆 ｂ

（）

有唯一解，故系数矩阵Ａ＝
ａ ２ｂ
ｂ ２ｃ
ｃ ２

烄

烆

烌

烎ａ

与增广矩阵Ａ＝
ａ ２ｂ －３ｃ
ｂ ２ｃ －３ａ
ｃ ２ａ －３

烄

烆

烌

烎ｂ

的

秩均为２，于是｜Ａ｜＝０，由于

｜Ａ｜＝
ａ ２ｂ －３ｃ
ｂ ２ｃ －３ａ
ｃ ２ａ －３ｂ

＝６（ａ＋ｂ＋ｃ）［ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ａｃ－ｂｃ］

＝３（ａ＋ｂ＋ｃ）［（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２］， （１）
但 　（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２ ≠０，故

ａ＋ｂ＋ｃ＝０．
（充分性）若ａ＋ｂ＋ｃ＝０，由（１）式可知｜Ａ｜＝０，故秩（Ａ）＜３．
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由于ａ，ｂ不可同时为０，所以

　　　　
ａ　２ｂ
ｂ　２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－２ ａ＋１
２（ ）ｂ

２

＋３
４ｂ［ ］２ ≠０，

故秩（Ａ）＝２，于是，
秩（Ａ）＝秩（Ａ）＝２，

因此方程组（）有唯一解，即三直线ｌ１，ｌ２，ｌ３ 交于一点．

方法Ⅱ　（必要性）设三直线交于一点（ｘ０，ｙ０），则

ｘ０

ｙ０

烄

烆

烌

烎１

为线性

齐次方程组Ａｘ＝０的非零解，其中

Ａ＝
ａ ２ｂ ３ｃ
ｂ ２ｃ ３ａ
ｃ ２ａ ３

烄

烆

烌

烎ｂ
．

于是｜Ａ｜＝０．而

　｜Ａ｜＝
ａ ２ｂ ３ｃ
ｂ ２ｃ ３ａ
ｃ ２ａ ３ｂ

＝－６（ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ｂｃ－ａｃ）

＝－３（ａ＋ｂ＋ｃ）（（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２）．
因（ａ－ｂ）２＋（ｂ－ｃ）２＋（ｃ－ａ）２ ≠０，故ａ＋ｂ＋ｃ＝０．

（充分性）考虑线性方程组

ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ，

ｃｘ＋２ａｙ＝－３ｂ
烅
烄

烆 ．

（）

将 方程组（）的三个方程相加，并由ａ＋ｂ＋ｃ＝０可知，方程组

（）等价于方程组

００１ ４　线性方程组



ａｘ＋２ｂｙ＝－３ｃ，

ｂｘ＋２ｃｙ＝－３ａ｛ ．
（）

因为

ａ　２ｂ
ｂ　２ｃ

＝２（ａｃ－ｂ２）＝－２［ａ（ａ＋ｂ）＋ｂ２］

＝－［ａ２＋ｂ２＋（ａ＋ｂ）２］≠０，
故方程组（）有唯一解，所以方程组（）有 唯 一 解，即ｌ１，ｌ２，ｌ３

三直线交于一点．
例４．４１　设线性齐次方程组Ａｘ＝０的基础解系为α１，α２，…，

αｒ．线性非齐次方程组

Ａｘ＝ｂ （１）
有特解α０，这里ｂ为非零列向量．求证

（１）向量ξ０ ＝α０，ξ１ ＝α０＋α１，…，ξｒ ＝α０＋αｒ 是方程组（１）
的线性无关的解．

（２）ξ０，ξ１，…，ξｒ 适合条件ｋ０＋ｋ１＋…＋ｋｒ ＝１的一切线性

组合，

ｋ０ξ０＋ｋ１ξ１＋…＋ｋｒξｒ

是方程组（１）的全部解．
解析　（１）由已知条件有

Ａξ０ ＝Ａα０ ＝ｂ，

Ａξｉ ＝Ａ（α０＋αｉ）＝Ａα０＋Ａαｉ ＝ｂ，（ｉ＝１，２，…，ｒ）
因此，ξ０，ξ１，…，ξｒ 是（１）的一组解．

假设α０，α１，…，αｒ 线性相关，因α１，…，αｒ 线性无关，故α０ 必

可表为α１，…，αｒ 的线性组合，于是Ａα０ ＝０，这与条件ｂ≠０矛盾．
因此α０，α１，…，αｒ 线性无关．

令

ｍ０ξ０＋ｍ１ξ１＋…＋ｍｒξｒ ＝０，
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则

（ｍ０＋ｍ１＋…＋ｍｒ）α０＋ｍ１α１＋…＋ｍｒαｒ ＝０．
由α０，α１，…，αｒ 线性无关知ｍ１ ＝０，…，ｍｒ ＝０，从而ｍ０ 也

等于零．所以ξ０，ξ１，…，ξｒ 线性无关．
（２）当ｋ０＋ｋ１＋…＋ｋｒ ＝１时，因

　ｋ０ξ０＋ｋ１ξ１＋…＋ｋｒξｒ

＝ｋ０α０＋ｋ１（α０＋α１）＋…＋ｋｒ（α０＋αｒ）

＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｒαｒ＋（ｋ０＋ｋ１＋…＋ｋｒ）α０

＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｒαｒ＋α０，
这正是线性非齐次方程组的通解形式．

例４．４２　 设线性非齐次方程组Ａｘ＝ｂ的系数矩阵Ａｍ×ｎ 的秩为

ｒ，若α０，α１，α２，…，αｎ－ｒ 是该方程组的线性无关解，试求其通解．
解析 　 因α１－α０，α２－α０，…，αｎ－ｒ－α０ 是导出组的解，令常

数ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ－ｒ 满足

ｋ１（α１－α０）＋ｋ２（α２－α０）＋…＋ｋｎ－ｒ（αｎ－ｒ－α０）＝０ｋ１α１＋
ｋ２α２＋…＋ｋｎ－ｒαｎ－ｒ－（ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｎ－ｒ）α０ ＝０，
因α０，α１，α２，…，αｎ－ｒ 线性无关，故ｋ１ ＝ｋ２ ＝ … ＝ｋｎ－ｒ ＝０，所以

α１－α０，α２－α０，…，αｎ－ｒ－α０ 线性无关，又由ｒ（Ａ）＝ｒ推知其导出

组的解空间的维数为ｎ－ｒ，故上述ｎ－ｒ个解α１－α０，α２－α０，…，

αｎ－ｒ－α０ 是基础解系，因而所求通解为

ｘ＝Ｃ１（α１－α０）＋Ｃ２（α２－α０）＋…＋Ｃｎ－ｒ（αｎ－ｒ－α０）＋α０．
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阶段复习试题二

１．设向量组α１，α２，α３ 线性 相 关，向 量 组α２，α３，α４ 线 性 无 关，
试问：

１）α１ 能否由α２，α３ 线性表示？为什么？

２）α４ 能否由α１，α２，α３ 线性表示？为什么？

２．设α１＝（１，１，１），α２＝（１，２，３），α３＝（１，３，ｔ），１）ｔ为何值

时，α１，α２，α３ 线性无关？２）ｔ为何值时，α１，α２，α３ 线性相关？３）α１，

α２，α３ 线性相关时，将α３ 表示为α１ 与α２ 的线性组合．
３．设 向 量 组 α１，α２，…，αｍ 线 性 无 关，若β１ ＝α１，β２ ＝α１ ＋

α２，…，βｍ＝α１＋α２＋…＋αｍ，求证：向量组β１，β２，…，βｍ 线性无关．
４．若向量组α１－２α２，α２－２α３，α３－２α１ 线性无关，求证向量组

α１，α２，α３ 也线性无关．
５．已知向量α１，α２，…，αｍ 线性相关，但其中任何 ｍ－１个向量

都线性无关，求证：

１）若有等式ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ ＝０，则系数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ

或者全不为零，或者全为零；

２）若有两个等式ｋ１α１＋ｋ１α２＋…＋ｋｍαｍ ＝０，ｌ１α１＋ｌ２α２＋…

＋ｌｍαｍ ＝０，其中ｌ１ ≠０，则

ｋ１

ｌ１
＝ｋ２

ｌ２
＝ … ＝ｋｍ

ｌｍ
．

６．设有ｎ个ｎ 维向量α１，α２，…，αｎ，求证：α１，α２，…，αｎ 线性无

关的充要条件是任何ｎ 维向量都可由α１，α２，…，αｎ 线性表示．
７．设ａ１，ａ２，…，ａｎ 互不相等，求证：向量组

αｉ ＝ （１，ａｉ，ａ２
ｉ，…，ａｎ－１

ｉ ）　（ｉ＝１，２，…，ｎ）
线性无关．

８．设有向量 组α１＝（１，１，０，－１），α２＝（２，３，－１，－２），
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α３＝（１，４，－３，－１），α４＝（２，１，２，－２），α５＝（１，２，－２，－１），求

该向量组一个极大线性无关组，并将其余向量用该极大线性无关组

线性表示．
９．设α１，α２，…，αｎ 是线性无关的ｎ 维列向量组，Ｐ 为ｎ 阶矩阵，

求证：Ｐα１，Ｐα２，…，Ｐαｎ 线性无关的充要条件是Ｐ 为可逆矩阵．
１０．设向量组α１，α２，…，αｍ 可由向量组β１，β２，…，βｎ 线性表示，

求证：秩｛α１，…，αｍ｝≤秩｛β１，…，βｎ｝．
１１．设Ａ 是４阶矩阵，Ａ 的行列式｜Ａ｜＝０，则下列说法正确的是

（　　）

Ａ．Ａ 中必有一列（或一行）元素全为零

Ｂ．Ａ 中必有两列（或两行）元素成比例

Ｃ．Ａ 中必有一列向量是其余列向量的线性组合

Ｄ．Ａ 中任何一列向量是其余列向量的线性组合

１２．设 向 量 组α１＝（１，２，－１，１），α２＝（２，０，ｔ，０），α３＝
（０，－４，５，－２）的秩为２，求常数ｔ．

１３．设向量组α１，α２，α３ 的秩为３，向量组α１，α２，α３，α４ 的秩为

３，向量组α１，α２，α３，α５ 的秩为４，求向量组α１，α２－α１，α３－α２，α５－
α４ 的秩．

１４．求Ｒ２ 的基α１＝（１，０），α２＝（１，－１）到 基β１＝（１，１），

β２＝（１，２）的过渡矩阵．
１５．已知Ｒ３ 的 两 个 基：α１＝（１，１，１）Ｔ，α２＝（１，０，－１）Ｔ，

α３＝（１，０，１）Ｔ；β１＝（１，２，１）Ｔ，β２＝（２，３，４）Ｔ，β３＝（３，４，３）Ｔ，
（１）求由基α１，α２，α３ 到基β１，β２，β３ 的过渡矩阵；（２）求向量β＝（２，

－１，０）Ｔ 在上述两个基下的坐标．
１６．设ｎ阶矩阵Ａ 的各行元素之和为零，且秩（Ａ）＝ｎ－１，求线

性方程组Ａｘ＝０的通解．
１７．若矩阵Ａ 的秩为ｒ，Ａ 的ｒ个列向量是某一线性齐次方程组

的基础解系，Ｂ 为ｒ阶可逆矩阵，求证ＡＢ 的ｒ 个列向量也是该线性
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齐次方程组的基础解系．
１８．设矩阵Ａ，Ｂ 满足ＡＢ＝Ｏ，Ｂ 为ｍ×ｎ矩阵，ｒ（Ｂ）＝ｎ，ｒ（Ａ）＝

ｍ－ｎ，若向量α使Ａα＝０，求证：存在向量β，使得α＝Ｂβ．
１９．设线性齐 次 方 程 组 Ａｘ＝０ 与 Ｂｘ＝０ 同 解，求 证ｒ（Ａ）＝

ｒ（Ｂ）．
２０．已知ｎ维向量α＝（１，１，０，…，０）Ｔ，β＝（１，１，１，０，…，

０）Ｔ，求一线性齐次方程组Ａｘ＝０，它以α，β为基础解系．
２１．设有线性齐次方程组

（１＋ａ）ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４ ＝０，

２ｘ１＋（２＋ａ）ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４ ＝０，

３ｘ１＋３ｘ２＋（３＋ａ）ｘ３＋３ｘ４ ＝０，

４ｘ１＋４ｘ２＋４ｘ３＋（４＋ａ）ｘ４ ＝０

烅

烄

烆 ，
试问ａ为何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．

２２．设４元线性齐次方程组（Ⅰ）为

ｘ１＋ｘ２ ＝０，

ｘ２－ｘ４ ＝０｛ ，
又已知某线性齐次方程组（Ⅱ）的通解为ｋ１（０，１，１，０）Ｔ＋ｋ２（－１，２，

２，１）Ｔ．１）求方程组（Ⅰ）的基础解系；２）问方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）是否有

非零公共解？若有，求出所有非零公共解，若没有，则说明理由．
２３．设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，ｂ≠０，则下列结论正确的是 （　　）

Ａ．若导出组只有零解，则Ａｘ＝ｂ有唯一解

Ｂ．若导出组有非零解，则Ａｘ＝ｂ有无穷多解

Ｃ．若Ａｘ＝ｂ有无穷多解，则导出组只有零解

Ｄ．若Ａｘ＝ｂ有无穷多解，则导出组有非零解

２４．设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，ｍ＜ｎ，ｂ≠０，Ａ 的行向量组线性无关，则

方程组Ａｘ＝ｂ （　　）

Ａ．有无穷多解　　　　　　Ｂ．有唯一解

Ｃ．无解 Ｄ．导出组仅有零解
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２５．给定两个线性非齐次方程组：

（Ⅰ）

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２，

　

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ ＝ｂｎ

烅

烄

烆 ，

（Ⅱ）

Ａ１１ｘ１＋Ａ１２ｘ２＋…＋Ａ１ｎｘｎ ＝ｃ１，

Ａ２１ｘ１＋Ａ２２ｘ２＋…＋Ａ２ｎｘｎ ＝ｃ２，

　

Ａｎ１ｘ１＋Ａｎ２ｘ２＋…＋Ａｎｎｘｎ ＝ｃｎ

烅

烄

烆 ，
其中Ａｉｊ是（Ⅰ）中系数行列式｜Ａ｜中ａｉｊ的代数余子式，求证：方程组

（Ⅰ）有唯一解的充要条件是方程组（Ⅱ）有唯一解．
２６．ｋ为何值时，线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｋｘ３ ＝４，

－ｘ１＋ｋｘ２＋ｘ３ ＝ｋ２，

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３ ＝－
烅
烄

烆 ４
有唯一解，无解，有无穷多解？在有解时求全部解．

２７．λ为何值时，线性方程组

２ｘ１＋λｘ２－ｘ３ ＝１，

λｘ１－ｘ２＋ｘ３ ＝２，

４ｘ１＋５ｘ２－５ｘ３ ＝－
烅
烄

烆 １
有唯一解，无解，有无穷多解？在有无穷多解时求其通解．

２８．已知α１＝（１，４，０，２）Ｔ，α２＝（２，７，１，３）Ｔ，α３＝（０，１，

－１，ａ）Ｔ，β＝（３，１０，ｂ，４）Ｔ．问ａ，ｂ为何值时，１）β不能由α１，α２，

α３ 线性表示？２）β可由α１，α２，α３ 线性表示？并写出此表示式．
２９．设Ａ 是ｍ×ｎ矩阵，求证：线性齐次方程组Ａｘ＝０的解全

是方程

ｂ１ｘ１＋ｂ２ｘ２＋…＋ｂｎｘｎ＝０
的解的充要条件是：向量β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）可由矩阵Ａ 的行向量

组线性表示．
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５
矩阵的对角化

５．１　基本概念与内容提要

１） 特征值与特征向量

设Ａ 为ｎ 阶矩阵，α是ｎ 维非零列向量，λ为常数，使得

Ａα ＝λα， （１）
则称λ是Ａ 的特征值，称α 是Ａ 的属于特征值λ 的特征向量，并称

｜λＥ－Ａ｜为Ａ 的特征多项式，称｜λＥ－Ａ｜＝０为Ａ 的特征方程．
Ａ 的特征方程｜λＥ－Ａ｜＝０的 根λ１，λ２，…，λｎ 为 矩 阵Ａ 的 全 部

特征值．
对于ｋ重特征值λｉ，若线性齐次方程组

（λｉＥ－Ａ）ｘ＝０
的基础解系为α１，α２，…，αｒ，则１≤ｒ≤ｋ，且矩阵Ａ 的属于特征值λｉ

的全部特征向量为

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｒαｒ，
其中ｋ１，ｋ２，…，ｋｒ 为 不 全 为 零 的 任 意 常 数．特 别，当λｉ 是 单 特 征 值

时，矩阵Ａ 有１个且只有１个特征向量属于λｉ．
关于特征值与特征向量有下列重要性质：
定理１　设ｎ阶矩阵Ａ＝（ａｉｊ）的特征值为λ１，λ２，…，λｎ，则

∏
ｎ

ｉ＝１
λｉ ＝｜Ａ｜，∑

ｎ

ｉ＝１
λｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ．

定理２　矩阵Ａ 的属于不同特征值的特征向量线性无关．
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定理３　实对称矩阵Ａ 的特征值全为实数．
定理４　实对称矩阵Ａ 的属于不同特征值的特征向量是正交的

（即它们的内积为０）．
定理５　设ｆ（Ａ）是关于Ａ 的多项式，λ是Ａ 的特征值，对应的

特征向量为α，则ｆ（λ）是ｆ（Ａ）的特征值，对应的特征向量仍是α．
２） 相似矩阵

设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，若存在可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ，则称

Ａ 相似于Ｂ，记为Ａ～Ｂ．
相似矩阵具有下列性质：
（１）若Ａ～Ｂ，则Ｂ～Ａ，ＡＴ～ＢＴ．
（２）若Ａ～Ｂ，Ｂ～Ｃ，则Ａ～Ｃ．
（３）若Ａ～Ｂ，则｜Ａ｜＝｜Ｂ｜，ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ），｜λＥ－Ａ｜＝｜λＥ－Ｂ｜．
（４）若Ａ～Ｂ，Ａ 可 逆，则 Ａ－１～Ｂ－１，Ａ ～Ｂ，ｆ（Ａ）～ｆ（Ｂ）

（ｆ（Ａ）是关于Ａ 的多项式）．
３） 矩阵的对角化

设Ａ 是ｎ 阶 矩 阵，若 存 在 可 逆 矩 阵 Ｐ 和 对 角 矩 阵 Ｂ，使 得

Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ，则称Ａ 可对角化．
定理１　ｎ阶矩阵Ａ 可对角化的充要条件是Ａ 有ｎ 个线性无关

的特征向量．
定理２　ｎ阶矩阵Ａ 有ｎ 个互不相同的特征值时必可对角化．
定理３　实对称矩阵必可对角化，且具有两种不同方式：１）存

在可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵；２）存在正交矩阵Ｐ，使得

Ｐ－１ＡＰ＝ＰＴＡＰ 为对角矩阵．
矩阵对角化的步骤：
（１）解特征方程｜λＥ－Ａ｜＝０，求出特征值λ１，λ２，…，λｎ．
（２）解线性方程组（λｉＥ－Ａ）ｘ＝０（ｉ＝１，２，…，ｎ），求出特征向

量α１，α２，…，αｎ．
（３）令Ｐ＝（α１ α２ … αｎ），则
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Ｐ－１ＡＰ＝

λ１ Ｏ

λ２


Ｏ λ

烄

烆

烌

烎ｎ

．

５．２　典型习题与试题解析

例５．１　求矩阵

０ －２ －２
２ ２ －２

烄

烆

烌

烎－２ －２ ２

的特征值．

解析　记题给矩阵为Ａ，则特征多项式为

　　｜λＥ－Ａ｜＝
λ－０ ２ ２
－２ λ－２ ２
２ ２ λ－２

＝
λ ２ ２
－２ λ－２ ２
０ λ λ

＝λ２（λ－４），
于是Ａ 的特征值为４，０，０．

例５．２　设ｎ阶矩阵Ａ 的元素全为１，求Ａ 的全部特征值．
解析　方法Ⅰ　由题知

Ａ＝

１ １ … １
１ １ … １
  

１ １ …

烄

烆

烌

烎１
特征方程为

　　　　｜λＥ－Ａ｜＝

λ－１ －１ … －１ －１
－１ λ－１ … －１ －１
   

－１ －１ … λ－１ －１
－１ －１ … －１ λ－１

＝ （λ－ｎ）λｎ－１ ＝０，
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所以Ａ 的特征值为ｎ，０，…，０（ｎ－１个０）．
方法Ⅱ　记α＝（１，１，…，１）Ｔ，则Ａα＝ｎα，所 以Ａ 有 特 征 值

λ＝ｎ；由于矩阵Ａ 的秩等于１，且Ａ 为实对称矩阵，所以Ａ 只有一个

非零特征值，故Ａ 的特征值为ｎ，０，０，…，０．
例５．３　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，｜Ａ｜≠０，Ａ 为Ａ 的伴随矩阵，Ｅ 为ｎ

阶单位矩阵．若Ａ 有特征值λ，求（Ａ）２＋Ｅ 的一个特征值．

解析　因Ａ 可逆，Ａ－１有特征值１
λ

，所以｜Ａ｜Ａ－１＝Ａ 有特征值

｜Ａ｜
λ

，于是矩阵Ａ 的多项式（Ａ）２＋Ｅ 有特征值 ｜Ａ｜（ ）λ

２

＋１．

例５．４　设３阶矩阵Ａ 满足条件｜３Ｅ＋Ａ｜＝０，ＡＡＴ＝４Ｅ，｜Ａ｜＜
０，其中Ｅ 是４阶单位阵．求矩阵Ａ 的伴随矩阵Ａ 的全部特征值．

解析　由于

｜３Ｅ＋Ａ｜＝（－１）３｜－３Ｅ－Ａ｜＝－｜－３Ｅ－Ａ｜＝０，
所以Ａ 有特征值λ＝－３．由ＡＡＴ＝４Ｅ，得｜Ａ｜２＝４３＝６４，而｜Ａ｜＜０，
所以｜Ａ｜＝－８，于是

Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１ ＝－８Ａ－１．

因Ａ有特征值λ＝－３，所以Ａ－１ 有特征值λ１ ＝ １
λ ＝－１

３
，于是

Ａ 有一个特征值 －８λ１ ＝ ８
３．

其次，由ＡＡＴ ＝４Ｅ 得Ａ－１ ＝ １
４ＡＴ，因Ａ 有特征值 －３，所以ＡＴ

也有特征值 －３，故Ａ－１ 有 特 征 值 － ３
４

，因 而Ａ 又 有 一 个 特 征 值

（－８）× －（ ）３
４ ＝６．

另一方面，｜Ａ｜＝｜Ａ｜２ ＝ （－８）２ ＝６４，设Ａ 的第３个特征

值为λ３，则｜Ａ｜＝ ８
３×６×λ３，故λ３ ＝４．于是Ａ 的３个特征值为
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８
３

，６，４．

例５．５　设Ａ 是ｎ 阶方阵，２，４，…，２ｎ是Ａ 的ｎ 个特征值，Ｅ 是

ｎ 阶单位矩阵，求行列式｜Ａ－３Ｅ｜的值．
解析　设Ａ 有特征值λ，对应的特征向量为α，则Ａα＝λα，由于

（Ａ－３Ｅ）α＝Ａα－３α＝ （λ－３）α，
所以矩阵 Ａ－３Ｅ 有 特 征 值λ－３，由 题 给 条 件，Ａ 有ｎ 个 特 征 值

２，４，…，２ｎ，所以矩阵Ａ－３Ｅ 有特征值－１，１，３，…，２ｎ－１，由于

｜Ａ－３Ｅ｜等于Ａ－３Ｅ 的ｎ 个特征值的乘积，所以

｜Ａ－３Ｅ｜＝－［（２ｎ－１）！！］．

例５．６　若四阶矩阵Ａ 与Ｂ 相似，矩阵Ａ 的特征值为１
２

，１
３

，１
４

，

１
５

，求行列式｜Ｂ－１－Ｅ｜．

解析　因Ａ～Ｂ，故Ｂ 的特征值与Ａ 的相同，即为１
２

，１
３

，１
４

，１
５．

因此Ｂ－１的特征值为２，３，４，５，从而Ｂ－１－Ｅ 的特征值为１，２，３，４，于

是｜Ｂ－１－Ｅ｜＝１×２×３×４＝２４．
例５．７　设α＝（１，０，－１）Ｔ，矩 阵Ａ＝ααＴ，ｎ 为 正 整 数，ａ 为 常

数，求行列式｜ａＥ－Ａｎ｜．
解析　Ａ 为３阶矩阵，由于

αＴα＝ （１，０，－１）
１
０
－

烄

烆

烌

烎１
＝２，

Ａα ＝ααＴα＝α（αＴα）＝ （αＴα）α＝２α，
所以矩阵Ａ 有特征值２，由于ＡＴ＝（ααＴ）Ｔ＝ααＴ＝Ａ，所以Ａ 为实对

称矩阵，故必可对角化．因Ａ 的秩显见为１，所以Ａ 的其余２个特征

值皆为０，即Ａ 的全部特征值为λ＝２，０，０．由于ｆ（Ａ）＝ａＥ－Ａｎ 为Ａ
的多项式，所以ｆ（Ａ）的全部特征值为ａ－２ｎ，ａ，ａ．因｜ａＥ－Ａｎ｜等于
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其全部特征值的乘积，故

｜ａＥ－Ａｎ｜＝ａ２（ａ－２ｎ）．
例５．８　已知３阶矩阵Ａ 与三维向量ｘ，使得向量组ｘ，Ａｘ，Ａ２ｘ

线性无关，且满足

Ａ３ｘ＝３Ａｘ－２Ａ２ｘ．
（１）记Ｐ＝（ｘ Ａｘ Ａ２ｘ），求３阶矩阵Ｂ，使Ａ＝ＰＢＰ－１；

（２）求行列式｜Ａ＋Ｅ｜．
解析　（１）由于Ａ＝ＰＢＰ－１等价于ＡＰ＝ＰＢ，而

ＡＰ＝Ａ（ｘ Ａｘ Ａ２ｘ）＝（Ａｘ Ａ２ｘ Ａ３ｘ）＝（Ａｘ Ａ２ｘ ３Ａｘ－２Ａ２ｘ），

又

Ａｘ＝ （ｘ Ａｘ Ａ２ｘ）
烄

烆

烌

烎

０
１
０

，Ａ２ｘ＝ （ｘ Ａｘ Ａ２ｘ）
烄

烆

烌

烎

０
０
１

，

３Ａｘ－２Ａ２ｘ＝ （ｘ Ａｘ Ａ２ｘ）
０
３
－

烄

烆

烌

烎２

，

所以

（Ａｘ Ａ２ｘ Ａ３ｘ）＝ （ｘ Ａｘ Ａ２ｘ）
０ ０ ０
１ ０ ３
０ １ －

烄

烆

烌

烎２

，

于是

Ｂ＝
０ ０ ０
１ ０ ３
０ １ －

烄

烆

烌

烎２
．

（２）由（１）知Ａ＝ＰＢＰ－１，故

Ａ＋Ｅ＝ＰＢＰ－１＋ＰＥＰ－１ ＝Ｐ（Ｂ＋Ｅ）Ｐ－１，

所以Ａ＋Ｅ 与Ｂ＋Ｅ 相似，从而
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｜Ａ＋Ｅ｜＝｜Ｂ＋Ｅ｜＝
１ ０ ０
１ １ ３
０ １ －１

＝－４．

例５．９　设λ１，λ２ 是矩阵Ａ 的两个不同的特征值，对应的特征向

量分别为α１，α２，则α１，Ａ（α１＋α２）线性无关的充分必要条件是 （　　）

Ａ．λ１≠０　 　Ｂ．λ２≠０　 　Ｃ．λ１＝０　 　Ｄ．λ２＝０
解析　由于

（α１ Ａ（α１＋α２））＝ （α１ λ１α１＋λ２α２）

＝ （α１ α２）
１ λ１

０ λ
烄

烆

烌

烎２
，

而向量α１，α２ 是矩阵Ａ 的属于不同特征值的特征向量，它们必线性

无关，所以欲判别向量α１ 与向量Ａ（α１＋α２）的线性相关性可化为讨

论矩阵
１ λ１

０ λ
烄

烆

烌

烎２
的可逆性．当其行列式λ２≠０时矩阵

１ λ１

０ λ
烄

烆

烌

烎２
可逆，此

时α１ 与Ａ（α１＋α２）为线性无关，当λ２＝０时矩阵
１ λ１

０ λ
烄

烆

烌

烎２
不可逆，此

时α１ 与Ａ（α１＋α２）为线性相关．故选（Ｂ）．α１ 与Ａ（α１＋α２）的线性相

关性与λ１ 的值无关．
例５．１０　设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，且Ａ 与Ｂ 相似，Ｅ 为ｎ 阶单位矩

阵，则 （　　）

Ａ．λＥ－Ａ＝λＥ－Ｂ
Ｂ．Ａ 与Ｂ 有相同的特征值和特征向量

Ｃ．Ａ 与Ｂ 都相似于一个对角矩阵

Ｄ．对任意常数ｔ，ｔＥ－Ａ 与ｔＥ－Ｂ 相似

解析　若Ａ～Ｂ，则｜λＥ－Ａ｜＝｜λＥ－Ｂ｜，由此可知Ａ 与Ｂ 有相

同的特征值．若λＥ－Ａ＝λＥ－Ｂ，则必Ａ＝Ｂ，但相似矩阵未必相等，
可见λＥ－Ａ 未必等于λＥ－Ｂ，由此不但排除（Ａ），而且还得知Ａ 与Ｂ
的特征向量未必相同，因而又排除了（Ｂ）．相似矩阵Ａ，Ｂ 未必能对角

３１１５．２　典型习题与试题解析



化，即未必能与对角阵相似，于是排除（Ｃ）．结论（Ｄ）是正确的，证明

如下：
由Ａ～Ｂ 知，存在可逆矩阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．从而

Ｐ－１（ｔＥ－Ａ）Ｐ＝ｔＰ－１Ｐ－Ｐ－１ＡＰ ＝ｔＥ－Ｂ，
即ｔＥ－Ａ 与ｔＥ－Ｂ 相似．

例５．１１　设Ａ，Ｂ 为同阶方阵，
（１）如果Ａ，Ｂ 相似，试证Ａ，Ｂ 的特征多项式相等．
（２）举一个二阶方阵的例子说明（１）的逆命题不成立．
（３）当Ａ，Ｂ 均为实对称矩阵时，试证（１）的逆命题成立．
解析　（１）由于Ａ，Ｂ 相似，所以存在可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ＝

Ｂ，于是其特征多项式

　　　　｜λＥ－Ｂ｜＝｜λＥ－Ｐ－１ＡＰ｜＝｜Ｐ－１（λＥ－Ａ）Ｐ｜
＝｜Ｐ－１｜｜λＥ－Ａ｜｜Ｐ｜＝｜λＥ－Ａ｜，

即Ａ 与Ｂ 有相同的特征多项式．

（２）令Ａ＝
００ 　１
００ 　

烄

烆

烌

烎０
，Ｂ＝

００ 　０
００ 　

烄

烆

烌

烎０
，则Ａ，Ｂ 显 然 有 相 同 的 特 征

多项式

｜λＥ－Ａ｜＝｜λＥ－Ｂ｜＝λ２，
但这里的Ａ，Ｂ 不相似，因为对任意的可逆矩阵Ｐ，有Ｐ－１ＢＰ＝Ｏ≠Ａ．

（３）Ａ，Ｂ 有相同的特征多项式，则 以Ａ 与Ｂ 有 相 同 的 特 征 值．
因Ａ，Ｂ 皆为实对称矩阵，所以Ａ 与Ｂ 可相似于相同的对角矩阵，其

主对角元为其特征值，因而Ａ 相似于Ｂ．
例５．１２　设Ａ 是ｎ 阶实对称矩阵，Ｐ 是ｎ 阶可逆矩阵．已 知ｎ

维列向量α 是Ａ 的属于特征值λ 的特征向量，则矩阵（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ 属

于特征值λ的特征向量是 （　　）

Ａ．Ｐ－１α　　　Ｂ．ＰＴα　　　Ｃ．Ｐα　　　Ｄ．（Ｐ－１）Ｔα
解析　由于α是Ａ 属于λ 的特征向量，得Ａα＝λα，又由于Ａ 是

实对称的，所以
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（Ｐ－１ＡＰ）ＴＰＴα＝ＰＴＡＴ（ＰＴ）－１ＰＴα＝ＰＴＡα ＝λ（ＰＴα），
这表明ＰＴα 是 矩 阵（Ｐ－１ＡＰ）Ｔ 的 属 于 特 征 值λ 的 特 征 向 量．故 选

（Ｂ）．

例５．１３　设矩阵Ｂ＝
０　０　１
０　１　０
１　０　

烄

烆

烌

烎０
．又矩阵Ａ 相似于Ｂ，求秩（Ａ－

２Ｅ）与秩（Ａ－Ｅ）．
解析　因Ｂ 为实对称矩阵，Ａ 相似于Ｂ，所以Ａ 也是实对称矩

阵，且Ａ 与Ｂ 有相同的特征值．由

｜λＥ－Ｂ｜＝
λ ０ －１
０ λ－１ ０
－１ ０ λ

＝ （λ－１）２（λ＋１）＝０

可知矩阵Ｂ 的特征值为１，１，－１．于是Ａ 的特征值为１，１，－１．由此

可得Ａ－２Ｅ 的特征值为－１，－１，－３；Ａ－Ｅ 的特征值为０，０，－２．
由于实对称矩阵的秩等于其非零特征值的个数，所以秩（Ａ－Ｅ）＝１，
秩（Ａ－２Ｅ）＝３．

例５．１４　某试验性生产线每年一月份进行熟练 工 与 非 熟 练 工

的人数统计，然后将１
６

熟练工支援其他生产部门，其缺额由招收新的

非熟练工补齐．新、老非熟练工经过培训及实践至年终考核有２
５

成为

熟练工．设第ｎ年一月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比分别

为ｘｎ 和ｙｎ，记成向量
ｘｎ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｎ
．

（１）求
ｘｎ＋１

ｙｎ

烄

烆

烌

烎＋１

与
ｘｎ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｎ
的 关 系 式 并 写 成 矩 阵 形 式：

ｘｎ＋１

ｙｎ

烄

烆

烌

烎＋１
＝

Ａ
ｘｎ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｎ
；
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（２）验证η１＝
４１

１
烄

烆

烌

烎１
，η２＝

－１１

１
烄

烆

烌

烎１

是Ａ 的 两 个 线 性 无 关 的 特 征 向

量，并求出相应的特征值；

（３）当
ｘ１

ｙ
烄

烆

烌

烎１
＝

烄

烆

烌

烎

１
２
１
２

时，求
ｘｎ＋１

ｙｎ＋

烄

烆

烌

烎１
．

解析　（１）因ｘｎ＋１＝５
６ｘｎ＋ （２

５
１
６ｘｎ＋ｙ）ｎ ，ｙｎ＋１＝ （３

５
１
６ｘｎ＋ｙ）ｎ ．

化简得

ｘｎ＋１ ＝ ９
１０ｘｎ＋２

５ｙｎ，

ｙｎ＋１ ＝ １
１０ｘｎ＋３

５ｙｎ

烅

烄

烆
，

即 　
ｘｎ＋１

ｙｎ＋

烄

烆

烌

烎１
＝

９
１０　 ２

５
１
１０　

烄

烆

烌

烎
３
５

ｘｎ

ｙ
烄

烆

烌

烎ｎ
，于是

Ａ＝

９
１０　 ２

５
１
１０　

烄

烆

烌

烎
３
５

．

（２）令Ｐ＝（η１η２）＝
４０ －１
１０

烄

烆

烌

烎１
，则由｜Ｐ｜＝５≠０知，η１，η２ 线

性无关．因Ａη１＝
４０

１
烄

烆

烌

烎０
＝η１，故η１ 为Ａ 的特征向量，且相应的特征值

为λ１＝１．因Ａη２＝
－１

２
烄

烆

烌

烎
１
２

＝１
２η２，故η２ 为Ａ 的特征向量，且相应的
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特征值为λ２＝１
２．

（３）令

ｋ１η１＋ｋη２＝
ｘ１

ｙ
烄

烆

烌

烎１
，

易于解得ｋ１＝１
５

，ｋ２＝３
１０

，所以

　
ｘｎ＋１

ｙｎ＋

烄

烆

烌

烎１
＝Ａｎ

ｘ１

ｙ
烄

烆

烌

烎１
＝Ａｎ（ｋ１η１＋ｋ２η２）＝ｋ１λｎ

１η１＋ｋ２λｎ
２η２

＝ １
５

４０

１
烄

烆

烌

烎０
＋３
１０

烄

烆

烌

烎
１
２

ｎ －１０

１
烄

烆

烌

烎０
＝ １

１０

８－３
２ｎ

２＋３
２

烄

烆

烌

烎ｎ
．

例５．１５　设向量α＝（α１，α２，…，ａｎ）Ｔ，β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）Ｔ 都

是非零向量，且满足条件αＴβ＝０．记ｎ阶矩阵Ａ＝αβＴ．求：
（１）Ａ２；
（２）矩阵Ａ 的特征值和特征向量．
解析　（１）由Ａ＝αβＴ 和αＴβ＝０有

Ａ２ ＝ＡＡ＝（αβＴ）（αβＴ）＝α（βＴα）βＴ＝α（ａＴβ）ＴβＴ

＝α０βＴ＝Ｏ．
（２）设λ为Ａ 的任一特征值，Ａ 的属于特征值λ 的特征向量为

ｘ（ｘ≠０），则

Ａｘ＝λｘ，
于是

Ａ２ｘ＝λＡｘ＝λ２ｘ．
因为Ａ２＝Ｏ，所以λ２ｘ＝０．因为ｘ≠０，故λ＝０，即矩阵Ａ 的特征

值全为零．
不妨设向量α，β中分量ａ１≠０，ｂ１≠０，对齐次线性方程组（０Ｅ－

Ａ）ｘ＝０的系数矩阵施以初等行变换：

７１１５．２　典型习题与试题解析



－Ａ＝

－ａ１ｂ１ －ａ１ｂ２ … －ａ１ｂｎ

－ａ２ｂ１ －ａ２ｂ２ … －ａ２ｂｎ

  

－ａｎｂ１ －ａｎｂ２ … －ａｎｂ

烄

烆

烌

烎ｎ

→

ｂ１ ｂ２ … ｂｎ

０ ０ … ０
  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

．

由此可得该方程组的基础解系为

α１＝ －ｂ２

ｂ１
，１，０，…，（ ）０

Ｔ

，α２＝ －ｂ３

ｂ１
，０，１，…，（ ）０

Ｔ

，…，

αｎ－１＝ －ｂｎ

ｂ１
，０，０，…，（ ）１

Ｔ

．

于是，Ａ 的属于特征值λ＝０的全部特征向量为

Ｃ１α１＋Ｃ２α２＋…＋Ｃｎ－１αｎ－１

（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ－１是不全为零的任意常数）．
例５．１６　设Ａ 为三阶实对称矩阵，满足条件Ａ２＋２Ａ＝Ｏ，已知

Ａ 的秩ｒ（Ａ）＝２．求Ａ 的全部特征值．
解析　设λ为Ａ 的 特 征 值，对 应 的 特 征 向 量 为α，则Ａα＝λα，

Ａ２α＝λＡα＝λ２α（α≠０），于是

（Ａ２＋２Ａ）α＝ （λ２＋２λ）α．
由于Ａ２＋２Ａ＝Ｏ，α≠０，所以λ２＋２λ＝０，即λ＝－２或０．这表明

Ａ 的特征值只能在－２与０中取得．由于ｒ（Ａ）＝２，且Ａ 为实对称矩

阵，必可对角化，所以

Ａ～
－２ ０ ０
０ －２ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

于是Ａ 的全部特征值为－２，－２，０．
例５．１７　设Ａ为３阶矩阵，Ａ２＝Ａ，ｒ（Ａ）＝２，求Ａ的全部特征值．
解析　设λ为Ａ 的 特 征 值，对 应 的 特 征 向 量 为α，则Ａα＝λα，

Ａ２α＝λ２α（α≠０），于是

（Ａ２－Ａ）α＝ （λ２－λ）α．
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由于Ａ２－Ａ＝Ｏ，α≠０，所以λ２－λ＝０，即λ＝０或１．这表明

Ａ 的特征值只能在１与０中取得．
因ｒ（Ａ）＝２，所以｜Ａ｜＝０，于是λ＝０是Ａ 的特征值．
因Ａ（Ｅ－Ａ）＝Ｏ，由积秩定理得ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｅ－Ａ）－３≤０，所以

ｒ（Ｅ－Ａ）≤３－ｒ（Ａ）＝１．
又因为Ａ＋（Ｅ－Ａ）＝Ｅ，由和秩定理得ｒ（Ｅ）≤ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｅ－Ａ），
所以

ｒ（Ｅ－Ａ）≥３－ｒ（Ａ）＝１，
于是ｒ（Ｅ－Ａ）＝１，因 而 线 性 方 程（Ｅ－Ａ）ｘ＝０有 两 个 线 性 无 关 的

解．这表明λ＝１是Ａ 的特征值，对应于两个线性无关的特征向量，因

而λ＝１是Ａ 的二重特征值．即Ａ 的全部特征值为１，１，０．
例５．１８　设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，求证ＡＢ 与ＢＡ 有相同的特征值．
解析　 设 ＡＢ 有 特 征 值λ，对 应 的 特 征 向 量 为 α （α≠０），

则ＡＢα＝λα，两边左乘矩阵Ｂ 得

Ｂ（ＡＢα）＝ＢＡ（Ｂα）＝λ（Ｂα），
若Ｂα≠０，则λ也是ＢＡ 的特征值，对应的特征向量为Ｂα．

若Ｂα＝０，则λα＝０，因α≠０，故λ＝０，于是｜ＡＢ｜＝０｜ＢＡ｜＝
０，因此λ＝０也是ＢＡ 的特征值．故Ａ 的特征值都是Ｂ 的特征值．同

理可得，ＢＡ 的特征值也是ＡＢ 的特征值．
例５．１９　设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，Ａ 的特征值互不相等，Ａ 的特征

向量都是Ｂ 的特征向量，求证：ＡＢ＝ＢＡ．
解析　因Ａ 有ｎ 个互不相等的特征值λ１，λ２，…，λｎ，故Ａ 可对角

化，即存在可逆矩阵Ｐ＝（α１ α２ … αｎ），使得Ｐ－１ＡＰ＝Ｃ，其中αｉ是

Ａ的属于λｉ 的特征向量，Ｃ为对角矩阵，其主对角元为λ１，λ２，…，λｎ．
因Ａ 的特征向量α１，α２，…，αｎ 是Ｂ 的特征向量，故Ｂ 有ｎ 个线

性无关的特征向量，因此Ｂ 可对角化，Ｐ－１ＢＰ＝Ｄ，其中 Ｄ 为对角矩

阵，其主对角元是Ｂ 的特征值μ１，μ２，…，μｎ．因ＡＰ＝ＰＣ，ＢＰ＝ＰＤ，

９１１５．２　典型习题与试题解析



于是

ＢＡＰ＝ＢＰＣ＝ＰＤＣ，　ＡＢＰ＝ＡＰＤ＝ＰＣＤ．
由于 Ｃ，Ｄ 都 是 对 角 矩 阵，所 以 ＣＤ＝ＤＣ，又 Ｐ 可 逆，所 以

ＡＢ＝ＢＡ．
例５．２０　设３阶矩阵Ａ 的特征值为λ１＝１，λ２＝２，λ３＝３，对应的

特征向量依次为

α１ ＝
烄

烆

烌

烎

１
１
１

，α２ ＝
烄

烆

烌

烎

１
２
４

，α３ ＝
烄

烆

烌

烎

１
３
９

．又向量β＝
烄

烆

烌

烎

１
１
３

．

（１）将β用α１，α２，α３ 线性表出．
（２）求Ａｎβ（ｎ为自然数）．
解析　（１）设β＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３，即

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ＝１，

ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３ ＝１，

ｘ１＋４ｘ２＋９ｘ３ ＝３
烅

烄

烆 ．
将该方程组的增广矩阵施行初等行变换得

　

１　１　１　１
１　２　３　１
１　４　９　

烄

烆

烌

烎３
→

１　１　１　１
０　１　２　０
０　３　８　

烄

烆

烌

烎２

→

１　１　１　１
０　１　２　０
０　０　２　

烄

烆

烌

烎２
→

１ ０ ０ ２
０ １ ０ －２

烄

烆

烌

烎０ ０ １ １

，

得唯一解ｘ１＝２，ｘ２＝－２，ｘ３＝１．故

β＝２α１－２α２＋α３．
（２）由于Ａαｉ ＝λｉαｉ（ｉ＝１，２，３）得

Ａｎβ＝Ａｎ（２α１－２α２＋α３）　　　　

＝２Ａｎα１－２Ａｎα２＋Ａｎα３
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＝２λｎ
１α１－２λｎ

２α２＋λｎ
３α３

＝２
烄

烆

烌

烎

１
１
１

－２·２ｎ

烄

烆

烌

烎

１
２
４

＋３ｎ

烄

烆

烌

烎

１
３
９

＝

２－２ｎ＋１＋３ｎ

２－２ｎ＋２＋３ｎ＋１

２－２ｎ＋３＋３ｎ＋

烄

烆

烌

烎２
．

例５．２１　已知α＝
１
１

烄

烆

烌

烎－１

是矩阵Ａ＝
２ －１ ２
５ ａ ３
－１ ｂ

烄

烆

烌

烎－２

的 一 个

特征向量．
（１）试确定参数ａ，ｂ及特征向量α 所对应的特征值；
（２）问Ａ 能否相似于对角阵？说明理由．
解析　（１）设特征向量α所对应的特征值为λ，则

（λＥ－Ａ）α＝
λ－２ １ －２
－５ λ－ａ －３
１ －ｂ λ

烄

烆

烌

烎＋２

１
１

烄

烆

烌

烎－１
＝０，

即

λ－２＋１＋２＝０，

－５＋λ－ａ＋３＝０，

１－ｂ－λ－２＝０
烅
烄

烆 ，
解得

ａ＝－３，ｂ＝０，λ＝－１．
（２）由于

Ａ＝

２ －１ ２
５ －３ ３

－１ ０ －

烄

烆

烌

烎２

，

１２１５．２　典型习题与试题解析



｜λＥ－Ａ｜＝
λ－２ １ －２
－５ λ＋３ －３
１ ０ λ＋２

＝ （λ＋３）３，

知λ＝－１是Ａ 的三重特征值．但

ｒ（－Ｅ－Ａ）＝ｒ
－３ １ －２
－５ ２ －３

烄

烆

烌

烎１ ０ １
＝２，

从而λ＝－１对应的线性无关的特征向量只有一个，故Ａ 不能相似于

对角阵．

例５．２２　设矩阵Ａ＝
１ ２ －３
－１ ４ －３
１ ａ

烄

烆

烌

烎５

，已知Ａ 有一个二重特征

值，求ａ的值，并讨论Ａ 是否可相似对角化．
解析　Ａ 的特征多项式为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －２ ３
１ λ－４ ３
－１ －ａ λ－５

　　　

＝ （λ－２）（λ２－８λ＋１８＋３ａ）．
１）若λ＝２是特征方程的二重根，则有２２－１６＋１８＋３ａ＝０，解

得ａ＝ －２，且 Ａ 的 特 征 值 为 ２，２，６，因 矩 阵 ２Ｅ －Ａ ＝
１ －２ ３
１ －２ ３

烄

烆

烌

烎－１ ２ －３

的秩显见为１，故λ＝２对应的线性无关的特征向

量有两个，从而ａ＝－２时Ａ 可相似对角化．
２）若λ＝２不是特征方程的二重根，则λ２－８λ＋１８＋３ａ为完全

平方，从而１８＋３ａ＝１６，解得ａ＝－２
３．此时，Ａ 的特征值为２，４，４，

应用初等行变换，

２２１ ５　矩阵的对角化



４Ｅ－Ａ＝

３ －２ ３
１ ０ ３

－１ ２
３

烄

烆

烌

烎
－１

→

１ ０ ３
３ －２ ３

－１ ２
３

烄

烆

烌

烎
－１

→
１ ０ ３
０ １ ３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

故矩阵４Ｅ－Ａ＝

３ －２ ３
１ ０ ３

－１ ２
３

烄

烆

烌

烎
－１

的秩为２，于是λ＝４对应的线性

无关的特征向量只有一个，从而ａ＝－２
３

时Ａ 不可相似对角化．

例５．２３　已知矩阵Ａ＝
１ －１ １
２ ４ －２
－３ －３

烄

烆

烌

烎ａ

，Ｂ＝
２ ０ ０
０ ２ ０
０ ０

烄

烆

烌

烎ｂ

，且Ａ

相似于Ｂ，
（１）求ａ，ｂ的值；
（２）求可逆矩阵Ｐ，使Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
解析　矩阵Ｂ 的特征值为λ＝２，２，ｂ．矩阵Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ １ －１
－２ λ－４ ２
３ ３ λ－ａ

　　　　　　　

＝
λ－２ ０ －１
０ λ－２ ２

λ＋３－ａ λ＋３－ａ λ－ａ
＝ （λ－２）（λ２－（ａ＋３）λ＋３（ａ－１））＝０， （１）

因Ａ 与Ｂ 相 似，故 Ａ 与Ｂ 有 相 同 的 特 征 值．因 此λ＝２ 是λ２－
（ａ＋３）λ＋３（ａ－１）＝０的根，由此可得ａ＝５，且Ａ 的特征方程为

（λ－２）（λ２－８λ＋１２）＝０，
故Ａ 的特征值为λ＝２，２，６．因此ｂ＝６．

λ＝２时，解方程（２Ｅ－Ａ）ｘ＝０，施行初等行变换，

３２１５．２　典型习题与试题解析



２Ｅ－Ａ＝
１ １ －１
－２ －２ ２

烄

烆

烌

烎３ ３ －３
→

１ １ －１
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

得λ＝２对应的２个线性无关的特征向量为

α１＝（－１，１，０）Ｔ，　α２＝（１，０，１）Ｔ．

λ＝６时，解方程组 （６Ｅ－Ａ）ｘ＝０，施行初等行变换，

６Ｅ－Ａ＝
５ １ －１
－２ ２ ２

烄

烆

烌

烎３ ３ １
→

１ ０ －１
３

０ １ ２
３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

得λ＝６对应的特征向量为α３＝（１，－２，３）Ｔ．令

Ｐ＝ （α１ α２ α３）＝
－１ １ １
１ ０ －２

烄

烆

烌

烎０ １ ３

，

则Ｐ 为可逆矩阵，使得Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．

例５．２４　设矩阵Ａ＝
１　１　ａ
１　ａ　１
ａ　１　

烄

烆

烌

烎１

，　β＝
１
１

烄

烆

烌

烎－２

，已知线性方程组

Ａｘ＝β有解但不唯一．
（１）求ａ的值；

（２）求正交矩阵Ｑ，使ＱＴＡＱ 为对角矩阵．
解析　（１）由于线性方程组Ａｘ＝β，有无穷多解，所以Ａ 的行列

式等于０，因

｜Ａ｜＝
１　１　ａ
１　ａ　１
ａ　１　１

＝－（ａ－１）２（ａ＋２），

４２１ ５　矩阵的对角化



故ａ＝１或－２，当ａ＝１时，

（Ａ┊β）＝
１ １ １ １
１ １ １ １






烄

烆

烌

烎１ １ １ －２
→

１ １ １ １
０ ０ ０ １






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

因ｒ（Ａ）＝１，ｒ（Ａ┊β）＝２，此时原方程组无解；当ａ＝－２时，

（Ａ┊β）＝
１ １ －２ １
１ －２ １ １






烄

烆

烌

烎－２ １ １ －２
→

１ １ －２ １
０ １ －１ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

因ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ┊β）＝２，所以原方程组有无穷多解．故ａ＝－２为

所求．
（２）ａ＝－２时，因

　　｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －１ ２
－１ λ＋２ －１
２ －１ λ－１

＝λ

１ －１ ２
１ λ＋２ －１
１ －１ λ－１

＝λ（λ－３）（λ＋３），

所以Ａ 的特征值为λ＝３，－３，０．

λ＝３时，由

３Ｅ－Ａ＝
２ －１ ２
－１ ５ －１

烄

烆

烌

烎２ －１ ２
→

１　０　１
０　１　０
０　０　

烄

烆

烌

烎０

，

得特征向量α１＝
１
槡２

，０，－ １
槡（ ）２

Ｔ

；λ＝－３时，由

－３Ｅ－Ａ＝
－４ －１ ２
－１ －１ －１

烄

烆

烌

烎２ －１ －４
→

１ ０ －１
０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

得特征向量α２＝
１
槡６

，－２
槡６

，１
槡（ ）６

Ｔ

；λ＝０时，由

５２１５．２　典型习题与试题解析



０Ｅ－Ａ＝
－１ －１ ２
－１ ２ －１

烄

烆

烌

烎２ －１ －１
→

１ ０ －１
０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

得特征向量α３＝
１
槡３

，１
槡３

，１
槡（ ）３

Ｔ

．令

Ｑ＝

１
槡２

１
槡６

１
槡３

０ － ２
槡６

１
槡３

－ １
槡２

１
槡６

１
槡

烄

烆

烌

烎３

，

则 ＱＴＡＱ＝
３ ０ ０
０ －３ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．

例５．２５　设Ａ 为三阶矩阵，α１，α２，α３ 是 线 性 无 关 的 三 维 列 向

量，且满足

Ａα１＝α１＋α２＋α３，Ａα２＝２α２＋α３，Ａα３＝２α２＋３α３．
（１）求矩阵Ｂ，使得Ａ（α１ α２ α３）＝（α１ α２ α３）Ｂ；
（２）求矩阵Ａ 的特征值；
（３）求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵．
解析　（１）由题设条件，有

Ａ（α１ α２ α３）＝（α１ α２ α３）
１　０　０
１　２　２
１　１　

烄

烆

烌

烎３

，

所以

Ｂ＝
１　０　０
１　２　２
１　１　

烄

烆

烌

烎３
．

６２１ ５　矩阵的对角化



（２）因为α１，α２，α３ 是 线 性 无 关 的 三 维 列 向 量，可 知 矩 阵Ｃ＝
（α１ α２ α３）可逆，因（１）得Ｃ－１ＡＣ＝Ｂ，即矩阵Ａ 与Ｂ 相似．由此 可

得矩阵Ａ 与Ｂ 有相同的特征值．
由

｜λＥ－Ｂ｜＝
λ－１ ０ ０
－１ λ－２ －２
－１ －１ λ－３

＝（λ－１）２（λ－４）＝０，

得矩阵Ｂ 的特征值，也即矩阵Ａ 的特征值为

λ１＝λ２＝１，λ３＝４．
（３）对于λ１＝λ２＝１，解齐次线性方程组（Ｅ－Ｂ）ｘ＝０，得基础解

系为

β１＝（－１，１，０）Ｔ，　β２＝（－２，０，１）Ｔ；
对于λ３＝４，解齐次线性方程组（４Ｅ－Ｂ）ｘ＝０，得基础解系为

β３＝（０，１，１）Ｔ．
令

Ｑ＝（β１ β２ β３）＝
－１ －２ ０
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ １ １

，

则

Ｑ－１ＢＱ＝Ｑ－１Ｃ－１ＡＣＱ＝（ＣＱ）－１Ａ（ＣＱ）＝
１　０　０
０　１　０
０　０　

烄

烆

烌

烎４
．

令

Ｐ＝ＣＱ＝（α１ α２ α３）
－１ －２ ０
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ １ １
＝（－α１＋α２　－２α１＋α３　α２＋α３），

则Ｐ 即为所求的可逆矩阵．

７２１５．２　典型习题与试题解析



例５．２６　设实对称矩阵Ａ＝
ａ １ １
１ ａ －１
１ －１

烄

烆

烌

烎ａ

，求可逆矩阵Ｐ，使

Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵，并求行列式｜Ａ－Ｅ｜的值．
解析　矩阵Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－ａ －１ －１
－１ λ－ａ １
－１ １ λ－ａ

＝（λ－ａ－１）２（λ－ａ＋２）＝０，

由此得矩阵Ａ 的特征值为λ＝１＋ａ，１＋ａ，ａ－２．
对于λ＝１＋ａ，解方程组（（１＋ａ）Ｅ－Ａ）ｘ＝Ｏ，施行初等行变换

将（１＋ａ）Ｅ－Ａ 化为行简化阶梯形，

（１＋ａ）Ｅ－Ａ＝
１ －１ －１
－１ １ １

烄

烆

烌

烎－１ １ １
→

１ －１ －１
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

由此 可 得 对 应 的 两 个 线 性 无 关 的 特 征 向 量 α１ ＝ （１，１，０）Ｔ，

α２＝（１，０，１）Ｔ．
对于λ＝ａ－２，解方程组（（ａ－２）Ｅ－Ａ）ｘ＝Ｏ，施行初等行变换

将（ａ－２）Ｅ－Ａ 化为行简化阶梯形，

（ａ－２）Ｅ－Ａ＝
－２ －１ －１
－１ －２ １

烄

烆

烌

烎－１ １ －２
→

１ ０ １
０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

由此可得对应的特征向量α３＝（－１，１，１）Ｔ．令矩阵

Ｐ＝（α１ α２ α３）＝
１ １ －１
１ ０ １

烄

烆

烌

烎０ １ １

，Ｂ＝
ａ＋１ Ｏ

ａ＋１
Ｏ ａ

烄

烆

烌

烎－２

，

则有Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ．
由于Ａ 的特征值为λ＝１＋ａ，１＋ａ，ａ－２，所以Ａ－Ｅ 的特征值

为λ＝ａ，ａ，ａ－３，于是｜Ａ－Ｅ｜等于其特征值的乘积，即

８２１ ５　矩阵的对角化



｜Ａ－Ｅ｜＝ａ２（ａ－３）．

例５．２７　设矩阵Ａ＝
３ ２ －２
－ｋ －１ ｋ

烄

烆

烌

烎４ ３ －３
．问当ｋ为何值时，存在

可逆矩 阵 Ｐ，使 得 Ｐ－１ＡＰ 为 对 角 矩 阵？ 并 求 出 Ｐ 和 相 应 的 对 角

矩阵．
解析　矩阵Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－３ －２ ２
ｋ λ＋１ －ｋ
－４ －２ λ＋３

＝
λ－１ －２ ２
０ λ＋１ －ｋ
０ ０ λ＋１

＝（λ＋１）２（λ－１）＝０．
Ａ 的特征值为λ＝－１，－１，１．

对于λ＝－１，应用初等行变换，

－Ｅ－Ａ＝
－４ －２ ２
ｋ ０ －ｋ

烄

烆

烌

烎－４ －２ ２
→

－４ －２ ２
ｋ ０ －ｋ

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．

当ｋ≠０时，因ｒ（－Ｅ－Ａ）＝２，矩阵Ａ 不可对角化；当ｋ＝０时，
因ｒ（－Ｅ－Ａ）＝１，矩阵Ａ 可对角化，继续初等行变换，

－Ｅ－Ａ→
－４ －２ ２
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
→

１ １
２ －１

２
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

可得对应的特征向量为

α１＝（－１，２，０）Ｔ，　α２＝（１，０，２）Ｔ．
对于λ＝１，施行初等行变换，

Ｅ－Ａ＝
－２ －２ ２
ｋ ２ －ｋ

烄

烆

烌

烎－４ －２ ４
→

１ ０ －１
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

可得对应的特征向量为

９２１５．２　典型习题与试题解析



α３＝（１，０，１）Ｔ．
因此，当ｋ＝０时，令

Ｐ＝
－１ １ １
２ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ２ １

，则Ｐ－１ＡＰ＝
－１ ０ ０
０ －１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
．

例５．２８　设ｎ阶矩阵Ａ＝

１ ｂ … ｂ
ｂ １ … ｂ
  

ｂ ｂ …

烄

烆

烌

烎１

（ｂ≠０），

（１）求Ａ 的特征值和特征向量；
（２）求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵．
解析　（１）Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－１ －ｂ … －ｂ
－ｂ λ－１ … －ｂ
  

－ｂ －ｂ … λ－１

　　

＝ （λ－１－（ｎ－１）ｂ）（λ－（１－ｂ））ｎ－１ ＝０，
故Ａ 的特征值为λ＝１＋（ｎ－１）ｂ，１－ｂ（１－ｂ为ｎ－１重根）．

当λ＝１＋（ｎ－１）ｂ时，施行初等行变换，

　　λＥ－Ａ＝

（ｎ－１）ｂ －ｂ －ｂ … －ｂ
－ｂ （ｎ－１）ｂ －ｂ … －ｂ
   

－ｂ －ｂ －ｂ … （ｎ－１）

烄

烆

烌

烎ｂ

→

１ ０ ０ … ０ －１
０ １ ０ … ０ －１
    

０ ０ ０ … ０ －１
０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０ ０

，

０３１ ５　矩阵的对角化



由此可得λ＝１＋（ｎ－１）ｂ所对应的全部特征向量为

α＝Ｃ（１，１，…，１）Ｔ，其中Ｃ 为任意非零常数．
当λ＝１－ｂ时，施行初等行变换，

λＥ－Ａ＝

－ｂ －ｂ … －ｂ
－ｂ －ｂ … －ｂ
  

－ｂ －ｂ … －

烄

烆

烌

烎ｂ

→

１ １ … １
０ ０ … ０
  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

，

由此可得λ＝１－ｂ所对应的全部特征向量为

α＝Ｃ１

－１
１
０


烄

烆

烌

烎０

＋Ｃ２

－１
０
１


烄

烆

烌

烎０

＋…＋Ｃｎ－１

－１
０
０


烄

烆

烌

烎１

，

其中Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ－１为任意的不全为零的常数．
（２）记

Ｐ＝

１ －１ －１ … －１ －１
１ １ ０ … ０ ０
１ ０ １ … ０ ０
    

０ ０ ０ … １ ０
１ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０ １

，

则Ｐ 为 可 逆 矩 阵，使 得 Ｐ－１ＡＰ＝Ｂ，Ｂ 为 对 角 矩 阵，主 对 角 元 为

１＋（ｎ－１）ｂ，１－ｂ，…，１－ｂ．

例５．２９　设矩阵Ａ＝
１ －１ １
ｘ ４ ｙ

烄

烆

烌

烎－３ －３ ５

，已知Ａ 有三个线性无关

的特征向量，λ＝２是Ａ 的二重特征值，试求可逆矩阵Ｐ，使得Ｐ－１ＡＰ
为对角形矩阵．

１３１５．２　典型习题与试题解析



解析　因为Ａ 有三个线性无关的特征向量，λ＝２是Ａ 的二重特

征值，所 以 Ａ 的 对 应 于λ＝２ 的 线 性 无 关 的 特 征 向 量 有 两 个，故

ｒ（２Ｅ－Ａ）＝１．施行初等行变换，

２Ｅ－Ａ＝
１ １ －１
－ｘ －２ －ｙ

烄

烆

烌

烎３ ３ －３
→

１ １ －１
０ ｘ－２ －ｘ－ｙ

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

于是ｘ＝２，ｙ＝－２，且

Ａ＝
１ －１ １
２ ４ －２

烄

烆

烌

烎－３ －３ ５

，

其特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ １ －１
－２ λ－４ ２
３ ３ λ－５

＝（λ－２）２（λ－６）＝０，

故Ａ 的特征值为λ＝２，２，６．
当λ＝２时，解方程组（２Ｅ－Ａ）ｘ＝０，施行初等行变换，

２Ｅ－Ａ＝
１ １ －１
－２ －２ ２

烄

烆

烌

烎３ ３ －３
→

１ １ －１
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．

故对应的特征向量为

α１ ＝ （１，－１，０）Ｔ，α２ ＝ （１，０，１）Ｔ．
当λ＝６时，解方程组（６Ｅ－Ａ）ｘ＝０，施行初等行变换，

６Ｅ－Ａ＝
５ １ －１
－２ ２ ２

烄

烆

烌

烎３ ３ １
→

１ ０ －１
３

０ １ ２
３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

故对应的特征向量为

２３１ ５　矩阵的对角化



α３＝（１，－２，３）Ｔ．
令

Ｐ＝
１ １ １
－１ ０ －２

烄

烆

烌

烎０ １ ３

，

则Ｐ 为可逆矩阵，使得Ｐ－１ＡＰ＝
２　０　０
０　２　０
０　０　

烄

烆

烌

烎６
．

例５．３０　设三阶实对称矩阵Ａ 的特征值是１，２，３；矩阵Ａ 的属

于特征值１，２的特征向量分别是

α１＝（－１，－１，１）Ｔ，α２＝（１，－２，－１）Ｔ．
（１）求Ａ 的属于特征值３的特征向量；
（２）求矩阵Ａ．
解析　（１）设Ａ 的属于特征值３的特征向量为

α３＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，

因为实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量相互正交，所以

α１
Ｔα３＝０，　α２

Ｔα３＝０．
即

－ｘ１－ｘ２＋ｘ３ ＝０，

ｘ１－２ｘ２－ｘ３ ＝０｛ ，

解上列方程组，得其基础解系为（１，０，１）Ｔ．因此Ａ 的属于特征值３
的全部特征向量为α３＝ｋ（１，０，１）Ｔ（ｋ为任意非零常数）．

（２）令

Ｐ＝（α１ α２ α３）＝
－１ １ １
－１ －２ ０

烄

烆

烌

烎１ －１ １

，

则有

３３１５．２　典型习题与试题解析



Ｐ－１ＡＰ＝
１　０　０
０　２　０
０　０　

烄

烆

烌

烎３

，即Ａ＝Ｐ
１　０　０
０　２　０
０　０　

烄

烆

烌

烎３
Ｐ－１．

由于

Ｐ－１＝
－１／３ －１／３ １／３
１／６ －１／３ －１／６
１／２ ０ １／

烄

烆

烌

烎２

，

所以

Ａ＝Ｐ
１　０　０
０　２　０
０　０　

烄

烆

烌

烎３
Ｐ－１＝１

６

１３ －２ ５
－２ １０ ２

烄

烆

烌

烎５ ２ １３
．

例５．３１　设三阶实对称矩阵Ａ 的特征值为λ１＝－１，λ２＝λ３＝
１，对应于λ１ 的特征向量为α１＝（０，１，１）Ｔ，

（１）求Ａ 的属于特征值１的特征向量；
（２）求矩阵Ａ．
解析　由于实 对 称 矩 阵 的 属 于 不 同 特 征 值 的 特 征 向 量 相 互 正

交，且对应于２重特征值λ２＝λ３＝１有两个线性无关的特征向量α２，

α３，它们都与α１ 正交．设特征值１对应的特征向量为（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ，则

有ｙ＋ｚ＝０，取

α１ ＝ ０，１
槡２

，１
槡（ ）２

Ｔ

，α２ ＝ （１，０，０）Ｔ，

α３ ＝ ０，－ １
槡２

，１
槡（ ）２

Ｔ

，

则α２，α３ 是Ａ 的属于特征值１的特征向量，令

Ｐ＝（α１ α２ α３）＝

０ １ ０
１
槡２

０ － １
槡２

１
槡２

０ １
槡

烄

烆

烌

烎２

４３１ ５　矩阵的对角化



（Ｐ 为正交矩阵），则Ｐ－１ＡＰ＝ＰＴＡＰ＝
－１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，所以

Ａ＝Ｐ
－１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
ＰＴ

＝

０ １ ０
１
槡２

０ －１
槡２

１
槡２

０ １
槡

烄

烆

烌

烎２

－１ ０ ０
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

０ １
槡２

１
槡２

１ ０ ０

０ －１
槡２

１
槡

烄

烆

烌

烎２

＝
１ ０ ０
０ ０ －１

烄

烆

烌

烎０ －１ ０
．

例５．３２　设矩阵Ａ＝
１　０　１
０　２　０
１　０　

烄

烆

烌

烎１

，矩阵Ｂ＝（ｋＥ＋Ａ）２，其中ｋ为

实数，Ｅ 为单位矩阵．求对角矩阵Ｃ，使Ｂ 与Ｃ 相似，并 求ｋ为 何 值

时，Ｂ 为正定矩阵．
解析　Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ ０ －１
０ λ－２ ０
－１ ０ λ－１

＝λ（λ－２）２＝０，

故Ａ 的特征值为λ＝２，２，０．于 是Ｂ 的 特 征 值 为（ｋ＋２）２，（ｋ＋２）２，

ｋ２．由于Ａ 为实对称矩阵，ＡＴ＝Ａ，而

ＢＴ ＝（（ｋＥ＋Ａ）（ｋＥ＋Ａ））Ｔ＝（ｋＥ＋Ａ）Ｔ（ｋＥ＋Ａ）Ｔ

＝（ｋＥ＋Ａ）２＝Ｂ，
所以Ｂ 为实对称矩阵，因此Ｂ 必可对角化，令

Ｃ＝

（ｋ＋２）２ ０ ０
０ （ｋ＋２）２ ０
０ ０ ｋ

烄

烆

烌

烎２
，

５３１５．２　典型习题与试题解析



则Ｂ 与Ｃ 相似，当ｋ≠０，且ｋ≠－２时，Ｂ 的所有特征值皆为正数，此

时Ｂ 为正定矩阵．

例５．３３　设矩阵Ａ＝
ａ －１ ｃ
５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

烄

烆

烌

烎ａ

，其行列式｜Ａ｜＝－１，

又Ａ 的伴随矩 阵Ａ 有 一 个 特 征 值λ０，属 于λ０ 的 一 个 特 征 向 量 为

α＝（－１，－１，１）Ｔ，求ａ，ｂ，ｃ和λ０ 的值．
解析　根据题设可得

ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ＝－Ｅ，　Ａα＝λ０α，
于是

ＡＡα＝－Ｅα＝－α，　ＡＡα＝Ａ（λ０α）＝λ０Ａα，
所以

λ０Ａα＝－α，
即

λ０

ａ －１ ｃ
５ ｂ ３

１－ｃ ０ －

烄

烆

烌

烎ａ

－１
－１

烄

烆

烌

烎１
＝－

－１
－１

烄

烆

烌

烎１

，

由此可得

λ０（－ａ＋１＋ｃ）＝１，

λ０（－５－ｂ＋３）＝１，

λ０（－１＋ｃ－ａ）＝－１
烅
烄

烆 ，

（１）
（２）
（３）

由（１）和（３），解得λ０＝１．
将λ０＝１代入（２）和（１），得

ｂ＝－３，ａ＝ｃ，
由｜Ａ｜＝－１和ａ＝ｃ，有

ａ －１ ａ
５ －３ ３

１－ａ ０ －ａ
＝ａ－３＝－１，
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故ａ＝ｃ＝２．因此

ａ＝２，ｂ＝－３，ｃ＝２，λ０＝１．

例５．３４　设矩阵Ａ＝
３　２　２
２　３　２
２　２　

烄

烆

烌

烎３

，Ｐ＝
０　１　０
１　０　１
０　０　

烄

烆

烌

烎１

，Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ，

求Ｂ＋２Ｅ 的特征值与特征向量．
解析　方法Ⅰ　Ａ 的行列式为

｜Ａ｜＝
３　２　２
２　３　２
２　２　３

＝７，

下面用初等行变换求Ａ－１，

　
３ ２ ２ １ ０ ０
２ ３ ２ ０ １ ０






烄

烆

烌

烎２ ２ ３ ０ ０ １
→

１ －１ ０ １ －１ ０
２ ３ ２ ０ １ ０






烄

烆

烌

烎２ ２ ３ ０ ０ １

→

１ ０ ０ ５
７ －２

７ －２
７

０ １ ０ －２
７

５
７ －２

７

０ ０ １ －２
７ －２

７









烄

烆

烌

烎
５
７

，

应用公式Ａ＝｜Ａ｜Ａ－１得

Ａ＝
５ －２ －２
－２ ５ －２

烄

烆

烌

烎－２ －２ ５
．

用初等行变换求Ｐ－１，

０ １ ０ １ ０ ０
１ ０ １ ０ １ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ １ ０ ０ １
→

１ ０ ０ ０ １ －１
０ １ ０ １ ０ ０






烄

烆

烌

烎０ ０ １ ０ ０ １

，

应用矩阵乘法，
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　　　Ｂ＝Ｐ－１ＡＰ

＝
０ １ －１
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

５ －２ －２
－２ ５ －２

烄

烆

烌

烎－２ －２ ５

０　１　０
１　０　１
０　０　

烄

烆

烌

烎１

＝
７ ０ ０
－２ ５ －４

烄

烆

烌

烎－２ －２ ３

，

从而

Ｂ＋２Ｅ＝
９ ０ ０
－２ ７ －４

烄

烆

烌

烎－２ －２ ５
．

｜λＥ－（Ｂ＋２Ｅ）｜＝
λ－９ ０ ０
２ λ－７ ４
２ ２ λ－５

＝（λ－９）２（λ－３），

故Ｂ＋２Ｅ 的特征值为９，９，３．
当λ１＝λ２＝９时，解 方 程 组（９Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ））ｘ＝０，用 初 等 行 变

换，

９Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ）＝
０　０　０
２　２　４
２　２　

烄

烆

烌

烎４
→

１　１　２
０　０　０
０　０　

烄

烆

烌

烎０

，

故对应的特征向量可取为　η１＝（－１，１，０）Ｔ，η２＝（－２，０，１）Ｔ，
所以对应于特征值９的全部特征向量为

ｋ１η１＋ｋ２η２＝ｋ１（－１，１，０）Ｔ＋ｋ２（－２，０，１）Ｔ，
其中ｋ１，ｋ２ 是不全为零的任意常数．

当λ３＝３时，解方程组（３Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ））ｘ＝０，用初等行变换，

３Ｅ－（Ｂ＋２Ｅ）＝
－６ ０ ０
２ －４ ２

烄

烆

烌

烎２ ２ －２
→

１ ０ ０
０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，
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故对应的特征向量为

η３＝（０，１，１）Ｔ，
所以对应于特征值３的全部特征向量为ｋ３η３＝ｋ３（０，１，１）Ｔ，其 中

ｋ３ 是不为零的任意常数．
方法Ⅱ　设Ａ 的特征值为λ，对应的特征向量为η，即Ａη＝λη．

由于｜Ａ｜＝７≠０，所以λ≠０．又因ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ，故有Ａη＝｜Ａ｜
λη．于

是有

Ｂ（Ｐ－１η）＝Ｐ－１ＡＰ（Ｐ－１η）＝｜Ａ｜
λ

（Ｐ－１η），

（Ｂ＋２Ｅ）Ｐ－１η＝ ｜Ａ｜
λ（ ）＋２Ｐ－１η．

因此，｜Ａ｜
λ ＋２为Ｂ＋２Ｅ 的特征值，对应的特征向量为Ｐ－１η．

由于

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－３ －２ －２
－２ λ－３ －２
－２ －２ λ－３

＝（λ－１）２（λ－７），

故Ａ 的特征值为λ１＝λ２＝１，λ３＝７．因此Ｂ＋２Ｅ 的特征值为９，９，３．
当λ１＝λ２＝１时，解方程组（Ｅ－Ａ）ｘ＝０，用初等行变换，

Ｅ－Ａ＝
－２ －２ －２
－２ －２ －２

烄

烆

烌

烎－２ －２ －２
→

１ １ １
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

故对应的特征向量可取为η１＝（－１，１，０）Ｔ．η２＝（－１，０，１）Ｔ．
当λ３＝７时，解方程组（７Ｅ－Ａ）ｘ＝０，用初等行变换，

７Ｅ－Ａ＝
４ －２ －２
－２ ４ －２

烄

烆

烌

烎－２ －２ ４
→

１ ０ －１
０ １ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

故对应的特征向量为η３＝（１，１，１）Ｔ．
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由于Ｐ－１＝
０ １ －１
１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，故Ｂ＋２Ｅ 的特征向量为

Ｐ－１η１＝（１，－１，０）Ｔ，

Ｐ－１η２＝（－１，－１，１）Ｔ，

Ｐ－１η３＝（０，１，１）Ｔ．
对应于特征值９的全部特征向量为

ｋ１Ｐ－１η１＋ｋ２Ｐ－１η２＝ｋ１（１，－１，０）Ｔ＋ｋ２（－１，－１，１）Ｔ，
其中ｋ１，ｋ２ 是不全为零的任意常数．

对应于特征值３的全部特征向量为

ｋ１Ｐ－１η３＝ｋ３（０，１，１）Ｔ，
其中ｋ３ 是不为零的任意常数．

０４１ ５　矩阵的对角化



６
二次型

６．１　基本概念与内容提要

１）二次型的矩阵，二次型的秩

关于ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 的二次齐次多项式

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ａ１１ｘ２
１＋ａ２２ｘ２

２＋…＋ａｎｎｘ２
ｎ ＋２ａ１２ｘ１ｘ２＋

２ａ１３ｘ１ｘ３＋…＋２ａ１ｎｘ１ｘｎ＋…＋２ａｎ－１，ｎｘｎ－１ｘｎ （１）
称为ｎ元二次型，当系数ａｉｊ皆为实数时，称为ｎ元实二次型．令Ａ＝
（ａｉｊ）ｎ×ｎ（Ａ 为ｎ 阶对称矩阵），ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，则（１）式可简

化为ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ，此式为二次型ｆ的矩阵表示，称Ａ 为二次型ｆ 的

矩阵，并称秩（Ａ）为二次型ｆ的秩．
２） 合同矩阵，合同变换

设Ａ，Ｂ 是ｎ 阶矩阵，若存在可逆矩阵Ｐ，使得ＰＴＡＰ＝Ｂ，则称Ａ
合同于Ｂ，记为ＡＢ．

合同矩阵具有下列性质：
（１）若ＡＢ，则ＢＡ，ＡＴＢＴ；
（２）若ＡＢ，ＢＣ，则ＡＣ；
（３）若ＡＢ，则ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ）；
（４）若ＡＢ，Ａ 可逆，则Ａ－１Ｂ－１．
设Ｐ 为可逆矩阵，令ｘ＝Ｐｙ（ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）Ｔ），则二次型

ｆ化为

ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ＝ｙＴＰＴＡＰｙ＝ｙＴＢｙ，
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故ｆ也是关于ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ 的二次型，它的矩阵为Ｂ＝ＰＴＡＰ（即

ＡＢ），称ｘ＝Ｐｙ为合同变换（或可逆线性变换）．
３） 二次型的标准形

二次型ｆ经合同变换ｘ＝Ｐｙ 化 为ｆ＝ｙＴＢｙ 时，若Ｂ 为 对 角 矩

阵，则称ｙＴＢｙ为二次型ｆ 的标准形．若对角矩阵Ｂ 的主对角元为１，

－１或０时，则称ｙＴＢｙ为二次型ｆ 的规范形．标准形与规范形中只

含平方项，实二次 型 的 标 准 形 中 正、负 项 的 个 数 分 别 称 为 二 次 型ｆ
的正、负惯性指数．

定理１　任意二次型总可经合同变换化为标准形或规范 形（即

任意对称矩阵总可合同于对角矩阵）．
在合同 变 换ｘ＝Ｐｙ 中，若Ｐ 为 正 交 矩 阵，则 称ｘ＝Ｐｙ 为 正 交

变换．
定理２　任意实二次型总可经正交变换化为标 准 形，且 标 准 形

中平方项的系数为二次型的矩阵的特征值（即任意实对称矩阵总可

合同于以其特征值为主对角元的对角矩阵）．
一般的合同变换，可 通 过 配 方 法 获 得．正 交 变 换 可 通 过 求 特 征

值、特征向量和标准正交化方法获得．
定理３（惯性定理）　任意实二次型的标准形中正、负惯性指数

是唯一确定的，且它们的和等于该二次型的秩．
实二次型ｆ的正、负惯性指数分别等于ｆ 的矩阵Ａ 的正、负特

征值的个数．两个同阶实对称矩阵合同的充要条件是它们的正、负特

征值的个数相同．
４） 正定（负定）二次型，正定矩阵

若对一切ｘ≠０有ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ＞０（＜０），则称ｆ 为正定（负定）
二次型，并称Ａ 为正定（负定）矩阵．

定理１　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ 为正定矩阵的充要条件是Ａ 为实

对称矩阵，且Ａ 的所有特征值大于零．
定理２　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ 为正定矩阵的充要条件是Ａ 合同
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于单位矩阵Ｅ．
定理３　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ 为正定矩阵的充要条件是存在可

逆矩阵Ｐ，使得Ａ＝ＰＴＰ．
定理４　设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ａ 为正定矩阵的充要条件是Ａ 为实

对称矩阵，且Ａ 的所有顺序主子式大于零．

６．２　典型习题与试题解析

例６．１　 设 Ａ ＝

１ １ １ １
１ １ １ １
１ １ １ １

烄

烆

烌

烎１ １ １ １

， Ｂ ＝

３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

Ｃ＝

４ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，讨论Ａ，Ｂ，Ｃ之间的相似性与合同性．

解析　两个ｎ阶实对称矩阵相似的充要条件是它们的ｎ 个特征

值全同；两个ｎ阶实对称矩阵合同的充要条件是它们的ｎ 个特征值

的符号全同．
矩阵Ｂ 与Ｃ 为实对角矩阵，Ｂ 的特征值为３，０，０，０，Ｃ的特征

值为４，０，０，０，下面求Ａ 的特征值，

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－１ －１ －１ －１
－１ λ－１ －１ －１
－１ －１ λ－１ －１
－１ －１ －１ λ

烄

烆

烌

烎－１

＝（λ－４）λ３＝０，

所以矩阵Ａ 的特征值为λ＝４，０，０，０．
于是Ａ 与Ｂ 合同但不相似，Ｂ 与Ｃ 合同但不相似，Ａ 与Ｃ 相似

且合同．
例６．２　设Ａ 为ｎ 阶实对称矩阵，ｒ（Ａ）＝ｎ，Ａｉｊ是Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ中
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元素ａｉｊ的代数余子式（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

Ａｉｊ

｜Ａ｜
ｘｉｘｊ．

（１）记ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，把ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）写为矩阵形

式，并证明二次型ｆ（ｘ）的矩阵为Ａ－１；
（２）二次型ｆ（ｘ）与ｘＴＡｘ的规范形是否相同？说明理由．
解析　（１）因ＡＴ＝Ａ，ｒ（Ａ）＝ｎ，所以Ａ 可逆，且Ａ ＝｜Ａ｜Ａ－１．

故

（Ａ）Ｔ ＝｜Ａ｜（Ａ－１）Ｔ ＝｜Ａ｜（ＡＴ）－１ ＝｜Ａ｜Ａ－１ ＝Ａ，
于是Ａ 也是实对称矩阵，二次型ｆ（ｘ）可表示为

ｆ（ｘ）＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） １
｜Ａ｜

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｎ

Ａ２１ Ａ２２ … Ａ２ｎ

  

Ａｎ１ Ａｎ２ … Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

ｘ１

ｘ２



ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝ｘＴ １
｜Ａ｜

（Ａ）Ｔｘ＝ｘＴ １
｜Ａ｜

Ａｘ＝ｘＴＡ－１ｘ，

故二次型ｆ（ｘ）的矩阵为Ａ－１．
（２）因为（Ａ－１）ＴＡＡ－１＝（ＡＴ）－１＝Ａ－１，所以Ａ－１与Ａ 合同，于是

ｆ（ｘ）与ｘＴＡｘ的规范形相同．
例６．３　用合同变换化二次型

ｆ＝ｘ１ｘ２＋ｘ２ｘ３＋ｘ３ｘ１

为标准形．
解析　令ｘ１＝ｙ１＋ｙ２，ｘ２＝ｙ１－ｙ２，ｘ３＝ｙ３，则

ｆ＝ｙ２
１－ｙ２

２＋２ｙ１ｙ３ ＝ （ｙ１＋ｙ３）２－ｙ２
２－ｙ２

３，

令ｙ１＋ｙ３＝ｚ１，ｙ２＝ｚ２，ｙ３＝ｚ３，则ｆ＝ｚ２
１－ｚ２

２－ｚ２
３ 即为所求的标准

形．合同变换为

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

１ １ ０
１ －１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

ｙ１

ｙ２

ｙ

烄

烆

烌

烎３
＝

１ １ ０
１ －１ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

１ ０ １
０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

－１ ｚ１

ｚ２

ｚ

烄

烆

烌

烎３
＝
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１ １ －１
１ －１ －１

烄

烆

烌

烎０ ０ １

ｚ１

ｚ２

ｚ

烄

烆

烌

烎３

．

例６．４　 已 知 实 二 次 型 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ａ（ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３）＋

４ｘ１ｘ２＋４ｘ１ｘ３＋４ｘ２ｘ３ 经正交变换ｘ＝Ｐｙ可化成标准形ｆ＝６ｙ２
１，求

常数ａ的值．
解析　二次型ｆ的矩阵为

Ａ＝
ａ ２ ２
２ ａ ２
２ ２

烄

烆

烌

烎ａ
．

由二次型ｆ 的标准形ｆ＝６ｙ２
１，可知矩阵Ａ 的秩等于１．用初等

行变换将Ａ 化为阶梯形，

Ａ→
２ ２ ａ
０ ２－ａ ａ－２

ａ－２ ０ ２－

烄

烆

烌

烎ａ
→

２ ２ ａ
０ １ －１

烄

烆

烌

烎１ ０ －１
→

１ ０ －１
０ １ －１
０ ０ ４＋

烄

烆

烌

烎ａ

，当ａ≠２，

１ １ １
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，　　　 当ａ＝２

烅

烄

烆

，

显见ａ≠２时ｒ（Ａ）≥２，ａ＝２时秩（Ａ）＝１，故ａ＝２．
例６．５　已知二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝５ｘ２

１＋５ｘ２
２＋ｃｘ２

３－２ｘ１ｘ２＋
６ｘ１ｘ３－６ｘ２ｘ３ 的秩为２．

（１）求参数ｃ及此二次型的矩阵的特征值；
（２）指出方程ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝１表示何种二次曲面．
解析　（１）实二次型的矩阵为

Ａ＝
５ －１ ３
－１ ５ －３
３ －３

烄

烆

烌

烎ｃ

，

因ｒ（Ａ）＝２，对Ａ 作初等行变换得
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Ａ→

１ －５ ３
０ ２ －１
０ ０ ｃ－

烄

烆

烌

烎３

，

故ｃ＝３，此时Ａ 的秩确是２．
由于

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－５ １ －３
１ λ－５ ３
－３ ３ λ－３

＝λ（λ－４）（λ－９），

故所求特征值为λ＝０，λ＝４，λ＝９．
（２）由上述特 征 值 的 符 号（两 正 一 零）可 知，二 次 型ｆ（ｘ１，ｘ２，

ｘ３）通过正交变换可化为ｆ＝４ξ
２＋９η

２＝１，表示椭圆柱面．
例６．６　设Ａ 为ｎ 阶实对称矩阵，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，Ａ 的特

征值为λ１，λ２，…，λｎ，求证：二次型ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ在条件ｘ２
１＋ｘ２

２＋
…＋ｘ２

ｎ＝１下的最大值为 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｛λｉ｝．

解析　首先存在正交变换ｘ＝Ｐｙ使得ｆ 化为标准形

ｆ＝ｙＴＰＴＡＰｙ＝λ１ｙ２
１＋λ２ｙ２

２＋…＋λｎｙ２
ｎ

≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｛λｉ｝·（ｙ２
１＋ｙ２

２＋…＋ｙ２
ｎ），

由于ｙ２
１＋ｙ２

２＋…＋ｙ２
ｎ＝ｙＴｙ＝（ＰＴｘ）Ｔ（ＰＴｘ）＝ｘＴＰＰＴｘ＝ｘＴｘ＝１，

所 以 ｆ≤ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｛λｉ｝．设 ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｛λｉ｝＝λｊ，取 ｙ０ ＝ （０，…，０，１，

０，…，０）Ｔ，其中１取在第ｊ分量，则ｆ（ｙ０）＝λｊ．故二次型ｆ 在条件

ｘ２
１＋ｘ２

２＋…＋ｘ２
ｎ＝１下的最大值为 ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
｛λｉ｝．

例６．７　已知二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝４ｘ２
２－３ｘ２

３＋４ｘ１ｘ２－４ｘ１ｘ３＋８ｘ２ｘ３，
（１）写出二次型ｆ的矩阵表达式；
（２）用正交 变 换 把 二 次 型ｆ 化 为 标 准 形，并 写 出 相 应 的 正 交

矩阵．
解析　（１）ｆ的矩阵表达式为ｆ（ｘ）＝ｘＴＡｘ，其中ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，
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Ａ＝
０ ２ －２
２ ４ ４
－２ ４ －

烄

烆

烌

烎３
．

（２）Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ －２ ２
－２ λ－４ －４
２ －４ λ＋３

＝ （λ－１）（λ２－３６）＝０，

由此得Ａ 的特征值为λ１＝１，λ２＝６，λ３＝－６．分别解齐次线性方程组

（λｉＥ－Ａ）ｘ＝０（ｉ＝１，２，３），得对应的特征向量为

β１ ＝

２
槡５
０
－１
槡

烄

烆

烌

烎５

，β２ ＝

１
槡３０
５
槡３０
２
槡

烄

烆

烌

烎３０

，β３ ＝

１
槡６
－１
槡６
２
槡

烄

烆

烌

烎６

，

由此可得正交矩阵

Ｐ＝ （β１ β２ β３）＝

２
槡５

１
槡３０

１
槡６

０ ５
槡３０

－１
槡６

－１
槡５

２
槡３０

２
槡

烄

烆

烌

烎６

．

对二次型ｆ作正交变换（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ＝Ｐ（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ，则二

次型ｆ可以化为如下标准形

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｙ２
１＋６ｙ２

２－６ｙ２
３．

例６．８　已知二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（１－ａ）ｘ２
１＋（１－ａ）ｘ２

２＋

２ｘ２
３＋２（１＋ａ）ｘ１ｘ２ 的秩为２．

（１）求ａ的值；
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（２）求正交变换ｘ＝Ｐｙ，把ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）化成标准形；
（３）求方程ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝０的解．
解析　（１）二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的矩阵为

Ａ＝
１－ａ １＋ａ ０
１＋ａ １－ａ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

，

由于二次型ｆ的秩为２，所以Ａ 的秩也为２．故

　｜Ａ｜＝
１－ａ １＋ａ ０
１＋ａ １－ａ ０
０ ０ ２

＝２［（１－ａ）２－（１＋ａ）２］

＝－８ａ＝０．
于是ａ＝０．

（２）ａ＝０时，矩阵Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ －１ ０
－１ λ－１ ０
０ ０ λ－２

＝λ（λ－２）２ ＝０，

解得Ａ 的特征值为λ１＝２，λ２＝２，λ３＝０．
当λ１＝λ２＝２时，解线性齐次方程组（λ１Ｅ－Ａ）ｘ＝０，由于

λ１Ｅ－Ａ＝
１ －１ ０
－１ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０
→

１ －１ ０
０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

所以属于特征值λ１＝λ２＝２的线性无关的特征向量为

α１ ＝ （１，１，０）Ｔ，α２ ＝ （０，０，１）Ｔ．
当λ３＝０，解线性齐次方程组（λ３Ｅ－Ａ）ｘ＝０，由于

λ３Ｅ－Ａ＝
－１ －１ ０
－１ －１ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎２
→

１ １ ０
０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

所以属于特征值λ３＝０的特征向量为α３＝（－１，１，０）Ｔ，由于α１，α２
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已经正交，它们与α３ 又必然正交，所以α１，α２，α３ 是正交向量组，将

其标准化得

γ１ ＝
１
槡２

，１
槡２

，（ ）０
Ｔ

，　γ２ ＝（０，０，１）Ｔ，　γ３ ＝ －１
槡２

，１
槡２

，（ ）０
Ｔ

．

记

Ｐ＝ （γ１　γ２　γ３）＝

１
槡２

０ － １
槡２

１
槡２

０ １
槡２

烄

烆

烌

烎０ １ ０

，

令ｘ＝Ｐｙ，此即为所求的正交变换，则二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）化为标

准形

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝λ１ｙ２
１＋λ２ｙ２

２＋λ３ｙ２
３

＝２ｙ２
１＋２ｙ２

２．
（３）解ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝２（ｙ２

１＋ｙ２
２）＝０得ｙ１＝ｙ２＝０，ｙ３＝ｋ，于

是所求的解为

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝

１
槡２

０ － １
槡２

１
槡２

０ １
槡２

烄

烆

烌

烎０ １ ０

０
０

烄

烆

烌

烎ｋ
＝ｋ

－ １
槡２
１
槡２

烄

烆

烌

烎０

＝Ｃ
－１烄

烆

烌

烎

１
０

，

其中Ｃ 为任意常数．
例６．９　设二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘＴＡｘ＝ａｘ２
１＋２ｘ２

２－２ｘ２
３＋２ｂｘ１ｘ３（ｂ＞０），

其中二次型的矩阵Ａ 的特征值之和为１，特征值之积为－１２．
（１）求ａ，ｂ的值．
（２）利用正交变换将二次型ｆ 化为标准形，并写出所用的正交

变换的对应的正交矩阵．

９４１６．２　典型习题与试题解析



解析　（１）二次型ｆ的矩阵为

Ａ＝
ａ ０ ｂ
０ ２ ０
ｂ ０ －

烄

烆

烌

烎２
．

设Ａ 的特征值为λｉ（ｉ＝１，２，３）．由于矩阵的特征值之和等于主

对角元素之和，特征值的积等于矩阵的行列式，故有

λ１＋λ２＋λ３＝ａ＋２＋（－２）＝１，

λ１λ２λ３＝
ａ ０ ｂ
０ ２ ０
ｂ ０ －２

＝－４ａ－２ｂ２＝－１２．

解得ａ＝１，ｂ＝２．
（２）由矩阵Ａ 的特征多项式

｜λＥ－Ａ｜＝
λ－１ ０ －２
０ λ－２ ０
－２ ０ λ＋２

＝ （λ－２）２（λ＋３）

得Ａ 的特征值λ１＝λ２＝２，λ３＝－３．
对于λ１＝λ２＝２，解齐次线性方程组（２Ｅ－Ａ）ｘ＝０，得其基础解系

α１ ＝ （２，０，１）Ｔ，α２ ＝ （０，１，０）Ｔ．
对于λ３＝－３，解齐次线性方程组（－３Ｅ－Ａ）ｘ＝０，得基础解系

α３ ＝ （１，０，－２）Ｔ．
由于α１，α２，α３ 已是正向量组，为得到规范正交向量组，只需将

α１，α２，α３ 单位化，由此得

η１＝
２
槡５

，０，１
槡（ ）５

Ｔ

，η２＝（０，１，０）Ｔ，η３＝
１
槡５

，０，－２
槡（ ）５

Ｔ

．

令矩阵

Ｑ＝ （η１ η２ η３）＝

２
槡５

０ １
槡５

０ １ ０
１
槡５

０ － ２
槡

烄

烆

烌

烎５

，

０５１ ６　二 次 型



则Ｑ 为正交矩阵，在正交变换ｘ＝Ｑｙ下，有

ＱＴＡＱ ＝
２ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ －

烄

烆

烌

烎３
．

例６．１０　已知二次曲面方程

ｘ２＋ａｙ２＋ｚ２＋２ｂｘｙ＋２ｘｚ＋２ｙｚ＝４
可以经过正 交 变 换（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ＝Ｐ（ξ，η，ζ）Ｔ 化 为 椭 圆 柱 面 方 程

η
２＋４ζ

２ ＝４，求ａ，ｂ的值和正交矩阵Ｐ．
解析　二次型ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘ２＋ａｙ２＋ｚ２＋２ｂｘｙ＋２ｘｚ＋２ｙｚ

的矩阵和标准形ｆ（ξ，η，ζ）＝η
２＋４ζ

２ 的矩阵分别为

Ａ＝
１ ｂ １
ｂ ａ １
烄

烆

烌

烎１ １ １

，　Ｂ＝
０ Ｏ

１
Ｏ

烄

烆

烌

烎４
．

因为Ａ 相似于Ｂ，所以它们有相同的特征值λ＝０，１，４，且有相

同的特征多项式

λ－１ －ｂ －１
－ｂ λ－ａ －１
－１ －１ λ－１

＝
λ ０ ０
０ λ－１ ０
０ ０ λ－４

，

分别将λ＝０，１，４代入，可解得ａ＝３，ｂ＝１．
特征值λ１＝０对应的特征向量为线性齐次方程组（λ１Ｅ－Ａ）α＝

０的解α１ ＝
１
槡２

，０，－ １
槡（ ）２

Ｔ

．

特征值λ２＝１对应的特征向量为线性齐次方程组（λ２Ｅ－Ａ）α＝

０的解α２＝
１
槡３

，－１
槡３

，１
槡（ ）３

Ｔ

．

特征值λ３＝４对应的特征向量为线性齐次方程组（λ３Ｅ－Ａ）α＝

０的解α３＝
１
槡６

，２
槡６

，１
槡（ ）６

Ｔ

．

１５１６．２　典型习题与试题解析



因此所求的正交矩阵为（α１ α２ α３），即

Ｐ＝

１
槡２

１
槡３

１
槡６

０ － １
槡３

２
槡６

－ １
槡２

１
槡３

１
槡

烄

烆

烌

烎６

．

例６．１１　设矩阵

Ａ＝

０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ｙ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

，

（１）已知Ａ 的一个特征值为３，试求ｙ；
（２）求矩阵Ｐ，使（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）为对角矩阵．
解析　（１）矩阵Ａ 的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝

λ －１ ０ ０
－１ λ ０ ０
０ ０ λ－ｙ －１
０ ０ －１ λ－２

　　

＝ （λ２－１）［λ２－（ｙ＋２）λ＋２ｙ－１］＝０，
以λ＝３代入上式解得ｙ＝２．

（２）由ＡＴ＝Ａ，得（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）＝ＰＴＡ２Ｐ．以ｙ＝２代入Ａ并求Ａ２ 得

Ａ＝

０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ２ １

烄

烆

烌

烎０ ０ １ ２

，　　Ａ２ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ５ ４

烄

烆

烌

烎０ ０ ４ ５

．

用配方法将二次型ＸＴＡ２Ｘ 化为标准形得

ｆ＝ＸＴＡ２Ｘ＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋５ｘ２
３＋５ｘ２

４＋８ｘ３ｘ４　

＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋５ｘ３＋４
５ｘ（ ）４

２

＋９
５ｘ２

４．

２５１ ６　二 次 型



令ｙ１＝ｘ１，ｙ２＝ｘ２，ｙ３＝ｘ３＋４
５ｘ４，ｙ４＝ｘ４，得

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０

０ ０ １ －４
５

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

ｙ１

ｙ２

ｙ３

ｙ

烄

烆

烌

烎４

，

记

Ｐ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０

０ ０ １ －４
５

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

，

则

（ＡＰ）Ｔ（ＡＰ）＝ＰＴＡ２Ｐ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ５ ０

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎
９
５

．

例６．１２　若 二 次 型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝２ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３＋２ｘ１ｘ２＋

ｔｘ２ｘ３ 是正定的，求ｔ的取值范围．
解析　考察二次 型ｆ 的 矩 阵 的 顺 序 主 子 式，显 然，Ｄ１＝２＞０，

Ｄ２＝１＞０，由

Ｄ３＝

２ １ ０

１ １ ｔ
２

０ ｔ
２ １

＞０，

解得ｔ的取值范围是 槡－ ２＜ｔ＜槡２．

３５１６．２　典型习题与试题解析



例６．１３　设Ａ 为ｍ×ｎ实矩阵，Ｅ 为ｎ 阶单位矩阵，若Ｂ＝λＥ＋
ＡＴＡ，求证：当λ＞０时，Ｂ 为正定矩阵．

解析　因为

ＢＴ＝（λＥ＋ＡＴＡ）Ｔ＝λＥ＋ＡＴＡ＝Ｂ，
所以Ｂ 为实对称矩阵．对于任意的非零实向量ｘ，有

　　　　ｘＴＢｘ＝ｘＴ（λＥ＋ＡＴＡ）ｘ＝λｘＴｘ＋ｘＴＡＴＡｘ
＝λｘＴｘ＋（Ａｘ）Ｔ（Ａｘ）．

由于ｘＴｘ＞０，（Ａｘ）Ｔ（Ａｘ）≥０．因此，当λ＞０时，对任意的ｘ≠０，有

ｘＴＢｘ＝λｘＴｘ＋（Ａｘ）ＴＡｘ＞０，
故Ｂ 为正定矩阵．

例６．１４　设有ｎ元实二次型

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝ （ｘ１ ＋ａ１ｘ２）２ ＋ （ｘ２ ＋ａ２ｘ３）２ ＋ … ＋
（ｘｎ－１＋ａｎ－１ｘｎ）２＋（ｘｎ＋ａｎｘ１）２，其中ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为实数．试

问：当ａ１，ａ２，…，ａｎ 满足何种条件时，二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为

正定二次型．
解析　因ｆ正定，故对于任意的不全为零的ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，有

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＞０． （１）
（１）成立的充分必要条件是方程组

ｘ１＋ａ１ｘ２ ＝０，

ｘ２＋ａ２ｘ３ ＝０，

　 　

ｘｎ－１＋ａｎ－１ｘｎ ＝０，

ｘｎ＋ａｎｘ１ ＝

烅

烄

烆 ０

（２）

仅有零解．而方程组（２）仅有零解的充分必要条件是其系数行列式

１ ａ１ ０ … ０ ０
０ １ ａ２ … ０ ０
   … 

０ ０ ０ … １ ａｎ－１

ａｎ ０ ０ … ０ １

＝１＋（－１）ｎ＋１ａ１ａ２…ａｎ ≠０．

４５１ ６　二 次 型



所以，ａ１ａ２…ａｎ≠（－１）ｎ 时，二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为正定二

次型．
例６．１５　 设 Ａ 为 ｍ 阶 正 定 矩 阵，Ｂ 为 ｍ×ｎ 实 矩 阵，试 证：

ＢＴＡＢ 为正定矩阵的充分必要条件是Ｂ 的秩ｒ（Ｂ）＝ｎ．
解析　（必要性）　设ＢＴＡＢ 为正定矩阵，则对任意的实ｎ维列

向量ｘ≠０，有

ｘＴ（ＢＴＡＢ）ｘ＞０，
即

（Ｂｘ）ＴＡ（Ｂｘ）＞０．
因Ａ 为 正 定 矩 阵，于 是，Ｂｘ ≠０．因 此，Ｂｘ ＝０ 只 有 零 解．从 而

ｒ（Ｂ）＝ｎ．
（充分性）　因（ＢＴＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴＢ＝ＢＴＡＢ，故ＢＴＡＢ 为实对称矩

阵．若ｒ（Ｂ）＝ｎ，则线性方程组Ｂｘ＝０只有零解．从而对任意实ｎ维

列向量ｘ≠０有Ｂｘ≠０．又Ａ 为正定矩阵，所以对于Ｂｘ≠０有（Ｂｘ）ＴＡ
（Ｂｘ）＞０．于是ｘ≠０时，ｘＴ（ＢＴＡＢ）ｘ＞０，故ＢＴＡＢ 为正定矩阵．

例６．１６　设Ｄ＝
Ａ Ｃ
ＣＴ

烄

烆

烌

烎Ｂ
为正定矩阵，其中Ａ，Ｂ 分别为ｍ 阶、

ｎ阶对称矩阵，Ｃ为ｍ×ｎ矩阵．

（１）计算ＰＴＤＰ，其中Ｐ＝
Ｅｍ －Ａ－１Ｃ
Ｏ Ｅ

烄

烆

烌

烎ｎ

；

（２）利用（１）的结果判断矩阵Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ 是否为正定矩阵，并

证明你的结论．

解析　（１）由于ＰＴ＝
Ｅｍ Ｏ

－ＣＴＡ－１ Ｅ
烄

烆

烌

烎ｎ
所以

　　ＰＴＤＰ ＝
Ｅｍ Ｏ

－ＣＴＡ－１ Ｅ
烄

烆

烌

烎ｎ

Ａ Ｃ
ＣＴ

烄

烆

烌

烎Ｂ
Ｅｍ －Ａ－１Ｃ
Ｏ Ｅ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝
Ａ Ｃ
Ｏ Ｂ－ＣＴＡ－１

烄

烆

烌

烎Ｃ
Ｅｍ －Ａ－１Ｃ
Ｏ Ｅ

烄

烆

烌

烎ｎ

５５１６．２　典型习题与试题解析



＝
Ａ Ｏ
Ｏ Ｂ－ＣＴＡ－１

烄

烆

烌

烎Ｃ
．

（２）矩阵Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ是正定矩阵．证明如下：由于｜Ｐ｜＝１，故Ｐ
为可逆矩阵．

由于Ｄ 为正 定 矩 阵，因 而 与 其 合 同 的 矩 阵ＰＴＤＰ 也 是 正 定 矩

阵．注意到ＰＴＤＰ 为 对 角 矩 阵，因 而 位 于 其 对 角 线 上 的 矩 阵 Ａ 与

Ｂ－ＣＴＡ－１Ｃ也都是正定矩阵．
例６．１７　设Ａ，Ｂ 是同阶正定矩阵，求证：ＡＢ 是正定矩阵的充

要条件是ＡＢ＝ＢＡ．
解析　（必要性）　若ＡＢ 是正定矩阵，则ＡＢ 是对称矩阵，所以

ＢＡ＝ＢＴＡＴ＝（ＡＢ）Ｔ＝ＡＢ．
（充分性）　若ＡＢ＝ＢＡ，则

（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ＝ＢＡ＝ＡＢ，
所以ＡＢ 是 实 对 称 矩 阵．因Ａ，Ｂ 是 正 定 矩 阵，则 存 在 可 逆 矩 阵Ｐ，

Ｑ，使得Ａ＝ＰＰＴ，Ｂ＝ＱＱＴ，于是

Ｐ－１（ＡＢ）Ｐ＝（ＱＴＰ）Ｔ（ＱＴＰ）．
因（ＱＴＰ）Ｔ（ＱＴＰ）为 正 定 矩 阵，其 特 征 值 都 大 于 零，而 与 它 相 似

的矩阵ＡＢ 有相同的 特 征 值，所 以ＡＢ 的 特 征 值 也 都 大 于 零，故ＡＢ
为正定矩阵．

例６．１８　设Ａ，Ｂ 是实对称矩阵，Ａ 的特征值均大于ａ，Ｂ 的特

征值均大于ｂ，求证：Ａ＋Ｂ 的特征值均大于ａ＋ｂ．
解析　显见Ａ－ａＥ，Ｂ－ｂＥ 皆为实对称矩阵，设Ａ 的特征值为

λｉ，Ｂ 的特征值为μｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），则λｉ＞ａ，μｉ＞ｂ．于是Ａ－ａＥ
的特征值λｉ－ａ＞０，Ｂ－ｂＥ 的特征值μｉ－ｂ＞０，因此Ａ－ａＥ 与Ｂ－
ｂＥ 都是正定矩阵，因而（Ａ－ａＥ）＋（Ｂ－ｂＥ）＝Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 也是

正定矩阵．故其特征值均大于零，设λ为Ａ＋Ｂ 的任一特征值，则λ－
（ａ＋ｂ）为Ａ＋Ｂ－（ａ＋ｂ）Ｅ 的特征值，故λ－（ａ＋ｂ）＞０，即λ＞ａ＋ｂ，
所以Ａ＋Ｂ 的特征值都大于ａ＋ｂ．

６５１ ６　二 次 型



例６．１９　设Ａ 为ｎ 阶正定矩阵，Ｂ 为ｎ 阶实对称矩阵，求证：存

在可逆矩阵Ｐ，使得

ＰＴＡＰ ＝Ｅ，　ＰＴＢＰ ＝Ｄ，

这里Ｄ 为对角矩阵．
解析　因Ａ 正定，所以存在可逆矩阵Ｑ，使得

ＱＴＡＱ ＝Ｅ　（即ＡＥ），

令Ｃ＝ＱＴＢＱ，则ＣＴ＝ＱＴＢＴＱ＝ＱＴＢＱ＝Ｃ，故Ｃ 为 实 对 称 矩 阵，因 而

存在正交矩阵Ｇ，使得

Ｇ－１ＣＧ ＝ＧＴＣＧ ＝Ｄ　（即Ｃ～Ｄ 且Ｃ Ｄ），

这里Ｄ 为对角矩阵，令Ｐ＝ＱＧ，则Ｐ 可逆，且

ＰＴＡＰ ＝ＧＴＱＴＡＱＧ ＝Ｇ－１ＥＧ ＝Ｅ，

ＰＴＢＰ ＝ＧＴＱＴＢＱＧ ＝ＧＴＣＧ ＝Ｄ．

例６．２０　设Ａ 是ｎ 阶矩阵，求证：Ａ 可逆的充要条件是存在正

定矩阵Ｓ 和正交矩阵Ｑ，使得Ａ＝ＳＱ．
解析　（充分性）　因正定矩阵Ｓ与正交矩阵Ｑ 皆可逆，所以它

们的乘积Ａ 也可逆．
（必要性）　因Ａ 可逆，所以ＡＡＴ 是正定矩阵．设ＡＡＴ 的特征值

为λ１，λ２，…，λｎ（λｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ），则存在正交矩阵Ｐ，使得

ＰＴ（ＡＡＴ）Ｐ＝

λ１ Ｏ

λ２


Ｏ λ

烄

烆

烌

烎ｎ

， （１）

令Ｓ＝Ｐ

λ槡１ Ｏ

λ槡２



Ｏ λ槡

烄

烆

烌

烎ｎ

ＰＴ，则由（１）式可得ＡＡＴ＝Ｓ２，
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于是 Ａ＝ＳＳ（ＡＴ）－１．

因Ｓ合同于正定矩阵

λ槡１ Ｏ

λ槡２



Ｏ λ槡

烄

烆

烌

烎ｎ

，所以Ｓ为正定矩

阵，令 Ｑ＝Ｓ（ＡＴ）－１，
因

　　　ＱＴＱ＝ （ＳＳ（ＡＴ）－１）Ｔ（Ｓ（ＡＴ）－１）＝Ａ－１ＳＴＳ（ＡＴ）－１

＝Ａ－１Ｓ２（ＡＴ）－１ ＝Ａ－１ＡＡＴ（ＡＴ）－１ ＝Ｅ，
所以Ｑ 为正交矩阵，使得Ａ＝ＳＱ 成立．

例６．２１　设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ 为正定矩阵，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ，

试证：（１）ｆ（ｘ）＝
Ａ ｘ
ｘＴ ０

为负定二次型；（２）｜Ａ｜≤ａｎｎ｜Ａｎ－１｜，其

中｜Ａｎ－１｜是Ａ 的ｎ－１阶顺序主子式．
解析　（１）ｘ≠０，由于

Ａ ｘ
ｘＴ（ ）０

Ｅ －Ａ－１ｘ
０Ｔ

烄
烆

烌
烎１
＝

Ａ ０
ｘＴ －ｘＴＡ－１（ ）ｘ

，

两边取行列式得ｆ（ｘ）＝－ｘＴＡ－１ｘ｜Ａ｜，由于Ａ 正定，所以｜Ａ｜＞０，且

Ａ－１正定，故ｘＴＡ－１ｘ＞０，于是ｆ（ｘ）＜０，即ｆ（ｘ）为负定二次型。

（２）令ｙ＝（ａ１ｎ，ａ２ｎ，…，ａｎ－１，ｎ）Ｔ，ｇ（ｙ）＝
Ａｎ－１ ｙ
ｙＴ ０

，由于Ａｎ－１

正定，由（１）得ｇ（ｙ）＜０．于是

｜Ａ｜＝
Ａｎ－１ ０

ｙＴ ａｎｎ
＋

Ａｎ－１ ｙ
ｙＴ ０

＝ａｎｎ｜Ａｎ－１｜＋ｇ（ｙ）≤ａｎｎ｜Ａｎ－１｜．
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阶段复习试题三

１．设Ａ＝
－１ ２ ２
２ －１ －２

烄

烆

烌

烎２ －２ －１

，（１）求 Ａ 的 特 征 值；（２）求 Ｅ＋

Ａ－１的特征值；（３）求Ａ 的特征值．

２．设α＝（１，ｋ，１）Ｔ 是矩阵Ａ＝
２ １ １
１ ２ １

烄

烆

烌

烎１ １ ２

的逆矩阵Ａ－１的特

征向量，求常数ｋ的值．

３．设λ１，λ２ 是矩阵Ａ 的两个不同的特征值，α１，α２ 是Ａ 的分别

属于λ１，λ２ 的特征向量，求证：α１＋α２ 不是Ａ 的特征向量．

４．设Ａ 是４阶实对称矩阵，Ａ３＋３Ａ２＝０，秩（Ａ）＝２，求Ａ 的全

部特征值．
５．设α是ｎ 维非零列向量，Ａ＝ααＴ，求Ａ 的全部特征值和特征

向量．

６．设Ａ＝
０ ０ １
ｘ １ ｙ

烄

烆

烌

烎１ ０ ０

有３个线性无关的特征向量，求ｘ 与ｙ 应

满足的条件．

７．设３阶矩阵Ａ 满足Ａαｉ＝ｉαｉ（ｉ＝１，２，３），其中α１＝（１，２，

２）Ｔ，α２＝（２，－２，１）Ｔ，α３＝（－２，－１，２）Ｔ，试求矩阵Ａ．

８．设 Ａ＝
２ ２ ０
８ ２ ａ
０ ０

烄

烆

烌

烎ｂ

，试 求 ａ 使 Ａ 可 对 角 化，并 求 Ｐ，使 得

Ｐ－１ＡＰ 为对角矩阵．
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９．设Ａ 为３阶矩阵，特征值为１
λ１

，１
λ２

，１
λ３

，λｉ 是互异的正整数

（ｉ＝１，２，３）．设Ｂ＝（Ａ－１）２－６Ａ，且Ｂ 的特征值为－５，１，７，求常

数λ１，λ２，λ３ 的值．
１０．设Ａ 是ｎ 阶矩 阵，ｎ 个 特 征 值 为λ１，λ２，…，λｎ，试 求 矩 阵

Ｂ＝
Ｏ Ａ（ ）Ａ Ｏ

的特征值．

１１．设Ａ 为３阶实对称矩阵，ｒ（Ａ）＝２，λ＝６是Ａ 的 二 重 特 征

值，对应的特征向量为α１＝（１，１，０）Ｔ，α２＝（２，１，１）Ｔ，
（１）求Ａ 的另一个特征值和特征向量；（２）求矩阵Ａ．

１２．设矩阵Ａ＝
２ １ １
１ ２ １
１ １

烄

烆

烌

烎ａ

可逆，α＝（１，ｂ，１）Ｔ 是Ａ 的伴随矩

阵Ａ 的特征向量，对应的特征值为λ，求ａ，ｂ，λ的值．
１３．设Ａ，Ｂ 为ｎ 阶矩阵，求证｜Ｅ－ＡＢ｜＝｜Ｅ－ＢＡ｜．
１４．用合同变换将二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝ｘ１ｘ２＋ｘ３ｘ４ 化

为标准，并写出合同变换．
１５．用正交变换将二次型ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｘ２

１ ＋４ｘ２
２ ＋４ｘ２

３ －
４ｘ１ｘ２＋４ｘ１ｘ３－８ｘ２ｘ３ 化为标准形．

１６．已知二次型ｆ＝２ｘ２
１＋３ｘ２

２＋３ｘ２
３＋２ａｘ２ｘ３（ａ＞０）经 正 交 变

换化为标准形ｆ＝ｙ２
１＋２ｙ２

２＋５ｙ２
３，求常数ａ及所用的正交变换．

１７．已知二次型ｆ＝ｘ２
１＋ｘ２

２＋ｘ２
３＋２αｘ１ｘ２＋２ｘ１ｘ３＋２βｘ２ｘ３ 经

正交变换化为标准形ｆ＝ｙ２
２＋２ｙ２

３，试求α，β．
１８．二次型ｆ＝ｘ２

１＋４ｘ２
２＋４ｘ２

２＋２λｘ１ｘ２－２ｘ１ｘ３＋４ｘ２ｘ３ 为正定

二次型，求常数λ的取值范围．
１９．设Ａ 为正交矩阵，求证：１）Ａ 的特征值的模等于１；２）Ａ 的

行列式等于±１；３）当｜Ａ｜＝１时Ａ 有特征值－１；｜Ａ｜＝－１且Ａ 为

奇数阶时，Ａ 有特征值１．

０６１ ６　二 次 型



２０．设Ａ 为ｎ 阶正定矩阵，Ｅ 为单位矩阵，求证Ａ＋Ｅ 的行列式

大于１．

２１．设Ａ 为ｎ 阶矩阵，Ｂ＝
Ｏ Ａ（ ）Ａ Ｏ

，Ｃ＝
Ａ Ｏ
Ｏ －（ ）Ａ

，试求正交

矩阵Ｐ，使得

ＰＴＢＰ ＝Ｐ－１ＢＰ ＝Ｃ．
２２．设Ａ 为实对称矩阵，满足Ａ３－５Ａ２＋７Ａ－３Ｅ＝Ｏ，求证Ａ 为

正定矩阵．
２３．设Ａ 是正定矩阵，求证存在正定矩阵Ｂ，使得Ａ＝Ｂ２．
２４．设Ａ 是ｎ 阶正定矩阵，Ｂ 是ｎ 阶实对称矩阵，求证存在可逆

矩阵Ｐ，使得Ａ＝ＰＴＰ，

Ｂ＝ＰＴ

λ１ Ｏ

λ２


Ｏ λ

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｐ．

１６１阶段复习试题三



７
随机事件和概率

７．１　基本概念与内容提要

１）随机事件与样本空间

随机试验，基本事件（样本点），样本空间的概念．
由单个或多个基本事件组成的集合称为随机事件，简称事件．
样本空间包含所有的基本事件，在每次试验中必然发生，称为必

然事件；空集不含有任何基本事件，在每次试验中都不发生，称为

不可能事件．
２） 事件的关系与运算

（１）事件的包含与等价．
（２）并：事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中至少有一发生所组成的事件称

为Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的并，记为 ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

（３）交：事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 同时发生所构成的事件称为Ａ１，

Ａ２，…，Ａｎ 的交，记为 ∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

（４）差：事件Ａ 发生而事件Ｂ 不发生所构成的事件称为Ａ 与Ｂ
的差，记为Ａ－Ｂ．

（５）互不相容事件：如果事件Ａ，Ｂ 不能同时发生，即ＡＢ＝ ，
则称Ａ，Ｂ 为互不相容事件（或互斥事件）．若ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，

Ａｎ 是两两互不相容的事件，即ＡｉＡｊ ＝ （ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，

ｎ），则称Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为互不相容事件．
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（６）对立事件：在试验中，如果事件 Ａ 与Ｂ 必然有一发生且不

能同时发生，即Ａ∪Ｂ＝Ω，ＡＢ＝ ，则称Ａ，Ｂ 互为对立事件（互

逆事件），记Ｂ＝Ａ 或Ａ ＝Ｂ．

（７）完备事件组：若Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 互不相容，且 ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ ＝Ω，

则称Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为完备事件组．
事件的运算 满 足 交 换 律、结 合 律、分 配 律 和 德 摩 根（ＤｅＭｏｒ

ｇａｎ）律．
Ａ１ ∪Ａ２ ＝Ａ１ ∩Ａ２，Ａ１ ∩Ａ２ ＝Ａ１ ∪Ａ２．

推广：∪
ｉ
Ａｉ ＝∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，∩

ｉ
Ａｉ ＝∪

ｉ
Ａｉ．此又称交并对偶原理．

运算顺序：先求“对立”，后求“交”，最后求“并”或“差”，有括号

先做括号内的．
３）古典概型

若基本事件共有ｎ个，而事件 Ａ 所包含的基本事件数有ｍ 个，
则定义事件Ａ 的概率为

Ｐ（Ａ）＝ ｍ
ｎ ＝

Ａ 所包含的基本事件数

基本事件总数
．

４）几何概率

设随机试验的样本空间Ω 对应于测度有限的几何区域Ｓ．若样

本点落在Ｓ内的某一区域Ｇ 中的事件Ａ 的概率与区域Ｇ 的测度（长

度、面积、体积等）成正比，而与Ｇ 的形状和位置无关，则

Ｐ（Ａ）＝
Ｇ 的测度

Ｓ 的测度
．

５）统计概率

在ｎ次重复进行的随机试验中，当ｎ很大时，事件 Ａ 出现的频

率ｆｎ（Ａ）＝ｎＡ

ｎ
（ｎＡ 为ｎ次重复试验中事件Ａ 出现的次数）将稳定地

在某一数值ｐ附近摆动，称此稳定值ｐ 为事件Ａ 发生的概率，记为
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Ｐ（Ａ）＝ｐ．
６）公理化定义

在随机试验的样本空间Ω 上，对每个随机事件Ａ 都对应一个实

数Ｐ（Ａ）．如果这样的实值函数Ｐ（ｘ）满足：
（ⅰ）非负性：Ｐ（Ａ）≥０；
（ⅱ）规范性：Ｐ（Ω）＝１；
（ⅲ）可列可加性：当事件Ａ１，Ａ２，…互不相容时，

Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝ ∑

∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ），

则称Ｐ（Ａ）为Ａ 的概率．
 利用概率的公理化定义，可导出概率的下列一些主要性质：
（ⅰ）对任意事件Ａ，Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ），Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）；
（ⅱ）对事件Ａ，Ｂ，若ＡＢ，则

Ｐ（Ａ－Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ），且Ｐ（Ａ）≥Ｐ（Ｂ）；
（ⅲ）对任意两个事件Ａ，Ｂ，有

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
该公式称为加法公式．利用归纳法可推出ｎ个事件的加法公式：
对任意ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，有

Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｎ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊ）＋

∑
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｎ

Ｐ（ＡｉＡｊＡｋ）－…＋（－１）ｎ－１Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）．

７）条件概率

对Ω 中任意两个事件Ａ，Ｂ，若Ｐ（Ｂ）＞０，则称

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）｜Ｐ（Ｂ）
为在已知事件Ｂ 发生的条件下，事件Ａ 发生的条件概率．

条件概率具有如下性质：
（ⅰ）Ｐ（Ω｜Ｂ）＝１，Ｐ（｜Ｂ）＝０；
（ⅱ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ｜Ｂ）；
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（ⅲ）若Ａ１，Ａ２ 互不相容，则Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋
Ｐ（Ａ２｜Ｂ），对一般事件Ａ１，Ａ２，有Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋
Ｐ（Ａ２｜Ｂ）－Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｂ）；

（ⅳ）若ＡＢ，则Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ）／Ｐ（Ｂ），
若ＢＡ，则Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１．
８） 乘法公式

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ｜Ｂ）．（Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０）
对ｎ个事件，若Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ－１）＞０，则有

Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）＝
Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）…Ｐ（Ａｎ｜Ａ１Ａ２…Ａｎ－１）．

９） 全概率公式与贝叶斯（Ｂａｙｅｓ）公式

设Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ 是完备事件组，对任何事件Ａ，有

Ｐ（Ａ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ），

这就是全概率公式．
设Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ 是完备事件组，对任何事件Ａ，只要Ｐ（Ａ）＞

０，则有

Ｐ（Ｂｊ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢｊ）
Ｐ（Ａ） ＝ Ｐ（Ｂｊ）Ｐ（Ａ｜Ｂｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）

，

此称为贝叶斯公式，这里Ｐ（Ｂｉ）称为先验概率．
１０）事件的独立性

（１）两事件的独立性：对Ａ，Ｂ两事件，如果Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），
就称两事件Ａ 与Ｂ 相互独立．

当Ａ 与Ｂ 相互独立，且Ｐ（Ａ）＞０，Ｐ（Ｂ）＞０时，有

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ），Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ），
即两事件中任一事件的发生不影响另一事件的概率．

四对事件Ａ 与Ｂ，Ａ 与Ｂ，Ａ 与Ｂ，Ａ 与Ｂ 之中有一对相互独
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立，另三对也相互独立．
（２）ｎ个事件的独立性：对ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，若满足下

面２ｎ－ｎ－１个等式：

　Ｐ（ＡｉＡｊ）＝Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ａｊ），　　　　　　 （１≤ｉ＜ｊ≤ｎ）

　Ｐ（ＡｉＡｊＡｋ）＝Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ａｊ）Ｐ（Ａｋ），　　 （１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｎ）


　Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａｎ），
就称事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 相互独立．

特别对Ａ１，Ａ２，Ａ３ 这３个事件，若满足

Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２），Ｐ（Ａ１Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ３），

Ｐ（Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３），Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）
这４个式子称Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独立，仅满足前３个式子称Ａ１，Ａ２，

Ａ３ 两两独立．
１１） 独立试验与贝努里（Ｂｅｒｎｏｌｌｉ）概型

（１）在相同的条件下进行ｎ次重复试验，如果各次试验结果的

出现互不影响，则称这ｎ次重复试验为ｎ 重独立重复试验．
在独立重复试验中，最简单的一类随机试验，它具有如下特征：
（ⅰ）试验在相同的条件下独立重复地进行ｎ次；
（ⅱ）每次试验只有两个可能结果Ａ 与Ａ，且

Ｐ（Ａ）＝ｐ（０＜ｐ＜１），Ｐ（Ａ）＝１－ｐ＝ｑ，
这类随机试验就称为ｎ重贝努里概型或ｎ 重贝努里试验．

（２）在贝努里概型中，事件Ａ 在ｎ 次独立重复试验中恰好发生

ｋ 次的概率为

Ｐｎ（ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ　（ｋ＝０，１，…，ｎ；ｑ＝１－ｐ）．

（３）（泊松定理）　 设ｎｐｎ →λ（λ为正常数），则对任一确定的正

整数ｋ，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｃｋ
ｎｐｋ

ｎ（１－ｐｎ）ｎ－ｋ ＝λｋｅ－λ

ｋ！．
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该定理中条件ｎｐｎ→λ为常数，故当ｎ很大，ｐ 很小时，我们有下

列泊松近似公式

Ｃｋ
ｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ ≈

（ｎｐ）ｋ
ｋ！ｅ－ｎｐ．

７．２　典型习题与试题解析

例７．１　设袋中有ａ只黑球，ｂ只白球（ａ＞０，ｂ＞０），从中不返

回地一只一只摸球，Ａ 表示事件“最后摸出的几个球全是黑球”，Ｂ 表

示事件“最后摸出的一只是黑球”，试说明Ａ 与Ｂ 的关系．
解析　显然有：Ａ 的发生必然会导致Ｂ 的发生，即 ＡＢ．注意

到Ａ 中所表述的几个表示最少是１只，也可以是２只，……最多为ａ
只，则Ｂ 发生时，Ａ 也必定发生，即ＢＡ，所以Ａ＝Ｂ．

例７．２　设Ａ，Ｂ，Ｃ 是３个随机事件，试用Ａ，Ｂ，Ｃ 表示下列

事件：

（１）仅有事件Ｂ 发生；　　　　　（２）恰有一个事件发生；

（３）至少一个事件发生； （４）３个事件都发生；

（５）不多于两个事件发生．
解析　（１）ＡＢＣ；　　 （２）ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ∪ＡＢＣ；

（３）Ａ∪Ｂ∪Ｃ；　　 （４）ＡＢＣ；

（５）ＡＢＣ ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ∪ＡＢＣ，

或ＡＢＣ，或Ａ∪Ｂ∪Ｃ．
例７．３　设Ｘ，Ｙ 为随机变量，事件Ａ 表示｛Ｘ≥Ｃ｝．事件Ｂ 表示

｛Ｙ≥Ｃ｝．用Ａ，Ｂ 表示下列事件：

Ｄ：｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≥Ｃ｝．　Ｅ：｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≥Ｃ｝．

Ｆ：｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）＜Ｃ｝． Ｇ：｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）＜Ｃ≤ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）｝．
解析

Ｄ＝Ａ∪Ｂ．　 　　（即 Ｘ，Ｙ 中至少有一个≥Ｃ）
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Ｅ＝Ａ∩Ｂ．　 （即 Ｘ，Ｙ 都要 ≥Ｃ）

Ｆ＝Ｄ ＝ＡＢ． （即 Ｘ，Ｙ 都要 ＜Ｃ）

Ｇ＝ＡＢ ∪ＢＡ．（即 Ｘ，Ｙ 中正好有一个 ≥Ｃ，另一个 ＜Ｃ）
评注　ｍａｘ（Ｘ，Ｙ），ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）是 两 个 重 要 的 随 机 变 量 的 函

数．有关它们的概率分布及计算都要利用到上面的正确理解．
例７．４　在电炉上安装了４个温控器，其显示温度的误差是随

机的．在使用过程中，只要有两个温控器显示的温度不低于临界温度

ｔ０，电炉就断电．以Ｅ 表示事件“电炉断电”，而Ｔ（１）≤Ｔ（２）≤Ｔ（３）≤
Ｔ（４） 为４个温控器显示的按递增顺序排列的温度值，则事件Ｅ 等于

事件 （　　）

Ａ．｛Ｔ（１）≥ｔ０｝　　　　　　　　Ｂ．｛Ｔ（２）≥ｔ０｝

Ｃ．｛Ｔ（３）≥ｔ０｝ Ｄ．｛Ｔ（４）≥ｔ０｝
解析　因为

Ｔ（１）≤Ｔ（２）≤Ｔ（３）≤Ｔ（４），
所以

｛Ｔ（１）≥ｔ０｝ ｛Ｔ（２）≥ｔ０｝ ｛Ｔ（３）≥ｔ０｝ ｛Ｔ（４）≥ｔ０｝．
于是Ｅ＝｛电炉断电｝＝｛只要有两个温控器显示的温度不低于

临界温度ｔ０｝＝ ｛Ｔ（３）≥ｔ０，Ｔ（４）≥ｔ０｝＝ ｛Ｔ（３）≥ｔ０｝．故选（Ｃ）．

例７．５　化简（１）（Ａ∪Ｂ）（Ａ∪Ｂ）；（２）（ＡＢ ∪Ｃ）ＡＣ．
解析　（１）（Ａ∪Ｂ）（Ａ∪Ｂ）＝ＡＡ ∪ＡＢ ∪ＢＡ ∪ＢＢ

＝Ａ∪ＡＢ ∪ＢＡ ∪ 
＝Ａ∪ＡＢ ∪ＡＢ
＝Ａ∪Ａ（Ｂ∪Ｂ）

＝Ａ∪Ａ＝Ａ．
（２）所给事件式含有多重“逆”号，反复运用德 摩根律得

　 （ＡＢ ∪Ｃ）ＡＣ ＝ＡＢ ∪Ｃ∪ＡＣ ＝ＡＢＣ ∪ＡＣ
＝ （Ａ∪Ｂ）Ｃ∪ＡＣ ＝ＡＣ ∪ＢＣ ∪ＡＣ
＝ＡＣ ∪ＡＣ ∪ＢＣ ＝Ａ（Ｃ∪Ｃ）∪ＢＣ
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＝Ａ∪ＢＣ．

例７．６　设对于事件Ａ，Ｂ，Ｃ，有Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１
４

，

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（ＢＣ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝ １
８

，求Ａ，Ｂ，Ｃ 三个事件中至少

出现一个的概率．
解析　由ＡＢＣＡＢ得０≤Ｐ（ＡＢＣ）≤Ｐ（ＡＢ）＝０，Ｐ（ＡＢＣ）＝０．

所求概率为

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－
Ｐ（ＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）

＝ １
４＋１

４＋１
４－１

８ ＝ ５
８．

例７．７　设当事件Ａ 与Ｂ 同时发生时Ｃ 也发生，则 （　　）

Ａ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（ＡＢ） Ｂ．Ｐ（Ｃ）＝Ｐ（Ａ∪Ｂ）

Ｃ．Ｐ（Ｃ）≤Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１ Ｄ．Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１
解析　由题设ＡＢＣ 得Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ｃ），又由

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）≤１
知 　　Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ∪Ｂ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１，
即 　　Ｐ（Ｃ）≥Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－１．　所以选（Ｄ）．

例７．８　设１０件 产 品 中 有４件 不 合 格 品，从 中 任 取 两 件，已

知所取两件产 品 中 有 一 件 是 不 合 格 品，求 另 一 件 也 是 不 合 格 品 的

概率．
解析　设事件Ａ 表示所取两件产品中有一件是不合格品，Ｂ 表

示另一件也是不合格品，则所求概率为

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝
Ｃ２

４／Ｃ２
１０

［Ｃ２
４＋Ｃ１

４Ｃ１
６］／Ｃ２

１０
＝ ６

６＋２４＝ １
５．

例７．９　袋内放有两个伍分，３个贰分，５个壹分的硬币，从中任

取５个（假定各个硬币被取到的可能性相同），求总币值超过一角的

概率．
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解析　基本事件总数ｎ＝Ｃ５
１０ ＝２５２，有利事件Ａ（取５个硬币

总币值超过一角）的基本事件数

ｍ ＝Ｃ２
２Ｃ３

８＋Ｃ１
２［Ｃ２

３Ｃ２
５＋Ｃ３

３Ｃ１
５］＝５６＋２［３０＋５］＝１２６，

故

Ｐ（Ａ）＝ ｍ
ｎ ＝１２６

２５２＝ １
２．

例７．１０　 将ｋ 个 不 同 的 球 随 机 地 放 入 Ｎ 个 盒 子 中 去（ｋ≤
Ｎ ），假设每个盒子能放的球数不限，试求下列事件的概率：

（１）指定的ｋ个盒子中各有一球（事件Ａ）；
（２）恰有ｋ个盒子，其中各有一球（事件Ｂ）．
解析　将ｋ个球放入Ｎ 个盒子中去有Ｎ×Ｎ×…×Ｎ＝Ｎｋ 种

不同放法，即基本事件总数ｎ＝Ｎｋ．
（１）对事件Ａ，其不同放法相当于这ｋ个球在这ｋ 个指定位置

的全排列ｋ！，所以

Ｐ（Ａ）＝ｋ！

Ｎｋ．

（２）对事件Ｂ，先在Ｎ 个盒子中任选ｋ 个盒子出来，其不同选法

有Ｃｋ
Ｎ 种；再在选定的ｋ个盒子中各放一球，其不同放法由（１）知为

ｋ！种，故有利于事件Ｂ 的不同放法共有Ｃｋ
Ｎ·ｋ！种，所以

Ｐ（Ｂ）＝
Ｃｋ

Ｎ·ｋ！

Ｎｋ
＝

Ａｋ
Ｎ

Ｎｋ．

例７．１１　设某班有ｎ个学生，求至少有两人 生 日 相 同 的 概 率．
（设一年为３６５天）

解析　设Ａ 为所求事件，则 Ａ 表示ｎ 个学生生日全不相同，由

上题，将３６５天看作是 Ｎ 个盒子，ｎ个学生看作是ｎ 个球，故

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）＝１－Ａｎ
３６５／３６５ｎ．

可以算出，当ｎ＝６４时，Ｐ（Ａ）＝０．９９７，几乎就是１了．
例７．１２　将Ｃ，Ｃ，Ｅ，Ｅ，Ｉ，Ｎ，Ｓ 等七个字母随机地排成一
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行，求恰好排成英文单词ＳＣＩＥＮＣＥ的概率．

解析　所求概率ｐ＝２×２
７！ ＝ １

１２６０．

例７．１３　考虑一元二次方程ｘ２＋Ｂｘ＋Ｃ＝０，其中Ｂ，Ｃ 分别

是将一枚色子（骰子）接连掷两次先后出现的点数．求该方程有实根

的概率ｐ和有重根的概率ｑ．
解析　一枚色子（骰子）掷两次，其基本事件总 数 为３６．方 程 组

有实根的充分必要条件是Ｂ２ ≥４Ｃ，或Ｃ≤Ｂ２／４．
易见

Ｂ １ ２ ３ ４ ５ ６

使Ｃ≤Ｂ２／４的基本事件个数 ０ １ ２ ４ ６ ６

使Ｃ＝Ｂ２／４的基本事件个数 ０ １ ０ １ ０ ０

由此可见，使方程有实根的基本事件个数为

１＋２＋４＋６＋６＝１９，

因此

ｐ＝１９
３６．

方程有重根的充分必要条件是Ｂ２ ＝４Ｃ或Ｃ＝Ｂ２／４，满足此条

件的基本事件共有２个，因此

ｑ＝ ２
３６＝ １

１８．

例７．１４　从５双不同号码的鞋子中任取４只，求这４只鞋子中

至少有两只可配成一双的概率．
解析　设Ａ 为４只鞋子中至少有两只配成一双的事件，则Ａ 为

４只鞋子中没有任何两只配成一双的事件．
基本事件总数ｎ＝Ｃ４

１０ ＝２１０．

４只鞋子中至少有两只配成一双有两种情形：①恰有两只配成
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一双，②４只恰配成两双．情形①的取法是先从５双中任选一双，共

有Ｃ１
５ 种选法，把选中的一双的２只都取出有Ｃ２

２ 种取法，再在剩下的

４双中任选２双，有Ｃ２
４ 种选法，每双任取一只有Ｃ１

２Ｃ１
２ 种取法，于是

任取４只恰有２只 配 成 一 双 的 取 法 共 有Ｃ１
５Ｃ２

２Ｃ２
４Ｃ１

２Ｃ１
２ 种 取 法．情 形

②的取法是先从５双中任取２双，有Ｃ２
５ 种选法，把选中的两双４只

都取出有Ｃ２
２Ｃ２

２ 种取法，于是所取４只恰配成两双的取法有Ｃ２
５Ｃ２

２Ｃ２
２

种，从而Ａ 包含的基本事件数

ｍ ＝Ｃ１
５Ｃ２

２Ｃ２
４Ｃ１

２Ｃ１
２＋Ｃ２

５Ｃ２
２Ｃ２

２ ＝１２０＋１０＝１３０，

故 Ｐ（Ａ）＝ ｍ
ｎ ＝１３０

２１０＝１３
２１．

评注　本题在求ｍ 时不能写成Ｃ１
５Ｃ２

８＝Ｃ１
５［Ｃ１

４＋Ｃ２
４２２］因为这里

所 取４只恰配成两双的情况为Ｃ１
５Ｃ１

４ ＝２０而不是Ｃ２
５ ＝１０，考虑了所

取两双的顺序，所以是错误的．
例７．１５　园丁把３棵桃树，４棵李树，５棵杏树栽成一行，１２棵

树的排列是随机的，每一种排列都是等可能的，求没有二棵杏树是相

邻的概率．
解析　排列总数可按如下分阶段考虑：从１２个位置任选３个

放桃树，有Ｃ３
１２种取法，再从余下的９个位置取４个放李树，余下的放

杏树，共有

Ｃ３
１２Ｃ４

９ ＝１２！／３！４！５！

种方法．设杏树不相邻事件为Ａ，可如下计算排列数：先把桃树３棵

和李树４棵任意排成一列，共有Ｃ３
７ 种方法，然后在它们的间隔位置

（中间６个加上首尾各一个）中任意选出５个位置放杏树（这保证杏

树不相邻）共有Ｃ５
８ 种方法．因此Ａ 的排列数为Ｃ３

７·Ｃ５
８，故

Ｐ（Ａ）＝Ｃ３
７Ｃ５

８／Ｃ３
１２Ｃ４

９ ＝ ７
９９．

例７．１６　有一根长ｌ的木棒，任意折成三段，求中间一段为三段
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中最长的概率．
解析 　 设 折 得 的 三 段 长 度 依 次 为 ｘ，

ｌ－ｘ－ｙ和ｙ，那么，样 本 空 间Ω ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜
０≤ｘ≤ｌ，０≤ｙ≤ｌ，０≤ｘ＋ｙ≤ｌ｝，而随

机事件Ａ：｛中 间 一 段 为 三 段 最 长 者｝相 应 的

子区域Ｇ（见图）应满足

０＜ｘ≤ （ｌ－ｘ－ｙ），

０＜ｙ≤ （ｌ－ｘ－ｙ）．
即

Ｇ＝ （ｘ，ｙ）｜０＜ｙ＜ｌ－２ｘ，０＜ｙ＜ １
２

（ｌ－ｘ｛ ｝）．

从图中可以得到Ω 的面积为１
２ｌ

２，Ｇ 的面积为１
６ｌ

２．于是相应的

概率为Ｐ（Ａ）＝ １
３．

例７．１７　（投针问题）１７７７年，法国科学家蒲丰提出下列著名的

问题：在平面上画距离分别为ａ的若干平行线，如向平面投掷一枚

长为ｌ的小针，问它与任一条平行线相交的概率．
解析　以ｘ表示从针的中点到最近一条平行线的距离，而φ 表

示该针与平行线的夹角，针与平行线位置如图（１），

显 然，此时样本空间为 ｛（φ，ｘ）０≤φ≤π，０≤ｘ≤ａ
２

｝，而随机

事件Ａ：“小针与平行线相交”相应的子区域Ｇ 应满足ｘ ≤ １
２ｓｉｎφ，

如图（２）所示，Ｇ 正是阴影部分，从而

３７１７．２　典型习题与试题解析



Ｐ（Ａ）＝Ｇ 的面积

Ｕ 的面积 ＝∫
π

０

１
２ｓｉｎφｄφ
１
２ａπ

＝２ｌ
πａ

．

例７．１８　设 ０＜ Ｐ（Ａ）＜１，０＜ Ｐ（Ｂ）＜１，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋
Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１，则 （　　）

Ａ．事件Ａ 和Ｂ 互不相容 Ｂ．事件Ａ 和Ｂ 互相对立

Ｃ．事件Ａ 和Ｂ 互不独立 Ｄ．事件Ａ 和Ｂ 相互独立

解析　由Ｐ（Ａ｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１得

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ｜Ｂ），
即

Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（Ａ－ＡＢ）
Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）

１－Ｐ（Ｂ） ．

于是

Ｐ（ＡＢ）［１－Ｐ（Ｂ）］＝Ｐ（Ｂ）［Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）］，

Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（Ｂ）Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）Ｐ（ＡＢ），

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
故Ａ 与Ｂ 相互独立，选（Ｄ）．

例７．１９　设Ａ，Ｂ 是任意二事件，其中Ａ 的概率不等于０和１，
证明

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ）
是事件Ａ 与Ｂ 独立的充分必要条件．

解析　由于Ａ 的概率不等于０和１，知题中两个条件概率都存在．
（１）必要性．由事件 Ａ 与Ｂ 独 立，知 事 件 Ａ 与Ｂ 也 独 立，因 此

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ），Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ），从而

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ）．
（２）充分性．由Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ｜Ａ），可见

Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）
１－Ｐ（Ａ） ，
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Ｐ（ＡＢ）［１－Ｐ（Ａ）］＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（ＡＢ），

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），
因此Ａ 和Ｂ 独立．

例７．２０　已知０＜Ｐ（Ｂ）＜１且Ｐ（（Ａ１ ∪Ａ２）｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋
Ｐ（Ａ２｜Ｂ），则下列选项成立的是 （　　）

Ａ．Ｐ（（Ａ１ ∪Ａ２）｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜Ｂ）

Ｂ．Ｐ（Ａ１Ｂ∪Ａ２Ｂ）＝Ｐ（Ａ１Ｂ）＋Ｐ（Ａ２Ｂ）

Ｃ．Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜Ｂ）

Ｄ．Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）
解析　由题设Ｐ（（Ａ１ ∪Ａ２）｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＋Ｐ（Ａ２｜Ｂ）　

得

Ｐ（（Ａ１ ∪Ａ２）Ｂ）
Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（Ａ１Ｂ）

Ｐ（Ｂ） ＋Ｐ（Ａ２Ｂ）
Ｐ（Ｂ），

又 Ｐ（Ｂ）＞０，
所以 Ｐ（Ａ１Ｂ∪Ａ２Ｂ）＝Ｐ（Ａ１Ｂ）＋Ｐ（Ａ２Ｂ）．
故选（Ｂ）．

例７．２１　证明：对任意事件Ａ，Ｂ 有

Ｐ（Ａ∪Ｂ）Ｐ（ＡＢ）≤Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
解析　Ａ∪Ｂ＝ （Ａ－Ｂ）∪ （Ｂ－Ａ）∪ＡＢ，所以

　 　Ｐ（Ａ∪Ｂ）Ｐ（ＡＢ）

　 ＝Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ｂ－Ａ）Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）Ｐ（ＡＢ）

　 ≤Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（Ｂ－Ａ）＋Ｐ（Ａ－Ｂ）Ｐ（ＡＢ）＋
Ｐ（Ｂ－Ａ）Ｐ（ＡＢ）＋（Ｐ（ＡＢ））２

　 ＝ ［Ｐ（Ａ－Ｂ）＋Ｐ（ＡＢ）］［Ｐ（Ｂ－Ａ）＋Ｐ（ＡＢ）］

　 ＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．

例７．２２　设 Ｐ（Ａ）＝ｐ，０＜ｐ＜１，Ｐ（Ｂ）＝１－槡ｐ，证 明：

Ｐ（Ａ∩Ｂ）＞０．
解析　Ｐ（Ａ∩Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ∪Ｂ）
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＝１－ｐ＋槡ｐ－Ｐ（Ａ∪Ｂ）

≥１－ｐ＋槡ｐ－１＝ 槡ｐ（１－槡ｐ）＞０．
例７．２３　设Ａ，Ｂ 相互独立，Ｐ（Ａ）＞０，证明Ａ，Ｂ，Ａ∪Ｂ 相

互独立 Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１．
解析　（充分性）　设Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１，
因Ａ，Ｂ 独立，所以

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｐ（Ａ∩ （Ａ∪Ｂ））＝Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ａ∪Ｂ），

Ｐ（Ｂ∩ （Ａ∪Ｂ））＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ∪Ｂ），

Ｐ（Ａ∩ （Ａ∪Ｂ）∩Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ａ∪Ｂ）．

（必要性）　设Ａ，Ｂ，Ａ∪Ｂ 相互独立，则

Ｐ（Ａ∩ （Ａ∪Ｂ））＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ａ∪Ｂ），

Ｐ（Ａ∩ （Ａ∪Ｂ））＝Ｐ（Ａ），

Ｐ（Ａ）＞０
烍
烌

烎，
Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１．

例７．２４　有ｎ双不同的皮鞋（２ｎ只）混在一起，现将这些鞋子随

机分给ｎ个人，每人两只，试求下列事件的概率，Ａ＝｛每人分到的鞋

都成双｝，Ｂ＝｛每人分到左、右脚的各一只｝．

解析　样本点总数为：Ｃ２
２ｎ·Ｃ２

２ｎ－２…Ｃ２
２ ＝

（２ｎ）！
（２）ｎ ．

Ｐ（Ａ）＝ ｎ！
（２ｎ）！／２ｎ ＝

（１·２）（２·２）（３·２）…（ｎ·２）
（２ｎ）！

＝
（２ｎ）！！
（２ｎ）！

，

Ｐ（Ｂ）＝
（ｎ！）２

（２ｎ）！／２ｎ．

例７．２５　从１，２，…，９这９个数字中，有放回地随机抽出几个

数，求这几个数的乘积能被１０除尽的概率ｐ．
解析　共有９ｎ 种抽法．
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其中不含５的有８ｎ 种，不含偶数的有５ｎ 种，不含５和偶数的有

４ｎ 种，所以

ｐ＝９ｎ－８ｎ＋５ｎ＋４ｎ

９ｎ ＝１－ （ ）８
９

ｎ

－ （ ）５
９

ｎ

＋ （ ）４
９

ｎ

．

例７．２６　掷硬币２ｎ次，求出现正面的次数多 于 出 现 反 面 次 数

的概率．
解析　样本空间为２２ｎ，
正、反面出现次数一样多的场合有Ｃｎ

２ｎ种．

正、反面出现次数一样多的ｐ＝Ｃｎ
２ｎ／２２ｎ．

正、反面次数不同的ｐ＝１－
Ｃｎ

２ｎ

２２ｎ ．

由对称性，正面次数多的概率ｐ＝ １
２ １－

Ｃｎ
２ｎ

２２（ ）ｎ ．

例７．２７　某食品厂把印有西游记４个 主 要 人 物 唐 僧、孙 悟 空、
猪八戒、沙和尚的画卡作为赠券，装入某种儿童食品袋，每袋一卡，计

算购买５袋这种食品，而能收齐全套４张画卡的概率？

解析　样本空间为４５，

有利场合可这样考虑： ，

先从５个位置中选出两个放同一张卡，有４Ｃ２
５ 种，

剩下的３个位置将其余的三种卡作全排列有３！种，
所以，所求概率

ｐ＝
４·Ｃ２

５·３！

４５ ＝１５
６４．

例７．２８　（小概率事件）设随机试验中，某一事件Ａ 出现的概率ε
＞０，证明：不论ε多小，只要不断独立地重复做试验，Ａ 迟早会出现的

概率为１．
解析　Ａｋ 表示：Ａ 于第ｋ 次试验中出现，则

Ｐ（Ａｋ）＝ε，Ｐ（Ａｋ）＝１－ε．
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则在前ｎ次试验中，Ａ 至少出现一次的概率为

ｐｎ ＝１－Ｐ（Ａ１ Ａ２…Ａｎ）＝１－（１－ε）ｎ →１　（当ｎ→＋∞）．
例７．２９　（正确裁定问题）　有两个裁判组，其中一组由３人组

成，内有两个人独立地 以 概 率ｐ 作 出 正 确 的 裁 决，第 三 个 人 以 掷 硬

币决定，最终裁决 以 多 数 人 意 见 决 定；另 一 组 有 一 人 单 独 以 概 率ｐ
作出正确的裁决，现问这两个组中哪一组作出正确裁定的概率大？

解析　设Ａ，Ｂ，Ｃ 分别表示这三人作出正确的裁决，

则 Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝ｐ，Ｐ（Ｃ）＝ １
２．

设Ｒ 表示这个３人组最终裁定正确，
则 Ｒ＝ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ．

注意到Ａ，Ｂ，Ｃ 独立；ＡＢＣ，ＡＢＣ，ＡＢＣ，ＡＢＣ 互不相容，

Ｐ（Ｒ）＝Ｐ（ＡＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）＋Ｐ（ＡＢＣ）

＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）＋
Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ）

＝ｐｐ·１
２＋ｐ·ｐ·１

２＋ｐ（１－ｐ）·１
２＋（１－ｐ）·ｐ·１

２
＝ｐ，

所以一样大．
例７．３０　（配对问题）　某人先写了ｎ封投向不同地址的信，再

写ｎ 个 标 有 这ｎ 个 地 址 的 信 封，然 后 在 每 个 信 封 内 随 意 装 入 一 封

信，问：
（１）每一封信都碰对了地址的概率Ｐ（Ａ）；
（２）至少有一封碰对了地址的概率Ｐ（Ｂ）．

解析　（１）Ｐ（Ａ）＝ １
ｎ！．

（２）设Ａｋ 表示“第ｋ封信碰对了地址”，

则 Ｐ（Ａｋ）＝ １
ｎＢ＝Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａｎ，
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Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１ ∪ … ∪Ａｎ）

＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｐ（Ａｋ）－ ∑

１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊ）＋ ∑

１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤ｎ
Ｐ（ＡｉＡｊＡｋ）＋…

＋（－１）ｎ－１Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａｎ），
其中

Ｐ（Ａｋ）＝ １
ｎ

，（ｋ＝１，２，…，ｎ）

Ｐ（ＡｉＡｊ）＝Ｐ（Ａｉ）·Ｐ（Ａｊ｜Ａｉ）＝ １
ｎ

· １
ｎ－１

，

Ｐ（ＡｉＡｊＡｋ）＝Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ａｊ｜Ａｉ）Ｐ（Ａｋ｜ＡｉＡｊ）

＝ １
ｎ

· １
ｎ－１

· １
ｎ－２

，

　　　　

Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｒ）＝Ｐ（Ａｉ１）Ｐ（Ａｉ２｜Ａｉ１）…Ｐ（Ａｉｒ｜Ａｉ１…Ａｉｒ－１）

＝ １
ｎ

· １
ｎ－１

… １
ｎ－ｒ＋１

，

Ｐ（Ｂ）＝Ｃ１
ｎ
１
ｎ －Ｃ２

ｎ
１

ｎ（ｎ－１）＋Ｃ３
ｎ

１
ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）－…＋

（－１）ｎ－１Ｃｎ
ｎ
１
ｎ！

＝１－１
２！＋１

３！－…＋（－１）ｎ－１ １
ｎ！

＝ ∑
ｎ

ｋ＝１

（－１）ｋ－１
ｋ！ →ｅ－１．

例７．３１　在空战中，甲机先向乙机开火，击落乙机概率为０．２，
若乙机未被打中，就进行还击，击落甲机概率为０．３；若甲机未被打

中，则再进攻乙机，击落乙机概率为０．４．求在这几个回合中（１）甲机

被击落概率；（２）乙机被击落的概率．
解析　设“乙机第一次被击落”为事件 Ａ，“甲机被击落”为事件

Ｂ，“乙机第二次被击落”为Ｃ，则按题意有
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Ｐ（Ａ）＝０．２，　　Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．３，　　Ｐ（Ｃ｜ＡＢ）＝０．４．
于是乙机被击落事件Ｄ ＝Ａ∪ＡＢＣ．
（１）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）（Ｂ｜Ａ）＝ （１－０．２）×０．３

＝０．２４．
（２）Ｐ（Ｄ）＝Ｐ（Ａ∪ＡＢＣ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（ＡＢＣ）

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）Ｐ（Ｃ｜ＡＢ）

＝０．３２＋（１－０．２）（１－０．３）·０．４＝０．４２４．
例７．３２　系统有多个元件组成，所有元 件 都 独 立 工 作，设 每 个

元件的可靠性，即正常工作的概率都为ｐ＝０．９，试求以下系统的可

靠性．
（１）串联系统　Ｓ１∶

（２）并联系统　Ｓ２∶

（３）桥式系统　Ｓ３∶

解析　设Ｓｉ 表示第ｉ个系统正常工作，Ａｉ 表示第ｉ个元件正常

工作．
（１）对串联系统，系统正常工作相当于所有元件正常工作，所以

Ｐ（Ｓ１）＝Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝ｐ２ ＝０．８１．
（２）对并联系统，系统正常工作相当于至少一个元件正常工作，

所以

Ｐ（Ｓ２）＝Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－Ｐ（Ａ１Ａ２）

＝ｐ＋ｐ－ｐ２ ＝０．９９，
或

Ｐ（Ｓ２）＝１－Ｐ（Ｓ２）＝１－Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２）＝１－Ｐ（Ａ１ ∩Ａ２）

＝１－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝１－（１－ｐ）２ ＝０．９９．
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（３）对桥式系统，第３个元件是关键，先由全概率公式：

Ｐ（Ｓ３）＝Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ｓ３｜Ａ３）＋Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ｓ３｜Ａ３），
在第３个元件正常工作的条件下，系统成为先并后串系统，

Ｐ（Ｓ３｜Ａ３）＝Ｐ（（Ａ１∪Ａ４）（Ａ２∪Ａ５））＝Ｐ（Ａ１∪Ａ４）Ｐ（Ａ２∪Ａ５）

＝ ［１－（１－ｐ）２］２ ＝０．９８０１．
在第３个元件不正常工作的条件下，系统成为先串后并系统，

Ｐ（Ｓ３｜Ａ３）＝Ｐ（Ａ１Ａ２ ∪Ａ４Ａ５）＝１－（１－ｐ２）２ ＝０．９６３９．
则

Ｐ（Ｓ３）＝ｐ［１－（１－ｐ）２］２＋（１－ｐ）［１－（１－ｐ２）２］＝０．９７８５．
例７．３３　某种动物由出生活到１０岁的概率为０．８，活到１２岁

的概率为０．５６，问现年１０岁的这种动物活到１２岁的概率是多少？

解析　Ａ＝｛活到１０岁以上｝，Ｂ＝｛活到１２岁以上｝，显然ＢＡ．
因为Ｐ（Ａ）＝０．８，Ｐ（Ｂ）＝０．５６，又ＢＡ，ＡＢ ＝Ｂ，Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ｂ）＝０．５６，所以所求概率

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ）＝０．５６
０．８ ＝０．７．

例７．３４　设１０件产品中有４件不合格品，从中任取两件，已知

所取的两件 产 品 中 有 一 件 是 不 合 格 品，求 另 一 件 也 是 不 合 格 品 的

概率．
解析　设Ａ 表示所取两件产品中有一件是不合格品的事件，Ｂ
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表示另一件也是不合格品的事件，则 ＡＢ 表示所取两件产品都是不

合格品的事件．
Ｐ（Ａ）＝ ［Ｃ１

４Ｃ１
６＋Ｃ２

４］／Ｃ２
１０，Ｐ（ＡＢ）＝Ｃ２

４／Ｃ２
１０，

故所求概率为

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝

Ｃ２
４／Ｃ２

１０

［Ｃ２
４＋Ｃ１

４Ｃ１
６］／Ｃ２

４
＝

Ｃ２
４

Ｃ２
４＋Ｃ１

４Ｃ１
６

＝ ６
３０＝１／５．

例７．３５　（罐子模型）　设罐中有ｂ个黑球，ｒ个红球，每次随机

取出一个球，取出后将原球放回，还加进ｃ个同色球和ｄ 个异色球，
记Ｂｉ 为“第ｉ次取出的是黑球”，Ｒｊ 为“第ｊ次取出的是红球”，试分

别计算Ｐ（Ｂ１Ｒ２Ｒ３），Ｐ（Ｒ１Ｂ２Ｒ３），Ｐ（Ｒ１Ｒ２Ｂ３）．
解析　由乘法公式得

　　ｐ１ ＝Ｐ（Ｂ１Ｒ２Ｒ３）＝Ｐ（Ｂ１）Ｐ（Ｒ２｜Ｂ１）Ｐ（Ｒ３｜Ｂ１Ｒ２）

＝ １
ｂ＋ｒ

ｒ＋ｄ
ｂ＋ｒ＋ｃ＋ｄ

ｒ＋ｄ＋ｃ
ｂ＋ｒ＋２ｃ＋２ｄ

，

　　ｐ２ ＝Ｐ（Ｒ１Ｂ２Ｒ３）＝Ｐ（Ｒ１）Ｐ（Ｂ２｜Ｒ１）Ｐ（Ｒ３｜Ｒ１Ｂ２）

＝ ｒ
ｂ＋ｒ

ｂ＋ｄ
ｂ＋ｒ＋ｃ＋ｄ

ｒ＋ｄ＋ｃ
ｂ＋ｒ＋２ｃ＋２ｄ

，

　　ｐ３ ＝Ｐ（Ｒ１Ｒ２Ｂ３）＝Ｐ（Ｒ１）Ｐ（Ｒ２｜Ｒ１）Ｐ（Ｂ３｜Ｒ１Ｒ２）

＝ ｒ
ｂ＋ｒ

ｒ＋ｃ
ｂ＋ｒ＋ｃ＋ｄ

ｂ＋２ｄ
ｂ＋ｒ＋２ｃ＋２ｄ．

以上概率与黑球在第几次被抽取有关，此罐子模型亦称为波利

亚（Ｐｏｌｙａ）模型，它有如下一些情形：
（１）当ｃ＝－１，ｄ＝０时，即为不放回抽样，只要抽取的黑球与

红球的个数确定，则结果与抽出球的次序无关，ｐ１ ＝ｐ２ ＝ｐ３．
（２）当ｃ＝０，ｄ＝０时，即为放回抽样，ｐ１ ＝ｐ２ ＝ｐ３．
（３）当ｃ＞０，ｄ＝０时，称为传染病模型，每次取出球后会增加

下一次取到同色球的概率，意即每发现一个传染病患者，以后会增加
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再传染的概率，ｐ１ ＝ｐ２ ＝ｐ３．
（４）当ｃ＝０，ｄ＞０时，称为安全模型，每当事故发生了（取出红

球）安全工作就抓紧些，下次再发生事故的概率会减少，而当事故没

有发生时（取出黑球），安全工作就放松，下次再发生事故的概率会

增大．
例７．３６　甲、乙两盒内各有一个白球三个红球，经过两次交换，

每次交换一球，问经过两次交换后盒内的红、白球个数不变的概率．
解析　由于Ω＝Ａ１ ∪Ａ２ ∪Ａ３，其中Ａ１ ＝ ｛甲第一次抽出红

球，乙第一次抽出白球｝，Ａ２ ＝｛甲第一次抽出白球，乙第一次抽出红

球｝，Ａ３ ＝ ｛甲、乙 第 一 次 同 时 抽 出 红 球 或 白 球｝，则 Ｐ（Ａ１）＝
１
４

·３
４ ＝ ３

１６．Ｐ（Ａ２）＝ ３
１６．Ｐ（Ａ３）＝ １

４
·１

４＋３
４

·３
４ ＝１０

１６．

设Ｂ 表示“第二次抽球后红、白球个数不变”事件．

Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝１·２
４ ＝ １

２
（因此时甲盒中有２红球２白球，乙盒

中有４红球，然后从甲盒中抽取白球，从乙盒中抽取红球）．同理，

Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝１·２
４ ＝ １

２
，　Ｐ（Ｂ｜Ａ３）＝ １

４
·１

４＋３
４

·３
４ ＝１０

１６．

则由全概率公式得

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ｂ｜Ａ３）

＝ ３
１６

·１
２＋３

１６
·１

２＋１０
１６

·１０
１６＝３７

６４．

例７．３７　口袋中有１０张卡片，其中两张卡是中奖卡．三个人依

次从口袋中摸出一张（不放回），问中奖概率是否与摸卡的次序有关？

解析　设Ａｉ 为第ｉ个人中奖的事件，显然Ｐ（Ａ１）＝ ２
１０

，第二个

人中奖情况与第一人是否中奖有关，即

Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝１／９，Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝２／９．
而Ａ１，Ａ１ 构成一个完备事件组，所以由全概率公式
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　　Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）

＝ ２
１０×１

９＋８
１０×２

９ ＝ ２
１０．

同理，由于｛Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ２，Ａ１ Ａ２｝是一个完备事件组，故

Ｐ（Ａ３）＝Ｐ（Ａ１Ａ２）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）＋Ｐ（Ａ１Ａ２）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）＋

Ｐ（Ａ１Ａ２）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）＋Ｐ（Ａ１ Ａ２）Ｐ（Ａ３｜Ａ１ Ａ２）

＝ ２×１
１０×９×０＋８×２

１０×９×１
８＋２×８

１０×９×１
８＋８×７

１０×９×２
８

＝ ２
１０．

故中奖概率与摸卡次序无关．
例７．３８　玻璃杯成箱出售，每箱２０只．假设各箱含０，１，２只

残次品的概率相应为０．８，０．１和０．１．一顾客欲买下一箱玻璃杯，在

购买时，售货员随意取出一箱，而顾客开箱随意察看其中的４只，若

无残次品，则买下该箱玻璃杯，否则退回．试求

（１）顾客买下该箱的概率α；
（２）在顾客买下的一箱中，确实没有残次品的概率β．
解析　Ａｉ＝｛一箱中含有ｉ只残次品｝，ｉ＝０，１，２，

Ｂ＝｛顾客买下所察看的一箱｝，
则

Ｐ（Ａ０）＝０．８，Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝０．１，

Ｐ（Ｂ｜Ａ０）＝１，Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝Ｃ４
１９／Ｃ４

２０ ＝ ４
５

，

Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝Ｃ４
１８／Ｃ４

２０ ＝１２
１９．

于是　α＝Ｐ（Ｂ）＝ ∑
２

ｉ＝０
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

＝０．８×１＋０．１×４
５＋０．１×１２

１９＝０．９４３．
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β＝Ｐ（Ａ０｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ０Ｂ）
Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（Ａ０）Ｐ（Ｂ｜Ａ０）

α

＝０．８×１
０．９４３ ≈０．８５．

例７．３９　甲袋中放有５只红球，１０只白球；乙袋中放有５只白

球，１０只红球．今先从甲袋中任取一球放入乙袋，然后从乙袋中任取

一球放回甲袋．求再从甲袋中任取两球全是红球的概率．
解析　Ａｉ＝｛从甲袋中任取一球放入乙袋，再从乙袋任取一球放

回甲袋后甲袋中含有ｉ只红球｝，ｉ＝４，５，６．
Ｂ＝｛最后从甲袋中任取两球全是红球｝．

则　Ｐ（Ａ４）＝Ｐ（先从甲袋中取出红球，后从乙袋中取出白球）

＝ ５
１５

·５
１６＝ ５

４８
，

Ｐ（Ａ５）＝Ｐ（先从甲袋中取出红球，后从乙袋中取出红球）

＋Ｐ（先从甲袋中取出白球，后从乙袋中取出白球）

＝ ５
１５

·１１
１６＋１０

１５×６
１６＝２３

４８
，

Ｐ（Ａ６）＝Ｐ（先从甲袋中取出白球，后从乙袋中取出红球）

＝１０
１５

·５
１６＝２０

４８．

Ｐ（Ｂ｜Ａ４）＝Ｃ２
４／Ｃ２

１５ ＝ ６
１０５

，Ｐ（Ｂ／Ａ５）＝Ｃ２
５／Ｃ２

１５ ＝ １０
１０５

，

Ｐ（Ｂ｜Ａ６）＝Ｃ２
６／Ｃ２

１５ ＝ １５
１０５．

于是由全概率公式得所求概率为

　　Ｐ（Ｂ）＝ ∑
６

ｉ＝４
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

＝ ５
４８

· ６
１０５＋２３

４８
·１０
１０５＋２０

４８
·１５
１０５＝ １

９．

例７．４０　设有来自三个地区的各１０名、１５名和２５名考生的报
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名表，其中女生的报名表分别为３份、７份和５份．随机地取一个地

区的报名表，从中先后抽出两份．
（１）求先抽到的一份是女生表的概率ｐ；
（２）已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表的

概率ｑ．
解析　设 Ｈｉ＝｛报名表是第ｉ区考生的｝（ｉ＝１，２，３），

　Ａｊ＝｛第ｊ次抽到的报名表是男生表｝（ｊ＝１，２），

则 　Ｐ（Ｈ１）＝Ｐ（Ｈ２）＝Ｐ（Ｈ３）＝ １
３

；

Ｐ（Ａ１｜Ｈ１）＝ ７
１０

，Ｐ（Ａ１｜Ｈ２）＝ ８
１５

，Ｐ（Ａ１｜Ｈ３）＝２０
２５．

（１）ｐ＝Ｐ（Ａ１）＝ ∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｈｉ）Ｐ（Ａ１｜Ｈｊ）

＝ １
３

３
１０＋７

１５＋５（ ）２５ ＝２９
９０．

（２）由全概率公式得

Ｐ（Ａ１｜Ｈ１）＝ ７
１０

，Ｐ（Ａ２｜Ｈ２）＝ ８
１５

，Ｐ（Ａ２｜Ｈ３）＝２０
２５

，

Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｈ１）＝ ７
３０

，Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｈ２）＝ ８
３０

，Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｈ３）＝ ５
３０

，

Ｐ（Ａ２）＝ ∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｈｉ）·Ｐ（Ａ２｜Ｈｉ）＝ １

３
７
１０＋８

１５＋２０（ ）２５ ＝６１
９０

，

Ｐ（Ａ１Ａ２）＝∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ｈｉ）Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｈｉ）＝ １

３
７
３０＋８

２０＋５（ ）３０ ＝ ２
９．

因此，

ｑ＝Ｐ（Ａ１｜Ａ２）＝Ｐ（Ａ１Ａ２）／Ｐ（Ａ２）＝

２
９
６１
９０

＝２０
６１．

评注　本题的第２部分是一个难点，它不能用一个贝叶斯公式
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解决．首先应利用条件概率公式Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１｜Ａ２）Ｐ（Ａ２），然

后 利用Ｈ１ ∪Ｈ２ ∪Ｈ３ 构成Ω的一个完备事件组，分子、分母分别用

全概率公式进行计算．其中，Ｐ（Ａ１Ａ２｜Ｈ１）＝ ７
３０

，即从第一地区抽取

考生为先女后男的概率、基本事件总数为１０×９，先男后女共７×３
种，故概率７×３／１０×９＝７／３０，其余类推．至于分母，利用Ｐ（Ａ２）＝
Ｐ（Ａ１）＝１－ｐ＝６１／９０，可以得到结果．

例７．４１　设有四箱产品，次品率分别为０．１，０．２，０．３，０．４，现

从任一箱中任取一件产品，检查结果为合格品，并将此产品放回原箱

中，试求仍在这箱中任取一件为次品的概率．
解析　设Ａ＝｛第一次取出的是合格品｝，

Ａｉ＝｛第一次是从第ｉ箱取出的｝　（ｉ＝１，２，３，４），

Ｂ＝｛再从该箱取出的次品｝，

Ｂｉ＝｛第一次取出的合格品来自第ｉ箱｝　（ｉ＝１，２，３，４），

显见Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４ 互不相容，且∪
４

ｉ＝１
Ａｉ＝Ω．

Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４ 互不相容，且∪Ｂｉ＝Ω．
Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ３）＝Ｐ（Ａ４）＝０．２５，

Ｐ（Ａ｜Ａ１）＝０．９，Ｐ（Ａ｜Ａ２）＝０．８，

Ｐ（Ａ｜Ａ３）＝０．７，Ｐ（Ａ｜Ａ４）＝０．６，

Ｐ（Ａ）＝ ∑
４

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ａ｜Ａｉ）＝０．７５，

Ｐ（Ｂ１）＝Ｐ（Ａ１｜Ａ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ｜Ａ１）／Ｐ（Ａ）＝ ９
３０

，

Ｐ（Ｂ２）＝Ｐ（Ａ２｜Ａ）＝Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ｜Ａ２）／Ｐ（Ａ）＝ ８
３０

，

Ｐ（Ｂ３）＝Ｐ（Ａ３｜Ａ）＝Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ａ｜Ａ３）／Ｐ（Ａ）＝ ７
３０．

Ｐ（Ｂ４）＝Ｐ（Ａ４｜Ａ）＝Ｐ（Ａ４）Ｐ（Ａ｜Ａ４）／Ｐ（Ａ）＝ ６
３０

，
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Ｐ（Ｂ｜Ｂ１）＝０．１，Ｐ（Ｂ｜Ｂ２）＝０．２，

Ｐ（Ｂ｜Ｂ３）＝０．３，Ｐ（Ｂ｜Ｂ４）＝０．４，

则Ｐ（Ｂ）＝ ∑
４

ｉ＝１
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ｂ｜Ｂｉ）＝ ７

３０．

例７．４２　（药效问题）　某疾病自然痊愈率为０．２５，为判断一种

新药是否有效，将它给１０个病人服用，决策规则为：若１０个病人中

至少有４人治好了，则认为这种药有效，提高了痊愈率；反之，则认为

无效，求（１）虽然新药有效，并把痊愈率提高到０．３５，但通过试验却

被否定的概率；（２）新药完全无效，通过试验却被判为有效的概率．
解析　本问题属于贝努里概型．

（１）ｐ１ ＝ｐ（否定新药）＝∑
３

ｋ＝０
Ｃｋ

１０（０．３５）ｋ（０．６５）１０－ｋ ≈０．５１３６．

（２）ｐ２ ＝ｐ（肯定新药）＝ ∑
１０

ｋ＝４
Ｃｋ

１００．２５ｋ０．７５１０－ｋ ≈０．２２４．

评注　按数理统计的观点，ｐ１ 是犯第一类错误（弃真错误）的概

率，ｐ２ 是犯第二类错误（采伪错误）的概率，注意到ｐ２ ≠１－ｐ１．
例７．４３　对于掷两颗骰子的随机试验Ｅ：
（１）写出样本空间Ω；
（２）记事件Ａ＝｛点数之和为奇数｝，

Ｈ＝｛至少出现１个１点｝，
求Ｐ（ＡＨ），Ｐ（Ａ∪Ｈ）；
（３）记事件Ｂ＝｛某一颗骰子出现奇数点｝，

Ｃ＝｛另一颗骰子出现奇数点｝，
讨论Ａ，Ｂ，Ｃ 之间的独立性．
解析　（１）Ω＝ ｛（ｉ，ｊ）｜ｉ，ｊ＝１，２，３，４，５，６｝；

（２）Ｐ（Ａ）＝
２Ｃ１

３Ｃ１
３

６２ ＝１８
３６＝ １

２
，　Ｐ（Ｈ）＝

２Ｃ１
６－１
６２ ＝１１

３６
，

Ｐ（ＡＨ）＝
Ｃ１

３＋Ｃ１
３

３６ ＝ １
６

，
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Ｐ（Ａ∪Ｈ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｈ）－Ｐ（ＡＨ）

＝１８＋１１－６
３６ ＝２３

３６
；

（３）Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝ ３
６ ＝ １

２
，

Ｐ（ＡＢ）＝３×３
３６ ＝ １

４ ＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），

Ｐ（ＡＣ）＝３×３
３６ ＝ １

４ ＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｃ），

Ｐ（ＢＣ）＝３×３
３６ ＝ １

４ ＝Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），

故Ａ，Ｂ，Ｃ两两独立，但是Ｐ（ＡＢＣ）＝Ｐ（）＝０≠Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）Ｐ（Ｃ），
即Ａ，Ｂ，Ｃ 三事件不相互独立．

例７．４４　设甲、乙都有ｎ个硬币，全部掷完后分别计算掷出的

正面数，求甲、乙两人掷出的正面数相等的概率．
解析　甲、乙二人掷出ｋ个正面的概率均为

Ｐｎ（ｋ）＝Ｃｋ
ｎ（ ）１

２
ｋ（ ）１

２
ｎ－ｋ

＝Ｃｋ
ｎ（ ）１

２
ｎ
，

由于甲、乙两人是独立投掷的，所以两人掷出正面数相等的概率为

　　∑
ｎ

ｋ＝０
Ｐｎ（ｋ）Ｐｎ（ｋ）＝ ∑

ｎ

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎ（ ）１
２

ｎ

Ｃｋ
ｎ（ ）１

２
ｎ

＝ １
２２ｎ∑

ｎ

ｋ＝０
Ｃｋ

ｎＣｎ－ｋ
ｎ ＝Ｃｎ

２ｎ／２２ｎ．

例７．４５　设一昆虫产ｉ个卵的概率为λｉ

ｉ！ｅ
－λ（ｉ＝０，１，…）．而

每个卵能孵化为成虫的概率为ｐ，且各卵的孵化是相互独立的，试求

这昆虫的下一代有ｋ只的概率．
解析　设Ｂｉ＝｛昆虫产ｉ个卵｝，（ｉ＝０，１，…）

Ａ＝｛昆虫的下一代有ｋ只｝，

Ｐ（Ｂｉ）＝λｉｅ－λ

ｉ！
，（ｉ＝０，１，…）
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Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝Ｃｋ
ｉｐｋ（１－ｐ）ｉ－ｋ，（ｉ＝ｋ，ｋ＋１，…）

由全概率公式知

Ｐ（Ａ）＝ ∑
∞

ｉ＝ｋ
Ｐ（Ｂｉ）Ｐ（Ａ｜Ｂｉ）＝ ∑

∞

ｉ＝ｋ

λｉｅ－λ

ｉ！Ｃｋ
ｉｐｋ（１－ｐ）ｉ－ｋ

＝ ∑
∞

ｉ＝ｋ

λｉｅ－λ

ｉ！
· ｉ！

ｋ！（ｉ－ｋ）！ｐ
ｋ（１－ｐ）ｉ－ｋ

＝λｋｐｋｅ－λ

ｋ！ ∑
∞

ｉ＝ｋ

［（１－ｐ）λ］ｉ－ｋ
（ｉ－ｋ）！

令ｔ＝ｉ－


ｋ λｋｐｋｅ－λ

ｋ！ ∑
∞

ｔ＝０

［（１－ｐ）λ］ｔ
ｔ！ ＝λｋｐｋｅ－λ

ｋ！ ｅ（１－ｐ）λ

＝
（λｐ）ｋ
ｋ！ｅ－λｐ．

例７．４６　对任意ｎ个随机事件Ａ１，…，Ａｎ，证明

Ｐ ∩
ｎ

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ≥ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）－（ｎ－１）．

解析　当ｋ＝２时，

　　　　Ｐ ∩
２

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－Ｐ（Ａ１ ∪Ａ２）

≥Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）－１．
设当ｋ＝ｎ－１时公式成立，即

Ｐ ∩
ｎ－１

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ≥ ∑

ｎ－１

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）－（ｎ－２）；

则当ｋ＝ｎ时，

　　Ｐ ∩
ｎ

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ ＝Ｐ Ａｎ ∩ ∑

ｎ－１

ｉ＝１
Ａ（ ）（ ）ｉ ≥Ｐ（Ａｎ）＋Ｐ ∩

ｎ－１

ｉ＝１
Ａ（ ）ｉ －１

≥ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）－（ｎ－１）．

归纳得证．
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８
随机变量及其概率分布

８．１　基本概念与内容提要

１）随机变量

Ｘ＝Ｘ（ω）是定义在样本空间Ω上的单值实函数，且对任一实数

ｘ，｛Ｘ（ω）≤ｘ｝为一随机事件，则称 Ｘ 是一个随机变量．
２） 分布函数

对随机变量 Ｘ 和任意实数ｘ，称

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛ω：Ｘ（ω）≤ｘ｝＝Ｐ｛Ｘ ≤ｘ｝
为随机变量 Ｘ 的分布函数，记为 Ｘ ～Ｆ（ｘ）．

分布函数具有下列性质：
（ⅰ）Ｆ（ｘ）是增函数，即若ｘ１ ＜ｘ２，则Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）；
（ⅱ）０≤Ｆ（ｘ）≤１，Ｆ（－∞）＝ ｌｉｍ

ｘ→－∞
Ｆ（ｘ）＝０，

Ｆ（＋∞）＝ｌｉｍ
ｘ→∞

Ｆ（ｘ）＝１；

（ⅲ）Ｆ（ｘ）是右连续的，即Ｆ（ｘ＋０）＝Ｆ（ｘ）．
３）离散型随机变量与分布列

（１）若随机变量 Ｘ 的可能取值为有限个或可列无穷多个，则称

Ｘ 为离散型随机变量．
（２）设ｘｋ（ｋ＝１，２，…）是离散型随机变量 Ｘ 的所有可能取值，

而ｐｋ 是Ｘ 取值ｘｋ 的概率，即

Ｐ｛Ｘ ＝ｘｋ｝＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，…）．
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这称为离散型随机变量Ｘ 的分布列或分布律．通常，可列成下表：

Ｘ ｘ１ ｘ２ … ｘｋ …

ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝ ｐ１ ｐ２ … ｐｋ …

由 Ｘ 的分布列可求得其分布函数

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ ≤ｘ）＝ ∑
ｋ：ｘｋ≤ｘ

Ｐ｛Ｘ ＝ｘｋ｝＝ ∑
ｋ：ｘｋ≤ｘ

ｐｋ．

（３）常见的离散型随机变量

（ⅰ）两点分布（０—１分布）　若随机变量 Ｘ 的分布列为

Ｘ～
０， １

１－ｐ，（ ）ｐ
或Ｐ｛Ｘ ＝ｘ｝＝ｐｘｑ１－ｘ，ｘ＝０，１，ｑ＝１－ｐ，

则称 Ｘ 服从两点分布．
（ⅱ） 二项分布　若随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ，ｑ＝１－ｐ，

则称 Ｘ 服从二项分布，记为 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ）．
（ⅲ） 泊松分布　若随机变量 Ｘ 的分布列为

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝λｋ

ｋ！ｅ
－λ，ｋ＝０，１，２，…，λ＞０，

则称 Ｘ 服从参数为λ 的泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）分布，记为 Ｘ～Ｐ（λ）．
（ⅳ）超几何分布　若随机变量 Ｘ 的分布列为

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝
Ｃｋ

ＭＣｎ－ｋ
Ｎ－Ｍ

Ｃｎ
Ｎ

，ｋ＝０，１，…，ｍｉｎ（Ｍ，ｎ），

则称 Ｘ 服从超几何分布，记为 Ｘ～Ｈ（ｎ；Ｎ，Ｍ）．
４）连续型随机变量与概率密度函数

（１）设随机变量 Ｘ 的分布函数为Ｆ（ｘ），若 存 在 非 负 可 积 函 数

ｐ（ｘ），使得对任意实数ｘ，有

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｐ（ｔ）ｄｔ，

则称Ｘ 为连续型随机变量，而称ｐ（ｘ）为Ｘ 的概率密度函数，简称为
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密度．
（２）密度函数的性质

（ⅰ）ｐ（ｘ）≥０；

（ⅱ）∫
∞

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１；

（ⅲ）Ｐ｛ａ＜Ｘ ≤ｂ｝＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ；

（ⅳ）在ｐ（ｘ）的连续点处，ｐ（ｘ）＝Ｆ′（ｘ），注意到对连续型随机

变量 Ｘ，Ｐ｛Ｘ ＝ｘ０｝＝０，故有Ｐ｛ａ≤Ｘ ≤ｂ｝＝Ｐ｛ａ＜Ｘ ＜ｂ｝＝
Ｐ｛ａ≤Ｘ ＜ｂ｝＝Ｐ｛ａ＜Ｘ ≤ｂ｝．

（３） 常见的连续型随机变量

（ⅰ）均匀分布　若随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
，　　ａ≤ｘ≤ｂ，

０，　 其他
烅
烄

烆 ，
则称 Ｘ 在区间［ａ，ｂ］上服从均匀分布，记为 Ｘ～Ｕ［ａ，ｂ］．

（ⅱ）指数分布　若随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｐ（ｘ）＝
λｅ－λｘ，　ｘ≥０
０，　　 ｘ＜｛ ０

（λ＞０为常数），

则称 Ｘ 服从参数为λ 的指数分布．
（ⅲ）正态分布　若随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｐ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ－
（ｘ－μ）２

２σ２ 　（－∞ ＜ｘ＜＋∞），

其中μ，σ（σ＞０）为常数，则称Ｘ 服从正态分布，记为Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．
正态分布的密度的图形如图所示，曲线

关于ｘ＝μ对称，且在ｘ＝μ处达到其最大值

１
２槡πσ

，当ｘ→±∞ 时，ｐ（ｘ）→０，且在ｘ＝

μ±σ处有拐点．
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当σ固定，而μ的值变化时，ｐ（ｘ）曲线形状不变，只沿着ｘ 轴平

移．当μ固定，而σ的值变化时，曲线的中心位置不变，其形状随着最

大值 １
２槡πσ

和拐点μ±σ的改变而改变．可见σ的大小决定了ｐ（ｘ）曲

线的形状，同时也决定了 Ｘ 取值的集中程度．
当μ＝０，σ＝１时，即Ｘ～Ｎ（０，１）时，称Ｘ 服从标准正态分布．

标准正态分布的密度和分布函数分别记为

φ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ－ｘ２
２ ，Φ（ｘ）＝∫

ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ　（－∞ ＜ｘ＜＋∞）．

对 Ｎ（０，１）的分布函数Φ（ｘ），有

Φ（－ｘ）＝１－Φ（ｘ）．
若随机变量 Ｘ 服从一般正态分布，即 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），Ｆ（ｘ）为其

分布函数，则

Ｆ（ｘ）＝Φ ｘ－μ（ ）σ
，　Ｐ｛ａ≤Ｘ ≤ｂ｝＝Φ ｂ－μ（ ）σ －Φ ａ－μ（ ）σ ．

５）二维随机变量和联合分布函数

由同一个样本空间Ω 上 的ｎ 个 随 机 变 量Ｘ１（ω），Ｘ２（ω），…，

Ｘｎ（ω）构成的整体 Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）称为ｎ维随机变量或ｎ 维

随机向量．我们主要讨论二维随机变量（Ｘ，Ｙ）．
对任意两个实数ｘ，ｙ，称Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝为（Ｘ，Ｙ）

的联合分布函数，它具有下列性质：
（ⅰ）Ｆ（ｘ，ｙ）对ｘ或ｙ 都是单调不减的；
（ⅱ）Ｆ（－∞，ｙ）＝ ｌｉｍ

ｘ→－∞
Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，

Ｆ（ｘ，－∞）＝ ｌｉｍ
ｙ→－∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，

Ｆ（－∞，－∞）＝ ｌｉｍ
ｘ→－∞
ｙ→－∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，

Ｆ（＋∞，＋∞）＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｙ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ）＝１；

（ⅲ）Ｆ（ｘ，ｙ）对ｘ或ｙ 都是右连续的；
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（ⅳ）对任意四个实数ｘ１ ＜ｘ２，ｙ１ ＜ｙ２，有

　Ｐ｛ｘ１ ＜Ｘ ≤ｘ２，ｙ１ ＜Ｙ ≤ｙ２｝

＝Ｆ（ｘ２，ｙ２）－Ｆ（ｘ２，ｙ１）－Ｆ（ｘ１，ｙ２）＋Ｆ（ｘ１，ｙ１）．
可以证明，任意一个具有上述四个性质的二元函数 Ｆ（ｘ，ｙ）必

是某二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数．
６）二维离散型随机变量和联合概率分布

若二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的可能取值为有限个或可列无穷多个，
则称（Ｘ，Ｙ）为二维离散型随机变量．

若 （ｘｉ，ｙｉ）（ｉ，ｊ＝１，２，…）是 （Ｘ，Ｙ）的 所 有 可 能 值，而

Ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ，Ｙ ＝ｙｊ｝＝ｐｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…），则称Ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ，Ｙ ＝

ｙｊ｝为（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布．
（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布可由下表表示：

Ｙ

Ｘ　　　
ｙ１ ｙ２ ｙ３ …

ｘ１ ｐ１１ ｐ１２ ｐ１３ …

ｘ２ ｐ２１ ｐ２２ ｐ２３ …

    …

此时有

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ ∑
ｘｉ≤ｘ

∑
ｙｊ≤ｙ

ｐｉｊ．

７）二维连续型随机变量和联合密度函数

设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数为Ｆ（ｘ，ｙ），若存在二元非

负可积函数ｐ（ｘ，ｙ），使得对任意ｘ，ｙ，有

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｐ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ，

则称（Ｘ，Ｙ）为二维连续型随机变量，ｐ（ｘ，ｙ）称为（Ｘ，Ｙ）的分布密

度函数或称为（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数．它具有下列性质：
（ⅰ）Ｐ（ｘ，ｙ）≥０；
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（ⅱ）∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１；

（ⅲ）Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｇ｝＝
Ｇ

ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，其中Ｇ 是平面上一有

界区域，特别

Ｐ｛ｘ１ ＜Ｘ ＜ｘ２，ｙ１ ＜Ｙ ＜ｙ２｝＝∫
ｘ２

ｘ１∫
ｙ２

ｙ１
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ；

（ⅳ）在ｐ（ｘ，ｙ）的连续点（ｘ，ｙ）处，有

２Ｆ（ｘ，ｙ）
ｘｙ ＝ｐ（ｘ，ｙ）．

常见的二维连续型随机变量有：
（１）二维均匀分布：设Ｇ 为平面上的一个有界区域，μ（Ｇ）为其

面积，若（Ｘ，Ｙ）的联合密度为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１

μ（Ｇ），　　 （ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０，　　 其他
烅
烄

烆 ，
则称（Ｘ，Ｙ）在区域Ｇ 上服从二维均匀分布Ｕ（Ｇ）．

（２）二维正态分布：若（Ｘ，Ｙ）的联合密度为：对任意ｘ，ｙ，

ｐ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ·σ２ １－ρ槡 ２

ｅｘｐ － １
２（１－ρ

２）
ｘ－μ１

σ（ ）１

２［｛ －

２ρ
（ｘ－μ１）（ｙ－μ２）

σ１σ２
＋ ｙ－μ２

σ（ ）２
］｝２

，

其中μ１，μ２，σ１ ＞０，σ２ ＞０，｜ρ｜＜１均为常数，则称（Ｘ，Ｙ）服从

二维正态分布，记为（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２
１，σ２

２，ρ）．
８）边缘分布

设二维随机向量（Ｘ，Ｙ）的分布函数为Ｆ（ｘ，ｙ）．称

ＦＸ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ ≤ｘ｝＝Ｐ｛Ｘ ≤ｘ，ｙ＜＋∞｝＝Ｆ（ｘ，＋∞），

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ ≤ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ ＜＋∞，Ｙ ≤ｙ｝＝Ｆ（＋∞，ｙ）
分别为 Ｘ，Ｙ 的边缘分布函数．
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对离散型，若ｐｉｊ ＝Ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ，Ｙ ＝ｙｉ｝，ｉ，ｊ＝１，２，…，分

别称

　　ｐＸ（ｘｉ）＝Ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ｝＝ ∑
ｊ
Ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ，Ｙ ＝ｙｊ｝

＝ ∑
ｊ
ｐｉｊ　（ｉ＝１，２，…），

　　ｐＹ（ｙｊ）＝Ｐ｛Ｙ ＝ｙｊ｝＝ ∑
ｉ
ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ，Ｙ ＝ｙｊ｝

＝ ∑
ｉ
Ｐｉｊ　（ｉ＝１，２，…）

为 Ｘ，Ｙ 的边缘分布律．
对连续型，若（Ｘ，Ｙ）的联合密度为ｐ（ｘ，ｙ），则分别称

ｐＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｙ，ｐＹ（ｙ）＝∫

＋∞

－∞
ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘ

为 Ｘ，Ｙ 的边缘密度函数．
９） 随机变量的独立性

设（Ｘ，Ｙ）的联 合 分 布 函 数 为 Ｆ（ｘ，ｙ），Ｘ 与Ｙ 的 边 缘 分 布 函

数分别为ＦＸ （ｘ）和 ＦＹ （ｙ），若 对 任 意 实 数 ｘ，ｙ，均 有 Ｆ（ｘ，ｙ）＝
ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ），则 Ｘ 与Ｙ 是相互独立的．

（１）离散型：Ｘ与Ｙ独立 ｐｉｊ ＝ｐＸ（ｘｉ）ｐＹ（ｙｊ）（ｉ，ｊ＝１，２，…）．
（２）连续型：Ｘ 与Ｙ 独立 ｐ（ｘ，ｙ）＝ｐＸ（ｘ）ｐＹ（ｙ）对一切ｘ，

ｙ成立．
若（Ｘ，Ｙ）～Ｎ（μ１，μ２，σ２

１，σ２
２，ρ），则Ｘ与Ｙ独立的充要条件是

ρ＝０．
１０）随机变量函数的分布

设ｇ（ｘ）是定义在随机变量 Ｘ 的一切可能取值ｘ 的集合上的函

数，当 Ｘ 取值ｘ 时，随机变量Ｙ 取值ｙ ＝ｇ（ｘ），那么Ｙ 称为随机变

量Ｘ 的函数，记作Ｙ ＝ｇ（Ｘ）．
（１）设离散型随机变量 Ｘ 的概率分布为

Ｐ｛Ｘ ＝ｘｋ｝＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，…），
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并且ｇ（ｘｋ）（ｋ＝１，２，…）的值全不相等，那么Ｙ ＝ｇ（Ｘ）的概率分

布为

Ｐ｛Ｙ ＝ｇ（ｘｋ）｝＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，…），
若ｇ（ｘｋ）（ｋ＝１，２，…）中有相等的，则应对它们作适当的并项，即

把对应于相等值ｇ（ｘｋ）的相应概率相加作为Ｙ 取ｇ（ｘｋ）值的概率．
（２） 设连续型随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｐＸ（ｘ）＞０，　　ａ≤ｘ≤ｂ，

＝０，　　 其他｛ ，
这里ａ可以是 －∞，ｂ可以是 ＋∞，并且ｇ（ｘ）严格单调，那么Ｙ ＝
ｇ（Ｘ）的密度函数为

ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ［ｇ－１（ｙ）］·｜［ｇ－１（ｙ）］′｜，　　α≤ｙ≤β，

０，　　　　　　 其他｛ ，
其中ｇ－１（ｙ）是ｇ（ｘ）的反函数，α＝ｍｉｎ｛ｇ（ａ），ｇ（ｂ）｝，β＝ｍａｘ｛ｇ（ａ），

ｇ（ｂ）｝．
一般而言，不论ｇ（ｘ）是否为单调函数，可以用下面的所谓分布

函数法求出Ｙ 的密度函数：先求Ｙ＝ｇ（Ｘ）的分布函数

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ ≤ｙ｝＝Ｐ｛ｇ（Ｘ）≤ｙ｝＝∫
ｇ（ｘ）≤ｙ

ｐＸ（ｘ）ｄｘ，

然后在上式两边关于ｙ求导数，就得到Ｙ 的密度函数．
１１）两个独立随机变量的简单函数的分布

（１）设（Ｘ，Ｙ）是离散型随机变量，ｐｉｊ ＝Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝，ｉ，

ｊ＝１，２，…，Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ）．若ｇ（ｘｉ，ｙｊ）的值均不相同，则将它们

依值的大小排成一列，并将对应的概率列于下方，就得到Ｚ＝ｇ（Ｘ，

Ｙ）的分布律．若ｇ（ｘｉ，ｙｊ）的值有相同的，则将对应这些相同值的概

率相加作为Ｚ 取这个值的概率．
特别，设 Ｘ 与Ｙ 独立，Ｚ＝Ｘ＋Ｙ，则

　　Ｐ｛Ｚ＝ｚｋ｝＝ ∑
ｉ
Ｐ｛Ｘ ＝ｘｉ｝Ｐ｛Ｙ ＝ｚｋ－ｘｉ｝
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＝ ∑
ｊ
Ｐ｛Ｙ ＝ｙｊ｝Ｐ｛Ｘ ＝ｚｋ－ｙｊ｝．

（２） 设（Ｘ，Ｙ）为连续型随机变量，（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ），Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ），则Ｚ 的分布函数为

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ｛ｇ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ｝

＝ 
ｇ（ｘ，ｙ）≤ｚ

ｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

Ｚ 的密度函数为ＰＺ（ｚ）＝ｄＦＺ（ｚ）
ｄｚ ．

二维随机变量的简单函数主要指 Ｘ±Ｙ，ＸＹ，Ｘ／Ｙ 等．

８．２　典型习题与试题解析

例８．１　设随机变量 Ｘ 的概率分布为

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝ａｐｋ　（ｋ＝０，１，２，…），

且 Ｘ 取奇数的概率为３
７

，求常数ａ，ｐ的值．

解析　由离散型概率分布的性质可知

∑
∞

ｋ＝０
Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝ ∑

∞

ｋ＝０
ａｐｋ ＝ ａ

１－ｐ＝１， ①

又由题意

∑
∞

ｋ＝０
Ｐ｛Ｘ ＝２ｋ＋１｝＝ ∑

∞

ｋ＝０
ａｐ２ｋ＋１ ＝ ａｐ

１－ｐ２ ＝ ３
７

， ②

由①②解得　ａ＝ １
４

，ｐ＝ ３
４．

例８．２　一汽车沿一街道行驶，需经过３个设有红绿信号灯的

路口，设每个信号灯显示红绿两种信号的时间相等，且各个信号灯工

作相互独立，以 Ｘ 表示该汽车首次遇到红灯前已通过的路口数，试

求 Ｘ 的概率分布及其分布函数．
解析　记Ａｉ＝“汽车在第ｉ个路口遇到红灯”，ｉ＝１，２，３，

９９１８．２　典型习题与试题解析



则Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独立，且Ｐ（Ａｉ）＝Ｐ（Ａｉ）＝ １
２

，ｉ＝１，２，３．

由题意，Ｘ 可能的取值为０，１，２，３，则

Ｐ｛Ｘ ＝０｝＝Ｐ（Ａ１）＝ １
２

，

Ｐ｛Ｘ ＝１｝＝Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝ １
４

，

Ｐ｛Ｘ ＝２｝＝Ｐ（Ａ１ Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＝ １
８

，

Ｐ｛Ｘ ＝３｝＝Ｐ（Ａ１ Ａ２ Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＝ １
８

，

故 Ｘ 的分布列如下

Ｘ ０ １ ２ ３

ｐ １
２

１
４

１
８

１
８

Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝

０，　　　　　　　　　　ｘ＜０，

１
２

， ０≤ｘ＜１，

１
２＋１

４ ＝ ３
４

， １≤ｘ＜２，

１
２＋１

４＋１
８ ＝ ７

８
， ２≤ｘ＜３，

１， ｘ≥３

烅

烄

烆 ．
例８．３　设 Ｘ 的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－Ａｅ－ｘ　　ｘ＞０，

０，　　　 ｘ≤０｛ ，
求Ｐ｛－２＜Ｘ＜１｝．

解析　由分布函数的右连续性得

００２ ８　随机变量及其概率分布



Ｆ（０＋０）＝Ｆ（０），
即

１－Ａ＝０Ａ＝１．
则 　　Ｐ｛－２＜Ｘ ＜１｝＝Ｆ（１）－Ｆ（－２）

＝ （１－ｅ－１）－０＝１－ｅ－１．
例８．４　下列函数是否为分布函数？若 是，则 判 断 是 哪 种 类 型

随机变量的分布函数．

（１）Ｆ（ｘ）＝

０，　　　ｘ＜－２，

１
２

， －２≤ｘ＜０，

１，　 ｘ≥０

烅

烄

烆 ，

（２）Ｆ（ｘ）＝
０，　　　ｘ＜０，

ｓｉｎｘ，　 ０≤ｘ＜π，

１，　　 ｘ≥π
烅
烄

烆 ，

（３）Ｆ（ｘ）＝

０，　　　ｘ＜０，

ｓｉｎｘ，　　０≤ｘ＜ π
２

，

１，　　 ｘ≥ π
２

烅

烄

烆
，

（４）Ｆ（ｘ）＝

０，　　　ｘ＜０，

ｘ＋１
２

，　　０≤ｘ＜ １
２

，

１，　　 ｘ≥ １
２

烅

烄

烆 ．

解析　（１）由题设，Ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上单调不减，右连续，
并有Ｆ（－∞）＝ ｌｉｍ

ｘ→－∞
Ｆ（ｘ）＝０，Ｆ（＋ ∞）＝ ｌｉｍ

ｘ→＋∞
Ｆ（ｘ）＝１，所 以

Ｆ（ｘ）是某一随机变量Ｘ的分布函数．因Ｆ（ｘ）是一阶梯函数，所以Ｘ是

离散型随机变量，其概率分布为：Ｐ｛Ｘ＝－２｝＝ １
２

，Ｐ｛Ｘ＝０｝＝ １
２．

１０２８．２　典型习题与试题解析



（２）因Ｆ（ｘ）在 π
２

，（ ）π 上单调下降，所以Ｆ（ｘ）不可能是分布

函数．
（３）因为Ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）上连续，单调不减，且有Ｆ（－∞）

＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，Ｆ（＋∞）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１，所以Ｆ（ｘ）是某一随机

变量 Ｘ 的分布函数．
设非负函数

ｐ（ｘ）＝
０，　　　ｘ＜０或ｘ≥π／２，

ｃｏｓｘ，　　０≤ｘ＜ π
２

烅
烄

烆
，

则因为

∫
ｘ

－∞
ｐ（ｔ）ｄｔ＝

０，　　　ｘ＜０，

ｓｉｎｘ，　　０≤ｘ＜ π
２

，

１，　　 ｘ≥ π
２

烅

烄

烆
，

即　∫
ｘ

－∞
ｐ（ｔ）ｄｔ＝Ｆ（ｘ），所 以 Ｆ（ｘ）是 连 续 型 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布

函数．
（４）因 为 Ｆ（ｘ）在 （－ ∞，＋ ∞）上 单 调 不 减，右 连 续，且 有

Ｆ（－∞）＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０，Ｆ（＋∞）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１，所以Ｆ（ｘ）是

某一随机变量 Ｘ 的分布函数．
因为Ｆ（ｘ）在点ｘ＝０处不连续，Ｆ（ｘ）又不是阶梯函数，故 Ｘ 既

不是离散型的随机变量，也不是连续型的随机变量．
例８．５　向半径为ｒ的圆内随 机 抛 一 点，求 此 点 到 圆 心 之 距 离

Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ），并求Ｐ ｘ＞ ２
３｛ ｝ｒ ．

解析　事件Ｘ≤ｘ表示所抛之点落在半径为ｘ（０≤ｘ≤ｒ）的圆内，
由几何概率知：

２０２ ８　随机变量及其概率分布



Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ ≤ｘ｝＝πｘ２

πｒ２ ＝ ｘ（ ）ｒ
２
，

从而

Ｐ Ｘ ＞ ２
３｛ ｝ｒ ＝１－Ｐ Ｘ ≤ ２

３｛ ｝ｒ ＝１－ （ ）２
３

２

＝ ５
９．

例８．６　假设一设备开机后无故障工作的时间 Ｘ 服从 指 数 分

布，平均无故障工作的时间（ＥＸ）为５小时．设备定时开机，出现故障

时自动关机，而在无故障的情况下工作２小时便关机．试求该设备每

次开机无故障工作的时间Ｙ 的分布函数Ｆ（ｙ）．

解析　设 Ｘ 的分布参数为λ．由于ＥＸ ＝ １
λ ＝５，则λ＝ １

５．

显见

Ｙ ＝ ｍｉｎ｛Ｘ，２｝．
当ｙ＜０时，Ｆ（ｙ）＝０；当ｙ≥２时，Ｆ（ｙ）＝１．

设０≤ｙ＜２，有

Ｆ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ ≤ｙ｝＝Ｐ｛ｍｉｎ｛Ｘ，２｝≤ｙ｝

＝Ｐ｛Ｘ ≤ｙ｝＝１－ｅ－ｙ
５ ．

于是，Ｙ 的分布函数为

Ｆ（ｙ）＝

０，　　　　 若ｙ＜０，

１－ｅ－ｙ
５ ，　　　若０≤ｙ＜２，

１，　　　 若ｙ≥２
烅

烄

烆 ．
例８．７　设随机变量 Ｘ 的密度函数为φ（ｘ），且φ（－ｘ）＝φ（ｘ），

Ｆ（ｘ）是 Ｘ 的分布函数，则对任意实数ａ，有 （　　）

Ａ．Ｆ（－ａ）＝１－∫
ａ

０
φ（ｘ）ｄｘ　　Ｂ．Ｆ（－ａ）＝ １

２－∫
ａ

０
φ（ｘ）ｄｘ

Ｃ．Ｆ（－ａ）＝Ｆ（ａ） Ｄ．Ｆ（－ａ）＝２Ｆ（ａ）－１

解析　因为Ｆ（－ａ）＝∫
－ａ

－∞
φ（ｘ）ｄ（ｘ）＝－∫

ａ

＋∞
φ（－ｔ）ｄｔ

＝∫
＋∞

ａ
φ（－ｔ）ｄｔ

３０２８．２　典型习题与试题解析



＝∫
＋∞

ａ
φ（ｔ）ｄｔ＝∫

＋∞

ａ
φ（ｘ）ｄｘ，

　　　∫
０

－ａ
φ（ｘ）ｄｘ＝－∫

０

ａ
φ（－ｔ）ｄｔ＝∫

ａ

０
φ（－ｔ）ｄｔ

＝∫
ａ

０
φ（ｔ）ｄｔ＝∫

ａ

０
φ（ｘ）ｄｘ，

而 　　１＝∫
＋∞

－∞
φ（ｘ）ｄ（ｘ）＝Ｆ（－ａ）＋∫

０

－ａ
φ（ｘ）ｄｘ＋∫

ａ

０
φ（ｘ）ｄｘ＋

∫
＋∞

ａ
φ（ｘ）ｄｘ

＝２Ｆ（－ａ）＋２∫
ａ

０
φ（ｘ）ｄｘ，

所以

Ｆ（－ａ）＝ １
２－∫

ａ

０
φ（ｘ）ｄｘ．

例８．８　设随机变量Ｘ的密度函数为ｐ（ｘ）＝
ｘ，　　 ０≤ｘ＜１，

２－ｘ，　　１≤ｘ＜２，

０，　　 其他

烅
烄

烆 ，
求 Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）．

解析　ｘ＜０时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｐ（ｘ）ｄｘ＝０，

０≤ｘ＜１时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｐｘｄｘ＝ １

２ｘ２，

１≤ｘ＜２时，Ｆ（ｘ）＝∫
１

０
ｘｄｘ＋∫

ｘ

１
（２－ｘ）ｄｘ＝－１

２ｘ２＋２ｘ－１，

ｘ≥２时，Ｆ（ｘ）＝１，

即 　Ｆ（ｘ）＝

０，　　　　　　　　ｘ＜０，

１
２ｘ２，　　　 ０≤ｘ＜１，

－１
２ｘ２＋２ｘ－１，　　　１≤ｘ＜２，

１，　　　 ｘ≥２

烅

烄

烆 ．

４０２ ８　随机变量及其概率分布



这个分布叫辛普森分布或三角分布．
例８．９　设随机变量Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２），则随σ的增大，

概率Ｐ｛｜Ｘ－μ｜＜σ｝ （　　）

Ａ．单调增大　　　　　　　Ｂ．单调减小

Ｃ．保持不变 Ｄ．增减不定

解析　由于 Ｘ ～Ｎ（μ，σ２），则

ｙ＝Ｘ－μ
σ ～Ｎ（０，１），

Ｐ｛｜Ｘ－μ｜＜σ｝＝Ｐ Ｘ－μ
σ ＜｛ ｝１ ＝Ｐ｛｜ｙ｜＜１｝，

可见此概率不随σ和μ 的变化而变化．故选（Ｃ）．
例８．１０　假设一大型设备在任何长为ｔ的时间内发生故障的次

数 Ｎ（ｔ）服从参数为λｔ的泊松分布．
（１）求相继两次故障之间的时间间隔Ｔ 的概率分布；
（２）求在设备已 无 故 障 工 作８小 时 的 情 形 下，再 无 故 障 运 行８

小时的概率Ｑ．
解析　（１）因为 Ｎ（ｔ）为时间间隔ｔ（ｔ≥０）内发生故障的次数，

又Ｔ 表 示 相 继 两 次 故 障 间 的 时 间 间 隔，所 以 当 Ｔ ＞ｔ时，必 有

Ｎ（ｔ）＝０（即不发生故障）；反之，若 Ｎ（ｔ）＝０，即在时间间隔ｔ内尚

未发生故障，必有Ｔ＞ｔ．故事件｛Ｔ＞ｔ｝与事件｛Ｎ（ｔ）＝０｝等价．由

于Ｔ 是非负的随机变量，于是当ｔ＜０时，Ｆ（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ≤ｔ｝＝０，当

ｔ≥０时，Ｆ（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ≤ｔ｝＝１－Ｐ｛Ｔ ＞ｔ｝＝１－Ｐ｛Ｎ（ｔ）＝０｝

＝１－ｅ－λｔ，即Ｔ 服从参数为λｔ的指数分布．

（２）Ｑ＝Ｐ｛Ｔ≥１６／Ｔ≥８｝＝Ｐ｛Ｔ≥１６，Ｔ≥８｝
Ｐ｛Ｔ≥８｝

＝Ｐ｛Ｔ≥１６｝
Ｐ｛Ｔ≥８｝＝１－Ｐ｛Ｔ＜１６｝

１－Ｐ｛Ｔ＜８｝

＝１－Ｆ（１６）
１－Ｆ（８）＝ｅ－１６λ

ｅ－８λ ＝ｅ－８λ．

５０２８．２　典型习题与试题解析



评注　本例的关 键 要 理 解 事 件｛Ｔ＞ｔ｝与 事 件｛Ｎ（ｔ）＝０｝是 等

价的，第（２）问反映了指数分布的无记忆性。
例８．１１　在电源电压不超过２００Ｖ，在２００Ｖ～２４０Ｖ 之间和超

过２４０Ｖ 三种情况下，某种电子元件损坏的概率分别为０．１，０．００１
和０．２．假设电源电压 Ｘ～Ｎ（２２０，２５２），试求

（１）该电子元件损坏的概率α；
（２）该电子元件损坏时，电源电压在２００Ｖ～２４０Ｖ 的概率β．
解析　引进下列事件：

Ａ１ ＝ ｛电压不超过２００Ｖ｝，

Ａ２ ＝ ｛电压在２００Ｖ～２４０Ｖ 之间｝，

Ａ３ ＝ ｛电压超过２４０Ｖ｝，

Ｂ＝｛电子元件损坏｝，

则　Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ｘ ≤２００）＝Φ ２００－２２０（ ）２５ ＝Φ（－０．８）

＝１－Φ（０．８）＝０．２１２，

Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（２００＜Ｘ＜２４０）＝Φ ２４０－２２０（ ）２５ －Φ ２００－２２０（ ）２５

＝Φ（０．８）－Φ（－０．８）＝０．５７６，

Ｐ（Ａ３）＝Ｐ（Ｘ ≥２４０）＝１－Φ ２４０－２２０（ ）２５

＝１－Φ（０．８）＝０．２１２．
（１）依题意Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝０．１，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝０．００１，Ｐ（Ｂ｜Ａ３）＝０．２，

由全概率公式

　　α＝Ｐ（Ｂ）＝ ∑
３

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

＝０．２１２×０．１＋０．５７６×０．００１＋０．２１２×０．２

＝０．０６４２．
（２）由贝叶斯公式知

６０２ ８　随机变量及其概率分布



β＝Ｐ（Ａ２｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）
α

＝０．５７６×０．００１
０．０６４２ ≈０．００９．

例８．１２　设随机变量 Ｘ 在区间［２，５］上服从均匀分布，现对 Ｘ
进行三次独立测量，试求至少有两次观测大于３的概率．

解析　因 Ｘ～Ｕ［２，５］，则其密度函数为

ｐ（ｘ）＝
１
３

，　　　２≤ｘ≤５，

０，　　　 其他
烅
烄

烆 ，
以Ａ 表示事件“对 Ｘ 的观测大于３”，即Ａ＝｛Ｘ＞３｝，则

Ｐ（Ａ）＝Ｐ｛Ｘ ＞３｝＝∫
５

３

１
３ｄｘ＝ ２

３．

以μ表示三次独立观测中观测值大于３的次数，则μ～Ｂ ３，（ ）２
３

，于

是所求概率为：

　　Ｐ（μ≥２）＝Ｐ（μ＝２）＋Ｐ（μ＝３）

＝Ｃ２
３（ ）２

３
２（ ）１

３ ＋Ｃ３
３（ ）２

３
３

＝２０
２７．

例８．１３　使用了ｔ小时的电子管在以后的 Δｔ小时内损坏的概

率等于λΔｔ＋ｏ（Δｔ），其中λ是不依赖于ｔ的常数，求电子管在Ｔ 小时

内损坏的概率．
解析　设ξ表示电子管损坏前已使用的时数（即寿命）．
Ｆ（ｔ）为ξ的分布函数，则

Ｐ｛ｔ＜ξ＜ｔ＋Δｔ｜ξ＞ｔ｝＝λΔｔ＋ｏ（Δｔ），

即　Ｐ｛ｔ＜ξ＜ｔ＋Δｔ，ξ＞ｔ｝
Ｐ｛ξ＞ｔ｝

＝Ｐ｛ｔ＜ξ＜ｔ＋Δｔ｝
Ｐ｛ξ＞ｔ｝ ＝Ｆ（ｔ＋Δｔ）－Ｆ（ｔ）

１－Ｆ（ｔ） ＝λΔｔ＋ｏ（Δｔ），

Ｆ（ｔ＋Δｔ）－Ｆ（ｔ）＝λ［１－Ｆ（ｔ）］Δｔ＋ｏ（Δｔ），

７０２８．２　典型习题与试题解析



ｌｉｍ
Δｔ→０

Ｆ（ｔ＋Δｔ）－Ｆ（ｔ）
Δｔ ＝λ［１－Ｆ（ｔ）］，

Ｆ′（ｔ）＝λ［１－Ｆ（ｔ）］，

ｄ［１－Ｆ（ｔ）］
１－Ｆ（ｔ） ＝－λｄｔ．

注意到初始条件Ｆ（０）＝０，积分则得

ｌｎ［１－Ｆ（ｔ）］｜ｔ
０ ＝－λｔ｜ｔ

０，

１－Ｆ（ｔ）＝ｅ－λｔ　（ｔ＞０）．
则ξ的分布函数为

Ｆ（ｔ）＝
１－ｅ－λｔ，　ｔ＞０，

０，　　 ｔ≤０｛ ，
所求概率为

Ｆ（Ｔ）＝１－ｅ－λＴ，

ξ的密度为

ｐ（ｔ）＝
λｅ－λｔ，　ｔ＞０，

０，　　 ｔ≤０｛ ，
这可看作是指数分布的来源．

例８．１４　假设一电路装有３个同种电气元件，其工作状态相互

独立，且无故障工作时间都服从参数为λ＞０的指数分布．当３个元

件都无故障时，电路正常工作，否则整个电路不能正常工作，试求电

路正常工作时间Ｔ 的概率分布．
解析　以 Ｘｉ（ｉ＝１，２，３）表示第ｉ个电气元件无故障工作的时

间，则 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 独立同分布，其分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－λｘ，　ｘ＞０，

０，　　 ｘ≤０｛ ．
设Ｇ（ｔ）是Ｔ 的分布函数，当ｔ≤０时，Ｇ（ｔ）＝０，当ｔ＞０时，

　　Ｇ（ｔ）＝Ｐ｛Ｔ≤ｔ｝＝１－Ｐ｛Ｔ＞ｔ｝

＝１－Ｐ｛Ｘ１ ＞ｔ，Ｘ２ ＞ｔ，Ｘ３ ＞ｔ｝

８０２ ８　随机变量及其概率分布



＝１－Ｐ（Ｘ１ ＞ｔ）Ｐ（Ｘ２ ＞ｔ）Ｐ（Ｘ３ ＞ｔ）

＝１－［１－Ｆ（ｔ）］３

＝１－ｅ－３λｔ，

即 Ｇ（ｔ）＝
１－ｅ－３λｔ，　ｔ＞０，

０，　　 ｔ≤０｛ ，
于是Ｔ 服从参数为３λ的指数分布．

例８．１５　假设一厂家生产的每台仪器，以概率０．７可以直接出

厂，以概率０．３需进一步调试．经调试后以概率０．８可以出厂，以概

率０．２定为不合格品不能出厂．现该厂新生产了ｎ（ｎ≥２）台仪器（假

设各台仪器的生产过程相互独立）．求

（１）全部能出厂的概率α；
（２）其中恰好有两件不能出厂的概率β；
（３）其中至少有两件不能出厂的概率θ．
解析　对于新生产的每台仪器，引进事件，Ａ＝｛仪 器 需 进 一 步

调试｝，Ｂ＝｛仪器能出厂｝，则Ａ＝｛仪器能直接出厂｝，ＡＢ＝｛仪器经

调试后能出厂｝．由条件知Ｂ ＝Ａ ∪ＡＢ，Ｐ（Ａ）＝０．３，Ｐ（Ｂ｜Ａ）

＝０．８，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．３×０．８＝０．２４，Ｐ（Ｂ）＝
Ｐ（Ａ）＋Ｐ（ＡＢ）＝０．７＋０．２４＝０．９４．

设Ｘ 为所生产的ｎ台仪器中能出厂的台数，则 Ｘ～Ｂ（ｎ，０．９４）．
因此，

α＝Ｐ（Ｘ ＝ｎ）＝０．９４ｎ，

β＝Ｐ（Ｘ ＝ｎ－２）＝Ｃ２
ｎ（０．９４）ｎ－２（０．０６）２，

θ＝Ｐ（Ｘ ≤ｎ－２）＝１－Ｐ（Ｘ ＝ｎ－１）－Ｐ（Ｘ ＝ｎ）

＝１－ｎ（０．９４）ｎ－１（０．０６）－（０．９４）ｎ．

例８．１６　设随机变量Ｘ 的绝对值不大于１，Ｐ（Ｘ＝－１）＝ １
８

，

Ｐ（Ｘ＝１）＝１
４．在事件｛－１＜Ｘ＜１｝出现的条件下，Ｘ 在（－１，１）

９０２８．２　典型习题与试题解析



内任一子区间上 取 值 的 条 件 概 率 与 该 子 区 间 的 长 度 成 正 比．试 求：
（１）Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ ≤ｘ｝；（２）Ｘ 取负值的概率．

解析　由题意，在事件｛－１＜Ｘ＜１｝出现条件下，Ｘ 在（－１，１）
内任一 子 区 间 上 取 值 的 条 件 概 率 与 该 子 区 间 的 长 度 成 正 比，故

Ｐ｛－１＜Ｘ ≤ｘ｜－１＜Ｘ＜１｝＝ｋ［ｘ－（－１）］＝ｋ（ｘ＋１），其中

ｋ为比例常数．由于区间（－１，ｘ］与区间（－１，ｘ）的长度相等，则有

Ｐ｛－１＜Ｘ ＜ｘ｜－１＜Ｘ ＜１｝＝Ｐ｛－１＜Ｘ≤ｘ｜－１＜Ｘ＜１｝

＝ｋ（ｘ＋１），当ｘ＝１时，Ｐ（－１＜Ｘ＜１｜－１＜Ｘ＜１）＝１，从而

ｋ·２＝１，ｋ＝ １
２

，则

（１）由 条 件 知，当 ｘ ＜－１ 时，Ｆ（ｘ）＝ ０，Ｆ（－１）＝ １
８

，

Ｐ（－１＜Ｘ ＜１）＝１－Ｐ（Ｘ ＝－１）－Ｐ（Ｘ＝１）＝１－１
８－１

４ ＝

５
８

；

事件｛－１＜Ｘ≤ｘ｝（－１＜ｘ＜１）在Ｘ 的值属于区间（－１，１）
的条件下的条件概率为

Ｐ（－１＜Ｘ ≤ｘ｜－１＜Ｘ ＜１）＝ｘ＋１
２

，

于是对于 －１＜ｘ＜１，有

　　 Ｐ（－１＜Ｘ ≤ｘ）＝Ｐ（－１＜Ｘ ≤ｘ，－１＜ｘ＜１）

　 ＝Ｐ（－１＜Ｘ ＜１）Ｐ（－１＜Ｘ ≤ｘ／－１＜Ｘ ＜１）

　 ＝ ５
８

·ｘ＋１
２ ＝５ｘ＋５

１６
，

故Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ ≤－１）＋Ｐ（－１＜Ｘ ≤ｘ）

＝Ｆ（－１）＋Ｐ（－１＜Ｘ ≤ｘ）

＝ １
８＋５ｘ＋５

１６ ＝７＋５ｘ
１６

；

对于ｘ≥１，有Ｆ（ｘ）＝１，
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因此 Ｆ（ｘ）＝

０，　　　　 若ｘ＜－１，

５ｘ＋７
１６

，　　若 －１≤ｘ＜１，

１，　　 若ｘ≥１

烅

烄

烆 ．

（２）Ｐ（Ｘ ＜０）＝Ｐ（Ｘ ≤０）－Ｐ（Ｘ ＝０）＝Ｆ（０）－０＝ ７
１６．

评注　本例中的随机变量 Ｘ 既不是离散型，也不是连续型．
例８．１７　设随机变量 Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ１，σ２

１），随机变量Ｙ
服从正态分布Ｎ（μ２，σ２

２），且

Ｐ｛｜Ｘ－μ１｜＜１｝＞Ｐ｛｜Ｙ－μ２｜＜１｝，
则必有 （　　）

Ａ．σ１ ＜σ２ 　　　　　　　　Ｂ．σ１ ＞σ２

Ｃ．μ１ ＜μ２ Ｄ．μ１ ＞μ２

解析　两边同时作标准化变换得

Ｐ Ｘ－μ１

σ１
＜ １

σ｛ ｝
１

＞Ｐ Ｙ－μ２

σ２
＜ １

σ｛ ｝
２

，

即 　
Φ １

σ（ ）１
＞Φ １

σ（ ）２
，

１
σ１

＞ １
σ２

σ２ ＞σ１ ．

故选（Ａ）．
例８．１８　一整数ｎ等可能地在１，２，…，１０这十个自然数中任

取一值，设ｄ＝ｄ（ｎ）为能整除ｎ的正整数的个数，Ｆ＝Ｆ（ｎ）为能整

除ｎ的素数的个数，试求ｄ与Ｆ 的联合分布律及边缘分布律．
解析　经逐个验算可知ｄ与Ｆ 的取值情况如下表

ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

ｄ（ｎ） １ ２ ２ ３ ２ ４ ２ ４ ３ ４

Ｆ（ｎ） ０ １ １ １ １ ２ １ １ １ ２

１１２８．２　典型习题与试题解析



因为

Ｐ｛ｄ＝１，Ｆ＝０｝＝ １
１０

，Ｐ｛ｄ＝１，Ｆ＝１｝＝０，

Ｐ｛ｄ＝１，Ｆ＝２｝＝０，Ｐ｛ｄ＝２，Ｆ＝１｝＝ ４
１０．

其他类似可得，故（ｄ，Ｆ）的联合分布律及边缘分布律为：

ｄ（ｎ）

Ｆ（ｎ）　　　
１ ２ ３ ４ ｐＦ（ｉ）

０ １
１０ ０ ０ ０ １

１０

１ ０ ４
１０

２
１０

１
１０

７
１０

２ ０ ０ ０ ２
１０

２
１０

ｐｄ（ｊ） １
１０

４
１０

２
１０

３
１０

　　例８．１９　设（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｇ（ｘ）［Ｈ（ｙ）－Ｈ（－∞）］　（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞），
且Ｇ（＋∞），Ｈ（＋∞），Ｈ（－∞）都存在，问 Ｘ 与Ｙ 之间是否相互

独立．
解析 　ＦＸ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｙ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｙ）

＝Ｆ（ｘ，＋∞）＝Ｇ（ｘ）［Ｈ（＋∞）－Ｈ（－∞）］，

ＦＹ（ｙ）＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ）

＝Ｆ（＋∞，ｙ）＝Ｇ（＋∞）［Ｈ（ｙ）－Ｈ（－∞）］，
由于Ｆ（＋∞，＋∞）＝１，所以

Ｇ（＋∞）［Ｈ（＋∞）－Ｈ（－∞）］＝１．
于是 　ＦＸ（ｘ）·ＦＹ（ｙ）

＝Ｇ（ｘ）［Ｈ（＋∞）－Ｈ（－∞）］·Ｇ（＋∞）［Ｈ（ｙ）－Ｈ（－∞）］

＝Ｇ（ｘ）［Ｈ（ｙ）－Ｈ（－∞）］·Ｇ（＋∞）［Ｈ（＋∞）－Ｈ（－∞）］

＝Ｇ（ｘ）［Ｈ（ｙ）－Ｈ（－∞）］＝Ｆ（ｘ，ｙ）　（－∞＜ｘ，ｙ＜＋∞）．

２１２ ８　随机变量及其概率分布



从而 Ｘ 与Ｙ 相互独立．
例８．２０　一电子仪器由两个 部 件 构 成，以 Ｘ 和Ｙ 分 别 表 示 两

个部件的寿命（单位：千小时），已知 Ｘ 和Ｙ 的分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝
１－ｅ－０．５ｘ －ｅ０．５ｙ ＋ｅ－０．５（ｘ＋ｙ），　　 若ｘ≥０，ｙ≥０，

０　　　　　　 其他
烅
烄
烆 ，

（１）Ｘ 与Ｙ 是否独立？（２）求两个部件的寿命都超过１００小时

的概率α．
解析　（１）设 Ｘ 与Ｙ 的分布函数分别为ＦＸ（ｘ）和ＦＹ（ｙ），

则 ＦＸ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，＋∞）＝
１－ｅ－０．５ｘ，　　ｘ≥０，

０，　　　　　　ｘ＜０
烅
烄
烆 ．

ＦＹ（ｙ）＝Ｆ（＋∞，ｙ）＝
１－ｅ－０．５ｙ，　　ｙ≥０，

０，　　　　　　ｙ＜０
烅
烄
烆 ．

由于Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ）对一切ｘ，ｙ 成立，所以 Ｘ 与Ｙ 相互

独立．
（２）α＝Ｐ（Ｘ ＞０．１，Ｙ ＞０．１）＝Ｐ（Ｘ ＞０．１）Ｐ（Ｙ ＞０．１）

＝ ［１－ＦＸ（０．１）］［１－ＦＹ（０．１）］

＝ｅ－０．０５·ｅ－０．０５ ＝ｅ－０．１．
例８．２１　设Ｘ 和Ｙ 是两个相互独立的随机变量，Ｘ 服从（０，１）

上的均匀分布，Ｙ 的密度为

ｆＹ（ｙ）＝
１
２ｅ－ｙ

２ ，　　ｙ＞０，

０，　　　　ｙ≤０
烅
烄

烆 ，

设有ｕ的二次方程ｕ２＋２Ｘｕ＋Ｙ ＝０，求此方程有实根的概率．
解析　由题设知

ｆＸ（ｘ）＝
１，　　　０＜ｘ＜１，

０，　　　 其他
烅
烄
烆 ，

由于 Ｘ，Ｙ 相互独立，所以 Ｘ 与Ｙ 的联合密度为

３１２８．２　典型习题与试题解析



ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）·ｆＹ（ｙ）＝
１
２ｅ－ｙ

２ ，　　０＜ｘ＜１，　ｙ＞０，

０，　　 　 其他
烅
烄

烆 ．
Ｐ｛方程有实根｝

＝Ｐ｛Δ＝４Ｘ２－４Ｙ２ ≥０｝＝Ｐ｛Ｘ２ ≥Ｙ｝

＝
ｘ２≥ｙ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ２

０

１
２ｅ－ｙ

２ｄｙ（如图）

＝１－∫
１

－∞
ｅ－ｘ２

２ｄｘ－∫
０

－∞
ｅ－ｘ２

２ｄ［ ］ｘ

＝１－ ２槡π∫
１

－∞

１
２槡π

ｅ－ｘ２
２ｄｘ－∫

０

－∞

１
２槡π

ｅ－ｘ２
２ｄ［ ］ｘ

＝１－ ２槡π［Φ（１）－Φ（０）］＝０．１４４８．
例８．２２　已知（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

φ（ｘ，ｙ）＝
４ｘｙ，　若０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１，

０，　　其他
烅
烄
烆 ．

求（Ｘ，Ｙ）的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）．
解析　由于联合密度函数是分块定义的，因此求联合分布函数

时应就（ｘ，ｙ）所在的不同区域分别进行计算．则

（１）当ｘ＜０或ｙ＜０时，Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝＝０；

（２）当０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１时，Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

０∫
ｙ

０
４ｕｖｄｕｄｖ＝ｘ２ｙ２；

（３）当ｘ＞１，ｙ＞１时，Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
１

０∫
１

０
４ｕｖｄｕｄｖ＝１；

（４）当ｘ＞１，０≤ｙ≤１时，Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
１

０
２ｕ∫

ｙ

０
２ｖｄｖｄｕ＝ｙ２；

（５）当ｙ＞１，０≤ｘ≤１时，Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
１

０
２ｖ∫

ｘ

０
２ｕｄｕｄｖ＝ｘ２．
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所以 　　Ｆ（ｘ，ｙ）＝

０，　　　ｘ＜０或ｙ＜０，

ｘ２ｙ２， ０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１，

ｘ２， ０≤ｘ≤１，ｙ＞１，

ｙ２， ｘ＞１，０≤ｙ≤１，

１， ｘ＞１，ｙ＞１

烅

烄

烆 ．
例８．２３　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在矩形Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤２，

０≤ｙ≤１｝上服从均匀分布，试求边长为Ｘ 和Ｙ 的矩形面积Ｓ 的概率

密度ｆ（ｓ）．

解析　（Ｘ，Ｙ）的概率密度为ｐ（ｘ，ｙ）＝
１
２

，　　若（ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０，　　 若（ｘ，ｙ）Ｇ
烅
烄

烆 ，
设Ｆ（Ｓ）＝Ｐ｛Ｓ≤ｓ｝为Ｓ的分布函数，则

当ｓ≤０时，　　Ｆ（ｓ）＝０；
当ｓ≥２时，　　Ｆ（ｓ）＝１；
当０＜ｓ＜２时，曲线ｘｙ＝ｓ与矩形Ｇ 的上边交于点（ｓ，１）；位于

曲线ｘｙ＝ｓ上方的点满足ｘｙ＝ｓ，位于下方的点满足ｘｙ＜ｓ，因此

Ｆ（ｓ）＝Ｐ｛Ｓ≤ｓ｝＝Ｐ｛ＸＹ ≤ｓ｝＝１－Ｐ｛ＸＹ ＞ｓ｝

＝１－
ｘｙ＞ｓ

１
２ｄｘｄｙ

＝１－１
２∫

２

ｓ
ｄｘ∫

１

ｓ
ｘ

ｄｙ＝ ｓ
２

（１＋ｌｎ２－ｌｎｓ）．

所以　　ｆ（ｓ）＝Ｆ′（ｓ）＝
１
２

（ｌｎ２－ｌｎｓ），　　若０＜ｓ＜２，

　　　０，　 若ｓ≤０或ｓ≥２
烅
烄

烆 ．
例８．２４　已知随机变量 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的概率分布

Ｘ１ ～
－１ ０ １
１
４

１
２

烄

烆

烌

烎
１
４

，　　Ｘ２ ～
０ １
１
２

烄

烆

烌

烎
１
２

，

而且Ｐ｛Ｘ１Ｘ２＝０｝＝１．

５１２８．２　典型习题与试题解析



（１）求 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的联合分布；
（２）问 Ｘ１ 和 Ｘ２ 是否独立？为什么？

解析 　（１）由Ｐ｛Ｘ１Ｘ２ ＝０｝＝１，可见

Ｐ｛Ｘ１ ＝－１，Ｘ２ ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ１ ＝１，Ｘ２ ＝１｝＝０．
易见

Ｐ｛Ｘ１ ＝－１，Ｘ２ ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ１ ＝－１｝＝ １
４

，

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ２ ＝１｝＝ １
２

，

Ｐ｛Ｘ１ ＝１，Ｘ２ ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ１ ＝１｝＝ １
４

，

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝０｝＝１－ １
４＋１

２＋（ ）１
４ ＝０．

于是，得 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的联合分布

Ｘ１

Ｘ２　　　　　
－１ ０ １ ∑

０ １
４ ０ １

４
１
２

１ ０ １
２ ０ １

２

∑
１
４

１
２

１
４ １

　　（２）由以上结果，可见

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝０｝＝０，

Ｐ｛Ｘ１ ＝０｝Ｐ｛Ｘ２ ＝０｝＝ １
４ ≠０，

于是，Ｘ１ 和 Ｘ２ 不独立．
例８．２５　设两个随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立且同分布：Ｐ｛Ｘ＝

－１｝＝Ｐ｛Ｙ＝－１｝＝１
２

，Ｐ｛Ｘ＝１｝＝Ｐ｛Ｙ＝１｝＝１
２

，则下列各式中成

立的是 （　　）
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Ａ．Ｐ｛Ｘ＝Ｙ｝＝１
２　　　　　　Ｂ．Ｐ｛Ｘ＝Ｙ｝＝１

Ｃ．Ｐ｛Ｘ＋Ｙ＝０｝＝１
４ Ｄ．Ｐ｛ＸＹ＝１｝＝１

４
解析　Ｐ｛Ｘ＝Ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＋Ｐ｛Ｘ＝－１，Ｙ＝－１｝

＝Ｐ｛Ｘ＝１｝Ｐ｛Ｙ＝１｝＋Ｐ｛Ｘ＝－１｝Ｐ｛Ｙ＝－１｝

＝１
２×１

２＋１
２×１

２＝１
２

，

而　Ｐ｛Ｘ＋Ｙ＝０｝＝１
２

，Ｐ｛ＸＹ＝１｝＝１
２．故选 Ａ．

例８．２６　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且均服从区间［０，３］上

的均匀分布，求Ｐ｛ｍａｘ｛Ｘ，Ｙ｝≤１｝．
解析　Ｐ｛ｍａｘ｛Ｘ，Ｙ｝≤１｝

　　＝Ｐ｛Ｘ≤１，Ｙ≤１｝

　　＝Ｐ｛Ｘ≤１｝·Ｐ｛Ｙ≤１｝＝１－０
３－０

·１－０
３－０＝１

９．

例８．２７　设 Ｘ 的概率分布为

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝１
２ｋ　（ｋ＝１，２，…），

求Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 的概率分布．

解析　因为

ｓｉｎｋπ
２＝

－１，　　ｋ＝４ｎ－１，

０， ｋ＝２ｎ，　　　（ｎ＝１，２，…）

１， ｋ＝４ｎ－３
烅
烄

烆 ，

所以，Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 只有３个可能取值－１，０，１，且

　Ｐ｛Ｙ ＝－１｝＝Ｐ｛Ｘ ＝３｝＋Ｐ｛Ｘ ＝７｝＋Ｐ｛Ｘ ＝１１｝＋…

＝ １
２３ ＋１

２７ ＋ １
２１１ ＋… ＝ １

８
· １

１－１
１６

＝ ２
１５

，
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　Ｐ｛Ｙ ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ ＝２｝＋Ｐ｛Ｘ ＝４｝＋Ｐ｛Ｘ ＝６｝＋…

＝ １
２２ ＋１

２４ ＋１
２６ ＋… ＝ １

４
· １

１－１
４

＝ １
３

，

　Ｐ｛Ｙ ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ ＝１｝＋Ｐ｛Ｘ ＝５｝＋Ｐ｛Ｘ ＝９｝＋…

＝ １
２＋１

２５ ＋１
２９ ＋… ＝ １

２
· １

１－１
１６

＝ ８
１５

，

于是，Ｙ＝ｓｉｎ π
２（ ）Ｘ 的分布列为

－１， ０， １
２
１５

， １
３

， ８
烄

烆

烌

烎１５
．

例８．２８　设随机变量 Ｘ 在区间（１，２）上服从均匀分布，求Ｙ＝
ｅ２Ｘ的密度函数．

解析　Ｘ 的密度函数为

ｐＸ（ｘ）＝
１，　１＜ｘ＜２，

０，　其他｛ ，

因为ｙ＝ｅ２ｘ是ｘ 的单调增加函数，其反函数为ｘ＝１
２ｌｎｙ，ｘ′ｙ＝

１
２ｙ．

当１＜ｘ＜２时，ｅ２＜ｙ＜ｅ４．所以Ｙ＝ｅ２Ｘ的密度函数为

　ｐＹ（ｙ）＝
ｐＸ

１
２ｌｎ（ ）ｙ １

２ｌｎ（ ）ｙ′ ，

０
烅
烄

烆 ，
　
ｅ２ ＜ｙ＜ｅ４，

其他
　

＝
１
２ｙ

，　ｅ２ ＜ｙ＜ｅ４，

０，　　其他
烅
烄

烆 ．
例８．２９　设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆｘ（ｘ）＝
２ｘ／π２，　　０＜ｘ＜π，

０，　　　 其他｛ ．
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求Ｙ＝ｓｉｎＸ 的概率密度．
解析　由题意，Ｙ 的取值范围为０＜ｙ＜１，
当 ｙ ≤０ 时，ＦＹ（ｙ）＝ Ｐ｛Ｙ ≤ｙ｝＝

Ｐ｛｝＝０，从而ｆＹ（ｙ）＝ＦＹ′（ｙ）＝０．
当ｙ≥１时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝＝Ｐ｛必

然事件｝＝１，从而ｆＹ（ｙ）＝ＦＹ′（ｙ）＝０．
当０＜ｙ＜１时，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ ≤ｙ｝

＝Ｐ｛（０≤Ｘ ≤ａｒｃｓｉｎｙ）∪ （π－ａｒｃｓｉｎｙ≤Ｘ ≤π）｝

＝∫
ａｒｃｓｉｎｙ

０

２ｘ
π２ｄｘ＋∫

π

π－ａｒｃｓｉｎｙ

２ｘ
π２ｄｘ．

从而ｆＹ（ｙ）＝ＦＹ′（ｙ）＝ ２ａｒｃｓｉｎｙ
π２ １－ｙ槡 ２

＋２（π－ａｒｃｓｉｎｙ）

π２ １－ｙ槡 ２
＝ ２

π２ １－ｙ槡 ２
，

综合即得

ｆＹ（ｙ）＝
１

π２ １－ｙ槡 ２
，　　０＜ｙ＜１，

０，　　　 其他

烅
烄

烆 ．
例８．３０　 设随机变量Ｘ服从标准正态分布，即Ｘ～Ｎ（０，１），试

求（１）Ｙ ＝２Ｘ２＋１；（２）Ｚ＝｜Ｘ｜的密度函数．
解析 　 因为 Ｘ ～Ｎ（０，１），所以

φ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ
－ｘ

２
２ ，－∞ ＜ｘ＜＋∞．

（１）Ｙ ＝２Ｘ２＋１，Ｙ 的分布函数，

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛２Ｘ２＋１≤ｙ｝，当ｙ≤１时，ＦＹ（ｙ）＝０，

当ｙ＞１时，

　ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛２Ｘ２＋１≤ｙ｝＝Ｐ － ｙ－１槡２ ＜Ｘ ＜ ｙ－１槡｛ ｝２

＝∫
ｙ－１槡２

－ ｙ－１槡２

１
２槡π

ｅ
－ｘ２

２ ｄｘ＝ ２
２槡π∫

ｙ－１槡２

０
ｅ

－ｘ２
２ｄｘ，

９１２８．２　典型习题与试题解析



即 　ＦＹ（ｙ）＝

０，　　　　　　　　　ｙ≤１，

２
２槡π∫

ｙ－１槡２

０
ｅ

－ｘ
２
２ ｄｘ， ｙ＞１

烅

烄

烆
．

于是Ｙ的概率密度函

数为

ｐＹ（ｙ）＝Ｆ′Ｙ（ｙ）＝
１

２ π（ｙ－１槡 ）
ｅ

－ｙ－１
４ ，　　ｙ＞１，

０，　　　　　　　 ｙ≤１
烅
烄

烆 ．
（２）Ｚ＝｜Ｘ｜的分布函数

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｘ｝＝Ｐ｛｜Ｘ｜≤ｚ｝，
当ｚ＜０时，ＦＺ（ｚ）＝０，
当ｚ≥０时，

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛｜Ｘ｜≤ｘ｝＝Ｐ｛－ｚ≤Ｘ≤ｚ｝＝∫
ｚ

－ｚ

１
２槡π

ｅ
－ｘ２

２ ｄｘ

＝ ２
２槡π∫

ｚ

０
ｅ

－ｘ２
２ ｄｘ，

于是，Ｚ 的概率密度函数为

ｐＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝
２槡π
ｅ

－１
２ｚ２ ，　　ｚ≥０，

０，　　　　　 ｚ＜０
烅
烄

烆 ．
例８．３１　设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，它们分别服从参数为λ１，λ２ 的泊

松分布，试证Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 服从参数为λ１＋λ２ 的泊松分布．
解析　因为

Ｐ｛Ｘ ＝ｉ｝＝λｉ
１

ｉ！
ｅ－λ１　（ｉ＝０，１，２，…），

Ｐ｛Ｙ ＝ｊ｝＝λｊ
２

ｊ！ｅ
－λ２　（ｊ＝０，１，２，…），

所以由 Ｘ，Ｙ 的独立性

　Ｐ｛Ｚ＝ｋ｝＝∑
ｋ

ｉ＝０
Ｐ｛Ｘ＝ｉ｝Ｐ｛Ｙ＝ｋ－ｉ｝＝∑

ｋ

ｉ＝０

λｉ
１

ｉ！ｅ
－λ１· λｋ－ｉ

２

（ｋ－ｉ）！ｅ
－λ（ ）２
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＝ｅ－（λ１＋λ２）

ｋ！ ∑
ｋ

ｉ＝０

ｋ！

ｉ！（ｋ－ｉ）！λ
ｉ
１λｋ－ｉ

２

＝
（λ１＋λ２）ｋ

ｋ！ ｅ－（λ１＋λ２）　（ｋ＝０，１，２，…），

即Ｚ 服从参数为λ１＋λ２ 的泊松分布．
例８．３２　假 设 随 机 变 量 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 相 互 独 立 且 同 分 布，

Ｐ｛Ｘｉ＝０｝＝０．６，Ｐ｛Ｘｉ＝１｝＝０．４（ｉ＝１，２，３，４），求 行 列 式 Ｘ＝

Ｘ１　Ｘ２

Ｘ３　Ｘ４

的概率分布．

解析　记Ｙ１＝Ｘ１Ｘ４，Ｙ２＝Ｘ２Ｘ３，则 Ｘ＝
Ｘ１　Ｘ２

Ｘ３　Ｘ４

＝Ｙ１－Ｙ２，

随机变量Ｙ１ 与Ｙ２ 独立同分布，

　　Ｐ（Ｙ１＝１）＝Ｐ（Ｙ２＝１）＝Ｐ（Ｘ２＝１，Ｘ３＝１）

＝Ｐ（Ｘ２＝１）Ｐ（Ｘ３＝１）＝０．４２＝０．１６，

Ｐ（Ｙ１＝０）＝Ｐ（Ｙ２＝０）＝１－０．１６＝０．８４，

随机变量 Ｘ＝Ｙ１－Ｙ２ 可能取值－１，０，１．

　Ｐ（Ｘ＝－１）＝Ｐ（Ｙ１＝０，Ｙ２＝１）＝Ｐ（Ｙ１＝０）Ｐ（Ｙ２＝１）

＝０．８４×０．１６＝０．１３４４，

　Ｐ（Ｘ＝１）＝Ｐ（Ｙ１＝１，Ｙ２＝０）＝Ｐ（Ｙ１＝１）Ｐ（Ｙ２＝０）

＝０．１６×０．８４＝０．１３４４，

　Ｐ（Ｘ＝０）＝１－０．１３４４－０．１３４４＝０．７３１２，

于是，行列式的概率分布为

Ｘ＝
Ｘ１　Ｘ２

Ｘ３　Ｘ４
～

－１ ０ １
０．１３４４ ０．７３１２ ０．

烄
烆

烌
烎１３４４
．

例８．３３　设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且都服从几何分布：

Ｐ｛Ｘ＝ｉ｝＝Ｐ（Ｙ＝ｉ｝＝ｑｉ－１ｐ，　ｉ＝１，２…，　ｑ＝１－ｐ，

令Ｚ＝ｍａｘ｛Ｘ，Ｙ｝，试求（１）Ｚ 的分布律；（２）（Ｚ，Ｘ）的联合分布列．

１２２８．２　典型习题与试题解析



解析　（１）因为 Ｘ 与Ｙ 独立，所以Ｚ 的分布律为

　Ｐ｛Ｚ＝ｋ｝＝Ｐ ∪
ｋ－１

ｉ＝１
（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｋ）∪ ∪

ｋ

ｊ＝１
（Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ｛ ｝）

＝ ∑
ｋ－１

ｉ＝１
Ｐ｛Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｋ｝＋ ∑

ｋ

ｊ＝１
Ｐ｛Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｊ｝

＝ ∑
ｋ－１

ｉ＝１
ｐ２ｑｉ＋ｋ－２＋ ∑

ｋ

ｊ＝１
ｐ２ｑｋ＋ｊ－２

＝ｐｑｋ－１（２－ｑｋ－１－ｑｋ）．（ｋ＝１，２，…）

（２）（Ｚ，Ｘ）的联合分布律为

当ｋ＝ｉ时，Ｐ（Ｚ＝ｋ，Ｘ＝ｋ）

＝Ｐ｛∪
ｋ

ｊ＝１
（Ｘ＝ｋ，Ｙ＝ｊ）｝＝ ∑

ｋ

ｊ＝１
Ｐ｛Ｘ＝ｋ，Ｙ＝ｊ｝

＝ ∑
ｋ

ｊ＝１
ｐ２ｑｋ＋ｊ－２＝ｐｑｋ－１（１－ｑｋ），ｋ＝１，２，…

当ｋ＜ｉ时，

Ｐ｛Ｚ＝ｋ，Ｘ ＝ｉ｝＝Ｐ｛｝＝０；

当ｋ＞ｉ时，

Ｐ｛Ｚ＝ｋ，Ｘ ＝ｉ｝＝Ｐ｛Ｘ ＝ｉ，Ｙ ＝ｋ｝

＝ｐ２ｑｉ＋ｋ－２．（ｉ＝１，２，…；ｋ＝ｉ＋１，ｉ＋２，…）

例８．３４　设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，它们都服从指数分布，即

ｆＸ（ｘ）＝
λｅ－λｘ，　ｘ≥０，

０，　　　ｘ＜０
烅
烄
烆 ，

ｆＹ（ｙ）＝
λｅ－λｙ，　ｙ≥０，

０ ｙ＜０
烅
烄
烆 ，

求Ｚ＝ Ｘ
Ｙ

的密度函数．

解析　Ｚ＝Ｘ
Ｙ

的分布函数为

２２２ ８　随机变量及其概率分布



ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ Ｘ
Ｙ ≤｛ ｝ｚ

＝
ｘ
ｙ≤ｚ

ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

０
ｄｙ∫

ｙｚ

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘ＋

∫
０

－∞
ｄｙ∫

＋∞

ｙｚ
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）ｄｘ，

于是，Ｚ＝Ｘ／Ｙ 的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝∫
＋∞

０
ｆＸ（ｙｚ）ｆＹ（ｙ）ｙｄｙ－∫

０

－∞
ｆＸ（ｙｚ）ｆＹ（ｙ）ｙｄｙ

＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｙｚ）ｆＹ（ｙ）｜ｙ｜ｄｙ．

当ｚ＞０时，

ｆＺ（ｚ）＝λ２∫
＋∞

０
ｅ－λｙ（１＋ｚ）ｙｄｙ＝ １

（１＋ｚ）２；

当ｚ≤０时，

ｆＺ（ｚ）＝０．
综合起来，有

ｆＺ（ｚ）＝
１

（１＋ｚ）２，　ｚ＞０，

０， ｚ≤０
烅
烄

烆 ．
例８．３５　在区间［０，１］上随机地投掷两点，试求这两点间距离

的密度函数．
解析　设 Ｘ 和Ｙ 分别表示两投点的坐标，那么（Ｘ，Ｙ）服从均匀

分布，其联合密度函数为

ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ）＝
１，　０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１，

０，　其他｛ ，
由题意，所求问题即为求Ｚ＝｜Ｘ－Ｙ｜的密度函数．

Ｚ 的分布函数为

３２２８．２　典型习题与试题解析



ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜≤ｚ｝＝ 
｜ｘ－ｙ｜≤ｚ

ｆＸ，Ｙ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

当ｚ＜０时，ＦＺ（ｚ）＝０．
当０≤ｚ＜１时，区 域｜ｘ－ｙ｜≤ｚ 与 正 方

形区域０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１的公共部分如图所

示，用Ｓ表示其面积，则

Ｓ＝１－（１－ｚ）２＝２ｚ－ｚ２，
于是

ＦＺ（ｚ）＝
ｓ

ｄｘｄｙ＝２ｚ－ｚ２．

当ｚ≥１时，区域｜ｘ－ｙ｜≤ｚ包括整个正方形区域：０≤ｘ≤１，

０≤ｙ≤１，于是

ＦＺ（ｚ）＝∫
１

０∫
１

０
ｄｘｄｙ＝１，

即

ＦＺ（ｚ）＝
０，　　　ｚ＜０，

２ｚ－ｚ２，０≤ｚ＜１，

１， ｚ≥１
烅
烄

烆 ．
从而，Ｚ＝｜Ｘ－Ｙ｜的密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝
２（１－ｚ），　　０≤ｚ≤１，

０， 其他｛ ．
例８．３６　设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，它们的分布函数分别为ＦＸ（ｘ）

与ＦＹ（ｙ），求（１）Ｚ１＝ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）的分布函数；（２）Ｚ２＝ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）的

分布函数．
解析 　（１）Ｚ１ 的分布函数

ＦＺ１
（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ１ ≤ｚ｝＝Ｐ｛ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ｝

＝Ｐ｛Ｘ ≤ｚ，Ｙ ≤ｚ｝＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝Ｐ｛Ｙ ≤ｚ｝

＝ＦＸ（ｚ）ＦＹ（ｚ）．
（２）Ｚ２ 的分布函数
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ＦＺ２
（ｚ）＝Ｐ（Ｚ２ ≤ｚ）＝Ｐ｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）≤ｚ｝　　　

＝１－Ｐ｛ｍｉｎ（Ｘ，Ｙ）＞ｚ｝

＝１－Ｐ｛Ｘ＞ｚ，Ｙ ＞ｚ｝＝１－Ｐ｛Ｘ＞ｚ｝Ｐ｛Ｙ ＞ｚ｝

＝１－［１－Ｐ｛Ｘ ≤ｚ｝］［１－Ｐ｛Ｙ ≤ｚ｝］

＝１－［１－ＦＸ（ｚ）］［１－ＦＹ（ｚ）］．
特别，若 Ｘ 与Ｙ 独立同分布，分布函数为Ｆ（ｘ），则

Ｚ１ 的分布函数Ｆ１（ｚ）＝ ［Ｆ（ｚ）］２，

Ｚ２ 的分布函数Ｆ２（ｚ）＝１－［１－Ｆ（ｚ）］２．
评注　若 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立同分布，分布函数为Ｆ（ｘ），则

Ｚ１＝ｍａｘ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝的分布函数Ｆ１（ｚ）＝［Ｆ（ｚ）］ｎ，

Ｚ２＝ｍｉｎ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝的分布函数Ｆ２（ｚ）＝１－［１－Ｆ（ｚ）］ｎ．
例８．３７　设（ξ（１），ξ（２），…，ξ（ｎ））是ｎ维随机向量（ξ１，…，ξｎ）的分

量按从小到大重新排列后的向量，它们是否具有相同的分布？

解析　例如，设相互独立的随机变量ξ１，ξ２，ξ３的概率分布均为

ξｉ －１ ０ １

ｐ １
３

１
３

１
３

则ξ１，ξ２，ξ３的各种配合为３３＝２７种等可能情形，即

Ｐ｛ξ１＝ｉ，ξ２＝ｊ，ξ３＝ｋ｝＝１
２７

，ｉ，ｊ，ｋ＝－１，０，１．

但按从小到大排列为｛ξ（１），ξ（２），ξ（３）｝后，只有１０种情形（这时不

是等可能的了）．
由此例可见它们的分布不同．
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阶段复习试题四

１．以Ａ，Ｂ，Ｃ 表示三个随机事件，试将下列事件用Ａ，Ｂ，Ｃ 表示

出来．
（１）三个事件都不出现；（２）不多于一个事件；
（３）Ａ，Ｂ 至少有一个出现，Ｃ 不出现；（４）恰好有两个出现．
２．下列命题是否 成 立（１）Ａ－（Ｂ－Ｃ）＝（Ａ－Ｂ）∪Ｃ；（２）若

ＡＢ＝且ＣＡ，则ＢＣ＝；（３）（Ａ∪Ｂ）－Ｂ＝Ａ；（４）（Ａ－Ｂ）∪Ｂ
＝Ａ．

３．口袋中有ｎ只白球，ｎ只黑球，从中一个一个不返回地摸球，
直至摸完为止，求黑白球恰好相间取出的概率．

４．为减少１６个队的比赛场次，事先任意分成４组，每组４队，
求上届冠、亚军不在同一组的概率．

５．５个人在第一层进入十一层楼的电梯，假设每个人以相同的

概率走出任一层（从第二层开始），求此５人在不同楼层走出的概率．
６．在半径为Ｒ 的圆内画平行弦，若这些弦与垂直于弦的直径的

交点在该直径上的位置是等可能的，求任意画的弦的长度大于Ｒ 的

概率．
７．已知Ｐ（Ａ）＝０．３，Ｐ（Ｂ）＝０．４，Ｐ（ＡＢ）＝０．５，求Ｐ（Ｂ｜Ａ∪Ｂ）．
８．设Ａ，Ｂ 为两事件，Ｐ（Ａ）＝０．６，Ｐ（Ｂ）＝０．７，问

（１）在什么条件下Ｐ（ＡＢ）取到最大值，最大值是多少？

（２）在什么条件下Ｐ（ＡＢ）取到最小值，最小值是多少？

９．一批零件共１００个，次品率为１０％，每次从中取一个，求第三

次才取得合格品的概率，分不放回和有放回两种情况求解．
１０．设甲袋中有 Ｎ－１个白球和１个黑球，乙袋中有 Ｎ 个白球．

若每次从甲、乙两袋中分别取出一只球交换，记事件 Ａｉ 为经过ｉ次

交换后黑球仍在甲袋中，求证：
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Ｐ（Ａｉ＋１）＝ １
Ｎ ＋ １－２（ ）Ｎ Ｐ（Ａｉ）．　（ｉ＝０，１，２…）

１１．有两批人员，甲批人员都会英语，乙批中有３
４

的人会英语，

１
４

的人会法语，现从任意一批中随机地询问一人，知道他会英语，然

后从同一批中再随机地询问一人，求他会法语的概率．
１２．甲、乙两人进行射击比赛，每次胜者得１分，已知每１次射

击中甲胜的概率为α，乙胜的概率为β，α＋β＝１，比赛进行到有一人

比对方多２分为止，多２分者最终获胜，求甲最终获胜的概率．
１３．设Ａ，Ｂ，Ｃ为三个事件，且Ｐ（Ａ）＝ａ，Ｐ（Ｂ）＝２ａ，Ｐ（Ｃ）＝３ａ，

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（ＡＣ）＝Ｐ（ＢＣ）＝ｂ，证明：ａ≤ １
４

，ｂ≤ １
４．

１４．甲掷硬币ｎ＋１次，乙掷ｎ次，求甲掷出的正面数比乙掷出

的正面数多的概率．

１５．设二阶行列式的每一个元素均以１
２

的概率取０或１，各个元

素取何值是相互独立的，求这个行列式的值为正数的概率．
１６．甲、乙两选手进行单打比赛，已知每局中甲胜的概率为０．６，

乙胜的概率为０．４，可采用三局二胜制或五局三胜制，问哪种赛制对

甲更有利．
１７．设电路由Ａ，Ｂ，Ｃ 三个元件组成，若 Ａ，Ｂ，Ｃ 发生故障的概

率分别为０．３，０．２，０．２，且各元素独立工作，若Ａ 与两个并联的元件

Ｂ 及Ｃ 串联而成，求电路发生故障的概率．

１８．设随机变量ξ的概率密度为ｆ（ｘ）

１
３

，　　ｘ∈ ［０，１］，

２
９

，　　ｘ∈ ［３，６］，

０，　　 其他

烅

烄

烆 ．
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若ｋ使得Ｐ｛ξ≥ｋ｝＝ ２
３

，求ｋ的取值范围．

１９．设随机变量 Ｘ 的概率密度为ｆ（ｘ）＝ １
ｘ（１＋ｘ２），

求Ｙ＝１－
３
槡Ｘ的概率密度．

２０．设随机变量 Ｘ 与Ｙ 同分布，Ｘ 的密度函数为

ｐ（ｘ）＝
３
８ｘ２，　０＜ｘ＜２，

０，　　 其他
烅
烄

烆 ．

已知事件Ａ＝｛Ｘ＞ａ｝和Ｂ＝｛Ｙ＞ａ｝相互独立，且Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝３
４

，求

常数ａ．
２１．设Ｄ 是平面上以原点为圆心，以ｒ为半径的圆，（Ｘ，Ｙ）服从

Ｄ 上的二维均匀分布，求概率Ｐ｛｜Ｘ｜≤ｒ
２

｝．

２２．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１，　０＜ｘ＜１，｜ｙ｜＜ｘ，

０，　　　其他｛ ．

求（１）边际密度函数ＰＸ（ｘ）和ＰＹ（ｙ）；（２）Ｐ Ｙ ＞｛ ｝１
２ ．

２３．设连续型随 机 变 量 Ｘ，Ｙ 相 互 独 立 且 服 从 同 一 分 布，证 明

Ｐ｛Ｘ≥Ｙ｝＝１
２．

２４．设 Ｘ 与Ｙ 均服从正态分布Ｎ（０，σ２），且Ｐ｛Ｘ≤２，Ｙ≤－２｝

＝１
４

，求Ｐ｛ｘ＞２，Ｙ＞－２｝．

２５．设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，且都服从０－１分布，Ｐ（Ｘ＝１）＝ｐ，设

Ｚ＝
１，　Ｘ＋Ｙ 为奇数，

０，　Ｘ＋Ｙ 为偶数｛ ．
试求ｐ（０＜ｐ＜１）使得Ｚ 与Ｘ 相互独立．
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２６．已知Ｘ 和Ｙ 相互独立且服从同一（几何）分布：Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝
Ｐ｛Ｙ＝ｋ｝＝ｐｑｋ－１，ｋ＝１，２，…，对于ｋ＝１，２，…ｎ（ｎ≥２），求Ｐ｛Ｘ＝ｋ｜
Ｘ＋Ｙ＝ｎ｝．

２７．一个坛子中装有８个白球和１２个黑球，一个接一个无放回

地从坛子中取球，求直到出现五个白球为 止 的 所 有 可 能 抽 取 次 数ξ
的概率分布．

２８．设 Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
２ｘ，　０＜ｘ＜１，

０，　　其他｛ ．
现对 Ｘ 进行ｎ 次独立重复观测，以Ｖｎ 表示观测值不大于０．１的次

数，试求Ｖｎ 的概率分布．
２９．设连续 型 随 机 变 量 Ｘ 的 密 度 函 数ｐ（ｘ）是 一 个 偶 函 数，

Ｆ（ｘ）为 Ｘ 的分布函数，求证对任意实数ａ＞０，有

（１）Ｆ（－ａ）＝１－Ｆ（ａ）＝０．５－∫
ａ

０
ｐ（ｘ）ｄｘ；

（２）Ｐ｛｜Ｘ｜＜ａ｝＝２Ｆ（ａ）－１．
３０．已知某商场一天来的顾客数Ｘ 服从参数为λ 的泊松分布而

每个来到商场的顾客购物的概率为ｐ，设此商场一天内购物的顾客

数为ξ，求ξ的概率分布．
３１．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数为

ｐ（ｘ，ｙ）＝
６（１－ｙ），　０＜ｘ＜ｙ＜１，

　０，　　 其他｛ ．
（１）求Ｐ｛Ｘ＞０．５，Ｙ＞０．５｝；（２）求Ｐ｛Ｘ＜０．５｝和Ｐ｛Ｙ＜０．５｝；

（３）求Ｐ｛Ｘ＋Ｙ＜１｝．
３２．在长为ａ的线段的中点的两边随机各取一个点，求两点间

的距离小于ａ
３

的概率．

３３．设 Ｘ 与Ｙ 相互独立，都服从 θ－１
２

，θ＋（ ）１
２

上的均匀分布，

９２２阶段复习试题四



试证明 Ｘ－Ｙ 的分布与θ无关．
３４．设随 机 变 量 Ｘ１ 与 Ｘ２ 相 互 独 立 且 都 服 从 正 态 分 布 Ｎ（μ，

σ２），记Ｙ１＝ｍｉｎ（Ｘ１，Ｘ２），Ｙ２＝ｍａｘ（Ｘ１，Ｘ２），试求（Ｙ１，Ｙ２）的联

合密度函数ｆ（ｘ，ｙ）．
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９
随机变量的数字特征

９．１　基本概念与内容提要

１）数学期望（均值）与方差

（１）若 Ｘ 为离散型随机变量，其概率分布为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝＝ｐｋ（ｋ＝１，２，…），

且 ∑
ｋ

ｘｋｐｋ 绝对收敛，则称Ｅ（Ｘ）＝ ∑
ｋ

ｘｋｐｋ 为随机变量Ｘ 的数学

期望．
（２）若 Ｘ 为 连 续 型 随 机 变 量，其 密 度 函 数 为 ｆ（ｘ），且

∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ 绝对收敛，则称Ｅ（Ｘ）＝∫

＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ 为随机变量Ｘ

的数学期望．
（３） 若Ｙ＝ｇ（Ｘ）为随机变量 Ｘ 的函数，且Ｅ（Ｙ）存在，则当 Ｘ

为离散型随机变量时，有

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝ ∑
ｋ

ｇ（ｘｋ）ｐｋ；

当 Ｘ 为连续型随机变量时，有

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝∫
＋∞

－∞
ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ．

（４）若Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ 存在，称 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ 为随机

变量 Ｘ 的方差，并称σ（Ｘ）＝ Ｄ（Ｘ槡 ）为随机变量 Ｘ 的标准差．
对离散型和连续型随机变量 Ｘ，其方差分别为
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Ｄ（Ｘ）＝∑
ｋ

［ｘｋ－Ｅ（Ｘ）］２ｐｋ 和Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ｆ（ｘ）ｄｘ．

２） 数学期望与方差的性质

（ⅰ）若Ｃ 为常数，则Ｅ（Ｃ）＝Ｃ，Ｄ（Ｃ）＝０．
（ⅱ）若Ｃ，Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ 为任意常数，则

Ｅ ∑
ｎ

ｋ＝１
ＣｋＸｋ＋［ ］Ｃ ＝ ∑

ｎ

ｋ＝１
ＣｋＥ（Ｘｋ）＋Ｃ，

Ｄ ∑
ｎ

ｋ＝１
ＣｋＸｋ＋［ ］Ｃ ＝ ∑

ｎ

ｋ＝１
Ｃ２

ｋＤ（Ｘｋ）＋２ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ＣｉＣｊｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｊ）．

（ⅲ）若随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，则

Ｅ（Ｘ１Ｘ２…Ｘｎ）＝ Π
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ），　Ｄ ∑

ｎ

ｉ＝１
ＣｉＸｉ＋（ ）Ｃ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｃ２

ｉＤ（Ｘｉ），

特别，当 Ｘ１ 与 Ｘ２ 独立时，Ｄ（Ｘ１±Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）．
（ⅳ）Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２．
若Ｚ 为二维离散型的随机变量，且其关于Ｘ，Ｙ 的概率分布分别

为ｐＸ（ｘｉ），ｐＹ（ｙｉ），则有

Ｅ（Ｘ）＝ ∑
ｉ
∑
ｊ

ｘｉＰ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝ ∑
ｉ
∑
ｊ

ｘｉｐｉｊ

＝ ∑
ｉ

ｘｉＰＸ（ｘｉ），

Ｅ（Ｙ）＝ ∑
ｉ
∑
ｊ
ｙｊＰ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｉ｝＝ ∑

ｊ
∑
ｉ
ｙｊＰｉｊ

＝ ∑
ｊ
ｙｊＰＹ（ｙｊ），

Ｄ（Ｘ）＝ ∑
ｉ
∑
ｊ

［ｘｉ－Ｅ（Ｘ）］２Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｉ｝

＝ ∑
ｉ

［ｘｉ－Ｅ（Ｘ）］２ＰＸ（ｘｉ），

Ｄ（Ｙ）＝ ∑
ｉ
∑
ｊ

［ｙｊ－Ｅ（Ｙ）］２Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝

＝ ∑
ｊ

［ｙｊ－Ｅ（Ｙ）］２ＰＹ（ｙｊ）．

若Ｚ 是二维连续型随机变量，且ｆ（ｘ，ｙ），ｆＸ（ｘ），ｆＹ（ｙ）分别是
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Ｚ，Ｘ，Ｙ 的密度函数，则有

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

－∞
ｘｆＸ（ｘ）ｄｘ，

Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

－∞
ｙｆＹ（ｙ）ｄｙ，

Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ＰＸ（ｘ）ｄｘ，

Ｄ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｙ－Ｅ（Ｙ）］２ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
＋∞

－∞
［ｙ－Ｅ（Ｙ）］２ＰＹ（ｙ）ｄｙ．

设Ｚ 是两个 随 机 变 量Ｘ，Ｙ 的 函 数：Ｚ＝ｇ（Ｘ，Ｙ），且 Ｅ（Ｚ）存

在，则当（Ｘ，Ｙ）为二维离散型随机变量时，有

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ［ｇ（Ｘ，Ｙ）］＝ ∑
ｉ
∑
ｊ

ｇ（ｘｉ，ｙｉ）Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝

＝ ∑
ｉ
∑
ｊ

ｇ（ｘｉ，ｙｊ）Ｐｉｊ，

当（Ｘ，Ｙ）为二维连续型随机变量时，有

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ［ｇ（Ｘ，Ｙ）］＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｇ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

３）协方差

称ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ［（Ｘ－Ｅ（Ｘ））（Ｙ－Ｅ（Ｙ））］为随机变量Ｘ，Ｙ 的

协方差．
计算协方差常用公式：ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
协方差具有下列性质：
（１）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ｃｏｖ（Ｙ，Ｘ）；
（２）ｃｏｖ（ａＸ，ｂＹ）＝ａｂｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）；
（３）ｃｏｖ（Ｘ１＋Ｘ２，Ｙ）＝ｃｏｖ（Ｘ１，Ｙ）＋ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ）；
（４）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）；
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（５）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．
４）相关系数

对随机变量 Ｘ，Ｙ，若Ｄ（Ｘ）＞０，Ｄ（Ｙ）＞０均存在，则称

ρＸＹ ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

为 Ｘ 与Ｙ 的相关系数．
若考虑 Ｘ，Ｙ 的标准化随机变量：

Ｘ ＝Ｘ－Ｅ（Ｘ）
Ｄ（Ｘ槡 ）

，　Ｙ ＝Ｙ－Ｅ（Ｙ）
Ｄ（Ｙ槡 ）

，

则 　 Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｙ）＝１，
而 　 ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ρＸＹ，
即相关系数ρＸＹ 就是标准化随机变量的协方差．

相关系数具有下列性质：
（１）｜ρＸＹ｜≤１；
（２）｜ρＸＹ｜＝１存在常数ａ，ｂ，使得Ｐ｛Ｙ＝ａ＋ｂＸ｝＝１，即 Ｘ 与Ｙ

具有线性关系的概率为１；
（３）若ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０或ρＸＹ＝０，称 Ｘ 与Ｙ 不相关；
（４）若 Ｘ 与Ｙ 相互独立，则 Ｘ 与Ｙ 一定不相关，但其逆不真．
但对于二维正态分布 Ｎ（μ１，μ２，σ２

１，σ２
２，ρ），不相关性与独立性是

等价的．
５）常用分布的数学期望与方差

列表如下：

分布名称 概　率　分　布 数学期望 方　差

０—１分布

（两点分布） Ｐ｛Ｘ＝１｝＝ｐ，Ｐ｛Ｘ＝０｝＝１－ｐ＝ｑ ｐ ｐｑ

 二项分布

（Ｂ（ｎ，ｐ）） Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋ
ｎｐｋｑｎ－ｋ，ｋ＝０，１，…，ｎ ｎｐ ｎｐｑ
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续　表

分布名称 概　率　分　布 数学期望 方　差

 泊松分布

（Ｐ（λ）） Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝λｋｅ－λ

ｋ！
，ｋ＝０，１，２，… λ λ

 均匀分布

（Ｕ［ａ，ｂ］） ｐ（ｘ）＝
１

ｂ－ａ
，　ａ≤ｘ≤ｂ

０，　　　
烅
烄

烆 其他

ａ＋ｂ
２

（ｂ－ａ）２
２

 指数分布

（Ｅ（λ）） ｐ（ｘ）＝ λｅ－λｘ，　ｘ＞０
０，　　　ｘ≤｛ ０

１
λ

１
λ２

 正态分布

（Ｎ（μ，σ２）） ｐ（ｘ）＝ １
２槡πσ

ｅ
－（ｘ－μ）２

２σ２ μ σ２

　　６）切比雪夫不等式

设随机变量 Ｘ 的Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）都存在，则对任意ε＞０，有

Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε｝≤Ｄ（Ｘ）
ε２ ．

７）矩

若Ｅ（Ｘｋ）存在（ｋ≥０），则称ｖｋ＝Ｅ（Ｘｋ）为随机变量 Ｘ 的ｋ 阶原

点矩．
若Ｅ（Ｘ），Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ 存在（ｋ≥０），则称μｋ＝Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］ｋ

为随机变量Ｘ 的ｋ 阶中心矩．
显然，Ｅ（Ｘ）＝ｖ１，Ｄ（Ｘ）＝μ２．

９．２　典型习题与试题解析

例９．１　假设 十 只 同 种 电 器 元 件，其 中 有 两 只 废 品．装 配 仪 器

时，从这批元件中任取一只，如是废品，则扔掉重新任取一只，如仍是

废品，则扔掉再取 一 只．试 求 在 取 到 正 品 之 前 已 取 到 的 废 品 只 数 Ｘ
的概率分布，数学期望与方差．

解析　Ｘ 的可能取值为０，１，２．

５３２９．２　典型习题与试题解析



Ｐ（Ｘ ＝０）＝ ８
１０＝０．８，Ｐ（Ｘ ＝１）＝ ２

１０
·８

９ ＝ ８
４５

，

Ｐ（Ｘ ＝２）＝ ２
１０

·１
９

·８
８ ＝ １

４５．

即 Ｘ 的概率分布为 Ｘ ０ １ ２

ｐ ４
５

８
４５

１
４５

Ｅ（Ｘ）＝０×４
５＋１×８

４５＋２×１
４５＝１０

４５＝２
９

，

Ｅ（Ｘ２）＝０２×４
５＋１２×８

４５＋２２×１
４５＝１２

４５＝４
１５

，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝４
１５－４

８１＝８８
４０５．

例９．２　设随机变量 Ｘ 的概率密度函数为

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，－∞＜ｘ＜＋∞，

求Ｅ（Ｘ）及Ｄ（Ｘ）．

解析　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝１

２∫
＋∞

－∞
ｘｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０．

因为１
２ｘｅ－｜ｘ｜为奇函数，由奇函数积分的性质知Ｅ（Ｘ）＝０，

Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
（ｘ－Ｅ（Ｘ））２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞

１
２ｘ２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ

＝∫
＋∞

０
ｘ２ｅ－ｘｄｘ＝－ｅ－ｘ（ｘ２＋２ｘ＋２）

＋∞

０
＝２．

例９．３　设 Ｘ 服 从 柯 西 分 布，其 密 度 函 数 为ｐ（ｘ）＝１
π

１
１＋ｘ２

（－∞＜ｘ＜＋∞），求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）．

解析　由于∫
＋∞

－∞
｜ｘ｜·１

π
１

１＋ｘ２ｄｘ＝＋∞，所以Ｅ（Ｘ）不存在，故

Ｄ（Ｘ）更不存在．
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评注　若ｎ阶矩存在，则所有的小于ｎ阶的矩都存在．
例９．４　某人用ｎ把钥匙去开门，只有一把能打开，今逐个任取

一把试开，求打开此门所需开门次数 Ｘ 的数学期望及方差．假设（１）
打不开的钥匙不放回；（２）打不开的钥匙仍放回．

解析　（１）打不开门的钥匙不放回的情况下，所需开门次数 Ｘ
的可能值为１，２，…，ｎ．注意到Ｘ＝ｋ意味着从第一次到第ｋ－１次均

未能打开，第ｋ 次 才 打 开，Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝ｎ－１
ｎ

·ｎ－２
ｎ－１

…· ｎ－ｋ
ｎ－ｋ＋１

·

１
ｎ－ｋ＝１

ｎ
，ｋ＝１，２，…，ｎ．于是，随机变量 Ｘ 的分布律为

Ｘ １ ２ ３ … ｎ

ｐ １
ｎ

１
ｎ

１
ｎ

… １
ｎ

　　　　Ｅ（Ｘ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ·１

ｎ＝１
ｎ

（１＋２＋…＋ｎ）＝ｎ＋１
２

，

　　Ｅ（Ｘ２）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ２·１

ｎ＝１
ｎ

（１２＋２２＋…＋ｎ２）

＝１
ｎ

·１
６ｎ

（ｎ＋１）（２ｎ＋１）＝
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

６
，

　　Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

６ － ｎ＋１（ ）２
２

＝１
１２

（ｎ＋１）（ｎ－１）．

（２）由于打不开的钥匙仍放回，可知Ｘ 的可能取值为１，２，…，

ｎ，…，其分布律为

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝１
ｎ

ｎ－１（ ）ｎ
ｋ－１

，ｋ＝１，２，…，

令ｐ＝１
ｎ

，ｑ＝ｎ－１
ｎ

，则

７３２９．２　典型习题与试题解析



Ｅ（Ｘ）＝ ∑
∞

ｋ＝１
ｋｐｑｋ－１ ＝ｐ∑

∞

ｋ＝１
ｋｑｋ－１ ＝ｐ∑

∞

ｋ＝１

（ｑｋ）１

＝ｐ ∑
∞

ｋ＝１
ｑ（ ）ｋ １

＝ｐ· ｑ
１－（ ）ｑ

１

＝ １
ｐ ＝ １

ｎ．

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ ＝ ∑
∞

ｋ＝１
ｋ２ｐｑｋ－１－１

ｐ２ ＝２－ｐ
ｐ２ －１

ｐ２

＝１－ｐ
ｐ２ ＝ｎ２ １－１（ ）ｎ ＝ｎ（ｎ－１）．

例９．５　在一个人数为 Ｎ 的人群中普查某种疾病，需抽验 Ｎ 个

人的血．若将每个人的血分别检验，则共需检验 Ｎ 次．现按ｋ个人一

组进行分组，将同组ｋ个人的血样混合后检验，若混合血样阴性，说

明此ｋ个人都正常，这ｋ个人相当于每人检验１
ｋ

次；若混 合 血 样 阳

性，说明其中至少有一人阳性，则需对此ｋ个人的血样分别检验，因

而这ｋ个人需检验ｋ＋１次，相当于每人检验１＋１
ｋ

次．假设该病的

发病率为ｐ，且得此病相互独立，问此方法能否减少平均检验次数？

解析　设Ｘ 表示该人群中每个人需要的验血次数，则Ｘ 的分布

列为

Ｘ １
ｋ １＋１

ｋ
Ｐ （１－ｐ）ｋ １－（１－ｐ）ｋ

则每人平均验血次数为

Ｅ（Ｘ）＝１
ｋ

（１－ｐ）ｋ＋ １＋１（ ）ｋ
［１－（１－ｐ）ｋ］＝１－（１－ｐ）ｋ＋１

ｋ．

因此只要选择ｋ使１－（１－ｐ）ｋ＋１
ｋ＜１，即（１－ｐ）ｋ＞１

ｋ
即可减少验

血次数，而且可适当选择ｋ使其达到最小．
例９．６　一台设备由三大部件构成，在设备运转 中 各 部 件 需 要
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调整的概率 相 应 为０．１０，０．２０和０．３０．假 设 各 部 件 的 状 态 相 互 独

立，以 Ｘ 表示同时需要调整的部件数，试求 Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）和

方差Ｄ（Ｘ）．
解析　方 法 Ⅰ　 引 进 事 件，设 Ａｉ＝｛第ｉ个 部 件 需 要 调 整｝

（ｉ＝１，２，３），其概率相应为

Ｐ（Ａ１）＝０．１０，Ｐ（Ａ２）＝０．２０，Ｐ（Ａ３）＝０．３０，
易见 Ｘ 的可能取值为０，１，２，３．由于Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独立，可见

Ｐ｛Ｘ＝０｝＝Ｐ（Ａ１ Ａ２ Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）

＝０．９×０．８×０．７＝０．５０４，

Ｐ｛Ｘ＝１｝＝Ｐ｛Ａ１，Ａ２，Ａ３∪Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１ Ａ２Ａ３｝

＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＋

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）

＝０．１×０．８×０．９＋０．９×０．２×０．７＋０．９×０．８×０．３
＝０．３９８，

Ｐ｛Ｘ＝２｝＝Ｐ｛Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２Ａ３｝

＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＋

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）

＝０．１×０．２×０．７＋０．１×０．８×０．３＋０．９×０．２×０．３
＝０．０９２，

Ｐ｛Ｘ＝３｝＝Ｐ｛Ａ１Ａ２Ａ３｝＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）

＝０．１×０．２×０．３＝０．００６．
于是随机变量 Ｘ 的概率分布为

Ｘ～
０ １ ２ ３

０．５０４ ０．３９８ ０．０９２ ０．（ ）００６
，

因此

Ｅ（Ｘ）＝１×０．３９２＋２×０．０９２＋３×０．００６＝０．６，

Ｅ（Ｘ２）＝１×０．３９８＋４×０．０９２＋９×０．００６＝０．８２０，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝０．８２０－０．３６＝０．４６．

９３２９．２　典型习题与试题解析



方法Ⅱ　考虑随机变量

Ｘｉ＝
１，　若Ａｉ 出现，

０，　若Ａｉ 不出现｛ ，　　（ｉ＝１，２，３）

易见

Ｅ（Ｘｉ）＝Ｐ（Ａｉ），

Ｄ（Ｘｉ）＝Ｐ（Ａｉ）［１－Ｐ（Ａｉ）］，

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋Ｘ３，

因此，由于 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 独立，可见

Ｅ（Ｘ）＝０．１＋０．２＋０．３＝０．６，

Ｄ（Ｘ）＝０．１×０．９＋０．２×０．８＋０．３×０．７＝０．４６．
例９．７　逐批检查产品，对于一批产品，如果抽查到第ｍ 件仍未

发现废品，则停止检查而认为这批产品的质量合格．反之，若未抽到

ｍ 件已发现废品或抽到第ｍ 件时发现是废品，则不需再检查而认为

这批产品不合格．假设每批产品数量都很大，因而认为每次查到废品

的概率都是ｐ，问平均每批产品要查多少件？

解析　设ξ表示检查的件数，则（ｑ＝１－ｐ）

ξ １ ２ …　　ｍ－１ ｍ
ｐ ｐ ｐｑ …　　ｐｑｍ－２ ｑｍ－１

其中 １－（ｐ＋ｐｑ＋…＋ｐｑｍ－２）＝１－ｐ１－ｑｍ－１

１－ｑ ＝ｑｍ－１，

所以 Ｅ（ξ）＝ｐ＋２ｐｑ＋…＋（ｍ－１）ｐｑｍ－２＋ｍｑｍ－１．
令　 Ｓ＝ｐ＋２ｐｑ＋…＋（ｍ－１）ｐｑｍ－２，

　　Ｓｑ＝ｐｑ＋…＋（ｍ－２）ｐｑｍ－２＋（ｍ－１）ｐｑｍ－１，

Ｓ－Ｓｑ＝ｐ＋ｐｑ＋…＋ｐｑｍ－２－（ｍ－１）ｐｑｍ－１

＝ｐ１－ｑｍ－１

１－ｑ －（ｍ－１）ｐｑｍ－１

＝１－ｑｍ－１－（ｍ－１）ｐｑｍ－１，
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Ｓ＝１
ｐ

［１－ｑｍ－１－（ｍ－１）ｐｑｍ－１］．

所以　Ｅ（ξ）＝１
ｐ

［１－ｑｍ－１－（ｍ－１）ｐｑｍ－１］＋ｍｑｍ－１＝１
ｐ

［１－ｑｍ］．

即平均每批产品要检查１
ｐ

［１－ｑｍ］件．

例９．８　设ξ，η独立，且有相同的等概率分布

Ｐ｛ξ＝ｉ｝＝Ｐ｛η＝ｉ｝＝１
ｎ　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

设ζ＝｜ξ－η｜，求Ｅ（ζ）与Ｄ（ζ）．
解析　｜ξ－η｜＝ｋ时意味着ξ＝η±ｋ，当ｋ≠０时，共有２（ｎ－ｋ）

种，当ｋ＝０时，有ｎ种．

而Ｐ｛｜ξ－η｜＝ｋ｝＝Ｐ｛ξ＝ｉ，η＝ｉ±ｋ｝＝１
ｎ

·１
ｎ＝１

ｎ２，

｜ξ－ｎ｜ ０ １ … ｋ … ｎ－１

ｐ
１
ｎ２·ｎ １

ｎ２·２（ｎ－１） １
ｎ２２（ｎ－ｋ） １

ｎ２２［ｎ－（ｎ－１）］＝１
ｎ２２

所以　Ｅ（｜ξ－η｜）＝０·ｎ
ｎ２＋

２（ｎ－１）
ｎ２ ＋…＋

（ｎ－１）·２（ｎ－（ｎ－１））
ｎ２

＝２
ｎ２［ｎ－１＋２（ｎ－２）＋…＋ｋ（ｎ－ｋ）＋…＋

（ｎ－１）（ｎ－（ｎ－１））］

＝２
ｎ２ ∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｋｎ－ ∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｋ［ ］２

＝２
ｎ２

ｎ
２ｎ

（ｎ－１）－ｎ（ｎ－１）（２ｎ－１）［ ］６

＝ｎ２－１
３ｎ

，

Ｅ（｜ξ－η｜
２）＝０２·１

ｎ２ｎ＋１·１
ｎ２２（ｎ－１）＋…＋ｋ２·１

ｎ２２（ｎ－ｋ）＋

１４２９．２　典型习题与试题解析



…＋（ｎ－１）２·１
ｎ２２（ｎ－（ｎ－１））

＝
∑
ｎ－１

ｋ＝１
２ｋ２（ｎ－ｋ）

ｎ２ ＝１
ｎ２ ２ｎ∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｋ２－２∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｋ［ ］３

＝１
ｎ２ ２ｎ·１

６
（ｎ－１）ｎ·（２ｎ－１）－２（１＋２＋…＋（ｎ－１））［ ］２

＝１
６

（ｎ２－１），

Ｄ（｜ξ－η｜）＝Ｅ｜ξ－η｜
２－（Ｅ｜ξ－η｜）２＝１

６
（ｎ２－１）－ ｎ２－１

３（ ）ｎ
２

＝ｎ４＋ｎ２－２
１８ｎ２ ．

例９．９　ｒ个人在一楼进入电梯，楼上有ｎ层，设每个乘客在任

何一层出电梯的概率相同，试求直到电梯中的乘客出完为止，电梯需

停次数的期望．
解析　定义随机变量ξｉ（ｉ＝１，…，ｎ）表 示 电 梯 在 第ｉ层 停 的 次

数，则

ξｉ＝
１，　若电梯在第ｉ层停，

０，　否则｛ ．
　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

注意到每个人在任何一层出电梯的概率均为１
ｎ

，若ｒ个人同时

不在第ｉ层出电梯，那么电梯在该层就不停，所以

Ｐ｛ξｉ＝０｝＝ １－１（ ）ｎ
ｒ
，

Ｐ｛ξｉ＝１｝＝１－ １－１（ ）ｎ
ｒ
，

则电梯需停的次数ξ＝ξ１＋ξ２＋…＋ξｎ，所以

Ｅ（ξ）＝Ｅ（ξ１）＋…＋Ｅ（ξｎ）＝ｎ１－ １－１（ ）ｎ［ ］ｒ

．

２４２ ９　随机变量的数字特征



例９．１０　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 独立，都在区间［１，３］上服从均匀

分布，引进事件Ａ＝｛Ｘ≤ａ｝，Ｂ＝｛Ｙ＞ａ｝，（１）已知 Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝７
９

，

求常数ａ；（２）求１
Ｘ

的数学期望．

解析　（１）设Ｐ（Ａ）＝Ｐ｛Ｘ≤ａ｝＝ｐ，由 Ｘ 与Ｙ 同分布知Ｐ（Ｂ）

＝Ｐ（Ｙ≤ａ）＝Ｐ（Ｘ≤α）＝ｐ，故Ｐ（Ｂ）＝１－ｐ．由条件知　Ｐ｛Ａ∪Ｂ｝

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝ｐ＋（１－ｐ）－ｐ（１－ｐ）＝ｐ２－ｐ＋１

＝７
９

，由此得　ｐ１＝１
３

，ｐ２＝２
３

，于是问题有两个解，即ａ 有 两 个 可

能值

∫
ａ

１

１
２ｄｘ＝ａ－１

２ ＝ｐ１＝１
３

，ａ＝１＋２
３＝５

３
，

∫
ａ

１

１
２ｄｘ＝ａ－１

２ ＝ｐ２＝２
３

，ａ＝１＋４
３＝７

３．

（２）Ｅ １（ ）Ｘ ＝∫
＋∞

－∞

１
ｘｆ

（ｘ）ｄｘ＝∫
３

１

１
２ｘｄｘ＝ １

２ｌｎｘ
３

１
＝ １

２ｌｎ３．

例９．１１　假设由自动线加工的零件的内径 Ｘ（毫米）服从正态

分布 Ｎ（μ，１），内径小于１０或大于１２的为不合格品，其余的为合格

品．销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损．已知销售利润 Ｔ
（单位：元）与销售零件的内径 Ｘ 有如下关系

Ｔ＝
－１，　若ｘ＜１０，

２０，　 若１０≤ｘ≤１２，

－５，　若ｘ＞１２
烅
烄

烆 ．
问平均内径μ为何值时，销售一个零件的平均利润最大？

解析　由条件知，平均利润为

　Ｅ（Ｔ）＝２０Ｐ｛１０≤Ｘ≤１２｝＋（－１）Ｐ｛Ｘ＜１０｝＋（－５）Ｐ｛Ｘ＞１２｝

＝２０［Ф（１２－μ）－Φ（１０－μ）］－Φ（１０－μ）－５［１－Φ（１２－μ）］

＝２５Φ（１２－μ）－２１Φ（１０－μ）－５，
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则有

ｄＥ（Ｔ）
ｄμ

＝－２５φ（１２－μ）＋２１φ（１０－μ），

令其等于零得 　 －２５
２槡π

ｅ－
（１２－μ）２

２ ＋ ２１
２槡π

ｅ－
（１０－μ）２

２ ＝０．

即 　 ２５ｅ－
（１２－μ）２

２ ＝２１ｅ－
（１０－μ）２

２
，

２５
２１＝ｅ

（１２－μ）２

２
－
（１０－μ）２

２ ＝ｅ
２（１１－μ）

，　２（１１－μ）＝ｌｎ２５
２１．

由 此得：μ＝μ０ ＝１１－１
２ｌｎ

２５
２１≈１０．９．由题意知，当μ＝μ０＝１０．９

毫米时，平均利润最大．
例９．１２　一商店经销某种商品，每周

进货的数量 Ｘ 与顾客对该种商品的需求量

Ｙ 是相互 独 立 的 随 机 变 量，且 都 服 从 区 间

［１０，２０］上的均匀分布．商店每售出一单位

商品可得利润１０００元；若需求量超过了进

货量，商店可从其他商店调剂供应，这时每

单位商品 获 利 润 为５００元．试 计 算 此 商 店

经销该种商品每周所得利润的期望值．
解析　设Ｚ 表示商店每周所得的利润，则

Ｚ＝
１０００Ｙ，　　　　　　　　　　　　　　Ｙ≤Ｘ，

１０００Ｘ＋５００（Ｙ－Ｘ）＝５００（Ｘ＋Ｙ）， Ｙ＞Ｘ｛ ．
由于 Ｘ 与Ｙ 的联合概率密度为

φ（ｘ，ｙ）＝
１

１００
，　１０≤ｘ≤２０，１０≤ｙ≤２０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．

所以　　Ｅ（Ｚ）＝
Ｄ１

１０００ｙ× １
１００ｄｘｄｙ＋

Ｄ２

５００（ｘ＋ｙ）× １
１００ｄｘｄｙ
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＝１０∫
２０

１０
ｄｙ∫

２０

ｙ
ｙｄｘ＋５∫

２０

１０
ｄｙ∫

ｙ

１０
（ｘ＋ｙ）ｄｘ

＝１０∫
２０

１０
ｙ（２０－ｙ）ｄｙ＋５∫

２０

１０

３
２ｙ２－１０ｙ（ ）－５０ｄｙ

＝２００００
３ ＋５×１５００

≈１４１６６．６７（元）．
例９．１３　假设一部机器在一天内发生故障的概率为０．２．机器

发生故障时全天停止工作．若一周５个工作日里无故障，可 获 利 润

１０万元，发生一次故障仍可获利润５万元，发生两次故障所获利润

０元，发生三次或三次以上故障就要亏损两万元．求一周内期望利润

是多少？

解析　 以 Ｘ 表 示 一 周 ５ 天 内 机 器 发 生 故 障 的 次 数，则 Ｘ～
Ｂ（５，０．２），

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝Ｃｋ
５（０．２）ｋ（０．８）５－ｋ，ｋ＝０，１，２，３，４，５，

Ｐ｛Ｘ ＝０｝＝０．８５ ＝０．３２８，

Ｐ（Ｘ ＝１）＝Ｃ１
５（０．２）（０．８）４ ＝０．４１０，

Ｐ｛Ｘ ＝２｝＝Ｃ２
５（０．２）２（０．８）３ ＝０．２０５，

Ｐ｛Ｘ ≥３｝＝１－Ｐ（Ｘ ＝０）－Ｐ（Ｘ ＝１）－Ｐ（Ｘ ＝２）

＝１－０．３２８－０．４１０－０．２０５＝０．０５７，
以Ｙ 表示所获利润，则

Ｙ ＝ｆ（Ｘ）＝

１０，　　 若 Ｘ ＝０，

５， 若 Ｘ ＝１，

０， 若 Ｘ ＝２，

－２， 若 Ｘ ≥３

烅

烄

烆 ，

Ｅ（Ｙ）＝１０×０．３２８＋５×０．４１０＋０×０．２０５－２×０．０５７
＝５．２１６（万元）．

例９．１４　有１００００名同年龄段且同社会阶层的人参加了某保

险公司的一项人寿保险，每个投保人在每年初需交纳２００元保费，而

５４２９．２　典型习题与试题解析



在这一年中，若 投 保 人 死 亡，则 受 益 人 可 从 保 险 公 司 获 得１０００００
元的赔偿费，据生命 表 可 知 这 类 人 的 年 死 亡 率 为０．００１，试 求 保

险公司在这项业务上（１）亏本的概率；（２）至 少 获 利５０００００元 的

概率．
解析　设Ｘ 表示１００００名投保人在一年中的死亡人数，则Ｘ～

Ｂ（１００００，０．００１）．
保险公司在这项业务上一年的盈亏＝２００×１００００－１０００００Ｘ．
因为ｎ＝１００００很大，ｐ＝０．００１很小，所以用λ＝ｎｐ＝１０的泊

松分布进行近似计算．

（１）亏本的概率＝Ｐ｛Ｘ＞２０｝＝１－Ｐ｛Ｘ≤２０｝≈１－ ∑
２０

ｋ＝０

１０ｋ

ｋ！ｅ
－１０

＝１－０．９９８＝０．００２．
可见亏本的可能性很小．

（２）至少获利５０００００元的概率＝Ｐ｛Ｘ ≤１５｝≈ ∑
１５

ｋ＝０

１０ｋ

ｋ！ｅ
－１０

＝０．９５１．
可见至少盈利５０００００元的可能性很大．

例９．１５　两台同样的自动记录仪，每台无故障工作的时间服从

参数为５的指数分布．首先开动其中一台，当其发生故障时停用而另

一台自动开动．试求两台记录仪无故障工作的总时间Ｔ 的概率密度

ｆ（ｔ）、数学期望和方差．
解析　以 Ｘ１ 和 Ｘ２ 表示先后开动的记录仪无故障工作的时间，

则Ｔ＝Ｘ１＋Ｘ２．由条件知 Ｘｉ（ｉ＝１，２）的概率密度为

ｐｉ（ｘ）＝
５ｅ－５ｘ，　若ｘ＞０，

　０，　　若ｘ≤０｛ ．
两台仪器无故障工作时间 Ｘ１ 和 Ｘ２ 显然相互独立．
利用二独 立 随 机 变 量 和 的 密 度 公 式 求 Ｔ 的 概 率 密 度．对 于

ｔ＞０，有
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ｆ（ｔ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ１（ｘ）ｐ２（ｔ－ｘ）ｄｘ＝２５∫

ｔ

０
ｅ－５ｘｅ－５（ｔ－ｘ）ｄｘ

＝２５ｅ－５ｔ∫
ｔ

０
ｄｘ＝２５ｔｅ－５ｔ；

当ｔ≤０时，显然ｆ（ｔ）＝０．于是，得

ｆ（ｔ）＝
２５ｔｅ－５ｔ，　若ｔ＞０，

　０，　　 若ｔ≤０｛ ．
由于 Ｘｉ 服从参数为λ＝５的指数分布，知

Ｅ（Ｘｉ）＝１
５

，　Ｄ（Ｘｉ）＝１
２５

（ｉ＝１，２）．

因此，有

Ｅ（Ｔ）＝Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２）＝Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＝２
５．

由于 Ｘ１ 和 Ｘ２ 独立，可见

Ｄ（Ｔ）＝Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＝２
２５．

例９．１６　设排球队Ａ 与Ｂ 进行比赛，若有一队胜３场，则比赛

结束，假定Ａ 在每场比赛中获胜的概率ｐ＝１
２

，试求比赛场数 Ｘ 的

数学期望．
解析　Ｘ 的可能取值为３，４，５．
若以３场结束比赛，则或Ａ 全胜，或Ｂ 全胜，此时概率为ｐ３＋ｑ３

＝（ ）１
２

３

＋（ ）１
２

３

＝１
４

，即Ｐ（Ｘ＝３）＝１
４．这里ｑ为Ｂ 在每场比赛中

获胜的概率，ｑ＝１－ｐ＝１
２．

若以４场结束比赛，则或Ａ 在第４场取胜，或Ｂ 在第４场取胜，

故Ａ 胜的概率为ｐＣ２
３ｐ２ｑ＝３

１６
，同样Ｂ 获胜的概率为ｑＣ２

３ｑ２ｐ＝３
１６

，

Ｐ｛Ｘ＝４｝＝３
１６＋３

１６＝３
８．
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若以５场结束比赛，则或Ａ 在第５场取胜，或Ｂ 在第５场取胜，

Ｐ｛Ｘ＝５｝＝ｐＣ２
４ｐ２ｑ２＋ｑＣ２

４ｑ２ｐ２＝２×６×（ ）１
２

５

＝３
８．故Ｘ 的分布律为

Ｘ ３ ４ ５

ｐ １
４

３
８

３
８

Ｅ（Ｘ）＝３×１
４＋４×３

８＋５×３
８＝３３

８＝４．１２５（场）．

例９．１７　游客乘电梯从电视塔底层到顶层观光，电梯于每个整

点的第５分钟、第２５分钟和第５５分钟从底层起行．假设一游客在８
点的第 Ｘ 分钟到达底层候梯处，且 Ｘ 在［０，６０］上均匀分布，求该游

客等候时间的数学期望．
解析　已知 Ｘ～Ｕ［０，６０］，Ｘ 的密度函数为

ｆ（ｘ）＝
１
６０

，　０≤ｘ≤６０，

０，　　其他
烅
烄

烆 ，
设Ｙ 是游客等候电梯的时间（单位：分），则

Ｙ＝ｇ（Ｘ）＝

５－Ｘ，　　　若０≤Ｘ≤５，

２５－Ｘ， 若５＜Ｘ≤２５，

５５－Ｘ， 若２５＜Ｘ≤５５，

６０－Ｘ＋５， 若５５＜Ｘ≤６０

烅

烄

烆 ，
因此

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ｇ（Ｘ）］＝∫
＋∞

－∞
ｇ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ

＝１
６０∫

５

０
（５－ｘ）ｄｘ＋∫

２５

５
（２５－ｘ）ｄｘ＋∫

５５

２５
（５５－ｘ）ｄ［ ｘ＋

∫
６０

５５
（６５－ｘ）ｄ ］ｘ

＝１
６０

［１２．５＋２００＋４５０＋３７．５］＝７００
６０＝１１．６７．
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例９．１８　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的联合概率分布为

Ｙ
　　　　概率
Ｘ　　　　　

－１ ０ １

０ ０．０７ ０．１８ ０．１５

１ ０．０８ ０．３２ ０．２０

求 Ｘ２ 和Ｙ２ 的协方差ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ２）．
解析　（Ｘ２，Ｙ２）的联合概率分布为

Ｙ２

　　　　概率

Ｘ２　　　　　
０ １

０ ０．１８ ０．２２

１ ０．３２ ０．２８

　　Ｘ２ 与Ｙ２ 的边缘概率分布分别为

Ｘ２ ０ １

ｐ ０．４ ０．６

Ｙ２ ０ １

ｐ ０．５ ０．５

Ｅ（Ｘ２）＝０．６，Ｅ（Ｙ２）＝０．５，Ｅ（Ｘ２Ｙ２）＝０．２８，
故　ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ２）＝Ｅ（Ｘ２Ｙ２）－Ｅ（Ｘ２）Ｅ（Ｙ２）＝０．２８－０．６×０．５

＝－０．０２．
例９．１９　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的联合分布是在以 点（０，１），（１，

０），（１，１）为顶点的三角形区域上服从均匀分布，试求随机变量Ｕ＝
Ｘ＋Ｙ 的方差．

解析　方法Ⅰ　三角形区域为Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１，

ｘ＋ｙ≥１｝，随机变量 Ｘ 和Ｙ 的联合密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２，　若（ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０，　若（ｘ，ｙ）Ｇ｛ ．
以ｆ１（ｘ）表示 Ｘ 的概率密度，则当ｘ≤０或ｘ≥１时，ｆ１（ｘ）＝０；当
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０＜ｘ＜１时，有

ｆ１（ｘ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ＝∫

１

１－ｘ
２ｄｙ＝２ｘ．

因此

Ｅ（Ｘ）＝∫
１

０
２ｘ２ｄｘ＝２

３
，　Ｅ（Ｘ２）＝∫

１

０
２ｘ３ｄｘ＝１

２
，

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２＝１
２－４

９＝１
１８．

同理可得Ｅ（Ｙ）＝２
３

，　Ｄ（Ｙ）＝１
１８．

现在求 Ｘ 和Ｙ 的协方差．

Ｅ（ＸＹ）＝
Ｇ

２ｘｙｄｘｄｙ＝２∫
１

０
ｘｄｘ∫

１

１－ｘ
ｙｄｙ＝５

１２
；

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）·Ｅ（Ｙ）＝５
１２－４

９＝－１
３６．

于是

Ｄ（Ｕ）＝Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＋２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝１
１８＋１

１８－２
３６＝１

１８．

方法Ⅱ　三角形区域为Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤１，ｘ＋ｙ≥
１｝；随机变量 Ｘ 和Ｙ 的联合密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２，　若（ｘ，ｙ）∈Ｇ，

０，　若（ｘ，ｙ）Ｇ｛ ．
以ｆ（ｕ）表示Ｕ＝Ｘ＋Ｙ 的概率密度，当ｕ＜１或ｕ＞２时，显然

ｆ（ｕ）＝０．
设１≤ｕ≤２，当０≤ｘ≤１且０≤ｕ－ｘ≤１时ｆ（ｘ，ｕ－ｘ）＝２，否则

ｆ（ｘ，ｕ－ｘ）＝０．由随机变量之和的概率密度公式，有

ｆ（ｕ）＝∫
∞

－∞
ｆ（ｘ，ｕ－ｘ）ｄｘ＝∫

１

ｕ－１
２ｄｘ＝２（２－ｕ）．

因此
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Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｅ（Ｕ）－∫
∞

－∞
ｕｆ（ｕ）ｄｕ＝２∫

２

１
ｕ（２－ｕ）ｄｕ＝４

３
，

Ｅ（Ｘ＋Ｙ）２＝Ｅ（Ｕ２）＝∫
∞

－∞
ｕ２ｆ（ｕ）ｄｕ＝２∫

２

１
ｕ２（２－ｕ）ｄｕ＝１１

６
，

Ｄ（Ｕ）＝Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｅ（Ｘ＋Ｙ）２－［Ｅ（Ｘ＋Ｙ）］２＝１１
６－１６

９＝１
１８．

例９．２０　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝１
２

［φ１（ｘ，ｙ）＋φ２（ｘ，ｙ）］，

其中φ１（ｘ，ｙ）和φ２（ｘ，ｙ）都是二维正态密度函数，且它们对应的二

维随机变量的相关系数分别为１
３

和－１
３

，它们的边缘密度函数所对

应的随机变量的数学期望都是零，方差都是１．
（１）求随机变量 Ｘ 和Ｙ 的密度函数ｆ１（ｘ）和ｆ２（ｙ），及 Ｘ 和Ｙ

的相关系数ρ（可以直接利用二维正态密度的性质）．
（２）问 Ｘ 和Ｙ 是否独立，为什么？

解析　（１）由于二维正态密度函数的两个边缘密度都是正态密

度函数，因此φ１（ｘ，ｙ）和φ２（ｘ，ｙ）的两个边缘密度为标准正态密度

函数，故

ｆ１（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ　　　　　　　　

＝１
２∫

＋∞

－∞
φ１（ｘ，ｙ）ｄｙ＋∫

＋∞

－∞
φ２（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｙ

＝ １
２

１
２槡π

ｅ
－ｘ

２
２ ＋ １

２槡π
ｅ

－ｘ
２

［ ］２
＝ １

２槡π
ｅ

－ｘ
２
２ ；

同理

ｆ２（ｙ）＝ １
槡２
ｅ

－ｙ
２
２ ．

由于 Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～Ｎ（０，１），可 见 Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝
Ｄ（Ｙ）＝１．

随机变量 Ｘ 和Ｙ 的相关系数为
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ρ＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝ １
２∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙφ１（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＋∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙφ２（ｘ，ｙ）ｄｘｄ［ ］ｙ

＝ １
２

１
３－（ ）１

３ ＝０．

（２）由题设

ｆ（ｘ，ｙ）＝ ３
８π槡２

ｅ
－９
１６ ｘ２－２

３ｘｙ＋ｙ（ ）２

＋ｅ
－９
１６ ｘ２＋２

３ｘｙ＋ｙ（ ）［ ］
２

，

ｆ１（ｘ）·ｆ２（ｙ）＝ １
２π

ｅ
－ｘ

２
２ ·ｅ

－ｙ
２
２ ＝ １

２π
ｅ

－
（ｘ２＋ｙ２）

２ ，

ｆ（ｘ，ｙ）≠ｆ１（ｘ）·ｆ２（ｙ）．
所以 Ｘ 与Ｙ 不独立．

评注　设φ１（ｘ，ｙ）与φ２（ｘ，ｙ）所 对 应 的 二 维 随 机 变 量 分 别 为

（Ｘ１，Ｙ１）与（Ｘ２，Ｙ２）．由题设知Ｅ（Ｘ１）＝Ｅ（Ｙ１）＝Ｅ（Ｘ２）＝Ｅ（Ｙ２）

＝０，Ｄ（Ｘ１）＝Ｄ（Ｙ１）＝Ｄ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｙ２）＝１．

所以 　ρＸ１Ｙ１
＝ ｃｏｖ（Ｘ１Ｙ１）

Ｄ（Ｘ１槡 ） Ｄ（Ｙ１槡 ）
＝Ｅ（Ｘ１Ｙ１）－Ｅ（Ｘ１）Ｅ（Ｙ１）

＝Ｅ（Ｘ１Ｙ１）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙφ１（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝ １

３．

同理 ρＸ２Ｙ２
＝Ｅ（Ｘ２Ｙ２）＝∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙφ２（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝－１

３．

例９．２１　设常数ａ与ｂ 为随机变量Ｘ 的一切可能取值中的最

小值与最大值，Ｄ（Ｘ）为 Ｘ 的方差，则Ｄ（Ｘ）≤ ｂ－ａ（ ）２
２

．

解析 　 因为ａ≤Ｘ ≤ｂ，所以 －ｂ－ａ
２ ≤Ｘ－ａ＋ｂ

２ ≤ｂ－ａ
２

，

即 　 Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２
２

≤
ｂ－ａ（ ）２

２
，于是Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２

２

≤
ｂ－ａ（ ）２

２

．

从而Ｄ（Ｘ）＝Ｅ［（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２］＝Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２ ＋ ａ＋ｂ
２ －Ｅ（Ｘ（ ）［ ］）

２
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＝Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２
２

＋２ ａ＋ｂ
２ －Ｅ（Ｘ（ ））Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２ ＋

ａ＋ｂ
２ －Ｅ（Ｘ（ ））２

＝Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２
２

－ ａ＋ｂ
２ －Ｅ（Ｘ（ ））２

≤Ｅ Ｘ－ａ＋ｂ（ ）２
２

≤ ｂ－ａ（ ）２
２

．

例９．２２　假设随机变量Ｙ 服从参数为λ＝１的指数分布，随机

变量

Ｘｋ＝
０，　若Ｙ≤ｋ，

１，　若Ｙ＞ｋ｛ ．
　（ｋ＝１，２）

（１）求 Ｘ１ 和 Ｘ２ 的联合概率分布；
（２）求Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２）．
解析　（１）Ｙ 的 分 布 函 数 为Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－ｙ（ｙ＞０），Ｆ（ｙ）＝

０（ｙ≤０）．（Ｘ１，Ｘ２）有四个可能值：（０，０），（０，１），（１，０），（１，１）．
易见

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝０｝＝Ｐ｛Ｙ≤１，Ｙ≤２｝＝Ｐ｛Ｙ≤１｝＝１－ｅ－１，

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝１｝＝Ｐ｛Ｙ ≤１，Ｙ ＞２｝＝０，

Ｐ｛Ｘ１ ＝１，Ｘ２ ＝０｝＝Ｐ｛Ｙ ＞１，Ｙ ≤２｝＝Ｐ｛１＜Ｙ ≤２｝

＝ｅ－１－ｅ－２，

Ｐ｛Ｘ１ ＝１，Ｘ２ ＝１｝＝Ｐ｛Ｙ ＞１，Ｙ ＞２｝＝Ｐ｛Ｙ ＞２｝＝ｅ－２．
于是，Ｘ１ 和 Ｘ２ 联合概率分布列如下表：

Ｘ１
Ｐ　

Ｘ２　　　　　　
０ １

０ １－ｅ－１ ｅ－１－ｅ－２

１ ０ ｅ－２
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　　（２）易见，Ｘｋ（ｋ＝１，２）服从０—１分布：

Ｘｋ ～
０ １

Ｐ｛Ｙ ≤ｋ｝ Ｐ｛Ｙ ＞ｋ（ ）｝＝
０ １

１－ｅ－ｋ ｅ－（ ）ｋ

因此，有

Ｅ（Ｘｋ）＝Ｐ｛Ｘｋ ＝１｝＝ｅ－ｋ　（ｋ＝１，２）．
于是

Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２）＝Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＝ｅ－１＋ｅ－２．
例９．２３　将一枚硬币重复掷ｎ次，以 Ｘ 和Ｙ 分 别 表 示 正 面 向

上和反面向上的次数，则 Ｘ 和Ｙ 的相关系数等于 （　　）

Ａ．－１　 　 　　Ｂ．０　　 　 　Ｃ．１
２　　 　 　Ｄ．１

解析　方法Ⅰ　设掷一枚硬币正面朝上的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），

则反面朝上的概率为ｑ＝１－ｐ，若硬币是均匀的，则ｐ＝ｑ＝１
２．

依题意，Ｘ ～Ｂ（ｎ，ｑ），Ｙ ～Ｂ（ｎ，ｑ），于是

Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ，Ｅ（Ｙ）＝ｎｑ，Ｄ（Ｙ）＝ｎｑｐ．
注意到 Ｘ＋Ｙ ＝ｎ，从而

　　　Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ［Ｘ（ｎ－Ｘ）］＝ｎＥ（Ｘ）－Ｅ（Ｘ２）

＝ｎＥ（Ｘ）＋［Ｄ（Ｘ）＋（Ｅ（Ｘ））２］

＝ｎ２ｐ－ｎｑｐ－ｎ２ｐ２，

　　　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

＝ｎ２ｐ－ｎｐｑ－ｎ２ｐ２－ｎ２ｐｑ
＝ｎ２ｐ（１－ｐ）－ｎ（１＋ｎ）ｐｑ
＝ｎ２ｐｑ－ｎ（１＋ｎ）ｑｐ ＝－ｎｐｑ．

故 Ｘ 和Ｙ 的相关系数为

ρ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝ －ｎｐｑ
ｎ槡ｐｑ ｎ槡ｐｑ

＝－１．

方法Ⅱ　因为 Ｘ＋Ｙ＝ｎ，Ｙ＝－Ｘ＋ｎ，即Ｙ 与Ｘ 存 在 线 性 关
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系，且一次项的系数－１＜０，所以ρ＝－１．
例９．２４　（１）对某一目标连续射击，直至命中ｎ次为止．设每次

射击的命中率为ｐ，求子弹消耗量的数学期望．
（２）设袋中有ｎ只球，球的编号分别为１，２，…，ｎ．从中有放回地

抽取ｋ次，求所抽球的号码之和的数学期望与方差．
解析　（１）设 Ｘ 表示直到命中ｎ 次为止所消耗的子弹数，Ｘｉ 表

示第ｉ－１次命中到第ｉ次命中之间所消耗的子弹数，则由题意知

Ｘ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，

易知，Ｘｉ 服从几何分布，即

Ｐ｛Ｘｉ ＝ｋ｝＝ｑｋ－１ｐ　（ｋ＝１，２，…），

于是 Ｅ（Ｘｉ）＝ １
ｐ

（ｉ＝１，２，…，ｎ），

从而 Ｅ（Ｘ）＝Ｅ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ［ ］ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝ ｎ

ｐ
．

（２）设 Ｘ 表示ｋ 次所抽球的号码之和，Ｘｉ 表示第ｉ次所抽球的

号码，则

Ｘ ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
Ｘｉ，

因为是有放回地抽取，所以有

Ｐ｛Ｘｉ ＝ｊ｝＝ １
ｎ　　（ｊ＝１，２，…，ｎ），

于是　Ｅ（Ｘｉ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｊ１

ｎ ＝ １
ｎ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｊ＝ １

ｎ
ｎ（ｎ＋１）

２ ＝ｎ＋１
２

，

从而所抽球的号码之和的数学期望为

Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（∑
ｋ

ｉ＝１
Ｘｉ）＝ ∑

ｋ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ）＝ｋ（ｎ＋１）

２
，

因为　Ｄ（Ｘｉ）＝Ｅ（Ｘ２
ｉ）－（Ｅ（Ｘｉ））２＝ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｊ２·１

ｎ－ ｎ＋１（ ）２
２
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＝ １
ｎ

·ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
６ － ｎ＋１（ ）２

２

＝ｎ２－１
１２

，

而 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｋ 相互独立，所以所抽球的号码之和的方差

Ｄ（Ｘ）＝Ｄ ∑
ｋ

ｉ＝１
Ｘ（ ）ｉ ＝ ∑

ｋ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝ｋ（ｎ２－１）

１２ ．

例９．２５　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 的数学期望分别为－２和２，方差

分别为１和４，而相关系数为－０．５，则根据切比雪夫不等式，Ｐ｛｜Ｘ
＋Ｙ｜≥６｝≤　　　　　　　　　．

解析　由题设Ｅ（Ｘ）＝－２，Ｅ（Ｙ）＝２，Ｄ（Ｘ）＝１，Ｄ（Ｙ）＝４，

ρＸＹ ＝－０．５，于是

Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（Ｙ）＝０，

Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＋２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）　　　　　　

＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）＋２·ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１＋４＋２×（－０．５）·１·２＝３．
故由切比雪夫不等式得

Ｐ｛｜Ｘ＋Ｙ｜≥６｝＝Ｐ｛｜Ｘ＋Ｙ－Ｅ（Ｘ＋Ｙ）｜≥６｝≤Ｄ（Ｘ＋Ｙ）
６２

＝ ３
６２ ＝ １

１２．

例９．２６　设随机变量 Ｘ 与Ｙ 在圆域ｘ２＋ｙ２≤ｒ２ 上服从均匀分

布．求 Ｘ 与Ｙ 的相关系数ρ，并问 Ｘ 与Ｙ 是否独立．
解析　（Ｘ，Ｙ）的联合密度函数

ｐ（ｘ，ｙ）＝
１
πｒ２，　ｘ２＋ｙ２ ≤ｒ２，

０， 其他
烅
烄

烆 ，

Ｘ 与Ｙ 的边缘密度函数分别为

ｐＸ（ｘ）＝ １
πｒ２∫

ｒ２－ｘ槡 ２

－ ｒ２－ｘ槡 ２ｄｙ＝２ ｒ２－ｘ槡 ２

πｒ２ 　 （｜ｘ｜＜ｒ），
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ｐＹ（ｙ）＝ １
πｒ２∫

ｒ２－ｙ槡 ２

－ ｒ２－ｙ槡 ２ ｄｘ＝２ ｒ２－ｙ槡 ２

πｒ２ 　 （｜ｙ｜＜ｒ），

Ｅ（Ｘ）＝∫
ｒ

－ｒ

２ｘ ｒ２－ｘ槡 ２

πｒ２ ｄｘ＝０，

Ｅ（ＸＹ）＝ 
ｘ２＋ｙ２＜ｒ２

ｘｙｐ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝ １
πｒ２∫

ｒ

－ｒ
ｘｄｘ∫

ｒ２－ｘ槡 ２

ｒ２－ｘ槡 ２ｙｄｙ＝０，

从而　 ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝０，　ρ＝０，
于是 Ｘ 与Ｙ 不相关．

因为在ｘ２＋ｙ２＜ｒ２ 内，ｐ（ｘ，ｙ）≠ｐＺ（ｘ）ｐＹ（ｙ），所以 Ｘ 与Ｙ 不

相互独立．
例９．２７　设随机变量 Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜，　－∞＜ｘ＜＋∞，

（１）求 Ｘ 与｜Ｘ｜的协方差，并问 Ｘ 与｜Ｘ｜是否不相关？

（２）问 Ｘ 与｜Ｘ｜是否独立，为什么？

解析　（１）Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞

１
２ｘｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，

Ｅ（Ｘ｜Ｘ｜）＝∫
＋∞

－∞
ｘ｜ｘ｜ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞

１
２ｘ｜ｘ｜ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，

于是　 ｃｏｖ（Ｘ，｜Ｘ｜）＝Ｅ（Ｘ｜Ｘ｜）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（｜Ｘ｜）＝０，
故 Ｘ 与｜Ｘ｜不相关．

（２）对给定０＜ａ＜＋∞，显然事件｛｜Ｘ｜＜ａ｝＝ ｛－ａ＜Ｘ＜
ａ｝ ｛Ｘ ＜ａ｝，且Ｐ｛Ｘ ＜ａ｝＜１，Ｐ｛｜Ｘ｜＜ａ｝＞０，故Ｐ｛Ｘ ＜ａ，

｜Ｘ｜＜ａ｝＝Ｐ｛｜Ｘ｜＜ａ｝，
但　 Ｐ｛Ｘ ＜ａ｝Ｐ｛｜Ｘ｜＜ａ｝＜Ｐ｛｜Ｘ｜＜ａ｝，
所以　 Ｐ｛Ｘ ＜ａ，｜Ｘ｜＜ａ｝≠Ｐ｛Ｘ ＜ａ｝Ｐ｛｜Ｘ｜＜ａ｝，
因此 Ｘ 与｜Ｘ｜不独立．

例９．２８　设Ａ，Ｂ 是二随机事件，随机变量
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Ｘ＝
　１，　若Ａ 出现，

－１，若Ａ 不出现｛ ，　　　　Ｙ＝
　１，　若Ｂ 出现，

－１，若Ｂ 不出现｛ ．
试证明随机变量 Ｘ 和Ｙ 不相关的充分必要条件是Ａ 和Ｂ 相互

独立．
解析　记Ｐ（Ａ）＝ｐ１，Ｐ（Ｂ）＝ｐ２，Ｐ（ＡＢ）＝ｐ１２，由 数 学 期 望 的

定义，可见

Ｅ（Ｘ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）＝２ｐ１－１，　Ｅ（Ｙ）＝２ｐ２－１．
现在求Ｅ（ＸＹ）．由于 ＸＹ 只有两个可能值１和－１，可见

Ｐ｛ＸＹ ＝１｝＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（ＡＢ）＝２ｐ１２－ｐ１－ｐ２＋１，

Ｐ｛ＸＹ ＝－１｝＝１－Ｐ｛ＸＹ ＝１｝＝ｐ１＋ｐ２－２ｐ１２，

Ｅ（ＸＹ）＝Ｐ｛ＸＹ ＝１｝－Ｐ｛ＸＹ ＝－１｝＝４ｐ１２－２ｐ１－２ｐ２＋１．
从而

ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）·Ｅ（Ｙ）＝４ｐ１２－４ｐ１ｐ２．
因此，ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０当且仅当ｐ１２＝ｐ１ｐ２，即Ｘ 和Ｙ 不相关当且仅当

事件Ａ 和Ｂ 相互独立．
例９．２９　 已 知 二 维 随 机 向 量 （Ｘ，Ｙ）服 从 二 维 正 态 分 布，且

Ｘ～Ｎ（１，３２），Ｙ～Ｎ（０，４２），Ｘ 与 Ｙ 的 相 关 系 数ρＸＹ ＝ － １
２

，设

Ｚ＝Ｘ
３＋Ｙ

２．

（１）求Ｚ 的数学期望Ｅ（Ｚ）和方差Ｄ（Ｚ）；
（２）求 Ｘ 与Ｚ 的相关系数ρＸＺ；
（３）向 Ｘ 与Ｚ 是否相互独立，为什么？

解析　（１）Ｅ（Ｘ）＝１，Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｘ）＝３２，Ｄ（Ｙ）＝４２，于是

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ Ｘ
３＋Ｙ（ ）２ ＝ １

３Ｅ（Ｘ）＋１
２Ｅ（Ｙ）＝ １

３
，

Ｄ（Ｚ）＝Ｄ Ｘ
３＋Ｙ（ ）２ ＝Ｄ １

３（ ）Ｚ ＋Ｄ １
２（ ）Ｙ ＋２ｃｏｖ Ｘ

３
，Ｙ（ ）２

８５２ ９　随机变量的数字特征



＝ １
９Ｄ（Ｘ）＋１

４Ｄ（Ｙ）＋２·１
３

·１
２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝ １
９

·９＋１
４

·１６＋１
３ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝１＋４＋１
３ －（ ）１

２
·３·４＝３．

（２）ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）＝ｃｏｖ Ｘ，Ｘ
３＋Ｙ（ ）２

＝ｃｏｖ Ｘ，１
３（ ）Ｘ ＋ｃｏｖ Ｘ，１

２（ ）Ｙ

＝ １
３ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）＋１

２ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝ １
３Ｄ（Ｘ）＋１

２ρＸＹ Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝ １
３

·３２＋１
２ －（ ）１

２
·３·４＝０．

故　 ρＸＺ ＝ ｃｏｖ（Ｘ，Ｚ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｚ槡 ）

＝０．

（３）因为 Ｘ 与Ｙ 均是正态分布，而Ｚ 是Ｘ 与Ｙ 的线性函数，故

Ｚ 也服从正态分布，又ρＸＺ＝０，所以 Ｘ 与Ｚ 相互独立．
例９．３０　某 箱 装 有 １００件 产 品，其 中 一、二 和 三 等 品 分 别 为

８０件、１０件和１０件．现在从中随机抽取１件，记

Ｘｉ＝
１，　若抽到ｉ等品，

０，　其他｛ ， 　（ｉ＝１，２，３）

试求（１）随机变量 Ｘ１ 与 Ｘ２ 的联合分布；
（２）随机变量 Ｘ１ 与 Ｘ２ 的相关系数ρ．

解析　（１）设事件Ａｉ＝｛抽到ｉ等品｝，ｉ＝１，２，３由题意知 Ａ１，

Ａ２，Ａ３ 互不相容，Ｐ（Ａ１）＝０．８，Ｐ（Ａ２）＝０．１，Ｐ（Ａ３）＝０．１．易见

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝０｝＝Ｐ（Ａ３）＝０．１，

Ｐ｛Ｘ１ ＝０，Ｘ２ ＝１｝＝Ｐ（Ａ２）＝０．１，

９５２９．２　典型习题与试题解析



Ｐ｛Ｘ１ ＝１，Ｘ２ ＝０｝＝Ｐ（Ａ１）＝０．８，

Ｐ｛Ｘ１ ＝１，Ｘ２ ＝１｝＝Ｐ（）＝０．
（２）Ｅ（Ｘ１）＝０．８，Ｅ（Ｘ２）＝０．１，Ｄ（Ｘ１）＝０．８×０．２＝０．１６，

Ｄ（Ｘ２）＝０．１×０．９＝０．０９，

Ｅ（Ｘ１Ｘ２）＝０×０×０．１＋０×１×０．１＋１×０×０．８＋１×１×０
＝０，

ｃｏｖ（Ｘ１，Ｘ２）＝Ｅ（Ｘ１，Ｘ２）－Ｅ（Ｘ１）Ｅ（Ｘ２）

＝０－０．８×０．１
＝－０．０８，

ρ＝ ｃｏｖ（Ｘ１，Ｘ２）
Ｄ（Ｘ１槡 ） Ｄ（Ｘ２槡 ）

＝－ ０．０８
０．槡 １６ ０．槡 ０９

＝－２
３．

例９．３１　假设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在矩形Ｇ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤
２，０≤ｙ≤１｝上服从均匀分布．记

Ｕ＝
０，　若 Ｘ≤Ｙ，

１，　若 Ｘ＞Ｙ｛ ，　　Ｖ＝
０，　若 Ｘ≤２Ｙ，

１，　若 Ｘ＞２Ｙ｛ ．
（１）求Ｕ 和Ｖ 的联合分布；
（２）求Ｕ 和Ｖ 的相关系数ｒ．
解析　由题设可得

Ｐ｛Ｘ≤Ｙ｝＝１
４

，

Ｐ｛Ｘ＞２Ｙ｝＝１
２

，

Ｐ｛Ｙ＜Ｘ≤２Ｙ｝＝１
４．

（１）（Ｕ，Ｖ）有四个可能值：（０，０），（０，１），（１，０），（１，１）．

Ｐ｛Ｕ＝０，Ｖ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ≤Ｙ，Ｘ≤２Ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ≤Ｙ｝＝１
４

，

Ｐ｛Ｕ＝０，Ｖ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ≤Ｙ，Ｘ＞２Ｙ｝＝０，

０６２ ９　随机变量的数字特征



Ｐ｛Ｕ＝１，Ｖ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ＞Ｙ，Ｘ≤２Ｙ｝＝Ｐ｛Ｙ＜Ｘ≤２Ｙ｝＝１
４

，

Ｐ｛Ｕ＝１，Ｖ＝１｝＝１－ １
４＋（ ）１

４ ＝１
２．

（２）由以上可见ＵＶ 以及Ｕ 和Ｖ 的分布为

ＵＶ ～
０ １
１
２

烄

烆

烌

烎
１
２

，　Ｕ ～
０ １
１
４

烄

烆

烌

烎
３
４

，　Ｖ ～
０ １
１
２

烄

烆

烌

烎
１
２

，

于是，有

Ｅ（Ｕ）＝ ３
４

，Ｄ（Ｕ）＝ ３
１６

；Ｅ（Ｖ）＝ １
２

，Ｄ（Ｖ）＝ １
４

；Ｅ（ＵＶ）＝ １
２

，

ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）＝Ｅ（ＵＶ）－Ｅ（Ｕ）·Ｅ（Ｖ）＝ １
８

，

ｒ＝ ｃｏｖ（Ｕ，Ｖ）
ＤＵ·槡 ＤＶ

＝－ １
槡３

．

例９．３２　设随机变量 Ｘ 的概率密度为

ｆＸ（ｘ）＝

１
２

，－１＜ｘ＜０，

１
４

，０≤ｘ＜２，

０，　 其他

烅

烄

烆 ，
令Ｙ＝Ｘ２，Ｆ（ｘ，ｙ）为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数．求

（１）Ｙ 的概率密度ｆＹ（ｙ）；
（２）ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）；

（３）Ｆ －１
２

，（ ）４ ．

解析　（１）Ｙ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ ≤ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ２ ≤ｙ｝．
当ｙ≤０时，ＦＹ（ｙ）＝０，ｆＹ（ｙ）＝０；

当０＜ｙ＜１时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛－槡ｙ≤Ｘ ≤槡ｙ｝

１６２９．２　典型习题与试题解析



＝Ｐ｛－槡ｙ≤Ｘ＜０｝＋Ｐ｛０≤Ｘ≤槡ｙ｝

＝ ３
４槡ｙ，

ｆＹ（ｙ）＝ ３
８槡ｙ

；

当１≤ｙ＜４时，ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛－１≤Ｘ＜０｝＋Ｐ｛０≤Ｘ≤槡ｙ｝

＝ １
２＋１

４槡ｙ，

ｆＹ（ｙ）＝ １
８槡ｙ

；

当ｙ≥４时，ＦＹ（ｙ）＝１，ｆＹ（ｙ）＝０．
故Ｙ 的概率密度为

ｆＹ（ｙ）＝

３
８槡ｙ

，　０＜ｙ＜１，

１
８槡ｙ

，　１≤ｙ＜４，

０，　　 其他

烅

烄

烆 ．

（２）Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

０

－１

１
２ｘｄｘ＋∫

２

０

１
４ｘｄｘ＝１

４
，

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（Ｘ２）＝∫
＋∞

－∞
ｘ２ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

０

－１

１
２ｘ２ｄｘ＋∫

２

０

１
４ｘ２ｄｘ＝５

６
，

Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ３）＝∫
＋∞

－∞
ｘ３ｆＸ（ｘ）ｄｘ＝∫

０

－１

１
２ｘ３ｄｘ＋∫

２

０

１
４ｘ３ｄｘ

＝７
８

，

故　 ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）·Ｅ（Ｙ）＝ ２
３．

（３）Ｆ －１
２

，（ ）４ ＝Ｐ｛Ｘ ≤－１
２

，Ｙ ≤４｝

＝Ｐ｛Ｘ ≤－１
２

，Ｘ２ ≤４｝

２６２ ９　随机变量的数字特征



＝Ｐ｛Ｘ ≤－１
２

，－２≤Ｘ ≤２｝

＝Ｐ｛－２≤Ｘ ≤－１
２

｝

＝Ｐ｛－１≤Ｘ ≤－１
２

｝

＝ １
４．

例９．３３　设随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ＋ｎ（ｍ＜ｎ）相互独立且服从

同一分布，并有有限的方差，试求随机变量 Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ 和

Ｙ＝Ｘｍ＋１＋Ｘｍ＋２＋…＋Ｘｍ＋ｎ的相关系数ρＸＹ．
解析　由题意可设Ｄ（Ｘｉ）＝σ２（ｉ＝１，２，…，ｍ＋ｎ），

则　 Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘｉ）＝ｎσ２，

Ｄ（Ｙ）＝Ｄ（∑
ｍ＋ｎ

ｉ＝ｍ＋１
Ｘｉ）＝ ∑

ｍ＋ｎ

ｉ＝ｍ＋１
Ｄ（Ｘｉ）＝ｎσ２，

于是　ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）

＝Ｅ［（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）（Ｘｍ＋１＋Ｘｍ＋２＋…＋Ｘｍ＋ｎ）］－
Ｅ［Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ］Ｅ［Ｘｍ＋１＋Ｘｍ＋２＋…＋Ｘｍ＋ｎ］

＝Ｅ ∑
ｎ

ｋ＝ｍ＋１
Ｘ２

ｋ＋∑
ｉ≠ｊ

ＸｉＸ（ ）ｊ － ∑
ｎ

ｋ＝ｍ＋１

［Ｅ（Ｘｋ）］２－∑
ｉ≠ｊ

Ｅ（Ｘｉ）Ｅ（Ｘｊ）

＝ ∑
ｎ

ｋ＝ｍ＋１
Ｅ（Ｘ２

ｋ）＋∑
ｉ≠ｊ

Ｅ（Ｘｉ）Ｅ（Ｘｊ）－∑
ｎ

ｋ＝ｍ＋１

［Ｅ（Ｘｋ）］２－∑
ｉ≠ｊ

Ｅ（Ｘｉ）Ｅ（Ｘｊ）

＝ ∑
ｎ

ｋ＝ｍ＋１

｛Ｅ（Ｘ２
ｋ）－［Ｅ（Ｘｋ）］２｝＝ ∑

ｎ

ｋ＝ｍ＋１
Ｄ（Ｘｋ）

＝（ｎ－ｍ）σ２，
从而随机变量 Ｘ 与Ｙ 的相关系数

ρＸＹ＝
ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝
（ｎ－ｍ）σ２

ｎσ槡 ２ ｎσ槡 ２
＝ｎ－ｍ

ｎ ．

３６２９．２　典型习题与试题解析



例９．３４　设随机变量 Ｘｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｎ≥２）独 立 同 分 布，

Ｅ（Ｘｉｊ）＝２，求行列式

Ｙ＝

Ｘ１１ Ｘ１２ … Ｘ１ｎ

Ｘ２１ Ｘ２２ … Ｘ２ｎ

Ｘｎ１ Ｘｎ２ … Ｘ

……………………

烄

烆

烌

烎ｎｎ

的数学期望Ｅ（Ｘ）．
解析　因为 Ｘｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）独立同分布，所以由行列式的

定义有

　Ｅ（Ｙ）＝Ｅ［ ∑
ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ

（－１）τ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）Ｘ１ｊ１Ｘ２ｊ２…Ｘｎｊｎ］

＝ ∑
ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ

（－１）τ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ）Ｅ（Ｘ１ｊ１）Ｅ（Ｘ２ｊ２）…Ｅ（Ｘｎｊｎ）

＝

Ｅ（Ｘ１１） Ｅ（Ｘ１２） … Ｅ（Ｘ１ｎ）

Ｅ（Ｘ２１） Ｅ（Ｘ２２） … Ｅ（Ｘ２ｎ）

Ｅ（Ｘｎ１） Ｅ（Ｘｎ２） … Ｅ（Ｘｎｎ

…………………………………

烄

烆

烌

烎）

＝

２ ２ … ２
２ ２ … ２

２ ２ …
…………

烄

烆

烌

烎２

＝０．
例９．３５　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布为

Ｙ
Ｘ　　　

－１ ０ １

－１ ａ ０ ０．２

０ ０．１ ｂ ０．２

１ ０ ０．１ ｃ

其中ａ，ｂ，ｃ为常数，且Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）＝－０．２，Ｐ｛Ｙ≤０｜Ｘ≤０｝

＝０．５，记Ｚ＝Ｘ＋Ｙ．求

４６２ ９　随机变量的数字特征



（１）ａ，ｂ，ｃ的值；
（２）Ｚ 的概率分布；
（３）Ｐ｛Ｘ＝Ｚ｝．
解析　（１）由概率分布的性质知，

ａ＋ｂ＋ｃ＋０．６＝１，
即 ａ＋ｂ＋ｃ＝０．４．

由Ｅ（Ｘ）＝－０．２，可得

－ａ＋ｃ＝－０．１．

再由　Ｐ｛Ｙ ≤０｜Ｘ ≤０｝＝Ｐ｛Ｘ ≤０，Ｙ ≤０｝
Ｐ｛Ｘ ≤０｝

＝ａ＋ｂ＋０．１
ａ＋ｂ＋０．５＝０．５，

得 ａ＋ｂ＝０．３．
解以上关于ａ，ｂ，ｃ的三个方程得

ａ＝０．２，ｂ＝０．１，ｃ＝０．１．
（２）Ｚ 的可能取值为 －２，－１，０，１，２，

Ｐ｛Ｚ＝－２｝＝Ｐ｛Ｘ ＝－１，Ｙ ＝－１｝＝０．２，

Ｐ｛Ｚ＝－１｝＝Ｐ｛Ｘ ＝－１，Ｙ ＝０｝＋Ｐ｛Ｘ ＝０，Ｙ ＝－１｝

＝０．１，

Ｐ｛Ｚ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ ＝－１，Ｙ ＝１｝＋Ｐ｛Ｘ ＝０，Ｙ ＝０｝＋
Ｐ｛Ｘ ＝１，Ｙ ＝－１｝＝０．３，

Ｐ｛Ｚ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ ＝１，Ｙ ＝０｝＋Ｐ｛Ｘ ＝０，Ｙ ＝１｝＝０．３，

Ｐ｛Ｚ＝２｝＝Ｐ｛Ｘ ＝１，Ｙ ＝１｝＝０．１，
即Ｚ 的概率分布为

Ｚ －２ －１ ０ １ ２

Ｐ ０．２ ０．１ ０．３ ０．３ ０．１

５６２９．２　典型习题与试题解析



　　（３）Ｐ｛Ｘ＝Ｚ｝＝Ｐ｛Ｙ＝０｝

＝０＋ｂ＋０．１＝０．１＋０．１
＝０．２．

例９．３６　设随机变量 Ｘ 和Ｙ 相互独立，试证

Ｄ（ＸＹ）＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｘ）］２Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｙ）］２Ｄ（Ｘ）．
解析　因为随机变量 Ｘ 与Ｙ 独立，所以

　　　　Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ），Ｅ（Ｘ２Ｙ２）＝Ｅ（Ｘ２）Ｅ（Ｙ２），

　　　　Ｄ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ２Ｙ２）－［Ｅ（ＸＹ）］２

＝Ｅ（Ｘ２）Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｘ）］２［Ｅ（Ｙ）］２，
又因为 　Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２，Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２，
所以 　　Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２，Ｅ（Ｙ２）＝Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｙ）］２，
从而 　　Ｄ（ＸＹ）＝ ｛Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２｝Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｘ）］２［Ｅ（Ｙ）］２

＝Ｄ（Ｘ）Ｅ（Ｙ２）＋［Ｅ（Ｘ）］２｛Ｅ（Ｙ２）－［Ｅ（Ｙ）］２｝

＝Ｄ（Ｘ）｛Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｙ）］２｝＋［Ｅ（Ｘ）］２Ｄ（Ｙ）

＝Ｄ（Ｘ）Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｘ）］２Ｄ（Ｙ）＋［Ｅ（Ｙ）］２Ｄ（Ｘ）．

６６２ ９　随机变量的数字特征



１０
大数定律和中心极限定理

１０．１　基本概念与内容提要

１）大数定律

设｛Ｘｉ｝（ｉ＝１，２，…）为随机变量序列，若对 ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

［Ｘｉ－Ｅ（Ｘｉ）］≥｛ ｝ε ＝０，

则称随机变量序列｛Ｘｉ｝服从大数定律．
大数定律常用的几种情形：

（１）切比雪夫大数定律　设 ｛Ｘｉ｝（ｉ＝１，２，…）为相互独立的随

机变量序列，若存在常数Ｃ，使 Ｄ（Ｘｉ）≤Ｃ（ｉ＝１，２，…），则｛Ｘｉ｝服

从大数定律．
（２）辛钦大数定律　设 ｛Ｘｉ｝（ｉ＝１，２，…）为相互独立且服从同

一分布的随机变量序列，且数学期望Ｅ（Ｘｉ）＝μ（ｉ＝１，２，…）存在，

则 ｛Ｘｉ｝服从大数定律．
（３）贝努里大数定 律　设 在ｎ 次 重 复 独 立 试 验 中 事 件Ａ 发 生

μｎ 次，ｐ是事件Ａ 在每次试验中发生的概率，则对ε＞０，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ μｎ

ｎ －ｐ ＜｛ ｝ε ＝１．

２）中心极限定理

设 ｛Ｘｉ｝（ｉ＝１，２，…）为相互独立的随机变量序列，且都有有限

７６２１０．１　基本概念与内容提要



的数 学 期 望 与 方 差，记 Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｙｎ ＝ Ｘ－Ｅ（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ）
（ｎ ＝ １，

２，…），若对ｘ∈ （－∞，＋∞），一致地有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ｛Ｙｎ ≤ｘ｝＝∫
ｘ

－∞

１
２槡π

ｅ－ｔ
２
２ｄｔ，

则称随机变量序列｛Ｘｉ｝服从中心极限定理．
（１）林德伯 格 列 维 定 理（独 立 同 分 布 的 中 心 极 限 定 理）　设

｛Ｘｉ｝为独立同分布的随机变量序列，且Ｅ（Ｘｉ）＝ｍ，Ｄ（Ｘｉ）＝σ２（ｉ＝
１，２，…），则｛Ｘｉ｝服从中心极限定理．

此定理表明，当ｎ充分大时，随机变量Ｙｎ ＝ １
槡πσ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－ｍ）近

似服从标准正态分布．
（２）德莫佛 拉普拉斯定理　设μｎ

为ｎ 重贝努里试验中事件Ａ
发生的次数，ｐ＝Ｐ（Ａ），则对ｘ∈ （－∞，＋∞），一致地有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ μｎ－ｎｐ
ｎ槡ｐｑ

≤烅
烄

烆
烍
烌

烎
ｘ ＝Φ（ｘ）（其中ｑ＝１－ｐ）．

此定理表明二项分布以正态分布为极限分布．若 Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），
则

（ⅰ）Ｐ｛ａ＜Ｘ ＜ｂ｝≈Φ
ｂ－ｎｐ

ｎ槡（ ）ｐｑ
－Φ

ａ－ｎｐ
ｎ槡（ ）ｐｑ

；

（ⅱ）Ｐ｛｜Ｘ｜＜ε｝≈２Φ
ε－ｎｐ

ｎ槡（ ）ｐｑ
－１．

１０．２　典型习题与试题解析

例１０．１　（切比雪夫不等式）设随机变量 Ｘ 有 数 学 期 望Ｅ（Ｘ）

＝μ，方差Ｄ（Ｘ）＝σ２，求证对 ε＞０，恒有

Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ε）≤σ２／ε２，或Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜ε）≥１－σ２／ε２．
解析　（１）若 Ｘ 为离散型，其分布列为

８６２ １０　大数定律和中心极限定理



Ｐ（Ｘ ＝ｋ）＝ｐｋ，（ｋ＝１，２，…）

则　Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ε）＝ ∑
｜ｘｋ－μ｜≥ε

ｐｋ ≤ ∑
｜ｘｋ－μ｜≥ε

（ｘｋ－μ）２

ε２ ｐｋ

≤ １
ε２∑

∞

ｋ＝１

（ｘｋ－μ）２ｐｋ ＝σ２

ε２．

（２）Ｘ 为连续型，其密度为ｐ（ｘ），

则　Ｐ（｜Ｘ－μ｜≥ε）＝ ∫
｜ｘ－μ｜≥ε

ｐ（ｘ）ｄｘ≤ ∫
｜ｘ－μ｜≥ε

（ｘ－μ）２

ε２ ｐ（ｘ）ｄｘ

≤ １
ε２∫

＋∞

－∞
（ｘ－μ）２ｐ（ｘ）ｄｘ＝σ２

ε２．

例１０．２　设 Ｘ 的 密 度 为ｆ（ｘ）＝
ｘｍ

ｍ！ｅ
－ｘ，

０
烅
烄

烆 ，
　
ｘ≥０，

ｘ＜０，ｍ
为 正 态

数，求Ｐ（０＜Ｘ ＜２（ｍ＋１））（用切比雪夫不等式估计）．

解析　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

０
ｘｘ

ｍｅ－ｘ

ｍ！ｄｘ＝ １
ｍ！∫

＋∞

０
ｘｍ＋１ｅ－ｘｄｘ＝ １

ｍ！Γ（ｍ＋２）

＝ １
ｍ！

·（ｍ＋１）！＝ｍ＋１，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
＋∞

０
ｘ２ｘｍｅ－ｘ

ｍ！ｄｘ＝ １
ｍ！Γ（ｍ＋３）＝ （ｍ＋１）（ｍ＋２），

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－［Ｅ（Ｘ）］２ ＝ｍ＋１．
在Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜ε）≥１－σ２／ε２ 中取ε＝ｍ＋１，

Ｐ（｜Ｘ－（ｍ＋１）｜＜ｍ＋１）≥１－ ｍ＋１
（ｍ＋１）２

，

即 Ｐ（０＜Ｘ ＜２（ｍ＋１））≥ｍ／ｍ＋１．
例１０．３　 设 Ｘ１，…，Ｘｎ 独 立 同 分 布，Ｅ（Ｘｉ）＝μ，Ｄ（Ｘｉ）＝８

ｉ＝１…ｎ，则Ｐ｛μ－４＜Ｘ ＜μ＋４｝≥ 　　　　　　．

解析　Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝ ８
ｎ．

９６２１０．２　典型习题与试题解析



则Ｐ（μ－４＜Ｘ ＜μ＋４）＝Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜４）≥１－Ｄ（Ｘ）
４２ ，

即 Ｐ（μ－４＜Ｘ ＜μ＋４）≥１－ １
２ｎ

，

而 Ｐ（μ－４＜Ｘ ＜μ＋５）≥Ｐ（｜Ｘ－μ｜＜４）≥１－ １
２ｎ．

评注　切比雪夫不等式只能估计方差存在的随机变量在以期望

为中心的对称区间上取值的概率，而对一般的区间Ｐ（ａ＜ｘ＜ｂ）可

先缩小区间再估计，当然结果很粗略．
例１０．４　 设随机变量Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）＝μ，方差Ｄ（Ｘ）＝

σ２，利用切比雪夫不等式，估计概率Ｐ｛｜Ｘ－μ｜≥３σ｝．
解析　 令ε＝３σ，则 由 切 比 雪 夫 不 等 式 Ｐ｛｜Ｘ－μ｜≥ε｝≤

Ｄ（Ｘ）
ε２ 得Ｐ｛｜Ｘ－μ｜≥３σ｝≤ σ２

（３σ）２ ＝ １
９．

例１０．５　 设事件Ａ 在第ｋ 次试验中发生的频率为ｐｋ，ｋ＝１，

２，… 设μ表示Ａ 在ｎ 次独立试验中发生的次数，则对 ε＞０，求证

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ μ
ｎ －１

ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
ｐｋ ＜｛ ｝ε ＝１．

解析　令　μｋ ＝ １，　 第ｋ次试验中Ａ 发生，

０，　 第ｋ次试验中Ａ 不发生｛ ．
则 Ｅ（μｋ

）＝ｐｋ，Ｄ（μｋ
）＝ｐｋ（１－ｐｋ）＝ｐｋｑｋ，

其中 ｑｋ ＝１－ｐｋ．
因为 ｐｋ＋ｑｋ ＝１，（ｐｋ＋ｑｋ）２－４ｐｋｑｋ ≥０，

所以 ｐｋｑｋ ≤ １
４

，即Ｄ（μｋ
）≤ １

４．

由题意μ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
μｋ

，根据切比雪夫大数定律：

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ ∑

ｎ

ｋ＝１
μｋ－１

ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｅ（μｋ

）＜｛ ｝ε ＝１，

０７２ １０　大数定律和中心极限定理



即 ｌｉｍ
ｎ→∞

μ
ｎ －１

ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
ｐｋ ＜｛ ｝ε ＝１．

例１０．６　设｛Ｘｋ｝为相互独立的随机变量序列，且

Ｘｋ ～
－２ｋ ０ ２ｋ

１
２２ｋ＋１ １－ １

２２ｋ
１

２２ｋ＋

烄

烆

烌

烎１
，（ｋ＝１，２，…）

　　试证｛Ｘｋ｝服从大数定律．

解析　Ｅ（Ｘｋ）＝（－２ｋ）× １
２２ｋ＋１＋０× １－ １

２２（ ）ｋ ＋２ｋ· １
２２ｋ＋１ ＝０，

Ｄ（Ｘｋ）＝Ｅ（Ｘ２
ｋ）＝ （－２ｋ）２× １

２２ｋ＋１＋（２ｋ）２· １
２２ｋ＋１ ＝１，

（ｋ＝１，２，…）依切比雪夫大数法则知随机变量序列｛Ｘｋ｝服从大数

定律．
例１０．７　某保险公司多年的统计资料表明，在索赔户中被盗索

赔户占２０％，以Ｘ 表示在随意抽取的１００个索赔户中因被盗向保险

公司索赔的户数．
（１）写出 Ｘ 的概率分布；
（２）利用德莫佛 拉普拉斯定理，求被盗索赔户不少于１４户且

不多于３０户的概率．
解析　（１）易见 Ｘ～Ｂ（１００，０．２），

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝Ｃｋ
１００（０．２）ｋ（０．８）１００－ｋ．（ｋ＝０，１，２，…，１００）

（２）Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ ＝１００×０．２＝２０，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝
１００×０．２×０．８＝１６，所求概率为

Ｐ｛１４＜Ｘ ＜３０｝＝Φ ３０－２０（ ）４ －Φ １４－２０（ ）４
＝Φ（２．５）－Φ（－１．５）＝Φ（２．５）＋Φ（１．５）－１
＝０．９９４＋０．９３３－１＝０．９２７．

例１０．８　 假设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自总体Ｘ 的简单随机样本，
已知Ｅ（Ｘｋ）＝αｋ（ｋ＝１，２，３，４），证明当ｎ充分大时，随机变量Ｚｎ ＝

１７２１０．２　典型习题与试题解析



１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 近似服从正态分布，并指出其分布参数．

解析　 依题意 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立同分布，可见 Ｘ２
１，Ｘ２

２，…，Ｘ２
ｎ

也独立同分布．由Ｅ（Ｘｋ）＝αｋ（ｋ＝１，２，３，４）有

Ｅ（Ｘ２
ｉ）＝α２，

Ｄ（Ｘ２
ｉ）＝Ｅ（Ｘ４

ｉ）－［Ｅ（Ｘ２
ｉ）］２ ＝α４－α２

２，

Ｅ（Ｚｎ）＝Ｅ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２［ ］ｉ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２

ｉ）＝α２，

Ｄ（Ｚｎ）＝Ｄ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２［ ］ｉ ＝ １

ｎ２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｄ（Ｘ２

ｉ）＝ １
ｎ

（α４－α２
２），

因此，根据中心极限定理，Ｕｎ ＝ Ｚｎ－α２

（α４－α２
２）／槡 ｎ

的极限分布是标准正

态分布，即当ｎ充分大时，Ｚｎ 近似服从 参 数 为 α２，１ｎ
（α４－α２

２（ ）） 的

正态分布．
例１０．９　试利用（１）切比雪夫不等式；（２）中心极限定理分别

确定投掷一枚均匀硬币的次数，使得出现“正面向上”的频率在０．４
到０．６之间的概率不小于０．９．

解析　 设Ｘ 表示投掷一枚均匀硬币ｎ次“正面向上”的次数，则

Ｘ ～Ｂ（ｎ，０．５），Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝０．５ｎ，Ｄ（Ｘ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝０．２５ｎ．

（１）Ｐ ０．４＜ Ｘ
ｎ ＜０．｛ ｝６

＝Ｐ｛０．４ｎ＜Ｘ ＜０．６ｎ｝＝Ｐ｛－０．１ｎ＜Ｘ－０．５ｎ＜０．１ｎ｝

＝Ｐ｛｜Ｘ－０．５ｎ｜＜０．１ｎ｝≥１－ Ｄ（Ｘ）
（０．１ｎ）２

＝１－０．２５ｎ
０．０１ｎ２ ＝１－２５

ｎ ≥０．９，２５
ｎ ≤０．１，ｎ≥２５０．

（２）Ｐ ０．４＜ Ｘ
ｎ ＜０．｛ ｝６ ＝Ｐ｛０．４ｎ＜Ｘ ＜０．６ｎ｝
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＝Φ
０．６ｎ－０．５ｎ

０．２５槡（ ）ｎ
－Φ

０．４ｎ－０．５ｎ
０．２５槡（ ）ｎ

＝Φ（０．２槡ｎ）－Φ（－０．２槡ｎ）

＝２Φ（０．２槡ｎ）－１≥０．９，Φ（０．２槡ｎ）≥０．９５．

查表得０．２槡ｎ≥１．６４５，ｎ≥６７．６５，取ｎ＝６８．
评注　估计概率时，一般情况下，用中心极限定理要比用切比雪

夫不等式精确得多．
例１０．１０　甲乙两个戏院在竞争１０００名观众，假定每个观众完

全随机地选择一个戏院，问每个戏院应该设有多少个座位才能保证

因缺少座位而使观众离去的概率小于１％？

解析　因两个戏院情况一样，故只需考虑甲戏院，即可设甲戏院

需设 Ｍ 个座位，定义随机变量ξｉ 如下：

ξｉ＝
１，　若第ｉ个观众选择甲戏院，

０，　否则｛ ， 　（ｉ＝１，２，…，１０００）

则 Ｐ（ξｉ＝１）＝Ｐ（ξｉ＝０）＝１
２

，

ξ１，…，ξ１０００是独立同分布的随机变量．
以ξ表示选择甲戏院的观众总数，则ξ＝ξ１＋…＋ξ１０００，按题意，

要决定 Ｍ 使Ｐ（Ｍ≥ξ）≥９９％，注意到Ｅ（ξｉ）＝１
２

，Ｄ（ξｉ）＝１
４．由独

立同分布的中心极限定理

　　　　Ｐ｛ξ≤Ｍ｝＝Ｐ ∑
１０００

ｉ＝１
ξｉ ≤｛ ｝Ｍ

　　　 ＝Ｐ
∑
１０００

ｉ＝１

（ξｉ－０．５）

１
２槡１０００

≤ Ｍ－５００
１
２槡

烅

烄

烆

烍

烌

烎
１０００

　　　 ≈Φ
Ｍ－５００

槡（ ）５ １０ ≥９９％，

３７２１０．２　典型习题与试题解析



Ｍ－５００
槡５ １０

≥２．３３，Ｍ ≥２．３３× 槡５ １０＋５００≈５３７．

即每个戏院应设５３７个以上的座位．
例１０．１１　（１）一个复杂系统由１００个相互独立的元件组成，在

系统运行期间 每 个 元 件 损 坏 的 概 率 为０．１０，又 知 为 使 系 统 正 常 运

行，至少必须有８５个元件工作，求系统的可靠度（即正常 运 行 的 概

率）；（２）上述系统假如由ｎ个相互独立的元件组成，而且又要求至

少有８０％的元件工作才能使整个系统正常运行，问ｎ至少为多大时

才能保证系统的可靠度为０．９５？

解析　（１）设Ｘｋ ＝ １，第ｋ个元件正常工作，

０，第ｋ个元件损坏｛ ，
Ｘ 为系统正常运

行时完好的元件数，

Ｘ ＝ ∑
１００

ｉ＝１
Ｘｉ，

由题设 可 知 Ｘｋ（ｋ＝１，２，…，１００）服 从０—１分 布，Ｘ ＝ ∑
１００

ｉ＝１
Ｘｉ ～

Ｂ（１００，０．９），于是

Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ ＝１００×０．９＝９０，

Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ＝１００×０．９×０．１＝９，
故所求概率为

Ｐ｛Ｘ ＞８５｝＝１－Ｐ｛Ｘ ≤８５｝＝１－Φ
８５－９０

槡（ ）９
　

＝１－Φ －（ ）５
３ ＝Φ（ ）５

３ ＝Φ（１．６７）＝０．９５２５．

（２）Ｐ｛Ｘ ≥０．８ｎ｝＝０．９５，Ｅ（Ｘ）＝０．９ｎ，Ｄ（Ｘ）＝０．０９ｎ，

而 　Ｐ｛Ｘ≥０．８ｎ｝＝１－Φ
０．８ｎ－０．９ｎ

０．０９槡（ ）ｎ
＝１－Φ

－０．１ｎ
０．３槡（ ）ｎ

＝Φ 槡ｎ（ ）３
，

故 　Φ 槡ｎ（ ）３
＝０．９５，槡ｎ

３ ＝１．６４５，ｎ＝２４．３５，即ｎ至少为２５．
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例１０．１２　某车间有２００台车床，由于各种原因，每台车床只有

６０％的时间在开动，每台车床开动期间耗电量为 Ｅ，问至少供应此车

间多少电量才能以９９．９％的概率保证此车间不因供电不足 而 影 响

生产．
解析　以 Ｘ 表示工作的机床台数，则 Ｘ～Ｂ（２００，０．６）．设要向

车间供电ｘ千瓦才能满足要求，即

Ｐ｛０＜Ｘ ≤ｘ｝＝ ∑
ｘ

ｋ＝１
Ｃｋ

２００（０．６）ｋ（０．４）２００－ｋ ≥０．９９９．

由德莫佛 拉普拉斯中心极限定理得

Ｐ｛０＜Ｘ ≤ｘ｝＝Ｐ
０－ｎｐ

ｎ槡ｐｑ
＜Ｘ－ｎｐ

ｎ槡ｐｑ
≤ｘ－ｎｐ

ｎ槡｛ ｝ｐｑ

≈Φ
ｘ－１２０
槡（ ）４８

－Φ
－１２０
槡（ ）４８

≈Φ
ｘ－１２０
槡（ ）４８ ≥０．９９９＝Φ（３．１），

ｘ－１２０
槡４８

≥３．１ｘ≥１４１．

因此至少要向该车间供电１４１千瓦．
例１０．１３　某厂有４００台同类机 器，各 机 器 发 生 故 障 的 概 率 为

０．０２，设各台机器工作是相互独立的，试求出故障的台数不少于２的

概率．
解析　设出故障的台数为 Ｘ，Ｘ～Ｂ（４００，０．０２），

Ｅ（Ｘ）＝８，Ｄ（Ｘ）＝７．８４， Ｄ（Ｘ槡 ）＝２．８．
由中心极限定理：Ｐ｛Ｘ≥２｝＝１－Ｐ｛Ｘ＜２｝

＝１－Ｐ Ｘ－８
２．８ ≤２－８

２．｛ ｝８
＝１－Φ（－２．１４２９）≈０．９８４２．

例１０．１４　一生产线生产的产品成箱包 装，每 箱 的 重 量 是 随 机

５７２１０．２　典型习题与试题解析



的．假设每箱平均重５０千克，标准差为５千克，若用最大载重量为５
吨的汽车承运，试用中心极限定理说明每辆车可以装多少箱才能保

证不超载的概率大于０．９７７（Φ（２）＝０．９７７）．
解析　设ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是装运的第ｉ箱的重量，ｎ是所求箱数．

由条件可把ｘ１，…，ｘｎ 视为独立同分布．
Ｔｎ＝ｘ１＋…＋ｘｎ，

Ｅ（ｘｉ）＝５０， Ｄ（ｘｉ槡 ）＝５，Ｅ（Ｔｎ）＝５０ｎ， Ｄ（Ｔｎ槡 ）＝５槡ｎ．
由林德伯格 列维中心极限定理：Ｔｎ～Ｎ（５０ｎ，２５ｎ）．

Ｐ｛Ｔｎ≤５０００｝＝Ｐ
Ｔｎ－５０ｎ
５槡ｎ

≤５０００－５０ｎ
５槡｛ ｝ｎ

≈Φ
１０００－１０ｎ

槡（ ）ｎ
＞０．９７７＝Φ（２），

１０００－１０ｎ
槡ｎ

＞２，ｎ＜９８．０１９９．

即最多可装９８箱．
例１０．１５　计算机做加法运算时，要对每个加数取整（即取最接

近它的整数），设所有的取整误差是相互独立的，且它们都服从均匀

分布Ｕ［－０．５，０．５］，如果将１５００个数相加，求误差总和的绝对值

超过１５的概率．
解析　以 Ｘｋ 表示第ｋ 个数的取整误差（ｋ＝１，２，…，１５００），它

们相互独立，且都服从Ｕ［－０．５，０．５］，有

Ｅ（Ｘｋ）＝０，Ｄ（Ｘｋ）＝ １
１２．

由林德伯格 列维定理， １２槡１５００∑
１５００

ｋ＝１
Ｘｋ 渐近服从Ｎ（０，１）分布，

于是

Ｐ ∑
１５００

ｋ＝１
Ｘｋ ＞｛ ｝１５ ＝２Ｐ １２槡１５００∑

１５００

ｋ＝１
Ｘｋ ＞ １２槡１５００×｛ ｝１５
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≈２［１－Φ（１．３４）］＝２［１－０．９０９９］

＝０．１８０２．
例１０．１６　某调查公司受委托，调查某电视节目在Ｓ 市的收视

率ｐ，调查公司将所有调查对象中收看此节目的频率作为ｐ 的估计

，现在要保证有９０％的把握，使调查所得的收视率 与真实收视率

ｐ之间的差异不大于５％，问至少要调查多少对象？

解析　设共调查ｎ个对象，记

Ｘｉ ＝
１，　 第ｉ个调查对象收看此电视节目，

０，　 第ｉ个调查对象不看此电视节目｛ ，
则　Ｘｉ 独立同分布，且Ｐ｛Ｘｉ＝１｝＝ｐ，Ｐ｛Ｘｉ＝０｝＝１－ｐ．（ｉ＝１，

２，…，ｎ）
设ｎ个被调查对象中收看此电视节目的总人数为Ｙｎ，则

Ｙｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ～ｂ（ｎ，ｐ）．

由大数定律知，当ｎ很大时，频率Ｙｎ／ｎ与概率ｐ 很接近即用频

率去估计ｐ 是合适的，由题意：

Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｐ ＜０．｛ ｝０５ ≈２Φ ０．０５ ｎ

ｐ（１－ｐ槡（ ））－１≥０．９０，

ｎ≥ｐ（１－ｐ）１．６４５２

０．０５２ ＝ｐ（１－ｐ）×１０８２．４１，

又因为ｐ（１－ｐ）≤０．２５，所以ｎ≥２７０．６．
即至少调查２７１个对象．
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阶段复习试题五

１．试证：对任意的常数Ｃ≠Ｅ（Ｘ）有Ｄ（Ｘ）＜Ｅ（Ｘ－Ｃ）２．
２．设一袋中有编号从１到 Ｎ 的Ｎ 个球，现随机地从中有放回

地抽取ｎ个，求ｎ个球的最大编号的数学期望．
３．设某元件的寿命服从参数为λ的指数分布，一个线路由两个

元件串联而成，两个元件工作是相互独立的，试求该线路寿命的数学

期望．

４．某产品上的缺陷数Ｘ 服从分布：Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝ １
２ｋ＋１

，（ｋ＝０，

１，…）
求此产品上的平均缺陷数．
５．设随机变量 Ｘ ～Ｎ（μ，σ２），求Ｅ｜Ｘ－μ｜．
６．设有三个球，随机等可能地放到四个编号为１，２，３，４的盒子

中去，设ξ表示至少包含有一个球的最小号码盒子的号码数，求Ｅξ．
７．某种圆盘的直径在区间（ａ，ｂ）上服从均匀分布，试求此种圆

盘的平均面积．
８．某射手每次击中目标的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），他有１０发子

弹，一旦击中目标或子弹打完就停止，求他在停止前平均射击几次．
９．在长为ａ 的线段上任取两个点Ｘ 与Ｙ，求此两 点 间 的 平 均

长度．
１０．设Ｘ１ 和Ｘ２ 相互独立，都服从参数为λ的指数分布，令Ｙ＝

ｍａｘ（Ｘ１，Ｘ２），求Ｅ（Ｙ）．
１１．一汽车载有２０位旅客自起点站开出，途中有１０个车站可

以下车，若到达一个车站 没 人 下 车 就 不 停 车，以 Ｘ 表 示 停 车 次 数，
设每个人在 每 个 车 站 下 车 是 等 可 能 的，且 各 人 是 否 下 车 独 立，求

Ｅ（Ｘ）．

８７２ １０　大数定律和中心极限定理



１２．设 Ｘ 与Ｙ 分别表示将一颗骰子连接抛两次先后出现的点

数，试求齐次方程组

ｘ１＋２ｘ２＋２Ｙｘ３ ＝０，

ｘ１＋Ｘｘ２＋２ｘ３ ＝０，

２ｘ１＋４ｘ２＋Ｘ２ｘ３ ＝
烅
烄

烆 ０

的解空间的维数的数学

期望与方差．
１３．设随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ｎ＞１）独 立 同 分 布，且 其 方 差

σ２ ＞０，令Ｙ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，求ｃｏｖ（Ｘ１，Ｙ）．

１４．设 Ｘ 服从参数为１的指数分布，求Ｅ（Ｘ＋ｅ－２Ｘ）．
１５．将一个骰子独立地掷ｎ次，求１点出现的次数与６点出现

次数的协方差及相关系数．
１６．设Ｘ 与Ｙ 独立，都服从正态分布Ｎ（μ，σ２），试证Ｅ［ｍａｘ（Ｘ，

Ｙ）］＝μ＋ σ
槡π

．

１７．设Ｘ 表示１０次独立重复射击命中目标的次数，每次击中目

标的概率为０．４，求Ｅ（Ｘ２）．
１８．将ｎ只球（１～ｎ号）随机地放入ｎ只盒子（１～ｎ号）中去，

一只盒子装一只球．若一只球装入与球同号的盒子中称为一个配对，
设 Ｘ 表示总的配对数，求ＥＸ．

１９．设Ｘ 服从参数为λ＞０的指数分布，证明使Ｅ（｜Ｘ－Ｃ｜）取

得最小值的参数Ｃ是１
λ
ｌｎ２，且Ｃ满足Ｐ｛Ｘ≤Ｃ｝＝Ｐ｛Ｘ＞Ｃ｝＝１

２．

２０．设｛Ｘｎ｝是独立同分布的随机变量序列，Ｅ（Ｘ４
ｎ）＜＋ ∞，令

Ｅ（Ｘｎ）＝μ，Ｄ（Ｘｎ）＝σ２，Ｙｎ ＝ （Ｚｎ－μ）２，求证序列｛Ｙｎ｝服从大数

定律．
２１．设Ｘ～Ｎ（１，１），Ｙ～Ｎ（０，１），Ｅ（ＸＹ）＝－０．１，由切比雪夫

不等式估计Ｐ｛－４＜Ｘ＋２Ｙ ＜６｝．
２２．选修某门课程的学生人数是均值为１００的泊松随 机 变 量，

９７２阶段复习试题五



若选修人数不少于１２０人，就分成两个班；若少于１２０人就集中在一

个班，求分成两个班的概率．
２３．设贝努里试验成功的概率为５％，试估计进行多少次试验才

能以概率８０％使成功的次数不少于５次．
２４．质检员逐个检查某产品，每次花１０秒钟检查一个，但也有

可能有的产品需再花１０秒钟复检一次，假设每个产品需要复检的概

率为０．５，求在８小时内质检员检查产品个数多于１９００个的概率．
２５．掷一枚骰子，为至少有９５％的把握使２点出现的频率与概

率之差落在０．０１范围之内，需掷多少次？（分别用中心极限定理和

切比雪夫不等式计算）
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１１
数理统计初步

１１．１　基本概念与内容提要

１）总体　个体

研究对象的全体元素组成的集合称为总体或母体，总体中的每

个元素称为个体．值 得 注 意 的 是，总 体 中 的 元 素 常 常 不 是 指 元 素 本

身，而是指元素的某一项或某几项数量指标 Ｘ 和该指标在总体中的

分布情况，故 Ｘ 是个随机变量．对总体的研究就是对相应的随机变

量 Ｘ 分布的研究．
２）样本

设对总体进行了ｎ次观察，得到一组数值（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），其中

每个ｘｉ 是一次抽样观察的结果，（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）称为容量ｎ的样本

观察值．就一次观察结果而论，（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是完全确定的一组

值，但它又是随每次抽样观察而改变的，具有随机性，这就是样本的

两重性．因而我们在考虑问题时，就不能把（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）看成确

定的数值，而应看作ｎ维随机向量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）．称它是容量为

ｎ的样本．
满足下述两点性质的样本称为简单随机样本，简称样本．（１）代

表性：样 本 的 每 个 分 量 Ｘｉ 与 所 考 察 的 总 体 Ｘ 具 有 相 同 的 分 布

Ｆ（ｘ）；（２）独立性：Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为相互独立的随机变量．
３）统计量与样本矩

（１）设 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为总体Ｘ 的一个样本．称不含任何未

１８２１１．１　基本概念与内容提要



知参数的样本的函数ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为统计量．

（２） 称统计量Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 为样本均值；Ｓ２ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－

Ｘ）２ 为样本方差；Ａｋ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｋ

ｉ（ｋ＝１，２，…）为样本ｋ阶原点矩；

Ｂｋ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）ｋ（ｋ＝１，２，…）为样本ｋ阶中心矩．

４）χ２ 分布，ｔ分布和Ｆ 分布

（１）χ
２ 分 布：设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是 相 互 独 立 且 同 服 从 于

Ｎ（０，１）分布的随机变量，则称随机变量χ
２
ｎ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ 服从自由度为

ｎ的χ
２ 分布，记作χ

２
ｎ ～χ

２（ｎ）．

χ
２（ｎ）的密度函数为

ｐ（ｘ）＝

１

２
ｎ
２Γ ｎ（ ）２

ｅ－ｘ
２ｘ

ｎ
２－１，　 当ｘ＞０，

０， 当ｘ≤０

烅

烄

烆 ．
性质：（ⅰ）若 χ

２
１ ～χ

２（ｎ１），χ
２
２ ～χ

２（ｎ２），且 相 互 独 立，则

χ
２
１＋χ

２
２ ～χ

２（ｎ１＋ｎ２）．

　　　（ⅱ）若χ
２ ～χ

２（ｎ），则Ｅ（χ
２）＝ｎ，Ｄ（χ

２）＝２ｎ．
（２）ｔ分布：设Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～χ

２（ｎ），且Ｘ与Ｙ 独立，则称随

机变量Ｔ＝ Ｘ
Ｙ／槡 ｎ

服从自由度为ｎ的ｔ分布，记作Ｔ～ｔ（ｎ）．其密度

函数为

ｐ（ｔ）＝
Γ ｎ＋１（ ）２ １＋ｔ２（ ）ｎ

－ｎ＋１
２

ｎ槡πΓ ｎ（ ）２

，－∞ ＜ｔ＜＋∞．

ｔ分布 关 于Ｙ 轴 对 称，当ｎ 充 分 大 时，ｔ分 布 近 似 于 Ｎ（０，１）
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分布．
（３）Ｆ分布：设Ｕ～χ

２（ｎ１），Ｖ～χ
２（ｎ２），且两者独立，则称Ｆ＝

Ｕ／ｎ１

Ｖ／ｎ２
服从自由度为（ｎ１，ｎ２）的Ｆ分布，记为Ｆ～Ｆ（ｎ１，ｎ２）．其密度

函数为

ｐ（ｘ）＝

Γ ｎ１＋ｎ２（ ）２

Γ ｎ１（ ）２ Γ ｎ２（ ）２

ｎ１

ｎ（ ）２

ｎ１
２

ｘ
ｎ１－１

２ １＋ｎ１

ｎ２（ ）ｘ
－

ｎ１＋ｎ２
２

，　 当ｘ＞０，

０，　　　　　　　　　　　　　　 当ｘ≤０

烅

烄

烆 ．

若 Ｘ ～Ｆ（ｎ１，ｎ２），则１
Ｘ ～Ｆ（ｎ２，ｎ１）．

５） 分位数

设Ｘ～Ｎ（０，１），对于给定的α，０＜α＜１．称满足Ｐ｛Ｘ≥ｕα｝＝

∫
＋∞

ｕα

１
２槡π

ｅ－ｘ２
２ｄｘ＝α的数ｕα 为Ｎ（０，１）分布的上侧α分位数（或分

位点）．
类似地，设Ｔ～ｔ（ｎ），称满足Ｐ｛Ｔ ≥ｔα（ｎ）｝＝α的数ｔα（ｎ）为

ｔ（ｎ）分布的上侧α分位数；设χ
２ ～χ

２（ｎ），称满足Ｐ｛χ
２ ≥χ

２
α
（ｎ）｝＝

α的数χ
２
α
（ｎ）为χ

２（ｎ）的上侧α分位数；设Ｆ～Ｆ（ｎ１，ｎ２），称Ｐ｛Ｆ≥
Ｆα（ｎ１，ｎ２）｝＝α的数Ｆα（ｎ１，ｎ２）为Ｆ（ｎ１，ｎ２）的上侧α分位数，它具

有性质：

Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２）＝ １
Ｆα（ｎ２，ｎ１）

．

６） 正态总体某些常用统计量的分布

（１）设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自正态总体Ｎ（μ，σ２）的样本，Ｕ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉＸｉ，其中ａ１，ａ２，…，ａｎ 是已知的常数，则Ｕ 也服从正态分布，

且Ｅ（Ｕ）＝μ∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ，Ｄ（Ｕ）＝σ２∑

ｎ

ｉ＝１
ａ２

ｉ．

３８２１１．１　基本概念与内容提要



（２）设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ２）的样本，记Ｘ

＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，则有

（ⅰ）Ｘ 与Ｓ２ 相互独立；

（ⅱ）Ｕ ＝Ｘ－μ
σ／槡ｎ

～Ｎ（０，１）；

（ⅲ）χ
２ ＝

（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～χ
２（ｎ－１）；

（ⅳ）Ｔ＝Ｘ－μ
Ｓ／槡ｎ

～ｔ（ｎ－１）．

（３）设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ 是从正态总体Ｎ（μ，σ２
１）中抽取的一个

样本；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ 是从正态总体Ｎ（μ２
，σ２

２）中抽取的样本，且假

定Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ 与Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ 相互独立．记Ｘ ＝ １
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
Ｘｉ，

Ｙ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ，Ｓ２

１＝ １
ｍ－１∑

ｍ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，Ｓ２
２＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ）２．则

有

（ⅰ）Ｆ＝Ｓ２
１σ２

２

Ｓ２
２σ２

１
～Ｆ（ｍ－１，ｎ－１），特别当σ２

１ ＝σ２
２ 时，Ｆ＝Ｓ２

１

Ｓ２
２
～

Ｆ（ｍ－１，ｎ－１）．
（ⅱ）当σ１ ＝σ２ ＝σ时，

Ｔ＝
（Ｘ－Ｙ）－（μ１－μ２

）

（ｍ－１）Ｓ２
１＋（ｎ－１）Ｓ槡 ２

２

ｍｎ（ｍ＋ｎ－２）
ｍ＋槡 ｎ ～ｔ（ｍ＋ｎ－２）．

１１．２　典型习题与试题解析

例１１．１　设有样本Ｘｎ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），Ｘｎ ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，Ｓ２

ｎ ＝

１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｘｎ）２．

４８２ １１　数理统计初步



求证：（１）Ｘｎ＋１ ＝ １
ｎ＋１∑

ｎ＋１

ｉ＝１
ｘｉ ＝ ｎ

ｎ＋１Ｘｎ＋ ｘｎ＋１

ｎ＋１
；

（２）Ｓ２
ｎ＋１ ＝ １

ｎ∑
ｎ＋１

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｘｎ＋１）２ ＝ｎ－１
ｎ Ｓ２

ｎ＋ １
ｎ＋１

（ｘｎ＋１－Ｘｎ）２．

解析　（１）Ｘｎ＋１ ＝ １
ｎ＋１

（ｘ１＋…＋ｘｎ＋ｘｎ＋１）

＝ ｎ
ｎ＋１

·１
ｎ

·（ｘ１＋…＋ｘｎ）＋ ｘｎ＋１

ｎ＋１

＝ ｎ
ｎ＋１Ｘｎ＋ ｘｎ＋１

ｎ＋１．

（２）Ｓ２
ｎ＋１ ＝ １

ｎ∑
ｎ＋１

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｘｎ＋１）２

＝ １
ｎ∑

ｎ＋１

ｉ＝１
ｘｉ－ ｎ

ｎ＋１Ｘｎ－ ｘｎ＋１

ｎ＋（ ）１

２

＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｘｎ）＋
Ｘｎ

ｎ＋１－ ｘｎ＋１

ｎ＋（ ）［ ］１

２

＋

１
ｎ ｘｎ＋１－ ｎ

ｎ＋１Ｘｎ－ ｘｎ＋１

ｎ＋（ ）１

２

＝ｎ－１
ｎ

１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｘｎ）２＋２
ｎ

（Ｘｎ－ｘｎ＋１）
ｎ＋１ ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－

Ｘｎ）＋
（Ｘｎ－ｘｎ＋１）２
（ｎ＋１）２ ＋ ｎ

（ｎ＋１）２
（Ｘｎ－ｘｎ＋１）２

＝ｎ－１
ｎ Ｓ２

ｎ ＋ １
ｎ＋１

（Ｘｎ－ｘｎ＋１）２．

评注　如果样本容量增加一个，其ｎ＋１个数据构成的新样本的

平均数与方差的计算无需从头重新做起，而可根据前几个数据已求

出的均值与方差加上新的一个数据由本例的公式求得．类似地，当数

据减少一个时，也可推出相应的递推公式．
例１１．２　设某车站一天内的候车的人数 Ｘ 服从参数为λ（λ＞０）

的泊松分布，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自总体Ｘ 的简单随机样本．

５８２１１．２　典型习题与试题解析



（１）求（Ｘ１，…，Ｘｎ）的联合分布律；

（２）求 Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 的分布律．

解析　总体 Ｘ 的分布律为

Ｐ｛Ｘ ＝ｋ｝＝λｋ

ｋ！
ｅ－λ，（ｋ＝０，１，２…）

（１）由于样本（Ｘ１，…，Ｘｎ）是简单随机样本，所以其联合分布律

为：

Ｐ｛Ｘ１ ＝ｘ１，Ｘ２ ＝ｘ２，…，Ｘｎ ＝ｘｎ｝　　　

＝ 
ｎ

ｋ＝１
Ｐ｛Ｘｉ ＝ｘｉ｝＝ 

ｎ

ｋ＝１

λｘｋ

ｘｋ！ｅ
－λ

＝ λ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｋ


ｎ

ｉ＝１
ｘｉ！

ｅ－ｎλ．

（２）由于Ｘ１，…，Ｘｎ 独立且与总体Ｘ 都服从参数为λ的泊松分

布，注意到泊松分布的可加性可知∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 服从参数为ｎλ的泊松分布，

所以

Ｐ Ｘ ＝ ｋ｛ ｝ｎ ＝Ｐ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ＝｛ ｝ｋ 　　　

＝
（ｎλ）ｋ
ｋ！ｅ－ｎλ．（ｋ＝０，１，２…）

例１１．３　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ２）的简单

随机样本，Ｘ 是样本均值，记

Ｓ２
１ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，　Ｓ２
２ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，

Ｓ２
３ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）２，　Ｓ２
４ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）２，

则服从自由度为ｎ－１的ｔ分布的随机变量是 （　　）

６８２ １１　数理统计初步



Ａ．ｔ＝ Ｘ－μ
Ｓ１／ｎ－槡 １

　　　　　　Ｂ．ｔ＝ Ｘ－μ
Ｓ２／ｎ－槡 １

Ｃ．ｔ＝Ｘ－μ
Ｓ３／槡ｎ

Ｄ．ｔ＝Ｘ－μ
Ｓ４／槡ｎ

解析　因ξ＝Ｘ－μ
σ／槡ｎ

～Ｎ（０，１），η＝ｎｓ２
２

σ２ ～χ
２（ｎ－１），且ξ与η

相互独立，于是

ξ
η／ｎ－槡 １

＝ Ｘ－μ
Ｓ２／ｎ－槡 １

～ｔ（ｎ－１），故选Ｂ．

例１１．４　 设 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 是来自正态总体 Ｎ（０，２２）的简

单随机样本，当ａ，ｂ为何值时，统计量Ｘ＝ａ（Ｘ１－２Ｘ２）２＋ｂ（３Ｘ３－
４Ｘ４）２ 服从χ

２ 分布，其自由度是多少？

解析　依题意 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，Ｘ４ 独立同分布，

Ｅ（Ｘ１－２Ｘ２）＝０，Ｄ（Ｘ１－２Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ１）＋４Ｄ（Ｘ２）＝２０，

Ｅ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝０，Ｄ（３Ｘ３－４Ｘ４）＝９Ｄ（Ｘ３）＋１６Ｄ（Ｘ４）＝１００．

则　　　　Ｘ１－２Ｘ２

槡２０
～Ｎ（０，１），３Ｘ３－４Ｘ４

１０ ～Ｎ（０，１），

又 Ｘ１－２Ｘ２ 与３Ｘ３－４Ｘ４ 独立，于是

（Ｘ１－２Ｘ２）２

２０ ＋
（３Ｘ３－４Ｘ４）２

１００ ～χ
２（２），

所以，当ａ＝ １
２０

，ｂ＝ １
１００

时，统计量 Ｘ 服从χ
２ 分布，自由度为２．

例１１．５　 设Ｘ 与Ｙ 相互独立，且都服从正态分布Ｎ（０，３２），而

Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ９ 和Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙ９ 分别是来自Ｘ与Ｙ的简单随机样本，
求统计量

Ｕ ＝ Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘ９

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋…＋Ｙ槡 ２
９

的分布．
解析　Ｘｉ ～Ｎ（０，３２），Ｙｊ ～Ｎ（０，３２），ｉ，ｊ＝１，…，９．Ｘ１，

７８２１１．２　典型习题与试题解析



…，Ｘ９；Ｙ１，…，Ｙ９ 独立．Ｘ１＋…＋Ｘ９～Ｎ（０，９２），Ｙｉ

３～Ｎ（０，１），

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋…＋Ｙ２
９

９ ＝ ∑
９

ｉ＝１

Ｙｉ（ ）３

２

～χ
２（９）．

因 Ｘｉ 与Ｙｊ 独立（ｉ，ｊ＝１，…，９），从而Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘ９

９
与

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋…＋Ｙ２
９

９
独立，由ｔ分布之定义知

Ｕ ＝ Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘ９

Ｙ２
１＋Ｙ２

２＋…＋Ｙ槡 ２
９

＝
（Ｘ１＋…＋Ｘ９）／９
Ｙ２

１＋…＋Ｙ２
９

９
／槡 ９

～ｔ（９）．

例１１．６　设总体 Ｘ 的 概 率 密 度 为ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜（－∞＜ｘ＜

＋∞），Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为总体Ｘ 的简单随机样本，Ｓ２ 为其样本方差，
求Ｅ（Ｓ２）．

解析　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝ １

２∫
＋∞

∞
ｘｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝０，

Ｅ（Ｘ２）＝∫
＋∞

－∞
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ １
２∫

＋∞

－∞
ｘ２ｅ－｜ｘ｜ｄｘ＝∫

＋∞

０
ｘ２ｅ－ｘｄｘ＝２，

则 Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ２）－（ＥＸ）２ ＝２．
因为Ｓ２ 是总体方差Ｄ（Ｘ）的无偏估计，所以

Ｅ（Ｓ２）＝Ｄ（Ｘ）＝２．
例１１．７　设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是从服从Ｂ（１，ｐ）的总体Ｘ 中的抽得

的样本，则

Ｚ＝ Ｘ－ｐ０

ｐ０（１－ｐ０槡 ）
槡ｎ

近似服从 Ｎ（０，１）的一个充分条件是 （　　）

Ａ．ｐ＝ｐ０ 且０＜ｐ０ ＜１

８８２ １１　数理统计初步



Ｂ．ｎ充分大且Ｐ（Ｘ ＝０）＝１－ｐ０

Ｃ．ｎ充分大且ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｐ ＝λ

Ｄ．ｎ充分大且Ｐ（Ｘ ＝０）＝ｐ０

解析　 当（Ｂ）成立时，由于∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ～Ｂ（ｎ，ｐ０）．故当ｎ充 分 大

时，槡ｎ Ｘ－ｐ０

ｐ０（１－ｐ０槡 ）
近似服从 Ｎ（０，１）．故（Ｂ）正确．

（Ａ）缺少ｎ充分大条件，（Ｄ）中ｐ＝１－ｐ０ 不符要求，（Ｃ）显然

不对．
例１１．８　 若随机变量 Ｘ 具有自由度为ｎ１，ｎ２ 的Ｆ 分布，求证

（１）Ｙ＝１
Ｘ

具有自由度为ｎ２，ｎ１ 的Ｆ分布；（２）证明Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２）＝

１
Ｆα（ｎ２，ｎ１）

．

解析　（１）因 Ｘ ～Ｆ（ｎ１，ｎ２），故 可 设 Ｘ ＝Ｕ／ｎ１

Ｖ／ｎ２
，其 中Ｕ ～

χ
２（ｎ１），Ｖ～χ

２（ｎ２），且Ｕ 与Ｖ 相互独立，于是１
Ｘ ＝Ｖ／ｎ２

Ｕ／ｎ１
，由Ｆ分布

之定义知Ｙ ＝ １
Ｘ ～Ｆ（ｎ２，ｎ１）．

（２）由上侧α分位数的定义知：

Ｐ｛Ｘ≥Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２）｝＝１－α，Ｐ １
Ｘ ≤ １

Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２｛ ｝）＝１－α，

即Ｐ Ｙ ≤ １
Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２｛ ｝）＝１－α，１－Ｐ Ｙ ＞ １

Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２｛ ｝）＝１－α，

Ｐ Ｙ ＞ １
Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２｛ ｝）＝α，

而Ｐ｛Ｙ ≥Ｆα（ｎ２，ｎ１）｝＝α．又Ｙ 为连续型随机变量，故

Ｐ Ｙ ≥ １
Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２｛ ｝）＝α．

９８２１１．２　典型习题与试题解析



从而 Ｆα（ｎ２，ｎ１）＝ １
Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２）

，

即 Ｆ１－α（ｎ１，ｎ２）＝ １
Ｆα（ｎ２，ｎ１）

．

例１１．９　若 Ｘ～ｔ（ｎ），试求 Ｘ２ 的分布．

解析　因 Ｘ～ｔ（ｎ），由ｔ分布之定 义，设 Ｘ＝ Ｕ
Ｖ／槡 ｎ

，其 中Ｕ～

Ｎ（０，１），Ｖ～χ
２（ｎ），且Ｕ 与Ｖ 独 立，于 是Ｕ２～χ

２（１），Ｘ２＝Ｕ２

Ｖ／ｎ＝

Ｕ２／１
Ｖ／ｎ

，由Ｆ 分布之定义知Ｘ２～Ｆ（１，ｎ）．

例１１．１０　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是从正态分布Ｎ（μ，σ２）的总体中

抽取 的 样 本，Ｘ与Ｓ２ 分 别 表 示 它 的 样 本 均 值 与 样 本 方 差．又 设

Ｘｎ＋１～Ｎ（μ，σ２），且与 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立．试求统计量

Ｘｎ＋１－Ｘ
Ｓ

ｎ
ｎ＋槡 １

的概率分布．
解析　因 Ｘｉ～Ｎ（μ，σ２），ｉ＝１，２，…，ｎ＋１，

故Ｘ＝１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ～Ｎ μ，σ

２（ ）ｎ
，Ｘ与Ｘｎ＋１独立，Ｅ（Ｘｎ＋１－Ｘ）＝μ－μ＝０，

Ｄ（Ｘｎ＋１－Ｘ）＝Ｄ（Ｘｎ＋１）＋Ｄ（Ｘ）＝σ２＋σ２

ｎ ＝ｎ＋１
ｎ σ２，（ｎ－１）Ｓ２

σ２ ～

χ
２（ｎ－１），且 Ｘｎ＋１ －Ｘ 与Ｓ２ 相 互 独 立，由ｔ分 布 之 定 义 知，因 此

Ｘｎ＋１－Ｘ
ｎ＋１
ｎ σ槡 ２

～Ｎ（０，１）．

Ｘｎ＋１－Ｘ
Ｓ

ｎ
ｎ＋槡 １＝

（Ｘｎ＋１－Ｘ） ｎ＋１
ｎ σ槡 ２

（ｎ－１）Ｓ２

σ２ （ｎ－１槡 ）
～ｔ（ｎ－１）．

０９２ １１　数理统计初步



例１１．１１　在天平上重复称量一重为ａ的物 品，设 各 次 称 量 结

果相同独立且都服从 Ｎ（ａ，０．２２），以 Ｘ 表 示 称 量 结 果 的 算 术 平 均

值，求使得Ｐ｛｜Ｘ－ａ｜＜０．１｝≥０．９５成立的自然数ｎ的范围．
解析　Ｘｉ ～Ｎ（ａ，０．２）２，则Ｘ ～Ｎ（ａ，０．２２／ｎ），

Ｐ｛｜Ｘ－ａ｜＜０．１｝＝Ｐ ｜Ｘ－ａ｜
０．２／槡ｎ

＜ ０．１
０．２／槡｛ ｝ｎ

＝２Φ
０．１

０．２／槡（ ）ｎ
－１≥０．９５，

０．１
０．２／槡ｎ

≥１．９６，即ｎ≥１５．３６６．

故ｎ的范围为ｎ≥１６．
例１１．１２　设 Ｘ１，…，Ｘ１０，Ｙ１，…，Ｙ１５相互独立且都为 Ｎ（２０，

（槡３）２）分布，求Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜＞０．３｝．
解析　因为 Ｘ１，…，Ｘ１０，Ｙ１，…，Ｙ１５独立且都服从 Ｎ（２０，３）分

布，所以Ｘ与Ｙ独立，且

Ｘ ＝ １
１０∑

１０

ｉ＝１
Ｘｉ ～Ｎ ２０，３（ ）１０

，Ｙ ＝ １
１５∑

１５

ｉ＝１
Ｙｉ ～Ｎ ２０，３（ ）１５

，

因此 　　　　Ｘ－Ｙ ～Ｎ ０，（ ）１
２

，

则　Ｐ｛｜Ｘ－Ｙ｜＞０．３｝＝Ｐ ｜Ｘ－Ｙ｜
１／槡 ２

＞ ０．３
１／槡｛ ｝２

＝Ｐ ｜Ｘ－Ｙ｜
１／槡 ２

＞０．槡｛ ｝３ ２

＝１－Ｐ ｜Ｘ－Ｙ｜
１／槡 ２

＜０．｛ ｝４２ ＝２［１－Φ（０．４２）］

＝２［１－０．６６２８］＝０．６７４４．
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１２
参数估计与假设检验

１２．１　基本概念与内容提要

１） 点估计

设总体的分布函数为Ｆ（ｘ；θ），其中θ为未知参数．参数的点估

计问题是根据 样 本（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）构 造 一 个 统 计 量 （Ｘ１，…，

Ｘｎ）来估计 未 知 参 数θ，称 （Ｘ１，…，Ｘｎ）为θ的 估 计 量，如 果（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ）是样本的一组观察值，称 （ｘ１，…，ｘｎ）为θ的点估计值．
常用的点估计方法有矩估计法与极大似然估计法．

（１）矩估计法　矩估计法的基本思想是用样本矩代替相应的总

体矩．
设总体 Ｘ 的分布中含有ｋ 个未知参数θ１，θ２，…，θｋ．假定总体

Ｘ 的α 阶矩

να ＝Ｅ（Ｘα）＝ｈα（θ１，θ２，…，θｋ）存在，（α＝１，２，…，ｋ）

令　ｈα（θ１，θ２，…，θｋ）＝１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘα

ｉ（α＝１，２，…，ｋ），解 得 　 α＝

α（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）（α＝１，２，…，ｋ），分别取 １， ２，…，ｋ 作为θ１，

θ２，…，θｋ 的估计量，这就是求估计量的矩估计法，所得估计量称为

矩估计量．
（２）极大似然估计法　设总体 Ｘ～Ｐ（ｘ；θ１，θ２，…，θｋ），连续

型时为密度函数，离散型时为 Ｘ 取值ｘ 时的概率，θ１，θ２，…，θｋ 为

未知参数．又设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是 样 本（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的 观 察

２９２ １２　参数估计与假设检验



值．称样本的联合密度（或联合概率）

Ｌ（θ１，θ２，…，θｋ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ；θ１，θ２，…，θｋ）

为似然函数．
极大似然估计法就是求样本的函数 α＝ α（ｘ１，…，ｘｎ）（α＝１，

２，…，ｋ），使

Ｌ（１， ２，…， ｋ）＝ ｍａｘ
θ１，…，θｋ

Ｌ（θ１，θ２，…，θｋ），

称 ａ（ｘ１，…，ｘｎ）（α＝１，２，…，ｋ）为极大似然估计值，把 α 中的

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 换成Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 就得到极大似然估计量．
由于ｌｎｘ是ｘ 的单调增加函数，因而ｌｎＬ 与Ｌ 有相同的极大值

点，称

ｌｎＬ（θ１，θ２，…，θｋ）
θｊ θｊ＝ ｊ

＝０　（ｊ＝１，２，…，ｋ）

为似然方程，求解似然方程，可得 １， ２，…， ｋ．
２）估计量的优良性的评选标准

（１）无偏性：若θ的估计量 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）满足

Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ））＝θ，
则称 　是θ的无偏估计量．

（２）有效性：设 １（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）和 ２（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）都是

θ的无偏估计量，若Ｄ（１）＜Ｄ（２），则称 １ 较 ２ 有效．
（３）一致性：设 ｎ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为参数θ的估计量，若对任

意正数ε，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｐ｛｜ ｎ－θ｜≥ε｝＝０，

则称 ｎ 是θ的一致估计量（也称相合估计量）．
３）区间估计

（１）设总体 Ｘ～Ｆ（ｘ；θ）含有一个未知参数θ，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ

为来自Ｘ 的样本．若对于事先给定的α（０＜α＜１），存在两个统计量

１（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）与 ２（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），使得

３９２１２．１　基本概念与内容提要



Ｐ｛１（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）＜θ＜ ２（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）｝＝１－α，
则称区间（１， ２）是θ的置信度为１－α的置信区间，１－α称为置信

度．１ 称为置信下限，２ 称为置信上限．
（２） 单个正态总体 Ｎ（μ，σ２）中均值μ和方差σ２ 的置信区间：
（ⅰ）σ２ 已知，μ的置信度为１－α的置信区间为

Ｘ－ｕα／２
σ
槡ｎ

，Ｘ＋ｕα／２
σ
槡（ ）ｎ

．

（ⅱ）σ２ 未知，μ的置信度为１－α的置信区间为

Ｘ－ｔα／２（ｎ－１）Ｓ
槡ｎ

，Ｘ＋ｔα／２（ｎ－１）Ｓ
槡（ ）ｎ

．

（ⅲ）μ未知，σ２ 的置信度为１－α的置信区间是

（ｎ－１）Ｓ２

χ
２
α／２

（ｎ－１）
， （ｎ－１）Ｓ２

χ
２
１－α／２

（ｎ－１（ ））．

（３）两个正态总体的均值差与方差比的置信区间：
设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ１

为来自总体 Ｎ（μ１
，σ２

１）的样本，Ｙ１，Ｙ２，…，

Ｙｎ２
为来自总体 Ｎ（μ２

，σ２
２）的样本，且两者独立．记

Ｘ ＝ １
ｎ１∑

ｎ１

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｙ ＝ １

ｎ２∑
ｎ２

ｉ＝１
Ｙｉ，Ｓ２

１ ＝ １
ｎ１－１∑

ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，

Ｓ２
２ ＝ １

ｎ２－１∑
ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ）２．

（ⅰ）若σ２
１，σ２

２ 已知，μ１－μ２
的置信度为１－α的置信区间是

Ｘ－Ｙ－ｕα／２
σ２

１

ｎ１
＋σ２

２

ｎ槡 ２
，Ｘ－Ｙ＋ｕα／２

σ２
１

ｎ１
＋σ２

２

ｎ槡［ ］
２

．

（ⅱ）若σ２
１＝σ２

２＝σ２，但σ２ 未知，μ１－μ２
的置信度为１－α的置信

区间是

Ｘ－Ｙ－ｔα／２（ｎ１＋ｎ２－２）Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

，Ｘ－Ｙ（ ＋

ｔα／２（ｎ１＋ｎ２－２）Ｓｗ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ）

２

，
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其中 Ｓｗ ＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２－槡 ２ ．

（ⅲ）σ２
１／σ２

２ 的置信度为１－α的置信区间是

Ｓ２
１

Ｓ２
２
· １
Ｆα／２（ｎ１－１，ｎ２－１），

Ｓ２
１

Ｓ２
２
· １
Ｆ１－α／２（ｎ１－１，ｎ２－１（ ））．

４）假设检验的基本概念

（１）假设检验问题：若总 体 的 分 布 类 型 为 已 知，对 分 布 的 一 个

或几个参数的值作出“假设”，此称为参数的假设检验问题；若总体的

分布类型未知，对总体 Ｘ 的分布函数假设为某个指定的函数Ｆ０（ｘ），

此称为非参数的假设检验问题．随机变量 Ｘ 与Ｙ 的相关性或独立性

的假设检验也属于非参数假设检验．这种对总体分布的未知参数或

分布类型提出的假设称为原假设或零假设，用 Ｈ０ 表示．当对某个问

题提出原假设 Ｈ０ 时，事实上也同时给出了另外一个假设，称为备择

假设或对立假设，用 Ｈ１ 表示．
（２）假设检验的基本思想：首先假设 Ｈ０ 是真的，在 Ｈ０ 成立的

条件下，求已经观察到的样本信息出现的概率．如果这个概率很小，

就表明小概率事件在一次试验中发生了，这与实际推断原理（小概率

事件在一次试验中 是 几 乎 不 可 能 发 生 的）矛 盾，故 拒 绝 Ｈ０，否 则 不

能拒绝 Ｈ０．
（３）两类错误：第一类错误是原假设 Ｈ０ 成立，而检验结果是否

定 Ｈ０，这犯了“以真作假”即弃真错误，犯第一类错误的概率不大于

显著水平α．第二类错误是原假设 Ｈ０ 不真，而检验结果接受 Ｈ０，这

又犯了“以假作真”即采伪错误．
（４） 假设检验的步骤：

（ⅰ）根据所提的问题提出原假设 Ｈ０ 及备择假设 Ｈ１；

（ⅱ）由样本构造合适的统计量 Ｔ，并在 Ｈ０ 为真的条件下求出

统计量Ｔ 的分布；
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（ⅲ）给定显著水平α，查有关分布的表得到临界值，从而确定拒

绝域Ｗ；
（ⅳ）由样本算出统计量Ｔ 的值；
（ⅴ）作判断：若Ｔ∈Ｗ，则拒绝 Ｈ０，否则接受 Ｈ０．
５）正态总体均值与方差的检验

正态总体均值与方差的检验方法列表如下（显著水平为α）：

原假设

Ｈ０

对总体

的要求
检验统计量

在 Ｈ０ 为

真时统计

量的分布

备择

假设 Ｈ１
拒绝域

１ μ＝μ０

正态总体

方 差 σ２

已知

Ｕ＝
Ｘ－μ０

σ／槡ｎ
Ｎ（０，１）

μ＞μ０

μ＜μ０

μ≠μ０

ｕ≥ｕα

ｕ≤－ｕα

｜ｕ｜≥ｕα／２

２ μ＝μ０

正态总体

方 差 σ２

未知

Ｔ＝
Ｘ－μ０

Ｓ／槡ｎ
ｔ（ｎ－１）

μ＞μ０

μ＜μ０

μ≠μ０

ｔ≥ｔα（ｎ－１）

ｔ≤－ｔα（ｎ－１）

｜ｔ｜≥ｔα／２（ｎ－１）

３σ２＝σ２
０

正态总体

μ未知
χ２＝

（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

χ２（ｎ－１）

σ２＞σ２
０

σ２＜σ２
０

σ２≠σ２
０

χ２≥χ２
α
（ｎ－１）

χ２≤χ２
１－ａ

（ｎ－１）

χ２≥χ２
α／２

（ｎ－１）或

χ２≤χ２
１－α／２

（ｎ－１）

４ μ１＝μ２

两正态总

体 方 差

σ２
１，σ２

２ 已

知

Ｕ＝ Ｘ－Ｙ
σ２

１

ｎ１
＋
σ２
２

ｎ槡 ２

Ｎ（０，１）
μ１＞μ２

μ１＜μ２

μ１≠μ２

ｕ≥ｕα

ｕ≤－ｕα

｜ｕ｜≥ｕα／２

５ μ１＝μ２

两正态总

体 方 差

σ２
１＝σ２

２ 但

未知

Ｔ＝

Ｘ－Ｙ

ＳＷ
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

ＳＷ ＝

（ｎ１－１）Ｓ２１＋（ｎ２－１）Ｓ２２
ｎ１＋ｎ２槡 －２

ｔ（ｎ１＋
ｎ２－２）

μ１＞μ２

μ１＜μ２

μ１≠μ２

ｔ≥ｔα（ｎ１＋ｎ２－２）

ｔ≤－ｔα（ｎ１＋ｎ２－２）

｜ｔ｜≥ｔα／２（ｎ１＋ｎ２－２）
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续　表

原假设

Ｈ０

对总体

的要求
检验统计量

在 Ｈ０ 为

真时统计

量的分布

备择

假设 Ｈ１
拒绝域

６ σ２
１＝σ２

２

两正态总

体μ１
，μ２

未知

Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２

Ｆ（ｎ１－１，

ｎ２－１）

σ２
１＞σ２

２

σ２
１＜σ２

２

σ２
１≠σ２

２

Ｆ≥Ｆα（ｎ１－１，ｎ２－１）
Ｆ≤Ｆ１－α（ｎ１－１，ｎ２－１）
Ｆ≥Ｆα／２（ｎ１－１，ｎ２－１）或

Ｆ≤Ｆ１－α／２（ｎ１－１，ｎ２－１）

７

μ＝μ１－

μ２＝

０（成对

数据）

两正态总

体 Ｘ 与

Ｙ，令Ｚ＝
Ｘ－Ｙ

Ｔ＝
珚Ｚ

ＳＺ／槡ｎ
ｔ（ｎ－１）

μ＞０

μ＜０

μ≠０

ｔ≥ｔα（ｎ－１）
ｔ≤－ｔα（ｎ－１）

｜ｔ｜≥ｔα／２（ｎ－１）

　　 注 　 表中一个总体的样本为Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，Ｘ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，

Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２；两个总体的样本分别为 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ１

与 Ｙ１，Ｙ２， …，Ｙｎ２
，Ｘ ＝ １

ｎ１∑
ｎ１

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｙ ＝ １

ｎ２∑
ｎ２

ｉ＝１
Ｙｉ，Ｓ２

１ ＝

１
ｎ１－１∑

ｎ１

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，Ｓ２
２＝ １

ｎ２－１∑
ｎ２

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ）２；对成对数据，ｎ１＝ｎ２

＝ｎ，Ｚｉ ＝Ｘｉ－Ｙｉ，珚Ｚ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｚｉ，Ｓ２

Ｚ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｚｉ－珚Ｚ）２．

６）分布的χ２ 拟合检验法

（１）设Ｆ（ｘ）是总体 Ｘ 的未知的分布函数，Ｆ０（ｘ）是某个已知的

分布函数，（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是 Ｘ 的样本观察值，检验 Ｈ０：Ｆ（ｘ）＝
Ｆ０（ｘ）．

适当 选 取ｋ－１ 个 实 数 －∞＜ａ１＜ａ２＜…＜ａｋ－１＜＋∞，把

（－∞，＋∞）分成ｋ个互不相交的区间 （－∞，ａ１］，（ａ１，ａ２］，…，
（ａｉ－１，ａｉ］，…，（ａｋ－１，＋∞），以ｎ１ 表示样本观察值落在（－∞，ａ１］
内的频数，ｎｉ 表示样本观察值落在（ａｉ－１，ａｉ］内的频数（ｉ＝２，３，…，
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ｋ－１），ｎｋ 表示样本观察值落在（ａｋ－１，＋∞）内的频数（一般要求ｎｉ

≥５，ｉ＝１，２，…，ｋ），记

ｐ１ ＝Ｆ（ａ１），

ｐｉ ＝Ｆ（ａｉ）－Ｆ（ａｉ－１）　（ｉ＝２，…，ｋ－１），

ｐｋ ＝１－Ｆ（ａｋ－１），
构造统计量

χ
２ ＝ ∑

ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｎｐｉ）２

ｎｐｉ
，则χ

２ ～χ
２（ｋ－１）．

计算统计量χ
２ 的值，如果χ

２≥χ
２
α
（ｋ－１），那么拒绝 Ｈ０，即可以

认为Ｆ（ｘ）与Ｆ０（ｘ）有显著差异；如果χ
２＜χ

２
α
（ｋ－１），则不拒绝 Ｈ０，

即可以认为Ｆ（ｘ）与Ｆ０（ｘ）无显著差异．
（２）设Ｆ（ｘ）是总体 Ｘ 的未知的分布函数，Ｆ０（ｘ；θ１，…，θｓ）是

某个已知的分布函数，但含有未知参数θ１，θ２，…，θｓ，（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｎ）是 Ｘ 的样本观察值，检验 Ｈ０：Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｘ；θ１，…，θｓ）．
首先在Ｆ０（ｘ；θ１，…，θｓ）中 用ｓ个 未 知 参 数 的 极 大 似 然 估 计

１，…， ｓ 来代替θ１，…，θｓ，然后作统计量χ
２，当 Ｈ０ 成立时，

χ
２ ～χ

２（ｋ－ｓ－１），
再按类似于（１）的方法进行检验．

１２．２　典型习题与试题解析

例１２．１　求总体均值μ与方差σ２ 的矩估计量．
解析　设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是总体Ｘ 的样本，又设总体的二阶

矩存在，则由矩估计，

μ１ ＝Ｅ（Ｘ）＝μ，　μ２ ＝Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋（Ｅ（Ｘ））２ ＝σ２＋μ
２，

令　 １ ＝Ｘ，　　 ２ ＝ ２＋ ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ，

得

＝Ｘ， ２ ＝ ２－ ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －Ｘ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２ ＝Ｓ２
ｎ．
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可见这两个矩估计量的表达式与总体分布无关．
例１２．２　设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），μ 和σ２ 是 未 知 参 数，Ｘ１，Ｘ２，…，

Ｘｎ 是来自总体的一个样本，求μ与σ２ 的极大似然估计量．

解析　Ｘ 的密度函数为Ｐ（ｘ；μ，σ２）＝ １
２槡πσ

ｅ－ １
２σ２

（ｘ－μ）２，似然函

数为

Ｌ（μ，σ２）＝ 
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（ｘｉ；μ，σ２）＝ 

ｎ

ｉ＝１

１
２槡πσ

ｅ－ １
２σ２

（ｘｉ－μ）２

＝ （２π）－ｎ
２（σ２）－ｎ

２ｅ－ １
２σ２∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）２，

ｌｎＬ（μ，σ２）＝－ｎ
２ｌｎ

（２π）－ｎ
２ｌｎσ

２－ １
２σ２∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－μ）２，

令

ｌｎＬ
μ

＝ １
σ２∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－μ）＝０，

ｌｎＬ
２σ２ ＝－ ｎ

２σ２ ＋ １
２σ４∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－μ）２ ＝０
烅

烄

烆
，

由 前式解得 ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＝ｘ，代入后式得 　 ２ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２ ＝

Ｓ２
ｎ．则μ，σ２ 的极大似然估计量分别为

＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ＝Ｘ， ２ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２ ＝Ｓ２
ｎ，

它们与相应的矩估计量相同．
例１２．３　设在ｎ次独立试验中事件Ａ 发生ｋ 次，求事件Ａ 发生

的概率ｐ的矩估计量与极大似然估计量．
解析　令 Ｘ 表示在一次随机试验中事件Ａ 发生的次数，即

Ｘ ＝
１，　 若Ａ 发生，

０，　 若Ａ 不发生｛ ，
则Ｐ（Ｘ ＝１）＝Ｐ（Ａ）＝ｐ，Ｐ（Ｘ ＝０）＝Ｐ（Ａ）＝１－ｐ．重复ｎ次

试验，设Ｘｉ 为第ｉ次试验中事件Ａ 发生的次数（ｉ＝１，…，ｎ），则ｋ＝

９９２１２．２　典型习题与试题解析



∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ．因为Ｅ（Ｘ）＝ｐ，故得ｐ的矩估计量为

＝Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ＝ ｋ

ｎ．

设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是相应于样本（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的观察值，

Ｘ～Ｂ（１，Ｐ），其分布律为

Ｐ（Ｘ ＝ｘ）＝ｐｘ（１－ｐ）１－ｘ，（ｘ＝１，２）
故似然函数为

Ｌ（ｐ）＝
ｎ

ｉ＝１
ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝

ｎ

ｉ＝１
ｐｘｉ（１－ｐ）１－ｘｉ ＝ｐ∑ｘｉ（１－ｐ）ｎ－∑ｘｉ，

ｌｎＬ（ｐ）＝ ∑ｘｉｌｎｐ＋（ｎ－∑ｘｉ）ｌｎ（１－ｐ），

令 ｄｌｎＬ（ｐ）
ｄｐ ＝ ∑ｘｉ

ｐ －
ｎ－∑ｘｉ

１－ｐ ＝０，

解得ｐ的极大似然估计值为 ＝１
ｎ∑ｘｉ＝ｘ，ｐ 的极大似然估计量为

＝１
ｎ∑Ｘｉ＝Ｘ．

例１２．４　设总体 Ｘ 的概率密度为

ｆ（ｘ；θ）＝
θ，　　　０＜ｘ＜１，

１－θ，　　１≤ｘ＜２，

０，　　　 其他

烅
烄

烆 ，

其中θ是未知参数（０＜θ＜１）．Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为来自总体Ｘ 的简单

随机样本，记 Ｎ 为样本值ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 中小于１的个数．求

（１）θ的矩估计；
（２）θ的最大似然估计．
解析　（１）由于

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ；θ）ｄｘ
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＝∫
１

０
θｘｄｘ＋∫

２

１
（１－θ）ｘｄｘ

＝ １
２θ＋３

２
（１－θ）

＝ ３
２－θ，

令３
２－θ＝Ｘ，解得θ＝ ３

２－Ｘ，所以参数θ的矩估计为

＝ ３
２－Ｘ．

（２）似然函数为

Ｌ（θ）＝ 
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ；θ）＝θＮ（１－θ）ｎ－Ｎ，

取对数，得

ｌｎＬ（θ）＝Ｎｌｎθ＋（ｎ－Ｎ）ｌｎ（１－θ），
两边对θ求导，得

ｄｌｎＬ（θ）
ｄ（θ） ＝ Ｎ

θ －ｎ－Ｎ
１－θ

．

令ｄｌｎＬ（θ）
ｄθ ＝０，得 θ＝ Ｎ

ｎ
，

所以θ的最大似然估计为

＝ Ｎ
ｎ．

例１２．５　设总体 Ｘ 在［θ１，θ２］上服从均匀分布，θ１，θ２ 未知．试

由样本 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 求θ１ 与θ２ 的矩估计量与极大似然估计量．

解析　（１）μ１＝Ｅ（Ｘ）＝θ１＋θ２

２
，

μ２ ＝Ｅ（Ｘ２）＝Ｄ（Ｘ）＋［Ｅ（Ｘ）］２ ＝
（θ２－θ１）２

１２ ＋
（θ１＋θ２）２

４
，

令 １ ＝Ｘ， ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ，

１０３１２．２　典型习题与试题解析



即　 Ｘ＝１
２

（１＋ ２），　 １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｘ ＝
（２－ １）２

１２ ＋Ｘ２，

１＋ ２ ＝２Ｘ，
（２－ １）２

１２ ＝ １
ｎ∑Ｘ２

ｉ －Ｘ２ ＝ １
ｎ∑（Ｘｉ－Ｘ）２ ＝Ｓ２

ｎ，

２－ １ ＝ 槡２ ３Ｓｎ，
解得θ１ 与θ２ 的矩估计量为

１ ＝Ｘ－槡３Ｓｎ， ２ ＝Ｘ＋槡３Ｓｎ．
（２）因为 Ｘ 的密度函数

ｆ（ｘ；θ１，θ２）＝
１

θ２－θ１
，　θ１ ≤ｘ≤θ２，

０，　　　 其他
烅
烄

烆 ，
所以θ１ 与θ２ 的似然函数为

Ｌ（θ１，θ２）＝
１

θ２－θ（ ）１

ｎ
，　θ１ ≤ｘｉ ≤θ２，（ｉ＝１，２，…，ｎ）

０，　　　　 其他
烅
烄

烆 ，

似然方程为

ｌｎＬ
θ１

＝ ｎ
θ２－θ１

＝０，

ｌｎＬ
θ２

＝ －ｎ
θ２－θ１

＝０
烅

烄

烆
，

从似然方程不可能解得θ１ 与θ２ 的极大似然估计量．由极大似然原理，
欲使似然函 数 非 零，必 须 要 求：θ１≤ｘｉ≤θ２，ｉ＝１，２，…，ｎ．从 而　
θ１≤ｘ

１ ＝ｍｉｎ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，θ２≥ｘ
ｎ ＝ｍａｘ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝．

由于 Ｌ（θ１，θ２）＝ １
θ２－θ（ ）１

ｎ

≤
１

ｘ
ｎ －ｘ（ ）１

ｎ
，

取　 １＝ｘ
１ ＝ｍｉｎ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，２＝ｘ

ｎ ＝ｍａｘ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝．
则有 Ｌ（θ１，θ２）≤Ｌ（１， ２），
故得θ１ 与θ２ 的极大似然估计量分别为

１ ＝ ｍｉｎ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝， ２ ＝ ｍａｘ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝．
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例１２．６　 设（Ｘ１，…，Ｘｎ）是抽自正态总体Ｎ（０，σ２）（σ２＞０）的

一个样本，证明 ＝ １
ｎ

π槡２∑
ｎ

ｉ＝１
｜Ｘｉ｜是σ的无偏估计．

解析　首先计算Ｅ（｜Ｘ｜）．

Ｅ（｜Ｘ｜）＝ １
２槡π∫

∞

－∞

｜ｘ｜
σ

ｅ
－ｘ２

２σ２ｄｘ 令ｔ＝ ｘ（ ）σ

＝ σ
２槡π∫

∞

－∞
｜ｔ｜ｅ－ｔ

２
２ｄｔ＝ ２σ

２槡π∫
∞

０
ｔｅ－ｔ

２
２ｄｔ

＝ ２槡πσ
·（－ｅ－ｔ２／２）｜∞

０ ＝ ２槡πσ
．

所以Ｅ（）＝１
ｎ

π槡２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（｜Ｘｉ｜）＝１

ｎ
π槡２

·ｎ ２槡π
·σ＝σ，即 是

σ的无偏估计．
例１２．７　 设总体Ｘ的方差Ｄ（Ｘ）＝σ２ 是有限的，（Ｘ１，Ｘ２，…，

Ｘｎ）是来自总体Ｘ 的样本．记Ｘ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２

ｎ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，

Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，则Ｓ２
ｎ 不是σ２ 的无偏估计量，而Ｓ２ 是σ２ 的

无偏估计量．

解析 　 设μ＝Ｅ（Ｘ），则Ｅ（Ｘ）＝μ，Ｄ（Ｘ）＝ １
ｎσ

２．

Ｓ２
ｎ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －（Ｘ）２，

　　Ｅ（Ｓ２
ｎ）＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ２

ｉ）－Ｅ（Ｘ）２

＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

［Ｄ（Ｘｉ）＋（ＥＸｉ）２］－［Ｄ（Ｘ）＋（ＥＸ）２］

＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（σ２＋μ
２）－ σ２

ｎ ＋μ（ ）２ ＝ｎ－１
ｎ σ２ ≠σ２，

３０３１２．２　典型习题与试题解析



因此Ｓ２
ｎ 不是σ２ 的无偏估计，而

Ｅ（Ｓ２）＝Ｅ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）［ ］２ ＝Ｅ ｎ
ｎ－１

·１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）［ ］２

＝ ｎ
ｎ－１Ｅ

（Ｓ２
ｎ）＝ ｎ

ｎ－１
·ｎ－１

ｎ σ２ ＝σ２，

故Ｓ２ 是σ２ 的无偏估计．

例１２．８　设总体 Ｘ 的 概 率 密 度 为ｆ（ｘ）＝１
２ｅ－｜ｘ｜（－∞＜ｘ＜

＋∞），Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为 总 体Ｘ 的 简 单 随 机 样 本，其 样 本 方 差 为

Ｓ２，则Ｅ（Ｓ２）＝　　　　．
解析　由例９．２可知Ｄ（Ｘ）＝２，又由上例可知Ｅ（Ｓ２）＝Ｄ（Ｘ）

＝２．
例１２．９　 设总体 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），（Ｘ１，…，Ｘｎ）是取自Ｘ 的容

量为ｎ的样本．试确定常数Ｃ，使得Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１

（Ｘｉ＋１ －Ｘｉ）２ 是σ２ 的无偏

估计．
解析　由于 Ｘｉ＋１－Ｘｉ～Ｎ（０，２σ２），故

Ｅ Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１

（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）（ ）２ ＝Ｃ·∑
ｎ－１

ｉ＝１
Ｅ（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）２ ＝Ｃ·（ｎ－１）·２σ２．

要使Ｃ∑
ｎ－１

ｉ＝１
（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）２ 是σ２ 的无偏估计，只须Ｃ·２（ｎ－１）σ２＝σ２，

故 Ｃ＝ １
２（ｎ－１）．

例１２．１０　 设随机变量Ｘｉ（ｉ＝１，…，ｎ）两两不相关，且具有相

同均值μ和方差σ２．求在形如∑
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＸｉ 的估计中达到最小方差的无偏

估计．

解析 　 为使估计是无偏的，要求Ｅ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＸ（ ）ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｃ（ ）ｉ μ＝μ，
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所以∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ ＝１．由 Ｘ１，…，Ｘｎ 两两不相关，

它的方差为 Ｄ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＣｉＸ（ ）ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｃ２

ｉσ２．

记 Ｊ（Ｃ１，…，Ｃｎ）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃ２

ｉ ＋λ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ－（ ）１ ．

由 Ｊ
Ｃｉ

＝０得到２Ｃｉ＋λ＝０（ｉ＝１，…，ｎ），∑
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ ＝１，所以

Ｃ１ ＝ … ＝Ｃｎ ＝ １
ｎ

，即Ｘ＝ １
ｎ∑

ｎ

１
Ｘｉ 是在上述估计类中达到最小方

差的无偏估计．
例１２．１１　 设 是参数θ的无偏估计．且有Ｄ（）＞０．试证 ２ 不

是θ２ 的无偏估计．
解析　（反证法）若 ２ 是θ２ 的无偏估计，且 也是θ的无偏估计，

则有Ｄ（）＝Ｅ（２）－（Ｅ ）２＝θ２－θ２＝０与Ｄ（）＞０矛盾，所以 ２ 一

定不是θ２ 的无偏估计．
例１２．１２　设总体 Ｘ～Ｕ（０，θ），Ｘ１，…，Ｘｎ 是抽自该总体的

一个样本．

（１）证明 １＝２Ｘ，２＝ｎ＋１
ｎ Ｘ（ｎ）都是θ的无偏估计；

（２） １ 和 ２ 哪一个有效（ｎ≥２时）？

解析　（１）由Ｕ（０，θ）的密度函数ｆθ（ｘ）＝
１
θ

，　０＜ｘ＜θ，

０，
烅
烄

烆 其他

知 ｆＸ（ｎ）
（ｘ）＝

ｎｘｎ－１

θｎ ，　０＜ｘ＜θ，

０，　　 其他
烅
烄

烆 ．

所以 Ｅ（２Ｘ）＝ ２
ｎ

·∑
ｎ

ｉ＝１
ＥＸｉ ＝ ２

ｎ
·ｎ·１

２θ＝θ．

５０３１２．２　典型习题与试题解析



Ｅ ｎ＋１
ｎ Ｘ（ｎ（ ）） ＝ｎ＋１

ｎ∫
θ

０

ｎｘｎ

θｎ ｄｘ＝ｎ＋１
ｎ

· ｎ
ｎ＋１θ＝θ．

即 １， ２ 均为θ无偏估计．

（２）Ｄ（１）＝ Ｄ（２Ｘ）＝ ４
ｎ

·θ２

１２ ＝ θ２

３ｎ．由 Ｅ（Ｘ２
（ｎ））＝

∫
θ

０

ｎｘｎ＋１

θｎ ｄｘ＝ ｎ
ｎ＋２θ

２ 得

Ｄ（２）＝
（ｎ＋１）２

ｎ２ ［Ｅ（Ｘ２
（ｎ））－（ＥＸ（ｎ））２］＝ θ２

ｎ（ｎ＋２）．

从而当ｎ≥２时，Ｄ（２）＜Ｄ（１）．即 ２ 比 １ 有效．
评注　这里 １， ２ 同样是θ的无偏估计，但证明方法有所不同．

对于 １＝２Ｘ，它是样本 Ｘ１，…，Ｘｎ 的线性函数．可利用数学期望的

运算性质Ｅ １
ｎ∑

ｎ

１
Ｘ（ ）ｉ ＝ １

ｎ∑
ｎ

１
Ｅ（Ｘｉ）求得，并不要求出 １ 的分布．

而 ２ ＝Ｘ（ｎ） 则一定要先求出Ｘ（ｎ） 的分布密度．然后利用期望定

义进行计算．计算方差也如此．
例１２．１３　设ｎ个随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立同分布，

Ｄ（Ｘｉ）＝σ２，Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｓ２ ＝ １

ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，

则 （　　）

ＡＳ是σ的无偏估计量

ＢＳ是σ的最大似然估计量

ＣＳ是σ的相合估计量（即一致估计量）

ＤＳ与Ｘ相互独立

解析　ｎ个随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 独立同分布，且Ｄ（Ｘｉ）＝

σ２，则Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２ 是σ２ 的无偏估计量，但Ｓ不是σ２ 的

无偏估 计 量；若 Ｘ１，…，Ｘｎ 是 来 自 正 态 总 体 Ｎ（μ，σ２）的 样 本，则

Ｓ２
ｎ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２ 是σ２ 的极大似然估计，从而
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Ｓｎ ＝ ｎ－１
ｎ

· １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）槡
２ ＝ ｎ－１槡ｎ Ｓ

是σ的极大似然估计，但Ｓ不是σ的极大似然估计．若Ｘ１，…，Ｘｎ 独

立同分布，且各随机变量均服从正态分布，则Ｘ 与Ｓ２ 相互独立，但本

题中无正态分布这一条件．故（Ａ），（Ｂ），（Ｄ）均为干扰项，应选（Ｃ）．
事实上，由于Ｓ２ 是σ２ 的无偏估计，则可证Ｓ２ 是σ２ 的相合估计，再由

相合估计量的性质知Ｓ是σ的相合估计量．
例１２．１４　设分别自总体 Ｎ（μ１

，σ２）和 Ｎ（μ２
，σ２）中抽取容量为

ｎ１，ｎ２ 的两独立样本．其 样 本 方 差 分 别 为Ｓ２
１，Ｓ２

２．试 证，对 于 任 意 常

数ａ，ｂ（ａ＋ｂ＝１），Ｚ＝ａＳ２
１＋ｂＳ２

２ 都是σ２ 的无偏估计，并确定常数ａ，

ｂ使Ｄ（Ｚ）达到最小．
解析　由于 Ｅ（Ｓ２

１）＝σ２，Ｅ（Ｓ２
２）＝σ２，

另外
（ｎ１－１）

σ２ Ｓ２
１ ～χ

２（ｎ１－１），（ｎ２－１）
σ２ Ｓ２

２ ～χ
２（ｎ２－１）

且相互独立．所以

Ｄ（Ｓ２
１）＝ ２σ４

（ｎ１－１），Ｄ（Ｓ２
２）＝ ２σ４

（ｎ２－１）．

因此当ａ＋ｂ＝１时，Ｅ（Ｚ）＝ａＥ（Ｓ２
１）＋ｂＥ（Ｓ２

２）＝σ２，Ｚ 是σ２ 的无

偏估计．由Ｓ２
１，Ｓ２

２ 相互独立，

Ｄ（Ｚ）＝Ｄ（ａＳ２
１＋ｂＳ２

２）＝ （ａ２／（ｎ１－１）＋ｂ２／（ｎ２－１））·２σ４

＝ ａ２

ｎ１－１＋
（１－ａ）２
ｎ２－（ ）１

·２σ４，

ｄＤ（Ｚ）
ｄａ ＝２σ４· ２ａ

ｎ１－１－２（１－ａ）
ｎ２－［ ］１ ＝０，

又 ｄ２Ｄ（Ｚ）
ｄａ ＝２σ４ ２

ｎ１－１＋ ２
ｎ２（ ）－１ ＞０，

所 以 当 ａ ＝ ｎ１－１
ｎ１＋ｎ２－２

，ｂ ＝ ｎ２－１
ｎ１＋ｎ２－２

时，Ｚ ＝ １
ｎ１＋ｎ２－２

·

［（ｎ１－１）Ｓ２
１＋（ｎ２－１）Ｓ２

２］具有最小方差．

７０３１２．２　典型习题与试题解析



关于参数θ点估计的几点评注：
（１）参数θ的矩估计不一定存在．
矩估计法的前提是总体的相应阶的矩要存在，例如：
柯西分布的密度函数为

ｆ（ｘ，θ）＝ １
ｎ［１＋（ｘ－θ）２］．

其各阶矩都不存在，故矩法不能使用．
（２）矩估计可能不唯一．
例如：Ｘ 服从参数为λ 的泊松分布，因为Ｅ（Ｘ）＝λ，Ｄ（Ｘ）＝λ，

所以Ｘ和Ｓ２ 都是λ的矩估计．
（３）不是任何参数都存在无偏估计量．
例如：Ｘ 服从两点分布

Ｐ｛Ｘ＝ｘ｝＝ｐｘ（１－ｐ）１－ｘ，（ｘ＝０，１，　０＜ｐ＜１）

则１
ｐ

不存在无偏估计量．

（４）参数θ的一致估计量不唯一．
设Ｔｎ（ｘ１，…，ｘｎ）是未知参数θ的一致估计量，｛ｃｎ｝，｛ｄｎ｝是两

个常数列，且ｃｎ→０，ｄｎ→１，则 Ｔｎ＋ｃｎ 和ｄｎＴｎ 都 是θ 的 一 致 估

计量．
（５）参数θ存在无偏估计，但可能并不合理．
例如，Ｘ 服从参数为λ 的泊松分布，ｘ１ 是从总体 Ｘ 中抽取的一

个容量为１的样本，则Ｔ（ｘ１）＝（－２）ｘ１ 是ｇ（λ）＝ｅ－３λ的一个无偏估

计量，

Ｅ（Ｔ（ｘ１））＝ ∑
∞

ｋ＝０

（－２）ｋλ
ｋ

ｋ！ｅ
－λ ＝ｅ－λ∑

∞

ｋ＝０

（－２λ）ｋ
ｋ！ ＝ｅ－３λ，

而当ｘ１ 取奇数时，（－２）ｘ１＜０，ｅ－３λ却恒大于０．
（６）似然方程的解不一定是最大似然估计．
（７）最大似然估计可能不唯一．

８０３ １２　参数估计与假设检验



例１２．１５　设由来自正态总体 Ｘ～Ｎ（μ，０．９２）的容量为９的简

单随机样本算得样本均值Ｘ＝５，求未知参数μ的９５％的置信区间．
解析　σ２＝０．９２，１－α＝９５％，α＝０．０５，查 标 准 正 态 分 布 表 得

ｕα／２＝１．９６，得

置信下限＝Ｘ－ｕα／２
σ
槡ｎ

＝５－１．９６０．９
槡９

＝４．４１２，

置信上限＝Ｘ＋ｕα／２
σ
槡ｎ

＝５＋１．９６０．９
槡９

＝５．５８８，

故μ的置信度为９５％的置信区间是（４．４１２，５．５８８）．
例１２．１６　设总体 Ｘ 的方差为１，根据来自 Ｘ 的容量为１００的

简单随机样本，测得样本均值为５，求Ｘ 的数学期望μ 的置信度近似

于９５％的置信区间．
解析　总体 Ｘ 的分布未知，但注意到ｎ＝１００，由中心极限定理

知当ｎ很大时，Ｘ近似服从正态分布，故仍可按上例的方法求解（在

方差未知时亦可用样本方差Ｓ２ 代替）．
１－α＝０．９５，α＝０．０５，ｕα／２＝１．９６．从而有

置信下限Ｘ－ｕα／２
σ
槡ｎ

＝５－１．９６ １
槡１００

＝４．８０４，

置信上限Ｘ＋ｕα／２
σ
槡ｎ

＝５＋１．９６ １
槡１００

＝５．１９６，

故得μ的置信度近似于９５％的置信区间是（４．８０４，５．１９６）．
例１２．１７　为估计制造某种零件所需的平均工时（单位：小时），

现制造５件，记录每件所需工时如下：１０．５，１１，１１．２，１２．５，１２．８．
设制造单件产品所需工时服从正态分 布，给 定 置 信 度 为０．９５，

试求平 均 工 时 的 单 侧 置 信 上 限 （ｔ０．９７５ （５）＝２．５７０６，ｔ０．９７５ （４）＝
２．７７６４，ｔ０．９５（５）＝２．０１５０，ｔ０．９５（４）＝２．１３１８）．

解析　由 题 设 可 知ｎ＝５，且 可 算 得ｘ＝１１．６，Ｓ２＝０．９９５，而

ｔ０．９５（４）＝２．１３１８．

９０３１２．２　典型习题与试题解析



μ＝ｘ＋ｔ１－ａ（ｎ－１）×Ｓ
槡ｎ

　　　　

＝１１．６＋２．１３１８× ０．槡 ９９５
槡５

＝１２．５５．

因此，平均工时μ在置信度０．９５下的单侧置信上限是１２．５５小时．
例１２．１８　设炮弹速度服从正态分布，取９发炮弹做试验，得样

本方差Ｓ２＝１１（ｍ／ｓ）２，分别求炮弹速度方差σ２ 和标准差σ的置信度

为９０％的置信区间．
解析　据题意ｎ＝９，自由度ｎ－１＝８，１－α＝０．９０，α＝０．１０，查

χ
２ 分布表得χ

２
α／２

（８）＝１５．５０７，χ
２
１－α／２

（８）＝２．７３３．则

置信下限＝
（ｎ－１）Ｓ２

χ
２
α／２

（ｎ－１）＝
８×１１
１５．５０７＝５．６７５，

置信上限＝
（ｎ－１）Ｓ２

χ
２
１－α／２

（ｎ－１）＝
８×１１
２．７３３＝３２．１９９，

故σ２ 的 置 信 区 间 是（５．６７５，３２．１９９），而σ的 置 信 区 间 是（２．３８２，

５．６７４）．
例１２．１９　假设０．５０，１．２５，０．８０，２．００是来自总体Ｘ 的简单

随机样本值．已知Ｙ＝ｌｎＸ 服从正态分布Ｎ（μ，１）．
（１）求 Ｘ 的数学期望Ｅ（Ｘ）（记Ｅ（Ｘ）为ｂ）；
（２）求μ的置信度为０．９５的置信区间；
（３）利用上述结果求ｂ的置信度为０．９５的置信区间．
解析　（１）Ｙ 的概率密度为

ｆ（ｙ）＝ １
２槡π

ｅ
（ｙ－μ）２

２ ，－∞ ＜ｙ＜＋∞．

于是，ｂ＝Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（ｅＹ）＝ １
２槡π∫

＋∞

－∞
ｅｙｅ

（ｙ－μ）２
２ ｄｙ

ｔ＝ｙ－
μ ｅμ＋

１
２∫

＋∞

－∞

１
２槡π

ｅ－１
２（ｔ－１）２ｄｔ＝ｅμ＋

１
２ ．

０１３ １２　参数估计与假设检验



（２）当置信度１－α＝０．９５时，标 准 正 态 分 布 的ｕ１－α
２ ＝ｕ０．９７５＝

１．９６．故由Ｙ～Ｎ μ，（ ）１
４

，可得

Ｐ Ｙ－１．９６× １
槡４

＜μ＜Ｙ＋１．９６× １
槡｛ ｝４

＝０．９５，

将 Ｘｉ 的观察值代入得到

ｙ＝ １
４

（ｌｎ０．５＋ｌｎ０．８＋ｌｎ１．２５＋ｌｎ２）＝ １
４ｌｎ１＝０．

从而（－０．９８，０．９８）就是μ的置信度为０．９５的置信区间．
（３）由ｅｘ 的严格递增性，可见

ｂ＝ｅμ＋１
２ 的０．９５置信区间为［ｅＹ－０．９８＋１

２ ，ｅＹ＋０．９８＋１
２］，

因此ｂ的置信度为０．９５的置信区间为（ｅ－０．４８，ｅ１．４８）．
评注　本题关键将ｘｉ 观测值变形为ｙｉ＝ｌｎｘｉ，然后利用Ｙ 的分

布求出ｂ＝Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（ｅＹ）以及μ的置信区间，而ｂ是μ 的单值函数．
作等价变形求出ｂ的置信区间．

例１２．２０　设某厂生产的一种钢索，其断裂强度 Ｘ（ｋｇ／ｃｍ２）服

从正态 分 布 Ｎ（μ，４０２）．从 中 选 取 一 个 容 量 为 ９ 的 样 本，得Ｘ＝
７８０ｋｇ／ｃｍ２．能否据此认为这批钢索的断裂强度为８００ｋｇ／ｃｍ２（α＝
０．０５）？

解析　Ｈ０：μ＝８００，Ｈ１：μ≠８００．

因为σ２＝４０２ 已知，故选取统计量Ｕ＝Ｘ－８００
σ／槡ｎ

～Ｎ（０，１），α＝

０．０５，ｕα／２＝１．９６，｜Ｕ｜＝
７８０－８００
４０／槡９

＝１．５＜１．９６．故可 接 受 Ｈ０，

即可认为这批钢索的断裂强度为８００ｋｇ／ｃｍ２．
例１２．２１　 设Ｘ１，…，Ｘｎ 是来自正态总体Ｎ（μ，σ２）的简单随机

样本，其中参数μ和σ２ 未知．记Ｘ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｑ２ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２，

１１３１２．２　典型习题与试题解析



则假设 Ｈ０：μ＝０的ｔ检验使用统计量ｔ＝ 　　　　．
解析　在 Ｈ０ 成立时，检验统计量

ｔ＝Ｘ－０
ｓ／槡ｎ

～ｔ（ｎ－１），

其中 Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑（Ｘｉ－Ｘ）２ ＝ １

ｎ－１Ｑ
２，Ｓ＝ Ｑ

ｎ－槡 １
，

所以

ｔ＝ Ｘ
Ｑ／ ｎ（ｎ－１槡 ）

＝ Ｘ
Ｑ ｎ（ｎ－１槡 ）．

例１２．２２　设某次考试的考生成绩服从 正 态 分 布，从 中 随 机 地

抽取３６位考生的成绩，算得平均成绩为６６．５分，标准差为１５分．问

在显著水平α＝０．０５下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成

绩为７０分？

解析　设该次考试的考生成绩为Ｘ，则Ｘ～Ｎ（μ，σ２）．样本均值

记为ｘ，样本标准差记为Ｓ．检验假设

Ｈ０：μ＝７０，　　Ｈ１：μ≠７０．

拒绝域为｜ｔ｜＝｜ｘ－７０｜
Ｓ 槡ｎ≥ｔα／２（ｎ－１），由ｎ＝３６，ｘ＝６６．５，Ｓ＝１５，

ｔ０．０２５（１５）＝２．０３０１，算得　｜ｔ｜＝｜６６．５－７０｜
１５ 槡３６＝１．４＜２．０３０１，

故接受假设 Ｈ０：μ＝７０，即在水平α＝０．０５下，可以认为这次考试全

体考生的平均成绩为７０分．
例１２．２３　某化工厂为了提高某种化工 产 品 的 得 率，提 出 了 两

种方案，为了研究哪一种方案好，分别用两种工艺各进行了１０次试

验，数据如下：

方案甲得率（％） ６８．１ ６２．４ ６４．３ ６４．７ ６８．４ ６６．０ ６５．５ ６６．７ ６７．３ ６６．２

方案乙得率（％） ６９．１ ７１．０ ６９．１ ７０．０ ６９．１０ ６９．１ ６７．３ ７０．２ ７２．１ ６７．３

２１３ １２　参数估计与假设检验



　　假设得率服从正态分布，问方案乙是否比方案甲显著提高得率

（取显著水平α＝０．０１）？

解析　设用甲 方 案 和 乙 方 案 的 得 率 分 别 服 从 正 态 分 布 Ｎ（μ１
，

σ２
１）和 Ｎ（μ２

，σ２
２）．

首先检验假设 Ｈ０：σ２
１＝σ２

２；Ｈ１：σ２
１≠σ２

２．
对于显著性水平α＝０．５，查Ｆ 分布表得Ｆ０．７５（９，９）＝１．５９，从

而可得Ｆ０．２５（９，９）＝ １
１．５９．假设 Ｈ０ 拒绝域为

Ｗ ＝
ｓ２

１

ｓ２
２
≤ １

１．５９
或ｓ２

１

ｓ２
２
≥１．｛ ｝５９ ．

由样本值算得两总体的样本均值和样本方差为

Ｘ１ ＝６５．９６，Ｘ２ ＝６９．４３，Ｓ２
１ ＝３．３５１１，Ｓ２

２ ＝２．２２４４，Ｓ
２
１

Ｓ２
２
＝１．５１．

因为 １
１．５９＜１．５１＜１．５９，所以接受假设 Ｈ０：σ２

１＝σ２
２．

再检验假设 Ｈ０：μ１≥μ２
；Ｈ１：μ１＜μ２．由ｔ０．９９（１８）＝２．５５２４，假

设 Ｈ０ 的拒绝域为Ｗ＝｛ｔ≤－２．５５２４｝．由样本值算得

ｔ＝ ｘ１－ｘ２

９ｓ２
１＋９ｓ２

２

１０＋１０－槡 ２
１
１０＋１槡 １０

＝ ６５．９６－６９．４３
９（３６３５１１＋２．２２４４）
槡 １８ 槡１

５

＝－４．６４７．
因为ｔ＝－４．６４７＜－２．５５２４，所以拒绝 Ｈ０，即认为采用乙方案可以

比甲方案提高得率．
评注　对于两总体的数学期望的检验 Ｈ０：μ１≥μ２

（Ｈ１：μ１＜μ２
）

（当σ２
１，σ２

２ 未知时），只有当σ２
１＝σ２

２ 时才能进行，因此当方差未知时一

定要先作检验 Ｈ′０：σ２
１＝σ２

２（Ｈ′１：σ２
１≠σ２

２）．此时一般对 Ｈ′０ 不予以保

护，因此α取为０．５０，如果接受σ２
１＝σ２

２ 的结论，再作 Ｈ０：μ１≥μ２
的检

验，否则μ１
和μ２

是无法比较的．
例１２．２４　一细纱车间纺出某种细纱支数标准差为１．２．从某日

３１３１２．２　典型习题与试题解析



纺出的一批细纱中，随机地抽１６缕进行支数测量，算得样本标准差

Ｓ＝２．１，问纱的均匀度有无 显 著 变 化（α＝０．０５）？假 定 总 体 分 布 是

正态的．
解析　纱的 支 数 服 从 正 态 分 布．检 验 假 设 Ｈ０：σ２＝１．２２，Ｈ１：

σ２≠１．２２．

因为　　χ
２＝

（ｎ－１）Ｓ２

σ２
０

＝１５×２．１２

１．２２ ＝４５．９４，χ
２～χ

２（１６－１），

χ
２
０．９７５

（１５）＝６．２６２，χ
２
０．０２５

（１５）＝２７．４８８，χ
２＝４５．９４＞２７．４８８，

拒绝 Ｈ０，因而这天细纱均匀度有显著变化．
例１２．２５　设α是假设检验中犯第一类错误的概率，β是犯第二

类错误的概率，那么α＋β＝１吗？

解析　在原假设 Ｈ０ 给定后，具体做假设检验时，要么发生第一

类错误，要么发生第二类错误，决不可能两类错误在同一次假设检验

中同时存在，更不能把两者当作相互对立事件．另外，当样本容量ｎ→
＋∞时，α与β可同时变小，因此一般而言，α＋β≠１．

例１２．２６　某市某年进行月人均收入抽查调查，得数据如下：

每月每人收入（元） ＜４０ ［４０，６０） ［６０，８０） ［８０，１００）＞１００
人数 ５ １６ ４０ ２７ １２

　　计算这１００户的月人均收入Ｘ＝７２．３，样本方差Ｓ２＝２０２，问该

市人均收入是否服从 Ｎ（７２．３，２０２）？

解析　令人均月收入为 Ｘ，设 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），参数μ，σ２ 未知．
由样本估计 ＝７２．３，２＝２０２，这是μ和σ２ 的极大似然估计值．

Ｆ（ｙ１）＝Φ ４０－７２．３（ ）２０ ＝Φ（－１．６１５）＝０．０５３２，

Ｆ（ｙ２）＝Φ ６０－７２．３（ ）２０ ＝０．２６９３，

Ｆ（ｙ３）＝Φ ８０－７２．３（ ）２０ ＝０．６４９９，
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Ｆ（ｙ４）＝Φ １００－７２．３（ ）２０ ＝０．９１７０．

１＝Ｆ（ｙ１）＝０．０５３， ２＝Ｆ（ｙ２）－Ｆ（ｙ１）＝０．２１６１，

３＝Ｆ（ｙ３）－Ｆ（ｙ２）＝０．３８０６，

４＝Ｆ（ｙ４）－Ｆ（ｙ３）＝０．２６７１， ５＝１－Ｆ（ｙ４）＝０．０８３０．
作统计假设 Ｈ０：Ｘ～Ｎ（７２．３，２０２）．
在显著水平α＝０．０５下，查自由度为５－２－１＝２的χ

２ 分布点

χ
２
０．９５

（２）＝５．９９１，故拒绝域为［５．９９１，＋∞）．
列出各类观测值与期望值

＜４０ ［４０，６０） ［６０，８０） ［８０，１００） ＞１００

观测值ｎｉ ５ １６ ４０ ２７ １２

期望值ｎ ｉ ５．３２ ２１．６１ ３８．０６ ２６．７１ ８．３０

χ
２ ＝ ∑

ｋ

ｉ＝１

ｎ２
ｉ

ｎ ｉ
－ｎ＝３．２２６＜５．９９１．

接受零假设，认为该市月人均收入服从 Ｎ（７２．３，２０２）．

５１３１２．２　典型习题与试题解析



阶段复习试题六

１．在总体Ｎ（５２，６．３２）中随机抽一容量为３６的样本，求样本均

值Ｘ落在５０．８到５３．８之间的概率．
２．从正态总体Ｎ（３．４，６２）中抽取容量为ｎ的样本，若要求样本

均值位于区间（１．４，５．４）内的概率不小于０．９５，问ｎ至少取多大？

３．设 Ｘ 服从正态分布Ｎ（μ，σ２），Ｘ１，…，Ｘ１０是 Ｘ 的样本，求

（１）Ｐ ０．２６σ２ ≤ １
１０∑

１０

ｉ＝１

（Ｘｉ－μ）２ ≤２．３σ｛ ｝２ ；

（２）Ｐ ０．２６σ２ ≤ １
１０∑

１０

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２ ≤２．３σ｛ ｝２ ．

４．设总体 Ｘ～Ｎ（μ１
，σ２

１），Ｙ～Ｎ（μ２
，σ２

２），Ｘ 与Ｙ 独 立，Ｘ１，

Ｘ２…，Ｘｎ；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ 分别来自Ｘ 与Ｙ 的一个样本，Ｘ，Ｙ；Ｓ２
１，

Ｓ２
２ 分别是两个 样 本 均 值 与 方 差，试 求 统 计 量 Ｔ＝

Ｘ－Ｙ－（μ１－μ２
）

（Ｓ２
１＋Ｓ２

２）／槡 ｎ
的分布．

５．分别从方差为２０和３５的正态总体抽取容量为８和１０的两

个样本，求第一个样本方差不小于第二个样本方差两倍的概率ｐ．

６．设总体 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ，θ）＝
ｅ－（ｘ－θ），　ｘ＞０，

０，　　　 其他｛ ．
试利用样本ｘ１，…，ｘｎ 求参数θ的极大似然估计．

７．设随机变量 Ｘ 在数集｛０，１，２，…，Ｎ｝上 等 可 能 分 布，求 Ｎ
的极大似然估计．

８．设总体 Ｘ 的密度函数为ｆ（ｘ，θ）＝
１
θｅ－ｘ

θ ，　ｘ＞０，

０，　 ｘ≤０
烅
烄

烆 ．
设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是 来 自 总 体Ｘ 的 简 单 随 机 样 本，试 证 明Ｘ与
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ｎＺ＝ｎ·ｍｉｎ｛ｘ１，…，ｘｎ｝都是θ的无偏估计．
９．设总体 Ｘ 的概率分布为

Ｘ ０ １ ２ ３

ｐ θ２ ２θ（１－θ） θ２ １－２θ

其中θ０＜θ＜（ ）１
２

为未知参数，利用总体 Ｘ 的样本值３，１，２，０，３，１，

２，３，求θ的矩估计和极大似然估计值．
１０．在一批货物中随机抽取８０件，发现有１１件不合格品，试求

这批货物的不合格率的０．９０的置信区间．
１１．设从总体 Ｘ～Ｎ（μ１

，σ２
１）和总体Ｙ～Ｎ（μ２

，σ２
２）中分别抽取

容量为ｎ１＝１０，ｎ２＝１５的独立样本，计算得ｘ＝８２，Ｓ２
ｘ＝５６，ｙ＝７６，

Ｓ２
ｙ＝５２．４．

（１）若已知σ２
１＝６４，σ２

２＝４９，求μ１－μ２
的９５％的置信区间．

（２）若已知σ２
１＝σ２

２，求μ１－μ２
的９５％的置信区间．

（３）求σ２
１／σ２

２ 的９５％的置信区间．

１２．设总体 Ｘ～Ｎ（μ，σ２），σ２ 未知，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为来自总体

Ｘ 的样本值，现对μ进行假设检验，若在显著水平α＝０．０５下接受了

Ｈ０：μ＝μ０
，则当显著水平改为α＝０．０１时，是否接受 Ｈ０？

１３．某电池的平均使用寿命至少为２１．５小时，现测得一批电池

的寿命为１９，１８，２２，２０，１６，２５（小时），这些结果是否表明这批电

池的寿命低于要求的２１．５小时？（显著水平α＝０．０５）

１４．标准差σ是衡量机床加工精度的重要 指 标，正 常 情 况 下 加

工出的零件 的 尺 寸 Ｘ 服 从 正 态 分 布，假 定 设 计 要 求σ 不 得 超 过

０．５ｍｍ，为控制生产精度，定时对产品抽检，每次抽检５件，测其标

准差Ｓ，试制定一 种 规 则，以 便 根 据Ｓ 的 值 判 断 机 床 的 精 度 是 否 降

低．（取显著水平α＝０．０５）

１５．某厂在引进一项新工艺前后，分别抽取１０个产品进行寿命
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检测，之前的产品的样本均值为２４６０小时，标准差为５６小时；之后

的样本均值为２５５０小时，标准差为４８小时，设产品寿命服从正态

分布，新工艺是否提高了产品的寿命？（显著水平α＝０．０１）

１６．两家银行分 别 对２１个 储 户 和１６个 储 户 的 年 存 款 余 额 抽

查，测得ｘ＝６５０元，ｙ＝８００元，Ｓ１＝５０元，Ｓ２＝７０元，设年存款余额

服从正态分布，试问在显著水平α＝０．１下可否认为两家储户的方差

相等？

１７．某厂生产的产品有１００００件，按规定次品率不得超过３％，
现从中任抽出１００件 检 验，发 现 有５件 次 品，问 这 批 产 品 是 否 符 合

要求？

１８．按孟德尔遗传定律，让开粉红花的豌豆随机交配，子代可区

分为红花、粉红花和白花三类，其比例为１∶２∶１．为检验这个理论，
安排了一个试验：１００株中开红花的３０株，开粉红花的４８株，开白

花的２２株，问这些数据与孟德尔遗传定律是否 一 致？（显 著 水 平α
＝０．０５）
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阶段复习试题答案与提示

试题一

１．（１）（ａ＋（ｎ－１）ｘ）（ａ－ｘ）ｎ－１；　（２）（ａ－ｂ）３；　（３）４！；　（４）１＋ａ＋

ｂ＋ｃ；　（５）ｘ＋ （ｎ－２）ａ（ｘ－２ａ）ｎ－１；　（６）（－２）（ｎ－１）！；　（７）
ｎ

ｋ＝１
ｋ！；　

（８）０；　（９）ａ０ｘｎ ＋ａ１ｘｎ－１ ＋ … ＋ａｎ－１ｘ ＋ａｎ；　（１０）ｎ＋１；　（１１）０；　

（１２）ａ
ｎ＋１－ｂｎ＋１

ａ－ｂ ．　２．－２１０Ａ．　３．

１ ０ ０

５０ １ ０
烄

烆

烌

烎５０ ０ １

．　６．选 （Ｃ）．　７．选 （Ｄ）．

８．（２）

１ １
２ ０

－ １
３ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ２

．　９．

１ －２ ０ ０

－２ ５ ０ ０

０ ０ １
３

２
３

０ ０ － １
３

烄

烆

烌

烎
１
３

．　１０．

２ ０ １

０ ３ ０

－

烄

烆

烌

烎１ ０ ２

．

１１．（２）
０ ２ ０

－１ －１ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎２
．　１２．

１ １ … １

０ １ … １
  

０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

．　１３．

５ －２ －１

－２ ２ ０

－

烄

烆

烌

烎１ ０ １

．

１４．

１ ０ ０ ０

－２ １ ０ ０

１ －２ １ ０

０ １ －

烄

烆

烌

烎２ １

．　１５．

１ ０ ０ ０

１
２

１
２ ０ ０

１
３

１
３

１
３ ０

１
４

１
４

１
４

烄

烆

烌

烎
１
４

．　１６．２．　１７． １
１－ｎ．

１９．ｎ－１．
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试题二

１．能，不能．　２．ｔ≠５；ｔ＝５；－α１＋２α２．　８．α１，α２，α４，α３ ＝－５α１ ＋

３α２，α５ ＝ ３α１ －α４．　１１．选 （Ｃ）．　１２．３．　１３．４．　１４．
２ ３

－１ －（ ）２
．　

１５．（１）
２ ３ ４

０ －１ ０

－１ ０ －

烄

烆

烌

烎１
；（２）（－１，１，２）Ｔ，（－５，－１，３）Ｔ．　１６．Ｃ（１，１，

…，１）Ｔ． １７．（提示）设Ｂ＝ （β１ β２ … βｒ），首先证明Ａβｉ 是线性齐次方程组

的解，再证Ａβ１，Ａβ２，…，Ａβｒ 线性无关．　１８．（提示）设Ｂ＝（β１ β２ … βｎ），先

证β１，β２，…，βｎ 是线性方程组Ａｘ＝０的基础解系．　２０．ｘ１－ｘ２ ＝０，ｘ４ ＝ｘ５

＝ … ＝ｘｎ ＝０．　２１．ａ＝０时，ｘ＝Ｃ１（－１，１，０，０）Ｔ ＋Ｃ２（－１，０，１，０）Ｔ ＋

Ｃ３（－１，０，０，１）Ｔ；ａ＝－１０时，ｘ＝Ｃ（１，２，３，４）Ｔ．　２２．α１＝（０，０，１，０）Ｔ，

α２ ＝ （－１，１，０，１）Ｔ，有，ｋ（－１，１，１，１）Ｔ．　２３．选（Ｄ）．　２４．选（Ａ）．　

２６．ｋ≠－１，且ｋ≠４ 时 有 唯 一 解，ｘ１ ＝ｋ（２＋ｋ）
１＋ｋ

，ｘ２ ＝ ４＋２ｋ＋ｋ２

１＋ｋ
，ｘ３ ＝

－２ｋ
１＋ｋ

；ｋ＝－１时无解；ｋ＝４时有无穷多解，（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ ＝ｋ（－３，１，１）Ｔ＋

（０，４，０）Ｔ． ２７．λ≠１，且λ≠－４
５

时有唯一解；λ＝－４
５

时无解；λ＝１时有

无穷多解，（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ ＝ｋ（０，１，１）Ｔ＋（１，－１，０）Ｔ　２８．（１）ｂ≠２；（２）ｂ

＝２，ａ≠１时β＝－α１＋２α２；ｂ＝２，ａ＝１时β＝－（１＋２ｋ）α１＋（２＋ｋ）α２

＋ｋα３（ｋ为任意常数）．　２９．（提示）设Ａ的行向量组为α１，α２，…，αｍ，Ｂ的行

向量组为α１，α２，…，αｍ，β，则Ａｘ＝０与Ｂｘ＝０同解．
试题三

１．（１）λ＝１，１，－５；（２）２，２，４
５

；（３）－５，－５，１．　２．－２或１．　

４．λ＝－３，－３，０，０．　５．λ＝αＴα，０，…，０；令α＝ （ａ１，ａ２，…，ａｎ），ａ１ ≠

０，特征向量为：（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ，（－ａ２，ａ１，０，…，０）Ｔ，（－ａ３，０，ａ，０，…，

０）Ｔ，…，（－ａｎ，０，…，０，ａ１）Ｔ．　６．ｘ＋ｙ＝０．　７．Ａ＝ （α１ α２ α３），α１ ＝

７
３

，０，－（ ）２
３

Ｔ
，α２ ＝ ０，５

３
，－（ ）２

３
Ｔ
，α３ ＝ － ２

３
，－ ２

３
，（ ）２

Ｔ

．　８．ａ＝
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０，Ｐ＝

０ １ １

０ ２ －２
烄

烆

烌

烎１ ０ ０

．Ｐ－１ＡＰ ＝

６ ０ ０

０ ６ ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎２
．　９．λ１ ＝１，λ２ ＝２，λ３ ＝３．

１０．（提 示）令 Ｐ ＝
Ｅｎ Ｅｎ

－Ｅｎ Ｅ（ ）
ｎ

，Ｅｎ 为ｎ 阶 矩 阵，则 Ｐ－１ ＝ １
２

Ｅｎ －Ｅｎ

Ｅｎ Ｅ（ ）
ｎ

，

Ｐ－１ＢＰ ＝
－Ａ Ｏ（ ）Ｏ Ａ

，故Ｂ 的特征 值 为 －λ１，－λ２，…，－λｎ，λ１，λ２，…，λｎ．

１１．（１）λ＝０，α＝ （－１，１，１）Ｔ；（２）Ａ＝

４ ２ ２

２ ４ －２

２ －

烄

烆

烌

烎２ ４

．　１２．（ａ，ｂ，λ）＝

（２，１，１）或（２，－２，４）．　１３．（提示）（１）当Ａ可逆时，由Ａ－１（Ｅ－ＡＢ）＝Ａ－１

－Ｂ＝ＥＡ－１－ＢＡＡ－１ ＝ （Ｅ－ＢＡ）Ａ－１ 证明；（２）当Ａ 不 可 逆 时，｜Ａ｜＝０，且

｜λＥ－Ａ｜＝０只有有限个根，故当ε的绝对值充分小时，｜εＥ－Ａ｜≠０，即εＥ

－Ａ 可逆，于是Ａ－εＥ 可逆，由证明（１）得｜Ｅ－（Ａ－εＥ）Ｂ｜＝｜Ｅ－Ｂ（Ａ－εＥ）｜，

此式两端是关 于ε的 多 项 式，它 们 是ε的 连 续 函 数，令ε→０ 即 得 所 求．　

１４．（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ ＝

１ １ ０ ０

１ －１ ０ ０

０ ０ １ １

０ ０ １ －

烄

烆

烌

烎１

（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）Ｔ，ｆ＝ｙ２
１－ｙ２

２＋

ｙ２
３－ｙ２

４．　１５．ｆ＝９ｙ２
１． １６．ａ＝２．（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ ＝Ｐ（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ，Ｐ＝

０ １ ０

１
槡２

０ １
槡２

－ １
槡２

０ １
槡

烄

烆

烌

烎２

．　１７．α ＝ β ＝ ０．　１８．－ １ ＜ λ ＜ １．　２１．Ｐ ＝

１
槡２

Ｅｎ －Ｅｎ

Ｅｎ Ｅ（ ）
ｎ

．　２２．（提示）因Ａ的特征值λ是方程ｆ（λ）＝λ３－５λ２＋７λ－３

＝０的 根．所 以λ 只 能 在 １ 或 ３ 中 取，因 此 Ａ 的 所 有 特 征 值 皆 大 于 ０．　

２３．（提示）参见例６．２０的证明．　２４．（提示）参见例６．１９的证明．
试题四

１．（１）ＡＢＣ；（２）ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ∪ＡＢＣ 或ＡＢ ∪ＢＣ ∪ＡＣ；

１２３阶段复习试题答案与提示



（３）（Ａ∪Ｂ）Ｃ；（４）ＡＢＣ ∪ＡＢＣ ∪ＡＢＣ．　２．只有（２）成立．　３．２／Ｃｎ
２ｎ．　

４．４
５．　５．Ｐ５

１０／１０５．　６．槡３／２．　７．０．２５．　８．（１）Ｐ（ＡＢ）＝ Ｐ（Ａ）时，

Ｐ（ＡＢ）达到 最 大 值０．６；（２）Ｐ（Ａ ∪Ｂ）＝１时 Ｐ（ＡＢ）达 到 最 小 值０．３．　

９．０．００８３，０．００９．　１０．略．　１１．３
２８．　１２．α２／１－２αβ．　１３．略．　１４．０．５．

１５．３
１６．　１６．五 局 三 胜 制．　１７．０．３２８．　１８．ｋ∈ ［１，３］．　１９．ｆＹ（ｙ）＝

３
π

（１－ｙ）２

１＋（１－ｙ）６．　２０．
３槡４．　２１． １

π
槡３
２ ＋ π［ ］３

．　２２． （１） ＰＸ（ｘ） ＝

２ｘ，０＜ｘ＜１

０，｛ 其他
，ＰＹ（ｙ）＝

１＋ｙ，－１＜ｙ＜０，

１－ｙ，０＜ｙ＜１，

０，其他

烅
烄

烆 ，
　（２） １

８．　２３． 略．　

２４．１
４． ２５．１

２．　２６． １
ｎ－１．　２７．Ｐ｛ξ＝ｋ｝＝ ５６Ｃｋ－５

１２ ／Ｃｋ（ ）２０ ·５
ｋ

，ｋ＝５，

６，…，１７． ２８．Ｐ｛Ｖｎ ＝ｋ｝＝Ｃｋ
ｎ（０．０１）ｋ（０．９９）ｎ－ｋ．（ｋ＝０，１，…ｎ）　２９．略．

３０．ξ～Ｐ（λｐ）．　３１．（１）１
８

；（２）７
８

，１
２

；（３）３
４．　３２．２

９．　３３．略．　

３４．ｆ（ｘ，ｙ）＝
　　　　　０，　　　　　ｘ≥ｙ，

１
πσ２ｅ－１

２
ｘ－μ（ ）σ

２＋ ｙ－μ（ ）σ［ ］２ ，ｘ＜ｙ烅
烄

烆 ．

试题五

１．略．　２．Ｎ－∑
Ｎ

ｋ＝１

（ｋ－１）ｎ

Ｎｎ ．　３．１
２λ

．　４．１．　５．σ ２槡π
．　６．２５

１６．　

７．π
（ａ２＋ｂ２＋ａｂ）

１２ ．　８． １
ｐ

［１ － （１ － ｐ）１０］．　９． ａ
３．　１０． ３

２λ
．　

１１．１０ １－ ９（ ）１０［ ］２０

．　１２． ２
９

， ３７
１６２．　１３． １

ｎσ
２．　１４． ４

３．　１５．－ ｎ
３６

，

－ １
５．　１６．略．　１７．１８．４．　１８．１．　１９．略．　２０．略．　２１．≥０．８１６．　

２２．１－Φ（２）≈０．０２２７．　２３．至 少１４６次．　２４．≈０．９１５５９．　２５．５３３６，

２７７８０．
试题六

１．０．８２９３．　２．３５．　３． （１）０．９８； （２）０．９７．　４．ｔ（２ｎ － ２）．　

２２３ 阶段复习试题答案与提示



５．０．０２５≤ｐ≤０．０５．　６． ＝ ｍｉｎ｛ｘ１，…，ｘｎ｝＝ｘ（１）．　７． ＝ ｍａｘ｛ｘ１，

…，ｘｎ｝＝ ｘ（ｎ）．　８．略．　９． １
４

，７－ 槡１３
１２ ．　１０．［０．０７４１６，０．２００８］．　

１１．（１）［－０．０９３９，１２．０９３９］；　（２）［－０．２０６３，１２．２０６３］；　（３）［０．３３５９，

４．０９７３］． １２．是．　１３．不低．　１４．Ｓ＞０．７７时认为精度降低．　１５．（提示）

先 检验σ２
１ ＝σ２

２，再检验μ１ ＝μ２
，提高了．　１６．相等．　１７．符合．（提示）大样本

场合，由中心极限定理按正态分布处理．　１８．一致．

３２３阶段复习试题答案与提示
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