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出 版 说 明

为贯彻汽车工业产业政策，推动和加强汽车工程图书的出版工作，中国汽车

工程学会成立了“汽车工程图书出版专家委员会”。委员会由有关领导机关、企事

业单位、大中专院校的专家和学者组成，其中心任务是策划、推荐、评审各类汽车

图书选题。图书选题的范围包括：学术水平高、内容有创见、在工程技术理论方面

有突破的应用科学专著和教材；学术思想新颖、内容具体、实用，对汽车工程技术

有较大推动作用，密切结合汽车工业技术现代化，有高新技术内容的工程技术类

图书；有重要发展前景，有重大使用价值，密切结合汽车工程技术现代化需要的新

工艺、新材料图书；反映国外汽车工程先进技术的译著；使用维修、普及类汽车图

书。

出版专家委员会是在深化改革中，实行专业学会、企业、学校、研究所等相互

结合，专家学者直接参与并推动专业图书向高水平、高质量、有序发展的新尝试。

它必将对活跃、繁荣专业著作的出版事业起到很好的推动作用。希望各位同仁、

专家积极参与、关心、监督我们的工作。限于水平和经验，委员会推荐出版的图书

难免存在不足之处，敬请广大同行和读者批评指正。

本书由高云凯编著，经专家委员会评审通过，并推荐出版。

汽车工程图书出版专家委员会



前 言

汽车发展的历史已经超过了 100年，人类在汽车的发展过程中不断改善其性能、结构、造

型，以满足使用的需要。相对发动机和底盘总成而言，车身总成发展较晚，但车身工程在现代

汽车工业中已越来越占据主要地位。车身工程是汽车换型的关键，车身的生产能力决定着整

车的生产能力，车身的质量占整车质量的 20% ～ 50%，车身的成本占整车成本的 30% ～ 60%。

近年来，由于汽车节能和环保主题的研究深入以及汽车车身新材料和工艺的应用，汽车车

身轻量化发展的趋势越来越突出，相关研究得到了各汽车厂商和学者的重视。整车质量减小，

可以提高汽车的经济性，降低传统汽车的排放。根据试验测定，轿车质量减少 100 kg，其百公

里油耗随之降低 0.6 L左右。同时汽车轻量化直接提高汽车的比功率，使汽车的动力性提高。

欧美汽车工业近期的汽车轻量化目标是开发可降低总质量约 30%的汽车。除材料选择以外，

车身轻量化的主要途径是结构优化设计。而车身轻量化的主要限制条件是：

（1）要保证车体结构的必要强度指标，以保证汽车可靠性；

（2）要保证车体结构有充分的刚度，以保证其上安装的各总成工作正常及车身密封等；

（3）要保证车体结构有合理的振动特性参数，以控制振动和噪声。

此外，汽车新材料、新结构的应用和研究，以及任何一个汽车新产品的开发，都需要对汽车

车身结构进行分析，如概念设计中的预测分析、产品详细设计工作中的结构分析，以及产品质

量攻关中的结构分析等（包括试验分析和模拟分析方法）。汽车车身结构和载荷复杂，不同的

分析目的选择的分析方法和模型也不一样。就汽车车身模拟分析方法而言，概念设计中的预

测分析多使用梁单元模型，而产品详细设计工作中的结构分析使用板单元或板梁组合单元模

型。

本书系统地论述了汽车车身结构分析概念、理论、方法和技术（包括试验方法和技术）。在

汽车车身模拟分析内容中，介绍了车身结构分析中常用的梁和板单元模拟分析的理论以及有

限元方法的直接法和能量法，补充了车身结构优化分析方面的理论进展，安排了典型分析实

例。在汽车车身试验分析内容中，总结了常用的汽车车身结构分析内容，包括实验方法和技

术，以及典型的分析实例。本书按大学教科书题材编写，注重基本概念、基本理论、实用方法和

工程技术的介绍，并配有思考题。本书以轿车车身结构分析为主编写，不含汽车车身碰撞分析

和汽车噪声分析方面的深入内容。

本书为同济大学“十五”规划教材。本书的出版同时得到同济大学教材、学术著作出版基

金委员会的资助，在此表示感谢。

作者水平有限，书中的缺点和错误在所难免，不当之处敬请读者指正。

高云凯
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第一章 绪 论

第一节 概 述

从 20世纪 50年代开始，我国汽车工业从无到有。汽车工业发展至今，不论是品种还是规

模，都极大满足了国内外市场的需要，也已成为我国国民经济的支柱产业。车身是汽车的重要

组成部分，称为车身总成，它是指各种汽车底盘上构成的乘坐空间及有关的技术装备。汽车车

身属于大型薄壁结构。

在现代轿车的设计开发过程中，轿车车身大多数采用全承载式结构，这样的结构可以很大

程度上满足结构设计轻量化的要求。因为承载式车身几乎承载了轿车使用过程中的所有载

荷，主要包括扭转和弯曲载荷。因此，轿车车身的刚度特性具有举足轻重的作用。车身刚度不

合理，将直接影响轿车车身的结构可靠性、安全性、NVH（噪声、振动和运转不平顺）性能等关键

性指标。上个世纪，我国汽车车身结构分析偏重强度指标，主要以结构强度试验结果作为关键

指标进行产品定型；而国外汽车企业则将汽车车身刚度、低阶模态参数也作为产品定型的关

键指标。按刚度准则确定的结构一般可充分满足强度准则，但反之则不一定。车身结构低阶

弹性模态不仅是控制汽车常规振动的关键指标，而且反映了汽车车身的整体刚度性能。轻质

轿车车身是轿车提高动力性、降低油耗、节约材耗、降低成本的关键，所以车身轻量化也是汽车

工程的重要目标之一。

汽车车身不仅组成零件繁多，而且结构复杂。以普通轿车白车身为例，它是钢板冲压件焊

接成的空间板梁组合壳体，由 400 ～ 500多个冲压件组成；汽车车身工作载荷复杂，包括驱动、

制动、转弯等惯性力，还包括各种路面反力和作用于不同位置的发动机等总成载荷；汽车车身

边界复杂，不同的悬架种类在不同的工况下对车身产生不同的约束和支承。因此，一般无法获

得汽车车身结构的强度、刚度和模态的解析解。

现代汽车车身结构分析方法包括数值模拟与实验分析方法。现代数值模拟分析方法主要

是有限元分析方法。这种方法是依据实物等技术资料建立车身结构有限元分析模型，应用通

用有限元软件计算和分析车身结构的静态、动态等特性指标，甚至进行优化设计分析和试验仿

真研究。现代数值模拟分析方法可以在车身结构开发初期就预测和优化车身结构的静态和动

态特性指标，从而在产品生产或试制之前就尽可能避免相关设计缺陷，提高产品成功率，缩短

产品开发周期。有限元分析方法的精度取决于模型、工况和分析方法，取决于对有限元基本知

识的理解、软件应用和工程经验。现代实验分析方法主要是电测法，应用传感器、测量和分析

仪器，对车身实物零部件或小比例模型进行支承、加载和测试。实验分析方法虽然信息没有数

值模拟分析方法充分，但它更直观可信，是数值分析模型验证的主要手段。汽车车身试验分析

的成功与否，取决于对车身结构试验技术、试验理论的掌握。



第二节 有限元方法基本概念

有限元方法是随着计算机技术发展而发展起来的用于各种结构分析的数值计算方法。它

运用离散概念，把连续体划分为有限个单元的集合，通过单元分析和组合，考虑边界条件和载

荷，得到一组方程组，求解此方程组获得相应指标。

有限元方法的基本思想早在 20世纪 40年代就提出来了。由于当时计算机的速度和存储

量都不够使有限元方法实用化，这一离散化的概念没有引起重视。10年之后，美国的 R·W·

Clough教授运用三角形单元对飞机结构进行了计算，并在 1960年首次提出了“有限元”这个概

念。随后，有限元方法就经历了力法和位移法的争论，从直接法到虚位移法的完善，从静力分

析到动力分析、从固体到场、从弹性体到塑性体的发展，有限元方法越来越成熟，应用领域越来

越宽。现在，有限元方法从飞机、汽车、轮船、建筑等固体力学工程领域，到流体和电磁场，几乎

在所有工程上得到发展和应用。从独立的求解器，到专门的前后处理软件，在有限元法的基础

上发展了许多被广泛应用的工程分析工具。下面以弹性连续体线性静力分析为例介绍有限元

方法的基本概念。

首先，把连续体划分成有限个单元的组合，即连续体的离散化。如货车车架，以每根横梁

端部为界限，可将包括纵梁在内的车架划分为有限的几段梁。每段梁称为一个单元，赋给一个

确定的单元号码，则每段梁的端点称为结点，一般也称为节点，也赋给一个确定的节点号码；在

分开点，不同段梁的端点采用一致的节点号码；单元之间以节点相连，单元之间的载荷传递等

联系也只通过节点实现。为描述车架所划分的有限的几段梁的集合体就称为网格，故连续体

的离散化也称为网格化。在网格基础上，考虑单元几何和材料特征、边界约束和载荷条件，从

而获得替代连续体的分析模型。模型的规模可以用单元数目、节点数目和所有节点的自由度

之和描述。有限元模型的自由度是指充分描述实际场运动所需的独立坐标个数，能够在力学

和工程上连续和合理地反映场（包括结构）的位移和受力情况，以及主要的固有特性等指标。

模型的规模决定着分析精度和效率，对具体问题，分析模型的规模是需经过验证的重要工程参

数。模型节点的选择与连续体结构特点、载荷和支承位置等有关。

其次，进行单元分析，即应用固体力学的方法对该单元进行力学分析。主要有两种方法：

位移法和力法。位移法是现有商业软件中使用最多的方法，它是指在整个力学分析过程中以

节点位移为基本未知参数而其他参数如单元应力、应变和应变能等均表达为其广义位移的函

数的一种方法。为获得单元应力、应变和应变能等参数，需要假设单元内任意一点的位移与节

点位移的关系，这一关系就称为形函数或位移函数，它是单元内任意一点坐标的函数，它决定

了单元的阶次和分析误差。汽车车身等工程分析中，不论梁单元模型，还是板单元模型，一般

都选择简单的线性形函数，即采用低阶单元。然后在材料力学和弹性力学的基础上，考虑单元

位移与应变、应变与应力、应力与外力的关系，分别得到单元几何方程、物理方程和平衡方程。

对单元应用虚位移原理，就可获得单元位移与单元外力的关系，即单元刚度矩阵。当然，单元

刚度矩阵的维数与单元节点自由度数相等。

最后，进行模型总体分析，即单元组装成集合体。单元分析后，根据节点位移的一致性和

协调性以及节点力与外载的平衡关系，可获得整个模型位移向量与模型外力向量的关系函数，

即模型刚度矩阵和刚度方程。模型刚度方程的个数与模型节点自由度数相等。考虑连续体的
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载荷和支承约束，消去小部分方程，并完善模型外力向量，用此时的模型刚度方程就可以求解

模型位移向量了，进而可求解单元应力等指标。

另外，值得一提的是：现在，以有限元方法为主的计算机辅助工程（CAE）与计算机辅助设

计（CAD）的融合越来越密切，软件相互渗透和联系。而且，为提高计算速度，超级计算机、并行

计算方式被越来越普遍采用。

第三节 汽车车身结构试验分析总论

一、车身结构试验内容

汽车车身研究和工程中包含大量的试验工作，通过试验来检验设计思想是否正确，如对新

设计结构和新材料的检验等。由于汽车车身结构复杂，涉及的技术领域广泛，许多问题的理论

研究的可靠性还不高，需要通过试验来检验分析模型是否合理。车身结构试验分析是开发一

流车身产品的重要基石，车身工程师需要掌握车身试验技术方面的理论和方法。汽车产品使

用条件复杂，对汽车车身的性能、寿命、重量等方面的要求很高。本书主要介绍车身结构基本

试验内容，不包括车身空气动力学试验、车身快速疲劳试验和碰撞试验方面的内容。

汽车车身结构试验可以从不同角度予以分类，按试验对象分为实物试验和模型试验，按试

验目的分为研究性试验、试制检验性试验和抽样试验，按试验方式分为整车试验和零部件试

验，按结构失效类型和理论分为静态强度和刚度试验、动态强度试验和模态试验。汽车车身工

程上，主要按结构失效类型和理论划分汽车车身结构试验。

汽车车身结构静态强度和刚度试验研究车身结构在静载荷作用下的强度和刚度特性，包

括应力分布和主要刚度参数。汽车车身结构静态强度和刚度试验规范比较成熟，其试验工况

主要模拟汽车实际使用中车身承受的弯曲和扭转情况。汽车车身结构静态强度和刚度试验是

汽车车身结构动态强度试验和疲劳试验的基础。

汽车车身结构动态强度试验的目的在于测定车身结构在实际行驶过程中所承受的最大动

应力或应变。汽车车身结构动态强度试验一般由道路试验来完成，包括鹅卵石路面、山区路面

等典型路面。汽车工程中也常常采用路障试验方法代替汽车车身结构动态强度试验，路障试

验方法也称典型凸块试验方法，这种方法可以简单、快速、有效地测定车身结构最大动应力和

应变。

汽车车身结构模态试验主要测量车身结构的固有频率、固有振型和阻尼等车身结构固有

特性，一般在试验台上进行。在车身工程上，主要测定低阶弹性模态，以避免产品在常规工作

范围内产生共振和高噪声可能。其试验方法涉及车身支承方法、激振方法、信号识别方法、信

号采集和处理方法。

二、车身结构试验技术

总结试验规律，完善试验方法，是车身试验研究的主要目标之一，也是指导车身试验的重

要理论基础。如何合理选择试验仪器和设备，怎样处理试验数据，是车身结构试验的关键技

术。具体问题包括：选择什么传感器进行信号变换？使用什么仪器进行信号传输与放大？采

用什么仪器和软件进行信号记录和数据处理？等等。要想完成车身结构试验工作，必须深入
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了解要分析的信号的物理特征和基本变化规律，才能选择测试方法和结果分析方法，也必须了

解传感器的变换原理和测试仪器的基本特征，才能正确使用试验仪器。

汽车车身结构静态强度和刚度试验传感器和仪器有：电阻应变片、静态电阻应变仪、预调

平衡箱、力传感器、位移传感器、千分表及高度尺等。

汽车车身结构动态强度试验传感器和仪器有：电阻应变片、动态电阻应变仪、示波器、磁带

机、实时信号采集和处理仪等。

汽车车身结构模态试验传感器和仪器有：加速度传感器、电荷放大器、信号发生器、功率放

大器、激振器、阻抗头、示波器、磁带机、实时信号采集和处理仪等。

值得一提的是，现代开发的计算机软件在电测量信号处理方面发挥了很大的作用，增加了

数据处理和分析的参数选择范围，使动应力和加速信号处理质量和效率显著提高。

思 考 题

1. 为什么要进行汽车车身结构分析？其主要分析内容有哪些？

2. 什么叫有限元方法？举例解释单元和节点概念。

3. 如何理解汽车车身结构分析有限元模型规模？

4. 汽车身结构试验分析主要内容有哪些？
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第二章 汽车车身梁结构模拟计算

第一节 梁结构有限元方法基本原理

一、基本概念和规定

1. 单元、节点及编号

一般将组成梁结构的每一根梁作为一个单元，梁与梁相连接的交点称之为节点。此外，梁

的自由端、集中载荷作用点、支承点以及沿杆长截面突变处等，均应设置节点。为提高计算精

确性，也常常在梁中间增加节点，随之也增加了单元。

图 2 - 1 平面刚架结构

经过这样离散后的梁结构，就变成由有

限个节点和有限个单元所形成的组合结构。

单元和节点数确定以后，必须对其分别编

号，既不能遗漏，也不能重复，其相邻节点的

号码应尽量接近，以压缩刚度矩阵的带宽，

减少在计算机中的总存储量及计算量。

图 2 - 1 表示一个平面梁结构，它由 15 个单

元组合而成，共有 12个节点。单元和节点编

号见图示。两个节点之间的单元处理为均

质等截面的直杆，因为一般有限元计算公式都是以此为基础来推导的。

2. 坐标系统

用有限元法分析结构时，通常要采用两种坐标系统，一种是对整体结构而建立的坐标系，

图 2 - 2 坐标系统

称为结构坐标系或总体坐标系，用 O - xyz表示；另一种是在进行单元分析时，对每个单元建

立的坐标系，称为单元坐标系或局部坐标系，用 O -珋x珋y珋z表示，见图 2 - 2。

单元坐标系中珋x 的轴规定要和杆单元中性层重合，坐标原点取在杆单元的始端。珋y、珋z轴
取杆截面的两个主惯性轴。这两种

坐标系一律遵从右手法则。

3. 符号规则

在有限元分析中，为清晰起见，

对所有力学向量（线位移、线力、角

位移、力矩等）规定了统一的符号规

则。对线位移和线力一律以沿坐标

轴的正向为正，反之为负；对角位移

和力矩，先按右手法则定出其矢量



方向，矢量方向与坐标轴正向一致为正，反之为负；对于任意方向的力学向量，应先将其分解为

坐标轴方向的分量，再根据上述规定判断正负号。

4. 载荷处理

在有限元分析中，认为单元与单元之间仅通过节点相互联系，求解结构变形的基本方程是

节点力的平衡方程。因此，在结构离散化的过程中，如果外载荷不是直接作用在节点上，那么

就要按静力等效原则将非节点载荷向节点移置。同时要保证由于移置而引起的应力误差是局

部的，不影响整体的应力。移置到节点后的载荷称为等效节点载荷。将等效节点载荷与直接

作用在节点上的载荷叠加，称为综合节点载荷，用此综合节点载荷进行有限元分析。

对中间载荷的处理有很多方法，对于杆、梁单元来说，可用比较直观易懂的方法。即求等

效节点载荷时，可将单元两端固定，先求出固定端反力（弯矩 M、剪力 Q、扭矩 Mk等），然后，改

变它们的符号（正变负、负变正），即可作为等效节点载荷，用以代替杆、梁单元中间所承受的

载荷。

图 2 - 3 综合节点载荷

例如，图 2 - 3（a）表示一个支承于节点 A和 B并承受各种载荷的梁 ABC，杆长为 2l，B为

中点。梁上实际节点载荷为 M1、P2（图 2 - 3（b））。 q、P1 为中间载荷（图 2 - 3（c）），为了用等

效节点载荷代替中间载荷，可将原梁变成两个固端梁（图 2 - 3（d））。这两个固端梁在中间载

荷作用下，将产生一组固端力。这组固端力可利用材料力学公式求出，其值表示在图 2 - 3（e）

中。将两固端梁合并，得到对于结构的约束反力。如将这些约束反力的方向反转，它们就构成

一组同中间载荷成等效的力和力偶。这组等效节点载荷再与实际节点载荷（图 2 - 3（b））相

加，就产生图 2 - 3（f）所示综合节点载荷。
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综合载荷作用下的结构的位移与实际载荷所产生的位移是否相同？从图中明显可见：综

合载荷（图 2 - 3（f））与结构约束反力（图 2 - 3（e））叠加，便是梁上的实际载荷（图 2 - 3（a））。

所以可以断定，图 2 - 3（e）与图 2 - 3（f）的两个梁的节点位移叠加，必然产生实际梁的节点位

移。但因为约束梁的全部节点位移均为零，故可得到梁在实际载荷作用下的节点位移与在综

合载荷作用下的节点位移是相同的这一结论。

综合载荷作用下的支座反力与实际载荷产生的反力是相同的。这个结论也可用图 2 - 3

（e）与 2 - 3（f）梁的各力叠加来证实。图 2 - 3梁的全部约束反力是作用于该梁上的等效节点

载荷的等值反向的力。因而，综合载荷梁的反力与实际载荷梁的反力是相同的。这个结论以

及上述结论对各类梁结构都是适用的。

适用于各种类型单元及各种载荷（包括初始应力、体积力等）的更为一般的等效节点力计

算公式，可用虚功原理导出，见第三章。

5. 等截面梁刚度系数

用有限元位移法分析梁结构时，需要建立由刚度系数组成的刚度矩阵。为使后面论述方

便起见，这一节先来讨论刚度系数问题。由力学知识可知，当杆端产生位移（变形）时，在梁的

约束端将会有约束力产生，变形和约束力之间存在着确定的关系。杆端某一方向产生单位位

移时，在梁两端各坐标方向所产生的约束力称为相应方向的刚度系数，用珋kpi，mj表示，下标 p，

m代表单元坐标系的某一坐标轴方向（即代表珋x，珋y 或珋z 方向），i，j 代表单元两端节点号。
珋kpi，mj表示在 j节点m方向产生单位位移时，在单元的 i 节点 p方向产生的约束力。例如：珋kx1，y2

就表示在 2节点珋y 方向产生单位位移时，在 1节点珋x 方向产生的约束力。
在图 2 - 4中，用图解方式给出了等截面直杆两端可能发生的 12种单位位移以及在各单

位位移下杆端所产生的各约束力（即刚度系数）。各约束力都是以向量表示，一个单箭头代表

力向量，一个双箭头代表一个力矩向量，所有向量都以正方向画出，如果是负值，则就在约束力

表达式前加一个负号。图中各约束力表达式的推导见材料力学，此处从略。

下面举例说明如何利用图 2 - 4确定各种情况下的刚度系数。

① 当梁 i 端发生沿珋x 方向的单位位移时，梁两端将产生沿珋x 方向的约束力（见分图（a））。

此约束力即为在此情况下相应方向的刚度系数，即

i 端沿珋x 方向的刚度系数：珋kxi，xi = EA/ l

j端沿珋x 方向的刚度系数：珋kxj，xi = - EA/ l

② 当梁 j端发生沿珋z轴单位角位移时，梁两端将产生沿珋y 方向的约束力以及绕珋z轴的约
束力矩（见分图（l））。此约束力和约束力矩亦即在此情况下相应的刚度系数为：

i 端沿珋y 方向的刚度系数：珋kyi，zj = 6EJz / l2

i 端沿珋z轴的刚度系数：珋kzi，zj = 2EJz / l

j端沿珋y 方向的刚度系数：珋kyj，zj = - 6EJz / l2

j端沿珋z轴的刚度系数：珋kzj，zj = 4EJz / l

其他各刚度系数依次类推。

根据图 2 - 4中的关系式，即可方便地写出各类梁结构的单元刚度矩阵。

6. 节点自由度、梁结构的分类

由图 2 - 4可知，梁一端在直角坐标系中可能产生六个位移，即通常所谓的具有六个运动
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图 2 - 4 梁刚度示图

（a），（b），（c）— i 端分别沿珋x，珋y，珋z轴方向发生单位线位移；
（d），（e），（f）— i 端分别沿珋x，珋y，珋z轴方向发生单位角位移；
（g），（h），（i）— j端分别沿珋x，珋y，珋z轴方向发生单位线位移；
（j），（k），（l）— j端分别沿珋x，珋y，珋z轴方向发生单位角位移

自由度，我们用记号 u，v，w分别表示沿 x，y，z三轴的线位移，用θx，θy，θz分别表示绕 x，y，z

三轴的转角。与这六个位移相对应的可出现六个广义力，即三个力 U，V，W和三个力矩Mx，

My，Mz。

8



在一个具体结构中，由于结构特点和受力情况，有些位移不会发生，则在计算时就不必去

考虑。根据在变形时（因受外载、温度变化、支座沉陷或其他原因）结构中出现的节点位移的种

类（也是广义力的种类），可以将梁结构区分为几种主要类型。

（1）空间刚架结构

这种结构的特点是梁布置于空间而不在同一个平面内，并承受任意方向的外载荷（如客车

车身骨架结构），且梁连接处是刚性联结，即要保持转角连续和线位移连续。因此，在计算中需

考虑梁抵抗弯曲、剪切、扭转、拉压等多种变形以及相应的广义力。对梁的节点来说要计及如

下的广义位移｛δi｝和广义力｛fi｝。

｛δi｝=

ui

vi

wi

θxi

θyi

θ





























zi

｛fi｝=

Ui

Vi

Wi

Mxi

Myi

M





























zi

即空间刚架结构的节点自由度数目为 6。

（2）平面刚架结构

这种结构的特点是梁、外力及由此产生的变形和约束力均在同一平面内（图 2 - 1）。梁连

接处（节点处）是刚性联结，即要保持转角连续和位移连续。在这类结构中应考虑梁承受平面

内的轴向力、剪力和弯矩。因此，计算中要计及如下三种位移和力：

｛δi｝=

ui

vi

θ
{ }

zi

｛fi｝=

Ui

Vi

M
{ }

zi

即平面刚架结构的节点自由度数目为 3。

图 2 - 5 平面板架结构受力图

（3）平面板架结构

这类结构的特点是所有梁位于同一平面内，且受到垂直

于梁结构平面的外力（见图 2 - 5）。在这种外力的作用下，结

构变形后离开原来的结构平面，这种结构称做平面板架结构。

汽车车架结构就具有这种特点。在这种结构中，梁间的连接

是刚性的，即要保持位移（沿 z轴的挠度）和转角（绕 x和绕 y

轴的转角）的连续。结构在变形时，梁发生弯曲、剪切和扭转

变形，所以要考虑梁承受弯曲、剪切和扭转的能力。在计算中要计及这三种位移和对应的力：

｛δi｝=

wi

θxi

θ
{ }

yi

｛fi｝=

Wi

Mxi

M
{ }

yi

（4）桁架结构

在工程结构中，常会遇到一些比较细长的梁按三角形互相连接所组成的结构，如由细长梁

焊接而成的桥梁、起重机像鼻梁架、输电塔等，这类结构可看成桁架结构。

一般说来，在外力作用下，结构内部将产生弯矩、剪力、轴向力等多种广义力，但实验观察
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和计算分析发现轴向力是对这类结构强度起决定作用的主要内力。为了简化计算可以不考虑

剪力和弯矩，于是考虑节点的转角也就没有意义。因此，计算时可把梁的节点处当作铰链连

接，可以自由转动，节点处仅保持线位移连续。实际上有些结构的连接处确实是用铰链或销子

的（如四连杆机构、曲柄连杆机构等），这种只考虑梁承受轴向变形的结构称为桁架结构。

当梁布置于空间时，称为空间桁架结构，需计及三个线位移，节点自由度为 3。

｛δi｝=

ui

vi

w
{ }

i

｛fi｝=

Ui

Vi

W
{ }

i

当梁都布置在同一平面内时，称为平面桁架结构，需计及两个线位移，节点自由度为 2。

｛δi｝=
ui

v{ }
i

｛fi｝=
Ui

V{ }
i

二、刚度方程的建立方法

用位移法对梁结构进行分析时，应先建立各单元节点位移与各单元节点内力（即图 2 - 4

中所示约束力）之间的关系，得到单元刚度方程。然后，考虑节点外力（由外载荷引起的综合节

点载荷）与节点内力的平衡条件以及各节点位移协调条件，建立起各节点位移与各节点外力之

间的关系，得到结构刚度方程（也称原始基本方程）。再考虑结构边界的约束条件，对结构刚度

方程进行必要的约束处理。最后，得到结构各节点的未知位移与已知外力之间的关系式，称此

式为基本方程。解此方程即可求出各节点的位移，进而求出各单元的变形、内力和应力。

下面以一简单的平面桁架结构为例来说明刚度方程的建立。

图 2 - 6 平面桁架结构

（a）由两根梁组合而成的平面桁架结构；（b）梁在外力作用下产生变形

图 2 - 6（a）为由两根梁组合而成的平面桁架结构。今若以一根梁作为一个单元，则此结

构被离散为 2个单元，有 3个节点。对单元和节点分别编号，设 O - xy 为结构坐标系。在节

点 2作用有 x，y方向的外力 Px2，Py2（第一个下标表示坐标方向，第二个下标表示节点号，以下

同），在节点 1和节点 3的 x、y方向的位移被约束着，因此，在外力作用下，整个结构不会发生

刚体位移。在各约束点将有反力 Px1，Py1，Px3，Py3产生。节点 2不受约束，在外力作用下将产

生位移 u2和 v2（见图 2 - 6（b）），导致各梁发生变形，从而有轴向力产生。节点 2所产生的位

移 u2和 v2就是位移法所要求解的基本未知量。
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1. 建立相对于单元坐标系的单元刚度方程

当结构受外力变形时，各单元两端均有位移和约束力（以后称为内力）产生，今以图 2 - 6

图 2 - 7 杆端位移向量（力向量与

其一一对应，未画出）

所示结构的单元①为例来建立其单元刚度方程。对单元

①按规则画出单元坐标系 O -珋x珋y，以及由于结构受外力作
用，使梁两端产生的线位移和线力（图 2 - 7）。

将梁两端的线位移和线力写成矩阵形式如下：

位移 ｛珔δ｝e =［珋δ1 珋δ2］
T =［珔u1

1 珋v1
1 珔u1

2 珋v1
2］

T

内力 ｛珋f｝e =［珋f1 珋f2］
T =［珚U1

1 珔V1
1 珚U1

2 珔V1
2］

T

各量的上标表示单元号，上面一杠表示用单元坐标系

O -珋x珋y珋z度量的量。

前面提到过，单元任一端任一方向的单位位移都能使

单元两端产生相应的约束力（内力），如图 2 - 4 所示。对

于平面桁架单元来说，当单元两端产生位移｛珔δ｝e 时，位移
和内力之间的关系可综合写成如下的形式：

珚U1
1 =珋k1

x1，x1珔u1
1 +珋k1

x1，y1珋v1
1 +珋k1

x1，x2珔u1
2 +珋k1

x1，y2珋v1
2

珔V1
1 =珋k1

y1，x1珔u1
1 +珋k1

y1，y1珋v1
1 +珋k1

y1，x2珔u1
2 +珋k1

y1，y2珋v1
2

珚U1
2 =珋k1

x2，x1珔u1
1 +珋k1

x2，y1珋v1
1 +珋k1

x2，x2珔u1
2 +珋k1

x2，y2珋v1
2

珔V1
2 =珋k1

y2，x1珔u1
1 +珋k1

y2，y1珋v1
1 +珋k1

y2，x2珔u1
2 +珋k1

y2，y2珋v










1
2

（2 - 1）

式（2 - 1）中等号右边各刚度系数珋k1
pi，mj的具体意义为：珋k1

x1，x1表示单元①在节点 1珋x 方向产生单
位位移时，在节点 1的珋x 方向产生的力；珋k1

y2，y1表示单元①在节点 1珋y 方向产生单位位移时，在
节点 2珋y 方向产生的力。其余刚度系数的意义依次类推。式中各刚度系数与杆端位移的乘
积，即表示在此位移值下的总力。例如：珋k1

pi，mj珔u1
1表示在 j节点m方向产生珔u1

1位移时，i 节点的

P 方向产生的总力，如珋ky2，y1珋v1
1 表示在节点 1珋y 方向产生珋v1

1 位移时节点 2珋y 方向产生的总力。
其余类推。

由此，公式（2 - 1）的第 1行，表示节点 1在珋x 和珋y 方向产生位移珔u1
1 和珋v1

1 以及节点 2在珋x
和珋y 方向产生位移珔u1

2和珋v1
2时，在单元①节点 1的珋x 方向所产生的力的总和。第 2行表示单元

两端发出上述四个位移时，在节点 1珋y 方向所产生的力之总和。同理，第 3、第 4行分别表示由

于上述位移时，在节点 2的珋x 方向和珋y 方向的产生的力之总和。将式（2 - 1）写成矩阵形式如

下：

珚U1
1

珔V1
1

珚U1
2

珔V




















1
2

=

珋k1
x1，x1 珋k1

x1，y1 珋k1
x1，x2 珋k1

x1，y2

珋k1
y1，x1 珋k1

y1，y1 珋k1
y1，x2 珋k1

y1，y2

珋k1
x2，x1 珋k1

x2，y1 珋k1
x2，x2 珋k1

x2，y2

珋k1
y2，x1 珋k1

y2，y1 珋k1
y2，x2 珋k1

y2，y















2

珔u1
1

珋v1
1

珔u1
2

珋v




















1
2

（2 - 2a）

将式（2 - 2a）中的单元号和节点号作相应的变动，即得图 2 - 6（a）中②单元的单元刚度方程如
下：
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珚U2
2

珔V2
2

珚U2
3

珔V




















2
3

=

珋k2
x2，x2 珋k2

x2，y2 珋k2
x2，x3 珋k2

x2，y3

珋k2
y2，x2 珋k2

y2，y2 珋k2
y2，x3 珋k2

y2，y3

珋k2
x3，x2 珋k2

x3，y2 珋k2
x3，x3 珋k2

x3，y3

珋k2
y3，x2 珋k2

y3，y2 珋k2
y3，x3 珋k2

y3，y















3

珔u2
2

珋v2
2

珔u2
3

珋v




















2
3

（2 - 2b）

式（2 - 2）即为相对于单元坐标系的单元刚度方程。可缩写成下面统一的形式：

｛珋f｝e =［珔k］e｛珔δ｝e （2 - 3）

式中［珔k］e为相对于单元坐标系的单元刚度矩阵，刚度矩阵中的刚度系数珋k1
pi，mj可利用图 2 - 4

得到。

对于平面桁架结构来说，其单元只能承受轴向位移和轴向力，因此，由图 2 - 4 中的（a）、

（g）分图，即可得（2 - 2）式中有关刚度系数的数学表达式：

对单元①
珋k1

x1，x1 =珋k1
x2，x2 = EA/ l；珋k1

x1，x2 =珋k1
x2，x1 = - EA/ l （2 - 4）

对单元②
珋k2

x2，x2 =珋k2
x3，x3 = EA/ l；珋k2

x2，x3 =珋k2
x3，x2 = - EA/ l （2 - 5）

式（2 - 2）中的其他刚度系数均为零。

将式（2 - 4）和式（2 - 5）代入式（2 - 2a），式（2 - 2b）可知，不同单元的刚度矩阵是相同的。

因此，若把梁两端节点号改用 i，j表示，则式（2 - 2a）和式（2 - 2b）可写成统一的形式如下：

珚Ui

珔Vi

珚Uj

珔V




















j

=

EA
l

0 -
EA
l

0

0 0 0 0

-
EA
l

0
EA
l

0















0 0 0 0

珔ui

珋vi

珔uj

珋v




















j

（2 - 6）

式（2 - 6）即为桁架结构相对于单元坐标系的单元刚度方程。

2. 坐标变换，建立相对于结构坐标系的单元刚度方程

实际结构中，各单元往往朝着各不相同的方向，因而各单元的单元坐标系的方向亦不相

同，不同单元在同一节点处的位移和节点力的方向也就不一致，见图（2 - 9（a））（图中只标出节

图 2 - 8 坐标变换

点位移，节点力与其一一对应，未画出）。这样，要建立各节

点力的平衡方程式是一件相当麻烦的工作。因此，有必要先

把沿单元坐标系方向的节点位移和节点力均变换成沿结构

坐标系方向，见图（2 - 9（b））。这样的变换称为坐标变换。

以单元①两端节点的位移（和力）的变换为例加以说明。
将沿单元坐标 O珋x 和O珋y 方向的位移分别分解到结构坐标 Ox

和Oy方向。见图 2 - 8，得到下面关系式（图中只画出一个节

点的变换关系，另一点相同）。
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图 2 - 9 节点位移向量的转换（力向量与其一一对应，未画出）

珔u1
1 = u1

1cosα + v1
1sinα

珋v1
1 = - u1

1sinα + v1
1cosα

珔u1
2 = u1

2cosα + v1
2sinα

珋v1
2 = - u1

2sinα + v1
2cos










α

（2 - 7）

将式（2 - 7）写成矩阵形式

珔u1
1

珋v1
1

珔u1
2

珋v




















1
2

=

cosα sinα 0 0

- sinα cosα 0 0

0 0 cosα sinα
0 0 - sinα cos











α

u1
1

v1
1

u1
2

v




















1
2

（2 - 8）

由于节点力和节点位移一一对应，故可写出与式（2 - 8）相同的节点力的变换关系如下：

珚U1
1

珔V1
1

珚U1
2

珔V




















1
2

=

cosα sinα 0 0

- sinα cosα 0 0

0 0 cosα sinα
0 0 - sinα cos











α

U1
1

V1
1

U1
2

V




















1
2

（2 - 9）

令

［T］=

cosα sinα 0 0

- sinα cosα 0 0

0 0 cosα sinα
0 0 - sinα cos











α

（2 - 10）

［T］称为平面桁架单元的坐标变换矩阵。式（2 - 8）和式（2 - 9）即为单元①的位移向量和力向
量的坐标变换方程。其他单元的坐标变换方程只需换上相应单元的上标和下标即可。坐标变

换矩阵［T］相同，因此，可将平面桁架单元的坐标变换方程缩写成统一的形式如下：

｛珔δ｝e =［T］｛δ｝e （2 - 11）

｛珋f｝e =［T］｛f｝e （2 - 12）

将式（2 - 11）和式（2 - 12）代入式（2 - 3）得

［T］｛f｝e =［珔k］e［T］｛δ｝e （2 - 13）
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等号两边左乘［T］- 1

［T］- 1［T］｛f｝e =［T］- 1［珔k］e［T］｛δ｝e

因［T］是正交矩阵，故［T］- 1 =［T］T，则有

｛f｝e =［T］T［珔k］e［T］｛δ｝e （2 - 14）

令 ｛k｝e =［T］T［珔k］e［T］ （2 - 15）

则 ｛f｝e =［k］e｛δ｝e （2 - 16）

式（2 - 16）即为相对于结构坐标系 O - xyz的单元刚度方程，式中［k］e称为相对于结构坐标系

的单元刚度矩阵。将式（2 - 16）写成展开形式为

Uk
i

Vk
i

Uk
j

V




















k
j

=

kk
xi，xi kk

xi，yi kk
xi，xj kk

xi，yj

kk
yi，xi kk

yi，yi kk
yi，xj kk

yi，yj

kk
xj，xi kk

xj，yi kk
xj，xj kk

xj，yj

kk
yj，xi kk

yj，yi kk
yj，xj kk

yj，




















yj

uk
i

vk
i

uk
j

v




















k
j

（2 - 17）

式（2 - 17）中各量的上标 k表示单元号，对图 2 - 6所示桁架结构中的单元①来说：k = 1；对单

元②来说：k = 2。各量的下标 i，j表示单元两端节点号，对单元①的两端：i = 1，j = 2。对单元

②的两端：i = 2，j = 3。

考虑到相交于同一节点的各单元，在该节点的位移应该相同，并都等于结构在该节点的位

移，此即所谓的位移协调条件，亦即在单元①、②的交点 2处，单元①的 x，y 方向的位移与单

元②的 x，y 方向的位移相同，都等于平面桁架结构 2 节点的 x，y 方向的位移。因此，在

式（2 - 17）中的位移列阵不需标明单元号，可直接用结构节点的位移，即：

uk
i

vk
i

uk
j

v




















k
j

=

ui

vi

uj

v




















j

或｛δ｝e =｛δ｝ （2 - 18）

为了进一步了解经坐标变换后单元刚度方程的变化，将式（2 - 17）写成显式如下，并考虑

位移协调条件式（2 - 18）：

Uk
i

Vk
i

Uk
j

V




















k
j

=
EA
l

cos2α sinαcosα - cos2α - sinαcosα
sinαcosα sin2α - sinαcosα - sin2α

- cos2α - sinαcosα cos2α sinαcosα
- sinαcosα - sin2α sinαcosα sin2











α

ui

vi

uj

v




















j

（2 - 19）

式（2 - 19）是由式（2 - 14）右端各矩阵相乘得到。

公式（2 - 17）、式（2 - 19）中的节点位移和节点内力，都已变换成与结构坐标系方向一致，

如图（2 - 9（b））所示。这样，就可利用公式（2 - 17）和式（2 - 18）建立结构刚度方程。

3. 建立结构刚度方程（或称原始基本方程）

为建立结构刚度方程，必须写出相对于结构坐标系方向的各节点外力（包括节点外载荷，

节点支反力）与各节点内力的平衡方程。

对于节点 1，由于其 x、y方向的位移受到约束。因此，单元在该节点 x方向的合力应该等

于支座反力 Px1，y方向的合力应该等于支座反力 Py1。本例相交于 1节点的仅一个单元，故节
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点 1的 x方向和 y方向力的平衡条件为

Px1 = U1
1 Py1 = V1

1

式中 U1
1为节点 1的 x方向的内力，V1

1为节点 1的 y 方向的内力，可由（2 - 17），（2 - 18）两式

写出（其他内力也同样），由此

Px1 = k1
x1，x1 u1 + k1

x1，y1 v1 + k1
x1，x2 u2 + k1

x1，y2 v2 （2 - 20）

Py1 = k1
y1，x1 u1 + k1

y1，y1 v1 + k1
y1，x2 u2 + k1

y1，y2 v2 （2 - 21）

对于节点 2来说，x方向作用外力 Px2，y方向作用外力 Py2，故各单元在 2x节点方向的合

力应该等于 Px2；y方向的合力应该等于 Py2。相交于节点 2的有 2个单元，故节点 2在 x方向

和 y方向的平衡条件为

Px2 = U1
2 + U2

2 Py2 = V1
2 + V2

2

也即

Px2 = k1
x2，x1 u1 + k1

x2，y1 v1 + k1
x2，x2 u2 + k1

x2，y2 v2 + k2
x2，x2 u2 + k2

x2，y2 v2 + k2
x2，x3 u3 + k2

x2，y3 v3

= k1
x2，x1 u1 + k1

x2，y1 v1 +（k1
x2，x2 + k2

x2，x2）u2 +（k1
x2，y2 + k2

x2，y2）v2 + k2
x2，x3 u3 + k2

x2，y3 v3

（2 - 22）

Py2 = k1
y2，x1 u1 + k1

y2，y1 v1 + k1
y2，x2 u2 + k1

y2，y2 v2 + k2
y2，x2 u2 + k2

y2，y2 v2 + k2
y2，x3 u3 + k2

y2，y3 v3

= k1
y2，x1 u1 + k1

y2，y1 v1 +（k1
y2，x2 + k2

y2，x2）u2 +（k1
y2，y2 + k2

y2，y2）v2 + k2
y2，x3 u3 + k2

y2，y3 v3

（2 - 23）

对于节点 3，x，y方向的位移受到约束，因此，单元在 x方向的合力应该等于反力 Px3，y方

向的合力应该等于反力 Py3。相交于节点 3的仅一个单元，故节点 3的 x方向和 y方向的平衡

条件为

Px3 = U2
3 Py3 = V2

3

也即

Px3 = k2
x3，x2 u2 + k2

x3，y2 v2 + k2
x3，x3 u3 + k2

x3，y3 v3 （2 - 24）

Py3 = k2
y3，x2 u2 + k2

y3，y2 v2 + k2
y3，x3 u3 + k2

y3，y3 v3 （2 - 25）

由上面分析可知，平面桁架结构每个节点具有两个方向的位移（自由度），可写出两个平衡

方程式，本例题有三个节点，共写出六个平衡方程式（2 - 20）～式（2 - 25）。可见平衡方程数等

于节点自由度数。因此，一个很简单的结构也往往会有几十个方程，稍微复杂的结构则有几百

个甚至几千个方程，人工计算是不可能的，但用电子计算机就可以在短时间内解出，这进一步

说明，有限元法得到广泛作用，是以使用电子计算机为前提的。

将六个平衡方程写成矩阵形式，见式（2 - 26）。其缩写形式见式（2 - 27）。

Px1

Py1

Px2

Py2

Px3

Py





























3

=

k1
x1，x1 k1

x1，y1 k1
x1，x2 k1

x1，y2 0 0

k1
y1，x1 k1

y1，y1 k1
y1，x2 k1

y1，y2 0 0

k1
x2，x1 k1

x2，y1 k1
x2，x2 + k2

x2，x2 k1
x2，y2 + k2

x2，y2 k2
x2，x3 k2

x2，y3

k1
y2，x1 k1

y2，y1 k1
y2，x2 + k2

y2，x2 k1
y2，y2 + k2

y2，y2 k2
y2，x3 k2

y2，y3

0 0 k2
x3，x2 k2

x3，y2 k2
x3，x3 k2

x3，y3

0 0 k2
y3，x2 k2

y3，y2 k2
y3，x3 k2

y3，y





















3

u1

v1

u2

v2

u3

v





























3

（2 - 26）

15



｛P｝=［k］｛δ｝ （2 - 27）

式中，｛P｝———节点外力向量；

［k］———结构刚度矩阵；

｛δ｝———节点位移向量。
式（2 - 26）、式（2 - 27）称为结构刚度方程（或称结构的原始基本方程）。由式（2 - 26）可明

显看出，结构某一节点某一方向的刚度是相交于该节点的各单元相应方向的刚度系数的总和。

例如，节点 2的 x方向的刚度是相交于节点 2的单元①和单元②在节点 2的 x方向的刚度系

数的总和，即

kx2，x2 = k1
x2，x2 + k2

x2，x2

其他也是如此，因此，可得出结论：结构节点的刚度是由相交于此节点的所有单元提供。根据

这个规律，结构刚度矩阵［k］的组合可利用相对于结构坐标系的单元刚度方程（2 - 17）直接写

出。即：首先决定方程中节点力向量和节点位移向量的排列顺序，一般总是按节点号由小到大

排列，在同一节点号里，则按 x，y，z顺序排列。等号左边的节点力向量和等号右边的节点位

移向量一一对应。如：方程（2 - 27）中，节点力向量的第 5项表示作用在节点 3的 x方向的力，

则与之对应的节点位移向量的第五项就表示节点 3的 x方向的分位移。然后，根据式（2 - 17）

中的刚度系数的下标号码，一一对号写入结构刚度矩阵中相应的位置。下标号码相同的写入

同一位置，将其叠加，最后，即得式（2 - 26）。

4. 刚度矩阵［k］的物理意义

为叙述方便，将结构刚度方程用下面形式表示：

f1

f2


fi


f





























n

=

k11 k12 ⋯ k1j ⋯ k1n

k21 k22 ⋯ k2j ⋯ k2n

  
ki1 ki2 ⋯ kij ⋯ kin

  
kn1 kn2 ⋯ knj ⋯ k



















nn

u1

u2


uj


u





























n

（2 - 28）

令位移列向量中 uj = 1，其他各位移为零，则表示结构中除 uj = 1外，其他节点位移均被约束，

此时，根据公式（2 - 28）可知，各节点上所产生的节点力如下：

f1 = k1j，f2 = k2j，⋯，fi = kij，⋯，fn = knj

由此可知，矩阵［k］的 j列元素 k1j，k2j，⋯，kij，⋯，knj既代表力，也表示对应于 uj的各节点

的刚度。刚度系数的值愈大，说明这个结构（或单元）愈难以发生变形，因而显得结构愈加刚

硬，也说明单元或结构低抗变形的能力愈强，因而得名为“刚度矩阵”。

5. 刚度矩阵的性质

（1）刚度矩阵是对称矩阵

刚度矩阵中的系数所体现的刚度特性反映了各节点位移和节点力之间的作用，故刚度系

数中的 k11，k22，⋯，knn等系数反映节点位移与节点力之间的作用，它们在刚度矩阵中总位于主

对角线上（称为主系数），它们的值总是正的。其他系数如 k12，k21，⋯，kji等，反映不对应的节

点力同节点位移之间的影响，它们总占据主对角线两旁的位置（称为副系数），它们的值可以是

正的负的或者为零。由功的互等定理得知，在对主对角线两边对称位置的各对系数互等，即
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k12 = k21，k34 = k43，kij = kji，⋯。对式（2 - 26）来说，则 k1
y2，x1 = k1

x1，y2，k1
y2，x2 + k2

y2，x2 = k1
x2，y2 +

k2
x2，y2，⋯，此即是矩阵的对称性。这一性质有利于数值计算，因为，使用电子计算机计算时，需

要存储刚度矩阵［k］。利用这一性质，即可先令计算机存储矩阵［k］中包括对角线在内的右上

方部分刚度系数，与右上部分对称的左下部分就不必存储，这样，可以节省存储空间。现有的

程序中都利用了这一性质。

图 2 - 10 两种节点序号

（2）结构刚度矩阵［k］呈带状分布规律

所谓带状，就是说非零的刚度系数全都

分布在主对角线附近。在结构刚度矩阵［k］

的每一行中，自第一个非零元素至最后一个

非零元素范围内（中间可能夹杂着零元素）

所有元素的总数目称为带宽。自第一个非

零元素至对角线元素范围内所有元素的总

数则称半带宽。节点编号顺序对带宽有很大影响，例如图 2 - 10所示桁架结构，若节点按无括号

的编序，则其刚度矩阵形式如图 2 - 11（a）所示（矩阵中“×”表示非零元素，空白表示零元素）。若

节点号改为括号中的数字排列，则［k］变为图 2 - 11（b）所示。即由一条带变为三条带，总带宽比

图 2 - 11（a）大许多。由上可见，不同的节点编码，带宽也不同，带宽愈小，则存储量愈少。因此，

对节点进行编码时，应使相邻节点的码差尽可能小。为了最大限度地缩小带宽，也可以由计算机

软件自动地按带宽最小原则将节点重新编号，这称为带宽优化。

图 2 - 11 两种带宽

（3）大型结构刚度矩阵［k］是一个稀疏矩阵

所谓稀疏，就是说有许多刚度系数为零。以图 2 - 10 所示结构为例，它的结构刚度矩阵

［k］如图 2 - 11（a）所示。如令节点 6的 x方向的位移 u6 = 1，v6 = 1其他节点位移被约束为零，

由于节点 6只与周围 4个节点（节点 4，5，7，8）有关，因此只有节点 4，5，6，7，8产生力。其余节

点 1，2，3，9，10，11，12与节点 6无直接联系，不会产生力，所以［k］中对应于位移 u6 的那一列

中与节点 1，2，3，9，10，11，12有关的系数都是零，也就是说该列有一半以上系数为零。

在一般梁结构里，一个节点（梁连接处）上直接相连的梁最多是 10个左右，如果结构离散
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后节点数有 200个，则非零点与总节点之比为 10 /200，即非零节点仅占 5%左右。离散单元愈

多，则结构刚度的稀疏性就愈突出。

利用矩阵［k］的稀疏性，可设法只存储非零元素，从而可大量的节省存储容量。

（4）结构刚度矩阵［k］是奇异矩阵

由公式（2 - 26）知，结构刚度矩阵［k］中的任一行（或任一列）之和均为零，这使刚度方程

有无穷多组解答（从物理意义上说这是因为允许结构作整体的刚体运动之故）。因此，在代入

结构的边界约束条件之前，结构刚度矩阵是奇异矩阵，不可求逆。

6. 约束条件的处理，建立结构的基本方程，求未知位移

结构刚度方程的一般表达式为｛p｝=［k］｛δ｝。由于结构刚度矩阵［k］为奇异矩阵，满足此

方程的节点位移｛δ｝的解不是唯一的。因此，为求出结构确定的未知节点位移，需要将公
式（2 - 27）进行修改，即约束条件处理。下面讲三种方法。

（1）改变结构原始基本方程的排列次序

以图 2 - 6所示桁架结构的结构刚度方程（2 - 26）为例，将公式（2 - 26）的外力向量中的未

知反力 Px1，Py1，Px3，Py3放到向量的后边，其他各项元素顺次向前移，使力向量中的头 2项表

示已知节点外力，后 4项表示未知反力。对于节点位移，则根据一一对应原则，其中头 2项表

示未知节点位移，后 4项表示已知的节点位移（本例题为零）。同时将与之相对应的刚度矩阵

的各元素重新对号排列，则公式（2 - 26）变成公式（2 - 29）的形式。再将式（2 - 29）进行分块，

用｛P A｝、｛δA｝分别表示头 2项已知节点外力和未知节点位移，用｛P B｝，｛δB｝分别表示后 4项未

知节点反力和已知节点位移。据此，也将结构刚度矩阵［k］分块为［kAA］、［kAB］、［kBA］、［kBB］

4个子矩阵，结果得到公式（2 - 30）。在矩阵和向量内用虚线表示这种分块。

Px2

Py2

Px1

Py1

Px3

Py
























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3
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x2，x2 + k2
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（2 - 29）

P A
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
P B
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δA
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
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




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














1

（2 - 30）

分解上式，可得以下二式：

｛P A｝=［kAA］｛δA｝+［kAB］｛δB｝ （2 - 31）

｛P B｝=［kBA］｛δA｝+［kBB］｛δB｝ （2 - 32）

由于图 2 - 6中，节点 1和节点 3均被约束。故式（2 - 31）中的位移向量｛δB｝为

｛δB｝=［u1 v1 u3 v3］
T =［0 0 0 0］T =｛0｝
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由此，式（2 - 31）可简化为

｛P A｝=［kAA］｛δA｝ （2 - 33）

式（2 - 33）中，向量｛P A｝的各项是已知的（即给定的节点外力 Px2，Py2），向量｛δA｝各项为

未知的（即 u2，v2）。所以，式（2 - 33）就是关于未知的节点位移｛δA｝的联立一次方程组，对它

求解，就可以求得未知的节点位移｛δA｝。将式（2 - 33）两边各乘［kAA］
- 1得

｛δA｝=［kAA］
- 1｛P A｝ （2 - 34）

将式（2 - 34）代入式（2 - 32），得到

｛P B｝=［kBA］｛δA｝=［kBA］［kAA］
- 1｛P A｝ （2 - 35）

由式（2 - 35）可求出未知反力｛P B｝。

这个方法的缺点是要把原先排列好的矩阵打乱重新排列，这给编制程序带来麻烦，并且矩

阵求逆后，完全丧失了稀疏、带状特性，从而在机器中要占据大量的存储单元，故目前一般不采

用。

为便于编写程序，希望结构刚度矩阵［k］在经约束处理后仍保持原来的阶数和排列顺序。

为此，可采用下面两种方法，即乘大数法和填零置一法。

2 . 乘大数法

在结构刚度矩阵［k］中，对应于已知位移 ur =δr（当位移被约束住时，则δr = 0；δr 也可以

是给定的强迫位移值）的对角线元素 krr上乘以极大数N。极大数 N可根据计算机容量适当选

取，取得过大，在计算过程中可能会发生溢出现象；取得太小，又不能精确地给出约束条件，一

般取 N = 108。把与约束位移对应的约束反力 Pr 改为Nkrrδr。经处理后得方程（2 - 36）。
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   
kr1 kr2 ⋯ Nkrr ⋯ krn

   
kn1 kn2 ⋯ knr ⋯ k
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（2 - 36）

由式（2 - 36）可知，与 ur 对应的第 r 个方程变为

kr1 u1 + kr2 u2 + ⋯ + Nkrrur + ⋯ + krnun = Nkrrδr （2 - 37）

用 Nkrr除上式，由于 N极大，可以认为 kr1 u1 + kr2 u2 +⋯ + Nkrrur +⋯ + krnun≈Nkrrδr，因此，除

ur 和δr 的系数为 1外，其余各项可以认为都是零。则式（2 - 37）变成式（2 - 38）

ur = δr （2 - 38）

这样就把原来的第 r 个平衡方程式改变成为约束条件了，方程（2 - 36）的右端项全部是已知

量，可以用一般方法求解。这种处理方法显然比第一种方法优越，它只要求对有关的主系数和

右端项进行改写就行。当然由于上述代换，解答将有误差，严重时可能出现病态方程。

对图 2 - 6所示两单元三节点桁架的结构刚度方程（2 - 26），用乘大数法进行约束处理后，

使方程中的第 1，2，5，6这 4个平衡方程变为约束条件 ur =δr，即

u1 = 0；v1 = 0；u3 = 0；v3 = 0

因此，使方程（2 - 26）变成（2 - 39）所示形成：
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（2 - 39）

式中的刚度系数及外力是已知的，故可求出节点 2处的位移 u2，v2。

（3）填零置一法

首先在结构刚度矩阵［k］中，将对应于已知位移 ur =δr（δr 可以是零或某一给定的强迫位

移值）的行和列进行修改，即把主对角线元素 krr改为 1，把其他元素均改为零。其次，在力向量

｛P｝中，与已知位移 ur =δr 相对应的元素用位移的给定值δr 代入，其他元素都减去给定位移

和原来［k］中该行相对应元素的乘积。

例如，对 6 × 6阶的结构刚度方程来说，若其位移约束情况为

u1 = δ1；v1 = δ2；u3 = δ5

经用填零置一法处理后，得到下面形式的方程：
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65

（2 - 40）

上式右边力向量中的 kij表示原来刚度矩阵［k］中第 i 行第 j列的刚度系数，例如 k31代表第 3

行第 1列上的刚度系数；k45代表第 4行第 5列上的刚度系数，其它类推。左边矩阵中的 ×表示

［k］中在该位置处的刚度系数。用方程（2 - 40）即可求出未知位移 u2，v2，v3。

对图 2 - 6所示桁架的结构刚度方程用填零置一法处理后，将得到与（2 - 39）式相同的方

程。从而可求出未知位移 u2，v2。这种方法处理简便，解答精度高，因此经常采用。

经过约束处理后的方程（2 - 36）和（2 - 40）可用统一的缩写形式表示如下：

｛槇P｝=［k］［δ］ （2 - 41）

式（2 - 41）称为结构的基本方程。式中［k］是经过约束处理后的结构刚度矩阵，它是对称正定

矩阵，｛槇P｝是经过约束处理后的节点力向量，是已知的外力。由式（2 - 41）即可解出全部未知

节点位移｛δ｝。
必须指出的是，用有限元法分析梁结构时，不允许结构有刚体运动，也不允许结构内部有

任何几何可变或瞬时可变部分。因此，要求结构的约束条件必需足够。只有满足了上述要求，

基本方程才能有唯一确定的解，也即能求得全部未知节点位移。

7 . 节点力和应力的计算

根据前面分析，相对于单元坐标系的节点力｛f
-

｝e 可由式｛f
-

｝e =｛k
-

｝e｛δ
-

｝e 计算，式中的

｛δ｝e是相对于单元坐标系的，而从基本方程（2 - 41）求出的位移｛δ｝是相对于结构坐标系的。
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由坐标变换一节可知：｛δ
-

｝e =［T］｛δ｝e。又根据（2 - 18）式｛δ｝e =｛δ｝，因此

｛f
-

｝e =｛k
-

｝e［T］｛δ｝ （2 - 42）

由式（2 - 42）即可求出节点力，根据节点力再按材力中相应的公式计算应力。

由于各类梁结构需考虑的杆端力（节点力）不尽相同，所以，应力计算公式也各异。

对桁架结构梁来说，梁只承受轴向力，故将求出的轴向力除以梁截面积即可求得正应力。

以图 2 - 6所示桁架结构的单元①为例，将式（2 - 42）写成显式如下：

U1
1

V1
1

U1
2

V

























1
2

=

EA
l

0 -
EA
l

0

0 0 0 0

-
EA
l

0
EA
l

0















0 0 0 0

cosα sinα 0 0

- sinα cosα 0 0

0 0 cosα sinα
0 0 - sinα cos











α

u1

v1

u2

v




















2

（2 - 43）

由式（2 - 43）求得杆端力为

U1
1 =［（u1 - u2）cosα +（v1 - v2）sinα］

EA
l

U1
2 =［（u2 - u1）cosα +（v2 - v1）sinα］

EA









l

（2 - 44）

式（2 - 44）表明，平面桁架梁只有沿 x 轴的轴向力。杆端轴向力的绝对值相等而符号相

反，即 U1
1 = - U1

2，在决定桁架结构梁的应力时，习惯上用 U1
2，故梁①的应力为

σx =
U1

2

A =
E
L
［（u2 - u1）cosα +（v2 - v1）sinα］ （2 - 45）

对空间刚架结构来说，梁端部除轴向力外，还有剪力、弯矩和扭矩。应力计算时，必须利用

空间刚架结构的［k］e（见公式（2 - 53））和［T］（见公式（2 - 70）），再按公式（2 - 42）求出梁两端

全部节点力（相对于单元坐标系的）。由这些节点力，利用材料力学中求应力的公式，即可算出

梁截面应力。同样，对其他类型的梁结构来说，只要采用各自的单元刚度矩阵［k］e 和坐标变

换矩阵［T］（见三、四小节）。其梁应力的计算方法类似。

8 . 力的平衡检验———支承反力的计算

梁结构的每一节点必需满足力的平衡条件。节点 i 的平衡条件为：汇交于节点 i 处的所

有单元，在 i 端的内力向量之和∑
e

｛fe
i｝必须等于作用于此节点的外力向量｛Pi｝（包括节点外

载荷或支承反力），即

｛Pi｝= ∑
e

｛fe
i｝ （2 - 46）

公式（2 - 46）可用来进行平衡检验和计算支承反力。

（1）对没有支承约束的节点

如果节点上作用有载荷，则式（2 - 46）右边的内力之和应该等于节点载荷；如果节点上没

有载荷，则内力之和应该等于零。据此，对节点逐一进行平衡检验，以验证计算结果的正确性。

（2）对有支承约束的节点

如果节点是支承约束点，则作用在节点上的外力｛Pi｝为未知的支承反力，其值等于汇交于
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i 节点的所有单元在 i 点的内力之和∑
e

｛fe
i｝。

9 . 有限元位移法分析步骤

以上是平面桁架结构有限元法分析的全过程，现总结如下：

（1）选定单元类型，将结构进行离散，并对单元和节点分别编号；

（2）确定单元坐标系 O -珋x珋y珋z和结构坐标系O - xyz；

（3）计算等效节点载荷和综合节点载荷；

（4）写出相对于单元坐标系的单元刚度方程｛f｝e =｛k｝e｛δ｝e

（5）通过坐标变换求相对于结构坐标系的单元刚度方程：

｛δ｝e =［T］｛δ｝e；｛f｝e =［T］｛f｝e

｛f｝e =［T］T［k］e［T］｛δ｝e =［k］e｛δ｝e

（6）考虑节点力的平衡条件和位移协调条件，建立结构原始基本方程，即结构刚度方程：

｛p｝=［k］｛δ｝；

（7）经约束处理，得结构基本方程：｛槇p｝=［槇k］｛δ｝；
（8）解基本方程，求出全部节点位移｛δ｝，此位移是相对于结构坐标系的；
（9）求结构各梁两端的节点力：｛f｝e =［k］e［T］｛δ｝；

（10）对结构各节点进行平衡检验｛pi｝= ∑
e

｛fi
e｝；

（11）根据杆端节点力求应力｛σ｝；
（12）根据求出的结构节点位移｛δ｝和应力｛σ｝，绘制结构变形图和应力图。据此，即可判
断所设计结构的刚度和强度。

上述分析步骤不仅适用于平面桁架结构，对各类梁结构同样适用。只是第四步的单元刚

度方程｛f｝e =［k］e｛δ｝e和第五步的坐标变换方程｛δ｝e =［T］｛δ｝e；｛f｝e =［T］｛f｝e 的具体内

容随不同梁结构而异。这是因为所要考虑的节点力分量和节点位移分量不同所致。因此，用

有限元位移法分析时，必须先确定所分析的梁结构属于哪一种类型，再采用相应的单元刚度方

程和坐标变换方程。

三、各类梁结构单元刚度方程

杆端单位位移（变形）与杆端力之间的关系（刚度系数）已分别表示在图 2 - 4中。利用图

2 - 4即可很方便地写出各类梁结构相对于单元坐标系的单元刚度方程（因为这一节只涉及单

元坐标系，为书写方便起见，暂时省去各量上面用来表示相对于单元坐标系的记号“—”）。

1 . 平面桁架单元

此类结构相对于单元坐标系的单元刚度方程见式（2 - 2）和式（2 - 3）。

2 . 空间桁架单元

此类单元要考虑的节点位移和节点力如下：

｛δ｝e = ui vi wi uj vj w[ ]j
T

｛f｝e = Ui Vi Wi Uj Vj W[ ]j
T （2 - 47）

由于桁架单元只承受轴向位移和轴向力，因此其相应的刚度系数与平面桁架相同，即：
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kxi，xi = kxj，xj = EA/ l

kxi，xj = kxj，xi = - EA/ l

其他刚度系数均为零，故空间桁架单元的刚度方程为：
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（2 - 48）

3 . 平面刚架单元

平面刚架单元要考虑的节点力和节点位移如下（见图 2 - 12）：

｛δ｝e = ui vi θzi uj vj θ[ ]zj
T （2 - 49）

｛f｝e =［Ui Vi Mzi Uj Vj Mzj］
T

由图 2 - 4中的（a）、（b）、（g）、（h）、（f）、（l）分图，可写出平面刚架单元刚度方程（2 - 50）。

图 2 - 12 平面刚架单元的节点力和节点位移

（a）平面刚架结构；（b）沿 O -珋x珋y珋z及 O - xyz轴方向的节点位移
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（2 - 50）

式中，

A = EA/ l

B = 12EJZ / l3

D = 6EJz / l2

E = 4EJz /










l

（2 - 51）
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4 . 空间刚架单元

空间刚架单元要考虑的节点位移和节点力如下：

｛δ｝e = ui vi wi θxi θyi θzi uj vj wj θxj θyj θ[ ]zj
T

｛f｝e = Ui Vi Wi Mxi Myi Mzi Uj Vj Wj Mxj Myj M[ ]zj
}T
（2 - 52）

由图 2 - 4中的（a）～（l）分图，可写出空间刚架单元刚度方程（2 - 53）。
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（2 - 53）

式中

F = GJx / l

e = 12EJy / l3

f = 4EJy / l

g = 6EJy / l










2

（2 - 54）

其他符号见式（2 - 51）。

5 . 平面板架结构单元

此种单元要考虑的节点位移和节点力如下（见图 2 - 13）：

｛δ｝e = wi θxi θyi wj θxj θ[ ]yj
T

｛f｝e = Wi Mxi Myi Wj Mxj M[ ]yj
}T

（2 - 55）
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（2 - 56）

式中 F，e，f，g 由公式（2 - 54）得到。
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图 2 - 13 平面板架结构单元的节点位移和节点力

（a）平面板架结构；（b）沿 O -珋x珋y珋z及 O - xyz轴方向的节点位移

四、各类梁结构坐标变换方程

1 . 平面桁架单元

此类单元的节点位移和节点力的坐标变换方程见式（2 - 8）和式（2 - 9）。坐标变换矩阵

［T］见式（2 - 10）。

由式（2 - 8），式（2 - 9）可知节点力和节点位移的变换关系相同，也即变换矩阵［T］相同。

因此，为节省篇幅，下面只推导节点位移的坐标变换方程。又因坐标变换矩阵［T］可由坐标变

换方程得知，故不再另外写出。

图 2 - 14 平面刚架节点位移坐标变换

2 . 平面刚架单元

由图 2 - 12（b）可知，平面刚架单元的一个节点上有

三个位移，即：珔ui，珋vi，珋θzi，其中：珔ui，珋vi 与 ui，vi 之间的坐标

变换与平面桁架相同（见图 2 - 14）。对于角位移珋θzi，因

珋z与 z轴同向，故其变换关系为珋θzi =θzi。因此，平面刚架

单元 i 端三个自由度的变换关系见式（2 - 57）：

ui = uicosα + visinα
vi = - uisinα + vicosα

θzi = θ
}

zi

（2 - 57）

写成矩阵形式为

ui

vi

θ
{ }

zi

cosα sinα 0

- sinα cosα 0








0 0 1

ui

vi

θ
{ }

zj

（2 - 58）

简写如下

｛δi｝=［λ］｛δi｝ （2 - 59）

式中

［λ］=

cosα sinα 0

- sinα cosα 0








0 0 1

=

l1 m1 0

l2 m2 0









0 0 1

（2 - 60）
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此处［λ］为平面刚架单元一端的坐标变换矩阵。
其中，l1，m1———x轴的两个方向余弦；

l2，m2———y轴的两个方向余弦。

即：

l1 = cos（xx）= cosα
m1 = cos（xy）= cos（90° - α）= sinα
l2 = cos（yx）= cos（90° +α）= - sinα
m2 = cos（yy）= cos










α

（2 - 61）

单元的 j端也可写出与 i 端同样的转换关系。因此，平面刚架单元的坐标变换方程如下：

ui

vi

θzi

uj

vj

θ





























zj

l1 m1 0

l2 m2 0

0 0 1

l1 m1 0

l2 m2 0



















0 0 1

ui

vi

θzi

uj

vj

θ





























zj

（2 - 62）

缩写为 ｛δ｝e =［T］｛δ｝e

3 . 平面板架单元

建立平面板架的结构坐标系 O - xyz和单元坐标系O -珋x珋y珋z时，规定必须使珋z轴与 z轴同

向，并垂直于板架平面，如图 2 - 15（a）所示（为使讨论坐标变换清楚起见，将（a）图坐标系整个

绕 x轴逆时针转 90°，得到（b）图）。

由图 2 - 15（b）可见，i 端坐标变换关系为

wi = wi

θxi = θxicosα +θyisinα

θyi = - θxisinα +θyicos









α
（2 - 63）

对 j端也可写出同样的变换关系。考虑到式（2 - 61），平面板架单元的坐标变换方程如下：

wi

θxi

θyi

wj

θxj

θ





























yj

=

1

l1 m1

l2 m2

1

l1 m1

l2 m

























2

wi

θxi

θyi

wj

θxj

θ





























yj

（2 - 64）

缩写为 ｛δ｝e =［T］｛δ｝e

4 . 空间刚架单元

空间刚架单元的 i 端在单元坐标系O -珋x珋y珋z中有线位移 ui，vi，wi 和角位移θxi，θyi，θzi。先
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图 2 - 15 平面板架节点位移坐标变换

图 2 - 16 空间刚架单元节点线位移

讨论节点处三个线位移分量 u，v，w。图 2 - 16

显示出它们在结构坐标系中的情况，并表示出 u

在O - xyz中的分解。 v，w也可作类似的分解，

然后合成，可得

u = ul1 + vl2 + wl3

v = um1 + vm2 + wm3

w = un1 + vn2 + wn
}

3

（2 - 65）

写成矩阵形式

{ }u

v

w

=

l1 l2 l3

m1 m2 m3

n1 n2 n









3

{ }u

v

w

也即

{ }u

v

w

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n









3

{ }u

v

w

（2 - 66）

对于三个角位移，同样按图 2 - 16的方式作矢量分解和合成，得到

θx

θy

θ
{ }

z

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n









3

θx

θy

θ
{ }

z

（2 - 67）

令 ［λ］=

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n









3

=

cos（xx） cos（xy） cos（xz）

cos（yx） cos（yy） cos（yz）

cos（zx） cos（zy） cos（zz









）

（2 - 68）

空间刚架（三维问题）的坐标变换关系是平面刚架（二维问题）的坐标变换关系的推广。式

（2 - 68）中的 l，m，n 为 x，y，z坐标轴在 O - xyz坐标系中的方向余弦。即相对应轴夹角的余

弦，按式（2 - 61）类推，［λ］称为方向余弦矩阵。
计及空间刚架两端的节点位移，并令：
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ui

vi

w
{ }

i

=｛δi｝；

uj

vj

w
{ }

j

=｛δj｝

θxi

θyi

θ
{ }

zi

=｛θi｝；

θxj

θyj

θ
{ }

zj

=｛θj｝ （2 - 69）

则空间刚架单元的坐标变换方程如下：

δi

θi

δj

θ




















j

=

［λ］
［λ］
［λ］
［λ











］

δi

θi

δj

θ




















j

（2 - 70）

缩写为 ｛δ｝e =［T］｛δ｝e

5 . 空间桁架单元

由于此类单元节点不传递角变位，只传递线变位，故只要保留式（2 - 70）中的线位移变换

项，即得空间桁架单元的坐标变换方程：

δi

δ{ }
j

=
［λ］
［λ

[ ]
］

δi

δ{ }
j

（2 - 71）

缩写为 ｛δ｝e =［T］｛δ｝e

6 . 方向余弦矩阵［λ］的计算

（1）x轴的方向余弦

x轴的三个方向余弦 l1，m1，n1 可以根据单元两端节点坐标值来计算，例如图 2 - 17 中

i - j 单元，已知 i，j二点在结构坐标系中的坐标为 i（xi，yi，zi）；j（xj，yj，zj），则单元长度：

l = （xj - xi）
2 +（yj - yi）

2 +（zj - zi）槡 2 （2 - 72）

l1 =
xj - xi

l
；m1 =

yj - yi

l
；n1 =

zj - zi

l
（2 - 73a）

图 2 - 17 空间单元坐标

（2）y轴和 z轴的方向余弦

①对于平面刚架和平面板架，y轴的三个方向余弦为

l2 = - m1；m2 = l1；n2 = 0 （2 - 73b）

z轴的三个方向余弦为

l3 = 0；m3 = 0；n3 = 1 （2 - 73c）

②对于空间桁架，由于梁单元只有轴向位移，故
vi = wi = 0。因此，y轴和 z轴的方向余弦在计算中没

有意义，不用考虑。

③对于空间刚架的梁单元，珋y 轴和珋z轴系取梁截

面的两个主惯性轴。因此，要根据梁单元在结构坐标

系中的位置，至少给出其中一个主惯性轴的三个方向
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余弦，例如 y轴的三个方向余弦，然后可按（z = x × y）计算 z轴的三个方向余弦。但在实际上

要给出空间刚架每一梁单元的珋y 轴的三个方向余弦是相当麻烦的，因此，下面介绍一种比较
简单的方法，即在任一主惯性轴平面上给定一参考点的方法来确定 y轴和 z轴的方向余弦。

图 2 - 18 方向余弦计算示意图

（3）空间刚架［λ］矩阵的计算
图 2 - 18所示为梁单元 i - j，i 点的坐

标为（xi，yi，zi），j 点的坐标为（xj，yj，zj），在

主惯性轴平面（x，y 平面）上任取一点 k（参

考点），其坐标为（xk，yk，zk），利用这三点的

坐标就可确定矩阵［λ］，亦即确定单元坐标
系三个坐标轴的方向余弦。

若用 x，y，z分别表示单元坐标系中三

个坐标轴正向上的矢量，其单位矢量分别为

S' 1，S' 2，S' 3；并用 S' 1，S' 2和 S' 3分别表示结

构坐标系中三个坐标轴正向上的单位矢量，

并用矢量 g 表示 ik矢量；则 x，y，和 z 可以

确定如下。

首先对矢量 x有

x =→→ij = A1 S1 + A2 S2 + A3 S3 （2 - 74）

式中 A1 = xj - xi；A2 = yj - yi；A3 = zj - zi；

对于矢量 g 则有： g = ik = B1 S1 + B2 S2 + B3 S3 （2 - 75）

式中 B1 = xk - xi；B2 = yk - yi；B3 = zk - zi；

于是可利用矢积求得矢量 z，即

z = x × g = C1 S1 + C2 S2 + C3 S3 （2 - 76）

式中 C1 = A2 B3 - A3 B2；C2 = A3 B1 - A1 B3；C3 = A1 B2 - A2 B1；

最后可得矢量 y

y = z × x = D1 S1 + D2 S2 + D3 S3 （2 - 77）

式中

D1 =（AA）× B1 -（AB）× A1

D2 =（AA）× B2 -（AB）× A2

D3 =（AA）× B3 -（AB）× A3

其中

AA = A2
1 + A2

2 + A2
3；AB = A1 B1 + A2 B2 + A3 B3

单元坐标系的单位矢量与结构坐标系的单位矢量间的关系即坐标转换关系，其转换关系是：

S' 1 = l1 S1 + m1 S2 + n1 S3 （2 - 78）

S' 2 = l2 S1 + m2 S2 + n2 S3 （2 - 79）

S' 3 = l3 S1 + m3 S2 + n3 S3 （2 - 80）
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将式（2 - 74）表示的矢量 x除以它的模，即得其单位矢量 S' 1的表达式（2 - 78），比较之可得

l1 =
A1

l
，m1 =

A2

l
，n1 =

A3

l
（2 - 81）

式中

l = A2
1 + A2

2 + A槡 2
3

同样将式（2 - 77）表示的矢量 y除以它的模，即得其单位矢量 S' 2 的表达式（2 - 79），比较

之可得

l2 =
D1

Dl
，m =

D2

Dl
，n2 =

D3

Dl
（2 - 82）

式中

Dl = D2
1 + D2

2 + D槡 2
3

对于式（2 - 80）表示的单位矢量 S' 3可按 S3 = S' 1 × S' 2求得，其方向余弦如下：

l3 = m1 n2 - n1 m2

m3 = n1 l2 - l1 n2

n3 = l1 m2 - m1 l }
2

（2 - 83）

将式（2 - 78），式（2 - 79），式（2 - 80）三式写成矩阵形式：

S' 1

S' 2

S'
{ }

3

=

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n









3

S1

S2

S
{ }

3

即

{ }x

y

z

=

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n









3

{ }x

y

z

即得空间坐标方向余弦矩阵

｛λ｝=

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n









3

式中的方向余弦按式（2 - 81），式（2 - 82），式（2 - 83）计算。

已知各类梁结构的单元刚度方程和坐标变换方程，即可按前面总结的有限元位移法分析

步骤，对各类梁结构进行计算。

由上面分析可知，平面刚架、平面板架，甚至平面桁架、空间桁架，均可看做是空间刚架的

特例，其计算方法和步骤完全相同，因此，可编制统一的程序，由计算机执行。

第二节 客车车身结构强度与刚度综合分析

20世纪 90年代初，我国轻型客车行业引进了 Coaster等基本参考车型。从此，国产轻型客

车的发展很快。到目前为止，从 3 . 5 ～ 7 m，国产轻型客车已形成系列，基本占据了国内市场。
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虽然我国的轻型客车生产厂家遍布全国 28个省、市、自治区，但是车身刚度等设计规范不统

一，车身质量问题仍然存在，开裂现象时有发生，严重制约着国产轻型客车的进一步发展。

以往的国产客车车身结构分析偏重强度指标，以结构强度试验结果作为关键指标进行产

品定型，而国外汽车企业则将客车车身刚度也作为产品定型的关键指标之一。当按满足刚度

准则的要求来确定结构时，则可同时充分满足强度准则。

汽车车身刚度主要是指整体弯曲刚度和整体扭转刚度。弯曲刚度可用车身在铅垂载荷作

用下产生的挠度大小来描述，也可以用单位轴距长度最大挠度量评价。扭转刚度可以用车身

在扭转载荷作用下产生的扭转角的大小来描述，也可以用单位轴距长度轴间相对扭转角评价。

一、轻型客车车身刚度有限元分析模型

1 . 有限元模型

国产轻型客车车身多以半承载式为主。由车架、牛腿及横担焊接而成的车架改制总成作

为车体完整骨架的底部基础，车身骨架通过横担和底部基础连接，车架仍然是其主要承载结

构。用板单元模拟车架与牛腿，用空间薄壁梁单元模拟车身骨架元件，包括车架改制总成上的

横担。横担上梁单元结点与车架或牛腿上板单元的相应结点对应，二者视为刚性连接（用主

从结点关系处理）。在轻型客车车身结构刚度有限元分析模型中，不应忽略车身蒙皮，用膜

单元模拟车身蒙皮，膜单元上的结点与对应的车身骨架上的梁单元结点归一简化。整个轻型

客车车身刚度有限元分析模型包括 2 155个结点和 2 341个单元，如图 2 - 19 所示。

图 2 - 19 轻型客车车身刚度分析有限元模型、边界条件与载荷分布

2 . 边界条件

车身与车架是通过悬架系统、车桥和车轮支承在地面上的。为了更准确地模拟实际使用

工况 ，将悬架元件与车身及车架组合起来分析。某一悬架处的简化方法如图 2 - 20 所示。

将钢板弹簧等效为一个水平布置的矩形截面梁 ，并以主从结点关系模拟梁的两端点与对

应车架吊耳处结点之间的关系。等效水平梁的宽度 B 取为钢板弹簧的实际宽度，其高度 H

可按式（2 - 84）选取
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图 2 - 20 钢板弹簧支承的模拟

H =
3

KL3 /4槡 EB （2 - 84）

式中，K———钢板弹簧铅垂方向上的装车刚度；

L———钢板弹簧活动吊耳与固定吊耳之间

的水平距离；

E———等效梁材料（一般取为钢材）的弹性

模量。

有限元分析模型的 4个支承点分别取在对应 4个钢板弹簧等效梁的中点。轻型客车车身

弯曲刚度和扭转刚度分析工况的边界条件如表 2 - 1所示。

表 2 - 1 有限元模型的边界条件

弯曲刚度分析工况 扭转刚度分析工况

约束右前板簧支撑点的 x、y及 z自由度
约束右后板簧支撑点的 y及 z自由度
约束左前板簧支撑点的 x及 z自由度
约束左后板簧支撑点的 z自由度
释放模型中 4个板簧支撑点的全部

转动自由度

约束左前板簧支撑点的 x、y及 z自由度
约束右前板簧支撑点的 x及 z自由度
约束左后板簧支撑点的 y及 z自由度
释放右后板簧支撑点的 x、y、z自由度
释放模型中 4个板簧支撑点的全部

转动自由度

注：x、y、z均为板簧支承点在整体坐标系中的自由度

3 . 分析载荷

轻型客车车身结构的载荷包括 ：

①车身自重（可方便地在大型结构分析软件中考虑）。

②安装在车架及车身上的底盘总成及非模型化车身部件的重力，如动力总成、备胎、蓄电
池、油箱、车门窗玻璃与密封条、地板等（可分别将总成或部件的重力作为集中载荷分配到对应

总成或部件安装点的对应模型结点上）。

③乘员、座椅、行李及行李架的重力（考虑乘员标准重力为 65 × 9. 8 N，也分别作为集中载

荷分配到对应座椅及行李架安装点的对应结点上）。

轻型客车车身弯曲载荷分布如图 2 - 19所示。选取右后轮悬空作为该车扭转刚度分析工

况是因为该车后部载荷较大，一个后轮悬空可实现较严重的车身扭转。

图 2 - 21 轻型客车车身弯曲刚度曲线

4 . 有限元模型的试验验证

为验证该车车身结构刚度有限元分析

模型的正确性，在整车装备条件下对该车进

行弯曲刚度试验。该车车身实测挠度曲线

和模型计算挠度曲线分别如图 2 - 21 中的

实线、虚线所示。

由图 2 - 21 可见，该车车身弯曲刚度计

算挠度曲线与试验挠度曲线基本一致（包括

车架尾部的反翘现象）。对比可知该车车身实测最大挠度和计算最大挠度都发生在距前轴约

2 m处，最大挠度值均为 1 .8 mm；计算分析与试验分析所得最大挠度误差在 15% 以下。客车

车身刚度有限元分析模型是正确的。
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二、制动载荷的等效

货车车架及半承载式大客车车身结构的车架常常发生悬架连接处的车架开裂现象，这与

车辆使用中的制动工况有很大关系，有必要分析车架或车身结构在制动载荷条件下的强度指

标。

对于钢板弹簧悬架的半承载式客车结构，由车架、牛腿和底横梁焊接而成的车架改制总成

是车体完整骨架的底部基础，车身骨架通过底横梁及牛腿与底部基础连接，车架是其主要承载

结构。车架通过钢板弹簧与前、后车桥相连，每一车轿的两端装有车轮。一个车轮及其上的钢

板弹簧悬架等的结构示意图如图 2 - 22所示。

紧急制动时，地面制动力对车体的作用力矩 M由前后吊耳销附加作用力ΔF 构成的力偶

矩M'平衡，而

M' = ΔF × S

式中 S———前后吊耳销距；

M = F b R +（F b - F u）h

图 2 - 22 客车钢板弹簧悬架和车轮示意图

1—车架；2—钢板弹簧；3—车桥；4—车轮

式中 R———车轮半径；

h———车轮中心到吊耳销的高度；

F b———车轮地面制动力，

F b =（ms + mu）g；

F u———非簧载质量产生的惯性力，

F u = mu g。
式中 g———重力加速度；

———路面附着系数，计算时一般取

= 0.8；

ms———簧载质量；

mu———非簧载质量。

因此有

ΔF =
g（ms + mu）R + ms gh

S
（2 - 85）

另外，紧急制动时，地面制动力 F b经铰接的吊耳销传到车架上，其值为地面制动力 F b与

相应非簧载质量惯性力 F u之差。

这样，在车架模型前吊耳销处加垂直向下的载荷ΔF，在后吊耳销处加垂直向上的载荷

ΔF 在铰接吊耳销处加纵向向后的作用力 F = F b - F u，就把制动载荷等效到车体上了。

三、轻型客车小牛腿长度对车体结构的影响分析

在轻型客车车体结构设计中，为了节省材料和降低重量，车架改制总成常采用小牛腿结

构。为合理匹配车架与车身之间的连接强度和刚度，研究小牛腿对车体结构强度和结构刚度

的影响就十分必要。模型仍采用图 2 - 19所示的客车有限元模型。

以小牛腿根部与车架纵梁相交处的节点的应力等为衡量指标，分别考虑弯曲和扭转两种
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工况，小牛腿的长度对各个小牛腿根部弯曲应力和扭转工况应力平均值的影响分别如

图 2 - 23、图2 - 24所示。

图 2 - 23 小牛腿长度对根部弯曲工况应力

平均值的影响

图 2 - 24 小牛腿长度对根部扭转工况应力

平均值的影响

由图 2 - 23可知。随着小牛腿长度的增加，各小牛腿根部弯曲工况应力的平均值下降，但

开始下降速度缓慢。当小牛腿的长度超过 200 mm时，弯曲工况应力的平均值下降幅度明显加

快。由图 2 - 24可知，当小牛腿的长度由 200 mm增加到 300 mm时，各小牛腿根部扭转工况应

力的平均值急剧下降，但当长度超过 300 mm时，扭转工况应力的平均值不再下降，反而增加。

小牛腿的长度对各个小牛腿根部弯曲工况应力和扭转工况应力最大值的影响分别如

图 2 - 25 和图 2 - 26所示。由图 2 - 25可知，随着小牛腿长度的增加，各小牛腿根部弯曲工况

应力的最大值下降；当小牛腿长度超过 200 mm时，弯曲应力最大值下降幅度加快；当小牛腿的

长度超过 300 mm时，弯曲工况应力最大值下降幅度又明显变慢。由图 2 - 26可知，随着小牛

腿长度的增加，各小牛腿根部扭转工况应力的最大值呈先增加、后急剧下降的趋势。当小牛腿

的长度小于 250 mm时，扭转应力的最大值增加，但增加的幅度不大；当小牛腿的长度超过 250

mm时，扭转应力的最大值急剧下降。

图 2 - 25 小牛腿长度对根部弯曲工况应力

最大值的影响

图 2 - 26 小牛腿长度对根部扭转工况应力

最大值的影响

分别用车架竖直方向的最大挠度和车架轴间相对扭角来评价车体结构的弯曲刚度和扭转

刚度，小牛腿的长度对车体结构弯曲刚度和扭转刚度的影响如图 2 - 27和图 2 - 28所示。由

图 2 - 27和图 2 - 28可知，随着小牛腿长度的增加，车架竖直方向的最大挠度和车架轴间相对
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扭角下降，但变化不大。表明车体结构弯曲刚度增大，但增大不明显；当小牛腿的长度超过

300 mm时，车架竖直方向的最大挠度和车架轴间相对扭角下降幅度增大，车体结构弯曲刚度

和扭转刚度增大幅度相应增大。

图 2 - 27 小牛腿的长度对车体结构弯曲

刚度的影响

图 2 - 28 小牛腿的长度对车体结构扭转

刚度的影响

由以上分析可知：

（1）当小牛腿的长度超过 200 mm时，各小牛腿根部弯曲工况应力的平均值下降，扭转工

况应力的最大值增加；当小牛腿的长度超过 300 mm时，各小牛腿根部扭转工况应力的平均值

和弯曲工况应力强的最大值增加，扭转工况应力的最大值急剧下降；当小牛腿的长度在 200 ～
300 mm时，各小牛腿根部扭转工况应力的平均值和弯曲工况应力的最大值急剧下降。

（2）随着小牛腿长度的增加，轻型客车车体结构弯曲刚度增大，但增大幅度不大；当小牛

腿的长度超过 300 mm时，轻型客车车体结构弯曲刚度和扭转刚度增大幅度增大。

（3）国产某轻型客车的小牛腿根部应力值较低，增加小牛腿的强度还有较大潜力，应改进

该车小牛腿设计。

第三节 微型电动车车架结构优化分析

随着环境污染以及全球石油资源短缺问题的日益严峻，传统汽车业面临着极大的危机。

为此，开发新型能源的汽车也变成了当今各国汽车工业急需解决的一项重大问题。可以说在

清洁能源汽车的设计与开发上，我们与传统汽车强国的差距并不大。因此，要提高我国的汽车

工业水平，必须首先从这方面入手。通过对四轮驱动微型电动车车架优化设计的全过程，使读

者对汽车车身梁结构强度与刚度优化分析有一个初步的认识。

整个四轮驱动微型电动车车架的设计、分析与优化是基于三维设计软件 UG和有限元分

析软件 Ansys进行的。车架设计采用了适于电动车承载特点的双层车架；分析了车架的静态

强度及刚度，并在满足强度及刚度的条件下对车架结构进行了优化设计；最终经过工艺可行性

分析及试制研究，开发出一种适合各种路面行驶的新型电动车车架结构。

一、微型电动车车架结构

1 . 车架布置与结构设计

车架结构及动力系统布置方案如图 2 - 29所示。
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图 2 - 29 车架结构及动力系统布置方案

为保证四轮驱动车桥和悬架的空间尺

寸要求，车架采用空间脊梁式的结构，由四

根贯通的型材杆件形成盒型结构。这种结

构既保证了车架具有较大的扭转刚度，又

容许车轮有较大的跳动空间。四根直杆成

梯形状排列，以满足双横臂独立悬架上下

横臂不等长的需求。在车架中部拓展出双

层的框架结构，用于支承车身部件及动力

系统总成。

该车采用双横臂扭杆弹簧悬架。扭杆

弹簧布置在车架上平面，与双横臂独立悬

架的较短的上横臂相连，可以减少其传给

车架的集中载荷。

车架材料为异型钢管型材，成本低、加工方便。初选异型钢管型材尺寸（单位为 mm）为

30 × 30 × 1.5，在悬架连接处为40 × 40 × 2。

2 .车架结构分析

根据车架结构几何特点，利用 Ansys软件的梁单元建立车架模型，此模型有 758个节点，

812个单元，如图 2 - 30所示。

图 2 - 30 微型电动车车架有限元模型

扭杆弹簧有结构紧凑、单位质量储能

大、非簧载质量小、便于调节的特点，因此

在汽车上有很大的应用前景。对于采用

扭杆弹簧作为悬架弹性件的车架，车架模

型的加载及约束处理与其他悬架形式的

模拟方法不同。分析上、下横臂的安装方

式和扭杆弹簧传力特点可以发现：由于扭

杆弹簧装于上横臂，地面铅垂反力通过车

轮、上横臂转变成扭矩传到扭杆弹簧。该

扭矩由安装于车架的扭杆弹簧另一端的

调节臂来平衡。因此，车架不但在悬架上

横臂处承受铅垂方向作用力，而且在扭杆

弹簧调节臂两端也承受铅垂方向作用力。

车架弯曲和弯扭组合工况下的约束如表 2 - 2所示。考虑座椅和乘客载荷，并考虑动载系

数 2 .5，车架两种工况载荷及约束分别如图 2 - 31、图 2 - 32所示。

车架弯曲和弯扭组合工况结构分析结果分别如图 2 - 33、图 2 - 34所示。可见，弯曲工况

最大应力发生在车架中部的扭杆弹簧平衡臂的内安装点处，最大压力约为 126 MPa。此处除了

安装有电池之外，还有扭杆弹簧的作用，载荷较集中。扭转工况由于右后轮悬空，应力集中在

后悬架下横臂后支点处，最大压应力约为 148 MPa。所选车架异型钢管材料为 Q235，其屈服极

限为 235 MPa。可见，初步设计车架方案是满足强度要求的；但车架总质量约为 55 kg，为达到
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车架轻量化的要求，应该在考虑强度和刚度的同时进行车架结构优化设计。

表 2 - 2 车架弯曲和弯扭组合工况约束

工况 左前悬架支点位移 右前悬架支点位移 左后悬架支点位移 右后悬架支点位移

弯曲
上横臂 Ux、Uy、Uz

下横臂 UxUy

上横臂 Ux、Uz

下横臂 Ux

上横臂 Uy、位移 Uz

下横臂 Uy
上横臂 Uz

弯扭组合
上横臂 Ux、Uy、Uz

下横臂 Ux、Uy

上横臂 Ux、Uz

下横臂 Ux

上横臂 Uy、Uz

下横臂 Uy

图 2 - 31 弯曲工况载荷分布图 图 2 - 32 弯扭组合工况载荷分布图

图 2 - 33 弯曲工况应力分布图 图 2 - 34 弯扭组合工况应力分布图

二、微型电动车车架优化设计

1 . 优化参数选择

①设计变量（DV）：即自变量。ANSYS V7.0优化模块中允许定义不超过 60个设计变量。

设计变量取为车架异型钢管的截面尺寸参数的宽度和高度值。为避免产生二义性，不把截面

厚度作为设计变量。
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②目标函数（OBJ）：最终的优化目的。它必须是设计变量的函数，而且只能求其最小值。

目标函数取为车架总质量，也可直接以车架模型体积做为目标函数。

③状态变量（SV）：用来体现优化的边界条件，也是设计变量的函数。在 ANSYS V7.0优化

模块中用户可以定义不超过 100个状态变量。状态变量主要为车架结构应力。同时，为避免

车身刚度在优化过程中超标，把车架最大位移也看作状态变量的一部分。

2 . 优化结果分析

优化初步分析结果表明：车架前后两端横梁和上层中部横梁在优化后应力较小、尺寸达到

设计下限。因此，车架前后两端横梁钢管尺寸可以进一步减小，而上层中部横梁可以去掉。上

层中部横梁可以去掉后，强度还是满足要求的，而且方便了动力系统和电路的安装布置。综合

各工况优化分析设计变量及各状态变量的优化结果，得出了最佳的车架结构设计方案；车架结

构最终钢管尺寸参数见表 2 - 3。优化后车架结构模型如图 2 - 35 所示。优化后车架质量

Wt = 46 kg。

图 2 - 35 优化后车架有限元模型

表 2 - 3 优化后车架尺寸参数 mm

截面号

尺寸参数
1 2 3 4 5 6角钢 7 8 9

宽度 35 30 20 40 30 36 40 40 20

高度 20 20 20 25 20 56 25 40 30

厚度 1.5 1.5 1.5 1.5 2 4 2 2 2

优化后，车架最大应力为 159 MPa；最大竖直位移为 3 .7 mm。车架强度和刚度均满足设计

要求。优化后，车架最低的弹性模态，即一阶扭转模态频率为 33 .9 Hz，大于传统轿车车身壳体

的一阶扭转模态频率。
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在工艺设计上，整个车架被分为 3个总成，如图 2 - 36所示。可采用二氧化碳保护焊接工

艺，而且夹具及其定位都很简单。整车试制及各种场地路面使用表明，该车架工艺简单、结构

图 2 - 36 车架分总成

设计合理可靠。通过上述分析，我们可以发现：

①扭杆弹簧双横臂独立悬架的车架在进行结构分析时，有限元分析的边界约束处理与加
载方式与其他悬架的不同。

②优化设计使该车架质量减少 9 kg，同时结构最大应力及低阶模态频率值均满足工程要

求。

思 考 题

1 . 有限元方法采用哪些坐标系统？梁单元坐标系如何确定？

2 . 什么叫中间载荷？梁单元中间载荷如何处理？

3 . 什么是刚度系数？其物理意义是什么？

4 . 试写出空间梁单元的广义位移、广义力向量。

5 . 试推导平面桁架单元刚度方程。

6 . 在有限元方法中，为什么要进行单元坐标变换？

7 . 建立梁结构刚度方程的方法是什么？

8 . 刚度矩阵中每个元素的物理意义是什么？

9 . 刚度矩阵有哪些性质？

10 . 约束条件处理方法有哪些？

11 . 以平面桁架结构为例，说明有限元分析步骤。

12 . 试推导空间刚架单元刚度方程。

13 . 试推导空间刚架单元坐标变换方程。

14 . 大客车车身结构强度与刚度分析中，边界条件如何处理？常见载荷如何处理？制动

载荷如何等效？

15 . 微型电动车车架结构优化分析设计变量、状态变量和目标函数一般如何选择？
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第三章 汽车车身板结构模拟计算

第一节 平面应力问题及其有限元方法

一、基本假设和基本物理量

弹性力学是研究弹性体在载荷及其他外部因素（如温度改变、支座沉陷等）作用下产生的

应力、应变和位移。由于应力、应变和位移都是空间坐标的函数，也就是说各个点的应力、应变

和位移一般是不相同的，因此在弹性力学里假想物体是由无限多个微小六面体（称为微元体）

所组成的。在考虑任一微元体的平衡，写出一组平衡微分方程及边界条件时，未知应力数目总

是超过微分方程的个数，所以弹性力学问题都是超静定问题，要求解这类问题还必须考虑微元

体的变形条件及应力与应变的关系（相应称为几何方程及物理方程）。平衡微分方程、几何方

程和物理方程以及边界条件，称为弹性力学的基本方程。综合考虑这三方面的方程，就有足够

数目的微分方程来求解未知的应力、应变和位移，而微分方程求解中出现的常数，则根据边界

条件来确定。从取微元体入手，综合考虑静力、几何、物理三方面条件，得出其基本微分方程，

再进行求解，最后利用边界条件确定解中的常数，这就是求解弹性力学问题的基本方法。

弹性力学中采用如下基本假设：

（1）假设物体是连续的

认为在整个物体内部，都被组成该物体的介质所充满，而没有任何空隙。这样，物体中的

应力、应变、位移等物理量才可能是连续的，才可能用坐标的连续函数来表示它们的变化规律。

如不连续，则发展成为颗粒弹性力学。

（2）假设物体是匀质的

认为整个物体在各点都具有相同的物理性质。这样，物体各部分才具有相同的弹性，物体

的弹性才不随位置坐标而改变。

（3）假设物体是各向同性的

认为整个物体在所有各个方向都有相同的物理性质。这样，物体的弹性常数才不随方向

而变。反之，称为各向异性，如木材。

（4）假设物体是完全弹性的

就是说在物体产生变形的外力及其他因素（如温度改变等）去除之后，能完全恢复原形而

没有任何剩余变形。这样的材料服从虎克定律，即应变与引起该应变的应力成正比，弹性常数

为常量。如不满足，则为塑性力学。

（5）假设物体的位移和应变是微小的

就是假设物体在外力和其他因素作用下，所有各点的位移都远远小于物体原来的尺寸。

这样，在研究物体受力变形后的平衡状态时，可以不考虑物体尺寸的变化，而仍用变形前的尺

寸；并且在研究物体变形时，对于变形的二次幂和乘积都可略去不计。这样就使得弹性力学中



的基本微分方程简化为线性的，而且可以应用叠加原理。

满足前四个假定的物体，称为理想弹性体。如全部满足这些假定，则称为理想弹性体的线

性问题。

在弹性力学里涉及四个基本物理量：外力、应力、应变和位移。

1. 外力

作用在物体上的外力可分为体积力和表面力两大类。

① 体积力（体力）———分布在物体体积内的力，与物体质量有关（质量力），如重力、惯性
力、磁性力等。常用其在单位体积上的体力表示。它在 x，y，z坐标轴上的投影记做 X，Y，Z。

用矢量表示为｛P V｝=｛X Y Z｝T，对平面问题为｛P V｝=｛X Y｝T。符号规定为沿坐标轴的正向为

正，反之为负。量纲为［力］［长度］- 3。

② 表面力（面力）———作用在物体表面上的力，如风载荷、水压力、接触力、约束反力等。
常用其在单位面积上的面力表示。它在 x，y，z 轴上的投影记做珔X，珔Y，珔Z。用矢量表示为
｛P A｝=｛珔X珔Y珔Z｝T，对平面问题为｛P A｝=｛珔X珔Y｝T。符号规定为沿坐标轴的正向为正，反向为负。
量纲为［力］［长度］- 2。

2. 应力

一弹性体在外力作用下处于平衡状态。为了研究任意点 K（x，y，z）的应力情况，用平行

于坐标面的平面在 K点附近取出一无限小的微元体（这样可认为每一面的应力均匀分布）。

弹性体其余部分对微元体各面有应力作用。把应力沿坐标轴方向进行分解，对每个侧面来讲，

分解为一个正应力和两个剪应力（图 3 - 1）。

图 3 - 1 应力分解

① 正应力σ是垂直于作用面的应力，用一个角标表示作用面及作用方向。
例如，σx表示作用在垂直于 x轴的平面上，应力方向与 x轴平行。

② 剪应力是在作用面内的应力，τ带有两个角标，第一个角标表示作用面，垂直于哪一个
坐标轴；第二个角标表示作用方向，沿哪一个坐标轴。例如，τxy表示作用在垂直于 x轴的平面

上，剪应力方向与 y轴平行。

这样在微元体上共有三个正应力，六个剪应力。

③ 正面、负面与应力正负号规定。如果某个截面的外法线是与坐标轴正方向一致，则称
该面为正面。图 3 - 1（b）中的右、前、上各面均为正面。在正面上的应力，包括正应力和剪应
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力，以与坐标轴的正向一致为正，反之为负。

如果某个截面的外法线是与坐标轴的负向一致，则称该面为负面。图 3 - 1（b）中的左、

后、下各面均为负面。在负面上的应力，以与坐标轴的负方向一致时为正，反之为负，所以图 3

- 1（b）上所示的应力全都是正的。

这样的正负号规定，对于正应力是与材料力学中的规定相同，而对于剪应力则同材料力学

的规定相反，这是因为在弹性力学中这样的符号规定将与剪应变符号一致，同时在公式中可以

不涉及符号。而材料力学由于要应用莫尔圆的关系，一定要用自己规定的符号。

④ 六个剪应力之间有一定的关系，就是材料力学中的剪应力互等性：作用在两个互相垂
直的面上、并且垂直于该两个面交线上的剪应力是互等的，即大小相等，正负号相同。

τxy = τyx，τyz = τzy，τzx = τxz

这样，在 K点的应力可用六个分量来表示

｛σ｝=｛σxσyσzτxyτyzτzx｝
T （3 - 1）

同时可以证明，当在任意一点｛σ｝为已知时，就可以求得经过该点的任意截面上的正应力和剪
应力。所以｛σ｝可以完全确定该点的应力状态。

3. 应变

物体的形状可用它各部分的长度和角度来表示，自然物体形状的改变就可归结为长度的

改变和角度的改变。

为了研究物体内任一点 K的变形情况，同样在 K点附近用平行于坐标面的平面截取一微元

体。为了方便，设该微元体的一个顶点与 K重合，并且 KA= dx，KB = dy，KC = dz，见图3 - 2（a）。

图 3 - 2 剪应变

微元体变形时，单位长度线段的伸缩称为正应变（线应变），各面之间夹角的改变称为剪应

变（角应变）。

线应变与剪应变也可以通过 KA，KB，KC三条线段长度和夹角的变化来反映。

用εx，εy，εz分别表示 x，y，z方向的线应变。

εx = lim
Δx→0

Δx' - Δx
Δx =

dx' - dx
dx

同理 εy = lim
Δy→0

Δy' - Δx
Δy =

dy' - dy
dy

εz = lim
Δz→0

Δz' - Δz
Δz =

dz' - dz
dz
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用γxy表示 x方向线段（KA）和 y方向线段（KB）之间夹角的变化，即剪应变。由图3 - 2（b）

所示，γxy由两部分组成，即γxy =α+β，γyz和γzx可类推。

应变的正负号规定是：线应变以伸长为正，缩短为负。剪应变以直角变小时为正，变大时

为负。同应力对应，在 K点的变形情况可用六个分量来表示

｛ε｝=｛εxεyεzγxyγyzγzx｝
T （3 - 2）

当这六个分量为已知时，则该点的变形就完全确定了。

4. 位移

位移，即物体位置的移动。物体内任意一点的位移，可以用它在 x，y，z三轴上的投影 u、

v、w来表示。记为

｛f｝=｛u v w｝T （3 - 3）

正负号规定是沿坐标轴正向一致为正，反之为负。

要注意位移有两部分组成：一是周围介质变形使之产生的刚体位移，二是本身变形使内

部质点产生的位移。后者与应变有确定的几何关系。

一般而言，弹性体内任意点的体力｛P V｝、面力｛P A｝、应力｛σ｝、应变｛ε｝和位移｛f｝都是位

置（坐标）的函数。

二、平面应力问题

在工程实际中，任何一种结构都是空间物体，一般的外力都是空间力系。所以，严格地说，

任何一种工程结构都不可能是平面物体。但是，如果所研究的结构具有某种特殊的形状，并且

承受的是某些特殊的外力，就可以把空间问题简化为近似的平面问题。这样处理，分析和计算

的工作量将大为减少，而所得的结果却仍然可以满足工程上对精确度的要求。比如，在大客车

车身结构分析中，相对车身骨架而言，蒙皮所受的载荷及其对整个车身结构承载的贡献都可视

为平面应力问题。

图 3 - 3 等厚度薄板的平面应力

平面应力问题所考虑的物体是一很薄的等厚度薄板，即该

物体在一个方向上的几何尺寸远远小于其余两个方向上的几

何尺寸；并且只在板边上承受平行于板面而不沿板厚度变化的

面力，在两板面上无外力作用。同时，体力也平行于板面并且

不沿厚度变化，如图 3 - 3所示。以薄板的中面为 xy 面，以垂

直于中面的任一直线为 z轴。设薄板的厚度为 h。因为板面

上（z = ±
h
2
）无外力作用，所以有

（σz）z = ±
h
2

= 0， （τyz）z = ±
h
2

= 0， （τzx）z = ±
h
2

= 0，

在板内部这三个应力分量是不为零的（图 3 - 4（a）），但是由于板很薄，外力又不沿厚度变

化，薄板不受弯曲作用，应力沿着板的厚度又是连续分布的，所以这些应力肯定很小，可以不

计。这样就可以认为在整个板内所有各点上都有σz = 0，τyz = 0，τzx = 0。由于剪应力的互等

性，又可得到τzy = 0，τxz = 0。在注意到τyx =τxy后，只剩下了在 Oxy 平面内的三个应力分量

σx，σy，τxy，所以称这类平面问题为平面应力问题。

应力σx，σy，τxy严格讲沿厚度有变化，见图 3 - 4（b）。但是我们的计算是取其平均值，即
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 σx =
1
h∫

h /2

- h /2
σxdz，  σy =

1
h∫

h /2

- h /2
σydz，  τxy =

1
h∫

h /2

- h /2
τxydz

在以后的方程中，相应的应变分量和位移分量也都是取厚度的平均值，但是仍采用原来的记

号。这样σx、σy、σxy与 z无关，仅是 x、y的函数。

图 3 - 4 板内部的应力分量

根据广义虎克定律，γyz =γzy = 0，γzx =γxz = 0而

εz = - μ
E
（σx +σy）

虽然εz和与它有直接关系的 z方向位移 w均不为零，但是它们都不独立，可用其他物理量来

表示。

这样经简化分析后，可知平面应力问题的独立参数有八个，它们是

｛σ｝=｛σxσyτxy｝
T

｛ε｝=｛εxεyγxy｝
T （3 - 4）

｛f｝=｛u v｝T

并且它们都仅是 x，y的函数，与 z无关。要注意，εz≠0，w≠0，但可用其他独立的参数表示。

在工程实际中，受拉力作用的薄板、链条的平面链环（图 3 - 5）等均可看做是属于平面应

力问题。实际应用中，对于厚度稍有变化的薄板，带有加强筋的薄环，平面刚架的节点区域，起

重机的吊钩等，只要符合前述载荷特征，也往往按平面问题用有限元作近似计算。

图 3 - 5 受拉力作用的薄板、链条的平面链环

三、平衡微分方程

首先从静力学方面来考虑平面问题，根据平衡条件导出应力分量与体力分量之间的关系

式，也就是平面问题的平衡微分方程式。

不失一般性，从平面应力问题的弹性薄板，或从平面应变问题柱形体中，取出一个微小的平
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图 3 - 6 柱形体 z方向单位截面

行六面体，它在 x和 y方向的尺寸分别为 dx和 dy，厚度

（z方向）取为一单位长度（图 3 - 6）。

一般应力分量是位置坐标 x 和 y 的函数，因此，作

用在左右两对面或上下两对面的应力分量不完全相同，

而具有小的增量。如，设作用于左面的正应力是σx，则作

用于右面的正应力，由于 x坐标的改变，将是σx +σx

x
dx。

同样，如左面的剪应力是τxy，则右面的剪应力将是τxy +

τxy

x
dx；设下面的正应力及剪应力分别为σy 及τyx，则上

面的正应力及剪应力分别为σy +σy

y
dy及τyx +τyx

y
dy。因为六面体是微小的，所以它在各面

上所受的应力可以认为是均匀分布，作用在对应面的中心。同理，六面体所受的体力，也可以

认为是均匀分布，作用在它的体积的中心。根据微元体处于平衡的条件可以得到三个平衡微

分方程式。

① 以通过中心 c并平行于 z轴的直线为矩轴，列出力矩平衡方程，即∑ Mc = 0

τxy +
τxy

x
d( )x dy × 1 ×

dx
2 +τxydy × 1 ×

dx
2 -

τyx +
τyx

y
d( )y dx × 1 ×

dy
2 - τyxdx × 1 ×

dy
2 = 0

等式两边除以 dxdy，并合并同类项，得

τxy +
1
2
τxy

x
dx = τyx +

1
2
τyx

y
dy

略去微量项，得出

τxy = τyx （3 - 5）

这就再一次证明了剪应力的互等性。

② 以 x轴为投影轴，列出平衡方程，即∑Fx = 0。

σx +
σx

x
d( )x dy × 1 - σx·dy × 1 + τyx +

τyx

y
d( )y dx × 1 - τyxdx × 1 + Xdxdy × 1 = 0

约简后两边除以 dx·dy，得

σx

x +
τyx

y + X = 0 （3 - 5a）

③ 以 y轴为投影轴，列出平衡方程，即∑Fy = 0，类似于式（3 - 5a）的推导可得

τxy

x +
σy

y + Y = 0 （3 - 5b）

综合式（3 - 5a），（3 - 5b），并注意到τyx =τxy，有

σx

x +
τxy

y + X = 0

τxy

x +
σy

y + Y =
{

0

（3 - 6）

这就是平面应力问题的平衡微分方程式，它表明了应力分量与体力分量之间的关系式。
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这两个微分方程中包含三个未知函数：σx，σy，τxy，所以决定应力分量的问题是超静定问题。

因此，还必须考虑问题的几何方程和物理方程。

四、几何方程与刚体位移

1. 几何方程

在外力作用下，弹性体内任何一点都将产生位移，并且由于物体的连续性，相邻各点间位

移是相互制约的，这显然与变形有关。所以，位移分量和应变分量必有一个确定的几何关系。

这就是平面问题的几何方程。

JZ〗图 3 - 7 弹性体内部位移

经过弹性体内部任意一点 P，沿 x轴和 y轴

的方向取两个微小长度线段 PA和 PB，长度分

别为 dx 和 dy。假定弹性体受力变形后，P，A

和B三点分别移到 P'，A'和 B'（图 3 - 7）。设 P

点位移矢量PP' 在 x，y 方向的分量为 u，v；A点

位移矢量AA'和 B 点位移矢量BB' 各分量分别为

u +u
x

dx，v +v
x

dx，和 u +u
y

dy，v +v
y

dy。

首先来求出线段 PA和 PB 的正应变，即εx

和εy，用位移分量来表示。考虑到小变形假设，

可以用 P' A"代替 P' A' 的长度，这相当于略去了

P，A两点 y方向位移差引起微线段 PA的伸缩，

因为它是一高阶微量。根据正应变定义，有

εx =
P' A" - PA

PA =
dx +（u +u

x
dx）-（u + dx）

dx = u
x

（a）

同理可得到线段 PB的正应变为

εy =
P' B" - PB

PB =
dy +（v +v

y
dy）-（v + dy）

dy = v
y

（b）

现在来求线段 PA与 PB之间的直角的改变，也就是剪应变γxy，用位移分量来表示。由图

可见，这个剪应变是由两部分组成的：其一是由 y方向的位移 v引起的，即 x方向的线段 PA

的转角α；另一部分是由 x方向的位移 u 引起的，即 y方向的线段PB的转角β。根据剪应变定
义，有

γxy = α +β
由图 3 - 7，并注意到小变形假设，有

α≈
A' A"
P' A" =

v
x

dx

dx = v
x
（其中 P' A" =（1 +εx）·PA≈ PA）

同理

β≈
B' B"
P' B" =

u
y

dy

dy = u
y
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于是可见，PA与 PB之间的直角的改变（以减小时为正），也就是剪应变γxy，为

γxy = α +β = v
x +u

y
（c）

综合（a），（b），（c）三式，就转化为平面问题中的几何方程，用矩阵表示，为

｛ε｝=

εx

εy

γ
{ }

xy

=

u
x

v
y

v
x +u



























y

=


x

0

0 
y


y


















x

{ }u

v
（3 - 7）

它表明了应变分量与位移分量之间的关系。

2. 刚体位移

由几何方程可见，当物体的位移分量完全确定时，应变分量即完全确定。反之，当应变分

量完全确定时，位移分量却不能完全确定。这是因为位移由两部分组成，一是由物体的变形引

起的，它与应变｛ε｝有关；二是同变形无关的刚体位移。这样，已知应变分量后，就不能完全确
定位移分量。为了说明这一点，设应变分量等于零，即

εx = εy = γxy = 0 （d）

时，来看看位移分量是否也为零，如不为零，又如何表示的。

将式（d）代入几何方程（3 - 7），有

u
x = 0，v

y = 0，v
x +u

y = 0 （e）

将前二式分别对 x及 y积分，得

u = f1（y），v = f2（x） （f）

其中 f1及 f2为任意函数。代入（e）中的第三式，得

-
df1（y）

dy =
df2（x）

dx

这一方程的左边是 y的函数，而右边是 x的函数。因此，只可能两边都等于同一常数 w。

于是得

df1（y）
dy = - w，

df2（x）
dx = w

积分以后，得

f1（y）= u0 - wy，f2（x）= v0 + wx （g）

其中的 u0及 v0为任意常数。将式（g）代入式（f），得位移分量

u = u0 - wy，v = v0 + wx （3 - 8）

式（3 - 8）所示的位移，是“应变为零”时的位移，也就是所谓“与应变无关的位移”，因此必然是

刚体位移。实际上，u0及 v0分别为物体沿 x及 y轴方向的刚体平移，而 w为物体绕 z轴的刚

体转动。下面根据平面运动的原理加以证明。

当三个常数中只有 u0不为零时，由式（3 - 8）可见，物体中任意一点的位移分量是 u = u0，

v = 0。这就是说，物体的所有各点只沿 x方向移动同样的距离 u0。由此可见，u0 代表物体沿

x方向的刚体平移。同样可见 v0 代表物体沿 y 方向的刚体平移。当只有 w不为零时，由式
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（3 - 8）可见，物体中任意一点的位移分量 u = - wy，v = wx。据此，坐标为（x，y）的任意一点

P 沿着 y方向移动wx，并沿着负 x方向移动wy，如图 3 - 8所示，而组合位移为

u2 + v槡 2 = （- wy）2 +（wx）槡 2 = w x2 + y槡 2 = wr

图 3 - 8 组合位移

其中 r 为 P 点与 z轴的距离。组合位移的方向与 y 轴的夹角

为α，则
tanα = wy / wx = y / x = tanθ

可见组合位移的方向与径向线段 OP 垂直，也就是沿着切向。

既然物体的所有各点移动的方向都是沿着切向，而且移动的距

离等于径向距离 r 乘以w，可见（注意位移是微小的）w代表物

体绕 z轴的刚体转动。

既然物体在应变为零时可以有刚体位移，可见，当物体发

生一定的变形时，由于约束条件的不同，它可能具有不同的刚体位移，因而它的位移并不是完

全确定的。在平面问题中，常数 u0，v0，w的任意性就反映位移的不确定性。而为了完全确定

位移，就必须有三个适当的约束条件来确定这三个常数。

五、物理方程

现在从物理学方面来考虑平面问题的应变分量与应力分量之间的关系式，也就是平面问

题的物理方程。

对于完全弹性的均匀各向同性体，其应力应变关系已由广义虎克定律给出

εx =
1
E
［σx - μ（σy +σz）］

εy =
1
E
［σy - μ（σz +σx）］

εz =
1
E
［σz - μ（σx +σy）］

γxy =
1
Gτxy，γyz =

1
Gτyz，γzx =

1
Gτzx

（3 - 9）

式中，E 为材料的弹性模量；G为剪切弹性模量；μ为泊松比。这三个弹性常数之间的关系为

G =
E

2（1 +μ）
（3 - 10）

根据前面的分析，对于平面应力问题有σz = 0，τzx =τxz = 0，τyz =τzy = 0，由虎克定律可得

γzx =γxz = 0，γyz =γzy = 0，以及

εz = - μ
E
（σx +σy）

其余三式，即为

εx =
1
E
（σx - μσy）

εy =
1
E
（σy - μσx）

γxy =
1
Gτ













xy

（3 - 11）
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这就是平面应力问题的物理方程式，它给出了平面内的应力分量和应变分量之间的关系，

它们与坐标 z及平面外的各分量无关。

以上的物理方程是用应力分量表示应变分量，在有限元的分析中，常常需要用应变分量表

示应力分量，这可直接由式（3 - 11）得到

σx =
E

1 - μ
2（εx +μεy）

σy =
E

1 - μ
2（εy +μεx）

τxy = Gγxy =
E

2（1 +μ）
γ













xy

（3 - 12）

用矩阵表示为

｛σ｝=

σx

σy

τ
{ }

xy

=
E

1 - μ
2

1 μ 0

μ 1 0

0 0
1 - μ











2

εx

εy

γ
{ }

xy

（3 - 12a）

在以上已导出的方程中，2个平衡微分方程（式（3 - 6）），3个几何方程（式（3 - 7）），3个物

理方程（式（3 - 12）），共 8个基本方程，包含 8个未知函数：3个应力分量σx，σy，τxy =τyx，3个

应变分量εx，εy，γxy，2个位移分量 u，v。基本方程的数目恰好等于未知函数的数目，因此在适

当的边界条件下，从基本方程中求解未知函数是可能的。

六、圣维南原理

1. 边界条件

边界条件是结构静力学中确定基本方程唯一解答的主要补充条件之一。按照边界条件的

不同，弹性力学问题分为三种边界问题：位移边界问题，应力边界问题和混合边界问题。

（1）位移边界问题

物体在全部边界上的位移分量是已知的，也就是：在边界 S上，有

uS = u，vS = v （3 - 13）

其中 uS和 vS是位移的边界值，u 和 v在边界上是坐标的已知函数。这就是平面问题中的所

谓位移边界条件。

（2）应力边界问题

物体在全部边界上所受的面力是已知，也就是说，面力分量珔X和珔Y在边界上的所有各点
都是坐标的已知函数。根据斜面上外力与应力分量之间的关系，应用到边界上，外力成为面力

分量珔X及珔Y，应力分量的边界值用（σx）S，（σy）S，（τxy）S表示，于是可得出物体边界上各点的应

力分量与面力分量之间的关系式

l（σx）S + m（τyx）S = 珔X
m（σy）S + l（τxy）S = 珔{ Y

（3 - 14）

这就是平面问题的应力边界条件。式中，l、m分别表示边界上外法线方向的方向余弦。

当边界垂直于某一坐标轴时，应力边界条件的形式将得到大大的简化：在垂直于 x 轴的

边界上，即 x为常量的边界上，l = ± 1，m = 0，应力边界条件简化为
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（σx）S = ±珔X，（τxy）S = ±珔Y
在垂直于 y轴的边界上，即 y为常量的边界上，l = 0，m = ± 1，应力边界条件简化为

（σy）S = ±珔Y，（τyx）S = ±珔X
可见，在这种特殊情况下，应力分量的边界值就等于对应的面力分量（当边界的外法线沿坐标

轴正方向时，两者的正负号相同；当边界的外法线沿坐标轴负方向时，两者的正负号相反）。

注意：在垂直于 x轴的边界上，应力边界条件中并没有σy；在垂直于 y轴的边界上，应力边

界条件中并没有σx。这就是说，平行于边界的正应力，他的边界值与面力分量并不直接相关。

（3）混合边界问题

物体的一部分边界具有已知位移，因而具有位移边界条件，如式（3 - 13）所示，另一部分边界

则具有已知面力，因而具有应力边界条件，如式（3 - 14）所示。此外，在同一部分边界上还可能出

现混合条件，即两个边界条件中的一个是位移边界条件，而另一个则是应力边界条件。例如，设

垂直于 x轴的某一个边界的连杆支承边，图 3 - 9（a），则在 x方向有位移边界条件 uS = u = 0，而

在 y方向有应力边界条件（τxy）S =珔Y = 0。又例如，设垂直于 x 轴的某一个边界是齿槽边，图

3 - 9（b），则在 x方向上有应力边界条件（σx）S =珔X = 0，而在 y方向有位移边界条件 vS = v = 0。

在垂直于 y轴的边界上，以及与坐标轴斜交的边界上，都可能有与此相似的混合边界条件。

图 3 - 9 混合边界

2. 圣维南原理

从前面的分析可以看到，对每一个弹性力学

平面问题，其 8个基本方程都是相同的。但是这

个结构之所以不同于其他结构，除了形状不同之

外，还往往表现在各种各样的边界条件上。在结

构分析中常常会有这种情况：在物体的一小部分

边界上对外力的分布方式很不明显，仅仅知道其

合力，这样很难写出应力边界条件；另外在求解

时，要使应力分量、应变分量和位移分量完全满足

基本方程，并不是一件很困难的事，但是要严格满

足各种不同的边界条件却常常发生很大的困难。鉴于此，人们研究了在局部区域上力的作用

方式对于弹性力学解答的影响问题，由圣维南提出了局部影响原理（圣维南原理）。圣维南原

理指出：如果把物体的某一局部（小部分）边界上作用的表面力，变换为分布不同但静力等效

的表面力（即主矢量相同，对于同一点的主矩也相同），则表面力作用附近的应力分布将有显著

的改变，而远处的应力改变极小，可以忽略不计。

如图 3 - 10的（a）和（b）端部的作用力不同，（a）是集中力，（b）是分布载荷，是两个问题，有

两种解答。但是如果这两种端部作用力满足静力等效条件，那么这两个问题内力分布的显著

差异只发生在端部，而在其余区域内力分布基本相同。由于（a）的精确解答（包括端部边界条件

的精确满足）是困难的，而（b）的解答则是十分简单，因而可以用（b）的解答来代替（a）的解答。

图 3 - 10 端部应力问题
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必须注意：应用圣维南原理，绝不能离开“静力等效”的条件。例如图 3 - 10（a）所示的构

件，如果两端的力 P 不是作用在截面的形心，而是具有一定的偏心距离，那么它同图 3 - 10（b）

就不是静力等效的。这时的应力，就不仅仅两端处有显著差异了，在整个杆件中都不相同。

图 3 - 11 钳子夹钢板或铁丝

当在物体的某一局部区域受一平衡力系作用时，局部影

响原理还可以这样叙述：

如果在物体上任一局部区域作用一平衡力系，则这平衡

力系在物体内所引起的应力仅局限于平衡力系作用点的附

近区域，随着远离作用力区域应力很快地减小。

最明显的实例是用钳子夹钢板或铁丝，虽然压力作用点

附近产生很大的应力乃至剪断，但是在用虚线表示的小区域 A以外，几乎没有应力产生，那里

的金属不存在任何受力的痕迹，如图 3 - 11所示。

图 3 - 12 双翼板截面的杆件

研究表明，应用圣维南原理力影响的区域大致与力的

作用区域相当。因此，必须注意：只有在当力的作用区域

比物体的最小尺寸为小的条件下，才可以应用圣维南原理。

例如，图 3 - 12所示为一有双翼板截面的杆件，翼板宽

BC和截面高 AB 均比杆长 AE 为小，但大大超过腹板的厚

度δ。该杆一端固定，另一自由端作用一平衡力系，由两个
其值相同而方向相反的力矩 + M与 - M组成，分别作用在

翼板 AD和 BC上。由于这里腹板厚度δ比平衡力系作用
区域 ABCD 的尺寸小得多，这时就不能应用圣维南原理。

因为这一对 ± M还要引起双翼板截面的扭转，其扭转程度

与腹板厚度有关，而且扭转应力一直分布到固定端。

要应用圣维南原理，或者腹板厚度δ变为与翼板宽度 BC相当（这时成为实心矩形杆件），

或者力矩 + M和 - M作用于腹板上任何点处，并且两个力矩平面之间的距离不超过δ（杆件
的最小尺寸），对这两种情形可以应用圣维南原理，认为除平衡力系作用点的附近区域外，其余

部分不产生应力。

七、虚位移原理

前面介绍了应用解析法求解弹性力学问题的基本思想。它是在建立弹性力学基本方程以

后，寻找在满足已知边界条件下微分方程的解。但是对于某些问题，特别是对于边界条件较复

杂，载荷也较复杂的问题，用解析法寻求精确解是非常困难的，有时甚至是不可能的。所以，为

了避免求解这种微分方程式时数学上的困难，必须寻求一些近似的解法。能量法就可以提供

这种有效的近似解法。在各种能量原理中，虚功原理应用最为方便，它也是有限元方法形成单

元刚度矩阵、节点载荷移置等的基础。

虚位移和虚功的概念，在理论力学和材料力学中已作过阐述。

这里，所谓“虚”是指该量是假想的、实际不存在的。因此，虚位移是一种假想加到结构上

的可能的、任意的、微小的位移。

其中，所谓可能的是指结构所允许的，即满足结构的约束条件和变形连续条件的位移；所

谓任意的是指位移类型（平移、转动）和方向不受限制，但必须是结构所允许的位移；所谓微小
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的就是在发生虚位移过程中，各力的作用线保持不变。

在发生虚位移过程中真实力所作的功，称为虚功。

1. 刚体的虚位移原理

刚体的虚位移原理可表述如下：

设刚体上作用任意的平衡力系 F1，F2，⋯，Fn，当发生约束允许的任意微小的刚体位移

（虚位移），并且与各力作用点相应的位移分量分别为Δ
1 ，Δ

2 ，⋯，Δ
n 时，则平衡力系在虚位

移上所作的功（虚功）的总和（代数和）恒等于零。用公式表示为

W = ∑
n

i = 1

FiΔ
i = 0 （3 - 15）

这可用一个较简单的静力学中的刚体杠杆例子来说明。

图 3 - 13（a）表示一个平衡的杠杆，对 C点的力矩平衡方程为

F A

F B
=

b
a

（3 - 16）

图 3 - 13（b）表示杠杆绕支点 C转动时的刚体位移图，ΔA与ΔB有如下关系

ΔB

ΔA
=

b
a

（3 - 17）

综合上述平衡关系与几何关系可得

F A

F B
=
ΔB

ΔA
（3 - 18）

即 F AΔA - F BΔB = 0

这个结果是以功的形式表达的，它表示平衡力系在位移上作功时，功的总和必为零。其实

杠杆处于平衡状态时，ΔA，ΔB这两个位移不会发生的。但是如果某种原因发生了，它一定满

足式（3 - 17）的关系。这就是说在外力作用下，处于平衡的任何刚体，如果假定它发生了位移，

由于这位移是虚设的，故为虚位移，则物体上所有的力在这个虚位移上所作的总功必等于零。

这就是上述虚位移原理。

图 3 - 13 杠杆的虚位移

必须指出，虚位移原理的应用是有条件的，它所涉及的两个方面的力和位移都不是随意

的。对力而言，它必须是在产生位移过程中处于平衡的力系；对位移而言，它必须是约束所允

许的微小位移。图 3 - 13（b）中的虚位移只能是绕 C点的转动。此外还可以从图中看出，力有

两种，一种是在产生虚位移过程中作功的，称主动力，如 F A、F B。另一种是不作功的，称被动

力，如支点反力 RC。由于支点 C没有位移，RC作功当然为零。

通过这样的分析，实际上说明了刚体的虚位移原理，可归结于平衡力系上所有主动力在相

应虚位移上所作功的总和恒等于零。
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2. 弹性体的虚位移原理

现讨论虚位移原理用于弹性体的情况。举一个等截面直杆受拉伸的简单例子，如图3 - 14所

图 3 - 14 等截面直杆受拉伸

示。直杆在载荷 F 作用下处于平衡，杆内各个

截面上的应力是相等的，即σ =
F
A
，应变为

ε=σ
E

=
F

EA
，载荷作用端点的位移为Δ =

F
EA

l。

如果由于某种原因，作为弹性体的直杆右端

发生了沿 x方向的微小虚位移Δ（将杆再伸

长Δ，对刚性杆是不允许的）。因为虚位移是微小的，所以这时载荷 F 与应力σ保持不变。
现看外力所作的功，左端的约束反力由于左端固定而不做功，外力作功只有载荷 F 在虚位移

Δ上所作的功，它等于 FΔ。由此可见，对一个弹性体来说，当发生约束允许的虚位移时，单

是外力在虚位移上所作的功是不等于零的。从能量守恒原理可知，能量可转化，而总能量不

变。载荷作虚功 FΔ，这能量实际上转化为弹性体的内能了。

（1）外力功和弹性变形位能的关系

① 外力功。假定加载的方式是平稳的，即载荷是从零逐渐加大，加载过程不发生冲击与
振动，同时假定杆件变形限制在弹性范围内。当载荷从零逐渐加大到 F 时，端部位移也从零

逐渐加大至Δ，两者保持线性关系，如图 3 - 15（a）所示。加载过程中外力所做的功为阴影部

分三角形面积，用 W表示，即

W =
1
2

FΔ （3 - 19）

图 3 - 15 加载过程

② 弹性变形位能。当载荷 F 作用于杆件时，杆件内发生应变和应力。材料变形限制在弹

性范围内，应力与应变保持线性关系。和 F 相应的应力和应变为σ和ε，在杆件变形增加时，
作为它的一种内能———弹性变形位能也增加了。如杆件未变形的弹性变形位能为零，则应变

为ε时，单位体积的弹性变形位能如图 3 - 15（b）所示的三角形部分，它等于
1
2σε，整个体积的

弹性变形能用 U表示，应有

U =
1
2σεAl （3 - 20）

因为σ=
F
A
，ε=Δ

l
，代入上式得

U =
1
2

F
A
Δ
l

Al =
1
2

FΔ （3 - 20a）
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于是，U = W。

上式说明，外力做功和弹性变形位能是相等的。也就是说，外力功转化为杆件的弹性变形

位能了。反之，当载荷再逐渐减小至零时，变形将逐渐恢复至原始状态，在这过程中弹性变形

位能又转化为外力功。

（2）发生虚位移Δ时外力功与变形位能的关系

在发生虚位移Δ时，外载荷 F 始终不变，所以外载荷 F 在虚位移Δ上所做的功为

FΔ。即图 3 - 15（a）上的矩形面积，它可看作外力功由于虚位移引起的增量 W。另一方面

虚位移Δ在杆件内部引起了虚应变 Δ( )l
，从而使杆件的弹性变形位能也产生了增量，单位

体积的弹性变形位能的增量为σ·ε，即图 3 - 15（b）上的矩形面积。整个体积的弹性变形位

能的增量

U = σ·ε·A· l =
F
A
Δ

l
Al = FΔ （3 - 21）

于是，U = W。

上式说明，外力功由于虚位移引起的增量等于整个杆件弹性变形位能由于虚位移引起的

增量。

（3）弹性体的虚位移原理

根据上述分析，可将弹性体的虚位移原理表示如下：

在外力作用下，处于平衡状态的弹性体，当发生约束允许的任意微小的虚位移时，则外力

在虚位移上所作的功等于弹性体的变形位能当虚位移发生时所引起的增量，亦即等于整个体

积内应力在虚应变上所作的功。

对于刚体，因为应变恒等于零，所以它的变形位能就恒等于零，也没有应力在虚应变上作

功的问题，所以刚体虚位移原理可看做是弹性体虚位移原理在刚度为无穷大情况下的一个特

例，因此后者比前者具有更普遍的意义。

图 3 - 16 弹性体受力情况

（4）弹性体虚位移原理的一般表达式

引入图 3 - 16所示的一个受一组外力作用处于平衡状态

的弹性体。它在 i 点所受的外力沿坐标轴分解为 Xi，Yi，Zi，它

在 j点所受的外力沿坐标轴分解为Xj，Yj，Zj等等，总结起来用

列矩阵｛F｝表示，而这些外力引起的应力用列矩阵｛σ｝表示

｛F｝=

Xi

Yi

Zi

Xj

Yj

Zj



































｛σ｝=

σx

σy

σz

τxy

τyz

τ





























zx

现在假设弹性体发生了某种虚位移，各个外力作用点相应的位移分量分别为 u
i ，vi ，

w
i ，u

j ，vj ，w
j ，⋯，以列阵｛Δ｝表示，而引起的虚应变用列阵｛ε｝表示
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｛Δ｝=

u
i

vi

w
i

u
j

vj

w
j



































｛ε｝=

ε
x

ε
y

ε
z

γ
xy

γ
yz

γ





























zx

当虚位移发生时，外力在虚位移上所作的功为

Xiu
i + Yivi + Ziw

i + Xju
j + Yjvj + Zjw

j + ⋯ =｛Δ｝T｛F｝

同样当虚位移发生时，在弹性体单位体积内应力在相应的虚应变上所作的功为

σxε
x +σyε

y +σzε
z +τxyγ

xy +τyzγ
yz +τzxγ

zx =｛ε｝T｛σ｝
因此在整个弹性体内应力在虚应变上所作的功为

v
｛ε｝T｛σ｝dxdydz

根据弹性体的虚位移原理，则可得到如下的一般公式

｛Δ｝T｛F｝= v
｛ε｝T｛σ｝dxdydz （3 - 22）

这就是弹性体的虚功方程，它通过虚位移与虚应变表示了外力与应力之间的关系。

图 3 - 17 单位厚度的平板的

虚位移方程

现在以平面应力问题为例来证明之。考虑单位厚度的平

板。为简化起见，假定没有体积力和初应力（推广到一般情况

并无困难）。如图 3 - 17所示，边界可分为两部分，在 Su 上，位

移等于零，在 Sσ上，作用着表面力珋p，其分量为珔X和珔Y。在这
一部分的边界条件可写为

lσx + mτxy = 珔X， lτxy + mσy = 珔Y （a）

在外力珔P 作用下，物体内产生应力σx，σy，τxy它们满足平

衡微分方程

σx

x +
τxy

y = 0， τxy

x +
σy

y = 0 （b）

现在假设物体由于某种原因产生了虚位移 u，v，根据几何方程，相应的虚应变为

ε
x = u

x
，ε

y = v

y
，γ

xy = v

x +u

y
（c）

由于上述虚应变，物体内部应力所产生的虚应变能是

U =｛ε｝T｛σ｝dxdy

=σx
u

x +σy
v

y +τxy
v

x +u

( )[ ]y
dxdy （d）

由 （σxu）

x
dxdy =uσx

x
dxdy +σx

u

x
dxdy

所以式（d）右端第一项为

55



σx
u

x
dxdy =（σxu）

x
dxdy -uσx

x
dxdy

同理

σy
v

y
dxdy =（σyv）

y
dxdy -vσy

y
dxdy

τxy
v

x
dxdy =（τxyv）

x
dxdy -vτxy

x
dxdy

τxy
u

y
dxdy =（τxyu）

y
dxdy -uτxy

y
dxdy

把上述四式代入式（d），并整理后有

U = - σx

x +
τxy

( )y
u + τxy

x +
σy

( )y
v[ ] dxdy +


x
（σxu）+ 

x
（τxyv）+ 

y
（σyv）+ 

y
（τxyu[ ]） dxdy

上式中右端第一个积分由平衡微分方程（b）可知等于零。因此虚应变能 U的表达式简化为

U =
x
（σxu +τxyv）+ 

y
（σyv +τxyu[ ]） dxdy （e）

由格林定理

Q
x +P

( )y
dxdy =∫（lQ + mP）ds （f）

式中，l，m是边界法线的方向余弦，设

Q = σxu +τxyv，P = σyv +τxyu

由（e），（f）两式，可得

U =∫［（σxu +τxyv）l +（σyv +τxyu）m］ds

=∫［（lσx + mτxy）u +（lτxy + mσy）v］ds （g）

根据边界条件，在边界 Su上，由于位移等于零，所以虚位移 u = 0，v = 0，上式右端的线

积分在 Su上应等于零。在边界 Sσ上，把式（a）代入，可得

U =∫S
σ

（u珔X + v珔Y）ds

上式左端为弹性体内应力在相应虚应变上作功即虚应变能，而右端为外力（这里假设只有表面

力）在相应虚位移上作功，即外力虚功，从而证实了虚位移原理

｛Δ｝T｛F｝= ｛ε｝T｛σ｝dxdydz

上述证明过程中，并没有引用材料的应力 - 应变关系，所以虚位移原理不但适用于线性材

料，也适用于非线性材料及塑性力学问题。因此，弹性体的虚位移原理更可一般称为变形体的

虚位移原理。只要在应用时，对力系来讲，应力与外力（体积力和表面力）满足平衡条件；对位

移来讲，位移是微小的，满足边界的约束条件，并且位移与应变之间满足几何方程。

八、平面应力问题的有限元方法

在弹性力学中把物体假设为由无限多个微小六面体（称为微元体）组合而成。通过对任一
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微元体的分析，导出了弹性力学的基本方程。结合边界条件求解这些基本方程就得到了描述

物体应力、应变和位移的解析解。

但是，弹性力学中的基本方程一般都是高阶的偏微分方程组，要在满足边界条件下精确地

求出它们的解，在数学上是相当困难的。现在只是对某些简单的问题有了解答，并非所有问题

都能求出。在大量的工程实际问题中，特别是结构的几何形状、载荷情况等比较复杂的问题，

要严格按照弹性力学的基本方程精确求解，并不是都能办到，有时甚至是不可能的。因此，在

工程实际中往往不得不采用近似解法和数值解法，以求出问题的近似解答。由于所得到的近

似数值解常常也能满足工程实际需要，所以现在更多的人正致力于充分应用一些近似数值解

法，来解决工程实际问题。

由于计算机的迅猛发展，在各种近似和数值的方法中，有限元方法已成为目前最为有效的

结构分析的数值解法。它为弹性力学进一步应用于工程实践赋予了新的生命力。与解析方法

中把弹性体认为由无限多微元体组成相反，有限元方法是把弹性体划分为有限大小的、彼此只

在有限个点相连接的、有限个单元的组合体来分析的。也就是讲，有限元方法是用一个离散结

构来代替连续体，离散结构是由有限个单元组成的集合体。依据被分析物体的几何形状特点

及所受载荷的特点，单元可能是平面的，也可能是空间的，也有三角形、四边形、四面体、六面体

的，还有直边或曲边的等。单元的顶点，都称为节点，单元边上的点也可取为节点。相邻单元

被认为仅在节点处相连接，载荷的传递也仅通过节点进行。这样就把原来的一个连续体变成

了一个由有限个单元组成的离散体，同时也就把原来是无限多自由度的体系简化为有限多自

由度的体系了。这是真实结构的一个近似力学模拟，整个数值计算就将在这个离散化的模型

上进行。

现在一般都取离散体中每个节点的位移作为基本未知量，这称为有限单元位移法。连续

体离散化后，先从单元分析着手，选择简单的函数组来近似表示每个单元上真实位移的分布和

变化，建立每个单元的刚度方程，然后再组集各单元以建立整个结构的总刚度方程，引入边界

约束条件后，求解刚度方程以便得到各节点的位移，以此又可计算各单元的应力。

通过单元的分析和集合，得到的总刚度方程是一组有限个代数方程式。只要按照一定的

原则进行离散化，合理地选择描述单元的数学模型，当网格逐渐加密时，离散体就能愈益真实

地模拟原来的结构。因此，通过求解总刚度方程（代数方程组）所得的数值结果，虽然是近似

的，但还是能够反映原来结构的力学状态，满足工程上的需要。

有限元法的三个主要内容就是连续体的离散化、单元分析和整体分析。

九、连续体的网格划分

所谓连续体的离散化，就是假想把分析对象分割成由有限个单元组成的集合体。这些单

元仅在节点处连接，单元之间的力仅靠节点传递。所以连续体的离散化又称为网格划分。

在进行网格分割时，可以采用各种单元类型。但是在平面问题的有限元法中，最简单而且

又是最常用的单元是三角形单元和矩形单元。如图 3 - 18（a）所示的一均匀拉伸的带孔等厚

度薄板，我们可以将其划分为三角形网格，每个单元都是等厚度三角形平板，连接单元的节点

都假想是光滑的平面铰，它只传递集中力，不受弯矩也不传递弯矩。当单元处于曲线边界（这

里是圆弧孔边）时，可近似地用直线代替曲线作为三角形的一边。每个单元所受的载荷也要移

置到节点上，成为节点载荷（具体移置方法后面要讨论）。同时还要把物体所受的各种形式的
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约束条件简化到约束处的节点上去。这样就是为了在连续体离散化后，只在每个单元的节点

处受有约束，简化它们的约束条件，便于建立和求解线性代数方程组。实际上，约束简化也可

以看做是一种载荷移置，因为从受力角度来看，约束的简化就是把约束反力移置到节点上去。

本例中固定边 AB各点的位移均为零，所以在 AB 边上的各节点处应设置固定铰支座（如图

3 - 18（b）所示）。

图 3 - 18

这样，通过单元分割、载荷移置与约束简化，就可把一个形状各异，又受各种形式载荷和各

种形式约束的连续弹性体离散为一个仅在节点连接、仅靠节点传力、仅受节点载荷、仅在节点

处约束的单元组合体。

把弹性连续体离散为有限单元组合体的过程，是综合运用工程判断力的过程。这个过程

中，要决定单元的形状、大小（网格的疏密）、数目、单元的排列以及约束的设置等，其总的目标

是尽可能精确地模拟物体或结构，这关系到整个计算的精度，要特别予以注意。

在有限单元离散即划为网格时，首先要考虑的是单元类型的选择。这主要取决于结构的

几何形状、载荷的类型、计算精度的要求以及描述该问题所必需的独立空间坐标的数目。如对

于等厚度薄板，当载荷作用线平行于板中面时，一般可作为平面问题采用三角形单元、矩形单

元等，而当载荷垂直于板中面时，则应采用板壳元。对同一平面问题，精度要求不高可用三角

形单元，精度要求高时则应采用矩形单元或三角形六节点单元。

图 3 - 19 椭圆孔处的单元划分

选择确定单元类型后，接着要考虑单元的大小（即网格的疏密）。它首先是根据精度的要

求和计算机的速度与容量来确定大小。从理论上看，单元越小，网格越密，计算结果精度越高。

但要求计算机容量也越大。因此在满足工程要求、保证必要精度条件下，网格划分可粗一些，

单元数可少一些。在估计应力水平较高、应力梯度变化较大或重要的部位，单元分割应小些，

网格划分也应密些；反之，在应力水平较低、变化平缓部位或次要的部位，单元可取得大些，网

格也就稀一些。如图 3 - 19所示的结构中，在接近椭圆孔处，由于应力集中，应力梯度变化大，

孔周围的单元就取得小些，网格划分得密些；在离孔

较远处，应力变化平缓，单元就取得大些。

当分析对象的厚度或者其弹性性质有突变之

处，应把突变线作为单元的边界线，同时单元也应取

小些。当结构在某些部位受分布载荷或集中载荷作

用时，在这些部位的单元同样应当取小些，并尽可能

在载荷作用处布置节点以使应力的突变得到一定程

度的反映。

要注意的是，同一个结构上的网格疏密、单元大
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小要有过渡，避免大小悬殊的单元相邻为伍。还要注意的是，划分单元时各单元的边长尽可能

避免不要相差太大。因为各边的长度相差太大是影响计算精度的一个重要原因，故应尽量避

免取狭长的单元。如图 3 - 20所示的两种分割中，应取图（a）的方式，避免图（b）的划分方式。

当然，任一三角形单元的顶点，必须同时为相邻三角形单元的顶点，而不能为相邻三角形单元

边上的内点。图 3 - 21（a）所示是错误的，应如图 3 - 21（b）所示。

图 3 - 20 图 3 - 21

十、三角形单元分析

从现在开始，我们来分析一个典型三角形单元的力学特征。从结构的离散体中任意选取

一个单元 e，如图 3 - 22所示。三个节点按坐标系的右手法则顺序编号为 i，j，m。节点坐标分

别为（xi，yi），（xj，yj），（xm，ym）。

图 3 - 22 离散体中任意单元

1. 单元的节点位移矩阵和节点力矩阵

由弹性力学平面问题可知，每个节点在其单元平面内

的位移可以有两个分量，即

｛Δe
i｝=

ui

v{ }
i

，｛Δe
j｝=

uj

v{ }
j

，｛Δe
m｝=

um

v{ }
m

式中，ui，vi 是节点 i 在 x轴和 y轴方向的位移分量，uj，vj，

um，vm的含义可类推。

整个三角形单元就有六个节点位移分量（图 3 - 23

（a）），用列阵表示为

｛Δ｝e = ｛Δe
i｝

T ｛Δe
j｝

T ｛Δe
m｝{ }T T

=｛ui vi uj vj um vm｝
T （3 - 23）

这就是三角形单元的节点位移矩阵。

与节点位移相对应，每个节点在其单元平面内也有两个节点力分量，即

｛F e
i｝=

Xe
i

Ye{ }
i

，｛F e
j｝=

Xe
j

Ye{ }
j

，｛F e
m｝=

Xe
m

Ye{ }
m

式中，Xe
i，Y

e
i 分别是 i 节点力在 x轴和 y轴方向的分量，Xe

j，Y
e
j，X

e
m，Y

e
m的含义可类推。

整个三角形单元也就有六个节点力分量（图 3 - 23（b）），用列阵表示组成三角形单元的节

点力矩阵：

｛F｝e = ｛F e
i｝

T ｛F e
j｝

T ｛F e
m｝{ }T T =｛Xe

i Ye
i Xe

j Ye
j Xe

m Ye
m｝

T （3 - 24）
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图 3 - 23 三角形单元的节点位移分量图

在有限元位移法中，节点位移是基本未知量。

单元分析的基本任务是建立单元节点力与节点位移之间的关系。

2. 单元位移模式

有限元法是把原来的连续体用一离散化的若干个单元的集合体来代替，单元与单元之间

仅靠节点相连，这样弹性力学基本假设中“假设物体是连续的”已不再满足。但是在每一单元

内部，则可认为是符合弹性力学基本假设的，因此弹性力学的基本方程，在每个单元内部同样

适用。

根据弹性力学平面问题的解析法，如果弹性体内的位移分量已知，则可由几何方程求得应

变分量，再由物理方程求得应力分量。这就是要求知道单元内的位移变化规律，如果只知道每

个单元节点的位移，是不能直接求得应变分量和应力分量的。为此，必须首先假定单元内的一

个位移函数，即假定位移分量是坐标的某种函数。

由于在整个弹性体内，各点的位移变化情况是非常复杂的，在整个区域里很难选取一个适

当的位移函数来表示位移的复杂变化。但是，现在已将整个区域分割成许多单元组成的离散

体，由于每个单元比较小，在每个单元的局部范围内就可以采用比较简单的函数来近似表达单

元内真实位移，然后把各单元的位移函数连接起来，就可以近似表示整个区域内真实的位移函

数。这就像一条光滑曲线可以用许多足够小的直线段连接成折线来模拟一样。

这种化繁为简，联合局部逼近整体的思想，应该说是有限元法的绝妙之处。

（1）单元位移模式的选取

在选取单元位移模式时，简单的是将单元内任一点的位移分量 u，v取为坐标 x，y的多项

式。假设其为 x，y的线性函数，即

u（x，y）= α1 +α2 x +α3 y

v（x，y）= α4 +α5 x +α6 y （3 - 25）

式中，α1，α2，⋯，α6为待定常数。

因为基本未知量是节点位移，所以式（3 - 25）也要用节点位移矩阵｛Δ｝e 来表示。由于式
（3 - 25）为三角形单元内任一点的位移表达式，所以也适用于节点 i，j，m。把节点 i，j，m的坐

标（xi，yi），（xj，yj），（xm，ym）代入，有

ui = α1 +α2 xi +α3 yi

uj = α1 +α2 xj +α3 yj
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um = α1 +α2 xm +α3 ym

vi = α4 +α5 xi +α6 yi

vj = α4 +α5 xj +α6 yj

vm = α4 +α5 xm +α6 ym （3 - 26）

三个节点的六个位移分量的表达式恰好可以确定六个待定常数，α1，α2，⋯，α6。求解以上

方程，有

α1 =（aiui +αjuj +αmum）/2A

α2 =（biui + bjuj + bmum）/2A

α3 =（ciui + cjuj + cmum）/2A

α4 =（aivi + ajvj + amvm）/2A

α5 =（bivi + bjvj + bmvm）/2A

α6 =（civi + cjvj + cmvm）/2A （3 - 27）

式中

ai =（xjym - xmyj），bi = yj - ym，ci = xm - xj

aj =（xmyi - xiym），bj = ym - yi，cj = xi - xm

am =（xiyj - xjyi），bm = yi - yj，cm = xj - xi

（3 - 28）

A =
1
2

1 xi yi

1 xj yj

1 xm ym

=
1
2
（xjym + xmyi + xiyj - xmyj - xiym - xjyi） （3 - 29）

A为三角形单元 e的面积。

式（3 - 27）代入式（3 - 25），有

u（x，y）=
1

2A
［（aiui + ajuj + amum）+（biui + bjuj + bmum）x +（ciui + cjuj + cmum）y］

=
1

2A
［（ai + bix + ciy）ui +（aj + bjx + cjy）uj +（am + bmx + cmy）um］

= Niui + Njuj + Nmum

同理

v（x，y）= Nivi + Njvj + Nmvm

这就是用单元节点位移表示的单元位移模式，用矩阵表示为

｛f｝e =
u（x，y）

v（x，y{ }）
=

Ni（x，y） 0  Nj（x，y） 0  Nm（x，y） 0

0 Ni（x，y）  0 Nj（x，y）  0 Nm（x，y
[ ]

）
｛Δ｝e

（3 - 30）

也可简写为

｛f｝e =［INi INj INm］｛Δ｝e =［N］｛Δ｝e （3 - 30a）

式中，I 为二阶单位矩阵。而 Ni，Nj，Nm由式（3 - 31）轮换得出
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Ni（x，y）=（ai + bix + ciy）/2A （i，j，m）可以互换 （3 - 31）

再讨论一下 Ni，Nj，Nm的性质，把式（3 - 28）代入 Ni 有

Ni（x，y）=
1

2A
［xjym - xmyj +（yj - ym）x +（xm - xj）y］

在 i，j，m三个节点上，

Ni（xi，yi）=
1

2A
（xjym + xiyj + xmyi - xmyj - xiym - xjyi）= 1

Ni（xj，yj）=
1

2A
（xjym - xmyj + yjxj - ymxj + xmyj - xjyj）= 0

Ni（xm，ym）=
1

2A
（xjym - xmyj + yjxm - ymxm + xmym - xjym）= 0

单元中任一点插值函数之和应等于 1，即：Ni + Nm + Nj = 1，满足单元刚性位移要求。

同理可得 Nj，Nm在 i，j，m三个节点上的值为

Nj（xi，yi）= 0，Nj（xj，yj）= 1，Nj（xm，ym）= 0

Nm（xi，yi）= 0，Nm（xj，yj）= 0，Nm（xm，ym）= 1

这表明了 Ni，Nj，Nm在节点处的性质。再对照式（3 - 30）可以看出，单元位移模式可以直接通

过单元节点位移｛Δ｝e插值表示出来，所以，Ni，Nj，Nm称为位移插值函数。

再来看一下 Ni，Nj，Nm的物理意义。在式（3 - 30）中，令 ui = 1，uj = 0，um = 0，则

u（x，y）= Ni

图 3 - 24 单元内部位移分布图

这就表明了 Ni 为 i 节点发生单位位移时，在单元内部位

移的分布规律（见图 3 - 24）。由于 Ni，Nj，Nm 反映了单元 ijm

的位移形态，所以称之为形态函数，简称为形函数。而

［N］=
Ni 0 Nj 0 Nm 0

0 Ni 0 Nj 0 N
[ ]

m

（3 - 32）

称为形态矩阵或形函数矩阵。

（2）收敛性讨论

在有限元法中，应力矩阵和单元刚度矩阵的建立以及节点

载荷的移置等等，都依赖于单元位移模式。因此，为了能从有限元法中得到正确的解答，单元

位移模式必须满足收敛条件，使其能够正确反映弹性体中的真实位移形状。

所谓收敛性是指当单元划分越来越细，网格越来越密时，或者当单元大小固定，而每个单

元的自由度数越多时，有限单元的解答能收敛于精确解。有限元法收敛条件如下：

① 在单元内位移模式必须是连续的，而在相邻单元公共边界上位移必须协调。
这就要求用来构造单元的位移函数是单值连续的，并在公共节点上具有相同的位移，使其

能在整个公共边界上具有相同的位移，相邻单元在受力以后既不互相脱离也不互相侵入

（图 3 - 25），使得作为有限元计算模型的离散结构仍然保持为连续弹性体。
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图 3 - 25 相邻单元的位移

② 位移模式必须能反映单元的刚体位移，即 Ni + Nm + Nj = 1。每一个单元的位移总可以

图 3 - 26 自由端单元的刚体位移

分解为自身变形位移和与本身变形无关的刚体位移两部分。

由于一个单元牵连在另一些单元上，其他单元发生变形时必

将带动该单元作刚性位移。如悬臂梁的自由端单元跟随相

邻单元作刚体位移（图 3 - 26）。因此，为模拟一个单元的真

实位移，选取的单元位移模式，必须包括该单元的刚体位移。

③ 位移模式必须能反映单元的常量应变。每一个单元
的应变状态总可以分解为不依赖于单元内各点位置的常应变项和由各点位置决定的变量应

变。而且当单元的尺寸较小时，单元中各点的应变趋于相等，单元的变形比较均匀，因而常量

应变就成为应变的主要部分。因此，为了正确反映单元的应变状态，单元位移模式必须包括单

元的常应变项。

现在来说明前面所选取的位移模式是满足这些条件的。首先，位移函数式（3 - 25）由于只

包含多项式，当然在单元内是坐标 x，y的连续函数，这就保证了位移在单元内的连续性。而

在任意两个相邻单元 ijm和 ipj的公共边界 ij上（见图 3 - 25（a）），显然在 i 和 j节点上的两单

元位移各是 ui，vi 和 uj，vi 都是相同的。而式（3 - 25）所示的位移分量在每个单元中都是坐标

的线性函数，在公共边界 ij上当然也是线性变化，所以上述两个相邻单元在 ij上的任意一点

都具有相同的位移，这就保证了相邻单元之间位移的连续性。

现在再来说明，位移模式（3 - 25）同时反映了三角形单元的刚体位移和常量应变。为此把

式（3 - 25）改写成

u = α1 +α2 x -
α5 - α3

2
y +

α5 +α3

2
y

v = α4 +α6 y +
α5 - α3

2
x +

α5 +α3

2
{

x

把上式与式（3 - 8）比较，可见

u0 = α1，v0 = α4，w =
α5 - α3

2

即α1和α4反映了刚体平动，而α5 和α3 反映了刚体转动。另一方面，将式（3 - 25）代入几何

方程，得

εx = u
x = α2，εy = v

y = α6，γxy = u
y +v

x = α3 +α5

即常量α2，α6，α3和α5反映了单元的常应变项。

63



由上述可得，单元位移模式（3 - 25）全部满足收敛性的三个条件。

通常把满足收敛性第一个条件的单元，称为协调（或连续的）单元。满足收敛性第二与第

三条件的，称为完备单元。理论和实践都已证明：条件（b）和（c）是有限元法收敛于正确解答

的必要条件，而再加上条件（a）就是充分条件。

从现在发展看，条件（a）不满足也可以（称为不协调单元），甚至有时比与它密切相关的协

调单元要好。其原因就在于有限元近似解的性质。由于计算时假设了单元的位移模式，就相

当于给单元加进了约束条件，要单元的变形服从所加约束，这样的离散结构模型比真实结构更

刚一些。但是，由于不协调单元允许单元分离、重叠，相当于单元又变软了或者形成了铰。这

两种影响可能会利弊抵消，从而使不协调单元有时会得到很好的效果。

3. 面积坐标

面积坐标是建立在单元本身上的局部坐标。对某些积分运算，可使计算简化。也可利用

面积坐标来构造单元位移模式，对有些问题，比用直角坐标方便简单。

（1）形函数的几何意义

如图 3 - 27所示，在三角形单元内任取一点 P（x，y），并分别与三顶点 i，j，m相连，则将

三角形的面积 A分割成三个小三角形，其面积相应记为 Ai，Aj和Am。显然

A = Ai + Aj + Am

图 3 - 27

而根据形函数的定义，有

Ni =
1

2A
（ai + bix + ciy）

=
1

2A
［xjym - xmyj +（yj - ym）x +（xm - xj）y］

=
1

2A

1 x y

1 xj yj

1 xm ym

=
Ai

A
（3 - 33a）

同理

Nj =
Aj

A
， Nm =

Am

A
（3 - 33b）

显然，单元形函数 Ni，Nj，Nm有着明显的几何意义：单元内任一点（x，y）的形函数等于该

点与三角形顶点相连后形成的小三角形的相应面积与单元面积之比。

（2）面积坐标的定义

如果定义三个量 Li，Lj，Lm，并使

Li =
Ai

A
，Lj =

Aj

A
，Lm =

Am

A
（3 - 34）

则称 Li，Lj，Lm为点 P（x，y）的面积坐标。也就是讲，当这三个比值确定后，则 P 点的位

置也就确定了。

根据上述定义，表明三角形单元中的形函数 Ni，Nj，Nm 实际上就是面积坐标 Li，Lj，Lm。

而由定义，明显有

Li + Lj + Lm = 1 （3 - 35）

所以，确定 P 点位置独立的量只有两个，如同用 x，y两个参数就可以确定 P 点位置一样。
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根据定义，也可看到面积坐标是依附在单元上的，是一种局部坐标（也称自然坐标）。在有

限元法中，应用局部坐标，有时是非常方便的。

（3）面积坐标的特征

根据面积坐标的定义，可直接得到在单元三个节点处的面积坐标为

节点 i：Li = 1，Lj = 0，Lm = 0

节点 j：Li = 0，Lj = 1，Lm = 0

节点 m：Li = 0，Lj = 0，Lm = 1

从图 3 - 27上也可看出，在平行于 jm边的直线上所有各点有相同的 Li 值，并且这个值就

等于该直线至 jm边的距离与节点 i 至 jm边的距离的比值。

面积坐标与直角坐标间的关系，也可能由面积坐标定义直接得到

Li =
Ai

A =
1

2A
（ai + bix + ciy） （i，j，m） （3 - 36）

即

Li

Lj

L
{ }

m

=
1

2A

ai bi ci

a j bj cj

am bm c









m

1{ }x

y

（3 - 36a）

上式是用直角坐标表示面积坐标，有时需要用面积坐标来表示直角坐标。这时，只要将

Li，Lj和 Lm分别乘上 xi，xj和 xm，然后相加，并注意到常数 ai，bi，ci，aj，bj，cj，am，bm，cm 分别

是表示三角形面积A的行列式（3 - 29）的代数余子式，不难验证

x = xiLi + xjLj + xmLm

同理，有

y = yiLi + yjLj + ymLm

注意到

Li + Lj + Lm = 1

则可得到面积坐标与直角坐标之间的变换公式

1{ }x

y

=

1 1 1

xi xj xm

yi yj y









m

Li

Lj

L
{ }

m

（3 - 37）

当面积坐标的函数 f（Li，Lj，Lm）对直角坐标（x，y）求导数时，根据复合函数求导规则，有

f
x =

Li

x
f
Li

+
Lj

x
f
Lj

+
Lm

x
f
Lm

=
1

2A
bi
f
Li

+ bj
f
Lj

+ bm
f
L( )

m

f
y =

Li

y
f
Li

+
Lj

y
f
Lj

+
Lm

y
f
Lm

=
1

2A
ci
f
Li

+ cj
f
Lj

+ cm
f
L( )

m
（3 - 38）

在计算面积坐标的幂函数在三角形单元上的积分时，可以应用以下积分公式

Lαi Lβj Lγmdxdy = α！β！γ！
（α +β +γ + 2）！

2A （3 - 39）

式中，α，β，γ为整数。
计算面积坐标的幂函数沿三角形单元某一边上积分时，可以应用以下积分公式
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∫Lαi Lβj ds = α！β！
（α +β + 1）！

l （3 - 40）

式中，s为沿三角形某边上的积分变量；l 为该边的长度。

4. 单元刚度矩阵

本节将利用几何方程、物理方程、虚功方程来推导用节点位移表示单元应变、单元应力和

节点力，最终建立单元刚度矩阵。

（1）单元应变与单元节点位移的关系

由几何方程（3 - 7），并代入单元位移模式（3 - 25），

｛ε｝=

εx

εy

γ
{ }

xy

=


x

0

0 
y


y


















x

{ }u

v
=

1
2A

bi 0 bj 0 bm 0

0 ci 0 cj 0 cm

ci bi cj bj cm b



















m

ui

vi

uj

vj

um

v

































m

（3 - 41）

可以简写成

｛ε｝=［B］｛Δ｝e （3 - 41a）

其中的矩阵［B］可写成分块形式

［B］=［［Bi］［Bj］［Bm］］ （3 - 42）

而其子块矩阵为

［Bi］=
1

2A

bi 0

0 ci

ci b









i

（i，j，m） （3 - 43a）

同理 ［Bj］=
1

2A

bj 0

0 cj

cj b









j

（i，j，m） （3 - 43b）

［Bm］=
1

2A

bm 0

0 cm

ci b









m

（i，j，m） （3 - 43c）

式（3 - 41a）即为单元应变与单元节点位移的关系，矩阵［B］称为应变矩阵。对三角形单

元，它的元素都是只与单元的几何性质有关的常量。由式（3 - 41）可知，单元内各点的应变分

量也都是常量，因此把三节点三角形单元称为平面问题的常应变单元。

（2）单元应力与单元节点位移的关系

由物理方程

｛σ｝=［D］｛ε｝
把式（3 - 41a）代入后，可得以用节点位移表示单元应力的表达式

｛σ｝=［D］［B］｛Δ｝e =［S］｛Δ｝e （3 - 44）

式中，S称为应力矩阵，它反映了单元应力与节点位移之间的关系，用分块矩阵表示为
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［S］=［D］［B］=［D］［［Bi］［Bj］［Bm］］

=［［D］［Bi］［D］［Bj］［D］［Bm］］=［［Si］［Sj］［Sm］］ （3 - 45）

子块矩阵为

［Si］=［D］［Bi］=
E

1 - μ
2

1 μ 0

μ 1 0

0 0
1 - μ











2

·
1

2A

bi 0

0 ci

ci b









i

=
E

2（1 - μ
2）A

bi μci

μbi ci

1 - μ
2

ci
1 - μ

2
b











i

（i，j，m） （3 - 46）

对于平面应变问题，只需在式（3 - 46）中把 E 换为
E

1 - μ
2，μ换为 μ

1 - μ
即可。

从式（3 - 46）可看到，由于弹性矩阵和应变矩阵中的元素都为常量，所以应力矩阵中的元

素也为常量。也就是说，在每一单元中，应力分量都是常数，一般把它看作为单元形心处的值。

通常不同的单元，应力是不相同的。因此在相邻两单元的公共边界上，应力将有突变，并不连

续，这是有限元位移法的不足之处，是应力近似计算的一种表现。但应力突变值，随单元的细

分而急剧减小，精度会改善，不影响有限元解答的收敛性。

（3）单元刚度矩阵

这里直接利用虚功方程来建立刚度方程，因为虚功方程是以功能形式表述的平衡条件。

图 3 - 28（a）表示了作用于单元 e上的节点力｛F｝e，以及相应的应力分量｛σ｝，它们使单元
处于平衡状态。

图 3 - 28 虚位移原理

（a）节点力；（b）虚应变

假设单元节点由于某种原因发生相对微小虚位移｛Δ｝e，在单元内部引起的虚应变为

｛ε｝=｛ε
x ε

y γ
xy｝

T （3 - 47）

如图 3 - 28（b）所示。现在在单元上只作用单元节点力｛F｝e，应用虚功方程，得

（｛Δ｝e）T｛F｝e =A
｛ε｝T｛σ｝hdxdy （3 - 48）

由几何方程

｛ε｝=［B］｛Δ｝e

由物理方程，并忽略虚位移引起的应力变化，有
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｛σ｝=［D］［B］｛Δ｝e

代入后，有

（｛Δ｝e）T｛F｝e =A
（［B］｛Δ｝e）T［D］［B］｛Δ｝e hdxdy

（｛Δ｝e）T｛F｝e =（｛Δ｝e）T（A
［B］T［D］［B］hdxdy）｛Δ｝e

由于虚位移｛Δ｝e是任意的，根据矩阵运算规则，则有

｛F｝e =（A
［B］T［D］［B］hdxdy）｛Δ｝e （3 - 49）

令

｛K｝e =A
［B］T［D］［B］hdxdy （3 - 50）

式（3 - 49）则为

｛F｝e =［K］e｛Δ｝e （3 - 49a）

这就是单位刚度方程式，它反映了单元节点力和节点位移之间的关系，这也是单元分析的目的。

矩阵［K］e称为单元刚度矩阵。由于三角形单元的应变矩阵［B］和弹性矩阵［D］都是常

量阵，所以式（3 - 50）为

［K］e =［B］T［D］［B］hA
dxdy =［B］T［D］［B］hA （3 - 51）

式中，h 为单元厚度，A为单元面积。

矩阵［K］e写成分块矩阵形式为

［K］e =［B］T［D］［B］hA = hA

［Bi］
T

［Bj］
T

［Bm］
{ }

T

［D］［［Bi］［Bj］［Bm］］
T

=

［Ke
ii］ ［Ke

ij］ ［Ke
im］

［Ke
ji］ ［Ke

jj］ ［Ke
jm］

［Ke
mi］［Ke

mj］［Ke
mm









］

（3 - 52）

对平面应力问题，其子块矩阵为

［Ke
rs］=［Br］

T［D］［Bs］hA

=
Eh

4（1 - μ
2）A

brbs +
1 - μ

2
crcs μbrcs +

1 - μ
2

crbs

μcrbs +
1 - μ

2
brcs crcs +

1 - μ
2

brb











s

（r = i，j，m；s = i，j，m）

（3 - 53）

而对平面应变问题，只要将式（3 - 53）中的 E 以
E

1 - μ
2代，而μ以 μ

1 - μ
代，即可得到

［Ke
rs］=［Br］

T［D］［Bs］hA

=
E（1 - μ）h

4（1 +μ）（1 - 2μ）A

brbs +
1 - 2μ

2（1 - μ）
crcs

μ
1 - μ

brcs +
1 - 2μ

2（1 - μ）
crbs

μ
1 - μ

crbs +
1 - 2μ

2（1 - μ）
brcs crcs +

1 - 2μ
2（1 - μ）

brb











s
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（r = i，j，m；s = i，j，m） （3 - 54）

从以上的推导过程中，我们可以看到节点位移、单元应变、单元应力、节点力四个物理量之

间的转换关系，以及联系节点位移和节点力的单元刚度矩阵形成过程，即

再来看一下单元刚度矩阵中的子块矩阵和元素的力学意义。

把单元刚度方程（3 - 49）按子块矩阵的形式写，有

｛F i｝
e

｛F j｝
e

｛Fm｝
{ }

e

=

［Ke
ii］ ［Ke

ij］ ［Ke
im］

［Ke
ji］ ［Ke

jj］ ［Ke
jm］

［Ke
mi］［Ke

mj］［Ke
mm











］

｛Δe
i｝

｛Δe
j｝

｛Δe
m

{ }
｝

（3 - 55）

展开第一行，有

｛F i｝
e =［Ke

ii］｛Δe
i｝

e +［Ke
ij］｛Δe

j｝
e +［Ke

im］｛Δe
m｝

e （3 - 56）

令｛Δe
i｝=｛Δe

m｝=｛0｝，｛Δe
j｝=｛1｝。即 i 节点和m节点的位移分量均为零，而 j节点的各位移

分量产生一单位位移。代入式（3 - 56）后，有

｛F i｝
e =［Ke

ij］

上式说明，［Ke
ij］的力学意义是当 j节点产生单位位移，而其他节点位移为零时，需在 i 节点上

产生的节点力。不失一般性，单元刚度矩阵中的子块矩［Ke
rs］表示 s节点产生单位位移时在 r

节点上产生的节点力。

进一步展开式（3 - 56），有

Xe
i

Ye{ }
i

=
K11

ii K12
ii

K21
ii K22[ ]

ii

ui

v{ }
i

+
K11

ij K12
ij

K21
ij K22[ ]

ij

uj

v{ }
j

+
K11

im K12
im

K21
im K22[ ]

im

um

v{ }
m

并展开第一行，可得

Xe
i = K11

ii ui + K12
ii vi + K11

ij uj + K12
ij vj + K11

imum + K12
imvm

令 ui = vi = vj = um = vm = 0，uj = 1

则 Xe
i = K11

ij

而令 ui = vi = uj = um = vm = 0，vj = 1时，

则 Xe
i = K12

ij

这两式可说明单元刚度矩阵中元素的力学意义是：

K11
ij表示 j节点 x方向产生单位位移时在 i 节点 x方向产生的节点力；K12

ij表示 j节点 y方向

产生单位位移时在 i 节点 x方向产生的节点力分量。

不失一般性，单元刚度矩阵中元素 Kpq
mn表示 n 节点 q方向（q取值为 1或 2，1代表 x方向，

2代表 y方向）产生单位位移时在 m节点 p方向（取值与含意同 q）产生的节点力分量。

单元刚度矩阵有下述的一些性质：
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① 单元刚度矩阵决定于该单元的形状、大小、方位及材料的弹性常数，而与单元的位置无
关，即不随单元或坐标轴的平行移动而改变。同时，单元刚度矩阵还特别与所假设的单元位移

模式有关，不同的位移模式，将带来不同的单元刚度矩阵。

所以，用有限元法求解，选择适当的单元位移模式和单元形状是提高计算精度的关键。

② 单元刚度矩阵是对称阵，即 Ke
pq = Ke

qp这可用功互等定理给出，就是 q处单位位移给出

的 p处的节点力，等于 p处的单位位移给出 q处的节点力。

③ 单元刚度矩阵是奇异矩阵，即［K］e所对应的行列式 Ke 的值等于零。从物理学上讲，

由于单元的六个节点力分量组成一个平衡力系，所以它们的主矢量为零。例如

Xe
i + Xe

j + Xe
m = 0

或 （K11
ii + K11

ji + K11
mi）ui +（K12

ii + K12
ji + K12

mi）vi + ⋯ +（K12
im + K12

jm + K12
mm）vm = 0

由于｛Δe｝不恒等于零，所以上式中各项系数必同时为零。也就是单元刚度矩阵中任一列

的第 1，3，5行元素的代数和或者第 2，4，6行元素的代数和为零。又由行列式性质（某行或某

列所有的元素乘以同一个数，加至另一行或另一列的对应元素上，该行列式的值不变），可见任

一列元素的代数和为零。这样单元刚度矩阵所对应的行列式的值为零，即不存在逆矩阵。

从另一角度讲，由式（3 - 49），给定节点位移，可确定节点力。但是若给出节点力，却会由

于无逆阵，求不出节点位移。这是由于单元节点位移由两部分组成，其中的刚体运动也会引起

节点位移。所以也可以说，没有消除刚体位移，导致单元刚度阵是奇异矩阵。

十一、非节点载荷的移置

根据有限元法的基本原理，载荷都必须作用在节点上。但是在工程实际中，实际载荷又不可

能完全是作用在节点上，如自重、惯性力、风载荷等。因此必须把非节点载荷移置到节点上，变换

为等效节点载荷，才能进行有限元分析。非节点载荷向节点移置，通常按照静力等效的原则。

所谓静力等效原则，是指原来作用在单元上的载荷与移置到节点上的等效载荷，在单元的

任何虚位移上所作的虚功应相等。载荷作这样的变换，会引起误差。但由圣维南原理，这种误

差是局部性的，对整体结构影响不大，而且随着单元的逐渐加密，这一影响将逐步缩小。

图 3 - 29 等效节点载荷移置

（a）单元载荷；（b）虚位移

1. 计算等效节点载荷的一般公式

设在单元 e内部作用体积力｛P V｝=｛X Y｝T，沿单元边界作用分布面力｛P A｝=｛X Y｝e，而

在单元中间某点作用集中力｛Q｝=｛Qx Qy｝
T，如图 3 - 29（a）所示，图中｛Q｝未画出。
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设上述载荷向节点移置后，其相应的单元等效节点载荷矩阵为

｛P｝e =｛Xe
i Ye

i Xe
j Ye

j Xe
m Ye

m｝
T

假想单元由于某种原因发生了虚位移，如图 3 - 29（b）所示，此时的单元节点虚位移为

｛Δ｝e =｛u
i vi u

j vj u
m vm｝

T

由位移模式，单元内任一点的虚位移为

｛f｝e =｛u v｝T =［N］｛Δ｝e

根据上述静力等效原则，有

（｛Δ｝e）T｛P｝e =（｛f｝eb）
T｛Q｝+∫S

（｛f｝e）T｛PA｝hds +A
（｛f｝e）T｛P V｝hdxdy

式中，｛f｝eb表示单元位移函数在集中力作用点 b处取值。

把式（3 - 30）代入，有

（｛Δ｝e）T｛P｝e =（｛Δ｝e）T（［N］Tb｛Q｝+∫S
［N］T｛P A｝hds +A

［N］T｛P V｝hdxdy）

由于｛Δ｝e是任意的，所以上述等式两边与其相乘的矩阵应相等，这样就有

｛P｝e =［N］Tb｛Q｝+∫S
［N］T｛PA｝hds +A

［N］T｛P V｝hdxdy （3 - 57）

这就是等效节点载荷计算式。从中可看出，等效节点载荷与形函数，即单元位移模式密切

相关。

图 3 - 30 集中力的移置

2. 常用一些载荷的移置

（1）集中力

设在单元的 ij边界上 d 点作用有沿 x方向的载荷 Qx，作用

点 d 分别距节点 i、j为 li 和 lj，见图 3 - 30。由式（3 - 57），可得

｛P｝e =［N］Td｛Q｝=

Ni 0

0 Ni

Nj 0

0 Nj

Nm 0

0 N



















m d

Qx{ }
0

=

QxNi

0

QxNj

0

QxNm





























0 d

（3 - 58）

根据形函数与面积坐标的性质，在 d 点，有

Ni = Li =
Ai

A =
lj

l
， Nj = Lj =

Aj

A =
li

l
， Nm = 0

式中，l 为三角形单元 ij边的长度。代入式（3 - 58）后，有

｛P｝e =
Qx

l
｛lj 0 li 0 0 0｝T

上式表明，作用在单元边界上的集中力只移置到其相邻的节点上，第三个节点不受力。

移置的结果也表明，它与直接按“合力相等，合力矩相等”这一原则求等效节点力的结果是

相同的。所以可以利用这一点，对一些简单的非节点载荷用“直接法”求等效节点载荷，这样更

方便。
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（2）分布面力

设在单元的 ij边界上作用有线性分布的 x方向的载荷，在 i 节点上为 q，而 j节点处为零，

如图 3 - 31所示。

图 3 - 31 分布面力的载荷移置 图 3 - 32 均布体力的载荷移置

取 ij边界上距 j节点为 s的微线段 ds，则 ds段中的载荷可看作为集中力，设为

｛dQs｝=

q
l sds{ }

0

由前述边界上集中力的移置规律，该微线段上的载荷转化为节点载荷是

｛dP｝e =
qsds
l2 ｛s 0 l - s 0 0 0｝T

式中 l 为 ij边界的长度。这样，对上式积分可得到等效节点载荷矩阵

｛P｝e =∫
1

0
｛s 0 l - s 0 0 0｝T

q
l2 sds

=
ql
2

2
3

0
1
3{ }0 0 0

T

上式表明，在 ij边界上线性分布面力的合力
ql
2
，

2
3
分配到 i 节点，

1
3
分配到 j节点，而且与

外载荷一样，都是 x方向。这结果也与直接按“合力相等、合力矩相等”的转换结果相同。

（3）分布体力

设在单元内只作用单位体积的体力｛PV｝=（0 - wy）
T。由式（3 - 57）可得相应的等效节

点载荷矩阵为

｛P｝e =A
［N］｛P V｝hdxdy

=A

Ni 0

0 Ni

Nj 0

0 Nj

Nm 0

0 N



















m

0

- w{ }
y

hdxdy

=A
- wy｛0 Ni 0 Nj 0 Nm｝

Thdxdy （3 - 59）
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式中，wy为常量，分别对 Ni，Nj，Nm进行积分运算，由形函数与面积坐标的关系，以及根据面

积坐标的积分公式，得

A
Nidxdy =A

Lidxdy =
1！
（1 + 2）！

·2A =
A
3

同理

A
Njdxdy =

A
3
，A

Nmdxdy =
A
3

代入式（3 - 59），得

｛P｝e = - Ahwy 0
1
3

0
1
3

0{ }1
3

T

设 Wy = Ahwy为单元的总体力，则

｛P｝e = 0 -
1
3

Wy 0 -
1
3

Wy 0 -
1
3

W{ }y

T

上式表明，均布体积力的移置规律是把单元重力平均地分配到三个节点上。

十二、总刚度方程

经过单元分析，建立了各单元的单元刚度矩阵和节点力矩阵后，就可以进行结构的整体分

析。结构的整体分析必须遵循下列两原则：

第一是整个离散体系的各单元在变形后必须在节点处协调地联结起来。例如与 i 节点相

联结的有 n 个单元，则这 n 个单元在该节点 i 处必须具有相同的节点位移（节点位移连续条

件），即有

｛Δ①
i ｝=｛Δ②

i ｝= ⋯ =｛Δi｝=｛Δi｝ （3 - 60）

第二是组成离散体的各节点必须满足平衡条件。如与 i 节点直接相连的所有各单元作用

于该节点上的节点力，应与作用在该节点上的节点载荷保持平衡，用公式表示为

∑
e

｛F e
i｝-｛Ri｝= 0 （3 - 61）

式中，｛F e
i｝=｛Xe

i Ye
i｝

T表示单元 e的 i 节点的节点力矢量，∑
e

表示直接与节点 i 相连接的

所有单元求和。｛Ri｝=｛Rix Riy｝
T表示节点 i 上的节点外载荷，它包括两部分，一是直接作

用在点 i 上的集中力｛Qi｝=｛Qix Qiy｝
T，二是各单元在节点 i 处的等效节点载荷的和，即

｛Ri｝=｛Qi｝+ ∑
e

｛P e
i｝ （3 - 62）

如果在 i 节点上既无集中力作用，直接与 i 节点相联结的各单元也没有等效节点载荷分

配到 i 节点上，则｛Ri｝为零矢量，即｛Ri｝=｛0 0｝T。

整体分析的目的就是根据上述原则建立用节点位移表示的整个离散体系的平衡方程组，

即总刚度方程。

（1）总刚度方程的形成

现以图 3 - 33所示的离散体系为例，来说明总刚度方程的形成过程。

首先应求出各单元的刚度矩阵，这样各单元的刚度方程分别为

单元①：i = 1，j = 2，m = 3
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｛F ①
1 ｝

｛F ①
2 ｝

｛F ①
3

{ }
｝

=

［K①
11］［K①

12］［K①
13］

［K①
21］［K①

22］［K①
23］

［K①
31］［K①

32］［K①
33











］

｛Δ①
1 ｝

｛Δ①
2 ｝

｛Δ①
3

{ }
｝

（3 - 63a）

图 3 - 33 总刚度方程建立过程

单元②：j = 2，j = 5，m = 3

｛F ②
2 ｝

｛F ②
5 ｝

｛F ②
3

{ }
｝

=

［K②
22］［K②

25］［K②
23］

［K②
52］［K②

55］［K②
53］

［K②
32］［K②

35］［K②
33











］

｛Δ②
2 ｝

｛Δ②
5 ｝

｛Δ②
3

{ }
｝

（3 - 63b）

单元③：i = 4，j = 5，m = 2

｛F ③
4 ｝

｛F ③
5 ｝

｛F ③
2

{ }
｝

=

［K③
44］［K③

45］［K③
42］

［K③
54］［K③

55］［K③
52］

［K③
24］［K③

25］［K③
22











］

｛Δ③
4 ｝

｛Δ③
5 ｝

｛Δ③
2

{ }
｝

（3 - 63c）

单元④：i = 4，j = 6，m = 5

｛F ④
4 ｝

｛F ④
6 ｝

｛F ④
5

{ }
｝

=

［K④
44］［K④

46］［K④
45］

［K④
64］［K④

66］［K④
65］

［K④
54］［K④

56］［K④
55











］

｛Δ④
4 ｝

｛Δ④
6 ｝

｛Δ④
5

{ }
｝

（3 - 63d）

接着可建立各节点的平衡方程。由图 3 - 33可得到用矩阵表示的平衡方程为

｛F ①
1 ｝=｛R1｝

｛F ①
2 ｝+｛F ②

2 ｝+｛F ③
2 ｝=｛R2｝

｛F ①
3 ｝+｛F ②

3 ｝=｛R3｝

｛F ③
4 ｝+｛F ④

4 ｝=｛R4｝ （3 - 64）
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｛F ②
5 ｝+｛F ③

5 ｝+｛F ④
5 ｝=｛R5｝

｛F ④
6 ｝=｛R6｝

式中，对应本例情况，｛R1｝=｛Q1x Q1y｝
T，｛R4｝=｛0 Q4y｝

T，其中节点力分量理解为支反力，而

｛R2｝=｛0 Q2y｝
T，｛R6｝=｛Q6x Q6y｝

T为节点外载荷（集中力），其余｛R3｝和｛R5｝均为零矢量。

将各单元刚度方程式（3 - 63a）～式（3 - 63d），按节点力展开，并代入式（3 - 64）中，利用节

点位移连续条件（3 - 60），即

｛Δ①
1 ｝=｛Δ1｝，｛Δ①

2 ｝=｛Δ②
2 ｝=｛Δ③

2 ｝=｛Δ2｝

｛Δ①
3 ｝=｛Δ②

3 ｝=｛Δ3｝，｛Δ③
4 ｝=｛Δ④

4 ｝=｛Δ4｝

｛Δ②
5 ｝=｛Δ③

5 ｝=｛Δ④
5 ｝=｛Δ5｝，｛Δ④

6 ｝=｛Δ6｝

可以得到用节点位移表示的各节点的平衡方程

［K①
11］｛Δ1｝+［K①

12］｛Δ2｝+［K①
13］｛Δ3｝=｛R1｝

［K①
21］｛Δ1｝+（［K①

22］+［K②
22］+［K③

22］）｛Δ2｝+（［K①
23］+［K②

23］）｛Δ3｝+

［K③
24］｛Δ4｝+（［K②

25］+［K③
25］）｛Δ5｝=｛R2｝

［K①
31］｛Δ1｝+（［K①

32］+［K②
32］）｛Δ2｝+（［K①

33］+［K②
33］）｛Δ3｝+［K②

35］｛Δ5｝=｛R3｝

［K③
42］｛Δ2｝+（［K③

44］+［K④
44］）｛Δ4｝+（［K③

45］+［K④
45］）｛Δ5｝+［K④

46］｛Δ6｝=｛R4｝

（［K②
52］+［K③

52］）｛Δ2｝+［K②
53］｛Δ3｝+（［K③

54］+［K④
54］）｛Δ4｝+

（［K②
55］+［K③

55］+［K④
55］）｛Δ5｝+［K④

56］｛Δ6｝=｛R5｝

［K④
64］｛Δ4｝+［K④

65］｛Δ5｝+［K④
66］｛Δ6｝=｛R6｝ （3 - 65）

设

［Kij］= ∑
e

［Ke
ij］（i = 1，2，⋯，6；j = 1，2，⋯，6） （3 - 66）

即有

［K11］=［K①
11］，［K12］=［K①

12］，［K13］=［K①
13］

［K21］=［K①
21］，［K22］=［K①

22］+［K②
22］+［K③

22］，［K23］=［K①
23］+［K②

23］

［K24］=［K③
24］，［K25］=［K②

25］+［K③
25］

［K31］=［K①
31］，［K32］=［K①

32］+［K②
32］，［K33］=［K①

33］+［K②
33］，［K35］=［K②

35］

［K42］=［K③
42］，［K44］=［K③

44］+［K④
44］，［K45］=［K③

45］+［K④
45］，［K46］=［K④

46］

［K52］=［K②
52］+［K③

52］，［K53］=［K②
53］，［K54］=［K③

54］+［K④
54］

［K55］=［K②
55］+［K③

55］+［K④
55］，［K56］=［K④

56］

［K64］=［K④
64］，［K65］=［K④

65］，［K66］=［K④
66］

这样，式（3 - 65）可写成

∑
6

s = 1

［Kps］｛Δs｝=｛Rp｝ （p = 1，2，⋯，6） （3 - 67a）

式中如果｛Δs｝没有出现，则意味着所对应的［Kps］=［0］。

写成矩阵形式，即为
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［K11］［K12］［K13］

［K21］［K22］［K23］［K24］［K25］

［K31］［K32］［K33］ ［K35］

［K42］ ［K44］［K45］［K46］

［K52］［K53］［K54］［K55］［K56］

［K64］［K65］［K66



















］

｛Δ1｝

｛Δ2｝

｛Δ3｝

｛Δ4｝

｛Δ5｝

｛Δ6




























｝

=

｛R1｝

｛R2｝

｛R3｝

｛R4｝

｛R5｝

｛R6




























｝

（3 - 67b）

上式可简写成

［K］｛Δ｝=｛R｝

该式即称为结构的总刚度方程，或称为结构的整体平衡方程组，式中｛Δ｝为结构的节点位移矩
阵，｛R｝为结构的节点载荷矩阵，它的组成由式（3 - 62）所规定，即

｛Ri｝=｛Qi｝+ ∑
e

｛P e
i｝

而［K］称为结构的总刚度矩阵。

（2）总刚度矩阵的形成和特征

从总刚度方程的构成可以看到，总刚度方程中关键是结构总刚度矩阵的形成。由上面的

实例，不失一般性，可以看出总刚度矩阵中各子块矩阵的组成规律是：矩阵［K］中的子阵［Kij］

是与 i，j节点直接相连接的各单元刚度矩阵中出现的相应子矩阵［Ke
ij］的叠加，即

［Kij］= ∑
e

［Ke
ij］

如上例中［K25］是与节点“2”、“5”直接相连的单元②、③的刚度矩阵中子块［K②
25］和［K③

25］叠加

的结果。

按照上述特点，在计算出单元刚度矩阵之后，就可以按下述方法直接形成总刚度矩阵。在

此，以图 3 - 33所示的例子加以说明。

① 计算出结构中所有单元的单元刚度矩阵；

② 根据结构的节点总数 n，画一个 n × n 的表格，本例中 n = 6，则画一个 6 × 6的表格，见

下表。表格中每一行和每一列分别用 1，2，⋯，n 编号，则每一方格可表示为总刚度矩阵中的

一子块矩阵［Kij］（i = 1，2，⋯，n，j = 1，2，⋯，n）。

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

［K①
11］ ［K①

12］ ［K①
13］

［K①
21］

［K①
22］［K②

22］

［K③
22］

［K①
23］［K②

23］ ［K③
24］ ［K②

25］［K③
25］

［K①
31］ ［K①

32］［K②
32］ ［K①

33］［K②
33］ ［K②

35］

［K③
42］ ［K③

44］［K④
44］ ［K③

45］［K④
45］ ［K④

46］

［K②
52］［K③

52］ ［K②
53］ ［K③

54］［K④
54］
［K②

55］［K③
55］

［K④
55］

［K④
56］

［K④
64］ ［K④

65］ ［K④
66］

③ 将每一单元的单元刚度矩阵中的子块矩阵［Ke
ij］按其下标依次填入上述表格中的第 i
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行第 j列的位置上，这一步称之为“对号入座”，实例见表格。

④ 将表中同一位置的各子块矩阵相叠加，就得到总刚度矩阵中相应的子块矩阵。当表中
一些格子内无子块矩阵（即为空格）时，则总刚度矩阵中相对应的子块矩阵为零矩阵。

这种“对号入座”组集总刚度矩阵的方法，称为直接刚度法。当然，这仅是组集总刚度矩阵

众多方法中的一种。这种方法概念清楚，易于理解，但需占计算机较大的存储量。

上述总刚度矩阵中每一子块矩阵［Kij］，对平面问题而言，应当展开为如下的 2 × 2 阶矩

阵，即

［Kij］=
K11

ij K12
ij

K21
ij K22[ ]

ij

（i，j = 1，2，⋯，6） （3 - 68）

这样，总刚度矩阵应是 2n × 2n 阶矩阵（n 为结构的节点总数）。对图 3 - 33所示的实例，

总刚度方程可展开为

K11
11 K12

11 K11
12 K12

12 K11
13 K12

13

K21
11 K22

11 K21
12 K22

12 K21
13 K22

13

K11
21 K12

21 K11
22 K12

22 K11
23 K12

23 K11
24 K12

24 K11
25 K12

25

K21
21 K22

21 K21
22 K22

22 K21
23 K22

23 K21
24 K22

24 K21
25 K22

25

K11
31 K12

31 K11
32 K12

32 K11
33 K12

33 K11
35 K12

35

K21
31 K22

31 K21
32 K22

32 K21
33 K22

33 K21
35 K22

35

K11
42 K12

42 K11
44 K12

44 K11
45 K12

45 K11
46 K12

46

K21
42 K22

42 K21
44 K22

44 K21
45 K22

45 K21
46 K22

46

K11
52 K12

52 K11
53 K12

53 K11
54 K12

54 K11
55 K12

55 K11
56 K12

56

K21
52 K22

52 K21
53 K22

53 K21
54 K22

54 K21
55 K22

55 K21
56 K22

56

K11
64 K12

64 K11
65 K12

65 K11
66 K12

66

K21
64 K22

64 K21
65 K22

65 K21
66 K22
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（3 - 69）

根据上述推导及式（3 - 66），（3 - 68），（3 - 69），可以看到总刚度矩阵的特征如下：

① 总刚度矩阵中非零的子块矩阵基本集中分布于对角线附近，在大型结构中，形成“带
状”。这是因为一个节点的平衡方程除与本身的节点位移有关外，还与那些和它有直接相联系

的单元的节点位移有关，而不在同一单元上的两个节点之间相互没有影响。如图 3 - 33所示

结构中，节点 3与单元①、②直接相连，它的平衡方程除与节点 3的位移有关外，还与节点 1，2，

5的节点位移有关，但节点 3与节点 4，6无关。所以［K34］，［K36］为零。因此，在大型结构的有

限元分析中，与一个节点直接相连的单元总是不多的，这样总刚度矩阵总是呈稀疏的带状分

布。

通常把从每一行的第一个非零元素起，至该行的对角线上的元素为止的元素个数，称为总

刚度矩阵在该行的“带宽”。带宽以外的元素全为零。带宽的大小，除与相关节点的位移个数

有关外，还与相邻节点编号之差值有关。利用总刚度矩阵具有的稀疏带状的性质，尽量减少相

邻节点编号之差值，即给节点重新编号，使带宽尽可能地小。

② 总刚度矩阵是对称阵。为此只要证明［Krs］=［Ksr］
T。由式（3 - 52）、（3 - 66）可得
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［Ksr］
T = ∑

e

［Ke
sr］

T = ∑
e

（［Bs］
T［D］［Br］）

ThA

= ∑
e

（［Br］
T［D］［Bs］）hA = ∑

e

［Ke
rs］

T =［Krs］

所以，总刚度矩阵是对称矩阵。这样在实际计算时，只需计算在对角线上以及在某一边的元

素。

③ 总刚度矩阵是一个奇异阵。由于结构在外载荷作用下处于平衡状态，因此节点载荷矩
阵｛R｝分量要满足三个静力平衡方程，反映在总刚度矩阵［K］中就存在三个线性相关的行或

列，这同单元刚度矩阵类似，所以它是奇异的，不存在逆矩阵。

分析至此我们还没有引进约束条件，也就是讲，结构还存在着刚体位移，这也是通过

式（3 - 67）我们还求不出节点位移的原因。所以在求解总刚度方程前，需要根据约束条件，修

正总刚度方程。消除总刚度矩阵的奇异性，然后才能求出节点位移。

④ 总刚度矩阵中主对角线上的元素总是正的。如总刚度矩阵［K］中的元素 K11
33表示节点

3在 x方向产生单位位移而其他位移为零时，在节点 3的 x方向上产生的力，它自然应顺着位

移方向，因而为正号。

十三、边界条件的处理

由于总刚度矩阵是奇异矩阵，不存在逆阵。因此要求得唯一解，必须利用给定的边界条件

对总刚度方程进行处理，消除总刚度矩阵的奇异性。边界约束条件的处理实质就是消除结构

的刚体位移，以使能求得节点位移。

有单元法中的边界条件也是假定在节点上受到约束。限制线位移的约束是支座链杆。每

一个约束条件，将提供一个位移方程 ui =α（α为已知量），这使结构少一个特定的位移未知
量，但却增加了一个待定的支承反力 Ri。当α= 0时，我们称之为零位移约束，这时的支座链

杆为刚性支杆。而当α≠0时，表现为支座的沉陷，称为非零位移约束。当然非零位移约束也

可能是弹性支承，它的处理以后将讲到。

边界约束条件的处理方法有三种。

1. 划行划列法（又称消行降阶法）

当结构的边界条件均是零位移约束时，如对图 3 - 33所示结构，在节点 1为固定铰支座，

节点 4为 x方向活动铰支座，即有

u1 = v1 = v4 = 0

把以上条件引入总刚度方程（3 - 69）后，在节点位移矩阵｛Δ｝中相应项为零值，在总刚度
矩阵中，与位移为零的项所对应的行与列的元素，在求其他节点的位移时将不起作用，因而可

以从矩阵［K］中划去。这样原来 12阶的线性方程，就降低为 9阶线性方程组，见式（3 - 70）。

这种修正总刚度方程的办法，明显降低了矩阵的阶数，对于单元数较少的结构，采用手算

时，是比较适用的。但是由于在处理的同时，也明显地改变了总刚度方程的排列顺序，使计算

机程序变得复杂，又是不可取的。因此在有限元实用程序中常常不用此方法来处理边界约束

条件。

78



K11
11 K12

11 K11
12 K12

12 K11
13 K12

13

K21
11 K22

11 K21
12 K22

12 K21
13 K22

13

K11
21 K12

21 K11
22 K12

22 K11
23 K12

23 K11
24 K12

24 K11
25 K12

25

K21
21 K22

21 K21
22 K22

22 K21
23 K22

23 K21
24 K22

24 K21
25 K22

25

K11
31 K12

31 K11
32 K12

32 K11
33 K12

33 K11
35 K12

35

K21
31 K22

31 K21
32 K22

32 K21
33 K22

33 K21
35 K22

35

K11
42 K12

42 K11
44 K12

44 K11
45 K12

45 K11
46 K12

46

K21
42 K22

42 K21
44 K22

44 K21
45 K22

45 K21
46 K22

46

K11
52 K12

52 K11
53 K12

53 K11
54 K12

54 K11
55 K12

55 K11
56 K12

56

K21
52 K22

52 K21
53 K22

53 K21
54 K22

54 K21
55 K22

55 K21
56 K22

56

K11
64 K12

64 K11
65 K12

65 K11
66 K12

66

K21
64 K22

64 K21
65 K22

65 K21
66 K22





























































































































































































































































































































66

u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4

u5

v5

u6

v





























































6

=

R1x

R1y

R2x

R2y

R3x

R3y

R4x

R4y

R5x

R5y

R6x

R6





























































y

（3 - 70）

2. 划零置 1法（又称消行修正法）

当边界条件不一定是零位移约束，而是已知值时，如对图 3 - 33所示结构，有

u1 = α，v1 = β，v4 = γ （3 - 71）

其中α，β，γ均为已知值，当然也可以为零。用划零置 1法可以这样处理：

① 在总刚度矩阵［K］中，把与给定节点位移相对应的主对角元上的元素置为 1，而该行该

列上的其余元素置为零。对式（3 - 69），则应在［K］中把 K11
11，K

22
11，K

22
44置为 1，而第一行和第一

列，第二行和第二列，第八行和第八列中的其余元素均取为零（见式 3 - 72）。
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α

β
R2x - K11

21α - K12
21β - K12

24γ
R2y - K21

21α - K22
21β - K22

24γ
R3x - K11

31α - K12
31β - K12

34γ
R3y - K21

31α - K22
31β - K22

34γ
R4x - K11

41α - K12
41β - K12

44γ

γ
R5x - K11

51α - K12
51β - K12

54γ
R5y - K21

51α - K22
51β - K22

54γ
R6x - K11

61α - K12
61β - K12

64γ
R6y - K21

61α - K22
61β - K22
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（3 - 72）

② 在节点载荷矩阵｛R｝中，把相应的项用给定的位移值代替，而其余元素，则应从中减去

给定的节点位移与［K］中相应的列项的乘积（见式 3 - 72）。

这样的处理，由式（3 - 72），马上可得到

u1 = α，v1 = β，v4 = γ
而且保留了总刚度方程的原有阶数，自然也没有变更方程组的排列顺序。

3. 乘大数法（又称对角元扩大法）

该办法也用于当边界条件不一定为零位移约束时的情形。对图 3 - 33所示结构，也有类

似（3 - 71）式的假定。它的处理办法是：

① 把总刚度矩阵［K］中与给定节点位移相对应的主对角线上的元素乘以相当大的一个

数，如 1 × 1015，［K］中的其他元素不变（见式 3 - 73）。
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α × K11
11 × 1015

β × K22
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（3 - 73）

② 把节点载荷矩阵｛R｝中的代替对应项用给定的节点位移与相应的主对角线元素、同一

相当大的数（如 1 × 1015）这三项的乘积（见式 3 - 73）。

这样处理后，如展开式（3 - 73）的第一个方程，有

K11
11 × 1015 u1 + K12

11 v1 + K11
12 u2 + K12

12 v2 + K11
13 u3 + K12

13 v3 + K11
14 u4 +

K12
14 v4 + K11

15 u5 + K12
15 v5 + K11

16 u6 + K12
16 v6 = α × K11

11 × 1015 （3 - 74）

式（3 - 74）中，由于除包含大数 1 × 1015的两项外，其余各项相对都很小，可以略去，即

K11
11 × 1015  K1j（j = 2，3，⋯，6）

因此，式（3 - 74）就可以写为

K11
11 × 1015 × u1 ≈α × K11

11 × 1015

u1 = α
同理可得到

v1 = β
v4 = γ

均满足已知位移边界条件。

比较划零置 1法和乘大数法可以看到，这两种方法都适用于零位移约束和非零位移约束

边界条件。但是，当边界条件为零位移约束时，用划零置 1法更为简捷；而对非零位移约束，用

乘大数法更为方便。

用以上方法进行边界约束条件处理后，总刚度方程也得到修正，成为

［K］｛Δ｝=｛R｝ （3 - 75）

这时可以求解，求得节点位移。

十四、计算结果整理及解题步骤

在进行边界约束条件处理后，求解节点位移，这将归结于求解一个大型联立线性方程组。

求解方程组在有限元分析过程中将占据计算时间的绝大部分。

求解大型联立线性方程组的方法很多。最常用的是直接法和迭代法。为了避免直接求逆

81



的计算负担，直接法利用矩阵［K］的稀疏和对称特性将它分解为若干个子矩阵，它们的结果等

于原始矩阵。然后，通过简单的返回置换获得解矢量。迭代法是引入假设解后迭代直到达到

平衡位置（解矢量无变化）。尽管迭代法有减少存储空间的特点，但运算次数大大高于直接法。

还有三种常用的方法，可以发挥矩阵的稀疏性和对称性，它们是带宽法、轮廓法和波前法。

这些方法中最古老的是带宽法。它假设矩阵的每一行有一常量（最大）带宽。尽管简化了编

码，但存储不必要的零元素所需要的额外空间降低了这种方法的效率和实用性。轮廓法是带

宽法的改进和修正。它通过用列代替行并设置带宽变量来控制矩阵，从而克服了存储问题。

两种技巧都是调整节点带宽度。但是轮廓法所需要的记忆即完成的操作次数取决于平均宽度

而不是带宽法所要求的最大宽度，这显著改善了存储性能。

波前法技术类似于轮廓法，但它的性能取决于单元波前非节点宽度。波前法的优点在于

它不像带宽法和轮廓法只限于对称矩阵，并且不必预先组装矩阵。然而大多数波前方案比轮

廓法需要更多的硬盘访问并且常常要求更为严格的规模限制。也就是说，波前法并不适用于

充分发挥超级计算环境优势所必需的矢量方法。

在这些众多方法中，最适合的应是能充分利用总刚度矩阵对称、稀疏和带状特性，以便能

极大地减少计算的存储量和求解时间。自然，在小型计算机上计算时更注重于减少计算存储

量，而大型计算机则着重于减少计算时间。

求解总刚度方程，得到节点位移后，代入方程（3 - 44）即可求得单元应力。

计算出的节点位移就是结构上各离散点的位移值，据此可直接画出结构的位移分布图线，

即变形图。大部分有限元通用程序的后处理中，均能显示出结构计算前后的变形图，一目了然

即可看出各部位的变形大小。

而对应力计算结果，则必须进行整理。这是因为对常应变三角形单元，单元中应力也是常

量，而不是某一点的应力值，通常把它作为三角形单元形心处的应力。为了由计算结果推出结

构上某一点的接近实际的应力值，通常可采用绕节点平均法或两单元平均法。

所谓绕节点平均法，就是把环绕某一节点的各单元常应力加以平均，用以表示该节点的应

力。如图 2 - 34中所示节点 1的应力，可认为

｛σ｝1 =
1
6 ∑

6

e = 1

｛σ｝e

图 3 - 34 绕节点平均法

为了使绕节点平均应力能较真实地表示节点处的

实际应力，环绕该节点的各个单元的面积不能相差太

大。绕节点平均法比较适用于内节点应力的推算。对

边界节点，绕节点法的误差将较大。一般边界节点的应

力可由内节点的应力通过插值推算。如图 3 - 34 中节

点 4的应力，可先用绕节点平均法计算出内节点 1，2，3

的应力，再由这三点的应力用抛物线插值公式推算出节

点 4的应力。

所谓两单元平均法，就是把两个相邻单元之中的常

应力加以平均，用来表示公共边界中点处的应力。如图

3 - 34中，A，B的应力分别为
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｛σ｝A =
1
2
（｛σ｝⑨ +｛σ｝瑏瑡）

｛σ｝B =
1
2
（｛σ｝⑩ +｛σ｝瑏瑢）

为了使两单元平均法所推算的应力具有较好的表征性，两个相邻单元的面积不应相差太大。

在求出各点的应力分量σx，σy，τxy后，还可求出主应力σ1，σ2 及主方向。这些值都可在图

上表达出来，显示出结构内应力分布情况。在大型通用有限元分析程序中，都可以等应力线的

形式给出各种应力分量的分布图，供设计人员分析研究。

通过以上应用常应变三角形单元求解平面问题的论述，可以归纳出有限元法分析步骤大

致如下：

① 根据具体分析对象，作出结构简图。在此基础上进行有限元离散化，即网格划分，其步
骤为：

a. 选择坐标系，选择单元；

b. 确定网格大小、疏密，画出网格图；

c. 边界约束条件和载荷的简化、确定。

即得到分析物体的有限元计算模型。

② 单元分析，目的是求出各单元的刚度矩阵及等效节点载荷矩阵。一般可直接根据各种
类型单元的刚度矩阵表示式求出。如对常应变三角形单元，可根据节点坐标值，计算出各单元

的面积及常系数 bi，ci，bj，cj，bm，cm的值，代入式（3 - 52）后求出各单元的刚度矩阵。

根据各单元所受载荷，利用公式（3 - 57）移置到各节点上，形成等效节点载荷矩阵。

③ 整体分析，就是将各单元的分析组集成一整体，形成总刚度矩阵［K］｛Δ｝=｛R｝。包

括：

a. 组集总刚度矩阵［K］，可利用直接刚度法或其他方法。

b. 组集结构节点载荷矩阵。这一步也可结合单元分析形成各单元等效节点载荷矩阵时

直接组集。

c. 边界约束条件处理，修正总刚度方程，并由此求解得到各节点位移｛Δ｝。
d. 求单元应力及节点应力。整理计算结果后给出结构变形图及各种应力分量的等值曲

线。

十五、平面高次单元

上面讨论的三角形单元简单、适应性强，能够容易适应曲线边界及随意改变单元大小。但

是由于只能采用线性位移模式，所以它的计算精度受到限制。为了满足一定的精度要求，需要

将单元划分得很小，增加单元数。分析表明，如果采用高次单元位移模式，可以提高计算精度，

从而大大减少单元的数目。下面介绍两种平面问题高次单元：六节点三角形单元和矩形

单元。

1. 六节点三角形单元

六节点三角形单元是在三节点三角形单元的基础上，把三条边的中点也取为节点而形成

的。规定节点 i、j、m在三角形的三个顶点上，其排列仍按坐标系右手法则定。节点 1、2、3分

别在节点 i、j、m的对边上，如图 3 - 35 所示，（a）为网格中的六节点三角形单元，（b）为其节点
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编号方式及节点的面积坐标。单元的节点位移矩阵｛Δ｝e和单元节点力矩阵｛F｝e分别为

图 3 - 35 六节点三角形单元

（a）六节点三角形单元；（b）节点的面积坐标

｛Δ｝e = ｛Δe
i｝

T｛Δe
j｝

T｛Δe
m｝

T｛Δe
1｝

T｛Δe
2｝

T｛Δe
i3｝{ }T T （3 - 76）

｛F｝e = ｛F e
i｝

T｛F e
j｝

T｛F e
m｝

T｛F e
1｝

T｛F e
2｝

T｛F e
i3｝{ }T T （3 - 77）

式中

｛Δe
i｝=

ui

v{ }
i

，｛Δe
j｝=

uj

v{ }
j

，｛Δe
m｝=

um

v{ }
m

｛Δe
1｝=

u1

v{ }
1

，｛Δe
2｝=

u2

v{ }
2

，｛Δe
3｝=

u3

v{ }
3

｛F e
i｝=

Xe
i

Ye{ }
i

，｛F e
j｝=

Xe
j

Ye{ }
m

，｛F e
m｝=

Xe
j

Ye{ }
m

｛F e
1｝=

Xe
1

Ye{ }
1

，｛F e
2｝=

Xe
2

Ye{ }
2

，｛F e
3｝=

Xe
3

Ye{ }
3

（1）单元位移模式

六节点三角形单元有六个节点，单元位移模式可假设为完全的二次多项式

u = α1 +α2 x +α3 y +α4 x2 +α5 xy +α6 y2

v = α7 +α8 x +α9 y +α10 x2 +α11 xy +α12 y{ 2
（3 - 78）

式中αi（i = 1，2，⋯，12）为待定常数。

先讨论一下位移模式的收敛性问题。系数α1，α2，α3与α7，α8，α9，由三节点三角形单元位

移模式的收敛性讨论可知，它们反映了单元的刚体位移和常应变，满足解答收敛的完备条件。

为了说明位移模式在相邻单元之间的连续性，设在单元边界上利用式（3 - 79）

x = xi + scosα，y = yi + ssinα （3 - 79）

把式（3 - 78）中第一式的 x，y坐标变换成自然坐标 s（图 3 - 36），经整理后该式成为

u = β1 +β2 s +β3 s2

可见，在单元边界 ij上，利用三个节点 i，j，3 的位移分量 ui，uj，u3 可以确定β1，β2，β3。

因此，在两个相邻单元的公共边界 ij上，两个单元具有相同的位移函数 u，这就保证了位移模
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图 3 - 36 自然坐标下的单元位移模式

式 u 在相邻单元之间的连续性。同样也可证明位移模

式 v也能保证相邻单元之间的连续性。

由上述分析可得，所假设的六节点三角形单元的位

移模式是满足收敛性条件，其位移解答是收敛的。

接着进一步分析单元位移模式（3 - 78）中 12个待定

常数。仿照三节点三角形单元的分析，可以用六个节点

的位移分量来决定 12 个待定常数，然后再代回式（3 -

78）求出形函数 Nr（r = i，j，m，1，2，3）。这一过程是非

常繁复的。利用面积坐标的定义以及形函数的性质，我

们可以直接将单元位移模式直接用形函数表示

｛f｝e =［N］｛Δ｝e （3 - 80）

式中，形函数矩阵为

［N］=
Ni 0 Nj 0 Nm 0 N1 0 N2 0 N3 0

0 Ni 0 Nj 0 Nm 0 N1 0 N2 0 N
[ ]

3

（3 - 81）

Ni = Li（2Li - 1） （同理可得 Nj，Nm）

N1 = 4Lj Lm （3 - 82a）

N2 = 4Li Lm （3 - 82b）

N3 = 4Li Lj （3 - 82c）

其中，Lr（r = i，j，m，1，2，3）分别为节点 i，j，m，1，2，3的面积坐标。显然把它们代入式（3 - 80）

后，立即可得出相应节点的节点位移 ur，vr（r = i，j，m，1，2，3）。

由于形函数 Nr（r = i，j，m，1，2，3）是面积坐标 Li，Lj，Lm 的二次式，根据直角坐标和面积

坐标的转换关系式（3 - 36）和式（3 - 37）可见，式（3 - 80）和式（3 - 78）是等同的，同样满足解答

的收敛性。

（2）单元刚度矩阵

把位移模式（3 - 78）代入几何方程，有

｛ε｝=

εx

εy

γ
{ }

xy

=

u
x

v
y

u
y +v



























x

=［B］｛Δ｝e （3 - 83）

由于

εx = u
x =

Ni

x
ui +

Nj

x
uj +

Nm

x
um +

N1

x
u1 +

N2

x
u2 +

N3

x
u3

εy = v
y =

Ni

y
vi +

Nj

y
vj +

Nm

y
vm +

N1

y
v1 +

N2

y
v2 +

N3

y
v3

γx = u
y +v

x =
Ni

y
ui +

Ni

x
vi +

Nj

y
uj +

Nj

x
vj +

Nm

y
um +

Nm

x
vm +

N1

y
u1 +

N1

x
v1 +

N2

y
u2 +

N2

x
v2 +

N3

y
u3 +

N3

x
v3
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所以

［B］= ［Bi］［Bj］［Bm］［B1］［B2］［B3[ ]］ （3 - 84）

式中

［Br］=

Nr

x
0

0 Nr

y

Nr

y
Nr

















x

（r = i，j，m）；［Bk］=

Nk

x
0

0 Nk

y

Nk

y
Nk

















x

（k = 1，2，3）（3 - 85）

由式（3 - 82），并注意到 Lr =
ar + brx + cry

2A
（r = i，j，m），有

Nr

x =
Nr

Lr

Lr

x =（4Lr - 1）
br

2A =
br

2A
（4Lr - 1） （r = i，j，m）

N1

x =
N1

Lj

Lj

x +
N1

Lm

Lm

x = 4Lm
bj

2A + 4Lj
bm

2A =
4（bjLm + bmLj）

2A

同理 N2

x =
4（biLm + bmLi）

2A
， N3

x =
4（biLj + bjLi）

2A

同理 N1

y =
cr

2A
（4Lr - 1） （r = i，j，m）

N1

y =
4（cjLm + cmLj）

2A

N2

y =
4（ciLm + cmLi）

2A

N3

y =
4（cjLj + cjLi）

2A

所以 ［Br］=
1

2A

br（4Lr - 1） 0

0 cr（4Lr - 1）

cr（4Lr - 1） br（4Lr - 1









）
（r = i，j，m）

［B1］=
1

2A

4（bjLm + Ljbm） 0

0 4（cjLm + cmLj）

4（cjLm + cmLj） 4（bjLm + Ljbm









）

（3 - 86a）

［B2］=
1

2A

4（biLm + Lobm） 0

0 4（ciLm + cmLi）

4（ciLm + cmLi） 4（biLm + Libm









）

（3 - 86b）

［B3］=
1

2A

4（biLj + Libj） 0

0 4（ciLj + cjLi）

4（ciLj + ciLj） 4（biLj + Libj









）

（3 - 86c）

由上面二式可知，应变分量是面积坐标的一次式，因而也是 x，y的一次式。也就是说，单

元内的应变是线性变化的，不再是常量。

把应变表达式代入物理方程，可得到单元应力表达式
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｛σ｝=［D］｛ε｝=［D］［B］｛Δ｝e =［S］｛Δ｝e （3 - 87）

式中，应力矩阵

［S］=［D］［B］=［［Si］［Sj］［Sm］［S1］［S2］［S3］］ （3 - 88）

其中应力子块矩阵为

［Sr］=［D］［Br］=
Eh（4Lr - 1）

4（1 - μ
2）A

2br 2μcr

2μbr 2cr

（1 - μ）cr （1 - μ）b









r

（r = i，j，m）

［S1］=［D］［B1］

=
Eh

4（1 - μ
2）A

8（bjLm + Ljbm） 8μ（cjLm + Ljcm）

8μ（bjLm + Ljbm） 8（cjLm + Ljcm）

4（1 - μ）（cjLm + Ljcm） 4（1 - μ）（bjLm + Ljbm









）
（3 - 89a）

同理 ［S2］=［D］［B2］

=
Eh

4（1 - μ
2）A

8（biLm + Libm） 8μ（ciLm + Licm）

8μ（biLm + Libm） 8（ciLm + Licm）

4（1 - μ）（ciLm + Licm） 4（1 - μ）（biLm + Libm









）
（3 - 89b）

［S3］=［D］［B3］

=
Eh

4（1 - μ
2）A

8（biLj + Libj） 8μ（ciLj + Licj）

8μ（biLj + Libj） 8（ciLj + Licj）

4（1 - μ）（ciLj + Licj） 4（1 - μ）（biLj + Libj









）
（3 - 89c）

应力矩阵［S］同样是面积坐标的一次式，也是 x，y 坐标的一次式。也说明了单元中的应

力是线性变化，也不再是常量。

单元刚度矩阵的一般表达式我们已根据虚功方程导出，它为

［K］e =A
［B］T［D］［B］hdxdy

将应变矩阵［B］的表达式代入，并运用积分公式

A
La

iL
b
jL

c
mdxdy =

a！b！c
（a + b + c + 2）！

2A

又注意到关系式

bi + bj + bm = yj - ym + ym - yi + yi - yj = 0

及 ci + cj + cm = 0

可得单元刚度矩阵为

［K］e =
Eh

24（1 - μ
2）A

Fi Pij Pim 0 - 4Pim - 4Pij

Pji Fj Pjm - 4Pjm 0 - 4Pji

Pmi Pmj Fm - 4Pmj - 4Pmi 0

0 - 4Pmj - 4Pjm Gi Qij Qim

- 4Pmi 0 - 4Pim Qji Gj Qjm

- 4Pji - 4Pij 0 Qmi Qmi G



















m

（3 - 90）
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式中

［F i］=
6b2

i + 3（1 - μ）c
2
i 3（1 +μ）bici

3（1 +μ）bici 6c2
i + 3（1 - μ）b

2[ ]
i

（i，j，m）

［Gi］=
16（b2

i - bjbm）+ 8（1 - μ）（c2
i - cjcm） 4（1 +μ）（bici + bjcj + bmcm）

4（1 +μ）（bici + bjcj + bmcm） 16（c2
i - cjcm）+ 8（1 - μ）（b2

i - bjbm
[ ]

）

（i，j，m）

［Prs］=
- 2brbs -（1 - μ）crcs - 2μbrcs -（1 - μ）crbs

- 2μcrbs -（1 - μ）brcs - 2crcs -（1 - μ）brb
[ ]

s

（r = i，j，m；s = i，j，m）

［Qrs］=
16brbs + 8（1 - μ）crcs 4（1 +μ）（crbs + brcs）

4（1 +μ）（crbs + brcs） 16crcs + 8（1 - μ）brb
[ ]

s

（r = i，j，m；s = i，j，m）

（3 - 91）

对于平面应变问题，只需在应力矩阵［S］和单元刚度矩阵［K］e中将 E 换成
E

1 - μ
2，μ换成

μ
1 - μ
即可。

（3）等效节点载荷的计算

由于六节点三角形单元的位移模式是非线性的，所以必须用非节点载荷向节点移置的一

般公式来求等效节点载荷，即有

｛P｝e =［N］T｛Q｝+∫S
［N］T｛P A｝hds +A

［N］T｛P V｝hdxdy （3 - 92）

① 自重的移置。设单元受自重作用，则

｛P V｝=
0

-
{ }w

由式（3 - 92），单元的等效节点载荷矩阵为

｛P｝e =A
［N］T｛P V｝hdxdy

=A

Ni 0 Nj 0 Nm 0 N1 0 N2 0 N3 0

0 Ni 0 Nj 0 Nm 0 N1 0 N2 0 N
[ ]

3

T 0

-
{ }w

hdxdy

= - hwA
｛0 Ni 0 Nj 0 Nm 0 N1 0 N2 0 N3｝

Tdxdy

= -
Ahw

3
｛0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1｝T

设单元的总重量为 Wy = - Ahw，则等效节点载荷矩阵为

｛P｝e = 0 0 0 0 0 0 0
1
3

Wy 0
1
3

Wy 0
1
3

W{ }y

T

上式表明，单元的总体力是平均分配到各边中点的节点 1，2，3上，而三角形三个顶点的节

点上为零，见图 3 - 37。

② 面力载荷的移置。设在单元 ij边界上，作用沿 x方向的按线性变化的面力，在节点 i

上的强度为 q，在节点 j上的强度为零，如图 3 - 38 所示。这样，其面力矩阵为
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｛P A｝=
qLi{ }
0

代入式（3 - 92）后，有

｛P｝e =∫ij
［N］Tij

qLi{ }
0

hds （3 - 93）

图 3 - 37 自重的移置 图 3 - 38 面力载荷的移置

该式的积分是沿 ij边进行。由于在 ij边上面积坐标 Lm = 0，所以形函数就简化为

Ni = Li（2Li - 1），Nj = Lj（2Lj - 1），Nm = 0

N1 = 0，N2 = 0，N3 = 4LiLj

代入式（3 - 93）后，有

｛P｝e =∫ij

Ni 0 Nj 0 0 0 0 0 0 0 N3 0

0 Ni 0 Nj 0 0 0 0 0 0 0 N
[ ]

3

T qLi{ }
0

hds

= qh∫ij
NiLi 0 NjLi 0 0 0 0 0 0 0 N3 Li{ }0 Tds

利式面积坐标的幂函数沿三角形单元某一边积分公式

∫La
iL

b
j ds =

a！b！
（a + b + 1）！

l （i，j，m）

上式有

｛P｝e =
lhq
2

1
3

0 0 0 0 0 0 0 0 0
2
3{ }0

T

式中 l 为边 ij的长度。

上式表明，总面力
lhq
2
的

1
3
是移置到节点 i 上，而

2
3
是移置到 ij边中点 3上。其余节点载

荷分量均为零。

求出六节点三角形单元的单元刚度矩阵和等效节点载荷矩阵后，即可按前面所述的方法

组集成结构总刚度方程，约束处理后求解得节点位移，再代入物理方程求出单元应力。方法基

本是相同的，这里不再重复。

2. 四节点矩形单元

当结构外形比较规则时，可以采用四点平面矩形单元。这也是一种精度较高的单元。

假设从离散体系中取出一矩形单元（图 3 - 39（a））。为了简便，矩形单元的边界平行坐标

轴 x和 y，节点的编号从左下角开始按坐标系右手法则编为 i，j，m，p，边长为 2a 和 2b。
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在矩形单元的分析中，引入无因次局部坐标ξ，η。坐标原点取在单元的形心上，ξ轴和η
轴分别平行 x轴和 y轴。局部坐标ξ，η与整体坐标 x，y的转换关系为

ξ =
1
a
（x - x0），x0 =

1
2
（xi + xj），2a = xj - xi

η =
1
b
（y - y0），y0 =

1
2
（yi + yp），2b = yp - yi （3 - 94）

根据上式，可得到节点 i，j，m，p的局部坐标分别是（- 1，- 1），（1，- 1），（1，1），（- 1，1），见图

3 - 39（b）所示。

矩形单元的节点位移矩阵｛Δ｝e和单元节点力矩阵｛F｝e分别为

｛Δ｝e = ｛Δe
i｝

T｛Δe
j｝

T｛Δe
m｝

T｛Δe
p｝{ }T T （3 - 95）

｛F｝e = ｛F e
i｝

T｛F e
j｝

T｛F e
m｝

T｛F e
p｝{ }T T （3 - 96）

图 3 - 39 四节点矩形单元

式中

｛Δe
i｝=

ui

v{ }
i

，同理可知｛Δe
j｝、Δe

m｝、｛Δe
p｝

｛F e
i｝=

Xe
i

Ye{ }
i

，同理可得｛F e
j｝、｛F e

m｝、｛F e
p｝

（1）单元位移模式

由于矩形单元有四个节点，相应有八个自由度，所以取单元位移模式为双线性函数，即

u = α1 +α2ξ +α3η +α4ξη
v = α5 +α6ξ +α7η +α8

{
ξη

（3 - 97）

式中，αi（i = 1，2，⋯，8）为待定系数。

为求出αi，可把四个节点的局部坐标值代入，有

ui = α1 - α2 - α3 +α4

uj = α1 +α2 - α3 - α4

um = α1 +α2 +α3 +α4

up = α1 - α2 +α3 - α










4

求解上述方程式，得

α1 =
1
4
（ui + uj + um + up）
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α2 =
1
4
（- ui + uj + um - up）

α3 =
1
4
（- ui - uj + um + up）

α4 =
1
4
（ui - uj + um - up）

代入式（3 - 97）后，并整理得

u（ξ，η）=
1
4
（1 - ξ）（1 - η）ui +

1
4
（1 +ξ）（1 +η）uj +

1
4
（1 +ξ）（1 +η）um +

1
4
（1 - ξ）（1 +η）up = Niui + Njuj + Nmum + Npup

同理也可求得

v（ξ，η）= Nivi + Njvj + Nmvm + Npvp

其中 Ni =
1
4
（1 +ξiξ）（1 +ηiη） （i，j，m，p） （3 - 98）

这样，单元的位移模式可写为

｛f｝= { }u

v
=

Ni 0 Nj 0 Nm 0 Np 0

0 Ni 0 Nj 0 Nm 0 N
[ ]

p

｛Δ｝e =［N］｛Δ｝e （3 - 99）

下面讨论一下位移模式的收敛性问题。由于式（3 - 97）中包含常数项和ξ，η的一次项

α1，α5，α2，α3，α6，α7，所以与三角形常应变单元分析一样可知，它们反映了单元的刚体位移和

常应变状态，满足解答收敛的完备条件。在单元的四条边界上，ξ与η分别是常量，因而单元
位移函数的边界上分别是η与ξ线性函数。这样相邻单元公共边界上的位移由该边界上的两
个节点的位移完全确定，也是线性变化的。这就保证了相邻单元在公共边上位移的连续性，满

足解答收敛的协调条件。因此矩形单元是完备的协调单元。

（2）单元刚度矩阵

将位移模式（3 - 97）代入几何方程，可得单元应变为

｛ε｝=

εx

εy

γ
{ }

xy

=

u
x

v
y

v
x +u



























y

=

u
ξ

ξ
x

v
η

η
y

v
ξ

ξ
x +u

η
η


























y

=
1
ab

bu
ξ

a v
η

au
η

+ bv


























ξ
=［［Bi］［Bj］［Bm］［Bp］］｛Δ｝e =［B］｛Δ｝e （3 - 100）

式中子块矩阵［Bi］为

［Br］=
1
ab

b
Nr

ξ
0

0 a
Nr

η

a
Nr

η
b

Nr

















ξ

=
1

4ab

bξr（1 +ηrη） 0

0 aηr（1 +ξrξ）

aηr（1 +ξrξ） bξr（1 +ηiη









）
（r = i，j，m，p）

（3 - 101）
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由物理方程可得单元应力

｛σ｝=［D］｛ε｝=［D］［B］｛Δ｝e =［D］［［Bi］［Bj］［Bm］［Bp］］｛Δ｝e

=［［Si］［Sj］［Sm］［Sp］］［Δ］e =［S］｛Δ｝e （3 - 102）

对平面应力问题，应力子块矩阵［Sr］为

［Sr］=［D］［Br］

=
E

4ab（1 - μ
2）

bξr（1 +ηrη） μaηr（1 +ξrξ）

μbξr（1 +ηrη） aηr（1 +ξrξ）

1 - μ
2

aηr（1 +ξrξ）
1 - μ

2
bξr（1 +ηrη











）

（r = i，j，m，p）（3 - 103）

对于平面应变问题，只需在上式中将 E 代入以
E

1 - μ
2，μ代之以 μ

1 - μ
即可。

由式（3 - 101）和式（3 - 103）可见，矩形单元的应变与应力都是线性变化的，所以它比三角

形常应变单元能较好地反映结构内实际的应力和位移变化情况，计算精度通常比三角形常应

变单元高些。

单元刚度矩阵可由虚功方程导出的一般形式得到，其中注意到局部坐标与整体坐标的关

系式，有

［K］e =A
［B］T［D］［B］hdxdy

= abh∫
1

- 1∫
1

- 1

［Bi］
T

［Bj］
T

［Bm］
T

［Bp］













T

［D］［［Bi］［Bj］［Bm］［Bp］］dξdη

=

［Ke
ii］ ［Ke

ij］ ［Ke
im］ ［Ke

ip］

Ke
ji］ ［Ke

jj］ ［Ke
jm］ ［Ke

jp］

Ke
mi］ ［Ke

mj］［Ke
mm］［Ke

mp］

Ke
pi］ ［Ke

pj］ ［Ke
pm］ ［Ke

pp













］

（3 - 104）

其中每一子块矩阵具体表示为

［Ke
rs］= abh∫

1

- 1∫
1

- 1
［Br］

T［D］［Bs］dξdη

=
E

4（1 - μ
2）

b
aξrξs 1 +

1
3ηrη( )s + μξrηs +

1 - μ
2 ηrξs

1 - μ
2

a
bηrηs 1 +

1
3ξrξ( )s

μηrξs +
1 - μ

2 ξrηs
a
bηrηs 1 +

1
3ξrξ( )s +

1 - μ
2

b
aξrξs 1 +

1
3ηrη( )





































s

（3 - 105）

其中 r，s = i，j，m，p。对平面应变问题，也是在上式中将 E 用
E

1 - μ
2代，μ用 μ

1 - μ
代即可。
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（3）等效节点力的计算

① 体力的位移。设单元受均匀体力｛P V｝= { }X

Y
作用（如图 3 - 40），则等效节点力矩阵为

｛P｝e =A
［N］T｛P V｝hdxdy =∫

1

- 1∫
1

- 1

Ni 0

0 Ni

Nj 0

0 Nj

Nm 0

0 Nm

Np 0

0 N



























p

{ }X

Y
habdξdη

=
Wx

4
Wy

4
Wx

4
Wy

4
Wx

4
Wy

4
Wx

4
Wy{ }4

T

式中，Wx = 2a × 2bhX，Wy = 2a × 2bhY分别为单元在 x方向与 y方向的总体力。

上式表明，整个物体所受体力平均移置到四个节点上。

② 均匀面力的移置。如图 3 - 41设单元在η= 1边界上作用均匀表面力 P{ }A =
0{ }
Y
，则

等效节点载荷矩阵为

｛P｝e =∫S
［N］T｛P A｝hds =∫

1

- 1
［N］Tη= 1

0{ }
Y

ha dξ

图 3 - 40 体力的位移 图 3 - 41 均匀面力的移置

注意到形函数矩阵在η= 1边界上取值。在η= 1边界上，有

Ni（ξ，1）=
1
4
（1 +ξiξ）（1 - 1）= 0

同理 Nj（ξ，1）=
1
4
（1 +ξjξ）（1 - 1）= 0

∫
1

- 1
Nm（ξ，1）dξ =∫

1

- 1

1
4
（1 +ξmξ）（1 + 1）dξ = 1

同理 ∫
1

- 1
Np（ξ，1）dξ =∫

1

- 1

1
4
（1 +ξpξ）（1 + 1）dξ = 1

所以代回上式后，有
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｛P｝e = 0 0 0 0 0
1
2
（2ahY） 0

1
2
（2ahY{ }） T

= 0 0 0 0 0
1
2

Wy 0
1
2

W{ }y

T

式中，Wy = 2ah Y为单元η= 1边界上 y方向的总面力。

矩形单元比常应变三角形单元有较高的精度，但是由于它不能适应曲线边界和斜边界，也

不便于在不同部位上采用不同大小分级的单元，因此在工程实际中使用不多。一般它可与三

角形单元混合使用或用任意四边形的等参元代替。

在本节中，介绍了三种不同形式的单元。它们在使用中各有其优缺点。从对非均匀性及

曲线边界的适应性讲，三角形单元最好，六节点三角形单元次之，而矩形单元适应性最差。而

从计算精度以及单元数（同一问题，节点数大致相同时）来讲，六节点三角形单元最好，三角形

单元较差，单元数也多。但是由于六节点三角形单元节点多，因此在刚度方程中关联的节点位

移也多，自然在总刚度矩阵中带宽较大，占有计算机的容量也大。所以在选择单元时，还应综

合考虑结构几何形状、计算精度要求及计算机容量几方面。

第二节 等参元基本概念

计算单元刚度阵时，需要积分运算。对于简单的单元，如二力杆单元可以容易地求出显式

积分结果。对于复杂形状的单元，如二维、三维或板壳问题的单元很难得出显式积分结果，通

常采用数值积分进行近似计算。由于数值积分要求积分区域必须是规则的，通常需要采用坐

标变换的方法把不规则的单元形状变换到所谓自然坐标中。在自然坐标中，单元的形状是规

则的，数值积分也是方便的。

以二力杆为例，说明什么是等参元及其公式推导的过程。

一、坐标变换

图 3 - 42给出二力杆单元在单元坐标系 x和自然坐标系ξ中的位置。单元的形状由 x坐

标中（x1，x2）区域变到ξ坐标系（- 1，1）区域中。这个变换是通过下面形函数插值公式给出的

x（ξ）= N1 x1 + N2 x2 （3 - 106）

图 3 - 42 单元坐标变换

其中 Ni，i = 1，2称为形函数，具体形式如下

N1 =
1
2
（1 - ξ）

N2 =
1
2
（1 +ξ） （3 - 107）
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显然，这个形函数具有插值函数的性质

Ni（ξi）=
1 当 i = j时

0 当 i ≠ j{ 时
（i，j = 1，2） （3 - 108）

二、高斯数值积分

定积分的数值计算有许多格式，其中高斯数值积分的算法是有限元中常采用的一种算法。

这里给出它的计算公式

∫
1

- 1
（ξ）dξ = ∑

n

i = 1

Wi（ξi） （3 - 109）

式中 （ξ）———关于自然坐标ξ的函数；
Wi———权系数；

ξi———积分点的坐标；

n———积分点的个数。

若（ξ）是小于或等于 2n - 1阶的多项式，则使用 n 点的高斯积分公式是精确的。高斯

积分点及相应的权系数由表 3 - 1给出。

表 3 - 1 高斯积分点及权系数

n ξi Wi

1 ξi = 0 2

2 ξ1，ξ2 = ± 0.577 350 1

3 ξ1，ξ3 = ± 0.774 596 5 /9（= 0.555⋯）

ξ2 = 0 8 /9（= 0.888⋯）

三、等参元公式推导

以二力杆单元为例，说明什么是等参元及其等参元公式的推导步骤。

在自然坐标系ξ中，单元位移场仍可用节点位移插值表示

u（ξ）=［N1 N2］
u1

u{ }
2

=［N］｛δ｝e （3 - 110）

其中，N1和 N2是自然坐标ξ的函数，它与形函数式（3 - 107）相同。

通常把这种位移场与坐标变换用相同插值函数的单元称为等参元。

在ξ坐标系中求应变位移关系矩阵［B］

ε=
du（ξ）

dx =
d［N］

dx
｛δ｝e

=
dN1（ξ）

dx
dN2（ξ）

d[ ]x
｛δ｝e （3 - 111）

根据复合函数求导法则计算［B］阵元素

dNi（ξ）
dx =

dNi（ξ）
dξ

dξ
dx =

dNi（ξ）
dξ

dx
dξ
（i = 1，2） （3 - 112）
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其中

dx
dξ

=
d

dξ
（N1（ξ）x1 + N2（ξ）x2）

=
dN1（ξ）

dξ
x1 +

dN2（ξ）
dξ

x2

= ∑
2

i = 1

dNi

dξ
xi （3 - 113）

计算公式表明［B］矩阵是ξ的函数。单元刚度矩阵可以进行坐标变换和数值积分

［k］e =∫
x

2

x
1

［B］T［D］［B］Adx

=∫
1

- 1
［B］T［D］［B］A

dx
dξ

dξ

= ∑
n

i = 1

［B］T［D］［B］A
dx
d( )
ξ ξi

Wi （3 - 114）

形函数式（3 - 107）代入式（3 - 113）得

dx
dξ

= -
1
2

x1 +
1
2

x2 =
1
2
（x2 - x1）=

l
2

（3 - 115）

此式代入式（3 - 112）得

dN1

dx =
dN1

dξ
dx
dξ

= -
1
2

l
2 = -

1
l
，

dN2

dx =
1
l

因此，［B］= -
1
l

1[ ]l
，把［B］矩阵代入式（3 - 114）式并取一点高斯积分，则

［k］e = ［B］T［D］［B］A
dx
d( )
ξ ξ1 = 0
·2

=
-

1
l

1











l

E -
1
l

1[ ]l
A

l
2
·2 =

EA
l

1 - 1

-
[ ]

1 1

这个例子说明等参元的算法与以前算法结果是一样的。读者以后会发现，这里给出的等参元

算法很容易推广到二维和三维等参元中。

第三节 薄板弯曲问题及其有限元方法

对于平板弯曲的计算有两种理论。一种是经典的薄板理论，一种是厚板理论。基于这两

种理论可以推导出两类板弯曲单元。为了叙述简单，通常把板弯曲单元称为板单元，而以前的

平面应力单元称为膜单元。对于板的厚薄，通常是用板厚 t 与跨距 L的比值来判断的。当

t / L < 0.1时为薄板，否则为中厚板或厚板。

在薄板理论中，根据 Kirchhoff假设，用一个变量，即板中面横向位移 w就能完全描述板的

应变状态。根据这个理论建立单元刚度阵时不仅要求单元间位移 w连续，而且要求单元间转

角即 w的一阶导数也连续。满足这种连续（通常称为 c1 阶连续）的位移函数在单元内很难选

择，这就给构造板单元造成了困难。由于位移函数有多种选择，从而提出了多种板单元。本章

96



从实用的角度出发，给出目前比较好的两种单元，一个是 3节点三角形板单元，一个是可变节

点任意四边形单元。

在厚板理论中，板的应变状态需要三个独立变量描述。这些变量是横向位移 w和中面法

线绕 x轴和 y轴的转角θx和θy。根据 Mindlin厚板理论，θy≠w/x，θx≠w/y（在薄板理论

中等式成立）。用这三个变量来描述板的位移场使得单元位移场的选择变得容易了，这是因为

单元间的连续条件只要求 w和θx 与θy 连续，而不要求它们的导数也连续。这样的连续通常

称为 C0阶连续，在单元内构造 C0阶连续的位移场当然比构造 C1阶连续位移场容易。

这种厚板单元的另一个优点是它能考虑厚板横向剪力的影响。这是因为转角θ中包含
了横向剪力引起的角应变。从实用性出发，本节给出了一个 4 ～ 9可变节点四边形厚板等参

元，该单元经过改进后也能计算薄板，因此，它是一个厚薄通用的单元。

一、薄板弯曲理论

取板的中面为 xy坐标面，z轴垂直于中面，如图 3 - 43所示。其中 t 为板厚，L为板的跨

距。对于薄板，t / L < 0.1。

图 3 - 43 板弯曲

当板受有垂直于板中面的外力时，板的中面将发生

弯扭变形，从而变成一个曲面。板变形的同时，在板的

横截面上将存在内力———弯矩和扭矩。

分析薄板弯曲问题时，与材料力学中分析直梁弯曲

问题相似，也采用一些假设，从而使问题得到简化。对

于薄板，这些假设是：① 板的法线没有伸缩；② 板的法
线在板变形后仍垂直于中曲面；③ 板内各点没有平行于
中面的位移；④ 垂直于板面挤压应力可以不计。

假设①可以表示成εz = 0，即w
z

= 0，从而板的横向位移可写成 w = w（x，y），这表明中面

法线上各点具有相同的 w。通常称 w函数曲面为挠度曲面。

假设②表示板的法线（z方向线段）与 x和 y方向线段都保持垂直，没有剪应变，即γyz = 0，

γzx = 0。根据应变位移关系

v
z +w

y = γyz = 0

w
x +u

z = γzx = 0

从而有

v
z = - w

y
，u
z = - w

x

对 z积分，得

v = - zw
y + f1（x，y） u = - zw

x + f2（x，y）

式中 f1和 f2是任意函数，根据假设③，即 z = 0时 u = v = 0，可以定出 f1 = f2 = 0，从而有

u = - zw
x
，v = - zw

y
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把此式代入板内各点应变位移关系式中，有

εx = u
x = - z

2 w
x2

εy = v
y = - z

2 w
y2

γzy = v
x +u

y = - 2z 2 w
xy

在小变形时，式中 - 
2 w

x2和 - 
2 w

y2分别代表薄板中曲面在 x方向和 y方向的曲率，而 - 2 w
xy
代

表了在 x和 y方向的扭率。这三个量完全确定了板内各点的应变，通常用矩阵符号表示如下

｛χ｝=

- 
2 w

x2

- 
2 w

y2

- 2 2 w
x

























y

（3 - 116）

再用记号｛ε｝=［εx，εy，γxy］
T，则

｛ε｝= z｛χ｝ （3 - 117）

假设④表明，板内各层之间无挤压应力σz，因此，板内各点的应力只有σx，σy 和τxy三个应力分

量，这与平面应力问题类似。应力应变关系写成矩阵形式是

｛σ｝=｛Dp｝｛ε｝ （3 - 118）

式中｛σ｝=［σx，σy，τxy］
T，［Dp］为应力应变关系矩阵，它与平面应力问题中的相同，即

［Dp］=
E

1 - μ
2

1 对称

μ 1

0 0
1 - μ











2

（3 - 119）

将式（3 - 117）代入式（3 - 118），得

｛σ｝= z［Dp］｛χ｝ （3 - 120）

图 3 - 44 薄板微元体应力与内力

为了求板的内力与应力关系，从板内切取一

个微元体来研究，它在 x 和 y 方向的宽度都是 1，

如图 3 - 44所示。在垂直于 x 轴的横截面上，正

应力是σx，它与 z坐标成正比，因此可以合成一个

力偶，这个力偶矩就是这个横截面上的弯矩（单位

宽度上的弯矩）。通常把这个弯矩记为 Mx。类似

地，σy合成弯矩My，τxy和τyx合成扭矩Mxy和Myx。

由于剪应力互等，因此 Mxy = Myx。若用矩阵符号

｛M｝表示这些内力，则

｛M｝=

Mx

My

M
{ }

xy

（3 - 121）
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由图 3 - 44中可见，｛M｝是｛σ｝对中面力矩的合成，即

｛M｝=∫
t
2

-
t
2

z｛σ｝dz =∫
t
2

-
t
2

z2［Dp］｛χ｝dz =
t3

12
［Dp］｛χ｝

引用记号

［Db］=
t3

12
［Dp］=

Et3

12（1 - μ
2）

1 μ 0

μ 1 0

0 0
1 - μ











2

（3 - 122）

则

｛M｝=［Db］｛χ｝ （3 - 123）

式中，［Db—称为板的应力应变关系矩阵，它等于平面应力问题中的［Dp］乘以 t3 /12。

根据［Db］与［Dp］之间的关系，不难由式（3 - 123）与式（3 - 119）求出

｛σ｝=
12z
t3｛M｝ （3 - 124）

当 z = ±
t
2
时，可求得板上下表面的应力值

｛σm｝= ±
6
t2｛M｝ （3 - 125）

类似于平面应力问题，还可在上或下表面的任意点处计算其主应力σ1，σ2和主方向。

以上给出了建立薄板单元时需要用到的一些公式。读者应注意到板与平面应力问题二者

的相似性。在板单元的公式推导上及其单元的程序设计上都可利用这种相似性。

二、三角形薄板单元

1. 坐标变换

图 3 - 45给出一个任意形状的三角形板单元，节点号 1，2，3按逆时针排序。单元坐标系

为 xy，自然坐标系为ξη。类似于平面应力单元，单元坐标变换可写成

{ }x

y
= ∑

3

i = 1

Li

xi

y{ }
i

（3 - 126）

图 3 - 45 三角形板单元

式中，Li 为面积坐标，它由下式定义

L1 = ξ
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L2 = η
L3 = 1 - ξ - η （3 - 127）

容易验证，这个面积坐标具有插值函数的性质

Li（ξj，ηj）=
1 i = j

0 i ≠
{ j

（i，j = 1，2，3） （3 - 128）

图 3 - 46 薄板节点位移

2. 假设位移场

薄板节点位移为 wi、θxi和θyi，如图 3 - 46 所示。线位

移 w以沿 z轴正向为正，角位移按右手螺旋法则标出的矢

量（用双箭头表示）沿坐标轴正向为正。

根据薄板理论，节点 i 的位移可以表示为

｛δi｝=

wi

θxi

θ
{ }

yi

=

wi

w
( )y i

- w
( )x

























i

（3 - 129）

单元节点位移可以写成

｛δ｝e =［δ1 δ2 δ3］
T =［w1 θx1 θy1 w2 θx2 θy2 w3 θx3 θy3］

T（3 - 130）

单元内任意点的位移 w用节点位移插值表示如下

w =［N］｛δ｝e =［N1 N2 N3］｛δ｝e （3 - 131）

其中［N1］，［N2］和［N3］为插值函数，它们是 1 × 3的行阵

［N1］=［N11 N12 N13］

［N2］=［N21 N22 N23］

［N3］=［N31 N32 N33］ （3 - 132a）

其插值函数具体形式如下

N11 = L1 + L2
1 L2 + L2

1 L3 - L1 L2
2 - L1 L2

3

N12 = b3（L2
1 L2 +

1
2

L1 L2 L3）- b3（L3 L2
1 +

1
2

L1 L2 L3）

N13 = c3（L2
1 L2 +

1
2

L1 L2 L3）- c2（L3 L2
1 +

1
2

L1 L2 L3









）

（3 - 132b）

其中

b2 = y3 - y1，c2 = x1 - x3，b3 = y1 - y2，c3 = x2 - x1

［N2］和［N3］可通过下标循环 1→2→3→1写出。

3. 应变位移矩阵 B

现在，应重新定义薄板弯曲的应变和应力。原则是要求这个应变和应力的标量给出内力

功。因此，可以把应变定义为前面已经定义的曲率和扭率｛χ｝，相应的应力即为弯矩｛M｝。

所要求的［B］矩阵，即是｛χ｝与单元节点位移｛δ｝e的关系。
将式（3 - 132）代入式（3 - 116），可得

｛χ｝=［B］｛δ｝e =［B1 B2 B3］｛δ｝e （3 - 133a）
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式中

［Bi］=

-
2［Ni］

x2

-
2［Ni］

y2

- 2
2［Ni］

x

















y

（i = 1，2，3） （3 - 133b）

显然，［B］矩阵需要计算插值函数［Ni］的二阶导数。由于［Ni］是 Li（i = 1，2，3）的函数，它们对

x和 y的偏导数用到复合函数求导法则


x =

L1

x

L1

+
L2

x

L2

+
L3

x

L3

=
1

2Δ
（b1


L1

+ b2

L2

+ b3

L3
） （3 - 134a）

类似的有


y =

1
2Δ
（c1


L1

+ c2

L2

+ c3

L3
） （3 - 134b）

再求一次导数可得二阶导数公式

2

x2 =
1

4Δ2［b1 b2 b3］［H］

b1

b2

b
{ }

3

（3 - 135a）

2

y2 =
1

4Δ2［c1 c2 c3］［H］

c1

c2

c
{ }

3

（3 - 135b）

2

xy =
1

4Δ2［c1 c2 c3］［H］

b1

b2

b
{ }

3

（3 - 135c）

式中［H］为二阶微分算子

［H］=

2

L1L1

2

L1L2

2

L1L3

2

L2L1

2

L2L2

2

L2L3

2

L3L1

2

L3L2

2

L3L

















3

（3 - 136）

将式（3 - 132）中的 N11，N12和 N13等分别代入微分矩阵［H］中可得具体函数矩阵

［H11］=

2L2 + 2L3

2L1 - 2L3 - 2L1 对称

2L1 - 2L3 0 - 2L









1

（3 - 137a）
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［H12］=

2b3 L2 + 2b2 L3 对称

2b3 L1 +
1
2
（b3 - b2）L3 0

1
2
（b3 - b2）L2 - 2b2 L1

1
2
（b3 - b2）L1













0

（3 - 137b）

［H13］=

2c3 L2 - 2c2 L3 对称

2c3 L1 +
1
2
（c3 - c2）L3 0

1
2
（c3 - c2）L2 - 2c2 L1

1
2
（c3 - c2）L1













0

（3 - 137c）

以上公式对于编写计算［B］矩阵的计算机程序已经足够了，因此不用进一步写出显式。

4. 单元刚度矩阵

前面已经求出了［B］矩阵，而板的应力应变关系矩阵［Db］已由式（3 - 122）给出。这时可

以计算板的单元刚度矩阵

［k］e =∫A
e

［B］T［Db］［B］tdxdy （3 - 138）

其中 Ae是三角形的区域。由于被积函数是面积坐标的多项式，因此下面的公式是有用的

Δ
La

1 Lb
2 Lc

3dxdy =
a！b！c！

（a + b + c + 2）！
2Δ （3 - 139）

式中，Δ为三角形面积。利用这个公式，读者可以求出刚度矩阵（3 - 138）的显式，不过，这个显

式很繁。类似于平面应力三角形单元，采用哈默数值积分来计算还是方便的。

5. 单元等效节点力

等效节点载荷用列阵表示为

｛R｝e =［Fz1 Mx1 My1 Fz2 Mx2 My2 Fz3 Mx3 My3］
T

式中，力的分量分别与单元节点位移的分量相对应。

当单元受有均布的法向载荷 q时，需要计算它的等效节点载荷。这个等效节点载荷可用

等效节点力的通式计算

｛R｝e =∫A
e

［N］Tqdxdy = q∫A
e

［N11 N12 N13 N21 N22⋯N33］
Tdxdy

将形函数 Nij的具体表达式（3 - 132（b））代入，利用公式（3 - 139）对各个元素进行积分，得

｛R｝e = qΔ［
1
3

b2 - b3

24
c2 - c3

24
1
3

b3 - b1

24
c3 - c1

24
1
3

b1 - b2

24
c1 - c2

24
］T

（3 - 140）

6. 单元精度分析

为了考察板单元的精度，通常选用有解析解的板，例如以方板为例进行有限元计算。

图 3 - 47给出一方板，其中心受一集中横向力 P 作用，求板中点的挠度。

已知 L = 10，t = 0 .1，E = 1092 × 105，μ= 0.3，P = 1。根据文献，中心挠度的计算公式如下：

Wmax = βPL2 / D （3 - 141）

其中
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图 3 - 47 方板及其单元划分

D = Et3 /12（1 - μ
2）

β = 0.011 60 （简支时）

β = 0.005 60 （固支时）

把本例已知数据代入公式（3 - 141）中得 wmax =β。因此，本例的解析解即是β。
有限元计算结果列入表 3 - 2中。

表 3 - 2 方板中心挠度计算结果 （三角形单元）

网格 节点总数 简支板 固支板

2 × 2 4 0.013 02 0.005 16

4 × 4 9 0.012 31 0.005 40

解析解 — 0.011 60 0.005 60

计算结果表明，随着网格加密，解析解收敛于精确解。对于较粗的网格剖分，其计算误差

在 5%左右。目前，这个单元是较好的三角形薄板单元。

三、任意四边形薄板单元

1. 坐标变换和二阶雅可比矩阵

把坐标系 xy中的任意四边形（图 3 - 48（a））变换为自然坐标系ξη中的正方形（图 3 - 48

（b）），可以采用如下的双线性坐标变换公式：

{ }x

y
= ∑

4

i = 1

Ni（ξ，η）
xi

y{ }
i

（3 - 142）

图 3 - 48 四边形单元坐标变换

式中，Ni 为形函数，它们与平面应力问题中的形函数相同。

其一阶偏导数有如下关系：
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
ξ



{ }
η

=［J 1］


x




{ }
y

（3 - 143）

其中

［J 1］=

x
ξ

y
ξ

x
η

y












η

称为一阶雅可比矩阵。

其二阶偏导数具有如下关系：

2

ξ
2

2

η
2

2

ξ

























η

=［J 2］

2

x2

2

y2

2

x

























y

+

0

0

α（x
）+β（


y



















）
（3 - 144）

式中，

α = 2 x
ξη

=
x1 - x2 - x3 + x4

4

β = 2 y
ξη

=
y1 - y2 - y3 + y4

4

［J 2］为二阶雅可比矩阵，其形式如下：

［J 2］=

x
( )
ξ

2 y
( )
ξ

2

2x
ξ

y
ξ

x
( )
η

2 y
( )
η

2

2x
η

y
η

x
ξ

x
η

y
ξ

y
η

x
ξ

y
η

+y
ξ

x
















η

（3 - 145）

二阶雅可比矩阵的行列式为

| J 2 | = x
ξ

y
η

- x
η

y
( )
ξ

3

= | J 1 | 3 （3 - 146）

它是一阶雅可比矩阵行列式的三次方。当 | J2 |≠0时，二阶雅可比矩阵的逆矩阵为

［J 2］
- 1 =

1
| J 1 | 2

y
( )
η

2 y
( )
ξ

2

- 2y
ξ

y
η

x
( )
η

2 x
( )
ξ

2

- 2x
ξ

x
η

- x
η

y
η

- x
ξ

y
ξ

x
ξ

y
η

+x
η

y
















ξ

（3 - 147）

若α=β= 0，即为平行四边形情况：
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2

x2

2

y2

2

x

























y

=［J 2］
- 1

2

ξ
2

2

η
2

2

ξ

























η

（3 - 148）

若α≠0，β≠0，即为任意四边形情况：

2

x2

2

y2

2

x

























y

=［J 2］
- 1

2

ξ
2

2

η
2

2

ξη
- α' 

ξ
+β' 



























η

（3 - 149）

其中 α' =
αy
η

- β
x
( )
η

| J 1 |
，β' =

αy
ξ

- β
x
( )
ξ

| J 1 |
（3 - 150）

图 3 - 49 四边形板单元

2. 假设位移场

板节点位移为 wi，θxi，θyi，其方向规定与三角形单元一样，

对于四边形板单元（图 3 - 49）节点位移可以写成

｛δ｝e =［δ1 δ2 δ3 δ4］
T

=［w1 θx1 θy1 w2 θx2 θy2 ⋯ w4 θx4 θy4］
T

设单元位移场为

w =［N］｛δ｝e =［N1 Nx1 Ny1 N2 Nx2 Ny2 N3 Nx3 Ny3 N4 Nx4 Ny4］｛δ｝e （3 - 151）

式中，N1，Nx1，Ny1，⋯，Ny4是插值函数，其形式如下：

［N1 Nx1 Ny1］= X1 Y1［X1 Y1 - X2 Y2 + 2X1 X2 + 2Y1 Y2

y21 X1 X2 + y41 Y1 Y2 - x21 X1 X2 - x41 Y1 Y2］/16

［N2 Nx2 Ny2］= X2 Y1［X2 Y1 - X1 Y2 + 2X1 X2 + 2Y1 Y2

- y21 X1 X2 + y32 Y1 Y2 x21 X1 X2 - x32 Y1 Y2］/16

［N3 Nx3 Ny3］= X2 Y2［X2 Y2 - X1 Y1 + 2X1 X2 + 2Y1 Y2

- y34 X1 X2 - y32 Y1 Y2 x34 X1 X2 + x32 Y1 Y2］/16

［N4 Yx4 Ny4］= X1 Y2［X1 Y2 - X2 Y1 + 2X1 X2 + 2Y1 Y2

y34 X1 X2 - y31 Y1 Y2 - x34 X1 X2 + x41 Y1 Y2］/



















16

（3 - 152）

其中 X1 = 1 +ξ，X2 = 1 -ξ，Y1 = 1 +η，Y2 = 1 - η，xij = xi - xj，yij = yi - yj

可以验证，上述插值函数具有下面特点，在节点（1，2，3，4）处

w = wi，
w
y = θxi，- w

x = θyi

沿两相邻单元的公共边 ij的w是ξ或η的三次式。可以证明，在公共边上两个单元有完
全相同的三次曲线，从而保证了单元间挠度的连续性。但是，单元间的法向导数是不相同的。

因此，这个单元是不协调元。
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3. 应变位移矩阵［B］与刚度矩阵［ke］。

将位移 w的表达式（3 - 151）代入曲率计算公式可得到［B］矩阵

｛χ｝=

- 
2 w

x2

- 
2 w

y2

-
22 w
x

























y

=［B］｛δ｝e

写成分块形式［B］=［B1 B2 B3 B4］，其中

［Bi］=

2 Ni

x2
2 Nxi

x2
2 Nyi

x2

2 Ni

y2
2 Nxi

y2
2 Nyi

y2

22 Ni

xy
22 Nxi

xy
22 Nyi

x

















y

=［A］［Ci］ （i = 1，2，3，4） （3 - 153）

式中

［A］=
- 1

| J 1 | 2

y
( )
η

2 y
( )
ξ

2

- 2y
ξ

y
η

x
( )
η

2 x
( )
ξ

2

- 2x
ξ

x
η

- 2x
η

y
η

- 2x
ξ

y
ξ

2 x
ξ

y
η

+x
η

y
( )















ξ

［Ci］=

2 Ni

ξ
2

2 Nxi

ξ
2

2 Nyi

ξ
2

2 Ni

η
2

2 Nxi

η
2

2 Nyi

η
2

2 Ni

ξη
- α' 

Ni

ξ
+β' 

Ni

η
2 Nxi

ξη
- α' 

Nxi

ξ
+β' 

Nxi

η
2 Nyi

ξη
- α' 

Nyi

ξ
+β' 

Nyi



















η

单元刚度矩阵为

［k］e =∫A
e

［B］T［D］［B］dxdy

=∫
1

- 1∫
1

- 1
［B］T［D］［B］| J 1 | dξdη

= ∑
2

i = 1
∑

2

j = 1

（［B］T［D］［B］| J 1 |）ξiηj
WiWj （3 - 154）

4. 等效节点力

单元等效节点力记为

｛r｝e =［Fz1 Mx1 My1 Fz2 Mx2 My2 ⋯ Fz4 Mx4 My4］
T

如果单元受有法向分布载荷 q，则

｛r｝e =∫A
e

［N］Tqdxdy （3 - 155）
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其中积分可采用高斯数值积分计算。

5. 单元精度分析

仍选用上节方板算例来考察这里的四边形薄板单元。网格剖分如图 3 - 50所示，计算结

果列入表 3 - 3。计算结果表明，解是收敛的，且精度较高。

图 3 - 50 方板单元剖分

表 3 - 3 方板中心挠度计算结果（四边形单元）

网格 节点总数 简支板 固支板

1 × 1 4 0.013 94 0.006 25

2 × 2 9 0.012 36 0.005 92

解析解 - 0.011 60 0.005 60

第四节 电动轿车车身结构静态特性综合评价及其优化

像绝大多数传统轿车一样，电动车车身也采用承载式车身结构，车身的结构特性直接影响

轿车性能。轿车车身结构必须有足够的强度以保证其可靠性，也必须有足够的刚度来保证其上

安装的各总成的正常工作，因此，电动车车身结构的分析及其优化设计十分重要。为了保证电动

汽车具有内燃机汽车车身结构的承载能力和可靠性，必须在研究过程中采用先进的分析手段。

应用有限元方法进行轿车车身结构分析能为电动车车身结构改造设计提供必要的保障。

国内外对轿车车身结构的分析都表明，轿车白车身的强度是整车可靠性的关键，而且其刚

度对整车的贡献也最大，达到 60%以上。为此，本节采用有限元法对某电动改装车车身焊接

总成的强度和刚度进行了分析和优化，以供相关设计研究参考。

图 3 - 51 车身壳体 CAD图

一、分析模型建立

有限元分析模型准确与否，模型规模控制得是否适度，对轿车车身结构分析是非常关键

的。由于轿车车身的结构是由不同形状、不同厚度的薄壁板壳零件组成，而且结构和形状都很

复杂。为了对车身结构进行比较准确的计算分析，现代轿车车身结构分析的有限元模型一般

采用板壳单元模型，即整个车身全部采用板壳单元进行离散建立的模型。本分析对象包括原

型车车身壳体（车身焊接总成）、改装车的车架及地板，如图 3 - 51所示。本分析模型主要采用

ANSYS软件的四节点壳单元建立有限元模

型，少部分为三角形单元。

建立模型过程中通常都要对结构进行

简化，这一简化要以忠实结构主要的力学

特性为前提。现代轿车多采用全承载式车

身，车体骨架结构由车体结构件以及覆盖

件焊接而成；主要承载零部件及总成包括

前纵梁、后纵梁、门槛、顶盖、地板、A柱、B
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柱、C柱、后风窗支柱、前轮罩、后轮罩、前塔型支承、后塔型支承、后翼子板、后围板及包裹架

等。而保险杠主要是用于轿车碰撞时的吸能元件，前翼子板的设计也是主要从外形、维修要求

及安全性出发的，它们都是用螺钉与车体骨架连接的，在建立模型时一般不考虑这些零件。我

们的目的在于分析整个车身的刚度和薄弱环节等力学特性，过于细致地描述一些非关键结构

的细节，不但增加建模的难度和单元的数目，并会使有限元模型的单元尺寸变化过于剧烈，而

影响计算精度。车身结构中有的小尺寸结构，如小孔、开口、翻边、小筋和小凸台，它们的设计

目的通常是为了局部过渡或者工艺上避让一些管线，而对整体刚度和强度影响不大，因此，在

建模过程中作简化处理。而为了安装零部件方便而设置的尺寸较大的孔基本都有翻边，对整

体刚度和局部强度影响较大，不能忽略。

轿车车身结构分析有限元模型单元数量和尺寸直接影响其前后处理工作和计算效率。对

于每个具体零件，根据它的具体结构，如翻边的大小，结构变化的复杂程度等来划分单元。对

于比较平坦的大面和曲率变化小的曲面结构，如顶盖、地板等可以适当地加大单元的尺寸。而

对于一些不大的翻边，则只能缩小单元的尺寸。对于结构初步分析的大应力部位，单元网格要

进一步细化。本次车身结构静态分析的单元基本尺寸定为 50 mm。

对初步建立的模型进行了修正。模型修正的基本原则是充分体现实际结构的主要关键力

学特征，即尽可能详细模拟对整体抗弯和抗扭刚度贡献大的筋等结构。首先，进行单元网格规

整化，并减少三角形单元比例。单元质量检查规范见表 3 - 4。其次，修正了门口和窗口翻边

的厚度。根据资料，建立总体模型时，可将板间焊点以一致节点处理，以较厚板的厚度做单元

几何常数。但以这种方法处理门口和窗口翻边，会给轿车车身壳体静态刚度分析带来约 9%

的误差。在模型修正时，可将门口和窗口处的焊接边以实际双板厚度处理。另外，对于初步试

算应力较大区域的模型网格进行了细化，如在车身轮罩及车架弯梁处等。最终模型的单元总

数为 34 943，节点总数为 32 205；三角形单元个数为 3 320，三角形单元比例为 9.5%，如图 3 - 52

和3 - 53所示。

表 3 - 4 单元质量检查规范

四边形单元

翘曲角 /（°）
单元边长比

四边单元

最小内角 /（°）

四边单元

最大内角 /（°）

三角单元

最小内角 /（°）

三角单元

最大内角 /（°）

单元最小

尺寸 /mm

< 20 < 10 > 30 < 140 > 17 < 146 > 5

图 3 - 52 整体模型示意图 图 3 - 53 改制车架示意图
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二、分析模型验证

参考上海大众的轿车白车身试验方法，扭转工况采用加载梁在前轴施加 6 450 Nm的扭矩，

模拟实车满载时一个前轮悬空的工况。后塔形支承处的 6个自由度都约束，加载梁中点处约

束 X，Y，Z 三个方向的位移和 Y，Z 两个方向的转动自由度。模型载荷与约束如图 3 - 54所

示。车架上的试验和计算测点布置如图 3 - 55所示。

图 3 - 54 模型载荷与约束 图 3 - 55 模型验证工况测点布置

图 3 - 56给出验证工况下白车身扭转角计算及实验曲线。车身最大扭转角计算值为 34'；

而实验值为 39'，车身扭转刚度为 9 434 Nm/（°）。车身最大扭转角是原车型相关值的 1.6倍。

说明改装车车身设计扭转刚度偏低，需要通过车身结构优化设计来提高车身扭转刚度值。

图 3 - 56 验证工况下白车身扭转角曲线

扭转工况的主要大应力点的计算值和实验值如表 3 - 5所示，白车身模型验证工况下的计

算应力大小和趋势均与试验值吻合。计算模型的扭转刚度和强度误差分别约为 13%和 20%；

说明模拟分析模型精度较好，可用于结构刚度和强度预测分析和结构优化设计分析。实验弯

曲工况分析结果也充分验证了有限元模型的准确性。

最终上车身模型采用板壳单元有限元模型，而车架采用空间梁单元模拟。有限元模型如

图3 - 57所示，共有 15 148个节点，15 688个板单元，322个梁单元。
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图 3 - 57 有限元模型

表 3 - 5 大应力点计算值和实验值

大应力部位 计算值 /MPa 试验值 /MPa

A柱下端 118.95 84.167 6

A柱上端 - 84.012 - 70.518 8

D柱上部 77.974 67.003 2

后隔板 - 100.85 - 103.193

三、车身结构静态载荷综合评价

1. 车身结构强度分析

车身结构强度分析主要考虑较恶劣的实际弯扭组合工况，模拟汽车右后轮悬空状态，并考

虑 1.5倍的动态载荷系数。计算分析所得上车身等效应力分析结果如图 3 - 58所示。该工况

下上车身的最大应力值为 189.16 MPa，它发生在后隔板开口部位。其他大应力点位置还有：

车身右前纵梁后加强梁、右前塔形支承点附近、右前轮罩与披水板相焊接的部位、前风窗下横

梁右端根部、A柱外板根部、左后纵梁与车架焊接处和左后内轮罩及塔型支承。这些部位均是

汽车右后轮悬空时车身上对抗扭贡献较大零件的端部或开口处。车身结构最大应力值小于材

料弹性极限值 210 MPa，满足工程要求。实际弯扭组合工况下车架应力分析结果如图 3 - 59所

示，最大应力发生在左边车架后纵梁部位，大小为 - 92.63 MPa。此外应力较大位置还有右前

牛腿处、车架前部圆管与横梁连接根部、车架双层结构的右后竖梁与后座椅横梁连接的根部。

这些部位应力较大主要原因是该工况右后轮悬空，右后塔型支承承担的载荷分别由右前和左

后塔型支承承担，而车架的这些大应力位置比较靠近前、后塔型支承。

图 3 - 58 弯扭组合工况上车身等效应力分布 图 3 - 59 弯扭组合工况车架应力图

2. 车架力流分析

因为是基于现生产车型的改造设计，对车架结构的分析与评价有特别重要的实际意义。
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车架力流分析主要考虑车架结构的轴向力以及其所受弯矩的分布情况，两种工况下车架总的

弯矩分布分别如图 3 - 60、图 3 - 61所示，其中较大的力流部件见表 3 - 6。在实际载荷两种工

况下，车架结构的轴向力都比较小，由轴向力引起的应力值最大也只有 13 MPa。引起车架应力

的主要是弯矩，在车架后纵梁靠近车身后纵梁焊接部位弯矩尤其大。前牛腿、后牛腿等位置也

有较大的弯矩，这主要是因为这些部位靠近车身塔型支承位置，传递较大的载荷。

图 3 - 60 弯曲工况车架弯矩分布图 图 3 - 61 弯扭组合工况车架弯矩分布图

表 3 - 6 车架大力流部件

载 荷

工 况 实际载荷弯曲工况 实际载荷弯扭组合工况

位置 大小 位置 大小

轴向力 /N 中部右下纵梁 4 853 中部左下纵梁 6 111

y向弯矩My /（N·mm） 车架右后纵梁 306 954 车架左后纵梁 445 359

z向弯矩Mz /（N·mm） 车架右后牛腿 - 134 227 车架左后牛腿 - 261 575

可见，在本次设计的车架结构梁截面尺寸基本相同的情况下，图 3 - 61与图 3 - 59有非常

好的对应。图 3 - 61对指导车架截面的设计有更直接的应用价值。从两种工况下总的弯矩以

及应力分布来看，车架前舱受载较小，可对截面参数进行优化；中部边上的圆管受载更小，可考

虑将其去掉；中部双层结构受载均匀且也不是很大，也可进行优化；后部纵梁及与车身连接的

各牛腿梁承受较大载荷，是优化设计的关键部件。在该车架结构及分析工况下，最大应力绝对

值只有 92 MPa左右，远小于材料的许用应力 210 MPa，车架截面优化余地较大。

四、车身结构静态特性综合评价

1. 车身结构刚度分析

最终刚度分析中使用与试验扭转工况中相同的分析对象、约束及载荷。图 3 - 62给出了

车身变形相对扭转角的计算和试验值。车身扭转刚度计算得最大扭转角为 33.5'，考虑试验工

况扭矩 6 450 Nm，扭转刚度计算值为 11 545 Nm/（°），而相应的实验最大扭转角为 35.4'，扭转刚

度为 10 925 Nm/（°），误差 5.7%。进一步验证了模型的正确性。可见，改造后车身结构扭转刚

度约为改造前的扭转刚度值的 1.2倍。虽然这一刚度值可以满足电动轿车使用要求，但改造

增加的车架对车身的刚度贡献显然不如预料的大。
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图 3 - 62 车身扭转变形角

2. 车架承载度分析

车架承载度可用整个车身受外力作

用后车架的应变能和整个车身结构的总

应变能之比来定义。各工况车架承载度

见表 3 - 7。总体上讲，该车车架的承载

度较小，尤其在关键的弯扭组合工况下，

车架承载度小。与车身结构刚度分析结

论完全一致，改造的车架对车身刚度的

提高效果不是最佳。

表 3 - 7 实际载荷工况车架承载度

工 况 总变形能 /（N·mm） 车架变形能 /（N·mm） 车架承载度 / %

实际载荷弯曲工况 8 271.67 2 143.25 25.91

实际载荷弯扭工况 37 732.1 5 255.59 13.93

以上分析可以发现：

① 相对车身结构强度分析而言，车身结构力流分析不考虑截面，更直观。综合分析车身
结构强度和力流，可更充分和合理地指导车架截面的设计。

② 车架承载度可以合理地确定车架对车身刚度的贡献水平，分析车架结构及其与车身连
接强度的合理性。

③ 综合评价车身结构静态特性，很容易得出改进车身结构静态特性的方向。

五、电动改装轿车车身结构优化分析

1. 分析工况

电动改装车簧载质量为 1 912 kg。其中，动力系统装备及乘客质量见表 3 - 8，按照其在车

架上安装点的位置加载。其余质量为车身壳体、四门两盖、车身附件及内外饰质量，均布加载

到车身模型上，当量质密度为 2.77 × 10 - 8 t /mm3。

表 3 - 8 动力系统总成及乘客载荷 kg

燃料电池组 蓄电池组 高压接线盒 电 机 DC/AC


96 120 5 76.3 16

高压 DC/DC 低压 DC/DC 前排乘客 后排乘客 电池执行单元

30 9.3 150 225 200

静态优化分析时，兼顾动态载荷的影响，取电动车动载荷因子 1.5，修正重力加速度 1.5 ×

9 800 mm/s2。边界约束考虑实际使用常见的弯曲和弯扭组合（右后轮悬空）载荷工况。为避免

边界约束点引起应力集中，在每处塔型支承的约束都分布在多个节点上，各工况边界约束见表

3 - 9。
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表 3 - 9 各工况边界约束

不同位置的支承 弯曲工况 弯扭组合工况

左前塔型支承 x，y，z x，y，z

右前塔型支承 x，z x，z

左后塔型支承 x，z y，z

右后塔型支承 z

2. 优化变量选取

因为本模型单元类型为板壳单元，设计变量选择板的厚度值。其上下限定义考虑制造工

艺的要求，并以原始厚度为参考。初步分析的大应力部位、悬架支承等关键部位都选为设计变

量组，并且选择尽可能多的设计变量组。

这里主要研究电动改装车强度和刚度问题，以模型计算分析的薄弱环节的单元等效应力

和整个模型中能充分描述其弯曲及扭转刚度的关键位置的位移为状态变量。而且在每个设计

变量组上都选大应力单元做状态变量，以防止设计部件厚度单调最小化。考虑到所用材料物

理性质及汽车产品工程要求，应力状态变量仅取上限 210 MPa。考虑到一般轿车车身工程刚度

规范，弯曲及弯扭组合优化工况的位移状态变量都仅取下限，下面给出的具体优化数值参考了

SANTANA2000有关实验数据。同时考虑到轻量化目标，在车身结构优化问题中，选取模型重

量为优化目标，以获取最佳车身壳体板料厚度，使在保证结构强度和刚度要求的前提下，结构

轻量化。各变量计算容差控制综合考虑计算效率和优化可行性。

3. 优化结果分析

为了综合分析各设计部件应力和车身关键位置位移的优化结果，最终优化值的选取综合

考虑了弯曲工况和弯扭组合工况的设计部件厚度的优化结果。对仅有一个优化工况的部件，

就取其优化结果数值；对同时存在两个优化工况的部件，一般取其较大的优化结果数值。考虑

塔型支承及轮罩的工艺可行性，在保证局部强度和整体刚度要求的前提下，经过试算取两工况

优化结果的平均值。最终确定的各部件厚度取值如表 3 - 10所示。板厚需加大的板件分布见

图 3 - 63，板厚可减小的板件分布见图 3 - 64。

表 3 - 10 各部件优化厚度值 mm

部件名称 初 值 弯曲工况优化值 弯扭组合工况优化值 综合优化值

车架方管 3.0 1.0 1.0 1.0

车架圆管 2.0 1.0 1.0 1.0

前纵梁 1.5 1.2 1.0 1.2

前挡泥板 0.8 1.0 1.0 1.0

前塔型支座 1.5 3.0 1.5 3.0

前围上盖板 0.75 0.7 0.7 0.7

前地板 1.2 0.7 1.2 1.2

门槛外板 0.8 0.7 0.7 0.7
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续表

部件名称 初 值 弯曲工况优化值 弯扭组合工况优化值 综合优化值

门槛前加强板 1.0 0.8 0.7 0.8

门槛后加强板 0.8 0.8 0.7 0.8

门槛内板 0.8 0.8 0.7 0.8

门槛后段内板 0.8 0.8 0.7 0.8

车身侧框 0.8 0.7 1.0 1.2

A柱内板上段 0.8 1.0 1.0 1.0

后纵梁 1.75 1.75 1.0 1.75

后纵梁加强板 1.5 1.5 1.0 1.5

后塔型支座 1.5 3.0 5.0 4.0

右后内轮罩 0.8 2.0 0.7 2.0

左后内轮罩 0.8 1.0 2.0 2.0

右后外轮罩 0.8 0.8 0.7 0.8

左后外轮罩 0.8 1.0 0.7 0.8

后隔板 0.7 1.0 1.0 1.0

图 3 - 63 厚度加大的板件 图 3 - 64 厚度减小的板件

优化后，弯曲工况车架纵梁上关键点 Z 向位移最大值为 0.889 mm，小于设定的工程上限

0.9 mm；车身等效应力最大值为 119.8 MPa，发生在车架上。优化后，弯扭组合工况车身右后塔

型支座上的控制点 Z 向位移最大值为 8.598 mm，小于设定的工程上限（9 mm）；车身等效应力

最大值为 187.4 MPa，发生在车身侧围上，小于所用材料的弹性极限值（210 MPa）。优化后，模

型当量质量为 795 kg，较优化前模型的当量质量减轻了 175 kg，实际质量减轻约 49 kg。

由以上可知：

① 本节的板结构优化方法同时优化了结构刚度、强度和重量。充分说明：有限元方法数
据信息充分，不但可以有效地在汽车产品设计阶段预估结构特性，而且在其模型经验证后，以

其进行优化设计，可显著提高可靠性。

② 在传统车型上改造开发电动车时，车身 A立柱、C立柱、顶盖侧边梁、前后轮罩及塔型

支承需要加强。而由于增加了车架，车身原前纵梁及门槛等可以适当减弱。
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③ 在现生产传统车型上改造开发电动车新产品，既可以缩短产品开发周期，又减少新产
品生产投入。这一开发方式技术上也是可行的。

思 考 题

1. 弹性力学基本假设有哪些？弹性力学基本方程有哪些？

2. 平面应力问题的独立参数有哪些？

3. 试推导平面应力问题的平衡微分方程。

4. 试推导平面应力问题的几何方程。

5. 试写出平面应力问题三角形单元位移向量和单元力向量。

6. 什么叫位移插值函数？为什么要引入位移插值函数？

7. 试推导平面应力问题三角形单元位移插值函数。

8. 平面应力问题三角形单元自然坐标如何定义？其与直角坐标间的关系如何？

9. 试推导平面应力问题三角形单元应变矩阵。

10. 试推导平面应力问题三角形单元单元刚度矩阵。

11. 试述单元刚度矩阵性质。

12. 举例说明平面应力问题等效节点载荷与形函数的关系。

13. 试建立图 3 - 33结构模型的总刚度方程。

14. 模型的节点应力如何计算？

15. 薄板的基本假设有哪些？试推导薄板应变位移关系。

16. 试推导薄板内力位移关系。

17. 写出三角形薄板单元位移向量。

18. 以自然坐标写出三角形薄板单元插值函数。

19. 板单元质量检查项目有哪些？一般检查规范如何？

20. 什么是半承载式车身承载度？
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第四章 汽车车身结构动力分析

第一节 结构动力分析的有限元法基础

前面各章有限元分析中，作用在结构上的载荷都是与时间 t 无关的静载荷，应力和应变仅

随坐标位置而异。然而，汽车在工作过程中，作用在结构上的载荷，除静载荷外，还有与时间 t

有关的动载荷。因此，相应的位移、应变和应力不仅随坐标位置而变，而且还随时间 t 的变化，

为了解汽车车身的动力特性，可以用动力问题的有限元法进行分析。

一、动力基本方程的建立

当结构上作用有随时间 t 而变化的动载荷时，结构将产生随时间 t 而变化的位移、速度和

加速度。根据达朗贝尔原理，对任何系统，其所有作用力（弹性力、激振力、阻尼力）以及惯性力

之和必为零。为此，如引入相应的惯性等作用，就可以将结构的动力问题化为相应的静力问

题，也即将其转化为结构的平衡问题来处理。

下面我们就采取与静力有限元分析相同的方法和步骤对动力问题进行分析。首先将结构

离散化，即将结构分割成为有限个单元的组合体，从中取任一单元 e，先导出单元体 e 的动力

学方程，然后，在此基础上建立起结构整体的有限元动力学基本方程。

结构在动载荷作用下，考虑惯性力和阻尼力（假设阻尼力与速度成正比）时，单元 e中单位

体积上（单元内任一点）的动力学方程为（根据达朗贝尔原理）

［k］｛u（t）｝=｛p（t）｝- ρ
2

t2｛u（t）｝- v 
t
｛u（t）｝ （4 - 1）

式中，［k］｛u（t）｝是弹性力；｛p（t）｝是激振力；- ρ
2

t2｛u（t）｝是惯性力；- v 
t
｛u（t）｝是阻尼

力。ρ是材料密度，即单位体积内质量，v是阻尼系数，即单位速度下单位体积内的阻尼力，
｛u（t）｝为单元 e中单位体积上（任意一点）的位移。在动力问题中，仍可用前面分析静力问题

时所采用的公式表示

｛u（t）｝=［N］｛δ（t）｝e （4 - 2）

式中，［N］是相应单元（桁架、梁、板、壳等）的形函数矩阵，它只是坐标 x，y，z的函数，与时间 t

无关。因此，它的表达式与静力分析中的形函数矩阵完全一样。将式（4 - 2）代入式（4 - 1），得

［K］［N］｛δ（t）｝e =｛p（t）｝- ρ［N］
2

t2｛δ（t）｝e - v［N］
t
｛δ（t）｝e （4 - 3）

为将单元 e中单位体积上的力按等效原则转移到单元节点上，可利用载荷移置的一般公

式求得单元 e的动力学方程如下

∫［N］T［k］［N］dV｛δ（t）｝e =∫［N］T｛p（t）｝dV -∫［N］Tρ［N］dV2

t2｛δ（t）｝e



-∫［N］Tv［N］dV
t
｛δ（t）｝e （4 - 4）

引入下列记号：

单元 e的刚度矩阵

［k］e =∫［N］T［k］［N］dV （4 - 4a）

单元 e的质量矩阵

［m］e =∫［N］Tρ［N］dV （4 - 4b）

单元 e的阻尼矩阵

［c］e =∫［N］Tv［N］dV （4 - 4c）

单元 e的节点速度

｛ δ（t）｝e = 
t
｛δ（t）｝e （4 - 4d）

单元 e的节点加速度

｛öδ（t）｝e = 2

t2｛δ（t）｝e （4 - 4e）

单元 e的节点激振力

｛R（t）｝e =∫［N］T｛p（t）｝dV （4 - 4f）

则公式（4 - 4）可改写成如下公式：

｛R（t）｝e =［k］e｛δ（t）｝e +［m］e｛öδ（t）｝e +［c］e｛ δ（t）｝e （4 - 5）

将单元动力学方程（4 - 5）进行组合叠加，得到结构整体动力平衡方程如下：

［M］｛öδ（t）｝+［C］｛ δ（t）｝+［K］｛δ（t）｝=｛R（t）｝ （4 - 6）

公式（4 - 6）即为结构整体有限元动力基本方程（以后简称动力方程）。式中｛R（t）｝为作用在

结构节点上的动载荷列阵（外力）；｛δ（t）｝，｛ δ（t）｝和｛öδ（t）｝分别为整个结构的节点位移列阵、

节点速度列阵和节点加速度列阵；［K］，［M］，［C］分别为结构的总刚度矩阵、总质量矩阵和总

阻尼矩阵。

为解动力方程（4 - 6），以得到结构各节点的位移｛δ（t）｝，首先必须解决以下两个问题：

第一，建立结构的质量矩阵［M］、阻尼矩阵［C］和刚度矩阵［K］；

第二，采用有效的方法求解结构对动力激励的响应。

二、质量矩阵

在动态有限元分析中，单元的质量矩阵［M］e 有两种形式，即一致质量矩阵和集中质量

矩阵。

单元的一致质量矩阵保持着结构的真实质量分布，它取决于单元的类型与形函数的形式，

由公式（4 - 4b）计算。

单元的集中质量矩阵是把单元的分布质量按等效的原则离散，并把它集中（凝聚）在节点

上。这样处理的单元质量称为集中质量或凝聚质量，其矩阵称为集中质量矩阵。离散的原则

是要求不改变原物体（单元）的质量中心。设单元的密度为ρ，则单元的集中质量矩阵为
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［m］e =∫ρ［Ψ］
T［Ψ］dV （4 - 7）

式中，［Ψ］是函数Ψi 的矩阵，Ψi 在分配给节点 i 的区域为 1，在域外为零。由于分配给各节点

的区域不能交错，所以，由式（4 - 7）计算的集中质量矩阵通常是对角线矩阵。下面讨论几种典

型单元的质量矩阵。

图 4 - 1 仅受剪力和弯矩的梁单元受

力情况

（一）一致质量矩阵（也称协调质量矩阵）

1. 梁单元的质量矩阵

① 图 4 - 1为杆端仅受剪力和弯矩的梁单元 ij，两

端线位移 u1，u3，角位移 u2，u4。梁的长度为 l，单位长

度质量为ρ，其位移函数为
u（x）= α1 +α2 x +α3 x2 +α4 x3 （4 - 8）

因此，单元的形函数如下：

N1 = 1 - 3
x2

l2 + 2
x3

l3

N2 = x - 2
x2

l +
x3

l2

N3 = 3 -
x3

l2 -
2
l3 x2

N4 = -
1
l

x2 +
1
l

x















3

（4 - 9）

将式（4 - 9）代入式（4 - 4b），得

［m］e = ρ∫
l

0
［N］T［N］dx = ρ

13l
35

对

11l2

210
l3

105
称

9l
70

13l2

420
13l
35

-
13 l2

420 -
l3

140 -
11l2

210
l3





















105

（4 - 10）

② 端部既承受轴向力、剪力又承受弯矩的平面刚架结构中的任一梁单元（图 4 - 2），其端

部位移为 u1 ～ u6，则其质量矩阵

图 4 - 2 同时承受轴向力的梁单元
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［m］e = ρl

1
3

0
13
35

对

0
11l
210

l2

105
称

1
6

0 0
1
3

0
9
70 -

13l
420

0
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35

0 -
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

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

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
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



105

（4 - 11）

图 4 - 3 常应变三角形单元的质量矩阵

2. 常应变三角形单元的质量矩阵

设常应变三角形单元的质量密度为ρ，面积为 A，厚度

为 t（图 4 - 3）。其形函数为

［N］=［INi INj INk］

Ni =
1

2A
（ai + bix + ciy）；i = i，j，k

I =
1 0[ ]0 1

代入（4 - 4b），得一致质量矩阵

［m］e =
W
3g

1
2

0
1
2
对

1
4

0
1
2
称

0
1
4

0
1
2

1
4

0
1
4

0
1
2

0
1
4

0
1
4

0

































1
2

（4 - 12）

式中 ρAt = W/ g

（二）集中质量矩阵

1. 等截面梁单元

等截面梁单元的质量为 m =ρl，质量中心在梁单元的中心处，为遵循质量中心不变的原则

两端节点应分配 m /2的质量。因此，质量矩阵为

［m］e =
m
2

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0











0 0 0 0

（4 - 13）
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2. 等厚度三角形单元

等厚度三角形单元的质量 m =ρAt，式中ρ为单元材料密度，A为三角形单元面积，t 为单
元厚度。为使质量中心不变，单元质量应平均分配到三个节点上，每个节点的质量应为

mi =
1
3ρAt （i = 1，2，3） （4 - 14）

写成单元质量矩阵如下

［m］e =
1
3ρAt

1

0

1

0

1

















0

（4 - 15）

上述两种不同形式的质量矩阵（一致质量矩阵，集中质量矩阵），在单元数目相同条件下，

计算精度相差不多。但由于集中质量矩阵是对角阵。可简化动力计算，节省计算机计算时间，

因此，在实际计算中，往往采用集中质量矩阵。

用同样方法，可求得其他各类单元的质量矩阵。结构的整体质量矩阵［M］由单元质量矩

阵集合而得。

三、阻尼矩阵

在工程上经常采用下面两种形式的阻尼矩阵。

1. 比例阻尼

所谓比例阻尼是指阻尼矩阵正比于质量矩阵或正比于刚度矩阵或正比于它们两者的线性

组合。

若假定阻尼力正比于质点运动速度，则根据振动理论可导出单元阻尼矩阵正比于单元质

量矩阵，即

［c］e = α［m］e （4 - 16）

若假定阻尼力正比于应变速度，则可导出单元阻尼矩阵正比于单元刚度矩阵，即

［c］e = β［k］e （4 - 17）

有的文献建议把单元阻尼矩阵取为

［c］e =［m］e∑
n- 1

s = 0
αs（［m］e - 1［k］e）s （4 - 18）

式中，αs是常系数。实际计算中，大多在上式中只取前面两项，即 s = 0，1，于是得到用整体质

量矩阵［M］和整体刚度矩阵［K］的线性组合来表示整体阻尼矩阵 C的公式，如下：

［C］= α［M］+β［K］ （4 - 19）

式中，系数α和β可由下式确定

α =
2（ξiωj - ξjωi）

（ωj +ωi）（ωj - ωi）
·ωiωj （4 - 20）

β =
2（ξjωj - ξiωi）

（ωj +ωi）（ωj - ωi）
（4 - 21）

式中，ωi 和ωj分别为第 i 和第 j个固有频率，ξi 和ξj分别为第 i 和第 j个振型阻尼比，即实际阻
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尼与该振型的临界阻尼的比值。当ξi =ξj =ξ时，

α =
2ωiωj

ωi +ωj
ξ β =

2ξ
ωi +ωj

（4 - 22）

用质量矩阵［M］和刚度矩阵［K］表示阻尼矩阵式（4 - 19）时，可节省机器的存储，因为不

必再专门存储阻尼矩阵［C］。

2. 振型阻尼

利用振型的正交性质，可得到下面所示整体阻尼矩阵

［C］=［M］（∑
n

i = 1

2ξiiωi｛δN｝i｛δN｝
T
i）［M］ （4 - 23）

式中，ξii为各阶振型阻尼比，为简单起见，假定各阶振型的阻尼比是相同的，即ξii =ξ；ωi 为第 i
阶固有频率；｛δN｝i 为正则化振型矩阵的第 i 列。

从式（4 - 23）可以看出各阶振型阻尼对阻尼矩阵的贡献。希望采用几项阻尼比，就可以在

上式中包括几项，未用到的振型阻尼比，可令其为零。阻尼比ξii的数值与结构类型、材料性质

和振型有关，约在 0.02 ～ 0.20范围内变化。表 4 - 1列出了轿车车身阻尼比的试验值。

表 4 - 1 轿车车身阻尼比试验值

振动模态 阻尼比ξii

第一个对称模态 0.03

第二个对称模态 0.03

第一个反对称模态 0.05

第二个反对称模态 0.04

上面讨论了求解动力方程时所要解决的质量矩阵和阻尼矩阵问题，对于结构的刚度矩阵

［K］与静力问题有限元分析时建立的结构总刚度矩阵［K］完全相同，这里不再复述。

四、特征值和特征向量

特征值和特征向量的求解是有限元动力分析中一个很重要的内容，下面详细讨论。

1. 特征值和特征向量的概念

动力方程（4 - 6）的无阻尼自由振动方程可写成如下形式（为以后书写方便，省略表示各量

随时间变化的（t）：

［M］｛öδ｝+［K］｛δ｝= 0 （4 - 24）

众所周知，上式的解为

｛δ｝i =｛δM｝i sin（ωit +φi） （4 - 25）

式中，ωi 和φi 表示第 i 个振型的固有频率和相位角；｛δ｝i 表示第 i 个振型的诸位移列阵；

｛δM｝i 表示第 i 个振型的位移最大值或振幅向量。对于被研究的结构，若是一个具有 n 个自

由度的系统，则可写成如下形式：

｛δ｝i =

δ1

δ2



δ




















n i

｛δM｝i =

δm1

δm2



δ




















mn i

（4 - 26）
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将式（4 - 25）代入式（4 - 24），得代数方程组如下：

（［K］- ω2
i［M］）｛δM｝i = 0 （4 - 27）

因为结构做自由振动时，各节点的振幅不可能全为零，所以公式（4 - 27）中括号内的行列

式之值必为零，即

［K］- ω2
i［M］ = 0 （4 - 28）

此式即为系统的特征方程，其展开形式为

［K］- ω2
i［M］ =

K11 - ω2
iM11 K12 - ω2

iM12 ⋯ K1n - ω2
iM1n

K21 - ω2
iM21 K22 - ω2

iM22 ⋯ K2n - ω2
iM2n

  

Kn1 - ω2
iMn1 Kn2 - ω2

iMn2 ⋯ Knn - ω2
iMnn

（4 - 29）

解此项列式得最高阶为（ω2
i）

n 的多项式。可解出不相等的ω2
1，ω2

2，⋯，ω2
n 等 n 个根，称此

根为特征值，开方后即得固有频率ωi 值。具有 n 个自由度的系统，即可求得 n 个固有频率。

将已求得的特征值ω2
i 代入方程（4 - 27）即可求出对应于ω2

i 的 n 个振幅值δm1i，δm2i，⋯，

δmni之间的比例关系（称振幅比）。这表明结构按第 i 阶固有频率ωi 作自由振动时，各振幅值

之间具有确定的相对比值，即对每一频率ωi，结构具有一定的振动形态。

对应于每个特征值ω2
i 的振幅向量（用｛δM｝i 表示）称为特征向量，由于｛δM｝i 中各元素

（δm1i，δm2i，⋯，δmni）的比值完全确定了系统振动的形态，故又称作为第 i 阶主振型或固有振型。

已知特征向量中各元素的比值，因此，若规定其中某一元素，例如δmni = 1，或规定元素中

最大的一个值为 1，即可确定其他各元素值，这种确定振型的方法，称为归一化，归一化了的特

征向量又称振型向量。

对于 n 个自由度模型，如果将所有振型向量按列置放，可得如下形式的 n × n 阶振型矩阵

或称模态矩阵：

［δM］=［｛δM｝1｛δM｝2⋯｛δM｝n］=

δm1

δm2



δ




















mn 1

δm1

δm2



δ




















mn 2

×

δm1

δm2



δ




















mn













n n × n

（4 - 30）

2. 固有振型的正交性

为求解结构的振动响应，需要利用由固有振型的正交性所求得的某些固有关系。

① 利用固有振型的正交性对［M］，［K］进行适当运算，使得［M］，［K］对角化，成为主质量

矩阵［Mz］，主刚度矩阵［Kz］。即

｛δM｝
T
j［M］｛δM｝i =

0 i ≠ j

［Mz］ i ={ j
（4 - 31）

｛δM｝
T
j［K］｛δM｝i =

0 i ≠ j

［Kz］ i ={ j
（4 - 32）

式中，［Mz］，［Kz］均为对角阵，分别称为主质量矩阵、主刚度矩阵。

主刚度矩阵与主质量矩阵之比等于固有频率的平方，即
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［Kz］=［Mz］ω2 （4 - 33）

对于第 i 阶而言，则有

ωi =
Kzi

Mzi
（4 - 34）

② 利用正则化振型矩阵［δN］对［M］，［K］进行运算，可使［M］成为单位矩阵，［K］成为特

征值矩阵。下面先定义正则化振型矩阵［δN］。

将主质量 Mzi开平方所得的根，称为正则化因子μi。即

μi = M槡 zi = ｛δM｝
T
i［M］｛δM｝槡 i （4 - 35）

用μi 去除振型矩阵（4 - 30）中对应的列，所得新矩阵称做对质量归一化的振型矩阵，亦称正则

化振型矩阵或正则振型矩阵，用［δN］表示。可以证明：利用［δN］对质量矩阵进行计算，可使质

量矩阵变为单位矩阵。

［δN］
T［M］［δN］=［MN］=［I］ （4 - 36）

利用［δN］对刚度矩阵进行运算，可使刚度矩阵变为特征值矩阵：

［δN］
T［K］［δN］=［δN］

T［M］［δN］［ω2］

［KN］=［MN］［ω2］=［I］［ω2］ （4 - 37）

［δN］
T［K］［δN］=［KN］=

ω2
1

ω2
2




ω2















n

=［ω2］ （4 - 38）

式（4 - 31）～式（4 - 38）的推导见振动理论，此处从略。

③ 正则化振型矩阵的逆矩阵。
在进行振动分析时，常要用到正则振型的逆矩阵［δN］

T。对式（4 - 36）前乘（［δN］
- 1）T，得

（［δN］
- 1）T［δN］

T［M］［δN］=（［δN］
- 1）T

将此式转置，因质量矩阵是对称矩阵，于是得出

［δN］
- 1 =［δN］

T［M］ （4 - 39）

用式（4 - 39）即可方便地求出正则振型的逆矩阵。

3. 计算特征值和特征向量的方法

由振动理论知，具有 n 个自由度的系统，求特征值的方程是 n 次的。目前，对高次特征方

程的求解，还没有一种方法对于所有情况都是最佳的，因此本文将讨论三种不同的方法，即：逆

迭代法，它适合于只要求少数几个特征值和特征向量的情况。转换方法，就是变换为典型方

程，使矩阵对角化来计算特征值和特征向量，这是一个很有效的方法。减缩方法，就是用减少

自由度的办法来降低所要求解的特征值问题阶数的方法。下面分别加以说明。

（1）逆迭代法

逆迭代法是一种收敛至最低振动频率的迭代方法，反复求解方程

［K］Xk+1 = MXk （4 - 40）

123



直到向量收敛至最低振型为止。将式（4 - 40）和式（4 - 27）比较，可见

Xk = ω2 Xk+1 （4 - 41）

因此，这个方法同时给出特征值和特征向量。

由于逆迭代法只能算出最低振型，故在使用上受到限制。为使收敛至任何一个振型，采用

“移动”的逆幂法，即：令

ω2 = ω2
0 +Δω2 （4 - 42）

代入式（4 - 27），得

［K］｛δM｝i =（ω2
0 +Δω2）［M］｛δM｝i

（［K］- ω2
0［M］）｛δM｝i = Δω2［M］｛δM｝i （4 - 43）

公式（4 - 43）与公式（4 - 27）比较，其差别只是用［K］- ω2
0［M］取代了［K］。

为在计算机上实现这一方法，通常采用下列步骤：

① 计算并分解经修正的刚度矩阵，如式（4 - 44）所示。

（［K］- ω2
0［M］）= UTDU （4 - 44）

② 以质量矩阵前乘一个初始估计的特征向量 x0，如式（4 - 45）所示。

y0 =［M］x0 （4 - 45）

③ 用向前消元和向后回代过程求解方程
UTDUxk+1 = yk （4 - 46）

以计算特征向量的下一个估计值 x1（在以后的各步中为 xk + 1）

④ 以质量矩阵前乘这一估计向量
yk+1 =［M］xk+1 （4 - 47）

⑤ 由式（4 - 31），式（4 - 32）和式（4 - 33）来估算特征值

Δω2
k+1 =

xT
k+1（［K］- ω2

0［M］）xk+1

xT
k+1［M］xk+1

=
xT

k+1 yk

xT
k+1 yk+1

（4 - 48）

⑥ 将向量 yk + 1正则化（或选定比例），并重复第 3至第 6步，直到特征收敛为止。一旦算

出一固定振型，即将 xk + 1正则化并将特征值加到移位频率的平方ω2
0上。

这种算法允许求解某一频率范围内的特征值，而不一定是最低特征值。

（2）转换方法

即将求特征值和特征向量的方程转换为标准形式

［A］｛x｝= λ｛x｝ （4 - 49）

式中，［A］是一个对称正定方程，λi 和｛xi｝是实数方程［A］的特征值和特征向量。下面设法把

式（4 - 27）变换为式（4 - 49）。

① 对于集中质量矩阵，如果质量矩阵［M］为对角阵时，令

｛δM｝=［M］-
1
2｛x｝ （4 - 50）

代入式（4 - 27），并两边左乘［M］-
1
2，得

［M］-
1
2［K］［M］-

1
2｛x｝= ω2

i［M］-
1
2［M］

1
2｛x｝ （4 - 51）

再令

［A］=［M］-
1
2［K］［M］-

1
2 （4 - 52）
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λ = ω2 （4 - 53）

则式（4 - 27）变换为

［A］｛x｝= λ｛x｝ （4 - 54）

② 对于一致质量矩阵，质量矩阵不是对角阵，可用两种方法进行。
a. 对质量矩阵进行三角分解。由于［M］阵是对称正定的，作三角分解如下：

［M］=［L］［L］T （4 - 55）

令

｛δM｝=［L - 1］T｛x｝ （4 - 56）

代入式（4 - 27），并两边左乘［L- 1］，得

［L - 1］［K］［L - 1］T｛x｝= ω2｛x｝ （4 - 57）

再令

［A］=［L - 1］［K］［L - 1］T （4 - 58）

λ = ω2 （4 - 59）

则式（4 - 27）变换为

［A］｛x｝= λ｛x｝ （4 - 60）

b. 对刚度矩阵进行三角分解。将［K］分解为（K是对称正定矩阵）

［K］=［L］［L］T （4 - 61）

令

｛δM｝=［L - 1］T｛x｝ （4 - 62）

代入式（4 - 27），并两边左乘［L- 1］，得

［I］｛x｝= ω2［L- 1］［M］［L - 1］T｛x｝ （4 - 63）

再令

［A］=［L - 1］［M］［L - 1］T （4 - 64）

λ = 1 /ω2 （4 - 65）

则式（4 - 27）变换为

［A］｛x｝= λ｛x｝

对标准方程（4 - 49）可用雅可比方法求解。一旦算出特征向量｛x｝，必须按式（4 - 50），式

（4 - 56）或式（4 - 62）计算｛δM｝。

（3）减缩方法。用有限元法进行结构计算时，计算网格的疏密，一般决定于应力计算精度

的需要，往往具有大量自由度。当我们进行动力分析时，因为结构体在动载荷激励下产生共振

时，往往是只对少数几个低阶振型才会产生危险。因此，只需要知道头几个固有频率和振型而

不必求出全部频率和振型。在此情况下，可采用运动凝聚法或 Guyan减缩法。它借助约束方

程将某些自由度和另外一些自由度联系起来，因而减小了问题的规模。

比较简单的减少自由度的方法是先根据应力分析的需要划分网格，然后，假定质量只集中

在少数选定的节点上，从而就可使所要求解的特征值问题有较小的阶数。

设整个结构非零质量的自由度为δ1，零质量自由度为δ2，公式（4 - 27）可分块如下：

［K11］［K12］

［K21］［K22
[ ]

］

δ1

δ{ }
2

= ω2
M11 0{ }
0 0

δ1

δ{ }
2

（4 - 66）
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展开上式，可得如下用｛δ1｝表示｛δ2｝的公式：

｛δ2｝= -［K22］
- 1［K21］｛δ1｝ （4 - 67）

再代回式（4 - 66），得到

［［K11］-［K12］［K22
- 1］［K21］］｛δ1｝= ω2［M11］｛δ1｝ （4 - 68）

将括号内的值用［珚K11］表示，得到

［珚K11］｛δ1｝= ω2［M11］｛δ1｝ （4 - 69）

这样，就得到了一个阶数较低的特征值问题。

为了说明这个方法的有效性，下面给出一计算实例，对一端固定的、边长为 a 的正方形

板，采用几种不同方案的降阶处理，把自由度从 90一直降低到 6，详见图 4 - 4。

① 为没有缩减的平板自由度 90；

② 为缩减成自由度 54，在“·”处的节点保留三个自由度（ω，θx，θy），其余节点的全部自由

度均消去；

③ 为缩减成自由度 18，在 X处的节点，保留一个挠度自由度ω，其余节点自由度均消去；

④ 为缩减成自由度 6，在 X处的节点，保留一个挠度自由度ω，其余节点自由度均消去。
计算结果表明，前四个自振频率改变不大，见表 4 - 2。

图 4 - 4 正方形板的主自由度位置

表 4 - 2 正方形板的无量纲频率（ωi =ω D / pha槡 4）

频率阶数 准确值
自由度数 /个

90 54 18 6

1 3.494 3.469 3.470 3.470 3.473

2 8.547 8.535 8.540 8.54 8.604

3 21.440 21.450 21.559 21.296 22.690

4 27.460 27.059 27.215 27.215 29.490

式中，ωi 为 i 次固有频率，P 为材料密度，h 为板的厚度，D = Eh3 /12（1 - μ），E 为材料弹
性模量，μ为泊松比。
此外，子空间迭代法、Givens法和 Householder法，也是求解特征值和特征向量的比较有效

的方法。
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五、动力响应问题

如有激励力作用于结构，必然会产生动力响应。对于用有限元法分析的结构来说，其动力

响应的求解，一般可采用两种方法，即振型叠加法和逐步积分法。

1. 振型叠加法（模态叠加法）

用振型叠加法解动力方程时，是利用上节所述的结构振型的正交性，使动力方程解耦，变

成一组独立的微分方程。每一个自由度有一个方程，解出这些方程之后，将结果叠加，即得结

构的总响应。

首先研究无阻尼自由振动方程，其表达式为

［M］｛öδ｝+［K］｛δ｝= 0 （4 - 70）

用｛δN｝
T前乘方程（4 - 70），并在｛öδ｝与｛δ｝前面插进 ［I］=｛δN｝｛δN｝

- 1，则有

｛δN｝
T［M］｛δN｝｛δN｝

- 1｛öδ｝+｛δN｝
T［K］｛δN｝｛δN｝

- 1｛δ｝= 0 （4 - 71）

引用｛δN｝
T［M］｛δN｝=［MN］=［I］及｛δN｝

T［K］｛δN｝=［KN］=［ω2］的关系，则上式可写成

［I］｛δN｝
- 1｛öδ｝+｛ω2｝｛δN｝

- 1｛δ｝= 0 （4 - 72）

令

｛öXN｝=｛δN｝
- 1｛öδ｝ （4 - 73）

｛XN｝=｛δN｝
- 1｛δ｝ （4 - 74）

则式（4 - 72）成为

［I］｛öXN｝+［ω2］｛XN｝= 0 （4 - 75）

式（4 - 75）中的｛XN｝为用正则化振型矩阵｛δN｝进行坐标变换后确定的新坐标，称为正则坐标。

正则坐标向量和原坐标向量之间的坐标变换关系为

｛δ｝=［δN］｛XN｝ （4 - 76）

同样，可写出

｛öδ｝=［δN］｛öXN｝ （4 - 77）

将式（4 - 75）写成展开形式

1

1

1

















1

öxN
1

öxN
2

öxN
3


öxN



















n

+

ω2
1

ω2
2

ω2
3


ω2

















n

xN
1

xN
2

xN
3


xN



















n

=

0

0

0

















0

（4 - 78）

或写成另一种形式

öxNi +ω2
ixNi = 0 （i = 1，2，⋯，n） （4 - 79）

公式（4 - 75），式（4 - 78），式（4 - 79）三式是相等的，它们给出了 n 个独立的二阶微分方程。

采用正则坐标的一个显而易见的优点就是换算后的刚度矩阵［KN］的对角线各元素给出

了诸特征值，这对振动响应计算将是重要的。可利用式（4 - 79）算出正则坐标的位移向量

｛XNi｝，再用关系式（4 - 76），将其变换回到原来坐标位移向量［δ］。
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一般运动结构均属于有阻尼受迫振动，要求解下面形式的动力方程

［M］｛öδ｝+［C］｛ δ｝+［K］｛δ｝=｛Rδ｝

如果引进正则坐标｛XN｝，则变为

［MN］｛öXN｝+［CN］｛ XN｝+［KN］｛XN｝=｛RN｝ （4 - 80）

式（4 - 80）中，｛öXN｝和｛XN｝前的系数矩阵［MN］，［KN］都是对角线矩阵（见公式（4 - 36），式（4 -

37））。式中［CN］是正则坐标的阻尼矩阵，称主阻尼矩阵，是由原坐标阻尼矩阵［C］变换而来

的，即：

［CN］=｛δN｝
T［C］｛δN｝ （4 - 81）

当阻尼矩阵 C采用比例阻尼时，使 CN成为对角阵如下：

［CN］=

α +βω
2
1

α +βω
2
2



α +βω
2















n

（4 - 82）

这样，式（4 - 80）即可写成 n 个独立的彼此无联系的微分方程
öXNi +（α +βω

2
i） XNi +ω2

iXNi = qNi （i = 1，2，⋯n） （4 - 83）

式中，qNi表示对应于第 i 个正则坐标的广义激振力。

由式（4 - 83）解出正则坐标的位移向量｛XNi｝后，再利用关系式（4 - 76），将其变换回到原

来坐标的位移向量｛δ｝。若阻尼矩阵［C］采用振型阻尼时，也同样能使［CN］成为对角阵，从而

同样能写成 n 个独立的微分方程。

式（4 - 83）相当于一个自由度系统的动力响应方程。当激振力为一般周期力时，应将激振

力函数展成傅立叶级数后，再按振型叠加法进行求解。当激振力是非周期函数时，可应用杜哈

梅积分。在求得各阶响应后，再进行叠加，即可求得结构的总响应。

求出各节点位移｛δ｝后，即可用公式
｛σ（t）｝=［D］［B］｛δ（t）｝ （4 - 84）

计算结构在 t 时刻的动应力。式中［D］为应力应变关系矩阵，［B］为应变与位移关系矩阵。

采用振型叠加法求解动力响应问题，其计算精度可达到很高，但它要求出各阶振型模态，

所以计算程序比较复杂。实际经验表明，激振力所能激起的只是激振频率相对较低的一部分

振型，绝大部分高阶振型的影响很小，可略去不计。因此，只要将前 m阶振型的响应叠加，便

得到结构的响应。经验证明，对汽车车身的动力应叠加前十二阶即可。

图 4 - 5 线性加速度假设

2. 逐步积分法

逐步积分法又称直接积分法，它的基本思想是根据动力学方程，由时刻 t 的状态向量

｛öδt｝，｛ δt｝和｛δt｝计算时刻 t + Δt 的状态向量｛öδt +Δt｝，

｛ δt +Δt｝和｛δt +Δt｝。逐步积分法不仅在空间上采用有限元的

离散化方法，而且在时间上也采用了离散化方法，即把时间

周期 T分为 T / n =Δt 的 n 个间隔。下面介绍常用的威尔逊

θ法。
威尔逊θ法的基本假设认为加速度在时间间隔 t ～ t +
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Δt 内呈线性变化（见图 4 - 5）。设τ为时间增量，其中 0≤τ≤θΔt，有

｛öδt +τ｝=｛öδt｝+ τ
θΔt
（｛öδt +Δt｝-｛öδt｝） （4 - 85）

积分式（4 - 85），得

｛ δt +τ｝=｛ δt｝+τ｛öδt｝+ τ2

2θΔt
（｛öδt +θΔt｝-｛öδt｝） （4 - 86）

｛δt +τ｝=｛δt｝+τ｛ δt｝+τ
2

2
｛öδt｝+ τ3

6θΔt
（｛öδt +θΔt｝-｛öδt｝） （4 - 87）

设式（4 - 86）和式（4 - 87）中的τ=θΔt，得 t +θΔt 时刻的速度和位移

｛ δt +θΔt｝=｛ δt｝+θΔt
2
（｛öδt +θΔt｝+｛öδt｝） （4 - 88）

｛δt +θΔt｝=｛δt｝+θΔt｛ δt｝+θ
2Δt2

6
（｛öδt +θΔt｝+ 2｛öδt｝） （4 - 89）

由此可以得到用｛δt +θΔt｝表示｛öδt +θΔt｝和｛ δt +θΔt｝的式子

｛öδt +θΔt｝=
6

θ2Δt2（｛δt +θΔt｝-｛δt｝）-
6

θΔt
｛ δt｝- 2｛öδt｝ （4 - 90）

｛ δt +θΔt｝=
3

θΔt
（｛δt +θΔt｝-｛δt｝）- 2｛ δt｝- θΔt

2
｛öδt｝ （4 - 91）

把式（4 - 89），式（4 - 90）和式（4 - 91）代入动力方程（4 - 6），得

［M］｛öδt +θΔt｝+［C］｛ δt +θΔt｝+［K］｛δt +θΔt｝=｛Rt +θΔt｝ （4 - 92）

其中

｛Rt +θΔt｝=｛Rt｝+θ（｛Rt+Δt｝-｛Rt｝） （4 - 93）

把式（4 - 90）和式（4 - 91）代入式（4 - 92）并加以整理，可得：

［珚K］｛δt +θΔt｝=｛珚Rt +θΔt｝ （4 - 94）

式中

［珚K］=［K］+
3

θΔt
［C］+

6
θ2Δt2［M］ （4 - 95）

｛珚Rt +θΔt｝=｛Rt +θΔt｝+［M］（2｛öδt｝+
6

θΔt
｛ δt｝+

6
θ2Δt2｛δt｝）+

［C］θΔt
2
｛öδt｝+ 2｛ δt｝+

3
θΔt
｛δt( )｝ （4 - 96）

由式（4 - 96），式（4 - 95）和式（4 - 94）可解出｛δt +θΔt｝，将它代入式（4 - 90）可以解出加速度

｛öδt +θΔt｝，将它代入式（4 - 85），式（4 - 86）和式（4 - 87），并取τ =Δt 进行运算，便可得到

｛öδt +Δt｝，｛ δt +Δt｝和｛δt +Δt｝。

威尔逊θ法的实际计算步骤如下：
（1）初始计算

① 确定初始值｛δ0｝，｛ δ0｝和｛öδ0｝；

② 选择时间步长Δt 和计算积分常数；θ≥1.37；

a0 = 6 /θ2Δt2；a1 = 3 /θΔt；a2 = 2a1；

a3 = θΔt /2；a4 = a0 /θ；a5 = - a2 /θ；
a6 = 1 - 3 /θ；a7 = Δt /2；a8 = Δt2 /6。
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③ 形成等效刚度矩阵：
［珚K］=［K］+ a0［M］+ a1［C］

④ 将［珔K］三角化，即
［珚K］=［L］［G］［L］T

（2）对每个时间步长进行计算

① 计算 t +θΔt 时刻的等效载荷：

｛珚Rt +θΔt｝=｛Rt +θΔt｝+［M］（a0｛δt｝+ a2｛ δt｝+ 2｛öδt｝）+

［C］（a1｛δt｝+ 2｛ δt｝+ a3｛öδt｝）

② 求 t +θΔt 时刻的位移：

［L］［G］［L］T｛δt +θΔt｝=｛珚Rt +θΔt｝

③ 求 t +Δt 时刻的加速度、速度和位移：

｛öδt +Δt｝= a4｛δt +θΔt｝-｛δt｝+ a5｛ δt｝+ a6｛öδt｝

｛ δt +Δt｝=｛ δt｝+ a7（｛öδt +Δt｝+｛öδt｝）

｛δt +Δt｝=｛δt｝+Δt｛ δt｝+ a8（｛öδt +Δt｝+ 2｛öδt｝）

④ 计算 t +Δt 时刻的应力：

｛σt +Δt｝=［D］［B］｛δt +Δt｝ （4 - 97）

威尔逊θ法对于解决复杂结构的响应问题证明效果良好，无条件稳定，对线性和非线性
问题都适用。对于大多数问题取θ= 1.4，即可得出满意的结果。

第二节 汽车车身结构模态分析

汽车车身结构本身是一个无限多自由度的振动系统，在外界的时变激励作用下将产生振

动。当外界激振频率与系统固有频率接近时，将产生共振。共振不仅使乘员感到很不舒适，带

来噪声和部件的早期疲劳损坏，还会破坏车身表面的保护层和车身的密封性，从而削弱抗腐蚀

性能。车身作为一个多自由度的弹性系统，其固有振动频率也就相应表现为无限多的固有模

态，其低阶模态振型多为整体振型，如整体扭转、弯曲振型，高阶模态振型多为一些局部共振振

型，如地板振型、车顶振型和侧围外板振型等。有时，由于车身的局部刚度低，也有一些局部振

型在低频范围内出现，或与整车振型同时出现。合理的车身模态分布对提高整车的可靠性和

NVH性能等有着十分重要的意义。

汽车在行驶中常因路面不平、车速和运动方向的变化，车轮、发动机和传动系的不平衡，以及

齿轮的冲击等产生各种外部和内部激励，从而极易产生整车和局部的强烈振动。在汽车设计过

程中，要使各系统的固有振动频率避开外界激励产生的频率范围，保证汽车良好的工作性能。

一、轿车车身梁结构模态分析

轿车产品开发初期，车身结构细节尚不确定，但车身主要梁结构件的布置及尺寸是初步确

定的。现代车身工程一般以这些初定的车身梁结构预测车身结构的低阶模态参数等指标，并

进行必要的主要梁结构改进设计。某轿车的开发初期的车身梁单元有限元模型如图 4 - 6所

示，包括 372个梁单元，658个节点。
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图 4 - 6 某轿车车身有限元模型

在此模型的基础上不加任何约束与载荷，用分块兰索斯（block Lanczos）方法计算此车身有

限元模型的自由—自由模态。表 4 - 3给出了车身主要低阶模态的计算结果，绕 x轴的一阶扭

转模态，频率为 27.04 Hz；车身绕 y轴一阶弯曲模态，频率为 43.18 Hz。

表 4 - 3 车身梁模型模态分析

振形描述 频率 /Hz 振形图

绕 X轴一阶扭转模态 27.04

绕 Y轴一阶弯曲模态 43.18

由该表可以看出车架前部较弱，振型相对位移大，需要增强。

二、电动轿车车身结构模态分析

对于电动轿车而言，其驱动装置以电机代替了发动机。一般电机动平衡较好，故电动轿车

设计开发应该主要考虑主减速器及其后续的传动系统和行驶系统的转动部件的转动不平衡量
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引起的额外激励。某改装轿车电机的最高转速是 10 000 r /min，其主减速器减速比 1 : 10，主减

速器及其后续的传动系统和行驶系统的转动部件的最高工作频率为 16.7 Hz。因此车身壳体

的低阶模态频率应控制在 16.7 Hz以上。

图 4 - 7 某电动轿车车身壳体一阶扭转振型图

对该车身壳体有限元模型分别进行模态

分析。用 Block Lanczos 方法计算车身壳体自

由—自由边界条件下的模态，由于在自由边界

状态下，前六阶振型频率基本为零。模拟时，

计算初始频率可设为 1 Hz以消除自由刚体模

态。

该车车身壳体模型计算得出绕 x 轴的一

阶扭转模态频率 32.66 Hz，振型如图 4 - 7 所

示；绕 y 轴一阶弯曲模态频率 49.67 Hz，振型

如图 4 - 8 所示。图 4 - 9 给出了低阶频率

36.27 Hz 时出现的前舱横向摆动局部振型。

说明改制车身前舱部位较弱，对前舱设备的安

装可能会造成负面影响，应提高车身前部的刚度。

该车的车身壳体的低阶固有频率均高于 16.7 Hz，说明该车车身壳体的低阶模态频率分布

是合理的。参考 CA7220轿车车身壳体主要模态频率：一阶扭转 25 Hz和一阶竖直弯曲 40 Hz，

该电动轿车车身的主要低阶模态频率均高于传统同级别轿车的车身相关频率值，有一定的裕

度，不必进行进一步优化提高。

图 4 - 8 某电动轿车车身壳体一阶弯曲振型图 图 4 - 9 某电动轿车车身壳体前舱局部振型图

三、微型电动车车身板梁组合结构模态分析

如图 4 - 10所示将某微型电动车车身结构的几何模型通过 IGES格式导入有限元前处理

软件 Hypermesh中首先进行几何信息清理，整理出主要承载结构件的几何。再进行网格化，将

型材骨架以梁单元模拟，将电瓶盒等以板单元模拟。板梁的焊接关系的处理，在该模型中采用

共用节点法来模拟。
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采用基本单元边长 50 mm进行网格划分，在局部需要细化的地方单元边长为 10 mm。模

型共有板单元 10 526个，梁单元 717个。车身有限元模型如图 4 - 11。

图 4 - 10 某电动车车身骨架简化几何模型 图 4 - 11 某电动车车身有限元模型

在 ANSYS软件中用 Block Lanczos算法计算自由—自由边界条件下车身的主要低阶模态。

由于在有限元建模中省略了车身的细小特征以及面漆，所以在模态分析时需要对有限元模型

进行必要的修改，以消除质量误差。例如通过测量得到试验车身的质量为 147 kg，而在密度取

7.8e - 9 t /mm3时计算得车身的有限元模型质量为 124.86 kg，可将车身计算模型当量质密度取

为 9.18e - 9 t /mm3。计算时提取模态数为 6阶，各阶模态振形及频率值见表 4 - 4。

表 4 - 4 车身模态列表

模态阶数 频率 f /Hz 振型描述

1 27.31 上车身骨架横弯模态

2 39.80 车身骨架整体一阶扭转模态

3 52.56 行李厢底板一阶竖直弯曲模态

4 58.51 行李厢底板二阶竖直弯曲模态

5 67.71 行李厢底板三阶竖直弯曲模态

6 67.80 车身骨架整体一阶竖直弯曲模态

模拟分析得到的车身骨架整体模态如图 4 - 12和图 4 - 13。

图 4 - 12 车身骨架整体一阶扭转模态 图 4 - 13 车身骨架整体一阶竖直弯曲模态

可见，该车身上车身骨架刚度较低，这与现行电动车的基础承载式车身结构特点相对应。
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另外，该车身行李舱刚度也较低，其承载行李的能力只是象征性的。

第三节 车身结构低阶模态修改灵敏度分析

一、轿车车身模态修改灵敏度计算分析

车身结构模态分析是轿车新产品开发中结构分析的主要内容。尤其是车身结构的低阶弹

性模态，它不仅反映了汽车车身的整体刚度性能，而且是控制汽车常规振动的关键指标，应作

为汽车新产品开发的强制性考核内容。

与实验模态分析方法不同，有限元等数值模拟技术可以在汽车设计初期预测车身结构的

模态参数，尽可能避免相关设计缺陷，及时修改及优化设计方案，从而大大缩短产品开发周期。

为同时保证必要的车身结构强度与刚度指标，一般的模态参数修改方案是将车身结构低

阶弹性模态频率提高到一定的水平。一种途径是应用密度小的材料，如铝、塑料及超轻钢等做

车身材料，以降低关注模态的模态质量；另一种途径是合理修改关键零件的结构形式与尺寸，

以提高关注模态的模态刚度。第一种途径受到生产成本、材料特性及生产工艺等影响，应用

较少。在用第二种途径进行车身结构模态参数修改时，关键是找出影响低阶关注模态的灵敏

零件，然后通过增加板厚而提高整体抗弯或抗扭刚度等措施来改进该模态。

20世纪 80年代末期，国外开始了结构修改灵敏度在汽车车身设计中的应用研究。国内

尚少见相关资料。本节建立了国产某中级轿车车身焊接总成的模态分析有限元模型，并利用

该模型对该车车身主要低阶弹性模态进行了结构修改灵敏度分析。

1. 轿车车身低阶模态分析的有限元模型

在轿车车身几何模型的基础上，建立车身模态分析有限元模型。建立模型的原则是在保

证准确反映结构模态特性（包括整体弯曲及扭转刚度等）的前提下进行必要的简化，以获得必

要的计算精度，并尽可能降低计算量与计算复杂性。该车采用典型承载车身结构；车门、发动

机罩、座椅、保险杠、前翼子板及车身附件等装配在车身焊接总成上，它们对车身整体抗弯及抗

扭刚度的贡献可以忽略；车身结构零件中的小孔、圆角、翻边及凸台等局部结构对车身整体刚

度的影响也可以忽略。主要考虑两个方面零部件，一是空间基本完整闭合的梁类结构件，包括

前后纵梁、门槛、门柱、窗柱、前后风窗上横梁、门上横梁、前横梁及锁板；二是板类内外覆盖件，

包括顶盖、地板、轮罩、后挡板及悬挂固定座等。

针对车身结构模态及其修改灵敏度分析，未深入考虑结构焊点及立柱接头等柔度的影响。

相关资料表明，有限元板单元对轿车车身刚度及低阶模态计算分析是较准确的主要单元

类型。为降低求解规模，以四边形单元为主，在结构变化及过渡区采用少数三角形单元。对轿

车车身刚度及低阶模态计算，合理模型的基本自由度规模为 18 000左右。为此取单元基本边

长为50 mm。对门槛等梁类结构件及其与覆盖件的过渡区，单元边长之比控制在 1 : 5左右。汽

车车身低阶模态分析有限元网格如图 4 - 14所示，共 5 987个结点和 6 386个单元。依实际结

构确定各单元厚度。钢材的杨氏模量、泊松比及质密度分别为 210 MPa，0.3 及 7 850 kg/m3。

在轿车车身结构低阶模态分析中多采用自由 - 自由边界条件，采用 ANSYS软件对该模型

进行了模态计算分析，所得前两阶弹性模态如表 4 - 5所示。该计算结果与该生产厂进行的该

车车身实验模态分析结果基本吻合。
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表 4 - 5 轿车车身低阶模态参数

弹性模态号 模态频率 /Hz 模态振型

1 25.125 一阶扭转

2 40.370 竖直一阶弯曲

图 4 - 14 轿车车身结构低阶模态分析有限元网格

2. 车身模态修改灵敏度计算分析

（1）基本理论

设ωi 及｛ui｝分别是车身结构第 i 个模态的固有频率与振型向量，则它们满足

（［K］- ω2
i［M］）｛ui｝=｛0｝ （4 - 98）

其中，［K］与［M］分别为结构模型的总刚度与总质量矩阵，其维数即为结构模型自由度数。

ωi，j，｛ui，j｝，［K，j］及［M，j］分别为ωi，｛ui｝，［K］及［M］对某设计变量 b（如板厚等）的偏导

数，则对式（4 - 98）求导得

（［K，j］- 2ωiωi，j［M］- ω2
i［M，j］）｛ui｝+（［K］- ω2

i［M］）｛ui，j｝=｛0｝ （4 - 99）

用｛ui｝
T左乘上式，并考虑

｛ui｝
T（［K］- ω2

i［M］）｛ui，j｝= 0 （4 - 100）

及

｛ui｝
T［M］［ui］= 1 （4 - 101）

有

ωi，j =
1

2ωi
｛ui｝

T（［K，j］- ω2
i［M，j］）｛ui｝ （4 - 102）

有限元方法中，［K］及［M］分别由单元刚度矩阵［Ke］及单元质量矩阵［Me］组装而成，即

［K］= ∑［Ke］

［M］= ∑［Me］

上两式对参数 b求导有

［K，j］= ∑［Ke
，j］

［M，j］= ∑［Me
，j］

其中，［Ke
，j］和［Me

，j］分别为［Ke］和［Me］对设计参数 b的导数矩阵，则式（4 - 102）变为

135



ωi，j = ∑｛u e
i｝

T（［K，j］- ω2
i［M，j］）｛u e

i｝

2ωi
= ∑ωe

i，j （4 - 103）

即

ωe
i，j =
｛u e

i｝
T（［Ke
，j］- ω2

i［Me
，j］）｛u e

i｝

2ωi
（4 - 104）

其中，ωe
i，j为ωi 关于第 e个单元的设计参数 b的灵敏度。因为各单元板厚不同，实际应用中式

（4 - 104）更实用。

对于一般有限元板壳单元，其单元刚度矩阵可表示为

［Ke］=［Ke
m］+［Ke

b］= Ebe［Ke
1］+ Eb3

e［Ke
2］ （4 - 105a）

其中［Ke
m］和［Ke

b］分别表示单元的膜刚度和弯曲刚度成分，E 为材料杨氏模量，［Ke
1］和［Ke

2］为

与 Ebe及无关的单元常数矩阵。对式（4 - 105a）求导，有

［Ke
，j］= E［Ke

1］+ 3Eb2
e［Ke

2］

=
E

槡3 be
槡3 be［Ke

1］+
E

槡3 be

（槡3 be）
3［Ke

2］

= Fa e［Ke
1］+ Fa3

e［Ke
2］ （4 - 105b）

一般有限元板壳单元的单元质量矩阵可表示为

［Me］= ρAe be［Me
1］ （4 - 106）

其中ρ为材料质密度，Ae为单元中性面积，［Me
1］为与 be无关的单元常数矩阵。对式（4 - 106）

求导，有

［Me，j］= ρAe［Me
1］= ρ

槡3 be

Ae（槡3 be）［Me
1］= qAe a e［Me

1］ （4 - 107）

由式（4 - 105b）及式（4 - 107）可知，只要简单地将材料参数 E，ρ及板厚参数 be 改为 F，q 及

a e，并重新计算单元的刚度及质量矩阵，即可由式（4 - 104）计算模型第 i 阶模态频率对单元 e

的板厚参数 be的灵敏度。其计算量较小。

（2）灵敏度计算与分析

基于以上方法，分别计算了该车车身结构第一阶扭转及第一阶竖直弯曲模态频率对车身

各板件单元厚度的灵敏度。为了灵敏度数值分析方便起见，分别将车身结构组件的各单元灵

敏度值求和。

① 扭转工况：
该车车身结构第一阶扭转模态频率对车身各结构件厚度的灵敏度分布如图 4 - 15所示。

较大灵敏度的结构件的统计如表 4 - 6所示。

可见 A柱的加强对提高车身第一阶扭转模态频率最有效，而且 A柱外板比其内板更有

效。除 A柱以外，后座椅下横梁、中地板、门槛、前轮罩后板构成了车身基本抗扭承载区，该区

结构件的加强对提高车身一阶扭转模态频率十分有效。远离振型节面的结构的进一步加强，

反而对提高车身一阶扭转模态频率不利，如锁板、后翼子板加强板、前横梁、后翼子板、后围上

下连接板、前下横梁、前纵梁、前侧内板。即使刚刚超出上述车身基本抗扭承载区的结构件也

是如此，如后地板与后悬架固定座。除倾角较大的 A立柱之外，车身基本抗扭承载区以上的

结构件的进一步加强均对提高车身一阶扭转模态频率不利。如顶盖、水槽、B柱、转向柱横梁。
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图 4 - 15 车身第一阶扭转模态频率对车身结构件厚度的灵敏度

表 4 - 6




对车身第一阶扭转模态频率的灵敏结构件

结构件名称 抗扭灵敏度 /（Hz·m- 1） 结构件名称 抗扭灵敏度 /（Hz·m- 1




）

A柱外板 5 775 加强板 - 后翼子板




- 300

A柱内板 2 262 B柱内板及外板




- 295

前轮罩后板 993 转向柱横梁



- 287

门槛外板 441 支架 - 端板




- 251

中地板 441 前横梁




- 239

后座椅下横梁 205 后翼子板




- 220

顶盖 - 1 246 后围上下连接板




- 202

锁板 - 527 后悬挂固定板




- 174

水槽 - 351

表 4 - 6中未列出的结构件的加强对车身的一扭模态频率影响不大。考虑结构整体修改

工艺性等其他性能，可对这些件的结构及尺寸适当地修改。但同时注意这些件的进一步加强

对车身整体质量的增大有影响。

② 弯曲工况：
该车车身结构第一阶竖直弯曲模态频率对车身各结构件厚度的灵敏度分布如图 4 - 16所

示。较大灵敏度的结构件的统计如表 4 - 7所示。

图 4 - 16 车身第一阶竖直弯曲模态频率对车身结构件厚度的灵敏度
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表 4 - 7




对车身第一阶弯曲模态频率的灵敏结构件

结构件名称 抗扭灵敏度 /（Hz·m- 1） 结构件名称 抗扭灵敏度 /（Hz·m- 1




）

A柱外板 1 846 C柱内板




347

后风窗支柱内板 1 705 C柱外板




326

B柱外板 1 691 加强板 - 转向柱横梁




259

B柱内板 1 356 后座椅下横梁




220

A柱内板 1 070 前地板




188

前轮罩内板 979 外横梁




111

转向柱衡量 775 包裹架 - 后挡板




- 146

后翼子板 551 后围封闭板




- 265

门槛外板 533 锁板




- 438

中地板 466 前下横梁



- 593

顶盖 420 后围上下连接板




- 892

加强板 - 后翼板 381

可见，由于车身第一阶竖直弯曲模态有两个相距较远的振型截面，该模态的灵敏结构件较

多。由车身上部的顶盖，下部的前地板、中地板及门槛，前及后部的转向柱横梁、后座椅下横

梁、前轮罩后板及前悬挂固定座，以及侧面的 A、B、C立柱及后风窗立柱构成了车身空间基本

抗弯盒。该基本抗弯盒的结构件的加强对提高车身竖直一弯模态频率十分有效。

后围上下连接板、前下横梁与锁板等远离振型节面的车头及车尾结构件的进一步加强对

提高车身第一阶竖直弯曲模态频率十分不利。与车身第一阶扭转模态频率灵敏度分析对比可

知，A立柱及基本抗扭承载区的结构件的加强对提高车身第一阶竖直弯曲及第一阶扭转模态

频率均十分有效。它们是车身低阶模态频率修改的最关键结构件。这就是欧美汽车行业将车

身扭转刚度指标作为产品开发关键项的原因之一。

3. 车身结构模态频率灵敏度分析的应用及结论

车身结构模态频率灵敏度分析，不仅可以直接应用于设计中提高车身结构的低阶模态频

率，而且对其他车身结构设计与分析工作也有重要的参考价值。

现代中、低级轿车设计时，为了加大行李布置空间，有的在后隔板上设计一个大孔。由上

述分析可知，这种承载式车身后部刚度较大，在后挡板上设计一个大孔不会对车身刚度及低阶

振动特性造成不利的影响。

现代中、低档轿车设计时，常希望降低门槛的高度。上述分析说明，门槛对车身刚度及低

阶振动特性影响较大，不能随意减小门槛断面尺寸及板厚。为减小 A立柱盲区而试图减小 A

立柱断面尺寸时也要注意类似问题。

国内现生产个别中级轿车在部分地区使用中，发生前悬挂固定座开裂现象。上述分析表

明，前悬挂固定座对车身竖直一弯模态频率影响很大。若设计不合理，车身会在个别使用工况

下产生较大竖直振动，而引起悬挂固定座早期开裂。

因此得出以下结论：
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① 后座椅下横梁、中地板、门槛与前轮罩后板构成了车身基本抗扭承载区。该基本抗扭
承载区与 A立柱结构件的加强对提高车身第一阶扭转模态频率十分有效。

② 以乘客舱结构件为主的顶盖、前地板、中地板、门槛、转向柱横梁、后座椅下横梁、前轮
罩后板、前悬挂固定座、A、B、C立柱及后风窗立柱构成了车身空间基本抗弯盒。该基本抗弯

盒结构件的加强对提高车身第一阶竖直弯曲模态频率十分有效。

③ 车身基本抗扭承载区结构件及 A立柱是车身低阶模态频率修改的最关键结构件。

④ 车身结构模态频率灵敏度分析在车身设计中有较宽的应用范围。

二、轻型货车横向振动分析与控制

在中国轻型货车产量大幅度增加的同时，仍存在着轻型货车临界转速的摆头现象。轻型

货车的横向振动，不仅影响驾驶员的乘坐舒适性，而且使汽车临界状态下的操纵性显著降低。

由于涉及的总成及结构件较多，整车的振动特性分析比较复杂；迄今为止的实际产品开发，一

直是先做样车，通过重复试验分析来控制振动现象。为了缩短新车型研制周期，有必要推广应

用模拟分析与动力优化技术，以便在设计阶段更合理地估计各种动力现象和进行结构优化设

计。已有的关于汽车横向振动的研究，主要针对转向轮摆振及其控制进行分析。其结论为轻

型货车横向振动的深入研究提供了必要条件。本节采用数值模拟分析与动力优化技术，分析

了某轻型货车的横向振动现象，并介绍了该振动的控制方法。

1. 轻型货车横向振动模拟计算分析

在轻型货车中，具有大质量与大惯性矩的驾驶室及动力总成通过橡胶块联结于车架，而车

厢则直接通过螺栓联结于车架。在建立轻型货车的振动分析模型时，必须合理考虑这些因素

的作用。而受计算量等的限制，建立模拟分析模型时，也要对实际结构进行必要的简化，抓住

主要问题进行分析。本节的分析对象是载重量为 1.25 t的国产某双排座轻型货车，该车存在

图 4 - 17 轻型货车横向振动模拟分析的有限元模型

105 km/h 车速的横向振动现象。由于货车车

厢对车架的静态及动态特性影响较大，建立车

架的动力分析模型时必须考虑车厢的作用。

模拟分析模型中的车架及车厢部分以板单元

模拟为主。整个有限元分析模型包括 736 个

节点和 754个板单元，见图 4 - 17。另外以 67

个梁单元模拟货厢底板横梁。因为驾驶室及

动力总成在常见的汽车工作频率范围（2 ～ 20

Hz）之内表现出刚体运动，考虑驾驶室（6个悬

置点）及动力总成（3个悬置点）的质量和惯性矩，以质量弹簧模型加入车架模型，其橡胶块的

工作刚度可由实验确定。油厢与备胎等以集中质量加于车架模型的相应位置。考虑车架的支

承条件对车架弹性模态计算分析影响不大；本分析中，悬架每个吊耳处的铅垂自由度以弹簧单

元模拟。弹簧单元铅垂刚度取为相应悬架静刚度的一半。每个吊耳处的其他自由度完全约

束。

模态计算分析中，未考虑结构、悬架及各悬置的阻尼。轻型货车的振动特性分析一般在空

载状态下进行。在满足分析需要的前提下，仅计算 20 Hz以下的结构振动模态。在图 4 - 18模
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态计算结果中，包括车厢栏板的局部弹性模态和驾驶室与动力总成的局部刚体模态。图中仅

以车架表示该车低阶弹性模态的计算结果，图中虚线表示平衡位置。其中，第一阶横向弯曲振

动模态的一个振型节点处在动力总成前悬置和驾驶室中悬置之间，其另一个振型节点约在驾

驶室后悬架支承中心，其频率值为 11.80 Hz。驾驶室横向刚体振动模态（未给出振型图）的频

率值为 11.20 Hz，致使这两阶振动模态高度耦合。在临界转速下的转向轮摆振激励作用下，

会发生严重的汽车横向振动。这与该车在约 105 km/h车速（考虑轮胎尺寸可知，该车速下转

向轮摆振频率约为 11.70 Hz）附近发生驾驶室严重横向振动的现象一致。

图 4 - 18 轻型货车车架低阶弹性模态计算结果

（a）一阶扭转：8.17 Hz；（b）侧向一弯：11.80 Hz；（c）竖向一弯：12.84 Hz

2. 动力优化分析方法

在车辆的实际设计中，采用结构动力优化方法确定结构形状与尺寸，以使车辆各部件满足

它们动力特性的目标值。为了避免发生较强的驾驶室与车架横向耦合共振，产品开发阶段应

该合理地调配结构质量、驾驶室悬置刚度及车架刚度。如果车辆存在该耦合共振，除了控制转

向轮摆振以外，有效地改进措施是：通过修改驾驶室悬置橡胶垫的特性使驾驶室横向振动的固

有频率降低，或者通过合适的加强方案提高车架的横向弯曲固有频率。前者受到驾驶室悬置

一般设计要求的限制，所以，一般以后者为主，不但使车架横向第一阶弯曲振动模态频率高于

转向轮摆振临界频率的 120%，而且避免与驾驶室横向振动刚体模态频率相近。应用上一小

节中的求灵敏度的理论方法，计算了该轻型货车车架水平侧向第一阶弯曲振动固有频率对车

架各板单元厚度的灵敏度。灵敏度分布情况如图 4 - 19 所示，图中仅注出灵敏度值大于

0.038 Hz/cm的单元；纵梁上、下翼板灵敏度分布基本相同，仅注出上翼板单元的灵敏度值。可

见，关注模态的两个振型节点附近的车架单元对提高该模态频率值较灵敏，车架纵梁单元较横
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梁单元灵敏，纵梁翼板较腹板灵敏。利用这一结果，可以在满足目标固有频率的前提下，通过

对局部结构的加强，使车架总质量增加值最小。

图 4 - 19 车架侧向一弯固有频率对单元厚度的灵敏度（单位：Hz·cm- 1）

第四节 SRV行李架结构动力响应仿真分析

随着人们生活节奏和休闲方式的改变，旅行车（SRV）作为一款能满足多样生活需求的休

闲轿车越来越受到购车族的青睐。其车顶的搁物行李架是其结构功能中的一个闪亮点，它在

汽车行驶极端工况下的动态响应不仅影响行李安置的稳固性，也对车身振动有较大影响。因

此在设计初期，建立有效的仿真模型，预测其在特殊行驶条件下的动力响应，对产品的开发应

用有很大的指导意义。

本节基于某旅行车实车试验数据，建立了车顶行李架 CAE仿真模型。通过确定仿真边界

条件以及激励的加载方式等，修正了有限元分析模型。利用 ANSYS软件中内嵌的 LS - DYNA

求解器对模型进行了动力响应分析。

一、车顶行李架 CAE模型

有限元分析模型中建立的各实物部件主要包括：简化的车顶盖、行李架导轨、行李架横向

支架和等效行李，同时模拟了各结构件间的连接。单元以 3节点或 4节点壳单元为主。整个

模型节点总数为 53 141，壳单元总数为 43 279，材料属性均按实际属性设定。整体模型如

图 4 - 20所示。

图 4 - 20 行李架模型示意图
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1. 行李架试验

为了修正有限元分析模型，进行了车辆行驶过程中前及后车轮分别陷入凹坑的工况试验。

从实际试验中获得车辆 B柱上端 X向以及 Z 向的加速度信号，同时获得了行李架导轨和车顶

在前后两处（如图 4 - 21所示：2a 和 2b，4a 和 4b）的相对位移数据。

图 4 - 21 实车试验测点位置示意图

2. 激励输入方式处理

（1）激励输入位置的确定

试验中获得的 B柱上端 X向以及 Z 向的加速度信号对整个车身行驶中的加速度具有典

型意义。鉴于模型规模和考查的主要对象，将整个车顶作为激励输入部件。具体方法为：将车

顶部件设为刚体，在车顶几何中心处增加激励施加节点。由于同时有 X和 Z 两个方向的加速

度输入，模拟分析的激励施加点是在垂直方向上相当靠近的两个节点（垂直距离为 2 ～ 3 mm）。

并将激励施加点同车顶部件上各个节点刚性连接，这样，整个车顶的加速度基本就是试验中 B

柱上端的加速度。加载示意图见图 4 - 22。

图 4 - 22 加载位置及方式

（2）激励输入时间段的确定

实车试验中的 B柱上端加速度信号历经了车辆前后轮分别陷入凹坑内，总共约为 0.3 s。

这个过程可视为汽车先后受到两次短期冲击，且两次冲击的激励和响应性质类似。试验加速

度信号如图 4 - 23和图 4 - 24所示，计算机仿真输入截取了 7.9 ～ 8.6 s这一段数据，并分为前

后相等的两个时间段（约为 350 ms），分两次进行车辆前后轮分别陷入凹坑的动力响应模拟

计算。
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图 4 - 23 1号测点 Z向加速度

图 4 - 24 2号测点 X向加速度

3. 模型修正方法

试算发现观测点处垂向相对位移的仿真值与试验值相差较大。根据结构动力分析有限元

基本方程

［M］｛öx｝+［C］｛ x｝+［K］｛x｝=｛F｝ （4 - 108）

进一步研究了模型中各种影响阻尼阵和刚度阵等的因素，尤其是各部件间的连接方式的模拟

对分析模型的影响，具体模型修正内容见表 4 - 8。

表 4 - 8 模型修正内容

修改内容 原始模型 修改方式 对仿真结果影响 最终处理

某一材料属性 单位制错误 统一单位制 有影响 选用修改值

系统阻尼 软件缺省值 工程常用值 影响甚微 保留原始模型

行李与其支撑横梁

连接及接触定义

两点刚性连接且

定义摩擦系数

多点刚性连接并修

改摩擦系数
无影响 保留原始模型

行李架导轨与车顶

连接件间减振元件
模拟弹簧减振元件 修改弹簧刚度 有一定影响 保留原始模型

行李架导轨与

车顶连接方式

导轨安装处单点

刚性连接

前后安装处各增加

一刚性连接点
影响很大 选用修改方式
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二、动力响应分析

1. 前轮陷坑模拟计算分析

车顶激励施加点作用的加速度信号直接来源于试验数据，图 4 - 25和图 4 - 26分别显示

了激励施加点同顶盖上单元节点间 X和 Z 向的加速度偏差。可见，两者的加速度基本一致。

图 4 - 25 X向加速度

关注位置的模拟分析 Z 向相对位移同试验的比较，如图 4 - 27所示。

2. 后轮陷坑模拟计算分析

验证激励施加点同顶盖上单元节点间的加速度偏差，两者基本一致，如图 4 - 28 和图

4 - 29所示。

所关注测点的模拟分析 Z 向相对位移同试验的比较，如图 4 - 30所示。
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图 4 - 26 Z向加速度

可见，中心输入点加速度信号与有限元模型中试验观测点处获得的信号能很好的吻合，说

明该种加载方式是行之有效的。模型修改后，所关注测点处的行李架导轨与车顶间相对位移

仿真值达到了试验范围，并能基本拟合试验所得曲线。两者存在的偏差是由 CAE模型建立过

程中的简化产生的，是可以被接受的。
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图 4 - 27 前轮陷坑车顶与行李架之间相对位移
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图 4 - 28 X向加速度

图 4 - 29 Z向加速度
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图 4 - 30 后轮陷坑车顶与行李架之间相对位移

思 考 题

1. 写出单元动力学方程，并说明其各矩阵与向量的计算方法。

2. 如何计算一致质量矩阵和集中质量矩阵？

3. 如何选择使用比例阻尼和振型阻尼？如何计算比例阻尼和振型阻尼？

4. 有哪些特征值和特征向量的计算方法？各有什么优缺点？

5. 结构动力响应有哪些计算方法？各有什么优缺点？

6. 试推导车身结构模态修改灵敏度公式，并说明其中各矩阵与向量的计算方法。

7. 轿车白车身主要抗扭和抗弯结构件分别有哪些？

8. 轻型货车横向振动的原因是什么？

9. SRV行李架动力响应分析激励如何选择？
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第五章 汽车车身结构强度与刚度试验

第一节 汽车车身结构试验技术

非电量电测法是一种将被测非电物理量（如位移、速度、加速度、力、应力、应变、温度和流

量等）变换成电量（如电阻、电流、电压、电容和电感等），然后用电测量仪器对此电量进行测量

的方法。通常将非电量变换成电量的元件称为敏感元件（亦称变换元件），根据不同非电量的

特点设计成的变换装置称为传感器。将传感器通过测量电路与电测量系统相接，组成电测量

系统。敏感元件和传感器的输出电量必须与被测非电物理量有单值函数关系，并尽可能成为

线性关系。这一测量系统一般由非电量信号的变换、电信号的传输与放大、电信号的显示与记

录三部分组成，见图 5 - 1。

图 5 - 1 电测量系统框图

由传感器获得的信号一般很微弱，要经过放大器放大后，才能传送给显示和记录装置进行

显示、记录。对于不同的传感器，其相应的放大器也不同。如对电阻应变片，其放大器为电阻

应变仪；对压电式加速度传感器，其放大器为电荷放大器。另外，信号在传输过程中，还要注意

防止干扰。

有各种不同的显示、记录信号的方法和装置。现代电测量技术中广泛采用的记录装置为

多磁道磁带记录仪。

从敏感元件变换方式来看，可以直接变换，也可以间接变换；从能量转换的角度而言，分为

有源变换和无源变换两类，见图 5 - 2。

非电物理量电测法的优点是：电信号容易传输和放大，可进行遥测和实现测试过程的自动

化；被测电信号可直接用图像显示仪、数字显示仪、磁带记录器和磁盘记录器等进行显示和记

录，易于存储和再现，并能随时通过信号分析处理仪器进行分析处理；便于多个参数的同步测

量和记录；并且能够测量高速变化的物理量。

一、电阻应变片基本原理与类型

电阻应变片简称应变片，它是一种将应变变化转换成电阻变化的传感器。

1 . 电阻应变片的构造和类型

电阻应变片的种类繁多，形式也各种各样，但其基本结构大体相同。现以丝绕式应变片为

例说明如下，见图 5 - 3。

电阻应变片由敏感元件（又称敏感栅）1、基底 2和 3及引出线 4组成。敏感元件是用来感



图 5 - 2 敏感元件分类图

图 5 - 3 丝绕式电阻应变片构造

1 - 电阻丝；2、3 - 覆盖层；4 - 引出线

受应变的，由直径为 0 .02 ～ 0 .03 mm的合金电阻丝绕

制而成，然后用粘接剂把它贴在上基底 3和下基底 2

之间。基底是用来固定、保护丝栅，传递应变并使敏

感栅与试件之间绝缘。敏感栅两端焊有引线 4，用以

和测量电路相连。引出线的材料多用0.15 ～ 0.3 mm

镀锡软铜丝。图 5 - 3中 L为敏感栅栅长，B为栅宽。

电阻应变片的种类很多，通常分为丝栅式应变

片，箔式应变片和半导体应变片三类。丝栅式应变

片有两种：圆角丝栅式应变片和直角丝栅式应变片，

见图 5 - 4（a）、（b）所示。圆角丝栅式应变片是最早

出现的片种。这种应变片容易安装，价格便宜，但在常温应变测试中正被箔式应变片取代。直

角丝栅式应变片虽有横向效应小的特点，但由于有较之更好的箔式应变片的出现，而没有得到

广泛地应用。箔式应变片见图 5 - 4（c）示，它具有横向效应小、散热性能好、允许通过的电流

大、易于制造成各种用途的形状和尺寸的片形、疲劳寿命长、柔性好等特点，是一种很有发展前

途的应变片。半导体应变片（图 5 - 4（d）示）具有灵敏系数大、横向效应小、可制成小尺寸应变

片等优点，但是，电阻灵敏系数的温度稳定性差，在测量较大应变时，非线性严重。

2. 金属丝的应变电阻效应

应变片测取应变的工作原理是基于金属丝的应变电阻效应，即金属丝的电阻值随其机械

变形而变化的一种物理特性。

由物理学知，金属导线的电阻为

R = ρ
L
A

（5 - 1）

式中 ρ———导线的电阻率，单位为Ω·mm2 /m；
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图 5 - 4 几种常用的电阻应变片

L———导线长度，单位为 m；

A———导线横截面积，单位为 mm2。

由（5 - 1）式知，改变等式右边参数的其中一个

值或几个值，都将引起电阻的变化。电阻丝在受力

后，其电阻的变化率和电阻丝产生的应变成正比

dR
R = K0ε （5 - 2）

式中，ε=
dL
L
为纵向应变，比例常数 K0 称为电阻丝

的灵敏系数。

金属丝的应变电阻效应曲线见图 5 - 5，部分金

属丝材灵敏系数见表 5 - 1，常用应变电阻合金性能见表 5 - 2。

图 5 - 5 金属丝的应变电阻效应曲线

（a）未退火的康铜丝；（b）退火后的康铜丝；（c）未退火的镍铬丝；（d）退火后的镍铬丝

表 5 - 1 部分金属丝材灵敏系数

材料 成分

灵敏系数 K0（拉伸）

硬态 软态（已退火）

小变形 大变形 小变形 大变形

铜 Cu（电解纯） 2.6 2.6 2.2 2.2

银 Ag 2.9 2.4 3.0 2.3

康铜 55Cu 45Ni - - 2 .0 -

镍铬 80Ni 200Cr 2.4 1.9 - -

铁铬镍 67Fe 26Cr 6Ni - - 4 .28 2.0
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表 5 - 2 常用应变电阻合金材料性能

合金类型 牌号或名称
成分

元素 所占百分比 / %

比阻ρ/

（Ω·mm2·m- 1）

电阻温度系数ρt

/（10 - 6·� - 1）
灵敏系数 K0

铜镍合金 康铜
Cu
Ni

55
45

0.45 ～ 0.52 ± 20 1.9 ～ 2.1

铁镍铬合金

Fe
Ni
Cr
Mo

55.5
36
8
0.5

0.84 300 3.6

镍铬合金 镍克洛姆 V
Ni
Cr

80
20

1.0 ～ 1.1 110 ～ 130 2.1 ～ 2.3

镍铬合金

6J22（卡玛）

Ni
Cr
Fe
Al

74
20
8
3

1.24 ～ 1.42 ± 20 2.4 ～ 2.6

6J23

Ni
Cr
Al
Cu

75
20
3
2

1.24 ～ 1.42 ± 202.4 ～ 2.6

铁铬铝合金 70Cr25Al5
Fe
Cr
Al

70
25
5

1.3 ～ 1.5 30 ～ 40 2.8

贵金属及合金

铂
Pt
Lr

80
20

1.0 ～ 1.1 110 ～ 130 2.1 ～ 2.3

铂 - 铱
Pt
Lr

80
20

0.32 850 6.0

铂 - 钨
Pt
W

92
8

0.68 227 3.5

镍 Ni 100 0.08 ～ 0.09 6 000 - 2.1

3 . 变形的传递

将金属丝粘贴在试件表面，试件在外力作用下将产生纵向、横向和剪切变形。这些变形通

过黏结剂传递给金属丝，从而引起金属丝变形，有图 5 - 6（a）。在这一变形传递过程中，金属

丝的变形情况为：

① 因金属丝 L较长，直径 D很细，它对试件变形无约束力，故金属丝沿纵向只能随黏结

剂变形而相应变形，即金属丝的纵向应变基本上就是试件的纵向应变。

② 黏结剂在试件纵向变形及横向变形作用下，均将相应出现横向应变，金属丝在黏结剂
横向应变的作用下，截面积亦将发生改变。在应变片的变形传递过程中金属丝横截面的改变

极为微小，可略而不计。

③ 试件剪切应变同样要传递到黏结剂内，从而导致金属丝横截面相对位置发生改变，但
对 L和D均无影响，故不致引起金属丝电阻的改变。

综上所述可知，金属丝仅仅反映试件的纵向变形，而与试件的横向变形关系甚微，可忽略不计。
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图 5 - 6 变形的传递

1 - 试件；2 - 胶层；3 - 电阻丝；4 - 基底

对于应变片，试件上的应变要通过试件和应变片基底之间的胶层、基底以及位于基底和敏

感栅之间的胶层传给电阻丝，且依据剪应力形式进行传递。理论分析和实验表明，两端的剪应

力最大，中点的剪应力为零，见图 5 - 6（b）。这是因为正中截面处不发生位移，故剪应力为零；

其两侧位移反向，故剪应力反号；端部位移最大，故剪应力最大。图中 Q1 表示基底所受剪力，

Q2表示敏感栅金属丝所受剪力。敏感栅所受轴向力为沿轴向剪应力之和，其分布如图 5 - 6

中轴力 N所示。

应变片贴于试件表面后，虽然不能绝对实现敏感栅感受的变形和试件测点处的实际变形

完全一致，但实践证明只要我们使用的黏结剂性能良好，注意粘贴质量（特别是应变片两端剪

力较大处的粘贴质量，这一点对于基底较短的应变片尤为重要），力求做到胶层匀薄，应变片仍

可非常准确地传递试件的变形，获得较高的测量结果。

4 . 电阻应变片的横向效应

由于在实用中电阻应变片不是做成单丝，而是制成各种线型，因而使得电阻丝不仅仅沿应

变片主轴排列，而且是轴向与横向连续排列。横向排列的电阻丝也同样参与变形，其阻值发生

变化，遂产生横向效应，此时的应变片电阻变化率由两部分组成。

dR
R = Kαεα + Kβεβ = Kα（εα + Cεβ）= Kεα （5 - 3）

式中，εα和εβ分别为沿应变片轴向和横向的应变；Kα和Kβ分别为应变片轴向和横向灵敏度系

数；C为应变片灵敏度系数比值，C = Kβ/ Kα。

当试件承受单向拉伸时，εβ = - μεα，组成应变片敏感栅的电阻丝的灵敏度系数 K0 = Kα + Kβ；

K = K0（1 - μC）/（1 + C），称为电阻应变片的灵敏度系数。制造厂生产的电阻应变片，对产品表明的

灵敏度系数，即指 K值而非电阻丝材料的灵敏度系数 K0。

K值与 C及K0值有关。C值视电阻应变片敏感栅的线型而定，成型准确与否对 C值有

影响；K0受诸多因素的影响。因此，理论计算往往不能正确地反映出实际的 K值，故通常用

试验测定。
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5 . 电阻应变片主要参数与指标

（1）应变片的规格

电阻应变片的规格是以敏感元件的长度 L和宽度 B表示为 B × L，如 2 × 2，3 × 5等。

（2）应变片电阻值

指应变片没有安装，不受外力，于室温下测定的电阻值。它有名义阻值和平均名义阻值之

分。名义阻值已有统一标准，取为 60，120，250，500，1 000Ω等阻值。常用的应变片的名义阻值
为 120Ω。实际上每一应变片的阻值都不等于名义阻值，它们之间存在着偏差。批量出厂的应
变片是根据该批阻值的平均值作为名义阻值的，故称平均名义阻值。试验时，应尽可能选择平

均名义阻值一样的应变片接桥，偏差一般不要超过 ± 0.5Ω，否则电桥不易平衡。
（3）灵敏系数

应变片灵敏系数的名义值是通过抽样试验获得的，每一个应变片的实际灵敏系数和它均

有偏差。试验时，务必在同一个试验中采用同一灵敏系数的应变片，并根据灵敏系数值的大

小，决定是否需要修正应变读数值。

（4）测量应变范围

通常在 10 - 6 ～ 2 × 10 - 2的范围内，均可使用。

二、电阻应变仪基本原理与类型

电阻应变片仅将试件应变量的变化转换成电阻的变化，还必须将电阻的变化通过一定的

测量线路，再由仪器显示出来。电阻应变仪就是用来完成这个双重任务的。即它不仅是显示

仪器，同时也具备了测量线路。

电测法测量的电量不外乎电流或电压。为提高测量的灵敏度与精确度，往往要把被测的

电量放大，然后再由显示记录仪器进行显示或记录。应变仪测量应变的过程如下：

图 5 - 7 直流惠斯登电桥

下面就讨论电阻应变仪的各个部分。

1 . 电阻应变仪工作原理

由于供桥电压的不同，电桥分为直流电桥和交流电桥。

直流电桥又分为电压输出桥、电流输出桥和功率输出桥。

（1）直流电桥的基本原理

图 5 - 7示为直流惠斯登电桥。

在直流电源电动势 U的作用下，由于 R1，R2，R3，R4 的

作用会使 B，D两点之间产生电位差。由克希霍夫定律得

I3 R3 +（I3 - Ig）R4 = U

I1 R1 = IgRg + I3 R3

（I3 - Ig）R4 =（I1 + Ig）R2 + IgR
{

g

Ig =
R1 R4 - R2 R3

Rg（R1 + R2）（R3 + R4）+ R1 R2（R3 + R4）+ R3 R4（R1 + R2）
U （5 - 4）

则 B，D两端的电位差为
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UBD = IgRg =
R1 R4 - R2 R3

（R1 + R2）（R3 + R4）+
1
Rg
［R1 R2（R3 + R4）+ R3 R4（R1 + R2）］

U （5 - 5）

这里 Rg是电阻应变仪放大器的输入电阻，是相当大的。当 Rg Ri（i = 1，2，3，4）时

式（5 - 4）、式（5 - 5）可简化为

Ig = 0

UBD =
R1 R4 - R2 R3

（R1 + R2）（R3 + R4）
·U （5 - 6）

这时电桥输出信号是电压，称为电压输出桥。

欲使电桥平衡，即 UBD = 0（或 Ig = 0），需有

R1 R4 = R2 R3 （5 - 7）

对半桥接法（R1 = R2 = R'，R3 = R4 = R"）和全桥接法（R1 = R2 = R3 = R4 = R），均满足电桥

平衡条件式（5 - 7）。

设 R1为应变片，贴在试件上，对半桥接法，当试件未变形时，UBD = 0；当试件变形后，R1

变为 R' 1 = R1 ±ΔR1。

式（5 - 6）变为

UBD =
±ΔR1

2（2R1 ±ΔR1）
U （a）

对全桥接法，如 R1变为 R1 ±ΔR1，则式（5 - 6）变为

UBD =
±ΔR1

2（2R1 ± ΔR1）
U （b）

假定ΔRR1或 R' 1，则分母中的ΔR1项可略去。那么，不论是半桥接法，还是全桥接法，

均得到

UBD = ±
1
4
·
ΔR1

R1
·U =

1
4

KεU （5 - 8）

说明 UBD∝ε。应该指出，这个线性关系的成立，是假定ΔRR1 或 R' 1 的条件成立而得

到的，且要求 U，K均保持为常数。

（2）平衡电桥与直读法和零读法方式

从上面的讨论可知，在一定条件下，UBD与ε成正比，只要读出 UBD的值即可推算出ε值，
即试件应变被测定。利用这种原理来测量的电桥，称为不平衡电桥，这种测量方式称为直读

法。直读法要求检流计 G有很大的读数范围，且无法避免式（5 - 8）的非线性误差。

为避免直读法的缺点，静态电阻应变仪大都采用平衡电桥与零读法的方式。由式（5 - 7）

可知电桥平衡应满足 R1 R4 = R2 R3。当 R1变化时，可以改变其他桥臂的阻值使 UBD仍为零值。

图 5 - 8所示为平衡电桥，图中 R1为电阻应变片初始阻值。R3、R4 由一个滑动电阻代替。设

电桥原始处于平衡状态，则

R3

R4
=

a
b =

R1

R2
（c）

若 R1变为 R1 +ΔR，则使 D点向右移动一段距离 Z，使电桥再度平衡，此时有

R3'
R4'

=
a + Z
b - Z =

R1 +ΔR
R2

（d）
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图 5 - 8 平衡电桥

解（c），（d）式得

Z =
b·ΔR

R1 + R2 +ΔR
（e）

当 R2 = R1时，且ΔRR1，有

Z =
b
2
·ΔR

R1
=

1
2

bkε （5 - 9）

说明 Z 与ε成正比，只要在滑动电阻（亦称电桥平衡装
置）上标出应变刻度，即可读得应变值。用这种测量方法时，

检流计只是用来判别电桥是否平衡，又由于检流计指针指

零，故称为零读法。

（3）电桥特性和温度补偿

设测量电桥的四臂皆为工作应变片，参看图 5 - 7。未受载时，电桥处于平衡状态；受载

后，四个桥臂阻值同时发生变化，变化量分别为ΔR1，ΔR2，ΔR3，ΔR4。由式（5 - 6）式可得

UBD = U
（R1 +ΔR1）（R4 +ΔR4）-（R2 +ΔR2）（R3 +ΔR3）

（R1 +ΔR1 + R2 +ΔR2）（R3 +ΔR3 + R4 +ΔR4）
（f）

应变片电阻的变化很小，一般不超过 10 - 2，即ΔRi Ri（i = 1，2，3，4），上式分母中略去

ΔRi 项和ΔRi 的二次项，分子中略去ΔRi 的二次项，简化为

UBD = U
（R1ΔR4 + R4ΔR1）-（R2ΔR3 + R3ΔR2）

（R1 + R2）（R3 + R4）
（5 - 10）

对于全桥接法，Ri = R（i = 1，2，3，4），则上式变为

UBD =
U
4

ΔR1

R -
ΔR2

R -
ΔR3

R +
ΔR4( )R

=
UK
4
（ε1 - ε2 - ε3 +ε4） （5 - 11a）

对于半桥接法，R1 = R2 = R'，R3 = R4 = R"，则式（5 - 10）可写成

UBD =
U
4

ΔR1

R' -
ΔR2

R' -
ΔR3

R" +
ΔR4( )R"

=
UK
4
（ε1 - ε2 - ε3 +ε4） （5 - 11b）

由式（5 - 11），得到电桥加减特性：对于电桥四个臂的电阻变化ΔRi（i = 1，2，3，4）的正负

号，若相邻臂为异号，相对臂为同号，电桥输出电压增大（相加），否则减小（相减）。只要能预先

知道工作应变片所感受的机械应变之间的关系，利用电桥的加减特性，采取适当的桥路接法，

即能提高电桥的读数灵敏度（电桥输出电压增加），又能起温度补偿作用。

前述曾经论及温度效应必须消除。消除温度效应影响的措施，叫做温度补偿。利用电桥

加减特性，温度补偿并不困难。只要再用一片应变片作为补偿片，把它贴在一块与被测构件材

料相同但不受力的试件上。将此试件和被测构件放在一起，使它们处于同一温度场。贴在被

测构件上的应变片叫工作片。在电桥的连接上，使工作片与补偿片处于相邻的桥臂中。因为

工作片和补偿片的温度始终相同，所以它们因温度变化所致的电阻变化相同。又因为它们处

于电桥相邻的两臂，这种电阻变化相互抵消，所以温度效应的影响被消除了。应注意的是，工

作片和补偿片的材料、阻值和灵敏度系数应相同。

表 5 - 3列出了电桥特性实用实例。对这些实例分析后，可以明显看出，灵活应用电桥特

性，进行巧妙地布片和接桥，不但能提高测量灵敏度，还能同时达能温度补偿的目的。这是应

变测量技术中的重要技巧。
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表 5 - 3 常用布片与接桥实例

测量要求 受力及布片 接桥图
电阻变化ΔR

拉（压） 弯 扭（剪） 温度

输出电压

U
U0

灵敏度

ΔRU0

4R
倍数

温度补偿

温度补偿

ΔRt1

ΔRt2

0 能

测拉除弯

ΔR1

- ΔR2

- ΔR3

ΔR4

ΔR' 1

- ΔR' 2

ΔR' 3

- ΔR' 4

ΔRt1

ΔRt2

ΔRt3

ΔRt4

2（1 +μ）ΔR
4R

2（1 +μ） 能

测拉除弯

ΔR1

ΔR2

- ΔR3

- ΔR4

ΔR' 1

- ΔR' 2

- ΔR' 3

ΔR' 4

ΔRt1

ΔRt2

ΔRt3

ΔRt4

（1 +μ）ΔR
4R

（1 +μ） 能

测拉除弯

ΔR1

ΔR' 2

ΔR1

- ΔR' 2

ΔRt1

ΔRt2

2ΔR'
4R

2 能



续表

测量要求 受力及布片 接桥图
电阻变化ΔR

拉（压） 弯 扭（剪） 温度

输出电压

U
U0

灵敏度

ΔRU0

4R
倍数

温度补偿

测弯除拉

ΔR1

ΔR2

ΔR3

ΔR4

ΔR' 1

- ΔR' 2

ΔR' 3

- ΔR' 4

ΔRt1

ΔRt2

ΔRt3

ΔRt4

4ΔR'
4R

4 能

测扭除拉弯

ΔR1

ΔR2

ΔR3

ΔR4

ΔR' 1

- ΔR' 2

ΔR' 3

- ΔR' 4

ΔR"1

- ΔR"2

- ΔR"3

- ΔR"4

ΔRt1

ΔRt2

ΔRt3

ΔRt4

4ΔR "
4R

4 能

测剪应力

ΔR1 = Qa1

ΔR2 = Qa2

ΔR1 - ΔR2

（a1 - a2）Q

ΔRt1

ΔRt2

（a1 - a2）Q
4R

能



（4）双桥电路

对图 5 - 8所示电桥，只有一半桥臂进行测量，另一半用于读数。为使四个桥臂都用于测

量以提高电桥的灵敏度，静态应变仪大都采用双桥电路，如图 5 - 9所示。图中 A，B，C，D为

测量电桥。A'，B'，C'，D'为读数电桥。

图 5 - 9 双桥电路

两电桥原先处于平衡状态。设 R1 由于受到

应变而变至 R1 +ΔR，则 BD 间产生电压差 UBD，

此时读数桥仍处于平衡状态，故检流计 G偏转。

只要适当调整读数桥各桥臂阻值，就可产生电压

差 U' BD，当 U' BD与 UBD大小相等方向相反时，检

流计复零。算出读数电桥各臂电阻的比值，就可

得知ΔR1

R1
的数值。不仅如此，对 R2，R3和 R4发生

变化或 Ri（i = 1，2，3，4）间组合同时发生变化，读

数电桥总可以给出使检流计重新复零时的桥臂电

阻比值。将这种桥臂电阻比值标以相应的应变刻

度，即可直接读出应变数值。

但是，这样的读数电桥只适用于电阻应变片的灵敏度系数 K为某一定值的情况。为使双

桥电路适用于不同的 K值，在测量电桥中放置有一个可变电阻 Ru（也可置于读数桥中），使测

量电桥（或读数电桥）的供桥电压能够调节。而由式（5 - 8）可知，当 K值不同时只要维持 KUAC

为一常数即可。

图 5 - 10 交流电桥

2 . 载波放大原理

应变测量中电桥输出信号很微弱，一般需要放大后方可

测量。直流放大器稳定性差，易产生零点漂移，且制造复杂，

造价高。因此，应变仪中多采用交流放大器，即交流供桥，载

波放大方式。

（1）交流电桥

图 5 - 10示一交流电桥，供桥电压 U是一交流电压。电

路中应考虑电感电容的影响。各桥臂的阻抗包括直流电阻

R，元件及导线的分布电容 C和分布电感 L，分别以 Z1，Z2，

Z3，Z4表示之。

参见式（5 - 7），交流电桥的平衡条件为：

Z1 Z4 = Z2 Z3 （5 - 12）

由电工学知，Zk = Rk + jXk（k = 1，2，3，4），其中 X为电抗，包括感抗ωc L及容抗 1 /ωc C两

部分。则由上式得

R1 R4 - X1 X4 + j（R1 X4 + R4 X1）= R2 R3 - X2 X3 + j（R2 X3 + R3 X2）

实部、虚部分别相等。

R1 R4 - X1 X4 = R2 R3 + X2 X3

R1 X4 + R4 X1 = R2 X3 + R3 X{
2

（5 - 13）
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可见，交流电桥的平衡不像直流电桥那样，只调节各桥臂电阻比是不行的，必须既调节电

阻比又调节电抗比，故欲使交流电桥平衡，必须耐心地、仔细地、反复地调节电阻比与电抗比。

一般情况下，在电阻应变仪中，可以不考虑感抗。因为实践表明，分布电感对应变仪的影

响很小，主要是分布电容的影响。在交流电桥中，两邻近导体，导体与机壳之间，都存在着一定

的分布电容，甚至从电阻应变片引出的两根导线之间也会产生分布电容。故对较长的导线，最

好是把两根导线绞成辫子，以减少分布电容；并将导线固定，以消除由于导线移动而发生分布

电容的改变。由于载波频率在测量过程中保持不变，故可认为分布电容引起的容抗不随工作

应变片的变形而改变，测量前如已预调平衡，即可消除其对应变仪的影响。

（2）交流电桥的调幅作用

在直流电桥中，工作应变片处在拉伸或压缩状态，用桥臂电阻比即可鉴定。在交流电桥

中，则必须用鉴别相位的方法。

为使概念更加清晰，先来分析交流电桥仅具纯电阻的情况。将图 5 - 10中 Zi 换成 Ri，设

Ri 为工作应变片阻值，各桥臂阻值比恰好使电桥平衡。现 R1受到拉伸，阻值变为 R1 +

ΔR（ΔR > 0），参照式（5 - 8），则电桥输出电压 uBD为

uBD =
1
4
·ΔR

R
ua =

Kε
4

Umsin（ωc t +φ0） （5 - 14a）

式中，ua，Um———载波电压的瞬时值和最大值；

ωc———载波电压的圆频率；

φ0———载波电压的初相位；

t———时间。

同理，当工作应变片受到压缩而阻值变为 R1 - ΔR（ΔR > 0）时，有

uBD =
1
4
·

- ΔR
R1

ua = -
Kε
4

Umsin（ωc t +φ0）

=
Kε
4

Umsin（ωc t +φ0 +π）
（5 - 14b）

可见，当电阻变化量ΔR具有不同符号时，输出信号 uBD的相位相差 180°，而输出电压的幅

度相同。图 5 - 11中（b），（c）给出了（5 - 14）式的波形。

当然，交流电桥具有电抗。因此，ΔR / R应改为阻抗的相对变化ΔZ / Z1。但ΔZ∝ΔR，所

以当ΔR具有不同符号时，相应的输出电压仍然相差 180°。

如应变是动态的，采用直流电桥零读法就不可能及时读出ΔR的瞬时变化值，而用交流电

桥，则可利用示波器或记录仪把动态应变显示或记录下来。下面来分析动态应变时交流电桥

输出信号的波形。

设工作应变片的波形呈简谐变化，即

εn = εmsinωt

则 ΔRn =ΔRmsinωt

式中εn，εm分别为简谐应变的瞬时值和最大值；ΔRn，ΔRm分别为工作应变片电阻变化的

瞬时值和最大值；ω为简谐应变的圆频率。
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图 5 - 11 调幅作用

（a）无应变；（b）正应变；（c）负应变；（d）动应变

这时交流电桥输出信号为

uBD =
1
4
ΔRm

R1
sinωt·Umsin（ωc t +φ0）

=
Kεm

8
Umcos（ωc t - ωt +φ0）-

Kεm

8
Umcos（ωc t +ωt +φ0）

（5 - 15）

这表明，当应变呈简谐变化时，电桥输出是一调幅波，见图 5 - 13中（d）所示。把供桥交流

电压波称为载波，把应变信号波称为调制波。调制波使载波的幅度受到调制成为调幅波。如

果动应变不呈简谐形式，例如试件受到突然的撞击，则可用其他数学分析方法来做理论分析，

这里从略。

电桥输出信号很小，小应变时为微伏的数量级，大应变时也不过是毫伏的数量级，需要多

级放大，以便测量记录。

供桥电压的频率关系到放大器、振荡器、滤波器等的设计。现在应变仪采用的载波频率为

2 000 Hz，有的高达 4 000 ～ 6 000 Hz。采用高频载波对动态测量较为有利，因为一般结构内的动

态应变，其频率在 100 Hz以下，对 4 000 Hz或 5 000 Hz来说，它所占的比例极小，放大器相对通

频带较窄，利于设计频率响应好、性能好的放大器。供桥电压取决于电阻应变片的阻值及其允

许安全电流的大小，一般在 2V左右。供桥电压由振荡器产生。

3. 相敏检波原理

交流电桥的输出信号是调幅波，其频率为载波频率，幅度则按应变信号变化。经过放大的

调幅波，其波形并不改变。为得到放大了的应变信号，要从调幅波中把高频载波去掉，还原成
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应变信号的波形，此过程称为解调，或称检波。

电阻应变仪所采用的检波器不同于一般调幅波用的检波器。因为，不仅要从调幅波中得

出应变波幅度的大小（即应变的数值），还要鉴别它的相位（即应变的正负），能够同时鉴别相位

的检波器称为相敏检波器。

图 5 - 12是一个由四只特性相同的二极管构成的桥式全波相敏检波器原理图。由放大器

输入的信号 uε经变压器 B1耦合，加在电桥两端。由振荡器来的参考电压 ur经变压器 B2耦合

加在电桥的另两端。ur的频率与供桥电压频率相同，因而也与放大后的应变调幅波 uε的频

率相同。在幅度上，ur > uε。

图 5 - 12 桥式全相敏检波器原理

① 当 uε= 0时，由 ur的作用，在正半周（极性如图 5 - 12中所示）时，D3和 D4导通，电流 i3

和 i4以相反的方向流过负载 RZ。只要变压器 B2 的抽头处于中心，则 u' r = u"r。又因 D3、D4

的特性相同，则 i3 = i4，所以 iz = 0。同理，在负半周时，D1和 D2导通，且 i1 = i2，仍然有 iz = 0。

② 当 uε与 ur同相时，在正半周（极性如图 5 - 13所示）时，D3、D4导通（因 ur > uε，故二极

管是否导通决定于 ur）。但这时作用在 D3两端的电压是（u"r - u"ε）。作用在 D4两端的电压是

（u' r + u"ε）。因此，i4 > i3，iZ = i4 - i3 自左端流向右端。在负半周时，D1、D2 导通（参见图 5 -

13）。由于作用在 D1上的电压为（u"r + u'ε）。而作用在 D2上的电压为（u' r - u'ε），故 i1 > i2，iZ

= i1 - i2仍自 RZ 左端流向右端。

可见，只要 uε与 ur相同，iZ 的方向就由左向右，而其数值显然取决于 uε的大小（ur 为一

定值）。图 5 - 13还给出了 iZ 的波形。

③ 同理，当 uε与 ur相位相差 180°时，在正半周仍是 D3，D4导通，但作用在 D3上的电压是

（u"r + u"ε），而 D4上为（u' r - u"ε）。故 iz = i3 - i4，自 RZ 的右端流向左端。在负半周时，D1、D2

导通，作用在 D1上的电压为（u"r - u'ε），而 D2上为（u' r + u'ε）。 iz = i2 - i1仍自右端流向左端。

图 5 - 13也表示 uε与 ur相位相差 180°时 iZ 的波形。

以上仅是一个定性的分析，经相敏检波后的波形是脉动的，如果二极管特性不一致，或者

变压器抽头偏离中心位置，还会产生载频泄漏，导致检波后的波形具有更高的频率成分，故需

用低通滤波器滤波。
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图 5 - 13 uε与 ur相位相差 180° 时 iz的波形

4 . 电阻应变仪的基本组成

电阻应变仪组成部分的多少，各组成部分具体采用何种线路，取决于测量对象的要求。换

言之，电阻应变仪按测量对象的不同要求，分成若干类别。通常分为静态、动态、超动态及静动

态电阻应变仪。

用来测量静应变的电阻应变仪，叫做静态电阻应变仪。典型的静态电阻应变仪的组成见

图 5 - 14。这是采用双桥电路的应变仪。YJ - 5型静态电阻应变仪的组成即为这种形式。YJ -

5设有大调、中调和微调三种旋钮。大调分 20挡，每挡 1 000με。测量范围为 ± 10 000με；中调
也分 20挡，每挡 100με，测量范围 ± 1 000με；微调分 200格，每格 1με。测量范围 ± 100με。YJ -

5机设电阻 R、电容 C预调平衡装置。为适应不同灵敏度系数的应变片，设置了灵敏度系数调节

器（K = 1.8 ～ 2.6）。配备有 20点 P20R - 5型预调平衡箱，并设有多机连用同步播头。

图 5 - 14 静态电阻应变仪

动态电阻应变仪的组成见图 5 - 15，YD - 15型动态电阻应变仪就是这种组成结构。YD -

15也设有 R、C预调平衡装置和多机联用同步播头。YD - 15本体分 4线、8线两种机型。

使用电阻应变仪时，应按各台仪器的说明书的要求，进行操作和维护。表 5 - 4给出一些

国产电阻应变仪的性能数据。
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表 5 - 4 国产电阻应变仪及其技术指标

技术指标

型 号 静 态 静 动 态 动 态

YJ - 5 YJB- 1A YJS - 14 YJD- 1 YJD- 7 Y6D- 2 Y6D- 3A Y8DB- 5 YD- 15

预调箱点数 20 20 自动 400 20 20 — — — —

测量线数 — —
最快测速

10点 /s
1线 1线 6线 6线 8线

4线

8线

测量范围

/με
± 11 100 ± 10 000

A± 19 998
B± 19 999

静 ± 16 000
动 ± 2 000

静 ± 15 500
动 ± 6 000

± 6 400 ± 10 000 ± 10 000 ± 10 000

桥源电压

/V
0.7 ～ 1.5 0.8 — 1.1 2 1，2，3 3 2 3

载 频

/kHz
0.53 0.80 — 2 1 5 10 50 10

工作频率

/Hz
— — — 0 ～ 200 0 ～ 100 0 ～ 500 0 ～ 1500 0 ～ 10 000 0 ～ 1 500

应 变 片

灵敏度系数
1.8 ～ 2.6 2.0固定 1.5 ～ 3 1.95 ～ 2.60 1.92 ～ 2.60 2 2 2 2

应变片阻值

/Ω（标准为 120Ω）
100 ～ 600 100 ～ 1 000 60 ～ 1 000 100 ～ 600 100 ～ 600 120 60 ～ 1 000 60 ～ 600 100 ～ 600

电阻平衡范围 ± 0.6Ω ± 2000με 自动 ± 1.2Ω — ± 0.6Ω ± 1Ω ± 0.3Ω ± 0.6Ω
电容平衡范围

/pF
± 2 000 ± 2 000 4 700 2 000 2 000 2 000 ± 1 500 ± 1 200 ± 2 000

零 漂

/με
（4h）

< ± 3

（4h）

< ± 1

（4h）

A挡 12
B挡 8

（4h）

< ± 5

（4h）

< ± 5

（4h）

< ± 5

（4h）

< ± 5

（0.5h）

< ± 5

（2h）

< ± 5

动 漂

%
— — —

（2h）

< ± 3

（2h）

< ± 3
0.5h
< ± 1

0.5h
< ± 1

0.5h
< ± 1

0.5h
< ± 1

灵 敏 度

/（mA·με
- 1）

分辨率

1

分辨率

1
1 /字

分辨率

静 动

5 0.05

分辨率

静 动

5 0.05
0.1（20Ω） 0.1（15Ω） 0.1（15Ω）

0.01（50Ω）（1kΩ时
为 10mV/με）



续表

技术指标

型 号 静 态 静 动 态 动 态

YJ - 5 YJB- 1A YJS - 14 YJD- 1 YJD- 7 Y6D- 2 Y6D- 3A Y8DB- 5 YD- 15

最大线性电流

输出 /mA
— — — 0 ～ 5 0 ～ 1 0 ～ 10 0 ～ 50 0 ～ 20

- 30 ～ 30（12Ω）
（1kΩ时为 - 1 ～ 1V）

配用记录仪器

型号
— — — SC- 1 SC- 1

SC- 10

SC- 16
SC- 16

SC- 10

SC- 16

SC- 16

SZ - 4小型

磁带记录器

振幅特性误差

/ %
— — — ± 3 ± 3 ± 1 ± 1 ± 1

± 1
± 2

频率特性误差

/ %
— — — ± 3 ± 3 ± 3 ± 3

2（5kHz）

10（10kHz）
± 6
± 10

1με标定误差 — — — — — < 1% < 1% < 1% < 1%

重 量

/N
185 45 约 300 83 80 100 500 270

130
200



图 5 - 15 动态电阻应变仪

应变仪的一些部分需要稳压电源，解调后的信号还要求滤波。电阻应变仪采用的放大线

路、振荡线路，滤波线路、稳压电压等，其原理属于工业电子学的范畴，这里不再赘述了。

三、电阻应变仪的使用方法

（一）应变仪的工作过程、应变仪中的电桥和预调平衡箱

1. 应变仪的工作过程

上面已经讲过，应变仪一般由电桥、放大器、相敏检波器、滤波器、振荡器、稳压电源和指示

表等主要单元组成。

图 5 - 16所示为一般应变仪的工作过程。振荡器 1产生数千赫的等幅正弦波，如图中 b

所示，做为电桥的电源和供给相敏检波器做参考电压。当应变片上的应变为 f（t）时，如图中 a

所示，电桥输出微弱的调幅波，见图中 c所示。该调幅波经放大器 2放大后，见图中 d，经相敏

检波器 3检波后，见图中 e，再经滤波器 4滤掉载波，便得到放大的应变信号 f（t），如图中 f所

示。这种信号便可推动指示表 5显示或同时推动记录装置把信号记录下来。

图 5 - 16 应变仪的工作过程

1 - 振荡器；2 - 放大器；3 - 相敏检波器；4 - 滤波器；5 - 指示或记录装置

应变仪按它能测量的物理频率，即应变仪的工作频率分类如下：

① 静态应变仪———工作频率为 0 Hz。用以测量静态物理量。

② 静动态应变仪———工作频率在 0 ～ 200 Hz。用来测量静态物理量或变化频率在 200 Hz

以下的物理量。
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③ 动态应变仪———工作频率在 0 ～ 4 000 Hz。用来测量变化频率在 4 000 Hz以下的物

理量。

④ 超动态应态仪———工作频率在 0 ～ 30 kHz。

应变仪还可分为直流电桥应变仪和交流电桥应变仪及方波供桥应变仪等。

2. 应变仪中的电桥

（1）电桥电路

图 5 - 17（a）是 YD - 15型动态应变的电桥部分线路图。2，4端为供桥端，1，3端为输出端，

直接接至放大器输入变压器 B。实际上电桥是一只桥盒，如图中 5 - 17（b），（c）所示，组成桥臂

的两只精密无感电阻 R0在桥盒中，贴在试件上测量点处的应变片，经导线与桥盒相接，构成

电桥。

图 5 - 17 应变仪的电桥电路

电桥盒上有八只接线柱，1、2、3、4号接线柱与线路图中 1、2、3、4端相对应，5、6、7、8端已在

桥盒中接好两只 R0，正确地接桥方法如下：

半桥接法：如图 5 - 17（b）所示，接线柱 1、2接入应变片（测量片）R1，2、3号接线柱接入温

度补偿片 R2（也可是测量片 R2），接线柱 1 - 5，3 - 7，4 - 8用短接片短接。

全桥接法，如图 5 - 17（c）所示，除掉短接片，将四只应变片按要求接成桥形后，四个公共

端分别接入桥盒 1，2，3，4号接线柱上即可。

图 5 - 17（d）为 YJ - 5静态应变仪的电桥电路图。静态应变仪多采用双电桥结构，由测量
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桥和读数桥组成，在测量桥上接应变片。双桥结构的好处，是由于采用专用的读数桥，测量精

度较高；测量范围较大，如 YJ - 5量程为 ± 11 100με，可以实现全桥接法的测量。读数桥由微
调、中调和粗调三挡，测量桥由应变片及应变仪内两只精密无感电阻构成。YJ - 5 接桥方法

为：

半桥接法时，应变片接 AB、BC接线柱间，D1、D2接线柱接短接片。

全桥接法时，取掉短接片，在 ABCD四只接线柱上接应变片。

（2）电桥平衡电路

图 5 - 18（a）是 YD - 15应变仪的电阻、电容平衡电路图。W为电阻平衡调解，C2 为电容

平衡调解。

图 5 - 18（b）是 YJ - 5应变仪电桥平衡电路，电阻平衡部分的 R3 接在 D2 上，电容平衡部

分接在精密无感电阻构成的半桥中。当取掉短接片进行全桥接法时，仪器上的电阻平衡装置

不起作用，由预调平衡箱上的电阻平衡装置来完成。

图 5 - 18 应变仪的电桥平衡电路图

3. 预调平衡箱

对车身结构进行静强度试验时，需要测量应变的点往往多达几百个，预调平衡接线箱就是

用来解决用一台静态应变仪进行多点测量的辅助设备。预调平衡箱具有预调平衡装置，可对

各点进行预调平衡。

图 5 - 19是调节桥臂阻值的预调平衡箱原理图。图中仅给出了半桥接法时的情形。K1 ～
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K4系一四刀多掷刷型开关。CZ1 与 CZ2 是插座，通过电缆分别与应变仪和另一台预调平衡箱

相连接（多台组合使用时）。接线箱有 20组 A，B，C，D接线柱，工作应变片接在 A，B柱间，温度

补偿片接在 B，C柱间。刷型开关置于“0”位时，接线箱不工作，而置于“1”～“20”中任一位置

时，则该编号的应变片半桥和电阻应变仪上的半桥组合成一个完整的测量电桥。如图 5 - 19

（b）与（c）所示，亦即由 R1'、R' 2、R3、R4组成测量电桥。Ra 和 Rd 起电阻预调平衡作用。当刷

型开关置于“校”位置时，两精密无感电阻 R0代替外接电阻应变片，用以检查平衡箱与应变仪

的连接是否正常。国产 P20R - 5 型预调平衡箱即按此原理设计制造，其预调平衡范围为

± 2 500με，调整误差为 ± 5%，重复误差小于 2με。
由于箱内没有对每一路设电容平衡电路，要使它照顾到 20点，使之都达到电容平衡是不

可能的。因此，接线时应考虑分布电容的影响，务必使工作片与补偿片的测量导线的路径、长

度均相同，并把导线绞合、固定起来。

图 5 - 19 预调平衡箱原理图

（二）应变仪的使用要领

1. 正确接桥

就是按半桥接法或全桥接法，把贴在测点处的工作应变片和温度补偿片，正确地连接到应

变仪上或电桥盒上。

2. 负载阻抗匹配

电阻应变仪常与光线示波器或磁带记录仪配套使用，以便将放大的信号记录下来。光线

示波器的振动子和磁带记录仪是应变仪的负载。

应变仪必须按设计负载阻抗数值接入负载，否则将会影响应变仪的频率特性等性能。

169



动态应变仪一般设有低阻输出端和高阻输出端。如 YD - 15应变仪低阻输出端可连接光

线示波器振动子，其高阻输出端可直接与磁带记录仪连接。

3. 预调平衡

预调平衡就是在测量前，没有测量信号输入应变仪时，调节应变仪使其输出端没有输出。

因为电桥中电阻应变片间阻值有差异，接桥导线间存在分布电容等，所以虽然没有测量信号输

入，电桥初始状态也是不平衡的，这种不平衡便导致输出端有输出，在正式测量前应予以消除，

这就是预调平衡的目的。预调平衡是应变仪使用的重要环节。预调平衡包括电阻平衡和电容

平衡两项，应变仪都设有电阻平衡旋钮和电容平衡旋钮，预调平衡时应按各应变仪的使用说明

书的要求进行操作。

4. 应变测量

（1）衰减器的使用

衰减器的作用是扩大应变仪的测量范围，保证放大器工作在线性区。如 YD - 15型应变

仪，无衰减时，最大测量范围是 100με，信号在此范围内能予以线性放大。采用衰减 100倍后，

测量范围扩大至 10 000με。这是因为 10 000με范围内的信号，被衰减 100倍后，实际输入放

大的信号仍相当在 100με范围内，从而保证放大器工作在线性区。
动态电阻应变仪的衰减器都设有不同级衰减挡。如 YD - 15型应变仪设有 0，1，3，10，30，

100倍衰减挡。当衰减器指 1时，信号不被衰减；当衰减器指 0时，信号全部被衰减掉，当衰减

器指其他各挡位置时，信号被衰减相应的倍数。

衰减器挡位的确定方法，是根据以往测量经验或试测，估计出测量信号的最大变化范围，

衰减器就放置在与此测量范围相对应的挡位上。

（2）标定装置及其使用

动态电阻应变仪设有标定装置，标定装置的作用是给出标定信号，当进行应变测量时，标

定信号就是标准应变信号，用它作为衡量测量信号大小的标准尺度。

① 标定原理：应变仪标定装置的原理，是给电桥一个臂并联一定阻值的精密无感分流电
阻，使该桥臂产生电阻变化，亦即产生标准模拟应变信号，见图 5 - 20（a）所示，在开关 S闭合

前，电桥平衡，桥臂 1的电阻值为 Rg；桥臂 1在开关 S闭合后的阻值为
RgRs

Rg + Rs
，电阻变化量为

ΔR = Rg -
Rg·Rs

Rg + Rs
=

Rg
2

Rg + Rs

由关系式ΔR
R

= - Kε，可确定电桥输出的等效应变。

［ε］=
1
K
·

Rg

Rg + Rs
（5 - 16a）

根据此关系式，对［ε］= 100，1 000，5 000可以设计出不同的标定挡（即不同阻值分流电阻

Rs）：

Rs =
1

K［ε］-( )1 Rg （5 - 16b）

图 5 - 20（b）中，双联开关 K置于“1”位置为应变仪正常工作状态；测量电桥 A的输出信号

送给应变仪中的放大器；开关 K置于“2”位置为标定工作状态，标定电桥 T的输出信号送给放
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图 5 - 20 应变仪标定

A—测量电桥；T—标空电桥

大器，测量电桥 T的一个臂上同时并联多只精密无感电阻 RSi（i = 1，2，3⋯），当开关 K置于“2”

位置，标定开关 S分别接通 RSi，电桥就会产生各种标准应变信号—即标定信号。

② 标定方法：首先确定标定挡的位置，被测信号变化范围估定后，标定挡的位置应确定在
与测量范围相近的挡位上。并且标定挡位与衰减挡位应是相互对应的，例如衰减挡放在 10位

置上，标定挡应放在 1 000位置上，以保证放大器工作在线性区内。其次，挡位确定后，便可使

记录器慢速运动，拨动标定开关，在记录纸上或磁带上给出阶梯状标定曲线，H2 和 H4 为负应

变的标定曲线高度，通常的作法是取 | H1 | = | H2 | = | H3 | = | H4 | =ε0，如 | Hi | = 1 000με。这样的
标定过程应在测量前后各进行一次，如图 5 - 21示，以便比较测量前后的仪器状态变化情况。

图 5 - 21 标定曲线和实测曲线

（3）测量过程

应变仪预调平衡后，按被测信号大小选定衰

减挡和相应的标定挡，给出标定曲线，便可进入

测量过程。测量时，先使记录纸或磁带按选定的

速度运行，然后输入被测信号，测量中应密切注

视记录信号的变化有否异常，记录完毕时，应再

次做出标定曲线，观察应变仪电桥平衡状态，一

切正常后，本次测量结束，准备下一次测量。

5. 应变计算及修正

（1）应变计算

经测量过程获得如图 5 - 21所示的记录曲线，将实测曲线与标定曲线比较，便可计算出实

测曲线上任意点对应的应变值。首先确定标定常数 C，用下列公式计算：

C+ =
ε0

H1 + H3( )2

或 C- =
ε0

H2 + H4( )2

（5 - 27）

式中，ε0———与标定曲线高度对应的标准应变值；

H1 + H3

2
或

H2 + H4

2
———测量前后两次标定曲线幅度的平均值，前者为正应变，后者为负

应变的平均值。
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所以，正应变标定常数 C +和负应变标定常数 C - ，是标定曲线单位高度对应的应变值。

记录曲线上某点对应的应变值，等于应变标定常数乘以该点的高度

εh+ = C+ h + 或εh- = C- h -

正应变最大值

εM+ = C+ h1 =
ε0

H1 + H3( )2

h1

负应变最大值

εM- = C- h2 =
ε0

H2+ H4( )2

h2

对由磁带记录的标定曲线和实测曲线，将信号输送给专用处理机进行分析处理时，有些专

用处理机要对标定曲线进行 5次或 7次采样，求出标定常数。这就要求对测量前后的标定进

行适当的调整，如相应标定 5次或 7次，或延长标定曲线记录时间。

（2）测得应变值的修正

由标定装置工作原理知，是给桥臂并联电阻使之产生电阻变化而模拟标准应变的。对常

用的国产电阻应变仪，并联电阻的阻值设计是按ΔR = KRε关系式，按 K = 2，R = 120Ω条件下
计算的。因此，标定装置的模拟标准应变信号只适用于 K = 2，R = 120Ω标准电阻应变片。当
使用 K≠2，R≠120Ω的应变片，连接应变片到电桥的电线超过 5 m以上时，如果仍然用应变仪

标定装置给出的标准应变信号计算应变标定常数，则对计算结果必须按以下公式予以修正。

ε =
εn K0

Kn Kr Kl
（5 - 28）

式中 ε———修正后的正确应变值；

εn———按标定装置给出的标定曲线算出的应变；

K0———标准灵敏度系数，K0 = 2；

Kn———实验采用的应变片灵敏度系数；

KR———由应变仪制造厂给出的修正曲线查得的修正系数，它随应变片阻值 R不同而不

同；

Kl———由应变仪制造厂给出的修正曲线查得的修正系数，它随接桥导线的长度不同而

不同。

在要求较高的场合，系数 KR，Kl可按实际状况测得。

第二节 汽车车身结构强度与刚度试验方法

一、车身结构静强度和刚度试验

车身结构静强度和刚度试验的目的是考察典型静态工况下，车身结构的应力分布与薄弱

环节，以及整车刚度指标。其中，典型工况主要是弯曲与扭转工况。
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（一）试验准备工作

1. 选择测点位置

静强度试验的目的是测取车身结构在各种静载工况下的应力分布，找出强度薄弱部位。

这就要求测量应力（应变）的点越多越好，往往多达几百，例如大客车车身结构静强度试验的测

点一般有 250个左右。但有时受测量仪器条件的限制，不能进行上百测点的测量时，可精选一

批测点进行测量。这主要根据车身结构有限元计算结果、该车型实际使用损坏情况或相似车

车身结构的使用情况、试验资料来选择受力大的部位作为应变测量点。也可辅以其他定性试

验方法选择测点，如脆漆法，因为脆性涂料涂在试件表面上，当拉伸主应力超过某一限度时，脆

性涂料就会沿与拉伸主应力垂直的方向上产生裂纹，从而可定性地评价试件的强度。根据以

往汽车使用损坏情况和所进行的车身结构强度试验的资料来看，车身结构发生断裂及受力大

的部位多在骨架交叉焊接处。如对大客车而言，乘客门上下四角处，前后桥上方窗框四角处，

底架上发动机支承部位及四副钢板弹簧的前后吊耳支承处等部位是受力大的部位，断裂损坏

容易在这些部位处产生。

应变测点选定后，就可进一步选定电阻应变片的粘贴部位。对于蒙皮，应变片粘贴在外表

面；对于骨架构件断面，可通过分析断面上的应力分布确定贴片位置，因为骨架构件主要承受

拉压和弯曲载荷。这样来考虑图 5 - 22所示的断面形状上的应力分布，大应力值总是在断面

四角上，故贴片位置也选在四角上。

图 5 - 22 断面应力分布

刚度试验的挠度、转角测量点（或称位移测量点）一般选在半承载式车身的汽车车架或全

承载式车身底架或地板上平齐的特征点上。参见图 5 - 23。

图 5 - 23 测量点位置选取
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2. 应变片、导线和测量仪器

因为电阻应变片反映的是其敏感栅长度范围内的平均应变，所以应尽量选小规格的应变

片用于测量应变。车身结构强度试验常用的电阻应变片的规格是 2 × 3，3 × 5等。由于受电阻

应变仪的限制，一般选名义阻值为 120Ω的应变片。
应变片在粘贴前，应预检阻值并分组。为保证测量电桥易于预调平衡，同一桥路中的应变

片阻值相差不能超过 ± 0.2Ω。
贴片质量直接影响到测量结果的准确性，故要求应变片粘贴方位必须准确，应变片与试件

间不允许有气泡，对某些测点部位要进行磨光处理及去锈、去污和去油处理。

粘贴电阻应变片是应变测量的第一项工作，应予以足够重视。

粘贴工序大致如下：

① 选择电阻应变片，包括筛选，分组。

② 试件表面处理，去油、去污、去锈及磨光。表面不宜过分光滑，最好用细砂纸打出微小
的交叉细纹来。

③ 划线，在要贴应变片的部位轻轻地划出定位线。

④ 涂胶粘贴，胶合剂多用 502胶。

⑤ 检查，包括外观检查，应变片电阻及绝缘电阻的测量。胶层固化后，应变片阻值应无明
显变化。绝缘电阻是检验胶层干燥固化程度的标志。胶层完全干燥固化后，绝缘电阻可达 104

MΩ。对一般的测量，绝缘电阻应大于 100 MΩ。胶层固化后的外观检查，主要看片下（尤其是
敏感栅下）有无气泡和未粘住的地方。可将应变片接入应变仪，使指针位于零点，然后用铅笔

有橡皮头的一端轻敲应变片，注意指针的反应。若指针不能复零，则表明应变片未完全贴牢，

应刮去重贴。

⑥ 固定、焊接导线。应变片到应变仪之间的测量导线要沿途固定好，动态测量时此项工
作尤为重要，以减少由于导线晃动而产生的分布电容的影响。导线应尽量选金属屏蔽线，以防

止外界电磁场的干扰。为避免导线挪动时损坏电阻应变片，建议测量导线与应变片引出线之

间使用接线端子，见图 5 - 24。焊好后应再用万用表检查各片连接导线的阻值，与试件间的绝

缘电阻，并用手轻拉导线，看仪表指针是否抖动，对有抖动的导线应进一步妥善固定好。

图 5 - 24 接线端子

⑦应变片保护。实际测量中，应变片可能处于多样的环境中，有时要求对贴好的应变片采
取相应的保护措施，如防潮湿保护、防腐蚀保护，并兼有一定的机械保护作用。

静强度试验所用电阻应变仪，多选用 YJ - 5型静态电阻应变仪，并配以 20点的 P20R - 5

预调平衡箱。可一机带多台预调平衡箱，也可选用 YJS - 14 静态数字电阻应变仪，配有测点

转换箱，电阻、电容预调平衡及测点转换均自动完成，可同时测量400点。静应变测量系统见

图 5 - 25。
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图 5 - 25 静应变测量系统

测量导线应尽量取同一长度，以保证同一桥路中的导线电阻一致，否则会影响电桥预调

平衡。

为实现电容预调平衡，对于采用公共温度补偿的多点测量而言，各测量片和补偿片导线的

分布电容ΔC之差应尽可能相同，且不能超过应变仪的电容平衡调节量 Cmax，即ΔC1 =ΔC2 =

ΔC3 =⋯ΔCi≤Cmax应变仪才能调至统一的平衡状态。为满足这一条件，则要求测量片和补偿

片导线的品种、规格、长度、路径和引出方式均应相同。

对于动态应变测量，或在电磁场干扰严重的场所，应采用多芯金属屏蔽线，最好采用橡套

金属屏蔽多芯绞合线，不用平行线。这是因为平行线受电桥干扰产生的感应电流大，而绞合线

相邻导体的感应电流在应变片回路中可以相互抵消。同时，还要考虑屏蔽和接地，这是测量系

统抑制电磁噪声干扰的两种主要方法。屏蔽接地方法和接地点应以干扰最小为准，是以仪器

端接地还是应变片端接地，应根据试验决定。有时采用将导线屏蔽套接应变仪机壳；有时采用

导线屏蔽套在应变片端接地（试件），不接应变仪机壳。不管是哪种接地方式，都要防止导线屏

蔽套两端接地或多点接地。当两点或多点接地时，屏蔽套上就会有干扰电流通过，形成干扰

信号。

3. 对车身的要求

对装配成整车的车身结构，为便于粘贴应变片，可要求对蒙皮不喷漆和不要安装内、外饰。

在进行试验准备工作前，应整车行驶 1 000 ～ 2 500 km，以消除装配焊接等残余应力。对未装配

成整车的车身骨架，在进行试验准备工作前应进行振动处理。

为使车身各部分变形达到谐调状态，并减小应变滞后的影响，应对试验车身进行预加载 3

次（最好超载 5% ～ 10%）。

在完成试验各项准备工作之后，要对应变片和导线进行编号，并绘制测点分布图，以备将

来对车身结构进行强度、刚度分析评价时用。

对精度要求高的应变测量，可对所选用的应变片进行抽样标定，以确定应变片所反映的指

示应变值与实际应变值之间的关系，进而就可对强度试验的应变测量结果进行必要的修正。

应变片抽样应不少于 6片，把它们粘贴在等强度梁或弯矩梁上，分级加载。所标定的最大应变

值应包容车身结构所承受的最大应变值（即所有测点中的最大应变值），并依据标定数据绘制

平均标定曲线，如图 5 - 26所示，作为应变修正的依据。
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图 5 - 26 标定曲线

（a）某一片的标定曲线；（b）平均标定曲线

（二）静弯曲强度、刚度试验

本项试验的目的是测量汽车车身结构在弯曲工况下的应力（应变）分布状态和变形情况。

1. 支承方式

（1）整车状态支承方式

将被测汽车停泊在水平位置上或支承起来呈水平状态。

（2）骨架车身支承方式

一般可分为：① 车身前后端支承法；

② 前、后轴中心位置支承法；

③ 与悬架同样方式的支承法等。

2. 加载方式

根据试验目的而定（或额定满载———应满足轴荷分配，或超载、或均布、或集中载荷）。通

常试验载荷用金属重块、沙袋或加载装置实现。

3. 测量程序

① 按各仪器使用说明书接线，仪器预热，电阻应变仪预调平衡。

② 加试验载荷后，稳定 10 min，使车身变形达到稳定状态。

③ 开始测量。对用静态电阻应变仪（如 YJ - 5型应变仪配备 P20R - 5型预调平衡箱）测

量应变，在进行应变读数时，要求既准确又快速，对所有测点一次连续测完，中间不要有任何停

顿；对用静态数字应变仪（如 YJS - 14型应变仪）则不存在这些问题。关于弯曲挠度的测量可

用高度千分尺等机械方法测量各位移测点的实际垂直位移值，绘制成图，即可得到车身弯曲挠

度图。

④ 测量完毕，卸去试验载荷。

⑤为使数据可靠，上述① ～ ④试验过程最好重复3 ～ 5次。几次应变测量结果之差在

± 20με以内，便可认为误差中在正常值范围内。

（三）静扭转强度、刚度试验

目的是测量车身结构在扭转工况下的应力分布状态和扭转变形情况。
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1. 支承和加扭转载荷的方式

（1）整车的支承、加扭方式

① 将被测试车停泊在水平场地上，试验时顶起一个前轮或后轮，逐渐抬高，直到另一个前
轮（或后轮）处于临界离地状态；

② 将四个车轮支承在一个水平高度上，试验时撤掉其中一个车轮的支承，使其处于悬空
状态；

③ 在②项支承方式下，位于对角线上的车轮顶起或悬空，但这种加扭方式难以控制被试
车的平衡。

（2）骨架车身（无悬架车桥系统）的支承加扭方式

一般放置在车身扭转试验台上，按扭转试验目的可作空车扭转、满载扭转或超载扭转。

2. 测量程序

与静弯曲强度、刚度试验的测量程序基本相同，只是在第④步测量弯曲挠度代之以测量车
身结构扭转变形。这可以通过在变形测点上安装角度量规或高度千分尺测量。对测量数据进

行必要的数学处理就可得到车身结构各个特征截面上的相对扭转角。若能测出所加扭矩值，

则可得到扭转刚度。

二、车身结构动态强度试验

车身结构动态强度试验的目的是考察车身结构薄弱环节应力的具体变化情况，进而估计

车身结构疲劳寿命。

（一）试验准备工作

1. 测点选择

用于动应变测量的测点是在静强度试验结果的基础上选择的。根据以往车身结构强度的

结果，有这样一个规律：静应力大多的部位其动应力一定大，但动应力大的部位静应力并不一

定大。所以，在选择动应变测点时，除选静应力大的测点外，还应选一些关键部位、易发生断裂

部位上的测点，如门框上下四角处、前后桥上方窗立柱上下焊接处、悬架前后吊耳附近、牛腿等

部位。实际运行断裂损坏部位资料和以往动强度试验结果已证明，对影响结构寿命的动应力

大的部位进行动应变测量，就可以为评价整个车身的动强度和疲劳寿命提供充分资料。

另外，选择动应变测点时，还应考虑到所选用的动态应变仪和磁带记录器的通道数的限

制，一般选择 20个左右比较合适。

2. 仪器选择及测量系统

总是希望同步记录下全部测点的动应变信号，所以选用的动态应变仪和磁带记录器通道

数越多越好。如全部测点不能同步记录，也应使分组同步记录的分组数尽量少。

另外，动应变测量是在汽车行驶过程中进行，所以还应考虑所选仪器是否便于在汽车上安

装固定。

由于动态应变仪的供桥频率较高，应变片和引出导线分布电容对桥路平衡的影响很大，所

以在导线选择和布线时，要求比静态测量更加严格。连接导线应以应变仪一端为准将全部导

线拉齐、绑扎成束；沿荫凉、干燥、温度比较恒定的路径引至被测结构。如有条件，最好采用多
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股电缆或将导线成束穿入圆管内（钢管或塑料管），以减小恶劣气候或环境的影响。

图 5 - 27 动应变测量系统

对动应变测量系统，还应设置良好的

屏蔽和接地。

当使用多台动态应变仪同时测量时，

常会出现互相干扰现象，其原因有：各台应

变仪所接应变片导线互相交混、杂乱无章，

或各台应变仪的载频不等且不同步。处理

时，首先将各应变仪所接应变片导线分开，

并扎成一束相互间隔足够距离引至应变

仪，然后接上仪器同步线，干扰应当消除或

大大减小。如不能达到此效果，则应调整振荡器输出，使各台应变仪载频相等。动应变测量系

统如图 5 - 27所示。

3. 试验道路和车速的选择

车身结构动强度试验目的，是为了获得汽车在各种路面上行驶时，车身关键部位的载荷时

间历程，为载荷或应力 /应变统计、车身结构疲劳寿命估计、疲劳强度模拟试验载荷谱提供依

据。

但是，实际行驶时的车身结构动强度或疲劳强度问题是复杂的，要确定一个完全满意的试

验条件和试验方法是很困难的。为了确定试验条件和方法，首先要尽可能多地获得在各种道

路和行驶条件下，车身各部位暴露出来的疲劳强度问题的大量资料，这些资料只有在长距离的

汽车实际运行中，用统计方法整理得到。

在可视为稳定过程（指在比较短的，路面状况均匀的直线路上行驶）的车速及路面条件下，

得到的车身载荷频度分布非常近似正态分布，载荷时间历程也可认为是平稳的各态历经的。

这一点已由实验证明。所以，在记录载荷时间历程时，对各种试验道路和各种行驶车速只相应

记录行驶 1 km或 2 km的载荷历程即可满足载荷频度统计需要。

为了使试验更具典型化，常选择坏路面作为行驶试验用路面，其路面的凸凹程度在实际行

驶可能存在的范围内是严酷的。通常选用的试验道路有：被试车经常行驶的典型道路（如市内

公路、市郊公路、乡镇山区公路等）、砂石路及鹅卵石路等。试验车速根据试验目的而定。

考虑到车身结构动强度的对比评价问题，则要求试验道路路面状况长期无变化，即试验道

路要固定化，这样才能在预先确定的试验条件（路面、车速范围等）基础上实施评价标准。在一

般公路上路面状况和交通状况经常变化，要作定量的比较判断较为困难。因此，目前无论欧美

或日本都采用专门的试验道路，按一定的标准进行试验。这种专门试验道路采用所谓坏路，比

利时块石路，卵石路，砂砾路或混合路等，均设置在大型汽车试验场内。

另外，最近的趋势是新车型的研制周期日趋缩短，迫切需要在短期内考察车身结构的动强

度。已经做过的试验研究表明，后面将要介绍的路障试验法是一种行之有效的方法。

（二）测量方法和步骤

动态应变测量的方法与应变仪和记录器有密切关系，应严格遵照各仪器使用说明书进行

操作，通常可按以下步骤进行：

178



1. 电桥盒连接

将应变片连接导线引至动态应变仪后，即可按测量要求在电桥盒上进行桥路连接（全桥或

半桥），经检查可靠后，方可将电桥盒导线插头接入应变仪。同时处理屏蔽和接地。

2. 仪器连接

按说明书要求把电桥盒、电源和磁带记录器接入应变仪，并使各开关和旋钮置于要求位

置。经检查无误后，方可打开电源。

3. 平衡调节

打开电源，让应变仪工作。检查“电源”、“桥源”等指示是否正常。如正常，则可开始电阻、

电容预调平衡。

4. 标定

标定前，应根据估计被测应变的大小和精度要求，以及应变和记录器的技术性能，把衰减

挡放到适当位置，使之在标定和测量时，应变仪的输出电流或电压在其最大线性输出电流或电

压的范围内和在磁带记录器最大额定输入电压范围内。如对被测应变的估计不准，可通过预

备试验先将衰减挡放在最大值（衰减最多）的位置上，然后被试车在试验道路上行驶，观察各测

点动应变的大小，逐渐减小衰减挡，直至信号大小达到上述要求为止。

5. 记录试验说明

用磁带记录器专门语言磁道记录试验编号、对象、工况、环境、测点位置及编号，还要记录

动态应变仪衰减挡和标定挡的挡位、磁带记录器带速、初始记数器数码等。同时，为以后处理

数据方便起见，应将上述关于试验的说明记在试验记录本上。

6. 测量

标定后先让被试车在试验道路上行驶起来，达到试验车速后，开启磁带记录器进行记录。

这时要注意，动态应变仪在测量时和标定时的衰减挡要相同，否则无比较价值，标定失去意义。

测量时应随时观察各测点动应变信号，若发现干扰或信号不理想，应及时进行补测或重测。

7. 示测

如有必要可选用一台电子示波器，测量时把动应变信号接入电子示波器，进行波形显示，

以便观察各测点动应变的波形、振幅、频率和相位。动应变测量系统如图 5 - 28所示。

图 5 - 28 动应变测量系统
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三、车身结构强度路障试验

车身结构强度路障试验，就是利用人造凸块模拟汽车行驶时遇到的恶劣道路条件，它是车

身结构动态强度试验的一种简单有效的替代试验。通过凸块的不同布置，造成汽车承受弯曲、

扭转、弯扭组合等不同工况、测取车身结构在各种工况下的应变（应力）响应信号，据此对车身

强度进行评价。

实践证明，这种试验方法简单、周期短、费用低、经济效益高，能快速查明车身结构的薄弱

环节，容易得到车身结构上的最大动应力。同时，也是选择车身结构动强度试验测点的有效方

法。通过路障试验对测点进行筛选，可大大地减少动强度试验的工作量。下面介绍路障试验

有关参数的选择。

1. 路障形状

选择梯形路障为好，其前、后沿角度依据轮胎规格和路障高度而定，通过对矩形、梯形、正

弦形及三角形等不同形状路障对车身结构作用强度进行分析，并综合考虑汽车通常遇到的障

碍物（石头、土包等，或突然陷入凹坑，或越过铁道路口）。路障顶部都有一水平面，得出梯形路

障更能反映实际的越障情况，参见图 5 - 29。

2. 路障布置

已进行的车身结构强度路障试验结果表明，两后轮同时驶过路障（后弯工况），对车身结构

造成最严重的影响，其次为斜对称扭转工况（前左轮后右轮或前右轮后左轮同时通过路障）。

在路障试验中，只需考虑后弯和对扭这两种工况就足以查明整个车身的动强度问题。建议路

障设置取如图 5 - 30所示的布置方案。图中 B为轮距，L为轴矩，A=（1 .5 ～ 4）L。

图 5 - 29 梯形路障 图 5 - 30 路障布置方案

3. 试验车速

试验车速上限可选最高速的 70%，试验车速下限可选 20 km/h。

4. 路障高度

路障高度是影响车身结构动应力的重要因素，应根据悬架的动挠度和试验车速上限决定。

一般来说，路障高度可选悬架动挠度的下限。当试验车速提高时，应适当减小路障高度。

根据已有路障试验结果，发现路障试验得到的各测点最大动应力幅值普遍高于道路试验

得到的最大动应力幅值。因此，在研究结构疲劳强度时，只需对路障试验暴露出来的大应力的

结构部位进行测量和数据处理就足够了。

由于路障试验的最大优点就是方法简便、快速而准确，所以可以在样车试制阶段进行该项

试验以便初步评价车身结构的动强度。
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四、疲劳强度基础知识及随机载荷的统计处理

为了在车身结构动态强度试验的基础上估计车身结构的疲劳寿命，必须应用疲劳强度的

基础知识，并对车身结构动态强度试验所得的随机应力进行统计处理。

（一）疲劳破坏及疲劳曲线

实际运行中，车身结构承受交变载荷（亦称随机载荷）作用，车身骨架的断裂破坏大部分是

疲劳断裂。机械零部件在循环交变应力下的疲劳破坏，与在静应力下的失效有本质的区别。

静强度失效，是由于在零部件的危险截面中，产生过大的残余变形或最终断裂。在静强度计算

中，所用的材料强度指标是屈服极限σs和强度极限σb，计算的出发点是截面上平均应力。而

疲劳破坏是由于在零部件局部高应力区，较弱的晶粒在变应力作用下形成微裂纹，然后发展成

宏观裂纹，裂纹继续扩展导致最终的疲劳破坏。在疲劳强度计算中，所用的材料强度指标是疲

劳极限σr，计算的出发点是局部最高应力（或称峰值应力），而材料的疲劳极限σr 小于σs 和

σb。

疲劳破坏的过程分为三个阶段：①疲劳裂纹的形成；②疲劳裂纹的扩展；③瞬时断裂。材
料在多次重复的变应力作用下，虽然工作应力的最大值小于材料的强度极限，但由于在材料的

局部造成某些永久性的变形，从而产生裂纹并且最终断裂。疲劳断裂是由循环变应力、拉应力

和塑性应变同时作用而造成的。循环变应力使裂纹形成，拉应力使裂纹扩展，塑性应变影响着

整个疲劳过程。

图 5 - 31 S - N曲线

为研究构件在交变载荷作用下的强度问题，有必要对材料

或构件进行疲劳试验。由于影响疲劳强度的因素是复杂的，随

机载荷的统计特性对材料强度都有影响，所以要完全模拟实际

载荷的试验是非常困难的。在实验室中进行疲劳试验，一般只

能模拟实际载荷的某些主要特性，典型的疲劳试验是在等幅交

变载荷作用下的试验。以这样的载荷对一批试验进行疲劳加

载，使试件上产生幅值为σi 的交变应力，记录各试件直至破坏

时的应力循环次数，取其均值 Ni 作为材料（或试件）在σi 水平

下的疲劳寿命，以不同的σi 进行一系列的试验，最后可作疲劳

寿命 Ni 与交变应力σi 的关系图，如图 5 - 31所示 S - N曲线，

即材料的疲劳强度与寿命的曲线，这里 S 表示广义应力。疲劳寿命 Ni 和交变应力σi 有下列

关系：

σi
kNi = C （5 - 29）

式中，C为常数；K由直线的斜率决定。

图中的水平线段表示当交变应力σi 小于某一定值时，任凭载荷循环次数再增加，试件亦

不发生破坏。此时的交变应力幅值记为σ- 1，称为持久疲劳极限应力，相应于σ- 1的最小循环

次数记为 N - 1，对于钢材 N - 1约为 106 ～ 107次。

（二）疲劳损伤积累

疲劳损伤是指当材料承受高于疲劳极限应力σ- 1的循环应力σi 时，每一循环都使材料产
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生一定量的损伤。这种损伤是能积累的，把这一积累考虑为
ni

Ni
的形式，当损伤积累到临界值

（一定值）时，发生疲劳破坏。有多种关于疲劳损伤积累理论，最著名的是线性损伤积累理论。

疲劳破坏是一种由于材料中裂纹扩展最后导致构件断裂破坏，线性损伤积累理论认为，裂

纹是均匀地随载荷循环次数而扩展，即损伤程度和寿命周比成正比，寿命周比即为
ni

Ni
，其中 Ni

是交变应力幅值为σi 时的疲劳寿命，ni 是σi 实际作用的循环次数。各个应力幅值下产生的损

伤程度可以线性叠加，当寿命周比之和等于 1时，试件产生破坏，即试件疲劳破坏的条件为

∑
ni

Ni
= 1

（三）随机载荷的统计处理

实测载荷谱的统计处理中，处理方法有统计峰值的，有统计幅值的，目的是要获得峰值或

幅值的概率分布，为估算构件寿命提供依据。

随机载荷的统计处理主要采用两类方法，计数法和功率谱法。对疲劳强度而言，最主要的

是幅值的变化，因为应力（或应变）幅值是疲劳损伤积累法则中的主要因素，所以对随机载荷的

统计处理常用计数法。

目前，随机载荷统计计数法有十多种，对于同一载荷时间历程，采用不同的计数法进行分

析，所得的寿命值存在着很大差别，所以，了解和分析各种计数法是很有必要的。

1. 峰值计数法

这种计数法对载荷时间历程的各极大值（峰值）和极小值（谷值）分别进行统计，对于一个

典型的窄带随机过程，由于每个载荷循环的峰与谷在平均值的两侧（图 5 - 32（a）），所以这种

方法提供了载荷时间历程的主要信息。但是对于宽带随机过程，这种计数法得到的峰值分布，

与影响疲劳寿命的主要因素幅值分布，相差很大，例如图 5 - 32（b）所示的波形，用峰值计数法

记录了三个非常接近的极大值，而从疲劳损伤的观点，应该将它看成由一个大的循环载荷，叠

加上两个小的循环载荷而成。

图 5 - 32 峰值计数法

2. 幅度计数法

幅度是随机载荷两极值之间（极大值与极小值之间）的差值，并定义从极小值上升到极大

值时，幅度为正值，从极大值下降到极小值时，幅度是负的，如图 5 - 33中的 r1、r3、r5 等是正幅
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度，而 r2、r4、r6等为负幅度。幅度计数法虽然统计了载荷幅值（载荷幅值 ai =
ri

2
），但把载荷

平均值完全忽略了。疲劳破坏虽然是应力幅值起主要作用，但是平均应力对疲劳损伤也是有

影响的，这是幅度计数法的缺点。

图 5 - 33 幅度统计法

为了弥补幅度计数法未能考虑载荷平均值对疲劳的影响，而发展了幅度均值计数法和幅

度对均值计数法。幅度均值计数法中，除了像上面方法一样将幅度值 ri 统计记录下来外，还

把每个幅度值相应的平均值 mi 统计记录下来，这样就弥补了幅度计数法将平均值略去不计

之不足。在幅度对均值计数法中，将数值相等而符号相反的幅度，成对地统计记录下来，并记

下相应的均值，这种计数法不仅记下了幅度对，同时也记下了均值，较全面地描述了对疲劳损

伤有影响的载荷变化特性。

3. 雨流法

雨流法与幅度对均值计数法虽然方法不同，但对同一个实测的载荷所得的统计结果是非

常接近的，见图 5 - 34，雨流法的统计数规则为：

① 雨流法依次从每个峰（谷）的内侧开始，顺着斜坡往下流，在下一个峰（谷）落下，直到对
面有一个比它开始点更大的峰（谷）时为止（峰谷值以绝对值计）；

② 当雨流遇到来自上层斜面落下的雨流时就截止；

③ 按上述规定取出所有的全循环进行统计计数，直到剩下的载荷时间历程成为发散收敛
型为止；

④ 将剩下的发散收敛性载荷时间历程，改成等效的收敛发散型，再进行第二阶段计数，总
数等于两个阶段计数之和。

现在详细说明一下雨流法在图 5 - 34所示的一小段载荷时间历程上的应用。

① 雨流从峰 1的内侧开始，在峰 2落下，由于对面有一个比峰 1更大的峰 3，于是雨流就

停止，取出半循环 1—2；

② 雨流又从峰2的内侧开始，在峰3落下，由于峰4比峰2更大，雨流停止，取出半循环

2—3；

③ 雨流又从峰 3的内侧开始，在峰 4落下，由于对面的峰 5和峰 7都比峰 3小，故一直沿

着 4—4'—8的路径在峰 8落下，因为对面的峰 9比峰 3大，故雨流停止，取出半循环 3—4—

4'—8；
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④ 雨流又从峰 4的内侧开始，在峰 5落下，由于峰 8比峰 4大，雨流停止，记下半循环 4—5；

⑤ 雨流又从峰 5的内侧开始，在峰 6落下，由于遇到来自上层斜面峰 4的雨流 4—4'—8，

于是雨流也就在 4'处停止，记下半循环 5—6—6'—4，这样，半循环 4—5和 4—6—6'—4'就形成

全循环 4—5—6—6'—4'；

图 5 - 34 雨流法

⑥ 雨流又从峰 6的内侧开始，在峰 7落下，由于峰

8比峰 6大，雨流停止，记下半循环 6—7；

⑦ 雨流又从峰 7的内侧开始，由于遇到上层斜面

峰 5落下的雨流 5—6—6'—4'，故而流在 6'处停止，记

下半循环 7—6'。这样，半循环 6—7与 7—6'形成全循

环 6—7—6'；

⑧ 雨流又从峰 8的内侧开始，在峰 9 落下，由于

只截取了一个小段载荷时间历程，假设雨流在峰 9落

下时就停止，于是取出半循环 8—9，对于截取长的载

荷时间历程，雨流还将继续下去。

这样，取出了两个全循环 4—5—6—6'—4'和 6—

7—6'，剩下四个半循环 1—2、2—3、3—4—4'—8及 8—

9。剩下的半循环有两种处理办法：一种办法，以正或负

斜率各记下它们的幅度和均值，用幅度均值法进行统计

处理；另一种办法，采用雨流法第二阶段的计数办法。

现在考察图 5 - 35，当峰 1与峰 9的值相等时，称

图 5 - 35 雨流法对收敛发散型的计数

它为收敛发散标准型。对于这种类型的载荷时间历

程，可以用雨流法分解为若干个全循环而没有剩余，

图 5 - 35中可以取出 1—2—2'—8与 8—9组成一个

全循环，2—3—3'—7 与 7—2' 组成第二个全循环。

3—4—4'—6 与 6—3' 组成第三个全循环，4—5 与

5—4'组成第四个全循环，没有剩余。

另一方面，对于图 5 - 36（a）所示的载荷时间历

程，称之为发散收敛型。对这种载荷时间历程，用雨

流法不能取出全循环。假设疲劳损伤与加载次序无

关，这样图 5 - 36（a）所示的发散收敛型，可以交换成

图 5 - 36（b）所示的收敛发散型，经过这样变换后，就

可以用雨流法按图 5 - 35所示分解成若干个全循环

而没有剩余。

综上所述，雨流法可以分成两个阶段计数。第

一个阶段，按照图 5 - 34 所示的步骤取出若干个全

循环，剩下一个发散收敛型的载荷时间历程，第二个

阶段，将这个剩下的发散收敛型载荷时间历程转换

成与之疲劳损伤等效的收敛发散型，再用雨流法取出全循环。雨流法的全部统计计数，等于这

两部分之和。
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图 5 - 36 载荷时间历程的变换

（a）发散收敛型；（b）收敛发散型

上面介绍了多种统计计数法，从疲劳损伤观点来看，雨流法和幅度对均值计数法最合理，

因为这两种方法，记下了循环变应力的全部主要信息。

第三节 轿车车身结构静态刚度台架试验

随着人们对环境和能源问题的重视，汽车设计正向着环保、节能与安全方向发展。世界各

大汽车厂家纷纷投入巨大的财力和物力致力于电动车的研制与开发，近年来有了较大的发展。

电动轿车车身是一种新型结构，有较重的电池等总成，简单地在传统车型上改造很难获得优化

结构。现在国外研究较多的是蒙皮骨架式电动轿车车身结构。这种车身结构与传统轿车车身

结构有很大的不同，其结构型式与主要性能指标、杆件布置及截面尺寸参数等都有待研究。车

身刚度是较强度要求更严格的设计指标，它是车身抵抗较恶劣的扭转工况载荷的关键保证指

标。本试验的目的是检验国内某一电动改装车白车身的静态刚度，验证有限元分析模型的准

确性，并为有限元模型的进一步修正提供参考依据。

（一）试验对象

试验对象完整性如表 5 - 5所示。

表 5 - 5 试验白车身附件列表

序号 车身零部件名称 有 无

1 前桥（刚性悬挂） √

2 黏结玻璃（前后风窗） √

3 油漆 √

4 上蜡 √（车身） √（车架）

5 四门二盖 √

6 前翼子板 √

7 后翼子板 √

8 密封条 √
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续表

序号 车身零部件名称 有 无

9 车顶内板 √

10 前保险杠及支架 √

11 后保险杠及支架 √

12 后桥（刚性悬挂） √

（二）试验准备

如图 5 - 39，试验台架的 T型支架通过改制悬架与车身相连，T型支架及改制悬架的位置

可根据车辆的轴距和轮距进行调节，前桥约束及加载原理如图 5 - 38所示。

该车实际前悬架采用双横臂独立悬架。试验中，采用类似麦弗逊悬架的连接形式。下横

臂一端与 T型试验支架螺栓相连，一端与车身用螺栓连接。用刚性杆替代减振器及螺旋弹簧

装置，刚性杆一端与下横臂球头连接，一端与车身螺旋弹簧支座螺栓连接。

车身后悬架螺旋弹簧支座用螺栓直接与试验台架支撑螺杆连接。

为防止车身悬架弹簧支座在加载中破坏，在其与连接件间夹有橡胶垫。

安装好的车身，必须做水平校正。

（三）试验载荷

（1）扭转工况

最大扭转载荷：

M = 0.5 ×前轴最大负荷 ×轮距 = 0.5 × 8 967 × 1.414 = 6 340（Nm）

（2）弯曲工况

该车满载质量：2 018 .5 kg，当量加载：930 kg。

（四）试验方法

1. 静态扭转刚度测量

车身静态扭转刚度测量约束示意图见图 5 - 37。后塔型支承被刚性固定，前面通过 T型

加载梁在前悬架支承点施加扭矩，见图 5 - 38，加力杆通过力传感器施加载荷到 T型试验支架

上，最终传到车身上，力矩为 M = F × L。实际试验加载如图 5 - 39所示。

图 5 - 37 轿车白车身扭转刚度测量约束示意图
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图 5 - 38 前悬与试验台架连接以及加载示意图

图 5 - 39 试验扭转工况加载系统图

具体测量方法如下：

（1）测量点布置原则和布置位置

布点原则：车架纵梁上能体现总体刚度的部位。

布点位置：车架纵梁底部关键位置，如图 5 - 40所示。

（2）测量准备（预加载）

测量开始之前，使车身受到相当于最大载荷值一半的载荷快速向两侧扭转，以消除车身下

沉现象对测量结果的影响。

（3）等级加载

① 通过 T形加载梁在前轴上逐级施加力矩。

② 加载分为左边加载和右边加载两部分。

③ 载荷等级见表 5 - 6。
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图 5 - 40 扭转工况测点布置图

表 5 - 6 扭转载荷等级列表

等级 1 2 3 4

载荷（kg） 200 400 550 650

2. 静态弯曲刚度测量

车身静态弯曲刚度测量约束示意图见图 5 - 41。约束前后塔形支撑处的所有自由度。实

际试验等级加载如图 5 - 42、5 - 43所示，分别在前座椅和后座椅处施加载荷，测量具体方法

如下。

图 5 - 41 轿车车身弯曲刚度测量约束形式示意

（1）测量点布置原则和布置位置

布点原则：车架上能体现总体刚度的部位。

布点位置：车架纵梁底部，以及前后座椅横梁底部等位置，如图 5 - 44所示。测点基本位

置坐标见表 5 - 7。
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图 5 - 42 弯曲工况 300 kg加载

图 5 - 43 弯曲工况 925 kg加载

表 5 - 7 静态弯曲工况测点坐标

测点编号 X坐标 Y坐标 Z坐标

1 - 705 - 543 140

2 0 - 389 51

3 475 - 464 - 169

4 1 050 - 464 - 169

5 1 730 - 454 - 169
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续表

测点编号 X坐标 Y坐标 Z坐标

6 2 650 - 454 31

7 3 350 - 454 31

8 1 050 417 - 49

9 1 050 205 - 49

10 1 050 0 - 49

11 1 812 417 - 49

12 1 812 205 - 49

13 1 812 0 - 49

图 5 - 44 弯曲工况车架测点布置图

（2）测量准备预加载

测量开始之前，使车身受到相当于最大载荷值一半的载荷反复加载（2 ～ 3次），以消除车

身下沉现象对测量结果的影响。

（3）分级加载

① 均匀加载于前后座椅上。

② 逐级加载，直到最大载荷。

③ 载荷等级见表 5 - 8。

表 5 - 8 静态弯曲载荷等级列表

等级 1 2 3

载荷 /kg 300 600 930
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（4）试验仪器、设备和元件

加载装置：白车身静态加载试验台架，BLR - 1 拉 /压力传感器，导线，标准砂袋，标准配

重块。

数据采集仪器：YJ - X4型静态电阻应变仪，百分表。

（五）试验数据采集

1. 静态扭转工况

静态扭转分为左边等级加载和右边等级加载两种工况，其中对每种工况分别进行三组重

复测量，每组测量均包括加载和卸载两种读数，并分别取其中较好的两组数据进行分析。表

5 - 9给出了第一组左边加载和卸载各测点的位移。表 5 - 10给出了左、右边加载和卸载各测

点相对扭转角的平均值，图 5 - 45给出了其相应转角曲线。表 5 - 11给出了各载荷工况下前

桥和后桥之间的转角及其扭转刚度。

表 5 - 9 第一组左边加载、卸载各测点位移 mm




加载工况对应测点位移

测点编号
载荷等级

200 kg 400 kg 550 kg 650 kg
测点编号

载荷等级



200 kg 400 kg 550 kg 650 kg

1 - 2.77 - 5.54 - 7.5 - 8 .85 8 1.74 3.48 4.79 5. 66

2 - 1 .99 - 3.98 - 5.36 - 6.26 9 0.77 1.54 2.2 2. 71

3 - 1 .75 - 3.5 - 4 .77 - 5.58 10 1.07 2.14 2.99 3. 62

4 - 1 .51 - 3.02 - 4.04 - 4.71 11 0.93 1.86 2.56 3. 02

5 - 0 .94 - 1.88 - 2.47 - 2.86 12 0.45 0.9 1.3 1. 58

6 - 0 .06 - 0.12 - 0.15 - 0.18 13 0.02 0.04 0.07 0. 1

7 - 0 .07 - 0.14 - 0.1 - 0 .09 14 - 0.05 - 0.1 - 0 .11 - 0.14




卸载工况对应测点位移

测点编号
载荷等级

200 kg 400 kg 550 kg 650 kg
测点编号

载荷等级



200 kg 400 kg 550 kg 650 kg

1 - 2.68 - 5.36 - 7.24 - 8.27 8 1.53 3.06 4.39 5.




21

2 - 1 .85 - 3.7 - 5 .01 - 5.71 9 0.75 1.5 2.23 2.




78

3 - 1 .62 - 3.24 - 4.41 - 5.06 10 0.97 1.94 2.85 3.




47

4 - 1 .34 - 2.68 - 3.66 - 4.2 11 0.83 1.66 2.39 2.




85

5 - 0 .88 - 1.76 - 2.41 - 2.71 12 0.48 0.96 1.37 1.




66

6 - 0 .03 - 0.06 - 0.11 - 0.15 13 0.02 0.04 0.09 0.




12

7 0.05 0.1 0.12 0.11 14 - 0.01 - 0.02 - 0.03 - 0.07

191



表 5 - 10 左边加载和右边加载平均相对扭转角 （'










）

测点编号 扭转角
平均相对

载荷等级 左边加载载荷等级

200 kg 400 kg 550 kg 650 kg
测点编号 扭转角

平均相对

载荷等级 右边加载载荷等级




200 kg 400 kg 550 kg 650 kg

1 ～ 8 12.98 26.10 35.63 41.71 1 ～ 8 12.71 25.35 35.75 41.




34

2 ～ 9 11.68 23.35 31.94 37.46 2 ～ 9 11.80 23.60 32.50 39.




23

3 ～ 10 9.88 19.75 27.11 31.86 3 ～ 10 10.24 20.49 28.48 34.




32

4 ～ 11 8.31 16.62 22.61 26.23 4 ～ 11 8.30 16.60 23.02 27.




50

5 ～ 12 4.90 9.78 13.29 15.37 5 ～ 12 4.78 9.56 12.97 15.




51




6 ～ 13 0 0 0 0 6 ～ 13 0 0 0 0

7 ～ 14 - 0.31 - 0.63 - 1.12 - 1.48 7～ 14 - 0.68 - 1.36 - 1.85 - 2.26

图 5 - 45 左边加载和右边加载平均相对扭转角

表 5 - 11 各载荷工况下前后桥之间相对扭转角以及扭转刚度

序号 转矩 /Nm 转角 /（'） 扭转刚度 /（Nm·（°）- 1）

1 1 960 11.74 10 017

2 3 920 23.48 10 017

3 5 390 32.22 101037

4 6 370 38.34 9 969

2. 静态弯曲工况

静态弯曲工况分别进行 300 kg、600 kg、925 kg等级加载，前两等级分别在前后座椅相对位

置均匀加载，前后各加一半。第三级由于实际条件限制前座椅加载 450 kg，后座椅加载 475 kg。

这主要是考虑到实际满载情况下后座椅承受较大载荷。等级加载各测点的位移见表 5 - 12。
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图 5 - 46给出了各等级载荷情况下左纵梁弯曲变形位移曲线。

表 5 - 12 静态弯曲工况等级加载各测点位移 mm

测点号 300 kg加载测点位移 600 kg加载测点位移 925 kg加载测点位移

1 0.1 0.19 0.28

2 0 0 0

3 - 0.12 - 0.257 - 0.38

4 - 0.26 - 0.53 - 0.78

5 - 0.34 - 0.67 - 1.03

6 0 0 0

7 - 0.01 - 0.02 0.12

8 - 0.23 - 0.46 - 0.77

9 - 0.51 - 1.02 - 1.65

10 - 0.64 - 1.28 - 2.06

11 - 0.34 - 0.67 - 1.03

12 - 0.37 - 0.73 - 1.16

13 - 0.43 - 0.86 - 1.32

图 5 - 46 静态弯曲工况各等级载荷下左纵梁弯曲位移图

（六）试验结果分析

试验结果中，包含有前后悬架橡胶垫等引起的误差。消除这些误差后，该车身扭转刚度为

9 848 .6 Nm/（°），该车车身扭转刚度较高。桑塔纳 2000的白车身扭转刚度为 9 000 Nm/（°），轴

距为 2 656 mm，桑塔纳 2000的车身相对扭转刚度为 3 388 Nm/（°）。该电动车的轴距为 1 760

mm，则该电动车的相对扭转刚度为 5 596 Nm/（°），是桑塔纳 2000 车身相对扭转刚度的 1 . 65

倍。因此与传统轿车相比，该车车身的相对扭转刚度也较高。
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思 考 题

1. 车身静态强度试验所用的主要仪器有哪些？

2. 电阻应变片的工作原理是什么？其主要指标有哪些？

3. 电阻应变片应用中要注意的事项有哪些？

4. 电阻应变仪有哪些主要组成部分？其主要指标有哪些？其使用要领有哪些？

5. 为什么测量前电阻应变仪要预调平衡？电阻应变仪的电桥接法有哪几种？

6. 试述电阻应变仪的电桥特性。

7. 试推导表 5 - 3中例 1，2，3的输出电压。

8. 什么是载波、调制波和调幅波？

9. 车身结构强度和刚度试验测点的选择原则有哪些？

10. 车身动态强度试验道路和车速如何选择？

11. 车身动态强度试验所用的主要仪器有哪些？

12. 什么是路障试验？

13. 如何估计车身结构的疲劳寿命？

14. 轿车车身结构刚度台架试验载荷如何确定？
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第六章 汽车车身结构模态试验

第一节 概 述

汽车行驶时，作用在汽车各部件上的载荷都是动载荷，即它是时间的函数。因此，结构

上的相应位移、应力和应变不仅随其在结构中的空间位置变化，同时也随时间而变化。若所

受动载荷的频率与结构的某些固有频率接近时，结构将产生强烈的振动，从而引起很高的动

应力，造成早期疲劳破坏或产生不允许的大变形。为了在汽车使用中避免共振、降低噪声、确

保安全可靠，需要知道结构振动的固有频率及其相应的振型。

模态是振动系统特性的一种表征，它为构成各种工程结构复杂振动的那些最简单或最基

本的振动形态。通过模态试验可以得到固有频率和模态振型等振动系统的模态参数，为振动

系统动态设计以及故障诊断提供依据。

第二节 汽车车身结构模态试验技术

结构动力学从理论上可以计算出结构的固有频率、固有振型和广义质量等动力特性。模

态试验是用试验的方法测出结构的动力特性。

由于车身结构的复杂性，理论计算得到的动力特性往往要由动态试验来检验其结果的准

确性和精确性，因而动态试验更显得重要。

为测定结构的动力特性，常用激振器使结构或其支承装置发生简谐振动，即迫使结构产生

强迫振动。通过对结构强迫振动的测量，再经过数据处理后，即可得到所需结果。图 6 - 1是

表示这种试验系统的原理图。

图 6 - 1 结构动力特性测量原理

一、激振器基本原理与类型

用变速电动机带动偏心重量，利用偏心重量的离心力，即可制成所谓惯性式激振器。用变

速电动机驱动曲柄滑块结构，并带动一刚度合适的弹簧沿弹簧轴线作正弦运动，弹簧的另一端

和试件相连，即成所谓弹簧式激振器。用一小型电磁激振器（亦称力矩电机）带动液压伺服阀

阀杆，使阀杆按正弦规律运动，从而将油泵从油箱内抽出的高压油，按正弦规律伺服阀分别送

入一液压激振器的两个油腔，液压激振器的活塞杆便按正弦规律运动，产生正弦规律的力，这

种系统称为电液激振器。最常用的激振器是利用电磁力使试件作纯正弦运动，称为电磁激振



图 6 - 2 动圈式电磁激振器的构造原理

1—顶杆；2—弹簧；3—磁铁；4—线圈

器，本节仅介绍动圈式电磁激振器。

动圈式电磁激振器的构造原理见图 6 - 2。圆柱形

线圈可沿其自身轴线移动，线圈处在一个很强的径向磁

场内。当交流电通过线圈时，产生交变的电磁感应力，

此力由和线圈相连的顶杆传给试件。

对于低频激振（< 25r /s），交流电可由一调速性能很

好的发电机供给；对于高频激振，则常用信号发生器产

生所需频率的纯正弦交变电压，经功率放大器放大，使

其有足够的能量，再送入激振器（参见图 6 - 3）。为保证

激振力不随结构阻抗（振动时的机械阻抗）的变化而变

化，功率放大器应具有高的输出阻抗，即输出的电流应

是定电流，而电压则视负载大小而定；这和一般功率放

大器不同。使用这种系统，可得到相当稳定的激振频

率，如采用合适的线路并匹配得当，则一个功率放大器

可同时供给若干个激振器使用。

图 6 - 3 高频激振的产生过程

激振力的大小可由电磁感应定律推得，

F = 0.102BLi × 104 （6 - 1）

式中，F 为电磁感应力（kg）；B为磁感应强度（高斯）；L为线圈长度（m）；i 为电流强度（A）。

振动时激振运动部分将产生惯性力、弹性力、阻尼力，故由顶杆传给试件的激振力是 F 与

诸力之差。为使激振器传给顶杆的力为纯正弦的，则应使：

① 输入的交流电流为纯正弦波，且振幅稳定。

② 永久磁场产生的磁感应强度稳定不变，这要求：①仪器壳体有良好的磁屏蔽，不受外界
磁场的干扰；②顶杆行程应加控制，使得线圈活动在磁场的均匀部分；③采用补偿线圈，以抵消
作用线圈因自感而产生的磁场变化。

③ 支持弹簧刚度很小弹性力可忽略。但应具有一定的初压力以保证顶杆与试件的接触，
故宜采用非线性弹簧或将顶杆与试件固接。

④ 运动部分的质量和阻尼很小，因而可略去惯性力及阻尼的影响。

⑤ 不发生局部共振，例如支持弹簧本身的共振，顶杆和试件连接部分的共振。局部共振
发生后，将改变力的传递。

根据以上所述，激振器的使用范围受下列因素的限制：由最大允许电流所限制的最大激振

力；由磁场均匀部分的长度及仪器所需间隙限制的最大行程；在顶杆和试件不能分离的条件

下，由弹簧初压力限制的最大加速度；由局部共振限制的最大激振频率。在选用激振器时，应

以产品性能为依据。

为改进激振器的性能，消除运动部分惯性力及弹性力的影响，人们制造出一种补偿式激振

器，其运动部分支持弹簧的刚度是可调的。使用时若激振频率为ω，则将运动部分的固有频率
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ωE
也调整到ω，这样，运动部分的惯性力与弹性力相互抵消。当运动部分的阻尼很小时，线
圈的电磁感应力就如实地传递到试件上去。顶杆传递给试件的力可表为

F = F0 + BLImsinωtA［mE ×（ω2 - ω2
E ）sin（ωt - φ）- DEω × cos（ωt - φ）］（6 - 2）

式中，F0为弹簧初压力；A为振动行程；mE 为激振器运动部分的质量；mEω2
E 为激动器运动

部

分支持弹簧的刚度；DE为激振器运动部分的阻尼系数。其他符号与式（6 - 1）意义相同。由

式（6 - 2）可见，如ω
E =ω，且 DE很小时，有：

F = F0 + BLImsinωt （6 - 3）

二、测量用传感器与电荷放大器基本原理与类型

任何一个振动过程，都可以用振动幅值的时间历程来描述。而振动幅值的时间历程又常

以振动的位移、速度和加速度随时间变化的过程来表示。因此，从被测振动参数的角度，测振

用传感器可分为位移传感器、速度传感器和加速度传感器三类。由于振动的位移、速度和加速

度之间存在着微分和积分的关系，即

加速度： a =
dv
dt

速 度： v =
dx
dt =∫a dt

位 移： x =∫vdt =∫（∫a dt）dt

显然，在利用其中一种传感器测振时，通过测量电路中微积分电路可获得其他两个参数随

时间变化的过程。

测振传感器按动力的传递可分为两类：相对式和绝对式测振传感器。相对式测振传感器，

选取空间某一固定点作为参考点，测量物体相对于参考点的振动量；绝对式测振传感器以大地

不动坐标体系为参考系，测量时传感器固定在振动物体的测点上，这类传感器为惯性式的，工

作原理如图 6 - 4所示。本节着重介绍惯性式测振传感器的工作原理和压电式加速度传感器。

1. 惯性式测振传感器工作原理

传感器壳体 1固定在测点 2处，质量块 3的质量为 m，弹性支承 4的刚性系数为 k，阻尼器

5的阻尼系数为 C，系统平衡微分方程为

图 6 - 4 惯性式测振传感器原理图

1— 壳体；2—测点；3—质量块

4—弹性支承；5—阻尼器

m
d2 x
dt2 + c

dx
dt

+ kx = - m
d2 y
dt2

令ξ=
c

2 槡mk
，ωn

k槡m
得系统的频率响应函数为

X（ω）
Y（ω）

=
（ω/ωn）

2

1 -（ω/ωn）
2 + j2ξ（ω/ωn）

则幅频特性表达式为

X
Y

=
（ω/ωn）

2

1 -（ω/ωn）[ ]2 2 + 2ξ（ω/ωn[ ]）槡 2

相频特性表达式为
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 = - arctan
2ξ（ω/ωn）

1 -（ω/ωn）
2

下面分析位移、速度和加速度测振传感器的动态特性。首先分析它们的幅频特性。若位

移传感器的系统输入 y = y0sinωt，输出 x（如图 6 - 4所示）。

由于位移测振传感器的幅频特性为

X
Y =

（ω/ωn）
2

1 -（ω/ωn）[ ]2 2 + 2ζ（ω/ωn[ ]）槡 2
（6 - 4）

由图 6 - 5可见，只有当ω
ωn

1时，振幅比趋于恒定值，不产生振幅畸变；当ξ= 0. 7时，
x0

y0
趋于

恒定值较快，因此惯性式位移传感器设计时取ξ= 0.6 ～ 0.7，ω
ωn

1。

图 6 - 5 位移传感器幅频特性曲线

将式（6 - 4）分子分母同乘以ω得

Xω
Yω =

ω
ω[ ]

n

2

1 - ω
ω( )[ ]

n

2

+ 2ξ
ω
ω( )[ ]

n槡
2
（6 - 5）

该式为速度测振传感器幅频特性表达式，输入

为被测运动速度，输出为质量块相对壳体的速度。

同理可知，欲使质量块相对壳体速度如实地反映被

测速度，应取ξ= 0.6 ～ 0.7，且ω
ωn

1。

当传感器的输入等于被测加速度 a =
d2 y
dt2，输出

为质量块相对壳体位移 x 时，加速度测振传感器的

幅频特性表达式为

X
a =

X
yω2 =

1
ω2[ ]

n

2

1 - ω
ω( )

n
[ ]2 2

+ 2ξ
ω
ω( )[ ]

n槡
2

（6 - 6）

以
X
aω

2
n =

X
Yω2 ω2

n 为纵坐标的幅频特性曲线如图 6 - 6。由图中可见，当ω
ωn

1时，
X0

a0
趋于恒

定，即质量块相对壳体位移和被测加速度之比不随频率比而变化；当ξ= 0.6 ～ 0.7时幅值比恒

定的工作频带较宽，此时
X0

a0
ω2

n = 1 则，X0 =
1

ω2
n
a0 说明质量块位移与被测加速度成正比。因

此，设计加速度传感器应取ξ= 0.6 ～ 0.7，且ω
ωn

≤0.2 ～ 0.4。

下面分析测振传感器的相频特性，图 6 - 7为它们的相频特性曲线。由曲线可知，当ω
ωn

1

时，≈180°，而当ξ= 0.7且ω
ωn

< 1时，相位差和频率之比近似直线，成比例关系。

当传感器满足ξ= 0.7，ω
ωn

< 1、输入为单一频率振动时，显然输出波形将滞后输入一个相
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图 6 - 6 加速度传感器的幅频特性曲线

图 6 - 7 测振传感器相频特性曲线

位差；而当输入为由多个谐波组成的复合

振动或随机振动时，由于和频率比成比
例关系，而不会因相位差引起波形畸变，对

此作如下说明：

设一被测振动 y（t），其傅氏展开式形

式为

y（t）= ∑
�

i = 1

yisin iωt

若传感器满足ξ= 0. 7，且ω
ωn
在要求范

围内，则幅值比恒定，只有相位差，所以输

出x（t）的形式为

x（t）= ∑
�

i = 1

xisin（iωt +i）

由于相位差i和频率比
ω
ωn
成比例，比例系数设为α即i =α·

iω
ωn
，则

x（t）= ∑
�

i = 1

xisin iωt +α
iω
ω( )

n
= ∑

�

i = 1

xisin iω t + α
ω( )[ ]

n

这时由于幅值比恒定且趋于 1，即
xi

yi
= 1，

则 xi = yi

令 t +α
ωn

= t'

得 x（t）= ∑
�

i = 1

yisin iωt

可见输出没有因相位差发生畸变，只是在总的时间上有所延迟。
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2. 压电式加速度传感器

压电式加速度传感器是以某些物质的压电效应为基础的。

所谓压电效应是物质在受机械力作用而发生变形时，其表面产生电荷的现象，见图 6 - 8，

或者在电场的作用下物质变形的现象。前者常称为顺压电效应，后者常称为逆压电效应。压

电式变换器利用了这些物质的顺压电效应。

图 6 - 8 几种形式的压电效应

（a）纵向效应；（b）横向效应；（c）切向效应

图 6 - 9 压电晶体变换器的各种受力形式

具有这种压电效应的物质很多，天然形成的晶

体有石英、电气石等，某些盐类如酒石酸钾钠、磷酸

铵等，近年来又制成了人工的多晶陶瓷，如钛酸钡、

锆钛酸铅等。

压电晶体不但有纵向压电效应和横向压电效

应，而且很多压电晶体还具有剪切压电效应和体积

应变效应，因而它可以制成各种不同支承形式和受

力状态的变换器，见图 6 - 9所示。

根据压电晶体压电效应的不同，压电式加速度

传感器可分为中心压电效应式、体积压电效应式、剪

切压电效应式及弯曲压电效应式。下面以图 6 - 10

的中心压电效应式加速度传感器来说明其工作原理。两块压电晶片 1中间安放导电铜盘 2，

在压电晶体的上方利用弹簧 4固定质量块 3，为了防止在测量过程中质量块脱离压电晶体片，

必须给弹簧一定的预紧力。整个组件安装在厚基座壳体 6内，基座上有供使用时安装传感器

的螺孔或电磁吸铁。

当传感器满足ωωn 时，质量块的相对位移正比于被测加速度，其值等于压电晶体片的

变形量 x。当被测振动加速度为 a = a0sin（ωt +φ）时，作用在压电晶体上的力

F = CX = βC
a0

ω2
n
sin（ωt +φ） （6 - 7）

式中，C———压电晶体片的刚度；

β———质量块位移和被测加速度之比的比例常数，对图 6 - 10而言β= 1。
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图 6 - 10 中心压电效应式加速度传感器

压电晶体片受力后产生的电荷为

q = KF = KβC
a0

ω2
n
sin（ωt +φ） （6 - 8）

式中，K为压电常数。

显然，在 K，β，C，ωn 一定时，传感器产生的电荷和被测加速度成正比。

由于压电晶体加速度传感器没有阻尼器，空气阻尼引起的阻尼率又很小，常为ξ= 0. 01 ～
0.05，因此，相位差几乎为零。它与被测频率也几乎无关，因而不会引起相位畸变。

3. 电荷放大器

由于压电式变换器的输出阻抗非常高，并且其输出信号是数量很小的电荷，因此必须采用

输入阻抗极高的一种放大器与之相配合，否则压电变换器产生的电荷就要经放大器的输入电

阻释放掉。采用通常的电压放大器同压电变换器配合时，其缺点是：由变换器到放大器间的传

输电缆电容对测量结果影响很大，传输距离较短；测量频率响应的下限不宜做得很低。因而往

往采用电荷放大器与压电变换器相配合。电荷放大器的优点是，对传输电缆电容不敏感，传输

距离可达数百米，并且低频响应好，可做到 0 . 003 Hz或更低，因而适于低频或超低频测量。然

而电荷放大器的缺点是内部噪声较大，而且成本较高。

图 6 - 11为压电变换器、电缆和电荷放大器等效电路图。现忽略电阻 Rt和 Rf
0
，qt为在压

电变换器内部电容 Ct和在电缆分布电容 Cc 上存蓄的电荷，qf为在反馈电容 Cf上存蓄的电

荷。压电变换器所产生的电荷，全部被存蓄在电容 Ct、Cc以及 Cf上，则存在如下关系式：
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图 6 - 11 压电变换器、电缆、电荷放大器等效电路图

eo = - Kei

ei - eo =
qf

Cf

ei =
qt

Ct + C













c

（6 - 9）

由此得到

q = qf
Ct + Cc

Cf
·

1
1 + K

ei =
qf

Cf
·

1
1 + K

eo = -
qf

Cf
·

1
1 +













K

（6 - 10）

当运算放大器的放大倍数十分大时，即

K1，则由上式得

ei ≈ 0

qt ≈ 0

eo ≈-
qf

C










f

（6 - 11）

由此可见，当 K充分大时，输入电压 ei 接近零；压电变换器产生的电荷（qf + qt），可以认

为就等于存蓄在反馈电容 Cf上的电荷 qf，这样一来，输出电压 eo便同压电变换器产生的电荷

qf成比例，实现了对电荷的直接测量；并且输出电压 eo的灵敏度只取决于反馈电容 Cf，而同

变换器内部电容以及电缆的分布电容无关。因此电荷放大器对电缆电容不敏感，传输距离可

达数百米。

由于输出灵敏度取决于 Cf，所以，电荷放大器的灵敏度调节，都是采用切换运算放大器反

馈电容 Cf的办法。Cf一般为 10 pF ～ 0.1μF。Cf越小电荷放大器的灵敏度越高，但 Cf不能过

小，否则 qt≈0和 ei≈0的关系将不成立。

其次，电荷放大器的传输特性取决于反馈电容 Cf和反馈电阻 Rf。电荷放大器的下限截

止频率 fc为

fc =
1

2πRfCf

Rf可以取 1010Ω，这样，电荷放大器的下限频率可做得很低。低频响应好，不但可以测量
超低频信号，而且电荷放大器可以进行静态校准。通常电荷放大器都设置内标定装置。

由于下限截止频率 fc 取决于 Rf，因而电荷放大器的下限频率调节都采用切换反馈电阻

Rf的方法。

电荷放大器对电荷很敏感，因而噪声电荷将引起干扰，所以电荷放大器的输入端，要采取

妥善的屏蔽、接地措施。

电荷放大器在输出端，通常都设置有低通和高通滤波器，以便选择所需频率，抑制掉其他

频率成分。
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第三节 汽车车身结构模态试验方法

一、结构固有振动特性的基本概念

1. 结构的固有振动特性

从力学观点看，车身结构是一弹性体，具有无限多自由度。但在研究车身各种动力现象

时，常把它简化成一具有 n 个自由度的线弹性系统。认为结构阻尼是黏性阻尼时，车身结构

的动力方程可写成

［M］｛X"｝+［C］｛X'｝+［K］=｛X｝ （6 - 12）

式中 ［M］———结构的广义质量矩阵，为 n × n 阶；

［C］———结构的广义阻尼矩阵，为 n × n 阶；

［K］———结构的广义刚度矩阵，为 n × n 阶；

｛X｝，｛X'｝，｛X"｝———结构广义坐标的位移、速度和加速度列阵；

｛F｝———结构承受的广义外力列阵。

设对应系统 n 个固有频率的振型矢量为

｛Z1｝=

Z11

Z21


Zn




















1

，｛Z2｝=

Z12

Z22


Zn




















2

，⋯，｛Zn｝=

Z1n

Z2n


Z




















nn

（a）

由振型矢量所构成的主振型矩阵为

[ ]Z =［Z1，Z2⋯，Zn］=

Z11 Z12 ⋯ Z1n

Z21 Z22 ⋯ Zn2

   
Zn1 Zn2 ⋯ Z











nn

（6 - 13）

利用主振型的正交性，有

［Z］T［M］［Z］=

M1 0

M2

0 M









3

= diag［Mi］ （b）

［Z］T［K］［Z］=

K1 0

K2

0 K









3

= diag［K2i］ （c）

这里 diag［Mi］，diag［Ki］都是对角矩阵。结构的第 i 阶固有频率为

ω
i = Ki / M槡 i

结构内部的阻尼规律很复杂，通常在结构各固有振型之间存在阻尼耦合，但对阻尼较小的

结构，常可略去其耦合作用。假设阻尼矩阵［C］满足条件
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［Z］T［C］［Z］=

C1

C2


C











n

= diag［Ci］ （e）

则利用下述坐标变换

｛X｝=［Z］｛q｝ （6 - 14）

可使方程（6 - 12）解耦。

将式（6 - 14）代入式（6 - 12），再前乘以［Z］T，有

［Z］T［M］［Z］｛q"｝+［Z］T［C］［Z］｛q'｝+［Z］T［K］［Z］｛q｝=［Z］T｛F｝

diag［Mi］｛q"｝+ diag［Ci］｛q'｝+ diag［K］｛q｝=｛P｝ （6 - 15）

式中，｛P｝=［Z］T｛F｝。方程（6 - 15）已取得解耦形式，因此，称｛q｝为系统的主坐标，而变换式

（6 - 14）称为主坐标变换。

结构的广义质量、广义刚度和广义阻尼是进行各种动力响应计算时所需的动力参数；结构

的固有振型，相应于固有振型的固有频率仅和结构本身的特性有关，称为结构的固有振动特

性。它们既可通过计算也可通过试验来确定。对重要结构一般以试验结果为设计依据。

2. 固有振型的分离

n 个自由度系统的振动是由 n 个独立的位移坐标确定的，若使这 n 个坐标的振动规律相

同，即这 n 个坐标的位移保持一定的比例关系，则系统呈现一定的振动模态。

对阻尼较小的结构，可以近似地认为实际结构在自由振动时，能保持它的固有振型及固有

频率不变（严格地说，在阻尼的作用下，结构的振动频率略有减小，振幅不断衰减）。为了保持

稳定的振幅以便测量，必须加上一定的激振力，使结构做强迫振动。下面就来研究使强迫振动

呈现一定的固有振型的问题。

设｛X｝为结构振动的位移，系统各阶固有振型为｛Zi｝，以 qi 表示第 i 阶主坐标（i = 1，2，

⋯，n），则系统发生第 i 阶主振动时的运动方程即为（6 - 15）式。

在一般情况下，系统的振动可表示为各阶主坐标的叠加。若以 t 表示时间，则

｛x（t）｝= ∑
n

i = 1

ai｛Zi｝qi（t） （a）

式中，ai 是由初始条件决定的常数。

我们的目的是使它能只出现单一的第 i 阶固有振型，即

｛x（t）｝=｛Zi｝qi（t）

qi（t）≠ 0，qk（t）= 0（k ≠ i{ ）
（b）

为了只出现第 i 阶固有振型，只要使激振力仅包含第 i 阶固有振型的广义力，而对其它所

有振型的广义力均为零，即在式（6 - 15）式中使

Pi =（Ki + jciω - Miω2）qi

Pk ≠ 0 （k = i{ ）
（6 - 16）

式中 j 槡= - 1。这也就是说，使激振力和所有其他固有振型正交即可。

现 在来研究它对阻尼耦合的影响。对阻尼较小的结构，［C］矩阵的元素比起diag［Mi］或

diag［Ki］矩阵的元素来说是较小的量。假定振动频率等于第 i 阶固有频率，并远离其他固有
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频率，当激振力满足式（6 - 16）时，所得到的强迫振动，主要是 qi（t）一项，［C］矩阵非对角元素

的耦合作用所引起的其他振型的振动很小，可以略去不计。

如果激振频率正好等于第 i 阶固有频率，并远离其他固有频率，则式（6 - 15）中第 i 阶固

有振型下系统的弹性力将与惯性力互相平衡。为使强迫振动只含 qi 一项，激振力的分布应和

该振型下阻尼力的分布一致，亦即

Pi ∝ Cji （6 - 17）

如果不一致就会引起其他振型的振动。不过即使 Pi 和 Pj属同一数量级，且 Fi 不满足式（6 -

17），其所引起的第 j阶振型的振动比第 i 阶的仍要小得多。

因此，只要激振力频率等于第 i 阶固有频率，其分布不和第 i 阶固有振型正交（Pi≠0），结

构就发生这一固有振型的共振，而其他固有振型的振动较小。

总之，当激振力为任意分布时，一个多自由度系统的强迫振动，一般包括各固有振型的振

动；但当激振频率达到第 i 阶固有频率而和其他固有频率相差较多时，则发生第 i 阶共振，可

近似地把结构各点合成振动的振幅作为第 i 阶固有振型的振幅。当激振力的分布只包含第 i

阶固有振型的广义力而和其他振型正交时，只有在阻尼矩阵为对角线矩阵时，结构的振动才呈

现单纯的第 i 阶固有振型；否则，由于阻尼耦合也要引起其他固有振型的振动，但阻尼耦合所

引起的振动很小，因而可以略去。当结构的两个固有频率相当接近时，应使激振力的分布和其

中的一个正交，从而分离出这两个固有振型来。为了要得到共振时纯粹的第 i 阶固有振型，则

激振力的分布应满足式（6 - 17），而不是符合该振型下的惯性力分布。

当然，在预先不知道结构固有振动特性的情况下，不易找到合适的激振力分布，在试验中

往往要经过反复调整。

二、车身结构固有振动特性的测定

车身结构固有振动特性的测定，大都是在台架上进行共振试验。此外，还可采用其他方

法，例如，结构在平衡位置受到突然冲击或从变形状态突然释放。前者会引起高阶固有振型的

自由衰减振动，后者会引起低阶固有振型的自由衰减振动。利用这两种试验，可测定结构的固

有频率和阻尼，由于这种衰减振动是由若干固有振型叠加而成，故不宜用来测定固有振型。又

如，使结构先达共振状态，突然截断激振力，可引起结构单一固有振型的自由衰减振动。随着

瞬态振动与随机振动测试方法的不断发展，已出现瞬态激振与随机激振的方法。下面简要介

绍利用台架共振试验来测定车身结构固有振动特性的方法。

（一）试件支撑

测定车身结构的固有振动特性时，希望车身结构的振动是完全自由而不受任何约束作用

的。这就要求支撑对试件的作用力是一平衡车身结构重量的常数，而其在振动时额外引起的

弹性力、惯性力、阻尼力等都很小，均可略去不计。支撑件本身的质量、阻尼可以做得很小，但

既要它产生较大的静载荷又同时具有很小的刚度（致使产生的弹性力可以忽略），则比较困难。

理论分析和实践均已表明，当车身结构在支撑件上的固有频率与车身结构所关注的固有频率

之比小于 1 /3时，测量得到的车身结构固有频率的误差小于 1%，支撑件的弹性力对车身结构

固有频率和固有振型的影响即可忽略。

为满足上述要求，常用的方法有：橡皮绳悬挂，线性弹簧支持或悬挂。用这样的方法，可使
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支撑的固有频率很低，参见图 6 - 12。

图 6 - 12 用橡皮绳将大客车车身吊起

（二）激振系统

1 .激振信号

激振是通过激振器实现的，激振器由功率

放大器来控制。在研究车身结构振动时，最重

要的一方面是分析较低阶固有模态。

功率放大器是按照输入信号来控制激振器

的。输入信号有多种，其激振效果也不一样，常

用的有以下几种：

（1）正弦波扫描

这是最典型的输入信号，并能取得较好的

结果。该方法是用正弦波信号在试验频率范围

（对车身结构一般在 0 ～ 200 Hz）对试件进行频

率扫描。然后，再对试件固有频率的部位及其，

周围逐点进行细致的扫描，以便得到更加精确的结果。

正弦波扫描可以是缓慢而连续的，有利于提高分析精度。但是大多数正弦扫描信号发生

器是离散步进式的，也就是说激振信号频率不是连续变化的，而是以步进式改变，这时一般要

求步进频率增量要小于傅立叶变换时的分析频带带宽，否则试验分析处理会失败。

（2）脉冲法

一般采用锤击法可以得到传递函数，但是锤击法重复性较差。

用计算机输出脉冲信号控制激振器，脉冲信号的峰值、脉宽等参数可以严格控制，比较稳

定。但是脉冲信号法像锤击法一样，由于能量较小，可能丢失模态，而且精度较差。

（3）白噪声激振

利用白噪声发生器发出的信号控制激振器，其特点是信号的功率谱是平直的，能量均匀分

布在很宽的频率范围内。例如用 0 .2 ～ 200 Hz的白噪声信号来控制激振，这对于车身结构激振

试验是比较合适的。

（4）伪随机信号激振

采用计算机或一些数字仪器发生的随机信号，大多是伪随机信号，是周期性的。信号的周

期与采样时间取得一致时，可以减少泄漏现象。虽然功率谱不像白噪声那样平直，但是没有明

显过大的起伏。该方法基本上具备了白噪声激振的特点。

2 .激振方法

由于单点激振能量有限，对于较大的测试对象，一些远离激振点的测量信号的结果往往误

差较大，所得到的传递函数的相干函数值也较低，从而影响模态参数识别的精度。近年来所提

出的多点激振法可以避免激振点布置在某阶模态振型的节点上，而测不出这阶模态的缺点。

因为一般不可能将几个激振器安装在同一模态的节点上，而多点激振能量较大，不易漏掉可能

有的模态。

若激振点正好处在某固有振型的节点上或非常接近时，该振型的振动就不会产生。因此，

单点激振的激振点通常放在车身的前端或后端等处，这些地方不可能是节点的位置。对多点
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激振，测量车身结构固有振动特性多采用两点激振或四点激振。两点激振或四点激振的激振

点一般对称地布置在车身左右两侧。

（三）测量

测量车身结构的固有频率，实际上就是测定试验共振频率。对于单点或多点激振，利用结

构某一点的振幅共振即可确定共振频率，这种点称为测量点。为提高可靠性，可多选几个测量

点。测量时，通过激振器激振，首先在整个频率范围内（对大多数车身结构为 0 ～ 200 Hz）粗测

一遍振幅，频率间隔可大些，能观察出各共振高峰区域即可。然后在共振区域附近，进行精确

测量，频率间隔取小些，例如 0 .1 Hz或更小，使之能够正确测出共振频率，使结构保持在某一

共振频率下，测出各测量点的振幅及相位，即可求得其振型。

测量点的数目视车身的大小及振型阶次而定，考虑到蒙皮刚度较小，测量点选在车身结构

的骨架上。

确定结构固有振动特性的具体测量方法与分析方法多种多样，其原理各不相同。但是，它

们都是以结构受迫振动时的特征为基础，其出发点都是结构振动的基本动力方程。结构的固

有振动特性既然是结构固有的性质，当然不应随着测量及分析的方法不同而有所差异。但是，

由于各种方法都采用了各种假设，因而都含有一定的误差。实践证明，当线性假设基本成立

时，对于小阻尼单自由度系统，各种方法所得结果基本相同；对于多自由度系统，在小阻尼情况

下，只要实现单一模态，各法的误差都不很大。

第四节 数据处理

随着微电子技术和信号处理技术的发展，在工程测试中，数字信号处理方法得到广泛的应

用，已成为测试系统中的重要部分。从传感器获取的测试信号中大多数为模拟信号，进行数字

信号处理前，一般要对信号作预处理和数字化处理。测试中的数字信号处理系统如图 6 - 13

所示。

图 6 - 13 数字信号处理系统

（1）预处理

预处理是指在数字处理前，对信号用模拟的方法进行的处理。把信号变成适于数字处理

的形式，以减小数字处理的困难。如对输入信号的幅值进行处理，使信号幅值与 A/D转换器

的动态范围相适应；衰减信号中不感兴趣的高频成分，减小混频的影响；隔离信号中的直流分

量，消除趋势项及直流分量的干扰等项处理。

（2）A/D转换

A/D转换是将预处理以后的模拟信号变为数字信号，存入到指定的地方。其核心是 A/D
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转换器。信号处理系统的性能指标与其有密切关系。

（3）分析计算

对采集到的数字信号进行分析和计算，可用数字运算器件组成信号处理器完成，也可用通

用计算机。目前分析计算速度很快，已近乎达到“实时”。

（4）结果显示

一般采用数据和图形显示结果。

一、采样、量化和相干性分析

数字化包括两个不同的工作：采样与量化。采样就是将连续信号转化为离散数据的过程，

而量化就是把采样点上的数据值转换成数字值。

1. 采样

对数据作分析时，采样通常是等间隔进行的。因此，问题就是如何确定一个适当的采样区

间。一方面，采样点靠得太近会产生相关和大量多余的数据，从而不必要地增加计算工作量和

成本；另一方面，采样点离得太远，就会在原始数据中间引起低频、高频分量的混淆，这通常就

称为混淆问题。它在具有模———数转换的数字处理中，是一个潜在的误差源，但在直接对数据

作模拟处理时不会出现。为了使采样的数据不发生混淆，采样频率应等于或大于信号最高频

率的两倍，即 fs≥2fm，或者说采样间隔不大于信号最小周期的 1 /2，即 Ts≤
1
2

Tm。

2. 量化

量化是用有限个允许值近似地代替精确值。通常，量化有截尾和舍入两种方法。所谓截

尾，是将二进制数的多余位舍掉。所谓舍入，是将二进制数的多余位舍去或舍去后再在最低有

效位上加 1，这与十进制中的四舍五入法相似。

若取信号 x（t）可能出现的最大值为 A，量化单位为Δ。当信号 x（t）落在某一小间隔内，

经过舍入法而变为有限值时，将会产生量化误差ε（n）。量化误差的最大值为 ±Δ/2，可以认

为量化误差在（- Δ /2，Δ/2）区间各点出现的概率是相等的，其概率密度为 1 /Δ，均值为零。可
以求得其标准差δs为 0 .29Δ。显然，量化单位Δ越大，则量化误差越大。对信号采集时，量化
增量的大小与 A/D转换器位数有关。如 8位的 A/D转换器Δ最大为 A/D转换器允许的工作

电压幅值的 1 /256。

3. 相干性分析

相干性是评价系统的输入信号和输出信号之间的因果关系，即输出信号的功率谱中有多

少是输入量引起的响应，在许多场合中是十分重要的。通常用相干函数来描述这种因果关系。

如果相干函数为零，表示输出信号与输入信号不相干。当相干函数为 1时，表示输出信号

与输入信号完全相干，系统不受干扰而且系统是线性的。相干函数在 0 ～ 1之间，则表明有如

下三种可能：①测试中有外界噪声干扰；②输出是输入和其他输入的综合输出；③联系输入和
输出的系统是非线性的。

二、均值、概率密度、相关函数数字处理

1. 均值

设数值序列｛un｝是由平稳且各态历经过程的样本 u（t）经采样得到（图 6 - 14），｛u（t）｝的
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均值由下式估计

 mu = u =
1
N∑

N- 1

n = 0

un （6 - 18）

式中，N =
Tr

Δt
为数据总数；Tr为一样本记录长度（以 s为单位）；Δt 为采样间隔。

由统计学知， mu是 mu的无偏估计。

图 6 - 14 u（t）采样曲线

在数学计算机上，计算 u 的常用算法有：

（1）直接算法

利用算术平均值 u 的定义式（6 - 18）直接计算。

（2）递推算法

令 u0 = u0n对 n = 1，2，⋯，N - 1计算中间均值

un =
n

n + 1
un - 1 +

1
n + 1

un = un - 1 +
1

n + 1
（un - un - 1） （6 - 19）

最后得 u = uN - 1。

（3）二次均值算法

u
- 

= u +
1
N∑

N- 1

n = 0

（un - u） （6 - 20）

比较上述三种算法可知，直接法的计算量最少；递推法可随时获得一系列中间均值 un，便于实

时处理；二次均值算式（6 - 20）中第二项，是为了消除数学计算机处理时大量数据舍入误差的

影响而采取的措施，从而提高了均值计算的精度，但需对原始数据进行二次处理。因此，只有

当计算精度要求高，数据量极多时，才宜采用。

实用中，为了简化其他统计量的计算，经常把原始序列｛un｝转化为零均值序列，令

x（t）= u（t）- u

则 x（t）就是从原始样本得到的零均值样本，它的数值序列｛Xn｝（ mx = x = 0）为

xn = x（t0 + nΔt）= un - u n = 0，1，2，⋯，N - 1 （6 - 21）

本节以后诸式，除另行注明外，均系式（6 - 21）给出的零均值数值序列。

2. 概率密度函数

｛x（t）｝的概率密度函数由下式估计

 f（x）=
Nx

NW
（6 - 22）

209



其中，W是以 x为中心的窄区间，Nx是数据落入（x ± W/2）的个数，N为数据总数。

如果要计算数据范围［a，b］内的概率密度，可按下列步骤计算：

（1）分［a，b］为 K个分区间，每个分区间的宽度为 W=
b - a

K
第 i 个区间的上端点为

di = a + iw，i = 0，1，2，⋯，K

其中 d0 = a；dk = b；。

（2）对数值序列｛xn｝进行分组，设

N0 =［满足 x≤d0的数据个数］；

N1 =［满足 d0 < x≤d1的数据个数］；

 
Ni =［满足 di - 1 < x≤di 的数据个数］；

 
Nk =［满足 dk - 1 < x≤dk的数据个数］；

Nk + 1 =［满足 x > dk的数据个数］。

于是数据序列被分成 K + 2组，且 N = ∑
K+1

i = 0

Ni

数字计算机上实现上述分组的方法之一，是依下列步骤检查每个 xn 的值：

① 如果 xn≤a，对 N0加上整数 1；

② 如果 a < xn≤b，计算 I =（xn - a）/ W。然后选择 i 为大于或等于 I 的最小整数，对 Ni

加上整数 1；

③ 如果 xn > b，对 Nk + 1加上整数 1。

（3）分组完毕后，即可按式（6 - 22）计算概率密度

 f（xi）=
Ni

NW =
Ni

N
K

b - a
（i = 1，2，⋯，K） （6 - 23）

式中，xi 定义在每个分区间的中点上，即 xi = a +（i -
1
2
）W。

如果需要得到某范围（di - 1 < x≤di）的概率，可按下式计算

 p（di - 1 < x ≤ di）=
Ni

N
（i = 1，2，⋯，K + 1） （6 - 24）

如果需要得到概率分布函数，则按下式计算

 F（di）=  p（x ≤ di）= ∑
i

j = 0

 pj =
1
N∑Nj（i = 1，2，⋯，K） （6 - 25）

3. 自相关函数

数字法计算相关函数，有两种方法：第一种是直接由｛Xn｝计算，第二种是先计算功率谱密

度，再以功率谱密度进行傅氏逆变换求得。这里仅介绍第一种方法。

设数值序列｛Xn｝（n = 0，1，2，⋯，N - 1）得自零均值样本 x（t），则｛x（t）｝在时移τ= rΔt 处

的自相关函数由下式估计

 Rr =  Rx（rΔt）=
1

N - r ∑
N- r - 1

n = 0

xnxn + r （6 - 26）
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式中，r———时移数；

m———最大时移数，m =τmax

Δt
，τmax是最大时移量。

由统计原理可知，式（6 - 26）确定的  Rr 是 Rr 的无偏估计。

4. 互相关函数

互相关函数的计算也有两种方法，这里仅介绍直接计算法。

设｛Xn｝和｛Yn｝是来自两个平稳样本 x（t）和 y（t）的数值序列，它们的互相关函数（在

τ= rΔt 时）用下式计算

 Rxy（rΔt）=
1

N - r ∑
N- r - 1

n = 0

xnyn +{ r

 Ryx（rΔt）=
1

N - r ∑
N- r - 1

n = 0

ynxn +{ r （6 - 27）

式中，r，m的意义同式（6 - 26）。

三、谱密度函数

1. 窗函数的概念

从有限长度样本得到的谱密度原始估计值珘Sx（f）（区别于后述的经平滑处理的估计值

Sx（f））用下式计算

珘Sx（f）=∫
τm

-τm

Rx（τ）e- j2πfτdτ （6 - 28）

式中 τm———相关函数 Rx（τ）的最大时移。
式（6 - 28）是用有限区间的积分来估计真实谱密度 Sx（f）。可以把珘Sx（f）看成是 Sx（f）在

［- τm，τm］区间截断的结果，这种截断必然导致误差的产生，是谱处理时必须考虑的一个问

题。

式（6 - 28）可以改写为

珘Sx（f）=∫
+ �

- �
u（τ）Rx（τ）e- j2πfττ （6 - 29）

式中矩形函数

u（τ）=
1 τ ≤τm

0 τ > τ{
m

（6 - 30）

u（τ）的傅氏变换为

u（f）=
2τm

sin 2πfτm

2πfτm
（f ≠ 0）

2τm （f = 0
{

）

（6 - 31）

它们的图形如图 6 - 15所示，根据傅氏变换的卷积定理，式（6 - 29）可写为

珘Sx（f）=∫
+ �

- �
Sx（f '）U（f - f '）df '

= 2τm∫
+ �

- �
Sx（f '）

sin2π（f - f '）τm

2π（f - f '）τm
df ' （f ' ≠ f）

（6 - 32）
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图 6 - 15 μ（τ）和 u（f）的图形

式中，Sx（f）为 Rx（τ）的傅氏交换。
式（6 - 32）表明，珘Sx（f）是 Sx（f）在整个频率域上与 U（f）卷积的结果（f ' = f 时，珘Sx（f）=

2τm∫
+ �

- �
Sx（f）df）。通常，把矩形函数称为窗函数，它在时域上的 u（τ）称为矩形时移窗，在频

域 U（f）上称为矩形谱窗。时移窗和谱窗互为傅氏变换。

2. 泄漏的概念

谱密度处理时，矩形窗函数的存在，使珘Sx（f）相对于 Sx（f）产生畸变。例如，设正弦函数

x（t）= A0sin（2πf0τ+φ），有

Sx（f）=
A0

2

2∫
+ �

- �
cos（2πf0τ）e- j2πfτdτ=

A0
2

2
［δ（f - f0）+δ（f + f0）］ （6 - 33）

即频率为 f0的正弦波的双边功率谱是在频率 ± f0 处的两个脉冲函数。如果以单边功率谱表

示，有

Gx（f）=
A0

2

2 δ（f - f0） （f ≥ 0） （6 - 34）

以式（6 - 33）代入式（6 - 34），得

珘Sx（f）=
A0

2

2 τm
sin2π（f - f0）τm

2π（f - f0）τm
+

sin2π（f + f0）τm

2π（f + f0）τ[ ]
m

（6 - 35）

对于 f > 0情况，令 f0和τm满足 0
1
τm

< < f0，则有

珘Sx（f）≈
A0

2τm

2
sin2π（f - f0）τm

2π（f - f0）τm
（6 - 36）

相应的单边功率谱为

珘Gx（f）≈ A0
2τm

sin2π（f - f0）τm

2π（f - f0）τm
（6 - 37）

它们在 f = f0处达最大值，即有

珘Gx（f）| max = 珘Gx（f0）= lim
ff0

A0
2τmsin2π（f - f0）τm

2π（f - f0）τm
= A0

2τm

Gx（f）及珘Gx（f）的图形如图 6 - 16所示。由图可知，由于积分区间的有限性，使 Gx（f）在 f0

处的脉冲，变成以 f0为中心的
sinθ
θ
型连续函数。这个连续函数在原来的脉冲位置 f0处达到最

大值 A0
2τm，从而形成谱曲线的主峰称为主瓣。在主瓣两侧还出现一系列小峰，称为副瓣。这

意味着，原来集中于一个频率的功率，由于副瓣的存在，被分散到一个较宽的频率范围上，这种
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功率分散的效应称为泄漏。泄漏效应的产生，降低了谱估计的精度。

图 6 - 16 正弦函数的理论谱 Gx（f）及珘Gx（f）原始估计谱

上述特例可以推广至任意类型的函数。图 6 - 17是某一任意函数谱估计时泄漏效应的影

响示意图。图中，（a）为某随机过程的真实单边功率谱，（b）为谱窗 U（f '）。按卷积的图解方法

得到原始估计值珘Gx（f）（见图 6 - 17（e）上的细实线，粗实线为 Gx（f）。由图看到，原来比较光

滑的 Gx（f）曲线，经用谱窗 U（f）卷积之后，得到的是一条具有“皱波”的非光滑曲线。皱波的

形成，完全是因为谱窗函数在主瓣两侧出现正负相间的副瓣，使珘Gx（f）偏离 Gx（f）所致，这种偏

离就是统计误差中的方差项，因此，为了减少统计误差，必须抑制泄漏。

3. 抑制泄漏的措施

从图6 - 17还可以看到，泄漏的过程取决于谱窗副瓣的大小。较小的副瓣，使乘积

Gx（f '）× U（f0 - f '）曲线下的负面积较小，于是珘Gx（f）曲线具有较小的皱波。因此，为了抑制

泄漏，应选择副瓣较小的谱窗函数。

工程上，提出了多种形式的谱窗，常用的有哈宁（Hanning）窗和海明（Hamming）窗。

（1）哈宁窗

哈宁时移窗的函数式为

d（τ）=

1
2

1 + cosπτ
τ[ ]

m
|τ|≤τm

0 |τ | > τ
{

m

（6 - 38）

相应的谱窗为

D（f）=
1
2

U（f）+
1
4

U（f -
1

2τm
）+

1
4

U（f +
1

2τm
） （6 - 39）

从上式可以看到，哈宁谱窗是由一个压低了 1 /2的矩形谱窗 U（f）和两个各左右位移
1

2τm
、峰高

为
1
4

U（f）的谱窗叠加而成。图 6 - 18为 D（f）的图形，图中虚线是三个变异矩形谱窗。

比较图 6 - 15与图 6 - 18可知，矩形谱窗 U（f）的主瓣高为 2τm，宽为
1

τm
，第一副瓣的高约

为主瓣高的 20%；而 D（f）谱窗的主瓣高为τm，宽为
2
τm
，第一副瓣高约主瓣高的 2 . 4%。可见，

哈宁窗的副瓣有明显的降低，达到了抑制泄漏的目的。但是它的主瓣宽却加大了一倍，这就是

说，减少泄漏是以展宽主瓣为代价的。主瓣的展宽意味着分析带宽扩展，从而使功率谱图形的
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图 6 - 17 泄漏效应对谱估计的影响

（a）随机过程单边功率谱；（b）窗谱；（c）翻转及位移后的窗谱；

（d）相乘后的图形（实线）；（e）卷积后的图形
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图 6 - 18 哈宁谱窗的构成

分辨能力降低。所以，为了减小统计误差中的方差项误差，必须抑制泄漏，降低副瓣高度，但导

致主瓣展宽，分辨力降低，增大偏度误差。反之，为了提高谱分析的分辨力，减小偏度误差，需

要收缩主瓣宽度，但导致副瓣加大，泄漏增加。因此，功率谱处理时，往往需要在提高分辨力减

少泄漏两者之间作折衷考虑。

2 .海明窗

海明时移窗的函数式为

w（τ）=
0.54 + 0.46cosπτ

τm
|τ|≤τm

0 |τ| > τ
{

m

（6 - 40）

相应的海明谱窗为

W（f）= 0.54U（f）+ 0.23U（f -
1

2τm
）+ 0.23U（f +

1
2τm
） （6 - 41）

式（6 - 41）和式（6 - 39）比较，两者结构一样，只是前者的系数作了调整，以进一步抑制泄漏，压

低副瓣高。海明谱窗的主瓣宽与哈宁窗一样，但主瓣高约为 1 . 08τm，第一副瓣高接近于零。

因此，减少泄漏的效果更好一些。

功率谱处理时，究竟选用哪种窗函数为宜，应根据相关函数的类型及对谱处理的精度要

求，并结合处理的实践经验决定。

必须指出，泄漏效应并没有使随机过程的总功率有所损失。例如，由式（6 - 33）得正弦函

数均方值的真值为

φx
2 =∫

+ �

- �
Sx（f）df =

A0
2

2

由式（6 - 35）得

φx
2 =∫

+ �

- �
Sx（f）df =

A0
2

2∫
+ �

- �

sin2π（f - f0）τm

2π（f - f0）τm
+

sin2π（f + f0）τm

2π（f + f0）τ[ ]
m

df =
A0

2

2

可见，随机过程的功率并无损失。

4. 数字序列的窗函数

采用数字技术进行功率谱分析时，需把上述连续函数的窗，泄漏的概念推广到离散数字序
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列的范畴。

设离散自相关函数为 Rxr = Rx（rΔt）= E（XnXn + r）（Xn，Xn + r是连续信号 x（t）第 n 点和

n + r 点的采样值。时移数 r = τ
Δτ
可取 - � < r < + � 的整数），则单边功率谱的离散形式可写

为

Gx（f）= 2Δt ∑
+ �

r = - �

Rxrcos（2πfrΔt） （6 - 42）

对于有限长度记录，时移 t 只能取有限区间 - τm到τm，故单边功率谱的原始估计值为

珘Gx（f）= 2Δt∑
m

r = - m

Rxrcos（2πfrΔt） （6 - 43）

式中，m =τm

Δt
为最大时移数。

同连续情形一样，上式可改写为

珘Gx（f）= 2Δt ∑
+ �

r = - �

uiRxrcos（2πfrΔt）

把频率区间［0，
1

2Δt
］作 m等分，得离散频率 0，

1
2Δtm
，

2
2Δtm
，⋯⋯，

k
2Δtm
，⋯⋯，

m
2Δtm
（其中 K =

0，1，⋯，m），故 2πfrΔt =πkr
m
。代入上式并简写珘Gx（f）=珘Gx（

k
2Δtm
）=珘Gx，则有

珘Gx（f）= 2Δt ∑
+ �

r = - �

urRxrcosπkr
m

（6 - 44）

式中 ur为矩形数字时移窗，由下式定义

ur =
1 | r |≤ m

0 | r | >
{ m

（6 - 45）

相应的离散傅氏变换

Uk = 2mΔt
sinπk
πk

（6 - 46）

称为矩形数字谱窗。

数字序列的谱窗，泄漏的概念类同于连续情形，并有相应的哈宁数字窗和海明数字窗。

1 .哈宁数字窗

哈宁数字时移窗为

dr =
1
2
（1 + cosπr

m
） | r |≤ m

0 | r | >
{

m
（6 - 47）

哈宁数字谱窗为

DK =
1
2

Uk +
1
4

Uk- 1 +
1
4

Uk+1 （6 - 48）

2 .海明数字窗

海明数字时移窗为
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wr =
0.54 + 0.46cosπr

m | r |≤ m

0 | r | >
{

m
（6 - 49）

海明数字谱窗为

WK = 0.54Uk + 0.23Uk- 1 + 0 .23Uk+1 （6 - 50）

5 . 平滑处理

前述抑制泄漏的措施，是通过对原始数据选用适当的窗函数达到。反映在频域上的效果

是珘Gx（f）的皱波减小。实际上这一效果也可以从另一角度达到，用矩形时移窗得到珘Gx（f）或

珘Gk，然后对珘Gx（f）或珘Gk进行光滑。数据处理中，常把原始估计值在频域上进行光滑化的措施

称为平滑处理。平滑的结果得到一条较为光滑的曲线，从而减少了谱处理的统计误差。

图 6 - 19 平滑处理示意图

图 6 - 19是珘Gx（k）平滑处理示意图，图中实线是珘Gx（k），虚线是 Gx（k）。平滑处理时，对

于 fk =
k

2mΔt
处的珘Gk值，参考前后两点 fk - 1 =

k - 1
2mΔt
和 fk + 1 =

k + 1
2mΔt
处的珘Gk - 1和珘Gk + 1值，以圆滑

过渡为准进行修正，称修正后的估计值为平滑估计值，记为  Gk，以区别于未经平滑的原始估计

值珘Gk。

平滑处理时，Gk用下式计算

Gk =
1
2

1
2
（珘Gk- 1 +珘Gk）+

1
2
（珘Gk +珘Gk+1[ ]）

=
1
4
珘Gk- 1 +

1
2
珘Gk +

1
4
珘Gk+1

（k = 1，2，⋯m - 1） （6 - 51）

在 k = 0及 k = m处，取

 G0 =
1
2
［珘G0 +珘G1］

 Gm =
1
2
［珘Gm- 1 +珘Gm

{ ］

（6 - 52）

式（6 - 51）和式（6 - 52）是平滑处理中常用的公式，但不是唯一的。
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6. 抑制泄漏与平滑处理的关系

为了建立两种方法的内在联系，先分析选用哈尔数字窗得到的  G
k ，参考式（6 - 44）得

 G
k = 2Δt ∑

+ �

r = - �

drRxrcosπkr
m

= 2Δt d0 Rx0 + 2∑
m- 1

r = 1

drRxrcosπkr
m +（- 1）kdmR[ ]xm

（6 - 53）

从式（6 - 47）得 r = 0时 d0 = 0；r = m时，dm = 0，于是

 G
k = 2Δt（Rx0 + 2∑

m- 1

r = 1

drRxrcosπkr
m
） （6 - 54）

在 k = 0处，有

 G
0 = 2Δt Rx0 + ∑

m- 1

r = 1

（1 + cosπr
m
）R[ ]xr （6 - 55）

另一方面，如果采用矩形数字窗，由式（6 - 44）得到 k = 0处的原始估计值为

珘G0 = 2Δt Rx0 + 2∑
m- 1

r = 1

Rxr + R[ ]xm （6 - 56）

在 k = 1处有

珘G1 = 2Δt Rx0 + 2∑
m- 1

r = 1

Rxrcosπr
m - R[ ]xm （6 - 57）

若按式（6 - 52）进行平滑处理，得

 G0 =
1
2
（珘G0 +珘G1）= 2Δt Rx0 + ∑

m- 1

r = 1

Rxr（1 + cosπr
m[ ]）

把上式与式（6 - 55）比较，得
 G0 =  G

0

同理，可证明

 Gm =  G
m

 Gk =  G
k

可见，用哈宁窗作抑制泄漏处理，与珘Gx（f）在频域上作平滑处理等价。数据处理时，是对

原始数据进行抑制泄漏处理，还是在频域上作平滑处理，可视数据处理的方便决定。

第五节 微型电动轿车车身结构试验模态分析

本节介绍某一骨架式电动轿车车身结构的模态试验的具体应用。

1 .试验测量和分析系统

试验测量分析系统由三大部分组成：试验激振系统、响应拾振系统、模态分析和处理系统，

具体的组成方式如图 6 - 20和图 6 - 21所示。其中试验激振系统包括信号发生器、功率放大

器和激振器；响应拾振系统包括加速度传感器、力传感器、电荷放大器及智能信号采集处理系

统；模态分析和处理系统主要是 DASP2000模态分析软件。
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图 6 - 20 试验测量分析系统连接关系

图 6 - 21 试验测量分析系统连接关系照片

2 .试验步骤

（1）试验数据采集点的布置原则

测点布置原则：

① 所布测点在 DASP软件中的连线应能显示车身骨架形状，如图 6 - 22所示。

② 所布点应处于车身刚度较大位置，一般为车身骨架上。对于钣金件，则布置在筋上。
（2）选取激振拾振方式与激振点

激振拾振方法：单点激振多点拾振的方法。在车身铅垂方向进行激振和拾振。

激振信号：频率在 0 ～ 150 Hz之间的白噪声。

激振点选取：激振点选在刚度大的车头位置，可以同时避开主要振型的节面，如图 6 - 23

所示。
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图 6 - 22 测点连线（测点数为 120个）

图 6 - 23 铅垂方向激振器同车身的连接

（3）车身支承

采用悬吊频率为 1 Hz的 4点支撑方式，用 4根橡皮绳在车身的悬架螺旋弹簧支座处把车

身悬挂起来，支承型式如图 6 - 24所示。

（4）布置试验仪器，做试验仪器标定

（5）进行数据采集
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图 6 - 24 车身支承型式

采样频率为 500 Hz。信号平均次数为 100次。每一批拾振传感器为 8 ～ 10个，通过移动传

感器分批进行测量。虽然大大增加了试验工作量，但可以减小传感器附加质量的影响，提高测

试精度。

（6）在 DASP软件中处理试验数据

3 .数据处理及试验模态分析

各测点的传递函数试验数据处理与试验数据的采集现场同步进行，每采好一批信号，当场

观察其信号的相干性，只有峰值频率的相干系数在 0 .8以上的信号才有效，对符合要求的信号

马上进行传递函数的处理，这样可以提高试验数据的准确率，避免数据不合要求后的重复试

验。最后完成车身及部件的模态定阶及拟合工作。

通过铅垂方向激振、加速度测试及分析，采用传递函数集总平均后定阶处理，拟合后的模

态参数如表 6 - 1所示。

表 6 - 1 铅垂方向低阶振动模态参数

阶数 频率 /Hz 模态刚度 模态阻尼 阻尼比 / %

1 1.592 1.00E + 02 7.40E - 01 7.396

2 35.982 5.11E + 04 1.81E + 00 0.801

3 53.532 1.13E + 05 1.56E + 00 0.463

4 62.290 1.53E + 05 2.67E + 00 0.683

5 65.304 1.68E + 05 2.29E + 00 0.557

6 73.119 2.11E + 05 2.57E + 00 0.56

7 77.183 2.35E + 05 2.70E + 00 0.557

8 83.599 2.76E + 05 1.56E + 00 0.297

9 89.729 3.18E + 05 3.26E + 00 0.578

10 93.897 3.48E + 05 2.88E + 00 0.488

11 99.960 3.94E + 05 2.23E + 00 0.355

12 103.819 4.26E + 05 1.75E + 00 0.268
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试验测得前十阶模态振型描述如表 6 - 2所示。车身工程中关注的一阶扭转和一阶竖直

弯曲模态振型图如图 6 - 25和图 6 - 26所示。图中虚线表示未变形模型，实线表示变形后模

型。

表 6 - 2 前十阶模态振型描述表

阶数 频率 /Hz 模态振型描述

1 1.592 悬吊模态

2 35.982 车身一阶扭转模态

3 53.532 电瓶盒后部竖直弯曲模态

4 62.290 电瓶盒前中部竖直弯曲模态

5 65.304 车身一阶竖直弯曲模态

6 73.119 上车身骨架局部模态

7 77.183 上车身骨架局部模态

8 83.599 行李仓局部模态

9 89.729 电瓶盒竖直弯曲模态

10 93.897 仪表板与上车身骨架局部模态

图 6 - 25 车身一阶扭转模态（35.982 Hz）
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图 6 - 26 车身一阶竖直弯曲模态（65.304 Hz）

4 .误差分析

（1）悬挂误差

为了模拟车身的自由支承状态，在模态试验中用柔软的橡皮绳悬挂车身，在数据处理中得

到此次试验的第一阶模态值为 1 .592 Hz，这就是由橡皮绳悬挂所带来的悬挂误差。由于该频

率值远小于一阶扭转频率 35 .982 Hz的五分之一，所以此次试验中由于橡皮绳悬挂所带来的误

差可以忽略。

（2）传感器附加质量误差

在此次试验中，每批数据的采集都只用了 8 ～ 10个传感器，而且在每批数据的测点都较分

散，将由传感器附加质量带来的误差减到了最小。

（3）外部干扰

由于在每批试验数据采集后都实时进行了数据的相干性分析，只有峰值频率的相干系数

在 0 .8以上，才认为试验数据可靠，因此认为试验中由于外部干扰带来的误差影响较小。

5 .试验结果分析

该车身的一阶扭转频率达到 36 Hz，一阶竖弯频率为 65 Hz。将该车的模态数据与国内某

些小汽车的相关数据进行对比，可以发现该车车身骨架的扭转、弯曲模态值都较高，说明这种

空间骨架式的车身结构刚性较传统车身要大。在电动汽车当中，与同类车身结构的大宇 DEV3

一阶扭转频率 25 Hz相比，该车车身刚性也较大（见表 6 - 3）。

表 6 - 3 各车辆整体模态对比

本试验车型 桑塔纳改型皮卡 NJ6400汽车 大宇 DEV3

一阶扭转频率 /Hz 36 21.5 15. 6 25

一阶弯曲频率 /Hz 65.3 28 25.6 -

从整体模态和局部模态的数值及其分布来看，该车整体模态值高，局部模态分布呈车身的

前后弱，中间强，上车身弱，下车身强的态势。这样的局部模态分布是十分合理的，既有利于支

承较重的电池，又能使车身骨架结构更加轻量化。
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思 考 题

1 .汽车车身结构模态试验主要仪器、设备和传感元件有哪些？

2 .电磁激振器的主要参数有哪些？

3 .压电式加速度传感器为什么必须匹配电荷放大器一起工作？

4 .什么是车身结构固有振动特性？

5 .测量车身结构固有振动特性时，如何进行固有振型分离？

6 .测量车身结构固有振动特性时，如何进行支承？

7 .测量车身结构固有振动特性时，常用哪些激振信号？测点如何选择？

8 .随机信号处理的采样原则是什么？随机信号处理的常见处理参数有哪些？

9 .功率谱密度处理时，为什么要选用窗函数？如何选择？
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