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内容提要
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丛书总序

为了使普通高等学校理工类专业的大学生更好地学习"掌握基础

课和专业基础课知识!我们组织出版了这套+三一,丛书!目的就是提供

一流的学习资源#使大家共享一流教师的教学经验和教学成果#为今后

的学习打下良好的基础#

西安交通大学是国内仅有的几所具有百年历史的高等学府!是首

批进入国家+$//工程,建设的七所大学之一!/!!!年被国家确定为我

国中西部地区惟一一所以建设世界知名高水平大学为目标的学校#西

安交大历来重视本科生教学!/!!&年成为全国首家本科教学评估为优

秀的大学#学校拥有国家级"省部级"校级教学名师数十名!具有丰富

的"一流的教学资源#本丛书均由西安交通大学长期在教学一线主讲

的教授"副教授主编!他们具有丰富的基础课"专业基础课教学和辅导

经验#丛书作者们在长期的教学实践中!深深了解学生在学习基础课$

专业基础课时的难点和困惑点之所在#对如何使学生更有效地学习$掌

握课程的基本知识和解题技巧进行了深入的探索和研究#并将成果体

现于书中%

本丛书针对中少学时课程的特点和教学要求!以普通高等学校的

学生为主要对象#不拘泥于某一本教材#而是将有特色和使用量较大的

各种版本的教材加以归纳总结#取其精华!自成一体#书中对课程的基

本内容"研究对象"教学要求"学习方法"解题思路进行了全面"系统的

总结和提炼!按基本知识点"重点与难点"典型题解析"自我检测题等环

/



节进行编排#本丛书既可单独使用!也可与其他教材配合使用#

我们衷心希望本丛书成为您大学基础课和专业基础课学习阶段的

良师益友!帮助您克服困难!进入大学学习的自由王国!并祝您早日成

为国家的栋梁之材-

在学习使用过程中!您如果发现书中有不妥之处或有好的建议!敬

请批评指正并反馈给我们!我们会进一步改进自己的工作!力争使您满

意#

真诚感谢您使用西安交大版图书#

西安交大出版社网址&7889&%%9:;<<5=>8?5;@?5AB

7889&%%CCC5=>8?9:;<<5AD3

理工医事业部信箱& >@EFG2/%/$&5AD3

西安交通大学出版社

$%%&年&月

$



前!言

数学物理方法是大部分理工科专业的必修课程!课程目的在于培
养学生运用数学方法分析"解决物理问题的能力#由此决定的本课程
特点为$第一!涉及到的数学知识广泛%第二!涉及到的物理概念多%第
三!计算较繁#除此之外!一般来说!本课程计划内学时不含习题课#
因此!多数学生在学习本课程时感到较微积分等数学课困难#为了帮
助学生掌握本课程的基本内容!掌握用数学方法分析"解决物理问题的
基本方法!作者根据自己多年的教学经验!精心挑选了/,%道&大’题!
并全部亲自推导演算!分析讨论!编成本书#本书力图突出数学概念和
物理意义!突出解题思路的分析和知识的内在联系与灵活运用#
在每章"节的前面提出本章"节的基本要求和主要内容!并对每个

例题给出注释!对解题的方法与思路进行分析"讨论!以加深读者对知
识的深入理解#
本书共分!章!第/&.章为复变函数部分!与其内容体系大体一致

的教材是西安交通大学编写的(复变函数)%第-章为积分变换部分!第&
&!章为数理方程与特殊函数部分!与其内容体系大体一致的教材为原
南京工学院编写的(积分变换)"(数学物理方程与特殊函数)#但为了例
题编写的方便"集中!本书在内容的组织上作了适当的调整与增减#
为了方便读者!本书在每章编入了一定量的练习题!并附有答案或

提示#
由于时间仓促!编写中定有不少错误与不足!敬请读者批评指正#
在本书的编写过程中得到西安交通大学出版社的大力支持!在此

致以谢意*
编!者

$%%&年&月于西安交通大学
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书书书

第!章!复数与复变函数

!!!!复数的表示与代数运算

!!!!!!基本要求

!!掌握复数与复平面点的一一对应概念!认识复数的无序性!

"!掌握复数的三种表示形式及模与辐角概念"共轭复数概念!

#!熟练掌握复数的代数运算"共轭运算及其几何意义!

!!!!"!内容提要

!!平面点#"!#$与复数"$%#&$一一对应!无穷远点记作’!

"!复数的三种表示

!代数式!$&"$%#%"指数式!$&!(
%"%#三角式!$&!#)*+"$%+%,"$-

!& ""$#槡 "称为$的模!记作"$"!"称为$的辐角!记作./0$!将满足1$#

"2$$#或2$"2#"$$的"值称为./0$的主值!记为3/0$!2与’无辐角!"$"&2

%$&2!"$"&$’ %$&’!
当取1$#3/0$$$时!有关系

3/0$%

3/)43,#
"

$
"

& $
"

$’3/)43,#
"

&$’3/)43,#

&

’

( "

!!

")2!
!

"%2且#)2!
!

"%2且##2!
!

"#2且#*2!
!

"#2且##2!
!

!!#!代数运算规则

!$#"!$%#!$5#""$%#"$&#"!5""$$%##!5#"$

&!&



"$#"!$%#!$#""$%#"$&#"!""1#!#"$$%#"!#"$""#!$

或$!$"&!!!"’)*+#"!$""$$%+%,#"!$""$(&!!!"(
%#"!$""$

#$"!$%#!

""$%#"
&"!""$#!#"

""
"$#"

"
$%""#!1"!#"

""
"$#"

"

或$!

$"
&!!

!"
’)*+#"!1""$$%+%,#"!1""$(&!!

!"
(%#"!1""$

!#"$""+2$

6$$(&!
(#)*+("$%+%,("$&!

((%("

特别地!!&!时有7(8*%9/(公式

#)*+"’%+%,"$( %)*+("’%+%,("

!!:$(槡$&
(

!(%槡 "&
(槡! )*+"$")$

( $%+%,"$")$# $( !#)&2!!!"!)!(1!$

6!距离不等式

!$"$!$$""$"$!"$"$""
"$"$!1$""*""$!"1"$"""
:!共轭复数性质

!$$!5$"&,$!5,$"!!6$#,$$
1

&$

"$$!$"&,$!&,$" :$$,$&"$""

#$ $!

$# $"
&
,$!

$"
;$$$,$&"<(#$$

!$1,$&"%=> #$$

!!!!#!例题解析

! !!给出$2 槡&1!$%#的三角式与指数式表示!
解!这里给出的是$2 的代数式表示!为求得其他两种表示式!首先应求出其

模与辐角!

?!"$2"& #1!$"$#槡#$槡 "&"

3/0$2&$$3/)43,#槡#1!
$&"

#$

@!$2&"#)*+"
#$$%+%,"

#$$!!!!#三角式表示$

$2&"(%"#$ #指数式表示$

注!本题的关键在于求出所给复数的模与辐角!并且注意点位于第二象限!故

!!3/0$2&#$3/)43,#2

"2
!

&"&



! "!给出复数$2& "%
1!$%
的代数式"三角式及指数式表示!

解!化简原式!得到$2 的代数式表示

$2 % "%
&!’%% "%#&!&%$

#&!’%$#&!&%$%!&%!!!!#代数式表示$

!!?!"$2"& !"$#1!$槡 " 槡& "!!!3/0$2&3/)43,#1!
!

$&1$
6

@!$2 槡& " )*+#1$
6

$$%+%,#1$
6’ ($ !!!!#三角式表示$

$2 槡& "(1%$6 !!!!#指数式表示$

注!本题的关键在于简化原表达式!同时注意点位于第四象限!故!3/0$2&

3/)43,#2

"2
!

! #!设$2+2!用$2 表示下列点*

!$$2 关于原点的对称点%

"$$2 关于实轴的对称点%

#$$2 关于虚轴的对称点!
解!注意到复数$&"$%#与平面点#"!#$的一一对应关系及平面点的对称

点知识!设$2&"2$%#2!由#"2!#2$关于原点的对称点为#1"2!1#2$!关于实轴

的对称点为#"2!1#2$!关于虚轴的对称点为#1"2!#2$!得*

!$$2 关于原点的对称点为1"2$%#1#2$&1$2%

"$关于实轴的对称点为"2$%#1#2$&,$2%

#$关于虚轴的对称点为1"2$%#2&1#"21%#2$&1,$2!
注!!!本题应用复数与平面点的一一对应关系!将问题转化为初等数学已知

知识"

"!当$2&2时!上述各对应点为$2 本身!

! $!设"*"#!!"+"&!!证明 +1*
!1+* &!!

证!证法一! ?! +1*
!1,+* &"+1*"

"!1,+*"
!故只要证明"+1*"&"!1,+*"即可!

?!"+1*""&#+1*$#,+1*$&"+""$"*""1,+*1*1+
由"+"&!!得"+""&!

@!"+1*""&!$"*""1,+*1*1+
又"!1+

1*""&#!1+1*$#!1+-*$&!$"+"""*""1+1*1+*1&!$"*""1+1*1+-*
&#&



@!"+1*""&"!1,+*""!由模的非负性知"+1*"&"!1,+*"!且

?!"+"&!!"*"#!!知++*!从而"!1,+*"+2!

@! +1*
!1+* &!

证法二! ?!"+"&!

@! +1*
!1+* & "+1*"

"+""!1+*"& "+1*"
"+1++*"&"+1*"

"+1*"&!

?!"+"&!!"*"#!!@!++*!即!"+1*"+2!
故上述分式有意义!
证法三!?!"+"&!!@!+,+&!!且",+"&!!则有

,+&*,
,!&,+*,% ,+&*,

,++&+*,% ,+&*,
,+,&,+&*,%,+&*,

,+&*,%!

!!#同证法二!"+1*"+2$!
注!!!证法一中用复数与其共轭之积表示模的方法是一基本的方法"

"!证法二采用模之积等于积之模性质"

#!证法三将原式中的!用+,+代换!再用积之模等于模之积性质"

6!虽证法一略繁于其它二方法!但具有一般性!

! %!设"+"#!!"*"#!!证明* +1*
!1+* #!!

证!证法一! 只要证"+1*"#"!1,+*"即可!

?!"+1*""&#+1*$#,+1*$&"+""$"*""1,+*1*+

"!1,+*""&#!1,+*$#!1+*$&!$"+"""*""1,+*1*+
由"+"#!!"*"#!!得#!1"*""$"+""#!1"*""

即!!!!"+""$"*""#!$"+"""*""

@!"+1*""#"!1,+*""!!!.!!!"+1*""

"!1+*""#!

即 ,+&*,
,!&,+*,% +&*

!&+* #!

!!证法二!只要证"!1,+*""1"+1*"")2即可!

?!"!1+
1*"" 1"+1*""&#!$"+"""*""1+*1+-*$1#"+""$"*""1+*1+-*$

&!$"+"""*""1"+""1"*""&#!1"+""$#!1"*""$

由"+"#!!"*"#!!得"+""#!!"*""#!

@!"!1,+*""1"+1*"")2
注!!!这两种证法采用了! 6题证法一的一般方法"

"!由上述证明立即可推出!当"+"#!!"*")!#或"+")!!"*"#!$时!有

&6&



+1*
!1+* )!!

! &!设$!!$"!$# 满足$!$$"$$#&2!且"$!"&"$""&"$#"&!!
证明*$!!$"!$# 为内接于单位圆的正三角形三顶点!
证!由条件!$!!$"!$# 均位于以2为心!!为半径的单位圆周上!不失一般性!

可设$!&!!$"&)*+""$%+%,""!$#&)*+"#$%+%,"#!则为证结论!只要证""&"
#$!

"#&1"
#$即可!

由$!$$"$$#&2得

!’)*+""’)*+"# %2 !

+%,""’+%,"# %2 "
故得!+%,""&1+%,"#&+%,#1"#$!@!"#&1""!!代入!得

!’)*+""’)*+#&""$%!’")*+"" %2

@!)*+"" %& !
"!!!!@!"" % "

#$!!"# %& "
#$

!!注!本题的关键在于对问题的恰当转化!否则较为麻烦!这里的假定不失一

般性!即一般情况下!作旋转变换$-&$(
1%"!#"!为$!的辐角$可变为$!&!的情形!

! ’!设复数$!!$"!$# 满足等式
$"1$!

$#1$!
&$!1$#

$"1$#
!证明

,$"&$!,%,$#&$!,%,$"&$#,

!!证!令*
$"1$!

$#1$!
&$!1$#

$"1$#
&$!#可设$+2!否则有$!&$"&$#!结论自然成立!$

只要证"$"&!即可!
对原式取模有

,$!&$#," %,$"&$!,,$"&$#, #!$

在原式两端同时减!并取模得

,$"&$#,
,$#&$!,%,$!&$",

,$"&$#,
故有 ,$"&$#," %,$!&$",,$#&$!, #"$

#!$.#"$得 $!&$#

$"&$#

"

% $"&$#

$#&$!

对比原式即得"$""& !
"$"!@!"$"#&!!于是"$"&!!由此得证!

&:&



注!此题结论说明若三复数满足所给比例等式!则该三点为等边三角形顶

点!

! (!设$&"$%#!证明*"""$"#"
槡"

$"$"$"""$"#"!

证!由"$"&""$%#"$"""$"%#"&"""$"#"!第二个不等式成立!现证第

一个不等式!即要证槡""$"*"""$"#"!

?!"$""&""$#"&""""$"#""*"""""#"

@!""$""*""""$"#""$"""""#"&#"""$"#"$"

于是得

槡",$,*,",’,#,

!!注!!!证明中用到三角不等式!

"!第一个不等式的等号当且仅当"&#时成立!即$&"#!$%$#"/)$

时等号成立"第二个不等式的等号当且仅当"#&2时成立!即$为一实数或纯虚

数时成立"

#!此不等式提供了一个对一般复数模的估计式!

! *!由等式"$!$%##1#$
:$#% &!$%确定实数"!#之值!

解!解法一!化简等式左端为代数式表示

’#"’!$’%##&#$(’:&#%(
:"’#" %:"’##&6

#6 ’%:#&#"&!A
#6

则由复数相等的概念可得方程组

:"’##&6
#6 %!

:#&#"&!A
#6 %

&
’

( !

即
:"’##%#A

&#"’:#%+ :"

解之得
"%!

#%+ !!

!!解法二!所给等式左端为两复数之商!由复数的四则运算可得等式

#"’!$’%##&#$% #!’%$#:’#%$%"’A%
可得方程组

&;&



"’!%"

#&#%+ A
!!!! 即得 !!

"%!

#%+ !!

!!注!解法二显然比解法一简便!这种方法既考虑到复数相等的概念!同时也

利用了商为积的逆运算这一性质!而解法一仅用了复数相等的概念!

! !+!将下列坐标变换写成复数形式

!$平移变换
"&"!$+!

#&#!$*+
!
!!!!"$旋转变换

"&"!)*+"1#!+%,"

#&"!+%,"$#!)*++ "
解!令$&"$%#!!$!&"!$%#!!!$!&+!$%*!!利用复数$&"$%#与平

面点#"!#$之间的一一对应关系可得

!$平移变换的复数形式为

$%$!’$!

!!"$旋转变换的复数形式为

$% #"!)*+"&#!+%,"$’%#"!+%,"’#!)*+"$

% #"!’%#!$)*+"’#"!’%#!$%+%,"

% #"!’%#!$#)*+"’%+%,"$%$!(
%"

!!注!!!由此题可见!平面上的平移变换与旋转变换公式在复数形式下是极简

单的"

"!由此结果可知!两复数和$!$$的几何意义是对$! 施行平移变换#沿

点$决定的矢量方向平移"$"距离$!而一复数与任一个模为!的复数相乘!即等于

对该复数对应的矢量施行旋转变换#旋转角度即为模为!复数的辐角"$!

! !!!证明恒等式

!$"$!$$"""$"$!1$"""&"#"$!""$"$"""$

"$"$!"$"$""& $!$$"

" 1 $!$槡 " $ $!$$"

" $ $!$槡 "

证!!$!证法一!设$!&"!$%#!!!!!!$"&""$%#"

则 ,$!," %""
!’#"

!!!!!!,$"," %""
"’#"

"

,$!’$"," % #"!’""$"’##!’#"$"

,$!&$"," % #"!&""$"’##!&#"$"

@!,$!’$","’,$!&$"," %"#""
!’""

"’#"
!’#"

"$%"#,$!,"’,$","$

!!证法二

,$!’$"," % #$!’$"$#,$!’,$"$%,$!,"’,$","’,$!$"’,$"$!

,$!&$"," % #$!&$"$#,$!&,$"$%,$!,"’,$","&,$!$"&,$"$!

&B&



二式相加得 ,$!’$","’,$!&$"," %"#,$!,"’,$","$

!!"$即要证"$!$$"1" $!$槡 ""$"$!$$"$" $!$槡 ""&"#"$!"$"$""$

令! $槡!&/!! $槡"&/"

则 ,/!," %,$!,!!!!!,/"," %,$",
于是

,$!’$"&" $!$槡 ",%,/"
!’/"

"&"/!/",%,#/!&/"$",%,/!&/","

,$!’$"’" $!$槡 ",%,/"
!’/"

"’"/!/",%,#/!’/"$",%,/!’/","

故由!$即得

,$!’$"’" $!$槡 ",’,$!’$"&" $!$槡 ",%"#,$!,’,$",$

!!注!!!恒等式!$有明显的几何意义%它表明平行四边形两对角线平方和等

于各边平方和!

!!"!"$为!$的直接推论!!$的证法二较证法一简单些!证法一由模的定义

出发!证法二用了共轭复数性质!

! !"!已知某正三角形之两顶点$!&!!$"&"$%!求另一顶点!
解!解法一!如图!!!所示!为得到另一顶点$#!只要将连接$! 与$" 的线段

绕$! 点旋转
!
#$#或1!

#$$即可!注意连接$! 与$" 的向量为$"1$!!故有

$#&$! % #$"&$!$(0%!#$

图!!!

!!@!$#&$!$#$"1$!$(
5%!#$

将$!&!!$"&"$%代入!得

$# %#0槡#
" ’%!0槡#

"

!!解法二!利用! B题的结果!如果$#

满足关系

$"&$!

$#&$!
%$!&$#

$"&$#

则$# 即为所求!将$!!$" 值及$#&"$%#
代入!得

!’%
#"&!$’%#%

#!&"$&%#
#"&"$’%#!&#$

注意由! B题知

!’%
#"&!$’%# %

#!&"$&%#
#"&"$’%#!&#$ %!

&A&



@!
#"&!$"’#" %"
#!&"$"’#" % #"&"$"’#!&#$+ "

解之得 "%#0槡#
"

!#%!0槡#
"

故 $# %#’槡#
" ’%!&槡#

" ! 和 !$# %#&槡#
" ’%!’槡#

"
均满足要求!
注!解法一利用复数的几何性质!为一基本方法!解法二利用! B题的结论!
本题运用了给复数乘模为!的复数即等于将此复数对应的矢量旋转一角度

的几何性质!

! !#!计算槡!$%!

解!解法一!令槡!$%&"$%#!则#"$%#$"&!$%!由此得

""&#" %!

""#%+ !
!

#!$

#"$

!!@!#""$#"$"&"!!?!""$#"*2

故得""$#" 槡& "!与#!$联立!并注意"#&!
")2#即实"虚部同号$得

"%0 槡"’!槡" !!!!#%0 槡"&!槡"

!!@! 槡!$%&5!
槡"

# 槡槡 槡槡"$!$% "1!$

解法二!由复数开方运算规则!有

!’槡 %%,!’%,!,"

)*+

$
6 ’")$

" ’%+%,

$
6 ’")$’

(

1

2"
!!#)%2!!$

当)&2时得

!’槡 %%
6槡"#)*+$

A ’%+%, $
A

$

%
6槡" !’)*+$

6槡 " ’%
!&)*+$

6槡
’

(

1

2"

% !
槡" 槡"’槡 !’ 槡% "&槡# $!

当)&!时得

&C&



!’槡 %%
6槡" )*+#$’ $

A
$’%+%,#$’ $

A’ ($
%

6槡"#&)*+$
A &%+%, $

A
$

%& !
槡"

# 槡"’槡 !’ 槡% "&槡 !$

!!注!解法一根据复数相等的概念!归结为解实数方程组!而解法二根据复数

开方的公式!为求得最后结果!利用了初等数学的半角公式!

! !$!如果复数+$%*是实系数方程1#$$&+2$($+!$(1!$)$+(1!$$+(

&2的根!则+1%*一定也是该方程的根!
证! 因为+2!+!!)!+( 均为实数!故,+2&+2!,+!&+!)!,+(&+(!且#$)$&

#,$$)!故由共轭复数性质有*1#$$&1#,$$!则由已知1#+$%*$32!两端取共轭得

1#+’%*$%1#+’%*$32%2

!!即1#+1%*$32!故+1%*也是1#$$&2之根!
注!此题仅通过共轭的运算的简单性质及实数的共轭为其本身即得证!此结

论说明实系数
!!!
多项式的复零点是成对出现的!这一点在代数学中早已被大家认

识!特别地!奇次实系数多项式至少有一个实零点!

!!"!复平面的点集与点列"复数项级数

!!"!!!基本要求

!!掌握复平面点集的邻域"内点"开集"连通集"区域"单连域"多连域的概念!

"!掌握复数列#点列$收敛的概念及收敛的充要条件!

#!掌握复数项级数收敛的概念及收敛的充要条件!

6-了解无穷远点#复数’$的基本概念及性质-

!!"!"!内容提要

!!定义!!满足不等式"$1$2"#%的点集称为$2 的% 邻域!记为2%#$2$%

满足不等式2#"$1$2"#%的点集成为$2 的去心% 邻域!记为2%#$2$4+$2-.其

中%)2.

"!定义"!设有点集3!$2/3!如果5%)2!使得2%#$2$63!则称$2 为点集

3的内点%若点集3的每个点都为其内点!则称3为开集.

#!定义#!若点集3中任意两点均可用完全属于3 的折线段相连接!则称3
&2!&



为连通集.

6!定义$!连通开集称为区域%对区域4!若55)2!使得4625#2$!则称4
为有界域!否则称为无界域.

:!定义%!设有点1!如果7%)2!总有2%#1$84+9!且2%#1$:4!则称

1为4 的边界点!4的边界点的全体称为4 的边界!记为;4%区域4与其边界之

并集称为闭区域!记为4.

;!定义&!如果位于区域4 内的任一条简单闭曲线#与自身不相交的闭曲

线$之内部全部属于4!则称4为单连通区域!否则称为多连通区域#或复连通区
域$.

B!定义’!设有复数列+)$%*)&$)!复数6&+$%*!如果7&)2!5自然数

7!使得只要))7!就有"#+)$%*)$1#+$%*$"#&.则称复数列$) 收敛于复数6.

记之为$)
)<’

<=== 6!或者D%>
)<’

$)&6.

A!定义(! 复数列+)’%*) %$) 作成的无穷和式>
’

)%!
$) %>

’

)%!

#+)’%*)$称为

复数项级数%8( %>
(

)%!
$) %>

(

)%!
+)’%>

(

)%!
*)称为复数项级数>

’

)%!
$)的前(项部分和.

C!定义*!8( 为>
’

)%!
$) 的部分和序列!8%5’%9为一复数!如果8(

(< ’
<===

8!则称>
’

)%!
$) 收敛于和数8.记为>

’

)%!
$) %8.

!2!定理!!D%>
)<’

#+)’%*)$%+’%*%
+) <+

*) <+ *

!!!定理"!>
’

)%!

#+)’%*)$收敛于8%5’%9%
>
’

)%!
$) %5

>
’

)%!
*) %

&
’

( 9

!"!规定 ! 规定复平面上有一个唯一的/无穷远点0!对应于它的复数是唯一

的/无穷大0!记作 ’.并规定,’,%’’!’ 的实部"虚部及辐角无意义%不含无

穷远点的复平面称为有限平面!含无穷远点的复平面称为扩充复平面%设$+ ’!

则关于 ’ 的四则运算规定为*

$’’ %$’’ % ’

$&’ % ’&$% ’

$&’ % ’&$% ’!#$+2$

$
’ %2!’

$ % ’

&!!&



!!"!#! 例题解析

! !%! 指出下列关系表示的点之轨迹或范围%作出图并说明为何种点集!

图!!"

!$"$"$<(#$$#!

"$ $1#
$1" )!

#$"$1!"*""$1%"

6$3/0#$1%$&$
6

:$"$1""$"$$""&:

解!!$设$&"$%#!由条件得* ""$#槡 "$"#!

即"#1#"

"$!
"!故关系式"$"$<(#$$#!表示抛物

线"&1#"

"$!
"
的左侧区域!为一无界单连通区域!如

图!!"阴影所示!

图!!#

"$解法一!设$&"$%#!则由"$1#"
"$1"")!得

#"&#$"’#" ) #"&"$"’#"

!!故得""1#")""1""!由距离的表示式知!此

式表示到#之距离大于到"之距离的点的全体!故

关系式 $1#
$1" )!表示直线"&:

"
左部平面区域!

为一无界单连通区域!如图!!#阴影所示!
解法二!由原式得

,$&#,),$&",
据模的几何意义即可知!满足此式的$为到点#之

距离大于到"之距离的点之全体!直线<(#$$&:
"
为到该两点距离相等之点的轨

迹!故满足条件的$即为满足条件<(#$$#:
"
的无界单连通域!

#$设$&"$%#!则原式即为

#"&!$"’#" *6’""’##&!$"(

!!即 "$# $!
#

"

$ #1# $6
#

"

$A
C

它表示一个以1!
#$%6

#
为心"槡A

#
为半径的闭圆盘!即满足条件"$1!"*""$1%"

&"!&



图!!6

的$的全体是闭圆盘

$’ !
# &%# $6

# $ 槡A
#

如图!!6所示!这是一有界闭区域!且为单连域!

6$令$&"$%#!由3/0#$1%$&$
6
知

<(#$&%$%")2

=> #$&%$%#&!)+ 2
! 且 !3/)43,#&!

" % $
6

即

#%"’!

")+ 2

图!!:

!!这样的点为$平面上从点$2&%出发#但不含

$2 点$与实轴倾角为$
6
的射线!此射线作成的点集

既非开集!也非闭集!如图!!:所示!

:$解法一!设$&"$%#!则原条件即为

,$&"," % #:&,$’",$"!!!!!!

%":’,$’","&!2,$’",
即 ,$&","&,$’","&":%!2,$’",
由模的定义得

#A"’":$" %!22,$’","!!

%!22#""’6"’6$’!22#"

图!!;

化简得

""

# $:
"

" ’ #"

# $#
"

" %!

这是一椭圆!长半轴为:
"

!短半轴为#
"

!中心

在原点!它是有界闭集#全部为边界点$!如图

!!;所示!
解法二!注意到模的几何意义!满足条

件

,$&",’,$’",%:
的点是到$!&"与$"&1"两点距离之和为定长&:的点之轨迹!由椭圆性质知!

此轨迹即是以$!&"!$"&1"为焦点!以:
"
为长半轴的椭圆!

&#!&



注!!$与#$直接由模的定义推出""$&:$也可由模的定义推出!但直接由模

的几何意义出发更简单!6$中要注意3/0#$1%$&$
6
说明点$1%在第一象限!故

满足条件的$应位于射线#&"$!!#")2$上!#不含射线起点$2&%$!而不是直线

#&"$!上!

! !&!证明*若$(&+($%*( 收敛!则必有界!
证法一!设$(<6!则7&)2!存在自然数:!使得只要():!就有"$(16"#

&!于是!当(): 时

,$(,%,$(&6’6,$,$(&6,’,6,#&’,6,
即至多除去$!!$"!)!$: 之外!全部$( 均位于25#2$内!这里5&&$"6"!现在令

;&>3E+"$!"!)!"$:"!&$"6"-!则7$(!均有"$("$;!证毕!
证法二!设$(<6&+$%*!则

?!$( <6 %
+( <+

*( <+ *
!! 而 !

+( <+. ++(-有界

*( <*. +*(-有界

@!$( <6 .,$(,% +"
( ’*"槡 ( 有界

即55)2!使得7$(!有"$("#5!所以+$(-有界!
注!证法一直接运用收敛的定义!并注意到此定义的几何意义!直接给出一

个界值;"

证法二则利用收敛的充要条件将问题转化为$( 实部与虚部收敛必有界的已

知结论!从而得到"$("有界结论!

! !’!证明!D%>
(<$’

$(&

2!

’!

!!

不存在

&

’

( !

!!

!"$"#!

!"$")!

!$&!

!"$"&!且$+!
证!#!$当"$"#!时!设$&<)*+"$%<+%,"!!!<#!!

则

$( %<()*+("’%<(+%,("!!!!!!

@!
<()*+("

(<’’
<==== 2

<(+%,("
(<’’

<====
&
’

( 2
!% !$(

(<’’
<==== 2!!!!!!

!!#"$当"$")!时!因为"$("&"$"(

(<$’
<==== $’!由’的性质知!$(

(<$’
<====

’!#注意此时$( 的辐角无确定趋势!这是因为’无辐角而言$!
&6!&



##$当$&!时!$(&!!!@!$(

(<$’
<==== !!

#6$当"$"&!!且$+!!设$&)*+"$%+%,"!则"+")$#)为整数$!
于是 $( %)*+("’%+%,("
由D%>

(<$’
)*+("及D%>

(<$’
+%,("无确定值#即不存在$知!D%>

(<$’
$( 不存在!

注!!!由此题的证明过程可见!D%>
(<$’

$( 存在且为有限值6 时!便可转化为求

其实&虚部点列极限问题!且只会有6&2与6&!两种可能!前者仅当"$"#!!后

者仅当$&!"当"$")!时!不能由求D%>
(<$’

<(#$($或D%>
(<$’

=>#$($出发!因为此时可能

发生这两极限均不存在#包括不为5’$的情形!但注意"$"(<$’必发生!而’模

可任意大(正是复数’的唯一性质!它不仅无确定的辐角!而且也无确定的实&虚

部!故本题证明中用到"$("
(<$’

<==== $’ %$(

(<$’
<==== ’!与此相对应的一个结

果正是"$"#!时得到的

,$(,
(<’’

<==== 2%$(

(<’’
<==== 2

!!!!"!本题结果在很多情形下有用!

! !(! 求极限D%>
(<’’

8(!其中8( % >
(

)%!

!’%# $"
)
!并由此判断复数项级数

>
’

)%!

!’%# $"
)
的敛散性!

解!设$&!$%
" !注意"$"&槡"

"#!!

8( % >
(

)%!
$) %$#!’$’)’$(&!$%$#!&$($

!&$ % $
!&$&$(’!

!&$
所以

D%>
(<’’

8( % D%>
(<’’

$
!&$&$(’!

!&’ ($ % $
!&$!!!!#$(’!

(<’’
<==== 2$

将$&!$%
"
代入得

D%>
(<’’

8( %%

由复数项级数收敛的定义可知!> ’
)&!

!$%# $"
)
收敛于%!即> ’

)&!
!$%# $"

)

&%

!! 注 !!!这里的8( 即为复数项级数>
’

)%!
$) 的部分和序列!求8( 之极限中

利用了,$,#!.$( <2的结论!由8( 极限存在得>
’

)%!
$) 收敛结论!这是最基本的

&:!&



方 法!

!!"!由本题证明过程!可顺便得到一今后常用到的基本结果

当,$,#!时!有 >
’

)%!
$) % $

!&$!! 或者 !!>
’

)%2
$) % !

!&$

! !*! 证明*若>
’

)%!
,$),收敛!则>

’

)%!
$) 收敛#这时称>

’

)%!
$) 绝对收敛$!

证 ! 设$) %+)’%*)!则,+),$,$),!,*),$,$),!由正项级数比较判别

法!>
’

!
,$),收敛 .>

’

)%!
,+),!>

’

)%!
,*),均收敛!又由实数项级数知识知>

’

)%!
+)与

>
’

)%!
*) 收敛!于是由复数项级数收敛的充要条件得>

’

)%!
$) 收敛!

注!若>
’

)%!
,$),收敛!称>

’

)%!
$)绝对收敛!则本题的结论说明复数项级数绝对

收敛!则必收敛!证明方法用的是实数项级数对应的同一性质!应注意>$) 收敛

.4>,$(,收敛!故不能由>,$),发散推出>$) 发散!

! "+!判断级数的收敛性!绝对收敛性!

!$>
’

(%!

%(
( !!!!"$>

’

(%!

%(

("

解 !!$?!%%)*+$
" ’%+%, $

"

@!>
’

(%!

%(
( % >

’

(%!

)*+($
"

( ’%
+%,($

"
’

(

1

2(

由实数项级数收敛的狄里赫利判别法可知>
’

(%!

)*+($
"

(
与>

’

(%!

+%,($
"

(
均收敛!故

由复数项级数收敛充要条件知>
’

(%!

%(
(
收敛!但 %(

( % !
(!而>

’

(%!

!
(
发散!所以

>
’

(%!

%(
(
非绝对收敛!

"$因 %(

(" % !
("!而>

’

(%!

!
(" 收敛!即>

’

(%!

%(

(" 收敛!于是>
’

(%!

%(

(" 收敛!且为绝

对收敛!
注 ! 由此两题可见!对于复数项级数%绝对收敛 . 收敛"而收敛.4绝对收

&;!&



敛!"$可作为此种情况的例子!

! "!!判断下列数列的敛散性!且在收敛时求出极限值!

!$$(&!$%(
!1%(!!!!"$$(& !$%# $"

1(

!!!!#$$(&#1!$($ %
($%

6$$(&(
1%($" !!!!!:$$(&!

((
1%($"

解!!$?!$(&!$%(
!1%(&

#!1("$$"(%
!$(" &!1("

("$!$% "(
!$("&+($%*(!

且+(&!1("

("$!(<$’
<==== 1!!!*(

(<$’
<==== 2!

@!$(&!$%(
!1%(
收敛!且$(<1!!

"$?!$(& !$%# $"
1(

&
!

!$%
’

(

1

2"

(

!令 !

!$%
"

&$2!则$2&6
:1%"

:

?!"$2"& "2槡":#!!故$(&$(
2

(<’
<=== 2!#由! !A题结论$!

#$解法一!设’(& %
($%&

!$(%
("$!& !

("$!$% (
("$!

!!!?!

!
("$!<2

(
("$!<
&

’

( 2
%’(

(<$’
<==== 2

!!!@!D%>
(<$’

$(&D%>
(<’

’#1!$($’((不存在!即+$(-不收敛!

解法二!?!$(&#1!$($ %
($=& #1!$($ !

("’ ($! $% (
("$!&+($%*(

?!+(&#1!$($ !
("$!
极限不存在!

@!$( 极限不存在!即+$(-不收敛!

6$$(&(
%($" &)*+($

"$%+%,($
"

解法一!易见!D%>
(<$’

)*+($
"
与D%>

(<$’
+%,($

"
均不存在!故+$(-不收敛!

解法二!设’&(%$
" !则"’"&!!且’+!!由! !A题知D%>

(<$’
’

(不存在!

:$$(&!
((%($"

&B!&



?!$(&!
()*+($

"$%!
(+%,($

"&+($%*(

@!由!
+(

(<$’
<==== 2

*(
(<$’

<====
&
’

( 2
%$(&+($%*(

(<$’
<==== 2

注!判断点列极限存在性最基本的方法是利用充要条件转化为对实数列

)+(*与)*(*敛散性判断!在"$与6$中则通过运用! !A题结论得出结果!

!!#!复变函数

!!#!!!基本要求

!!掌握定义于区域4上的复变量函数/&>#$$的定义及其建立的平面点集

到平面点集的映射#变换$概念!

"!掌握复变函数在一点处的极限"连续"可导概念及极限存在"连续"可导的

充要条件!

#!掌握复变函数在一点解析的概念及解析的充要条件!了解解析函数与调和

函数的关系!

6!掌握函数解析性判定方法!

!!#!"!内容提要

!!定义!!设4为一平面区域!如果存在一确定规则!使得对7$/4!有一

个或几个相应的复数/与之对应!则称复变数/是复变数$的函数#简称复变函

数$!记作

/ %>#$$!$/4

4称为定义域!对应于4的一切/ 的集合4?称为值集!
如果每个$/4仅对应一个/ 值!则称>#$$为单值函数%如果一个$值对应

两个或两个以上/ 值!则称>#$$为多值函数!

"!设$&"$%#!/&?$%@!则/&>#$$!$/4建立了A平面上区域4 与B
平面上点集4?间的映射!或者由>#$$&?#"!#$$%@#"!#$确定了变换

?%?#"!#$

@%@#"!#+ $!
#"!#$/4

!!#!定义"!设>#$$在2#"$1$2"#!内有定义!如果存在复数6!满足对7&

)2!5%)2!#%$!$使得只要2#"$1$2"#%!就有">#$$16"#&!则称>#$$在$2

&A!&



点以6为极限!记为D%>
$<$2

>#$$&6或>#$$
$<$

<===
2
6!

6-定理一!设>#$$&?#"!#$$%@#"!#$!6&?2$%@2!$2&"2$%#2!

则 D%>
$<$2

>#$$%6 %
?#"!#$

#"!#$< #"2!#2
<========$?2

@#"!#$
#"!#$< #"2!#2

<========$@&
’

( 2

!!:-定理二!如果>#$$
$<$

<===
2
6!C#$$

$<$
<===
2
D!则

!$’>#$$5C#$$(
$<$

<===
2
65D!

"$>#$$C#$$
$<$

<===
2
6D!

#$>#$$,C#$$
$<$

<===
2
6,D !!!!#D+2$!

;!定义#!设>#$$在2!#$2$内有定义!且>#$$
$<$

<===
2
>#$2$!则称>#$$在$2

处连续!

B-定理三!>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在$2&"2$%#2 处连续

%
?#"!#$

@#"!#+ $
均在#"2!#2$处连续!

A-定理四!连续函数的和"差"积"商#分母+2$仍为连续函数!

C!定义$!设>#$$在2!#$2$内有定义!且$2$%$/2!#$2$!

如果极限D%>
%$<2

>#$2$%$$1>#$2$
%$

存在!则称>#$$在点$2 处可导!且记此极限

为>-#$2$!

!2-定理五!>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在$2&"2$%#2 处可导%
!F?#"!#$与@#"!#$在#"2!#2$处可微!且"F?#"!#$与@#"!#$在#"2!#2$处满

足G3H)IJK<%(>3,,方程#简称GK<方程$!

GK<方程*!

;?
;"%;@

;’ (# #"2!#2$

;?
;#%&;@

;’ (" #"2!#2

&

’

( $

且 >-#$2$% ;?
;"’%;@

;’ (" #"2!#2$

!!!2--推论!?#"!#$与@#"!#$在#"2!#2$处具一阶连续偏导且满足GK<方程!

则>#$$在$2 处可导!
求导规则与公式*实函数中关于求导数的规则和公式在复变函数中#可导时$

保持不变!

!!!定义%!设>#$$在2!#$2$内有定义!如果存在%)2!#%$!$!使得>#$$

&C!&



在2%#$2$内处处可导!则称>#$$在$2 点解析%如果>#$$在$2 点不解析!则称$2

为>#$$的奇点!

!"-定理六!>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在$2&"2$%#2 点解析 % 存在%)2!

使得

!F?#"!#$与@#"!#$在2%#;2$内处处可微!且

"FGK<方程在2%#;2$内处处成立+ !
!!#;2 % #"2!#2$$

!!>#$$在区域4内处处解析称为>#$$在区域4内解析!
!#-定理七!>#$$在区域4内解析 %>#$$在区域4内可导!
!#-- 推论!?#"!#$!@#"!#$在区域4内具一阶连续偏导!且满足GK<方程!

则>#$$&?$%@在4 内解析!
!6!定理八!若>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在区域4内解析!则在4内有

;"?
;"" ’;"?

;#" %2!!!!!;"@
;"" ’;"@

;#" %2

即?!@为4 内的调和函数!且称@#"!#$为?#"!#$的共轭调和函数!

!:!定理九!解析函数的和"差"积"商#分母+2$仍为解析函数!

!!#!#!例题解析

! ""!讨论下列函数在指定点的极限存在性!若存在求出其值!并判断在该

点的连续性!

!$>#$$&""$%#"!$2&"%%!!"$>#$$&!
"%

$
$ 1

,$# $$
!$2&2

解!!$>#$$&?#"!#$$%@#"!#$!$2&"2$%#2

则

?#"!#$%""!!!!@#"!#$%#"!!!!#"2!#2$% #2!"$!

?!
D%>

#"!#$<#2!"$
?#"!#$% D%>

#"!#$<#2!"$
""%2

D%>
#"!#$<#2!"$

@#"!#$% D%>
#"!#$<#2!"$

#" %
&
’

( 6
!!!!!

@!!!D%>
$<$2

>#$$%2’6%%6%

又注意

>#$2$%?#"2!#2$’%@#"2!#2$%6%

@!D%>
$<$2

>#$$%>#$2$%6%

即>#$$&""$%#" 在点$2&"%处极限存在且连续!

"$设$&"$%#!则

>#$$% !
"%

$
$ &

,$# $$ % !
"%

6%"#
""’#" %" "#

""’#" %?#"!#$’%@#"!#$

&2"&



!!显然!@#"!#$32在#2!2$点极限存在且连续!

但注意 D%>
#"!#$<#2!2$

" "#
""$#"不存在!事实上!令#&)"!有 D%>

"<2
#&)"<2

" "#
""$#" &

D%>
"<2

#&)"<2

")
!$)"&

")
!$)"!对不同)值有不同结果!故知 D%>

#"!#$<#2!2$
" "#
""$#"不存在!

所以!D%>
$<2

!
"%

$
$ 1

,$# $$
不存在!由连续与极限的关系知>#$$在$&2处极限

不存在"不连续!
注!这两个问题均通过极限存在的充要条件将问题转化为两个二元实函数

在对应点#"2!#2$处极限存在性的判断问题!这是最常用的方法!在问题!$中!又

根据连续的另一等价定义D%>
$<$2

>#$$&>#$2$!立即得到>#$$在$2&"%处不仅极限

存在!而且在该点连续的结论"在"$中!>#$$实际上是一复变量实值函数!即@#"!

#$32!所以由充要条件只需判断一个二元实函数?#"!#$& "#
""$#"在#2!2$点的

极限存在性!由该二元实函数在#2!2$点极限不存在即得>#$$在$&2处极限的不

存在性!

! "#!研究函数>#$$&3/0$!#1$#3/0$$$$在除去$&2与$&’的复

平面上的连续性!
解!注意>#$$&3/0$&?#"!#$$%@#"!#$为一复变量实值函数!
所以!@#"!#$32!且当规定1$#3/0$$$时!有

?#"!#$%

3/)43,#
"

!!!!!!!!")2

$’3/)43,#
"

!!!!!!"#2且#*2

&$’3/)43,#
"

!!!!!"#2且##2

$
"

!!!!!!!!!!!!"%2!#)2

& $
"

!!!!!!!!!!!"%2!##

&

’

( 2

!!由二元实函数3/)43,#
"
的连续性及3/)43,#

" /#1$
"

!$
"

$知!在除去$&2

与$&’的复平面上!?#"!#$仅在负实轴上的各点不连续!在其余点处处连续!

事实上!对7"2#2!当#"!#$分别沿射线
"&"2

#)+ 2
与

"&"2

##+ 2
趋近于#"2!2$时!

&!"&



D%>
#"!#$<#"2!2$

?#"!#$将有不同值

D%>
"%"2
#<2’

3/0$%D%>
"%"2
#<2’

#$’3/)43,#
"

$%$

D%>
"%"2
#<2&

3/0$%D%>
"%"2
#<2&

#&$’3/)43,#
"

$%&$

@! D%>
#"!#$<#"2!2$

?#"!#$不存在!#7"2 #2$

从而>#$$&3/0$在去掉包含原点的负实轴的复平面上处处连续!
注!这里应当注意!主值分支3/0$的主值区间是为保证单值性而规定的!也

可作其它主值区间的选择!如规定为2$3/0$#"$的情形!则上述不连续点集就

成为包含原点的正实轴!

! "$!设>#$$在$2 处连续!且>#$2$+2!证明*存在%)2!使得当$/
2%#$2$时有>#$$+2!
证!证法一!由复数为2的充要条件知!只要证明5%)2!当$/2%#$2$时有

">#$$")2即可!设>#$$&?#"!#$$%@#"!#$!$2&"2$%#2!
因为!>#$$在$2 处连续且>#$2$+2

!%
?#"!#$

@#"!#+ $
在#"2!#2$处连续且?"#"2!#2$$@"#"2!#2$)2!

令E#"!#$&?"#"!#$$@"#"!#$!则E#"!#$在#"2!#2$处连续且E#"2!#2$)
2!由二元连续函数性质知!存在%)2!使得当#"!#$&;/2%#;2$#;2&#"2!

#2$$时!有E#"!#$)2% 5%)2!当$/2%#$2$时!有">#$$")2%>#$$+2!$/
2%#$2$!
证法二!由于>#$2$&?#"2!#2$$%@#"2!#2$+2!所以至少有?#"2!#2$+2

或@#"2!#2$+2之一发生!不妨设?#"2!#2$+2!又由>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在

$2&"2$%#2 处连续知?#"!#$在#"2!#2$处连续!由二元连续函数性质!5%)2!使

得当;&#"!#$/2%#;2$#;2&#"2!#2$$时!有?#"!#$+2!于是!当$/2%#$2$

时!>#$$&?#"!#$$%@#"!#$+2!证毕!
注!!!证法一运用复数为2% 其模为2及复变函数在一点连续的充要条

件!而证法二除了运用连续的充要条件外!还用到了复数与2相等的概念!之后!

两种证法都将问题转化为二元实函数在点#"2!#2$连续且不等于零的情况!从而

顺利应用实函数的已知结论"

!!"!此题结论是在一点连续且非2的复变函数的重要性质!

&""&



! "%!研究下列函数在任一点处的可导性"解析性!

!$>#$$&"#1%##%!"$>#$$&,$%!#$>#$$&"$"%

6$>#$$&(")*+#$%("+%,#!
解!!$?!>#$$&"#1%##&?#"!#$$%@#"!#$!

故 ?#"!#$%"#!@#"!#$%&##%;?
;"%#""!;?

;#32!;@
;"32!;@

;#%&##"

显见!?!@在全平面有连续一阶偏导!故?#"!#$!@#"!#$全平面处处可微!又令

;?
;"%;@

;#
;@
;"%&;?

;

&
’

( #
得#""&1##"!即

""’#" %2%"%#%2
即!当且仅当"&#&2时!GK<方程成立!所以>#$$仅在$&2处可导!其它任何点

不可导!由解析的定义可知!>#$$于全平面处处不解析!
注!由此结果可见!复变函数可存在孤立的甚至唯一的可导点!而无孤立的

解析点!

"$解法一!>#$$&,$&?$%@!!!?#"!#$&"!!!@#"!#$&1#!

?!?#"!#$与@#"!#$于全平面处处具一阶连续偏导!故于全平面处处可微!

但;?
;"&!+;@

;#&1!!即GK<方程处处不成立!

>#$$&,$于全平面处处不可导!全平面处处不解析!
解法二!>#$$&,$&"1%#!对任一$2!考虑极限

D%>
%$<2

>#$2’%$$&>#$2$
%$ %D%>

%$<2

%"&%%#
%"’%%#%

!!

&!+ !!!
%"+2!%#%2

%"%2!%#+2
即对任一$2!上述极限不存在!由可导定义知!>#$$&,$于任一点$2 处不可导!故

全平面不解析!
注!!!由此题可见!复变函数的实部&虚部于全平面可微不能保证它在任一

点的可导性"

!!"!解法一通过检验可导的充要条件进行讨论!而解法二则直接用可导定

义进行检验!当>#$$的实虚部易于表出时!解法一是常用方法"当>#$$%$$1

>#$$易于求得时!也可通过解法二进行讨论!

#$>#$$&"$"& ""$#槡 "&?#"!#$$%@#"!#$

其中?#"!#$& ""$#槡 "!!@#"!#$32!
&#"&



所以!当#"!#$+#2!2$时!有

;?
;"% "

""’#槡 "
!!!;?

;#% #
""’#槡 "

!!!;@
;"%;@

;#32

因此!对7#"!#$+#2!2$!GK<方程不成立!

而当#"!#$&#2!2$时!由于D%>
"<2

?#"!2$1?#2!2$
" &D%>

"<2

"槡"12
" &D%>

"<2

"""
"
不存在!即

;?#2!2$
;"
不存在!同理!;?#2!2$

;#
不存在!故>#$$&"$"在$&2处不可导!于是>#$$

&"$"于全平面处处不可导!不解析!
注!在本题讨论中!仍然采用检验可导充要条件的方法!由于#"!#$+#2!2$

时!;?
;"

!;?
;#

!;@
;"

!;@
;#
均连续!故?!@可微!但GK<方程处处不成立!对#"!#$&#2!

2$!从偏导定义出发!得知;?
;"
与;?
;#
不存在!从而?#"!#$在#2!2$处不可微!故对平

面任一点!可导的充要条件不满足!

6$>#$$&(")*+#$%("+%,#&?#"!#$$%@#"!#$

?#"!#$&(")*+#!!!@#"!#$&("+%,#

?!;?
;"&(")*+#&;@

;#
!!!;?

;#&1("+%,#&1;@
;"

!且;?
;"

!;?
;#
于全平面连

续!故>#$$于全平面处处可导!全平面处处解析!

又!!>-#$$&;?
;"$%;@

;"
因此有!>-#$$&(")*+#$%("+%,#&>#$$!
注!!!这里用区域解析的充分性条件得到结论"

!!"!本题中的>#$$是一性质极好的函数%不仅全平面解析!且具有特性

>-#$$&>#$$!它正是实指数函数(" 在复平面的推广!即>#$$&(")*+#$%("+%,#
&(EL$@($!但应注意这一推广产生的新性质%

!$由于)*+#与+%,#以")$为周期!使得($ 以"$%的整数倍为周期!

"$($ 可取到除2以外的任意复值!包括负值!这两点是值得注意的!

! "&!证明!如果>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在区域4内解析且满足下列条

件之一!则>#$$必为一常数!

!$>#$$在4内为实值!

"$>#$$在4内解析!

#$">#$$"在4内为常数!
&6"&



6$3/0>#$$在4内为一常数!

:$在4内有+?#"!#$$*@#"!#$&F!其中+!*!F是不全为2的实常数!

;$<(#>#$$$或=>#>#$$$在4内为常数!

B$在4内有>-#$$&2!
证!首先!由条件

>#$$%?#"!#$’%@#"!#$在4内解析 !!!!!!

%3$?!@均在4 内可微!且
!

M$

;?
;"%;@

;#
;?
;#%&;@

;

&
’

( "

在4 内处处成立!

!!!$因为>#$$在4 内取实值!即@#"!#$32!#"!#$/4!于是;@
;"&;@

;#32!

#"!#$/4!将此结果代入GK<方程M$!得;?
;"&;?

;#32!#"!#$/4!所以?#"!#$

&6!#"!#$/4!
即>#$$&6!!!!$/4!#6为一常数$

"$由于>#$$&?#"!#$1%@#"!#$&?#"!#$$%’1@#"!#$(在4内解析!

因而除条件3$!M$成立之外!条件)$

;?
;"&;#1@$

;# &1;@
;#

;?
;#&1;#1@$

;" &;@
;

&
’

( "

成立!

联立M$!)$得

;@
;#%&;@

;#
!!!!!;@

;"%&;@
;"

即;?
;"&;@

;#&2!#"!#$/4!又由M$或)$得;?
;"&;?

;#&2!

所以在4内!恒有?#"!#$&6!@#"!#$&D!即>#$$&6$%D为常数!

#$由于">#$$"& ?"#"!#$$@"#"!#槡 $3G!#"!#$/4!

!F若G&2!则">#$$"32!$/4 %>#$$32!$/4!

"F若G+2!则由?"#"!#$$@"#"!#$3G"+2
两端分别关于"!#求偏导得*

($
?;?
;"’@;@

;"%2

?;?
;#’@;@

;#%
&
’

( 2
!#"!#$/4

!!将M$代入($得

&:"&



?;?
;"&@;?

;#%2

@;?
;"’?;?

;#%
&
’

( 2
!!#"!#$/4

由 !?"#"!#$’@"#"!#$3G" +2

得 ;?
;"%;?

;#32!!#"!#$/4

代入M$得 ;@
;"%;@

;#32!!#"!#$/4

于是 ?#"!#$36!!!@#"!#$3D
即 >#$$36’%D!!!!!$/4 #6!D为任意实常数$

!!6$因为3/0>#$$3常数!$/4!由主值支3/0/的表达式得

N$3/)43,@#"!#$
?#"!#$3 常数 %G!及?"#"!#$’@"#"!#$3G" +2!#"!#$/4

!!!F若G&2!则
@#"!#$32

?#"!#$)+ 2
!#"!#$/4

归为!$的情形!得证!
"F若G+2!对)$两端分别关于"!#求偏导得

?;@
;"&@;?

;"
?"’@" %2

?;@
;#&@;?

;#
?"’@" %

&

’

( 2

!#?"’@" +2$!! 即 !!
?;@
;"&@;?

;"%2

?;@
;#&@;?

;#%
&
’

( 2

将M$代入得

?;@
;"&@;?

;"%2

@;@
;"’?;?

;"%
&
’

( 2
!!#"!#$/4

!!?!?"#"!#$$@"#"!#$+2!!@!;?
;"&;@

;"&2

再由M$即得 ;@
;#%2!;?

;#%2

从而得>#$$&6$%D!$/4 #6!D为任意实常数$

:$?!+?#"!#$$*@#"!#$&F!#"!#$/4!且+!*!F是不全为2的实常数!
所以有+"$*"+2!于是对上式两端分别关于"!#求偏导得

+;?
;"’*;@

;"%2

+;?
;#’*;@

;#%
&
’

( 2

&;"&



将M$代入得

+;?
;"’*;@

;"%2

*;?
;"&+;@

;"%
&
’

( 2

因为 +"’*" +2!故得 !!

;?
;"%2

;@
;"%

&
’

( 2
!!#"!#$/4

再由条件M$即得;@
;#&2!;?

;#&2!于是得

>#$$36$%D!$/4 #6!D为任意实常数$

;$!F若=>#>#$$$3G&2!则>#$$在4内取实值!即!$所证!若=>#>#$$$3
G+2
即 @#"!#$3G!!!#"!#$/4

则;@
;"32!;@

;#32!#"!#$/4!代入M$!即得

;?
;"32!;?

;#32!#"!#$/4!!@!>#$$&6$%D!$/4 #6!D为任意实常

数$

"F若<(#>#$$$3G!即?#"!#$3G!#"!#$/4!

则;?
;"32!;?

;#32!则由M$知;@
;"32!;@

;#32!即>#$$36$%D!$/4!

B$由于>-#$$&;?
;"$%;@

;"!所以若在4内有>-#$$&2!则;?
;"&2!;@

;"&2!

#"!#$/4!由条件M$即得;?
;#&2!;@

;#&2#"!#$/4!

所以>#$$36$%D #6!D为任意实常数$!$/4!
注!以上各命题的论证均是在>#$$于区域4上解析的前提下进行的!否则

结论不一定成立!例如!>#$$&"$"为一实值函数!满足条件!$!但它于全平面不解

析#见! ";题!#$$!显然>#$$&"$"在任何区域4上不可能取常数值!即无题中

的结论!

! "’!设记号/6<D0表示6蕴含D!/6<4D0表示6不蕴含D!试用这两记

号给出下述概念间的关系!并给出简要论证!

!$#!$>#$$在区域4内解析%#"$>#$$在区域4内可导!

"$#!$>#$$在$2 点极限存在%#"$>#$$在$2 点连续%##$>#$$在$2 点可导%

&B"&



#6$>#$$在$2 点解析%#:$5%)2!使>#$$在2%#$2$内可导%#;$5%)2!使>#$$

在2% 内解析!
解!!$成立关系!#!$A #"$!即#!$与#"$等价!因为>#$$在区域4解析!即

在4内每点解析!由解析的定义知!>#$$在4内每点可导!故#!$<#"$成立!又由

区域的概念知!4的每点均为内点!即7$2/4!5%)2!使2%#$2$64!于是由解

析定义知!>#$$在$2 处解析又由$2/4的任意性知#"$<#!$!

"$关系图为#;$A#:$A#6$ ##$ #"$ #!$!简要论证如下*由邻域的概

念知!对7%)2!2%#$2$为一区域!故由!$知#;$A#:$!又由>#$$在$2 点解析之定

义知!#6$A#:$!#6$<##$!但##$<4#6$!例>#$$&"#1%## 在$&2处可导!但不解

析#! ";题!!$$

下证##$<#"$*因为D%>
$<$2

>#$$1>#$2$
$1$2

&>-#$2$存在!令>
#$$1>#$2$
$1$2

1>-#$2$

&$#$$!则D%>
$<$2

$#$$&2!于是>#$$&>#$2$$>-#$2$#$1$2$$$#$$#$1$2$故

D%>
$<$2

>#$$&>#$2$!即可导必连续!

但#"$<4##$!例>#$$&,$处处连续!但无一可导点#! ";题!"$$!
#"$<#!$*由连续定义知D%>

$<$2
>#$$&>#$2$!故连续必极限存在!

但#!$<4#"$!例*取?#"!#$& ""#"
"""$"#"

!#""$#"+2$!@#"!#$32!则?!

"?#"!#$"&?#"!#$& """"#"
"""$"#"$"""&"#"

""" &"#"!易见!?#"!#$
#"!#$<#2!2

<======$2!

且@#"!#$
#"!#$<#2!2

<======$2
!即>#$$& ""#"

"""$"#"
在$2&2处极限存在且D%>

$<$2
>#$$&

2!但>#2$显然不存在!故>#$$在$2&2处不连续!即#!$<4#"$!
注!!!本题的结论是对复变函数在一点或一区域内有关性态关系的一种归

纳!是十分重要的!证明中用到的几个简单例子#反例$分别证明对应的关系’<4(!
这种举反例的方法是数学上常用的用来证明关系’6<4D(的论证方法"

!!"!由此题结论可见!函数>#$$在一点$2 处极限存在!连续&可导都是局

部性态!而在一点$2 处解析则不然!因为在$2 点解析!等价于在$2 的某一邻域

2%#$2$#%)2$内的每点解析!即不存在孤立的解析点!但存在孤立的可导点#! ";
题!!$$!

! "(!证明解析函数>#$$&?#"!#$$%@#"!#$的实"虚部所确定的曲线族

?#"!#$&G与@#"!#$&D在>-#$$+2的点处是正交的!#G!D为任意实数$

证!因为在>-#$$+2处!有 ;?
;# $"

"

$ ;@
;# $"

"

+2!于是

&A"&



#!$对使;?
;"

&;@
;"+2的点#"!#$!曲线族?#"!#$&G在该点处的切线斜率为

)!&O#
O"&1;?

;"
;?
;#&;?

;"
;@
;"!

曲线族@#"!#$&D在该点处的切线斜率为)"&O#
O"&1;@

;"
;@
;#&1;@

;"

;?
;"!

所以)!)"&1!!即曲线族?#"!#$&G与@#"!#$&D正交!

#"$对使得;?
;"+2!;@

;"&2的点#"!#$!曲线族?#"!#$&G在该点处切线为铅

直线#?O"
O#&2$!而曲线族@#"!#$&D在该点处切线为水平线#?O#

O"&2$!故二者

正交!同理!当;@
;"+2!;?

;"&2时!二者也正交!

注!!!本题证明中用到曲线与曲线正交即为二者在交点处切线的正交这一

概念"

!!"!本题的结论是解析函数在>-#$$+2处的又一性质!

!!6!初等函数

!!6!!!基本要求

!!掌握复指数函数(EL$的定义与性质!

"!掌握复对数函数P,$的定义与性质!

#!掌握复数乘幂+* 的定义与计算!

6!掌握有理幂函数的定义"性质!了解一般幂函数定义及无穷多值性!

:!掌握复三角函数"双曲函数定义与性质!

!!6!"!内容提要

!!!$(EL$&H"#)*+#$%+%,#$全平面解析!且>-#$$&>#$$!

"$(EL$!(EL$"&(EL#$!$$"$!

#$(EL#$$")$%$&(EL$#)为任意整数$!

6$ "(EL$"&("

./0#(EL$$&#$")$#)为任意整数+ $

:$(EL$+2!!!!常用记号!!!!(EL$&($!
&C"&



"!!$对给定的$+2!满足方程(/&$的/ 称为对数函数!记为/&P,$!它

为多值函数P,$&D,"$"$%./0$!称D,"$"$%3/0$为其主值支!记为D,$!其余

分支记为#D,$$)&D,$$%")$!#)&5!!5"!)$!每一固定)对应一P,$的单值

分支!为(EL$的反函数!

"$有集合等式*

P,#$!$"$%P,$!’P,$"%!P,$!

$"
%P,$!&P,$"

!!#$D,$&D,"$"$%3/0$在除去原点和负实轴的平面区域内解析!且OD,$O$ &!
$!

对给定的)!#D,$$)&D,$$%")$在同一区域内解析!且!
O#D,$$)

O$ &OD,$
O$ !

#!!$对++2!及任意复数*!定义+*&(*P,+!

"$对正整数(!幂函数/&$( 全平面内单值"解析!且O$
(

O$&($(1!!

#$/&$!,(&"$"!,((
%3/0$$")$

( #)&2!!!"!)!(1!$有(个分支!均在除去原点和

负实轴的复平面内解析!

且!O$!,(

O$ &#(
!
(P,$$-!每个固定分支均为/&$( 的反函数!

6$一般的幂函数*$$&($P,$!#$+2!$为任意复数$当$+有理数时!有无穷多

个分支!

6!!$)*+$&(%$$(1%$

"
!+%,$&(%$1(1%$

"%
为复余弦"正弦函数!

"$)*+$与+%,$于全平面单值"解析!以")$为周期#)为整数$!
且#)*+$$-&1+%,$!#+%,$$-&)*+$!

#$
)*+"$$+%,"$&!!

)*+#$!5$"$&)*+$!)*+$"0+%,$!+%,$"

+%,#$!5$"$&+%,$!)*+$"5+%,$")*+$
&
’

( !

!

)*+%#&)I#!

+%,%#&%+I#!

)*+#"$%#$&)*+")I#1%+%,"+I#
+%,#"$%#$&+%,")I#$%)*+"+I

&

’

( #
6$)*+$!+%,$模无界!

:!!$)I$&($$(1$

"
!+I$&($1(1$

"
为复双曲余弦"双曲正弦函数!

"$)I$与+I$全平面单值"解析!且

#)I$$-&+I$!!!#+I$$-&)I$!
&2#&



#$

)I%#&)*+#!

+I%#&%+%,#!

)I#"$%#$&)I")*+#$%+I"+%,#
+I#"$%#$&+I")*+#$%)I"+%,

&

’

( #

!!6!#!例题解析

! "*!证明下列等式

!$($&(,$!!!!!"$)*+$&)*+,$!!!!!#$+%,$&+%,,$
证!!$!?!($&(")*+#$%("+%,#
@!($&(")*+#1%("+%,#&("’)*+#1#$$%+%,#1#$(&(,$

"$?!)*+$&)*+#"$%#$&)*+")I#1%+%,"+I#
@!)*+$&)*+")I#$%+%,"+I#

&)*+")I#1#$1%+%,"+I#1#$

&)*+#"1%#$&)*+,$

#$?!+%,$&+%,#"$%#$&+%,")I#$%)*+"+I#
@!+%,$&+%,")I#1%)*+"+I#&+%,")I#1#$$%)*+"+I#1#$

&+%,#"1%#$&+%,,$
注!这里的证明均由各函数的定义及性质得到!

! #+!解下列方程

!$)*+$&2!!!!!"$+%,$&2!!!!!#$!$($&2!

解!?!)*+$&(%$$(1%$

" &2!

@!(%$$(1%$&2
即!(%$&1(1%$!所以(%"$&1!!于是由对数函数定义得*%$&P,#1!$&

%#")$!$$!于是$)&)$$$
"

!)为任意整数!

"$?!+%,$&(%$1(1%$

"% &2

@!(%$&(1%$!即(%"$&!!
由对数函数定义得 %"$%P,!%%")$
@!$)&)$!)为任意整数!

#$由($$!&2得!!!!($&1!!
由对数函数定义得

$) %P,#&!$%%#")’!$$!!!)为任意整数

&!#&



主值为 $2 %$%

!!注!!!这几题均利用指数函数的反函数#对数函数$之定义得到解决!注意对

数函数的多值性"

!!"!由!$与"$的结果可见!复变量正&余弦函数的零点与实变量正&余弦

函数的零点相同!即将)*+"!+%,"推广到复变量时!其零点不变!由#$可见%实变

量指数函数(" 有一重要性质为(")2!但推广到复变量时!此性质变为($+2!即

对某些$!会发生($#2情形!
对应地!其反函数D,"的性质%’零与负数无对数(在复变量情形下变为’2无

对数(!

! #!!证明!对任何数#复数"实数$/!方程)*+$&/均有解!

证!在)*+$&(%$$(1%$

"
中!令I&(%$!则)*+$&!

"
#I$!

I
$!

且I&(%$&(1##)*+"$%+%,"$!所以I+2!且I可取到任意非2值!

于是!原方程即为!
"

#I$!
I

$&/!即I"1"/I$!&2!所以I&/$ /"槡 1!!

#这里 /"槡 1!有两个根$

故(%$&/$ /"槡 1!+2!由对数函数定义得

$% !
%P,#/’ /"&槡 !$%&%P,#/’ /"&槡 !$

所以/$ /"槡 1!+2!故右端对任意/均有意义!得证!
注!这里的结果说明两点%#!$复变量余弦函数可取到任意值#复&实值$!而

不像实余弦函数取值区间仅为+1!!!,"#"$所得结果改变$与/ 的位置!即得/&

1%P,#$$ $"槡 1!$!这正是/&)*+$的反函数!可对+%,$进行同样讨论!此略!

! #"!求(!使对任意$!有+%,#$$($&+%,$!
解!由+%,$的定义!即求满足方程

(%#$’($&(&%#$’($%(%$&(&%$ 的一切(值!
整理化简即得*(%"$&(%(#!1(1%($&1#!1(1%($!对任意$成立!且因(%"$&(%(+2!
故得!1(1%(&2!即1%(&P,!&%")$!)为任意整数!

所以 (%"J$!!#J %2!0!!0"!)$

!!注!由此题结果可见!复变量正&余弦函数为周期函数!且周期与实变量正&

余弦的相同!

&"#&



! ##!计算下列各值*

!$#!$%$%!!!!!"$!$!$&"$%#!!!!!#$P,#1%$!

解!!$#!$%$%&(
%D,#!$%$

&(
%’槡D,"$%$6$%")$(

&(
1#!

6$")$$ 槡$%D,"
!#)为整数$

"$!$&!"$%#&(#"$%#$P,!&(
#"$%#$#%")$$

&(1")$# #)*+")$"$%+%,")$"$#)&2!5!!

5"!)$

当)&2时得!!!!!$&!!

#$P,#1%$&D,"1%"$%3/0#1%$$%")$&1%$
"$%")$!#)&2!5!!5"!)$

注!!!以上各题均由定义求得"

!!"!值得注意的是%!只是!$ 无穷多个值中的一个值#对应于)&2$!这与

实变量函数中的概念不同!

! #$!证明!当J为整数时!#($$J&(J$!
证!#($$J&’("#)*+#$%+%,#$(J&(J"#)*+#$%+%,#$J!

由7(8*%9/(公式得

#($$J&(J"#)*+#$%+%,#$J&(J$

注!本题的证明依赖于7(>*%9/(公式!故结论限于J 为整数的情形!但不

难证明!如果约定P,#)*+"$%+%,"$&%"#即只取主值分支$!则7(8*%9/(公式可

以推广到任意复数$%#)*+"$%+%,"$$&)*+$"$%+%,$"!于是本题的结果也可推广

到J为任意复数的情形!#留作习题$!

! #%!证明对数函数的下列性质

!$P,#$!$"$&D,$!$P,$"!!!!!"$P,$!

$"
&P,$!1P,$"!

证!!$由对数函数定义有

P,#$!$"$%D,,$!$",’%./0#$!$"$

!!因为!D,"$!$""&D,#"$!"&"$""$&D,"$!"$D,"$""
./0#$!$"$&./0$!$./0$"

所以!P,#$!$"$&D,"$!"$D,"$""$%#./0$!$./0$"$&P,$!$P,$"

"$?!P,$!

$"
&D, $!

$"
$%./0

$!

$"

且!D, $!

$"
&D,"$!"

"$""
&D,"$!"1D,"$""!!./0

$!

$"
&./0$!1./0$"

所以!P,$!

$"
&D,"$!"1D,"$""$%#./0$!1./0$"$&P,$!1P,$"

&##&



注!!!值得注意的是这两个等式为集合等式!且对于任意给定的非零$! 与

$"!左端和右端都是一个无限集合!两集合相等
!!
即两集合相同

!!
!即左端集合B右端

集合且
!
右端集合B左端集合!

!!"!由于上述原因!在这两等式中!当$!&$"&$+2时!一定要注意

P,$" %P,$’P,$+"P,$

P,$
$ %P,!%P,$&P,$+2!

因为集合P,$$P,$表示集合P,$中任意数与自己相加或与本集合中其它任一

个数相加所得的结果!而"P,$则是对集合P,$中每个数"倍后得到的结果!显

然!只能得到

"P,$6P,$$P,$!而不可能得到相反的关系!例$!&$"&%!P,%"&P,#1!$&

%#")$!$$!#)&2!5!!5"!-$!但"P,%&".%#"J$!
"

$$&%#6J$!$$!#J&2!

5!!5"!-$!对任一整数J2!有整数)2&"J2 使得%#")2$!$$&%#6J2$!$$!可

见"P,%6P,%"!反之不然!?!对)!&#!有%#")!$!$$&%B$!但满足%#6J$!$$&

%B$的整数J不存在!即P,%":"P,%!由此可见P,%"&P,%$P,%+"P,%!
同理!P,$1P,$表示给定数$#$+2$的一切对数值两两之差的集合!不仅仅

是每个对数值与自身之差的集合!因此!P,!&P,$1P,$&%")$+2!#)&2!5!!

5"!-$!

!!:!保角映射

!!:!!!基本要求

!!掌握解析函数>#$$当>-#$$+2时!">-#$$"与./0>-#$$的几何意义及保

角映射概念!

"!掌握分式线性映射/&+$$*
F$$K

#+K1*F+2$的映射性质!

#!掌握指数函数/&($ 与对数函数/&P,$#任一单值分支$的映射性质!

6!掌握幂函数/&$( 与/&$!,(#(为自然数!且(*"$#任一单值分支$的映

射性质!

!!:!"!内容提要

!!设/&>#$$在$2 处解析!且>-#$2$+2!则*!$./0>-#$2$是经过映射

/&>#$$后!曲线G在$2 处的转动角!它与曲线G的形状"方向无关!"$">-#$2$"
&6#&



是经过映射/&>#$$后!曲线G在$2 处的伸长率!它与曲线G的性状无关!

"!定义!如果在映射/&>#$$下!保持通过给定点的任意两曲线间之夹角的

大小和方向!则称映射/&>#$$在该点是第一类保角映射
!!!!!!!

!

#-定理一!设/&>#$$在区域4内解析!则映射/&>#$$在所有使>-#$$+

2的点处是第一类保角映射!

6-定理二!分式线性映射/&+$$*
F$$K

#+K1*F+2$在扩充的复平面上是一一

对应的!处处为第一类保角映射!且具保圆性#视直线为半径无穷大的圆周$"保对

称性#关于圆周$等性质!

:-定理三!A平面上任给三个相异点$!!$"!$# 和B 平面上任给三个相异点

/!!/"!/#!存在唯一的分式线性映射使/#$)$&/)!#)&!!"!#$!

;!映射/&($ 在A平面上处处为第一类保角映射!它把水平带形区域1$#

=>#$$#$映为B 平面的顶点在原点的角形域1$#3/0/#$$#$!且此两区域一

一对应!要将带形域保角地映为角形域时!常采用映射/&($!

B!/&P,$&D,$$%")$#)&2!5!!5"!)$有无穷多个分支!任意两个相差

"$%的整数倍!在主值分支/&D,$的映射下!去掉原点和负实轴的A平面的象是

B 平面上水平带形区域1$#=>/#$!且二者一一对应!处处保角!分支#P,$$)
的象是D,$的象沿B 平面虚轴方向平移")$的结果!要将角形区域保角地映为带

形区域!常采用对数映射!

A!映射/&$( 把顶点在原点!开度为"!#2#"$"$
(

$的角形区域双方单值且

保角地映成顶点在原点!开度为("的角形区域!要将角形区域映成角形区域!常

用映射/&$(!

C-映射/&$!,(#(*"!自然数$!任意一个有限数$+2!在映射/&$!,(下有(
个不同的象点!它们分布在内接于圆周"/"&"$"!,(的一个正(角形的顶点上!去

掉原点与负实轴的A 平面被映成 B 平面上的角形区域1$$")$
( #3/0/#

$$")$
(

#)&2!!!"!)!(1!$!对固定的)!二者双方单值!保角!

!!:!#!例题解析

! #&!求所给区域在指定映射下的象

!$<(#$$)2!/&%$$%!!!!"$=>#$$)2!/&#!$%$$

#$2#=>#$$#!
"

!/&!
$ !!!!6$<(#$$)!!=>#$$)2!/&!

$
&:#&



:$<(#$$)2!2#=>#$$#!!/&%
$!

解!!$解法一!所给区域为A平面的右半平面!注意/&%#$$!$可视为

/!&$$!与/&%/! 的复合!前者为沿实轴正向平移单位!的平移变换!后者为

旋转变换!旋转角为$
"

!故可知<(#$$)2在/&%$$%下的象为=>/)!!如图

!!B*

图!!B

解法二!取$&"$%#!则/&%#$$!$&1#$%#"$!$&?$,@!!<(#$$)2
即")2!
得@&"$!)!!@!<(#$$)2

/
<====

&%Q$%
=>#/$)!!

"$解法一!=>#$$)2即为A平面的上半平面!/&#!$%$$ 槡& "(%$
6$!故可知

此映射为伸长及旋转变换!旋转角度为$
6

!伸长率为槡"!故=>#$$)2的象为B 平

面上一"三象限角分线上方区域!如图!!A所示!

图!!A

&;#&



!!解法二!?!/&#!$%$$&#"1#$$%#"$#$&?$%@

@!
?&"1#
@&"$+ #

=>#$$)2的边界=>#$$&#&2之象曲线为?&@!为求上半平面的象!从?!@表达

式中消去"得@1?&"#!由#)2得@)?!故

=>#$$)2
/ % #!’%$

<======
$

=>#/$)<(#/$

!!#$2#=>#$$#!
"
为水平带域!其边界为#&2及#&!

"!首先求出其边界的

象曲线!

?!/&!
$& "

""$#"$%
#1#$
""$#"&?#"!#$$%@#"!#$

@!对边界#&2!有!
?#"!2$&!

"

@#"!2$
&
’

( &2
!!!!即其象为!!@&2

对边界#&!
"

!有!

?#"!!
"

$& "

""$#!
"

$"

@#"!!
"

$&
1!

"

""$#!
"

$

&

’

(
"

@!?"$@"& !

""$#!
"

$"
&1"@

故得?"$#@$!$"&!!!!@ 边界#&!
"
的象为圆周?"$#@$!$"&!!

最后来确定所给区域内部的象*

由!
?#"!#$& "

""$#"

@#"!#$& 1#
""$#

&

’

( "

!!!!及#)2!知@#2

又由##!
"
得!!!!?"$@"& !

""$#")1"@& "#
""$#"

故有?"$#@$!$")!!

所以区域2#=>#$$#!
"
在映射/&!

$
下的象为B 平面的下半平面除去圆

盘?"$#@$!$"$!所余区域#如图!!C$!

&B#&



图!!C

!!6$/&!
$& "

""$#"$%
#1#$
""$#"

@!
?& "

""$#"

@& 1#
""$#

&

’

( "

区域<(#$$)!!=>#$$)2之边界为L!*
"&!

#&+ #
!!#)2%!L"*

"&"

#+&2
!!")!!

?!
?#!!#$& !

!$#"

@#!!#$& 1#
!$#

&

’

( "

!!#)2!消去#得!!#?1!
"

$"$@"&!
6

即L! 的象为圆周#?1!
"

$"$@"&!
6!

在L" 上!有!
?#"!2$&!

"

@#"!2$
&
’

( &2
!!")!!即

2#?#!

@+&2
!!故L" 的象为?轴上线

段#2!!$!

再来求区域<(#$$)!!=>#$$)2内部的象!

?!")!!

@!由!!
?#"!#$& "

""$#"

@#"!#$& 1#
""$#

&

’

( "

!!得!!?"$@"& !
""$#"#

"
""$#"&?

即#?1!
"

$"$@"#!
6

!所以其象在此圆内部!又!#)2!故由@#"!#$& 1#
""$#"知

@#2!即其象位于B 的下半平面!于是!区域<(#$$)!!=>#$$)2在映射/&!,$
&A#&



下的象为B 平面上的半圆域
#?1!

"
$"$@"#!

6

@#
&
’

( 2
!如图!!!2!

图!!!2

:$区域<(#$$)2!2#=>#$$#!的边界为

L!*
"%2

#%+ #
!#/ ’2!!(!!!L"*

"%"

#%+ 2
!!"*2!!!L#*

"%"

#%+ !
!!"*2!

/ % %
$ % #

""’#" ’% "
""’#"

@!
?#"!#$% #

""’#"

@#"!#$% "
""’#

&

’

( "

!

由
?#2!#$&!

#
@#2!#$

&
’

( &2
!#/#2!!$!得L! 的象为?轴上的半射线

?&?

@+&2
!?*!!又由

?#"!2$&2

@#"!2$&!&
’

( "
!!"*2知!L" 的象为上半虚轴!

?&2

@&+ @
!!@)2!

? !
?#"!!$& !

!$""

@#"!!$& "
!$"

&

’

( "

! " * 2!消 去 " 可 得 L# 的 象 为 半 圆 周

#?1!
"

$"$@"&!
6

@*
&
’

( 2
!

对区域内部!?!
<(#$$&")2

=>#$$&#)+ 2
!!!!!@!

?& #
""$#")2

@& "
""$#")

&

’

( 2

&C#&



又!?!##!!@!?"$@"& !
""$#")

#
""$#"&?!即!!#?1!

"
$"$@")!

6!

@!所给区域在/&%
$
下的象为B 平面第一象限去掉半圆#?1!

"
$"$@"$

!
6

!@*2之后的区域!如图!!!!所示!

图!!!!

注!!$与"$既可直接由复数乘法的几何意义得到!也可用解析方法求得?!@
变化范围!
其它几题所用方法为基本方法!即先求出区域边界的象!这里所用方法是将

边界曲线方程#参数方程$代入?#"!#$与@#"!#$表达式!从而得到象曲线的参数
方程!消去参数即得象曲线在?!@平面上的方程!之后根据区域表达式#不等式$
求得其象区域与象边界的位置关系!

! #’!求将上半平面映为单位圆"/"#!的分式线性映射/&>#$$!并分别
满足下列条件*

!$>#%$&2!>#1!$&!!!!!!"$>#%$&2!3/0>-#%$&2!
解!!$注意条件>#%$&2!由分式线性映射保对称性知$&%关于实轴#视为

半径无穷大的圆周$的对称点$&1%必映为/&2关于单位圆周"/"&!#实轴的

象$的对称点/&’!故可设所求分式线性映射为/&)$1%
$$%

!其中)为待定常数!

为保证将=>#$$)2映为"/"#!!只要选)!使A平面上的实轴映为B 平面

的单位圆周即可!即当$&"/5时!应有"/"&")" "1%
"$% &")"&!!又因为上半

平面有一点$&%映为"/"#!内一点/&2!由分式线性映射的一一对应性知!在

")"&!时!=>#$$)2<"/"#!!
最后!由条件>#1!$&!可唯一确定)值*

>#&!$%)&!&%
&!’%%)!’%

!&%%)%%!

&26&



得)&1%!

@!/&1%$1%
$$%
为所求!

解法二!直接利用公式/&(%"$1$
$1$

1!$为上半平面任一点!"为任一实数!此

映射将上半平面映为单位圆!代入条件>#%$&2得/&(%"$1%
$$%

!代入条件>#1!$

&!得!1+%,"$%)*+"&!!@!
+%,"&1!

)*+"+ &2
!"&1$

"$")$!即(%"&1%!

@!/&1%$1%
$$%
为所求!

注!!!由此题不难看出!形如/&(%"$1$
$1$

1#=>#$$+2$的映射将$平面上的

实轴映为B 平面的单位圆周!若=>#$$)2!则=>#$$)2<"/"#!!若=>#$$#2!

则=>#$$#2<"/"#!#而=>#$$)2<"/")!$!为了使问题有唯一解!需加一个

补充条件!

!!"!解法二直接从公式出发!故显得较解法一简略!解法一则是在不知道

公式的前提下!运用分式线性映射性质先导出公式!进而确定结果-所以!解法一

是更为基本的方法!

"$解!同!$的讨论!可设所求映射为/&)$1%
$$%

!其中")"&!!

为确定)!注意条件3/0>-#%$&2!只要选)!使>-#%$)2即可!

由>-#$$&) "%
#$$%$"!!!!!得!>-#%$&!

"%)
!

由!!!!
>-#%$&)

"%)2

")"
&
’

( &!
!!!!!得!)&%!

@!/&%$1%
$$%
即为所求!

! #(!求将单位圆映为单位圆的映射!并分别满足条件

!$>#!
"

$&2!3/0>-#!
"

$&1$
" !!"$>#!

"
$&2!>#1!$&!

解!!$由条件>#!
"

$&2及分式线性映射的保对称性!$&!
"
关于单位圆周

"$"&!的对称点$&"必映为/&2关于"/"&!的对称点/&’!于是!可设/&
&!6&



)
$1!

"
$1"

#)待定$!又由于"$"&!的象为"/"&!!故在"$"&!上!有

,/,%,),
$& !

"
,$&",

&,,$,%,),
"

,"&,$,
,$&",%,),

" %!

!!@!")"&"!即当取")"&"时!映射/&)
$1!

"
$1"
不仅将"$"&!映为"/"&!!

且单位圆内部映为单位圆内部!

?!/#!
"

$位于"/"#!内部!为唯一确定)!注意条件!3/0>-#!
"

$&1$
"

@!只要选)!使得
<(#>-#!

"
$$&2

=>#>-#!
"

$$#
&
’

( 2
即可!!?!>-#$$&1#)

"
& !

#$1"$"

@!>-#!
"

$&1"
#)!!!!由")"&"得)&"%!

即/&"%
$1!

"
$1"&%"$1!

$1"
为所求!

注!本题利用分式线性映射的性质!先导出满足第一个条件的分式线性映射

之一般形式!进而由第二个条件确定常数)!

"$由上题!可设所求映射为

/&)
$1!

"
$1"

!!")"&"!由条件>#1!$&!得)
1!1!

"
1!1"&)

"&!!@!)&"!

又?!"$"&!
"#!!@!"$"#!映为"/"#!!即/&"

$1!
"

$1"
为所求!

注!"$直接应用!$所推出的结果!

! #*!求出将A平面的右半平面#<(#$$)2$映为B 平面上单位圆外部

"/")!的分式线性映射的一般式!
解!首先!$!&%$可将A平面的右半平面映为A! 平面的上半平面!所以只要

考虑将A! 上半平面映为B 平面上单位圆外部的映射即可!由分式线性映射的一

一对应性可知!将上半平面映为单位圆外部的映射一般式为

&"6&



/ %)$!&$
$&$

&
!其中,),%!!=>$#2!

于是!将$!&%$代入!得/&)%$1$
%$1$

1!")"&!!=>$#2!即是将$平面右半平面映

为B 平面单位圆外部的分式线性映射的一般形式!

! $+!求出将点$&!!%!1%依次映为点/&!!2!1!的分式线性映射!又此

映射将单位圆"$"#!映为什么1

解!设$!&!!$"&%!$#&1%!/!&!!/"&2!/#&1!!于是由条件知!所求分

式线性映射为

/&/!

/&/"
M/#&/!

/#&/"
%$&$!

$&$"
M$#&$!

$#&$"

将$) 与/)#)&!!"!#$代入得

/&!
/&2M&!&!

&!&2%$&!
$&%M&%&!

&%&%

化简得 / % &!’"%
:

& $&%

$&6&#%
:

这就是满足/)&>#$)$#)&!!"!#$的分式线性映射!

$&61#%
:
映为B 平面的’!而$&61#%

:
位于"$"&!上!故由分式线性映射

的保圆性知!"$"&!变为直线!再注意/) 与$) 的位置!可知"$"&!映为B 平面

的实轴!又因为沿方向$!<$"<$# 在"$"&!上行进时!单位圆内部位于行进者左

侧!由分式线性映射保角性!"$"#!的象应位于行进者沿方向/!</"</# 在?
轴上行进时的左侧!故知"$"#!映为=>#/$#2!即下半平面!或者!注意$&2映

为!1"%
: &/!即"$"#!内有一点映为=>#/$#2内一点!由分式线性映射的一一

对应性!必有"$"#!映为=>#/$#2!
注!这里由唯一决定分式线性映射的基本条件/)&>#$)$#)&!!"!#$求得变

换!并由于"$"&!上有一点$&61#%
:
映为/平面的’!"$"&!上的$) 映为/ 平

面实轴上的/)#)&!!"!#$!便可知"$"&!的象为实轴!上述确定"$"#!的象为

=>#/$#2的两种方法常用!

! $!!求把半圆域"$"#!!=>#$$)2映射为单位圆"/"#!的保角映射!
解!设半圆域"$"#!!=>#$$)2的直径边界为线段6D#见图!!!"#3$$!因为

&#6&



半圆周26D与直径6D 在点6#1!!2$处正交!由分式线性映射保角性与保圆性性

质!映射$!&)$$!
$1!
将$&!映为$!&’!将$&1!映为$!&2!从而将半圆域

"$"#!!=>#$$)2映为正交于$!&2的两半直线围成的直角区域!适当选取常数

)!可使线段6D映为A! 平面的正实轴!使上述直角区域正好是A! 平面的第一象

限!为此!只要让$&2映为一正实数!令!$!#2$&)2$!
21!&1))2!取)&1!即

可!于是$!&1$$!
$1!
将半圆域"$"#!!=>#$$)2映为A! 平面的第一象限#见图

!!!"#M$$%而$"&$"
! 将第一象限映为上半平面#见图!!!"#)$$!

图!!!"

由! #B题知!映射 /&$"1%
$"$%
将上半平面映为单位圆"/"#!#见图!!!"

#O$$!复合上述映射!得

/ %$"&%
$"’%%$"

!&%
$"

!’%%

$’!
!&# $$

"

&%

$’!
!&# $$

"

’%
%

#$’!$"&%#!&$$"
#$’!$"’%#!&$$"

即为所求!
注!!!这里首先注意半圆域直径与半圆周在6点正交!利用分式线性映射

保角性与保圆性!将其映为第一象限区域!再用幂函数>#$$&$" 的性质!将第一

象限映为上半平面!使问题归为! #B题的结果!这里每个映射均为所论区域内的

双方单值!保角映射!

!!"!直接从半圆域用>#$$&$" 是错误的!因为这样只能得到由原点沿正

实轴剪开的全扇形域!而不能得到单位圆"/"#!!

! $"!把下列区域保角且双方单值地映为上半平面!求出任一这样的映射!

!$!=>#$$)!!"$"#"!!!!"$!"$")"!"$ 槡1 ""#槡"
#$!"$"#"!"$1!")!!!!6$!"$")"!"$1#")!

:$!沿连结点$&2和$&%+的线段有割痕的上半平面

&66&



;$!"$")!且沿虚轴由%到’有割痕的域

B$!<(#$$)2!2#=>#$$#+!!A$!"$")"!2#./0$##
"$

解!!$设区域边界圆弧与弦的交点为6"D!则易见#由初等数学知识$!$6&

槡1 #$%!$D 槡& #$%!且边界圆弧26D与弦6D 在6 点交角为$
#!于是!由分式线性

映射的保圆性与保角性质!映射$!&)$1# 槡1 #$%$
$1#槡#$%$

将$6 映为A! 平面的原点!将

$D 映为A! 平面的’!且只要选取)&1!!即可将弦段6D映为正实轴!所给弓形

区域即映为A! 平面的角形区域2#3/0$!#$
#!又/&$#

! 将此角形区域映为上半

平面!如图!!!#所示!

图!!!#

上述两个映射在各自区域内均为双方单值!保角映射!故二者复合即为所求

/ %& $&#&槡#’%$
$&#槡#’%# $$

#

!!注!本题的第一步中采用的分式线性映射不是唯一的!取)&1!只是为了

使$&%映为$!&!!以保证6D弦映为正实轴!其实)#2均可!另外!也可将$D 映

为原点!$6 映为’!得到相应的结果!因此满足要求的映射不是唯一的!

"$设月牙形区域的两个尖点为$6!$D!则由初等数学知识知*

$6 %槡"’ 槡%"!$D %槡"& 槡%"!且两圆弧在$D 点交角为
$
6!

!!同!$!映射$!&)$1#槡 槡"1%"$
$1#槡 槡"$%"$

将月牙区域映为顶点在原点!开度为$
6
的角

形区域!且当取)&1%时!此角形区域即为2#3/0$!#$
6!于是/&$6

! 将此角域

&:6&



映为上半平面#见图!!!6$!二者复合即为所求*

/ % &%$&#槡"& 槡%"$
$&#槡"’ 槡%"’ ($

6

% $&#槡"& 槡%"$
$&#槡"’ 槡%"’ ($

6

图!!!6

注!这里选)&1%是为将弧段"$ 槡1 "" 槡& "映为正实轴#将$ 槡&" "映为正实

数即可$!从而保证月牙形区域在所给分式线性映射下的象为2#3/0$!# $
6!与

!$相同!在这里分式线性映射的保角性与保圆性起着至关重要的作用!满足条件

的映射不唯一!

#$第一步*选取适当的分式线性映射!将两圆切点$&"映为’!则由保圆

性!两圆周将映为直线!且由分式线性映射的一一对应性!两圆除切点外无公共

点!故象直线在有限复平面内平行!若取分式线性映射$!&) $
$1"

!则小圆周变为

过原点的直线!大圆周变为平行于这条直线的另一条直线!注意小圆周在$&2处

与实轴正交!故由保角性只要适当选取)!使$&1"映为实数!就一定有实轴映为

实轴!小圆周映为在$!&2处与实轴正交的直线!即虚轴!例如!取)&!即可!此时

$&1"映为$!&!
"

!由保角性!大圆周的象为过$!&!
"
且平行于虚轴的直线!再

注意$&%位于所给区域内!其象点为$! &!1"%
:

!@ !<( !1"%# $: & !
: /

2!# $!
" !即可见所给区域的象为条形域2#<($!#!

"!

第二步*将此铅直条形域旋转为水平带形域2#=>#$"$#$!为此取旋转伸缩

映射$"&"$%$!!
&;6&



第三步*用指数函数映射/&($"!将水平带域2#=>#$"$#$映为上半平面

#见图!!!:$!以上每步均为一一对应且保角映射!故复合后即为所求*/&($" &

("$%$,#$1"$

图!!!:

注!!!在第一步中!为确定两圆周所界区域的象之位置!利用分式线性映射

的一一对应性知!它不能同时位于任一圆周象直线的两侧!故只要有一点$&%的

位置被确定!整个区域象的位置将随之确定!这是一种常用的方法!另外!也可用

所给区域外任一点的象位置来确定所给区域象的位置!可注意$&!不在阴影区

域内"它的象为$!&1!!位于A!平面虚轴左侧!也位于$!&!/"的左侧!故大圆内点之

象点均应在$!&!/"左侧!小圆外的点之象点均应在虚轴右侧!从而得到确定"

!"!由于第一步中的分式线性映射的不唯一性!满足条件的映射不唯一!

图!!!;

6$与#$同一思路!这里是二圆周外切!取分式线性映射$!&1$$"
$1"

!同#$讨

论可确定两圆之外部区域的象为铅直条形域1##<(#$!$#2!经平移并旋转伸缩

$"&$%
#

#$!$#$!铅直带域变为宽度为$的水平带域2#=>#$"$#$!再利用指数函

数映射/&($"即映为上半平面#见图!!!;$!

&B6&



复合上述映射即为所求*!!!!/&(
"$%
#

&$16
$1"

注!!!由复合的结果可见!此映射相当于在第一步取$!&$16
$1"
之后作伸缩

并旋转!最后采用指数函数映射"

!!"!#$与6$的处理中!一个共同点是将两圆切点映为’!从而将两圆映为

两平行线!将所给区域映为带形区域!

:$第一步*取$!&$"!则有割痕的上半平面的象是从$!&1+" 沿正实轴剪开

的A! 平面#+为实数$!第二步*取$"&1#$!$+"$!从$!&1+" 沿正实轴剪开的

A! 平面映为从原点沿负实轴剪开的A" 平面!第三步*取映射/&% $槡"#取 $槡"对

应于)&2的一分支$!则得无割痕的上半平面#见图!!!B$!复合各映射即为所求*

/&% 1#$"$+"槡 $& $"$+槡 "!

图!!!B

注!注意这里用到映射>#$$&槡$!它有两个单值分支!为保证单值且保角性!

要指定一确定分支!

;$第一步*取映射$!&%$!$"&% $槡!!#取)&2的一单值分支$%第二步*取

分式线性映射$#&
$"1!
$"$!

%第三步*映射/&$"
# 即为所求#见图!!!A$!复合后得*

/& %槡$$%
%槡$# $1%

"

!

B$注意到水平带形区域2#=>$#$在指数函数>#$$&($ 映射下的象为上半

平面及映射的一一对应性!故可断定半带区<(#$$)2!2#=>#$$#$在指数函数

>#$$&($ 映射下的象为上半平面内满足模&(")!的点之全体!即为上半平面内

单位圆之外的区域!这就使问题归为;$中A" 平面的区域!故第一步*用伸缩映射

&A6&



图!!!A

$!&$
+$将所给区域映为半带形域<(#$$)2!2#=>#$$#$%第二步*$"&($!%第

三步*$#&
$"1!
$"$!

%第四步*/&$"
##见图!!!C$!复合各映射即为所求

/ %
(

$
+$ &!

(
$
+$ ’# $!

"

图!!!C

!!注!!!由此易于看出!/&($ 将半带形域<(#$$#2!2#=>#$$#$映为上半

单位圆"

!!"!上述各步均为双方单值且保角映射!故复合后的映射满足要求!

A$为保证保角性!第一步*取映射$!&1%$%

第二步*$"&$
"
#!(%$# #取)&2的分支$%

第三步*$#&
$"1"",#

$"$"",#!最后取映射/&$"
##见图!!"2$!即为所求

/ % $",#&"",#

$",#’"",’ (#

"

&C6&



图!!"2

!!! $#!求出任一双方单值且保角的映射!使单位圆"$"#!映为铅直条形区

域2#<(/#+!
解!第一步*采用分式线性映射将单位圆映为上半平面 #注意分式线性映射

全平面双方单值"保角!故只要取上半平面映为单位圆映射的逆映射即可$

$! %%!’$
!&$

!!第二步*用对数函数映射$"&D,$!#主值分支$将上半平面映为宽度为$的水

平带形区域!

第三步*经伸缩及旋转变换/&+
$(1%$"$"!可将水平带域映为铅直带域2#

<(#$$#+#见图!!"!$!

图!!"!

复合后即为所求*/&1%+
$D,%$%$!1$!

注!!!由于我们十分熟悉上半平面映为单位圆的分式线性映射/&$1%
$$%

!并

且分式线性映射为全平面双方单值&保角!故只要求其逆映射!即为由单位圆映为上半

平面的映射!从上半平面映为带域2#=>$"#$时!应采用主值分支>#$$&D,$"

&2:&



!!"!! 6"题与! 6#题的各题答案都不是唯一的!因为所采用变换的不

同!答案不同!这里必须注意!无论选怎样的映射!必须保证每步双方单值且保角!
以上所给的解法侧重于对必须掌握的几种保角映射的练习#分式线性映射&指数

与对数函数映射&幂函数$( 与$!/(映射等$!

!!;!第!章练习题

!!下列不等式在复数平面上表示怎样的点集1

!$2#<(#$$#!%!!!!"$"#"$1$2"##%!!!!#$)2#3/0$#)!%

6$2#=>#$$#$%!!!!:$"$1!"
"$$!"#"!

#答!!$平面上由"&2与"&!所构成的宽度为!的铅直带形域%"$以$2

为心"内半径为"!外半径为#的圆环域%#$顶点在原点!开度为#)!1)2$的角形

区域!6$宽度为$的水平带形域!边界为#&2!#&$!:$以1:
#&$2 为心!5&6

#
为半径的圆之外部区域$!

"!计算下列各值*

!$# 槡1!$%#$!2%!!!"$#1!$%$
!
# %!!!#$%!$%%!!!6$P,#1"$!

#答!!$ 槡1:!"$%:!" #%!!"$"
!
;(%#$,6$")$

# #)&2!!!"$%!!#$%(!#!,"$")$$

#)&2!5!!5")$%!!6$D,"$%#")$!$$!#)&2!5!!5")$$

#!按要求表示复数

!$把(!$%用代数式!三角式表示!"$把#)*+:"$%+%,:"$"
#)*+#"1%+%,#"$#用代数式!指数式表

示!其中"为实数!#$!槡"用三角式表示!
#答!!$三角式*(!$%&(#)*+!$%+%,!$%代数式*(!$%&()*+!$%(+%,!!

"$代数式*$&)*+!C"$%+%,!C"!此也为三角式!#$!槡" 槡&)*+"")$ 槡$%+%,"")$!)&

2!5!!5"!)$

$!推导GK<方程的极坐标表达式!

#答!;?
;<&1!

<
;@
;)

!;@
;<&!

<
;?
;)

$

%!判断下列命题的错对*

!$若F为实数!则F&-F%!!"$若$)’!则%$)%’%

#$3/02&2!!6$!
%
,$&%$!!:$>#$$在$2 处可导!则>#$$在$2 处解析!

#答!!$对!"$错#复数不能比较大小$!#$错#2无辐角$!6$对!:$错!$

&!:&



&!设>#$$&!
"%

$
$
1 #$+2$!证明*D%>

$<’
>#$$不存在!

’!设>#$$&?#"!#$$%@#"!#$在区域4内解析!且@&?"!证明*>#$$在4
内为一常数!

(!解方程!$+%,$&"!"$$#&1A%

#答!!$$)&#")$$$
"

$1%D,# 槡"5 #$!)&2!5!!5"!)!"$$)&"(%$$")$
# !

)&2!!!"$

*!已知?#"!#$&(1"#)*+#$#+%,#$!求以?#"!#$为实部的解析函数>#$$!

且使>#2$&!!
#答!>#$$&$(1$$!$

!+!讨论下列函数的连续性!可导性及解析性!

!$>#$$&$<(#$$!!!"$>#$$&""#$###%!!!#$ !
$"1!

!!!6$(
$1!
$

#答!!$全平面连续!仅在$&2处可导!全平面不解析!"$全平面连续!仅在

直线#&5槡"
#"上可导!全平面处处不解析!#$在$+5!处处连续"可导"解

析!6$在$+2处处连续"可导"解析!$

!!!利用GK<方程!证明函数(
,$!+%,,$于全平面不解析!

!"!设?#"!#$1@#"!#$&#"1#$#""$6"#$#"$!且>#$$&?$%@解析!求

>#$$!
#答!>#$$&1%$#$#!$%$6!6为实常数$

!#!将下列区域映为单位圆!

!$"$"#!!2#3/0$#$
6

%

"$去掉原点与上半虚轴的复平面%

#$沿’2!!(半径剪开的单位圆%

6$半带形域
2#=>#$$#+

5#$$#+ 2
!

#答!!$/&
#$61!$"1%#$6$!$"
#$61!$"$%#$6$!$"%!!"$/&槡$$(%$6

槡$1(%$6

%

#$/& 槡$$!
槡$# $1!

"

!!6$/&
(

$
+$$!

(
$
+$# $1!

"

&":&



第"章!复变函数的积分

"!!!复变函数积分概念与G3H)IJ积分定理

"R!R!!基本要求

!R掌握复变函数积分的概念与积分存在条件"性质及计算法R

"!掌握G3H)IJ积分定理及其推广形式333复合闭路定理!并会灵活运用之!

"!!!"!内容提要

!!定义!设/&>#$$在区域4内有定义!G为4 内以$为起点"’为终点的

一条光滑有向曲线!在G上于$!’之间任意加分点*$&$2!$!!)!$(&’!在每弧段

$)1!$2)#)&!!"!)!($上任取一点*) 作和式

>
(

)%!
>#*)$#$)&$)&!$% >

(

)%!
>#*)$%$)

如果当弧段$)1!$2)#)&!!"!)!($的最大长度%<2时!上述和式极限存在且不依

赖于$)/G #)&!!"!)!(1!$的取法!不依赖于*)/$)1!$2)的取法!则称此极限为

>#$$沿有向曲线G的积分!

记作 C
G

>#$$O$%D%>
%<2>

(

)%!
>#*)$%$)!G称为积分路径#线$

当G为闭曲线时!常记C
G

>#$$O$%D
G

>#$$O$!

"!定理一!若>#$$连续!G光滑!则C
G
>#$$O$一定存在!且有

C
G

>#$$O$%C
G

?#"!#$O"&@#"!#$O#’%C
G

@#"!#$O"’?#"!#$O#

!!#!设光滑曲线G的参数方程为$#I$&"#I$$%##I$!I/’I$!I’(!

则 C
G

>#$$O$%C
I
’

I$

>#$#I$$$-#I$OI!#$#I$$%$!$#I’$%’$

!!6!积分性质!若下述积分均存在!则

&#:&



!$C
G

>#$$O$%&C
G&

>#$$O$%

"$C
G

)>#$$O$%)C
G

>#$$O$!!#)为常数$%

#$C
G

’>#$$0C#$$(O$%C
G

>#$$O$0C
G

C#$$O$%

6$设曲线G 长度为 N!当$ / G 时有,>#$$,$ ; 则 C
G

>#$$O$ $

C
G

,>#$$,OO$;N#其中OO为G的弧微分$

:!定理二!-./012积分定理!设4为有限平面上的单连通区域!>#$$在4
内单值"解析!则对位于4内的任一条可求长闭曲线N!有D

N
>#$$O$&2!

:--推论!若>#$$为单连通区域4内的单值解析函数!则积分C
G
>#$$O$与连

接起点与终点的路径无关!设$2 为起点!$为终点!可记

C
G

>#$$O$%C
$

$2
>#$$O$

!!;!定理三!设>#$$为单连通域4内解析函数!$2 /4!则E#$$%C
$

$2

>#$$O$

于4内解析!且E-#$$%>#$$!

B!定理四!设+#$$为单连通区域内解析函数>#$$的一个原函数#+-#$$&

>#$$$

则 C
$

$2

>#$$O$%+#$$
$

$2

%+#$$&+#$2$

!!A!定理五 !复合闭路定理"!设G为区域P 内一条简单闭曲线!G!!G"!)!

G( 为位于G内的简单闭曲线!它们互不相交!互不包含!且以G与G!)G( 为边界

的区域完全属于区域P 内!如果>#$$在区域P内解析!则

!$D
G

>#$$O$% >
(

Q%!DGQ
>#$$O$#G与GQ 均取正向$

"$D
,

>#$$O$%2!!,%G’G&
! ’)G&

( !

C!定理六!闭路变形原理"!设>#$$在区域P内解析!G!!G" 完全位于P内!

G" 位于G! 内部!且以G!!G" 为边界的区域完全位于P内!则

D
G!

>#$$O$%D
G"

>#$$O$!!!!!

&6:&



#即解析函数沿闭曲线的积分!不因闭曲线在解析区域内连续变形而改变其积分

值$

"!!!#!例题解析

" !!计算C
G

,$,O$!其中G以$2 %&!为起点!$! %!为终点!路径为!$直

线段%"$上半单位圆周%#$下半单位圆周!
解!!$因为G的参数方程为$&"!"/’1!!!(!所以O$&O"!"$"&"""!代

入积分式

得 C
G

,$,O$%C
!

&!
,",O"%"C

!

2
"O"%!

!!"$G的参数方程为$#"$&(%"!"/’2!$(!故!O$&%(%"O"!"$#"$"&!!代入积分

式并注意起"终点参数值

得 C
G

,$,O$%C
2

$

%(%"O"%C
2

&$

(%"O#%"$%(%"
2

$
%!&#&!$%"

!!#$G的参数方程为$#"$&(%"!"/’1$!2(

因而O$&%(%"O"!"$#"$"&!!代入积分式并注意起"终点参数值

得 C
G

,$,O$%C
2

&$

%(%"O"%C
2

&$

(%"O#%"$%(%"
2

&$
%!&#&!$%"

!!注!将复变函数积分化为定积分时!首先写出积分路径的参数方程!并注意

路径的起&终点对应的参数值应对应定积分的下限与上限!由本题结果可见!一般

情况下!积分与路径是有关的!

" "! 计算积分C
G

=>$O$!其中G以2为起点

!$连结点2与点"$%的直线!

"$连结点2与%的直线段及连结点%与点"$%的直线段组成的折线段!
解法一!!$G的参数方程为

$#I$%I’%I
" % #!’ %

"
$I!I/ ’2!"(

O$% #!’ %
"

$OI!!=>$% I
"

代入积分式得

C
G

=>$O$%C
"

2

I
"

#!’ %
"

$OI

&::&



图"!!

% !
"

#!’ %
"

$&I"

"

"

2
%!’ %

"

!!"$?C
G

=>$O$%C
G!

=>$O$’C
G"

=>$O$#G!!G"

如图"!!所示$!

G! 的参数方程为

$#I$%%I!I/ ’2!!(!!O$%%OI!!=>$%I
注意路径起"终点对应参数值!得

C
G!

=>$O$%C
!

2

%IOI%%C
!

2

IO$% %
"

G" 的参数方程为

$#I$%I’%!!!!!I/ ’2!"(!!O$%OI!!!!=>$%!
注意路径的起"终点!代入积分式得

C
G"

=>$O$%C
"

2

OI%"!!@C
G

=>$O$%C
G!

=>$O$’C
G"

=>$O$% %
" ’"

!!解法二!令$&"$%#!则

=>$%#%?#"!#$!!!!!@#"!#$%2!!!!!O$%O"’%O#

@!$ C
G

=>$O$%C
G

?O"&@O#’%C
G

@O"’?O#%C
G

#O"’%C
G

#O#

由第二型线积分化为定积分的方法!并注意G的参数方程#见解法一$得

C
G

=>$O$%C
G

#O"’%C
G

#O#%C
"

2

"
"O"’%C

!

2

#O#%!’ %
"

同理

!!"$ C
G

=>$O$%C
G

#O"’%C
G

#O#%%C
!

2

#O#’C
"

2

!&O"% %
" ’"

!!注!解法一利用G 的参数方程!并注意起&终点参数值!直接应用公式

C
G

>#$$O$%C
I
’

I$

>#$#I$$-#I$OI将积分化为关于参数的定积分进行计算"

解法二通过计算积分定义导出的两个二元实函数的第二型曲线积分来完成

的!当然实变函数第二型曲线积分的计算还是通过化其为定积分来完成的!
对被积函数不解析的情况!这两种方法均为基本方法!

" #! 计算下列各积分*

&;:&



!$C
G

<(#$$O$!G为以$! %2!$" %!!$# %!’%!$6 %%为顶点的正方形之边!

逆时针方向!

"$C
G

($O$!G为单位圆周上起点为$%!终点为$%%的弧段!

#$#!$C
,$,%!

O$
$ !!#"$C

,$,%!

O$
,$,!!##$C

,$,%!

,O$,
$ !! #6$C

,$,%!

O$
$

6$C
,$,%!

$+%,$"O$!!!!G均取逆时针方向!

解法一!!$设$&"$%#!则O$&O"$%O#!

@!C
G

<(#$$O$%C
G

"O"’%C
G

"O#% >
6

)%!CG)
"O"’%C

G)

"O#

图"!"

其中G) 如图"!"所示 #)&!!"!#!6$!
由二元实函数第二型曲线积分计算法得

C
G

"O"’%C
G

"O#%C
!

2

"O"’%C
!

2

!&O#’C
2

!

"O"’%C
2

!

2&O#

% !
" ’%& !

" ’2%%

!!"$由于($ 全平面解析!故积分C
G

($O$只与起点"终

点有关!而与路径无关!

@!C
G

($O$%C
%

!

($O$%($
$%%

$%!
%(%&(!

#$#!$D
,$,%!

O$
$ %D

,$,%!

O$
$&2%"$%

#"$D
,$,%!

O$
,$,%D

,$,%!

!&O$%2!#由G3H)IJ积分定理得$

##$?! 在,$,%!上!$%(%"!"/’2!"$(!@!O$%%(%"O"故,O$,%O"

@!!!!C
,$,%!

,O$,
$ %C

"$

2

O"
(%" % &!

%C
"$

2

(&%"O#&%"$%2

!! !#6$在,$,%!上有$%(%"!"/ ’2!"$(!且 O$
$ %

%(%"O"
(%" %O"

@!C
,$,%!

O$
$ %C

"$

2

O"%"$

&B:&



6$因为$+%,$" 全平面解析单值!故由G3H)IJ积分定理!C
,$,%!

$+%,$"O$%2

解法二!!$逐段写出G的参数方程

$%$#I$!I/ ’2!6(*

G!*$%I!I/ ’2!!(!!G"*$%!’%#I&!$!I/ ’!!"(

G#*$% ##&I$’%!I/ ’"!#(!!G6*$%%#6&I$!I/ ’#!6(

于是

C
G

<(#$$O$%C
G!

<(#$$O$’C
G"

<(#$$O$’C
G#

<(#$$O$’C
G6

<(#$$O$

%C
!

2

IOI’C
"

!

!&%O$’C
#

"

&##&I$OI’C
6

#

2&#&%OI$

% !
" ’%& !

" ’2%%

!!"$写出G的参数方程

G*$#I$%)*+I’%+%,I!I/ ’2!$
"

(

!!@!($&()*+I$%+%,I&()*+I’)*+#+%,I$$%+%,#+%,I$(!O$&#1+%,I$%)*+I$OI!

C
G

($O$%C
$
"

2

()*+I’)*+#+%,I$’%+%,#+%,I$(#&+%,I’%)*+I$OI

%C
$
"

2

’&()*+I)*+#+%,I$&+%,I&()*+I+%,#+%,I$&)*+I(OI

!’%C
$
"

2

&()*+I+%,#+%,I$&+%,I’()*+I)*+#+%,I$&)*+I(OI

% ’()*+I)*+#+%,I$’%()*+I+%,#+%,I(
$,"

2

%()*+I’%+%,I,$,"
2 %(%&(!

!!#$#!$"$"&!且沿逆时针方向的参数方程为

$%(%"!"/ ’2!"#(!O$%%(%"

!! @!C
,$,%!

O$
$ %C

"$

2

%(%"O"
(%" %%C

"$

2

O"%"$%

#"$C
,$,%!

O$
,$,%C

"$

2

%(%"O"%(%","$
2 %2!!#($ 以"$%为周期$

&A:&



##$?!,$,%!%$,$

@!C
,$,%!

,O$,
$ %C

,$,%!

,$,O$,
$$ %C

,$,%!

,$,O$,

!$%(%"!,O$,%,%(%"O",%O"

!!!@C
,$,%!

,O$,
$ %C

,$,%!

,$,O$,%C
"$

2

’)*+"&%+%,"(O"

%C
"$

2

)*+"O"&%C
"$

2

+%,"O"%2

!!! #6$由积分性质C
G

>#$$O$ $C
G

,>#$$,,O$,$ ;N!#其中 ; %

>3E
$/G

,>#$$,!N为G之弧长$!这里; %!!N%"$!

而 C
,$,%!

!
$O$ %,"$%,%"$

@! "$$C
,$,%!

,O$,
,$, $"$

即 C
,$,%!

,O$,
,$, %"$

!!6$令$&(%"!"/’2!"#(!则O$&%(%"O"!$+%,$"&(%"+%,(%""

@! C
,$,%!

$+%,$"O$%C
"$

2

(%"+%,(%""&%(%"O"

% !
"C

"$

2

+%,(%""#O(%""$%& !
")*+(%""

"$

2
%2

!!注!!!对被积函数不解析的情形#例!$$如同" "题中所指出的!一般只能

用通过参数方程化为定积分方法或直接用积分定义化为二元函数第二型线积分

的方法来解决"

!!"!对非单连通区域的解析函数#如#$#!$$!公式D
G

O$
$&$2

%"$%#其中G

围绕$2!简单&正向&闭$为一常用的基本结果"

!!#!对单连域内解析函数的积分!虽有别的方法可用!但最为简便的方法

是用G3H)IJ积分定理及其推论!
综上所述!求复变函数积分时!首先要注意被积式在怎样的区域内解析!同时

注意积分路径位于怎样的区域!之后确定适当的方法!

&C:&



!!" $!求下列积分!其路径均为直线段*

!$C
#’"%

!&%

#"$"&:$’;$O$!!"$C
%

2

$
$’!O$

解!!$由于>#$$&"$"1:$$;于全平面解析!故只要求出>#$$的任一个原

函数即可

C
#’"%

!&%

#"$"&:$’;$O$% "
#$#& :

"$"’;# $$
#’"%

!&%
%&#!

; ’!:%

图"!#

!!"$因为>#$$& $
$$!
在区域$+1!内解析!+#$$

&$1D,#$$!$在单连通区域<(#$$)1!内解析!且

+-#$$&>#$$#见图"!#$!这里D,#!$$$为P,#!$$$

的单值分支#对应于P,!&2的一支$!于是C
%

2

$
$’!O$

%+#$$
%

2
%%&D,#!’%$%& 槡D, "’%#!& $

6
$!

注!!!以上两题均用到单连通区域解析函数的

积分与其原函数的关系!注意原函数要求单值解析!故

对数函数出现在原函数表达式中时!要确定其分支!

!!"!对单连通区域解析的函数之积分!因积分与路径无关!故可选择较简

便的路径进行计算!

" %! 计算积分C
L

O$
$
的值!其中L如图"!6所示!

图"!6

&2;&



图"!:

解!#!$设图中L的交点为6!围绕原点的

简单闭曲线为G!? 不含G的L上的两段曲线

完全位于函数#主值分支$D,$的单连通解析区

域内!且在该区域有#D,$$- & !
$

!即在该区域

内!积分与路径无关!可用原函数在起"终点值

表示积分值#参见图"!:$!

@!C
L

O$
$ %D

G

O$
$ ’C

$

!

O$
$

%"$%’D,$
$

!
%"$%’D,$

!!#"$L由围绕原点的两条简单闭曲线G!!G"组成!因为!
$
在$+2区域内解析!

故由闭路变形原理知!D
G!

O$
$ %D

G"

O$
$ !

@!D
L

O$
$ %D

G!

O$
$ ’D

G"

O$
$ %"D

G!

O$
$ %"&"$%%6$%

图"!;

!!##$用不经过负实轴的光滑曲线连接起

点!与终点$#见图"!;$!设连线为L!!则L$

L1
! 为#"$的路径!注意L! 完全位于主值分支

D,$的单连通解析区域内!且#D,$$-&!
$!

@ !C
L

O$
$ %D

L’L&!

O$
$ ’C

L!

O$
$

%6$%’C
$

!

O$
$ %6$%’D,$

$

!

%6$%’D,$
注!!!由#!$及##$的结果可见!当路

径G为以!作起点!$作终点且不经过原点的

光滑曲线时!积分C
G

O$
$
可表示对数函数P,$的任意分支%路径不绕原点时!表示主

值分支!绕过原点且绕)周#可正&反向$时!表示#P,$$)!故这个积分可作为P,$
的积分表示式"

!!"!##$不能像#!$一样对待!即在##$中C
L

O$
$ +"$%’C

$

!

O$
$ !因为##$中的

&!;&



L去掉围绕原点的简单闭曲线后!所余两段曲线中一段与负实轴相交!对数函数

D,$#主值分支$在负实轴上不解析!即在包含负实轴的任何区域上!D,$不是!
$
的

一个原函数!或者说这种区域不是D,$的单连通解析域!故沿这两段曲线上的积分

+C
$

!

O$
$ !为解##$!

EEEEE
我们引入不经过负实轴的L!!L! 位于D,$的单连通解析域!故有

C
L!

O$
$ %C

$

!

O$
$ !

" &!求下列积分*

!$C
,$,%!

<(#$$O$!"$C
,$,%!

=>#$$O$!#$C
,$,%"

O$
$"&!!6$C

,$,%!

,$&!,&,O$,

解!!$设$&)*+"$%+%,"
则

C
,$,%!

<(#$$O$%C
"$

2

)*+"#&+%,"’%)*+"$O"

%C
"$

2

&)*+"+%,"O"’%C
"$

2

)*+""O"% %
"

&"$%$%

!!"$C
,$,%!

=>#$$O$%C
"$

2

+%,"#&+%,"’%)*+"$O"

%&C
"$

2

+%,""O"’%C
"$

2

+%,")*+"O"%&$

#$?! !
$"&!% !

$&!& !
$’# $!

&!
"!

@!D
,$,%"

O$
$"&!% !

"D
,$,%"

O$
$&!& !

"D
,$,%"

O$
$’!

! % !
"

&"$%& !
"

&"$%%2

6$设$%(%"!,O$,%O"!,$&!,%")*+#$&"
"

$#见图"!B所示!$

@!C
,$,%!

,$&!,&,O$,%"C
$

2

")*+#&"
"

&O"

!! %"C
$

2

"+%,"
"O"

&";&



图"!B

!! %AC
$

2

+%,"
"O"

" %&A)*+"
"

$

2
%A

注 !!!由!$与"$可见!虽然解析函数

>#$$%$沿任何可求长闭路积分为2%D
G

$O$%

2!但其实部与虚部沿G的积分并不为2!一般

地!设>#$$在单连域4内解析!G为4内任一条

可求长闭曲线!则

D
G

>#$$O$%2.4D
G

<(#>#$$$O$%2!

D
G

>#$$O$%2.4D
G

=>#>#$$$O$%2"

!!!"!#$的依据是D
G

O$
$&$2

%"$%!其中G为围绕$2的简单正向闭路!并且!为

了应用这一结果!将>#$$% !
$"&!
写成简单分式"

!#!在6$中!为了表示,$&!,!利用了初等几何学的知识!并注意在,$,%

!上的对称性!便有上述结果!

" ’!简单闭曲线G应满足怎样的条件可使得下式成立

D
G

O$
$"’$’!%2

!!解!注意>#$$& !
$"$$$!

为有理函数!它在除去使分母为2的两个点$!&

1!
"$槡#

"%与$"&1!
"1槡#

"%之外!全平面解析!所以

#!$由G3H)IJ积分定理知!当G为不经过且不包围$!和$"的简单闭路时必有

D
G

O$
$"’$’!%2%

#"$当G同时包围$! 与$" 在内时!由复合闭路定理

有D
G

O$
$"’$’!% !

槡#%DG!
O$

$&$!
&D

G"

O$
$&$# $

"
% !

槡#%
#"$%&"$%$%2!

##$除情形#!$!#"$外!积分 +2!

" (!计算积分D
G

O$
$"’"$’6

!其中G*!$,$,%!!正向!"$,$,%槡:!正向!

&#;&



解 !!$注意$"’"$’6的两个零点为$%&!0 槡%#!且,&!0槡#%,%")

!!即当积分路径为,$,%!#正向$时!G本身及其内部均位于>#$$& !
$"$"$$6

的解析区域内#见图"!A$!故由G3H)IJ积分定理有

D
,$,%!

O$
$"’"$’6%2

图"!A
图"!C

!!"$?!" 槡1!5 #%"&"#槡:!故积分路径"$" 槡& :#正向$围绕>#$$的两奇点!

由复合闭路定理!有

D
G

O$
$"’"$’6%D

G!

O$
$"’"$’6’D

G"

O$
$"’"$’6

其中G!!G" 如图"!C所示!又

?! !
$"$"$$6& %

槡" #
!

$1# 槡1!$ #%$
1 !
$1# 槡1!1 #%’ ($

@! 原积分% %
槡" #DG!

O$
$&#&!’槡#%$

&D
G!

O$
$&#&!&槡#%’ ($

!’ %
槡" #DG"

O$
$&#&!’槡#%$

&D
G"

O$
$&#&!&槡#%’ ($

% %
槡" #

#"$%&2$’ %
槡" #

#2&"$%$%2

注!注意!$与"$的结果均为2!但!$是因为积分路径G%,$,%!位于>#$$

的单连通解析区域内!故由G3H)IJ积分定理得积分D
G

>#$$O$%2!!而"$中!积分

路径位于>#$$的复连通解析区域内!且G内包围>#$$的两个奇点!则由复合闭路

&6;&



定理!分别计算D
G!

>#$$O$与D
G"

>#$$O$!二者均不为2!但相抵消为2!

图"!!2

" *! 设G为不经过$与&$的正向简单闭路!

$为不等于2的任何复数!试就G与$!&$的位置关

系!计算积分D
G

O$
$"&$"!

解!因为G不经过$及1$!故G与$!1$的位

置关系有三种可能*

#!$$与1$均位于简单正向闭路G 之外部#图

"!!2所示$%

#"$$与1$中只有一个位于G 之外部!即G围

绕另一个#见图"!!!$%

##$G围绕$与1$!即$!1$均位于G 内部!在#!$情形下!G位于>#$$&

!
$"1$"的单连通解析区域内!故有!

D
G

O$
$"&$" %2

!!在#"$情形下!由于 !
$"1$"&

!
"$

!
$1$1!

"$
!

$$$
!若G围绕$!则

图"!!!
图"!!"

D
G$

O$
$"&$" % !

"$D
G$

O$
$&$&2%$%

$

若G围绕1$!则

D
G&$

O$
$"&$"%

!
"$D

G&$

O$
$&$& !

"$D
G&$

O$
$&#&$$

&:;&



%2& !
"$

&"$%%&$%
$

在##$情形下!由复合闭路定理!可作G$ 围绕$!G1$围绕1$!且使G$!G1$均位于G
内!二者互不相交!不包含!则由#"$有

D
G

O$
$"&$" %D

G$

O$
$"&$" ’D

G&$

O$
$"&$" %$%

$ &$%
$ %2

"!"!G3H)IJ积分公式及解析函数的任意阶可导性

"R"R!!基本要求

!!掌握G3H)IJ积分公式的条件"结论及推广形式!

"!掌握解析函数的任意阶可导性及高阶导数公式!

#!会运用G3H)IJ积分公式与解析函数高阶导数公式计算闭路积分!

"!"!"!内容提要

!!-./012积分公式#设>#$$在区域4内单值"解析!G为4 内任一条简单正

向闭路!它本身及其内部P完全属于4!则对任意$/P!有

>#$$% !
"$%D

G

>#*$
*&$O*

!!"!G3H)IJ积分公式对复合闭路的推广

设>#$$在区域4内单值"解析!G!!G" 为4内两条简单正向闭路!且G" 位于

G! 内部!如果,&G!$G1
" 本身及其所围区域P完全属于4!则对任意$/P!有

>#$$% !
"$%D

,

>#*$
*&$O*

!!#!!定理!区域4内解析的函数>#$$的导函数>-#$$仍在4内解析!且对任

一点$/4及任意自然数
!!!!!

)!有

>#)$#$$% )4
"$%D

G

>#*$
#*&$$(’!O*

其中G为围绕$的简单正向闭路!本身及其内部完全属于4!

"!"!#!例题解析

" !+!计算下列积分#积分路径均为正向闭路$

!$D
G

O$
#$&$!$#$&$"$

!

&;;&



#!$G为只包围$!#或$"$的简单闭曲线!不经过$"#或$!$%

#"$G为包围$!!$" 的简单闭曲线!

"$D
,$,%!

)*+$
$ O$!

解!!$#!$设G! 为只围绕$! 且不经过$" 的简单"正向闭曲线!则 !
$1$"
在

G! 上及其内部解析!故由G3H)IJ积分公式有

D
G!

O$
#$&$!$#$&$"$%D

G!

!
$&$"

O$

$&$!
%"$% !

$&$" $%$!

% "$%
$!&$"

同理可知!当G" 为只围绕$" 且不经过$! 的简单正向闭路时! !
$1$!
在G" 上及其

内部解析!故有

D
G"

O$
#$&$!$#$&$"$%D

G"

!
$&$!

O$

$&$"
%"$% !

$&$! $%$"

% "$%
$"&$!

!!#"$当G为包围$!!$" 的简单正向闭路时!由复合闭路定理!有

D
G

O$
#$&$!$#$&$"$%D

G!

O$
#$&$!$#$&$"$’D

G"

O$
#$&$!$#$&$"$

%D
G!

!
$&$"

O$

$&$!
’D

G"

!
$&$!

O$

$&$"
% "$%

$!&$"
’ "$%
$"&$!

%2

其中G!!G" 分别为#!$中所指!

"$因为)*+$全平面解析!故积分路径"$"&!围绕$&2!且本身及其内部完

全位于)*+$的解析区域内!所以由G3H)IJ积分公式!有

D
,$,%!

)*+$
$ O$%D

,$,%!

)*+$
$&2O$%"$%&)*+$,$%2 %"$%

!!注!!!!!$的结果又一次证明了" B题中的#"$!这里用的是G3H)IJ积分

公式!同时对" C题中的##$也给出了另一种证明方法#不用分成简单分式$"

!"!"$为直接应用G3H)IJ积分公式的简单例子-

" !!! 设G为正向圆周,$,%#!计算下列积分值

!$D
G

O$
$#$’"$

"$D
G

$’"
#$’!$$O$

&B;&



#$D
G

$
#$’!$#$’"$O$

6$D
G

O$
$#$’!$"

解法一 !!$! 因为G围绕$! %2与$" %&"!简单"正向"闭!由" !2题!$

之结果知!D
G

O$
$#$’"$%2!

"$因为G围绕$! %2!$" %&!!简单"正向"闭!且>#$$%$’"全平面解析!

故由" !2题 的注释可知

D
G

$’"
$#$’!$O$%"$% >#$!$

$!&$"
’ >#$"$
$"&$’ (!

%"$%& "
2’!’&!’"

&!&’ (2 %"$%

!!#$!同"$!这里$!&1!!$"&1"!>#$$&$!

@ !D
G

$O$
#$’!$#$’"$%"$% >#$!$

$!&$"
’ >#$"$
$"&$’ (!

%"$%& &!
&!’"’ &"

&"’’ (! %"$%

!!解法二!!$!"$!#$均可用复合闭路定理及G3H)IJ积分公式相结合的方法求

解!此略!

6$因为G包围$&2与$&1!!故由复合闭路定理及G3H)IJ积分公式"高阶

导数公式得

D
G

O$
$#$’!$"%D

G!

!
#$’!$"O$

$ ’D
G"

!
$

#$’!$"O$

%"$% !
#$’!$" $%2

’"$%
!4 #!

$
$-,$%&! %"$%&"$%%2

!!注!在G! 上的积分应用G3H)IJ积分公式!在G" 上的积分应用解析函数高

阶导数公式!

" !"! 求下列各积分*其中G*,$,%5)!!正向!

!$D
G

)*+$$
#$&!$:O$!!"$D

G

"$"&$’!
#$&!$# O$!!#$D

G

($

#$"’!$"O$

解!!$?!)*+$$全平面解析!G*"$"&5)!围绕$&!!简单"正向"闭!且

本身及其内部完全位于)*+$$的解析区域内%!@!由解析函数高阶导数公式得

D
G

)*+$$
#$&!$:O$%"$%

64 #)*+$$$#6$,$%! %"$%
64 #$6)*+$$$$%! %&$:

!"%

!!"$?!>#$$&"$"1$$!于全平面解析G*"$"&5)!围绕$&!!简单"正

&A;&



向"闭!本身及其内部位于>#$$解析区域内!故由解析函数高阶导数公式!有

D
G

"$"&$’!
#$&!$# O$%"$%

"4 ’"$"&$’!(#"$

$%!
%"$%

"
&6%6$%

!!#$?!G*"$"&5)!!@!G包围$&5%!简单"正向"闭!由复合闭路定理

有

D
G

($

#$"’!$"O$%D
G!

($O$
#$"’!$" ’D

G"

($O$
#$"’!$"

其中G!!G" 分别围绕$!&%!$"&1%!简单"正向"闭!且均位于G内!

?!G! 本身及其内部完全位于C#$$&($,#$$%$" 的解析区域内!由解析函数

导数公式有

D
G!

($

#$"’!$"O$%D
G!

($,#$’%$"
#$&%$"

O$%"$%
!4

($

#$’%$’ ("

-

$%%
% $

"
#!&%$(%

同理

D
G"

($

#$"’!$"O$%D
G"

($,#$&%$"
#$’%$"

O$%"$%
!4

($

#$&%$’ ("

-

$%&%
%& $

"
#!’%$(&%

@!D
G

($

#$"’!$"O$% $
"

#!&%$(%& $
"

#!’%$(&% %%$#+%,!&)*+!$

!!注!!$!"$直接应用高阶导数公式!#$则是复合闭路与高阶导数公式相结

合!

" !#!设>#$$在区域P内解析!且在P内有>#$$+2!又G为位于P 内的任

图"!!#

一闭区线!本 身 及 其 内 部 完 全 属 内 P!证 明

!!!!D
G

>-#$$
>#$$O$%2

证!因为G位于>#$$的解析区域P内!且

本身及其内部完全属于P!即G上每点为P 之内

点!故存在单连通区域D6P!使>#$$在D内解

析!且G位于D 内#参见图"!!#!严格证明超出

工科本课程大纲$!根据条件知!当$/D时!>#$$

+2!故 !
>#$$在单连通区域D内解析!又由于解析

函数的导函数仍解析!所以>-#$$
>#$$在D内解析!于是!由G3H)IJ积分定理知

D
G

>-#$$
>#$$O$%2

&C;&



注!!!在题设条件下!由解析函数的导函数仍解析知>
-#$$
>#$$在P内解析!这里

>#$$+2不可少!应用此结论时要注意条件"

!"!若在G内部含有>#$$的零点!便不能推出 !
>#$$在G内部解析!从而结论

不成立!
例>#$$&$"!G为"$"&!!则

D
G

>-#$$
>#$$O$%"D

G

!
$O$%6$%+2

" !$!设函数>#$$与C#$$在域4内解析!G为4 内任一条简单闭曲线!其
内部全部属于4!如果>#$$&C#$$在G上处处成立!试证!在G内处处有>#$$3

C#$$!
证!令E#$$&>#$$1C#$$!则E#$$在4内解析!特别地!在G上及其内部解

析!对G内任一点$2!由G3H)IJ积分公式

有 !!!!E#$2$% !
"$%D

G

E#$$
$&$2

O$

因为在G上!E#$$32!所以!E#$2$&2!由$2 为G内任一点知!在G上及G
内!有E#$$32!即>#$$3C#$$!
注!G3H)IJ积分公式表明!解析函数在其解析区域内任一点的值可通过它在

围绕该点且本身及其内部完全位于解析域内的闭曲线上的值来表示!正因为这

样!当两个函数在这样的闭曲线上取等值时!就意味着二者在此闭曲线内处处取

等值!

" !%!设>#$$在$2 点解析!证明*存在!)2!使得

>#$2$% !
"$C

"$

2

>#$2’!(
%"$O"

!!证!因为>#$$在$2 点解析!由解析的定义知!5%)2!使得>#$$在2%#$2$内

处处解析!任取2#!#%!则圆周G!*"$1$2"&!本身及其内部完全位于2%#$2$

内!且G! 以$2 为圆心!于是!由G3H)IJ积分公式

有 >#$2$% !
"$%C

G
!

>#$$
$&$2

O$!!#沿G! 正向$

又!G! 的参数方程为$&$2$!(
%"!"/’2!"$(!O$&!%(

%"O"!代入积分公式得

>#$2$% !
"$%C

"$

2

>#$2’!(
%"$

$2’!(
%" !%(

%"O"% !
"$C

"$

2

>#$2’!(
%"$O"

&2B&



!!注!此题结果说明!解析函数在解析区域内任一点$2 处的值等于它在以该点

为圆心的任一圆周上的算术平均值#只要这一圆周本身及其内部位于解析区域

内$!故此结果也称作解析函数的平均值公式!

" !&! 计算积分D
,$,%"

O$
$6&!

!其中G*,$,%"为正向!

解!因为$61!&2之解为$!&!!$"&%!$#&1!!$6&1%!分别作简单正向闭

路GQ 包围$Q!使GQ#Q&!!"!#!6$互不包含!互不相交!均位于"$"&"内!则由复合

闭路定理有

D
G

O$
$6&!% >

6

Q%!DFQ
O$

$6&!

又由G3H)IJ积分公式得*其中

D
G!

O$
$6&!%D

G!

!
#$!&$"$#$!&$#$#$!&$6$

& O$
#$&$!$

%"$%& !
#$!&$"$#$!&$#$#$!&$6$

%"$%& !
#!&%$#!’!$#!’%$%$%

"

!!同理可得

D
G"

O$
$6&!%& $

"
!!!!D

G#

O$
$6&!%&$%

"
!!!!D

G6

O$
$6&!% $

"

@!D
,$,%"

O$
$6&!% >

6

Q%!DGQ
O$

$6&!%2

" !’!设>#$$& D
"*"&#

#*
"$B*$!
*1$ O&!!!"$"##!求>-#!$%$!

解!设E#$$&#$"$B$$!!它在全平面解析!故对"$"##内任一点$!由

G3H)IJ积分公式!有

E#$$% !
"$%D

,*,%#

#*
"’B*’!
*&$ O&% !

"$%>
#$$

@!>#$$%"$%E#$$

于是! >-#!’%$%"$%E-#!’%$%"$%’;#!’%$’B(

%"$%#!#’;%$%"$#&;’!#%$

!!注!本题不是通过在积分号下求导来求>-#$$的!而是利用了G3H)IJ积分公

式!问题变得十分简单明了-
&!B&



"!#!第"章练习题

!!计算D
G

,$,,$O$!其中G为上半单位圆周与线段&!$"$!!#%2组成的

正向闭曲线!!!#答 !$%!$

"!利用积分D
,$,%!

O$
$’"
计算定积分C

$

2

!’")*+"
:’6)*+"

O"!

#答 !2!! 提示*! 令$%)*+"’%+%,"!由D
,$,%!

O$
$’"%2分出其虚部!$

#!沿摆线
"%+#"&+%,"$

#%+#!&)*+"+ $!!"/ ’2!"$(!计算积分C
"$+

2

#"$"’A$’!$O$

#答 !!;
#$#+#’!;$"+"’"$+!$

$!计算积分

#!$D
,$,%"

"$"&$’!
$&! O$!!!!#"$D

,$,%"

"$"&$’!
#$&!$: O$

路径取正向!!#答 !#!$6$%!#"$2$!

%!求积分D
G

($

$#!&$$#O$!其中G取正向!且

#!$G*,$,% !
"

#"$,$&!,% !
"

##$,$,%"

#答 !#!$"$%#"$&%$(##$"$%&%$($!

图"!!6

&!沿图"!!6中所给路径计算积分C
G

O$
$

!其中

G以!为起点!以$为终点!
#答 !&6$%’D,$$

’!计算积分D
,$&+,%!

#$&+$(O$!路径为正向!(

为整数!

#答 !
"$%!!!(%&!

2!!!!(+&+ !
$

(!若>#$$在单连域4内解析!G为位于4 内

任一条光 滑 闭 曲 线!是 否 可 由D
G

>#$$O$ % 2 推 出D
G

<(#>#$$$O$ % 2 及

&"B&



D
G

=>#>#$$$O$%21若能!给出证明!若不能!举例说明之!

*!计算积分

C
G

"$"&!:$’#2
#$&"$#$&6$"O$

其中G为正向圆周#!$"$"&#!!#"$"$16"&!!!##$"$"&:!
#答!#!$6$%#"$2##$6$%$2$

!+!计算积分

D
G

+%,$
#$& $

"
$#
O$!G*,$,%"!正向

!!#答!1$%$

!!!计算积分D
,$,%!

($

#$&$$#O$!G为正向!其中,$,+!!

#答 ! 当,$,)!时!积分 %2!当,$,#!时!积分 %$%($!$

!"!计算D
G

($

$"&!
O$!G*,$,%"正向!

#提示*! 可用" C题注释!!! 答 !"$% (
!&#&!$’

(&!

#&!$&’ (!
$!

!#!求D
,$,%!

$&+%,$
$; O$!G为正向 !!#答 !&"$%

:4 $

&#B&



第#章!解析函数的幂级数表示

#!!!S3JD*/级数

#!!!!!基本要求

!!掌握并会运用幂级数的运算及性质!

"!掌握幂级数收敛半径的性质及求法!

#!掌握在$2 点解析的函数>#$$展为S3JD*/级数的方法及收敛半径的确定

方法!

#!!!"!内容提要

!!#定理一3456定理$!如果幂级数>
’

(%2
+(#$&$2$( 在$! +$2处收敛!则对满

足,$&$2,#,$!&$2,的一切$!级数必绝对收敛%如果级数在$!处发散!则对满

足,$&$2,),$!&$2,的一切$!级数必发散!

"!定义!对幂级数>
’

(%2
+(#$&$2$(!如果存在5)2!使得在,$&$2,#5内

收敛!在,$&$2,)5内发散!则称5)2为幂级数>
’

2
+(#$&$2$( 的收敛半径!

#!定理二!对幂级数>
’

(%2
+(#$&$2$(!如果D%>

(<’

+(’!

+(
%-!则#!$当-+2时!

5% !
-

%#"$当-%2时!5%’’%##$当-%’’ 时!5%2!

如果D%>
(<’

(
,+(槡 ,%.!则#!$当.+2时!5% !

.
%#"$当.%2时!5%’’%

##$当.%’’ 时!5%2!

6!幂给数的运算及性质

!$设在,$&$2,#<! 内有 !!!! >
’

(%2
+(#$&$2$( %>#$$!!!! #.$

&6B&



在,$&$2,#<" 内有 >
’

(%2
*(#$&$2$( %C#$$ #T$

则在,$&$2,#<%>%,#<!!<"$内!级数#.$!#T$可按多项式进行和"差"积运算!

其结果的幂级数之和函数是>#$$与C#$$的和"差"积!且其收敛半径 *<%

当*2 +2时!必 5<? $>%,#<!!<"$!使得在,$&$2,#<? 内有C#$$+2!则

#.$与#T$可进行除法运算##T$为除数$其商在,$&$2,#<? 内收敛于

>#$$,C#$$%

"$设在,$&$2,#<内有>
’

(%2
+(#$&$2$( %>#$$!在,$&$2,#5内C#$$

解析!且"C#$$1$2"#<!则在"$1$2"#5内有

>#C#$$$% >
’

(%2
+(#C#$$&$2$(

!!#$在收敛圆内可对幂级数逐项求导"逐项积分!且其收敛半径不变%

6$收敛幂级数的和函数在收敛圆内解析!

:!定理三!7.2689定理"!设>#$$在$2 点解析!则存在5)2!使得在"$1$2"

#5内有>#$$&>
’

(&2
G(#$1$2$(!其中G(&>#($#$2$

(4 !5为>#$$的距$2 最近一个奇

点到$2 之距离!此展开式唯一!

#!!!#!例题解析

# !! 幂级数>
’

(%2
+(#$&"$(能否在$%2处收敛!而在$%#处发散1说明理

由!
答 ! 不可能!因为若在$%2处收敛!则由.M(D定理!在一切满足,$&",#

,2&",%"的$处级数均收敛!显见!$%#满足此不等式!故不可能在$%#处

发散!

# "! 设幂级数>
’

(%2
+($( 的收敛半径为5!证明幂级数>

’

(%2
<(#+($$( 的收敛半

径 *5!

证 ! 只要证明在,$,#5内!>
’

(%2
<(#+($$(收敛即可#即>

’

(%2
<(#+($$(的收敛

半径至少为5$!

因为在,$,#5内!>
’

(%2
+($(收敛!由.MD(定理!在,$,#5内!>

’

(%2
,+($(,%

&:B&



>
’

(%2
,+(,,$,( 收敛!而,<(#+($,$,+(,!

所以,<(#+($$(,$,+(,,$,(!故由正项级数比较判别法知!>
’

(%2
,<(#+($,&

,$(,在,$,#5内收敛!从而>
’

2
<(#+($$( 在,$,#5内必收敛#绝对收敛必收

敛$!

注 ! 本题要证>
’

(%2
<(#+($$( 的收敛半径 *5#不小于5$!即要证它的收敛半

径至少为5!所以只要证明在,$,#5内级数>
’

(%2
<(#+($$( 收敛即可!值得注意的

是!该级数在,$,#5内收敛!不能说其收敛半径为5!因为并不能证明在,$,)
5内级数发散!也就是说!至少

!!
在,$,#5内收敛!这里用到的就是收敛半径的性

质!

# #! 设极限D%>
(<’

+(’!

+(
存在!证明下列三个级数有同一收敛半径*>

’

(%2
+($(%

>
’

(%2

+(

(’!$
(’!%>

’

(%!
(+($(&!!

证 !证法一!设D%>
(<’

+(’!

+(
%-!则级数>

’

(%2
+($(收敛半径为5% !

-
!#-+2$!

由收敛幂级数性质!在,$,#5内!对>
’

(%2
+($( 可逐项积分"逐项求导!所得结果收

敛半径不变!故知#>
’

(%!
+($($- %>

’

(%2
(+($(&!及C

$

2
>
’

(%2
+($(O$%>

’

(%2

+(

(’!$(’!收敛半

径仍为5% !
-

!

当-%2时!>
’

(%2
+($( 收敛半径5 %’’!上述性质仍成立!

证法二!?!D%>
(<$’

+($!

+(
存在!

@!D%>
(<$’

+($!

($"
+(

($!&D%>
(<$’

+($!

+(
&($!
($"&D%>

(<$’

+($!

+(

D%>
(<’’

#(’!$+(’!

(+(
% D%>

(<’’

+(’!

+(

即三个级数的收敛半径相同!
注!证法二虽简单!但应注意证法一用到的是收敛幂级数的性质!故证法一

&;B&



更好一些!

# $! 设>#$$在,$,#5内解析!且在#&5!5$上取实值!试说明>#$$在

$2 %2点的幂级数展式>
’

(%2
+($( 的系数为什么一定为实数1

解 ! 在题设条件下!实变量函数>#"$在"%2处可展为S3JD*/级数>
’

(%2
+("(!其

在#&5!5$内收敛!且由S3JD*/定理!系数+( %>#($#2$
(4 !#(%2!!!"!)$为实系数!函

数>#$$在$%2处也可展为S3JD*/级数>
’

2
*($(!在,$,#5内收敛!其系数*( %

>#($#2$
(4 !#(%2!!!"!)$!这里+( 中的>#($#2$%D%>

"<2

>#(&!$#"$&>#(&!$#2$
"

#!$

而*( 中的>#($#2$%D%>
$<2

>#(&!$#$$&>#(&!$#2$
$

#"$

即#!$中"的沿实轴趋于2!而#"$中的$以任意方式#在平面上$趋于2!但当#"$中

的极限存在 时!可以任意方式趋于2的结果均为此极限值!特别地!沿实轴方向趋

于2时可得到同一结果!即

D%>
$<2

>#(&!$#$$&>#(&!$#2$
$ %D%>

"<2

>#(&!$#"$&>#(&!$#2$
"

!!所以+(&*(!从而在题设条件下!>#$$&>
’

(&2
+($(!#"$"#5$中的系数为实数!

且就是实函数>#"$在"&2处S3JD*/展开式的系数!
注!此题的结果十分有用!因为基本初等函数>#$$#即%+%,$!)*+$!($!

D,#!$$$#主值分支$!43,$等$均满足在实轴上取实值条件!且>#$$在"$"#5内

解析#各>#$$的5不同$!于是这些函数在$&2点的S3JD*/展式系数即为对应的

实函数在"&2处展开式系数!

# %!在$&2的邻域将>#$$& ($

!1$
展为S3JD*/级数!并求收敛半径!

解!因为>#$$& ($

!1$
在$+!的区域内解析!故可在$&2的邻域内展为

S3JD*/级数!且收敛半径5&"!12"&!!

所以在,$,#!内有展开式 ($

!&$% >
’

(%2
+($(

又 !
!&$%!’$’$"’)!!!!!,$,#!

&BB&



($ %!’$’$"

"4 ’
$#

#4 ’)!!!!,$,#’’!#由# 6题结论得$

由幂级数乘法得

>#$$% #!’$’$"’)$#!’$’$"

"4 ’
$#

#4 ’)$

%!’"$’#!’ !
" ’!$$"’#!’ !

#4 ’!’ !
"4$$

#’)

%!’"$’ :
"$"’ A

#$#’)!!!!,$,#!

!! 注 !!!由幂数乘法!可得到>#$$展式中的任一项"

!!"!由展式可见!展开式中各项系数+( *!!故当$%!时!右端级数发散!

即>#$$% >
’

2
+($( %!’"$’ :

"$" ’ A
#$# ’ - 之收敛半径5 %!% >%,#!!

’’$!

# &!将下列函数展为$的幂级数

!$(
!

!1$!!"$+%,"$!!#$3/)43,$#取主值3/)43,2&2$

6$D,#!$$$#主值分支!D,!&2$!!:$+%,$

解!!$因为(
!

!1$在"$"#!内解析!故由S3JD*/定理!可在此圆内将(
!

!1$展为

S3JD*/级数!

?! !
!1$&!$ $

!1$!!!!!@!(
!

!1$&(&(
$

!1$!

由!! $
!1$&$$$"$) !"$"#!及!(*&!$*$*

"

"4$)!!"*"#$’

用级数代入法得

(
!

!&$ %(&(
$

!&$ %(&(#$’$"’$#’)$

%(’!’#$’$"’$#’)$’ !
"4

#$’$"’$#’)$"’ !
#4

#$’$"’$#’)$#’)(

%(’!’$’#!’ !
"4

$$"’#!’ "
"4 ’

!
#4

$$#’#!’ !
"4 ’

"
"4 ’

#
#4 ’

!
64

$$6’)(

%(!’$’ #
"$"’!#

;$#’B#
"6$

6’# $) !!,$,#!!

!!"$?!+%,"$&!1)*+"$
" &!

"1!
")*+"$

由# 6题结论知)*+"$&!1
#"$$"
"4 $

#"$$6
64 $)!!!!""$"#$’

&AB&



@!+%,"$% !
" & !

"
!&""$"

"4 ’"6$6

64 &";

;4$
;’# $)

% >
’

(%!

#&!$(&!""(&!

#"($4 $"(!!!,$,#’’!

!!#$解法一!?! !
!$$"&>

’

(&2
#1!$(Q"(!!!!"$"#!

逐项积分得

C
$

2

O$
!’$" %3/)43,$% >

’

(%2

#&!$(
"(’!$

"(’!!!!!,$,#!

#对应于3/)43,2&2的主值分支$

解法二 ! 由3/)43,"% >
’

(%2

#&!$(
"(’!"

"(’!!,",#!!用# 6题结论!即得

3/)43,$展式及收敛半径!

6$解法一 !?! !
!’$% >

’

(%2

#&!$($(!!,$,#!

在收敛圆内逐项积分!并取D,#!’$$对应于P,!%2的分支!得

C
$

2

O$
!’$% >

’

(%2

#&!$( $(’!

(’!%D,#!’$$!!!!,$,#!

!! 解法二 ! 由D,#!’"$%>
’

(%2

#&!$( "(’!

(’!!!,",#!及# 6题结论!即可

得D,#!’$$的展式及收敛半径!

:$由# 6题结论及+%,"%"&"#

#4 ’
":

:4 &)!,",#’’!即得

+%,$%$&$#

#4 ’
$:

:4 ’)’
#&!$(&!
#"(&!$4$

"(&!’)

% >
’

(%!

#&!$(&!$"(&!

#"(&!$4 !!!!,$,#’’

!!注!!$用级数代入法!"$复合函数关系%#)*+*!*&"$$及初等函数基本展式!

#$!6$用逐项积分性质!:$用# 6题结论!这些方法均为基本方法!由展式的 唯一

性!这里得到的展开式即为>#$$的S3JD*/展式>
’

(%2

>#($#2$
(0 $(!

# ’!将下列函数展为幂级数!并求收敛半径!

!$ !
)*+$
展为$的幂级数%!"$43,$展为#$1 $

6
$的幂级数%#$ !

61#$
展为

#$1$2$的幂级数!这里$2&!$%%6$ !
#!$$"$"展为$的幂级数!

&CB&



解!!$因为)*+$在$&2处解析!且)*+2&!+2!

所以 !
)*+$
在$&2处解析!故可展为幂级数> ’

(&2+($(!又因)*+$
"&2!且$

"

为 !
)*+$
的离$&2最近的奇点!所以5&$

"!

现用级数除法#待定系数法$求其展式

设!! !
)*+$&+2$+!$$+"$"$)!其中+Q 待定#Q&2!!!"!)$

因为 !
)*+$% !

!&$"

"4 ’
$6

64 ’)
%+2’+!$’+"$"’)

由唯一性!并注意 !
)*+$
为偶函数!故奇次项系数为2!

@!!3 #+2’+"$"’+6$6’)$#!&$"

"4 ’
$6

64 ’)$

由幂级数乘法得

!3+2’#+"&+2

"4$$
"’#+2

64 &
+"

"4 ’+6$$6’#&+2

;4 ’+"

64 &
+6

"4 ’+;$$;’)

对比系数得

+2 %!

+" %+2

"4

+6 %+"

"4 &
+2

64

+; %+6

"4 &
+"

64 ’
+2

;4

F

1

2)

!

+2 %!

+" % !
"

+6 % :
"6

+; % ;!
B"2

)

于是

!
)*+$%!’ !

"$"’ :
"6$

6’ ;!
B"2$

;’)!!!!,$,# $
"!

!!"$因为43,$在$2& $
6
处解析!距 $

6
最近的奇点为 $

"
!故幂级数43,$&

>
’

(%2
+(#$& $

6
$( 的收敛半径5 % $

6!由S3JD*/定理!+( %
#43,$$#($

(4 $%$
6

!

因为 +2 %43,$
$%$

6

%!%!+! % #43,$$-
$%$

6

% !
)*+"$ $%$

6

%"%

+" % !
"4#43,$$R

$%$
6

% !
"4

"+%,$
)*+#$ $%$

6

%"

&2A&



+# % !
#4#43,$$##$

$%$
6

% !
#4

")*+"$’;+%,"$
)*+6# $$ $%$

6

% A
#

%

+6 % !
64#43,$$#6$

$%$
6

% !
64

!;+%,$)*+"$’"6+%,#$
)*+:$ $%$

6

%!2
#

%

)

于是!43,$% >
’

2
+(#$& $

6
$( %!’"#$& $

6
$’"#$& $

6
$"’ A

#
#$& $

6
$#

!’!2
#

#$& $
6

$6’) $& $
6 # $

6

图#!!

#$ !
61#$
在$2&!$%处解析!故可展为#$1$2$

的幂级数!

因为 !
61#$
在有限复平面内有唯一奇点$& 6

#
#见图#-!$!

故收敛半径为5& 6
#1$2 & !

#1%

& 槡!2
# !令$1$2&*!则$&*$$2!

!
61#$& !

61#*1#$2
& !
61#$2

& !

!1 #
61#$2

*

& !
61#$2

& > ’
(&2

#
61#$# $

2

(

*
(!

#
61#$2

* #!."*"# 6
#1$2

将$2&!$%及*&$1$2 代入上式得

!
6&#$% >

’

(%2

#(

#!&#%$(’!
’$&#!’%$((!!!!,$&#!’%$,# 槡!2

#

!!6$ !
#!$$"$" &在$&2处解析!且以5%为奇点!故可知其 S3JD*/展式

>
’

(%2
+($( 的收敛半径5 %!!

设$"&*!将 !
#!$*$

"展为*的幂级数!再代入*&$" 即可得所求#由展式唯一

性保证$!

因为 !
!’*

% >
’

(%2

#&!$(*
(
!!!!,*,#!

&!A&



在"*"#!内逐项微分得

&!
#!’*$

" % >
’

(%!

#&!$((*
(&!

% >
’

(%2

#&!$(&!#(’!$*
(

@! !
#!’*$

" % >
’

(%2

#&!$(#(’!$*
(
!!!!,*,#!

于是 !
#!’$"$" % >

’

(%2

#&!$(#(’!$$"(!!!!,$,#!

!!注!对!$采用幂级数除法!这里注意在"$"#$
"
内!)*+$+2!故由幂级数除

法!商的幂级数在"$"# $
"
内等于幂级数之商"对"$采用直接求 S3JD*/系数

>#($ $# $6 (0的方法!也可以用幂级数除法解得!但相比之下!在这里!直接求系数

法较简单些"对#$采用的是复合函数的展开 !
!1I

!I& #
61#$2

# $* "对6$用复合函

数及幂级数逐项求导法之结合!
在所有问题中!都应注意收敛半径的确定方法!

# (!计算下列积分*#积分路径均为正向$

!$D
,$,%!

"

(
!

!&$O$
$: !!"$D

,$,%!
"

3/)43,$
$CC O$

#$D
,$,%$

6

O$
$:)*+$!!6$ D

,$&$
6,%$

:

43,$
#$& $

6
$:
O$

解!!$因为(
!

!1$在"$"#!内解析!且积分路径"$"&!
"

#正向$围绕$&2!本

身及其内部完全属于"$"#!!故由高阶导数公式知

D
,$,%!

"

(
!

!&$

$: O$%"$%
64 (

!
!&# $$

#6$

$%2

又由(
!

!1$在$&2邻域S3JD*/展开式系数知!原积分&"$%+6!+6 为展式中$6 之

系数!

所以 D
,$,%!

"

(
!

!&$

$: O$%"$%B#
"6# $( !!## ;题!$$

!!"$!因为主值分支3/)43,$在"$"#!内解析!积分路径"$"&!
"

#正向$本身

&"A&



及其内部完全位于"$"#!内!且围绕$&2!故由高阶导数公式及3/)43,$在$&2
邻域S3JD*/展式系数知*

原积分 %"$%+CA %2!!#偶次幂系数均为2!!## ;题#$$

!!#$因为 !
)*+$
在"$"#$

"
内解析!且积分路径"$"& $

6
围绕$&2简单"正向"

闭!本身及其内部完全属于"$"# $
"
内!故由高阶导数公式及 !

)*+$
在$&2邻域

S3JD*/展开式系数知

原积分 %"$%+6!!#+6 为$6 之系数$

故有!!!!原积分&"$%&:
"6&:

!"$%!!!!## B题!$$

6$因为43,$在"$1$
6"#$

6
内解析!且积分路径"$1$

6"&$
:
围绕$&$

6
!

简单"正向"闭!且本身及其内部完全属于"$1$
6"#$

6
内!故由高阶导数公式和

43,$在$
6
邻域S3JD*/展式系数知

原积分&"$%+6!!!+6 为43,Q在$&$
6
邻域展开式中#$1$

6
$6 之系数!由

# B题"$知!+6&!2
#!

所以 原积分 %"$%&!2
# %"2$%

#

!!注!!!以上几题采用同一方法!即通过函数的S3JD*/展式求积分!这种方法

适用于已知函数展式或用其它方法便于求得展式的情况!这样作的理论依据是

S3JD*/展式的唯一性"

!"!事实上!在# ;与# B各题中!除# B题"$之外!均没有用求>#($#$2$

的方法去求各展开式!而是通过幂级数的运算及性质得到>#$$的S3JD*/级数的!

这样不仅使展开问题简便!而且由# A各题可见!还为我们提供了计算某类闭路

积分的方法!但应注意应用此方法时一定要检验路径是否满足高阶导数公式的条

件!

# *!将下列函数展为$的幂级数!并求出收敛半径!

!$>#$$%C
$

2

($"O$!!!!"$>#$$%C
$

2

+%,$
$ O$

解!!$设C#$$&($"!因为C#$$全平面解析!且有

&#A&



C#$$% >
’

(%2

!
(4$

"(!!!!,$,#’’

!!由幂级数性质!逐项积分得

>#$$%C
$

2

C#$$O$% >
’

(%2

$"(’!

(4#"(’!$!!!!,$,#’’

!!"$设C#$$&+%,$
$

!因为C#$$在$+2处处解析!

且D%>
$<2

C#$$&!!!故$&2为C#$$的可去奇点!令S#$$&
C#$$!

!+! !!
$+2

$&2
!则

S#$$全平面解析!
且由积分定义可知

>#$$%C
$

2

+%,$
$ O$%C

$

2

S#$$O$

!?!S#$$%

!
$>

’

(%2

#&!$( $"(’!

#"(’!$4 % >
’

(%2

#&!$( $"(

#"(’!$4!2#,$,#’’

!% >
’

(%2

#&!$(
#"(’!$4$

"(

$%2
!!!!!!!!!!! $%

&

’

( 2

即 S#$$% >
’

(%2

#&!$(
#"(’!$4$

"(!!!!,$,#’’

由幂级数逐项积分性质有

>#$$%C
$

2

S#$$O$% >
’

(%2

#&!$(
#"(’!$#"(’!$4$

"(’!!!,$,#’’

!!注!!!本题利用幂级数在收敛圆内可逐项积分且收敛半径不变的性质求得
结果"

!!"!在"$中!注意$&2为C#$$&+%,$
$
的可去奇点!从而利用复变函数积

分定义!改变#或补充定义$被积函数在有限个点处的函数值不影响其积分结果
#的性质与值$!

# !+!求下列函数在指定点的高阶导数

!$>#$$& !
)*+$

!求>#;$#2$!>#;!$#2$

"$>#$$& !
#!$$"$"!求>

#!22$#2$!>#!2!$#2$

#$>#$$%C
$

2

($"O$!求>#!22$#2$!>#CC$#2$

&6A&



6$>#$$%C
$

2

+%,$
$ O$!求>#:2$#2$!>#:!$#2$

解!!$?! !
)*+$
在$&2处解析!故在$&2处任意阶可导!由S3JD*/定理知!

>#($#2$&(4 +(!其中+( 为>#$$& !
)*+$
在$&2邻域S3JD*/展式中的系数!

@!>#;$#2$&;4 +;&;4 ;!
B"2&;!!!>#;!$#2$&;!4 +;!4 &2!## B题!$$

同理!对"$!有>#$$& !
#!$$"$"在$&2处解析!

@!>#!22$#2$&!224 +!22&#1!$:2&:!U!224 &:!U!224

>#!2!$#2$&!2!4 +!2!&2!!!!##TB题6$$

#$?!>#$$%C
$

2

($"O$% >
’

(%2

$"(’!

(4#"(’!$!!,$,#’’

! @!由S3JD*/定理有

>#!22$#2$%!224+!22 %2!!!>#CC$#2$%CC4+CC %CC4 !
6C4CC%CA4

6C4

!!6$?!>#$$%C
$

2

+%,$
$ O$% >

’

(%2

#&!$(
#"(’!$&#"(’!$4$

"(’!!!,$,#’’

! @!由S3JD*/定理有

>#:2$#2$%:24+:2 %2

>#:!$#2$%:!4 #&!$":
:!U:!4 %& !

:!

!!注!本题利用所给函数在$&2邻域内S3JD*/展式求得各指定>#($#2$的值!

而不需计算对应的闭路积分!其理论依据为S3JD*/定理及展式的唯一性!

#!"!P3H/(,4级数

#R"R!!基本要求

!!了解双边幂级数>
’’

(%&’
F(#$&$2$( 收敛的概念及收敛点集结构!

"!掌握收敛双边幂级数的运算及性质!

#!掌握圆环域内解析的函数>#$$的P3H/(,4级数展开方法!

6!会灵活运用>#$$在<#,$&$2,# 5 内的 P3H/(,4展式求闭路积分

&:A&



D
G

>#*$
#*&$2$(’!

O*值#G围绕$2!简单!正向!闭!本身位于环域<#,$&$2,#5内!

>#$$在该环域内解析$!

#!"!"! 内容提要

!!定义 ! 如果级数>
’

(%!
F&(#$&$2$&(!! 在,$&$2,)5! 在内收敛!级数

>
’

(%2
F(#$&$2$(在,$&$2,#5"内收敛!且5! #5"!则称双边幂级数>

’’

(%&’
G(#$&

$2$( 在5! #,$&$2,#5"内收敛!级数>
’’

(%&’
G(#$&$2$( 称为P3H/(,4级数!其收

敛域为圆环域!

"!性质 ! 收敛的P3H/(,4级数在其收敛圆环内绝对收敛!可逐项积分!逐项

微分!和函数在其收敛环域内解析!

#!:./95;<定理!在圆环<#"$1$2"#5内解析的函数>#$$在这个环域内

可用P3H/(,4级数表示

>#$$% >
’’

(%&’
F(#$&$2$(

其中

F( % !
"$%D

G

>#*$
#*&$2$(’!

O*!!#(%2!0!!0"!)$

G位于圆环域<#"$1$2"#5内!且围绕$2!简单"正向"闭#包括<&2及5&$’
情形$!展开式唯一!

#!"!#!例题解析

# !!!将>#$$& $
$"$!
在下列圆环域内展为P3H/(,4级数!

!$2#"$1%"#"!!!"$2#"$$%"#"
解!!$>#$$在2#"$1%"#"内解析!由P3H/(,4定理!>#$$在该环域内可展

为绝对收敛的P3H/(,4级数

>#$$% >
’’

(%&’
F(#$&%$(

且展开式唯一!为得到此展式!注意!!>#$$& $
$$%

& !
$1%

其中 $
$$%
在"$1%"#"内解析!故可展为S3JD*/级数>

’

(%2
+(#$1%$(

&;A&



?! $
$’%%!& %

$’%%!& !
"

!

!’$&%
"%

!!!!! %!& !
">

’

(%2

#&!$(& $&%# $"%
(

!!!!! % !
" ’ !

">
’

(%!

#&!$(&!& $&%# $"%
(

!!! $&%
"% #!

@!>#$$% $
$’%

& !
$&%% !

"#$&%$’
!
6%>

’

(%2

#&!$(& $&%# $"%
(

!2#,$&%,#"

此即所求!

"$>#$$在环域2#,$’%,#"内解析!同!$!可有>#$$% >
’’

(%&’
F(#$’%$(!且

此展式唯一!注意>#$$% $
$&%

& !
$’%

!其中 $
$&%
在,$’%,#"内解析!故可展为

S3JD*/级数>
’

(%2
*(#$’%$(

?! $
$&%%!’ %

$&%%!’ %
#$’%$&"%%!& !

"
!

!&$’%
"%

%!& !
">

’

(%2

$’%# $"%
(

% !
" & !

">
’

(%!

$’%# $"%
(

!! $’%
"% #!

@!>#$$% !
"#$’%$&

!
6%>

’

2

$’%# $"%
(

!!2#,$’%,#"

此即所求!
注!!!P3H/(,4级数的唯一性指在给定圆环域内

!!!!!!
解析的>#$$的展开式唯一!

对同一个>#$$!在不同圆环域内的展式是不同的!这点与唯一性没有矛盾"

!"!从本例题的求解方法可以看出!这里我们并没有应用系数公式

G( % !
"$%D

G

>#*$O*
#*&$2$(’!

!!#(%2!0!!0"!-$

而是通过将>#$$中在圆域

"$1$2"#<中不解析的因子 !$中为 !
$1%

!"$中为 !
$# $$%
去掉后的部分在"$1$2"

#5内作S3JD*/展开!再将此展式与去掉的因子相乘!便得到>#$$在所给环域内

的P3H/(,4展开!而且其系数一定与系数公式值相等!这是唯一性所保证的!正因

为这样!在实际展开时!问题将归结为一个与>#$$有关的解析函数在大圆域"$1

$2"#5 内 的 S3JD*/展 开!同 时!这 种 方 法 还 为 我 们 提 供 了 一 种 求 积 分

&BA&



D
G

>#*$
#*&$2$(’!

O*!#(%2!0!!-$之值的方法!要注意G必须是位于

<#"$1$2"#5内!围绕$2 的简单闭曲线!

图#!"

# !"!将>#$$& !
#$1!$#$1"$在下列圆环

域内展为P3H/(,4级数!

!$!#"$"#"!!!!"$"$")"

解!!$!因为>#$$& !
#$1"$1

!
#$1!$!将

>#$$在环域!#"$"#"内展为P3H/(,4级数#见

图#-"$!即要将>#$$展为形如 >
$’

(&1’
G($( 的级数!

因为>#$$在!#"$"#"内解析!由P3H/(,4定

理!上述展式存在!为得到它!注意 !
$1"
在"$"#"

内解析!且 $
" #!!故

!
$&"%& !

"
& !

!& $
"

%& !
">

’

(%2

$# $"
(

%& !
" &>

’

(%!

!
"(’!$

(!!!!,$,#"

又因!#"$"!所以 !
"$"#!!

故

!
$&!% !

$
& !

!& !
$

% !
$

&>
’

(%2

!# $$
(

% >
’

(%!

!# $$
(

% >
’

(%!
$&(!!!!#,$,

@!>#$$% >
&!

(%&’
$(& !

" &>
’

(%!

!
"(’!$

(!!!!#,$,#"

!!"$当"$")"时!对于>#$$& !
$1"1 !

$1!
有

2#
!
$ #

"
$ #!

仿!$!有 !
$&!% !

$
& !

!& !
$

% >
&!

(%&’
$(!!!#"#,$,!

而 ! !
$&"% !

$
& !

!& "
$

% !
$

&>
’

(%2

"# $$
(

&AA&



% >
’

(%2
"(& !

$(’! % >
’

(%!
"(&!$&(! "

$ #!

!@!>#$$% !
$&"& !

$&!

% >
’

(%!
"(&!$&(&>

’

(%!
$&(

% >
’

(%!

#"(&!&!$$&(

% >
’

(%"

#"(&!&!$$&(!!!,$,)"

注!在这个题目中运用了S3JD*/基本展式 !
!&*

%>
’

(%2
*

(!,*,#!!因为在!$

中!!#,$,#"!故有 !
$ #!及 $

" #!!而在"$中!因为,$,)"!故 !
$ #

"
$ #!!这是在应用上述基本展式时必须注意到的!

# !#!将>#$$&(
!

!1$在"$")!内展为P3H/(,4级数!

解!注意"$")!!有 !
$ #!!而 !

!1$&1!
$

& !

!1!
$

!令!
$ &*!则(

!
!1$ &

(1 *
!1*!且当"$")!时有"*"#!!于是由# ;题!$有

(& *
!&* %(&#*’*

"’)$

%!&#*’*
"’)$’ !

"4#*’*
"’)$"’)’

#&!$(
(4 #*’*

"’)$(’)

将*&!
$
代入得

(
!

!&$ %!&#!
$ ’ !

$" ’)$’ !
"4

#!
$ ’ !

$" ’)$"’)’
#&!$(
(4 #!

$ ’ !
$" ’)$(’)

%!& !
$ & !

"$"& !
;$#’ !

"6$6’ !C
!"2$:’)!!,$,)!

!!注!本题通过代换*&!
$
将环域"$")!变为2#"*"#!!将>#$$&(

!
!1$变为

)#*$&(1 *
!1*!后者在"*"#!内解析!故可应用# ;题!$的结果!#那里是)!#*$&

(*
!1*在"*"#!内的S3JD*/展开式$!最后还原为$的函数>#$$!

&CA&



# !$!将 !
$"#$1%$

在下列区域内展为P3H/(,4级数!

!$!2#"$1%"#!!!"$!"$1%")!

解!!$!>#$$& !
$"#$1%$&

!
$" & !

$1%
!其中!

$"在"$1%"#!内解析!故可作

S3JD*/展开!注意!
$"& 1!# $$

-
!而

&!
$ %% !

!’$&%
%

%%>
’

(%2

#&!$( $&%# $%
(

逐项求导得

!
$" % >

’

(%!

#&!$(

%(&!
(#$&%$(&! % >

’

(%2

#&!$(

%(’"
#(’!$#$&=$(!!!!,$&%,#!

@!>#$$% !
$"& !

$&%% >
’

(%2

#&!$(

%(’"
#(’!$#$&%$(&!

% >
’

(%&!
%(&!#(’"$#$&%$(!!2#,$&%,#!

!!"$因为"$1%")!!故!$中关于!
$
的展式无效!但 !

$1% #!!

@! !
$% !

$&%’%% !
$&%

& !

!’ %
$&%

% !
$&%>

’

(%2

#&!$( %
$&# $%

(

% >
’

(%2

#&!$( %(
#$&%$(’!

由环域内收敛P3H/(,4级数可逐项求导的性质有

!
$" % &!# $$

-

% >
’

(%2

#&%$(#(’!$#$&%$&(&"

@!>#$$% !
$"& !

$&%% >
’

(%2

#&%$(#(’!$#$&%$&#(’#$

% >
’

(%2

#&%$(#(’!$
#$&%$(’#

!#,$&%,#’’

!!注! 在本题中!所求级数应为>
’’

(%&’
G(#$&%$( 形式!>#$$中含有 !

$&%
项!故只

需将!
$" 因子展为#$&%$的幂即可!在!$中!用到S3JD*/级数在收敛圆内逐项求导

的性质!#因为在,$&%,#!内!!$
可作S3JD*/展开$!而在"$中!虽然!

$
在,$&

&2C&



%,)!内解析!但不能作S3JD*/展开!只能对 !

!’ %
$&%

% !
!’*
用基本展式!#此时

%
$&% #!$得到!

$
的P3H/(,4级数!之后应用P3H/(,4级数在收敛环域内可逐项

求导的性质!

这里再次用到 !
!0*
的S3JD*/展式!特别要注意必须满足条件,*,#!!否则将

导致错误!

# !%!下列推导是否正确1 为什么1

用长除法得

$
!&$%$’$"’)’$(’) #!$

$
$&!%!’ !

$ ’ !
$" ’)’ !

$( ’) #"$

#!$$#"$得

!! 左端 %2

@! 右端 % )’ !
$( ’)’ !

$" ’ !
$ ’!’$’$"’)’$(’) %2

!!答!推导不正确!因为#!$与#"$成立均有条件*

对#!$!只有当"$"#!方能成立!而对#"$!只有当 !
$ #!!即"$")!方能成

立!即#!$与#"$没有同时成立的公共点集!故二者不能相加#由P3H/(,4级数收敛

的定义$!所以上述结果是错误的!
注!由此题告诉我们!P3H/(,4级数收敛的定义中!必须要使#!$与#"$有公共

收敛域#此域必定为圆环域$!无公共收敛域的级数#!$%>
’

(%2
+(#$&$2$( 与#"$%

>
’

(%!
+&(#$&$2$&( 不能作成收敛的P3H/(,4级数!

同时也告诉我们!给出一级数时!要同时给出其收敛域!后者是前者成立的条

件!不可丢掉!

# !&!利用P3H/(,4系数公式!计算下列函数>#$$的积分D
G

>#$$O$

!$ !
$#$$"$!!"$ $$"

#$$!$$!!#$ !
$#$$!$"!!6$ $

#$$!$#$$"$

&!C&



积分路径为正向圆周"$"&#!
解!本题在" !!题中已用其它方法解过!下边用P3H/(,4系数公式解之!

!$>#$$% !
$#$’"$!G*,$,%#!

因为G位于环域"#,$,#’’ 内!围绕$%2!简单"正向"闭!)#$$% !
$’"

在该环域内解析!由P3H/(,4系数公式知D
G

>#$$O$%D
G

!
$’"

&O$
$2’! %"$%G2!G2为

)#$$% !
$’"
在环域"#,$,#’’ 内P3H/(,4级数的常数项#2次幂系数$!注意

,$,)"!所以 "
$ #!!

故 !
$’"% !

$
& !

!’ "
$

由此可见G2&2!#展式最高幂为$1!项$

即 D
G

>#$$O$%2

!!"$>#$$&$$"
$$!

&!
$

!!!!!G*"$"&#

因为G位于环域!"$")!内!围绕$&2!简单"正向"闭!函数)#$$&$$"
$$!
在该

环域内解析!故由P3H/(,4系数公式知!

D
G

>#$$O$%D
G

$’"
$’!

&O$
$2’! %"$%G2

这里G2 为)#$$&$$"
$$!
在环域"$")!内P(H/(,4展式的常数项!

因为 )#$$%$’"
$’!%!’ !

$’!%!’ !
$

!

!’ !
$

易见!G2&!!

故 D
G

>#$$O$%"$%

!!#$>#$$& !
$#$$!$"!G*"$"&#!

因为G位于"$$!")!内!围绕$&1!!简单"正向"闭!函数)#$$&!
$
在该环

域内解析!由P3H/(,4系数公式

&"C&



D
G

>#$$O$%D
G

!
$

& O$
#$’!$!’! %"$%G!

其中G! 为)#$$&!
$
在环域"$$!")!内P3H/(,4展式的一次幂系数!

因为 !
$$! #!!所以!

$& !
$$!1!& !

$$!
& !

!1 !
$$!

!易见G!&2#无#$$!$

之正幂项$!

因此 D
G

>#$$O$%2

!!6$>#$$& $
#$$!$#$$"$!G*"$"&#位于"$$!")!内!围绕$&1!!简单"

正向"闭!函数)#$$& $
$$"
在该环域内解析!故由P3H/(,4系数公式知

D
G

$O$
#$’!$#$’"$%D

G

$
$’"

& O$
#$’!$2’! %"$%G2

G2 为
$

$$"
在环域"$$!")!内P3H/(,4展式的常数项!

因为 $
$’"%!& "

$’"%!& "
$’!

& !

!’ !
$’!

!!!! !
$’! #!!

所以G2&!!故

D
G

>#$$O$%"$%

!!注!!!由这几个题目的讨论可见!P3H/(,4展式的唯一性使我们有可能通过

初等方法获得展开式!从而获得对应于展式系数的闭路积分值!故可以说!我们又

多了一种计算闭路积分#特别是不满足G3H)IJ积分定理条件的$的方法!这里将

路径置身于怎样的环域是重要的!使G位于其中!必须满足P3H/(,4系数中G的
各项要求"

!"!显然!本题的>#$$均很简单!不用P3H/(,4系数公式也很易于求出其积

分!但这里提供的方法在有些情况下是必须的!这方面的例子见# !B题"$!#$!

# !’!计算下列积分#路径均为正向$

!$D
,$&%,%"

O$
$"#$&%$!!"$D

,$,%"

(
!

!&$

$: O$!!#$D
,$,%"

(
!

!&$O$

解 !!$解法一 ! 注意积分路径位于环域!#,$&%,#’’ 内!围绕$%%!

简单"正向"闭!且)#$$% !
$" 在该环域内解析!故由P3H/(,4系数公式 知

&#C&



D
,$&%,%"

O$
$"#$&%$% D

,$&%,%"

!
$"& O$

#$&%$2’! %"$%&G2

其中G2 为)#$$&!
$"在环域!#"$1%"#$’内P3H/(,4展开式的常数项!由#

!6题"$知!G2&2!

所以 D
,$&%,%"

O$
$"#$&%$%2

!!解法二!由闭路变形原理

D
,$&%,%"

O$
$"#$&%$%D

,$,%#

!
#$&%$

&O$
$!’!

则L*"$"&#位于环域"$")!内!围绕$&2!简单"正向"闭!)#$$& !
$1%
在该环域

内解析!

所以 D
,$&%,%"

O$
$"#$&%$%D

,$,%#

!
#$&%$

&O$
$!’! %"$%&G!

G! 为
!

$1%
在"$")!内P3H/(,4展式一次幂系数!注意到在该环域内 !

$ #!!

!
$&%% !

$
& !

!& %
$

% !
$>

’

(%2

%# $$
(

故无正幂项!所以G!&2!即原积分&2!
解法三!由复合闭路定理解!#略$

"$注意积分路径位于环域"$")!内!围绕$&2!简单"正向"闭!且)#$$&

(
!

!1$在该环域内解析!由P3H/(,4系数公式知

D
,$,%"

(
!

!&$

$: O$%D
,$,%"

(
!

!&$&O$
$6’!O$%"$%&G6

G6 为(
!

!1$在环域"$")!内P3H/(,4展开式的$6 系数!由# !#题知!G6&2 #展

式中无$的正幂项$!

故 D
,$,%"

(
!

!&$

$: O$%2

#$同"$!且

D
,$,%"

(
!

!&$O$%D
,$,%"

(
!

!&$& O$
$&!’! %"$%&G&!

G1!为(
!

!1$在环域"$")!内P3H/(,4展式中$1!的系数!由# !#题知!G1!&1!!
即

&6C&



D
,$,%"

(
!

!&$O$%"$%&G&! %&"$%

!!注!在!$里!解法一与解法二都是应用P3H/(,4系数公式的结果!而解法三

用复合闭路定理&高阶导数公式及G3H)IJ积分公式#略$!

但在"$里!从理论上讲!路径"$"&"内围绕被积函数(
!

!1$

$: 的两个奇点$&2与

$&!!可以通过复合闭路定理化为

D
,$,%"

(
!

!&$ O$
$: %D

G2

(
!

!&$ O$
$6’! ’D

G!

!
$:(

!
!&$O$

其中G2 与G! 分别围绕$&2与$&!!互不相交!互不包含!可以看出!在关于G2

的积分中!可由高阶导数公式求得

9! %D
G2

(
!

!&$ O$
$6’! %"$%

60 (
!

!&’ ($ #6$
$%2

而关于G! 的积分!其它已有的方法不适用!必须要用P3H/(,4级数展开的方法!也

就是说!第一步用复合闭路定理并没有使问题得到简化!并没有更接近答案!故本

题的正确解法是"$中给出的方法"对#$的处理更明显地看出!除去用P3H/(,4展

开法外!其它已有方法是无能为力的!问题的根源在于$&!为被积函数的本性奇

点!

#!#!第#章练习题

!!将>#$$% !
$" 在$%&!邻域内展为幂级数!并求收敛半径!

#答 !>
’

(%2

#(’!$#$’!$(!!,$’!,#!%5$

"!将>#$$% !
!&$&$" 在$%2邻域展为S3JD*/级数!并求收敛半径!

#提示*用待定系数法!答 !>#$$% !
!&$&$" %!’$’"$"’#$#’:$6’)!

,$,#槡:&!
" %5$

#!将>#$$%$&!
$’!
在$%!邻域内展为S3JD*/级数!并求收敛半径!

#答 !>
’

(%!

#&!$(&! #$&!$(

"( !!,$&!,#"%5$

$!将>#$$%$"(
!
$ 在2#,$,#’ ’ 内展为 P3H/(,4级数!并计算积分

&:C&



D
,$,%!

(
!
$O$!

#答 !>
’

(%2

!
(4$

"&(%D
,$,%!

(
!
$O$%"$%$

%!将函数 !
$"&#$’"

在下列区域内展为幂级数!

!$,$,#!内%

#答 !!$>
’

(%2

!& !
"(’# $! $(!

&!下列函数能否在给定点的去心邻域内展为P3H/(,4级数1为什么1

!$)*+!
$

!$2 %2!!"$+() !
$&!

!$2 %!!!#$ $"

+%,!
$

!$2 %2

#答 !!$能!存在<)2!>#$$在2#,$,#<内解析%"$不能!不存在<)2!

使>#$$在2#,$&!,#<内解析%#$不能!不存在<)2!使>#$$在2#,$,#
<内解析!$

’!计算积分*#路径均为正向$

!$D
,$,%!

!
$()*+

!
$O$!(为自然数!

#答 !(%!时!积分 %"$%!()!时!积分 %2!$

"$设>#$$%C
$

2

(*
"
O*!计算积分C

,$,%!

>#$$
$"(’!O$!#(为为自然数$

#答 ! 积分 %2$!

&;C&



第$章!留数定理及其应用

6!!!单值函数孤立奇点及其分类

6!!!!!基本要求

!!掌握函数孤立奇点的概念"分类方法及各类特性!

"!掌握函数极点与解析函数零点的关系!

#!了解无穷远点性态的分类及各类特性!

6!!!"!内容提要

!!定义!!设$2 为>#$$的奇点!且5%)2!使得>#$$在2#"$1$2"#%内解

析!则$2 称为>#$$的孤立奇点%反之!若7%)2!在2#"$1$2"#%内总有>#$$的

奇点!则称$2 为>#$$的非孤立奇点!

"!孤立奇点分类!设$2 为>#$$的孤立奇点!若>#$$在2#"$1$2"#<#<)

2$内的P3H/(,4展式中

#!$不含#$1$2$的负幂项%

#"$只含有限个#$1$2$的负幂项!且最低幂次为#$1$2$1J项#J为自然数$%

##$含有无限多个#$1$2$的负幂项!
则称$2 为>#$$的#!$可去奇点%#"$极点!且为J级极点%##$本性奇点!

#!定义"!设>#$$在$2 点解析!且在$2 的邻域"$1$2"#5 #5)2$内S3JK

D*/展开式中最低次幂项为G)#$1$2$)!#G)+2!G2&G!&)&G)1!&2$!则称$2

为>#$$的)阶零点%若$2 为>#$$的)阶零点!则$2 为)#$$& !
>#$$的)级极点%反

之!若$2 为C#$$的J级极点!则$2 为)#$$& !
C#$$的J阶零点!

6!孤立奇点性质!$2 为>#$$的可去奇点 %D%>
$<$2

>#$$&G2 存在%

$2 为>#$$的极点 %D%>
$<$2

>#$$&’!或者D%>
$<$2

!
>#$$&2%

&BC&



$2 为>#$$的本性奇点 % 对任意给定的复数6!存在点列$)
)<’

<=== $2!使得

D%>
)<’

>#$)$&6!

:!’性态与分类!若存在5)2!使得>#$$在环域5#"$"#$’内解析!则

称’为>#$$的孤立奇点!且视*&2为>#!
*

$&)#*$的何种类型奇点!而称’为

>#$$的何种奇点!

6!!!#!例题解析

$ !!设有>#$$&)$!
$( $ !

$(1!)$!
$ $!

"$$
"" $)$ $(

"($!$)!能否说

$&2为>#$$的本性奇点1 为什么1

答!这个级数由两部分组成*即>
’

(&!
$1($>

’

(&2

$(

"($!!第一个级数当
!
$ #!即

"$")!时收敛!第二个级数当 $
" #!即"$"#"时收敛!于是所给级数在环域

!#"$"#"内收敛#成立$!且和函数>#$$&

!
$

!1!
$

$

!
"

!1$
"

& !
$1!$ !

"1$&

1!
$"1#$$"!显然$&2是>#$$的解析点!可见此级数并非在$&2的去心邻域

!!!!
内成

立!故不能由其含无限多个负幂项断定$&2的性质!
注!此例说明!判断孤立奇点$2 类型虽可从>#$$的P3H/(,4展开式含有负幂

项的情况入手!但切不可忘掉必须是在$2 的去心邻域内
!!!!!

的P3H/(,4展式!否则与

$2 是什么性质的点没有关系!

$ "!证明*如果$2 为解析函数>#$$的J阶零点!则$2 必为>-#$$的J1!
阶零点!!!#J)!$

证!因为>#$$在$2 点解析!且$2 为其J 阶零点!故>#$$在$2 的邻域内

S3JD*/展式为

>#$$%GJ#$&$2$J ’GJ’!#$&$2$J’!’)!! 其中GJ +2!!,$&$2,#5!
由S3JD*/级数在收敛圆内可逐项微分性质有

>-#$$%GJJ#$&$2$J&!’GJ’!#J’!$#$&$2$J ’)!,$&$2,#5

?!GJ +2!@!GJJ +2
右端即为>-#$$在"$1$2"#5内的S3JD*/展开式!由解析函数零点定义知!>-#$$

以$2 为J1!阶零点!
&AC&



注!本证明仅用到解析函数零点定义及幂级数在收敛圆内可逐项求导的性

质!

$ #!设>#$$!C#$$!分别满足下列条件之一

!$>#$$与C#$$在$2 分别有J阶和(阶零点%

"$>#$$与C#$$在$2 分别有J级和(级极点%

#$>#$$在$2 点解析或有极点!C#$$以$2 为本性奇点!
试讨论>#$$$C#$$!>#$$C#$$!C#$$,>#$$在$2 具有什么性质1

解!!$设>#$$&+J#$1$2$J$+J$!#$1$2$J$!$)!!+J+2!

C#$$&*(#$1$2$($*($!#$1$2$($!$)!!*(+2
#!$若J)(!则>#$$$C#$$&*(#$1$2$($*($!#$1$2$($!$)$#+J$*($L$

#$1$2$($L)!*(+2!!#其中L&J1()2$!故>#$$$C#$$以$2 为(级零点!同

理!若()J!>#$$$C#$$以$2 为J阶零点!
#"$!若J&(!当+J$*J+2时!

>#$$’C#$$% #+J ’*J$#$&$2$J ’)!!#+J ’*J +2$

即>#$$$C#$$在$2 有J阶零点!
当+J$*J&2时!>#$$$C#$$&#+J$!$*J$!$#$1$2$J$!$)$#+)$*)$#$1

$2$)$)!设+J$*J&+J$!$*J$!&)&+)1!$*)1!&2!+)$*)+2!#))J$!则

>#$$$C#$$在$2 有))J阶零点!
注意>#$$C#$$% ’+J#$&$2$J ’+J’!#$&$2$J’!’)(’*(#$&$2$(’)(

%+J*(#$&$2$J’(’)!!!#+J*( +2$

故!$2 为>#$$C#$$的J$(阶零点!

而 C#$$
>#$$%*(#$&$2$(’)

+J#$&$2$J ’) % #$&$2$(&J *(’*(’!#$&$2$’)
+J ’+J’!#$&$2$’)

!!由于+J+2!*J+2

因而!!#!$若()J!则$2 为
C#$$
>#$$的(1J阶零点%

#"$若(#J!则$2 为
C#$$
>#$$的J1(级极点%

##$若J&(!则$2 为
C#$$
>#$$的可去奇点#因为

#$1$2$(
#$1$2$J

&!!当$+$2

成立$!

"$若>#$$!C#$$分别以$2 为 J!(级极点!则它们在$2 的去心邻域内

P3H/(,4级数具有形式

&CC&



>#$$%+&J#$&$2$&J ’+&#J&!$#$&$2$&#J&!$’)’+&!#$&$2$&!’>!#$$!

C#$$%*&(#$&$2$&(’*&#(&!$#$&$2$&#(&!$’)’*&!#$&$2$&!’C!#$$!
!

#+&J +2$

#*&( +2$

且>!#$$与C!#$$均在$2 点解析!
当J+(时!>#$$$C#$$以$2 为)&>3E#J!($级极点%

当J&(时!若+1J$*1J+2!则$2 为>#$$$C#$$的J级极点%

若+1J$*1J&2!则$2 为>#$$$C#$$的)#J 级极点!或可去奇点#+1J $

*1J&)&+1!$*1!&2时为可去奇点$!
因为>#$$C#$$&’+1J#$1$2$1J$)(’*1(#$1$2$1($)(

&+1J*1(#$1$2$1#J$($$)!!#+1J*1(+2$

所以!$2 为>#$$C#$$的J$(级极点!

由于 C#$$
>#$$%*&(#$&$2$&(’*&#(&!$#$&$2$&#(&!$’)

+J#$&$2$&J ’+J’!#$&$2$&#J&!$’) !!!

% #$&$2$J&(&*&(’*&#(&!$#$&$2$’)
+&J ’+&#J&!$#$&$2$’)!!*&( +2!+&J +2

所以!当()J时!$2 为
C#$$
>#$$的(1J级极点%当J)(时!$2 为

C#$$
>#$$的J1(阶零

点%当J&(时!$2 为
C#$$
>#$$的可去奇点!

#$设$2 为>#$$的解析点!故必有D%>
$<$2

>#$$&>#$2$!而$2 为C#$$的本性奇

点!所以D%>
$<$2

C#$$不存在#+’$!

故!D%>
$<$2

#>#$$$C#$$$不存在!即$2 为>#$$$C#$$的本性奇点!

设!>#$$C#$$&E#$$!则C#$$&E#$$
>#$$

由于 D%>
$<$2

>#$$%>#$2$

!!#!$若>#$2$+2!则D%>
$<$2

C#$$&D%>
$<$2

E#$$
>#$$不存在#+’$!故D%>

$<$2
E#$$&D%>

$<$2
>#$$&

C#$$不存在#+’$!即$2 为E#$$&>#$$C#$$的本性奇点!
#"$若>#$2$&2!假定D%>

$<$2
E#$$&D 存在!则当D+2时!应有D%>

$<$2
C#$$&

D%>
$<$2

E#$$
>#$$&’!这与$2 为C#$$本性奇点矛盾!因而不能有D+2!若D&2!则由"$

的讨论!$&$2 应为C#$$&E#$$
>#$$的极点!矛盾!

故!不会发生D%>
$<$2

E#$$&D存在的情形!

##$若D%>
$<$2

E#$$&’!则D%>
$<$2

!
E#$$&2!应有C#$$&E#$$

>#$$&
!

>#$$&
!

!,E#$$

&22!&



$<$
<===
2

’!即$2 为C#$$的极点!矛盾!故当D%>
$<$2

>#$$&2时!必有D%>
$<$2

E#$$不存在

#+’$!即D%>
$<$2

>#$$C#$$不存在!

因此!$2 为>#$$C#$$的本性奇点!

设!C#$$
>#$$&S#$$!则C#$$&S#$$>#$$!如同上面讨论!当>#$$以$2 为解析

点!C#$$以$2 为本性奇点时!C
#$$

>#$$也以$2 为本性奇点!

现设>#$$以$2 为J 级极点!C#$$以$2 为本性奇点!于是在$2 的去心邻域

内!>#$$与C#$$的P3H/(,4级数为

>#$$%+&J#$&$2$&J ’)’+&!#$&$2$&!’>!#$$!#+&J +2$

C#$$% )’*&)#$&$2$&)’)’*&!#$&$!$&!’C!#$$

>!!C! 在$2 点解析!C#$$中含有无限多个#$1$2$的负幂项!
因为!>#$$$C#$$在$2 去心邻域内P3H/(,4展式中也含有无限多个#$1$2$

的负幂项!故$2 为>#$$$C#$$的本性奇点!

所以!>#$$& !
#$1$2$J

&)#$$!!!)#$$在$2 点解析!且)#$2$+2!

则由前段证明!C#$$)#$$以$2 为本性奇点!于是

>#$$C#$$%C#$$)#$$
#$&$2$J

!!因为V#$$&#$1$2$J 在$2 点解析!且 V#$2$&2!故由本题前段证明知!$2

为C#$$)#$$
V#$$ 的本性奇点!即$2 为>#$$C#$$的本性奇点!

又因 C#$$
>#$$%C#$$& !

>#$$

而$2 为>#$$的J级极点.$2 为
!

>#$$的J级零点!即D%>
$<$2

!
>#$$&2!

且 !
>#$$在$2 点解析#只要补充定义 !

>#$2$
&2$!由前段证明!C#$$& !

>#$$以$2 为

本性奇点!
综合#$各种情况所述!可见!当$2 为C#$$的本性奇点时!无论$2 为>#$$的

解析点还是极点!均使$2 为>#$$$C#$$!>#$$C#$$!C#$$
>#$$的本性奇点!

注!本题证明从奇点分类定义出发!所得结果对今后很大部分类型问题是有

用的!

$ $!判断下列函数有怎样类型的奇点

&!2!&



!$ $1!
$#$"$6$"!!"$+%, !

!1$!!#$ !

+%,!
$

!!6$ !
+%,$

解!!$因为>#$$& $1!
$#$"$6$"是一有理函数!且分子"分母无公共零点!故分

母的零点即为>#$$的奇点!且因分母为多项式!其零点只有有限多个!所以其全部

为>#$$的孤立奇点*$&2为一级极点!$&5"%为>#$$的二级极点%又因为D%>
$<’

>#$$

&2!所以’为>#$$的可去奇点#或解析点333只要定义>#’$&2即可$!

"$>#$$&+%, !
!1$

!令 !
!1$&*!

+%,*%*& !
#4*

#’ !
:4*

:’)

所以 >#$$%&+%, !
$&!%& !

$&!’ !
#4#$&!$&#& !

:4#$&!$&:’)!

2#,$&!,#’’

!!故$&!为>#$$的本性奇点!
因为>#$$在2#"$1!"#$’内解析!故全平面只有$&!与$&’为奇点!

又!D%>
$<’

+%, !
!1$&2!故’为可去奇点!

#$因为)$#)&2!5!!5"!)$为+%,$的一阶零点!故$)&)$#)&2!5!!5"!

)$为 !
+%,$
的一级极点!且!由于)$

)<’
<=== ’!故’为 !

+%,$
的非孤立奇点!

6$因为$)&!
)$!#)&2!5!!5"!)$为 !

+%,!
$

的一级极点#$) 为+%,!
$
的一

级2点$!且$)
)<’

<=== 2!所以2是>#$$的非孤立奇点!由6$知!*&2为 !
+%,*
的一级

极点!故$&’为 !

+%,!
$

的一级极点!

注!这里判断奇点类型运用了极点与零点的关系!本性奇点的定义!对非孤

立奇点!不是我们研究的主要对象!不作分类!注意!只要有奇点列!它至少有一个

极限点!该极限点便是一个非孤立奇点!
对本性奇点的判断!还是依靠函数在该点去心邻域内的P3H/(,4展式来进行!

$ %!判断下列函数在无穷远点的性态

!$$$!
$! !"$+%,$$!

$"

&"2!&



解!!$因为>#$$&$$!
$
在2#"$"#$’内解析!且所给形式即为它在该环

域内的P3H/(,4展式!所以’为>#$$的一级极点#$&2为一级极点$!

"$因为+%,$$!
$"在2#"$"#$’内解析!且在此环域内有

+%,$’ !
$" % !

$" ’$& !
#4$

#’ !
:$:)’

#&!$(
#"(’!$4$

"(’!’)

即在’的去心邻域里的P3H/(,4展式中含有无限多个$的正幂项!故’为+%,$$

!
$"的本性奇点#2为二级极点$!

注!当’为孤立奇点时!一般直接从函数在’的去心邻域内的P3H/(,4展式

入手!判断其类型!

6!"!留数及留数定理

6!"!!!基本要求

!!掌握孤立奇点留数的概念及留数的计算规则!

"!掌握留数定理及其应用!

6!"!"!内容提要

!!定义 !#!$设>#$$在$2的去心邻域内解析!G为该邻域内围绕$2的简单

正向闭路!则称 !
"$%D

G

>#$$O$为>#$$在$2 处的留数!记为<(+’>#$$!$2(!

#"$设>#$$在5#,$,#’’ 内解析!G位于该邻域内!围绕$%2简单"正

向"闭!则称 !
"$%D

G&

>#$$O$为>#$$在 ’ 的留数!记为<(+’>#$$!’(!

"!定理一!留数定理"! 设>#$$在区域P内除孤立奇点外是解析的!则>#$$

沿P内的不经过奇点的正向闭路G的积分等于>#$$在G内各奇点的留数和与"$%
之积

D
G

>#$$O$%"$%>
J

)%!
<(+’>#$$!$)(

!!#!定理二!若单值函数在扩充复平面内只有孤立奇点!则它的所有留数之和

为零!

6!留数计算规则

&#2!&



规则’!设$2 为>#$$的一级极点!则

<(+’>#$$!$2(%D%>
$<$2

#$&$2$>#$$

特别地!若>#$$&S#$$
C#$$!其中C#$2$&2!C-#$2$+2!S#$2$+2!则

<(+’>#$$!$2(% S#$2$
C-#$2$

!!规则(!若$2 为>#$$的J级极点!则

<(+’>#$$!$2(% !
#J&!$4D%>$<$2

OJ&!

O$J&!
’#$&$2$J>#$$(

当$2 为>#$$的可去奇点时!<(+’>#$$!$2(&2!!#$2+’$!
当$2 为>#$$的本性奇点时!求其留数的方法一般要在其去心邻域内展为P3H/(,4
级数!取其负一次幂系数!
规则)!’留数的计算*当’为>#$$的孤立奇点时

<(+’>#$$!’(%&<(+’>#!
$

$&!
$"!2(

6!"!#!例题解析

$ &!求下列各函数在指定点的留数*

!$ $
#$1!$#$$!$#!在$&5!!’处!

"$!1("$

$6 !在$&2!’处!

#$)*+!
$

!在$&2!’处!

6$ !
#$1$$J#$1’$!#J为自然数!$+’$!在$!’!’处!

解!!$因为$&!为>#$$的一级极点!故由留数计算规则有

<(+ $
#$&!$#$’!$#

!’ (! %D%>
$<!

$
#$’!$# % !

A
对’!由留数计算规则有

<(+ $
#$&!$#$’!$#

!’’ (%&<(+ $
#!&$$#!’$$#

!’ (2 %2

又!>#$$在扩充复平面内仅有孤立奇点!故留数和为2!于是可得

<(+ $
#$&!$#$’!$#

!&’ (! %& !
A

!!"$>#$$&!1("$

$6 !由留数定义!<(+’>#$$!2(等于#!1("$$在$&2处S3JD*/

&62!&



展式中$# 项的系数!

!&("$%!& !’"$’
#"$$"
"4 ’

#"$$#
#4 ’’ ()

%&"$&
#"$$"
"4 &

#"$$#
#4 &)!!,$,#’’

有 +# %& 6
#

!!!!!@!<(+ !&("$

$6 !’ (2 %& 6
#

!!注意>#$$于扩充复平面内仅有两个奇点!其留数和为2!故 <(+ !1("$

$6 !’’ (
&6

#!

#$>#$$&)*+!
$
在扩充复平面仅有两个奇点!注意)*+*在"*"#$’内S3JK

D*/展式中只有偶次项!

故!>#$$&)*+!
$
在2#"$"#$’内P3H/(,4展式中无$1!项!即<(+’>#$$!

2(&2!
且环域2#"$"#$’也是’的去心邻域!故上述展式也是’处的P3H/(,4展

式!
因此 <(+’>#$$!’(%2

!!6$>#$$& !
#$1$$J#$1’$&

!
#$1$$J
#$1’$!!#$+’!J为自然数$

?!$&’为>#$$的一级极点!! #$+’$

@!<(+’>#$$!’(& !
#’1$$J

为求<(+’>#$$!$(!注意J为自然数!只要求 !
$1’
在$点邻域S3JD*/展开式

中#$1$$J1!的系数+J1!即可

?! !
$&’

% &!
’&$

& !

!&$&$
’&$

% >
’

(%2

&!
#’&$$(’!

#$&$$(

@!+J1!& 1!
#’1$$J!故<(+’>#$$!$(& 1!

#’1$$J

又由>#$$于扩充复平面仅有奇点$!’!’!故!<(+’>#$$!’(&1<(+’>#$$!

$(1<(+’>#$$!’(&2
注!以上各题的解法均不止此处所给的!但为了突出留数的概念!且为了求

得最直接&简便的解法!这里选了上述给出的解法!
&:2!&



例如!在!$中!对<(++>#$$!1!,!可根据1!为>#$$的三级极点!按留数计

算规则(计算!在求得5!处留数后再求’处留数!但这样必得求 $
$# $1!

R

$&1!
!这

就不如本题给出的解法简单#避免了求高阶导运算$!
在"$中!$&2为>#$$的四级极点!若用规则(!应求#!1("$$在$&2处三阶

导!这两种方法都没有困难!且较简便!可任选一种用之!求得$&2点留数!’的

立即可得!

在#$中!显见)*+!
$
在2#"$"#$’展式只含!

$
的偶次幂项!故由留数定义

即得结果!这里对’也用了留数定义#而没有用留数和为2定理$!

在6$中!$为>#$$的J级极点!若按规则(!应求 !
$1’
的J1!级导数!注意

留数定义!这里避免求高阶导运算!用初等方法求 !
$1’
在$邻域S3JD*/展式系数!

比用规则(简便"也可先求’处的留数!然后求’处留数!再用留数和为2定理得

$处的留数!也是一较简便解法!

$ ’! 求下列积分#各路径均为正向$*

!$D
,$,%6

$!:O$
#$"’!$"#$6’"$#

%

"$D
G

O$
!’$6!其中G为,$,%"上半圆周与实轴’&"!"(所组成%

#$D
,$,%*

($O$
$"’+"!*),+,%

6$D
,$,%!

+%,!
$O$%

:$D
,$,%#

"$

O$
+%,$!

解 !!$D
,$,%6

$!:O$
#$"’!$"#$6’"$#

!在,$,%6内有奇点0%!0"%!但在,$,)

6内仅有奇点 ’!由留数定理及扩充复平面内有限奇点留数和定理知

D
,$,%6

>#$$O$%"$%>
6

)%!
<(+’>#$$!$)(%&"$%<(+’>#$$!’(

%"$%<(+’>#!
$"$&!

$"!2(

%"$%<(+’ !
#!’$"$"#!’"$6$#&

!
$

!2(%"$%

&;2!&



!!"$>#$$& !
!$$6在积分路径G内有两个奇点$!&(%$6 !$"&(%#$6 !且均为>#$$的

一级极点!由留数定理!注意$6
)&1!

D
G

>#$$O$%"$%#<(+’>#$$!$!(’<(+’>#$$!$"($%"$% !
6$#

!
’ !
6$# $#

"

%$%
"

$!

$6
!
’$"

$# $6
"

%&$%
"

#$!’$"$%&$%
" (%$6 ’(%#$# $6 % $

槡"

!!#$>#$$& ($

$"$+"在积分路径"$"&*)"+"内有两个一级极点$!&+%!$"&

1+%!故由留数定理有

D
,$,%*

>#$$O$%"$%#<(+’>#$$!+%(’<(+’>#$$!&+%($

%"$%
"%+ (%+&(&%’ (+ %"$%

+
(+%&(&+%

"% %"$%
++%,+

!!6$>#$$&+%,!
$

!在"$"&!内有唯一本性奇点$&2!且由+%,!
$
在2#"$"#

$’内P3H/(,4级数展开式知<(++%,!
$

!# $2 &!

所以 D
,$,%!

>#$$O$%"$%<(+’>#$$!2(%"$%

!!:$>#$$& !
+%,$

!在积分路径"$"&#
"$内含有>#$$的三个一级极点*$!&2!

$"&#!$#&1$!

所以D
,$,%#

"$

>#$$O$%"$%#<(+’>#$$!2(’<(+’>#$$!$(’<(+’>#$$!&$($

%"$%’!&!&!(%&"$%

!!注!在!$中!积分路径包围了有限平面上全部奇点!虽然每个均为极点!但它

们或者为二级!或者为三级!若用留数定理计算!将要对每个奇点的留数给出计

算!计算量较大!故注意>#$$在扩充复平面只有有限个奇点的性质转化为求

<(++>#$$!’,的问题!这样简便得多""$!#$!:$直接应用留数定理较简便!因为这

几题中所涉及到的奇点均为一级极点!可直接由留数计算规则9求得各点留数"

6$直接应用留数定义!因为+%,!
$
在2#"$"#$’内展开十分容易看出$1!的系

数!

$ (!将>#$$& !
+%,$
在环域2#"$"#$内展为P3H/(,4级数*

&B2!&



解!因为>#$$& !
+%,$
以$&2为一级极点!故可知在2点的去心邻域2#"$"

#$内的P3H/(,4展式应具形式

>#$$%+&!$&!’+2’+!$’+"$"’+#$#’) #!$

又因+1!&<(+ !
+%,$

!# $2 &!!及>#$$为$的奇函数!故展式中无偶次项#偶次项

系数均为2$!
所以#!$形式为

>#$$%$&!’+!$’+#$#’+:$:’) #"$

!!因此!由展开式的唯一性!有

!% #$&!’+!$’+#$#’+:$:’)$$&$#

#4 ’
$:

:4 ’
$B

B4 ’# $)

%!’#+!& !
#4$$

"’#!
:4 ’+#&+!

#4$$
6’#!

B4 ’
+!

:4 &
+#

#4 ’+:$$;’)

所以

+! % !
#4!!!+# %+!

#4 &
!
:4!!!+: %+#

#4 &
+!

:4 &
!
B4!)

解得 @!+! % !
#4!!!+# % !

##4$" & !
:4!!!+: % !

##4$# & "
:4#4&

!
B4

)
将所得系数值代入#"$即得所求

!
+%,$%$&!’ !

#4$’ !
##4$"& !

:’ (4 $#’ !
##4$#& "

#4:4&
!
B’ (4 $:’)!2#,$,#$

!!注!展式用待定系数法得到!其所以此法有效!完全依赖于 !
+%,$
以$&2为一级

极点!由一级极点定义知!!
+%,$
在$&2去心邻域内P3H/(,4展式的首项

!!
为+1!$1!!由

此题知道!对以$2 为)级极点的函数>#$$!在$2 去心邻域内P3H/(,4展式均可用待

定系数法求得#展式首项
!!
为+1)#$1$2$1)$!

$ *!计算积分

D
,$,%!

!
$)+%,$O$

!!!)%:!)%6!&:!&"!

解!因为积分路径"$"&!位于环域2#"$"#$内!且围绕$&2!简单"正向"

闭!!
+%,$
在该环域内解析!故可知所求积分为

D
,$,%!

O$
$)+%,$%"$%+)&!

&A2!&



其中+)1!为
!

+%,$
在环域2#"$"#$内P3H/(,4展式$)1!项的系数!

因此)%:时!D
,$,%!

!
$)+%,$O$%"$%+6 %2#上述展式中无偶次幂项$!

)%6时!D
,$,%!

!
$)+%,$O$%"$%+# %"$% !

##4$" & !
:’ (4 !

)%&:时!D
,$,%!

!
$)+%,$O$%"$%+&; %2#无偶次幂项$!

)%&"时!D
,$,%!

!
$)+%,$O$%"$%+&# %2#!

+%,$
以2为一级极点$!

注!这里所给的积分不能应用以往的闭路积分计算法!只能依靠 !
+%,$
在对应

环域内的P3H/(,4展式进行计算!由此看到!P3H/(,4级数系数公式有时会被反转

过来应用%不是靠计算积分求得展式的系数!而是用其它方法#比如用待定系数法

得到 !
+%,$
在2#"$"##内展式$得到展式!再利用展式求得系数公式中的闭路积

分!由6 C题及6 !2题可见!!
+%,$
在2#"$"#$中P3H/(,4展式是一基本结果!

6!#!第6章练习题

!!求出下列函数的奇点!并对孤立奇点指出类型!

!$(
$$!

$

$" !!"$(
$"1!
$# !!#$)*+$$!

$!!6$($!:$ !

)*+!
$

#答!!$2!’均为本性奇点%"$2为一级极点!’为本性奇点%#$2为一级极

点!’为本性奇点%6$’为唯一奇点!且为本性奇点%:$2为非独立奇点!$)&

!

)$$$
"

#)&2!5!!5")$为一级极点!’为可去奇点!

"!求下列函数在指定点的留数

!$(
$"1!
$# 在2点!!!"$)*+$$!

$
在’点!!!#$$#+%,$

#!1($$#在’点!

6$ !

)*+!
$

在’点!!!:$ $1#
$#$:$"在2点!

#答!!$!%!!"$1!%!!#$2%!!6$!%!!:$A
":!$

&C2!&



#!求下列积分值*#路径为正向$

!$D
,$,%!

$#+%,$
#!&($$#O$!!"$D

,$,%!

$(
!
$O$!

#答 !!$2%!!"$$%$

$!计算积分!!D"$"&:
"$

O$
$6+%,$

#答!"$% 1!:
A$6$

!
##4$"1

!
:’ (4 $

%!将 !
)*+$
在2#"$1$

""#$内展为P3H/(,4级数!并计算积分

D
,$&$

",%$
"

O$
#$& $

"
$")*+$

!!#提示*令$1$
"&*!则)*+$&1+%,*!利用 !

+%,$
在2#"$"#$的展式!

答! !
)*+$&1#$1$

"
$1!1!

#4#$1$
"

$1 #!
#4$

"1!
:’ (4 #$1$

"
$#1)

#2# $1$
" #$%积分&1"

#$%$

&2!!&



第%章!=8/9,59变换与:.>6.05变换
!

:!!!V*H/%(/积分与V*H/%(/变换

:R!R!!基本要求

!!了解VT氏积分定理!VT氏积分公式%掌握VT氏变换概念!
"!掌握VT氏变换基本性质并会灵活运用!
#!掌握卷积概念及卷积定理的应用%了解相关函数与能量谱密度概念及相互

关系!

6!掌握%T函数的VT氏变换及其应用!
:!掌握用VT氏变换解微分方程的步骤!

:!!!"!内容提要

!!=T氏积分定理!若>#I$在#1’!$’$上满足

#!$在任一有限区间上满足狄氏条件%

#"$C
’’

&’

,>#I$,OI收敛!则

!
"$C

’’

&’
C
’’

&’

>#I$(&W/IO’ (I(W/IO/ %
>#I$!!!!!!!!!I为>#I$的连续点

>#I’2$’>#I&2$
"

!! I为>#I$&
’

( 间断点

并称此积分为>#I$的V*H/%(/积分#VT氏积分$!

"!定义!!E#($%C
’’

&’

>#I$(&W/IOI称为>#I$的VT氏变换!记为!’>#I$(%

,E#($,称为>#I$的频谱#振幅频谱$!

>#I$% !
"$C

’’

&’

E#($(W/IO(

&!!!&
!本章中正体W均为虚数单位R



称为E#($的VT氏逆变换!记为>#I$&!1!’E#($(!E#($与>#I$构成VT氏变换

对!

#!=T氏变换基本性质!#对广义VT氏变换照样成立$

!$线性性质

!’$>!’’>"(%$!’>!(’’!’>"(!!#$!’为常数$

!&!’+E!’*E"(%+!&!’E!(’*!&!’E"(!!#+!*为常数$

!!"$位移性质

!’>#I0I2$(%(0W/I2!’>#I$(

!&!’E#(0(2$(%(0W/2I!&!’E#($(

!!#$微分性质

!’>-#I$(%W/!’>#I$(!! O
O(

E#($%!’&WI>#I$(

!!6$积分性质

>#I$%!C
I

&’

>#I$O’ (I % !
W(

E#($’$E#2$%#($

#当C
I

&’

>#I$OI满足VT氏积分定理条件时有E#2$%2!右端只有第一项$

:$乘积定理*若E!#($&!’>!(!E"#($&!’>"(!则

C
’’

&’

>!#I$>"#I$OI% !
"$C

’’

&’

E!#($E"#($O(% !
"$C

’’

&’

E!#($E"#($O(

#E#($为E#($的共轭函数$!称E!#($E"#($为互能量密度!记为

8"!#($%E!#($E"#($%E!#($E"#($%8!"#($

!!;$能量积分*若E#($&!’>(!则乘积定理为

C
’’

&’

’>#I$("OI% !
"$C

’’

&’

,E#($,"O(

称"E#($"" 为>#I$的能量谱密度!记为8#($&"E#($""!

$!定义"! 设>!#I$!>"#I$在#&’!’’$上有定义!称积分C
’’

&’

>!#I$>"#I’

/$OI为>!与>"的相关函数!记为5!"#/$!!!5#/$%C
’’

&’

>#I$>#I’/$OI称为>#I$

的自相关函数!

!$5!"#/$&5"!#1/$%!!!!"$5#/$&5#1/$%

#$5#/$&!1!’E1!’8#($(% 6$5!"#/$&!1!’E1!’8!"#($(!

&"!!&



%!定义#! 设>!#I$!>"#I$在#1’!$’$上有定义!则称积分C
’’

&’

>!#/$>"#I

&/$O/为>! 与>" 的卷积!记为>!?>"!

&? 卷积性质!!$>!?>"&>"?>!%

"$>?’>!$>"(&>?>!$>?>"%

#$>?’C?S(&’>?C(?S%

6$卷积定理*设E!#($&!’>!(!E"#($&!’>"(!则

!’>!?>"(%E!#($&E"#($!!!!!’>!#I$&>"#I$(% !
"$

E!#($?E"#($

!!’!%T函数!%#I1I2$为一广义函数!它不是和I的值产生对应#谈%T函数的函

数值是无意义的$!而是和满足一定条件的定义于#1’!$’$上的函数)#I$产生

对应

7’)(%C
’’

&’

)#I$%#I&I2$OI%)#I2$

!!(?!!函数的性质

!!!$%#I$&%#1I$%

"$7’+)!$*)"(&+7’)!($*7’)"(%

#$%T函数的导数定义为

7-’)(%C
’’

&’

)#I$%-#I&I2$OI%7’&)
-#I$(

!!6$!’%#I1I2$(&7’(1W/I(&(1W/I2%

:$!1!’%#/1/2$(&!
"$7

’(W/I(&!
"$(

W/2I%

由性质6$!:$定义的VT氏变换"逆变换称为广义VT氏变换"逆变换!

:!!!#!例题解析

% !!证明*若>#I$满足VT氏积分定理!则当>#I$为奇函数时!有

>#I$%C
’’

2

D#($+%,(IO/

其中D#($% "
$C

’’

2

>#/$+%,(/O/%

当>#I$为偶函数时!有>#I$%C
’’

2

6#($)*+(IO/!其中6#($% "
$C

’’

2

>#/$)*+(

/O/!并由此定义VT氏正"余弦变换!
&#!!&



证!因为>#I$满足VT氏积分定理条件!故当>#I$为奇函数时!有

E#($%C
’’

&’

>#/$(&W(/O/%&"WC
’’

2

>#/$+%,(/O/

!!此为(的奇函数!但为复值!

所以 >#I$%!&!’E#($(% !
"$C

’’

&’

E#($(W(IO(% W
$C

’’

2

E#($+%,(IO(

将E#($代入得

>#I$% "
$C

’’

2
C
’’

2

>#/$+%,(/O’ (/ +%,(IO(! #!$

令 "
$C

’’

2

>#/$+%,(/O/%D#($得*>#I$%C
’’

2

D#($+%,(IO(

同理可证!当>#I$为偶函数时!有

>#I$% "
$C

’’

2
C
’’

2

>#/$)*+(/O’ (/ )*+(IO( #"$

令6#($% "
$C

’’

2

>#/$)*+(/O/

有 >#I$%C
’’

2

6#($)*+(IO(

!! 在#!$中!令E8#($%C
’’

2

>#/$+%,(/O/%!8’>(!则

!!>#I$% "
$C

’’

2

E8#($+%,(IO(%!&!
8 ’E8#($(

称E8#($%!8’>(为>#I$的VT氏正弦变换!!&!
8 ’E8#($(为E8#($的VT氏正弦

逆变换!

在#"$中!令EG#($%C
’’

2

>#/$)*+(/O/%!G’>(!则

!!>#I$% "
$C

’’

2

EG#($)*+(IO(%!&!
G ’EG#($(

称EG#($%!G’>(为>#I$的VT氏余弦变换!!&!
G ’EG#($(为EG#($的VT氏余弦

逆变换!
注!!!由本题结论推导过程可见!当>#I$为奇函数时!其VT氏变换为复值函

数!为了用实数形式表达!常常引入VT氏正弦变换与逆变换!对应地!也得到在

>#I$为偶函数时的VT氏余弦变换与逆变换!
&6!!&



注意"E#($"&""E8#($"及"E#($"&""EG#($"!

!"!当>#I$仅定义于+2!$’$!且满足VT氏积分定理条件时!总可以将>#I$

展为VT氏正弦积分!也可以将>#I$展为VT氏余弦积分!可求其VT氏正弦变换!也

可求其VT氏余弦变换!为此!只要将>#I$在#1’!2$上作相应的奇或偶延拓!这

正像对定义于+2!L,上的函数#满足狄氏条件$!可作VT氏正弦级数展开!也可作

VT氏余弦级数展开的基本思想一样!

#!在>#I$的VT氏正&余弦积分表达式

>#I$% "
$C

’’

2

E8#($+%,(IO(!>#I$% "
$C

’’

2

EG#($)*+(IO(

中!左端的>#I$!当I为间断点时!应理解为>
#I$2$$>#I12$

" !因为此时右端即为

>#I$的VT氏积分公式!

% "!设>#I$&(1"I"!求!’>(及>#I$的VT氏积分表达式!
解!?!>#I$&(1"I"为一偶函数!

@!!G’>(%C
’’

2

(&I)*+(IOI% !
!’("!

于是!!!!E#($&"EG#($& "
!$("!

因为!>#I$在#1’!$’$上连续!故由VT氏积分表达式有

>#I$% "
$C

’’

2

)*+(I
!’("O(

!!由此可得含参变量广义积分

C
’’

2

)*+(I
!’("O(% $

"(&,I,!!I/ #&’!’’$

!!注! 本题中的>#I$为一在#1’!$’$上连续的偶函数!由VT氏余弦变换与

VT氏余弦逆变换可得到结果!

% #! 求单个矩形脉冲>#I$%

2!!I# &/
"

3!!I/ ’& /
"

!/
"

(

2!!I) /

&

’

( "

的频谱"积分表达式!并

&:!!&



求含参变量广义积分C
’’

2

+%,(
(

)*+(IO(值!

解 ! 因为!’>(%C
’’

&’

>#I$(&W/IOI%C
’’

&’

>#I$)*+(IOI&WC
’’

&’

>#I$+%,(IOI!

注意>#I$为I的偶函数!故有

!’>(%C
’’

&’

>#I$)*+(IOI%"C
’’

2

>#I$)*+(IOI

%"C
/,"

2

3)*+(IOI

%"3&
+%,(/

"
( %E#($

!!!F,E#($,%"3 +%,(/
"

(
%3/& +%,(/

"
(/,"

!!!(/ #&’!’’$

!!当(&")$
/
时!"E#($"&2!当/<2时!"E#($"<3/!"E#($"的草图如图:!!

所示#由对称性!只作(*2$!

图:!!

"F>#I$% !
"$C

’’

&’

E#($(W/IO(% !
"$C

’’

&’

E#($)*+(IO(’WC
’’

&’

E#($+%,(IO’ ((

因为E#($为(的偶函数!故>#I$的积分表达式为

>#I$% !
$C

’’

2

E#($)*+(IO(%"3
$C

’’

2

+%,(/
"

(
)*+(IO(!!I/ #&’!’’$

!!#F由ET氏积分定理!有

&;!!&



!!!"3
$C

’’

2

+%,(/
")*+(I

(
O(%

3!!,I,# /
"

3
"

!!,I,% /
"

2!!,I,) /

&

’

( "

故 !!!C
’’

2

+%,(/
")*+(I

(
O(%

$
"

!!,I,# /
"

$
6

!!,I,% /
"

2!! ,I,) /

&

’

( "

特别地!当/&"时!有

C
’’

2

+%,()*+(I
(

O(%

$
"

!!,I,#!

$
6

!!,I,%!

2!! ,I,)

&

’

( !

!!注!!!由>#I$的频谱"E#($"可见!(/#1’!$’$!即(可取到一切值!且

"E#($"为(的连续函数!说明单个脉冲函数>#I$含有从2*$’的一切频率!频

谱为连续谱!所以!脉冲电波到达任何无线电接收系统#无论接收系统调谐到何种

频率$!都会产生噪声!本题!F的结果给这一物理现象一种合理的解释"

!!"!由函数 >#I$的 VT 氏积分表达式可得到含参变量广义积分

C
’’

&’

E#($)*+(I
+%,(I

O(的值!

% $! 设E#($% 6
"

’%#(’(2$’%#(&(2$(!求!&!’E#($(#6)2$!

解 !!&!’E#($(% !
"$C

’’

&’

E#($(W(IO(

% 6
"$

&!
" C

’’

&’

(W(I%#/’/2$O’ /’C
’’

&’

(W(I%#(&(2$O ((

% 6
"$

&!
"

’(&W(2I’(W(2I(6
"$

&)*+(2I

&B!!&



图:!"

注!!!易见!所给"E#($"不是(的连续

函数!而是线谱#如图:!"所示$!
这是因为它的原象函数>#I$&)*+(2I是

周期函数"

!!"!)*+(2I与$+%#($(2$$%#(1(2$,

构成一VT氏变换对!

% %!设E#($&"$%#($!求!1!’E#($(!

解 !!!!!&!’E#($(% !
"$

&C
’’

&’

"$(W(I%#($O(%(W(I,(%2 %!

即>#I$%!与"$%#($构成一VT氏变换对

!’!(%C
’’

&’

!&(&W(IOI%"$%#($

!!注!!!这里可以看出!广义函数%T函数对应的VT氏变换!VT氏逆变换已不

是VT氏积分定理意义下的!故称为广义VT氏变换!因为在古典意义VT氏变换下!

积分C
’’

&’

!.(&W(IOI是无意义的"

!!"!因为!+!,&E#($&"$%#($!可见常数!的频谱为在(&2点强度为

"$的脉冲"$%#($#图:!#$!

图:!#

% &!求!’+%,(2I(!

解!因为!+%,(2I&(W2I1(1W(2I

"W
!由VT氏变换线性性质有

!’+%,(2I(% !
"WC

’’

&’

(W(2I&(&W(IOI&C
’’

&’

(&W(2I&(&W(IO’ (I !!!

&A!!&



% !
"WC

’’

&’

!&(&W#(&(2$IOI&C
’’

&’

!&(&W#(’(2$IO’ (I

% !
"W

’"$%#(&(2$&"$%#(’(2$(

% $
W

’%#(&(2$&%#(’(2$(%W$’%#(’(2$&%#(&(2$(

!!注!+%,(2I的VT氏变换也是广义的!并应用了!+!,&"$%#($及象函数的位
移性质!

% ’!设>#I$是以W为周期的非正弦函数!且在 1W
"

!W’ ("
上满足狄氏条

件!求!’>#I$(!

解! 因为>#I$以W为周期!设(2 %"$
W

!则由V*H/%(/级数理论知!>#I$可展

为V*H/%(/级数!其复指数形式为>#I$% >
’’

(%&’
G((W((2I!

@!!!!’>(% >
’’

(%&’
G(C

’’

&’

(W((2I&(&W(IOI% >
’’

(%&’
G(C

’’

&’

(&W#(&((2$I&OI

% >
’’

(%&’
"$G(%#(&((2$%"$>

’’

(%&’
G(%#(&((2$%E#($

!!注! 在本题中!我们假定可逐项积分!关于这样作的合理性超出了工程数学
课程的范围!不作讨论!

% (!设E#($&+%,(
(

!求!1!’E#($(!

解! ?!!&! +%,(’ (( % !
"$C

’’

&’

+%,(
(

(W(IO(% !
$C

’’

2

+%,(
(

)*+(IO(

%

!
"

!!,I,#!

!
6

!!,I,%!

2!! "I")

&

’

( !

!#见: #题结果$

!!!!@ !&! +%,(’ (( %>#I$%
!
"

!!,I,#!

2!! ,I,*
&
’

( !

!!注! 这里应当注意!含参变量广义积分 !
$C

’’

2

+%,(
(

)*+(IO(对任意I收敛"当

&C!!&



,I,%!时!收敛于!
6

"当,I,#!时收敛于!
"

"当,I,)!时!收敛于2!

由此确定>#I$&!1!+E#($,时!只要注意让>#I$在"I"+!时与!1!+E#($,相

等即可!而在"I"&!时!可给>#I$任意值!或不给其定义!这样并不影响等式

!1!+E#($,&>#I$的 正 确 性!因 为 VT氏 积 分 公 式 中!左 端 积 分 收 敛 于

>#I$2$$>#I12$
" !与>#I$在间断点处是否有意义及定义是什么无关!

% *!求符号函数+0,I&
1!!!I#2

!!!!I)+ 2
的VT氏变换!

解!解法一!注意+0,I&?#I$1?#1I$!其中?#I$&
!!

2+!!
I)2

I#2
!且!’?#I$(

&!
W($$%#($!

!’?#&I$(%C
’’

&’

?#&I$(&W(IOI%C
’’

&’

?#*$(
&W#&($*O*

% !
W#&($’$%#&($% &!

W( ’$%#($!!#%#($%%#&($$

故 !’+0,I(%!’?#I$(&!’?#&I$(% !
W(’$%#($& &!

W( ’$%#(’ ($ % "
W(

!! 解法二 ! 因!’+0,I(%C
’’

&’

+0,I&(&W(IOI%C
2

&’

&!&(&W(IOI’C
’’

2

!&(&W(IOI

%9!’9"

其中9" %!’?#I$(% !
W(’$%#($!在9! 中令I%&/!OI%&O/!得

9!%C
2

&’

&!&(&W(IOI%&C
’’

2

!&(&W#&($/O/

%&!’?#I$(&( %& !
W#&($’$%#&(’ ($ % !

W(&$%#($!!#%#&($%%#($$

!!@!!’+0,I(&9!$9"&"
W(

注! 本题解法一的关键在于用关系式+0,I&?#I$1?#1I$!?#I$称为单位阶

跃函数!且利用已知变换#广义$!+?#I$,&!
W($$%#($#此式的证明在一般教材中

可找到$!
&2"!&



解法二直接从+0,IVT氏变换定义出发!并注意!+?#I$,%C
’’

2

!.(&W(IOI!

% !+!设E#($&!’>#I$(!证明

!$!’>#I$)*+(2I(&!
"

’E#(1(2$$E#($(2$(

"$!’>#I$+%,(2I(&!
"W

’E#(1(2$1E#($(2$(

并利用此结果!求下列函数的VT氏变换*

!$>#I$&?#I$+%,(2I%"$>#I$&(1’I?#I$)*+(2I!!!#’)2$

解!首先证明上述两个公式!

证法一!因为)*+(2I&(W(2I$(1W(2I

"
由VT氏变换线性性质!有

!’>#I$)*+(2I(% !
"

+!’>#I$(W(2I(’!’>#I$(&W(2I(-

又由VT氏逆变换位移性质得*

!’>#I$(W(2I(%E#(&(2$!!!’>#I$(&W(2I(%E#(’(2$

于是 !’>#I$)*+(2I(% !
"

’E#(&(2$’E#(’(2$(

同理 +%,(2I% !
"W

’(W(2I&(&W(2I(!

!’>#I$+%,(2I(% !
"W

+!’>#I$(W(2I(&!’>#I$(&W(2I(-

% !
"W

’’E#(&(2$&E#(’(2$(

!!证法二!由象函数位移性质有

!&!’E#(&(2$(%>#I$(W/2I %>#I$)*+(2I’W>#I$+%,(2I

!&!’E#(’(2$(%>#I$(&W/2I %>#I$(W(2I

!’>#I$)*+(2I(’W!’>#I$+%,(2I(%E#(&(2$

!’>#I$)*+(2I(&W!’>#I$+%,(2I(%E#(’(2$
故得

!’>#I$)*+(2I(% !
"

’E#(&(2$’E#(’(2$(

!’>#I$+%,(2I(% !
"W

’E#(&(2$&E#(’(2$(

!!用!$!"$可计算下列VT氏变换

&!"!&



#!$>#I$&?#I$+%,(2I

?!!’?#I$(&!
W($$%#($&E#($

@!!’>#I$(&!
"W

!
W#(1(2$$$%#(1(2$1

!
W#($(2$1$%#($(2’ ($

& (2

("
21("$

$
"W

’%#(1(2$1%#($(2$(

#"$>#I$&(1’I?#I$)*+(2I

?!!’(1’I?#I$(&C
$’

2
(1’I&(1W(IOI&C

$’

2
(1#’$Q($I&OI& !

’$W(&E#($

@!!’>#I$(&!
"

!
’$W#(1(2$$

!
’$W#($(2

’ ($
& ’$W(

#’$W($"$("
2

注!!!证法一应用欧拉公式(%"&)*+"$%+%,"及象函数的位移性质"证法二

直接利用象函数位移性质!用E#(5(2$表示! >#I$
)*+(2I
+%,(2

’ (I
!

!"!值得注意的是在证法二中!表示式!+>#I$)*+(2I,5W!+>#I$+%,(2I,&

E#(0(2$不能推出关系 <(E#(0(2$&!+>#I$)*+(2I,及=>E#(0(2$&

5!+>#I$+%,(2I,!因为!+>#I$)*+(2I,和!+>#I$+%,(2I,在一般情况下仍为实变

量(的复值函数!

% !!!利用VT氏变换性质!求下列函数的VT氏变换

!$>#I$&(W(2I?#I1I2$!!!!!"$>#I$&(W(2II?#I$!

解!!$解法一!!’>#I$(&!’(W(2I?#I1I2$(

因为!’?#I1I2$(&(1W(I2!’?#I$(&(1W(I2
!
W($$%#(’ ($ #变换的位移性质$

所以!’(W(2I?#I1I2$(&(1W#(1(2$I2
!

W#(1(2$$$%#(1(2’ ($
#象函数位移性质$

!解法二!因为>#I$&(W(2I?#I1I2$&(W(2#I1I2$?#I1I2$&(W(2I2

且 !’(W(2I?#I$(% !
W#(&(2$’$%#(&(2$ #象函数位移性质$

所以

!’(W(2#I&I2$?#I&I2$(%(&W(I2!’(Q(2I?#I$(%(&W(I2
!

W#(&(2$’$%#(&(2’ ($
#变换的位移性质$

&""!&



于是 !’(W(2I?#I&I2$(%(W(2I2!’(W(2#I&I2$?#I&I2$(

%(&W#(&(2$I2
!

W#(&(2$’$%#(&(2’ ($
!!"$解法一!因为!!’I?#I$(&WO

O(!
’?#I$(&W !

W($$%#(’ ($-

&1!
(" $$W%-#($

#象函数的微分性质$

所以 !’(&W(2II?#I$(% &!
#(&(2$"

’$W%-#(&(2$

#象函数位移性质$

!!解法二!因为!!’(W(2I?#I$(&!’?#I$((1(2& !
W#(1(2$

$$%#(1(2$

#象函数位移性质$

所以 !’I&(W(2I?#I$(%WO
O(

!’(W(2I?#I$(%W !
W#(&(2$’$%#(&(2’ ($-

% &!
#(&(2$"

’W$%-#(&(2$

#象函数的微分性质$

!!注! 解法一是对?#I$用变换的位移性质!得到!+?#I1I2$,&E#($!再对

E#($应用象函数#逆变换$的位移性质!
而解法二是对?#I$先用象函数的位移性质得到(W(2I?#I$的象!之后对(W(2I?#I$

用变换的位移性质得到(W(2#I1I2$?#I1I2$的象!乘常数因子(W(2I2后得所求!

% !"!设>!#I$&
2!

(1+ I!
I#2

I*2
!!>"#I$&

+%,I!!
!

2!
&

’

(
!
!

!
I/’2!$"

(

IG’2!#"
(
!求>!?>"!

解 ! 因为>!?>" %C
’’

&’

>!#/$>"#I&/$O/%C
’’

&’

>"#/$>!#I&/$O/

且 >!#I&/$%
2!

(&#I&/+ $!!
/)I

/$I
!!>"#/$%

+%,/!!
!

2!
!

&

’

(
!

!!
// ’2!$

"
(

/G ’2!#
"

(

!!!F当I$2时!>!#I1/$+2区间/$I与>"#/$+2区间’2!$
"

(无非空交集#图

:!6$!
&#"!&



因为 >!?>" %C
’’

&’

>"#/$>!#I&/$O/%2

图:!6

图:!:

!!"F当I/’2!$
"

(时!>!#I1/$+2区间/$I与>"#/$+2区间’2!$
"

(有非空交

集’2!I(#图:!:$!
于是

>!?>" %C
’’

&’

>!#I&/$>"#/$O/%C
I

2

(&#I&/$+%,/O/% !
"

#+%,I&)*+I’(&I$

!!#F当I)$
"
时!>!#I1/$+2区间/$I与>"#/$+2区间’2!$

"
(有非空交集

’2!$
"

(图#:!;$!

图:!;

故

>!?>"%C
’’

&’

>!#I&/$>"#/$O/%C
$
"

2

(&#I&/$+%,/O/

%(&IC
$
"

2

(/+%,/O/% !
"(&I#!’(

$
" $

综上讨论得

&6"!&



>!?>" %

2!

!
"

#+%,I&)*+I’(&I$!

!
"(&I#!’(

$
"

&

’

( $!

!!

I$2

I/ #2!$
"

$

I* $
"

!!注! 求卷积运算类似于相关函数的计算!这里//#1’!$’$为积分变量!

I/#1’!$’$为参变量!应根据I的不同值确定>!#I1/$>"#/$或>!#/$>"#I1/$

+2的积分区间!以图示出较好!

% !#!设>#I$定义于#1’!$’$!求>#I$??#I$!并求!’>??#I$(!

解!>!??#I$&C
’’

&’

>#/$?#I&/$O/!!!!!?#I&/$%
!!!!/#I

2!!!/*+ I
对任意I/#1’!$’$!>#/$+2与?#I1/$+2的公共区间为/#I!

于是 >#I$??#I$%C
’’

&’

>#/$?#I&/$O/%C
I

&’

>#/$O/

由卷积定理!有

!C
I

&’

>#/$O’ (/ %!’>#I$??#I$(%!’>#I$(&!’?#I$(

设!’>#I$(&E#($!则有

!C
I

&’

>#/$O’ (/ %E#($& !
W(’$%#(’ ($ %E#($

W( ’$E#2$%#($

!! 注 !!!因为C
’’

&’

$E#2$%#($)#($O(%$E#2$)#2$!且

C
’’

&’

$E#($%#($)#($O(%$E#2$)#2$

#其中)#($为任意连续函数!且当"("足够大时取零值$!
由%T函数的定义知

$E#($%#($%$E#2$%#($

!!"!应当注意!由于%T函数是广义函数!不能谈%T函数的’函数值(!故一个函

数与%T函数’乘积(是没有意义的!只能在积分式C
’’

&’

)#I$%#I&I2$OI%)#I2$下谈

%T函数对其它函数的作用效果!正因为这样!$E#($%#($是没有意义的!应当写为

$E#2$%#($!它表示在(%2处有强度$E#2$的%T函数"

&:"!&



#!C
I

&’

>#/$O/的VT氏变换中包含一在(%2处强度为$E#2$的脉冲项!

但当函数C
I

&’

>#/$O/%C#I$满足VT氏积分定理条件时!有C
’’

&’

,C#I$,OI收敛!

从而有 ,C#I$,
,I,< ’

<==== 2!即C
’’

&’

,>#I$,OI % 2!此 时 有D%>
(<2

E#($%

D%>
(<2C

’’

&’

>#I$(&W(IOI%C
’’

&’

>#I$OI%2!

所以E#2$%2!故当C#I$%C
I

&’

>#/$O/满足VT氏积分定理条件时!表达式中

的脉冲项不出现"

6!这里得到的结果即为VT氏变换的积分性质!包括了广义与古典意义下的
积分性质!

:!"!P3LD3)(变换

:R"R!!基本要求

!!掌握P3LD3)(变换概念与存在定理#条件与结论$!
"!掌握PT氏变换的基本性质并会灵活运用!
#!掌握反演公式及其应用!
6!掌握用PT氏变换解微分方程的步骤!

:!"!"!内容提要

!!定义!设>#I$于#1’!$’$上有定义!且满足条件#.$*#!$当I#2时!

>#I$32%#"$在I*2的任一有限区间上!>#I$至多只有有限个第一类间断点%##$
存在常数F*2!;)2!使得">#I$"$;(FI!I/’2!$’$#F称为>的增长指数$!则

称含复参变量广义积分C
’’

&’

>#I$(&OIOI%E#O$为>#I$的P3LD3)(变换!

E#O$称为>#I$的象函数!记为"’>(%E#O$!>#I$称为E#O$的象原函数!记
为"&!’E#O$(%>#I$!

"!定理一!PT 氏变换存在定理"! 若 >#I$满足条件#.$!则 E#O$%

C
’’

&’

>#I$(&OIOI在半平面<(#O$%’)F上存在!且为8的解析函数!

&;"!&



#!PT氏变换基本性质

!$线性性质 !$!’为常数!"’>!(%E!#O$!"’>"(%E"#O$!则

"’$>!’’>"(%$E!#O$’’E"#O$

!!"$微分性质!设"’>(&E#O$!!!#<(#O$)F$则

"’>-(%8E#O$&>#2$!!#<(#O$)F$

!!#$象函数微分性质

E-#O$%"’&I>#I$(!!#<(#O$)F$

!!6$积分性质

"’C
I

2

>#I$OI(% !
O"’>(!!#<(#O$)F$

!!:$象函数积分性质

若"’>(&E#O$!且C
’

O
E#O$OO收敛!则

C
’

O

E#O$OO%" >#I$’ (I

!!;$位移性质

设"’>(&E#O$!#<(#O$)F$!则

"’(+I>#I$(%E#O&+$!#<(#O&+$)F$

!!B$延迟性质

设"’>(&E#O$!则对任一/*2!有

"’>#I&/$(%(&O/E#O$

!!A$卷积定理

!F设当I#2时!有>!#I$3>"#I$32!则

>!?>" %C
I

2

>!#/$>"#I&/$O/

!!"F

"’>!?>"(%"’>!(&"’>"(

!!6!反演公式

!$设"’>(&E#O$!<(#8$&’!则

>#I$% !
"$WC

’’W’

’&W’
E#O$(OIOO!!#I)2!’)F$

称为PT氏变换反演公式!右端积分称为PT变换反演积分!

"$定理二!若E#O$&"’>(在有限复平面内只有有限个奇点O!!O"!)!O(!且

D%>
O<’

E#O$&2!则

&B"!&



!
"$WC

’’W’

’&W’
E#O$(OIOO% >

(

)%!
<(+’E#O$(OI!O)(!!!I)2

:!"!#!例题解析

% !$!试确定实数J!使"’IJ(存在!并求"’IJ(!
解!

因为 "’IJ(%C
’’

2

IJ(&OIOI%C
!

2

IJ(&OIOI’C
’’

!

IJ(&OIOI

%9!’9"

!!在9! 中!"(1OI"有界!且仅当J)1!时9! 收敛!在9" 中!对<(#O$)2!对任意

实数J!均收敛!故当J)1!时!"’IJ(存在!

!F当J)2时!令OI&$!有

C
’’

2

IJ(&OIOI% !
8J’!C

’

2

$J(&$O$

右端的积分除J为自然数外!被积函数$J(1$&C#$$在$&2处不解析#且为非孤

立奇点$!现对&)2!考虑积分C
’

&
$J(1$O$#当J)2不为自然数时!取$J 的主值分

支$!

因为C#$$在<(#$$)2内解析!故对&)2积分与路径无关!于是C
’

&

$J(&$O$%

C
’’

&

"J(&"O"!

注意C
’’

&

"J(&"O"
&<2

<===’ C
’’

2

"J(&"O"%+#J’!$!即

C
’

2

$J(&$O$%D%>
&<2’C

’

&

$J(&$O$%%+#J’!$

所以 C
’’

2

IJ(&OIOI%+#J’!$
8J’! !!#J )2$!!#<(#O$)2$

!!"F当J&2时!"’IJ(&"’!(&!
O&+#2$!$

O2$! !

#F当J/#1!!2$时!因为J$!)2!由!F得

"’IJ’!(%+#J’"$
OJ’" %

#J’!$+#J’!$
OJ’"

且IJ& !
J$!

’IJ$!(-!IJ$!"I&2&2!于是由微分性质与线性性质有

&A"!&



" !
J’!

#IJ’!$’ (- % !
J’!

&O"#IJ’!$

% O
J’!

&#J’!$+#J’!$
OJ’" %+#J’!$

OJ’! !!<(#O$)2

综合!F!"F!#F得!当J)1!时

"’IJ(%+#J’!$
OJ’! !!<(#O$)2

!! 注!!!当J)2时!通过C#$$%$J(&$在<(#$$)2内解析!将C
’

&

C#$$O$!#&

)2$化为沿实轴积分C
’’

&

C#"$O"!且利用+T函数的定义得到结果"当J%2时由

PT氏变换定义得到结果"当J/ #&!!2$时!利用PT氏变换微分性质及J )2的

结果得到结果!

!"!+T函数指由含参变量广义积分C
’’

2

(&IIJ&!OI所定义的函数+#J$!#其中

J)2$!其基本性质为递推关系+#J’!$%J+#J$!当J为自然数时!有+#J’

!$%J0!由定义可知+#!$%!!由定义及概率积分C
’’

&’

(&*
"
O*%槡$可得+#!

"
$%

槡$!

% !%!用%T函数的定义给出"’%#I$(的定义!
解!由于%T函数为一广义函数!且唯一有意义的是关系式

7’)(%C
’’

&’

)#I$%#I&I2$OI%)#I2$

!!为求"’%#I$(!现令)#I$&
(1OI!!I*2

2!!!I#+ 2
!定义"’%#I$(&7’)(!

由此定义可得"’%#I$(&(1OI"I&2&!!
注! 注意%T函数的定义!故"+%#I$,可看成广义函数%#I$对函数

)#I$&
(1OI!

2+!
I*2

I#2
的作用效果!

由此得"+%#I1I2$,&(1OI"I&I2&(1OI2"+%#I$,!#I2*2$!这与PT氏变换延迟

性质相一致!

% !&!设"’>#I$(&E#O$!<(#O$)F!试对+)2!**2!导出"’>#+I1*$(与

&C"!&



E#O$的关系!

解 !因为"’>#+I&*$(%C
’’

2

>#+I&*$(&OIOI!令+I&*%*!则I% !
+

#*’*$!

OI% !
+O*!注意当I#2时有>#I$%2!

所以

"’>#+I&*$(% !
+C

’’

&*

>#*$(&O!
+

#*’*$O*% !
+(&*

+OC
’’

2

>#*$(&O
+*O*% !

+(&*
+OE#O

+
$

!!注! 当*&2时!有"+>#+I$,&!
+E#O

+
$!称为PT氏变换的相似性质"注意到

>#+I1*$&>++#I1*
+

$,!可见本题给出的是相似性质与延迟性质之结合情形!#+

)2!**2$

% !’!求下列函数的PT氏变换

!$#I&!$"(I!!!"$I
"++%,+I#+为实数$!!!#$?##I&:$

6$?#!&(&I$!! :$(
"I

槡I
!!!;$IC

I

2

(&#I+%,"IOI

B$C
I

2

I(&#I+%,"IOI!!A$>#I$%

#!

&!!

2
&
’

( !
!!

I/ #2!"$

I/ ’"!6(

I*6

C$>#I$&
+%,I!

I+! !!
I#$
I*$

解!!$解法一!取>#I$&#I1!$"(I!可对I" 用延迟性质之后!对#I1!$" 再

用位移性质

由 !"’#I&!$"(%(&O"’I"(%(&O+#"’!$
O"’! %"4

O#(&O %E!#O$!!<(#O$)2

得到 !"’#I&!$"(I(%E!#O&!$% "4
#O&!$#(

&#O&!$!!<(#O$)!

!!!解法二!>#I$&#I1!$"(I&#I1!$"(I1!(&可对I" 用位移性质之后!再对

I"(I用延迟性质

由 "’I"(%"4
O# 得到 !"’I"(I(% "4

#O&!$# %E!#O$

故

&2#!&



"’#I&!$"(I(%(&"’#I&!$"(I&!(%(&(&OE!#O$% "4
#O&!$#(

&#O&!$!!<(#O$)!

!!"$首先由分部积分可得到

"’+%,+I(%C
’’

2

+%,+I(&OIOI% +
O" &+"

O"C
’’

2

+%,+I(&OIOI% +
O" &+"

O""’+%,+I(!

因为 "’+%,+I(% +
O"’+" %E!#O$!!<(#O$)2

于是!由象函数的微分性质!有

"’I+%,+I(%&E-!#O$% "+O
#O"’+"$"

所以 " I
"++%,’ (+I % !

"+
& "+O

#O"’+"$" % O
#O"’+"$"!!<(#O$)2

!!#$令?##I1:$&>#I$!设"’?#I$(&E!#O$!则由: !;题得

!!"’?##I1:$(&!
#(1:

#OE!#8#
$

而!!!"’?#I$(&C
$;

2
!&(1OIOI&!

O&E!#O$

所以 "’?##I&:$(% !
#(&:

#O& !
O,#%(&:

#O&!
O!!<(#O$)2

!!6$>#I$&?#!1(1I$!

解法一!注意?#!1(1I$&
!!!!1(1I)2

2!!!1(1I#+ 2
!即?#!1(1I$&

!!!I)2

2!!I#+ 2
因为?#!1(1I$3?#I$

于是!!"’?#!1(1I$(&"’?#I$(&!
O!!<(#O$)2

解法二 ! 由定义有"’?#!&(&I$(%C
’’

2

?#!&(&I$(&OIOI

令!!1(1I&*!得!!(1OI&#!1*$
O!!!OI& O*

!1*
于是

C
’’

2

?#!&(&I$(&OIOI%C
!

2

?#*$#!&*$
O&!O*%C

!

2

#!&*$
O&!O*

%&
#!&*$

O

O
*%!

*%2
% !

O!!<(#O$)2

!!:$>#I$&("I

槡I
!

&!#!&



解法一!设>!#I$&I1!
" !则由: !6题知

"’I&!,"(%
+#& !

" ’!$

O
&!
"’!

%+#!,"$

槡O
% $槡O !!<(#O$)2

由位移性质得!!"
("I

槡’ (I
& $

O槡1"!!<(#O$)"

解法二!由定义有

"
("I

槡’ (I
%C

’’

2

("I

槡I
(&OIOI%C

’’

2

!
槡I
(&#O&"$IOI

%
+#& !

" ’!$

#O&"$
&!
"’!

% $
O&槡"!!<(#O$)"

!!;$>#I$%IC
I

2

(&#I+%,"IOI

"’(&#I+%,"I(% "
#O’#$"’""!!<(#O$)&#

由积分性质有

"C
I

2

(&#I+%,"IO’ (I % !
O"’(&#I+%,"I(% "

O’#O’#$"’""(%E!#O$!!<(#O$)2

又由象函数微分性质得

"’>#I$(%&E-!#O$%"##O"’!"O’!#$
8"’#O’#$"’6("!!<(#O$)2

!!B$>#I$%C
I

2

I(&#I+%,"IOI

因

"’I+%,"I(%T O
OO"’+%,"I(% &"

O"’"’ ("

-

% 6O
#O"’""$" %E!#O$!#象函数微分性质$

得到 "’(&#II+%,"I(% 6#O’#$
’#O’#$"’6("!!!#位移性质$

于是

"C
I

2

(&#II+%,"IO’ (I % !
8"’(&#II+%,"I(% 6#O’#$

O’#O’#$"’6("!!<(#O$)2

!!A$>#I$&

#!

T!!

2
&
’

( !
!!

I/’2!"$

I/’"!6$

I*6
&"#!&



由PT氏变换定义有

"’>(%C
’’

2

>#I$(&OIOI%C
"

2

>#I$(&OIOI’C
6

"

>#I$(&OIOI’C
’’

6

>#I$(&OIOI

%#&(&OI

TO

"

I%2
’#T!$&(&OI

TO

6

I%"
’2

% #
O

!&(&"O# $O ’(&6O&(&"O

O %#&6(&"O’(&6O

O

所以 "’>(%#&6(&"O’(&6O

O !!!!<(#O$)2

!!C$>#I$&
+%,I!

I+! !
I#$
I)$

解法一!由PT氏变换定义有

"’>(%C
’’

2

>#I$(&OIOI%C
$

2

>#I$(&OIOI’C
’’

$

>#I$(&OIOI%C
$

2

+%,I(&OIOI’C
’’

$

I(&OIOI

分别对右端两积分用分部积分法得

C
$

2

+%,I(&OIOI%!’(&$O

!’O" !!!C
’’

$

I(&OIOI%$(&O$

O ’(&O$

O"

因为

"’>(%C
’’

2

>#I$(&OIOI% !
!’O" ’ (&O$

!’O" ’(&O$

O" ’(&O$

O

% !
!’O" ’(&$O !

!’O" ’ !
O" ’ !# $O !<(#O$)2!!

!!解法二

>#I$%
+%,I!

I+! !
I&$#2

I&$)2
%+%,I’

2!

I&+%,I+ !!
I&$#2

I&$)2
右端第二项可写为#I1+%,I$?#I1$$!这里?#I$为单位阶跃函数!为对其应用延迟

性质!注意+%,I&1+%,#I1$$得

#I&+%,I$?#I&$$% ’#I&$$’+%,#I&$$’$(?#I&$$

% #I&$$?#I&$$’+%,#I&$$&?#I&$$’$?#I&$$

于是>#I$&+%,I$#I1$$?#I1$$$+%,#I1$$&?#I1$$$$?#I1$$!
故由线性性质与延迟性质!立即可得

"’>(%"’+%,I(’"’#I&$$(’"’+%,#I&$$(’$"’?#I&$$(

% !
!’O" ’(&$O

O" ’ (&$O

!’O" ’$(&$O

O
&##!&



% !
!’O" ’(&$O !

O" ’ !
!’O" ’ $’ (O !!<(#O$)2

!!注!!!以上各题均是通过运用PT氏变换性质求解的!可见性质的灵活运用

会得到不同的解题思路"

!"!由PT氏变换存在定理知道!若"+>,&E#O$存在!则E#O$在<(#O$)F内

解析!其中F为>#I$的增长指数!实际中!我们并不便对所给>#I$求出与其对应的

增长指数F!但注意象函数E#O$是含复参量广义积分"+>,定义的复变函数!它的

定义域满足两条性质

!#!$其结构为半平面<(#O$)F!#F为某一实数$"

!#"$E#O$在定义域内解析!
由此!当我们利用性质或查表法求得E#O$时!便可依据这两条性质确定出

E#O$的定义域!正如本题中对各>#I$的象函数后边注明的<(#O$)F!!但注意这个

F! 一般不大于存在定理中所说的F!这是因为存在定理的条件是充分的!例如!对

自然数J!由: !6题!有"+IJ,&J0
OJ$!!由此得<(#O$)2&F!!但又可估计出"IJ"

#J0 (I!即存在定理中的F&!"

!#!求>#I$的PT氏变换时!一定要在结果中标明E#O$的定义域"

!6!对C$!解法一由定义出发!并计算+2!$,上定积分与+$!$’$上广义积

分得到结果"解法二则利用>#I$的变形!将其写为>#I$&+%,I$)#I1$$?#I1$$形

式!再用变换的延迟性质得到结果!应当注意!因为每个接受PT氏变换的函数>#I$

满足I#2时>#I$32!
故"+)#I1$$?#I1$$,&"+)#I1$$,!即在考虑PT氏变换时!等式)#I1$$?

#I1$$&)#I1$$成立!

% !(! 利用PT氏变换求下列广义积分值

!$C
’’

2

(&I&(&"I

I OI!!"$C
’’

2

!&)*+I
I (&IOI!!#$C

’’

2

(&#I)*+"IOI

6$C
’’

2

(&+I)*+*I&(&JI)*+(I
I OI!!#+!*!J!(为实数且+)2!J )2$

:$C
’’

2

(&I(/N槡IOI!#其中(/N槡I% "
槡$C

槡I

2

(&*
"
O*称为误差函数$

;$C
’’

2

X2#I$OI#其中X2#I$% >
’

)%2

#&!$)
#)4$" & I# $"

")
称为第一类零阶T(++(D函

数$

&6#!&



B$C
’’

2

+%,"I
I" OI!!A$C

’’

2

+%,I
I

&(&槡"I+IIOI

解!!$令>#I$&(1I1(1"I!则

"’>#I$(%"’(&I(&"’(&"I(% !
O’!& !

O’"!#位移性质$!<(#O$)&!

所以 C
’’

2

(&I&(&"I

I OI%" (&I&(&"I’ (I O%2
%C

’

2

!
O’!& !

O’’ (" OO

%C
’’

2

!
"’!& !

"’’ (" O"%D,"’!
"’"

’’

2
%D,"

#注意被积函数在<(#O$)&!内解析!故积分与路径无关!取沿实轴积分$

"$C
’’

2

!&)*+I
I (&IOI%" !&)*+I’ (I O%!

%C
’

!

"’!&)*+I(OO

%C
’

!

!
O & O

O"’’ (! OO

%C
’’

!

!
" & "

""’’ (! O"%D, "
!’"槡 "

’’

!
% 槡D, "

#注意被积函数在<(#O$)2内解析!故积分与路径无关!取沿实轴积分$

#$C
’’

2

(&#I)*+"IOI%"’)*+"I(O%# % O
O"’6 O%#

% #
!#

6$C
’’

2

(&+I)*+*I&(&JI)*+(I
I OI%" (&+I)*+*I&(&JI)*+(I’ (I O%2

%C
’

2

#"’(&+I)*+*I(&"’(&JI)*+(I$OO

%C
’

2

O’+
#O’+$"’*" & O’J

#O’J$"’(’ (" OO

%C
’’

2

"’+
#"’+$"’*" & "’J

#"’J$"’(’ (" O"

% !
"D,

#"’+$"’*"

#"’J$"’("

’’

2

% &!
"D,+"’*"

J"’("

% !
"D,J"’("

+"’*"

&:#!&



#注意被积函数<(#O$)F%>3E#&+!&J$内解析!故积分与路径无关!取沿实轴

积分$

:$C
’’

2

(&I(/N槡IOI%"’(/N槡I(O%! 查PT氏变换表可得"’(/N槡I(& !
O O槡$!

所以 C
’’

2

(&I(/N槡IOI% !
O O’槡 ! O%!

% !
槡"

% 槡"
"

!!;$!!C
’’

2

X2#I$OI%"’X2#I$(O%2

查变换表可得!"’X2#I$(& !
O"槡 $!

!

所以 C
’’

2

X2#I$OI% !
O"’槡 ! O%2

%!

!!B$C
’’

2

+%,"I
I" OI%&+%,"I

I

’’

2
’C

’’

2

+%,"I
I OI!!!!#分部积分$

注意+%,
"I

I %+%,I&+%,I
I I<

<===
2

2!有C
’’

2

+%,"I
I" OI%C

’’

2

+%,"I
I OI%" +%,"I’ (I O%2

%C
’

2

"’+%,"I(OO%C
’

2

"
O"’6

OO%3/)43,O
"

’

2
% $

"!!#取3/)43,O
"

主值分支$

A$!!C
’’

2

+%,I
I (&槡"I+IIOI%C

’’

2

+%,I
I

(I&(&I

"
&(&槡"IOI

% !
" C

’’

2

+%,I
I (&#槡"&!$I&+%,I

I (&#槡"’!$’ (I O’ I

% !
" " +%,I’ (I O%槡"&!

&" +%,I’ (I O%槡"’
’ (

!

% !
"C

槡"’!

槡"&!

"’+%,I(OO% !
"C

槡"’!

槡"&!

!
8"’!

OO

% !
"

’3/)43,#槡"’!$&3/)43,#槡"&!$(

注意43,’3/)43,#槡"$!$13/)43,#槡"1!$(&
#槡"$!$1#槡"1!$
!$#槡"$!$#槡"1!$

&!

所以 3/)43,#槡"’!$&3/)43,#槡"&!$% $
6

&;#!&



于是

C
’’

2

+%,I
I (&槡"I+I4OI% !

"
’3/)43,#槡"’!$&3/)43,#槡"&!$(% !

"
&$

6 % $
A

!! 注!!!在!$中不可将积分分为两项!即C
’’

2

(&I&(&"I

I OI+C
’’

2

(&I

IOI&C
’’

2

(&"I

I OI!

因为右端两项积分均不存在#发散$#因为"+IJ,仅当J)&!存在$!同理!"$与6$

也不可分为两项"

!"!对B$的解法!采取了先分部积分!然后使用象函数积分性质的方法!使

" +%,"I
I’ ("

O&2
&" +%,"I’ (I O&2

!左端只要应用一次象函数的积分性质即可!使问题简

化#注意" +%,$I’ (I O&2
是存在的!因为I&2不是+%,$I

I
的奇点$!

!#!对:$及;$应用了查PT氏变换表的方法!在工程技术实际应用中!这是

一常用方法!

% !*!求下列函数的PT氏逆变换!

!$E#O$& O"

#O"$!$"!!!!!!!!!"$E#O$& O$#
O#$#O"$;O$6

#$E#O$& "O"1:O1:
#O$!$#O1!$#O1"$ 6$E#O$&D,O$!

O1!

:$E#O$& "O$:
O"$6O$!#!!!;$E#O$& !

#O$!$6!!!B$E#O$& O"1+"

#O"$+"$"

解!!$因!E#O$& O"

#O"$!$"&
O

O"$!
& O
O"$!

!且"1! O
O"’ ($! &)*+I!

由卷积定理有 !>#I$%"&!’E#O$(%)*+I?)*+I%C
I

2

)*+/)*+#I&/$O/

% !
"C

I

2

’)*+I’)*+#"/&I$(O/% !
"

#I)*+I’+%,I$

"$E#O$& O$#
O#$#O"$;O$6& O$#

#O$!$’#O$!$"$#(

& !
#O$!$"$#$"

#
& !
O$!1"

#
& O$!

#O$!$"$#!!#部分分式$

于是利用位移性质"线性性质及已知的基本变换式可得

&B#!&



"&! !
#O’!$"’’ (# % !

槡#
"&! 槡#

#O’!$"’’ (#
%(&I

槡#
槡+%, #I

"&! "
#

& !
O’’ (! % "

#(&I

"&! "
#

O’!
#O’!$"’’ (# % "

#(&I 槡)*+ #I

所以 "’E#O$(%(&I

#
’"’槡 槡#+%, #I& 槡")*+ #I(%>#I$

!!#$E#O$& "O"1:O1:
#O$!$#O1!$#O1"$!O!&!!O"&1!!O#&"分别为E#O$的一级极

点!故也为E#O$(OI的一级极点!且E#O$
O<’

<=== 2!故由反演公式可得

>#I$% !
"$W

&C
’’W’

’&W’

E#O$(OIOO

%<(+’E#O$(OI!O!(’<(+’E#O$(OI!O"(’<(+’E#O$(OI!O#(

%6(I’ !
#(&I& B

#("I

!!6$因为 !E#O$%D,O’!
O&!%C

’

O

!
O&!& !

O’’ (! OO%"C
’

O

" (I&(&I’ (" OO

%"C
’

O

"’+I4(OO%"" +II’ (I

所以 >#I$%"&!’E#O$(%"+I4
I

!!:$E#O$& "O$:
O"$6O$!#&"#O$"$$!

#O$"$"$#"&" O$"
#O$"$"$#"$

!
#

#
#O$"$"$#"

因为

"&! " O’"
#O’"$"’#’ (" %"(&"I)*+#I!"&! !

#
#

#O’"$"’#’ (" % !
#(&"I+%,#I

所以 >#I$%"&!’E#O$(%(&"I ")*+#I’ !
#+%,#’ (I

!!;$E#O$& !
#O$!$6&

+##$!$
#O$!$#$!&

!
+##$!$&

!
#4&

+##$!$
#O$!$#$!

由位移性质及"’I#(&+##$!$
O#$! !得

"&! +##’!$
#O’!$#’’ (! %(&I&I#

&A#!&



所以 >#I$%"&!’E#O$(% !
#4(

&II# % !
;(&II#

!!B$E#O$& O"1+"

’O"$+"("&
O

O"$+"&
O

O"$+"1
+

O"$+"&
+

O"$+"

由卷积定理得

>#I$%"&!’E#O$(%)*++I?)*++I&+%,+I?+%,+I

%C
I

2

)*++/)*++#I&/$O/&C
I

2

+%,+/+%,+#I&/$O/

%C
I

2

’)*++/)*+#+I&+/$&+%,+/+%,#+I&+/$(O/

%C
I

2

)*+’+/’#+I&+/$(O/%I)*++I

!!注! 由上面几个例子可见!求PT氏逆变换的方法是灵活的!要具体题目具体

选择简便合适的方法!!$与B$我们采用卷积定理!若对这两题用反演公式!注意

E#O$极点#从而也是E#O$(OI的极点$均为二级的!运算较麻烦""$与:$采用了部分

分式法!将E#O$分解为几个简单分式#在有理域内分解$!从而使每个简单分式可

用基本变换与基本性质求得其逆变换!化简了问题!虽然在这两问题中!极点均为

一级的!但注意到都有两个复极点!若用反演公式!计算其留数时也会导致较麻烦

的运算"对#$!E#O$有三个实一级极点#也是E#O$(OI的实一级极点$!故应用反演公

式!通过求E#O$(OI在极点处留数得到>#I$!较之分解为部分分式为简单!但要注

意!在用此方法时不能丢掉条件E#O$
O<’

<=== 2";$则为直接应用位移性质及"+I#,的

简单情形!显然不必用反演公式"6$不能用反演公式!它不满足定理的条件!我们

将它变形后应用象函数积分性质得到结果!因为E#O$在其定义域#必为单连域$内

解析!可作为某函数的原函数看待!

% "+!求下列卷积

!$?#I1+$?>#I$!"$%#I1+$?>#I$!!#+*2$

解!!$注意卷积定义及当I#2时有>#I$32!

?#I&+$?>#I$%C
’’

&’

?#/&+$>#I&/$O/

其中?#/1+$&
2!!/#+

!!!/)+ +
%>#I1/$

&2!!/)I

+2!!/#+ I

!F当I$+时!>#I1/$?#/1+$&2!#二者无公共非2区间$!如图:!B所示!
&C#!&



即>#I$??#I1+$&2!

图:!B

"F当I)+时!二者公共非2区间为’+!I(!如图:!A所示!

图:!A

>#I$??#I&+$%C
I

+

>#I&/$?#/&+$O/%C
I

+

>#I&/$O/

综合!F!"F得!>#I$??#I1+$&
2!

C
I

+
>#I1/$O/

&
’

( !
!!

I$+

I)+!
!

"$%#I&+$?>#I$%C
’’

&’

>#I&/$%#/&+$O/%>#I&+$ %2!!I#+

+2!!I*+*+ 2
#由

%T函数定义$

% "!!用PT氏变换法求解常微分方程或含参变量积分

!$求9#I$%C
’’

2

)*+(I
("’+"O(!

"$解初值问题*
W
&
#I$$+"("W#I$&C#I$!

W#2$&2!!#C#I$已知+ $

解!!$对9#I$取拉氏变换!并交换积分次序

"’9#I$(%"C
’’

2

)*+(I
("’+"O’ (( %C

’’

2

" )*+(I
("’+’ (" O(!!!

%C
’’

2

!
("’+"&

O
O"’("O(

&26!&



%OC
’’

2

#("’+"$&#("’O"$
#("’+"$#O"’("$#+"&O"$O(

% O
+"&O"C

’’

2

!
("’O" & !

("’+’ (" O(

% O
+"&O"

!
O3/)43,(

O & !
+3/)43,(’ (+

’’

/%2

% O
+"&O"&

$
"

&+&O
+O % $

"+
& !
O’+

得到 9#I$%"&! $
"+

!
O’’ (+ % $

"+(
&+I

!!"$对初值问题
W
&
#I$$+"("W#I$&C#I$

W#2$+ &2
取PT氏变换!并注意W#2$&2!由微

分性质!得

8"’W#I$(’+"(""’W#I$(%"’C#I$(

所以 "’W#I$(% !
O’+"(""’C#I$(

由卷积定理得

W#I$%"&! !
O’+"(’ (" ?C#I$%(&+"("I?C#I$%C

I

2

C#/$(&+"("#I&/$O/

此即初值问题之解!

注! 由!$可见!>#(!I$关于变量I的PT氏变换存在!则计算9#I$%C
’’

2

>#(!

I$O(时可在两端先关于变量I作PT氏变换!并注意假定可在积分号下对>#(!I$作

变换#积分交换次序条件已超出工科数学要求!这里不讨论$!可能积分C
’’

2

"+>#(!

I$,O(#O为参量$较原积分易于计算!则得到"+9#I$,%9
0#O$!再对9

0#O$取逆变换

即得9#I$"在"$中所给方法更为常用!且方程阶数可更高!#只要是线性方程$!通

过取PT氏变换求得微分方程解的象函数!再取逆变换即得所求!这部分进一步的

应用将在数理方程部分进行展开!

:!#!第:章练习题

!!!设C
’’

2

>#I$)*+(IOI%
!&(!

2+! !
(/ ’2!!(

()!
!!$求>#I$%"$求C

’’

2

+%,"
*

*
" O*!

&!6!&



#答 !!$>#I$%"#!&)*+I$
$I" "$提示*! 在!F’>#I$(中令(<2!答 ! $

"
$

"!设>#I$%(&,I,)*+I!!$求!’>#I$(及>#I$的VT氏积分表达式%"$求含参

变量积分C
’’

2

("’"
(6’6

)*+(IO(值!

#答 !!$"("’"
(6’6

%>#I$% "
$C

’’

2

("’"
(6’6

)*+(IO(%"$$
"(&,I,)*+I$

#!>#I$% !
"

’%#I’+$’%#I&+$’%#I’ +
"

$’%#I& +
"

$(!求!’>#I$(!

#答 !)*++(’)*++
"($

$!设>#I$在’2!W(上逐段连续!且>#I$%>#I’W$!#I)2$!求"’>#I$(!

并指出其定义域!

#提 示* 级 数 >
’

(%2
(&(8W 仅 当 ,(&8W ,# ! 收 敛! 答 !" ’>#I$( %

!
!&(&8WC

W

2

>#I$(&8IOI!!<(#O$)2!$

%!求"’I")*+"I(!!!!#答 !"O#&"6O
#O"’6$#

$

&!求"&! !
槡O#O&!’ ($ !!!#提示*用卷积定理!答 !"(I

槡$C
槡I

2

(&*
"
O*$

’!求"&! #O&!"
#O"’A$#O&!’ ($ !!!#答 ! 槡)*+" "I’槡 槡"+%," "I&(I$

&"6!&



第&章!数学物理方程定解问题

;!!!泛定方程与定解条件

;!!!!!基本要求

!!了解三类典型方程的推导方法并掌握三类典型方程的类型特征!

"!了解定解条件的推导方法与一"二"三类边界条件的数学形式!

#!掌握三类典型方程确定的定解问题的物理解释#即对给定的定解问题能给

出对应的物理模型!对给定的具体物理问题能写出其定解问题$!

;!!!"!内容提要

!!泛定方程描述物理问题的共性!它的推导建立在所研究物理量服从的物理

定律#如能量守恒定律"动量守恒定律"质量守恒定律等$基础上!推导的具体方法

与主要步骤大致如下*

#!$建立适当的坐标系!并确定所研究的物理量#未知函数$?#;!I$#或

?#;$$%

#"$在所研究的系统内部
!!

#不能含边界$任取一微元!对其应用相应的物理定

律!分析该微元与邻近部分之间的作用关系!并忽略次要因素!舍弃高阶项%

##$将上述分析结果化简整理!得未知函数?#;!I$#或?#;$$所满足的偏微

分方程#注意微元的任意性$!即为泛定方程!

"!典型泛定方程分为三类

!$波动方程

;"?#;!I$
;I" %+"%)?#;!I$’>#;!I$

!!"$热传导方程 #扩散方程$ #)&!!"!#$

;?#;!I$
;I %+"%)?#;!I$’>#;!I$

!!#$稳恒场方程

%)?#;$%C#;$!!; /P65)#P为5) 的区域$!#)%"!#$

&#6!&



其中%!& ;"

;""!%"& ;"

;""$
;"

;#"!%#& ;"

;""$
;"

;#"$
;"

;$"!>!C均为已知函数!

三类典型方程均为二阶"线性偏微分方程!当>#;!I$32!C#;$32时!对应

的方程为齐次的!否则称为非齐次的!

#!定解条件描述物理问题的特性#个性$!与泛定方程一起!构成描述具体
!!
物

理问题的定解问题#数学模型$!定解条件包括边界条件与初始条件!

!$初始条件!描述与时间有关物理过程的初始状态*

#!$波动方程需要两个初始条件*初始位移与初始速度%

#"$热传导方程需要一个初始条件*初始温度分布#溶液初始浓度等$%

##$稳恒场方程不需要初始条件!因为稳恒场与时间无关!

"$边界条件!描述具体物理问题的边界约束状态!每个边界点只需一个边界

条件!
#!$本课程只涉及线性边界条件!且仅涉及以下三类

第一类边界条件!直接给出未知函数在边界上的值

?#;!I$,;2/, %S#;2!I$

!!第二类边界条件!直接给出未知函数沿边界外法线方向"的变化率

;?#;!I$
;( ;2/,

%S#;2!I$

!!第三类边界条件*给出未知函数与其沿边界外法线方向变化率二者的某线性

组合在边界上的值

?#;!I$’1;?#;!I$
;’ (( ;2/,

%S#;2!I$

S为已知函数!当S32时!对应的边界条件称为齐次的!否则称为非齐次的!对于

无边界区域不需要边界条件!
对于稳恒场情形!上述边界条件左"右端均不含I!
#"$边界条件的推导方法"主要步骤与泛定方程的大致相同!但所取微元必须

含边界!且在分析微元与邻近部分之间作用时必须分析其与系统外的介质间关

系%最后令所取微元#包含边界$趋于2!即得边界条件的数学表达式!

;!!!#!例题解析

& !!有一均匀细杆!一端固定!另一端沿杆的轴线方向被拉长H而静止!突

然放手任其振动!试推导其纵振动方程与定解条件!
解!泛定方程的推导*

!F设杆长为L!建立坐标系如下%使YZ 轴的方向沿着杆!原点取为杆的固定

端"&2!要研究杆上任一点"/#2!L$在任一时刻I)2的纵向位移函数?#"!I$所

&66!&



服从的规律!

"F考虑杆上微元D段*’"!"$%"(#即在平衡状态端面!横坐标为"与"$

%"$如图;!!!设I时刻D 段端面纵向位移为?#"!I$及?#"$%"!I$!#即D段端面

横坐标为"$?#"!I$与#"$%"$$?#"$%"!I$$!则时刻I!D段端面的相对延伸率

为?"#"!I$与?"#"$%"!I$!于是由虎克定律!D段左边的6 段及右边的G 段通过

端面对D 段的作用力分别为138?"#"!I$及38?"#"$%"!I$#该力沿轴向指向平

图;!!

衡位置$!其中3为杨氏模量!8为端面面积!由牛顿第二定律!有

38’?"#"’%"!I$&?"#"!I$(%!8
;"?
;I"%"

#其中!为杆断面面密度$即

;"?
;I" % 3

!
?"#"’%"!I$&?"#"!I$

%"

!!#F令%"<2#并假定?#"!I$具二阶连续偏导$得

;"?
;I" % 3

!
;"?
;""

记3
!

&+"!得

;"?
;I" %+" ;"?

;""!!!!2#"#L

这就是杆在平衡位置具有横坐标"/#2!L$的横截面的纵向位移量?#"!I$所满足

的微分方程!它是一维齐次波动方程!
定解条件的推导*

!F初始条件

由题设条件!在I&2时!杆被拉长H!故单位长度拉长为H
L

!由此得平衡位置

具有横坐标"的横截面在I&2时的位置为HL"!且初始速度为2!即

?#"!2$% H
L"!!"/ ’2!L(

?I#"!2$%2!!!"/ ’2!L(

&:6!&



!!"F边界条件

由一端固定及坐标系选取法知任意时刻I!"&2点位移为2!即?#2!I$&2!为

考虑右端边界条件!取微元’L1%"!L(!#2#%"H!$!#即在平衡状态!该微元的端

面横坐标为L1"与L$如图;!"!

图;!"

设I时刻#I)2$!其端面纵向位移为?#L1%"!I$!?#L!I$!则时刻I!其端面相对

延伸率为?"#L1%"!I$!?"#L!I$!由题设及虎克定律!该微元仅受位于它左边杆的

部分之作用力

E%&38?"#L&%"!I$
由牛顿第二定律!有

&38?"#L&%"!I$%!8
;"?
;I"%"

令%"<2!得?"#L!I$&2!这就是右端的边界条件!即自由端的数学形式!
由此可得!对应于所论杆的纵振动的定解问题为

;"?
;I" %+" ;"?

;""!!!!"/ #2!L$!I)2

?#2!I$%2

?"#L!I$%2
!!!! I*2

?#"!2$% H
L"

?I#"!2$%2
!!! "/ ’2!L

&

’

(
(

!!注!方程与边界条件的推导中!都是对所取微元进行运动方向受力分析!并

用牛顿第二定律#动量守恒定律$!最后令%"<2!注意泛定方程推导中!限定"/
#2!L$!I)2!即不包括边界与初始时刻!故定解问题中方程成立范围为"/#2!L$!I)2!

& "!设某溶质在均匀且各向同性的溶液中扩散!I时刻它在溶液中点#"!#!

$$处的浓度为:#"!#!$!I$!已知溶质在单位时间流过曲面8上单位面元的质量

J 服从X(/,+4定律*J&140/3O:&"!其中4为扩散系数!"为8 的外法矢!试

推导:#"!#!$!I$满足的微分方程!
解!建立适当坐标系!设溶液充满区域P65#!点 ;/P具坐标#"!#!$$!在

&;6!&



P内任取一体积微元[6P!设其界面为封闭曲面8!分析[ 内外溶质质量的关

系*设任意时刻I)2![ 内任一点#"!#!$$的浓度为:#"!#!$!I$!由X(/,+4定律!

在时段’I!I$OI(内!通过界面8的面积微元OO从[ 内流出
!!
的溶质质量为

OJ %&40/3O:&"OOOI%&40/3O:&O#OI
#O#&"OO$!由溶液为均匀且各向同性知!4为常数!于是!在任意时段’I!!I"(6#2!

$’$内!通过[ 的界面8流入
!!

[ 的溶质质量应为

J! %C
I"

I!

OII
8

40/3O:&O$%C
I"

I!

OIJ
[

4O%90/3O:O[!!#奥T高公式$

同时![ 内任一点#"!#!$$处的浓度由I! 时刻的 :#"!#!$!I!$增至I" 时刻的

:#"!#!$!I"$!因此![ 内所含溶质质量在时段’I!!I"(内的增量为

J"%J
[

!’:#"!#!$!I"$&:#"!#!$!I!$(O[ %J
[

O[C
I"

I!

!
;:
;I

OI

%C
I"

I!

OIJ
[

!
;:#"!#!$!I$

;I
O[!!#假定可交换积分次序$

其中!为溶液的体密度!当溶液均匀时!!为常数!
由质量守恒定律得!!!!J!&J"

即 C
I"

I!

OIJ
[

4O%90/3O:O[ %C
I"

I!

OIJ
[

!
;:
;I

O[

由’I!!I"(6#2!$’$的任意性及[6P的任意性!并假定:#"!#!$!I$具二阶连续

编导!则得

!
;:
;I %4O%90/3O: %4%#:!!#%# 为三维P3LD3)(算子$

!!令4
!

&+"!即得浓度函数:#"!#!$!I$满足的微分方程

;:
;I %+" ;":

;"" ’;":
;#" ’;":

;$# $" %+"%#:!!!#"!#!$$/P

!!这就是溶质在均匀且各向同性溶液中扩散时!其浓度函数所满足的方程!这

是一三维热传导方程!也称为三维扩散方程!
注!!!在此方程的推导中!对所取微元进行溶质质量变化分析!并用质量守

恒定律!注意此时得到的是积分形式!又由时段+I!!I",6#2!$’$及微元[6P的

任意性!被积式的连续性!即得到所求微分方程"

!!"!推导中用到奥T高公式的矢量形式"

!!#!X(/,+4定律OJ&140/3O:."OOOI中的负号表明溶质流向与溶液浓

&B6!&



度:#"!#!$!I$的梯度反向!即由高浓度向低浓度扩散!

& #!设长为L的均匀细直杆的侧面与外界无热交换!开始时!杆上同一截面

具同一温度!且一端有一稳恒热流注入!另一端在零度的介质中自由冷却!试推导

杆的传热方程及定解条件!
解!注意到杆上同一横截面上具同一温度!故可取轴线上各点的温度代表其

所在截面上各点的温度!于是!问题为一维传热问题!

!F取YZ轴沿杆的轴线!杆的左端点取为坐标原点!则另一端坐标为"&L!要

求杆上任一点"/#2!L$在任一时刻I)2的温度?#"!I$满足的方程!
"F在杆上任取微元D*’"!"$%"(6#2!L$!#且2#%"H!$#即微元D的端面

横坐标为"及"$%"$!分析微元D段与其相邻的6 段!G段热量间的关系*

由V*H/%(/热力学定律!在单位时间内!沿D之端面外
!
法线方向通过D端面单

位面积元的热量分别为#J左"J右 分别表左"右端面通过热量$

J左 %&)0/3O?&"#"$%&);?
;( "

J右 %&)0/3O?&"#"’%"$%&);?
;( "’%"

注意"#"$与YZ轴反向!"#"$%"$与YZ轴同向!)为内导热系数!当杆均匀且各

向同性时!)为常数!

故 ;?
;( "

%&;?
;" "

!!!;?
;( "’%"

%;?
;" "’%"

则 J左 %&) ;?
;(# $

"
%);?#"!I$

;"

J右 %&) ;?
;( "’%
# $

"
%&);?#"’%"!I$

;"

!!于是OI时段内通过T的两端面流入
!!
微元T的热量

OJ! %&#J左 ’J右$8OI%) ;?#"’%"!I$
;" &;?#"!I$

;# $" 8OI

#由于杆为均匀直杆!故任一横断面面积相等!记为8$设?#"!I$具二阶连续偏导!

则可有

OJ! %) ;?#"’%"!I$
;" &;?#"!I$

;’ (" 8OI%)C
"’%"

"

;"?#"!I$
;"" O"&8OI

在任意时段’I!!I"(6#2!$’$内!通过D的两端面流入微元D 内的热量为

J! %C
I"

I!

OIC
"’%"

"

8);"?#"!I$
;"" O"

&A6!&



同时!在此时段内!D段内各点温度由?#"!I!$升高为?#"!I"$!为此所需热量为

C
"’%"

"

F!8’?#"!I"$&?#"!I!$(O"%J"

其中F为杆的比热!当杆为均匀且各向同性时!F为常数!!为截面面密度!由于假

定?#"!I$具二阶连续编导!故可有

J" %C
I"

I!

OIC
"’%"

"

F!8
;?#"!I$

;I
O"

!!#F由能量守恒得*J!&J"!即

C
I"

I!

OIC
"’%"

"

8);"?
;""O"%C

I"

I!

OIC
"’%"

"

F!8
;?
;I

O"

由’I!!I"(6#2!$’$与’"!"$%"(6#2!L$的任意性及被积式的连续性得

8);"?
;"" %F!8

;?
;I! 即 !;?

;I% )
F!

;"?
;""

令)
F!

&+"!得

;?#"!I$
;I %+";"?#"!I$

;"" !!"/ #2!L$!I)2

此即温度函数?#"!I$所满足的微分方程!这是一维热传导方程#齐次$!
下边推导定解条件

!F初始条件!由题设!杆的初始温度已知!故可将各横截面温度表为其横坐

标"的已知函数!设为)#"$!
即得 ?#"!2$%)#"$!!!"/ ’2!L(

!!"F边界条件!由题设!现假定左端有一稳恒热流注入!右端在零度的介质中

自由冷却!来导出各自的数学表达形式!
首先注意!稳恒热流即为不依时间而变的热流!设单位时间通过"&2端面单

位面积进入杆的热量为\!则由V*H/%(/热力学定律

&’&)0/3O?&"#2$(%\!! 即 !!)0/3O?&"#2$%\
注意"#2$与YZ轴反向!故有

)0/3O?&"#2$%);?
;( "%2

%&);?#2!I$
;" %\

即1);?#2!I$
;" &\为左端边界条件!这是第二类非齐次边界条件%

对右端!设其端面在I时刻温度为?#L!I$!由不同介质间热交换的牛顿冷却定

律!在单位时段内通过杆右端面单位面积散失到介质中的热量与它们的温差成正

&C6!&



比*]!&S’?#L!I$1"(!"为介质的温度!由题设"&2!所以]!&S?#L!I$!S为杆对

介质的外导热系数!由热量守恒知杆通过右端界面散失到介质中的热量恰为同一

单位时段内由杆内传到端面的热量

]" %&)0/3O?&"#L$%&);?#L!I$
;( %&);?#L!I$

;"

即 ]! %]"*S?#L!I$%&);?#L!I$
;"

所以 );?#L!I$
;" ’S?#L!I$%2

或写为 ;?#L!I$
;" ’1?#L!I$%2!!#1% S

)
$

这就是右端在零度介质中自由冷却的数学描述形式!为第三类齐次边界条件!
综上讨论!可得所论杆的热传导定解问题为

;?#"!I$
;I %+";"?#"!I$

;"" !!!!"/ #2!L$!I)2

?#"!2$%)#"$!!!!!!!"/ ’2!L(

&);?#2!I$
;" %\!

;?#L!I$
;" ’1?#L!I$%2!!!#1% S

)
$
!!I*

&

’

(
2

!!注!!!方程推导中对所取微元进行热量变化分析!应用到V*H/%(/热力学实

验定律!之后应用能量守恒定律!得到的是积分形式!又由+I!!I",6+2!$’$及

+"!"$%",6#2!L$的任意性!被积式的连续性!即得微分方程!

!"!在一维问题中!要注意两端之外
!
法线方向实际上平行于YZ 轴方向!故

左端的与YZ轴反向!右端的即YZ轴方向!这点在推导本题边界条件与方程时都

用到了!

!#!V*H/%(/热力学实验定律O"&1)0/3O?."OOOI中的负号表明热流方向

与温度梯度方向相反!即热流由高温流向低温!热力学中称矢量%&1)0/3O?为

热流密度矢量#)为导热系数$其方向与温度梯度反向!

!6!本例中无热源!所得方程为齐次的!若有热源#例如某放热或吸热化学反

应杆$则得到非齐次方程!

!:!本例中介质温度为零度!若在温度为"+2的介质中自由冷却!得到的将

是第三类非齐次边界条件!

!;!在自由冷却条件);?#L!I$
;" $S?#L!I$&2中!若SK)!即在边界上与介

质热交换能力远远大于内导热能力!则条件近似于?#L!I$&2!即边界具介质温度

&2:!&



#当介质为"+2度时有?#L!I$&"$"当)KS时!即内导热能力远远大于边界与介

质热交换能力!则有;?#L!I$
;" &2!即绝热条件!可见!第一类&二类边界条件是第三

类边界条件的特例!

图;!#

& $!设有单位质点置于点]处!物

体[ 的质量体密度为连续函数!#*!2!3$!

试推导]点处单位质点对[ 的万有引力

势函数所满足的方程#]点在[ 外$!
解!建立坐标系!设]点坐标为#"!

#!$$![ 内任一点坐标为#*!2!3$!?#"!#!

$$为质量体[ 受单位质点引力势函数!
在[ 内任取一微元O[!其质量为

!#*!2!3$O[!##*!2!3$为O[ 内任一点!见

图;!#$!则由牛顿万有引力定律!该微元

与单位质点间的引力为

O&%P!
<"

’
<O[ % P!

<# #"&*$!
P!
<# ##&2$!P!

<# #$&3# $$
其中<& #"1*$

"$##12$"$#$13$槡 "为微元O[ 到点]#"!#![$的距离!P为引
力常数!
于是!质量体与单位质点间的引力为&#"!#!$$&#E"!E#!E$$!其中各分量为

E"#"!#!$$%J
[

P!#*!2!3$&#"&*$
<# O[

E##"!#!$$%J
[

P!#*!2!3$&##&2$
<# O[

E$#"!#!$$%J
[

P!#*!2!3$&#$&3$
<# O[

!!!!!!!!!!!!!!#积分变量为*!2!3$
由]点位于[ 之外可知!E"!E#!E$ 均为含参变量"!#!$的常义积分!

在积分号下求偏导!易得*O%9&#"!#!$$&;E"

;" $;E#

;#$;E$

;$ 32!#可见!万有

引力场是一管形场$

另一方面!由物理学知识知!微元O[ 与单位质点的引力势为O?&1P!
<O[!于

是单位质点对质量体[ 的引力势函数为!!!!?#"!#!$$&J
[

1P!
<O[!

&!:!&



此势函数也是一含参变量"!#!$的常义积分!为求其满足的方程!

注意 ;?
;"%J

[

P!#*!2!3$&#"&*$
<# O[ %E"#"!#!$$

同理 ;?
;#%E##"!#!$$!!;?

;$%E$#"!#!$$

即 0/3O?#"!#!$$%&#"!#!$$

由此可见!万有引力场还是一梯度场!于是有

O%90/3O?#"!#!$$%O%9&#"!#!$$32

@!?#"!#!$$满足二阶"线性"齐次定常偏微分方程

;"?
;"" ’;"?

;#" ’;"?
;$" %%#?%2

#%# 为三维P3LD3)(算子$此即三维P3LD3)(方程!
注!!!此方程的推导中!在[ 中任取一微元!视其质量集中于其内一点#*!2!

3$!即视O[ 为一质量为!#*!2!3$O[ 的质点!然后在其与单位质点构成的系统中
应用牛顿万有引力定律!之后用三重#常义$积分得到总引力&总引力势!
为得到引力势函数满足的方程!充分运用了物理知识%

牛顿引力场为管形场!且为梯度场!本例中涉及到的物理知识较多!且有一些

场论的初步知识!此例可作为导出三维P3LD3)(方程的典型例子!

!"!当]在[ 内时!推导将涉及三重含参量广义积分!此略!

& %!设长为L的均匀细弦作微小横振动!其两端束缚在与弦平衡位置垂直
的弹簧上!弹性系数分别为)2 与)L!试推导两端边界条件的数学表达式!
解!考虑微元弦段’2!%"(!设任意时刻此段弧被张力(拉伸!#当弦为均匀

时!W为常数$!"&2端位移为?#2!I$!其方向与Y?同向!因此产生的弹簧恢复力
与Y?反向且E2&1)2?#2!I$#虎克定律$!注意此时弧段’2!%"(为"的增长曲

线#见图;!6#3$$!故有;?#%"!I$
;" )2!于是张力(在Y?方向投影为W+%,$#%"!I$!

由于弦作微小横振动!所以+%,$*43,$&;?
;"

!应用牛顿第二定律得

W+%,$#%"!I$’E2 %W;?#%"!I$
;" &)2?#2!I$%!

;"?
;I"%"!#!为线密度$

令%"<2!并假定?#"!I$具二阶连续编导!得

W;?#2!I$
;" &)2?#2!I$%2!!!!!

当"&2端处于受压状态时#见图;!6#M$$!注意此时;?#%"!I$
;" #2!张力在 ?̂

&":!&



图;!6

方向投影仍为W+%,$#%"!I$&W;?#%"!I$
;"

!且此时"&2端位移?#2!I$与 ?̂反

向!故恢复力E2 与 ?̂同向*!!E2&1)2?#2!I$!于是仍有

W+%,$#%"!I$’E2 %W;?#%"!I$
;" &)2?#2!I$%!

;"?
;I"%"

令%"<2!仍有 W;?#2!I$
;" &)2?#2!I$%2

!!对"&L端!考虑微元’L1%"!L(受力情况*当弹簧处于受压状态时#图;!6
#3$$!位移?#L!I$与 ?̂反向!弹簧恢复力EL与 ?̂同向!故有EL&1)L?#L!I$!且此

时弧段’L1%"!L(关于"单调增!故

+%,$#L&%"!I$043,$#L&%"!I$%;?#L&%"!I$
;" )2

@!张力(在 ?̂方向投影为1W;?#L1%"!I$
;"

!于是应用牛顿第二定律!并令%"

<2!有

W;?#L!I$
;" ’)L?#L!I$%2

同理!当"&L端处于拉伸状态时#图;!6#M$$!有;?#L1%"!I$
;" #2!张力(在 ?̂方

向投影仍为1W;?#L1%"!I$
;"

!位移?#L!I$与 ?̂同向!回复力EL 与 ?̂反向*EL&

1)L?#L!I$!于是应用牛顿第二定律#令%"<2$!仍有W;?#L!I$
;" $)L?#L!I$&2!

综上所述!在题设条件下!弹性支承的左端与右端边界条件数学形式分别为

W;?#2!I$
;" &)2?#2!I$%2

W;?#L!I$
;" ’)L?#L!I$%2

这是第三类齐次边界条件!
&#:!&



注!!!在推导过程中!选取微元必须包含端点!

!!"!对微元受力情况进行分析时除用到牛顿第二定律!还要注意应用虎克

定律!

!!#!在所得条件中#例如左端$!如果成立条件)2KW#即弹簧很硬!其弹性

系数远远大于弦之张力$!则左端边界条件可近似为)2?#2!I$&2!即?#2!I$&2!

相当于"&2端固定!
反之!若有)2HW!#即弹簧很软!其回复系数远远小于弦的张力$!则有

W;?#2!I$
;" %2

即;?#2!I$
;" &2!这相当于自由端!由此可见!固定端与自由端条件可视为弹性支承

的两特殊情形!

& &!设长为L的均匀细弦两端固定!初始位移为2!开始时!在"&F处受到

冲量)!写出定解问题!
解!泛定方程为波动方程

;"?
;I" %+";"?

;"" !!!!"/ #2!L$!I)2

由边界固定知 ?#2!I$%?#L!I$%2
由初始位移为零知 ?#"!2$%2
由开始时在"&F处受到冲量)知!对足够小的&)2!弦段’F1&!F$&(上的动量改

变量即为冲量)!即有

"&!
;?#"!2$

;I %)!"/ ’F&&!F’&(

其中!为弦的线密度!均匀弦的!为常数!由此得

?I#"!2$%
)
"&!

!!!"/ ’F&&!F’&(

2!!!!"/ ’2!L(,’F&&!F’&
&
’

( (
!#&<2$

于是!对应的定解问题为

;"?
;I" %+";"?

;""!

?#2!I$%?#L!I$%2!

?#"!2$%2!

!!

"/ #2!L$!I)2

I*2

"*2

?I#"!!2$%
)
"&!

!

2!
!!

"/ ’F&&!F’&(

"/ ’2!L(,’F&&!F’&(
!!&<&

’

(

&

’

(
2

&6:!&



!!注!!!这里用到冲量的物理概念!

!!"!结果也可表为%T函数%?I#"!2$&)
!
%#"1F$!

& ’!试给出一个由下列定解问题描述的物理模型*

!$

;"?
;""$

;"?
;#"&>#"!#$

?" ""$#槡 "&+&"!!!+# ""$#槡 "#*

;?
;( ""$#槡 "&*

&

’

( &2

"$

;?
;I&+" ;"?

;""$
;"?
;#’ (" $>#"!#$!!!I)2!+# ""$#槡 "#*

?
""$#槡 "&+

&?!#I$!

;?
;( ""$#槡 "&*

&2!
!!!!!!!!I*2

?#"!#!2$&)#"!#$!!!!!!!!!+# ""$#槡 "#

&

’

( *
解!!$注意泛定方程是二维非齐次P3LD3)(方程#也称为Y*%++*,方程$!且

区域为圆环域!故该定解问题描述圆环域+# ""$#槡 "#*内稳恒热场的温度分

布规律!该热场具稳恒热源!在内边界上保持"! 度!在外边界上绝热!

"$泛定方程为二维热传导方程!区域为圆环域!它描述圆环域+# ""$#槡 "

#*内热传导过程!该热场具稳恒热源!初始温度分布已知!内边界温度#随时间变

化$已知!外边界绝热!
注!!!这种问题的解决分两部分%第一部分!注意泛定方程的类型!以此确定

物理问题的共性"第二部分!注意定解条件!特别是边界约束!以此确定物理问题

的个性#特性$!即从方程#包括非齐次项在内$到定解条件的每个等式!均要给出

恰当的物理解释!

!"!本题中!!$与"$均为圆环域+# ""$#槡 "#*内的热过程!但!$描述达

到稳态时的温度分布规律!"$描述未达到稳态时的热传导过程!故后者与初始状

态有关!前者与初始状态无关#与时间无关$!

!#!在实际求解过程中!上述两问题均应采用极坐标 !使边界条件表达更为

简便!

& (!写出描述下面物理模型的定解问题!
&::!&



设一圆膜边界固定!周围介质阻力可忽略不计!且该膜初始偏移与速度均为
径向对称分布!试给出描述由这种初始状态引起的膜的微小横振动的定解问题!
解!首先注意膜作无阻尼微小横振动!且此振动完全由径向对称分布#即与

角度无关$的初始状态引起!故膜上各点任一时刻位移应与角度无关!即也应是径
向对称分布的!故设?#<!I$为膜上半径为<的点在时刻I的位移函数!则对应的定
解问题为

;"?
;I" %+" ;"?

;<" ’ !
<

;?
;# $< !!5#<$2!!!I)2

?#5!I$%2!!!!!!!!!I*2

?#<!2$%)#<$!

?<#<!2$%4#<$!!!!!!!2#<#

&

’

( 5
!!注!!!对给定的物理问题要先确定其共性!由此确定泛定方程的类型!之后
分析物理问题的特性!即边界约束情况&初始状态!以此确定定解条件!

!!"!本题中要注意初始条件为径向对称分布这一条件!意味着初始条件只
依赖于圆膜上点到圆心的距离<!与角度无关!从而位移与角度无关!使方程表达
简化"另外!这里注意区域为圆域!故采用极坐标系!

;!"!第;章练习题

!!!有一长为L的均匀细杆!侧面与外界无热交换!杆内有强度随时间连续变
化的热源!设在同一截面上具同一热源强度及初始温度!且杆的一端保持零度!另
一端绝热!试推导定解问题!

#答!

;?
;I&+";"?

;""$>#"!I$!!!"/#2!L$!I)2

?#2!I$&;?#L!I$
;" &2!!!I*2

?#"!2$&)#"$!!!!!!"/’2!L

&

’

( (

$

"!!有一长为L的均匀细弦!一端固定!另一端为弹性支承!设弦上各点受有

垂直于平衡位置的外力!外力线密度已知!开始时!弦!
"
处受到冲量9作用!试写

出其定解问题!

#答!

;"?
;I"&+";"?

;""$>#"!I$!!!! !!"/#2!L$!I)2

?#2!I$&;?#L!I$
;" $S#L!I$&2!!I*2

?#"!2$&2

?I#"!2$&9
!
%#"1L

"
$!!!!!!"/’2!L

&

’

( (

$

&;:!&



#!!设有高为S!半径为5的圆柱体!圆柱体内有稳恒热源!且上"下底面温度

已知!圆柱侧面绝热!写出描述稳恒热场分布的定解问题!
#答

;"?
;<"$

!
<
;?
;<$!

<"
;"?
;""$

;"?
;$"&>#<!"!$$!</’2!5$!"/’2!"$$!$/#2!S$

?"$&2&6!!?"$&S&D

;?
;< <&5

&

’

( &2

$

$!!设有定解问题

;"?
;I" %+";"?

;""!!!!"/ #&’!’’$!I)2

?#"!2$%)#"$!

?I#"!2$%4#"$!!!"/ #&’!’’

&

’

( $

试给出其对应的物理模型!
#答!该定解问题描述无界弦在初始扰动下的波动规律!$

%!!设有定解问题

;"?
;I" %;"?

;"" ’;"?
;#"!!!2#"#+!2###*%I)2

?,"%2 %?,"%+ %2!

?,#%2 %?,#%* %2!!!I*2

?,I%2 %)#"!#$!

?I,I%2 %4#"!#$!
!!!2#"#+!!2###

&

’

( *

给出与其对应的物理模型!
#答!边界固定的矩形膜的自由振动!其初始位移与初始速度已知!$

&!!设有定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %2!!!2$<#5!2#"#$

?,"%2 %?,"%$ %2!

;?
;< <%5

%D!!!!!!!!!"/ ’2!$

&

’

(
(

!!#答!扇形区域2$<#5!2#"#$的稳恒热场分布!场内无热源!其边界"&

2!"&$上保持零度!边界<&5上有稳恒热流注入!$

’!!设有定解问题

&B:!&



;?
;I%+" ;"?

;<" ’ !
<

;?
;<’ !

<"
;"?
;"# $" !!!2$<#5!!2$"#"$!I)2

;?
;< <%5

%2!!!!!!!!!!!!!I*2

?,I%2 %>#<!"$!!!!!!!!!!!!2$<#5!"/ ’2!"$

&

’

( $

!!给出其描述的物理模型!
#答!描述半径为5的圆域内热传导过程!初始温度分布已知!边界绝热$!

&A:!&



第’章!分离变量法!=8/9,59级数法"

B!!!齐次边界与齐次方程

B!!!!!基本要求

!!掌握分离变量法的适用范围及解题步骤!

"!掌握齐次一维波动方程与热传导方程在各类齐次边界条件下对应的固有值问

题"固有值"固有函数系及形式解的结构#以第一"二类边界条件为主$!

#!掌握圆域"圆环域"扇形域"部分圆环域及矩形区域上P3LD3)(方程边值问

题的固有值问题"固有值"固有函数系及形式解结构!

B!!!"!内容提要

!!分离变量法#V*H/%(/级数法$的实质即为将时间变量#在稳恒方程中为部

分空间变量$视为参变量"将解展为空间变量#稳恒方程中为某一空间变量$的

V*H/%(/级数!或者说将解按固有函数系展开!展式中每项为变量分离形式%此法适

用于满足下述条件的定解问题*

!$方程与边界条件为线性的%"$边界条件为齐次的#圆域"圆环域例外$%#$区

域为有界的!规则的#即区域边界易于由简单方程表出$!

泛定方程 边界条件 固有值问题 固有值 固有函数系

;"?
;I"&+" ;"?

;""

"/#2!L$

I)2
或

;?
;I&+" ;"?

;""

"/#2!L$

I)2

?#2!I$&2

?#L!I$&2

ZR#"$$-Z#"$&2

Z#2$&Z#L$+ &2

-(&#($
L

$")2

(&!!"!)

Z(#"$&+%,($
L"

(&!!"!)
?#2!I$&2

;?#L!I$
;" &2

ZR#"$$-Z#"$&2

Z#2$&Z-#L$+ &2

-(&#"($!
"L $$")2

(&2!!!"!)

Z(#"$&+%,"($!
"L $"

(&2!!!"!)
;?#2!I$

;" &2

?#L!I$&2

ZR#"$$-Z#"$&2

Z-#2$&Z#L$+ &2

-(&#"($!
"L $$")2

(&2!!!"!)

Z(#"$&)*+"($!
"L $"

(&2!!!"!)
;?#2!I$

;" &2

;?#L!I$
;" &2

ZR#"$$-Z#"$&2

Z-#2$&Z-#L$+ &2

-(&#($
L

$"*2

(&2!!!"!)

Z(#"$&)*+($
L"

(&2!!!"!)

&C:!&



"!’2!L(上一维波动方程"热传导方程对应的固有值问题"固有值!固有函数系

#第一"二类边界条件$*

#!二维P3LD3)(方程边值问题的固有值问题!固有值"固有函数系*

区!!域 边界条件 固有值问题 固有值 固有函数系

2#<#5
2#"#$

?""&2&?""&$&2

?"<&5&>#"$
+R#"$$-+#"$&2

+#2$&+#$$+ &2

-(&#($
$

$")2

(&!!"!)

+(#"$&+%,($
$"

(&!!"!)

5!#<#5"
2#"#$

?""&2&?""&$&2
?"<&5!&>!#"$
?"<&5"&>"#"$

+R#"$$-+#"$&2

+#2$&+#$$+ &2

-(&#($
$

$")2

(&!!"!)

+(#"$&+%,($
$"

(&!!"!)

2$"#"$
2$<#5

?"<&5&>#"$

?#<!"$"$$&?#<!"$
+R#"$$-+#"$&2

+#"$"$$&+#"+ $
-(&("*2

(&2!!!"!)

++(#"$-

&+!!)*+("!+%,("-’(&!

2$"#"$
5!#<#5"

?"<&5!&>!#"$
?"<&5"&>"#"$

?#<!"$"$$&?#<!"$

+R#"$$-+#"$&2
+#"$"$$&+#"+ $

-(&("*2
(&2!!!"!)

++(#"$-
&+!!)*+("!+%,("-’(&!

2#"#+
2###*

?#2!#$&?#+!#$&2
?#"!2$&)#"$
?#"!*$&4#"$

ZR#"$$-Z#"$&2
Z#2$&Z#+$+ &2

-(&#($
+

$")2

(&!!"!)
Z(#"$&+%,($

+"
(&!!"!)

?#2!#$&;?#+!#$
;" &2

?#"!2$&)#"$
?#"!*$&4#"$

ZR#"$$-Z#"$&2
Z#2$&Z-#+$+ &2

-(&#"($!
"+ $$")2

(&2!!!"!)
Z(#"$&+%,"($!

"+ $"
(&2!!!"!)

?"#2!#$&?#+!#$&2
?#"!2$&)#"$
?#"!*$&4#"$

ZR#"$$-Z#"$&2
Z-#2$&Z#L$+ &2

-(&#"($!
"+ $$")2

(&2!!!"!)
Z(#"$&)*+"($!

"+ $"
(&2!!!"!)

?"#2!#$&?"#+!#$&2
?#"!2$&)#"$
?#"!*$&4#"$

ZR#"$$-Z#"$&2
Z-#2$&Z-#+$+ &2

-(&#($
+

$"*2

(&2!!!"!)
Z(#"$&)*+($

+"
(&2!!!"!)

注*!!固有值问题由一组齐次边界条件确定!与另一组边界条件无关%

"!上述两组边界条件可对调位置!

B!!!#!例题解析

’ !!用分离变量法解定解问题*

&2;!&



;"?
;I" %+" ;"?

;""!!!!!"/ #2!L$!I)2 #!$

?#2!I$%?#L!I$%2 #"$

?#"!2$%6+%,:$
L"!!!"/ #2!L$ ##$

?I#"!2$%2 #6

&

’

( $

!!解!解法一!令

?#"!I$%W#I$Z#I$ #:$

将#:$式代入#!$得W
Z
#I$Z#"$&+"W#I$ZR#"$

即 W
Z
#I$

+"W#I$%ZR#"$
Z#"$LLL

令
&-

并将#:$代入#"$得固有值问题

ZR#"$’-Z#"$%2 #;$

Z#2$%Z#L$%2 #B+ $

及 W
Z
#I$’+"-W#I$%2 #A$

解#;$1#B$!即求使#;$1#B$具非零解的-值及对应的非零解!
当-$2时!无非2解!当-)2时!解得

-( % #($
L

$"!!(%!!"!)%!Z(#"$%+%,($
L"!!(%!!"!)

此即对应于定解问题#!$1#6$的固有值"固有函数系!将-( 代入#A$!得

W
Z
(#I$’+"("$"

L" W(#I$%2!!!#(%!!"!)$

其通解为 W(#I$%G()*++($LI’4(+%,+($
LI!!!#(%!!"!)$

由此即得#:$为 ?(#"!I$%W(#I$Z(#"$!!#(%!!"!)$

迭加之!得形式解为

?#"!I$% >
’

(%!
?(#"!I$% >

’

(%!
G()*++($LI’4(+%,+($

L# $I +%,($
L" #C$

为确定G(!4(!令#C$满足##$"#6$!得

?#"!2$% >
’

(%!
G(+%,($

L" %)#"$%6+%,:$
L" #!2$

?I#"!2$% >
’

(%!
4(

+($
L+%,($

L" %)#"$32 #!!$

由V*H/%(/展式的唯一性知

G( %
6!!!(%:

2!!!(++ :
#!"$

&!;!&



4( %2!!#(%!!"!)$ #!#$

将#!"$!#!#$代入#C$得

?#"!I$%6)*+:+$
LI+%,:$

L"!!!"/ #2!L$!I)2

!!解法二!由于分离变量的实质是将解关于固有函数系展开#V*H/%(/级数$!且

注意到边界条件为第一类齐次的!故该问题对应的固有值问题为

ZR#"$’-Z#"$%2

Z#2$%Z#L$%+ 2

固有值为 -( % #($
L

$"!!(%!!"!)

固有函数系为 Z(#"$%+%,($
L"!!(%!!"!)

形式解为 ?#"!I$% >
’

(%!
W(#I$+%,($

L" #:$

将#:$式代入#!$得W(#I$满足的方程

W
Z
(#I$’+"("$"

L" W(#I$%2 #;$

令#:$满足##$1#6$得W(#I$满足

W(#2$%)( #B$

W
&

(#2$%4( #A$

这里)(!4( 为?#"!2$&)#"$与?I#"!2$&4#"$关于固有函数系+Z(#"$-’
! 展开式

的系数

)#"$%6+%,:$"
L % >

’

(%!
)(+%,($

L"

4#"$%2% >
’

(%!
4(+%,($

L"

由V*H/%(/展式唯一性!得

)( %
6!!(%:

2!!(++ :
!!!4( %2!!(%!!"!)

代入#B$!#A$!并与#;$联立得

W
Z
(#I$’+"("$"

L" W(#I$%2

W(#2$%
6!!(%:

2!!(++ :

W
&

(#2$%

&

’

( 2

#;$

#B$

#A$

&";!&



#(%!!"!)$!!!!!

解之得
W(#I$%2!!!(+:

W:#I$%6)*+:+$
LI

于是 ?(#"!I$%W(#I$Z(#"$%
6)*+:+$

LI+%,:$
L"!!!(%:

!2!!!!!!!!(+
&
’

( :

@!?#"!I$% >
’

(%L
?(#"!I$%W:#I$Z:#"$%6)*+:+$

LI+%,:$
L"

!!注!!!解法一是按分离变量法的步骤做的!由此步骤中可以看出!仅当边界

条件为齐次的才可推得#B$成立!从而与#;$联立得到固有值问题!称#;$1#B$的

非2解为固有函数!使#;$1#B$有非2解的-值为固有值!#关于固有值问题的有

关结论!在一般数理方程教材中均可找到!此处不再介绍!$

!"!由分离变量得到?(#"!I$&W(#I$Z(#"$后!进行叠加!得到形式解?#"!

I$&>
’

L&!
W(#I$Z(#"$!这种做法的合理性在于方程与边界条件的线性及齐次性!从

而叠加原理成立!这正是线性问题的特征"

!#!解法一中!由初始条件得到#!2$!#!!$!一般情况下!应将)#"$与4#"$关

于固有函数系展开!!!!!)#"$&>
’

(&!
)(Z(#"$!!!4#"$&>

’

(&!
4(Z(#"$

分别代入#!2$!#!!$!由V*H/%(/级数展式的唯一性!对比两端同阶项系数!可得

G( %)(

4( % L
+($4

&
’

( (
!!#(%!!"!-$

在本例中!似乎没有上述过程!其实这是因为题中所给的)#"$与4#"$已经是固有

函数系 )+%,($
L"*’

(&!的展开形式!其中

)( %
6!!!(%:

2!!!(++ :
!!4( %2!(%!!"!-

!!!6!解法二从分离度量法的实质出发!并注意到边界条件为第一类齐次的!

即可得到由它决定的固有值问题!固有值及固有函数系!从而令形式解为?#"!I$

&>
’

L
W(#I$Z(#"$!并将此形式解代入泛定方程及初始条件!便得到W(#I$满足的常

微分方程初值问题#;$1#A$!当然!也必须将)#"$!4#"$关于固有函数系展开!解

法二与解法一比较!省略了分离变量法的一些中间过程!但重要的是解法二适用

于方程为非齐次的情形!

!:!由解法一可以看出!固有值问题只与泛定方程中未知函数对空间变量的

&#;!&



导数及齐次边界条件的类型有关!而与未知函数关于时间变量的导数无关!故当

泛定方程换为热传导方程&边界条件不变时!固有值问题&固有值&固有函数系均

不会变!

’ "!解定解问题

;"?
;I" %+" ;"?

;""!!!!!"/ #2!L$!I)2 #!$

?#2!I$%?"#L!I$%2!!!I)2 #"$

?#"!2$%)#"$! ##$

?I#"!2$%4#"$!! ! !"/ ’2!L( #6

&

’

( $

!!解!解法一!用分离变量法解!令

?#"!I$%W#I$Z#"$ #:$

将#:$代入#!$!#"$!得固有值问题

ZR#"$’-Z#"$%2 #;$

Z#2$%Z-#L$%2 #B+ $

及 WZ#I$’-+"W#I$%2 #A$

解#;$1#B$得

-( % "(’!
"L# $$

"

Z(#"$%+%,"(’!
"L $"

!!!(%2!!!"!)

将-( 代入#A$解得

W( %G()*+"(’!
"L $+I’4(

"(’!
"L $+I!!(%2!!!"!)!

@!?(#"!I$%W(#I$Z#"$!!(%2!!!"!)

叠加得

?#"!I$% >
’

(%2
G()*+"(’!

"L $+I’4(+%,"(’!
"L $’ (+I +%,"(’!

"L $" #C$

令#C$满足##$!#6$得

?#"!2$%)#"$% >
’

(%2
G(+%,"(’!

"L $" #!2$

?I#"!2$%4#"$% >
’

(%2
4(

"(’!
"L $++%,"(’!

"L $" #!!$

由V*H/%(/级数展式唯一性知!G( 与4(
"($!
"L $+分别为)#"$与4#"$关于

++%,"($!
"L $"-’

(&2的展开式系数!

&6;!&



@!G( % "
LC

L

2
)#"$+%,"(’!

"L $"O" #!"$

4( % "L
#"(’!$$+

&"
LC

L

2
4#"$+%,"(’!

"L $"O"

% 6
#"(’!$$+C

L

2
4#"$+%,"(’!

"L $"O"!!#(%2!!!"!)$

#!#$

所以!带有系数#!"$*#!#$的#C$即为定解问题#!$*#6$的形式解!
解法二!注意边界条件的类型及齐次性!可知其对应的固有值问题为

ZR#"$’-Z#"$%2 #:$

Z#2$%Z-#L$%2 #;+ $

解之得固有值为 -( % #"(’!
"L $$"

固有函数系为 Z(#"$%+%,"(’!
"L $"!!!(%2!!!"!)

故可设#!$*#6$的解为

?#"!I$% >
’

(%2
W(#I$+%,"(’!

"L $" #B$

将#B$代入#!$!并令其满足##$*#6$!得

WZ(#I$’#"(’!
"L $$"+"W(#I$%2

W(#2$%)(

W
&

(#2$%4

&

’

( (

#A$

#C$

#!2$

#(%2!!!"!)$!!!!!
其中

)( % "
LC

L

2
)#"$+%,"(’!

"L $"O"!!#(%2!!!"!)$ #!!$

4( % "
LC

L

2
4#"$+%,"(’!

"L $"O"!!#(%2!!!"!)$ #!"$

解#A$*#!2$得

W(#I$%)()*+"(’!
"L $+I’ "L

#"(’!$$+4(+%,"(’!
"L $+I!!!!(%2!!!"!)

#!#$

将#!#$代入#B$得

&:;!&



?#"!I$% >
’

(%2

’)()*+"(’!
"L $+I’ "L

#"(’!$$+4(+%,"(’!
"L $+I(+%,"(’!

"L $"

#!6$

带有系数#!!$*#!"$的形式解#!6$即为所求!
注!与B !题相比!这里边界条件一端为第一类!一端为第二类!所以固有值

问题&固有值&固有函数系均发生了变化!

’ #!解定解问题

;?
;I%+" ;"?

;""!!!!!!"/ #2!L$!I)2 #!$

?"#2!I$%?"#L!I$%2!!!I)2 #"$

?#"!2$%)#"$!!!!!!"/ #2!L$ ##

&

’

( $

!!解!解法一!
令 ?#"!I$%W#I$Z#"$ #6$

将#6$代入#!$!#"$分离变量得

ZR#"$’-Z#"$%2 #:$

Z-#2$%Z-#L$%2 #;+ $

及 W
&
#I$’-+"W#I$%2 #B$

解#:$*#;$得固有值

-( %("$"

L" !!!(%2!!!"!)

固有函数系 Z( %)*+($L"!!!(%2!!!"!)

将-( 代入#B$解得

W2#I$%G-
2 %G2

"
!!!W(#I$%G((

&+
"("$"

L"
I
!!(%!!"!)

所以!#!$*##$的形式解为

?#"!I$%G2

" ’>
’

(%!
G((

&+
"("$"

L"
I
)*+($L" #A$

令#A$满足##$得

?#"!2$%)#"$%G2

" ’>
’

(%!
G()*+($L" #C$

#C$即为)#"$在’2!L(上的V*H/%(/余弦展式!

G2 % "
LC

L

2
)#"$O" #!2$

&;;!&



G( % "
LC

L

2
)#"$)*+($L"O"!!#(%!!"!)$ #!!$

带有系数#!2$*#!!$的#A$即为所求!
解法二!注意两端均为第二类齐次边界条件!故解?#"!I$可按固有函数系

+!!)*+($L"-’
(&!展为

?#"!I$%W2#I$
" ’>

’

(%!
W(#I$)*+($L" #6$

令#6$满足#!$!##$!得

W
&

2#I$
" ’>

’

2

’_W(#I$’+"("$"

L" W(#I$()*+($L" %2 #:$

W2#2$
" ’>

’

(%!
W(#2$)*+($L" %)#"$ #;$

由V*H/%(/展式唯一性得

W
&

2#I$%2 #B$

W2#2$% "
LC

L

2
)#"$+" %)2 #A

&
’

(
$

W
&

(#I$’+"("$"

L W(#I$%2 #C$

W(#2$% "
LC

L

2
)#"$)*+($L"O"%)(!#(%!!"!)$ #!2

&

’

(
$

解#B$*#A$及#C$*#!2$得

W2#I$% "
LC

L

2
)#"$O"%)2 #!!$

W(#I$%W(#2$(
&+

"("$"

L"
I
%)((

&+
"("$"

L"
I

#!"

&

’

( $

将#!!$!#!"$代入#6$得

?#"!I$%)2

" ’>
’

(%!
)((

&+
"("$"

L"
I
)*+($L"

!!注!!!解法一直接由分离变量形式入手!导出固有值问题&固有值&固有函数

系!解法二则是从解按固有函数系展开出发!并注意两端均为第二类齐次边界条件"

!"!本题中固有值-(&("$"

L" #(&2!!!-$!即-2&2是一个固有值!对应的固

有函数为Z2&常数#取为!$!
&B;!&



’ $!解定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %2!!2#<#5!2#"#$ #!$

?,"%2 %?,"%$ %2!!!!!!2#<#5 #"$

?,<%5 %>#"$!!!!!!! !2#"#$ ##

&

’

( $

!!解!注意到方程关于未知函数为线性齐次的!且在"&2与"&$边界上具线
性齐次边界条件!故可用分离变量法求解!为此!设#!$有非零解

?#<!"$%E#<$+#"$ #6$

代入#!$并分离变量得

<"ER#<$’<E-#<$
&E#<$ %+R#"$

+#"$LLL
令

&-

即 <"ER#<$’<E-#<$&-E#<$%2 #:$

+R#"$’-+#"$%2 #;$

令#6$满足#"$得

+#2$%+#$$%2 #B$

#;$与#B$联立得

+R#"$’-+#"$%2 #;$

+#2$%+#$$%2 #B+ $

注意问题的物理意义知!在<&2处!应满足条件

,?#2!"$,有界!故,E#2$,#’’ #:$-

#:$与#:$-联立

<"ER#<$’-E-#<$&-E#<$%2 #:$

,E#2$,#’’ #:$+ -

#:$是一个二阶齐次欧拉方程!所带条件#:$-不具可叠加性!
故应由#;$*#B$确定-值!即#;$#B$为定解问题#!$*##$的固有值问题!解

#;$*#B$得固有值

-( % #($
$

$"!!!!(%!!"!)

固有函数系

+(#"$%+%,($
$"!!!!(%!!"!)

将-(&#($
$

$" 代入#:$!解#:$1#:$-*令<&(I!在#:$中变换自变量为I!得

O"E(

OI" &("$"

$" E( %2!!!!#(%!!"!)$

&A;!&



其通解为 E( %G((
("$"
$ I

’4((
&(

"$"
$ I

!!!!#(%!!"!)$

即 E(#<$%G(<
($
$ ’4(<

&($$ !!!!#(%!!"!)$

由条件#:$-得4(&2!

@!E(#<$%G(<
($
$ !!#(%!!"!)$

于是 ?(#<!"$%G(<
($
$+%,($

$"!!!!#(%!!"!)$

叠加之得

?#<!"$% >
’

(%!
G(<

($
$+%,($

$"
#A$

令#A$满足##$得

?#5!"$% >
’

(%!
G(5

($
$+%,($

$"%>#"$ #C$

#C$表明G(5
($
$即为>#"$在’2!$(上V*H/%(/正弦展式的系数!即

"
$C

$

2

>#"$+%,($
$"

O"%G(5
($
$ !!!#(%!!"!)$

@!G( % "

$5
($
$C

$

2

>#"$+%,($
$"

O"!#(%!!"!)$

代入#A$即得定解问题#!$*##$的解!
注!!!本问题是张角为$!半径为5的扇形区域稳恒热场的温度分布问题!

泛定方程为二维P3LD3)(方程的极坐标形式!由于在边界"&2与"&$上具有齐次
边界条件!故通过分离变量后可得到固有值问题#;$*#B$!其形式与两端固定的

弦振动问题对应的固有值问题完全一样"

"!分离变量后得到E#<$的方程#:$!这是一个二阶齐次欧拉方程!通过自变

量代换<&(I!即可化为常系数线性齐次方程!注意到问题的物理意义!应有"?#2!

"$"有界!从而得#:$-!此条件称为自然边界条件!

’ %!解定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %2!!!!!!!!+#<#*!2#"#$ #!$

?,"%2 %?,"%$ %2!!!!!!!!!!!!+#<#* #"$

?,<%+ %>!#"$!!!!!!!!!!!!!!2#"#$ ##$

?,<%* %>"#"$!!!!!!!!!!!!!!2#"#$ #6

&

’

( $

!!解!比较本问题与B 6题所不同在于这里是张角为$的部分圆环区域!故代

&C;!&



替B 6题中条件"?#2!"$"#$’的是边界条件?"<&+&>!#"$!

对于#:$!这里没有条件#:$-!这样!用分离变量法解#!$*#6$!设?#<!"$&

E#<$+#"$!代入#!$!并分离变量后得固有值问题

+R#"$’-+#"$%2 #:$

+#2$%+#$$%2 #;+ $

及 <"ER#<$’<E-#<$&-E#<$%2 #B$

!!解#:$1#;$得固有值-(&#($
$

$"!#(&!!"!)$

固有函数系为 +(#"$%+%,($
$"!!!!#(%!!"!)$

!!将-(&#($
$

$" 代入#B$!解得通解为

E(#<$%G(<
($
$ ’4(<

&($$ !!!(%!!"!)

于是!#!$*#6$的形式解为

?#<!"$% >
’

(%!
E(#<$+%,($

$"% >
’

(%!

#G(<
($
$ ’4(<

&($$ $+%,($
$"

#A$

令#A$满足##$!#6$得

?#+!"$%>!#"$% >
’

(%!

#G(+
($
$ ’4(+

&($$ $+%,($
$"

#C$

?#*!"$%>"#"$% >
’

(%!

#G(*
($
$ ’4(*

&($$ $+%,($
$"

#!2$

#C$!#!2$右端分别是>!#"$与>"#"$在’2!$(上的V*H/%(/正弦展开式!于是有

G(+
($
$ ’4(+

&($$ % "
$C

$

2

>!#"$+%,($
$"

O"%>!( #!!$

G(*
($
$ ’4(*

&($$ % "
$C

$

2

>"#"$+%,($
$"

O"%>"( #!"

&

’

(
$

#(%!!"!)$

这是关于G(!4( 的线性#非齐次$代数方程组!且

?!++*!!@! 系数行列式 !4 % #+*$
($
$ #*

&($$ &+
&($$ $+2

故由#!!$*#!"$可唯一确定G(!4(

G( % !
4

>!( +
&($$

>"( *
&($$

#!#$

&2B!&



4( % !
4

+
($
$ >!(

*
($
$ >"(

#!6$

(% #!!"!)$

当>!#"$与>"#"$不全为2时!G( 与4( 不全为2!定解问题#!$*#6$有非零形式解

#A$!系数由#!#$*#!6$给出!
注!!!当>!#"$&>"#"$&2时!显见!由4+2知!#!!$*#!"$的唯一解为

G(&4(&2!(&!!"!-!从而#A$给出的即为零解!这正是P3LD3)(第一边值问题解

的唯一性所包含的结果111P3LD3)(方程零边值问题只有零解"

!"!由于这里的区域不含点<&2!故形式解的结构与B 6题的不同%E(#<$&

G(<
($
$ $4(<

1($
$ !不能推出4(&2"但由于固有值问题相同!所以二者的解均为关于

固有函数系)+%,($
$"

*’
(&!的展开式!#关于变量"在区间+2!$,上的V*H/%(/正弦展

开式$"

!#!可以看出!B 6题与B :题的固有值问题只与"&2及"&$边界上的边

界条件有关!圆弧边界上的条件则在确定系数时被用到!

’ &!解定解问题

;"?
;"" ’;"?

;#" %2!!!!!2#"#+!2###* #!$

?,"%2 %C##$!!!!!2###* #"$

?,"%+ %S##$!!!!! 2###* ##$

?,#%2 %)#"$!!!!! 2#"#+ #6$

?,#%* %4#"$!!!!! 2#"#+ #:

&

’

( $

!!解!这是矩形域上的P3LD3)(方程第一边值问题#第一类边界条件$!由叠加

原理!原问题的解可分为

?#"!#$%@#"!#$’/#"!#$

其中!@#"!#$满足定解问题#6$!

;"@
;"" ’;"@

;#" %2!!!2#"#+!2###* #!$!

@,"%2 %@,"%+ %2!!2###* #"$!

@,#%2 %)#"$! ##$!

@,#%* %4#"$!!!!2#"#+ #6$

&

’

( !

/#"!#$满足定解问题#6$"
&!B!&



;"/
;"" ’;"/

;#" %2!!!!2#"#+!2###* #!$"

/,"%2 %C##$!!!!! #"$"

/,"%+ %S##$!!!!!2###* ##$"

/,#%2 %/,#%* %2! 2#"#+ #6$

&

’

( "

则在#6$! 与#6$" 中均有一组边界满足齐次边界条件!

在#6$! 中!令#!$!!有变量分离形式解#非零$

@#"!#$%Z#"$‘##$

代入#!$! 与#"$! 得

ZR#"$’-Z#"$%2 #:$!

Z#2$%Z#+$%2 #;$+
!

及 ‘R##$&-###$%2 #B$!
#:$!*#;$! 即为定解问题#6$! 的固有值问题!解之得

固有值为 -( % #(#
+

$"!!!!#(%!!"!)$

固有函数系数 Z(#"$%+%,($
+"!!!! #(%!!"!)$

将-( 值代入#B$! 解得通解

,#(##$%G((
($
+#

’4((
&($+#

!!!!#(%!!"!)$

于是@(#"!#$%Z(#"$‘(##$% #G((
($
+#

’4((
&($+#$+%,($

+"!!!!#(%!!"!)$

叠加之得

@#"!#$% >
’

(%!
G((

($
+#

’4(<
&($+# $

#
+%,($

+" #A$

令#A$满足##$*#6$得

>
’

(%!

’#G(’4($+%,($
+" %)#"$ #C$!

>
’

(%!
G((

($
+* ’4((

&($+# $
*

+%,($
+" %4#"$ #!2$!

@
G(’4( % "

+C
+

2
)#"$+%,($

+"O"%)( #!!$!

G((
($
+* ’4((

&($+* % "
+C

+

2
4#"$+%,($

+"O"%4( #!"$

&

’

( !

#(%!!"!)$

&"B!&



这是关于G(!4( 的二元一次代数方程组!其系数行列式为
! !

(
($
+* (

1($
+*

+2!故可

由#!!$!*#!"$! 唯一确定G(!4(!
带有#!!$!*#!"$! 的#A$! 即为#6$! 的解!
同理!#6$" 的解为

/#"!#$% >
’

(%!
6((

($
*"

’D((
&($+# $

"
+%,($

*#

其中6(!D( 满足关系

6(’D( % "
*C

*

2

C##$+%,($
*#O#%C(

6((
($
* ’D((

&($*+
% "

*C
*

2

S##$+%,($
*#O#%S

&

’

( (

!!@!原问题的解为?#"!#$&@#"!#$$/#"!#$!@#"!#$!/#"!#$如上给出!
注!!!本问题的特点是方程及区域关于"!#的对称性!故虽然边界条件为非

齐次的!但利用线性问题叠加原理!将问题分为#6$! 与#6$"!均带有一组齐次边

界条件!从而可用分离变量法"

!"!当矩形区域上两组对边上边界条件类型不同时仍可用本题方法处理!只

是不同类型边界条件得到不同的固有值问题&固有值及固有函数系!

’ ’!解定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %2!!2#<#5!2$"#"$ #!$

?<%5 %>#"$!!!!!!!!!2$"#"$ #"
&
’

( $

!!解!这是圆域上的P3LD3)(方程第一边值问题!设#!$具有变量分离形式解

?%E#<$+#"$ ##$

将##$代入#!$得

ER#<$’ !
<E#<$

& !
<"E#<$

%+R#"$
+#"$LLL
令

&-

则有 +R#"$’-+#"$ #6$

+#"$%+#"’"$$ #:+ $

及 <"ER#<$’<E-#<$&-E#<$%2 #;$

,E#2$,#’’ #B+ $

&#B!&



这里条件#:$是由区域的形状及?#<!"$的单值性决定的!即?#<!"$"$$&?#<!"$

成立!#</#2!5($!
而条件#B$是由问题的物理意义决定的!即?#<!"$在圆心处有界!问题#6$*

#:$称为定解问题#!$*#"$的固有值问题!解#6$*#:$得*-(&("!(&2!!!"!)!

+2#"$%!!+(#"$%+()*+("’*(+%,("!#(%!!"!)$

#+(!*( 为任意常数$

将-( 代入#;$*#B$解得

E2#<$%6-2!#6-2 +2为任意常数$

E(#<$%6-(<(!#6-( +2为任意常数$!(%!!"!)

@!?2#<!"$%E2#<$+(#"$%6-2 %62

"
!

?(#<!"$%E(#<$+(#"$%6-(<(#+()*+("’*(+%,("$

%6(<()*+("’D(<(+%,("!#(%!!"!)$

叠加得

?(#<!"$%62

" ’>
’

(%!
6(<()*+("’D(<(+%,(" #A$

令#A$满足#"$得

?#5!"$%>#"$%62

" ’>
’

(%!
6(5()*+("’D(5(+%,("

右端即为>#"$的V*H/%(/完全展式!由于>#"$定义在’2!"$(上!故应有>#"$"$$

&>#"$!于是有

62 % !
$C

"$

2

>#"$O" #C$

6( % !
$5(C

"$

2

>#"$)*+("O" #!2$

D( % !
$5(C

"$

2

>#"$+%,("O" #!!$

!#(%!!"!)$

带有系数#C$*#!!$的#A$即为定解问题#!$*#"$的解!
注!!!本题为圆域上N+aL+FH方程第一边值问题!由上讨论可见确定其固有

值问题的不是边界条件!而是区域的形状所提供的周期性条件?#<!"$"$$&?#<!

"$!同时考虑到物理问题的解应是单值的!此条件称为自然周期性条件"

另外!同样出于物理问题的考虑!解函数?#<!"$在圆心处满足有界性条件!从

而得到条件#B$!

&6B!&



!!’ (!解定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %2!!!! #<#!"!2$"#"$ #!$

?,<%!! %>!#"$! #"$

?,<%!" %>"#"$!!!!!!!!2$"#"$ ##

&

’

( $

!!解!这是圆环域!!#<#!" 上N+aL+FH方程第一边值问题!同上例!解的周期
性条件成立*?#<!"$"$$&?#<!"$!但无<&2处的有界性条件!故
令?#<!"$&E#<$+#"$!其中+#"$与E#<$分别满足

+R#"$’-+#"$%2 #6$

+#"’"$$%+#"$ #:+ $
及 <"ER#<$’<E-#<$&-E#<$%2 #;$
由#6$*#:$得固有值-(&(" 及固有函数系为+(#"$&+()*+("$*(+%,("!(&2!!!

"!)!将-( 代入#;$解得

E2#<$%6-2’D-
2D,<%62’D(D,<

" !!!E(#<$%6-(<(’D-(<&(!#(%!!"!)$

@!?2#<!"$%E2#<$+2#"$%62’D(D,<
"

?(#<!"$%E(#<$+(#"$% #6-(<(’D-(<&($#+()*+("’*(+%,("$

% #6(<(’D(<&($)*+("’#G(<(’4(<&($+%,("!!!!#(%!!"!)$
叠加得

?#<!"$%62’D2D,<
" ’>

’

(%!

#6(<(’D(<&($)*+("’#G(<(’4(<&($+%,(" #B$

令#B$满足#"$!##$得

62’D2D,!!

" ’>
’

(%!

#6(!
(
!’D(!&(

! $)*+("’#G(!
(
!’4(!&(

! $+%,("%>!#"$

62’D2D,!"

" ’>
’

(%!

#6(!
(
"’D(!&(

" $)*+("’#G(!
(
"’4(!&(

" $+%,("%>"#"$

@!!!!

62’D2D,!! % !
$C

"$

2

>!#"$O"

62’D2D,!" % !
$C

"$

2

>"#"$O

&

’

( "

!!!!!!!
#A$

#C$

6(!
(
!’D(!&(

! % !
$C

"$

2

>!#"$)*+("O"!!!!!! #!2$

6(!
(
"’D(!&(

" % !
$C

"$

2

>"#"$)*+("O" !!!!!!#!!

&

’

(
$

&:B!&



G(!
(
!’4(!&(

! % !
$C

"$

2

>!#"$+%,("O"!!!!!! #!"$

G(!
(
"’4(!&(

" % !
$C

"$

2

>"#"$+%,("O"!!!!!! #!#

&

’

(
$

!!因为!!+!"!所以上述三个关于62!D2!6(!D(!G(!4( 的线性非齐次代数方

程组存在唯一解!
故定解问题#!$*##$的解由#B$给出!系数由#A$*#!#$给出!
注!与B B题相比!区域由圆域变为圆环域!自然周期性条件仍成立!所以固

有值问题不变!但<&2不在区域内!所以无圆心处的有界性条件!致使解关于固

有函数系的展开式系数E(#<$的结构发生了变化!

B!"!齐次边界与非齐次方程

B!"!!!基本要求

!!掌握线性非齐次方程的叠加原理!

"!掌握齐次边界条件下非齐次方程的固有函数展开法!

B!"!"!内容提要

!!定解问题

6;"?
;I" ’D;?

;I&+" ;"?
;"" %>#"!I$!!!!!#6D %2!6’D%!$ #!$

S2?#2!I$’)2?"#2!I$%2!!!!!!!!!#S2!)2 不全为2$ #"$

SL?#L!I$’)L?"#L!I$%2!!!!!!!!!#SL!)L不全为2$ ##$

?#"!2$%)#"$ #6$

6?I#"!2$%64#"$ #:

&

’

( $

的解可按固有函数系+Z(#"$-展开为

?#"!I$% >
(
W(#I$Z(#"$

其中+Z(#"$-为对应于>#"!I$32时#!$*#:$的固有函数系!此解法被称为固有

函数法!

"!定解问题

%?%>#1$!!!!5/4

?,, %C#;$!!!!; /+ ,
!!!!!!

&;B!&



的解可按固有函数系++(-展开!其中++(-为定解问题
%?&2!

?,&C#;+ $!
5/4

;/,
的固有函

数系!

B!"!#!例题解析

’ *!设?#"!I$为定解问题

#.$

;"?
;I" %+" ;"?

;"" ’>#"!I$!!!!"/ #2!L$!!I)2

S2?#2!I$’)2?"#2!I$%2!!!I*2

SL?#L!I$’)L?"#L!I$%2!!!!I*2

?#"!2$%)#"$

?I#"!2$%4#"$!!!!!!!"/ ’2!L

&

’

( (

的解!/#"!I$与@#"!I$分别为定解问题#.$!!#.$" 的解

#.$!

;"/
;I" %+";"/

;""!!!!!!!!!!"/ #2!L$!!I)2

S2/#2!I$’)2/"#2!I$%2!!!!I*2

SL/#L!I$’)L?"#L!I$%2!!!!!I*2

/#"!2$%)#"$!

/I#"!2$%4#"$!!!!!!!"/ ’2!L

&

’

( (

#.$"

;"@
;I" %+" ;"@

;"" ’>#"!I$!!!!!!!"/ #2!L$!I)2

S2@#2!I$’)2@"#2!I$%2!!!!I*2

SL@#L!I$’)L@"#L!I$%2!!!!!I*2

@#"!2$%2!

@I#"!2$%2!!!!!!!!!"/ ’2!L

&

’

( (

!!证明!?#"!I$&/#"!I$$@#"!I$!
证!由#.$! 与#.$" 的泛定方程有

;"/
;I" %+";"/

;""

;"@
;I" %+" ;"@

;"" ’>#"!I$
!!"/ #2!L$!!I)2

由微分运算的线性性质!二式相加得

;"#/’@$
;I" %+";"#/’@$

;"" ’>#"!I$!!"/ #2!L$!I)2

!!即/#"!I$$@#"!I$满足#.$的泛定方程R又由#.$! 与#.$" 的边界条件有

&BB!&



S2/#2!I$’)2/"#2!I$%2!!!!!SL/#L!I$’)L/"#L!I$%2

S2@#2!I$’)2@"#2!I$%2!!!!!SL@#L!I$’)L/"#L!I$%2

@!S2’/#2!I$’@#2!I$(’)2’/"#2!I$’@"#2!I$(%2

!!SL’/#L!I$’@#L!I$(’)L’/"#L!I$’@"#L!I$(%2!!!I*2
即/#"!I$$@#"!I$满足#.$的边界条件!
最后!由#.$! 与#.$" 的初始条件有

/#"!2$%)#"$

@#"!2$%2
!!

/I#"!2$%4#"$!

@I#"!2$%2
!!"/ ’2!L(

所以
/#"!2$’@#"!2$%)#"$

/I#"!2$’@I#"!2$%4#"$!!!!"/ ’2!L(

即/#"!I$$@#"!I$满足#.$的初始条件!于是由定解问题#.$的解的唯一性知

?#"!I$%/#"!I$’@#"!I$

!!注!!!本题所证的即是线性偏微分方程叠加原理在具体问题#.$中的表现

形式R此结论为求解定解问题#.$提供了具体方法!此方法的物理意义为%强迫振

动的弦上任一点的位移是由外力所引起的位移与由初始扰动引起的位移之叠加"

!"!此证明中只用到方程及边界条件的线性性质及边界条件的齐次性!并不

涉及方程对时间变量导数的阶数!故所得结论对热传导方程&Y*%++*,方程同样适

用!

’ !+!用固有函数法解定解问题

;"?
;I" %+";"?

;"" ’>#"!I$!!!!"/ #2!L$!I)2 #!$

?#2!I$%?#L!I$%2!!!!!I*2 #"$

?#"!2$%2 ##$

?I#"!2$%2!!!!!!!!"/ ’2!L( #6

&

’

( $

!!解!注意边界条件为第一类齐次的!其对应的固有函数系为++%,($
L"-’

(&!!故

可设#!$*#6$的解为

?#"!I$% >
’

(%!
W(#I$+%,($

L" #:$

将>#"!I$按固有函数系展开

>#"!I$% >
’

(%!
>(#I$+%,($

L" #;$

其中 >(#I$% "
LC

L

2

>#"!I$+%,($
L"O"!!(%!!"!)

&AB!&



将#:$!#;$代入#!$!则有

>
’

(%!

’WZ(#I$’+"("$"

L" W(#I$(+%,($
L" % >

’

(%!
>(#I$+%,($

L"

由V*H/%(/级数展式唯一性!对比两端同阶项系数!得

WZ(#I$’+"("$"

L" W(#I$%>(#I$!#(%!!"!)$ #B$

再令#:$满足##$!#6$得

?#"!2$%2% >
’

(%!
W(#I$+%,($

L" %2

?I#"!2$%2% >
’

(%!
W
&

(#2$+%,($
L" %2

!!W(#2$%2

!!W
&

(#2$%2
!!#(%!!"!)$

#A$

#C$

!!#B$!#A$!#C$联立!并用P3LD3)(变换法解得

"’W(#I$(% !

8"’+"("$"

L"

&"’>(#I$(% L
+($

&
+($
L

8"’+"("$"

L"

&"’>(#I$(

两端取P3LD3)(逆变换并用卷积定理得

W(#I$% L
+($C

I

2

>(#I&/$+%,+($
L/O/!!#(%!!"!)$

代入#:$即得定解问题#!$*#6$的解

?#"!I$% >
’

(%!

L
+($C

I

2

>(#I&/$+%,+($
L/O/&+%,($

L"

!!注!!!本题解法称为固有函数法!固有函数系是由对应的齐次问题的固有值

问题决定的"

!!"!当泛定方程变为热传导方程时!W(#I$满足的将是一阶常微分方程初
值问题"当边界条件类型变化时!将影响固有函数系的变化!

’ !!!解定解问题

;?
;I%+";"?

;"" ’>#"!I$!"/ #2!L$!I)2 #!$

?"#2!I$%?"#L!I$%2!!!!I*2 #"$

?#"!2$%)#"$!!!!"/ ’2!L( ##

&

’

( $

!!解!解法一!由例B C!原问题的解为

?#"!I$%/#"!I$’@#"!I$

&CB!&



其中/#"!I$为问题#.$!
;/
;I %+";"/

;""!!"/ #2!L$!!I)2 #!$-

/"#2!I$%/"#L!I$%2!!!!I*2 #"$-

/#"!2$%)#"$!!!!"/ ’2!L( ##$

&

’

( -

的解!@#"!I$为问题#.$"
;@
;I%+" ;"@

;"" ’>#"!I$!!"/ #2!L$!!I)2 #!$R

@"#2!I$%@"#L!I$%2!!!!I*2 #"$R

@#"!2$%2!!!!"/ ’2!L( ##$

&

’

( R

的解!

由B #题知 /#"!I$%)2

" ’>
’

(%!
)((

&+
"("$"

L"
I

)*+($L" #6$-

其中

)2 % "
LC

L

2
)#"$O" #:$-

)( % "
LC

L

2
)#"$)*+($L"O"!!#(%!!"!)$ #;$-

对#6$"!注意边界条件为第二类齐次的!由固有函数法可设其解为

@#"!I$% V2#I$
" ’>

’

(%!
V(#I$)*+($L" #6$R

!!将>#"!I$按固有函数系+!!)*+($L"-’
(&!展开!并将#6$R代入#!$R得

V
&

2#I$
" ’>

’

(%!

’V
&

(#I$’+"("$"

L" V(#I$()*+($L" %>2#I$
" ’>

’

(%!
>(#I$)*+($L"

对比两端同阶项系数得

V
&

2#I$%>2#I$ #:$R!

V
&

(#I$’+"("$"

L" V(#I$%>(#I$!(%!!"!) #;$R!

其中 >2#I$% "
LC

L

2

>#"!I$O"

>(#I$% "
LC

L

2

>#"!I$)*+($L"O"!!!!#(%!!"!)$

再令#6$R满足##$R得

V2#2$%2

V(#2$%2
!!!!(%!!"!)

#:$R"
#;$R"

&2A!&



联立#:$R!*#:$R"!#;$R!*#;$R"!并解之得

V2#I$%C
I

2

>2#/$O/ #B$R

V(#I$%C
I

2

>(#I&/$(&+
"("$"/
L" O/!#(%!!"!)$ #A$R

将#B$R!#A$R代入#6$R即得定解问题#.$" 的解

@#"!I$% !
"C

I

2

>2#/$O/’>
’

(%!C
I

2

>(#I&/$(
&+

"("$"

L"
/

O/&)*+($L"

所以!原问题的解

?#"!I$%/#"!I$’@#"!I$

!!! % !
"C

I

2

>2#/$O/’)# $2 ’>
’

(%!C
I

2

>(#I&/$(
&+

"("$"

L"
/

O/’)((
&+

"("$"

L"# $I

)*+($L"

解法二!由固有函数法!设定解问题#!$*##$的解为

?#"!I$%W2#I$
" ’>

’

(%!
W(#I$)*+($L" #6$

将>#"!I$!)#"$关于固有函数系展开

>#"!I$%>2#I$
" ’>

’

(%!
>(#I$)*+($L"!!!!!! #:$

其中 >2#I$% "
LC

L

2

>#"!I$O"!!!!!!!

>(#I$% "
LC

L

2

>#"!I$)*+($L"O"!!#(%!!"!)$

)#"$%)2

" ’>
’

(%!
)()*+($L"!!!!!!! #;$

其中 )2#I$% "
LC

L

2
)#"!I$O"

)(#I$% "
LC

L

2
)#"!I$)*+($L"O"!!#(%!!"!)$

将#6$!#:$代入#!$!并比较左"右两端同阶项系数得

W
&

2#I$%>2#I$ #B$!

W
&

(#I$’+"("$"

L" W(#I$%>(#I$!#(%!!"!)$ #A$!

&!A!&



将#6$!#;$代入##$并比较左"右两端同阶项系数得

W2#2$%)2 #B$"

W(#2$%)(!!!!#(%!!"!)$ #A$"
分别联立#B$!*#B$"!#A$!*#A$"!并解之得

W2#I$%C
I

2

>2#/$O/’)2 #C$

W(#I$%C
I

2

>(#I&/$(&+
"("$"

L"
/O/’)((&+

"("$"

L"
I!#(%!!"!)$ #!2$

将#C$!#!2$代入#6$得

?#"!I$% !
"

’C
I

2

>2#/$O/’)2(’>
’

(%!

’C
I

2

>(#I&/$(
&+

"("$"

L"
/

O/’)((
&+

"("$"

L"
I
()*+($L"

!!注!!!此问题是一有界杆的热传导问题!杆的两端绝热!杆内有热源及非零
初始温度!解法一将问题分为两部分的叠加%一部分只有热源!初始温度为2!另一
部分无热源!但有非零初始温度"解法二则直接用固有函数法求解!所得结果正是
解法一中两部分的叠加"

"!在解法二中!对应于W2#I$与W(#I$的常微分方程初值问题!不仅方程为非
齐次的!且初值也是非零的!一般用N+aL+FH变换法求解较简单!特别对泛定方程
为波动方程时更是这样!

’ !"!用固有函数法解定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %+%,"$

$"’"+%,6$
$"

!!2#<#5!2#"#$ #!$

?,"%2 %?,"%$ %2!!!!!!!!!!!!!!</ ’2!5( #"$

?,<%5 %)#"$!!!!!!!!!!!!!!!!"/ ’2!$( ##

&

’

( $

!!解!注意在边界"&2与"&$上的边界条件!可知对应的固有函数系为

+(#"$%+%,($
$"!!!!#(%!!"!)$

故可设定解问题#!$*##$的形式解为

?#<!"$% >
’

(%!
E(#<$+%,($

$"
#6$

将#6$代入#!$!并注意#!$的右端已是固有函数系++%,($
$"

-’
(&!的展开形式!比较两

端同阶项系数得

ER(#<$’ !
<E-(#<$& !

<"
("$"

$" E(#<$%

2!!(+"!6

!!!(%"

"!!(%
&
’

( 6
&"A!&



即

<"ER(#<$’<E-
(#<$&("$"

$" E(#<$%

2!!(+"!6

<"!!(%"

"<"!!(%
&
’

( 6

!#(%!!"!)$ #:$

再令#6$满足##$!并将)#"$按++%,($
$"

-’
(&!展开得

>
’

(%!
E(#5$+%,($

$"%)#"$% >
’

(%!
)(+%,($

$"

即

E(#5$%)( % "
$C

$

2
)#"$+%,($

$"
O"!#(%!!"!)$ #;$

再注意?#<!"$在<&2处的有界性!得有界性条件

,E(#2$,#’’!!#(%!!"!)$ #B$

#:$!#;$!#B$联立

当(+"!6时
<"ER

(#<$’<E-(#<$&("$"

$" E(#<$%2

E(#5$%)(

,E(#2$,#’’

&

’

(

解之得 E(#<$%)(&#<
5

$
($
$ !!#(+"!6$ #A$

当(&"!6时!#:$为二阶非齐次欧拉方程

<"ER
"#<$’<E-"#<$&6$"

$" E"#<$%<"

<"ER
6#<$’<E-6#<$&!;$"

$" E6#<$%"<"

令<&(I求得通解为

E"#<$%G"<
"$
$ ’4"<

&"$$ ’ $"

6#$"&$"$<
" #C$

E6#<$%G6<
6$
$ ’46<

&6$$ ’ $"

"#$"&6$"$<
" #!2$

将#;$!#B$#(&"!6$代入#C$!#!2$得

E"#<$% ’)"& $"

6#$"&$"$5
"(#<

5
$
"$
$ ’ $"

6#$"&$"$<
" #!!$

E6#<$% ’)6& $"

"#$"&6$"$5
"(#<

5
$
6$
$ ’ $"

"#$"&6$"$<
" #!"$

!!带有系数#A$!#!!$!#!"$的#6$即为所求!其中)( 由#;$给出!
注!!!由所得结果可以看出!带有热源及非零边界条件的稳恒热场温度分布

&#A!&



也是两部分组成的%一部分由稳恒热源引起!一部分由圆弧边界温度引起"

"!由于泛定方程为非齐次的!故对应的方程#:$是非齐次的!且一般应将#!$

的右端函数C#<!"$按固有函数系展开!本题中所给右端为已展形式!且仅含两项!

故方程#:$中(+"!6时成为齐次的"

#!非齐次欧拉方程的解法与齐次的相同%通过自变量代换!将方程化为常系

数情形!但带有特殊右端!可用待定系数法求得一个特解!与齐次方程通解相加构

成非齐次欧拉方程的通解!

’ !#!解定解问题

%?%&""#!!!!2#"#+!2###* #!$

?,#%2 %?#%* %2 #"$

?"%2 %?,"%+ %2 ##
&
’

( $

!!解!用固有函数法解!因条件#"$为第一类齐次边界条件!故可设#!$*##$的

解为

?#"!#$% >
’

(%!
Z(#"$+%,($

*# #6$

将#!$右端函数关于++%,($
*#-’

(&!展开

&""#% >
’

(%!
>(#"$+%,($

*# #:$

其中>(#"$&"
*C

*

2
1""#+%,($

*#O#&
#1!$(
($ "*""!#(&!!"!)$!将#6$"#:$代入

#!$"##$得Z(#"$满足的常微分方程边值问题

ZR(#"$&("$"

*" Z(#"$%
#&!$(
($

"*"" #;$

Z(#2$%2 #;$-

Z(#+$%2 #;$

&

’

( R
#;$的通解为

Z(#"$%G((
($
*"

’4((
&($*"

’#&!$(&! "*#

(#$#""’ 6*:

(:$# $: !!!!#(%!!"!)$

#B$

令#B$满足#;$-!#;$R得

4( %&G(’#&!$( 6*:

(:$:

"G( % ’#&!$(&! 6*:

(:$:#(
&($*+

&!$’#&!$( "*#

(#$#+"(& !

+I($
*+

#A$

&6A!&



代入#6$得

?#"!#$% >
’

(%!

+#&!$(&!’6*
:

(:$:#(
&($*+

&!$& "*#

(#$#+"(
+I($

*"

+I($
*+

!’#&!$( 6*:

(:$:#(
&($*"

&!$’#&!$(&! "*#

(#$#""-+%,($
*#

!!注!!!解法中选取边界条件#"$或##$定固有函数系本应是平等的#二者均为

齐次!第一类$!但考虑到方程右端函数为1""#!若按)+%,($
*#*’

! 展开时!是一次

函数的展开问题!而按)+%,($
*"*’

(&!展开时则成为二次函数展开问题!所以选择了

前者"

!"!常微分方程#;$为二阶常系数非齐次方程!因非齐次项为多项式形式#属

特殊右端类$!故用待定系数法#令有一形如+"""$+!"$+2 的特解$!可求得一个

特解!与齐次方程通解之和即为#;$的通解"

B!#!非齐次边界条件的处理

B!#!!!基本要求

!!掌握第一"第二类非齐次边界条件的齐次化方法!

"!掌握稳恒非齐次问题#泛定方程"边界条件中非齐次项均不依赖I$的齐次

化方法!

B!#!"!内容提要

!!未知函数?#"!I$!满足非齐次边界条件时!作未知函数代换

?#"!I$%@#"!I$’/#"!I$

适当选择函数/#"!I$!使新未知函数@#"!I$满足齐次边界条件!将问题化为@#"!

I$的带有齐次边界条件的定解问题#归为B!!或B!"$!满足条件的/#"!I$不唯一!

对第一"二类边界条件!/#"!I$的选择可按下表进行!

"!当非稳恒问题的泛定方程的非齐次项与边界条件的非齐次项均不依赖于I
时!称为稳恒非齐次问题!可通过未知函数代换

?#"!I$%@#"!I$’/#"$

适当选取/#"$!使@#"!I$满足齐次方程"齐次边界条件的定解问题!
&:A!&



边界条件 ?#2!I$&"!#I$
?#L!I$&""#I$

?#2!I$&"!#I$
?"#L!I$&""#I$

?"#2!I$&"!#I$
?#L!I$&""#I$

?"#2!I$&"!#I$
?"#L!I$&""#I$

/#"!I$选取
方法

#不唯一$
令

/#"!I$
&6#I$"$D#I$
/#2!I$&"!#I$
/#L!I$&""#I

&
’

( $

令

/#"!I$
&6#I$"$D#I$
/#2!I$&"!#I$
/"#L!I$&""#I

&
’

( $

/#"!I$
&6#I$"$D#I$
/"#2!I$&"!#I$
/#L!I$&""#I

&
’

( $

令

/"#"!I$
&6#I$"$D#I$
/"#2!I$&"!#I$
/"#L!I$&""#I

&
’

( $

/#"!I$可取
为#不唯一$

"!#I$

$"
L

’""#I$1"!#I$( ""#I$"$"!#I$ ""#I$1#L1"$"!#I$
""

"L
’""#I$1"!#I$(

$"!#I$"

B!#!#!例题解析

’ !$!解定解问题

;"?
;I" %+" ;"?

;""!!!2#"#L!I)2

?#2!I$%2
?#L!I$%+%,(I!!!I*2
?I#"!2$%2!!!2$"$

&

’

( L

!!解!令?#"!I$&@#"!I$$/#"!I$!其中/&"
L+%,(I!则@#"!I$满足定解问

题

;"@
;I" %+" ;"@

;"" ’(""
L +%,(I!!!2#"#L!I)2

@#2!I$%@#L!I$%2!!!!!I*2

@#"!2$%2

@I#"!2$%& (
L"!!!!!!2$"$

&

’

( L

由B C题知!@#"!I$&@!#"!I$$@"#"!I$!其中@!#"!I$与@"#"!I$分别满足定解问

题

;"@!

;I" %+" ;"@
;""

@!#2!I$%@!#L!I$%2

@!#"!2$%2

@!I#"!2$%& (
L

&

’

( "

!! 与 !!

;"@"

;I" %+";"@"

;"" ’(""
L +%,(I

@"#2!I$%@"#L!I$%2

@"#"!2$%@"I#"!2$%

&

’

( 2

解之得

&;A!&



@!#"!I$% >
’

(%!

#&!$( "(L
+#($$"

+%,($
L+I&+%,($

L"

@"#"!I$% >
’

(%!

#&!$(’! ("L
+#($$"

++%,(I’+%,((I
(’((

&+%,(I&+%,((I
(&((

-+%,($
L"

其中((&+($
L !#(&!!"!)$!

所以!原问题的解 ?#"!I$%@!#"!I$’@"#"!I$’ "
L+%,(I

!!注!!!由本题可看出!对非齐次边界条件齐次化后!新的未知函数满足的泛

定方程一般为非齐次的#若原泛定方程有非齐次项!则非齐次项将会发生变化!若

原泛定方程为齐次的!则新未知函数的泛定方程将可能产生非齐次项$!使问题归

结为B!"所讨论过的情形"

!"!在本题中!注意边界条件表明"&L一端作周期运动!周期为(!由@"#"!

I$的表达式可见

+%,(I&+%,((I
(&((

%I)*+(’((

" I.+%,(&((

" I (&((

" I
(<(

<===
(
I)*+((I

即若"&L处振动频率(与某一固有频率十分接近时!将会随I<$’引起振幅无

限增大现象111共振现象!共振将给工程建筑及机件结构等带来重大破坏作用!

故要注意避免发生(<(( 的情况!

’ !%!将定解问题

?II %+"?""!!!!!!!!!!!2#"#L!I)2

?#2!I$%"!#I$!?"#L!I$%""#I$!!I*2

?#"!2$%)#"$

?I#"!2$%4#"$!!!!!!!!2$"$
&

’

( L

化为齐次边界条件!
解!设?#"!I$&@#"!I$$/#"!I$!且令/#"!I$满足条件

/#"!I$%6#I$"’D#I$

/#2!I$%"!#I$

/"#L!I$%""#I
&
’

( $
!6#I$!D#I$待定

可取/#"!I$&""#I$"$"!#I$!则@#"!I$满足定解问题

@II %+"@"" &’"
Z
"#I$"’"

Z
!#I$(!!2#"#L!I)2

@#2!I$%@"#L!I$%2!!2$I

@#"!2$%?#"!2$&/#"!2$%)#"$&’""#2$"’"!#2$(%)!#"$

@I#"!2$%?I#"!2$&/I#"!2$%4#"$&’"
&

"#2$"’"
&

!#2$(%4!#"$
!2$"$

&

’

(
L

#!$

#"$

##$

#6$

&BA!&



@#"!I$满足齐次边界条件非齐次泛定方程的定解问题!由B!"可求其解!原问题的

解

?#"!I$%@#"!I$’""#I$"’"!#I$

!!注!!!由上述结果可见!若"!#I$及""#I$为I的一次多项式!则所作代换

?#"!I$&@#"!I$$/#"!I$可将泛定方程与边界条件同时化为齐次的!问题将归为

B!!所讨论类型!一般情况下!泛定方程将是非齐次的"

!"!代换中的/#"!I$不唯一!但应尽量选关于"的低阶形式!例如还可取

/!#"!I$&""#I$
"L""$"!#I$!代换?#"!I$&@#"!I$$/!#"!I$也可将边界齐次化!但

/!#"!I$是"的二次式!将导致$"/""+2!即使"!!"" 是I的一次式!也会使泛定方

程产生非齐次项!且也可能使)!#"$!4!#"$的幂升高!增加计算量!

’ !&!将定解问题

?I %+"?""!!!!!2#"#L!I)2

?"#2!I$%"!#I$

?#L!I$%""#I$
!!I*2

?#"!2$%)#"$

?I#"!2$%4#"$!!2$"$

&

’

( L

化为齐次边界条件!
解!设?#"!I$&@#"!I$$/#"!I$!并令

/#"!I$%6#I$"’D#I$

/"#2!I$%"!#I$

/#L!I$%""#I
&
’

( $

解得6#I$&"!#I$!D#I$&""#I$1"!#I$L!

@!/#"!!I$&""#I$1#L1"$"!#I$

则@#"!I$满足齐次边界问题

@I %+"@"" &’"
&

"#I$&#L&"$"
&

!#I$(!!2#"#L!I)2

@"#2!I$%@#L!I$%2!!I*2

@#"!2$%?#"!2$&/#"!2$%)!#"$

@I#"!2$%?I#"!2$&/I#"!2$%4!#"$
!!2$"$

&

’

( L

由B!"!易于解出@#"!I$!可得原问题解

?#"!I$%@#"!I$’""#I$&#L&"$"!#I$

!!注!由所得结果可见!对热传导方程!即使"!#I$!""#I$是I的一次函数!边界条件

齐次化后!泛定方程也将成为非齐次的!而且非齐次项完全来自于/I#?/""32$!
&AA!&



!!’ !’!将定解问题

?I %+"?""!!!!!2#"#L!I)2

?"#2!I$%"!#I$

?"#L!I$%""#I$
!!I*2

?#"!2$%)#"$

?I#"!2$%4#"$!!2$"$

&

’

( L

化为齐次边界条件!
解!设?#"!I$&@#"!I$$/#"!I$!令/#"!I$满足

/"#"!I$%6#I$"’D#I$

/"#2!I$%"!#I$

/"#L!I$%""#I
&
’

( $

有/"#"!I$&"!#I$$"
L

’""#I$1"!#I$(!

@!/#"!I$&"!#I$"$""

"L
’""#I$1"!#I$(

则@#"!I$满足齐次边界问题

@I %+"@"" ’’+
"

L
#""&"!$&"

&

!"&""

"L
#"
&

"&"
&

!$(!2#"#L!I)2

@"#2!I$%@"#L!I$%2!!!!!!!!!!!!!I*2

@#"!2$%?#"!2$&/#"!2$%)!#"$

@I#"!2$%?I#"!2$&/I#"!2$%4!#"$
!!!!!!2$"$

&

’

( L

由B!"可求得@#"!I$!

?#"!I$%@#"!I$’"!#I$"’""

"L
’""#I$&"!#I$(

!!注!由此题结果可见!在所作代换中!/#"!I$是"的二次函数!一般而言!这
是不可避免的#只有当"!#I$&""#I$&"#I$时!才可有/#"!I$&"#I$"为"的一次
式$!所以@#"!I$的泛定方程中非齐次项不仅有由/I 引起的!还有由+"/""引起

的!即一般情况下!上述代换后!泛定方程将成为非齐次的!由B!"方法可求解!

’ !(!应如何解下列定解问题

?"" ’?## %)#"!#$!!2#"#+!2###*

?,"%2 %)!##$

?,"%+ %4!##$
!!!!2$#$*

;?
;# #%2

%)"#"$

;?
;# #%*

%4"#"$
!!! 2$"$

&

’

(

*

&CA!&



!!解!此问题为矩形域上的Y*%++*,问题!且边界条件为非齐次的!为了得到齐

次边界条件的定解问题!运用叠加原理!设

?#"!#$%@#"!#$’/#"!#$

其中@#"!#$!/#"!#$分别满足定解问题

#’$!

%@%>#"!#$!!!!2#"#+!2###*

@,"%2 %@,"%+ %2!!2$#$*

@#,#%2 %)"#"$

@#,#%* %4"#"$
! !!2$"$

&

’

( +

与

#($!

%/ %2!!!!!!!2#"#+!2###*

/,"%2 %)!##$

/,"%+ %4!##$
!!!!!2$#$*

/#,#%2 %/#,#%* %2!!2$"$

&

’

( +
则@#"!#$满足带有一组齐次边界条件的Y*%++*,方程边值问题!/#"!#$满足带有

一组齐次边界条件的P3LD3)(方程边值问题!故由B!"可解得@#"!#$!由B!!可解

得/#"!#$!
注!由上述讨论可见!矩形域上的Y*%++*,方程或P3LD3)(方程的非齐次边值

问题不需作函数代换!只要应用叠加原理!即可分为两个带有一组齐次边界条件

的问题!这里利用了区域的形状及泛定方程形式关于"!#的对称性!

’ !*!解定解问题

;?
;I%+" ;"?

;"" ’"!!!2#"#L!I)2

?,"%2 %6!

?,"%L %D!
!!!!!I*2!6!D为常数

?,I%2 %)#"$!!!!!2$"$

&

’

( L

!!解!解法一!注意到泛定方程与边界条件的非齐次项均不依赖I!故可设

?#"!I$%@#"!I$’/#"$

则@#"!I$满足泛定方程

@I %+"@"" ’’+"/R#"$’>#"$(

!!若选/#"$!使其满足

+"/R#"$’>#"$%2 #!$

/#2$%6 #"$

/#L$%D ##
&
’

( $

&2C!&



便可使方程与边界条件同时齐次化!将>#"$&"代入!解得

/#"$%&"#

#+" ’G!"’G"

/#2$%6

/#L$%

&

’

( D

@!/#"$%&"#

;+" ’#D&6
L ’L"

;+"$"’6

则@#"!I$满足齐次方程"齐次边界的定解问题

@I %+"@""

@#2!I$%@#L!I$%2

@#"!2$%?#"!2$&/#"$%)#"$&/#"$%)!#"
&
’

( $

解得 @#"!I$% >
’

(%!
G((

&+
"("$"

L"
I
+%,($

L" #:$

其中 G( % "
LC

L

2
)!#"$+%,($

L"O"!#(%!!"!)$ #;$

@!?#"!I$%@#"!I$’’&"#

;+" ’#D&6
L ’L"

;+"$"’6( #B$

!!解法二!设?#"!I$&@#"!I$$/#"$!且取/#"$满足

/#2$%6 #!$

/#L$%D #"+ $

可取 /#"$%6’D&6
L " ##$

于是@#"!I$满足齐次边界问题

@I %+"@"" ’"

@#2!I$%@#L!I$%2

@#"!2$%)#"$&/#"$%)!#"
&
’

( $

令

>( % "
LC

L

2

"+%,($
L"O" #6$

)!( % "
LC

L

2

’)#"$&/#"$(+%,($
L"O"!!!!#(%!!"!)$ #:$

则由固有函数法可得

@#"!I$% >
’

(%!
)!((

&+
"("$"

L"
I

’>(C
I

2

(
&+

"("$"

L"
#I&/$

O# $/ +%,($
L" #;$

&!C!&



其中)!(!>( 由#6$!#:$给出!
注!!!解法一选择代换函数/#"$既满足非齐次边界条件!又使其消去泛定

方程中的非齐次项!从而使新未知函数满足齐次方程&齐次边界条件!这种方法一

般只适用于泛定方程与边界条件中的非齐次项均不依赖4的情况!#否则将导致十

分复杂的代换函数$!这种类型的非齐次问题称为稳恒非齐次问题#注意泛定方程

本身并不是稳恒方程0$"

!"!解法二所采取的代换!只将边界条件齐次化!故所得/#"$比解法一中的

/#"$形式简单!次数低!从而可避免如解法一中计算G( 时遇到的积分#;$的麻烦

#积分#;$被积式会有"的三次项$!但要计算两个次数较低的函数的积分111解
法二中的#6$!#:$!当然!如果原定解问题中的)#"$已是"较高次的函数!解法一
显然优于解法二!

’ "+!解定解问题

;?
;I%+" ;"?

;"" ’*(&$"!!2#"#L!I)2 #!$

?,"%2 %?,"%L %2! !!I*2 #"$

?,I%2 %)#"$!!!!!2$"$L ##

&

’

( $

!!解!解法一!用固有函数法解#略$!
解法二!注意泛定方程的非齐次项与I无关!故可设?#"!I$&@#"!I$$

/#"$!令/#"$满足条件

+"/R#"$’*(&$" %2 #6$

/#2$%/#L$%2 #:+ $

解得

/#"$%& *
+"$"(&$" ’6"’D

/#2$%2

/#L$%

&

’

( 2

得 6% *
L+"$"#(&$L&!$!!D% *

+"$"

可取 /#"$%& *
+"$"(&$" ’ *

L+"$"#(&$L&!$"’ *
+"$" #;$

则@#"!I$满足

;@
;I%+" ;"@

;""

@,"%2 %@,"%L %2

@,I%2 %)#"$&/#"$%)!#"

&

’

( $
解得

&"C!&



@#"!I$% >
’

(%!
G((

&+
"("$"

L"
I
+%,($

L" #B$

其中 G( % "
LC

L

2

’)#"$&/#"$(+%,($
L"O" #A$

原定解问题#!$*##$的解为

?#"!I$% >
’

(%!
G((

&+
"("$"

L"
I
+%,($

L"’/#"$ #C$

!!其中/#"$由#;$给出!G( 由#A$给出!
注!!!本题解法二采用稳恒非次问题处理方法使泛定方程化为齐次的!且保

持边界条件齐次性"

!"!解法二当边界条件换为其它类型或泛定方程换为波动方程时同样适用!

’ "!!应如何解定解问题

%?%>##$!!2#"#+!2###*

?,"%2 %)##$

?,"%+ %4##$
!!2$#$*

?,#%2 %6

?,#%* %D
!!2$"$+!6!D

&

’

(
为常数

!!解!解法一!区域为矩形!方程为Y*%++*,方程!故可按B !A题的方法求

解!
解法二!注意泛定方程的非齐次项及#&2!*边界上的非齐次项均与" 无

关!故可设

?#"!#$%@#"!#$’/##$ #!$

且令/##$满足
/R##$&>##$%2

/#2$%6

/#*$%
&
’

( D
!!!!!!!!

#"$

##$

#6$

设C C>##$O# $# O#&E##$!可解得

/##$%E##$’ !
*

’D&6’E#2$&E#*$(#’’6&E#2$(

则@#"!#$满足定解问题

%@%2!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2#"#+!2###*

@,"%2 %?,"%2&/##$%)##$&/##$%)!##$

@,"%+ %?,"%+&/##$%4##$&/##$%4!##$
!!2$#$*

@,#%2 %@,#%* %2!! 2$"$

&

’

( +
&#C!&



由B B题的#6$" 可解出@#"!#$!
原定解问题解 ?#"!#$%@#"!#$’/##$

!!注!!!原定理问题是矩形域上Y*%++*,方程边值问题!由于泛定方程的非齐

次项及一组边界上的非齐次项均与"无关!类似于B !C题!可选择代换函数

/##$使泛定方程与边界条件同时齐次化!

!"!在矩形域Y*%++*,方程定解问题中!"!#地位平等!故当方程非齐次项为

不依赖于#的函数!且在边界"&2!+上的非齐次边界条件也不依赖于#时!可作

代换?#"!#$&@#"!#$$/#"$!选择/#"$使方程与边界条件同时齐次化!

B!6!第B章练习题

!!长为L的均匀细杆!两端保持零度!杆上初始温度分布为)#"$&*L""#L1

"$!求解细杆上任一点在任一时刻温度!

#答!?#"!I$&>
’

(&!
G((

1+"("$"

L"
I
+%,($

L"!其中G(&6*L6

(#$##!1)*+($$$

"!解定解问题

?II %+"?""!!!!!!!2#"#L!I)2

?#2!I$%?"#L!I$%2!!I*2

?#"!2$%2

?I#"!2$%@2
!!!!!!2$"$

&

’

( L

!!#答!?#"!I$&>
’

(&2
D(+%,"($!

"L +$I+%,"($!
"L $"!D(&

AL@2

+$"#"($!$"$

#!在半径为5的圆内求解P3LD3)(方程!设其边界上满足?"<&5&6$D+%,)!

#答!?#<!)$&6$D
5<+%,)$

$!解定解问题

?II %+"?""!!!!!2#"#L!I)2

?#2!I$%6I

?#L!I$%2
!!!!

I*2

I*2

?#"!2$%2

?I#"!2$%2
!!!!2$"$

&

’

( L

!!#答!?#"!I$&>
’

(&!
D(+%,+($

LI+%,($
L"$L1"

L 6I!其中D(& "6
+($LC

L

2
#L1"$+%,($

L

"O"$

%!解线性齐次定解问题

&6C!&



?I %+"?"" ’’?!!!!!2#"#L!I)2!’)2

?#2!I$%?#L!I$%2!!!I*2

?#"!2$%)#"$!!!!!2$"#
&
’

( L

!!#答 !?#"!I$% >
’

(%!
)((

#’&
+"("$"

L"
$I
+%,($

L"!!!)( % "
LC

L

2
)#"$+%,($

L"O"$

&!解定解问题

%?%2!!!!!!!!!!!!!!!2#"#+!2###*

?#2!#$%2!?#+!#$%?2+%,#$
*#!!!!2$#$*

?#"!2$%2!?#"!*$%?2+%,#$"
+ )*+$"

+ !2$"$

&

’

( +

!!#答!?#"!#$&@#"!#$$/#"!#$!其中

@#"!#$& ?2

"+I"$*
+

+I"$
+#&+%,"$"

+ $
?2+I

6$
+#

"+I6$*
+

+%,6$
+"!!!

/#"!#$&?2

+I#$
*"

+I#$+
*

+%,#$
*#$

’!解定解问题

%?%2!!!!!!!!2#<#5!2#)#$
?#<!2$%?#<!$$%2! 2#<$5

?#5!)$%>#)$!!! !2#)#
&
’

( $

!!#答 !?#<!)$%>
’

(%!

#<
5

$(6(+%,()!!!6( % "
$C

$

2

>#)$+%,()O)!!!(%!!

"!)$

(!将定解问题

?II&+"?""$>#"$!!2#"#L!I)2

?"#2!I$&6

?#L!I$&D
!!!!!I*2!6!D为常数

?#"!2$&)#"$

?I#"!2$&4#"$!!!!2$"$

&

’

( L
化为齐次边界!齐次方程!

#答!令?#"!I$&@#"!I$$/#"$!
取 /#"$% ’E#"$& E#L$(’ ’6 & E-#2$(#" &L$’ D!其 中 E#"$%

C’&C>#"$
+" O"(O"$

&:C!&



*!选适当的/##$!作代换?#"!#$&@#"!#$$/##$!解下列问题

%?%>##$!!!! !2#"#+!2###*

?,"%2 %)##$

?,"%+ %4##$
!!!!2$#$*

?,#%2 %?,#%* %2!!2$"$

&

’

( +

!!#答!/##$&E##$$!
*

’E#2$1E#*$(#1E#2$!

E##$&C’C>##$O#(O#$$

&;C!&



第(章!贝赛尔函数与勒让德多项式

A!!!贝塞尔函数

A!!!!!基本要求

!!了解贝塞尔方程的导出及其幂级数解法!

"!掌握第一类贝塞尔函数递推公式"零点性质!

#!了解贝塞尔函数系 X(#.
#($
J

5<+ -$ ’

J&!
在’2!5(上带权重<的正交性及其模%

掌握 X2#.
#2$
J

5<+ -$ ’

J&!
在’2!5(上带权重<的正交性及其模-

6!掌握函数>#"$的V*H/%(/KT(++(D级数展开法!

A!!!"!内容提要

!!在柱坐标系下对拉普拉斯方程或亥姆霍兹方程进行分离变量!将导出(阶

T(++(D方程

"" O"#
O"" ’"O#

O"’#""&("$##"$%2

其满足在"&2处有界性的解称为第一类(阶T(++(D函数

X(#"$% >
’

)%2

#&!$)
)4+#(’)’!$#

"
"

$(’")!!#(*2$

!!"!第一类T(++(D函数的递推公式

!$OX2#"$&1X!#"$O"
"$O’"X!#"$(&"X2#"$O"

#$O’"(X(#"$(&"(X(1!#"$O"

6$O’"1(X(#"$(&1"1(X($!#"$O"
:$X(1!#"$1X($!#"$&"X-(#"$

;$X(1!#"$$X($!#"$&"(
"X(#"$!

#!X(#"$零点性质

&BC!&



!$X(#"$有可列无穷多单重实零点!且关于原点对称分布%

"$X(#"$的零点与X($!#"$的零点相间分布%

#$.
#($
J$!1.

#($
J

J<’
<=== $!!#.

#($
J 为X(#"$的第J个正零点!$

6!+X(#.
#($
J

5<$-’
J&!在’2!5(上带权重<正交

C
5

2

<X(#.
#($
J

5<$X(#.
#($
)

5<$O<%
2!! J +)

5"

"X"
(&!#.

#($
J $%5"

"X"
(’!#.

#($
J $!! J %

&
’

( )

其中C
5

2
<X"

(#.
#($
J

5<$O<&5"

"X"
(1!#.

#($
J $的平方根称为X(#.

#($
J

5<$的模!

:!设>#<$在’2!5(上具一阶连续导及逐段连续二阶导!且满足边界条件

>#5$%2!!!,>#2,#’’

则有 >#<$% >
’

J%!
6JX(#.

#($
J

5<$!!!2#<#5

其中!6J& !
5"

"X"
(1!#.

#($
J $

C
5

2
<>#<$X(#.

#($
J

5<$O<

A!!!#!例题解析

( !!计算下列定积分

!$C
5

2

<#X2#<$O<!!"$C
5

2

<#X##<$O<

解!!$应用递推公式O’"(X(#"$(&"(X(1!#"$O"及分部积分法可有

""6

9%C
5

2

<#X2#<$O<%C
5

2

<"&<X2#<$O<%C
5

2

<"O’<X!#<$(

! %<"&<X!#<$
5

2
&"C

5

2

<"X!#<$O<%5#X!#5$&"C
5

2

O’<"X"#<$(

! %5#X!#5$&"<"X"#<$
5

2
%5#X!#5$&"5"X"#5$

由X"#"$&"
"X!#"$1X2#"$得

9% #5#&65$X!#5$’"5"X2#5$

!!"$应用递推公式O’"1(X(#"$(&1"1(X($!#"$O"及分部积分法有

&AC!&



9%C
5

2

<#X##<$O<%&C
5

2

<:’&<&"X##<$O<(%&C
5

2

<:O’<&"X"#<$(

! %&<:&<&"X"#<$
5

2
’:C

5

2

<6&<&"X"#<$O<

! %&5#X"#5$&:C
5

2

<#’&<&!X"#<$O<(

! %&5#X"#5$&:C
5

2

<#O’<&!X!#<$(

! %&5#X"#5$&:<#&<&!X!#<$
5

2
’!:C

5

2

<"&<&!X!#<$O<

! %&5#X"#5$&:5"X!#5$’!:C
5

2

<X!#<$O<

又由X!#"$O"&1O’X2#"$(及X2#"$的表达式可有

9%&5#X"#5$&:5"X!#5$&!:C
5

2

<OX2#<$

%&5#X"#5$&:5"X!#5$&!:5X2#5$’!:C
5

2

X2#<$O<

而

C
5

2

X2#<$O<% >
’

)%2

#&!$)
#)4$" &!

"")C
5

2

<")O<% >
’

)%2

#&!$)

"")&#)4$"
5")’!

")’!

% >
’

)%2

#&!$)
#")’!$4&

#")&!$44
#")$44 5")’!

所以

9%&5#X"#5$&:5"X!#5$&!:5X2#5$’!:>
’

)%2

#&!$)
#")’!$4&

#")&!$44
#")$44 5")’!

%&B5#X!#5$’#5#&!:5$X2#5$’!:>
’

)%2

#&!$)
#")’!$4&

#")&!$44
#")$44 5")’!

!!注!!!!上述两积分均是应用T(++(D函数的递推公式及分部积分方法计算

的!这是计算T(++(D函数积分的基本方法!故灵活!熟练运用递推公式是计算T(+K

+(D函数积分的必要前提"

!"!由本题结果可见!最后结果的化简也依赖于递推公式!一般来说!应将计

算结果中T(++(D函数的阶数尽量化为零阶!一阶的!因为在工程上有零阶与一阶

&CC!&



T(++(D函数表可查"

!#!在"$的最后出现积分C
5

2
X2#<$O<不能靠递推公式计算其值!但注意

X2#"$为整个数轴上收敛的普通幂级数!由幂级数性质!可逐项积分!故积分"$含

有一在5点取值的无穷级数!

( "!计算不定积分

!$C<6X!#<$O<!!!!"$CX##<$O<!!!!#$C<"X"#<$O<
解!!$应用递推公式O’"(X(#"$(&"(X(1!#"$O"及分部积分法可有

9%C<6X!#<$O<%C<"&<"X!#<$O<

%<"&<"X"#<$&"C<#X"#<$O<%<6X"#<$&"CO’<#X##<$(

%<6X"#<$&"<#X##<$’F!!F为任意常数!

由X##<$&6
<X"#<$1X!#<$及X"#<$&"

<X!#<$1X2#<$得

9%<"#A&<"$X2#<$’6<#<"&6$X!#<$’F

!!"$应用递推公式O’"1(X(#"$(&1"1(X($!#"$O"及分部积分法得

9%CX##<$O<%C<"&<&"X##<$O<%&C<"O’<&"X"#<$(

%&#<"&<&"X"#<$&"C<&<&"X"#<$O<$

%&X"#<$’"C<&!X"#<$O<%&X"#<$&"CO’<&!X!#<$(

%&X"#<$&"<&!X!#<$’F%& "
<X!#<$’X2#<$& "

<X!#<$’F

%& 6
<X!#<$’X2#<$’F

!!#$应用递推公式O’"1(X(#"$(&1"1(X($!#"$O"及分部积分法得

9%C<"X"#<$O<%C<#&<&!X"#<$O<%&C<#O’<&!X!#<$(

%&<#&<&!X!#<$’#C<"&<&!X!#<$O<

%&<"X!#<$’#C<’&KX2#<$(%&<"X!#<$&#’<X2#<$&CX2#<$O<(

!!由A "题结果得

C<"X"#<$O<%&<"X!#<$&#<X2#<$’#>
’

)%2

#&!$)
#")’!$4&

#")&!$44
#")$44 <")’!’F

F为任意常数!
&22"&



注!!!与A !题相同!计算含T(++(D函数的不定积分也是利用递推公式及

分部积分方法!并应将结果化简!

!"!注意递推公式的一组微分公式!并由A !题!A "题的结果可知!在计算

积分C")XO#"$O"中!当)!O为整数!且)’O*2!则!F!若)’O为奇数!经过递推

公式中的微分公式!可直接计算得结果""F若)’O为偶数!经过递推公式中的微分

公式!将导出积分CX2#<$O"!不能再用递推公式!必得通过对幂级数X2#"$逐项积

分求得最终结果!这两种情形在A !题与A "题中均有具体例子!

( #!证明下列各式

!$X"#"$&XR2#"$1!
"X-2#"$

"$X"#"$$#X-2#"$$6X62#"$&2
证!!$证法一!对递推公式’"1(X(#"$(-&1"1(X($!#"$!将左端展开得

&("&!X(#"$’X-(#"$%&X(’!#"$ #!$

在#!$中取(&!得

&X!#"$
" ’X-!#"$%&X"#"$

即 X"#"$%X!#"$
" &X-!#"$ #"$

又由递推公式有

&X-2#"$%X!#"$ ##$

将##$代入#"$得*

X"#"$%&X-2#"$
" ’XR2#"$

此即所求!
证法二!在递推公式X(1!#"$1X($!#"$&"X-(#"$中取(&!得

X2#"$%X"#"$’"X-!#"$

即 X"#"$%X2#"$&"X-!#"$ #!$

又 &X-2#"$%X!#"$ #"$

将#"$代入#!$得

X"#"$%X2#"$’"XR2#"$ ##$

由递推公式’"X!(-&"X2#"$展开左端得

X!#"$’"X-!#"$%"X2#"$ #6$

将#"$代入#6$得

&!2"&



X2#"$%&X-2#"$
" ’XR2#"$ #:$

将#:$代入##$得

X"#"$%&X-2#"$
" ’XR2#"$

!!"$证!在递推公式X(1!#"$1X($!#"$&"X-(#"$中取(&"得

X##"$%X!#"$&"X-"#"$ #!$

取(&!并两端求导得

X-"#"$%X-2#"$&"XR!#"$ #"$

#"$代入#!$得

X##"$%X!#"$&"X-2#"$’6XR!#"$ ##$

又 X-2#"$%&X!#"$ #6$

#6$代入##$得

X##"$%&#X-2#"$&6X62#"$

即 X##"$’#X-2#"$’6X62#"$%2

!!注!本题证明方法是利用递推公式!并用X2#"$及其各阶导表示高阶T(++(D
函数!证法不是唯一的!

( $!证明

C"(X2#"$O<%"(X!#"$’#(&!$"(&!X2#"$&#(&!$"C"(&"X2#"$O"

!!证!利用递推关系O’"X!#"$(&"X2#"$O"及关系X!#"$&1X-2#"$!并用分

部积分法有

C"(X2#"$O"%C"(&!"X2#"$O"%C"(&!O’"X!#"$(

%"(&!&"X!#"$&#(&!$C"(&"&"X!#"$O"

%"(X!#"$’#(&!$C"(&!OX2#"$

%"(X!#"$’#(&!$’"(&!X2#"$&#(&!$C"(&"X2#"$O"(

%"(X!#"$’#(&!$"(&!X2#"$&#(&!$"C"(&"X2#"$O"

!!注!!!本题结果给出了积分C"(X2#"$O"的递推公式%

9( %"(X!#"$’#(&!$"(&!X2#"$&#(&!$"9(&"

!!!"!由此递推公式可见!当(为奇数时!最终一项积分将为C"X2#"$O"%

&"2"&



CO+"XL#"$,%"X!#"$’F!即9(完全可用X!#"$!X2#"$表达!当(为偶数时!最终

一项积分将为CX2#"$O"!只能通过幂级数X2#"$的逐项积分得到结果!

( %!设.
#!$
J 是X!#"$的第J个正零点!#J&!!"!)$!将函数>#"$&"#2#

"#!$展为X!#.
#!$
J "$的V*H/%(/KT(++(D级数!

解 ! 函数系+X!#.
#!$
J "$-’

J%! 在’2!!(上构成正交系!且其模平方 N"
J %

C
!

2

"X"
!#.

#!$
J "$O"% !

"X"
2#.

#!$
J $% !

"X"
"#.

#!$
J $!#J %!!"!)$!故设

>#"$% >
’

J%!
6JX!#.

#!$
J "$

由正交性得

6J % !
!
"X"

2#.
#!$
J $C

!

2

"&>#"$X!#.
#!$
J "$O"!!#J %!!"!)$

由递推关系K’""X"#"$(&""X!#"$O"得

C
!

2

"&>#"$X!#.
#!$
J "$O"%C

!

2

""&X!#.
#!$
J "$O"% !

’.
#!$
J (#C

!

2

O’#.
#!$
J "$"X"#.

#!$
J "$(

% !
’.

#!$
J (#&

#.
#!$
J "$"X"#.

#!$
J "$,"%!

"%2 % !
.

#!$
J
X"#.

#!$
J $!

在递推关系X(1!#"$$X($!#"$&"(
"X(#"$中!取(&!!令"&.

#!$
J !得X"#.

#!$
J $&

1X2#.
#!$
J $

@!6J % "
X"

2#.
#!$
J $

!
.

#!$
J
X"#.

#!$
J $% &"

.
#!$
J X2#.

#!$
J $

于是!所求展式为

"% >
’

J%!

&"
.

#!$
J X2#.

#!$
J $X!#.

#!$
J "$!!2#"#!

!!注!!!首先应注意!若.
#($
J 为X(#"$的第J个正零点!则函数系)X(#.

#($
J

+"$*’
J&!

在区间+2!+,上构成正交系!其模平方为N"
J&C

+

2
"X"

(#.
#($
J

+"$O"& !
+"

"X(1!#.
#($
J $

!!

#J&!!"!-$!对本题说!(&!!+&!"

!"!由V*H/%(/KT(++(D级数可展性条件知!被展开函数>#"$应在+2!+,的边

界上满足边界条件>#+$&2!">#2$"#$’!在#2!+$内具一阶连续导及二阶逐段

&#2"&



连续导!则>#"$可关于)X(#.
#($
J

+"$*’
J&!展为#绝对且一致收敛的$V*H/%(/KT(++(D级

数>#"$& >
’

J%!
6JX(#.

#($
J

+"$!

在本题中!>#"$在#2!!$内满足可展性条件!有">#2$"#$’!而不满足>#!$

&2条件!但只要考虑函数>!#"$&
2!!! "&!

>#"$!!"/+2!!+ $
!由于>!#"$完全满足可展

性条件!故应有

>!#"$% >
’

J%!
6JX!#.

#!$
J "$!2#"#!

其中

6J % !
N"

JC
!

2

">!#"$X!#.
#!$
J "$O"

由定积分知识可知!在此积分中!改变被积函数在有限多个点处
!!!!!!

的函数值!积分值

不变!故当用>#"$替换>!#"$时!积分值不变!在2#"#!内!>#"$&>!#"$!故

>!#"$的展式即>#"$的展式!
这意味着>#"$仅仅

!!
在右端点处不满足取零值边界条件时!并不影响它的可

展性及展开系数的计算结果!但在"&2处的有界性条件是不可缺的!

( &!设$=#=&!!"!)$是方程X2#""$&2的正根!将函数

>#"$%

!!!2#"#!

!
"

!!"%!

2!!!#"#

&

’

( "
展为T(++(D函数X2#$="$的级数!

解!设.
#2$
J 是X2#"$的第J 个正零点!则由题设有X2#"$J$&2!因而$J &

.
#2$
J

" !问题即要将所给>#"$按+X2#.
#2$
J

""$-’
J&!展为级数!

如A :题所指出!函数系+X2#.
#2$
J

""$-’
J&!在区间’2!"(上构成正交系!其模平

方

N"
J %C

!

2

"X"
2#.

#2$
J

""$O"% 6
"X"

!#.
#2$
J $%"X"

!#"$J$!#J %!!"!)$

设>#"$&>
’

J&!
6JX2#.

#2$
J

""$!由正交性得

&62"&



6J % !
N"

JC
"

2

">#"$X2#.
#2$
J

""$O"

其中

C
"

2

"&>#"$X2#.
#2$
J

""$O"%C
!

2

"&!&X2#.
#2$
J

""$O"’2!!!!!

%C
!

2

"X2#$J"$O"% !
$"

JC
!

2

K’#$J"$X!#$J"$(

% !
$"

J
&#$J"$X!#$J"$

!

"%2
% !

$J
X!#$J$

@!6J % !
"X"

!#"$J$
&X!#$J$

$J
% X!#$J$

"$JX"
!#"$J$

于是!所求展式为

>#"$% >
’

J%!

X!#$J$
"$JX"

!#"$J$
X2#$J"$!

!!注!本题的关键在于注意$=与X2#"$第=个正零点关系!从而得以确定函数

系)X2#$J"$*’
J&!在区间+2!",上构成正交系!并求得其模平方N"

J!

( ’!设.
#!$
J 为X!#"$的第J 个正零点!将>#"$&!1""

5"在’2!5(关于+!!

X2#.
#!$
J

5"$-’
J&!展开!

解!设>#"$&62&!$ >
’

J%!
6J&X2#.

#!$
J

5"$!

由+!!X2#.
#!$
J

5"$-’
J&!!在’2!5(上的正交性得

62% !
N"

2C
5

2

"&>#"$&!O"% "
5"C

5

2

"#!&""

5"$O"% !
"

6J% !
N"

JC
5

2

"&>#"$&X2#.
#!$
J

5"$O"

% !
N"

JC
5

2

"&!&X2#.
#!$
J

5"$O"&C
5

2

"&""

5"X2#.
#!$
J

5"$O# $"

% &!
N"

JC
5

2

"#

5"X2#.
#!$
J

5"$O"% &!
5"N"

J
& !

#.
#!$
J

5
$6C

5

2

#.
#!$
J

5"$#X2#.
#!$
J

5"$O#.
#!$
J

5"$

&:2"&



% &!
5"N"

J
& !

#.
#!$
J

5
$6

&+’#.
#!$
J $#&6.

#!$
J (X!#.

#!$
J $’"#.

#!$
J $"X2#.

#!$
J $-

% &6
#.

#!$
J $"X2#.

#!$
J $

所以

!&""

5" % !
" ’>

’

J%!

&6
’#.

#!$
J ("X2#.

#!$
J $X2#.

#!$
J

5"$

!!注!!!注意函数关于)!!X2#.
#!$
J

5 "$*’
J&!展开式中含有常数项!正像V*H/%(/

余弦展式中有常数项一样!该常数项即为函数关于正交函数系中元素!的系数

62"

!"!本题>#"$&!1""

5"!计算6J#J&!!"!-$时!积分C
5

2
">#"$X2#.

#!$
J

5"$O"

中第一项C
5

2
".!.X2#.

#!$
J

5"$O"为2!利用了元素!与元素X2#.
#!$
J

5"$在+2!5,上的

正交性#J&!!"!-$!第二项经变量代换可化为A !题的!$!

( (!用分离变量法解定解问题

;"?
;I" %+"#;

"?
;<" ’ !

<
;?
;<

$!!!!2#<#5!I)2 #!$

;?
;< <%5

%2!!!!!,?,<%2,#’’ #"$

?I%2 %2 ##$

?I,I%2 %!&<"

5"!!!!2#<#5 #6

&

’

(
$

!!解!令

?#<!I$%E#<$W#I$ #:$

将#:$代入#!$并分离变量得

W
Z
#I$

+"W#I$%
ER#<$’ !

<E-#<$

E#<$ LLL
令

&-

于是有

W
Z
#I$’-+"W#I$%2 #;$

ER#<$’ !
<E-#<$’-E#<$%2 #B$

令#:$满足#"$得

&;2"&



E-#5$%2 #B$!

,E#2$,#’’ #B$"
#B$"#B$!"#B$" 联立得带有第二类齐次边界条件及自然有界性条件的固有值问

题*

<"ER#<$’<E-#<$’-<"E#<$%2 #B$

E-#5$%2 #B$!

,E#2$,#’’ #B$
&
’

( "

!!当-&2时!#B$成为普通常微分方程

’<E-2#<$(-%2
其通解为E2#<$&42D,<$G2!!!!!G2!42 任意常数!
令其满足#B$! 与#B$" 得

42 %2!!G2 +2任意

即当-2&2时!#B$!#B$!!#B$" 的非零解E2&G2+2!为方便!取E2&!!
当-)2时#B$为零阶T(++(D方程!其通解为

E#<$%G!X2#槡-<$’4!#2#槡-<$

其中X2#"$!‘2#"$分别为第一类"第二类零阶T(++(D函数

由#B$" 知!4!&2!故G!+2

由#B$! 有E-#5$&G!槡-X-2#槡-5$&1G!槡-X!#槡-5$&2!

故得X!#槡-5$&2!!因此槡-5&.
#!$
J !#J&!!"!)$!.

#!$
J 为X!#"$是第J个

正零点!
由此得

-J % #.
#!$
J

5
$"!!!EJ#<$%G!X2#.

#!$
J

5<$!!#取G! %!$

于是该定解问题的固有值为+2!#.
#!$
J

5
$"-’

J&!!固有函数系为+!!X2#.
#!$
J

5<$-’
J&!!

将-值代入#;$得

W2#I$%62’D2I!!!!WJ#I$%6J)*+.
#!$
J

5+I’DJ+%,.
#!$
J

5+I

@!?J#<!I$%WJ#I$EJ#<$!!J %2!!!"!)

叠加得?#<!I$% #62’D2I$’>
’

J%!

’6J)*+.
#!$
J

5+I’DJ+%,.
#!$
J

5+I(X2#.
#!$
J

5<$ #A$

令#A$满足##$得

?#<!2$%62’>
’

J%!
6JX2#.

#!$
J

5<$%2

由固有函数系的正交性得

&B2"&



62 %6J %2!!#J %!!"!)$

令#A$满足#6$得

?I#<!2$%D2’>
’

J%!

.
#!$
J

5+&DJX2#.
#!$
J

5<$%!&<"

5" #C$

由A B题结果得

D2 % !
"

!!!.
#!$
J

5+&DJ % &6
’.

#!$
J ("X2#.

#!$
J $

@!D2 % !
"!!!!DJ % &65

+&’.
#!$
J (#X2#.

#!$
J $

于是

?#<!I$% I
" ’>

’

J%!

&65
+’.

#!$
J (#X2#.

#!$
J $+%,

.
#!$
J

5+I&X2#.
#!$
J

5<$

!!注!由本题求解过程可见!用分离变量法求解圆膜振动问题导出的固有值问

题#B$*#B$" 为T(++(D方程的边值问题#且当膜的位移与,无关时还为零阶T(++(D
方程$!这是与第B章中的固有值问题所不同之处R正因为这一点!这里的解是关

于T(++(D函数系的展开形式!而不是三角函数的展开形式R注意方法的本质没有

任何改变R

( *!解定解问题

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’;"?

;$" %2!!2#<#5!2#$#S #!$

?,<%5 %2 #"$

?,$%2 %2 ##$

?,$%S %6!!!!!!!! 6为常数!2#<#5 #6

&

’

( $

!!解!这是高为S!半径为5的圆柱区域内的N+aL+FH方程第一边值问题!
用分离变量法解!设

?#<!$$%A#$$E#<$ #:$

将#:$代入#!$并分离变量得

ER#<$’ !
<E-#<$

E#<$ % &AR#$$
A#$$ LLL

令
&-

有

ER#<$’ !
<E-#<$’-E#<$%2 #;$

AR#$$&-A#$$%2 #B$

令#:$满足#"$得

&A2"&



E#5$%2 #;$
并注意有"?#2!$$"#$’得

,E#2$,#’’ #;$"
联立#;$!#;$!!#;$" 得固有值问题

<"ER#<$’<E-#<$’-<"E#<$%2 #;$

E#5$%2 #;$!

,E#2$,#’’ #;$
&
’

( "

解之得固有值为-J&#.
#2$
J

5
$"!固有函数系为EJ#<$&X2#.

#2$
J

5<$!#J&!!"!)$

其中.
#2$
J 为X2#"$的第J个正零点!

将-J 值代入#B$得

AR
J#$$&#.

#2$
J

5
$"AJ#$$%2

解得

AJ#$$%6J(
.
#2$
J
5 $

’DJ(
&
.
#2$
J
5 $

所以 ?J#<!$$%AJ#$$EJ#<$
叠加得

?#<!$$% >
’

J%!

#6J(
.
#2$
J
5 $

’DJ(
&
.
#2$
J
5 $

$X2#.
#2$
J

5<$ #A$

令#A$满足##$!#6$得

?#<!2$% >
’

J%!

#6J ’DJ$X2#.
#2$
J

5<$%2 #C$

?#<!S$% >
’

J%!

#6J(
.
#2$
J
5 S

’DJ(
&
.
#2$
J
5 S

$X2#.
#2$
J

5<$%6 #!2$

由#C$!#!2$得

6J ’DJ %2

6J(
.
#2$
J
5 S

’DJ(
&
.
#2$
J
5 S

%G
&
’

( J

!!J %!!"!)

其中 GJ % 6
5"

"X"
!#.

#2$
J $C

5

2

<&!&X2#.
#2$
J

5<$O<% "
.

#2$
J X!#.

#2$
J $

解得

DJ %&6J

"6J %GJ,+I.
#2$
J

5S

&C2"&



将6J!DJ 值代入#A$得

?#<!$$% >
’

J%!
GJ&

+I.
#2$
J

5$

+I.
#2$
J

5S
X2#.

#2$
J

5<$

% >
’

J%!

"6
.

#2$
J X!#.

#2$
J $

+I.
#2$
J

5$

+I.
#2$
J

5S
X2#.

#2$
J

5<$

!!注!由于本问题为圆柱内P3LD3)(方程第一边值问题!且未知函数与"无关!

故由分离变量法得到的形式解是关于固有函数系)X2#.
#2$
J

5<$*’
J&!的展开式!

( !+!解定解问题

;?
;I%+"#;

"?
;<" ’ !

<
;?
;<

$!!!!!2#<#5!I)2 #!$

;?
;< <%5

%2 #"$

?,<%2 #’’ ##$

?,I%2 %!&<"

5"!!!!!!!!!2#<#5 #6

&

’

(
$

!!解!这是一个圆盘的瞬时温度分布问题!其边界绝热!初始温度已知!且温度

分布与"无关!用分离变量法解!由A A题知!对应的固有值问题为

<"ER#<$’<E-#<$’-<"E#<$%2 #:$

E-#5$%2 #:$!

,E#2$,#’’ #:$
&
’

( "

W#I$满足方程

W
&
#I$’-+"W#I$%2 #;$

解#:$*#:$" 得固有值为!+2!#.
#!$
J

5
$"-’

J&!!!固有函数系为+!!X2#.
#!$
J

5<$-’
J&!

其中.
#!$
J 为X!#"$的第J个正零点!

#;$的解为

W2#I$%62!!62 为任意常数

WJ#I$%6J(
&#.

#!$
J
5 +$"I

!!6J 为任意常数

#!$*#6$的形式解为

&2!"&



?#<!I$%62’>
’

J%!
6J(

&#.
#!$
J +
5

$"I

X2#.
#!$
J

5<$ #B$

令#B$满足#6$得

?#<!2$%62’>
’

J%!
6JX2#.

#!$
J

5<$%!&<"

5"

由A B题结果有

62 % !
"

!!!!!6J % &6
#.

#!$
J $"X2#.

#!$
J $!!J %!!"!)

@!?#<!I$% !
" ’>

’

J%!

&6
#.

#!$
J $"X2#.

#!$
J $(

&#.
#!$
J +
5

$"I

X2#.
#!$
J

5<$

!!注!!!由于圆盘边界满足第二类边界条件!故固有值及固有函数系与A A
题的相同!解的表达式中含有常数项"

!"!由A A题*A !2题各题可看出!当用分离变量求解圆盘上的热传导&

圆膜的振动及圆柱域内的稳恒热场问题时!所导出的固有值问题是T(++(D方程固

有值问题!且当问题与,无关时#径向对称分布$!将是零阶T(++(D方程固有值问

题R其固有函数系是零阶T(++(D函数系)X2# -槡J<$*或者)!!X2# -槡J<$*!视边界

条件为第一或者第二类而定!

A!"!勒让德多项式

A!"!!!基本要求

!!了解勒让德方程的导出及其幂级数解法!

"!了解不同阶的勒让德多项式+1(#"$-’
(&2在’1!!!(上的正交性及其模平

方!

#!掌握勒让德多项式的递推公式!

6!掌握函数>#"$的广义V*H/%(/级数展开法!

A!"!"!内容提要

!!在球坐标系下!对拉普拉斯方程和亥姆霍兹方程进行分离变量!且当所研

究问题以极轴为对称时!将得到(阶勒让德方程

#!&""$O
"1

O"" &""O1
O"’(#(’!$1#"$%2!!&!#"#!

当(为整数时!其满足在"&5!处有界的解为多项式

&!!"&



1(#"$% >
;

J%2

#&!$J#"(&"J$4
"(&J4#(&J$4#(&"J$4"

(&"J!!&!#"#!

其中;&

(
"

!!!!!(为偶数

(1!
"

!!!!(
&
’

( 为奇数

%!!或1(#"$& !
"((4

O(

O"(#""1!$(!

称1(#"$为勒让德#P(0(,O/($多项式!

"!不同阶数的勒让德多项式在’1!!!(上构成正交函数系

C
!

&!

1J#"$1(#"$O"%
2!!!!!J +(

"
"(’!

!! J %
&
’

( (

其中C
!

&!

1"
(#"$O"% "

"(’!
的平方根称为1(#"$的模!

#!勒让德多项式的递推公式

!$#($!$1($!#"$1#"($!$"1(#"$$(1(1!#"$&2#(*!$

"$#"($!$1(#"$&1-($!#"$11-(1!#"$

#$1(#"$&1-($!#"$1""1-(#"$$1-(1!#"$

6!若>#"$在#1!!!$内具一阶连续导及逐段连续二阶导!且在端点处有界!

则有广义V*H/%(/级数展式

>#"$% >
’

(%2
>(1(#"$!!&!#"#!

其中 >( %"(’!
" C

!

&!

>#"$1(#"$O"!!#(%2!!!)$

A!"!#!例题解析

( !!!证明*!$1(#!$&!!"$1(#1!$&#1!$(!#$1"(1!#2$&2

6$1"(#2$&
#1!$(#"($4
""(&#(4$"

证!!$!记#"1!$(&?!#"$!$(&@

则 1(#"$% !
"((4

O(

O"(#""&!$( % !
"((4

’?@(#($

由乘积高阶导的莱布尼茨公式得

1(#"$% !
"(&(4

’?#($@’G!
(?#(&!$@-’G"

(?#(&"$@#"$’)’?@#($(

注意括号内除第一项外!其余各项均含有因子#"1!$!故在上式中令"&!!可得

&"!"&



1(#!$% !
"(&(4?

#($@
"%!

% !
"(&(4(4#"’!$(

"%!
%!

!!"$同理!在表达式

1(#"$% !
"(&(4

’?#($@’G!
(?#(&!$@-’)’?@#($(

中!括号内除最后一项外!其余各项均含有因子#"$!$!故在上式中令"&1!!可

得

1(#&!$% !
"(&(4?@

#($

"%&!
% !

"(&(4(4#"&!$(
"%&!

% (4
"(&(4

#&"$( % #&!$(

!!#$?!1(#"$% >
’

J%2

#&!$J#"(&"J$4
"(&J4#(&J$4#(&"J$4"

(&"J!

其中;&

(
"

!!!(为偶数

(1!
"

!!(
&
’

( 为奇数

@!当(&")1!#)&!!"!)$时!1")1!#"$中最低次幂为"")1!1"#)1!$&"!其

系数#对应于J&)1!$为

+! %
#&!$)&!#")$4

"")&!#)&!$4)4 +2!#)%!!"!)$

即1")1!#"$中不含常数项!所以1")1!#2$&2

6$由#$可知!1")#"$最低次幂为"")1")&"2!其系数#对应于J&)$为

+2 %
#&!$)#6)&")$4

"")&)4#")&)$4#")&")$4 %
#&!$)#")$4
"")&#)4$" +2!#)%2!!!)$

即1")#"$中含有常数项+2+2!

@!1")#2$%+2 %
#&!$)#")$4
"")&#)4$"

!!注!!!本题的证明均从1(#"$表达式出发!但不同目的采用不同表达式的形

式%!$!"$用有限和形式难易求出!采用微分形式!并用高阶微分公式即得结果"

#$!6$即要确定1"(#"$与1"(1!#"$是否含有常数项!故采用有限和形式"

"!本题结果可作为1(#"$的常用性质!

( !"!证明1"(#"$为偶函数!1"(1!#"$为奇函数!

证!由1"(#"$与1"(1!#"$的表达式易见

&#!"&



1"(#"$%+"(""(’+"(&"""(&"’)’+"""’+2

1"(&!#"$%*"(&!""(&!’*"(&#""(&#’)’*!"

@!1"(#"$%1"(#&"$!!!!&!#"#!

!!1"(&!#"$%&1"(&!#&"$!!&!#"#!

!!注!由此可见!1"(#"$仅含偶次幂!1"(1!#"$仅含奇次幂!本结果又是1(#"$

的一常用性质!且A !!题#$!6$直接可由此得出!

( !#!设)为正整数!证明*

"") %6")1")#"$’6")&"1")&"#"$’)’6212#"$

"")&! %6")&!1")&!#"$’6")&#1")&##"$’)’6!1!#"$

!!证!设(为正整数!则"( 在’1!!!(上满足广义V*H/%(/级数可展条件!故有

"( % >
’

J%2
6J1J#"$!!&!#"#! #!$

其中

6J %"J’!
" C

!

&!

"(1J#"$O" #"$

首先!注意1J#"$的奇偶性及积分区间的对称性!可知!当(与J 奇偶性相反时!

#"$的被积式为’1!!!(上的奇函数!故积分值为2!

于是有

"") % >
’

J%2
6"J1"J#"$

"")&! % >
’

J%!
6"J&!1"J&!#"$

!!!&!#"#!
##$

#6$

其次!再来证当(#J!且(!J奇偶性相同时!有C
!

1!
"(1J#"$O"&2!

?!9%C
!

&!

"(1J#"$O"% !
"J&J4C

!

&!

"( OJ

O"J#""&!$JO"!由分部积分

9% !
"J&J4 "( OJ&!

O"J&!
#""&!$J

!

&!
&(C

!

&!

"(&!O’O
J&"

O"J&"
#""&!$J+ -(

注意#""1!$J&#"1!$J#"$!$J 以"&5!为J级零点!故其J1!阶导函数以

"&5!为一级零点!所以+&-中第一项为2!即

&6!"&



9% &(
"J&J4C

!

&!

"(&!O’O
J&"

O"J&"
#""&!$J(

% &(
"J&J4

+"(&!&OJ&"

O"J&"
#""&!$J

!

&!
&#(&!$C

!

&!

"(&"O’O
J&#

O"J&#
#""&!$J(-

% ) %
#&!$(&(4
"J&J4 C

!

&!

OJ&(

O"J&(
#""&!$J&O"

%
#&!$(&(4
"J&J4

OJ&(&!

O"J&(&!
#""&!$J

!

&!
%2!!!!#J )($

#因为#""1!$J 以"&5!为J级零点!其J1(1!阶导函数以"&5!为#($!$

级零点!故9&2$!于是由#"$可知!当J)(时!6J&2!即##$!#6$应取形式

"") % >
)

J%2
6"J1"J#"$%6212#"$’)’6")1")#"$!!!!&!#"#!#;$

"")&! % >
)

J%!
6"J&!1"J&!#"$%6!1!#"$’)’6")&!1")&!!&!#"#! #B$

!! 注 !!!本题证明分两步%第一步!利用1(#"$奇偶性由#!$得到##$!#6$"第

二步!证明

当(#J时!#(!J为正整数$!C
!

&!

"(1J#"$O"%2!由##$!#6$得到#:$!#;$!这步证

明中运用1J#"$微分表达形式及分部积分法"

!"!本题结果说明!单项式"( 在+1!!!,上的广义V*H/%(/级数只含有限多

项!最高次项勒让德多项式为1(#"$!又当(为奇数时!这有限多项均为奇次勒让

德多项式!当(为偶数时!这有限多项均为偶次勒让德多项式!

( !$!利用A !#题结果!将!$>#"$&""!"$>#"$&"# 在#1!!!$上展为

广义V*H/%(/级数!
解!解法一!!$由A !#题!可设

"" %6212#"$’6"1"#"$ #!$

由A !"题知

12#"$%!

1"#"$%+"""’+2

代入#!$得

"" %6"+"""’#6"+2’62$

由展开式唯一性得

&:!"&



6"+" %!

6"+2’62 %+ 2

@!
6" % !

+"

62 %&6"+2 %&+2

+

&

’

( "

#"$

##$

注意1"#"$&#
"""1!

"
!由1"#"$表达式故可得+"&#

"
!+2&1!

"!代入#"$!##$

即得

6" % "
#

!!!62 % !
#

@!"" % "
#1"#"$’ !

#12#"$!!&!#"#!

!!"$设"#&6!1!$6#1##"$ #!$

由A !"题!有

1!#"$%"!!!!1##"$%+#"#’+!"
代入#!$得

"# %6#+#"#’#6#+!’6!$"
由展开式唯一性得

6#+# %! #"$

6!’+!6# %2 ##+ $

解得 6# % !
+#

!!!6! %&+!6#

因为 1##"$% >
!

J%2

#&!$J#;&"J$4
"#J4##&J$4##&"J$4"

#&"J % :
""#& #

""

即+#&:
"!!+!&1#

"

因此 6# % !
+#

% "
:

!!!!!6! %&+!6# % #
:

于是

"# % "
:1##"$’ #

:1!#"$!!&!#"#!

!!解法二!!$设""&6"1"#"$$6212#"$!

设1"#"$的系数#按由高次到低次项顺序$组成"!&
+!!

+# $
"!

!12#"$的系数组成

列向量""&
2

+# $
""

!"" 的系数组成列向量#$!

2
!

&;!"&



因为"#"!""$"+2!所以6"!62 为线性代数方程组#"!!""$
62

6# $
2

&#$!

2
的唯

一解!由矩阵的初等变换及"!!"" 可得

#
" 2 !

& !
"

’

(

1

2! 2
0

! 2 #
"

2 !

’

(

1

2
!
#

所以 6" % "
#!!62 % !

#

即 "" % "
#1"#"$’ !

#12#"$!!!!&!#"#!

!!"$用上述方法!令1##"$的系数组成一维列向量"!!1!#"$的系数组成一维

列向量""!"# 的系数组成一维列向量#$!

2
!则有

:
" 2 !

& #
"

’

(

1

2! 2
0

! 2 "
:

2 !

’

(

1

2
#
:

所以 "# % "
:1##"$’ #

:1!#"$!!!!&!#"#!

!!注!!!解法一与解法二均为待定系数法!但解法一立足于A !#题结果!由

所求展式两端均为"的多项式!比较同次幂系数!即得结果"

解法二将问题化为线性方程组!通过初等变换!求得结果!当已列出12#"$

1!#"$-!1(#"$的系数表时!此法可方便求得直至"( 的广义V*H/%(/展开式"

"!解法二还可推广到多项式的展开系数计算!

( !%!将"6 在#1!!!$展为广义V*H/%(/级数!
解!由A !#题结果知

"6 %6616#"$’6"1"#"$’6212#"$

为求系数66!6"!62!依次以16#"$的系数"1"#"$的系数"12#"$的系数#由高次到

低次项$组成三维列向量作三阶阵)

)%

#:
A 2 2

&#2
A

#
" 2

#
A & !

"

’

(

1

2!

&B!"&



并解线性非齐次方程组

)

66

6"

6

’

(

1

22
%
’

(

1

2

!

2

2
!! 得 !!

66

6"

6

’

(

1

22
%

A
#:

’

(

1

2

6
B

!
:

@!"6 % A
#:16#"$’ 6

B1"#"$’ !
:12#"$

!!注!由此可见将单项式") 按函数系)1L#"$*’
L&2展开的问题!即计算积分

"L$!
" C

!

1!
")1L#"$O"#L$)$问题可转化为解线性代数方程组问题!只要利用12#"$

-1)#"$的系数作成相应的方程组系数矩阵即可简单求得结果!

( !&! 计算积分"L’!
" C

!

2

12#"$1L#"$O"!

解 ! 设9%C
!

2

12#"$1L#"$O"!则原积分 %"L’!
" 9!

!F当L为偶数时!由+1)#"$-’
)&2的正交性并注意12#"$&!!有

9%C
!

2

12#"$1L#"$O"% !
"C

!

&!

12#"$1L#"$O"%
2!!!!!!L+2

!
"

&"
! %!!L%

&
’

( 2

@! 原积分 %
2!!!L为偶数!L+2

!
"

!!!L%
&
’

( 2

!!"F当L&"($!#(&2!!!"!)$时!不能用上述正交性!由递推公式

1L#"$% !
"L’!

’1-L’!#"$&1-L&!#"$(

得
9%C

!

2

12#"$1L#"$% !
"#"(’!$’!C

!

2

’1-"#(’!$#"$&1-"(#"$(O"

% !
"#"(’!$’!

’1"#(’!$#"$&1"(#"$(
!

2

由A !!题结果知

9% !
"#"(’!$’!

’1"(#2$&1"#(’!$#2$(

%
#&!$(

"#"(’!$’!
#6(’#$& #"($4

""(&#(4$"#"(’"$

&A!"&



%
#&!$(

"#"(’!$’!
#6(’#$#"(&!$44

#"(’"$44!!#(%2!!!"!)$

原积分 %"#"(’!$’!
" 9% #&!$(6(’#

"
#"(&!$44
#"(’"$44!!(%2!!!"!)

于是

"L’!
" C

!

2

12#"$1L#"$O"%

2! !!!L%"(!#(%!!"!)$

!
"

! !!!L%2

#&!$( #6(’#$
"

#"(&!$44
#"(’"$44!!!L%"(’!!#(%2!!!"

&

’

( !)$

!!注!多项式族)1)#"$*’
)&2在+1!!!,上构成正交系!本题积分区间为+2!!,!不

能用正交系性质!但由偶函数在对称区间上积分性质及1"(#"$为偶函数!当L为

偶数时便可用正交性得结果!但当L为奇数时!积分不能转化为+1!!!,上的积分!

在这种情况下应用递推公式!直接积分出结果!

( !’!计算积分"L$!
" C

!

2
"1L#"$O"!

解!设9&C
!

2
"1L#"$O"!

!F当L&"($!!#(&2!!!"!)$时!1L#"$&1"($!#"$为’1!!!(上的奇函数!

故 9% !
"C

!

&!

"1"(’!#"$O"% !
"C

!

&!

1!#"$1"(’!#"$O"

由正交性知

9% !
"C

!

&!

"1"(’!#"$O"%2!(%!!"!)

当(&2时

9% !
"C

!

&!

"1!#"$O"%C
!

2

""O"% !
#

@! 原积分 %
2!!! 当L%"(’!!!#(%!!"!)$

#
" U !

# % !
"!! 当L%

&
’

( !

!!"F当L&"(时!#(&!!"!)$

9%C
!

2

"1"(#"$O"% !
""(#"($4C

!

2

" O"(

O""(#""&!$"(O"

% !
""(#"($4

’" O"(&!

O""(&!
#""&!$"(

"%!

"%2
&C

!

2

O"(&!

O""(&!
#""&!$"(O"(

&C!"&



注意O"(1!

O""(1!#""1!$"(以"&!为一级零点!故被积出部分为2!得

9% &!
""(&#"($4C

!

2

O"(&!

O""(&!
#""&!$"(O"

% &!
""(&#"($4

K"(&"

K""(&"
#""&!$"(

"%!

"%2

!!?!O"(1"

O""(1"#""1!$"(以"&!为二级零点!故

9% !
""(&#"($4

O"(&"

O""(&"
#""&!$"(

"%2

!!?!#""1!$"(

&"6($)$+"(""($
#1!$($!"(#"(1!$)’"(1#(1!$$!(

#(1!$4 ""(1"$低次

项

@!O"(1"

O""(1"#""1!$"(
"&2

&
#1!$($!"(&#"(1!$)#($"$&#"(1"$4

#(1!$4

9% !
""(&#"($4&

#&!$(’!"(#"(&!$)#(’"$&#"(&"$4
#(&!$4

% !
""(&#"($4&

#&!$(’!#"($4&#"(&"$4
#(&!$4#(’!$4 %

#&!$(’!&#"(&#$44
#"(’"$44

故原积分 %6(’!
" 9%6(’!

"
&#&!$(’! #"(&#$44

#"(’"$44!!!#(%!!"!)$

当L&2时!1L#"$&12#"$&!

@!C
!

2

"12#"$O"%C
!

2

"O"% !
"

原积分 % !
"C

!

2

"12#"$O"% !
6

综合以上结果!得

"L’!
" C

!

2

"1L#"$O"%

!
6

!!!L%2

2!!!L%"(’!!(%!!"!)

!
"

!!!L%!

#&!$(’!6(’!
"

#"(&#$44
#"(’"$44!!!!L%"(!(%!!"

&

’

( !)

!!注!!!本题与A !;题属同一类问题!解法也一样!在本题的情况"F中!虽也

可用递推公式求解!但这里考虑到通过一次分部积分即可直接积出!故采用了

&2""&



1L#"$的微分形式表达式!

( !(!设>#"$&
2!!1!#"#2

"!!!#"#+ 2
!将>#"$展为广义V*H/%(/级数!

解!设>#"$&>
’

J&2
6J1J#"$!

则 6J %"J’!
" C

!

&!

>#"$1J#"$%"J’!
" C

!

2

"1J#"$O"

由A !B题结果有

>#"$% !
612#"$’ !

"1!#"$’>
’

(%!

#&!$(’! #6(’!$&#"(&#$44
"#"(’"$44 1"(#"$

注!本题直接应用A !B题的结果!使得问题简单!否则必需重复A !B题计算过

程方可得结果-

( !*!在半径为!的球内求调和函数?!使其在球面上取值#)*+""$!!
解!注意边界条件>#"$与)无关!即问题为球内轴对称问题!故可设?&?#<!

"$!其定解问题为

%?%2!!!!!2#<#!!2#"#$
?,<%! %#)*+""’+ !

用球坐标表示!有

<" ;"?
;<" ’"<;?

;<’)*4"&;?
;"’;"?

;"" %2!!2#<#!!2#"#$ #!$

?,<%! %#)*+""’!!!2#"#$ #"
&
’

( $

用分离变量法解!令

?#<!"$%5#<$+#"$ ##$

代入#!$并分离变量得

<"5R#<$’"<5-#<$
5#<$ %)*4"&+-#"$’+R#"$

T+#"$ LLL
令

(#(’!$

则有

<"5R#<$’"<5-#<$&(#(’!$5#<$%2 #6$

,5#2$,#’’ #6$+ -
及 +R#"$’)*4"&+-#"$’(#(’!$+#"$%2 #:$

+#"$
"%2
"%#

#’’ #:$&
’

( -

在#:$中!令)*+"&"!则"/#1!!!$!并令+#"$&+#)*+1!"$&1#"$!#:$*#:$-化

&!""&



为

#!&""$O
"1

O"" &""O1
O"’(#(’!$1#"$%2 #;$

1#"$,"%0! #’’ #;$
&

’

( -

#;$*#;$-即为定解问题#!$*#"$的固有值问题!#;$为勒让德方程!由#;$-知!其

固有值(#($!$中(应取整数!且固有函数系为勒让德多项式+1(#"$-’
(&2!

即 ++(#"$%1(#)*+"$-’
(%2

!!#6$*#6$-的通解为G(<(!#(&2!!!"!)$

@!?(#<!"$%G(<(1(#)*+"$!#(%2!!!"!)$

叠加得

?#<!"$% >
’

(%2
G(<(1(#)*+"$ #B$

令#B$满足#"$得

>
’

(%2
G(1(#)*+"$%#)*+""’!%;)*+""&"

即 >
’

(%2
G(1(#"$%;""&"

由A !6题的解法二

;""&"%G"1"#"$’G212#"$

其中G$!G2 满足

#
" 2

& !
"

’

(

1

2!

G$

G# $
2

%
;

&# $"

解之得 G" %6!!G2 %2
代入#B$得

?#<!"$%6<"1"#)*+"$%6<"&!
"

##)*+""&!$%"<"##)*+""&!$

!!注!!!球域内P3LD3)(方程边值问题用分离变量法解时#轴对称情形$!将导

致勒让德方程固有值问题!即解的表达式是关于勒让德多项式的展开式#广义

V*H/%(/级数$"

!"!由边界条件确定系数时!采用了A !6题的解法二!

( "+!在半径为!的球外部求调和函数?!使其在球面上满足?"<&!&)*+""!
且<<$’时!?<2!
解!定解问题为

&"""&



<" ;"?
;<" ’"<;?

;<’)*4";?
;"’;"?

;"" %2!!!<)!!2#"#$ #!$

?,<%! %)*+""!!!!!!!!!!!!!!2#"#$ #"$

?,<<’ <2 ##

&

’

( $

!!解!用分离变量法!同前题!可得

<"5R#<$’"<5-#<$&(#(’!$5%2 #6$

5#<$
<<’’

<==== 2 #6$&
’

( -

及固有值问题

#!&""$O
"1

O"" &""O1
O"’(#(’!$1#"$%2 #:$

,1#"$,"%0!,#’’ #:$
&
’

( -
#这里1#)*+"$&+#"$$

#6$*#6$-的通解为

5(#<$%G(<&#(’!$

故#!$*##$的解为

?#<!"$% >
’

(%2
G(<&#(’!$1(#)*+"$ #;$

令#;$满足#"$得

?#!!"$% >
’

(%2
G(1(#)*+"$%)*+""

即 >
’

(%2
G(1(#"$%""

由A !6题!$得

"" % "
#1"#"$’ !

#12#"$!!!&!#"#!

即知G2&!
#

!!G"&"
#

!!G(&2!(+2!"

@ !?#<!"$% !
#<&!12#)*+"$’ "

#<&#1"#)*+"$

% !
#<&!’ "

#<&#&!
"

##)*+""&!$

% !
#<&!’ !

#<&###)*+""&!$

!!注!由于本题是 P3LD3)(方程第一边值外问题!故应注意自然边界条件

?
<<$’

<==== 2!

&#""&



A!#!第A章练习题

!!证明递推公式

X(&!#"$’X(’!#"$%"(
"X(#"$

!!"!在第一类边界条件下!将>#<$%?2#常数$在#2!5$上展为V*H/%(/KT(++(D
级数!

#答 !?2 % >
’

J%!

"?2

.
#2$
J X!#.

#2$
J $X2#.

#2$
J

5<$!!!.
#2$
J 为X2#"$的第J个正零点$

#!解定解问题

;?
;I%+"#;

"?
;"" ’;"?

;#"$!!!""’#" #5"!I)2

?,I%2 %)# ""’#槡 "$!

?,""’#"%5" %2!!!!!!!I)

&

’

( 2

!!#答!?#<!I$& >
’

J%!
GJ(

&#.
#2$
J +
5

$"I

X2#.
#2$
J

5<$!GJ %
C

5

2

<)#<$X2#.
#2$
J

5<$O<

5"X"
!#.

#2$
J $

$

$!求解球内定解问题

%?%2!!!!!!!!<#+!!2#"#$

?,<%+ %)*+6"!!!!!2#"#+ $

!!#答!?#<!"$&!
:12#)*+"$$6

B
#<
+

$"1"#)*+"$$A
#:

#<
+

$616#)*+"$$

:!将>#"$&":#1!#"#!$展为广义V*H/%(/级数!

#答!":&A
;#1:#"$$6

C1##"$$#
B1!#"$$

&6""&



第*章!定解问题的其它解法

C!!!行波法与积分变换法

C!!!!!基本要求

!!掌握一维波动方程初值问题的达朗贝尔公式及其物理意义!
"!了解三维波动方程初值问题的泊松公式及其物理解释!并与二维情形比
较!认识区别!

#!掌握定解问题的积分变换解法!

C!!!"!内容提要

!!一维波动方程的初值问题为

;"?
;I" %+";"?

;""!!!&’ #"#’’!I)2 #!$

?,I%2 %)#"$! #"$

?I,I%2 %4#"$!!!&’ #"#’’ ##

&

’

( $
#!$的通解为

?#"!I$%>!#"’+I$’>"#"&+I$ #6$

>!!>" 为任意二阶可微函数!
#!$*##$的解为

?#"!I$% !
"

’)#"’+I$’)#"&+I$(’ !
"+C

"’+I

"&+I
4#*$O* #:$

#:$称为一维波动方程的初值问题的达朗贝尔公式!
其物理意义为*初始扰动总是以行波方式沿"轴正负两方传播出去!弦上任

一点任一时刻的状态是上述左"右行波的叠加%方程中的+为波的传播速度!
"!三维波动方程初值问题

;"?
;I" %+"%#?!!!!!!&’ #"!#!$#’’!I)2

?,I%2 %)#"!#!$$!

?I,I%2 %4#"!#!$$!!! &’ #"!#!$#’’

&

’

(

!
!

#!$

#"$

##$

&:""&



的解为 ?#;!I$% !
6$+

;
;IM

8;
+I

)#*!2!3$
+I OO’M

8;
+I

4#*!2!3$
+I O# $O #6$

其中;&#"!#!$$/5#!*&"$+I’!!2&#$+I’"!3&$$+I’#!#’!!’"!’#$为球面8;
+I

的单位外法矢!8;
+I为以; 为心"+I为半径的球面!此公式称为三维波动方程初值

问题的泊松公式!
其物理意义*#!$空间任一点; 在任意时刻I)2的状态完全

!!
由以该点为心!

+I为半径的球面
!!
上初始状态决定

!!
%#"$三维空间的局部有界域内的初始扰动导致

空间各点在有限时段内受扰!无持续后效!##$三维空间局部初始扰动的传播有清

晰的前锋与后锋#波速为+$!即惠更斯原理成立!

#!当)#"!#!$$与4#"!#!$$与$无关时!泊松公式可化为二重积分形式*

?#;!I$%?#"!#!I$

% !
"$+

;
;IM

G;
+I

)#*!2$O*O2
#+I$"&#*&"$"&#2&#$槡 "

’M
G;
+I

4#*!2$O*O2
#+I$"&#*&"$"&#2&#$槡# $"

其中G;
+I是以;&#"!#$为心!+I为半径的圆盘域!*!2为该圆盘内的点!此公式称

为二维波动方程初值问题的泊松公式!
与三维相比!不同点在于局部初始扰动对二维空间任一点的扰动有持续后

效!波的传播有清晰的前锋而无后锋!此现象称为波的扩散!即二维空间的波动!

惠更斯原理不成立!

6!用积分变换法解定解问题主要步骤*选择适当的变换

定解问题

对泛定方程
<======

取变换

对定解条件
<======

取变换

含参量的常微分方程

常微分方程的定解条件

解常微
<=====

定解问题
未知函数
的象函数

N
OO取逆变换

象原函数#定解问题的解$

C!!!#!例题解析

* !!解边值问题

;"?
;";#%""#!!!")!!#)2 #!$

?,#%2 %""!!!")! #"$

?,"%I %)*+#!!!#)2 ##

&

’

( $

&;""&



!!解!解法一!对#!$两端积分得通解

?#"!#$%"##"

; ’)!##$’)"#"$ #6$

其中)!##$!)"#"$为任意二阶可导函数!
令#6$满足#"$!##$得

?#"!2$%)!#2$’)"#"$%""

?#!!#$%#"

; ’)!##$’)"#!$%)*+&
’

( #

解得

)!##$%)*+#&#"

; &!’)!#2$ #:$

)"#"$%""&)!#2$ #;$

将#:$!#;$代入#6$得?#"!#$%"##"

; &#"

; ’""’)*+#&!

!!解法二!用积分变换法解!注意边界条件#"$可视为关于自变量#的初始条

件!故应选关于#的拉氏变换!
设"’?(&2#"!O$!O为参量!
在#!$的两端关于#取PT氏变换!并利用微分性质得

"’;
;#

#;?
;"

$(%8"’;?
;"

(&;?
;" #%2

%"’""#(%"" !
8"

对#"$两端关于"求导得;?
;" #&2

&""!代入上式得

8O2
O"&""%""&!

8" #6$-

对##$两端取PT氏变换

2#"!O$,"%! % O
O"’!

#:$-

#6$-!#:$-联立!解得

2#"!O$% "#

#O# ’""

O ’ O
O"’!& !

O & !
#O# #;$-

对#;$-取PT氏逆变换得

?#"!#$%"##"

; ’""’)*+#&!&#"

;

!!注!!!由于方程#!$具可直接积分形式!故得解法一!这里要注意偏微分方程

关于一个自变量积分一次!结果中的’积分常数(是相对于积分变量而言的!即该

’积分常数(应是另一自变量的任意可微函数!所以二阶偏微分方程的通解中应含

有两个任意函数!#二阶可微$"

&B""&



!"!解法二关于变量#取PT氏变换时!要注意微分性质在此的具体形式为

"+;
;#

#;?
;"

$,%8"+;?
;"

,&;?
;" #%2

%8O2
O"&;?

;" #%2

即 "+;
;#

#;?
;"

$,+8"+;?
;"

,&?
#%2

由条件#"$可得;?
;" #&2

!

* "!求上半平面内静电场的电位

%?%2!!!!!!#)2!&’ #"#’’ #!$

?
#%2

%>#"$!!!&’ #"#’’ #"$

D%>
""’#"<’

?%2 ##

&

’

( $

!!解!用积分变换法解!对#!$*##$两端关于变量"取VT氏变换!得象函数

2#(!#$的二阶常微分方程定解问题

O"2
O#" &("2#(!#$%2 #6$

2#(!2$%!’>(%E#($ #:$

2#(!#$
#<’’

<==== 2 #;

&

’

(
$

#6$之通解为!!!!2#(!#$&G!((#$G"(1(#

由#:$得 2#(!#$%G!((# ’#E#($&G!$(&(#

由#;$知!当()2时有G!&2!即!!!!2#(!#$&E#($(1(#

当(#2时有G!&E#($!即!!2#(!#$&E#($((#

故可得 2#(!#$%E#($(&,(,#

又 !!!&!’(&,(,#(% !
"$C

’’

&’

(&,(,#&(Q("O(% !
"$

’C
2

&’

((#&(W("O(’C
’’

2

(&(#&(W("O((

% !
"$

’#&W"
#"’"" ’ #’W"

#"’""(% #
$##"’""$

由卷积定理有!!

!!!!!?#"!#$&!1!’2#(!#$(&!1!’E#((?!1!’(1"("#(

&>#"$? #
$##"$""$&

#
$ C

$’

1’

!
#"$#"1/$">#/$O/

注!由于区域的无界性!应用积分变换求解较好!注意边界条件!若关于变量

&A""&



#用NT氏变换!一方面初始条件不具备两个!另一方面象函数为二阶常微分方程!

定解条件也不够两个!故不宜用NT氏变换!应选ET氏变换!

* #!用积分变换法解初值问题

;"?
;I" % ;"?

;""!!&’ #"#’’!I)2 #!$

?,I%2 %)#"$ #"$

?I,I%2 %4#"$!!&’ #"#’’ ##

&

’

( $

!!解!对#!$*##$两端关于变量"取ET氏变换!得

O"2
OI" %&("2#(!I$ #6$

2#(!2$%+#($ #:$

2I#(!2$%7#($ #;

&

’

( $

#6$的通解为

2#(!I$%G!(Q(I’G"(&Q(I #B$

令#B$满足#:$!#;$!得

G!’G" %+#($

G!&G" %7#($
Q

&
’

( (
因

G! % !
"

’+#($’7#($
Q(

(!!!!G" % !
"

’+#($&7#($
Q(

(

于是

2#(!I$% !
"

’+#($’7#($
W(

((W(I’ !
"

’+#($&7#($
W(

((&W(I #A$

#A$两端取ET氏逆变换得#由积分性质!位移性质$

?#"!I$%!&!’2#(!I$(

% !
"!&!’+#($(W(I’+#($(&W(I(’ !

"!&!’7#($
W(

(W(I&7#($
Q(

(&Q(I(

% !
"

’)#"’I$’)#"&I$(’ !
"C

"’I

"&I
4#*$O

&

’

( *

!!注!本题用积分变换法解时!只能关于变量"取ET氏变换!因为若关于变量I
取拉氏变换!虽然初始条件具备!但变换后得到象函数的二阶常微分方程却无定

解条件!故不可取!

&C""&



C!"!P3LD3)(方程的[/((,函数法

C!"!!!基本要求

!!掌握第一"二[/((,公式及调和函数积分表示式!

"!掌握调和函数的基本性质!

#!掌握P3LD3)(方程第一边值问题的[/((,函数定义与物理意义!

6!掌握半空间"球域的[/((,函数!并会求解该域上的P3LD3)(方程第一边值

问题!

C!"!"!内容提要

设465# 为有界域!8为其足够光滑的封闭界面!?!@在4 内具二阶连续偏
导!在P4上具一阶连续偏导!

!!第一[/((,公式

I
8

?;@
;(

OO%J
4

Q?&Q@O@’J
4

?%@O[ #!$

第二[/((,公式

J
4

#?%@&@%?$O[ %I
8

#?;@
;(&@;?

;(
$O8 #"$

!!"!调和函数基本性质

!$积分公式

?#;2$% !
6$I

8

’!
<;;2

;?
;(&? ;

;(
!
<

(O8!;!;2 /4

<;;2
为; 到;2 的距离!

"$I
8

;?
;(

OO%2

#$平均值公式

?#;2$% !
6$5"I

8;25

?O8

8;25 是以;2 为心5为半径且完全含于4 的球面!

6$ %?&2!;/4

?";/8&+ >
!解若存在!必唯一!

#!定义!若在区域4内函数P#;!;2$满足条件

!$;+;2 时!%P&2%

&2#"&



"$P#;!;2$";/8&2%

#$在4内!P#;!;2$& !
6$<;;2

1@#;!;2$!其中@#;!;2$满足

%@%2

@,;/8 % !
6$<;;2 ;/

&
’

( 8

则称P#;!;2$为区域4上P3L3D3)(第一边值问题的[/((,函数!

6!特殊区域的[/((,函数

!$4&+#"!#!$$"1’#"!##$’!$)2-!

P#;!;2$% !
6$

#!
<;;2

& !
<;;!

$

其中 ;2 % #"2!#2!$2$/4!!!;! % #"2!#2!&$2$

!!"$4&+#"!#!$$"<& ""$#"$$槡 "#5-!

P#;!;2$% !
6$

#!
<;;2

& 5
!2

& !
<;;!

$

其中!2& ""
2$#"

2$$槡 "
2!

#$4&+#"!#$"!& ""$#槡 "#5-!

P#;!;2$% !
"$

#D, !
<;;2

&D,5
!2

& !
<;;!

$!!!!!2 % ""
2’#槡 "

2

!!6$4&+#"!#$"1’#"#$’!#)2-

P#;!;2$% !
"$

#D, !
<;;2

&D, !
<;;!

$!;2 % #"2!#2$/4!;! % #"2!&#2$

!!:!第一边值问题

%?%2!

?,;/8 %)#;+ $!!!
; /4

; /8
之解可用[/((,函数表为

!$?#;2$&1M
8)

#;$;
;(P

#;!;2$OO!!;2/465#

"$?#;2$&C
8
?#;$;

;(P
#;!;2$OL!!;2/465"

8为4 的光滑封闭边界线!

C!"!#!例题解析

* $!证明平面[/((,公式

M
4

#@%?&?%@$O1%C
G

#@;?
;(&?;@

;(
$OO

&!#"&



其中G为4 的边界曲线!OO为弧微分!
证!平面[/((,公式

M
4

#;]
;"&;1

;#
$O1%D

G

1O"’]O#

由第一"二型线积分关系!设#)*+$!)*+’$为G上任一点处单位切矢量#!则上式可

写为

M
4

#;]
;"&;1

;#
$O1%D

G

1O"’]O#%C
G

#1)*+$’])*+’$OO #!$

现令

1#"!#$%&?;@
;#

!!!]#"!#$%?;@
;"

代入上式得

M
4

?%@O1’M
4

0/3O?&0/3O@O1%C
G

’&?;@
;#

)*+$’?;@
;")*+’

(OO #"$

交换?!@位置!由#!$又可得

M
4

@%?O1’M
4

0/3O?&0/3O@O1%C
G

&@;?
;#

)*+$’@;?
;")*+# $’ OO ##$

#"$1##$得

M
4

’?%@&@%?(O1%C
G

@’;?
;#

)*+$&;?
;")*+’

(OO’C
G

? ;@
;")*+’&;@

;#
)*+# $$ OO

注意法矢量"与切矢量#的关系!有

)*+’%)*+#"!"$!!)*+$%&)*+#"!#$

代入上式得

M
4

’?%@&@%?(O1%C
G

&@’;?
;#

)*+#"!#$’;?
;")*+

#"!"$(OO!!!!!!!

!’C
G

?’;@
;")*+

#"!"$’;@
;#

)*+#"!#$(OO

%C
G

’&@0/3O?&"2’?0/3O@&"2(OO%C
G

#?;@
;(&@;?

;(
$OO

即 M
4

#?%@&@%?$O1%C
G

#?;@
;(&@;?

;(
$OO!!!!

此即所证!
注!本证明中注意利用第一&二型线积分关系化得#!$!注意切矢量#与法矢

量"的关系!给出1!]形式与三维推导相同!

* %!验证?&D,!
<
是二维P3LD3)(方程的基本解!

&"#"&



<% #"&"2$"’##&#2$槡 "

!!证!将%?&2写为极坐标形式

;"?
;<" ’ !

<
;?
;<’ !

<"
;"?
;"" %2!!#<+2$

?%D,!
< %&D,<! 因 !;?

;<%& !
<

!!!;?
;"%2!;"?

;<" %&#& !
<" $% !

<"

代入方程

左 % !
<" & !

<" ’2%2% 右

!!注!?&D,!
<
在<+2即#"!#$+#"2!#2$的任何点处满足9?&2!其作用&地

位 同 ? & !
<
在 三 维 P3LD3)( 方 程 解 中 的 作 用 #< &

#"1"2$"$##1#2$"$#$1$2$槡 "$!

* &!求证圆域""$#"#5的[/((,函数为

P#;!;2$% !
"$

#D, !
<;;2

&D,5
!2

!
<;!;

$

其中;! 为;2 关于圆周""$#"&5" 的对称点!

图C!!

解!设在圆域45 内任一点;2 处放置

一电量为1&2 的点电荷!圆的外壳#圆周$接

地!来求圆内任一点 ; 处的电位!由物理知

识知#参见图C!!$!;/45 处的电位由两部

分叠加而成*一部分是由 ;2 处产生的电位

#等于!
"$D,

!
<;;2

$!另一部分则是由 ;2 处点

电荷在内壳#G内侧$引起的感应电荷产生的

电位!当; 位于边界上时!二者叠加结果为

2!故求[/((,函数即是求45 内任一点; 处的电位!
为了求出感应电位!注意感应电位@在45 内处处满足

%@%2

而在边界上应与!
"$D,

!
<;;2

抵消!即

%@%2!!; /45

@
;/G5

% !
"$

D, !
<;;2 ;/G

&
’

( 5

&##"&



现设想G5 只是一几何曲线#而不是一屏蔽壳$!在45 外部某点放置一相反电荷!

使它在G5 上产生的电位能抵消
!
"$D,

!
<;;2

!于是考虑到;2 关于G5 对称点;! 满

足几何关系!!!2&5"!#!!!!2 同解法一$!且当点1/G5 时!有几何关系

!
<1;2

% 5
!2<1;!

故有 !
"$

D, !
<1;2

% !
"$

D, 5
!2<1;!

即在圆内点;2 处置一电量为1&2 的点电荷且圆周接地的效果相当于无屏蔽外壳

时在;2 处及其关于G5 的对称点;! 处分别放置一&2 电量与&2 电量点电荷的效

果!而后者在45 内任一点; 处产生的电位为

P#;!;2$% !
"$

#D, !
<;;2

&D, 5
!2<;;!

$

此即45 内的[/((,函数!
注!本解法从物理背景出发!寻求感应电位的数学替代表达式!即从数学上

用以替代’接地(的效果!本解法有利于认识[/((,函数的物理意义!

* ’!设有圆域<#5上的P3LD3)(方程第二边值问题

%?%2!!!!!!!<#5

;?
;( <%5

%+%,"
6

!!!"/ ’2!"$
&
’

(
$

试问此问题是否有解!为什么1

答!由调和函数基本性质知!此问题有解的必要条件是

D
G5

;?
;(OO%2

但这里有

D
G5

;?
;(OO%C

"$

2

+%,"
6

&5O"%5C
"$

2

+%,"
6O"%65#&)*+"

6
$

"$

2
%65+2

所以!此题无解!

注 ! 此题应用调和函数基本性质D
G5

;?
;(OO%2#三维情形为I

-

;?
;(OO%2$!所

给边界条件不满足此性质!故得无解结论!

* (! 设?#<!"$为单位圆上的调和函数!若有?"<&!&)*+"!求?在圆心处的

值!
&6#"&



解!由调和函数平均值公式有#二维$

?#;2$% !
"$5C

G;25

?OO% !
"$5C

"$

2

?5O"% !
"$C

"$

2

>#"$O"% !
"$C

"$

2

)*+"O"%2

即圆心处值为2!
注!本解法从调和函数平均值公式出发!导出所求结果!

* *!试应用[/((,第二公式!给出三维Y*%++*,方程第二边值问题有解的
必要条件!
解!设有第二边值问题

%?%>#;$!!; /4 65#!#4有界$

;?
;( ;/8

%S#;$,;/
&
’

( 8

#!$

在第二[/((,公式

J
4

#?%@&@%?$O[ %I
8

’?;@
;(&@;?

;(
(OO

中!令@3!!?为#!$的解!则有
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#"$即为三维Y*%++*,方程第二边值问题#!$有解的必要条件!也称为相容性条件!

注!!!此条件的导出较简单!#类似于性质I
8

;?
;(OO%2$!但意义在于给出了

Y*%++*,方程第二边值问题有解的必要条件!即泛定方程的非齐次项>#;$与边界
条件S#;$的相容性限制!说明问题#!$中的>#;$与S#;$不能随便给!否则可能
无解!

!"!用完全类似的方法!可导出二维Y*%++*,方程第二边值问题
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C!#!第C章练习题

!!给出一维波动方程初值问题达朗贝尔公式!三维及二维波动方程初值问题
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Y*%++*,公式物理解释!并对二维与三维在局部扰动下作出比较分析!

"!用积分变换法解问题
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