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内　容　简　介

动力系统的混沌化是一个全新的控制论问题，它在数学理论上和工程技术上都极富挑战
性。它不但有助于我们加深对混沌理论的认识，而且在高新技术的应用上具有十分广阔和诱人
的前景。本书系统地总结了作者近１０年来在混沌化方面所做的工作，介绍其中的主导分析思
想和主要理论成果，以及基本技术和有效方法。
本书适合理工科大学研究生、博士后和教师阅读，也可供自然科学和工程技术领域中的研

究人员参考。
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“混沌”（ｃｈａｏｓ）是一个颇为古老的名字，大家对它并不感到陌生。然而，混沌
作为一个科学或者数学的概念，对许多人来说还是比较新鲜的。从数学和现代科
学技术的含义来说，混沌和非线性总是连在一起的。自然界的万事万物在本质上
是非线性的。例如，没有人见过自然界中有形状完全笔直而又不是人造的东西。
在世界上，非线性无处不在，因而混沌也可以说是无处不在的。
从字面上看，混沌是一种缥渺不定、紊乱无序的东西，似乎不会有什么值得研

究、特别是有什么可以应用的价值。这种感觉对一般人来说，或许不无道理。可
是，对于一个科学工作者来说，许多表面上看来非常简单的事情往往都很不简单，
许多直观上看来完全无用的概念常常都很有用处。从这种哲理看，数学家会想起
“虚数”、“模糊数”和“无理数”等名词，物理学家则会想起“负能量”和“反物质”等术
语。自从洛伦兹（Ｅ．Ｎ．Ｌｏｒｅｎｚ）于上世纪６０年代中期在数值实验中意外地发现了
奇怪吸引子，以及李天岩（Ｔ．Ｙ．Ｌｉ）和约克（Ｊ．Ａ．Ｙｏｒｋｅ）于７０年代末在数学分析
中正式引入“混沌”（ｃｈａｏｓ）这一术语以来，混沌这个名字在学术界中已逐渐家喻户
晓。正如过去的“无理数”其实并不无理一样，今天的“混沌”实在并不混沌，它已经
得到了数学家、科学家、工程技术人员和社会及文史研究人员的认可和青睐。
然而，至今科学家们对混沌这一概念尚未有统一的理解，因而几乎所有关于混

沌的书都没有可能甚至没有打算为读者写下一个简单明确而又完整严格的混沌定

义———特别是连续系统的情形。离散系统相对比较简单，有Ｄｅｖａｎｅｙ和ＬｉＹｏｒｋｅ
的两个定义，其涵义本书会详细介绍。这件事情本身也说明了混沌是十分奇妙的。
混沌那神秘的足迹和漂亮的面纱已经吸引了成千上万科学工作者近４０年的刻意
研究和热忱追求，然而，至今仍未为它写下一个最后定论———至少不是一两页文字
就能把它深奥的本质和复杂的特征刻画清楚。当然，对于从事非线性科学、特别是
非线性动力系统研究的科学工作者来说，混沌的基本概念还是相当明确的。这是
近４０年来学术界好几代人共同努力的结果。
过去的４０年是人们对混沌逐步认识和深化了解的过程。其中，在前面２０多

年步履艰难的探索过程中，混沌能否被控制，特别是能否被利用以促进生产力的发
展和改善人类的生活，是一个几乎未曾被考虑过的问题。在这一漫长的过程中，不
能说从来没有过这种思想的闪烁，但是，可以说一直没有过系统成形的科学设想和
提案———直到２０世纪８０年代末９０年代初为止。
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在科学研究中，当条件和时机趋于成熟时，新思想的产生是有必然性的，而且
随时随地都可能发生。在１９８７年至１９９０年期间，相信看上去放荡不羁的混沌是
可以被人驾驭的，从而可以有目的地控制它，这种信念先后在好几个不同的科学家
小组（包括本书的第一作者在内）产生了。初期的想法是利用或改造一些工程上卓
有成效的常规自动控制手法，以达到把复杂的混沌状态引导到稳定的平衡状态中
去的目的。这一方向的研究通常称为混沌控制，或控制混沌。显然，这种尝试所基
于的信念是：混沌是有害的因而需要通过控制手段把它弱化或者消除。因为混沌
一旦被控制到稳定平衡状态上，它就消失了。由于在上世纪７０～８０年代期间人们
对混沌本身的认识还远未清晰，其神秘的色彩使不少人相信“混沌是既不可以控制
又不可以预测”的。因此，在大多数人试图通过控制方式去驾驭混沌的初期，常规
的自动控制手法经常被使用到。其中一种企图就是消除“混沌不可控”的误解。人
们很快就发现，如果对控制手段不加特别约束的话，比如说，不要求微小控制增益
或者简化控制手段的话，那么，控制混沌的事情并不比稳定化一个一般的非线性动
力系统困难多少。混沌确实是能控的。
到了２０世纪９０年代中期，另一种新颖的思想又滋长起来了：难道混沌控制的

目的只是为了简单地把它消除掉吗？难道混沌这东西总是有害无益因而不值得保

留、更没有理由把它人为地产生出来或者加以强化吗？答案是否定的。其实混沌
在许多场合是很有用、甚至是必不可少的。例如，两种不同性质的流体或溶剂，如
果它们是处于混沌状态的话，它们可以很容易地被充分地混合起来，而不需要长时
间和大功率的机械搅拌。又如，混沌映射为多媒体信息加密和隐藏提供了一种快
速有效而且简单经济的新途径。利用混沌性态为生物系统，如为大脑思维、学习、
记忆、推理以及心脏病治疗等方面的研究开辟新途径的可行性，更是为医学及生物
工程研究人员所关注。在这些情形下，混沌当然就不应该被削弱或消除，反而应该
被强化，甚至被从无到有地产生出来。通过控制手段而有目的地强化或者产生混
沌，这是混沌的反向控制，简称为混沌反控制。显然，称之为“混沌化”一个本来并
非混沌的系统也是十分恰当的。
混沌化即混沌反控制是一个全新的控制问题，它在数学理论上和工程技术上

都极富挑战性。它不但有助于我们加深对混沌理论的认识，而且在高新技术的应
用中具有十分广阔和诱人的前景。本书的两位作者不但最早参加了奠定和开辟对
非混沌系统实现混沌化的工程反馈控制技术的开创性工作，而且首先给出了并持
续地发展着反馈混沌化的严格数学理论。撰写这本书的主要动机，是希望把作者
过去近１０年来在混沌化方面的工作做一个系统总结，将其中的主导分析思想和主
要理论成果，以及基本技术和有效方法介绍给国内的广大读者、特别是青年学生和
青年科学研究人员，以达到抛砖引玉、承前启后的目的。系统混沌化是一个极有吸
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引力而又极富挑战性的现代动力系统和现代控制理论的新方向，需要更多的科研
工作人员参加研究，共同努力，才能获得长足的进步。
本书两位作者在过去近１０年间在系统混沌化的科研工作中，得到了不少国内

外同行的协助和支持。其中特别要提到的是：赖德健教授参加了最早期离散系统
反馈混沌化的开创性工作；陈巩教授提供了最早期连续偏微分系统反馈混沌化的
开创性工作；史玉明教授开始了最早期无限维系统的混沌判定和反馈混沌化的开
创性工作；上田哲史（ＴｅｔｓｕｓｈｉＵｅｔａ）教授协助用计算机仿真，验证了由本书作者
陈关荣第一次用反控制方法找到的新的混沌吸引子———陈氏吸引子。此外，作者
衷心感谢丁明州、方锦清、关治洪、李常品、李翔、李忠、林伟、刘文波、刘曾荣、吕金
虎、茅耀斌、文剑锋、邓杰生、王华、杨凌、余星火、张怀宙、赵怡、郑永爱、钟国群、周
天寿，以及ＬｅｏｎＯ．Ｃｈｕａ，ＭａｒｉｕｓＦ．Ｄａｎｃａ，ＥｄｇａｒＮ．Ｓａｎｃｈｅｚ，ＩｒａＳｃｈｗａｒｚ，
ＫｏｎｓｔａｎｔｉｎＳｔａｒｋｏｖ等教授和博士，他们对本书的写作给予了热情的关注和协助，
并以不同的形式和在不同程度上对本书的形成和出版作出了贡献。
两位作者十分感谢他们的家人对他们长期连续和忙碌的科研工作的充分理解

和大力支持。
作者陈关荣感谢香港研究资助局［ＲＧＣＣＥＲＧＧｒａｎｔｓＣｉｔｙＵ１０１８／０１Ｅ，１００４／

０２Ｅ，１１１５／０３Ｅ］的资助。作者汪小帆感谢国家杰出青年科学基金［Ｎｏ．
６０２２５０１３］、国家自然科学基金［Ｎｏ．６０１７４００５和７０２７１０７２］、教育部优秀青年教师
资助计划、教育部高等学校博士点基金和教育部留学回国人员科研启动基金等的
资助。作者还要感谢上海交通大学出版社韩正之总编审读了本书和对本书出版的
大力支持，感谢上海交通大学学术出版基金的资助，并感谢ＩＥＥＥ、ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ
和ＷｏｒｌｄＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃ等出版社允许书中使用作者在他们那里发表的少量图稿。
最后，作为从事复杂系统反馈控制的研究人员，作者深知反馈对改进系统性能

的重要性。因此，热忱欢迎读者把对本书的任何意见及时反馈给我们。

陈关荣，香港城市大学混沌控制与同步学术研究中心
汪小帆，上海交通大学复杂网络与控制研究室

２００４年　初夏
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第１章
　　引 　论

１．１　混沌：控制与反控制

由于混沌系统对初始条件的极端敏感性，在相当长一段时间内，混沌曾经被认
为是既不可预测也无法控制、因而是一种有害的运动形式。２０世纪９０年代以来，
人们在混沌控制与反控制领域的大量研究表明，混沌不仅是（长期）可控制的和（短
期）可预测的，而且可以在许多领域中得到有益的应用。
混沌控制是指用控制的方法消除或者削弱系统的混沌行为。确实，在许多实

际问题中，混沌是一种有害的运动形式。例如，等离子体混沌会导致等离子体失
控；半导体激光阵列中混沌运动会减弱输出光的相干性，从而大大减弱输出强度，
等等。自从１９９０年美国马里兰大学的三位数学和物理学家提出了通过对系统参
数的微小扰动以控制（消除或抑制）混沌的 ＯＧＹ方法以来［Ｏｔｔ，Ｇｒｅｂｏｇｉ＆
Ｙｏｒｋｅ，１９９０］，人们在控制混沌方面作了大量的研究工作［Ｃｈｅｎ＆Ｄｏｎｇ，１９９８；
Ｃｈｅｎ，１９９９；Ｃｈｅｎ＆Ｙｕ，２００３］，国内也相继出版了一些有关书籍［胡岗等，２０００；
王光瑞等，２００１；方锦清，２００２；陈关荣、吕金虎，２００３；张化光等，２００３］。
但是，混沌行为并不总是有害的。近年来的研究表明，混沌在许多场合具有良

好的应用前景。一些典型的例子包括：

１．多媒体信息安全与保密

近年来，随着Ｉｎｔｅｒｎｅｔ的发展，网络信息安全与保密问题显得愈发重要和突
出，它直接威胁到国防及许多重要的经济领域，已引起各国政府的高度重视。传统
的加密方法并不能完全有效地用于数据量大的实时传输多媒体信息的加密。多媒
体信息的隐藏和加密成为一个重要的挑战性课题。近几年来，混沌同步及其在保
密通信中的应用已成为一个引起广泛兴趣的研究课题。在数据保密通信中，通常
需要将原始数据与某种伪随机数据相调制。因而采用什么样的伪随机数据是十分
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关键的。混沌信号由于具有快速衰减的关联函数和宽带功率谱，无疑是这种伪随
机数据的极佳候选者。基于混沌理论的数据保密通信在抗干扰性、截获率、信号隐
蔽和保密性等方面都具有潜在的优势，但目前这方面的研究尚不能有效地用于多
媒体信息的加密。事实上，混沌系统与加密系统之间有着密切的联系，只是这种联
系尚未得到充分的认识和实际应用；

２．柔性系统设计

混沌吸引子中蕴含稠密的不稳定周期轨道（极限环），对于须在多种工作状态
间灵活切换的柔性系统（如柔性智能信息处理系统和柔性制造系统），可以用混沌
吸引子中的一个极限环对应于一种期望的状态。其好处是，根据混沌控制原理，可
利用微小的控制扰动，使得系统在不同极限环之间灵活切换，从而使系统具有满意
的灵活性；

３．流体及超细粉末混合

从动力学的观点来看，流体混合需要物质线和面的充分拉伸和折叠，因而在两
种液体需要充分混合而所需的能量要尽可能小的情况下，混沌是很有用的。如果
两种液体的微粒运动的动态足够混沌，就很容易实现充分混合。这种流体混合称
为“混沌对流”，它可用于加热，比如将热波注入核聚变反应器来充分加热等离子
体。同样的原理亦有可能用于超细粉末均匀混合；

４．在控制系统中的应用

近期的研究表明，反馈混沌化理论可用于具有输入约束的非线性系统的全局
稳定化，即先用反馈混沌化方法使受控系统产生混沌行为，当系统状态因混沌的遍
历特性而接近期望状态时，再用局部稳定化方法使系统稳定在该期望状态上。
近代科学技术中的一些令人惊讶的发现表明：混沌在许多情况下是有益的，甚

至是非常有用的。加利福尼亚州立大学Ｂｅｒｋｅｌｅｙ分校从事了多年大脑神经科学
研究（特别是大脑神经活动的混沌现象）的Ｆｒｅｅｍａｎ教授指出［Ｆｒｅｅｍａｎ，１９９５］：
“大脑中被控制的混沌现象其实不仅仅是大脑复杂性的一种副产品”，控制混沌现
象的这种能力“可能是大脑区别于任何一种人工智能机器的主要特性”。在医学方
面，人们已经开始尝试控制心脏跳动韵律：从混沌状态到规则的周期脉动，甚至控
制人类大脑活动的行为。此外，控制混沌的技术还被应用到神经网络、激光、化学
反应过程、流体力学、非线性机械系统和非线性电路，以及具有分布参数的物理系
统的研究工作中去［陈关荣，１９９７］。

１９９４年，美国科学家Ｓｃｈｉｆｆ等人在Ｎａｔｕｒｅ上发表文章认为，混沌有可能在大
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脑活动中起重要作用，并提出了“混沌反控制（ａｎｔｉｃｏｎｔｒｏｌｏｆｃｈａｏｓ）”的概念［Ｓｃｈｉｆｆ
ｅｔａｌ．，１９９４］。稍后，Ｖａｎｅｃｅｋ和Ｃｅｌｉｋｏｖｓｋｙ［１９９６］初步探讨了“混沌的综合（ｓｙｎ
ｔｈｅｓｉｓｏｆｃｈａｏｓ）”的概念和方法。一些学者还研究了当参数变化时使一个混沌系
统保持混沌行为的扰动方法［Ｙａｎｇ＆ Ｄｉｎｇ，１９９５；Ｉｎ，Ｓｐａｎｏ＆ Ｄｉｎｇ，１９９８；
Ｃｈａｃｏｎ，２００１］。
美国工业和应用数学协会（ＳＩＡＭ）在１９８８年发表的一份题为《控制理论未来

的发展方向》的指导性文献中，特别提出了“混沌的控制”作为一个新的研究方向
［ＳＩＡＭ，１９８８］。文献中指出：“一个生气勃勃的研究分支最近在非线性动力系统
领域中发展起来了，它正开始在控制理论科学中形成巨大的影响。……在其中，两
个特别引人注意的方向是：在分支点邻域中的控制，它提供了使用微小控制量而获
得巨大效果的唯一可能性，以及把动力系统诱导到混沌状态中去，其目的是用复合
起来的、不相协调然而又对系统危害较小的振荡频率去取代令人讨厌的噪声（例如
在某些机械系统的处理上）。”文献接着指出：“混沌动力系统已被证明在描述和量
化大批的复杂现象中非常有用，其中包括化学反应和电路的动力形态等。有时人
们需要控制和强化混沌现象而不是试图去消除它。……因而，①不同的控制思想
（如反馈控制）应该被使用到混沌系统中，从而动力系统的某些特征（如功率谱、
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数等）可能会获得控制；②控制科学中的一般理论应当像确定性和随
机性系统那样发展到混沌系统中去。”

１９９６年，陈关荣和赖德健率先研究了用反馈控制产生离散混沌的方法，并对
该方法作了严格的理论分析［Ｃｈｅｎ＆Ｌａｉ，１９９６，１９９７，１９９８；Ｌａｉ＆Ｃｈｅｎ，２０００，
２００３，２００４］。其后，本书作者明确提出了反馈混沌化（ｃｈａｏｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ）的概念，并研
究了用小幅值反馈控制实现离散时间系统混沌化的理论、方法及其潜在的应用前
景［Ｗａｎｇ＆Ｃｈｅｎ，１９９９，２０００ａ，２０００ｂ，２０００ｃ，２０００ｄ，２００１；Ｗａｎｇ，Ｃｈｅｎ＆
Ｍａｎ，２０００，２００１ａ］。接着，作者又研究了连续时间系统的反馈混沌化方法［Ｗａｎｇ
＆Ｃｈｅｎ，２００３；Ｗａｎｇ，Ｃｈｅｎ＆ Ｍａｎ，２００１ｂ；Ｗａｎｇ，Ｃｈｅｎ＆Ｙｕ，２０００；Ｗａｎｇｅｔ
ａｌ．，２００１］。与此同时，陈关荣还与其他学者合作对反馈混沌化作了广泛的研究
［Ｃｈｅｎ＆Ｙａｎｇ，２００３；Ｃｈｅｎ，Ｙａｎｇ＆Ｌｉｕ２００２；Ｌｉ，Ｃｈｅｎ，Ｙｕａｎ＆Ｃｈｅｎ，２００１；
Ｌｉ，Ｃｈｅｎ，Ｃｈｅｎ ＆ Ｙｕａｎ，２００２；Ｌü，Ｙｕ ＆ Ｃｈｅｎ，２００３；Ｌü，Ｚｈｏｕ，Ｃｈｅｎ ＆
Ｙａｎｇ，２００２；Ｙａｎｇ，Ｌｉｕ＆Ｃｈｅｎ，２００２；Ｚｈｅｎｇ，Ｃｈｅｎ＆Ｌｉｕ，２００３］。作者还分
别就离散时间和连续时间系统反馈混沌化的进展作了综述［Ｃｈｅｎ，２００３；Ｗａｎｇ，
２００３］。
本书将系统性地介绍反馈混沌化的理论、方法与应用，其中，着重介绍作者在

这一研究领域所做的工作。
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１．２　混沌的刻画

刻画混沌的一个最重要的物理特征量是Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，它是用来刻画系统
行为对初始条件敏感性的一个指标。一个ｎ维系统具有ｎ个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。如
果系统的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正，那么系统行为就具有对初始条件的极端敏感
性。如果系统的解又是有界的，那么，一般来说该系统就是混沌的。如果系统具有
两个或两个以上正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，那么就称该系统是超混沌的。
关于混沌的最早的数学定义是由李天岩和ＪａｍｅｓＡ．Ｙｏｒｋｅ于１９７５年在一篇

题为《周期三意味着混沌》的论文中提出的［Ｌｉ＆Ｙｏｒｋｅ，１９７５］。
定义１．１（ＬｉＹｏｒｋｅ混沌）　闭区间Ｉ犚上的连续映射Ｆ称为是混沌的，如果

它满足如下条件：
（１）对于任意自然数ｋ，映射Ｆ具有周期为ｋ的周期点。
（２）存在一个不包含映射Ｆ的周期点的不可数集合ＳＩ，满足对任意的ｐ，

ｑ∈Ｓ，ｐ≠ｑ，有

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

｜Ｆｎ（ｐ）－Ｆｎ（ｑ）｜＞０，ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

｜Ｆｎ（ｐ）－Ｆｎ（ｑ）｜＝０。

　　（３）对于任意ｐ∈Ｓ和任意周期点ｑ∈Ｉ，有

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

｜Ｆｎ（ｐ）－Ｆｎ（ｑ）｜＝０。

　　注１．１　这里采用

Ｆ０（ｘ）＝ｘ，　Ｆｎ＋１（ｘ）＝Ｆ（Ｆｎ（ｘ）），　ｎ＝０，１，…。
如果存在ｐ∈Ｉ，使得

Ｆｎ（ｐ）＝ｐ，　Ｆｋ（ｐ）≠ｐ，　１≤ｋ＜ｎ，
那么称ｐ为映射Ｆ的ｎ周期点。特别地，当ｎ＝１时，称ｐ为映射Ｆ的不动点。

１９７８年，Ｍａｒｏｔｔｏ把ＬｉＹｏｒｋｅ混沌的概念推广到了ｍ维连续可微映射的情
形，使得判断高维映射的混沌行为的存在性成为可能［Ｍａｒｏｔｔｏ，１９７８］。以下记

Ｂｒ（ｘ）为以点ｘ为中心、半径为ｒ的闭球。
定义１．２（回归排斥子）　如果犚ｍ中的可微映射Ｆ 的不动点ｘ满足以下条

件：
（１）存在实数ｒ＞０，使得Ｂｒ（ｘ）中的任意一点ｘ的Ｊａｃｏｂｉ矩阵ＤＦ（ｘ）的所

有特征值的模（绝对值）大于１。
（２）存在Ｂｒ（ｘ）中的一个点ｘ０≠ｘ和自然数Ｎ＞１，使得ＦＮ（ｘ０）＝ｘ，并且

点ｘ０是非退化的，即

ｄｅｔ｛ＤＦＮ（ｘ０）｝≠０。
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则称不动点ｘ是映射Ｆ的一个回归排斥子（ｓｎａｐｂａｃｋｒｅｐｅｌｌｅｒ）。
定理１．１（Ｍａｒｏｔｔｏ定理）　如果犚ｎ中的可微映射Ｆ具有一个回归排斥子，那

么，映射Ｆ具有ＬｉＹｏｒｋｅ意义下的混沌行为，即有如下性质成立：
（１）存在自然数Ｎ＞１，对于任意自然数ｐ≤Ｎ，映射Ｆ具有周期为ｐ的周期

点。
（２）存在一个不包含映射Ｆ周期点的不可数集合Ｓ满足：
（ａ）Ｆ（Ｓ）Ｓ；
（ｂ）ｌｉｍｓｕｐ

ｋ→∞
‖Ｆｋ（ｘ）－Ｆｋ（ｙ）‖＞０，ｘ≠ｙ∈Ｓ；

（ｃ）ｌｉｍｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ｆｋ（ｘ）－Ｆｋ（ｙ）‖＞０，ｘ∈Ｓ，ｙ是Ｆ的周期点。

（３）存在Ｓ的子集Ｓ０，对于任意ｘ，ｙ∈Ｓ０，
ｌｉｍｉｎｆ

ｋ→∞
‖Ｆｋ（ｘ）－Ｆｋ（ｙ）‖ ＝０。

　　近３０年来，Ｍａｒｏｔｔｏ定理被许多学者用来分析具体的高维系统的复杂动力学
行为。人们也对Ｍａｒｏｔｔｏ定理的证明中存在的错误作了改正［Ｌｉ＆Ｃｈｅｎ，２００３；
Ｓｈｉ＆Ｃｈｅｎ，２００４］，详见第９章。
关于混沌的另一个常用定义是从拓扑学角度给出的［Ｄｅｖａｎｅｙ，１９８７］。
定义１．３（Ｄｅｖａｎｅｙ混沌）　称一有界闭域χ上的映射Ｆ∶χ→χ是混沌的，如

果它满足下述条件：
（１）它是对初值敏感的，即存在δ＞０，使得对于任何ｘ∈χ与ｘ的任何一个邻

域Ｂ，存在ｙ∈Ｂ和自然数ｋ，满足

｜Ｆｋ（ｘ）－Ｆｋ（ｙ）｜＞δ；

　　（２）它是拓扑传递的，即对任何两个开集Ｕ，Ｖ∈χ，存在自然数ｋ，使得
Ｆｋ（Ｕ）∩Ｖ≠；

（３）它在χ中有稠密的周期轨道。
数学家还研究了Ｄｅｖａｎｅｙ混沌三条性质之间的内在联系，证明了条件（１）和

（２）一起可以推出条件（３）［Ｂａｎｋｓｅｔａｌ．，１９９２］。此外，在特定条件下可以验证
Ｄｅｖａｎｅｙ意义下的混沌定义强于ＬｉＹｏｒｋｅ意义下的混沌定义［Ｈｕａｎｇ＆ Ｙｅ，
２００２］。
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第２章
　　离散时间系统反馈混沌化：ＣｈｅｎＬａｉ算法

２．１　问题的描述

考虑ｎ维非线性离散时间动力系统
ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ）＋ｕｋ， （２．１）

式中ｘｋ∈犚ｎ为系统的状态，ｆｋ为ｎ维连续可微映射。考虑如下的控制问题：设计
控制器ｕｋ使得受控系统是混沌的，即受控系统为全局有界且具有正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数，并且满足常用的混沌的数学判据（例如，上一章中讨论的ＬｉＹｏｒｋｅ定义或

Ｄｅｖａｎｅｙ定义）。
考虑简单的线性状态反馈

ｕｋ ＝Ｂｋｘｋ， （２．２）
其中，Ｂｋ∈犚ｎ×ｎ为待定矩阵，则受控系统为

ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ）＋Ｂｋｘｋ。 （２．３）
受控系统（２．３）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊｊ（ｚ）＝ｆｊ′（ｚ）＋Ｂｊ。 （２．４）
记

Ｔｊ ＝Ｔｊ（ｘ０，…，ｘｊ）＝Ｊｊ（ｘｊ）Ｊｊ－１（ｘｊ－１）…Ｊ１（ｘ１）Ｊ０（ｘ０）。 （２．５）
再记

μｊ
ｉ ＝μｉ（ＴＴ

ｊＴｊ）
为第ｊ个乘积矩阵ＴＴ

ｊＴｊ 的第ｉ个特征值。根据定义，受控系统（２．３）的第ｉ个
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为［Ｏｓｅｌｅｄｅｃ，１９６８；Ｈｏｌｚｆｕｓｓ＆Ｐａｒｌｉｔｚ，１９９１］

λｉ（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ｜μｉ［ＴＴ

ｊＴｊ］｜，　ｉ＝１，…，ｎ。 （２．６）

　　现要求设计反馈增益矩阵｛Ｂｋ｝∞
ｋ＝０使得受控系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为正，即

０＜ｃ≤λｉ（ｘ０）＜ ∞，　ｉ＝１，…，ｎ， （２．７）

６
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其中ｃ为预先给定常数。当然，事实上只要其中一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正就足够
了。
考虑到具体实现，还要求控制增益矩阵一致有界，即，

ｓｕｐ
０≤ｋ＜∞

‖Ｂｋ‖ ≤Ｍ ＜ ∞， （２．８）

其中，Ｍ为一常数，‖·‖为谱范数，即矩阵的最大奇异值。将证明（２．８）式是可
以满足的，只要｛ｆｋ′（ｘｋ）｝一致有界，即存在常数Ｎ，使得

ｓｕｐ
０≤ｋ＜∞

‖ｆｋ′（ｘｋ）‖ ≤Ｎ＜ ∞。 （２．９）

２．２　ＣｈｅｎＬａｉ算法

下面的算法由陈关荣和赖德健于１９９６年提出［Ｃｈｅｎ＆ Ｌａｉ，１９９６，１９９７，

１９９８］。
给定初始状态ｘ０，对于控制系统

ｘ１ ＝ｆ０（ｘ０）＋Ｂ０ｘ０， （２．１０）
计算其Ｊａｃｏｂｉ矩阵

Ｊ０（ｘ０）＝ｆ０′（ｘ０）＋Ｂ０， （２．１１）
并记Ｔ０＝Ｊ０（ｘ０）。取Ｂ０＝σ０Ｉ并选取常数σ０＞０使得矩阵［Ｔ０ＴＴ

０］有限且对角占
优。
对ｋ＝０，１，２，…，考虑控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ）＋Ｂｋｘｋ， （２．１２）
式中Ｂｋ＝σｋＩ已由前一步求得。
现作如下计算：
步骤１　计算Ｊａｃｏｂｉ矩阵

Ｊｋ（ｘｋ）＝ｆｋ′（ｘｋ）＋σｋＩ， （２．１３）
记Ｔｋ＝ＪｋＴｋ－１。
步骤２　选取常数σｋ＞０，使得矩阵

［ＴｋＴＴ
ｋ］－ｅ２ｋｃＩ

有限且对角占优，其中常数ｃ＞０满足（２．７）式。（下面将证明这一要求是可以满足
的。）
步骤３　对控制系统采用如下的模运算：

ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ）＋Ｂｋｘｋ　（ｍｏｄ１）。 （２．１４）

　　上述算法的前两个步骤使受控系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数严格为正，从而系统轨
道在所有方向上扩张。满足步骤１和２的一个简单的控制器是

７
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ｕｋ ＝Ｂｋｘｋ ＝σｋｘｋ，　σｋ ＝Ｎ＋ｅｃ。 （２．１５）
第三步的模运算使整个轨道全局有界。下面将验证这两种效果的混合，使得系统
轨道在有界区域内产生混沌行为。

２．３　混沌验证：正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

首先验证如下两个关系式［Ｃｈｅｎ＆Ｌａｉ，１９９６］：
（１）［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１＞０；
（２）［ＪＴ

ｋＪｋ］－ｅ２ｋｃ［Ｔｋ－１ＴＴ
ｋ－１］≥０。

事实上，只需验证以上两式在ｋ＝０和１时成立，再由数学归纳法可推得结论。
在ｋ＝０时，控制系统为

ｘ１ ＝ｆ０（ｘ０）＋Ｂ０ｘ０。
设计控制增益矩阵Ｂ０＝σ０Ｉ，其中，正常数σ０满足如下正定性要求：

Ｔ０ＴＴ
０＝Ｊ０ＪＴ

０

＝ ［ｆ０′（ｘ０）＋σ０Ｉｎ］［ｆ０′（ｘ０）＋σ０Ｉｎ］Ｔ

＝ ［ｆ０′（ｘ０）］［ｆ０′（ｘ０）］Ｔ＋σ０（［ｆ０′（ｘ０）］＋［ｆ０′（ｘ０）］Ｔ）＋σ２
０Ｉｎ

＞０。
如果选取常数σ０＞０，使得矩阵［Ｔ０ＴＴ

０］有限且对角占优，那么，上述正定性要求即
可满足。从而

［Ｔ０ＴＴ
０］＞０，　［Ｔ０ＴＴ

０］－１ ＞０。

　　在ｋ＝１时，控制系统为

ｘ２ ＝ｆ１（ｘ１）＋Ｂ１ｘ１。
设计控制增益矩阵Ｂ１＝σ１Ｉ，其中常数σ１＞０满足如下非负定要求：

ＪＴ
１Ｊ１－ｅ２ｃ［Ｔ０ＴＴ

０］－１＝ ［ｆ１′（ｘ１）＋σ１Ｉ］Ｔ［ｆ１′（ｘ１）＋σ１Ｉ］－ｅ２ｃ［Ｔ０ＴＴ
０］－１

＝ ［ｆ１′（ｘ１）］Ｔ［ｆ１′（ｘ１）］＋σ１（［ｆ１′（ｘ１）］Ｔ＋［ｆ１′（ｘ１）］）

　＋σ２
１Ｉ－ｅ２ｃ［Ｔ０ＴＴ

０］－１

≥０。
只要选取常数σ１＞０，使得矩阵

［Ｔ１ＴＴ
１］－ｅ２ｃＩ

有限且对角占优，那么，上述非负定要求即可满足。从而有

ＪＴ
１Ｊ１ ≥ｅ２ｃ［Ｔ０ＴＴ

０］－１ ＞０，
即有

［Ｔ１ＴＴ
１］－１ ＞０。

８
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　　在第ｋ步，只要选取σｋ＞０，使得

ＪＴ
ｋＪｋ－ｅ２ｃ［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１＝ ［ｆｋ′（ｘｋ）］Ｔ［ｆｋ′（ｘｋ）］＋σｋ（［ｆｋ′（ｘｋ）］Ｔ

　＋［ｆｋ′（ｘｋ）］）＋σ２
ｋＩ－ｅ２ｋｃ［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１

≥０。
从而可得，对ｋ≥１有

① ［Ｔｋ－１ＴＴ
ｋ－１］－１＞０；

② ［ＪＴ
ｋＪｋ］－ｅ２ｋｃ［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１≥０；
并进而有

③ ［ＪＴ
ｋＪｋ］＞０。

下面引理给出线性代数中的一个结果［Ｒａｏ，１９７３］。
引理２．１　假设对称矩阵Ａ和Ｂ满足

Ａ＞０，Ａ－Ｂ≥０，
则特征方程

ｄｅｔ［Ａ－λＢ］＝０ （２．１６）
的根均不小于１。
在上述引理中取

Ａ＝ＪＴ
ｋＪｋ，　Ｂ＝ｅ２ｋｃ［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１，
则特征方程

ｄｅｔ［ＪＴ
ｋＪｋ－λｅ２ｋｃ［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１］＝０
的根均不小于１。于是特征方程

ｅ２ｋｃ·ｄｅｔ［ＴＴ
ｋ－１］－１·ｄｅｔ［ｅ－２ｋｃＴＴ

ｋＴｋ－λＩ］·ｄｅｔ［Ｔｋ－１］－１ ＝０
的根均不小于１。进而特征方程

ｄｅｔ［ｅ－２ｋｃＴＴ
ｋＴｋ－λＩ］＝０

的根均不小于１，这表明矩阵［ＴＴ
ｋＴｋ］的特征值均不小于ｅ２ｋｃ。于是对所有ｉ＝１，…，

ｎ，受控系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数满足

λｉ＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ｜μｉ（ＴＴ

ｋＴｋ）｜≥ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ

（ｅ２ｋｃ）＝ｃ＞０。 （２．１７）

　　下面验证控制器
｛ｕｋ ＝σｋｘｋ｝∞

ｋ＝０

的一致有界性，即存在常数Ｍ使得
ｓｕｐ
０≤ｋ＜∞

｜σｋ｜≤Ｍ ＜ ∞。

注意到

［ＴＴ
ｋＴｋ］≥ｅ２ｋｃＩ＞０，

从而

９
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ｅ２ｋｃ［ＴＴ
ｋＴｋ］－１ ≤Ｉ。

由于［ＴＴ
ｋＴｋ］为对称矩阵，则有

‖ｅ２ｋｃ［ＴｋＴＴ
ｋ］－１‖ ＝ ‖ｅ２ｋｃ［ＴＴ

ｋＴｋ］－１‖ ≤１，
因此可得

‖ＪＴ
ｋＪｋ－ｅ２ｋｃ［Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－１］－１‖ ≤ ‖ＪＴ
ｋＪｋ‖＋ｅ２ｃ ≤ （Ｎ＋σｋ）２＋ｅ２ｃ。

由于上式的右边项只与σｋ有关，而与σ０，…，σｋ－１无关，总可以选取一个一致有界的

σｋ以满足算法中的对角占优条件。例如，可以取

σｋ ≡Ｎ＋ｅｃ，　ｋ≥０。 （２．１８）
由此可以推得

λｉ（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ｜μｉ（ＴＴ

ｋＴｋ）｜

＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ｜μｉ（ＪＴ

０（ｘ０）…ＪＴ
ｋ（ｘｋ）Ｊｋ（ｘｋ）…Ｊ０（ｘ０））｜

≤ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ｜μｍａｘ（［ｆ０′（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ］Ｔ…［ｆｋ′（ｘｋ）＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ］Ｔ

　·［ｆ０′（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ］…［ｆｋ′（ｘｋ）＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ］）｜

≤ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ

（２Ｎ＋ｅｃ）２（ｋ＋１）

＝ｌｎ（２Ｎ＋ｅｃ）＜ ∞。
并且由（２．１７）式知，这些有限的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均是正的，即

λｉ（ｘ０）＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ｜μｉ（ＴＴ

ｋＴｋ）｜≥ｌｉｍ
ｋ→∞

１
２ｋｌｎ

（ｅ２ｋｃ）＝ｃ＞０。

　　有关受控系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的统计分布，后来也有了详尽的研究［Ｌａｉ＆
Ｃｈｅｎ，２０００］。

２．４　一个例子

考虑如下受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射：
ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）≡３ｘｋ（１－ｘｋ）＋ｕｋ　（ｍｏｄ２．５）。 （２．１９）

因为它的系数是３，所以不受控的原系统有稳定周期解，是非混沌的。选取ｃ＝
０．３，增益σｋ在区间

［－ｆ′（ｘｋ）－ｅｋｃＴ－１
ｋ－１－０．００１，　－ｆ′（ｘｋ）－ｅｋｃＴ－１

ｋ－１］
或

［－ｆ′（ｘｋ）＋ｅｋｃＴ－１
ｋ－１，　－ｆ′（ｘｋ）＋ｅｋｃＴ－１

ｋ－１＋０．００１］，
受控系统（２．１９）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为λ＝０．５９２２，图２．１给出了受控系统的状态轨迹。

０１



第２章　离散时间系统反馈混沌化：犆犺犲狀犔犪犻算法

图２．１　受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的状态轨迹

２．５　混沌验证：Ｄｅｖａｎｅｙ混沌

针对线性控制系统，本节证明ＣｈｅｎＬａｉ算法能够使受控系统产生Ｄｅｖａｎｅｙ意
义下的混沌行为［Ｃｈｅｎ＆Ｌａｉ，１９９７，１９９８］。

２．５．１　一维线性控制系统情形
首先，考虑最简单的一维线性控制系统

ｘｋ＋１ ＝ａｘｋ＋ｕｋ， （２．２０）
其中控制器取为

ｕｋ ＝ （Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ， （２．２１）
式中常数Ｎ≥｜ａ｜。
注意到控制系统（２．２０），（２．２１）可写为

ｘｋ＋１ ＝ａｘｋ＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ ＝ （ａ＋Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ　（ｍｏｄ１）， （２．２２）
这里ａ＋Ｎ≥０，且由于ｃ＞０，因此有

（ａ＋Ｎ＋ｅｃ）＞１。

　　定义一个映射∶Ｓ１→Ｓ１如下：

１１

 除非特别说明，本书中图像均是用Ｍａｔｌａｂ制作。
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（ｘ）＝ （ａ＋Ｎ＋ｅｃ）∠ｘ，　ｘ∈Ｓ１， （２．２３）
式中Ｓ１为二维平面上的单位圆，∠ｘ为点ｘ∈Ｓ１的角度。注意到该映射为单变量
映射，这是因为圆的半径是固定的，只有角度是变化的。
可以验证系统（２．２２）和（２．２３）是等价的。易见，两边同乘以２π后（２．２２）式等

价于

ｘｋ＋１ ＝ （ａ＋Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ　（ｍｏｄ２π）， （２．２４）
或者

∠ｘｋ＋１ ＝ （ａ＋Ｎ＋ｅｃ）∠ｘｋ，　ｘｋ ∈Ｓ１。 （２．２５）
如果初始状态可任意选取，那么上式和（２．２３）式等价。
我们可以用三种方法证明映射（２．２３）满足混沌映射的Ｄｅｖａｎｅｙ判据。
首先可以按照Ｄｅｖａｎｅｙ给出的一般性步骤，逐条验证Ｄｅｖａｎｅｙ混沌定义中的

三个判据［Ｃｈｅｎ＆Ｌａｉ，１９９７］。由于下面将给出一种更简捷的证明，所以将这种
证明方式略去。
第二种方法是证明映射（２．２３）和著名的混沌Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射等价。在Ｌｏｇｉｓｔｉｃ

映射

ｘｋ＋１ ＝４ｘｋ（１－ｘｋ） （２．２６）
中，令

ｘｋ ＝ １
２
［１－ｃｏｓ（２πξｙｋ）］，

式中

ξ≡ （ａ＋Ｎ＋ｅｃ）＞１。
则Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射变为：

１
２ １－ｃｏｓ（２πξｙｋ＋１［ ］）＝４１

２ １－ｃｏｓ（２πξｙｋ［ ］）· １－１
２ １－ｃｏｓ（２πξｙｋ［ ］｛ ｝）

＝ １－ｃｏｓ（２πξｙｋ［ ］）· １＋ｃｏｓ（２πξｙｋ［ ］），
它的解为（２．２４）式。
为了给出另外一种简捷、直接的证明方法，引入如下引理［Ｔｏｕｈｅｙ，１９９７］：
引理２．１　给定映射：Ｓ→Ｓ，Ｓ为非空集，若对Ｓ内的任意两个非空开子集，

存在的一个周期解与这两个子集均有交的话，则映射在Ｓ上是Ｄｅｖａｎｅｙ意义
下混沌的。
可以验证映射（２．２３）在Ｓ上满足上述定义。注意到在该映射的ｋ步迭代以

后，有

ｋ（ｘ）＝ξｋ∠ｘ， （２．２７）
式中

２１
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ξ≡ （ａ＋Ｎ＋ｅｃ）＞１。
由于是周期为２π的，可令

ξｋ∠ｘ＝ ∠ｘ＋２ｌπ，
ｌ为一个正整数，满足

０≤ｌ≤ ［ξｋ］－１，
式中，［ξｋ］表示不超过ξｋ的最大整数。可以看到方程（２．２７）的根，记为ｘｋ，ｌ，（也就
是映射的周期解）在单位圆上几乎一致地分布：

∠ｘｋ，ｌ ＝ ２ｌπ
ξｋ－１

，　ｌ＝０，１，…，［ξｋ］－１。

这意味着，对于Ｓ１内的两个任意给定的非空开子集，总存在两个足够大的整数ｋ０

和ｌ０，使得映射的周期解ｘｋ０，ｌ０
至少在每个开子集中有一个点。

２．５．２　ｎ维线性定常系统情形
考虑ｎ维线性定常系统

ｘｋ＋１ ＝Ａｘｋ＋ｕｋ　（ｍｏｄ１） （２．２８）
控制器为

ｕｋ ＝ （Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ， （２．２９）
式中常数Ｎ≥‖Ａ‖。下面证明受控系统（２．２８），（２．２９）在Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混
沌的。
不失一般性，只需讨论状态向量ｘｋ＋１＝ ｘｋ＋１（１）…ｘｋ＋１（ｎ［ ］）Ｔ的第一个分量

ｘｋ＋１（１）。该分量可表示为

ｘｋ＋１（１）＝ ａ１１ｘｋ（１）＋…＋ａ１ｎｘｋ（ｎ［ ］）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ（１）

＝ （ａ１１＋Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ（１）＋［ａ１２ｘｋ（２）＋…＋ａ１ｎｘｋ（ｎ）］　（ｍｏｄ１）。
由于

Ｎ≥ ‖Ａ‖ ≥ａ１１，　ｃ＞０，
因此

ａ１１＋‖Ａ‖ ≥０，　ａ１１＋Ｎ＋ｅｃ ＞１。
在由坐标ｘ（１），…，ｘ（ｎ）所张成的相空间中，定义映射∶Ｓ１×…×Ｓ１→Ｓ１如下：

（ｘ（１），ｘ（２），…，ｘ（ｎ））＝ （ａ１１＋Ｎ＋ｅｃ）∠ｘ（１），　ｘ（１）∈Ｓ１，（２．３０）
式中，Ｓ１ 为二维平面的单位圆，∠ｘ（１）是点ｘ（１）∈Ｓ１ 的角度，它满足０≤
∠ｘ（１）＜２π。显然，关于ｘ（１）有２π周期。
可以与上一节类似地验证映射（２．３０）满足混沌映射的Ｄｅｖａｎｅｙ判据。
从直觉上说，如果给定的系统是时变的或非线性的，则人们会有更多的机会产

生一个混沌的受控系统。由于映射的时变或非线性特征，因此使得理论分析要困
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难得多。但由常微分方程的比较定理，结果还是可以证明的［Ｃｈｅｎ＆Ｌａｉ，１９９８］。
另外，单输入状态反馈同样也可以实现高维系统的混沌化［Ｚｈａｎｇ＆ Ｃｈｅｎ，
２００４］。

２．６　混沌验证：ＬｉＹｏｒｋｅ混沌

本节进一步证明，ＣｈｅｎＬａｉ算法产生的混沌也满足ＬｉＹｏｒｋｅ的混沌定义
［Ｗａｎｇ＆Ｃｈｅｎ，１９９９］。

２．６．１　ｎ维线性定常系统情形
定理２．１　考虑ｎ维线性定常控制系统

ｘｋ＋１ ＝Ａｘｋ＋ｕｋ　（ｍｏｄ１）， （２．３１）
控制器为

ｕｋ ＝ （Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ， （２．３２）
如果常数ｃ＞０，且Ｎ≥‖Ａ‖∞，那么，受控系统（２．３１），（２．３２）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下
是混沌的。
证明：控制系统（２．３１），（２．３２）可写为

ｘｋ＋１ ＝ （Ａ＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ）ｘｋ　（ｍｏｄ１）≡ｇ（ｘｋ）。 （２．３３）
现在证明系统（２．３３）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥子。
记ｂ＝ １　…　［ ］１ Ｔ∈犚ｎ，并取

ｘ０＝ （Ａ＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ）－１ｂ
＝ （Ｎ＋ｅｃ）－１（Ｉ＋（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ）－１ｂ
≠０。

（２．３４）

由于

‖（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ‖∞ ＜１，
故（Ｉ＋（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ）可逆。
由等式

（Ｉ＋（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ）－１ ＝Ｉ－（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ（Ｉ＋（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ）－１，
得到

‖（Ｉ＋（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ）－１‖∞ ≤ １
１－（Ｎ＋ｅｃ）－１‖Ａ‖∞

。 （２．３５）

再由（２．３４）和（２．３５）式可得
ｍａｘ

ｉ
｜ｘ０

ｉ｜≡ ‖ｘ０‖∞

≤ （Ｎ＋ｅｃ）－１‖（Ｉ＋（Ｎ＋ｅｃ）－１Ａ）－１‖∞
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≤ １
Ｎ＋ｅｃ－‖Ａ‖∞

＜１。 （２．３６）
显然，有

ｇ（ｘ０）＝０＝ｘ。 （２．３７）
给定常数ｒ满足

‖ｘ０‖∞ ≤ｒ＜１，
则对任意

ｘ∈Ｂｒ ≡ ｛ｘ∈犚ｎ｜‖ｘ‖∞ ≤ｒ｝，
有

ｇ′（ｘ）＝Ａ＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ，
式中常数ｃ＞０，且Ｎ≥‖Ａ‖∞。由矩阵论中的Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理［Ｇｏｌｕｂ＆ｖａｎ
Ｌｏａｎ，１９８３］知，对任意ｘ∈Ｂｒ，ｇ′（ｘ）的特征值的模均大于１，这表明受控系统
（２．３３）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥子。根据Ｍａｒｏｔｔｏ定理（第１章），受控系
统（２．３３）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。

２．６．２　一维非线性定常系统情形
定理２．２　考虑一维非线性控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ　（ｍｏｄ１）， （２．３８）
其中控制器为

ｕｋ ＝ （Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ。 （２．３９）
如果

ｆ（０）＝０，　ｃ＞０，

ｆ可微且对｜ｘ｜≤１，有
Ｎ≥｜ｆ′（ｘ）｜，

那么，受控系统（２．３８），（２．３９）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：受控系统（２．３８），（２．３９）可写为

ｘｋ＋１＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ

＝ｆ（ｘｋ）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ　（ｍｏｄ１）

≡ｇ（ｘｋ）。 （２．４０）
显然，对｜ｘ｜≤１，有

ｇ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋Ｎ＋ｅｃ ＞１。 （２．４１）

　　下面证明存在点ｘ０，０＜ｘ０＜１，使得ｇ（ｘ０）＝ｘ。
考虑方程
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ｈ（ｘ）≡ｆ（ｘ）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘ－１＝０， （２．４２）
对｜ｘ｜≤１，有

｜ｆ（ｘ）｜≤Ｎ｜ｘ｜≤Ｎ。
由于ｈ（·）为连续函数，且

ｈ（０）＝－１＜０，　ｈ（１）＝ｆ（１）＋Ｎ＋ｅｃ－１＞０，
必存在点ｘ０，０＜ｘ０＜１，使得

ｈ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘ０－１＝０。
这意味着，

ｇ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘ０（ｍｏｄ１）＝０＝ｘ。
这表明受控系统（２．４０）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥子。根据Ｍａｒｏｔｔｏ定理，
受控系统（２．４０）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。

２．６．３　ｎ维非线性定常系统情形
定理２．３　考虑ｎ维非线性控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ　（ｍｏｄ１）， （２．４３）
其控制器为

ｕｋ ＝ （Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ。 （２．４４）
假设

（１）ｆ（０）＝０且当ｘ≥０时ｆ（ｘ）可微；
（２）存在常数Ｎ使得对

ｘ∈Ω１ ≡ ｛ｘ∈犚ｎ｜ｘ≥０，‖ｘ‖∞ ≤１｝，
有

Ｎ≥ｍａｘ｛１，‖ｆ′（ｘ）‖∞｝； （２．４５）

　　（３）ｅｃ＞Ｎ。
则受控系统（２．４３），（２．４４）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：受控系统（２．４３），（２．４４）可写为

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ　（ｍｏｄ１）≡ｇ（ｘｋ）。 （２．４６）
给定常数ε满足

０＜ε＜Ｎ－１－ｅ－ｃ。
记

ρ≡ｅ－ｃ＋ε＜Ｎ－１。
下面证明存在点ｘ０，０＜ｘ０≤ρｂ，使得

ｈ（ｘ０）≡ｆ（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘ０－ｂ＝０。 （２．４７）
为此，定义如下函数
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（ｘ）＝ｍａｘ｛０，ｘ－ｈ（ｘ）｝

≡ ｍａｘ｛０，ｘ１－ｈ１（ｘ）｝…ｍａｘ｛０，ｘｎ－ｈｎ（ｘ［ ］）｝Ｔ

根据假设（１）和（２），对任何有界ｘ，ｆ（ｘ）有界，存在常数τ≥ρ，使得对任意
ｘ∈Ωτ ≡ ｘ∈犚ｎ｜ｘ≥０，‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝ρ ，

有

（ｘ）∈Ωτ ≡ ｘ∈犚ｎ｜ｘ≥０，‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝τ 。

　　再定义标量函数

λ（ｘ）＝
１， ｘ∈Ωρ，

ｍａｘ
ｘｉ＞ρ

ρ
ｘ（ ）ｉ

， ｘ∈Ωτ－Ωρ
烅
烄

烆
。

　　记
ｒ（ｘ）＝λ（ｘ）ｘ，　ψ（ｘ）≡（ｒ（ｘ））。

容易验证对任意ｘ∈Ωτ，
ｒ（ｘ）∈Ωρ，　ψ（ｘ）∈Ωτ。

由于ψ（ｘ）是Ωτ上的连续函数，根据Ｂｒｏｕｗｅｒ不动点定理［Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，１９９７］，存
在点ｘ０∈Ωτ，使得

ｘ０ ＝ψ（ｘ０），
亦即

ｘ０
ｉ ＝ｉ（ｒ（ｘ０））＝ｍａｘ｛０，ｒｉ（ｘ０）－ｈｉ（ｒ（ｘ０））｝。 （２．４８）

假设ｘ０Ωρ。那么存在指标ｉ，１≤ｉ≤ｎ，使得

ρ＜ｘ０
ｉ ＝ ‖ｘ０‖∞ ≤τ，　ｒｉ（ｘ０）＝λ（ｘ０）ｘ０

ｉ ＝ρ，
由于ｒ（ｘ）∈Ωρ，对ξ∈Ωρ，

｜ｆｉ（ｒ（ｘ０））｜≤ ‖ｆ（ｒ（ｘ０））‖∞ ≤ ‖ｆ′（ξ）‖∞‖ｒ（ｘ０）‖∞ ≤Ｎρ。
我们有

ｈｉ（ｒ（ｘ０））＝ｆｉ（ｒ（ｘ０））＋（Ｎ＋ｅｃ）ρ－１≥ｅｃρ－１＞０，
从而

ｘ０
ｉ ＞ｍａｘ｛０，ｒｉ（ｘ０）－ｈｉ（ｒ（ｘ０））｝。

这与（２．４８）式矛盾。故必有ｘ０∈Ωρ，于是

λ（ｘ０）＝１，　ｒ（ｘ０）＝ｘ０。
从而（２．４８）式可写为

ｘ０ ＝ｍａｘ０，ｘ０－ｈ（ｘ０｛ ｝）， （２．４９）
上式等价于

ｈ（ｘ０）≥０，　（ｘ０）Ｔｈ（ｘ０）＝０。 （２．５０）
由于
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‖ｘ０‖∞ ≤ρ＜Ｎ－１，
有

‖ｆ（ｘ０）‖∞ ≤Ｎ‖ｘ０‖∞ ＜１。

　　如果存在指标ｉ，１≤ｉ≤ｎ，使得ｘ０
ｉ＝０，那么

ｈｉ（ｘ０）＝ｆｉ（ｘ０）－１＜０，
从而

ｘ０
ｉ ＝０＜－ｈｉ（ｘ０）＝ｍａｘ０，ｘ０

ｉ－ｈｉ（ｘ０｛ ｝），
这是一个矛盾不等式。因此，点ｘ０满足

０＜ｘ０ ≤ρｂ。
由（２．５０）式可得

ｈ（ｘ０）≡ｆ（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘ０－ｂ＝０，
这意味着

ｇ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋（Ｎ＋ｅｃ）ｘ０　（ｍｏｄ１）＝０。
再记

Ｂρ ≡ ｘ∈犚ｎ｜‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝ρ ，
则

ｘ０ ∈Ωρ Ｂρ。
且对任意ｘ∈Ｂρ，

ｇ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋（Ｎ＋ｅｃ）Ｉ，
式中

‖ｆ′（ｘ）‖∞ ≤Ｎ，ｅｃ ＞Ｎ≥１。

　　由Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理［Ｇｏｌｕｂ＆ｖａｎＬｏａｎ，１９８３］知，对任意ｘ∈Ｂρ，ｇ′（ｘ）的特
征值的模均大于１。这表明受控系统（２．４６）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥子。
根据定理１．１，受控系统（２．４６）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。

２．７　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的配置

本节介绍一种可以任意配置ｎ维离散时间动态系统的ｎ－１个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数的反馈混沌化算法［Ｌａｉ＆Ｃｈｅｎ，２００２］。
考虑如下ｎ维离散时间动态系统：

ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ，ｘｋ－１，…，ｘｋ－ｎ＋１），

ｘｋ ＝ｘｋ－１，
……
ｘｋ－ｎ＋２ ＝ｘｋ－ｎ＋１

烅

烄

烆 ，

（２．５１）
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其中ｆｋ是二次可微的。
记

ｘｋ ＝ ｘｋ　ｘｋ－１　…　ｘｋ－ｎ＋［ ］１
Ｔ ∈犚ｎ，

且ｘ０为系统初始状态。再记

ｆｋ（ｘｋ）＝ ｆｋ（ｘｋ，ｘｋ－１，…，ｘｋ－ｎ＋１）　ｘｋ　…　ｘｋ－ｎ＋［ ］２
Ｔ。

　　考虑如下控制系统：
ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ）＋ｕｋ， （２．５２）

采用状态反馈控制器

ｕｋ ＝Ｂｋ（ｘｋ）ｘｋ， （２．５３）
则控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆｋ（ｘｋ）＋Ｂｋ（ｘｋ）ｘｋ （２．５４）
的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊｋ（ｚ）＝ｆｋ′（ｚ）＋ｄＢｋ（ｘｋ）ｘ［ ］ｋ

ｄｘｋ
。

　　取

Ｂｋ（ｘｋ）＝－ｆｋ′（ｘｋ）＋

ｅσ１ ０ … ０
０ ｅσ２ … ０
  

０ ０ … ｅσ

烄

烆

烌

烎ｎ

（２．５５）

式中σｉ为待定常数，且假设
ｓｕｐ

ｘｋ∈Ω犚ｎ，０≤ｋ＜∞
‖Ｂｋ（ｘｋ）‖ ≤Ｍ ＜ ∞，

其中Ω为系统的状态空间。于是控制系统的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

ｅσ１ －∑
ｎ

ｊ＝１ｆ″ｋ，１，ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ －∑
ｎ

ｊ＝１ｆ″ｋ，２，ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ … －∑
ｎ

ｊ＝１ｆ″ｋ，ｎ，ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ

０ ｅσ２ … ０
  

０ ０ … ｅσ

烄

烆

烌

烎ｎ

，

从而有

Ｔｋ（ｘ０）＝Ｊｋ（ｘｋ）Ｊｋ－１（ｘｋ－１）…Ｊ１（ｘ１）Ｊ０（ｘ０）

＝

∏
ｋ

ｌ＝０ ｅσ１ －∑ｆ″ｌ，１，ｘｋ，ｊｘｋ，（ ）ｊ  … 

０ ｅ（ｋ＋１）σ２ … 
  

０ ０ … ｅ（ｋ＋１）σ

烄

烆

烌

烎ｎ

。

根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的定义有
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λ１ ＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
ｋ＋１∑

ｋ

ｌ＝０
ｌｎｅσ１ －∑

ｎ

ｊ＝１
ｆ″ｌ，１，ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ ，

λｉ＝σｉ，　ｉ＝２，３，…，ｎ。
这说明控制系统具有预先给定的ｎ－１个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。对剩下的一个Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数，假设

‖ｆ″‖ ≤Ｍ ＜ ∞
并采用模（ｍｏｄｍ）运算，那么可选取σ１，使得

σ１ ＞ｌｎ（１＋ｎＭｍ），
因此

ｅσ１ －∑
ｎ

ｊ＝１
ｆ″ｌ，１，ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ ＞１，

从而

λ１ ＝ｌｉｍ
ｋ→∞

１
ｋ＋１∑

ｋ

ｌ＝０
ｌｎｅσ１ －∑

ｎ

ｊ＝１
ｆ″ｌ，１，ｘｋ，ｊｘｋ，ｊ ＞０。

　　作为一个例子，考虑如下系统：

ｘｋ＋２ ＝ １

１＋ Ａ１＋ｂｘａｂ
ｋ （１－ｘｋ）ｂ

２

１＋Ａｘａ
ｋ（１－ｘｋ）［ ］ｂ ａ＋ｂ

， （２．５６）

式中取

Ａ＝３．０，　ａ＝１．６，　ｂ＝－０．４，　ｘ０ ＝０．６，　ｘ１ ＝０．３。
此时系统（２．５６）具有一个稳定的周期２轨道（见图２．２）。可以求得

ｆ′ｋ ＝
０ Ｓｋ＋２，ｋ［ ］１ ０

，

式中

Ｓｋ＋２，ｋ ＝１－ｘｋ＋２

１－ｘｋ

ｘｋ＋２

ｘｋ
（ａ＋ｂ）ｘｋ＋１－［ ］ａ （ａ＋ｂ）ｘｋ－［ ］ａ 。

取

σ１＝ｌｎ（１．９）＝０．６４１８５３９
σ２＝ｌｎ（０．５）＝－０．６９３１４７２

并采用（ｍｏｄ１）运算。图２．３显示了受控系统的混沌状态。
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图２．２　系统（２．５６）的稳定周期２轨道

图２．３　系统（２．５６）受控后的混沌轨道

２．８　ＣｈｅｎＬａｉ算法的推广

２．８．１　用锯齿函数取代模函数
在ＣｈｅｎＬａｉ算法中，为保证系统状态的有界性，采用了不连续的模函数。这

里用连续的锯齿函数取代不连续的模函数，把ＣｈｅｎＬａｉ算法的第三步改为
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ｘｋ＋１ ＝Φ（ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ）， （２．５７）
式中

Φ（ｙ）＝ φ（ｙ１）　…　φ（ｙｎ［ ］）Ｔ，　ｙ∈犚ｎ。
锯齿函数φ∶Ｒ→Ｒ定义如下（图２．４）：

φ（ｙ）≡ｓａｗε（ｙ）＝ （－１）ｍ（ｙ－２ｍε），　（２ｍ－１）ε≤ｙ≤ （２ｍ＋１）ε，
式中，ｍ＝０，±１，±２，…。

图２．４　锯齿函数ｓａｗε（ｙ）

该算法在本质上是与ＣｈｅｎＬａｉ算法等价的。显然，函数Φ具有如下性质：
（１）‖Φ（ｙ）‖∞≤１，ｙ∈犚ｎ；
（２）Φ（ｙ）＝ｙ，‖ｙ‖∞＜１；
（３）Φ（２ｍｂ）＝０，ｍ＝０，±１，±２，…。
采用与定理２．３的证明类似的思想，可以证明如下结果［Ｗａｎｇ＆ Ｃｈｅｎ，

２０００］：
定理２．４　考虑ｎ维非线性控制系统（２．５７），控制器为

ｕｋ ＝ （Ｎ＋ｅｃ）ｘｋ。 （２．５８）
假设

（１）ｆ（０）＝０且ｆ（ｘ）可微；
（２）存在常数Ｎ，使得对

ｘ∈Ω１ ≡ ｘ∈犚ｎ｜‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝１ ，
有

Ｎ≥ ‖ｆ′（ｘ）‖∞； （２．５９）

　　（３）存在常数ｃ，满足

ｃ＞ｍａｘｌｎ（槡２＋１）Ｎ，　ｌｎ（４Ｎ＋槡 １＋１｛ ｝）。
则受控系统（２．５７），（２．５８）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
进一步，用正弦函数取代锯齿函数也是可以的［Ｚｈｅｎｇｅｔａｌ．，２００３］。
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２．８．２　ＬａｉＣｈｅｎ算法
在ＣｈｅｎＬａｉ算法中，选取反馈增益阵Ｂｋ，使得
（１）Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－［ ］１
－１＞０，

（２）ＪＴ
ｋＪ［ ］ｋ －ｅ２ｋｃ Ｔｋ－１ＴＴ

ｋ－［ ］１
－１≥０，

式中ｃ为一固定的正常数。最近，Ｌａｉ和Ｃｈｅｎ［２００５］指出，可用一个收敛到常数ｃ
的序列｛ｃｋ｝来取代固定常数ｃ。也就是说，选取反馈增益阵Ｂｋ，使得

（１′）Ｔｋ－１ＴＴ
ｋ－［ ］１

－１＞０，
（２′）ＪＴ

ｋＪ［ ］ｋ －ｅ２ｋｃｋ Ｔｋ－１ＴＴ
ｋ－［ ］１

－１≥０，
式中ｃｋ→ｃ，ｋ→∞。
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第３章
　　离散时间系统反馈混沌化：ＷａｎｇＣｈｅｎ算法

３．１　问题的描述

考虑如下离散时间非线性定常控制系统：
ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ， （３．１）

式中，ｘｋ∈犚ｎ和ｕｋ∈犚ｎ分别为系统的状态和输入，ｆ（ｘ）是ｎ维连续可微映射。第２
章介绍的使系统（３．１）产生混沌行为的ＣｈｅｎＬａｉ算法实际上包含两部分：首先是
设计高增益线性状态反馈ｕｋ，使得受控系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正；然后，再对整
个受控系统采用模运算以使系统的状态有界。本章所考虑的问题是：能否不对整
个受控系统采用模运算，而只通过设计合适的控制器ｕｋ，就能使整个受控系统产
生有界的混沌行为？

假设原点为标称（未受控）系统
ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ） （３．２）

的一个不动点，即ｆ（０）＝０。控制理论中的一个最基本的问题，就是设计一个反馈
控制器，使得原点为闭环控制系统的渐近稳定的不动点。而在本章中，假设未受控
系统（３．２）的原点是渐近稳定的。反馈混沌化控制问题是，设计一个具有预先给定
（可以任意小的）幅值ε＞０的反馈控制器ｕｋ，即

‖ｕｋ‖∞ ≤ε，　ｋ≥０， （３．３）
使得受控系统（３．１）是混沌系统。当然，如果未受控系统（３．２）已经是混沌系统，那
么反馈混沌化控制问题，就是设计反馈控制器使得受控系统（３．１）具有新的期望的
混沌吸引子。

３．２　控制器设计

在混沌的诸多特征中，具有正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的有界轨道是目前被广泛采
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用的混沌判据，其主要原因是容易验证。本节的目的是设计反馈控制器，使得受控
系统具有如下意义下的混沌行为：受控系统状态一致有界且其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数为正。
首先，对控制器（而不是对受控系统）作取模运算，有如下结果：
定理３．１　假设原点为标称系统（３．２）的一个指数渐近稳定的不动点。控制

系统（３．１）中的控制输入为
ｕｋ ＝σｘｋ　（ｍｏｄε）， （３．４）

式中σ和ε为两个正常数。则存在两个正常数ｑ和ｒ，使得对ε＜ｑ和‖ｘ０‖＜ｒε，
有

‖ｘｋ‖ ＜ｒε，　ｋ＞０。 （３．５）
进一步，记Ｎ为一正常数，满足

Ｎ≥ ‖ｆ′（ｘ）‖，　‖ｘ‖ ＜ｒε。 （３．６）

　　如果存在一个正常数ｃ，使得

σ≥Ｎ＋ｅｃ， （３．７）
那么控制系统（３．１）的所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均大于零。
证明：显然，控制输入（３．４）满足

‖ｕｋ‖∞ ≤ε，　ｋ≥０。 （３．８）
如果把控制系统（３．１）看作是标称系统（３．２）受到最大幅值为ε的扰动，那么，（３．５）
式即为扰动系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论中的一个标准结果［Ｋｈａｌｉｌ，１９９６］。
给定‖ｘ０‖＜ｒε，控制系统（３．１）在ｘｋ的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ（ｘｋ）＝ｆ′（ｘｋ）＋σＩ。 （３．９）
根据［Ｃｈｅｎ＆Ｌａｉ，１９９６］的分析（见第２章），如果σ≥Ｎ＋ｅｃ，那么，控制系统
（３．１）的所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均不小于ｃ。
注３．１　把控制输入（３．４）视为加在标称系统（３．２）上的一个扰动项，有界性

结果（３．５）可看作是具有指数稳定的不动点的标称系统（３．２）的鲁棒性。它表明小
的扰动不会导致系统状态对原点的大的偏离。另一方面，当σ充分大时，控制输入
（３．４）能使控制系统（３．１）的所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为正，这表明系统的轨迹在所
有方向上都是局部扩张的。这两种有界和扩张效应的组合，就在原点的一个邻域
内产生了复杂的混沌动力学行为。
注３．２　在定理３．１中，如果原点是标称系统（３．２）的一个全局指数稳定不动

点，那么ｑ可以是任意正数。换句话说，对任意给定的有界输入，控制系统的状态
均有界，那末，如果允许大的控制幅值的话，就可使受控系统在一个大的区域内产
生混沌行为。
为了放松对标称系统（３．２）原点的稳定性要求，引入如下定义：

５２



动力系统的混沌化———理论、方法与应用

定义３．１　如果存在正常数ｐ和犚ｎ中的两个有界子集Ｏ１和Ｏ２，使得对任意
满足

‖ｕｋ‖∞ ≤ｐ，　ｋ≥０
的输入ｕｋ和任给初始状态ｘ０∈Ｏ１，ｘｋ为有界并且对所有充分大的ｋ有ｘｋ∈Ｏ２，那
么，控制系统（３．１）称为是 ｐ，Ｏ１，Ｏ｛ ｝２ ＢＩＢＳ稳定的，这里ＢＩＢＳ表示“有界输入意
味着有界状态”。
容易推得如下结果。
定理３．２　假设控制系统（３．１）是 ｐ，Ｏ１，Ｏ｛ ｝２ ＢＩＢＳ稳定的，正常数Ｎ满足

Ｎ≥ ‖ｆ′（ｘ）‖，　ｘ∈Ｏ２。 （３．１０）

　　如果控制输入为（３．４），即
ｕｋ ＝σｘｋ　（ｍｏｄε），

式中

ε＜ｐ，　σ≥Ｎ＋ｅｃ， （３．１１）
那么，对任意ｘ０∈Ｏ１，控制系统（３．１）的状态是有界的并且其所有的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数均为正。
下面的定理给出了一个全局性的结果。
定理３．３　考虑如下控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ１（ｘｋ）＋ｆ２（ｘｋ）＋ｕｋ， （３．１２）
式中，函数ｆ１是全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，即满足

‖ｆ１（ｘ）－ｆ１（ｙ）‖ ≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖，　ｘ，ｙ∈犚ｎ。 （３．１３）

　　假设原点为如下系统
ｘｋ＋１ ＝ｆ１（ｘｋ） （３．１４）

的一个全局指数稳定的不动点，即存在两个正的常数ｃ和Ｍ，使得

‖ｆｋ
１（ｘ）‖ ≤Ｍｅ－ｃｋ‖ｘ‖，　ｘ∈犚ｎ。 （３．１５）

　　假设ｆ２为一个一致有界函数：存在一个正常数Γ，使得

‖ｆ２（ｘ）‖∞ ≤Γ，　ｘ∈犚ｎ， （３．１６）
则存在常数ｐ＞０和两个有界开子集Ｏ１，Ｏ２∈犚ｎ，使得控制系统（３．１２）是

ｐ，Ｏ１，Ｏ｛ ｝２ ＢＩＢＳ稳定的。进一步，对于给定控制幅值０＜ε≤ｐ，如果控制输入取
（３．４），即

ｕｋ ＝σｘｋ　（ｍｏｄε），
那么，对充分大的σ，控制系统（３．１２）的所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为正。
证明：记０＜ｑ＜１。构造正定函数

Ｖ（ｘ）＝ｓｕｐ
ｋ≥０

‖ｆｋ
１（ｘ）‖ｅｑｃｋ。

显然，对ｘ≡ｆ０
１（ｘ），有
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‖ｘ‖ ≤Ｖ（ｘ）≤ｓｕｐ
ｋ≥０

Ｍｅ－（１－ｑ）ｃｋ‖ｘ‖ ≤Ｍ‖ｘ‖，

且

Ｖ（ｆ１（ｘ））＝ｓｕｐ
ｋ≥０

‖ｆｋ＋１
１ （ｘ）‖ｅｑｃｋ

＝ｓｕｐ
ｋ≥０

‖ｆｋ＋１
１ （ｘ）‖ｅｑｃ（ｋ＋１）ｅ－ｑｃ

≤ｅ－ｑｃＶ（ｘ）。
由条件（３．１５）可得

‖ｆｋ
１（ｘ）‖ｅｑｃｋ ≤Ｍｅ－（１－ｑ）ｃｋ‖ｘ‖。

　　如果

ｋ＞ ｌｎＭ
（１－ｑ）ｃ≡α，

那么

‖ｆｋ
１（ｘ）‖ｅｑｃｋ ≤ ‖ｘ‖。

因此可以取

Ｖ（ｘ）＝ｓｕｐ
０≤ｋ≤α

‖ｆｋ
１（ｘ）‖ｅｑｃｋ，

再由（３．１３）式可以得到

｜Ｖ（ｘ）－Ｖ（ｙ）｜≤ｓｕｐ
０≤ｋ≤α

‖ｆｋ
１（ｘ）－ｆｋ

１（ｙ）‖ｅｑｃｋ ≤ｅｑｃαＬα‖ｘ－ｙ‖。

　　记θ≡ｅ－ｑｃ＜１。对ｋ＞α，受控系统（３．１２）的状态满足

Ｖ（ｘｋ＋１）＝Ｖ（ｆ１（ｘｋ）＋ｆ２（ｘｋ）＋ｕｋ）

≤Ｖ（ｆ１（ｘｋ））＋ｅｑｃαＬα‖ｆ２（ｘｋ）＋ｕｋ‖
≤θＶ（ｘｋ）＋ｅｑｃαＬα（ε＋Γ）。

如果

Ｖ（ｘｋ）＞ｅｑｃαＬα（ε＋Γ）
１－θ

，

那么

Ｖ（ｘｋ＋１）＜Ｖ（ｘｋ），
这意味着，对任意给定控制幅值ε和任意初始状态ｘ０∈犚ｎ，ｘｋ是全局一致有界的，
且令其界为β，即存在正整数Ｔ＝Ｔ（ｘ０），使得‖ｘｋ‖＜β　（ｋ＞Ｔ），亦即存在有界
开子集Ｏ２，使得ｘｋ∈Ｏ２。
注意到受控系统在ｘｋ的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为ｆ′（ｘｋ）＋σＩ。假设正整数Ｎ满足

Ｎ≥ ‖ｆ′（ｘ）‖，　‖ｘ‖ ≤β。
如果

σ≥Ｎ＋ｅｃ， （３．１７）
式中ｃ为一正整数，那么，受控系统（３．１２）的所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均不小于ｃ。
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注３．３　控制器（３．４）中的不连续的模函数可替换为连续的锯齿函数
（图２．４），即取

ｕｋ ＝ｓａｗε（σｘｋ）≡ ｓａｗε（σｘ１
ｋ）　…　ｓａｗε（σｘｎ

ｋ［ ］）Ｔ， （３．１８）
式中ｘｋ＝ ｘ１

ｋ　…　ｘ［ ］ｎ
ｋ

Ｔ。详见第２章２．８节。

３．３　一个例子

例３．１　考虑如下受控的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射：
ｘｋ＋１ ＝ｐｘｋ（１－ｘｋ）＋ｕｋ， （３．１９）

式中

ｕｋ ＝σｘｋ　（ｍｏｄε）。 （３．２０）
假设

０＜ｐ＜４，　０＜ε＜１－０．２５ｐ，　σ＞ｐ＋ｅｃ， （３．２１）

ｃ为正常数。则对任意初始状态ｘ０∈（０，１），有
ｘｋ ∈ （０，１），　ｋ＞０， （３．２２）

且控制系统（３．１９）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数不小于ｃ。
事实上，如果ｘｋ∈（０，１），那么

０＜ｘｋ＋１ ＝ｐｘｋ（１－ｘｋ）＋ｕｋ ＜０．２５ｐ＋ε＜１，
这意味着，如果ｘ０∈（０，１），那么ｘｋ∈（０，１），ｋ＞０。进一步，受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射
（３．１９）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊｘ（ｘｋ）＝ｐ（１－２ｘｋ）＋σ＞σ－ｐ＞ｅｃ，
这说明映射（３．１９）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数不小于ｃ。

图３．１　受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为：ｐ＝０．５，σ＝１０，ε＝０．１

在仿真中，先取ｐ＝０．５，此时，ｘ＝０是未受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的一个稳定不动
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点。在控制器（３．２０）中，取σ＝１０，ε＝０．１。图３．１显示了受控系统的混沌行为。
再取ｐ＝３．５，此时，未受控的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射具有稳定周期４轨道（见图３．２）。图
３．３～图３．５分别给出了当ε＝０．０１，０．０５和０．１时受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为
仿真结果。最后取ｐ＝３．７３，此时未受控的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射是混沌的（图３．６），但小
的控制幅值就能显著增强受控的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为，即显著提高系统的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数（图３．７）。

图３．２　未受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的稳定周期４轨道：ｐ＝３．５

图３．３　受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为：ｐ＝３．５，σ＝１０，ε＝０．０１
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图３．４　受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为：ｐ＝３．５，σ＝１０，ε＝０．０５

图３．５　受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为：ｐ＝３．５，σ＝１０，ε＝０．１

图３．６　未受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为：ｐ＝３．７３
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图３．７　受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌行为：ｐ＝３．７３，σ＝１０，ε＝０．０５

３．４　ＬｉＹｏｒｋｅ混沌的验证

３．４．１　一维非线性系统情形
定理３．４　考虑一维非线性控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ， （３．２３）
其中控制输入为锯齿函数（图２．４）

ｕｋ ＝ｓａｗε（σｘｋ）。 （３．２４）

　　假设ｆ是连续可微的，ｆ（０）＝０，且存在正数Ｎ使得当｜ｘ｜≤ε时，

｜ｆ′（ｘ）｜≤Ｎ， （３．２５）
且

σ＞ｍａｘ３Ｎ，Ｎ＋１＋ ２Ｎ＋槡｛ ｝１ ， （３．２６）
则控制系统（３．２３），（３．２４）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：控制系统（３．２３），（３．２４）可写为

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｓａｗε（σｘｋ）≡ｇ（ｘｋ）。 （３．２７）
显然，对｜ｘ｜＜σ－１ε，

ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋σｘ，
且有

ｇ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋σ＞１。 （３．２８）
以下先证明存在点ｘ０，满足

０＜ｘ０ ＜σ－１ε，
使得
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ｇ２（ｘ０）＝ｘ ＝０。
为此，考虑方程

ｈ（ｘ）≡ｆ（ｘ）＋（２ε－σｘ）＝０， （３．２９）
条件（３．２５）意味着，当｜ｘ｜≤ε时，

｜ｆ（ｘ）｜≤Ｎ｜ｘ｜，
由于ｈ是连续函数，且

ｈ（０）＝２ε＞０，

ｈ ２ε
σ－（ ）Ｎ ＜ （Ｎ－σ） ２ε

σ－Ｎ＋２ε＝０。

必存在点ｘ１满足

０＜ｘ１ ＜ ２ε
σ－Ｎ ＜ε，

使得

ｈ（ｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋（２ε－σｘ１）＝０。
这意味着，存在点ξ，０＜ξ＜ｘ１，使得

ｘ１ ＝ ２ε
σ－ｆ′（ξ）

。

由于

｜ｆ′（ξ）｜≤Ｎ，　σ＞３Ｎ，
因而

σｘ１＞ ２ε
１＋σ－１Ｎ ＞ε，

σｘ１＜ ２ε
１－σ－１Ｎ ＜３ε。

　　根据锯齿函数的定义，

ｇ（ｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋ｓａｗε（σｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋（２ε－σｘ１）＝０＝ｘ， （３．３０）
进一步考虑方程

珔ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋σｘ－ｘ１ ＝０，
因为

珔ｈ（０）＝－ｘ１ ＜０，
珔ｈ（ｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋（σ－１）ｘ１ ＞ （σ－Ｎ－１）ｘ１ ＞０，

所以存在点ｘ０，０＜ｘ０＜ｘ１，使得
珔ｈ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋σｘ０－ｘ１ ＝０。

而且

ｘ０ ＜ ｘ１

σ－Ｎ ＜ ２ε
（σ－Ｎ）２ ＜ε

σ
，
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于是有

ｇ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋ｓａｗε（σｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋σｘ０ ＝ｘ１。 （３．３１）
（３．３０）和（３．３１）式意味着

ｇ２（ｘ０）＝ｇ（ｘ１）＝０＝ｘ， （３．３２）
且

（ｇ２）′（ｘ０）＝ｇ′（ｘ０）ｇ′（ｘ１）＝ （ｆ′（ｘ０）＋σ）（ｆ′（ｘ０）－σ）≠０。 （３．３３）
这样，（３．２８），（３．３２）和（３．３３）式表明：ｘ＝０是控制系统（３．２７）的一个回归排斥
子。根据Ｍａｒｏｔｔｏ定理（第１章），控制系统（３．２７）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。

３．４．２　ｎ维线性系统情形
考虑ｎ维线性控制系统

ｘｋ＋１ ＝Ａｘｋ＋ｕｋ， （３．３４）
其中控制器为ｎ维向量且各分量为锯齿函数，记为

ｕｋ ＝ｓａｗε（σｘｋ）。 （３．３５）
控制系统（３．３４），（３．３５）的解可写为

ｘｋ ＝Ａｋｘ０＋∑
ｋ－１

ｉ＝１
Ａｋ－１－ｉｕｉ。 （３．３６）

由于ρ（Ａ）＜１，存在矩阵范数‖·‖，使得‖Ａ‖＜１。注意到，有限维空间上的任
意两个范数是等价的，即存在两个常数ｐ，ｑ＞０，使得

‖ｘｋ‖ ≤ｐ‖ｘｋ‖∞，　‖ｕｉ‖ ≤ｑ‖ｕｉ‖∞ ≤ｑε。
因此，

ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｘｋ‖≤ｐｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｘｋ‖∞

≤ｐｌｉｍ
ｋ→∞∑

ｋ－１

ｉ＝１
‖Ａ‖ｋ－１－ｉ‖ｕｉ‖

≤ｐｑεｌｉｍ
ｋ→∞∑

ｋ－１

ｉ＝１
‖Ａ‖ｋ－１－ｉ

＝ ｐｑ
１－‖Ａ‖ε

（３．３７）

这表明控制系统（３．３４），（３．３５）的状态是一致有界的。
引理３．１　假设矩阵Ｍ∈犚ｎ×ｎ满足ρ（Ｍ）＜１。记ｍｉ为向量（Ｉ－Ｍ）－１ｂ，ｂ＝

１　…　［ ］１ Ｔ∈犚ｎ的第ｉ个元素。则有
１－２‖Ｍ‖∞

１－‖Ｍ‖∞
≤ｍｉ≤ １

１－‖Ｍ‖∞
。 （３．３８）

　　证明：由于ρ（Ｍ）＜１，有
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（Ｉ－Ｍ）－１ ＝∑
∞

ｊ＝０
Ｍｊ ＝Ｉ＋Ｍ＋Ｍ２＋…，

因此

ｍｉ＝ （Ｉ－Ｍ）－１［ ］ｂｉ＝１＋［ ］Ｍｂ ｉ＋ Ｍ２［ ］ｂｉ＋…

≤１＋‖Ｍ‖∞ ＋‖Ｍ‖２
∞ ＋…

＝ １
１－‖Ｍ‖∞

。

　　定理３．５　考虑控制系统（３．３４），（３．３５）。如果

σ＞ｍａｘ３‖Ａ‖∞， ‖Ａ‖∞ ＋槡 １＋｛ ｝１ ， （３．３９）
那么，控制系统（３．３４），（３．３５）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：控制系统（３．３４），（３．３５）可写成：

ｘｋ＋１ ＝Ａｘｋ＋ｓａｗε（σｘｋ）≡ｇ（ｘｋ）。 （３．４０）
条件（３．３９）意味着σＩ±Ａ为可逆矩阵。记ｂ＝ １　…　［ ］１ Ｔ∈犚ｎ。再记

ｘ０ ＝２ε（σＩ＋Ａ）－１（σＩ－Ａ）－１ｂ＝２ε（σ２Ｉ－Ａ２）－１ｂ。

　　以下证明：
（１）存在常数ｒ，０＜ｒ＜σ－１ε，使得

ｘ０ ∈Ｂｒ ≡ ｘ∈犚ｎ｜‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝ｒ ，
且对所有ｘ∈Ｂｒ，ｇ′（ｘ）的所有特征值的模均大于１。

（２）ｇ２（ｘ０）＝０＝ｘ，且ｄｅｔ（（ｇ２）′（ｘ０））≠０。
注意到

ｘ０ ＝２εσ－２（Ｉ－σ－２Ａ２）－１ｂ，
式中

ρ（σ－２Ａ２）＜１，
由引理３．１和（３．３９）知道，

‖ｘ０‖ ≤ ２εσ－２

１－σ－２‖Ａ‖２
∞
＝ ２ε
σ２－‖Ａ‖２

∞
＜ε

σ
。

选取ｒ使得

‖ｘ０‖∞ ≤ｒ＜σ－１ε，
则有ｘ０∈Ｂｒ。对任意ｘ∈Ｂｒ，

ｇ（ｘ）＝Ａｘ＋σｘ＝ （Ａ＋σＩ）ｘ，
且

ｇ′（ｘ）＝Ａ＋σＩ。
由Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理［Ｇｏｌｕｂ＆ｖａｎＬｏａｎ，１９８３］知，对所有ｘ∈Ｂｒ，ｇ′（ｘ）的所有特
征值的模均大于１。
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注意到

ｘ１ ＝ｇ（ｘ０）＝ （Ａ＋σＩ）ｘ０ ＝２ε（σＩ－Ａ）－１ｂ。
因而只要证明ｇ（ｘ１）＝０。再注意到

ρ（σ－１Ａ）＜１，
且

σｘ１ ＝２σε（σＩ－Ａ）－１ｂ＝２ε（Ｉ－σ－１Ａ）－１ｂ。

　　如果记ｘｉ
１为ｘ１的第ｉ个元素，那么由引理３．１可得，

σｘｉ
１ ≥２（１－２σ－１‖Ａ‖∞）

１－σ－１‖Ａ‖∞
ε＞ε，

且

σｘｉ
１ ≤ ‖σｘ１‖∞ ≤ ２ε

１－σ－１‖Ａ‖∞
＜３ε。

根据定义，
ｓａｗε（σｘ１）＝２εｂ－σｘ１，

因此，

ｇ（ｘ１）＝Ａｘ１＋ｓａｗε（σｘ１）＝ （Ａ－σＩ）ｘ１＋２εｂ＝０。
又ｇ２在ｘ０连续可微，且

ｄｅｔ（ｇ２（ｘ０））＝ｄｅｔ（ｇ′（ｘ０））ｄｅｔ（ｇ′（ｘ１））＝ｄｅｔ（Ａ＋σＩ）ｄｅｔ（Ａ－σＩ）≠０。

　　把（１）和（２）合起来意味着，受控系统（３．４０）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥
子。根据Ｍａｒｏｔｔｏ定理，受控系统（３．４０）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
注３．４　显然，由（３．３９）式可推得，存在常数ｃ＞０，使得

σ＞ ‖Ａ‖∞ ＋ｅｃ ＞ ‖Ａ‖∞ ＋１。
因此，控制系统（３．３４），（３．３５）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均不小于ｃ。
例３．２　考虑如下３维控制系统：

ｘｋ＋１ ＝Ａｘｋ＋ｕｋ ＝
１ －１ １
０．２ －０．５ ０．１
０ －０．３ ０．

熿

燀

燄

燅１
ｘｋ＋ｕｋ。 （３．４１）

因为矩阵Ａ的特征值为 ０．７８　０．２０　－０．｛ ｝３８ ，因此未受控系统是渐近稳定的。
为使受控系统变成是混沌的，取如下控制器：

ｕｋ ＝ ｕ１
ｋ　ｕ２

ｋ　ｕ３［ ］ｋ
Ｔ ＝ φ（σｘ１

ｋ）　φ（σｘ２
ｋ）　φ（σｘ３

ｋ［ ］）Ｔ。

　　在仿真中，取σ＝１０，ε＝０．１，于是有‖ｕｋ‖∞≤０．１。图３．８和图３．９分别给出
了φ为锯齿函数和模函数的仿真结果。图中，（ａ），（ｂ）和（ｃ）分别表示状态ｘ１

ｋ，ｘ２
ｋ

和ｘ３
ｋ演化轨迹，（ｄ）为受控系统的混沌吸引子。
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图３．８　用锯齿函数作控制的仿真结果

图３．９　用模函数作控制的仿真结果
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　　定理３．６　考虑ｎ维非线性控制系统
ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ， （３．４２）

控制器为

ｕｋ ＝ｓａｗε（σｘｋ）。 （３．４３）

　　假设ｆ是连续可微的，ｆ（０）＝０，且存在正数Ｎ，使得

‖ｆ′（ｘ）‖∞ ＜Ｎ，　ｘ∈Ω≡ ｘ∈犚ｎ｜‖ｘ‖∞ ≤３σ－１｛ ｝ε 。 （３．４４）

　　如果

σ＞ｍａｘ３Ｎ，　Ｎ＋１＋ ２Ｎ＋槡｛ ｝１ ， （３．４５）
那么，控制系统（３．４２），（３．４３）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：控制系统（３．４２），（３．４３）可写为

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｓａｗε（σｘｋ）≡ｇ（ｘｋ）。 （３．４６）
记ｂ＝ １　…　［ ］１ Ｔ∈犚ｎ。以下分两步证明存在点ｘ０，０＜ｘ０＜σ－１εｂ，使得

ｇ２（ｘ０）＝０。

　　步骤１　首先证明存在点ｘ１，满足

σ－１εｂ＜ｘ１ ＜３σ－１εｂ，
使得

ｇ（ｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋ｓａｗε（σｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋２εｂ－σｘ１ ＝０。
为此，定义两个函数：

ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋２εｂ－σｘ
和

（ｘ）＝ｍａｘ０，ｘ＋ｈ（ｘ｛ ｝）＝ ｍａｘ０，ｘ１＋ｈ１（ｘ｛ ｝）　…　ｍａｘ０，ｘｎ＋ｈｎ（ｘ｛ ｝［ ］） Ｔ。
这里ｘ＝ ｘ１　…　ｘ［ ］ｎ

Ｔ。记

ρ＝２（σ＋Ｎ）－１ε。
根据条件（３．４４），对任何有界的ｘ，函数ｆ也有界。故存在常数τ≥ρ，使得对

ｘ∈Ωρ ≡ ｘ∈犚ｎ｜ｘ≥０，‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝ρ ，
有

（ｘ）∈Ωτ ≡ ｘ∈犚ｎ｜ｘ≥０，‖ｘ‖∞ ≤｛ ｝τ 。

　　定义标量函数：

λ（ｘ）＝
１， ｘ∈Ωρ，

ｍｉｎ
ｘｉ＞ρ

ρ
ｘ（ ）ｉ

，ｘ∈Ωτ／Ωρ
烅
烄

烆
。

再记

ｒ（ｘ）＝λ（ｘ）ｘ，　珔（ｘ）＝（ｒ（ｘ））。
容易验证，对ｘ∈Ωτ，有
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ｒ（ｘ）∈Ωρ，　珔（ｘ）∈Ωτ，
注意到珔（ｘ）是Ωτ上的连续函数。由Ｂｒｏｕｗｅｒ不动点定理［Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，１９９７］知，
存在点ｘ１∈Ωτ，使得ｘ１＝（ｘ１），亦即

ｘ１ ＝（ｒ（ｘ１））＝ｍａｘ０，　ｒ（ｘ１）＋ｈ（ｒ（ｘ１｛ ｝））。 （３．４７）

　　假设ｘ１Ωρ，则存在指标ｉ，１≤ｉ≤ｎ，使得

ρ＜ｘ１ｉ＝ ‖ｘ１‖∞ ≤τ，
ｒｉ（ｘ１）＝λ（ｘ１）ｘ１ｉ＝ρ，

式中，ｘ１＝ ｘ１１　…　ｘ１［ ］ｎ
Ｔ。

由于ｒ（ｘ）∈Ωρ，因而

｜ｆｉ（ｒ（ｘ１））｜≤ ‖ｆ（ｒ（ｘ１））‖∞ ≤ ‖ｆ′（ξ）‖∞‖ｒ（ｘ１）‖∞ ≤Ｎρ，　ξ∈Ωρ。
并且，

ｈｉ（ｒ（ｘ１））＝ｆｉ（ｒ（ｘ１））－２ε＋σρ＜ （σ＋Ｎ）ρ－２ε＝０，
从而

ｘ１ｉ＞ｍａｘ０，　ｒｉ（ｘ１）＋ｈｉ（ｒ（ｘ１｛ ｝）），
这与（３．４７）式矛盾。因为有

ｘ１ ∈Ωρ，　λ（ｘ１）＝１，
从而

ｒ（ｘ１）＝ｘ１。
于是（３．４７）式可写为

ｘ１ ＝ｍａｘ０，　ｘ１＋ｈ（ｘ１｛ ｝）。 （３．４８）
上式等价于

ｈ（ｘ１）≤０，　（ｘ１）Ｔｈ（ｘ１）＝０。 （３．４９）
事实上，如果（３．４８）式成立，那么ｈ（ｘ１）≤０；否则，ｘ１＜ｘ１＋ｈ（ｘ１），与（３．４８）式矛
盾。
又由（３．４８）式得

（ｘ１）Ｔｘ１ ＝ （ｘ１）Ｔｘ１＋（ｘ１）Ｔｈ（ｘ１），
从而（ｘ１）Ｔｈ（ｘ１）＝０。反过来，亦可由（３．４９）式推得（３．４８）式。
由于‖ｘ１‖∞≤ρ，因而

‖ｆ（ｘ１）‖∞ ＜Ｎ‖ｘ１‖∞ ≤２Ｎ（σ＋Ｎ）－１ε＜２ε。

　　如果存在指标ｉ，１≤ｉ≤ｎ，使得ｘ１ｉ＝０，那么
ｈｉ（ｘ１）＝ｆｉ（ｘ１）＋２ε＞０，

故有

ｘ１ｉ＝０＜ｈｉ（ｘ１）＝ｍａｘ０，　ｘ１ｉ＋ｈｉ（ｘ１｛ ｝）。
因为这是一个矛盾的不等式，因此点ｘ１必满足０＜ｘ１≤ρｂ。再由（３．４９）式得
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ｈ（ｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋２εｂ－σｘ１ ＝０。
从而

σ－１εｂ＜ ２ε
σ＋Ｎｂ＜ｘ１ ＜ ２ε

σ－Ｎｂ＜３σ－１εｂ。

上式意味着

ｇ（ｘ１）≡ｆ（ｘ１）＋ｓａｗε（σｘ１）＝ｆ（ｘ１）＋２εｂ－σｘ１ ＝ｈ（ｘ１）＝０。

　　步骤２　现在证明存在点ｘ０，满足

０＜ｘ０ ＜σ－１εｂ，
使得

ｇ（ｘ０）＝ｘ１。

　　为此，定义两个函数：
珔ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋σｘ－ｘ１，

和

ψ（ｘ）＝ｍａｘ０，ｘ－珔ｈ（ｘ｛ ｝）＝ ［ｍａｘ｛０，ｘ１－珔ｈ１（ｘ）｝　…　ｍａｘ｛０，ｘｎ＋珔ｈｎ（ｘ）｝］Ｔ。
记

珋ρ＝ （σ＋Ｎ）－１ρ＝２（σ＋Ｎ）－２ε。
与步骤１的证明类似，可以证明存在点ｘ０，满足

０＜ｘ０ ≤珋ρｂ＜σ－１εｂ，
使得

珔ｈ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋σｘ０－ｘ１ ＝０。
这意味着

ｇ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋ｓａｗε（σｘ０）＝ｆ（ｘ０）＋σｘ０ ＝ｘ１。

　　步骤１和２合起来意味着存在点ｘ０，满足

０＜ｘ０ ＜σ－１εｂ，
使得

ｇ２（ｘ０）＝ｇ（ｘ１）＝０。 （３．５０）
记γ为一常数，满足

‖ｘ０‖∞ ＜γ＜σ－１ε，
则

ｘ０ ∈Ｂｒ ＝ ｛ｘ∈犚ｎ｜‖ｘ‖∞ ≤γ｝，
且对任意ｘ∈Ｂｒ，

ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｓａｗε（σｘ）＝ｆ（ｘ）＋σｘ，
其导数为

ｇ′（ｘ）＝ｆ′（ｘ）＋σＩ，
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式中

‖ｆ′（ｘ）‖∞ ＜Ｎ＜σ。

　　由Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理，对任意ｘ∈Ｂｒ，ｇ′（ｘ）的所有特征值的模均大于１。根据

ｇ和ｘ１的定义，ｇ在ｘ１连续可微且其导数为

ｇ′（ｘ１）＝ｆ′（ｘ１）＋σＩ。
因此，

ｄｅｔ（（ｇ２）′（ｘ０））＝ｄｅｔ（ｇ′（ｘ１））ｄｅｔ（ｇ′（ｘ０））≠０。 （３．５１）

　　这意味着，受控系统（３．４６）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥子。根据Ｍａｒｏｔ
ｔｏ定理，受控系统（３．４６）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。

３．５　输出反馈混沌化

考虑一个ＳＩＳＯ离散时间控制系统

ｘｋ＋１ ＝Ｆ（ｘｋ，ｕｋ），

ｙｋ ＝ｈ（ｘｋ
｛ ）。

（３．５２）

式中，ｘｋ∈犚ｎ，ｕｋ∈犚和ｙｋ∈犚分别为系统（３．５２）的状态，输入和输出。假设输入
的标称值为珔ｕ，且有

珔ｘ＝Ｆ（珔ｘ，珔ｕ），　ｙ＝ｈ（珔ｘ）＝０。
则称（珚ｘ，珔ｕ）为控制系统（３．５２）的不动点。现希望设计一个输出反馈控制器

ｕｋ ＝珔ｕ＋Δｕｋ，
使得控制系统（３．５２）的状态产生混沌行为，且控制满足如下幅值要求：

｜Δｕｋ｜≤ε，　ｋ≥０。
式中，ε＞０为任一给定常数。
下文提出的反馈混沌化方法需要用到离散控制系统的相对阶概念。记

Ｆ^ｉ（ｘ，ｕ）＝Ｆｕ…ＦｕＦｕ（ｘ），　ｉ≥１，
其中，为函数复合记号，Ｆｕ（·）＝Ｆ（·，ｕ）。系统（３．５２）称为在点（珔ｘ，珔ｕ）具有相对
阶ｒ。如果在点（珔ｘ，珔ｕ）的一个邻域内，有


ｕｈ^Ｆｉ（ｘ，ｕ｛ ｝）＝０，　１≤ｉ≤ｒ－１，

和


ｕｈ^Ｆｒ（ｘ，ｕ｛ ｝）≠０。

　　从直观上看，相对阶ｒ表示的是，ｋ＝０时刻的输入首次对系统输出产生直接
影响的未来时刻。对于线性离散控制系统，相对阶为极点和零点个数之差。

０４



第３章　离散时间系统反馈混沌化：犠犪狀犵犆犺犲狀算法

有些非线性系统可能没有适当的相对阶。例如，考虑受控的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射
ｘｋ＋１ ＝ｕｋｘｋ（１－ｘｋ），

ｕｋ的标称值为珔ｕ＝０．４，未受控的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射具有指数稳定的平衡点珚ｘ＝０，并且
受控Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射在该点没有相对阶定义。事实上，对于任何形式的控制输入
ｕｋ＝珔ｕ＋Δｕｋ，只要Δｕｋ的幅值ε＜１－珔ｕ＝０．６，那么，平衡点珚ｘ＝０也仍然是受控Ｌｏ
ｇｉｓｔｉｃ映射的指数稳定平衡点。
根据非线性控制系统理论［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９５］，如果系统（３．５２）在不动点（珚ｘ，珔ｕ）具

有相对阶ｒ，那么１≤ｒ≤ｎ，并且函数ｈ^Ｆｉ（ｘ，ｕ）（１≤ｉ≤ｒ－１）只与ｘ有关而与ｕ无
关。因此，记

ｈ^Ｆｉ（ｘ，ｕ）＝ｈ^Ｆｉ（ｘ，），　１≤ｉ≤ｒ－１。

　　现在引入局部状态坐标变换。记

１（ｘ）＝ｈ（ｘ），

２（ｘ）＝ｈ^Ｆ１（ｘ），
…

ｒ（ｘ）＝ｈ^Ｆｒ－１（ｘ

烅

烄

烆 ）。
如果ｒ＜ｎ，那么记

Ψ１（ｘ）＝ １（ｘ）　…　ｒ（ｘ［ ］）Ｔ。
再选取ｎ－ｒ个光滑函数，记为

Ψ２（ｘ）＝ ｒ＋１（ｘ）　…　ｎ（ｘ［ ］）Ｔ，
使得映射

ζ［］
η

＝Ψ（ｘ）＝
Ψ１（ｘ）

Ψ２（ｘ
［ ］）， （３．５３）

满足

Ψ（珔ｘ）＝０，　ｄｅｔΨｘ 珔ｘ
≠０。

在坐标变换（３．５３）下，系统（３．５２）变为：

ζｉ，ｋ＋１ ＝ζｉ＋１，ｋ，

ζｒ，ｋ＋１ ＝α（ζｋ，ηｋ，ｕｋ），

ηｋ＋１ ＝β（ζｋ，ηｋ，ｕｋ），

ｙｋ ＝ζ１，ｋ

烅

烄

烆 。

（３．５４）

式中

α（ζｋ，ηｋ，ｕｋ）＝ｈ^Ｆｒ（Ψ－１（ζｋ，ηｋ），ｕｋ），

β（ζｋ，ηｋ，ｕｋ）＝Ψ２（Ｆ（Ψ－１（ζｋ，ηｋ），ｕｋ））。
系统（３．５４）称为系统（３．５２）的标准型，其中变量ζ和η分别对应于系统的内部和
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外部行为。
标称系统（其中ｕｋ≡珔ｕ）的不动点珚ｘ的指数稳定性，意味着控制系统（３．５２）至

少是局部输入状态稳定的（ＩＳＳ）［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９５］。即存在两个正常数ε和σ，使得如
果

｜Δｕｋ｜≤ε，　ｋ≥０，
且

‖ｘ０－珔ｘ‖ ≤δ，
那么，当ｋ＞０时有

‖ｘｋ－珔ｘ‖ ≤δ。

　　根据构造，有

ζＴη［ ］Ｔ Ｔ ＝Ψ（珔ｘ）＝０。
因此，如果η＝Ψ２（ｘ）是合适的坐标变换，那么对任何非零常数τ，^η＝τΨ２（ｘ）也是
合适的坐标变换。因而η^的幅值可任意小。此时，对系统（３．５４）的第二个方程的
近似线性化可得

ζｉ，ｋ＋１ ＝ζｉ＋１，ｋ，

ζｒ，ｋ＋１ ≈α１ζ１，ｋ＋…＋αｒζｒ，ｋ＋βΔｕｋ
｛ ，

（３．５５）

式中

αｉ＝α（０，０，珔ｕ）
ζｉ

，　ｉ＝１，２，…，ｒ，

β＝α（０，０，珔ｕ）
ｕ ≠０。

　　如果取

Δｕｋ ＝σｙｋ　（ｍｏｄε），
那么，系统（３．５５）可近似看作一个分段线性系统，其Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数由特征多项式

ｐ（ｓ）＝ｓｒ－αｒｓｒ－１－…－α２ｓ－α１－βσ
的根确定。显然，对充分大的σ，多项式ｐ（ｓ）至少有一个根的幅值大于１，即系统
（３．５５）至少有一个正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，从而使得受控系统在一个有界区域内产
生混沌行为。
例３．３　考虑一个三维线性控制系统

ｘ１，ｋ＋１ ＝ｘ１，ｋ－ｘ２，ｋ＋ｘ３，ｋ，

ｘ２，ｋ＋１ ＝０．２ｘ１，ｋ－０．５ｘ２，ｋ＋０．１ｘ３，ｋ＋ｕｋ，

ｘ３，ｋ＋１ ＝－０．３ｘ２，ｋ＋０．１ｘ３，ｋ

烅
烄

烆 。
（３．５６）

在不加控制（ｕｋ≡０）时，上述线性系统是渐近稳定的。假设系统输出为ｙｋ＝ｘ３，ｋ。
容易验证，系统具有相对阶２。取控制输入为

２４
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ｕｋ ＝σｙｋ　（ｍｏｄε）。
图３．１０显示了当取ε＝０．１和σ＝１０时，控制系统的混沌行为。

图３．１０　ε＝０．１和σ＝１０时控制系统（３．５６）的混沌行为

例３．４　考虑二阶Ｈéｎｏｎ映射
ｘｋ＋１ ＝１－ａｘ２

ｋ＋０．３ｘｋ－１。 （３．５７）

　　当参数ａ从零增大时，Ｈéｎｏｎ映射经由倍周期分岔走向混沌。当０＜ａ＜０．３５
时，Ｈéｎｏｎ映射有一对稳定的不动点

ｘ±＝－０．７± ０．４９＋４槡 ａ
２ａ

。

　　取珔ａ＝０．２，则Ｈéｎｏｎ映射的一个稳定平衡点为ｘ＋＝１．０８９５。考虑如下参数
扰动

ａｋ ＝珔ａ＋Δａｋ，
式中

Δａｋ ＝σ（ｘｋ－１－ｘ＋）　（ｍｏｄε）。
受控Ｈéｎｏｎ映射

ｘｋ＋１＝１－ａｋｘ２
ｋ＋０．３ｘｋ－１

＝１－珔ａｘ２
ｋ＋０．３ｘｋ－１－ｘ２

ｋΔａｋ，
当σ充分大时可以产生混沌行为。
事实上，可以采用更简单的控制器

Δａｋ ＝σｘｋ－１　（ｍｏｄε）。
仿真结果表明，当０＜ε＜１．２，σ＞４．７时，受控Ｈéｎｏｎ映射能产生混沌行为。图
３．１１显示当ε＝１和σ＝１０时，受控Ｈéｎｏｎ映射的混沌行为。
此外，即使原系统具有稳定的多周期轨道，也可以用上述方法使系统产生混沌

行为。例如，当珔ａ＝１时，未受控Ｈéｎｏｎ映射具有一个稳定的周期４轨道
１．２７４９８，　－０．６５６３６，　０．９５１６９，　－０．｛ ｝１０２６３ 。
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图３．１１　ε＝１和σ＝１０时受控Ｈéｎｏｎ映射的混沌行为

固定σ＝１０。图３．１２（ａ）～（ｄ）分别显示了，当ε＝０．０３，０．０７，０．１１，０．２０时受控
Ｈéｎｏｎ映射的混沌行为。

图３．１２　固定σ＝１０时受控Ｈéｎｏｎ映射的混沌行为：
（ａ）ε＝０．０３；（ｂ）ε＝０．０７；（ｃ）ε＝０．１１；（ｄ）ε＝０．２０
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３．６　一维映射的光滑反馈混沌化

考虑一维离散时间控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ，ｕｋ）， （３．５８）
式中，ｆ为关于ｘ和ｕ的可微函数。作如下假设：
假设Ａ－１　标称映射

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ，珔ｕ） （３．５９）
具有一个指数稳定不动点ｘ，即

ｘ ＝ｆ（ｘ，珔ｕ），　｜ｆ′ｘ（ｘ，珔ｕ）｜＜１。 （３．６０）

　　假设Ａ－２　ｆ′ｘ（·，ｕ）是连续的，且ｆ′ｕ（ｘ，珔ｕ）≠０。
目标为设计一个光滑的反馈控制器

ｕｋ ＝珔ｕ＋Δｕｋ， （３．６１）
满足

｜Δｕｋ｜≤ε，
式中，ε＞０为任一给定常数，使得受控系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ，ｕｋ）≡ｇ（ｘｋ） （３．６２）
在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
定理３．７　考虑控制系统（３．６２）。如果假设Ａ－１和Ａ－２成立，且存在两个

正常数珔δ和珋ε，使得

｜ｘ０－ｘ｜＜珔δ，　｜ｕｋ－珔ｕ｜＜珋ε，　ｋ≥０， （３．６３）
那么

｜ｘｋ－ｘ｜＜珔δ，　ｋ≥０。 （３．６４）

　　证明：由于

｜ｆ′ｘ（ｘ，珔ｕ）｜＜１，
根据ｆ′ｘ（·，ｕ）的连续性，存在正常数珔δ，使得当｜ｘ－ｘ｜＜珔δ时，有

｜ｆ′ｘ（ｘ，珔ｕ）｜＜１。
因此，当｜ｘ－ｘ｜＜珔δ时，有

｜ｆ（ｘ，珔ｕ）－ｘ｜＝｜ｆ（ｘ，珔ｕ）－ｆ（ｘ，珔ｕ）｜＜｜ｘ－ｘ｜＜珔δ。
再由函数ｆ的连续性，存在正常数珋ε，使得当

｜ｘ－ｘ｜＜珔δ，　｜ｕ－珔ｕ｜＜珋ε
时，有

｜ｆ（ｘ，ｕ）－ｘ｜＜珔δ。
这意味着如果（３．６３）成立，那么就有
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｜ｘｋ＋１－ｘ｜＝｜ｆ（ｘｋ，ｕｋ）－ｘ｜＜珔δ，　ｋ≥０。

　　定理３．８　考虑控制系统（３．６２）。如果假设Ａ－１和Ａ－２成立，控制器为

ｕｋ ＝珔ｕ＋εｓｉｎ（σ（ｘｋ－ｘ））， （３．６５）
并且如果存在两个正常数珔δ和珋ε，使得

｜ｘ０－ｘ｜＜珔δ，　０＜ε＜珋ε，
那么

｜ｘｋ－ｘ｜＜珔δ，　ｋ≥０。
且对任意给定满足０＜ε＜珋ε的常数ε，存在正常数珋σ＝珋σ（ε），使得当σ＞珋σ时，系统
（３．６２）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：不失一般性，假设ｘ＝０，珔ｕ＝０。控制系统（３．６２）变为：

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ，ｕｋ）＝ｆ（ｘｋ，εｓｉｎ（σｘｋ））≡ｇ（ｘｋ）。 （３．６６）
上式在点（ｘ，珔ｕ）＝（０，０）的线性化为

ｘｋ＋１ ＝ａｘｋ＋ｂｕｋ ＝ａｘｋ＋ｂεｓｉｎ（σｘｋ）≡ｇ１（ｘｋ）， （３．６７）
式中

ａ＝ｆ′ｋ（０，０），　ｂ＝ｆ′ｕ（０，０）。
显然，

ｇ′（０）＝ｇ′１（０）＝ａ＋ｂεσ。
对任何给定正常数ε，如果σ＞σ１≡（１－ａ）／（ｂε），那么ｇ′（０）＝ｇ′１（０）＞１。这意味
着，ｘ＝０是系统（３．６６）和（３．６７）的一个双曲不动点。根据ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ
线性化定理［Ｃｈｅｎ＆Ｄｏｎｇ，１９９８］，存在正常数δ１，使得当｜ｘ｜＜δ１ 时，ｇ（ｘ）和

ｇ１（ｘ）是拓扑共轭的。
再由定理３．７的证明可知，存在两个正常数珔δ≤δ１和珋ε，使得当

｜ｘ０－ｘ｜＜珔δ，　０＜ε＜珋ε
时

｜ｘｋ－ｘ｜＜珔δ，　ｋ≥０，
并且ｇ（ｘ）和ｇ１（ｘ）仍是拓扑共轭的。
现在证明系统（３．６７）的不动点ｘ＝０是一个回归排斥子。为此，首先注意到

ｇ′１（ｘ）＝ａ＋ｂεσｃｏｓ（σｘ）。
如果

｜ｘ｜＜ｒ≡ １
σｃｏｓ－１ １－ａ

ｂ（ ）σε
，

那么｜ｇ′１（ｘ）｜＞１。易见，如果

σ＞σ２ ≡３ａπ
２ｂε

，
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那么

ｇ１
π
２（ ）σ ＞０，　ｇ１

３π
２（ ）σ ＜０。

这意味着存在常数β，１
２＜β＜３

２
，使得在点ｘ１＝βπ／σ，有

ｇ１（ｘ１）＝ｇ１
βπ（ ）σ ＝０。

由于

ｇ１（ｒ）＝ａｒ＋ｂεｓｉｎ（σｒ）

＝ １
σ ａｃｏｓ－１ １－ａ

ｂ（ ）σε ＋ σ２ｂ２ε２－（１－ａ）槡（ ）２ ，

存在常数σ３＞０，如果使得σ＞σ３，那么

ｇ１（０）＝０＜ｘ１，　ｇ１（ｒ）＞ｘ１。
这意味着存在点ｘ０，｜ｘ０｜＜ｒ，使得ｇ１（ｘ０）＝ｘ１。于是

ｇ２
１（ｘ０）＝ｇ１（ｘ１）＝０。

显然，当１
２＜β＜３

２
时，有

ｃｏｓ（σｘ１）＝ｃｏｓ（βπ）。
因此存在正常数σ４，使得如果σ＞σ４，那么

ｇ′１（ｘ１）＝ａ＋ｂεσｃｏｓ（σｘ１）＜０，
而且由于

｜ｘ０｜＜ｒ＝ （１／σ）ｃｏｓ－１ １－ａ
ｂ（ ）σε

，

故有

ｇ′１（ｘ０）＞０。
从而

（ｇ２
１）′（ｘ０）＝ｇ′１（ｘ０）ｇ′（ｘ１）≠０。

综上所述，如果

σ＞珋σ≡ｍａｘ｛σ１，　σ２，　σ３，　σ４｝，
那么，ｘ＝０是系统（３．６７）的一个回归排斥子，这说明系统（３．６６）和（３．６７）在Ｌｉ
Ｙｏｒｋｅ意义下是混沌的。
作为一个应用例子，考虑一个处于不连续模式简单的反馈推进切换调节器（图

３．１３）。通常，开关和二极管是按互补方式打开或关闭的，故感应电流始终是非零
的。我们称这时的电路处于连续模式。如果电感太小或者开关周期相对太长，感
应电流就可能在下一个周期开始之前下降到零，从而就有一段“空载”区间使得二
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极管Ｄ和开关Ｓ不导电。这一运行模式称为不连续模式［Ｔｓｅ，１９９４］。这一系统
中的混沌行为是由反馈器产生的，因为开环系统是稳定的。

图３．１３　反馈推进切换调节器

不连续模式变流器是按周期Ｔ周期性地驱动的，其输出电压动力行为可由映
射

ｘｋ＋１ ＝αｘｋ＋βｄ２
ｋＥ２

ｘｋ－Ｅ
（３．６８）

描述，式中，ｘｋ为ｔ＝ｋＴ时刻的输出电压，Ｅ为输入电压，ｄｋ是相应的占空因数，

α＝１－ Ｔ
ＣＲ＋ Ｔ２

２Ｃ２Ｒ２，　β＝ Ｔ２

２ＬＣ
。

如果占空因数是输出电压的函数，那么系统就处于闭环状态。
文献［Ｃｈａｎ＆Ｔｓｅ，１９９８］中考虑了如下的线性反馈

ｄｋ ＝Ｄ＋κ（ｘｋ－Ｘ）， （３．６９）
式中，Ｄ和Ｘ 分别表示定态占空因数和输出电压。以反馈增益κ为分岔参数，控
制系统（３．６８）～（３．６９）具有典型的经由倍周期分岔走向混沌的道路。文献［Ｃｈａｎ
＆Ｔｓｅ，１９９８］给出了控制系统（３．６８），（３．６９）具有负的Ｓｃｈｗａｒｚ导数的一个简单
的充分条件。但是负的Ｓｃｈｗａｒｚ导数只是出现通向混沌的倍周期分岔序列的必要
条件。而且由于饱和非线性的作用，占空因数的值被限制在区间 ０，［ ］１ 上，即０≤
ｄ≤１，这只是为使系统有界，而上界是永远不应该达到的。为此，在实验中须选取
一个相对小的定态占空因数和相对高的初始输出电压。
考虑采用如下小幅值高频反馈控制器：

ｄｋ ＝Ｄ＋εｓｉｎ（σ（ｘｋ－Ｘ））。 （３．７０）
采用反馈控制（３．７０）的一个好处是，只要ε∈（０，１－Ｄ）就能保证ｄ∈［０，１）。而且
由定理３．７可知，当σ充分大时，控制系统（３．６８），（３．７０）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混
沌的。
例如，考虑如下系统参数

α＝０．８８７２，　β＝１．２　Ｅ＝１６，　Ｄ＝０．２８７４，　Ｘ＝２５。
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ε可为区间（０，１－Ｄ）中的任一常数。图３．１４是当ε＝０．２时控制系统（３．６８）～
（３．７０）的分岔图。

图３．１４　当ε＝０．２时控制系统（３．６８）～（３．７０）的分岔图
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第４章
　　离散时间反馈混沌化的应用

４．１　离散时间神经网络的反馈混沌化设计

神经系统活动中的混沌现象是近年来引人关注的一个重大课题。美国加州大
学Ｂｅｒｋｅｌｅｙ分校的Ｆｒｅｅｍａｎ教授曾经指出［Ｆｒｅｅｍａｎ，１９９５］：“大脑中被控制的混
沌现象其实不仅仅是大脑复杂性的一种副产品”，而控制混沌现象的能力“可能是
大脑区别于任何一种人工智能机器的主要特性”。伴随着对生物（人脑）神经系统
的混沌的探索过程，众多学者也开始剖析人工神经网络模型的复杂动力学行为。
近年来，人们相继提出了多种混沌神经网络模型，并用于联想记忆、模式识别、信息
处理、组合优化、同步与通信等领域。其中，用于组合优化的混沌神经网络引起了
人们的很大兴趣。人们相继提出并研究了改造后（如神经元状态自反馈、离散步长
周期衰减、引入混沌噪声等）的混沌Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络和暂态混沌神经网络。在这些
模型中，混沌被激发以避免陷于局部极小，并最终在某种退火机制下衰减，以确保
优化求解收敛到全局最小，其中的混沌退火机制或搜索收敛条件成为关键。
本节将给出使神经网络产生混沌行为的系统性设计方法。一个包含ｎ个神经

元的离散时间连续状态神经网络，可用如下微分方程描述：
ｘｉ

ｋ＋１ ＝ｆｉ（ｘｉ
ｋ）＋ｇｉ（ｘｋ），　ｉ＝１，…，ｎ， （４．１）

式中，ｘｋ＝ ｘ１
ｋ　…　ｘ［ ］ｎ

ｋ
Ｔ为时刻ｋ网络的状态，ｆｉ（ｘｉ

ｋ）表示第ｉ个神经元的自反
馈，ｇｉ（ｘｋ）表示第ｉ个神经元与其他神经元的耦合。
方程（４．１）可写为如下向量形式：

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｇ（ｘｋ）， （４．２）
式中

ｆ（ｘｋ）＝ ｆ１（ｘ１
ｋ）　…　ｆｎ（ｘｎ

ｋ［ ］）Ｔ，　ｇ（ｘｋ）＝ ｇ１（ｘｋ）　…　ｇｎ（ｘｋ［ ］）Ｔ。
假设ｇ（ｘ）是连续可微的，ｇ（０）＝０，且存在正常数Ｇ，使得

‖ｇ（ｘ）‖∞ ≤Ｇ，　ｘ∈犚ｎ。 （４．３）
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　　一个常见的耦合结构是

ｇ（ｘ）＝Ｗｔａｎｈ（Ｖｘｋ） （４．４）
式中，Ｗ 和Ｖ为两个常数矩阵，双曲正切函数定义为

ｔａｎｈ（ｘ）＝ ｔａｎｈ（ｘ１）　…　ｔａｎｈ（ｘｎ［ ］）Ｔ，

ｔａｎｈ（ｚ）＝ｅｘｐ（ｚ）－ｅｘｐ（－ｚ）
ｅｘｐ（ｚ）＋ｅｘｐ（－ｚ），　ｚ∈犚。

易见

‖ｇ（ｘ）‖∞ ≤ ‖Ｗ‖∞‖ｔａｎｈ（Ｖｘ）‖∞ ≤ ‖Ｗ‖∞，　ｘ∈犚ｎ。

　　假设局部自反馈项是一致有界的，即

‖ｆ（ｘ）‖∞ ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

｜ｆｉ（ｘｉ）｜≤ε，　ｘ∈犚ｎ。 （４．５）

于是对任意初始条件ｘ０∈犚ｎ，有

‖ｘｋ‖∞ ≤ （ε＋Ｇ），　ｋ＞０。

　　系统（４．２）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ（ｘｋ）＝ｄｉａｇｆ′１（ｘ１
ｋ）　…　ｆ′ｎ（ｘｎ

ｋ｛ ｝）＋ｇ′（ｘｋ），
记Ｎ为一个正常数，满足

‖ｇ′（ｘ）‖ ≤Ｎ，　‖ｘ‖∞ ≤ （ε＋Ｇ）。
由第２章可知，如果存在两个正常数σ和ｃ，使得当

‖ｘ‖∞ ≤ （ε＋Ｇ）
时，有

ｆ′ｉ（ｘ）≥σ＞Ｎ＋ｅｃ，　ｉ＝１，２，…，ｎ， （４．６）
那么系统（４．２）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数全为正。
上述分析表明，一个具有大的反馈增益的局部有界自反馈，会在一个有界区域

内产生混沌行为。事实上，可以取自反馈项为锯齿函数

ｆ（ｘｋ）＝ｓａｗε（σｘｋ）≡ ｓａｗε（σｘ１
ｋ）　…　ｓａｗε（σｘｎ

ｋ［ ］）Ｔ，
此时，离散时间混沌神经网络可描述为：

ｘｋ＋１ ＝ｓａｗε（σｘｋ）＋ｇ（ｘｋ）。 （４．７）
由第３章知道，当σ充分大时，系统（４．７）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。仿真表
明，这种混沌行为对耦合项的扰动具有鲁棒性。
例４．１　考虑如下含３个神经元的网络模型：

ｘｋ＋１ ＝ｓａｗε（σｘｋ）＋Ｗｔａｎｈ（Ｖｘｋ）， （４．８）
式中

Ｗ＝
－１．６６６３ －０．７５８８ 　１．１６３６
－０．０５７１ －０．３０８５ －０．１７９３
－０．８５６５ －１．０６５６ －０．

熿

燀

燄

燅５６５１
，
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Ｖ＝
－０．０５４２ －０．４６１６ －１．１８１９
－１．１１６９ 　０．２６９９ －０．６７２３
　０．８１６７ －０．１３１３ 　０．

熿

燀

燄

燅０９１２
。

由于

‖ｇ′（ｘ）‖ ≤ ‖Ｗ‖‖Ｖ‖ ≈３．８５４７，
当

σ＞ ‖Ｗ‖‖Ｖ‖＋１≈４．８５４７，　ε＞０
时，系统（４．８）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数全为正。在ε＝０的特殊情形（即没有自反馈），系
统（４．８）可写为：

ｘｋ＋１ ＝Ｗｔａｎｈ（Ｖｘｋ）。
由线性系统稳定性分析可知，该系统有一个不稳定不动点ｘ＝ ０　０　［ ］０ Ｔ和两

个局部稳定不动点（见图４．１）：
珔ｘ＝ ３．４８２０　０．１８３８　１．［ ］３０８６ Ｔ，　珕ｘ＝ －３．４８２０　－０．１８３８　－１．［ ］３０８６ Ｔ。

图４．１　没有自反馈时系统（４．８）的
两个局部稳定不动点

图４．２　当０＜ε＜１．２时，系统（４．８）具有
两个独立的混沌吸引子

图４．３　（ａ）当１．２＜ε＜１．８时，系统（４．８）具有一个双卷形的混沌吸引子；
（ｂ）当ε＞１．８时，系统（４．８）具有一个单带的混沌吸引子
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当０＜ε＜１．２时，系统（４．８）具有两个独立的混沌吸引子，它们分别在没有自
反馈系统的两个稳定不动点的吸引域内（图４．２）。当１．２＜ε＜１．８时，系统（４．８）
具有一个双卷形的混沌吸引子（图４．３（ａ））。当ε＞１．８时，系统（４．８）具有一个单
带的混沌吸引子（图４．３（ｂ））。

４．２　ＳＩＳＯ非线性Ｅｌｍａｎ网络的混沌化设计

本节和下一节在标准的（非混沌的）Ｅｌｍａｎ网络结构下，通过引入一种新的非
线性神经元激励函数而构成混沌的Ｅｌｍａｎ网络［Ｌｉ，ｅｔａｌ．，２００１；Ｌｉ，ｅｔａｌ．，
２００２］。

４．２．１　混沌Ｅｌｍａｎ网络

图４．４　Ｅｌｍａｎ网络的结构

ＳＩＳＯ（单输入单输出）的标准（非线性）Ｅｌ
ｍａｎ网络的结构如图４．４所示，其中记忆层
ｘｃ（ｋ）满足通常的定义：

ｘｃ（ｋ）＝ｘ（ｋ－１）。
这样，图４．４中的标准Ｅｌｍａｎ网络的方程（即状
态空间方程形式）为

ｘｉ（ｋ）＝ｆ ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｗｘ

ｉ，ｊｘｊ（ｋ－１）＋ｗｕ
ｉｕ（ｋ－１（ ）），

（４．９）

ｙ（ｋ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｙ

ｉｘｉ（ｋ）， （４．１０）

式中，ｗｘ
ｉ，ｊ是第ｉ个隐层神经元与第ｊ个记忆层神经元之间的连接权值，ｗｕ

ｉ 是输入

神经元ｕ（ｋ－１）和第ｉ个隐层神经元之间的连接权值，ｗｙ
ｉ 是输出神经元ｙ（ｋ）和第

ｉ个隐层神经元之间的连接权值，ｆ（·）是隐层神经元中的非线性激励函数，Ｎ是
隐层神经元的节点数目。在非线性系统的建模与控制中，隐层神经元的激励函数
通常选择为Ｓｉｇｍｏｉｄ类函数，例如

ｆ（ｘ）＝ １
１＋ｅ－ｘ

或双曲正切函数。标准Ｅｌｍａｎ网络只有不动点和周期解，而不可能呈现出混沌的
动力学行为。
为混沌化Ｅｌｍａｎ网络，引入如下的非线性函数作为隐层神经元的激励函数：

ｇ（ｘ）＝槡ｅｇｍ

Ｒｘｅ－ｘ２

２Ｒ２。 （４．１１）
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　　首先，ｇ（ｘ）具有如下的动态特性：
（１）ｇ（０）＝０，即在没有输入信息时，神经元的激励状态为０；
（２）如果将自变量ｘ当作是系统（４．９），（４．１０）的游动能量，则ｘ很大，表明此

时系统具有摆脱整个大吸引域的能力而走向发散，故ｇ（ｘ）应该足够小，使得神经
元的激励状态能够重新被拉入产生混沌的整个大吸引域中；

（３）当ｘ处于中间值的状态或者很小时，此时ｇ（ｘ）的激励作用将产生新的游
动能量，以确保神经元的激励状态不断在吸引域内作“漫游”。
其次，（４．１１）式中的ｇｍ 和Ｒ可以看作是非线性激励驱动的幅度和半径，通过

调节这两个参数来控制神经元激励状态的活动范围。当Ｒ固定时，ｇｍ 决定激励

状态的动力学系统在运动空间转移的动力，ｇｍ 越大则激励状态的运动范围也越

大。
图４．５（ａ）是非线性激励函数（４．１１）在ｇｍ＝２．５，Ｒ＝０．５时的形状曲线，图４．５

（ｂ）是在ｇｍ＝２．５，Ｒ＝０．４和初始状态ｘ（０）＝０．１下的激励状态，相应的Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数为λ＝０．５０１２。

图４．５　ｇ（ｘ）＝槡ｅｇｍ

Ｒｘｅ－ｘ２

２Ｒ２示意图

（ａ）激励函数ｇ（ｘ），ｇｍ＝２．５，Ｒ＝０．５形状　（ｂ）函数ｇ（ｘ），ｇｍ＝２．５，Ｒ＝０．４，ｘ（０）＝０．１状态

将输出反馈到输入神经元，即
ｕ（ｋ－１）＝ｙ（ｋ－１）。

（４．９），（４．１０）式可以重新写成：

Ｉｉ（ｋ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｗｘ

ｉ，ｊｘｊ（ｋ－１）＋ｗｕ
ｉｙ（ｋ－１）， （４．１２）
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ｘｉ（ｋ）＝ｇ（Ｉｉ（ｋ））＝槡ｅｇｍ

ＲＩｉ（ｋ）ｅ－
Ｉｉ（ｋ）２

２Ｒ２ ， （４．１３）

ｙ（ｋ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｙ

ｉｘｉ（ｋ）。 （４．１４）

系统（４．１２）～（４．１４）在初始权值连接下，隐含层单元节点和输出节点就可以观察
到混沌现象。图４．６是在一组分布在［０，０．５］的随机产生的权值连接下，隐含层有
３个节点的混沌Ｅｌｍａｎ网络在激励函数参数为ｇｍ＝１，Ｒ＝０．４时，其隐含层节点
和输出节点激励状态的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图。

图４．６　混沌Ｅｌｍａｎ网络：隐含层节点和输出节点激励状态的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图
（ａ）隐层神经元ｘ１激励状态　（ｂ）隐层神经元ｘ２激励状态

（ｃ）隐层神经元ｘ３激励状态　（ｄ）输出神经元γ激励状态

４．２．２　不动点稳定判据与混沌生成准则
在这一小节中，将讨论混沌Ｅｌｍａｎ网络的不动点稳定性和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，同
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时，也将分析隐层神经元激励函数的参数ｇｍ 和Ｒ对于整个动态网络的影响。不
失为一般性，这里对网络规模稍作简化，仅考虑隐含层只有一个神经元的情形，并
且所有的初始权值都是从［０，０．５］之间随机产生。显然，此时隐层神经元和输出
神经元的激励状态都是正的。（４．１２）～（４．１４）式可以简化为：

ｙ（ｋ）＝ｗｏｘ（ｋ）， （４．１５）

Ｉ（ｋ）＝ｗｃｘ（ｋ－１）＋ｗＩｙ（ｋ－１）， （４．１６）

ｘ（ｋ）＝槡ｅｇｍ

ＲＩ（ｋ）ｅ－Ｉ
（ｋ）２

２Ｒ２ ≡ｇ（Ｉ（ｋ））。 （４．１７）

Ａ．不动点稳定性分析

令隐含层节点激励状态ｘ（ｋ）的不动点为珚ｘ，输出层节点状态ｙ（ｋ）的不动点为
珔ｙ。由（４．１５）式，有珔ｙ＝Ｗｏ珚ｘ。因此下面只着重讨论隐层神经元节点激励状态的不
动点稳定性。
将（４．１５），（４．１６）式代入（４．１７）式，并将相应的ｘ（ｋ－１）用珚ｘ替换，得到

珚ｘ＝槡ｅｇｍ

Ｒ
（ｗｃ＋ｗＩｗｏ）珚ｘｅ－

（ｗｃ＋ｗＩｗｏ）２珔ｘ２

２Ｒ２ 。 （４．１８）

令

ｗｃ＋ｗＩｗｏ＝ｗｃＩｏ，　槡ｅｇｍ

ＲｗｃＩｏ＝π，

则上式可写为：

珚ｘ１－πｅ－１
２

ｗｃＩｏ珔ｘ（ ）Ｒ［ ］
２

＝０。 （４．１９）
因为隐层神经元的激励状态恒正，如果π＞１，即

ｇｍ

Ｒ ＞ １
槡ｅｗｃＩｏ

，

那么方程（４．１９）有两个解

珚ｘ１ ＝０，　珚ｘ２ ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ；

如果

ｇｍ

Ｒ ≤ １
槡ｅｗｃＩｏ

，

那么（４．１９）式只有一个解珚ｘ＝０。
根据上面两种不同情况来讨论不动点的稳定性。易知ｇ（ｘ）在不动点珚ｘ的导

数为

ｇ′（ｘ）｜ｘ＝珔ｘ ＝π１－ ｗｃＩｏ珚ｘ（ ）Ｒ［ ］２

ｅ－１
２

ｗｃＩｏ珔ｘ（ ）Ｒ
２
。 （４．２０）
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若｜ｇ′（珚ｘ）｜＜１，则不动点珚ｘ是稳定的；如果｜ｇ′（珚ｘ）｜＞１，则珚ｘ是不稳定的不动点。
考虑不动点珚ｘ＝０。此时ｇ′（０）＝π，因此

ｇｍ

Ｒ ＜ １
槡ｅｗｃＩｏ

， 珚ｘ＝０，稳定，

ｇｍ

Ｒ ＞ １
槡ｅｗｃＩｏ

， 珚ｘ＝０，不稳定
烅

烄

烆
。

（４．２１）

对于不动点

珚ｘ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ，

有

ｇ′ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗ（ ）ｃＩｏ ＝１－２ｌｎπ， （４．２２）

不动点

珚ｘ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

的存在已经要求π＞１，故有

ｇ′（珚ｘ）＝１－２ｌｎπ＜１。
因此只要满足－１＜１－２ｌｎπ，不动点

珚ｘ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

就是稳定的，此时要求π＜ｅ，即

ｇｍ

Ｒ ＜ 槡ｅ
ｗｃＩｏ，

而当

ｇｍ

Ｒ ＞ 槡ｅ
ｗｃＩｏ（π＞ｅ）

时，１－２ｌｎπ＜－１，即｜ｇ′（珚ｘ）｜＞１，此时不动点

珚ｘ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

不稳定。
综上所述，得到不动点稳定性判据：
（１）若

ｇｍ

Ｒ ＜ １
槡ｅｗｃＩｏ

，

则有且只有一个不动点珚ｘｓ＝０，并且该不动点是稳定的；
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（２）若

槡ｅ
ｗｃＩｏ ＞ｇｍ

Ｒ ＞ １
槡ｅｗｃＩｏ

，

则有两个不动点，珚ｘｕ＝０是不稳定的，

珚ｘｓ ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

是稳定的；
（３）若

Ｒｍ

Ｒ ＞ 槡ｅ
ｗｃＩｏ，

则两个不动点

珚ｘ１
ｕ ＝０，　珚ｘ２

ｕ ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

均为不稳定。

Ｂ．混沌化的参数条件

对一维映射的一条轨迹：

ｘ０，ｘ１ ＝ｈ（ｘ０），…，ｘｎ ＝ｈ（ｘｎ－１），…，
考虑在微小扰动δｘ０下，以ｘ０＋δｘ０为初值所产生的另一映像轨迹。经过ｎ步后
它与原轨迹的偏差为

δｘｎ ＝ｈ′（ｘｎ－１）ｈ′（ｘｎ－２）…ｈ′（ｘ０）δｘ０。 （４．２３）
该映射在点ｘ０的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λ＝ｌｉｍ
δｘ０→０

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎｌｎ

δｘｎ

δｘ０
＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ＝０
ｌｎ｜ｈ′（ｘｉ）｜。 （４．２４）

可以求得

ｈ′（ｘ（ｋ－１））＝ ｄｘ（ｋ）
ｄｘ（ｋ－１）＝ｄｘ（ｋ）

ｄＩ（ｋ）
ｄＩ（ｋ）

ｄｘ（ｋ－１）

＝ｇ′（Ｉ（ｋ））ｗｃ＋ｗＩｗ［ ］ｏ ， （４．２５）
式中

ｇ′（Ｉ（ｋ））＝ｘ（ｋ）Ｒ
２－Ｉ２（ｋ）
Ｉ（ｋ）Ｒ２ 。

对任意小的正实数ε＞０，如果
ｄｇ（ｘ（ｋ－１））
ｄｘ（ｋ－１） ＝ｇ′（Ｉ（ｋ））ｗｃ＋ｗＩｗ［ ］ｏ ≥１＋ε， （４．２６）

则当

８５



第４章　离散时间反馈混沌化的应用

λ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ＝０
ｌｎ｜ｈ′（ｘｉ）｜≥ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ－１

ｉ＝０
ｌｎ（１＋ε）＝ｌｎ（１＋ε）＞０（４．２７）

时，Ｅｌｍａｎ网络是混沌的。因此，若要产生混沌，则要求满足

｜ｇ′（Ｉ（ｋ））（ｗｃ＋ｗＩｗｏ）｜≥１＋ε。 （４．２８）
上式左边满足

｜ｇ′（Ｉ（ｋ））（ｗｃ＋ｗＩｗｏ）｜＝ｗｃＩｏ 槡ｅｇｍ

Ｒｅ－Ｉ
（ｋ）２

２Ｒ２ －ｘ（ｋ）Ｉ（ｋ）
Ｒ２

≥ｗｃＩｏ 槡ｅｇｍ

Ｒｅ－Ｉ
（ｋ）２

２Ｒ２ － ｘ（ｋ）
Ｒ

Ｉ（ｋ）（ ）Ｒ

≥ｗｃＩｏ 槡ｅｇｍ

Ｒｅ－Ｉ
（ｋ）２

２Ｒ２ －ｇｍ

Ｒ
Ｉ（ｋ）（ ）Ｒ

。 （４．２９）

又令ｇｍ

Ｒ ＝ｔ，并记Ｉ（ｋ）＝Ｉｋ。去掉（４．２９）式中的绝对值符号，则有

ｗｃＩｏ 槡ｅｅ－
Ｉ２ｋ
２Ｒ２ －Ｉｋ（ ）Ｒ ｔ≥１＋ε。 （４．３０）

不等式（４．３０）有解的条件是

槡ｅＲｅ－
Ｉ２ｋ
２Ｒ２ ＞Ｉｋ， （４．３１）

ｔ≥
（１＋ε）Ｒ

ｗｃＩｏ 槡ｅＲｅ－
Ｉ２ｋ
２Ｒ２ －Ｉ（ ）ｋ

。 （４．３２）

为计算ｇｍ

Ｒ ＝ｔ的界，对ｅ－
Ｉ２ｋ
２Ｒ２做级数展开，并忽略其中的高阶项，得

ｅ－
Ｉ２ｋ
２Ｒ２ ＝１－Ｉ２

ｋ

２Ｒ２＋Ｏ（Ｉ４
ｋ）≈１－Ｉ２

ｋ

２Ｒ２。 （４．３３）

考虑二次不等式

槡２ｅＲ２－２ＲＩｋ－槡ｅＩ２
ｋ ＞０。 （４．３４）

由判别式

Δ＝４Ｉ２
ｋ－４× 槡２ｅ（－槡ｅＩ２

ｋ）＝ （４＋８ｅ）Ｉ２
ｋ ＞０，

所以（４．３４）式永远成立，并且最小值为

－ －２Ｒ
２× 槡２ｅ

＝ Ｒ
槡２ｅ

。

于是有

ｔ≥
（１＋ε）Ｒ
ｗｃＩｏ Ｒ

槡２ｅ

＝ 槡２ｅ
ｗｃＩｏ（Ｉ＋ε）。 （４．３５）
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　　由于已经假设所有权值都属于［０，０．５］这个区间，有

｜ｗｃ＋ｗＩｗｏ｜＝ｗｃＩｏ＜１。
考虑到在（４．３３）式中展开级数后所作的忽略，产生混沌要求的参数取值范围可以
取为：

ｇｍ

Ｒ ＝ｔ≥ 槡２ｅ（１＋ε）＞ 槡２ｅ。 （４．３６）

　　结合前面关于不动点稳定性的判据，最终可以得到如下选择激励函数参数的
推断：

（１）当

ｇｍ

Ｒ ＜ １
槡ｅｗｃＩｏ

时，只有一个稳定不动点珚ｘｓ＝０；
（２）当

槡ｅ
ｗｃＩｏ ＞ｇｍ

Ｒ ＞ １
槡ｅｗｃＩｏ

时，不动点珚ｘｕ＝０，不稳定，而不动点

珚ｘｓ ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

是稳定的；
（３）当

ｇｍ

Ｒ ＞ 槡ｅ
ｗｃＩｏ

时，不动点

珚ｘ１
ｕ ＝０，　珚ｘ２

ｕ ＝ ２ｌｎ槡 π Ｒ
ｗｃＩｏ

都不稳定；
（４）在（１）～（３）情形中，如果同时满足

ｇｍ

Ｒ ＞ 槡２ｅ，

则产生混沌；否则，不会产生混沌。
注４．１　不动点稳定性判据和混沌产生参数范围都是在单个隐层神经元节点

情形下讨论的。如果是对输出神经元节点或多个隐层节点情形，可以类似地讨论。
值得指出的是，不等式（４．３６）并不是严格数学意义下的混沌生成参数条件，而只是
通过级数展开以后的近似处理，用以混沌化Ｅｌｍａｎ网络时对激励函数的参数ｇｍ，
Ｒ选择提供指导。
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注４．２　本节为进行上述的解析性讨论，假设所有权值均从［０，０．５］中初始化
产生，保证神经元各节点的激励状态恒为正，从而在解析求解过程中可作相应的简
化。更加广义的情形，如权值范围在［０，Ａ］或［－Ａ，Ａ］（Ａ＞０）的情形，可以类似
地讨论其解析结论。

４．２．３　仿真研究
在［０，０．５］区间随机获得初始化权值：

ｗＩ＝０．２０２９，　ｗｃ＝０．４６７７，　ｗｏ＝０．４５８５，
即有

１
槡ｅｗｃＩｏ ＝１．０８１７，　 槡ｅ

ｗｃＩｏ ＝２．９４０３。

因此

１
槡ｅｗｃＩｏ ＜ 槡ｅ

ｗｃＩｏ ＜ 槡２ｅ。

　　为验证不动点稳定判据并观察混沌是否产生，选择下面四组不同的激励函数
参数：

（１）ｇｍ＝０．５，　Ｒ＝０．５，　 ｇｍ

Ｒ ＝１＜１．（ ）０８１７ ；

（２）ｇｍ＝１．２，　Ｒ＝０．５，　 １．０８１７＜ｇｍ

Ｒ ＜２．（ ）９４０３ ；

（３）ｇｍ＝１．５，　Ｒ＝０．５，　 ２．９４０３＜ｇｍ

Ｒ ＜ 槡（ ）２ｅ ；

（４）ｇｍ＝２．５，　Ｒ＝０．５，　 槡２ｅ＜ｇｍ（ ）Ｒ
。

相应的隐层节点激励状态混沌与否和不动点稳定性特征，可以从图４．７（ａ）～
（ｄ）中观察得到。
图４．７（ａ）中，只有一个稳定的不动点珚ｘｓ＝０；图（ｂ）中，则可以观察到不稳定不

动点珚ｘｕ＝０和稳定不动点珚ｘｓ＝１．１２５８并存；图（ｃ）中可以观察到两个不稳定不动
点，珚ｘ１

ｕ＝０和珚ｘ２
ｕ＝１．２７３７；图（ｄ）中同样有两个不稳定不动点，珚ｘ１

ｕ＝０和珚ｘ２
ｕ＝

１．５６０３。在图（ａ）～（ｃ）中均没有发现混沌现象，而图（ｄ）中则显示有混沌的存在，图
４．８给出了相应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线。
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图４．７　仿真中的神经元激励状态和不动点稳定性特性的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图

图４．８　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线
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４．３　ＭＩＭＯ线性Ｅｌｍａｎ网络的混沌化设计

本节通过在ＭＩＭＯ（多输入多输出）线性Ｅｌｍａｎ网络施加一个简单的模运算
来获得ＬｉＹｏｒｋｅ意义的混沌。不同于上一节在正Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数意义下分析一维
Ｅｌｍａｎ网络混沌化激励函数的参数条件，本节着重从网络权值矩阵的角度，阐明使
高维Ｅｌｍａｎ网络产生ＬｉＹｏｒｋｅ混沌的条件。

４．３．１　ＭＩＭＯ自治线性Ｅｌｍａｎ网络

ＭＩＭＯ线性Ｅｌｍａｎ网络可描述如下（图４．９）：

ｘｉ（ｋ）＝ｆ ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｗｘ

ｉ，ｊｘｊ（ｋ－１）＋∑
Ｍ

ｍ＝１
ｗｕ

ｉ，ｍｕｍ（ｋ－１（ ）），　ｉ＝１，…，Ｎ，（４．３７）

ｙｌ（ｋ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｙ

ｉ，ｌｘｉ（ｋ），　ｌ＝１，…，Ｌ， （４．３８）

式中，ｗｘ
ｉ，ｊ，ｗｕ

ｉ，ｍ，ｗｙ
ｉ，ｌ分别是连接第ｉ个隐层神经元和第ｊ个记忆层神经元之间的、

第ｍ个输入层神经元ｕｍ（ｋ－１）和第ｉ个隐层神经元之间的、第ｉ个隐层神经元和
第ｌ个输出层神经元ｙｌ（ｋ）之间的权值，ｆ（·）是隐层神经元的线性激励函数，Ｎ
是隐层神经元节点的数目。

图４．９　ＭＩＭＯ的线性Ｅｌｍａｎ网络结构

记三个权值矩阵分别为

Ｗｘ ＝ ｗｘ
ｉ，［ ］ｊ Ｎ×Ｎ，　Ｗｕ ＝ ｗｕ

ｉ，［ ］ｍ Ｎ×Ｍ，　Ｗｙ ＝ ｗｙ
ｉ，［ ］ｌ Ｎ×Ｌ。

并将（４．３７），（４．３８）式写成向量形式：

Ｘ（ｋ）＝ｆ（ＷｘＸ（ｋ－１）＋ＷｕＵ（ｋ－１））， （４．３９）

Ｙ（ｋ）＝ＷＴ
ｙＸ（ｋ）。 （４．４０）

式中
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Ｙ（ｋ）＝ ｙ１（ｋ）…ｙＬ（ｋ［ ］）Ｔ，

Ｕ（ｋ－１）＝ ｕ１（ｋ－１）…ｕＭ（ｋ－１［ ］）Ｔ，

Ｘ（ｋ）＝ ｘ１（ｋ）…ｘＮ（ｋ［ ］）Ｔ。

　　为简单起见，采用线性激励函数ｆ（ｘ）＝ｘ，则式（４．３９），（４．４０）可改写为：

Ｘ（ｋ）＝ＷｘＸ（ｋ－１）＋ＷｕＵ（ｋ－１）， （４．４１）

Ｙ（ｋ）＝ＷＴ
ｙＸ（ｋ）。 （４．４２）

　　若将输出神经元的激励状态反馈到输入神经元，则此时闭环的Ｅｌｍａｎ网络是
一个自治系统。不失为一般性，假设输入向量和输出向量的维数相等，即Ｍ＝Ｌ，
则Ｕ（ｋ－１）＝Ｙ（ｋ－１），此时可以得到Ｎ维线性Ｅｌｍａｎ网络自治系统的描述方程

Ｘ（ｋ）＝ＷｘＸ（ｋ－１）＋ＷｚＸ（ｋ－１）， （４．４３）
式中，Ｗｚ＝ＷｕＷＴ

ｙ。

４．３．２　混沌化线性Ｅｌｍａｎ网络
为混沌化自治的线性Ｅｌｍａｎ网络，在线性Ｅｌｍａｎ网络上施加一个模运算，得

到

Ｘ（ｋ）＝ＷｘＸ（ｋ－１）＋ＷｕＵ（ｋ－１）　（ｍｏｄ１）， （４．４４）

Ｕ（ｋ－１）＝ＷＴ
ｙＸ（ｋ－１）。 （４．４５）

相应地，自治系统（４．４３）也成为如下的非线性自治系统：

Ｘ（ｋ）＝ＷｘＸ（ｋ－１）＋ＷｚＸ（ｋ－１）　（ｍｏｄ１）， （４．４６）
式中，Ｗｚ＝ＷｕＷＴ

ｙ。
定理４．１　对于自治系统（４．４６），如果

｜ｗｚ
ｉｉ｜＞１＋∑

Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜，　ｉ＝１，…，Ｎ， （４．４７）

那么Ｗｘ＋Ｗｚ所有的特征根均在闭单位圆之外。
证明：令

Ａ＝Ｗｘ＋Ｗｚ ＝ｄｉａｇ（ｄ１，…，ｄＮ）＋Ｆ，
即

ｄｉ＝ｗｘ
ｉｉ＋ｗｚ

ｉｉ，　ｉ＝１，…，Ｎ， （４．４８）
所以

Ｆ＝Ｗｘ＋Ｗｚ－ｄｉａｇ（ｄ１，…，ｄＮ）。
并且矩阵Ｆ的对角元素均为０。由Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ定理得到所有特征根λ（Ａ）
∪ｎ

ｉ＝１Ｄｉ。下面证明所有的Ｄｉ，ｉ＝１，…，Ｎ，均在闭单位圆外。
由（４．４８）式知

４６
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｜ｗｚ
ｉｉ｜＞１＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｘ
ｉｊ｜＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜＋｜ｗｘ

ｉｉ｜。 （４．４９）

因此，对ｉ＝１，…，Ｎ，均有

｜ｄｉ｜＝｜ｗｘ
ｉｉ＋ｗｚ

ｉｉ｜
≥｜ｗｚ

ｉｉ｜－｜ｗｘ
ｉｉ｜

＞１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｘ
ｉｊ｜＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜

＞１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｘ
ｉｊ＋ｗｚ

ｉｊ｜

＝１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｆｉｊ｜。 （４．５０）

　　假设存在某一ＤＩ，Ｉ∈｛１，…，Ｎ｝，它与闭单位圆的交集非空，即ＤＩ中至少存

在一点珘ｚ∈犆，满足

｜珘ｚ－ｄＩ｜＜∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｆＩｊ｜，

而且珘ｚ在复平面上的单位圆内。即以ｄＩ为圆心，半径为∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｆＩｊ｜的圆与闭单位

圆有交点，即

ｄＩ－∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｆＩｊ｜ ≤１，

则

｜ｄＩ｜≤１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｆＩｊ｜。

这显然与（４．５０）式矛盾，故假设不能成立。因此所有Ｄｉ，ｉ＝１，…，Ｎ，均在闭单位
圆之外，即Ｗｘ＋Ｗｚ的特征根均在闭单位圆外。
推论４．１　记‖Ｗｘ‖∞＝ｗｘ。对于满足定理４．１条件的矩阵Ｗｚ，若Ｗｚ可逆，

且‖Ｗ－１
ｚ ‖∞＜１，则存在实数δ＞１，使得下式成立：

‖Ｗ－１
ｚ ‖∞ ＝ １

ｗｘ＋δ
。 （４．５１）

　　证明：由（４．４９）式可知

｜ｗｚ
ｉｉ｜＞１＋∑

Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜

≥１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜，　ｉ＝１，…，Ｎ　ｉ＝１，…，Ｎ。 （４．５２）
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显然

∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｚ

ｉｊ｜＝｜ｗｚ
ｉｉ｜＋∑

Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜＞１＋∑

Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜

≥１＋∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜，　ｉ＝１，…，Ｎ。 （４．５３）

此外，

‖Ｗｚ‖∞ ＞１＋‖Ｗｘ‖∞ ＝ｗｘ＋１， （４．５４）
即存在一实数δ１＞１，使得

‖Ｗｚ‖∞ ＝ｗｘ＋δ１。 （４．５５）

　　若Ｗ－１
ｚ 存在，则

１＝ ‖ＷｚＷ－１
ｚ ‖∞ ≤ ‖Ｗｚ‖∞·‖Ｗ－１

ｚ ‖∞，
即

‖Ｗ－１
ｚ ‖∞ ≥ １

ｗｘ＋δ１
。

如果‖Ｗ－１
ｚ ‖∞＜１，则存在一实数δ１≥δ＞１，使得

‖Ｗ－１
ｚ ‖∞ ＝ １

ｗｘ＋δ
。

　　定理４．２　假设矩阵Ｗｘ，Ｗｚ满足定理４．１的条件，Ｗｚ可逆且

‖Ｗ－１
ｚ ‖∞ ＝ １

ｗｘ＋δ
，

式中，实数δ＞１。则Ｎ维自治Ｅｌｍａｎ网络在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明：记

Ｘ（ｋ）＝ｇ（Ｘ（ｋ－１））≡ＷｘＸ（ｋ－１）＋ＷｚＸ（ｋ－１）　（ｍｏｄ１）。（４．５６）
下面证明珡Ｘ＝０是系统（４．５６）的回归排斥子。
因为

‖ＷｘＷ－１
ｚ ‖∞ ≤ ‖Ｗｘ‖∞‖Ｗ－１

ｚ ‖∞ ＜１，
所以Ｉ＋ＷｘＷ－１

ｚ 也可逆。由于
Ｗ－１

ｚ （Ｉ＋ＷｘＷ－１
ｚ ）－１ ＝ （Ｉ＋ＷｘＷ－１

ｚ ）Ｗ［ ］ｚ
－１ ＝ （Ｗｘ＋Ｗｚ）－１，

则Ｗｘ＋Ｗｚ可逆。定义两个Ｎ维向量：ｂ＝ １　１　…　［ ］１ Ｔ和

Ｘ０ ＝ （Ｗｘ＋Ｗｚ）－１ｂ＝Ｗ－１
ｚ （Ｉ＋ＷｘＷ－１

ｚ ）－１ｂ。
显然，

（Ｉ＋ＷｘＷ－１
ｚ ）－１ ＝Ｉ－ＷｘＷ－１

ｚ （Ｉ＋ＷｘＷ－１
ｚ ）－１，

所以

‖（Ｉ＋ＷｘＷ－１
ｚ ）－１‖∞ ≤ １

１－‖Ｗｘ‖∞‖Ｗ－１
ｚ ‖∞

≤ｗｘ＋δ
δ

。
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从而

‖Ｘ０‖∞ ≤ ‖Ｗ－１
ｚ ‖∞‖（Ｉ＋ＷｘＷ－１

ｚ ）－１‖∞ ≤ １
ｗｘ＋δ

ｗｘ＋δ
δ ＝ １

δ ＜１，

即，存在一实数０＜ｒ＜１，使得‖Ｘ０‖∞≤ｒ＜１。显然，在经过模运算以后，

ｇ（Ｘ０）＝ＷｘＸ０＋ＷｚＸ０　（ｍｏｄ１）＝ｂ　（ｍｏｄ１）＝０＝珡Ｘ。

　　同时，对任意Ｘ∈Ｂｒ≡ Ｘ∈犚ｎ｜‖Ｘ‖∞≤｛ ｝ｒ ＝Ｂ（０，ｒ），函数ｇ（·）在Ｘ点的
导数为

ｇ′（Ｘ）＝Ｗｘ＋Ｗｚ，
式中

‖Ｗ－１
ｚ ‖∞ ＝ １

ｗｘ＋δ
，　δ＞１。

　　由于已经满足定理４．１的条件，即

｜ｗｚ
ｉｉ｜＞１＋∑

Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

｜ｗｚ
ｉｊ｜，　ｉ＝１，…，Ｎ，

所以定理４．１成立，从而Ｗｘ＋Ｗｚ 的特征根均在闭单位圆外。因此，对任意Ｘ∈
Ｂ（０，ｒ），ｇ′（Ｘ）的特征根也在闭单位圆外，从而，不动点珚Ｘ＝０是系统（４．５６）的回归
排斥子。因此，由Ｍａｒｏｔｔｏ定理（第１章），自治的Ｅｌｍａｎ网络是ＬｉＹｏｒｋｅ意义下
混沌的。
定理４．２可以用来设计如何混沌化一个线性Ｅｌｍａｎ网络。对于某一线性Ｅｌ

ｍａｎ网络，首先计算Ｗｚ＝ＷｕＷＴ
ｙ，并判断矩阵Ｗｘ，Ｗｚ是否满足定理４．２中的条件。

若条件满足，则可以通过施加一个模运算来使得Ｅｌｍａｎ网络产生混沌；反之，可以
对矩阵Ｗｕ，Ｗｙ稍作调整，使得Ｅｌｍａｎ网络在新的权值矩阵Ｗｘ，珦Ｗｕ，珦Ｗｙ 下满足定

理４．２的条件而产生混沌。
下面的定理４．３提供了一种比较简单的设计混沌Ｅｌｍａｎ网络权值矩阵Ｗｘ和

Ｗｕ，Ｗｙ的方法。
定理４．３　设Ｅｌｍａｎ网络（４．４４），（４．４５）中的矩阵Ｗｘ是Ｎ×Ｎ的，Ｗｕ，Ｗｙ是

Ｎ×Ｍ 的，其中，Ｎ≥２为隐含层神经元个数，Ｍ≥１为输出层（输入层）神经元个
数。则对任意给定的Ｗｘ：

（１）如果Ｎ＝Ｍ，则下面两种Ｗｕ，Ｗｙ 矩阵均能使得构造的Ｅｌｍａｎ网络是Ｌｉ
Ｙｏｒｋｅ意义下混沌的：

（ａ）Ｗｕ，Ｗｙ二者中一个为单位矩阵，另一个为对角矩阵，其对角线元素的绝对
值和为

δ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜，　ｊ＝１，…，Ｎ，　δ＞１；
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　　（ｂ）Ｗｕ，Ｗｙ二者均为对角矩阵，其对角元素满足

｜ｗｕ
ｉｉ·ｗｙ

ｉｉ｜＞δ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ｜，　ｉ＝１，…，Ｎ，　δ＞１。

　　（２）如果Ｎ＜Ｍ，令Ｗｕ，Ｗｙ中的对角元素

｜ｗｕ
ｉｉ｜＝｜ｗｙ

ｉｉ （｜＝ ∑
Ｎ

ｊ＝１
｜ｗｘ

ｉｊ ）｜ １／２
＋δ，　ｉ＝１，２，…，Ｎ，　δ＞１，

而其他元素ｗｕ
ｉｍ＝ｗｙ

ｉｍ＝０，ｉ＝１，…，Ｎ，ｍ＝１，…，Ｍ，ｍ≠ｉ。
（３）如果Ｎ＞Ｍ，则不存在矩阵Ｗｕ，Ｗｙ 可以使得Ｅｌｍａｎ网络是ＬｉＹｏｒｋｅ意

义下混沌的。
证明：显然（１）中的两种方法构造的矩阵Ｗｕ，Ｗｙ，它们的乘积Ｗｚ＝ＷｕＷＴ

ｙ 满足

定理４．２中的条件，所以用这样的Ｗｕ，Ｗｙ，Ｅｌｍａｎ网络（４．４４），（４．４５）是ＬｉＹｏｒｋｅ
意义下混沌的。（２）中构造的Ｗｕ，Ｗｙ 的乘积Ｗｚ为对角阵，可以看成是（１）中（ａ）
的情形，因此Ｅｌｍａｎ网络此时也是ＬｉＹｏｒｋｅ意义下混沌的。
对于（３），我们用反证法来证明它的成立。
假设存在Ｗｕ，Ｗｙ，它们的乘积Ｗｚ＝ＷｕＷＴ

ｙ 可逆，并满足定理４．２中的其他条
件，使得Ｅｌｍａｎ网络是ＬｉＹｏｒｋｅ意义下混沌的。Ｗｚ 可逆，即ＷｕＷＴ

ｙ 的秩为Ｎ。
由矩阵乘积可知，Ｗｕ，Ｗｙ是行满秩才能保证ＷｕＷＴ

ｙ 满秩。由于Ｎ＞Ｍ，因此Ｗｕ，

Ｗｙ不可能行满秩，这与前面产生矛盾，因此假设不成立。

４．４　耦合映射格子的时空混沌化

考虑一个具有耗散最近邻耦合的一维耦合映射格子（ＣＭＬ）模型：

ｘ〈ｉ〉
ｋ＋１ ＝ （１－珋ε）ｆ（ｘ〈ｉ〉

ｋ ）＋１
２
珋ε（ｆ（ｘ〈ｉ－１〉

ｋ ）＋ｆ（ｘ〈ｉ＋１〉
ｋ ）），　ｉ＝１，２，…，ｎ，

（４．５７）
这里假设周期性边界：

ｘ〈ｎ＋ｉ〉
ｋ ＝ｘ〈ｉ〉

ｋ ，
耦合强度珋ε满足０＜珋ε＜１。作为一个例子，考虑Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射

ｆ（ｘ〈ｉ〉
ｋ ）＝ｐｘ〈ｉ〉

ｋ （１－ｘ〈ｉ〉
ｋ ）。 （４．５８）

系统规模取ｎ＝６０，初始状态在区间［０，１］中按均匀分布随机选取。图４．１０显示
了当ｐ＝４和珋ε＝０．８时ＣＭＬ（４．５７）的时空混沌行为。
现在考虑的问题是要使一个原来非混沌的ＣＭＬ混沌化。例如，假设ｐ＝０．５，

珋ε＝０．４。那么，原点是未受控的ＣＭＬ的一个均匀的不动点：即对任给属于

０，［ ］１ 的初始条件，有
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图４．１０　ｐ＝４和珋ε＝０．８时ＣＭＬ（４．５７）的时空混沌行为

ｘ〈ｉ〉
ｋ ∈ ０，ｐ／［ ］４  ０，［ ］１ ，　ｋ＞０，

且有

ｘ〈ｉ〉
ｋ →０，　ｋ→ ∞，　ｉ＝１，２，…，ｎ。

　　定理４．４　考虑受控的ＣＭＬ

ｘ〈ｉ〉
ｋ＋１ ＝ （１－珋ε）ｆ（ｘ〈ｉ〉

ｋ ）＋１
２
珋ε（ｆ（ｘ〈ｉ－１〉

ｋ ）＋ｆ（ｘ〈ｉ＋１〉
ｘ ））＋ｕ〈ｉ〉

ｋ ， （４．５９）

局部反馈控制律为

ｕ〈ｉ〉
ｋ ＝σｘ〈ｉ〉

ｋ 　（ｍｏｄε）。 （４．６０）
如果

０＜ｐ＜４，　０＜ε＜１－ｐ
４
，　σ＞ｐ＋１， （４．６１）

那么对区间 ０，［ ］１ 上任给初始条件，有
ｘ〈ｉ〉

ｋ ∈ ０，［ ］１ ，　ｋ＞０，　ｉ＝１，２，…，ｎ，
并且受控ＣＭＬ的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数全为正。
证明：如果对ｋ≥０，ｘ〈ｉ〉

ｋ ∈ ０，［ ］１ ，那么

０≤ｆ（ｘ〈ｉ〉
ｋ ）≤ｐ／４，　ｘ〈ｉ〉

ｋ＋１ ∈ ０，ε＋ｐ／［ ］４  ０，［ ］１ 。
因此，如果ｘ〈ｉ〉

０ ∈ ０，［ ］１ ，那么对ｋ＞０，ｘ〈ｉ〉
ｋ ∈ ０，［ ］１ 。受控系统的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊｋ ＝Ｍｋ＋σＩ，
式中

ｆ′（ｘ〈ｉ〉
ｋ ）＝ｐ（１－２ｘ〈ｉ〉

ｋ ）。

９６
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Ｍｋ＝

（１－珋ε）ｆ′（ｘ〈１〉
ｋ ） 珋ε

２ｆ′
（ｘ〈２〉

ｋ ） ０ … 珋ε
２ｆ′

（ｘ〈ｎ〉
ｋ ）

珋ε
２ｆ′

（ｘ〈１〉
ｋ ） （１－珋ε）ｆ′（ｘ〈２〉

ｋ ） 珋ε
２ｆ′

（ｘ〈３〉
ｋ ） … ０

０
珋ε
２ｆ′

（ｘ〈２〉
ｋ ） （１－珋ε）ｆ′（ｘ〈３〉

ｋ ） … ０

   
珋ε
２ｆ′

（ｘ〈１〉
ｋ ） ０ ０ … （１－珋ε）ｆ′（ｘ〈ｎ〉

ｋ

熿

燀

燄

燅）

。
容易验证，

‖Ｍｋ‖∞ ≤ｐ，　‖Ｍｋ‖１ ≤ｐ，
于是有

‖Ｍｋ‖ ≤ ‖Ｍｋ‖∞‖Ｍｋ‖槡 １ ≤ｐ。
如果σ＞ｐ＋１，那么受控ＣＭＬ的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数全为正。
在仿真中，取ｐ＝０．５，珋ε＝０．４。此时，原点就是未受控ＣＭＬ的一个均匀的不动

点。图４．１１显示了当σ＝１０和ε＝０．５时受控ＣＭＬ的充分发展的混沌行为。

图４．１１　σ＝１０和ε＝０．５时受控ＣＭＬ的充分发展的混沌行为

反馈定点控制（ｐｉｎｎｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌ）已被广泛用于时空系统的控制。假设系统包
含偶数个节点并且只对第ｉ＝１，３，５，…，（ｎ／２）－１节点加入局部控制。受控ＣＭＬ
系统方程为

ｘ〈２ｉ－１〉
ｋ＋１ ＝ （１－珋ε）ｆ（ｘ〈２ｉ－１〉

ｋ ）＋１
２
珋ε（ｆ（ｘ〈２ｉ－２〉

ｋ ）＋ｆ（ｘ〈２ｉ〉
ｋ ））＋（σｘ〈２ｉ－１〉

ｋ 　（ｍｏｄε）），

ｘ〈２ｉ〉
ｋ＋１ ＝ （１－珋ε）ｆ（ｘ〈２ｉ〉

ｋ ）＋１
２
珋ε（ｆ（ｘ〈２ｉ－１〉

ｋ ）＋ｆ（ｘ〈２ｉ＋１〉
ｋ

烅

烄

烆
）），

（４．６２）
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式中，ｉ＝１，２，…，ｎ／２，０＜ε＜１－ｐ／４。易见，对区间［０，１］上任给初始条件

ｘ〈２ｉ－１〉
ｋ ∈ ０，ｐ４＋［ ］ε  ０，［ ］１ ，　ｘ〈２ｉ〉

ｋ ∈ ０，ｐ［ ］４
，

对充分大的σ，系统具有ｎ／２个正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。仍取系统参数ｐ＝０．５，
珋ε＝０．４，σ＝１０和ε＝０．５。图４．１２显示了受控子系统和未受控子系统的混沌行
为，它们具有不同的幅值。

图４．１２　受控子系统和未受控子系统的混沌行为，它们具有不同的幅值

４．５　离散时间ＴＳ模糊系统的反馈混沌化

一个一般的ＴａｋａｇｉＳｕｇｅｎｏ（ＴＳ）模糊系统可描述如下：
规则ｉ：ＩＦ　ｘ１（ｋ）　ｉｓ　Ｍｉ１　…　ＡＮＤ　ｘｎ（ｋ）　ｉｓ　Ｍｉｎ　ＴＨＥＮ

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｉｘ（ｋ）＋Ｂｉｕ（ｋ）， （４．６３）
式中，ｉ＝１，２，…，ｒ，ｒ为规则的数目，Ｍｉｊ为模糊集，
ｘ（ｋ）＝ ｘ１（ｋ）　ｘ２（ｋ）　…　ｘｎ（ｋ［ ］）Ｔ，　ｕ（ｋ）＝ ｕ１（ｋ）　ｕ２（ｋ）　…　ｕｍ（ｋ［ ］）Ｔ。
　　假设Ａｉ和Ｂｉ是一致有界的，即存在常数Ｎ和Ｑ，使得

ｓｕｐ
１≤ｉ≤ｒ

‖Ａｉ‖ ≤Ｎ＜ ∞，　ｓｕｐ
１≤ｉ≤ｒ

‖Ｂｉ‖ ≤Ｑ＜ ∞
采用并行分布补偿（ＰＤＣ）来确定模糊控制器的结构。每个控制规则根据ＰＤＣ中
的ＴＳ模糊模型的相应规则来构造。每个模糊控制规则具有如下的线性状态反馈
形式［Ｌｉｅｔａｌ．，２００１］：
控制规则ｉ：ＩＦ　ｘ１（ｋ）　ｉｓ　Ｍｉ１　…　ＡＮＤ　ｘｎ（ｋ）　ｉｓ　Ｍｉｎ　ＴＨＥＮ

ｕ（ｋ）＝－Ｆｉｘ（ｋ）。
总的模糊控制可表示为

ｕ（ｔ）＝－
∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｋ）Ｆｉｘ（ｋ）

∑
ｒ

ｉ＝１
ｗｉ（ｋ）

≡－∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｋ）Ｆｉｘ（ｋ）， （４．６４）
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其中要求控制增益矩阵｛Ｆｉ｝ｒｉ＝１一致有界，即存在常数Ｍ使得
ｓｕｐ
１≤ｉ≤ｒ

‖Ｆｉ‖ ≤Ｍ ＜ ∞。

把（４．６４）式代入（４．６３）式可得

ｘ（ｋ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｉ（ｋ）ｈｊ（ｋ）｛Ａｉ－ＢｉＦｊ｝ｘ（ｋ）。 （４．６５）

而系统（４．６５）又可写为：

ｘ（ｋ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｋ）ｈｉ（ｋ）｛Ａｉ－ＢｉＦｉ｝ｘ（ｋ）

　＋２∑
ｒ

ｉ＜ｊ
ｈｉ（ｋ）ｈｊ（ｋ）｛Ａｉ－ＢｉＦｊ｝＋｛Ａｊ－ＢｊＦｉ｝

２ ｘ（ｋ）

＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｋ）ｈｉ（ｋ）Ｇｉｉｘ（ｋ）＋２∑

ｒ

ｉ＜ｊ
ｈｉ（ｋ）ｈｊ（ｋ）

Ｇｉｊ＋Ｇｊｉ｛ ｝２ ｘ（ｋ），（４．６６）

式中，Ｇｉｊ＝Ａｉ－ＢｉＦｊ。取Ｂｉ≡Ｂ，从而有

ｘ（ｋ＋１）＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｋ）｛Ａｉ－ＢＦｉ｝ｘ（ｋ）＝∑

ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｋ）Ｇｉｉｘ（ｋ）。 （４．６７）

　　可以证明［Ｌｉｅｔａｌ．，２００１］，ＴＳ模糊系统（４．６３）可用ＰＤＣ模糊控制器（４．６４）
精确线性化。如果存在反馈增益Ｆｉ，使得

（Ａ１－ＢＦ１）－（Ａｉ－ＢＦｉ｛ ｝）Ｔ （Ａ１－ＢＦ１）－（Ａｉ－ＢＦｉ｛ ｝）＝０，　ｉ＝２，３，…，ｒ。
（４．６８）

则线性化控制系统为

ｘ（ｋ＋１）＝Ｇｘ（ｋ），　Ｇ＝Ｇｉｉ，　ｉ＝２，３，…，ｒ。 （４．６９）
如果对上述系统引入模运算，则有

ｘ（ｋ＋１）＝Ｇｘ（ｋ）　（ｍｏｄ１）。 （４．７０）
根据第２章分析可知，如果

Ｇ＝ｄｉａｇｅσ１　ｅσ２　…　ｅσ｛ ｝ｎ ，　σｊ ＞０，　ｊ＝１，２，…，ｎ，
那么系统（４．７０）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
例４．２　考虑如下离散时间ＴＳ模糊模型：

规则１：ＩＦ　ｘ（ｔ）　ｉｓ　Ｍ１　ＴＨＥＮ
ｘ（ｔ＋１）

ｙ（ｔ＋１［ ］）＝Ａ１
ｘ（ｔ）

ｙ（ｔ［ ］）＋Ｂｕ，

规则２：ＩＦ　ｘ（ｔ）　ｉｓ　Ｍ２　ＴＨＥＮ
ｘ（ｔ＋１）

ｙ（ｔ＋１［ ］）＝Ａ２
ｘ（ｔ）

ｙ（ｔ［ ］）＋Ｂｕ，

式中

Ａ１ ＝
ｄ ０．３
１ ０［ ］　

，　Ａ２ ＝
－ｄ ０．３
　１ ０［ ］　

。
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ｘ（ｔ）∈ －ｄ，［ ］ｄ ，ｄ＞０，隶属函数

Ｍ１ ＝ １
２ １－ｘ（ｔ）（ ）ｄ

，　Ｍ２ ＝ １
２ １＋ｘ（ｔ）（ ）ｄ

。

在不加控制时（ｕ≡０），系统是稳定的。选取两个期望的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

σ１ ＝ｌｎ（１．９）＝０．６４１８５３９，σ２ ＝ｌｎ（２．０）＝０．６９３１４７２。
图４．１３显示了相应的受控系统（４．７０）的混沌输出。

图４．１３　受控模糊系统的混沌行为

４．６　非线性系统的全局稳定化

在控制系统分析与设计中，一个最基本的问题是系统稳定性。但所有的实际
控制系统都是有控制约束的。这里必须指出，反馈混沌化可用于具有有界输入的
非线性系统的全局稳定化。整个稳定化算法包含两个部分：首先，设计一个有界的
混沌化控制器使得受控系统产生混沌行为；其次，由于混沌的遍历性，一旦系统轨
道进入期望的不动点的某个小的邻域，就关闭混沌化控制器，而启用某个有界的局
部稳定化控制器，使系统轨道稳定在期望的不动点上。这里的关键技术性问题是，
如何使得所产生的混沌吸引子包含期望的不动点或与该不动点充分接近。
考虑如下的非线性控制系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ。 （４．７１）
假设ｘ是未受控系统的一个期望的、不稳定的不动点，即满足

ｘ ＝ｆ（ｘ）。 （４．７２）

　　具有有界输入约束的全局反馈稳定化问题，就是要设计一个反馈控制器ｕｋ满

足约束条件
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‖ｕｋ‖∞ ≤Ｕ，　ｋ≥０， （４．７３）
使得ｘ是受控系统（４．７１）的全局稳定不动点，其中Ｕ为一给定正数。
根据第３章的讨论，可采用如下的混沌化控制器：

ｕｋ ＝珔ｕ（ｘｋ）＝ｓａｗε（σｘｋ），　ε≤Ｕ， （４．７４）
或者

ｕｋ ＝珔ｕ（ｘｋ）＝σｘｋ　（ｍｏｄε），　ε≤Ｕ， （４．７５）
使得受控系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋珔ｕｋ （４．７６）
产生混沌行为，相应的混沌吸引子记为Ωｃ。
再取矩阵Ｋ使得ｆ′（ｘ）－Ｋ是稳定阵（例如，可简单地取Ｋ＝ｆ′（ｘ））。可以

采用传统的线性反馈控制器

ｕｋ ＝珕ｕ（ｘｋ）＝－Ｋ（ｘｋ－ｘ）， （４．７７）
使得ｘ是受控系统

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋珕ｕｋ （４．７８）
的一个局部稳定的不动点，相应的吸引域记为Ωｓ。
假设混沌吸引子Ωｃ和吸引域Ωｓ的交集非空。对任意给定的初始状态，首先

用混沌化控制器珔ｕ（ｘｋ）使得受控系统产生混沌。一旦系统状态进入Ωｓ，并且局部
反馈稳定化控制器珕ｕ（ｘｋ）的幅值不超过Ｕ，则关闭混沌化控制器珔ｕ（ｘｋ），启用局部
反馈稳定化控制器珕ｕ（ｘｋ）。即取全局反馈稳定化控制器为

ｕｋ ＝
珕ｕ（ｘｋ），ｉｆ　ｘｋ ∈Ωｓ和‖珕ｕ（ｘｋ）‖∞ ≤珡Ｕ，
珔ｕ（ｘｋ），ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ｛ 。

（４．７９）

但采用控制器（４．７９）的困难在于，难以较精确地估计吸引域Ωｓ。因此，在实际使
用中，采用如下全局反馈稳定化控制器

ｕｋ ＝
珔ｕ（ｘｋ），　ｉｆ‖珕ｕ（ｘｋ）‖∞ ＞珡Ｕ，
珕ｕ（ｘｋ），　ｉｆ‖珕ｕ（ｘｋ）‖∞ ≤珡Ｕ≤Ｕ｛ 。

（４．８０）

　　例４．３　考虑受控的含３个神经元的神经网络系统
ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ）＋ｕｋ ＝Ｗｔａｎｈ（Ｖｘｋ）＋ｕｋ， （４．８１）

式中矩阵Ｗ 和Ｖ，以及函数ｔａｎｈ（·）由（４．４）和（４．８）式定义。已知未受控系统
（ｕｋ≡０）具有一个不稳定的不动点ｘ＝ ０　０　［ ］０ Ｔ，以及两个局部稳定不动点珔ｘ
和珕ｘ。如果σ＞５，那么混沌化控制器

珔ｕ（ｘｋ）＝σｘｋ　（ｍｏｄε） （４．８２）
可以使受控系统产生混沌行为。这里的问题是要保证原点ｘ为受控系统的全局

稳定的不动点。
由于
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ｆ′（ｘ）＝ｆ′（０）＝ＷＶ， （４．８３）
可选择局部稳定化控制器

珕ｕ（ｘｋ）＝－Ｋｘｋ ＝－ＷＶｘｋ， （４．８４）
其相应的全局稳定化控制器为

ｕｋ ＝
σｘｋ（ｍｏｄε），ｉｆ‖Ｋｘｋ‖∞ ＞珡Ｕ，

－Ｋｘｋ， ｉｆ‖Ｋｘｋ‖∞ ≤珡Ｕ
烅
烄
烆 。

（４．８５）

仿真发现，当珡Ｕ≥ε≥１．２时，可以实现原点的全局稳定化。图４．１４显示了在混沌
化算法作用下，受控神经网络的混沌吸引子，其中参数为ε＝１．５，σ＝１０。图４．１５
显示了在全局稳定化算法（４．８５）作用下受控神经网络的稳定化过程，其中参数选取

ε＝珡Ｕ＝１．５，　ｘ０ ＝ －５．８０　５．７５　２．［ ］８０ Ｔ。

图４．１４　在混沌化控制作用下，受控神经网络的混沌吸引子

　　这里也可以实现原来局部稳定的不动点（比如珚ｘ）的全局稳定化，控制器可取

ｕｋ ＝
ｓａｗε（σｘｋ），ｉｆ　 ｍｉｎ

１≤ｉ≤ｎ
ｘｋ（ｉ）≤０，

０， ｉｆ　 ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｘｋ（ｉ）＞０
烅
烄

烆 。
（４．８６）

图４．１６给出了相应的仿真结果，其中参数选取

ε＝１．５，　σ＝１０，　ｘ０ ＝ －８．８０　－６．７５　－３．［ ］８０ Ｔ。

　　例４．４　考虑二阶Ｈｅｎｏｎ映射

ｘｋ＋１ ＝１．０－ａｘ２
ｋ＋０．３ｘｋ－１， （４．８７）

当参数ａ从零开始增加时，Ｈｅｎｏｎ映射会经由倍周期分岔走向混沌。这里取ａ＝
１。此时Ｈｅｎｏｎ映射具有稳定的周期４轨道

１．２７４８９，　－０．６５６３６，　０．９５１６９，　－０．｛ ｝１０２６３ 。
该映射有两个不稳定的不动点，ｘ＝０．７０９５和ｘ＝－１．４０９５。现希望设计一个
具有最大幅值为Ｕ的控制器ｕｋ＝ｕ（ｘｋ），使得受控Ｈｅｎｏｎ映射

ｘｋ＋１ ＝１．０－ａｘ２
ｋ＋０．３ｘｋ－１＋ｕｋ （４．８８）

的状态稳定在不动点ｘ上。为此，把受控系统写为：
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图４．１５　在全局稳定化控制作用下受控神经网络的稳定化过程

ｘｋ＋１ ＝１．０－ｘ２
ｋ＋ｙｋ＋ｕｋ，

ｙｋ＋１ ＝０．３ｘｋ
｛ 。

（４．８９）

如果取

ｕｋ ＝珔ｕ（ｘｋ）＝σｘｋ　（ｍｏｄε）， （４．９０）
那么受控系统（４．８９）当σ＞３和ε＞０时是混沌的。图４．１７显示了当σ＝１０和ε＝
０．１５时受控系统的混沌吸引子。
容易验证，如果取ｕｋ＝珕ｕ（ｘｋ）＝－１．４（ｘｋ－ｘ），那么受控系统（４．８９）在点

ｘ　０．３ｘ［ ］ Ｔ的Ｊａｃｏｂｉ矩阵是稳定的。全局稳定化控制器为

ｕｋ ＝
珔ｕ（ｘｋ），　ｉｆ　｜珕ｕ（ｘｋ）｜＞珡Ｕ，
珕ｕ（ｘｋ），　ｉｆ　｜珕ｕ（ｘｋ）｜≤珡Ｕ｛ 。

（４．９１）

　　在仿真中，取ε＝珡Ｕ＝０．１５。控制效果见图４．１８。随机选取一个初始状态，在
其后的１０００步没有加控制（ｕｋ＝０），系统状态很快稳定在周期４轨道上。在随后
的１０００步加入混沌化控制器ｕｋ＝珔ｕ（ｘｋ）＝１０ｘｋ　（ｍｏｄ０．１５），可以看出受控系统
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图４．１６　局部稳定的不动点珚ｘ的全局稳定化

图４．１７　受控Ｈｅｎｏｎ映射的混沌吸引子

处于混沌状态。从ｎ＝２０００开始，我们采用全局稳定化控制器（４．９１），经过大约

２５０步之后（即总的迭代次数ｎ≥２２５０），受控系统稳定在不动点ｘ＝０．７０９５上。
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图４．１８　受控Ｈｅｎｏｎ映射的全局稳定化

４．７　病态心律的分岔控制

考虑一个基于对某些兔子心脏的刺激响应测量而得到的，通过心室的电导的
经验模型。该模型可表示为如下非线性离散时间差分方程［Ｃｈｅｎ＆ Ｄｏｎｇ，
１９９８］：

Ａｋ＋１ ＝ｆ（Ａｋ，Ｈｋ）＝Ａｍｉｎ＋Ｒｋ＋１＋βｋｅｘｐ（－Ｈｋ／τｒｅｃ）， （４．９２）
式中，Ｈｋ为第ｋ个心动周期的心室恢复时间，Ａｋ＋１表示在第ｋ＋１个心动周期的心
室颠颤时间间隔，

Ａｍｉｎ＝３３ｍｓ，　τｒｅｃ＝７０ｍｓ，　Ｒ０ ＝γｅｘｐ（－Ｈ０／τｆａｔ），

Ｒｋ＋１＝Ｒｋｅｘｐ－（Ａｋ＋Ｈｋ）／τ［ ］ｆａｔ ＋γｅｘｐ－Ｈｉ／τ（ ）ｆａｔ ，

βｋ＝
２０１－０．７Ａｋ，　ｆｏｒ　Ａｋ ＜１３０ｍｓ，

５００－３．０Ａｋ，　ｆｏｒ　Ａｋ ≥１３０ｍｓ｛ ，
式中，Ｈ０是初始区间，γ＝０．３ｍｓ，τｆａｔ＝３０ｓ。
如果对按固定时间周期珨Ｈ＞０电激兔子心脏，在一束电激后，会观察到一种再

进入心动过速的状态，这时区间Ａ呈现交替的时间序列。为模拟这一现象，我们
在模型（４．９２）中把Ｈｋ取为一个常数珨Ｈ＜５７ｍｓ。图４．１９显示了珨Ｈ＝４５ｍｓ和ｋ＝
１～１０００时模型（４．９２）的输出Ａｋ。可以看出，在接近于ｋ＝２５０处，Ａ分岔为交替
节律。人们已提出了几种控制方法以设法消除分岔而使该系统稳定在一个不动点
上［Ｃｈｅｎ＆Ｄｏｎｇ，１９９８］。
这里考虑对珨Ｈ 加一可用实验实现的小扰动，即

Ｈｋ ＝珨Ｈ＋δＨｋ。 （４．９３）
期望的目标值取珡Ａ＝１３４．３０８３，这是当Ｈｋ＝珨Ｈ 时系统（４．９２）的一个不稳定的不
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动点。局部稳定化控制器为

δＨｌｓ
ｋ ＝ｇ（Ａｋ－珡Ａ）， （４．９４）

式中，ｇ＝０．８５。由于Ａｋ＞０，为保证

｜δＨｃ
ｋ｜≤ε，　ε＞０，

反馈混沌化控制器取

δＨｃ
ｋ ＝ σＡｋ　（ｍｏｄ２ε［ ］）－ε。 （４．９５）

我们发现当σ＞２时，反馈混沌化控制器（４．９５）能使受控系统产生混沌行为。全局
稳定化控制器为

δＨｇｓ
ｋ ＝

δＨｃ
ｋ，　ｉｆ｜δＨｌｓ

ｋ｜≥ε，

δＨｌｓ
ｋ，　ｉｆ｜δＨｌｓ

ｋ｜＜ε
烅
烄
烆 。

（４．９６）

图４．１９给出了ε＝８时的仿真结果。其中，为了比较控制的效果，当ｋ≤１０００时未
加控制，当１０００＜ｋ≤１５００时，采用反馈混沌化控制器（４．９５），当１５００＜ｋ≤２０００
时，采用全局稳定化控制器（４．９６）。

图４．１９　心律模型的输出Ａｋ
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第５章
　　基于混沌分组密码的图像加密

５．１　引言

经典密码学一般将密码区别为分组密码和序列密码。所谓分组密码是指，将
明文消息编码表示后的数字（通常是０和１）序列ｘ１，ｘ２，…划分成长度为ｍ 的组

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），各组分别在密钥ｋ＝（ｋ１，ｋ２，…，ｋｔ）的控制下变换成输出数字
序列ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）。而序列密码则直接用密钥序列（一般为０和１）ｋ＝（ｋ１，

ｋ２，…）对原始明文消息编码进行操作，获得密文序列。与传统的密码学类似，这里
讨论的混沌密码也分成两类：混沌分组密码和混沌序列密码。
由于分组密码容易被标准化，且在通常的数据通信中，信息往往被分成块来传

输，再加上分组密码的同步容易实现，因此这种密码形式获得了广泛的应用。目前
已有的密码标准，包括ＤＥＳ，ＡＥＳ等，都是分组密码。
本章介绍混沌分组密码的设计及其在图像加密中的应用，主要介绍混沌映射

与密码学之间的联系与区别；研究一些混沌分组密码的设计方法；最后提出两种基
于可逆混沌映射的混沌图像加密算法，并对它们进行安全性分析。

５．２　混沌映射与密码学的联系

Ｓｈａｎｎｏｎ在他的经典论文中指出：好的加密系统应具有对密钥的敏感性，以
及能够将明文充分地置乱并改变其统计特性［Ｓｈａｎｎｏｎ，１９４９］，而这正与混沌的
混迭（ｍｉｘｉｎｇ）特性相一致。其实，混沌映射和加密系统二者之间存在着许多相
似之处，例如：混沌的拓扑传递与混迭特性类似于密码的扩散（ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ）与混淆
（ｃｏｎｆｕｓｉｏｎ）特性；混沌对参数的敏感性则对应着密码对密钥的敏感性；混沌映射
通过多轮的迭代获得指数分离的轨道，加密系统则通过多轮的置乱（ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ）
与替换（ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ）将明文打乱。然而，混沌与密码学之间仍然有着很大的不
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同，最重要的就是，混沌是定义在连续的闭集上的，而密码学的操作只限于有限域，
二者之间更深层的联系还有待进一步地研究［Ｋｏｃａｒｅｖ＆Ｊａｋｉｍｏｖｓｋｉ，２００１］。
尽管如此，我们仍然能够利用混沌的特性来设计序列密码或分组密码，特别是

对分组密码来说，利用混沌的拓扑传递性来快速地置乱和扩散明文数据，以达到改
变明文统计特性的目的。这一点对多媒体数据的加密尤其重要。因为对于语音、
图像以及视频这些多媒体信息来说，由于其固有的大数据量、高冗余性等特性，传
统的对称和非对称密码对它们来说并不太合适［Ｌｉ，Ｃｈｅｎ＆Ｚｈｅｎｇ，２００４；Ｍａｏ
＆Ｃｈｅｎ，２００４］。为解决多媒体加密的问题，人们已经提出了许多新的加密方案，
其中比较典型的是一类称之为部分加密（ｐａｒｔｉａｌｅｎｃｒｙｐｔｉｏｎ）的算法［Ｔａｎｇ，１９９６；

Ｃｈｅｎｇ＆Ｌｉ，２０００；Ｗｕ＆ Ｋｕｏ，２０００］，但这些算法只是减少了加密的数据，在加
密算法上依然使用的是传统的ＤＥＳ，ＩＤＥＡ等方法，因此是以牺牲加密强度来换取加
密速度。近年来，人们尝试采用混沌的方法构造快速的加密算法，如［Ｓｃｈａｒｉｎｇｅｒ，

１９９８］提出了采用 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ流进行替代和置乱图像的快速图像加密方法；
［Ｆｒｉｄｒｉｃｈ，１９９８］提出了两种混沌加密方法，分别采用Ｂａｋｅｒ映射和Ｃａｔ映射构造
了二维可逆图像加密方案。这些方法给我们提供了一个新的思路，很有参考价值。
下面以分组密码为例，从混沌映射与密码学的关系出发，探讨混沌用作密码的

可行性。可以从分组密码的定义，设计原理和整体结构三个方面来比较它与混沌
映射的联系。

５．２．１　从分组密码的定义比较密码变换与混沌映射的关系

定义５．１［冯登国，吴文玲，２０００］　分组密码是一种满足下面条件的映射

Ｅ：Ｆｍ
２×ＳＫ→Ｆｍ

２，对每个ｋ∈ＳＫ，Ｅ（·，ｋ）是从Ｆｍ
２，到Ｆｍ

２ 的一个置换。
在定义５．１中，Ｅ（·，ｋ）为密钥为ｋ的一个加密函数，其逆为密钥为ｋ的解密

函数（可记为Ｄ（·，ｋ））。分组密码要求能够在密钥的控制下，从一个足够大且足够
安全的置换中选择出一个置换，使得由它构成的密码系统能够做到：

（１）对每一个密钥ｋ∈ＳＫ，存在加密变换Ｅ（·，ｋ）∈Ｅ 和对应的解密变换

Ｄ（·，ｋ）∈Ｄ，使得对于每一个明文ｐ∈Ｆｍ
２，唯一解密条件Ｄ（Ｅ（ｐ，ｋ），ｋ）＝ｐ能得

到满足；
（２）变换Ｅ（·，ｋ）和Ｄ（·，ｋ）对密钥ｋ是敏感的，若密钥存在很小的差异，即

｜ｋ１－ｋ２｜ε，ｋ１≠ｋ２，则有｜ｃ１－ｃ２｜＝｜Ｅ（ｐ，ｋ１）－Ｅ（ｐ，ｋ２）｜＞Ｍ，表明密文会有很
大的不同；

（３）已知密文ｃ在密钥ｋ未知的情况下，求取明文ｐ是困难的；并且已知ｃ＝
Ｅ（ｐ，ｋ）和ｐ＝Ｄ（ｃ，ｋ）求出密钥ｋ是困难的。
另一方面，混沌映射具有如下特性（第１章）：
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（１）混沌映射是定义在相空间Ｉ上的一个确定性的自映射ｆ：Ｉ→Ｉ，具有复杂
的动力学特性；

（２）混沌映射对初值具有极端的敏感性，即存在δ＞０，使得对任意的ε＞０和
任意的ｘ∈Ｖ，在ｘ的ε邻域内存在ｙ，和存在自然数ｎ，满足ｄ（ｆｎ（ｘ），ｆｎ（ｙ））＞δ；

（３）混沌映射具有拓扑传递性，即对Ｉ上的任一对开集Ｘ，Ｙ，存在ｋ＞０，使得

ｆｋ（Ｘ）∩Ｙ≠。
混沌的这些特性与密码变换的特性是一致的（参见表５．１）：
（１）二者都是确定性的变换，但都会表现出某种类似于随机的特性。密码变

换通过迭代和混合的方法将信源信息置乱，使得在有限计算能力下，信源的随机性
增加［Ｋｏｃａｒｅｖ＆Ｊａｋｉｍｏｖｓｋｉ，２００１］；而混沌则通过多轮的迭代将一个确定性的系
统变成一个具有遍历性的信源，ＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖＳｉｎａｉ熵可以用来描述映射ｆ产生信
息的渐近速率。

（２）混沌映射具有拓扑传递性，而密码变换具有混合特性。混沌的拓扑传递
性使映射所在的相空间不能够被平凡地分割成有限子集，而密码变换的混合特性
使得明文和密钥完全混合，密文的统计特性不依赖于明文。

（３）混沌对初值和参数的敏感性，使得两个初值很接近或者参数有微小变化
的混沌映射，其轨道会指数分离；而密码变换则要求对密钥敏感，密钥或明文的微
小变化会带来密文的显著不同。

（４）混沌是通过多轮的迭代来获得指数分离的轨道；而密码则通过多轮的置
乱与混合将明文打乱。
但是，混沌与密码系统之间仍然存在着许多不同，最大的不同之处就在于：混

沌是定义在连续的闭集上的，而密码系统的操作只限于有限域。而正是这一点的
不同，造成混沌系统不能采用数字化的方法直接应用于加密系统，同时，也不是所
有的混沌系统都适合用来设计密码。因此需要巧妙的设计，才能适当地将混沌映
射用于密码系统。

表５．１　混沌与密码系统的关系

混沌映射 密码变换

不同点 相空间：实数集 相空间：有限的整数集

相似点

迭代次数 加密轮数

由系统参数控制 密钥控制

对参数和初值敏感 通过混合打乱明文统计关系

　　密码变换和混沌映射的联系还可以从计算复杂性的角度来看。密码系统的基
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本问题之一就是其安全性。在应用密码学中，这个安全性是通过计算的复杂性来
保证的。也就是说，利用有限的计算资源，在有限的时间内，一个问题是单向的，不
可解。比如，在密码学中广泛使用的陷门函数（ｔｒａｐｄｏｏｒ）就是一种单向函数（ｏｎｅ
ｗａｙｆｕｎｃｔｉｏｎ）；再如，伪随机数发生器、分组密码算法也具有这种单向特性。在传
统密码学中，这种单向函数的构造一般都利用一些数论中的难题，如大素数分解问
题，离散对数问题等来实现。而一些混沌的系统数字化后也构成单向函数。譬如，
我们可以看一个简单的例子：考虑定义在区间（０，１）上的移位映射（ｓｈｉｆｔｍａｐ）

ｘｎ＋１ ＝ａｘｎ（ｍｏｄ１）， （５．１）
式中，ａ为正整数。当ａ＞１时，该映射的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为ｌｎａ＞０，且模运算使迭
代序列有界，故该映射是混沌的。如果将上式数字化为映射

ｘｎ＋１ ＝ａｘｎ（ｍｏｄＮ）， （５．２）
式中，ａ＞１，Ｎ 和ｘｎ 都为整数，则对于（５．１）式来说，对所有的ａ值，该映射是不可
逆的；而对（５．２）式，仅当ａ和Ｎ 非互质时，映射在［０，Ｎ－１］上不可逆。

（５．２）式所描述的映射也可以看成是一个离散对数问题。令ｘ０＝１，然后将其
代入（５．２）式，进行多轮迭代后，有

ｘｎ ＝ａｎ（ｍｏｄＮ）。 （５．３）
离散对数问题就是已知ｘｎ 和ａ，求解指数ｎ。这个问题用动态系统来解释就是：从
某个初始值ｘ０ 出发，在给定轨道上的某个点ｘｎ 时，求取其迭代的轮数ｎ。

５．２．２　从分组密码的设计原理比较密码变换与混沌映射的
关系

　　分组密码的设计就是找到一种算法，该算法能在密钥的控制下从足够大的置
换子集中迅速找到一个置换，用来对当前输入的明文进行加密变换。要使这样的
加密变换足够安全，需要很好地利用混淆和扩散原则。
所谓扩散原则是指，所设计的密码应该使得密钥的每一位数字影响密文的许

多位数字，以防止对密钥进行逐段破译，并且明文的每一位数字也应该影响密文的
许多位数字，以便隐藏明文数字的统计特性。而所谓混淆原则是指，所设计的密码
应该使得密钥和明文以及密文之间的依赖关系变得相当复杂，以至于这种依赖关
系对密码分析者来说无法利用。
上面两个著名的原则最早由Ｓｈａｎｎｏｎ提出。他在１９４９年所写的经典论文

《保密的通信理论》中还指出［Ｓｈａｎｎｏｎ，１９４９］：
“好的混合变换通常是两个简单的非可交换运算的乘积。比如 Ｈｏｐｆ

已经证明，做馅饼皮的生面团可以通过下面一系列的操作进行混合：面团
首先被揉搓成一个扁面皮，然后将它折叠，再搓揉，再折叠，如此往复。一
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个混合变换中的函数应该是复杂的，它的所有变量都应敏感，对任何一个
变量来说，一个很小的变化都应引起输出的显著不同。”

这种在有限区域内进行反复折叠、拉伸变换正是混沌映射的典型表现。例如，Ｃａｔ
映射（猫映射）

ｘｎ＋１

ｙｎ＋（ ）１
＝

１　１
１　（ ）２

ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄ１） （５．４）

图５．１　Ｃａｔ映射的几何解释

就是在单位正方形内不断地进行线性的拉伸，然后通
过取模来进行折叠（见图５．１），从而呈现一种复杂的
混沌行为。Ｓｈａｎｎｏｎ还指出：好的加密系统应具有对
密钥的敏感性，以及能够将明文充分地置乱并改变其
统计特性。而这与混沌的混迭特性，对初始条件和参
数的敏感性也相一致。
混沌由于具有拓扑传递性，因而具有混迭特性。

所谓映射ｆ具有混迭特性是指：对任意两个可测集Ａ１

和Ａ２，有

ｌｉｍ
ｎ→∞

μ（ｆ－ｎ（Ａ１ ∩Ａ２））＝μ（Ａ１）μ（Ａ２），

也就是说，任何一个非零测度初始集合在映射ｆ的作
用下，在演化过程中将扩散到整个相空间。这一点和
分组密码设计中要求的扩散作用相对应。如果考虑将明文空间作为映射（对应于
加密变换）的一个初始区域，那么，混沌的混迭特性意味着可以将明文的任意一位
扩散到整个密文的每一位上去。
同时，混迭的系统还有下面一个有用的特性：如果μ０ 是任意一个测度（假设它

已经归一化，并且对μ连续）且μｎ＝μ０（ｆ－ｎＡ），则对任意μ０可测集Ａ，有μｎ（Ａ）→

μ（Ａ）。也就是说，在一个具有混迭特性的动态系统中，任何初始非均匀分布的集
合都将趋于均匀分布。由此，若采用具有混迭特性的系统来加密，当迭代趋于无穷
时，由于密文的分布已经不同于初始的明文分布，因此密文的统计特性不会依赖于
明文。这一点正好符合分组密码设计的混淆原则。
由此可见，将混沌映射用于分组密码，实际上就是应用混沌的混迭特性来快速

地混淆和扩散数据。我们在设计分组密码时常常采用置乱和替换方法来混淆和扩
散数据。很多分组密码系统都采用这两种方法，如目前广泛应用的ＳＢｏｘ和Ｐ置
换（ＤＥＳ中就广泛采用了这种ＳＰ网络）。
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５．２．３　从分组密码的整体结构比较密码变换与混沌映射的
关系

　　为了使分组密码具有足够的安全性且容易实现，在分组密码的设计中常常使用
一种被称为Ｆｅｉｓｔｅｌ网络的结构。该结构是由 Ｈ．Ｆｅｉｓｔｅｌ发明的，并且已经在很多分
组密码系统中使用，如ＤＥＳ，ＦＥＡＬ，ＧＯＳＴ，ＬＯＫＩ，Ｅ２，Ｂｌｏｗｆｉｓｈ，以及ＲＣ５等。
对一个分组长度为２ｎ比特的ｒ轮Ｆｅｉｓｔｅｌ密码，它的加密过程如下（图５．２）：
（１）将明文Ｐ分成左右两部分，分别记为Ｌ０ 和Ｒ０；
（２）进行ｒ轮完全相同的运算，计算规则如下：

Ｌｉ ＝Ｒｉ－１，

Ｒｉ ＝Ｌｉ－１ Ｆ（Ｒｉ－１，Ｋｉ｛ ）　
１≤ｉ≤ｒ。 （５．５）

图５．２　Ｆｅｉｓｔｅｌ网络

式中，Ｋｉ是密钥，Ｎ 为长度，Ｆ：ＧＦ（２）ｎ×ＧＦ（２）Ｎ →
ＧＦ（２）ｎ，这里ＧＦ（２）ｍ 表示一个以２为生成元的有
限（ｍ）个元素的乘法；

（３）输出密文Ｃ。
令

ｘ１（ｉ）＝Ｌｉ，　ｘ２（ｉ）＝Ｒｉ。
并将（５．５）式写成迭代形式

ｘ１（ｉ＋１）＝ｘ２（ｉ），

ｘ２（ｉ＋１）＝ｘ１（ｉ）ｆＫ（ｘ２（ｉ烅
烄
烆 ））。

（５．６）

　　例如，考察 Ｈｅｎｏｎ映射

ｘ１（ｉ＋１）＝ｘ２（ｉ），

ｘ２（ｉ＋１）＝ｂｘ１（ｉ）＋ｆａ（ｘ２（ｉ））， （５．７烅
烄
烆 ）

式中，ｆａ（ｘ２）为某种带参数ａ的非线性函数，如ｆａ（ｘ２）＝１－ａｘ２
２。当ａ＝１．４，ｂ＝

０．３时，该系统是混沌的。可以发现，（５．６）和（５．７）式在形式上有惊人的相似之
处。也就是说，对分组密码的整体结构设计，也可以采用某种混沌映射。

５．３　混沌分组密码的构造方法

由于混沌映射是作用在连续集合上，而分组密码变换是定义在有限集上的映
射，因此二者之间存在着差异。直接将连续的混沌映射数字化用来构造加密算法
未必可行，因为数字化后的混沌映射会带来性能的下降，同时，也并非所有的混沌
映射都适合用于加密系统［Ｌｉ，Ｃｈｅｎ＆ Ｍｏｕ，２００５］。下面先探讨数字化后的混
沌系统的降质问题，然后讨论用于加密的混沌系统的选择。
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动力系统的混沌化———理论、方法与应用

５．３．１　混沌映射数字化带来的性能下降

根据混沌的定义，从理论上来说，一个定义在连续域上的混沌映射的周期点的
测度为零。也就是说，一个周期轨道的任意小的邻域内都会存在非周期轨道。这
一点说明，若任意选择相空间中的某个值作为初始值进行迭代，得到周期轨道的概
率接近于零，一般情况下得到的都是非周期的混沌轨道。而将这个连续的混沌映
射数字化以后，情形就不一样了。
下面首先定义有限域上的迭代映射。
定义５．２　令Ｘｄ 为一个有限集合，Ｆｄ 为一个定义在Ｘｄ 上的自映射，即Ｆｄ∶

Ｘｄ→Ｘｄ，则

ｘｎ＋１ ＝Ｆ（ｘｎ），ｘ０ ∈Ｘｄ，ｎ＝０，１，２，…
称为有限域上的迭代映射。
所讨论的数字混沌映射可以采用下面的定义。
定义５．３　设Ｆ为一个定义在连续相空间Ｘ 上的混沌映射，则按下面数字化

方法获得的有限域上的迭代映射Ｆｄ 称为数字混沌映射：
取一个有限的分割β＝｛Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｍ－１｝覆盖相空间Ｘ，将Ｆ∶Ｘ→Ｘ用Ｆｄ∶

Ｘｄ→Ｘｄ 代替，此处Ｘｄ＝｛０，１，…，ｍ－１｝。
需要说明的是，关于数字混沌映射，目前并没有一个公认的定义，下文将数字

化后的混沌映射称为数字混沌。
严格地说，混沌映射数字化以后获得的映射不再是混沌的，一个明显的标志就

是，该映射的轨道全为周期轨道。可以用移位映射和Ｃａｔ映射为例来说明。
原始的移位映射定义为（５．１），数字化后的映射为（５．２）。映射（５．２）为周期映

射，其周期最大为Ｎ－１。将Ｃａｔ映射（５．４）数字化后得到如下映射：

ｘｎ＋１

ｙｎ＋（ ）１
＝

１ ａ
ｂ ａｂ＋（ ）１

ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄＮ） （５．８）

则此映射亦为一个周期映射。比如，当选取ａ＝４０，ｂ＝８，Ｎ＝１２４时，对图像的像
素位置采用上述Ｃａｔ映射置乱，经过５轮迭代后，图像恢复原样（见图５．３）。
从上面的例子可以看出，数字混沌映射的周期性对密码系统的安全性来说是

不利的。在实际应用中，希望所选择的数字混沌映射具有尽可能大的周期性。也
就是说，要求研究一个映射的周期Ｐ和控制参数之间的关系，如Ｐ＝Ｐ（Ｎ）。但不
幸的是这类关系很难获得。对每一个特定的数字混沌映射，都需要利用数论和遍
历性理论等专门的数学工具进行独立的研究。并且，目前尚没有理论的研究结果
可以指导这方面的计算。比如，对前面提到的数字化后的移位映射（５．２），当ａ＝２
时，有下面的结论：Ｐ（Ｎ）在Ｎ＝２ｋ－１时，取得最小值Ｐ（Ｎ）＝［ｌｎｌｎＮ］＋１；当Ｎ
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第５章　基于混沌分组密码的图像加密

图５．３　Ｃａｔ映射的周期性

为素数且２为一个乘法群的生成元时，Ｐ（Ｎ）取最大值Ｎ－１。而当Ｎ 为其他数
时，Ｐ（Ｎ）的典型值为多少却不得而知。

图５．４　Ｎ 从４到１０００变化时，周期Ｐ（Ｎ）和Ｎ 的关系

另外，虽然Ｎ 的增大使得Ｐ（Ｎ）增大，但这种关系绝非单调，更不呈线性。譬
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动力系统的混沌化———理论、方法与应用

如，对于（５．８）所描述的离散化后的Ｃａｔ映射，并不是Ｎ 越大，周期越长。如取ａ＝
１，ｂ＝１，当Ｎ＝１２５时，Ｐ（Ｎ）＝２５０，但当Ｎ＝１２４时，Ｐ（Ｎ）＝１５。我们计算了Ｎ
从４到１０００的情况，结果如图５．４所示。周期Ｐ（Ｎ）和Ｎ 有下述关系：

Ｐ（Ｎ）＝３Ｎ，　Ｎ ＝２·５ｋ，　ｋ＝１，２，…，

Ｐ（Ｎ）＝２Ｎ，　Ｎ ＝５ｋ 或Ｎ ＝６·５ｋ，　ｋ＝１，２，…， （５．９）

Ｐ（Ｎ）≤１２Ｎ
７

，　 其他情况。

５．３．２　混沌映射的选择

一般说来，用于加密的混沌映射应符合下面三个条件：① 具有良好的混迭特
性；② 为鲁棒混沌或者至少是结构稳定的混沌映射；③ 具有较大的参数集。其中
所谓鲁棒混沌或结构稳定的混沌映射是指参数在具有小扰动的情况下获得的混沌

映射和原混沌映射具有拓扑等价性。比如，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射ｘｎ＋１＝λｘｎ（１－ｘｎ）就不
是一个鲁棒混沌映射，因为当λ∈（３．５６９９４５…，４］时，混沌区域会出现稠密的周期
窗口。但是，目前尚没有公认的指标，可以用来定量地评价混沌映射用于密码系统
的程度，虽然从Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和混沌映射的分布均匀性角度可以给出一些定量
的描述。
研究表明，满足下面条件的混沌映射比较适合于用来构造分组密码。
（１）混沌映射的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数尽可能大。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是一个动态系统对初始条件敏感性强弱程度的定量刻画。对
于一个一维系统，可以按下式来计算：

λ（ｘ０）＝ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∑

Ｔ－１

ｋ＝０
ｌｎ｜ｆ′（ｘｋ）｜，　ｘ０ ∈Ｉ。 （５．１０）

一个混沌映射的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于０，且Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数越大，该映射对初
值越敏感，也就越适合用于加密系统。

（２）混沌映射具有均匀的概率分布。
对于一个离散混沌映射Ｆ∶Ｘ→Ｘ，Ｘ犚Ｎ，其迭代轨迹｛ｘ，Ｆ（ｘ），Ｆ２（ｘ），…｝

在相空间会呈现一定的分布。由于混沌映射具有拓扑传递性，因此具有遍历特性。
混沌轨迹会落到Ｘ中的每一点的小邻域，但在Ｘ 上的分布却并不均匀。比如，对

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射来说，它在区间（０，１）上的分布为

ｖ（ｘ）＝ １
πｘ（１－ｘ槡 ）

。

但这并不是均匀分布，在两端有奇异性。
对于一个混沌映射，如果它的轨迹的分布具有均匀性，则可以保证明文经过一
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第５章　基于混沌分组密码的图像加密

定次数的迭代后，能获得分布均匀的密文。一个具有均匀分布的混沌映射的例子
为如下的帐篷映射：

ｘｎ＋１ ＝
２ｘｎ， ０≤ｘｎ ≤０．５，

－２ｘｎ＋２， ０．５＜ｘｎ ≤１烅
烄

烆 。

　　（３）混沌映射的控制参数要多，且参数空间要大。
因为对于混沌密码系统，参数往往用作密钥，因此控制参数多就意味着密钥

多，参数空间大才能保证密钥空间大。这样的密码系统的保密性能才高。
（４）可逆的一一映射对分组密钥具有优越性。
因为要求分组密码能共用加密和解密器，所以，密码变换应该在密钥的控制下

可逆，并且明文和密文的大小一致。在分组密码设计中，通常采用置乱和替换的方
法，而一一映射可以保证置乱变换是一一对应的。

５．３．３　基于混沌映射的分组密码一般设计方法

将混沌映射用于分组密码，实际上就是应用混沌的混迭特性来快速地置乱和扩
散数据。一般地，在设计分组密码时利用扩散、置乱和替换等方法设计单轮加密变换

Ｅ，然后，通过对该加密变换Ｅ进行多轮迭代，最后达到扩散和混淆明文的目的。
目前，尚没有公认的混沌分组密码设计的一般理论和方法。主要设计步骤可

概括如下：
（１）选择一个混沌映射：要求所选的混沌映射须具有良好的混迭特性，较大的

参数空间，以及是一个结构稳定的混沌映射；
（２）引入加密参数：也就是选择哪些参数可以用作密钥，参数范围是什么，以

及如何选择参数保证映射是混沌的；
（３）离散化混沌映射：将原始的连续映射离散化，在这一过程中，须保证数字

混沌映射能保持原混沌的混迭特性，并检查数字化后的映射的周期性；
（４）密钥的分配：合理地将混沌映射的控制参数与密钥对应起来，保证获得足

够大的密钥空间；
（５）密码分析：一般是利用尽可能有的密码攻击方法对系统的安全性进行测

试。但即使通过了已知的密码攻击方法，仍然不能保证该密码系统是绝对安全的。
上面叙述的法则是一个一般化的方法，在具体设计时，还有很多要考虑的因

素。下面将结合具体的图像混沌加密算法来做较为详细的阐述。

５．４　基于二维可逆映射的混沌图像分组加密方案

由于图像数据具有大容量、高冗余性、像素之间高相关性以及较大的尺寸等特

９８



动力系统的混沌化———理论、方法与应用

性，传统的加密方法存在一定的困难而不适合实时应用。在此，我们尝试用高维混
沌映射来构造混沌图像分组加密方法，从而获得相对优越的结果。首先总结一下
目前已有的对静态图像和动态图像的加密方法。

５．４．１　已有图像加密算法回顾

已有的图像加密方法可以分为两类：一类是在压缩域内对已压缩的数据流进
行加密；另一类是对原始数据进行加密。尽管Ｓｈａｎｎｏｎ指出，为了消除数据之间
的统计依赖性，数据应该先压缩再加密，然而，由于各种数据压缩算法的不同，带来
图像数据存储格式不一，压缩过的数据再经过加密后无法为一般的图像软件所识
别，也无法对密文图像进行格式转换，从而给数据的使用带来不便。而若先加密再
压缩，则因为加密过的数据其相关性被破坏，很难获得高的压缩率；同时，因为当前
的许多图像压缩算法是有损的，压缩加密过的数据会带来解密错误，因此，具体采
用哪种方法要根据实际的需要而定。
为了加快加密速度，同时考虑到图像数据的特点，对图像的加密算法分为全加

密和部分加密两类。部分加密又称选择加密，就是只选择图像数据中的一部分来
进行加密。这种加密思想的出发点在于：图像数据的各个分量对图像质量或图像
保密来说并不同等重要。比如，对于图像的ＤＣＴ变换来说，大部分能量都集中在
少部分的低频和直流系数上，因此加密少部分重要的数据就可以实现对整幅图像
的安全保护。很多图像和视频序列的加密就采用了部分加密的算法。文献
［Ｃｈｅｎｇ＆Ｌｉ，２０００］曾给出几种部分加密的方案。对一个５１２×５１２的图像，通过
部分加密，只有１３％～２７％的四叉树压缩输出数据需要被加密。对ＳＰＩＨＴ压缩
算法来说，被加密的数据低于２％。为适应当前的图像和视频编码格式，很多加密
方案集中于对ＤＣＴ变换系数的修改上。这些方案或者修改ＤＣＴ直流系数，或者
改变ＤＣＴ系数的符号位。对 ＭＰＥＧ编码来说，目前也有只加密Ⅰ帧ＤＣＴ变换系
数和加密运动矢量的算法。针对ＤＣＴ系数的图像部分加密，虽然可以提高加密
速度，也可以和现有图像压缩标准结合，以及不改变图像的格式，但是它有一些难
以克服的缺点。另外，人们已发现重要的ＤＣＴ系数并不完全是知觉重要的系数。
换句话说，部分加密ＤＣＴ系数并不能完全加密图像的可理解性。这是因为ＤＣＴ
变换并不和人眼视觉系统的特性相一致，它只是做到了能量的集中。从这一点上
来说，小波变换具有其优越性［Ｕｅｈａｒａｅｔａｌ．，２０００］。
为克服在变换域中加密数据带来的数据膨胀和可压缩性降低的缺陷，某些研

究者也考虑在图像压缩的同时进行加密，提出一类将压缩和加密结合的方法。实
际上，从Ｓｈａｎｎｏｎ信息论的角度看，压缩数据也可看成是某种加密，因为二者都是
在降低数据的相关性，使最终数据相互之间统计独立。
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在混沌图像加密研究方面，文献［Ｓｃｈａｒｉｎｇｅｒ，１９９８］介绍了一种采用Ｋｏｌｍｏｇ
ｏｒｏｖ流进行替代和置乱图像的快速图像加密方法。文献［Ｆｒｉｄｒｉｃｈ，１９９８］分别采
用Ｂａｋｅｒ映射和Ｃａｔ映射构造了二维图像加密方案：将这两种映射离散化，利用离
散化后的映射对像素的位置进行置乱，然后再对像素灰度值进行扩散。交替进行
这种扩散和置乱操作，便可以达到图像快速加密的目的。

５．４．２　一类基于二维可逆混沌映射的图像分组加密方案

基于混沌的图像分组加密就是利用混沌模型对图像进行某种置换，使得置换
后的图像与原始图像存在视觉差异。对图像进行的加密置换要交替地使用置乱和
扩散机制。置乱是对图像的像素坐标进行变换，而扩散则是对图像像素值进行混
迭。操作的目的是使得加密后的图像的统计特性变得均匀，并且密文图像和明文
图像之间的依赖关系变得复杂。
对像素值的扩散有三种方法。一种方法是：由一确定的混沌模型产生具有足

够长度的混沌序列｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ｝，并将该序列映射为图像像素值域上的序列｛ｐ１，

ｐ２，…，ｐｍ｝，然后将序列｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝与像素值进行某种相关运算，如异或运算

ＸＯＲ。由于混沌序列具有类似随机性的行为，使得变换后的图像亦表现出类似随
机性，从而实现图像加密。解密过程也很简单，只要用序列｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝与加密
图像的像素值进行相关逆运算即可。该方法实际上就是一种混沌序列加密。第二
种方法是将图像分成若干个小块，将图像的像素值代入一个混沌映射进行迭代，以
此来改变每个像素数值。图像的像素值是表征该像素的颜色、亮度等信息的整数，
它可以是颜色分量，也可以是亮度信息，或者是颜色索引。第三种方法是一种构造
替换表的方式。假设像素值的取值空间为Ｐ＝｛０，１，…，２５５｝，采用一个一维的混
沌系统进行迭代，获得一个混沌序列Ｃ＝｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ｝，然后对这个混沌序列进行
数字化，使得ｃｉ∈［０，２５５］，再将序列Ｃ中重复的数据剔除，最后Ｐ和Ｃ 便构成一
个像素值的替换表。这种方法类似于传统分组密码中Ｓｂｏｘ的构造，具有很好的
扩散效应。但不足之处在于没有混淆作用，因此常常需要结合某些异或、取模等操
作以达到扩散的目的。
像素坐标变换的实现可以有多种方法。在此采用一种简捷有效的算法，即采

用二维可逆混沌映射，如前面提到的Ｃａｔ映射，以及即将介绍的Ｂａｋｅｒ映射等。该
映射可以将图像中的每个像素的原始坐标（ｘ，ｙ）一一映射到新坐标（ｘ′，ｙ′），从而
得到加密图像。图像的解密则利用混沌映射的逆映射将新坐标（ｘ′，ｙ′）映射到原
始坐标（ｘ，ｙ）。
这类可逆的二维混沌映射目前研究得并不多，但采用它们进行坐标置乱具有

很多优点：

１９



动力系统的混沌化———理论、方法与应用

（１）由于该类映射是一一映射，因此，明文图像和密文图像之间存在着一一对
应的关系，避免了坐标位置的冲突；

（２）数字化后的混沌映射具有周期性，而周期的长短一般和初始值的选取是
相关的，但对于可逆混沌映射来说，周期的大小只和参数有关，而与初值无关；

（３）采用二维混沌映射具有大的密钥空间，且这类混沌映射是结构稳定的；
（４）采用这类二维混沌映射对图像的置乱速度很快；
（５）像素变换位置对应表的构造简单，通过矩阵运算即可实现。
下面以Ｃａｔ映射为例，详细分析基于二维混沌映射的图像加密方法。

１．混沌Ｃａｔ映射

为叙述方便，将混沌Ｃａｔ映射重写如下：

ｘｎ＋１

ｙｎ＋（ ）１
＝Ａ

ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄ１），　Ａ＝
１　１
１　（ ）２

， （５．１１）

由于ｄｅｔＡ＝１，Ｃａｔ映射是保面积的一一映射。该映射的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λ１ ＝ｌｎ １
２ ３＋槡（ ）（ ）５ ＞０，　λ２ ＝ｌｎ １

２ ３－槡（ ）（ ）５ ＜０。

　　该映射的几何解释如图５．５所示：一幅图像在Ｃａｔ映射的作用下先进行线性
拉伸，然后通过取模运算进行折叠；如此循环往复，最终达到混乱。

图５．５　Ｃａｔ映射的变换作用

２９



第５章　基于混沌分组密码的图像加密

２．Ｃａｔ映射的离散化

将Ｃａｔ映射用于加密，需要先对它进行预处理。
首先，引入加密参数。加密参数的引入可以通过改变矩阵Ａ 的元素来获得。

考虑如下更为一般的Ｃａｔ映射

ｘｎ＋１

ｙｎ＋（ ）１
＝Ａｄ

ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄ１），　Ａｄ ＝
ａｂ＋１ ａ

ｂ（ ）１
，　ａ，ｂ∈Ｎ， （５．１２）

该映射仍为一个保面积映射，且具有正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数。
其次，将Ｃａｔ映射扩展到Ｎ×Ｎ 并离散化，得到

ｘｎ＋１

ｙｎ＋（ ）１
＝Ａｄ

ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄＮ），　ｘ０，ｙ０ ∈ ｛０，１，…，Ｎ－１｝。 （５．１３）

该映射仍然是一一映射。容易证明，映射（５．１３）的参数ａ，ｂ以Ｎ 为周期，即
（ａ＋ｋ１Ｎ）（ｂ＋ｋ２Ｎ）＋１ ａ＋ｋ１Ｎ

（ｂ＋ｋ２Ｎ）
烄

烆

烌

烎１
ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄＮ）＝
ａｂ＋１ ａ

ｂ（ ）１
ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄＮ），

式中，ｋ１，ｋ２ 为正整数。由此，要求ａ，ｂ都为小于Ｎ 的正整数。

３．基于混沌Ｃａｔ映射的图像加密方法

所构造的分组图像加密算法是将整个图像作为一个数据块，通过多轮的迭代
完成对明文统计特性的改变。在每一轮的迭代中，交替地使用置乱和扩散操作（在
改进的Ｃａｔ映射算法中，还加入了替换操作），以使得数据经过较少的轮数操作完
成加密。

（１）置乱变换。
在所构造的加密算法中，置乱操作是将像素的位置置乱，采用（５．１３）式所定义

的数字化的Ｃａｔ映射来做置乱变换。
（２）扩散变换。
单纯采用像素置乱不会改变图像的统计直方图，因此，攻击者会利用直方图进

行统计攻击。为此，须引入像素值的扩散变换，进一步使密文的直方图变均匀。
图像扩散操作可以这样进行：设原始图像为ｆ，将之分解成２×２的小方块，对

每个方块中的四个像素值

ｆ（２ｉ，２ｊ），　ｆ（２ｉ＋１，２ｊ），　ｆ（２ｉ，２ｊ＋１），　ｆ（２ｉ＋１，２ｊ＋１）。
运用如下变换：

Ｘ′＝ＴＸ， （５．１４）
式中

Ｘ＝ ［ｆ（２ｉ，２ｊ）　ｆ（２ｉ，２ｊ＋１）　ｆ（２ｉ＋１，２ｊ）　ｆ（２ｉ＋１，２ｊ＋１）］Ｔ
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为图像块中四个像素值组成的向量，

Ｘ′＝ ［ｆ′（２ｉ，２ｊ）　ｆ′（２ｉ，２ｊ＋１）　ｆ′（２ｉ＋１，２ｊ）　ｆ′（２ｉ＋１，２ｊ＋１）］Ｔ

为经过扩散变换后的像素值向量；Ｔ∈犣４×４犚４×４为变换阵，选取原则与Ｃａｔ映射
变换阵相同，即行列式为１，以保证逆映射存在且是一对一的。例如，可以取

Ｔ＝

　２ －１ －２ －１
－３ 　２ 　３ 　１
－２ 　１ 　３ 　１
　４ －２ －４ －

熿

燀

燄

燅１

， （５．１５）

并保证变换后Ｘ′的各元素为落在［０，Ｎ－１］之间的整数。
（３）加密算法。
完整的加密过程如下：
步骤１　设置加密密钥：Ｃａｔ映射的映射参数ａ，ｂ和迭代轮数ｋ；
步骤２　将图像分成ｍ个大小为Ｎ×Ｎ的数据块①，比如２５６×２５６的图像数据；
步骤３　利用离散化的Ｃａｔ映射（５．１３）进行位置置乱；
步骤４　在每轮置乱之后，进行一次扩散操作，扩散变换采用公式（５．１４）；
步骤５　转到步骤３，将上面３，４步循环做ｋ轮；
步骤６　将分块数据重新组合，然后输出。
（４）解密算法。
解密流程与加密流程相似，只是反置乱变换公式变为：

ｘｎ＋１

ｙｎ＋（ ）１
＝Ａ－１

ｘｎ

ｙ（ ）ｎ

（ｍｏｄＮ），　Ａ－１ ＝
１ －ａ
－ｂ ａｂ＋（ ）１

。 （５．１６）

同时，反扩散公式为

Ｘ＝Ｔ－１Ｘ′，　 其中Ｔ－１ ＝

　１ １ １ １
　１ ２ ０ １
　１ ０ １ ０
－

熿

燀

燄

燅２ ０ ０ １

。 （５．１７）

　　值得指出的是，由于在实际的编程实现中，反变换会出现负数取模的问题，因
此可以做正向变换的查找表，而在解密时反过来查。另外，因为数字化后的混沌系
统只涉及整数运算，所以，无论是置乱变换还是扩散变换，运行都是相当快的。

４．基于Ｃａｔ映射加密方法的安全性分析

（１）密钥空间分析。

４９
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由于在此所使用的扩散操作是固定参数的变换，因此密钥主要是Ｃａｔ映射的
控制参数ａ，ｂ和加密轮数ｋ。将引入一个查找表来进一步增加加密算法的安全
性。
显然，加密轮数越多，密钥空间越大。比如，如果只进行一轮加密，则对２５６×

２５６的图像，密钥空间只有２１６；但如果加密轮数增加到４轮，则该加密系统的密钥
空间变为２６４。在实际使用中，一般可取ｋ≥４。另外，密钥空间也依赖于图像的尺
寸：图像越大，密钥空间越大，且呈Ｎ２ｋ增长，其中Ｎ 为图像尺寸（在此假设图像为
正方形）。

（２）密钥雪崩效应分析。
从密钥更换的有效性考虑，一个分组密码算法对密钥的变化应是敏感的，即密

钥具有所谓的雪崩现象。根据分组密码测度中的严格雪崩准则，改变密钥中的任
一比特，应导致密文分组中大约一半比特的变化。
从图５．６和图５．７的实验结果来看，在参数ａ，ｂ分别改变１位的情况下，不能

从密文中提取更多的信息，这表明算法对密钥非常敏感。

图５．６　密文对密钥ａ的敏感性

下面再看一下加密前后统计直方图的变化。图５．８（ｂ）为原始图像的灰度值
直方图，图５．８（ｄ）为加密图像的灰度值直方图。由比较可知，变换前后的直方图
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图５．７　密文对密钥ｂ的敏感性

图５．８　加密前后的图像灰度直方图
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发生了明显的变化：变换后的直方图呈均匀分布，它掩盖了变换前的分布规律。由

Ｓｈａｎｎｏｎ对高强度理想密码和唯一解距离的定义可知，对于已知密文攻击，用此种
方法加密后的密文对密钥的贡献很小，即

Ｈ（Ｋ｜Ｃ１…Ｃｎ）≈Ｈ（Ｋ），
式中，Ｈ 是信息熵，Ｋ 为密钥，Ｃ１，…，Ｃｎ 为密文。这大大增加了破译者的工作量
和工作难度，因此该密码可以有效地抵抗统计和已知密文攻击。

（３）相关性分析。
在测试图像中，随机选取１０００对相邻（包括水平、垂直和对角方向相邻）的像

素点对，记为（ｘｉ，ｙｉ），其中ｘｉ，ｙｉ分别代表第ｉ对像素的两个像素值。按如下定义
的相关系数，计算这１０００对像素灰度值之间的线性相关系数

Ｃｏｖ（ｘ，ｙ）＝Ｅ［ｘ－Ｅ（ｘ）］Ｅ［ｙ－Ｅ（ｙ）］， （５．１８）

ｒｘｙ ＝ ｜Ｃｏｖ（ｘ，ｙ）｜
Ｄ（ｘ槡 ） Ｄ（ｙ槡 ）

， （５．１９）

式中，ｘ，ｙ表示两个相邻的像素灰度值。在实际测试中用如下离散化的计算公式

Ｅ（ｘ）＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ， （５．２０）

Ｄ（ｘ）＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｅ（ｘ））２， （５．２１）

Ｃｏｖ（ｘ，ｙ）＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－Ｅ（ｘ））（ｙｉ－Ｅ（ｙ））。 （５．２２）

以相邻两像素灰度值为ｘ，ｙ坐标，得到加密前后相邻两点的相关性分析结果如图

５．９所示。
表５．２列出了对明文图像和密文图像多次随机选取１０００对像素测试后得到

的相关系数。可以看出，加密前的图像像素之间具有较强的相关性，经过加密过
后，这种相关性已经基本被破坏。

表５．２　明文图像和密文图像相邻像素间的相关系数

加密前 ０．９３２７ ０．９４９６ ０．９３６９ ０．９７２４ ０．９６６１ ０．９２０９ ０．９０６９ ０．９４１４ ０．９４７７

加密后 ０．０３１５ ０．０１５１ ０．０３２１ ０．００２１ ０．０１８０ ０．０３５５ ０．００６２ ０．０１２７ ０．０５５０

　　（４）明文雪崩效应分析。
一个分组密码算法对明文的变化应是敏感的，即明文对密文存在着雪崩现象。

根据分组密码测度中的严格雪崩准则，改变明文分组的任一比特，应导致密文分组
中大约一半比特的变化。我们对一幅２５６×２５６的图像进行了测试。首先，对一幅
图像进行加密，获得加密图像Ｃ１；然后，随机改变原图像的某一个像素点的值，再
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图５．９　明文图像和密文图像相邻两点的相关性分析结果

采用同样的密钥进行加密，获得密文图像Ｃ２；比较Ｃ１ 和Ｃ２ 对应位置的像素值，并
统计密文改变的百分比。这种密文改变的百分比一般会随着加密轮数的改变而增
大，如图５．１０所示。从图中不难看出，密文改变的百分比随着加密轮数的增大而

图５．１０　明文改变１位带来密文变化的百分比

迅速上升；在加密轮数大于１０轮以后，密文的改变达到９６％左右，之后基本保持
不变。明文的稍许改变带来密文的巨大变化，随着加密轮数的增加，被影响的像素
点呈指数上升，具有这种特性的加密方法对差分攻击具有很强的抵抗能力。
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此外，在安全性测试中，还应对全０信号或全１信号进行测试。通过测试，发
现本算法对这样的特殊数据也具有很好的加密效果———密文均匀地分布在所属的
空间，明文的统计特性完全被隐藏。

５．其他实验结果

对实时图像加密来说，速度是一个非常重要的因素。表５．３给出对加密速度
的测试。其中，测试所用数据块的大小为１６００Ｋ字节，时间单位为ｓ，运行环境为

ＰⅢ１ＧＣＰＵ，２５６Ｍ内存和 ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ操作系统。

表５．３　加密时间的比较

算法
ＣａｔＭａｐ加密

１轮 ２轮 ３轮 ４轮 ５轮 ６轮 ７轮 ８轮

运行时间 ０．０５０ ０．１３０ ０．２１０ ０．３１０ ０．３８２ ０．４７０ ０．５３５ ０．６２１

６．算法的改进与扩展

前面所叙述的基于Ｃａｔ映射的分组加密算法交替使用了扩散和置乱的操作。
如果在每次的置乱与扩散操作之间再插入一个替代操作，则密码的安全性会得到
提高。尽管替代操作会带来一些附加的操作，增加了密码的复杂性，但是，由于替
代操作的插入，使得混淆效应变得更明显，这样就可以适当减少加密轮数。比如，
如果在前面所介绍的加密算法中增加了下面将要阐述的替换操作，则明文改变１
位带来的密文改变的百分比增加速率会非常快。如图５．１１所示，只要经过短短的

４轮迭代，就可以达到９４％。
下面详细介绍一种简单可行的替代操作，用于增强前述的基于Ｃａｔ映射的分

组密码。这种替换操作是一种基于混沌替换表的加密变换。首先采用混沌的

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射来构造替代表，然后利用该替代表对置乱后的明文按像素值进行替
换。
考虑Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射

ｘｎ＋１ ＝４ｘｎ（１－ｘｎ）。
按下面步骤构造替换表：

（１）将区间［０，１］均匀分成２５６个子区间｛ｓ（０），ｓ（１），…，ｓ（２５５）｝，每个区间分
别赋予一个整数值０，１，…，２５５，即Ｖ（ｓ（ｉ））＝ｉ，并记ｓ（ｉ）的上下界为ｓｄ（ｉ）和ｓｕ（ｉ），
即任意ｓ（ｉ）中的数据ｓ，有ｓｄ（ｉ）≤ｓ≤ｓｕ（ｉ）。

（２）任意取一个值为初始值。经过Ｎ 轮初始迭代后，开始根据数值迭代后所
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图５．１１　加入替换操作后，明文改变１位带来密文变化的速率加快

落的区间记录下该整数序列。若第ｎ（ｎ＞Ｎ）次迭代获得的数值在区间ｓ（ｋ）中，则
该次得到的整数值为ｋ。如此重复下去，直到获得一个有２５６个不重复数据的序
列｛ｋ０，ｋ１，ｋ２，…，ｋ２５５｝，且ｋｉ属于｛０，１，２，…，２５５｝。在此，需要处理一下迭代中迭
代结果落入以前已经走过的区间的问题（这样的区间对应的整数值已经取出来
了）。对于这种情况，不记录该区间对应的整数值，而继续迭代下去，直到落入到另
一个从未走到过的新区间为止。

（３）如果原来相空间分割对应的整数序列为｛０，１，２，…，２５５｝，现在的序列为
｛ｋ０，ｋ１，ｋ２，…，ｋ２５５｝，则找到的映射关系为ｋｉ＝ｆ（ｉ），即为一个替换表。
上述基于Ｃａｔ映射的加密算法代表了一类利用高维可逆混沌映射的加密算

法。还可以用二维可逆的Ｂａｋｅｒ混沌映射来构造。
一般的Ｂａｋｅｒ映射Ｂｇ∶Ｉ→Ｉ定义为

ｘｎ＋１ ＝
ｘｎ／α， 当ｘｎ ＜α，

（ｘｎ－α）／β， 当ｘｎ ＞α烅
烄

烆 ；

ｙｎ＋１ ＝
λａｙｎ， 当ｙｎ ＜α，

（１－λｂ）＋λｂｙｎ， 当ｙｎ ＞α烅
烄

烆 ；

（５．２３）

式中，常数β＝１－α，且λａ＋λｂ≤１。取λａ＋λｂ＝１是因为这时映射是个保面积映
射。否则它将是压缩映射。该映射的两个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分别为

λ１ ＝－αｌｎα－βｌｎβ＞０，　λ２ ＝αｌｎλａ＋βｌｎλｂ ＜０。
该映射是先在水平方向上对数据进行分割，然后再对数据进行拉伸，再将结果顺序
排列在单位面积内。
利用Ｂａｋｅｒ映射的二维可逆混沌分组密码的构造与采用Ｃａｔ映射相类似，故

这里不再详细阐述。值得指出的是，利用Ｂａｋｅｒ映射构造的二维图像加密算法在
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相同条件下，具有更大的密钥空间。

５．５　基于三维可逆混沌映射的图像分组加密方案

由上述可知，利用高维可逆混沌映射进行图像加密能够获得高安全性。然而，
由于混沌具有短期的可预测性，因此要想通过很少的几轮迭代就将数据打乱，采用
低维的混沌映射是困难的。现考虑将混沌映射扩展到高维。这里介绍一种茅耀斌
等［Ｍａｏｅｔａｌ．，２００４］设计的将二维Ｂａｋｅｒ映射扩展到三维并将之应用于图像加
密的方法。其实，无论是二维Ｂａｋｅｒ映射还是二维Ｃａｔ映射都可以被扩展到三维，
并都可以被用来构造更快更好的加密算法。

５．５．１　二维Ｂａｋｅｒ映射的三维扩展

将上节介绍的Ｂａｋｅｒ映射定义中的α，λａ 和λｂ 都取１／２，则定义在单位正方形
上的连续二维Ｂａｋｅｒ映射可表示为：

Ｂ（ｘ，ｙ）＝
（２ｘ，ｙ／２）， ０≤ｘ＜ １

２
，

（２ｘ－１，ｙ／２＋１／２）， １
２ ≤ｘ≤１

烅

烄

烆
。

（５．２４）

该变换过程可以看成是先在平面内沿着ｘ轴切分竖条，再将每个竖条沿着ｘ轴扩
展，沿着ｙ轴压缩，再层层垒起，但最终保持变换前后的面积不变，如图５．１２所示。

图５．１２　连续二维Ｂａｋｅｒ映射

该Ｂａｋｅｒ映射的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为λ１＝ｌｎ２＞０。
将二维Ｂａｋｅｒ映射扩展到三维空间，便得到三维Ｂａｋｅｒ映射。具体做法如下：

将立方体分别沿着ｘ轴和ｙ 轴切块，得到四个立方条，再将每个立方条在保持体
积不变的情况下压扁，层层堆叠成新的立方体，如图５．１３所示。其数学表达式为
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Ｂ（ｘ，ｙ，ｚ）＝

（２ｘ，２ｙ，ｚ／４）， ０≤ｘ＜１／２，０≤ｙ＜１／２，
（２ｘ，２ｙ－１，ｚ／４＋１／２）， ０≤ｘ＜１／２，１／２≤ｙ＜１，
（２ｘ－１，２ｙ，ｚ／４＋１／４）， １／２≤ｘ＜１／２，０≤ｙ＜１／２，

（２ｘ－１，２ｙ－１，ｚ／４＋３／４）， １／２≤ｘ＜１，１／２≤ｙ＜１

烅

烄

烆 。
（５．２５）

图５．１３　连续二维Ｂａｋｅｒ映射的三维扩展

　　映射（５．２５）有三个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，分别表示系统在三个方向上的轨迹分离
情况。将四个分块中Ⅰ→Ⅱ的方向定为ｘ方向，Ⅰ→Ⅲ定为ｙ方向，剩下的一个
为ｚ方向。则单位正方体在ｘ方向是受到拉伸的，且拉伸倍数是２，又由于四个分
块大小一样，所以左边分块投射到右边分块的概率相同，因此该三维Ｂａｋｅｒ映射有
一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

λ１ ＝ １
４ｌｎ２＋１

４ｌｎ２＋１
４ｌｎ２＋１

４ｌｎ２＝ｌｎ２

同理，在ｙ方向有相同的情况，所以还应有一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为λ２＝ｌｎ２。在ｚ

方向上，正方体是受到压缩的，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为λ３＝４×１
４ｌｎ（ ）１

４ ＝－ｌｎ４。由此

可以发现，扩展后的三维Ｂａｋｅｒ映射是超混沌的。
现在将上述的三维Ｂａｋｅｒ映射通用化。如图５．１４所示，一个立方体被分成许

多小长条，每个小长条被压扁并被堆叠起来，构成与原立方体体积一样的新的立方
体。假设原立方体被切成了ｋ×ｔ个块，每块大小为［Ｗｉ－１，Ｗｉ）×［Ｈｊ－１，Ｈｊ）×
［０，１），其中ｉ＝１，…，ｋ，ｊ＝１，…，ｔ，Ｗｉ＝ｗ１＋…＋ｗｉ，Ｗ０＝０，并满足ｗ１＋…＋
ｗｋ＝１，且Ｈｊ＝ｈ１＋…＋ｈｊ，Ｈ０＝０，并满足ｈ１＋…＋ｈｔ＝１。通用化的Ｂａｋｅｒ映射
定义如下：

Ｂ３（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １
ｗｉ

（ｘ－Ｗｉ），１ｈｊ
（ｙ－Ｈｊ），ｗｉｈｊｚ＋Ｌｉ（ ）ｊ ， （５．２６）

式中，（ｘ，ｙ，ｚ）∈［Ｗｉ－１，Ｗｉ）×［Ｈｊ－１，Ｈｊ）×［０，１），且Ｌｉｊ＝Ｗｉ×ｈｊ＋Ｈｊ。
可以进一步将上述通用化的连续Ｂａｋｅｒ映射转变为离散映射。为保证离散化

后的映射仍然保持原始混沌系统的基本特性，如混迭特性和对初值的敏感性等，离
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图５．１４　通用化的三维Ｂａｋｅｒ映射

散化后的映射Ｂ３ｄ与原始连续映射Ｂ３ 须满足下面的关系：

ｌｉｍ
Ｎ→∞

ｍａｘ
０≤ｍ，ｎ，ｌ＜Ｎ

｜Ｂ３（ｍ／Ｎ，ｎ／Ｎ，ｌ／Ｎ）－Ｂ３ｄ（ｍ，ｎ，ｌ）｜＝０

因此，可以这样来离散化连续Ｂａｋｅｒ映射：不失为一般性，假设一个立方体为Ｗ×
Ｈ×Ｌ，且被分割成ｋ×ｔ个块。设ｋ个整数构成的序列｛ｗ１，ｗ２，…，ｗｋ｝满足Ｗｉ＝
ｗ１＋…＋ｗｉ，Ｗ＝ｗ１＋…＋ｗｋ，且Ｗ０＝０。相应地，序列｛ｈ１，ｈ２，…，ｈｔ｝也要满足
类似的条件，即Ｈｊ＝ｈ１＋…＋ｈｊ，Ｈ＝ｈ１＋…＋ｈｔ，且Ｈ０＝０。三维离散Ｂａｋｅｒ映
射定义为：

Ｓ＝ （Ｈｊ－１Ｗ ＋Ｗｉ－１）Ｌ＋ｗｉｈｊｌ＋（ｎ－Ｈｊ－１）ｗｉ＋（ｍ－Ｗｉ－１），　　　　（５．２７ａ）
（ｍ′，ｎ′，ｌ′）＝Ｂ３ｄ（ｍ，ｎ，ｌ）

＝ （（Ｓｍｏｄ（ＷＨ））ｍｏｄＷ，［（Ｓｍｏｄ（ＷＨ））／Ｗ］，［Ｓ／（ＷＨ）］）。（５．２７ｂ）
上式使原立方体上的任意点（ｍ，ｎ，ｌ）被映射到新立方体的点（ｍ′，ｎ′，ｌ′）上，如图

５．１５所示。

图５．１５　三维离散Ｂａｋｅｒ映射

５．５．２　基于三维Ｂａｋｅｒ映射的图像加密方案

下面将离散化后的三维Ｂａｋｅｒ映射应用于图像加密。因为单纯使用离散化后
的混沌映射来对像素进行位置置乱是不安全的，它不能经受已知明文的攻击，所以
在加密方案中，将插入异或和取模操作，以此来进行像素值的混迭，最终达到增强
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安全性的目的。
（１）混迭过程。
这个混迭过程实际上是将扩散操作和替换操作糅合在一起。首先，选定两个

数，一个为在（０，１）之间的浮点数Ｌｉ，另一个为整型数Ｓ。浮点数Ｌｉ用作Ｌｏｇｉｓｔｉｃ
映射的初始值，整型数Ｓ作为取模和异或操作的初始值。接着，将Ｌｉ代入Ｌｏｇｉｓ
ｔｉｃ映射

ｘ（ｋ＋１）＝４ｘ（ｋ）［１－ｘ（ｋ）］
中，并在经过一轮映射后得到一个新值。如果这个新的数据没有落在区间（０．２，

０．８）之内，则继续迭代，直到得到的数据落在该区间内。之所以这么做，是因为

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的统计分布在两端具有奇异性，而在（０．２，０．８）区间内，分布较平均。
把获得的一个Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射迭代数据乘以整数值Ｎ－１，然后再量化它，就得

到了一个在［０，Ｎ－１］之间的数值。此处的Ｎ 是图像像素的灰度量化级数，对灰
度图像来说为２５６。
利用Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射循环迭代下去，并在每次获得一个需要的数值后进行一次

尺度放大和量化，最终可得到一个整数序列。将第ｋ次得到的数据序列记为（ｋ）。
对于灰度值的混迭，可以采用对相邻像素和（ｋ）进行异或与取模操作进行。具体
公式如下：

Ｃ（ｋ）＝（ｋ） ｛［Ｉ（ｋ）＋（ｋ）］（ｍｏｄＮ）｝Ｃ（ｋ－１）， （５．２８）
相应的解密公式为

Ｉ（ｋ）＝ ｛（ｋ）Ｃ（ｋ）Ｃ（ｋ－１）＋Ｎ－（ｋ）｝（ｍｏｄＮ） （５．２９）
式中，Ｃ（ｋ）为第ｋ次混迭后的密文数据，Ｉ（ｋ）为第ｋ次混迭时的明文数据。这里
采用相邻两点进行异或操作就是为了将前一点的影响耦合到下一点上，如此循环，
直到将一点的数值扩散到整个图像上。将Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射得到的序列（ｋ）和像素
异或操作结合在一起进行，是为了对抗选择明文攻击。比如，如果用一个除了第ｎ
个点外的像素值全为０的图像进行加密，则由于相邻两像素作异或仍然得０，因
此，得到的密文图像是一个除了个别点处有值外，其余全为０的图像。不断改变明
文中不为０的像素点的位置，可以得到多对明文密文对。再通过分析这些明文
密文对，就能攻破密码。但是在采用Ｌｏｇｉｓｉｔｃ映射得到的序列（ｋ）以后，由于（ｋ）
的分布相当均匀，因此一幅全０的图像经过混迭后就变成了一幅统计直方图分布
均匀的图像，从而使得选择明文攻击失效。

（２）加密方案。
整个加密方案如图５．１６所示。
步骤１　密钥的产生。选择一个１２８比特的序列作为密钥，将这１２８比特分

成６组，前４组每组为２４比特，后２组每组１６比特。将这６组比特流分别映射为
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图５．１６　基于三维离散Ｂａｋｅｒ映射的图像加密方案

６个数字，ｋ１，ｋ２，…，ｋ６，其中ｋ１，ｋ２，ｋ３ 为（０，１）之间的浮点数，其余为整数。
步骤２　将二维图像堆叠成三维。假设待加密图像为Ｗ 像素宽，Ｈ 像素高，

又设堆叠成的长方体尺寸为Ｍ×Ｎ×Ｌ，则它们之间应有下述关系：

Ｍ×Ｎ×Ｌ＝Ｗ ×Ｈ
可以这样来分解Ｍ，Ｎ，Ｌ：令Ｔ＝Ｗ×Ｈ，并提取出所有Ｔ的素数因子｛ｐ１，ｐ２，…，

ｐｎ｝，使得Ｔ＝ｐ１×ｐ２×…×ｐｎ×１关系成立。置乱序列｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ，１｝，然后将
它们分成３组，重新组成３个数Ｍ，Ｎ，Ｌ。在置乱序列中，要用到两个密钥ｋ５ 和

ｋ６，它们分别被用来作为种子数和控制置乱轮数。
步骤３　用三维离散Ｂａｋｅｒ映射进行图像位置置乱。这里采用ｋ１ 和ｋ２ 作为

两个Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的种子数。然后，分别让这两个Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射进行演化，并在每
一步量化获得浮点数。最终，将得到两个整数序列｛ｍ１，ｍ２，…，ｍｋ｝和｛ｎ１，ｎ２，…，

ｎｔ｝，满足Ｍ＝ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｋ 和Ｎ＝ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｔ。利用上述两个序列，并采
用三维Ｂａｋｅｒ映射进行图像位置置乱。
步骤４　像素值扩散。令ｋ３＝Ｌｉ，ｋ４＝Ｓ对图像像素进行混迭操作。
步骤５　将三维立方体变回到二维图像。
上述的步骤３和４会重复多次。重复次数越多，加密强度越大，但是加密所需

的时间越长。解码步骤与此类似，不再赘述。

５．５．３　安全性分析与测试结果

与其他加密方案相比，所构造的三维混沌Ｂａｋｅｒ映射加密方法具有较高的安
全性，能抵抗诸如已知明文攻击、统计分析、差分攻击等多种攻击，且具有较大的密
钥空间。最重要的是，在具有高安全性的同时，该算法的加解密速度也相当快。

１．密钥空间分析

一个好的图像加密方案应该具有大的密钥空间。这样攻击者将不能通过穷举
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攻击来解密图像。同时，加密图像又必须对密钥敏感，以抵抗差分攻击。下面分析
一下上述加密方案的密钥空间，然后测试其密钥的敏感性。

（１）加密的控制参数。
本加密方案为１２８位的加密，密钥空间达２１２８≈３．４０２８×１０３８。因为三维

Ｂａｋｅｒ映射需要用到两个整数序列｛ｍ１，…，ｍｋ｝和｛ｎ１，…，ｎｔ｝作为密钥，这样需要
估计一下，对一幅图像来说，当它堆叠成三维后，所有长、宽、高三个尺寸（Ｍ，Ｎ 和

Ｌ）可能的组合构成的密钥空间。但这一密钥空间比较难以估计。对二维Ｂａｋｅｒ
映射，若图像大小为Ｎ×Ｎ，则密钥空间约为

Ｋ（Ｎ，ｋ）＝
Ｎ

ｋ－（ ）１
，

式中，ｋ为整数序列的长度。因为三维是二维的扩展，Ｎ×Ｎ×１只是二维图像堆
叠成三维长方体的一种情况，所以，三维Ｂａｋｅｒ映射加密算法的密钥空间大于二维
加密方法的密钥空间。

（２）密钥敏感性测试。
假设密钥是１６个字节长的字符（恰好１２８位长）。按如下方法来测试密钥的

敏感性：首先，对一幅２５６×２５６的图像用密钥“１２３４５６７８９０１２３４５６”进行加密。然
后，任意改变密钥的１位，如改变密钥最低位，也就是将密钥变为“１２３４５６７８９０
１２３４５７”，再来加密图像。再比较两幅加密图像对应的不同像素的个数。图５．１７给
出两幅加密图像及其差值。测试结果为，两幅图像约有９９．５９％的不同像素。
还可以采用密钥“１２３４５６７８９０１２３４５６”来加密图像，然后用“１２３４５６７８９０

１２３４５７”来解密图像，实验结果如图５．１８所示。

２．统计攻击

Ｓｈａｎｎｏｎ曾说过“通过统计分析，许多密码可以被攻破。”因此，需要用混迭和
扩散方法来加强密码强度。下面测试一下所构造加密方法的混迭和扩散强度。

（１）加密图像的统计直方图。
选择了多幅大小为２５６×２５６的２５６级灰度图像，然后比较它们在加密前后的

直方图。图５．１９是其中的一个结果。可以看出，加密后图像的直方图与原始图像
的直方图有很大的不同，且非常均匀。

（２）相邻像素的相关性。
图像中相邻两个像素的相关性通常是很大的。为了破坏统计攻击，必须使相

邻两个像素的相关性降低。在加密图像和原始图像中各随机选择了１０００对像素
对，测试其水平方向、垂直方向和对角方向的像素相关性，并进行相关系数的计算。
图５．２０给出了水平方向原始图像和加密后图像的相邻像素的相关关系，其中
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图５．１７　密钥敏感性测试一

图５．１８　密钥敏感性测试二

相关系数分别为０．９７４０５和０．０３３７０４。表５．４给出对１０幅不同内容明文图像及
其对应的密文图像相邻像素平均相关系数的测试结果。
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图５．１９　明文图像和密文图像的直方图

图５．２０　水平方向相邻两像素点的相关性

表５．４　明文图像和密文图像相邻像素对之间的相关关系

明文图像 密文图像

水平方向相邻两像素 ０．９７６５３ ０．０４４５３５

垂直方向相邻两像素 ０．９７９６１ ０．０２８４３４

对角方向相邻两像素 ０．９５０２５ ０．０２０６６２
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３．明文雪崩效应分析

通常攻击者会通过改变图像中很少的一点，比如只改变一个像素，来观察加密
后图像的变化情况。通过这种方式，攻击者可能破解加密图像。下面测试了明文
一个像素的改变对密文的影响。
首先定义两个量———像素变化率（ＮｕｍｂｅｒｏｆＰｉｘｅｌｓＣｈａｎｇｅＲａｔｅ，ＮＰＣＲ）和

归一化平均变化强度（ＵｎｉｆｉｅｄＡｖｅｒａｇｅＣｈａｎｇｉｎｇＩｎｔｅｎｓｉｔｙ，ＵＡＣＩ）。
令两幅加密图像分别为Ｃ１ 和Ｃ２。这两幅图像对应的明文只有一个像素的改

变。像素在位置（ｉ，ｊ）的强度标记为Ｃ１（ｉ，ｊ）和Ｃ２（ｉ，ｊ）。定义一个二值矩阵Ｄ，它
和Ｃ１ 与Ｃ２ 有相同的尺寸。若Ｃ１（ｉ，ｊ）＝Ｃ２（ｉ，ｊ），则Ｄ（ｉ，ｊ）＝１；否则Ｄ（ｉ，ｊ）＝０。

ＮＰＣＲ定义为

ＮＰＣＲ ＝
∑
ｉ，ｊ

Ｄ（ｉ，ｊ）

ＷＨ ×１００％； （５．３０）

ＵＡＣＩ定义为：

ＵＡＣＩ＝ １
ＷＨ ∑

ｉ，ｊ

｜Ｃ１（ｉ，ｊ）－Ｃ２（ｉ，ｊ）｜［ ］２５６ ×１００％。 （５．３１）

对２５６级灰度图像的测试结果如图５．２１所示。可以看出，随着加密轮数的增多，
一个像素的变化对密文图像的影响也加大。因此增多加密轮数能够加强加密强
度，但这是以减小加密速度为代价的。

图５．２１　像素值变化对密文图像的影响

４．其他测试

加密速度的测试结果见表５．５，在此为使图像充分置乱，２ＤＢａｋｅｒ方法迭代了

８轮，而３ＤＢａｋｅｒ方法只需要４轮，可见该算法的加密速度是相当快的。相比于
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文献［Ｆｒｉｄｒｉｃｈ，１９９８］所述的二维Ｂａｋｅｒ方法，本章介绍的三维Ｂａｋｅｒ映射加密算
法速度要快２～３倍。

表５．５　３ＤＢａｋｅｒ方法的加解密速度

图像尺寸（像素） 颜色数 ２ＤＢａｋｅｒ映射（ｓ） ３ＤＢａｋｅｒ映射（ｓ）

２５６×２５６ ２ ＜０．３ ＜０．３

２５６×２５６ １６ ＜０．３ ＜０．３

２５６×２５６ ２５６ ＜０．３ ＜０．３

２５６×２５６ １６７７７２１６ ＜０．３ ＜０．３

５１２×５１２ ２ １ ＜０．３

５１２×５１２ １６ １ ＜０．３

５１２×５１２ ２５６ １．１ ＜０．３

５１２×５１２ １６７７７２１６ １ ＜０．３

１０２４×１０２４ ２ ３．３ １．０

１０２４×１０２４ １６ ３．３ １．１

１０２４×１０２４ ２５６ ３．３ １．２

１０２４×１０２４ １６７７７２１６ ３．３ １．３

２０４８×２０４８ ２ １３．６ ３．４

２０４８×２０４８ １６ １３．５ ３．２

２０４８×２０４８ ２５６ １４．０ ３．４

２０４８×２０４８ １６７７７２１６ １３．６ ４．３

测试条件：所用计算机的配置为Ｐ４１ＧＣＰＵ，２５６Ｍ内存，４０Ｇ硬盘。
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第６章
　　连续时间系统时延反馈混沌化

６．１　问题的描述

考虑连续时间控制系统

ｘ＝Ｆ（ｘ，ｕ）， （６．１）
式中，ｘ∈犚ｎ和ｕ∈犚分别为系统的状态和输入，Ｆ是ｘ和ｕ的连续函数。假设ｘ

为未受控系统（ｕ≡０）的一个渐近稳定的不动点。现要求设计一个时延状态反馈
控制器，使得控制系统在点ｘ的一个邻域内是混沌的。
考虑采用时延状态反馈混沌化的动机有两点：首先，根据动力系统理论中著名

的ＰｏｉｎｃａｒｅＢｅｎｄｉｘｏｎ定理［Ｇｌｅｎｄｉｎｎｉｎｇ，１９９４］，如果系统（６．１）的阶数小于３，那
么任何无时延的状态反馈都不可能使受控系统产生混沌；其次，众多例子表明
［Ｃｅｌｋａ，１９９７；Ｄｉｅｋｍａｎｎｅｔａｌ．，１９９５；Ｆａｒｍｅｒ，１９８２；Ｉｋｅｄａ＆ Ｍａｔｓｕｍｏｔｏ，１９９５；

Ｌｕ＆ Ｈｅ，１９９６；Ｍａｃｋｅｙ＆ Ｇｌａｓｓ，１９７７］，即使是对非常简单的一阶系统，时延反
馈也能产生复杂的混沌行为。当然，从数学上看，具有时延反馈的系统是无限维
的。这也是连续时间系统反馈混沌化的一个难点。
本章首先介绍连续时间线性控制系统及可反馈线性化系统的时延状态反馈混

沌化方法［Ｗａｎｇ，Ｃｈｅｎ＆ Ｙｕ，２０００］，接着介绍最小相位系统的时延状态反馈混
沌化［Ｗａｎｇ，Ｃｈｅｎ＆ Ｍａｎ，２００１］，最后对时延反馈Ｃｈｕａ电路作出理论分析、计
算机仿真与电路实验［Ｗａｎｇｅｔａｌ．，２００１］。

６．２　线性控制系统的时延反馈混沌化

首先考虑如下单输入单输出（ＳＩＳＯ）的线性定常控制系统

ｙ（ｎ）（ｔ）＋αｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）＋…＋α１ｙ（１）（ｔ）＋α０ｙ（ｔ）＝β０ｕ（ｔ）， （６．２）
式中，ｕ（ｔ）和ｙ（ｔ）分别为系统输入与输出，｛αｉ｝ｎ－１

ｉ＝０和β０ 为常数，α０β０≠０。
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设

ｓｎ＋αｎ－１ｓｎ－１＋…＋α１ｓ＋α０

为 Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定多项式，即该多项式的所有根的实部均为负。这表明，当控制输
入ｕ（ｔ）≡０时，未受控系统

ｙ（ｎ）（ｔ）＋αｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）＋…＋α１ｙ（１）（ｔ）＋α０ｙ（ｔ）＝０
是渐近稳定的，即

ｚ（ｔ）→０　（ｔ→ ∞），
式中

ｚ（ｔ）＝ ［ｚ１　ｚ２　…　ｚｎ］Ｔ ＝ ［ｙ　ｙ（１）　…　ｙ（ｎ－１）］Ｔ。

　　希望设计时延反馈

ｕ（ｔ）＝ｗ（ｙ（ｔ－τ））， （６．３）
满足

｜ｕ（ｔ）｜≤ε，　ｔ≥０， （６．４）
且使得控制系统（６．２）的输出ｙ（ｔ）具有期望的混沌行为。这里，ｗ（·）为一连续函
数，τ＞０为延迟时间，ε＞０为给定的控制幅值。
方程（６．２）可改写为ｎ维状态空间形式

ｚ＝Ａｃｚ＋β０ｂｃｕ， （６．５）
式中，Ａｃ∈Ｒｎ×ｎ和ｂｃ∈Ｒｎ 具有可控标准形，即

Ａｃ ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
   

０ ０ ０ … １
－α０ －α１ －α２ … －αｎ－

熿

燀

燄

燅１

，　ｂｃ ＝

０
０


熿

燀

燄

燅

０
１

。 （６．６）

由于Ａｃ为 Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵，且ｕ（ｔ）一致有界，对任何有界初始条件，方程（６．５）的解
也有界，且可在每个τ时间区间（ｍτ，（ｍ＋１）τ］，ｍ＝０，１，…，上迭代计算求得。记

ｚ（ｔ）≡ｚ（ｍτ＋^ｔ）≡ｚ（ｍ，^ｔ），　ｔ＝ｍτ＋^ｔ，　^ｔ∈ （０，τ］，
则有

ｚ（ｔ）＝ｚ（ｍ，^ｔ）＝ｅＡｃｔ^ｚ（ｍ－１，τ）＋∫
ｔ^

０
ｅＡｃ（^ｔ－ｔ′）ｂｃｗ（ｙ（ｍ－１，ｔ′））ｄｔ′。 （６．７）

引理６．１　记δ（ｔ－ｔ０）为中心在ｔ０≥０的标量值Ｄｉｒａｃ分布，

ｄξ（ｔ，ｔ０）＝ｅＡｃ（ｔ０－ｔ）ｄｔ
为定义在［０，τ］上的矩阵值测度。如果把该矩阵值测度写为：

ｄξ（ｔ，ｔ０）＝Ｂ（ｔ，ｔ０）δ（ｔ－ｔ０）ｄｔ，
那么对充分大的时延τ有
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Ｂ（ｔ，ｔ０）≈－Ａ－１
ｃ ｅＡｃ（ｔ０－ｔ）， （６．８）

并且

Ｂ（ｔ，ｔ０）→－Ａ－１
ｃ 　（ｔ→ｔ０）。 （６．９）

　　证明：注意到

∫
ｔ^

０
δ（ｔ－ｔ０）ｄｔ＝（^ｔ－ｔ０），

其中

（^ｔ－ｔ０）＝
０，　^ｔ＜ｔ０，

１，　^ｔ≥ｔ０｛ 。

在［０，^ｔ］上对测度ｄξ（ｔ，ｔ０）积分得

∫
ｔ^

０
ｄξ（ｔ，ｔ０）＝∫

ｔ^

０
ｅＡｃ（ｔ０－ｔ）ｄｔ

＝－Ａ－１
ｃ ［ｅＡｃ（ｔ０－^ｔ）－ｅＡｃｔ０］

≈－Ａ－１
ｃ ｅＡｃ（ｔ０－^ｔ）（^ｔ－ｔ０）；

另一方面，

∫
ｔ^

０
ｄξ（ｔ，ｔ０）＝∫

ｔ^

０
Ｂ（ｔ，ｔ０）δ（ｔ－ｔ０）ｄｔ＝Ｂ（^ｔ，ｔ０）（^ｔ－ｔ０）。

因此，

Ｂ（^ｔ，ｔ０）（^ｔ－ｔ０）≈－Ａ－１
ｃ ｅＡｃ（ｔ０－^ｔ）（^ｔ－ｔ０），

即

Ｂ（^ｔ，ｔ０）≈－Ａ－１
ｃ ｅＡｃ（ｔ０－^ｔ），　^ｔ≥ｔ０。

　　引理６．２　记ｙ（ｍ，^ｔ）＝ｙ（ｍτ＋^ｔ）。对充分大的τ和^ｔ，ｔ０＜^ｔ＜τ，

ｙ（ｍ，^ｔ）≈β０

α０
ｗ（ｙ（ｍ－１，^ｔ）），　ｙ（ｋ）（ｍ，^ｔ）≈０， （６．１０）

式中，ｍ＝０，１，…；ｋ＝１，２，…，ｎ－１。
证明：注意到对任何给定的有界初始条件，ｚ（ｔ）一致有界，且

ｅＡｃｔ^ｚ（ｍ－１，τ）→０　（^ｔ→ ∞）。
由（６．７）式可得

ｚ（ｍ，^ｔ）≈∫
ｔ′

０
ｅＡｃ（^ｔ－ｔ′）

β０ｂｃｗ（ｙ（ｍ－１，ｔ′））ｄｔ′

≈∫
ｔ^

０
Ｂ（ｔ′，^ｔ）δ（ｔ′－^ｔ）β０ｂｃｗ（ｙ（ｍ－１，ｔ′））ｄｔ′

≈Ｂ（^ｔ，^ｔ）β０ｂｃｗ（ｙ（ｍ－１，^ｔ））

≈－β０Ａ－１
ｃｂｃｗ（ｙ（ｍ－１，^ｔ））。

由于
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Ａ－１
ｃ ＝

－α１

α０
－α２

α０
… －αｎ－１

α０
－１
α０

１ ０ … ０ ０
   

０ ０ … ０ ０
０ ０ …

熿

燀

燄

燅０ ０

，

因此

ｚ（ｍ，^ｔ）≈ ［α－１
０β０ｗ（ｙ（ｍ－１，^ｔ））　０　…　０］Ｔ，

即有（６．１０）式成立。
引理６．２在时延微分方程（６．２）和差分方程（映射）（６．１０）之间建立了渐近的

近似关系。尽管这两个方程之间存在一些重要的区别，仍然可以期望，如果
（β０／α０）ｗ（·）是有界混沌映射，那么当时延充分大时，时延方程（６．２）的输出ｙ（ｔ）
也会是混沌的。显然，函数ｗ（·）的形式是不唯一的。一个简单的选取是

ｕ（ｔ）＝ｗ（ｙ（ｔ－τ））＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ））。 （６．１１）
记ε０≡β０／α０。如果映射

ｙｋ＋１ ＝ε０ｓｉｎ（σｙｋ） （６．１２）
是混沌映射，那么当时延充分大时，时延方程（６．２）的输出ｙ（ｔ）也应是混沌的。
现在考察映射（６．１２）的动力学行为。对任何ε０≠０，当０＜σ＜ε０ 时，原点为映

射（６．１２）的全局渐近稳定不动点。当σ增大到σ＞ε０ 时，映射（６．１２）有一对共轭
的局部渐近稳定不动点：ｙ＋ ＞０，ｙ－ ＝－ｙ＋ 。随着σ继续增大，这两个不动点各自
经过倍周期分岔道路走向混沌。如果分岔参数σ值进一步增大，那么两个混沌吸
引子也不断增大。最终在σ≡珋σ＝π／ε０ 处，两个混沌吸引子融合为一个混沌吸引
子，其大小与ε０ 值成正比。此后，当σ值继续增大时，该混沌吸引子的大小几乎保
持不变。此时，可以从数学上严格证明映射（６．１２）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
证明的基本思想与第３章中有关内容的思路相同。图６．１给出了当ε０＝０．１时映
射（６．１２）的分岔图。
例６．１　考虑一个简单的一阶系统：

ｘ（ｔ）＋２ｘ（ｔ）＝ｕ（ｔ，τ）， （６．１３）
当ｕ（ｔ，τ）≡０时，上述系统是稳定的。取控制输入为

ｕ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｘ（ｔ－τ））。 （６．１４）
首先取ε＝τ＝１。图６．２给出了控制系统（６．１３），（６．１４）的分岔图。图６．３分别给
出了当σ＝７．５，８．５，１０，２０时控制系统的不同的混沌吸引子。再取ε＝１，τ＝０．１。
图６．４分别给出了当σ＝５２，６０，１２０时控制系统的３个混沌吸引子。
现在考虑一个一般的ｎ维单输入线性定常控制系统

４１１



第６章　连续时间系统时延反馈混沌化

图６．１　映射（６．１２）的分岔图（ε０＝０．１）

图６．２　控制系统（６．１３），（６．１４）的分岔图
ｘ＝ＡＸ＋ｂｕ （６．１５）

式中，ｕ∈犚和ｘ∈犚ｎ分别为系统的输入和状态，Ａ∈犚ｎ×ｎ为 Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵。假设
（Ａ，ｂ）是可控的，即矩阵

Θ＝ ［ｂ　Ａｂ　…　Ａｎ－１ｂ］
的秩为ｎ。记ｑＴ

１ 为Θ－１的第ｎ行。由线性系统理论［Ｋａｉｌａｔｈ，１９８０］，可以构造一
个ｎ×ｎ非奇异矩阵

Ｑ＝

ｑＴ
１

ｑＴ
１Ａ


ｑＴ
１Ａｎ－

熿

燀

燄

燅
１
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图６．３　当σ＝７．５，８．５，１０，２０时控制系统（６．１３），（６．１４）的不同的混沌吸引子

图６．４　σ＝５２，６０，１２０时控制系统（６．１３），（６．１４）的３个混沌吸引子
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使得系统（６．１５）通过变换ｚ＝Ｑｘ，可变换为如下的可控标准型：
ｚ＝Ａｃｚ＋ｂｃｕ （６．１６）

式中Ａｃ和ｂｃ由（６．６）式定义。记ｙ（ｔ）＝ｚ１（ｔ）＝ｑＴ
１ｘ（ｔ）。方程（６．１６）可变为如下

形式：

ｙ（ｎ）（ｔ）＋αｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）＋…＋α１ｙ（１）（ｔ）＋α０ｙ（ｔ）＝ｕ（ｔ），
于是可用时延控制器

ｕ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ））＝εｓｉｎ（σｑＴ
１ｘ（ｔ－τ）） （６．１７）

使受控系统（６．１６）产生混沌行为。
例６．２　考虑如下二维线性控制系统：

ｘ１

ｘ［ ］
２

＝
－１　　１
　２　－［ ］３

ｘ１

ｘ［ ］
２

＋ ［］０
１

ｕ。

当ｕ（ｔ）≡０时，上述系统是稳定的。由于

Θ＝ ［ｂ　Ａｂ］＝
０　　１
１　－［ ］３

，　Ｑ＝Θ－１ ＝
３　１
１　［ ］０

，

成立ｑＴ
１ｘ＝ｘ１。取时延反馈控制器为

ｕ（ｔ）＝ｓｉｎ（３０ｘ１（ｔ－１））。
图６．５显示了受控系统的混沌吸引子。

图６．５　例６．２中受控系统的混沌吸引子

６．３　非线性微分方程的时延反馈混沌化

考虑如下的ＳＩＳＯ非线性系统：

ｙ（ｎ）＝（ｙ）＋Ψ（ｙ）ｕ， （６．１８）
式中，和Ψ 为ｙ＝［ｙ　ｙ　…　ｙ（ｎ－１）］Ｔ的光滑非线性函数。假设ｙ＝０是未受控
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系统的一个渐近稳定的不动点，Ψ（０）≠０。下面介绍两种方法把非线性控制系统
（６．１８）转化为线性控制系统（６．２）。

６．３．１　近似线性化方法

首先介绍典型的近似线性化方法。假设控制输入ｕ（ｔ）的最大幅值将被设计
为ε＞０。由于未受控系统的原点是渐近稳定的，对于充分小的ε，存在原点的一个
小的邻域Ω使得如果ｙ（０）∈Ω，那么对任意ｔ＞０，ｙ（ｔ）∈Ω。在邻域Ω中，可以把
方程（６．１８）近似地表示为该方程在原点的线性化方程：

ｙ（ｎ）（ｔ）＋αｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）＋…＋α１ｙ（１）（ｔ）＋α０ｙ（ｔ）＝Ψ（０）ｕ（ｔ）， （６．１９）
式中

αｉ ＝－（ｙ）
ｙ（ｉ）

ｙ＝０
，　ｉ＝０，１，…，ｎ－１。

从而可用小幅值时延反馈

ｕ（ｔ）＝ｗ（ｙ（ｔ－τ））＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ）），
使输出ｙ（ｔ）在区域Ω产生混沌行为。

６．３．２　精确线性化方法

在系统（６．１８）中取控制器为

ｕ＝ １
Ψ（ｙ）（－（ｙ（ｔ）－γｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）－…－γ１ｙ（１）（ｔ）－γ０ｙ（ｔ）＋ｖ（ｔ）），

（６．２０）

式中，｛γｉ｝ｎ－１
ｉ＝０为常数，γ０≠０。

设

ｓｎ＋γｎ－１ｓｎ－１＋…＋γ１ｓ＋γ０

是 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式。方程（６．１８）变为：

ｙ（ｎ）（ｔ）＋γｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）＋…＋γ１ｙ（１）（ｔ）＋γ０ｙ（ｔ）＝ｖ（ｔ）。
上式等同于方程（６．２）。因而，如果在控制器（６．２０）中取

ｖ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ）），
那么就可使系统（６．１８）的输出ｙ（ｔ）产生混沌行为。
例６．３　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的反馈混沌化。考虑Ｄｕｆｆｉｎｇ振子模型

ｙ
··
＋ｐ１

ｙ＋ｐ２ｙ＋ｐ３ｙ３ ＝ｕ（ｔ）， （６．２１）
式中，ｐｉ（ｉ＝１，２，３）为常数。Ｄｕｆｆｉｎｇ振子是一个典型的非线性振荡模型，可用于
描述许多实际的动力系统中的振荡行为。在外加谐波输入

ｕ（ｔ）＝βｃｏｓ（ωｔ）

８１１



第６章　连续时间系统时延反馈混沌化

的作用下，受迫Ｄｕｆｆｉｎｇ振子能产生丰富的混沌动力学行为。
取

ｐ１ ＝０．４，　ｐ２ ＝－１．１，　ｐ３ ＝１．０，

此时未受控的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统（６．２１）具有两个稳定的不动点：ｙ＋ ＝ １．槡 １和ｙ－ ＝

－ １．槡 １。考虑采用小幅值时延反馈控制

ｕ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ））。
图６．６显示了当ε＝０．５和σ＝５０时受控的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统（６．２１）的一个混沌吸引
子。

图６．６　当ε＝０．５和σ＝５０时受控的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统（６．２１）的混沌吸引子

６．４　仿射非线性系统的时延反馈混沌化

考虑ＳＩＳＯ仿射非线性控制系统
ｘ＝Ｆ（ｘ，ｕ）＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ，

ｙ＝ｈ（ｘ），
（６．２２）

式中，ｘ∈犚ｎ，ｕ∈犚和ｙ∈犚分别为系统的状态、输入和输出，ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）为犚ｎ上

的光滑向量场，光滑函数ｈ（·）满足ｈ（０）＝０。假设ｘ为未受控系统的一个渐近稳

定的不动点。现要求设计一个时延反馈控制器，使得控制系统（６．２２）在点ｘ的一

个邻域内是混沌的。为此，需要用到微分几何控制理论的有关知识［Ｉｓｉｄｏｒｉ，

１９９５］。
光滑函数ｈ（·）关于向量场ｆ（ｘ）的李导数定义为

Ｌｆｈ（ｘ）＝ ｈ
（ ）ｘ

Ｔ

ｆ（ｘ），
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第ｉ阶李导数可递推定义为

Ｌｉ
ｆｈ（ｘ）＝Ｌｆ Ｌｉ－１

ｆ ｈ（ｘ（ ））＝ （Ｌｉ－１
ｆ ｈ）
（ ）ｘ

Ｔ

ｆ（ｘ），　ｉ＞１。

　　两个光滑向量场ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）的李括号定义为

ａｄｆｇ（ｘ）＝ｇ
ｘｆ

（ｘ）－ｆ
ｘｇ

（ｘ），

第ｉ阶李括号可递推定义为

ａｄｉ
ｆｇ（ｘ）＝ａｄｆ（ａｄｉ－１

ｆ ｇ）＝（ａｄｉ－１
ｆ ｇ）

ｘ ｆ（ｘ）－ｆ
ｘ

ａｄｉ－１
ｆ ｇ（ｘ（ ）），　ｉ＞１。

　　定义在犚ｎ的一个开子集上的线性子空间

Δ≡ｓｐａｎ｛ｆ１（ｘ），　ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）｝
称为是不变的，如果τ１（ｘ）∈Δ和τ２（ｘ）∈Δ，则意味着ａｄτ１τ２∈Δ。
系统（６．２２）称为在点ｘ具有相对阶ｒ，如果存在点ｘ的邻域Ｄ，使得

ＬｇＬｋ
ｆｈ（ｘ）＝０，　０≤ｋ＜ｒ－１，

ＬｇＬｒ－１
ｆ ｈ（ｘ）≠０，　ｘ∈Ｄ。

相对阶ｒ是对系统输出ｙ（ｔ）逐次求导，以使输入ｕ（ｔ）显式第一次出现时的求导次
数，即在ｙ（ｒ）（ｔ）的表达式中才显式出现ｕ（ｔ）。因而，如果系统（６．２２）具有相对阶

ｎ，那么它可表示为ｎ阶微分方程（６．１８）的形式。此时，称系统（６．２２）是可反馈线
性化的。
引理６．３　系统（６．２２）在点ｘ具有相对阶ｎ当且仅当存在点ｘ的邻域Ｄ，使

得

（１）ｒａｎｋ［ｇ（ｘ）　ａｄｆｇ（ｘ）　…　ａｄｎ－１
ｆ ｇ（ｘ）］＝ｎ，　ｘ∈Ｄ；

（２）ｓｐａｎ｛ｇ（ｘ），　ａｄｆｇ（ｘ），　…，　ａｄｎ－２
ｆ ｇ（ｘ）｝在Ｄ中不变。

如果系统（６．２２）在点ｘ具有相对阶ｎ，那么系统输出ｙ（ｔ）满足

ｈ（ｘ）
ｘ

［ｇ（ｘ）　ａｄｆｇ（ｘ）　…　ａｄｎ－２
ｆ ｇ（ｘ）］＝０， （６．２３）

并且有如下微分同胚：

ｙ＝Φ（ｘ）＝ ［ｈ（ｘ）　Ｌｆｈ（ｘ）　…　Ｌｎ－２
ｆ ｈ（ｘ）］Ｔ，

式中，ｙ＝［ｙ　ｙ　…　ｙ（ｎ－１）］Ｔ，使得

ｙ（ｎ）＝α（ｙ）＋β（ｙ）ｕ，
式中

α（ｙ）＝Ｌｎ
ｆｈ（Φ－１（ｙ）），　β（ｙ）＝ＬｇＬｎ－１

ｆ ｈ（Φ－１（ｙ））≠０，　ｘ＝Φ－１（ｙ）∈Ｄ。
于是，根据前面的讨论，可用小幅值时延反馈

ｕ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ））＝εｓｉｎ（σｈ（ｘ（ｔ－τ））），
使系统（６．２２）的输出产生混沌行为。
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例６．４　Ｌｏｒｅｎｚ系统的反馈混沌化。考虑Ｌｏｒｅｎｚ方程
ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝

ａ（ｘ２－ｘ１）

－ｘ２－ｘ１ｘ３＋ｒｘ１

－ｂｘ３＋ｘ１ｘ

烄

烆

烌

烎２

， （６．２４）

式中，取ａ＝１０和ｂ＝８／３，ｒ为常数。若０＜ｒ＜１，原点为Ｌｏｒｅｎｚ系统（６．２４）的一
个全局指数稳定平衡点；若１＜ｒ＜ｒＨ ≈２４．７４，则Ｌｏｒｅｎｚ系统具有两个局部指数
稳定平衡点

Ａ＋＝ ｂ（ｒ－１槡 ）　 ｂ（ｒ－１槡 ）　ｒ－［ ］１
Ｔ，

Ａ－＝ － ｂ（ｒ－１槡 ）　－ ｂ（ｒ－１槡 ）　ｒ－［ ］１
Ｔ，

当ｒ＞ｒＨ 时，Ｌｏｒｅｎｚ系统会产生复杂的混沌行为。
取ｒ＝５＜ｒＨ。此时，未受控Ｌｏｒｅｎｚ系统的两个局部指数稳定平衡点为

Ａ＋＝ ［３．２７　３．２７　４］Ｔ，　Ａ－＝ ［－３．２７　－３．２７　４］Ｔ。
对参数ｒ加扰动δｒ（ｔ）。受控Ｌｏｒｅｎｚ系统为

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）δｒ（ｔ），
式中，ｘ＝［ｘ１　ｘ２　ｘ３］Ｔ，

ｆ（ｘ）＝

ａ（ｘ２－ｘ１）

－ｘ２－ｘ１ｘ３＋ｒｘ１

－ｂｘ３＋ｘ１ｘ

烄

烆

烌

烎２

，　ｇ（ｘ）＝

０
ｘ１

烄

烆

烌

烎０

，

ａｄｆｇ＝ｇ
ｘｆ－ｆ

ｘｇ＝

－ａｘ１

ａｘ２＋（１－ａ）ｘ１

ｘ

烄

烆

烌

烎
２
１

。

下面将说明，即使０＜δｒ（ｔ）＜ｒＨ－ｒ≈１９．７４，受控Ｌｏｒｅｎｚ系统也能产生混沌行为。
可以验证，对ｘ≠０，受控Ｌｏｒｅｎｚ系统满足引理６．３中的条件（１）和（２）。因而受控

Ｌｏｒｅｎｚ系统在两个平衡点Ａ＋和Ａ－处的相对阶为ｒ＝３。由（６．２３）式可得

ｈ（ｘ）
ｘ ｇ（ｘ）＝ｈ（ｘ）

ｘ２
ｘ１ ＝０，

ｈ（ｘ）
ｘ

ａｄｆｇ（ｘ）＝－ａｈ（ｘ）
ｘ１

＋ｈ（ｘ）
ｘ２

［ａｘ２＋（１－ａ）ｘ１］－ｈ（ｘ）
ｘ３

ｘ２
１ ＝０。

因此，

ｈ（ｘ）
ｘ２

＝０，　ａｈ（ｘ）
ｘ１

＋ｈ（ｘ）
ｘ３

ｘ２
１ ＝０，

上述方程的一个解为

ｙ＝ｈ（ｘ）＝０．５ｘ２
１－ａｘ３，

因此可以取
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δｒ（ｔ）＝εｓｉｎ（σ（０．５ｘ２
１（ｔ－τ）－ａｘ３（ｔ－τ）））。

在仿真中固定τ＝１。图６．７显示了当ε＝１和σ＝３０时受控Ｌｏｒｅｎｚ系统有两个孤
立的混沌吸引子。当ε＝１０和σ＝２０时，受控Ｌｏｒｅｎｚ系统有一个混沌吸引子（图

６．８）。

图６．７　当ε＝１和σ＝３０时受控Ｌｏｒｅｎｚ系统有两个孤立的混沌吸引子

图６．８　当ε＝１０和σ＝２０时受控Ｌｏｒｅｎｚ系统的一个混沌吸引子

例６．５　Ｃｈｕａ电路的反馈混沌化。Ｃｈｕａ电路包括一个线性电感Ｌ，两个线性
电阻Ｒ 和Ｒ０，两个线性电容Ｃ１ 和Ｃ２，以及一个非线性电阻 ＮＲ（图６．９（ａ））。

Ｃｈｕａ电路的无量纲状态方程可写为［Ｃｈｕａｅｔａｌ．，１９９３］：
ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝

α（ｘ２－ｘ１－ｆ（ｘ１））

ｘ１－ｘ２＋ｘ３

－βｘ２－γｘ

烄

烆

烌

烎３

， （６．２５ａ）

式中（图６．９（ｂ），Ｅ＝１）

２２１



第６章　连续时间系统时延反馈混沌化

图６．９　Ｃｈｕａ电路结构图

ｆ（ｘ１）＝ｂｘ１＋１
２

（ａ－ｂ）［｜ｘ＋１｜－｜ｘ－１｜］。 （６．２５ｂ）

在仿真中，固定如下参数

α＝１０，　β＝２４．５，　γ＝０，　ａ＝－１．２７，　ｂ＝－０．６８。
此时电路具有两个稳定的周期轨道（图６．１０）。现在对参数γ作反馈扰动，即

图６．１０　未受控Ｃｈｕａ电路的两个稳定的周期轨道中的一个

γ（ｔ）＝γ＋δγ（ｔ），
取输出ｙ（ｔ）＝ｘ１（ｔ）。
可以验证当｜ｘ１｜≠１时受控的Ｃｈｕａ电路具有相对阶ｒ＝３。为使受控系统产

生混沌行为，取反馈扰动为

δγ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｘ１（ｔ－τ）），
式中固定τ＝１。当取ε＝１和σ＝５０时，受控系统（６．２５）具有两个对称的螺旋形混
沌吸引子。
图６．１１显示了其中的一个混沌吸引子。当取ε＝２．５和σ＝５０时，受控系统

（６．２５）具有一个双卷形混沌吸引子（图６．１２）。
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图６．１１　当ε＝１和σ＝５０时，受控系统（６．２５）的一个螺旋形混沌吸引子

图６．１２　当取ε＝２．５和σ＝５０时，受控系统（６．２５）具有一个双卷形混沌吸引子

６．５　最小相位系统的时延反馈控制

考虑ＳＩＳＯ仿射非线性控制系统
ｘ＝Ｆ（ｘ，ｕ）＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ，

ｙ＝ｈ（ｘ）。 （６．２６）
上一节假设系统（６．２６）是可反馈线性化的，即控制系统的相对阶ｒ＝ｎ。本节假设
系统的相对阶ｒ＜ｎ。
根据微分几何控制理论［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９５］，存在光滑坐标变换

ｚ＝Φ（ｘ），
满足

Φ（０）＝０，
使在该变换下系统（６．２６）的状态方程变为：
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ｚｉ ＝ｚｉ＋１，　ｉ＝１，…，ｒ－１，
ｚｒ ＝ａ（ｚ）＋ｂ（ｚ）ｕ，
ｚｊ ＝ｑｊ（ｚ），　ｊ＝ｒ＋１，…，ｎ

烅
烄

烆 ，
（６．２７）

式中，ｚ＝［ｚ１　…　ｚｎ］Ｔ∈犚ｎ，且

ｚ１ ＝ｙ＝ｈ（ｘ），　ｚ２ ＝ｙ＝Ｌｆｈ（ｘ），…

ｚｒ ＝ｙ（ｒ－１）＝Ｌｒ－１
ｆ ｈ（ｘ），

ａ（ｚ）＝Ｌｒ
ｆｈ（Φ－１（ｚ）），　ｂ（ｚ）＝ＬｇＬｒ－１

ｆ ｈ（Φ－１（ｚ））≠０。
记

ξ＝ ［ｚ１　…　ｚｒ］Ｔ ∈犚ｒ，　η＝ ［ｚｒ＋１　…　ｚｎ］Ｔ ∈犚ｎ－ｒ，
再定义

Ａ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
   

０ ０ ０ … １
０ ０ ０ …

熿

燀

燄

燅０

∈犚ｎ×ｎ，　Ｂ＝

０
０


熿

燀

燄

燅

０
１

，　Ｃ＝

１
０


熿

燀

燄

燅

０
０

，

并记

ｑ（ｚ）＝ ［ｑｒ＋１（ｚ）　ｑｒ＋２（ｚ）　…　ｑｎ（ｚ）］Ｔ，
则有

ξ＝Ａξ＋Ｂ（ａ（ξ，η）＋ｂ（ξ，η）ｕ），
η＝ｑ（ξ，η），

ｙ＝Ｃξ
烅
烄

烆 。
（６．２８）

在本节中，假设系统（６．２６）是最小相位的，即原点为零动态
η＝ｑ０（η） （６．２９）

的指数稳定平衡点，式中

ｑ０（η）＝ｑ（０，η）。
现要求设计反馈控制器ｕ（ｔ），使得控制系统（６．２６）产生混沌行为。特别地，如果
原点为未受控系统的指数稳定平衡点，则希望能够用小幅值输出反馈控制

｜ｕ（ｔ）｜≤ε，　ｔ≥０，
使受控系统产生混沌行为，其中ε＞０为任一给定常数。
设ｓｒ＋αｒ－１ｓｒ－１＋…＋α１ｓ＋α０ 是 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式。取控制输入为

ｕ（ｔ）＝ １
ｂ（ｚ）（－ａ（ｚ）－αｒ－１ｚｒ－…α０ｚ１＋ｖ）

＝ －Ｌｒ
ｆｈ（ｘ）－αｒ－１Ｌｒ－１

ｆ ｈ（ｘ）－…－α０ｈ（ｘ）＋ｖ
ＬｇＬｒ－１

ｆ ｈ（ｘ）
， （６．３０）
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控制系统（６．２８）变为：

ξ
·

＝Ａｃξ＋Ｂｖ，
η＝ｑ（ξ，η｛ ），

（６．３１）

式中

Ａｃ ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
   
０ ０ ０ … １

－α０ －α１ －α２ … －αｎ－

熿

燀

燄

燅１

。

定理６．１　考虑控制系统（６．３１）。假设

ｓｕｐ
ｔ∈犚

｜ｖ（ｔ）｜≤ε，

式中，ε＞０为一任意给定常数。则存在原点的邻域Ω，使得如果系统（６．３１）的初
始状态在Ω中，那么系统（６．３１）的状态是有界的。
证明：把ξ（ｔ）看作是系统（６．３１）的第二个方程

η＝ｑ（ξ，η） （６．３２）
的输入。由于当ξ（ｔ）≡０时，原点是系统（６．３２）的指数稳定平衡点，根据非线性系
统理论中的输入状态稳定性分析（例如，见［Ｋｈａｌｉｌ，１９９６］中的定理５．２），存在两
个正常数ｒ１ 和ｒ２，使得如果

‖ξ（ｔ）‖ ≤ｒ１，　ｔ∈犚；　‖η（ｔ）‖ ≤ｒ２，　ｔ≤０，
那么系统（６．３２）的状态是有界的。
根据系统（６．３１）的第一个方程和线性系统稳定性理论，存在两个正常数ε和

ｒ３≤ｒ１，使得如果

｜ｖ（ｔ）｜＜ε，　ｔ∈犚；　‖ξ（ｔ）‖ ≤ｒ３，　ｔ≤０，
那么

‖ξ（ｔ）‖ ≤ｒ１，　ｔ≥０。
如果

‖［ξ（ｔ）　η（ｔ）］Ｔ‖ ≤ ｍｉｎ｛ｒ２，ｒ３｝，
那么系统（６．３１）的状态是有界的。
系统（６．３１）的第一个方程可写为输入输出形式：

ｙ（ｒ）（ｔ）＋αｒ－１ｙ（ｒ－１）（ｔ）＋…＋α１
ｙ（ｔ）＋α０ｙ（ｔ）＝ｖ（ｔ）。 （６．３３）

根据上几节的讨论，可用时延反馈控制

ｖ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ）），
使系统（６．３３）产生混沌。这说明，对最小相位控制系统（６．２６），可采用如下控制器
实现反馈混沌化：
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ｕ（ｔ）＝ －Ｌｒ
ｆｈ（ｘ）－αｒ－１Ｌｒ－１

ｆ ｈ（ｘ）－…－α０ｈ（ｘ）＋εｓｉｎ（σｈ（ｘ（ｔ－τ）））
ＬｇＬｒ－１

ｆ ｈ（ｘ）
。　　

（６．３４）

　　根据构造，如果η＝Φη（ｘ）是一个合适的状态变换，那么珔η＝ｗη也是一个合适
的状态变换，这里ｗ为任意非零常数。这样，如果系统（６．２６）的状态是有界的，则
可选取状态变换使得η的范数充分小。于是，在原点的一个小邻域内，系统（６．２８）
可用其在原点的线性化方程近似地表示，即

ｙ（ｒ）＝ａ（ξ，η）＋ｂ（ξ，η）ｕ

≈ａ（ξ，０）＋ｂ（０，０）ｕ

≈βｒ－１ｙ（ｒ－１）＋βｒ－２ｙ（ｒ－２）＋…＋β０ｙ＋ｂ（０，０）ｕ，
式中，ｂ（０，０）≠０，且

βｉ ＝ａ（ｚ）
ｙ（ｉ） ｚ＝０

，　ｉ＝０，１，…，ｒ－１，

如果原点为未受控系统（６．２６）的指数稳定平衡点，那么ｓｒ－βｒ－１ｓｒ－１－…－β１ｓ－β０

是 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式。于是可用小幅值时延反馈控制

ｕ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ））， （６．３５）
使受控系统（６．２６）的输出ｙ（ｔ）在原点的一个邻域内产生混沌行为。
例６．６　考虑一个三阶线性控制系统：

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝

ｘ２

－２ｘ２＋ｘ３＋ｕ

－３ｘ１－ｘ

烄

烆

烌

烎３

，　ｙ＝ｘ１。 （６．３６）

图６．１３　受控系统（６．３６）的混沌吸引子和控制信号

容易验证，未受控系统是一个渐近稳定的线性系统。控制系统（６．３６）具有相对阶

ｒ＝２，且其零动态是指数稳定的。采用时延反馈控制（６．３５），并取ε＝０．１，σ＝２００，

τ＝１。图６．１３显示了受控系统的混沌吸引子和控制信号。
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例６．７　考虑Ｌｏｒｅｎｚ方程
ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝

ａ（ｘ２－ｘ１）

－ｘ２－ｘ１ｘ３＋ｒｘ１

－ｂｘ３＋ｘ１ｘ

烄

烆

烌

烎２

，

其中，假设系统输出为ｙ＝ｘ１，并固定ａ＝１０，ｂ＝８／３，ｒ＝５。此时，未受控Ｌｏｒｅｎｚ
系统有两个局部指数稳定平衡点Ａ＋ 和Ａ－ 。对参数ｒ加扰动δｒ（ｔ）可得受控

Ｌｏｒｅｎｚ系统为
ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）δｒ（ｔ） （６．３７）

式中

ｆ（ｘ）＝

ａ（ｘ２－ｘ１）

－ｘ２－ｘ１ｘ３＋ｒｘ１

－ｂｘ３＋ｘ１ｘ

烄

烆

烌

烎２

，　ｇ（ｘ）＝

０
ｘ１

烄

烆

烌

烎０

。

控制系统（６．３７）在点Ａ＋和Ａ－的零动态是指数稳定的。取时延反馈参数扰动为

δｒ（ｔ）＝εｓｉｎ（σｘ１（ｔ－τ））

图６．１４　当ε＝１，５，１０，４０时受控系统（６．３７）的混沌吸引子

在仿真中，取τ＝１，σ＝１０。图６．１４（ａ）～（ｄ）分别给出了当ε＝１，５，１０，４０时受控
系统的混沌吸引子。
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６．６　Ｃｈｕａ电路的时延反馈混沌化

标准的Ｃｈｕａ电路（图６．９（ａ））状态方程可写为：

ｄｖ１

ｄｔ ＝ １
Ｃ１

（Ｇ（ｖ２－ｖ１）－ｆ（ｖ１）），

ｄｖ２

ｄｔ ＝ １
Ｃ２

（ｉ３－Ｇ（ｖ２－ｖ１）），

ｄｉ３

ｄｔ ＝－１
Ｌ

（ｖ２＋Ｒ０ｉ３

烅

烄

烆
）。

（６．３８ａ）

式中，ｖ１，ｖ２ 和ｉ３ 分别为穿过Ｃ１ 的电压，穿过Ｃ２ 的电压和穿过Ｌ 的电流，Ｇ＝
１／Ｒ，

ｆ（ｖ１）＝Ｇｂｖ１＋１
２

（Ｇａ－Ｇｂ）｛｜ｖ１＋Ｅ｜－｜ｖ１－Ｅ｜｝， （６．３８ｂ）

为一分段线性函数（图６．９（ｂ））。可以把状态空间分为三个区域：ｖ１＜－Ｅ，｜ｖ１｜≤
Ｅ和ｖ１＞Ｅ。不失为一般性，这里取Ｅ＝１。这三个区域分别记为Ｄ－１，Ｄ０ 和Ｄ１。
对一组给定的系统参数和初始状态，Ｃｈｕａ电路的状态可能收敛到一个平衡点，一
条周期轨道或具有一个正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的低维混沌吸引子。
在标准的Ｃｈｕａ电路中加入时延电压反馈，如图６．１５所示。时延反馈Ｃｈｕａ

电路状态方程为

图６．１５　时延反馈Ｃｈｕａ电路结构图
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ｄｖ１

ｄｔ ＝ １
Ｃ１

（Ｇ（ｖ２－ｖ１）－ｆ（ｖ１）），

ｄｖ２

ｄｔ ＝ １
Ｃ２

（ｉ３－Ｇ（ｖ２－ｖ１）），

ｄｉ３

ｄｔ ＝－１
Ｌ

（ｖ２＋Ｒ０ｉ３＋ｗ（ｖ１（ｔ－τ

烅

烄

烆
））），

（６．３９）

式中，时延电压反馈取

ｗ（ｖ１（ｔ－τ））＝εｓｉｎ（σｖ１（ｔ－τ））。 （６．４０）
将通过理论分析、计算机仿真和电路实验三方面验证，对任意给定常数ε＞０，即使
标准Ｃｈｕａ电路具有稳定的周期轨道，只要常数σ和τ充分大，那么时延反馈控制
的Ｃｈｕａ电路总能够产生混沌。

１．理论分析

假设对给定的系统参数，标准Ｃｈｕａ电路具有一对指数稳定的平衡点：

Ｐ＋＝ ［ｖ１
 　ｖ２

 　ｉ３
］Ｔ ∈Ｄ１，　Ｐ－＝ ［－ｖ１

 　－ｖ２
 　－ｉ３

］Ｔ ∈Ｄ－１，
式中

ｖ１
 ＝－

（ＧＲ０＋１）（Ｇａ－Ｇｂ）
Ｇ＋（ＧＲ０＋１）Ｇｂ

，　ｖ２
 ＝ ＧＲ０

ＧＲ０＋１ｖ１
 ，　ｉ３

 ＝－ Ｇ
ＧＲ０＋１ｖ１

 。

由于Ｐ＋和Ｐ－的对称性，只考虑Ｐ＋ 。下面将证明，时延反馈（６．４０）能使受控的

Ｃｈｕａ电路在Ｐ＋的一个邻域内产生混沌行为。
记ｘ（ｔ）＝［ｖ１（ｔ）　ｖ２（ｔ）　ｉ３（ｔ）］Ｔ，珔ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－Ｐ＋ 。由于Ｐ＋是标准Ｃｈｕａ电

路的指数稳定的平衡点，根据稳定性理论［Ｋｈａｌｉｌ，１９９６］，存在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｔ，珔ｘ）满足对任意（ｔ，珔ｘ）∈［０，∞）×Ｄ有

ｄ１‖珔ｘ‖２
２ ≤Ｖ（ｔ，珔ｘ）≤ｄ２‖珔ｘ‖２

２，

ｄＶ
ｄｔ （６．３８）

≤－ｄ３‖珔ｘ‖２
２，

Ｖ
珔ｘ ２

≤ｄ４‖珔ｘ‖２

烅

烄

烆
，

（６．４１）

式中，Ｄ＝｛珔ｘ∈犚ｎ｜‖珔ｘ‖＜ｒ｝，ｄｉ（ｉ＝１，２，３，４）和ｒ均为正常数。记

ｆ（ｘ）＝

１
Ｃ１

（Ｇ（ｖ２－ｖ１）－ｆ（ｖ１））

１
Ｃ２

（ｉ３－Ｇ（ｖ２－ｖ１））

－１
Ｌ

（ｖ２＋Ｒ０ｉ３

熿

燀

燄

燅
）

，　ｇ（ｔ，ｘ）＝

０
０

－１
Ｌｗ（ｖ１（ｔ－τ

熿

燀

燄

燅
））

。

方程（６．３９）可写为：
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ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｔ，ｘ）。
在上述方程中把ｇ（ｔ，ｘ）看作是扰动项，再利用文献［Ｋｈａｌｉｌ，１９９６］的引理５．２，可
得到如下结论。
定理６．２　假设Ｐ＋是标准Ｃｈｕａ电路（６．３８）的指数稳定的平衡点，相应的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｔ，珔ｘ）满足（６．４１）。如果存在正常数θ＜１，使得

｜ｗ（ｖ１（ｔ－τ））｜≤ε＜
ｄ３

ｄ４

ｄ１

ｄ槡２
Ｌθｒ，

那么对所有满足‖珔ｘ（ｔ）‖２＜ ｄ１／ｄ槡 ２ｒ（ｔ≤０）的初始条件，时延反馈Ｃｈｕａ电路
（６．３９）的状态有界且存在有限时间ｔ１＞０，使得

‖珔ｘ（ｔ）‖ ≤ｂε，　ｔ≥ｔ１，
式中

ｂ＝ ｄ４

Ｌθｄ３

ｄ２

ｄ槡１
，

并且，如果

ε＜
ｖ１

 －Ｅ
ｂ

，

那么ｘ（ｔ）∈Ｄ１，即ｖ１（ｔ）＞Ｅ （ｔ≥ｔ１）。
在区域Ｄ１ 中，有

ｆ（ｖ１）＝Ｇｂｖ１＋Ｇａ－Ｇｂ，　ｄｆ（ｖ１）
ｄｖ１

＝Ｇｂ。

由方程（６．３８）得

ｖ２ ＝ＲＣ１
ｄｖ１

ｄｔ＋（ＲＧｂ＋１）ｖ１＋（Ｇａ－Ｇｂ）Ｒ，

ｉ３ ＝ＲＣ１Ｃ２
ｄ２ｖ１

ｄｔ２ ＋（ＲＣ２Ｇｂ＋Ｃ１＋Ｃ２）ｄｖ１

ｄｔ＋Ｇｂｖ１＋Ｇａ－Ｇｂ。

记

珔ｖ１（ｔ）＝ｖ１（ｔ）－ｖ１
 ，　珡ｗ（珔ｖ１（ｔ－τ））＝ｗ（ｖ１（ｔ－τ））＝ｗ（珔ｖ１（ｔ－τ）＋ｖ１

），
可以得到

ｄ３珔ｖ１

ｄｔ３ ＋α２
ｄ２珔ｖ１

ｄｔ２ ＋α１
ｄ珔ｖ１

ｄｔ＋α０珔ｖ１（ｔ）＝β０珡ｗ（珔ｖ１（ｔ－τ））， （６．４２）

式中

α０＝Ｇ＋Ｇｂ（ＧＲ０＋１）
ＬＣ１Ｃ２

，

α１＝ＬＧＧｂ＋Ｃ１（１＋Ｒ０Ｇ）＋（Ｇ＋Ｇｂ）Ｒ０Ｃ２

ＬＣ１Ｃ２
，
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α２＝
ＧＬＣ１＋ＬＣ２（Ｇ＋Ｇｂ）＋Ｒ０Ｃ１Ｃ２

ＬＣ１Ｃ２
，

β０＝－ Ｇ
ＬＣ１Ｃ２

。

因此，在区域Ｄ１ 内，方程（６．３９）等价于方程（６．４２）。由于Ｐ＋是标准Ｃｈｕａ电路
（６．３８）的指数稳定的平衡点，ｓ３＋α２ｓ２＋α１ｓ＋α０ 是 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式。从而（６．４２）
式可视为一个稳定的三阶线性微分方程加一个时延反馈

β０珡ｗ（珔ｖ１（ｔ－τ））＝εβ０ｓｉｎ（σ（珔ｖ１（ｔ－τ）＋ｖ１
））。

根据前几节的讨论，当常数σ和τ充分大时，时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）总能够产
生混沌行为。

图６．１６　Ｒ＝１９５０Ω，ε和σ取不同值时，时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为

２．计算机仿真

在计算机仿真时，固定如下参数：

Ｃ１ ＝１０ｎＦ，　Ｃ２ ＝１００ｎＦ，　Ｌ＝１８．６８ｍＨ，　Ｒ０ ＝１６Ω，

Ｇａ ＝－０．７５ｍＳ，　Ｇｂ ＝－０．４１ｍＳ，　Ｅ＝１Ｖ，　τ＝０．００１烅
烄
烆 。
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首先取Ｒ＝１９５０Ω。此时标准Ｃｈｕａ电路（６．３８）有一对指数稳定的平衡点

Ｐ＋＝ ［３．４４７８　０．０２９６　－０．００１８］Ｔ，

Ｐ－＝ ［－３．４４７８　－０．０２９６　－０．００１８］Ｔ。
图６．１６显示了当ε和σ取不同值时，时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为。再
取Ｒ＝１９１０Ω。此时标准Ｃｈｕａ电路（６．３８）有两个稳定的周期轨道（图６．１７）。图

６．１８显示了当ε和σ取不同值时，时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为。

图６．１７　Ｒ＝１９１０Ω时，标准Ｃｈｕａ电路（６．３８）的两个稳定的周期轨道中的一个

图６．１８　Ｒ＝１９１０Ω，ε和σ取不同值时，时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为
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３．电路实验

在电路实验中，固定如下电路参数：

Ｃ１ ＝１１．００ｎＦ，Ｃ２ ＝１０８．９９ｎＦ，Ｌ＝１８．６８ｍＨ，

Ｒ０ ＝１４．７８Ω，Ｇａ ＝－０．８７ｍＳ，Ｇｂ ＝－０．４４ｍＳ，

Ｅ＝１Ｖ，τ＝０．００４０９６
烅
烄

烆 。
正弦函数是用三角函数发生器ＩＣ，ＡＤ６３９实现。时延的电路实现见图６．１９。首
先取Ｒ＝１８００Ω。此时标准Ｃｈｕａ电路（６．３８）有一对指数稳定的平衡点（图６．２０
（ａ））。图６．２０（ｂ）～（ｄ）分别显示了当ε和σ取不同值时，时延反馈Ｃｈｕａ电路
（６．３９）的混沌行为。再取Ｒ＝１７００Ω。此时标准Ｃｈｕａ电路（６．３８）有一对稳定的
周期轨道（图６．２１（ａ））。图６．２１（ｂ）～（ｄ）分别显示了当ε和σ取不同值时，时延
反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为。

图６．１９　时延的电路实现
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图６．２０　时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为（Ｒ＝１８００Ω）
（ａ）平衡点：无反馈；（ｂ）螺旋形混沌吸引子：ε＝０．０４５，σ＝０．８５５；

（ｃ）双卷形混沌吸引子：ε＝０．０６５，σ＝０．８５５；（ｄ）完全发展混沌吸引子：ε＝０．１９９，σ＝０．９０１

图６．２１　时延反馈Ｃｈｕａ电路（６．３９）的混沌行为（Ｒ＝１７００Ω）
（ａ）周期轨道：无反馈；（ｂ）螺旋形混沌吸引子：ε＝０．０２６，σ＝０．８５５；

（ｃ）双卷形混沌吸引子：ε＝０．０５８，σ＝０．８５５；（ｄ）完全发展混沌吸引子：ε＝０．１８５，σ＝１．２７４
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６．７　时延反馈混沌化的数学严格表示

本章提出的时延反馈混沌化方法的近似理论分析，是基于把一个时延反馈连
续时间系统近似地转化为一个离散映射来讨论。最近，文献［Ｚｈｏｕ，Ｃｈｅｎ ＆
Ｙａｎｇ，２００４］对该方法作了更为严格的理论分析。
考虑如下单输入单输出（ＳＩＳＯ）的线性定常控制系统

ｙ（ｎ）（ｔ）＋αｎ－１ｙ（ｎ－１）（ｔ）＋…＋α１ｙ（１）（ｔ）＋α０ｙ（ｔ）＝ｕ（ｔ）， （６．４３）
采用时延反馈

ｕ（ｔ）＝ｗ（ｙ（ｔ－τ））＝εｓｉｎ（σｙ（ｔ－τ））。 （６．４４）
记ｙ（ｍ，^ｔ）＝ｙ（ｍτ＋^ｔ）。由引理６．２，对充分大的τ和^ｔ，ｔ０＜^ｔ＜τ，近似地有如下离
散映射

ｙ（ｍ，ｔ）≈ ε
α０

ｓｉｎ（σｙ（ｍ－１，^ｔ））。 （６．４５）

值得指出的是，这一公式在工程设计上是方便的，但严格地说，应该有

ｙ（ｍ，ｔ）＝ψｍ（ｔ，τ）＋ε
α０

ｓｉｎ（σｙ（ｍ－１，^ｔ））， （６．４６）

其中对于某个常数ξ有

｜ψｍ（^ｔ，τ）｜≤ξ。 （６．４７）
这时可以严格证明［Ｚｈｏｕ，Ｃｈｅｎ ＆ Ｙａｎｇ，２００４］，在适当的参数条件下，映射
（６．４６）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的。
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第７章
　　高维连续时间系统状态反馈混沌化

７．１　引言

根据动力系统理论中的ＰｏｉｎｃａｒｅＢｅｎｄｉｘｓｏｎ定理［Ｈｉｒｓｃｈ＆Ｓｍａｌｅ，１９７４］，
一个ｎ维连续的向量场产生混沌的必要条件为ｎ≥３。本章将介绍一个使ｎ维连
续时间系统（ｎ≥３）产生混沌的状态反馈控制方法［Ｗａｎｇ＆Ｃｈｅｎ，２００３］。首先给
出一类混沌系统的标准型。然后，基于该标准型，分别针对线性可控系统和可反馈
线性化系统设计反馈控制器，使得受控系统拓扑共轭于某个给定的混沌系统，从而
产生混沌行为。最后，对于不可反馈线性化的单输入单输出（ＳＩＳＯ）系统，如果该
系统的相对阶不小于３，并且相应的内部动力学方程是从输入到状态稳定的，那么
可以设计一个状态反馈控制器，使得受控系统的一个子系统拓扑共轭于某个给定
的混沌系统，从而产生混沌行为。

７．２　混沌系统标准型

考虑一个ｎ维连续时间混沌系统
ｘ＝ｆｃ（ｘｃ）， （７．１）

式中，ｘｃ∈犚ｎ为系统状态。根据ＰｏｉｎｃａｒｅＢｅｎｄｉｘｓｏｎ定理，如果ｆｃ 是连续的，那么
系统（７．１）是混沌系统的必要条件为ｎ≥３。根据 Ｔａｋｅｎｓ重构定理［Ｔａｋｅｎｓ，

１９８１］，对于光滑动力系统（７．１）和一光滑标量输出函数ｙ＝（ｘ），只要ｍ＞２ｎ，就
可以用输出样本

ｙ≡ ［ｙ　ｙ　…　ｙ（ｍ－１）］Ｔ， （７．２）
重构系统（７．１）的混沌吸引子。
本章假设对给定的混沌系统（７．１），存在标量光滑函数

ｙｃ ＝ｃ１（ｘｃ）， （７．３）
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使得

ｚｃ ≡ ［ｙｃ　ｙｃ　…　ｙ（ｎ－１）
ｃ ］Ｔ ＝Φｃ（ｘｃ） （７．４）

是包含系统（７．１）的混沌吸引子的集合Ωｃ犚ｎ上的微分同胚，在坐标变换（７．４）
下，系统（７．１）变为如下标准形式：

ｚｃ ＝Ａｃｚｃ＋ｂｃｇｃ（ｚｃ）， （７．５）
式中，ｇｃ（ｚｃ）是ｚｃ∈犚ｎ的非线性函数，

Ａｃ ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
   

０ ０ ０ … １
０ ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

∈犚ｎ×ｎ，　ｂｃ ＝

０
０


烄

烆

烌

烎

０
１

∈犚ｎ。 （７．６）

显然，ｙｃ满足ｎ阶微分方程

ｙ（ｎ）
ｃ ＝Ｇｃ（ｙｃ，ｙ′ｃ，…，ｙ（ｎ－１）

ｃ ）。 （７．７）
在力学系统中，三阶导数表示加速度的变化率，有时称为“ｊｅｒｋ”。因此，对ｎ＝３，方
程（７．７）称为ｊｅｒｋ方程，Ｇｃ称为ｊｅｒｋ函数［Ｓｐｒｏｔｔ，１９９７ｂ］。
已经知道，如果Φｃ 的Ｊａｃｏｂｉ矩阵在点ｘ０ 是非奇异的，那么Φｃ（ｘ）是点ｘ０ 的

一个邻域中的局部微分同胚。下列定理表明，一大类混沌系统都可由定义在犚ｎ上

的全局微分同胚变换为标准型（７．５）。
定理７．１　考虑一个ｎ维动力系统

ｘｃ ＝Ａｘｃ＋ｂｃｇ（ｘｃ）， （７．８）
式中ｂｃ由（７．６）式定义，ｇ是实值函数，常数矩阵Ａ具有如下形式：

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ０ … ０
ａ２１ ａ２２ ａ２３ … ０
   

ａｎ－１，１ ａｎ－１，２ ａｎ－１，３ … ａｎ－１，ｎ

ａｎ１ ａｎ２ ａｎ３ … ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

， （７．９）

式中

ａｉ，ｉ＋１ ≠０，　ｉ＝１，２，…，ｎ－１。 （７．１０）
记ｚｃ＝［ｘｃ１　ｘｃ１　…　ｘ（ｎ－１）

ｃ１ ］Ｔ。则存在一个全局线性坐标变换

ｚｃ ＝Ｑｃｘｃ， （７．１１）
式中，Ｑｃ为非奇异阵，使得系统（７．８）变为标准型（７．５）。
证明：可以验证Ｑｃ＝（ｑｃ

ｉｊ）是一个常数下三角矩阵，具体构造如下：

ｑｃ
１１ ＝１，　ｑｃ

ｋｌ ＝ ∑
ｋ－１

ｊ＝ｌ－１
ｑｃ

ｋ－１，ｊｑｊｌ，　ｋ＝２，３，…，ｎ，　ｌ＝１，２，…，ｋ，
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式中，ｑｃ
０ｉ＝ａｉ０＝０。由条件（７．１０）可得

ｄｅｔ（Ｑｃ）＝ｑｃ
１１ｑｃ

２２…ｑｃ
ｎｎ ≠０，

即表明Ｑｃ为一非奇异阵。
例７．１（Ｒｓｓｌｅｒ环形混沌）　Ｒｓｓｌｅｒ曾发现了一个简单的混沌系统［Ｒｓｓｌｅｒ，

１９７９］
ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝

－ｘ２－ｘ３

ｘ１

α（ｘ２－ｘ２
２）－βｘ

烄

烆

烌

烎３

， （７．１２）

式中α和β为实参数。
图７．１显示了当α＝０．３８６和β＝０．２时系统（７．１２）的混沌吸引子。如果取

ｘｃ ＝ ［ｘｃ１　ｘｃ２　ｘｃ３］Ｔ ＝ ［ｘ２　ｘ１　ｘ３］Ｔ，
那么系统（７．１２）就具有（７．８）的形式，从而可用如下全局微分同胚

ｚ＝ ［ｘ２　ｘ２　ｘ
··

２］Ｔ ＝ ［ｘ２　ｘ１　－ｘ２－ｘ３］Ｔ （７．１３）
把系统（７．１２）变为标准型（７．５），相应的ｊｅｒｋ函数为

ｇｃ（ｚ）＝－βｚ
２
３－ｚ２－（α＋β）ｚ１＋αｚ２

１。 （７．１４）

图７．１　Ｒｓｓｌｅｒ系统（７．１２）的混沌吸引子，这里ｚ＝［ｘ２　ｘ２　ｘ
··

２］Ｔ

　　例７．２（Ｃｈｕａ电路）　Ｃｈｕａ电路的状态方程为
ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝

α（ｘ２－ｘ１＋ｆ（ｘ１））

ｘ１－ｘ２＋ｘ３

－βｘ２－γｘ

烄

烆

烌

烎３

， （７．１５ａ）

式中ｆ（·）为一分段线性函数（图６．９（ｂ））

ｆ（ｘ１）＝

－ｂｘ１－ａ＋ｂ， ｘ１ ＞１，　
－ａｘ１， ｜ｘ１｜≤１，　
－ｂｘ１＋ａ－ｂ， ｘ１ ＜－１

烅
烄

烆 ，
（７．１５ｂ）
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式中，α＞０，β＞０，γ＞０，ａ＜ｂ＜０。图７．２显示了Ｃｈｕａ电路的一个混沌吸引子，参
数取

α＝１０．００００，β＝１５．００００，γ＝０．０３８５，ａ＝－１．２７００，ｂ＝－０．６８００。
如果取

ｘｃ ＝ ［ｘｃ１　ｘｃ２　ｘｃ３］Ｔ ＝ ［ｘ３　ｘ２　ｘ１］Ｔ，
那么系统（７．１５）就具有形式（７．８）。可用微分同胚

ｚ＝

ｘ３

ｘ３

ｘ
··

烄

烆

烌

烎３

＝

ｘ３

－βｘ２－γｘ３

－βｘ１＋β（γ＋１）ｘ２＋（γ２－β）ｘ

烄

烆

烌

烎３

（７．１６）

把系统（７．１５）变为标准型（７．５），相应的ｊｅｒｋ函数

ｇｃ（ｚ）＝－αβｚ１＋（αγ＋γ－β）ｚ２－（α＋γ＋１）ｚ３

＋αβｆ（β－１（－（β＋γ）ｚ１＋（γ＋１）ｚ２－ｚ３））。 （７．１７）
可以证明，Ｃｈｕａ电路拓扑共轭于许多由３段奇对称分段线性连续向量场描述的３
维系统［Ｃｈｕａｅｔａｌ．，１９９３］。

图７．２　Ｃｈｕａ电路（７．１５）的混沌吸引子，这里ｚ＝［ｘ３　ｘ３　ｘ
··

３］Ｔ

此外，文献［Ｓｐｒｏｔｔ，１９９４］中列出的１９个简单的３维混沌系统中有１４个可以
转化为ｊｅｒｋ方程［Ｅｉｃｈｈｏｒｎｅｔａｌ．，１９９８］。Ｓｐｒｏｔｔ还发现，许多非常简单的ｊｅｒｋ方
程都能产生混沌行为［Ｓｐｒｏｔｔ１９９７ｂ，２０００］，其中最简单的一个方程具有二次非线
性：

ｘ
···

＝－ｘ±ｘ２－ａｘ
··。 （７．１８）

系统（７．１８）当ａ＝２．０１７时是混沌的。具有分段线性函数的最简单的混沌ｊｅｒｋ方
程为

ｘ
···

＝－１＋｜ｘ｜－ｂｘ－ａｘ
··。 （７．１９）

系统（７．１９）当ａ＝０．６和ｂ＝１时是混沌的。这些系统都可以直接变换为标准型

０４１



第７章　高维连续时间系统状态反馈混沌化

（７．５）。
也可以把三维以上的高维系统变换为标准型。下面给出一个四维超混沌系统

的变换的例子。
例７．３（ＴＮＣ超混沌振子）　ＴＮＣ振子的状态方程为［Ｔａｍａｓｅｖｉｃｉｕｓ，Ｎａｍａ

ｊｕｎａｓ＆Ｃｅｎｙｓ，１９９６］
ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

ａｘ１－ｘ２－ｘ３

ｘ１－ｂｘ２

μ－１（ｘ１－ｃｘ３－ｘ４）

ε－１（ｘ３－ｄ（ｘ４－１）Ｈ（ｘ４－１

烄

烆

烌

烎））

， （７．２０ａ）

式中

Ｈ（ｘ４－１）＝
０，　ｘ４ ＜１，

１，　ｘ４ ≥１｛ 。
（７．２０ｂ）

系统（７．２０）可由如下全局坐标变换变为标准型（７．５）：

ｚ＝

ｘ２

ｘ２

ｘ
··

２

ｘ
···

烄

烆

烌

烎２

＝

０ １ ０ ０
１ －ｂ ０ ０

ａ－ｂ ｂ２－１ －１ ０
ａ（ａ－ｂ）＋ｂ１－１－μ－１ ２ｂ－ａ－ｂ３ ｂ－ａ＋ｃμ－１ μ－

烄

烆

烌

烎１

ｘ。

（７．２１）

７．３　线性可控系统的混沌化

考虑一个一般的ｎ维单输入控制系统
ｘ＝Ａｘ＋ｂｕ， （７．２２）

假设系统（７．２２）是可控的，即可控性矩阵

Ｐｃ ＝?ｂ　Ａｂ　…　Ａｎ－１ｂ

「 （７．２３）
是非奇异的。记ｑＴ

１ 为Ｐ－１
ｃ 的第ｎ行。根据线性系统理论［Ｋａｉｌａｔｈ，１９８０］，存在非

奇异矩阵

Ｑ＝

ｑＴ
１

ｑＴ
１Ａ


ｑＴ
１Ａｎ－

熿

燀

燄

燅
１

（７．２４）

使得系统（７．２２）在线性变换ｚ＝Ｑｘ下变为：
ｚ＝Ａｃｚ＋ｂｃ（ｕ－αＴｚ）， （７．２５）
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式中，Ａｃ和ｂｃ由（７．６）式给出，α＝［α０　α１　…　αｎ－１］Ｔ 为一常数向量。

如果系统（７．２５）中的控制器取

ｕ＝αＴｚ＋ｇｃ（ｚ）， （７．２６）

那么闭环系统（７．２５）具有标准型（７．５）。这表明，如果系统（７．２２）中的控制器取

ｕ＝αＴＱｘ＋ｇｃ（Ｑｘ）， （７．２７）

那么闭环系统（７．２２）拓扑共轭于混沌系统（７．１），从而也是混沌的。
例７．４　考虑如下３维线性控制系统

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
－１　－１　　０
　１　－１　　１
　２　　０　－

烄

烆

烌

烎１

ｘ１

ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎３

＋
烄

烆

烌

烎

１
０
０

ｕ。 （７．２８）

取线性变换ｚ＝Ｑｘ，其中

Ｑ＝
０ 　０．５ －０．２５
０ －０．５ 　０．７５
１ 　０．５ －１．

烄

烆

烌

烎２５

，

那么系统（７．２８）变为如下可控标准型
ｚ１

ｚ２

ｚ

烄

烆

烌

烎３

＝
　０ 　１ 　０
　０ 　０ 　１
－４ －４ －

烄

烆

烌

烎３

ｚ１

ｚ２

ｚ

烄

烆

烌

烎３

＋
烄

烆

烌

烎

０
０
１

ｕ。 （７．２９）

如果控制器为

ｕ＝ ［－４　－４　－３］ＴＱｘ＋ｇｃ（Ｑｘ）， （７．３０）

那么闭环系统（７．２８）和（７．３０）拓扑共轭于混沌系统（７．１），从而也是混沌的。

图７．３　当ｇｃ 为Ｒｓｓｌｅｒ系统（７．１２）的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．２８）的混沌吸引子

图７．３和７．４分别给出了当ｇｃ 为Ｒｓｓｌｅｒ系统和Ｃｈｕａ电路的ｊｅｒｋ函数时，

受控系统（７．２８）的两个混沌吸引子。
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图７．４　当ｇｃ 为Ｃｈｕａ电路（７．１５）的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．２８）的混沌吸引子

７．４　可反馈线性化系统的混沌化

考虑一个ｎ维单输入非线性控制系统
ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ。 （７．３１）

系统（７．３１）称为是在点ｘ０ 的一个邻域Ｕ 内可反馈线性化的，如果存在Ｕ 定义在
上的反馈

ｕ＝α（ｘ）＋β（ｘ）ｖ （７．３２）
和坐标变换

ｚ＝ Φ（ｘ）， （７．３３）
使得闭环系统（７．３１）可变换为如下线性控制系统：

ｚ＝Ａｃｚ＋ｂｃｖ， （７．３４）
式中Ａｃ和ｂｃ由（７．６）式定义。

控制系统（７．３１）在集合Ω犚ｎ上是可反馈线性化的，如果它在每一点ｘ０∈Ω
都可反馈线性化。如果ΩΦ－１（Φｃ（Ωｃ））且系统（７．３１）中的控制器为

ｕ＝α（ｘ）＋β（ｘ）ｇｃ（Φ（ｘ））， （７．３５）
那么闭环系统（７．３１）在包含系统（７．１）的混沌吸引子的集合Ωｃ上拓扑共轭于混沌

系统（７．１）。从而系统（７．３１）也是混沌的。
为了设计控制器（７．３５），首先需要确定给定系统是可反馈线性化的，然后再构

造线性化反馈控制器（７．３２）和线性化坐标变换（７．３３）。类似于第６章６．４节，需
要以下关于非线性系统的一些基本结果。
引理７．１［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９５］　控制系统（７．３１）在点ｘ０ 的一个邻域Ｕ 内是可反馈

线性化的充要条件为存在一个光滑函数λ（ｘ），使得ＳＩＳＯ系统

３４１



动力系统的混沌化———理论、方法与应用

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ
ｙ＝λ（ｘ｛ ）

（７．３６）

在点ｘ０ 具有相对阶ｎ，即

ＬｇＬｋ
ｆλ（ｘ）＝０，　 对０≤ｋ＜ｎ－１及ｘ∈Ｕ，　ＬｇＬｎ－１

ｆ λ（ｘ０）≠０。
（７．３７）

　　引理７．２［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９５］　控制系统（７．３１）在点ｘ０ 的一个邻域Ｕ 内是可反馈
线性化的充要条件为

（１）矩阵
［ｇ（ｘ）　ａｄｆｇ（ｘ）　…　ａｄｎ－１

ｆ ｇ（ｘ）］
在点ｘ０ 具有秩ｎ；

（２）分布

Ｄ ＝ｓｐａｎ｛ｇ，ａｄｆｇ，…，ａｄｎ－２
ｆ ｇ｝

在Ｕ 上是不变的，即Ｄ中任何一对向量场的李括号也是Ｄ 中的任何一对向量场。
基于上述结果，构造控制器（７．３５）的步骤如下：
（１）检验反馈线性化条件（１）和（２）。
（２）若上述条件满足，解如下偏微分方程得到λ（ｘ）

Ｌｇλ（ｘ）＝Ｌａｄｆｇλ（ｘ）＝ … ＝Ｌａｄｎ－２ｆ ｇλ（ｘ）＝０， （７．３８）
且要求

Ｌａｄｎ－１ｆ ｇλ（ｘ）≠０。

　　（３）取

α（ｘ）＝ －Ｌｎ
ｆλ（ｘ）

ＬｇＬｎ－１
ｆ λ（ｘ）

，　β（ｘ）＝ １
ＬｇＬｎ－１

ｆ λ（ｘ）
。 （７．３９）

　　（４）取

Φ（ｘ）＝ λ（ｘ）　Ｌｆλ（ｘ）　…　Ｌｎ－１
ｆ λ（ｘ［ ］）Ｔ。 （７．４０）

　　（５）取ｇｃ为某个混沌系统的ｊｅｒｋ函数，构造控制器（７．３５）。
例７．５　考虑如下非线性控制系统

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ＝

ｘ２－ｘ１

ｘ１－ｘ２

ｘ２－ｘ

烄

烆

烌

烎
２
３

＋
烄

烆

烌

烎

１
０
０

ｕ。 （７．４１）

由于

ａｄｆｇ＝ ［１　－１　０］Ｔ，　ａｄ２
ｆｇ＝ ［２　－２　１］Ｔ。

可以验证系统（７．４１）在犚３上满足反馈线性化条件（１）和（２）。方程

Ｌｇλ（ｘ）＝Ｌａｄｆｇλ（ｘ）＝０
的解为
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λ（ｘ）＝ｘ３。 （７．４２）
（７．４２）满足Ｌａｄ２ｆｇｘ３≠０（ｘ３≠０）。故有

α（ｘ）＝ －Ｌ３
ｆλ（ｘ）

ＬｇＬ２
ｆλ（ｘ）＝－２［（１＋ｘ３）（ｘ２－ｘ１）＋（ｘ２－ｘ２

３）（３ｘ２
３－ｘ２）］，

β（ｘ）＝ １
ＬｇＬ２

ｆλ（ｘ）＝１。

全局坐标变换为

Ф（ｘ）＝

ｘ３

ｘ３

ｘ
··

熿

燀

燄

燅３

＝

ｘ３

ｘ２－ｘ２
３

ｘ１－ｘ２－２ｘ３（ｘ２－ｘ２
３

熿

燀

燄

燅）
， （７．４３）

如果ｇｃ是一个混沌系统的ｊｅｒｋ函数，那么反馈控制器

ｕ（ｘ）＝α（ｘ）＋β（ｘ）ｇｃ（Φ（ｘ））

＝－２［（１＋ｘ３）（ｘ２－ｘ１）＋（ｘ２－ｘ２
３）（３ｘ２

３－ｘ２）］＋ｇｃ（Φ（ｘ）），　（７．４４）
就能使系统（７．４０）产生混沌行为。图７．５，图７．６分别给出了当ｇｃ 为Ｒｓｓｌｅｒ系
统和Ｃｈｕａ电路的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．４１）的两个混沌吸引子。

图７．５　当ｇｃ 为Ｒｓｓｌｅｒ系统（７．１２）的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．４０）的混沌吸引子

图７．６　当ｇｃ 为Ｃｈｕａ电路（７．１５）的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．４１）的混沌吸引子
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７．５　不可反馈线性化系统的混沌化

现在考虑一个ｍ维不可反馈线性化的单输入控制系统
ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ。 （７．４５）

假设存在一个标量输出函数

ｙ＝ｈ（ｘ）， （７．４６）
使得系统（７．４５），（７．４６）在犚ｍ上具有相对阶ｎ，３≤ｎ＜ｍ。不失为一般性，假设

ｆ（０）＝０及ｈ（０）＝０。记

ξ＝

ｚ１

ｚ２



ｚ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝

１（ｘ）

２（ｘ）


ｎ（ｘ

烄

烆

烌

烎）

＝

ｈ（ｘ）

Ｌｆｈ（ｘ）


Ｌｎ－１
ｆ ｈ（ｘ

烄

烆

烌

烎）

。 （７．４７）

由微分几何控制理论［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９５］，可以找到另外ｍ－ｎ个函数。

η＝

ｚｎ＋１

ｚｎ＋２



ｚ

烄

烆

烌

烎ｍ

＝

ｎ＋１（ｘ）

ｎ＋２（ｘ）


ｍ（ｘ

烄

烆

烌

烎）

， （７．４８）

使得

Ｌｇｉ（ｘ）＝０，　ｎ＋１≤ｉ≤ｍ，　ｘ∈犚ｍ， （７．４９）
且

ｚ＝
ξ（ ）η

＝Φ（ｘ） （７．５０）

为一非奇异的坐标变换。
在新坐标下，系统（７．４５）的状态空间描述为：

ｚ１ ＝ｚ２，
ｚ２ ＝ｚ３，
…
ｚｎ－１ ＝ｚｎ，
ｚｎ ＝ｂ（ξ）＋ａ（ξ）ｕ，
η＝ｑ（ξ，η），

（７．５１）

式中

ａ（ξ）＝ＬｇＬｎ－１
ｆ ｈ（Φ－１（ξ））≠０，　ｂ（ξ）＝Ｌｎ

ｆｈ（Φ－１（ξ））。 （７．５２）

　　η子系统的动态方程为
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η＝ｑ（ξ，η）， （７．５３）
它描述的是系统“内部”的动力学行为。把ξ（ｔ）和η（ｔ）分别看作是系统（７．５３）的
输入和状态，并假设系统（７．５３）是从输入到状态稳定的 ［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９９］，即存在一
个ＫＬ类函数β（·，·）和一个Ｋ 类函数γ（·），使得对任何有界函数ξ（ｔ）和任何有
界初始状态η（０）＝η０，系统（７．５３）的解η（ｔ）对任意ｔ≥０满足

‖η（ｔ）‖ ≤β（‖η０‖，ｔ）＋γ（‖ξ（ｔ）‖∞）。 （７．５４）

　　注７．１　连续函数α∶［０，ａ）→［０，∞）称为是Ｋ 类的，如果它满足α（０）＝０，且
是严格单调递增函数。进一步，如果ａ＝∞，且ｌｉｍ

ｒ→∞
α（ｒ）＝∞，该函数称为是Ｋ∞类

的。连续函数β∶［０，ａ）×［０，∞）→［０，∞）称为是ＫＬ类的，如果对每个固定的ｓ，
函数β（ｒ，ｓ）属于Ｋ类，且对每个固定的ｒ，函数β（ｒ，ｓ）是下降的，且ｌｉｍ

ｓ→∞
β（ｒ，ｓ）＝０。

引理７．３［Ｉｓｉｄｏｒｉ，１９９９］　如果把ξ（ｔ）和η（ｔ）分别看作是η子系统（７．５３）的
输入和状态，那么η子系统（７．５３）是输入到状态稳定的当且仅当对该子系统存在
一个ＩＳＳＬｙａｐｕｎｏｖ函数。
注７．２　一个连续可微函数Ｖ 称为是一个ＩＳＳＬｙａｐｕｎｏｖ函数，如果存在Ｋ∞

类函数α（·），珔α（·），α（·），和Ｋ 类函数σ（·），使得

α（‖η‖）≤Ｖ（η）≤珔α（‖η‖），　η∈犚ｍ－ｎ， （７．５５）
并且

Ｖ
η

ｑ（ξ，η）≤－α（‖η‖）＋σ（‖ξ‖），　ξ∈犚ｎ，　η∈犚ｍ－ｎ。 （７．５６）

如果取

ｕ＝ｇｃ（ξ）－ｂ（ξ）
ａ（ξ） ， （７．５７）

那么ξ子系统方程
ξ＝Ａｃξ＋ｂｃｇｃ（ξ） （７．５８）

具有标准型（７．５）。这意味着闭环系统（７．５１）的ｎ维ξ子系统拓扑共轭于混沌系
统（７．１），从而是混沌的。
综上所述，如果ｍ维ＳＩＳＯ系统（７．４５）～（７．４６）具有一致相对阶ｎ，３≤ｎ＜ｍ，

且相应的η子系统是从输入到状态稳定的，那么在反馈控制器

ｕ＝ｇｃ（Φξ（ｘ））－Ｌｎ
ｆｈ（ｘ）

ＬｇＬｎ－１
ｆ ｈ（ｘ）

（７．５９）

作用下，系统（７．４５）能产生混沌行为。
例７．６　考虑一个给定的ＳＩＳＯ非线性控制系统
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ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ＝

ｘ２－ｘ１

ｘ１－ｘ２＋ｘ３

ｘ１ｘ４＋ｘ３

ｘ１ｘ３－２ｘ

烄

烆

烌

烎４

＋

烄

烆

烌

烎

０
０
１
０

ｕ，　ｙ＝ｘ１。 （７．６０）

可以验证该系统具有相对阶３。记

ξ＝

ｚ１

ｚ２

ｚ

烄

烆

烌

烎３

＝

ｘ１

ｘ１

ｘ
··

烄

烆

烌

烎１

＝

ｘ１

ｘ２－ｘ１

２ｘ１－２ｘ２＋ｘ

烄

烆

烌

烎３
＝Φξ（ｘ），

并取

η＝ｚ４ ＝ｘ４，
则有

ｚ１ ＝ｚ２，
ｚ２ ＝ｚ３， （７．６１）
ｚ３ ＝２ｚ２－ｚ３＋ｚ１ｚ４＋ｕ，
ｚ４ ＝ｚ１（２ｚ２＋ｚ３）－２ｚ４。 （７．６２）

显然，如果把ξ＝［ｚ１　ｚ２　ｚ３］Ｔ 和ｚ４ 分别看作是系统（７．６２）的输入和状态，那么
系统（７．６２）是从输入到状态稳定的。可以求得

Ｌ３
ｆｈ（ｘ）＝４（ｘ２－ｘ１）－ｘ３＋ｘ１ｘ４，　ＬｇＬ２

ｆｈ（ｘ）＝１，
因此，如果ｇｃ是某个混沌系统的ｊｅｒｋ函数，那么反馈控制器

ｕ＝ｇｃ（Φξ（ｘ））－Ｌ３
ｆｈ（ｘ）

ＬｇＬ２
ｆｈ（ｘ） ＝ｇｃ（Φξ（ｘ））＋４（ｘ１－ｘ２）＋ｘ３－ｘ１ｘ４ （７．６３）

能使系统（７．６０）产生混沌行为。图７．７，图７．８分别给出了当ｇｃ 为Ｒｓｓｌｅｒ系统
和Ｃｈｕａ电路的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．６０）的两个混沌吸引子。

图７．７　当ｇｃ 为Ｒｓｓｌｅｒ系统（７．１２）的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．６０）的混沌吸引子
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图７．８　当ｇｃ 为Ｃｈｕａ电路（７．１５）的ｊｅｒｋ函数时，受控系统（７．６０）的混沌吸引子
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第８章
　　连续时间系统混沌化的切换控制方法

８．１　切换分段线性控制方法

本章将介绍分段线性切换控制方法，该方法可以用来在连续时间系统中产生
混沌［Ｌüｅｔａｌ．，２００２；Ｌüｅｔａｌ．，２００３；Ｚｈｅｎｇｅｔａｌ．，２００４］。
考虑如下线性控制系统

ｘ＝Ａｘ＋ｕ， （８．１）
式中，ｘ＝［ｘ　ｙ　ｚ］Ｔ∈Ｒ３ 为系统状态，ｕ∈Ｒ３ 为控制输入，

Ａ＝
　ａ　ｂ　０
－ｂ　ａ　０
　０　０　

烄

烆

烌

烎ｃ

。

对控制系统（８．１）采用切换分段线性控制器［Ｌüｅｔａｌ．，２００２］

ｕ≡ｆ（ｘ）＝
ｋ

－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｄ

，ｉｆ　ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

０ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆 ，

（８．２）

式中，ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｋ为实参数。当

ａ＝３，　ｂ＝２０，　ｃ＝－２０，　ｋ＝４，　ｄ＝１０
时，控制系统（８．１），（８．２）具有一个混沌吸引子（图８．１），其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为

１．５９６３。文献［Ｙａｎｇ＆Ｌｉ，２００２］所研究的系统是系统（８．１），（８．２）的一个特例。
下面分析控制系统（８．１），（８．２）的基本性质。

１．对称性和耗散性

显然，系统（８．１），（８．２）在变换
（ｘ，ｙ，ｚ）→ （－ｘ，－ｙ，ｚ）
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图８．１　控制系统（８．１），（８．２）的混沌吸引子

下具有对称性。假设

ａ＞０，　ｃ＜－２ａ，　ｋ＞０，
状态空间中小元素δΩ（ｔ）＝δｘδｙδｚ的体积Ｖ（ｔ）的变化由散度

Ｖ ＝ｘ
ｘ＋ｙ

ｙ＋ｚ
ｚ

确定。可以求得

Ｖ ＝
２ａ＋ｃ－２ｋ＜０，ｉｆｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

２ａ＋ｃ＜０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ烅
烄

烆 。
这说明系统（８．１），（８．２）是耗散的，并具有指数压缩率

δΩ（ｔ）＝
ｅ２ａ＋ｃ－２ｋ，ｉｆｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｅ２ａ＋ｃ， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ烅
烄

烆 。
因而所有的系统轨道最终将限制在犚３空间中的一个体积为零的集合上。

２．系统平衡点

本小节假设ｂ≠０，ｃ≠０，ｋ＞０。可以推得
（１）如果－ｄ／ｃ＞１，那么系统（８．１），（８．２）具有两个平衡点

［０　０　０］Ｔ，　［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ；

　　（２）如果－ｄ／ｃ＜１，那么系统（８．１），（８．２）具有唯一平衡点［０　０　０］Ｔ。
系统（８．１），（８．２）在平衡点［０　０　０］Ｔ 的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝
　ａ　ｂ　０
－ｂ　ａ　０
　０　０　

烄

烆

烌

烎ｃ

，

其特征值为λ１，２＝ａ±ｂｉ，λ３＝ｃ。因此，当ａ＞０或ｃ＞０时，平衡点［０　０　０］Ｔ 是不
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稳定的；当ａ＜０且ｃ＜０时，平衡点［０　０　０］Ｔ 是稳定的。且若ｃ＜０，则ａ＝０为
系统（８．１），（８．２）的 Ｈｏｐｆ分岔点。
类似地，系统（８．１），（８．２）在平衡点［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ 的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝
ａ－ｋ ｂ ０
－ｂ ａ－ｋ ０
０ ０

烄

烆

烌

烎ｃ

，

其特征值为λ１，２＝ａ－ｋ±ｂｉ，λ３＝ｃ。因此，当ａ＞ｋ或ａ＞０时，平衡点［０　０　
－ｋｄ／ｃ］Ｔ是不稳定的；当ａ＜ｋ且ｃ＜０时，平衡点［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ 是稳定的。且
若ｃ＜０，则ａ＝ｋ为系统（８．１），（８．２）的 Ｈｏｐｆ分岔点。

３．控制系统的动态分析

本小节假设ａ＞０，ｋ＞０，ｃ＜０，ｄ＞０且ａ＜ｋ≤ａ－ｃ，ｄ＜－ｃ。定义两个区域

Σ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ≤｛ ｝ｋ ，

Σ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞｛ ｝ｋ 。

当 ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ≤ｋ
时，系统（８．１），（８．２）变为：

ｘ＝ａｘ＋ｂｙ，
ｙ＝－ｂｘ＋ａｙ，
ｚ＝ｃｚ

烅
烄

烆 。
（８．３）

由系统（８．３）的第三个方程，

ｚ（ｔ）＝ｚ（０）ｅｃｔ →０（ｔ→ ∞），
记Ｖ＝ｘ２＋ｙ２。则有

Ｖ ＝２ｘｘ＋２ｙｙ ＝２ａ（ｘ２＋ｙ２）＝２ａＶ，
即

Ｖ（ｔ）＝Ｖ（０）ｅ２ａｔ → ∞（ｔ→ ∞），
从而

ｆ（ｔ）≡ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ → ∞（ｔ→ ∞）。
因此必然存在时刻ｔ１ 使得ｆ（ｔ１）＞ｋ，此时控制系统（８．１），（８．２）的状态将不再按

式（８．３）变化，而是穿过平面ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２＝ｋ进入区域Σ。系统方程变为：
ｘ＝ （ａ－ｋ）ｘ＋ｂｙ，
ｙ＝－ｂｘ＋（ａ－ｋ）ｙ，
ｚ＝ｃｚ＋ｋｄ

烅
烄

烆 。
（８．４）

对于系统（８．４），取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
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Ｖ ＝ｘ２＋ｙ２＋［ｚ＋（ｋｄ／ｃ）］２。
那么

Ｖ＝２ｘｘ＋ｙｙ＋ ｚ＋ｋｄ（ ）ｃ
［ ］ｚ

＝２ （ａ－ｋ）（ｘ２＋ｙ２）＋ｃｚ＋ｋｄ（ ）ｃ［ ］
２

＝２ （ａ－ｋ）Ｖ＋（ｃ＋ｋ－ａ）ｚ＋ｋｄ（ ）ｃ［ ］
２

≤２（ａ－ｋ）Ｖ。
因此，

Ｖ（ｔ）≤Ｖ（０）ｅ２（ａ－ｋ）ｔ →０　（ｔ→ ∞），
从而

ｆ（ｔ）≡ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ →－（ｋｄ／ｃ）＜ｋ　（ｔ→ ∞），
但当且仅当

ｆ（ｔ）＝ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ
时，系统（８．１），（８．２）的状态才演化为（８．４）。因此，系统（８．１），（８．２）的轨道必然
会再次穿过平面

ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ｋ
而回到Σ。
当０＜ｄ＜－ｃ时，系统（８．１），（８．２）只有一个平衡点［０　０　０］Ｔ，并且该平衡

点是不稳定的。而由上面的分析可知，随着时间的演化，系统（８．１），（８．２）的轨道
会不断地穿越平面

ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ｋ，
正是这种不断的拉伸与折叠，导致了复杂的混沌动力学行为。
图８．２显示了系统轨道运动的方向。系统参数和初始状态取

ａ＝３，ｂ＝２０，ｃ＝－２０，ｋ＝４，ｄ＝１０，［ｘ０　ｙ０　ｚ０］Ｔ ＝ ［０．１　１　－０．１］Ｔ。

当ｔ＜０．５时系统轨道在Σ内；当０．５＜ｔ＜１．６时系统轨道在Σ内；当１．６＜ｔ＜２
时，系统轨道又回到Σ内……如此不断穿越。

４．参数变化的动力学结构分析

（１）参数ａ的变化。
固定参数

ｂ＝２０，　ｃ＝－１５，　ｋ＝６，　ｄ＝１０，
当参数ａ变化时，系统（８．１），（８．２）的动力学行为可归纳如下：
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图８．２　系统（８．１），（８．２）的轨道演化

（ａ）当ａ＜０时，系统轨道收敛到一个平衡点；
（ｂ）当ａ＝０时存在一个极限环（图８．３（ａ））；

图８．３　系统（８．１），（８．２）的相图
（ａ）ａ＝０；（ｂ）ａ＝０．１；（ｃ）ａ＝５；（ｄ）ａ＝６

（ｃ）当０．１＜ａ＜６时存在一个混沌区域，其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数见图８．４；
（ｄ）当ａ＝６时存在一个极限环（图８．３（ｄ））；
（ｅ）当ａ＞６时系统轨道发散。
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图８．４　当０．１＜ａ＜６时系统（８．１），（８．２）的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

（２）参数ｂ的变化。
固定参数

ａ＝３，　ｃ＝－１５，　ｋ＝８，　ｄ＝１０，

图８．５　系统（８．１），（８．２）的相图
（ａ）ｂ＝－１０；（ｂ）ｂ＝０；（ｃ）ｂ＝１０；（ｄ）ｂ＝１００
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数值实验表明，对几乎所有的参数ｂ，系统（８．１），（８．２）都具有混沌化的行为（图

８．５）。
（３）参数ｃ的变化。
固定参数

ａ＝３，　ｂ＝２０，　ｋ＝８，　ｄ＝１０，
当ｃ≥０时，系统（８．１），（８．２）的轨道发散；当－１０＜ｃ＜０时，系统轨道收敛到一个
平衡点；当ｃ＜－１０时，系统轨道具有混沌化的行为（图８．６）。

图８．６　系统（８．１），（８．２）的相图
（ａ）ｃ＝－１０；（ｂ）ｃ＝－１０．１；（ｃ）ｃ＝－３０；（ｄ）ｃ＝－１００

（４）参数ｋ的变化。
固定参数

ａ＝３，　ｂ＝２０，　ｃ＝－１５，　ｄ＝１０，
当ｋ＜３时，系统（８．１），（８．２）的轨道发散；当ｋ＝３时，存在一个极限环；当３＜ｋ＜
１２时，系统（８．１），（８．２）的轨道具有混沌化的行为（图８．７）。
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图８．７　系统（８．１），（８．２）的相图
（ａ）ｋ＝３；（ｂ）ｋ＝３．１；（ｃ）ｋ＝１０；（ｄ）ｋ＝１２

８．２　用切换控制产生多个混沌吸引子

仍然考虑控制系统（８．１）。把控制器（８．２）改为如下的分段线性切换控制器
［Ｚｈｅｎｇｅｔａｌ．，２００３］：

ｕ＝ｆ（ｘ）＝

ｋ
－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｄ

， ｉｆ　ｚ＞０ａｎｄｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｍ
－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｅ

，ｉｆ　ｚ＜０ａｎｄｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆 。

（８．５）

控制系统（８．１）和（８．５）能同时具有两个混沌吸引子———一个上吸引子和一个下吸
引子。图８．８显示了系统参数为

ａ＝３，ｂ＝２０，ｃ＝－２０，ｄ＝１０，ｅ＝－１０，ｋ＝４，ｍ ＝４
时的两个混沌吸引子。注意到ｚ＝０是该系统的一个不变流形。
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图８．８　控制系统（８．１）和（８．５）的两个混沌吸引子

控制器（８．５）有两个切换：一个是在曲面

Ｓ１：ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ｋ（ｚ＞０）
上，另一个是在曲面

Ｓ２：ｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝－ｍ （ｚ＜０）
上。若取参数ｋ＝ｍ，ｄ＝－ｅ，则这两个曲面是关于不变流形ｚ＝０对称的。并且上
吸引子和下吸引子也是关于平面ｚ＝０对称的。
类似地，可以通过平移和旋转两种变换，使系统（８．１）产生任意多个混沌吸引

子。例如，可以用如下控制器产生３个混沌吸引子：
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ｕ≡ｆ（ｘ）＝

ｉｆ　ｚ≤ｈ１
ｋ

－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｄ

，ｉｆｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆 ；

ｉｆ　ｈ１ ＜ｚ≤ｈ２
ｋ

－ｘ
－ｙ

ｄ－ｃｈ１／

烄

烆

烌

烎ｋ

，ｉｆｚ－ｈ１＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆 ；

ｉｆ　ｚ＞ｈ２
ｋ

－ｘ
－ｙ

ｄ－ｃｈ２／

烄

烆

烌

烎ｋ

，ｉｆｚ－ｈ２＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆

烅

烄

烆 。
（８．６）

图８．９　控制系统（８．１）和（８．６）的三个混沌吸引子

　　图８．９显示了系统参数为
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ａ＝３，ｂ＝２０，ｃ＝－２０，ｄ＝１０，ｋ＝４，ｈ１ ＝３，ｈ２ ＝６
时的三个混沌吸引子。注意到ｚ＝０，ｚ＝３和ｚ＝６均为系统（８．１）～（８．６）的一个
不变流形。
进一步，可采用如下控制器使系统（８．１）产生四个混沌吸引子：

ｕ≡ｆ（ｘ）＝

ｉｆ　ｚ≤ｈ１

ｋ
－ｘ

－ｙ
烄

烆

烌

烎ｄ

， ｉｆｚ＞０ａｎｄｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｍ
－ｘ

－ｙ
烄

烆

烌

烎ｅ

，ｉｆｚ＜０ａｎｄｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆 ；

ｉｆ　ｚ＞ｈ１

ｋ

－ｘ

－ｙ

ｄ－ｃ（ｈ＋ｈ１）

烄

烆

烌

烎ｋ

， ｉｆｚ－（ｈ＋ｈ１）＞０ａｎｄｚ－ｈ－ｈ１＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｍ

－ｘ

－ｙ

ｅ－ｃ（ｈ＋ｈ１）

烄

烆

烌

烎ｍ

，ｉｆｚ－（ｈ＋ｈ１）＜０ａｎｄｚ－ｈ－ｈ１＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆

烅

烄

烆 。

（８．７）

　　图８．１０显示了系统参数为

ａ＝３，ｂ＝２０，ｃ＝－２０，ｄ＝－ｅ＝１０，ｋ＝ｍ ＝４，ｈ１ ＝３，ｈ＝３
时的四个混沌吸引子。
上述过程可一直继续下去，即可通过平移和旋转变换产生ｎ个混沌吸引子。

由于控制系统（８．１）在变换（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ｘ，－ｙ，ｚ）下具有对称性，因而可以把
整个空间沿ｚ轴分割为ｎ个高度分别为ｈ１，ｈ２，…，ｈｎ 的子空间（见图８．１１）。于
是可以把原来的一个吸引子复制到每个子空间中，从而使得系统（８．１）同时产生

ｎ个混沌吸引子。但需要注意的是，这ｎ个混沌吸引子是互不交叉的，每个吸引
子具有自己的吸引域。下面考虑如何产生单个具有多重融合的吸引域的复杂混
沌吸引子。
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图８．１０　控制系统（８．１）和（８．７）的两个混沌吸引子

图８．１１　系统（８．１）的平行分割子空间
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８．３　用切换控制产生具有多重融合吸引域的混沌吸引子

我们已经知道，控制器（８．５）有两个切换：一个切换是在曲面Ｓ１ 上产生上吸引

子，另一个是在曲面Ｓ２ 上产生下吸引子。这两个曲面是关于ｚ＝０对称的。并且
上吸引子和下吸引子也是关于ｚ＝０对称的。为了把上吸引子和下吸引子的轨道
连接起来，必须有一种控制机制，迫使上吸引子的轨道穿过平面ｚ＝０而进入子空
间ｚ＜０，下吸引子的轨道穿过平面ｚ＝０而进入子空间ｚ＞０。为此，把控制器
（８．５）修改为：

ｕ≡ｆ（ｘ）＝

ｋ
－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｄ

， ｉｆｚ＞０ａｎｄｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｍ
－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｅ

， ｉｆｚ＜０ａｎｄｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

δ
０
０

－ｓｉｇｎ（ｚ

烄

烆

烌

烎）
， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆

，

（８．８）

式中，δ＞０为增益，ｓｉｇｎ（ｚ）表示ｚ的符号函数。
在控制器（８．８）中，当ｚ＞０时，负值控制－δ＜０迫使轨道进入子空间ｚ＜０；而

当ｚ＜０时，正值控制δ＞０迫使轨道进入子空间ｚ＞０。这样，就把原来孤立的两
个混沌吸引子合为单个复杂的混沌吸引子。图８．１２给出了当

ａ＝３，ｂ＝２０，ｃ＝－２０，ｄ＝－ｅ＝１０，ｋ＝ｍ ＝４，δ＝１
时，控制系统的混沌吸引子。
控制器（８．８）包含三个切换平面：Ｓ１，Ｓ２ 和ｚ＝０。切换平面Ｓ１ 和Ｓ２ 分别用于

产生上吸引子和下吸引子，而切换平面ｚ＝０则起着把这两个混沌吸引子连接在一
起的作用。类似地，可产生一个具有三个融合吸引域的混沌吸引子，相应的控制器
为
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ｕ≡ｆ（ｘ）＝

ｉｆ　ｚ＜ｈ

ｋ
－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｄ
， ｉｆｚ＞０ａｎｄｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｍ
－ｘ
－ｙ

烄

烆

烌

烎ｅ
， ｉｆｚ＜０ａｎｄｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

δ
０
０

－ｓｉｇｎ（ｚ

烄

烆

烌

烎）
， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆

；

ｉｆ　ｚ≥ｈ

ｋ

－ｘ
－ｙ

ｄ－ｃｈ

烄

烆

烌

烎ｋ

， ｉｆｚ－ｈ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

δ

０
０

－ｓｉｇｎ（ｚ－ｈ）－ｃｈ

烄

烆

烌

烎δ

， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

烅

烄

烆

烅

烄

烆

。

（８．９）

图８．１２　控制系统（８．１）和（８．８）的单个混沌吸引子

３６１



动力系统的混沌化———理论、方法与应用

　　图８．１３给出了当

ａ＝３，ｂ＝２０，ｃ＝－１５，ｄ＝－ｅ＝１０，ｋ＝ｍ ＝４，ｈ＝２，δ＝５
时，控制系统的混沌吸引子。

图８．１３　控制系统（８．１）和（８．９）的单个混沌吸引子

一般地，可通过如下步骤产生具有ｎ个融合吸引域的混沌吸引子：
（１）把整个空间沿ｚ轴分解为ｎ个子空间；
（２）把原来的混沌吸引子复制到各个子空间；
（３）用切换控制策略把ｎ个孤立的混沌吸引子连接起来，形成单个复杂的混

沌吸引子。

８．４　切换控制系统的动力学行为

下面分析系统（８．１）在控制器（８．８）作用下的基本性质。对采用控制器（８．９）
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的系统（８．１）的性质可作完全类似的分析。

１．对称性

显然，对任何参数，系统（８．１）具有在变换（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ｘ，－ｙ，ｚ）下的对称
性。

２．耗散性和吸引子的存在性

假设

ａ＞０，ｃ＜－２ａ，ｋ＞０，ｍ ＞０，
状态空间中小元素δΩ（ｔ）＝δｘδｙδｚ的体积Ｖ（ｔ）的变化由散度

Ｖ ＝ｘ
ｘ＋ｙ

ｙ＋ｚ
ｚ

确定。可以求得

Ｖ ＝
２ａ＋ｃ－２ｋ＜０， ｉｆｚ＞０，ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

２ａ＋ｃ－２ｍ ＜０，ｉｆｚ＜０，ｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

２ａ＋ｃ＜０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
烅

烄

烆 。
这说明系统（８．１）是耗散的，并具有指数压缩率

δΩ（ｔ）＝
ｅ（２ａ＋ｃ－２ｋ）ｔ， ｉｆｚ＞０，ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞ｋ，

ｅ（２ａ＋ｃ－２ｍ）ｔ，ｉｆｚ＜０，ｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－ｍ，

ｅ（２ａ＋ｃ）ｔ， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
烅

烄

烆 。
所有的系统轨道最终将限制在犚３空间中的一个体积为零的集合上。

３．系统平衡点

本小节假设ｂ≠０，ｃ≠０，ｍ＞０，ｋ＞０。可以推得：
（１）如果－ｄ／ｃ＞１，ｅ／ｃ＞１且δ／ｃ＞０，那么系统（８．１）具有四个平衡点：

Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ，　Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ，

Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ，　Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ；

　　（２）如果－ｄ／ｃ＞１，ｅ／ｃ＞１且δ／ｃ＜０，那么系统（８．１）具有两个平衡点：

Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ，　Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ；

　　（３）如果－ｄ／ｃ＜１，ｅ／ｃ＜１且δ／ｃ＞０，那么系统（８．１）具有两个平衡点：

Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ，　Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ；

　　（４）如果－ｄ／ｃ＜１，ｅ／ｃ＜１且δ／ｃ＜０，那么系统（８．１）没有平衡点；
（５）如果－ｄ／ｃ＞１，ｅ／ｃ＜１且δ／ｃ＞０，那么系统（８．１）具有三个平衡点：
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Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ，　Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ，　Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ；

　　（６）如果－ｄ／ｃ＞１，ｅ／ｃ＜１且δ／ｃ＜０，那么系统（８．１）具有一个平衡点：

Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ；

　　（７）如果－ｄ／ｃ＞１，ｅ／ｃ＞１且δ／ｃ＞０，那么系统（８．１）具有三个平衡点：

Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ，　Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ，　Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ；

　　（８）如果－ｄ／ｃ＜１，ｅ／ｃ＞１且δ／ｃ＜０，那么系统（８．１）具有一个平衡点：

Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ。

系统（８．１）在平衡点Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ 和Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ 的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝
　ａ　ｂ　０
－ｂ　ａ　０
　０　０　

烄

烆

烌

烎ｃ

，

其特征值为λ１，２＝ａ±ｂｉ，λ３＝ｃ。因此，当ａ＞０或ｃ＞０时，平衡点Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ

和Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ 是不稳定的；当ａ＜０且ｃ＜０时，平衡点Ｓ３［０　０　δ／ｃ］Ｔ 和

Ｓ４［０　０　－δ／ｃ］Ｔ 是稳定的。且若ｃ＜０，则ａ＝０为系统（８．１）的 Ｈｏｐｆ分岔点。

如果－（ｄ／ｃ）＞１，那么系统（８．１）在平衡点Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ 的Ｊａｃｏｂｉ矩阵

为

Ｊ＝
ａ－ｋ ｂ ０
－ｂ ａ－ｋ ０
０ ０

烄

烆

烌

烎ｃ

，

其特征值为λ１，２ ＝ａ－ｋ±ｂｉ，λ３ ＝ｃ。因此，如果ａ＞ｋ 且ｃ≠０，那么平衡点

Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ是不稳定的；如果ａ＜ｋ且ｃ＜０，那么平衡点Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ

是稳定的；如果ａ＜ｋ且ｃ＞０，那么平衡点Ｓ１［０　０　－ｋｄ／ｃ］Ｔ 是不稳定的。因

此，如果ｃ＜０，那么ａ＝ｋ为系统（８．１）的 Ｈｏｐｆ分岔点。

类似地，如果ｅ／ｃ＞１，那么系统（８．１）在平衡点Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ 的Ｊａｃｏｂｉ
矩阵为

Ｊ＝
ａ－ｍ ｂ ０
－ｂ ａ－ｍ ０
０ ０

烄

烆

烌

烎ｃ

，

其特征值为λ１，２＝ａ－ｍ±ｂｉ，λ３＝ｃ。因此，如果ａ＞ｍ且ｃ≠０，那么平衡点Ｓ２［０　０

　－ｍｅ／ｃ］Ｔ 是不稳定的；如果ａ＜ｍ 且ｃ＜０，那么平衡点Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ 是

稳定的；如果ａ＜ｍ且ｃ＞０，那么平衡点Ｓ２［０　０　－ｍｅ／ｃ］Ｔ 是不稳定的。因此，

如果ｃ＜０，那么ａ＝ｍ为系统（８．１）的 Ｈｏｐｆ分岔点。
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８．５　切换控制系统的定性分析

现在分析系统（８．１）在控制器（８．８）作用下的定性特征。定义四个区域：

Σ１ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＞０，ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＞｛ ｝ｋ ，

Σ２ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＞０，ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ≤｛ ｝ｋ ，

Σ３ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＜０，ｚ－ ｘ２＋ｙ槡 ２ ≥－｛ ｝ｍ ，

Σ４ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＜０，ｚ＋ ｘ２＋ｙ槡 ２ ＜－｛ ｝ｍ 。

　　在区域Σ１ ，系统（８．１）变为：
ｘ＝ （ａ－ｋ）ｘ＋ｂｙ，
ｙ＝－ｂｘ＋（ａ－ｋ）ｙ，
ｚ＝ｃｚ＋ｋｄ
烅
烄

烆 。
（８．１０）

记ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ。系统（８．１）可写为：
ｒ＝ （ａ－ｋ）ｒ，

θ
·

＝－ｂ，
ｚ＝ｃ（ｚ＋（ｋｄ／ｃ

烅

烄

烆 ））。

（８．１１）

该方程的解为

ｒ＝ｒ０ｅ（ａ－ｋ）ｔ，

θ＝θ０－ｂｔ，

ｚ＝ （ｚ０＋（ｋｄ／ｃ））ｅｃｔ－（ｋｄ／ｃ
烅

烄

烆 ）。

（８．１２）

　　类似地，在区域Σ４，系统（８．１）的解为

ｒ＝ｒ０ｅ（ａ－ｍ）ｔ，

θ＝θ０－ｂｔ，

ｚ＝ （ｚ０＋（ｍｅ／ｃ））ｅｃｔ－（ｍｅ／ｃ
烅

烄

烆 ）。

（８．１３）

　　在区域Σ２，系统（８．１）的解为

ｒ＝ｒ０ｅａｔ，

θ＝θ０－ｂｔ，

ｚ＝ （ｚ０－（δ／ｃ））ｅｃｔ＋（δ／ｃ
烅

烄

烆 ）。

（８．１４）

　　在区域Σ３，系统（８．１）的解为

ｒ＝ｒ０ｅａｔ，

θ＝θ０－ｂｔ，

ｚ＝ （ｚ０＋（δ／ｃ））ｅｃｔ－（δ／ｃ
烅

烄

烆 ）。

（８．１５）
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　　要使系统产生混沌，系统参数必须满足

ａ＞０，ｃ＜０，ｋ＞ａ，ｍ ＞ａ，δ＞０。
由于上切换平面为ｚ＋ｒ＝ｋ（ｚ＞０）。如果初始状态位于该平面之上，那么系统行
为由（８．１２）确定，即有

ｒ＝ｒ０ｅ（ａ－ｋ）ｔ →０，　ｚ→－（ｋｄ／ｃ），ｚ＋ｒ→－（ｋｄ／ｃ）。

　　为使系统产生混沌，系统轨道必须在某一时刻ｔ１ 穿过平面ｚ＋ｒ＝ｋ而进入区
域Σ２，此时系统行为由（８．１４）确定，即有

ｒ＝ｒ０ｅａｔ → ∞，　ｚ→δ／ｃ＜０。
因此，系统轨道在某一时刻ｔ２ 穿过平面ｚ＝０而进入区域Σ３。此时系统行为由（８．
１５）确定，即有

ｒ＝ｒ０ｅａｔ → ∞，　ｚ→－δ／ｃ＞０，　ｚ－ｒ→－∞。
因此，系统轨道在某一时刻ｔ３ 穿过平面ｚ－ｒ＝－ｍ而进入区域Σ４。此时系统行为
由（８．１３）确定，即有

ｒ＝ｒ０ｅ（ａ－ｍ）ｔ →０，　ｚ→－ｍｅ／ｃ，　ｚ－ｒ→－ｍｅ／ｃ。

　　为使系统产生混沌，系统轨道必须在某一时刻ｔ４ 穿过切换平面ｚ－ｒ＝－ｍ而
进入区域Σ３ ，然后，在某一时刻ｔ５ 穿过平面ｚ＝０而再次进入区域Σ２ ，再在某一
时刻ｔ５ 穿过平面ｚ＋ｒ＝ｋ而再次进入区域Σ１ 。系统轨道将不断重复经过这些区
域，形成单个复杂的混沌吸引子。
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第９章
　　抽象空间和无穷维系统的混沌化

９．１　引言

前几章都是讨论有限维的Ｅｕｃｌｉｄ空间中由常微分方程或常差分方程（映射）
定义的混沌和混沌化问题。本章将把混沌化问题推广到无穷维空间（拓扑空间或
度量空间）以及由偏微分方程描述的混沌现象。在自然界中，许多具有分布参数系
统，如空气动力学、大气波动、湍流、热力学、电磁场扰动、量子物理运动，等等，都只
能通过偏微分方程在无穷维空间中才能得到清晰准确的描述。而无穷维空间和由
偏微分方程或偏差分方程刻画的混沌现象是十分复杂的，目前尚未有很完备的研
究结果。因而其中的混沌化问题就更不成熟，且技术上更为困难。本章将介绍目
前这方面的一些研究进展。

９．２　抽象空间中的混沌

考虑离散动力系统

ｘｎ＋１ ＝ｆ（ｘｎ），　ｎ≥０， （９．１）
式中，ｆ∶Ｘ→Ｘ为映射，Ｘ为拓扑空间。
定义９．１（Ｄｅｖａｎｅｙ意义下的混沌，Ｄｅｖａｎｅｙ，２００３）　设（Ｘ，ｄ）为度量空间，称

连续映射ｆ∶Ｘ→Ｘ在Ｘ 上混沌，如果
（１）ｆ是拓扑传递的；
（２）ｆ的周期点在Ｘ 中稠密；
（３）ｆ对初始条件具有敏感性。
可以证明［Ｂａｎｋｓｅｔａｌ．，１９９２］，性质（１）与（２）蕴含ｆ在Ｘ 上对初始条件具有

敏感性。因此，在上述定义中性质（３）本质上是多余的。由于ｆ的混沌经常出现
在Ｘ 的某个子集上，有必要给出映射在某个子集上混沌的相应定义。
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定义９．２　设Ｖ 是度量空间（Ｘ，ｄ）的一个子集。如果连续映射ｆ∶Ｖ→Ｖ 在

Ｖ 上满足性质（１）和（２），则称ｆ在Ｖ 上在Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混沌的。
如果Ｘ是紧的度量空间，ｆ∶Ｘ→Ｘ是连续的且是满射，那么Ｄｅｖａｎｅｙ意义下

的混沌比ＬｉＹｏｒｋｅ意义下的混沌强［Ｈｕａｎｇ＆ Ｙｅ，２００２］。
为介绍抽象空间中的混沌概念和混沌化方法，先回顾一些经典的动力系统知

识。

１．符号动力系统

令ｓ＝（ｓ０，ｓ１，ｓ２，…）为一序列，其中ｓｊ只取值０或１，ｊ＝０，１，２，…。定义

Σ＋
２ ≡ ｛ｓ＝ （ｓ０，ｓ１，ｓ２，…）：ｓｊ ＝０或１｝， （９．２）

ρ（ｓ，ｔ）≡ ∑
∞

ｉ＝０

｜ｓｉ－ｔｉ｜
２ｉ ，ｓ＝ （ｓ０，ｓ１，ｓ２，…），ｔ＝ （ｔ０，ｔ１，ｔ２，…）， （９．３）

则 Σ＋
２，（ ）ρ 是一个紧的、完全不连通的、完备度量空间。移位映射σ∶Σ＋

２ → Σ＋
２，

σ（ｓ０，ｓ１，ｓ２，…）＝ （ｓ１，ｓ２，ｓ３，…）是连续的，并称其导出的系统 Σ＋
２，（ ）σ 为符号动力

系统［Ｈａｏ＆Ｚｈｅｎｇ，１９９８］。
引理９．１　令Ｐｅｒｎ（σ）为移位映射σ的所有周期为ｎ的周期点的集合，即

Ｐｅｒ（σ）＝∪
∞

ｎ＝１
Ｐｅｒｎ（σ）。

ＣａｒｄＰｅｒｎ（σ）为Ｐｅｒｎ（σ）中周期点的总数目。则
（１）ＣａｒｄＰｅｒｎ（σ）＝２ｎ；
（２）Ｐｅｒ（σ）在Σ＋

２ 内稠密；
（３）σ在Σ＋

２ 内存在一个稠密轨道。
显然，性质（３）蕴含σ具有拓扑传递性。因此，该符号动力系统在Ｄｅｖａｎｅｙ意

义下是混沌的。

２．无穷维离散动力系统

考虑映射

ｆ：Ｑ→Ｘ， （９．４）
式中，Ｘ为可分度量空间，ＱＸ为局部连通且紧的子集，ｆ连续。在马蹄假设（还
有另外两个条件）之下，存在紧不变集ＳＱ，使得ｆ∶Ｓ→Ｓ半共轭于一个单边符
号动力系统［Ｋｅｎｎｅｄｙ＆ Ｙｏｒｋｅ，２００１］。
设Ｘ为度量空间，ＱＸ 为紧子集。若存在 ｍ≥２个互不相交的闭子集

Ｑｉ（１≤ｉ≤ｍ），使得ｆ∶Ｄ＝∪
ｍ

ｉ＝１
Ｑｉ →Ｘ连续且Ｆ（Ｑｉ）Ｄ，１≤ｉ≤ｍ，则存在紧不变

集ＳＤ，使得ｆ∶Ｓ→Ｓ半共轭于ｍ单边符号动力系统［Ｙａｎｇ＆ Ｔａｎｇ，２００４］。
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现在介绍关于完备度量空间上连续映射的混沌的两个判定定理。度量空间
（Ｘ，ｄ）上的两个子集Ａ和Ｂ 之间的距离定义为

ｄ（Ａ，Ｂ）＝ｉｎｆ｛ｄ（ｘ，ｙ）：ｘ∈Ａ，ｙ∈Ｂ｝。
子集Ａ的直径定义为

ｄ（Ａ）＝ｓｕｐ｛ｄ（ｘ，ｙ）：ｘ，ｙ∈Ａ｝，

　　定理９．１［Ｓｈｉ＆ Ｃｈｅｎ，２００４］　设（Ｘ，ｄ）是完备度量空间，Ｖ０ 和Ｖ１ 是Ｘ 的
两个不相交非空闭有界子集且ｄ（Ｖ０，Ｖ１）＞０。若连续映射ｆ∶Ｖ０∪Ｖ１→Ｘ 满足
下述条件：

（１）ｆ（Ｖｊ）Ｖ０∪Ｖ１，ｊ＝０，１；
（２）ｆ分别在Ｖ０ 和Ｖ１ 上都是扩张的，即存在常数λ０＞１，使得

ｄ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≥λ０ｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈Ｖ０，ｘ，ｙ∈Ｖ１；

　　（３）存在常数μ０＞０，使得

ｄ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≤μ０ｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈Ｖ０，ｘ，ｙ∈Ｖ１；

则存在一个Ｃａｎｔｏｒ集ΛＶ０∪Ｖ１，使得ｆ∶Λ→Λ拓扑共轭于符号动力系统σ：Σ＋
２

→Σ＋
２ 。从而ｆ在Λ 上在Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混沌的。

犚ｎ与一般完备度量空间不同的是：犚ｎ的任意有界闭集是紧的，而紧性的等价
条件是：Ｘ是紧的充要条件是Ｘ 的闭集族若有有限交性质，则必有非空交。而一
般完备度量空间不具有该性质。在定理９．１的证明中为克服非紧性所引起的困
难，需要用到下面的结果。
引理９．２　设（Ｘ，ｄ）是完备度量空间，｛Ａｎ｝是Ｘ 的有界闭子集列且具有有限

交性质。若当ｎ→∞时，ｄ（Ａｎ）→０，则｛Ａｎ｝有非空交，即

∩
ｎ≥１

Ａｎ ≠，

而且∩
ｎ≥１

Ａｎ 仅含有一个点。

定理９．１中的条件（３）可保证所讨论的两个不交闭子集的原像集之间的距离大
于零。该性质对紧子集自然成立。因此，若Ｖ０ 与Ｖ１ 都是紧集时，可将条件（３）去掉。
定理９．２　设（Ｘ，ｄ）是度量空间，Ｖ０ 与Ｖ１ 是Ｘ 的不相交非空紧子集。若连

续映射ｆ∶Ｖ０∪Ｖ１→Ｘ满足定理９．１的条件（１）与（２），则定理９．１的结论成立。

现在回到 Ｍａｒｏｔｔｏ给出的Ｒｎ 上关于连续可微映射的扩张不动点（也称排斥
子）和返回扩张不动点（也称回归排斥子）的定义，以及相关的一个重要结果：

犚ｎ上连续可微映射的返回扩张不动点产生混沌。
首先将 Ｍａｒｏｔｔｏ的两个概念的本质抽出来，将其推广到一般度量空间映射上

去。令珚Ｂｒ（ｚ）和Ｂｒ（ｚ）分别为以点ｚ为中心，ｒ为半径的闭球和开球。
定义９．３　设（Ｘ，ｄ）为度量空间，ｆ∶Ｘ→Ｘ为映射。
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（１）称点ｚ∈Ｘ为ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上的一个扩张不动点，如果ｆ（ｚ）＝ｚ且存在常数

λ＞１，使得

ｄ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≥λｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈珚Ｂｒ（ｚ），
式中，常数λ称为ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上的一个扩张系数。进一步，称ｚ为ｆ 在珚Ｂｒ（ｚ）上的
一个正则扩张不动点，如果ｚ是ｆ（Ｂｒ（ｚ））的内点。

（２）假设ｚ为ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上的一个扩张不动点。ｚ称为ｆ 的一个返回扩张不
动点，如果存在一点ｘ０∈Ｂｒ（ｚ），ｘ０≠ｚ，和正整数ｍ，使得ｆｍ（ｘ０）＝ｚ。进一步，

（２．ａ）ｚ称为ｆ的一个非退化返回扩张不动点，如果存在正常数μ与ｒ０，使得

Ｂｒ０
（ｘ０）Ｂｒ（ｚ）且

ｄ（ｆｍ（ｘ），ｆｍ（ｙ））≥μｄ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈珚Ｂｒ０
（ｘ０）

　　（２．ｂ）ｚ称为ｆ的一个正则返回扩张不动点，如果ｆ（Ｂｒ（ｚ））是开集且存在正常
数δ０，使得Ｂδ０

（ｘ０）Ｂｒ（ｚ）且对每一个正常数δ≤δ０，ｚ均是ｆｍ（Ｂδ（ｘ０））的内点。
（３）假设ｚ∈Ｘ是ｆ的一个正则扩张不动点。设Ｕ 是ｚ的满足下述条件的最

大开邻域：对每一个点ｘ∈Ｕ，ｘ≠ｚ，存在正整数ｋ≥１，使得ｆｋ（ｘ）Ｕ 并且对每一
个点ｘ∈Ｕ，ｘ≠ｚ，ｆ－ｎ（ｘ）在Ｕ 内有唯一定义且当ｎ→∞时，ｆ－ｎ（ｘ）→ｚ。Ｕ 称为ｆ
在点ｚ的局部不稳定集，并记为Ｗｕ

ｌｏｃ（ｚ）。
（４）假设ｚ∈Ｘ是ｆ的一个正则扩张不动点。称ｘ∈Ｘ 是关于ｚ的一个同宿

点，如果ｘ∈Ｗｕ
ｌｏｃ（ｚ），ｘ≠ｚ，且存在ｎ≥１，使得ｆｎ（ｘ）＝ｚ。

（４．ａ）一个同宿轨道（由同宿点ｘ，向后轨道｛ｆ－ｊ （ｘ）｝－∞
ｊ＝１ 及向前轨道

｛ｆｊ（ｘ）｝ｎ－１
ｊ＝１构成）称为非退化的，如果对同宿轨道上每一点ｘ０ 均存在正常数ｒ１ 与

μ１，使得

ｄ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≥μ１ｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈珚Ｂｒ１
（ｘ０）。

　　（４．ｂ）一个同宿轨道称为是正则的，如果对轨道上每一点ｘ０，存在正常数ｒ２，
使得对每一个正常数ｒ≤ｒ２，ｆ（ｘ０）是ｆ（Ｂｒ（ｘ０））的内点。
注９．１　设Ｘ＝犚ｎ。则：
（１）若ｚ为ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上的扩张不动点，且ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上连续，则ｚ为ｆ的正

则扩张不动点。
（２）设ｚ为ｆ的非退化返回扩张不动点，相关的ｘ０，ｍ，ｒ，ｒ０ 及μ如定义９．３

（２）。如果ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上连续且ｆｍ 在珚Ｂｒ０
（ｘ０）上连续，则ｚ为ｆ的正则非退化返回

扩张不动点。
（３）如果ｆ存在关于ｚ的非退化同宿轨道Γ，且ｆ在Γ上的每一点附近连续，

则Γ是正则非退化同宿轨道。
引理９．３　设（Ｘ，ｄ）是度量空间，ｚ为映射ｆ∶Ｘ→Ｘ 在珚Ｂｒ（ｚ）上的一个正则

扩张不动点。若ｆ在珚Ｂｒ（ｚ）上连续，则存在一个正常数ｒ０≤ｒ，使得对每一正常数
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ｒ≤ｒ０，ｆ（珚Ｂｒ（ｚ））是闭集，ｆ（Ｂｒ（ｚ））是开集，且有

ｆ（珚Ｂｒ（ｚ））珚Ｂｒ（ｚ），　ｆ（Ｂｒ（ｚ））Ｂｒ（ｚ）。

　　定理９．３　设（Ｘ，ｄ）是完备度量空间，ｆ∶Ｘ→Ｘ 是映射。又设
（１）ｆ有一个正则非退化返回扩张不动点ｚ∈Ｘ，即存在正常数ｒ１ 和λ１＞１，使

得ｆ（Ｂｒ１
（ｚ））是开集，

ｄ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≥λ１ｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈珚Ｂｒ１
（ｚ），

并且存在一点ｘ０∈Ｂｒ１
（ｚ），ｘ０≠ｚ，和正整数ｍ以及正常数δ１，γ，使得

ｆｍ（ｘ０）＝ｚ，Ｂδ１
（ｘ０）Ｂｒ１

（ｚ），

ｚ为ｆｍ（Ｂδ１
（ｘ０））的内点，且

ｄ（ｆｍ（ｘ），ｆｍ（ｙ））≥γｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈珚Ｂδ１
（ｘ０）。

　　（２）存在正常数μ１，μ２ 使得

ｄ（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））≤μ１ｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈珚Ｂｒ１
（ｚ），

ｄ（ｆｍ（ｘ），ｆｍ（ｙ））≤μ２ｄ（ｘ，ｙ），　ｘ，ｙ∈珚Ｂδ１
（ｘ０）。

进一步，假设ｆ在珚Ｂｒ１
（ｚ）上连续，ｆｍ 在珚Ｂδ１

（ｘ０）上连续。则对ｚ的每一个邻域Ｕ，
存在正整数ｎ＞ｍ和Ｃａｎｔｏｒ集ΛＵ，使得ｆｎ∶Λ→Λ拓扑共轭于符号动力系统

σ∶Σ＋
２ →Σ＋

２ 。从而ｆｎ 在Λ 上在Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混沌的。
注９．２　定理９．３推广了有限维情形的相关结果（一维［Ｄｅｖａｎｅｙ，１９８７］，高维

［Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，１９９８ｄ］）。
定理９．４　设（Ｘ，ｄ）为度量空间且任意有界闭集是紧的。若ｆ∶Ｘ→Ｘ 满足

定理９．３的条件（１），则定理９．３结论成立。
下面介绍一般Ｂａｎａｃｈ空间上混沌的一个判定定理［Ｓｈｉ＆Ｃｈｅｎ，２００５ａ］。
设｜Ｘ，‖·‖｜为Ｂａｎａｃｈ空间，Ｌ∶Ｘ→Ｘ为线性映射，并定义

‖Ｌ‖０ ＝ｉｎｆ｛‖Ｌｘ‖∶ｘ∈Ｘ，‖ｘ‖ ＝１｝。 （９．５）

　　定理９．５　设映射ｆ∶Ｘ→Ｘ有一不动点ｚ∈Ｘ，并假设：
（１）ｆ在ｚ的某邻域内Ｆｒｅｃｈéｔ连续可微，Ｄｆ（ｚ）是可逆线性映射，且满足

‖Ｄｆ（ｚ）‖０ ＞１。

　　（２）ｆ存在关于ｚ的同宿轨道Γ 且ｆ 在Γ 上的任一点ｘ 的某邻域内连续可
微，Ｄｆ（ｘ）是可逆线性映射，且满足

‖Ｄｆ（ｘ）‖０ ＞０，
则对ｚ的每一个邻域Ｕ，存在正整数ｋ和一个Ｃａｎｔｏｒ集ΛＵ，使得ｆｋ∶Λ→Λ与
符号动力系统σ∶Σ＋

２ →Σ＋
２ 拓扑共轭。从而ｆｎ 在Λ 上在Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混沌

的。
简言之，该定理指出，正则的非退化同宿轨道产生混沌。
下面给出犚ｎ上的两个混沌判定定理。
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定理９．６　设ｚ∈犚ｎ为映射ｆ∶犚ｎ→犚ｎ的一个不动点，并假设：
（１）ｆ在ｚ的某邻域内连续可微且Ｄｆ（ｚ）的所有特征值之绝对值大于１，从

而，存在一个正常数ｒ和Ｒｎ 的一个范数‖·‖，使得ｆ在范数‖·‖之下在珚Ｂｒ（ｚ）上
扩张；

（２）ｚ为ｆ的一个返回扩张不动点，即存在点ｘ０∈Ｂｒ（ｚ），ｘ０≠ｚ，和正整数ｍ，
使得ｆｍ（ｘ０）＝ｚ，且ｆ 分别在ｘ０，ｘ１，…，ｘｍ－１的某邻域内连续可微，并满足

ｄｅｔＤｆ（ｘｊ）≠０，０≤ｊ≤ｍ－１，其中ｘｊ＝ｆ（ｘｊ－１），０≤ｊ≤ｍ－１。
则定理９．５的结论成立。
简言之，该定理指出，正则的非退化返回扩张不动点产生混沌。
依据 Ｍａｒｏｔｔｏ定理和定理９．６的证明［Ｓｈｉ＆ Ｃｈｅｎ，２００４ｂ］，容易推得：如果

定理９．６的所有假设都满足，那么 Ｍａｒｏｔｔｏ定理的结论成立。此结论可认为是

Ｍａｒｏｔｔｏ定理的一个修正定理。现将其总结如下。
定理９．７（修正的 Ｍａｒｏｔｔｏ定理）　设映射ｆ∶犚ｎ→犚ｎ有一个不动点ｚ∈犚ｎ。

如果定理９．６的假设（１）和（２）均满足，则 Ｍａｒｏｔｔｏ定理的结果成立。
注９．３　定理９．７的条件在以下两个方面比原来 Ｍａｒｏｔｔｏ［１９７８］给出的条件，

以及后人［Ｌｉｎ，ｅｔａｌ．，２００２；Ｌｉ＆Ｃｈｅｎ，２００３］给出的条件要弱：
（１）可微性条件：定理９．７要求ｆ在ｚ和ｘｊ，０≤ｊ≤ｍ－１，附近连续可微，而

Ｍａｒｏｔｔｏ定理要求ｆ在整个空间犚ｎ上连续可微；
（２）Ｄｆ（ｚ）特征值之条件：定理９．７要求Ｄｆ（ｚ）的所有特征值之绝对值大于

１，而文献［Ｌｉｎ，ｅｔａｌ．，２００２；Ｌｉ＆Ｃｈｅｎ，２００３］则要求（Ｄｆ（ｚ））ＴＤｆ（ｚ）的所有特
征值大于１。

９．３　连续映射生成离散动力系统的混沌化

考虑离散动力系统

ｘｎ＋１ ＝ｆ（ｘｎ），　ｎ≥０， （９．６）
式中，映射ｆ∶Ｄ→犚ｍ，Ｄ犚ｍ。目标是设计一个控制输入序列｛ｕｎ｝使得受控系统

ｘｎ＋１ ＝ｆ（ｘｎ）＋ｕｎ，ｎ≥０， （９．７）
呈现Ｄｅｖａｎｅｙ意义下的混沌［Ｓｈｉ＆Ｃｈｅｎ，２００５ｂ］。假定控制器具有如下形式

ｕｎ ＝μｇ（ｘｎ）， （９．８）
式中，μ＝ｄｉａｇ｛μ１，μ２，…，μｍ｝，μｊ＞０（１≤ｊ≤ｍ）是常参数，映射ｇ∶Ｄ→犚ｍ。记

Ｆμ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋μｇ（ｘ）。
首先介绍一维离散动力系统的混沌化。
定理９．８　设ｆ，ｇ∶Ｉ→Ｒ为映射，其中Ｉ是Ｒ 的一个区间。又设存在常数ａ，
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ｐ，ｑ，及ｂ，ａ＜ｐ＜ｑ＜ｂ，使得Ｖ１＝［ａ，ｐ］和Ｖ２＝［ｑ，ｂ］为Ｉ的子区间，并且ｆ和ｇ满
足下述条件：

（１）ｆ，ｇ在Ｖ１∪Ｖ２ 上连续；
（２）ｆ，ｇ在Ｖ１ 和Ｖ２ 上分别有相同的单调性，且ｇ在Ｖ１ 和Ｖ２ 上均为严格单

调；
（３）ｇ（ａ）ｇ（ｐ）＜０，ｇ（ｑ）ｇ（ｂ）＜０；
（４）存在正常数δ使得

｜ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）｜≥δ｜ｘ－ｙ｜，　ｘ，ｙ∈Ｖ１，　ｘ，ｙ∈Ｖ２。

　　则存在常数μ０＞０，对每一个μ＞μ０，存在Ｃａｎｔｏｒ集ΛμＶ１∪Ｖ２，使得Ｆμ∶

Λμ→Λμ 与符号动力系统σ∶Σ＋
２ →Σ＋

２ 拓扑共轭。从而对每个μ＞μ０，Ｆμ 在Λμ 上在

Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混沌的。
推论９．１　设ｆ，ｇ∶Ｉ→Ｒ为映射，其中Ｉ是Ｒ 的一个区间。又设存在常数ａ，

ｐ，ｑ，及ｂ，ａ＜ｐ＜ｑ＜ｂ，使得Ｖ１＝［ａ，ｐ］和Ｖ２＝［ｑ，ｂ］为Ｉ的子区间，并且ｆ和ｇ满
足下述条件：

（１）ｆ，ｇ在Ｖ１∪Ｖ２ 上连续可微；
（２）ｇ′（ｘ）≠０，ｆ′（ｘ）ｇ′（ｘ）≥０，ｘ∈Ｖ１∪Ｖ２；
（３）ｇ（ａ）ｇ（ｐ）＜０，ｇ（ｑ）ｇ（ｂ）＜０。
则定理９．８的所有结论成立。
根据上面的结果容易看出，控制器对应的映射ｇ可以是许多简单函数，如在

Ｖ１ 和Ｖ２ 上为线性函数、二次函数、正弦函数等。例如，考虑离散系统

ｘｎ＋１ ＝ｆ（ｘｎ），
式中

ｆ（ｘ）＝
ｘｓｉｎ１

ｘ
， ｘ∈ ［－１，０）∪ （０，１］，

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 。
易见ｆ在［－１，０）和（０，１］上连续可微，且导数

ｆ′（ｘ）＝ｓｉｎ１
ｘ －１

ｘｃｏｓ１
ｘ

在［－１，０）和（０，１］上连续，ｘ＝０是ｆ在［－１，１］上的一个不动点。但是，ｆ在ｘ＝
０处不可微，而且ｆ在ｘ＝０附近振动。因此，前面几章介绍的混沌化格式对该系
统均不适用。然而，利用推论９．１可以构造出很简单的控制器使得受控系统变为
混沌。
下面介绍高维离散动力系统的混沌化。
定理９．９　设ｆ，ｇ∶Ｄ→犚ｍ为映射，其中Ｄ是犚ｍ的一个区域。又设存在两个
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不相交的矩形区域

Ｖ１ ＝ ［ａ１，ｐ１］×［ａ２，ｐ２］×…×［ａｍ，ｐｍ］，

Ｖ２ ＝ ［ｑ１，ｂ１］×［ｑ２，ｂ２］×…×［ｑｍ，ｂｍ］Ｄ，
使得ｆ和ｇ满足下述条件：

（１）ｆ，ｇ在Ｖ１∪Ｖ２ 上连续；
（２）存在正常数λ和δ使得

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖ ≤λ‖ｘ－ｙ‖，　ｘ，ｙ∈Ｖ１，ｘ，ｙ∈Ｖ２，

‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖ ≥δ‖ｘ－ｙ‖，　ｘ，ｙ∈Ｖ１，ｘ，ｙ∈Ｖ２，

式中‖·‖为犚ｍ中的Ｅｕｃｌｉｄ范数；
（３）对１≤ｊ≤ｍ及任意ｘ∈Ｖ１，ｇｊ（ｘ）＜０，当ｘｊ＝ａｊ；而ｇｊ（ｘ）＞０，当ｘｊ＝ｐｊ；

任意ｘ∈Ｖ２，ｇｊ（ｘ）＞０，当ｘｊ＝ｑｊ；而ｇｊ（ｘ）＜０，当ｘｊ＝ｂｊ；这里ｇ＝（ｇ１，ｇ２，…，

ｇｍ）Ｔ，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）Ｔ。
则存在常数μ０＞０，对每一个μｊ＞μ０，１≤ｊ≤ｍ，存在Ｃａｎｔｏｒ集ΛμＶ１∪Ｖ２，

使得Ｆμ∶Λμ→Λμ 与符号动力系统σ∶Σ＋
２ →Σ＋

２ 拓扑共轭。从而对每个μｊ＞μ０，１≤
ｊ≤ｍ，Ｆμ 在Λμ 上在Ｄｅｖａｎｅｙ意义下是混沌的。
类似地，控制器对应的映射ｇ可以是许多简单ｍ维向量值函数，如在Ｖ１ 和Ｖ２

上为线性函数和正弦函数，甚至在每一维上可以是单变量状态反馈函数。
记

Ｄｇ（ξ１，ξ２，…，ξｍ）＝

ｇ１，ｘ１
（ξ１） ｇ１，ｘ２

（ξ１） … ｇ１，ｘｍ
（ξ１）

ｇ２，ｘ１
（ξ２） ｇ２，ｘ２

（ξ２） … ｇ２，ｘｍ
（ξ２）

  

ｇｍ，ｘ１
（ξｍ） ｇｍ，ｘ２

（ξｍ） … ｇｍ，ｘｍ
（ξｍ

烄

烆

烌

烎）

式中，ｇ＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇｍ）Ｔ 在ξ１，ξ２，…，ξｍ∈犚ｍ处可微，

ｇｉ，ｘｊ
（ξｊ）＝ｇｉ

ｘｊ ｘ＝ξｉ

，ｉ，ｊ＝１，…，ｍ。

当ξｉ＝ξ，１≤ｉ≤ｍ时，Ｄｇ（ξ１，ξ２，…，ξｍ）为ｇ在ξ处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵。
推论９．２　设ｆ，ｇ∶Ｄ→犚ｍ为映射，其中Ｄ是犚ｍ的一个区域。又设存在两个

不相交的矩形区域

Ｖ１ ＝ ［ａ１，ｐ１］×［ａ２，ｐ２］×…×［ａｍ，ｐｍ］，

Ｖ２ ＝ ［ｑ１，ｂ１］×［ｑ２，ｂ２］×…×［ｑｍ，ｂｍ］Ｄ，
使得ｆ和ｇ满足下述条件：

（１）ｆ，ｇ在Ｖ１∪Ｖ２ 上连续可微；
（２）对任意ξｉ∈Ｖ１，１≤ｉ≤ｍ及任意ξｉ∈Ｖ２，１≤ｉ≤ｍ，有
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ｄｅｔＤｇ（ξ１，ξ２，…，ξｍ）≠０；

　　（３）对每个ｊ，１≤ｊ≤ｍ，ｇｊ（ｘ）在矩形区域Ｖ１ 和Ｖ２ 的每一面上均不变号，且
在两个相对面上它们的符号相反，即

ｓｇｎｇｊ（ｘ）ｓｇｎｇｊ（ｙ）＜０，　ｘ∈Ｓｉｊ，　ｙ∈珚Ｓｉｊ，ｉ＝１，２；　１≤ｊ≤ｍ，
式中

Ｓ１ｊ ＝ ｛ｘ∈Ｖ１∶ｘｊ ＝ａｊ｝，　珔Ｓ１ｊ ＝ ｛ｘ∈Ｖ１∶ｘｊ ＝ｐｊ｝，

Ｓ２ｊ ＝ ｛ｘ∈Ｖ２∶ｘｊ ＝ｑｊ｝，　珔Ｓ２ｊ ＝ ｛ｘ∈Ｖ２∶ｘｊ ＝ｂｊ｝，
则定理９．９的所有结论成立。

９．４　非线性偏微分系统的混沌及其生成

对于非线性偏微分方程的研究已经有很长的历史，特别是著名的 Ｎａｖｉｅｒ
Ｓｔｏｋｅｓ方程中的湍流现象一般都被认为是混沌动力行为。偏微分方程所描述的
分布参数系统的边界控制是控制理论中的一个重要分支，其出发点及应用范围，包
括通过控制管壁的温度而改变管中液流或气流的物理状态，通过控制薄膜周边的
振动条件而改变薄膜本身的波动，通过控制喷咀的大小和形状而改变气流或液流
喷射的动力学性态，等等。人们发现，即使在一个线性波动方程中加入适当的边界
控制，也能使它产生复杂的动力学现象，包括混沌行为。这一方面有代表性的是陈
巩等人的研究工作［Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，１９９６，１９９８ａ，ｂ，ｃ，ｄ，２００１，２００２ａ，ｂ，２００３，

２００４］。
考虑一个最简单的一维线性波动方程

ｗｔｔ（ｘ，ｔ）－ｗｘｘ（ｘ，ｔ）＝０，　０＜ｘ＜１，ｔ＞０， （９．９）
及其初始条件

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ），　ｗｔ（ｘ，０）＝ｗ１（ｘ），　０＜ｘ＜１， （９．１０）
和边界条件（右端）

ｗｘ（１，ｔ）＝αｗｔ（１，ｔ）－βｗ
３
ｔ（１，ｔ），　ｔ＞０，　α，β＞０， （９．１１）

及（左端）

ｗｔ（０，ｔ）＝－ηｗｘ（０，ｔ），　ｔ＞０，　η＞０（η≠１）。 （９．１２）
这里

ｗｔ（ｘ，ｔ）≡ｗ（ｘ，ｔ）
ｔ

，　ｗｔｔ（ｘ，ｔ）≡２ｗ（ｘ，ｔ）
ｔ２ ，

等等。右端的边界条件实质上为一个ｖａｎｄｅｒＰｏｌ振子：

ｘ
··
－（α－３βｘ

２）ｘ＋γｘ ＝０，
左端的边界条件是指负的作用力在端点ｘ＝０处反馈到波速上去。
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定义系统的能量函数

Ｅ（ｔ）＝ １
２∫

１

０
［ｗ２

ｘ（ｘ，ｔ）＋ｗ２
ｔ（ｘ，ｔ）］ｄｘ （９．１３）

于是有

ｄ
ｄｔＥ

（ｔ）＝ηｗ
２
ｘ（０，ｔ）＋ｗ２

ｔ（１，ｔ）［α－βｗ
２
ｔ（１，ｔ）］ （９．１４）

因为ηｗ
２
ｘ（０，ｔ）≥０，可见左端边界条件是给定（控制）能量的输入以激励波动的传

播。另一方面，

ｗ２
ｔ（１，ｔ）［α－βｗ

２
ｔ（１，ｔ）］

≥０，　｜ｗｔ（１，ｔ）｜≤ α／槡 β，

＜０，　｜ｗｔ（１，ｔ）｜＞ α／槡 β
烅
烄

烆 。
（９．１５）

因此，右端边界条件是保证系统有自调整的性能，即当波速｜ｗｔ（１，ｔ）｜增大时系统

的能量自动减小（因为这时ｄ
ｄｔＥ

（ｔ）＜０），而当波速｜ｗｔ（１，ｔ）｜减小时系统的能量自

动增大（因为这时ｄ
ｄｔＥ

（ｔ）≥０）。

引入记号

ｕ（ｘ，ｔ）≡ １
２ ｗｘ（ｘ，ｔ）＋ｗｔ（ｘ，ｔ［ ］）， （９．１６）

ｖ（ｘ，ｔ）≡ １
２ ｗｘ（ｘ，ｔ）－ｗｔ（ｘ，ｔ［ ］）， （９．１７）

则它们满足如下的一阶双曲线性方程组：


ｔ

ｕ（ｘ，ｔ）

ｖ（ｘ，ｔ［ ］）＝
１　　０
０　－［ ］１


ｘ

ｕ（ｘ，ｔ）

ｖ（ｘ，ｔ［ ］），　０＜ｘ＜１，ｔ＞０， （９．１８）

其初始条件为当０＜ｘ＜ｌ，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）＝ １
２ ｗ′０（ｘ）＋ｗ１（ｘ［ ］），

ｖ（ｘ，０）＝ｖ０（ｘ）＝ １
２ ｗ′０（ｘ）－ｗ１（ｘ［ ］），

（９．１９）

其边界条件为

ｕ（１，ｔ）＝Ｆα，β（ｖ（１，ｔ）），　ｔ＞０。 （９．２０）
其中隐函数Ｆα，β由下式定义（边界控制器）

β（ｕ－ｖ）３＋（１－α）（ｕ－ｖ）＋２ｖ＝０，　α，β＞０， （９．２１）
以及

ｖ（０，ｔ）≡Ｇη（ｕ（０，ｔ））＝１＋η
１－η

ｕ（０，ｔ），　ｔ＞０。 （９．２２）

上述两式分别描述了在右端（ｘ＝１）和左端（ｘ＝０）处波动的反射传播，如图９．１所
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示。

图９．１　反射过程示意图

下面用Ｆ≡Ｆα，β和Ｇ≡Ｇη 并通过它们的复合ＦＧ来表示函数ｕ和ｖ

ｕ（ｘ，ｔ）＝

（ＦＧ）ｋ（ｕ０（ｘ＋τ））， τ≤１－ｘ，

Ｇ－１（ＧＦ）ｋ＋１（ｖ０（２－ｘ－τ））， １－ｘ＜τ≤２－ｘ，

（ＧＦ）ｋ＋１（ｕ０（τ＋ｘ－２））， ２－ｘ＜τ≤２
烅

烄

烆 ；

（９．２３）

ｖ（ｘ，ｔ）＝

（ＧＦ）ｋ（ｖ０（ｘ－τ））， τ≤ｘ，

Ｇ（ＦＧ）ｋ（ｕ０（τ－ｘ））， ｘ＜τ≤１＋ｘ，

（ＧＦ）ｋ＋１（ｖ０（２＋ｘ－τ））， １＋ｘ＜τ≤２
烅

烄

烆 。

（９．２４）

其中ＧＦ是上述偏微分系统的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面。容易看出，如果映射ＦＧ或ＧＦ
是混沌的，那么行波解ｕ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）也是混沌的。以下，混沌是在这个意义下
来定义和描述的。注意映射ＦＧ和ＧＦ是拓扑共轭的：

ＦＧ＝Ｇ－１（ＧＦ）Ｇ，
只要Ｆ取为定义它的三次代数方程（９．２１）的光滑解。
下面讨论基本解的混沌振动。
注意到，当０＜α≤１时，对任意ｖ∈Ｒ都有唯一的ｕ∈Ｒ满足ｕ＝Ｆα，β（ｖ）。作

为一个例子，当α＝０．５，β＝１，η＝０．５５２时，映射ＧＦ如图９．２所示，其中

±Ｉ１ ＝ｖ轴上的非零截点（Ｉ１ ≡ １＋（α／β槡 ）），

±ｖｃ ＝ 局部转折点 ｖｃ ≡２－α
３

（１＋α）／（３β槡（ ）），

±Ｍ ＝ 局部极值 Ｍ ≡１＋η
１－η

１＋α
３ １＋（ａ／３β槡（ ）），

±Ｉ２ ＝ 与直线ｕ－ｖ＝０相交的ｖ值，
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［－Ｉ２，Ｉ２］×［－Ｉ２，Ｉ２］在Ｍ≤Ｉ２ 时是不变区域。

图９．２　映射ｕ＝ＧＦ（ｖ），α＝０．５，β＝１，η＝０．５５２

另外，映射ＧＦ有如下的一些动力学行为（固定０＜α≤１和β＞０，变动η∈
（０，１））：

（１）倍周期分岔。
记ｈ（ｖ，η）≡－ＧηＦ（ｖ），并令

ｖ０（η）≡η（η＋１）
２

α＋η槡β
为ｈ的不动点，满足ｈ（ｖ０（η），η）＝ｖ０（η）。那么，代数方程

１
２

１＋αη
３槡βη

１＋（３－２α）η
３η

＝１＋η
２

α＋η槡β
（９．２５）

有唯一解

η＝η０∶０＜η０ ＜ηＨ ≡
１－１＋α

槡３ ３

１＋１＋α
槡３ ３

，

满足


ｖ
ｈ（ｖ０，η０）＝－１。

因此，可以观察到映射ＧＦ的倍周期分岔，如图９．３所示。
（２）同宿轨道。
如果ηＨ≤η＜１，那么图９．２中有Ｍ≥Ｉ１，导致到映射ＧＦ的排斥性不动点Ｏ

上有同宿轨道，如图９．４所示。这时，映射ＧＦ在区间［－Ｉ２，Ｉ２］内有Ｃａｎｔｏｒ型的
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图９．３　倍周期分岔图（α＝０．５，β＝１，η∈［０．４，２／３］）

图９．４　映射ＧＦ，α＝０．５，β＝１，η＝０．８（Ｍ＞Ｉ２）

不变集：

Λ＝∩
∞

ｋ＝１
（ＧＦ）ｋ（［－Ｉ２，Ｉ２］）

　　（３）一个数值例子。
取
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α＝０．５，β＝１，η＝０．５２５≈ηＨ，ｗ０（ｘ）＝０．２ｓｉｎ（πｘ／２），

ｗ１（ｘ）＝０．２ｓｉｎ（πｘ），ｘ∈ ［０，１］，

　　则偏微分系统的行波解（ｕ，ｖ）产生混沌行为，如图９．５所示。

图９．５　行波解（ｕ，ｖ）的混沌行为（ｘ∈［０，１］，ｔ∈［５０，５２］）

下面讨论带有滞后的解的混沌振动。
注意到，当α＞１时，映射ｕ＝Ｆα，β（ｖ）不再是单值的，因而记为ｕ∈Ｆα，β（ｖ），如图

９．６所示，其中ｕ＝ＧηＦα，β（ｖ）并且０＜η＜１，图中Ｈ 表示滞后。

图９．６　多值映射ｕ＝ＧηＦα，β（ｖ），η＝０．５，α＝２，β＝１

１．一个理论结果

定理９．１０［Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，１９９８ａ］　令０＜η＜１，α＞１，β＞０满足
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第９章　抽象空间和无穷维系统的混沌化

ｓ≡１＋η
１－η

１＋α
３

１＋α
３槡β

≤１＋η
２η

１＋αη槡βη
， （９．２６）

又定义

θ０ ＝－ｖ ≡α－１
３

α－１
３槡β

，

并令

θｊ＋１ ＝Ｈ－１
３ （θｊ），　ｊ＝０，１，２，…，

式中Ｈ３ 如图９．６所示。如果对某个ｊ≥１，有θｊ－１＜ｖ并且θｊ，θｊ＋１，θｊ＋２∈［ｖ ，

ｓ］，那么映射ｕ＝ＧηＦα，β（ｖ）在区间［－ｓ，ｓ］上是混沌的。

２．一个数值例子

取η＝０．５，α＝２，β＝１，以及

ｕ０（ｘ）＝ｕ０（０）＋ｘ［ｕ０（１）－ｕ０（０）］，

ｖ０（ｘ）＝ｕ２
０（ｘ）＋ｂｕ０（ｘ）＋ｃ，　０≤ｘ≤１，

式中

ｕ０（０）＝０．５，ｕ０（１）＝Ｈ（ｖ０（１）），ｂ＝－０．３２８３，ｃ＝１．４１４５，
从而ｖ０（０）＝ｖ０（１）＝１．５。这时，假定ｕ０ 和ｖ０ 取相容数值，便有

ｖ ＝０．１９２５，θ０ ＝－０．１９２５，θ１ ＝１．６４６１，θ２ ＝２．４４０８，

θ３ ＝２．７７１０，θ４ ＝２．９０６５，…，ｌｉｍ
ｊ→∞

θｊ ＝３，ｓ＝３。

因此，定理９．１０的全部条件满足，解（ｕ，ｖ）为混沌的，如图９．７所示。
在上述讨论中，一维线性波动方程（９．９）只是一种最简单最自然的选择，其相

应的边界混沌化控制器（９．１１）或（９．２１）也只是一种常见的形式（ｖａｎｄｅｒＰｏｌ振
子）。显然，不同的偏微分系统以及不同的混沌化控制器都是可能的，其中对于一
些别的系统已有了初步的研究［Ｃｈｅｎｅｔａｌ．，２００２ａ，２００３ｂ］，但大量的系统和控制
手段还有待进一步探讨。特别是高维的偏微分或偏差分系统、带时滞的常微分或
偏微分系统，或一般形式下由非线性算子描述的泛函微分系统的混沌及其混沌化
问题，其研究工作实际上还未开始。然而，在这方向上的研究工作的重要性和挑战
性都是显而易见的。
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图９．７　行波解（ｕ，ｖ）的混沌行为（０＜ｘ≤１，ｔ＝２０２）
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