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内容简介

本套书是根据教育部“高等教育面向２ｌ世纪教学内容和课程体系改革计划”的精神，结

合当前高等学校大学物理课程教学改革实际情况和多年教学经验而编写的．全书分上、下两

册，上册：力学（含相对论）、机械振动与机械波和热学；下册：电磁学、光学和量子物理基础．与

之配套的还有《大学物理学（学习指导）》．两者既可彼此独立，又可相互配套使用．本套书对于

大学物理课程内容与体系做了一些改革尝试，即精选经典内容，拓宽知识面，反映科技与物理

学相关的新技术、新成果及其应用与发展，同时尽量使教材符合教学实际情况，篇幅适中，难

度适宜．
本套书可作为各类高等学校工科各专业或理科非物理专业的大学物理课程的教材或参

考书，也可供文科专业选用．



引　言

编写一本既符合教学改革的精神，又适合目前我国高等教育实际的大学物
理课程的教材，一直被高校的广大物理教师所关注，这是一项具有非常重要意义
的工作．由于近一个世纪以来物理学的发展及其与物理学紧密联系的新技术的
出现和广泛应用，使得这项工作变得不容易、甚至比较复杂．许多从事物理教学
工作的教师在这方面做了许多有益的尝试和探索，取得了一些成果和经验．我们
编写的这套《大学物理学》就是从物理课程教学改革的需要和教学实际情况出发
所做的一种尝试和探索．
本套书根据“高等教育面向２１世纪教学内容和课程体系改革计划”的精神，

借鉴国内外关于教材建设与改革的经验，结合多年来我们的教学实践编写成的．
它包括了工科大学物理课程指导委员会制订的教学基本要求的全部内容，同时，
适度介绍了近代物理的知识以及新技术的物理基础．力图使这套书成为既满足
各个层次大学物理课程教学及改革的实际需要，又符合高校实际情况，具备鲜明
特色的好教材．本教材特点主要有以下几点：

１．精选经典内容，构建教材新体系．力学部分，省略了高中阶段已经掌握的
知识，如直线运动、抛体运动、物体碰撞，主要介绍运动学描述方法及运动定律、
定理和守恒定律等，与中学阶段的力学体系既有联系但又完全不同．同时把相对
论纳入力学部分，使之与经典的时空概念形成鲜明的对照，有助于学生理解
掌握．

２．力求内容现代化．教材中除讲述相对论和量子物理等近代物理内容外，还
介绍了许多当前新技术中的基础物理原理，包括熵、全息、光纤通信、激光、超导、
能带理论、纳米科学．在通篇教材中，加大了现代化内容的比重，使学生能接触到
更多新的物理知识和概念，对提高学生学习物理的兴趣，培养学生的探索精神有
益处．

３．力求内容精炼、综合．抓住主要内容，去粗取精，突出物理学中的重要定律
与定理，从物理学发展的过程和教学实际情况的两个方面组织教学内容，精选例
题、习题，用基本的、通俗的方法讲述物理内容．力求既满足广大师生的教学需
要，又能激发学生的学习兴趣，培养学生的创新能力．

４．适度开“窗口”、重视科学素质培养．在现代物理部分大胆地“渗透”一些科



技前沿信息，并介绍了非线性物理的一些内容和概念．有些内容对学生学习可能
有一定困难，但让学生尽早了解这些内容，有益于激发和培养学生的求知欲望和
独立思考能力，提高学生的科学素质．
全套书由武汉理工大学汪晓元教授主编，参加讨论和编写的有赵明、陈德彝、

廖红、邓伟明、雷杰、罗来龙、赵黎、黄学洪、杨应平、刘想宁、陈清明、张甫宽等．
邓伟明编写质点运动学和原子核物理部分，刘想宁编写质点动力学，罗来龙编写
角动量与刚体部分，廖红编写机械振动和机械波，陈德彝编写热学，赵黎编写静
电学，雷杰编写相对论和稳恒电流，汪晓元编写稳恒磁场及磁介质，黄学洪编写
电磁感应和电磁波，赵明编写光学，杨应平编写量子物理基础，陈清明编写量子
物理基础的部分内容及工程新技术的物理基础．《大学物理学（学习指导）》的相
关部分仍由以上教师负责分工编写．全套书由汪晓元负责统稿和定稿．在编写的
过程中，参加编写的教师们付出了大量的辛勤劳动，同时得到了许多同行们很好
的建议及出版社等方面的大力支持和帮助，在此一并表示真诚地感谢．
由于编者水平有限，错误及不妥之处在所难免，请广大师生批评指正，以便

今后逐步完善和提高．

编　者
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绪　论

物理学是研究自然界中物质最基本、最普遍的现象和规律的科学．科学技术
进步和发展的历史表明，物理学是人类认识、利用和改造自然的有效理论与方
法，物理学极大地推进了人类关于自然界的认识，同时也为人们对自然界作出总
体描绘、构成关于物质世界的自然图像打下了基础．
世界是物质构成的，物质是客观实在，独立于我们的意志之外的．物质存在

的形态有两种，一种是实物，一种是场．按物理学的观点，像电子、质子、中子、原
子、分子等是微观实物粒子，地球上的宏观物体、天体等都是实物，像电磁场、引
力场是有别于实物的另一类物质形态．
物质的运动及其相互作用是物质的普遍属性，其运动形式有多种，像最简

单、最基本、最普遍的运动形式有：机械运动、热运动、电磁运动和量子运动，这些
统称为物理运动．由于物质的物理运动具有粒子和波动两种图像，宏观物体的运
动是粒子图像，而场的运动呈波动图像．自然界中，物质间有四种基本相互作用，
即引力相互作用、电磁相互作用、强相互作用和弱相互作用．在２０世纪７０年代
末，电磁相互作用和弱相互作用已经统一为电弱相互作用．人们研究发现，实物
间的相互作用是由场来传递的，即是实物激发出相应的场，场再作用于另一
实物．
物质世界中的自然现象都是物质运动的表现，也是物质间相互作用的结果，

两者相互依存，又相互对立．运动中的某种平衡构成了形形色色的物质结构及
形态．
物质的运动及相互作用总是发生在一空间范围里和时间间隔中，空间反映

物质运动的广延性，时间体现物质运动过程的持续性．物理学的研究表明，在一
定的条件下，在物质运动及相互作用的过程中遵从一系列的守恒定律，而在高速
及强场情况下，时空的几何特性和测量与物质的分布和运动有密切联系．
大学物理课程教学内容大致为：
（１）力学和相对论———讨论物体的机械运动和时空属性；
（２）机械振动与机械波———讨论宏观物体的振动与连续介质弹性波的规律；



（３）热学———讨论大量分子热运动的统计规律及其宏观表现；
（４）电磁学———讨论电磁现象及电磁场的规律和电磁相互作用；
（５）波动光学———讨论光的波动性质及规律，包括光的干涉、衍射和偏振；
（６）量子物理———研究微观粒子的波粒二象性和量子运动的特征．
物理学是一切自然科学的基础，是自然科学中一门核心学科．物理学为化

学、生物学、天文学等学科提供物理学研究的理论和方法．物理学中已经派生出
许多独立的学科，如：基本粒子物理学、原子核物理学、凝聚态物理学、天体物理
等．而且，还有许多与其他学科交叉的边缘学科，推动了生物物理学、量子化学等
许多学科的发展．
物理学是科学与技术发展的源动力，物理学推动了工程技术的革命，促进了

生产力的发展．物理学的发展经历了三次重大变革，第一次，１８世纪到１９世纪，
牛顿力学及热力学创立，极大地推动了机械及蒸汽机制造业的革新和发展，导致
了第一次工业革命的兴起．第二次是１９世纪，由法拉第 麦克斯韦等人建立的电
磁学，推动了电机及其用电设备制造业的发展，使电能广泛地应用于工农业生产
与生活中，带来了第二次工业革命．第三次是２０世纪初诞生的相对论与量子力
学的建立及发展，使人们对高速微观物质世界的认识日益加深，促进了核能的利
用，激光技术的发展．计算机技术、信息论、通信技术、控制论的诞生和发展，都是
建立在物理研究的基础和成果之上，引领了新一轮的信息技术革命，使人类社会
进入信息时代．
为什么要学习大学物理？由于物理学本身的特点及其作用，大学物理是高

等学校非物理类理工科各专业开设的一门重要的基础课程．学好大学物理对进
一步深入学习后续课程是必需的，并且对于学习新科学、新材料、新工艺都会有
很大的帮助．因为大学物理对于我们从知识内容的学习到科学方法论的培养等
方面都有十分重要的作用．
大学物理所研究的问题与以往中学学习的课程有联系，但又不同，尤其是处

理方法及深广度都有很大差别．我们在学习本课程时应该注意以下几点．
１．注意物理思想和方法的学习．通过物理课内容和知识的学习，掌握物理学
研究的方法和思想，学会善于观察、实验、概括、归纳、总结和提出物理假设．这是
物理学研究的特点，它是以实验为基础，同时又有理论基础和学说的一门学科．
这些方法在今后的学习和研究中都会发挥重要的作用．

２．注意能力的培养．即自学、抽象思维、发散思维能力的培养．自学能力主要
是指通过课程的学习，自己阅读、查文献的能力；抽象思维和发散思维能力，主要
是学习对具体问题抽象出物理模型、给出数学表达式，并能由此发现新规律、新

２ 大学物理学



现象的思想方法，即创新思维能力．这些能力要在学习、解答和思考物理问题的
过程中逐步培养．物理课程的学习难在研究问题方法的学习和掌握，这要通过适
量的具体物理题的解答，逐步提高综合分析问题的能力．

３．掌握物理课程的特点，运用正确的学习方法．学习过程中，注意物理学中
具体研究对象和体系的不同以及现象、研究方法和手段不同，规律、结论及其所
适用范围的不同．物理学重在理解，在理解的基础上学习、掌握方法．通过大学物
理课程的学习，使自身在多方面终身受益，实现学习大学物理课程的根本目的．
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第一篇　力　学

第１章　运动的描述

运动学描述物体空间位置状态随时间的变化规律，不涉及引起物体运动及运
动状态改变的原因．本章介绍质点运动学，内容包括描述物体运动的物理量、这些
物理量在两种坐标系中的表示以及运动学基本问题的求解方法等．

自然界中物质的运动具有各种形式，包括机械运动、热运动、电磁运动、化学
运动、生命运动、等等．在各种运动形式中，最简单的一种就是机械运动，它只涉
及物体的位置随时间的变化．力学就是研究物体机械运动规律的一门科学，它也
是物理科学中最古老的学科之一．在经典力学中，通常将力学分为运动学、动力
学和静力学三大部份．运动学主要讨论如何描述物体的运动，即研究物体的空间
位置随时间的变化关系问题；动力学则主要研究物体的运动和运动变化的原因，
即研究物体间相互作用和物体运动的内在联系；而静力学则研究物体在相互作
用下的平衡问题．本章讨论运动学问题．

１．１　参考系　坐标系　物理模型

１．１．１　参考系

自然界所有物质，都处在永恒的运动之中，包括简单的和复杂的运动、宏观
的和微观的运动、人们可以观测到的和目前还不能观测到的运动，这称为运动的
绝对性．就机械运动而言，任何物体每时每刻都在不停地运动着，绝对静止的物



体是不存在的．一张桌子看起来毫无生气，但实际上它也在运动，不但参与地球
的自转与公转，而且构成桌子的物质材料的分子、原子也处在永不停息的运动之
中．毛泽东有一诗句曰：“坐地日行八万里”，就是对运动绝对性的形象认识．认识
到这一点人类经历了漫长的历史过程，布鲁诺甚至为此付出了生命．
我们怎样来描述这种绝对运动呢？对物体运动的任何描述都不可能脱离该

物体的周围环境，脱离周围环境和特定条件孤立地讨论某物体的位置和运动，是
没有任何意义的．因此，在确定物体的位置和运动之前，需要在该物体的周围环
境中选择一个充作运动状态比较的参照物，这种参照物或保持彼此相对静止的
物体群，就称为参考系．例如研究汽车的运动，通常用街道边的房屋或电线杆作
为参考系；研究太阳系内部行星的运动，通常用太阳作为参考系．
进一步研究发现，同一物体的运动，如果我们选择不同的参考系，则对该物

体运动所作的描述会不同，这称为运动描述的相对性．例如，站在运动着的船上
的人手举一个小球，当他松手时，船上的观察者看到小球作自由落体运动；而岸
边的观察者看到小球在作平抛运动．这是因为船上观察者是以船为参考系，而岸
边观察者是以地面为参考系，他们选择不同的参考系，对同一小球运动的描述也
就不同．一般说来，在运动学中参考系可以任意选择，通常以对物体运动的描述
最方便、最简洁为原则．例如研究地面上物体的运动，通常选择地面参考系，而没
有必要去选择太阳参考系．但是在动力学问题中，参考系就不能任意地选择了，
因为牛顿运动定律只在惯性参考系中成立．

１．１．２　坐标系

有了参考系后，为了对物体运动作出定量地描述，即给出物体相对于参考系
的空间位置随时间变化的数量关系，还需要在参考系上建立适当的坐标系．坐标
系是参考系的数学抽象，常用的坐标系有直角坐标系、极坐标系、球面坐标系、柱
面坐标系以及自然坐标系，等等．坐标系的选择也要以研究问题的方便和简洁为
原则．例如研究地面上物体的运动，可以在地面建立一个直角坐标系；而研究地
球的运动时，可以以太阳为坐标原点，指向某个恒星的方向为极轴，建立一个极
坐标系．值得注意的是，在同一参考系上，不论建立什么样的坐标系，虽然得到的
物体运动方程形式上不同，但是对物体运动所作的描述应当是相同的．
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１．１．３　物理模型

当我们选好了参考系、坐标系，准备着手对物体的机械运动用数学语言给予
描述时，常常发现，这仍是一件很困难的事．例如我们要描述足球场上的“香蕉
球”，仔细观察一下，球星起脚后，足球不仅沿着弧线飞向球门，而且本身还打着
旋．这怎么描写呢？这已经不是简单运动了．又如运动员跑步，运动员的身体躯
干可能沿直线行进，但他的手和脚的运动形式却很复杂．怎么办呢？这就要看我
们准备研究问题的哪一方面了．在前面的例子里，如果我们要研究球的空间轨
迹，那么我们就可以不管球的旋转，把球看成一个点状对象；同样，如果我们要描
写的是运动员身体总的前进状态，我们也可以不去管他手脚的运动情况，而将他
的身体看成一个点．
从上面两个例子中，可以悟出一个原则：为了便于抓住问题的本质，人们常

常在科学分析的基础上，突出事物中与问题有关的主要矛盾，而将一些影响不大
的次要因素加以忽略，从而建立一个理想化的模型，或称简化模型．这是科学研
究的基本方法之一．在物理学中，由于任何一个真实的物理过程都是十分复杂
的，为了寻找反映该过程的最本质规律，也需要抓住问题的主要矛盾而忽略一些
次要因素，对真实的物理过程进行简化，从而建立一个理想化的物理模型．这种
采用理想化模型的研究方法在物理学中比比皆是，诸如质点、刚体、理想气体、点
电荷、玻尔氢原子，等等．当然，一种理想化的物理模型，能否正确反应客观现实，
是否与实际问题相符合，最后还需要实验加以验证．还必须注意，由理想化模型
方法得到的结论，具有严格的适用条件，将其结果推广时要慎重．
在研究物体的机械运动时，如果物体的形状和大小与所研究的问题无关（例

如光滑斜面上滑块的平动）、或者是物体的形状和大小对于所研究的问题来说是
次要因素（例如前面的“香蕉球”运动），就可以忽略物体的形状和大小，将该物体
看作是一个具有一定质量的点，这种理想化的物理模型称为质点．能否将物体视
为质点取决于所研究问题的性质．例如，当研究地球的公转时，可以忽略地球自
身的形状和大小，将地球视为质点；而当研究地球的自转时，就不能将地球视为
质点了，因为质点的转动是没有任何意义的．
质点模型的意义还不仅仅在于能够简化问题．如果一个复杂物体的运动不

能用质点模型处理，例如太阳系的运动，流体的运动等，虽然不能将整个复杂物
体当作质点，但是可以把复杂物体看作是由很多质点所组成的系统，称为质点
系．在解决了质点运动问题的基础上再来研究质点系的运动问题．
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在另外一些问题中，物体的形状和大小是不能被忽略的．例如飞轮的转动，
弹簧的拉伸和压缩等．这时质点模型就不再适用了．如果物体在运动时其形状和
大小的变化可以忽略不计，即物体内任意两点间距离不随时间变化，我们就可以
将其视为没有形变的物体，这种物理模型称为刚体．质点和刚体是力学中两个最
基本的物理模型．
物体运动形式简化的四种途径：
（１）将扩展物体“粒子化”（从空间上考虑）．
这一条就是将物体的整体运动视为一个质点的运动，如前面所述不考虑自

旋的球、不考虑附体伴随运动的运动员身体躯干．
（２）平均运动（从时间上考虑）．
这一方法是将粒子的复杂运动平均化，即撇开运动的轨迹或路程，只计其单

位时间或一段时间内的位移．例如夏日黄昏，当你在河边、堤上、操场散步时，晚
风习习，十分惬意，可讨厌的蚊虫总在头顶嗡嗡乱飞，你注意过吗？每一蚊虫的
飞行路线是非常复杂的，但如果要描写的是它们对你的追随运动，可不计其折反
的飞行路线．在气体动理论和金属导电理论中，我们就采用这种方法．

（３）选择最佳参考系．
从运动的绝对性来看，任何运动都是复杂运动，但从运动描述的相对性来

看，选择好的参考系可使问题大大简化．在托勒密的地心系中，行星对地球的运
动显得莫名其妙，它们在宇宙中留下复杂得难以解释的路线．但在哥白尼的日心
系看来，一切都那么简单，行星不过是绕日作圆周运动（后来开普勒认定是椭圆
运动）．

（４）划分尺度范围．
这是近代才确定的一个原则．
我们可以将物质运动的空间尺度划分为宏观尺度和原子─亚原子尺度（或

称微观尺度）．宏观，是指研究对象所占空间区域的线度在１０－８～１０－６ ｍ以上；
微观的线度在１０－９～１０－８ ｍ以下．
还要将物体运动的速度区分为常规速度和高速（可与光速相比拟）．
另外，从实验环境上还可区分常规条件和极端条件（如强场、强光、强电流、

超高压、超高温、超低温等非线性因素）．
现代物理学的理论和实验都证明：不同空间尺度和速度范围内、极端实验条

件下，物质运动涉及的规律是很不一样的．物理学家们现在所作的研究工作，都
是在不同尺度上分别展开进行的．
如果前三条途径是我们选择的，即出于主观考虑，这第四条却是来自客观因
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素的限制．近年来在一些较活跃的研究领域中，还常常可以遇到“宇观”和“亚微
观”这样一些概念，“宇观”是宇宙学中的术语，用于表征星系、星系团以上规模的
物质运动过程，而“亚微观”则是粒子物理学中的一个概念．

１．２　描述运动的物理量

描述质点运动的物理量有位矢、位移、速度和加速度．

１．２．１　位矢和运动方程

仰望星空时，我们常常会问，火星或者天狼星现在的位置在哪儿？运动学遇
到的第一个问题就是描述质点的空间位置．
要确定一个质点的空间位置，首先必须选择一个参考系，在参考系上选择一

　 图１ １　质点的位置矢量

个原点，把它标记为Ｏ．连接Ｏ与ｔ时刻被考察质点的位置

Ｐ，将有向线段ＯＰ记作矢量ｒ如图１ １所示，称为Ｐ点相
对于Ｏ点的位置矢量，简称位矢或矢径．
质点运动时，位矢ｒ的大小和方向随时间变化，这样位

矢ｒ就可以表示为时间ｔ的函数

ｒ＝ｒ（ｔ） （１ １）
式（１ １）称为质点的运动方程．确定了物体的运动方程，也就确定了物体在任意
时刻的位置和运动规律，因此运动学的主要任务之一就是要寻找物体的运动
方程．

１．２．２　位移和速度

运动过程中质点的空间位置会发生变化，如果在ｔ到ｔ＋Δｔ时间内，质点的
位矢ｒ由ｒ（ｔ）变化到ｒ（ｔ＋Δｔ），则位矢的增量为

Δｒ＝ｒ（ｔ＋Δｔ）－ｒ（ｔ） （１ ２）
称为质点ｔ到ｔ＋Δｔ时间内的位移．其方向由初始位置指向末时刻位置．
位移是一个过程量，它描述了运动过程中质点位置的变化．请注意，运动过

程中质点所走过的路程为运动轨迹曲线的长度，如图１ ２中Ｐ到Ｐ′的路程是
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Δｓ＝︵ＰＰ′．由此可见位移和路程是两个完全不同的概念，Δｒ是矢量，Δｓ是标量，
而且一般地说，｜Δｒ｜≠Δｓ，例如作圆周运动的质点回到出发点，其位移是零，而
路程是２πＲ．只是在无穷小位移情况下才有｜ｄｒ｜＝ｄｓ．

图１ ２　质点的位移

位移给出了一段时间内质点位置的变化，但是
并没有告诉我们这段时间内质点位置变化的快慢

情况．质点空间位置的变化是在时间的流逝中完成
的，不同的运动，完成相同的空间位移，所经历的时
间间隔可能不同；在相同的时间间隔内，所完成的
空间位移也可能不同．设在Δｔ时间内，质点的位移
为Δｒ，为了描述质点在该段时间或该段位移内运动的快慢情况，定义质点的平
均速度为

瓫＝Δｒ
Δｔ

（１ ３）

平均速度是矢量，其方向与位移方向相同．要注意的是，除了匀速直线运动之外，
平均速度与所选择的时间间隔有关，因此在讨论平均速度时首先要指明是哪一
段时间内的平均速度．
当时间间隔Δｔ比较大时，平均速度只能反映这段时间内质点运动变化的大

致情形．而在Δｔ内的各时刻，质点的运动情况不尽相同，质点的运动可以时快时
慢，运动方向也在随时变化，而这种瞬时的变化用平均速度是无法描述的．为了
描述每一时刻质点运动的变化情况，应当使Δｔ足够小．因此引入瞬时速度的概
念，令Δｔ→０，则平均速度的极限值即为瞬时速度（简称速度）．

瓫＝ｌｉｍ
Δｔ→０

Δｒ
Δｔ＝ｄｒ

ｄｔ
（１ ４）

很明显，速度的方向为质点所在处轨道的切线方向，并指向质点运动的一
侧，如图１ ３所示．

图１ ３　质点运动的速度

在实际应用中，也常用速率的概念来描述质点
运动．在图１ ２中，设在Δｔ时间内质点走过路程为

Δｓ，则定义这段时间内的平均速率为

ｖ＝Δｓ
Δｔ

（１ ５）

以及瞬时速率（简称速率）为

ｖ＝ｌｉｍ
Δｔ→０

Δｓ
Δｔ＝ｄｓ

ｄｔ
（１ ６）

速度和速率是两个不同的概念．速度是矢量，既有大小又有方向；而速率是
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标量，只有大小没有方向．通常平均速率不等于平均速度的大小，因为同一段时
间内质点所经过路程一般不等于位移的大小．但是对于瞬时速率，由于有

｜ｄｒ｜＝ｄｓ，因此

ｖ＝ｄｓ
ｄｔ＝｜ｄｒ｜

ｄｔ ＝ ｄｒ
ｄｔ ＝｜瓫｜ （１ ７）

上式说明，瞬时速度的大小就等于瞬时速率．

１．２．３　加速度

通常物体运动时速度的大小和方向也会发生变化，于是引入加速度的概念来
描述物体速度变化的快慢情况．如图１ ４所示，设质点在ｔ到ｔ＋Δｔ时间内速度由

瓫（ｔ）变为瓫（ｔ＋Δｔ），则该过程中速度的变化为Δ瓫＝瓫（ｔ＋Δｔ）－瓫（ｔ）（即速度的增
量）．与平均速度的定义类似，我们定义质点在该段时间内的平均加速度为

ａ＝Δ瓫
Δｔ

（１ ８）

图１ ４　质点运动的加速度

同样，平均加速度也只能反映在ｔ到ｔ＋Δｔ时间段内速度的平均变化率．为了描
述质点在某一时刻或者是某一位置处的速度变化率，还需引入瞬时加速度的概
念．定义瞬时加速度（简称加速度）ａ为平均加速度在Δｔ→０时的极限，即

ａ＝ｌｉｍ
Δｔ→０

Δ瓫
Δｔ＝ｄ瓫

ｄｔ＝ｄ２ｒ
ｄｔ２ （１ ９）

加速度是矢量，其方向指向Δｔ→０时速度增量的方向．当质点作曲线运动时，加
速度方向和速度方向不在一条直线上．加速度描述了质点的速度变化，因此不论
是速度的大小变化还是方向变化，都有加速度产生．利用微积分学这门数学工
具，加速度概念的内涵就更加清晰了．从上式中可以看到加速度是速度对时间的
一阶变化率；是位矢对时间的二阶变化率．

０１ 大学物理学



加速度的概念首先是由伽利略给出的，他最初想过由Δｖ／Δｓ来定义加速
度，很快发现这样不行，才转而用Δｖ／Δｔ来定义．伽利略通过敏锐的观察，相信
自由落体的运动是匀加速运动，并亲自通过斜面实验进行推证．
按照上面的推理逻辑，我们是否还要用更高阶的导数，来描述加速度的变化

情况呢？数学上当然没有问题，也确实曾有过这样的定义如“加加速度”，但这些
作法后来都被放弃了，因为从目前的动力学角度来看，进一步定义更高阶变化率
没有什么物理意义．著名物理学家吉布斯曾经说过：“一个数学家可以说他愿意
说的任何东西，而一个物理学家必须至少部分合乎情理．”他坚持认为，物理学家
使用的数学必须永远面对实验结果．

１．３　坐标系的运用

矢量符号提供了一种语言，它使物理定律的表述具有简单、明了的形式，能
脱离任何特定的坐标系统而具有确切的物理内容．但为了定量分析（计算）的方
便，对物理定律的处理，一般都需要在一定的坐标系中进行．

１．３．１　直角坐标系

直角坐标系也叫笛卡尔坐标系．下面我们来研究笛卡尔坐标系中运动的描
述方法．
笛卡尔是最先试图为１７世纪欧洲文艺复兴时期的新科学提供一个总的哲

学框架的人．他不仅提出了一些科学家应关心的基本问题，而且提出了解决这些
问题的方法．但他的名字在物理学史上并不引人注目，这是因为他的详细解答大
部分遭到后人的否定．笛卡尔遗留给我们的，除了对物理世界总的看法外，就是
他建立的解析几何．在解析几何中，他开创了一种在逻辑推导中极为方便的符号
语言，用来描述几何图形和物理过程，这种强有力的数学方法后来又同牛顿、莱
布尼兹的微积分密切地结合在一起．

（１）位矢．
如果选择直角坐标系作为空间度量的工具，并以Ｏ点为坐标系的原点，那

么位置矢量可以用三个互相正交的坐标分量表示为

ｒ＝ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ （１ １０）
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图１ ５　位置矢量

其中，ｉ，ｊ，ｋ为ｘ，ｙ，ｚ三个坐标方向的单位矢量．
位矢ｒ的大小（或“模”）给出了Ｐ点此刻相对于Ｏ 点的距离

ｒ＝｜ｒ｜＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ （１ １１ａ）
位矢ｒ的方向由其方向余弦确定

ｃｏｓα＝ｘ
ｒ

；ｃｏｓβ＝ｙ
ｒ

；ｃｏｓγ＝ｚ
ｒ

（１ １１ｂ）

其中α，β，γ是位矢ｒ分别与ｘ，ｙ，ｚ轴正向间的夹角．
由于有关系ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２

β＋ｃｏｓ２γ＝１，因此α，β，γ只有两个是独立的．
当质点运动时，其坐标分量当然也是时间ｔ的函数

ｘ＝ｘ（ｔ）

ｙ＝ｙ（ｔ）

ｚ＝ｚ（ｔ
烅
烄

烆 ）
（１ １２）

结合式（１ １）、（１ １０）和（１ １２），质点的运动方程表述为

ｒ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｉ＋ｙ（ｔ）ｊ＋ｚ（ｔ）ｋ （１ １３）
（１ １３）是运动方程的分量式；（１ １２）是运动方程的投影式．
质点运动过程中，位矢ｒ连续地改变其大小和方向，其末端在空间描绘出一

条连续曲线，称为质点运动的轨迹．在运动方程的投影式（１ １２）中消去时间参
数ｔ，就可以得到轨迹方程．

（２）位移．
Δｒ＝ｒ（ｔ＋Δｔ）－ｒ（ｔ）

＝［ｘ（ｔ＋Δｔ）－ｘ（ｔ）］ｉ＋［ｙ（ｔ＋Δｔ）－ｙ（ｔ）］ｊ＋［ｚ（ｔ＋Δｔ）－ｚ（ｔ）］ｋ
＝Δｘｉ＋Δｙｊ＋Δｚｋ （１ １４）
可见，一个质点在空间的位移，等于它在各个坐标方向上的位移分量的矢量
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合成．此即运动叠加原理，它是物质和物质运动的空间性质的自然反映．
（３）速度．
将（１ １３）代入（１ ４），得速度的直角坐标分量式

瓫＝ｄｒ
ｄｔ＝ｄ

ｄｔ
（ｘｉ＋ｙｊ＋ｚｋ）＝ｄｘ

ｄｔｉ＋ｄｙ
ｄｔｊ＋ｄｚ

ｄｔｋ
（１ １５ａ）

或记作

瓫＝ｖｘｉ＋ｖｙｊ＋ｖｚｋ （１ １５ｂ）

就是说，速度瓫可用三个坐标方向的分速度的矢量合成式表示，此即速度的
叠加．
速度的大小可以表示为

ｖ＝｜瓫｜＝ ｄｘ
ｄ（ ）ｔ

２

＋ ｄｙ
ｄ（ ）ｔ

２

＋ ｄｚ
ｄ（ ）ｔ槡

２
（１ １６ａ）

其方向

ｃｏｓ（瓫，ｉ）＝ｖｘ

ｖ
，ｃｏｓ（瓫，ｊ）＝ｖｙ

ｖ
，ｃｏｓ（瓫，ｋ）＝ｖｚ

ｖ
（１ １６ｂ）

（４）加速度．
将（１ １５ｂ）代入（１ ９），得加速度的直角坐标分量式为

ａ＝ｄｖｘ

ｄｔｉ＋ｄｖｙ

ｄｔｊ＋ｄｖｚ

ｄｔｋ＝ｄ２ｘ
ｄｔ２ｉ＋

ｄ２ｙ
ｄｔ２ｊ＋ｄ２ｚ

ｄｔ２ｋ （１ １７ａ）

或记作

ａ＝ａｘｉ＋ａｙｊ＋ａｚｋ （１ １７ｂ）

加速度的大小为

ａ＝ ｄ２ｘ
ｄｔ（ ）２

２

＋ ｄ２ｙ
ｄｔ（ ）２

２

＋ ｄ２ｚ
ｄｔ（ ）２槡

２

（１ １８ａ）

加速度的方向

ｃｏｓ（ａ，ｉ）＝ａｉ

ａ　　（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ） （１ １８ｂ）

例１ １　质点运动方程为：ｘ＝２ｔ；ｙ＝１９ ２ｔ２（ＳＩ），求：

（１）轨迹方程；

（２）ｔ＝１ｓ，２ｓ时的位矢与这一秒内的平均速度；

（３）ｔ＝１ｓ，２ｓ时的速度、加速度；

（４）何时ｒ⊥瓫；

（５）何时ｒ最小，算出ｒｍｉｎ；
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　　　 图１ ６　例１ １图

（６）运动方程中ｔ取负值，所得结果如何解释？

解　（１）从运动方程中消去时间ｔ，得轨迹方程

ｙ＝１９ １
２ｘ２　　 （∵ｔ＞０，∴ｘ ＞０）

（２）位矢为

ｒ（ｔ）＝ｘｉ＋ｙｊ＝２ｔｉ＋（１９ ２ｔ２）ｊ
所以 ｒ（１）＝２ｉ＋１７ｊ（ｍ）；　　ｒ（２）＝４ｉ＋１１ｊｍ

Δｒ＝ｒ（２）－ｒ（１）＝２ｉ－６ｊｍ

则 瓫＝Δｒ
Δｔ＝２ｉ－６ｊｍ·ｓ－１

（３）速度 瓫（ｔ）＝ｄｒ
ｄｔ＝２ｉ－４ｔｊ

所以 瓫（１）＝２ｉ－４ｊｍ·ｓ－１；　瓫（２）＝２ｉ－８ｊｍ·ｓ－１

加速度 ａ（ｔ）＝ｄ瓫
ｄｔ＝－４ｊ

所以 ａ（１）＝ａ（２）＝－４ｊｍ·ｓ－２

（４）ｒ⊥瓫，则有ｒ·瓫＝０，令
［２ｔｉ＋（１９ ２ｔ２）ｊ］·［２ｉ－４ｔｊ］＝４ｔ＋（１９ ２ｔ２）（－４ｔ）＝０

整理 ２ｔ（ｔ２－９）＝０
得 ｔ１＝０ｓ；ｔ２＝３ｓ；ｔ３＝－３ｓ（舍去）

（５）任一时刻，质点到坐标原点的距离（即质点位矢的大小）

ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２＝ （２ｔ）２＋（１９ ２ｔ２）槡 ２

ｒ取极值时，应有ｄｒｄｔ＝０，将上式代入

即 ８ｔ＋２（１９－２ｔ２）（－４ｔ）＝０
整理 ２ｔ（ｔ２－９）＝０
得 ｔ１＝０ｓ；ｔ２＝３ｓ；ｔ３＝－３ｓ（舍去）

ｒ（０）＝１９；ｒ（３）＝６．０８
所以

ｒｍｉｎ＝６．０８ｍ
（６）ｔ取负值应理解为计时初始时刻以前质点的运动情况，千万不能认为是质点沿反向

运动．就此题来看，有两种可能，质点作平抛或斜抛运动．若质点作斜抛运动，那么题设的运动
方程就描述了它到达最高点以后的运动，因此，在该运动方程中取ｔ为一定范围内的负值，可
给出该质点上升段的运动描述．而如果质点只作平抛运动，那么在题设的运动方程中取ｔ为
负值就毫无意义了．

１．３．２　自然坐标系

有一类运动，是事先已知其轨道的．如火车运行、回旋加速器中带电粒子的
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圆周运动、哈雷慧星的回归、洲际弹道导弹的飞行轨道……．在这类问题中，可以
在平面轨道上选取一个原点，作为坐标的起点；再选择坐标的正方向．这样一来
利用ｔ时刻质点所在处与原点之间轨迹曲线的长度ｓ（ｔ）就可以确定质点的位
置，ｓ（ｔ）称为弧坐标．用弧坐标而不用路程来确定质点的位置，是考虑到质点在
轨道上做往复运动的可能性（如单摆）．

ｓ＝ｓ（ｔ） （１ １９）

这就是弧坐标下的质点运动方程，使用这种表述的条件是运动轨迹已知．
质点速度的大小即速率，为弧坐标对时间的一阶变化率，而速度的方向又沿

轨迹曲线的切向．规定切线方向的单位矢量为 ，沿运动方向为正，垂直于切向

并且指向曲线凹的一侧为法线方向，取沿该方向的单位矢量为 ．将两个相互垂

直的切向和法向所组成的平面坐标系称为自然坐标系（，）．则速度矢量在自

然坐标系中表述为

瓫＝ｖ ＝ｄｓ
ｄｔ

（１ ２０）

请注意，在自然坐标系中，切向单位矢量 并不固定，它随质点的位置而变．

因此笛卡尔坐标系是静坐标系，而自然坐标系是动坐标系．
由于自然坐标系是随质点运动的，在这种坐标系中加速度的表述就很有特

点，其结论经常要用到．由加速度定义及自然坐标系中速度表达式

ａ＝ｄ瓫
ｄｔ

；　瓫＝ｖ （１ ２１）

得

ａ＝ｄｖ
ｄｔ ＋ｖ

ｄ
ｄｔ

（１ ２２）

是切向单位矢量，其大小虽然不变，但在一般平面曲线运动中其方向随时都在

改变．加速度的这个表达式说明，在自然坐标系中，质点的加速度由两个分量构

成．第一分量为ｄｖｄｔ
，它描述了质点速度大小的变化情况．

若ｄｖ
ｄｔ＞０（ｖ增大），方向与 一致．

若ｄｖ
ｄｔ＜０（ｖ减小），方向与 相反．

若ｄｖ
ｄｔ＝０（ｖ不变），该分量为零．
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第二分量ｖ
ｄ
ｄｔ
是由瓫的方向即 的变化所决定．如图１ ７所示，考虑在很

短的Δｔ时间内，质点沿曲线运动产生一很小的角位移Δθ，走过的路径非常接近

于圆弧，其切向单位矢量 １，由于其方向的改变过渡到 ２，增量为Δ ．显然，当

Δθ→０时，Δ 方向变得垂直于切向 １，且指向圆心，即沿法线方向．因此

　图１ ７　自然坐标系

｜ｄ ｜＝｜｜ｄθ

｜｜＝１

则
ｄ
ｄｔ＝ｄθ

ｄｔ ＝ｄ（ρθ）
ρｄｔ

＝１
ρ
ｄｓ
ｄｔ ＝ｖ

ρ
ρ为轨迹曲线的曲率半径．
将上式代入到（１ ２２），得

ａ＝ｄｖ
ｄｔ ＋ｖ２

ρ
（１ ２３）

上式说明，做平面曲线运动的质点的加速度，可分解成

一个切向分量和一个法向分量，分别称之为切向加速度ａτ和法向加速度ａｎ．即

ａτ＝
ｄｖ
ｄｔ

；　ａｎ＝ｖ２

ρ
（１ ２４）

切向加速度是由速度大小的变化所引起，而法向加速度则是由速度方向的
变化所引起．显然，当质点做直线运动时ρ→∞，因此法向加速度为零．当质点做
圆周运动时，ρ为圆周运动的半径Ｒ．如果ｖ为常数，则切向加速度为零，合加速
度方向指向圆心，称为向心加速度；如果ｖ不为常数，则还有切向加速度分量，此
时合加速度方向就不是指向圆心．

例１ ２　一质点沿半径为０．０２ｍ 的圆周运动，它所走过的路程与时间的关系为

ｓ＝０．１ｔ３ｍ，当质点的速率为ｖ＝０．３ｍ·ｓ－１时，它的切向加速度和法向加速度各为多少？总

加速度多大？在什么方向？

解　由自然坐标系下对运动描述的基本定义

ｖ＝ｄｓ
ｄｔ＝０．３ｔ２ ｍ·ｓ－１

ａτ＝
ｄｖ
ｄｔ＝０．６ｔｍ·ｓ－２　　ａｎ＝ｖ２

ｒ＝０．０９ｔ４

０．０２ ＝４．５ｔ４ ｍ·ｓ－２

显然，当ｖ＝０．３ｍ·ｓ－１时，ｔ＝１ｓ；此时

ａτ（１）＝０．６ｍ·ｓ－２；　　　ａｎ（１）＝４．５ｍ·ｓ－２

ａ＝ ａτ
２＋ａｎ槡 ２＝ ０．６２＋４．５槡 ２≈４．６７７ｍ·ｓ－２
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方向 α＝ａｒｃｔａｎａｎ

ａτ
＝ａｒｃｔａｎ４．５

０．６＝８２．４°

在圆周运动中，除了用位矢、位移、速度和加速度等线量描述质点的运动之
外，也可以用角度来描述质点的运动状态，这称为圆周运动的角量描述．
从圆心引一条射线作为极轴，质点相对圆心的矢径与极轴间的夹角θ就称

为角坐标，其值随时间变化

θ＝θ（ｔ） （１ ２５）

Δｔ时间内，质点角坐标的变化为Δθ＝θ（ｔ＋Δｔ）－θ（ｔ），称之为角位移．可以

图１ ８　圆周运动的角量描述

证明：有限大角位移Δθ不是矢量，因为Δθ的合成不满足
矢量运算法则；而无限小角位移是矢量，用ｄθ表示．其方向
由右手螺旋法则确定，如图１ ８所示，即右手四指沿质点
运动方向绕行，则大拇指所指即为无限小角位移方向．
定义角速度为

ω＝ｄθ
ｄｔ

（１ ２６）

以及角加速度为

β＝ｄω
ｄｔ＝ｄ２θ

ｄｔ２ （１ ２７）

在圆周运动中，角速度、角加速度的方向都沿转轴，因此一般不用矢量表示，而是
写成对转轴的投影式，即设定与运动方向成右手螺旋的转轴方向为坐标轴正向，
则当角速度和角加速度方向与坐标轴正向相同时，ω和β取正值，反之取负值．
线量与角量的关系为

ｖ＝ｄｓ
ｄｔ＝ｄ（ｒθ）

ｄｔ ＝ｒω （１ ２８）

ａτ＝
ｄｖ
ｄｔ＝ｄ（ｒω）

ｄｔ ＝ｒβ （１ ２９）

ａｎ＝ｖ２

ｒ＝ｒω２ （１ ３０）

１．４　两类运动学问题

运动学问题大体上可分为两大类：
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第一类运动学问题：已知运动方程，求速度、加速度．这类问题要运用求导
运算．
第二类运动学问题：已知加速度函数以及初始条件ｒ０ 和瓫０，求运动方程．求

解这类问题运用积分的方法．

例１ ３　已知运动方程
ｘ＝ｕｔ

ｙ＝－１
２ｇｔ

烅
烄

烆
２　　ｕ，ｇ为常量，求ａτ，ａｎ．

解法一　应用公式求解．由ａτ＝
ｄｖ
ｄｔ

，ａｎ＝ｖ２

ρ
，可见要先求出ｖ，ρ

由 ｖ＝ ｖｘ
２＋ｖｙ槡 ２

ｖｘ＝ｄｘ
ｄｔ＝ｕ，　ｖｙ＝

ｄｙ
ｄｔ＝－ｇｔｖ＝ ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２

则 ａτ＝
ｄｖ
ｄｔ＝ｄ

ｄｔ ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２＝ ｇ２ｔ
ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２

再由曲率半径公式 １
ρ

＝ ｜ｘ̈ｙ－̈ｘｙ｜
（ｘ２＋ｙ２）３／２  １

ρ
＝ ｕｇ

（ｕ２＋ｇ２ｔ２）３／２

代入得 ａｎ＝（ｕ２＋ｇ２ｔ２） ｕｇ
（ｕ２＋ｇ２ｔ２）３／２＝

ｕｇ
ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２

解法二　利用矢量图求解．如图１ ９所示，显然运动方程所描述的是平抛运动，其加速度为

重力加速度ｇ，将其分解到切向和法向，有

图１ ９　例１ ３图

ａτ＝ｇｓｉｎθ

ａｎ＝ｇｃｏｓ｛ θ

而

ｓｉｎθ＝ ｇｔ
ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２

ｃｏｓθ＝ ｕ
ｕ２＋ｇ２ｔ槡

烅

烄

烆 ２

所以 ａτ＝ ｇ２ｔ
ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２

，　ａｎ＝ ｇｕ
ｕ２＋ｇ２ｔ槡 ２
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可见矢量图解极其简捷，物理意义明确．

例１ ４　如图１ １０所示，已知滑轮距水平面的高度为ｈ，以ｖ０ 速率收绳，求离岸距离

为ｓ的船的运动速度、加速度．

图１ １０　例１ ４图

解　选地面参考系、选直角坐标系；作图，寻找几何关系（运动学说到底是几何问题）

Ｌ２＝ｈ２＋ｘ２

确认这几何关系中的变量Ｌ，ｘ，对几何关系式微分

２ＬｄＬ
ｄｔ＝２ｘｄｘ

ｄｔ

确认各导数的物理意义（∵绳长在缩短ｄＬｄｔ＜０）

收绳速度 瓫０＝－ｖ０ｉ＝－ ｄＬ
ｄｔｉ＝ｄＬ

ｄｔｉ

船速 瓫＝ｖｘｉ＝ｄｘ
ｄｔｉ

［注意：这里用了矢量的两种表述方法，ｖ０ 是速率，即瓫０ 的大小；ｖｘ 是瓫在ｘ轴上的投影（带

有符号）］

代入微分式 ＬｄＬ
ｄｔ＝ｘｖｘ

则 ｖｘ＝Ｌ
ｘ

ｄＬ
ｄｔ＝－Ｌ

ｘｖ０＝－ ｈ２＋ｘ槡 ２

ｘ ｖ０

令ｘ＝ｓ，得此时船速

瓫＝ｖｘｉ＝－ ｈ２＋ｓ槡 ２

ｓ ｖ０ｉ　　（负号说明船速与ｘ正向相背）

进而

ａ＝ｄ瓫
ｄｔ＝ｄ

ｄｔ － ｈ２＋ｘ槡 ２

ｘ ｖ（ ）０ ｉ

＝ｄ
ｄｘ － ｈ２＋ｘ槡 ２

ｘ ｖ（ ）０
ｄｘ
ｄｔｉ＝ ｈ２

ｘ２ ｘ２＋ｈ槡 ２
ｖ０ｖｘｉ
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当ｘ＝ｓ时

ａ＝ ｈ２

ｓ２ ｓ２＋ｈ槡 ２
ｖ０ｖｓｉ＝－ｈ２

ｓ３ｖ０
２ｉ　　（ｖｓ＝－ ｈ２＋ｓ槡 ２

ｓ ｖ０）

现在讨论如何求解第二类运动学问题．
若题型为：已知ａ＝ａ（ｔ）及（ｒ０，瓫０）（初始条件）；求 瓫（ｔ），ｒ（ｔ）．
解决办法：首先选定坐标系，将ａ写成投影式（以二维运动为例）

ａｘ＝ａｘ（ｔ）

ａｙ＝ａｙ（ｔ｛ ）

由 ａｘ＝
ｄｖｘ

ｄｔ
这是一阶常微分方程形式，数学处理上采用分离变量法．
分离变量 ｄｖｘ＝ａｘｄｔ

两边积分 ∫
ｖｘ

ｖ０
ｄｖｘ ＝∫

ｔ

０
ａｘｄｔ

注意：定积分的下限对应运动的初始时刻和初始状态；上限则对应运动的末时刻
和末状态．

∴ ｖｘ ＝ｖ０ｘ ＋∫
ｔ

０
ａｘｄｔ （１ ３１）

再由 ｖｘ＝ｄｘ
ｄｔ

分离变量 ｄｘ＝ｖｘｄｔ
两边积分，得

ｘ＝ｘ０＋∫
ｔ

０
ｖｘｄｔ （１ ３２）

同理

ｖｙ ＝ｖ０ｙ ＋∫
ｔ

０
ａｙｄｔ （１ ３３）

ｙ＝ｙ０＋∫
ｔ

０
ｖｙｄｔ （１ ３４）

如果质点沿ｘ轴作匀加速运动，ａｘ 为常量，则ｖｘ＝ｖ０ｘ＋ａｘｔ，这正是匀加速
直线运动公式．若ｖｘ 为常量，则ｘ＝ｘ０＋ｖｘｔ，这正是匀速直线运动公式．
在中学物理中，处理的都是不变量或匀变量的问题，这些熟知的公式，不具有一般

意义，千万不要随意套用．以后处理运动学问题，要从更一般的式（１ ３１）～（１ ３４）
出发．
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对自然坐标系 ａτ＝
ｄｖ
ｄｔ

；　ｖ＝ｄｓ
ｄｔ

则 ｖ＝ｖ０＋∫
ｔ

０
ａτｄｔ （１ ３５）

ｓ＝ｓ０＋∫
ｔ

０
ｖｄｔ （１ ３６）

可见自然坐标系的妙处，求ｓ只用ａｔ 分量即可．至于ａｎ，在动力学问题中用得
较多．
　　在第二类运动学问题的求解过程中，人们注意到，若掌握了质点运动的加速
度函数，及其某时刻的运动状态，该质点运动的历史和将来就完全确定了．

瓫＝瓫０＋∫
ｔ

０
ａ（ｔ）ｄｔ　　　ｒ＝ｒ０＋∫

ｔ

０
瓫（ｔ）ｄｔ

这是历史与现状、现状与将来的一一对应，哲学家们称此为决定论．
第二类运动学问题是第一类运动学问题的逆问题，所以数学方法也正好相

反．从微分、积分的几何意义上讲，微分给出函数曲线的斜率，积分则给出函数曲
线与坐标轴围定的面积．那么第一类运动学问题求的是ｘ ｔ图、ｖ ｔ图上函数

图１ １１　加速度ａ ｔ曲线

曲线的斜率，第二类运动学问题求的是ｖ ｔ
图、ａ ｔ图上函数曲线与坐标轴围定的面积．
例如，一质点沿ｘ轴运动，其加速度与时间的
关系如图１ １１所示．若ｖ０＝０，则当ｔ＝４ｓ时
质点的速度再次为零．这是因为加速度曲线与
时间轴所包围的面积即质点的速度，而在（０，

４）这段时间内曲线下的“净”面积等于零．
有些问题中，加速度不作为时间的显函数给出，而是关于速度、位矢等变量

的函数．以直线运动为例：ａ＝ａ（ｖ）；以圆周运动为例：ａ＝ａ（θ），这是有相应的动
力学意义的，下一章会详细讨论．遇到这样的加速度函数，求解也并不困难，只要
在分离变量时注意通过一些数学变换，使得等式两边的变量能够统一．

例１ ５　一质点沿ｘ轴运动，其加速度ａ＝－ｋｖ２，ｋ为常数，设ｔ＝０时，ｘ＝０，ｖ＝ｖ０．求
（１）ｖ和ｘ作为ｔ的函数；（２）ｖ作为ｘ的函数．
解　这是第二类运动学问题，且加速度是ｖ的函数

（１）由 ａ＝ｄｖ
ｄｔ＝－ｋｖ２

分离变量 －ｋｄｔ＝ｄｖ
ｖ２　　（等号两边各自函数统一）
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两边积分 －ｋ∫
ｔ

０
ｄｔ＝∫

ｖ

ｖ０

ｄｖ
ｖ２

得 ｋｔ＝１
ｖ－１

ｖ０

所以 ｖ＝ ｖ０

１＋ｖ０ｋｔ

再由 ｖ＝ｄｘ
ｄｔ

分离变量 ｄｘ＝ ｖ０

１＋ｖ０ｋｔｄｔ

两边积分 ∫
ｘ

０
ｄｘ＝∫

ｔ

０

ｖ０

１＋ｖ０ｋｔ
ｄｔ

得 ｘ＝１
ｋｌｎ（１＋ｖ０ｋｔ）

（２）由已经得到的ｖ（ｔ），ｘ（ｔ）消去时间ｔ，即可．还可以在分离变量时就设法消去时间ｔ，

做恒等变换 ａ＝－ｋｖ２＝ｄｖ
ｄｔ＝ｄｖ

ｄｘ
ｄｘ
ｄｔ＝ｄｖ

ｄｘｖ

分离变量积分 －ｋ∫
ｘ

０
ｄｘ＝∫

ｖ

ｖ０

ｄｖ
ｖ

得 －ｋｘ＝ｌｎｖ－ｌｎｖ０

所以 ｖ＝ｖ０ｅ－ｋｘ

例１ ６　一飞轮受摩擦力矩作用做减速转动，其角加速度与θ成正比，比例系数ｋ＞０，

ｔ＝０时ω＝ω０，记θ０＝０．求（１）角速度作为θ的函数表达式；（２）最大角位移．

解　（１）由题意知 β＝－ｋθ　　　　（不显含时间）

而 β＝ｄω
ｄｔ＝ｄω

ｄθ
ｄθ
ｄｔ＝ｄω

ｄθω　　（通过恒等变换消去时间ｔ）

所以有 －ｋθ＝ｄω
ｄθω

再分离变量 －ｋθｄθ＝ωｄω

两边积分 －ｋ∫
θ

０
θｄθ＝∫

ω

ω０
ωｄω

得 －１
２ｋθ２＝１

２
（ω２－ω０

２）

从而 ω＝ ω０
２－ｋθ槡 ２　　（依题意ω＞０）

（２）由于飞轮作减速运动，最大角位移发生在ω＝０时

所以 θｍａｘ＝ω０

槡ｋ
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１．５　相对运动

前面曾指出，同一物体在不同参考系中运动状态的描述结论可能不一样．现
在要问：不同参考系上的观察者对运动状态描述结果之间的关系如何？由于不
同观察者可以选取不同参考系，所以弄清楚不同参考系上的观察者，对运动描述
结果之间的关系是很重要的．
假设两个观察者Ｏ与Ｏ′他们彼此之间作匀速相对平动，观察者Ｏ测出Ｏ′

以速度ｕ运动，而Ｏ′认为Ｏ 以速度－ｕ运动．下面来比较一下，这两个观察者对
同一个物体的运动描述．例如观察者Ｏ在站台上，Ｏ′在正通过车站且沿直线匀
速运动的火车上，他们都在观察头顶上一架飞机的飞行．为简单起见，取ｘ和ｘ′
轴沿相对运动的直线，ｙ和ｙ′，ｚ和ｚ′分别平行．由于不存在相对转动，两套坐标
轴将永远保持平行（欧几里德空间的性质）．此外还假定，ｔ＝ｔ′＝０时刻，Ｏ与Ｏ′
相重合．以后称Ｏ所在的参考系为惯性系Ｓ；Ｏ′所在的参考系为惯性系Ｓ′．

图１ １２　伽利略变换

任意时刻对位于Ａ处的质点

ＯＡ


＝ｒ，Ｏ′Ａ


＝ｒ′
则

ｒ＝ｕｔ＋ｒ′ （１ ３７ａ）
或

ｒ′＝ｒ－ｕｔ （１ ３７ｂ）
将其对坐标轴投影，再加上ｔ＝ｔ′，得
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ｘ＝ｘ′＋ｕｔ
ｙ＝ｙ′
ｚ＝ｚ′
ｔ＝

烅

烄

烆 ｔ′

　或　

ｘ′＝ｘ－ｕｔ
ｙ′＝ｙ
ｚ′＝ｚ
ｔ′＝

烅

烄

烆 ｔ

（１ ３８）

这就是伽利略变换．它给出了两个不同惯性参考系中的观察者对运动描述
的相互关系．在这组变换式中，时、空坐标的不平权、不对称十分明显．
伽利略变换符合人们的日常经验，从逻辑上讲“应该”是正确的，但是仔细追

究起来，问题并不那么简单．这里涉及到空间的测量、时间的测量与参考系的关
系．式中ｒ，ｕｔ和ｒ′是在不同的参考系中测量的，而矢量相加时，各个矢量必须在
同一参考系中测定．因此，伽利略变换式成立的条件是：空间两点的距离不管从
哪个参考系测量，结果都应相等．同一段空间距离（长度）的测量结果与参考系的
相对运动无关，这一论断称为长度测量的绝对性，又称为空间绝对性．物质的运
动不仅涉及空间，还要涉及时间．日常经验告诉我们，同一运动所经历的时间在
不同的参考系中观测的结果是相同的．因此，同一过程经历的时间间隔的测量结
果应与参考系的相对运动无关，这一论断称为时间测量的绝对性，又称为时间绝
对性．
可见在这组伽利略变换关系中，实际上包含着两个基本假定：
（１）空间间隔是绝对不变量：ΔＬ＝ΔＬ′．空间间隔不变性也符合我们的生活

经验，在我们看来，地面上的一把尺子与做匀速直线运动的飞机上的同样的尺子
是完全等长的．

（２）时间间隔也是绝对不变量：Δｔ＝Δｔ′．在伽利略以及同时代的学者们心
目中，时间是绝对的、均匀的、无限流逝着的，就像一条无限平缓地流淌着的长
河．在这个假定下，不同惯性参考系上的观察者能够使用相同的时间标度．也就
是说，时间的测量与运动无关．这看起来似乎合理，“海上升明月，天涯共此时”，
地面和飞行中的飞机上，当然能使用同样的时间标度，否则我们怎么能够制定飞
机、火车、轮船运行时刻表？从这一假定中我们还可以得出另一观念：同时性是
绝对的．在ｓ系中同时发生的两个事件，在ｓ′系中看来也必定是同时发生的，

Δｔ＝０时，亦有Δｔ′＝０．
由此，在任何惯性系中，两个确定事件（ｒ１，ｔ１），（ｒ２，ｔ２）的时间间隔和空间间

隔都是相同的．时间、空间各自独立，并且都具有绝对性．牛顿曾形象地把时间比
作流水、空间比作箱子，时间永远在均匀流逝、箱子永恒占据着空间．
伽利略变换是绝对时空观的集中体现，是经典力学的理论基础．这种时空观

是怎样形成的呢？我们日常生活在一个运动速度远小于光速ｃ的宏观世界里，
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在这种有局限性的宏观低速环境中，直觉经验告诉我们，关于空间间隔和时间间
隔的度量与运动无关．１７世纪的物理学家在建立现在被称为经典力学的理论体
系时，正是基于这种直觉经验、以默认（实际上是假定）时钟和量尺不受运动状态
的影响为前提．狭义相对论将向我们揭示，当两个惯性参考系之间的相对速度接
近光速时，从这样两个参考系上对两个有着因果关系的确定事件（ｒ１，ｔ１），（ｒ２，

ｔ２）的空间间隔和时间间隔的测量，将给出不同的结论．因此在高速世界里，空间
绝对性和时间绝对性将由新的观念取代．
关于时空参考系的问题，将在狭义相对论中作更深入的讨论．以下的内容以

及在整个牛顿力学范围内，我们默认一切问题所涉及的速度都将限制在远远小
于光速的条件下．
将伽利略坐标变换式对时间求一次导数，就可得到伽利略速度变换式．注

意：既然Δｔ＝Δｔ′，对ｔ求导数与对ｔ′求导数就没有区别．
瓫＝瓫′＋ｕ　或　瓫′＝瓫－ｕ （１ ３９）

这就是我们熟知的速度合成法则．再求一阶导数就得到伽利略的加速度变换式

ａ＝ａ′　或　ａ′＝ａ （１ ４０）
可见，在相对作匀速直线运动的参考系中观察同一质点的运动时，所测得的加速
度是相同的．

例１ ７　一人骑自行车向东行，速度１０ｍ·ｓ－１，觉得有南风．当速度增至１５ｍ·ｓ－１

时，觉得有东南风．求风速．

图１ １３　例１ ７图
解　用矢量法，矢量关系

瓫风地＝瓫风人＋瓫人地　（瓫风人是间接给出的）

利用矢量三角形可解 ｜瓫风地｜＝ １０２＋５槡 ２＝１１．２ｍ·ｓ－１

ｔａｎα＝１０／５＝２→α＝ａｒｃｔａｎ２＝６３°

思考题

１ １　试说明下列符号的物理意义．
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（１）Δｒ
Δｔ

；（２） Δｒ
Δｔ

；（３）Δｒ
Δｔ

；（４）ｄｖ
ｄｔ

；（５）ｄ
ｄｔ

（ｖ ）；（６）ｄ瓫
ｄｔ

；（７） ｄ瓫
ｄｔ

１ ２　如图所示，质点做曲线运动，质点的加速度ａ是恒矢量（ａ１＝ａ２＝ａ３＝ａ）．试问
质点是否能做匀变速率运动？简述理由．

思考题１ ２图

１ ３　 一质点沿各坐标轴的运动方程分别为：

ｘ＝Ａｃｏｓωｔ，ｙ＝Ａｓｉｎωｔ，ｚ＝ｈ
２πωｔ．
式中Ａ，ｈ，ω都是大于零的

常数．试定性说明：
（１）质点在ｘｙ平面上分运动的轨迹；
（２）质点在ｚ轴上分运动的类型；
（３）质点在ｘｙｚ空间内运动的轨迹．
１ ４　下雨时，有人在汽车内观察雨点的运动，试说明下列各情况中，他观察到的结
果．设雨点相对于地面匀速竖直下落．

（１）车是静止的；
（２）车匀速沿平直轨道运动；
（３）车匀加速沿平直轨道运动．

习题１

１ １　有一质点沿ｘ轴作直线运动，ｔ时刻的坐标为ｘ＝４．５ｔ２－２ｔ３（ＳＩ）试求：
（１）第２秒内的平均速度；（２）第２秒末的瞬时速度；（３）第２秒内的路程．
１ ２　对于在ｘ ｙ平面内，以原点Ｏ为圆心作匀速圆周运动的质点，
（１）试用半径ｒ、角速度ω和单位矢量ｉ，ｊ表示其ｔ时刻的位置矢量；
（２）已知在ｔ＝０时，ｙ＝０，ｘ＝ｒ，导出速度瓫与加速度ａ的矢量表示式；
（３）试证加速度指向圆心．
１ ３　由高楼层窗口以水平初速度瓫０射出一发子弹，取枪口为原点，沿瓫０ 方向为ｘ
轴，竖直向下为ｙ轴，并取发射时ｔ为０，试求：（１）子弹在任一时刻ｔ的位置坐标及轨迹
方程；（２）子弹在ｔ时刻的速度，切向加速度和法向加速度．

１ ４　一质点沿ｘ轴运动，其加速度ａ与位置坐标ｘ的关系为ａ＝２＋６ｘ２（ＳＩ）如果
质点在原点处的速度为零，试求其在任意位置处的速度．

１ ５　一物体悬挂在弹簧上做竖直振动，其加速度为ａ＝－ｋｙ，式中ｋ为常量，ｙ是
以平衡位置为原点所测得的坐标，假定振动的物体在坐标ｙ０处的速度为ｖ０，试求速度ｖ
与坐标ｙ的函数关系式．

１ ６　质点ｍ在水平面内运动轨迹如图所示，ＯＡ段为直线，ＡＢ，ＢＣ段分别为不同
半径的两个１／４圆周．设ｔ＝０时，ｍ在Ｏ 点，已知运动方程为ｓ＝３０ｔ＋５ｔ２（ＳＩ），求ｔ＝２ｓ
时刻，质点ｍ的切向加速度和法向加速度．
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题１ ６图

１ ７　一质点沿半径为Ｒ的圆周运动．质点所经过
的弧长与时间的关系为

ｓ＝ｂｔ＋０．５ｃｔ２（ＳＩ）

其中ｂ，ｃ是大于零的常量，求从ｔ＝０开始到达切向加速
度与法向加速度大小相等时所经历的时间．

１ ８　质点Ｐ在水平面内沿一半径为Ｒ＝２ｍ的圆
轨道转动．转动的角速度ω与时间ｔ的函数关系为ω＝ｋｔ２

（ｋ为常量）．已知ｔ＝２ｓ时，质点Ｐ 的速度值为３２ｍ·

ｓ－１．试求ｔ＝１ｓ时，质点Ｐ的速度与加速度的大小．
１ ９　质点在重力场中做斜上抛运动，初速度的大小为ｖ，与水平方向成θ角．求质
点到达与抛出点同一高度时的切向加速度，法向加速度以及该时刻质点所在处质点轨迹
的曲率半径．（忽略空气阻力）

１ １０　一质点沿ｘ轴运动，其加速度为ａ＝４ｔ（ＳＩ），已知ｔ＝０时，质点位于ｘ０＝１０
ｍ处，初速度ｖ０＝０．试求其位置坐标和时间的关系式．

１ １１　一做匀变速转动的飞轮在１０ｓ内转了１６圈，其末角速度为１５ｒａｄ·ｓ－１，它
的角加速度的大小等于多少？

１ １２　一飞机驾驶员想往正北方向飞行，而风以６０ｋｍ·ｈ－１的速度由东向西刮来，

如果飞机的航速（在静止空气中的速率）为１８０ｋｍ·ｈ－１，试问驾驶员应取什么航向？飞
机相对于地面的速率为多少？试用矢量图说明．

１ １３　当火车静止时，乘客发现雨滴下落方向偏向车头，偏角为３０°，当火车以３５
ｍ·ｓ－１的速率沿水平直路行驶时，发现雨滴下落方向偏向车尾，偏角为４５°，假设雨滴相
对于地的速度保持不变，试计算雨滴相对地的速度大小．

１ １４　一敞顶电梯以恒定速率ｖ＝１０ｍ·ｓ－１上升．当电梯离地面ｈ＝３０ｍ时，一小
孩竖直向上抛出一球，球相对于电梯初速率ｖ０＝２０ｍ·ｓ－１，试问：（１）从地面算起，球能
达到的最大高度为多少？（２）抛出后经过多长时间再回到电梯？
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第２章　牛顿运动定律

运动是物质的固有属性，但是物体如何运动则取决于物体之间的相互作用，
即物体的受力情况．研究质点在力作用下运动状态的变化规律，称为质点动力
学．牛顿运动定律是质点动力学基础，也是整个经典力学的基础．本章主要讨论
牛顿运动定律及其应用，惯性系和非惯性系以及惯性力等．

２．１　牛顿运动定律及其应用

牛顿不仅是历史上伟大的物理学家，也是杰出的数学家和哲学家．他总结了
伽利略、开普勒等人的工作，创立了完整的经典力学体系．在他的名著《自然哲学
的数学原理》一书中，提出了牛顿运动定律，从而奠定了经典力学的基础．

２．１．１　牛顿运动定律的表述

牛顿运动定律由三条定律组成．
第一定律　任何物体都保持静止或匀速直线运动状态，直到其他物体对它

作用的力迫使它改变这种状态为止．
第二定律　物体受到外力作用时，物体所获得加速度的大小与合外力成正

比，与物体的质量成反比，加速度的方向与合外力的方向相同．
第三定律　两物体之间的相互作用力总是大小相等，方向相反，且作用在一

条直线上．
这三条定律之间有着紧密的内在联系，共同构成了牛顿力学的完整理论

体系．
第一定律包含了两个力学的基本概念，即惯性和力．首先，按第一定律，任何

物体都有保持静止或匀速直线运动状态不变的“惰性”，这在物理上称为物体的



惯性，它是任何物体在任何情况下都具有的固有属性．因此，牛顿第一定律又称
为惯性定律．其次，由于物体具有惯性，要改变一个物体原有的运动状态，必须施
加外来作用力．这说明力是改变物体运动状态的原因．
不同物体的惯性大小是不同的．让一辆行驶的汽车停下来相对较容易，而让

一列行驶的火车停止运动则要困难得多，这说明火车保持自身运动状态不变的
本领较大，即火车惯性要比汽车的惯性大．那么如何来表征物体的惯性呢？物体
受到力的作用时运动状态是如何改变呢？牛顿第二运动定律进一步定量地揭示

了这些问题．根据牛顿第二定律，物体受到外力Ｆ的作用时，其加速度ａ与外力

Ｆ 和物体质量ｍ 的关系是

ａ∝Ｆ
ｍ

写成等式，则有

Ｆ＝ｋｍａ （２ １）
式中的ｋ为比例系数，决定于力、质量和加速度的单位．在国际单位制（ＳＩ）中，力
的单位为牛顿（Ｎ），质量的单位为千克（ｋｇ），加速度的单位为米每二次方秒
（ｍ·ｓ－２），则ｋ＝１．于是上式又写成

Ｆ＝ｍａ （２ ２）
上式称为牛顿运动方程，它是质点动力学的基本方程．牛顿运动方程定量地

给出了物体惯性大小的量度和运动状态改变的实质．从式（２ ２）可知：
（１）质量不同的两个物体分别在相同的外力作用下，两物体产生的加速度

大小ａ１，ａ２ 和它们的质量ｍ１，ｍ２成反比，即有ａ１／ａ２＝ｍ２／ｍ１．这意味着质量较
小的物体加速度较大，它的运动状态较容易改变，其惯性较小；而质量较大的物
体加速度较小，它的运动状态不容易改变，其惯性较大．因此物体的质量就是物
体惯性大小的量度，牛顿第二定律中的质量通常也被称作惯性质量．物体除了有
惯性之外，相互之间还有彼此吸引的属性，称为万有引力，描述这种属性的物理
量叫做引力质量．实验表明，物体的惯性质量和引力质量相等，因此今后就不再
区分这两种质量，统称为物体的质量．

（２）若物体（质点）所受外力Ｆ＝０，则其加速度ａ＝０，即保持作匀速直线运
动或静止，这就和第一定律一致．若Ｆ≠０，ａ≠０，则物体具有加速度，它的运动状
态发生了变化，因此，所谓运动状态的改变，实质是物体受力的作用而产生了加
速度．
牛顿第三定律反映了物体之间的作用是相互联系和相互制约的．对第三定

律的理解应注意以下几点：
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（１）两物体之间的相互作用力（常称为作用力与反作用力）总是成对且同时
产生和同时消失．

（２）作用力与反作用力无主次之分．
（３）作用力与反作用力是同种性质的力，且作用在两个不的同的物体上．
（４）作用力和反作用力大小相等，方向相反是无条件的，但各自产生的效应

不会抵消．
（５）牛顿第三定律只适用于实际力（力的性质确定，并有施力物体和受力物

体），不适用于等效力（力的性质不确定，无确定的施力物体）．
此外还要注意作用力和反作用力与通常所说的平衡力的区别．一对平衡力

是指作用在同一物体上的两个力大小相等，方向相反；而作用力和反作用力是分
别作用在两个不同的物体上．

２．１．２　牛顿运动定律的应用

牛顿运动定律在生产实践和科学研究中有着广泛的运用，本节将通过举例
来说明如何运用牛顿运动定律．首先有必要对牛顿运动定律的运用条件以及相
关问题加以阐述．

（１）牛顿运动定律的适用范围：牛顿运动方程式（２ ２）只适用于质点模型，

因此实际研究对象是可视为质点的物体；牛顿运动定律只适用惯性参考系（后面
将有专门阐述）；牛顿运动定律只适用于低速运动（相对光速而言）的宏观物体．

（２）式（２ ２）描述的是物体受外力与物体获得加速度的瞬时对应关系．物
体所受外力发生变化，加速度也随即发生变化，外力为零则加速度亦为零．

（３）力满足叠加性原理，加速度亦满足叠加性原理．即作用在质点上各分力
所产生的加速度之和等于合外力作用在质点上所产生的合加速度．

（４）牛顿运动方程式（２ ２）是矢量式．在具体应用时，需要在适当坐标系中
表示为坐标分量的形式，然后联立求解．例如，在直角坐标系中方程（２ ２）的形
式为

Ｆｘ＝ｍｄｖｘ

ｄｔ＝ｍｄ２ｘ
ｄｔ２

Ｆｙ＝ｍｄｖｙ

ｄｔ＝ｍｄ２ｙ
ｄｔ２ （２ ３）

Ｆｚ＝ｍｄｖｚ

ｄｔ＝ｍｄ２ｚ
ｄｔ２
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在自然坐标系中方程（２ ２）的形式为

Ｆτ＝ｍａτ＝ｍｄｖ
ｄｔ

Ｆη＝ｍａη＝ｍｖ２

ρ

（２ ４）

式中的Ｆτ和Ｆη 分别表示物体受到的切向合力和法向合力．

例２ １　在光滑的水平地面上放一质量为Ｍ 的楔块，楔块的底角为θ，今在其光滑的斜

边上放一质量为ｍ的小物体见图２ １，求小物体沿楔块下滑时对地面和对楔块的加速度．

图２ １　例２ １图

解　分别选取Ｍ 和ｍ 为研究对象，画出各物体受力情况．如图所示，在地面上建立直角
坐标系，设ｍ相对地的加速度为ａ，ｍ相对Ｍ 的加速度为ａ′，Ｍ 相对地的加速度为ａ０，由相

对运动有

ａ＝ａ′＋ａ０ （１）

ｘ方向： ａｘ＝ａｘ′－ａ０＝ａ′ｃｏｓθ－ａ０ （２）

ｙ方向： ａｙ＝ａｙ′＝－ａ′ｓｉｎθ （３）

对ｍ应用牛顿定律：

ｘ方向： Ｎｓｉｎθ＝ｍａｘ （４）

ｙ方向： Ｎｃｏｓθ－ｍｇ＝ｍａｙ （５）

利用式（２），（３）可得：

Ｎｓｉｎθ＝ｍａ′ｃｏｓθ－ｍａ０ （６）

Ｎｃｏｓθ－ｍｇ＝－ｍａ′ｓｉｎθ （７）

对Ｍ 用牛顿定律：

ｘ方向： Ｎｓｉｎθ＝Ｍａ０ （８）

由式（６），（７），（８）解得：

ａ′＝
（Ｍ＋ｍ）ｓｉｎθ
Ｍ＋ｍｓｉｎ２θｇ

ａ０＝ ｍｓｉｎθｃｏｓθ
Ｍ＋ｍｓｉｎ２θｇ

∴ ａ＝ ａｘ
２＋ａｙ槡 ２＝ｓｉｎθ Ｍ２＋ｍ（２Ｍ＋ｍ）ｓｉｎ２槡 θ

Ｍ＋ｍ２ｓｉｎ２θ ｇ
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例２ ２　由地面沿铅直方向发射质量为ｍ的宇宙飞船，见图２ ２．试求宇宙飞船能脱

离地球引力所需的最小初速度．不计空气阻力及其他作用力．
解　选宇宙飞船为研究对象，取坐标轴向上为正．飞船只受地球引力作用，根据万有引力

定律，地球（质量为Ｍ）对飞船（质量为ｍ）引力的大小为

图２ ２　例２ ２图

Ｆ＝ＧＭｍ
ｘ２ （１）

用Ｒ表示地球的半径，把Ｇ＝ｇＲ２

Ｍ
代入式（１），得

Ｆ＝ｍｇＲ２

ｘ２ （２）

由牛顿运动方程有

ｍｄｖ
ｄｔ＝－ｍｇＲ２

ｘ２

即

ｄｖ
ｄｔ＝－ｇＲ２ １

ｘ２ （３）

将

ｄｖ
ｄｔ＝ｄｖ

ｄｘ
·ｄｘ

ｄｔ＝ｖｄｖ
ｄｘ

代入式（３）分离变量得

ｖｄｖ＝－ｇＲ２ｄｘ
ｘ２

设飞船在地面（ｘ≈Ｒ）发射时的初速为ｖ０，在ｘ处的速度为ｖ，将上式积分

∫
ｖ

ｖ０
ｖｄｖ＝∫

ｘ

Ｒ
－ｇＲ２ｄｘ

ｘ２

得

ｖ２＝ｖ０
２－２ｇＲ２ １

Ｒ－１（ ）ｘ
飞船要脱离地球引力的作用，即意味着飞船的末位置ｘ趋于无限大而ｖ≥０．把ｘ→∞时ｖ＝０
代入上式，即可求得飞船脱离地球引力所需的最小初速度（取地球的平均半径为６３７０ｋｍ）．

ｖ０＝ ２ｇ槡 Ｒ＝１１．２ｋｍ·ｓ－１

这个速度称为第二宇宙速度．

理论计算表明，物体从地球表面附近以ｖ０＝ ｇ槡Ｒ＝７．９ｋｍ·ｓ－１的速度沿

水平方向发射后，物体将沿地面而绕地球做圆周运动，成为人造地球卫星，这个
速度称为第一宇宙速度．而物体从地球表面附近以ｖ＝１６．７ｋｍ·ｓ－１的速率发

射时，物体不仅能脱离地球引力，而且还能脱离太阳引力，这速度称为第三宇宙
速度．
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例２ ３　在实验室测液体的粘滞系数时，将质量为ｍ，半径为ｒ，密度为ρ的小球放入某

种液体中由静止落下，设液面无限宽，液体粘滞系数为η．按照斯托克斯定律，液体对小球的

粘滞阻力为

ｆ＝６πηｒｖ

ｖ为小球在液体中下落的速度，求小球的运动方程．
解　取小球为研究对象，小球受到重力ｍｇ，浮力Ｂ，液体的粘滞力ｆ，各力方向如图２ ３

所示．取竖直向下方向为ｘ轴的正向，则小球的运动微分方程为

图２ ３　例２ ３图

ｍｇ－Ｂ－ｋｖ＝ｍｄｖ
ｄｔ

式中ｋ＝６πηｒ，分离变量两边积分（注意初始条件ｔ＝０，ｖ＝０）

∫
ｖ

０

ｄｖ
ｖ－Ｋ ＝∫

ｔ

０
－ ｋ

ｍｄｔ

式中Ｋ＝ｍｇ－Ｂ
ｋ

，可得

ｌｎ（ｖ－Ｋ）－ｌｎ（－Ｋ）＝－ｋ
ｍｔ

即有

ｖ＝Ｋ（１－ｅ－ｋ
ｍｔ） （１）

将ｖ＝ｄｘ
ｄｔ
代入式（１），分离变量积分（注意初始条件ｔ＝０，ｘ＝０）

∫
ｘ

０
ｄｘ＝∫

ｔ

０
Ｋ（１－ｅ－ｋ

ｍｔ）ｄｔ

得运动方程

ｘ＝Ｋｔ－Ｋ ｍ
ｋ

（１－ｅ－ｋ
ｍｔ）＝ｍｇ－Ｂ

ｋ ｔ－ｍ（ｍｇ－Ｂ）
ｋ２ （１－ｅ－ｋ

ｍｔ） （２）

由式（１），令ｔ→∞，小球将以ｖｍ 匀速下落，ｖｍ＝Ｋ＝ｍｇ－Ｂ
ｋ ．

例２ ４　如图２ ４所示，长为ｌ的细绳，一端系有质量为ｍ的小球，另一端系于定点Ｏ．

图２ ４　例２ ４图

开始时小球处于最低位置．令其初速度为ｖ０，使小球在竖直平

面内作圆周运动．求小球在任意位置的速率及绳的张力．
解　在任意时刻ｔ小球受到重力ｍｇ和绳的张力Ｔ 作用，

绳与竖直方向成θ角．应用牛顿第二定律列出运动微分方程：

切向： －ｍｇｓｉｎθ＝ｍｄｖ
ｄｔ

（１）

法向： Ｔ－ｍｇｃｏｓθ＝ｍｖ２

ｌ
（２）

式（１）和（２）中有四个变量Ｔ，ｖ，ｔ，θ，先采用变量换元方法消去

某些变量，这时宜消去式（１）中的时间变量ｔ．将
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ｄｖ
ｄｔ＝ｄｖ

ｄθ
ｄθ
ｄｔ＝ωｄｖ

ｄθ＝ｖ
ｌ

ｄｖ
ｄθ

代入式（１）并分离变量，得

ｖｄｖ＝－ｇｌｓｉｎθｄθ
利用初始条件ｔ＝０，ｖ＝ｖ０，θ＝０积分

∫
ｖ

ｖ０
ｖｄｖ＝－∫

θ

０
ｇｌｓｉｎθｄθ

得

ｖ＝ ｖ０
２＋２ｇｌ（ｃｏｓθ－１槡 ） （３）

再将式（３）代入式（２）得

Ｔ＝ｍ ｖ０
２

ｌ －２ｇ＋３ｇｃｏｓ（ ）θ

从以上几个应用实例可见，应用牛顿运动定律解题一般遵循以下几个基本
步骤和方法：

（１）选取所研究对象．
（２）对研究对象进行受力分析，往往采用隔离物体法和整体分析法．
（３）根据问题的需要，建立相应的坐标系．
（４）列出牛顿定律的坐标分量方程．
（５）联立方程，根据题中初始条件求解．
值得注意的是受力分析时，要选取物体任意时刻或任意位置（而不是特定的

情况）进行分析．由牛顿运动方程求解时往往先求出一般解，然后再代入特定条
件（如特定时刻、特定位置）求出特定解．

２．２　惯性系　非惯性系与惯性力

在运动学中，描述一个物体的运动往往要选取另一个物体作为参考系，这里
参考系的选择视问题的需要和方便，参考系的选择可以是任意的，尽管同一物体
的运动在不同参考系中来描述所得到的运动形式不同，但都是有意义的．然而在
动力学中，应用牛顿运动定律研究物体的运动时，参考系不能任意选择，这是因
为牛顿运动定律只适用于某些特定的参考系．下面通过例子来说明．
如图２ ５所示，在车厢内的光滑桌面上放置一小球，显然小球所受合外力

Ｆ＝０．当车厢以加速度ａ０ 向右运动时，地面的观察者（以地面为参考系）看到小

４３ 大学物理学



球相对地面仍然不动，因为小球受合外力为零，相对地面的加速度为零，故对于
地面参考系，牛顿运动定律是成立的（Ｆ＝０，ａ０＝０）．但车厢内观察者以车厢为
参考系，看到小球以加速度ａ′＝－ａ０ 向左运动，而小球受合力依然为零，因此

Ｆ′＝０，而ａ′＝－ａ０≠０，这说明以车厢为参考系，牛顿定律是不成立的．

图２ ５　惯性系和非惯性系

凡是牛顿运动定律成立的参考系，称为惯性参考系，简称惯性系；牛顿运动
定律不成立的参考系称为非惯性系．一个参考系是否为惯性系，只有通过实验和
观察的结果来确定．上例中地面是个惯性系．若车厢相对地面作匀速直线运动，

则无论以地面为参考系或是以车厢为参考系来观察小球的运动都符合牛顿定

律，此时地面和车厢都是惯性系，这说明相对惯性系做匀速直线运动的参考系都
是惯性系，而相对惯性系做变速运动的参考系，是非惯性系．
值得注意的是，虽然地面参考系在研究地面物体运动时得到很好的应用，但

是天文学的观察和理论都证明，地面并不是一个严格的惯性系．若以太阳中心作
为参考系，应用牛顿定律，将比地面参考系更精确，这是因为地球有自转加速度
和绕太阳公转加速度的缘故，因此相对于太阳参考系来说不是一个严格的惯性
系．同理，太阳又绕银河系中心转动，因此银河系中心又是比太阳更严格的惯
性系．
尽管在非惯性系中牛顿运动定律不成立，但在实际问题中，我们常常遇到非

惯性系，并希望能直接在非惯性系中应用牛顿运动定律来分析和解决动力学问
题．为此，必须引入惯性力的概念．
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如图２ ６所示，一车厢以加速度ａ０ 相对地面（惯性系）运动，车厢内平台上
有一质量为ｍ的物体，受合外力Ｆ相对车厢（非惯性系）以加速度ａ′运动，则地
面上观察ｍ的加速度为

ａ＝ａ０＋ａ′

图２ ６　惯性力

在地面参考系中，牛顿定律成立：

Ｆ＝ｍａ＝ｍ（ａ０＋ａ′） （２ ５）
由式（２ ５）变形可得：

Ｆ－ｍａ０＝ｍａ′ （２ ６）
与式（２ ２）比较，可以将Ｆ′＝Ｆ－ｍａ０ 视为物

体在车厢非惯性系中所受的“合力”．即在非惯
性系中，物体除了受那些实际作用力Ｆ之外，还有惯性力Ｆｉ＝－ｍａ０．惯性力的
大小为ｍａ０，方向与ａ０ 方向相反．特别注意的是，惯性力是非惯性系中观察者所
假想的力，不是真实的力，因为找不到施力物体，也无反作用力．这样在非惯性系
中可以直接得到牛顿第二定律的形式：

Ｆ＋Ｆｉ＝ｍａ′ （２ ７）
可见当要在非惯性系中直接应用牛顿定律形式来处理动力学问题，除了考虑物
体受到真实力外，还必须考虑惯性力．
在图（２ ５）中，车厢内的观察者看到小球向左加速运动，可认为是由于小球

受到惯性力（－ｍａ０）的作用．这就是在车厢参考系中运用牛顿定律所得的结论．
下面讨论几个惯性力实例．
超重与失重　如图２ ７所示，质量为ｍ的人站在升降机内的台秤上，当升

图２ ７　超重和失重

降机相对地静止时，台秤的示数为ｍｇ，台秤对人的支撑
力Ｎ（台秤示数）与人的重量ｍｇ平衡．当升降机相对地以
加速度ａ上升时，在升降机这个非惯性系中的人相对升
降机静止，此时人除受到重力和支承力外，还应考虑一惯
性力（方向与ａ反向）Ｆｉ＝－ｍａ，三力平衡，则有

Ｎ－ｍｇ＋（－ｍａ）＝０
秤给人的支承力

Ｎ＝ｍｇ＋ｍａ＞ｍｇ
即人对台秤的有效重力（台秤示值）大于人的重量，这叫
超重；当升降机以ａ向下加速度运动时，同上可得：

Ｎ＝ｍｇ－ｍａ＜ｍｇ
台秤的示值小于人的重量，这叫做失重．若ａ＝ｇ，人的重量减为零，人处于完全

６３ 大学物理学



失重状态．当宇航员在太空站工作和返地过程中处于失重状态．超重与失重对人
体机能有一定影响，因此模拟超重与失重是训练宇航员的科目之一．
惯性离心力　如图２ ８所示，一质量为ｍ 的小球通过一轻质弹簧与光滑

图２ ８　惯性离心力

圆盘中心相连，小球相对圆盘静止，且随圆盘绕中
心轴以角速度ω转动．从地面参考系（惯性系）来
看，小球受到弹簧的拉力就是提供其做匀速圆周
运动的向心力，其大小为ｍω２Ｒ．若以圆盘为参考
系来看，小球明显受到弹簧拉力，但又静止无加速
度，故与牛顿定律相矛盾，因此转动的圆盘是非惯
性系．在转盘参考系中要使小球平衡（满足牛顿定
律），必须设想一个附加力ｆｉ，其大小为ｍω２Ｒ，方
向与向心加速度方向相反，如图２ ８所示，ｆｉ 即

称为惯性离心力．

２．３　ＳＩ中的单位和量纲

物理学中有许多物理量，用来表征物质的状态属性和描述物质运动规律中
的不同特征．如力学中的长度、时间、质量、速度、加速度、功等，这些量之间由一
定的物理规律相互联系着．为了计算的严谨和交流方便，人们从众多的物理量中
选取一组彼此独立的物理量，称作为基本物理量，将它们的单位称作基本单位，
再由有关定义或定律便可以导出其他的物理量，这些物理量称为导出量，导出量
的单位都是基本单位的组合，称为导出单位．由基本单位和由它们组成的导出单
位构成一套完整的单位制．由于基本量和它们的单位选取不同，就组成不同的单
位制．１９６０年第１１届国际计量大会通过并确定了世界通用的一套单位制，称为
国际单位制，简称ＳＩ．
国际单位制中的力学的基本量是长度、质量和时间，对应的三个基本单位是

米（ｍ）、千克（ｋｇ）和秒（ｓ），由它们可导出速度和加速度等物理量的单位，分别为

ｍ·ｓ－１和ｍ·ｓ－２，等等．
由上述可见，导出量可用基本量的组合来表示，我们可以用一套符号语言来

定性地且直观地表示一个物理量是由哪些基本量导出的，如用符号Ｌ，Ｍ，Ｔ 分
别表示长度、质量和时间这三个基本量，则速度可表示为ＬＴ－１，加速度可表示
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为ＬＴ－２，等等．像这样表示一个物理量怎样由基本量组成的式子称为该物理量
的量纲．下面列出速度（ｖ）、加速度（ａ）、动量（ｐ）、力（Ｆ）的量纲：

［ｖ］＝
［ｓ］
［ｔ］＝ＬＴ－１

［ａ］＝
［ｖ］
［ｔ］＝ＬＴ－２

［ｐ］＝［ｍ］［ｖ］＝ＬＭＴ－１

［Ｆ］＝［ｍ］［ａ］＝ＬＭＴ－２

利用量纲可以确定同一物理量在不同单位制之间的单位换算、检验物理公式和
运算结果的正确性．

思考题

２ １　试回答下列问题．
（１）物体受到几个力的作用时，是否一定产生加速度？
（２）若物体的速度很大，是否意味着其他物体对它作用的合外力也一定很大？
（３）物体运动的方向和合外力的方向总是相同的，此结论是否正确？
（４）物体运动时，如果它的速率不改变，它所受的合外力是否为零？

２ ２　有人说：“人推动了车是因为推车的力大于车反推人的力．”这话对吗？为什么？

２ ３　有人认为牛顿第一定律是牛顿第二定律的特例，即合力为零的情形，那么为
何还要单独的牛顿第一定律呢？

２ ４　有人说：“质量是物体惯性的量度”，也有人说：“质量是物质多少的量度”，这
样理解是否妥当？

２ ５　图（ａ）中小球用轻弹簧Ｏ１Ａ与轻绳Ｏ２Ａ系住，图（ｂ）中小球用轻绳Ｏ１′Ｂ与Ｏ２′Ｂ系
住，今剪断Ｏ２Ａ绳和Ｏ２′Ｂ绳．试求在刚剪断的瞬时，Ａ球与Ｂ球的加速度量值和方向．

思考题２ ５图
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２ ６　两质量均为ｍ的小球穿在一光滑圆环上，并由一轻绳相连，环竖直放置，在如
图所示位置由静止释放．试问释放瞬时绳上张力为多少？

　　　　思考题２ ６图 思考题２ ７图

２ ７　在升降机的天花板上固定一单摆，当升降机静止时，让摆球Ｂ从θ０角处摆下．
（１）当摆球摆到最高点时，升降机以重力加速度ｇ下落，问摆球相对于升降机如何运动？
（２）当摆球摆到最低点时，升降机以ｇ下落，问摆球相对升降机如何运动？

思考题２ １０图

（３）若升降机以－ｇ加速度上升，则摆球相对升降机又如何运动？

２ ８　惯性力是怎样产生的？它有没有反作用力？为什么要引入
惯性力？惯性力的方向和数值取决于什么因素？

２ ９　汽车急转弯时人往往要向外倾倒，有人说这是离心力作用
的缘故，这种说法对吗？

２ １０　将木块置于盛水银的杯中，水银面与杯口齐平，当杯子由
静止开始以加速度ａ上升时，水银是否会溢出，溢出多少？

２ １１　绳子通过两个定滑轮，在绳的两端分别挂着两个完全相同的物体，开始时，

它们处在同一高度如图所示．然后给右边的物体一速度，使它在平衡位置来回摆动，试问
左边的物体能否保持静止？如果不能保持静止，它将如何运动？

思考题２ １１图
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习题２

２ １　一名宇航员将去月球，他带有一个弹簧秤和一个质量为１．０ｋｇ的物体Ａ，到
达月球上某处时，他拾起一块石头Ｂ，挂在弹簧秤上，其读数与地面上挂Ａ时相同．然后，

他把Ａ和Ｂ 分别挂在跨过轻滑轮轻绳的两端，若月球表面的重力加速度为１．６７ｍ·ｓ－２，

问石块Ｂ将如何运动？

２ ２　竖直而立的细Ｕ形管里面装有密度均匀的某种液体．Ｕ 形管的横截面粗细均
匀，两根竖直细管相距为ｌ，底下的连通管水平．当Ｕ 形管在如图所示的水平方向上以加
速度ａ运动时，两竖直管内的液面将产生高度差ｈ．若假定竖直管内各自的液面仍然可以
认为是水平的，试求两液面的高度差ｈ．

　　　　　　题２ ２图 题２

４图

２ ３　桌上有一质量Ｍ 的板，板上放一质量为ｍ 的另一物体，设物体与板、板与桌

面之间的摩擦系数均为μ．要将板从物体下面抽出，至少需要多大的水平力？

２ ４　顶角为２θ的直圆锥体，底面固定在水平面上，如图所示，质量为ｍ 的小球系

在绳的一端，绳的另一端系在圆锥的顶点，绳长为ｌ，且不能伸长，质量不计，圆锥面是光

滑的，今使小球在圆锥面上以角速度ω绕Ｏｈ轴匀速转动，求（１）锥面对小球的支持力Ｎ
和细绳的张力Ｔ ；（２）当ω增大到某一值ω０时小球将离开锥面，这时ω０及Ｔ各是多少？

２ ５　一桶水以角速度ω绕铅直轴做匀速转动，试证明当水与水桶处于相对静止

时，桶内水的自由面形状是一个旋转抛物面．

２ ６　质量为ｍ的质点在合力Ｆ＝Ｆ０－ｋｔ（Ｆ０，ｋ均为常量）的作用下做直线运动，求：

（１）质点的加速度；

（２）质点的速度和位置（设质点开始时静止于坐标原点处）．

２ ７　一滑水运动员在湖面上做滑水表演，设运动员与滑板的质量为ｍ，在ｔ＝０时

受到一个随时间变化的力Ｆ＝Ａｔ的作用，其中Ａ是常量．假定Ｆ与水平面之间的夹角始

终保持为θ，求：

（１）滑板离开水面时的速度；
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（２）滑板在这段时间内通过的路程．
２ ８　质量为ｍ的质点沿ｘ轴正方向运动，设质点通过坐标ｘ位置时速率为ｋｘ（ｋ
为比例系数），求：

（１）此时作用于质点的力；
（２）质点由ｘ＝ｘ０处出发，运动到ｘ＝ｘ１处所需要的时间．

２ ９　气缸活塞质量为ｍ（如图所示），受力ｆ（ｘ）沿ｘ轴正向，且ｆ（ｘ）＝ｋ
ｘ

，ｋ为常

数．若活塞在ｘ０处以速度ｖ０压缩气体，问活塞停止在什么地方？

题２ ９图

２ １０　质量为ｍ 的质点沿半径为Ｒ 的圆周按规律ｓ＝ｖ０ｔ＋
１
２ｂｔ

２运动，其中ｓ是路程，ｔ是时间，ｖ０，ｂ均为常量．求ｔ时刻作用

于质点的切向力和法向力．
２ １１　星体自转的最大转速发生在其赤道上的物质所受向
心力正好全部由引力提供之时．求：

（１）星体可能的最小自转周期，设星体的密度为ρ．
（２）行星密度一般约为３．０×１０３ｋｇ·ｍ－３，求其可能最小自转周期．
（３）有的中子星自转周期为１．６ｍ·ｓ－１，若它的半径为１０ｋｍ，则该中子星的质量至

少多大（以太阳质量为单位）？

２ １２　质量为ｍ 的子弹以速度ｖ０ 水平射入沙土中，设子弹所受阻力与速度反向，

大小与速度成正比，比例系数为Ｋ，忽略子弹的重力，求：

（１）子弹射入沙土后，速度随时间变化的函数式；

（２）子弹进入沙土的最大深度．

２ １３　已知一质量为ｍ的质点在ｘ轴上运动，质点只受到指向原点的引力的作用，

引力大小与质点离原点的距离ｘ的平方成反比，即ｆ＝－ｋ／ｘ２，ｋ是比例常数．设质点在

ｘ＝Ａ时的速度为零，求ｘ＝Ａ／４处的速度的大小．
２ １４　飞机降落时着地速度ｖ０＝９０ｋｍ·ｈ－１，方向与地面平行，飞机与地面间的摩

擦系数μ＝０．１０，迎面空气阻力为Ｃｘｖ２，升力为Ｃｙｖ２（ｖ是飞机在跑道上的滑行速度，Ｃｘ和

Ｃｙ均为常数）．已知飞机的升阻比Ｋ＝Ｃｙ／Ｃｘ＝５，求飞机从着地到停止这段时间所滑行的

距离．（设飞机刚着地时对地面无压力）

２ １５　质量为ｍ的雨滴下降时，因受空气阻力，在落地前已是匀速运动，其速率为

５．０ｍ·ｓ－１．设空气阻力大小与雨滴速率的平方成正比，问：当雨滴速率为４．０ｍ·ｓ－１

时，其加速度ａ多大？

２ １６　质量为ｍ的小球，在水中受的浮力为常力Ｆ，当它从静止开始沉降时，受到

水的粘滞阻力为ｆ＝ｋｖ（ｋ为常数）．证明小球在水中竖直沉降的速度ｖ与时间ｔ的关系为

ｖ＝ｍｇ－Ｆ
ｋ

（１－ｅ－ｋｔ／ｍ），
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式中ｔ为从沉降开始计算的时间．
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第３章　动量　动量定理

动量是描述物质动力学性质的基本物理量，动量的概念在牛顿定律建立之
前已提出．牛顿运动定律描述力与物体运动状态的瞬时关系．若力作用于物体一
段时间，物体的动量将发生改变．本章将从牛顿定律出发，讨论力的时间积累效
应，介绍动量、动量定理、质点系的动量定理和动量守恒定律．

３．１　动量　冲量　动量定理

在牛顿运动定律诞生以前，力学已经有一定的发展，特别是对碰撞问题已有

比较系统的研究，人们认识到力对物体作用时产生的“时效”与物体的速度成正
比，且物体质量越大，物体运动的量就越大．为了度量物体做机械运动的“运动
量”，人们引入了动量的概念，即把物体的质量与速度的乘积称为动量，用ｐ来
表示．

ｐ＝ｍ瓫
动量是矢量，它的方向和速度方向相同．其单位在ＳＩ中是ｋｇ·ｍ·ｓ－１．事实上，

牛顿在他首次提出牛顿第二定律时是用动量形式表述的：

Ｆ＝ｄｐ
ｄｔ

（３ １）

上式表明，作用在质点上的合外力等于质点动量随时间的变化率．式（３ １）即为
牛顿第二定律的另一种形式．当质量不变时，有

Ｆ＝ｄ（ｍ瓫）
ｄｔ ＝ｍｄ瓫

ｄｔ＝ｍａ

这就回到了我们常见的形式式（２ ２）．可见式（２ ２）仅仅适用于质量恒定质点
的运动；而式（３ １）还适用于变质量的运动问题，见３．３节变质量问题．



式（３ １）反映了质点动量的瞬时变化率与外力的关系．若外力Ｆ对物体作
用持续一段时间，可由式（３ １）进一步确定在任意一段时间内物体的动量改变
与外力作用的关系．将式（３ １）改写成

Ｆｄｔ＝ｄｐ
两边积分得

∫
ｔ

ｔ０
Ｆｄｔ＝∫

ｐ

Ｐ０

ｄｐ＝ｐ－ｐ０ ＝ｍ瓫－ｍ瓫０ （３ ２）

ｐ与ｐ０ 分别为物体在末时刻ｔ与初时刻ｔ０ 的动量，将力对时间的积分用一矢量

Ｉ表示，即

Ｉ＝∫
ｔ

ｔ０
Ｆｄｔ

并称为力在该段时间内的冲量．在ＳＩ中冲量的单位为Ｎ·ｓ．则有

Ｉ＝ｐ－ｐ０ （３ ３）
上式说明，物体所受外力的冲量，等于这物体动量的增量．这就是质点的动量定
理．式（３ ２）左边是力对时间的积分，即所谓力在时间上的积累（是过程量）；右
边为在力作用时间段始末时刻物体的动量（是状态量）的改变量．因此人们常常
这样表述动量定理：力的时间积累效应是使物体动量发生变化．
动量定理尽管由牛顿运动第二定律导出，但在某些实际应用中，比直接应用

牛顿定律更加方便和有效．特别是在碰撞和打击问题中，物体之间的作用时间极
短，但力很大而且是变化的，这种力通常称为冲力，冲力随时间的变化非常复杂，
如图３ １所示，冲力的瞬时值难以测量，但由于动量的变化有确定值，物体间作
用时间间隔可以测定，因而用动量定理可以求出一个物体所受冲量或平均冲力：

图３ １　平均冲力

Ｆ＝ １
ｔ－ｔ０∫

ｔ

ｔ０
Ｆｄｔ

Ｆ（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０
Ｆｄｔ＝ｍ瓫－ｍ瓫０

Ｆ＝Δｐ
Δｔ

Ｆ表示平均冲力，了解平均冲力在工程设计与计算
以及生产安全等问题中都很重要．
值得注意的是式（３ ３）是矢量式，在具体应用时，往往要把矢量投影到坐标

轴方向，用分量方程计算，如在直角坐标系中动量定理可写为
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Ｉｘ ＝∫
ｔ

ｔ０
Ｆｘｄｔ＝ｍｖｘ －ｍｖ０ｘ

Ｉｙ ＝∫
ｔ

ｔ０
Ｆｙｄｔ＝ｍｖｙ －ｍｖ０ｙ

Ｉｚ ＝∫
ｔ

ｔ０
Ｆｚｄｔ＝ｍｖｚ－ｍｖ０ｚ

（３ ４）

３．２　质点系的动量定理 动量守恒定律

在力学中，经常需要把多个质点当作一个整体来研究，这样由多个质点组成
的系统称为质点系．一般情况下，质点系内各质点之间有相互作用力，称为内力，
质点系外的其他物体对系统内质点的作用力，称为系统的外力．下面先以两个质
点组成的系统为例讨论作用力与系统的动量变化情况，然后将结论推广到一般．
质量分别为ｍ１ 和ｍ２ 的两个质点，相互作用内力为ｆ１２与ｆ２１，各自同时又

受到外力Ｆ１ 与Ｆ２ 的作用，如图３ ２所示，设在ｔ０ 时刻两质点的速度分别为瓫１０

和瓫２０，ｔ时刻的速度分别为瓫１ 和瓫２．

图３ ２　质点系受力图

将动量定理式（３ ２）分别应用于这两个质点，得

∫
ｔ

ｔ０

（Ｆ１＋ｆ１２）ｄｔ＝ｍ１瓫１－ｍ１瓫１０ （３ ５）

∫
ｔ

ｔ０

（Ｆ２＋ｆ２１）ｄｔ＝ｍ２瓫２－ｍ２瓫２０ （３ ６）

考虑到ｆ１２与ｆ２１是一对内力，即ｆ１２＝－ｆ２１，将上两式相加得
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∫
ｔ

ｔ０

（Ｆ１＋Ｆ２）ｄｔ＝ （ｍ１瓫１＋ｍ２瓫２）－（ｍ１瓫１０＋ｍ２瓫２０）

上式表明，两物体的总动量的改变只决定于合外力的冲量而与内力无关．尽管内
力使系统内单个质点的动量变化，但对系统的总动量却没有影响．
上述结果可推广到任意多个质点所组成的系统．设系统由ｎ个质点组成，其

中第ｉ个质点受到的合外力为Ｆｉ，受到的合内力为ｆｉ，对质点ｉ应用动量定理有

∫
ｔ

ｔ０

（Ｆｉ＋ｆｉ）ｄｔ＝ｍｉ瓫ｉ－ｍｉ瓫ｉ０ （３ ７）

对系统中ｎ个类似式子求和，得：

∫
ｔ

ｔ０

（∑Ｆｉ＋∑ｆｉ）ｄｔ＝ ∑（ｍｉ瓫ｉ）－∑（ｍｉ瓫ｉ０） （３ ８）

由于系统中任意两个质点之间的内力之和为零，因此∑ｆｉ ＝０，所以对系统有

∫
ｔ

ｔ０

（∑Ｆｉ）ｄｔ＝ （∑ｍｉ瓫ｉ）－（∑ｍｉ瓫ｉ０） （３ ９）

上式表明，在任意一段时间间隔内，质点系的总动量的改变（或增量）等于在这段
时间内作用在系统上合外力的冲量．这就是质点系的动量定理．

在式（３ ９）中，若质点系统所受合外力∑Ｆｉ ＝０，则有

∑ｍｉ瓫ｉ ＝ ∑ｍｉ瓫ｉ０

或

∑ｍｉ瓫ｉ ＝ 恒量 （３ １０）

这表明，当作用于质点系的合外力为零时，质点系的总动量保持不变．这一
结论称为动量守恒定律．
应用动量守恒定律处理问题时，应注意以下几点：

（１）动量守恒的条件为合外力为零，∑Ｆｉ＝０，而不是合外力的冲量为零，

即∫
ｔ

ｔ０
∑（Ｆｉ）ｄｔ＝０，这两者是有区别的．合外力的冲量为零，只能说明过程中

的始、末两时刻系统的动量相等，并不能保证该过程中每一时刻系统动量都保持
不变．例如某小球作一个完整的圆锥摆运动，此过程作用于小球的合外力冲量为
零，因此始、末时刻质点的动量相等，但是过程中的每个时刻质点速度方向都在
变化，质点动量是不守恒的．

（２）内力作用不改变系统的总动量，但是却改变系统中各质点的动量，也就
是说系统中各质点间动量的转移和交换是通过内力作用完成的．

（３）通常系统受合外力严格为零的情况很少．在处理实际问题时，若系统内
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力远比外力大时，则可近似地用动量守恒定律来处理．例如碰撞、爆炸等过程都
属于这种情况．

（４）动量守恒定律表达式（３ １０）是矢量式，实际运算时常用坐标分量式，
如在直角坐标系中有：

当　　　　 ∑Ｆｉｘ ＝０，　　　∑ｍｉｖｉｘ ＝ 常量

当　　　　 ∑Ｆｉｙ ＝０，　　　∑ｍｉｖｉｙ ＝ 常量 （３ １１）

当　　　　 ∑Ｆｉｚ ＝０，　　　∑ｍｉｖｉｚ ＝ 常量

从上式可见，即使系统受合外力不为零，但如果在某方向上合外力的分量为零，
则在该方向上的总动量的分量是守恒的．

（５）动量守恒定律不适用于非惯性系，因此质点系中各质点的动量应当是
相对于同一惯性系而言的．

（６）尽管动量守恒定律可由牛顿运动定律导出，但它是比牛顿运动定律更
普遍适用的规律，不仅适用于宏观低速运动的物体，还适用于微观高速运动的
物体．

例３ １　炮车以θ＝３０°的仰角发射一颗炮弹，已知炮车质量Ｍ＝５０００ｋｇ，炮弹质量ｍ＝

１００ｋｇ，炮弹对炮车的出口速度为３００ｍ·ｓ－１，（１）求炮车的反冲速度Ｖ（不计炮车与地面的

摩擦）；（２）设炮车在倒退后与缓冲垫相互作用时间为２ｓ，求垫子受的平均冲力．

图３ ３　例３ １示意图

解　由炮车和炮弹组成的系统，在发射炮弹时，受到的外力有重力和地面对炮车的支承力．
（１）当炮弹向右上方发射时，炮车有向左下方运动的趋势，但沿竖直方向的运动为地面

所阻挡，这时地面对炮车的支承力突然变大而成为冲力，并大于重力，系统沿竖直方向的动量

不守恒；在水平方向，系统不受外力作用，故系统水平方向的动量守恒．以地面为参考系来分

析炮弹和炮车的速度，发射前，两者速度均为零，炮弹脱离炮口时，已知炮弹相对于炮口的速

度为瓫，设炮弹相对于地面的速度为瓫′，炮车的反冲速度为Ｖ，则它们的矢量关系如图所示，

根据相对运动速度合成定理有

瓫′＝瓫＋Ｖ
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其水平分量为 ｖ′水平＝ｖｃｏｓθ－Ｖ
系统水平方向动量守恒，即

－ＭＶ＋ｍ（ｖｃｏｓθ－Ｖ）＝０

Ｖ＝ ｍ
Ｍ＋ｍｖｃｏｓθ＝ １００

５０００＋１００×３００×槡３
２＝５．０９ｍ·ｓ－１

（２）炮车倒退时缓冲垫给与的平均冲力为

Ｆ＝０－（－ＭＶ）
Δｔ ＝５０００×５．０９

２ ＝１２７２５Ｎ

例３ ２　一重锤从高度ｈ＝１．５ｍ处自静止下落，锤与被加工的工件碰撞后末速为０．若打

图３ ４　例３ ２图

击时间Δｔ分别为１０－１ｓ，１０－２ｓ，１０－３ｓ和１０－４ｓ，试计算这几种情形下

平均冲击力与重力的比值．
解　选取如图３ ４所示的ｚ坐标．重锤ｍ与工件撞击前的速度ｖ０

＝－ ２ｇ槡 ｈ，撞击后的速度ｖｚ＝０．在撞击时间Δｔ内，重锤给工件的冲击

力Ｎ和重力ｍｇ在起作用．根据质点动量定理，有

∫
Δｔ

０
（Ｎ－ｍｇ）ｄｔ＝ｍｖｚ－ｍｖ０ ＝ｍ ２ｇ槡 ｈ

ＮΔｔ－ｍｇΔｔ＝ｍ ２ｇ槡 ｈ

Ｎ
ｍｇ ＝１＋ １

Δｔ
２ｈ槡ｇ ＝１＋０．５５

Δｔ
以Δｔ各值代入，计算结果列表如下：

Δｔ（ｓ） １０－１ １０－２ １０－３ １０－４

Ｎ／ｍｇ ６．５ ５６ ５．５×１０２ ５．５×１０３

　　计算结果表明，撞击作用持续时间愈短，平均冲击力Ｎ 与重力之比就愈大．若持续的时
间只有１０－４秒时，Ｎ比ｍｇ要大５５００倍，相比之下重力（系统的外力）微不足道．因此在实际
碰撞、打击和爆炸等实际问题中忽略这类有限大小的外力是合理的．

３．３　变质量问题（火箭）

系统的动量守恒是质量与速度之积的守恒．若系统的内部质量发生流动或
变化时，则会引起系统内部各部分质量的速度和动量也相应发生变化，这就是所
谓的变质量问题．此类问题在自然界和人们生产实际中很常见，如雨滴下落过程
中与空气中水蒸汽不断凝聚，码头上煤砂装卸，火箭在飞行过程中燃料不断减少
等．归纳有这样两类变质量物体的运动问题：一类是某物体在运动中不断地俘获
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另外一些物体共同运动，质量越来越大；另一类是物体在运动中不断地释放某些
物体，质量越来越小．下面讨论第一类物体的运动且不失一般性．
设物体质量为ｍ，速度为瓫，在某段很短时间内俘获另一速度为ｕ的微小质

量ｄｍ，瓫与ｕ都是相对同一参考系（如地面）的速度．ｍ 俘获ｄｍ 后质量变为

ｍ＋ｄｍ，速度为瓫＋ｄ瓫，假设此过程中，系统受外力Ｆ的作用，由动量定理有
（ｍ＋ｄｍ）（瓫＋ｄ瓫）－ｍ瓫－ｄｍｕ＝Ｆｄｔ

展开上式，略去ｄｍｄ瓫二阶小量可得

ｄ（ｍ瓫）
ｄｔ －ｕｄｍ

ｄｔ＝Ｆ （３ １２）

这就是变质量问题的一般公式．
如果不计外力Ｆ的影响，系统的动量守恒，上式变为

１．发 动 机 　２．
有效载体

３．第 三 级 　４．
第二级

５．第一级

图３ ５　火箭构造

ｍｄ瓫＋（瓫－ｕ）ｄｍ＝０ （３ １３）
上式中的ｕ是ｄｍ相对于地面的速度，即绝对速度，瓫为牵连
速度．再用瓫ｒ表示ｄｍ相对于ｍ 的速度，由相对运动公式有

ｕ＝瓫＋瓫ｒ

即 瓫ｒ＝ｕ－瓫
则式（３ １３）变为

ｍｄ瓫＝瓫ｒｄｍ （３ １４）
上面讨论虽然是就俘获质量的情况写出的，但对于向外释

放质量的火箭运动同样适用，只是俘获质量时ｄｍ 为正，释放
质量时ｄｍ为负．
现将上面结论应用于火箭飞行过程．为简单起见，不计重

力和空气阻力的影响．火箭内部的氧化剂和燃料在极短时间内
发生爆炸性燃烧，产生大量高温高压气体，从尾部喷出．喷出气
体具有很大的动量，按动量守恒定律，火箭就获得数值相等方
向相反的动量而向前运动．随着气体的不断喷出，火箭的质量
越来越小，它的速度越来越大，燃料燃尽时就可获得设计的速
度，图３ ５是三级火箭示意图．
建立图３ ６所示的坐标系，由式（３ １４）得

ｍｄｖ＝－ｖｒｄｍ

ｖｒ是气体相对火箭的排气速度，对于使用一定燃料的特定火箭，ｖｒ 为一恒量．设

火箭刚起飞时其质量为ｍ０，速度为零，燃料燃烧完毕时火箭的质量为ｍ，火箭最

终得到的速度即末速为ｖ，对上式积分
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图 ３ ６　火箭飞行原理

∫
ｖ

０
ｄｖ＝－ｖｒ∫

ｍ

ｍ０

ｄｍ
ｍ

（３ １５）

得

ｖ＝ｖｒｌｎ
ｍ０

ｍ
（３ １６）

式（３ １６）称为齐奥科夫斯基公式，式中ｍ０／ｍ 的称为质量
比．上式表明：火箭在不考虑外力条件下得到的末速度决定于
两个因素：一是质量比ｚ＝ｍ０／ｍ，二是排气速度ｖｒ．计算表
明，提高ｚ值对提高火箭速度影响并不显著，而技术上有很大
困难．另一方面，目前所用的液氢和液氧为燃料和氧化剂，ｖｒ

可达到４ｋｍ·ｓ－１．较理想的单级火箭ｚ可做到１５，依此计
算，火箭速度的理论值可达到１１ｋｍ·ｓ－１，但是由于地球引
力、空气阻力的影响，实际上还达不到第一宇宙速度（７．９ｋｍ
·ｓ－１）．所以单级火箭不能把人造卫星或其他航天飞行器送
入轨道．
为了获得更大的速度，人们制造了多级火箭（一般为三级）．多级火箭是由构

造类似、大小不同的火箭串接而成．飞行过程中，第一级火箭燃料燃尽时，其火箭
躯壳自动脱落，火箭获得速度ｖ１，接着第二级火箭开始燃烧，第二级火箭燃料燃

完自动脱落，火箭在ｖ１ 的基础上又获得速度ｖ２，第三级接着开始工作，如此顺次
进行下去．
设ｚ１ 表示整个火箭的质量与第一级火箭燃料用完后质量比，ｚ２ 表示第二级

火箭开始工作时的火箭质量与第二级火箭燃完后质量之比，如此类推各级火箭
的喷气速度分别为ｖｒ１，ｖｒ２，ｖｒ３，利用式（３ １５），三级火箭工作完后最终获得的
速度为

ｖ＝ｖ１＋ｖ２＋ｖ３＝ｖｒ１ｌｎｚ１＋ｖｒ２ｌｎｚ２＋ｖｒ３ｌｎｚ３

若各级火箭喷气速度相同，ｖｒ＝ｖｒ１＝ｖｒ２＝ｖｒ３

则有

ｖ＝ｖｒｌｎ（ｚ１ｚ２ｚ３） （３ １７）

由式（３ １７）代入实际参数计算：取ｚ１＝ｚ２＝ｚ３＝８，ｖｒ＝４ｋｍ·ｓ－１可得：ｖ＝２５

×１０３ ｍ·ｓ－１，火箭可达到所需要的高速度．

例３ ３　一根均质链条，长ｌ，质量ｍ，竖直提起，一端刚刚触地．由静止状态释放，求其

对地面的作用力．
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图３ ７　例３ ３图

解　建立如图３ ７所示的坐标系，坐标原点到地面的距

离为ｌ．本题可用三种方法求解．
（１）整体分析：取链条整体为系统，无论何时链条整体受

到两外力（重力Ｆ和地面的支承力Ｎ）的作用，Ｆ＝ｍｇ，Ｎ（ｔ）＝

Ｎ（ｙ）．
在任意时刻ｔ，将链条分为两部分：空中部分的动量为ρ（ｌ

－ｙ）瓫，ρ＝ｍ／ｌ为链条的质量线密度；地面部分的动量为０．由

动量定理的微分形式Ｆ合＝ｄｐ
ｄｔ
有

（ｍｇ＋Ｎ）＝ｄ
ｄｔ

［ρ（ｌ－ｙ）瓫］

对坐标投影 ｍｇ－Ｎ＝ｄ
ｄｔ

［ρ（ｌ－ｙ）ｙ］

所以 Ｎ＝ρｇｌ－ｙ
ｄ
ｄｔ

［ρ（ｌ－ｙ）］－ρ（ｌ－ｙ）̈ｙ

由 ｙ２＝ｖ２＝２ｇｙ；̈ｙ＝ｇ
得

Ｎ＝ρｖ
２＋ρｙｇ＝２ρｙｇ＋ρｙｇ＝３ｍｇ

ｌｙ

即，下落过程中链条对地面的作用力是已经落下部分所受重力的３倍．
（２）取微元ｄｍ分析：在ｔ时刻有ｙ段已落地，设在ｄｔ时间内又有ｄｙ段（质量为ｄｍ）以速

度ｖ＝ ２槡ｇｙ与地碰撞，ｄｍ受地面冲力Ｎ１（方向向上）的作用，速度变为零，ｄｍ的动量改变为

ｄｐ＝ｏ－ｖｄｍ，由动量定理有

－Ｎ１ｄｔ＝ｄｐ＝－ｖｄｍ
所以

Ｎ１＝ｖｄｍ
ｄｔ ＝ｖ（ｍ／ｌ）ｄｙ

ｄｔ ＝ｍ
ｌ

·ｖ２＝２ｇｍ
ｌｙ

那么ｄｍ对地面冲力的大小也等于Ｎ１，再考虑已落在地面的ｙ段的重力Ｎ２＝（ｍ／ｌ）ｇｙ，

则链对地面的作用力大小

Ｎ＝Ｎ１＋Ｎ２＝２ｍｇ
ｌｙ＋ｍｇ

ｌｙ＝３ｍｇ
ｌｙ

（３）用变质量问题方程求解：将已落在地面的ｙ段作为主体，不断有ｄｍ落入主体，相当

于主体俘获ｄｍ．主体速度瓫为零，ｄｍ的速度ｕ＝ ２槡ｇｙ，设地对主体作用力为Ｎ，由变质量问

题方程式（３ １２）得

－ｕｄｍ
ｄｔ＝－Ｎ＋ｍ

ｌｙｇ

由 ｄｍ
ｄｔ＝ｄ

ｄｔ
ｍ
ｌ（ ）ｙ ＝ｍ

ｌｕ
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同样可求得 Ｎ＝３ｍ
ｌｇｙ

思考题

３ １　一人躺在地上，身上压一块重石板，另一人用重锤猛击石板，但见石板碎裂，

而下面的人毫无损伤．何故？

３ ２　两个质量相同的物体从同一高度自由下落，与水平地面相碰，一个反弹回去，

另一个却贴在地上，问哪一个物体给地面的冲量大？

３ ３　在系统的动量变化中内力起什么作用？有人说：因为内力不改变系统的总动
量，所以不论系统内各质点有无内力作用，只要外力相同，则各质点的运动情况就相同．
这话对吗？

３ ４　一α粒子初时沿ｘ轴负向以速度瓫运动，后被位于坐标原点的金核所散射，使
其沿与ｘ轴成１２０°的方向运动（速度大小不变）．试用矢量在图上表出α粒子所受到的冲
量Ｉ的大小和方向．

　　　　　　　思考题３ ４图 思考题３ ５图

３ ５　质量都为ｍ的四个质点置于正方形的各顶角，用细线将各质点连接起来形成

正方形的各边（如图所示）．如果有一质点沿对角线向外的方向在极短时间内受到一冲量

Ｉ，试证明该质点获得的速度为Ｉ／２ｍ，其他各质点的速度又如何？

３ ６　有人说：“物体在相互作用的过程中，只要选取适当系统，动量守恒定律总是

适用的．”这句话对吗？为什么？

３ ７　有两只船与堤岸的距离相同，为什么从小船跳上堤岸比较难，而从大船跳上

堤岸却比较容易？

３ ８　假定月球绕地球做匀速圆周运动，月球的动量是否为恒量？

３ ９　在匀速直线行驶的船上，分别向前和向后抛出两个质量相等的物体，抛出时

两个物体相对于船的速度大小也相同，问船的动量有没有变化？船的速度有没有变化？

（水的阻力不计）
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思考题３ ９图

习题３

３ １　如图所示，质量为Ｍ 的滑块正沿着光滑水平地面向右滑动．一质量为ｍ的小
球水平向右飞行，以速度瓫１（对地）与滑块斜面相碰，碰后竖直向上弹起，速率为瓫２（对
地）．若碰撞时间为Δｔ，试计算此过程中滑块对地的平均作用力和滑块速度增量的大小．

题３ １图

３ ２　有一水平运动的皮带将砂子从一处运到另一处，砂子经一垂直的静止漏斗落
到皮带上，皮带以恒定的速率ｖ水平运动．忽略机件各部位的摩擦及皮带另一端的其他
影响，试问：

题３ ２图
（１）若每秒有质量为 ΔＭ＝ｄＭ／ｄｔ的砂子落到皮带上，要维持皮带以恒定速率ｖ运

动，需要多大的功率？
（２）若ΔＭ＝２０ｋｇ·ｓ－１，ｖ＝１．５ｍ·ｓ－１，水平牵引力多大？所需功率多大？
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３ ３　质量为Ｍ＝１．５ｋｇ的物体，用一根长为ｌ＝１．２５ｍ的细绳悬挂在天花板上．
今有一质量为ｍ＝１０ｇ的子弹以ｖ０＝５００ｍ·ｓ－１的水平速度射穿物体，刚穿出物体时子

弹的速度大小ｖ＝３０ｍ·ｓ－１，设穿透时间极短，求：
（１）子弹刚穿出时绳中张力的大小；
（２）子弹在穿透过程中所受的冲量．

题３ ３图 题３ ４图

３ ４　质量为ｍ，速率为ｖ的小球，以入射角θ斜向与墙壁相碰，又以原速率沿反射
角θ方向从墙壁弹回．设碰撞时间为ｔ，求墙壁受到的平均冲力．

３ ５　如图所示，有两个长方形的物体Ａ 和Ｂ 紧靠放在光滑的水平桌面上，已知

ｍＡ＝２ｋｇ，ｍＢ＝３ｋｇ，有一质量ｍ＝１００ｇ的子弹以速率ｖ０＝８００ｍ·ｓ－１水平射入长方

体Ａ，经０．０１ｓ，又射入长方体Ｂ，最后停留在长方体Ｂ内未射出．设子弹射入Ａ时所受
的摩擦力为３×１０３Ｎ，求：

题３ ５图

（１）子弹在射入Ａ的过程中，Ｂ受到Ａ 的作用力的大
小；

（２）当子弹留在Ｂ中时，Ａ和Ｂ 的速度大小．
３ ６　在２８天里，月球沿半径为４．０×１０８ｍ的圆轨
道绕地球一周．月球的质量为７．３５×１０２２ｋｇ，地球的半径为６．３７×１０３ｋｍ．求在地球参考
系中观察，在１４天里，月球动量增量的大小．

３ ７　一小球在弹簧作用下做振动，弹力Ｆ＝－ｋｘ，而位移ｘ＝Ａｃｏｓωｔ，其中ｋ，Ａ，ω

都是常量，求在ｔ＝ π
（２ω）的时间间隔内弹力施于小球的冲量．

题３ ７图

３ ８　一个质量ｍ＝５０ｇ，以速率ｖ＝２０ｍ·ｓ－１作匀速圆周运动的小球，在１／４周期
内向心力加给它的冲量是多大？

３ ９　桌面上堆放一串柔软的长链，今拉住长链的一端竖直向上以恒定速度ｖ０ 上

４５ 大学物理学



题３ ９图

提．试证明：当提起的长度为ｌ时，所用的向上的力Ｆ＝ρｌｌｇ＋ρｌｖ０
２，其中ρｌ为

长链单位长度的质量．

３ １０　子弹在枪膛中前进时受到的合力与时间的关系为Ｆ＝４００－４×１０５

３ ｔ．

式中，Ｆ以Ｎ计，ｔ以ｓ计．设子弹的出口速率为３００ｍ·ｓ－１，求：
（１）子弹在枪膛中运动的时间；（２）子弹受到的冲量；（３）子弹的质量．
３ １１　一子弹水平穿过两个前后并排在光滑水平桌面上的静止木块．
木块的质量分别为ｍ１和ｍ２，设子弹透过两木块的时间间隔为ｔ１ 和ｔ２．设子
弹在木块中所受阻力为恒力ｆ，求子弹穿过时两木块各以多大的速度运动．

３ １２　质量为Ｍ 的大木块是半径为Ｒ 的四分之一弧形槽，质量为ｍ

题３ １１图

的小立方体从曲面的顶端滑下，大木块放在光滑水平面上，两者都作无摩擦的运动，而且
都从静止开始，求小木块脱离大木块时的速度．

题３ １２图 题３ １３图

３ １３　装有一光滑斜面的小车处于静止状态，小车质量为Ｍ，斜面倾角为θ，现有一

质量为ｍ的木块沿斜面滑下，木块起始高度为ｈ，当木块到达斜面底部时，求：

（１）小车移动的距离；

（２）小车的速度．（不计小车与地面间的摩擦）

３ １４　静水中停着两个质量均为Ｍ 的小船，当第一只船中的一个质量为ｍ的人以

水平速度瓫（相对于地面）跳上第二只船后，两只船运动的速度各多大？（忽略水对船的阻

力）
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３ １５　两球质量分别是ｍ１＝２０ｇ，ｍ２＝５０ｇ，在光滑桌面上运动，速度分别为瓫１＝

１０ｉｃｍ·ｓ－１，瓫２＝（３．０ｉ＋５．０ｊ）ｃｍ·ｓ－１．碰撞后合为一体，求碰撞后的速度．
３ １６　在太空静止的一单级火箭，点火后，其质量的减少与初质量之比为多大时，

它喷出的废气将是静止的？

３ １７　一架喷气式飞机以２１０ｍ·ｓ－１的速度飞行，它的发动机每秒钟吸入７５ｋｇ空
气，在体内与３．０ｋｇ燃料燃烧后以相对于飞机４９０ｍ·ｓ－１的速度向后喷出．求发动机对
飞机的推力．

３ １８　两个相互作用的物体Ａ和Ｂ，无摩擦地在一条水平直线上运动，物体Ａ的动
量是时间的函数，表达式为ｐＡ＝ｐ０－ｂｔ，式中ｐ０，ｂ分别为正常数，ｔ为时间，在下列两种
情况下，写出物体Ｂ的动量作为时间的函数表达式．

（１）开始时，若Ｂ静止时，求ｐＢ１；
（２）开始时，若Ｂ的动量为－ｐ０，求ｐＢ２．
３ １９　一个人站在平板车上掷铅球两次，出手速度均为ｖ，仰角均为θ，第一次平板
车位置被固定，第二次平板车可在水平面无摩擦地运动，已知人和车的总质量为Ｍ，球的
质量为ｍ，若不计抛出点与落地点间的高度差，问两次射程是否相同？如不相同，它们之
比为多少？

题３ １９图
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第４章　功和能及功能原理

力的时间积累使物体的动量发生变化，而力的空间积累使物体的动能发生
变化．本章讨论功与物体动能之间的关系，保守力做功，势能，功能原理和机械能
守恒定律等．这些重要结论为解决某些力学问题提供了便捷的方法．

４．１　功　动能定理

４．１．１　功与功率

物理学中，一个物体在力的持续作用下发生位移，就称此力对物体做了功．
我们定义：力对物体做的功为力在物体位移方向的分量与位移大小之积．

１．恒力的功

最简单的情况是，在恒力作用下物体做直线运动，如图４ １所示，在恒力Ｆ
作用下，物体从ａ沿直线运动到ｂ，由上述功的定义

图４ １　恒力的功

Ａ＝｜Ｆ｜ｃｏｓθ｜Δｒ｜ （４ １）
或写成

Ａ＝Ｆ·Δｒ （４ ２）
即恒力的功等于力与质点位移的标积．
功是标量，其数值不仅与力和位移的大小有关，而

且还与力和位移之间的夹角θ有关．当θ＜π
２
时，Ａ＞０，

称力对物体做正功；当θ＞π
２
时、Ａ＜０，称力对物体做负功；当θ＝π

２
时，则力对物



体不做功，即当力与物体位移垂直时，力不做功．在国际单位制中，功的单位是焦
耳，简称为焦（Ｊ），１Ｊ＝１Ｎ·ｍ．

２．变力的功

在一般情况下，力的大小与方向都可能变化，物体的运动轨迹可能是曲线．
这时，不能直接用式（４ １）来计算变力做功．但可以利用微积分的思想和上述结

图４ ２　变力做功

果计算变力的功．如图４ ２所示，设物体在变力Ｆ作
用下从ａ沿曲线运动到ｂ．我们把曲线分成很多小弧线
段，图中Δｓｉ为其中任意一小段弧，其对应物体的元位
移为Δｒｉ，当Δｓｉ足够小时，每一段可近似视为直线，且
与其相应的Δｒｉ的大小相等．而且在Δｓｉ上物体受力Ｆｉ

视为恒力，由上述恒力的功的定义，在 Δｓｉ 段上的功

（称为元功）ΔＡｉ表示为

ΔＡｉ＝Ｆｉ·Δｒｉ

变力Ｆ在全段路径ａｂ上做的总功Ａ 等于各段元功之和，即

Ａ＝ ∑ΔＡｉ ＝ ∑Ｆｉ·Δｒｉ，

当Δｓｉ→０时或Δｒｉ→０时，Δｓｉ段上的元功表示为微分形式

ｄＡ＝Ｆ·ｄｒ （４ ３）

整个ａｂ段上做的功则为

Ａ＝ｌｉｍ
Δｒ→０∑Ｆｉ·Δｒｉ

即

Ａ＝∫
ｂ

ａ
Ｆ·ｄｒ （４ ４）

由于ｄｓ＝｜ｄｒ｜，Ｆｃｏｓθ＝Ｆτ（切向力），Ａ又可写成

Ａ＝∫
ｂ

ａ
Ｆｃｏｓθｄｓ＝∫

ｂ

ａ
Ｆτｄｓ

若在直角坐标系中，功则可写成

Ａ＝∫
ｂ

ａ
（Ｆｘｉ＋Ｆｙｊ＋Ｆｚｋ）·（ｄｘｉ＋ｄｙｊ＋ｄｚｋ）

＝∫
ｂ

ａ
（Ｆｘｄｘ＋Ｆｙｄｙ＋Ｆｚｄｚ） （４ ５）

３．功率

功率是描述物体做功快慢的物理量，定义为单位时间内力做的功，用Ｐ表示．
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Ｐ＝ｄＡ
ｄｔ＝Ｆ·ｄｒ

ｄｔ ＝Ｆ·ｄｒ
ｄｔ＝Ｆ·瓫

即功率是力与物体速度的标积．在国际单位制中功率的单位为瓦特（Ｗ），

１Ｗ＝１Ｊ·ｓ－１．

例４ １　若将长为ｌ，质量为ｍ的均质软链，从地面缓慢地拉起，求拉力Ｆ对链所做的功．
解　以地面为坐标原点，建立如图４ ３所示坐标系，随着链的上升，拉力Ｆ逐渐增大，

但方向不变，这是个变力沿直线做功问题．考虑中间任意时刻链有任意ｘ段已被拉起，此时

拉力Ｆ＝（ｍ／ｌ）ｘｇ，再设在Ｆ的作用下链上升了极小段距离ｄｘ，力在ｄｘ上的元功

ｄＡ＝Ｆｄｘ＝ｍ
ｌｇｘｄｘ

则 Ａ＝∫
ｌ

０

ｍ
ｌｇｘｄｘ＝ １

２
ｍ
ｌｇｌ２ ＝ ｌ

２ｍｇ

此例虽不复杂，但要注意处理变力做功的思维方法．

图４ ３　例４ １图 图４ ４　例４ ２图

例４ ２　设物体受到二维力Ｆ＝ｘｙｉ＋（ｘ＋ｙ）ｊ（ＳＩ）作用．求物体分别沿路径Ⅰ（Ｏ→Ｂ）

与路径Ⅱ（Ｏ→Ａ→Ｂ）运动时，Ｆ对物体所做的功．

解　（１）如图４ ４所示，Ｆ沿路径Ⅰ做功，此路径上有ｘ＝ｙ

Ａ＝∫Ｉ
（Ｆｘｄｘ＋Ｆｙｄｙ）＝∫ｘｙｄｘ＋∫（ｘ＋ｙ）ｄｙ

＝∫
１

０
ｘ２ｄｘ＋∫

１

０
２ｙｄｙ＝ １

３ ＋２·１
２ ＝ ４

３　　（ＳＩ）

（２）Ｆ沿路径Ⅱ做的功

Ａ＝∫ＩＩ
ｘｙｄｘ＋∫ＩＩ

（ｘ＋ｙ）ｄｙ

＝∫
０→Ａ

ｘｙｄｘ＋∫
０→Ａ

（ｘ＋ｙ）ｄｙ＋∫
Ａ→Ｂ

ｘｙｄｘ＋∫
Ａ→Ｂ

（ｘ＋ｙ）ｄｙ

＝∫
１

０
（１＋ｙ）ｄｙ＝１＋ １

２ ＝ ３
２　　（ＳＩ）
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结果表明，物体的始末位置相同，但沿不同的路径运动时，力所做的功不相同，这与力的性质

本身有关．后面将看到，有些力做功与路径无关，只与始末位置有关．

４．１．２　动能定理

力对物体做功，使得物体的运动状态改变，这种状态的改变引起物体某种能
量的改变．下面分析讨论这个问题．

１．质点的动能定理

设一质点受到的合外力为Ｆ，质点沿曲线从ａ点运动到ｂ点，对应于始末两
点的速率分别为ｖａ，ｖｂ．由牛顿第二定律，两边乘上ｄｒ，得合外力的元功为

ｄＡ＝Ｆ·ｄｒ＝ｍｄ瓫
ｄｔ

·ｄｒ＝ｍｄ瓫·ｄｒ
ｄｔ＝ｍ瓫·ｄ瓫

由于瓫·瓫＝ｖ２，有瓫·ｄ瓫＝ｖｄｖ，代入上式再积分，即得合外力做功为

Ａ＝∫
ｂ

ａ
Ｆ·ｄｒ＝∫

ｖｂ

ｖａ
ｍｖｄｖ＝ １

２ｍｖｂ
２－１

２ｍｖａ
２

上式表明，合外力对质点做功，其效果使得质点的某个运动量１
２ｍｖ２ 发生变

化，于是称１
２ｍｖ２ 为物体（质点）的动能，用Ｅｋ 表示，即

Ｅｋ＝１
２ｍｖ２

于是有

Ａ＝Ｅｋｂ－Ｅｋａ （４ ６）
即：合外力对质点做的功，等于质点动能的增量，这就是质点的动能定理．

２．质点系的动能定理

为简单起见，先讨论两个质点所组成的系统，然后推广到一般情况．如图

图４ ５　质点系动能定理

４ ５所示，系统内两质点ｍ１，ｍ２，分别受到外力Ｆ１

与Ｆ２ 和内力ｆ１ 与ｆ２ 的作用，且ｆ１＝－ｆ２．先看一
对内力的元功，

ｄＡ内＝ｆ１·ｄｒ１＋ｆ２·ｄｒ２

＝ｆ１·（ｄｒ１－ｄｒ２）＝ｆ１·ｄ（ｒ１－ｒ２）

＝ｆ１·ｄｒ１２ （４ ７）
式中ｄｒ１２是两质点的相对位移，可见一对内力尽管
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大小相等方向相反，但由于一般ｄｒ１２≠０，故ｄＡ内≠０，有

Ａ内 ＝∫ｆ１·ｄｒ１２ ≠０

分别对ｍ１ 与ｍ２ 利用式（４ ６）有

ｍ１： ∫Ｆ１·ｄｒ１＋∫ｆ１·ｄｒ１ ＝Ｅｋ１－Ｅｋ１０ （４ ８）

ｍ２： ∫Ｆ２·ｄｒ２＋∫ｆ２·ｄｒ２ ＝Ｅｋ２－Ｅｋ２０ （４ ９）

将上面两式相加得：

（∫Ｆ１·ｄｒ１＋∫Ｆ２·ｄｒ２）＋（∫ｆ１·ｄｒ１＋∫ｆ２·ｄｒ２）＝（Ｅｋ１＋Ｅｋ２）－（Ｅｋ１０＋Ｅｋ２０）

令：

Ａ外 ＝∫Ｆ１·ｄｒ１＋∫Ｆ２·ｄｒ２

Ａ内 ＝∫ｆ１·ｄｒ１＋∫ｆ２·ｄｒ２

系统初动能Ｅｋ０＝Ｅｋ１０＋ＥＫ２０，末动能Ｅｋ＝Ｅｋ１＋Ｅｋ２则有

Ａ外＋Ａ内＝Ｅｋ－Ｅｋ０＝ΔＥｋ （４ １０）

式（４ １０）也可以推广到任意个质点组成的质点系，得到质点系动能定理：系统
所受一切内力与外力的功之和等于系统动能的增量．
式（４ ６）和式（４ １０）两式表明了做功和动能增量的关系．功和动能具有相

同量纲，单位都是焦耳．但是功和动能是两个不同的概念．首先，功是一个过程
量，其大小不仅决定于质点的始末位置，还与质点的具体路径有关；而动能是状
态量，仅仅取决于质点的运动状态．其次，功和动能通过动能定理相联系，通过做
功，质点或质点系与外界进行能量交换：当做正功时，质点和质点系的动能增加，
说明通过做功将外界的某种能量形式转化为质点和质点系的动能，因此可以说
功是动能变化的一个量度；当做负功时，质点或质点系的动能减少，或者说是质
点或质点系反抗外力做了功，这也说明动能反映了物体对外做功的本领．
同牛顿运动定律一样，动能定理也只适用于惯性系．

例４ ３　质量ｍ＝２ｋｇ的物体沿ｘ轴做直线运动，所受合外力Ｆ＝１０＋ｘ２（ＳＩ），如果在

ｘ０＝０处的速度ｖ０＝０，试求该物体运动到ｘ＝４ｍ处时速度的大小．

解　物体从ｘ＝０到ｘ＝４ｍ力做功

Ａ＝∫Ｆ·ｄｘ＝∫
４

０
（１０＋６ｘ２）ｄｘ＝４０＋１２８＝１６８Ｊ

１６第４章　功和能及功能原理



又由动能定理Ａ ＝１
２ｍｖ２－１

２ｍｖ０
２

所以 ｖ＝ ２Ａ／槡 ｍ＝１３ｍ·ｓ－１

４．２　保守力及保守力的功

自然界中物体之间的相互作用形式是多种多样的，相互作用力可根据其做
功的特点分为保守力和非保守力．下面以几种常见力做功来讨论．

４．２．１　重力的功

重力的方向垂直指向地面，以地面为原点建立如图４ ６坐标系，设质量为

ｍ的物体（质点），从ａ点沿任意曲线经ｃ点移到ｂ点，则重力对物体做的功为

Ａ＝∫ｍｇ·ｄｒ＝∫
ｂ

ａ
（－ｍｇｊ）·（ｄｘｉ＋ｄｙｊ）

＝－ｍｇ∫
ｙｂ

ｙａ
ｄｙ＝ｍｇｙａ－ｍｇｙｂ （４ １１）

图４ ６　重力的功

上式表明重力做功与路径无关，仅与物体始末位置有关．显然，若让物体从

ｂ点沿虚线径ｄ点回到ａ点，重力做功为－ｍ（ｙａ－ｙｂ），即物体在重力场中沿一
闭合路径运动一圈，重力做功为零．
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４．２．２　弹性力的功

如图４ ７所示，将弹性系数为ｋ的轻质弹簧一端固定在Ｏ 点，另一端接质
量为ｍ 的小球，小球可在光滑的水平面内从ａ点沿曲线运动到ｂ点，弹簧原长

图４ ７　弹性力的功

为ｒ０，当小球在任一位置ｒ处时，弹簧伸长（ｒ－ｒ０），
由胡克定律，小球受弹力（指向Ｏ）ｆ＝－ｋ（ｒ－ｒ０）^ｒ，

ｒ^是ｒ方向的单位矢量，从ａ→ｂ弹性力做功

Ａ＝∫
ｂ

ａ
ｆ·ｄｒ＝∫

ｒｂ

ｒａ
－ｋ（ｒ－ｒ０）^ｒ·ｄｒ

由于ｒ^·ｄｒ＝｜^ｒ｜ｃｏｓθ｜ｄｒ｜＝ｃｏｓθ｜ｄｒ｜＝ｄｒ

Ａ＝∫
ｒｂ

ｒａ
－ｋ（ｒ－ｒ０）ｄｒ

＝ １
２ｋ

（ｒａ－ｒ０）２－１
２ｋ

（ｒｂ－ｒ０）２ （４ １２）

式中ｒ０ 是常数．可见弹性力的功只与始末位置有关，与所选的路径无关．同样，若
使小球从ｂ点沿另外任一路径回到ａ点，整个闭合路径上弹性力做功为零．式
（４ １２）中（ｒａ－ｒ０）与（ｒｂ－ｒ０）分别表示弹簧始末时刻的伸长量，若令ｘａ＝ｒａ－ｒ０，

ｘｂ＝ｒｂ－ｒ０，则式（４ １２）写为

Ａ＝１
２ｋｘａ

２－１
２ｋｘｂ

２ （４ １３）

式（４ １３）是常见的弹簧振子作一维运动时弹性力做功的结果．

４．２．３　万有引力的功

设有两质点质量分别为Ｍ，ｍ，以Ｍ 为原点，两质点间的相对始末位置分别
为ｒａ 与ｒｂ．当ｍ从ａ点沿任一曲线运动到ｂ点（见图４ ８），则Ｍ 对ｍ 的引力

Ｆ＝－ＧＭｍ
ｒ２ｒ^

做的功为

Ａ＝∫
ｂ

ａ
Ｆ·ｄｒ＝－∫

ｒｂ

ｒａ
ＧＭｍ

ｒ２ｒ^·ｄｒ

由ｒ^·ｄｒ＝ｄｒ，故有

Ａ＝－∫
ｒｂ

ｒａ
ＧＭｍ

ｒ２ ｄｒ
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图４ ８　万有引力的功

＝ －ＧＭｍ
ｒ（ ）ａ

－ －ＧＭｍ
ｒ（ ）ｂ

（４ １４）

上式说明，引力做功只与两质点的相对始末
位置有关，与质点ｍ 经过的路径无关．同样可证
明，质点ｍ沿任意闭合路径运动一周引力做的功
为零．
综上所述，重力、弹性力、万有引力做功都有

一个共同的特点，做功与路径无关，只与始末位置
有关，或者说，物体绕任意闭合路径运动一周时，
这些力所做的功为零．我们把具有这种做功特性
的力称为保守力．用Ｆ保 表示，其数学语言表述为

∮Ｆ保·ｄｒ＝０ （４ １５）

自然界中具有这种特性的力还有静电力、分子力等．如果某种力做功与路经
有关，则称为非保守力．例３ ２中的力就是非保守力，常见的摩擦力、空气阻力、
流体内的粘滞力等，其做功与路径有关，它们都是非保守力．

４．３　势能　势能曲线　势能梯度

４．３．１　势　能

总结４．２节三种保守力（重力、弹性力、万有引力）做功的表达式（４ １１），
（４ １３），（４ １４）可知，它们都有共同的表达形式，即保守力做的功总是由某一
函数之差来表示，而且这种函数只与位置相关．重力功的这种函数形式是ｍｇｙ，

弹力功的形式是１
２ｋｘ２，引力功是－ＧＭｍ

ｒ ．不失一般性，不论哪种保守力，都把

这种与位置有关的函数用符号Ｅｐ 来表示，则保守力的功可写为这种函数的差
或增量的形式：

Ａ保＝Ｅｐ（ａ）－Ｅｐ（ｂ） （４ １６）
或 Ａ保＝－［Ｅｐ（ｂ）－Ｅｐ（ａ）］＝－ΔＥＰ （４ １７）
这说明，保守力的功由相对始末位置的函数差值来决定，而做功总是伴随着系统
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某种能量的改变，这就告诉我们，式（４ １６）或式（４ １７）中的位置函数Ｅｐ 是某

种形式的能量，又由于Ｅｐ 只由物体间相对位置来决定，因此，可以将Ｅｐ 这个由

相对位置决定的函数称之为势能函数或位能函数（简称为势能或位能）．于是有
如下结论：保守力的功等于系统始末位置势能之差，即式（４ １６），或保守力的功
等于系统势能增量的负值，即式（４ １７）．
将式（４ １６）改写为

Ｅｐ（ａ）＝Ａ保＋Ｅｐ（ｂ） （４ １８）

或 Ｅｐ（ａ）＝∫
ｂ

ａ
Ｆ保·ｄｒ＋Ｅｐ（ｂ） （４ １９）

可见要求空间某点ａ处的势能，必须首先确定参考点ｂ处的势能．这说明势能的
值具有相对性．式（４ １８）或（４ １９）称为势能的定义式．参考点以及参考点势能
值的选择具有任意性，一般原则是使问题简化，计算方便且满足积分收敛．若取

Ｅｐ（ｂ）＝０，则式（４ １９）为

Ｅｐ（ａ）＝∫
ｂ

ａ
Ｆ保·ｄｒ （４ ２０）

依此，在式（４ １１）中，取地面ｙｂ＝０处为重力势能零点；在式（４ １３）中，取

弹簧原长ｘｂ＝０处为弹性势能零点；在式（４ １４）中，取无穷远ｒｂ→∞处为引力
势能零点．则分别得到
重力势能： Ｅｐ重＝ｍｇｙ

弹性势能： Ｅｐ弹＝
１
２ｋｘ

２

引力势能： Ｅｐ引＝－ＧＭｍ
ｒ

例４ ４　如图４ ９所示，弹性系数为ｋ的轻质弹簧挂在天花板上，原长在Ｏ′处，其下挂

一质量为ｍ的物体，平衡时物体在Ｏ处，且设平衡处为坐标原点和所有势能的零点，求当物

体处于Ｏ′处时系统的重力势能、弹性势能及总势能．

解　建立如图所示坐标系，设平衡时弹簧伸长了ｘ０，即有ｋｘ０＝ｍｇ，用势能定义式

（４ １９）来求解．由题意在参考点Ｏ处势能为零，则有

Ｅｐ（Ｏ′）＝∫
Ｏ

Ｏ′
Ｆ保·ｄｒ＋Ｅｐ（Ｏ）＝∫

Ｏ

Ｏ′
Ｆ保·ｄｒ

（１）Ｏ′处重力势能：

Ｅｐ重（Ｏ′）＝∫
０

ｘ０

（－ｍｇ）ｄｘ＝－ｍｇ∫
０

ｘ０
ｄｘ＝ｍｇｘ０

（２）Ｏ′处弹性势能：
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图４ ９　例４ ４图

Ｅｐ弹（Ｏ′）＝∫
０

ｘ０
ｋ（ｘ０－ｘ）ｄｘ＝－ １

２ｋｘ０
２ ＝－ １

２ｍｇｘ０

（３）系统总势能：

Ｅｐ（Ｏ′）＝Ｅｐ弹（Ｏ′）＋Ｅｐ重（Ｏ′）＝１
２ｍｇｘ０

值得注意的是，势能与物体间相对位置有关，它实际
上是两个或两个以上以保守力相互作用的物体之间的作

用能．因此，严格地讲，势能是属于相互作用物体系统共
有的能量，通常所说的某物体具有多少势能只是简便的说法．例如重力势能为物
体和地球所共有；弹性势能为物体和弹簧所共有，等等．

４．３．２　势能曲线与势能梯度

将势能函数随空间坐标的关系用几何曲线描绘出来，就是势能曲线．图

４ １０中（ａ），（ｂ），（ｃ）分别为重力势能、弹性势能和引力势能的势能曲线．利用势
能曲线能更直观地研究物体间的相互作用和运动特性．

图４ １０　势能曲线

（１）不同的势能曲线反映了物体之间不同的相互作用形式，如弹性相互作
用与引力相互作用的势能曲线大不一样．在实际问题中可以通过势能曲线来研
究物体之间相互作用形式与系统的物质结构形式．

（２）由势能曲线斜率可知道对应位置的保守力．以一维势能为例，利用式
（４ １９）微分可得到

ｄＥｐ＝－Ｆ（ｘ）ｄｘ
则

Ｆ（ｘ）＝－ｄＥｐ

ｄｘ
（４ ２１）
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即：保守力等于势能函数对坐标参量一阶导数的负值．这也说明了保守力总是指
向势能下降的方向，其大小正比于势能曲线的斜率．

（３）由势能曲线形式可判断物体平衡的稳定性和可能的运动．设图４ １１
是某种保守力对应的势能曲线，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 是ＥＰ 的极值点，都满足平衡条件

ｄＥＰ

ｄｘ ＝０．显然，Ｂ，Ｄ两点为稳定平衡点，同理，Ａ，Ｃ两点为非稳定平衡点．

图４ １１　稳定平衡和非稳定平衡

如果系统的总能量（动能与势能之和）一定，那么质点运动的范围也被限定．
图４ １１中，Ｅ１，Ｅ２ 是两种总能量，当总能量为Ｅ１ 时，质点将限定在Ｂ点凹下的
区域即在Ｂ１ 与Ｂ２ 之间（称为势阱）运动，它不可能翻过Ａ或Ｃ 点凸峰（称为势
垒）；若总能量为Ｅ２，质点可能越过势垒Ａ在更大范围内运动，实际上，运动范围
的限定是由于系统受到某种能量条件的约束．

（４）一般说来，Ｅｐ 是三维空间的函数，由式（４ ２１），可得到保守力的三个
分量：

Ｆｘ＝－Ｅｐ

ｘ
；　Ｆｙ＝－Ｅｐ

ｙ
；　Ｆｚ＝－Ｅｐ

ｚ
因此保守力表示为

Ｆ＝Ｆｘｉ＋Ｆｙｊ＋Ｆｚｋ

＝－Ｅｐ

ｘｉ－Ｅｐ

ｙｊ－Ｅｐ

ｚｋ

＝－

Δ

ＥｐΔ

Ｅｐ 称为势能的梯度，因此一般来说，保守力等于相应势能梯度的负值，即保守
力的方向总是与势能增加的方向相反．

４．４　功能原理　机械能守恒定律
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４．４．１　功能原理

质点系动能定理表明质点系所受的一切外力与一切内力的功之和等于系统

的动能的增量．由于保守力做功的特点，可以把系统的内力分为保守内力和非保
守内力．相对应的功分别用Ａ内保和Ａ内非来表示，则系统的动能定理可表示为

Ａ外＋Ａ内保＋Ａ内非＝ΔＥｋ （４ ２２）
由于保守内力的功等于势能增量的负值，即

Ａ内保＝－ΔＥｐ （４ ２３）
将式（４ ２３）代入式（４ ２２）整理得

Ａ外＋Ａ内非＝ΔＥｐ＋ΔＥｋ＝Δ（Ｅｐ＋Ｅｋ） （４ ２４）
上式中Ｅｐ＋Ｅｋ 是系统的势能与动能之和，称之为系统的机械能，用Ｅ表示，则
有

Ａ外＋Ａ内非＝ΔＥ （４ ２５）
上式表明，系统外力的功和非保守内力的功之和等于系统的机械能的增量，

这一结论称为功能原理．
功能原理是从动能定理导出，形式上是动能定理的变形，但这两者分析问题

的思路是有区别的．动能定理只考虑系统动能的变化，功能原理考虑系统的机械
能的变化，这样做一方面省去Ａ内保 的计算，另一方面，则使问题更为清晰简捷．
在机械运动中，当物体速度一定时，有确定的动能来表征它的能量状态，当物体
间的相对位置和势能零点确定时，又可用确定的势能来表征它的能量状态．因
此，当物体在空间做机械运动时，可以用机械能来惟一表征它的能量状态，即机
械能是物体系统的状态函数．

４．４．２　机械能守恒定律

在功能原理式（４ ２５）中，当外力和非保守内力不做功（或无外力和非保守
内力作用）时，即

Ａ外＝０，Ａ内非＝０
则由式（４ ２５）有 ΔＥ＝０
或者 Ｅ＝常量
这就是说，如果外力和非保守内力不做功，则系统的机械能保持为一常量，此结
论称为机械能守恒定律．
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应用此定律时应该注意的是，系统机械能守恒的条件是同时有Ａ外＝０，

Ａ内非＝０．系统机械能守恒时，系统的动能和势能之间通过保守内力做功可以互
相转换．
当Ａ外≠０，Ａ内非≠０时，系统的机械能不守恒．例如当Ａ外＝０，系统内存在摩

擦力做功，Ａ内非＜０，系统的机械能减少；又若Ａ外＞０，Ａ内非＝０，则系统的机械能
增加．这都说明系统与外界有能量的交换．这种能量的交换往往对应着物质运动
形式的转换，如摩擦力做功时，机械能减少，机械能转换成分子的热能，机械运动
形式转换成分子的热运动形式．实验表明，系统机械能的减少与分子热能的增加
量值相等．自然界中无数事实表明，物质的不同运动形式之间的转换伴随着不同
形式能量的转换，而能量从一种形式转换成另一种形式，其总量保持不变，即能
量不会创生也不会消亡．这就是自然界中普遍的能量转换与守恒定律，而机械能
守恒定律是其中基本的规律之一．

例４ ５　用ｖ０＝２０ｍ·ｓ－１的初速度将一质量为ｍ＝０．５ｋｇ的小球竖直上抛，所达到的

高度是ｈ＝１６ｍ，求空气对它的平均阻力．
解　选小球和地球为系统，小球的重力是系统内保守力．空气的平均阻力是系统受到的

外力，用ｆ表示．根据功能原理，物体上抛过程中机械能的增量等于空气阻力所做的功

Ａｆ＝ΔＥ＝Ｅ２－Ｅ１

Ａｆ＝－ｆｈ，Ｅ１＝１
２ｍｖ０

２ 为小球初机械能（设小球出发点为重力势能零点），Ｅ２＝ｍｇｈ为小球

到达最高点时的机械能，于是得

－ｆｈ＝ｍｇｈ－１
２ｍｖ０

２

ｆ＝ｍ ｖ０
２

２ｈ－（ ）ｇ ＝０．５× ２０２

２×１６－９．（ ）８ ＝１．３５Ｎ

例４ ６　一轻质弹簧原长ｌ０，劲度系数为ｋ，上端固定，下端挂一质量为ｍ的物体，先用
手托住弹簧保持原长，然后突然将物体释放，物体达到最低位置时弹簧的最大伸长和弹力是

多少？物体经过平衡位置时的速度为多大？

解　把弹簧、物体以及地球作为研究系统，则系统只受内保守力的作用，机械能守恒．设

弹簧原长处为弹性势能与重力势能的零点．考虑任一时刻物体下落了ｈ段距离，此时物体速
度为ｖ，系统的机械能为

Ｅ２＝－ｍｇｈ＋１
２ｋｈ２＋１

２ｍｖ２

系统初始时刻机械能为Ｅ１＝０，则由机械能守恒有

－ｍｇｈ＋１
２ｋｈ２＋１

２ｍｖ２＝０ （１）
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物体到达最低位置时，ｖ＝０，ｈ＝ｈｍａｘ，由上式可得：ｈｍａｘ＝２ｍｇ／ｋ．此时弹性力最大：

ｆｍａｘ＝ｋｈｍａｘ＝２ｍｇ
设物体经过平衡位置时，速度为ｖ０，弹簧伸长ｈ０，且ｍｇ＝ｋｈ０，又由机械能守恒得

－ｍｇｈ＋１
２ｋｈ０

２＋１
２ｍｖ０

２＝０ （２）

将ｈ０ 代入上式，整理得 ｖ０＝ ｈ０槡 ｇ＝ ｍ
ｋ槡ｇ

此题中若把弹簧与物体作为研究系统，则物体的重力为系统的外力，系统的初机械能

Ｅ１＝０，末机械能Ｅ２＝１
２ｋｈ２＋１

２ｍｖ２，设重力的功为Ａｇ，由功能原理有

Ａｇ＝Ｅ２－Ｅ１

而Ａｇ＝ｍｇｈ，代入上式整理可得上述式（１），计算结果相同，不再赘述．

思考题

４ １　有人说：“运动是做功的必要条件，但并不是充分条件．”这句话对吗？

４ ２　有人把一物体由静止开始举高到ｈ时，使物体获得速度为ｖ，在此过程中，人

对物体做功为Ａ，则有

Ａ＝１
２ｍｖ２＋ｍｇｈ

有人把上式理解为“合外力对物体所做的功等于物体动能的增量和势能的增量之和”，这

样岂不与动能定理相矛盾吗？

４ ３　用相同的动能从同一地点抛出两个物体，试问在下列两种情况下到达最高点

时两物体的动能是否相同？势能是否相同？

（１）两个物体的质量不同，但均垂直地向上抛；

（２）两个物体的质量相同，但一个垂直向上抛，另一个斜向上抛．

４ ４　在一艘大轮船上进行篮球比赛，球的动能是否与轮船的速率有关？参考系的

选择是否影响动能的量值？

４ ５　质量为ｍ千克的炮弹，沿水平飞行，其动能为Ａ，突然在空中爆炸成质量相等

的两块，其中一块向后，动能为Ａ／２；另一块向前，试问这向前的一块动能是否为Ａ／２？

４ ６　按质点动能定理，下列式子：

∫
ｘ２

ｘ１

Ｆｘｄｘ＝ １
２ｍｖｘ２

２－１
２ｍｖｘ１

２；

∫
ｙ２

ｙ１

Ｆｙｄｙ＝ １
２ｍｖｙ２

２－１
２ｍｖｙ１

２；

∫
ｚ２

ｚ１

Ｆｚｄｚ＝ １
２ｍｖｚ２

２－１
２ｍｖｚ１

２，
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是否成立？这三式是否是质点动能定理的三个分量式？试作分析．
４ ７　有三个相同的物体分别沿斜面、凸面和凹面滑下．三面的左边离地高度和距
右端的水平距离都相同，分别为ｈ和ｌ，三面与物体间的摩擦系数均相同，等于μ，试分析
哪个面上的物体滑到地面时的速度最大？

思考题４ ７图

４ ８　（１）物体Ａ放在楔块Ｂ 的粗糙斜面上，Ｂ又放在水平光滑桌面上．若Ａ从Ｂ
上滑下，试分析Ａ，Ｂ间一对摩擦力做的功和一对正压力做的功．

（２）当Ａ，Ｂ间也是光滑无摩擦时，在Ａ下滑过程中，设Ａ滑到桌面时对Ｂ 的速度为

ｕ，对桌面的速度为ｖ，Ａ的质量为ｍ，试分析下列两式是否正确．

（１） ｍｇｈ＝１
２ｍｕ２；

（２） ｍｇｈ＝１
２ｍｖ２．

　　　　　思考题４ ８图 思考题４ ９
图

４ ９　把水抽上水塔，将它储满，用图中（ａ），（ｂ）两种方式所需的功是否相同？

习题４

４ １　质量ｍ＝２ｋｇ的质点在力Ｆ＝１２ｔｉ（ＳＩ）的作用下，从静止出发沿ｘ轴正向作

直线运动，求前三秒内该力所做的功．

４ ２　一链条总长为ｌ，质量为ｍ，放在桌面上，并使其下垂，下垂一端的长度为ａ．设

１７第４章　功和能及功能原理



链条与桌面之间的滑动摩擦系数为μ．令链条由静止开始运动，则求：
（１）在链条离开桌面的过程中，摩擦力对链条做了多少功？
（２）链条离开桌面时的速率是多少？

题４ ２图

４ ３　一物体按规律ｘ＝ｃｔ３在媒质中做直线运动，式中ｃ为常量，ｔ为时间．设媒质对
物体的阻力正比于速度的平方，阻力系数为ｋ，试求物体由ｘ＝０运动到ｘ＝ｌ时，阻力所
做的功．

４ ４　一质量为ｍ的质点在ｘｏｙ平面上运动，其位置矢量为

ｒ＝ａｃｏｓωｔｉ＋ｂｓｉｎωｔｊ　　（ＳＩ）

式中ａ，ｂ，ω是正值常数，且ａ＞ｂ．求：
（１）质点在Ａ点（ａ，０）时和Ｂ点（０，ｂ）时的动能？
（２）质点所受的作用力Ｆ以及当质点从Ａ 点运动到Ｂ 点的过程中的分力Ｆｘ和Ｆｙ分

别做的功．
４ ５　一个弹簧下端挂质量为０．１ｋｇ的砝码时长为０．０７ｍ，挂０．２ｋｇ的砝码时长

题４ ６图

度为０．０９ｍ．现在把此弹簧平放在光滑桌面上，并要沿水平方向从
长度为０．１０ｍ缓慢拉长到０．１４ｍ，外力需做功多少？

４ ６　劲度系数为ｋ、原长为ｌ的弹簧，一端固定在圆周上的Ａ
点，圆周的半径Ｒ＝ｌ，弹簧的另一端点从距Ａ点２ｌ的Ｂ点沿圆周移动

１／４周长到Ｃ点，如图所示，求弹性力在此过程中所作的功．
４ ７　质量为１０ｇ的质点沿半径为６．４ｃｍ的水平圆周轨道
做匀角加速转动，若由静止开始，转了两周后其动能已达到

８×１０－４Ｊ，求此质点的切向加速度．

４ ８　设合外力为Ｆ合＝７ｉ－６ｊＮ，

（１）当一质点从原点运动到ｒ＝－３ｉ＋４ｊ＋１６ｋｍ时，求Ｆ所做的功．
（２）如果质点到ｒ处时需０．６ｓ，试求平均功率．
（３）如果质点的质量为１ｋｇ，试求动能的变化．

４ ９　某弹簧不遵守胡克定律，若施力Ｆ，则相应伸长为ｘ，力与伸长量的关系为
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Ｆ＝５２．８ｘ＋３８．４ｘ２（ＳＩ）．求：
（１）将弹簧从定长ｘ１＝０．５ｍ拉伸到定长ｘ２＝１．００ｍ时，外力所需做的功．
（２）将弹簧横放在水平光滑桌面上，一端固定，另一端系一个质量为２．１７ｋｇ的物

体，然后将弹簧拉伸到一定长ｘ２＝１．００ｍ，再将物体由静止释放，求当弹簧回到ｘ１＝０．５０
ｍ时，物体的速率．此弹簧的弹力是保守力吗？

４ １０　处于保守力场中的某一质点被限制在ｘ轴上运动，它的势能ＥＰ（ｘ）是ｘ的
函数，它的总机械能Ｅ是一常数，设ｔ＝０时，质点在坐标原点，求证这一质点从原点运动

到坐标ｘ时的时间是ｔ＝∫
ｘ

０

ｄｘ
２［Ｅ－Ｅｐ（ｘ）］／槡 ｍ

４ １１　设两个粒子之间相互作用力是排斥力，其大小与它们之间的距离ｒ的函数关
系为ｆ＝ｋ／ｒ３，ｋ为正常数，试求这两个粒子相距为ｒ时的势能．（设相互作用力为零的地
方势能为零．）

４ １２　力Ｆ＝（４－２ｙ）ｉ作用在一点上，使质点从Ｏ点移到Ｃ（２，２）．（１）质点沿ＯＡＣ
移动；（２）质点沿ＯＢＣ移动；（３）质点沿ＯＣ移动．试分别计算力Ｆ的功（ＳＩ制）．从计算结
果说明Ｆ是否为保守力？

题４ １２图

４ １３　假设地球可以看成是质量为Ｍ、半径为Ｒ的球体，试由

Ｗ ＝－Ｇ０∫
ｒｂ

ｒａ

Ｍｍ
ｒ２ ｄｒ＝Ｇ０Ｍｍ １

ｒｂ
－１
ｒ（ ）

ａ

求以地面为重力势能零点时质量为ｍ的物体在距地面高度为ｈ处（ｈ

Ｒ）的重力势能的表达式，并将所得结果与Ｅｐａ＝ｍｇｈ式做比较．
４ １４　在水平的光滑桌面上有一质量为 Ｍ１ 的静止小球Ａ，桌
面上另有一质量为Ｍ２ 的小球Ｂ以水平速度瓫０与Ａ发生完全非弹性

碰撞，试证明：它们在碰撞中损失的机械能为

｜ΔＥ｜＝ Ｍ１Ｍ２ｖ０
２

２（Ｍ１＋Ｍ２）

４ １５　如图所示，自动卸料车连同料重为Ｇ１，它从静止开始沿着与水平面成３０°的

斜面滑下．滑到底端时与处于自然状态的轻弹簧相碰，当弹簧压缩到最大时，卸料车就自

动翻斗卸料，此时卸料车下降高度为ｈ．然后，依靠被压缩弹簧的弹性力作用又沿斜面回

到原有高度．设空车重量为Ｇ２，另外假定摩擦阻力为车重的０．２倍，求Ｇ１与Ｇ２的比值．

４ １６　如图所示，在与水平面成θ角的光滑斜面上放一质量为ｍ的物体，此物体系于

一倔强系数为ｋ的轻弹簧的一端，弹簧的另一端固定，设物体最初静止．今使物体获得一沿

斜面向下的速度，设起始动能为Ｅｋ０，试证物体在弹簧伸长ｘ时的速率ｖ由下式得到：

１
２ｍｖ２＝Ｅｋ０＋ｍｇｘｓｉｎθ－１

２ｋｘ２－１
２ｋ

（ｍｇｓｉｎθ）２

４ １７　一物体与斜面间的摩擦系数μ＝０．２０，斜面固定，倾角θ＝４５°．现给予物体初

速率ｖ０＝１０ｍ·ｓ－１，使它沿斜面向上滑，如图所示．求：
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题４ １５图 题４ １６图

题４ １７图

（１）物体能够上升的最大高度ｈ；
（２）该物体达到最高点后，沿斜面返回到原出发点时的

速率ｖ．
４ １８　如图所示，光滑斜面与水平面的夹角为α＝３０°，

轻质弹簧上端固定．今在弹簧的另一端轻轻地挂上质量为Ｍ
＝１．０ｋｇ的木块，则木块沿斜面向下滑动．当木块向下滑ｘ
＝３０ｃｍ时，恰好有一质量ｍ＝０．０１ｋｇ的子弹，沿水平方向以速度ｖ＝２００ｍ·ｓ－１射中

木块并陷在其中．设弹簧的倔强系数为ｋ＝２５Ｎ·ｍ－１，求子弹打入木块后它们的共同
速度．

题４ １８图

４ １９　如图所示，在地面上固定一半径为Ｒ的光滑球面，球面正上方Ａ处放一质量

为Ｍ 的滑块．一质量为ｍ的油灰球，以水平速度瓫０ 射向滑块，并粘附在滑块上一起沿球

面下滑．问：

（１）它们滑至何处（θ＝？）脱离球面？

（２）如欲使两者在Ａ处就脱离球面，则油灰球的入射速率至少为多少？

４ ２０　地球可看作是半径Ｒ＝６４００ｋｍ的球体，一颗人造地球卫星在地面上空ｈ＝８００

ｋｍ的圆形轨道上，以７．５ｋｍ·ｓ－１的速度绕地球运动．在卫星的外侧发生一次爆炸，其冲量不

影响卫星当时的绕地圆周切向速度ｖｔ＝７．５０２０１ｋｍ·ｓ－１，但却给予卫星一个指向地心的径
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题４ １９图

向速度ｖｎ＝０．２ｋｍ·ｓ－１．求这次爆炸后卫星轨道的最低点
和最高点位于地面上空多少公里？

４ ２１　在质量为Ｍ 的物体Ａ 的腔内壁上连接一个
倔强系数为ｋ的轻弹簧，另一质量为ｍ 的小物体Ｂ 紧靠
着弹簧但不连接，如图所示．开始时有外力作用于Ｂ 和

Ａ，使弹簧被压缩了Δｘ且处于静止状态，若各接触面均
光滑，求撤掉外力后物体Ａ的反冲速度ｕ的大小．

４ ２２　如图所示，质量为ｍ２的物体与轻弹簧相连，

题４ ２１图

弹簧另一端用一质量可忽略的支架Ｍ 支起，静止在光滑的桌面上．弹簧倔强系数为ｋ．今
有一质量为ｍ１速度为瓫０的物体向弹簧运动并与弹簧正碰，求弹簧被压缩的最大距离．

题４ ２２图
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第５章　角动量与角动量定理

角动量是描述物体运动状态的重要物理量，对于研究质点、质点系、刚体的
运动，尤其是物体转动有重要作用，角动量定理是研究刚体绕固定轴转动的基
础，角动量守恒定律是自然界普遍适用的定律之一．本章将介绍质点对点的角动
量概念，质点的角动量定理和角动量守恒定律．

５．１　质点的角动量定理

根据质点动量定理的微分形式

Ｆ＝ｄＰ
ｄｔ

质点的位置矢量与方程的左右两边的矢积有如下关系

ｒ×Ｆ＝ｒ×ｄＰ
ｄｔ

由于同方向两矢量的矢积为零，即瓫×ｐ＝０，故有

ｄ
ｄｔ

（ｒ×Ｐ）＝ｄｒ
ｄｔ×Ｐ＋ｒ×ｄＰ

ｄｔ＝瓫×Ｐ＋ｒ×ｄＰ
ｄｔ＝ｒ×ｄＰ

ｄｔ
于是

ｒ×Ｆ＝ｄ
ｄｔ

（ｒ×Ｐ） （５ １）

式（５ １）的左右两边分别表示什么呢？物理意义何在？

５．１．１　力　矩

如图５ １所示，由矢积的定义，式（５ １）的左边矢积的大小为

｜ｒ×Ｆ｜＝ｒｓｉｎθＦ＝ｒ⊥Ｆ



图５ １　力对Ｏ点的力矩

式中，ｒ为质点对Ｏ 点的位置矢量，θ为ｒ与力Ｆ 的夹角，而ｒ⊥是Ｏ点到力
的作用线的垂直距离，又称为力臂．力与力臂的乘积显然是一个力矩的概念．实
际上，力Ｆ对Ｏ 点的力矩就定义为

Ｍ＝ｒ×Ｆ （５ ２）
关于力矩的概念应注意以下几点．首先，力矩是一个矢量，满足平行四边形

法则．它的方向垂直于ｒ和Ｆ 的作用线所在的平面，并遵守右手螺旋法则：让右
手的大拇指与四指垂直，四指由ｒ沿小于１８０°角转向Ｆ，拇指的指向即为Ｍ 方
向．其次，力矩与参考点Ｏ的位置有关．同一作用力对空间不同的点，力矩是不
同的，因此讨论力矩时首先要明确是对空间哪个点的力矩．最后，如果参考点在
力的作用线上，那么力对该点的力矩为零（此时θ＝０或者θ＝π）．
在直角坐标系中，Ｆ对原点Ｏ 的力矩表示为

Ｍ＝
ｉ ｊ ｋ
ｘ ｙ ｚ
Ｆｘ Ｆｙ Ｆｚ

（５ ３ａ）

Ｍ 在各坐标轴的投影被称为Ｆ 对各坐标轴的力矩，它们分别为

Ｍｘ＝ｙＦｚ－ｚＦｙ

Ｍｙ＝ｚＦｘ－ｘＦｚ

Ｍｚ＝ｘＦｙ－ｙＦｘ

（５ ３ｂ）

在国际单位制中，力矩的单位为牛顿米（Ｎ·ｍ）．

５．１．２　质点的角动量

式（５ １）的右边表达式中，ｒ×ｐ为质点对Ｏ 点的位矢与质点动量的矢积，
我们将其定义为质点对Ｏ点的角动量（或称为动量矩），用Ｌ表示，即

Ｌ＝ｒ×ｐ （５ ４）
如图５ ２所示，显然角动量也是矢量，其方向垂直于ｒ和ｐ所决定的平面，且遵

７７第５章　角动量与角动量定理



守右手螺旋法则，其大小为

Ｌ＝ｒｓｉｎθｐ＝ｒｓｉｎαｐ＝ｒ⊥ｐ
式中θ是ｒ与ｐ的夹角，ｒ⊥为Ｏ点到动量所在直线的距离．

图５ ２　质点对Ｏ点的角动量 图５ ３　质点对圆心的角动量

作为一个特例，一个质量为ｍ 速率为ｖ的质点沿半径为ｒ的圆周运动，如
图５ ３所示，质点相对圆心Ｏ的角动量的大小

Ｌ＝ｒｐ＝ｒｍｖ＝ｍｒ２ω （５ ５）

若取ｚ轴沿Ｌ的方向，则质点对于ｚ轴的角动量Ｌｚ＝ｍｒ２ω，ω是质点绕ｚ
轴转动的角速度．这就是说，质点绕ｚ轴转动的角动量等于质点的质量，转动半
径的二次方和角速度三者的乘积．
角动量描述的是质点绕某点转动的状态，因此角动量就不仅与质点的动量

有关，也与该点的位置有关．这就是说，动量一定的质点对不同点有不同角动量．
当讨论质点的角动量时，有必要指出是相对哪一点而言．
与力矩类似，在直角坐标系中，质点相对原点Ｏ的角动量Ｌ表示为

Ｌ＝
ｉ ｊ ｋ
ｘ ｙ ｚ
ｐｘ ｐｙ ｐｚ

（５ ６ａ）

Ｌ在各个坐标轴的投影被称为质点对各坐标轴的角动量，它们分别为

Ｌｘ＝ｙｐｚ－ｚｐｙ

Ｌｙ＝ｚｐｘ－ｘｐｚ

Ｌｚ＝ｘｐｙ－ｙｐｘ

（５ ６ｂ）

国际单位中，角动量的单位是千克二次方米每秒（ｋｇ·ｍ２·ｓ－１）．

例５ １　质量为２．０ｋｇ的质点位于ｘ＝２．０ｍ，ｙ＝１．０ｍ处时，速度为瓫＝（１．０ｉ－

３．０ｊ）ｍ·ｓ－１，作用在质点上的力为Ｆ＝（２．０ｉ＋３．０ｊ）Ｎ，求质点对原点Ｏ的角动量和力Ｆ 对

原点的力矩．

解　该质点的位置矢量

ｒ＝ｘｉ＋ｙｊ＝（２．０ｉ＋１．０ｊ）ｍ

８７ 大学物理学



质点的动量

ｐ＝ｍ瓫＝２．０（１．０ｉ－３．０ｊ）ｋｇ·ｍ·ｓ－１

由式（５ ６ａ）

Ｌ＝ｒ×ｐ＝２．０

ｉ ｊ ｋ

２．０ １．０ ０．０

１．０ －３．０ ０．０

＝２．０（－６ １）ｋ＝－１４ｋｋｇ·ｍ２·ｓ－１

由式（５ ３ａ）

Ｍ＝ｒ×Ｆ＝

ｉ ｊ ｋ

２．０ １．０ ０．０

２．０ ３．０ ０．０

＝（６ ２）ｋ＝４ｋＮ·ｍ

５．１．３　质点的角动量定理

把式（５ ２）和式（５ ４）代入式（５ １）中，有

Ｍ＝ｄＬ
ｄｔ

（５ ７）

这就是质点角动量定理的微分形式，它表明：作用在质点的合外力矩等于质点的
角动量对时间的变化率．它是个瞬时关系式，对任意时刻ｔ都成立．
如果从ｔ０ 到ｔ这段时间，质点受力矩的持续作用，其角动量从Ｌ０ 变为Ｌ，则

质点角动量定理式（５ ７）可写成积分形式

∫
ｔ

ｔ０
Ｍｄｔ＝Ｌ－Ｌ０ （５ ８）

式中∫
ｔ

ｔ０
Ｍｄｔ表示力矩对时间的积累，称为角冲量（或称为冲量矩）．式（５ ８）表

明，质点所受的角冲量等于其角动量的增量．这就是质点角动量定理的积分形
式．需要特别指出的是，角动量定理中的力矩Ｍ 和角动量Ｌ 都必须是相对同一
参考点而言的．

５．２　质点的角动量守恒定律

由式（５ ７），相对某固定点，若作用于质点的合力矩Ｍ 始终为零，则质点相
对于该点的角动量保持不变．即

Ｌ＝ 恒矢量
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这一结论称为质点的角动量守恒定律．这里的“不变”意味着大小和方向都不变．
现在讨论两种特例．

（１）当Ｆ＝０时，质点对任意固定点的角动量都会保持不变．如图５ ４所
示，质量为ｍ 的质点不受力作用，将保持匀速直线运动，动量ｐ＝ｍ瓫也保持不
变，直线ＡＢ为质点运动的轨迹，质点对任意Ｏ点的角动量

Ｌ ＝ｒ×ｍ瓫

图５ ４　匀速直线运动的质点

根据右手螺旋法则，无论质点在何位置，它对Ｏ点角动量的方向总是垂直于纸
面向里；其大小

Ｌ＝ｒｍｖｓｉｎθ＝ｒ′ｍｖｓｉｎθ′＝ｒ⊥ｍｖ
保持不变．式中ｒ⊥为Ｏ点到ＡＢ 的垂直距离．

（２）当质点所受的力总是指向（或背离）某一固定点时，该力称为有心力，该
点称为有心力的力心．显然质点相对该点的角动量保持不变．这是因为相对该点
的径矢ｒ与Ｆ 共线，θ＝π或０，ｓｉｎθ＝０，这种情况下总有力矩Ｍ＝０．

例５ ２　证明行星运动的开普勒第二定律：行星对太阳的径矢在相等的时间内扫过的

面积相等．

图５ ５　行星的轨道运动

解　由于太阳对行星的引力总是指向太阳，忽略太阳的

摄动，引力就指向空间一固定点———太阳中心．行星受有心力

作用，行星对太阳中心的角动量Ｌ守恒．然而这与开普勒定律

有什么关联呢？

如图５ ５所示，在时间微元ｄｔ内，行星的位矢扫过的面

积是以ｒ和位移ｄｒ为边的三角形面积（阴影面积），其大小为

ｄｓ＝１
２ｒ｜ｄｒ｜ｓｉｎθ＝１

２｜ｒ×ｄｒ｜

行星的位矢在单位时间内扫过的面积（即掠面速率）为

ｄｓ
ｄｔ＝１

２ ｒ×ｄｒ
ｄｔ ＝１

２ ｒ×瓫 ＝ １
２ｍ｜ｒ×ｐ｜＝ １

２ｍＬ

由于行星对太阳的角动量守恒，Ｌ＝恒矢量．角动量大小不变，意味着行星对太阳的径矢在相

０８ 大学物理学



等的时间内扫过的面积相等，这就得出了开普勒第二定律；角动量方向不变，意味着行星的径

矢ｒ和速度瓫始终在同一平面内，也就是说行星总在一个与Ｌ垂直平面内运动，行星轨迹绝

不会离开这个平面．

例５ ３　质量为ｍ的小木块受细绳约束，在光滑水平面上绕小孔Ｏ作圆周运动．如图

５ ６所示，圆的半径为ｒ０，木块的速率为ｖ０．今缓慢地拉动绳子的另一端，使小木块到Ｏ点的

距离逐渐减少，求（１）该距离缩短到ｒ后，做圆周运动的小木块的速率ｖ；（２）这一过程中绳子

对木块的拉力所做的功．

图５ ６　受有心力作用的木块

解　 （１）先进行受力分析：作用在小木块上的竖直方向的力有木块的重力和平面的支

撑力，这是一对平衡力；水平方向的力只有细绳的拉力．拉力过固定点Ｏ，是有心力．故木块对

Ｏ点的角动量守恒，木块在不同位置的角动量相等．又因为拉动前后，木块做圆周运动．

ｒ０⊥瓫０．ｒ⊥瓫．故

ｒ０ｍｖ０＝ｒｍｖ

即 ｖ＝ｒ０

ｒｖ０

（２）根据质点的动能定理，绳子拉力所做的功等于木块的动能增量，于是

Ａ＝１
２ｍｖ２－１

２ｍｖ０
２＝１

２ｍ ｒ０
２

ｒ２（ ）－１ｖ０
２

思考题

５ １　在惯性系中任取一点，如果运动质点对该点的角动量总能保持不变，此时质

点在惯性系中做何种运动？

５ ２　质点作匀速圆周运动，对圆周上一定点，它的角动量是否守恒？对过圆心且

与圆面垂直轴上的一点，它的角动量是否守恒？

５ ３　质点受一有心力作用，该力是否对任一点的力矩都为零？

５ ４　质量相等的两位学生，通过绕在定滑轮上轻绳的两端进行爬绳比赛．一人抓

住绳子不动，另一人努力拉绳，哪一个人先到达定滑轮处？为什么？（不考虑滑轮和绳子

的质量，不计轮轴的摩擦）
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５ ５　地球在以太阳中心为焦点的椭圆轨道上运行．在这一过程中，如果在地球的
动量、动能和对太阳中心的角动量中选择，哪些物理量是守恒量？

习题５

５ １　由于采沙船在河道内乱采乱挖，造成河岸的崩塌．图中，质量为ｍ的泥块从Ａ
点竖直塌落．Ａ点到采沙船的水平距离为Ｄ，以正在定点作业的采沙船为坐标原点Ｏ，建
立坐标系（ｚ轴的正向垂直于纸面向外），求：

（１）下落的泥块对Ｏ点的角动量Ｌ．
（２）相对Ｏ点，泥块重力的力矩．

题５ １图

５ ２　质量为０．２５ｋｇ的物体，在某一瞬时的位置矢量ｒ＝（２．０ｉ－２．０ｋ）ｍ，此时它
的速度瓫＝（－５．０ｉ＋５．０ｋ）ｍ·ｓ－１，受到力Ｆ＝４．０ｊＮ作用，那么

（１）物体对原点的角动量是多少？
（２）作用在物体上的力对原点的力矩是多少？

５ ３　电子的质量为９．１×１０－３１ｋｇ，在半径为５．３×１０－１１ｍ的圆周上绕氢核做匀速
率运动．已知电子的角动量为ｈ／２π（ｈ为普朗克常量，等于６．６３×１０－３４Ｊ·ｓ－１），试求其角
速度．

５ ４　我国发射的通信卫星在椭圆形“转移轨道”上运行．如图所示，此“转移轨道”

的近地点高度ｈ１＝２０５．５ｋｍ，远地点高度ｈ２＝３５８３５．７ｋｍ．卫星越过近地点时的速率为

１０．２ｋｍ·ｓ－１．取地球Ｒ＝６３７８ｋｍ，求：
（１）卫星越过远地点时的速率；
（２）卫星在此轨道上运行的周期．［提示：若ｒ１ 是卫星在近地点离地球中心的距离，ｒ２

是卫星在远地点离地球中心的距离．则椭圆轨道的面积＝π
２

（ｒ１＋ｒ２） ｒ１ｒ槡 ２ ］

５ ５　质量为２．０ｋｇ的质点，ｔ＝０时位于ｒ０＝（４．０ｉ－２．０ｊ）ｍ，其速度为瓫＝（－６．０ｔ２ｉ）

２８ 大学物理学



题５ ４图

ｍ·ｓ－１，求：
（１）ｔ时刻质点对原点的角动量；
（２）此时作用在质点上的力对原点的力矩．
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第６章　刚体的定轴转动

刚体作为一种特殊的质点系，是物理学的重要物理模型．本章从质点的角动
量出发，将介绍刚体的定轴转动，刚体转动惯量，刚体的转动定律，刚体作定轴转
动的功能关系，刚体的角动量定理和角动量守恒定律．

６．１　刚体定轴转动的角动量

６．１．１　刚体的运动

众所周知，固体受力后总会产生相应的形变．然而，如果在所研究的问题中，
这些形变对研究结果影响不大，从而有可能忽略物体的形变，把这种物体视为刚
体．从这种意义上讲，刚体就是形状和大小不发生改变的物体．跟质点一样，刚体
也是一种理想化的物理模型．
刚体有两种基本特征：其一，刚体由无数个连续分布的小质元组成，每个质

元可视为质点．这意味着质点力学的所有规律都适用于这些质元，适用于刚体这
一质点系；其二，刚体又不是一般的质点系，在运动或受力时，刚体中任意两个质
点间的距离保持不变．这一特征决定了刚体这一特殊质点系的力学规律具有某
些简化形式．
刚体的运动可以分为两种基本形式：平动和转动．刚体的一般运动可以分解

为平动和转动．本章主要讨论刚体绕固定轴转动．

１．平动

刚体做平动时，连接刚体上任意两质点的直线始终保持平行．如图６ １所
示，尽管刚体上的质点轨迹是曲线，可连结任意两质点ＡＢ的直线保持平行．故



刚体这时的运动形式是平动．

图６ １　刚体的平动

刚体平动时，刚体上各质点具有相同的运动轨迹，在相同时间内具有相同的
位移．在同一时刻，有相同的速度、加速度．也就是说，刚体上所有质点在任何时
刻都具有相同的运动状态，因此可以把整个刚体平动可作为一个质点来处理．

２．绕固定轴转动

如果刚体所有质点都绕同一转轴做圆周运动，刚称为刚体的转动，当转轴固

图６ ２　绕固定轴转动的刚体

定，则称定轴转动．当刚体绕固定轴转动时，由
于质点到转轴的距离不同，各质点的速度、加速
度就各不相同．然而在相同的时间内，它有相同
的角位移．如图６ ２所示，刚体绕Ｏ轴（该轴垂
直于纸面）转动，各质点（如ｐ１与ｐ２质点）转过了
相同的角度，在同一时刻具有相同的角速度ω
和角加速度β．这一点是由刚体的特性（运动或
受力时，刚体上任意两质点的距离保持不变）所
决定的．因此，研究刚体绕固定轴转动时，用角
量来描述刚体更为方便．
如果刚体在时间微元ｄｔ内转过ｄθ的角位

移，则刚体的角速度

ω＝ｄθ
ｄｔ

（６ １）

受固定转轴约束，刚体的转动只有两种可能的方向，因此角速度可以用标量
定义．用正负号表示其方向：在转轴上确定一个正方向，当刚体的转动方向与该
方向遵守右手螺旋法则时，角速度为正，否则为负．
同样，刚体的角加速度为

β＝ｄω
ｄｔ＝ｄ２θ

ｄｔ２ （６ ２）
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设ｒ为刚体内某质点到转轴的距离，则该质点的线量与角量的关系有

ｖ＝ｒω
ａτ＝ｒβ
ａｎ＝ｒω２

（６ ３）

根据（６ １）和（６ ２）两式，有

ω＝ω０＋∫
ｔ

０
βｄｔ

θ＝θ０＋∫
ｔ

０
ωｄｔ

（６ ４ａ）

当角加速度β为一常量时，刚体做匀加速转动，这是刚体绕固定轴转动的一
种特例．于是得到与质点做匀加速直线运动相对应的一组公式，即

ω＝ω０＋βｔ

Δθ＝ωｔ＋１
２βｔ

２

２Δθβ＝ω２－ω０

烅

烄

烆 ２

（６ ４ｂ）

式中Δθ＝θ－θ０ 为角位移，θ０，ω０ 是ｔ＝０时刻的初值．值得特别指出，当β为一变
量时，刚体做变加速转动，此时应根据式（６ ４ａ）积分，不能再套用式（６ ４ｂ）．
现在引入刚体质量中心（简称质心）的概念．设坐标系中刚体内质量元ｄｍ

的位矢为ｒ，刚体的总质量为Ｍ，则定义刚体质心的位矢为

ｒｃ ＝∫ｒｄｍ

Ｍ
（６ ５）

直角坐标系中，它由三个分量式表示．一个质量对称分布的刚体，其质心就在它
的几何对称中心上．
引入质心概念之后，一般的刚体运动可视为刚体质心的平动与刚体绕质心

的转动两者的合成．如图６ ３所示，手榴弹被抛向空中，若不计阻力，其质心轨
迹为抛物线，与此同时，手榴弹又绕其质心转动．

图６ ３　手榴弹的运动
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例６ １　游乐场内，操控旋转木马的工作人员发现有一位乘客感到不适，于是在２０圈

内他把旋转木马的角速度从３．４０ｒａｄ·ｓ－１均匀地降到２．００ｒａｄ·ｓ－１．问（１）角速度减少的过

程中，角加速度的值为多少？（２）这一减速的过程需要多少时间？

解　如果把乘客和旋转木马视为刚体，角速度均匀地减少意味着刚体的角加速度β是

一常量，我们就可以利用式（６ ４ｂ），把角速度、角加速度和角位移联系起来．把开始制动的

时刻选为０时刻，０到ｔ时刻的角位移Δθ＝θ－θ０＝２０．０×２π＝１２５．７ｒａｄ；ω０＝３．４０ｒａｄ·ｓ－１；

ω＝２．００ｒａｄ·ｓ－１．根据式（６ ４ｂ），有

ω＝ω０＋βｔ

２Δθβ＝ω２－ω０
２

减速过程中的角加速度

β＝ω２－ω０
２

２Δθ ＝２．００２－３．４０２

２×１２５．７ ＝－０．０３０１ｒａｄ·ｓ－２

减速过程所需时间

ｔ＝ω－ω０

β
＝２．００－３．４０

－０．０３０１ ＝４６．５ｓ

６．１．２　刚体定轴转动的角动量

现在来考虑刚体对固定轴的角动量．如图６ ４，ｚ轴过Ｏ 点且垂直于纸面
向外，刚体绕ｚ轴逆时针方向旋转，设刚体上第ｉ个质点的质量为ｍｉ，到ｚ轴的
距离为ｒｉ．由于质点做圆周运动，由式（５ ５），该质点对ｚ轴的角动量为

Ｌｉｚ＝ｍｉｒｉ
２ω

图６ ４　定轴转动刚体的角动量

对刚体上所有的质点的角动量求和，就构成刚
体对ｚ轴的角动量．考虑到刚体上各质点有相
同的角速度ω，刚体对ｚ轴的角动量可写成

Ｌｚ ＝ ∑ｍｉｒｉ
２ω＝ （∑ｍｉｒｉ

２）ω

令

Ｊ＝ ∑ｍｉｒｉ
２ （６ ６）

则刚体对ｚ轴的角动量可表示为

Ｌｚ＝Ｊω （６ ７）
显然，刚体对固定轴的角动量，与质点的动量ｐ
＝ｍ瓫的形式相类似．
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６．１．３　刚体对固定轴的转动惯量

现在讨论由式（６ ６）定义的物理量Ｊ．它是
由刚体质量及质量相对转轴的分布和轴的位置所决定，与刚体的转动角速度无
关，与所受外力无关，对一个绕定轴转动的刚体，它是一个与运动状态无关的常
量．这个表示刚体质量对转轴分布特征的量，叫做刚体对该轴的转动惯量．
对于刚体的质量是连续分布的的情形，式（６ ６）的求和应写为积分的形式，即

Ｊ＝∫ｒ２ｄｍ （６ ８）

式中ｄｍ为刚体内质量元的质量，ｒ为质元到转轴的垂直距离．积分遍及刚体上
所有质元．
在国际单位制中，转动惯量的单位为千克二次方米（ｋｇ·ｍ２）．

例６ ２　一匀质圆盘，质量为Ｍ，半径为Ｒ ．相对通过盘心并垂直于盘面的轴，求圆盘

的转动惯量．
解　如图６ ５所示，圆盘可看成由无数个半径不同的同心圆环组成．任取一个半径为

图６ ５　圆盘的转

动惯量

ｒ，宽度为ｄｒ的窄环带，其面积ｄｓ＝２πｒｄｒ，该圆盘单位面积上的质量σ

＝ Ｍ
πＲ２，于是，环带的质量ｄｍ＝σｄｓ＝σ２πｒｄｒ，环带对转轴的转动惯量

ｄＪ＝ｒ２·ｄｍ＝ｒ２·σ２πｒｄｒ
据式（６ ８），圆盘对转轴的转动惯量

Ｊ＝∫ｒ２ｄｍ ＝∫
Ｒ

０
σ２πｒ３ｄｒ＝１

２σπＲ４＝１
２ＭＲ２ （６ ９）

例６ ３　求质量为Ｍ，长度为Ｌ的均匀细杆相对于下列两轴的转

动惯量．（１）转轴ＯＯ′过杆的中心并与杆垂直；（２）转轴ＯＯ′过杆的端点并与杆垂直．

图６ ６　细杆的转动惯量

解　如图６ ６所示 ，以Ｏ点为原点建立坐标系，在杆上取一线元ｄｘ，它到Ｏ点的距离
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为ｘ，单位长度上杆的质量λ＝Ｍ
Ｌ

，该线元的质量ｄｍ＝λｄｘ＝Ｍ
Ｌｄｘ，根据式（６ ８），得到（１）杆

相对ＯＯ′轴的转动惯量

ＪＯ ＝∫Ｍ
ｒ２ｄｍ ＝∫

Ｌ
２

－Ｌ
２
ｘ２ Ｍ

Ｌｄｘ＝ １
１２Ｍ·Ｌ２ （６ １０）

（２）杆相对Ｏ１Ｏ１′轴的转动惯量

ＪＯ１ ＝∫Ｍ
ｒ２ｄｍ ＝∫

Ｌ
２

－Ｌ
２

ｘ＋ Ｌ（ ）２
２ Ｍ
Ｌｄｘ＝ １

３ＭＬ２ （６ １１）

从以上的计算结果可以看出，刚体相对轴的转动惯量不仅与质量的大小有
关（其他条件相同时，刚体质量愈大，转动惯量愈大）；还与质量对转轴分布有关
（质量离转轴分布得愈远，转动惯量愈大）．即使是同一刚体，对不同转轴也会有
不同的转动惯量，例题６ ３中ＪＯ≠ＪＯ１

就是一例．
其他一些有规则几何外形的匀质刚体，可以用同样的方法计算出其转动惯

量，见表６ １．
　　表６ １ 常见匀质刚体的转动惯量

对于有不规则外形，或质量分布不均匀的刚体，它们的转动惯量是通过实验
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来测定的．
指出如下两点，对计算刚体的转动惯量是有益的．
（１）刚体的转动惯量具有可加性．如果一个刚体由多个外形规则的匀质刚

体构成，那么这个组合刚体对转轴的转动惯量，等于各个匀质刚体对同一转轴的
转动惯量之和．

（２）可运用平行轴定理．让我们重新审视例题６ ３的结论：转轴ＯＯ′过细

杆的质心，细杆对它的转动惯量ＪＯ＝１
１２ＭＬ２；转轴Ｏ１Ｏ１′与ＯＯ′轴平行，细杆对

Ｏ１Ｏ１′的转动惯量ＪＯ１＝
１
３ＭＬ２，它也可以表示为

ＪＯ１＝
１
１２ＭＬ２＋Ｍ Ｌ（ ）２

２

＝ＪＯ＋Ｍ Ｌ（ ）２
２

上式中的Ｌ
２
正好是两平行轴之间的距离．这一特征是否具有一般性呢？

设刚体的质量为Ｍ，它对过质心转轴的转动惯量为Ｊｃ．另有一转轴与该轴
平行，两轴相距ｄ，刚体相对后一轴的转动惯量为Ｊ，则有

Ｊ＝Ｊｃ＋Ｍｄ２ （６ １２）
上式称为平行轴定理，证明从略．

例６ ４　如图６ ７所示，一组合刚体由质量为ｍ，长为Ｌ的细杆和质量为Ｍ，半径为Ｒ
的匀质圆盘构成，转轴过杆的端点Ｏ且垂直于纸面，求组合刚体对该轴的转动惯量．

图６ ７　组合刚体

解　首先分别求出细杆和圆盘对转轴的转动惯量．由式（６ １１），细杆对Ｏ轴

的转动惯量为

Ｊ１＝１
３ｍＬ２

由式（６ ９），相对过盘心且垂直于盘面的转轴，圆盘的转动惯量为

Ｊｃ＝１
２ＭＲ２

由平行轴定理，圆盘对过Ｏ点的轴的转动惯量为

Ｊ２＝Ｊｃ＋Ｍ（Ｒ＋Ｌ）２＝１
２ＭＲ２＋Ｍ（Ｒ＋Ｌ）２

由刚体转动惯量可加性，相对过Ｏ点的转轴，组合刚体的转动惯量

Ｊ＝Ｊ１＋Ｊ２＝１
３ｍＬ２＋１

２ＭＲ２＋Ｍ（Ｒ＋Ｌ）２
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６．２　刚体定轴转动定律

现在讨论刚体所受外力矩与作定轴转动刚体的角加速度之间的关系，即是
刚体定轴转动定律．

６．２．１　刚体定轴转动定律

在刚体内任取一质元（可视为质点），质量为ｍｉ，质元到固定转轴的距离为

ｒｉ，质元受到内外力矩的作用．设对固定轴的内力矩为 Ｍｉ
Ｉ，外力矩为Ｍｉ

ｅ．由式
（５ ５），该质元对固定轴的角动量为ｍｉｒｉ

２ω，于是相对该轴，质元对轴的角动量
定理可表示成

Ｍｉ
Ｉ＋Ｍｉ

ｅ＝ｄ
ｄｔ

（ｍｉｒｉ
２ω）

对整个刚体有

∑Ｍｉ
Ｉ＋∑Ｍｉ

ｅ ＝ ｄ
ｄｔ

（∑ｍｉｒｉ
２）ω

式中∑Ｍｉ
Ｉ是刚体对转轴的内力矩之和．内力总是成对出现，每一对内力（作用

力与反作用力）等值、反向、共线，它们有着相同的力臂，因此一对内力的力矩之

和必为零，从而∑Ｍｉ
Ｉ＝０．又因为绕定轴转动的刚体的转动惯量Ｊ＝∑ｍｉｒｉ

２

是一常量，于是

∑Ｍｉ
ｅ ＝Ｊｄω

ｄｔ＝Ｊβ

即

Ｍ＝Ｊβ （６ １３）

式中Ｍ ＝ ∑Ｍｉ
ｅ 是对固定轴的外力矩之和，它和转动惯量必须是相对同一

转轴．　　
上式称为定轴刚体的转动定律，有着与牛顿第二定律类似的形式．它表明：对绕
固定轴转动的刚体，刚体产生的角加速度与作用在刚体上的合外力矩成正比．
必须指出，这里Ｍ 是力对轴的力矩．因此，如果力的作用线与转轴平行或者

相交，那么力对该轴的力矩必为零，也不会产生角加速度．试想一下，若要转动一
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扇门，沿着门轴方向用力或者沿着门所在的平面用力都是不行的，其原因就在
于此．　
例６ ５　如图６ ８所示．质量分别为ｍ和２ｍ，半径分别为ｒ和２ｒ的两匀质圆盘，同轴

粘贴在一起．它可以绕通过盘心且垂直于盘面的水平轴转动（不计摩擦），大小圆盘边缘都绕

有轻绳，绳端分别挂有质量均为ｍ的重物Ａ 和Ｂ，求（１）盘的角加速度大小；（２）两边重物所

受的拉力．

图 ６ ８　重物与圆盘

解　做平动的两重物可视为质点，两匀质圆盘绕同一固定轴转动，可

以运用隔离法分开讨论．
设Ａ，Ｂ重物上绳子的拉力分别为Ｔ１，Ｔ２，并选定Ａ物上重力的方向

为正．对两边的重物运用牛顿定律，有

ｍｇ－Ｔ１＝ｍａ１ （１）

Ｔ２－ｍｇ＝ｍａ２ （２）

组合圆盘受到的重力、轴的支持力和两端绳子的拉力，其中重力和支

持力的作用线通过转轴，对转轴的力矩为零．利用刚体的转动定律，并注

意到组合圆盘的转动惯量为

Ｊ＝１
２ｍｒ２＋１

２
（２ｍ）（２ｒ）２＝９

２ｍｒ２

有

Ｔ１２ｒ－Ｔ２ｒ＝ ９
２ｍｒ（ ）２ β （３）

不考虑绳子的伸长，则存在以下约束方程

ａ１＝２ｒβ （４）

ａ２＝ｒβ （５）

联立式（１），（２），（３），（４）和（５），得

β＝２ｇ
１９ｒ

Ｔ１＝１５
１９ｍｇ

Ｔ２＝２１
１９ｍｇ

例６ ６　矩形薄板边长为ａ和ｂ，质量为ｍ，绕竖直轴ＯＯ′转动．若它的初角速度为ω０，

转动时各部分均受到空气阻力，阻力的大小与面积大小成正比，与速度的二次方成正比，比例

系数为ｋ，阻力方向垂直于薄板平面．多少时间后，薄板的角速度变成１
２ω０？

解　如图６ ９所示，建立坐标系，任取与ＯＯ′轴平行的窄条面元（图中阴影部分），其面

积为ｄＳ＝ｂｄｒ，该面元上所受的阻力
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图６ ９　转动的薄板

ｄｆ＝－ｋｖ２ｄＳ＝－ｋω２ｒ２ｂｄｒ

它对ＯＯ′轴的力矩

ｄＭ＝ｒｄｆ＝－ｋｂω２ｒ３ｄｒ

整个薄板对ＯＯ′轴的力矩

Ｍ ＝∫ｄＭ ＝∫
ａ

０
－ｋｂω２ｒ３ｄｒ＝－ １

４ｋｂω２ａ４

由式（６ １１），薄板绕板边转动的转动惯量

Ｊ＝１
３ｍａ２

由转动定律得

β＝Ｍ
Ｊ ＝

－１
４ｋｂａ４ω２

１
３ｍａ２

＝－３ｋｂａ２

４ｍ ω２

显然，角加速度β是角速度ω的函数．当角速度随ｔ变化，角加速度β也随ｔ变化．不是常数，

不能依据式（６ ４ｂ）计算．把β＝ｄω
ｄｔ
代入上式，分离变量后积分，得

∫
ｔ

０
ｄｔ＝－ ４ｍ

３ｋｂａ２∫
ω０
２

ω０

ｄω
ω２

于是，薄板速度从ω０ 减为
ω０

２
所需时间为

ｔ＝ ４ｍ
３ｋｂａ２ω０

应该指出，计算力矩时，不能先计算整个薄板上的合力，再求合力的力矩．想
一想，为什么？

６．２．２　定轴转动中的功和能

转动定律可做如下变形

Ｍ＝Ｊβ＝Ｊｄω
ｄｔ＝Ｊｄω

ｄθ
·ｄθ
ｄｔ＝Ｊｄω

ｄθω

即

Ｍｄθ＝Ｊωｄω＝ｄ １
２Ｊω（ ）２ （６ １４）

式中ｄθ为时间微元ｄｔ内刚体的角位移．式（６ １４）具有什么物理含义呢？
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１．刚体的转动动能

首先考虑式（６ １４）中右边括号中的内容．把式（６ ６）代入其中，有

１
２Ｊω２ ＝ １

２∑（ｍｉｒｉ
２）ω２ ＝ ∑ １

２ｍｉｒｉ
２ω（ ）２ ＝ ∑ １

２ｍｉｖｉ（ ）２

在刚体的定轴转动中，质量为ｍｉ的质点做半径为ｒｉ的圆周运动．ｖｉ是质点的速

率，１
２ｍｉｖｉ

２ 是质点的动能，求和遍及刚体上所有质点，其结果必为刚体定轴转动

时的动能．于是刚体的转动动能可以写为

Ｅｋ＝１
２Ｊω２ （６ １５）

把刚体的转动动能与质点的动能１
２ｍｖ２ 做比较，两者形式上非常相似，只不过转

动惯量取代了质量，角速度取代了线速度．

２．力矩的功

图６ １０　力矩的功

现在考虑式（６ １４）左边Ｍｄθ的含义：我们已
经知道式（６ １４）的右边是刚体的转动动能变化，
而功是能量转化的量度，那么 Ｍｄθ是否为力做的
功呢？

如图６ １０所示，刚体绕固定轴（该轴过Ｏ点
且垂直于纸面）转动，Ｆ为作用于刚体某质点的外
力，ｒ为质点到Ｏ 轴的距离．因为Ｆ沿ｒ方向分力
对Ｏ 轴的力矩为零（分力的作用线与Ｏ轴相交），
所以Ｆ对Ｏ 轴的力矩Ｍ＝ｒＦｃｏｓφ．于是刚体转动
微小角位移ｄθ的过程中，有

Ｍｄθ＝Ｆｃｏｓφｒｄθ＝Ｆｃｏｓφ｜ｄｒ｜＝Ｆ·ｄｒ

式中 ，ｒｄθ为受力点质点运动的路径，可以认为它等于质点位移的大小｜ｄｒ｜，φ
为Ｆ 与ｄｒ间夹角．从力与位移的标积可看出：在刚体转动ｄθ过程中，Ｍｄθ是力
对刚体所做的元功．即

ｄＡ＝Ｍｄθ （６ １６）
这里，功与刚体的角位移相联系，是功的特殊表示形式，习惯上称为力矩的功．和
力的功ｄＡ＝Ｆ·ｄｒ等价．两者是相对同一物理过程的不同描述形式．
与之对应的功率
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Ｐ＝ｄＡ
ｄｔ＝Ｍｄθ

ｄｔ＝Ｍω （６ １７）

有两点应该特别指出：
（１）图６ １０中作用在刚体上的力Ｆ，正好位于与转轴垂直的平面（纸面）

内．而在一般情况下，Ｆ与该平面有一夹角．如图６ １１，此时Ｆ可分解为沿转轴
的分力Ｆ∥和垂直于转轴的分力Ｆ⊥，因为Ｆ∥对Ｏ轴的力矩为零，所以Ｆ⊥对转

轴的力矩，就是Ｆ对转轴的力矩．

图６ １１　分力的力矩

（２）上式中 Ｍ 应是作用在刚体上的外力矩之和，

Ｍ ＝ ∑Ｍｉ
ｅ，不包括内力矩，不考虑内力矩的功．这是

因为内力是成对出现的，一对内力对轴的力矩之和为
零，而刚体内任意质元的角位移都相同，故合内力矩的
功也为零．

３．刚体定轴转动的动能定理

从以上分析不难看出，式（６ １４）是刚体做定轴转

动时的动能定理，是动能定理的微分形式．即

Ｍｄθ＝ｄ １
２Ｊω（ ）２ （６ １８）

设ｔ＝０时刻刚体的角位置．角速度分别为θ０，ω０；ｔ时刻为θ，ω，上式两边积分得

∫
θ

θ０
Ｍｄθ＝∫

ω

ω０
ｄ １

２Ｊω（ ）２

由此得到动能定理的积分形式

∫
θ

θ０
Ｍｄθ＝ １

２Ｊω２－１
２Ｊω０

２ （６ １９）

作为上式的特例，当力矩Ｍ 为一常量时，有

Ｍ（θ－θ０）＝１
２Ｊω２－１

２Ｊω０
２ （６ ２０）

在质点和定轴刚体组成的系统中，引入转动动能和力矩做功的新形式之后，

质点力学的功能原理和机械守恒定律仍可在原有条件下成立．其中，刚体的重力
势能是各质元重力势能之和．可以证明，一个体积不太大的刚体，其重力势能等
于它的全部质量集中在质心时所具有的势能．

例６ ７　如果在例题６ ５的装置中（如图６ ８所示），Ａ，Ｂ两重物在同一高度，当Ａ重

物从静止下落ｈ时，求此时两重物的速度和组合圆盘的角加速度．
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解　由于绳子不可伸长，当Ａ重物下落ｈ时，刚体的角位移Δθ＝ｈ
２ｒ

，于是Ｂ重物上升的

高度ｈ′＝Δθｒ＝ｈ
２．以两重物，组合圆盘和地球为系统，在Ａ重物下降过程中，没有外力做功，

也没有非保守内力做功，因此系统的机械能守恒．有

ｍｇｈ＋ｍｇｈ＝３
２ｍｇｈ＋１

２ｍｖＡ
２＋１

２ｍｖＢ
２＋１

２Ｊω２

由于ｖＡ＝２ｒω，ｖＢ＝ｒω，Ｊ＝９
２ｍｒ２，可得

ω２＝２ｇｈ
１９ｒ２

于是

ｖＡ＝２ｒω＝２ ２ｇｈ槡１９
，　ｖＢ＝ｒω＝ ２ｇｈ槡１９

考虑到作用在刚体上的力矩是常量，根据式（６ ４ｂ），有

２Δθβ＝ω２－ω０
２＝ω２

β＝ω２

２Δθ＝２ｇｈ
１９ｒ２·

１
２ｈ／２ｒ＝２ｇ

１９ｒ

６．３　对定轴的角动量守恒

６．３．１　对定轴的角动量定理

质点系中若有离散质点，利用质点的角动量定理式（５ ８），对所有质点求
和，有

∫
ｔ

ｔ０
∑Ｍｉｄｔ＝ ∑Ｌｉ－∑Ｌ０ｉ

这里，内力矩的和为零，令外力矩的和∑Ｍｉ ＝Ｍ，质点系的角动量∑Ｌｉ ＝Ｌ，

初值∑Ｌ０ｉ ＝Ｌ０，得到一般质点系的角动量定理

∫
ｔ

ｔ０
Ｍｄｔ＝Ｌ－Ｌ０ （６ ２１）

该矢量式向固定转轴（如ｚ轴）投影，得一个标量式，即

∫
ｔ

ｔ０
Ｍｚｄｔ＝Ｌｚ－Ｌ０ｚ （６ ２１ａ）

６９ 大学物理学



这表明：相对某固定轴，质点系所受的角冲量等于系统角动量的增量．这就是质
点系对定轴的角动量定理，它也适用于由离散质点和定轴刚体组成的系统．为简
便计，往往省略上式中物理量的下标ｚ，而各物理量的含义不变．

例６ ８　运用质点系对定轴的角动量定理，重新求解例６ ５中组合圆盘的角加速度．
解　以两重物和组合圆盘为系统，两重物所受重力矩为外力矩，轴的反作用力和圆盘的

重力都与转轴相交，对转轴的力矩为零．取Ａ重物从静止开始下落的瞬间为零时刻，ｔ时刻圆

盘的角速度为ω，由对轴的角动量定理式（６ ２１ａ），有
（２ｒｍｇ－ｒｍｇ）ｔ＝（２ｒｍｖＡ＋ｒｍｖＢ＋Ｊω）－０

又ｖＡ＝２ｒω，ｖＢ＝ｒω和Ｊ＝９
２ｍｒ２，于是

（２ｒｍｇ－ｒｍｇ）ｔ＝ ４ｍｒ２＋ｍｒ２＋９
２ｍｒ（ ）２ ω （１）

这里，外力矩是常量，β也是常量，且ω０＝０，由式（６ ４ｂ）有

ω＝βｔ （２）

联立（１），（２）两式，得

β＝ω
ｔ ＝２ｇ

１９ｒ

这一定理存在两种特例：
（１）如果质点系由离散质点和绕定轴转动的刚体构成，但这些离散质点和

图６ １２　游标和滑尺

刚体的质元对转轴有相同的角速度，即ωｉ＝ω．如图

６ １２所示，游标Ｐ和滑尺Ａ 绕垂直于纸面Ｏ 轴转
动，尽管游标与滑尺之间有相对运动，但它们对Ｏ
轴的角速度相同，此时质点系的角动量能用角量

Ｊω来描述，从而对定轴的角动量定理可写成

∫
ｔ

ｔ０
Ｍｄｔ＝Ｊω－Ｊ０ω０ （６ ２１ｂ）

这里系统的转动惯量是一变量．
（２）如果质点系是绕定轴转动的刚体，则转动惯量Ｊ为一常量，于是

∫
ｔ

ｔ０
Ｍｄｔ＝Ｊ（ω－ω０） （６ ２１ｃ）

６．３．２　对定轴的角动量守恒

相对固定轴，若质点系的合外力矩始终为零，即Ｍ＝０，则系统的角动量保
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持不变．有

Ｌ＝常量 （６ ２２ａ）
这一结论叫对定轴的角动量守恒定律．对于上面讨论的两种特例，可写成

Ｊω＝常量 （６ ２２ｂ）
此时，系统的角速度与转动惯量成反比．
利用角动量守恒定律，可以解释天体系统的盘形结构．宇宙中，类似太阳系、

银河系、河外旋涡星系等这样不同层次的天体系统，都具有旋转的盘状结构，如
图６ １３所示．如果承认天体系统是气云受万有引力作用收缩而成．那么，为什
么形成了旋转的盘状结构，而不是球形结构呢？为了讨论这一问题，现在把天体
系统看成是不受外力的孤立系统，它由弥漫在很大空间范围内的原始气云构成，
有一定的初始角动量Ｌ．在万有引力作用下，气云逐渐收缩，转动惯量减小．由于
角动量守恒，气云粒子在垂直于Ｌ方向的速度就会增大，阻碍了气云在垂直于Ｌ
方向的进一步收缩．但在平行于Ｌ方向上却不存在这种阻碍，收缩快得多，于是
天体系统形成了朝同一方向旋转的盘状结构．

图６ １３　天体系统的盘状结构 图６ １４　滑冰者改变转速

日常生活中也不乏角动量守恒的例子．花样滑冰运动员总要做很多旋转动
作，他们常利用角动量守恒来改变旋转的速度．如图６ １４所示，当滑冰者伸开
自己的四肢时，转动惯量较大，初始转动的角速度较小，一旦她收拢四肢，让身体
的各部分尽量靠近过足尖的竖直轴，转动惯量就减小．由于角动量守恒（忽略冰
刀对冰的摩擦 ），她的转动角速度就会显著变大．

例６ ９　为招揽顾客，小贩在匀质圆盘上放置一只小白鼠，当小鼠靠近转盘的边沿跑动

时，转盘绕过盘心的竖直轴反向转动．如图６ １５所示，设小鼠的质量为ｍ，轨迹圆的半径为

ｒ，转盘质量为Ｍ，半径为Ｒ．问小鼠从静止开始相对圆盘跑一圈的过程中，转盘转动的角度是

多少？

解　把小鼠、转盘看成系统，鼠与圆盘间的作用力是内力，鼠与圆盘的重力都与转轴平

行，忽略轴的摩擦，外力矩为零，系统对转轴的角动量守恒．注意：到静止时系统的角动量为
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零，故有

图６ １５　例６ ９图

０＝ｍｒ２ωｍＧ＋ １
２ＭＲ（ ）２ ωｄＧ （１）

式中ωｍＧ，ωｄＧ分别是小鼠、圆盘相对地面惯性系的角速度．考虑到小

鼠相对地面的角速度等于它相对圆盘的角速度与圆盘相对地面的

角速度之和，即

ωｍＧ＝ωｍｄ＋ωｄＧ （２）

联立式（１），（２）有

ωｄＧ＝－ ｍｒ２

ｍｒ２＋１
２ＭＲ２

ωｍｄ

这里，负号意味着两者的转动方向相反．根据式（６ ２），小鼠在盘上跑一圈的时间（ｔ１～ｔ２）内，

圆盘对地的角位移

ΔθｄＧ ＝∫
ｔ２

ｔ１
ωｄＧｄｔ＝－ ｍｒ２

ｍｒ２＋ １
２ＭＲ２∫

ｔ２

ｔ１
ωｍｄｄｔ

＝－ ｍｒ２

ｍｒ２＋ １
２ＭＲ２

·２π＝－ ４πｍｒ２

２ｍｒ２＋ＭＲ２

值得特别指出，角动量定理和角动量守恒定律只适于惯性系．

例６ １０　如图６ １６，质量为ｍ的质点沿光滑的表面滑下，下滑ｈ高度后，与匀质竖直

杆的底部碰撞，并粘贴在杆上．设细杆的质量是Ｍ，长度是ｌ，并可绕过Ｏ点的水平轴转动，求

杆和质点碰撞后向上摆动的最大角度θ．

图６ １６　例６ １０图

解　整个物理过程可分为三个简单阶段：

（１）质点由高处下滑尚未与杆相撞．以质点和地球为系统，该过程中机械能守恒．选质点

与杆碰撞前瞬间的位置为零势能点，有

ｍｇｈ＝１
２ｍｖ０

２ （１）

（２）质点与有固定转轴的杆相撞．以细杆和质点为系统，该过程中，由于转轴对细杆的
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作用力是外力，系统动量不守恒．但该力对转轴的力矩为零，杆与质点的重力的力矩也为零．

于是系统角动量守恒．用Ｊ＝ｍｌ２＋１
３Ｍｌ２ 表示碰后系统（包括质点和杆）对轴的转动惯量，有

ｌｍｖ０＝（ｍｌ２＋１
３Ｍｌ２）ω （２）

（３）质点与杆整体向上摆动．以质点、杆和地球为系统．该过程中，系统的机械能守恒．取

质点的最低位置为零势能点，则有

１
２Ｍｇｌ＋１

２Ｊω２＝ｍｇｌ（１－ｃｏｓθ）＋Ｍｇｌ１－１
２ｃｏｓ（ ）θ （３）

联立式（１），（２）和 （３），解得

θ＝ａｒｃｃｏｓ１－ ６ｍ２ｈ
ｌ（２ｍ＋Ｍ）（３ｍ＋Ｍ［ ］）

６．４　守恒律与对称性

６．４．１　对称性与对称操作

对称的概念源于生活，生活中的对称随处可见．人体的外形本身就是左右对
称的．雪花有对称的六角形花样，吃饭用的碗、圆盘都有对称的外形，上面的花纹
也呈对称分布．凡此种种，都属于物体形状在空间的几何对称．这类对称有下面
三种常见的形式：

（１）空间反射对称
如果形体被某平面分成两半，其中一半正好是另一半的镜像（镜面在该平面

处），那么这一形体就具有空间反射对称，也称为镜像对称．人体外形就具有空间
反射对称的特征．

（２）空间平移对称
如果形体做一平移后，仍与原形体重合，该形体就具有空间平移对称．无穷大

的平面坐标纸沿横向或纵向平移一个单位格后，能与原坐标纸重合，一条直线沿直
线方向平移任意大小，总能与原直线重合．因此，坐标纸、直线都具有平移对称性．

（３）空间转动对称
形体绕固定轴旋转某一角度后，能与原形体重合，这一形体就具有空间转动

对称性．雪花绕其垂直中心轴转动６０°后，会与原形体重合；球体绕直径转任意
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角度后，总会与原球体重合．它们都具有转动对称的特征，且后者比前者转动对
称的级次更高．
对称观念被提炼之后，渗透到物理学领域．物理学的对称性有如下含义：若

物理规律（或物理量）在某种变换或操作下能保持不变，则这个物理规律（或物理
量）对该操作是对称的；而这种操作叫对称操作．从这一意义上讲，物理规律（或
物理量）的对称性又称为不变性．
以两质点组成的孤立系统为例，把整个系统做空间平移，两质点的相对间距

保持不变，则系统遵从的物理规律（例如系统的势能），不因平移而变化．这说明
系统的物理规律具有空间平移对称性，空间平移操作是物理规律的对称操作．与
此类似，空间转动操作也是它的对称操作．
时间平移对称也是最常见的对称形式之一．例如牛顿运动定律在过去、现在

和将来都是成立的，不会因时间平移而改变．因此，时间平移操作也是物理规律
的对称操作．

６．４．２　对称性与守恒律

２０世纪初叶，对称性与守恒律的关联被揭示出来．可以证明，一种对称性必
然导致一条守恒律．能量守恒、动量守恒和角动量守恒就分别与下面三种对称性
密切相关．

１．时间平移对称性与能量守恒律

时间平移对称性（即时间均匀性）导致了能量守恒．现在讨论由两质点组成
的孤立系统，设两质点的质量分别为ｍ１，ｍ２，ｔ时刻的速度为ｖ１，ｖ２，坐标为ｘ１，

ｘ２．把系统进行时间平移，从ｔ时刻移到ｔ′＝ｔ＋Δｔ时刻，时间平移不变性意味着
系统的势能与时刻ｔ无关，即

Ｅｐ（ｘ１，ｘ２，ｔ＋Δｔ）＝Ｅｐ（ｘ１，ｘ２，ｔ）
把等式左边用泰勒级数展开

Ｅｐ（ｘ１，ｘ２，ｔ＋Δｔ）＝Ｅｐ（ｘ１，ｘ２，ｔ）＋Ｅｐ

ｔΔｔ＋高次项

若要上两式的右边对任意Δｔ都相等，必有

Ｅｐ

ｔ＝０

即势能函数不能显含时刻ｔ，于是势函数

Ｅｐ＝Ｅｐ（ｘ２，ｘ１）
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系统的能量（这里限于机械能）可表示为

Ｅ＝１
２ｍ１ｖ１

２＋１
２ｍ２ｖ２

２＋Ｅｐ（ｘ２，ｘ１）

对时间求导，有

ｄＥ
ｄｔ＝ｍ１ｖ１

ｄｖ１

ｄｔ＋ｍ２ｖ２
ｄｖ２

ｄｔ＋Ｅｐ

ｘ１

ｄｘ１

ｄｔ＋Ｅｐ

ｘ２

ｄｘ２

ｄｔ
考虑到

ｖ１＝
ｄｘ１

ｄｔ
；　ｖ２＝

ｄｘ２

ｄｔ
和Ｆ１＝－Ｅｐ

ｘ１
；　Ｆ２＝－Ｅｐ

ｘ２

于是

ｄＥ
ｄｔ＝ ｍ１

ｄｖ１

ｄｔ－Ｆ（ ）１ ｖ１＋ ｍ２
ｄｖ２

ｄｔ－Ｆ（ ）２ ｖ２＝０

Ｅ＝常量
即系统的能量守恒．

２．空间平移对称性与动量守恒律

空间平移对称性（即空间均匀性）导致了动量守恒．仍以两质点组成的孤立
系统为例，如图６ １７所示，考虑系统沿ｘ轴正方向平移 Δｘ，两质点的位置从

ｘ１，ｘ２ 分别移到ｘ１′＝ｘ１＋Δｘ，ｘ２′＝ｘ２＋Δｘ．因为空间平移操作是对称操作，空
间平移对称性意味着系统的势能保持不变，势能值与粒子的具体坐标无关，只与
两质点的间距有关，即

Ｅｐ（ｘ２，ｘ１）＝Ｅｐ（ｘ２′，ｘ１′）＝Ｅｐ（ｘ）
式中ｘ＝ｘ２－ｘ１＝ｘ２′－ｘ１′
因此，两质点受到的力（保守力）分别为

Ｆ１＝－Ｅｐ（ｘ）
ｘ１

＝－Ｅｐ（ｘ）
ｘ

·ｘ
ｘ１

＝Ｅｐ（ｘ）
ｘ

图６ １７　两质点系统

的空间平移

Ｆ２＝－Ｅｐ（ｘ）
ｘ２

＝－Ｅｐ（ｘ）
ｘ

·ｘ
ｘ２

＝－Ｅｐ（ｘ）
ｘ

系统受到的力 Ｆ＝Ｆ１＋Ｆ２＝０

利用动量定理的微分形式，Ｆ＝ｄｐ
ｄｔ

ｄｐ
ｄｔ＝ｄｐ１

ｄｔ＋ｄｐ２

ｄｔ＝０

有

ｐ＝ｐ１＋ｐ２＝常量
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即系统的动量守恒．

３．空间转动对称性与角动量守恒律

空间转动对称性（即空间各向同性）导致了角动量守恒．如果把两质点组成
的系统绕任意轴（比如柱坐标系的ｚ轴）转动Δθ，两质点分别从θ１，θ２ 变到θ′＝
θ１＋Δθ，θ２′＝θ２＋Δθ，转动前后系统的势函数分别用Ｅｐ（θ１，θ２）、Ｅｐ（θ１＋Δθ，θ２＋
Δθ）表示．空间转动对称性意味着系统的势函数与转动的角度无关，即

Ｅｐ（θ１＋Δθ，θ２＋Δθ）＝Ｅｐ（θ１，θ２）
把等式的左边用泰勒级数展开

Ｅｐ（θ１＋Δθ，θ２＋Δθ）＝Ｅｐ（θ１，θ２）＋ Ｅｐ

θ１
＋Ｅｐ

θ（ ）２
Δθ＋高次项

若要以上两式的右边对于任意的Δθ都相等，必有

Ｅｐ

θ１
＋Ｅｐ

θ（ ）２
＝０

为简单计，在柱坐标系中讨论该问题，如图６ １８所示．

　　图６ １８　柱坐标系

ｘ＝ｒｃｏｓθ
ｙ＝ｒｓｉｎθ
ｚ＝
烅
烄

烆 ｚ

又考虑到Ｆｘ＝－Ｅｐ

ｘ
，Ｆｙ＝－Ｅｐ

ｙ
，对质点１，有

Ｅｐ

θ１
＝Ｅｐ

ｘ１
·ｘ１

θ１
＋Ｅｐ

ｙ１
·ｙ１

θ１

＝Ｅｐ

ｘ１
（－ｒ１ｓｉｎθ１）＋Ｅｐ

ｙ１
（ｒ１ｃｏｓθ１）

＝ｙ１Ｆ１ｘ－ｘ１Ｆ１ｙ

＝－Ｍ１ｚ

上式的最后一步用了式（５ ３ｂ），Ｍ１ｚ是相对ｚ轴质点１所受的力矩．同理，对质
点２，有

Ｅｐ

θ２
＝－Ｍ２ｚ

系统所受的力矩

Ｍｚ＝Ｍ１ｚ＋Ｍ２ｚ＝－ Ｅｐ

θ１
＋Ｅｐ

θ（ ）２
＝０

由定轴的角动量定理

ｄＬｚ

ｄｔ＝０
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于是，相对ｚ轴，系统的角动量守恒
Ｌｚ＝恒量

由于空间的各向同性，ｚ轴可以取任何方向．这就是说对任何轴转动，系统
的角动量都守恒．
能量守恒，动量守恒及角动量守恒的根源在于时空的均匀性和各向同性，它

不依赖于物质的具体内容．不论是微观的还是宏观的，是粒子还是场，所有在均
匀和各向同性时空中运动的物质都必须遵从能量、动量和角动量守恒律．
除了以上三种时空对称外，量子力学中，还有多种对称变换与守恒律相关

联．如电磁规范变换导致电荷守恒，空间反演变换导致宇称守恒（近似的），色规
范变换导致色荷守恒，等等．由于对称性与守恒定律有如此紧密的联系，又是跨
越物理学各领域的普遍法则，因此可以利用它们去探索人类知之甚少的微观领
域，寻找物质结构更深层次的奥妙．

６．４．３　对称破缺

如果说对称性反映了自然界的统一性，那么对称破缺就反映了自然界的多
样性．在具体了解对称破缺之前，先来看两个对称破缺的例子：正方形沿其对角
线具有空间反射对称性，可是，如果这一正方形某一边的中点有一黑点，它的空
间反射对称性就遭受破坏，产生了对称破缺；原本具有时间平移对称性的质点系
中，若从某时刻起，外力对系统做功，系统的能量就显含时间，系统的时间平移对
称遭到破坏，产生了对称破缺，导致系统的能量不再守恒，这也是对称破缺．
物理学中存在两类重要的对称破缺：明显破缺和自发破缺．

１．对称性明显破缺

由于较弱的相互作用不具备某种对称性，引起对较强的相互作用的对称性
的破坏，这类对称破缺叫做明显破缺．在这种情况下，作为整体，对称性是近似
的，它只有在可以忽略较弱相互作用时才近似成立．
明显破缺最显著的例子是李政道和杨振宁提出的弱相互作用下宇称不守

恒．自然界的力不外乎四类：强相互作用，弱相互作用，电磁作用和引力作用．前
两类力是近程力，在原子核内部起作用，后两类力是远程力．而宇称是量子力学
中用来描述微观粒子特征的物理量，这里的“宇称”可以理解为空间反射对称性．
量子力学中，微观粒子的运动状态用波函数Ψ（ｘ，ｙ，ｚ）描述．如果微观粒子的运
动规律具有空间反演不变性，则粒子的波函数不是偶函数就是奇函数，波函数是
偶函数的粒子具有偶宇称，否则粒子具有奇宇称．如果粒子的波函数既不是偶函
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数也不是奇函数，它就没有确定的宇称，当然就不具有空间反射对称性．可以证
明，只要微观粒子具有空间反演不变性，由这种微观粒子组成孤立系统就具有确
定的宇称，且奇偶性保持不变．这就是宇称守恒律．
在研究粒子衰变的过程中，李政道和杨振宁提出，原本在强相互作用和电磁

作用中粒子所具有空间左右对称性遭受弱相互作用的破坏，产生了对称破缺，粒
子系的宇称不再守恒．这一预言不久被物理学家吴健雄用实验证实，这一结论对
推动物理学的发展产生了深远的影响．

２．对称性自发破缺

对称性明显破缺不依赖于系统所处的状态，而对称性自发破缺则依赖于系
统所处的状态．随着某些条件（例如温度）的变化，处于对称性自发破缺状态的系
统常常可以通过相变过渡到对称的状态．
铁磁体的相变就是这方面最好例子．常温下的铁磁体处于对称破缺状态，当

温度升到临界温度以上时，它恢复到对称状态．反之，温度降到临界温度以下，系
统又过渡到对称破缺状态．这是因为在温度高于居里温度（临界温度）时，铁磁体
的分子磁矩是无序的，总和磁矩为０，磁矩的取向分布呈现各向同性，满足转动
对称性．如果温度降到居里温度以下，分子磁矩在单一磁畴范围内取某一方向的
有序排列，体系的基态不满足转动对称性，而在空间选择了一个特定的方向，产
生了对称自发破缺．
电饭锅正是利用铁磁自发破缺来控制电路．锅内感温磁钢（镍锌铁氧体）的

居里温度为１０３℃±２℃，常温下感温磁钢是铁磁质，能吸引硬磁体，接通电路，
给饭锅加热．当饭好水干，锅内温度超过１０３℃时，磁钢恢复对称性，是顺磁质．
不再被硬磁体吸引，加热电路断开．
概而言之，对称与破缺是不同物质形态运动特征的两个方面，对称体现了它们的共

性，而破缺则体现了各自的个性，两者一起构成了既和谐统一又丰富多彩的世界．

思考题

６ １　有两力作用在同一个有固定轴的刚体上，当两力的合力为零时，它们对轴的力矩

就一定为零吗？当两力对轴的力矩为零时，它们的合力也一定为零吗？试举例说明．

６ ２　当刚体绕轴转动的角速度很大时，作用在刚体上的力或力矩是否一定很大？

６ ３　二氧化碳的温室效应直接导致地球极地冰川融化，而冰川融化将产生多种灾

难性的后果，试说明两极冰川融化是地球自转速度变化的原因之一．

６ ４　用手指顶一根匀质细杆，长的杆容易平衡，而短的杆反而很难保持平衡，这是
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为什么？

６ ５　在位置矢量、位移、速度、动量、角动量、力和力矩中，哪些物理量是相对一定
点（或定轴）的？哪些量与定点（或定轴）选择无关？

６ ６　试分析下面论述是否正确：“质点系的动量为零，则质点系的角动量也为零；

质点系的角动量为零，则质点系的动量为零．”

６ ７　旋转舞台绕垂直中心轴在水平面内做无摩擦自由转动，主持人从台的边缘走
向舞台中心，以人与舞台为系统，则系统的转动惯量、角速度、角动量和动能是否变化 ？

怎样变化？

６ ８　一根匀质直棒竖直悬挂在光滑的水平轴上，转轴穿过棒的上端．一粒子弹沿
水平方向飞来，击中棒的下端，以子弹和棒为系统，两者碰撞的过程中，动量是否守恒？

角动量是否守恒？为什么？

６ ９　指出一个正方形所具有的几何对称．如果在正方形一边的中点标上黑点，试
讨论其对称破缺的情况．

６ １０　就物理规律的时间平移对称、空间平移对称和空间转动对称，试各举一例．

习题６

６ １　飞轮从静止开始作匀加速转动，在最初２分钟转了３６００转，求飞轮的角加速

题６ ２图

度和第２秒末的角速度．
６ ２　如图所示，从一个半径为Ｒ的均匀薄圆板上挖去一个直
径为Ｒ 的小圆板，所形成圆洞的圆心在大圆板半径的中点上，所剩薄
板的质量为ｍ．求此时薄板对于通过大圆板圆心而与板面垂直的轴
的转动惯量．

６ ３　如果把月亮当成均匀球体，其质量为７．３５×１０２２ｋｇ，半径
为１．７４×１０６ ｍ，自转周期为２７．３天，求月球自转的角动量．

６ ４　如图所示，滑轮可视为半径为Ｒ，质量为Ｍ 的匀质圆盘，滑轮与绳子间无滑
动，水平面光滑，若ｍ１＝５０ｋｇ，ｍ２＝２００ｋｇ，Ｍ＝１５ｋｇ，Ｒ＝０．１０ｍ，求物体的加速度和绳

子中的张力．

６ ５　图中半径各为ｒ１和ｒ２，质量各为ｍ１和ｍ２的两轮用皮带连接起来，在主动轮

１上作用一转动力矩Ｍ１（垂直纸面向内），在从动轮２上有一与Ｍ１相反的阻力矩Ｍ２，二

轮均可视为匀质圆盘．若皮带不打滑，且忽略皮带的质量，则两轮的角加速度各为多少？

６ ６　如图所示，均质圆柱体的质量为ｍ１，半径为ｒ，重物的质量为ｍ２．最初系统处

于静止，后释放重物使之下落，并带动圆柱体转动．不计阻力、绳子质量及伸长
（１）当重物下落ｈ高度时，圆柱体的角速度是多少？
（２）去掉重物，用竖直向下的恒力Ｆ＝ｍ２ｇ来取代它，下拉ｈ距离后，圆柱体的角速度

６０１ 大学物理学



题６ ４图 题６ ５图

又是多少？比较两次的结果．

题６ ６图 题６ ７图

６ ７　如图，有一匀质细杆，质量为ｍ，长为ｌ，可绕过杆端Ｏ点的水平轴自由转动．
若初态静止的细杆从水平位置摆下，求：

（１）初始时刻的角加速度；

（２）杆转过θ角时的角速度．
６ ８　飞轮对自身轴的转动惯量为Ｊ０，初角速度为ω０，作用在飞轮上的阻力矩为Ｍ

（常量）．试求：

（１）飞轮的角速度减到ω０

２
时所需的时间ｔ；

（２）在这一段时间内飞轮转过的圈数Ｎ．

６ ９　在习题６ ４的装置中，运用系统的角动量定理求解物体的加速度．

６ １０　Ａ，Ｂ两个溜冰人，他们的质量各为７０ｋｇ，各以４ｍ·ｓ－１的速率在相距１．５

ｍ的平行线上相对滑行．当他们要相遇而过时，两人互相拉起手，因而绕他们的对称中心

做圆周运动，如图所示．将二人作为一个系统，求：

（１）该系统的总动量和总角动量；

（２）求开始作圆周运动时系统的角速度．

６ １１　如图所示，质量为０．２５ｋｇ的小球，在一根细长的匀质管中滑动．管长１ｍ，

质量为１ｋｇ，可绕过质心Ｃ且垂直于管线的铅直轴转动．设小球通过Ｃ点时，管的角速度
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题６ １０图

为１０ｒａｄ·ｓ－１，试求小球离开管口时管的角速度．
６ １２　一匀质细棒的长度为０．５ｍ，质量为４．０ｋｇ，

可绕铅直轴在水平面内转动，转轴过棒的中心，棒的初态
静止．一颗３．０ｇ的子弹在棒所在的水平面上飞行，射向
棒的端点，从上向下看，子弹的方向与棒的夹角为６０°（如
图所示）．如果子弹射入棒的端点后留在棒中，且碰后子
弹与棒的角速度为１０ｒａｄ·ｓ－１，求碰前子弹的速率．

６ １３　在习题６ ８装置中，假设作用在飞轮上的
阻力矩的大小与角速度成正比，即Ｍ＝ａω（ａ是常数），再
次求解该题．

题６ １１图 题６ １２图

６ １４　半径为Ｒ，质量为ｍ的匀质圆盘，放在粗糙的桌面上，圆盘可绕其垂直中心
轴在水平桌面上转动，圆盘与桌面间的摩擦系数为μ，初始角速度为ω０，问：

（１）经过多长时间后，圆盘才停止转动？
（２）摩擦阻力共做多少功？
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第７章　相对论

由爱因斯坦创立的相对论是关于时空观的理论，它突破了牛顿绝对时空观，
对物理学的发展产生了深远的影响，是研究物质运动规律的重要基础和方法．本
章介绍相对论的基础知识，包括相对论产生的历史条件和实验基础、相对论的基
本原理及其变换、相对论的时空观及相对论动力学问题等．

牛顿力学建立后被用于各个方面都获得了巨大的成功，被认为是普遍完美
的理论．直到１９世纪末、２０世纪初物理学深入到高速和微观领域，才发现它不
再适用，建立新理论成为必要．牛顿力学的基本观念是：空间和时间都是绝对的
（绝对时空观），这种观念因符合人们的日常经验和已有实验事实而根深蒂固，很
少有人怀疑它的正确性．爱因斯坦（Ａ ．Ｅｉｎｓｔｅｉｎ）突破绝对时空观，以“相对性原
理”和“光速不变原理”为基本假设，于１９０５年建立了狭义相对论（ｓｐｅｃｉａｌｒｅｌａ
ｔｉｖｉｔｙ），１９１５年又将其发展成广义相对论（ｇｅｎｅｒａｌｒｅｌａｔｉｖｉｔｙ）．相对论重建了物
理理论的基础，使物理理论与新的实验相吻合，对物理学的发展产生了深远的影
响．本章介绍相对论的基础知识．

７．１　力学相对性原理　伽利略变换

７．１．１　力学相对性原理

相对论建立的关键是对牛顿力学的基本概念作了深刻的分析和根本性变

革，这些概念的正确性长期以来被认为是不言自明的．我们先概括这些基本概
念，然后用实验说明它们的局限性．
物体的运动是对某个参考系而言的，有一定的规律．而参考系的选择不是惟



一的，自然就出现一个问题，对于不同的参考系，力学的基本规律还相同吗？早
在１６３２年伽利略（Ｇ．Ｇａｌｉｌｅｏ）就回答了这个问题，他在封闭的船舱里仔细观察
了力学现象，发现当船做匀速直线运动时船舱里物体的运动与船静止时没有什
么不同．对此他作了生动的描述：“设想把你和你的朋友关在一只大船的舱板底
下最大的房间里；让你带着几只苍蝇、蝴蝶以及诸如此类的有翅膀的小动物；舱
内放一只盛满水的水桶，里面有几只鱼；再把一只瓶子挂起来，让它可以一滴滴
把水滴入下面放着的一只窄口罐中．当船静止不动时，你们看到昆虫以等速向舱
内各个方向飞行，鱼向各个方向自由游动，水滴滴进下面的罐中．当你把什么东
西扔给你的朋友时，只要距离相等，你向某个方向扔不比向另一个方向用更大的
力．如果你跳远，向各个方向会跳得同样远．当你仔细观察这些细节以后，再使船
以任意速度前进．只要运动是匀速的，也不左右摇摆，你将发现所有上述现象丝
毫没有变化．你也无法靠其中任何一个现象来推断船是在运动还是静止不动的．
即使船运动得相当快，在跳跃时，你也将和以前一样，在各个方向上跳过相同的
距离，跳向船尾也不会比跳向船头来得远些，虽然你跳到空中时，脚下的船底向
你跳的相反方向移动．如果你的朋友在船头而你在船尾，不论你扔什么东西给你
的朋友，你所用的力并不比你们两个站在相反位置时所用的力大．水滴将像先前
一样地滴进下面的罐子，一滴也不会滴向船尾，虽然水滴在空中时，船在行进着．
鱼在水中游向桶的前部不比游向后部费力，它们一样悠闲地游向放在水桶边缘
任何地方的食饵．最后，蝴蝶和苍蝇自由地四处飞行，它们绝不会向船尾集中，并
不因为它们可能长时间留在空中，脱离了船的运动，为了赶上船而显出累的样
子．”这段话说明在任何惯性系中观察，力学现象都服从相同的规律．这个结论叫
力学相对性原理（ｒｅｌａｔｉｖｉｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｍｅｃｈａｎｉｃｓ）或伽利略相对性原理
（Ｇａｌｉｌｅｏｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｒｅｌａｔｉｖｉｔｙ）．它还可以有不同的表述方式：对于力学规律来
说，一切惯性系都是等价的，没有哪一个惯性系比其他的惯性系更优越．或者说：
不可能在惯性系内进行任何力学实验来确定该系统是静止还是匀速直线运动状

态．如果已知力学规律的数学形式，上述结论还可以表述成：在一切惯性系中力
学规律都具有相同的数学形式．

７．１．２　伽利略变换

牛顿力学的空间和时间概念是绝对空间和绝对时间，即长度的测量和时间
间隔的测量与参考系（或观察者）无关．也就是说，同样两点之间的距离或同样两
个事件发生的时刻差，无论在哪个惯性系中测量都是一样的．用牛顿的话说：“绝
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对空间，就其本性而言，与外界任何事物无关，而永远是相同的和不动的．”“绝
对的、真正的和数学的时间自己流逝着，并由于它的本性而均匀地与外界任何对
象无关地流逝着．”牛顿力学中空间的性质是平直、均匀和各向同性（符合欧氏几
何），时间的性质是一维、单向、均匀．上述观点叫绝对时空观或经典时空观．
在绝对时空观的基础上可以建立同一事件ｐ（如一盏灯发一个闪光）在两个

不同惯性系中时空坐标的变换关系．
设ｓ和ｓ′为两个相对做匀速直线运动的惯性系，为方便计我们约定，两者相

应的坐标轴平行，且ｘ轴与ｘ′轴重合，ｓ′系相对ｓ系以速度ｕ沿ｘ 轴正向运动，
当原点Ｏ与Ｏ′重合时开始计时，如图７ １所示．以后凡提到ｓ和ｓ′系，如果不加
说明，均指这种约定系统．

图７ １　惯性系ｓ和ｓ′

为了测量空间和时间，假设在两惯性系中各处安置了相同的直尺和钟，所有
钟经过校准同步．事件发生地点的空间坐标由与坐标轴平行的直尺在该处的刻
度读出，事件发生的时刻由该处的钟读出．设同一事件ｐ在ｓ系和ｓ′系中测得的
时空坐标分别为（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）和（ｘ′，ｙ′，ｚ′，ｔ′），由于时间和空间测量的绝对性，有

ｘ′＝ｘ－ｕｔ
ｙ′＝ｙ
ｚ′＝ｚ
ｔ′＝ｔ

（７ １）

式（７ １）中的ｘ′是ｓ′系中测量的ｐ点（事件发生地）到ｙ′ｚ′面的垂直距离，
等于ｓ系中测量的ｐ点到ｙ′ｚ′面的垂直距离．所以ｓ系中测量的ｐ点到ｙｚ面的
垂直距离ｘ＝ｕｔ＋ｘ′即（７ １）的第一式．式（７ １）叫伽利略坐标变换（ｓ→ｓ′）
（Ｇａｌｉｌｅｏｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ），简称伽利略变换，是绝对时空观的数学表
述．其逆变换（ｓ′→ｓ）为
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ｘ＝ｘ′＋ｕｔ′
ｙ＝ｙ′
ｚ＝ｚ′
ｔ＝ｔ′

（７ ２）

将式（７ ２）对时间ｔ求导，并考虑ｔ＝ｔ′可得伽利略速度变换（ｓ→ｓ′）（Ｇａｌｉｌｅｏ
ｖｅｌｏｃｉｔｙｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ）

ｖｘ′＝ｖｘ－ｕ
ｖｙ′＝ｖｙ

ｖｚ′＝ｖｚ

（７ ３）

其中ｖｘ′＝ｄｘ′
ｄｔ′＝ｄｘ′

ｄｔ
，ｖｘ＝ｄｘ

ｄｔ
等．

将式（７ ３）再对时间求导，可得加速度变换（ｓ→ｓ′）

　　　 　　　　　　　　　 　

ａｘ′＝ａｘ

ａｙ′＝ａｙ

ａｚ′＝ａｚ

（７ ４）

即　 　　　　　　　　　　　　 　ａ′＝ａ
这说明同一质点对不同的惯性系有相同的加速度．
牛顿力学认为物体的质量是不变的恒量，与参考系的选择无关，有ｍ＝ｍ′．

力与参考系的选择也无关．例如弹簧的弹性力Ｆ＝－ｋｘ，万有引力 Ｆ＝－Ｇ
ｍ１ｍ２

ｒ２ ｒｏ 公式中的形变量ｘ和距离ｒ，由于空间的绝对性，在不同的参考系中测

量的值相同，有Ｆ＝Ｆ′．对惯性系ｓ有

Ｆ＝ｍａ
因质量和力相同，对惯性系ｓ′必有

Ｆ′＝ｍ′ａ′
即在不同的惯性系中力学规律具有相同的数学形式，或者说牛顿定律经伽

利略变换后数学形式不变．容易推知，由牛顿定律导出的力学规律经伽利略变换
后数学形式也不变．这是牛顿力学对力学相对性原理的理解．
以上是从绝对时空观和牛顿定律导出了力学相对性原理．而一般说来，相对性

原理是更普遍的规律，当牛顿定律失效时，相对性原理仍然成立（见７．３节）
绝对时空观、牛顿定律和力学相对性原理构成了牛顿力学的理论体系．
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７．２　狭义相对论产生的实验基础和历史条件

７．２．１　产生根源

狭义相对论的产生有深远的历史根源，是电磁理论发展的必然结果．用爱因
斯坦的话说：“是一条可以回溯几世纪的路线的自然继续．”“是对麦克斯韦
（Ｊ．Ｃ．Ｍａｘｗｅｌｌ）和洛伦兹（Ｈ．Ｌｏｒｅｎｔｚ）的伟大构思画了最后一笔．”

运动的描述与解释是一个古老的问题，伽利略将研究建立在实验的基础上，

为物理理论的发展指明了方向．随后牛顿关于力学现象建立了牛顿力学，回答了
时间和空间﹑物质和物质运动及运动规律等基本问题，成为物理理论的基础．

１９世纪中叶建立了电磁现象的普遍理论———麦克斯韦方程，它预言了光是
电磁波，不久也被实验证实．如果相信麦克斯韦方程在所有惯性系中成立，则可
以得出两个推论．

１．光在真空中的速率是一个恒量，与参考系的选择无关

该理论给出ｃ＝ １
ε０μ槡 ０

＝２．９９×１０８ｍ·ｓ－１，其中ε０＝８．８５×１０－１２Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２

是真空的介电常数，μ０＝１．２６×１０－６Ｎ·Ａ－２是真空的磁导率．由于ε０，μ０ 与参考系无

关，因此ｃ也与参考系无关．

２．电磁现象服从相对性原理

如果麦克斯韦方程在所有惯性系中成立，则电磁现象服从相对性原理．相
信麦克斯韦方程在所有惯性系中成立的理由，首先是麦克斯韦方程的基础———

电磁实验定律是在地球上的实验室发现的，所以麦克斯韦方程对地球参考系（惯
性系）成立．进一步有理由相信，在相对地球做匀速直线运动的所有惯性系中麦
克斯韦方程仍然成立．当时已经发现这方面的实例．例如在电磁感应现象中，只
是磁体和线圈的相对运动决定线圈内产生的感应电动势．即无论以磁体为参考
系还是以线圈为参考系，感应电动势都相同．这说明电磁感应现象在相对做匀速
直线运动的不同惯性中的规律是相同的．
这两个推论与伽利略变换﹙即牛顿力学﹚是根本冲突的．按照伽利略速度
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变换式，光速与参考系的选择有关；对麦克斯韦方程作伽利略变换，发现它的数
学形式要发生变化．按照牛顿力学对相对性原理的理解，电磁现象就不服从相对
性原理．是电磁理论的推论不正确，还是伽利略变换（实际上是绝对时空观）应该
修改？这就成为严重的问题（电磁理论与牛顿力学矛盾）．解决问题的出路有两
条：一条是坚持绝对时空观，在此基础上说明麦克斯韦方程；另一条是坚信电磁
理论的正确性，修改绝对时空观，建立新理论．历史上是先走了第一条道路，没有
成功．爱因斯坦选择了第二条道路．

７．２．２　实验基础和历史条件

下面举几个历史上的重要事件，说明狭义相对论建立的实验基础和历史条件．

１．迈克耳孙 莫雷实验

不改变绝对时空观对麦克斯韦方程进行说明的“以太”（ａｅｔｈｅｒ）学说认为：
以太充满宇宙并且是静止的（它实际上是牛顿绝对静止参考系的物质承担者），
它是电磁波（包括光）传播的介质．麦克斯韦方程只对以太成立，对其他相对以太
做匀速直线运动的惯性系不成立；光速ｃ是光对以太的速度，对其他惯性系光的
速度不同．也就是说电磁现象（包括光学现象）不服从相对性原理，因此可以用光
学实验测出地球相对于以太的“漂移速度”．测出了“漂移速度”也就证明以太存
在，以太学说得以成立．

图７ ２　迈克耳孙 莫雷实验

１８８１年迈克耳孙（Ａ．Ａ．Ｍｉｃｈｅｌｓｏｎ）用他自己发明的干涉仪做了以太漂移
效应实验．如图７ ２（ａ）所示，从光源Ｓ发出的单色钠黄光被分光镜Ｇ 分成１和
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２两束，光束１被反射镜Ｍ１反射回到Ｇ，再被Ｇ反射到Ｔ；光束２被反射镜Ｍ２

反射回到Ｇ，再透过Ｇ到Ｔ．光束１，２在Ｔ相遇产生干涉条纹．设地球（实验室）
相对以太的漂移速度为ｕ，干涉仪两臂长度为Ｌ，按照以太学说，光对以太的速
度为ｃ，由伽利略速度变换式得光束１往返对地的速度分别为ｃ－ｕ和ｃ＋ｕ，如
图７ ２（ｂ），往返一次的时间为

ｔ１＝ Ｌ
ｃ－ｕ＋ Ｌ

ｃ＋ｕ＝ ２ｃＬ
ｃ２－ｕ２＝

２Ｌ
ｃ

１

１－ｕ２

ｃ２

光束２往返对地的速度均为 ｃ２－ｕ槡 ２，如图７ ２（ｂ），往返一次的时间为

ｔ２＝ ２Ｌ
ｃ２－ｕ槡 ２

＝２Ｌ
ｃ

１

１－ｕ２

ｃ槡 ２

光束１，２从Ｇ到Ｔ 的时间差为

Δｔ＝ｔ１－ｔ２＝２Ｌ
ｃ

１

１－ｕ２

ｃ２

－ １

１－ｕ２

ｃ槡
烄

烆

烌

烎２

将干涉仪转９０°后，时间差为

Δｔ′＝ｔ１′－ｔ２′＝ｔ２－ｔ１

干涉仪转动前后，时间差的改变量为

Δ＝Δｔ－Δｔ′＝２Δｔ＝４Ｌ
ｃ

１

１－ｕ２

ｃ２

－ １

１－ｕ２

ｃ槡
烄

烆

烌

烎２

考虑ｕ
ｃ
是小量，有

１

１－ｕ２

ｃ２

≈１＋ｕ２

ｃ２　　 １

１－ｕ２

ｃ槡 ２

≈１＋ｕ２

２ｃ２　　Δ＝４Ｌ
ｃ

ｕ２

２ｃ２＝
２Ｌｕ２

ｃ３

干涉条纹应移动的数目

ΔＮ＝ｃΔλ＝２Ｌｕ２

λｃ２

上式是以太学说的推论，测出了条纹移动数就可以得到地球对以太的漂移速度．
迈克耳孙假设漂移速度不小于地球的公转速度，并根据地球的公转速度

ｕ＝３０ｋｍ·ｓ－１，Ｌ＝１．２ｍ，λ＝５８９３×１０－１０ ｍ，得出ΔＮ＝０．０４条．实验结果出
乎意料，没有观察到条纹移动．１８８７年他与莫雷（Ｍｏｒｌｅｙ）合作，进一步改进干涉
实验，光路经过多次反射，Ｌ延长到１１ｍ，预计可以测得０．４个条纹移动，但是
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仍然没有观察到．为了避免地球公转速度与太阳对以太运动速度正好抵消这种
可能性，迈克耳孙和莫雷半年后又重复实验，仍然没有观察到条纹的移动．之后
许多人在地球的不同地点、不同季节里重复迈克耳孙 莫雷实验，结果都相同，无
法测出地球相对于以太的漂移速度．这个结果被称为迈克耳孙 莫雷实验的“零
结果”，是以太学说无法解释的﹙经典理论与实验矛盾﹚，后来成为狭义相对论
的实验基础之一．

２．洛伦兹的“变换理论”与庞加莱的“相对性原理”

为了消除牛顿力学与电磁理论的矛盾﹑经典理论与实验的矛盾，保持理论
与实验的统一性，洛伦兹和庞加莱﹙Ｊ．Ｈ．Ｐｏｉｎｃａｒｅ﹚在绝对时空观念的前提下
做了大量研究．

１８９２年洛伦兹提出“收缩假设”解释以太漂移实验的零结果．他假定物体在

运动方向上的长度收缩，如果收缩因子是 １－ｕ２

ｃ槡 ２，便能得出条纹移动量的零结

果，并认为长度收缩的原因是物体平移改变了分子间的作用力．从１８９５年到

１９０４年，他建立了“变换理论”．认为麦克斯韦方程在所有惯性系中有相同的数
学形式，得出了时空坐标变换式———洛伦兹变换，同时认为光在所有惯性系中的
速率都相同．但洛伦兹仍然保留了以太，认为真实的、普遍的空间和时间坐标是
相对于静止以太参考系的坐标（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）（即绝对时空观念），他把变换得出的坐
标（ｘ′，ｙ′，ｚ′，ｔ′）中的ｔ′叫“地方时”，并认为它是个数学辅助量．由于坚持绝对时
空观，洛伦兹引入了大量假设，理论繁琐、缺乏逻辑性，没有跳出旧的理论框架．
洛伦兹的理论对爱因斯坦产生了重要影响，光速不变和洛伦兹变换后来成为爱
因斯坦狭义相对论中的重要组成部分．

１８９５年庞加莱提出了反对绝对运动的观点：“从各种经验事实得出的结论
能够断言：要证明物质的绝对运动，或者更确切地讲要证明物质相对于以太的运
动是不可能的．”他认为有意义的是物体的相对运动，指出建立新理论必须引入
新的原理．１９０４年他提出了相对性原理：“按照相对性原理，物理现象的规律对
于一个固定的观察者与一个相对他做匀速平移运动的观察者而言是相同的．所
以我们没有任何方法辩别我们是不是处于这样一个匀速运动系统中．”他还断
言：“也许我们应该建立一门新的力学，对这门力学我们只能窥见它的一鳞半爪，
在这门力学中，惯性随着速度增加，光速将会成为一个不可逾越的界限．”庞加莱
已经很接近构成狭义相对论的基本要素了，但他下不了决心放弃以太，他的讨论
是以洛伦兹理论为依据的．他仍坚持“真实时间”与“地方时间”的区别，认为物体
的长度收缩是实际收缩，而没有认识到这是不同惯性系进行时间测量特别是同
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时具有相对性的结果．由于绝对时空观念的束缚他终未走出困境．
爱因斯坦在回顾相对论的发展时说过“狭义相对论是洛伦兹理论和相对性

原理的结合”，“它在１９０５年发现的时机已经成熟．”

７．３　狭义相对论的基本原理　洛伦兹变换

７．３．１　狭义相对论的基本原理

建立在绝对时空观基础上的牛顿力学和其他理论，都不能圆满解释电磁实
验和光学实验的结果，在这种背景下爱因斯坦提出了两个基本假设，在此基础上
建立了狭义相对论．从狭义相对论他推出了一系列结论，都被实验证实，这两个
假设也就成为狭义相对论的两个基本原理，现叙述如下．

（１）（狭义）相对性原理（ｓｐｅｃｉａｌｒｅｌａｔｉｖｉｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）　在一切惯性系中物理
规律都相同．或者说在一切惯性系中物理规律都具有相同的数学形式．

（２）光速不变原理（ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｃｏｎｓｔａｎｃｙｏｆｌｉｇｈｔｖｅｌｏｃｉｌｔｙ）　在一切惯性
系中，光在真空中的速率都相等，恒为ｃ．

（狭义）相对性原理是力学相对性原理在整个物理学领域的合理推广，说明
在任何惯性系中，不但是力学实验，而且任何物理实验（电磁实验、光学实验等）
都不能确定该惯性系是静止还是匀速直线运动状态．对物理规律来说，一切惯性
系都是等价的，因此绝对运动的概念（即以太概念）在物理学中被排除了．光速不
变原理是对伽利略变换的根本否定，说明无论光源或观察者运动与否，真空中光
沿任何方向的速率恒为ｃ．
狭义相对论的建立，解决了电磁理论与牛顿力学的矛盾、经典理论与实验的

矛盾．是物理学史上一次大综合，实现了力学与电磁学的统一，低速运动与高速
运动的统一．

７．３．２　洛伦兹变换

１．洛伦兹坐标变换

由于光速不变原理否定了伽利略变换，因此需要一个满足相对论基本原理
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的坐标变换式，爱因斯坦从相对论的两个基本原理推导出了洛伦兹变换．
事件Ｐ在ｓ和ｓ′两惯性系中测得的时空坐标（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）和（ｘ′，ｙ′，ｚ′，ｔ′）之

间的变换关系为

　　

ｘ′＝ ｘ－ｕｔ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｙ′＝ｙ
ｚ′＝ｚ

ｔ′＝
ｔ－ｕ

ｃ２ｘ

１－ｕ２

ｃ槡

烅

烄

烆 ２

　　（７ ５）　　　　　

ｘ＝ｘ′＋ｕｔ′

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｙ＝ｙ′
ｚ＝ｚ′

ｔ＝
ｔ′＋ｕ

ｃ２ｘ′

１－ｕ２

ｃ槡

烅

烄

烆 ２

　　 （７ ６）

上式叫洛伦兹坐标变换（简称洛伦兹变换），左边叫正变换（ｓ→ｓ′），右边叫
逆变换（ｓ′→ｓ）．洛伦兹变换正确与否由实验决定，迄今为止，所有实验都直接或
间接地证明了洛伦兹变换的正确性．
洛伦兹变换的意义为：
（１）洛伦兹变换是不同惯性系中时空坐标变换的普遍关系．

当ｕｃ时，ｕｃ→０，洛伦兹变换回到伽利略变换

ｘ′＝ｘ－ｕｔ
ｙ′＝ｙ
ｚ′＝ｚ
ｔ′＝ｔ

这说明伽利略变换是洛伦兹变换在低速情况下的近似．
（２）洛伦兹变换揭示了时间和空间的相对性．
伽利略变换中时间坐标和空间坐标是相互独立的、与运动无关的外在参量．

洛伦兹变换中时间坐标和空间坐标是相互联系的整体，叫时空坐标．在不同的
惯性系中时空坐标不同，说明时空是相对的不是绝对的．时空坐标又与相对速度

ｕ相联系，说明时间和空间与物质运动密不可分．
（３）洛伦兹变换揭示了光速是一切物体运动速度的上限．

在洛伦兹变换中，若ｕ＞ｃ，则 １－ｕ２

ｃ槡 ２为虚数，时空坐标的值失去物理意义，

所以ｕ≤ｃ．在牛顿力学看来，物体的速率可以无限增大，只要能给物体足够的能
量．在高能粒子物理实验中，电子、质子或其他有一定质量的基本粒子被加速到
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很高的能量时，它们的速率可能接近光速，但从来没有观察到超过光速的实例．
（４）相对论要求物理规律经洛伦兹变换后数学形式不变．
洛伦兹变换是相对论基本原理的反映，按照相对论的理解，相对性原理要求

物理规律经洛伦兹变换后数学形式不变．符合这个要求的规律才是相对论性的
规律，否则就需要修改，使之成为相对论性的规律．

例７ １　在地面参考系中ｘ＝１．０×１０６ ｍ处，于ｔ＝０．０２ｓ时刻爆炸了一颗炸弹．如果

有一沿ｘ轴正向以ｕ＝０．７５ｃ速率运动的飞船，试求在飞船参考系中测得这颗炸弹爆炸的空

间坐标和时间坐标．
解　设地面参考系为ｓ，在ｓ系中炸弹爆炸的时空坐标已知．设飞船参考系为ｓ′，由洛伦

兹变换（ｓ→ｓ′）式（７ ５），可求出在ｓ′系中炸弹爆炸的时空坐标分别为

ｘ′＝ ｘ－ｕｔ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝１×１０６－０．７５×３×１０８×０．０２
１－（０．７５）槡 ２

＝－５．２９×１０６ ｍ

ｔ′＝
ｔ－ｕ

ｃ２ｘ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝
０．０２－０．７５×１×１０６

３×１０８

１－（０．７５）槡 ２
＝０．０６２５ｓ

ｘ′＜０，说明在ｓ′系中观察，爆炸地点在原点Ｏ′的负侧．ｔ′≠ｔ，说明在两惯性系中测得的爆

炸时间不同．

例７ ２　一短跑选手，在地球上以１０ｓ的时间跑完１００ｍ．设一速率为０．９８ｃ的飞船，平

行地面沿跑道正向飞行，在飞船上的观察者来看，这个选手跑了多长时间和多长距离？

解　设地面为ｓ系，飞船为ｓ′系．本题要计算起跑（事件１）和跑到终点（事件２）这两个事

件的时间间隔和空间间隔（两事件发生地点的坐标差）．根据题意

Δｘ＝ｘ２－ｘ１＝１００ｍ　　Δｔ＝ｔ２－ｔ１＝１０ｓ
由洛伦兹变换（ｓ→ｓ′）式（７ ５）得

Δｘ′＝ｘ２′－ｘ１′＝ｘ２－ｘ１－ｕ（ｔ２－ｔ１）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝１００－０．９８×３×１０８×１０
１－０．９８槡 ２

＝－１．４８×１０１０ ｍ＝－１．４８×１０７ｋｍ

Δｔ′＝ｔ２′－ｔ１′＝
ｔ２－ｔ１－

ｕ
ｃ２ （ｘ２－ｘ１）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝
１０－０．９８×１００

３×１０８

１－０．９８槡 ２
＝５０．２５ｓ

飞船中的观察者看到短跑选手在５０．２５ｓ的时间内沿ｘ′轴负方向倒退跑了１．４７×１０７ｋｍ．

洛伦兹变换的推导　仍然设ｓ和ｓ′两个惯性系，如图７ １所示，我们分几步导出洛伦兹变换式．
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（１）变换是线性的

根据相对性原理，若自由质点相对ｓ系做匀速直线运动，则相对ｓ′系也做匀速直线运动，

所以变换是线性的．有

ｘ′＝ａｘ＋ｂｔ＋ｃ （１）

（２）考虑ａ，ｂ，ｃ为常数

用特殊事件确定ｂ，ｃ．当Ｏ，Ｏ′重合时，发生在原点的事件ｘ＝ｘ′＝０，ｔ＝ｔ′＝０，所以ｃ＝０．
又在原点Ｏ′发生的事件ｘ′＝０，ｘ＝ｕｔ，有

０＝ａｕｔ＋ｂｔ　　　ｂ＝－ａｕ
所以

ｘ′＝ａ（ｘ－ｕｔ） （２）

（３）逆变换式

根据相对性原理，所有惯性系都是等价的，因此由ｓ→ｓ′和由ｓ′→ｓ的变换式形式相同．由

于相对运动，ｓ对ｓ′的速度为－ｕ，所以逆变换式为

ｘ＝ａ（ｘ′＋ｕｔ′） （３）

（４）光速不变原理

设计两个特殊事件，由光速不变原理确定常数ａ．事件１：在ｔ＝ｔ′＝０时刻，从Ｏ，Ｏ′发一

闪光，坐标ｘ，ｔ和ｘ′，ｔ′均为０，０．事件２：闪光传到ｐ点，在ｓ系中坐标为ｘ，ｔ，在ｓ′系中坐标为

ｘ′，ｔ′．
有 ｘ＝ｃｔ　　ｘ′＝ｃｔ′ （４）

由（２）×（３）得 ｘｘ′＝ａ２（ｘ－ｕｔ）（ｘ′＋ｕｔ′）

将式（４）代入上式得

ｃ２ｔｔ′＝ａ２（ｃ－ｕ）（ｃ＋ｕ）ｔｔ′
所以

ａ＝ ｃ２

ｃ２－ｕ槡 ２＝
１

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（５）

将式（５）代入式（２）和式（３）得

ｘ′＝ ｘ－ｕｔ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（６）

ｘ＝ｘ′＋ｕｔ′

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（７）

将式（６）代入式（７）得

ｔ′＝
ｔ－ｕ

ｃ２ｘ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（８）
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将式（７）代入式（６）得

ｔ＝
ｔ′＋ｕ

ｃ２ｘ′

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（９）

总结一下，得到两个惯性系之间的时空坐标变换———洛伦兹坐标变换式（７ ５）和式
（７ ６）．

ｙ′＝ｙ，ｚ′＝ｚ即垂直运动方向的长度不变，可以用火车钻山洞的假想实验来说明．设火车
静止时与山洞等高，火车开动时高度变小．以山洞为参考系观察，火车高度变小，可以通过山
洞；以火车为参考系，山洞运动高度变低（相对性原理），不能通过火车．这与前面火车能通过
山洞的结论是相矛盾的．若假设火车开动时高度变大，也会得出矛盾的结论．所以火车的高度
在运动时不变．

２．洛伦兹速度变换式

在讨论速度变换时，我们首先注意到速度分量的定义如下

在ｓ系中 ｖｘ＝ｄｘ
ｄｔ　ｖｙ＝

ｄｙ
ｄｔ　ｖｚ＝ｄｚ

ｄｔ

在ｓ′系中 ｖｘ′＝ｄｘ′
ｄｔ′　ｖｙ′＝ｄｙ′

ｄｔ′　ｖｚ′＝ｄｚ′
ｄｔ′

取洛伦兹坐标变换式的微分，得

ｄｘ′＝ｄｘ－ｕｄｔ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｄｙ′＝ｄｙ
ｄｚ′＝ｄｚ

ｄｔ′＝
ｄｔ－ｕ

ｃ２ｄｘ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝
（１－ｕ

ｃ２
ｄｘ
ｄｔ

）ｄｔ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

用最后一式除前三式，即得

ｖｘ′＝ｄｘ′
ｄｔ′＝ ｖｘ－ｕ

１－ｕ
ｃ２ｖｘ

ｖｙ′＝ｄｙ′
ｄｔ′＝

ｖｙ １－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕ
ｃ２ｖｘ

ｖｚ′＝ｄｚ′
ｄｔ′＝

ｖｚ １－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕ
ｃ２ｖｘ

（７ ７）
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这就是洛伦兹速度变换（Ｌｏｒｅｎｔｚｖｅｌｏｃｉｔｙｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ）（ｓ→ｓ′）．从中可以看出，在时空
坐标变换中，与运动方向垂直的坐标保持不变，而速度是变的，这是因为时间发生变化了．上
式的逆变换可根据相对性原理得到（带撇量与不带撇量互换，ｕ换成－ｕ）

ｖｘ＝
ｖｘ′＋ｕ

１＋ｕ
ｃ２ｖｘ′

ｖｙ＝
ｖｙ′ １－ｕ２

ｃ槡 ２

１＋ｕ
ｃ２ｖｘ′

ｖｚ＝
ｖｚ′ １－ｕ２

ｃ槡 ２

１＋ｕ
ｃ２ｖｘ′

（７ ８）

容易看出，当ｕｃ时洛伦兹速度变换回到伽利略速度变换．在瓫平行于ｘ，ｘ′轴的特殊情
况下，式（７ ７）简化为

ｖ′＝ ｖ－ｕ

１－ｕ
ｃ２ｖ

（７ ９）

若将ｖ′与ｖ互换，ｕ换成－ｕ，便得到逆变换（ｓ′→ｓ）

ｖ＝ ｖ′＋ｕ

１＋ｕ
ｃ２ｖ′

（７ １０）

设式（７ １０）中ｖ′＝ｃ为光速，则

ｖ＝ｃ＋ｕ

１＋ｕｃ
ｃ２

＝ｃ

即无论两惯性系相对速度ｕ为何值，光在两惯性系中的速度恒为ｃ，这正是光速不变原理．

例７ ３　一艘以０．９ｃ的速率离开地球的宇宙飞船，以相对于自身０．９ｃ的速率向前发射
一枚导弹，求该导弹相对于地球的速率．
解　以地球为ｓ系，宇宙飞船为ｓ′系，则该题是从ｓ′系到ｓ系的速度变换，由式（７ ９）得

ｖ＝ ｖ′＋ｕ

１＋ｕ
ｃ２ｖ′

＝０．９ｃ＋０．９ｃ
１＋０．９×０．９＝０．９９４ｃ

导弹相对于地球的速率仍然小于ｃ．

７．４　狭义相对论时空观

牛顿力学认为在一个惯性系中同时发生的两个事件，在另一个惯性系中也
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同时发生，即同时是绝对的．同样，两事件的时间间隔和空间间隔也是绝对的，与
参考系无关．狭义相对论则认为同时是相对的，两事件的时间间隔与空间间隔也
是相对的，与参考系的选择有关．爱因斯坦由洛伦兹变换导出了上述结论，建立
了狭义相对论的时空观．这些结论与我们的日常经验大相径庭，却深刻揭示了时
间和空间的相对性，并为大量实验所证实．

７．４．１　同时的相对性

我们先做一个理想实验，说明同时是相对的．
设想有一车厢在地面上以高速ｕ匀速行驶，如图７ ３所示．车厢正中有一

光源Ｍ 发出一个闪光，光信号向车厢两端传去，根据光速不变原理，在车厢上
（ｓ′系）观察者测得光信号同时到达车厢两端Ａ和Ｂ，即光信号到达车厢两端Ａ
和Ｂ 这两个事件是同时发生的．然而对地面（ｓ系）的观察者来说，光信号离开光
源后仍然以光速ｃ向前后传播，由于光信号到达车厢两端需要一段时间，在这段
时间内车厢向前运动了一段距离，故在地面上来看，光信号先到达Ａ 端后到达

Ｂ 端，两事件不是同时发生的．
如果把车厢固定在地面上（ｓ系），地面上的观察者测得光同时到达Ａ端和

Ｂ 端，在相对地以速度ｕ匀速运动的列车上（ｓ′系）的观察者，同样认为光到达Ａ
端和Ｂ 端不是同时的．

图７ ３

用洛伦兹变换分析．在ｓ′系中，事件Ａ（光到达Ａ 端）发生的时空坐标为

ｘ１′，ｔ１′，事件Ｂ（光到达Ｂ端）发生的时空坐标为ｘ２′，ｔ２′，Ａ，Ｂ两事件同时发生
表明Δｔ′＝ｔ２′－ｔ１′＝０．在ｓ系看来，事件Ａ，Ｂ发生的时空坐标分别为ｘ１，ｔ１ 和

ｘ２，ｔ２，由逆变换（ｓ′→ｓ）式（７ ６）得
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Δｔ＝ｔ２－ｔ１＝
ｔ２′－ｔ１′＋ｕ

ｃ２（ｘ２′－ｘ１′）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝

ｕ
ｃ２（ｘ２′－ｘ１′）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＞０　ｘ２′＞ｘ１′

事件Ａ和事件Ｂ 不同时发生，事件Ａ先发生，事件Ｂ后发生（ｔ２＞ｔ１）．
上面讨论说明，在一个惯性系中不同地点同时发生的两个事件，在另一个惯

性系中是不同时的，也就是说对异地事件而言，同时是相对的．
需要说明的是，当ｘ１′＝ｘ２′时，Δｔ＝０．即在一个惯性系中同一地点同时发生

的两个事件，在另一个惯性系中也是同时的，即对同地事件而言，同时是绝对的．

７．４．２　长度收缩

牛顿力学中物体的长度不会因物体运动而改变，是绝对的．而狭义相对论认
为物体的长度与物体运动速度有关，是相对的．为了说明这个问题，先给长度下
一个明确的定义．

图７ ４　长度收缩效应

物体沿某个方向的长度，如一把直尺的长度，是指
沿该方向对物体的两端同时进行测量，所得坐标之差
的绝对值．如图７ ４所示，假设直尺固定在ｓ′系，在ｓ′
系测得它的两端Ａ，Ｂ的坐标分别为ｘ１′和ｘ２′，它的长
度Ｌ０＝ｘ２′－ｘ１′叫直尺的固有长度（ｐｒｏｐｅｒｌｅｎｇｔｈ）（或
静止长度，简称静长）．因为物体两端的坐标在它静止
的ｓ′系中不会改变，测量时得出的静止长度实际上是
相同的．
在ｓ系中观察，直尺是运动的，测量直尺两端Ａ，Ｂ的坐标必须同时，即测量

两端的时刻相同ｔ１＝ｔ２．设Ａ，Ｂ两端的坐标分别为ｘ１ 和ｘ２，所得长度Ｌ＝ｘ２－
ｘ１ 叫直尺的运动长度（简称动长）．现在的问题是：运动长度Ｌ与固有长度Ｌ０有

怎样的关系？

根据洛伦兹变换（ｓ→ｓ′）式（７ ５）得

ｘ２′－ｘ１′＝ｘ２－ｘ１－ｕ（ｔ２－ｔ１）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝ｘ２－ｘ１

１－ｕ２

ｃ槡 ２

即

Ｌ＝Ｌ０ １－ｕ２

ｃ槡 ２ （７ １１）

４２１ 大学物理学



式（７ １１）表明运动长度小于固有长度，固有长度最长．这说明物体沿运动方向
的长度缩短了，这个效应叫长度收缩（ｌｅｎｇｔｈｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ）．长度收缩效应是相对
的，如果在ｓ系中有一把沿ｘ轴固定的直尺，则ｓ′系的观察者认为它的长度因为
运动也缩短了．
由式（７ １１）可以看出，当ｕｃ时，Ｌ＝Ｌ０，同一物体的长度在不同参考系

中测得的结果相同，与参考系无关，这回到牛顿的绝对空间概念．由此可知绝对
空间概念是相对论空间概念在低速情况下的近似．

例７ ４　固有长度为５ｍ的飞船，以ｕ＝９×１０３ ｍ·ｓ－１的速率相对于地面匀速飞行，问
（１）地面上测量的飞船长度是多少？

（２）若飞船的长度收缩一半，飞船以多大速率飞行？

解　（１）由长度收缩公式（７ １１）得地面上测量的飞船长度

Ｌ＝Ｌ０ １－ｕ２

ｃ槡 ２ ＝５ １－（９×１０３／３×１０８）槡 ２＝４．９９９９９９９９８ｍ

这个结果与固有长度５ｍ的差别通常是难以测量出来的．
（２）根据题设地面上测量的飞船长度为其固有长度的一半，即

Ｌ０ １－ｕ２

ｃ槡 ２ ＝Ｌ０

２

得飞船速率 ｕ＝槡３
２ｃ＝０．８６６ｃ

例７ ５　飞船上的天线长１ｍ，与运动方向成４５°的夹角．设飞船以ｕ＝槡３
２ｃ的匀速率平

行于地面飞行，求地面上测量的天线长度和天线与水平方向的夹角．
解　如图７ ５所示，设飞船为ｓ′系，地面为ｓ系．根据长度收缩效应，在地面上观察，天线平行

于水平方向的长度缩短，垂直水平方向的长度不变，所以天线变短，与水平方向的夹角变大．

图７ ５
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在飞船上测量

Ｌｘ′＝Ｌ０ｃｏｓ４５°＝槡２
２Ｌ０

Ｌｙ′＝Ｌ０ｓｉｎ４５°＝槡２
２Ｌ０

在地面上测量

Ｌｘ＝Ｌｘ′ １－ｕ２

ｃ槡 ２ ＝Ｌｘ′ １－ 槡３（ ）２槡
２

＝１
２Ｌｘ′＝槡２

４Ｌ０

Ｌｙ＝Ｌｙ′＝槡２
２Ｌ０

长度

Ｌ＝ Ｌｘ
２＋Ｌｙ槡 ２＝ 槡２

４Ｌ（ ）０

２

＋ 槡２
２Ｌ（ ）０槡

２

＝槡５
８Ｌ０＝０．７９１ｍ

与水平方向的夹角

θ＝ａｒｃｔａｎＬｙ

Ｌｘ
＝ａｒｃｔａｎ２＝６３°２６′

７．４．３　时间延缓

现在讨论两个事件的时间间隔，在不同惯性系的测量结果之间的关系．
在一个惯性系（如ｓ′系）中同一地点先后发生的两个事件Ａ和Ｂ 的时间间

隔叫固有时（ｐｒｏｐｅｒｔｉｍｅ），用τ０ 表示．它是由静止于此参考系中的一只钟测出
的．在另一个惯性系（如ｓ系）来看，事件Ａ和事件Ｂ 是异地事件，它们的时间间
隔叫非固有时（或运动时），用τ表示．它是由静止于此惯性系中的两只同步的钟
测出的，如图７ ６所示．

图７ ６

事件Ａ发生时，ｓ′系的钟测的时间为ｔ１′，ｓ系的钟测的时间为ｔ１；事件Ｂ发
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生时，ｓ′系的钟测的时间为ｔ２′，ｓ系的钟测的时间为ｔ２．因

τ０＝ｔ２′－ｔ１′　　ｘ１′＝ｘ２′
所以由洛伦兹变换（ｓ′→ｓ）式（７ ６）得

ｔ２－ｔ１＝
ｔ２′－ｔ１′＋ｕ

ｃ２（ｘ２′－ｘ１′）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝ｔ２′－ｔ１′

１－ｕ２

ｃ槡 ２

即 τ＝ τ０

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（７ １２）

式（７ １２）表明：非固有时大于固有时，固有时最短．这个效应叫时间延缓（ｔｉｍｅ
ｄｉｌａｔｉｏｎ）或运动的时钟变慢．在ｓ′系时钟测出的是固有时，在ｓ系时钟测出的是
非固有时，与ｓ系的钟相比，ｓ′系的钟走慢了（τ０＜τ）．在ｓ系的观察者看来ｓ′系
的钟是运动的，所以说运动的时钟变慢．时钟变慢效应是相对的，在ｓ′系的观察
者也认为ｓ系的钟是运动的，比自己参考系的钟走得慢．
时间延缓或时钟变慢效应说明时间间隔的测量是相对的，与参考系有关，这

在粒子物理的研究中得到了大量的实验证明．
由式（７ １２）还可以看出，当ｕｃ时，τ＝τ０，同样两个事件的时间间隔在不

同参考系中测得的结果相同，与参考系无关，这回到牛顿的绝对时间概念．由此
可知绝对时间概念是相对论时间概念在低速情况下的近似．

例７ ６　一飞船以ｕ＝９×１０３ ｍ·ｓ－１的速率相对地面匀速飞行，设飞船上的钟走了５ｓ
的时间，问地面上的钟走了多少时间？

解　设地面为ｓ系，飞船为ｓ′系．飞船上钟走的时间是固有时τ０＝５ｓ，地面上钟走的是非

固有时τ，由式（７ １２）得

τ＝ τ０

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝ ５
１－［９×１０３／３×１０８］槡 ２

≈５ １＋１
２×（３×１０－５）［ ］２ ＝５．００００００００２ｓ

这个结果说明对于飞船这样大的速率，时间延缓效应实际上是很难测量出来的．

例７ ７　μ子是一种不稳定的粒子，在静止的参考系中观察，它的平均寿命为２．０×

１０－６ｓ，随后就衰变为电子和中微子．高能宇宙射线中μ子的速率为０．９９８ｃ，μ子可穿透９０００

ｍ的大气层到达地面实验室．问理论计算与这些观测结果是否一致？

解　用牛顿力学进行计算，μ子的寿命Δｔ＝２．０×１０－６ｓ，速率ｕ＝０．９９８ｃ，通过的距离

７２１第７章　相对论



Ｌ＝ｕΔｔ＝０．９９８×３×１０８×２．０×１０－６＝５９９ｍ
因Ｌ＜９０００ｍ，μ子不能通过大气层，与实验不符合．
考虑相对论的时间延缓效应，μ子的固有寿命τ０＝２．０×１０－６ｓ，以地面为参考系时μ子

的“运动寿命”（非固有时）为

τ＝ τ０

１－μ
２

ｃ槡 ２

＝２．０×１０－６

１－０９９８槡 ２
＝３．１６×１０－５ｓ

μ子在地面参考系中通过的距离为

Ｌ＝ｕτ＝０．９９８×３×１０８×３．１６×１０－５＝９４６１ｍ﹥９０００ｍ
因Ｌ＞９０００ｍ，μ子能够通过大气层，与实验观测结果很好地符合．

７．４．４　因果律

有因果关系的事件，它们的因果关系即事件发生的先后次序（时序），不会因
为参考系改变而颠倒，这就是因果律．狭义相对论同样符合因果律．下面做一简
要的说明．
所谓Ａ，Ｂ两个事件有因果关系，就是说Ｂ事件是Ａ 事件引起的．例如：
（１）某处枪口发出子弹（Ａ事件），另一处靶被子弹击中（Ｂ事件）；
（２）地面某处发射电磁波（Ａ事件），地面另一处接收到电磁波（Ｂ事件）．
Ａ事件引起Ｂ 事件可看作由Ａ 事件的发生地向Ｂ 事件的发生地传递了某
种“信号”，如上例中的“子弹”和“电磁波”．在ｓ系观察，“信号”的传递速度为

ｖｓ＝
ｘ２－ｘ１

ｔ２－ｔ１
≤ｃ

ｘ１，ｔ１ 和ｘ２，ｔ２ 是在ｓ系中测量的两事件Ａ，Ｂ的时空坐标，设ｔ２＞ｔ１，ｘ２＞ｘ１．
ｔ２－ｔ１是两事件的时间间隔，即信号传递所用的时间，ｘ２－ｘ１ 是两事件发生地的

空间间隔，即信号传递的路程．
由洛伦兹变换得，在ｓ′系中两事件的时间间隔

ｔ２′－ｔ１′＝
ｔ２－ｔ１－ｕ

ｃ２（ｘ２－ｘ１）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝ｔ２－ｔ１

１－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕ
ｃ２

ｘ２－ｘ１

ｔ２－ｔ［ ］
１

＝ｔ２－ｔ１

１－μ
２

ｃ槡 ２

１－ｕｖｓ

ｃ［ ］２

因ｕ＜ｃ［见式（７ １４），ｍ０≠０］，得ｕｖｓ

ｃ２ ＜１，所以ｔ２′－ｔ１′与ｔ２－ｔ１ 是同号的．
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也就是说，两事件的先后次序（时序）在ｓ系中观察与在ｓ′系中观察是一样的．
比较牛顿力学的时空观与狭义相对论的时空观可以发现，它们的根本区别

是对“绝对性”与“相对性”的认识不同．牛顿力学认为时间、空间是绝对的，物体
的运动（位矢、位移、速度和加速度等）是相对的；狭义相对论则认为相对性原理
和光速不变原理是绝对的，而时间、空间和物体的运动是相对的．在认识上狭义
相对论比牛顿力学更深刻、更具有普遍性．

７．５　相对论的动力学

前面讨论的洛伦兹变换和狭义相对论的时空观，构成了狭义相对论的运动
学．相对论要求，物理规律经洛伦兹变换后数学形式不变，即物理规律对洛伦兹
变换具有不变性．而牛顿定律、动量守恒定律等都不满足这个要求，因此建立狭
义相对论的动力学，就要对这些动力学规律进行修改，使之成为相对论性的规
律，并要求它们在低速情况下回到牛顿力学中的形式．研究发现要做到以上两
点，必须对质量、动能和能量的表达式进行修改．

７．５．１　相对论质速关系

在牛顿力学中，质点动量的表达式为

ｐ＝ｍ瓫
当合外力为零时，质点系的动量守恒，即

∑
ｉ
ｐｉ ＝ ∑

ｉ
ｍｉ瓫ｉ ＝ 恒矢量

在牛顿力学中质量是恒量，上式经伽利略变换后形式不变，但对洛伦兹变换不具
有不变性，因此需要修改．通过推导发现要使动量守恒表达式经洛伦兹变换后形
式不变，质点的动量表达式应为

ｐ＝ ｍ０瓫

１－ｖ２

ｃ槡 ２

（７ １３）

式中ｍ０为质点静止时的质量，叫静质量，ｖ为质点相对于惯性系的速度．当ｖｃ
时，ｐ＝ｍ０瓫，回到牛顿力学的动量表达式．
为了不改变动量的定义，将式（７ １３）写成
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ｐ＝ｍ瓫
则

ｍ＝ ｍ０

１－ｖ２

ｃ槡 ２

（７ １４）

叫相对论质量，可见相对论质量是随着物体速度的变化而变化的，式（７ １４）叫
质速关系．
图７ ７反映了这一关系．当物体速度与光速相比很小时，质量几乎不变；当

速度与光速可比拟时，质量随速度的增大而显著增大．

图７ ７

设ｖ＝０．９８ｃ，则

ｍ＝ ｍ０

１－ｖ２

ｃ槡 ２

＝ ｍ０

１－０．９８槡 ２
＝５．０３ｍ０

这时质量随速度的变化就不能不考虑了．
质速关系已为许多实验所证实．早在狭义相对论建立之前，１９０１年考夫曼

在测定快速电子荷质比ｅ／ｍ的实验中发现，随着电子速度增大，荷质比ｅ／ｍ 减
小．因为电荷ｅ不变，说明电子的质量ｍ随速度增大而增大．
由式（７ １４）知ｖ＝ｃ的粒子，静质量ｍ０＝０，否则ｍ 就没有物理意义．如光

速ｖ＝ｃ，光子的静质量ｍ０＝０．

质速关系的推导　为了简便起见，我们用一个特殊的力学过程来讨论，这不影响结果的

普遍性．
用两个静止质量相同的小球做完全非弹性碰撞实验，并约定，当惯性系ｓ′相对惯性系ｓ

以速度ｕ沿ｘ轴正向运动时，ｓ系的观察者沿ｘ轴正向以速度ｕ抛出Ａ 球，ｓ′系的观察者则沿
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ｘ′轴的负向以同样的速率ｕ抛出Ｂ 球，如图７ ８所示．两球做完全非弹性碰撞后，粘连在一

起运动．

图７ ８　两球的完全非弹性碰撞

根据以上对实验操作的约定，在碰撞前，ｓ′系中的观察者测得Ａ 球静止，Ｂ球以速度ｕ
去碰撞Ａ 球［见图７ ８（ａ）］；而ｓ系的观察者测得Ｂ 球静止，Ａ球以速度ｕ去碰撞Ｂ 球［见图

７ ８（ｂ）］．以ｍ０表示静球的质量，ｍ表示动球的质量，并设碰撞后的粘连体相对ｓ′，ｓ系分别

以ｖ′，ｖ的速度按图示方向运动，由质量守恒定律知，粘连体相对ｓ′，ｓ系的总质量均为

ｍ０＋ｍ．对ｓ系，由动量守恒定律得
（ｍ０＋ｍ）ｖ＝ｍｕ

对ｓ′系，则有
（ｍ０＋ｍ）ｖ′＝－ｍｕ

由上两式联立可得ｖ′＝－ｖ，根据洛伦兹速度变换有

ｖ′＝ ｖ－ｕ

１－ｕ
ｃ２ｖ

＝－ｖ

由此可得

ｕ
ｖ －１＝１－ｕｖ

ｃ２ ＝１－ ｖ（ ）ｕ
ｕ２

ｃ２

将第一式代入上式得

ｍ０＋ｍ
ｍ －１＝１－ ｍ

ｍ０＋ｍ
ｕ２

ｃ２

解之得

ｍ＝ ｍ０

１－ｕ２／ｃ槡 ２

７．５．２　相对论动力学的基本方程

将动量修改成式（７ １４）后，牛顿第二定律修改成
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Ｆ＝ｄｐ
ｄｔ＝ｄ

ｄｔ

ｍ０瓫

１－ｖ２

ｃ槡
烄

烆

烌

烎２

（７ １５）

为相对论动力学的基本方程．
式（７ １５）对洛伦兹变换具有不变性，而且在ｖｃ时就是牛顿第二定律．需

要说明的是，经洛伦兹变换后，质量、速度都发生了变化，因而力在不同惯性系中
也是不相同的，可由洛伦兹变换式导出质量、动量和力的变换式．
由式（７ １５）得

Ｆ＝ｄ
ｄｔ

（ｍ瓫）＝ｍｄ瓫
ｄｔ＋ｄｍ

ｄｔ瓫

上式表明，物体在恒力作用下，不会有恒定的加速度，且加速度ｄ瓫
ｄｔ
与力Ｆ 的

方向不一致．为简单起见，考虑直线运动，随着物体速率的增加，加速度量值不断

减小，当ｖ→ｃ时，ｍ→∞，则ｄｖ
ｄｔ→０．这说明，无论使用多大的力，力持续时间有多

长，都不可能把物体加速到速度等于或大于光速．

７．５．３　相对论动能

在相对论中，动能定理仍然成立．设质点速度为瓫，在外力Ｆ作用下发生位
移ｄｒ，质点动能的增量等于外力所做的功，即

ｄＥｋ ＝Ｆ·ｄｒ＝ｄ（ｍ瓫）
ｄｔ

·瓫ｄｔ＝ｄ（ｍ瓫）·瓫＝ｄｍ瓫·瓫＋ｍｄ瓫·瓫

＝ｄｍｖ２＋ｍｖｄｖ
由式（７ １４）得 ｍ２ｃ２－ｍ２ｖ２＝ｍ０

２ｃ２

两边微分得 ２ｍｃ２ｄｍ－２ｍｖ２ｄｍ－２ｍ２ｖｄｖ＝０
即 ｃ２ｄｍ＝ｖ２ｄｍ＋ｍｖｄｖ
所以 ｄＥｋ＝ｃ２ｄｍ
当ｖ＝０时，ｍ＝ｍ０，Ｅｋ＝０，对上式积分

∫
Ｅｋ

０
ｄＥｋ ＝∫

ｍ

ｍ０

ｃ２ｄｍ

得

Ｅｋ＝ｍｃ２－ｍ０ｃ２ （７ １６）

这就是相对论的动能表达式．动能等于物体由静止运动到速度为ｖ的位置，力对

２３１ 大学物理学



物体所做的功．
当ｖｃ时

Ｅｋ＝ｍ０ｃ２ １－ｖ２

ｃ（ ）２

－１
２

－ｍ０ｃ２≈ｍ０ｃ２ １＋ｖ２

２ｃ（ ）２ －ｍ０ｃ２≈１
２ｍ０ｖ２

即牛顿力学的动能公式．

７．５．４　静能、总能和质能关系

因Ｅｋ 等于ｍｃ２与ｍ０ｃ２两项之差，由量纲分析知ｍｃ２和ｍ０ｃ２具有能量的量

纲，故定义

Ｅ０＝ｍ０ｃ２ （７ １７）

为物体静止时的能量，简称静能（ｒｅｓｔｅｎｅｒｇｙ）．而ｍｃ２＝ｍ０ｃ２＋Ｅｋ为物体的

静能和动能之和，称为物体的总能量，表示为

Ｅ＝ｍｃ２ （７ １８）
上式便是爱因斯坦质能关系（ｍａｓｓｅｎｅｒｇｙｒｅｌａｔｉｏｎ），是狭义相对论的一个

重要推论．它揭示了物质的两个基本属性———质量和能量之间不可分割的联系
和对应关系：一定的质量相应于一定的能量，二者的数值只相差一个恒定的因子

ｃ２．当质量发生变化时，能量也随之发生变化；反之，当能量发生变化时，质量也
一定发生变化．式（７ １８）已成为原子能利用的理论基础．
由于质能关系，牛顿力学中的质量（静止质量）守恒定律和能量守恒定律在

相对论中统一成一个守恒定律．即在一个孤立系统内，所有粒子的相对论能量的
总和在相互作用过程中保持不变．这称为质能守恒定律（ｌａｗｏｆｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｏｆ
ｍａｓｓｅｎｅｒｇｙ）．用数学式表示为

∑
ｉ
Ｅｉ ＝ ∑

ｉ
ｍｉｃ２ ＝ ∑

ｉ

（ｍ０ｉｃ２＋Ｅｋｉ）＝ 恒量 （７ １９）

由于真空中的光速是一个常量，故上式可以写成

∑
ｉ
ｍｉ ＝ 恒量 （７ ２０）

即粒子在相互作用过程中相对论总质量保持不变，这称为相对论质量守恒定律．
静能释放是狭义相对论的另一个重要推论．在核反应中，以ｍ０１和ｍ０２分别

表示反应粒子和生成粒子的总质量，以Ｅｋ１和Ｅｋ２分别表示反应前后它们的总动

能．根据质能守恒定律应有

ｍ０１ｃ２＋Ｅｋ１＝ｍ０２ｃ２＋Ｅｋ２

由此可得 Ｅｋ２－Ｅｋ１＝（ｍ０１－ｍ０２）ｃ２
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上式左边是核反应后粒子总动能的增加ΔＥｋ，也就是核反应释放的能量．ｍ０１－ｍ０２表

示经过核反应后粒子的总静质量的减少，我们把系统的静质量减少叫质量亏损，用

Δｍ０表示，这样便得到原子核反应中释放的核能与质量亏损的基本关系式

ΔＥｋ＝Δｍ０ｃ２ （７ ２１）
重原子核裂变成中等质量的原子核（原子弹、核裂变反应堆）或轻原子核聚

变成中等质量的原子核（氢弹、核聚变反应堆）时，总静质量减少，因而释放大量
的能量．

例７ ８　试计算氢弹爆炸中一种核聚变反应所释放的能量．
２
１Ｈ＋３

１Ｈｅ→４
２Ｈｅ＋１

０ｎ
各种粒子的静质量分别为氘核（２１Ｈ）ｍＤ＝３．３４３７×１０－２７ｋｇ，氚核（３１Ｈｅ）ｍＴ＝５．００４９×

１０－２７ｋｇ，氦核（４２Ｈｅ）ｍＨｅ＝６．６４２５×１０－２７ｋｇ，中子ｍｎ＝１．６７５０×１０－２７ｋｇ，求这一热核反应

中释放出的能量．
解　这一反应的质量亏损为

Δｍ０ ＝（ｍＤ＋ｍＴ）－（ｍＨｅ＋ｍｎ）

＝［（３．３４３７＋５．００４９）－（６．６４２５＋１．６７５０）］×１０－２７

＝０．０３１１×１０－２７ｋｇ
相应释放的能量 ΔＥｋ＝Δｍ０ｃ２＝０．０３１１×１０－２７×９×１０１６＝２．７９９×１０－１２Ｊ

１ｋｇ的这种核燃料所释放的能量为

ΔＥｋ

ｍＤ＋ｍＴ
＝２．７９９×１０－１２

８．３４８６×１０－２７＝３．３５×１０１４Ｊ·ｋｇ－１

这相当１．１４５×１０４ｔ标准煤燃烧时放出的热量．

例７ ９　两个静质量为ｍ０的粒子，以速率ｖ相向运动，做完全非弹性碰撞，求复合粒子

的质量和能量．如图７ ９所示．

图７ ９

解　设复合粒子的静质量为 Ｍ０，速度为Ｖ，则碰撞前后两

粒子的总动量和总能量守恒．
由动量守恒 ＭＶ＝ｍｖ－ｍｖ＝０

得Ｖ＝０，即复合粒子静止，Ｍ＝Ｍ０．
由能量守恒 Ｍｃ２＝Ｍ０ｃ２＝２ｍｃ２

得Ｍ０＝２ｍ＝ ２ｍ０

１－ｖ２

ｃ槡 ２

＞２ｍ，静质量增加（质量过剩）．

碰撞过程中两粒子的动能转化成复合粒子静能

ΔＥ０ ＝Ｅｋ＝２（ｍｃ２－ｍ０ｃ２）＝（２ｍ－２ｍ０）ｃ２

＝（Ｍ０－２ｍ０）ｃ２＝Δｍ０′ｃ２
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Δｍ０′＝Ｍ０－２ｍ０ 叫质量过剩．

７．５．５　能量和动量的关系

将相对论动量定义式ｐ＝ｍ瓫平方，得

ｐ２＝ｍ２ｖ２

再取质能关系式Ｅ＝ｍｃ２ 平方，并运算得

Ｅ２ ＝ｍ２ｃ４＝ｍ２ｃ４－ｍ２ｖ２ｃ２＋ｍ２ｖ２ｃ２

＝ｍ２ｃ４ １－ｖ２

ｃ（ ）２ ＋ｐ２ｃ２＝ｍ０
２ｃ４＋ｐ２ｃ２

即　Ｅ２＝ｍ０
２ｃ４＋ｐ２ｃ２＝（ｍ０ｃ２）２＋（ｐｃ）２ （７ ２２）

图７ １０　总能量与动

量的关系

这就是相对论中总能量和动量的关系式．可以用一个
直角三角形的勾股弦形象地表示这一关系，如图７ １０所
示．

有些粒子（如光子）ｍ０＝０，则Ｅ＝ｃｐ或ｐ＝Ｅ
ｃ

，我们得

到

ｐ＝Ｅ
ｃ＝ｍｃ２

ｃ ＝ｍｃ

这又说明静止质量为零的粒子一定以光速运动．

７．６　动力学量的变换

由洛伦兹变换可得出不同惯性系中质量、动量、能量和力的变换式．

７．６．１　质量变换式

设质点在ｓ系中沿ｘ轴运动ｖｘ＝ｖ，则质点在ｓ′系中沿ｘ′轴运动，由（７ ９）式得

ｖ′＝ｖ－ｕ

１－ｕｖ
ｃ２
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质点在ｓ系中的质量ｍ＝ ｍ０

１－ｖ２

ｃ槡 ２

，在ｓ′系中的质量

ｍ′＝ ｍ０

１－ｖ′２

ｃ槡 ２

＝ ｍ０

１－
（ｖ－ｕ）２

１－ｕｖ
ｃ（ ）２

２

ｃ槡 ２

＝ ｍ０

１－ｖ２

ｃ槡 ２

１－ｕｖ
ｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝
１－ｕｖ

ｃ（ ）２ ｍ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

得质量变换式

ｍ′＝
１－ｕｖ

ｃ（ ）２ ｍ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（７ ２３）

当ｖ＝０时，ｍ＝ｍ０，上式为

ｍ′＝ ｍ０

１－ｕ２

ｃ槡 ２

即质速关系．

式（７ ２３）的逆变换式为

ｍ＝
１＋ｕｖ

ｃ（ ）２ ｍ′

１－ｕ２

ｃ槡 ２

（７ ２４）

７．６．２　动量 能量变换式

由质量变换式和速度变换式得

ｐｘ′＝ｍ′ｖｘ′＝ｍ
１－ｕｖｘ

ｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｖｘ－ｕ

１－ｕｖｘ

ｃ２

＝ｍ（ｖｘ－ｕ）

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝ｍｖｘ－ｍｕ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝
ｐｘ－

ｕ
ｃ２Ｅ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

上式最后一步用了质能关系．

ｐｙ′＝ｍ′ｖｙ′＝ｍ
１－ｕｖｘ

ｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｖｙ １－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕｖｘ

ｃ２

＝ｍｖｙ＝ｐｙ

ｐｚ′＝ｍ′ｖｚ′＝ｍ
１－ｕｖｘ

ｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｖｚ １－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕｖｘ

ｃ２

＝ｍｖｚ＝ｐｚ
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Ｅ′＝ｍ′ｃ２＝
１－ｕｖｘ

ｃ（ ）２ ｍｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝ｍｃ２－ｕｍｖｘ

１－ｕｖｘ

ｃ槡 ２

＝ Ｅ－ｕｐｘ

１－ｕｖｘ

ｃ槡 ２

即

ｐｘ′＝
ｐｘ－

ｕ
ｃ２Ｅ

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｐｙ′＝ｐｙ

ｐｚ′＝ｐｚ

Ｅ′＝Ｅ－ｕｐｘ

１－ｕ２

ｃ槡

烅

烄

烆 ２

（７ ２５）

上式叫动量 能量变换式．可见动量变换与能量变换有关，而且动量—能量变换式与空间—

时间变换式相同，只需将ｘ，ｙ，ｚ，ｔ换成ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ，Ｅ即可．

（７ ２５）式的逆变换式为

ｐｘ＝
ｐｘ′＋ｕ

ｃ２Ｅ′

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｐｙ＝ｐｙ′

ｐｚ＝ｐｚ′

Ｅ＝Ｅ′＋ｕｐｘ′

１－ｕ２

ｃ槡

烅

烄

烆 ２

（７ ２６）

７．６．３　力的变换公式

由力的定义

Ｆｘ＝
ｄｐｘ

ｄｔ　Ｆｙ＝
ｄｐｙ

ｄｔ　Ｆｚ＝
ｄｐｚ

ｄｔ

Ｆｘ′＝ｄｐｘ′
ｄｔ′ 　Ｆｙ′＝ｄｐｙ′

ｄｔ′ 　Ｆｚ′＝ｄｐｚ′
ｄｔ′

已给关系 ｄｔ′＝
１－ｕｖｘ

ｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

ｄｔ

和动量变换式得
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Ｆｘ′＝

ｄｐｘ′
ｄｔ
ｄｔ′
ｄｔ

＝ｄ
ｄｔ

ｐｘ－
ｕ
ｃ２Ｅ

１－ｕ２

ｃ槡
烄

烆

烌

烎２

１－ｕｖｘ

ｃ２

１－ｕ２

ｃ槡 ２

＝
ｃ２ｄｐｘ

ｄｔ－ｕｄＥ
ｄｔ

ｃ２－ｕｖｘ

因为 Ｅ＝ ｐ２ｃ２＋ｍ０
２ｃ槡 ４

所以

ｄＥ
ｄｔ＝ｄ

ｄｔ
（ ｐ２ｃ２＋ｍ０

２ｃ槡 ２）＝１
２

ｄ
ｄｔ

（ｐ２ｃ２）

ｐ２ｃ２＋ｍ０
２ｃ槡 ４

＝１
２

ｃ２ ｄ
ｄｔ

（ｐｘ
２＋ｐｙ

２＋ｐｚ
２）

ｍｃ２

＝ １
２ｍ

（２ｐｘ
ｄｐｘ

ｄｔ＋２ｐｙ
ｄｐｙ

ｄｔ＋２ｐｚ
ｄｐｚ

ｄｔ
）

＝ｖｘＦｘ＋ｖｙＦｙ＋ｖｚＦｚ

得力的变换式

Ｆｘ′＝ｃ
２Ｆｘ－ｕ（ｖｘＦｘ＋ｖｙＦｙ＋ｖｚＦｚ）

ｃ２－ｕｖｘ

　　　　＝ １

１－ｕｖｘ

ｃ２

（Ｆｘ－
ｕ
ｃ２Ｆ·瓫）

或者 　　　Ｆｘ′＝Ｆｘ－
ｕｖｙ

ｃ２－ｕｖｘ
Ｆｙ－

ｕｖｚ

ｃ２－ｕｖｘ
Ｆｚ

同样计算 　　　Ｆｙ′＝
１－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕｖｘ

ｃ２

Ｆｙ

　　　Ｆｚ′＝
１－ｕ２

ｃ槡 ２

１－ｕｖｘ

ｃ２

Ｆ

烍

烌

烎
ｚ

（７ ２７）

力的逆变换式为

Ｆｘ＝
１

１＋ｕｖｘ′
ｃ２

（Ｆｘ′＋ｕ
ｃ２Ｆ′·瓫′）

Ｆｙ＝
１－ｕ２

ｃ槡 ２

１＋ｕｖｘ′
ｃ２

Ｆｙ′

Ｆｚ＝
１－ｕ２

ｃ槡 ２

１＋ｕｖｘ′
ｃ２

Ｆｚ

烅

烄

烆
′

（７ ２８）
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当ｖｃ，ｕｃ时，力在不同惯性系中是不变量

Ｆｘ＝Ｆｘ′

Ｆｙ＝Ｆｙ′

Ｆｚ＝Ｆｚ

烅
烄

烆 ′
上式为牛顿力学力的变换式．

７．７　广义相对论简介

７．７．１　广义相对论的两条基本原理

狭义相对论相对于牛顿力学来说是一个进步，但从普遍的角度来看仍有局限性．
第一，狭义相对论只对惯性系适用．在一切相对做匀速直线运动的惯性系中物理规律的

形式相同．但在加速参考系，即非惯性系中，物理规律的形式与惯性系中并不相同．人们不禁

要问，为什么速度只有相对意义而加速度却是“绝对”的？为什么惯性系具有比非惯性系更优

越的地位？

第二，在狭义相对论建立以后，许多人致力于研究各种物理规律在洛伦兹变换下的不变

形式并取得了很大的成功．但是，企图把牛顿的引力理论纳入狭义相对论的努力却遭到了失

败．在牛顿万有引力定律Ｆ＝Ｇｍｍ′／ｒ２ 中，ｒ为两质点间的距离，即在给定时刻，两个质点间

的瞬时距离．然而，从狭义相对论的观点来看，同时是相对的，如果ｓ系中的观察者认为太阳

和地球某瞬间处在两个确定的位置上，那么相对于ｓ系运动的ｓ′系中的观察者就会认为它们

在这两个位置上并不处于同一时刻．因此，并不存在对所有惯性系都相同的、绝对的“在给定

时刻的两个质点间的距离”．而且，由质速关系可知，对于不同惯性系中的观察者，万有引力定

律中的质量ｍ具有不相同的数值．于是狭义相对论不包容引力定律．
为了解决上述问题，爱因斯坦努力寻求更深刻、更本质的规律，提出了广义相对论的两条

基本原理．

１．广义相对性原理

一切参考系，无论其运动状态如何，都对物理规律等价．也就是说，无论在惯性系还是非惯

性系中，物理规律的数学形式都相同．广义相对性原理取消了惯性系在参考系中的优越地位．

２．等效原理

对于一切物理过程，引力场与匀加速运动的参考系局部等效．即引力与惯性力局部等效．
我们用爱因斯坦升降机的理想实验来说明等效原理．如图７ １１所示，假定有一个密闭的

９３１第７章　相对论



升降机，其中有甲、乙两个观察者，他们只能通过内部的物理实验来判断升降机的运动情况．

　　　　　　　实验一　　　　　　　　　　　　　　　实验二

　　对乘客来说，自由下落的升降机是 　　乘客无法区分自己是处于无引力空间中

一个惯性系，在此加速参考系中，向上的 的一个加速飞船（ａ）中，还是处在行星引力场

惯性力与向下的引力平衡，因而不能将 里的静止飞船（ｂ）中，当然，一定要选择这样

它与在无引力空间中自由漂浮的惯性系 的行星，使得在它表面附近自由下落的加速

区分开来 度ｇ与前一艘飞船的加速度ａ相等．
图７ １１　等效原理

实验一：升降机中的观察者看到手中的球被释放后不会落到地板上而是悬浮在空中不

动．观察者甲认为球不自由下落的原因是升降机没有处于引力场中，它一定在离各个星球都

很远的自由空间做匀速直线运动；而乙认为升降机正在地球引力场中自由下落，球不落下的

原因是它既受向下引力，又受向上惯性力，两者平衡．
实验二：升降机中的观察者看到手中的球被释放后加速落向底板．甲认为球加速下落的

原因是由于升降机正在离各个星球都很远的自由空间加速上升，球受到向下的惯性力的作

用；而乙认为升降机在一个方向向下的引力场中静止或做匀速直线运动，球由于受引力作用

而下落．
他们中谁的结论正确呢？他们谁也不能证明对方和自己谁对谁错．总之，在升降机内，人

们无论通过哪种实验，都无法区分一个参考系是无引力的惯性参考系，还是有引力的加速参

考系（如实验一）；同样无法区分一个参考系是无引力的加速参考系，还是有引力的惯性参考

系（如实验二）．如果我们把一个在引力作用下自由下落的参考系叫做局部惯性系，爱因斯坦

指出：“在一个局部惯性系中，重力的效应消失了，在这样的参考系中，所有物理规律和太空中

远离任何引力物体的真正的惯性系中的一样．反过来说，在一个太空中的加速参考系中将会

出现表观的引力，在这样的参考系中，物理规律就和该参考系静止在一个引力物体附近一

样．”也就是说，我们无法区分引力和惯性力之间的差别，引力场与加速参考系两者等价．由于

一般引力场都是非均匀分布的，范围一大，其中各处的引力场强ｇ的大小和方向就可能显著
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不同．那么通过参考系的加速运动就不可能同时消除其中所有地方的引力影响．所以，引力场

与加速参考系的这种等价只能是一种局部的等效．

７．７．２　广义相对论的重要结论

爱因斯坦引力理论使用的数学手段已经超出了本课程的范围，在此不进一步讨论爱因斯

坦的引力场方程，而直接介绍由此而来的重要结论．

１．引力使光线弯曲

仍以爱因斯坦升降机为例，先设升降机在无引力空间中静止，此时升降机为一个惯性系．
设有一束光从Ａ′处水平射入，则光将沿着水平线到达Ａ点，轨迹为一条直线Ａ′Ａ，如图７

１２ａ所示．然后设升降机加速上升，由于光以有限速率传播，这时从Ａ′处水平射入的光线将不

再到达Ａ 点，而是到达Ｂ点，如图７ １２ｂ所示．我们看到，在加速上升的升降机参考系中观

察，真空中的光线弯曲了．根据等效原理，由加速升降机中光线的弯曲，可以肯定在引力场中

光线也弯曲．我们还可以这样理解：因为光具有能量，从而也具有质量．而任何质量都要受到

引力场的吸引，所以光在引力场中轨道弯曲．这正如地面上平抛物体的路径会弯曲一样．科学

家们利用日全蚀的机会观测了约３８０颗恒星，用正巧落在昏暗太阳圆面附近的恒星的表观视

角位置与六个月以前它在夜间的视角位置相比较，测得由于太阳引力引起的光线偏折角为

１．７０″±０．１０″．近年来测得类星体发射的无线电波经过太阳表面附近时发生的偏折１．７６１″±

０．０１６″与广义相对论预言值１．７５″符合得相当好，如图７ １２ｃ所示．

图７ １２　光线弯曲

２．引力对时间的影响　引力红移

我们用旋转着的圆盘来说明加速参考系中的时间测量．在图７ １３中，放在转盘中心处

的钟相对地面不动，所以它与地面上的钟快慢相同．但边缘上的钟相对地球在运动，所以它比

地面上的钟走得慢些．于是，图中的两个钟并不同步运行．在地面观察者来看，边缘的钟走慢

是由于它相对地面运动的结果．而在圆盘上的观察者来看，两个钟都没有运动，两个钟快慢不
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同是由于它们所处的环境不同：边缘上的钟要受惯性离心力的作用，而且，在离中心越远的地

方，惯性离心力越大，钟就越慢．根据加速参考系与引力场等效原理，惯性离心力越大相当引

力场越强．因而得出，强引力场中的钟比弱引力场中的钟走得慢．这种效应叫做引力时间延

缓，也叫做“时间弯曲”．

图７ １３　引力时间延缓

引力时间延缓效应已经得到实验的证实．１９７１年由哈费尔和吉丁完成了铯原子钟环球飞行实

验：他们将一只铯原子钟放在地球的赤道上，将另外四只铯钟分别放在赤道上空约１万米处由西

向东和由东向西的喷气式飞机上．飞机绕地球飞行一周后，将高空的钟与地面的钟进行比较，扣除

由于运动引起的狭义相对论时间延缓效应，得到高空的钟比地面的钟快１．５×１０－７秒，与广义相对

论引力时间延缓的计算结果相符．１９７６年还进行了用火箭把原子钟带到１０７米高空来测引力时间

效应的实验，在这一高度的钟比地面的钟快４．５
１０１０秒，与理论值只相差０．０１％．

引力时间延缓的一个可观测的效应是光频率的引力红移．当光波在稳定的引力场中传

播，不同地点静止的观察者测得不同的频率，离星体越远光的频率越小，这叫光频率的引力红

移．说明如下：从星体表面处（引力场最强）物体发出周期为Ｔ频率为ν的光波，光传播至远处

时（引力场较弱），周期变长为Ｔ′＞Ｔ，频率变小ν′＜ν，即波长变长，发生红移．离星体越远，光

的频率越低、波长越长．对太阳光谱的分析看到了这一效应．由于原子发光时的反冲也要引起

发光频率降低，这为定量观测引力红移现象带来很大困难．直到１９５８年穆斯堡尔发现了完全

消除反冲红移的方法才使得确切地验证引力红移现象成为可能，次年庞德等人完成了第一个

地面上的引力红移实验．他们把钴（Ｃｏ）放射性衰变发出的１４．４ｋｅＶ的γ射线从Ｈ＝２２．６ｍ
的哈佛塔顶射向塔底，在塔底测量频率的增加（确切地说，他们做的是“引力蓝移”实验）．在此

实验中理论计算频率相对移动的绝对值Δν
ν ＝２．４６×１０－１５，测得的结果是Δν

ν ＝（２．５７±０．２６）

×１０－１５，两者十分吻合．这个小得几乎不可想象的影响相当于在１５００万年后下面的钟比上
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面落后１秒，这是实验科学史上所测量过的最微小的效应．

３．引力对空间的影响　空间弯曲

用旋转着的圆盘可以说明引力对长度测量的影响．在地面的观察者来看，沿圆盘周边放

置的尺发生收缩，而靠近中心的尺运动速度慢得多，其长度几乎不受影响，即在离中心距离ｒ
越大处，周长缩短得越多．但圆盘半径Ｒ与运动方向垂直，其测量结果不受影响．于是，周长Ｌ

＝２πＲ的关系不再成立如图７ １４所示．那么，圆盘不再是一个平面，而是发生了弯曲．根据

等效原理，圆盘边缘加速度大，相当于强引力场，而靠近中心处相当于弱引力场．所以，引力使

空间发生弯曲．引力场越强，弯曲越厉害．在引力空间中，欧几里德空间不再成立．

　　在转动参考系中（或者在含有非

均匀引力

场的空间区域内）欧氏几何方程Ｌ＝

２πＲ不再

严格成立．

　　 　 　 　 图 ７ １４　 空 间 弯 曲

图７ １５　水星近日点的进动

对太阳和地球来说，广义相对论所预言的空间弯曲是太小了，无法用直接测量来验证，而

只能通过它的影响间接地显示出来．显示空间弯曲的一个典型现象是水星近日点的进动．人

们早已发现水星绕日的运动轨迹不是严格的在一个平面上的椭圆，在计算其他行星对水星运

动的摄动效应以后，还有每百年４３″的剩余旋进是无法用牛顿引力理论加以解释的．广义相

对论用空间弯曲对这一现象做了模拟说明，如图７ １５所示，并从理论上算出水星近日点方

位角的变化率是每百年４３″．１９６７年发现太阳不是理想的球体，日扁率对水星旋进率的贡献

是３″．所以广义相对论的计算值与实际观测值稍有偏离．
反映空间弯曲的另一个现象是雷达回波延迟．１９６４—１９６８年，美国科学家向金星发射雷

达波并接收其反射波，当太阳行将跨过金星和地球之间时，雷达波在往返的路上都要经过太

阳附近，测出在这种情况下，雷达波往返所用的时间比雷达波不经过太阳附近时要长一些．这
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是因为雷达波经过太阳附近时，由于空间弯曲距离变长了，而光速不变，所得的数据在１０％
的误差范围内与广义相对论预言的数值相符．

４．引力波

早在１９１８年，爱因斯坦就预言了引力波的存在．他认为正如带电物体加速运动时会辐射

电磁波那样，具有质量的物体加速运动时也会辐射引力波．广义相对论预言的引力波的主要

特征为：是横波，在真空中以光速传播，辐射强度极弱，贯穿性极强等．
由于引力波与物质的相互作用极弱，因而极难探测．美国的韦伯设计了一种引力波探测

器，这是一对长１．５米、质量１．４吨的圆筒形天线，用铜线将它们悬挂起来，可以检测出为普

通原子核尺度的１／１０的波振辐．１９６９年曾发现天线的异常振动，他们认为是来自银河系中

心的引力波引起的，但未得到科学界的公认．在这以后，世界各地架设了几十台这样的装置，

并作了许多改进．如采用４Ｋ的冷冻天线，利用超导技术来检测微小信号，可以检测到振幅为

原子核尺度的１／１０００至１／１００００的引力波．直至２０世纪７０年代，引力波仍未被探测到．
然而，在地球实验室中无法施行的实验，在天然的“宇宙实验室”中，却有可能实现．宇宙

间大致有三种类型的引力波：第一种是引力波背景辐射，它由宇宙各时期中各种物理过程遗

留下来的引力辐射叠加而成．这种引力波的作用有如一种“噪声”，它与其他噪声极难区分．第

二种是脉冲式或扰动式引力波．超新星爆发、致密天体坍缩、活动星系核中的剧烈扰动都可以

发出这种引力波．其特征是强度较大但时间短暂，频带很宽．１９８７年２月２３日在离我们最近

的河外星系“大麦哲伦云”中出现一颗超新星（ＳＮ１９８７Ａ），它距离地球１６万光年，其内核坍缩

时发出的引力辐射理应能被人们探测到，国外的一个研究小组也曾宣称接收到了来自

ＳＮ１９８７Ａ的引力辐射，可惜当时世界上其余引力波探测器均未处于理想工作状态，无法对此

结果作出旁证．第三种是稳定的、频率确定的引力波，例如：双星的两颗子星互相绕转时发生

的引力辐射．倘若双星的两个子星质量都足够大，彼此距离足够近，那么它们互相绕转的速度

和加速度就很大，由于辐射引力波而失去能量，从而轨道缩小、周期变短的效果就会相当明

显．观测此类双星轨道周期变化率，就能间接地检验引力波的存在及其特征．美国天文学家泰

勒和赫尔斯发现了脉冲双星（双星中有一颗子星为脉冲星）ＰＳＲ１９１３＋１６，并测出其脉冲周期

和轨道运动周期，从而为引力波的探测提供了新的机会，他们因此获得１９９３年诺贝尔物理

奖．若引力波探测成功，不但可以进一步证实广义相对论的正确性，还将极大地推进现代天文

学、宇宙学的研究．

５．广义相对论的宇宙模型

随着科学技术的发展，人类的观测水平不断提高，视界不断扩大，对我们生活的宇宙的认

识也不断发展．哥白尼的宇宙是有限有边的，它就是我们的太阳系；牛顿的宇宙是无限无边且

高度均匀的；１９１７年，爱因斯坦发表他的第一篇宇宙论文《根据广义相对论对宇宙的考察》，

提出了有限无边的宇宙模型，即宇宙的体积有限而又没有边界．最初人们很难接受这种观念，

认为它自相矛盾．既然大小有限，为什么又没有边界呢？在这个有限的宇宙外又是什么呢？

但是爱因斯坦的宇宙是没有外面的，因为若有外面，就有里面，里外之间就是边界，然而爱因
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斯坦的宇宙模型是无边界的．在这种模型中，任何空间的点都彼此平等，没有哪些点更靠近边

缘，也没有哪些点更接近中心．因为既不存在边缘，也就不存在中心．如何理解爱因斯坦的宇

宙模型呢？可以设想一个肥皂泡，爱因斯坦的宇宙既不是肥皂泡的内部，也不是它的外部，而

是它的表面．普通的肥皂泡是二维的，而爱因斯坦的宇宙是四维的．尽管它比普通肥皂泡多了

二维，但在几何性质上非常相似，都具有非欧几何的性质和有限无边的特点．当然，我们很难

想象这个四维肥皂泡的实际样子．
爱因斯坦认为宇宙是静态的，这是为了使模型尽量简单化．为此他不惜修改引力场方程，

在其中加入了使宇宙稳定的项．后来，弗里德曼和勒梅特对爱因斯坦引力场方程进行研究，分

别发现当把方程用于均匀各向同性的物质分布空间时可以找到一个不稳定的方程解，说明爱

因斯坦的有限无边宇宙具有不断膨胀的性质．哈勃等人的天文观测证明了这个结论，１９４８年

伽莫夫在此基础上提出宇宙起源的大爆炸学说，１９６５年彭齐亚斯和威尔逊发现了大爆炸学

说预言的剩余物———微波背景辐射．另一方面，克尔、霍金、彭罗塞等人又从广义相对论出发，

提出和证明了一系列关于黑洞的定理．所谓黑洞，是引力场极强的区域，连光进入这个区域也

不能再逃逸出来．现已发现了第一个黑洞天鹅座Ｘ－１．可以说，广义相对论开创了黑洞物理

学和相对论宇宙学这两门崭新的物理学分支．
总之，由广义相对论的基本原理得出了引力导致时空弯曲，时空弯曲取决于物质的分布

和运动并可以用引力场来描述．引力场方程指出每一时空点的曲率与该处物质的动量—能量

密度成正比，揭示了时间、空间与物质运动的相互关联．寻求爱因斯坦引力场方程的解十分艰

巨，至今只找到少数几个特殊解，广义相对论还处在不断地接受验证和发展完善的过程之中．

思考题

７ １　根据力学相对性原理判断下列说法哪些是正确的．
（１）在一切惯性系中，力学现象完全相同，即描述运动的各运动学量和各动力学量都

相同；
（２）在一切惯性系中，力学规律是相同的，即运动学规律和动力学规律都是相同的；
（３）在一切惯性系中，动力学规律都是相同的；
（４）在一切惯性系中，动力学规律的数学形式都是相同的．
７ ２　根据力学相对性原理证明，对于两个质点组成的系统，动量守恒定律经过伽
利略变换后数学形式不变．

７ ３　你能用狭义相对论的两个基本原理说明迈克耳孙 莫雷实验吗？

７ ４　狭义相对论中同时是相对的，为什么会有这种相对性？如果光速是无限大，

是否还有同时的相对性？

７ ５　前进中的一列火车的车头和车尾各遭到一次闪电轰击，据车内观察者测定这
两次轰击是同时发生的．试问，据地面上的观察者测定它们是否仍然同时？如果不同时，

何处先遭到轰击？
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７ ６　（１）物体的长度与空间间隔有何不同？它们分别是怎样测量的？（２）固有的
时间间隔与时间间隔有何不同？它们又分别是怎样测量的？

７ ７　在例７ ２中，（１）跑道长１００ｍ，在飞船中的观察者观测此跑道多长？你的结论与
此例中的计算Δｘ′＝－１．４７×１０１０ｍ是否矛盾？为什么Δｘ′没有沿运动方向收缩？试解释之？
（２）在飞船中的观察者测量该选手所跑的时间可用时间延缓公式计算吗？为什么？

７ ８　为了使牛顿力学的规律符合相对论的要求，对动力学公式和有关物理量做了
哪些修改？

７ ９　经典力学的动能定理与相对论的动能定理有什么相同和不同之处？

７ １０　一个具有能量的粒子是否一定具有动量？如果粒子没有静质量，情况如何？

７ １１　什么叫质量亏损？它和原子能的释放有何关系？

７ １２　什么是广义相对论的基本原理？其主要结论及实验证据是什么？

习题７

７ １　地面上的人以初速ｖ０竖直上抛一物，其运动学方程为

ｘ＝０，ｙ＝ｖ０ｔ－１
２ｇｔ２

证明对于以速度ｖ向东（设为ｘ轴正向）高速行驶的列车中的乘客来说，该物体的运
动学方程为

ｘ′＝－ｖｔ′，ｙ′＝ １－β槡 ２ｖ０ｔ′－１
２ｇ（１－β

２）ｔ′２

其中β＝ｖ
ｃ ．

７ ２　ｓ′系相对ｓ系运动的速率为０．６ｃ，ｓ系中测得一事件发生在ｔ１＝２×１０－７ｓ，

ｘ１＝５０ｍ，ｙ１＝ｚ１＝０处，第二事件发生在ｔ２＝３×１０－７ｓ，ｘ２＝１０ｍ、ｙ２＝ｚ２＝０处，求ｓ′系
中的观察者测得两事件发生的时间间隔和空间间隔．

７ ３　北京和长沙直线相距１２００ｋｍ，在某一时刻从两地同时向对方飞出直航班机，

现有一艘飞船从北京到长沙方向在高空掠过，速率恒为ｕ＝０．９９９ｃ．求宇航员测得：（１）两
班机发出的时间间隔；（２）哪一班机先启航？

７ ４　在惯性系ｓ中观察到有两个事件发生在同一地点，其时间间隔为４．０ｓ，从另
一惯性系ｓ′中观察到这两个事件的时间间隔为６．０ｓ，试问从ｓ′系测量到这两个事件的空
间间隔是多少？设ｓ′系以恒定速率相对ｓ系沿ｘｘ′轴运动．

７ ５　设在ｓ系中边长为ａ的正方形，在ｓ′系中观察者测得是１∶２的长方形，试求

ｓ′系相对于ｓ系的运动速度．
７ ６　长度Ｌ０＝１ｍ的米尺静止于ｓ′系中，与ｘ′轴的夹角θ′＝３０°，ｓ′系相对ｓ系沿ｘ
轴运动，在ｓ系中观测者测得米尺与ｘ轴夹角为θ＝４５°．试求：（１）ｓ′系和ｓ系的相对运动
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速度；（２）ｓ系中测得的米尺长度．
７ ７　一静止长度为ｌ０ 的火箭以速度ｖ相对地面运动，从火箭前端发出一个光信
号，对火箭和地面上的观察者来说，光信号从前端到尾端各用多少时间？

７ ８　一固有长度为１００ｍ的火箭相对地球以ｖ＝０．８ｃ的速度向右飞行，一流星从
火箭头部到达尾部，火箭上的观察者测得时间间隔为１０－６ｓ，求：（１）地面上观测者测得的
时间间隔；（２）在此时间内流星经过的距离；（３）流星对地面的速度．

７ ９　飞船Ａ中的观察者测得飞船Ｂ 正以０．４ｃ的速率尾随而来，已知地面站测得
飞船Ａ的速率为０．５ｃ，求

（１）地面站测得Ｂ船的速率．
（２）飞船Ｂ测得飞船Ａ 的速率．
７ １０　静止的π介子，其平均寿命为２．６×１０－８ｓ，在高能加速器中π介子获得了

０．７５ｃ的速度（相对实验室），分别按经典理论和狭义相对论计算实验室测得的π介子所通
过的距离．

７ １１　实验测得一质子的速率为０．９９５ｃ，求该质子的质量、总能量、动量、动能．（质
子的静质量ｍｐ＝１．６７３×１０－２７ｋｇ）

７ １２　在正负电子对撞机中，电子可以被加速到动能Ｅｋ＝４．５９×１０６ｅＶ，求：（１）该
电子总能量为多少？（２）运动中电子的相对论质量是静质量的多少倍？（３）该电子速率
与光速相差多少？

７ １３　欲将静质量为ｍ０的粒子从速度０．６ｃ增加到０．８ｃ，需对它做多少功？

７ １４　一个静质量为ｍ０的质点在恒力Ｆ＝Ｆｉ（Ｎ）的作用下开始运动，经过时间ｔ，

它的速度ｖ和位移ｘ各是多少？在时间很短（ｔｍ０ｃ／Ｆ）和时间很长（ｔｍ０ｃ／Ｆ）的两种
极限情况下，ｖ和ｘ的值又各是多少？

７ １５　一静止质量为ｍ０的粒子速度为零，裂变成两个粒子，速度分别为０．６ｃ和

０．８ｃ．求裂变过程的静质量亏损和释放出的能量．
７ １６　质子静质量ｍｐ＝１．６７２６２×１０－２７ｋｇ，中子静质量ｍｎ＝１．６７４９５×１０－２７ｋｇ，

中子和质子结合成氘核的静质量为ｍ０＝３．３４３６５×１０－２７ｋｇ．求结合过程中放出的能量是
多少 ＭｅＶ？这能量叫氘核结合能，它是氘核静能的百分之几？

７ １７　太阳的辐射能来自其内部的核聚变反应，太阳每秒钟向周围空间辐射出的
能量约为５×１０２６Ｊ·ｓ－１，由于这个原因，太阳每秒钟减少多少质量？把这个质量同太阳
目前的质量２×１０３０ｋｇ作比较．

７ １８　（１）证明：相对论中的动能与动量的关系为Ｅｋ＝ｐ２／（ｍ＋ｍ０），ｍ０为粒子的静

质量，ｍ为粒子的相对论质量．（２）证明：Ｅ２＝ｐ２ｃ２＋Ｅ０
２，在ｖｃ时，可以转化成经典表达

式Ｅｋ＝ｐ２／２ｍ０．（３）证明：一粒子的相对论动量可以写成ｐ＝
（２Ｅ０Ｅｋ＋Ｅｋ

２）
ｃ

１／２

．
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第二篇　机械振动与机械波

第８章 机械振动

振动是常见的自然现象之一，是物体基本的运动形式．振动除了机械振动，
还有电磁振动．一般任何复杂的振动都是简单基本的振动的叠加．本章主要讨论
最基本的简谐振动及其合成，并简要介绍阻尼振动、受迫振动和共振现象以及非
线性振动．

物体在其平衡位置附近做来回往复的运动，称为机械振动．振动是常见的自
然现象，如钟摆的振动、乐器的弦振动、工程结构物因风力、地震及机器设备等原
因引起的振动等．除了机械振动外，还有电磁振动．如交流电路中电流或电压的
振动（又称振荡），无线电波中电场和磁场的振荡等．
一般说来，一个物理量随时间作周期性变化，都可称为振动．振动现象多种

多样，但遵从的规律却是相同的．在振动中，最简单最基本的振动是简谐振动（又
称自由振动），其他任何复杂的振动都可以分解为若干简谐振动的叠加．振动学
是波动学的基础．下面从讨论最简单最基本的简谐振动出发，介绍机械振动的现
象、特性和规律．

８．１ 简谐振动

简谐振动是振动中最简单最基本的振动形式，任何一个复杂的振动都可以
看成是若干个简谐振动的叠加．
一个做往复运动的物体，如果在其平衡位置附近的位移按余弦函数（或正弦

函数）的规律随时间变化，这种运动称为简谐振动．其运动学方程（也称为简谐振



动的振动表达式）为

ｘ＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ） （８ １）

８．１．１ 简谐振动

取一根弹簧，一端固定，另一端系一物体组成系统，一旦受到扰动，物体将在
弹性力作用下往复运动，为了简化问题，假设弹簧的质量忽略不计，并可将物体
做质点处理，构成的系统称之为弹簧振子．显然，这是一个理想模型，它在研究振

图８ １　弹簧振子

动问题中具有普遍的代表性．如图８ １所示，物体在
水平光滑面上与弹簧相连，此时系统处于平衡状态，
物体质心所在位置为坐标原点Ｏ，当物体离开平衡位
置的位移为ｘ时，受到弹簧的弹性力Ｆ作用，其关系
为：

Ｆ＝－ｋｘ （８ ２）
其中ｋ为弹簧的劲度系数．若物体的质量为ｍ，在不计摩擦和阻力的情况下，由
牛顿运动定律有

－ｋｘ＝ｍｄ２ｘ
ｄｔ２

弹性力的大小与物体离开平衡位置的距离成正比，方向指向平衡位置，这种力称
为回复力．
令ω２＝ｋ／ｍ，则

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝－ω２ｘ

即

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ω２ｘ＝０ （８ ３）

式（８ ３），说明简谐振动的加速度和位移成正比且方向相反，它描述了物体作简
谐振动的普遍规律．
由微分方程理论知，式（８ ３）的解具有如下形式

ｘ＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）
可见弹簧振子中物体的运动是简谐振动．其中Ａ，φ为由初始条件决定的积分常
数．式（８ ３）称为简谐振动的微分方程．将式（８ １）对时间求导数，得简谐振动
物体的速度

ｖ＝－Ａωｓｉｎ（ωｔ＋φ）
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＝Ａωｃｏｓωｔ＋φ＋π（ ）２
（８ ４）

式（８ ４）为简谐振动物体的速度．
当ｔ＝０时，ｘ＝ｘ０，ｖ＝ｖ０，代入上两式，得

ｘ０＝Ａｃｏｓφ，ｖ０＝－Ａｓｉｎφ
由此解得

Ａ＝ ｘ０
２＋ｖ０

２

ω槡 ２

φ＝ａｒｃｔａｎ －ｖ０

ωｘ（ ）
烅

烄

烆 ０

（８ ５）

将式（８ ４）对时间求导数，得物体的加速度

ａ＝－ω２Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）＝ω２Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ＋π） （８ ６）

式（８ ６）为简谐振动物体的加速度．比较式（８ １）和式（８ ６）也可得

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝－ω２ｘ

由上述讨论可知，作简谐振动的物体的速度和加速度也都是简谐运动．

８．１．２　描述简谐振动的特征量

１．振幅Ａ

由简谐振动运动学方程可知，物体的最大位移不能超过Ａ，物体偏离平衡位
置的最大位移的绝对值叫做振幅．由式（８ ５）知振幅Ａ 是由初始条件决定的，
它给出了物体运动的范围，同时也与振动系统的能量相联系．

２．周期Ｔ、频率ν和角频率ω

做简谐振动的物体从某振动状态发生周而复始的一次变化称为一次全振

动，完成一次全振动所需的时间称为振动的周期，用Ｔ表示．即

Ａｃｏｓ［ω（ｔ＋Ｔ）＋φ］＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）
所以

ω＝２π
Ｔ

（８ ７）

周期Ｔ的倒数ν＝１／Ｔ代表物体在单位时间内发生全振动的次数，称为振
动的频率．因为

ω＝２πν （８ ８）
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故称ω为振动的角频率，也称圆频率．
Ｔ，ν和ω完全由简谐振动系统本身的性质决定．对于弹簧振子，有

ω＝ ｋ槡ｍ
，ν＝１

２π
ｋ槡ｍ

，Ｔ＝２π ｍ槡ｋ
（８ ９）

Ｔ，ν和ω分别称为简谐振动物体的固有周期、固有频率和固有角频率．在ＳＩ中，

ν的单位是 Ｈｚ（赫兹），ω的单位是ｒａｄ·ｓ－１（弧度每秒）．Ｔ，ν和ω都反映简谐振
动的固有特性，是描述简谐振动的周期性的重要物理量．

３．相位

频率或周期描述振动的快慢，振幅描述振动的范围．此外还有一个重要的物
理量（ωｔ＋φ），为相位．由式（８ １）和式（８ ４）可知，在已知Ａ和φ的条件下，相
位（ωｔ＋φ）确定了振动物体的位置和速度，即振动状态，即使不具体计算振动物
体的位置和速度，仅由相位值也能大体上判断出物体的振动状态．如当（ωｔ＋φ）

＝０时，则对应物体位于ｘ正向最大值、速度为零的状态．不难看出，φ是ｔ＝０时
的相位，称为初相位或初相．由式（８ ５）知φ由初始条件决定．

例８ １　一轻弹簧，原长ｌ０，上端固定，下端悬挂一质量ｍ＝２×１０－２ｋｇ的重物后伸长

了Δｌ＝９．８ｃｍ，Δｌ称为形变．若手托重物使弹簧缩回原长，然后放手，则物体上下振动．（１）求

证该系统的振动是简谐振动，并写出振动表达式（取开始振动时为计时零点）；（２）若取物体

经平衡位置向下运动时刻开始计时，写出简谐振动的运动学方程，并计算振动频率．
解　（１）如图８ ２所示，设弹簧劲度系数为ｋ，重物质量为ｍ，物体未开始运动时处于Ｏ

位置，此时物体所受重力和弹力平衡，可见Ｏ位置为其平衡位置．取平衡位置为坐标原点，向

下为ｘ轴正方向，则有

ｍｇ＝ｋ（Δｌ）

图８ ２　例８ １图
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当物体运动至某一位置ｘ时，弹簧的总伸长量为Δｌ＋ｘ，故物体位移为ｘ时所受的合外

力为

Ｆ＝ｍｇ－ｋ（Δｌ＋ｘ）＝－ｋｘ
根据牛顿第二定律，有

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝ｍｇ－ｋΔｌ－ｋｘ＝－ｋｘ

于是

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ｋ

ｍｘ＝０

若令

ω２＝ｋ
ｍ

则上式可改写为

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ω２ｘ＝０

此为简谐振动的微分方程，故可判断物体的振动是简谐振动，其振动的角频率为

ω＝ ｋ槡ｍ ＝ ｇ
Δ槡ｌ＝ ９．８

０．槡０９８＝１０ｒａｄ·ｓ－１

按题意给出的初始条件：ｔ＝０时，ｘ０＝－Δｌ，ｖ０＝０，可求出振幅为

Ａ＝ ｘ０
２＋ｖ０

２

ω槡 ２ ＝０．０９８ｍ

φ＝ａｒｃｔａｎ －ｖ０

ωｘ（ ）０
＝０，π

利用ｘ０＝Ａｃｏｓφ＜０，故取φ＝π，所以物体振动的运动学方程为

ｘ＝９．８×１０－２ｃｏｓ（１０ｔ＋π）ｍ
（２）按题意ｔ＝０时，ｘ０＝０，ｖ０＞０，可求得

φ＝ａｒｃｔａｎ －ｖ０

ωｘ（ ）０
＝π

２
，３π
２

根据ｔ＝０时，ｖ０＞０条件，故取φ＝３π
２

，因此，物体振动方程为

ｘ＝９．８×１０－２ｃｏｓ１０ｔ＋３π（ ）２ ｍ

通过上述分析可知，同一简谐振动，若取不同的计时起点，则有不同的初相位，但简谐振

动的角频率和振幅不变．若取向上为ｘ轴的正方向，则振动方程为

ｘ＝９．８×１０－２ｃｏｓ１０ｔ＋π（ ）２ ｍ

弹簧振子的固有频率为：

ν＝ω
２π＝１

２π
ｇ
Δ槡ｌ＝１．６Ｈｚ
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８．１．３　旋转矢量法

在研究简谐振动时，常采用旋转矢量法描述简谐振动，这是一种直观的几何
方法，有助于我们理解和掌握简谐振动．
从坐标原点Ｏ（平衡位置）画一矢量Ａ，其长度等于振幅Ａ，并以Ａ为半径，画

一参考圆．在ｔ＝０时，Ａ与ｘ轴正向夹角等于初相位φ，然后使Ａ以角频率ω为角
速度做逆时针匀速旋转，如图８ ３所示．显见，在任一时刻ｔ，旋转矢量Ａ与ｘ轴
的夹角为（ωｔ＋φ）就是简谐振动的相位，此时振幅矢量Ａ在ｘ轴上的投影

ｘ＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）

图８ ３　旋转矢量示意图

正是简谐振动的运动学方程式（８ １）；矢量端点沿圆周运动的速度大小等

于ωＡ，其方向与ｘ轴的夹角等于 ωｔ＋φ＋π（ ）２
，在ｘ轴上的投影为

ｖ＝ωＡｃｏｓωｔ＋φ＋π（ ）２
＝－ωＡｓｉｎ（ωｔ＋φ）

这就是简谐振动的速度方程式（８ ４）；矢量端点沿圆周运动的加速度大小等于

ω２Ａ，其方向与ｘ轴的夹角为（ωｔ＋φ＋π），所以加速度在ｘ轴上的投影为
ａ＝ω２Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ＋π）

＝－ω２Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）
这就是简谐振动的加速度方程式（８ ６）．
旋转矢量Ａ每旋转一周，它的端点在ｘ轴上的投影点就做一次完全简谐振

动，所以简谐振动的周期Ｔ，即为旋转矢量旋转一周所需的时间．
以上讨论表明简谐振动速度的相位比位移的相位超前π／２，加速度的相位

比速度的相位超前π／２，比位移的相位超前π．图８ ４是φ＝０情况下的ｘ ｔ，

３５１第８章　机械振动



ｖ ｔ，ａ ｔ曲线．其中表示ｘ ｔ关系的曲线称为简谐振动的振动曲线．

图８ ４　简谐振动的ｘ ｔ，ｖ ｔ，ａ ｔ曲线

例８ ２　一物体沿ｘ轴做简谐振动，振幅为０．１２ｍ，周期为２ｓ．当ｔ＝０时，物体的位移

为０．０６ｍ，且向ｘ轴正方向运动．求：

（１）简谐振动的初相位；

（２）ｔ＝０．５ｓ时，物体的位置、速度及加速度；

（３）在ｘ＝－０．０６ｍ处，且向ｘ轴负方向运动时物体的速度和加速度，以及从这一位置

回到平衡位置时所需的最短时间．
解　（１）由题意知Ａ＝０．１２ｍ，ω＝２π／Ｔ＝π，故物体的简谐振动方程及初始位移为

ｘ＝０．１２ｃｏｓ（πｔ＋φ）

ｘ０＝０．１２ｃｏｓφ＝０．０６
解得

φ＝±π
３

因此时物体向ｘ轴正方向运动，ｖ０＝ｄｘ
ｄｔ ｔ＝０

＝－Ａωｓｉｎφ＞０，故φ在第四象限，φ＝－π
３．

（２）由（１）知，物体的位移、速度及加速度分别为

ｘ＝０．１２ｃｏｓ πｔ－π（ ）３

ｖ＝ｄｘ
ｄｔ＝－０．１２πｓｉｎ πｔ－π（ ）３

ａ＝ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝－０．１２π２ｃｏｓ πｔ－π（ ）３

将ｔ＝０．５ｓ代入上述三式，得

ｘ＝０．１２ｃｏｓ π
２－π（ ）３ ＝０．１０４ｍ

ｖ＝－０．１２πｓｉｎ π
２－π（ ）３ ＝－０．１９ｍ·ｓ－１

ａ＝－０．１２π２ｃｏｓ π
２－π（ ）３ ＝－１．０３ｍ·ｓ－２
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（３）设相应于ｘ＝－０．０６ｍ的时间为ｔ１，则有：

－０．０６＝０．１２ｃｏｓ πｔ１－π（ ）３
即：

ｃｏｓ πｔ１－π（ ）３ ＝－１
２

πｔ１－π（ ）３ ＝±２π
３

但此时物体向ｘ轴负方向运动，ｖ＝－０．１２πｓｉｎ πｔ－π（ ）３ ＜０，所以相位位于第二象限，即

φ＝πｔ１－π
３＝２π

３
解得

ｔ１＝１ｓ
此时的速度和加速度分别为

ｖ＝－０．１２πｓｉｎ π－π（ ）３ ＝－０．３３ｍ·ｓ－１

ａ＝－０．１２π２ｃｏｓ π－π（ ）３ ＝０．５９ｍ·ｓ－１

从ｘ＝－０．０６ｍ处回到平衡位置，意味着回到相位３π／２处，设相应时刻为ｔ２，则有

πｔ２－π
３＝３π

２
解得：

ｔ２＝１１
６ｓ

故从ｘ＝－０．０６ｍ处回到平衡位置所需的最短时间为

Δｔ＝ｔ２－ｔ１＝１１
６－１＝５

６＝０．８３ｓ

此题也可用旋转矢量法求解．

８．１．４　简谐振动的实例

前面讨论了弹簧振子物体做简谐振动，下面讨论单摆和扭摆的运动．通过实
例分析加深对简谐振动特征的认识和理解．

１．单摆

图８ ５所示一单摆，摆锤质量为ｍ，摆长为ｌ（不计质量），当单摆作微振动
时，其对Ａ点的力矩为

Ｍ＝－ｍｇｌｓｉｎθ
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图８ ５　单摆

当θ很小时，ｓｉｎθ≈θ，有

Ｍ＝－ｍｇｌθ
若以Ａｘ轴为界，θ在右边为正、左边为负，则当

θ＞０时，Ｍ＜０；

θ＜０时，Ｍ＞０
所以力矩Ｍ 总是使小球趋向到平衡位置，称回复力矩．

不考虑阻力，根据转动定律Ｍ＝Ｊｄ２θ
ｄｔ２，得

ｄ２θ
ｄｔ２＋

ｍｇｌ
Ｊθ＝０

令 ω２＝ｍｇｌ
Ｊ

则 ｄ２θ
ｄｔ２＋ω２θ＝０

这就是单摆的振动微分方程，与式（８ ３）具有完全相同的形式，所以单摆微振动
也是简谐振动．因为单摆绕Ａ点的转动惯量Ｊ＝ｍｌ２，所以它的角频率为

ω＝ ｍｇｌ槡Ｊ ＝ ｇ槡ｌ
单摆振动的周期

Ｔ＝２π
ω＝２π ｌ槡ｇ

（８ １０）

２．扭摆

图８ ６所示为一扭摆振动系统，简称扭摆，它由一弹簧杆和一圆盘组成．如
把圆盘扭转一微小角度，然后松开，圆盘将绕轴线做来回往复扭转运动，这一运
动也是简谐振动，分析如下：

图８ ６　扭摆
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设在某一时刻，圆盘扭转角为φ，如图８ ６所示，则作用在圆盘上的外力对
弹性杆轴线的力矩就是该杆对圆盘作用的弹性力矩，表示为

Ｍ＝－ｋｌφ
其中ｋｌ为扭转劲度系数，它是使杆扭转一单位角度时所需的力矩，负号表示弹性力矩与
扭角的符号相反，这个力矩有使圆盘回到平衡位置的趋势，亦为回复力矩．设圆盘对轴
线的转动惯量为Ｊ，杆的质量不计，则由转动定律有

－ｋｌφ＝Ｊｄ２θ
ｄｔ２

即 ｄ２θ
ｄｔ２＋

ｋｌ

Ｊθ＝０

这就是扭摆的振动方程，与微分方程式（８ ３）具有完全相同的形式，所以扭摆微
振动也是简谐振动．其角频率

ω＝ ｋｌ槡Ｊ
从以上例子可见，许多单自由度系统（指系统的位置可用一个独立坐标完全

决定）的振动问题，都可应用解决弹簧振子的方法来求解．通常将做简谐振动的
系统称为谐振动系统或谐振子．

例８ ３　如图８ ７所示，长为ｌ，质量为ｍ的均质细杆一端悬挂在水平轴Ｏ 上，杆可在

竖直面内自由摆动，当摆幅很小时，证明杆的运动为简谐振动，并求其周期．

图８ ７　例８ ３图

解　以铅直线ＯＯ′为参考轴线，当杆在某一时刻处于角坐标θ（θ很

小）处时，重力ｍｇ对Ｏ 轴的力矩为

Ｍ＝－ｍｇｌ
２ｓｉｎθ≈－１

２ｍｇｌθ

式中负号表示力矩与角坐标反向．

根据转动定律Ｍ＝Ｊｄ２θ
ｄｔ２有

ｄ２θ
ｄｔ２＝－ｍｇｌ

２Ｊθ

若令 ω２＝ｍｇｌ
２Ｊ

则上式可改写为 ｄ２θ
ｄｔ２＋ω２θ＝０

因此，当杆在竖直面内做小角度摆动时，杆做简谐振动，其周期

Ｔ＝２π
ω＝２π ２Ｊ

ｍｇ槡ｌ
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杆绕一端的转动惯量Ｊ＝１
３ｍｌ２，其振动周期

Ｔ＝２π
ω＝２π ２Ｊ

３槡ｇ

８．１．５　简谐振动的能量

系统做简谐振动时，每一时刻都具有确定的能量．以水平方向振动的弹簧振
子为例．设ｔ时刻振子所在位置坐标为ｘ，速度为ｖ，则系统的动能为

Ｅｋ＝１
２ｍｖ２＝１

２ｍω２Ａ２ｓｉｎ２（ωｔ＋φ）

若选坐标原点ｘ＝０处为势能零点，则系统的弹性势能

Ｅｐ＝
１
２ｋｘ

２＝１
２ｋＡ

２ｃｏｓ２（ωｔ＋φ）

系统的机械能

Ｅ＝Ｅｋ＋Ｅｐ＝
１
２ｍω２Ａ２ｓｉｎ２（ωｔ＋φ）＋１

２ｋＡ
２ｃｏｓ２（ωｔ＋φ）

ω２＝ｋ／ｍ，

Ｅ＝Ｅｋ＋Ｅｐ＝
１
２ｍω２Ａ２＝１

２ｋＡ
２ （８ １１）

由Ｅｋ及Ｅｐ的表达式可以看出，系统的动能和势能都随时间周期性变化，当
系统动能达到最大时，势能为零；当系统势能达到最大时，动能为零，在整个振动
过程中，动能和势能互相转换，系统的总机械能守恒（见图８ ８）．

图８ ８　简谐振动的能量

由式（８ １１）知，振动系统的能量与振动频率的平方、振幅的平方成正比．

例８ ４　从能量观点求解例８ ３．
解　设ｔ时刻杆的角坐标为θ（参见图８ ７），则杆的动能为
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Ｅｋ＝１
２Ｊ ｄθ

ｄ（ ）ｔ
２

＝１
２

１
３ｍｌ（ ）２ ｄθ

ｄ（ ）ｔ
２

式中，Ｊ＝１
３ｍｌ２ 是杆对悬挂轴的转动惯量．选取杆处于平衡位置时其质心（质量中心）Ｃ所在

处为重力势能零点，则当杆处于角坐标θ（θ很小）处时的重力势能为

Ｅｐ＝ｍｇｌ
２

（１－ｃｏｓθ）＝ｍｇｌ
２

［１－（１－θ２）１／２］≈１
４ｍｇｌθ２

Ｅ＝Ｅｋ＋Ｅｐ＝
１
２

１
３ｍｌ（ ）２ ｄθ

ｄ（ ）ｔ
２

＋１
４ｍｇｌθ２

由于系统的机械能守恒，所以Ｅ不随时间变化．将上式等号两边分别对时间ｔ求导，得

１
３ｍｌ２ ｄθ

ｄｔ
·ｄ２θ
ｄｔ２＋

１
２ｍｇｌθｄθ

ｄｔ＝０

即 ｄ２θ
ｄｔ２＋

３ｇ
２ｌθ＝０

令ω２＝３ｇ
２ｌ

，代入上式，得

ｄ２θ
ｄｔ２＋ω２θ＝０

此即简谐振动的微分方程，其振动周期

Ｔ＝２π
ω＝２π ２ｌ

３槡ｇ
与例８ ３解法的结果相同．

８．２ 简谐振动的合成

在实际问题中经常会碰到一个物体同时参与两个或两个以上的简谐振动的

情况，如两列声波同时传播到空间某处，该处的空气质元将同时参与两个振动，
根据运动叠加原理，质点的运动就是两个振动的合成．一般的振动合成问题比较
复杂，本节只讨论几种简单情况．

８．２．１　两个同方向同频率简谐振动的合成

设一质点同时参与两个同方向同频率的简谐振动，振动沿ｘ轴，质点的平衡
位置为坐标原点Ｏ，对两个振动同时开始计时，则两简谐振动的振动方程分别为

ｘ１＝Ａ１ｃｏｓ（ωｔ＋φ１）
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ｘ２＝Ａ２ｃｏｓ（ωｔ＋φ２）
故合成运动的位置坐标为

ｘ＝ｘ１＋ｘ２

研究两个同方向同频率简谐振动的合成可用三角函数法（即将ｘ１，ｘ２按两

个角之和的三角函数展开后合并），也可用旋转矢量法．相比之下，后一种方法要
简便一些．现用旋转矢量法来讨论简谐振动的合成．
如图８ ９所示，令Ａ１，Ａ２同以角速度ω绕Ｏ 点逆时针旋转，在ｔ＝０时，Ａ１，

Ａ２与ｘ轴的夹角分别为φ１，φ２，则Ａ１，Ａ２代表两简谐振动的旋转矢量．当Ａ１，Ａ２

以相同的角速度转动时，以Ａ１，Ａ２为邻边的平行四边形的对角线ＯＭ，即Ａ１，Ａ２

的合矢量Ａ也以同一角速度绕Ｏ 点旋转，而保持形状不变，设ｔ＝０时Ａ与ｘ轴
的夹角为φ，则ｔ时刻Ａ 的末端在ｘ轴上的投影为

ｘ＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）＝ｘ１＋ｘ２

图８ ９　两个同方向同频率简谐振动的合成

可见，合矢量Ａ的末端在ｘ轴上的投影表示两个同方向同频率简谐振动的合成．
由上式可以看出，两个同方向同频率简谐振动的合成仍为一同频率的简谐

振动，其合振幅的大小可由平行四边形法则求得，即

Ａ＝ Ａ１
２＋Ａ２

２＋２Ａ１Ａ２ｃｏｓ（φ２－φ１槡 ） （８ １２）

合振动的初相位为

ｔａｎφ＝Ａ１ｓｉｎφ１＋Ａ２ｓｉｎφ２

Ａ１ｃｏｓφ１＋Ａ２ｃｏｓφ２
（８ １３）

对于同方向同频率的两个简谐振动来说，无论何时（φ２－φ１）均不变．因此，

合振动的振幅与计时起始时刻无关，而合振动的初相φ则与计时起始时刻有关．
对于两个同方向同频率简谐振动的合成，判定合成后的振动是振动加强还是振
动减弱，这主要取决于合振幅Ａ．下面讨论两种特殊情况．
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１．两个分振动相位相同（同相）

当两分振动的相位差：φ２－φ１＝±２ｋπ（ｋ＝０，１，２，…）时，有ｃｏｓ（φ２－φ１）＝１，合

振幅为

Ａ＝ Ａ１
２＋Ａ２

２＋２Ａ１Ａ槡 ２＝Ａ１＋Ａ２

合振动的振幅为两个分振动的振幅之和，这表明合振幅达到最大值．

２．两个分振动相位相反（反相）

当两分振动的相位差：φ２－φ１＝±（２ｋ＋１）π　（ｋ＝０，１，２，…）时，有

ｃｏｓ（φ２－φ１）＝－１，合振幅为

Ａ＝ Ａ１
２＋Ａ２

２－２Ａ１Ａ槡 ２＝｜Ａ１－Ａ２｜
合振动的振幅为两个分振动振幅之差的绝对值（Ａ恒为正），表明合振幅为最小
值，如果Ａ１＝Ａ２，则合振幅Ａ＝０，这表明两个分振动相互抵消，物体处于静止
状态．
如果φ２－φ１为其他数值，由式（８ １２）可知，合振幅Ａ 的值在（Ａ１＋Ａ２）与

｜Ａ１－Ａ２｜之间．以上讨论的两种特殊情况十分重要，在以后研究机械波和光波
的干涉、衍射时都要用到．

例８ ５　已知两个同方向同频率简谐振动的振动方程分别为

ｘ１＝０．０５ｃｏｓ１０ｔ＋３
５（ ）π ｍ

ｘ２＝０．０６ｃｏｓ１０ｔ＋１
５（ ）π ｍ

（１）求其合振动的振幅及初相位；

（２）设另一同方向同频率简谐振动的振动方程为ｘ３＝０．０７ｃｏｓ（１０ｔ＋φ３）ｍ，问φ３为何值

时ｘ１＋ｘ３的振幅为最大？φ３为何值时ｘ２＋ｘ３的振幅为最小？

解　（１）由题意知 Ａ１＝０．０５ｍ，φ１＝ ３
５π，Ａ２＝０．０６ｍ，φ２＝ １

５π，将上述各值代入式

（８ １２），得合振动的振幅

Ａ＝ Ａ１
２＋Ａ２

２＋２Ａ１Ａ２ｃｏｓ（φ２－φ１槡 ）

＝ ０．０５２＋０．０６２＋２×０．０５×０．０６ｃｏｓ －２
５（ ）槡 π

＝８．９２×１０－２ ｍ
代入式（８ １３），得合振动的初相位为

φ＝ａｒｃｔａｎＡ１ｓｉｎφ１＋Ａ２ｓｉｎφ２

Ａ１ｃｏｓφ１＋Ａ２ｃｏｓφ２
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＝ａｒｃｔａｎ
０．０５ｓｉｎ３

５π＋０．０６ｓｉｎπ
５

０．０５ｃｏｓ３
５π＋０．０６ｃｏｓπ

５

＝６８°１２′或２４８°１２′
由于φ１，φ２分别位于第二及第一象限，而２４８°１２′位于第三象限不合题意，故知合振动的初相

位φ＝６８°１２′．

（２）由式（８ １２）可知，当φ３－φ１＝φ３－３
５π＝±２ｋπ时，（ｘ１＋ｘ３）的振幅最大，得

φ３＝３
５π±２ｋπ　　（ｋ＝０，１，２，…）

当φ３－φ１＝φ３－１
５π＝±（２ｋ＋１）π，（ｘ２＋ｘ３）的振幅最小，得

φ３＝π
５±（２ｋ＋１）π　　（ｋ＝０，１，２，…）

８．２．２　两个同方向不同频率简谐振动的合成

如果一个质点同时参与两个同方向不同频率的简谐振动，则其合振动较为
复杂．下面仅讨论两个简谐振动的频率之差不大（即ω１＋ω２ω２－ω１）且振幅相
等（即Ａ１＝Ａ２＝Ａ）的特殊情况．若在两个分振动都达到正向最大位置时开始计
时（如图８ １０中的ｔ０ 时刻），则两个谐振动的振动方程分别为

图８ １０　两个同方向不同频率简谐振动的合成

ｘ１＝Ａｃｏｓω１ｔ＝Ａｃｏｓ２πν１ｔ
ｘ２＝Ａｃｏｓω２ｔ＝Ａｃｏｓ２πν２ｔ

用三角学中和差化积公式，可得合振动表达式
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ｘ＝ｘ１＋ｘ２＝Ａｃｏｓ２πν１ｔ＋Ａｃｏｓ２πν２ｔ

＝２Ａｃｏｓ２πν２＋ν１

２ ｔｃｏｓ２πν２－ν１

２ ｔ

即

ｘ＝ ２Ａｃｏｓ２πν２－ν１

２［ ］ｔｃｏｓ２πν２＋ν１

２ ｔ （８ １４）

由于ν２＋ν１ν２－ν１，所以式中括号内的量随时间变化很慢，可看作缓慢变

化的振幅．式（８ １４）仍然具有振动的特征，但不是简谐振动．其ν２＋ν１

２
为合振动

的频率ν，它表明合振动的频率为两个分振动的频率的平均值，合振动的振幅

２Ａｃｏｓ２πν２－ν１

２（ ）ｔ 是时间ｔ的周期函数，若以Ｔ′代表合振幅变化的周期，由于

振幅是正值，所以一个周期内的振幅变化相当于相位增加π，即

ｃｏｓ２πν２－ν１

２
（ｔ＋Ｔ′）＝ｃｏｓ２πν２－ν１

２ ｔ＋［ ］π

故有

２πν２－ν１

２ Ｔ′＝π

即

Ｔ′＝ １
ν２－ν１

振幅变化的频率

ν′＝１
Ｔ′＝ν２－ν１

合振幅做周期性变化的现象称为拍，ν′称为拍频，其值为两个分振动的频率
之差．在图８ １０中，设ｔ２－ｔ０＝１ｓ，则第一个分振动的频率ν１＝９Ｈｚ，第二个分

振动的频率ν２＝８Ｈｚ，而拍频ν′＝ν１－ν２＝１Ｈｚ，即合振动每秒钟做一次周期性
变化，这种变化从图中也可清楚地看出．拍频现象在科学技术中应用广泛，例如，

可以利用拍现象来校准乐器，也可用来测定超声波及无线电波的频率等．

８．２．３　相互垂直的简谐振动的合成

当一个质点同时参与两个不同方向的振动时，在一般情况下，质点将做平面
曲线运动，其运动轨迹的形状将由两个分振动的周期、振幅和它们的相位差决定．
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１．同频率相互垂直简谐振动的合成

两个振动的方向分别沿ｘ，ｙ轴，并以质点的平衡位置作为坐标原点，则这
两个分振动可分别表示为

ｘ＝Ａ１ｃｏｓ（ωｔ＋φ１）

ｙ＝Ａ２ｃｏｓ（ωｔ＋φ２）
在ｔ时刻，质点的位置可由坐标ｘ，ｙ确定．上述方程是以时间ｔ为参变量的运动
轨迹的参数方程，从中消去ｔ，便得轨迹方程

ｘ２

Ａ１
２＋

ｙ２

Ａ２
２－２ ｘｙ

Ａ１Ａ２
ｃｏｓ（φ２－φ１）＝ｓｉｎ２（φ２－φ１） （８ １５）

式（８ １５）是椭圆方程，它表明两个相互垂直且同频率的简谐振动合成的轨迹为
一椭圆．下面讨论几种特殊情况．

（１）φ２－φ１＝０或±２ｋπ（ｋ＝１，２，…），即两个振动同相位，φ２＝φ１＝φ０，由式
（８ １５）可得

ｙ＝Ａ２

Ａ１
ｘ

这表明质点的运动轨迹是一条直线，其斜率为两个分振动的振幅之比，如图

８ １１ａ所示．

图８ １１　同频率相互垂直简谐振动的合成

在某一时刻ｔ质点的位矢ｒ的大小为

ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２＝ Ａ１
２ｃｏｓ２（ωｔ＋φ）＋Ａ２

２ｃｏｓ２（ωｔ＋φ槡 ）

＝ Ａ１
２＋Ａ２槡 ２ｃｏｓ（ωｔ＋φ）

这表明质点仍做简谐振动，角频率为ω，振幅为 Ａ１
２＋Ａ２槡 ２．

（２）φ２－φ１＝π或±（２ｋ＋１）π（ｋ＝１，２，…），即两个分振动反相．由式
（８ １５）可得

ｙ＝－Ａ２

Ａ１
ｘ
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这表明质点仍在直线上做简谐振动，其斜率为－Ａ２

Ａ１
，其角频率、振幅与情况（１）

相同，如图８ １１ｂ所示．

（３）φ２－φ１＝π
２

，由式（８ １５）可得

ｘ２

Ａ１
２＋

ｙ２

Ａ２
２＝１

即质点的运动轨迹为以坐标轴为主轴，半短轴为Ａ１，半长轴为Ａ２的椭圆，如图

８ １１ｃ所示，椭圆上的箭头表示质点运动的方向．

若φ２－φ１＝－π
２

（或３
２π），则质点的轨迹仍如上述椭圆，只是运动方向与前

者相反，如图８ １１ｄ所示．如果两个振动的振幅相等，即Ａ１＝Ａ２＝Ａ，则质点的
运动轨迹为圆．

２．不同频率相互垂直简谐振动的合成

如果两振动的频率只有微小差别，则可近似看作同频率简谐振动的合成，相
位差会随时间变化，合振动运动轨迹将不断由直线变成椭圆，再由椭圆变成
直线．
如果两振动的频率相差较大，但恰成简单的整数比，则合振动运动轨迹总能

构成封闭曲线形的稳定轨道，这些曲线称为李萨如图．
图８ １２分别表示周期为（１∶２），（２∶３），（３∶４）时的李萨如图．

图８ １２　李萨如图形

如果已知一个振动的周期，就可以根据李萨如图求出另一个振动的周期．这
是一种比较方便也是比较常用的测定频率的方法．
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８．３ 阻尼振动 受迫振动 共振

８．３．１ 阻尼振动

以上讨论的简谐振动是在不计阻力的理想情况下的一种等幅振动，这种振
动又称为无阻尼自由振动．实际上，任何振动系统都要受到阻力作用，这种振动
称为阻尼振动，在阻尼振动过程中，系统在振动中要克服阻力做功并消耗系统的
能量，系统的振幅将随能量的不断消耗而逐渐减小，直至停止振动．故阻尼振动
又称为减幅振动．形成阻尼振动的原因有两个：一是系统在振动时所受的摩擦阻
力做功，使机械能转化为热；二是振动系统通过与周围介质互相作用，将振动能
量向四周传播出去．这都使得振动系统的能量减少，从而振幅也相应减小，我们
主要讨论第一种原因所引起的阻尼振动．
做阻尼振动的物体，除受弹性力或准弹性力外，还受到摩擦阻力作用．在振

动速度不太大时，摩擦力的大小与速度成正比，即

ｆ＝－γｖ＝－γｄｘ
ｄｔ

式中，γ为阻力系数，负号表示阻力与速度反向，以弹簧振子为例，此时振子受力

为－ｋｘ－γｄｘ
ｄｔ

，其动力学方程为

ｍｄ２ｒ
ｄｔ２＝－ｋｘ－γｄｘ

ｄｔ
即：

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝－ｋ

ｍｘ－γ
ｍ

ｄｘ
ｄｔ

令ｋ
ｍ＝ω０

２，γ
ｍ＝２β，将之代入上式，整理后得

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋２β

ｄｘ
ｄｔ＋ω０

２ｘ＝０

式中，ω０为振动系统的固有角频率，β称为阻尼系数，如果β较小，即β
２＜ω０

２，则
上述微分方程的解
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ｘ＝Ａ０ｅ－βｔｃｏｓ（ωｔ＋φ） （８ １６）
式中，Ａ０和φ为积分常量，其值取决于初始状态；ω为振动的角频率，它与系统的

固有角频率ω０的关系为ω＝ ω０
２－β槡 ２；Ａ０ｅ－βｔ为阻尼振动的振幅，其值随时间

的增大而减小，当β很小时，振幅衰减很慢，式（８ １６）表示的振动可视为简谐振
动．根据式（８ １６）可绘出阻尼振动的曲线如图８ １３所示．

图８ １３　小阻尼振动 图８ １４　三种阻尼振动比较

式（８ １６）表明，阻尼振动不同于简谐振动，但在阻尼很小，ｅ－βｔ→１的情况
下，可近似地看作简谐振动，如图８ １４中的曲线ａ所示．如果阻尼过大，以致

β
２＞ω０

２，则式（８ １６）不再是阻尼振动微分方程的解．此时，振子从开始的最大
位置缓慢地回到平衡位置，而不能做周期运动，这种情况称为过阻尼，如图８ １４
中的曲线ｃ所示．如果阻尼的大小恰好使振子开始做非周期运动，这种情况称为
临界阻尼（此时β

２＝ω０
２），如图８ １４中的曲线ｂ所示，从图中可以看出，当振动

处于临界阻尼状态时，系统从开始振动到静止（ｘ＝０）所经过的时间最短．
阻尼在工程技术中有着重要的应用．例如，在某些精密仪器（如陀螺经纬仪、灵

敏电流计、精密天平等）中常常附有阻尼装置，如果使仪器的偏转系统处在临界阻
尼状态下工作，便可扼制仪器的振动，减少操作时间，以便尽快进行读数．

８．３．２ 受迫振动 共振

在实际振动中，阻尼是不可避免的，要维持系统做等幅振动，则必须对系统
施加周期性的强迫力，以使系统的振幅不随时间衰减．系统在周期性外力的作用
下所做的等幅振动称为受迫振动．
如果一个振动系统在弹性力－ｋｘ，阻力－γｖ和周期性外力Ｈｃｏｓｐｔ的作用下做

受迫振动，（其中Ｈ是强迫力的幅值，ｐ是强迫力的角频率），则其动力学方程为：

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＝－ｋｘ－γｄｘ

ｄｔ＋Ｈｃｏｓｐｔ
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令ω０
２＝ｋ

ｍ
，２β＝γ

ｍ
，ｈ＝Ｈ

ｍ
，将之代入上式，整理后得

ｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋２β

ｄｒ
ｄｔ＋ω０

２ｘ＝ｈｃｏｓｐｔ

此式即为受迫振动的微分方程．其解为

ｘ＝Ａ０ｅ－βｔｃｏｓ（ωｔ＋δ）＋Ａｃｏｓ（ｐｔ＋φ） （８ １７）
式（８ １７）说明，受迫振动是由阻尼振动与简谐振动两部分组成．开始振动时，系
统的运动情况很复杂，经过一段时间，阻尼振动部分衰减到可以忽略不计时，振
动便达到稳定状态，即只剩下式（８ １７）的第二项．此时受迫振动的振动方程为

ｘ＝Ａｃｏｓ（ｐｔ＋φ）
因而可视为简谐振动，其频率为周期性外力的频率，其振幅Ａ和初相φ分别为

Ａ＝ ｈ
（ω０

２－ｐ２）２＋４β
２ｐ槡 ２

φ＝ａｒｃｔａｎ －２βｐ
ω０

２－ｐ２ （８ １８）

在受迫振动时，振幅Ａ的大小与周期性外力的角频率ｐ、阻尼系数β及振动
系统的固有角频率ω０有关．图８ １５是根据式（８ １８）做出的Ａ ｐ曲线，图中β
值较大者对应的Ａ值较小．如果系统的阻尼已定，则当外力的角频率与系统的
固有角频率相差很大，即ｐω０，或ｐω０时，从图中可以看出，受迫振动的振幅
较小；当外力的角频率ｐ接近系统的固有角频率ω０时，受迫振动振幅变大．为了
求出受迫振动振幅的极大值，可以令式（８ １８）对ｐ的导数等于零，即

图８ １５　共振

ｄＡ
ｄｐ＝ ２ｐｈ

［（ω０
２－ｐ２）２＋４β

２ｐ２］３／２（ω０
２－２β

２－ｐ２）＝０
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由此解可知，当ｐ＝ ω０
２－２β槡 ２时，受迫振动的振幅有极大值．受拍振动的振幅

出现极大的现象称为共振，ｐ＝ ω０
２－２β槡 ２称为共振角频率．将此值代入式

（８ １８），得共振时的振幅为

Ａ＝ ｈ
２β ω０

２－β槡 ２

由此可见，阻尼系数β越小，共振时的振幅越大，共振越强烈．从理论上讲，如果
阻尼系数为零（或β

２ω０
２），则共振频率ｐ＝ω０，即周期性外力的频率与系统的

固有频率相同，将引起共振，且振幅Ａ趋于无限大．但实际上，β不可能为零，共
振振幅也不会是无限大．
共振有利有弊，在工程建设中，我们要用其利而防其弊．

８．４ 振动的分解

在前面的学习中我们知道两个同方向的简谐振动可以合成一个简谐振动（当ω１＝ω２

时），也可以合成一个较复杂的一般振动（当ω１≠ω２时），就是说一个复杂的振动可由两个频

率不同的简谐振动组成．实践和理论分析表明，任何一个复杂的周期性振动，都可看作由频率

不同、振幅不同的若干个简谐振动组成．把一个较复杂的周期性振动分解成若干个简谐振动

的叠加的方法称为振动的分解（也称为谐振分析）．
根据实际振动曲线的形状或其位移函数关系，求出它所包含的各种简谐振动的频率和振

幅的数学方法称为傅里叶分析．它指出，一个周期为Ｔ的周期性函数ｆ（ｔ）可以表示为傅里叶

级数：

ｆ（ｔ）＝ａ０

２ ＋∑
∞

ｎ＝１
Ａｎ［ｃｏｓ（ｎωｔ＋φｎ）］

式中的分振动振幅Ａｎ与初相位φｎ可用数学方法根据ｆ（ｔ）求出．这些分振动中频率最低的称

为基频振动，该频率称为基频．其他分振动的频率都是基频的整数倍，依次分别为二次、三次、

……谐频．
不仅周期性振动可以分解为一系列频率为最低频率整数倍的简谐振动，而且任一非周期

性振动也可以分解为许多简谐振动．这种情况下的振动的分解要用傅里叶变换处理．
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８．５ 非线性振动简介

我们知道，当单摆的摆角θ很小时，其运动学方程ｄ
２θ

ｄｔ２＋ω２ｓｉｎθ＝０，可近似地写成

ｄ２θ
ｄｔ２＋ω０

２θ＝０ （８ １９）

这是一个线性微分方程，其解为

θ＝θ０ｃｏｓ（ω０ｔ＋φ）

表示一个线性振动．如果摆角较大，则单摆的运动方程可近似写为

ｄ２θ
ｄｔ２＋ω０

２ θ－θ
３

３！＋
θ５

５！（ ）… ＝０ （８ ２０）

这是一个非线性微分方程，它的解不再代表线性振动，而是一种非线性振动．
一般地说，自然界的实际振动都是非线性振动，仅仅在一定的条件下可近似地认为是线

性振动（例如，上述单摆的振动就是这样）．非线性振动与线性振动的主要区别在于线性振动

系统服从叠加原理，其方程是线性的，任意两个解的线性叠加仍为方程的解（例如，若θ１，θ２是

方程（８ １９）的解，则ｃ１θ１＋ｃ２θ２也是该方程的解），但对非线性方程（８ ２０）来说，叠加原理

不适用．事实上，对于单摆的微小振动，其振动周期（或频率）与振幅无关，但当摆幅增大时，单

摆的振动周期却随振幅的加大而增大，且不再做简谐振动．
对于在非线性的弹性回复力Ｆ＝－ｋ１ｘ－ｋ３ｘ３ 作用下的弹簧振子来说，仅当ｋ３＝０时（胡

克定律成立），方程

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ｋ１ｘ＋ｋ３ｘ３＝０

才成为线性微分方程，这时弹簧振子的角频率为

ω０＝ ｋ１／槡 ｍ
但对于“硬弹簧”（ｋ３＞０），弹性回复力比胡克定律所预期的大，振动周期变小，对于“软弹簧”

（ｋ３＜０），弹性回复力比胡克定律所预期的小，振动周期变大，弹簧的振动都不是简谐振动．当

振动加强时，会出现种种复杂现象．
以在周期性外力（简称策动力）作用下，弹簧的受迫振动为例，来说明非线性振动的某些

特性．
当弹簧振子为角频率ω０的线性振子，阻尼力与速度成正比时，在角频率为ω的余弦策动

力作用下，其运动方程为

ｍｄ２ｘ
ｄｔ２ ＋ｒｄｘ

ｄｔ＋ω０
２ｘ＝Ｆ０ｃｏｓωｔ

是线性的，这时，在稳定状态下，质点的位移ｘ做余弦式的振动，其振动频率与策动力频率相
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等，而振幅则与策动力的振幅Ｆ０成正比．这时，振动系统对策动力的响应是线性的，其数学表

示可写成

ｘ（ｔ）＝ｋＦ（ｔ）

其中ｋ为常数，即“输出”ｘ（ｔ）和“输入”Ｆ（ｔ）呈线性关系．但在非线性振动系统情况下，ｘ（ｔ）和

Ｆ（ｔ）呈非线性关系，这种“非线性响应”可以写成：

ｘ（ｔ）＝ｋ［Ｆ（ｔ）＋εＦ２（ｔ）］ （８ ２１）

式中，ε是一个小参数．
设策动力Ｆ（ｔ）＝Ａｃｏｓωｔ，将其代入式（８ ２１），得

ｘ（ｔ）＝ｋＡ（ｃｏｓωｔ＋εＡｃｏｓ２ωｔ）

＝ｋＡ １
２εＡ＋ｃｏｓωｔ＋１

２εＡｃｏｓ２ω（ ）ｔ

于是“输出”项ｘ（ｔ）中除基频ω的简谐振动外还出现常数项（整流项）和倍频２ω的简谐振动
（倍频项）．
如果策动力是角频率各为ω１与ω２ 的两种策动力的叠加，即设Ｆ（ｔ）＝Ａｃｏｓω１ｔ＋Ｂｃｏｓω２ｔ，

将其代入式（８ ２１），则可得到ｘ（ｔ）中除了包括常数项，基频各为ω１，ω２的基频项，角频率各

为２ω１，２ω２的倍频项外，还出现一个交叉项２ｋεＡＢｃｏｓω１ｔｃｏｓω２ｔ，当ω１ω２时，它可以看成振幅

为２ｋεＡＢｃｏｓω２ｔ的调幅振动（振幅值以角频率ω２缓慢地做周期性变化）．也可以将交叉项改

写成ｋεＡＢ［ｃｏｓ（ω１＋ω２）ｔ＋ｃｏｓ（ω１－ω２）ｔ］．这表明，在响应项ｘ（ｔ）中还出现角频率为ω１＋ω２

的和频项和角频率为｜ω１－ω２｜的差频项．
综上所述，非线性系统在外来策动力的作用下，可以产生整流、倍频、和频，差频（或调幅

振动）等效应，且非线性效应越强，则这些效应就越显著．
非线性效应有弊也有利，需按情况进行避免或者加以利用．例如，音响设备中，为避免“失

真”，要减弱非线性效应；在外差式发送和收音中，可用调幅器将音频信号（频率约为千赫兹量

级）与载波频率（频率约为兆赫量级）在非线性电路中合在一起发送，而在接收时，则用非线性

电路产生和频、差频，以复现音频信号．
对于光强很强的激光，因为场强振幅很大，可以在介质中产生倍频效应，使介质受激而产

生频率为入射光两倍的出射光，结果，很强的红色（或近红外）激光通过玻璃后便出现蓝色

的光．

思考题

８ １ 试判断下列几种运动是否为简谐振动．
（１）拍皮球时的运动；（２）一小球在半径很大的光滑凹球面底部做小幅度摆动；（３）锥

摆的运动．

８ ２ 把单摆的摆球从平衡位置拉开一些，使摆线与竖直方向成θ０角，然后放手任其
摆动，那么单摆做简谐振动的初相位是否就是θ０呢？单摆摆动的角速度是否就是角频率？
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８ ３ 一弹簧振子，先后把它拉到离开平衡位置２ｃｍ和４ｃｍ处放手，任其自由振
动，先后两次振动的振幅、周期、初相位是否相同？为什么？

８ ４ 能量公式Ｅ＝１
２ｋＡ２是否只适用于弹簧振子？对单摆而言，ｋ等于什么？

８ ５ 一个弹簧振子的振幅增大到两倍时，它的振动周期、最大速度和振动能量将
如何改变？

８ ６ Ａ，Ｂ两摆摆长相同，振幅相同（θ０），试分别就题８ ６图中四种情况，写出Ａ，

Ｂ两摆的相位差．

思考题８ ６图

８ ７ 在简谐振动方程ｘ＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）中，相应于初相位φ＝０，π
２
和３π

２
时，对水平

放置的弹簧振子来说，其物体的初位置分别在哪？初速度如何？

８ ８ 一弹簧的劲度系数为ｋ，一质量为ｍ 的物体挂在它的下面，若把弹簧分割成

两半．物体挂在分割后的一根弹簧上，问在弹簧分割前后的振动频率是否一样，它的关系

怎样？

８ ９ 两个简谐振动的合运动是圆周运动，这两个简谐振动必须具备什么条件？

８ １０ 阻尼振动的特征是什么？受迫振动在什么条件下也是简谐振动，其频率决

定什么？共振产生的条件是什么？

８ １１ 何谓拍？形成拍的条件如何？拍的振幅最大值是多少？拍的频率如何确定？

习题８

８ １ 一远洋货轮，质量为Ｍ＝２×１０４ｔ，浮在水面时其水平截面积为Ｓ＝２×１０３ ｍ２．
设在水面附近货轮的截面积与货轮高度无关，试证明此货轮在水中的铅直自由运动是简谐
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振动，并求其自由振动的周期．
８ ２ 重物Ａ质量ｍ＝１ｋｇ，放在倾角θ＝３０°的光滑斜面上，并用绳跨过定滑轮与
劲度系数ｋ＝４９Ｎ·ｍ－１的轻弹簧连接，如题８ ２图所示．将物体由弹簧未形变的位置静
止释放，并开始计时，试求：

（１）不计滑轮质量，物体Ａ的运动方程；
（２）滑轮为质量Ｍ，半径ｒ的均质圆盘，物体Ａ的运动方程．

题８ ２图 题８ ３图

８ ３　质点做简谐振动的振动曲线如题８ ３图所示，试根据题８ ３图得出该质点
的振动表达式．

８ ４　在一个电量为Ｑ，半径为Ｒ的均匀带电球中，沿某一直径挖一条隧道，另一质
量为ｍ，电量为－ｑ的微粒在这个隧道中运动．试求证该微粒的运动是简谐振动，并求出
振动周期（设带电球体介电常数为ε０）．

８ ５ 如题８ ５图所示，有一轻质弹簧，其劲度系数ｋ＝５００Ｎ·ｍ－１，上端固定，下端
挂一质量Ｍ＝４．０ｋｇ的物体Ａ，在物体Ａ的正下方ｈ＝０．６ｍ处，以初速度ｖ０１＝４．０ｍ·ｓ－１

题８ ５图

的速度向上抛出一质量ｍ＝１．０ｋｇ的油灰团Ｂ，击中Ａ并附着于Ａ
上．

（１）证明Ａ与Ｂ 简谐振动；
（２）写出它们共同做简谐振动的振动表达式；
（３）弹簧所受的最大拉力是多少？（取ｇ＝１０ｍ·ｓ－１，弹簧未

挂重物时，其下端端点位于Ｏ′点）

８ ６ 一物体竖直悬挂在劲度系数ｋ的弹簧上做简谐振动，

设振幅Ａ＝０．２４ｍ，周期Ｔ＝４．０ｓ，开始时在平衡位置上方０．１２ｍ
处向上运动．求：

（１）物体做简谐振动的振动表达式；

（２）物体由初始位置运动到平衡位置上方０．１２ｍ处所需的最短时间；

（３）物体在平衡位置上方０．１２ｍ处所受到的合外力的大小及方向（设物体的质量为

１．０ｋｇ）．

８ ７ 如题８ ７图所示，质量ｍ＝１０ｇ的子弹，以ｖ＝１０００ｍ·ｓ－１的速度射入一在

光滑平面上与弹簧相连的木块，并嵌入其中，致使弹簧压缩而做简谐振动，若木块质量
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Ｍ＝４．９９ｋｇ，弹簧的劲度系数ｋ＝８×１０３Ｎ·ｍ－１，求简谐振动的振动表达式．

题８ ７图 题８ ８图

８ ８ 如题８ ８图所示，质量为ｍ１的光滑物块和弹簧构成振动系统，已知两弹簧

的劲度系数分别为ｋ１＝３．０Ｎ·ｍ－１，ｋ２＝１．０Ｎ·ｍ－１，此系统沿弹簧的长度方向振动，周
期Ｔ１＝１．０ｓ，振幅Ａ１＝０．０５ｍ，当物块经过平衡位置时有质量为ｍ２＝０．１０ｋｇ的油泥块
竖直落到物体上并立即粘住，求新的振动周期Ｔ２和振幅Ａ．

８ ９ 如题８ ９图所示，一质量为ｍ的匀质直杆放在两个迅速旋转的轮上，两轮旋
转方向相反，轮间距ｌ＝２０ｃｍ，杆与轮之间的摩擦系数μ＝０．１８，证明在此情况下直杆做
简谐振动，并求其振动周期．

题８ ９图

８ １０ 质量为０．２ｋｇ的质点做简谐振动，其振动方

程为ｘ＝０．６０ｓｉｎ ５ｔ－π（ ）２
，式中，ｘ的单位为 ｍ，ｔ的单位

为ｓ，求：
（１）振动周期；
（２）质点初始位置，初始速度；

（３）质点在经过Ａ
２
且向正向运动时的速度和加速度以及此时质点所受的力；

（４）质点在何位置时其动能、势能相等？

８ １１ 手持一块平板，平板上放一质量ｍ＝０．５ｋｇ的砝码，现使平板在竖直方向上

振动，设这振动为简谐振动，频率ν＝２Ｈｚ，振幅Ａ＝０．０４ｍ，问：

（１）位移最大时，砝码对平板的正压力多大？

（２）以多大振幅振动时，会使砝码脱离平板？

（３）如果振动频率加快一倍，则砝码随板保持一起振动的振幅上限如何？

８ １２ 有一在光滑水平面上做简谐振动的弹簧振子，劲度系数为ｋ，物体质量为ｍ，

振幅为Ａ．当物体通过平衡位置时，有一质量为ｍ′的泥团竖直落在物体上，并与之粘结在

一起．求：

（１）系统的振动周期和振幅．
（２）振动总能量损失了多少？

（３）如果当物体达到振幅Ａ时，泥团竖直落在物体上，则系统的周期和振幅又是多
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少？振动的总能量是否改变？物体系统通过平衡位置的速度又是多少？

８ １３ 一水平放置的简谐振子，如题８ １３ａ图所示，当其从Ａ２
运动到Ａ的位置处（Ａ

是振幅）需要的最短时间为Δｔ＝１．０ｓ，现将振子竖直悬挂，如题８ １３ｂ图所示，现由平衡位
置向下拉０．１ｍ，然后放手，让其做简谐振动，已知ｍ＝５．０ｋｇ，以向上方向为ｘ轴正方向，ｔ
＝０时，ｍ在平衡位置下方且向ｘ轴负方向运动，其势能为总能量的０．２５倍，试求：

（１）振动的周期、圆频率、振幅；
（２）ｔ＝０时，振子的位置，速度和加速度；
（３）ｔ＝０时，振子系统的势能、动能和总能量；
（４）振动的位移表达式．

题８ １３图

８ １４ 做简谐振动的 Ｐ，Ｑ 两质点，它们的振幅分别为 ＡＰ ＝５．００×１０－２ ｍ，

ＡＱ＝２．００×１０－２ ｍ，圆频率都为πｒａｄ·ｓ－１，初相位分别为：φＰ＝π
３

，φＱ＝－π
３

，求：

（１）它们各自的振动表达式；

（２）当ｔ＝１ｓ时，它们的ｘ，ｖ，ａ各是多少？

（３）判断哪一个质点振动超前？

８ １５ 一质量ｍ＝１．００×１０－２ｋｇ的质点做振幅为Ａ＝５．００×１０－２ ｍ的简谐振动，初始

位置在位移１
２Ａ处并向着平衡位置运动，当它通过平衡位置时的动能Ｅｋ＝３．８×１０－５Ｊ．

（１）写出质点的振动表达式；

（２）求出初始位置的势能．

８ １６ 质量ｍ＝１０ｇ的小球做简谐振动，其Ａ＝０．２４ｍ，ν＝０．２５Ｈｚ，当ｔ＝０时，初

位移为１．２×１０－１ ｍ，并向着平衡位置运动，求：

（１）ｔ＝０．５ｓ时，小球的位置；

（２）ｔ＝０．５ｓ时，小球所受力的大小与方向；

（３）从起始位置到ｘ＝－１２ｃｍ处所需的最短时间；

（４）在ｘ＝－１２ｃｍ处小球的速度与加速度；

（５）ｔ＝４ｓ时，Ｅｋ，Ｅｐ以及系统的总能量．
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８ １７ 两质点沿同一直线做同频率、同振幅的简谐振动，在振动过程中，当它们经
过振幅一半时相遇，而运动方向相反，求它们的相位差，并用旋转矢量表示．

８ １８ 已知两个简谐振动的ｘ ｔ曲线如题８ １８图所示，它们的频率相同，求它
们的合振动的振动表达式．

题８ １８图

８ １９ 已知两个同方向、同频率的简谐振动如下：

ｘ１＝０．０５ｃｏｓ１０ｔ＋３
５（ ）π

ｘ２＝０．０６ｃｏｓ１０ｔ＋π（ ）５
式中，ｘ单位为ｍ，ｔ单位为ｓ．

（１）求它们合振动的振幅与初相位；
（２）另有一同方向简谐振动ｘ３＝０．０７ｃｏｓ（１０ｔ＋φ），问φ

为何值时，ｘ１＋ｘ３的振幅最大？φ为何值时，ｘ２＋ｘ３的振幅最小？

（３）用旋转矢量法表示（１），（２）的结果．
８ ２０ 两个同方向、同频率的简谐振动，其合振动的振幅Ａ＝０．２０ｍ，合振动的相
位与第一个振动的相位差为３０°，若第一个振动的振幅Ａ１＝０．１７３ｍ，求第二个振动的振
幅及第一、第二两个振动的相位为多少？

８ ２１ 如题８ ２１图所示，一简谐振动系统，平衡位置时，弹簧为原长，已知ＯＡ＝ａ，

ＯＢ＝ｌ，小球重Ｇ，弹簧劲度系数为ｋ，弹簧及杆ＯＢ的质量不计，求该系统做微振动的固有
角频率．

　　　　　　　　题８ ２１图 题８ ２２图

８ ２２ 如题８ ２２图所示，手电筒与屏的质量均为ｍ，两个弹簧的劲度系数为ｋ，当
平衡时手电筒的光恰好照在屏幕的中心，已知手电筒和屏的振动分别为：

ｘ１＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ１），ｘ２＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ２）

问：（１）在屏上的光点相对于屏静止不动；（２）光点相对于屏做振幅Ａ′＝２Ａ的振动，

则初相位φ１，φ２应满足什么条件？用什么方式启动，才能得到上述结果？
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第９章　机械波

波动是物理学最重要、最普遍的概念之一，也是物质运动的基本形式．包括机
械波，电磁波，物质波等．这些本质不同的波动过程，都有一些共同的特征及规律．
本章主要讨论机械波的基本概念及规律，重点介绍平面波的波动方程，波的

叠加原理及驻波现象，并简要介绍多普勒效应 ．

振动的传播过程称为波动，简称波，是一种常见的物质运动形式．机械振动
在媒质中的传播形成机械波，如声波、水波等；变化的电场和变化的磁场在空间
的传播形成电磁波，如无线电波、光波等；近代物理中还有表示几率的波，它们在
量子力学中被用来描述电子、原子或更复杂的物质形式的变化．这些本质不同的
波动过程，都伴随着能量的传播，都能产生反射、折射、干涉和衍射等波动现象．
都有一些共同的特征及规律．
本章主要讨论机械波的基本概念及规律．

９．１　机械波的产生和传播

９．１．１　机械波的形成

机械波是机械振动在媒质中的传播．机械波的形成要具备两个条件，首先要
有做机械振动的波源，然后要有能够传播这种机械振动的媒质．通常，在媒质内
部机械波是靠物体中各个质点间的弹性力来传播的，这些媒质统称为弹性媒质．
在机械波传播的过程中，媒质中的各个质点并不随着波动而发生迁移，只是

在其平衡位置附近做振动．且沿着波的传播方向各质点的振动相位依次落后于
波源的振动相位．



根据质点振动方向与波的传播方向的关系，将机械波分为横波和纵波两种
基本类型：一类是质点的振动方向与波的传播方向垂直的波，称为横波，例如，拉
紧一根绳子，使绳的一端做垂直于绳子的振动，可以看到振动沿着绳子向另一端
传播，形成高低起伏的横波；另一类是质点的振动方向与波的传播方向平行形成
疏密相间的波，称为纵波，例如，在空气中传播的声波就是纵波．横波是由切变
弹性所引起的，而纵波是由长变弹性或容变弹性所引起的．由于通常的气体和液
体没有切变弹性，所以在气体和液体内仅能传播纵波，而固体内既能够传播纵波
也能够传播横波．
通常媒质中各质点的振动情况是很复杂的，由此产生的波也很复杂．当波源

做简谐振动，且在各向同性、均匀的、无限大、无吸收的连续弹性媒质中传播时，
媒质中各质点的振动都是简谐振动，这种波称为简谐波．简谐波是最简单、最基
本的波动，任何复杂的波都可以看成由若干个简谐波叠加而成．因此研究简谐波
具有特别重要的意义．
为了形象地描述波在空间的传播，通常引入波面、波前和波线的概念．在三

维空间中，从波源发出的波一般均向各个方向传播．在传播过程中，所有振动相
位相同的点连成的面称为波面，最前面的波面称为波前，也叫波阵面．显然，任一
时刻一列波中波面有无限多个，而波前则只有一个．波面是平面的波叫平面波；
波面为球面的波叫球面波．在远离发射中心的球面波波面上任何一个小部分均
可视为平面波．波的传播方向称为波射线，简称为波线．在各向同性的媒质中，波
线恒与波面垂直．不难理解，平面波的波线为一系列垂直于波面的平行直线，球
面波的波线为一系列沿半径方向的射线，如图９ １所示．

图９ １　平面波、球面波
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９．１．２　描述波动的物理量

波动与振动不同，振动状态仅与时间有关，而波动状态则既与时间有关，也
与空间有关，因而波动的描述较为复杂，需引入相关的物理量来进行描述．

１．波速ｕ

波动是振动状态（即相位）的传播，振动状态在单位时间内传播的距离称为
波速，也称相速，用ｕ表示．对于机械波，波速的大小由媒质的性质决定．
简谐波在固体媒质中传播的横波和纵波的波速分别由式（９ １），（９ ２）确

定，即

ｕ⊥＝ Ｇ槡ρ
（９ １）

ｕ∥＝ Ｅ槡ρ
（９ ２）

式中Ｇ和Ｅ 分别是媒质的切变弹性模量和杨氏模量，ρ为媒质的密度．对于同一
种固体媒质，一般有Ｇ＜Ｅ，所以ｕ∥ ＞ｕ⊥．顺便指出，只有纵波在均匀细长棒中
传播时，式（９ ２）才能准确成立，在非细长棒中，纵向长变过程中引起的横向形
变不能忽略．因此，容变不能简化成长变，式（９ ２）只能近似成立．
在弦中传播的横波波速为

ｕ∥＝ Ｔ槡μ
（９ ３）

式中Ｔ是弦中张力，μ为弦的线密度．
在液体或气体中只能传播纵波，其波速为

ｕ∥＝ Ｂ槡ρ
（９ ４）

式中Ｂ为媒质的容变弹性模量．
对于理想气体，若把波的传播过程视为绝热过程，则由分子运动理论及热力

学方程可导出理想气体中的声波波速公式为

ｕ＝ γｐ槡ρ
＝ γＲＴ

Ｍ槡ｍｏｌ
（９ ５）

式中γ为气体的摩尔热容比，ｐ为气体的压强，ρ为气体的密度，Ｔ是气体的热力
学温度，Ｒ是普适气体恒量，Ｍｍｏｌ是气体的摩尔质量．
在这里要注意的是，波速与媒质中质点的振动速度是两个不同的概念，一定
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要加以区分．
固体、液体和气体在受到外力作用时，不仅运动状态会发生变化，而且其形状和体积也会

发生改变，这种改变称为形变．如果外力不超过一定限度，在外力撤去后，物体的形状和体积

能完全恢复原状，这种形变称为弹性形变．这个外力限度称为弹性限度．形变有以下几种基本

形式：

（１）长变　如图９ ２所示，在一棒的两端沿轴向作用两个大小相等、方向相反的一对外

力Ｆ时，其长度发生变化，由ｌ变为ｌ＋Δｌ，伸长量Δｌ的正负（伸长或压缩）由外力方向决定，

Δｌ
ｌ
表示棒长的相对改变，称为应变或胁变．设棒的横截面积为Ｓ，则Ｆ

Ｓ
称为应力或胁强．胡克

定律指出，在弹性限度范围内，应力与应变成正比，即

Ｆ
Ｓ ＝ＥΔｌ

ｌ

图９ ２　长变

式中比例系数Ｅ只与材料的性质有关，称为杨氏弹性模量，其定义为

Ｅ＝Ｆ／Ｓ
Δｌ／ｌ

（２）切变　如图９ ３所示，在一块材料的两个相对面上各施加一个与平面平行、且大小

相等而方向相反的外力Ｆ时，则块状材料将发生图中所示的形变，即相对面发生相对滑移，

称为切变．设施力的平面面积为Ｓ，则Ｆ
Ｓ
称为切变的应力或胁强，两个施力的相对面相互错开

的角度φ＝ａｒｃｔａｎΔｄ
ｂ
称为切变的应变或胁变．根据胡克定律，在弹性限度内，切变的应力和切

应变成正比，即

Ｆ
Ｓ ＝Ｇφ

图９ ３　切变

式中Ｇ是比例系数，只与材料性质有关，称为切变弹性模量，其定义式如下：
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Ｇ＝Ｆ／Ｓ
φ

（３）容变　当物体（固体、液体或气体）周围受到的压力改变时，其体积也会发生改变，这

种形变称为容变．如图９ ４所示，物体受到的压强由ｐ变为ｐ＋Δｐ，相应地物体的体积由Ｖ

变为Ｖ＋ΔＶ，显然，ΔＶ 与Δｐ的符号恒相反．ΔＶＶ
表示体积的相对变化，称为容变的应变．实验

表明，在弹性限度内，压强的改变与容变的应变的大小成正比，即

Δｐ＝－ＢΔＶ
Ｖ

图９ ４　容变

式中比例系数Ｂ只与材料性质有关，称为容变弹性模量，其定义式为

Ｂ＝－ Δｐ
ΔＶ／Ｖ

２．波动的周期Ｔ和频率ν

由于波源振动具有时间周期性，因而波动过程也具有时间上的周期性．波动
的周期是指一个完整波形通过媒质中某一固定点所需的时间，用Ｔ 表示．周期
的倒数称为频率，波动的频率是指单位时间内通过媒质中某固定点完整波的数
目，用ν表示．由于波源每完成一次全振动，就有一个完整的波形发送出去，所
以，当波源相对于媒质静止时，波动的周期即为波源振动的周期，波动的频率即
为波源振动的频率．因此波动的周期和频率由波源决定．波动的周期和频率之间
也有

Ｔ＝２π
ω＝１

ν
（９ ６）

３．波长λ

同一时刻沿波线上各质点的振动相位是依次落后的，则同一波线上相邻的
相位差为２π的两质点之间的距离称为波长，用λ表示．当波源完成一次全振动，
波在媒质传播的距离就为一个波长．因此波长反映了波在空间上的周期性．

１８１第９章　机械波



波长、波速与波动的周期、频率的关系为

λ＝ｕＴ＝ｕ
ν

（９ ７）

由于波速由媒质决定，波动的周期和频率由波源决定，则波长由媒质和波源
共同决定．不同频率的波在同一媒质中传播具有相同的波速，而同一频率的波在
不同媒质中传播其波长不同．

９．２　平面简谐波的波动方程

前面介绍了简谐波的概念，若简谐波的波面是平面，这样的简谐波称为平面
简谐波．用数学函数式来描述媒质中各质点位移随空间和时间变化的关系式称
为波动方程．下面来讨论平面简谐波的波动方程．
如图９ ５所示，设有一平面余弦波在无吸收的均匀无限大媒质中沿ｘ轴正

图９ ５　平面简谐波

方向传播，波速为ｕ．设Ｏ为波线上任选的一点，并取Ｏ
为坐标原点．为了清楚地描述波线上各点的振动，用ｘ
表示各个质点在波线上的平衡位置，用ｙ表示它们的振
动位移，每一质点的振动位移都是对自己的平衡位置而
言的．假定Ｏ点处（ｘ＝０）质点的振动方程为

ｙ０＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）
式中Ａ是振幅，ω是角频率，ｙ０是Ｏ点处质点在ｔ时刻离开其平衡位置的位移
（横波的位移方向与Ｏｘ轴垂直；纵波的位移方向与Ｏｘ轴平行）．设Ｐ为波线上
任一点，离Ｏ点的距离为ｘ．现在要确定Ｐ点处质点在ｔ时刻的位移．因为波沿

ｘ轴正方向从Ｏ 点传播到Ｐ 点，所以Ｐ点处质点的振动将落后于Ｏ 点处质点的
振动．这段落后的时间就是振动从Ｏ点传到Ｐ 点所需的时间ｘ／ｕ，所以Ｐ点处
质点在ｔ时刻的位移等于Ｏ 点处质点在（ｔ－ｘ／ｕ）时刻的位移．由于讨论的是平
面简谐波，所以沿ｘ轴上各点振幅相等，则由Ｏ点处质点的振动方程相应地得
出Ｐ 点处质点的振动方程为

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ ８）

因为Ｐ点是任意的，所以式（９ ８）表示出波线上任一点（距原点ｘ）处的质点在
任一瞬时的位移，这就是沿ｘ轴正方向传播的平面简谐波的波动方程．它表明

２８１ 大学物理学



了在波线上距坐标原点ｘ处的质点在ｔ时刻的位移．若将式（９ ８）两边分别对
时间ｔ求偏导，可得出ｘ处质点的振动速度．所以式（９ ８）可以确定波线上任一

ｘ处质点在ｔ时刻的振动状态．如平面简谐波沿轴负方向传播，则Ｐ点处质点在

ｔ时刻的位移等于Ｏ 点处质点在（ｔ＋ｘ／ｕ）时刻的位移，相应的波动方程为

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ＋ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ ９）

此为沿ｘ轴负方向传播的平面简谐波的波动方程．综合（９ ８），（９ ９）两式，沿
轴方向传播的平面简谐波的波动方程为

ｙ＝Ａｃｏｓωｔｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ １０）

因为ω＝２π
Ｔ＝２πν，又ｕＴ＝λ，所以式（９ １０）也可写为

ｙ＝Ａｃｏｓ２π ｔ
Ｔｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

＝Ａｃｏｓ２πνｔ２πｘ
λ ＋（ ）φ

＝Ａｃｏｓ２π
λ

（ｕｔｘ）＋［ ］φ ＝Ａｃｏｓ［ｋ（ｕｔｘ）＋φ］

式中ｋ＝２π
λ

，称为波矢，它表示在２π长度内所具有的完整波的数目．

下面分三种情况来讨论波动方程的物理意义．（以沿ｘ轴正向传播的平面
简谐波为例）

（１）当ｘ＝ｘ０，即ｘ为给定值时，位移ｙ仅是时间ｔ的函数，这时波动方程为
距离坐标原点ｘ处给定质点的振动方程，即

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ０（ ）ｕ ＋［ ］φ ＝Ａｃｏｓωｔ＋ φ－２πｘ０（ ）［ ］λ
（９ １１）

式中（φ－２πｘ０

λ
）为该点振动的初相位．显然ｘ０处质点的振动相位比原点Ｏ处质

点的振动相位始终落后２πｘ０

λ ．ｘ０处质点在两时刻振动的相位差为

Δφ＝ω（ｔ２－ｔ１）＝ωΔｔ＝２π
ＴΔｔ （９ １２）

（２）当ｔ＝ｔ０，即ｔ为给定值时，位移ｙ仅是时间ｘ的函数ｙ＝ｙ（ｘ），这时波
动方程变为

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ０－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ １３）
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这时方程给出了在ｔ０时刻波线上各质点离开各自平衡位置的位移分布情况，称
为ｔ０时刻的波形方程．对横波而言，ｔ０时刻的波形方程对应的曲线就是该时刻的

波形；对纵波而言，则只是表示该时刻所有质点的位移分布．ｔ０时刻波线上两质

点之间的相位差为

Δφ＝－２π
λ

（ｘ２－ｘ１） （９ １４）

（３）如果ｘ，ｔ都在变化，则波动方程ｙ＝ｙ（ｘ，ｔ）给出了波线上各个不同质点
在不同时刻的位移，即体现了各个不同时刻的波形，反映了波形不断向前推进的
波动传播的全过程．根据波动方程知，ｔ时刻的波形方程为

ｙ（ｘ）＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

而ｔ＋Δｔ时刻的波动方程为

ｙ（ｘ）＝Ａｃｏｓωｔ＋Δｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

如图９ ６所示实线和虚线分别表示ｔ时刻和ｔ＋Δｔ时刻的波形曲线，很形象地
体现了波形的传播，波形向前传播的速度就等于波速．

图９ ６　简谐波波形曲线及其传播

若ｔ时刻、ｘ处的某个振动状态经过Δｔ的时间间隔，传播了Δｘ＝ｕΔｔ的距
离，用波动方程表示为

Ａｃｏｓωｔ＋Δｔ－ｘ＋ｕΔｔ（ ）ｕ ＋［ ］φ ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

即ｙ（ｘ＋Δｘ，ｔ＋Δｔ）＝ｙ（ｘ，ｔ），要获得ｔ＋Δｔ时刻的波形，只要将ｔ时刻的波形
沿波的传播方向移动Δｘ（＝ｕΔｔ）距离即可．故波动方程反映了波形的传播，它
所描述的波称为行波．
平面波的波动微分方程

将平面简谐波的波动方程ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ 分别对ｔ和ｘ求二阶偏导数，有

２ｙ
ｔ２ ＝－Ａω２ｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ
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２ｙ
ｘ２＝－Ａω２

ｕ２ｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

比较以上两式，可得

２ｙ
ｘ２＝

１
ｕ２

２ｙ
ｔ２ （１）

对于任一沿ｘ方向传播的平面波，如果不是简谐波，可以认为是由许多不同频率的平面简谐

波的合成，将其对ｔ和ｘ求二阶导数之后，所得结果仍然是式（１），所以式（１）所反应的是一切

平面波所必须满足的微分方程，称为沿ｘ方向传播的平面波动微分方程，它不仅适用于机械

波，也适用于电磁波等，是物理学中的一个具有普遍意义的方程．
一般情况下，物理量Ψ（ｘ，ｙ，ｚ）在三维空间中以波的形式传播，其波动微分方程一般形

式为

２Ψ
ｘ２ ＋２Ψ

ｙ２ ＋２Ψ
ｚ２ ＝１

ｕ２
２Ψ
ｔ２

ｕ为波的传播速度，采用拉普拉斯算符

Δ

２＝２

ｘ２＋
２

ｙ２＋
２

ｚ２ （２）

由上式可表述为

Δ

２Ψ＝１
ｕ２

２Ψ
ｔ２ （３）

式（３）就是三维波动微分方程，可适用于描述任何波动过程，通过对具有特定的边界条件的波

动方程求解，就得到运动方程．

例９ １　一平面谐波，波动方程为ｙ＝０．０３ｃｏｓ（４πｔ－０．０５ｘ）ｍ，ｔ的单位是ｓ，试问该列

波向哪个方向传播？其波长、频率、振幅、传播速度各为多少？

解　因为ｘ前的符号为“－”，所以，此波向ｘ轴正方向传播，将此列波的波动方程与标

准方程进行比较，对应求出相应的物理量

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

＝０．０３ｃｏｓ４πｔ－ ｘ
８０（ ）［ ］π ｍ

比较可知，

振幅：Ａ＝０．０３ｍ

频率：ν＝ω
２π＝４π

２πＨｚ＝２Ｈｚ

波速：ｕ＝８０πｍ·ｓ－１＝０．２５ｍ·ｓ－１

波长：λ＝ｕ
ν ＝２５１．２

２ ｍ＝１２．６ｍ

例９ ２　如图９ ７所示的为一平面简谐波在ｔ＝０．５ｓ时的波形，此时Ｐ点振动速度

ｖＰ＝４πｍ·ｓ－１，求波动方程．
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图９ ７　例９ ２图

解　由图９ ４可知：Ａ＝１ ｍ，λ＝４ ｍ，且｜ｖＰ｜＝ωＡ＝

４πｍ·ｓ－１

求得ω＝４πｒａｄ·ｓ－１，且

ｕ＝λν＝λω
２π＝８ｍ·ｓ－１

设波动方程为ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

在图９ ４中Ｏ点：ｘ＝０，ｙ＝０，ｔ＝０．５ｓ，求得φ＝±π
２

由传播方向可知，下一时刻Ｏ点处质点将向ｙ轴正方向运动，则取φ＝－π
２

求得波动方程为ｙ＝ｃｏｓ４π ｔ－ｘ（ ）８ －π［ ］２ ｍ

９．３　波的能量

在波的传播过程中，媒质中各质点并不随波的传播方向向前移动，波源的振
动能量通过媒质各质点间的相互作用而传播出去，媒质中各质点都在各自的平衡
位置附近振动，因此具有动能，同时在波动过程中由于媒质的形变，因而又具有势能．

９．３．１　波的能量和能量密度

设有一平面简谐波在密度为ρ的弹性媒质中沿ｘ 轴正方向传播，设其波动
方程为

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

在坐标为ｘ处取一体积元ｄＶ，其质量为ｄｍ＝ρｄＶ，视该体积元为质点，当波传
播到该体积元时，其振动速度为

ｖ＝ｙ
ｔ＝－Ａωｓｉｎωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ

则该体积元的动能为

ｄＥｋ＝１
２

（ｄｍ）ｖ２＝１
２ρｄＶＡ２ω２ｓｉｎ２ ωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ １５）

同时该体积元因形变而具有弹性势能，可以证明，该体积元的弹性势能为
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ｄＥｐ＝
１
２ρｄＶＡ２ω２ｓｉｎ２ ωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ １６）

于是该体积元内总的波动能量为

ｄＥ＝ｄＥｋ＋ｄＥｐ＝ρｄＶＡ２ω２ｓｉｎ２ ωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ １７）

由式（９ １７）知，波动在媒质中传播时，媒质中任一体积元的总能量随时间做周
期性变化．这说明该体积元和相邻的媒质中体积元之间有能量的交换．体积元能
量增加时，它从相邻媒质体积元中吸收能量；体积元能量减少时，它向相邻媒质
体积元释放能量．于是，能量不断地从媒质中的一部分传递到另一部分．因此，波
动过程也是能量的传播过程．
应当注意，波动的能量和简谐振动的能量有显著的区别．在一个孤立的简谐

振动系统中，它和外界没有能量交换，是保守系统，因而系统总的机械能守恒，在
系统内部只有动能和势能的相互转换．在波动中，体积元的总能量不守恒，且同
一体积元内的动能和势能是同步变化的．
为了确切地表示出能量的分布情况，下面引入能量密度的概念，定义单位体

积媒质所具有的能量为波的能量密度，用ｗ表示，单位为Ｊ·ｍ－３．由式（９ １７）

可得波的能量密度为

ｗ＝ｄＥ
ｄＶ＝ρＡ

２ω２ｓｉｎ２ ωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ １８）

可见能量密度ｗ 随时间做周期性变化，在实际应用中取其一个周期内的平均
值．能量密度在一个周期内的平均值称为波的平均能量密度，用ｗ表示，有

ｗ ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｗｄＴ＝ １

Ｔ∫
Ｔ

０
Ａ２ω２ｓｉｎ２ ωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ ｄｔ

＝１
２ρＡ

２ω２ （９ １９）

可见波的平均能量密度与波的振幅的平方、角频率的平方及媒质密度成正比．

９．３．２　波的能流和能流密度

波动过程伴随着能量的传播．为了描述波动过程中能量的传播，还需引入
能流和能流密度的概念．定义单位时间内通过与波的传播方向垂直的某个面
的能量为通过该面的波的能流，在实际应用中多用平均能流的概念，即一个周
期内通过与波的传播方向垂直的某个面的能量，用Ｐ表示．如图９ ８所示，在
媒质中作一与波的传播方向垂直的截面ΔＳ为底、长度为ｕ的长方体，则单位时
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间内，体积为ｕΔＳ的长方体内的波的能量都要通过ΔＳ面，因此通过ΔＳ的平均
能流为

Ｐ＝ｗｕΔＳ （９ ２０）

图９ ８　波的能流

可见波的平均能流与截面ΔＳ有关．定义单位时间通过与波的传播方向垂
直的单位面积的平均能量为平均能流密度（也称为波的强度），用Ｉ表示，单位为

Ｗ·ｍ－２．则有

Ｉ＝Ｐ
ΔＳ＝ｗｕ （９ ２１）

波的平均能流密度是一个矢量，在各项同性的媒质中，其方向与波的传播方向相
同，矢量式为

Ｉ＝ｗｕ
波的平均能流密度等于波的平均能量密度与波速的乘积．平面简谐波的平均能
流密度大小为

Ｉ＝１
２ρＡ

２ω２ｕ （９ ２２）

若平面简谐波在各项同性、均匀无吸收的理想媒质中传播，可以证明其波的
振幅在传播过程中保持不变．
设一平面简谐波的传播方向如图９ ９所示，在垂直于波的传播方向上取两

个相等面积的平行平面Ｓ１，Ｓ２，其平均能流分别为Ｐ１ 和Ｐ２，因能量无损失，有

图９ ９　平面波的能量传播

Ｐ１＝Ｐ２

即：

Ｉ１Ｓ１＝Ｉ２Ｓ２

由式（９ ２２），有

１
２ρω

２Ａ１
２ｕＳ１＝１

２ρω２Ａ２
２ｕＳ２

即
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Ａ１＝Ａ２

波面是球面的波称为球面波．若球面波在各项同性、均匀无吸收的理想媒质
中传播，设Ｏ点为波源，在距离波源Ｏ点ｒ１和ｒ２处分别取两个球面，面积分别为

Ｓ１和Ｓ２，如图９ １０所示．由于媒质无能量吸收，则单位时间通过Ｓ１的能量必然

等于单位时间通过Ｓ２的能量，即

图 ９ １０　球面波的能量传播

１
２ρω

２Ａ１
２ｕＳ１＝１

２ρω
２Ａ２

２ｕＳ２

式中Ａ１和Ａ２分别为两球面所在处的振幅．
由上式得

Ａ１
２４πｒ１

２＝Ａ２
２４πｒ２

２

即：

Ａ１

Ａ２
＝ｒ２

ｒ１

表明球面波在传播过程中，各处的振幅Ａ 与该处离开波源的距离ｒ成反比．类
比平面简谐波的波动方程，球面简谐波的波动方程可表示为

ｙ＝Ａ
ｒｃｏｓωｔ０－ｒ（ ）ｕ ＋［ ］φ （９ ２３）

９．３．３　波的吸收

波在媒质中传播时，媒质总要吸收部分能量，因而波的强度将逐渐减弱，这
种现象称为波的吸收．
实验指出，当波通过厚度为ｄｘ的一薄层媒质时，若波的强度增量为ｄＩ

（ｄＩ＜０），ｄＩ正比于入射波的强度Ｉ，也正比于媒质层的厚度ｄｘ，则

ｄＩ＝－αＩｄｘ
α为比例系数，是一个与媒质的性质、温度及波的频率有关的常量，称为媒质的
吸收系数．上式积分后得

Ｉ＝Ｉ０ｅ－αｘ

式中Ｉ０和Ｉ分别为ｘ＝０和ｘ＝ｘ处的波的强度．

９．４　波的衍射　干涉

９８１第９章　机械波



９．４．１　惠更斯原理　波的衍射

当波在弹性媒质中传播时，由于媒质质点间的弹性力作用，媒质中任何一点
的振动都会引起邻近各质点的振动，因此，波动达到的任一点都可看作是新的波
源，如水面波的传播．如图９ １１所示，当一块开有小孔的隔板挡在波的前面，则
不论原来的波面是什么形状，只要小孔的线度远小于波长，都可以看到穿过小孔
的波是圆形波，就好象是以小孔为点波源发出的一样，这说明小孔可以看作新的
波源，其发出的波称为子波．

图９ １１　惠更斯原理

荷兰物理学家惠更斯观察研究了大量类似现象，于１６９０年提出了一条描
述波传播特性的重要原理：媒质中波前上的各点，都可以看作是发射子波的波
源，其后任一时刻这些子波的包迹就是新的波前．这就是惠更斯原理．根据这一
原理，只要知道了某一时刻的波面，就可以用几何作图的方法来确定下一时刻的
波面，因而解决了波的传播问题．
如图９ １２ａ所示，设球面波的波源为Ｏ，波速为ｕ，ｔ时刻的波面为以Ｒ１为

半径的球面Ｓ１，以Ｓ１上的点为子波源，以ｒ＝ｕΔｔ为半径做半球面子波，求出各

子波的包络面Ｓ２，则Ｓ２便是以Ｏ为波源的球面波在ｔ＋Δｔ时刻的波面．对于平
面波，也可以用类似的方法求得任意时刻的波面，如图９ １２ｂ所示．
惠更斯原理能够定性地说明衍射现象．当波在传播过程中遇到障碍物时，

其传播方向发生改变，并能绕过障碍物的边缘继续向前传播，这种现象称为波的
衍射．如图９ １３所示，平面波到达一宽度与波长相近的缝时，缝上各点都可看
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图９ １２　用惠更斯原理求波面

图９ １３　波的衍射

作是子波的波源．做这些子波的包络面就得出新的波前．
很明显，此时波前与原来的平面略有不同，靠近边缘处的波
前弯曲，即波绕过了障碍物而继续向前传播．衍射现象显
著与否，是与障碍物的大小与波长之比有关．若障碍物的宽
度远大于波长，衍射现象不明显；若障碍物的宽度与波长相
差不多，衍射现象就比较明显；若障碍物的宽度小于波长，
则衍射现象更加明显．在声学中，由于声音的波长与所遇到
的障碍物的大小差不多，故声波的衍射较明显，如在屋内能
够听到室外的声音，就是声波能绕过障碍物的缘故．

９．４．２　波的叠加原理　波的干涉

观察和研究表明，当几列波在空间某点相遇时，相遇处
质点的振动为各波到达该点所引起振动的叠加，相遇后各波仍保持它们各自原
有的特征（如频率、波长、振动方向等），继续沿原方向传播．这一规律称为波的叠
加原理．应该注意的是只有当波强较小时，波的叠加原理才成立，如果波强较大，
叠加原理将不成立．满足叠加原理的波称为线性波，否则就叫非线性波．
波的叠加中最重要的情形是各波源频率相同、振动方向相同以及相位差恒定的

简谐振动的叠加，这样的波源叫相干波源，它们发出的波叫相干波．在波的叠加区域，
各点振动的振幅不尽相等，由该点与波源距离的差及波源的相位差来决定．
如图９ １４所示，设两个相干波源Ｓ１，Ｓ２的振动方程分别为

ｙ１＝Ａ１ｃｏｓ（ωｔ＋φ１）

ｙ２＝Ａ２ｃｏｓ（ωｔ＋φ２）
这两列波在叠加区域中的某处Ｐ点到两波源的距离分别为ｒ１，ｒ２，Ｓ１和Ｓ２激起

的波分别引起Ｐ点的振动为
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图９ １４　两列波叠加

ｙ１＝Ａ１ｃｏｓωｔ－ｒ１（ ）ｕ ＋φ［ ］１ ＝Ａ１ｃｏｓωｔ＋ φ１－
２πｒ１（ ）［ ］λ

ｙ２＝Ａ２ｃｏｓωｔ－ｒ２（ ）ｕ ＋φ［ ］２ ＝Ａ２ｃｏｓωｔ＋ φ２－
２πｒ２（ ）［ ］λ

由于ｙ１和ｙ２的振动方向相同，在Ｐ点的合振动为

ｙ＝ｙ１＋ｙ２＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ）
式中ω仍与Ｓ１，Ｓ２两列波的角频率相同，这两个振动的相位差为

Δφ＝２π
ｒ２－ｒ１

λ ＋φ１－φ２ （９ ２４）

合振动的振幅为 Ａ＝ Ａ１
２＋Ａ２

２＋２Ａ１Ａ２ｃｏｓΔ槡 φ
由于相位差取决于Ｐ点到两波源的距离差及波源的相位差，当波源初相位相同
时，则Ｐ点的振幅取决于波程差δ＝ｒ２－ｒ１．当φ１＝φ２时，相位差简化为

Δφ＝２π
ｒ２－ｒ１

λ

当 Δφ＝２π
ｒ２－ｒ１

λ ＝±２ｋπ　（ｋ＝０，１，２，…） （９ ２５）

时，合振动的振幅最大，为两分振动振幅之和．得到合振动振幅最大的条件是

ｒ２－ｒ１＝ｋλ＝±２ｋλ
２　（ｋ＝０，１，２，…） （９ ２６）

即距离两波源的波程差等于零或波长的整数倍（理解为半个波长的偶数倍）时，
合振动的振幅最大，为

Ａ＝Ａ１＋Ａ２

当 Δφ＝２π
ｒ２－ｒ１

λ ＝±（２ｋ＋１）π　（ｋ＝０，１，２，…） （９ ２７）

时，合振动的振幅最小，为两分振动振幅之差．得到合振动振幅最小的条件是

ｒ２－ｒ１＝±（２ｋ＋１）λ
２　（ｋ＝０，１，２，…） （９ ２８）

即距离两波源的波程差等于半个波长的奇数倍时，合振动的振幅最小，为

Ａ＝｜Ａ１－Ａ２｜
两列波发生干涉时，在合振幅最大的地方，相应有最大的波强，称为干涉相长；在
合振幅最小的地方，波强最小，称为干涉相消．

例９ ３　Ｂ，Ｃ为同一媒质中的两个相干波源，相距３０ｍ，它们产生的相干波频率为

ν＝１００Ｈｚ，波速ｕ＝４００ｍ·ｓ－１，且振幅都相同．已知Ｂ点为波峰时，Ｃ点恰为波谷．求ＢＣ连

线上因干涉而静止的各点的位置．
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解　由题意知，两波源Ｂ，Ｃ的振动相位正好相反，即φＣＯ －φＢＯ ＝π，而λ＝ｕ
ν ＝４ｍ．设

ＢＣ连线上任一点Ｐ 与两个波源的距离分别为ＢＰ＝ｒＢ，ＣＰ＝ｒＣ，要使两列波传到Ｐ点叠加

干涉而使Ｐ 点静止，则两列波传到Ｐ点的相位必须满足

Δφ＝ －２πｒＣ

λ ＋φ（ ）ＣＯ － －２πｒＢ

λ ＋φ（ ）ＢＯ ＝（２ｋ＋１）π

可得： ｒＢ－ｒＣ＝±ｋλ　（ｋ＝０，１，２，…） （１）

进一步具体讨论：

（１）若Ｐ点在Ｂ 点外侧，则ｒＢ－ｒＣ＝ｒＢ－（ｒＢ＋ＢＣ）＝－３０ｍ，它不可能为λ＝４ｍ的整

数倍，即不满足式（１）的要求，故在Ｂ点外侧不存在因干涉而静止的点；

（２）若Ｐ点在Ｃ点外侧，与上面类似的讨论可知，Ｃ点外侧也不存在因干涉而静止的点；

（３）若Ｐ点在Ｂ，Ｃ两波源之间，则ｒＢ－ｒＣ＝２ｒＢ－（ｒＢ＋ｒＣ）＝２ｒＢ－ＢＣ，由式（１）可得２ｒＢ

－ＢＣ＝ｋλ，即２ｒＢ－３０＝±ｋλ（ｋ＝０，１，２，…）．
所以在Ｂ，Ｃ之间与波源Ｂ 相距ｒＢ＝１ｍ，３ｍ，５ｍ，…，２９ｍ的各点会因干涉而静止．

９．５　驻　波

９．５．１　驻波的形成

驻波是干涉的特例．如图９ １５是用弦线作驻波实验的示意图．弦线的一端
系在音叉上，另一端系着砝码使弦线拉紧，当音叉振动时，调节劈尖至适当位置，
可以看到ＡＢ段弦线被分成几段长度相等的做稳定振动的部分，即在整个弦线
上，并没有波形的传播，线上各点的振幅不同，有些点始终不动，即振幅为零，而
另一些点则振动最强，即振幅为最大．这就是驻波．驻波是怎样形成的呢？当音
叉带动Ａ端振动所引起的波向右传播到Ｂ 点时，产生的反射波沿弦线向左传
播．这样，由向右的入射波和向左的反射波干涉的结果，在弦线上就产生驻波．

９ １５　弦线驻波

如图９ １６所示，虚线和细实线分别表示沿轴正、负方向传播的简谐波，粗
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实线表示两波叠加．设ｔ＝０时，入射波和反射波的波形刚好重合，其合成波形为
两波形在各点相加所得，表明各点振动加强了，如图９ １６ａ所示．在ｔ＝Ｔ／８时，
两波分别向右、左传播了λ／８的距离，其合成波形仍为一余弦曲线如图９ １６ｂ所
示．在ｔ＝Ｔ／４时，两列波向右、左传播了λ／４，合成波形为一合振幅为零的直线
如图９ １６ｃ所示．在ｔ＝３Ｔ／８和ｔ＝Ｔ／２时，其合成波形在各点的合位移分别与

ｔ＝Ｔ／８和ｔ＝０时的合位移大小相等，但方向相反，如图９ １６ｄ，ｅ所示．

图９ １６　驻波形成

９．５．２　驻波方程

两个振幅相同、频率相同、初相位为零且分别沿Ｏｘ轴正、负方向传播的简
谐波的波动方程分别为

ｙ１＝Ａｃｏｓ２πνｔ－ｘ（ ）λ
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ｙ２＝Ａｃｏｓ２πνｔ＋ｘ（ ）λ
式中Ａ为波的振幅，ν为频率，λ为波长．两波在任意点处任意时刻叠加产生的
合位移为

ｙ＝ｙ１＋ｙ２＝Ａｃｏｓ２πνｔ－ｘ（ ）λ ＋Ａｃｏｓ２πνｔ＋ｘ（ ）λ
应用三角关系式，上式可化为：

ｙ＝２Ａｃｏｓ２πｘ
λｃｏｓ２πνｔ （９ ２９）

这就是驻波方程．式中２Ａｃｏｓ２πｘ
λ
是各点的振幅，它与ｘ有关，即各点的振幅随

其与原点的距离ｘ的不同而不同．上式表明，当驻波形成时，弦线上的各点作振

幅为 ２Ａｃｏｓ２πｘ
λ

、频率都为ν的简谐振动．

下面就图９ １６所示弦线上的驻波做进一步的讨论．

１．波节和波腹

因弦线上各点做振幅为 ２Ａｃｏｓ２πｘ
λ
的简谐振动，所以凡满足ｃｏｓ２πｘ

λ＝０

的点振幅都为零，这些点始终静止不动，叫波节（图９ １６中由Ｌ表示的各点）；

而满足 ｃｏｓ２πｘ
λ ＝１的点振幅最大，等于２Ａ，这些点振动最强，叫波腹（图

９ １６中由Ｎ 表示的各点）；弦线上其余各点的振幅在零与最大值之间．

在波节处有 ｃｏｓ２πｘ
λ＝０

则： ２πｘ
λ＝±（２ｋ＋１）π

２　（ｋ＝０，１，２，…）

所以波节的位置为

ｘ＝±（２ｋ＋１）λ
４　（ｋ＝０，１，２，…） （９ ３０）

相邻两波节之间的距离为

ｘｎ＋１－ｘｎ＝λ
２

即相邻两波节之间的距离为半个波长，如图９ １６所示．
类似的讨论知波腹的位置为

ｘ＝±ｋλ
２　（ｋ＝０，１，２，…） （９ ３１）
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相邻两波腹之间的距离也为半个波长如图９ １６所示．不满足（９ ３０）和
（９ ３１）两式的各点，其振幅在０与２Ａ之间．由此可见，只要从实验中测得波节
或波腹间的距离就可以确定波长．

２．各点的相位

从图９ １６可以看出，两波节之间各点沿相同方向达到各自位移的最大值，
又同时沿相同方向通过平衡位置，所以在两波节之间各点的振动相位相同；而在
波节两边各点，同时沿反方向达到各自位移的最大值，又同时沿相反方向通过平
衡位置，所以波节两边的点相位相反．可见，弦线不仅做分段振动，而且各段作为
一个整体，一齐同步振动．在每一时刻，驻波都有一定的波形，但此时波形既不左
移、也不右移，各点以确定的振幅在各自的平衡位置附近振动，因此叫做驻波．

３．驻波的能量

如图９ １５所示，当弦线上各点达到各自的最大位移时，振动速度都为零，
因而动能都为零，但此时弦线各段都有了不同程度的形变，且越靠近波节处的形
变就越大，因此，这时驻波具有势能，基本上集中于波节附近．当弦线上各点同时
回到平衡位置时，弦线的形变完全消失，势能为零，但此时驻波具有动能，基本上
集中于波腹附近．至于其他时刻，则动能和势能同时存在．可见，在弦线上形成驻
波时，动能和势能不断相互转换，形成了能量交替：由波腹附近向波节附近，再由
波节附近转回到波腹附近的情形，说明驻波并没有做定向的传播，驻波不传播能
量．这是驻波与行波的又一重要区别．因此驻波也是整个物体进行的一种特殊形
式的振动．

９．５．３　半波损失

在图９ １５所示的实验中，波在固定点Ｂ处反射，并形成波节．实验还表
明，如果波是在自由端反射的，则反射处是波腹．一般情况下，在两种媒质分界处
是形成波节还是形成波腹，与波的种类、两种媒质的性质等有关．定量研究证实，
对机械波而言，它由媒质密度ρ和波速ｕ的乘积决定．ρｕ较大的媒质叫波密媒
质；ρｕ较小的媒质叫波疏媒质．波从波疏媒质射向波密媒质界面反射时，在反射
处形成波节，否则形成波腹．在两种媒质界面上若形成波节，说明入射波与反射
波在此处的相位相反，即反射波在界面处的相位发生了π的突变，相当于出现了
半个波长的波程差，通常把这种现象称为半波损失．
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９．５．４　弦线振动的简正模式

从驻波的特征可以了解到，并不是任意波长的波都能在一定线度的媒质中形成驻波．对

于具有一定长度且两端固定的弦线来说，形成驻波时，弦线两端为波节，由图９ １７可见，此

时波长λｎ和弦线长度ｌ之间应满足的关系为

ｌ＝ｎλｎ

２　（ｎ＝１，２，…） （９ ３２）

图９ １７　两端固定弦的 图９ １８　一端开口一端封闭的

简正模 玻璃管内的简正模

即只有当弦线长度ｌ等于半波长的整数倍时，才能在两端固定的弦线上形成驻波，由关系

ν＝ｕ
λ
和式（９ ３２）可知弦线驻波的频率应满足的关系为

νｎ＝ｎｕ
２ｌ　（ｎ＝１，２，…） （９ ３３）

其中每一频率对应于整个弦线的一种可能的振动方式，而这些频率就叫作弦线振动的简

正频率．各种允许频率所对应的简谐振动方式，统称为弦线振动的简正模式．各个简正频率

中，最低频率ν１常称为基频，其他较高频率ν２，ν３，……各为基频的某一整数倍，并常称为二

次、三次……谐频．另外，管子里的空气柱、各种形式的膜片、电磁波和反映微观粒子性质的物

质波等也能形成驻波．图９ １８展示了一端开口一端封闭的玻璃管内空气柱振动形成驻波时

的几种简正模式．由于封闭端为波节，开口端为波腹，所以可知其对应的基频为ν１＝ｕ
４ｌ
而谐

频则为ν１的奇数倍．

应当指出，当外界策动源的频率与振动系统的某个简正频率相同时，就会激起高强度的

驻波，这种现象叫谐振．乐器中弦、管、锣和鼓等实质上都是驻波系统，它们的振动都是按其各

自相应的某些简正模式进行并发生谐振，从而发出具有特定音色（谐频）的音调（基频）．
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９．６　多普勒效应

在媒质中距波源一定远处，有一检测振动的观察者．如果波源和观察者相对
于媒质都是静止的，观察者检测到振动的频率就是波源的振动频率．如果波源、
或观察者，或两者同时相对于媒质运动（ｖｓ＝０，ｖｒ≠０），那么观察者检测到的频
率ν不同于波源的振动频率ν０．这种现象称为多普勒效应．例如当高速行驶的火
车鸣笛驶来时，将听到的汽笛音调变高；当它驶离时，将听到汽笛音调变低．这就
是声学中的多普勒效应．
下面讨论多普勒效应的一般规律．为了简单起见，假定波源与观察者在同一

条直线上，设波源相对于媒质的运动速度为ｖｓ，观察者相对于媒质的速度为ｖｒ，
波速用ｕ表示，波源的频率用νｓ表示，注意波源的频率νｓ是振动的频率，检测的
频率是检测点的振动频率，而波的频率为ν０＝ｕ／λ．下面分四种情况讨论．

（１）波源和观测者相对于媒质静止（ｖｓ＝０，ｖｒ＝０）．观察者在单位时间内检
测到的振动频率等于波在行进中单位时间内通过观察者处的波长的数目．单位
时间内传递的距离为ｕ，周期为Ｔ，所以检测到的频率为

νｒ＝ｕ
λ＝ｕ

ｕＴ＝νｓ （９ ３４）

即观察者检测到的振动频率就是波源的频率．
（２）波源不动，观察者以ｖｒ相对于媒质运动（ｖｓ＝０，ｖｒ≠０）．当观察者向波源

运动时，在单位时间内，波传过原来观察者所在处的距离仍为ｕ，由于观察者同
时运动，则波在单位时间里相对于观察者传过的距离为（ｕ＋ｖｒ），因此通过观察
者的波长数目为

νｒ＝
ｕ＋ｖｒ

λ ＝ｕ＋ｖｒ

ｕＴ ＝ １＋ｖｒ（ ）ｕ νｓ （９ ３５）

即观察者检测到的频率是波源振动频率的 １＋ｖｓ（ ）ｕ
倍．

当观察者离开波源运动时，单位时间内相对于观察者传过的距离为
（ｕ－ｖｒ），因此有

νｒ＝
ｕ－ｖｒ

λ ＝ １－ｖｒ（ ）ｕ νｓ （９ ３６）

这时检测到的频率变小，特别当速度与波速ｕ相等时，检测频率νｒ＝０，也就是观

８９１ 大学物理学



察不到振动了．
（３）观察者不动，波源相对媒质以ｖｓ的速度运动（ｖｓ≠０，ｖｒ＝０）．波在媒质中

的传播速度与波源是否运动无关．一个周期Ｔ 内，波源沿传播方向运动了ｖｓＴ
距离，两个相邻波阵面的距离（即相应的波长λ′）为λ′＝λ－ｖｓＴ．而在单位时间内
波传过的距离仍为ｕ，所以观察者检测到的频率为

νｒ＝ ｕ
λ－ｖｓＴ＝ ｕ

ｕ－ｖｓ
νｓ （９ ３７）

此时观察者检测到的频率也增加了．
如果波源背离观察者运动，则

νｒ＝ ｕ
ｕ＋ｖｓ

νｓ （９ ３８）

（４）波源和观察者同时相对于媒质运动（ｖｓ≠０，ｖｒ≠０）．这时检测到的频率
改变，一方面是由于波源运动使波长改变（λ′＝λ－ｖｓＴ）；另一方面是观察者运
动，使单位时间通过观察者的波的数目改变．所以检测到的频率为

νｒ＝
ｕ＋ｖｒ

λ－ｖｓＴ＝ｕ＋ｖｒ

ｕ－ｖｓ
νｓ

上式中，当观察者向着波源运动，ｖｒ＞０；当观察者背离波源运动，ｖｒ＜０；波源向
着观察者运动时，ｖｓ＞０；波源背离观察者运动时，ｖｓ＜０．从上面的讨论可知，波
源相对媒质运动和观察者相对媒质运动两者产生的多普勒效应是不同的．正是
根据这个特点，通过实验可以区别究竟是那一个相对于媒质运动．水声探测站发
出的声波在运动的潜水艇上反射回来时，检测的频率有改变，以此测定潜水艇的
速度．超声诊断技术利用多普勒效应测定血的流量．多普勒效应是波动所具有的
共同特性．光波的多普勒效应能够产生运动光源的光谱线的移动，由此可测定星
球对于地球的运动速度．

９．７　非线性波简介

非线性波就是由非线性方程所描述的波．和所有非线性现象一样，非线性波也不遵从叠

加原理．非线性波的传播速度不仅与媒质有关还与质点的振动状态有关．
前面讨论中认为媒质是理想媒质，即认为媒质中的回复力始终是线性的，这就导出了波动

的动力学方程是线性的．线性波动方程的解就是线性波，这种波在媒质中传播速度只与媒质的

性质有关，而与媒质内各点振动的振幅、振动速度无关．实际的媒质都有非线性因素．不过在振
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幅小时，非线性项也很小，它的影响因没有显现出来而可以忽略，这时波动方程可用线性波动

方程近似．但振幅较大时，媒质中的非线性项就不能忽视了，这时的波动方程就是非线性的．

１８３４年，英国科学家罗素在一条运河边观察到了一种奇特的现象：一快速行驶的船突然

停止时，河道内被带动的水因在船头周围剧烈地扰动而激起一孤立水波，光滑圆润，形如驼

峰，传播了数千米之远，波形仍保持不变．这种波与一般水波有明显区别：一般水波波形总是

一半低于水平面，一半高于水平面，但此波波形却总是高于水平面；此外，一般水波的波形在

传播过程中会因逐渐弥散而消失，但此波波形却在传播过程中保持不变．罗素将这种奇特的

波称为孤波．孤波实际上是大幅度扰动的非线性效应和媒质的色散效应共同作用下形成的一

种特殊波．
如图９ １９所示，设一抛物线形状的脉冲沿ｘ轴方向传播，由于脉冲波中水的各质元横

向位移各不相同，不同水位的波扰动的传播速度各不相同，ｙ值最大的扰动的传播速度最大，

ｙ＝０附近的扰动的传播速度最小，结果使孤波在传播过程中变形，抛物线波变成锯齿形波，

使波前变陡，波形变窄．另一方面，水具有色散性，即孤立脉冲波中各种不同频率的简谐波成

图９ １９　孤波

分因水的色散而以不同速度传播，水位低的扰动的传播速度

快，从而使得脉冲波形扩散变宽．在一定条件下，当水波中的

色散效应和非线性效应相互抵消时，波形在传播过程中便保

持不变，形成孤波．孤波是非线性波，不遵守叠加原理，但用

数值模拟法研究等离子体中孤波的碰撞过程发现，两孤波相

遇分开后，仍各自保持各自的波形及速度继续传播，说明孤

波既有稳定性又有完整性，这些特征与粒子特征相似，所以

又将这样的孤波称为孤子．

思考题

９ １　什么是波动？波动和振动有什么区别和联系？

机械波产生的条件是什么？简谐振动方程与平面简谐波波动方程有什么不同和联系？

振动曲线和波动曲线又有什么不同？

９ ２　在波动方程中，坐标轴原点是否一定要选在波源处？ｔ＝０时刻是否是波源开

始振动的时刻？波动方程写成ｙ＝Ａｃｏｓｔ－ｘ（ ）ｕ
时，波源在什么地方？波向什么方向传

播？如果波源分别在ｘ＝５ｍ，０ｍ，－５ｍ处，则对于波动方程的适用范围有怎样的

限制？

９ ３　波源的振动周期与波的周期的数值是否相同？波源的振动速度与波速是否

相同？

９ ４　波动方程ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ 中的
ｘ
ｕ
表示什么？φ表示什么？

ωｘ
ｕ
又表示
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什么？如果ｔ增加，ｘ也增加，但相应的 ωｔ－ｘ（ ）ｕ ＋［ ］φ 值并没有变化，由此能从波动方

程说明什么现象？

９ ５　一列弹性纵波，ｔ时刻ｙ ｘ曲线如图９ ５所示．试判断疏部中心、密部中心
的位置在哪里？相邻两个密部（或疏部）中心的运动状态相同吗？为什么？势能密度、动
能密度最大值的位置在哪里？

思考题９ ５图 思考题９ ６图

９ ６　某时刻向右传播的横波波形如９ ６图所示，试画出图中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ，

Ｈ，Ｉ各质点在该时刻的运动方向，并画出经过１／４周期后的波形曲线．

９ ７　波在媒质中传播时，为什么质元的动能和势能具有相同的相位？而弹簧振子

的动能和势能的相位却没有这样的特点？

９ ８　两个振幅相同的相干波在某处的相长干涉点，其合振幅为原来的几倍？能量

为原来的几倍？是否与能量守恒定律矛盾？

９ ９　在驻波中，某一时刻波线上各点的位移都为零，此时波的能量是否为零？

９ １０　驻波的波形随时间是如何变化的？它和行波有什么区别？

９ １１　在驻波的相邻波节间的同一半波长上，描述各质点振动的物理量有什么不

同？哪些物理量是相同的？

９ １２　波源向观察者运动和观察者向波源运动都会产生频率增高的多普勒效应，

这两种情况有何区别？

习题９

９ １　有一平面简谐波，在空间以速度ｕ沿ｘ 轴正向传播，已知波线上某一点Ｓ的

振动振幅为０．０２ｍ，圆频率为ω，初始时刻，Ｓ点从平衡位置下方０．０１ｍ处向上运动，建

立此波的波动方程．

９ ２　一平面简谐波沿ｘ轴正向传播，波速ｕ＝１００ｍ·ｓ，ｔ＝０时的波形图如题９ ２
图所示，根据波形图，求：

（１）波长λ、振幅Ａ、频率ν、周期Ｔ；

（２）任一时刻的波动表达式；

（３）写出ｘ＝０．４ｍ处质点的振动表达式．
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题９ ２图 题９ ３图

９ ３　题９ ３图所示为ｔ＝０时刻某平面简谐波的波形．求：
（１）Ｏ点的振动方程；
（２）该平面简谐波波动方程；
（３）Ｐ点的振动方程；
（４）ｔ＝０时刻，ａ，ｂ两点处质点的振动方向．

题９ ４图

９ ４　一平面简谐波在ｔ＝３
４Ｔ时刻的波形曲线如题９ ４

图所示，该波以ｕ＝３６ｍ·ｓ－１的速度沿ｘ轴的正方向传播．求：
（１）ｔ＝０时刻Ｏ点与Ｐ 点的相位；
（２）写出该平面简谐波的波动方程．
９ ５　一平面简谐波在媒质中以速度ｕ传播，其传播路径
上一点Ｐ的振动方程为ｙＰ＝Ａｃｏｓωｔ，试按照题９ ５图所示的几
种坐标分别写出波动方程（Ｐ点到原点的距离为Ｌ）．

题９ ５图

９ ６　已知一平面简谐波的波动方程为ｙ＝Ａｃｏｓπ（４ｔ＋２ｘ），ｘ，ｙ的单位是ｍ，ｔ的单
位是ｓ．

（１）求该波的波长、频率和波速；
（２）写出ｔ＝４．２ｓ时刻各波峰位置的坐标表达式，并求出此时离坐标原点最近的波

峰的位置；
（３）求ｔ＝４．２ｓ时，离坐标原点最近的波峰何时通过坐标原点．
９ ７　一平面简谐波在介质中以ｕ＝２０ｍ·ｓ－１的速度自左向右传播，已知传播路径上的
某一点Ａ的振动方程为：ｙ＝３ｃｏｓ（４πｔ－π）ｍ，ｔ的单位为ｓ，另一点Ｂ在Ａ点右方９ｍ处．

（１）若取ｘ轴正方向向左，并以Ａ点为坐标原点，求波动方程及Ｂ点的振动方程；
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（２）若取ｘ轴正方向向右，以Ａ点左方５ｍ处的Ｏ点为ｘ轴原点，重新写出波动方
程及Ｂ点的振动方程．

９ ８　一空气正弦波沿直径为０．１４ｍ的圆柱形管行进，波的强度为９×１０－３Ｊ·ｓ－１·ｍ－２，

频率为３００Ｈｚ，波速为３００ｍ·ｓ－１．求：
（１）波的平均能量密度和最大能量密度；
（２）两相邻的同相面间的波中平均含有的能量．

题９ １０图

９ ９　一平面简谐波的频率ν＝３００Ｈｚ，波速ｕ＝３４０ｍ·ｓ－１，在截面
面积Ｓ＝３．００×１０－２ｍ２的管内的空气中传播，若在１０ｓ内通过截面的能量

Ｗ＝２．７０×１０－２Ｊ，求：
（１）通过截面的平均能流Ｐ；
（２）波的平均能流密度Ｉ；
（３）波的平均能量密度ω．
９ １０　如题９ １０图所示，三个同频率、同振动方向（垂直纸
面）的简谐波，在传播过程中在Ｏ点相遇；若三个简谐波各自单独在

Ｓ１，Ｓ２和Ｓ３的振动方程分别为：

ｙ１＝Ａｃｏｓωｔ＋π（ ）２
，　ｙ２＝Ａｃｏｓωｔ，　ｙ３＝２Ａｃｏｓωｔ－π（ ）２

且Ｓ２Ｏ＝４λ，Ｓ１Ｏ＝Ｓ３Ｏ＝５λ（λ为波长），求Ｏ点合振动方程（假定传播过程中波的振幅不
变）．

９ １１　如题９ １１图所示，Ｓ１，Ｓ２为两个相干波源，相互间距为λ４
，Ｓ１的相位比Ｓ２超

前π
２

，若两波在Ｓ１和Ｓ２连线方向上各点强度相同，均为Ｉ０，求Ｓ１，Ｓ２的连线上及Ｓ１，Ｓ２外

侧各点合成波的强度．

题９ １１图

９ １２　两列波在一根很长的细绳上传播，其波动方程为

ｙ１＝０．０６ｃｏｓπ（ｘ－４ｔ）ｍ，　　ｙ２＝０．０６ｃｏｓπ（ｘ＋４ｔ）ｍ
（１）证明细绳上的振动为驻波式振动；

（２）求波节和波腹的位置；

（３）波腹处的振幅有多大？在ｘ＝１．２ｍ处的振幅是多少？

９ １３　如题９ １３图所示，一平面余弦横波沿ｘ轴正方向传播，在两种媒质的界面

ＭＮ 的Ｂ 点发生反射，并在该处形成波节．已知波长为１．４ｍ，ＯＢ＝２．１ｍ＝Ｌ，设入射波
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在坐标原点Ｏ处的振动方程为ｙ＝５×１０－３ｃｏｓ５００πｔ＋π（ ）４ ｍ．求：

（１）反射波的波动方程；
（２）ＯＢ之间形成驻波的波节位置；
（３）离原点０．１７５ｍ处的点Ｄ的振幅．

题９ １３图 题９ １４图
９ １４　波源与金属反射板Ｐ之 间的距离为Ｄ，如题９ １４图所示，Ｓ发出圆频率为

ω、初始相位为零，振幅为Ａ的平面波，其波速为ｕ，假设坐标原点选在Ｓ处，求：
（１）平面波的表达式；
（２）反射波的表达式；
（３）合成波的表达式；

（４）距Ｏ点为Ｄ３
处的一点的合振动方程．

９ １５　如题９ １５图所示，在同一媒质中有两列振幅均为Ａ，圆频率均为ω，波长均
为λ的相干平面余弦波，沿同一直线相向传播．第一列波由右向左传播，它在Ｑ点引起的
振动为ｙＱ＝Ａｃｏｓωｔ；第二列波由左向右传播，它在Ｏ点（ｘ坐标的原点）引起振动的相位
比同一时刻第一列波在Ｑ点引起的振动的相位超前π，Ｏ与Ｑ 之间的距离为ｌ＝１ｍ，求：

题９ １５图
（１）Ｏ与Ｑ 之间任一点Ｐ 的合振动表达式；

（２）若波的频率ｖ＝４００Ｈｚ，波速ｕ＝４００ｍ·ｓ－１，Ｏ与Ｑ 之间（包括Ｏ，Ｑ在内）因干

涉而静止的点的位置．

９ １６　如题９ １６图所示，它是一种声波干涉仪，声波从入口Ｅ处进入仪器，分Ｂ，

Ｃ两路在管中传播至喇叭口Ａ 会合，然后传出去，弯管Ｃ可以伸缩，当它逐渐伸长时，从

喇叭口发出的声音周期性地增强或减弱，设Ｃ管伸长８ｃｍ，声音减弱一次，求此声音的频

率（设空气中的声速为３４０ｍ·ｓ－１）．
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题９ １６图 题９ １７图

９ １７　在ｘ轴的原点Ｏ 上，其振动方程为ｙ＝Ａｃｏｓωｔ，波源发出的平面简谐波沿ｘ

轴的正、负两个方向传播，如题９ １７图所示，在ｘ轴负方向距原点Ｏ 为３
４λ的位置有一

块由波密媒质做成的反射面ＭＮ，试求：
（１）由Ｏ 点向反射面发出的波的波动表达式和沿ｘ 轴正方向传播的波的波动表

达式；
（２）反射波的波动表达式；
（３）在ＭＮ ｙＯ 区域内，入射波和反射波叠加后的波动表达式，并讨论它们干涉的

情况；
（４）ｘ＞０的区域内，波源发出的波与反射波叠加后的波动表达式，并讨论它们干涉

的情况．
９ １８　如题９ １８图所示，有一根长２ｍ的弦线，一端固定在墙上，另一端做简谐

振动，规律为ｙ＝０．５ｃｏｓ２πｔ＋π（ ）２ ｍ，振动状态沿弦线传播，传到墙壁形成反射波．

题９ １８图

（１）分别写出入射波与反射波的波动表达式（假设波长λ＝０．５
ｍ）；

（２）驻波方程表达式；
（３）波节与波腹的位置．
９ １９　一报警器发射频率为１００Ｈｚ的声波，离观察者向一悬崖
运动，其速度为１０ｍ·ｓ－１，求：

（１）观察者直接从警报器听到的声音频率为多少？
（２）从悬崖反射的声音频率为多少？
（３）听到的拍频为多少（空气中声速为３４０ｍ·ｓ－１）？
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第三篇 热 学

第１０章 气体动理论

气体动理论是统计物理学的初级理论．统计物理从物质的微观结构出发，应
用统计的方法研究物质的性质，由此解释宏观现象的微观本质．本章将讨论物质
最简单的聚集态－气体的热学性质，讨论气体的压强、温度、内能等宏观物理量
的微观本质，从而了解统计的方法、建立统计的概念．

１０．１ 热学的基本概念

１０．１．１ 系统与外界

系统是热学研究对象的抽象概括．热学讨论的具体对象统称为系统，例如，
讨论一个容器内的气体，则这容器内的气体就是一个热学系统；讨论一个容器内
的液体，则这容器内的液体就是一个热学系统．通常把热学系统简称为系统．
一个热学系统必须由大量的粒子（原子、分子或分子团）组成．例如，视一个

气体系统为热学系统，它所包含的气体分子数目的数量级通常是１０２３．
与系统发生相互作用的外部环境，称为外界．通俗地讲，外界就是系统以外

的部分．例如，讨论容器内的气体，则气体为系统，而容器的器壁为外界．外界可
能是有形的，也可能是无形的．例如，盛有气体的容器置于外场（电场或磁场等）
中，当讨论气体的行为时，则容器壁和外场都是外界．电场和磁场是无形的．
系统与外界的划分是相对的．盛有气体的容器置于外场和大气中，仅讨论容



器内的气体的行为，容器的器壁、外场和大气为外界；当讨论容器内的气体以及
容器的行为时，气体和容器为系统，而外场和与容器外壁接触的大气为外界．
按照系统与外界的相互作用来划分，系统可以分为三类：孤立系统、封闭系

统、开放系统．与外界既无能量交换也无质量交换的系统称为孤立系统；与外界
有能量交换无质量交换的系统称为封闭系统；与外界既有能量交换又有质量交
换的系统称为开放系统．例如：气体置于用绝热性能良好材料做成的坚固容器
（不产生形变）中，且容器的密闭性能良好，可视气体为孤立系统；如果上面所说
的容器的绝热性能不佳或者容易形变但密闭性能良好，则可视气体为封闭系统；
如果上面所说的容器不但绝热性能不佳或者容易形变而且密闭性能也不好，则
可视气体为开放系统．
此外，系统只含一种化学纯组元，称为单元系，例如单纯的氦气；系统含两种

化学纯组元，称为二元系，例如氦与氩混合气体，以此类推；二元以上的系统也称
为多元系．系统中物理性质均匀的部分称为“相”，例如系统由液氦和氦气两部分
组成，则液氦部分为液相，氦气部分为气相，整个系统称为二相系；不难看出，液
氦或者氦气单独组成的系统称为单相系，而两相以上的系统称为多相系．

１０．１．２ 平衡态

讨论热学问题离不开对系统的描述．热学系统的描述可分为宏观描述和微
观描述，相应描述所用的物理量称为宏观参量和微观参量，简称为宏观量和微观
量．宏观量描述系统的整体行为，例如气体的压强、体积等；微观量描述组成系统
的粒子的个体行为，例如某一个气体分子的位置、速度、质量、动量等．
当一个系统在不受外界影响的条件下，系统的宏观性质不随时间变化，称这

个系统处于平衡态．这里的“外界影响”是一个泛指，例如当系统与外界有能量或
质量的交换时，就说系统受到了外界的“影响”．系统的宏观性质由系统的宏观参
量描述，因此可以这样说，所谓平衡态就是在不受外界影响的条件下系统的宏观
参量不随时间变化的状态．
严格地讲，一个热学系统不可能不受到外界的影响，所以严格地不随时间变

化的平衡态是不存在的，平衡态只是一个理想的状态．但是在实际问题中热学系
统的许多状态往往可以近似地认为是平衡态，从而可以比较简单地得出与实际
情况基本相符的结论，既抓住了问题的物理实质，又简化了问题的讨论．因此，平
衡态是热学的一个重要基本概念．
热学里平衡态中的“平衡”二字与力学中的“平衡”二字的意义是不同的．力
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学中的“平衡”通常对个体而言，而热学中的“平衡”是对整体而言．对个体而言力
学平衡意味着静止或匀速直线运动状态，而热学系统整体处于平衡态时，组成系
统的大量粒子的单个粒子本身仍然处于剧烈的杂乱无章的运动之中（在１０．２节
中讨论这个问题），所以热学系统的平衡态是一种动态平衡．

１０．１．３ 状态参量

系统的平衡态可用多个宏观参量来描述．一般来说，这些宏观参量是相互关
联的，只需选择其中的几个参量作为独立参量来描述系统即可，所选用的独立参
量称为状态参量．一个系统究竟需要几个状态参量，根据所讨论问题的性质的不
同而不同．在本书的讨论中，根据由简到繁的原则，从最简单的情况入手，一般选
用两个状态参量，例如压强ｐ、体积Ｖ．在ＳＩ制中，压强的单位为帕斯卡，用Ｐａ
表示，１Ｐａ＝１Ｎ·ｍ－２；帕斯卡与大气压（ａｔｍ）及毫米汞高（ｍｍＨｇ）的关系为：

１ａｔｍ＝７６０ｍｍＨｇ＝１０１３２５Ｐａ；体积的单位为立方米（ｍ３），立方米与升的关系
为：１ｍ３＝１０３Ｌ．

１０．１．４ 温 度

系统的状态参量大致可以分为力学参量、几何参量、电磁参量、化学参量四
类．这四类参量都不是热学中所定义的，下面讨论热学中所定义的参量温度．
温度的通俗定义是物体的冷热程度，温度的严格定义依赖于热平衡的概念，

首先讨论热平衡的概念．
设想两系统用刚性板隔开，由于刚性板不会形变，所以可以隔绝两系统之间

的机械相互作用，因而阻断了两系统以机械功的形式交换能量，但两系统之间总
可以或多或少、或快或慢地以其他形式交换能量．这种仅能阻断机械功交换而不
能隔绝其他形式能量交换的板称为导能板．用导能板隔开的两系统相互影响，一
个系统的变化必然引起另一个系统的变化．现在引入一种理想的刚性板，它可以
完全隔绝两系统之间的任何相互作用，称为隔能板．当两系统用隔能板隔开时，
两系统可以独立变化，互不影响．
当两个系统与外界隔绝时，但两系统之间通过导能板相接触或者两系统直

接通过边界接触，两系统的状态都会发生变化，经过足够长的时间后，两系统的
状态不再变化，达到一个共同的平衡态．此后，如果没有外界的影响，两个系统的
状态都不变．此时称两系统处于热平衡．处于热平衡的两系统即使分开后，若没
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有外界的影响，它们各自的状态也不会改变．
实验表明，当系统Ａ与系统Ｂ处于热平衡，同时系统Ａ与系统Ｃ 也处于热

平衡，则系统Ｂ与系统Ｃ也处于热平衡．这一规律称为热力学第零定律．
热力学第零定律是一个实验规律而不是逻辑推理的结果，它表明互为热平

衡的系统必有一个共同的物理性质．描述互为热平衡的热学系统的共同物理性
质的物理量定义为温度．

图１０ １ 导能板与隔能板

温度的这个定义与“物体的冷热程度”的提法是相容的，却避免了逻辑上的
循环．根据这个定义，互为热平衡的系统具有相同的温度，温度相同的系统也必
然处于热平衡．温度是判断不同的系统是否处于热平衡的物理量，这是从宏观上
对温度这个物理量的认识，温度的物理本质会在后续章节讨论．
热力学第零定律也给出了测量温度的方法，选择一个合适的系统作为标准，

这个作为标准的系统称为温度计．让温度计与待测系统接触，当达到热平衡时，

温度计的温度就是待测系统的温度．当然，温度还需要用数值来表示．

１０．１．５ 温 标

温度的数值表示方法称为温标．按照标定温度的方法划分，温标可以分为经
验温标、理想气体温标和热力学温标．
经验温标通常选择一个可观测的随温度单调变化并且变化显著的物理量来

标志温度，这个物理量称为测温参量；测温参量随温度变化的关系人为规定；还
要选择一个标准点并规定标准点温度的数值．

９０２第１０章 气体动理论



经验温标规定：测温参量Ｘ与温度θ之间满足线性关系θ＝αＸ，其中α是待
定常数；选择水的三相点（冰、水和水蒸气平衡共存状态）为标准点，规定标准点
的温度为２７３．１６Ｋ；根据以上规定可得经验温标的温度公式为

θ＝２７３．１６Ｋ×Ｘ
Ｘ３

（１０ １）

其中Ｘ３ 表示测温参量在水的三相点的数值．
通常测温参量随温度变化的关系并不满足线性关系，不同物质的同一测温

参量随温度变化的关系也不一样．于是，使用不同测温物质的两支温度计同时测
量同一物体的温度，除了标准点外，会得到不同的结果，这是经验温标的缺陷．
实验表明，理想气体温标可以克服经验温标的缺陷．使用不同测温物质的两

支理想气体温度计同时测量同一物体的温度，得到的结果相同．各种气体在压强
较低的情况下都可以近似地认为是理想气体．
定体气体温度计以压强为测温参量，定体理想气体温标为

Ｔ（ｐ）＝２７３．１６Ｋ×ｌｉｍ
ｐ３→０

ｐ
ｐ３

（１０ ２）

定压气体温度计以体积为测温参量，定压理想气体温标为

Ｔ（Ｖ）＝２７３．１６Ｋ×ｌｉｍ
ｐ３→０

Ｖ
Ｖ３

（１０ ３）

热力学温标是一种理论温标，它不依赖于任何测温物质，因而没有经验温标
的缺陷，被称为绝对温标．可以证明，在理想气体温标可以实现的范围内，热力学
温标与理想气体温标是一致的．以后本书中不再区别热力学温标和理想气体温
标，统一用Ｔ表示热力学温度，单位为开尔文，用Ｋ表示．热力学温度与常用的
摄氏温度的关系为

Ｔ＝ｔ＋２３７．１５ （１０ ４）

这实际上是规定热力学温度的２７３．１５Ｋ为摄氏温标的零度．

１０．１．６ 状态方程

实验表明，对于给定的热学系统的一个确定的状态，它的状态参量之间总是

满足一定的关系．热学系统的状态参量之间的关系称为该系统的状态方程．状态
方程的一般形式为

ｆ（Ｔ，ｐ，Ｖ）＝０ （１０ ５）

例如理想气体的状态参量之间的关系式为
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ｐＶ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴ （１０ ６）

就是理想气体的状态方程．方程中的Ｒ是普适气体常数，Ｒ＝８．３１Ｊ·ｍｏｌ－１·Ｋ－１；

Ｍｍｏｌ为气体的摩尔质量；Ｍ为气体质量；ｐ为气体压强；Ｖ为气体活动的空间；Ｔ为热力
学温度．
热学系统的状态方程由实验确定，例如，理想气体的状态方程式（１０ ６）就

是由玻意尔（Ｂｏｙｌｅ）定律、查理（Ｃｈａｒｌｅｓ）定律和盖 吕萨克（ＧｏｙＬｕｓｓａｃ）定律三
个实验定律得出．
热学系统的状态方程也可用统计力学的方法导出，这超出了本书的讨论

范围．

例１０ １ 求大气压强ｐ随高度ｈ的变化规律．设空气的温度不随高度而变化．
解 如图１０ ２所示，在高为ｈ处取一薄气层，其底面积为Ｓ，厚度为ｄｈ，气层上表面的

压强为ｐ＋ｄｐ，下表面的压强为 ｐ；气层所在处空气密度为ρ，薄气层所受的重力为
（ｄｍ）ｇ＝ρｇＳｄｈ，根据力学平衡条件，有

图１０ ２ 例１０ １用图

（ｐ＋ｄｐ）Ｓ＋ρｇＳｄｈ＝ｐＳ
得 ｄｐ＝－ρｇｄｈ

空气可视为理想气体，由（１０ ６）式，可得：ρ＝ｐＭｍｏｌ

ＲＴ
所以

ｄｐ＝－ｐＭｍｏｌｇｄｈ
ＲＴ

即：

ｄｐ
ｐ ＝－ｇＭｍｏｌ

ＲＴ ｄｈ

积分：

∫
ｐ

ｐ０
＝ｄｐ

ｐ ＝－∫
ｈ

０

ｇＭｍｏｌ

ＲＴ ｄｈ

得：

ｌｎｐ
ｐ０

＝－ｇＭｍｏｌ

ＲＴｈ

或：

ｐ＝ｐ０ｅ－
ｇＭｍｏｌ
ＲＴ ｈ （１０ ７）

此即大气压强随高度变化的规律，也称等温气压公式．可见大气压随高度按指数规律减

小．要注意的是这里假定温度不随高度变化，与实际有出入，使用时要修正．
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１０．２ 气体动理论的基本观点

１０．２．１ 物质微观结构的物理图像

物质的微观结构在物理学中是一个很大的课题，这里仅从气体动理论的需
要出发做简单介绍．

１．物质由大量粒子（分子或原子）所组成

物质由大量分子或原子这样的微粒组成，现在已能用高分辨率的显微镜直
接观察到原子结构的图像；分子之间存在空隙，气体容易压缩，酒精与水混合后
的总体积小于两者原来体积之和就是例证．分子的线度在１０－７ ｍ～１０－１０ ｍ之
间，一个热学系统所包含粒子的数目是非常大的，１ｍｏｌ气体在标准状态（温度
为０℃、压强为１ａｔｍ）下１ｃｍ３ 内的分子数目略为３×１０１９．

２．分子在不停地做无规则运动，其运动的剧烈程度与物质的温度有关

组成物质的大量分子总是在不停地做无规则运动，布朗（Ｒ．Ｂｒｏｗｎ）运
动———悬浮在液体中的微粒表现出的无规则运动———就是由大量液体分子的无
规则运动撞击微粒所引起．实验表明，无规则运动的剧烈程度与温度有关，温度
越高，无规则运动越剧烈．因此，大量分子的无规则运动称为热运动．

３．分子之间有相互作用力

大量生活现象和实验表明，分子之间存在相互作用力．分子间的相互作用力
为短程力，只有当分子十分接近时才发生相互作用力．当分子间距极小时（１０－１０ ｍ
左右）分子力表现为斥力；距离较大时表现为引力，但随距离的增大而很快减小．当
分子间距大于１０－９ ｍ时，相互作用力可忽略；分子力的本性十分复杂，与分子的电
性结构有关．
分子力使分子聚集在一起，而分子的无规则的热运动使分子分散开来．这种

相互对立的作用使物质分子在不同的温度下表现为固态、液态和气态这三种不
同的聚集态．
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１０．２．２ 统计观点简介

１．统计规律与涨落现象

热学系统由大量粒子组成，组成系统的单个粒子的运动属于机械运动，遵守
牛顿力学规律；大量粒子的整体行为遵守统计规律而不是力学规律．
统计规律是与力学规律根本不同的规律．根据牛顿力学规律，只要知道粒子

的初始状态和运动方程，就可以确定任意时刻粒子的运动状态（位置、速度、加速
度等）；而统计规律只能给出粒子在任意时刻取各种可能的运动状态的可能性
（即粒子取各种可能的运动状态的概率分布），而不能确定它处于哪一种运动状
态．粒子处于哪一种运动状态是随机的．因此，统计物理的基本观点是，宏观量是
相应微观量的统计平均值．例如，气体的压强（宏观量）就是大量气体分子在单位
时间内作用于单位面积器壁的平均冲量（微观量的统计平均值）．
宏观量既然是统计平均值，任意时刻宏观量的取值与统计平均值之间就会

有差异，这种现象称为涨落．理论和实验表明，系统处于平衡态时，只要组成系统
的粒子数目足够大，这种涨落是可以忽略的．粒子数目越大，涨落越小．

２．统计平均值

仅以计算平均成绩为例介绍统计平均值的计算．
学生总人数为Ｎ，以Ｘｉ表示某一分数的值，以Ｎｉ表示成绩为Ｘｉ的学生人

数，学生总人数可表示为Ｎ ＝ ∑
ｉ
Ｎｉ；学生平均成绩可表示为

珡Ｘ ＝Ｘ１Ｎ１＋Ｘ２Ｎ２＋…＋ＸｉＮｌ＋…
Ｎ１＋Ｎ２＋…＋Ｎｌ＋… ＝

∑
ｉ
ＸｉＮｉ

∑
ｉ
Ｎｉ

＝ ∑
ｉ
Ｘｉ

Ｎｉ

Ｎ
（１０ ８）

其中Ｎｉ

Ｎ
表示学生成绩为Ｘｉ 的百分比，当Ｎ→∞时，它就是学生成绩为Ｘｉ

的概率，表示为

Ｐｉ＝ｌｉｍ
Ｎ→∞

Ｎｉ

Ｎ
（１０ ９）

故平均成绩可表示为

珡Ｘ ＝ ∑
ｉ
Ｘｉｐｉ （１０ １０）

上式也可用于对任何物理量求平均值，其中ｐｉ为物理量Ｘ 取值为Ｘｉ的概

率，只要知道了概率ｐｉ，就可计算出物理量的平均值．
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１０．３ 理想气体的压强公式

１０．３．１ 理想气体模型

理想气体模型是依据实验现象和规律所做的假设，可分为个体和集体两

部分．

１．理想气体分子模型

① 与分子之间的距离相比，分子本身的大小可以忽略．
液体可视为分子紧密排列而成，气体的体积是液体的１０００倍左右，可粗略

地认为分子之间的距离是分子本身线度的１０倍，与分子之间的距离相比分子本
身的大小可以忽略．

② 除碰撞外，分子之间、分子与器壁之间无相互作用．
分子力是短程力，气体分子间的平均距离超出分子力的作用范围，可认为无

相互作用．

③ 分子之间、分子与器壁之间的碰撞是完全弹性碰撞．
气体处于平衡态时，其温度Ｔ和压强ｐ 都不随时间变化，表明分子之间的

碰撞和分子与器壁之间的碰撞无能量损失，故可认为碰撞是完全弹性碰撞．
综上，理想气体分子模型是：除碰撞外无相互作用、遵守牛顿力学规律的弹

性质点．

２．分子集体行为的统计假设

以下假设的前提是系统处于平衡态．

① 每个分子的运动速度各不相同，并且通过碰撞不断变化．
气体分子不停地做无规则运动，运动速度各不相同；运动中分子之间频繁地

碰撞，通过碰撞，各分子的速度不断变化．

② 分子按位置的分布是均匀的，分子数密度处处相同．
设气体的体积为Ｖ，气体分子总数为Ｎ，气体分子数密度为ｎ，则：

ｎ＝ｄＮ
ｄＶ＝Ｎ

Ｖ
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在体积Ｖ 内各处ｎ都有相同的数值．
③ 分子速度按方向的分布是均匀的，因此速度各分量的平方的平均值相

等．在直角坐标系中，设某分子ｉ的速度为瓫ｉ＝ｖｉｘｉ＋ｖｉｙｊ＋ｖｉｚｋ，这个分子在直角
坐标系三个坐标轴上的速度分量分别为ｖｉｘ，ｖｉｙ，ｖｉｚ．根据统计假设，所有分子在

三个坐标轴上的速度分量平方的平均值相等，即ｖｘ
２＝ｖｙ

２＝ｖｚ
２，其中

ｖｘ
２ ＝ ∑

ｉ
ｐｉｖｉｘ

２ ＝ ∑
ｉ

Ｎｉ

Ｎｖｉｘ
２ ＝ Ｎ１ｖ１ｘ

２＋Ｎ２ｖ２ｘ
２＋…＋Ｎｉｖｉｘ

２＋…
Ｎ

（１０ １１）

Ｎｉ是速度为瓫ｉ的分子数，总分子数为Ｎ ＝ ∑
ｉ
Ｎｉ．

这个假设的依据是，平衡态时，每个分子速度指向任何方向的机会应该是均
等的，因为没有理由表明某一方向是特殊的．若存在一特殊方向，朝此方向运动
的分子数多于其他方向，则平衡态将被破坏．
这个假设还可以表示为另一形式

ｖ２ ＝ ∑
ｉ
ｐｉｖｉ

２ ＝ ∑
ｉ
ｐｉ（ｖｉｘ

２＋ｖｉｙ
２＋ｖｉｚ

２）＝ｖｘ
２＋ｖｙ

２＋ｖｚ
２ ＝３ｖｘ

２

ｖｘ
２＝ｖｙ

２＝ｖｚ
２＝１

３ｖ
２ （１０ １２）

假设②③只适用于大量分子组成的系统，是统计性假设，对少数分子不成
立．ｎ，ｖ２，ｖｘ

２等都是统计平均值，仅对大量分子组成的系统才有意义．因此，分子
数密度定义中的ｄＶ 是所谓宏观小微观大的体积元．为了精确描述体积Ｖ 内各
点的数密度，它应该是非常小的体积元，ｄＶ 取１０－９ｃｍ３（边长为０．００１ｃｍ的正
方体），宏观上已足够小，其中仍然包含１０１０个分子，从微观上看仍然非常大．由
于分子热运动，分子不断进出体积元ｄＶ，ｎ只是分子数目的统计平均值，各时刻
ｄＮ／ｄＶ 的值与ｎ有差异，这就是所谓涨落．由于ｄＶ 微观大，这种涨落是可以忽
略不计的．

１０．３．２ 理想气体压强公式

１．理想气体压强的定性解释

在大雨中撑伞感到有一股压力，这是由于大量密集的雨滴不断撞击雨伞的
原因．形成气体压强的原因与此类似，是大量气体分子不断碰撞器壁的结果．

２．公式推导

体积为Ｖ 的容器内有质量为Ｍ 的理想气体，分子总数为Ｎ，每个分子的质
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量为ｍ．
分子热运动的速度各不相同，但速度在瓫ｉ到瓫ｉ＋ｄ瓫ｉ之间的分子不止一个．

为了讨论方便，把所有分子按速度区间分组．令速度在瓫ｉ到瓫ｉ＋ｄ瓫ｉ之间的分子

为第ｉ组，组内的气体分子的速度都可以用瓫ｉ表示；以ｎｉ表示这一组分子的数

密度．气体总的分子数密度为ｎ＝ ∑
ｉ
ｎｉ

平衡态下，容器内各处的压强是一致的，任取一面元讨论即可．任取面元

ｄＡ，沿垂直于面元方向建立ｘ坐标轴，如图１０ ３所示．

图１０ ３ 速度在瓫ｉ＋ｄ瓫ｉ区间的分子对ｄＡ的碰撞

① 单个速度为瓫ｉ分子与器壁的碰撞．
一个速度为瓫ｉ的分子与面元ｄＡ碰撞，因为是完全弹性碰撞，所以碰撞前后

分子在ｙ，ｚ方向的速度分量不变，在ｘ方向的速度分量由ｖｉｘ变为－ｖｉｘ．分子动
量的变化为

ｍ（－ｖｉｘ）－ｍｖｉｘ＝－２ｍｖｉｘ

根据动量定理，这是一次碰撞后器壁作用于一个分子的冲量．根据牛顿第三
定律，这个分子对器壁的冲量应该是２ｍｖｉｘ，方向与面元ｄＡ垂直．

②ｄｔ时间内所有速度为瓫ｉ的分子与器壁的碰撞．
ｄｔ时间内速度为瓫ｉ的分子能够与面元ｄＡ碰撞的，必在底面积为ｄＡ、斜高
为ｖｉｄｔ，高为ｖｉｘｄｔ的斜柱体内，如图１０ ３所示，．斜柱体的体积为ｖｉｘｄｔｄＡ，斜
柱体内速度为瓫ｉ的分子数目为ｎｉｖｉｘｄｔｄＡ，这些分子中能与ｄＡ 碰撞的必须是
ｖｉｘ＞０的分子，而ｖｉｘ＜０的分子无法与ｄＡ碰撞．由统计假设，这两类分子应各占

一半，故ｄｔ时间内能与ｄＡ碰撞的速度为瓫ｉ的分子数为
１
２ｎｉｖｉｘｄｔｄＡ．ｄｔ时间内

速度 为瓫ｉ 的 分 子 作 用 于 面 元 ｄＡ 的 总 冲 量 是 １
２ｎｉｖｉｘ ｄｔｄＡ （２ｍｖｉｘ ）＝
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ｍｎｉｖｉｘ
２ｄｔｄＡ．

③ｄｔ时间内所有各种速度的分子与器壁的碰撞．
设ｄｔ时间内所有各种速度的分子作用于面元ｄＡ的总冲量为ｄＩ，把前式对

各个速度区间内的分子求和，即可求出ｄＩ

ｄＩ＝ ∑
ｉ
ｍｎｉｖｉｘ

２ｄｔｄＡ

④ 压强公式．

根据牛顿第二定律，气体对面元ｄＡ 的作用力为ｄＦ＝ｄＩ
ｄｔ

，气体对器壁的宏

观压强

ｐ＝ｄＦ
ｄＡ ＝ ｄＩ

ｄｔｄＡ ＝ ∑
ｉ
ｍｎｉｖｉｘ

２ ＝ｍ∑
ｉ
ｎｉｖｉｘ

２

由于 ｖｘ
２ ＝ ∑

ｉ

Ｎｉ

Ｎｖｉｘ
２ ＝

∑
ｉ
Ｎｉｖｉｘ

２

Ｎ ＝
∑
ｉ
ｎｉｖｉｘ

２

ｎ
所以 ｐ＝ｎｍｖｘ

２

再由（１０ １２）式

ｐ＝１
３ｎｍｖ２ （１０ １３）

令分子平均平动动能为 εｔ＝１
２ｍｖ２

有 ｐ＝２
３ｎεｔ （１０ １４）

上式即为理想气体的压强公式．

１０．３．３ 压强公式的物理意义

压强公式把宏观量（压强ｐ）与微观量（分子平动动能）的统计平均值联系起
来，清晰地显示了宏观量与微观量之间的关系．
公式（１０ １４）揭示了气体压强的物理本质，即气体压强是大量气体分子不

断与器壁碰撞的结果．分子数密度越大，气体压强越大，这是由于分子数密度越
大与器壁碰撞的分子越多，作用于器壁的冲量越大的缘故；当分子数密度一定
时，分子平均平动动能越大，气体压强越大．这是由于分子平均平动动能大，与器
壁碰撞时作用于器壁的冲量越大的缘故．分子的速率从两方面影响压强，速率
大，单位时间与器壁碰撞的分子就多；速率大，分子平均平动动能就大，与器壁碰
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撞时作用于器壁的冲量就大．所以气体压强与气体分子速率的平方成正比．
推导过程中对单个气体分子使用了质点动量定理，但仅靠力学规律是得不

到压强公式的，因为推导过程采用了统计假设，并且应用了求统计平均值的方
法，才最终得到理想气体的压强公式．因此压强公式是统计规律，而不是力学
规律．
压强公式既然是统计规律，只有对大量气体分子而言，压强才有明确的意

义．对单个分子而言是没有压强概念的．
压强公式不能直接为实验所验证，但由压强公式推导出的结论已广泛为实

验所验证，间接证明了压强公式．

１０．４ 温度的统计解释

１０．４．１ 温度的统计解释

把理想气体的状态方程变形为

ｐＶ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴｐ＝１
Ｖ

Ｎｍ
ＮＡｍＲＴ

其中，Ｎ 为气体分子总数；阿伏伽德罗常数ＮＡ＝６．０２２×１０２３ ｍｏｌ－１

注意到ｎ＝Ｎ
Ｖ

，ｋ＝ Ｒ
ＮＡ

＝１．３８×１０２３Ｊ·Ｋ－１，称ｋ为玻尔兹曼常量，可得

ｐ＝ｎｋＴ （１０ １５）

这是理想气体状态方程的另一种形式．与公式ｐ＝２
３ｎεｔ比较可得ｎｋＴ＝２

３
ｎεｔ，即

ε＝３
２ｋＴ

（１０ １６）

上式为温度公式，它给出了宏观量温度与微观量分子平动动能的统计平均
值之间的关系，揭示了温度的物理本质．
温度是气体分子平均平动动能的量度．分子的平均平动动能越大，表明分子

热运动越剧烈，温度就越高，温度反映了系统内分子热运动的剧烈程度．
温度是一个统计概念，分子平均平动动能是对大量分子的统计结果，因此对
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少量分子而言，温度是没有意义的．

１０．４．２ 方均根速率

由温度公式可得到分子速率的一种统计平均值———方均根速率．

由： εｔ＝１
２ｍｖ２＝３

２ｋＴ

可得： ｖ槡２＝ ３ｋＴ槡ｍ ＝ ３ＲＴ
Ｍ槡ｍｏｌ

（１０ １７）

上式为气体分子的方均根速率的表达式，表明气体分子的方均根速率与气
体的热力学温度的平方根成正比，与气体摩尔质量的平方根成反比．方均根速率
反映了气体热运动的状态，对同一气体，方均根速率越大，此时气体的温度越高．
不同气体温度相同时，方均根速率大的，气体分子质量小．

例１０ ２ 一容器内储有氧气，其压强为ｐ＝１．０ａｔｍ，温度为２７℃，求：

（１）单位体积的分子数；

（２）氧气的质量密度；

（３）氧分子的质量；

（４）分子间的距离；

（５）分子的平均平动能．

解 （１）视氧气为理想气体，由理想气体压强公式ｐ＝ｎｋＴ可得

ｎ＝ｐ
ｋＴ＝ １．０１３×１０５

１．３８×１０－２３×３００＝２．４５×１０２５ ｍ－３

（２）由理想气体状态方程ｐＶ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴ可得

ρ＝Ｍ
Ｖ ＝ｐＭｍｏｌ

ＲＴ ＝１．０１３×１０５×３２×１０－３

８．３１×３００ ＝１．３ｋｇ·ｍ－３

（３）由ρ＝ｎｍ，得

ｍ＝ρ
ｎ ＝ １．３

２．４５×１０２５＝５．３１×１０－２６ｋｇ

（４）分子间的平均距离ｌ指两个分子中心间的距离，它与数密度的关系为

ｌ＝
３

槡Ｖ
Ｎ ＝

３
１

Ｎ／槡Ｖ＝１
３
槡ｎ

＝ １
３
２．４５×１０槡 ２５

＝３．４４×１０－９ ｍ

（５）εｔ＝３
２ｋＴ＝３

２×１．３８×１０－２３×３００＝６．２１×１０－２１Ｊ
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１０．５ 能量均分定理 理想气体的内能

１０．５．１ 自由度

在讨论理想气体压强时，视分子为质点，不影响问题的物理实质并且简化了
讨论．为了确定各种运动形式能量的统计规律，不能再把分子当作质点．实际上
分子有单原子分子（如 Ｈｅ，Ｎｅ）、双原子分子（如Ｏ２，Ｎ２）和多原子分子（如ＣＨ４，

Ｈ２Ｏ）之分，分子除了平动之外，还有振动和转动，讨论各种运动形式能量的统计
规律需要引入自由度的概念．
确定一个物体位置的独立坐标数称为自由度．
单原子分子可视为质点，其运动形式只有平动，确定它的位置需要三个独立

坐标，所以单原子分子的自由度为３，为３个平动自由度，如图１０ ４ａ所示．

图１０ ４ 分子自由度示意图

两个以上原子组成的分子，当分子内原子间的距离保持不变（不振动）时，称
为刚性分子，否则称为非刚性分子，非刚性分子的准确讨论涉及量子力学故暂时
不提，以下讨论中只涉及刚性分子．
刚性双原子分子，确定其质心的位置需要３个独立坐标；确定两原子的连线

在空间的取向需要三个坐标，但这３个坐标要满足一个约束条件（ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２γ
＋ｃｏｓ２

β＝１），故只有２个坐标是独立的；于是，确定刚性双原子分子在空间的位
置需要５个独立坐标，即刚性双原子分子的自由度为５，３个平动自由度，２个转
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动自由度，如图１０ ４ｂ所示．
对于刚性多原子分子，除了３个平动自由度和２个转动自由度外，还需要增

加一个绕轴自转的自由度，常用转角φ表示．因此，刚性多原子分子的自由度为

６，如图１０ ４ｃ所示．
规定用ｉ表示刚性分子的自由度，用ｔ表示平动自由度，用ｒ表示转动自由

度，有

ｉ＝ｔ＋ｒ （１０ １８）

１０．５．２ 能量均分定理

现在讨论气体分子每一自由度的平均动能，首先从只存在平动自由度的情
况入手．前面已讨论，一个分子的平均平动动能为

εｔ＝１
２ｍｖ２＝３

２ｋＴ

而

１
２ｍｖ２＝１

２ｍ（ｖｘ
２＋ｖｙ

２＋ｖｚ
２）＝３

２ｍｖｘ
２＝３

２ｍｖｙ
２＝３

２ｍｖｚ
２＝３

２ｋＴ

因此 １
２ｍｖｘ

２＝１
２ｍｖｙ

２＝１
２ｍｖｚ

２＝１
２ｋＴ

上式前三个平方项的平均值各和一个平动自由度相对应，可认为每一个平

动自由度平均动能都相等，其数值为１
２ｋＴ．

上式所表达的是一统计规律，只对大量分子组成的系统成立．从物理上看，
各自由度的平均动能相等，是大量分子在热运动中频繁碰撞的结果．由于碰撞的
无规则性，碰撞过程中动能的交换不但在各分子间进行，也在各平动自由度之间
交换．由于各平动自由度是平权的，没有哪一个平动自由度具有特权，平均而言，

各平动自由度就具有相等的平均动能．
放开思维，分子的转动自由度也应与平动自由度平权．也就是说，在分子存在转

动自由度的情况时，由于大量分子热运动中频繁碰撞的无规则性，碰撞过程中动能的
交换也可以在转动自由度与平动自由度之间进行．就能量分配而言，没有哪个自由度
可以特殊．因此，可以得出更一般的结论：所有自由度的平均动能都相等．
综上所述，可得能量均分定理：在温度为Ｔ的平衡态下，气体分子每个自由

度的平均动能都相等，并且等于１
２ｋＴ．
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在经典统计物理理论中，能量均分定理可以得到严格的证明，并且适用于液
体和固体分子的无规则运动．
由能量均分定理不难得到，分子总自由度为ｉ，其平均总动能为

εｋ＝ｉ
２ｋＴ

（１０ １９）

对单原子分子，自由度ｉ＝３，分子平均总动能εｋ＝３
２ｋＴ

；

刚性双原子分子，自由度ｉ＝５，分子平均总动能εｋ＝５
２ｋＴ

；

刚性多原子分子，自由度ｉ＝６，分子平均总动能εｋ＝６
２ｋＴ＝３ｋＴ；

１０．５．３ 理想气体的内能

气体的内能是它所包含的所有分子的动能和分子之间相互作用势能之和．由于
理想气体分子之间没有相互作用，故理想气体的内能就是所有分子的动能之和．

设理想气体的分子总数为Ｎ，分子的平均总动能为εｋ＝ｉ
２ｋＴ，理想气体内能

为Ｅ，则Ｅ＝Ｎεｋ＝Ｎｉ
２ｋＴ

，令μ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ
为气体的摩尔数，有Ｎ＝ Ｍ

Ｍｍｏｌ
ＮＡ＝μＮＡ

Ｅ＝μＮＡ
ｉ
２ｋＴ＝μ

ｉ
２ＲＴ （１０ ２０）

上式为理想气体内能的一般表达式．可见理想气体的内能只与温度有关，当
其状态变化后，内能的变化

ΔＥ＝μ
ｉ
２ＲΔＴ （１０ ２１）

只与初态与末态的温度有关，与过程无关．

１０．６ 麦克斯韦速率分布律

１０．６．１ 麦克斯韦速率分布函数

根据统计的观点，平衡态下气体分子热运动的速度各不相同．就某一分子而
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言，它的速度不断在变化，无法确定它在某一时刻的速度．但就大量气体分子整
体而言，气体分子的速度还是有规律的．麦克斯韦根据概率统计理论导出了平衡
态下理想气体分子按速度的分布规律———麦克斯韦速度分布律．若不考虑速度
的方向，麦克斯韦速度分布律过渡到麦克斯韦速率分布律．相应的速率分布函数
称为麦克斯韦速率分布函数．
由于理想气体系统包含的气体分子数目巨大，并且各分子的速率在不断变

化，不可能对每个分子的速率给出描述．合乎逻辑的作法是指出在总分子数为

Ｎ 的分子中，具有各种速率的分子数是多少或它们各占总分子数的百分比是多
大．例如把所有分子按速率区间分组，假定以５ｍ·ｓ－１为间隔划分为（０，５），（５，

１０），（１０，１５），（１５，２０）ｍ·ｓ－１的区间，然后说明各区间的分子数是多少或者各
区间的分子数占总分子数的百分比是多少．

规定以ｄＮｖ 表示速率在ｖ～ｖ＋ｄｖ区间的分子数，则ｄＮｖ

Ｎ
表示速率在ｖ～ｖ

＋ｄｖ区间的分子数占总分子数的百分比．显然，这个百分比应该与速率区间的

宽度ｄｖ成正比，即ｄＮｖ

Ｎ ∝ｄｖ，同时这个百分比在各个速率区间是不同的，即它应

该是速率ｖ的函数．故

ｄＮｖ

Ｎ ＝ｆ（ｖ）ｄｖ （１０ ２２）

ｆ（ｖ）＝ｄＮｖ

Ｎｄｖ
（１０ ２３）

上式中的函数ｆ（ｖ）就叫做速率分布函数．它的物理意义是在速率ｖ附近，
单位速率间隔内的分子数占总分子数的百分比（比率）．

把所有速率区间的分子数占总分子数的百分比ｄＮｖ

Ｎ
加起来之和显然为１，

即：

∫
Ｎ

０

ｄＮｖ

Ｎ ＝∫
∞

０
ｆ（ｖ）ｄｖ＝１ （１０ ２４）

上式是所有分布函数必须满足的条件，叫做归一化条件．右边的积分上限选
为∞是因为经典力学对气体分子的速率没有限制．

从概率的观点来讲，ｄＮｖ

Ｎ
就是一个分子的速率在ｖ附近ｄｖ区间内的概率；

而ｆ（ｖ）就是一个分子在速率ｖ附近单位速率区间内的概率．在概率论中，ｆ（ｖ）

叫做分子速率分布的概率密度函数．归一化条件可以这样来理解，它是在计算一
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个分子不管取什么速率（所有可能的速率都可以）的概率，这个概率当然是百分
之百（也就是１）．概率为１的事件称为必然事件．
麦克斯韦依据经典统计理论推导出，在平衡态下，气体分子速率在瓫～瓫＋

ｄ瓫区间的分子数占总分子数的百分比为

ｄＮｖ

Ｎ ＝４π（ｍ
２πｋＴ

）３
２ｖ２ｅ－ｍｖ２

２ｋＴｄｖ （１０ ２５）

上式就是麦克斯韦速率分布律的表达式．与式（１０ ２３）比较，可得

ｆ（ｖ）＝４π（ｍ
２πｋＴ

）３
２ｖ２ｅ－ｍｖ２

２ｋＴ （１０ ２６）

称为麦克斯韦速率分布函数．其中Ｔ是热力学温度，ｍ 是一个分子的质量，

ｋ是玻尔兹曼常数．

１０．６．２ 麦克斯韦速率分布曲线

由麦克斯韦速率分布函数可以看出，对给定气体，麦克斯韦速率分布函数只
与温度有关．以速率ｖ为横轴，以ｆ（ｖ）为纵轴，画出ｆ（ｖ）的曲线称为麦克斯韦
速率分布曲线．如图１０ ５所示．

图１０ ５ 麦克斯韦速率分布曲线

从图中可以看出，由速率分布函数确定的速率很大和很小的分子都很少．速
率分布函数存在一极大值，对应的速率称为最概然速率，用ｖｐ表示．它的物理意
义是速率在ｖｐ附近的分子数占总分子数的百分比最大．根据极值存在的条件
ｄｆ（ｖ）
ｄｖ ＝０，可求出最概然速率为

ｖｐ＝
２ｋＴ槡ｍ ＝ ２ＲＴ

Ｍ槡ｍｏｌ
≈１．４１ ＲＴ

Ｍ槡ｍｏｌ
（１０ ２７）

从上式可看出，最概然速率随温度升高而增大，随温度降低而减小．由于麦
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克斯韦速率分布曲线下的总面积为１，所以当温度上升，ｖｐ 增大时，曲线会趋于
平坦而保持总面积不变．整个曲线向高速区域扩展，也就是说，温度越高，速率较
大的分子数越多．温度越高，分子热运动越剧烈的结论，再次获得证明．

图１０ ６ 不同温度下的麦克斯韦速率分布曲线

１０．６．３ 应用速率分布函数求统计平均值

前面利用温度公式求出了方均根速率，下面用速率分布函数计算ｖ２，从而得
出方均根速率．

ｖ２ ＝ ∑
ｉ

Ｎｉ

Ｎｖｉ
２ ＝

∑
ｉ
Ｎｉｖｉ

２

Ｎ ＝∫
∞

０
（ｄＮｖ）ｖ２

Ｎ ＝∫
∞

０

ｄＮｖ

Ｎ ｖ２

＝∫
∞

０
ｖ２ｆ（ｖ）ｄｖ＝∫

∞

０
４π（ｍ

２πｋＴ
）３

２ｅ－ｍｖ２
２ｋＴｖ４ｄｖ

＝３ｋＴ
ｍ

方均根速率为

ｖ槡２＝ ３ｋＴ槡ｍ ＝ ３ＲＴ
Ｍ槡ｍｏｌ

≈１．７３ ＲＴ
Ｍ槡ｍｏｌ

（１０ ２８）

同理可计算平均速率

ｖ＝∫
∞

０
ｖｆ（ｖ）ｄｖ＝∫

∞

０
４π（ｍ

２πｋＴ
）３

２ｅ－ｍｖ２
２ｋＴｖ３ｄｖ

＝ ８ｋＴ
π槡ｍ ＝ ８ＲＴ

πＭ槡 ｍｏｌ
≈１．６０ ＲＴ

Ｍ槡ｍｏｌ
（１０ ２９）
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平均速率、方均根速率和最概然速率都是统计意义上说明大量分子速率的典型

值．它们都与槡Ｔ成正比，与槡ｍ成反比．三种速率在不同的情况下有不同的应用．

例１０ ３ 有Ｎ 个粒子，其速率分布函数为：

ｆ（ｖ）＝ｄＮ
Ｎｄｖ＝Ｃ （ｖ０＞ｖ＞０）

ｆ（ｖ）＝０ （ｖ＞ｖ０

烅
烄

烆 ）

图１０ ７ 例１０ ３用图

（１）画出速率分布曲线；

（２）由Ｎ 和ｖ０ 求常数Ｃ；

（３）求粒子的平均速率．
解 （１）速率分布曲线如右图 （１０ ７）所示．
（２）速率分布函数必须满足归一化条件，即

∫
∞

０
ｆ（ｖ）ｄｖ＝∫

ｖ０

０
Ｃｄｖ＝Ｃｖ０ ＝１

Ｃ＝１／ｖ０

（３）根据平均值的定义，有

ｖ＝∫
∞

０
ｖｆ（ｖ）ｄｖ＝∫

ｖ０

０
ｖＣｄｖ＝∫

ｖ０

０
ｖ１
ｖ０

ｄｖ＝ （１
２ｖ０

２）１
ｖ０

＝ １
２ｖ０

１０．７ 麦克斯韦速度分布率和玻尔兹曼分布率简介

１０．７．１ 麦克斯韦速度分布率

速率分布率没有考虑分子速度的方向，而速度分布率则考虑分子按速度是
如何分布的．
以速度的三个分量为坐标轴建立的直角坐标系，可以看成速度空间，而

ｄｖｘｄｖｙｄｖｚ 可看成速度空间的体积元，也可视为速度区间．要指出分子按速度是

如何分布的，就是要指出速度分量在（ｖｘ，ｖｘ＋ｄｖｘ），（ｖｙ，ｖｙ＋ｄｖｙ），（ｖｚ，ｖｚ＋ｄｖｚ）

区间的分子数或分子数占总分子数的百分比．麦克斯韦用经典统计理论推导出
速度分布率为

ｄＮ
Ｎ ＝（ｍ

２πｋＴ
）３

２ｅ－ ｍ
２ｋＴ（ｖｘ

２＋ｖｙ
２＋ｖｚ

２）ｄｖｘｄｖｙｄｖｚ （１０ ３０）
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仿照速率分布的讨论，应该有ｄＮ
Ｎ ＝ｆ（ｖｘ．ｖｙ，ｖｚ）ｄｖｘｄｖｙｄｖｚ，所以

ｆ（ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ）＝（ｍ
２πｋＴ

）３
２ｅ－ ｍ

２ｋＴ（ｖｘ
２＋ｖｙ

２＋ｖｚ
２） （１０ ３１）

上式称麦克斯韦速度分布函数．同时

ｆ（ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ）＝ ｄＮ
Ｎｄｖｘｄｖｙｄｖｚ

（１０ ３２）

所以，气体分子的速度分布函数表示在速度空间单位体积元内的分子数占
总分子数的百分比．即速度概率密度．

１０．７．２ 玻尔兹曼分布率

平衡态下气体分子按速度的分布规律已经讨论，再进一步，气体分子在空间
是如何分布的呢？在前面的讨论中，没有考虑外场，气体分子在空间的分布是均匀
的，即气体分子数密度处处相同．当有保守力作用时，分子在不同的位置有不同的
势能，气体分子在空间的分布不再是均匀的，需要指明气体分子按空间位置的分
布，即指出位置坐标在ｘ～ｘ＋ｄｘ，ｙ～ｙ＋ｄｙ，ｚ～ｚ＋ｄｚ区间的分子数或分子数占
总分子数的百分比，这里，ｄｘｄｙｄｚ是几何空间的体积元，也叫位置区间．于是，考虑
分子速度和位置的分布率就需要指出其分子在ｄｖｘｄｖｙｄｖｚｄｘｄｙｄｚ所限定的各个状
态区间（包含速度区间与位置区间）的分子数或分子数占总分子数的百分比．

注意到分子的平动动能Ｅｋ＝１
２ｍｖ２＝１

２ｍ（ｖｘ
２＋ｖｙ

２＋ｖｚ
２），麦克斯韦速度

分布率可写为

ｄＮ
Ｎ ＝（ｍ

２πｋＴ
）３

２ｅ－ ｍ
２ｋＴ（ｖｘ

２＋ｖｙ
２＋ｖｚ

２）ｄｖｘｄｖｙｄｖｚ＝（ｍ
２πｋＴ

）３
２ｅ－

Ｅｋ
ｋＴｄｖｘｄｖｙｄｖｚ

故速度区间ｄｖｘｄｖｙｄｖｚ 内的分子数与该区间内一个分子的平动动能Ｅｋ 有

关，并且与ｅ－
Ｅｋ
ｋＴ成正比．玻尔兹曼推广为位置区间ｄｘｄｙｄｚ内的分子数与该区间

内一个分子的势能Ｅｐ 有关，并且与ｅ－
Ｅｐ
ｋＴ成正比；而状态区间ｄｖｘｄｖｙｄｖｚｄｘｄｙｄｚ

内的分子数与该区间内的一个分子的能量Ｅ＝Ｅｋ＋Ｅｐ 有关，并且与ｅ
Ｅ
ｋＴ成正比．

玻尔兹曼得出：在温度为Ｔ的平衡态下，任何系统的粒子按状态的分布，即
在某一状态区间内的粒子数与该状态区间的一个粒子的能量Ｅ有关，并且与

ｅ－Ｅ
ｋＴ成正比．这个结论叫做玻尔兹曼分布律，而ｅ－Ｅ

ｋＴ称为玻尔兹曼因子．
作为例子，讨论理想气体在重力场中按位置的分布．
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影响位置分布的是重力，一个气体分子的重力势能Ｅｐ＝ｍｇｚ（选ｚ为纵坐
标），令空间某一体积元ｄｘｄｙｄｚ内的分子数为ｄＮ，根据玻尔兹曼分布律，有ｄＮ

∝ｅ－Ｅ
ｋＴｄｘｄｙｄｚ；所以

ｄＮ＝Ｃｅ－Ｅ
ｋＴｄｘｄｙｄｚ

体元内分子数密度ｎ＝ ｄＮ
ｄｘｄｙｄｚ＝Ｃｅ－

Ｅｐ
ｋＴ ＝Ｃｅ－ｍｇｚ

ｋＴ ；令地面的气体分子数密度

为ｎ０，并且令地面重力势能为零，可得ｎ０＝Ｃ．所以

ｎ＝ｎ０ｅ－ｍｇｚ
ｋＴ （１０ ３３）

或： ｎ＝ｎ０ｅ－
Ｍｍｏｌｇｚ

ＲＴ （１０ ３４）
上式为重力场中粒子按高度的分布公式．这一公式于１９０９年由皮兰（Ｍ．Ｊ．

Ｐｅｒｒｉｎ）在实验中所证实．皮兰的这个实验也被认为是确立分子存在真实性的实验．

由理想气体压强公式ｐ＝ｎｋＴ和ｎ＝ｎ０ｅ－
Ｍｍｏｌｇｚ

ＲＴ ，可得

ｐ＝ｐ０ｅ－
Ｍｍｏｌｇｚ

ＲＴ （１０ ３５）
式中ｐ０＝ｎ０ｋＴ是高度为零处（地面）的气压，这是等温气压公式．表达式给

出，每升高１０ｍ，大气压强约降低１３３Ｐａ，这是一种高度计的原理．

１０．８ 气体分子的平均自由程和平均碰撞频率

由气体分子平均速率公式可算出室温下分子的平均速率为几百米每秒，依
照这个速率，在房间内一侧打开一瓶香水，另一侧应该立即闻到香味，但事实并
非如此．这是因为所有气体分子都在不停地运动，分子在运动中会发生频繁的碰
撞，行进路线曲折的缘故．如图１０ ８所示．
分子两次碰撞之间自由行进的路程称为自由程．单位时间内一个分子与其

他分子的碰撞次数称为分子的碰撞频率．如图１０ ８所示，分子的自由程长短不
等，因而分子的碰撞频率也大小不等，并且是随机变化的．但是大量分子的无规
则运动使得分子的自由程和碰撞频率服从一定的统计规律，可以采用求统计平
均值的办法分别计算平均自由程和平均碰撞频率．

１０．８．１ 平均碰撞频率

在研究分子碰撞时，视气体分子为有效直径为ｄ的刚性球比较方便．为了计
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图１０ ８ 分子碰撞示意图

算平均碰撞频率，设想一个分子Ａ以平均速率ｖ运动，其余分子都静止．跟踪Ａ分
子，计算它在一段时间Δｔ内与多少个分子碰撞，即可得平均碰撞频率．为计算与Ａ
分子碰撞的分子数，以Ａ分子中心的运动轨迹为轴线，以分子有效直径ｄ为半径
做曲折圆柱体如图１０ ９所示．显然，凡是分子中心在圆柱体内的分子都将与Ａ
分子相撞．计算这个圆柱体内有多少个分子，则Ａ分子就要碰撞多少次．

图１０ ９ 分子碰撞区域示意图

设单位体积分子数为ｎ，曲折圆柱体的截面积σ＝πｄ２（也称为碰撞截面），曲
折圆柱体的高为ｖΔｔ，圆柱体内的分子数为ｎπｄ２ｖΔｔ；即Δｔ时间内Ａ 分子的碰
撞次数为ｎπｄ２ｖΔｔ．设平均碰撞频率为ｚ，则

ｚ＝ｎπｄ２ｖΔｔ
Δｔ ＝ｎπｄ２ｖ （１０ ３６）

上式是在Ａ分子一个分子运动其余分子静止的前提下得到的，实际上所有
分子都在运动，上式应加以修正．麦克斯韦从理论上得出修正后的平均碰撞频
率为

ｚ 槡＝ ２ｎπｄ２ｖ （１０ ３７）
可见平均碰撞频率与分子数密度成正比、与分子有效直径的平方成正比、还

与分子的平均速率成正比．从物理上看，这是合理的．
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在标准状态下，平均碰撞频率ｚ的数量级为１０９ｓ－１．平均而言，一个分子在１
秒内要与其他分子碰撞几十亿次，这样频繁的碰撞是日常生活中难以想象的，可
见分子热运动中的极大的无规则性，频繁的碰撞是大量分子整体出现统计规律
的基础．

１０．８．２ 气体分子的平均自由程

一个分子在Δｔ时间内走过的路程除以它在这段时间内的碰撞次数就是它
的平均自由程．设气体分子的平均自由程为λ，则

λ＝ｖΔｔ
ｚΔｔ＝ｖ

ｚ＝ １
槡２ｎπｄ２

（１０ ３８）

可见气体分子的平均自由程与分子数密度成反比、与分子有效直径的平方
成反比，从物理上看，这也是合理的．
利用ｐ＝ｎｋＴ可得

λ＝ ｋＴ
槡２ｎπｄ２ｐ

（１０ ３９）

可见，当温度恒定时，平均自由程与气体的压强成反比．

例１０ ４ 试计算氮气在标准状态下的分子平均碰撞频率和平均自由程．设氮气可视为

理想气体，已知氮分子有效直径ｄ＝３．７６×１０－１０ ｍ．
解 先求单位体积的分子数，由理想气体压强公式ｐ＝ｎｋＴ可得

ｎ＝ｐ
ｋＴ＝ １．０１３×１０５

１．３８×１０－２３×２７３＝２．６９×１０２５ ｍ－３

再求氮分子的平均速率

ｖ＝ ８ＲＴ
πＭ槡 ｍｏｌ

＝ ８×８．３１×２７３
３．１４×２８×１０槡 －３＝４５４ｍ·ｓ－１

平均碰撞频率为

ｚ 槡＝ ２πｄ２ｎｖ　　　　　　　　　　　　　

＝１．４１×３．１４×（３．７６×１０－１０）２×２．６９×１０２５×４．５４

＝７．６７×１０９ｓ－１

平均自由程为

λ＝ １
槡２πｄ２ｎ

　　　　　　　　　　　　　

＝ １
１．４１×３．１４×（３．７６×１０－１０）２×２．６９×１０２５
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＝５．９×１０－８ ｍ

思考题

１０ １ 对热力学系统的宏观描述和微观描述的方法有何不同？有何联系？

１０ ２ 什么是热力学系统的平衡态？气体在平衡态时有何特征？当气体处于平衡

态时还有分子热运动吗？

１０ ３ 什么是热平衡？怎样根据热平衡来引进温度的概念？对于非平衡态能否用

温度概念？

１０ ４ 平衡态与热平衡态的意义有何异同？

１０ ５ 用温度计测量温度是根据什么原理？

１０ ６ 理想气体温标是利用气体的什么性质建立的？

１０ ７ 理想气体状态方程是根据什么定律导出的？

１０ ８ 温度的高低与人的感觉的冷热之间有必然的联系吗？或者，温度高表示更热

只是一种约定俗成的说法吗？如果像当初摄氏本人的规定把水的沸点定为０℃而冰点定

为１００℃，则温度高低与冷热的关系又将如何？如果将水的三相点温度定为－２７３．１６℃，

则温度高低与冷热的关系又如何？

１０ １０ 在大气中随着高度的增加，氮气分子数密度与氧气分子数密度的比值也增

大，为什么？

１０ １１ 对一定量的气体来说，当温度不变时，气体的压强随体积的减小而增大；当

体积不变时，压强随温度的升高而增大．从宏观来看，这两种变化同样使压强增大，从微

观来看它们有何区别？

１０ １２ 试用关于平衡态下理想气体分子运动的统计假设说明ＶＸ＝ＶＹ＝ＶＺ＝０

１０ １３ 在铁路上开行的火车，在海面上航行的船只，在空中飞行的飞机各有几个

自由度？

１０ １４ 尖端固定在一点正做运动的陀螺有几个自由度？

１０ １５ ＣＯ２（两个氧原子对称地附在碳原子的两侧）和ＮＨ３分子各有几个自由度

（不考虑分子内原子的振动）？

１０ １６ 试指出下列各式所表示的物理意义．

（１）１
２ｋＴ　　（２）ｉ

２ＲＴ　　（３）ｉ
２μＲＴ　　（４）３

２ｋＴ

１０ １７ 如果盛有气体的容器相对某坐标系做匀速运动，容器内的分子速度相对这

坐标系也增大了，温度也因此升高了吗？

１０ １８ 最概然速率和平均速率的物理意义各是什么？有人认为最概然速率就是

速率分布中的最大速率，对不对？
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１０ １９ 一定质量的气体，保持容积不变．当温度增加时分子运动得更剧烈，因而平

均碰撞次数增多，平均自由程是否因此而减小？为什么？

习题１０

１０ １ 定体气体温度计的测温气泡放入水的三相点的管槽内时，气体的压强为

６．６５×１０３Ｐａ．
（１）用此温度计测量３７３．１５Ｋ的温度时，气体的压强是多大？

（２）当气体压强为２．２０×１０３Ｐａ时，待测温度是多少Ｋ？多少℃？

１０ ２ 打开空调后某房间温度从７．０℃上升到２７．０℃，试计算打开空调前后房间

内空气密度之比（房间内的压强可以认为不变）．

１０ ３ 一个大热气球的容积为２．１×１０４ ｍ３，气球本身和负载质量共４．５×１０３ｋｇ，

若其外部空气温度为２０℃，要想使气球上升，其内部空气最低要加热到多少度？

１０ ４ 某柴油机的气缸内充满空气，压缩前其中空气的温度为４７℃，压强为８．６１

×１０４Ｐａ．当活塞急剧上升时，可把空气压缩到原体积的１／１７，其时压强增大到４．２５×１０６

Ｐａ，求这时空气的温度（分别以Ｋ和℃表示）．

１０ ５ 从压强公式和温度公式出发推证理想气体的物态方程为ｐＶ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴ．

１０ ６ 最新测量资料表明，我国珠穆朗玛峰高度为８８４８．８５ｍ．若将大气温度近似

看作０℃，问顶峰的气压是多少？（空气分子量为２８．９）

１０ ７ 某人测得一山顶的压强只有地面压强的３／４．问该山顶的相对高度为多少？

（设山顶和地面的温度均为０℃，空气的摩尔质量为２．８９×１０－２ｋｇ·ｍｏｌ－１）

１０ ８ １９０９年，皮兰利用显微镜观察液体中悬浮乳胶微粒随高度的变化的实验求出

了阿伏伽德罗常数量ＮＡ．实验中，皮兰使两层乳胶的高度差为１００μｍ时测得一层乳胶（温

度为２７．０℃）的微粒密度恰好是另一层的两倍．已知乳胶微粒的直径为０．３６μｍ，乳胶的密

度比液体的密度大１．５×１０２ｋｇ·ｍ－３，求ＮＡ．

１０ ９ 某容器储有氧气，其压强为１．０１３×１０５Ｐａ，温度为２７．０℃，求：

（１）分子的ｖｐ，ｖ及 ｖ槡２；　　（２）分子的平均平动动能εｋ．

１０ １０ 求处于平衡态下的理想气体分子速率在 ｖｐ－
ｖｐ（ ）１００ ～ ｖｐ＋

ｖｐ（ ）１００
之间的分

子所占的比率．

１０ １１ 设氢气的温度为２７．０℃，求氢气分子速率在３０００ｍ·ｓ－１～３０１０ｍ·ｓ－１

及１５００ｍ·ｓ－１～１５１０ｍ·ｓ－１之间的分子数的比率．

１０ １２ 有Ｎ 个粒子，其速率分布函数为
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ｆ（ｖ）＝ａｖ／ｖ０ （０≤ｖ≤ｖ０）

ｆ（ｖ）＝ａ （ｖ０≤ｖ≤２ｖ０）

ｆ（ｖ）＝０ （２ｖ０＜ｖ）

（１）画出速率分布曲线并求常数ａ；
（２）分别求速率大于ｖ０和小于ｖ０的粒子数；
（３）求粒子的平均速率．
１０ １３ 设有Ｎ 个假想的分子，其速率分布如图所示，当ｖ＞２ｖ０ 时，分子数为零，

求：
（１）ａ的大小；
（２）速率在１．５ｖ０～２．０ｖ０之间的分子数；
（３）分子的平均速率．（Ｎ，ｖ０为已知）

题１０ １３图

１０ １４ 若对一容器中的气体进行压缩，并同时对它加热，当气体温度从２７℃上升

到１７７．０℃时，其体积减少了一半，求：

（１）气体压强的变化；

（２）分子的平均动能和方均根速率的变化．

１０ １５ 储有氧气的容器以速率ｖ＝１００ｍ·ｓ－１运动．若该容器突然停止，且全部定

向运动的动能均转变成分子热运动的动能，求容器中氧气温度的变化值．

１０ １６ 求温度为２００℃的氮气分子（共有２×１０１９个）的自由度、平均平动动能、平

均转动动能以及气体的内能．

１０ １７ 一质量为１６．０克的氧气，温度为２７．０℃，求其分子的平均平动动能、平均

转动动能以及气体的内能．若温度上升到１２７．０℃气体的内能变化为多少？

１０ １８ 一篮球充气后，其中有氮气８．５ｇ，温度为１７℃，在空中以６５ｋｍ·ｈ－１的高

速飞行．求：

（１）一个氮分子（设为刚性分子）的热运动平均平动动能、平均转动动能和平均总

动能．
（２）球内氮气的内能．
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（３）球内氮气的轨道动能．
１０ １９ 当容器中的氧气温度为１７．０℃时，其分子的平均自由程λ＝９．４６×１０－８ ｍ．

若在温度不变的情况下对该容器抽气，使压强降到原来的 １
１０００．问此时氧气分子的平均自

由程λ及平均碰撞频率ｚ将如何变化？其值为多少？

１０ ２０ 求温度为２７３Ｋ、压强为１．０１３×１０５Ｐａ的空气分子的平均自由程及平均碰
撞频率．（空气分子的平均分子量为２８．９，有效直径为３．５０×１０－１０ ｍ）

１０ ２１ 风速为６０ｋｍ·ｈ－１，考虑此风中有一氮分子，它的热运动平均速率约为

５００ｍ·ｓ－１．连续两次与其他分子碰撞之间的自由飞行时间平均为１×１０－１０ｓ．当此分子
顺风移动１ｃｍ时，它经历了多少个自由程？总共运动了多少路程？
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第１１章 热力学基础

本章从能量的观点出发，以实验为基础，研究热力学系统的在状态变化的过
程中功能转换的宏观规律，主要介绍热力学第一定律及其应用、热力学第二定律
及其统计意义，并介绍熵的概念．

在第１０章中讨论了热学系统平衡态，以及热学系统在平衡态下所遵守的一
些基本的统计规律．基本统计规律的讨论是从物质的微观结构出发，用统计的概
念和方法进行的，这种方式的特点是可以解释宏观现象的微观本质．但是，由于
微观模型是针对具体物质抽象出来的，因此它的结论的适用范围较窄；同时由于
微观模型的近似性，导致其结论也往往是近似的．热学系统还可以从宏观规律出
发进行讨论．从适用范围广、可靠性高的宏观规律出发，采用严密的逻辑推理和
数学演绎的方法对热学系统进行讨论正好可以弥补统计方法的缺陷．本章将介
绍描述热力学系统的宏观规律，主要是热力学第一定律、热力学第二定律以及相
关的讨论．讨论仍然主要以物质系统最简单的聚集态气体为例进行．

１１．１ 准静态过程 功 内能和热量

１１．１．１ 准静态过程

实际热学系统总是要变化的．热学系统从一个平衡态过渡到另一个平衡态，
称系统经历了一个热力学过程．例如活塞气缸内的气体系统由初始状态（Ｔ１，

ｐ１，Ｖ１）（简称初态）过渡到最终状态（Ｔ２，ｐ２，Ｖ２）（简称末态），就说系统经历了一
个热力学过程，如图１１ １所示．
一个实际热力学过程从初态到末态包含许多中间状态，这些中间状态都不



图１１ １ 热力学过程示意图

是平衡态．由于这些中间态不是平衡态，整个系统没有统一的参量，所以无法用
系统本身的状态参量来描述一个实际热力学过程．为了克服这一缺陷，引入一个
理想化的过程———准静态过程：在热力学过程进行的每一时刻，系统都处于平衡
态，这样的过程称为准静态过程．于是，对于准静态过程可以采用系统本身的状
态参量来描述过程的变化．热力学过程中只要有一个时刻不处于平衡态，整个过
程就不是准静态过程，而称为非静态过程．
准静态过程的引入对于热力学理论是十分重要的，由于它的引入，系统状态

的变化可以用系统本身的状态参量来描述，使得讨论热力学问题的数学手段更
为丰富．
虽然绝对的准静态过程并不存在，但是很多实际热力学过程可以近似地认

为是准静态过程．那么什么情况下实际过程可以被认为是准静态过程呢？
系统从平衡态被破坏开始到恢复平衡态所需要的时间称为驰豫时间，记为

τ；设系统一个变化经历的时间为Δｔ，如图１１ ２所示，如果驰豫时间τΔｔ，就
可以称过程为准静态过程．例如，汽车发动机活塞气缸内的气体系统经历一次压
缩的时间Δｔ大约为１０－２秒或更大，而实验表明活塞气缸内的气体系统的驰豫
时间为１０－３秒或更小，Δｔ是τ的１０倍以上．所以，汽车发动机气缸内的气体的
变化过程可以认为是准静态过程．

图 １１ ２ 活塞压缩气体示意图

为了便于讨论，以压强ｐ和体积Ｖ 为变量建立直角坐标系，称为ｐ Ｖ 图．
图上的一个点，具有确定的压强和体积，并且不随时间变化，所以表示系统的一
个平衡态；图上的一条曲线，代表一个准静态过程，因为曲线上的各点都是平衡
态．非静态过程不能用ｐ Ｖ 图上的曲线表示．图１１ ３是ｐ Ｖ 图示例，图上还
画出了由同一状态出发的准静态等压过程、准静态等温过程、准静态绝热过程和
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准静态等容过程曲线．

图１１３ ｐ Ｖ 图及准静态过程曲线示意例

１１．１．２ 功

外界对系统做功是引起系统状态变化的重要原因，例如活塞压缩气体，活塞
对气体做功，气体状态发生变化．
力学中功的定义为ｄＡ＝Ｆ·ｄｒ，即作用在物体上的力与物体在力的方向上

位移的乘积．形式上可表为ｄＡ＝ＹｄＸ的表达式在热学中都可以称为功，叫做广
义功，Ｙ 称为广义力，而ｄＸ称为广义位移．
以活塞压缩气体为例，讨论热学中功的表达式．如图１１ ４所示，活塞面积

为Ｓ，气缸内气体压强为ｐ，活塞外侧压强为ｐｅ，在它的作用下活塞向内移动距
离ｄｘ，外界（活塞）对系统（缸内气体）所做的元功ｄＡ′为

ｄＡ′＝Ｆ·ｄｒ＝Ｆｄｘ＝ｐｅＳｄｘ

图１ １ ４ 活塞压缩气体做功示意图

若活塞与气缸缸壁之间的摩擦可以忽略不计，同时把压缩过程看成准静态
过程，则气缸内的压强与外界压强相等，即ｐ＝ｐｅ；而Ｓｄｘ是系统体积的减少量，
即ｄＶ＝－Ｓｄｘ，故外界（活塞）对系统（缸内气体）所做的元功为

ｄＡ′＝－ｐｄＶ （１１ １）
这是用系统本身的状态参量表示的外界对系统所做的元功．
外界对系统做的元功用ｄＡ′表示，系统对外界所做的元功用ｄＡ表示，它们
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的关系为

ｄＡ＝－ｄＡ′
所以，系统对外所做的功为

ｄＡ＝－ｄＡ′＝ｐｄＶ （１１ ２）
后一个等号是用系统本身的状态参量表示的系统对外界所做的元功，只对

无摩擦的准静态过程成立．显见：当ｄＶ＞０时，ｄＡ＞０，系统对外做正功；当ｄＶ＜
０时，ｄＡ＜０，系统对外做负功；当ｄＶ＝０时，系统对外不做功．
系统经有限过程（准静态），体积由Ｖ１ 变为Ｖ２，系统对外所做的功为

Ａ＝∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ （１１ ３）

依据定积分的几何意义，上式表示ｐ Ｖ 图上过程曲线与横坐标轴之间的
曲边梯形的面积．如图１１ ５所示．只要知道了函数关系ｐ（Ｖ），就可以计算曲边
梯形的面积，也就是功的数值．显然，当初态与末态确定后（如图１１ ５中的状态

Ⅰ和状态Ⅱ），经不同路径（如图１１ ５中的路径１和２）从初态到末态，曲边梯
形的面积不同，表明功与具体路径有关，也就是与过程有关．功是过程量，是过程
的特征不是状态的特征．

图 １１ ５ 不同过程的功示意图

式（１１ ２）和（１１ ３）虽然从活塞气缸内气体的特例导出，但可以证明它适
用于一切因体积变化所引起的功，俗称体积功．热学系统中，除了体积功外，还有
表面张力的功、电场力的功、磁力的功等．

１１．１．３ 内　能

内能可以通过绝热过程的功来定义．

１．绝热过程及其特点

绝热过程顾名思义就是在系统与外界之间没有热量交换的过程，但是从逻
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辑上说，在没有定义热量之前，绝热过程中不应包含热量的概念，故定义绝热过
程如下：
在纯粹机械相互作用或纯粹电磁相互作用下，系统由状态Ⅰ过渡到状态Ⅱ，

称系统经历了一个绝热过程．
实验表明，当初态和末态给定以后，无论经历什么样的绝热过程，所需要的

绝热功的数值是相同的．例如，使相同质量相同温度的水升高相同的温度，无论
是使用机械做功的方法还是使用电磁做功的方法，所需功的数值相同．

２．内能

绝热过程的特点实际上是，当初态和末态给定以后，绝热功的数值与具体的
绝热过程无关，而只与初态和末态有关．仿照力学中重力做功与路径无关，只与
初态和末态的高度有关，从而定义了重力势能的做法，令Ｅ表示内能，定义内能
增量为

Ｅ２－Ｅ１＝ＡＱ′ （１１ ４）

其中，Ｅ２，Ｅ１ 分别是末态和初态的内能，ＡＱ′是外界对系统所做的绝热功．
从定义可以看出，一个状态只能有一个内能值，即内能是状态的单值函数，

了解这一点对于内能的计算是有帮助的．需要注意的是，不同的状态可以有相同
的内能值．
统计物理的研究表明，内能的物理本质是系统内所有粒子的无规则运动能

量与粒子间相互作用势能的总和．

１１．１．４ 热　量

１．热量的定义

由式（１１ ４），对于绝热过程有Ｅ２－Ｅ１－ＡＱ′＝０．对于非绝热过程，外界对

系统所做的功Ａ′自然不等于过程前后系统内能的变化，则

Ｅ２－Ｅ１－Ａ′≠０
两者之差，应该是系统以热量的形式吸收的能量，令Ｑ表示热量

Ｅ２－Ｅ１－Ａ′＝Ｑ （１１ ５）

上式就是热量的定义式．热量的单位也是焦耳，用符号Ｊ表示．
当两个系统通过导能壁接触，两者因温度差而引起的相互作用称为热相互

作用或者热传递，热量就是这种热相互作用的度量或者说是热传递所传递的能
量．因此，离开相互作用、离开过程说热量是没有意义的．热量的定义也清晰地反
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映了这一点，没有非绝热过程就没有热量的定义．
由于内能是态函数，从式（１１ ５）可以看出，做功和传热是改变系统状态的

两种方式．

２．热容量

热量是热传递过程中所传递的能量，不同系统容纳这种能量的能力不一样，
热学中用热容量来描述系统的这种能力．热容量的定量表达式为

Ｃ＝ｌｉｍ
ΔＴ→０

ΔＱ
ΔＴ＝ｄＱ

ｄＴ
（１１ ６）

即系统升高单位温度所吸收的热量．热容量的单位是Ｊ·Ｋ－１．
每摩尔物质的热容量，叫做摩尔热容，记为Ｃｍｏｌ．

Ｃｍｏｌ＝ Ｃ
Ｍ Ｍｍｏｌ

＝Ｃ／μ （１１ ７）

摩尔热容量的单位是Ｊ·Ｋ－１·ｍｏｌ－１．
热量是与过程有关的物理量，因此热容量也是与过程有关的量．系统经历不

同的非绝热过程，热容量不相同．常见的等压过程和等容过程的摩尔热容为

Ｃｐ，ｍｏｌ＝ｌｉｍ
ΔＴ→０

（ΔＱ
ΔＴ

）ｐ＝（ｄＱ
ｄＴ

）ｐ （１１ ８）

表示系统在等圧过程中升高单位温度所吸收的热量．

ＣＶ，ｍｏｌ＝ｌｉｍ
ΔＴ→０

（ΔＱ
ΔＴ

）Ｖ＝（ｄＱ
ｄＴ

）Ｖ （１１ ９）

表示系统在等容过程中升高单位温度所吸收的热量．

１１．２ 热力学第一定律

１１．２．１ 热力学第一定律

注意到系统对外所做的功为Ａ＝－Ａ′，式（１１ ５）可改写为

Ｑ＝Ｅ２－Ｅ１＋Ａ （１１ １０）
上式为热力学第一定律的数学表达式．可以看出，系统在过程中吸收的热量

一部分转化为内能，另外一部分用来做功，这是能量守恒定律在热学中的表达．
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热力学第一定律给出了内能、功和热量三者之间的定量关系．任何过程，只
要系统的初态和终态是平衡态，它都适用．
对于元过程，式（１１ １０）变为

ｄＱ＝ｄＥ＋ｄＡ （１１ １１）
由于内能是态函数，式中ｄＥ只与状态有关；热量和功是过程量，故ｄＱ 和

ｄＡ是元过程中的无限小量，与具体路径有关．
在准静态过程中，ｄＡ＝ｐｄＶ，热力学第一定律可写为

ｄＱ＝ｄＥ＋ｐｄＶ （１１ １２）
热力学第一定律表明，系统要对外输出功，必须要消耗内能或者从外部吸收

热量．历史上曾经有人试图制造一种对外输出功并且不消耗能量的机器，结果都
以失败而告终．这种不消耗能量又对外输出功的机器称为第一类永动机，所以热
力学第一定律还有一种说法就是：第一类永动机是不可能制造的．

１１．２．２ 热力学第一定律在理想气体等值过程中的应用

在以后的讨论中，除非说明，系统经历的过程都是准静态过程．

１．等容过程

气体等容过程的特点是体积不变，在ｐ Ｖ图上过程曲线是平行于ｐ轴的一条
直线，如图１１ ３所示．由于体积不变，即Ｖ＝常数，故ｄＶ＝０，同时ｄＡ＝ｐｄＶ＝０，由
热力学第一定律，有ｄＱＶ＝ｄＥ（下标Ｖ表示体积不变）．即

ＱＶ＝Ｅ２－Ｅ１ （１１ １３）
可见，等容过程中系统吸收的热量全部用于增加系统内能，系统对外不

做功．

２．等压过程

气体等压过程的特点是压强不变，在ｐ Ｖ 图上过程曲线是平行于Ｖ 轴的
一条直线（参见图１１ ３）．由于压强不变，即ｐ＝常数，故系统对外所做的功为

Ａｐ ＝∫ｄＡｐ ＝∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ ＝ｐ∫

Ｖ２

Ｖ１

ｄＶ ＝ｐ（Ｖ２－Ｖ１） （１１ １４）

由热力学第一定律有

Ｑｐ ＝∫ｄＱ＝∫（ｄＥ＋ｐｄＶ）＝Ｅ２－Ｅ１＋ｐ（Ｖ２－Ｖ１） （１１ １５）

可见，等压过程中系统吸收的热量一部分用于增加系统内能，另一部分用于
对外做功．
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３．等温过程

气体等温过程的特点是温度不变，在ｐ Ｖ 图上过程曲线是一条双曲线，如

图１１ ３所示．由于理想气体的内能只是温度的函数ΔＥ＝μ
ｉ
２ＲΔＴ（参见式

１０ ２１），所以等温过程中理想气体的内能不变，ΔＥ＝０．由热力学第一定律，有

ＱＴ ＝∫ｄＱ＝∫（ｄＥ＋ｄＡ）＝∫ｄＡ＝∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ ＝∫

Ｖ２

Ｖ１

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴｄＶ
Ｖ ＝μＲＴｌｎ

Ｖ２

Ｖ１

（１１ １６）

可见等温过程中，系统吸收的热量全部用于对外做功．

１１．２．３ 理想气体的摩尔热容量

在上节理想气体等值过程的讨论中计算热量时，都是利用热力学第一定律

计算的．计算热量还可以利用热容量的定义式．

由式（１１ ６），Ｃ＝ｄＱ
ｄＴ

，有ｄＱ＝ＣｄＴ，所以

Ｑ＝∫ｄＱ＝∫ＣｄＴ （１１ １７）

只要知道热容量的表达式，即可积分求出热量．下面讨论理想气体的摩尔热
容量．

１．等容摩尔热容量

ＣＶ，ｍｏｌ＝（ｄＱ
ｄＴ

）Ｖ＝（ｄＥ＋ｐｄＶ
ｄＴ

）Ｖ＝（ｄＥ
ｄＴ

）Ｖ＝ｄＥ
ｄＴ

（１１ １８）

上式最后一个等号用到了理想气体内能只是温度的函数与体积无关的

结论．

根据式（１０ １８），１ｍｏｌ理想气体的内能为Ｅｍｏｌ＝ｉ
２ＲＴ，代入式（１１ １８）得

ＣＶ，ｍｏｌ＝ｄＥ
ｄＴ＝

ｄ（ｉ
２ＲＴ）

ｄＴ ＝ｉ
２Ｒ （１１ １９）

式中ｉ是理想气体分子的自由度，对于单原子分子ｉ＝３，ＣＶ，ｍｏｌ＝３
２Ｒ；对于

刚性双原子分子（除非特别说明，本书只讨论刚性分子），ｉ＝５，ＣＶ，ｍｏｌ＝５
２Ｒ．
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２．等压摩尔热容量

Ｃｐ，ｍｏｌ＝（ｄＱ
ｄＴ

）ｐ＝（ｄＥ＋ｐｄＶ
ｄＴ

）ｐ＝（Ｅ
Ｔ

）ｐ＋ｐ（Ｖ
Ｔ

）ｐ＝
ｄＥ
ｄＴ＋ｐ（Ｖ

Ｔ
）ｐ

（１１ ２０）
上式最后一个等号用到了理想气体内能只是温度的函数与压强无关的结论．

把一摩尔理想气体的状态方程ｐＶ＝ＲＴ代入（ＶＴ
）ｐ求导，得（

Ｖ
Ｔ

）ｐ＝
Ｒ
ｐ

，连

同（１１ １８）式一起代入（１１ ２０），可得：

Ｃｐ，ｍｏｌ＝ＣＶ，ｍｏｌ＋Ｒ （１１ ２１）
上式亦称迈耶方程．等压过程与等容过程相比较表明理想气体的等压摩尔

热容量比等容摩尔热容量大一个恒量Ｒ．这是由于等容过程吸收的热量仅用于
增加系统的内能，而在等压过程中系统吸收的热量除了用于增加系统内能之外
还需用于对外做功的缘故．

注意到ＣＶ，ｍｏｌ＝ｉ
２Ｒ，式（１１ ２１）可改写为

Ｃｐ，ｍｏｌ＝ｉ＋２
２ Ｒ （１１ ２２）

式中ｉ是理想气体分子的自由度，对于单原子分子ｉ＝３，Ｃｐ，ｍｏｌ＝５
２Ｒ；对于

刚性双原子分子（除非特别说明，本书只讨论刚性分子），ｉ＝５，Ｃｐ，ｍｏｌ＝７
２Ｒ．

３．比热容比

等压摩尔热容量与等容摩尔热容量之比称为系统的比热容比，用γ表示

γ＝Ｃｐ，ｍｏｌ

ＣＶ，ｍｏｌ
（１１ ２３）

对于理想气体，ＣＶ，ｍｏｌ＝ｉ
２Ｒ，Ｃｐ，ｍｏｌ＝ｉ＋２

２ Ｒ，则

γ＝ｉ＋２
ｉ

（１１ ２４）

由上式可以看出γ＞１，工程上称γ为绝热系数．
以上关于理想气体摩尔热容量的讨论，只适用于常温常压下的气体．实验表

明，在低温或高压下，气体摩尔热容量的测量值与理论值不符，其原因要用量子
力学理论解释．

３４２第１１章 热力学基础



１１．３ 绝热过程

１１．３．１ 绝热过程方程

绝热过程的特点是ｄＱ＝０，所以由热力学第一定律可得

ｄＥ＝－ｐｄＶ
对于理想气体，由式（１１ １８）可得

ｄＥ＝ＣＶ，ｍｏｌｄＴ
故 ＣＶ，ｍｏｌｄＴ＝－ｐｄＶ
由一摩尔理想气体状态方程 ｐＶ＝ＲＴ，
有 ｐｄＶ＋Ｖｄｐ＝ＲｄＴ

与前式联立，消去ｄＴ ＣＶ，ｍｏｌ
ｐｄＶ＋Ｖｄｐ

Ｒ ＝－ｐｄＶ

即 （ＣＶ，ｍｏｌ＋Ｒ）ｐｄＶ＋ＣＶ，ｍｏｌＶｄｐ＝０

由于 ＣＶ，ｍｏｌ＋Ｒ＝Ｃｐ，ｍｏｌ，γ＝Ｃｐ，ｍｏｌ

ＣＶ，ｍｏｌ

所以 γｄＶ
Ｖ ＋ｄｐ

ｐ ＝０

积分得 ｐＶγ＝常数 （１１ ２５）
这就是理想气体准静态绝热过程的过程方程．利用理想气体状态方程，上式

还可写为

Ｖγ－１Ｔ＝常数 （１１ ２６）

ｐγ－１Ｔ－γ＝常数 （１１ ２７）

１１．３．２ 准静态绝热过程曲线

在图１１ ６中，根据ｐＶγ 常数画出了准静态绝热过程的曲线（实线），还画
出了等温过程曲线（虚线）．可以看出绝热线比等温线要陡．计算两条曲线交叉点
的斜率，可知绝热线的斜率大于等温线的斜率．
由等温曲线方程 ｐＶ＝常数
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可求出 （ｄｐ
ｄＶ

）Ｔ＝－ｐ
Ｖ

图 １１ ６ 绝热线与等温线比较

由绝热曲线方程　ｐＶγ＝常数

可求出 （ｄｐ
ｄＶ

）Ｓ＝－γｐ
Ｖ

由于γ＞１，所以绝热线要比等温线陡．从物理
上看，在等温过程中，压强的降低仅仅是体积增大所
造成；而绝热过程中，除了体积增大是引起压强降低
的原因以外，还有温度降低也会引起压强降低，故

ΔｐＳ 的值要比ΔｐＴ 的值大．

例１１ １ 分别通过下列过程把标准状态下的０．０１４千克氮气压缩为原体积的一半：

（１）等温过程；（２）绝热过程；（３）等压过程．试分别求出在这些过程中气体内能的改变、传递的

热量和外界对气体所做的功．设氮气可视为理想气体．
解 三个过程如图１１ ７所示．
（１）等温过程

图１１ ７ 例１１ １图

理想气体的内能仅是温度的函数，等温过程温度不

变，所以

ΔＥ＝０
等温过程外界对气体所做的功

Ａ′＝－∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ ＝－∫

Ｖ２

Ｖ１

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴｄＶ
ｖ

＝－ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴｌｎＶ２

Ｖ１

＝０．０１４
０．０２８×８．３１×２７３×ｌｎ１

２ ＝７８６Ｊ

根据热力学第一定律

ｄＱ＝ｄＥ＋ｄＡ＝ｄＥ－ｄＡ′
有

Ｑ＝－Ａ′＝－７８６Ｊ
气体向外界放热为７８６焦耳．
（２）绝热过程

Ｑ＝０
绝热过程方程

ｐＶγ＝Ｃ
Ｃ为常数．又

ｐ１Ｖ１
γ＝ｐ２Ｖ２

γ
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所以

ｐ２＝ｐ１（
Ｖ１

Ｖ２
）γ＝２γｐ１

氮气为双原子分子，故

γ＝Ｃｐ，ｍｏｌ

ＣＶ，ｍｏｌ
＝７Ｒ／２
５Ｔ／２＝１．４０

绝热过程外界对气体所做的功

Ａ′＝－∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ ＝－∫

Ｖ２

Ｖ１

Ｃ
ＶγｄＶ ＝－Ｃ －１

γ－１
（ １
Ｖ２

γ－１ － １
Ｖ１

γ－１
）

＝ １
γ－１

（ｐ２Ｖ２－ｐ１Ｖ１）＝ｐ１Ｖ１

γ－１
（２γ－１－１）＝ １

γ－１
Ｍ

Ｍｍｏｌ
ＲＴ１（２γ－１－１）

＝ １
１．４０－１×０．０１４

０．０２８×（８．３１×２７３）×（２１．４０－１－１）＝９０６Ｊ

气体内能的变化

ΔＥ＝Ａ′＝９０６Ｊ
（３）等压过程
先求出终态的温度Ｔ２

Ｖ１

Ｔ１
＝Ｖ２

Ｔ２

Ｔ２＝Ｔ１
Ｖ２

Ｖ１
＝Ｖ１／２

Ｖ１
Ｔ１＝１

２Ｔ１

对于双原子分子气体的定压摩尔热容为

Ｃｐ＝ＣＶ＋Ｒ＝５
２Ｒ＋Ｒ＝７

２Ｒ

所以，等压过程气体吸热

Ｑｐ ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

Ｃｐ（Ｔ２－Ｔ１）＝－ Ｍ
Ｍｍｏｌ

Ｃｐ
１
２Ｔ１

＝－０．０１４
０．０２８×７

２×８．３１×１
２×２７３＝－１９３５Ｊ

等压过程外界对气体所做的功

Ａ′＝－∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ ＝－ｐ１∫

Ｖ２

Ｖ１
ｄＶ ＝－ｐ１（Ｖ２－Ｖ１）＝－ｐ１（Ｖ１

２ －Ｖ１）＝ １
２ｐ１Ｖ１

＝ １
２

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴ１ ＝ １
２ ×０．０１４

０．０２８×８．３１×２７３＝５６７Ｊ

气体内能的变化

ΔＥ＝ΔＱ＋Ａ′＝５６７＋（－１９３５）＝－１４１８Ｊ

１１．４ 循环过程　卡诺循环
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１１．４．１ 循环过程

系统从一个状态出发，经过一系列的中间状态，又回到出发时的状态，称系
统经历了一个循环过程．循环过程在ｐ Ｖ 图上是一条闭合曲线．如图１１ ８所
示，系统从状态Ａ出发，经过一系列中间过程又回到状态Ａ，这就是一个循环
过程．

图１１ ８ 循环过程

若循环方向是顺时针方向，如图１１ ８所示，称为正循环；若循环方向是逆
时针方向，则称为逆循环．
正循环过程代表热机的工作过程，汽油机、柴油机等热机的工作过程都可以

抽象为一个正循环过程；

逆循环过程代表致冷机的工作过程，空调、冰箱等致冷机的工作过程都可以
抽象为一个逆循环过程．
正循环曲线所包围的面积，就是一个循环过程中系统对外所做的净功．如图

１１ ９所示，横线区域代表系统对外所做的功，竖线区域代表外界对系统所做的
功．两者之差就是循环曲线所围的面积，即系统在一个循环过程中对外所做的净
功．反之可以证明，一个逆循环过程曲线所包围的面积是外界对系统在一个循环
中所做的净功．
衡量汽油机的性能，希望它输出功要多，消耗燃料要少．这一性能指标抽象

成正循环过程的效率．定义正循环过程的效率为一个循环过程中系统对外所做
的净功与吸收热量之比，即对外输出的净功占吸收热量的百分比．
正循环过程的效率用η表示，设系统在一个循环中从高温热源①吸收热量

７４２第１１章 热力学基础
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图１１ ９ 正循环过程示意图 图１１ １０ 逆循环过程

Ｑ１，向低温热源放出热量Ｑ２，系统对外做净功Ａ净，如图１１ ９所示，则

η＝Ａ净
Ｑ１

（１１ ２８）

循环过程应遵守热力学第一定律：ΔＱ＝ΔＥ＋Ａ净，一个循环后，ΔΕ＝０；而

ΔＱ＝Ｑ１－Ｑ２，所以Ａ净＝Ｑ１－Ｑ２，因此有

η＝Ｑ１－Ｑ２

Ｑ１
＝１－Ｑ２

Ｑ１
（１１ ２９）

这里的Ｑ１，Ｑ２ 都是指其绝对值．
衡量致冷机的性能，希望它从低温物体吸收的热量要多，耗电要少．这一性

能指标抽象成逆循环过程的致冷工作系数，定义逆循环的致冷工作系数为从低
温物体吸收的热量与外界对系统所做净功之比．逆循环的致冷工作系数用ε表
示，设系统从低温热源吸收热量Ｑ２，向高温热源放出热量Ｑ１，外界对系统做净
功Ａ′净，如图１１ １０所示，则

ε＝ Ｑ２

Ａ′净
（１１ ３０）

逆循环过程应遵守热力学第一定律：ΔＱ＝ΔＥ－Ａ′净，一个循环后ΔＥ＝０；

而ΔＱ＝Ｑ２－Ｑ１，所以，Ａ′净＝－ΔＱ＝Ｑ１－Ｑ２，因此有

ε＝ Ｑ２

Ｑ１－Ｑ２
（１１ ３１）

这里的Ｑ１，Ｑ２ 都是指其绝对值．

１１．４．２ 卡诺循环

卡诺循环是指由两条等温线和两条绝热线组成的循环，其正循环是对热机
工作过程的一个合理的抽象．如图１１ １１所示，ａ→ｂ，ｃ→ｄ是两个等温过程；ｂ

８４２ 大学物理教程



→ｃ，ｄ→ａ是两个绝热过程．Ｔ１，Ｔ２ 分别是高温热源和低温热源的温度．系统从
高温热源Ｔ１ 吸收热量Ｑ１，向低温热源Ｔ２ 放出热量Ｑ２；整个循环过程中系统吸
收的热量为Ｑ１，放出的热量为Ｑ２．下面计算理想气体卡诺循环的效率．

图１１ １１　卡诺循环

依据循环的效率公式（１１ ２９），需要计算出循环过程中系统吸收的热量和
放出的热量，在卡诺循环中它们分别发生在两个等温过程中，等温过程中热量的
计算要依据热力学第一定律．故

Ｑ１＝ΔＥａｂ＋Ａａｂ

因为理想气体的内能只是温度的函数，等温过程中理想气体的内能不变

ΔＥａｂ＝０，故

Ｑ１ ＝Ａａｂ ＝∫
Ｖ２

Ｖ１
ｐｄＶ ＝∫

Ｖ２

Ｖ１

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴ１
ｄＶ
Ｖ ＝μＲＴ１ｌｎＶ２

Ｖ１
（１１ ３２）

同理可得 Ｑ２＝μＲＴ２ｌｎ
Ｖ４

Ｖ３

效率公式中的Ｑ２ 取绝对值，而Ｖ４＜Ｖ３，所以

｜Ｑ２｜＝μＲＴｌｎ
Ｖ３

Ｖ４
（１１ ３３）

卡诺循环的效率为

η＝１－Ｑ２

Ｑ１
＝１－

μＲＴ２ｌｎ
Ｖ３

Ｖ４

μＲＴ１ｌｎ
Ｖ２

Ｖ１

（１１ ３４）

对ｂ→ｃ绝热过程应用式（１１ ２６）

Ｔ１Ｖ２
γ－１＝Ｔ２Ｖ３

γ－１ （１１ ３５）

９４２第１１章 热力学基础



对ｄ→ａ绝热过程应用式（１１ ２６）

Ｔ１Ｖ１
γ－１＝Ｔ２Ｖ４

γ－１ （１１ ３６）
从（１１ ３５），（１１ ３６）两式可得

Ｖ３

Ｖ４
＝Ｖ２

Ｖ１
（１１ ３７）

代入式（１１ ３４）可得 η＝１－Ｔ２

Ｔ１
（１１ ３８）

这就是理想气体卡诺循环的效率公式．这个公式清晰地给出了提高热机效
率的方向：提高高温热源的温度．虽然从公式看降低低温热源的温度也可以提高
效率，但那样做必须付出代价，是不可行的．
对于图１１ １２所示的卡诺逆循环，可以证明致冷工作系数为

ε＝ Ｔ２

Ｔ１－Ｔ２
（１１ ３９）

图１１ １２ 卡诺逆循环示意图

请读者自己证明．

例１１ ２ 图１１ １３为以理想气体为工作物质的热机循环，ｂ→ｃ为绝热过程，试证明其

效率为

η＝１－γ

Ｖ１

Ｖ２
－１

Ｐ１

Ｐ２
－１

证 ｂ→ｃ为绝热过程，系统与外界无热量交换．

ｃ→ａ为等压放热过程，放出的热量为：

Ｑ２＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

Ｃｐ（Ｔｃ－Ｔａ）＝Ｃｐ（ｐ２Ｖ１

Ｒ －ｐ２Ｖ２

Ｒ
）

ａ→ｂ为等容升温过程，吸收的热量为

０５２ 大学物理教程



图１１ １３ 例１１．１图

Ｑ１＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＣＶ（Ｔｂ－Ｔａ）＝ＣＶ（ｐ１Ｖ２

Ｒ －ｐ２Ｖ２

Ｒ
）

所以：

η＝１－Ｑ２

Ｑ１
＝１－Ｃｐ（ｐ２Ｖ１－ｐ２Ｖ２）

ＣＶ（ｐ１Ｖ２－ｐ２Ｖ２）

＝１－γ

Ｖ１

Ｖ２
－１

Ｐ１

Ｐ２
－１

　（证毕）．

例１１ ３ 一卡诺循环的热机，高温热源温度是４００Ｋ，每一循环从此热源中吸收热量

为１００Ｊ，并向低温热源放出热量为８０Ｊ．求：（１）低温热源温度；（２）热机效率．

解 （１）根据热机效率的定义和卡诺热机的效率公式，有

１－Ｑ２

Ｑ１
＝１－Ｔ２

Ｔ１

Ｑ２

Ｑ１
＝Ｔ２

Ｔ１

Ｔ２＝Ｔ１
Ｑ２

Ｑ１
＝４００×８０

１００＝３２０Ｊ

（２）此卡诺热机的效率

η＝１－Ｔ２

Ｔ１
＝１－３２０

４００＝２０％

１１．５ 热力学第二定律

１５２第１１章 热力学基础



１１．５．１ 可逆过程与不可逆过程

生活经验和实验表明，热力学过程都是按一定的方向进行的，反方向的热力
学过程是不可能自动发生的．例如，热量可以从高温物体传到低温物体，但是热
量不可能自动地从低温物体传到高温物体．为了描述过程的方向性，引入可逆过
程和不可逆过程的概念．
系统由状态Ⅰ经过程Ｐ到达状态Ⅱ，如果系统在从状态Ⅱ返回状态Ⅰ的同

时，使外界也恢复原状，不留下任何其他影响，则称过程Ｐ为可逆过程．这里，
“不留下任何其他影响”是一个泛指．例如，系统从状态Ⅰ到状态Ⅱ的过程中对外
所做的功，与系统从状态ＩＩ返回状态Ｉ时外界对系统所做的功不能恰好相等，则
称为给外界留下了“影响”．系统从状态Ⅰ到状态ＩＩ的过程中吸收的热量，与系
统从状态ＩＩ返回到状态Ｉ时所放出的热量不能正好抵消，也称为给外界留下了
“影响”．
可逆过程只是一个理想概念，绝对的可逆过程是不存在的．但是，有些实际

过程可以近似地认为是可逆过程．无摩擦的准静态过程就可以认为是可逆过程．
可逆过程是热学中的一个极其重要的概念，由于它的引入可使一些问题的讨论
简单化，也为许多重要的概念和理论的引入及定量表达打下基础，具有重要的理
论和实际意义．
反之，系统由状态Ⅰ经过程Ｐ到达状态Ⅱ后，无论采用什么方法，都不能使

系统在从状态Ⅱ返回状态Ⅰ的同时使外界恢复原状，不留下任何其他影响，则称

Ｐ过程为不可逆过程．例如，气体的自由膨胀过程如图１１ １４所示．容器用隔板
分为两部分，初始状态是一边盛有气体，一边为真空；抽去隔板后，气体向真空膨
胀（不做功，称自由膨胀），末状态为气体均匀分布在整个容器．如果要使气体返
回到初始状态（一边盛气体一边为真空），外界不做功是不可能的．而一旦外界做
功，即留下了“其他影响”，因为气体自由膨胀时没有对外界做功．

图１１ １４ 气体向真空自由膨胀

２５２ 大学物理教程



１１．５．２ 热力学第二定律的表述

热力学第二定律有两种传统的表述，即开尔文表述和克劳修斯表述，最初是
在研究热机效率的过程中提出来的．

１．开尔文表述

不可能从单一热源吸热使之完全变为有用功而不产生任何其他影响．
这里的“其他影响”是指系统吸热转变为功以外的任何其他变化，这是很强

的限制条件．例如，气体等温膨胀推动活塞无摩擦地移动可以使吸收的热量完全
变为有用功，但是它自身的体积发生了变化，从而留下了其他影响，如图１１ １５
所示．

图１１ １５ 气体等温膨胀

从单一热源吸热使之完全变为有用功的机器称为第二类永动机（也称单热
源机），它的效率为１００％，不违背热力学第一定律，但违背了热力学第二定律，
是不可能制造的．所以开尔文表述有时也称为第二类永动机是不可能制造的．

２．克劳修斯表述

热量不可能自动地从低温热源传到高温热源而不产生任何其他影响．
致冷循环（逆循环）从低温热源吸热传到高温热源，在这一热量传输过程中

必须有外界做功（产生了其他影响），否则这一传输过程是不可能实现的．

１１．５．３ 热力学第二定律的实质

热力学第二定律的两种表述看起来毫不相干，实际上应用逻辑学的证明方
法可以证明这两种表述是完全等价的①．既然两种表述是等价的，就说明两种表
述必然包含同一本质性内容．

３５２第１１章 热力学基础

① 参见汪志诚著《热力学统计物理》第４０页．



热量从高温热源传到低温热源，即热传导，可以自发地进行．克劳修斯指出
其逆过程，热量从低温热源传到高温热源却不能自发进行，一定要外界干预，从
而给外界留下影响．这就是说热传导过程是不可逆过程；功可以完全转变为热量
（例如摩擦生热），开尔文指出其逆过程，热量完全转变为功，在不产生其他影响
的前提下是不可能实现的．这就是说功变热是不可逆过程．进一步研究表明，自
然界一切不可逆过程都是相互关联的，从一种不可逆过程可以推导出另一不可
逆过程的不可逆性．所以，热力学第二定律的实质是自然界一切与热现象有关的
实际宏观过程都是不可逆过程．

１１．５．４ 热力学第二定律的理解

一切与热现象有关的实际宏观过程的不可逆性如何理解呢？下面以气体的

自由膨胀为例说明不可逆性的统计意义．
容器用隔板分为Ⅰ和Ⅱ两部分，初始时Ⅰ部盛有气体，Ⅱ部为真空．抽去隔

板后气体向真空自由膨胀，最后充满整个容器并到达平衡态．如果没有外界做
功，气体不可能自动全部返回到Ⅰ部，使Ⅱ部再次成为真空，如图１１ １４所示．
也就是说气体的自由膨胀是不可逆过程．下面从统计的观点来分析这种不可
逆性．
如果初始时Ⅰ部只有一个分子，Ⅱ部为真空，当抽去隔板后，这个分子的活

动空间为整个容器，因此这个分子可以自动返回到Ⅰ部，使Ⅱ部再次成为真空，
并且它处于Ⅰ部和Ⅱ部的机会应该是均等的，故它返回到Ⅰ部的可能性是１／２，
如图１１ １６所示．
如果初始时Ⅰ部有两个分子，抽隔板后分子可能的分布如图１１ １６所示有

四种可能性，这四种可能的分布应该机会均等，故两个分子都返回到Ⅰ部的可能
性是１／４；如果初始时Ⅰ部有三个分子，抽隔板后分子可能的分布如图１１ １６
所示有八种可能性，这八种可能的分布应该机会均等，故三个分子都返回到Ⅰ部
的可能性是１／８；不难发现：（１／２）１＝１／２，（１／２）２＝１／４，（１／２）３＝１／８……即自由
膨胀后自动返回到Ⅰ部的可能性以分子数目为指数变化，对于１ｍｏｌ气体，自由
膨胀后自动返回到Ⅰ部的可能性为（１／２）６．０２×１０２３ ≈１／１０２×１０２３．如果自由膨胀后
自动返回到Ⅰ部维持１０－５秒，则自由膨胀后经过１０２×１０２３秒才会发生一次，这个
时间比宇宙的年龄２×１０１８秒（２００亿年）要大得多．实际上根本不可能观察到气
体自由膨胀后又自动返回到Ｉ部的现象．这就是气体自由膨胀过程不可逆性的
统计解释．
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图１１ １６ 气体自由膨胀不可逆性的统计意义

１１．６ 卡诺定理 克劳修斯熵

１１．６．１ 卡诺定理

热机的循环过程为可逆循环，则称该热机为可逆热机；致冷机的循环过程为
可逆循环，则称该致冷机为可逆致冷机；否则为不可逆热机和不可逆致冷机．

５５２第１１章 热力学基础



在研究如何提高热机的效率的过程中，卡诺提出并证明①了关于热机效率

的卡诺定理．内容如下：
（１）工作在相同高温热源和相同的低温热源之间的一切可逆机，其效率相

等，与工作物质无关．即

η可逆＝１－Ｑ２

Ｑ１
＝１－Ｔ２

Ｔ１
（１１ ４０）

（２）在相同高温热源和相同低温热源之间工作的一切不可逆热机，其效率不
可能大于可逆热机的效率．即

η不可逆＝１－Ｑ２

Ｑ１
＜１－Ｔ２

Ｔ１
（１１ ４１）

式（１１ ４０）后一个等号，是根据可逆卡诺热机的效率公式得出．

１１．６．２ 克劳修斯等式不等式

克劳修斯在卡诺定理的基础上进一步研究，建立了克劳修斯等式不等式．
用η表示可逆热机和不可逆热机的效率，综合卡诺定理（１），（２）两条，有

η＝１－Ｑ２

Ｑ１
≤１－Ｔ２

Ｔ１

其中等号对应于可逆机，不等号对应于不可逆机．上式可改写为

Ｑ１

Ｔ１
－Ｑ２

Ｔ２
≤０

在效率表达式中，Ｑ２ 取的是绝对值．采用热力学第一定律中热量的符号规
定，即放出热量为负，由于Ｑ２ 是系统向外界放热，故｜Ｑ２｜＝－Ｑ２，则前式可写为

Ｑ１

Ｔ１
＋Ｑ２

Ｔ２
≤０ （１１ ４２）

这是卡诺循环（只有两个热源）的克劳修斯等式不等式．可以证明②，对于任
意循环过程，有

∮ｄＱ
Ｔ ≤０ （１１ ４３）

式（１１ ４３）就是克劳修斯等式不等式，其中等号对应于可逆循环过程，不等
号对应于不可逆循环过程．

６５２ 大学物理教程

①

②

卡诺本人的证明有缺陷，严格的证明参见汪志诚《热力学统计物理》第４３页．
证明参见汪志诚《热力学统计物理》第４８页．



１１．６．３ 熵

如图１１ １７所示可逆循环应满足克劳修斯等式

∮ｄＱ
Ｔ ＝０

图１１ １７ 可逆循环

如图所示，环路积分可分成两段积分

∫
Ⅰ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＋∫

Ⅱ

Ａ

Ｂ

ｄＱ
Ｔ ＝０

即 ∫
Ⅰ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＝－∫

Ⅱ

Ａ

Ｂ

ｄＱ
Ｔ

亦即 ∫
Ⅰ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＝∫

Ⅱ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ

注意到路径Ⅰ和路径Ⅱ是两个不同的可逆路径，

上式表明，初态和末态确定后，热温比ｄＱ
Ｔ
的积分的值只与初态和末态的状态有

关，与具体的可逆路径无关．克劳修斯引入态函数熵，用Ｓ表示

ＳＢ －ＳＡ ＝∫
可逆

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ

（１１ ４４）

上式中Ａ和Ｂ 是系统的两个平衡态，积分沿由Ａ到Ｂ 的任意可逆路径进
行．显然，式（１１ ４４）只给出了两个状态的熵函数的差值，熵函数可以有任意的
相加常数．由于系统吸收的热量与系统的质量成正比，故式（１１ ４４）定义的熵函
数是一个广延量，即系统的熵变等于各子系统的熵变之和，全过程的熵变等于各
子过程的熵变之和．由定义式可以看出，熵的单位是Ｊ·Ｋ－１，即焦耳每开尔文．

特别要注意的是，积分∫
Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ
的值仅仅对于可逆过程才与路径无关．如果系

统经不可逆过程由平衡态Ａ到平衡态Ｂ，Ｂ，Ａ两态的熵差仍然要由Ａ 到Ｂ 的
一个可逆过程的积分来定义和计算．这个可逆过程所引起的系统的状态变化虽
然相同，但外界的变化是不相同的．
由式（１１ ４４），对一个微小过程有

ｄＳ＝ｄＱ
Ｔ

（１１ ４５）
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１１．６．４ 热力学第二定律的数学表达式

如图１１ １８所示的不可逆循环由可逆路径Ⅱ和不可逆路径Ⅰ组成（不可逆
路径在ｐ Ｖ 图上用虚线表示，以示与可逆路径的区别）．不可逆循环应满足克
劳修斯不等式

图１１ １８ 不可逆循环

∮ｄＱ
Ｔ ＜０

即 ∫
Ⅰ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＋∫

Ⅱ

Ａ

Ｂ

ｄＱ
Ｔ ＜０

∫
Ⅰ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＜－∫

Ⅱ

Ａ

Ｂ

ｄＱ
Ｔ

∫
Ⅰ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＜∫

Ⅱ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ

由于路径Ⅱ是可逆路径，故∫
Ⅱ

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＝ＳＢ－ＳＡ，注意到路径Ⅰ是不可逆的，有

∫
不可逆

Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ ＜ＳＢ －ＳＡ （１１ ４６）

综合对应于可逆路径的式（１１ ４４）和对应于不可逆路径的式（１１ ４６）两
式，可得

ＳＢ －ＳＡ ≥∫
Ｂ

Ａ

ｄＱ
Ｔ

（１１ ４７）

对于一个微小过程

ｄＳ≥ｄＱ
Ｔ

（１１ ４８）

式（１１ ４７）和式（１１ ４８）中，等号对应于可逆过程，不等号对应于不可逆过程．
式（１１ ４７）和式（１１ ４８）给出了热力学第二定律对过程方向的限制，违反

这两个不等式的过程是不可能发生的．它们分别是热力学第二定律的积分表达
式和微分表达式．

１１．６．５ 熵增加原理

对于孤立系统或者系统经绝热过程以后，ｄＱ＝０，所以

ｄＳ≥０ （１１ ４９）
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也就是说，对孤立系统而言，或者系统经绝热过程以后，系统的熵永不减少．
可逆过程以后熵不变，不可逆过程以后熵增加，平衡态对应于熵最大的状态．这
称为熵增加原理．
值得注意的是，系统的熵永不减少的前提是孤立系统内或者系统经绝热过

程以后，否则，熵是可以减少的．但这并不意味着熵增加原理的应用范围有限，实
际上任何一个热力学过程，只要把过程所涉及的物体都作为系统的一部分，那么
这个系统对该过程就是一个孤立系统．所以，在实际问题中可以广泛应用熵增加
原理来判断过程演化的方向．
熵增加原理指出了自然界过程演化的方向，是最重要的自然规律之一．熵的

概念突破了物理学和自然科学的界限，进入了信息、生物、经济和社会学等领域，
得到广泛应用．
熵增加原理是比能量守恒定律更重要的自然规律．它指出了自然过程的方

向，而能量守恒只是在自然过程按照熵增加原理指出的方向演化时所遵守的规律．

例１１ ４ 设１ｋｇ的水在标准状态下的熵为零．若气压不变，求：（１）水的温度升为１００℃
时，熵是多少？（２）全部变为１００℃的蒸气时，熵是多少？（３）全部变为０℃下的冰，熵是多少？

（４）由０℃下的冰变为１００℃的蒸气，熵的改变是多少？水的比热Ｃｐ＝１ｃａｌ·ｇ－１·Ｋ－１；气化

热为ｌｖ＝５３９ｃａｌ·ｇ－１·Ｋ－１；凝固热为ｌｍ＝８０ｃａｌ·ｇ－１·Ｋ－１

解 标准状态下，温度为０℃＝２７３．１５Ｋ≈２７３Ｋ，压强为１０１３２５Ｐａ．
（１）从Ｔ１＝２７３Ｋ的水，等压升温到Ｔ２＝３７３Ｋ的水，是不可逆过程．若控制外界热源的

温度，使水无限缓慢地升温，就是构成了一个可逆过程，对此可逆过程

ΔＳ２１ ＝Ｓ２－Ｓ１ ＝∫
２

１

ｄＱ
Ｔ ＝∫

Ｔ２

Ｔ１

ＭＣｐ

Ｔ ｄＴ＝ ＭＣｐｌｎ
Ｔ２

Ｔ１

＝１０００×１．０×ｌｎ３７３
２７３＝３１２ｃａｌ·Ｋ－１

因为规定Ｓ１＝０，所以

Ｓ２＝３１２ｃａｌ·Ｋ－１

（２）用稍高于１００℃的热源，无限缓慢地给１００℃的水加热，使之变为蒸气，这样就构成

了一个可逆等温过程，于是

ΔＳ３２ ＝Ｓ３－Ｓ２ ＝∫
３

２

ｄＱ
Ｔ ＝ １

Ｔ２∫
３

２
ｄＱ＝ Ｑ

Ｔ２
＝ Ｍｌｖ

Ｔ２

＝１０００×５３９
３７３ ＝１４４５ｃａｌ·Ｋ－１

因为规定Ｓ１＝０，所以

Ｓ３＝Ｓ２＋ΔＳ３２＝３１２＋１４４５＝１７５７ｃａｌ·Ｋ－１

（３）用稍低于０℃的热源，无限缓慢地从０℃的水吸热，使之变为冰，这样就构成了一个
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可逆等温过程，于是

ΔＳ４１ ＝Ｓ４－Ｓ１ ＝∫
４

１

ｄＱ
Ｔ ＝ １

Ｔ１∫
４

１
ｄＱ＝ Ｑ

Ｔ１
＝ －Ｍｌｍ

Ｔ２

＝－１０００×８０
２７３ ＝－２９３ｃａｌ·Ｋ－１

因为规定Ｓ１＝０，所以

Ｓ４＝－２９３ｃａｌ·Ｋ－１

（４）由０℃下的冰变为１００℃的蒸气，熵的改变是

ΔＳ＝Ｓ３－Ｓ４＝１７５７－（－２９３）＝２０５０ｃａｌ·Ｋ－１

例１１ ４ ８ｇ氧气从状态１（Ｖ１＝０．１ｍ３，Ｔ１＝３５３Ｋ）过渡到状态２（Ｖ２＝０．４ｍ３，Ｔ２＝
５７５Ｋ），求熵变．设氧气可视为理想气体．
解 由于熵是态函数，如果能求出熵变的态函数表达式，代入初态和末态的数据也可求

出熵变．

氧气为双原子分子，定压摩尔热容为ＣＶ＝５
２Ｒ，先求出熵变的态函数表达式

Ｓ２－Ｓ１ ＝∫
２

１

ｄＱ
Ｔ

由热力学第一定律

ｄＱ＝ｄＵ＋ｐｄＶ＝ Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＣＶｄＴ＋ｐｄＶ

由理想气体状态方程可得

ｐ＝１
Ｖ

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲＴ

因而可得

Ｓ２－Ｓ１ ＝∫
Ｔ２

Ｔ１

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＣＶ
ｄＴ
Ｔ ＋∫

Ｖ２

Ｖ１

Ｍ
Ｍｍｏｌ

ＲｄＶ
Ｖ ＝ Ｍ

Ｍｍｏｌ
（ＣＶｌｎＴ２

Ｔ１
＋ＲｌｎＶ２

Ｖ１
）

代入数据，得

Ｓ２－Ｓ１＝０．００８
０．０３２

（５
２×８．３１×ｌｎ５７３

３５３＋８．３１ｌｎ０．４
０．１

）＝５．４Ｊ·Ｋ－１

１１．７ 热力学第二定律的统计意义 玻耳兹曼熵

１１．７．１ 热力学概率

本书不对热力学概率做一般性讨论，仅以气体分子在容器内的位置分布为
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例，说明相关概念．

１．宏观态与微观态

设容器内气体系统由四个气体分子（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）组成，把容器空间划分为两个
大小相等的区域，分别称为Ⅰ部和Ⅱ部．Ⅰ部和Ⅱ部各自容纳的分子数目的可能
分配如下表．

Ⅰ部 ４ ３ ２ １ ０

Ⅱ部 ０ １ ２ ３ ４

　　每一种可能的分配称为系统的一个宏观态，即

宏观态１ 宏观态２ 宏观态３ 宏观态４ 宏观态５

Ⅰ部 ４ ３ ２ １ ０

Ⅱ部 ０ １ ２ ３ ４

　　气体系统处于平衡态时，气体分子在空间如何分布？或者说处于哪一个宏
观态呢？

为弄清这个问题，进一步考察，对每一宏观态，处于Ⅰ部或Ⅱ部的分子究竟
是哪几个分子？以宏观态２为例，Ⅰ部分子数目为３，Ⅱ部分子数目为１，具体分
子的可能分配如下表．

Ⅰ部 ａｂｃ ｂｃｄ ａｃｄ ａｂｄ

Ⅱ部 ｄ ａ ｂ ｃ

　　每一种可能的分配称为一个微观态，即
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微观态１ 微观态２ 微观态３ 微观态４

Ⅰ部 ａｂｃ ｂｃｄ ａｃｄ ａｂｄ

Ⅱ部 ｄ ａ ｂ ｃ

　　也就是说，宏观态２包含四个可能的微观态．显然，其他宏观态也包含不同
的微观态数．微观状态数用Ω 表示，本例中宏观状态２所包含的微观状态数

Ω＝４．不难推出，其他各宏观态所包含的微观状态数目如下表．

宏观态１ 宏观态２ 宏观态３ 宏观态４ 宏观态５

Ω １ ４ ６ ４ １

２．等概率假设

上例中气体系统的５个宏观态都有实现的可能，每个宏观态都包含几个不
同的微观态，这些微观态也都有实现的可能，每一微观态出现的概率将决定宏观
态实现的概率，一个微观态实现的概率是多少？这个问题不能从理论上解决，一
个合理的作法是让系统的每一个可能的微观态实现的概率相等．这种作法称为
等概率假设．

３．热力学概率

根据等概率假设，一个宏观态所包含的微观状态数越多，它实现的概率就越
大．统计物理中定义，宏观态所对应的微观状态的数目Ω称为热力学概率．

１１．７．２ 热力学第二定律的统计意义

热力学第二定律的实质是一切与热现象有关的实际宏观过程都是不可逆

的．下面用热力学概率来说明这种不可逆性，仍然用气体自由膨胀为例．假设容
器用隔板分为两部分，Ⅰ部盛有气体系统，Ⅱ部为真空．抽去隔板后，气体向真空
膨胀，其活动空间为整个容器．这种自由膨胀是不可逆的，气体分子不可能自动
全部返回Ⅰ部，使Ⅱ部成为真空．热力学概率是如何解释这一现象的呢？假设气
体系统由四个分子组成，气体全部返回到Ⅰ部，使Ⅱ部成为真空，用宏观态来描
述就是实现１１．７．１中讨论的宏观态１，宏观态１所对应的微观状态数为１，所有
可能的微观状态数为１６（各宏观态对应的微观态的数目相加），因此宏观态１实
现的概率为１／１６＝（１／２）４，其中４是系统内分子的数目．对１ｍｏｌ气体来说，要
实现宏观态１的概率就是（１／２）６．０２×１０２３，因此实现的可能性几乎为零．
在１１．７．１节所举的例子中，宏观态３所对应的微观态的数目为６，是微观
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状态数目最多的宏观态．宏观态３所对应的分布是均匀分布，两部分各有两个分
子，是最稳定的分布．宏观态３实现的概率为６／１６＝３／８也是最大的．而宏观态

１实现的概率为１／１６，是最小的．这表明，孤立系统内的热力学过程总是由热力
学概率小的状态向热力学概率大的状态发展．这就是热力学第二定律的统计
意义．
宏观态对应的微观态数目小，对宏观态的全部情况容易弄清，称之为无序程

度小．宏观态对应的微观态数目大，相对而言，对宏观态的全部情况不太容易弄
清，称之为无序程度大．也就是说，宏观态所对应的微观状态数表征宏观状态的
无序程度．因此，孤立系统内热力学过程由热力学概率小的状态向热力学概率大
的状态发展，就是由无序程度小的状态向无序程度大的状态发展．所以，热力学
第二定律还可以这样理解：孤立系统内热力学过程总是由无序程度小的状态向
无序程度大的状态发展．

１１．７．３ 玻耳兹曼熵

从前面的讨论中可以发现，用熵（克劳修斯熵）来描述，孤立系统内的热力学
过程总是朝着熵增大的方向进行；用热力学概率描述，孤立系统内的热力学过程
总是朝着热力学概率增大的方向进行．可见，熵与热力学概率之间有着某种必然
的联系．玻耳兹曼研究了这一问题，得出用宏观过程定义的熵（克劳修斯熵）与宏
观态所对应的微观状态数之间的关系为

Ｓ＝ｋｌｎΩ （１１ ５０）
式中ｋ就是玻耳兹曼常数，Ω是微观状态数．这个关系式称为玻耳兹曼关

系．用式（１１ ５０）定义的熵称为玻耳兹曼熵．
由于微观状态数表征系统状态的无序程度，由表达式（１１ ５０）可以看出，熵

是系统状态无序程度的量度．

１１．８ 熵与信息　耗散结构简介

熵的概念突破了物理学和自然科学的界限，进入了信息、生物、经济和社会
学等领域，得到广泛应用．本节简单介绍熵与信息的关系、信息熵以及耗散结构．

３６２第１１章 热力学基础



１１．８．１ 熵与信息

１．信息

很难给信息下一个准确的定义．通常所谓的信息包括语言、符号、图像、声
音、数据等可传递和交换的内容，还包括人的感觉器官能感觉的一切．维纳（Ｎ．
Ｗｉｅｎｅｒ）说：“信息就是我们适应外部世界和控制外部世界过程中，同外部世界
进行交换的内容的名称．”
信息的价值很难准确评价．所以信息论这门学科不讨论信息的具体内容，专

门研究信息的数量和信息的转换、存储、传输所遵循的规律．

２．麦克斯韦妖的启示

１９世纪６０年代和７０年代，麦克斯韦曾讨论过这样的问题．在一个体积不
变的绝热容器中，盛有温度和压强处处恒定的气体．容器被分为Ａ，Ｂ两部分，中
间隔板上装有极其灵巧的阀门，启闭阀门的功可以忽略．一个小精灵（开尔文称
之为麦克斯韦妖）能敏锐地观察到分子的轨迹和速度，操纵阀门，只让速度快的
分子由Ａ进入Ｂ，速度慢的分子由Ｂ进入Ａ．于是，Ａ的温度将会升高，Ｂ的温
度会降低．热力学第二定律遭到了破坏．这个问题的讨论不仅可以澄清对热力学
第二定律的理解，更重要的是通过对麦克斯韦妖作用的分析，揭示了熵与信息之
间的关系，确立了信息熵在信息论中的地位．
对于麦克斯韦妖的作用，众多科学家作了许多精辟的分析．其中，匈牙利科

学家西拉德（Ｌ．Ｓｚｉｌａｒｄ）于１９２９年指出，麦克斯韦妖能正常工作的关键在于，它
对气体分子的位置拥有记忆、存储和运行信息的能力（即麦克斯韦妖拥有获得信
息、存储信息和运行信息的能力）．获得分子位置的信息，并运行信息对阀门进行
及时精确的操作，固然能使系统变得有序，得到负熵．但是，建立记忆和熵的产生
是不可分割地联系在一起的．于是，西拉德首先指出了熵与信息之间的关系，扩
展了熵的内涵和它的应用范围．
众多科学家的讨论表明，麦克斯韦妖的作用并不可能破坏热力学第二定律，

系统的熵还是要增加的．讨论的意外收获，就是使得人们认识了熵与信息之间的
联系．

３．信息量

信息有多种载体：语言文字、声音图像、数学公式、图表……要对不同载体所
表达信息的数量进行比较是很困难的．但是信息的获得是与事件的不确定度的
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减少相联系的．信息论创始人香农说：“信息是能够协助信息接收者消除事件不
确定度的因素．”比如从一付扑克中抽出一张面朝下，则只知它是５４张中的任一
张；若告知它是红色的，则可知它是２７张中任一张；若告知它是“５”，则可知它是
两张中的一张；若又告知它是红心，则其答案是惟一的———红心５．这个例子清
楚地说明了信息获得越多，不确定度越小，当获得足够信息时，不确定度为零．
通常事物有多种可能性，其中最简单的是两种可能性，例如“是与否”，“有与

无”，“黑与白”等等．现代计算机采用二进制，其数据每一位不是“０”就是“１”，也
是两种可能性．１９４８年，香农从仅有两种可能性的等概率出发给出信息量的定
义，把从两种可能性作出判断所需要的信息量称为１比特（ｂｉｔ），并把ｂｉｔ作为信
息量的单位．
通常实际问题有多种可能，例如一事件可能有Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ 种结果，每一

种结果出现的概率为Ｐｉ＝Ｐ（Ｘｉ），ｉ＝１，２，３，…，Ｎ；则信息量的定义为

Ｉ＝－∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐｉｌｏｇ２Ｐｉ （１１ ５１）

对于等概率事件，Ｐｉ＝１
Ｎ

，ｉ＝１，２，３，…，Ｎ，则

Ｉ＝－∑
Ｎ

１

１
Ｎｌｏｇ２

１
Ｎ ＝－ｌｏｇ２

１
Ｎ ＝ｌｏｇ２Ｎ （１１ ５２）

上式为计算信息量的公式．
当得到信息量ΔＩ后，可供选择的等概率事件的不确定度由Ｎ 减为Ｍ，则这

时的信息量从Ｉ减为Ｉ′，Ｉ′＝ｌｏｇ２Ｍ．即：

ΔＩ＝Ｉ－Ｉ′＝ｌｏｇ２Ｎ－ｌｏｇ２Ｍ （１１ ５３）

４．信息熵

不难发现，信息量的定义式（１１ ５２）：Ｉ＝ｌｏｇ２Ｎ，与玻耳兹曼熵Ｓ＝ｋｌｎΩ十
分类似．实际上，由于熵是系统的无序程度，也就是混乱程度，而获取信息却使系
统的不确定度减少，即减少系统的熵．所以，熵的概念可以引进信息论，信息论中
定义信息熵为

Ｓ＝－Ｋ∑
Ｎ

ｉ＝１
ＰｉｌｎＰｉ （１１ ５４）

对于等概率事件，Ｐｉ＝１
Ｎ

，ｉ＝１，２，３，…，Ｎ，则上式可写为

Ｓ＝－Ｋ∑
Ｎ

ｉ＝１
ＰｉｌｎＰｉ ＝ＫｌｎＮ （１１ ５５）
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比较式（１１ ５１）Ｉ＝－∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｐｉｌｏｇ２Ｐｉ与式（１１ ５４）Ｓ＝－Ｋ∑

Ｎ

ｉ＝１
ＰｉｌｎＰｉ ，两者的

不同仅在对数的底上，前者为２后者为ｅ，因而差一常数Ｋ，显然Ｋ＝１
ｌｎ２＝１．４４３．

可以证明

ΔＩ＝－ΔＳ （１１ ５６）
信息量欠缺＝负熵（熵的减少）

５．信息熵与热力学熵的关系

麦克斯韦妖要获取信息，就必须消耗能量．利用玻尔兹曼关系Ｓ＝ｋｌｎΩ，可
建立信息与能量之间的内在联系：在Ｎ 个等概率状态的物理系统中，若输入能
量为Ｑ，则所对应的信息熵的变化为

ΔＳ＝Ｑ
Ｔ＝ｋｌｎＮ （１１ ５７）

式中ｋ为玻尔兹曼常量，Ｔ为绝对温度．
若系统仅有两种等概率状态，即Ｎ＝２，则ΔＳ＝ｋｌｎ２；根据信息熵的单位ｂｉｔ

的定义，可知它等于１ｂｉｔ．故

１ｂｉｔ＝ｋｌｎ２Ｊ·Ｋ－１＝０．９５７×１０－２３Ｊ·Ｋ－１ （１１ ５８）
上式表示信息熵与热力学熵之间的转换关系，有重要的物理意义．例如，要

使计算机内存储的信息量增加１ｂｉｔ，它的热力学熵需减少ｋｌｎ２Ｊ·Ｋ－１，而这种
减少只能以周围环境至少增加相同数值的熵为代价．即在温度为Ｔ 时，计算机
至少消耗ｋｌｎ２Ｊ的能量．这是计算机能量消耗的理论下限．

１１．８．２ 耗散结构简介

１．热寂说及其批判

热力学第二定律指出，孤立系统总是从有序趋向无序的，最终达到最无序的
平衡态．在绝大多数热学系统中，看到的就是这种从非平衡到平衡、从有序到无
序的发展过程．把这种从有序到无序的发展过程推广到整个宇宙，整个宇宙最终
将变为最无序的平衡态，到那时除了分子热运动，整个宇宙不会再有宏观差别和
宏观运动，这无异于“宇宙死亡”．这就是所谓的“热寂说”．

“热寂说”一出世就受到哲学家和物理学家的批判．一些物理学家指出，热力
学第二定律是在有限空间得出的规律，推广到无限的宇宙是不合适的．对“宇宙
死亡”本能的排斥使得人们努力寻求更有说服力的批判“热寂说”的论据．实际
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上，在生物系统和社会系统中，大量存在着与“从有序到无序”截然相反的从无序
到有序、从低级到高级演化过程．但是，长期以来，人们认为生命现象、社会现象
和非生命现象是由不同的规律支配的．物理学家、化学家和生物学家、社会学家
和平共处，各自立论，形成了两个关于发展的截然不同的观点．直到在非生命的
物理过程和化学反应中也发现了这种从无序到有序的转化（最初的发现者受到
嘲笑），并且类似的事例越来越多，促使人们想到生命世界和非生命世界的这两
类现象可能遵循相同的规律．人们定义这种系统从无序转化到有序而使大量分
子按一定规律运动的现象叫做自组织现象．在生命世界和非生命世界都大量存
在着自组织现象．许多科学家对自组织现象进行了理论研究，哈肯把激光发射过
程与生物过程类比，创立了协同论；普里高津把物理过程和生物过程中的自组织
现象结合起来研究，提出了耗散结构理论，并对耗散结构进行了深入的研究，得
出了“涨落导致有序”的论断．人们逐渐消除了对“宇宙死亡”的恐惧．

２．自组织现象

生物是一个高度有序的系统，不仅空间有序而且时间有序．各种生物都是由
各种细胞按精确的规律组成的，人的大脑由约１５０亿个神经细胞精密有序地组
成．每个生物细胞还有奇特的有序的结构，它至少有一个ＤＮＡ（脱氧核糖核酸）
或ＲＮＡ（核糖核酸）这样的长链分子．一个ＤＮＡ分子由１０８ 到１０１０个原子组成．
这些原子构成四种不同的核甙酸碱基，这些核甙酸碱基组成两条螺旋状的长链，
两条长链上的四种不同的核甙酸碱基组成两种核甙酸碱基对，其数目可达１０６

到１０１０对．这些核甙酸碱基对按严格的次序排列着．一个生物的全部遗传信息都
编码在这些核甙酸碱基对排列的次序中，这是何等有序的结构啊！然而，这种极
其有序的结构竟来源于生物的食物中那些混乱无序的原子．
生命过程的时间有序表现在随时间做周期性变化的振荡行为．糖酵解反应是

为生命提供能量的过程，反应的中间产物（以及某些酶）的浓度会随时间振荡（做周
期性变化），这是分子水平的周期性行为；至于生物体，北方候鸟冬去春来、中华鲟
每年秋季到长江上游产卵，幼鱼返回到长江下游生活等等．类似例子举不胜举．
非生命世界中也广泛存在着自组织现象，贝纳德（Ｂｅｎａｒｄ）对流是物理实验

中发现的一个典型的自组织现象．在圆盘中放置一层流体，上下各与一很大的恒
温热源板接触．两板的距离远小于圆盘的半径．当下层的恒温热源板的温度Ｔ１

高于上层的恒温热源板的温度Ｔ２ 时，热量不断地通过液体从下板流向上板．只
要温度差ΔＴ＝Ｔ１－Ｔ２ 不大，整个液体会保持静止，液体处于非平衡的定态．加
大温差，就把液体推向远离平衡的状态．当温差超过某临界值ΔＴｃ 时，液体的静
止热传导状态就会被突然打破，形成对流状态，如图１１ １９所示．在热传导状态
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下，液体分子通过无规则碰撞传递能量，而在对流状态下，大量分子被组织起来
参加统一的运动，热量通过这种宏观对流得到更有效地传递，是宏观有序的动态
结构．

图１１１９ 贝纳德对流示意图 箭头方向表示液体宏观流动方向

物理过程中时间有序的典型例子就是激光．当输入功率小于某一临界值时，
激光器发出的光与普通光源发出的光一样，发光物质的各原子各自独立地发光，
每次发光持续１０－８秒，波列的长度只有３厘米．当输入功率大于某一临界值时，

出现了全新的景象，各原子不再独立地互不相关地发射光波了，所有原子集体一
致地行动，发出频率、振动方向都相同的相干光波．其光波波列长度可达３０万公
里，这就是激光．发射激光时，发光物质的原子处于一种非常有序的状态，它们不
断进行着自组织过程．
耗散结构和协同论采用不同的方法对自组织现象进行了研究，得到了许多

有价值的结果．前者偏重用热力学方法进行分析，后者偏重用统计原理进行讨
论．下面简单介绍耗散结构理论．

３．耗散结构

自组织现象都是发生在非孤立系统（封闭或开放系统）内，为了维持自组织
现象，系统必须与外界不断地交换物质和能量，所以普里高津称之为耗散结构．
对于非孤立系统，熵变由两部分组成，一部分是系统内的不可逆过程引起

的，叫做熵产生，用ｄＳｉ表示；另一部分是由于系统和外界交换物质和能量引起
的，叫做熵流，用ｄＳｅ 表示．整个系统的熵变ｄＳ＝ｄＳｉ＋ｄＳｅ；系统的熵产生总是
正的：ｄＳｉ≥０；对于孤立系统，ｄＳｅ＝０；所以，ｄＳ＝ｄＳｉ≥０，这就是熵增加原理的表
达式．但是，非孤立系统的熵流ｄＳｅ 视外界作用的不同可以有不同的符号．如果

ｄＳｅ＜０，且｜ｄＳｅ｜＞ｄＳｉ，则ｄＳ＝ｄＳｉ＋ｄＳｅ＜０．表示经过这样的过程，系统的熵会
减少，系统就由原来的状态进入更有序的状态．也就是说，非孤立系统存在着从
无序到有序转化的可能．
非孤立系统是形成耗散结构的必要条件．然而，虽然日常接触的大多是非孤

立系统，但发现耗散结构的例子并不普遍．这是因为日常接触的非孤立系统大多
数处于偏离平衡态较小的接近平衡态的状态，这种对平衡态的偏离是外界的影
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响在系统内部所引起的线性不可逆反应，所以称为线性非平衡态．对它的研究也
称为线性非平衡态热力学，线性非平衡态热力学的一个重要原理就是普里高津
提出的最小熵原理．根据最小熵原理可以证明，在线性非平衡态，任何有序结构
最终仍将消失．也就是说，在偏离平衡态较小的线性区域，自发过程仍是趋于破
坏任何有序而增加无序，自组织现象不可能发生．所以，要产生自组织现象，必须
使系统远离平衡态．
远离平衡态的状态是指外界对系统的影响与系统内部引起的响应不成线性

关系的状态，对它的研究也称为非线性非平衡态热力学．它的理论指出，当系统
远离平衡态时，它们可以发展到某个不随时间改变的定态．此时，熵不再具有极
值行为，最小熵原理失效，系统的稳定性不能再根据它们来判断．过程发展的方
向不能依靠纯粹热力学方法来确定，必须同时研究系统详细的动力学行为，研究
结果如图１１ ２０所示．图中横坐标λ是外界对系统的控制参数，表示外界对系
统影响的程度和系统偏离平衡态的程度；纵坐标ｘ是表征系统定态的某个参
数，不同的ｘ值表示不同的定态．与λ０ 对应的ｘ０ 表示平衡态，随着λ偏离λ０，ｘ
偏离平衡态．在λ偏离λ０ 较小时，系统的状态类似平衡态且具有稳定性．表示这
种定态的点形成线段（ａ），它是平衡态延伸，称作热力学分支．

图１１ ２０ 分支现象

当λ≥λＣ 时（相当于贝纳德对流中温度差超过某临界值ΔＴＣ 时），曲线（ａ）

的延续（ｂ）上各非平衡定态变得不稳定，一个很小的扰动就可引起系统的突变，

离开热力学分支而跃迁到另外两个稳定的分支（ｃ）或（ｃ′）上．（ｃ）或（ｃ′）上的每一
个点可能对应于某种时空有序状态．由于这种有序状态是在不可逆的耗散过程
足够强烈的情况下出现的，所以普里高津称这种状态为耗散结构．（ｃ）或（ｃ′）称

为耗散结构分支．由图１１ ２０可以看出，在λ＝λＣ 处热力学分支开始分岔，称为
分岔现象，也叫做分支现象．在分支以前，系统的状态保持空间均匀和时间不变
性，因而具有高度的时空对称性．超过分支点后，耗散结构对应于某种时空有序
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状态，破坏了系统原来的对称性．因此，这类现象常常被称为对称性破缺．
分支现象的理论使人们对于自然界的发展过程有一个比较全面的认识：在

平衡态附近，发展过程总是趋向平衡态或与平衡态有类似行为的非平衡定态，总
是伴随着无序的增加与宏观结构的破坏；在远离平衡态的条件下，非平衡定态可
以变得不稳定，发展过程可能发生突变，因而导致宏观结构的形成和宏观有序的
增加．这种认识对研究有序现象、生命起源、生物进化以及宇宙的发展等问题提
供了有益的启示．
在系统内部，究竟是什么因素导致定态的不稳定而发生分支的呢？研究表

明，这涉及到涨落的作用．无论是平衡态还是非平衡定态都是系统在宏观上不随
时间变化的状态，而实际上组成系统的分子仍然在不停地做无规则运动，系统因
而在局部上经常与宏观平均态有暂时的偏离，这种自发产生的微小偏离称为涨
落．此外，宏观系统所承受的外界条件也不会一成不变，因此系统的宏观态总是
不停地受到各种各样的扰动．涨落一般在宏观上观察不到，但随着控制条件（控
制参数）的改变，有的涨落分量随时间很快衰减，有的涨落分量却会随时间长大
以致其振幅终于达到宏观尺度而使系统进入一种宏观有序状态，于是，就形成了
耗散结构．
哈肯的协同论认为，系统中各个分子的运动状态由分子热运动（独立运动）

和分子间的关联引起的协同运动共同决定．当分子间的关联能量小于独立运动
的能量时，分子独立运动占主导地位，系统处于无序状态；当分子间的关联能量
大于分子独立运动的能量时，分子独立运动受到约束，服从由关联形成的协同运
动，于是，系统就显示出有序的特征．涨落是系统中各局部内分子间相互耦合变
化的反映．系统在偏离平衡态较小时，独立运动和协同运动能量的相对大小未发
生明显的变化，涨落相对较小；当控制参数变化，两种运动的能量的相对大小也
在变化．当控制参数达到临界值λＣ 时，这两种运动能量的相对地位势均力敌．因
此，局部分子间可能的各种耦合相当活跃，使得涨落变大．各种涨落都具有特定
的内容，代表着一种结构或组织的“胚芽状态”．涨落的出现是偶然的，那些适应
系统动力学性质的涨落会得到系统绝大多数分子的响应而波及整个系统，从而
使系统进入一种新的有序结构———耗散结构．

思考题

１１ １ 内能和热量的概念有何不同？下面两种说法是否正确？（１）物体的温度越

高，则热量越多；（２）物体的温度越高，则内能越大．
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１１ ２ 在ｐ Ｖ 图上用一条曲线表示的过程是否一定是准静态过程？理想气体经
过自由膨胀由状态（ｐ１，Ｖ１）改变到状态（ｐ２，Ｖ２），这一过程能否用一条等温线表示？

１１ ３ 气缸内有单原子理想气体，若绝热压缩使体积减半，问气体分子的平均速率

变为原来速率的几倍？若为双原子理想气体，又为几倍？

１１ ４ 有两个卡诺机分别使用同一个低温热库，但高温热库的温度不同．在ｐ－Ｖ
图中，它们的循环曲线所包围的面积相等，它们对外所做的净功是否相同？热循环效率

是否相同？

１１ ５ 一个卡诺机在两个温度一定的热库间工作时，如果工质体积膨胀的多些，它

做的净功是否就多些？它的效率是否就高些？

１１ ６ 在一个房间里，有一台电冰箱正工作着．如果打开冰箱的门，会不会使房间

降温？会使房间升温吗？用一台热泵为什么能使房间降温？

１１ ７ 试根据热力学第二定律判别下列两种说法是否正确？

（１）功可以全部转化为热，但热不能全部转化为功；

（２）热量能够从高温物体传到低温物体，但不能从低温物体传到高温物体．

１１ ８ 瓶子里装一些水，然后密闭起来．忽然表面的一些水温度升高而蒸发成气

体，余下的水温变低，这件事可能吗？它违反热力学第一定律吗？它违反热力学第二定

律吗？

１１ ９ 试根据热力学第二定律判别下列两种说法是否正确？

（１）功可以全部转化为热，但热不能全部转化为功；

（２）热量能够从高温物体传到低温物体，但不能从低温物体传到高温物体．

１１ １０ 一条等温线与一条绝热线是否能有两个交点？为什么？

１１ １１ 两条绝热线与一条等温线是否可以构成一个循环？为什么？

１１ １２ 可逆过程是否一定是准静态过程？准静态过程是否一定是可逆过程？有

人说：“凡是有热接触的物体，它们之间进行热交换的过程都是不可逆过程．”这种说法

对吗？

１１ １３ 下列过程是可逆过程还是不可逆过程？说明理由．
（１）恒温加热使水蒸发．
（２）由外界做功使水在恒温下蒸发．
（３）在体积不变的情况下，用温度为Ｔ２的炉子加热容器中的空气，使它的温度由Ｔ１

升到Ｔ２．
（４）高速行驶的卡车突然刹车停止．

１１ １４ 一杯热水置于空气中，它总是要冷却到与周围环境相同的温度．在这一自

然过程中，水的熵减小了，这与熵增加原理矛盾吗？

１１ １５ 一定量气体经历绝热自由膨胀．既然是绝热地，即Ｑ＝０，那么熵变也应该

为零．对吗？为什么？
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１１ １６ 一条等温线与一条绝热线是否能有两个交点？为什么？

１１ １７ 两条绝热线与一条等温线是否可以构成一个循环？为什么？

１１ １８ 可逆过程是否一定是准静态过程？准静态过程是否一定是可逆过程？有
人说：“凡是有热接触的物体，它们之间进行热交换的过程都是不可逆过程．”这种说法
对吗？

习题１１

１１ １ 如图所示，一理想气体分别经过等压、等温及绝热三个过程并使其体积增加

１倍，则：
（１） 过程做功最大， 过程做功最小；
（２） 过程引起的温度变化最大， 过程引起的温度变化最小；
（３） 过程气体吸收的热量最多， 过程吸收的热量最少．

　　　　题１１ １图 题１１ ２图

１１ ２ 两卡诺循环在ｐ Ｖ 图上的过程曲线ａｂｃｄａ及ａ′ｂ′ｃ′ｄ′ａ′所围面积相等，则：

它们的循环效率 ，从高温热源吸收的热量 ，对外做的净功

．
１１ ３ 如图所示，Ｎｍｏｌ氦气由态ａ（ｐ１，Ｖ１）沿图中直线变化到ｂ（ｐ２，Ｖ２），求：

题１１ ３图
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（１）气体内能的变化；
（２）对外做的功；
（３）吸收的热量．
１１ ４ 如图所示，当系统沿ａｃｂ路径从ａ变化到ｂ时吸热８０．０Ｊ，且对外界做功

３０．０Ｊ．
（１）当系统沿ａｄｂ路径从ａ变化到ｂ时对外做功１０．０Ｊ，系统吸收了多少热量？
（２）若系统沿ｂａ路径返回ａ时外界对系统做功２０Ｊ，则系统吸收了多少热量？

　题１１ ４图 题１１ ５图

１１ ５ 如图所示，一侧壁绝热的气缸内盛２ｍｏｌ氧气，其温度为３００Ｋ，活塞外面的
压强ｐ０＝１．０１３×１０５Ｐａ，活塞质量ｍ＝１００ｋｇ，面积Ｓ＝０．１ｍ２．开始时，由于气缸内活动
插销的阻碍，活塞在距气缸底部ｌ１＝１．０ｍ处．后从气缸底部缓慢加热，使活塞上升了

ｌ２＝０．５ｍ的距离．问：
（１）气缸中的气体经历的是什么过程？
（２）气缸在整个过程中吸收了多少热量？（设气缸与活塞间的摩擦可以忽略，且无漏

气，无热量损失）

１１ ６ 从热力学第一定律出发证明迈耶公式．

题１１ ７图

１１ ７ 一定质量的双原子气体沿如图所示的

ａｂｃｄ路径发生变化．已知ａｂ为等压过程，ｂｃ等温过程，

ｃｄ为等体过程．求气体在ａｂｃｄ过程中所做的功、吸收的
热量及内能的变化．

１１ ８ ４．８ｋｇ的氧气在２７．０℃时占有１０００ｍ３

的体积，求：

（１）在等温、等压情况下，将体积压缩到原来的１
２
所

需的功、所吸收的热量以及内能的变化；
（２）等温过程终了时的压强及等压过程终了时的温度．
１１ ９ 用热力学第一定律证明一条等温线与一条绝热线只能相交于一点（提示：可
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用反证法证明）．
１１ １０ 质量为５．８×１０－３ｋｇ、压强为１．０１３×１０５Ｐａ、温度为３００Ｋ的空气，经历一
等体过程加热到９００Ｋ后绝热膨胀，压强降到１．０１３×１０５Ｐａ，最后经由等压过程回到初
态（空气可作双原子分子看待，μ＝２．９×１０－２ｋｇ）．

（１）在ｐ Ｖ 图上画出该循环的示意图；
（２）求该循环的效率．
１１ １１ 喷气发动机的循环可近似用如图所示的循环来表示．其中ａｂ，ｃｄ分别代表
绝热过程，ｂｃ、ｄａ分别代表等压过程．证明当工质为理想气体时，循环的效率

题１１ １１

η＝１－Ｔｄ

Ｔｃ
＝１－Ｔａ

Ｔｂ

１１ １２　３ｍｏｌ氧气在压强为２ａｔｍ时体积为４０
Ｌ，先将它绝热压缩到一半体积，接着再令它等温膨胀
到原体积．

（１）求这一过程的最大压强和最高温度；
（２）求这一过程中氧气吸收的热量、对外做的功以

及内能的变化；
（３）在ｐ－Ｖ 图上画出整个过程曲线．
１１ １３ 一气缸内贮有１０ｍｏｌ的单原子理想气体，在压缩过程中，外力做功２０９Ｊ，

气体温度升高１Ｋ．试计算气体内能增量和所吸收的热量，在此过程中气体的摩尔热容是
多少？

１１ １４ 质量为４．０×１０－３ｋｇ的氦气经历的循环如图所示，图中三条曲线均为等温
线，且Ｔａ＝３００．０Ｋ，ＴＣ＝８３３．０Ｋ．问：

（１）中间等温线对应的温度为多少？
（２）经历一循环后气体对外做了多少功？
（３）循环的效率为多少？

题１１ １４图

１１ １５ １．５ｍｏｌ氧气在４００Ｋ和３００Ｋ之间做卡诺循环．已知循环中的最小体积
为１．２×１０－２ ｍ３，最大体积为４．８×１０－２ ｍ３．计算气体在此循环中做的功，以及从高温热
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源吸收的热量和向低温热源放出的热量．
１１ １６ 大家知道，海洋中贮存有大量的能量．一种从海洋中获取能量的方法是利
用海水（表层和底层）的温度差来发电．让极易气化的流体工质（如氨、丙烷等）在海水表
层蒸发，并通过管道送至水下的汽轮机，在那里膨胀，驱动汽轮机，带动发电机组发电，后
在深水区凝结，并泵回表层，完成循环．假设所进行的循环可以近似作为卡诺循环处理，

海水表层温度为１７℃，底层温度为２℃．计算这种循环的效率．
１１ １７ 一电冰箱在温度为２７℃的室内运行．
（１）当冷冻室的温度为－３℃时，从中提取１Ｊ的热量最少要做多少功？
（２）当冷冻室的温度为－１３℃时，从中提取１Ｊ的热量最小又需做多少功？

１１ １８ 若用一卡诺热泵使一建筑物的温度维持在２２℃．当室外温度为３℃时，平
均每天的热量损失（建筑物吸收的热量）为４．１８×１０９Ｊ．问需要多大的功率驱动热泵才能
达到此目的？采用直接加热（如用电热设备加热）则需多大的功率？

１１ １９ 若太阳表面的温度为５８００Ｋ，地球表面温度为２９８Ｋ．当太阳向地球表面
传递４．６０×１０４Ｊ热量时，系统的熵变为 ．

１１ ２０ 从热力学第二定律出发证明一条绝热线与一条等温线不可能两次相交．
１１ ２１ 求质量为３２ｇ的氧气由压强为２．０２×１０５Ｐａ等温地下降到３７３Ｋ时的
熵变．

１１ ２２ 将质量为１ｋｇ、温度为２７３Ｋ的水与一温度为３７３Ｋ的热源接触，当水温达
到３７３Ｋ时，水和热源的熵变各为多少（水的定压比热容为４．１８×１０３Ｊ·Ｋｇ－１·Ｋ－１）？

１１ ２３ 以温度为纵坐标、熵为横坐标画出卡诺循环图（这种图叫温－熵图，亦称

Ｔ Ｓ图），并证明：
（１）在温－熵图中，任一过程曲线下的面积在数值上与该过程中系统和外界所交换

的热量等值；

（２）卡诺循环的效率η＝１－Ｔ２

Ｔ１
．

１１ ２４ 一卡诺循环工作在温度分别为４００Ｋ和３００Ｋ的两个热源之间，设卡诺循
环的两条绝热线（又称等熵线）的熵差为１００Ｊ·Ｋ－１．问工质在该循环中吸收了多少热
量？对外做了多少功？

１１ ２５ 据医学推算，我国成年男子每天新陈代谢产生的热量约为５．８５×１０３ｋＪ．
计算一个成年男子一天中因新陈代谢而产生的熵（人的正常体温为３７℃）．

１１ ２６ 求在一个大气压下，３０ｇ，－４０℃的冰变为１００℃蒸汽时的熵变．（已知冰
的比热容Ｃ１＝２．１Ｊ·ｇ－１·ｋ－１，水的比热容Ｃ２＝４．２Ｊ·ｇ－１·ｋ－１，在１．０１３×１０５Ｐａ气

压下熔比热λ＝３３４Ｊ·ｇ－１，水的汽化热Ｌ＝２２６０Ｊ·ｇ－１）

１１ ２７ １ｍｏｌ氧气（当成刚性分子理想气体）经历如题图１１ ２７所示的过程，由ａ
经ｂ到ｃ．求在此过程中气体对外做的功、吸的热以及熵变．
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题１１ ２７图

参考答案

习题１

１ １　（１）－０．５ｍ·ｓ－１　　 （２）ｖ（２）＝－６ｍ·ｓ－１　　（３）ｓ＝２．２５ｍ

１ ２　（１）ｒ＝ｒｃｏｓωｔｉ＋ｒｓｉｎωｔｊ
（２）瓫＝－ｒωｓｉｎωｔｉ＋ｒωｃｏｓωｔｊ　ａ＝－ｒω２ｃｏｓωｔｉ－ｒω２ｓｉｎωｔｊ
（３）ａ＝－ω２（ｒｃｏｓωｔｉ＋ｒｓｉｎωｔｊ）＝－ω２ｒ，说明ａ与ｒ方向相反，即指向圆心．

１ ３　（１）ｘ＝ｖ０ｔ，ｙ＝１
２ｇｔ２　轨迹方程是：ｙ＝ｇｘ２

２ｖ０
２

（２）ａｔ＝ｇ２ｔ／ ｖ０
２＋ｇ２ｔ槡 ２　ａｎ＝ｖ０ｇ／ ｖ０

２＋ｇ２ｔ槡 ２

１ ４　ｖ＝２（ｘ＋ｘ３）１／２ ｍ·ｓ－１

１ ５　ｖ２＝ｖ０
２＋ｋ（ｙ０

２－ｙ２）

１ ６　ｔ＝２ｓ时，ａｔ＝１０ｍ·ｓ－２，ａｎ＝８３．３ｍ·ｓ－２

１ ７　ｔ＝ Ｒ槡ｃ －ｂ
ｃ

１ ８　ｖ＝８ｍ·ｓ－１　ａ＝３５．８ｍ·ｓ－２

１ ９　ρ＝ｖ０
２／ｇｃｏｓθ

１ １０　ｘ＝２ｔ３／３＋１０（ＳＩ）



１ １１　β＝０．９９ｒａｄ·ｓ－２

１ １２　１７０ｋｍ·ｈ－１　飞机应取北偏东１９．４°的航向．

１ １３　２５．６ｍ·ｓ－１

１ １４　Ｈ＝７５．９ｍ　ｔ＝４．０８ｓ

习题２

２ １ ａ＝ ｇ１－ｇ２

１＋ｇ１／ｇ２
＝１．１８ｍ·ｓ－２；

２ ２ ｈ＝ｌａ／ｇ

２ ３ ２μ（Ｍ＋ｍ）ｇ；

２ ４ （１）Ｎ＝ｍｇｓｉｎθ－ｍω２ｌｓｉｎθｃｏｓθ，Ｔ＝ｍｇｃｏｓθ＋ｍω２ｌｓｉｎθ；

（２）ωｃ＝ ｇ／ｃｏｓ槡 θ，Ｔ＝ｍｇ／ｃｏｓθ；

２ ５ 略

２ ６ （１）Ｆ０

ｍ－ｋ
ｍｔ

，（２）Ｆ０

ｍｔ－ｋ
２ｍｔ

２，Ｆ０

２ｍｔ
２－ｋ

６ｍｔ
３；

２ ７ （１）ｍｇ
２ｃｏｓθ

２Ａｓｉｎ２θ
，（２）１

８
ｍ２ｇ３ｃｏｓθ
Ａ２ｓｉｎ３θ

；

２ ８ Ｍｋ２ｘ，１
ｋｌｎｘ１

ｘ０
；

２ ９ ｘ＝ｘ０ｅ－ｍｖ０

２／（２ｋ）；

２ １０ ｍｂ，ｍ（ｖ０＋ｂｔ）２

Ｒ
；

２ １１ Ｔｍｉｎ＝ ３π／Ｇ槡 ρ，Ｔｍｉｎ＝６．９×１０３ｓ，Ｍ＝２．３１×１０２９ｋｇ；

２ １２ ｖ＝ｖ０ｅ－ｋｔ／ｍ，ｘｍａｘ＝ｍｖ０／ｋ；

２ １３ ｖ＝（ｍｇ－Ｆ）（１－ｅ－ｋｔ／ｍ）／ｋ；

２ １４ ｓ＝ ５ｖ０
２

２ｇ（１－５μ）ｌｎ
１
５μ

＝２２１ｍ；

２ １５ ａ＝ｇ［１－（ｖ／ｖ０）２］＝３．５３ｍ·ｓ－２；

２ １６ 略

习题３

３ １ Ｆ＝ｆ＋Ｍｇ＝ｍｖ２

Δｔ＋Ｍｇ，Δｖ＝ｍｖ１／Ｍ
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３ ２ （１）Ｐ＝Ｆ·瓫＝瓫·瓫ｄＭ／ｄｔ＝ｖ２ｄＭ／ｄｔ

（２）Ｆ″＝ｖΔＭ＝３０Ｎ，Ｐ＝ｖ２ΔＭ＝４５Ｗ

３ ３ （１）ｍｖ０＝ｍｖ＋Ｍｖ′　Ｔ＝Ｍｇ＋Ｍｖ′２／ｌ＝２６．５Ｎ

（２）ｆΔｔ＝ｍｖ－ｍｖ０＝－４．７Ｎ·ｓ　（设瓫０方向为正向）

３ ４ Ｆ′＝｜－Ｆ｜＝｜２ｍｖｃｏｓθ／Δｔ｜，方向垂直墙面指向墙内

３ ５ （１）Ｎ＝ｍＢａ＝１．８×１０３Ｎ　方向向右

（２）ｖＡ＝ａｔ＝６ｍ／ｓ　ｖＢ＝
ｍｖ０－ｍＡｖＡ

ｍ＋ｍＢ
＝２２ｍ·ｓ－１

３ ６ Δｐ＝２Ｍｍｖ＝２ＭｍＲｅ ｇ／槡 ｒ＝１．４６×１０２６ｋｇ·ｍ·ｓ－１

３ ７∫
π／２ω

０
Ｆｄｔ＝－ｋ∫

π／２ω

０
Ａｃｏｓωｔｄｔ＝－ｋＡ

ω

３ ８ Ｉ＝１．４１Ｎ·ｓ

３ ９ 证明略

３ １０ （１）ｔ＝３×１０－３　　（２）Ｉ＝０．６Ｎ·ｓ　　（３）２．０×１０－３ｋｇ

３ １１ ｖ１＝ ｆｔ１

ｍ１＋ｍ２
，ｖ２＝ｖ１＋ｆｔ２

ｍ２
＝ ｆｔ１

ｍ１＋ｍ２
＋ｆｔ２

ｍ２

３ １２ ｖ＝ ２ＭｇＲ
ｍ＋槡 Ｍ

３ １３ ｍ
Ｍ＋ｍｈｃｏｔθ

；ｍｃｏｓθ ２ｇｈ
（Ｍ＋ｍ）（Ｍ＋ｍｓｉｎ２θ槡 ）

３ １４ ｖ１＝－ｍ
Ｍｖ，ｖ２＝

ｍ
Ｍ＋ｍｖ

３ １５ ｖ＝６．１４ｃｍ·ｓ－１　　θ＝ａｒｃｔａｎｖｙ

ｖｘ
＝３５°３２′

３ １６ ０．６３２

３ １７ Ｆ＝２．２５×１０４Ｎ

３ １８ （１）ｂｔ　　（２）－ｐ０＋ｂｔ

３ １９ 不同，Ｓ２

Ｓ１
＝１－ ｍ

Ｍ＋ｍ

习题４

４ １ Ａ＝∫
３

０
１２Ｔ（３ｔ２）ｄｔ＝∫

３

０
３６ｔ３ｄｔ＝７２９Ｊ
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４ ２ （１）Ｗｆ＝－μｍｇ
２ｌ

（ｌ－ａ）２　（“－”表示摩擦力作负功）

（２）ｖ＝ ｇ／槡 ｌ［（ｌ２－ａ２）－μ（ｌ－ａ）２］１／２

４ ３ Ｗ＝∫ｄＷ ＝∫ｆ·ｄｘ＝∫
ｌ

０
－９ｋｃ２／３ｘ４／３ｄｘ＝－２７ｋｃ２／３ｌ７／３／７

４ ４ （１）ＥＫＡ＝１／２ｍ瓫ｘ
２＋１／２ｍｖｙ

２＝１／２ｍｂ２ω２

ＥＫＢ＝１／２ｍ瓫ｘ
２＋１／２ｍｖｙ

２＝１／２ｍａ２ω２

（２）Ｆ＝ｍａｘｉ＋ｍａｙｊ

＝－ｍａω２ｃｏｓωｔｉ－ｍｂω２ｓｉｎωｔｊ

Ｗｘ ＝∫
０

ａ
Ｆｘｄｘ＝－∫

０

ａ
ｍω２ａｃｏｓωｔｄｘ

＝－∫
０

ａ
ｍω２ｘｄｘ＝１／２ｍａ２ω２

Ｗｙ ＝∫
ｂ

０
Ｆｙｄｙ＝∫

ｂ

０
－ｍω２ｂｓｉｎωｔｄｙ

＝－ｍω２∫
ｂ

０
ｙｄｙ＝－１／２ｍｂ２ω２

４ ５ Ｗ＝Ｅｐ２
－Ｅｐ１

＝０．１４Ｊ

４ ６ Ｗ＝Ｅｐ１
－Ｅｐ２

＝１／２ｋｘ１
２－１／２ｋｘ２

２＝（槡２－１）ｋｌ２

４ ７ ９．９×１０－２ ｍ·ｓ－２

４ ８ （１）－４５Ｊ　　　（２）７５Ｗ　　　（３）－４５Ｊ

４ ９ （１）３１Ｊ　　　（２）５．３４ｍ·ｓ－１

４ １０ 略

４ １１ Ｅｐ ＝ＷＰ∞ ＝∫
∞

ｒ
ｆ·ｄｒ＝∫

∞

ｒ

ｋ
ｒ３ｄｒ＝ｋ／（２ｒ２）

４ １２ （１）８Ｊ　　（２）０　　（３）４Ｊ　　否

４ １３ 略

４ １４ 略

４ １５ Ｇ１

Ｇ２
＝ｓｉｎ３０°＋０．２
ｓｉｎ３０°－０．２＝７

３

４ １６ 略

４ １７ （１）ｈ＝ ｖ０
２

２ｇ（１＋μｃｏｔθ）＝４．２５ｍ

（２）ｖ＝［２ｇｈ（１－μｃｏｔθ）］１／２＝８．１６ｍ·－１ｓ

９７２参考答案



４ １８ －０．８９ｍ·ｓ－１　负号表示此速度的方向沿斜面向上．

４ １９ （１）θ＝ｃｏｓ－１［ ｍ２ｖ０
２

３ｇＲ（Ｍ＋ｍ）２＋２／３］

（２）ｖ０＝（Ｍ＋ｍ） Ｒ槡ｇ／ｍ

４ ２０ 远地点　ｈ１＝ｒ１′－Ｒ＝９９７ｋｍ

近地点　ｈ２＝ｒ２′－Ｒ＝６１３ｋｍ．

４ ２１ ｕ＝ ｍｋ
Ｍ（Ｍ＋ｍ槡 ）Δｘ

４ ２２ ｘ＝ｖ０
ｍ１ｍ２

ｋ（ｍ１＋ｍ２槡 ）

习题５

５ １ －Ｄｍｇｔｋ；－Ｄｍｇｋ

５ ２ （１）０；　　（２）（８．０ｉ＋８．０ｋ）Ｎ·ｍ

５ ３ ４．１３×１０１６ｒａｄ·ｓ－１

５ ４ （１）１．５９ｋｍ·ｓ－１；３．８０×１０４ｓ

５ ５ （１）２４ｔ２ｋｋｇ·ｍ２ｓ－１　（２）－４８ｔｋ Ｎ·ｍ

习题６

６ １ ３．１４ｒａｄ·ｓ－２；６．２８ｒａｄ·ｓ－１

６ ２ １３
２４ｍＲ２

６ ３ ２．３７×１０２９ｋｇ·ｍ２·ｓ－１

６ ４ ７．６１ｍ·ｓ－２；３８１Ｎ；４３８Ｎ

６ ５ ２（Ｍ１ｒ２－Ｍ２ｒ１）
（ｍ１＋ｍ２）ｒ１

２ｒ２
；２（Ｍ１ｒ２－Ｍ２ｒ１）

（ｍ１＋ｍ２）ｒ１ｒ２
２

６ ６ （１）２
ｒ

ｍ２ｇｈ
ｍ１＋２ｍ槡 ２

；　　（２）２
ｒ

ｍ２ｇｈ
ｍ槡１

６ ７ （１）３ｇ
２ｌ

；　　（２） ３ｇｓｉｎθ槡ｌ

６ ８ （１）Ｊ０ω０

２Ｍ
；　　（２）３Ｊ０ω０

２

１６πＭ

６ ９ ７．６１ｍ·ｓ－２
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６ １０ （１）０；　　（２）４．２×１０２ｋｇ·ｍ２·ｓ－１；　　（３）５．３ｒａｄ·ｓ－１

６ １１ ５．７１ｒａｄ·ｓ－１

６ １２ １２８６ｍ·ｓ－１

６ １３ （１）Ｊ０

ａｌｎ２；　　（２）Ｊ０ω
４πａ

６ １４ ３Ｒω０

４μｇ
；－１

４ｍＲ２ω０
２

习题７

７ ２ ２．２５×１０－７ｓ；７２．５ｍ

７ ３ ８．９４×１０－２ｓ；长沙

７ ４ ０．７４５ｃ；１．３４１×１０９ ｍ

７ ５ ０．８６６ｃ

７ ６ ０．８１６ｃ；槡２
２ｍ

７ ７ ｌ０

ｃ
；ｌ０

ｃ
ｃ－ｖ
ｃ＋槡ｖ

７ ８ １．２２×１０－６ｓ；２２３ｍ；１．９１×１０８ ｍ·ｓ－１

７ ９ ０．７５ｃ；－０．４ｃ

７ １０ ５．９ｍ；８．８ｍ

７ １１ １．６７３×１０－２６ｋｇ，１．５１×１０－９Ｊ，４．９９×１０－１８ｋｇ·ｍ·ｓ－１，１．３６×１０－９Ｊ

７ １２ ５．１０Ｍｅｖ；１０倍；５×１０３；ｃ＝１．５１×１０６ ｍ·ｓ－１

７ １３ ０．４１７ｍ０ｃ２

７ １４ ａｔ，ｃ；１
２ａｔ２，ｃｔ

７ １５ ０．２８５ｍ０，０．２８５ｍ０ｃ２

７ １６ ２．２２Ｍｅｖ，０．１２％

７ １７ ５．６×１０９ｋｇ·ｓ－１，２．８×１０－２１

习题８

８ １　Ｔ＝２π
ω＝２π Ｍ

ｓρ槡ｇ＝６．３５ｓ

１８２参考答案



８ ２　（１）ｘ＝０．１ｃｏｓ（７ｔ＋π）ｍ　　（２）ｘ＝０．１ｃｏｓ（５．７ｔ＋π）ｍ

８ ３　ｘ＝４×１０－２ｃｏｓ ２
３πｔ－π（ ）３ ｍ

８ ４　Ｔ＝２π
４πε０ｍＲ３

Ｑ槡 ｑ

８ ５　（２）ｘ＝０．０４４７ｃｏｓ（１０ｔ＋０．６５π）ｍ　　（３）Ｆｍａｘ＝ｋΔｘ＝７２．４Ｎ

８ ６　（１）ｘ＝０．２４ｃｏｓ π
２ｔ＋

π（ ）３ ｍ　　（２）ｔｍｉｎ＝
２
３ｓ

（３）Ｆ＝－ｍωｘ＝０．３Ｎ指向平衡位置

８ ７　ｘ＝５．０×１０－２ｃｏｓ４０ｔ－π（ ）２ ｍ

８ ８　Ｔ２＝２π
ｍ１＋ｍ２槡ｋ ＝１．４ｓ　Ａ２＝

ｖ
ω２＝

ｖＴ
２π＝０．０３５ｍ

８ ９　Ｔ＝２π
ω＝２π １

２μ槡ｇ＝１．５ｓ

８ １０　（１）Ｔ＝２π
ω＝１．２６ｓ　（２）ｘ０＝－０．６０ｍ　ｖ０＝０　（３）ｖ＝２．６ｍ·ｓ－１

ａ＝－７．５ｍ·ｓ－２　Ｆ＝－１．５Ｎ　　（４）ｘ＝±槡２
２Ａ＝±０．４２ｍ

８ １１　（１）Ｎ′＝８．１Ｎ　　（２）Ａｍａｘ＝ ｇ
４π２ｖ２＝０．０６２ｍ

（３）Ａ′ｍａｘ＝
１
４Ａｍａｘ＝０．０１５５ｍ

８ １２　（１）Ａ′＝ ｍ
ｍ＋槡 ｍ′Ａ　Ｔ′＝２π ｍ＋ｍ′槡ｋ

（２）ΔＥ＝－ ｍ′
ｍ＋ｍ′

１
２ｋＡ（ ）２ 　　（３）ｖ′＝± ｋ

ｍ＋ｍ′槡 Ａ

８ １３　（１）ω＝Δφ
Δｔ＝π

３ｒａｄ·ｓ－１　Ｔ＝２π
ω＝６ｓ　Ａ＝ ｘ０

２＋ｖ０
２

ω槡 ２ ＝０．１ｍ

（２）ｖ＝±０．０９１ｍ　ａ＝０．０５５ｍ·ｓ－２　　（３）Ｅ＝２７．８×１０－３Ｊ

（４）ｘ＝０．０１ｃｏｓ π
３ｔ＋

２
３（ ）π ｍ

８ １４　（１）ｘＰ＝５．００×１０－２ｃｏｓπｔ＋π（ ）３ ｍ

ｘＱ＝２．００×１０－２ｃｏｓπｔ－π（ ）３ ｍ
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（２）ｘＰ＝２．５×１０－２ ｍ　ｘＱ＝－１．００×１０－２ ｍ

ｖＰ＝１３．６０×１０－２ ｍ·ｓ－１

ｖＱ＝－５．４４×１０－２ ｍ·ｓ－１　ａＰ＝２４．６８×１０－２ ｍ·ｓ－２

ａＱ＝９．８７×１０－２ ｍ·ｓ－２

８ １５　（１）ｘ＝５．００×１０－２ｃｏｓ π
２ｔ＋

π（ ）３ ｍ　　（２）Ｅｐ＝７．７１×１０－６Ｊ

８ １６　（１）ｘ＝－６．００×１０－２ ｍ　　（２）ｆ＝１．４８×１０－３Ｎ

（３）ｔ＝Δφ
ω ＝２

３ｓ

（４）ｖ＝－３．２６×１０－１ ｍ·ｓ－１　ａ＝２．９６×１０－１ ｍ·ｓ－２

（５）５．３３×１０－４Ｊ　１．７７×１０－４Ｊ　７．１０×１０－４Ｊ

８ １７　Δφ＝φ２－φ１＝π
３－（－π

３
）＝２

３π

８ １８　ｘ 槡＝５ ２×１０－２ｃｏｓ（２０πｔ＋５
４π）ｍ

８ １９　（１）０．０８９２ｍ　６８°１３′

（２）φ＝±２ｋπ＝３
５π　φ＝±（２ｋ＋１）π＋π

５

８ ２０　π
２

８ ２１　ω＝ ｇ
ｌ

（１＋ｋａ２

Ｇｌ槡 ）

８ ２２　（１）φ１＝φ２　　（２）φ１－φ２＝±π

习题９

９ １　ｙ＝０．０２ｃｏｓωｔ－ｘ－Ｌ（ ）ｕ －２
３［ ］π ｍ

９ ２　（１）λ＝０．８ｍ　Ａ＝０．５ｍ　ｖ＝ｕ
λ ＝１００

０．８Ｈｚ＝１２５Ｈｚ

Ｔ＝１
ｖ＝８×１０－３ｓ

（２）ｙ＝０．５ｃｏｓ２５０πｔ－ ｘ（ ）［ ］１００ ｍ

（３）ｙ＝０．５ｃｏｓ２５０πｔ－ １（ ）［ ］２５０ ｍ

３８２参考答案



９ ３　（１）ｙ０＝０．０４ｃｏｓ ２
５πｔ＋π（ ）２ ｍ

（２）ｙ＝０．０４ｃｏｓ ２
５πｔ－ ｘ

０．（ ）０８ ＋π［ ］２ ｍ

（３）ｙｐ＝０．０４ｃｏｓ ２
５πｔ－２

３［ ］π ｍ

（４）ａ点向下运动，ｂ点向上运动

９ ４　（１）φ０＝π
２　φｐ＝０　　（２）ｙ＝０．２ｃｏｓ１８０πｔ－ｘ（ ）３６ ＋π［ ］２ ｍ

９ ５　ｙ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ
ｕ＋Ｌ（ ）ｕ 　ｙ＝Ａｃｏｓωｔ＋ｘ

ｕ－Ｌ（ ）ｕ 　

ｙ＝Ａｃｏｓωｔ＋ｘ
ｕ＋Ｌ（ ）ｕ

９ ６　（１）λ＝ｕ
ｖ＝２

２ ｍ＝１ｍ　ｖ＝ω
２π＝４π

２πＨｚ＝２Ｈｚ　ｕ＝２ｍ／ｓ

（２）ｘ＝ｋ－２ｔ　当ｔ＝４．２ｓ时，ｘ＝（ｋ－８．４）ｍ　　（３）ｔ′＝４ｓ

９ ７　（１）ｙ＝３ｃｏｓ４πｔ＋ｘ（ ）２０ －［ ］π ｍ　ｙＢ＝３ｃｏｓ４πｔ－１４
５（ ）π ｍ

（２）ｙ＝３ｃｏｓ４πｔ－ｘ（ ）［ ］２０ ｍ　ｙＢ＝３ｃｏｓ４πｔ－１４
５（ ）π ｍ

９ ８　（１）ω＝３×１０－５Ｊ·ｍ－３　ωｍ＝６×１０－５Ｊ·ｍ－３；　（２）４．６２×１０－７Ｊ

９ ９　（１）Ｐ＝２．７×１０－３Ｊ·ｓ－１；　（２）Ｉ＝９×１０－２Ｊ·ｓ－１·ｍ－２；

（３）ω＝２．６５×１０－４Ｊ·ｍ－３

９ １０　ｙ０ 槡＝ ２Ａｃｏｓωｔ－π（ ）４

９ １１　ＩＱ＝４Ｉ０

９ １２　（１）ｙ＝０．１２ｃｏｓπ×ｃｏｓ４πｔｍ；

（２）波节：ｘ＝１
２

（２ｋ＋１）ｍ　　（ｋ＝０，±１，±２，…）

波腹：ｘ＝ｋｍ　　（ｋ＝０，±１，±２，…）

（３）０．１２ｍ　０．０９７ｍ

９ １３　（１）ｙ反＝５×１０－３ｃｏｓ ５００πｔ－３
４（ ）π ＋２π ｘ

１．［ ］４ ｍ

（２）ｘ＝０，０．７ｍ，１．４ｍ，２．１ｍ

（３）７．１×１０－３ ｍ

４８２ 大学物理教程



９ １４　（１）ｙλ＝Ａｃｏｓωｔ－ｘ（ ）ｕ

（２）ｙ反＝Ａｃｏｓωｔ＋ｘ（ ）ｕ － ２ωｄ
ｕ ＋（ ）［ ］π

（３）ｙ合＝２ＡｃｏｓωＤ
ｕ ＋π

２－ωｘ［ ］ｕ ｃｏｓωｔ－ ωＤ
ｕ ＋π（ ）［ ］２

（４）ｙＤ
３ ＝２Ａｃｏｓ２ωＤ

３ｕ ＋π［ ］２
·ｃｏｓωｔ－ ωＤ

ｕ ＋π（ ）［ ］２

９ １５　（１）ｙｐ ＝ｙｐ１＝ｙｐ２

＝Ａｃｏｓωｔ－２π
λ＋２πｘｐ（ ）λ ＋Ａｃｏｓωｔ－

２πｘｐ

λ ＋（ ）π －

２Ａｓｉｎωｔ－π（ ）λ
·ｓｉｎ ２πｘｐ

λ －π（ ）λ

（２）ｘ＝０，１
２ ｍ，１ｍ

９ １６　ν＝ｕ
λ ＝３４０

０．１６Ｈｚ＝２１２５Ｈｚ

９ １７　（１）ｙ正＝Ａｃｏｓωｔ－２π
λ（ ）ｘ 　　（２）ｙ反＝Ａｃｏｓωｔ－２πｘ（ ）λ

（３）干涉极大的坐标为：ｘ＝０，－λ
２

干涉极小的坐标为：ｘ＝λ
４

，－３
４λ

（４）ｙ合＝２Ａｃｏｓωｔ－２πｘ（ ）λ

９ １８　（１）ｙ反＝０．５ｃｏｓ２πｔ＋４πｘ－２９π［ ］２ ｍ

（２）ｙ＝０．５ｃｏｓ４πｘ－１５π（ ）２ ｃｏｓ（２πｔ－７π）ｍ

（３）波节：ｘ＝０，０．２５ｍ，０．５ｍ，０．７５ｍ，１ｍ，１．２５ｍ，１．５ｍ，１．７５ｍ，２ｍ

波腹：ｘ＝０．１２５ｍ，０．３７５ｍ，０．６２５ｍ，０．８７５ｍ，１．１２５ｍ，１．３７５ｍ，

１．６２５ｍ，１．６２５ｍ，１．８７５ｍ

９ １９　（１）ν′＝９７１．４Ｈｚ　（２）ν″＝１０３０．３Ｈｚ　（３）５８．９Ｈｚ

习题１０

１０ １ （１）９．０８×１０３Ｐａ；　　（２）９０．４ｋ，－１８２．８Ｃ

５８２参考答案



１０ ２ １．０７

１０ ３ ８４℃

１０ ４ ９２９Ｋ，６５６℃

１０ ５ 略

１０ ６ ３．３６×１４４Ｐａ

１０ ７ ２．３×１０３ ｍ

１０ ８ ６．２４×１０２３ｍｏｌ－１

１０ ９ （１）４．４７×１０２ ｍ·ｓ－１，３．４９×１０２ｍ·ｓ－１，４．８３×１０２ｍ·ｓ－１；

（２）６．２１×１０２１Ｊ

１０ １０ １．６４％

１０ １１ ０．５２６％

１０ １２ （１）２／３ｖ０；　　（２）２Ｎ／３，Ｎ／３；　　（３）１１ｖ０／９．

１０ １３ （１）２Ｎ
３ｖ０

；　　（２）Ｎ
３

；　　（３）１１
９ｖ０

１０ １４ （１）ｐ２＝３ｐ１；　　（２）εｋ２
＝３

２εｋ１
， ｖ２槡 ２＝１．２２ ｖ１槡 ２

１０ １５ ７．７Ｋ

１０ １６ ５，９．８０×１０－２１Ｊ，６．５５×１０－２１Ｊ，０．３２７Ｊ

１０ １７ ６．２１×１０－２１Ｊ，４．１４×１０－２１Ｊ，３．１２×１０３Ｊ，１．０４×１０３Ｊ

１０ １８ （１）６．００×１０－２１Ｊ，４．０８×１０－２１Ｊ，１０．００×１０－２１Ｊ

（２）１．８３×１０３Ｊ　　（３）１．３９Ｊ

１０ １９ 平均自由程增大，平均碰撞频率变小

９．４６×１０－５ｍ，４．６３×１０６ｓ－１

１０ ２０ ６．８６×１０－８ ｍ，６．５３×１０９ｓ－１

１０ ２１ ６×１０６，３０ｃｍ

习题１１

１１ １ （１）等压，绝热；　　（２）等压，等温；　　（３）等压，绝热

１１ ２ 不等，不等，相等

１１ ３ （１）３
２

（ｐ２Ｖ２－ｐ１Ｖ１）；　　（２）１
２

（ｐ２Ｖ２－ｐ１Ｖ１）；

（３）２（ｐ２Ｖ２－ｐ１Ｖ１）

６８２ 大学物理教程



１１ ４ （１）６０Ｊ；　　（２）－７０Ｊ

１１ ５ （１）先等温加热，后等压加热；　　（２）３．４８×１０４Ｊ

１１ ６ 略

１１ ７ ５．５２×１０２Ｊ，５．５２×１０２Ｊ，０

１１ ８ （１）－２．５９×１０５Ｊ，－２．５９×１０５Ｊ，０；－１．８７×１０５Ｊ，－６．５４×１０５Ｊ，

－４．６７×１０５Ｊ；

（２）７．４８×１０２Ｐａ，１５０Ｋ

１１ ９ 略

１１ １０ （２）１６％

１１ １１ 略

１１ １２ （１）５．２８ａｔｍ；４２９Ｋ；

（２）７．４１×１０３Ｊ，０．９３×１０３Ｊ，６．４８×１０３Ｊ

１１ １３ １２４．７Ｊ，－８４．３Ｊ，－８４．３Ｊ；－８．４３Ｊ·ｍｏｌ－１·Ｋ－１

１１ １４ （１）５００Ｋ；　　（２）１．１１×１０３Ｊ；　　（３）１１．８％

１１ １５ ８．３３×１０２Ｊ，３．３３×１０３Ｊ，２．５０×１０３Ｊ

１１ １６ ５％

１１ １７ （１）０．１１Ｊ；（２）０．１５４Ｊ

１１ １８ ３．１１ｋＷ；４８．４ｋＷ

１１ １９ １．４６×１０２Ｊ·Ｋ－１

１１ ２０ 略

１１ ２１ ５．７６Ｊ·Ｋ－１

１１ ２２ １．３１×１０３Ｊ·Ｋ－１，－１．１２×１０３Ｊ·Ｋ－１

１１ ２３ 略

１１ ２４ ４．０×１０４Ｊ，１．０×１０４Ｊ

１１ ２５ １．８９×１０４Ｊ·Ｋ－１

１１ ２６ ２６８Ｊ·Ｋ－１

１１ ２７ １．３０×１０３Ｊ，２．７９×１０３，２３．５Ｊ·Ｋ－１

７８２参考答案
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