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　　在环境保护工作中，人们得到了大量有关环
境质量、污染物排放、生态指标、水文气象以及
经济和社会发展的基础数据。这些数据的特点是
量大、多元和具有不确定性。如何整理分析这些
基础数据，并从这些基础数据中概括出一些描述
环境的基本特征和概念；如何从这些数据中探讨
和分析各种环境因素之间的关系，预测各种环境
因素和环境系统的变化发展趋势，是从事环境数
据分析、环境管理和环境科学研究工作的人员常
常面临的问题。

作者在多年的环境保护工作实践中，利用概
率论和数理统计的基本理论和计算方法来整理、
分析环境数据，研究环境中各种因素之间的相互
关系，揭示环境系统的内在规律，预测环境系统
的变化趋势。实践表明，概率论和数理统计的基
本理论和计算方法对于环境数据的分析是十分有
用的。本书结合实际应用案例，主要介绍概率论
和数理统计的基本理论和计算方法在环境数据分
析中的应用。

本书可作为从事环境科学研究、环境数据分
析和环境管理人员的参考书，也可作为高等院校
师生教育、学习的参考教材。文中所述内容难免
存在疏漏和不足，请广大读者批评指正。

作者

２００５年８月
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在环境监测和科研工作中，我们从所布设的采样地点采集样品，进行分析测
定，得到了大量的数据。分析、比较这些数据，从中获得有用的环境信息是环境
监测和科研工作中的一个重要环节。环境数据统计分析的基础是概率论和数理统
计方法。随着概率论和数理统计基础理论和计算方法在环境监测和科研系统中的
普及和推广，越来越多的从事环境监测和科研的技术人员认识到数据统计分析的
重要性。本章我们将扼要地介绍概率论和数理统计的基础概念及数据整理的一些
方法，为以后各章节介绍数据统计分析方法提供基础知识。

第一节　概率论基本概念

一、随机事件

在生产实践和科学实验中，人们常常发现许多事件是不肯定的，在一定的条
件下它可能发生，也可能不发生，即在一定条件下它的结果是不完全确定的。这
类事件称为随机事件，简称事件，记作Ａ、Ｂ、Ｃ、…。例如抛掷一枚硬币，每
次的结果都是不肯定的，Ａ表示 “正面朝上”，Ｂ表示 “背面朝上”，则Ａ、Ｂ就
是两个随机事件。

概率论中将不可再分的事件称为基本事件。实际上，不可再分事件是针对试
验目的而言的。如我们研究河流汞的污染水平，那么任何一种汞的浓度值都为一
基本事件，总共有无穷多个基本事件；若研究汞的污染水平是为了了解河流的汞
污染水平是否超标，那么就只有超标和未超标两个基本事件了。若干个基本事件
组合而成的事件称为复合事件。

必然事件是随机事件的一个极端情况，它是指在一定条件下必然发生的事
情，记作Ω。例如，一年中四季的变化；海水每日两次的涨潮、落潮；压力为一
个标准大气压和温度为０℃时水会结冰等，都是必然事件。

不可能事件是随机事件的另一个极端情况，它是指在一定条件下必然不会发
生的事件，记作Φ。例如，我们上抛一个硬币，硬币必然不会飞离地球；当气压
为一个标准大气压，温度大于０℃时，水必然不会结冰等，都是不可能事件。
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由全体基本事件组成的集合称为样本空间。随机事件在一次观察中是否发
生，事前无法确定。但任何一次随机试验的结果必然出现在该样本空间中，因此
样本空间本身作为一个事件是必然事件，因而样本空间亦可以以Ω 表示。类似
的，不包含任何事件的集合也就是不可能事件，称为空集。空集亦可用Φ 表示。

【例１１】　检测空气样品中ＳＯ２、ＮＯｘ、ＣＯ三项指标超标与否，可有８个
基本事件，分别为：

Ａ （ＳＯ２ 不超，ＮＯｘ 不超，ＣＯ不超）

Ｂ （ＳＯ２ 不超，ＮＯｘ 不超，ＣＯ超）

Ｃ （ＳＯ２ 不超，ＮＯｘ 超，ＣＯ不超）

Ｄ （ＳＯ２ 超，ＮＯｘ 不超，ＣＯ不超）

Ｅ （ＳＯ２ 超，ＮＯｘ 超，ＣＯ不超）

Ｆ （ＳＯ２ 超，ＮＯｘ 不超，ＣＯ超）

Ｇ （ＳＯ２ 超，ＮＯｘ 超，ＣＯ超）

Ｈ （ＳＯ２ 不超，ＮＯｘ 超，ＣＯ超）

二、事件的运算关系

随机事件是概率论和数理统计中最基本的概念。事件的概念是与一次随机试
验出现的结果以及它所有可能出现的结果联系在一起的。事件和事件之间存在一
定的联系。下面介绍事件之间最重要的一些关系和运算，这对我们理解数理统计
的一些基本概念和计算方法是有帮助的。

１事件的基本关系

（１）包含　若事件Ｂ的发生必然导致事件Ａ 的发生，则称事件Ａ 包含事件

Ｂ 或事件Ｂ 含于事件Ａ，记作ＡＢ或ＢＡ。

ＢＡ相当于事件Ｂ 中的每一个基本事件都包含在事件Ａ 之中，见图１１
（ａ）。

显然空集可以作为任何集合的子集，而样本空间是所有基本事件的集合。因
而对任何一个随机事件Ａ，总有：ΩＡΦ。

（２）等价　如果两事件Ａ和Ｂ 同时发生或同时不发生，即ＡＢ 且ＢＡ，
则称事件Ａ与事件Ｂ 等价，记作Ａ＝Ｂ。

事件Ａ与事件Ｂ 等价意味着两事件是由完全相同的基本事件构成，Ａ、Ｂ
不过是同一随机事件的两种不同的表达方式，见图１１ （ｂ）。

（３）积　表示两事件Ａ、Ｂ 同时发生的事件，称为事件Ａ 与事件Ｂ 的积
（或称为交），记作Ａ∩Ｂ （或ＡＢ）。

Ａ∩Ｂ 本身就是一个事件，它由既包含于事件Ａ 中又包含于事件Ｂ 中的基
本事件所构成，见图１１ （ｃ）的阴影部分。

（４）和　表示事件Ａ与事件Ｂ 至少有一个发生的事件，称为事件Ａ 与事件

Ｂ 的和，记作Ａ∪Ｂ或Ａ＋Ｂ。
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Ａ∪Ｂ是由所有包含在事件Ａ 中的和包含在事件Ｂ 中的基本事件构成的，
见图１１ （ｄ）中的阴影部分。

图１１　事件的基本关系

如果事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中至少有一个出现，则称为Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 的

和，记作Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ 或Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ 或 ∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 或 ∪

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ 。

（５）差　表示事件Ａ发生而事件Ｂ 不发生的事件，称为事件Ａ 与事件Ｂ 的
差，记作Ａ－Ｂ。

Ａ－Ｂ是由所有包含于Ａ 而不包含于Ｂ 中的基本事件组成，见图１１ （ｅ）的
阴影部分。

对于任一事件Ａ，显然有：

Ａ－Ａ＝Φ；　　Ａ－Φ＝Ａ；　　Ａ－Ω＝Φ
（６）互斥　如果两个事件Ａ和Ｂ 不可能同时发生，则称事件Ａ 与事件Ｂ 为

互斥关系 （或互不相容关系），必有Ａ∩Ｂ＝Φ。

Ａ、Ｂ互斥表示这两个事件中不包含相同的基本事件，如图１１ （ｆ）所示。
（７）逆　必然事件Ω与事件Ａ 之差，称为事件Ａ 的逆事件或对立事件，记

作Ａ，即Ａ＝Ω－Ａ。它表示事件Ａ不发生的事件。

Ａ与Ａ 事件互不相容，而且充满了整个样本空间，如图１１ （ｇ）所示。Ａ

与Ａ 事件是互逆的。也就是说事件Ａ也是事件Ａ 的逆事件，即Ａ＝Ω－Ａ。
（８）完备　如果事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，在每次观察中至少发生一个，即

Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ＝Ω，则称事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 构成了一个事件完备组。

２事件的运算关系

事件运算满足如下关系。
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（１）交换律　Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ
Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ

（２）结合律　Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ
Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ

（３）分配律　Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）

Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）
分配律可以推广到多个或无限个事件的情况：

Ａ∩（∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝∪

ｎ

ｉ＝１
（Ａ∩Ａｉ）

Ａ∪（∩
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝∩

ｎ

ｉ＝１
（Ａ∪Ａｉ）

（４）对偶性　对有限个或无穷多个Ａｉ，恒有：

∪
ｉ
Ａｉ＝∩

ｉ
Ａｉ

∩
ｉ
Ａｉ＝∪

ｉ
Ａｉ

（５）Ａ－Ｂ＝Ａ∩Ｂ对任意两个随机事件都成立。
有兴趣的读者可以验证以上的５个运算关系。

三、概率的基本概念

如前所述，随机事件在一次试验中的结果是无法事先知道的。我们观察一个
随机试验的结果时，一般来说，总可以发现有些事件出现的可能性大一些，有些
事件出现的可能性小一些，有些事件发生的可能性基本相同。当我们进行多次重
复试验和观察时，就可能对各种事件发生的可能性进行判断，了解这些事件出现
的内在的统计规律。

随机事件发生的可能性大小用一个数值来表示，称为事件的概率，通常用字
母Ｐ表示。如事件Ａ的概率记作Ｐ（Ａ）。在概率论的发展史上，有各种定义概
率和计算概率的方法，下面介绍两种最主要的方法。

１古典概率

由于概率是某一事件发生可能性大小的数量指标，我们很自然地联想，当完
备事件组中的每一个基本事件是等可能出现时，事件Ａ 的概率可以用事件Ａ 所
包含的基本事件数ｋ与基本事件总数ｎ的比值来计算，即：

Ｐ（Ａ）＝ｋ
ｎ

（１１）

这种计算方法得到的概率称为古典概率。
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古典概率除了要求所有基本事件是等可能外，还要求基本事件总数是有限
的，即ｎ不等于无穷大。

【例１２】　连续两次掷骰子，求两次出现的点数和为１０的概率。
解　每掷一次骰子有６种可能结果，即６个基本事件，两次掷骰子有６×６＝

３６种可能结果，每一基本事件都是等可能的，可知完备组中的基本事件总数ｎ＝
３６。两次出现的点数和为１０的可能结果有３个，即 （４，６）、（５，５）、（６，４），
因而ｋ＝３。

由式 （１１）计算两次掷骰子点数和为１０的概率为：

Ｐ＝３
３６＝１

１２

２统计概率

在古典概率的计算和定义中，完备事件组中每个基本事件是等可能出现的。
这个条件在实践中常常不能满足，这时计算事件Ａ的概率可以通过多次重复试验，
观察事件Ａ出现的频率来计算事件Ａ出现的概率Ｐ（Ａ）。若重复试验的次数为ｎ，
事件Ａ出现的次数为ｍ，则事件Ａ发生的频率为ｍ／ｎ。用事件Ａ出现的频率来表
示事件Ａ的概率，则有

Ｐ（Ａ）＝ｍ
ｎ

（１２）

这种计算方法得到的概率称为统计概率。当试验次数ｎ无限增大时，统计概
率值呈现出稳定在某一数值的特征，称为概率的稳定性。它体现了事件Ａ 发生
的可能性大小是事件本身固有特性的反映。

【例１３】　抽查某汽车制造厂生产的汽车整车噪声超标情况，抽查结果见表

１１。

表１１　某汽车制造厂的汽车整车噪声抽查表

抽查汽车台数（ｎ） ５ １０ ５０ １００ ２００ ５００ １０００ ２０００

超标台数（ｍ） ２ ３ １１ ２３ ４８ １２８ ２５４ ５０３

超标率（ｍ／ｎ） ０４ ０３３ ０２２ ０２３ ０２４ ０２５６ ０２５４ ０２５２

从表１１可见，车辆噪声超标率在０２５附近摆动，随着抽样台数增多，摆
动幅度减小，超标概率稳定在０２５。

３条件概率

按照概率的定义，事件Ａ发生的概率为Ｐ（Ａ），事件Ｂ发生的概率为Ｐ（Ｂ），
若事件Ａ、Ｂ是有联系的，那么考虑在事件Ａ 已经发生的条件下，事件Ｂ 发生
的概率，称为事件Ｂ关于Ａ的条件概率，记作Ｐ（Ｂ／Ａ）。条件概率有如下的关
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系式：

Ｐ（ＢＡ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ） （１３）

式中，Ｐ（ＡＢ）是事件Ａ、Ｂ相交的事件出现的概率。
【例１４】　一盒子中有１００个球，其中６０个为白色球，４０个为红色球。并

且这１００个球中有３０个标有号码，其中白球有２０个标有号码。求从盒中抽得的
白色球中，带有号码的球的概率。

解　这是一个条件概率问题。若事件Ａ 表示抽到白色球，事件Ｂ 表示抽到
带有号码的球，则从盒中抽球不外乎下列四种互斥的情况。

（１）抽到白色带有号码的球为ＡＢ。设属于这种情况的球的数目为ｎ１。

（２）抽到白色不带有号码的球为ＡＢ。设属于这种情况的球的数目为ｎ２。

（３）抽到红色带有号码的球为ＡＢ。设属于这种情况的球的数目为ｎ３。

（４）抽到红色不带有号码的球为ＡＢ。设属于这种情况的球的数目为ｎ４。
则上述抽到的白色球中，带有号码的球的概率Ｐ（Ｂ／Ａ）应为白色带有号码

的球数ｎ１ 与全部白色球数ｎ１＋ｎ２ 之比。即：

Ｐ（ＢＡ）＝ ｎ１

ｎ１＋ｎ２
＝

　
ｎ１

ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋ｎ４
　

ｎ１＋ｎ２

ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋ｎ４

由于Ｐ（ＡＢ）＝
ｎ１

ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋ｎ４
；Ｐ（Ａ）＝

ｎ１＋ｎ２

ｎ１＋ｎ２＋ｎ３＋ｎ４

则，Ｐ（ＢＡ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）

在本问题中ｎ１＝２０，ｎ２＝４０，因而抽到的白球中带有号码的球的概率为

Ｐ（ＢＡ）＝ ２０
２０＋４０＝１

３
如果两事件Ａ、Ｂ是相互完全独立的，即：

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

此时，条件概率有如下关系式：Ｐ（ＢＡ）＝Ｐ（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ａ） ＝Ｐ（Ｂ）

即事件Ｂ出现的概率与事件Ａ 是否已出现完全无关。

４概率的一些基本性质

概率论是进行数据统计分析的基础，了解概率的基本性质和运算规律对于正
确理解和应用数据统计分析方法是有重要意义的。由上述定义的概率概念，我们
可以引出有关概率的如下基本性质。
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（１）概率是非负数，即

Ｐ（Ａ）≥０
若Ａ是不可能事件，则

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Φ）＝０
（２）概率不大于１，即

Ｐ（Ａ）≤１
若Ａ是必然事件，则

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ω）＝１
（３）对任何两事件Ａ和Ｂ 有

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ∩Ｂ）
若Ａ和Ｂ 互斥，则

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）
（４）对任一事件Ａ有

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）
（５）对任何两事件Ａ和Ｂ，若ＡＢ，则恒有

Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）

四、随机变量和分布函数

１随机变量的概念

在一定条件下进行重复试验，试验的结果随着随机因素的变化而变化，但又
遵从一定的概率分布规律。这种随机试验的可能结果可以用一个变量Ｘ 的数值
来表示，称为随机变量。

随机变量是随机事件的数量化表征。通常将随机变量分为两类，即离散型随
机变量和连续型随机变量。

离散型随机变量　如果随机变量Ｘ 只能以一定的概率取分列的数值ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ，则称这种变量为离散型随机变量。例如一年中实验室失控样品的数
目是离散型随机变量，［例１３］中整车噪声超标的汽车台数也是离散型随机变量。

连续型随机变量　如果随机变量Ｘ 以一定概率的取值充满某一数值区间，
即在某一数值区间中可任意取值，取值数量有任意多个，则称这种变量为连续型
随机变量。例如检测河流中某断面的ｐＨ值，检测结果可以是一定ｐＨ 范围内的
任何一个值，是连续型随机变量。

２分布函数的概念和性质

一个随机变量取值的规律，称为该随机变量的分布，分布函数就是表征随机
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变量分布的函数。给定随机变量Ｘ，考虑Ｘ的值小于ｘ的概率为Ｐ（Ｘ＜ｘ），显然
它是ｘ的函数，我们称其为随机变量Ｘ的分布函数。若记分布函数为Ｆ（ｘ），则有：

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ＜ｘ） （１４）
随机变量Ｘ 落在某一数值区间 ［ｘ１，ｘ２）内的概率为：

Ｐ（ｘ１≤Ｘ＜ｘ２）＝Ｐ（Ｘ＜ｘ２）－Ｐ（Ｘ＜ｘ１）＝Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１） （１５）
式 （１５）表明，随机变量Ｘ 的概率分布可由其分布函数确定。
分布函数有如下基本性质：
（１）在 （－∞＜ｘ＜＋∞）的整个区间中，任一随机变量必满足：

０≤Ｆ（ｘ）≤１
（２）由于随机变量不取任何值的概率为零，因而有：

Ｆ（－∞）＝ ｌｉｍ
ｘ→－∞

Ｆ（ｘ）＝０

（３）随机变量能够取任何值为必然事件，因而有：

Ｆ（＋∞）＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ）＝１

（４）当ｘ２＞ｘ１ 时，显然有概率Ｐ（Ｘ＜ｘ２）≥Ｐ（Ｘ＜ｘ１），因而有：

Ｆ（ｘ２）≥Ｆ（ｘ１）　　　（当ｘ２＞ｘ１ 时）
这表明分布函数具有单调递增的性质。

五、分布密度函数

连续型随机变量的概率分布除了可以用分布函数Ｆ（ｘ）表示外，还可用分布
密度函数表示。分布密度函数的定义是：连续型随机变量Ｘ 的值落在单位区间
内的概率，记作ｆ（ｘ）。根据定义，可以得到分布密度和分布函数之间的关系：

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ （１６）

或

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

Ｆ（ｘ＋Δｘ）－Ｆ（ｘ）
Δｘ

（１７）

可以证明随机变量的概率密度函数ｆ（ｘ）有如下性质：

ｆ（ｘ）≥０　　　（－∞＜ｘ＜＋∞）

∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１

Ｐ（ｘ１ ≤Ｘ ≤ｘ２）＝Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１）＝∫
ｘ２

ｘ１

ｆ（ｘ）ｄｘ

【例１５】　已知一随机变量的概率密度函数为ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅｘｐ（－ｘ２

２），求随

机变量数值落在区间 ［－１，１］的概率。
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解　随机变量落在数值区间 ［－１，１］的概率为：

Ｐ（－１≤Ｘ ≤１）＝Ｆ（１）－Ｆ（－１）＝∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

－１

１
２槡π

ｅｘｐ（－ｘ２

２ ）ｄｘ
上面的积分没有解析解。这是一个正态分布的情况，查正态分布表 （见附表１）

可得：

Ｐ（－１≤Ｘ≤１）＝０６８２６

六、随机变量的数字特征

随机变量的数字特征是反映随机变量的某方面特征的数值，如随机变量的取
值中心；随机变量的取值的分散程度等。随机变量的数字特征中，最重要的是数
学期望和方差。下面将分别予以介绍。

１数学期望 （均值）

随机变量的数学期望 （或称均值）μ是反映随机变量取值的平均水平的特征
数字，通常记作Ｅ（Ｘ）或Ｍ（Ｘ）。

对离散性随机变量Ｘ，设其可能的取值为ｘｋ，其概率密度函数为：

Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，３，…，ｎ）
则随机变量的数学期望为：

μ＝Ｅ（Ｘ）＝
∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｋｐｋ

∑
ｎ

ｋ＝１
ｐｋ

（１８）

由于 ∑
ｎ

ｋ＝１
ｐｋ ＝１，因而式 （１８）可简化为：

μ＝Ｅ（Ｘ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｋｐｋ （１９）

连续型随机变量Ｘ，若其分布密度函数为ｆ（ｘ），则其数学期望为：

μ＝Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ

∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ （１１０）

由上述离散型随机变量和连续型随机变量的定义可以看到，随机变量的数学
期望实际上是该随机变量所有可能的取值以其相应的概率为权重的加权平均值。

数学期望有以下几个简单性质：
（１）Ｅ（ｃ）＝ｃ
（２）Ｅ（ｋＸ）＝ｋＥ（Ｘ）
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（３）Ｅ（Ｘ＋ｃ）＝Ｅ（Ｘ）＋ｃ
（４）Ｅ（ｋＸ＋ｃ）＝ｋＥ（Ｘ）＋ｃ
式中的ｋ、ｃ均为常数。

【例１６】　试求概率密度函数如上例的ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅｘｐ（－ｘ２

２）的随机变量的

数学期望。
解　这是一连续型随机变量，由数学期望的定义式 （１１０）可计算得：

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞

１
２槡π

ｅｘｐ（－ｘ２

２ ）ｘｄｘ＝０

２方差和标准差

随机变量的方差和标准差是反映随机变量的取值相对于其数学期望的偏差程
度的特征数字。

随机变量方差σ２的定义为

σ２＝Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］２

对于离散型随机变量，ｘｋ 是可能取值，Ｐ（Ｘ＝ｘｋ）＝ｐｋ 为概率分布 （ｋ＝１，

２，３，…，ｎ），则方差为：

σ２＝ ∑
ｎ

ｋ＝１

［ｘｋ－Ｅ（Ｘ）］２·ｐｋ （１１１）

若连续型随机变量的概率密度为ｆ（ｘ），则方差为：

σ２＝∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ｆ（ｘ）ｄｘ （１１２）

随机变量的标准差的定义是方差开方，记作σ。即有：

σ＝ σ槡２＝ Ｅ［Ｘ－Ｅ（Ｘ）］槡 ２ （１１３）
不难看出，随机变量的取值愈分散，标准差和方差值就愈大。

【例１７】　试求 ［例１６］中概率密度函数为ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅｘｐ（－ｘ２

２）的随机

变量的方差和标准差。
解　已知该随机变量的数学期望Ｅ（Ｘ）＝０，因而按方差定义式 （１１２）有：

σ２＝∫
＋∞

－∞
［ｘ－Ｅ（Ｘ）］２ １

２槡π
ｅｘｐ（－ｘ２

２ ）ｄｘ
＝∫

＋∞

－∞
ｘ２ １

２槡π
ｅｘｐ（－ｘ２

２ ）ｄｘ
＝ １

２槡π
［－ｘｅｘｐ（－ｘ２

２ ）｜
＋∞

－∞
＋∫

＋∞

－∞
ｅｘｐ（－ｘ２

２ ）ｄｘ］
＝１
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显然标准差为：

σ＝１

七、随机变量的几种重要的理论分布

前面我们已经介绍了分布函数的概念，这里我们要介绍在理论和实践应用中
有重要意义的随机变量的几种理论分布。

１二项分布

二项分布是一种常见的离散型随机变量的理论分布。设一次试验中，试验结
果对事件Ａ只有两种可能，出现或不出现，二者必居其一，且每次试验结果彼
此独立，即一次试验的结果完全不影响另一次试验的结果。若令事件Ａ 出现的

概率为ｐ，事件Ａ出现的概率 （Ａ不出现）为ｑ，则显然有关系式：

ｑ＝１－ｐ
进行ｎ次试验事件Ａ 出现ｋ次的概率为：

Ｐ＝Ｃｋｎｐｋｑｎ－ｋ＝Ｃｋｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ （１１４）

式 （１１４）中，Ｃｋｎ 是ｎ个元素中取ｋ个元素的组合数。

Ｃｋｎ＝ ｎ！
ｋ！（ｎ－ｋ）！ （１１５）

由于式 （１１４）中的概率ｐ的表达式是二项式 （ｐ＋ｑ）ｎ 的展开式中的对应
项，因而这一概率分布称为二项分布。

二项分布的分布函数Ｆ（ｘ）为

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（ｘ≤ｋ）＝ ∑
ｋ

ｉ＝０
Ｃｉｎｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ （１１６）

二项分布的数学期望为：

Ｅ（Ｘ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝０
ｋＣｋｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ ＝ｎｐ （１１７）

二项分布的方差为：

σ２＝ ∑
ｎ

ｋ＝０

（ｋ－ｎｐ）２Ｃｋｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ ＝ｎｐｑ （１１８）

【例１８】　已知某市的机动车辆整车噪声超标率为４０％。若任意抽查１０辆
汽车，问抽查到噪声超标车辆的概率分布。

解　这显然是一个二项分布问题，依题已知ｎ＝１０，ｐ＝０４，ｑ＝０６，即可
按二项分布概率计算式 （１１４），计算超标车辆数０～１０台的概率见表１２。

显然ｋ＝４的概率Ｐ有最大值，即抽到４辆汽车噪声超标的可能性最大。
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表１２　抽查到的超标车辆数目与其相应的概率

超标车辆（ｋ） ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

概率（Ｐ） ０００６ ００４ ０１２ ０２２ ０２５ ０２０ ０１１ ００４ ００１ ０００１６ ００００１

２正态分布

正态分布是一种具有重要理论和实践意义的连续型理论分布。在环境数据统
计分析中，正态分布同样具有重要意义。例如，在环境分析测试中，人们经常要
对分析误差进行分析，分析误差一般服从正态分布。一般而言，当随机变量受到
很多随机因素的影响，而每一随机因素的影响很小，不起决定性作用时，具有这
种特性的随机变量，一般服从正态分布。

正态分布的随机变量Ｘ 具有如下的概率密度函数：

ｆ（ｘ）＝ １
σ ２槡π

ｅｘｐ［－１
２（ｘ－μ

σ ）２ ］ （１１９）

式 （１１９）中μ，σ是两个常数。可以证明，μ是随机变量Ｘ 的数学期望，

图１２　正态分布曲线

σ为标准差。均值为μ，标准差为

σ的正态分布通常以 Ｎ （μ，σ）
表示。

正态分布有如图１２所示的
分布曲线。

由图１２可见，两个常数μ，

σ是概率密度曲线的决定因素。
均值μ决定了曲线的位置，随着

μ的取值不同，整个曲线在ｘ轴
上平移。σ决定了曲线的形状，σ
值越大曲线越低平，σ值越小曲

线越尖锐。
当μ＝０，σ＝１时的正态分布称作标准正态分布，通常表示为Ｎ（０，１）。标

准正态分布的密度函数为：

ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅｘｐ（－ｘ２

２） （１２０）

显然这就是我们在 ［例１５］、［例１６］、［例１７］遇到的概率密度函数。

对于服从一般正态分布Ｎ（μ，σ）的随机变量Ｘ，若用适当的数学变换（ｚ＝

ｘ－μ
σ ），即可使ｚ成为服从标准正态分布Ｎ（０，１）的随机变量。同样通过反变
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图１３　标准正态分布曲线

换ｘ＝σｚ＋μ亦可将标准正态分布还原为一
般正态分布。因而，只要我们掌握了标准
正态分布的性质，就可认为掌握了所有正
态分布的性质。

标准正态分布Ｎ（０，１）具有如下主要
性质。

（１）由标准正态分布的定义可知，标
准正态分布的数学期望μ＝０，标准差σ＝１。

（２）在均值处，即ｘ＝０处，标准正态
分布概率密度函数ｆ（ｘ）具有最大值。

（３）标准正态分布的概率密度曲线 （见图１３）是以ｘ＝０为对称轴的曲线，
曲线以下的总面积为１，即全概率为１。

图１４　对数正态分布曲线

由于正态分布在理论和实践上的重要性，数理统计学家已将标准正态分布随
机变量落在不同区间内的概率计算结果列成表格 （见附表１），以供读者查阅。
其中在统计学中最重要的几个区间内的概率为：

Ｐ（－１＜Ｘ＜１）＝０６８３
Ｐ（－１９６＜Ｘ＜１９６）＝０９５０
Ｐ（－２５８＜Ｘ＜２５８）＝０９９０
Ｐ（－３＜Ｘ＜３）＝０９９７

３对数正态分布

环境统计数据分析中经常遇到的另一类分布是对数正态分布。顾名思义，对
数正态分布是指若随机变量的对数服从正态分布，则称该随机变量服从对数正态
分布。对数正态分布的概率密度函数为：

ｆ（ｘ）＝ １
ｘσ ２槡π

ｅｘｐ［－（ｌｎｘ－μ
σ ）２ ］ （１２１）

式中，μ和σ分别为随机变量ｌｎｘ的均值和标准差。实际上，只要将服从对数正
态分布的随机变量ｘ取对数ｙ＝ｌｎｘ，则变量ｙ为服从正态分布的随机变量。

显然，服从对数正态分布的随机变
量Ｘ 的取值范围为 ［０，＋∞）。全概
率为１，即：

∫
＋∞

０

１
ｘσ ２槡π

ｅｘｐ［－（ｌｎｘ－μ
σ ）２ ］ｄｘ＝１

概率密度函数的曲线见图１４。
服从对数正态分布的例子在环境数
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据资料的整理中经常可以发现。如某些城市空气中ＳＯ２ 的浓度、一些地区土壤
中某些金属元素的含量等，都服从对数正态分布。

第二节　统计学基础

一、总体和个体

在统计学中将研究对象的所有可能的观测结果称为总体，总体中的一个单元
称为个体。显然总体是所有个体的集合。例如要研究某一地区一年中空气中ＳＯ２

日均污染水平，则该年中每日的ＳＯ２ 平均值是一个个体，而一年中所有ＳＯ２ 日
均值组成总体。总体和个体的内涵随研究问题改变而改变。在上述例子中，如要
研究该地区一日内ＳＯ２ 小时均值污染水平，则这一天中，每小时的ＳＯ２ 均值为
一个个体，一日中所有ＳＯ２ 小时均值组成该研究问题的总体。总体可以是有限
的。上述两个例子，显然总体包含的个体是有限的，这种总体称为有限总体。总
体也可以是无限的。我们研究某河流ＢＯＤ５ 浓度的沿程分布。由于该河流沿程的
点为无限多个，因而该研究总体有无限多个个体，这种总体称为无限总体。

二、样本

从总体中抽取一部分个体称为总体的一个样本。样本中所含个体的数目称为
样本的大小 （或称样本容量）。

总体的性质是由各个个体的性质决定的。当我们了解了总体中每一个个体的
性质，我们就掌握了总体的性质。但是要做到这一点常常是很困难的，有时甚至
是不可能的。因为通常总体包含的个体数目非常多，有时甚至是无限的，不可能
对每个个体的性质加以测定。

例如研究某一河流的水质状况，我们不可能对整条河流的每一滴水 （总体）
化验，而是在一些断面采集一些水样 （样本）进行分析，从而了解整个河流的水
质情况。有时总体所包含的个体数目虽然是有限的，但是当我们为确定个体的性
质所做的测定或试验是破坏性的，我们也不可能对总体所含的每个个体进行测
定。由于上述原因，人们总是从总体中抽取样本，通过分析样本的性质来了解总
体性质。研究样本，通过样本来了解总体成为统计学中重要的研究内容。

三、样本的频数分布

样本的频数是指将样本数据在取值范围内分成若干区间，统计数据落入每个
区间内的次数。频数与样本数之比称为相对频数，亦称频率。对数据进行分组，
得到的每组的频数或相对频数称为数据的频数分布。频数分布能较为完整地反映
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实验数据的统计性质。因此在进行数据整理时，频数分布是通常采用的方法。
对数据进行频数分布时，一般有以下几个基本步骤。
（１）指定进行频数分布区间的上下限　找出观察数据的最大值和最小值。以

最大值作为频数分布区间的上限，最小值作为下限。
（２）确定频数分布的组数　频数分布的组数根据观察数据的数目确定。不宜

太少，也不宜太多。一般以５～１５组为宜。
（３）确定每组的界限　根据所确定的组数进一步可以确定每组的界限。一般

采用等区间分组，即每组组距相等。特殊情况可做一些调整。需要注意的是，每
组界限的取值一般比原始数据的精度高一位，这样可以避免实验数据落在界
限上。

统计实验数据落入每组内的次数，即得到了频数分布。
【例１９】　某城市用网格法进行城市环境噪声普查，共设置２４９个测点。将

２４９个测点数据按５ｄＢ（Ａ）一档分档列于表１３。

表１３　某城市环境噪声普查结果

ｄＢ（Ａ） ４０００～
４４９９

４５００～
４９９９

５０００～
５４９９

５５００～
５９９９

６０００～
６４９９

６５００～
６９９９

７０００～
７４９９

７５００～
７９９９

测点数（频数） １１ ２２ ４０ ８２ ４３ ３１ １５ ５

相对频数 ４４％ ８８％ １６１％ ３２９％ １７３％ １２５％ ６０％ ２０％

频数分布亦可用相对频数作频数分布图表示 （见图１５）。

图１５　某城市环境噪声频数分布图

频数分布图表示的优点是直观，由图１５，该城市的环境噪声分布状况可一
目了然。

相对频数分布也常用饼形图来描绘。每一扇形部分与相应的每一组相对频数
相对应。例如，某城市一年空气质量优、良、轻微污染、中度污染和重污染天数
的相对频数分布为：

优 良 轻微污染 中度污染 重污染

０２５ ０３２ ０２８ ０１０ ００５
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　　其相对频数亦可用饼形图来表示 （见图１６）。

图１６　某城市空气质量相对频数分布图

四、样本的特征数

在上一节中，我们介绍了随机变量的数字特征概念，并具体介绍了随机变量
最重要的两个特征数字———数学期望 （均值）和方差。随机变量的特征数字反映
的是总体的数据统计性质，在实际问题中，它往往是未知的。为了了解总体的性
质，人们通常从总体中抽取样本，通过分析样本数据的统计性质来推断总体的性
质。因而样本数据的统计性质，如数据分布的中心趋势、数据分布的分散程度、
数据分布的形状等在数据分析的实践中具有重要的意义。反映样本数据统计性质
的一些数值称为样本的特征数。由于从总体中抽取样本可以以不同方式进行，样
本的特征数随样本抽取方式的不同而不同，它们本身是变量。而对某一指定的总
体而言，它的数字特征为常数，这是样本特征数和总体特征数的不同之处。下面
将介绍样本主要的一些特征数。

１算术平均值

设样本的ｎ个测定值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，其算术平均值ｘ的定义为所有测

定值的总和除以测定次数，其计算式为

ｘ＝
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ

ｎ ＝１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ （１２２）

算术平均值是最常用的反映样本数据中心趋势的特征数。但它易受样本数据
中特大或特小值的影响。对于服从正态分布的数据，算术平均值代表了数据中心
趋势的典型水平。对于不服从正态分布的数据，算术平均值往往不反映数据中心
趋势的典型水平，这是我们在应用算术平均值对样本进行统计分析时需要注意的
问题。

【例１１０】　对某一植物样品的有机砷含量进行了７次独立的检测，检测结果
见表１４。求其算术平均值。
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表１４　某一植物样品有机砷含量检测

次　序 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

浓度／（ｍｇ／Ｌ） １７２１ １７２０ １７２３ １７１９ １７１８ １７２０ １７１９

显然，该样品的有机砷含量的算术平均值为：

ｘ＝１
７

（１７２１＋１７２０＋１７２３＋１７１９＋１７１８＋１７２０＋１７１９）＝１７２０

在本例中，样本服从正态分布，因而算术平均值代表了样本的中心趋势。

２几何平均值

几何平均值的定义是ｎ个测定值乘积的ｎ 次方根。设ｎ个样本的测定值为

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，其几何平均值ｘＧ的计算式为：

ｘＧ＝
ｎｘ１ｘ２…ｘ槡 ｎ （１２３）

利用对数形式表示几何均值在计算上更为方便。将式 （１２３）两侧取对数可
得几何均值的对数计算形式

ｌｇｘＧ＝
１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｌｇｘｉ （１２４）

取ｌｇｘＧ的反对数即可得到几何均值ｘＧ。
对于服从对数正态分布的样本，几何均值比算术均值更能反映样本的中心趋

势。需要注意的一点是，对数据中有零或负值的样本，不能计算样本的几何
均值。

有兴趣的读者可以证明，对任一样本，若样本的几何平均值存在，该值总是
小于或等于该样本的算术平均值。如 ［例１１０］中植物样品中有机砷含量的几
何平均值为：

ｘＧ＝
７１７２１×１７２０×１７２３×１７１９×１７１８×１７２０×１７槡 １９＝１７２０

一般来说，样本越分散，ｘＧ比ｘ 就小得越多。

３加权算术平均值

一组样本数为ｎ的测定值的加权算术平均值是该ｎ个测定值的加权总和除以

ｎ个权重总和。设样本的ｎ个测定值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；其相应的权重为ω１，

ω２，…，ωｎ；则该样本的加权算术平均值ｘｗ为：

ｘｗ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ωｉｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ωｉ

（１２５）
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【例１１１】　 某 河 流 四 个 断 面 上 测 得 污 染 物 酚 的 浓 度 为 ００３６ｍｇ／Ｌ，

００２４ｍｇ／Ｌ，００２３ｍｇ／Ｌ，００１９ｍｇ／Ｌ。每个断面所代表的河段长度分别为

３４ｋｍ，５６ｋｍ，２７ｋｍ，４３ｋｍ，计算该河流酚污染平均水平。
以断面所代表的河段长度为权重因子，以加权算术平均值来反映该河流的酚

污染平均水平，由式 （１２５）可有：

ｘｗ＝
３４×００３６＋５６×００２４＋２７×００２３＋４３×００１９

３４＋５６＋２７＋４３ ＝００２５

又例，城市中ｎ条交通干线的噪声污染水平分别测得为Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ，
每条交通干线的长度分别为ｌ１，ｌ２，…，ｌｎｋｍ，则城市交通噪声平均污染水平可
由以下加权算术平均值求得：

Ｌ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｌｉｌｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｉ

这是评价城市道路交通噪声污染的重要公式。

４中位数

样本的中位数是指当样本的ｎ个测定值从小到大排列时，居于中间位置的那
个值。将样本的ｎ个测定值由小到大顺序排列，并由１到ｎ编号。若ｎ为奇数，

则样本的中位数是第ｎ＋１
２

个值，即为居于中间位置的测定值。若ｎ为偶数，中

位数介于第ｎ
２

个与第ｎ
２＋１个测定值之间，如无特殊规定，中位数即取这两个测

定值的算术平均值。
中位数也是表征样本中心趋势的特征数。它与算术平均值相比，算术平均值

易受特大值或特小值的影响，中位数则不受测定值中特大值或特小值的影响。正
因为这一点，在偏态分布中，中位数比算术平均值更好地代表样本的中心趋势。

环境噪声的一个很常用的评价量———统计声级中的Ｌ５０基本上就是一个中位
数。Ｌ５０代表有ｎ次测定值的一个样本中，有５０％的测定值大于比值。

５众数

众数是指样本中出现频数最高的测定值。一般来说，众数也是反映样本中心
趋势的特征数，但它与算术平均值和中位数不完全相同。对正态分布的样本，众
数与算术平均值和中位数重合，而对对数正态分布的样本，众数与几何平均值
相同。

众数除了定量表征样本的中心趋势外，在很多场合仅用于定性反映样本的特
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征，而在对样本进行进一步统计分析时其作用受到某些限制。
某些样本的分布可以具有几个局部众数，在这种情况下，分布称为多峰分布。

６极差

极差的定义是样本测定值中最大值与最小值之差，一般用Ｒ表示，即

Ｒ＝ｘ最大－ｘ最小 （１２６）
极差是反映样本测定值离散程度的特征数。由于极差由样本中两个极端值所

确定，因而它易受到极大值或极小值波动的影响。在一些问题中，用极差来表征
样本测定值的离散程度是较为粗糙的方法。但是由于极差计算简便，一目了然，
在样本数据的统计分析中仍有许多应用。在后面要介绍的样本测定值离群值的检
验中，就有极差的应用。

７平均偏差

设样本的ｎ个测定值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，算术平均值为ｘ。每个测定值与

算术平均值的差为ｘ１－ｘ，ｘ２－ｘ，…，ｘｎ－ｘ，称为偏差。显然，由于偏差有
正有负，这些偏差的总和为零，即：

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）＝０

样本平均偏差的定义是样本偏差绝对值的算术平均值，平均偏差用字母Ｄ
表示，即有：

Ｄ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘ｜

ｎ
（１２７）

平均偏差可以直观反映测定值离散程度的特征数，但由于包含了绝对值运
算，平均偏差在统计中的应用受到很大的限制。

有兴趣的读者可以发现，如果取中位数为原点，即计算测定值与中位数的
差，平均偏差有极小值。但是一般都选择算术平均值为原点计算。

［例１１０］中植物样品中有机砷含量的样本平均偏差为：

Ｄ ＝１
７

（｜１７２１－１７２０｜＋｜１７２０－１７２０｜＋｜１７２３－１７２０｜＋｜１７１９－

１７２０｜＋｜１７１８－１７２０｜＋｜１７２０－１７２０｜＋｜１７１９－１７２０｜）

＝００１１

８方差和标准差

设样本的ｎ个测定值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，其平均值为ｘ。方差的定义是每
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个测定值与算术平均值差的平方和除以ｎ－１，通常用Ｓ２ 表示。根据方差的定

义，Ｓ２ 的计算式为：

Ｓ２ ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２ （１２８）

标准差为方差的平方根，通常用Ｓ表示。标准差的计算式为：

Ｓ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）槡
２ （１２９）

方差和标准差避免了平均偏差中绝对值运算不便的困难，是表征样本离散程
度最常用的特征数。在数据统计分析中有广泛的应用。为了计算方便，方差计算
式通常可以化简为式 （１３０）：

Ｓ２ ＝ １
ｎ－１［∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２
ｉ －１

ｎ （∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ）２ ］ （１３０）

读者可证明，式 （１３０）与式 （１２８）完全等价。
应当注意，方差和标准差亦有以下的定义：

Ｓ２ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２

Ｓ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）槡
２

即用偏差的平方和除以ｎ而不是ｎ－１。这两种定义都是可行的，重要的是
要明确采用了哪一种定义。

［例１１０］中植物样品的有机砷含量的样本方差为：

Ｓ２ ＝ １
７－１

［（１７２１－１７２０）２＋（１７２０－１７２０）２＋

　（１７２３－１７２０）２＋（１７１９－１７２０）２＋

　（１７１８－１７２０）２＋（１７２０－１７２０）２＋（１７１９－１７２０）２］

＝２７×１０－４

标准差为：

Ｓ＝ ２７×１０槡 －４＝００１６

９变异系数

标准差虽然反映了样本的离散程度，但对两个算术平均值不同的样本，仅用
标准差就不能比较它们的离散程度。这样就需引入变异系数，通常用ＣＶ 表
示。它是样本的标准差相对于样本平均值的百分比。若样本的平均值和标准偏差
分别为ｘ 和Ｓ，则样本的变异系数的计算式为：
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Ｃ．Ｖ．＝Ｓ
ｘ

×１００％ （１３１）

变异系数是一个无量纲的数值，它表征的数据相对离散程度与数据的绝对单位
无关，因而在比较单位不同的样本之间离散程度差别时，变异系数有广泛的应用。

【例１１２】　用方法一检测一植物样品的有机砷含量为１７２０ｍｇ／Ｌ，标准差
为００１６ｍｇ／Ｌ。用方法二检测另一种植物样品的有机砷含量为３２１ｍｇ／Ｌ，标准
差为０００７ｍｇ／Ｌ。显然，方法一的标准差比方法二的标准差大，但这不能说明
方法一的误差大。比较变异系数，有：

Ｃ．Ｖ．（方法一）＝００１６
１７２０×１００％＝００９３％

Ｃ．Ｖ．（方法二）＝０００７
３２１×１００％＝０２２％

显然，方法二的变异系数较大，亦即方法二的检测精密度要较方法一的差。

１０偏倚系数和峰凸系数

在环境数据统计分析的实践中，我们会发现两样本测定值有相同的均值和标
准偏差，但其分布曲线的形状可以有相当大的差别。为进一步描述样本的分布特
征，引入偏倚系数和峰凸系数两个特征数。

（１）偏倚系数　在计算了样本的均值和标准偏差后，我们有了样本中心趋势
和分散程度的数量概念，但还不能确定样本分布形状是对称的还是偏倚的。偏倚
系数的定义是每个测定值与平均值差的三次方的均值除以样本标准差的三次方，
通常记作ＳＣ。偏倚系数反映了样本分布形状的偏倚方向和程度。设样本的ｎ
个测定值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，均值和标准差分别为ｘ 和Ｓ，则由定义，偏倚系
数的计算式为：

ＳＣ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）３

Ｓ３
（１３２）

若计算得到的ＳＣ 为正值，样本分布曲线偏向均值的右边，称为正偏分
布；反之分布曲线偏向均值的左边，称为负偏分布。

（２）峰凸系数　峰凸系数表征数据分布曲线的陡峭程度。峰凸系数的定义是
每个测定值与均值差的四次方的均值除以样本标准差的四次方，通常记作

ＫＣ。设样本的ｎ个测定值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，均值和标准差分别为ｘ 和Ｓ，
则由定义，峰凸系数的计算式为：

ＫＣ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）４

Ｓ４
（１３３）
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分布曲线的陡峭程度通常是与正态分布曲线的陡峭程度比较而言的。服从正
态分布的样本峰凸系数为３。若某一样本测定值，其计算所得的峰凸系数值大于

３，则其分布曲线陡峭程度比正态分布曲线大；反之，则其分布曲线陡峭程度比
正态分布曲线的小。

五、抽样方法

前面我们介绍了从总体中抽取一部分个体称为总体的一个样本。样本是总体
的一个子集。由于我们研究一个现象的总体性质是通过分析样本的数字特征得到
的，因此样本获取方法无疑是十分重要的。

根据使用的抽样方法，抽样可分为概率抽样和非概率抽样。概率抽样是可以
计算取得每个可能样本的概率的抽样方法。非概率抽样是不知道取得的每个可能
样本的概率的抽样方法。如果我们要对通过样本做出估计的精度做出说明，必须
用概率抽样方法。非概率抽样的优点是成本低、容易完成，其缺点是不能对估计
精度做出正确的说明。此处主要介绍常用的概率抽样方法：简单随机抽样、分层
简单随机抽样、整群抽样和系统抽样。

１简单随机抽样

简单随机抽样的定义为从一个容量为Ｎ 的有限总体中抽取得到一个容量为

ｎ的简单随机样本，使每一个容量为ｎ的可能样本，都有相同的概率被抽中。
用简单随机抽样方法进行抽样，首先建立一个总体中所有个体的名册，然后

根据随机数表进行抽样。使用随机数表，可以保证抽样总体中的每个个体都有相
同的概率被抽中。

当从一个容量为 Ｎ 的有限总体中，抽取一个容量为ｎ的简单随机样本时，
其均值及其标准差的估计值为：

ｘ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

ｎ
（１３４）

Ｓｘ＝ Ｎ－ｎ槡Ｎ （Ｓ
槡ｎ

） （１３５）

若用Ｘ 表示总体总量估计值，则可用式 （１３６）表示：

Ｘ＝Ｎｘ （１３６）
在抽样调查中，样本容量的选择是一个重要问题。样本容量的选择需要对经

费和精度进行权衡。较大的样本可以提供较高的精度，但费用较多。在经费允许
的条件下，样本容量应该是足够大，以满足所要求的精度水平。通常，选择样本
容量的方法是首先规定所需要的精度，然后确定满足精度的最小样本容量。在我
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们估计总体均值时，如果要求允许误差Ｂ 为均值标准差的２倍，由标准差公式
（１３５）则有：

Ｂ＝２ Ｎ－ｎ槡Ｎ （Ｓ
槡ｎ

） （１３７）

解式 （１３７），可得到样本ｎ的估计值

ｎ＝ ＮＳ２

Ｎ （Ｂ２

４）＋Ｓ２
（１３８）

由式 （１３８）可知，一旦给出了所需要的精度水平，便可以得到满足所需要
精度水平的样本值ｎ。但是，对一个实际研究问题而言，除了规定所需要的允许
误差Ｂ外，还必须知道样本的标准差Ｓ或方差Ｓ２。而样本方差Ｓ２ 只有在得到实
际样本时才可以算出。为了解决此问题，可以用两步抽样的方法来估计方差Ｓ２。
第一步，抽取部分样本ｎ１，按式 （１３６）计算，可得到方差Ｓ２ 的估计值，再将
此值代入式 （１３８），计算出所要求的样本容量ｎ。若ｎ１＞ｎ，则可认为样本抽取
已满足要求；若ｎ１＜ｎ，则可再补抽样本，以满足允许误差要求。

２分层简单随机抽样

在分层简单随机抽样中，首先将总体划分为 Ｈ 个层，然后从第ｈ层中抽取
一个容量为ｎｈ 的简单随机样本。由这 Ｈ 个简单随机样本，可得出总体、均值、
总体总量、均值的标准差等各种总体参数的估计值。一般说来，各层内的差异比
层间的差异小，则分层简单随机抽样可得到更大的精度。层的划分，可根据所研
究对象内在的性质差异、类别以及事先对研究对象的初步研究或以往的经验
进行。

在分层抽样中，总体均值的估计值是各层样本平均值的加权平均值，所用权
重为总体在各层的比重，其计算式如下：

Ｘ ＝ ∑
Ｈ

ｈ＝１
（Ｎｈ

Ｎ ）ｘｈ （１３９）

式中，ｘｈ为第ｈ层中样本的均值。
对分层简单随机样本，均值的标准差的计算式为：

Ｓ＝ １
Ｎ２∑

Ｈ

ｈ＝１
Ｎｈ（Ｎｈ－ｎｈ）

Ｓ２
ｈ

ｎ槡 ｈ
（１４０）

总体总量估计值的计算式为：

Ｘ＝Ｎｘ （１４１）
对分层简单随机抽样，我们可以用两个阶段过程来选择样本容量。第一步确

定总样本容量ｎ，第二步确定各层应分配的样本容量ｎｈ。也可以第一步确定每层
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样本容量ｎｈ，第二步通过各层样本容量相加得到总样本容量ｎ。确定总样本容量

ｎ及其分配，可对所要研究的总体参数提供必要的精度。然而，有时对某些层，
样本容量没有达到满足层内估计量所需要的精度的数量，则这些层内的样本容量
需要向上调整。一般而言，层内样本容量和方差较大的层应分配较多的样本数。
而对于费用给定的前提下，为了获得更多的信息，抽样成本较大的层应分配较少
的样本数。我们在进行各层样本数分配时一般要考虑三个重要因素：各层的样本
容量、各层内的样本方差、各层抽取样本的费用。

在许多抽样调查中，抽样成本在各层近似相等。这时我们可以忽略抽样成
本。对满足给定精度并使抽样成本达到最低要求，可采用著名的 Ｎｅｙｍａｎ分配
法，其将样本总容量ｎ分配到各层的计算式如下：

ｎｈ ＝ 烄

烆

ｎ ＮｈＳｈ

∑
Ｈ

ｈ＝１
ＮｈＳ

烌

烎
ｈ

（１４２）

式 （１４２）表明，分配到各层的样本数受各层容量和标准差的影响，而且在
进行分配前，必须先确定样本总容量ｎ。对于给定的允许误差Ｂ，我们可使用式
（１４３）确定样本总容量：

ｎ＝
∑
Ｈ

ｈ＝１
ＮｈＳ２

ｈ

Ｎ２ （Ｂ２

４ ）＋∑
Ｈ

ｈ＝１
ＮｈＳ２

ｈ

（１４３）

３整群抽样

整群抽样需要将总体、各个体分为Ｎ 组 （也称作群），使总体中每个个体只
属于某一群。

整群抽样和分层抽样都将总体划分为组，因此这两种抽样过程感觉上是相似
的。但是，选择整群抽样与分层抽样的原因是不同的。当群内个体存在差异时，
整群抽样可提供较好的结果。理想的情形是每一群是整个总体的一个缩影，在这
种情形下，抽取很少的群就可以提供关于整个总体特征的信息。

为介绍整群抽样中总平均值、标准差和总体总量的计算公式，我们使用如下
符号定义：

　　Ｎ—总体的群数

ｎ—样本中选出的群数

Ｍｉ—第ｉ个群的样本数

Ｍ—总体样本数，即 Ｍ＝Ｍ１＋Ｍ２＋…＋ＭＮ

Ｍ—每一群的平均样本数，即 Ｍ＝Ｍ
Ｎ

ｘｉ—第ｉ群所有特征值 （或称观察值）总量

ｘｃ—总体均值估计的计算值

则有，总体均值估计的计算公式：
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ｘｃ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｍｉ

（１４４）

总体标准差估计的计算公式：

Ｓｘｃ
＝ （Ｎ－ｎ

ＮｎＭ２
）∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘｃＭｉ）２

ｎ－槡 １
（１４５）

及总体总量的计算公式：

Ｘ＝Ｍｘｃ （１４６）

４系统抽样

对某些抽样情况，特别是总体容量很大的研究对象，可以用系统抽样来代替
简单的随机抽样。例如需要从容量１００００的总体中抽取一个容量为５０的样本。
我们可以从总体中每２００ （１００００／５０）个个体中抽取一个个体。这种情况的系统
样本，是从第一组２００个个体中随机抽取一个个体。根据选中的第一个个体位
置，隔２００个位置，在第二组２００个个体中抽取第二个个体。以此类推，我们可
得到从总体容量为１００００的研究对象中，抽出容量为５０的系统抽样样本。
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第一节　统计检验的基本概念

在分析整理环境数据时，我们经常会遇到以下的几类问题。

① 环境科研和监测工作中所获得的一组数据，个别值与平均值偏差较大，
这些值是否合理，是否应该舍弃。

② 一组环境数据有何规律，服从什么样的概率分布。

③ 在两种不同的条件下，例如某地区供热锅炉改造前和改造后，获得两组
监测数据。需要做出判断，这两组数据的差异是由于随机因素引起的偶然误差还
是存在明显的差异，即锅炉改造对环境质量是否产生了明显的影响。

④ 根据某地区的环境监测数据，回答该地区环境质量是否满足环境质量
标准。

要解决这些问题，就需要用统计检验的方法，对科研和监测所得到的数据进
行统计分析，在保证犯错误的可能性小于某个概率 （例如５％或１％）的条件下，
对需要做出判断的问题做出明确的回答。

统计检验又称作假设检验，或统计假设检验。统计检验的基本思想是对需要
做出判断的问题先做出假设的结论，然后利用实际数据，按一定的统计计算方法
计算，根据计算结果检验所做的假设是否合理，最后决定接受或否定假设的
结论。

统计检验的基本步骤如下。
（１）建立统计假设　针对需要做出判断的问题，假设其具有或不具有某种性

质。通常用Ｈ０ 表示待检验的基本假设，称作原假设；用 Ｈ１ 表示对立假设或备
选假设，即当Ｈ０ 被否定时将接受的假设。

基本假设和备选假设的设立有两种类型。一类是我们只检验待判断问题的某
种性质是否与某一特定性质相同，如总体的均值μ是否等于某一特定值μ０，而
不关心二者的大小，则假设Ｈ０ 为μ＝μ０，Ｈ１ 为μ≠μ０。它意味着无论μ大于或
小于μ０ 都将否定假设Ｈ０，因而称作双侧检验。另一类是检验μ值大于或者小于
某一特定数值μ０，则假设 Ｈ０ 为μ≥μ０，Ｈ１ 为μ＜μ０ （或 Ｈ０ 为μ≤μ０，Ｈ１ 为
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μ＞μ０）。它意味着只有当μ小于 （或大于）μ０ 时将否定假设Ｈ０，因而称作单侧
检验。

（２）选择判别假设成立与否的显著性水平　由于统计检验对所判别问题的判
断是在一定概率保证下做出的，因而必须给出概率保证的水平，即显著性水平，
通常用α表示。进行统计检验时，显著性水平常选用α＝００１或α＝００５两种。

（３）选择合适的统计计算方法进行计算　进行统计检验时，由于所需判断的
问题的性质各异，需要选择合适的统计计算公式进行计算。

（４）对统计假设做出判断　通常统计学家已计算出各种判别统计结果的临界
值表，根据统计计算结果与相应显著性水平的临界值比较即可判断统计假设成立
与否。

需要指出的是，我们做出的判断不是绝对的，而是在一定概率保证条件
下的判断。当我们选择显著性水平α＝００１时，意味着我们对统计假设做出
的判断犯错误的可能性小于００１，而００１可能犯错误的概率在统计学中认
为是极小的概率，因而可以认为我们做出的判断是极显著成立的。当选择显
著性水平为α＝００５时，由于统计学中认为００５可能犯错误的可能性是小
概率，因此可以认为所做出的判断是显著成立的。根据不同的具体问题可以
选择不同的显著性水平α，但必须保证α的取值是小概率，否则不能做出
判断。

由上面介绍的统计判断步骤可知，在做出判断时是有可能犯两类性质的错误
的。一类是事情本身成立，即假设Ｈ０ 是真实的，而我们却判断其不成立，否定
了假设Ｈ０，称作 “去真”错误或第一类错误。另一类是事情本身不成立，即假
设Ｈ０ 是错误的，而我们判断其成立，接受了假设 Ｈ０，称作 “存伪”错误或第
二类错误。为了防止犯这两类错误，可以将显著性水平α选得很小，例如α＝
０００１，但即便如此，也仍然存在犯上述两类错误的可能，只是犯错误的可能性
更小一些。

第二节　离群值的检验

在分析一组环境数据时，常常会发现某些离群值。顾名思义，离群值与其他
数值在数量上有较显著的差异。离群值又称异常值、可疑值或极端值。离群值的
产生可能是由于各种随机因素的影响使其偏离群体，也有可能是由于过失误差，
如分析测试过程中的失误或数据传递过程中的失误等原因造成的。因此需要进行
统计判断，确定其离群的性质，然后决定该值的舍取。如果保留了由于过失误差
而造成的离群值，会得到偏离实际情况的错误结果；如果剔除了由于随机因素引
起的离群值，同样会得到虚假 “较高精度”的错误结果。因此，离群值的检验是



第二章　统计检验 ２９　　　

环境数据统计分析中一个重要的判别问题。
离群值的统计检验包括单个离群值的检验、多个离群值的检验以及多组数

据平均值或方差的检验等。统计检验的基本思想在于，给定一个显著性水平α
（如α＝００１），并确定一个临界值，凡是超过这个临界值的误差就认为是过失
误差，而不是随机误差，予以剔除。下面将分别介绍离群值的几种主要的检验
方法。

一、单个离群值的检验

单个离群值的检验是指在一组测试结果中检验决定一个离群值的取舍。通常
采用格拉布斯法 （Ｇｒｕｂｂｓ）进行检验。

将ｎ 个观察值ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，按数值由小到大顺序排 列，ｘ（１）≤
ｘ（２）≤…≤ｘ（ｎ）。用于判断最大离群值的格拉布斯检验统计量Ｇｎ 计算公式为：

Ｇｎ＝ｘ（ｎ）－ｘ－
Ｓ

（２１）

用于判断最小离群值的格拉布斯统计量Ｇ１ 的计算公式为：

Ｇ１＝ｘ－－ｘ（１）
Ｓ

（２２）

式 （２１）和式 （２２）中，ｘ－ 为ｎ个观察值的平均值，Ｓ为ｎ 个观察值的标

准差。计算所得到的Ｇｎ 或Ｇ１ 与表２１中所列的格拉布斯检验临界值比较。当

Ｇｎ 或Ｇ１ 大于表２１中所列的临界值，则认为该离群值是异常的 （显著性水平

α＝００５）或者高度异常的 （显著性水平α＝００１），予以剔除，否则该离群值属
正常范围之内，应予保留。

格拉布斯检验用于单个离群值的检验。对于一组测量结果而言，一般只进行
一次格拉布斯检验，而不进行连续剔除检验。

格拉布斯检验临界值表是这样使用的：根据已知的样本数ｎ以及所选择的显
著性水平α（００１或００５），在表中查找相应的值。

例如：

Ｇ（００１，１０）＝２４１０

Ｇ（００５，３０）＝２７４５

Ｇ（００１，１００）＝３６００

值得注意的是：在计算标准差Ｓ时，可疑值也要计算在内。标准差取
定义

Ｓ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ－）槡
２
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表２１　格拉布斯检验临界值Ｇ（α，ｎ）表

ｎ
显著性水平α

００５ ００２５ ００１ ０００５
ｎ

显著性水平α

００５ ００２５ ００１ ０００５

３ １１５３ １１５５ １１５５ １１５５
４ １４６３ １４８１ １４９２ １４９６
５ １６７２ １７１５ １７４９ １７６４

６ １８２２ １８８７ １９４４ １９７３
７ １９３８ ２０２０ ２０９７ ２１３９
８ ２０３２ ２１２６ ２２２１ ２２７４
９ ２１１０ ２２１５ ２３２３ ２３８７
１０ ２１７６ ２２９０ ２４１０ ２４８２

１１ ２２３４ ２３５５ ２４８５ ２５６４
１２ ２２８５ ２４１２ ２５５０ ２６３６
１３ ２３３１ ２４６２ ２６０７ ２６９９
１４ ２３７１ ２５０７ ２６５９ ２７５５
１５ ２４０９ ２５４９ ２７０５ ２８０６

１６ ２４４３ ２５８５ ２７４７ ２８５２
１７ ２４７６ ２６２０ ２７８５ ２８９４
１８ ２５０４ ２６５１ ２８２１ ２９３２
１９ ２５３２ ２６８１ ２８５４ ２９６８
２０ ２５５７ ２７０９ ２８８４ ３００１

２１ ２５８０ ２７３３ ２９１２ ３０３１
２２ ２６０３ ２７５８ ２９３９ ３０６０
２３ ２６２４ ２７８１ ２９６３ ３０８７
２４ ２６４４ ２８０２ ２９８７ ３１１２
２５ ２６６３ ２８２２ ３００９ ３１３５

２６ ２６８１ ２８４１ ３０２９ ３１５７
２７ ２６９８ ２８５９ ３０４９ ３１７８
２８ ２７１４ ２８７６ ３０６８ ３１９９
２９ ２７３０ ２８９３ ３０８５ ３２１８
３０ ２７４５ ２９０８ ３１０３ ３２３６

３１ ２７５９ ２９２４ ３１１９ ３２５３
３２ ２７７３ ２９３８ ３１３５ ３２７０
３３ ２７８６ ２９５２ ３１５０ ３２８６
３４ ２７９９ ２９６５ ３１６４ ３３０１
３５ ２８１１ ２９７９ ３１７８ ３３１６

３６ ２８２３ ２９９１ ３１９１ ３３３０
３７ ２８３５ ３００３ ３２０４ ３３４３
３８ ２８４６ ３０１４ ３２１６ ３３５６
３９ ２８５７ ３０２５ ３２２８ ３３６９
４０ ２８６６ ３０３６ ３２４０ ３３８１

４１ ２８７７ ３０４６ ３２５１ ３３９３
４２ ２８８７ ３０５７ ３２６１ ３４０４
４３ ２８９６ ３０６７ ３２７１ ３４１５
４４ ２９０５ ３０７５ ３２８２ ３４２５
４５ ２９１４ ３０８５ ３２９２ ３４３５

４６ ２９２３ ３０９４ ３３０２ ３４４５
４７ ２９３１ ３１０３ ３３１０ ３４５５
４８ ２９４０ ３１１１ ３３１９ ３４６４
４９ ２９４８ ３１２０ ３３２９ ３４７４
５０ ２９５６ ３１２８ ３３３６ ３４８３

６０ ３０２５ ３１９９ ３４１１ ３５６０
７０ ３０８２ ３２５７ ３４７１ ３６２２
８０ ３１３０ ３３０５ ３５２１ ３６７３
９０ ３１７１ ３３４７ ３５６３ ３７１６
１００ ３２０７ ３３８３ ３６００ ３７５４

【例２１】　在一固定的运转状态下测量一鼓风机的声功率，总共进行了９次
独立的测量，测量结果见表２２，问第４次测量值是否应当剔除？

表２２　［例２１］中鼓风机声功率的测量结果

测量次数 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

声功率级 ９２５ ９３１ ９１９ ９６８ ９２８ ９２３ ９３０ ９３９ ９２６

解　第４次测量值也是最大值，为９６８。测定结果的均值为：

ｘ－＝１
９

（９２５＋９３１＋９１９＋９６８＋９２８＋９２３＋９３０＋９３９＋９２６）

＝９３２
标准差为：

Ｓ＝１４６
计算统计量：Ｇｎ＝（９６８－９３２）／１４６＝２４６６
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查格拉布斯临界值表２１得：Ｇ（００１，９）＝２３２３
显然有Ｇｎ＞Ｇ（００１，９），因而可以判断第４次测量值高度异常，属于过失

误差，应予以剔除。

二、多个离群值的检验

多个离群值的检验是指在一组分析测试所得结果中检验决定几个离群值的取
舍。多个离群值的检验通常采用狄克逊法 （Ｄｉｘｏｎ）进行检验。

狄克逊法是应用了极差比的方法，得到简化而严密的结果。为使判断的准确
率高，不同的样本数应采用不同的极差比计算。ｎ次测量的观察值ｘ１，ｘ２，…，

ｘｎ 按大小顺序排列为：

ｘ（１）≤ｘ（２）≤…≤ｘ（ｎ－１）≤ｘ（ｎ）
用于判别最小值ｘ（１）或最大值ｘ（ｎ）是否为离群值的统计计算公式列于表

２３中。

表２３　狄克逊检验统计量Ｄ计算公式

样本范围 可疑值为最小值 可疑值为最大值 样本范围 可疑值为最小值 可疑值为最大值

３～７ ｘ（２）－ｘ（１）
ｘ（ｎ）－ｘ（１）

ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ－１）
ｘ（ｎ）－ｘ（１）

８～１０ ｘ（２）－ｘ（１）
ｘ（ｎ－１）－ｘ（１）

ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ－１）
ｘ（ｎ）－ｘ（２）

１１～１３ ｘ（３）－ｘ（１）
ｘ（ｎ－１）－ｘ（１）

ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ－２）
ｘ（ｎ）－ｘ（２）

１４～３０ ｘ（３）－ｘ（１）
ｘ（ｎ－２）－ｘ（１）

ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ－２）
ｘ（ｎ）－ｘ（３）

狄克逊检验统计量计算结果与表２４中所列的狄克逊检验临界值比较，当计
算值大于表中临界值时，即Ｄｍｉｎ（或Ｄｍａｘ）＞Ｄ（α，ｎ）时，则认为该离群值是显
著异常的 （显著性水平α＝００５）或者是高度显著异常的 （显著性水平α＝
００１），可考虑予以剔除。

表２４　狄克逊检验临界值Ｄ（α，ｎ）表

　α
　ｎ ００１ ００５ 　α

　ｎ ００１ ００５ 　α
　ｎ ００１ ００５

３ ０９９４ ０９７０

４ ０９２６ ０８２９

５ ０８２１ ０７１０

６ ０７４０ ０６２８

７ ０６８０ ０５６９

８ ０７１７ ０６０８

９ ０６７２ ０５６４

１０ ０６３５ ０５３０

１１ ０７０９ ０６１９

１２ ０６６０ ０５８３

１３ ０６３８ ０５５７

１４ ０６７０ ０５８６

１５ ０６４７ ０５６５

１６ ０６２７ ０５４６

１７ ０６１０ ０５２９

１８ ０５９４ ０５１４

１９ ０５８０ ０５０１

２０ ０５６７ ０４８９

２１ ０５５５ ０４７８

２２ ０５４４ ０４６８

２３ ０５３５ ０４５９

２４ ０５２６ ０４５１

２５ ０５１７ ０４４３

２６ ０５１０ ０４３６

２７ ０５０２ ０４２９

２８ ０４９５ ０４２３

２９ ０４８９ ０４１７

３０ ０４８３ ０４１２
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　　狄克逊法用于多个离群值的检验意味着对一组环境数据可以连续使用该法逐
个判别和剔除离群值，直至不能检验出离群值时为止。

【例２２】　试用狄克逊法检验 ［例２１］中声功率测量的离群值。
解　声功率的９次测量结果按大小顺序排列为：

ｘ（１）＝９１９，ｘ（２）＝９２３，ｘ（３）＝９２５，ｘ（４）＝９２６，ｘ（５）＝９２８，

ｘ（６）＝９３０，ｘ（７）＝９３１，ｘ（８）＝９３９，ｘ（９）＝９６８
此处，可疑值为最大值，样本数为９，依照狄克逊法检验公式，最大值离群

检验为：

Ｄｍａｘ＝
ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ－１）
ｘ（ｎ）－ｘ（２）

因而有

Ｄｍａｘ＝（９６８－９３９）／（９６８－９２３）

＝０６４４
查狄克逊检验临界值Ｄ（α，ｎ）表得

Ｄ（００１，９）＝０６７２；Ｄ（００５，９）＝０５６４
显然有Ｄｍａｘ＞Ｄ（００５，９），因而可以判断可疑值为显著异常，应考虑剔除。
读者可用同样的方法继续检验ｘ（１）和ｘ（８）是否异常，可以发现ｘ（１）和

ｘ（８）并非离群值，不能剔除。

三、多组测定数据平均值离群的检验

ｎ组测定数据得到ｎ 个平均值ｘ－１，ｘ－２，…，ｘ－ｎ，将其按大小顺序排列

ｘ－（１）≤ｘ－（２）≤…≤ｘ－（ｎ）。多组测定数据平均值可用格拉布斯检验法判断这组
平均值中的一个离群值，其统计量计算公式为：

（１）用于判别最大平均值是否离群：

Ｇｎ＝ｘ－（ｎ）－ｘ＝

Ｓ
（２３）

（２）用于判断最小平均值是否离群：

Ｇ１＝ｘ＝－ｘ－（１）
Ｓ

（２４）

式 （２３）和式 （２４）中ｘ＝ 为ｎ个平均值的平均值，Ｓ 为ｎ 个平均值的标
准差。

将以上两式的计算结果与表２１中的格拉布斯检验的临界值Ｇ（α，ｎ）进行
比较。若计算值大于表中临界值时，则认为该平均值离群是显著的 （显著性水平

００５）或高度显著的 （显著性水平００１），可以剔除，否则就不能认为是离群
值，应予保留。
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一组平均值中多个离群值的判别则采用狄克逊法进行检验。狄克逊法统
计量计算公式如表２３所示，只需把公式中的观察值用一个平均值替代，即
用ｘ－（ｉ）替代ｘ（ｉ）即可对一组平均值中多个离群值进行检验。判别的临界
值如表２４所示。同样将计算结果与表２４的临界值进行比较，从而判断该
值离群显著与否。

【例２３】　实验室质量控制的方法之一是让多个实验室测量分析同一种样
品，１２个实验室对一土样含铅量的分析结果见表２５。

表２５　 ［例２３］土样含铅量分析结果

实验室编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

铅含量／（ｍｇ／Ｌ） ６８５ ６６４ ６９３ ６２９ ６４５ ６６８ ５０２ ６４９ ６６２ ７９５ ６５０ ６３２

若该土样的含铅量并非已知，试从以上分析结果中判断哪些实验室的分析结
果为异常。

解　已知每一实验室的分析结果都是多次分析的平均值。
将１２个实验室的分析结果由小到大排列为：

ｘ－（１）＝５０２，ｘ－（２）＝６２９，ｘ－（３）＝６３２，

ｘ－（４）＝６４５，ｘ－（５）＝６４９，ｘ－（６）＝６５０，

ｘ－（７）＝６６２，ｘ－（８）＝６６４，ｘ－（９）＝６６８，

ｘ－（１０）＝６８５，ｘ－（１１）＝６９３，ｘ－（１２）＝７９５
本问题中，ｎ＝１２，有两个可疑值，ｘ－（１）与ｘ－（１２）。因而应采用狄克逊检

验法。
（１）首先检验最大值ｘ－（ｎ）：
根据狄克逊计算公式表２３：

Ｄｍａｘ＝
ｘ（１２）－ｘ（１０）
ｘ（１２）－ｘ（２）＝（７９５－６８５）／（７９５－６２９）

＝０６６３
查狄克逊临界值表２４得：Ｄ（００１，１２）＝０６６０，因而有Ｄｍａｘ＞Ｄ（００１，１２），

可以判断该值为高度显著异常，应予剔除。
（２）再检验最小值ｘ－（１），此时ｎ＝１１。
根据狄克逊公式表２３。

Ｄｍｉｎ＝
ｘ（３）－ｘ（１）
ｘ（１０）－ｘ（１）＝（６３２－５０２）／（６８５－５０２）＝０７１０

查狄克逊临界值表２４得：

Ｄ（００１，１１）＝０７０９
因而Ｄｍｉｎ＞Ｄ（００１，１１），可知ｘ－（１）为高度显著异常值，应予剔除。
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有兴趣的读者还可继续检验剩下来的１０个样本。结论是这１０个平均值均不
为离群值，不能剔除。

由检验可知，第７号实验室与第１０号实验室的测量分析结果异常，应对分
析方法、操作和记录等步骤作检查分析，找出产生系统误差的原因。

四、多组测定数据标准差离群的检验

多组测定数据标准差离群的检验通常用科克兰 （Ｃｏｃｈｒａｎ）检验法进行。科

　　 表２６　科克兰检验法的临界值表Ｃ（ｌ，ｎ）

给定水平的
组数
ｌ

每 组 的 测 定 结 果 数

ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６
００１ ００５ ００１ ００５ ００１ ００５ ００１ ００５ ００１ ００５

２ — — ０９９５ ０９７５ ０９７９ ０９３９ ０９５９ ０９０６ ０９３７ ０８７７
３ ０９９３ ０９６７ ０９４２ ０８７１ ０８８３ ０７９８ ０８３４ ０７４６ ０７９３ ０７０７
４ ０９６８ ０９０６ ０８６４ ０７６８ ０７８１ ０６８４ ０７２１ ０６２９ ０６７６ ０５９０
５ ０９２８ ０８４１ ０７８８ ０６８４ ０６９６ ０５９８ ０６３３ ０５４４ ０５８８ ０５０６
６ ０８８３ ０７８１ ０７２２ ０６１６ ０６２６ ０５３２ ０５６４ ０４８０ ０５２０ ０４４５
７ ０８３８ ０７２７ ０６６４ ０５６１ ０５６８ ０４８０ ０５０８ ０４３１ ０４６６ ０３９７
８ ０７９４ ０６８０ ０６１５ ０５１６ ０５２１ ０４３８ ０４６３ ０３９１ ０４２３ ０３６０
９ ０７５４ ０６３８ ０５７３ ０４７８ ０４８１ ０４０３ ０４２５ ０３５８ ０３８７ ０３２９
１０ ０７１８ ０６０２ ０５３６ ０４４５ ０４４７ ０３７３ ０３９３ ０３３１ ０３５７ ０３０３
１１ ０６８４ ０５７１ ０５０４ ０４１７ ０４１８ ０３４８ ０３６６ ０３０８ ０３３２ ０２８１
１２ ０６５３ ０５４１ ０４７５ ０３９２ ０３９２ ０３２６ ０３４３ ０２８８ ０３１０ ０２６２
１３ ０６２４ ０５１５ ０４５０ ０３７１ ０３６９ ０３０７ ０３２２ ０２７１ ０２９１ ０２４３
１４ ０５９９ ０４９２ ０４２７ ０３５２ ０３４９ ０２９１ ０３０４ ０２５５ ０２７４ ０２３２
１５ ０５７５ ０４７１ ０４０７ ０３３５ ０３３２ ０２７６ ０２８８ ０２４２ ０２５９ ０２２０
１６ ０５５３ ０４５２ ０３８８ ０３１９ ０３１６ ０２６２ ０２７４ ０２３０ ０２４６ ０２０８
１７ ０５３２ ０４３４ ０３７２ ０３０５ ０３０１ ０２５０ ０２６１ ０２１９ ０２３４ ０１９８
１８ ０５１４ ０４１８ ０３５６ ０２９３ ０２８８ ０２４０ ０２４９ ０２０９ ０２２３ ０１８７
１９ ０４９６ ０４０３ ０３４３ ０２８１ ０２７６ ０２３０ ０２３８ ０２００ ０２１４ ０１８１
２０ ０４８０ ０３８９ ０３３０ ０２７０ ０２６５ ０２２０ ０２２９ ０１９２ ０２０５ ０１７４
２１ ０４６５ ０３７７ ０３１８ ０２６１ ０２５５ ０２１２ ０２２０ ０１８５ ０１９７ ０１６７
２２ ０４５０ ０３６５ ０３０７ ０２５２ ０２４６ ０２０４ ０２１２ ０１７８ ０１８９ ０１６０
２３ ０４３７ ０３５４ ０２９７ ０２４３ ０２３８ ０１９７ ０２０４ ０１７２ ０１８２ ０１５５
２４ ０４２５ ０３４３ ０２８７ ０２３５ ０２３０ ０１９１ ０１９７ ０１６６ ０１７６ ０１４９
２５ ０４１３ ０３３４ ０２７８ ０２２８ ０２２２ ０１８５ ０１８９ ０１６０ ０１７０ ０１４４
２６ ０４０２ ０３２５ ０２７０ ０２２１ ０２１５ ０１７９ ０１８４ ０１５５ ０１６４ ０１４０
２７ ０３９１ ０３１６ ０２６２ ０２１５ ０２０９ ０１７３ ０１７９ ０１５０ ０１５９ ０１３５
２８ ０３８２ ０３０８ ０２５５ ０２０９ ０２０２ ０１６８ ０１７３ ０１４６ ０１５４ ０１３１
２９ ０３７２ ０３００ ０２４８ ０２０３ ０１９６ ０１６４ ０１６８ ０１４２ ０１５０ ０１２７
３０ ０３６３ ０２９３ ０２４１ ０１９８ ０１９１ ０１５９ ０１６４ ０１３８ ０１４５ ０１２４
３１ ０３５５ ０２８６ ０２３５ ０１９３ ０１８６ ０１５５ ０１５９ ０１３４ ０１４１ ０１２０
３２ ０３４７ ０２８０ ０２２９ ０１８８ ０１８１ ０１５１ ０１５５ ０１３１ ０１３８ ０１１７
３３ ０３３９ ０２７３ ０２２４ ０１８４ ０１７７ ０１４７ ０１５１ ０１２７ ０１３４ ０１１４
３４ ０３３２ ０２６７ ０２１８ ０１７９ ０１７２ ０１４４ ０１４７ ０１２４ ０１３１ ０１１１
３５ ０３２５ ０２６２ ０２１３ ０１７５ ０１６８ ０１４０ ０１４４ ０１２１ ０１２７ ０１０８
３６ ０３１８ ０２５６ ０２０８ ０１７２ ０１６５ ０１３７ ０１４０ ０１１８ ０１２４ ０１０６
３７ ０３１２ ０２５１ ０２０４ ０１６８ ０１６１ ０１３４ ０１３７ ０１１６ ０１２１ ０１０３
３８ ０３０６ ０２４６ ０２００ ０１６４ ０１５７ ０１３１ ０１３４ ０１１３ ０１１９ ０１０１
３９ ０３００ ０２４２ ０１９６ ０１６１ ０１５４ ０１２９ ０１３１ ０１１１ ０１１６ ００９９
４０ ０２９４ ０２３７ ０１９２ ０１５８ ０１５１ ０１２６ ０１２８ ０１０８ ０１１４ ００９７
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克兰检验是一种方差均匀性检验方法，它用ｌ组测定结果中的最大方差与ｌ组测
定结果的方差和之比值与临界值比较，判别该组测定结果的方差离群与否。

设有ｌ组测定值，每组ｎ次测定结果的标准为Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｌ，将其按大

小顺序排列Ｓ（１）≤Ｓ（２）≤…≤Ｓ（ｌ），并记最大标准差Ｓ（ｌ）为Ｓｍａｘ。科克兰检
验统计量Ｃ计算公式为：

Ｃ＝
Ｓ２

ｍａｘ

∑
ｌ

ｉ＝１
Ｓ２
ｉ

（２５）

表２６中为科克兰检验临界值表。将由式 （２５）计算所得结果与表２４
中的临界值进行比较，当计算值大于表中的临界值时，则认为该组测定结果
标准差离群是显著的（显著性水平α＝００５）或高度显著的（显著性水平α＝
００１）。

用科克兰检验法对多组测定数据标准差离群与否的检验可连续进行。例
如ｌ组测定数据的标准差经过检验剔除一个最大的标准差，可继续对所剩的

ｌ－１组测定数据的最大标准差检验。如此进行下去，直至不能检验出离群值
为止。

科克兰检验要求ｌ组测定值的每组测量次数ｎ相同。在实际应用中，由于数
据的多余、缺漏或剔除而使得每组的测量次数不尽相同，这时候的ｎ应取绝大多
数实验组的测量次数。

【例２４】　６个实验室分析测试同一水样的酚的浓度，要求每一实验室测试５
次后求平均，分析结果见表２７。

表２７　［例２４］中水样酚浓度的测试分析结果／（ｍｇ／Ｌ）

次数

实验室号
１ ２ ３ ４ ５ 均值 标准差

１ ３１５ ３１８ ３２１ ３１８ ３２０ ３１８ ００２３

２ ３０４ ３１７ ３２６ ３０２ ３１１ ３１２ ００９８

３ ３１３ ３１７ ３１２ ３１５ ３１４ ３１４ ００１９

４ ３０９ ３１１ ３０８ ３１０ ３０９ ３０９ ００１１

５ ３２０ ３２１ ３２０ ３２３ ３１９ ３２１ ００１５

６ ３１６ ３１５ ３１８ ３１５ ３１１ ３１５ ００２５

试用科克兰法检验离群值。
解　已知Ｓｍａｘ＝００９８
由式 （２５），科克兰检验的统计量为：
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Ｃ＝００９８２／（００２３２＋００９８２＋００１９２＋００１１２＋００１５２＋００２５２）＝０８３８
查科克兰检验临界值表得

Ｃ（６，５，００１）＝０５６４
显然有Ｃ＞Ｃ（６，５，００１）
因而２号实验室测量结果的标准差高度显著异常，应予以剔除。
读者可以证明，剩下的５个实验室测量结果的标准差不异常，检验可以

结束。
无论采用哪一种检验方法，离群值应是个别的或极少量的，否则应从数据产

生的每一个环节中找原因。

五、离群值的剔除

经检验后确定了某些数据为离群值，这为剔除这些值提供了统计学上的依
据。但是在实际剔除这些离群值前，还需要做认真分析，查找离群值产生的
原因。

离群值产生的原因是十分复杂的，有些经检验后确定的离群值可能是反映
环境质量真实情况的数值，因此不能单纯地依赖检验结果来剔除数据，而需要
从技术上检查离群值出现的原因。例如是否由于测试中的疏忽、测试步骤不正
确、试剂使用不当、样品运输贮存不当、实验数据记录错误、数据处理不正确
等。当能够找到离群值产生的原因时，剔除离群值就比较有把握。因此，根据
离群值检验的结果并结合实际技术原因分析来决定离群值的取舍，是较为科学
和客观的。

第三节　μ检验法

在某地区采样点采集了一系列样品，经分析测试获得环境分析测试数据，对
数据进行分析时，人们常需要回答这样一个问题：根据环境分析测试数据，该采
样点所代表区域的环境质量是否超过环境标准？这就是说要根据样本的测定值推
断总体的平均值是小于、等于还是大于某一确定的值。同样，在环境数据分析
时，也经常遇到根据甲、乙两个采样点得到的环境数据，判别甲、乙两地环境污
染水平是相当或存在显著差异的问题，这是根据两样本的测定值判别两总体水平
相同或显著不同的问题。

解决总体均值的判别问题常用的统计检验方法有μ检验法和ｔ检验法。μ
检验法用于总体标准差已知的情况，ｔ检验法用于总体标准差未知的情况。
一般而言，总体标准差已知的情况是不多的，因而μ检验法作为总体平均值
的检验不如ｔ检验法应用广泛。然而，对大样本 （ｎ＞３０）而言，以样本的
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标准差Ｓ代替总体标准差σ误差不大，因而μ检验法仍是一种可以利用的方
法。对于小样本（ｎ＜３０），用μ检验法对总体均值进行统计检验时误差较大，
一般不采用。遇到这种情况，可以利用ｔ检验法进行统计检验。ｔ检验法将
在下一节中介绍。

需要指出的是，用μ检验法或ｔ检验法对总体的平均值进行统计检验时，总
体必须是服从正态分布的。对于大样本，不管总体服从什么分布，根据概率论中
的中心极限定理，可以认为样本均值ｘ－ 渐近服从正态分布。对于小样本，在可
能的条件下判别其服从的分布类型。若为正态分布，可用ｔ检验法对总体的平均
值进行统计检验。

一、由一个样本检验总体的平均值

在某一采样点获得一组监测数据，通过统计检验确定该测点所代表的区域环
境污染水平是否超过环境标准 （或某一确定值），这就是由一个样本检验总体平
均值的问题。区域的环境污染水平是我们要研究的总体，总体的平均值通过样本
测定值进行推断。

用μ表示总体平均值，μ０ 表示某一确定的值 （例如环境质量标准），ｘ－ 表示
样本的平均值，σ表示总体的标准差 （在大样本时，可用样本的标准差Ｓ代替），

ｎ表示样本数。一个样本检验总体平均值的μ 检验法的具体步骤可按表２８
进行。

表２８　μ检验法统计检验表

统计检验步骤 双 侧 检 验 单 侧 检 验

建立统计假设 　　Ｈ０：μ＝μ０

　　Ｈ１：μ≠μ０

　　Ｈ０：μ≥μ０　　Ｈ１：μ＜μ０
或　Ｈ０：μ≤μ０　Ｈ１：μ＞μ０

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量μ
μ＝

ｘ－－μ０

σ
槡ｎ

μ＝
ｘ－－μ０

σ
槡ｎ

确定临界值μα
查附表１得临界值μα

２
查附表１得临界值μα

统计判别 若｜μ｜≤μα
２
，接受 Ｈ０ 　若μ≥－μα 接受Ｈ０

或若μ≤μα 接受Ｈ０

若｜μ｜＞μα
２
，否定 Ｈ０，

接受备选假设 Ｈ１

若μ＜－μα 否定Ｈ０ 接受 Ｈ１；
或若μ＞μα 否定Ｈ０ 接受 Ｈ１

表２８中μα 和μα
２
的定义是这样的：

双侧检验：Ｐ（｜μ｜≤μα
２
）＝１－α
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单侧检验：Ｐ（μ≤μα）＝１－α
【例２５】　检验一污水处理厂的出水的氯化物浓度，共采了２０个水样。设水

样的氯化物浓度遵从正态分布。问：（１）若标准差为３０ｍｇ／Ｌ，水样的氯化物平
均浓度为２５３ｍｇ／Ｌ，出水的氯化物浓度是否达到设计的２５０ｍｇ／Ｌ标准。（２）若
标准差为２０ｍｇ／Ｌ，平均浓度为２６１ｍｇ／Ｌ，出水的氯化物浓度是否超过２５０ｍｇ／Ｌ
的标准。

解　（１）这是一个双侧检验的问题。
已知：σ＝３０ｍｇ／Ｌ，ｘ－＝２５３ｍｇ／Ｌ，μ０＝２５０ｍｇ／Ｌ，ｎ＝２０，Ｈ０：μ＝μ０

μ＝２５３－２５０
３０
槡２０

＝０４４７

选取显著性水平α＝００５，查附表１可得

μα
２
＝１９６０

显然有：｜μ｜＝０４４７＜μα
２
＝１９６０

即假设Ｈ０ 不能推翻，出水的氯化物浓度达到设计标准。
（２）这是单侧检验问题。
已知：σ＝２０ｍｇ／Ｌ，ｘ－＝２６１ｍｇ／Ｌ，μ０＝２５０ｍｇ／Ｌ，ｎ＝２０，假设Ｈ０：μ≤μ０

μ＝２６１－２５０
２０
槡２０

＝２４６０

选取显著性水平α＝００５，查附表１可得

μα＝１６４５
显然有：μ＝２４６０＞μα＝１６４５
即否定了原假设Ｈ０，因而有μ＞μ０，即出水的氯化物浓度超过了２５０ｍｇ／Ｌ

的标准。

二、由两个样本检验两总体平均值的一致性

在两个采样点得到两组监测数据，通过统计检验确定两采样点所代表的两个
区域环境污染水平是否相等，这是由两个样本检验两总体平均值一致性的问题。
用μ１、μ２ 表示两总体的平均值，ｘ－１、ｘ－２ 表示两样本的平均值，σ１、σ２ 表示两
总体的标准差 （在ｎ＞３０的大样本时可用样本的标准差Ｓ１、Ｓ２ 代替），ｎ１、ｎ２

表示两测点的样本数。
用μ检验法对两总体平均值的一致性的检验可按表２９μ检验法统计表的步

骤进行。表中的μ是一个遵从标准正态分布Ｎ（０，１）的随机变量 （若总体不是
正态的，则当ｎ１、ｎ２ 相当大时，可满足条件）。μα 的定义与前同。
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表２９　μ检验法统计检验表

统计检验步骤 双侧检验 单侧检验

建立统计假设 Ｈ０：μ１＝μ２
Ｈ１：μ１≠μ２

　　Ｈ０：μ１≥μ２　Ｈ１：μ１＜μ２
或　Ｈ０：μ１≤μ２　Ｈ１：μ１＞μ２

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量μ
μ＝

ｘ－１－ｘ－２

σ２
１

ｎ１
＋
σ２
２

ｎ槡 ２

μ＝
ｘ－１－ｘ－２

σ２
１

ｎ１
＋
σ２
２

ｎ槡 ２

确定临界值μα
查附表１得μα

２
查附表１得μα

统计判别 若｜μ｜≤μα
２
，接受 Ｈ０ 若｜μ｜≤μα，接受 Ｈ０

若｜μ｜＞μα
２
，否定 Ｈ０，接受 Ｈ１ 若｜μ｜＞μα，否定 Ｈ０，接受 Ｈ１

【例２６】　检测两片不同降水环境下树林的生长情况，已知林高符合正态分
布。随机从两片树林中抽取容量为１５的两个样本如下（单位：ｍ）。
样本 １：９６，９１，１０２，１０５，８８，１０８，９５，８１，１０８，８４，１０１，

８５，８９，１１２，８３
样本２：１１３，１０８，９３，８８，１２４，１２５，１１６，１０８，９５，９２，１０１，

１２０，１１７，１１２，１２４
若两总体的标准差分别为σ１＝０９８ｍ，σ２＝１１４ｍ，试以００５的显著性水平检验
不同的降水环境是否造成了这两片林区的生长差异。

解　已知σ１＝０９８，σ２＝１１４
ｘ－１＝９５２，ｘ－２＝１０９１

采用双侧检验，假设Ｈ０：μ１＝μ２

统计量为：

μ＝ ９５２－１０９１
０９８２

１５ ＋１１４２

槡 １５

＝－１３９
０３８８＝－３５８

α＝００５，查附表１得：

μ００２５＝１９６
显然有：｜μ｜＝３５８＞μ００２５＝１９６
即否定假设Ｈ０。表明由于降水环境不同使得两片林区的生长存在差异。

第四节　ｔ检验法

如上节所述，在进行总体平均值一致性检验时，如果样本数量较小（ｎ＜
３０），采用μ检验法用样本标准差代替总体标准差时误差较大，这时总体平均值
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统计检验应采用ｔ检验法。由于ｔ检验法不要求总体的标准差已知，所以在总体
平均值一致性的检验中，特别是在样本数量较少时应用很广。

一、由一个样本检验总体平均值

与μ检验法相同，由一个样本检验总体的平均值是指在一个采样点得到的一
组监测数据，通过统计检验确定该测点代表的区域环境污染水平是否超过某一确
定的值。与μ检验法不同的是ｔ检验法无须已知总体的标准差。用μ表示总体的
平均值，μ０ 表示某一确定的值 （例如环境质量标准），ｘ－ 表示样本的平均值，Ｓ
表示样本的标准差，ｎ为样本数。ｔ检验法对总体平均值的检验可按ｔ检验法统
计检验表进行，见表２１０。

表２１０　ｔ检验法统计检验表

统计检验步骤 双侧检验 单侧检验

建立统计假设 Ｈ０：μ＝μ０
Ｈ１：μ≠μ０

　　Ｈ０：μ≥μ０　Ｈ１：μ＜μ０
或　Ｈ０：μ≤μ０　Ｈ１：μ＞μ０

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量ｔ
ｔ＝

ｘ－－μ０

Ｓ
槡ｎ

ｔ＝
ｘ－－μ０

Ｓ
槡ｎ

计算自由度ｄｆ ｄｆ＝ｎ－１ ｄｆ＝ｎ－１

确定临界值ｔα 查附表３得ｔα 查附表３得ｔ２α

统计判别 若｜ｔ｜≤ｔα，接受 Ｈ０ 若｜ｔ｜≤ｔ２α，接受 Ｈ０

若｜ｔ｜＞ｔα，否定 Ｈ０，接受 Ｈ１ 若｜ｔ｜＞ｔ２α，否定 Ｈ０，接受 Ｈ１

附表３是ｔ分布的双侧分位数（ｔα）表。对于单侧检验，给定的显著性水平α
应查临界值为ｔ２α，查该表时还应考虑相应的自由度ｄｆ（ｄｆ＝ｎ－１）。

【例２７】　从河流的某一断面采得２０个水样，测得酚的浓度（ｍｇ／Ｌ）为：

００２７，００２５，００３１，００３０，００２３，００２８，００３４，００２６，００２４，００２８，

００２４，００３２，００２４，００３３，００２９，００３１，００２３，００３２，００２５，００３１。
试用００５的显著性水平检验该断面酚的平均污染水平是否达到了００３０ｍｇ／Ｌ。
解　假设该断面的酚污染水平达到了００３０ｍｇ／Ｌ。
即假设Ｈ０：μ＝μ０

由样本数据计算得：

ｎ＝２０，ｘ－＝００２８ｍｇ／Ｌ
标准差：Ｓ＝０００３６
自由度：ｄｆ＝ｎ－１＝１９
统计量为：
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ｔ＝００２８－００３０
０００３６
槡２０

＝－２４８６

查附表３可得 （α＝００５时）

ｔα＝２０９３
显然有：｜ｔ｜＝２４８６＞ｔα＝２０９３，则否定Ｈ０。
即该断面的酚污染水平不等于００３０ｍｇ／Ｌ。
同样可用单侧检验，设Ｈ０：μ≥μ０

统计量：ｔ＝－２４８６
临界值：ｔ２α＝１７９２ （α＝００５）

显然有：ｔ＝－２４８６＜－ｔ２α＝－１７９２
则否定Ｈ０，即该断面的酚污染水平低于００３０ｍｇ／Ｌ。

二、由两个样本检验两总体平均值的一致性

当两总体标准差未知，但可以认为其相等，即σ１＝σ２ 时，由两个样本检验

两总体平均值的一致性，通常用ｔ检验法。μ１ 和μ２ 分别表示两总体的平均值，

ｘ１ 和ｘ２ 表示两样本的平均值，Ｓ１ 和Ｓ２ 表示两样本的标准差，ｎ１ 和ｎ２ 表示两
样本的样本数。ｔ检验法对两总体平均值的一致性检验可按以下的ｔ检验法统计
检验表２１１中的程序进行。

表２１１　ｔ检验法统计检验表

统计检验步骤 双侧检验 单侧检验

建立统计假设 Ｈ０：μ１＝μ２　Ｈ１：μ１≠μ２
Ｈ０：μ１≥μ２　Ｈ１：μ１＜μ２

或 Ｈ０：μ１≤μ２　Ｈ１：μ１＞μ２

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量ｔ
ｔ＝

ｘ１－ｘ２

Ｓ０
１
ｎ１

＋１
ｎ槡 ２

其中：Ｓ０＝
（ｎ１－１）Ｓ２

１＋（ｎ２－１）Ｓ２
２

ｎ１＋ｎ２槡 －２

计算自由度ｄｆ ｄｆ＝ｎ１＋ｎ２－２

确定临界值ｔα 查附表３得ｔα 查附表３得ｔ２α

统计判别 若｜ｔ｜≤ｔα，接受 Ｈ０ 若｜ｔ｜≤ｔ２α，接受 Ｈ０

若｜ｔ｜＞ｔα，否定 Ｈ０ 接受 Ｈ１ 若｜ｔ｜＞ｔ２α，否定 Ｈ０ 接受 Ｈ１

【例２８】　在进行环境噪声对居民睡眠影响的研究中，对生活在５０ｄＢ （Ａ）
和５５ｄＢ （Ａ）噪声环境的居民分别抽查１０人次，睡眠调查结果见表２１２。
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表２１２　［例２８］中居民睡眠时间调查结果／ｈ

居
民

小
时

噪声级
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

５０ｄＢ（Ａ） ６９ ５８ ６３ ５０ ７３ ８０ ７１ ７２ ６８ ６６
５５ｄＢ（Ａ） ６４ ７２ ６１ ６７ ５６ ８２ ７５ ６９ ７０ ６６

试用００５的显著性水平检验５０ｄＢ （Ａ）和５５ｄＢ （Ａ）的环境噪声对居民睡
眠影响是否有差异。

解　假设两种环境噪声对居民睡眠影响无差异，即假设Ｈ０：μ１＝μ２

由调查数据可得：
ｘ１＝６７，ｘ２＝６８２

Ｓ１＝０８４２，Ｓ２＝０７３０

ｎ１＝ｎ２＝１０，ｄｆ＝２ｎ－２＝１８
统计量为：

ｔ＝
ｘ１－ｘ２

Ｓ２
１＋Ｓ２

２槡ｎ

＝ ６７－６８２
０８４２２＋０７３０２

槡 １０

＝－０３４１

查附表３得 （α＝００５时）

ｔα＝２１０１
显然有： ｜ｔ｜＝０３４１＜ｔα＝２１０１
接受假设Ｈ０，即表明５０ｄＢ （Ａ）和５５ｄＢ （Ａ）的环境噪声对居民睡眠的影

响无显著性差异。

第五节　χ２检验

在前面两节中，我们用μ检验法和ｔ检验法对总体的一个特征数———平均值
进行了统计检验。在一些情况下，我们还需要对总体的另一个重要的特征数———
方差进行检验。例如在建立一种新的环境分析测试方法时，需要判断该方法的精
密度是否能够满足预定的要求，这就是一个判断总体方差与一已知值之间是否存
在差异的问题。

χ２ 检验是一种检验总体方差与某一确定值差异的重要方法，主要包括下述
两方面内容。

一、已知总体的平均值检验总体的方差

当总体的平均值为已知时，可用χ２ 检验法来检验总体的方差σ２ 是否等于、
小于或大于某一已知常数，用μ０ 表示总体的均值，σ２ 表示总体的方差，σ２

０ 表示
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已知常数，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 表示样本的ｎ个测定值，自由度为ｄｆ＝ｎ。χ２检验
对总体方差的检验可按表２１３的统计检验程序进行。

表２１３　χ２ 检验法统计检验表

统计检验步骤 双侧检验 单侧检验

建立统计假设 Ｈ０：σ２＝σ２
０

Ｈ１：σ２≠σ２
０

Ｈ０：σ２≥σ２
０

Ｈ１：σ２＜σ２
０

Ｈ０：σ２≤σ２
０

Ｈ１：σ２＞σ２
０

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量χ２ χ２＝１
σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－μ０）２ χ２＝１
σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－μ０）２

计算自由度ｄｆ ｄｆ＝ｎ ｄｆ＝ｎ

确定临界值χ
２
α 　查附表４得临界值χ

２
α
２
和χ

２
１－α

２

　查附表４得临界
值χ

２
１－α

　查附表４得临界
值χ

２
α

统计判别 　若χ
２α
２
≥χ２≥χ

２
１－α

２
，接受假设 Ｈ０ 　若χ２≥χ

２
１－α，接

受假设 Ｈ０

　若χ２≤χ
２
α
，接受

假设 Ｈ０

　若χ２≥χ
２
α
２
或χ２≤χ

２
１－α

２
，否定假设

Ｈ０，接受备选假设 Ｈ１

　若χ２＜χ
２
１－α

，否
定假 设 Ｈ０，接 受
备选假设 Ｈ１

　若χ２＞χ
２
α，否定

假设 Ｈ０，接 受 备
选假设 Ｈ１

在实际应用中，总体平均值已知的情况是不多的，而使用较多的是总体平均
值未知的情况。总体平均值未知时的χ２ 检验在下面介绍。

二、总体平均值未知检验总体的方差

当总体的平均值未知时，用样本的平均值代替总体的均值，同样可用χ２ 检
验来检验总体的方差是否等于、小于或大于某一已知常数。用σ２ 表示总体的方
差，σ２

０ 表示已知常数，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 表示样本的ｎ 个测定值，ｘ表示样本的
均值。χ２ 检验对总体方差的检验可按χ２ 检验法统计检验表进行 （见表２１４）。

表２１４　χ２ 检验法统计检验表

统计检验步骤 双侧检验 单侧检验

建立统计假设 Ｈ０：σ２＝σ２
０

Ｈ１：σ２≠σ２
０

Ｈ０：σ２≥σ２
０

Ｈ１：σ２＜σ２
０

Ｈ０：σ２≤σ２
０

Ｈ１：σ２＞σ２
０

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量χ２ χ２＝１
σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２ χ２＝１
σ２
０
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２

计算自由度ｄｆ ｄｆ＝ｎ－１ ｄｆ＝ｎ－１

确定临界值χ
２
α 　查附表４得临界值χ

２
α
２
和χ

２
１－α

２

　查附表４得临界
值χ

２
１－α

　查附表４得临界
值χ

２
α

统计判别 　若χ
２α
２
≥χ

２≥χ
２
１－α

２
，接受假设 Ｈ０ 　若χ２≥χ

２
１－α

，接
受假设 Ｈ０

　若χ２≤χ
２
α，接受

假设 Ｈ０

　若χ２＞χ
２
α
２
或χ２＜χ

２
１－α

２
，否定假设

Ｈ０，接受备选假设 Ｈ１

　若χ２＜χ
２
１－α

，否
定假 设 Ｈ０，接 受
备选假设 Ｈ１

　若χ２＞χ
２
α，否定

假设 Ｈ０，接 受 备
选假设 Ｈ１
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　　留心的读者可以发现，表２１４与表２１３极其相似，仅有的两个差别是表

２１４中用样本均值代替了总体平均值，自由度取ｎ－１。
【例２９】　评价交通噪声污染的一项重要指标是噪声的涨落，通常可用标准

差表示。某一路段行车高峰期的声级涨落标准差为３５０ｄＢ （Ａ），一季度后在该
路段的同一行车高峰期测得一组交通噪声数据如下：

７０２ ７２１ ７１１ ６９１ ６８０ ６７１ ７２２ ７４１ ７５３
７３１ ７０６ ７０８ ７０２ ６９２ ６８０ ６６８ ６７３ ６８４

　　试按００５的显著性水平检验声级涨落的标准差有无变化。
解　上述问题为χ２ 检验问题。
假设　Ｈ０：σ＝３５０，Ｈ１：σ≠３５０
由测量数据计算得：

ｘ＝７０２，ｎ＝１８，ｄｆ＝１７

统计量为：χ２＝ １
３５２ ∑

１８

ｉ＝１

（ｘｉ－７０２）２＝８４３１

选定显著性水平α＝００５，在χ２ 分布临界值表 （见附表４）中查得：

χ
２
１７（００５）＝２７５８７；χ

２
１７（０９５）＝８６７２

显然有： χ２＝８４３１＜χ
２
１７（０９５）＝８６７２

否定假设Ｈ０，即交通噪声标准差发生了变化，交通噪声较前平稳。

第六节　Ｆ检验

在用ｔ检验法对两总体的平均值的一致性进行检验时，并不要求两总体的方

　　 表２１５　Ｆ检验法统计检验表

统计检验步骤 双侧检验 单侧检验

建立统计假设 Ｈ０：σ２
１＝σ２

２

Ｈ１：σ２
１≠σ２

２

Ｈ０：σ２
１≤σ２

２

Ｈ１：σ２
１＞σ２

２

Ｈ０：σ２
１≥σ２

２

Ｈ１：σ２
１＜σ２

２

选择显著性水平α ００５或００１ ００５或００１

计算统计量Ｆ Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２

Ｆ＝
Ｓ２

１

Ｓ２
２

Ｆ＝
Ｓ２

２

Ｓ２
１

计算自由度ｄｆ１，ｄｆ２
ｄｆ１＝ｎ１－１
ｄｆ２＝ｎ２－１

ｄｆ１＝ｎ１－１
ｄｆ２＝ｎ２－１

ｄｆ１＝ｎ２－１
ｄｆ２＝ｎ１－１

确定临界值Ｆα
查附表５得Ｆα

２
，Ｆ１－α

２ 查附表５得Ｆα

统计判别 若Ｆ１－α
２ ≤Ｆ≤Ｆα

２
接受 Ｈ０ 若Ｆ≤Ｆα，接受 Ｈ０

若Ｆ＞Ｆα
２
或Ｆ＜Ｆ１－α

２
，否定 Ｈ０ 接受 Ｈ１ 若Ｆ＞Ｆα，否定 Ｈ０ 接受 Ｈ１
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差已知，但却有一个先决的假定，两总体的方差应一致。这个假定是需要进行验
证的。Ｆ检验是在两总体的平均值和方差未知的条件下，对两总体的方差进行一
致性检验的重要方法。

假设两总体分别服从正态分布，σ２
１ 和σ２

２ 表示两总体的方差，Ｓ２
１ 和Ｓ２

２ 表示
两样本的方差，ｎ１ 和ｎ２ 表示两样本的样本数。Ｆ检验对两总体方差一致性的检
验可按表２１５的统计检验步骤进行。

表２１５中的临界值Ｆα（ｄｆ１，ｄｆ２）可在附表５中查得，需要指出的是临界值

Ｆα（ｄｆ１，ｄｆ２）和Ｆ１－α（ｄｆ２，ｄｆ１）有如下关系：

Ｆα（ｄｆ１，ｄｆ２）＝ １
Ｆ１－α（ｄｆ２，ｄｆ１）

在实际计算中，不要将两样本自由度的顺序搞错了。
【例２１０】　两个路段的交通噪声测量数据如下 ［单位ｄＢ（Ａ）］：

路段１ ７０２ ７２１ ７１１ ６９１ ６８０ ６７１ ７２２ ７４１ ７５３

７３１ ７０６ ７０８ ７０２ ６９２ ６８０ ６６８ ６７３ ６８４

路段２ ６５５ ６７３ ６８４ ７０５ ７２１ ６９０ ６４１ ６６３

６２０ ６１１ ６４４ ６８６ ６７２ ６８１ ６９５ ６５０

６３１ ６４９ ６１４ ６０５ ６３９ ６６８ ６９１

　　试用００５的显著性水平检验两路段的交通噪声涨落是否存在差异。
解　道路交通噪声服从正态分布。
假设　Ｈ０：σ２

１＝σ２
２　　Ｈ１：σ２

１≠σ２
２

实际计算结果如下：

ｎ１＝１８，ｘ１＝７０２，Ｓ２
１＝６０７６，ｎ２＝２３，ｘ２＝６６０，Ｓ２

２＝１００８７
统计量为：

Ｆ＝
Ｓ２

２

Ｓ２
１
＝１６６０

给定显著性水平α＝００５，ｄｆ１＝２２，ｄｆ２＝１７
查附表５得：Ｆ００５ （２２，１７）＝２２１

Ｆ０９５（２２，１７）＝ １
Ｆ００５（１７，２２）＝

１
２１１＝０４７４

显然有：Ｆ０９５ （２２，１７）＜Ｆ＜Ｆ００５（２２，１７）
接受假设Ｈ０，即认为两路段的交通噪声声级涨落情况无显著差异。

第七节　总体分布类型的统计检验

在讨论总体平均值或方差一致性的各种检验方法时，我们都假设总体有某种
已知形式的理论分布，如正态分布。严格地说，这种假设是需要予以证明的。在
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实际环境数据的统计分析中，有时也需要对总体的分布类型进行检验。例如，为
了选择反映总体中心趋势的特征数，需要知道总体服从正态分布还是对数正态分
布，或是其他类型的偏态分布等。

由样本推断总体的分布类型称为分布的假设检验。检验总体服从某种分布的
方法很多，本节介绍几种常用的检验方法。

一、概率纸法

概率纸法是应用概率纸判断统计数据是否服从正态分布或对数正态分布的常
用的方法。概率纸是一种按某种分布函数而设计的坐标纸，检验统计数据是否服
从正态分布时使用正态概率纸 （见图２１），检验统计数据是否服从对数正态分
布时使用对数正态概率纸 （见图２２）。

图２１　正态概率纸
图２２　对数正态概率纸

正态概率纸是这样设计的：标准正态分布的分布函数为：

Ｆ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅｘｐ（－μ２

２ ）ｄμ
以ｘ为横坐标，Ｆ（ｘ）为纵坐标，使 ［ｘ１，Ｆ（ｘ１）］，［ｘ２，Ｆ（ｘ２）］，…，［ｘｎ，

Ｆ（ｘｎ）］这几个点连成一条直线。因而要建立这样的坐标系：横坐标轴按ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ 等间隔作刻度，纵坐标轴以Ｆ（ｘ１），Ｆ（ｘ２），…，Ｆ（ｘｎ）不等间隔
作刻度，用这样的特殊坐标系制成坐标纸，称之为正态概率纸。

对数正 态 概 率 纸 的 设 计 与 正 态 概 率 纸 相 仿，横 坐 标 轴 只 需 按 ｌｎｘ１，

ｌｎｘ２，…，ｌｎｘｎ 等间隔作刻度即可。
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由图２１和图２２我们可以看到，概率纸的纵坐标为累积频率 （％），横坐
标由测定值的单位而定的普通等分刻度或自然对数刻度。将统计数据和相应数值
的累积频率在正态概率纸或对数正态概率纸上标点，若这些点分布在一条直线
上，则统计数据服从正态分布或对数正态分布。现以正态概率纸为例，介绍概率
纸检验统计数据正态分布的具体步骤：

① 将样本的ｎ 个值ｘ１，ｘ２…，ｘｎ 按由小到大的次序排列，得ｘ（１）≤
ｘ（２）≤…≤ｘ（ｉ）≤…≤ｘ（ｎ），ｉ为顺序排列后各数值的秩次数。

② 按累积频率计算式ｉ
ｎ×１００％计算每个数值相应的累积频率。

③ 根据样本数值及其对应的累积频率值，在正态概率纸上标点。

④ 根据点的分布状况，判别数据是否属正态分布：若点的分布呈直线趋势，
则认为数据服从正态分布；若点的分布呈曲线分布或其他无规律的势态，则认为
数据不服从正态分布。

应用概率纸判别数据的分布类型是一种简便易行的方法，但精确程度较差。
在实践中我们经常会发现，在概率纸上点的分布形状不十分明显，使我们对数据
是否服从正态分布或对数正态分布的判断把握不大，为了能够得到较为确切的结
论，需要用更严谨一些的方法对总体的分布进行检验。

【例２１１】　在 ［例２１０］中假设道路交通噪声的声级是正态分布，试检验
路段２的测定数据，以证明交通噪声确属正态分布。

解　可将路段２的测定数据由小到大排列如下：

６０５ ６１１ ６１４ ６２０ ６３１ ６３９ ６４１ ６４４ ６４９ ６５０
６５５ ６６３ ６６８ ６７２ ６７３ ６８１ ６８４ ６８６ ６９０ ６９１
６９５ ７０５ ７２１

　　按２ｄＢ （Ａ）一档将频数和累积频率列表见表２１６。

表２１６　［例２１１］中交通噪声频数和累积频率

声级 ６１（６０６２） ６３（６２６４） ６５（６４６６） ６７（６６６８） ６９（６８７０） ７１（７０７２） ７３（７２７４）

频数 ４ ２ ５ ４ ６ １ １

累积频数 ４ ６ １１ １５ ２１ ２２ ２３

累积频率／％ １７４ ２６１ ４７８ ６５２ ９１３ ９５６ １００００

以各档声级的中值点为横坐标，以相对应的累积频率为纵坐标，在正态概率
纸上标点，共可标出７个点，如图２３所示。显然，这几个点基本上集中在一条
直线上，也就证明了交通噪声是符合正态分布的。

从正态概率纸上可以粗略给出均值μ及标准差σ的估计值。根据正态分布函
数的性质，５０％概率对应的横坐标即为μ值。而１５８７％概率对应的横坐标应为

μ－σ。［例２１１］中，由右图可估算出：
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图２３　［例２１１］图

μ≈６５２，σ≈６５２－６１３＝３９

二、Ｗ 检验

当样本数不大时，可以应用Ｗ 检验
法 （又称 ＳｈａｐｉｒｏＷｉｌｋ）来检验总体是
否服从正态分布。Ｗ 检验法的检验步骤
如下：

（１）将样本的ｎ个数据按大小顺序
排列

ｘ１≤ｘ２≤…≤ｘｎ

（２）建立统计假设

Ｈ０：总体服从正态分布

Ｈ１：总体不服从正态分布
（３）选择显著性水平α
一般选α＝００５或α＝００１
（４）计算统计量Ｗ

Ｗ＝ ｂ２

（ｎ－１）Ｓ２ （２６）

式中，ｎ为样本数，Ｓ为样本的标准差，ｂ值按式 （２７）计算：

ｂ＝ａ１（ｘｎ－ｘ１）＋ａ２（ｘｎ－１－ｘ２）＋…＋ａｋ（ｘｎ＋１－ｋ－ｘｋ） （２７）

式中当ｎ为偶数时，ｋ＝ｎ
２

；当ｎ为奇数时，ｋ＝ｎ－１
２

，并且ｘｋ＋１不列入式

中计算。系数ａｋ，ａｋ－１，…，ａ２，ａ１ 在附表６中给出。
（５）确定临界值ｗα

根据选定的显著性水平α和样本数ｎ，可在附表７中查得Ｗ 检验法的临界值ｗα。
（６）判断假设成立与否
若计算所得的统计量Ｗ 值大于临界值ｗα （即Ｗ＞ｗα），则在显著性水平α

条件下，接受假设Ｈ０，即认为总体服从正态分布；

若计算所得的统计量Ｗ 值小于临界值ｗα （即Ｗ＜ｗα），则在显著性水平α
条件下，否定假设Ｈ０，接受备选假设Ｈ１，即总体不服从正态分布。

检验总体是否服从对数正态分布的方法和步骤与上述检验总体是否服从正
态分布的方法基本相同。惟一不同之处是，检验总体是否服从对数正态分布
时，需要将每个数据进行对数变换 （自然对数），然后按上述检验正态分布的
步骤进行。

【例２１２】　试用Ｗ 检验法检验 ［例２１１］的交通噪声符合正态分布，显著



第二章　统计检验 ４９　　　

性水平选择α＝００５。
解　上例的交通噪声样本的两个参数为：

ｘ＝
∑
２３

ｉ＝１
ｘｉ

２３ ＝６６０ｄＢ（Ａ）

Ｓ２＝１００８７；ｎ＝２３
由Ｗ 检验法定义，由式 （２７）计算ｂ值：

　　　ｂ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ（ｘｎ＋１－ｉ－ｘｉ）

＝０４５４２×（７２１－６０５）＋０３１２６（７０５－６１１）＋…＋
　００２２８（６６８－６５５）

＝１４７１４
ｂ值计算中系数ａｋ 按ｎ＝２３从附表６中查得。
统计量：

Ｗ＝ ｂ２

（ｎ－１）Ｓ２＝
１４７１４２

２２×１００８７＝０９７５６

由ｎ＝２３，α取值００５查附表７得临界值ｗα＝０９１４。
显然有Ｗ＝０９７５６＞ｗα＝０９１４，接受假设Ｈ０，即在显著性水平００５条件

下接受该路段交通噪声服从正态分布的假设。

三、皮尔逊χ
２ 检验

为判断一个样本所属的母体是否服从某一理论分布，可用皮尔逊χ２ 检验法
进行检验。皮尔逊χ２ 检验不只限于检验总体是否服从正态分布，而适用于各种

类型的分布进行检验判断。假设所研究的样本的母体分布函数为Ｆ０（ｘ），皮尔逊

χ２ 检验统计量的计算公式为：

χ２＝ ∑
ｋ

ｉ＝１

（ｆｉ－ｎｐｉ）２

ｎｐｉ
（２８）

式中，ｆｉ 为实际观察频数；ｎｐｉ 为理论频数；ｋ为划分的区间数。
根据皮尔逊定理，不论母体分布Ｆ０（ｘ）是什么分布，由式 （２８）计算所得

的统计量以自由度ｋ－ｒ－１的χ２ 分布为极限分布，其中ｒ为Ｆ０（ｘ）分布中的参
数数目。

因此，当样本充分大时，可以认为统计量χ２＝ ∑
ｋ

ｉ＝１

（ｆｉ－ｎｐｉ）２

ｎｐｉ
服从χ２ 分布。

在实际应用皮尔逊χ２ 检验法对总体的分布进行检验时，样本数ｎ＞５０，即可认
为满足样本数充分大的条件。在对样本分组时，以每组内所含的样本数不少于５
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为宜。如果出现组内样本频数小于５的情况，需重新调整分组的区间或将相邻的
组予以合并，以保证每组内样本的频数不少于５。下面以检验总体是否服从正态
分布为例，说明皮尔逊χ２ 检验的方法和步骤。

（１）建立统计假设：Ｈ０ 表示总体分布服从正态分布。Ｈ１ 表示总体分布不
服从正态分布。

（２）将样本数据按大小划分为ｋ组，确定每组内观察值的频数ｆｉ，要求每
组内的频数ｆｉ 不少于５，若某组内频数ｆｉ 小于５，则需要将相邻的组予以合并
以保证组内ｆｉ 不少于５。

（３）计算样本的平均值ｘ和标准差Ｓ。
（４）以每组区间的下限值ｘｉ 按式 （２９）变换成相应的理论标准正态分布的

变量。

μｉ＝
ｘｉ－ｘ
Ｓ

（２９）

（５）由附表１查得μｉ 的正态分布概率Ｆ （μｉ）。
（６）计算每组的理论频数：

ｎｐｉ＝ｎ［Ｆ（μｉ＋１）－Ｆ（μｉ）］ （２１０）
（７）选择显著性水平α，一般选α＝００５或α＝００１。
（８）计算皮尔逊χ２ 检验的统计量χ２。

χ
２＝ ∑

ｋ

ｉ＝１

（ｆｉ－ｎｐｉ）２

ｎｐｉ

（９）确定临界值χ
２
α。

对于正态分布，皮尔逊χ２ 检验的自由度为ｄｆ＝ｋ－ｒ－１＝ｋ－２－１。由附表

４可查得自由度为ｋ－３、显著性水平为α的临界值χ
２
α。

（１０）判断假设成立与否。
若计算所得的统计量χ２ 值小于临界值χ

２
α，则在显著性水平α条件下，接受假

设Ｈ０，即总体服从正态分布；若计算所得的统计量χ２ 值大于临界值χ
２
α，则在显

著性水平α条件下，否定假设Ｈ０，接受备选假设Ｈ１，即总体不服从正态分布。
【例２１３】　某城市的网格法环境噪声普查共获得２００个测定数据，按５ｄＢ

一档分组可有表２１７所示的数据。

表２１７　［例２１３］中环境噪声普查结果

声级范围 ４０～４５ ４５～５０ ５０～５５ ５５～６０ ６０～６５ ６５～７０ ７０～７５

频数　　 １６ ２８ ４６ ６９ ２４ １０ ７

试检验该城市的环境噪声级是否服从正态分布。
解　假设Ｈ０：环境噪声服从正态分布，按所给数据，算得：
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ｘ＝５５４；Ｓ＝７０２５

由附表１查得μｉ＝
ｘｉ－ｘ
Ｓ

的正态分布概率Ｆ（μｉ）见表２１８。

表２１８　［例２１３］中正态分布概率值

ｘｉ ４０ ４５ ５０ ５５ ６０ ６５ ７０ ７５

Ｆ（μｉ） ００１４３ ００６９４ ０２２０６ ０４８０１ ０７４５４ ０９１４７ ０９８１２ ０９９７４

即可计算出理论频数ｎｐｉ＝ｎ［Ｆ（μｉ＋１）－Ｆ（μｉ）］
统计量为：

χ２ ＝ ∑
７

ｉ＝１

（ｆｉ－ｎｐｉ）２

ｎｐｉ

＝
（１６－１１０２）２

１１０２ ＋…＋
（７－３２４）２

３２４
＝１５９３

选择显著性水平α＝００５，自由度ｄｆ为：

ｄｆ＝７－２－１＝４
由附表４查得临界值为：

χ
２
（４）００５＝９４８８

显然有：χ２＝１５９３＞χ
２
α＝９４８８，否定原假设，即该城市的环境噪声不服从

正态分布。

四、柯尔莫哥洛夫正态检验

上面介绍的皮尔逊χ２ 检验是以小区间内的频数分布与理论频数分布的差异
来检验总体是否服从某种分布。而柯尔莫哥洛夫检验则是对样本的每一个值考虑
它与理论分布的偏差，从而判别其是否服从某种分布。

容量为ｎ的样本的频数分布为Ｆｎ（ｘ），假设其总体的理论分布为Ｆ０（ｘ），是
一完全确定的连续型分布函数。考虑样本的每一个值与理论分布的偏差，柯氏提
出的检验统计量为：

Ｄｎ＝ ＳＵＰ
－∞＜ｘ＜＋∞

｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ０（ｘ）｜ （２１１）

式中，Ｄｎ 表示样本频数分布与所假设的总体理论分布之差的所有点中的最
大绝对值。由柯尔莫哥洛夫定理可知，对任意的ｙ＞０有：

ｌｉｍ
ｎ＋∞

Ｐ｛Ｄｎ槡ｎ ＜ｙ｝＝ｋ（ｙ）＝ ∑
＋∞

－∞

（－１）ｋｅｘｐ（－２ｋ２ｙ２） （２１２）

这一定理表明，当ｎ足够大时 （例如ｎ＞３０），可以认为Ｄｎ槡ｎ近似服从正态
分布ｋ（ｙ），而正态分布ｋ（ｙ）的分布是已知的，可以在附表１查到。这样可以根
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据显著性水平α查附表１，找到满足ｋ（ｙα）＝１－α的临界值ｙα，比较统计量

Ｄｎ槡ｎ和ｙα 的大小可判断总体是否服从某种理论分布。
仍以检验总体是否服从正态分布为例，说明柯尔莫哥洛夫检验的具体步骤。
（１）建立统计假设　设Ｈ０ 表示总体服从正态分布，Ｈ１ 表示总体不服从正

态分布。
（２）选择显著性水平α　一般取α＝００５或α＝００１。
（３）将样本的ｎ个数据按大小顺序排列：

ｘ１≤ｘ２≤…≤ｘｎ

（４）计算样本的频数分布

Ｆｎ（ｘｉ）＝
ｉ－１
ｎ

式中，ｉ为该样本值相应的顺序号数。
（５）计算样本的平均值ｘ和标准差Ｓ。
（６）将样本的每一个值ｘｉ 按下式进行变换：

μｉ＝
ｘｉ－ｘ
Ｓ

然后从正态分布表 （附表１）查得对应于μｉ 的理论分布值Ｆ０（μｉ）。
（７）计算统计量　求出样本每一频数分布值Ｆｎ（ｘｉ）与相应的理论分布值

Ｆ０（ｘｉ）的差值ｄ（ｉ）＝｜Ｆｉ（ｘｉ）－Ｆ０（ｘｉ）｜，并从中找出最大值：

Ｄｎ＝ＳＵＰ
ｘ

｜Ｆｉ（ｘ）－Ｆ０（ｘ），Ｆｎ（ｘ）－Ｆ０（ｘ）｜

（８）确定临界值ｙα　由显著性水平α查附表１，查得相应于ｋ（ｙα）的临界值ｙα。
（９）判断假设成立与否。

若Ｄｎ槡ｎ＜ｙα，接受假设Ｈ０，即接受总体服从正态分布的假设。

若Ｄｎ槡ｎ＞ｙα，则否定假设Ｈ０，接受备选假设Ｈ１，即认为总体不服从正态
分布。

【例２１４】　考察我国城市大气污染情况，抽查了３４个城市的大气监测资料，

ＳＯ２ 的浓度 （ｍｇ／ｍ３）分布如下。

００１９ ００４０ ００５４ ００７０ ００７８ ００９４ ０１２１ ０１４９ ０２７４

００２５ ００４６ ００５８ ００７１ ００７９ ０１０２ ０１２９ ０１６１ ０３９１

００２９ ００４９ ００６１ ００７２ ００８８ ０１１１ ０１３４ ０１８２

００３２ ００５２ ００６６ ００７４ ００９１ ０１１８ ０１３８ ０２１５

　　试验证我国城市大气的ＳＯ２ 浓度符合对数正态分布。
解　假设Ｈ０：ＳＯ２ 浓度符合对数正态分布，需对上表的ＳＯ２ 浓度做变换：

ｙｉ＝ｌｇｘｉ
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可计算得： ｙ＝－１０８８　　Ｓ＝０２８３

参量变换： μｉ＝
ｙｉ－ｙ
Ｓ

并查附表１可得Ｆ０（μｉ）

Ｆｎ（ｙｉ）＝
ｉ
ｎ

，此处ｎ＝３６，

因而有表２１９。

表２１９　［例２１４］中正态分布概率值

Ｆ０（μｉ） ００１３ ００３４ ００５６ ００７５ ０１３６ ０１８９ ０２１５ ０２４５ ０２６４

Ｆｎ（ｙｉ） ０ ００２８ ００５６ ００８３ ０１１１ ０１３９ ０１６７ ０１９４ ０２２２

ｄ（ｉ） ００１３ ０００６ ００００ ０００８ ００２５ ００５０ ００４８ ００４９ ００４２

Ｆ０（μｉ） ０２９８ ０３２６ ０３７１ ０３９７ ０４０５ ０４１３ ０４２５ ０４４０ ０４７２

Ｆｎ（ｙｉ） ０２５０ ０２７８ ０３０６ ０３３３ ０３６１ ０３８９ ０４１７ ０４４４ ０４７２

ｄ（ｉ） ００４８ ００４８ ００６５ ００６４ ００４４ ００２４ ０００８ ０００４ ００００

Ｆ０（μｉ） ０４８１ ０４８８ ０５４８ ０５６８ ０５８７ ０６３３ ０６８１ ０７１６ ０７２６

Ｆｎ（ｙｉ） ０５００ ０５２８ ０５５６ ０５８３ ０６１１ ０６３９ ０６６６ ０６９４ ０７２２

ｄ（ｉ） ００１９ ００４０ ０００８ ００１５ ００２４ ０００６ ００１５ ００２２ ０００４

Ｆ０（μｉ） ０７５１ ０７７６ ０７８８ ０８２１ ０８５１ ０８９１ ０９３２ ０９６９ ０９９１

Ｆｎ（ｙｉ） ０７５０ ０７７８ ０８０６ ０８３３ ０８６１ ０８８９ ０９１７ ０９４４ ０９７２

ｄ（ｉ） ０００１ ０００２ ００１８ ００１２ ００１０ ０００２ ００１５ ００２５ ００１９

显然有：Ｄｎ＝００６５
取显著性水平α＝０１０，查附表１有：

ｙα

槡ｎ
＝０８０５

槡３６
＝０１３４

因而：Ｄｎ＝００６５＜
ｙα

槡ｎ
＝０１３４

即接受假设 Ｈ０，可以认为我国城市的大气 ＳＯ２ 浓度分布符合对数正态
分布。

在柯尔莫哥洛夫正态检验中，当样本容量ｎ大于３５时，临界值是用１３６／

槡ｎ计算得到。当样本容量小于３５时，ｙｎ 可查表２２０得到。

表２２０　ｙｎ 值表

ｎ ｙｎ ｎ ｙｎ ｎ ｙｎ

１１ ０３９１

１２ ０３７５

１３ ０３６１

１４ ０３４９

１５ ０３３８

１６ ０３２８

１７ ０３１８

１８ ０３０９

１９ ０３０１

２０ ０２９４

２５ ０２７０

３０ ０２４０

３５ ０２３０
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第八节　符号检验法和秩和检验法

在本章前面几节介绍的μ检验法、ｔ检验法以及Ｆ 检验法等，都要求对总体
的分布做出假设。在假定总体具有某种形式分布的条件下，用样本数据对总体的
参数 （如平均值、标准差）进行统计检验。由于这些统计检验都涉及总体的参
数，因而称为参数统计检验。在实际统计分析工作中，有时要求对一些没有特定
形式的分布或分布形式不知道的总体进行比较，这时需要采用不必对总体分布做
出假定的统计检验方法。由于这种统计检验是在总体的分布之间而不涉及总体的
参数，因而称为非参数统计检验法。前面介绍的皮尔逊χ

２ 检验总体的理论分布
就是一种非参数统计检验。非参数统计检验不仅能在上述情况下应用，而且能在
某些资料不能简单用数量表示的场合下应用。如环境监测中经常碰到的 “检出”、
“未检出”，“超标”、“未超标”以及某些按人为法则规定的 “秩序”、“大小”等，
也可应用非参数统计检验法进行检验。本节主要讨论非参数统计检验中符号检验
法和秩和检验法两种方法。

一、符号检验法

符号检验法是检验两样本所代表的总体分布是否一致的简单、直观的方法。
符号检验法通过对两样本的波动趋势程度是否相同来判别两样本所代表的总体分
布是否一致，因而符号检验法对两样本的数据或资料有一定的要求，它要求两样
本的数据或资料必须是两两对应的。顾名思义，符号检验法是将两样本对应数据
比较结果用符号来表示。例如用符号 “＋”、“－”和 “０”分别表示两样本对应
数据中较大值、较小值和两值相等。

符号检验法的检验步骤如下：
（１）建立统计假设。

Ｈ０：两样本所代表的总体具有相同的分布。

Ｈ１：两样本所代表的总体具有的分布不相同。
（２）选择显著性水平α，一般选α＝００５或α＝００１。
（３）用符号表示两样本对应数据的比较情况。
“＋”表示大于或优于，“－”表示小于或劣于，“０”表示相等。当两样本对

应数值相等时，即取符号 “０”时，在检验过程中舍弃这对数据。
（４）计算统计量γ：

γ＝ｍｉｎ｛ｎ＋，ｎ－｝ （２１３）
式中，ｎ＋、ｎ－分别表示两样本比较出现的 “＋”和 “－”的次数。ｍｉｎ｛　｝

表示取 ｛　｝中的最小值。
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（５）确定临界值γα　由给定的显著性水平α，在附表８中查出临界值γα。
（６）判断假设成立与否。
若γ＞γα，则在显著性水平α的条件下，接受 Ｈ０，即认为两样本的总体分

布相同。
若γ≤γα，则在显著性水平α的条件下，否定假设 Ｈ０，接受备选假设 Ｈ１，

即认为两样本总体分布不相同。
【例２１５】　为了比较两个污灌区的土壤含镉量是否存在明显的差异，从两

个灌区中随机各抽取２０个土壤样品进行测试。测试结果列表见表２２１。表中的
正号和负号表示灌区甲的检测值与相应的灌区乙的检测值的大小比较。

表２２１　［例２１５］土壤中Ｃｄ含量／（ｍｇ／ｋｇ）

灌区甲 ４２４ ４０２ ４３８ ３８５ ５０１ ４８３ ３２４ ４７５ ４６４ ５２３

灌区乙 ３８２ ４１６ ４３８ ３６４ ４９７ ４０６ ５１７ ４８３ ５２６ ４５８

符号　 ＋ － ０ ＋ ＋ ＋ － － － ＋

灌区甲 ３６７ ４１１ ４２５ ４９１ ５４１ ５２６ ５０９ ３８２ ４２８ ４１７

灌区乙 ４２９ ３６６ ３９０ ５４１ ３８７ ５０６ ４４４ ４６８ ４８７ ４６９

符号　 － ＋ ＋ － ＋ ＋ ＋ － － －

试在显著水平α＝００５下检验这两个灌区中土壤镉含量是否服从同一分布。
解　首先做假设。
假设Ｈ０：两灌区中土壤的含镉量服从同一分布。
由表可见：ｎ＝１９ （舍弃一相等项）

ｎ＋＝１０，ｎ－＝９

γ＝ｍｉｎ｛ｎ＋，ｎ－｝＝９
由附表８查得：

γ００５（１９）＝４
显然有：γ＝９＞γ００５（１９）＝４
接受原假设Ｈ０，即认为两灌区土壤的含镉量分布相同。

二、秩和检验法

秩和检验法也是一种两样本总体分布是否一致的非参数检验法，它比符号检
验法的精度要高一些。

秩和检验法的基本思想是，对样本量分别为ｎ１ 和ｎ２ 的两样本，按数值大小
次序混合排列，并顺序编上号码，所编的号码称为该数值的秩。最小的秩为１，
最大的秩为 （ｎ１＋ｎ２）。如果两样本的总体服从同一理论分布，则两样本的观察
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值在多数情况下是相间排列的。若定义样本观察值秩之和为该样本的秩和，那么
两样本的秩和差别不会太大，一样本的秩和比另一样本的秩和大得多或小得多的
情况应是极少发生的情况，即小概率事件。因此，可以确定出秩和的上下界限

Ｔα″和Ｔα′，与统计量Ｔ进行比较，从而判断两样本总体的分布是否一致。在秩
和检验法中，一般采用样本容量较小的样本进行统计判别。

秩和检验法的检验步骤如下：
（１）建立统计假设。

Ｈ０：两样本代表的总体具有相同的分布。

Ｈ１：两样本代表的总体具有不同的分布。
（２）选择显著性水平α，一般选α＝００５或α＝００１。
（３）计算统计量 Ｔ，将两样本按数值大小次序混合排列，并顺序编上号

码———即秩。计算样本容量较小的样本的秩和Ｔ。
（４）确定临界值Ｔα（ｎ１，ｎ２）。由附表９查得秩和的下限值Ｔα′（ｎ１，ｎ２）和

秩和的上限值Ｔα″（ｎ１，ｎ２）。
（５）判别假设成立与否。
若Ｔα′＜Ｔ＜Ｔα″，则在显著性水平α条件下，接受假设 Ｈ０，即认为两样本

总体的分布相同。
若Ｔ≥Ｔα″或Ｔ≤Ｔα′，则在显著性水平α条件下，否定假设 Ｈ０，接受备选

假设Ｈ１，即认为两样本的总体分布不相同。
【例２１６】　甲、乙两人对一气体样的一氧化碳浓度同时进行测定，得到数

据如表２２２所列。

表２２２　［例２１６］ＣＯ浓度测定结果

甲 １５２ １４８ １５０ １４７ １５５ １４６ １５８ １４０

乙 １５１ １４６ １４３ １５４ １３９ １５８ １４１ １５９ １４５

试在显著性水平α＝００５下检验两人的分析结果有无差异。
解　首先把所给的数据按大小顺序排列成表２２３。

表２２３　［例２１６］数据排序

秩 １ ２ ３ ４ ５ ６，７ ８ ９

甲 １４０ １４６ １４７ １４８

乙 １３９ １４１ １４３ １４５ １４６

秩 １０ １１ １２ １３ １４ １５，１６ １７

甲 １５０ １５２ １５５ １５８

乙 １５１ １５４ １５８ １５９
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　　假设Ｈ０：两人分析结果无差异。
统计量为：

Ｔ＝２＋６５＋８＋９＋１０＋１２＋１４＋１５５＝７７
这里，１４６和１５８两个值甲、乙均有，分别并列在第６、７位和第１５、１６

位上，计算秩的可取平均数６５和１５５。
查附表９可得上下临界值（ｎ１＝８，ｎ２＝９）

Ｔα″（ｎ１，ｎ２）＝Ｔ″００５（８，９）＝９０
Ｔα′（ｎ１，ｎ２）＝Ｔ′００５（８，９）＝５４

显然有：５４＜７７＜９０
接受原假设Ｈ０，即认为两人分析结果无显著性差异。
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在环境科研和监测工作中，常常需要对测试结果进行分析，以判断各种测试
因素是否对试验结果产生显著影响。例如测量某一污染物浓度时，不同的实验
室、不同的测量仪器、不同的分析方法、不同的操作人员等种种因素都会对测试
结果产生影响。方差分析就是判断这些影响是否显著的重要方法。

方差分析中将不同的实验室、不同的分析方法、不同的操作人员等称为方差
分析中的因素，每个因素中可选取不同的浓度水平进行试验，这些浓度水平在方
差分析中称为因素内的水平。在因素及水平确定的条件下，可进行一次或多次试
验，试验次数在方差分析中称为重复数。通过因素、水平和重复数的不同组合，
可以有单因素不同水平无重复、单因素不同水平有重复、多因素不同水平无重复
和多因素不同水平有重复等不同组合形式。

方差分析的基本思想是：将测定数据的总变异 （方差）分解为因素间的变异
和因素内不同水平间的变异。通过比较因素在不同水平间的变异，分析不同水平
的选取是否对测定结果产生影响。或者通过因素间的变异的比较分析各因素对分
析结果产生的影响及因素间的交互作用。方差分析的目的是要确定是否存在影响
测试结果的系统误差，即确定不同因素间或同一因素中不同水平间是否存在实质
性的差异。需要指出的是，在方差分析中，假定所研究的对象都是服从正态分布
的。这种假设显然未经证明，但考虑环境监测的测试结果受多种随机因素的影
响，可以认为其总体的分布服从正态分布。此外，方差分析中假定各水平试验总
体的方差都相等，尽管这些方差通常是未知的。

本章主要讨论方差分析中最简单、最基本同时也是应用最广的单因素方差分
析和多因素方差分析。有了这方面的知识，也就有了对更多因素的方差分析的理
解基础，需要时可进一步查阅有关方差分析的文献和专著。

第一节　单因素方差分析

只研究一个因素对试验结果有无显著影响时，是方差分析中最简单的情况，
称为单因素方差分析。对所选择确定的试验因素，可选择不同的试验水平，每个
水平内的重复数可以相同，也可以不相同。下面对单因素方差分析各水平内重复
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数相同和重复数不相同的情况分别予以介绍。

一、各水平内重复数相等的单因素方差分析

设所选定的试验因素 Ａ有ｋ个水平，每个水平进行了ｎｉ 次重复测定，ｎｉ 即

为各水平内的重复数。对各水平内重复数相等的单因素方差分析，显然应有ｎ１＝
ｎ２＝…＝ｎｋ＝ｎ。现在要检验ｋ个水平测定结果的各个平均值间有无显著差异，
即判别不同水平的选取是否会对测试结果产生实质性的影响。若测定结果以ｘｉｊ

表示，下标ｉ表示水平号，ｊ表示重复数号，则ｘｉｊ表示第ｉ个水平的第ｊ次测定
结果。当我们选定水平数为ｋ，重复数为ｎ时，则显然有ｉ＝１，２，…，ｋ；ｊ＝
１，２，…，ｎ。

单因素重复数相等的方差分析步骤如下。
（１）建立统计假设。
假设Ｈ０：各水平的总体平均值无显著差异，即μ１＝μ２＝…＝μｋ；
假设Ｈ１：各水平的总体平均值有显著差异。
（２）选择显著性水平α，通常选择α＝００１或α＝００５。
（３）计算组间均方和组内均方。
组间均方记作Ｓ１：

Ｓ１＝ １
ｋ－１∑

ｋ

ｉ＝１
ｎ（ｘｉ－ －ｘ＝）２

组内均方记作Ｓ２：

Ｓ２＝ １
ｋ（ｎ－１）∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

（ｘｉｊ －ｘｉ
－）２

上两式中：

ｘｉ
－＝ １

ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ；　ｘ＝ ＝ １

ｋｎ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ

（４）计算统计量

Ｆ＝Ｓ１

Ｓ２

（５）计算自由度

ｄｆ１＝ｋ－１
ｄｆ２＝ｋ（ｎ－１）

（６）确定临界值 Ｆα 　 由选定的显著性水平α，查 Ｆ 检验的临界值表
（附表５），得自由度为 ［ｋ－１，ｋ （ｎ－１）］的临界值Ｆα。

（７）统计判别。
若Ｆ≤Ｆα，则在选定的显著性水平α条件下，接受假设 Ｈ０，即认为各水平
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总体的平均值无显著差异。
若Ｆ＞Ｆα，则在选定的显著性水平α条件下，否定假设 Ｈ０，接受备选假设

Ｈ１，即认为各水平总体的平均值存在显著差异，在实际工作中有 （１－α）％的把
握认为该因素对试验的结果有显著的影响。

在方差分析中，计算各种方差贡献需要进行各种累加平方和的计算，在实验
数据量较大的时候，容易发生差错。为了使计算过程条理清楚，避免差错，方差
分析通常通过列表方式进行。表３１和表３２是单因素不同水平重复数相等的实
验数据计算和方差分析表。

表３１　单因素不同水平重复数相等的实验数据计算表

水平 实验数据 ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ （∑ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

１ ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１ｎ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ１ｊ （∑ｎ

ｊ＝１
ｘ１ｊ ）２ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｘ２

１ｊ

２ ｘ２１，ｘ２２，…，ｘ２ｎ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ２ｊ （∑ｎ

ｊ＝１
ｘ２ｊ ）２ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｘ２

２ｊ

    

ｋ ｘｋ１，ｘｋ２，…，ｘｋｎ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｋｊ （∑ｎ

ｊ＝１
ｘｋｊ ）２ ∑

ｎ

ｊ＝１
ｘ２

ｋｊ

∑ ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ∑

ｋ

ｉ＝１
（∑ｎ
ｊ＝１

ｘｉｊ ）２ ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

记：

Ｐ＝１
ｋｎ（∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｑ＝１
ｎ ∑

ｋ

ｉ＝１
（∑

ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｒ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

Ｓ１＝
１

ｋ－１
（Ｑ－Ｐ）为组间方差来源，

Ｓ２＝
１

ｋ（ｎ－１）（Ｒ－Ｑ）为组内方差来源，

Ｓ＝ １
ｋｎ－１

（Ｒ－Ｐ）为总方差。
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表３２　单因素不同水平重复数相等的方差分析表

方差来源 自由度 均方 统计量 临界值 统计判别

组间
ｋ－１ Ｓ１

组内 ｋ（ｎ－１） Ｓ２

Ｆ＝Ｓ１

Ｓ２
Ｆα［ｋ－１，ｋ（ｎ－１）］

若Ｆ＜Ｆα，接受 Ｈ０

若Ｆ≥Ｆα，否定 Ｈ０

【例３１】　实验室质量控制工作中，令４个操作人员对同一环境水样的铜元
素含量进行１０次重复测定，测定结果见表３３。

表３３　［例３１］中铜元素含量测定结果／（μｇ／Ｌ）

　　重复数

操作者　　
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

甲 ２２０ ２２５ ２１７ ２３１ ２２８ ２１５ ２１４ ２２９ ２３５ ２１２

乙 ２１８ ２０９ ２２７ ２１２ ２０２ ２０７ ２１１ ２２０ ２１５ ２０６

丙 ２１９ ２３２ ２３８ ２２９ ２４０ ２２８ ２１２ ２２７ ２３４ ２３８

丁 ２２１ ２２８ ２１６ ２１７ ２２４ ２３０ ２３２ ２２０ ２１８ ２３０

操作人员使用同一套测量仪器和测量方法。试用００５的置信水平判断操作
人员是否对测定结果有显著影响？

解　这显然是单因素方差分析的问题。
水平数ｋ＝４
重复数ｎ＝１０，重复数相同。
假设Ｈ０：各水平的总体平均值无显著差异。
显著性水平α＝００５
由测定结果 （表３３）可计算得：

Ｐ＝１
ｋｎ（∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝１９７４０２５

Ｑ＝１
ｎ ∑

ｋ

ｉ＝１
（∑

ｎ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝１９７５５１１

Ｒ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ＝１９７７６２４

Ｓ１＝
１

ｋ－１
（Ｑ－Ｐ）＝４９５３

Ｓ２＝
１

ｋ（ｎ－１）（Ｒ－Ｑ）＝０５８７

统计量为：Ｆ＝
Ｓ１

Ｓ２
＝８４４

自由度：ｄｆ１＝ｋ－１＝３
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ｄｆ２＝ｋ（ｎ－１）＝３６
由附表５可查得：

Ｆ００５（３，３６）＝２８７
显然有：Ｆ＝８４４＞Ｆα（ｄｆ１，ｄｆ２）＝２８７
即在显著性水平α＝００５下否定原假设 Ｈ０。也就是说操作人员对实验结果

有显著性影响。

二、各水平内重复数不相等的单因素方差分析

单因素方差分析中除了各水平内重复数相等的情况外，有时由于样品破坏或
丢失，离群值的剔除等原因，使各水平内重复数不完全相同，这时需要采用各水
平内重复数不相等的方差分析方法。各水平内重复数不相等的单因素方差分析的
方法和步骤与重复数相同的单因素方差分析基本相同。惟一的区别是由于重复数

ｎｉ 不全相等，使计算公式略有差异。重复数不相等的单因素方差分析的计算及
分析步骤如表３４和表３５所示。

表３４　单因素不同水平重复数不相同的实验数据计算表

水平 实验数据 重复次数 ∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ

１
ｎｉ （∑

ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ∑

ｎｉ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

１ ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１ｎ１ ｎ１ ∑
ｎ１

ｊ＝１
ｘ１ｊ

１
ｎ１ （∑

ｎ１

ｊ＝１
ｘ１ｊ ）２ ∑

ｎ１

ｊ＝１
ｘ２

１ｊ

２ ｘ２１，ｘ２２，…，ｘ２ｎ２ ｎ２ ∑
ｎ２

ｊ＝１
ｘ２ｊ

１
ｎ２ （∑

ｎ２

ｊ＝１
ｘ２ｊ ）２ ∑

ｎ２

ｊ＝１
ｘ２

２ｊ

     

ｋ ｘｋ１，ｘｋ２，…，ｘｋｎｋ ｎｋ ∑
ｎｋ

ｊ＝１
ｘｋｊ

１
ｎｋ （∑

ｎｋ

ｊ＝１
ｘｋｊ ）２ ∑

ｎｋ

ｊ＝１
ｘ２

ｋｊ

∑ Ｎ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
ｎｉ ∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ∑

ｋ

ｉ＝１

１
ｎｉ

（∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

类似地，记：

Ｐ＝１
Ｎ （∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｑ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１

１
ｎｉ

（∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｒ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ
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表３５　单因素不同水平重复数不相等的方差分析表

方差来源 均方 自由度 统计量 临界值 统计判断

组间 Ｓ１＝
Ｑ－Ｐ
ｋ－１ ｋ－１ 若Ｆ＜Ｆα，接受 Ｈ０

组内 Ｓ２＝
Ｒ－Ｑ
ｎ－ｋ ｎ－ｋ Ｆ＝Ｓ１

Ｓ２
Ｆα（ｋ－１，ｎ－ｋ） 若Ｆ≥Ｆα，否定 Ｈ０

总和 Ｓ＝Ｒ－Ｐ
ｎ－１ ｎ－１

【例３２】　５种不同的管道消声器，消声量的测定结果见表３６。

表３６　［例３２］管道消声器消声量测定结果

　　　重复数

消声器　　　
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７

甲 １７１ １８３ １７５ １７７

乙 １７４ １８４ １６８ １７９ １８８

丙 １９２ １８１ １８４ １７３

丁 １６５ １６８ １７８ １８５ １７４ １６１

戊 １７３ １８０ １７５

试判断这５种管道消声器的消声量有无显著性的差异？
解　本例中消声器的结构及消声原理的不同可看作是一个因素的不同水平情

况。因而本例是单因素不同水平重复数不相等的方差分析问题。
假设Ｈ０：５种消声器之消声量无显著差异，
取显著性水平α＝００５
水平数ｋ＝５
总重复数ｎ＝２２
由测量结果 （表３６）可计算得：

Ｐ＝１
ｎ （∑

ｋ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝６８７１１６

Ｒ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ＝６８８３４４

Ｑ＝ ∑
ｋ

ｉ＝１

１
ｎｉ

（∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝６８７４１２

Ｓ１＝Ｑ－Ｐ
ｋ－１＝０７３９９

Ｓ２＝Ｒ－Ｑ
ｎ－ｋ＝０５４８２
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统计量为：

Ｆ＝Ｓ１

Ｓ２
＝１３５

自由度： ｄｆ１＝ｋ－１＝４
ｄｆ２＝ｎ－ｋ＝１７

查附表５可得临界值

Ｆ００５（４，１７）＝２９６
显然有：Ｆ＝１３５＜Ｆ００５ （４，１７）＝２９６
即在９５％的显著性水平之下接受原假设Ｈ０，也就是说这５种消声器的消声

量大致相同。

第二节　双因素方差分析

在双因素方差分析中，我们研究的是在试验中存在两个变化因素的问题。需
要考虑的问题是每种因素对试验结果产生的影响；两种因素中，哪种因素的影响
更大一些；因素和因素之间是否存在交互作用等问题。

设Ａ和Ｂ为独立可变化的因素，因素Ａ分为ｌ个水平，因素Ｂ分为ｍ 个水
平，现考虑因素Ａ和因素Ｂ对试验结果的影响。在双因素条件下，试验共有ｌ×
ｍ 种可能的组合。根据每种组合选择重复试验次数不同，可以有无重复双因素
方差分析，重复数相等的双因素方差分析和重复数不相等的双因素方差分析等。
下面分别予以介绍。

一、无重复双因素方差分析

无重复双因素方差分析是双因素方差分析中最简单的情况。设因素 Ａ分为ｌ
个水平，因素Ｂ分为ｍ 个水平，ｘｉｊ表示 Ａ因素处于ｉ水平，Ｂ因素处于ｊ水平
的试验结果。全部试验结果的总方差可分解为三个部分：因素 Ａ各水平间方差，
因素Ｂ各水平间方差以及随机方差，分别记作ＳＡ、ＳＢ、ＳＥ。通过统计分析，可
以判别因素Ａ或因素Ｂ是否对试验结果产生显著的影响。无重复双因素方差分
析的具体步骤如下。

（１）建立统计假设。
假设Ｈ０：因素Ａ （或因素Ｂ）对试验结果没有显著的影响。
假设Ｈ１：因素Ａ （或因素Ｂ）对试验结果有显著的影响。
（２）选择显著性水平α，一般选α＝００５或α＝００１。
（３）计算三种方差　按表３７及表３８的方法计算ＳＡ、ＳＢ 及ＳＥ。
（４）计算统计量
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ＦＡ＝
ＳＡ

ＳＥ
　　ＦＢ＝

ＳＢ

ＳＥ

（５）选择确定临界值并作统计判别　根据确定的显著性水平α，并根据相应
的自由度查附表５得临界值。

表３７　无重复双因素实验数据计算表

因素 Ａ的水平
因素Ｂ的水平

１，２，…，ｊ，…，ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ　 （∑ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２　∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

１ ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１ｊ，…，ｘ１ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ１ｊ　 （∑ｍ

ｊ＝１
ｘ１ｊ ）２　∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２

１ｊ

２ ｘ２１，ｘ２２，…，ｘ２ｊ，…，ｘ２ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２ｊ　 （∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２ｊ ）２　∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２

２ｊ

  

ｉ ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｊ，…，ｘｉｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ　 （∑ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２　∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

  

ｌ ｘｌ１，ｘｌ２，…，ｘｌｊ，…，ｘｌｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｌｊ　 （∑ｍ

ｊ＝１
ｘｌｊ ）２　∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｌｊ

∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ　∑

ｌ

ｉ＝１
（∑ｍ
ｊ＝１

ｘｉｊ ）２　∑ｌ
ｉ＝１

∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

（∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉ１ ）２ （∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉ２ ）２… （∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉｊ ）２… （∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉｍ ）２ ∑
ｍ

ｊ＝１
（∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉｊ ）２

记：

Ｐ＝１
ｌｍ （∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｑ＝１
ｍ ∑

ｌ

ｉ＝１
（∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｒ＝１
ｌ ∑

ｍ

ｊ＝１
（∑

ｌ

ｉ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｔ＝ ∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ
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表３８　无重复双因素方差分析表

方差来源 自由度 均方 统计量 临界值 统计判别

因素 Ａ ｍ－１ ＳＡ＝
Ｑ－Ｐ
ｌ－１ ＦＡ＝

ＳＡ

ＳＥ
Ｆα［ｌ－１，（ｌ－１）（ｍ－１）］ 若ＦＡ≤Ｆα，接受 Ｈ０

因素Ｂ ｍ－１ ＳＢ＝
Ｒ－Ｐ
ｍ－１ ＦＢ＝

ＳＢ

ＳＥ
Ｆα［ｍ－１，（ｌ－１）（ｍ－１）］ 若ＦＢ≤Ｆα，接受 Ｈ０

随机因素
（ｌ－１）·

（ｍ－１）
ＳＥ＝

（Ｔ－Ｑ－Ｒ＋Ｐ）
（ｌ－１）（ｍ－１）

总和 ｌｍ－１ ＳＴ＝
Ｔ－Ｐ
ｌｍ－１

【例３３】　在酸雨成因的研究中，为观察大气湿度和紫外光强对二氧化硫转
化的影响，选取三种不同的紫外光照射强度和四种不同的大气湿度进行二氧化硫
转化实验，实验结果见表３９。

表３９　［例３３］中ＳＯ２ 转化实验结果

　　　　湿度

光强　　　　
１ ２ ３ ４

１ ４８ ５１ ５７ ６５

２ ５３ ５６ ６４ ７８

３ ６０ ６３ ６９ ９３

试用方差分析，在显著性水平００５下，检验紫外光强和大气湿度对二氧化
硫的转化是否有显著影响？

解　首先建立统计假设。
假设Ｈ０：紫外光强和大气湿度两因素对二氧化硫的转化均无显著影响。
已知ｌ＝３，ｍ＝４，方差计算如下：

Ｐ＝ １
３×４（∑

３

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝４７７５４

Ｑ＝１
４ ∑

３

ｉ＝１
（∑

４

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝４８２６７

Ｒ＝１
３ ∑

４

ｊ＝１
（∑

３

ｉ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝４８８７２

Ｔ＝ ∑
３

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ＝４９４８３

ＳＡ＝
１
２

（Ｑ－Ｐ）＝５１３
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ＳＢ＝
１
３

（Ｒ－Ｐ）＝１１１８

ＳＥ＝
１
６

（Ｔ＋Ｐ－Ｑ－Ｒ）＝０１６３

统计量为：

ＦＡ＝
ＳＡ

ＳＥ
＝３１４７

ＦＢ＝
ＳＢ

ＳＥ
＝６８５９

自由度为：

ｄｆＡ＝ｌ－１＝２
ｄｆＢ＝ｍ－１＝３
ｄｆＥ＝（ｌ－１）（ｍ－１）＝６

显著性水平为：α＝００５
由附表５查得：

Ｆ００５（２，６）＝５１４
Ｆ００５（３，６）＝４７６

显然有：ＦＡ＝３１４７＞Ｆ００５（２，６）＝５１４
ＦＢ＝６８５９＞Ｆ００５（３，６）＝４７６

因而否定原假设Ｈ０，即紫外光照强度和大气湿度均对二氧化硫的转化有显
著的影响。

二、重复数相等的双因素方差分析

实践表明，因素Ａ和因素Ｂ对试验结果的影响，除了每个因素单独对试验
结果起作用外，两因素各水平之间的搭配还会对试验结果起作用，通常称为交互
作用。

设因素Ａ分成ｌ个水平，因素Ｂ分成ｍ 个水平。在因素 Ａ的任一水平ｉ和
因素Ｂ的任一水平ｊ的配合条件下，做等重复ｎ次试验。则全部试验共有ｌｍｎ个
数据，每个数据记作ｘｉｊｋ。全部试验结果的总方差ＳＴ 可分解成四个部分：因素

Ａ的水平间方差ＳＡ，因素Ｂ的水平间方差ＳＢ，因素 Ａ和因素Ｂ的交互作用方
差ＳＡ×Ｂ和随机方差ＳＥ。通过统计分析可判别因素Ａ或因素Ｂ或因素Ａ×Ｂ是否
对试验结果产生显著的影响。

因素Ａ或因素Ｂ对试验结果影响的含义较清楚，它是指因素 Ａ或因素Ｂ单
独的效应。当因素Ａ和因素Ｂ间不存在交互作用的时候，因素 Ａ对试验结果的
影响与因素Ｂ取什么水平无关。同样因素Ｂ对试验结果的影响与因素 Ａ取什么
水平无关。当因素Ａ和因素Ｂ之间存在交互作用的时候，除了因素 Ａ和因素Ｂ
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单独的效应外，还存在交互作用效应，即因素 Ａ对试验结果的影响与因素Ｂ取
什么水平有关，同样因素Ｂ对试验结果的影响与因素 Ａ取什么水平有关。因素
之间的交互作用效应可正可负，即因素 Ａ与因素Ｂ组合时的效应可以比无交互
作用时大，也可以比无交互作用时小。

重复数相等的双因素方差分析的步骤如下。
（１）建立统计假设。
假设Ｈ０：因素Ａ （或因素Ｂ，或因素Ａ×Ｂ）对试验结果无显著影响。
假设Ｈ１：因素Ａ （或因素Ｂ，或因素Ａ×Ｂ）对试验结果有显著影响。
（２）选择显著性水平α，一般选α＝００５或α＝００１。
（３）计算统计量　按数据计算表３１０、表３１１和方差分析表３１２进行。
（４）选择确定临界值并做统计判断，按表３１２进行。

表３１０　双因素等重复实验数据计算表 （Ⅰ）

Ａ Ｂ 试验结果（重复ｎ次） ｘｉｊ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｉｊｋ ｘ２

ｉｊ＝（∑ｎ
ｋ＝１

ｘｉｊｋ ）２ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｉｊｋ）２

Ａ１

Ｂ１ ｘ１１１，ｘ１１２，…，ｘ１１ｎ ｘ１１ ｘ２
１１ ∑

ｎ

ｋ＝１

（ｘ１１ｋ）２

Ｂ２ ｘ１２１，ｘ１２２，…，ｘ１２ｎ ｘ１２ ｘ２
１２ ∑

ｎ

ｋ＝１

（ｘ１２ｋ）２

    

Ｂｍ ｘ１ｍ１，ｘ１ｍ２，…，ｘ１ｍｍ ｘ１ｍ ｘ２
１ｍ ∑

ｎ

ｋ＝１

（ｘ１ｍｋ）２

     

Ａｌ

Ｂ１ ｘｌ１１，ｘｌ１２，…，ｘｌ１ｎ ｘｌ１ ｘ２
ｌ１ ∑

ｎ

ｋ＝１

（ｘｌ１ｋ）２

Ｂ２ ｘｌ２１，ｘｌ２２，…，ｘｌ２ｎ ｘｌ２ ｘ２
ｌ２ ∑

ｎ

ｋ＝１

（ｘｌ２ｋ）２

    

Ｂｍ ｘｌｍ１，ｘｌｍ２，…，ｘｌｍｎ ｘｌｍ ｘ２
ｌｍ ∑

ｎ

ｋ＝１

（ｘｌｍｋ）２

∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｉｊｋ）２
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表３１１　双因素等重复实验数据计算表 （Ⅱ）

Ａ的水平 Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ

Ａ１ ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ１ｊ （∑ｍ

ｊ＝１
ｘ１ｊ ）２

Ａ２ ｘ２１，ｘ２２，…，ｘ２ｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２ｊ （∑ｍ

ｊ＝１
ｘ２ｊ ）２

   

Ａｌ ｘｌ１，ｘｌ２，…，ｘｌｍ ∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｌｊ （∑ｍ

ｊ＝１
ｘｌｊ ）２

∑
ｌ

ｉ＝１
ｘｉ１ ，∑

ｌ

ｉ＝１
ｘｉ２ ，…，∑

ｌ

ｉ＝１
ｘｉｍ ∑

ｌ

ｉ＝１
（∑ｍ
ｊ＝１

ｘｉｊ ）２

（∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉ１ ）２，（∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉ２ ）２，…，（∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉｍ ）２ ∑
ｍ

ｊ＝１
（∑ｌ
ｉ＝１

ｘｉｊ ）２

表３１２　双因素等重复方差分析表

方差来源 平方和 自由度 均方 统计量 临界值 统计判别

因素 Ａ ＳＳＡ＝Ｑ－Ｐ ｌ－１ ＳＡ＝
ＳＳＡ

ｌ－１ ＦＡ＝
ＳＡ

ＳＥ
Ｆα［ｌ－１，ｌｍ（ｎ－１）］

　ＦＡ＞Ｆα，否
定 假 设 Ｈ０，
接 受 假 设
Ｈ１；ＦＡ≤Ｆα，
接受假设 Ｈ０

因素Ｂ ＳＳＢ＝Ｒ－Ｐ ｍ－１ ＳＢ＝
ＳＳＢ

ｍ－１
ＦＢ＝

ＳＢ

ＳＥ
Ｆα［ｍ－１，ｌｍ（ｎ－１）］

　ＦＢ＞Ｆα，否
定 假 设 Ｈ０，
接 受 假 设
Ｈ１；ＦＢ≤Ｆα，
接受假设 Ｈ０

因素 Ａ×Ｂ
ＳＳＡ×Ｂ＝

Ｔ－Ｑ－Ｒ＋Ｐ
（ｌ－１）
（ｍ－１）

ＳＡ×Ｂ＝
ＳＳＡ×Ｂ

（ｌ－１）（ｍ－１）
ＦＡ×Ｂ＝

ＳＡ×Ｂ

ＳＥ
Ｆα［（ｌ－１）（ｍ－１），ｌｍ（ｎ－１）］

　ＦＡ×Ｂ＞Ｆα，
否 定 假 设
Ｈ０，接受假设
Ｈ１；ＦＡ×Ｂ ≤
Ｆα，接 受 假
设 Ｈ０

随机因素 ＳＳＥ＝
Ｗ－Ｔ

ｌｍ
（ｎ－１）

ＳＥ＝
ＳＳＥ

ｌｍ（ｎ－１）

总和 ＳＳＴ＝
Ｗ－Ｐ

ｌｍｎ－１
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　　记：

Ｐ＝ １
ｌｍｎ（∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｔ＝１
ｎ ∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

Ｗ＝ ∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｉｊｋ

Ｑ＝ １
ｍｎ∑

ｌ

ｉ＝１
（∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｒ＝１
ｌｎ∑

ｍ

ｊ＝１
（∑

ｌ

ｉ＝１
ｘｉｊ ）２

代入表３１２，即可进行双因素等重复方差分析。
【例３４】　在 ［例３３］的酸雨成因研究中，若光强与湿度的每一交叉水平

重复两次试验，结果见表３１３。

表３１３　［例３４］中ＳＯ２ 转化实验结果

　　　　湿度

光强　　　　
１ ２ ３ ４

１ ４９　４６ ４８　５３ ５７　５８ ６５　６３

２ ５２　５４ ５９　５５ ６３　６７ ８１　７４

３ ６３　５８ ６１　６５ ６８　６９ ９０　９７

试用方差分析，在显著性水平００５下，检验紫外光强和大气湿度两因素对
二氧化硫转化是否有显著影响，以及两因素是否存在交互作用？

解　这显然是一个双因素等重复分析问题，重复数ｎ＝２。
已知ｌ＝３，ｍ＝４
假设Ｈ０：紫外光强和大气湿度两因素对二氧化硫转化无显著影响，两因素

无交互作用。
按表３１０、表３１１、表３１２的方法，方差计算如下：

Ｐ＝ １
３×４×２（∑

３

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝９５６３４

Ｔ＝１
２ ∑

３

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ＝９９１２４

Ｗ＝ ∑
３

ｉ＝１
∑
４

ｊ＝１
∑
２

ｋ＝１
ｘ２
ｉｊｋ ＝９９２３７
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Ｑ＝ １
４×２∑

３

ｉ＝１
（∑

４

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝９６７２３

Ｒ＝ １
３×２∑

４

ｊ＝１
（∑

３

ｉ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝９７７９８

ＳＡ＝
１
２

（Ｑ－Ｐ）＝５４５

ＳＢ＝
１
３

（Ｒ－Ｐ）＝７２１

ＳＡ×Ｂ＝
１
６

（Ｔ－Ｑ－Ｒ＋Ｐ）＝０３９５

ＳＥ＝
１
１２

（Ｗ－Ｔ）＝００９４

统计量为：

ＦＡ＝
ＳＡ

ＳＥ
＝５７９８

ＦＢ＝
ＳＢ

ＳＥ
＝７６７０

ＦＡ×Ｂ＝
ＳＡ×Ｂ

ＳＥ
＝４２０

选定显著性水平α＝００５，查附表５得：

Ｆ００５（２，１２）＝３８９
Ｆ００５（３，１２）＝３４９
Ｆ００５（６，１２）＝３００

统计判断，显然有：

ＦＡ＝５７９８＞Ｆ００５（２，１２）＝３８９
ＦＢ＝７６７０＞Ｆ００５（３，１２）＝３４９

ＦＡ×Ｂ＝４２０＞Ｆ００５（６，１２）＝３００
否定原假设Ｈ０，即紫外光强和大气湿度显著影响二氧化硫转化，两因素没

有相互加强的交互作用。

第三节　系统分组方差分析

在进行环境科研和监测调查时，经常采用按系统分层采样的调查方法。例
如，在进行全国粮食中有机农药污染调查时，从全国各县中首先选取一批县，然
后在这些县中选取一批乡，每个选中的乡内又选几个自然村，然后确定采样点采
集样品进行分析。这种方法称为系统分组法。由于系统分组是在不同层次上进行
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分组，不同层次因素并不是平行的，次一层因素的效应受高一层次分组的影响，
因此系统分组方差分析与各因素平行的多因素方差分析有所不同。

设采样调查先按因素 Ａ分组为 Ａ１，Ａ２，…，Ａｌ 个水平，然后在每个水平
Ａｉ 中按因素Ｂ分组为Ｂｉ１，Ｂｉ２，…，Ｂｉｍ个水平，在因素 Ａｉ 和因素Ｂｉｊ组合条件
下，做ｎ次试验，得试验数据ｘｉｊｋ （ｉ＝１，２，…，ｌ；ｊ＝１，２，…，ｍ；ｋ＝１，

２，…，ｎ），系统分组方差分析步骤如下。
（１）建立统计假设。
假设Ｈ０：在因素Ａ与因素Ｂ的组合 Ａｉ×Ｂｉｊ条件下，因素 Ａ （或因素Ｂ）

影响不显著。
假设Ｈ１：在因素Ａ与因素Ｂ的组合 Ａｉ×Ｂｉｊ条件下，因素 Ａ （或因素Ｂ）

对试验结果有显著影响。
（２）选择显著性水平α，一般选α＝００５或α＝００１。
（３）计算统计量，见数据计算表３１４及方差分析表３１５。
（４）选择确定临界值并做统计判断，见方差分析表３１５。

表３１４　系统分组实验数据计算表

Ａ Ｂ 试验结果（重复ｎ次）ｘｉｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｉｊｋ ∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ （∑ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ｘ２

ｉｊ ＝ （∑ｎ
ｋ＝１

ｘｉｊｋ ）２ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｉｊｋ

Ａ１

Ｂ１１ ｘ１１１，ｘ１１２，…，ｘ１１ｎ ｘ１１

Ｂ１２ ｘ１２１，ｘ１２２，…，ｘ１２ｎ ｘ１２

  

Ｂ１ｍ ｘ１ｍ１，ｘ１ｍ２，…，ｘ１ｍｎ ｘ１ｍ

∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ１ｊ （∑ｍ

ｊ＝１
ｘ１ｊ ）２

ｘ２
１１ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｘ２

１１ｋ

ｘ２
１２ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｘ２

１２ｋ

 

ｘ２
１ｍ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｘ２

１ｍｋ

       

Ａｌ

Ｂｌ１ ｘｌ１１，ｘｌ１２，…，ｘｌ１ｎ ｘｌ１

Ｂｌ２ ｘｌ２１，ｘｌ２２，…，ｘｌ２ｎ ｘｌ２

  

Ｂｌｍ ｘｌｍ１，ｘｌｍ２，…，ｘｌｍｎ ｘｌｍ

∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｌｊ （∑ｍ

ｊ＝１
ｘｌｊ ）２

ｘ２
ｌ１ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｌ１ｋ

ｘ２
ｌ２ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｌ２ｋ

 

ｘ２
ｌｍ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｌｍｋ

∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ∑

ｌ

ｉ＝１
（∑ｍ
ｊ＝１

ｘｉｊ ）２ ∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｉｊｋ

记：

Ｐ＝ １
ｌｍｎ （∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２
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Ｑ＝ １
ｍｎ∑

ｌ

ｉ＝１
（∑

ｍ

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２

Ｔ＝ １
ｎ∑

ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ

Ｗ ＝ ∑
ｌ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
ｘ２
ｉｊｋ

表３１５　系统分组方差分析表

方差来源 平方和 自由度 均方 统计量 置信限 统计判别

因素 Ａ ＳＳＡ＝Ｑ－Ｐ ｌ－１ ＳＡ＝
ＳＳＡ

ｌ－１ ＦＡＢ＝
ＳＡ

ＳＢ
Ｆα［ｌ－１，ｌ（ｍ－１）］

因素Ｂ ＳＳＢ＝Ｔ－Ｑ ｌ（ｍ－１） ＳＢ＝
ＳＳＢ

ｌ（ｍ－１） ＦＢ＝
ＳＢ

ＳＥ
Ｆα［ｌ（ｍ－１），ｌｍ（ｎ－１）］

　ＦＡＢ＞Ｆα，否定假
设 Ｈ０，接受假设 Ｈ１

　ＦＡＢ≤Ｆα，接受假
定 Ｈ０

　ＦＢ＞Ｆα，否定假设
Ｈ０，接受假设 Ｈ１

　ＦＢ ≤Ｆα，接 受 假
定 Ｈ０

随机因素ＳＳＥ＝Ｗ－Ｔｌｍ（ｎ－１）ＳＥ＝
ＳＳＥ

ｌｍ（ｎ－１）

总和 ＳＳＴ＝Ｗ－Ｐ ｌｍｎ－１

【例３５】　为了检测某一水系的ｐＨ 值，将该水系分做了３个河段，每一河
段取５个断面进行水质检测，每一断面重复６次采样检测，ｐＨ 值的检测结果如
表３１６所示。

在显著性水平α＝００５之下，检测河水的ｐＨ 值是否明显随断面或河段而
改变。

表３１６　［例３５］中河水ｐＨ值检测结果

河段 Ａ１ Ａ２ Ａ３

断面 Ｂ１１ Ｂ１２ Ｂ１３ Ｂ１４ Ｂ１５ Ｂ２１ Ｂ２２ Ｂ２３ Ｂ２４ Ｂ２５ Ｂ３１ Ｂ３２ Ｂ３３ Ｂ３４ Ｂ３５

１ ８５０ ８２５ ８１３ ８１７ ８２４ ８２１ ８１０ ８１０ ７８０ ８０５ ７５１ ７８０ ７４０ ７５７ ７３３

２ ８４５ ８４６ ８０８ ８０８ ８０６ ８０７ ８０３ ８００ ７８３ ７９４ ７９８ ７７５ ７５３ ７８５ ８００

３ ８４１ ８４６ ８２２ ８１６ ８２２ ８１６ ７６４ ８０５ ７９５ ７４３ ７８０ ７４３ ７６５ ７８６ ８００

４ ８４２ ８３９ ８３１ ８１３ ８２１ ８４２ ７９６ ８０１ ７９０ ７９８ ８１０ ７９２ ７５６ ７６５ ８０５

５ ８３６ ８３５ ８２８ ８２４ ８０８ ８２８ ８０１ ８１１ ８０８ ８０４ ８０４ ７７１ ７９５ ７９８ ７９１

６ ８４４ ８５２ ８２５ ８２０ ８３８ ８３５ ８１８ ８０８ ８１８ ８１９ ７９５ ８０７ ７８３ ７７４ ８０９

解　首先做统计假设：
假设Ｈ０：水质的ｐＨ值不随断面或河段而改变。
已知：ｌ＝３，ｍ＝５，ｎ＝６
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计算得：

ｘ１１＝５０５８；ｘ１２＝５０４３；ｘ１３＝４９２７；ｘ１４＝４８９８；ｘ１５＝４９１９
ｘ２１＝４９４９；ｘ２２＝４７９２；ｘ２３＝４８３５；ｘ２４＝４７７４；ｘ２５＝４７６３
ｘ３１＝４７３８；ｘ３２＝４６６８；ｘ３３＝４５９２；ｘ３４＝４６６５；ｘ３５＝４７３８

Ｐ＝ １
３×５×６（∑

３

ｉ＝１
∑
５

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝５８１７５８

Ｑ＝ １
５×６∑

３

ｉ＝１
（∑

５

ｊ＝１
ｘｉｊ ）２ ＝５８２１０６

Ｔ＝ １
６∑

３

ｉ＝１
∑
５

ｊ＝１
ｘ２
ｉｊ ＝５８２２０７

Ｗ ＝ ∑
３

ｉ＝１
∑
５

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１
ｘ２
ｉｊｋ ＝５８２４１６

方差为：

ＳＡ＝
１
２

（Ｑ－Ｐ）＝１７４

ＳＢ＝
１
１２

（Ｔ－Ｑ）＝００８４

ＳＥ＝
１
７５

（Ｗ－Ｔ）＝００２８

统计量为：

ＦＡＢ＝
ＳＡ

ＳＥ
＝６２１４

ＦＢ＝
ＳＢ

ＳＥ
＝３００

显著性水平α＝００５，查附表５得临界值：

Ｆα［ｌ－１，ｌ（ｍ－１）］＝Ｆ００５（２，１２）＝１９４１
Ｆα［ｌ（ｍ－１），ｌｍ（ｎ－１）］＝Ｆ００５（１２，７５）＝２３６

显然有：

ＦＡＢ＝６２１４＞Ｆ００５（２，１２）＝１９４１
ＦＢ＝３００＞Ｆ００５（１２，７５）＝２３６

否定原假设Ｈ０，即可以认为不同河段，不同断面水质的ｐＨ值显著不同。
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在对环境数据进行统计分析的时候，我们常常要探讨各种量之间的相互关
系，建立各类变量之间的各种联系。一般而言，各种量之间的相互关系可以分成
两大类，一类是确定性的联系，一类是非确定性的联系。确定性的联系一般以确
定的函数关系表示，这种联系在各门学科中大量存在。例如，理想气体的温度

Ｔ、体积Ｖ、压力Ｐ之间的联系是以如下确定的函数关系相联系的：ＰＶ＝ｎＲＴ。
非确定性的联系，通常由于变量受一些随机因素的影响，使诸变量之间的关系不
是惟一确定的。但是在这些变量之间存在一定的统计关系，从大量的试验或统计
中，我们能找到这些变量之间的某种规律性。这种规律性虽然不是某种确定的因
果关系，但是对于我们认识事物的规律性却是很有帮助的。回归分析正是我们解
决这类问题的有用方法。由一个或一组随机变量来估计或预测另一个或一组随机
变量的值所建立的数学模型及所做的统计分析称之为回归分析。这就是说，回归
分析的任务是寻找诸变量之间所服从的统计关系或数学模型，并且要确定做出这
种统计关系时的准确度有多大。

第一节　一元线性回归

一、一元线性回归方程的建立

一元线性回归是回归分析中最简单也是最常用的回归问题。一元线性回归要
解决的是两个变量之间，并且这两个变量之间的关系表现为具有线性关系的
问题。

确定两个变量之间的相互关系，最简单和最直观的方法是在坐标纸上作图。
我们将两个变量中的一个变量Ｘ 作为自变量，另一个变量Ｙ 作为因变量，对应
两个变量的每一组数据 （ｘｉ，ｙｉ）在图中以一个点表示，这种图称为散点图。从
散点图中可以看出两个变量之间的大致关系。

【例４１】　某生产过程中，排放污染物的温度与浓度的实际测定值见表４１，
由这些测定值作散点图，并观察温度和浓度之间的关系。

由表４１实际测定的数据，在坐标纸上做成散点图，如图４１所示。
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表４１　［例４１］中温度与浓度的关系

温度ｘｉ／℃ ４５ ５０ ５５ ６０ ６５ ７０ ７５ ８０ ８５ ９０

污染物浓度ｙｉ／％ ４３ ４５ ４８ ５１ ５５ ５７ ５９ ６３ ６６ ６８

图４１　污染物排放浓度与温度关系

由图４１可以看出，在所测得的
实验数据范围内，污染物排放浓度
与温度两个变量大致成直线关系。
由散点图发现两变量具有某种直线
关系，我们自然想到可以用直线方
程来表示变量 Ｘ 和变量Ｙ 之间的
关系：

Ｙ
　∧

＝ａ＋ｂＸ （４１）
式 （４１）称为变量Ｘ 和变量Ｙ

的回归方程，ａ、ｂ为回归方程中的
参数，也称回归系数。由于对应于

因变量Ｙ 的自变量Ｘ 为一个，并且Ｘ 和Ｙ 之间为线性关系，则式 （４１）称为
一元线性回归方程。如果能够根据实际监测数据确定参数ａ和ｂ，那么直线方程
也就完全确定了。但是我们知道平面上的直线有无穷多条，因此，可以做出很多
条直线来表示变量Ｘ 和变量Ｙ 之间的关系。因而我们必须建立一种方法能够从
许多直线中找出一条最接近所有实验数据的直线，这条直线是我们所需要的回归
直线。

从实验数据中得到最佳拟合直线，即回归直线的通常采用的方法是最小二乘
法。用最小二乘法解得的回归直线来表示变量Ｘ 和变量Ｙ 之间的关系时，所产
生的误差比其他任何直线都要小。下面介绍如何用最小二乘法确定回归方程。

一般地说，自变量Ｘ 与因变量Ｙ 的对应测定值可表示为：

Ｘ Ｘ１ Ｘ２ … Ｘｎ

Ｙ Ｙ１ Ｙ２ … Ｙｎ

　　表示变量Ｘ 和变量Ｙ 间直线关系的回归方程可记为：

Ｙ
　∧

ｉ＝ａ＋ｂＸｉ （４２）
则观察所得的测定值与根据方程 （４２）计算所得的计算值之间存在的误差

δｉ 可表示为：

δｉ＝Ｙｉ－Ｙ
　∧

ｉ＝Ｙｉ－ａ－ｂＸｉ （４３）
则对所有测定值与计算值之间的误差平方总和可表示为：

Ｑ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
δ２
ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－ａ－ｂＸｉ）２ （４４）
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式 （４４）中，总误差之所以用平方和的形式表示是因为每个测定值与计算
值之间的差值有正有负。若将误差单纯相加，由于正负误差抵消使所得到的总误
差不能代表实际的总误差。而平方总和的形式能避免这个问题，并平方和的形式
在数学运算中也较为简单，因而总误差用平方和的形式来表示。所谓最小二乘
法，就是要求总误差在平方和最小意义下，得到回归方程 （４１）中的参数ａ
和ｂ。

根据数学分析中求极值的原理，保证总误差平方和最小的回归方程中参数

ａ、ｂ应满足下列方程组

烅

烄

烆

：

Ｑ
ａ＝０

Ｑ
ｂ＝０

（４５）

将方程 （４４）代入方程 （４５），可得

烅

烄

烆

：

－２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－ａ－ｂＸｉ）＝０

－２∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－ａ－ｂＸｉ）Ｘｉ ＝０

（４６）

解方程 （４６）得

烅

烄

烆

：

ａ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ

ｎ －ｂ
∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ

ｎ ＝Ｙ－ｂＸ

ｂ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ＸｉＹｉ－ｎＸＹ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －ｎＸ２

（４７）

式 （４７）中，Ｘ 和Ｙ 分别为Ｘ 和Ｙ 实测值的平均值。
求解得到了回归系数ａ和ｂ，即确定了回归方程 （４１）。
在实际运算中，为了计算方便，

烅

烄

烆

可设

ｌｘｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －１
ｎ （∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ）２ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －ｎＸ２

ｌｙｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｙ２

ｉ －１
ｎ （∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ ）２ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙ２

ｉ －ｎＹ２

ｌｘｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ＸｉＹｉ－１

ｎ （∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ ）（∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ ）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ＸｉＹｉ－ｎＸＹ

（４８）
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则有

烅

烄

烆

：

ｂ＝
ｌｘｙ

ｌｘｘ

ａ＝Ｙ－ｂＸ

（４９）

方程 （４９）具体计算步骤通常是列表进行的。以 ［例４１］为例，具体介绍
回归方程中回归系数的计算过程 （见表４２）。

表４２　回归直线方程计算表

样品序号 温度／℃ 浓度／％ Ｘ２ Ｙ２ ＸＹ

１ ４５ ４３ ２０２５ １８４９ １９３５
２ ５０ ４５ ２５００ ２０２５ ２２５０
３ ５５ ４８ ３０３５ ２３０４ ２６４０
４ ６０ ５１ ３６００ ２６０１ ３０６０
５ ６５ ５５ ４２２５ ３０２５ ３５７５
６ ７５ ５９ ５６２５ ３４８１ ４４２５
７ ７０ ５７ ４９００ ３２４９ ３９９０
８ ８０ ６３ ６４００ ３９６９ ５０４０
９ ８５ ６６ ７２２５ ４３５６ ５６１０
１０ ９０ ６８ ８１００ ４６２４ ６１２０

∑ ６７５ ５５５ ４７６２５ ３１４８３ ３８６４５
均值 ６７５ ５５５

则由式 （４８）有：

ｌｘｙ＝３８６４５－１０×６７５×５５５＝１１８２５

ｌｘｘ＝４７６２５－１０×６７５２＝２０６２５

ｌｙｙ＝３１４８３－１０×５５５２＝６８０５
将上述结果代入式 （４９），得

烅

烄

烆

：

ｂ＝
ｌｘｙ

ｌｘｘ
＝１１８２５
２０６２５＝０５７３

ａ＝Ｙ－ｂＸ＝５５５－０５７３×６７５＝１６８２
则最终得可回归方程：

Ｙ＝１６８２－０５７３Ｘ （４１０）

二、一元线性回归方程的统计检验

前面我们通过计算建立了两个变量之间的一元线性回归方程。从计算过程
中，细心的读者可以注意到，回归方程的建立对于变量Ｘ 和Ｙ 之间的相互关系，
并没有任何要求。这就是说，回归方程的建立过程，并没有解决变量Ｘ 和Ｙ 之
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间是否存在统计意义下的真实的线性相关关系问题。为了检验判断变量Ｘ 和Ｙ
之间是否确实存在线性相关关系，需要对回归方程进行统计检验。

１相关系数及其显著性检验

相关系数是反映两变量之间线性相关程度的量，通常用字母γ表示。从统计
意义上讲，当两变量之间的线性相关程度大于某一程度时，才能认为所得到的回
归方程在统计上是有意义的，因此，相关系数可以作为一个指标判断回归方程在
统计上是否有意义。

记变量Ｘ 和Ｙ 的ｎ对测定值为Ｘｉ 和Ｙｉ （ｉ＝１，２，…，ｎ），其平均值为Ｘ

和Ｙ，变量Ｘ 和Ｙ 间相关系数的定义为：

γ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）（Ｙｉ－Ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－Ｘ）２·∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ）槡
２

（４１１）

为了计算方便，式 （４１１）可以表示为：

γ＝
ｌｘｙ

ｌｘｘｌ槡 ｙｙ

（４１２）

相关系数的取值范围是０≤｜γ｜≤１，当｜γ｜＝１时，所有的测定值全部落
在回归直线上，称为完全线性相关；当｜γ｜＝０时，所有测定值在散点图上毫
无规则的分布，称全无线性相关。｜γ｜值越接近１，变量Ｘ 和Ｙ 的线性相关程
度越大。

附表２给出了在不同显著水平下，判别两变量之间线性相关的临界值。当计
算所得相关系数｜γ｜大于表中相应的值时，所建立的回归方程才有意义。γ的
值可能为正值或负值，只要其绝对值大于表中相应的判别值时，可认为两变量Ｘ
和Ｙ 是显著相关的。只是当γ为正值时，称Ｘ 和Ｙ 正相关；γ为负值时，称Ｘ
和Ｙ 负相关。

对用 ［例４１］中的数据建立的回归方程 （４１０），用相关系数检验温度和浓
度两变量之间的相关性。

（１）建立统计假设　假设Ｈ０：变量Ｘ （温度）和Ｙ （浓度）线性相关。
（２）选择确定显著性水平α，选α＝００１。
（３）计算统计量

γ＝
ｌｘｙ

ｌｘｘｌ槡 ｙｙ
＝ １１８２５

槡２０６２５×６８０５
＝０９９８
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（４）确定临界值γα　在显著性水平α＝００１，自由度ｎ－２＝８时，查附表２，
得临界值γα＝０７６５。

（５）统计判别　由于γ＝０９９８大于临界值γα＝０７６５，则在显著性水平α＝
００１的条件下，接受假设 Ｈ０，即变量 Ｘ （温度）和Ｙ （浓度）是显著线性相
关的。

２回归方程的统计检验

为了说明回归方程在统计上是否有意义，需要对回归方程进行统计检验。对
回归方程进行统计检验的思路是比较所得到的回归直线与实际观察值的接近程
度。为了定量地判别实际观察值与回归直线的接近程度，我们用因变量Ｙ 的观

察值与平均值之差Ｙｉ－Ｙ，即离差来表示因变量的波动程度。总的波动程度可用
所有观察值的离差平方和表示：

Ｓ总 ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ）２ （４１３）

式中，Ｓ总 称为因变量Ｙ 的总离差平方和，总离差平方和Ｓ总 是由两个方面
原因引起的。一是自变量Ｘ 的取值不同；另一原因是实验观察过程中，各种其
他因素的影响。因此我们可以将总离差平方和Ｓ总 分解成两个部分。

Ｓ总＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－Ｙ）２

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
［（Ｙｉ－Ｙ

　∧

ｉ ）＋（Ｙ　∧ｉ－Ｙ ）］２

＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－Ｙ

　∧

ｉ ）２＋∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｙ　∧ｉ－Ｙ ）２＋２∑

ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－Ｙ

　∧

ｉ ）（Ｙ　∧ｉ－Ｙ ）
上式中右边第三项为零，则有

Ｓ总 ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－Ｙ

　∧

ｉ ）２＋∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｙ　∧ｉ－Ｙ ）２ （４１４）

记：

Ｕ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｙ　∧ｉ－Ｙ ）２

Ｑ＝∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｙｉ－Ｙ

　∧

ｉ ）２
则 Ｓ总＝Ｑ＋Ｕ （４１５）
式 （４１５）中，Ｑ称为残差平方和，它的大小反映了实验过程中各种随机因

素引起的波动对总离差平方和的贡献。Ｕ 称为回归平方和，它是由自变量取值不
同引起总离差平方和的变化。图４２表示实验数据与回归直线的离差Ｙｉ－Ｙ

　∧

ｉ、
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图４２　总离差的分解示意图

回归直线与平均值差 Ｙ
　∧

ｉ－Ｙ 和总离差

Ｙｉ－Ｙ 之间的关系，从而可以了解总离差
平方和、残差平方和和回归平方和的意
义和相互关系。

对一组观察数据而言，由于自变量

Ｘ 的取值已定，则回归平方和Ｕ 亦为定
值。残差平方和Ｑ 的大小则反映了除自
变量取值以外所有因素对总离差平方和
的影响。当残差平方和Ｑ 在总离差平方
和中所占的比例越小时，或者说回归平
方和Ｕ 在总离差平方和中所占比例越大

时，回归方程与观察结果的拟合程度越好。我们定义一个统计判别量Ｆ 来反映

Ｕ 和Ｑ 的相互比例关系并用于回归方程的统计检验

Ｆ＝

Ｕ
ｍ
Ｑ

ｎ－ｍ－１

（４１６）

式 （４１６）中，ｍ 为回归变量的自由度，即自变量的数目；ｎ为观察值的组
数；ｎ－ｍ－１为残差平方和的自由度。对一元回归而言，ｍ＝１，则式 （４１６）
可简化为

Ｆ＝ Ｕ
Ｑ

ｎ－２

（４１７）

以由 ［例４１］中的数据回归得到的回归方程 （４１０）为例，介绍回归方程
统计检验的步骤。

（１）建立统计假设。
假设Ｈ０：变量Ｙ 与变量Ｘ 之间没有线性关系。
假设Ｈ１：变量Ｙ 与变量Ｘ 之间存在线性关系。
（２）选择显著性水平α，选α＝００１。
（３）计算统计量

Ｆ＝ Ｕ
Ｑ

ｎ－２

＝６６９６８
２５８
１０－２

＝２０７６６

（４）确定临界值Ｆα　在显著性水平α＝００１条件下，在附表５中查得自由

度ｄｆ１＝１，ｄｆ２＝１０－２＝８的临界值Ｆα＝１１２６。
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（５）统计判别　Ｆ＞Ｆα，否定假设 Ｈ０，接受假设 Ｈ１，即变量Ｙ 和变量Ｘ
之间的线性关系是显著的，方程 （４１０）从统计意义上讲是合理的。

第二节　可化成线性回归的曲线回归

在第一节中，我们讨论了解决一元线性回归问题的方法。实际工作中，面对
的实验数据常常不表现为直接的线性关系，而是某种形式的曲线关系。由于线性
回归参数的计算较为简单，因此我们在解决变量之间表现为曲线关系的问题时，
常常首先考虑能否通过某种形式的变换，将变量之间的曲线关系转化为直线关
系。实际上，变量之间的许多形式的曲线关系是可以通过适当的变换转化为线性
关系的。

解决可化成线性回归的曲线回归问题的步骤如下。

① 确定变量之间函数关系的类型。变量之间函数关系类型可以根据变量之
间关系的理论分析或者通过观察数据散点图的分布形状及特点来确定。

② 选择适当的变换，将变量之间的曲线关系转化为直线关系。

③ 确定变换后函数关系中的未知参数。由于变换后，变量之间的关系已
成线性关系，因而可用第一节中介绍的线性回归方程中参数确定的方法加以
解决。

④ 将所得到的线性关系中的参数值通过反变换变换成变量间曲线关系的形
式，得到曲线方程。

⑤ 对所得到的曲线方程进行统计检验，判别方程在统计意义上是否合理。
下面介绍几种常用的可化成线性回归的曲线方程。

１幂函数ｙ＝ａｘｂ

幂函数ｙ＝ａｘｂ 的曲线如图４３所示。设Ｙ＝ｌｇｙ，Ｘ＝ｌｇｘ，则幂函数方程

ｙ＝ａｘｂ 化为

Ｙ＝ｌｇａ＋ｂＸ
令Ｃ＝ｌｇａ，则有 Ｙ＝Ｃ＋ｂＸ （４１８）
式 （４１８）即为标准的直线方程形式。

２指数函数ｙ＝ａｅｂｘ

指数函数ｙ＝ａｅｂｘ的曲线如图４４所示。设Ｘ＝ｘ，Ｙ＝ｌｎｙ，则指数函数方程

ｙ＝ａｅｂｘ化为Ｙ＝ｌｎａ＋ｂＸ
令ｃ＝ｌｎａ，则有 Ｙ＝ｃ＋ｂＸ （４１９）
式 （４１９）为标准的直线方程形式。
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图４３　幂函数ｙ＝ａｘｂ 曲线

图４４　指数函数ｙ＝ａｅｂｘ曲线

３对数函数ｙ＝ａ＋ｂｌｇｘ

对数函数ｙ＝ａ＋ｂｌｇｘ的曲线如图４５所示。设Ｙ＝ｙ，Ｘ＝ｌｇｘ，则对数函数
方程ｙ＝ａ＋ｂｌｇｘ化为 Ｙ＝ａ＋ｂＸ （４２０）

式 （４２０）即为标准的直线方程形式。

图４５　对数函数ｙ＝ａ＋ｂｌｇｘ曲线
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４双曲线函数１
ｙ＝ａ＋ｂ

ｘ

双曲线函数１
ｙ＝ａ＋ｂ

ｘ
的曲线如图４６所示。设Ｙ＝１

ｙ
，Ｘ＝１

ｘ
，则双曲线函

数方程１
ｙ＝ａ＋ｂ

ｘ
化为 Ｙ＝ａ＋ｂＸ （４２１）

式 （４２１）即为标准的直线方程形式。

图４６　双曲线函数１
ｙ＝ａ＋ｂ

ｘ

下面通过一实际例子来说明解决此类问题的方法。
【例４２】　某河流中，距排放源不同距离采样测定得到污染物酚浓度数据见

表４３。
表４３　［例４２］中河流中酚浓度测定结果

距离ｘ／ｋｍ ０ ０２ ０９ １４ １８ ２２ ３０ ４２ ５２

酚浓度ｙ／（ｍｇ／Ｌ） ００３６ ００３２ ００３１ ００２４ ００１９ ００１７ ００１８ ００１７ ００１３

图４７　污染物酚浓度与距离关系

由上述实验数据建立距离和浓
度间的回归方程。

根据本节介绍的解决变量间回
归方程的步骤解此问题。

１ 确定变量之间函数关系的
类型

由实际监测得到的数据作散点
图 （见图４７）。从图中的曲线形状
看近似地与图４４中的曲线形状相
似。因而可初步确定酚浓度ｙ与排
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放源距离ｘ 之间服从指数函数关系，ｙ＝ａｅｂｘ。

２选择适当的变换，将变量之间的曲线关系转化为直线关系
设Ｙ＝ｌｎｙ，Ｘ＝ｘ，ｃ＝ｌｎａ，则有直线方程：Ｙ＝ｃ＋ｂＸ
３将实验数据按２中的设定进行变换，见表４４

表４４　数据变换

Ｘ＝ｘ ０ ０２ ０９ １４ １８ ２２ ３０ ４２ ５２

ｙ ００３６ ００３２ ００３１ ００２４ ００１９ ００１７ ００１８ ００１７ ００１３

Ｙ＝ｌｎｙ －３３２ －３４４ －３４７ －３７３ －３９６ －４０７ －４０２ －４０７ －４３４

４确定直线回归方程Ｙ＝ｃ＋ｂＸ 中的参数ｃ和ｂ
按第一节中介绍的方法作回归直线方程计算表 （见表４５）。

表４５　［例４２］回归直线方程计算表

序号 Ｘ Ｙ Ｘ２ Ｙ２ ＸＹ

１ ０ －３３２ ０ １１０２ ０

２ ０２ －３４４ ００４ １１８３ －０６８８

３ ０９ －３４７ ０８１ １２０４ －３１２

４ １４ －３７３ １９６ １３９１ －５２２

５ １８ －３９６ ３２４ １５６８ －７１３

６ ２２ －４０７ ４８４ １６５６ －８９５

７ ３０ －４０２ ９０ １６１６ －１２０６

８ ４２ －４０７ １７６４ １６５６ －１７０９

９ ５２ －４３４ ２７０４ １８８４ －２２５７

总和 １８９ －３４４２ ６４５７ １３２６ －７６８３

均值 ２１ －３８２

由式 （４７）计算得回归直线方程中的参数

ｂ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ＸｉＹｉ－ｎＸＹ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２

ｉ －ｎＸ２

＝－７６８３－９×２１×（－３８２）
６４５７－９×２１２ ＝－０１８６

ｃ＝Ｙ－ｂＸ＝－３８２－（－０１８６）×２１＝－３４３
５通过反变换得曲线方程中参数

ａ＝ｅｃ＝ｅ－３４３＝００３２
则有污染物酚浓度和排放距离之间的指数函数函数关系

ｙ＝００３２ｅ－０１８６ｘ （４２２）
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６对回归所得的方程进行统计检验
（１）建立统计假设
假设Ｈ０：回归方程式 （４２２）在统计意义上不是显著成立的。

假设Ｈ１：回归方程式 （４２２）在统计意义上是显著成立的。
（２）选择显著性水平　α＝００１。
（３）计算统计量Ｆ　回归平方和Ｕ 和残差平方和Ｑ 的计算见表４６。

表４６　回归平方和Ｕ 和残差平方和Ｑ的计算表

序号 实验值ｙｉ 计算值 ｙ　∧ｉ ｙ　∧ｉ－ｙ （ｙ　∧ｉ－ｙ）２ ｙｉ－ｙ　∧ｉ （ｙｉ－ｙ　∧ｉ）２

１ ００３６ ００３２ ０００９ ０００００８１ ０００４ ０００００１６

２ ００３２ ００３０８ ０００７８ ０００００６１ ０００１２ ００００００１４

３ ００３１ ００２７０ ０００４ ０００００１６ ０００４ ０００００１６

４ ００２４ ００２４７ ０００１７ ００００００２９ －００００７ ０００００００４９

５ ００１９ ００２２９ －００００１ ００００００００１ －０００３９ ０００００１５

６ ００１７ ００２１３ －０００１７ ００００００２９ －０００４３ ０００００１８

７ ００１８ ００１８３ －０００４７ ０００００２２ －００００３ ００００００００９

８ ００１７ ００１４７ －０００８３ ０００００６９ ０００２３ ００００００５３

９ ００１３ ００１２２ －００１０８ ００００１２ ００００８ ０００００００６４

ｙ＝００２３ ∑＝００００３７ ∑＝０００００７３

Ｕ＝∑（ｙ　∧ｉ－ｙ）２＝００００３７ Ｑ＝∑（ｙｉ－ｙ　∧ｉ）２＝０００００７３

则由式 （４１７）：

Ｆ＝ Ｕ
Ｑ

ｎ－２

＝ ００００３７
０００００７３

９－２

＝３５４８

（４）确定临界值Ｆα　在显著性水平α＝００１条件下，在附表５中查得自由

度ｄｆ１＝１和ｄｆ２＝９－２＝７的临界值Ｆα＝１２２５。
（５）统计判别　由于Ｆ＞Ｆα，则在显著性水平００１条件下，否定假设 Ｈ０，

接受备选假设Ｈ１，即回归方程式 （４２２）在统计意义上是显著成立的。

第三节　多元线性回归

在实际环境科研和监测工作中，经常遇到需要建立因变量与多个自变量
关系的问题。即建立多个自变量之间的数学模型。这就要研究多元回归问
题。多元回归问题与一元回归问题一样，也有线性回归和非线性回归两类问
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题。本节主要讨论多元线性回归问题。多元非线性回归问题在本章第五节中
讨论。

解决多元线性回归问题的原理和步骤与一元线性回归问题基本相同，也是用
最小二乘法确定回归方程中的参数，只是在计算过程上复杂一些。下面介绍多元
线性回归问题的解法。

一、多元线性回归方程的建立

在对变量ｙ 及ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 同时做了ｎ 次观察后，获得了ｎ 组观察

数据：

ｙ ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ

ｙ１ ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１ｍ

ｙ２ ｘ２１，ｘ２２，…，ｘ２ｍ

 

ｙｎ ｘｎ１，ｘｎ２，…，ｘｎｍ

假设这ｎ组实验数据所反映的ｙ与ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 之间的关系可以用下述
回归方程表示：

ｙ　∧＝ｂ０＋ｂ１ｘ１＋ｂ２ｘ２＋…＋ｂｍｘｍ （４２３）

式 （４２３）中，ｂ０，ｂ１，…，ｂｍ 为回归方程中的回归系数。回归系数用最小
二乘法进行估算，即回归系数应满足使残差平方和Ｑ值达到最小。

Ｑ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ　∧ｉ ）２最小

即：

Ｑ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｂ０－ｂ１ｘ１ｉ－ｂ２ｘ２ｉ－…－ｂｍｘｍｉ）２最小

由微分学中求极值原理，Ｑ对ｂ０，ｂ１，…，ｂｍ 的偏导数应为零，即

烅

烄

烆

：

Ｑ
ｂ０

＝０

Ｑ
ｂ１

＝０



Ｑ
ｂｍ

＝０

（４２４）
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即

烅

烄

烆

： 
ｂ０

［∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｂ０－ｂ１ｘ１ｉ－ｂ２ｘ２ｉ－…－ｂｍｘｍｉ）２ ］＝０


ｂｊ

［∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｂ０－ｂ１ｘ１ｉ－ｂ２ｘ２ｉ－…－ｂｍｘｍｉ）２ ］＝０

ｊ＝１，２，…，ｍ

（４２５）

对式 （４２５）进行微分运算并化简可以得到

烅

烄

烆

：

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｂ０－ｂ１ｘ１ｉ－ｂ２ｘ２ｉ－…－ｂｍｘｍｉ）＝０

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｂ０－ｂ１ｘ１ｉ－ｂ２ｘ２ｉ－…－ｂｍｘｍｉ）ｘｊｉ＝０

ｊ＝１，２，…，ｍ

（４２６）

令：ｙ＝１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ

ｘｊ＝
１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｊｉ　　　　　ｊ＝１，２，…，ｍ

代入式 （４２６）则有

烅

烄

烆

：

ｂ０＝ｙ－ｂ１ｘ１－ｂ２ｘ２－…－ｂｍｘｍ

∑［ｙｉ－ｙ－ｂ１（ｘ１ｉ－ｘ１）－ｂ２（ｘ２ｉ－ｘ２）－…－ｂｍ（ｘｍｉ－ｘｍ）］（ｘｊｉ－ｘｉ）＝０

ｊ＝１，２，…，ｍ
（４２７）

令： ｌｋｊ＝ｌｊｋ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｘｋｉ－ｘｋ）（ｘｊｉ－ｘｊ）　ｋ，ｊ＝１，２，…，ｍ

ｌｊｙ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ）（ｘｊｉ－ｘｊ）　　　ｊ＝１，２，…，ｍ

代入式 （４２７），并将式 （４２７）中的第一式代入第二式则有

烅

烄

烆

：

ｌ１１ｂ１＋ｌ１２ｂ２＋…＋ｌ１ｍｂｍ＝ｌ１ｙ

ｌ２１ｂ１＋ｌ２２ｂ２＋…＋ｌ２ｍｂｍ＝ｌ２ｙ

　　　　　

ｌｍ１ｂ１＋ｌｍ２ｂ２＋…＋ｌｍｍｂｍ＝ｌｍｙ

（４２８）

式 （４２８）称为回归方程 （４２３）的正规方程。解正规方程即可得到回归系
数ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ。

由式 （４２８）可以看到，正规方程为一ｍ 元的线性方程组，为了得到ｍ 个
回归系数，必须要解此ｍ 元线性方程组。线性方程组的解法很多，此处我们介
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绍解线性方程组的两种常用的方法，行列式法和高斯约当消去法。
正规方程 （４２８）的行列式解一般以下述形式表达

烅

烄

烆

：

ｂ１＝

ｌ１ｙ ｌ１２ … ｌ１ｍ

ｌ２ｙ ｌ２２ … ｌ２ｍ

   

ｌｍｙ ｌｍ２ … ｌｍｎ

Δ

ｂ２＝

ｌ１１ ｌ１ｙ … ｌ１ｍ

ｌ２１ ｌ２ｙ … ｌ２ｍ

   

ｌｍ１ ｌｍｙ … ｌｍｎ

Δ
　　　　　

ｂｍ＝

ｌ１１ ｌ２１ … ｌ１ｙ

ｌ２１ ｌ２２ … ｌ２ｙ

   

ｌｍ１ ｌｍ２ … ｌｍｙ

Δ

（４２９）

式 （４２９）中：

Δ＝

ｌ１１ ｌ２１ … ｌｍ１

ｌ２１ ｌ２２ … ｌｍ２

   

ｌｍ１ ｌｍ２ … ｌｍｍ

行列式解法的优点是解的表达式简明，易于为人们理解接受。其缺点是当行
列式阶数比较高时，计算较繁。因而在实际解线性方程组的计算中，仅对低阶的
线性方程组，采用行列式解法，以二元线性方程组为例，式 （４２９）可表示为

烅

烄

烆

：

ｂ１＝
ｌ１ｙ　ｌ１２

ｌ２ｙ　ｌ２２
ｌ１１　ｌ１２

ｌ２１　ｌ２２
＝ｌ１ｙｌ２２－ｌ２ｙｌ１２

ｌ１１ｌ２２－ｌ２
１２

ｂ２＝
ｌ１１　ｌ１ｙ

ｌ２１　ｌ２ｙ
ｌ１１　ｌ１２

ｌ２１　ｌ２２
＝ｌ２ｙｌ１１－ｌ１ｙｌ２１

ｌ１１ｌ２２－ｌ２
１２

（４３０）

高斯约当消去法求解正规方程组的基本思想是对正规方程增广系数矩阵逐
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步实行消去变换。正规方程的增广系数矩阵为：

Ｌ（０）

烄

烆

＝

ｌ１１ ｌ１２ … ｌ１ｍ ｌ１ｙＬ１ｙ

ｌ２１ ｌ２２ … ｌ２ｍ ｌ２ｙＬ２ｙ

    

ｌｍ１ ｌｍ２ … ｌｍｍ ｌｍｙＬ ｍ

烌

烎ｙ

第Ｓ步对第Ｋ 个未知数消去变换的公式为

烅

烄

烆

：

当ｉ＝ｋ时，ｌ（ｓ）
ｉｊ ＝

ｌ（ｓ－１）
ｋｊ

ｌ（ｓ－１）
ｋｊ

当ｉ≠ｋ时，ｌ（ｓ）
ｉｊ ＝ｌ（ｓ－１）

ｉｊ －
ｌ（ｓ－１）
ｉｋ ｌ（ｓ－１）

ｋｊ

ｌ（ｓ－１）
ｋｋ

（４３１）

二、多元线性回归方程建立的应用举例

下面以一个二元线性回归问题作为实例，介绍多元线性回归问题的实际计算
步骤。

【例４３】　两工厂排放有机污染物量为ｘ１ 和ｘ２，在工厂排放口下游某段面

监测得ＢＯＤ５ 浓度ｙ的数据见表４７。

表４７　［例４３］中ＢＯＤ５ 测定结果

样品序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

ｘ１／（ｋｇ／ｈ） ２４ ２６ ４１ ５５ ６０ ６７ ２５ ７９ ７０ ５５ ４５ ３３

ｘ２／（ｋｇ／ｈ） ２３ ２１ ２４ ２５ ２４ ２６ ２５ ２５ ２４ ２５ ２５ ２３

ｙ／（ｍｇ／Ｌ） ２１０ ２０６ ２６０ ２４４ ２７１ ２８５ ２７０ ２６５ ２３４ ２４１ ２５８ ２３０

建立污染物排放量ｘ１，ｘ２ 和ＢＯＤ５ 浓度ｙ之间的线性回归方程。
设ＢＯＤ５ 浓度ｙ和污染物排放量ｘ１，ｘ２ 之间存在如下线性关系。

ｙ　∧＝ｂ０＋ｂ１ｘ１＋ｂ２ｘ２ （４３２）
对二元线性回归问题，式 （４３２）可写成

烅

烄

烆

：

ｂ０＝ｙ－ｂ１ｘ１－ｂ２ｘ２

ｂ１∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘ１ｋ－ｘ１）２＋ｂ２ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘ１ｋ－ｘ１）（ｘ２ｋ－ｘ２）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘ１ｋ－ｘ１）（ｙｋ－ｙ）

ｂ１ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘ２ｋ－ｘ２）（ｘ１ｋ－ｘ１）＋ｂ２ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘ２ｋ－ｘ２）２＝ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘ２ｋ－ｘ２）（ｙｋ－ｙ）

（４３３）
正规方程的系数可表达为：
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烅

烄

烆

ｌｉｊ＝ｌｊｉ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｊｋ －ｘｊ）（ｘｉｋ －ｘｉ）

ｌｉｙ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｉｋ－ｘｉ）（ｙｋ－ｙ）

（４３４）

为计算方便，通常将式 （４３４）表达成为如下形式

烅

烄

烆

：

ｌｉｊ＝ｌｊｉ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｉｋｘｊｋ－１

ｎ（∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｉｋ）（∑

ｎ

ｋ＝１
ｘｊｋ）

ｌｉｙ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｉｋｙｋ－

１
ｎ（∑

ｎ

ｋ＝１
ｘｉｋ）（∑

ｎ

ｋ＝１
ｙｋ ）

（４３５）

则式 （４３３）可写成

烅

烄

烆

：

ｂ０＝ｙ－ｂ１ｘ１－ｂ１ｘ２

ｌ１１ｂ１＋ｌ１２ｂ２＝ｌ１ｙ

ｌ２１ｂ１＋ｌ２２ｂ２＝ｌ２ｙ

（４３６）

式 （４３６）可用行列式法解 ［见式 （４３０）］，［例４３］的具体计算见表４８。

表４８　二元线性回归的计算

样品序号 ｘ１ ｘ２ ｙ ｘ２
１ ｘ１ｘ２ ｘ２

２ ｘ１ｙ ｘ２ｙ ｙ２

１ ２４ ２３ ２１０ ５７６ ５５２ ５２９ ５０４０ ４８３０ ４４１００

２ ２６ ２１ ２０６ ６７６ ５４６ ４４１ ５３５６ ４３２６ ４２４３６

３ ４１ ２４ ２６０ １６８１ ９８４ ５７６ １０６６０ ６２４０ ６７６００

４ ５５ ２５ ２４４ ３０２５ １３７５ ６２５ １３４２０ ６１００ ５９５３６

５ ６０ ２４ ２７１ ３６００ １４４０ ５７６ １６２６０ ６５０４ ７３４４１

６ ６７ ２６ ２８５ ３７２１ １５８６ ６７６ １７３８５ ７４１０ ８１２２５

７ ７５ ２５ ２７０ ５６２５ １８７５ ６２５ ２０２５０ ６７５０ ７２９００

８ ７９ ２５ ２６５ ６２４１ １９７５ ６２５ ２０９３５ ６６２５ ７０２２５

９ ７０ ２４ ２３４ ４９００ １６８０ ５７６ １６３８０ ５６１６ ５４７５６

１０ ５５ ２５ ２４１ ３０２５ １３７５ ６２５ １３２５５ ６０２５ ５８０８１

１１ ４５ ２５ ２５８ ２０２５ １１２５ ６２５ １１６１０ ６４５０ ６６５６４

１２ ３３ ２３ ２３０ １０８９ ７５９ ５２９ ７５９０ ５２９０ ５２９００

∑ ６２４ ２９０ ２９７４ ３６１８４ １５２７２ ７０２８ １５８１４１ ７２１６６ ７４３７６４

ｎ＝１２，ｘ１＝
∑
１２

ｉ＝１
ｘ１ｉ

ｎ ＝５２，ｘ２＝
∑
１２

ｉ＝１
ｘ２ｉ

ｎ ＝２４１７，ｙ＝
∑
１２

ｉ＝１
ｙｉ

ｎ ＝２４７８３

ｌ１１＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｘ２

１ｉ－
１
ｎ（∑

１２

ｉ＝１
ｘ１ｉ）２＝３７３６



９４　　　 环境数据统计分析基础

ｌ１２＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｘ１ｉｘ２ｉ－

１
ｎ（∑

１２

ｉ＝１
ｘ１ｉ）（∑

１２

ｉ＝１
ｘ２ｉ）＝１９２

ｌ２２＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｘ２

２ｉ－
１
ｎ（∑

１２

ｉ＝１
ｘ２ｉ）２＝１９６７

ｌ１ｙ＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｘ１ｉｙｉ－

１
ｎ（∑

１２

ｉ＝１
ｘ１ｉ）（∑

１２

ｉ＝１
ｙｉ ）＝３４９３

ｌ２ｙ＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｘ２ｉｙｉ－

１
ｎ（∑

１２

ｉ＝１
ｘ２ｉ）（∑

１２

ｉ＝１
ｙｉ ）＝２９４３３

ｌｙｙ＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｙ２
ｉ－１

ｎ（∑
１２

ｉ＝１
ｙｉ ）２＝６７０７６７

ｂ１＝
ｌ１ｙｌ２２－ｌ２ｙｌ１２

ｌ１１ｌ２２－ｌ２
１２

＝０３３３

ｂ２＝
ｌ２ｙｌ１１－ｌ１ｙｌ２１

ｌ１１ｌ２２－ｌ２
１２

＝１１７１８

ｂ０＝ｙ－ｂ１ｘ１－ｂ２ｘ２＝－５２６４６
由表４８的计算结果，得到 ［例４３］两工厂排放有机污染物量ｘ１、ｘ２ 与排

放口下游监测段面ＢＯＤ５ 浓度ｙ之间的线性回归方程：

ｙ＝－５２６４６＋０３３３ｘ１＋１１７１８ｘ２ （４３７）

三、多元线性回归方程的统计检验

为了判别回归方程在统计意义上成立与否，需要对所得的回归方程 （４３７）
进行统计检验。

１Ｆ检验

我们已知可用Ｆ检验来判别回归方程在统计上是否合理。Ｆ 检验统计量Ｆ
的计算公式如式 （４１６）所示。

首先计算回归平方和Ｕ 和残差平方和Ｑ：

Ｕ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙ　∧ｉ－ｙ）２＝４６１１２９

Ｑ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ　∧ｉ）２＝２０９６４８

计算统计量Ｆ ［见式 （４１６）］：

Ｆ＝

Ｕ
ｍ
Ｑ

ｎ－ｍ－１

＝

４６１１２９
２

２０９６４８
１２－２－１

＝９９０
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选择显著性水平α＝００１，在附表５中查得自由度ｄｆ１＝２、ｄｆ２＝ｎ－ｍ－
１＝９时的临界值Ｆ００１＝８０２。由于Ｆ＞Ｆ００１，则回归方程 （４３７）在统计意义
上是显著成立的。

２复相关系数检验

我们已知除了用Ｆ检验来判别回归方程在统计上是否合理外，也可以用相
关系数的办法来检验回归效果的优劣。与一元线性回归问题略为不同的是，对多
元线性回归而言，采用复相关系数来判别回归方程在统计上是否合理。复相关系
数Ｒ的定义为：

Ｒ＝ １－ Ｑ
Ｓ槡 总

＝ Ｕ
Ｓ槡总

（４３８）

对给定的观察值而言，总离差平方和Ｓ总 是不变的，残差平方和Ｑ值大则回
归平方和Ｕ 值小，反之Ｑ值小则Ｕ 值大。回归平方和含义是回归方程中全部自
变量的 “方差贡献”。因此，复相关系数Ｒ就是这种贡献在总误差平方和中所占
的比例。复相关系数越接近１则回归效果越好。应该指出的是，复相关系数Ｒ
与回归方程中自变量个数ｍ 及观察组数ｎ 有关。当ｎ相对于ｍ 并不是很大时，
常常有较大的Ｒ，特别是当ｎ＝ｍ＋１时，即使ｍ 个自变量与变量ｙ 毫无关系，
亦有Ｒ＝１。在实际计算中，要注意ｎ与ｍ 的适当比例，一般认为ｎ至少是ｍ 的

５～１０倍。
回归方程 （４３７）的复相系数为：

Ｒ＝ １－ Ｑ
Ｓ槡 总

＝ １－ ２０９６４８槡 ２０９６４８＋４６１１２９＝０８２９

查附表２，在显著性水平α＝００１时，相关系数的临界值Ｒ００１＝０７０８。由
于Ｒ＞Ｒ００１，因而回归方程 （４３７）在统计意义上是显著成立的。

在多元线性组回归的实际运算中，Ｆ检验或复相关系数的检验只需选一种进
行即可。通常情况下两种检验结果的结论是一致的。在例４３中，我们用两种统
计检验的方法对回归方程进行检验的目的是为了介绍这两种统计检验的方法。如
前所述，在实际多元线性回归问题的运算中，同时用两种方法进行统计检验是没
有必要的。

３单个自变量回归效果的检验

上面介绍的多元回归方程的统计检验考虑的是全体自变量的回归效果的检
验。然而，在多元回归方程中引进的多个自变量，有时互相并不完全独立，即某
一个自变量与因变量的线性联系常常可以部分或全部通过另一些自变量与因变量
的线性联系得到反映。它意味着该自变量对因变量的影响很小，并不很重要。在
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我们进行回归运算时，总希望我们所引入的自变量对因变量有显著影响。因此，
需要检验各个自变量对因变量的贡献。需要注意的是，某个自变量对因变量的影
响可以从其余变量总体上对因变量的线性联系中得到反映，但它并不意味着该自
变量与因变量线性不相关。该自变量有可能和因变量单独相关是显著的，因此不
能通过对各个自变量与因变量的单相关检验的显著性来判别该自变量对因变量的
影响。而是通过从所有自变量中去掉某个自变量后，回归平方和减少的程度来判
别此自变量对因变量的影响大小。

若要检验ｍ 个自变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 中第ｊ个自变量ｘｊ 的回归效果。我

们可按照多元线性回归方程建立的步骤分别建立包含自变量ｘｊ 的线性回归方程：

ｙ　∧＝ｂ０＋ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉｘｉ （４３９）

和不包含ｘｊ 的线性回归方程：

ｙ　∧′＝ｂ０＋ ∑
ｍ

ｉ＝１
ｉ≠ｊ

ｂｉｘｉ （４４０）

计算回归方程 （４３９）的回归平方和Ｕ 和回归方程 （４４０）的回归平方
和Ｕ′

Ｕ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙ　∧ｉ－ｙ）２

Ｕ′＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙ　∧′ｉ－ｙ）２

Ｕ′表示除ｘｊ 以外的ｍ－１个自变量的回归平方和贡献；Ｕ 表示所有ｍ 个自

变量的回归平方和贡献。因此，可用Ｕ－Ｕ′表示ｍ 个自变量中的ｘｊ 的回归平方

和贡献。Ｕ－Ｕ′的数值越大，自变量ｘｊ 在回归方程 （４３９）中占的地位越重要，
计算统计量Ｆ：

Ｆ＝ Ｕ－Ｕ′
Ｑ

ｎ－ｍ－１

（４４１）

选择显著水平α，若Ｆ≥Ｆα （１，ｎ－ｍ－１），则有统计判别：ｘｊ 在回归方程

（４３９）中贡献是显著的，反之ｘｊ 在回归方程 （４３９）中贡献不显著。

以 ［例４３］为例，检验回归方程 （４３７）中，变量ｘ２ 贡献显著与否。

在 ［例４３］中，我们已建立了包含变量ｘ２ 的回归方程 （４３７）。按线性回

归方程建立步骤建立不包含变量ｘ２ 的线性回归方程得：

ｙ　∧′＝１９９２１＋０９３５ｘ１ （４４２）
计算式 （４４２）回归平方和：
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Ｕ′＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙ　∧′ｉ－ｙ）２＝３３９２

计算统计量Ｆ′：

Ｆ′＝
（Ｕ－Ｕ′）（ｎ－ｍ－１）

Ｑ

＝３３９２×（１２－２－１）
２０９６４８

＝１４５６
选择显著性水平α＝００１，在附表５中查得自由度ｄｆ１＝１、ｄｆ２＝９时

Ｆ００１＝１０６。由于Ｆ′＞Ｆ００１，则我们有统计判别：变量ｘ２ 在回归方程 （４３７）

中贡献是显著的。在引入变量ｘ１ 后，有必要继续引进ｘ２，ｘ２ 能显著的改善回归
效果。

第四节　逐步回归

在进行多元回归分析时，我们将预先选定的自变量全部引入方程，然后经过
统计检验，确定各个自变量的方差贡献是否显著，即确定各自变量对回归结果是
否有显著的影响，从而将对回归结果影响不显著的自变量剔除，重新建立回归方
程。但是，由于剔除了一个或几个自变量，重新建立回归方程时需重新计算回归
系数，计算工作量相当大。特别是当自变量数目较多的时候，计算工作相当繁
重。为了简化计算，我们希望对自变量进行挑选，将对回归结果影响大的首先选
入回归方程，并检验选入回归方程的每个变量方差贡献的显著性，对贡献不显著
的加以剔除，从而保证回归方程中只保留方差贡献显著的自变量。逐步回归就是
这样一种方法。它根据各个自变量的重要性的大小，每步挑选一个重要变量进入
回归方程。第一步是在所有可供挑选的变量中选出一个变量，并使它组成的一元
回归方程将比其他量有更大的回归平方和 （或等价的更小的残差平方和）。第二
步是在未选入的变量中选一个这样的变量，它与已选入的那个变量组成的二元回
归方程将比其他任何一个变量与已选入变量组成的二元方程有更大的回归平方
和。一般地说，第ｌ步是在未选中的变量中选这样一个变量，它与已选入变量组
成的ｌ元回归方程将比其余任何一个变量与已选入变量组成的ｌ元回归方程有更
大的回归平方和。为保证每一步选入回归方程的变量真正重要，还应该对即将选
入的变量做显著性检验。当检验通过时才进行下一步的计算。如果检验不显著，
挑选变量的工作便告结束。在实践中，选入变量的方式及检验方式不同，有各种
逐步回归的方法。本节介绍的一种方法不仅考虑到按变量贡献的大小逐一选出重
要的变量，而且还考虑到较早选入回归方程的某些变量，有可能随着其后另一些
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变量的选入而失去原有的重要性，这就是说，逐步回归逐个引入变量后，对已选
入的变量也逐个重新检验，将其中变为不显著的变量剔除，直到所有显著的变量
都包括在回归方程中为止。

一、逐步回归的计算步骤

设有自变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 及因变量ｙ的对应观察数据如表４９所示。

表４９　ｘｉ与ｙ的对应观察数据

实验序号 ｘ１ ｘ２ … ｘｍ ｙ

１ ｘ１１ ｘ２１ … ｘｍ１ ｙ１

２ ｘ１２ ｘ２２ … ｘｍ２ ｙ２

     

ｎ ｘ１ｎ ｘ２ｎ … ｘｍｎ ｙｎ

（１）计算相关矩阵　在逐步回归的计算中，通常采用标准化的量，使计算简
便，并可避免自变量由于量纲不同而取值不同对回归结果产生的影响。当我们采
用标准化量进行回归运算时，正规方程 （４２８）中的系数不以ｌｉｊ表示，而变换成

相关系数ｒｉｊ。

原始量纲的数值ｘｉｊ、ｙｉ 与标准化后的数值Ｘｉｊ、Ｙｉ 之间的换算关系式如下：

Ｘｉｋ＝ｘｉｋ－ｘｋ

Ｓｋ
　　　ｋ＝１，２，…，ｍ （４４３）

Ｙｉ＝ｙｉ－ｙ
Ｓｙ

（４４４）

式 （４４３）和式 （４４４）中，

ｘｋ＝１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｋ

ｙ＝１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ

Ｓｋ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉｋ －ｘｋ）槡
２

Ｓｙ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ）槡
２

由式 （４４３）和式 （４４４），我们可随时将标准化的量换算成原量纲的量。
按式 （４１１）计算各个自变量和因变量之间、各自变量相互之间的线性相关

系数ｒｉｙ、ｒｉｊ，得相关系数矩阵Ｒ（０）：
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Ｒ（０）

烄

烆

＝

ｒ１１ ｒ１２ … ｒ１ｍ ｒ１ｙ

ｒ２１ ｒ２２ … ｒ２ｍ ｒ２ｙ

    

ｒｍ１ ｒｍ２ … ｒｍｍ ｒｍｙ

ｒｙ１ ｒｙ２ … ｒｙｍ ｒ

烌

烎ｙｙ

（４４５）

相关系数矩阵实际上是标准化后的正规方程组的增广系数矩阵。逐步回归不
是解此正规方程组得到ｍ 元回归方程，而是要从ｍ 个变量中选择对因变量方差
贡献最大者，逐步引入回归方程。

（２）从所有自变量中选择对因变量方差贡献最大的一个引入回归方程。
要从ｍ 个自变量中引入一个对因变量方差贡献最大的变量，需要计算每个

自变量的方差贡献：

ｕ（０）
ｉ ＝

ｒ２
ｉｙ

ｒｉｉ
（４４６）

并找出方差贡献最大的变量ｘｋ１：

ｕ（０）
ｋ１ ＝ｍａｘ｛ｕ（０）

ｉ ｝ （４４７）
用Ｆ检验法检验所引入变量方差贡献的显著性。首先确定置信水平。Ｆ 检

验的显著性水平需要根据问题的具体情况来确定。若希望引入较多的变量，显著
性水平可取得大一些，例如可取α＝０１０；若希望引入的变量少一些，显著性水
平可取得小一些，例如可取α＝００５，甚至α＝００１。Ｆ 检验的临界值除了和显
著性水平有关外，还与自由度有关。在逐步回归中，由于引入回归方程的变量不
断变化，自由度也相应地在变化。但在逐步回归中为了计算方便，特别用计算机
进行计算时，通常根据原始数据估计可能选入的变量数，确定自由度，得到相应
的临界值Ｆ作为Ｆ检验判别值。

计算统计量Ｆ：

Ｆｋ１＝
ｕ（０）
ｋ１ （ｎ－２）

ｒ（０）
ｙｙ －ｕ（０）

ｋ１

（４４８）

若Ｆｋ１大于临界值Ｆ，则变量ｘｋ１对因变量ｙ方差贡献显著，ｘｋ１引入回归

方程在统计意义上成立；若Ｆｋ１小于临界值Ｆ，则变量ｘｋ１对因变量ｙ方差贡献

不显著，ｘｋ１引入回归方程在统计意义上不成立。若方差贡献最大的变量都未能
引入回归方程，则其他变量就更达不到显著性水平，计算可以停止。

假设Ｆｋ１大于Ｆ，ｘｋ１引入回归方程成立，则继续进行下一计算步骤。

（３）除ｘｋ１外，在余下的变量中选择对因变量方差贡献最大者进入回归
方程。

首先对相关系数矩阵Ｒ（０）按下式进行变换：
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ｒ（１）
ｉｊ 烅

烄

烆

＝

１
ｒｋ１ｋ１

ｒｋ１ｊ

ｒｋ１ｋ１

－
ｒｉｋ１

ｒｋ１ｋ１

ｒｉｊ－
ｒｉｋ１ｒｋ１ｊ

ｒｋ１ｋ１

　　　

　
　

（ｉ＝ｊ＝ｋ１）

　
　

（ｉ＝ｋ１，ｊ≠ｋ１）

　
　

（ｉ≠ｋ１，ｊ＝ｋ１）

　
　

（ｉ，ｊ≠ｋ１）

（４４９）

计算除变量ｘｋ１以外的其余变量对因变量ｙ的方差贡献：

ｕ（１）
ｉ ＝

（ｒ（１）
ｉｙ ）２

ｒ（１）
ｉｉ

（４５０）

并从中找出方差贡献最大的变量ｘｋ２

ｕ（１）
ｋ２ ＝ｍａｘ｛ｕ（１）

ｉ ｝ （４５１）
用Ｆ检验法检验所引入变量ｘｋ２方差贡献的显著性，计算统计量：

Ｆｋ２＝
ｕ（１）
ｋ２ （ｎ－３）
ｒ（１）
ｙｙ －ｕ（１）

ｋ２
（４５２）

并检验其方差贡献的显著性。若Ｆｋ２大于临界值Ｆ，则ｘｋ２引入回归方程。
（４）判断已引入回归方程的变量是否由于引入新的变量而成为方差贡献不显

著的自变量。
计算由于新引入变量ｘｋ２后原先已引入的变量ｘｋ１的方差贡献和统计量Ｆ：

ｕ（１）
ｋ１ ＝

［ｒ（１）
ｋ１ｙ］２

ｒ（１）
ｋ１ｋ１

（４５３）

Ｆ（１）
ｋ１ ＝

ｕ（１）
ｋ１ （ｎ－３）
ｒ（１）
ｙｙ

（４５４）

将计算所得的Ｆ（１）
ｋ１ 值与临界值Ｆ 比较，检验变量ｘｋ１方差贡献是否仍然显

著，决定其保留与否。
（５）重复步骤 （３）和步骤 （４），继续引进第三个变量ｘｋ３，并对已引入的

变量重新进行检验。
重复步骤 （５），直至所有方差贡献显著的变量都引入回归方程，未引入回归

方程的变量方差贡献不显著，即既无变量可引入也无变量可剔除，逐步回归变量
选择运算结束。

（６）计算实际回归系数　上述逐步回归步骤都是按标准化量进行计算的。最
后得到的回归方程需要化成原量纲时，回归系数应是实际回归系数。若引入回归
方程的变量为ｘｊ （ｊ＝１，２，…，ｌ），实际回归系数由式 （４５５）求得：

ｂｊ＝
Ｓ２槡ｙｙ

Ｓ２槡ｊｊ

·γ（Ｌ）
ｊｙ （４５５）



第四章　回归分析 １０１　　

式 （４５５）中，Ｌ表示相关系数矩阵Ｒ 经Ｌ 步变换。ｒ（Ｌ）
ｊｙ 是Ｌ 步变换后相关

系数矩阵中的元素。
回归方程常数项为：

ｂ０＝ｙ－ ∑
ｌ

ｊ＝１
ｂｊｘｊ （４５６）

复相关系数Ｒ和残差平方和Ｑ 也可以由Ｌ 步变换后的相关系数矩阵元素中
求得：

Ｒ＝ １－ｒ（Ｌ）槡 ｙｙ （４５７）

Ｑ＝
Ｓｙｙｒ（Ｌ）

ｙｙ

ｎ－ｌ－１
（４５８）

二、逐步回归的计算举例

【例４４】　测得某城镇二氧化硫日均浓度ｙ （μｇ／ｍ３）和四个主要污染源二

氧化硫排放量ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ （ｋｇ／ｈ）原始数据如表４１０所示。

表４１０　［例４４］中ＳＯ２ 浓度测定结果

序号 ｙ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

１ １１５ １３ ７ ２６ １９
２ １９８ １５ １１ ４０ ３４
３ １３７ ２１ ８ ２９ １７
４ ２１６ １９ １２ １５ ２３
５ ２２３ ２７ １１ １３ ２７
６ １９１ ３２ １０ ２１ １５
７ １１７ １７ ８ １８ １６
８ １９４ ２６ １０ ３５ ２３
９ １０６ １４ ６ １４ １８
１０ ２５５ ２８ １３ ２１ ３４
１１ １８７ １９ ９ １３ ２９
１２ １９３ １２ １０ １９ ３８
１３ １５６ ２３ ８ ２５ １７
１４ ２４７ ２８ １１ ３３ ３２
１５ １５３ ２１ ９ １８ １９

试用逐步回归方法建立该镇二氧化硫日均浓度与污染源排放量之间的回归
方程。

解

１计算各变量原始数据的平均值和标准偏差

项目 ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｙ
平均值 ２１ ９５３ ２２６７ ２４０７ １７９２
标准偏差 ６２０ １９２ ８４５ ７６８ ４７０
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　　２计算变量ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ 及ｙ两两之间的相关系数矩阵Ｒ（０）

Ｒ（０）

熿

燀

＝

１ ０４９１５ ００９１４ －００８１１ ０５８１９
０４９１５ １ ０１２６１ ０６４１２ ０９４１０
００９１４ ０１２６１ １ ０１７２２ ０１３３６
－００８１１ ０６４１２ ０１７２２ １ ０７００９

燄

燅０５８１９ ０９４１０ ０１３３６ ０７００９ １

３选择Ｆ统计检验的临界值Ｆ

本例选择显著性水平α＝０１０，估计可能选入回归方程的变量为三个，查Ｆ
统计分布表 （附表５）在显著性水平α＝０１０，自由度ｄｆ１＝１，ｄｆ２＝１５－３－

１＝１１的条件下，Ｆ检验临界值Ｆ＝３２３。

４计算各变量的方差贡献并选出最大者

ｕ（０）
１ ＝

［ｒ（０）
１ｙ ］２

ｒ（０）
１１

＝０５８１９２＝０３３８６

ｕ（０）
２ ＝

［ｒ（０）
２ｙ ］２

ｒ（０）
２２

＝０９４１０２＝０８８５５

ｕ（０）
３ ＝

［ｒ（０）
３ｙ ］２

ｒ（０）
３３

＝０１３３６２＝００１７８

ｕ（０）
４ ＝

［ｒ（０）
４ｙ ］２

ｒ（０）
４４

＝０７００９２＝０４９１３

方差贡献最大者为ｕ（０）
２ ＝０８８５５。

５检验所选入变量方差贡献是否显著，按式 （４４８）计算统计量

Ｆ（０）
２ ＝

ｕ（０）
２ （ｎ－２）
ｒ（０）
ｙｙ －ｕ（０）

２
＝０８８５×（１５－２）

１－０８８５ ＝１０００４

由于Ｆ（０）
２ ＞Ｆ，因此ｘ２ 方差贡献显著，应将ｘ２ 引入回归方程。

６继续挑选新的变量引入回归方程
按式 （４４９）对相关系数矩阵Ｒ（０）进行变换，得新的系数矩阵Ｒ（１）：

Ｒ（１）

熿

燀

＝

　０７５８４ －０４９１５ ００２９４ －０３９６２ ０１１９４

－０４９１５ １ ０１２６１ ０６４１２ ０９４１０

００２９４ ０１２６１ ０９８４１ ００９１３ ００１４９

－０３９６２ ０６４１２ ００９１３ ０５８８９ ００９７５

　

燄

燅０１１９４ ０９４１０ ００１４９ ００９１５ ０１１４５

计算除变量ｘ２ 以外各变量的方差贡献并选出最大者：
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ｕ（１）
１ ＝

［ｒ（１）
１ｙ ］２

ｒ（１）
１１

＝０１１９４２

０７５８４＝００１８８

ｕ（１）
３ ＝

［ｒ（１）
３ｙ ］２

ｒ（１）
３３

＝００１４９２

０９８４１＝００００２

ｕ（１）
４ ＝

［ｒ（１）
４ｙ ］２

ｒ（１）
４４

＝００９７５２

０５８８９＝００１６１

方差贡献最大者为ｕ（１）
１ ＝００１８８。

检验新选入的变量ｘ１ 和已选入变量ｘ２ 的方差贡献：

Ｆ（１）
１ ＝

ｕ（１）
１ （ｎ－３）
ｒ（１）
ｙｙ －ｕ（１）

１
＝００１８８×（１５－３）

０１１４５－００１８８＝２３６

Ｆ（１）
２ ＝

ｕ（１）
２ （ｎ－３）
ｒ（１）
ｙｙ

＝０８８５５×（１５－３）
０１１４５ ＝９２８０

由于Ｆ（１）
１ 小于临界值Ｆ，故变量ｘ１ 方差贡献不显著，不能引入回归方程。

由于ｘ１ 是余下变量中方差贡献最大的变量，因此再没有变量可引入回归方程。

回归方程只能引入一个变量ｘ２。

７计算实际回归系数
由式 （４５５），可计算实际回归系数：

ｂ
　∧

２＝
Ｓ２槡ｙｙ

Ｓ２
２槡 ２

ｒ（１）
２ｙ ＝ ４７０槡 ２

１９２槡 ２
×０９４１０＝２３０３

常数项为：

ｂ
　∧

０＝ｙ－ｂ
　∧

２ｘ２＝１７９２－２３０３×９５３＝－４０２８
其回归方程为：

ｙ＝－４０２８＋２３０３ｘ２

由于逐步回归运算过程中，对引入的变量已进行了统计检验，并证明检验结
果在统计意义上是显著成立的，因而对最终得到的回归方程无需再进行统计
检验。

本例中，我们得到的逐步回归结果表明，该镇的二氧化硫日均浓度主要受变
量ｘ２，即污染源２的影响，而和变量ｘ１、ｘ３、ｘ４ 关系不甚密切。经进一步分析
了解到，污染源１、３、４虽然排放二氧化硫的量与污染源２相当，甚至更多一
些，但其分布在该镇下风向，且与该镇距离较远，因而污染源１、３、４排放二氧
化硫对城镇内二氧化硫浓度影响不明显，而污染源２在城镇上风向，且排放高度
较低，因而它对该镇二氧化硫浓度有显著影响。通过该例的运算也告诉我们回归
统计分析仅反映了数据统计上的联系，数据真正内在联系还要靠对具体问题进行
深入分析，才能发现统计分析所得到结论的内在涵义。



１０４　　 环境数据统计分析基础

第五节　非线性回归分析

前面我们介绍了解决线性回归问题的方法。也介绍通过变量变换将一些曲线
回归问题化为线性回归问题的方法。然而在我们遇到的实际问题中，还会遇到即
使采用各种变量变换的方法，也无法将曲线回归问题化成线性回归问题。因此需
要讨论解决非线性回归问题的方法。与解决线性回归问题一样，非线性回归问题
的主要任务也是要确定回归方程中的参数，即建立数学模型，并判断所建立的非
线性数学模型准确程度有多大。

一般非线性回归方程，其参数无法直接求解。通常采用的办法是逐次逼
近的方法，即通过搜索逐步逼近参数的最佳值，最终使误差达到所希望的范
围内。下面介绍两种常用的估计非线性回归方程中参数的逐步搜索逼近的
方法。

一、高斯牛顿法

记ｍ 个变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 和变量ｙ的ｎ组实验数据如下：

ｙ ｘ１ ｘ２ … ｘｍ

ｙ１ ｘ１１ ｘ２１ … ｘｍ１

ｙ２ ｘ１２ ｘ２２ … ｘｍ２

    

ｙｎ ｘ１ｎ ｘ２ｎ … ｘｍｎ

变量ｙ和ｍ 个变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 间的一般关系可表示为：

ｙ　∧＝ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ；ｂ１，ｂ２，…，ｂｋ） （４５９）
式 （４５９）中，ｂ１，ｂ２，…，ｂｋ 为Ｋ 维待估参数，ｆ表示变量ｘｉ 和ｙ 间的

非线性函数关系。
非线性回归问题同样是在最小平方和意义下确定ｋ个待估参数，即使：

Ｊ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ　∧ｉ）２最小 （４６０）

式 （４６０）中，Ｊ为目标函数。
搜索法的过程是先给待估参数ｂｊ （ｊ＝１，２，…，ｋ）一个初值，记为ｂ（０）

ｊ ，
并记初值与真值之差为Δｂｊ （真值为未知的）。这时有：

ｂｊ＝ｂ
（０）
ｊ ＋Δｂｊ　　ｊ＝１，２，…，ｋ （４６１）

这样，我们将确定真值ｂｊ 的问题转化为确定修正值Δｂｊ 的问题。为了确定

Δｂｊ，可将函数在ｂ（０）
ｊ 附近做台劳级数展开，并略去 Δｂｊ 二次及二次以上项，

则有：
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ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ；ｂ１，ｂ２，…，ｂｋ）≈ｆｉ０＋
ｆｉ０

ｂ１
Δｂ１＋

ｆｉ０

ｂ２
Δｂ２＋…＋

ｆｉ０

ｂｋ
Δｂｋ

（４６２）

式 （４６２）中：

ｆｉ０＝ｆ［ｘ１ｉ，ｘ２ｉ，…，ｘｍｉ；ｂ
（０）
１ ，ｂ（０）

２ ，…，ｂ（０）
ｋ ］

ｆｉ０

ｂｊ
＝
ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ；ｂ１，ｂ２，…，ｂｋ）

ｂｉ ｘｌ＝ｘｌｉ
，（ｌ＝１，２，…，ｍ）

ｂ
ｊ
＝ｂ

（０）
ｊ

，（ｊ＝１，２，…，ｋ）

则式 （４６０）可记为：

Ｊ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

［ｙｉ－ｆｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ；ｂ（０）
１ ＋Δｂ１，ｂ（０）

２ ＋Δｂ２，…，ｂ（０）
ｋ ＋Δｂｋ）］２

≈ ∑
ｎ

ｉ＝１
［ｙｉ－ｆｉ０－ ∑

ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ ］２最小

令Ｒｉ＝ｙｉ－ｆｉ０

则有：Ｊ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
［Ｒｉ－ ∑

ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ ］２最小

由微分学中求极值原理，目标函数Ｊ的极小值应满足下列方程组

烅

烄

烆

：

Ｊ
Δｂ１

＝０

Ｊ
Δｂ２

＝０



Ｊ
Δｂｊ

＝０

（４６３）

即

烅

烄

烆

：

Ｊ
Δｂ１

＝－２∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ ∑

ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ ）ｆｉ０

ｂ１
＝０

Ｊ
Δｂ２

＝－２∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ ∑

ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ ）ｆｉ０

ｂ２
＝０

　　　　　　　　

Ｊ
Δｂｋ

＝－２∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ ∑

ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ ）ｆｉ０

ｂｋ
＝０

（４６４）

整理式 （４６４）得：
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烅

烄

烆

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ （ｆｉ０

ｂ１
）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ （ｆｉ０

ｂ１
）

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ （ｆｉ０

ｂ２
）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ （ｆｉ０

ｂ２
）

　 　　　　　　

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｋ

ｊ＝１

ｆｉ０

ｂｊ
Δｂｊ （ｆｉ０

ｂｋ
）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ （ｆｉ０

ｂｋ
）

（４６５）

即

烄

烆

：

∑
ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ１

ｆｉ０

ｂ１
　 ∑

ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ２

ｆｉ０

ｂ１
… ∑

ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂｋ

ｆｉ０

ｂ１

∑
ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ１

ｆｉ０

ｂ２
　 ∑

ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ２

ｆｉ０

ｂ２
… ∑

ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂｋ

ｆｉ０

ｂ２

　　　　　　　　　 　　　　

∑
ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ１

ｆｉ０

ｂｋ
　 ∑

ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ２

ｆｉ０

ｂｋ
… ∑

ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂｋ

ｆｉ０

ｂ

烌

烎

烄

烆
ｋ

Δｂ１　
　

　

Δｂ２　
　

　



Δｂｋ　

烌

烎

　

　

烄

烆

＝

∑
ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ１
Ｒｉ

∑
ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂ２
Ｒｉ

　　

∑
ｎ

ｉ＝１

ｆｉ０

ｂｋ
Ｒ

烌

烎
ｉ

（４６６）

令： Ａ０

烄

烆

＝

ｆ１

ｂ１
　ｆ１

ｂ２
　…　ｆ１

ｂｋ

ｆ２

ｂ１
　ｆ２

ｂ２
　…　ｆ２

ｂｋ

　　　 　

ｆｎ

ｂ１
　ｆｎ

ｂ２
　…　ｆｎ

ｂ

烌

烎ｋ

Ｈ

烄

烆

＝

Ｒ１

Ｒ２



Ｒ

烌

烎ｎ

　　ΔＢ

烄

烆

＝

Δｂ１

Δｂ２



Δｂ

烌

烎ｋ
则式 （４６６）可简明地记为：

ＡＴ
０Ａ０ΔＢ＝ＡＴ

０Ｈ （４６７）
式 （４６７）中，矩阵Ａ０ 右上角符号Ｔ表示对矩阵Ａ０ 作转置运算。
解式 （４６７）得：

ΔＢ＝（ＡＴ
０Ａ０）－１ＡＴ

０Ｈ （４６８）



第四章　回归分析 １０７　　

式 （４６８）中 （ＡＴ
０Ａ０）右上角符号－１表示对矩阵ＡＴ

０Ａ０ 进行求逆运算。有
关矩阵转置和求逆的定义及运算法则读者有兴趣可从有关的线性代数书本中
查阅。

以解得的ΔＢ＝

Δｂ１

Δｂ２



Δｂ

烄

烆

烌

烎ｋ

修正ｂ（０）
ｊ ，得经一次修正后的ｂ（１）

ｊ 值，将ｂ（１）
ｊ 作为新

的初值，重复上述步骤进行运算，得新的修正值ｂ（２）
ｊ 。每一步修正即是进行了一

次搜索，直至满足判别条件：

ｍａｘ｜Δｂｊ｜＜ｅｐｓ （ｊ＝１，２，…，ｋ）时，搜索过程结束。判别条件中ｅｐｓ是人

为规定的允许误差。搜索结束时所得到的ｂｊ （ｊ＝１，２，…，ｋ）值即认为是非线性
回归方程中的待估参数值。

上述通过逐步搜索确定回归方程中待估参数的方法称为高斯牛顿法。

二、麦夸尔特法

麦夸尔特法是一种改进的高斯牛顿法。我们已知高斯牛顿法计算过程
中，为了估计回归方程中的参数值，需要反复迭代搜索。在每一次迭代过程
中，ｂｊ 值虽然还不是真值，但总是希望比修正前的值要接近于真值。实际计算
可能发生两种情况：一种是逐次迭代的结果越来越接近真值，称为 “迭代收
敛”；也可能发生逐次迭代结果离真值越来越远或在真值附近振荡，称为 “迭
代发散”。迭代收敛与发散除了和数学模型本身结构有关外，初值ｂ（０）

ｊ 的选取，
起着重要作用。对于不少问题，选取一个较好的初值不是十分容易的，麦夸尔
特法改进了高斯牛顿法的迭代过程，放宽了初值选取的限制程度，使迭代过
程收敛性更好一些。

麦夸尔特法与高斯牛顿法的差别仅在于确定修正值Δｂｊ 的方程组不同。麦
夸尔特法在高斯牛顿法修正值方程组的系数矩阵的对角线上加一个 “阻尼因子”

λ，方程组 （４６７）变为：
（ＡＴ

０Ａ０＋λＰ）ΔＢ＝ＡＴ
０Ｈ （４６９）

式 （４６９）中，Ｐ为单位矩阵。当λ＝０时，麦夸尔特法退化为高斯牛顿法。
麦夸尔特法搜索过程的基本步骤与高斯牛顿法相同，不同的是在运算过程

中有时需要调整λ的值。一般而言，当选取λ值较大时，所得到的修正值Δｂｊ 较
小，这意味着这一步搜索过程迈步很小。而我们在搜索过程中总是希望搜索过程
快一些，即每一步搜索迈步大一些。因此在确认搜索过程收敛时，总是尽可能选
取λ值小一些，使搜索过程加快。
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三、非线性回归结果的统计检验

非线性回归结果的统计检验与线性回归结果的统计检验基本相同，可用Ｆ
检验来判别所得到的回归方程在统计意义上成立与否。其统计量Ｆ 的计算公式
与式 （４１６）相同，即：

Ｆ＝

Ｕ
ｍ
Ｑ

ｎ－ｍ－１

（４７０）

非线性回归结果的统计检验也可用相关比Ｒ 进行检验，相关比Ｒ 的计算
在形式上与复相关系数Ｒ相同：

Ｒ＝ １－ Ｑ
Ｓ槡 总

（４７１）

需要指出的是，即使对只包含一个自变量的非线性回归方程而言，相关比不
能像相关系数那样区分正负号。对非线性回归问题而言，自变量的不同变化范围
可能会有不同的相关形式，在某一区间可能表现为正相关，而在另一区间可能表
现为负相关。因此，对自变量的整个变化范围来说，无法用简单的正相关或负相
关来表示。但无论如何，Ｒ的大小反映了所得到的回归方程在统计意义上显著
与否，它在客观上反映了所得到的回归方程与实验数据的拟合程度。
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在环境科研和监测工作中，除了分析自变量与因变量之间的统计关系，建立
变量之间的回归方程外，还广泛地存在根据环境调查和监测所得的数据将调查对
象进行分类的问题，这是统计学中数字分类的问题。数字分类问题与回归分析问
题一样，都是研究多个变量之间的统计联系，只是要回答的问题与解决问题的数
学方法不同，本章将介绍对数字进行统计分类的常用方法———聚类分析方法。聚
类分析是多元分析的一个分支，它是根据分类对象的数字指标，定量地确定它们
之间的亲疏关系，并根据它们之间的相似程度进行分类。进行聚类分析时，选取
不同的分类单元可以有不同的分类形式，最基本的分类单元有两种：一种以样品
为分类对象，它是将各参数 （变量）比较相近的样品归为同一类，表征这些样品
具有相似的特征和结构，这种分类形式称为 Ｑ型分类；另一种是以变量为分类
对象，变量归为同一类是因为它们在各个样品中的分布状况相似，变量之间具有
一定的相关性，这种分类形式称为Ｒ型分类。

聚类分析过程主要是确定分类对象之间的相似性量度及选用恰当的分类方
法。因为可供选择的公式和方法很多，而分类的结果又往往因不同公式和方法的
选用而有一定的差异，因此聚类分析只是帮助我们从大量且复杂的数据中提供更
多信息的一种手段。为了得到正确的分类结果，要根据分类的目的、对象及实际
问题的环境特征选取恰当的公式和分类方法。

第一节　相似性量度指标

样品之间的相似程度是通过各变量的数据来确定的，变量的数据可用不同的
测量尺度来表示。常用的表示变量的测量尺度有下列三类。

（１）间隔尺度　变量用连续的量来表示，有确定的数值。
（２）有序尺度　变量的量度没有明确的数量表示，只有次序关系没有数量关

系。如表示降雨量大小时采用大雨、中雨或小雨，即为有序尺度。
（３）名义尺度　变量的量度既没有数量表示也没有次序关系。如表示单个人

的性别、民族等，即为名义尺度。
在本章讨论的聚类分析问题，主要是针对具有间隔尺度的数据分类问题。
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一、距离和相似系数

设有Ｎ 个样品，每个样品观察了Ｍ 个参数 （变量），用ｘｉｊ表示第ｉ个样品

表５１　原始数据表

样品 ｘ１ ｘ２ … ｘｍ

１ ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１ｍ

２ ｘ２１ ｘ２２ … ｘ２ｍ

    

Ｎ ｘｎ１ ｘｎ２ … ｘｎｍ

第ｊ个变量的数值。则原始数据可表
示为原始数据表形式 （见表５１）。

以每个样品作为分类单元 （Ｑ
型分类），则每个样品中包含了 Ｍ 个
变量的观察值。从向量空间的观点
看，样品为 Ｍ 维空间的一个点。为

了将样品分类，需要定义样品之间相似程度的数量指标。常用的度量样品之间相
似程度的数量指标主要有距离系数 （简称距离）和相似系数两类，此外，在实践
中还发展了其他一些定义分类单元相似程度的数量指标，下面分别予以介绍。

１距离

将具有不同变量值的样品看作多维空间中的点，则距离即为多维空间中点和
点之间的距离，一般用ｄｉｊ表示。点和点之间的距离可以以不同的形式来定义，
我们可以有种种不同内涵的距离定义和表达式，但一般要求所定义的距离应满足
以下四个条件：

（１）ｄｉｊ＝０　　　　　　当ｉ＝ｊ时
（２）ｄｉｊ≥０ 对一切ｉ，ｊ
（３）ｄｉｊ＝ｄｊｉ 对一切ｉ，ｊ
（４）ｄｉｊ≤ｄｉｋ＋ｄｋｊ 对一切ｉ，ｊ
常用的距离定义是明考斯基距离，其定义表达式如下：

ｄｉｊ（ｑ）＝［∑
ｍ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ －ｘｊｋ｜

ｑ ］
１
ｑ （５１）

当ｑ＝１时，式 （５１）简化为：

ｄｉｊ（１）＝ ∑
ｍ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ －ｘｊｋ｜ （５２）

式 （５２）定义的距离称为绝对距离。
当ｑ＝２时，式 （５１）简化为：

ｄｉｊ（２）＝ ∑
ｍ

ｋ＝１

（ｘｉｋ －ｘｊｋ）槡
２ （５３）

式 （５３）定义的距离称为欧氏距离。
明考斯基距离的意义比较直观，特别是其简化形式绝对距离和欧氏距

离，意义更为明显。但它有一个缺点，即当样品的各变量单位不相同时其对
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距离的影响不同。例如，土壤样品中各种元素的含量选用不同单位时对距离
的影响不同。为了克服各变量量纲不同对距离产生影响不同的问题，可将原
始数据进行标准化变换。设ｘｉｋ为变量ｋ的第ｉ个观察值，其平均值ｘ—ｋ 和标
准差Ｓｋ 为：

ｘ—ｋ＝
１
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｋ （５４）

Ｓｋ＝ １
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉｋ －ｘ—ｋ）槡
２ （５５）

式 （５４）和式 （５５）中，ｎ为观察次数。原始数据ｘｉｋ标准化变换式为：

ｘ′ｉｋ＝
ｘｉｋ－ｘ—ｋ

Ｓｋ
（５６）

用标准化后的数据ｘ′ｉｋ计算距离，消除了变量量纲不同对距离产生的影响的
差异。

需要指出的是，上述距离指的是样品之间的距离，在聚类分析中还有类与类
之间的距离概念。类与类之间的距离概念在下一节系统聚类法中予以介绍。

２相似系数法

描述分类单元之间相似程度的另一种数量指标是相似系数。相似系数常用于
以变量为分类单元 （Ｒ型分类）的聚类分析问题。用Ｃｉｊ表示变量ｘｉ 和ｘｊ 的相
似系数，一般Ｃｉｊ应满足如下条件：

（１）｜Ｃｉｊ｜≤１　　　　　　对一切ｉ，ｊ
（２）Ｃｉｊ＝Ｃｊｉ 对一切ｉ，ｊ
（３）Ｃｉｊ≠±１ 相当于ｘｉ≠ａｘｊ，ａ为非零常数。
变量ｘｉ 和ｘｊ 的相似系数的定义为：

Ｃｉｊ＝
∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｋｉ－ｘ—ｉ）（ｘｋｊ －ｘ—ｊ）

［∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｋｉ－ｘ—ｉ）２ ］［∑
ｎ

ｋ＝１

（ｘｋｊ －ｘ—ｊ）２槡 ］
（５７）

式 （５７）与式 （４１１）比较可见，相似系数实际上是变量ｘｉ 和ｘｊ 的相关系
数。｜Ｃｉｊ｜越接近１，则ｘｉ 和ｘｊ 的关系越密切；｜Ｃｉｊ｜越接近０，ｘｉ 和ｘｊ 的关系
越疏远。

二、其他公式

除了上面介绍的表征分类单元相似程度的距离系数和相似系数外，还有很多
其他形式的定义公式。
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（１）数量积

ｒｉｊ 烅
烄

烆
＝

１（当ｉ＝ｊ时）

∑
ｍ

ｋ＝１

ｘｉｋ·ｘｊｋ

Ｍ
（当ｉ≠ｊ时）

（５８）

式 （５８）中，Ｍ 为一满足下述条件的任意选择的正数：Ｍ≥ｍａｘ（∑
ｍ

ｋ＝１
ｘｉｋ·ｘｊｋ ）。

其中 ｍａｘ（∑
ｍ

ｋ＝１
ｘｉｋ·ｘｊｋ ）表示取括号中所出现数值中的最大值。

（２）最大最小方法

ｒｉｊ ＝
∑
ｍ

ｋ＝１
ｍｉｎ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）

∑
ｍ

ｋ＝１
ｍａｘ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）

（５９）

式 （５９）中，ｍｉｎ（　）表示取括号中所出现数值中的最小值。
（３）算术平均最小方法

ｒｉｊ ＝
∑
ｍ

ｋ＝１
ｍｉｎ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）

１
２∑

ｍ

ｋ＝１

（ｘｉｋ ＋ｘｊｋ）
（５１０）

（４）几何平均最小方法

ｒｉｊ＝
∑
ｍ

ｋ＝１
ｍｉｎ（ｘｉｋ，ｘｊｋ）

∑
ｍ

ｋ＝１

（ｘｉｋ·ｘｊｋ）
１
２

（５１１）

（５）绝对值指数方法

ｒｉｊ ＝ｅ
－∑

ｍ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ－ｘｊｈ｜

（５１２）

（６）绝对值倒数方法

ｒｉｊ 烅

烄

烆

＝

１（当ｉ＝ｊ时）

Ｍ

∑
ｍ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ －ｘｊｋ｜

（当ｉ≠ｊ时） （５１３）

式 （５１３）中，Ｍ 为保证０≤ｒｉｊ≤１的适当选取的正数。
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（７）绝对值减数方法

ｒｉｊ 烅

烄

烆

＝

１（当ｉ＝ｊ时）

１－ｃ∑
ｍ

ｋ＝１
｜ｘｉｋ －ｘｊｋ｜（当ｉ≠ｊ时）

（５１４）

式 （５１４）中，ｃ为保证０≤ｒｉｊ≤１的适当选取的数值。

第二节　系统聚类法

在定量地确定了分类单元之间的相似程度后就需要对分类单元进行分类。常
用的分类方法有系统聚类法，逐步聚类法和模糊聚类法。逐步聚类法和模糊聚类
法在后两节中分别介绍，本节主要讨论系统聚类法。

系统聚类法是目前国内使用最多的一种方法，其基本思想是：先将 Ｎ 个
样品各自成一类，然后规定样品之间的距离和类与类之间的距离，选择距离最
小的一对并成一个新类，计算新类和其他类的距离，再将距离最近的两类合
并。这样，每次缩减一类，直至所有的样品都成为一类为止，即完成了整个归
并过程。类与类之间的距离可以有不同的方法定义，因而就有了不同的系统聚
类方法。下面讨论常用的系统聚类方法：最短距离法、最长距离法、重心法和
类平均法。

一、最短距离法

用ｄｉｊ表示样品ｉ和ｊ的距离，用Ｇ１，Ｇ２，…表示类。最短距离法中定义的

两类之间的距离用两类间最近样品的距离来表示，类Ｇｐ 和Ｇｑ 的距离用Ｄｐｑ表
示，则

Ｄｐｑ＝ｍｉｎ（ｄｉｊ）　ｉ∈Ｇｐ，ｊ∈Ｇｑ （５１５）
最短距离法聚类的步骤如下。
（１）规定样品之间的距离，计算样品两两距离的对称表Ｄ（０），Ｄ（０）亦称

距离矩阵。
（２）选择Ｄ（０）中的最小元素，假定其为Ｄｐｑ，则将Ｇｐ 和Ｇｑ 合并成一新类

Ｇｒ，则Ｇｒ＝｛Ｇｐ，Ｇｑ｝。
（３）计算新类Ｇｒ 与其他类的距离

Ｄｒｋ＝ｍｉｎ（ｄｉｊ）＝ｍｉｎ［ｍｉｎ（ｄｉｊ），ｍｉｎ（ｄｉｊ）］ （５１６）
ｉ∈Ｇｒ ｉ∈Ｇｐ ｉ∈Ｇｑ

ｊ∈Ｇｋ ｊ∈Ｇｋ ｊ∈Ｇｋ

将距离矩阵Ｄ（０）中的ｐ、ｑ行和ｐ、ｑ列删去，加上第ｒ行、ｒ列，得到新
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的距离矩阵Ｄ（１）。
（４）对Ｄ（１）重复 （２）、（３）两步得到距离矩阵Ｄ（２），直至所有元素聚成

一类为止。
如果某一步Ｄ（ｋ）中最小的元素不止一个，则对应这些最小元素的类可以同

表５２　Ｄ（０）表

Ｇ１ Ｇ２ Ｇ３ Ｇ４ Ｇ５ Ｇ６

Ｇ２ １
Ｇ３ ４ ３
Ｇ４ ６ ５ ２
Ｇ５ ８ ７ ４ ２
Ｇ６ ９ ８ ５ ３ １

时合并。
【例５１】　设有６个样品，每个

样品测定一个变量，测定的结果是

１、２、５、７、９、１０。用最短距离法
进行分类。

１样品间距离采用绝对距离ｄｉｊ

（１）［见式 （５２）］进行计算，得到样品两两间距离矩阵Ｄ（０），见表５２。

２Ｄ（０）中的最小元素是１。对应的元素ｄ１２＝ｄ５６＝１，则将Ｇ１ 和Ｇ２ 并成

Ｇ７＝｛Ｇ１，Ｇ２｝，Ｇ５ 和Ｇ６ 并成Ｇ８＝｛Ｇ５，Ｇ６｝。

表５３　Ｄ（１）表

Ｇ７ Ｇ３ Ｇ４

Ｇ３ ３
Ｇ４ ５ ２
Ｇ８ ７ ４ ２

３ 计算新类与其他类的距离，
得距离矩阵Ｄ（１），见表５３。

４Ｄ（１）中的最小元素为２，对
应元素为ｄ３４＝ｄ４８＝２，于是组成新
类Ｇ９＝｛Ｇ３，Ｇ４，Ｇ８｝。

５计算Ｇ９ 与各类的距离，得到距离矩阵Ｄ（２），见表５４。

表５４　Ｄ（２）表

Ｇ７

Ｇ９ ３

将Ｇ９ 和Ｇ７ 合并成一类Ｇ１０＝｛Ｇ９，Ｇ７｝，这时所有的样品归为一类，聚类
过程中止。

上述聚类过程可以用图表示 （见图５１），表示聚类过程的图称为聚类图。

图５１　［例５１］用最短距离法得到的聚类图
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二、最长距离法

如果类与类之间的距离用两类间的最远距离来定义，则称为最长距离法。其
类间距离定义式为：

Ｄｐｑ＝ｍａｘ（ｄｉｊ） （５１７）
ｉ∈Ｇｐ

ｊ∈Ｇｑ

最长距离法和最短距离法的并类步骤完全一样，也是样品先自成一类，然后
将最小距离的两类合并。设某一步将类Ｇｐ 和类Ｇｑ 合并成类Ｇｒ，则Ｇｒ 和Ｇｋ 的
距离为Ｄｒｋ＝ｍａｘ｛Ｄｐｋ，Ｄｑｋ｝再找最小距离并类，直至所有元素都成为一类为
止。以 ［例５１］为例用最长距离法聚类的步骤如下：

表５５　Ｄ（１）表

Ｇ７ Ｇ３ Ｇ４

Ｇ３ ４

Ｇ４ ６ ２

Ｇ８ ９ ５ ３

（１）样品间的距离用绝对距离计
算，得样品两两间距离矩阵 Ｄ（０），
即为表５２。

（２）Ｄ（０）中的最小元素为１，
对应元素为 Ｄ１２＝Ｄ５６＝１，则将Ｇ１

和Ｇ２ 并成Ｇ７＝｛Ｇ１，Ｇ２｝，Ｇ５ 和Ｇ６

并成Ｇ８＝｛Ｇ５，Ｇ６｝。
（３）用最长距离法计算新类与其他类的距离，得距离矩阵 Ｄ（１），见表

５５。

表５６　Ｄ（２）表

Ｇ９ Ｇ７ Ｇ８

Ｇ７ ６

Ｇ８ ５ ９

（４）Ｄ（１）中的最小元素是２，
它是 Ｄ３４＝２，于是组成新类 Ｇ９＝
｛Ｇ３，Ｇ４｝。

（５）计算Ｇ９ 与各类的距离，得
到距离矩阵Ｄ（２），见表５６。

（６）Ｄ（２）中的最小元素是５，它是Ｄ８９＝５，于是组成新类Ｇ１０＝｛Ｇ８，Ｇ９｝。
（７）计算Ｇ１０与各类的距离，得到距离矩阵Ｄ（３），见表５７。

表５７　Ｄ（３）表

Ｇ１０

Ｇ７ ９

将Ｇ１０和Ｇ７ 合并成一类，聚类过程结束，图５２为用最长距离法聚类得到的
聚类图。

用最长距离法得到的聚类结果与用最短距离法得到的聚类结果有所不同，但
所分成的两大类是一致的。
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图５２　［例５１］用最长距离法得到的聚类图

三、重心法

重心法是用一个类的重心来表示它处于多维空间中的位置，从物理意义上
看，这是比较合理的。类与类之间的距离即可用重心之间的距离来表示。

设类Ｇｐ 和类Ｇｑ 所包含的样品数分别为ｎｐ 和ｎｑ。每个样品所测定的变量数

是ｍ，则Ｇｐ 和Ｇｑ 的重心ｘｐ
—和ｘｑ

—的定义为：

ｘｐ
—

烄

烆

＝

ｘｐ１
—

ｘｐ２
—



ｘｐｍ

烌

烎—

　　　　　　　　ｘｑ
—

烄

烆

＝

ｘｑ１
—

ｘｑ２
—



ｘｑｍ

烌

烎—

（５１８）

式 （５１８）中ｘｐｋ
—和ｘｑｋ

—为：

ｘｐｋ
—＝１

ｎｐ ∑
ｉ∈Ｇｐ

ｘｉｋ （５１９）

ｘｑｋ
—＝１

ｎｑ ∑ｉ∈Ｇｑ

ｘｉｋ （５２０）

则类与类之间的距离Ｄｐｑ为：

Ｄｐｑ＝ｄｘｐ
—ｘｑ

— （５２１）

若将类Ｇｐ 和类Ｇｑ 合并成新类Ｇｒ，则显然Ｇｒ 所含样品数ｎｒ＝ｎｐ＋ｎｑ，Ｇｒ

的重心向量ｘｒ
—可从ｘｐ

—和ｘｑ
—中求得：

ｘｒ
—＝１

ｎｒ
（ｎｐ·ｘｐ

—＋ｎｑ·ｘｑ
—） （５２２）

而新类Ｇｒ 与其他各类Ｇｋ 之间的距离Ｄｒｋ的计算式为：

Ｄ２
ｒｋ＝

ｎｐ

ｎｒ
·Ｄ２

ｐｋ＋
ｎｑ

ｎｒ
·Ｄ２

ｑｋ－
ｎｐｎｑ

ｎ２
ｒ

·Ｄ２
ｐｑ （５２３）

【例５２】　用重心法将 ［例５１］中的六个样品聚类。

１计算各样品间的平方距离，得平方距离矩阵Ｄ２（０），见表５８，表５８内
各数据即为表５２中各对应数据的平方。
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２Ｄ２（０）中最小数为１，即Ｄ２
１２（０）＝Ｄ２

５６（０）＝１。将Ｇ１ 和Ｇ２ 合并为Ｇ７，

Ｇ５ 和Ｇ６ 合并为Ｇ８。按式 （５２３）计算Ｇ７ 和Ｇ８ 与其余各类的平方距离，得平
方距离矩阵Ｄ２（１），见表５９。

表５８　Ｄ２（０）表

Ｇ１ Ｇ２ Ｇ３ Ｇ４ Ｇ５

Ｇ２ １

Ｇ３ １６ ９

Ｇ４ ３６ ２５ ４

Ｇ５ ６４ ４９ １６ ４

Ｇ６ ８１ ６４ ２５ ９ １

表５９　Ｄ２（１）表

Ｇ７ Ｇ３ Ｇ４

Ｇ３ １２２５
Ｇ４ ３０２５ ４
Ｇ８ ６４ ２０２５ ６２５

表５１０　Ｄ２（２）表

Ｇ７ Ｇ９

Ｇ９ ２０２５
Ｇ８ ６４ １２２５

３对Ｄ２（１）重复步骤２，得到Ｄ２（２），见表５１０，然后进一步重复运算得
到Ｄ２（３），见表５１１，至此所有样品都归为一类，聚类运算结束。

表５１１　Ｄ２（３）表

Ｇ７

Ｇ１０ ２６７２

四、类平均法

用重心法进行系统聚类时，类与类之间的距离用重心来表示。在许多情况
下，这种方法较好地反映了类与类之间的相近程度，但有时也会遇到一些问题。

从图５３中，我们可以看到，图 （ａ）中的Ｇ１ 和Ｇ２ 与图 （ｂ）中的Ｇ１ 和Ｇ２

的相对位置是不同的，而按重心法两者的距离则完全相同，这是由于重心法只用
一点来代表一类的位置所致，为了克服这一不足，有人建议将类Ｇｐ 和类Ｇｑ 之
间的平方距离用各类元素两两之间的平方距离来表示，即：

Ｄ２
ｐｑ＝ １

ｎｐｎｑ ∑
ｉ∈Ｇｐ
ｊ∈Ｇｑ

ｄ２
ｉｊ （５２４）

图５３　类Ｇ１ 和类Ｇ２ 不同的相对位置关系
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　　Ｇｐ 和Ｇｑ 组成新类Ｇｒ 与其余类Ｇｋ 的平方距离用式 （５２５）计算：

Ｄ２
ｋｒ＝

ｎｐ

ｎｒ
Ｄ２

ｋｐ＋
ｎｑ

ｎｒ
Ｄ２

ｋｑ （５２５）

类平均法克服了重心法的不足，是系统聚类法中较好的方法之一。
以上介绍的几种聚类方法，其并类的步骤是一样的，只是定义类与类之间的

距离不同，从而得到不同的递推公式。其一般化的公式可表示如下：

Ｄ２
ｋｒ＝αｐ·Ｄ２

ｋｐ＋αｑ·Ｄ２
ｋｑ＋βＤ

２
ｐｑ＋γ｜Ｄ２

ｋｐ－Ｄ２
ｋｑ｜ （５２６）

式 （５２６）中的参数αｐ、αｑ、β、γ因聚类方法不同而取不同值，见表５１２。
如前所述，系统聚类法是目前最常用的聚类方法。但方法本身也存在一些不足，
主要是采用系统分类法将样品并类结束后，分类结果便固定不变了。若样品进行
变动或增加新的样品，聚类过程要做较大的改动。这说明方法的可变性较差。此
外，由于分类过程需计算距离矩阵，当样品数量较大时计算工作量较大，用计算
机计算时亦需占有较大的内存空间。为了增加聚类过程的灵活性，克服系统分类
法的不足，发展了一个新的分类方法———逐步聚类法，下面加以介绍。

表５１２　系统聚类法参数值表

聚类方法 αｐ αｑ β γ

最短距离法 １
２

１
２ ０ －１

２

最长距离法 １
２

１
２ ０ １

２

重心法 ｎｐ

ｎｒ

ｎｑ

ｎｒ
－αｐαｑ ０

类平均法 ｎｐ

ｎｒ

ｎｑ

ｎｒ
０ ０

第三节　逐步聚类法

逐步聚类法的基本思想是在ｎ个样品中选择一些有较好代表性的点，称为
“凝聚点”，以此为基础对ｎ个样品进行粗略的分类，然后不断修改凝聚点并让样
品按某种原则向凝聚点聚集，最后得出最终分类。逐步聚类法的分类过程可简单
地用下述框图表示。
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一、凝聚点的选择和初始分类

如前所述，凝聚点是指一批有代表性的点，以凝聚点为中心形成类。选择凝
聚点和确定初始分类的方法很多，下面选择几种主要的加以介绍。

（１）凭经验选择　选择凝聚点可以根据以往的环境调查的经验对样品所代表
的区域进行粗略分类，并初步确定样品各类变量的取值范围，以此为基础可在粗
略进行了分类的每一类中选择一个有代表性的样品作为凝聚点。

（２）人为随机选择　当对分类样品的特征和取值范围没有了解或了解甚少
时，可人为地将样品分成ｋ类，并计算每一类的重心，将这些重心作为凝
聚点。

（３）密度法　先人为地选择两个正数ｄ１ 和ｄ２，以每个样品为球心，以ｄ１

为半径，落在这个球内的样品数 （不包括球心的样品）叫做这个点的密度。显
然，密度是样品点 （即球心）和ｄ１ （球半径）的函数。

密度法选择凝聚点的过程是：首先选择具有最大密度的样品点作为第一凝聚
点，然后选择次大密度的样品点并计算它与第一凝聚点的距离。若距离小于ｄ２，
则放弃该点作为凝聚点的选择；若距离大于ｄ２，则选择该点作为第二凝聚点。
用此方法按照样品的密度自大到小选下去，每一次和已选的任一凝聚点的距离小
于ｄ２ 的样品取消，和已选的所有凝聚点的距离均大于ｄ２ 的样品作为新的凝聚
点。ｄ１ 和ｄ２ 的选择要适当，一般ｄ２＞ｄ１，通常取ｄ２＝２ｄ１。

为了说明用密度法选择凝聚点的过程，举一个简单的例子。
【例５３】　有２１个样品，每个样品有两个观察值ｘ１ 和ｘ２。用密度法选择

该批样品的凝聚点。样品的观察数据如表５１３所示。

表５１３　［例５３］中样品的观察值

样品

序号
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１

ｘ１ ０ ０ ２ ２ ４ ４ ５ ６ ６ ７ －４ －２ －３ －３ －５ １ ０ ０ －１ －１ －３
ｘ２ ６ ５ ５ ３ ４ ３ １ ２ １ ０ ３ ２ ２ ０ ２ １ －１ －２ －１ －３ －５

任意两样品ｉ、ｊ之间的距离ｄｉｊ按式 （５２７）进行计算：

ｄｉｊ＝ （ｘ１ｉ－ｘ１ｊ）２＋（ｘ２ｉ－ｘ２ｊ）槡 ２ （５２７）
计算了所有样品两两间的距离，选择判别半径ｄ１＝２，ｄ２＝４，则可以得到

各样品密度如表５１４所示。

表５１４　［例５３］中样品密度

样品序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１

密度 １ ２ ２ ２ １ ２ ２ ２ ３ １ ２ １ ４ １ ２ ０ ２ ３ ２ １ ０
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　　首先选择密度最大的１３号样品作为第一凝聚点。密度其次的是９号和１８号
样品。按式 （５２７），计算９号样品和１８号样品与第一凝聚点１３号样品的距离：

ｄ９，１３＝ ［６－（－３）］２＋（１－２）槡 ２ 槡＝ ８２＝９０６

ｄ１３，１８＝ （６－０）２＋［１－（－２）］槡 ２ 槡＝ ４５＝６１７
由于ｄ９，１３和ｄ１３，１８均大于ｄ２，故选９号和１８号样品作为第二、第三凝聚点。
密度为２的样品很多，我们按样品原次序号顺序来判别，密度为２的样品次

序中第一为２号样品，计算２号样品与第一、二、三凝聚点的距离：

ｄ２，９＝ （０－６）２＋（５－１）槡 ２ 槡＝ ５２＝７２１

ｄ２，１３＝ ［０－（－３）］２＋（５－２）槡 ２ 槡＝ １８＝４２４

ｄ２，１８＝ （０－０）２＋［５－（－２）］槡 ２ 槡＝ ４９＝７
由于２号样品与第一、二、三凝聚点的距离均大于ｄ２，故选２号样品为第

四凝聚点。计算其余样品与第一、二、三、四凝聚点的距离，若计算结果中，出
现小于ｄ２ 的距离，则不选该点为凝聚点，反之则选该点为新的凝聚点。

按上述顺序进行计算判别，除２１号样品被选作第五凝聚点外，其余均不被
选作凝聚点。

确定了凝聚点之后，一般可按样品对各凝聚点的最近距离进行初始分类。
有了初始分类的基础，可按一定的原则方法修改分类，最后得到最终的分类
结果。

二、修改分类

对初始分类进行逐步修改的方法很多，这里仅讨论按批修改分类和逐点修改
分类两种方法。

１按批修改法

按批修改法的步骤如下：
（１）选择凝聚点，并选择确定样品之间的距离定义；
（２）将所有样品按最近凝聚点归类；
（３）计算每一类的重心，将重心作为新的凝聚点；
（４）重复步骤 （２）、（３）至所有新的凝聚点与老凝聚点重合为止。
以 ［例５３］为例，说明按批修改法的过程。
（１）用密度法选择凝聚点。

取ｄ１ 槡＝ ５，ｄ２ 槡＝２ ５，得到三个凝聚点 Ｎ６（４，３）、Ｎ１３（－３，２）和 Ｎ１７

（０，－１）。
（２）样品间的距离用欧氏距离表示，计算各凝聚点和诸样品间的距离，见表
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５１５。

表５１５　样品和凝聚点之间的距离

Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｎ４ Ｎ５ Ｎ７ Ｎ８ Ｎ９ Ｎ１０ Ｎ１１ Ｎ１２ Ｎ１４ Ｎ１５ Ｎ１６ Ｎ１８ Ｎ１９ Ｎ２０ Ｎ２１

Ｎ６ ５ ４４７２８３ ２ １ ２２４２２４２８３４２４ ８ ６０８７６２９０６３６１６４０６４０７８１１０２５

Ｎ１３ ５ ４２４５８３５１０７２８８０６ ９ ９０６１０２０１４２ １ ２ ２ ４１２ ５ ３６１５３９ ７

Ｎ１７ ７ ６ ６３２４４７６４０５３９６７１６３２７０７５６６３６１３１６５８３２２３ １ １ ２２４ ５

将所有样品按最近凝聚点归类，得到最初分类Ｇ（０）
１ 、Ｇ（０）

２ 、Ｇ（０）
３ ：

Ｇ（０）
１ 包括：Ｎ３、Ｎ４、Ｎ５、Ｎ７、Ｎ８、Ｎ９、Ｎ１０、Ｎ６

Ｇ（０）
２ 包括：Ｎ２、Ｎ１１、Ｎ１２、Ｎ１４、Ｎ１５、Ｎ１３

Ｇ（０）
３ 包括：Ｎ１６、Ｎ１８、Ｎ１９、Ｎ２０、Ｎ２１、Ｎ１７

其中Ｎ１ 因与凝聚点Ｎ６ 和Ｎ１３的距离均为５，暂不归类。
（３）计算各类的重心。
按式 （５１８）类重心的定义，计算Ｇ（０）

１ 、Ｇ（０）
２ 和Ｇ（０）

３ 的重心：

ｘＧ
（０）

１

—＝（ｘ１１
—

ｘ１２
）＝（４５

２３７５）
ｘＧ

（０）

２

—＝（ｘ２１
—

ｘ２２
）＝（－２８３

２３３ ）
ｘＧ

（０）

３

—＝（ｘ３１
—

ｘ３２
）＝（－０６７

－１８３）
（４）以步骤 （３）中计算所得的类重心为新的凝聚点，重复 （２）、（３）两步，

将样品重新分类，得到第一次迭代后的分类Ｇ（１）
１ 、Ｇ（１）

２ 、Ｇ（１）
３ 。

Ｇ（１）
１ 包括：Ｎ３、Ｎ４、Ｎ５、Ｎ７、Ｎ８、Ｎ９、Ｎ１０、Ｎ６

Ｇ（１）
２ 包括：Ｎ１、Ｎ２、Ｎ１１、Ｎ１２、Ｎ１４、Ｎ１５、Ｎ１３

Ｇ（１）
３ 包括：Ｎ１６、Ｎ１８、Ｎ１９、Ｎ２０、Ｎ２１、Ｎ１７

其各类的重心为：

ｘＧ
（１）

１

—＝（４５
２３７５）

ｘＧ
（１）

２

—＝（－２４３
２０６ ）

ｘＧ
（１）

３

—＝（－０６７
－１８３）

（５）以第一次迭代后的类的重心为新的凝聚点，继续重复步骤 （２）、（３）得
第二次迭代后的分类Ｇ（２）

１ 、Ｇ（２）
２ 、Ｇ（２）

３ 。

Ｇ（２）
１ 包括：Ｎ３、Ｎ４、Ｎ５、Ｎ７、Ｎ８、Ｎ９、Ｎ１０、Ｎ６

Ｇ（２）
２ 包括：Ｎ１、Ｎ２、Ｎ１１、Ｎ１２、Ｎ１４、Ｎ１５、Ｎ１３
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Ｇ（２）
３ 包括：Ｎ１６、Ｎ１８、Ｎ１９、Ｎ２０、Ｎ２１、Ｎ１７

各类的重心为：

ｘＧ
（２）

１

—＝（４５
２３７５）

ｘＧ
（２）

２

—＝（－２４３
２０６ ）

ｘＧ
（２）

３

—＝（－０６７
－１８３）

由于第二次迭代结果的重心与第一次迭代结果的重心重合，修改分类结束。
按批修改法进行逐步聚类计算工作量相对较小，聚类运算相对速度快，是一

种简明实用的逐步聚类方法，按批修改法的缺点是其分类结果对最初凝聚点选择
的依赖性较大，当最初凝聚点选择时带有一定主观因素时，其分类结果也就相应
的带有一定的主观成分。

２逐点修改法

按批修改法是将样品全部归类后才修改凝聚点和初始分类，逐点修改法则是
每进入一个样品就将其分类，同时不断修改凝聚点，逐点修改法的步骤如下。

（１）给出三个定数Ｋ、Ｃ和Ｒ。Ｋ 表示分类数，Ｃ表示凝聚点距离临界值，

Ｒ表示样品归类临界值，在Ｋ、Ｃ、Ｒ的选择时，一般要求Ｒ＞Ｃ。
（２）人为地选择Ｋ 个凝聚点，并计算这Ｋ 个凝聚点两两之间的距离。如果

距离小于Ｃ则将相应的两个凝聚点合并，并用这两点的重心作为新的凝聚点。
重复该步骤，直到所有凝聚点之间的距离均大于或等于Ｃ为止。

（３）将其余样品逐个输入，每进入一个样品计算该样品与所有凝聚点的距
离。如果该样品与所有凝聚点的距离均大于Ｒ，则样品作为新的凝聚点，否则将
该样品归入最靠近它的凝聚点的那一类，并计算该类重心，以此新的重心作为凝
聚点并计算它和其余各凝聚点的距离，若有小于Ｃ的，则进行合并，直至所有
凝聚点之间的距离均大于或等于Ｃ为止。

（４）将ｎ个样品重新逐个输入，按步骤 （３）进行判别归类，若新的分类与
前一次的分类结果相同，聚类过程结束，否则重复步骤 （３）再进行判别归类。

表５１６

Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３

Ｎ２ １
Ｎ３ 槡５ ２
Ｎ４ 槡 槡１３ ２ ２ ２

以 ［例５３］为例，说明逐点分类法的过程。
（１）选取Ｋ＝４，Ｃ＝２５，Ｒ＝４５。

（２）取前４个样品 Ｎ１（０，６）、
Ｎ２（０，５）、Ｎ３（２，５）、Ｎ４（２，３）
作为凝聚点，点与点之间的距离用欧
氏距离表示，它们之间的距离见表

５１６。
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由表５１６可见，最小距离ｄ１２＝１＜Ｃ。将Ｎ１、Ｎ２ 合并，记为Ｇ（０）
１ 并计算

Ｇ（０）
１ 重心，得ｘＧ

（０）

１

— ＝（０
５５）。然后计算该重心与凝聚点 Ｎ３、Ｎ４ 的距离，见表

５１７。由表５１７可见最小距离ｄ３４＝２＜Ｃ，将 Ｎ３ 和 Ｎ４ 合并，记为Ｇ（０）
２ ，计算

得其重心为ｘＧ
（０）

２

—＝（２４）。计算Ｇ（０）
１ 和Ｇ（０）

２ 之间的距离Ｄ（０）
１２ ＝２５＝Ｃ，故不再合

并。则有新的凝聚点为Ｇ（０）
１ 和Ｇ（０）

２ ，其重心为ｘＧ
（０）

１

—＝（０
５５）和ｘＧ

（０）

２

—＝（２４）。
表５１７

Ｇ（０）
１ Ｎ３

Ｎ３ ４２５
Ｎ４ １０２５ ２

（３）将 Ｎ５ 输入。计算 Ｎ５ 与两
个凝聚点的距离Ｄ１５＝１８２５，Ｄ２５＝
２。由于Ｄ２５＝２＜Ｒ，故 Ｎ５ 不作为

新的凝聚点，将它归入 Ｇ（０）
２ ，记为

Ｇ（１）
２ 。计算Ｇ（１）

２ 的重心得ｘＧ
（１）

２

— ＝（２６７４００）。ｘＧ
（１）

２

— 与ｘＧ
（０）

１

— 的距离Ｄ（１）
１２ ＝３０６＞Ｃ，故

这两类不合并。
重复该步骤，将其余样品一一输入，整个过程如表５１８所示。

表５１８

输入样品
Ｇ１ Ｇ２ Ｇ３ Ｇ４

样品 重心 样品 重心 样品 重心 样品 重心

Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｎ４ Ｎ１，Ｎ２ （０，５５）Ｎ３，Ｎ４ （２，４）

Ｎ５ Ｎ５ （２６７，４）

Ｎ６ Ｎ６ （３，３７５）

Ｎ７ Ｎ７ （３４，３２）

Ｎ８ Ｎ８ （３８３，３）

Ｎ９ Ｎ９ （４１４，２７１）

Ｎ１０ Ｎ１０ （４５，２３８）

Ｎ１１ Ｎ１１ （－４，３）

Ｎ１２ Ｎ１２ （－３，２５）

Ｎ１３ Ｎ１３ （－３，２３３）

Ｎ１４ Ｎ１４ （－３，１７５）

Ｎ１５ Ｎ１５ （－３４，１８）

Ｎ１６ Ｎ１６ （４１１，２２２）

Ｎ１７ Ｎ１７ （－２８３，１３３）

Ｎ１８ Ｎ１８ （－２４３，０８６）

Ｎ１９ Ｎ１９ （－２２５，０６３）

Ｎ２０ Ｎ２０ （－２１１，０２２）

Ｎ２１ Ｎ２１ （－３，－５）
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　　从表５１８可以看出，至输入Ｎ１０为止，只有两类，当输入Ｎ１１后，因它与两
个凝聚点的距离大于Ｒ，故Ｎ１１单独成一类Ｇ３，以后Ｎ１２、Ｎ１３、Ｎ１４、Ｎ１５也被
归入Ｇ３，当Ｎ１６输入时，因与Ｇ２ 重心的距离最近归入Ｇ２。随后 Ｎ１７、Ｎ１８、

Ｎ１９、Ｎ２０归入Ｇ３。最后输入Ｎ２１，因它与三类的距离均大于Ｒ，自成一类Ｇ４。
（４）将样品从Ｎ１～Ｎ２１再输入一遍，这时Ｎ３ 从Ｇ２ 转入Ｇ１；Ｎ１６从Ｇ２ 转入

Ｇ３，Ｎ２０从Ｇ３ 转入Ｇ４。得到的四类为：

Ｇ１ 包括：Ｎ１、Ｎ２、Ｎ３；

Ｇ２ 包括：Ｎ４、Ｎ５、Ｎ６、Ｎ７、Ｎ８、Ｎ９、Ｎ１０；

Ｇ３ 包括：Ｎ１１、Ｎ１２、Ｎ１３、Ｎ１４、Ｎ１５、Ｎ１６、Ｎ１７、Ｎ１８、Ｎ１９；

Ｇ４ 包括：Ｎ２０、Ｎ２１。
（５）将样品从Ｎ１～Ｎ２１重新输入一遍，这时只有Ｎ４ 从Ｇ２ 转到Ｇ１。
（６）将样品从Ｎ１～Ｎ２１再输入一遍，这时样品聚类情况与前一次相同，聚

类过程结束。得到的最终聚类结果为：

Ｇ１ 包括：Ｎ１、Ｎ２、Ｎ３、Ｎ４；

Ｇ２ 包括：Ｎ５、Ｎ６、Ｎ７、Ｎ８、Ｎ９、Ｎ１０；

Ｇ３ 包括：Ｎ１１、Ｎ１２、Ｎ１３、Ｎ１４、Ｎ１５、Ｎ１６、Ｎ１７、Ｎ１８、Ｎ１９；

Ｇ４ 包括：Ｎ２０、Ｎ２１。
从上述逐点修改法聚类过程可以看出，聚类结果与定数Ｋ、Ｃ、Ｒ 的取值有

关。由于Ｋ、Ｃ、Ｒ的取值有一定的人为因素，因此在计算过程中，要注意结合
实际问题的特征适当调整Ｋ、Ｃ、Ｒ的值。此外，逐点修改法的分类结果与样品
的输入次序也有一定的关系。为使最终的分类结果更符合实际，需要根据问题的
性质调整分类结果。

第四节　模糊聚类法

在自然科学的发展过程中，人们普遍接受这样一个原则：一个现象在能用定
量的方法对其进行描述前，还不能认为对此现象有了彻底的了解。科学发展本身
包含了深刻的定量化概念。然而，科学本身的深入发展又意味着研究对象的复杂
化。一般而言，复杂化与精确化是难以兼容的，这就是说对极复杂的系统是难于
用精确的方法进行描述的。为了解决复杂性与高度精确之间的深刻矛盾，人们必
须做出这样的选择，或者将复杂的系统简化，使之能够用精确的方法进行描述，
或者保持系统高度复杂性而降低描述现象的精确程度。将复杂的系统简化，使之
能够用精确的方法进行描述是科学发展中所选择的主要方法。对复杂的系统，降
低描述的精确程度通常被认为是学科发展不成熟的表现，从方法论上看亦发展缓
慢。１９６５年美国控制论专家查德 （ＬＡＺａｄｅｈ）第一次提出了模糊集合论概念。
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它为一门新的数学分支———模糊数学的产生提供了最初的思想，为描述复杂现象
提供了新的概念和方法。

模糊性是普遍存在的，特别是在与人的感知辨别、决策过程有关的思维过程
中存在大量的用传统的数学语言难于描述的复杂过程，模糊概念揭示了对这种复
杂现象认识理解过程的实质。对复杂现象的精确描述不仅是极其困难的，并且在
许多情况下也是多余的。正如一位乒乓球运动员在回球的一瞬间并不需要精确地
知道乒乓球的方向和速度一样。

模糊数学作为数学的一个分支，目前发展还不是很成熟。但是，在对复杂系
统的描述中，它的思想方法和概念开始突破传统数学方法难以逾越的障碍，使模
糊数学在许多学科中受到普遍重视，在环境科学中也得到越来越多的应用。在这
一节中将简单介绍模糊数学的基本概念和方法及在聚类分析中的应用。

一、模糊数学的基本概念

１集合和变量

集合和变量是数学集合论中最基本的概念。模糊数学是在普遍集合论基础上
引申出来的。因此，在介绍模糊数学概念前需要了解集合和变量的基本概念。

（１）集合　数学中集合的定义是：一些事物的全体称为一个集合，集合中的
每一个事物称为集合中的元素。

集合是现代数学中最基本的概念之一。集合定义引出的概念是属于与包含。
即在给定的论域Ｕ，假定ｕ是集合Ｒ（ｕ）的元素，则称ｕ属于Ｒ（ｕ），记作ｕ∈
Ｒ（ｕ），∈表示属于；或者称Ｒ（ｕ）包含ｕ，记作Ｒ（ｕ）瓡ｕ，瓡表示包含。反之，

假定ｕ不是Ｒ（ｕ）的元素，则称ｕ不属于Ｒ（ｕ），记作ｕ∈Ｒ（ｕ），∈表示不属于，

或者称Ｒ（ｕ）不包含ｕ，记作Ｒ（ｕ）瓡ｕ，瓡表示不包含。在普通集合论中，由于

∈和∈在逻辑上是彼此否定的。因此，假定ｕ是论域Ｕ 上的任一个元素，Ｒ（ｕ）

是Ｕ 上的一个子集，则在元素ｕ和Ｒ（ｕ）之间，要么ｕ∈Ｒ（ｕ），要么ｕ∈Ｒ（ｕ），

即ｕ∈Ｒ（ｕ）和ｕ∈Ｒ（ｕ）不能都成立，也不能都不成立。
（２）变量　集合论中变量的定义是：一个由变量名称Ｘ，论域Ｕ 和论域上

元素ｕ的一个子集Ｒ（Ｘ，ｕ）三个因素的组合［Ｘ，Ｕ，Ｒ（Ｘ，ｕ）］称为变量。
论域Ｕ 是指讨论问题的范围，它可以是有限的，也可以是无限的。元素ｕ

是指论域Ｕ 上元素的单一名称，或称元素通名，而子集Ｒ（Ｘ，ｕ）表达变量名称

Ｘ 加之于ｕ值的一个限制。Ｒ（Ｘ，ｕ）可简化为Ｒ（Ｘ）或Ｒ（ｕ）。例如，考虑一
个变量名称为 “年纪”的变量。论域Ｕ 可以取整数集合，子集Ｒ（Ｘ，ｕ）取０～
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１００间的整数，则该变量三因素可表示为：

Ｘ＝年纪

Ｕ＝｛０，１，２，３，４，…｝

Ｒ（Ｘ，ｕ）＝｛０，１，２，３，…，１００｝

２模糊变量和模糊子集

在普通集合论中，元素ｕ和集合Ｒ（ｕ）之间只有属于和不属于两种关系。即
要求论域上的任何一个元素或者绝对确定地属于子集Ｒ（ｕ），或者绝对确定地不
属于子集Ｒ（ｕ），它表示的概念是边界确切的概念，而不是模棱两可的概念。但
是，在现实生活中还存在许多边界不是严格确定的概念。例如 “老年人”这一概
念就是一个边界不严格确定的概念。对于一个５０岁的人，很难绝对确切地判断
他 （她）属于或不属于 “老年人”的范畴，而是处于符合与不符合之间，人们只
能认为５０岁的人在某种程度上属于 “老年人”。这种不能确切地回答研究对象是
否符合某一范围的概念称为模糊概念。模糊概念不能用普通集合来描述，而需要
对普通集合的概念加以扩展才能表示，模糊变量和模糊子集正是在此基础上发展
起来的。

（１）模糊变量　与普通变量类似，模糊变量也由三个因素组合成：变量名称

Ｘ，论域Ｕ 和论域中的模糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）。模糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）中，ｕ是论域Ｕ
上元素名称；Ｒ（Ｘ，ｕ）表示变量名称Ｘ 加之于ｕ值的一个模糊限制，它可简记
为Ｒ（Ｘ）或Ｒ（ｕ）。

模糊变量的定义为：一个由变量名称Ｘ，论域Ｕ 和论域上元素ｕ 的一个模
糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）三个因素的组合。

模糊变量与普通集合论中变量的区别在于加在论域中元素ｕ的限制为一模糊
限制。它不是确定地回答元素是否属于该子集，而是表示元素在 “某种程度上”
属于该子集。这里所说的 “某种程度”在模糊数学中称为 “隶属度”或 “隶属函
数”。有了 “隶属度”的概念人们就能在逻辑上合理地处理模糊概念。

（２）模糊子集　模糊子集的定义为：论域Ｕ 上的一个模糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）是
指对任意的ｕ∈Ｕ，都有一个隶属程度μ（０≤μ≤１）与之对应的子集。μ称为模
糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）的隶属函数，记作μ（ｕ）。

当μ（ｕ）仅取０，１两值时，元素ｕ与模糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）之间的关系为 “属
于”（μ＝１）和 “不属于”（μ＝０）两种，这时模糊子集Ｒ（Ｘ，ｕ）退化为边界确
定的普通子集。因而可以认为普通子集是模糊子集的极端状况。由于模糊子集包
含了隶属程度的概念，冲破了普通子集隶属程度只有０与１两种极端的状况，使
模糊子集能够用来表达研究对象介于 “属于”与 “不属于”子集的中间状态的模
糊概念。
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图５４　 “年轻”的隶属函数

在模糊子集中，变量的每一
个数值的模糊限制是由一个隶属
函数值所表征的。例如变量 “年
龄”的 数 值 为：２０、３０、３５。它
们与模糊限制 “年轻”之间相应
的隶属函数值分别为：１、０６和

０３，由此可以看出， “年轻”这
个模糊概念可以用变量 “年龄”
值和与之对应的隶属函数来表示
（见图５４）。

需要注意的一点是，隶属度
概念和概率的概念是不同的。年龄３０隶属于 “年轻”这个模糊概念的程度是

０６，它与年龄３０的概率没有关系。隶属函数仅仅表示年龄３０和人们关于 “年
轻”概念含义的匹配程度。

（３）模糊集合的表示　在普通集合中，如一个有限集合Ｒ（ｕ）＝｛ｕ１，ｕ２，…，

ｕｎ｝可以用下式表示：

Ｒ（ｕ）＝ｕ１＋ｕ２＋…＋ｕｎ （５２８）

或 Ｒ（ｕ）＝
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ （５２９）

式 （５２８）和式 （５２９）中，“＋”表示 “联”，而不是一般四则运算中的加法。
将普通集合的表示式 ［式 （５２８）］推扩，对元素ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ 其相应的

隶属函数值为μ１，μ２，…，μｎ 的模糊子集Ｒ（ｕ）可用下式表示：

Ｒ（ｕ）＝μ１ｕ１＋μ２ｕ２＋…＋μｎｕｎ （５３０）

或： Ｒ（ｕ）＝
ｎ

ｉ＝１
μｉｕｉ （５３１）

但是将普通集合的表示式 ［式 （５２８）］简单地推扩来表示模糊子集 ［即式
（５３０）］时有一个缺点：当隶属函数值μｉ 和集合中元素值ｕｉ 都为数字时，μｉｕｉ

的分量μｉ 和ｕｉ 容易混淆，因此模糊数学的创导者查德建议使用分离符 “／”，则
式 （５３０）和式 （５３１）可以记为：

Ｒ（ｕ）＝μ１／ｕ１＋μ２／ｕ２＋…＋μｎ／ｕｎ （５３２）

Ｒ（ｕ）＝
ｎ

ｉ＝１
μｉ／ｕｉ （５３３）

年龄２０、３０、３５与模糊限制 “年轻”相对应的隶属函数值为１，０６，０３
的模糊子集Ｙ（ｕ）可表示为：

Ｙ（ｕ）＝１／２０＋０６／３０＋０３／３５ （５３４）
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当模糊子集是连续集而不是分立集时，式 （５３２）变为：

Ｒ（ｕ）＝∫ｕμ
（ｕ）／ｕ （５３５）

式 （５３５）中，积分号表示项μ（ｕ）／ｕ的 “联”。
上面介绍的模糊子集的表示法将元素值及与其匹配的隶属度结合起来表示。

另一种模糊子集的表示法是直接用隶属函数来表示。例如代表 “年老”与 “年
轻”两个模糊概念的模糊子集Ｏ（ｕ）和Ｙ（ｕ）可直接用其隶属函数表示：

Ｏ（ｕ） 烅
烄

烆
＝

０　　　　　　　　　　　（０＜ｕ＜５０）

［１＋（ｕ－５０
５ ）－２］－１

（５０＜ｕ＜１００）
（５３６）

Ｙ（ｕ） 烅
烄

烆
＝

１　　　　　　　　　　　（０＜ｕ＜２５）

［１＋（ｕ－２５
５ ）２］－１

（２５＜ｕ＜１００）
（５３７）

式 （５３６）和式 （５３７）中隶属函数的形式和结构可以根据对模糊概念的分
析理解加以确定。

（４）模糊子集的水平集合　模糊子集的水平集合的定义是：若Ｒ（ｕ）是论域

Ｕ 的一个模糊子集，则Ｒ（ｕ）的一个α水平集合是Ｕ 上所有在Ｒ（ｕ）中隶属函数
值大于或者等于α的元素的组合，记作Ｒα（ｕ）。α是隶属函数值 （０，１）之间的
一个定数，通常称为门槛值。当μ（ｕ）≥α时，元素ｕ属于水平集合Ｒα（ｕ）；反
之，元素ｕ不属于水平集合Ｒα（ｕ）。由此可见，模糊子集Ｒ（ｕ）的一个α水平集
合Ｒα（ｕ）与元素ｕ之间的关系只有 “属于”或 “不属于”，Ｒα（ｕ）有明确的边
界。因此α水平集合Ｒα（ｕ）是一个普通集合。Ｒα（ｕ）可以用式 （５３８）表示：

Ｒα（ｕ）＝｛ｕ｜μ（ｕ）≥α｝ （５３８）
【例５４】　设有模糊子集Ｒ（ｕ）的元素２，１，７，６，９，其相应的隶属函数

值为０１，０３，０５，０９，１，求门槛值α为０１，０３，０４，０８，１时的水平
集合。

由式 （５３２）可将模糊子集Ｒ（ｕ）表示为：

Ｒ（ｕ）＝０１／２＋０３／１＋０５／７＋０９／６＋１／９
α＝０１时，水平集合为

Ｒ０１（ｕ）＝｛ｕ｜μ（ｕ）≥０１｝＝２＋１＋７＋６＋９

α＝０３时，水平集合为

Ｒ０３（ｕ）＝｛ｕ｜μ（ｕ）≥０３｝＝１＋７＋６＋９
α＝０４时，水平集合为

Ｒ０４（ｕ）＝｛ｕ｜μ（ｕ）≥０４｝＝７＋６＋９
α＝０８时，水平集合为
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Ｒ０８（ｕ）＝｛ｕ｜μ（ｕ）≥０８｝＝６＋９
α＝１时，水平集合为

Ｒ１（ｕ）＝｛ｕ｜μ（ｕ）≥１｝＝９

３模糊集合的基本运算

模糊集合的基本运算如下。
（１）模糊子集的补　设Ａ（ｕ）为论域Ｕ 上的模糊子集。Ａ（ｕ）的隶属函数为

μＡ（ｕ），模糊子集Ａ（ｕ）的补的定义为：

Ａ′（ｕ）＝∫
［１－μＡ

（ｕ）］／ｕ

Ｕ
（５３９）

式 （５３９）中Ａ′（ｕ）表示Ａ（ｕ）的补。也可记作┑Ａ（ｕ）。
【例５５】　论域Ｕ＝１＋２＋３＋…＋１０上有模糊子集

Ａ（ｕ）＝０５／３＋０３／５＋１／６＋０２／８，求Ａ（ｕ）的补。
解　由模糊子集补的定义式 （５３９），可有：

Ａ′（ｕ）＝１／１＋１／２＋０５／３＋１／４＋０７／５＋１／７＋０８／８＋１／９＋１／１０
（２）模糊子集的联　设Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）为论域Ｕ 上的两个模糊子集，Ａ（ｕ）

和Ｂ（ｕ）的隶属函数分别为μＡ（ｕ）和μＢ（ｕ）。模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）联的定
义为：　

Ａ（ｕ）＋Ｂ（ｕ）＝∫
［μＡ

（ｕ）∨μＢ
（ｕ）］／ｕ

Ｕ
（５４０）

式 （５４０）中，Ａ（ｕ）＋Ｂ（ｕ）表示Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的联，也可以记作Ａ（ｕ）∪Ｂ（ｕ）。
符号 “∨”表示 ｍａｘ，即取最大值的意思。

【例５６】　论域Ｕ＝１＋２＋３＋…＋１０上有模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）：

Ａ（ｕ）＝０５／３＋０３／５＋１／６＋０２／８
Ｂ（ｕ）＝０２／３＋０３／４＋０７／６＋１／９

求Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的联。
由模糊子集联的定义式 （５４０），可有：

Ａ（ｕ）＋Ｂ（ｕ）＝０５／３∨０２／３＋０／４∨０３／４＋０３／５∨０／５＋
　１／６∨０７／６＋０２／８∨０／８＋０／９∨１／９
＝０５／３＋０３／４＋０３／５＋１／６＋０２／８＋１／９

（３）模糊子集的交　设Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）为论域Ｕ 上的两个模糊子集，Ａ（ｕ）
和Ｂ（ｕ）的隶属函数分别为μＡ（ｕ）和μＢ（ｕ）。模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）交的定
义为：

Ａ（ｕ）∩Ｂ（ｕ）＝∫
［μＡ

（ｕ）∧μＢ
（ｕ）］／ｕ

Ｕ
（５４１）

式 （５４１）中，Ａ（ｕ）∩Ｂ（ｕ）表示Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的交。符号 “∧”表示



１３０　　 环境数据统计分析基础

ｍｉｎ，即取最小值的意思。
【例５７】　论域Ｕ＝１＋２＋３＋…＋１０上有模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）：

Ａ（ｕ）＝０５／３＋０３／５＋１／６＋０２／８
Ｂ（ｕ）＝０２／３＋０３／４＋０７／６＋１／９

求Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的交。
由模糊子集交的定义式 （５４１）可有：

Ａ（ｕ）∩Ｂ（ｕ）＝０５／３∧０２／３＋０／４∧０３／４＋０３／５∧０／５＋
　１／６∧０７／６＋０２／８∧０／８＋０／９∧１／９
＝０２／３＋０／４＋０／５＋０７／６＋０／８＋０／９
＝０２／３＋０７／６

（４）模糊子集的积　Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）为论域Ｕ 上的两个模糊子集，Ａ（ｕ）和

Ｂ（ｕ）的隶属函数分别为μＡ（ｕ）和μＢ（ｕ）。模糊子集 Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）积的定
义为：

Ａ（ｕ）Ｂ（ｕ）＝∫
μＡ

（ｕ）μＢ
（ｕ）／ｕ

Ｕ
（５４２）

式 （５４２）中，Ａ（ｕ）Ｂ（ｕ）表示Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的积，作为积的概念的推
扩，设有任意正数ｋ，模糊子集 ［Ａ（ｕ）］ｋ可表示为：

［Ａ（ｕ）］ｋ ＝∫
［μＡ

（ｕ）］ｋ／ｕ

Ｕ
（５４３）

当ｋ＝２时，则有模糊子集集中的定义式：

ＣＯＮ［Ａ（ｕ）］＝ ［Ａ（ｕ）］２ ＝∫
［μＡ

（ｕ）］２／ｕ

Ｕ
（５４４）

当ｋ＝０５时，则有模糊子集扩张的定义式：

ＤＩＬ［Ａ（ｕ）］＝ ［Ａ（ｕ）］０５ ＝∫
［μＡ

（ｕ）］０５／ｕ

Ｕ
（５４５）

式 （５４４）和式 （５４５）中，ＣＯＮ 和 ＤＩＬ分别表示模糊子集 “集中”和
“扩张”的运算。

【例５８】　论域Ｕ＝１＋２＋３＋…＋１０上有模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）：

Ａ（ｕ）＝０５／３＋０３／５＋１／６＋０２／８
Ｂ（ｕ）＝０２／３＋０３／４＋０７／６＋１／９

求：Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的积、集中和扩张。
由于模糊子集积的定义式 （５４２）有：

Ａ（ｕ）Ｂ（ｕ）＝０５×（０２／３）＋０×（０３／４）＋０３×（０／５）＋
　１×（０７／６）＋０２×（０／８）＋０×（１／９）

＝０１／３＋０７／６
由模糊子集集中的定义式 （５４４），可有：



第五章　聚类分析基础 １３１　　

ＣＯＮ［Ａ（ｕ）］＝０５２／３＋０３２／５＋１２／６＋０２２／８
＝０２５／３＋００９／５＋１／６＋００４／８

ＣＯＮ［Ｂ（ｕ）］＝０２２／３＋０３２／４＋０７２／６＋１２／９
＝００４／３＋００９／４＋０４９／６＋１／９

由模糊子集扩张的定义式 （５４５），可有

ＤＩＬ［Ａ（ｕ）］＝０５０５／３＋０３０５／５＋１０５／６＋０２０５／８
＝０７／３＋０５４／５＋１／６＋０４５／８

ＤＩＬ［Ｂ（ｕ）］＝０２０５／３＋０３０５／４＋０７０５／６＋１０５／９
＝０４５／３＋０５４／４＋０８４／６＋１／９

（５）模糊子集的内积和外积　模糊子集内积和外积的定义为：设论域Ｕ 上
有模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ），Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）内积和外积定义式如下：

Ａ（ｕ）○Ｂ（ｕ）＝ ∨
ｕ∈Ｕ

［Ａ（ｕ）∧Ｂ（ｕ）］ （５４６）

Ａ（ｕ）⊙Ｂ（ｕ）＝ ∧
ｕ∈Ｕ

［Ａ（ｕ）∨Ｂ（ｕ）］ （５４７）

式 （５４６）和式 （５４７）中，“○”表示两模糊子集内积运算符号； “⊙”表
示两模糊子集外积运算符号。“∨”和 “∧”分别表示取上、下确界；对有限模
糊集合，则为 （２）、（３）中所介绍的表示取最大值与最小值的意思。

【例５９】　论域Ｕ＝ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ上有模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）：

Ａ（ｕ）＝０２／ａ＋０４／ｂ＋０３／ｃ＋０８／ｄ
Ｂ（ｕ）＝０６／ａ＋０５／ｂ＋０４／ｃ＋０７／ｄ

求：Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）的内积与外积。
由内积与外积的定义式 （５４６）和式 （５４７），可有：

Ａ（ｕ）○Ｂ（ｕ）＝（０２∧０６）∨（０４∧０５）∨（０３∧０４）∨（０８∧０７）

＝０２∨０４∨０３∨０７
＝０７

Ａ（ｕ）⊙Ｂ（ｕ）＝（０２∨０６）∧（０４∨０５）∧（０３∨０４）∧（０８∨０７）

＝０６∧０５∧０４∧０８
＝０４

４隶属原则和择近原则

（１）隶属原则　模糊子集的边界不是绝对的，论域中的元素以不同的隶属度
属于不同的模糊子集，这就需要有一个法则规定元素的归属。隶属原则就是解决
此问题的判别原则。

隶属原则规定：
设Ｒ（１）（ｕ）、Ｒ（２）（ｕ）、…、Ｒ（ｎ）（ｕ）为论域上的ｎ个模糊子集，ｕ０ 是Ｕ 中
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的一个元素，若：

Ｒ（ｉ）（ｕ０）＝ｍａｘ［Ｒ（１）（ｕ０），Ｒ（２）（ｕ０），…，Ｒ（ｎ）（ｕ０）］
则认为ｕ０ 相对隶属于Ｒ（ｉ）（ｕ）。
【例５１０】　论域Ｕ＝｛０，１，２，…，１００｝上有 “年老”与 “年轻”两个模

糊子集Ｏ（ｕ）和Ｙ（ｕ），其隶属函数分别由式 （５３６）和式 （５３７）定义。求年龄

３５、４５和５５属于Ｏ（ｕ）还是Ｙ（ｕ）。
由式 （５３６）和式 （５３７），计算元素３５、４５和５５属于模糊子集Ｏ（ｕ）和

Ｙ（ｕ）的隶属度。

　　Ｏ（３５）＝０
Ｏ（４５）＝０

Ｏ（５５）＝［１＋（５５－５０
５ ）－２］－１

＝０５

Ｙ（３５）＝［１＋（３５－２５
５ ）２］－１

＝０２

Ｙ（４５）＝［１＋（４５－２５
５ ）２］－１

＝００５９

Ｙ（５５）＝［１＋（５５－２５
５ ）２］－１

＝００２７

Ｙ（３５）＞Ｏ（３５），根据隶属原则，年龄３５相对隶属于模糊子集Ｙ（ｕ）。

Ｙ（４５）＞Ｏ（４５），年龄４５相对隶属于模糊子集Ｙ（ｕ）。

Ｙ（５５）＜Ｏ（５５），年龄５５相对隶属于模糊子集Ｏ（ｕ）。
（２）择近原则　隶属原则解决了论域中元素相对于模糊子集的隶属关系。这

是模糊判别中经常遇到的问题。除此之外，在模糊判别中还经常碰到论域Ｕ 中
若干模糊子集相互贴近程度的判别问题。这是择近原则所要回答的问题。择近原
则的判别准则是贴近度。

贴近度的定义为：设Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）为论域Ｕ 上的两个模糊子集，Ａ（ｕ）和

Ｂ（ｕ）的贴近度以式 （５４８）表示：

［Ａ（ｕ），Ｂ（ｕ）］＝１
２

｛Ａ（ｕ）○Ｂ（ｕ）＋［１－Ａ（ｕ）⊙Ｂ（ｕ）］｝ （５４８）

式 （５４８）中［Ａ（ｕ），Ｂ（ｕ）］表示模糊子集 Ａ（ｕ）和 Ｂ（ｕ）的贴近度。
［Ａ（ｕ），Ｂ（ｕ）］的值越接近１，Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）越近似。

有了贴近度的概念就可以定义择近原则：
论域Ｕ 上有ｎ个模糊子集Ｒ（１）（ｕ），Ｒ（２）（ｕ），…，Ｒ（ｎ）（ｕ）及另一模糊子集

Ｂ（ｕ），若有１≤ｉ≤ｎ使
［Ｂ（ｕ），Ｒ（ｉ）（ｕ）］＝ｍａｘ［Ｂ（ｕ），Ｒ（ｊ）（ｕ）］　　ｊ＝１，２，３，…，ｎ （５４９）

则称Ｂ（ｕ）与Ｒ（ｉ）（ｕ）最贴近，即Ｂ（ｕ）与Ｒ（ｎ）（ｕ）合并，匹配程度最高，
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这就叫择近原则。
【例５１１】　论域Ｕ＝ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ上有模糊子集Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）：

Ａ（ｕ）＝０２／ａ＋０４／ｂ＋０３／ｃ＋０８／ｄ
Ｂ（ｕ）＝０６／ａ＋０５／ｂ＋０４／ｃ＋０７／ｄ

若论域Ｕ 上另有一模糊子集Ｃ（ｕ）：

Ｃ（ｕ）＝０５／ａ＋０４／ｂ＋０５／ｃ＋０６／ｄ
问Ｃ（ｕ）并入Ａ（ｕ）和Ｂ（ｕ）两子集中的哪一个更合理？
按式 （５４８），分别求Ｃ（ｕ）和Ａ（ｕ）、Ｂ（ｕ）的贴近度：

［Ｃ（ｕ），Ａ（ｕ）］＝１
２

｛Ｃ（ｕ）○Ａ（ｕ）＋［１－Ｃ（ｕ）⊙Ａ（ｕ）］｝

＝１
２

｛（０５∧０２）∨（０４∧０４）∨（０５∧０３）∨（０６∧０８）＋

［１－（０５∨０２）∧（０４∨０４）∧（０５∨０３）∧（０６∨０８）］｝

＝１
２

［０２∨０４∨０３∨０６＋（１－０５∧０４∧０５∧０８）］

＝１
２

［０６＋（１－０４）］＝０６

［Ｃ（ｕ），Ｂ（ｕ）］＝１
２

｛Ｃ（ｕ）○ Ｂ（ｕ）＋［１－Ｃ（ｕ）⊙Ｂ（ｕ）］｝

＝１
２

｛（０５∧０６）∨（０４∧０５）∨（０５∧０４）∨（０６∧０７）＋

［１－（０５∨０６）∧（０４∨０５）∧（０５∨０４）∧（０６∨０７）］｝

＝１
２

［０５∨０４∨０４∨０６＋（１－０６∧０５∧０５∧０７）］

＝１
２

［０６＋（１－０５）］＝０５５

由于［Ｃ（ｕ），Ａ（ｕ）］＞［Ｃ（ｕ），Ｂ（ｕ）］，根据择近原则，Ｃ（ｕ）并入Ａ（ｕ）相对
更合理。

二、模糊聚类分析

用模糊数学的方法进行聚类分析称为模糊聚类。由于环境科学中许多概念伴
随模糊性，因此用模糊聚类的方法来处理环境科学中的许多聚类问题是十分合理
的。模糊聚类分析的分类是建立在模糊关系基础上的，因此先简要地介绍模糊关
系的基本概念。

１模糊关系基本概念

模糊关系的定义：所谓模糊集Ｕ（ｕ）到Ｖ（ｖ）的一个模糊关系Ｒ（ｕ，ｖ）是
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指Ｕ（ｕ）×Ｖ（ｖ）的一个模糊子集，隶属度μ
（Ｒ）（ｕ，ｖ）表示元素ｕ与ｖ具有关

系Ｒ（ｕ，ｖ）的程度。
模糊关系定义中Ｕ（ｕ）×Ｖ（ｖ）表示模糊集Ｕ（ｕ）和Ｖ（ｖ）中元素ｕ和ｖ之间

的一种无约束的搭配，称为笛卡儿积集。在笛卡儿积集Ｕ（ｕ）×Ｖ（ｖ）加上一个
限制Ｒ（ｕ，ｖ）即表示了Ｕ（ｕ）×Ｖ（ｖ）的一个模糊关系。Ｒ（ｕ，ｖ）是一个模糊子
集，当Ｕ（ｕ）和Ｖ（ｖ）都是有限集合时，Ｒ（ｕ，ｖ）可用一个矩阵表示，这样的
矩阵 （元素是介于０，１之间的实数）称为模糊矩阵。

２模糊矩阵的合成运算

若Ｒ（ｕ，ｖ）是模糊集Ｕ（ｕ）至Ｖ（ｖ）的一个模糊关系，Ｓ（ｖ，ｗ）是模糊集

Ｖ（ｖ）至Ｗ（ｗ）的一个模糊关系，则Ｒ（ｕ，ｖ）和Ｓ（ｖ，ｗ）的合成表示Ｕ（ｕ）
至Ｗ（ｗ）的一个模糊关系，记为Ｒ ○Ｓ，其运算式为：

Ｒ（ｕ，ｖ）○Ｓ（ｖ，ｗ）＝∫Ｕ×Ｗ
∨μ

（Ｒ）（ｕ，ｖ）∧μ
（Ｓ）（ｖ，ｗ）

（ｕ，ｗ） （５５０）

若Ｕ（ｕ）、Ｖ（ｖ）和Ｗ（ｗ）是有限集合。Ｒ（ｕ，ｖ）是ｎ×ｍ 维模糊矩阵，

Ｓ（ｖ，ｗ）是ｍ×ｒ维模糊矩阵，则Ｒ（ｕ，ｖ）和Ｓ（ｖ，ｗ）的合成运算可表
示为：

Ｒ（ｕ，ｖ）○Ｓ（ｖ，ｗ）＝∨
ｍ

ｊ＝１
［μ

（Ｒ）（ｕ，ｖ）∧μ
（Ｓ）（ｖ，ｗ）］ （５５１）

【例５１２】　有模糊矩阵Ｒ
烄

烆

＝
０２ ０６
０４ ０８

烌

烎０９ ０２

，Ｓ （＝
０３ ０７）０１ ０４

，求Ｒ、Ｓ的合成

矩阵。
由式 （５５１），可有Ｒ、Ｓ的合成矩阵：

　Ｒ ○Ｓ
烄

烆

＝
０２ ０６
０４ ０８

烌

烎０９ ０２
（○
０３ ０７）０１ ０４

烄

烆

＝

（０２∧０３）∨（０６∧０１）　　　（０２∧０７）∨（０６∧０４）
（０４∧０３）∨（０８∧０１）　　　（０４∧０７）∨（０８∧０４）
（０９∧０３）∨（０２∧０１）　　　（０９∧０７）∨（０２∧０４

烌

烎）

烄

烆

＝
０２∨０１ ０２∨０４
０３∨０１ ０４∨０４
０３∨０１ ０７∨

烌

烎０２

烄

烆

＝
０２ ０４
０３ ０４

烌

烎０３ ０７
由 ［例５１２］中的运算可以看到，合成矩阵运算类似普通矩阵的乘法运算，

所不同的是将普通矩阵乘法运算中的 “×”改为 “∧”，“＋”改为 “∨”。
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３模糊聚类

以水体单元聚类为例，介绍模糊聚类的方法。
对于某个水体单元，假定它的水质以ｎ个参数表示，则该水体水质可以一集

合Ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）表示。在环境质量的评价中，“环境质量”是一个模糊
概念，对于单项污染参数ａｋ，我们规定，隶属于 “清洁水体”这一模糊概念的
隶属函数如下：

μｋｊ 烅
烄

烆
＝

１　　　（０≤ａｋｊ≤ｃｏｋ）

ｃｏｋ

ａｋｊ
（ｃｏｋ＜ａｋｊ）

（５５２）

式 （５５２）中，μｋｊ为第ｊ个水体单元中第ｋ项水质参数对于 “清洁水体”
概念的隶属函数值；ａｋｊ为第ｊ个水体单元中第ｋ项水质参数浓度值；ｃｏｋ为地面
水标准中第ｋ项水质参数的浓度标准；ｋ为水体单元中水质参数的序数，ｋ＝
１，２，…，ｎ。

则该水体单元水质可以用一模糊子集来表示：

Ａｊ＝（μ１ｊ，μ２ｊ，…，μｎｊ）
模糊子集Ａｉ＝（μ１ｉ，μ２ｉ，…，μｎｉ）和Ａｊ＝（μ１ｊ，μ２ｊ，…，μｎｊ）之间的模糊关系

Ｒ（μｉ，μｊ）的隶属函数选择如下形式：

ｒｉｊ ＝

ｎ

ｋ＝１
ｍｉｎ（μｉｋ，μｊｋ）


ｎ

ｋ＝１
ｍａｘ（μｉｋ，μｊｋ）

（５５３）

式 （５５３）中，ｒｉｊ为模糊子集Ａｉ 和Ａｊ 之间模糊关系Ｒ（μｉ，μｊ）的隶属函
数；ｉ，ｊ为模糊子集Ａ 的序数，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｍ。

由式 （５５３），可以计算得到表示模糊关系Ｒ（μｉ，μｊ）的模糊矩阵Ｒ：

Ｒ

烄

烆

＝

ｒ１１ ｒ１２ … ｒ１ｍ

ｒ２１ ｒ２２ … ｒ２ｍ

   

ｒｍ１ ｒｍ２ … ｒ

烌

烎ｍｍ

（５５４）

可以进行聚类分析的模糊矩阵Ｒ应具有如下三个性质：
（１）自反性：ｒｉｉ＝１ （ｉ＝１，２，…，ｍ）
（２）对称性：ｒｉｊ＝ｒｊｉ

（３）传递性：Ｒ ○Ｒ∈Ｒ
由式 （５５３）计算所得的模糊矩阵Ｒ ［式 （５５４）］已经满足了自反性和对
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称性，但不一定满足传递性。对于不满足传递性的模糊矩阵Ｒ可以通过求传递
闭包的方法加以改造，使其具有传递性，传递闭包的方法是根据模糊矩阵合成运
算式 （５５１）计算：

Ｒ２＝Ｒ ○Ｒ （５５５）
由式 （５５５）依次求出合成的模糊矩阵Ｒ２、Ｒ４、…、Ｒ２ｎ，当Ｒ２ｎ＝Ｒ２（ｎ＋１）

时，即ｒ２ｎ
ｉｊ ＝ｒ２（ｎ＋１）

ｊｉ 时，则可认为模糊矩阵Ｒ２ｎ已具有传递性。
用取门槛值α（０≤α≤１）的方法可以将模糊矩阵Ｒ２ｎ转换成为普通逻辑矩

阵Ｒα：

ｒ１
ｉｊ ｛＝

０　　（ｒ２ｎ
ｉｊ ＜α）

１ （ｒ２ｎ
ｉｊ ≥α）

（５５６）

式中，ｒ１
ｉｊ为普通逻辑矩阵元素；ｒ２ｎ

ｉｊ 为模糊矩阵Ｒ２ｎ的元素；Ｒα 的意义为模
糊矩阵Ｒ２ｎ的α水平集合 ［见式 （５３８）］。当α的值由１下降到０时，所分的类
由细变粗，逐渐归并为一类，形成一个动态聚类图，完成了聚类过程。

【例５１３】　实测某水体得监测数据如表５１９所示。

表５１９　［例５１３］中水体监测数据

水体单元
水质参数／（ｍｇ／Ｌ）

ＣＯＤ 氨氮 酚 氰
水体单元

水质参数／（ｍｇ／Ｌ）

ＣＯＤ 氨氮 酚 氰

１ １０６ １０５ ０１６ ０２４
２ ３３４ ４４ ００２ ０
３ １２４ ９０ ０１２ ０２０

４ ４０６ ７３ ００７ ０１０
５ ７３８ １１５ ０１４ ００５
６ ９４７ １３２ ０４８ ００６

用模糊聚类法对水体单元进行聚类。
聚类计算过程如下：
（１）查得有关水质参数的标准 （即ｃ０ｋ）如下：ＣＯＤ１０ｍｇ／Ｌ；氨氮０５ｍｇ／Ｌ；

酚００１ｍｇ／Ｌ；氰００５ｍｇ／Ｌ。由式 （５５２），计算每个水体单元的隶属函数：

Ａ１＝（０９４，００５，００６，０２１）

Ａ２＝（０３０，０１１，０５０，１）

Ａ３＝（０８１，００６，００８，０２５）

Ａ４＝（０２５，００７，０１４，０５０）

Ａ５＝（０１４，００４，００７，１）

Ａ６＝（０１１，００４，００２，０８３）

（２）根据式 （５５３），计算得模糊矩阵Ｒ的元素：

ｒ１１＝１
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ｒ１２＝０３０＋００５＋００６＋０２１
０９４＋０１１＋０５０＋１ ＝０２４

ｒ１３＝０８１＋００５＋００６＋０２１
０９４＋００６＋００８＋０２５＝０８５

ｒ１４＝０２５＋００５＋００６＋０２１
０９４＋００７＋０１４＋０５０＝０３５

ｒ１５＝０１４＋００４＋００６＋０２１
０９４＋００５＋００７＋１ ＝０２２

ｒ１６＝０１１＋００４＋００２＋０２１
０９４＋００５＋００６＋０８３＝０２０

ｒ２２＝１

ｒ２３＝０３０＋００６＋００８＋０２５
０８１＋０１１＋０５０＋１ ＝０２９

ｒ２４＝０２５＋００７＋０１４＋０５０
０３０＋０１１＋０５０＋１ ＝０５０

ｒ２５＝０１４＋００４＋００７＋１
０３０＋０１１＋０５０＋１＝０６５

ｒ２６＝０１１＋００４＋００２＋０８３
０３０＋０１１＋０５０＋１ ＝０５２

ｒ３３＝１

ｒ３４＝０２５＋００６＋００８＋０２５
０８１＋００７＋０１４＋０５０＝０４２

ｒ３５＝０１４＋００４＋００７＋０２５
０８１＋００６＋００８＋１ ＝０２６

ｒ３６＝０１１＋００４＋００２＋０２５
０８１＋００６＋００８＋０８３＝０２４

ｒ４４＝１

ｒ４５＝０１４＋００４＋００７＋０５０
０２５＋００７＋０１４＋１ ＝０５１

ｒ４６＝０１１＋００４＋００２＋０５０
０２５＋００７＋０１４＋０８３＝０５２

ｒ５５＝１

ｒ５６＝０１１＋００４＋００２＋０８３
０１４＋００４＋００７＋１ ＝０８０
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ｒ６６＝１

模糊矩阵Ｒ可以表示为：

Ｒ

烄

烆

＝

１ ０２４ ０８５ ０３５ ０２２ ０２０
０２４ １ ０２９ ０５０ ０６５ ０５２
０８５ ０２９ １ ０４２ ０２６ ０２４
０３５ ０５０ ０４２ １ ０５１ ０５２
０２２ ０６５ ０２６ ０５１ １ ０８０

烌

烎０２０ ０５２ ０２４ ０５２ ０８０ １

（３）改造矩阵Ｒ

Ｒ２＝Ｒ ○Ｒ

烄

烆

＝

１ ０３５ ０８５ ０４２ ０３５ ０３５
０３５ １ ０４２ ０５２ ０６５ ０６５
０８５ ０４２ １ ０４２ ０４２ ０４２
０４２ ０５２ ０４２ １ ０５２ ０５２
０３５ ０６５ ０４２ ０５２ １ ０８０

烌

烎０３５ ０６５ ０４２ ０５２ ０８０ １

Ｒ４＝Ｒ２ ○Ｒ２

烄

烆

＝

１ ０４２ ０８５ ０４２ ０４２ ０４２
０４２ １ ０４２ ０５２ ０６５ ０６５
０８５ ０４２ １ ０４２ ０４２ ０４２
０４２ ０５２ ０４２ １ ０５２ ０５２
０４２ ０６５ ０４２ ０５２ １ ０８０

烌

烎０４２ ０６５ ０４２ ０５２ ０８０ １

Ｒ８＝Ｒ４ ○Ｒ４

烄

烆

＝

１ ０４２ ０８５ ０４２ ０４２ ０４２
０４２ １ ０４２ ０５２ ０６５ ０６５
０８５ ０４２ １ ０４２ ０４２ ０４２
０４２ ０５２ ０４２ １ ０５２ ０５２
０４２ ０６５ ０４２ ０５２ １ ０８０

烌

烎０４２ ０６５ ０４２ ０５２ ０８０ １

由于Ｒ８＝Ｒ４，表明矩阵改造完毕。
（４）聚类　取门槛值α（０≤α≤１），模糊矩阵中元素按式 （５５６）变为０或

１，即将模糊矩阵转换成了普通逻辑矩阵。
如取α＝０８０，则得到矩阵：
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Ｒα＝０８０

烄

烆

＝

１ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １

烌

烎０ ０ ０ ０ １ １

（５５７）

由式 （５５７），可将六个水体单元分成四类：
［１，３］，［２］，［４］，［５，６］
如取α＝０６０，则得到矩阵：

Ｒα＝０６０

烄

烆

＝

１ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ １ １
１ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ １ ０ ０ １ １

烌

烎０ １ ０ ０ １ １

（５５８）

由式 （５５８），可将六个水体单元分成三类：
［１，３］，［２，５，６］，［４］
如取α＝０５０，则得到矩阵：

Ｒα＝０５０

烄

烆

＝

１ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ １
１ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ １
０ １ ０ １ １ １

烌

烎０ １ ０ １ １ １

（５５９）

由式 （５５９），六个水体单元可分成两类：
［１，３］，［２，４，５，６］
如取α＝０４０，则得到矩阵：

Ｒα＝０４０ 烅

烄

烆

＝

１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １

烍

烌

烎１ １ １ １ １ １

（５６０）
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式 （５６０）所表示的矩阵中，所有元素都为 “１”，这样的矩阵称为 “么”矩
阵。此时，六个水体单元都归并为一类：

［１，２，３，４，５，６］
上述聚类过程可用一聚类图表示，见图５５，至此聚类过程完毕。

图５５　 ［例５１３］中六水体单元聚类图
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在研究分析环境科研和监测数据时，我们已经确认环境数据是反映随机现象
的随机变量。但是在本章前，对环境数据进行的统计分析是将其作为在一定条件
下的随机变量来进行的，即认为随机现象是在时间静止的情况下发生的。在这种
条件下，分析环境数据所得到的环境质量特征是静态的。然而事实上环境污染现
象是随时间推进而演变的过程，因此仅仅从静态的角度分析研究环境数据显然是
不够的。为了从环境数据的统计分析中发掘出更多的信息，认识环境污染过程的
动态特征，必须注意研究环境污染随时间变化的规律。随机变量依赖于变动参数
（例如时间）的变化称为随机过程。环境污染过程是典型的随机过程，用随机过
程的理论和方法来研究环境污染过程能够探索污染过程的动态特征，也是预测未
来污染变化趋势的有用的方法。

随机过程理论在现代数学理论中占有重要位置，在实践上也有很广泛的应
用。如信号传输过程中的白噪声、质点在液体或气体中的布朗运动、天气或气候
的变化过程等。随着环境科学的发展，特别是随着环境监测技术和科研技术的发
展，从大气、水质、噪声自动监测仪器得到了大量的监测数据，为污染过程的研
究提供了基础，使随机过程的理论和方法在环境科学中得到了越来越广泛的应
用。环境监测和科研数据的时间序列分析就是在随机过程理论基础上进行的。在
实际的数据分析中，经常面对的是一些特定的随机过程，如马尔科夫过程、平稳
随机过程、独立增量过程和维纳过程等。在本章中主要介绍平稳随机过程和马尔
科夫过程在环境数据分析中的具体应用。

第一节　随机过程与时间序列的基本概念

一、随机过程的概念

自然界中，许多事物的变化过程遵循某种必然的变化规律，也就是说事物的
变化过程可以用一个 （或几个）时间ｔ的确定函数来描述，这种变化过程称作确
定性过程。例如地球绕太阳运转的运行轨迹，自由落体运动中落体的位置变化，
声波在介质中的传播距离等，都是确定性过程。以介质中的声波传播为例，某一
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介质中的声传播速度为Ｃ，声波传播的距离有如下的关系式：

ｄ＝Ｃｔ　ｔ≥０ （６１）
显然，这个关系式精确的描述了ｔ≥０时刻声波传播的距离。
自然界中还有另一类事物的变化过程，这类变化过程没有必然的规律，也就

是说变化过程无法用时间ｔ的确定函数来描述。或者事物变化全过程的某次观测
结果是时间ｔ的函数，但同一事物的变化过程独立地重复进行多次观测所得的结
果并不相同。这类变化过程就是随机过程。环境污染过程就是一个典型的随机过
程。如大气中污染物的浓度变化；排污口的排污量和浓度的变化；噪声污染源辐
射强度的变化等。下面举一个具体的例子来说明随机过程的概念。

交通干线边上一测点测得的若干天２４小时的噪声强度变化如图６１所示。

图６１　４天２４小时交通噪声强度变化

由图６１可见，任何一天的交通噪声强度２４ｈ的变化都是无规律的、不可准
确预测的。也就是说，任一时刻无法准确预测下一时刻的噪声强度。此外，同一
测点的４天观测结果可以视为同一变化过程的４次独立观测结果 （暂不考虑其他
变化因素）。显然，同一时刻的４次重复观测结果完全不同，取值是随机的。

交通噪声强度受到道路车流量和车辆构成等多种随机因素的影响。事实上，
交通噪声强度变化是一个弱平稳随机过程。

以上述概念为基础，我们引入随机过程的定义。
对于ｔ∈Ｔ，Ｘ（ｔ）是依赖于时间ｔ的一族随机变量，就称Ｘ（ｔ）是随机过程。

或者对于每一个给定的ｔｉ∈Ｔ，Ｘ（ｔｉ）都是随机变量，Ｘ（ｔ）也称为随机过程。
此处Ｔ代表规定此过程的所有时间点的集合，ｔ表示时间指标。

随机过程可以按照其状态分为连续型或离散型两类。
如果一个随机过程Ｘ（ｔ）对于一任意ｔｉ∈Ｔ，Ｘ（ｔｉ）都是连续随机变量，我

们就称这个随机过程为连续型随机过程。例如在地表水质量监测中，测量一段面
的ＣＯＤ浓度，显然ＣＯＤ浓度的取值是在一范围内连续变化的，因而这一监测
过程是连续型随机过程。
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如果随机过程Ｘ（ｔ）对于任一ｔｉ∈Ｔ，Ｘ（ｔｉ）都是离散型随机变量，那么就
称这一随机过程为离散型随机过程。仍以地表水段面的ＣＯＤ测量为例子。如果
以超标或不超标作为指标来测量，那么测量结果显然只有两种：超标和不超标，
因而这样的测量过程是一个离散型随机过程。

随机过程还可以按照其时间参数的连续和离散进行分类。
如果随机过程Ｘ（ｔ）的参数集Ｔ是一有限或无限区间，则称Ｘ（ｔ）为连续参

数随机过程，亦称随机函数 （以下随机过程一词专指连续参数随机过程）。如果
参数集Ｔ是离散的，是可列个数的集合，就称Ｘ（ｔ）为离散参数随机过程，又称
作随机序列。例如图６１的道路交通噪声强度变化过程，显然在２４小时内参数
集Ｔ是连续的，即Ｔ＝｛ｔ，０≤ｔ≤２４｝，因而道路交通噪声强度变化过程是连续参
数随机过程。但实际测量交通噪声时，为了方便观测和适应数字化的要求，常常
是每一小时观测一次，即参数集为Ｔ＝｛１，２，３，…，２４｝，显然道路交通噪声测量
所获得的随机过程为一个随机序列：｛Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，…，Ｘ２４｝。在大多数情况下，
只要数据采集合理，随机序列是可以近似描述随机过程的。

对一个固定的时刻ｔ来说，随机过程表现为随机变量，通常称随机过程的任
一固定时刻为随机过程的一个截口。如图６１中２４小时的任一个小时都可以作
为随机过程的一个截口，截口上的任一个取值都是ｔ时刻随机变量的一个样本。
随机过程的任一次具体观测结果称为随机过程的一个现实。如图６１是４天的道
路交通噪声测量结果，即为随机过程的４个现实。观测的日子越多，显然随机过
程的现实就越多。一个随机过程实际上是由无数个具有同一统计属性的现实组成
的。读者在后面可以看到，有些随机过程只能获得数个或一个现实。随机过程的
分析就只有在这有限个现实上进行。

随机过程的参数不一定是时间ｔ，还可以是别的参量。例如观测大气污染物
浓度随高度变化时，可以把大气污染物浓度看作是高度ｈ的随机函数。考虑污染
物在河流中的扩散时，污染物的浓度可以看作是河流长度ｌ的随机函数，即有

Ｘ（ｌ）。一般将具有这种性质的随机过程广义地称为随机函数，在以后的分析讨
论中，随机过程一词是专指参变量为时间ｔ的随机函数。

二、随机过程的统计描述

根据定义，随机过程在任一固定时刻的状态是随机变量，因而可以利用随机
变量的统计描述方法来描述随机过程的特性。

Ｘ（ｔ）为一随机过程，对于任一ｔ∈Ｔ，即有Ｘ（ｔ）是一随机变量，它的分布
函数是ｔ的函数，有如下的形式：

Ｆ（ｘ，ｔ）＝Ｐ｛Ｘ（ｔ）≤ｘ｝ （６２）
称作随机过程Ｘ（ｔ）的一维分布函数。若以下的积分存在：
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Ｆ（ｘ，ｔ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ （６３）

则称ｆ（ｘ，ｔ）为随机过程Ｘ（ｔ）的一维概率密度函数。一维分布函数和概
率密度函数描述了随机过程Ｘ（ｔ）在各个孤立时刻的统计特性，但不能反映随机
过程在不同时刻所处状态之间的联系。

随机过程Ｘ（ｔ）在任意两时刻ｔ１、ｔ２ 所处的状态为Ｘ（ｔ１）、Ｘ（ｔ２）。为了描
述这两个状态之间的联系，此处引入随机变量 Ｘ（ｔ１）和 Ｘ（ｔ２）的联合分布函
数，记作：

Ｆ（Ｘ１，Ｘ２；ｔ１，ｔ２）＝Ｐ｛Ｘ（ｔ１）≤ｘ１，Ｘ（ｔ２）≤ｘ２｝ （６４）
称为随机过程Ｘ（ｔ）的二维分布函数。

ｆ（ｘ１，ｘ２；ｔ１，ｔ２）＝Ｆ（ｘ１，ｘ２；ｔ１，ｔ２）
ｘ１ｘ２

（６５）

称为随机过程Ｘ（ｔ）的二维概率密度函数。
类似的，当ｔ取ｎ个时刻ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ 时，随机过程Ｘ（ｔ）有ｎ个状态：

Ｘ（ｔ１），Ｘ（ｔ２），…，Ｘ（ｔｎ）。

ｎ个随机变量的联合分布函数为：

Ｆ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ；ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）＝Ｐ｛Ｘ（ｔ１）≤ｘ１，Ｘ（ｔ２）≤ｘ２，…，Ｘ（ｔｎ）≤ｘｎ｝ （６６）
称为随机过程Ｘ（ｔ）的ｎ维分布函数。

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）＝Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）
ｘ１ｘ２…ｘｎ

（６７）

称为随机过程Ｘ（ｔ）的ｎ维概率密度函数，当ｎ足够大时，ｎ维分布函数能够较
好地描述随机过程Ｘ（ｔ）的统计特性。但在实际问题中，给出随机过程Ｘ（ｔ）的ｎ
维分布函数非常复杂，甚至不可能，并且对大多数问题来说，也并不必要。实际
上可以利用随机过程Ｘ（ｔ）的一些数字特征，如数学期望、方差、协方差函数、
自相关函数等，描述Ｘ（ｔ）的基本统计特性。

随机过程Ｘ（ｔ）的数学期望就是这个过程的平均数，记作：

μ（ｔ）＝Ｅ［Ｘ（ｔ）］＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ （６８）

式中，ｆ（ｘ，ｔ）是随机过程Ｘ（ｔ）的一维概率密度函数。μ（ｔ）又称作平均数
函数，显然是时间ｔ的函数。

随机过程的数学期望μ（ｔ）是Ｘ（ｔ）的所有样本函数在时刻ｔ的函数值的平
均，表示了随机过程Ｘ（ｔ）在各个时刻的起伏中心，如图６２的中间虚线所示。

随机过程的方差Ｄ（ｔ）的定义为：

Ｄ（ｔ）＝Ｅ［Ｘ（ｔ）－μ（ｔ）］２ （６９）
随机过程的均方差σ（ｔ）的定义为：

σ（ｔ）＝ Ｄ（ｔ槡 ） （６１０）
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图６２

随机过程Ｘ（ｔ）的均方差σ（ｔ）反映了随机过程Ｘ（ｔ）任一时刻的所有可能
取值相对于均值μ（ｔ）的偏离程度，如图６２的上下两端虚线所示。

数学期望和方差作为随机过程的两个主要数学特征，分别描述了随机过程的
起伏中心和离散程度。但仅靠这两个统计特征，还不能较全面地描述随机过程。
图６３所示是两个数学期望和方差完全相同的随机过程。

图６３　数学期望和方差完全相同的两个随机过程

由图６３可见，两个随机过程还有其他显著不同的特征。ｙ（ｔ）的变化平滑、
缓慢，而ｘ（ｔ）的变化要起伏频繁得多、不规则得多。显然要描述随机过程的这
类特征，还应引入称为自相关函数的随机过程统计特征值，记作ＲＸ（ｔ，ｔ′）：

ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝Ｅ｛｛Ｘ（ｔ）－Ｅ［Ｘ（ｔ）］｝｛Ｘ（ｔ′）－Ｅ［Ｘ（ｔ′）］｝｝

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｘ１（ｔ）－μ（ｔ）］［ｘ２（ｔ′）－μ（ｔ′）］ｆ（ｘ１，ｘ２，ｔ，ｔ′）ｄｘ１ｄｘ２ （６１１）

式中，ｆ（ｘ１，ｘ２，ｔ，ｔ′）为二维分布函数。
为了消除量纲和便于比较，通常使用自相关函数的标准化形式：

ｒＸ（ｔ，ｔ′）＝ＲＸ（ｔ，ｔ′）
σ（ｔ）σ（ｔ′） （６１２）

ｒＸ（ｔ，ｔ′）又称作自相关系数。
自相关函数主要用来描述随机过程变化的不规则程度。它有以下几个性质。
（１）对称性：ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝ＲＸ（ｔ′，ｔ）
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（２）ｔ′＝ｔ时，ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝σ２（ｔ）
（３）ｒＸ（ｔ，ｔ′）的取值范围为 ［－１，１］

ｒＸ（ｔ，ｔ′）＝１时为完全正相关；

ｒＸ（ｔ，ｔ′）＝０时为完全不相关；

ｒＸ（ｔ，ｔ′）＝－１时为完全负相关；

ｒＸ（ｔ，ｔ）≡１。
显然，随机过程的方差可以通过相关函数直接获得。一旦求出相关函数，就

无需再单独计算方差。
环境科研和监测中，经常可以遇到相关函数分析的例子。如研究每天２４ｈ中

每两个时刻的城市大气中ＳＯ２ 的污染浓度的关系，就是一个随机过程的自相关
函数问题。

在环境科研和监测中，也常遇到这样的问题，如研究某一时刻的污染源排放
量和另一时刻的大气污染物浓度之间的联系，就必须引入互相关函数：

ＲＸＹ（ｔ，ｔ′）＝Ｅ｛｛Ｘ（ｔ）－Ｅ［Ｘ（ｔ）］｝｛Ｙ（ｔ′）－Ｅ［Ｙ（ｔ′）］｝｝

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
［ｘ（ｔ）－μｘ（ｔ）］［ｙ（ｔ′）－μｙ（ｔ′）］ｆ（ｘ，ｙ，ｔ，ｔ′）ｄｘｄｙ （６１３）

互相关系数：

ｒＸＹ（ｔ，ｔ′）＝ＲＸＹ（ｔ，ｔ′）
σｘ（ｔ）σｙ（ｔ′） （６１４）

若两个随机过程是相互独立的，必然对任意的ｔ和ｔ′有：

ｒＸＹ（ｔ，ｔ′）＝０ （６１５）
反过来不一定成立。
以下举一个随机过程的数字特征的计算实例。
【例６１】　随机过程Ｘ（ｔ）有如下的形式：

Ｘ（ｔ）＝ａｃｏｓ（ωｔ＋θ）式中，ａ和ω 是常数，θ是在 （０，２π）的定义域上均匀
分布的随机变量。求该随机变量的数学期望、方差和自相关函数。

显然该随机过程是一个随机相位正弦波。由定义概率密度应为：

ｆ（θ） 烅
烄

烆
＝

１
２π　　（０＜θ＜２π）

０　　　（其他）
因而随机过程的数学期望为：

μ（ｔ）＝Ｅ［ａｃｏｓ（ωｔ＋θ）］＝∫
２π

０
ａｃｏｓ（ωｔ＋θ）·１

２πｄθ＝０

自相关函数为：

　ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝Ｅ｛［Ｘ（ｔ）－μ（ｔ）］［Ｘ（ｔ′）－μ（ｔ′）］｝
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＝ａ２∫
２π

０
ｃｏｓ（ωｔ＋θ）ｃｏｓ（ωｔ′＋θ）·１

２πｄθ＝ａ２

２ｃｏｓ［ω（ｔ－ｔ′）］＝ａ２

２ｃｏｓωτ

式中 τ＝ｔ－ｔ′
当ｔ＝ｔ′时，自相关函数即为随机过程的方差。

σ２（ｔ）＝ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝ａ２

２
相关分析技术无论是在硬件上还是软件上都很成熟。在环境监测与评价领域

中应用也非常广。例如判别主要污染源的问题，就可以使用互相关技术。某一监
测点附近地区受到ｎ个污染源的同时污染，要鉴别污染该测点的主要污染源，最
简便的方法是让附近的污染源分别排放，分别测量比较。由于实践中无法让工厂
停工，污染源停止排放，这种方法不容易实行。此时可采用互相关技术进行分
析。相关分析方法就是同步测量监测点和数个污染源的污染物浓度变化状况，然
后将每一污染源附近的测量数据分别与监测点的测量数据做互相关分析，比较互
相关函数来鉴别主要的污染源。

三、平稳随机过程

从是否 “平稳”来对随机过程分类，常常会为研究分析随机过程带来许多方
便。环境科研和监测中遇到的许多随机过程分析，一旦确认是平稳随机过程，问
题就会大大简化。

如果随机过程的统计特性不随时间ｔ而变化，就称该随机过程为平稳随机过
程。严格的定义为：随机过程Ｘ（ｔ）的所有有限维分布函数不随时间而变化，即
对任意给定的ｎ和τ，均有：

ｆｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ）＝ｆｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；ｔ１＋τ，ｔ２＋τ，…，ｔｎ＋τ） （６１６）
则称随机过程Ｘ（ｔ）为一平稳随机过程。显然，平稳随机过程的所有统计特性不随时
间ｔ的改变而改变，这是狭义平稳随机过程的定义，又称为强平稳随机过程。

在实际应用中，我们并不要求研究随机过程的所有统计特征是 “平稳”的，
而只要知道随机过程的几个主要的统计特征值是否 “平稳”。因而需要引入平稳
随机过程的另一个定义：

Ｅ［Ｘ（ｔ）］＝Ｃ （６１７）

ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝ＲＸ（ｔ′－ｔ）＝ＲＸ（τ） （６１８）
即随机过程Ｘ（ｔ）的任一时刻的数学期望为同一常量，自相关函数仅仅是时

间间隔τ的函数。这是广义平稳随机过程的定义，又称为弱平稳随机过程。
根据定义，［例６１］的随机相位正弦波的数学期望μ（ｔ）＝０，自相关函数

ＲＸ（ｔ，ｔ′）＝ａ
２ｃｏｓωτ，显然是个平稳随机过程。

在实际应用时，一个随机过程是否平稳固然可以通过概率统计方法来验证，但
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更多的是通过分析问题的实质和直观现象，直接判断随机过程是否平稳。例如，在流
量较高的道路两侧，在白天 （８：００～１６：００）８小时中任一时刻的交通噪声强度符合
正态分布，一般认为这一时段的道路交通噪声是平稳随机过程，如图６１所示。

平稳随机过程的主要统计特征不随时间ｔ改变，使得问题大大简化。但是如
何来得到这些统计特征值呢？例如，如何求出随机过程的数学期望和自相关函数
呢？按定义，如果有ｎ个现实，那么随机过程的统计特征值为：

μ（ｔ）＝１
ｎ 

ｎ

ｊ＝１
ｘｊ（ｔ） （６１９）

Ｒ（ｔ，ｔ′）＝ １
ｎ－１

ｎ

ｊ＝１

［ｘｊ（ｔ）－μ（ｔ）］［ｘｊ（ｔ′）－μ（ｔ′）］ （６２０）

即对任一ｔ时刻的ｎ个现实进行运算并求平均，就可得平稳过程的数学期望
和相关函数估计值。又称为总体平均值。这种估值方法虽然较严格，但计算起来
颇为烦琐。此外，在许多实际问题中，一般只能观测到一个现实，而不能获得多
个现实。如某一地区的废水年排放总量等。我们现在的问题是，能否用一个现实
在整个时间轴上的平均值来代替平稳随机过程的总体平均值。下面要探讨的是平
稳随机过程的各态历经性。

首先看一下图６４的例子，Ｘ（ｔ）、Ｙ（ｔ）分别是两种类型的平稳随机过程。

图６４　两种类型的平稳随机过程

由图可见，Ｘ（ｔ）的每一个现实都随着时间ｔ的增加围绕着数学期望上下波
动，即沿着同一个水准在变动。而Ｙ（ｔ）的每个现实都围绕着自己的一个特定水
准在波动。显然对Ｘ（ｔ）来说，只要ｔ充分长，几乎每个现实在它随时间的变化
中都能经过每个可能的状态，也就是说Ｘ（ｔ）具有各态历经性。即，只要时间足
够长，Ｘ（ｔ）的每一个现实都能反映随机过程Ｘ（ｔ）的统计特征。

由于具有各态历经性的平稳随机过程的每一个现实都对随机过程的统计特性
有代表性，因而在许多实际应用中常常用一个现实来得到随机过程的统计特征。
例如要求出随机过程的数学期望，就可以用一个充分长时间内记录到的一个现实
求平均值来近似，即：
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Ｅ［Ｘ（ｔ）］＝１
Ｎ 

Ｎ

ｉ＝１
ｘ（ｔｉ） （６２１）

自相关函数为：

Ｒ（τ）＝ １
Ｎ－１

Ｎ

ｉ＝１

［ｘ（ｔｉ）－μ］［ｘ（ｔｉ＋τ）－μ］ （６２２）

一般来说，具有各态历经性质的平稳随机过程的自相关函数随着时间间隔τ
逐渐增大而趋近于零，即： ｌｉｍ

τ→∞
Ｒ（τ）＝０ （６２３）

【例６２】　某城市的大气监测点采集到的某个月３０天的降尘数据如表６１所
示，该时段中降尘过程可近似作为平稳随机过程。试计算该市日降尘量的均值、
方差和相关系数。

表６１　［例６２］中大气监测点采集到的降尘数据／［ｔ／（ｋｍ２·ｄ）］

日 浓度 日 浓度 日 浓度

１ ２０
２ ２６
３ ２２
４ １４
５ １５
６ ２３
７ ２７
８ １６
９ １６
１０ ０８

１１ ０６
１２ ０６
１３ １２
１４ ０７
１５ １０
１６ １１
１７ １４
１８ １６
１９ １３
２０ ２１

２１ １１
２２ ２０
２３ １８
２４ ２７
２５ ２８
２６ ２１
２７ ２２
２８ ３０
２９ ２０
３０ １６

解　显然作为平稳随机过程的降尘过程具有各态历经性。按定义，降尘过程
的数学期望可用测得的一个现实求平均计算。

即均值为：Ｘ
－
＝

３０

ｉ＝１
ｘ（ｔｉ）

３０ ＝１７２ｔ／（ｋｍ２·ｄ）

方差为：σ２＝Ｒ（０）＝ １
３０－１

３０

ｉ＝１

［ｘ（ｔｉ）－Ｘ
－］２＝０４５８

各项自相关系数可按下式计算：

ｒ（τ）＝

１
３０－１－τ

３０－τ

ｉ＝１

［ｘ（ｔｉ）－Ｘ
－］［ｘ（ｔｉ＋τ）－Ｘ

－］

σ２

可得到表６２的数值。

表６２

τ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
ｒ（τ） ０６２６ ０４５３ ０３３０ ０３３５ ０１８３ ００３６ －０１１６ －０２６５ －０４２１
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　　由表６２得到的自相关系数示意图可一目了然，随着时间间隔增大，自相关
系数急剧衰减。本例中的时间不够长，取值不够多，还不能明显地反映出

ｌｉｍ
ｉ＝＋∞

Ｒ（τ）＝０的规律 （见图６５）。

图６５

环境问题往往受到气象、水文等系统性因素的影响。因而严格说来，环境科
研和监测中很难遇到真正的平稳随机过程。在实际处理环境污染问题时，应尽量
选取合适的时段，采集恰当的时间序列，使随机过程满足或近似满足平稳条件的
要求，从而运用平稳随机过程的研究处理方法和理论。

许多非平稳过程Ｙ（ｔ）经过适当变换可用平稳过程Ｘ（ｔ）来描述，这类非平
稳过程通常称作准平稳过程，最常见的准平稳过程有如下的三种类型：

Ｙ（ｔ）＝Ｘ（ｔ）＋Ｈ（ｔ） （６２４）

Ｙ（ｔ）＝Ｘ（ｔ）Ｈ（ｔ） （６２５）

Ｙ（ｔ）＝Ｈ１（ｔ）Ｘ（ｔ）＋Ｈ２（ｔ） （６２６）
式中，Ｘ（ｔ）为数学期望为零的平稳过程；Ｈ（ｔ）为非随机的时间函数。可

以证明，乘法模型和混合模型经过适当变换都可以简化为第一类的加法模型。下
面讨论具有加法模型性质的非平稳时间序列。

显然，加法模型的数学期望为：

Ｅ［Ｙ（ｔ）］＝Ｅ［Ｘ（ｔ）＋Ｈ（ｔ）］＝Ｅ［Ｘ（ｔ）］＋Ｅ［Ｈ（ｔ）］ （６２７）
式中，Ｅ［Ｘ（ｔ）］＝０；Ｅ［Ｈ（ｔ）］＝Ｈ（ｔ）即：Ｅ［Ｙ（ｔ）］＝Ｈ（ｔ） （６２８）
式 （６２７）和式 （６２８）表明非随机的时间函数 Ｈ（ｔ）就是加法模型的数学

期望，因而识别准平稳过程的数学期望，就可使非平稳过程Ｙ（ｔ）平稳化。
一般可以假设非随机时间函数Ｈ（ｔ）由两类函数叠加而成的。即：

Ｈ（ｔ）＝ｆ（ｔ）＋Ｔ（ｔ） （６２９）
式中，ｆ（ｔ）为主值函数项，下一节中我们将看到ｆ（ｔ）表述了时间序列的

长期变化趋势；Ｔ（ｔ）为周期函数项，表示影响时间序列的一些周期性因素。

ｆ（ｔ）的识别可以利用下节介绍的趋势分析方法，Ｔ（ｔ）的提取则可应用相关分析
或谱分析等手段，此处不做详细介绍。
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通常对非平稳随机过程做中心化处理，也可以实现平稳化，中心化的方法为：

ｘ（ｔ）＝Ｙ（ｔ）－μ（ｔ）
σ２（ｔ）

（６３０）

式中，μ（ｔ）为非平稳过程Ｙ（ｔ）的ｔ时刻的数学期望；σ２（ｔ）为ｔ时刻的方
差，显然所产生的新的随机过程ｘ（ｔ）的数学期望为零，方差为１。

平稳随机过程的中心化在自回归等分析中也常常使用。应用中心化的平稳随
机过程可以使问题大大简化。平稳随机过程ｘ′（ｔ）的中心化方法为：

ｘ（ｔ）＝ｘ′（ｔ）－Ｘ
－

σ２ （６３１）

式中，Ｘ
－ 为平稳随机过程的数学期望；σ２ 为方差，显然中心化的平稳随机

过程ｘ（ｔ）的均值为零，方差为１。

四、马尔科夫过程

随机过程的分析研究中，人们对不同时间的随机过程取值之间的关系特别予
以重视，马尔科夫过程就是这种取值关系较为简单的一种随机过程。马尔科夫过
程不同时间的取值关系是这样的，未来的状态仅依赖于现在的状态，而与现在状
态是怎样从过去状态变化过来的无关。也就是说，这种随机过程的未来状态仅与
已知的最后时刻的状态有关，而与更早的状态无关。

设随机过程Ｘ（ｔ）在时间ｔ１＜ｔ２＜…＜ｔｎ 的取值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，马尔科
夫过程必满足如下的概率关系：

Ｐ（ｘｎ｜ｘｎ－１，ｘｎ－２，…，ｘ１）＝Ｐ（ｘｎ｜ｘｎ－１） （６３２）
该式表明ｔｎ 时刻的随机过程取值仅与ｔｎ－１时刻的取值有关，与更早时刻的

取值无关。Ｐ（ｘｎ｜ｘｎ－１）是条件概率，又称为转移概率。
马尔科夫过程是无后效的随机过程。这表明这种过程的所有过去状态对未来状

态的影响全部聚集在最后时刻的状态中。如果马尔科夫过程的状态取离散状态，时间
也取离散时间，则这种离散的马尔科夫过程又称为马尔科夫链或简称为马氏链。

如果随机过程Ｘ（ｔ）共有ｎ个状态，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，从状态ｉ转移到状态

ｊ的转移概率为：

Ｐ（ｘｉ｜ｘｊ）＝ｐｉｊ　　（ｉ，ｊ＝１，２，３，４，…，ｎ） （６３３）
那么显然可以把所有的转移概率汇总在以下的转移矩阵中。由于ｉ，ｊ各有ｎ

个取值，因而矩阵显然也是ｎ×ｎ阶的：

［Ｐｉｊ］

烄

烆

＝

ｐ１１ ｐ１２ … ｐ１ｎ

ｐ２１ ｐ２２ … ｐ２ｎ

   

ｐｎ１ ｐｎ２ … ｐ

烌

烎ｎｎ

（６３４）
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显然矩阵中每一行对应的是一个完备的事件，因而每一行的条件概率之和应

为１，即： 
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｊ＝１ （６３５）

矩阵中的任意一条件概率ｐｉｊ都必不为负值，即每一元素ｐｉｊ≥０。
按照以上马尔科夫过程概率关系的定义，如果马尔科夫过程还满足以下的概

率关系，就称之为齐次马尔科夫过程：

Ｐ（ｘ１｜ｘ０）＝Ｐ（ｘ２｜ｘ１）＝Ｐ（ｘ３｜ｘ２）＝…＝Ｐ（ｘｎ｜ｘｎ－１） （６３６）
表明转移概率只与状态的相对时段有关，而与在时间轴上的绝对位置无关。

环境科研和监测中遇到的许多问题，都是与季节等因素有关。因而一般不是齐次
马尔科夫过程。但在某一个不很长的时段中，可以近似认为满足齐次关系。

马尔科夫过程是未来状态仅取决于已知的最后时刻状态，但最后时刻却具有
相对意义。例如要了解某一地区明年的大气污染平均水平，如果逐年的大气污染
平均水平具有马尔科夫性质时，那么就意味着明年的大气污染平均水平仅与今年
的现状有关，而与去年的污染水平无关，即今年的现状就是最后时刻的状态。但
如果要了解后年的大气污染水平，显然明年的污染水平并不知道，已知的最后时
刻状态仍然是今年的污染现状。这时要研究的未来状态 （后年）与最后时刻状态
（今年）就不是相隔一个时间步长，而是两个时间步长 （两年）了。这种情况下，
马尔科夫过程体现为两个时间步长后的状态仅与现状有关，而与更早的状态无
关。所建立起来的马尔科夫矩阵是二阶矩阵，记作 ［ｐｉｊ（２）］。

对于有ｍ 个步长的条件概率ｐｉｊ（ｍ），显然可以把ｍ 步分解为ｋ步和ｍ－ｋ
步 （０＜ｋ＜ｍ）。由马尔科夫过程的定义可知，从状态ｘｉ 经过ｋ步到达状态ｘｌ 的
转移概率为ｐｉｌ（ｋ），从状态度ｘｌ 经过ｍ－ｋ 步到达状态ｘｊ 的转移概率为

ｐｌｊ（ｍ－ｋ），显然，ｐｉｌ（ｋ）和ｐｌｊ（ｍ－ｋ）是独立无关的。因而应用概率乘法定
理，从状态ｘｉ 经ｍ 步到达状态ｘｊ 的转移概率为：

ｐｉｊ（ｍ）＝ 
ｎ

ｌ＝１
ｐｉｌ（ｋ）ｐｌｊ（ｍ－ｋ） （６３７）

如令ｋ＝１，则式 （６３７）为：

ｐｉｊ（ｍ）＝ 
ｎ

ｌ＝１
ｐｉｌｐｌｊ（ｍ－１） （６３８）

式 （６３８）可以用矩阵相乘的形式表达：
［ｐｉｊ（ｍ）］＝［Ｐｉｊ］［Ｐｉｊ（ｍ－１）］ （６３９）

式中，［ｐｉｊ（ｍ）］为ｍ 个步长的转移矩阵，又称为ｍ 阶转移矩阵。
对于齐次马尔科夫过程，读者可证明，ｍ 阶转移矩阵可以通过一阶转移矩

阵的ｍ 次自乘而获得，即： ［ｐｉｊ（ｍ）］＝［Ｐｉｊ］ｍ （６４０）
表明只要有了一阶转移矩阵，就可以预测ｍ 个步长以后的未来状态 （ｍ 为



第六章　时间序列分析基础 １５３　　

任意正整数，但ｍ 的取值必须使马氏过程满足齐次性条件）。
下一节中将具体讨论马尔科夫转移矩阵在时间序列的预测中的应用。这里仅

举一个马尔科夫过程的简单例子。
【例６３】　如果城市的逐日降尘过程可以视为马尔科夫过程，以 ［例６２］

的数据，按０５ｔ／（ｋｍ２·ｄ）为一档，试建立降尘过程的马尔科夫转移矩阵，并
判断降尘过程是否具有马尔科夫性质。

解　根据表６１的数据，可将数据分为：０５～１０、１０～１５、１５～２０、

２０～２５、２５～３０五个档次，即可由表建立一阶转移矩阵：

［ｐｉｊ］

熿

燀

＝

３
５

２
５ ０ ０ ０

１
７

２
７

２
７

２
７ ０

１
７

１
７

３
７ ０ ２

７

０ ２
５ ０ １

５
２
５

０ ０ ２
５

２
５

燄

燅
１
５

亦可建立二阶转移矩阵。

［ｐｉｊ（２）］

熿

燀

＝

２
５

３
５ ０ ０ ０

１
７

２
７

２
７

１
７

１
７

２
６ ０ ０ ２

６
２
６

０ １
５

３
５ ０ １

５

０ １
５

２
５

２
５

燄

燅０

根据多阶马尔科夫矩阵的定理，显然理论上二阶马尔科夫转移矩阵可由一阶
转移矩阵自乘一次而获得，即有：

［ｐｉｊ（２）］＝［ｐｉｊ（１）］２

熿

燀

＝

０４１７ ０３５４ ０１１４ ０１１４ ０
０１６７ ０２９４ ０２０４ ０１３９ ０１９６
０１６７ ０３１２ ０３３９ ０１５５ ０１８０
００５７ ０１９４ ０２７４ ０３１４ ０１６０

燄

燅００５７ ０２１７ ０２５１ ０１６０ ０３１４
比较实测数据获得的二阶转移矩阵和理论计算获得的二阶矩阵，可见差异很
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明显。一般来说，样本数越多，马尔科夫过程的齐次性就越好，本例是３０天逐
日降尘时间序列，显然样本数不够多。

第二节　时间序列分析

环境科研和监测中遇到的许多问题都是连续型随机过程，但在实际分析处理
这些问题时，为了简化问题，更为了满足数字化的要求，通常是以一定的时间间
隔进行观测，所获得的是离散参数随机过程，也就是时间序列。如每５秒一次的
道路交通噪声测量；大气中二氧化硫的隔日采样；地面水质监测中，一般河段的
每年６次采样等，所获得的显然都是时间序列。

另外，有些数据只要是依时间顺序采集到的 （无论是直接观测结果或是统计
结果），一般都可以作为时间序列处理。

一、时间序列的趋势分析

环境科研和监测数据的趋势分析是环境数据资料分析的很重要的一部分。趋
势分析一般能反映污染源的变化规律，评价环境污染控制管理措施的效益，并可
做短期预报。

如前所述，一般随机过程Ｙ（ｔ）通常可以表述为一个平稳随机过程Ｘ（ｔ）和
一个非随机的时间函数 Ｈ（ｔ）之和。Ｈ（ｔ）反映的就是随机过程的总体变化趋
势。趋势分析一般有以下几种方法。

１作图法

表６３是某城市１８年的二氧化硫日均值浓度。

表６３　某城市１８年的二氧化硫日均值浓度／（ｍｇ／ｍ３）

年度 １９７０ １９７１ １９７２ １９７３ １９７４ １９７５ １９７６ １９７７ １９７８

浓度 ０１２１ ０１４２ ０１６５ ０１８４ ０１７０ ０１９６ ０２３３ ０２１０ ０２５４

年度 １９７９ １９８０ １９８１ １９８２ １９８３ １９８４ １９８５ １９８６ １９８７

浓度 ０３０６ ０２７１ ０３４６ ０３１５ ０２８０ ０４３０ ０３２４ ０３０７ ０５０４

可用上表数据做出二氧化硫浓度序列的时间演变曲线图，见图６６。
作图法分析时间序列的趋势，可以直接在图６６的变化曲线上目估作出一条

代表中心趋势的曲线或直线。这条线就代表该城市二氧化硫浓度的年变化趋势。
也可以将时间按先后平分为两段，分别求两时间段上实测值的平均值，然后分别
将该值点画在两时间段的中心时间上，连接两点为一直线，即为时间序列的变化
趋势。本例中，１９７０～１９７８年的二氧化硫平均值为０１８６ｍｇ／ｍ３，将该值在



第六章　时间序列分析基础 １５５　　

１９７４年的位置上找出。１９７９～１９８７年的平均值为０３４２ｍｇ／ｍ３，将该值在１９８３
年的坐标上找出。连接两点，如图６６中的直线所示，即为二氧化硫的年日均值
变化趋势。

图６６　二氧化硫年度日均值浓度变化

这种趋势分析方法显然简单明了，但也是较粗糙的，在精度要求不很高的情
况下可以使用。

２滑动平均法

滑动平均法又称为移动平均法，它是以一连串部分重叠的时间序列的平均值
组合成新的序列的一种方法。对于涨落起伏较大的时间序列，重新组合的新序列
较为平稳，可以反映时间序列的趋势值。

一般来说，若时间序列为：ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｔ，…，ｘｎ

则从ｔ时刻起取ｍ 项做平均有：

Ａ （ｔ＋ｍ－１
２ ）＝１

ｍ
（ｘｔ＋ｘｔ＋１＋…＋ｘｔ＋ｍ－１） （６４１）

式中，Ａ （ｔ＋ｍ－１
２ ）为ｔ＋ｍ－１

２
时刻的平均值，显然ｔ＋１＋ｍ－１

２
时刻的滑动

平均值为： Ａ （ｔ＋１＋ｍ－１
２ ）＝１

ｍ
（ｘｔ＋１＋ｘｔ＋２＋…＋ｘｔ＋ｍ） （６４２）

当ｔ取１，２，…，ｎ－ｍ＋１时，就可以得到整个序列的ｍ 项移动平均值，
形成一个新的序列。显然，由定义ｍ 的取值以奇数最宜。

以表６３的数据为例，做二氧化硫的三年滑动平均，三年滑动平均就是以每
三年的数据 （包括重叠部分）做平均，形成新的序列。例如１９８０年对应的滑动
平均值为１９７９～１９８１年三年的平均值，即：

ｘ１９８０＝１
３

（０３０６＋０２７１＋０３４６）＝０３０８

依此，可以逐项计算出各年的滑动平均值，获得新的序列，如表６４所示。
滑动平均后的序列作图如下 （见图６７），与图６６比较，显然曲线变平滑得

多，趋势可以一目了然。
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表６４　新的序列／（ｍｇ／ｍ３）

年度 １９７０ １９７１ １９７２ １９７３ １９７４ １９７５ １９７６ １９７７ １９７８

滑动值 ０１４３ ０１６４ ０１７３ ０１８３ ０２００ ０２１３ ０２３２ ０２５７

年度 １９７９ １９８０ １９８１ １９８２ １９８３ １９８４ １９８５ １９８６ １９８７

滑动值 ０２７７ ０３０８ ０３１１ ０３１４ ０３４２ ０３４５ ０３５４ ０３７８

图６７　三年滑动平均二氧化硫变化趋势

一般来说，移动平均的时段越长，即滑动平均项ｍ 越大，时间序列的涨落
起伏就被削弱得越多，滑动平均后的序列就越平滑，越能表现出趋势。对于有明
显周期性的时间序列，滑动平均的时段最好取周期的整数倍，可以大大削减原序
列的起伏，滤去序列中的周期性波动，突出时间序列的趋势。

３函数拟合法

一时间序列为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，函数拟合法就是要找出一个时间的函数来

表征这个时间序列的趋势。一般来说，序列总可以用一个多项式来表示：

Ａ（ｔ）＝ａ０＋ａ１ｔ＋ａ２ｔ２＋…＋ａｍｔｍ （６４３）
显然，用最小二乘法求得多项式函数的各项系数ａ０，ａ１，…，ａｍ，即可完

成多项式函数拟合。事实上，这就是一种多元回归的趋势分析方法。
在实际应用中，应根据实测数据的情况具体选取回归方程。显然取ｍ＝１时

为线性回归的情况，拟合的趋势为一直线。ｍ＞１时则趋势为一曲线。
函数拟合方法较作图法和滑动平均法复杂一些，但所获得的趋势是用函数形

式来表征的，这对于进一步分析和预报是较便利的。因而在有些情况下，应采用
这种拟合分析趋势的方法。

二、周期分析

随机过程讨论中，常用到 “涨落起伏”来描述。其实 “涨落起伏”就是许多
大大小小的周期变化的迭加。在进行趋势分析时，我们总希望多滤掉一些周期性
起伏，突出时间序列的变化趋势。但在有些分析中，例如分析一年四季大气污染
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物浓度的变化规律，几个水期的水质变化规律等，我们非但不能消除周期性变化
规律，反而要显示时间序列的这一特征，要进行周期分析。

先看一个周期变化的例子。图６８是某测点测到的连续３０天的氮氧化物浓
度的变化。

图６８　氮氧化物日均值浓度变化曲线

显然，从图中不容易发现明显的周期变化规律。但如果对该时间序列做滑动
平均处理，就可以发现有一个以９天为周期的变化规律。当然，图６８的曲线还
包括许多周期更短的变化规律，要分析这些规律，就必须借助傅里叶变换技术，
从频率域上获得时间序列的主要变化周期。

傅里叶级数理论表明，以任一周期Ｔ为区间的时间函数ｆ（ｔ），在满足狄氏条件
时，总可以表述成一个基波及一系列高次谐波之和，即展开为如下的傅里叶级数：

ｆ（ｔ）＝ａ０＋∑
∞

ｋ＝１

（ａｋｃｏｓωｋｔ＋ｂｋｓｉｎωｋｔ） （６４４）

式中，ωｋ＝２πｋ／Ｔ称为第ｋ个谐波的圆频率。在实际应用中，通常使用的参
量是频率ｆ，与圆频率有如下关系：

ｆ＝ω
２π

（６４５）

由三角函数的性质，显然傅里叶展开式中的各项系数ａ０，ａｋ，ｂｋ 可由下式得到

烅

烄

烆

：

ａ０ ＝ １
Ｔ∫

Ｔ
２

－
Ｔ
２
ｆ（ｔ）ｄｔ

ａｋ ＝ ２
Ｔ∫

Ｔ
２

－
Ｔ
２
ｆ（ｔ）ｃｏｓωｋｔｄｔ

ｂｋ ＝ ２
Ｔ∫

Ｔ
２

－
Ｔ
２
ｆ（ｔ）ｓｉｎωｋｔｄｔ

（６４６）

式中，ａ０ 在周期分析中称为直流成分，亦即时间Ｔ 区间内ｆ（ｔ）的均值。
对于中心化的随机过程 （即数学期望取零），显然有ａ０＝０。频谱分析中最感兴
趣的是ａｋ 和ｂｋ。

利用欧拉公式，傅氏级数展开式也可以写成如下的形式：
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ｆ（ｔ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｋｅｉωｋｔ （６４７）

式中，ｃｋ 称为复谱，有复数形式：

ｃｋ＝Ａｋｅ－ｉθｋ　　（ｃ０＝ａ０） （６４８）
其中：

Ａｋ＝１
２ ａ２

ｋ＋ｂ２槡 ｋ；θｋ＝－ｔｇ－１（ｂｋ

ａｋ
）

Ａｋ 称为ｆ（ｔ）的振幅谱，θｋ 称为相位谱。
在实际应用中，为了直观描述每个频率成分的比重，通常使用功率谱ｐｋ。

功率谱的定义是复谱ｃｋ 的共轭乘积，即：

ｐｋ＝ｃｋ·ｃ
ｋ ＝１

４
（ａ２

ｋ＋ｂ２
ｋ） （６４９）

实际上就是振幅谱的平方。对于数学期望为零的随机过程ｆ（ｔ），读者很容
易证明，所有频域上的功率谱之和正好等于ｆ（ｔ）的方差σ２，因而功率谱又被称
作方差谱。

对于时间序列ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，显然若取值间距为τ，那么在Ｔ 时间内共
有Ｎ＝Ｔ／τ个数值，傅里叶级数的系数为

烅

烄

烆

：

ａ０ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｔ＝１
ｘｔ

ａｋ ＝ ２
Ｎ∑

Ｎ

ｔ＝１
ｘｔｃｏｓωｋｔ

ｂｋ ＝ ２
Ｎ∑

Ｎ

ｔ＝１
ｘｔｓｉｎωｋｔ

（６５０）

式中的ωｋ 此时为：

ωｋ＝
２πｋ
Ｎ

（６５１）

下面举一个时间序列的功率谱计算例子。
【例６４】　试对图６８的时间序列做功率谱分析。图６８对应的数据见表

６５。
表６５　氮氧化物日均浓度变化表／（ｍｇ／ｍ３）

日期 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０
浓度 ０５２ ０４３ ０２１ ０１８ ０２２ ０４６ ０３４ ０６３ ０５４ ０４１
日期 １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０
浓度 ０４８ ０３２ ０２８ ０３４ ０４８ ０３７ ０５９ ０３４ ０４４ ０３４
日期 ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０
浓度 ０１９ ０２２ ０１８ ０５８ ０３６ ０６２ ０４６ ０５７ ０３３ ０３５
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　　解　按时间序列频谱分析的方法，本例中显然有：

Ｎ＝３０　　ａ０ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｔ＝１
ｘｔ ＝０３９３

ａｋ，ｂｋ，ｐｋ 的计算结果见表６６。

表６６　计算结果

Ｋ Ｔ／ｄ ａｋ ｂｋ ｐｋ

１ ３０ ０００２ ０００８ １６８×１０－５

２ １５ ００２０ －００６６ １１９×１０－３

３ １０ ０００９ －０１００ ２５３×１０－３

４ ７５ ０００４ ００６９ １１８×１０－３

５ ６ ０００１ ００４３ ４６９×１０－４

６ ５ ０００２ ００２０ １０５×１０－４

７ ４３ －００３１ ０００９ ２６５×１０－４

８ ３７５ －００２４ ００３２ ４０６×１０－４

根据计算结果，可以得到频谱分析图 （见图６９）。
所获得的是一组以Δω＝１／Ｎ 为间隔的离散谱图，也就是说各次谐波的周期

只能取Ｎ／Ｋ。本例中周期长度只能取３０天、１５天、１０天……。在许多情况下，
实际时间序列存在的主要周期成分并不一定与给定的这些周期相重合，因而在

Ｎ 不太大的情况下 （即时间序列不够长），漏掉一些主要周期成分的可能性很
大，尤其是在低频段中。

图６９表明氮氧化物日均浓度变化存在一个以１０天为周期的主成分。这显
然与我们对图６８分析得到的９天为主周期的结论不一致。很明显，这是由于谐
波分析中离散并给定的周期造成的。遇到这种情况，比较简单的方法是将序列长
度图做调整，即稍稍改变Ｎ 值，再做频谱分析。Ｎ 值改变的原则是使较明显的
主要低频成分不漏掉。在上例中，如果取 Ｎ＝２７，读者可以验算，获得的谱图
应为图６１０。

图６９　氮氧化物日均浓度变化谱图 （一） 图６１０　氮氧化物日均浓度变化谱图 （二）

比较图６９和图６１０的谱图可见，以９天为周期的主成分十分显著地突出来
了。用这种方法避免低频主成分的漏失是有效的。
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本例中只计算到Ｋ＝８，读者可以尝试一下Ｋ 大于８的高频成分。一般来说

Ｋ 也不宜太大。后面我们将看到，Ｋ＞Ｎ／２的高频成分就已经没有意义了。
读者可以发现，时间序列的傅氏频谱计算的计算量是非常大的，尤其是当序

列很长的时候，即使借助于计算机，工作量还是较大，因而有必要简单介绍一种
计算机使用的快速傅氏变换方法。

快速傅氏变换方法又称ＦＦＴ技术，是由Ｃｏｏｌｅｙ和Ｔｕｋｅｙ于１９６５年提出的。

ＦＦＴ技术就是综合傅氏变换和计算机运算的原理，将傅里叶系数的运算进行巧
妙的组合，大大减少计算机的循环运算量，节省计算时间，ＦＦＴ技术早已被制
成硬件或软件，读者可以根据具体情况选用，此处不做进一步的介绍。

事实上，功率谱与时间序列的相关函数是一对傅里叶变换对，也就是说互成
傅里叶变换，因而在实际计算中，亦可直接用相关函数来分析频谱。如前所述，
自相关函数包含了原时间序列的所有周期变化特征。

当时间Ｔ＋∞（Ｎ＋∞）时，我们对随机过程的认识最全面。此时获得
的频谱为连续谱。每个频率上对应的值称为功率谱密度。显然此时没有频率成分
漏失，可知当Ｎ 很大时，低频主成分不易漏失。美国环保局建议，时间序列的
长度Ｔ应至少比感兴趣的最低频率成分的周期长１０倍。例如我们感兴趣的是
日、季、年的变化规律，那么至少应有１０年的数据进行频谱分析。

周期分析在环境科研和监测中有很高的应用价值，主要有以下几个方面的
应用。

１短期预报

掌握了时间序列的几个主要周期成分，一般就能大致判断未来近期的变化规律。
如图６８所示的氮氧化物浓度变化序列，已知其主周期是９天，那么显然３０天后的
日均值浓度变化规律可以根据这一周期来判断。当然在实际应用中除了利用主要周期
外，还应考虑其他变化要素，共同建立起来的预报模式才具有一定的准确性。

２污染源鉴别

一般来说每一污染源都有各自的排放规律。从时域上说有各自的随机过程，
从频域上来说就是有各自典型的排放周期图。周期分析鉴别主要污染源就是利用
了这个性质。具体方法就是分别取得受污染点和各污染源的污染物浓度变化谱
图，然后通过比较这些谱图的主周期成分来判断主要污染源。

例如图６１１ （ａ）是被污染点的污染物浓度变化谱图。显然在ω０ 处有一峰
值，为主周期。图６１１ （ｂ）～（ｆ）为被污染点附近５个主要污染源的污染物浓度
变化谱图。比较可见，只有污染源 （ｃ）在ω０ 处有明显有极大峰值，因而可以判
断被污染点的主要污染源为 （ｃ）。这种污染源鉴别方法在变化周期较短的噪声、
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电磁污染和振动等领域中应用尤为广泛。

图６１１　被污染点和其附近污染源的污染物浓度变化谱图

３环境污染过程分析

用谱分析来分析环境过程，可以获得更多的有用信息。例如图６１２是美国
波多马克河口处测得的生物化学耗氧量 （ＢＯＤ）的频谱。由图可见，ＢＯＤ污染
有两个主要期，分别为１２小时和２４小时。分析可知，两个主周期分别对应一天
两次的潮汐和每天的下水流量。显然，如果上游某个企业废水排放具有不同的周
期，那么下游的测点将在相应的频率上发现峰值，从而可以判断该企业是否产生
了过量的污染。

图６１２　ＢＯＤ频谱

谱分析获得的主周期资料，可以据此对污染源采取相应的措施。这种措施也
更有针对性、更有效。

谱分析中还可以得到一个重要的定理：采样定理。先看一下图６１３的例子。
图 （ａ）所示是一随机过程ｆ（ｔ），其频谱如图 （ｂ）所示，显然ｆ（ｔ）是一连续型
随机过程，存在一高频截止频率为ω０。在实际的环境问题中，大都使连续函数
数量化，即按一定的时间间隔采样进行分析，使连续型随机过程变为时间序列。
图６１３ （ｃ）的Ｘ（ｔｉ）就是相应于ｆ（ｔ）的时间序列，采样间隔为Ｔ。
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图６１３

可以证明，图中的Ｘ（ｔｉ）可以表征为ｆ（ｔ）与一个δ（ｔ－ｎＴ）函数级数的乘
积。即：

Ｘ（ｔｉ）＝ｆ（ｔ）·δ（ｔ－ｎＴ）　（ｎ＝０，±１，±２，…） （６５２）
显然，Ｘ（ｔｉ）的频谱即为ｆ（ｔ）的频谱｜Ｆ（ω）｜２和δ（ｔ－ｎＴ）的频谱δ（ω－

ωｎ）的卷积。ωｎ＝２πｎ／Ｔ （ｎ＝０，±１，±２，…）为采样频率。因而 Ｘ（ｔｉ）的
频谱Ｐ（ω）有图６１３ （ｄ）的形式。为一连串相同的｜Ｆ（ω）｜２的串接，频谱中心
之间的间隔为２π／Ｔ。

如果随机过程ｆ（ｔ）的频谱存在一高频截止频率ω０，即ｆ（ｔ）是一个有限带
宽随机过程，大于ω０ 频段的成分甚小，如图６１３ （ｂ）所示。那么为了保证时
间序列Ｘ（ｔｉ）的功率谱Ｐ（ω）的高频端ω０ 频率上的成分不被重叠淹没，如图

６１３ （ｄ）所示，显然应选择这样一个采样周期Ｔ，使得采样频率１／Ｔ＞２ｆ０，

ｆ０＝ω／２π为高频截止频率。采样频率ｆ＝２ｆ０，又称为奈奎斯特采样频率，它是
保证采样后高频截止频率以内频段的信息能完整保留的最低采样频率。

显然，采样频率越高，所获得的信息量就越大、越完整。但实际的环境科研
和监测工作中，采样频率高就意味着工作量大，因而在保证一定信息量的前提
下，也不宜要求过高的采样频率。应该根据环境调查的具体情况，满足采样定理
的要求，合理选择采样频率。

美国环保局规定，环境样本的采集中，采样频率应比随机过程的高频主频率
高３～４倍。在实际的环境时间序列中，我们感兴趣的主频率可能不是高频截止
频率，也就是说高于这个频率的频段上可能还有许多成分，不容忽略。因而适当
增加采样频率可以确保足够的信息量。我们认为这一采样频率规定可以为我国的
环境科技工作者借用。
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【例６５】　试判断对图６８的氮氧化物进行采样分析，应选择什么样的采样
频率。

解　这种氮氧化物日均值浓度变化有一个以９天为周期的主频率，由图６１０
可见，该主频率的峰值非常显著，因而可按该主频率选择采样周期。

按美国环保局的规定，显然应有：ｆ＞（３～４）ｆ０ 或Ｔ＜Ｔ０／（３～４）（Ｔ０ 为
主周期）。

即采样周期Ｔ应为２～３天 （每２～３天采一次样）。
【例６６】　在图６１２的波多马克河口处ＢＯＤ浓度测量的情况中，应选择的

采样周期是多少？
解　显然该例中ＢＯＤ污染有两个主周期，一个是１２小时一次的潮汐变化，

一个是２４小时一次的下水变化，周期分别为Ｔ１、Ｔ２。在选择采样周期时，按定
理应考虑高频主频率的信息能否保证，即采样周期Ｔ为：１／Ｔ≥（３～４）×１／Ｔ１

（Ｔ１＝１２小时）
结果表明，ＢＯＤ污染的采样周期为３～４小时，即每天采样６～８次，即能

获取潮汐变化的信息。

三、平稳时间序列的自回归模型及其应用

自回归模型是一种最常见的平稳时间序列的线性模型。主要用于揭示时间序
列的内在联系、浓缩时间序列的信息、进行时间序列的描述和统计预报。

可以认为，平稳时间序列某一时刻ｔ的状态可以由ｔ时刻以前的所有时刻的
状态来描述，因而可将时间序列的ｔ时刻及ｔ时刻过去时刻的状态建立一个线性
回归方程。类似于前面介绍过的多元回归，但这种回归模型的变量为同一时间序
列本身各不同时刻的取值，所以称为自回归方程。

实际模型建立过程中，通常取ｔ时刻之前的有限个时刻，如Ｐ个时刻的状态
来回归，可以建立如下的Ｐ阶自回归方程：

ｘ（ｔ）＝φ１ｘ（ｔ－１）＋φ２ｘ（ｔ－２）＋…＋φｐｘ（ｔ－ｐ）＋ａ（ｔ） （６５３）
式中，φ１，φ２，…，φｐ 为Ｐ 个常数。ａ（ｔ）称为拟合残差，表示模拟值与实

际值的偏差，一般是一个纯随机的白噪声序列。上式表明，ｔ时刻的ｘ 值可由
（ｔ－１），（ｔ－２），…，（ｔ－ｐ）个时刻的ｘ值来描述。此处的Ｘ（ｔｉ）是经过中心
化处理的时间序列，即均值为零，方差为１。

现在的问题是如何选择回归方程的Ｐ个常数。显然，φ１，φ２，…，φｐ 的选择应
使方程中的拟合偏差ａ（ｔ）成为一个白噪声序列。白噪声序列是一个数学期望为
零、自相关函数为零、与任一随机过程完全不相关的随机过程，利用白噪声的这
些特点和ｘ（ｔ）为平稳时间序列这一事实，回归方程式 （６５３）乘以ｘ（ｔ－１），
然后再求数学期望，显然有：
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ｒ１＝φ１＋ｒ１φ２＋ｒ２φ３＋…＋ｒｐ－１φｐ （６５４）
式中，ｒ１，ｒ２，…，ｒｐ－１分别是τ＝１，２，３，…，ｐ－１时的平稳时间序列ｘ（ｔ）的

自相关系数，类似的以ｘ（ｔ－ｉ）乘回归方程式 （ｉ＝１，２，３，…，ｐ），则可获得如下
的Ｐ阶联立方程组

烅

烄

烆

：

φ１＋ｒ１φ２＋ｒ２φ３＋…＋ｒｐ－１φｐ＝ｒ１

ｒ１φ１＋φ２＋ｒ１φ３＋…＋ｒｐ－２φｐ＝ｒ２

　　　　　　

ｒｐ－１φ１＋ｒｐ－２φ２＋…＋φｐ＝ｒｐ

（６５５）

这是一个Ｐ阶线性非齐次方程组，可表述为矩阵形式：

Ａψ＝Ｒ （６５６）
式中：

Ａ＝

１ ｒ１ ｒ２ … ｒｐ－１

ｒ１ １ ｒ１ … ｒｐ－２

ｒ２ ｒ１ １ … ｒｐ－３

    

ｒｐ－１ ｒｐ－２ ｒｐ－３ …

熿

燀

燄

燅１

（６５７）

为Ｐ×Ｐ阶方阵，又称为系数矩阵。

ψ＝［φ１　φ２　φ３　φ４　…　φｐ］ （６５８）

Ｒ＝［ｒ１　ｒ２　ｒ３　ｒ４　…　ｒｐ］ （６５９）

ψ为自回归方程的系数阵，Ｒ为相关系数阵，均为Ｐ×１阵，方程组有解：

φｉ＝
｜Ｄｉ｜
｜Ａ｜

（６６０）

式中，｜Ａ｜是系数方阵的行列式值，｜Ｄｉ｜是将系数方阵Ａ的第ｉ行由Ｒ
阵取代组成的新矩阵的行列式值，即：

φｉ＝

１ ｒ１ … ｒ１ … ｒｐ－１

ｒ１ １ … ｒ２ … ｒｐ－２

     

ｒｐ－１ ｒｐ－２ … ｒｐ … １

１ ｒ１ … ｒｐ－１

ｒ１ １ … ｒｐ－２

   

ｒｐ－１ ｒｐ－２ … １

（６６１）

显然，通过时间序列的自相关系数就可求出Ｐ 个φ 值来，从而得到整个自
回归方程的系数。

在实际应用中，自回归方程阶数Ｐ的选择是很重要的。当然，一般来说阶数
越高，Ｐ值越大，对实际时间序列的拟合也就越好，但计算量也就大大增加。上一
节介绍过，平稳随机过程的自相关系数ｒ（τ）一般随τ的增加逐渐变小，单调或波
动衰减呈拖尾状趋于零。不同的时间序列自相关系数ｒ（τ）随τ增加而衰减的速率
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是不一样的。因而可见，选择过大的Ｐ值也没有必要。根据实际的时间序列的自
相关系数ｒ（τ）的特征来选择适当的Ｐ值，就能保证一定的拟合精度。

前面说过，拟合残差ａ（ｔ）看作纯随机的白噪声序列。在自回归拟合中，应
当把ａ（ｔ）作为随机修正量迭加入回归方程。ａ（ｔ）的取值可有如下方法：在符合
标准正态分布 （μ＝０，σ＝１）的随机变量中随机抽取一随机数Ｒ，ｎ阶自回归方
程的拟合残差ａ（ｔ）为：

ａ（ｔ）＝Ｒ １－（φ１ｒ１＋φ２ｒ１＋…＋φｎｒｎ槡 ） （６６２）
下面举一个简单例子来说明自回归拟合的具体步骤和方法。
【例６７】　以 ［例６２］的城市３０天降尘数据为例，对降尘过程作自回归拟合。
解　降尘过程的自相关系数ｒ（τ）见表６７。

表６７　［例６８］中降尘过程的自相关系数

τ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

ｒ（τ） ０６２６ ０４５３ ０３３０ ０３３５ ０１８３ ００３６ －０１１６ －０２６５ －０４２１

由表６７可见，降尘过程的时间序列的自相关系数以时差为两天之内最大，
时间差大于两天时，记忆效应已经较弱。因而可以选取Ｐ＝２，即建立二阶自回
归模型。

自回归方程为：ｘ（ｔ）＝φ１ｘ（ｔ－１）＋φ２ｘ（ｔ－２）＋ａ（ｔ）
自回归系数方程为：

φ１＋ｒ１φ２＝ｒ１

ｒ１φ１＋φ２＝ｒ烍
烌

烎２
本例中，由表６７可知：

ｒ１＝０６２６
ｒ２＝０４５３

系数方程的解为：

φ１＝
ｒ１ ｒ１

ｒ２ １

１ ｒ１

ｒ１ １ ＝
ｒ１（１－ｒ２）

１－ｒ２
１

＝０５６３

φ２＝
１ ｒ１

ｒ１ ｒ２

１ ｒ１

ｒ１ １ ＝
ｒ２－ｒ２

１

１－ｒ２
１
＝０１００５

拟合残差为：

ａ（ｔ）＝Ｒ（ｔ） １－ｒ１φ１－ｒ２φ槡 ２＝０７７６Ｒ（ｔ）
代入回归方程，即有：

ｘ（ｔ）＝０５６３ｘ（ｔ－１）＋０１００５ｘ（ｔ－２）＋０７７６Ｒ（ｔ）
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注意，此处的ｘ（ｔ）是经过中心化处理的时间序列，因而在对实际的降尘过
程ｘ′（ｔ）拟合时，应对方程做中心化的修正，即回归方程为：

ｘ′（ｔ）－Ｘ
σ２（０） ＝０５６３×ｘ′（ｔ－１）－Ｘ

σ２（０） ＋０１００５×ｘ′（ｔ－２）－Ｘ
σ２（０） ＋０７７６Ｒ（ｔ）

式中，Ｘ＝１７２，为降尘过程的数学期望，σ２（０）＝０４５８，为降尘过程的
方差。修正后的降尘过程自回归方程为：

ｘ′（ｔ）＝０５７９＋０５６３ｘ′（ｔ－１）＋０１００５ｘ′（ｔ－２）＋０３５５Ｒ（ｔ）
式中，Ｒ（ｔ）是满足标准正态分布的随机变量。上式就是降尘过程的二阶自

回归模型。

Ｒ（ｔ）的取值有一经验方法。首先在 （０，１）中均匀分布的随机变量中随机
抽取１２个值 （由计算机来实现，ｒ１，ｒ２，…，ｒ１２），Ｒ（ｔ）可由下式来计算：

Ｒ（ｔ）＝ ∑
１２

ｉ＝１
ｒｉ－６

即１２个随机数相加再减６。显然Ｒ（ｔ）的取值均匀分布在０的两侧。反复重
复这一程序，就可以完成对每一个拟合状态的随机偏差修正。

根据已建立的二阶自回归模型和拟合残差修正的经验方法，可以获得模拟降
尘过程时间序列 （见表６８）。

显然表中只有２９天的模拟数据。由二阶自回归模型的性质———当天的状态
由前两天的状态决定，因而无法模拟第１天，第２天的降尘状态。第３１天的状
态是预测结果。

表６８　模拟降尘过程时间序列

ｔ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

Ｒ（ｔ） －００９６ －０６４３ －０５８７ －０８１９ ０１４９ －１３６１ ０５８９ ０５０４ －１５９３ －０３０７

ｘ′（ｔ） ２２ １９ １４ １３ ２１ １９ ２０ １８ ０７ ０９

ｔ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１ ２２

Ｒ（ｔ） －０６８９ ０４４４ －０７９４ ０２３８ １４４７ ０６７７ －１１８９ －０４７６ １３８９ －００９７

ｘ′（ｔ） ０７ １５ ０８ １３ １８ １７ １２ １３ ２４ １４

ｔ ２３ ２４ ２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０ ３１

Ｒ（ｔ） ０５２１ －０７５４ ０１８９ －０２０２ －１３００ １０３６ ０４３７ ００２１ －００２５

ｘ′（ｔ） ２０ １５ ２３ ２４ １６ ２４ ２６ ２０ １７

将模拟计算结果与实测数据 （见表６１）做比较，以检验二阶自回归模型的
精度。图６１４是模拟数据与实测数据的比较，由图可见，模拟值与实际数据的
趋势一致，但模拟值与实际数据的平均相对偏差为０３４１，显然偏差较大，有兴
趣的读者可以对本例尝试建立三阶乃至更高阶的自回归模型。
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图６１４　模拟与实测的比较

自回归模型的求解。回归方程的阶数越高就越复杂。因而在建模中，常常对
完整的自回归方程进行因子筛选，选择一些相关较密切的时刻建立回归方程，这
种方法又称为选点法。因子的筛选方法可以采用较严格的逐步回归方法，也可以
根据自相关系数的大小粗略筛选，选出若干个相关系数最大的时刻组成自回归方
程。例如图６１５是某个时间序列的自相关系数图。由图可见，γ１，γ６，γ１２三个
自相关系数较大，若以这三个时间间隔建立自回归模型，即有：

ｘ（ｔ）＝φ１ｘ（ｔ－１）＋φ６ｘ（ｔ－６）＋φ１２ｘ（ｔ－１２） （６６３）

图６１５　自相关系数变化图

系数的线性方程组为：

φ１＋ｒ５φ６＋ｒ１１φ１２＝ｒ１

ｒ５φ１＋φ６＋ｒ６φ１２＝ｒ６

ｒ１１φ１＋ｒ６φ６＋φ１２＝ｒ
烍

烌

烎１２

（６６４）

代入具体的ｒ１，ｒ５，ｒ６，ｒ１１，ｒ１２值即可求出系数φ１，φ６，φ１２，进而完成三
阶自回归模型的建立。建模前进行因子筛选的选点法能够突出重点，减少计算
量，实际应用很方便。

在使用自回归模型预报环境问题时，常常希望能预测未来多个时刻的状态。
因而自回归方程应为：

ｘ（ｔ＋ｋ）＝φ１ｘ（ｔ）＋φ２ｘ（ｔ－１）＋…＋φｐｘ（ｔ－ｐ＋１）
该式表明，未来Ｋ 时刻的时间序列状态由过去Ｐ 个时刻的状态描述。此处，

预报依据时段为Ｐ个时刻，预报时效为Ｋ 个时刻。这样的自回归模型对预报ｔ＋



１６８　　 环境数据统计分析基础

Ｋ 时刻的状态来说，必须跳过Ｋ－１个不预报的时刻。自回归方程的系数线性方
程组为：

φ１＋ｒ１φ２＋ｒ２φ３＋…＋ｒｐ－１φｐ＝ｒｋ

ｒ１φ１＋φ２＋ｒ１φ３＋…＋ｒｐ－２φｐ＝ｒｋ＋１

　　　　　　　

ｒｐ－１φ１＋ｒｐ－２φ２＋ｒｐ－３φ３＋…＋φｐ＝ｒｋ＋ｐ

烍

烌

烎－１

（６６５）

显然求解系数方程组即可完成Ｋ 个时间步长的自回归模型的建立。
【例６８】　根据 ［例６２］的数据，对降尘过程做两个时间步长的二阶自回

归拟合。
解　显然自回归方程的形式为：

ｘ（ｔ＋１）＝φ１ｘ（ｔ－１）＋φ２ｘ（ｔ－２）
系数方程组为：

φ１＋ｒ１φ２＝ｒ２

ｒ１φ１＋φ２＝ｒ３

本例中，由表６２可得：

ｒ１＝０６２６；ｒ２＝０４５３；ｒ３＝０３３０
代入系数方程组解得：

φ１＝
ｒ２－ｒ１ｒ３

１－ｒ２
１

＝０４０５

φ２＝
ｒ３－ｒ１ｒ２

１－ｒ２
１

＝００７６３

因而自回归方程为：

ｘ（ｔ＋１）＝０４０５ｘ（ｔ－１）＋００７６３ｘ（ｔ－２）＋ａ（ｔ）
经过均值修正的两个时间步长的自回归方程为：

ｘ′（ｔ＋１）＝０８９２＋０４０５ｘ′（ｔ－１）＋００７６３ｘ′（ｔ－２）＋０３８６Ｒ（ｔ）
读者不难验证，本例的两个时间步长二阶自回归模型的预报精度很差。本例

除了要解释多步长自回归模型的建立方法外，也想表明自回归模型的拟合预报有
其局限性。

自回归模型中，我们称ａ（ｔ）为拟合残差，认为它是一个白噪声序列。显
然，ａ（ｔ）越小，拟合结果就越好。因而在选择回归方程阶数和系数时，应使拟
合残差ａ（ｔ）满足白噪声条件并尽可能的小。但在实际中，往往不能满足上述要
求，也就是说无法使ａ（ｔ）成为真正的白噪声序列，甚至在Ｐ 值取很大时也无法
满足要求，导致了自回归模型的拟合偏差。

时间序列的线性模型还有滑动平均模型和自回归滑动平均模型，都能拟合和
预报时间序列。由于建模比较复杂，本书不做介绍，有兴趣的读者可参阅有关
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书籍。

四、马尔科夫转移矩阵模型

上一节我们介绍过马尔科夫过程及马尔科夫链，并介绍了马尔科夫转移矩阵
的基本概念。这里要讨论马尔科夫转移矩阵在环境数据的分析拟合和预报中的
应用。

自回归模型中，一阶自回归方程为：

ｘ（ｔ）＝φｘ（ｔ－１）＋ａ（ｔ） （６６６）
表明时间序列的全部历史状态对未来状态的影响都集中在最后的状态中，这

显然就是马尔科夫链的情况。因而马尔科夫链只是自回归模型的一种特殊情况。
根据已建立的马尔科夫转移矩阵来拟合预报时间序列的方法如下。

设马尔科夫链具有ｎ个状态空间，一步长转移矩阵为：

［ｐｉｊ］

熿

燀

＝

Ｐ１１ Ｐ１２ … Ｐ１ｎ

Ｐ２１ Ｐ２２ … Ｐ２ｎ

   

Ｐｎ１ Ｐｎ２ … Ｐ

燄

燅ｎｎ

（６６７）

时间序列的初始状态概率分布为Ｑ＝（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ）。令：

Ｐ（ｌ）
ｉ ＝ ∑

ｌ

ｊ＝１
ｐｉｊ　　ｑ（ｌ）＝ ∑

ｌ

ｉ＝１
ｑｉ

Ｐ（ｌ）
ｉ 是马尔科夫转移矩阵中第ｉ行前ｌ个元素之和。由于Ｐ（ｎ）

ｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
ｐｉｊ＝１，

因而Ｐ（ｌ）
ｉ 的取值范围为：０≤Ｐ（ｌ）

ｉ ≤１

Ｐ（ｌ）
ｉ 可以构成一个新的矩阵：

［Ｐｌ
ｉ］

熿

燀

＝

ｐ１１ ∑
２

ｊ＝１
ｐ１ｊ … ∑

ｎ

ｊ＝１
ｐ１ｊ

ｐ２１ ∑
２

ｊ＝１
ｐ２ｊ … ∑

ｎ

ｊ＝１
ｐ２ｊ

   

ｐｎ１ ∑
２

ｊ＝１
ｐｎｊ … ∑

ｎ

ｊ＝１
ｐｎ

燄

燅
ｊ

熿

燀

＝

ｐ（１）
１ ｐ（２）

１ … ｐ（ｎ）
１

ｐ（１）
２ ｐ（２）

２ … ｐ（ｎ）
２

   

ｐ（１）
ｎ ｐ（２）

ｎ … ｐ（ｎ）

燄

燅ｎ

（６６８）

马尔科夫链的模拟可以通过这个新产生的矩阵完成，具体步骤如下。
（１）取在 （０，１）数值区间上均匀分布的随机数Ｒ０，根据Ｒ０ 来决定马尔科

夫链的初始状态，如果：
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ｑ（ｌ０－１）＜Ｒ０≤ｑ（ｌ０）

那么就以第ｌ０ 个状态为时间序列的初始状态。
（２）取在 （０，１）上均匀分布的随机数Ｒ１，将第ｌ０ 行的元素和Ｒ１ 进行比

较，从而确定第一次转移后的状态，如果：

ｑ（ｌ１－１）
ｌ０ ＜Ｒ１≤ｑ（ｌ１）ｌ０

就认为时间序列从状态ｌ０ 转移到状态ｌ１。
（３）将ｌ１ 作为新的初始状态，重复步骤 （２），可以使马尔科夫链从状态ｌ１

转移到状态ｌ２，如此反复进行下去，就可以得到一个新的状态序列：ｌ０，ｌ１，

ｌ２，…，ｌｊ，…，即得到所模拟的时间序列。
下面举一个例子说明马尔科夫转移矩阵模拟时间序列的具体做法。
【例６９】　利用 ［例６３］建立的马尔科夫转移矩阵，模拟某城市的逐日降

尘的时间序列。
解　降尘通程的一步长马尔科夫转移矩阵为：

［ｐｉｊ］

熿

燀

＝

３
５

２
５ ０ ０ ０

１
７

２
７

２
７

２
７ ０

１
７

１
７

３
７ ０ ２

７

０ ２
５ ０ １

５
２
５

０ ０ ２
５

２
５

燄

燅
１
５

本例中时间序列的初始状态可随机选取。假设取得Ｒ０＝０４５３，根据 ［例６
３］，本例中的５个状态分别对应的日降尘量范围为：（０５～１０），（１０～１５），
（１５～２０），（２０～２５），（２５～３０）ｔ／（ｋｍ２·ｄ）。

选取状态３为初始状态。一步长马尔科夫转移矩阵 ［ｐｉｊ］组合成新的矩阵

Ｐ（ｌ）
ｉ ，如下：

Ｐ（ｌ）
ｉ

熿

燀

＝

０６ １ １ １ １
０１４３ ０４２８ ０７１４ １ １
０１４３ ０２８６ ０７１４ ０７１４ １

０ ０４ ０４ ０６ １

燄

燅０ ０ ０４ ０８ １

根据步骤 （２），按顺序任意再抽取２９个 （０，１）区间内均匀分布的随机数，逐
一比较确定转移到的下一个状态，即可得到表６９的３０天降尘的状态变化序列。
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表６９　状态变化序列

随机数 ０４５３ ０８３８ ０５２８ ０９７４ ０９７５ ００４９ ０４９９ ０６５４ ０２６３ ０１４９

状态 ３ ５ ４ ５ ５ ３ ３ ３ ２ ２

随机数 ０７０９ ０７６９ ０１２３ ０２６５ ０１２２ ００４１ ０９３６ ０１６６ ０９３９ ０１９３

状态 ３ ５ ３ ２ １ １ ２ ２ ４ ２

随机数 ０２９５ ０３２１ ０４９２ ０７７２ ０６６３ ０８３９ ０１９３ ００７３ ０２９７ ０３４８

状态 ２ ２ ３ ５ ４ ５ ３ １ １ １

逐日状态变化序列所对应的具体降尘量应为表６９确定的状态的下限加上状
态范围与随机数Ｒ的乘积。

本例中，状态范围为０５ｔ／（ｋｍ２·ｄ），令状态下限为ｎｉｍｉｎ，因而逐日的降尘
量ｘｉ 为：

ｘｉ＝ｎｉｍｉｎ＋０５×Ｒｉ

对３０天的状态逐一计算，即可得表６１０的数据。

表６１０　逐日降尘时间序列

日 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

降尘量 １７ ２９ ２３ ３０ ３０ １５ １７ １８ １１ １１

日 １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

降尘量 １９ ２９ １６ １１ ０６ ０５ １５ １１ ２４ １１

日 ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０

降尘量 １１ １２ １７ ２９ ２３ ２９ １６ ０５ ０６ ０６

这就是利用马尔科夫转移矩阵模拟到的逐日降尘量的时间序列。
比较马尔科夫转移矩阵模拟的降尘过程和实测降尘过程的数学期望和方

差有：

Ｘ实＝１７２ｔ／（ｋｍ２·ｄ）　Ｘ模＝１６７ｔ／（ｋｍ２·ｄ）

Ｒ（０）实＝０４５８　　Ｒ（０）模＝０６６９
可见偏差还是很大的，正如前面指出的，时间序列越长、样本数越多，马尔

科夫转移矩阵的模拟就越好。本例的样本数量显然是不够多的，只是为了较简明
的说明马尔科夫转移矩阵的建立及其对时间序列的模拟和预报步骤和方法。在历
史资料较丰富、样本数较多的情况下，使用马尔科夫转移矩阵进行模拟和预报可
以收到令人满意的结果。

作者曾使用马尔科夫转移矩阵法对太阳辐射过程进行模拟，实验数据是

１９８２年、１９８３年两年在约旦的Ａｍｍａｎ测量的以小时为单位的太阳总辐射。
在实际模拟计算中，为方便起见，将水平面上的太阳总辐射数据变换成天气
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晴朗指数Ｋ 值进行模拟计算。天气晴朗指数Ｋ 值的定义为：

Ｋ＝Ｈｈ

Ｈ０

式中，Ｈｈ 为地面水平面上太阳总辐射，Ｈ０ 为大气层外太阳总辐射。显然

Ｈ０ 是不受天气情况影响的量，可以通过计算得到。Ｋ 值的取值范围为：

０＜Ｋ＜１
将Ｋ 值以０１一档分档，共分为１０个状态，对两年的实测数据分档进行统

计，可建立如表６１１所示的马尔科夫转移矩阵。

表６１１　马尔科夫转移矩阵

Ｋ 值ｔ时刻
ｔ＋１时刻表Ｋ 值

０～０１ ０１～０２ ０２～０３ ０３～０４ ０４～０５

０～０１ ０５４７ ０２０５ ００３１ ００００ ００００
０１～０２ ０１８３ ０３２１ ０００２ ０１１９ ００４６
０２～０３ ００４５ ０２０７ ０２３４ ０１６２ ０１０８
０３～０４ ０００６ ０１０２ ０１３０ ０２０３ ０１３６
０４～０５ ０００５ ００５１ ００７１ ０２３５ ０１４８
０５～０６ ０００５ ０００８ ００３６ ００９０ ０２０４
０６～０７ ００００ ０００３ ０００５ ００２０ ００４６
０７～０８ ００００ ０００２ ０００３ ０００６ ０００８
０８～０９ ００００ ００００ ０１０１ ００２３ ０００７
０９～１０ ００００ ００００ ００００ ００００ ００１５

Ｋ 值ｔ时刻
ｔ＋１时刻表Ｋ 值

０５～０６ ０６～０７ ０７～０８ ０８～０９ ０９～１０

０～０１ ００３１ ００１６ ００３１ ００３１ ００６３
０１～０２ ００１８ ０００９ ００３７ ０００９ ００５５
０２～０３ ００９０ ００６３ ００１８ ００１８ ００５４
０３～０４ ０１８６ ００９６ ００３４ ００５６ ００５１
０４～０５ ０１６３ ０１１７ ０１０２ ００８２ ００２６
０５～０６ ０２６８ ０２０１ ００９５ ００７０ ００２３
０６～０７ ０２２７ ０４６７ ０１６２ ００６５ ０００５
０７～０８ ００２２ ００４３ ０６７７ ００３７ ０００４
０８～０９ ００１０ ００２３ ０４８０ ０４０８ ００３９
０９～１０ ００６１ ００６１ ０２８８ ０４７０ ０１０６

按前面介绍的马尔科夫转移矩阵模拟时间序列的方法，使用计算机产生的一
系列 （０，１）区间内均匀分布的随机数Ｒ，将马尔科夫转移矩阵相应行的转移概
率进行迭加比较，由此产生一系列状态转移序列，每个状态的取值下限加上

０１×Ｒ，即计算得相应的模拟 Ｋ 值，由此而得到太阳辐射 Ｋ 值的模拟时间序
列。图６１６是模拟所得Ｋ 值时间序列的概率密度函数 （ｐｄｆ）与实验数据的概率
密度函数结果比较。
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图６１６　太阳辐射实验和模拟概率密度函数比较

由图可见，模拟数据概率密度函数与实验数据相比很接近，模拟结果还是较
为满意的，说明马尔科夫转移矩阵是一种模拟时间序列可行的方法。



书书书

在环境数据的产生过程中，特别是实验室分析测试工作中，通常用质量控制
图的方法来控制与检验数据产生的过程中是否处于受控状态。过程处于统计控制
中的标志是：来自过程的重复样本表现为来自一个稳定的概率分布的随机样本。
控制图能依据一定的概率标准判定数据的质量指标是在偶然变异的范围内，还是
出现了异常情况。一旦发现数据变异超出了偶然变异的范围，应及时研究其发生
的原因，并采取措施消除它。数据产生过程中变异的发生有两类，一类是由 “可
指出的原因”引起的，如仪器的基准误差、试剂不纯、操作不当等，我们称数据
的此种变异为系统误差。如果能够判断数据变异是由 “可指出的原因”引起的，
即系统误差，我们可以认为数据产生的过程处于脱控状态。我们可按照它的作用
规律对它进行校正或设法消除，使数据产生的过程回到可以接受的变异水平。数
据产生变异的另一类原因是由偶然变动的 “一般原因”引起的，变异的绝对值和
符号的变化时大时小、时正时负，以不可预定的方式变化着，我们称数据的此种
变异为随机误差。随机误差是具有统计规律的误差，当数据测定的次数足够多
时，数据变异的概率服从统计分布的规律。引起随机误差的因素是人们不可控制
的，也不能通过调整数据产生的过程来修正。如果我们能够判断数据产生的变异
仅仅是由 “一般原因”引起的，即随机误差，我们可以认为数据产生的过程处于
受控状态。在这种情况下，没有必要改变或调整数据产生的过程。

第一节　控制图的基本概念

控制图是判断数据变异是由 “一般原因”（处于受控状态）引起的还是 “可
指出的原因”（处于脱控状态）引起的一种工具。在数据产生的过程中，一旦发
现一个数据处于脱控状态，都应当对过程进行调整，使数据生产过程回到受控状
态。如果我们研究的环境对象，用一个变量来描述，如河流水质中的某一种污染
物浓度，则使用均值控制图，亦称ｘ控制图。为了了解控制图的基本概念，我
们先介绍ｘ控制图的一些特征。

图７１为ｘ控制图的一般结构。控制图的中心线为处于控制状态过程的均
值，垂直线表示要研究变量的测量尺度。从数据产生的过程中抽取一个样本ｘｉ，
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计算出样本的均值ｘ，将表示ｘ值的数据点标在控制图上。图中 ＵＣＬ和ＬＣＬ分
别称为控制上限和控制下限。它对于决定过程是处于受控状态还是脱控状态是十
分重要的。ｘｉ 的值位于两个控制限之间时，表示数据产生的过程处于受控状态
的概率很大。ｘｉ 的值位于两个控制限之外，表示数据产生的过程处于脱控状态
的概率很大。应当对过程进行调整。随着时间的推移，越来越多的数据点被标在
控制图上。数据点的顺序是从左向右，同抽取样本的顺序相同。

图７１　ｘ控制图的结构

除ｘ控制图外，通常使用的其他控制图还有：检验样本中测量值全距的极
差控制图 （Ｒ控制图），检验样本中有缺陷比率的Ｐ 控制图和样本中有缺陷数量
的ｎｐ 控制图。Ｒ控制图、Ｐ控制图和ｎｐ 控制图的基本结构和图７１中ｘ控制图
的格式相似，其主要区别是使用的度量尺度不同。例如，在Ｐ 控制图中，测量
尺度是样本中有缺陷项目的比率，而不是样本的均值。本章中，我们主要介绍ｘ
控制图、Ｒ控制图和ｘＲ控制图。

第二节　ｘ控制图

从正态总体Ｎ（μ，σ２）中随机抽取容量为ｎ的样本ｘｉ，样本均值ｘ服从正态

分布Ｎ （μ，σ
２

ｎ）。由正态分布的知识知道，ｘ出现在区间 （μ－２σ／槡ｎ，μ＋２σ／槡ｎ）

内的概率为０９５５，在此区间外的概率为００４５；ｘ出现在区间 （μ－３σ／槡ｎ，μ＋

３σ／槡ｎ）内的概率为０９９７，在此区间外的概率为０００３。由于０００３是极小的概
率，我们由此可判定，当ｘｉ 位于ｘ±３σｘ之间，可认为它处于受控状态。当ｘｉ 位
于ｘ±３σｘ之外，可认为它处于脱控状态，即意味着可能出现了不正常情况。ｘ
控制图的控制限可表示如下：

ＵＣＬ＝μ＋３σｘ （７１）

ＬＣＬ＝μ－３σｘ （７２）

式中，σｘ＝σ
槡ｎ
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在实际工作中，由于总体的均值和标准差一般是未知的，通常用样本的
均值和标准差代替总体的均值和标准差来作控制图。则控制图的控制限可表
示如下：

ＵＣＬ＝ｘ＋３Ｓｘ （７３）

ＬＣＬ＝ｘ－３Ｓｘ （７４）

下面用 ［例７１］说明ｘ控制图的实际应用。
【例７１】　用某种标准方法对含铜０２５０ｍｇ／Ｌ的水质标准物做２０次测定。

测定结果如表７１所示。

表７１　［例７１］测定结果／（ｍｇ／Ｌ）

１ ０２５１ ６ ０２４０ １１ ０２２９ １６ ０２７０

２ ０２５０ ７ ０２６０ １２ ０２５０ １７ ０２２５

３ ０２５０ ８ ０２９０ １３ ０２８３ １８ ０２５０

４ ０２６３ ９ ０２６２ １４ ０３００ １９ ０２５６

５ ０２３５ １０ ０２３４ １５ ０２６２ ２０ ０２５０

由表７１中数据计算可得平均值ｘ＝０２５６ｍｇ／Ｌ，标准差Ｓｘ＝００２０ｍｇ／Ｌ。

按图７１ｘ控制图结构可得到如图７２所示的控制图。

图７２　水中铜分析数据控制图

从控制图中可看出，测定结果都分布在上、下控制限之间，说明测定过程处
于受控状态。

在实际工作中，我们还可以用极差Ｒ 代替标准差来检验数据产生过程中的
变异。其原因是因为极差容易计算。用极差Ｒ 构造ｘ 控制图的控制上、下限，
计算量较少。下面举例?说明用极差Ｒ代替标准差构造ｘ 控制图的情况。

【例７２】　某公司为控制产品质量，每天从产品中抽取容量为５的随机样本，
一共抽取了２０个样本。得到样本的测定结果如表７２所示。

? ［例７２］参考蒋子刚、顾雪梅编著的 《分析测试中的数理统计与质量保证》。
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表７２　［例７２］测定结果

样本序号 观　测　值 样本均值ｘｊ 样本极差Ｒｊ

１ ３５０６５ ３５０８６ ３５１４４ ３５００９ ３５０３０ ３５０６５ ００１３５

２ ３４８８２ ３５０８５ ３４８８４ ３５２５０ ３５０３１ ３５０２６ ００３６８

３ ３４８９７ ３４８９８ ３４９９５ ３５１３０ ３４９６９ ３４９７８ ００２３３

４ ３５１５３ ３５１２０ ３４９８９ ３４９００ ３４８３７ ３５０００ ００３１６

５ ３５０５９ ３５１１３ ３５０１１ ３４７７３ ３４８０１ ３４９５１ ００３４０

６ ３４９７７ ３４９６１ ３５０５０ ３５０１４ ３５０６０ ３５０１２ ０００９９

７ ３４９１０ ３４９１３ ３４９７６ ３４８３１ ３５０４４ ３４９３５ ００２１３

８ ３４９９１ ３４８５３ ３４８３０ ３５０８３ ３５０９４ ３４９７０ ００２６４

９ ３５０９９ ３５１６２ ３５２２８ ３４９５８ ３５００４ ３５０９０ ００２７０

１０ ３４８８０ ３５０１５ ３５０９４ ３５１０２ ３５１４６ ３５０４７ ００２６６

１１ ３４８８１ ３４８８７ ３５１４１ ３５１７５ ３４８６３ ３４９８９ ００３１２

１２ ３５０４３ ３４８６７ ３４９４６ ３５０１８ ３４７８４ ３４９３２ ００２５９

１３ ３５０４３ ３４７６９ ３４９４４ ３５０１４ ３４９０４ ３４９３５ ００２７４

１４ ３５００４ ３５０３０ ３５０８２ ３５０４５ ３５２３４ ３５０７９ ００２３０

１５ ３４８４６ ３４９３８ ３５０６５ ３５０８９ ３５０１１ ３４９９０ ００２４３

１６ ３５１４５ ３４８３２ ３５１８８ ３４９３５ ３４９８９ ３５０１８ ００３５６

１７ ３５００４ ３５０４２ ３４９５４ ３５０２０ ３４８８９ ３４９８２ ００１５３

１８ ３４９５９ ３４８２３ ３４９６４ ３５０８２ ３４８７１ ３４９４０ ００２５９

１９ ３４８７８ ３４８６４ ３４９６０ ３５０７０ ３４９８４ ３４９５１ ００２０６

２０ ３４９６９ ３５１４４ ３５０５３ ３４９８５ ３４８８５ ３５００７ ００２５９

对每个容量都为ｎ的ｋ个样本，我们有样本的总体均值：

ｘ＝
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ

ｋ ＝３４９９５　　（ｋ＝１，２，…，２０）

以及样本平均极差Ｒ＝Ｒ１＋Ｒ２＋…＋Ｒｋ

ｋ ＝００２５３

由式 （７１）和式 （７２），我们知道ｘ控制图的控制上、下限为：

ＵＣＬ＝μ＋３σ
槡ｎ

ＬＣＬ＝μ－３σ
槡ｎ

因此，为了构造ｘ控制图的控制限，我们用极差来估计过程的标准差。现
已证明，过程的标准差和极差之间有如下关系：

σ　∧＝Ｒ
ｄ２

上式中，ｄ２ 是一个仅仅依赖于样本容量ｎ的常数，由附表１０可查阅。当样
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本容量为５时，ｄ２＝２３２６，将σ　∧＝Ｒ
ｄ２

代入上、下控制限 ＵＣＬ和ＬＣＬ计算式，

我们得到：

ＵＣＬ＝ｘ＋３× Ｒ
ｄ２槡ｎ

＝ｘ＋Ａ２Ｒ

ＬＣＬ＝ｘ－３× Ｒ
ｄ２槡ｎ

＝ｘ－Ａ２Ｒ

式中，Ａ２ 为一个仅依赖样本容量的常数，由附表１０可查阅。当ｎ＝５时，

Ａ２＝０５７７，则我们有ｘ控制图的上、下控制限为：

ＵＣＬ＝３４９９５＋０５７７×００２５３
＝３５１４

ＬＣＬ＝３４９９５－０５７７×００２５３
＝３４８５

则我们制作得到该产品的ｘ控制图如图７３所示。

图７３　ｘ控制图

从 ［例７２］的控制图中，我们可以看到，２０个样本的均值都在控制限内，
因此表明产品的生产过程处于受控状态。

第三节　Ｒ控制图

本节我们讨论Ｒ控制图。虽然人们在质量控制过程中，经常使用ｘ控制图，
然而Ｒ控制图也常常被采用。其原因是，用样本极差Ｒ代替样本标准差Ｓｘ进行
统计分析，可信程度差别不大。此外，极差Ｒ 的计算简便也是一个优点。极差
控制图可控制一个过程的变异。

为了构造Ｒ控制图，我们考虑用样本极差的平均值Ｒ 来估计总体标准差。
可以证明极差标准差的估计值σ　∧Ｒ为：
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σ　∧Ｒ＝ｄ３
Ｒ
ｄ２

（７５）

式 （７５）中，ｄ２ 和ｄ３ 是依赖于样本容量的常数，在附表１０中可以查得。
由此我们得到Ｒ控制图的上、下限计算式：

ＵＣＬ＝Ｒ＋３σ　∧Ｒ＝Ｒ＋３ｄ３
Ｒ
ｄ２

（７６）

ＬＣＬ＝Ｒ－３σ　∧Ｒ＝Ｒ－３ｄ３
Ｒ
ｄ２

（７７）

如果令：

Ｄ４＝１＋３×
ｄ３

ｄ２
（７８）

Ｄ３＝１－３×
ｄ３

ｄ２
（７９）

将式 （７８）和式 （７９）代入式 （７６）和式 （７７），得到Ｒ控制图上、下限
的表达式为：

ＵＣＬ＝ＲＤ４ （７１０）

ＬＣＬ＝ＲＤ３ （７１１）
式 （７１０）和式 （７１１）中的Ｄ４ 和Ｄ３ 也是依赖于样本容量的常数，亦可在

附表１０中查得。
【例７３】　用 ［例７２］中的数据制作Ｒ控制图。
查附表１０，当ｎ＝５时，Ｄ３＝０，Ｄ４＝２１１４
由式 （７１０）和式 （７１１），我们有：

ＵＣＬ＝ＲＤ４＝００２５３×２１１４＝００５３４

ＬＣＬ＝ＲＤ３＝００２５３×０＝０
有了Ｒ控制图的 ＵＣＬ值和ＬＣＬ值，可制作Ｒ控制图如图７４所示。

图７４　Ｒ控制图
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由于所有样本的极差都在控制限之内，因此可以认为过程处于受控状态。

第四节　ｘＲ控制图

在实际使用中，有时还将ｘ 控制图和Ｒ 控制图联合使用，即ｘＲ 控制图。

ｘＲ控制图是最常用的过程统计管理图。它主要用于抽样频率较高并且过程比较
稳定的过程。

下面举例?说明ｘＲ控制图的构造过程。
【例７４】　实验室分析某产品纯度得到数据如表７３所示。

表７３　［例７４］产品纯度分析数据

时间序列 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

测定结果１ ９９７ ９９７ ９９４ ９９５ ９９７ ９９６ ９９３ ９９６ ９９５ ９９７

测定结果２ ９９６ ９９４ ９９３ ９９８ ９９４ ９９９ ９９２ ９９３ ９９６ ９９６

ｘ ９９６５ ９９５５ ９９３５ ９９６５ ９９５５ ９９７５ ９９２５ ９９４５ ９９５５ ９９６５

Ｒ ０１ ０３ ０１ ０３ ０３ ０３ ０１ ０３ ０１ ０１

时间序列 １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

测定结果１ ９９６ ９９５ ９９７ ９９７ ９９４ ９９６ ９９２ ９９７ ９９４ ９９５

测定结果２ ９９８ ９９４ ９９８ ９９３ ９９５ ９９７ ９９５ ９９６ ９９３ ９９６

ｘ ９９７ ９９４５ ９９７５ ９９５ ９９４５ ９９６５ ９９３５ ９９６５ ９９３５ ９９５５

Ｒ ０２ ０１ ０１ ０４ ０１ ０１ ０３ ０１ ０１ ０１

其样本容量ｎ＝２；样本数Ｎ＝２０

由表７３数据计算样本的总均值ｘ和极差均值Ｒ：

ｘ＝
∑ｘｉ

Ｎ ＝９９５４

Ｒ＝
∑Ｒｉ

Ｎ ＝０１８

计算ｘ控制图的上、下控制限：

ＵＣＬｘ＝ｘ＋Ａ２Ｒ

ＬＣＬｘ＝ｘ－Ａ２Ｒ
查附表１０可得，Ａ２＝１８８０，则有：

ＵＣＬｘ＝９９５４＋１８８０×０１８＝９９８８
ＬＣＬｘ＝９９５４－１８８０×０１８＝９９２０

? 参考何祯等译 《质量工具箱》。
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计算Ｒ控制图的上、下控制限：

ＵＣＬＲ＝ＲＤ４

ＬＣＬＲ＝ＲＤ３

查附表１０可得，Ｄ４＝３２６７，Ｄ３＝０，则有：

ＵＣＬＲ＝０１８×３２６７＝０５９
ＬＣＬＲ＝０１８×０＝０

由 ＵＣＬｘ、ＬＣＬｘ、ＵＣＬＲ 和ＬＣＬＲ，我们可制得过程控制的ｘＲ 控制图如
图７５所示。

图７５　ｘＲ控制图

由于所有数据点都落在ｘＲ 控制图的控制限内，我们可以判断过程处于受

控状态。

第五节　控制图的解释

根据控制图中数据点的位置和轨迹，我们可以用很小的错判概率来确定一个

过程是否处于统计受控状态。控制图中，数据点的分布状况大部分是正常的，即
符合正态分布规律，但也有不正常的分布状况。对一个统计过程控制来说，过程
处于脱控状态的基本现象是数据点落在控制限之外。在这种情况下，应尽可能地
分析查找原因，并及时进行纠正。

除了数据点处于控制限之外，可以认为过程处于脱控状态之外，在控制限之
内的数据点轨迹，也可以显示出某些数据质量管理问题。下面我们来讨论过程脱
控检验问题。
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一、单点超出

如图７６所示，我们可以看到，ｘ控制图中反映出９号数据点和１５号数据
点超出了上、下控制限。一般可认为这两个数据为可疑数据。为此，我们要对这
两个数据的产生过程进行仔细分析。如果能够找出数据发生偏差的确切原因，我
们可判定其为过程脱控，应对数据产生过程中的问题进行调整。如果在分析这两
个数据产生的过程中，找不出确切的原因，虽然这两个数据点落在控制限外，我
们还不能简单地判定其脱控。因为单个点超出控制限也有可能是随机因素引起
的。在此种情况下，我们可以继续抽取样本，增加测定次数，并继续使用控制
图。如果仍有偶尔单点超出控制限外，并分析不出确切原因，这就有可能是影响
过程的因素较多，有些难以控制，因而随机波动较大。一般情况下，随着测定次
数的增加，平均值波动变小，变化可能性不大；而标准差变小的可能性较大。一
般而言，随着测定次数的增加，上控制限和下控制限的区间将逐步变窄。说明随
着测定次数的增加，控制状态的可信度逐渐提高。

图７６　ｘ控制图

二、链分析

就一般情况而言，如果数据点都落在上、下控制限之间，我们可以认为数据
产生的过程处于受控状态。但是，如果过多的数据点连续出现在中心的一侧，或
数据点分布有明显上升或下降趋势，我们仍要注意，在这种情况下，数据产生的
过程有可能失控。因为，数据点的单向趋势可能反映了数据产生过程中系统误差
的存在。链分析方法是在此种情况下判别数据在产生过程中是否失控的一种实用
方法。

在控制图中，将点连成线后，跨过中心线的次数称为链数。它反映了数据点
在中心线两侧的分布情况。过多的点出现在中心线的同一侧，例如由１１个数据
点组成的链中有１０个点在同一侧，说明过程可能已经失控。

图７７为一数据产生过程的控制图。总共有１９个数据点。
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图７７　控制图例

折线穿越中心线的次数为８，即链数为８。查链数对照表 （见表７４），总数
为１９时的合理链数范围为５～１４，可以认为控制图没有提供脱控信号。在计算
链数时需要注意的是，总数中应不包括那些正好落在中心线上的数据点，并且，
在计算链数时，若某个点正好在中心线上，其左右相邻的数据点都在中心线同
侧，则不计为一个链数。链分析对于数据点在控制图上单向上升或下降的情况，
也是可用的方法。

表７４　链数对照表

总 数 链数的合理范围 总 数 链数的合理范围 总 数 链数的合理范围

＜１０ 不能确定

１０～１１ ３～８
１２～１３ ３～１０
１４～１５ ４～１１
１６～１７ ５～１２
１８～１９ ５～１４
２０～２１ ６～１５
２２～２３ ７～１６
２４～２５ ８～１７
２６～２７ ８～１９

２８～２９ ９～２０
３０～３１ １０～２１
３２～３３ １１～２２
３４～３５ １１～２５
３６～３７ １２～２５
３８～３９ １３～２６
４０～４１ １４～２７
４２～４３ １５～２８
４４～４５ １５～３０
４６～４７ １６～３１

４８～４９ １７～３２
５０～５９ １８～３３
６０～６９ ２２～３９
７０～７９ ２６～４５
８０～８９ ３１～５０
９０～９９ ３５～５６

１００～１０９ ３９～６２
１１０～１１９ ４４～６７
１２０～１２９ ４８～７３
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附表１　标准正态分布表

　　附表１中给出了在曲线下，平均值
与大于平均值的ｚ个标准差之间的面积。
例如，对于ｚ＝１２５，在曲线下，平均
值与ｚ之间的面积是０３９４４。

ｚ ０００ ００１ ００２ ００３ ００４ ００５ ００６ ００７ ００８ ００９
００ ０００００ ０００４０ ０００８０ ００１２０ ００１６０ ００１９９ ００２３９ ００２７９ ００３１９ ００３５９
０１ ００３９８ ００４３８ ００４７８ ００５１７ ００５５７ ００５９６ ００６３６ ００６７５ ００７１４ ００７５３
０２ ００７９３ ００８３２ ００８７１ ００９１０ ００９４８ ００９８７ ０１０２６ ０１０６４ ０１１０３ ０１１４１
０３ ０１１７９ ０１２１７ ０１２５５ ０１２９３ ０１３３１ ０１３６８ ０１４０６ ０１４４３ ０１４８０ ０１５１７
０４ ０１５５４ ０１５９１ ０１６２８ ０１６６４ ０１７００ ０１７３６ ０１７７２ ０１８０８ ０１８４４ ０１８７９
０５ ０１９１５ ０１９５０ ０１９８５ ０２０１９ ０２０５４ ０２０８８ ０２１２３ ０２１５７ ０２１９０ ０２２２４
０６ ０２２５７ ０２２９１ ０２３２４ ０２３５７ ０２３８９ ０２４２２ ０２４５４ ０２４８６ ０２５１８ ０２５４９
０７ ０２５８０ ０２６１２ ０２６４２ ０２６７３ ０２７０４ ０２７３４ ０２７６４ ０２７９４ ０２８２３ ０２８５２
０８ ０２８８１ ０２９１０ ０２９３９ ０２９６７ ０２９９５ ０３０２３ ０３０５１ ０３０７８ ０３１０６ ０３１３３
０９ ０３１５９ ０３１８６ ０３２１２ ０３２３８ ０３２６４ ０３２８９ ０３３１５ ０３３４０ ０３３６５ ０３３８９
１０ ０３４１３ ０３４３８ ０３４６１ ０３４８５ ０３５０８ ０３５３１ ０３５５４ ０３５７７ ０３５９９ ０３６２１
１１ ０３６４３ ０３６６５ ０３６８６ ０３７０８ ０３７２９ ０３７４９ ０３７７０ ０３７９０ ０３８１０ ０３８３０
１２ ０３８４９ ０３８６９ ０３８８８ ０３９０７ ０３９２５ ０３９４４ ０３９６２ ０３９８０ ０３９９７ ０４０１５
１３ ０４０３２ ０４０４９ ０４０６６ ０４０８２ ０４０９９ ０４１１５ ０４１３１ ０４１４７ ０４１６２ ０４１７７
１４ ０４１９２ ０４２０７ ０４２２２ ０４２３６ ０４２５１ ０４２６５ ０４２７９ ０４２９２ ０４３０６ ０４３１９
１５ ０４３３２ ０４３４５ ０４３５７ ０４３７０ ０４３８２ ０４３９４ ０４４０６ ０４４１８ ０４４２９ ０４４４１
１６ ０４４５２ ０４４６３ ０４４７４ ０４４８４ ０４４９５ ０４５０５ ０４５１５ ０４５２５ ０４５３５ ０４５４５
１７ ０４５５４ ０４５６４ ０４５７３ ０４５８２ ０４５９１ ０４５９９ ０４６０８ ０４６１６ ０４６２５ ０４６３３
１８ ０４６４１ ０４６４９ ０４６５６ ０４６６４ ０４６７１ ０４６７８ ０４６８６ ０４６９３ ０４６９９ ０４７０６
１９ ０４７１３ ０４７１９ ０４７２６ ０４７３２ ０４７３８ ０４７４４ ０４７５０ ０４７５６ ０４７６１ ０４７６７
２０ ０４７７２ ０４７７８ ０４７８３ ０４７８８ ０４７９３ ０４７９８ ０４８０３ ０４８０８ ０４８１２ ０４８１７
２１ ０４８２１ ０４８２６ ０４８３０ ０４８３４ ０４８３８ ０４８４２ ０４８４６ ０４８５０ ０４８５４ ０４８５７
２２ ０４８６１ ０４８６４ ０４８６８ ０４８７１ ０４８７５ ０４８７８ ０４８８１ ０４８８４ ０４８８７ ０４８９０
２３ ０４８９３ ０４８９６ ０４８９８ ０４９０１ ０４９０４ ０４９０６ ０４９０９ ０４９１１ ０４９１３ ０４９１６
２４ ０４９１８ ０４９２０ ０４９２２ ０４９２５ ０４９２７ ０４９２９ ０４９３１ ０４９３２ ０４９３４ ０４９３６
２５ ０４９３８ ０４９４０ ０４９４１ ０４９４３ ０４９４５ ０４９４６ ０４９４８ ０４９４９ ０４９５１ ０４９５２
２６ ０４９５３ ０４９５５ ０４９５６ ０４９５７ ０４９５９ ０４９６０ ０４９６１ ０４９６２ ０４９６３ ０４９６４
２７ ０４９６５ ０４９６６ ０４９６７ ０４９６８ ０４９６９ ０４９７０ ０４９７１ ０４９７２ ０４９７３ ０４９７４
２８ ０４９７４ ０４９７５ ０４９７６ ０４９７７ ０４９７７ ０４９７８ ０４９７９ ０４９７９ ０４９８０ ０４９８１
２９ ０４９８１ ０４９８２ ０４９８２ ０４９８３ ０４９８４ ０４９８４ ０４９８５ ０４９８５ ０４９８６ ０４９８６
３０ ０４９８６ ０４９８７ ０４９８７ ０４９８８ ０４９８８ ０４９８９ ０４９８９ ０４９８９ ０４９９０ ０４９９０
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附表２　相关系数的临界值γα 表

　α
　ｆ ０１０ ００５ ００２ ００１ ０００１

　α
　ｆ

１ ０９８７６９ ０９９６９２ ０９９９５０７ ０９９９８７７ ０９９９９９３８ １

２ ０９００００ ０９５０００ ０９８０００ ０９９０００ ０９９９００ ２

３ ０８０５４ ０８７８３ ０９３４３３ ０９５８７３ ０９９１１６ ３

４ ０７２９３ ０８１１４ ０８８２２ ０９１７２０ ０９７４０６ ４

５ ０６６９４ ０７５４５ ０８３２９ ０８７４５ ０９５０７４ ５

６ ０６２１５ ０７０６７ ０７８８７ ０８３４３ ０９２４９３ ６

７ ０５８２２ ０６６６４ ０７４９８ ０７９７７ ０８９８２ ７

８ ０５４９４ ０６３１９ ０７１５５ ０７６４６ ０８７２１ ８

９ ０５２１４ ０６０２１ ０６８５１ ０７３４８ ０８４７１ ９

１０ ０４９７３ ０５７６０ ０６５８１ ０７０７９ ０８２３３ １０

１１ ０４７６２ ０５５２９ ０６３３９ ０６８３５ ０８０１０ １１

１２ ０４５７５ ０５３２４ ０６１２０ ０６６１４ ０７８００ １２

１３ ０４４０９ ０５１３９ ０５９２３ ０６４１１ ０７６０３ １３

１４ ０４２５９ ０４９７３ ０５７４２ ０６２２６ ０７４２０ １４

１５ ０４１２４ ０４８２１ ０５５７７ ０６０５５ ０７２４６ １５

１６ ０４０００ ０４６８３ ０５４２５ ０５８９７ ０７０８４ １６

１７ ０３８８７ ０４５５５ ０５２８５ ０５７５１ ０６９３２ １７

１８ ０３７８３ ０４４３８ ０５１５５ ０５６１４ ０６７８７ １８

１９ ０３６８７ ０４３２９ ０５０３４ ０５４８７ ０６６５２ １９

２０ ０３５９８ ０４２２７ ０４９２１ ０５３６８ ０６５２４ ２０

２５ ０３２３３ ０３８０９ ０４４５１ ０４８６９ ０５９７４ ２５

３０ ０２９６０ ０３４９４ ０４０９３ ０４４８７ ０５５４１ ３０

３５ ０２７４６ ０３２４６ ０３８１０ ０４１８２ ０５１８９ ３５

４０ ０２５７３ ０３０４４ ０３５７８ ０３９３２ ０４８９６ ４０

４５ ０２４２８ ０２８７５ ０３３８４ ０３７２１ ０４６４８ ４５

５０ ０２３０６ ０２７３２ ０３２１８ ０３５４１ ０４４３３ ５０

６０ ０２１０８ ０２５００ ０２９４８ ０３２４８ ０４０７８ ６０

７０ ０１９５４ ０２３１９ ０２７３７ ０３０１７ ０３７９９ ７０

８０ ０１８２９ ０２１７２ ０２５６５ ０２８３０ ０３５６８ ８０

９０ ０１７２６ ０２０５０ ０２４２２ ０２６７３ ０３３７５ ９０

１００ ０１６３８ ０１９４６ ０２３０１ ０２５４０ ０３２１１ １００



附表 １８７　　

附表３　ｔ分布表

附表３中的值是对于ｔ分布上侧的一个面积或概率的ｔ值。例如，当自由度
为１０，上侧的面积为００５时，ｔ００５＝１８１２。

自由度
上侧面积

０１０ ００５ ００２５ ００１ ０００５

１ ３０７８ ６３１４ １２７０６ ３１８２１ ６３６５７
２ １８８６ ２９２０ ４３０３ ６９６５ ９９２５
３ １６３８ ２３５３ ３１８２ ４５４１ ５８４１
４ １５３３ ２１３２ ２７７６ ３７４７ ４６０４
５ １４７６ ２０１５ ２５７１ ３３６５ ４０３２
６ １４４０ １９４３ ２４４７ ３１４３ ３７０７
７ １４１５ １８９５ ２３６５ ２９９８ ３４９９
８ １３９７ １８６０ ２３０６ ２８９６ ３３５５
９ １３８３ １８３３ ２２６２ ２８２１ ３２５０
１０ １３７２ １８１２ ２２２８ ２７６４ ３１６９
１１ １３６３ １７９６ ２２０１ ２７１８ ３１０６
１２ １３５６ １７８２ ２１７９ ２６８１ ３０５５
１３ １３５０ １７７１ ２１６０ ２６５０ ３０１２
１４ １３４５ １７６１ ２１４５ ２６２４ ２９７７
１５ １３４１ １７５３ ２１３１ ２６０２ ２９４７
１６ １３３７ １７４６ ２１２０ ２５８３ ２９２１
１７ １３３３ １７４０ ２１１０ ２５６７ ２８９８
１８ １３３０ １７３４ ２１０１ ２５５２ ２８７８
１９ １３２８ １７２９ ２０９３ ２５３９ ２８６１
２０ １３２５ １７２５ ２０８６ ２５２８ ２８４５
２１ １３２３ １７２１ ２０８０ ２５１８ ２８３１
２２ １３２１ １７１７ ２０７４ ２５０８ ２８１９
２３ １３１９ １７１４ ２０６９ ２５００ ２８０７
２４ １３１８ １７１１ ２０６４ ２４９２ ２７９７
２５ １３１６ １７０８ ２０６０ ２４８５ ２７８７
２６ １３１５ １７０６ ２０５６ ２４７９ ２７７９
２７ １３１４ １７０３ ２０５２ ２４７３ ２７７１
２８ １３１３ １７０１ ２０４８ ２４６７ ２７６３
２９ １３１１ １６９９ ２０４５ ２４６２ ２７５６
３０ １３１０ １６９７ ２０４２ ２４５７ ２７５０
４０ １３０３ １６８４ ２０２１ ２４２３ ２７０４
６０ １２９６ １６７１ ２０００ ２３９０ ２６６０
１２０ １２８９ １６５８ １９８０ ２３５８ ２６１７
＋∞ １２８２ １６４５ １９６０ ２３２６ ２５７６



１８８　　 环境数据统计分析基础

书书书

附
表

４
　
χ

２
分

布
表

　
　

表
中

给
出

了
χ

２ α
值

。
其

中
α

是
χ

２
分

布
上

侧
的

面
积

或
概

率
。

例
如

，
当

自
由

度
为

１０
，

上
侧

的
面

积
为

０
０１

时
，

χ
２ ０

０１
＝
２３
２

０９
３
。

自
由

度
上

　
侧

　
面

　
积

０
９９

５
０

９９
０

９７
５

０
９５

０
９０

０
１０

０
０５

０
０２

５
０

０１
０

００
５

１
３９

２７
０４

×
１０

－
１０

１５
７０

８８
×
１０

－
９

９８
２０

６９
×
１０

－
９

３９
３２

１４
×
１０

－
８

０
０１

５７
９０

８
２

７０
５５

４
３

８４
１４

６
５

０２
３８

９
６

６３
４９

０
７

８７
９４

４

２
０

０１
００

２５
１

０
０２

０１
００

７
０

０５
０６

３５
６

０
１０

２５
８７

０
２ １

０７
２０

４
６０

５１
７

５
９９

１４
７

７
３７

７７
６

９
２１

０３
４

１０

５９

６６

３
０

０７
１７

２１
２

０
１１

４８
３２

０
２１

５７
９５

０
３５

１８
４６

０
５８

４ ３
７５

６
２５

１３
９

７
８１

４７
３

９
３４

８４
０

１１

３４

４９
１２

８３

８１

４
０

２０
６９

９０
０

２９
７１

１０
０

４８
４４

１９
０

７１
０７

２１
１

０６
３６

２３
７

７７
９４

４
９

４８
７７

３
１１

１４

３３
１３

２７

６７
１４

８６

０２

５
０

４１
１７

４０
０

５５
４３

００
０

８３
１２

１１
１

１４
５４

７６
１

６１
０３

１
９

２３
６３

５
１１

０７

０５
１２

８３

２５
１５

０８

６３
１６

７４

９６

６
０

６７
５７

２７
０

８７
２０

８５
１

２３
７３

４７
１

６３
５３

９
２

２０
４１

３
１０

６４

４６
１２

５９

１６
１４

４４

９４
１６

８１

１９
１８

５４

７６

７
０

９８
９２

６５
１

２３
９０

４３
１

６８
９８

７
２

１６
７３

５
２

８３
３１

１
１ ２

０１

７０
１４

０６

７１
１６

０１

２８
１８

４７

５３
２０

２７

７７

８
１

３４
４４

１９
１

６４
６４

８２
２

１７
９７

３
２

７３
２６

４
３

４８
９５

４
１３

３６

１６
１５

５０

７３
１７

５３

４６
２０

０９

０２
２１

９５

５０

９
１

７３
４９

２６
２

０８
７９

１２
２

７０
０３

９
３

３２
５１

１
４

１６
８１

６
１ ４

６８

３７
１６

９１

９０
１９

０２

２８
２１

６６

６０
２３

５８

９３

１０
２

１５
５８

５
２

５５
８２

１
３

２４
６９

７
３

９４
０３

０
４

８６
５１

８
１５

９８

７１
１８

３０

７０
２０

４８

３１
２３

２０

９３
２５

１８

８２

１１
２

６０
３２

１
３

０５
３４

７
３

８１
５７

５
４

５７
４８

１
５

５７
７７

９
１７

２７

５０
１９

６７

５１
２１

９２

００
２４

７２

５０
２６

７５

６９

１２
３

０７
３８

２
３

５７
０５

６
４

４０
３７

９
５

２２
６０

３
６

３０
３８

０
１８

５４

９４
２１

０２

６１
２３

３３

６７
２６

２１

７０
２８

２９

９５

１３
３

５６
５０

３
４

１０
６９

１
５

００
８７

４
５

８９
１８

６
７

０４
１５

０
１９

８１

１９
２２

３６

２１
２４

７３

５６
２７

６８

８３
２９

８１

９４
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书书书

续
表

自
由

度
上

　
侧

　
面

　
积

０
９９

５
０

９９
０

９７
５

０
９５

０
９０

０
１０

０
０５

０
０２

５
０

０１
０

００
５

１４
４

０７
４６

８
４

６６
０４

３
５

６２
８７

２
６

５７
０６

３
７

７８
９５

３
２１

０６

４２
２３

６８

４８
２６

１１

９０
２９

１４

１３
３１

３１

９３

１５
４

６０
０９

４
５

２２
９３

５
６

２６
２１

４
７

２６
０９

４
８

５４
６７

５
２２

３０

７２
２４

９９

５８
２７

４８

８４
３０

５７

７９
３２

８０

１３

１６
５

１４
２２

４
５

８１
２２

１
６

９０
７６

６
７

９６
１６

４
９

３１
２２

３
２３

５４

１８
２６

２９

６２
２８

８４

５４
３１

９９

９９
３４

２６

７２

１７
５

６９
７２

４
６

４０
７７

６
７

５６
４１

８
８

６７
１７

６
１０

０８

５２
２４

７６

９０
２７

５８

７１
３０

１９

１０
３３

４０

８７
３５

７１

８５

１８
６

２６
４８

１
７

０１
４９

１
８

２３
０７

５
９

３９
０４

６
１０

８６

４９
２５

９８

９４
２８

８６

９３
３１

５２

６４
３４

８０

５３
３７

１５

６４

１９
６

８４
３９

８
７

６３
２７

３
８

９０
６５

５
１０

１１

７０
１１

６５

０９
２７

２０

３６
３０

１４

３５
３２

８５

２３
３６

１９

０８
３８

５８

２２

２０
７

４３
３８

６
８

２６
０４

０
９

５９
０８

３
１０

８５

０８
１２

４４

２６
２８

４１

２０
３１

４１

０４
３４

１６

９６
３７

５６

６２
３９

９９

６８

２１
８

０３
３６

６
８

８９
７２

０
１０

２８

２９
３

１１

５９

１３
１３

２３

９６
２ ９

６１

５１
３２

６７

０５
３５

４７

８９
３８

９３

２１
４１

４０

１０

２２
８

６４
２７

２
９

５４
２４

９
１０

９８

２３
１２

３３

８０
１４

０４

１５
３０

８１

３３
３３

９２

４４
３６

７８

０７
４０

２８

９４
４２

７９

５８

２３
９

２６
０４

２
１０

１９

５６
７

１１

６８

８５
１３

０９

０５
１４

８４

７９
３２

００

６９
３５

１７

２５
３８

０７

５７
４１

６３

８４
４４

１８

１３

２４
９

８８
６２

３
１０

８５

６４
１２

４０

１１
１３

８４

８４
１５

６５

８７
３３

１９

６３
３６

４１

５１
３９

３６

４１
４２

９７

９８
４５

５５

８５

２５
１０

５１

９７
１１

５２

４０
１３

１１

９７
１４

６１

１４
１６

４７

３４
３４

３８

１６
３７

６５

２５
４０

６４

６５
４４

３１

４１
４６

９２

７８

２６
１１

１６

０３
１２

１９

８１
１３

８４

３９
１５

３７

９１
１７

２９

１９
３５

５６

３１
３８

８８

５２
４１

９２

３２
４５

６４

１７
４８

２８

９９

２７
１１

８０

７６
１２

８７

８６
１４

５７

３３
１６

１５

１３
１８

１１

３８
３６

７４

１２
４０

１１

３３
４３

１９

４４
４６

９６

３０
４９

６４

４９

２８
１２

４６

１３
１３

５６

４８
１５

３０

７９
１６

９２

７９
１８

９３

９２
３７

９１

５９
４１

３３

７２
４４

４６

０７
４８

２７

８２
５０

９９

３３

２９
１３

１２

１１
１４

２５

６５
１６

０４

７１
１７

７０

８３
１９

７６

７７
３９

０８

７５
４２

５５

６９
４５

７２

２２
４９

５８

７９
５２

３３

５６

３０
１３

７８

６７
１４

９５

３５
１６

７９

０８
１８

４９

２６
２０

５９

９２
４０

２５

６０
４３

７７

２９
４６

９７

９２
５０

８９

２２
５３

６７

２０

４０
２０

７０

６５
２２

１６

４３
２４

４３

３１
２６

５０

９３
２９

０５

０５
５１

８０

５０
５５

７５

８５
５９

３４

１７
６３

６９

０７
６６

７６

５９

５０
２７

９９

０７
２９

７０

６７
３２

３５

７４
３４

７６

４２
３７

６８

８６
６３

１６

７１
６７

５０

４８
７１

４２

０２
７６

１５

３９
７９

４９

００

６０
３５

５３

４６
３７

４８

４８
４０

４８

１７
４３

１８

７９
４６

４５

８９
７４

３９

７０
７９

０８

１９
８３

２９

７６
８８

３７

９４
９１

９５

１７

７０
４３

２７

５２
４５

４４

１８
４８

７５

７６
５１

７３

９３
５５

３２

９０
８５

５２

７１
９０

５３

１２
９５

０２

３１
１０

０
４２

５
１０

４
２１

５

８０
５１

１７

２０
５３

５４

００
５７

１５

３２
６０

３９

１５
６４

２７

７８
９６

５７

８２
１０

１
８７

９
１０

６
６２

９
１１

２
３２

９
１１

６
３２

１

９０
５９

１９

６３
６１

７５

４１
６５

６４

６６
６９

１２

６０
７３

２９

１２
１０

７
５６

５
１１

３
１４

５
１１

８
１３

６
１２

４
１１

６
１２

８
２９

９

１０
０

６７

３２

７６
７０

０６

４８
７４

２２

１９
７７

９２

９５
８２

３５

８１
１１

８
４９

８
１２

４
３４

２
１２

９
５６

１
１３

５
８０

７
１４

０
１６

９



１９０　　 环境数据统计分析基础

书书书

附
表

５
　
Ｆ

分
布

表

表
中

给
出

了
Ｆ

α
值

，
其

中
α

是
Ｆ

分
布

上
侧

的
面

积
或

概
率

。
例

如
，

当
分

子
自

由
度

为
１２

、
分

母
自

由
度

为
１５

、
上

侧
的

面

积
为

０
０５

时
，
Ｆ

０
０５
＝
２

４８
。

Ｆ
０

０５
值

表

分
母

自
由

度

分
　

子
　

自
　

由
　

度

１
２

３
４

５
６

７
８

９
１０

１２
１５

２０
２４

３０
４０

６０
１２

０
＋

∞

１
１６

１
４

１９
９

５
２１

５
７

２２
４

６
２３

０
２

２３
４

０
２３

６
８

２３
８ 

９
２４

０
５

２４
１

９
２４

３
９

２４
５

９
２４

８
０

２４
９

１
２５

０
１

２５
１

１
２５

２
２

２５
３

３
２５

４
３

２
１８

５１

１９

００

１９

１６

１９

２５

１９

３０

１９

３３

１９

３５

１９

３７

１９

３８

１９

４０

１９

４１

１９

４３

１９

４５

１９

４５

１９

４６

１９

４７

１９

４８

１９

４９

１９

５０

３
１０

１３

９
５５

９
２８

９
１２

９
０１

８
９４

８
８９

８
８５

８
８１

８
７９

８
７４

８
７０

８
６６

８
６４

８
６２

８
５９

８
５７

８
５５

８
５３

４
７

７１
６

９４
６

５９
６

３９
６

２６
６

１６
６

０９
６

０４
６

００
５

９６
５

９１
５

８６
５

８０
５

７７
５

７５
５

７２
５

６９
５

６６
５

６３
５

６
６１

５
７９

５
４１

５
１９

５
０５

４
９５

４
８８

４
８２

４
７７

４
７４

４
６８

４
６２

４
５６

４
５３

４
５０

４
４６

４
４３

４
４０

４
３６

６
５

９９
５

１４
４

７６
４

５３
４

３９
４

２８
４

２１
４

１５
４

１０
４

０６
４

００
３

９４
３

８７
３

８４
３

８１
３

７７
３

７４
３

７０
３

６７
７

５
５９

４
７４

４
３５

４
１２

３
９７

３
８７

３
７９

３
７３

３
６８

３
６４

３
５７

３
５１

３
４４

３
４１

３
３８

３
３４

３
３０

３
２７

３
２３

８
５

３２
４

４６
４

０７
３

８４
３

６９
３

５８
３

５０
３

４４
３

３９
３

３５
３

２８
３

２２
３

１５
３

１２
３

０８
３

０４
３

０１
２

９７
２

９３
９

５
１２

４
２６

３
８６

３
６３

３
４８

３
３７

３
２９

３
２３

３
１８

３
１４

３
０７

３
０１

２
９４

２
９０

２
８６

２
８３

２
７９

２
７５

２
７１

１０
４

９６
４

１０
３

７１
３

４８
３

３３
３

２２
３

１４
３

０７
３

０２
２

９８
２

９１
２

８５
２

７７
２

７４
２

７０
２

６６
２

６２
２

５８
２

５４
１１

４
８４

３
９８

３
５９

３
３６

３
２０

３
０９

３
０１

２
９５

２
９０

２
８５

２
７９

２
７２

２
６５

２
６１

２
５７

２
５３

２
４９

２
４５

２
４０

１２
４

７５
３

８９
３

４９
３

２６
３

１１
３

００
２

９１
２

８５
２

８０
２ 

７５
２

６９
２

６２
２

５４
２

５１
２

４７
２

４３
２

３８
２

３４
２

３０



附表 １９１　　

书书书

续
表

Ｆ
０

０５
值

表

分
母

自
由

度

分
　

子
　

自
　

由
　

度

１
２

３
４

５
６

７
８

９
１０

１２
１５

２０
２４

３０
４０

６０
１２

０
＋

∞

１３
４

６７
３

８１
３

４１
３

１８
３

０３
２

９２
２

８３
２

７７
２

７１
２ 

６７
２

６０
２

５３
２

４６
２

４２
２

３８
２

３４
２

３０
２

２５
２

２１

１４
４

６０
３

７４
３

３４
３

１１
２

９６
２

８５
２

７６
２

７０
２

６５
２ 

６０
２

５３
２

４６
２

３９
２

３５
２

３１
２

２７
２

２２
２

１８
２

１３

１５
４

５４
３

６８
３

２９
３

０６
２

９０
２

７９
２

７１
２

６４
２

５９
２

５４
２

４８
２

４０
２

３３
２

２９
２

２５
２

２０
２

１６
２

１１
２

０７

１６
４

４９
３

６３
３

２４
３

０１
２

８５
２

７４
２

６６
２

５９
２

５４
２ 

４９
２

４２
２

３５
２

２８
２

２４
２

１９
２

１５
２

１１
２

０６
２

０１

１７
４

４５
３

５９
３

２０
２

９６
２

８１
２

７０
２

６１
２

５５
２

４９
２ 

４５
２

３８
２

３１
２

２３
２

１９
２

１５
２

１０
２

０６
２

０１
１

９６

１８
４

４１
３

５５
３

１６
２

９３
２

７７
２

６６
２

５８
２

５１
２

４６
２ 

４１
２

３４
２

２７
２

１９
２

１５
２

１１
２

０６
２

０２
１

９７
１

９２

１９
４

３８
３

５２
３

１３
２

９０
２

７４
２

６３
２

５４
２

４８
２

４２
２

３８
２

３１
２

２３
２

１６
２

１１
２

０７
２

０３
１

９８
１

９３
１

８８

２０
４

３５
３

４９
３

１０
２

８７
２

７１
２

６０
２

５１
２

４５
２

３９
２ 

３５
２

２８
２

２０
２

１２
２

０８
２

０４
１

９９
１

９５
１

９０
１

８４

２１
４

３２
３

４７
３

０７
２

８４
２

６８
２

５７
２

４９
２

４２
２

３７
２ 

３２
２

２５
２

１８
２

１０
２

０５
２

０１
１

９６
１

９２
１

８７
１

８１

２２
４

３０
３

４４
３

０５
２

８２
２

６６
２

５５
２

４６
２

４０
２

３４
２

３０
２

２３
２

１５
２

０７
２

０３
１

９８
１

９４
１

８９
１

８４
１

７８

２３
４

２８
３

４２
３

０３
２

８０
２

６４
２

５３
２

４４
２

３７
２

３２
２ 

２７
２

２０
２

１３
２

０５
２

０１
１

９６
１

９１
１

８６
１

８１
１

７６

２４
４

２６
３

４０
３

０１
２

７８
２

６２
２

５１
２

４２
２

３６
２

３０
２ 

２５
２

１８
２

１１
２

０３
１

９８
１

９４
１

８９
１

８４
１

７９
１

７３

２５
４

２４
３

３９
２

９９
２

７６
２

６０
２

４９
２

４０
２

３４
２

２８
２ 

２４
２

１６
２

０９
２

０１
１

９６
１

９２
１

８７
１

８２
１

７７
１

７１

２６
４

２３
３

３７
２

９８
２

７４
２

５９
２

４７
２

３９
２

３２
２

２７
２

２２
２

１５
２

０７
１

９９
１

９５
１

９０
１

８５
１

８０
１

７５
１

６９

２７
４

２１
３

３５
２

９６
２

７３
２

５７
２

４６
２

３７
２

３１
２

２５
２ 

２０
２

１３
２

０６
１

９７
１

９３
１

８８
１

８４
１

７９
１

７３
１

６７

２８
４

２０
３

３４
２

９５
２

７１
２

５６
２

４５
２

３６
２

２９
２

２４
２ 

１９
２

１２
２

０４
１

９６
１

９１
１

８７
１

８２
１

７７
１

７１
１

６５

２９
４

１８
３

３３
２

９３
２

７０
２

５５
２

４３
２

３５
２

２８
２

２２
２ 

１８
２

１０
２

０３
１

９４
１

９０
１

８５
１

８１
１

７５
１

７０
１

６４

３０
４

１７
３

３２
２

９２
２

６９
２

５３
２

４２
２

３３
２

２７
２

２１
２

１６
２

０９
２

０１
１

９３
１

８９
１

８４
１

７９
１

７４
１

６８
１

６２

４０
４

０８
３

２３
２

８４
２

６１
２

４５
２

３４
２

２５
２

１８
２

１２
２ 

０８
２

００
１

９２
１

８４
１

７９
１

７４
１

６９
１

６４
１

５８
１

５１

６０
４

００
３

１５
２

７６
２

５３
２

３７
２

２５
２

１７
２

１０
２

０４
１ 

９９
１

９２
１

８４
１

７５
１

７０
１

６５
１

５９
１

５３
１

４７
１

３９

１２
０

３
９２

３
０７

２
６８

２
４５

２
２９

２
１７

２
０９

２
０２

１
９６

１
９１

１
８３

１
７５

１
６６

１
６１

１
５５

１
５０

１
４３

１
３５

１
２ ５

＋
∞

３
８４

３
００

２
６０

２
３７

２
２１

２
１０

２
０１

１
９４

１
８８

１
８３

１
７５

１
６７

１
５７

１
５２

１
４６

１
３９

１
３２

１
２２

１
００



１９２　　 环境数据统计分析基础

书书书

续
表

Ｆ
０

０２
５
值

表

分
母

自
由

度

分
　

子
　

自
　

由
　

度

１
２

３
４

５
６

７
８

９
１０

１２
１５

２０
２４

３０
４０

６０
１２

０
＋

∞
１

６４
７

８
７９

９
５

８６
４

２
８９

９
６

９２
１

８
９３

７
１

９４
８

２
９５

６ 
７

９６
３

３
９６

８
６

９７
６

７
９８

４
９

９９
３

１
９９

７
２

１０
０１

１０
０ ６

１０
１０

１０
１４

１０
１８

２
３８

５１

３９

００

３９

１７

３９

２５

３９

３０

３９

３３

３９

３６

３９

３７

３９

３９

３９

４０

３９

４１

３９

４３

３９

４５

３９

４６

３９

４６

３９

４７

３９

４８

３９

４９

３９

５０

３
１７

４４

１６

０４

１５

４４

１５

１０

１４

８８

１４

７３

１４

６２

１４

５４

１４

４７

１４

４２

１４

３４

１４

２５

１４

１７

１４

１２

１４

０８

１４

０４

１３

９９

１３

９５

１３

９０

４
１２

２２

１０

６５

９
９８

９
６０

９
３６

９
２０

９
０７

８
９８

８
９０

８
８４

８
７５

８
６６

８
５６

８
５１

８
４６

８
４１

８
３６

８
３１

８
２ ６

５
１０

０１

８
４３

７
７６

７
３９

７
１５

６
９８

６
８５

６
６７

６
６８

６ 
６２

６
５２

６
４３

６
３３

６
２８

６
２３

６
１８

６
１２

６
０７

６
０２

６
８

８１
７

２６
６

６０
６

２３
５

９９
５

８２
５

７０
５

６０
５

５２
５

４６
５

３７
５

２７
５

１７
５

１２
５

０７
５

０１
４

９６
４

９０
４

８５
７

８
０７

６
５４

５
８９

５
５２

５
２９

５
２１

４
９９

４
９０

４
８２

４
７６

４
６７

４
５７

４
４７

４
４２

４
３６

４
３１

４
２５

４
２０

４
１４

８
７

５７
６

０６
５

４２
５

０５
４

８２
４

６５
４

５３
４

４３
４

３６
４

３０
４

２０
４

１０
４

００
３

９５
３

８９
３

８４
３

７８
３

７３
３

６７
９

７
２１

５
７１

５
０８

４
７２

４
４８

４
３２

４
２０

４
１０

４
０３

３
９６

３
８７

３
７７

３
６７

３
６１

３
５６

３
５１

３
４５

３
３９

３
３３

１０
６

９４
５

４６
４

８３
４

４７
４

２４
４

０７
３

９５
３

８５
３

７８
３ 

７２
３

６２
３

５２
３

４２
３

３７
３

３１
３

２６
３

２０
３

１４
３

０８
１１

６
７２

５
２６

４
６３

４
２８

４
０４

３
８８

３
７６

３
６６

３
５９

３ 
５３

３
４３

３
３３

３
２３

３
１７

３
１２

３
０６

３
００

２
９４

２
８８

１２
６

５５
５

１０
４

４７
４

１２
３

８９
３

７３
３

６１
３

５１
３

４４
３

３７
３

２８
３

１８
３

０７
３

０２
２

９６
２

９１
２

８５
２

７９
２

７２
１３

６
４１

４
９７

４
３５

４
００

３
７７

３
６０

３
４８

３
３９

３
３１

３ 
２５

３
１５

３
０５

２
９５

２
８９

２
８４

２
７８

２
７２

２
６６

２
６０

１４
６

３０
４

８６
４

２４
３

８９
３

６６
３

５０
３

３８
３

２９
３

２１
３ 

１５
３

０５
２

９５
２

８４
２

７９
２

７３
２

６７
２

６１
２

５５
２

４９
１５

６
２０

４
７７

４
１５

３
８０

３
５８

３
４１

３
２９

３
２０

３
１２

３
０６

２
９６

２
８６

２
７６

２
７０

２
６４

２
５９

２
５２

２
４６

２
４０

１６
６

１２
４

６９
４

０８
３

７３
３

５０
３

３４
３

２２
３

１２
３

０５
２ 

９９
２

８９
２

７９
２

６８
２

６３
２

５７
２

５１
２

４５
２

３８
２

３２
１７

６
０４

４
６２

４
０１

３
６６

３
４４

３
２８

３
１６

３
０６

２
９８

２ 
９２

２
８２

２
７２

２
６２

２
５６

２
５０

２
４４

２
３８

２
３２

２
２５

１８
５

９８
４

５６
３

９５
３

６１
３

３８
３

２２
３

１０
３

０１
２

９３
２

８７
２

７７
２

６７
２

５６
２

５０
２

４４
２

３８
２

３２
２

２６
２

１９
１９

５
９２

４
５１

３
９０

３
５６

３
３３

３
１７

３
０５

２
９６

２
８８

２ 
８２

２
７２

２
６２

２
５１

２
４５

２
３９

２
３３

２
２７

２
２０

２
１３

２０
５

８７
４

４６
３

８６
３

５１
３

２９
３

１３
３

０１
２

９１
２

８４
２ 

７７
２

６８
２

５７
２

４６
２

４１
２

３５
２

２９
２

２２
２

１６
２

０９
２１

５
８３

４
４２

３
８２

３
４８

３
２５

３
０９

２
９７

２
８７

２
８０

２
７３

２
６４

２
５３

２
４２

２
３７

２
３１

２
２５

２
１８

２
１１

２
０４

２２
５

７９
４

３８
３

７８
３

４４
３

２２
３

０５
２

９３
２

８４
２

７６
２ 

７０
２

６０
２

５０
２

３９
２

３３
２

２７
２

２１
２

１４
２

０８
２

００
２３

５
７５

４
３５

３
７５

３
４１

３
１８

３
０２

２
９０

２
８１

２
７３

２ 
６７

２
５７

２
４７

２
３６

２
３０

２
２４

２
１８

２
１１

２
０４

１
９７

２４
５

７２
４

３２
３

７２
３

３８
３

１５
２

９９
２

８７
２

７８
２

７０
２

６４
２

５４
２

４４
２

３３
２

２７
２

２１
２

１５
２

０８
２

０１
１

９４
２５

５
６９

４
２９

３
６９

３
３５

３
１３

２
９７

２
８５

２
７５

２
６８

２ 
６１

２
５１

２
４１

２
３０

２
２４

２
１８

２
１２

２
０５

１
９８

１
９１

２６
５

６６
４

２７
３

６７
３

３３
３

１０
２

９４
２

８２
２

７３
２

６５
２ 

５９
２

４９
２

３９
２

２８
２

２２
２

１６
２

０９
２

０３
１

９５
１

８８
２７

５
６３

４
２４

３
６５

３
３１

３
０８

２
９２

２
８０

２
７１

２
６３

２
５７

２
４７

２
３６

２
２５

２
１９

２
１３

２
０７

２
００

１
９３

１
８５

２８
５

６１
４

２２
３

６３
３

２９
３

０６
２

９０
２

７８
２

６９
２

６１
２ 

５５
２

４５
２

３４
２

２３
２

１７
２

１１
２

０５
１

９８
１

９１
１

８３
２９

５
５９

４
２０

３
６１

３
２７

３
０４

２
８８

２
７６

２
６７

２
５９

２ 
５３

２
４３

２
３２

２
２１

２
１５

２
０９

２
０３

１
９６

１
８９

１
８１

３０
５

５７
４

１８
３

５９
３

２５
３

０３
２

８７
２

７５
２

６５
２

５７
２

５１
２

４１
２

３１
２

２０
２

１４
２

０７
２

０１
１

９４
１

８７
１

７９
４０

５
４２

４
０５

３
４６

３
１３

２
９０

２
７４

２
６２

２
５３

２
４５

２ 
３９

２
２９

２
１８

２
０７

２
０１

１
９４

１
８８

１
８０

１
７２

１
６４

６０
５

２９
３

９３
３

３４
３

０１
２

７９
２

６３
２

５１
２

４１
２

３３
２ 

２７
２

１７
２

０６
１

９４
１

８８
１

８２
１

７４
１

６７
１

５８
１

４８
１２

０
５

１５
３

８０
３

２３
２

８９
２

６７
２

５２
２

３９
２

３０
２

２２
２

１６
２

０５
１

９４
１

８２
１

７６
１

６９
１

６１
１

５３
１

４３
１

３１
＋

∞
５

０２
３

６９
３

１２
２

７９
２

５７
２

４１
２

２９
２

１９
２

１１
２

０ ５
１

９４
１

８３
１

７１
１

６４
１

５７
１

４８
１

３９
１

２７
１

００



附表 １９３　　

书书书

续
表

Ｆ
０

０１
值

表

分
母

自
由

度

分
　

子
　

自
　

由
　

度

１
２

３
４

５
６

７
８

９
１０

１２
１５

２０
２４

３０
４０

６０
１２

０
＋

∞
１

４０
５２

４９
９９

５

５４
０３

５６
２５

５７
６４

５８
５９

５９
２８

５９
８２

６０
２２

６０
５６

６１
０６

６１
５７

６２
０９

６２
３５

６２
６１

６２
８７

６３
１３

６３
３９

６３
６ ６

２
９８

５０

９９

００

９９

１７

９９

２５

９９

３０

９９

３３

９９

３６

９９

３７

９９

３９

９９

４０

９９

４２

９９

４３

９９

４５

９９

４６

９９

４７

９９

４７

９９

４８

９９

４９

９９

５０

３
３４

１２

３０

８２

２９

４６

２８

７１

２８

２４

２７

９１

２７

６７

２７

４９

２７

３５

２７

２３

２７

０５

２６

８７

２６

６９

２６

６０

２６

５０

２６

４１

２６

３２

２６

２２

２６

１３

４
２１

２０

１８

００

１６

６９

１５

９８

１５

５２

１５

２１

１４

９８

１４

８０

１４

６６

１４

５５

１４

３７

１４

２０

１４

０２

１３

９３

１３

８４

１３

７５

１３

６５

１３

５６

１３

４６

５
１６

２６

１３

２７

１２

０６

１１

３９

１０

９７

１０

６７

１０

４６

１０

２９

１０

１６

１０

０５

９
８９

９
７２

９
５５

９
４７

９
３８

９
２９

９
２ ０

９
１１

９
０６

６
１３

７５

１０

９２

９
７８

９
１５

８
７５

８
４７

８
２６

８
１０

７
９８

７
８７

７
７２

７
５６

７
４０

７
３１

７
２３

７
１４

７
０６

６
９７

６
８８

７
１２

２５

９
５５

８
４５

７
８５

７
４６

７
１９

６
９９

６
８４

６
７２

６ 
６２

６
４７

６
３１

６
１６

６
０７

５
９９

５
９１

５
８２

５
７４

５
６５

８
１１

２６

８
６５

７
５９

７
０１

６
６３

６
３７

６
１８

６
０３

５
９１

５ 
８１

５
６７

５
５２

５
３６

５
２８

５
２０

５
１２

５
０３

４
９５

４
８６

９
１０

５６

８
０２

６
９９

６
４２

６
０６

５
８０

５
６１

５
４７

５
３５

５
２６

５
１１

４
９６

４
８１

４
７３

４
６５

４
５７

４
４８

４
４０

４
３１

１０
１０

０４

７
５６

６
５５

５
９９

５
６４

５
３９

５
２０

５
０６

４
９４

４
８５

４
７１

４
５６

４
４１

４
３３

４
２５

４
１７

４
０８

４
００

３
９ １

１１
９

６５
７

２１
６

２２
５

６７
５

３２
５

０７
４

８９
４

７４
４

６３
４ 

５４
４

４０
４

２５
４

１０
４

０２
３

９４
３

８６
３

７８
３

６９
３

６０
１２

９
３３

６
９３

５
９５

５
４１

５
０６

４
８２

４
６４

４
５０

４
３９

４
３０

４
１６

４
０１

３
８６

３
７８

３
７０

３
６２

３
５４

３
４５

３
３６

１３
９

０７
６

７０
５

７４
５

２１
４

８６
４

６２
４

４４
４

３０
４

１９
４ 

１０
３

９６
３

８２
３

６６
３

５９
３

５１
３

４３
３

３４
３

２５
３

１７
１４

８
８６

６
５１

５
５６

５
０４

４
６９

４
４６

４
２８

４
１４

４
０３

３ 
９４

３
８０

３
６６

３
５１

３
４３

３
３５

３
２７

３
１８

３
０９

３
００

１５
８

６８
６

３６
５

４２
４

８９
４

５６
４

３２
４

１４
４

００
３

８９
３

８０
３

６７
３

５２
３

３７
３

２９
３

２１
３

１３
３

０５
２

９６
２

８７
１６

８
５３

６
２３

５
２９

４
７７

４
４４

４
２０

４
０３

３
８９

３
７８

３ 
６９

３
５５

３
４１

３
２６

３
１８

３
１０

３
０２

２
９３

２
８４

２
７５

１７
８

４０
６

１１
５

１８
４

６７
４

３４
４

１０
３

９３
３

７９
３

６８
３ 

５９
３

４６
３

３１
３

１６
３

０８
３

００
２

９２
２

８３
２

７５
２

６５
１８

８
２９

６
０１

５
０９

４
５８

４
２５

４
０１

３
８４

３
７１

３
６０

３
５１

３
３７

３
２３

３
０８

３
００

２
９２

２
８４

２
７５

２
６６

２
５７

１９
８

１８
５

９３
５

０１
４

５０
４

１７
３

９４
３

７７
３

６３
３

５２
３ 

４３
３

３０
３

１５
３

００
２

９２
２

８４
２

７６
２

６７
２

５８
２

４９
２０

８
１０

５
８５

４
９４

４
４３

４
１０

３
８７

３
７０

３
５６

３
４６

３ 
３７

３
２３

３
０９

２
９４

２
８６

２
７８

２
６９

２
６１

２
５２

２
４２

２１
８

０２
５

７８
４

８７
４

３７
４

０４
３

８１
３

６４
３

５１
３

４０
３

３１
３

１７
３

０３
２

８８
２

８０
２

７２
２

６４
２

５５
２

４６
２

３６
２２

７
９５

５
７２

４
８２

４
３１

３
９９

３
７６

３
５９

３
４５

３
３５

３ 
２６

３
１２

２
９８

２
８３

２
７５

２
６７

２
５８

２
５０

２
４０

２
３１

２３
７

８８
５

６６
４

７６
４

２６
３

９４
３

７１
３

５４
３

４１
３

３０
３ 

２１
３

０７
２

９３
２

７８
２

７０
２

６２
２

５４
２

４５
２

３５
２

２６
２４

７
８２

５
６１

４
７２

４
２２

３
９０

３
６７

３
５０

３
３６

３
２６

３
１７

３
０３

２
８９

２
７４

２
６６

２
５８

２
４９

２
４０

２
３１

２
２１

２５
７

７７
５

５７
４

６８
４

１８
３

８５
３

６３
３

４６
３

３２
３

２２
３ 

１３
２

９９
２

８５
２

７０
２

６２
２

５４
２

４５
２

３６
２

２７
２

１７
２６

７
７２

５
５３

４
６４

４
１４

３
８２

３
５９

３
４２

３
２９

３
１８

３ 
０９

２
９６

２
８１

２
６６

２
５８

２
５０

２
４２

２
３３

２
２３

２
１３

２７
７

６８
５

４９
４

６０
４

１１
３

７８
３

５６
３

３９
３

２６
３

１５
３

０６
２

９３
２

７８
２

６３
２

５５
２

４７
２

３８
２

２９
２

２０
２

１０
２８

７
６４

５
４５

４
５７

４
０７

３
７５

３
５３

３
３６

３
２３

３
１２

３ 
０３

２
９０

２
７５

２
６０

２
５２

２
４４

２
３５

２
２６

２
１７

２
０６

２９
７

６０
５

４２
４

５４
４

０４
３

７３
３

５０
３

３３
３

２０
３

０９
３ 

００
２

８７
２

７３
２

５７
２

４９
２

４１
２

３３
２

２３
２

１４
２

０３
３０

７
５６

５
３９

４
５１

４
０２

３
７０

３
４７

３
３０

３
１７

３
０７

２
９８

２
８４

２
７０

２
５５

２
４７

２
３９

２
３０

２
２１

２
１１

２
０１

４０
７

３１
５

１８
４

３１
３

８３
３

５１
３

２９
３

１２
２

９９
２

８９
２ 

８０
２

６６
２

５２
２

３７
２

２９
２

２０
２

１１
２

０２
１

９２
１

８０
６０

７
０８

４
９８

４
１３

３
６５

３
３４

３
１２

２
９５

２
８２

２
７２

２ 
６３

２
５０

２
３５

２
２０

２
１２

２
０３

１
９４

１
８４

１
７３

１
６０

１２
０

６
８５

４
７９

３
９５

３
４８

３
１７

２
９６

２
７９

２
６６

２
５６

２
４７

２
３４

２
１９

２
０３

１
９５

１
８６

１
７６

１
６６

１
５３

１
３８

＋
∞

６
６３

４
６１

３
７８

３
３２

３
０２

２
８０

２
６４

２
５１

２
４１

２
３ ２

２
１８

２
０４

１
８８

１
７９

１
７０

１
５９

１
４７

１
３２

１
００



１９４　　 环境数据统计分析基础

书书书

附
表

６
　

计
算

统
计

量
Ｗ

必
需

的
系

数
α

ｋ
（ Ｗ

）

　
ｎ

　
ｋ

３
４

５
６

７
８

９
１０

１１
１２

１３
１４

１５
１６

１７
１８

１
０

７０
７１

０
６８

７２
０

６６
４６

０
６４

３１
０

６２
３３

０
６０

５２
０

５８
８８

０
５７

３９
０

５６
０１

０
５４

７５
０

５３
５９

０
５２

５１
０

５１
５ ０

０
５０

５６
０

４９
６８

０
４８

８６
２

—
０

１６
７７

０
２４

１３
０

２８
０６

０
３０

３１
０

３１
６４

０
３２

４４
０

３ ２
９１

０
３３

１５
０

３３
２５

０
３３

２５
０

３３
１８

０
３３

０６
０

３２
９０

０
３２

７３
０

３２
５３

３
—

—
—

０
０８

７５
０

１４
０１

０
１７

４３
０

１９
７６

０
２１

４１
０

２２
６０

０
２ ３

４７
０

２４
１２

０
２４

６０
０

２４
９５

０
２５

２１
０

２５
４０

０
２５

５３
４

—
—

—
—

—
０

０５
６１

０
０９

４７
０

１２
２４

０
１４

２９
０

１５
８６

０
１７

０７
０

１ ８
０２

０
１８

７８
０

１９
３９

０
１９

８８
０

２０
２７

５
—

—
—

—
—

—
—

０
０３

９９
０

０６
９５

０
０９

２２
０

１０
９９

０
１２

４０
０

１３
５３

０
１ ４

４７
０

１５
２４

０
１５

８７
６

—
０

０３
０３

０
０５

３９
０

０７
２７

０
０８

８０
０

１０
０５

０
１１

０９
０

１ １
９７

７
—

—
—

０
０２

４０
０

０４
３３

０
０５

９３
０

０７
２５

０
０８

３７
８

—
—

—
—

—
０

０１
９６

０
０３

５９
０

０４
９６

９
—

—
—

—
—

—
—

０
０１

６３
１０

—
—

—
—

—
—

—

１１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１ ２２ ２３ ２４ ２５



附表 １９５　　

书书书

续
表

　
ｎ

　
ｋ

１９
２０

２１
２２

２３
２４

２５
２６

２７
２８

２９
３０

３１
３２

３３
３４

１
０

４８
０８

０
４７

３４
０

４６
４３

０
４５

９０
０

４５
４２

０
４４

９３
０

４４
５０

０
４４

０７
０

４３
６６

０
４３

２８
０

４２
９１

０
４２

５４
０

４２
２ ０

０
４１

８８
０

４１
５６

０
４１

２７

２
０

３２
３２

０
３２

１１
０

３１
８５

０
３１

５６
０

３１
２６

０
３０

９８
０

３０
６９

０
３０

４３
０

３０
１８

０
２９

９２
０

２９
６８

０
２９

４４
０

２９
２１

０
２８

９８
０

２８
７６

０
２８

５４

３
０

２５
６１

０
２５

６５
０

２５
７８

０
２５

７１
０

２５
６３

０
２５

５４
０

２５
４３

０
２５

３３
０

２５
２２

０
２５

１０
０

２４
９９

０
２４

８７
０

２４
７ ５

０
２４

６３
０

２４
５１

０
２４

３９

４
０

２０
５９

０
２０

８５
０

２１
１９

０
２１

３１
０

２１
３９

０
２１

４５
０

２１
４８

０
２１

５１
０

２１
５２

０
２１

５１
０

２１
５０

０
２１

４８
０

２１
４ ５

０
２１

４１
０

２１
３７

０
２１

３２

５
０

１６
４１

０
１６

８６
０

１７
３６

０
１７

６４
０

１７
８７

０
１８

０７
０

１８
２２

０
１８

３６
０

１８
４８

０
１８

５７
０

１８
６４

０
１８

７０
０

１８
７ ４

０
１８

７８
０

１８
８０

０
１８

８２

６
０

１２
７１

０
１３

３４
０

１３
９９

０
１４

４３
０

１４
８０

０
１５

１２
０

１５
３９

０
１５

６３
０

１５
８４

０
１６

０１
０

１６
１６

０
１６

３０
０

１６
４ １

０
１６

５１
０

１６
６０

０
１６

６７

７
０

０９
３２

０
１０

１３
０

１０
９２

０
１１

５０
０

１２
０１

０
１２

４５
０

１２
８３

０
１３

１６
０

１３
４６

０
１３

７２
０

１３
９５

０
１４

１５
０

１４
３ ３

０
１４

４９
０

１４
６３

０
１４

７５

８
０

０６
１２

０
０７

１１
０

０８
０４

０
０８

７８
０

０９
４１

０
０９

９７
０

１０
４６

０
１０

８９
０

１１
２８

０
１１

６２
０

１１
９２

０
１２

１９
０

１２
４３

０
１２

６５
０

１２
８４

０
１３

０１

９
０

０３
０３

０
０４

２２
０

０５
３０

０
０６

１８
０

０６
９６

０
０７

６４
０

０８
２３

０
０８

７６
０

０９
２３

０
０９

６５
０

１０
０２

０
１０

３６
０

１０
６ ６

０
１０

９３
０

１１
１８

０
１１

４０

１０
—

０
０１

４０
０

０２
６３

０
０３

６８
０

０４
５９

０
０５

３９
０

０６
１０

０
０６

７２
０

０７
２８

０
０７

７８
０

０８
２２

０
０８

６２
０

０８
９９

０
０９

３１
０

０９
６１

０
０９

８８

１１
—

０
０１

２２
０

０２
２８

０
０３

２１
０

０４
０３

０
０４

７６
０

０５
４０

０
０ ５

９８
０

０６
５０

０
０６

６７
０

０７
３９

０
０７

７７
０

０８
１２

０
０８

４４

１２
—

—
—

０
０１

０７
０

０２
００

０
０２

８４
０

０３
５８

０
０４

２４
０

０４
８３

０
０ ５

３７
０

０５
８５

０
０６

２９
０

０６
６９

０
０７

０６

１３
—

—
—

—
—

０
００

９４
０

０１
７８

０
０２

５３
０

０３
２０

０
０３

８１
０

０４
３５

０
０ ４

８５
０

０５
３０

０
０５

７２

１４
—

—
—

—
—

—
—

０
００

８４
０

０１
５９

０
０２

２７
０

０２
８９

０
０３

４４
０

０３
９５

０
０ ４

４１

１５
—

—
—

—
—

—
—

—
—

０
００

７６
０

０１
４４

０
０２

０６
０

０２
６２

０
０３

１４

１６
—

０
００

６８
０

０１
３１

０
０１

８７

１７
—

—
—

０
００

６２

１８
—

—
—

—

１９
—

—
—

—

２０
—

—
—

—

２１ ２２ ２３ ２４ ２５
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书书书

续
表

　
ｎ

　
ｋ

３５
３６

３７
３８

３９
４０

４１
４２

４３
４４

４５
４６

４７
４８

４９
５０

１
０

４０
９６

０
４０

６８
０

４０
４０

０
４０

１５
０

３９
８９

０
３９

６４

２
０

２８
３４

０
２８

１３
０

２７
９４

０
２７

７４
０

２７
５５

０
２７

３７

３
０

２４
２７

０
２４

１５
０

２４
０３

０
２３

９１
０

２３
８０

０
２３

６８

４
０

２１
２７

０
２１

２１
０

２１
１６

０
２１

１０
０

２１
０４

０
２０

９８

５
０

１８
８３

０
１８

８３
０

１８
８３

０
１８

８１
０

１８
８０

０
１８

７８

６
０

１６
７３

０
１６

７８
０

１６
８３

０
１６

８６
０

１６
８９

０
１６

９１

７
０

１４
８７

０
１４

９６
０

１５
０５

０
１５

１３
０

１５
２０

０
１５

２６

８
０

１３
１７

０
１３

３１
０

１３
４４

０
１３

５６
０

１３
６６

０
１３

７６

９
０

１１
６０

０
１１

７９
０

１１
９６

０
１２

１１
０

１２
２５

０
１２

３７

１０
０

１０
１３

０
１０

３６
０

１０
５６

０
１０

７５
０

１０
９２

０
１１

０８

１１
０

０８
７３

０
０９

００
０

０９
２４

０
０９

４７
０

０９
６７

０
０９

８６

１２
０

０７
３９

０
０７

７０
０

０７
９８

０
０８

２４
０

０８
４８

０
０８

７０

１３
０

０６
１０

０
０６

４５
０

０６
７７

０
０７

０６
０

０７
３３

０
０７

５９

１４
０

０４
８４

０
０５

２３
０

０５
５９

０
０５

９２
０

０６
２２

０
０６

５１

１５
０

０３
６１

０
０４

０４
０

０４
４４

０
０４

８１
０

０５
１５

０
０５

４６

１６
０

０２
３９

０
０２

８７
０

０３
３１

０
０３

７２
０

０４
０９

０
０４

４４

１７
０

０１
１９

０
０１

７２
０

０２
２０

０
０２

６４
０

０３
０５

０
０３

４３

１８
—

０
００

５７
０

０１
１０

０
０１

５８
０

０２
０３

０
０２

４４

１９
—

—
—

０
００

５３
０

０１
０１

０
０１

４６

２０
—

—
—

—
—

０
００

４９

２１ ２２ ２３ ２４ ２５

０
３９

４０
０

３９
１７

０
３８

９４
０

３８
７２

０
３８

５０
０

３８
３０

０
３ ８

０８
０

３７
８９

０
３７

７０
０

３７
５１

０
２７

１９
０

２７
０１

０
２６

８４
０

２６
６７

０
２６

５１
０

２６
３５

０
２６

２０
０

２６
０４

０
２５

８９
０

２５
７４

０
２３

５７
０

２３
４５

０
２３

３４
０

２３
２３

０
２３

１３
０

２３
０２

０
２ ２

９１
０

２２
８１

０
２２

７１
０

２２
６０

０
２０

９１
０

２０
８５

０
２０

７８
０

２０
７２

０
２０

６５
０

２０
５８

０
２ ０

５２
０

２０
４５

０
２０

３８
０

２０
３２

０
１８

７６
０

１８
７４

０
１８

７１
０

１８
６８

０
１８

６５
０

１８
６２

０
１ ８

５９
０

１８
５５

０
１８

５１
０

１８
４７

０
１６

９３
０

１６
９４

０
１６

９５
０

１６
９５

０
１６

９５
０

１６
９５

０
１ ６

９５
０

１６
９３

０
１６

９２
０

１６
９１

０
１５

３１
０

１５
３５

０
１５

３９
０

１５
４２

０
１５

４５
０

１５
４８

０
１ ５

５０
０

１５
５１

０
１５

５３
０

１５
５４

０
１３

８４
０

１３
９２

０
１３

９８
０

１４
０５

０
１４

１０
０

１４
１５

０
１４

２０
０

１４
２３

０
１４

２７
０

１４
３０

０
１２

４９
０

１２
５９

０
１２

６９
０

１２
７８

０
１２

８６
０

１２
９３

０
１ ３

００
０

１３
０６

０
１３

１２
０

１３
１７

０
１１

２３
０

１１
３６

０
１１

４９
０

１１
６０

０
１１

７０
０

１１
８０

０
１ １

８９
０

１１
９７

０
１２

０５
０

１２
１２

０
１０

０４
０

１０
２０

０
１０

３５
０

１０
４９

０
１０

６２
０

１０
７３

０
１ ０

８５
０

１０
９５

０
１１

０５
０

１１
１３

０
０８

９１
０

０９
０９

０
０９

２７
０

０９
４３

０
０９

５９
０

０９
７２

０
０ ９

８６
０

０９
９８

０
１０

１０
０

１０
２０

０
０７

８２
０

０８
０４

０
０８

２４
０

０８
４２

０
０８

６０
０

０８
７６

０
０８

９２
０

０９
０６

０
０９

１９
０

０９
３２

０
０６

７７
０

０７
０１

０
０７

２４
０

０７
４５

０
０７

６５
０

０７
８３

０
０ ８

０１
０

０８
１７

０
０８

３２
０

０８
４６

０
０５

７５
０

０６
０２

０
０６

２８
０

０６
５１

０
０６

７３
０

０６
９４

０
０ ７

１３
０

０７
３１

０
０７

４８
０

０７
６４

０
０４

７６
０

０５
０６

０
０５

３４
０

０５
６０

０
０５

８４
０

０６
０７

０
０ ６

２８
０

０６
４８

０
０６

６７
０

０６
８５

０
０３

７９
０

０４
１１

０
０４

４２
０

０４
７１

０
０４

９７
０

０５
２２

０
０ ５

４６
０

０５
６８

０
０５

８８
０

０６
０８

０
０２

８３
０

０３
１８

０
０３

５２
０

０３
８３

０
０４

１２
０

０４
３９

０
０ ４

６５
０

０４
８９

０
０５

１１
０

０５
３２

０
０１

８８
０

０２
２７

０
０２

６３
０

０２
９６

０
０３

２８
０

０３
５７

０
０３

８５
０

０４
１１

０
０４

３６
０

０４
５９

０
００

９４
０

０１
３６

０
０１

７５
０

０２
１１

０
０２

４５
０

０２
７７

０
０ ３

０７
０

０３
３５

０
０３

６１
０

０３
８６

—
０

００
４５

０
００

８７
０

０１
２６

０
０１

６３
０

０１
９７

０
０２

２９
０

０ ２
５９

０
０２

８８
０

０３
１４

—
—

—
０

００
４２

０
００

８１
０

０１
１８

０
０１

５３
０

０１
８５

０
０２

１５
０

０ ２
４４

—
—

—
—

—
０

００
３９

０
００

７６
０

０１
１１

０
０１

４３
０

０１
７４

—
—

—
—

—
—

—
０

００
３７

０
００

７１
０

０１
０４

—
—

—
—

—
—

—
—

—
０

００
３５
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附表７　Ｗ 检验临界值表

　　　　　　α
　　　ｎ ００１ ００５ ０１０

３ ０７５３ ０７６７ ０７８９
４ ０６８７ ０７４８ ０７９２
５ ０６８６ ０７６２ ０８０６
６ ０７１３ ０７８８ ０８２６
７ ０７３０ ０８０３ ０８３８
８ ０７４９ ０８１８ ０８５１
９ ０７６４ ０８２９ ０８５９
１０ ０７８１ ０８４２ ０８６９
１１ ０７９２ ０８５０ ０８７６
１２ ０８０５ ０８５９ ０８８３
１３ ０８１４ ０８６６ ０８８９
１４ ０８２５ ０８７４ ０８９５
１５ ０８３５ ０８８１ ０９０１
１６ ０８４４ ０８８７ ０９０６
１７ ０８５１ ０８９２ ０９１０
１８ ０８５８ ０８９７ ０９１４
１９ ０８６３ ０９０１ ０９１７
２０ ０８６８ ０９０５ ０９２０
２１ ０８７３ ０９０８ ０９２３
２２ ０８７８ ０９１１ ０９２６
２３ ０８８１ ０９１４ ０９２８
２４ ０８８４ ０９１６ ０９３０
２５ ０８８８ ０９１８ ０９３１
２６ ０８９１ ０９２０ ０９３３
２７ ０８９４ ０９２３ ０９３５
２８ ０８９６ ０９２４ ０９３６
２９ ０８９８ ０９２６ ０９３７
３０ ０９００ ０９２７ ０９３９
３１ ０９０２ ０９２９ ０９４０
３２ ０９０４ ０９３０ ０９４１
３３ ０９０６ ０９３１ ０９４２
３４ ０９０８ ０９３３ ０９４３
３５ ０９１０ ０９３４ ０９４４
３６ ０９１２ ０９３５ ０９４５
３７ ０９１４ ０９３６ ０９４６
３８ ０９１６ ０９３８ ０９４７
３９ ０９１７ ０９３９ ０９４８
４０ ０９１９ ０９４０ ０９４９
４１ ０９２０ ０９４１ ０９５０
４２ ０９２２ ０９４２ ０９５１
４３ ０９２３ ０９４３ ０９５１
４４ ０９２４ ０９４４ ０９５２
４５ ０９２６ ０９４５ ０９５３
４６ ０９２７ ０９４５ ０９５３
４７ ０９２８ ０９４６ ０９５４
４８ ０９２９ ０９４７ ０９５４
４９ ０９２９ ０９４７ ０９５５
５０ ０９３０ ０９４７ ０９５５
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附表８　符号检验中γ的临界值

ｎ

双侧检验的α
００１ ００５ ０１０ ０２５

单侧检验的α
０００５ ００２５ ００５ ０１２５

ｎ

双侧检验的α
００１ ００５ ０１０ ０２５

单侧检验的α
０００５ ００２５ ００５ ０１２５

１ — — — —
２ — — — —
３ — — — ０
４ — — — ０
５ — — ０ ０

６ — ０ ０ １
７ — ０ ０ １
８ ０ ０ １ １
９ ０ １ １ ２
１０ ０ １ １ ２

１１ ０ １ ２ ３
１２ １ ２ ２ ３
１３ １ ２ ３ ３
１４ １ ２ ３ ４
１５ ２ ３ ３ ４

１６ ２ ３ ４ ５
１７ ２ ４ ４ ５
１８ ３ ４ ５ ６
１９ ３ ４ ５ ６
２０ ３ ５ ５ ６

２１ ４ ５ ６ ７
２２ ４ ５ ６ ７
２３ ４ ６ ７ ８
２４ ５ ６ ７ ８
２５ ５ ７ ７ ９

２６ ６ ７ ８ ９
２７ ６ ７ ８ １０
２８ ６ ８ ９ １０
２９ ７ ８ ９ １０
３０ ７ ９ １０ １１

３１ ７ ９ １０ １１
３２ ８ ９ １０ １２
３３ ８ １０ １１ １２
３４ ９ １０ １１ １３
３５ ９ １１ １２ １３

３６ ９ １１ １２ １４
３７ １０ １２ １３ １４
３８ １０ １２ １３ １４
３９ １１ １２ １３ １５
４０ １１ １３ １４ １５

４１ １１ １３ １４ １６
４２ １２ １４ １５ １６
４３ １２ １４ １５ １７
４４ １３ １５ １６ １７
４５ １３ １５ １６ １８

４６ １３ １５ １６ １８
４７ １４ １６ １７ １９
４８ １４ １６ １７ １９
４９ １５ １７ １８ １９
５０ １５ １７ １８ ２０

５１ １５ １８ １９ ２０
５２ １６ １８ １９ ２１
５３ １６ １８ ２０ ２１
５４ １７ １９ ２０ ２２
５５ １７ １９ ２０ ２２

５６ １７ ２０ ２１ ２３
５７ １８ ２０ ２１ ２３
５８ １８ ２１ ２２ ２４
５９ １９ ２１ ２２ ２４
６０ １９ ２１ ２３ ２５

６１ ２０ ２２ ２３ ２５
６２ ２０ ２２ ２４ ２５
６３ ２０ ２３ ２４ ２６
６４ ２１ ２３ ２４ ２６
６５ ２１ ２４ ２５ ２７

６６ ２２ ２４ ２５ ２７
６７ ２２ ２５ ２６ ２８
６８ ２２ ２５ ２６ ２８
６９ ２３ ２５ ２７ ２９
７０ ２３ ２６ ２７ ２９

７１ ２４ ２６ ２８ ３０
７２ ２４ ２７ ２８ ３０
７３ ２５ ２７ ２８ ３１
７４ ２５ ２８ ２９ ３１
７５ ２５ ２８ ２９ ３２

７６ ２６ ２８ ３０ ３２
７７ ２６ ２９ ３０ ３２
７８ ２７ ２９ ３１ ３３
７９ ２７ ３０ ３１ ３３
８０ ２８ ３０ ３２ ３４

８１ ２８ ３１ ３２ ３４
８２ ２８ ３１ ３３ ３５
８３ ２９ ３２ ３３ ３５
８４ ２９ ３２ ３３ ３６
８５ ３０ ３２ ３４ ３６

８６ ３０ ３３ ３４ ３７
８７ ３１ ３３ ３５ ３７
８８ ３１ ３４ ３５ ３８
８９ ３１ ３４ ３６ ３８
９０ ３２ ３５ ３６ ３９

　　对于大于９０的ｎ，γ的近似值可取小于（ｎ－１）／２－ｋ ｎ槡 ＋１的最近的整数，对于１％，５％，１０％和
２５％，ｋ的数值分别为１２８７９，０９８００，０８２２４，０５７５２。



附表 １９９　　

附表９　二样本秩和检验临界值表

Ｐ （Ｔ≤Ｔα）≤α，ｎ１＜ｎ２

α＝００５ （下侧）

　ｎ１

　ｎ２
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

１ —
２ — —
３ — — ６
４ — — ６ １１
５ — ３ ７ １２ １９

６ — ３ ８ １３ ２０ ２８
７ — ３ ８ １４ ２１ ２９ ３９
８ — ４ ９ １５ ２３ ３１ ４１ ５１
９ — ４ １０ １６ ２４ ３３ ４３ ５４ ６６
１０ — ４ １０ １７ ２６ ３５ ４５ ５６ ６９ ８２

１１ — ４ １１ １８ ２７ ３７ ４７ ５９ ７２ ８６ １００
１２ — ５ １１ １９ ２８ ３８ ４９ ６２ ７５ ８９ １０４１２０
１３ — ５ １２ ２０ ３０ ４０ ５２ ６４ ７８ ９２ １０８１２５１４２
１４ — ６ １３ ２１ ３１ ４２ ５４ ６７ ８１ ９６ １１２１２９１４７１６６
１５ — ６ １３ ２２ ３３ ４４ ５６ ６９ ８４ ９９ １１６１３３１５２１７１１９２

１６ — ６ １４ ２４ ３４ ４６ ５８ ７２ ８７ １０３１２０１３８１５６１７６１９７２１９
１７ — ６ １５ ２５ ３５ ４７ ６１ ７５ ９０ １０６１２３１４２１６１１８２２０３２２５２４９
１８ — ７ １５ ２６ ３７ ４９ ６３ ７７ ９３ １１０１２７１４６１６６１８７２０８２３１２５５２８０
１９ １ ７ １６ ２７ ３８ ５１ ６５ ８０ ９６ １１３１３１１５０１７１１９２２１４２３７２６２２８７３１３
２０ １ ７ １７ ２８ ４０ ５３ ６７ ８３ ９９ １１７１３５１５５１７５１９７２２０２４３２６８２９４３２０３４８

Ｐ（Ｔ≥Ｔα）≤α，ｎ１＜ｎ２

α＝００５（上侧）

　ｎ１

　ｎ２
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

１ —
２ — —
３ — — １５
４ — — １８ ２５
５ — １３ ２０ ２８ ３６

６ — １５ ２２ ３１ ４０ ５０
７ — １７ ２５ ３４ ４４ ５５ ６６
８ — １８ ２７ ３７ ４７ ５９ ７１ ８５
９ — ２０ ２９ ４０ ５１ ６３ ７６ ９０ １０５
１０ — ２２ ３２ ４３ ５４ ６７ ８１ ９６ １１１１２８

１１ — ２４ ３４ ４６ ５８ ７１ ８６ １０１１１７１３４１５３
１２ — ２５ ３７ ４９ ６２ ７６ ９１ １０６１２３１４１１６０１８０
１３ — ２７ ３９ ５２ ６５ ８０ ９５ １１２１２９１４８１６７１８７２０９
１４ — ２８ ４１ ５５ ６９ ８４ １００１１７１３５１５４１７４１９５２１７２４０
１５ — ３０ ４４ ５８ ７２ ８８ １０５１２３１４１１６１１８１２０３２２５２４９２７３

１６ — ３２ ４６ ６０ ７６ ９２ １１０１２８１４７１６７１８８２１０２３４２５８２８３３０９
１７ — ３４ ４８ ６３ ８０ ９７ １１４１３３１５３１７４１９６２１８２４２２６６２９２３１９３４６
１８ — ３５ ５１ ６６ ８３ １０１１１９１３９１５９１８０２０３２２６２５０２７５３０２３２９３５７３８６
１９ ２０ ３７ ５３ ６９ ８７ １０５１２４１４４１６５１８７２１０２３４２５８２８４３１１３３９３６７３９７４２８
２０ ２１ ３９ ５５ ７２ ９０ １０９１２９１４９１７１１９３２１７２４１２６７２９３３２０３４９３７８４０８４４０４７２



２００　　 环境数据统计分析基础

Ｐ（Ｔ≤Ｔα）≤α，ｎ１＜ｎ２

α＝００２５（下侧）

　ｎ１

　ｎ２
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

１ —
２ — —
３ — — —
４ — — — １０
５ — — ６ １１ １７

６ — — ７ １２ １８ ２６
７ — — ７ １３ ２０ ２７ ３６
８ — ３ ８ １４ ２１ ２９ ３８ ４９
９ — ３ ８ １４ ２２ ３１ ４０ ５１ ６２
１０ — ３ ９ １５ ２３ ３２ ４２ ５３ ６５ ７８

１１ — ３ ９ １６ ２４ ３４ ４４ ５５ ６８ ８１ ９６
１２ — ４ １０ １７ ２６ ３５ ４６ ５８ ７１ ８４ ９９ １１５
１３ — ４ １０ １８ ２７ ３７ ４８ ６０ ７３ ８８ １０３１１９１３６
１４ — ４ １１ １９ ２８ ３８ ５０ ６２ ７６ ９１ １０６１２３１４１１６０
１５ — ４ １１ ２０ ２９ ４０ ５２ ６５ ７９ ９４ １１０１２７１４５１６４１８４

１６ — ４ １２ ２１ ３０ ４２ ５４ ６７ ８２ ９７ １１３１３１１５０１６９１９０２１１
１７ — ５ １２ ２１ ３２ ４３ ５６ ７０ ８４ １００１１７１３５１５４１７４１９５２１７２４０
１８ — ５ １３ ２２ ３３ ４５ ５８ ７２ ８７ １０３１２１１３９１５８１７９２００２２２２４６２７０
１９ — ５ １３ ２３ ３４ ４６ ６０ ７４ ９０ １０７１２４１４３１６３１８３２０５２２８２５２２７７３０３
２０ — ５ １４ ２４ ３５ ４８ ６２ ７７ ９３ １１０１２８１４７１６７１８８２１０２３４２５８２８３３０９３３７

Ｐ（Ｔ≥Ｔα）≤α，ｎ１＜ｎ２

α＝００２５（上侧）

　ｎ１

　ｎ２
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

１ —
２ — —
３ — — —
４ — — — ２６
５ — — ２１ ２９ ３８

６ — — ２３ ３２ ４２ ５２
７ — — ２６ ３５ ４５ ５７ ６９
８ — １９ ２８ ３８ ４９ ６１ ７４ ８７
９ — ２１ ３１ ４２ ５３ ６５ ７９ ９３ １０９
１０ — ２３ ３３ ４５ ５７ ７０ ８４ ９９ １１５１３２

１１ — ２５ ３６ ４６ ６１ ７４ ８９ １０５１２１１３９１５７
１２ — ２６ ３８ ５１ ６４ ７９ ９４ １１０１２７１４６１６５１８５
１３ — ２８ ４１ ５４ ６８ ８３ ９９ １１６１３４１５２１７２１９３２１５
１４ — ３０ ４３ ５７ ７２ ８８ １０４１２２１４０１５９１８０２０１２２３２４６
１５ — ３２ ４６ ６０ ７６ ９２ １０９１２７１４６１６６１８７２０９２３２２５６２８１

１６ — ３４ ４８ ６３ ８０ ９６ １１４１３３１５２１７３１９５２１７２４０２６５２９０３１７
１７ — ３５ ５１ ６７ ８３ １０１１１９１３８１５９１８０２０２２２５２４９２７４３００３２７３５５
１８ — ３７ ５３ ７０ ８７ １０５１２４１４４１６５１８７２０９２３３２５８２８３３１０３３８３６６３９６
１９ — ３９ ５６ ７３ ９１ １１０１２９１５０１７１１９３２１７２４１２６６２９３３２０３４８３７７４０７４３８
２０ — ４１ ５８ ７６ ９５ １１４１３４１５５１７７２００２２４２４９２７５３０２３３０３５８３８８４１９４５１４８３



附表 ２０１　　

Ｐ（Ｔ≤Ｔα）≤α，ｎ１＜ｎ２

α＝００１（下侧）

　ｎ１

　ｎ２
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

１ —
２ — —
３ — — —
４ — — — —
５ — — — １０ １６

６ — — — １１ １７ ２４
７ — — ６ １１ １８ ２５ ３４
８ — — ６ １２ １９ ２７ ３５ ４５
９ — — ７ １３ ２０ ２８ ３７ ４７ ５９
１０ — — ７ １３ ２１ ２９ ３９ ４９ ６１ ７４

１１ — — ７ １４ ２２ ３０ ４０ ５１ ６３ ７７ ９１
１２ — — ８ １５ ２３ ３２ ４２ ５３ ６６ ７９ ９４ １０９
１３ — ３ ８ １５ ２４ ３３ ４４ ５６ ６８ ８２ ９７ １１３１３０
１４ — ３ ８ １６ ２５ ３４ ４５ ５８ ７１ ８５ １００１１６１３４１５２
１５ — ３ ９ １７ ２６ ３６ ４７ ６０ ７３ ８８ １０３１２０１３８１５６１７６

１６ — ３ ９ １７ ２７ ３７ ４９ ６２ ７６ ９１ １０７１２４１４２１６１１８１２０２
１７ — ３ １０ １８ ２８ ３９ ５１ ６４ ７８ ９３ １１０１２７１４６１６５１８６２０７２３０
１８ — ３ １０ １９ ２９ ４０ ５２ ６６ ８１ ９６ １１３１３１１５０１７０１９０２１２２３５２５９
１９ — ４ １０ １９ ３０ ４１ ５４ ６８ ８３ ９９ １１６１３４１５４１７４１９５２１８２４１２６５２９１
２０ — ４ １１ ２０ ３１ ４３ ５６ ７０ ８５ １０２１１９１３８１５８１７８２００２２３２４６２７１２９７３２４

Ｐ（Ｔ≥Ｔα）≤α，ｎ１＜ｎ２

α＝００１（上侧）

　ｎ１

　ｎ２
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０

１ —
２ — —
３ — — —
４ — — — —
５ — — — ３０ ３９

６ — — — ３３ ４３ ５４
７ — — ２７ ３７ ４７ ５９ ７１
８ — — ３０ ４０ ５１ ６３ ７７ ９１
９ — — ３２ ４３ ５５ ６８ ８２ ９７ １１２
１０ — — ３５ ４７ ５９ ７３ ８７ １０３１１９１３６

１１ — — ３８ ５０ ６３ ７８ ９３ １０９１２６１４３１６２
１２ — — ４０ ５３ ６７ ８２ ９８ １１５１３２１５１１７０１９１
１３ — ２９ ４３ ５７ ７１ ８７ １０３１２０１３９１５８１７８１９９２２１
１４ — ３１ ４６ ６０ ７５ ９２ １０９１２６１４５１６５１８６２０８２３０２５４
１５ — ３３ ４８ ６３ ７９ ９６ １１４１３２１５２１７２１９４２１６２３９２６４２８９

１６ — ３５ ５１ ６７ ８３ １０１１１９１３８１５８１７９２０１２２４２４８２７３２９９３２６
１７ — ３７ ５３ ７０ ８７ １０５１２４１４４１６５１８７２０９２３３２５７２８３３０９３３７３６５
１８ — ３９ ５６ ７３ ９１ １１０１３０１５０１７１１９４２１７２４１２６６２９２３２０３４８３７７４０７
１９ — ４０ ５９ ７７ ９５ １１５１３５１５６１７８２０１２２５２５０２７５３０２３３０３５８３８８４１９４５０
２０ — ４２ ６１ ８０ ９９ １１９１４０１６２１８５２０８２３３２５８２８４３１２３４０３６９４００４３１４６３４９６



２０２　　 环境数据统计分析基础

附表１０　ｘＲ控制图的系数

样本容量ｎ ｄ２ Ａ２ ｄ３ Ｄ３ Ｄ４

２ １１２８ １８８０ ０８５３ ０ ３２６７
３ １６９３ １０２３ ０８８８ ０ ２５７４
４ ２０５９ ０７２９ ０８８０ ０ ２２８２
５ ２３２６ ０５７７ ０８６４ ０ ２１１４
６ ２５３４ ０４８３ ０８４８ ０ ２００４
７ ２７０４ ０４１９ ０８３３ ００７６ １９２４
８ ２８４７ ０３７３ ０８２０ ０１３６ １８６４
９ ２９７０ ０３３７ ０８０８ ０１８４ １８１６
１０ ３０７８ ０３０８ ０７９７ ０２２３ １７７７
１１ ３１７３ ０２８５ ０７８７ ０２５６ １７４４
１２ ３２５８ ０２６６ ０７７８ ０２８３ １７１７
１３ ３３３６ ０２４９ ０７７０ ０３０７ １６９３
１４ ３４０７ ０２３５ ０７６３ ０３２８ １６７２
１５ ３４７２ ０２２３ ０７５６ ０３４７ １６５３
１６ ３５３２ ０２１２ ０７５０ ０３６３ １６３７
１７ ３５８８ ０２０３ ０７４４ ０３７８ １６２２
１８ ３６４０ ０１９４ ０７３９ ０３９１ １６０８
１９ ３６８９ ０１８７ ０７３４ ０４０３ １５９７
２０ ３７３５ ０１８０ ０７２９ ０４１５ １５８５
２１ ３７７８ ０１７３ ０７２４ ０４２５ １５７５
２２ ３８１９ ０１６７ ０７２０ ０４３４ １５６６
２３ ３８５８ ０１６２ ０７１６ ０４４３ １５５７
２４ ３８９５ ０１５７ ０７１２ ０４５１ １５４８
２５ ３９３１ ０１５３ ０７０８ ０４５９ １５４１
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