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前　　言

航天动力学是一般力学（包括天体力学）在航天领域
的应用与发展，而本书是作为天体力学与航天器轨道力
学专业的一本基础教材，从航天器运动的角度来阐述航
天动力学的基础知识的．从事航天器轨道力学工作的科
技人员，除必须掌握轨道力学的基础知识外，同时要广泛
地了解与其相关的航天动力学知识，包括航天器（单星或
星座）的轨道设计、轨道调整（轨道机动与轨道过渡）、地
面测控的有关知识以及与航天器整体（质心）运动的轨道
力学密切相关的姿态动力学（涉及航天器各部分相对其
质心的运动）．书中内容就是在这一前提下安排的，当然，
根据专业的特点，侧重点有所不同．作为天体力学与轨道
力学专业，其重点当然应放在航天器轨道力学方面，特别
是航天器在轨运动的细节，这一重点将反映在本书各章
撰写的篇幅上．具体安排如下：
第１章是关于航天器运动和地面观测的几何描述．
第２章是各类航天器运动的基础，即作为无摄运动

的二体问题．
第３章至第５章是卫星型航天器在轨运动的基础，

即受摄二体问题的有关内容，特别是第４章所阐述的中
心天体非球形引力摄动，全面地反映了卫星轨道变化的



基本规律，无论从理论角度还是从应用角度来看，可以说
这些内容是卫星轨道力学重点内容中的重点，即重中
之重．
第６章是在前５章的基础上阐述卫星和星座的轨道

设计知识．
第７章至第９章是深空（包括地—月系）探测器运动

的轨道力学，包括发射轨道与在轨运动的基础知识．
最后一章内容是对航天器姿态动力学所作的必要介绍．
由于全书公式和相应符号较多，并照顾到一般的习

惯用法，同一符号可能在不同的公式中有不同的含义，请
读者在阅读时注意书中的相应说明．
胡松杰博士和王歆博士参加了本书编写工作，第６

章由胡松杰编写，王歆参加了第１章和第８章部分内容
的编写，全书最后由刘林统稿．中科院紫金山天文台王昌
彬研究员在本书编写过程中多次参加讨论，并提供了有
关资料，另外，两位研究生王海红和王彦荣在全书书稿的
整理过程中也做了大量工作，在此表示衷心的感谢．

刘　林

２００５年２月

２ 航天动力学引论　
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第１章　航天器运动的轨道几何

要清楚地描述航天器的运动及其与观测者之间的联系，首先要确定参
考系，在一定的参考系中去体现航天器的空间位置和运动速度及其与观测
者之间的相对几何关系．因此，作为本书的开场白，在这一章中将要阐述的
基本内容是参考系（时间系统，空间坐标系及相关参数）、空间观测几何（航
天器和观测者的几何位置及相关问题）、航天器的视运动以及星下点轨迹等
问题．

§１．１　时间系统

考察运动，需要一种均匀的时间尺度．过去，这种均匀的时间尺度是以
地球自转为基准的．由于地球自转的不均匀性和测量精度的不断提高，上述
均匀时间尺度已不适应；但由于种种原因，又必须将时间与地球自转相协
调，这就导致了时间系统的复杂化．
现行的时间系统基本上分为四种：恒星时、世界时、历书时和原子时．前

两种都是根据地球自转测定的，历书时则是根据地球、月亮和行星的运动来
测定的，而原子时是以原子的电磁振荡作为标准的，下面将对这些时间系统
作一简单介绍［１，２］．

１．恒星时（ＳＴ）

春分点连续两次过中天的时间间隔称为一“恒星日”．那么，恒星时就是
春分点的时角，它的数值Ｓ等于上中天恒星的赤经α，即

Ｓ＝α． （１．１）
这是经度为λ的地方恒星时．与世界时密切相关的格林尼治恒星时ＳＧ 由下

式给出：

ＳＧ ＝Ｓ－λ． （１．２）
经度λ规定向东计量．格林尼治恒星时又有真恒星时（或称视恒星时）



ＧＡＳＴ与平恒星时ＧＭＳＴ之分．既然恒星时是由地球自转时角所确定的，
那么地球自转的不均匀性就可通过它与均匀时间尺度的差别来测定．
格林尼治恒星时主要是在空间坐标系的转换中用到，其内容将在下面

有关部分中介绍．

２．世界时（ＵＴ）

与恒星时相同，世界时也是根据地球自转测定的时间，它以平太阳日为
单位，１／８６４００平太阳日为秒长．事实上，测定太阳的精度远低于测定恒星
的精度，因此，世界时是通过对恒星观测测定的恒星时再根据两种时间的定
义转换而给出的．
根据天文观测直接测定的世界时，记为 ＵＴ０，它对应于瞬时极的子午

圈．加上引起测站子午圈位置变化的地极移动（即地球自转轴在地球体内的
移动）修正，就得到对应于平均极的子午圈的世界时，记为ＵＴ１，即

ＵＴ１＝ ＵＴ０＋Δλ． （１．３）

Δλ是极移改正量．
由于地球自转的不均匀性，ＵＴ１并不是均匀的时间尺度．而地球自转

不均匀性呈现三种特性：长期慢变化（每百年使日长增加１．６毫秒），周期变
化（主要是季节变化，一年里日长约有０ｓ００１的变化；除此之外，还有一些
影响较小的周期变化）和不规则变化，这三种变化不易修正．而ＵＴ１又直接
与地球瞬时位置相联系，因此，对于精度要求不高的问题，就可用ＵＴ１作为
统一的时间系统；而对于高精度的要求，必须寻求更均匀的时间尺度，即下
面要介绍的原子时．

３．历书时（ＥＴ）

由于世界时不能作为均匀的时间尺度，经数次天文会议讨论，决定从

１９６０年起引入一种以太阳系内天体公转为基准的均匀时间系统，称为历书
时（ＥＴ），１９６０年到１９６７年期间，它是世界公认的计时标准．
历书时的定义：１９００年１月０日历书时１２ｈ 瞬间的回归年长度的

３１５５６９２５．９７４７分之一为一历书秒；起算历元为１９００年初太阳平黄经等于

２７９°４１′４８″．０４的时刻，也就是纽康（Ｎｅｗｃｏｍｂ）原先选定的１９００年１月０
日格林尼治平午时刻，现在把它作为１９００年１月０日历书时１２ｈ．
历书时是一种由力学定律确定的均匀时间，它是太阳、月亮和行星运动

理论中的独立变量，同时也是这些基本历表的时间引数．某一时刻的历书时
可以通过对太阳、月亮或行星的观测来得到，而最有效的方法是观测月亮．

２ 航天动力学引论　



但对建立一个均匀时间尺度而言，其观测精度仍嫌不够，而且要得到这样的
时间又很慢．因此，１９６７年后，计时标准转向原子时，它有更高的精度，而且
随时可以直接求得．不过在这期间，历书时仍然作为一个天文常数被保留下
来，从１９８４年开始，历书时才完全被原子时所代替．

４．国际原子时（ＴＡＩ）与地球动力学时（ＴＤＴ）和质心动力学时（ＴＤＢ）

这是一种标准频率．１９６７年１０月，第十三届国际计量大会决定引入新
的秒长定义，即铯原子Ｃｓ１３３基态的两能级间跃迁辐射的９１９２６３１７７０周所
经历的时间作为一秒的长度，称为国际单位秒（ＳＩ）．由这种时间单位确定的
时间系统称为国际原子时（ＴＡＩ）．
因原子时（ＴＡＩ）是在地心参考系中定义的具有国际单位制秒长的坐标

时间基准，它就可以作为动力学中所要求的均匀时间尺度．由此引入一种地
球动力学时（ＴＤＴ），它与原子时（ＴＡＩ）的关系为

ＴＤＴ＝ＴＡＩ＋３２ｓ．１８４． （１．４）
这一关系是根据１９７７年１月１日００ｈ００ｍ００ｓ（ＴＡＩ）对应的ＴＤＴ为１９７７年

１月１ｄ．０００３７２５而来，此起始历元的差别就是该时刻历书时与原子时的差
别．这样定义起始历元就便于用ＴＤＴ系统代替ＥＴ系统．ＴＤＴ是地心时空
标架的坐标时，用作视地心历表的独立变量．在人造地球卫星动力学中，它
就是一种均匀时间尺度，相应的运动方程即用它作为自变量，通常以ｔ表
示．从１９８４年起，历书时正式被地球力学时所取代．
除此之外，还定义一种质心动力学时ＴＤＢ，即太阳系质心时空标架的

坐标时．它是一种抽象、均匀的时间尺度，月球、太阳和行星的历表都是以

ＴＤＢ为独立变量的，岁差、章动的计算公式也是以该时间尺度为依据．
上述两种动力学时的差别ＴＤＢ－ＴＤＴ是由相对论效应引起的，根据

相对论原理，转换公式为

ＴＤＢ＝ＴＤＴ＋０ｓ．００１６５８ｓｉｎｇ＋０ｓ．００００１４ｓｉｎ２ｇ． （１．５）
该式略去了高阶项，ｇ为地球绕日轨道的平近点角．

５．协调世界时（ＵＴＣ）

用原子钟控制时号发播可得到稳定的时号，但由于原子时秒长比世界
时秒长略短，世界时时刻将日益落后于原子时；而有很多问题涉及到计算地
球的瞬时位置，这又需要ＵＴ１．因此，为了避免发播的原子时与世界时产生
过大的偏离，实际的时号发播是寻求ＴＡＩ与ＵＴ１之间的一种协调，称为协
调世界时（ＵＴＣ）．

３　第１章　航天器运动的轨道几何



ＵＴＣ是一种均匀时号，它依据原子时，却又参考世界时，从１９７２年起，

ＵＴＣ用原子时秒长发播，但要求它与 ＵＴ１之差不超过０ｓ．９．为达到此目
的，必须调整ＵＴＣ的整秒数，规定只在１月１日或７月１日将原子钟拨慢

１秒，这就是所谓的闰秒，在引用ＵＴＣ时必须注意这一点．到目前（２００４年

１２月）为止，已调整过３２ｓ，即ＵＴＣ＝ＴＡＩ－３２ｓ．
除上述时间系统外，在计算中常常会遇到历元的取法以及几种年的长

度问题，这里顺便作一介绍．一种是贝塞耳（Ｂｅｓｓｅｌ）年，或称假年，其长度为
平回归年的长度，即３６５．２４２１９８８平太阳日．常用的贝塞耳历元，是指太阳
平黄经等于２８０°的时刻，例如１９５０．０，并不是１９５０年１月１日０时，而是

１９４９年 １２ 月 ３１ 日 ２２ｈ０９ｍ４２ｓ （世界时），相应的儒略 （Ｊｕｌｉａｎ）日为

２４３３２８２．４２３４．另一种是儒略年，其长度为３６５．２５平太阳日，儒略历元就是
指真正的年初，例如１９５０．０，即１９５０年１月１日０时．显然，引用儒略年较
为方便，因此，从１９８４年起，贝塞耳年被儒略年所代替．两种历元之间的对
应关系列于表１．１．

表１．１　贝塞耳历元和儒略历元之间的关系

贝塞耳历元 儒略历元 儒略日

１９００．０ １９００．０００８５８ ２４１５０２０．３１３５

１９５０．０ １９４９．９９９７９０ ２４３３２８２．４２３４

２０００．０ １９９９．９９８７２２ ２４５１５４４．５３３３

１８９９．９９９１４２ １９００．０ ２４１５０２０．０

１９５０．０００２１０ １９５０．０ ２４３３２８２．５

２０００．００１２７８ ２０００．０ ２４５１５４５．０

　　为了方便，常用修改的儒略日（亦称简约儒略日，记作 ＭＪＤ），定义为

ＭＪＤ＝ＪＤ－２４０００００．５． （１．６）
例如Ｊ１９５０．０的 ＭＪＤ＝３３２８２．０．
与上述两种年的长度对应的回归世纪（即１００年）和儒略世纪的长度分

别为３６５２４．２２平太阳日和３６５２５平太阳日．

§１．２　空间坐标系

定义一个空间坐标系应包含三个要素：坐标原点，参考平面（ｘｙ平面）
和参考平面上的主方向（ｘ轴方向）．对于航天器的运动而言，以地球卫星为
例，所涉及到的主要是地心天球坐标系和地固坐标系，它们的坐标原点都是
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地心，这一点并无问题．但参考平面及其主方向的选择，将会受到岁差章动
和地极移动的影响．空间坐标系的复杂性正是由岁差章动和地极移动等原
因所引起的．
日、月和大行星对地球非球形部分的吸引，会产生两种效应：一是作为

刚体平动的力效应，主要是月球对地球扁球部分的作用，将引起一种地球扁
率间接摄动；另一种就是作为刚体定点转动的力矩效应，使地球像陀螺那
样，出现进动与章动，即自转轴在空间的摆动，这就是岁差章动．由于岁差章
动，地球赤道面亦随时间在空间摆动；另外，由地球内部和表面物质运动引
起的地球自转轴在其内部的移动（极移），都将影响坐标系中参考平面的
选取．
基于上述原因，根据不同要求，就出现了各种空间坐标系统．下面介绍

与卫星运动有关的几种空间坐标系以及它们之间的转换关系．

１．六种地心赤道坐标系［３，４］

这几种坐标系的定义见表１．２．人造地球卫星绕地球运动，其瞬时轨道
面是通过地球质量中心（简称地心）的，因此在研究它的运动规律时，很自然
地要引进地心坐标系．但是，在人造卫星上天前，人们只能依靠传统的大地
测量方法给出所谓的参考椭球体，其中心并不是地心，而人造卫星上天后，
用卫星动力测地方法才给出了真正的地心参考系．当然，尽管测量精度越来
越高，但所测得的地心仍然是近似的，根据目前的结果，地心位置精度为厘
米级．

表１．２　六种地心赤道坐标系的定义

坐标系 原点 参考平面 ｘ轴方向 位置矢量

历元平赤道地心系 地心 历元平赤道 指向该历元的平春分点 ｒ

瞬时平赤道地心系 地心 瞬时平赤道 指向瞬时平春分点 ｒｍ

瞬时真赤道地心系 地心 瞬时真赤道 指向瞬时真春分点 ｒｔ

轨道坐标系 地心 瞬时真赤道 指向某历元的平春分点 ｒ′

准地固坐标系 地心 瞬时真赤道 参考平面与格林尼治 Ｒｔ

子午线的交线方向

地固坐标系 地心 与地心和ＣＩＯ连

线正交之平面

参考平面与格林尼治

子午线的交线方向
Ｒ

　　表１．２中给出的六种地心赤道坐标系分别适用不同的问题．在当今的
精密定轨问题中，通常采用Ｊ２０００．０历元（称为标准历元），Ｊ２０００平赤道地
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心系，亦简称为Ｊ２０００地心天球坐标系．而在空间目标监测中，由于某种原
因，一些相关单位仍采用混合型的轨道坐标系．
关于轨道坐标系，这里有必要进一步作些说明．在很多工作中，采用分

析法计算卫星轨道的变化是方便的．对于这种方法，若引用历元平赤道地心
系（亦称历元地心天球坐标系），那么由于岁差章动导致地球赤道面在空间
摆动，从而引起地球引力场位函数的变化，使卫星轨道增加一种附加摄动
（亦称坐标系摄动），随着计算时刻与选取历元之间的间隔增长而增大，这将
给定轨问题带来麻烦．若引用瞬时真赤道地心系，虽然地球引力场位函数基
本不变，但它是运动坐标系，需增加一项惯性力，这也是一种坐标系摄动，尽
管它比上述附加摄动小（主要是由春分点移动对应的赤经岁差章动μ＋Δμ
所引起的），但仍嫌不便．鉴于上述两种坐标系的优缺点，在定轨及其有关工
作中曾采用一种混合地心系，即参考平面为瞬时真赤道面，而ｘ轴是指向某
标准历元（如１９５０．０或２０００．０）的平春分点（该点实为瞬时赤道上的一个
“假想”点，在真春分点以东μ＋Δμ处，赤经岁差和章动μ＋Δμ的计算公式
后面将会给出），这就是表１．２所列出的轨道坐标系．在此坐标系中，附加摄
动很小，对于一般的精度要求，可完全忽略，故在后面第４章讨论地球非球
形引力摄动时，不再考虑赤道面摆动问题，如果需要，请阅读参考文献［３，

４］，以后不再说明．不过，对于数值方法，只要通过坐标转换即可解决上述附
加摄动问题，无需引进轨道坐标系；当然，引进也无妨，仍有可取之处．
上述坐标系的定义虽然是针对地球卫星而言的，但事实上也可以推广，

中心天体可改为其他探测目标天体，如火星，月球等，相应的地心即目标天
体质心，地固坐标系即星（指目标天体）固坐标系．
除上述各种地心坐标系外，有时涉及到日、月和大行星的历表和轨道，

它们分别对应某历元的太阳系质心惯性系或日心黄道坐标系，坐标原点分
别为太阳系质心或日心，参考平面是该历元的平赤道或黄道，ｘ轴指向该历
元的平春分点．

２．各坐标系之间的转换关系

为了引用矩阵来表达坐标系之间的转换关系，首先回忆一下坐标旋转
及其对应的旋转变换的矩阵表示方法．原坐标系中的任一矢量用ｒ表示，在
旋转后的新坐标系中以ｒ′表示．那么，若ｙｚ平面，ｚｘ平面和ｘｙ平面分别绕

ｘ轴，ｙ轴和ｚ轴转动一个角度θ（逆时针为正），则有

ｒ′＝Ｒｘ（θ）ｒ， （１．７）

ｒ′＝Ｒｙ（θ）ｒ， （１．８）
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ｒ′＝Ｒｚ（θ）ｒ， （１．９）

Ｒｘ（θ）＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

， （１．１０）

Ｒｙ（θ）＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０

ｓｉｎθ ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎０

， （１．１１）

Ｒｚ（θ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
． （１．１２）

旋转矩阵Ｒ（θ）有如下性质：

Ｒ－１（θ）＝ＲＴ（θ）＝Ｒ（－θ）． （１．１３）
这里Ｒ－１和ＲＴ 表示矩阵Ｒ的逆和转置．
（１）历元平赤道地心系与瞬时平赤道地心系之间的转换
这两个坐标系之间的差别是岁差．历元平赤道地心系经三次旋转即与

瞬时平赤道地心系相重合，有

ｒｍ ＝ （ＰＲ）Ｒ． （１．１４）
（ＰＲ）就是岁差矩阵，它由三个旋转矩阵构成，即

（ＰＲ）＝Ｒｚ（－ｚＡ）Ｒｙ（θＡ）Ｒｚ（－ξＡ ）． （１．１５）
其中ξＡ，ｚＡ，θＡ 是赤道岁差角，由下式计算：

ξＡ ＝２３０６″．２１８１Ｔ＋０″．３０１８８Ｔ２＋０″．０１７９９８Ｔ３，

ｚＡ ＝２３０６″．２１８１Ｔ＋１″．０９４６８Ｔ２＋０″．０１８２０３Ｔ３，

θＡ ＝２００４″．３１０９Ｔ－０″．４２６６５Ｔ２－０″．０４１８３３Ｔ３

烅
烄

烆 ，

（１．１６）

Ｔ＝ＪＤ（ｔ）－２４５１５４５．０
３６５２５．０ ． （１．１７）

其中ｔ是动力学时，可用ＴＤＴ．相应的赤经岁差ｍＡ （或记作μ）和赤纬岁差

ｎＡ 为

ｍＡ ＝ξＡ ＋ｚＡ ＝４６１２″．４３６２Ｔ＋１″．３９６５６Ｔ２＋０″．０３６２０１Ｔ３，

ｎＡ ＝θＡ
｛ ．

（１．１８）
（２）瞬时平赤道地心系与瞬时真赤道地心系之间的转换
这两个坐标系之间的差别是章动．同样，经过三次旋转就可使前者与后

者重合，相应地有

ｒｔ ＝ （ＮＲ）ｒｍ ． （１．１９）
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这里的（ＮＲ）是章动矩阵，它亦由三个旋转矩阵构成，即
（ＮＲ）＝Ｒｘ（－Δε）Ｒｙ（Δθ）Ｒｚ（－Δμ）． （１．２０）

或

（ＮＲ）＝Ｒｘ［－（ε＋Δε）］Ｒｚ（－Δψ）Ｒｘ（ε）． （１．２１）

上两式中的ε是平黄赤交角，Δψ是黄经章动，而Δμ，Δθ和Δε则分别
为赤经章动，赤纬章动和交角章动．章动量取ＩＡＵ（１９８０）序列，对于米级精
度取该序列的前２０项即可，计算公式如下：

Δψ＝ ∑
２０

ｊ＝１

（Ａ０ｊ＋Ａ１ｊｔ）ｓｉｎ ∑
５

ｉ＝１
ｋｊｉαｉ（ｔ（ ）），

Δε＝ ∑
２０

ｊ＝１

（Ｂ０ｊ＋Ｂ１ｊｔ）ｃｏｓ ∑
５

ｉ＝１
ｋｊｉαｉ（ｔ（ ））

烅

烄

烆 ．

（１．２２）

相应的赤经和赤纬章动Δμ和Δθ为

Δμ＝ Δψｃｏｓε， （１．２３）

Δθ＝ Δψｓｉｎε． （１．２４）
其中黄赤交角的计算公式如下：

ε＝２３°２６′２１″．４４８－４６″．８１５０ｔ． （１．２５）
章动序列中的５个幅角计算公式为

α１ ＝１３４°５７′４６″．７３３＋（１３２５ｒ＋１９８°５２′０２″．６３３）ｔ＋３１″．３１０ｔ２，

α２ ＝３５７°３１′３９″．８０４＋（９９ｒ＋３５９°０３′０１″．２２４）ｔ－０″．５７７ｔ２，

α３ ＝９３°１６′１８″．８７７＋（１３４２ｒ＋８２°０１′０３″．１３７）ｔ－１３″．２５７ｔ２，

α４ ＝２９７°５１′０１″．３０７＋（１２３６ｒ＋３０７°０６′４１″．３２８）ｔ－６″．８９１ｔ２，

α５ ＝１２５°０２′４０″．２８０－（５ｒ＋１３４°０８′１０″．５３９）ｔ＋７″．４５５ｔ２

烅

烄

烆 ．
（１．２６）

其中１ｒ＝３６０°．上述各式中的ｔ，意义同（１．１７）式中的Ｔ．章动序列前２０项
的有关系数见表１．３．
事实上，按前面所说的精度考虑，保留大于０″．００５的周期项，且至多涉

及距标准历元Ｔ０（Ｊ２０００．０）２５年的计算，故公式（１．２２）右端的Ａ１ｊ和Ｂ１ｊ也

可略去．
关于章动序列，还在不断地改进，但就原理和结果而言已无实质性改

变，而就一般问题的精度要求而言，在定量上亦无明显的影响，对于高精度
问题，请注意其差别．
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表１．３　ＩＡＵ１９８０章动序列的前２０项

ｊ
周期

（日）
ｋｊ１ ｋｊ２ ｋｊ３ ｋｊ４ ｋｊ５

Ａ０ｊ Ａ１ｊ

（０″．０００１）

Ｂ０ｊ Ｂ１ｊ

（０″．０００１）

１ ６７９８．４ ０ ０ ０ ０ １ －１７１９９６ －１７４．２ ９２０２５ ８．９
２ １８２．６ ０ ０ ２ －２ ２ －１３１８７ －１．６ ５７３６ －３．１
３ １３．７ ０ ０ ２ ０ ２ －２２７４ －０．２ ９７７ －０．５
４ ３３９９．２ ０ ０ ０ ０ ２ ２０６２ ０．２ －８９５ ０．５
５ ３６５．２ ０ １ ０ ０ ０ １４２６ －３．４ ５４ －０．１
６ ２７．６ １ ０ ０ ０ ０ ７１２ ０．１ －７ ０．０
７ １２１．７ ０ １ ２ －２ ２ －５１７ １．２ ２２４ －０．６
８ １３．６ ０ ０ ２ ０ １ －３８６ －０．４ ２００ ０．０
９ ９．１ １ ０ ２ ０ ２ －３０１ ０．０ １２９ －０．１
１０ ３６５．３ ０ －１ ２ －２ ２ ２１７ －０．５ －９５ ０．３
１１ ３１．８ １ ０ ０ －２ ０ －１５８ ０．０ －１ ０．０
１２ １７７．８ ０ ０ ２ －２ １ １２９ ０．１ ７０ ０．０
１３ ２７．１ －１ ０ ２ ０ ２ １２３ ０．０ －５３ ０．０
１４ ２７．７ １ ０ ０ ０ １ ６３ ０．１ －３３ ０．０
１５ １４．８ ０ ０ ０ ２ ０ ６３ ０．０ －２ ０．０
１６ ９．６ －１ ０ ２ ２ ２ －５９ ０．０ ２６ ０．０
１７ ２７．４ －１ ０ ０ ０ １ －５８ －０．１ ３２ ０．０
１８ ９．１ １ ０ ２ ０ １ －５１ ０．０ ２７ ０．０
１９ ２０５．９ ２ ０ ０ －２ ０ ４８ ０．０ １ ０．０
２０ １３０５．５ －２ ０ ２ ０ １ ４６ ０．０ －２４ ０．０

　　根据上面的讨论立即可知，由历元平赤道地心系到瞬时真赤道地心系
的转换关系为

ｒｔ ＝ （ＧＲ）ｒ． （１．２７）
我们不妨称（ＧＲ）为岁差章动矩阵，有

（ＧＲ）＝ （ＮＲ）（ＰＲ）． （１．２８）
（３）瞬时真赤道地心系与准地固坐标系之间的转换
因准地固坐标系是随着地球自转而转动的一种旋转坐标系，显然它与

瞬时真赤道地心系之间的差别是地球自转角———格林尼治恒星时ＳＧ，于
是有

Ｒｔ ＝ （ＥＲ）ｒｔ ， （１．２９）
（ＥＲ）＝Ｒｚ（ＳＧ）． （１．３０）

（ＥＲ）即地球自转矩阵．
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（４）准地固坐标系与地固坐标系之间的转换
这两者之间的差别就是极移，有

Ｒ＝ （ＥＰ）Ｒｔ ． （１．３１）
极移矩阵（ＥＰ）可由下式表达：

（ＥＰ）＝Ｒｙ（－ｘｐ）Ｒｘ（－ｙｐ）． （１．３２）
其中ｘｐ 和ｙｐ 就是极移两分量（它们的量级不超过０″．５）．若略去极移

的二阶量，则上式可简化为

（ＥＰ）＝

１ ０ ｘｐ

０ １ －ｙｐ

－ｘｐ ｙｐ

烄

烆

烌

烎１
． （１．３３）

为了便于读者看清上述五种地心系坐标系之间的转换关系，我们不妨用一
“框图”（见图１．１）来描绘它们，图１．１中的矩阵（ＨＧ）为

（ＨＧ）＝ （ＥＰ）（ＥＲ）（ＧＲ）． （１．３４）

图１．１　五种地心赤道坐标系之间的转换关系

（５）轨道坐标系与其他地心坐标系之间的转换关系
由轨道坐标系的定义可知，经一次旋转，就可使瞬时真赤道地心系与它

重合，相应地有

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）ｒｔ． （１．３５）

μ和Δμ即赤经岁差和赤经章动，计算公式见（１．８）和（１．２３）．
利用（１．２７）式，可立即得到轨道坐标系与历元平赤道地心系之间的转
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换关系，即

ｒ′＝Ｕｒ， （１．３６）

Ｕ ＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＧＲ）． （１．３７）
变换矩阵Ｕ 对应七次旋转，但是在一定精度要求下，可使Ｕ 矩阵简化．如考
虑瞬时ｔ与选取历元Ｔ０ 的间隔在２５～５０年内，丢掉量级为１０－６和更小的

项（包括章动的二阶项等），则七次旋转就可简化为二次旋转，有

Ｕ ＝Ｒｙ（θＡ ＋Δθ）Ｒｘ
μ
２θＡ －Δ（ ）ε ． （１．３８）

若 （ｔ－Ｔ０）＜２５年，为了保证上述精度，Ｕ 矩阵还可再简化些，即

Ｕ ＝

１ ０ －（θＡ ＋Δθ）

０ １ ０
（θＡ ＋Δθ）

烄

烆

烌

烎０ １

１ ０ ０
０ １ －Δε
０ Δε

烄

烆

烌

烎１
． （１．３９）

也可写成下列形式：

Ｕ ＝Ｒｙ（θＡ ＋Δθ）Ｒｘ（－Δε）． （１．４０）
这对应更简单的二次旋转．
下面再给出轨道坐标系与地固坐标系之间的转换关系．根据（１．３５）式

和图１．１不难得到

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＥＲ）Ｔ（ＥＰ）ＴＲ． （１．４１）
其中

Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＥＲ）Ｔ ＝Ｒｚ（μ＋Δμ）Ｒｚ（－ＳＧ）

＝Ｒｚ（－（ＳＧ －（μ＋Δμ）））． （１．４２）
若记

θＧ ＝ＳＧ －（μ＋Δμ）． （１．４３）

θＧ 就是轨道坐标系中的格林尼治恒星时角．于是（１．４１）式又可写成

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）ＴＲ． （１．４４）
当然，这一转换关系亦可直接导出．

ＳＧ 和θＧ 的计算公式为

ＳＧ ＝ＳＧ ＋Δμ， （１．４５）

θＧ ＝ＳＧ －μ． （１．４６）
这里μ和Δμ即前面已提到的赤经岁差和章动．Ｊ２０００．０系统中的格林尼治
平恒星时ＳＧ 由下式计算：

ＳＧ ＝１８ｈ．６９７３７４６＋８７９０００ｈ．０５１３３６７ｔ＋０ｓ．０９３１０４ｔ２－６ｓ．２×１０－６ｔ３，
（１．４７）
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ｔ＝ＪＤ（ｔ）－ＪＤ（Ｊ２０００．０）
３６５２５．０ ． （１．４８）

§１．３　空间观测几何

１．两种站心坐标系［２］

对航天器的观测量通常是相对观测站的（可以是地基站，也可以是天基
站），其中方向观测量（即测角资料）又总是对应赤道系统或地平系统．为此，

图１．２　站心坐标系的辅助天球

在有关工作中引进了站心赤道坐标系和站

心地平坐标系．两种站心坐标系之间的几
何关系见图１．２．Ｏ是辅助天球中心（即测
站），ＯＺ 是重力方向，Ｚ 就是天顶，大圆

ＮＳ是地平．ＯＰ 是天极方向，Ｐ 是北天极
（实为平极，为了与地固坐标系一致，就用

ＣＩＯ），大圆ＱＱ′是天赤道（简称赤道）．大
圆弧ＰＺ ＝９０°－φ，φ是测站的天文纬度
（φ对应平极，它与大地纬度的差别即垂线

偏差）．通过天极和天顶的大圆称为测站的子午圈，它与地平相交于Ｎ 和Ｓ
两点，分别称为北点和南点．赤道与地平相交于Ｅ和Ｗ 两点，分别称为东点
和西点．Ｓ 是测站到天体方向与天球的交点（或就称为天体），大圆ＺＳ 称

为地平经圈，而大圆ＰＳ 称为时圈或赤经圈．
天体的地平坐标记为Ａ，ｈ．Ａ称为地平经度或方位角．由北点沿地平

向东量到地平经圈；ｈ称为地平纬度或高度角，由地平经圈与地平的交点

Ｈ 沿地平经圈向天顶方向量到天体Ｓ ，有时用天顶距ｚ＝９０°－ｈ代替高
度角ｈ．天体的赤道坐标记为ｔ，δ或α，δ．这里的ｔ称为天体的时角，由Ａ点
沿赤道向西量到时圈，时角常用α代替，α称为赤经，由春分点Υ沿赤道向
东量到时圈，它与ｔ的关系为

α＝Ｓ－ｔ．
Ｓ是春分点的时角，即测站的地方恒星时；δ称为赤纬，由时圈与赤道的交
点Ｄ沿时圈向北天极方向量到天体．
上述两种站心坐标系可分别记作Ｏ ΥΥ′Ｐ 和Ｏ ＮＷＺ ，其中Υ′应在

赤道ＱＱ′上指向Υ 以东９０°的方向（见图１．２）．若记航天器在这两种站心
坐标系中的位置矢量各为ρ和ρ′，有

２１ 航天动力学引论　



ρ＝ρ

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ

， （１．４９）

ρ′＝ρ

ｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （１．５０）

ρ是航天器到测站的距离．
如果测角资料 （α，δ）是照相或用ＣＣＤ技术等获得的，因采用了背景星

定位的方法，给出的 （α，δ）是对应历元（如Ｊ２０００．０）站心平赤道坐标系的，
为了与上述站心赤道坐标系加以区别，暂记作 （αＪ，δＪ），相应地有

ρＪ ＝ρ

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ Ｊ２０００．０

． （１．５１）

根据上述两种站心坐标系的定义，由图１．２不难看出，经两次坐标轴旋
转，站心地平坐标系即与站心赤道坐标系重合，故它们之间的转换关系为

ρ＝ （ＺＲ）ρ′， （１．５２）
（ＺＲ）＝Ｒｚ（１８０°－Ｓ）Ｒｙ（９０°－φ）． （１．５３）

其中Ｓ是地方（对应测站）恒星时．由（１．５１）式和（１．５２）式可给出航天器的
两种测角资料 （α，δ）和 （Ａ，ｈ）之间的具体函数关系，即

ｔａｎＡ＝ｓｉｎＡ
ｃｏｓＡ ＝ －ｃｏｓδｓｉｎ（Ｓ－α）

ｃｏｓφｓｉｎδ－ｓｉｎφｃｏｓδｃｏｓ（Ｓ－α），

ｓｉｎｈ＝ｓｉｎφｓｉｎδ＋ｃｏｓφｃｏｓδｃｏｓ（Ｓ－α
烅
烄

烆 ），
（１．５４）

或

ｔａｎ（Ｓ－α）＝ｓｉｎ（Ｓ－α）
ｃｏｓ（Ｓ－α）＝ －ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｃｏｓφｓｉｎｈ－ｓｉｎφｃｏｓｈｃｏｓＡ
，

ｓｉｎδ＝ｓｉｎφｓｉｎｈ＋ｃｏｓφｃｏｓｈｃｏｓＡ
烅
烄

烆 ．
（１．５５）

２．站心坐标系与空间坐标系之间的转换关系

在处理航天器运行的轨道问题中，需将观测量与空间坐标相联系．对于
人造地球卫星而言，即需要给出站心坐标系与历元平赤道地心系和轨道坐
标系之间的转换关系．这里各坐标系中位置矢量的表示仍采用前面表１．２
中引用的符号．
由于站心赤道坐标系的主方向（ｘ轴）指向瞬时真春分点，故它与地固

坐标系之间的转换关系为旋转加平移，即
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Ｒ＝ （ＥＲ）ρ＋ＲＡ． （１．５６）
其中（ＥＲ）即地球自转矩阵，见（１．３０）式，ＲＡ 是测站在地固坐标系中的位置

矢量．下面给出两种站心坐标系以及站心坐标系与地心坐标系之间的转换
关系．
通过地固坐标系即可知，站心赤道坐标系和站心地平坐标系与历元平

赤道地心坐标系之间的转换关系分别为

ｒ＝ （ＨＧ）ＴＲ＝ （ＨＧ）Ｔ［（ＥＲ）ρ＋ＲＡ］ （１．５７）
和

ｒ＝ （ＨＧ）Ｔ［（ＥＲ）（ＺＲ）ρ′＋ＲＡ］， （１．５８）
矩阵（ＨＧ）的表达式见（１．３４）式．根据Ｓ＝ＳＧ ＋λ，λ是测站经度，记矩阵
（ＥＲ）（ＺＲ）为（ＥＺ），则可表示为

（ＥＺ）＝ （ＥＲ）（ＺＲ）　　　　　　　　
＝Ｒｚ（１８０°－Ｓ＋ＳＧ）Ｒｙ（９０°－φ）

＝Ｒｚ（１８０°－λ）Ｒｙ（９０°－φ）． （１．５９）
前面提到的历元站心平赤道坐标系与历元平赤道地心系之间的转换关

系较简单，就是经过一个平移，有

ｒ＝ρＪ ＋ｒＡ，

ｒＡ ＝ （ＨＧ）ＴＲＡ
烅
烄

烆 ．
（１．６０）

由地固坐标系与轨道坐标系之间的转换关系（１．４４）式可知，站心赤道
坐标系和站心地平坐标系与轨道坐标系之间的转换关系分别为

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）Ｔ［（ＥＲ）ρ＋ＲＡ］， （１．６１）
或

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）Ｔ［（ＥＺ）ρ′＋ＲＡ］． （１．６２）
历元站心平赤道坐标系与轨道坐标系的转换关系为

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＧＲ）［ρＪ ＋ｒＡ］≈Ｕ［ρＪ ＋ｒＡ］． （１．６３）
其中矩阵Ｕ 见（１．４０）式．

３．观测站的站址坐标

观测站的站址（指测站的标准点，简称测站）坐标用Ｈ，λ，φ三个分量表
示，它们的定义如下．

Ｈ：大地高．它是从站址点沿法线方向到参考椭球面（参考椭球体是地
固坐标系建立的依据，极是ＣＩＯ，其中心即当作地心）的距离．而到大地水准
面的高度称为正高，亦称海拔高度，它与大地高之差称为高程异常．

λ：大地经度（亦称测地经度），简称站址经度．它是通过站址的大地子

４１ 航天动力学引论　



午面（与辅助天球相交截出的大圆）与过格林尼治的大地子午面（称为本初
子午面）之间的夹角，从本初子午面向东计量，由０°到３６０°．

φ：大地纬度（亦称测地纬度），简称站址纬度．它是通过站址的参考椭
球面的法线与赤道面的夹角，从赤道面向北计量为正，由０°到９０°，向南计
量为负，由０°到－９０°，大地纬度不同于天文纬度（它是站址点的铅垂线与赤
道面的夹角），即同一点的铅垂线与相应的参考椭球面的法线通常并不重
合，此即垂线偏差．
上述站址坐标Ｈ，λ，φ亦称为大地坐标．对于一般精度要求，无需区分

大地高与正高、大地纬度与天文纬度．
根据站址坐标的定义，在地固坐标系中，测站位置矢量ＲＡ 的三个分量

（ＸＡ，ＹＡ，ＺＡ）为

ＸＡ ＝ （Ｎ＋Ｈ）ｃｏｓφｃｏｓλ，

ＹＡ ＝ （Ｎ＋Ｈ）ｃｏｓφｓｉｎλ，

ＺＡ ＝ ［Ｎ（１－）２＋Ｈ］ｓｉｎφ

烅
烄

烆 ．

（１．６４）

其中

Ｎ ＝ａｅ［ｃｏｓ２
φ＋（１－）２ｓｉｎ２

φ］－１／２， （１．６５）

ａｅ是参考椭球体的赤道半径，参考椭球体的扁率．如果知道测站的地心距

Ｒ和地心纬度φ′，则有

ＸＡ ＝Ｒｃｏｓφ′ｃｏｓλ，

ＹＡ ＝Ｒｃｏｓφ′ｓｉｎλ，

ＺＡ ＝Ｒｓｉｎφ′
烅
烄

烆 ．

（１．６６）

若在轨道坐标系中讨论问题，相应的测站位置矢量记为ｒＡ′，坐标分量
为Ｘ，Ｙ，Ｚ．根据转换关系（１．４４），有

ｒＡ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）ＴＲＡ ． （１．６７）
对于一般精度要求，不必考虑极移，那么轨道坐标系中的测站坐标可简化为

Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
＝Ｒ

ｃｏｓφ′ｃｏｓ（θＧ ＋λ）

ｃｏｓφ′ｓｉｎ（θＧ ＋λ）

　　ｓｉｎφ

烄

烆

烌

烎′
． （１．６８）

目前对航天器观测所得的资料基本上有四种类型，即
（１）光学测角资料（Ⅰ）———地平坐标 （Ａ，ｈ）型；
（２）光学测角资料（Ⅱ）———赤道坐标 （α，δ）型；
（３）多普勒测速ρ

　．
型；

（４）激光或雷达测距ρ型．
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在取得原始观测资料后，需要经过一系列改正才能提供可用资料．这些改正
包括天文系统差（如大气折射、光行差等），各种物理因素的影响（如大气对
流层、电离层的影响等）以及仪器误差等．关于这些改正，请读者参看有关书
籍和文献，本书不再介绍．但有一点需要说明，即所有观测资料对应的空间
坐标系必须清楚，显然，测速和测距资料并不存在这个问题，而需要注意的
是光学测角资料，对此，前面已作了详尽的阐述．
除上述四种基本类型，还有星上测量（雷达测高等）和星间测量（如星载

ＧＰＳ测距等），但相应的空间观测几何与前面阐述的内容无实质性差别，不
再介绍．

§１．４　航天器的可见条件

对人造地球卫星的观测，最早是光学观测，随着科技的进步，观测手
段也多样了，如无线电观测、激光观测等等，但光学观测仍然是最主要的
观测手段，特别是对于空间目标监视以及空间碎片的观测只能依赖光学
手段．光学观测的可见条件也具有代表性，可适用于其他观测手段．因此，

图１．３　航天器与测站的几何关系

这里就以光学观测为例，说明航天器的
可见条件．
航天器的观测通常是从地面测站进

行的，首先就是测站和航天器的几何位置
关系，最直观反应这个关系的量就是卫星
对测站的方位角Ａ、地平高度ｈ以及斜距

ρ．如图１．３所示．方位角Ａ 是自北点向
东起量；地平高度ｈ从地平起量，范围在

±９０°之间；斜距ρ为测站到航天器的距
离．由坐标转换关系（１．５８）式和（１．５９）式
可知，航天器在地固系中的坐标为

Ｘ
Ｙ

烄

烆

烌

烎Ｚ
＝Ｒ＋Ｒｚ（１８０°－λ）Ｒｙ（９０°－φ）

ρｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ρｃｏｓｈｓｉｎＡ

ρｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （１．６９）

其中Ｒ为测站在地固系中的坐标．
航天器和测站间的一个重要关系是卫星能否被测站观测到，一个必要

条件是卫星必出现在地平以上，即ｈ＞０．但为了保证观测精度通常需要

ｈ＞ｈ０，ｈ０在不同情况下取不同的值，通常在５°～１５°．如图１．４，ｒ为卫星的
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图１．４　航天器的可观测区域

地心距，Ｒ为测站的地心距，θ为卫星和
测站的地心张角，ρ为斜距．容易导出如
下关系：

θ＝ａｒｃｃｏｓ Ｒ
ｒｃｏｓ（ ）ｈ －ｈ，（１．７０）

ｔａｎｈ＝ｒｃｏｓθ－Ｒ
ｒｓｉｎθ

， （１．７１）

ρ
２ ＝Ｒ２＋ｒ２－２Ｒｒｃｏｓθ．（１．７２）

由此可见，要使卫星的地平高度不小于

ｈ０，那么卫星同测站的地心张角θ必须满
足下列条件：

θ＜θ０ ＝ａｒｃｃｏｓ Ｒ
ｒｃｏｓｈ（ ）０ －ｈ０． （１．７３）

由θ０ 确定的范围被称为可见范围，航天器在这个范围内才有可能被观测
到．由于大多数卫星都是近圆轨道，可用轨道半长径来代替上式中的ｒ，用
于估计所需要的θ０ ．无论利用哪种设备观测，上述可见范围都是一个必要
条件．

图１．５　太阳和测站的关系

航天器进入可见范围并不一定能被光学

设备观测到，还需要考虑测站的天空背景是
不是被太阳照亮，明亮的天空背景使得航天
器不能被观测到．这一条件可由太阳与测站
的相对几何关系来决定，太阳与测站的相对
几何关系通常用太阳的地平高度β来反映，
对于观测来说需要太阳的地平高度满足条件

β＜β０．β０ 的值将根据不同的观测目标和观

测要求来确定．注意，这里的β意味着在地平
以下的值，即β＜０．

由于太阳很远，可认为太阳在无穷远处（即忽略视差），地球上的太阳光

线为平行光．从图１．５上可看出，测站位置矢量Ｒ与太阳方向Ｌ^（单位矢量）

的夹角大于９０°＋｜β０｜，即在第二象限，此条件如下：

ａｒｃｃｏｓＬ^·Ｒ
｜Ｒ｜＞９０°＋｜β０｜． （１．７４）

在地面由９０°＋｜β０｜确定的边界称为日界线，日界线把地球表面分为两

个区域，即“白天”和“黑夜”．当测站为黑夜时才能进行光学观测．
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光学观测还需要航天器表面被太阳照亮，此时设备才能观测到反射的
光线．这一条件是由航天器与太阳的相对位置关系决定的，也就是航天器必
须在地影外．对于这一条件，只需考虑简单的柱形地影即可，见图１．６．

图１．６　航天器进出地影的平面图

由图１．６可知，地影边界上满足下述条件：

ｓｉｎψ＝ Ｒ
ｒ

，

ｃｏｓψ＝－ １－Ｒ２

ｒ槡 ２

烅

烄

烆 ．
（１．７５）

（１．７５）式中ｃｏｓψ的右端取负号，是由于ψ＞９０°．当航天器和太阳方向的夹
角小于ψ时，航天器不在地影内，可以被太阳照亮．太阳与地心的连线与椭
球面的交点被称为日下点，地面上以日下点为中心半径为ψ的区域就是航
天器可以被照亮的区域，该区域边界就称为地影线．同样可用轨道半长径代
替ｒ来估计无地影区域的大小，即

ｃｏｓψ＝－ １－Ｒ２

ａ槡 ２ ． （１．７６）

对于航天器的光学观测而言，前面提到的三个条件都必须满足．对于一
个航天器，可观测范围相对测站是不变的，而日界线和地影线随太阳位置的
变化而由东向西移动．对于其他观测，如激光观测、无线电观测等，上述后两
个条件理论上不是必需的．

§１．５　航天器的视运动———星下点轨迹与覆盖区域

航天器在高于地面几百公里以上的空间飞行，为了更好地表示它的运

动状态，特别是反映它的运动与地球的相对关系，常用星下点的轨迹描绘．
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航天器到地心的连线与地球参考椭球面的交点称为星下点，其位置用球坐
标（λ，φ）来表示．这里的（λ，φ）是大地经纬度，亦可用地心经纬度（λ，φ′）来
表示．这一星下点的定义亦可用于绕飞其他中心天体（如月球，火星等）的航
天器，只要相应的地球量改为另一中心天体即可．
关于星下点位置的计算，首先要将航天器的空间位置量转换到地固坐

标系中．例如定轨预报给出的是Ｊ２０００地心天球坐标系中航天器的位置矢
量ｒ（ｔ），则首先要根据§１．２中介绍的坐标转换关系将ｒ转换为地固坐标
系中的位置矢量Ｒ（ｔ），由图１．１给出的转换关系可知：

Ｒ（ｔ）＝ （ＨＧ）ｒ（ｔ）． （１．７７）
如果描述星下点位置需要的是地心纬度φ′，则很简单，有如下关系：

Ｒ（ｔ）＝
Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
＝

Ｒｃｏｓφ′ｃｏｓλ
Ｒｃｏｓφ′ｓｉｎλ
Ｒｓｉｎφ

烄

烆

烌

烎′
． （１．７８）

其中Ｒ是航天器的地心距，而 （λ，φ′）即可作为星下点在地球参考椭球面上
的位置．由（１．７８）式不难给出 （λ，φ′）的计算公式如下：

λ＝ａｒｃｔａｎ（Ｙ／Ｘ）， （１．７９）

φ′＝ａｒｃｓｉｎ Ｚ（ ）Ｒ ＝ａｒｃｔａｎ
Ｚ

Ｘ２＋Ｙ槡（ ）２ ． （１．８０）

如果需要的是大地纬度φ，则可根据§１．２中给出的测站位置矢量ＲＡ 的计

算公式（１．６４），令大地高Ｈ ＝０即得：

ｔａｎφ＝ １
（１－）２

ｔａｎφ′　　

＝ １
（１－）２

Ｚ
Ｘ２＋Ｙ槡（ ）２ ． （１．８１）

随着航天器的运行，星下点 （λ（ｔ），φ（ｔ））的连线即描绘出在自转的地
球表面上的一条轨迹．星下点轨迹清楚地反映了航天器运动和地面的关系，
结合上一节可观测条件所对应的可观测范围、日界线和地影线就很容易体
现航天器的动态观测几何．
航天器对地面的覆盖问题，可以从两个角度来看，一是卫星看地面的范

围；另一个是地面可以看见卫星的范围．航天器上的照相机对地面进行拍摄
就属于卫星对地观测情况；前面提到卫星的可观测范围，是从测站角度考
虑，当卫星进入该区域则可被该测站观测到．随着卫星运动，可以找出地面
可观测该卫星的区域，测站如果在该区域中则可观测该卫星．覆盖几何图像
见图１．７．
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图１．７　航天器对地面的覆盖

对于第一种情况，已知θ′＝θ０′，那么

ｓｉｎ（９０°＋ｈ）＝ｒｓｉｎθ０′
Ｒ

， （１．８２）

θ＝１８０°－θ０′－（９０°＋ｈ）

＝９０°－θ０′－ｈ． （１．８３）
对于第二种情况，已知ｈ＝ｈ０ ，那么

地面看卫星的范围如下：

ｓｉｎ（θ′）＝Ｒｓｉｎ（９０°＋ｈ０）
ｒ

，（１．８４）

θ＝１８０°－θ′－（９０°＋ｈ０）

＝９０°－θ′－ｈ０． （１．８５）
相应的覆盖范围在地图上即以星下点为中

心，半径为θ的圆．随着卫星运动这些区域形成的带就是卫星相应的覆盖范
围．对于近圆轨道，同样可以用ａ代替上式中的ｒ，估计基本的覆盖范围．
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第２章　航天器在轨运行的无摄运动

若将地球或任何一个探测目标天体（如大行星、小行星等）看成一个质
量密度分布均匀的球体，则它对绕其运行的航天器的引力作用可等效于一
个质点，相当于质量全部集中在该天体质心上，于是就构成一个简单的二体
系统，一个中心天体和一个运动天体．以地球和人造卫星为例，将坐标系的
原点放在地心上，讨论人造卫星相对地心的运动，这是很自然的．卫星运动
方程可写成

ｒ　 ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （２．１）

其中ｒ是卫星的地心向径，μ＝ＧＭ 是地心引力常数，这里Ｍ 是地球质量．
严格地说，人造卫星对地球亦有引力作用，地心坐标系并非惯性参考

系．因此，方程（２．１）的原形式应为

ｒ　 ＝－ＧＭ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ －Ｇｍ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ

＝－Ｇ（Ｍ＋ｍ）
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （２．２）
方程右端第二项即惯性加速度．ｍ是人造卫星的质量，相对地球质量而言它
是一个小量，例如一个１吨重的卫星，其质量与地球质量之比只有１∶１０２２．
这个量对定轨精度的影响显然无需考虑，至少在当前的测量精度意义下是
如此．因此，卫星运动方程就可写成（２．１）的形式．
方程（２．１）或（２．２）是可积的，下面我们首先给出相应的六个独立积分，

在此基础上再进行各种讨论．

§２．１　二体问题的六个积分与轨道根数

１．动量矩积分（或称面积积分）

根据有心力的性质，可直接写出方程（２．１）的动量矩积分．由方程（２．１）



很容易推出该积分，若记ｈ＝ｒ×ｒ
　．
为面积速度矢量，则由方程（２．１）可得

ｄｈ
ｄｔ＝ ｄ

ｄｔ
（ｒ×ｒ

　．）＝ｒ×ｒ ＝０．

这表明ｈ为常矢量，人造卫星绕地球的运动为一平面运动，相应的动量矩积
分可写成

ｈ＝ｒ×ｒ
　．
＝ｈＲ^． （２．３）

图２．１　地心辅助天球

其中ｈ＝｜ｒ×ｒ
　．
｜为面积速度常数，Ｒ^即表示面

积速度方向，它是卫星运动平面的法向单位矢
量．如果我们采用地心赤道坐标系，可用图

２．１来描绘．图中大圆ＡＡ′和ＢＢ′分别表示地
球赤道和卫星轨道在辅助天球上的投影，Ｘ方
向即春分点方向，Ｒ方向即轨道面法向，ｉ就是
卫星轨道面与赤道面的夹角，Ω即轨道升交点
方向Ｎ（或称节点）的赤经，在此坐标系中，利
用球面三角形的余弦公式（或采用坐标旋转的方法），不难导出法向单位矢

量Ｒ^的表达式为

Ｒ^＝
烄

烆

烌

烎

Ａ
Ｂ
Ｃ

＝
ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （２．４）

积分（２．３）包含了ｈ，ｉ，Ω三个积分常数，ｈ是面积速度的两倍，ｉ，Ω则确定
了卫星轨道平面的空间方向．

２．运动平面内的轨道积分和活力公式

既然是平面运动，而相应的平面已由（ｉ，Ω）确定，那么，我们即可在这
一确定的平面内讨论降阶后的方程．引入平面极坐标（ｒ，θ），运动方程（２．１）
可按径向和横向两个分量写成

ｒ －ｒθ
　．
２ ＝－μ

ｒ２，

ｒθ
　
＋２ｒ

　．
θ
　．

＝ １
ｒ

ｄ
ｄｔ

（ｒ２θ
　．
）＝０

烅

烄

烆
．

（２．５）

第二个方程给出一个积分： ｒ２θ
　．

＝ｈ， （２．６）

由空间极坐标（三个轴方向的单位矢量分别记作ｒ^，θ^，ｋ^，ｋ^即前面的Ｒ^）中ｒ

和ｒ
　．
的表达式为
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ｒ＝ｒｒ^，　ｒ
　．
＝ｒ

　．
ｒ^＋ｒθ

　．

θ^， （２．７）
立即可得

ｒ×ｒ
　．
＝ｒ２θ

　．

ｋ^＝ｒ２θ
　．

Ｒ^．
这表明积分（２．６）就是动量矩积分（２．３）式的标量形式．方程（２．５）和（２．６）
构成了平面运动系统对应的三阶常微分方程，需要寻找三个独立积分．
上述方程组的特点是不显含自变量ｔ，由常微分方程的基本知识可知，

对于这类方程，通过分离ｔ的方法可使它降一阶，即能够首先讨论ｒ对θ的
变化规律．为此，记ｒ′＝ｄｒ／ｄθ，ｒ′′＝ｄ２ｒ／ｄθ２，由（２．６）式得

ｒ
　．
＝ｄｒ／ｄｔ＝ｄｒ

ｄθθ
　．

＝ ｈ
ｒ２ｒ′，

ｒ ＝ｄｒ
　．／ｄｔ＝ｄｒ

　．

ｄθθ
　．

＝ｈ２

ｒ２ －２
ｒ３ｒ′２＋１

ｒ２（ ）ｒ″
烅

烄

烆
．

（２．８）

将这一关系代入方程（２．５）的第一个方程即可给出ｒ对θ的二阶方程．但相
应的方程比较复杂，仍不便于求解．如果在降阶的同时，再作变量变换

ｒ＝１／ｕ． （２．９）
有

ｒ
　．
＝－ｈｕ′，

ｒ＝－ｈ２ｕ２ｕ″
烅
烄

烆 ．
（２．１０）

利用这一关系即可得到ｕ对θ的一个二阶常系数线性方程：

ｕ″＋ｕ＝ μ
ｈ２． （２．１１）

这是可积的．顺便提一下，如果将原方程右端作用力μ／ｒ
２ 改为（或增加）μ／

ｒｎ 的形式，ｎ＝０，±１，±２，…，尽管经上述变换所得方程不同于（２．１１）式，
但仍然是可积的，这留给读者作为一道习题．
方程（２．１１）给出一轨道积分：

ｒ＝ １
ｕ ＝ ｈ２／μ

１＋ｅｃｏｓ（θ－ω）． （２．１２）

ｅ和ω即两个新积分常数．这是一圆锥曲线，在一定条件下它表示椭圆，地
心就在椭圆的焦点上．对于人造地球卫星而言，当然属于这种情况，至于深
空探测器所遇到的抛物线轨道和双曲线轨道，将在后面§２．４中介绍．既然
是椭圆，可令

ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ｈ２／μ， （２．１３）
那么积分（２．６）和（２．１２）又可写成
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ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）， （２．１４）

ｒ＝ ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓ（θ－ω）． （２．１５）

积分常数ｈ由ａ代替，ｐ是椭圆的半通径，ａ是半长径，ｅ是偏心率，ω则称
为人造卫星过近地点的经度（或称幅角），因θ＝ω时，ｒ达到最小值．ω的几
何意义见图２．１，图中Ｐ是近地点方向，幅角ω从节点Ｎ 沿卫星运动方向
计量．
将ｒ＝ｒ（θ）的关系代入方程（２．１４），原则上可以给出最后一个与时间ｔ

有关的积分，我们暂时放一下，先导出椭圆运动的几个常用关系．由（２．１４）
和（２．１５）两式，经简单的运算可得

ｖ２ ＝ｒ
　．２＋ｒ２θ

　．
２ ＝μ

２
ｒ －１（ ）ａ ． （２．１６）

此即活力公式．另外，既然是椭圆运动，那么卫星向径在一个周期Ｔ内扫过

的面积就是椭圆的面积πａ２ １－ｅ槡 ２，由此可知面积速度ｈ
２
为

ｈ
２ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）／２＝πａ２ （１－ｅ２槡 ）

Ｔ ．

整理后写成下列的形式：

ａ３

Ｔ２ ＝ μ
４π２． （２．１７）

若引进平均角速度（通常称其为平运动速度）ｎ＝２π／Ｔ，则上式又可写成

ｎ２ａ３ ＝μ． （２．１８）
这两个表达式就是万有引力定律导出的开普勒（Ｋｅｐｌｅｒ）第三定律．

３．第六个积分———开普勒方程

为了运算方便，在寻找第六个积分时，不直接引用方程（２．１４）按ｄθ／ｄｔ
求解，而是利用（２．１６）式按ｄｒ／ｄｔ积分，有

ｒ
　．２ ＝μ

２
ｒ －１（ ）ａ －μ

ｐ
ｒ２．

通过（２．１８）式消去μ整理后得

ｎｄｔ＝ ｒｄｒ
ａ ａ２ｅ２－（ａ－ｒ）槡 ２

． （２．１９）

对于椭圆轨道，ｒ的极大和极小值分别为

ｒｍａｘ ＝ａ（１＋ｅ），　ｒｍｉｎ ＝ａ（１－ｅ）．
因此有｜ａ－ｒ｜≤ａｅ，故可引入辅助量Ｅ：
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ａ－ｒ＝ａｅｃｏｓＥ
或

ｒ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）． （２．２０）
代入（２．１９）式可得

ｎｄｔ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄＥ．
于是给出第六个积分：

Ｅ－ｅｓｉｎＥ＝ｎ（ｔ－τ）． （２．２１）
这又称为开普勒方程，τ是积分常数．当ｔ＝τ时，Ｅ＝０，相应的ｒ＝ａ（１－ｅ）

＝ｒｍｉｎ，故τ就是卫星过近地点的时刻．
最后引进两个角度ｆ和Ｍ，定义如下：

ｆ＝θ－ω ，　Ｍ ＝ｎ（ｔ－τ）． （２．２２）

图２．２　椭圆轨道和辅助圆

ｆ，Ｍ 和Ｅ 是三个角度，分别称为真近点角，
平近点角和偏近点角，都是从近地点开始计
量，Ｅ的几何意义见图２．２，图中Ｏ是椭圆焦
点，Ｏ′是辅助圆的圆心．显然，在二体问题
中，面积积分可简化为

ｒ２ｆ
　．

＝ｈ． （２．２３）
上述六个独立积分常数又称为轨道根

数，只要初始条件给定，它们就完全被确定．
ａ，ｅ是确定轨道大小和形状的根数；ｉ，Ω和ω是轨道平面和拱线（长半轴）
的空间定向根数；第六个根数τ常被三种近点角代替，特别是平近点角Ｍ，
常被引用，它们本身同时包含时间ｔ，而不是常数，即随ｔ而变化，故也被称
作时间根数．

§２．２　椭圆运动的基本关系式

原则上说，上述六个积分就完全确定了二体问题意义下人造卫星绕地
球的运动，但这六个积分的表达形式有时使用不便，有必要在它们的基础上
导出一些常用关系式．这里将根据理论研究和实际工作的需要进行整理，所
涉及到的量，不外乎六个根数，时间ｔ、各种近点角、向径、速度等．

１．椭圆运动中各量之间的几何关系

首先从图２．２和开普勒方程不难看出，三种近点角的象限关系很清楚，
它们同时处在［０，π］或［π，２π］区间上，这是一个很重要的关系，它们之间
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的联系即

ｒ＝ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）， （２．２４）

Ｅ－ｅｓｉｎＥ＝Ｍ． （２．２５）
另外，根据椭圆的性质可知，图２．２中的ＯＯ′＝ａｅ，于是有

ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）． （２．２６）

由此可立即导出 ｒｓｉｎｆ＝ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ， （２．２７）

ｔａｎｆ
２ ＝ １＋ｅ

１－槡 ｅｔａｎ
Ｅ
２． （２．２８）

２．椭圆运动中一些量对轨道根数的偏导数

在研究人造卫星的运动规律或计算其位置时，除遇到六个根数ａ，ｅ，ｉ，

Ω，ω，Ｍ 外，还会出现由它们构成的一些函数，这些函数关系中的基本量就

是Ｅ，ｆ，ｒ（或写成ａ
ｒ
较为方便），只要导出这些量对根数的偏导数就够了．首

先，我们来分析函数关系，由方程（２．２４）～（２．２６）可知

Ｅ＝Ｅ（ｅ，Ｍ），

ａ
ｒ ＝ ａ

ｒ
（ｅ，Ｅ（ｅ，Ｍ））＝ ａ

ｒ
（ｅ，Ｍ），

ｆ＝ｆ（ｅ，Ｅ（ｅ，Ｍ），ａ
ｒ

（ｅ，Ｍ））＝ｆ（ｅ，Ｍ）

烅

烄

烆 ．

（２．２９）

那么，利用前面的几何关系即可推出相应的偏导数，它们是

Ｅ
ｅ ＝ ａ

ｒｓｉｎＥ，　Ｅ
Ｍ ＝ ａ

ｒ
， （２．３０）


ｅ

ａ（ ）ｒ ＝ ａ（ ）ｒ
２

ｃｏｓｆ，　 
Ｍ

ａ（ ）ｒ ＝－ ｅ
１－ｅ槡 ２

ａ（ ）ｒ
２

ｓｉｎｆ，（２．３１）

ｆ
ｅ ＝ １

１－ｅ２ １＋ｐ（ ）ｒ ｓｉｎｆ，　ｆ
Ｍ ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ

２

． （２．３２）

有时为了需要，基本变量不用上述六个根数，而改用ａ，ｉ，Ω，ξ＝ｅｃｏｓω，η＝
ｅｓｉｎω，λ＝Ｍ＋ω六个变量，ｆ，Ｅ将由ｕ＝ｆ＋ω，珘ｕ＝Ｅ＋ω代替．若要推出相
应的偏导数，其关键仍在于首先分析清楚函数关系．由

ｅ２ ＝ξ
２＋η

２，ω＝ａｒｃｔａｎ（η／ξ），Ｍ ＝λ－ａｒｃｔａｎ（η／ξ）， （２．３３）

可知

ｆ＝ｆ（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ）），

Ｅ＝Ｅ（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ）），

ａ
ｒ ＝ ａ

ｒ
（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ））

烅

烄

烆
．

（２．３４）
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利用这一关系再去推导相应的偏导数显然是容易的，例如


ξ

ａ（ ）ｒ ＝ 
ｅ

ａ（ ）ｒ
ｅ
ξ

＋ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
ξ

，


η

ａ（ ）ｒ ＝ 
ｅ

ａ（ ）ｒ
ｅ
η

＋ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
η

，


λ

ａ（ ）ｒ ＝ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
λ

烅

烄

烆
．

（２．３５）

其中
ｅ

ａ（ ）ｒ
，
Ｍ

ａ（ ）ｒ
前面已给出，剩下的问题只是根据（２．３３）式去推导

ｅ
ξ

，Ｍ
ξ

，…，这对读者来说并不是难题．

３．近点角Ｍ，Ｅ，ｆ与时间ｔ之间的微分关系

根据三种近点角的定义，利用面积积分（２．２３）和开普勒方程（２．２５）以
及上述关系，可给出

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ，　ｄＥ

ｄｔ ＝ｎ ａ（ ）ｒ
，　ｄｆ

ｄｔ＝ｎ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

． （２．３６）

在后面要讨论的问题中，积分时常遇到上述几种变量之间的转换，为了方
便，我们不妨根据（２．３６）式将这些关系整理如下：

ｄＭ ＝ｎｄｔ＝ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １
１－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ
２

ｄｆ， （２．３７）

ｄＥ＝ｎ ａ（ ）ｒ ｄｔ＝ ａ（ ）ｒ ｄＭ ＝ １
１－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ ｄｆ， （２．３８）

ｄｆ＝ｎ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

ｄＭ ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｄＥ，

（２．３９）

ｄｔ＝ １
ｎｄＭ ＝ １

ｎ
ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

ｎ １－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ
２

ｄｆ． （２．４０）

注意，这组微分关系是建立在六个轨道根数为常数基础上的，严格地说，它
们仅适用于二体问题，这与前面两组关系式不一样．

４．向径ｒ和速度ｒ
　．
的表达式

作为二阶方程（２．１）的完整解，应该有

ｒ＝ｒ（ｔ；Ｃ１，…，Ｃ６），

ｒ＝ｒ
　．（ｔ；Ｃ１，…，Ｃ６）

烅
烄

烆 ．
（２．４１）
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既然六个积分已得到，那么可以写出（２．４１）式的具体形式．这里的积分常数

Ｃ１，…，Ｃ６ 即前面的六个轨道根数，其中Ｃ６ 是τ，如果改用Ｍ，（２．４１）式中
的ｔ将包含在Ｍ 中．
显然有

ｒ＝ｒｒ^　　　　　　　　　　

＝ｒｃｏｓｆＰ^＋ｒｓｉｎｆＱ^

＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）Ｐ^＋ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＱ^． （２．４２）

其中Ｐ^和Ｑ^分别表示近地点和半通径方向的单位矢量．通过坐标旋转，很
容易给出它们在地心赤道坐标系中的表达式．若记

Ｐ^０ ＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

， （２．４３）

则 Ｐ^＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ω）Ｐ^０ ． （２．４４）
关于旋转矩阵Ｒｚ（－Ω），Ｒｘ（－ｉ），Ｒｚ（－ω）的表达式请见第一章（１．１０）～

（１．１２）式．至于Ｑ^的表达式，只要将Ｒｚ（－ω）改为Ｒｚ（－（ω＋９０°））即得．

为适合某些应用的需要，这里将Ｐ^和Ｑ^的具体表达式写出，即

Ｐ^＝
ｃｏｓΩｃｏｓω－ｓｉｎΩｓｉｎωｃｏｓｉ
ｓｉｎΩｃｏｓω＋ｃｏｓΩｓｉｎωｃｏｓｉ

ｓｉｎωｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （２．４５）

Ｑ^＝
－ｃｏｓΩｓｉｎω－ｓｉｎΩｃｏｓωｃｏｓｉ
－ｓｉｎΩｓｉｎω＋ｃｏｓΩｃｏｓωｃｏｓｉ

ｃｏｓωｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （２．４６）

关于ｒ
　．，根据二体问题的性质，由ｒ的表达式（２．４２）可得

ｒ
　．
＝ｒ
ｆ

ｄｆ
ｄｔ＝ｒ

Ｅ
ｄＥ
ｄｔ． （２．４７）

利用前面的偏导数和微分关系即可具体写出上述表达式，即

ｒ
　．
＝－ μ槡ｐ

ｓｉｎｆＰ^＋ μ槡ｐ
（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｑ^

＝ μ槡ａ
ｒ

［－ｓｉｎＥＰ^＋ １－ｅ槡 ２ｃｏｓＥＱ^］． （２．４８）

５．椭圆运动的展开式

在很多问题中，需要将有关量通过平近点角 Ｍ 表示成时间ｔ的显函
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数，但由开普勒方程可知，这必将涉及到超越函数关系，无法直接达到上述

要求．因此，必须将Ｅ，ｆ， ａ（ ）ｒ
等量展成Ｍ 的三角级数，而在这些展开式中

又要用到两个特殊函数：第一类贝塞耳函数和超几何函数（或称超几何级
数），故首先简单地介绍一下这两个函数的有关知识，详细内容请查阅有关
特殊函数的书籍．
第一类贝塞耳函数Ｊｎ（ｘ）是二阶线性常微分方程

ｘ２ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＋ｘｄｙ

ｄｘ＋（ｘ２－ｎ２）ｙ＝０

的一个解，它由下列级数表达：

Ｊｎ（ｘ）＝ ∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｘ（ ）２
ｎ＋２ｋ

． （２．４９）

其中ｎ为整数（ｎ＝０，１，２，…），ｘ为任意实数．它又是ｅ
ｘ
２ ｚ－１（ ）ｚ 展开式的系

数，即

ｅ
ｘ
２ ｚ－１（ ）ｚ ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
Ｊｎ（ｘ）ｚｎ． （２．５０）

其中ｅ是自然对数的底，而ｚ可以是复变量．由此可给出Ｊｎ（ｘ）的积分表达
式，即

Ｊｎ（ｘ）＝ １
２π∫

２π

０
ｅ －槡 １（ｘｓｉｎθ－ｎθ）ｄθ

＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓ（ｘｓｉｎθ－ｎθ）ｄθ． （２．５１）

根据Ｊｎ（ｘ）的定义，不难得出下列一些性质：

Ｊ－ｎ（ｘ）＝ （－１）ｎＪｎ（ｘ），

Ｊｎ（－ｘ）＝ （－１）ｎＪｎ（ｘ），

Ｊ－ｎ（－ｘ）＝Ｊｎ（ｘ），

Ｊｎ（ｘ）＝ ｘ
２ｎ

［Ｊｎ－１（ｘ）＋Ｊｎ＋１（ｘ）］，

ｄ
ｄｘＪｎ（ｘ）＝ １

２
［Ｊｎ－１（ｘ）－Ｊｎ＋１（ｘ）］

烅

烄

烆
．

（２．５２）

超几何函数Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｘ）是二阶线性常微分方程
（ｘ２－ｘ）ｙ″＋［（ａ＋ｂ＋１）ｘ－ｃ］ｙ′＋ａｂｙ＝０

的一个解，即

Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｘ）＝１＋∑
∞

ｎ＝１

ａ（ａ＋１）… （ａ＋ｎ－１）·ｂ（ｂ＋１）·（ｂ＋ｎ－１）
ｎ！·ｃ（ｃ＋１）…（ｃ＋ｎ－１） ｘｎ
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＝１＋ａ·ｂ
１·ｃｘ＋ａ（ａ＋１）·ｂ（ｂ＋１）

１·２·ｃ（ｃ＋１） ｘ２＋…． （２．５３）

其中ａ，ｂ，ｃ是常数．
（１）ｓｉｎｋＥ，ｃｏｓｋＥ和Ｅ 的展开式
这里将直接列出展开结果，它们在文［１～３］中有详细的推导．
对ｋ＝１，有

ｓｉｎＥ＝ ２
ｅ∑

∞

ｎ＝１

１
ｎＪｎ（ｎｅ）ｓｉｎｎＭ， （２．５４）

ｃｏｓＥ＝－ｅ
２＋∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－１（ｎｅ）－Ｊｎ＋１（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ

＝－ｅ
２＋∑

∞

ｎ＝１

２
ｎ２

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ． （２．５５）

对ｋ≥２，有

ｓｉｎｋＥ ＝ｋ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－ｋ（ｎｅ）＋Ｊｎ＋ｋ（ｎｅ）］ｓｉｎｎＭ， （２．５６）

ｃｏｓｋＥ ＝ｋ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－ｋ（ｎｅ）－Ｊｎ＋ｋ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ． （２．５７）

由Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ立即可得

Ｅ＝Ｍ＋２∑
∞

ｎ＝１

１
ｎＪｎ（ｎｅ）ｓｉｎｎＭ． （２．５８）

（２）ｒ
ａ
和ａ
ｒ
的展开式

由ｒ
ａ＝１－ｅｃｏｓＥ，ａ

ｒ＝Ｅ
Ｍ
可得

ｒ
ａ ＝１＋ｅ２

２－２ｅ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ２

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ， （２．５９）

ａ
ｒ ＝１＋２∑

∞

ｎ＝１
Ｊｎ（ｎｅ）ｃｏｓｎＭ． （２．６０）

（３）ｓｉｎｆ，ｃｏｓｆ和ｆ的展开式
利用偏导数关系式（２．３１）可得


Ｍ

ｒ（ ）ａ ＝ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
－１

＝ ｅ
１－ｅ槡 ２

ｓｉｎｆ．

于是有

ｓｉｎｆ＝ １－ｅ槡 ２

ｅ

Ｍ

ｒ（ ）ａ 　　　　　　
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＝２ １－ｅ槡 ２∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｓｉｎｎＭ． （２．６１）

由轨道方程（２．１５）得出

ｃｏｓｆ＝ １
ｅ

［－１＋（１－ｅ２）ａ
ｒ

］

＝－ｅ＋２
ｅ

（１－ｅ２）∑
∞

ｎ＝１
Ｊｎ（ｎｅ）ｃｏｓｎＭ， （２．６２）

利用ｓｉｎｆ和ｃｏｓｆ的展开式，可给出ｆ的展开式，取到ｅ４ 项有

ｆ＝Ｍ＋ ２ｅ－１
４ｅ

３＋（ ）… ｓｉｎＭ＋ ５
４ｅ

２－１１
２４ｅ

４＋（ ）… ｓｉｎ２Ｍ＋

１３
１２ｅ

３－（ ）… ｓｉｎ３Ｍ＋ １０３
９６ｅ

４－（ ）… ｓｉｎ４Ｍ＋…． （２．６３）

（４） ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ和 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ的展开式

这里ｎ和ｍ 均是任意整数（包括０）．若仅用上述基本展开式，要给出这
两个函数对Ｍ 的三角级数（特别是一般表达式），那是相当困难的，下面就
对这两个函数直接进行傅立叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）展开．函数Ｆ（ｆ）展成傅立叶级数
的基本形式为

Ｆ（ｆ）＝ａ０

２＋∑
∞

ｐ＝１

（ａｐｃｏｓｐＭ ＋ｂｐｓｉｎｐＭ），

ａｐ ＝ １
π∫

２π

０
Ｆ（ｆ）ｃｏｓｐＭｄＭ，

ｂｐ ＝ １
π∫

２π

０
Ｆ（ｆ）ｓｉｎｐＭｄＭ，（ｐ＝０，１，２，…）

烅

烄

烆 ．

（２．６４）

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ是偶函数，ｂｐ ＝０，且

ａｐ ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ
［ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）＋ｃｏｓ（ｍｆ＋ｐＭ）］ｄＭ． （２．６５）

对于被积函数的第二部分，可令ｐ取－ｐ，此时ｐ＝－１，－２，…，－∞，于是
有

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ ＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｃｏｓｐＭ

＝Ｘｎ，ｍ
０ （ｅ）＋∑

∞

ｐ＝１

（Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＋Ｘｎ，ｍ

－ｐ （ｅ））ｃｏｓｐＭ． （２．６６）

其中

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝ １

２π∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）ｄＭ． （２．６７）
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ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ是奇函数，ａｐ ＝０，ｂｐ 的计算公式为

ｂｐ ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ
［ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）－ｃｏｓ（ｍｆ＋ｐＭ）］ｄＭ． （２．６８）

对于被积函数的第二部分的处理同上，结果得

　　 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ ＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｓｉｎｐＭ

＝ ∑
∞

ｐ＝１

（Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）－Ｘｎ，ｍ

－ｐ （ｅ））ｓｉｎｐＭ． （２．６９）

　　由于上述两个函数的展开式系数相同，可用指数形式将这两个函数用
统一形式来表达，即

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｅｘｐ（ｊｍｆ）＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｅｘｐ（ｊｐＭ），

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝ １

２π∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｅｘｐ［ｊ（ｍｆ－ｐＭ）］ｄＭ
烅

烄

烆 ．
（２．７０）

其中ｊ 槡＝ －１．因

∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎ（ｍｆ－ｐＭ）ｄＭ ＝０．

（２．７０）式中的Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）就是由（２．６７）式表达的Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ），称为汉森（Ｈａｎｓｅｎ）
系数，它是偏心率ｅ的函数．但它无法用初等函数来表达，只能引用贝塞耳
函数和超几何级数，详细推导见文献［１］和［４］，这里列出展开结果．

Ｘｎ，ｍ
ｐ ＝ （１＋β

２）－（ｎ＋１）∑
∞

ｑ＝－∞
Ｊｑ（ｐｅ）Ｘｎ，ｍ

ｐ，ｑ， （２．７１）

β＝ １
ｅ

（１－ １－ｅ槡 ２）＝ ｅ
１＋ １－ｅ槡 ２

． （２．７２）

Ｘｎ，ｍ
ｐ，ｑ＝

（－β）
（ｐ－ｍ）－ｑ

ｎ－ｍ＋１

ｐ－ｍ－（ ）ｑ
Ｆ（ｐ－ｑ－ｎ－１，－ｍ－ｎ－１，ｐ－ｍ－ｑ＋１，β

２），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｑ≤ｐ－ｍ），

（－β）ｑ
－（ｐ－ｍ） ｎ＋ｍ＋１

ｑ－ｐ＋（ ）ｍ
Ｆ（ｑ－ｐ－ｎ－１，ｍ－ｎ－１，ｑ－ｐ＋ｍ＋１，β

２），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｑ≥ｐ－ｍ）

烅

烄

烆 ．
（２．７３）

其中
（ ）ｎ
ｍ

＝ ｎ！
ｍ！（ｎ－ｍ）！，　

－ｎ（ ）ｍ
＝ （－１）ｍ ｎ＋ｍ－１（ ）ｍ

，

ｎ
－（ ）ｍ

＝
－ｎ
－（ ）ｍ

＝０，　
ｎ（）０

＝
－ｎ（ ）０

＝１
烅

烄

烆
．

（２．７４）
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由（２．６７）式即可给出

Ｘｎ，－ｍ
－ｐ （ｅ）＝Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）． （２．７５）
根据Ｊｑ（ｐｅ）＝Ｏ（ｅｑ），可知

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝Ｏ（ｅ｜ｍ－ｐ｜）． （２．７６）

这两个性质在具体计算 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ和 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ的展开式时会用到．

以上各展开式的系数都是关于偏心率ｅ的无穷级数，只有当ｅ＜ｅｃ＝
０．６６２７…时才收敛，ｅｃ称为拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）极限．
给定ｎ，ｍ 值和对ｅ的取项要求后，根据性质（２．７６）就可决定展开式

（２．６６）和（２．６９）求和中ｐ取值的范围．对于人造地球卫星（甚至太阳系中
大部分自然天体）的运动状况，绝大部分的轨道偏心率都是比较小的，取到

ｅ４ 项有一定的实用价值．为此，由性质（２．７６）可知，展开式（２．６６）和（２．６９）
的求和中，ｐ的取值如下：

ｐ＝ｍ－５＋ｊ，ｊ＝１，２，…，９
｜ｍ－ｐ｜≤４｛ ．

根据上面的分析，取到ｅ４ 项，只涉及９个 Ｈａｎｓｅｎ系数，它们的简明表
达式（ｅ的多项式）如下：

Ｘｎ，ｍ
ｍ－４（ｅ）＝ ｅ４

３８４
［ｎ４－（１８－８ｍ）ｎ３＋（９５－１０２ｍ＋２４ｍ２）ｎ２－

（１４２－３３０ｍ＋１９２ｍ２－３２ｍ３）ｎ－（２０６ｍ－２８３ｍ２＋
１２０ｍ３－１６ｍ４）］， （２．７７）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－３（ｅ）＝－ｅ３

４８
［ｎ３－（９－６ｍ）ｎ２＋（１７－３３ｍ＋１２ｍ２）ｎ＋

ｍ（２６－３０ｍ＋８ｍ２）］， （２．７８）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－２（ｅ）＝ｅ２

８
［ｎ２－（３－４ｍ）ｎ＋ｍ（４ｍ－５）］＋ｅ４

９６
［ｎ４－

（６－４ｍ）ｎ３－（１＋３ｍ）ｎ２＋（２２－４７ｍ＋４８ｍ２－
１６ｍ３）ｎ＋ｍ（２２－６４ｍ＋６０ｍ２－１６ｍ３）］， （２．７９）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－１（ｅ）＝－ｅ

２
（ｎ＋２ｍ）－ｅ３

１６
［ｎ３－（１－２ｍ）ｎ２－（３－５ｍ＋

４ｍ２）ｎ－ｍ（２－１０ｍ＋８ｍ２）］， （２．８０）

Ｘｎ，ｍ
ｍ （ｅ）＝１＋ｅ２

４
（ｎ２＋ｎ－４ｍ２）＋ｅ４

６４
［ｎ４－２ｎ３－（１＋８ｍ２）ｎ２＋

２ｎ－ｍ２（９－１６ｍ２）］， （２．８１）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋１（ｅ）＝－ｅ

２
（ｎ－２ｍ）－ｅ３

１６
［ｎ３－（１＋２ｍ）ｎ２－（３＋５ｍ＋
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４ｍ２）ｎ＋ｍ（２＋１０ｍ＋８ｍ２）］． （２．８２）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋２（ｅ）＝ｅ２

８
［ｎ２－（３＋４ｍ）ｎ＋ｍ（４ｍ－５）］＋ｅ４

９６
［ｎ４－

（６＋４ｍ）ｎ３－（１－３ｍ）ｎ２＋（２２＋４７ｍ＋４８ｍ２＋
１６ｍ３）ｎ－ｍ（２２＋６４ｍ＋６０ｍ２＋１６ｍ３）］， （２．８３）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋３（ｅ）＝－ｅ３

４８
［ｎ３－（９＋６ｍ）ｎ２＋（１７＋３３ｍ＋１２ｍ２）ｎ－

ｍ（２６＋３０ｍ＋８ｍ２）］． （２．８４）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋４（ｅ）＝ ｅ４

３８４
［ｎ４－（１８＋８ｍ）ｎ３＋（９５＋１０２ｍ＋２４ｍ２）ｎ２－

（１４２＋３３０ｍ＋１９２ｍ２＋３２ｍ３）ｎ＋（２０６ｍ＋２８３ｍ２＋
１２０ｍ３＋１６ｍ４）］． （２．８５）

事实上，上述 Ｈａｎｓｅｎ系数Ｘｎ，ｍ
ｍ－ｋ（ｅ）与Ｘｎ，ｍ

ｍ＋ｋ（ｅ）还存在如下关系：

Ｘｎ，ｍ
ｍ－ｋ（ｅ）＝Ｘｎ，（－ｍ）

（－ｍ）＋ｋ（ｅ），ｋ＝０，１，２…． （２．８６）

因此，展开式取到ｅ４ 项时，实际上只要给出５个 Ｈａｎｓｅｎ系数Ｘｎ，ｍ
ｍ＋ｋ（ｅ），ｋ＝

０，１，２，３，４．
利用（２．７７）～（２．８５）式，很容易给出地球非球形引力主要摄动项和第

三体引力摄动中涉及到的如下六个函数的展开式：

ａ（ ）ｒ
３

＝ １＋３
２ｅ

２＋１５
８ｅ（ ）４ ＋ ３＋２７

８ｅ（ ）２ ｅｃｏｓＭ＋

９
２＋７

２ｅ（ ）２ ｅ２ｃｏｓ２Ｍ＋５３
８ｅ

３ｃｏｓ３Ｍ＋７７
８ｅ

４ｃｏｓ４Ｍ， （２．８７）

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝ －１
２＋１

１２ｅ（ ）２ ｅｃｏｓＭ＋ １－５
２ｅ

２＋４１
４８ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ＋

７
２－１２３

１６ｅ（ ）２ ｅｃｏｓ３Ｍ＋ １７
２ －１１５

６ｅ（ ）２ ｅ２ｃｏｓ４Ｍ＋

８４５
４８ｅ

３ｃｏｓ５Ｍ＋５３３
１６ｅ

４ｃｏｓ６Ｍ， （２．８８）

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ ＝ －１
２＋１

２４ｅ（ ）２ ｅｓｉｎＭ ＋ １－５
２ｅ

２＋３７
４８ｅ（ ）４ ｓｉｎ２Ｍ ＋

７
２－１２３

１６ｅ（ ）２ ｅｓｉｎ３Ｍ ＋ １７
２ －１１５

６ｅ（ ）２ ｅ２ ｓｉｎ４Ｍ ＋

８４５
４８ｅ

３ｓｉｎ５Ｍ＋５３３
１６ｅ

４ｓｉｎ６Ｍ， （２．８９）

ｒ（ ）ａ
２

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋ －２ｅ＋１

４ｅ（ ）３ ｃｏｓＭ＋
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－１
２ｅ

２＋１
６ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ－１

４ｅ
３ｃｏｓ３Ｍ－１

６ｅ
４ｃｏｓ４Ｍ， （２．９０）

ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２＋ －３ｅ＋４
３ｅ（ ）３ ｃｏｓＭ＋

１－５
２ｅ

２＋１１
８ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ＋ ｅ－１９

８ｅ（ ）３ ｃｏｓ３Ｍ＋

ｅ２－５
２ｅ（ ）４ ｃｏｓ４Ｍ＋２５

２４ｅ
３ｃｏｓ５Ｍ＋９

８ｅ
４ｃｏｓ６Ｍ，

（２．９１）

ｒ（ ）ａ
２

ｓｉｎ２ｆ ＝ －３ｅ＋２３
１２ｅ（ ）３ ｓｉｎＭ ＋ １－５

２ｅ
２＋３

２ｅ（ ）４ ｓｉｎ２Ｍ ＋

ｅ－１９
８ｅ（ ）３ ｓｉｎ３Ｍ ＋ ｅ２－５

２ｅ（ ）４ ｓｉｎ４Ｍ ＋２５
２４ｅ

３ｓｉｎ５Ｍ

＋９
８ｅ

４ｓｉｎ６Ｍ． （２．９２）

这里要说明一点，展开式（２．６６）和（２．６９）式的收敛性能并不好，首先当

ｅ＞ｅｃ＝０．６６２７…时，展开式发散．因此对展开式截断误差的估计就不像一
般二项式（１＋ｅ）ｎ 展开那么简单，特别当ｅ＞０．２时，而在ｅ＜０．２时，勉强可

用估计式Ｏ（εｋ＋１）来表达展开式取到ｅｋ 项的截断误差，ε＝ｅ
ｅｃ

．

除上述展开式外，有些工作还需要其他类型的展开式，下面详细说明．

（５） ａ（ ）ｒ
ｐ
，Ｅ，ｆ－Ｍ 对ｆ的展开式

ａ（ ）ｒ
ｐ

＝ （１－ｅ２）－ｐ／２ Ｔ０（ｐ，０）＋２∑
∞

ｎ＝１
Ｔｎ（ｐ，０）ｐ（ ）ｎβ

ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ，

（２．９３）
其中ｐ为正负整数，β的意义同前，见（２．７２）式，Ｔｎ（ｐ，ｑ）由超几何级数定
义［２］，即

Ｔｎ（ｐ，ｑ）≡Ｆ －ｐ－ｑ，ｐ－ｑ＋１，ｎ＋１，－ β
２

１－β（ ）２ ． （２．９４）

当ｐ＝－１，－２时有

Ｔｎ（－１，０）＝Ｔ０（－１，０）＝１，

Ｔｎ（－２，０）＝ １
ｎ＋１

ｎ＋ １
１－ｅ槡（ ）２

，Ｔ０（－２，０）＝ １
１－ｅ槡 ２

．

于是可得 ｒ（ ）ａ ＝ １－ｅ槡 ２ １＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎβ
ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ， （２．９５）
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ｒ（ ）ａ
２

＝ １－ｅ槡 ２ １＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ（１＋ｎ １－ｅ槡 ２）β
ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ．

（２．９６）
这两个展开式下面将要用到．由

Ｅ
ｆ ＝ （１－ｅ２）－１／２ ｒ（ ）ａ

，　Ｍ
ｆ ＝ （１－ｅ２）－１／２ ｒ（ ）ａ

２
，

利用展开式（２．９５）和（２．９６），积分后即得

Ｅ＝ｆ＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ β

ｎｓｉｎｎｆ， （２．９７）

ｆ－Ｍ ＝２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ＋１ １
ｎ ＋ １－ｅ槡（ ）２

β
ｎｓｉｎｎｆ． （２．９８）

６．一些函数的平均值

采用有摄二体问题作为人造卫星绕地球运动的数学模型时，需要求出
卫星椭圆轨道的摄动变化，而这些变化又将包含周期项与非周期项这两类
性质截然不同的部分．为了计算和理论分析的需要，有必要把它们分开．如

何分解呢？有些量无法直接看出其性质，如 ａ（ ）ｒ
，ｃｏｓｆ等，它们是ｆ的周期

函数，但对时间ｔ积分时，在一个卫星运动周期内的累积效果不为零（除非
偏心率ｅ＝０）；也就是说，这种类型的摄动力所引起的卫星轨道变化并不完
全是周期性的．为此，我们可用求平均值的方法来加以区分．
任一函数Ｆ（ｔ），在一个卫星运动周期Ｔ内的平均值Ｆ定义为

Ｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
Ｆ（ｔ）ｄｔ． （２．９９）

若记ＦＳ和Ｆｃ分别为周期项和非周期项，则显然有

Ｆｃ ＝Ｆ，　ＦＳ ＝Ｆ－Ｆ． （２．１００）
于是，我们可用对一个卫星运动周期求平均值的方法把周期项分离出来，相
应的函数Ｆ即被分解成两个部分：

Ｆ（ｔ）＝Ｆｃ＋ＦＳ（ｔ）． （２．１０１）
从上述各表达式可清楚地看出，在求积分（２．９９）式时，到底采用什么方法，
并不影响由（２．１００）和（２．１０１）式表达的函数分解结果的严格性．因此，尽管
这一分解是针对后面求卫星轨道摄动变化的需要，可这里计算积分（２．９９）
时，却能采用椭圆运动关系．当然，考虑摄动时，运动周期Ｔ 及所有椭圆轨
道根数均要发生缓慢的变化，但它不会改变周期项ＦＳ 的基本特征．上述分
解不仅严格，而且仍然保持原分解的意义．

６３ 航天动力学引论　



讨论卫星轨道变化时所涉及到的摄动力，对应各种各样的函数，但需要
通过求平均值来分离周期项的，基本上有下面四类：

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ，

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ，

　　

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ，

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ，

（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

另一些特殊形式，在有关章节中再讨论．
首先通过几个特例来介绍求平均值的基本方法以及平均值的特征，并

借此熟悉一下前面所介绍的各种椭圆关系式的具体应用．
（１）ｐ＝０，ｑ＝１时的ｓｉｎｆ和ｃｏｓｆ：

　　ｓｉｎｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｓｉｎｆｄｔ＝ １

２π∫
２π

０
ｓｉｎｆｄＭ

＝ １
２π∫

２π

０
ｓｉｎｆ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

２π∫
２π

０
１－ｅ槡 ２ｓｉｎＥｄＥ

＝０，

　　ｃｏｓｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｃｏｓｆｄｔ＝ １

２π∫
２π

０
ｃｏｓｆｄＭ

＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓｆ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

２π∫
２π

０
（ｃｏｓＥ－ｅ）ｄＥ

＝－ｅ．

（２）ｐ＝３，ｑ＝０时的 ａ（ ）ｒ
３
：

　　 ａ（ ）ｒ
３

＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０

ａ（ ）ｒ
３

ｄｔ＝ １
２π

（１－ｅ２）－１／２∫
２π

０

ａ（ ）ｒ ｄｆ

＝ １
２π

（１－ｅ２）－３／２∫
２π

０
（１＋ｅｃｏｓｆ）ｄｆ

＝ （１－ｅ２）－３／２．

（３）ｐ＝－１，ｑ＝０时的 ｒ（ ）ａ
：

　　 ｒ（ ）ａ ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０

ｒ（ ）ａ ｄｔ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
２

ｄＥ

＝ １
２π∫

２π

０
（１－ｅｃｏｓＥ）２ｄＥ

＝１＋１
２ｅ

２．

这三个例子，一方面可使我们看出求平均值的方法，基本上是采用时间ｔ与
近点角Ｅ，ｆ之间的变换和相应的几何关系．另外，还可以看出，对不同的量
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所求的平均值是不同的，例如ｃｏｓｆ对ｆ的平均值显然为０，而对ｔ的平均值
却是－ｅ，这正说明椭圆运动的不均匀性．
下面不加推导地把上述四类函数平均值的一般表达式直接写出来，以

供读者查用，具体证明留给读者作为习题．
ａ（ ）ｒ

ｐ

ｓｉｎｑｆ ＝０，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）． （２．１０２）

ｃｏｓｑｆ ＝ １＋ｑ １－ｅ槡（ ）２
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）．

（２．１０３）

ａ（ ）ｒ ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）． （２．１０４）

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝

０，（ｐ≥２，ｑ≥ｐ－１），

（１－ｅ２）－ ｐ－（ ）３
２ ∑

（ｐ－２）－δ

ｎ（２）＝ｑ

ｐ－２（ ）ｎ

ｎ
１
２

（ｎ－ｑ

烄

烆

烌

烎
）

ｅ（ ）２
ｎ
，

　　　　　　　　　　　　　（ｐ≥２，ｑ＜ｐ－１）

烅

烄

烆 ．
（２．１０５）

δ＝１－（－１）ｐ－ｑ
２ ． （２．１０６）

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ ＝０，（ｐ≥０，ｑ≥０）． （２．１０７）

ａ（ ）ｒ
２
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝－１

ｑ
ｃｏｓｑｆ
１－ｅ槡 ２

，（ｑ≥１）． （２．１０８）

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝ （１－ｅ２）－ ｐ－（ ）３

２ ∑
ｐ－２

ｎ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

ｐ－２（ ）ｎ （ ）ｎ
ｍ

ｅ（ ）２
ｎ

×

　 －ｃｏｓ（ｑ＋ｎ－２ｍ）ｆ
ｑ＋ｎ－２（ ）ｍ ２ｍ≠ｑ＋ｎ

，（ｐ≥３，ｑ≥１）．

（２．１０９）
对于ｐ＝０，１的情况，很少遇到，这里不再讨论．（２．１０５）式求和中ｎ（２）＝ｑ
表示取值“步长”为２，即ｎ＝ｑ，ｑ＋２，…，以后出现类似符号不再说明．上述
推导中要用到有关三角函数的两个表达式：

ｓｉｎｎｆ ＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

（－１）１
２（２ｍ＋ｎ－δ１） ｎ（ ）ｍ

［（１－δ１）ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ＋

δ１ｓｉｎ（ｎ－２ｍ）ｆ］

＝ １
２ｎ ∑

１
２

（ｎ－δ１）

ｍ＝０
２δ２（－１）１

２（２ｍ＋ｎ－δ１） ｎ（ ）ｍ
［（１－δ１）ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ＋
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δ１ｓｉｎ（ｎ－２ｍ）ｆ］， （２．１１０）

ｃｏｓｎｆ ＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

ｎ（ ）ｍ
ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ

＝ １
２ｎ ∑

１
２

（ｎ－δ１）

ｍ＝０
２δ２

ｎ（ ）ｍ
ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ． （２．１１１）

其中

δ１ ＝１－（－１）ｎ
２

，　δ２ ＝
１，ｎ－２ｍ ≠０，

０，ｎ－２ｍ ＝０｛ ．
（２．１１２）

为了读者方便，在书末附录中列出一些常用函数的平均值．

§２．３　位置矢量和速度矢量与轨道根数之间的
转换关系

１．星历计算

对于椭圆运动，一旦相应的六个积分常数（即轨道根数）被确定，轨道就
被确定，由此即可计算任何时刻卫星的空间位置，这就是星历计算．
已知时刻ｔ的六个椭圆根数ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ，要计算相应的卫星空间位

置，可分三步：
首先也是最重要的一步，由Ｍ 和ｅ计算偏近点角Ｅ，即解开普勒方程

Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ．
这虽然是一超越方程，但ｅ＜１（有时很小），解此方程的方法很多（如简单迭
代法，微分改正法等），读者是清楚的，这里不必多述．
得到Ｅ后，就可利用（２．４２）式计算卫星的空间位置向量ｒ，即

ｒ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）Ｐ^＋ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＱ^．

至于Ｐ^，Ｑ^的计算，可利用旋转矩阵（２．４４）式，亦可直接用（２．４５）式，依需要
而定．
最后一步即将ｒ转换为站心坐标ρ（ρ，α，δ）或ρ′（ρ，Ａ，ｈ），前者即站心

赤道坐标，由

ρ＝ｒ－Ｒ （２．１１３）
得

ρｃｏｓδｃｏｓα

ρｃｏｓδｓｉｎα

ρｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ
＝

ｘ－Ｘ
ｙ－Ｙ
ｚ－

烄

烆

烌

烎Ｚ
． （２．１１４）
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即 ρ
２ ＝ （ｘ－Ｘ）２＋（ｙ－Ｙ）２＋（ｚ－Ｚ）２， （２．１１５）

α＝ａｒｃｔａｎ ｙ－Ｙ
ｘ－（ ）Ｘ

，　δ＝ａｒｃｓｉｎｚ－Ｚ（ ）ρ
． （２．１１６）

其中Ｒ（Ｘ，Ｙ，Ｚ）是测站坐标．若要给出站心地平坐标（ρ，Ａ，ｈ），只需简单的
坐标转换，详见第一章§１．２．

２．由位置矢量和速度矢量计算轨道根数

给定ｔ０ 时刻的卫星位置矢量ｒ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和速度矢量ｒ
　．
０（ｘ

　．
０，ｙ

　．
０，ｚ

　．
０），

计算相应的六个椭圆轨道根数，这正是上一节星历计算的逆问题．因此，仍
旧是那些椭圆运动关系式的简单应用．
（１）根数ａ，ｅ，Ｍ０ 的计算

这三个根数可以确定卫星在轨道平面内相对于近地点的位置，利用下
述椭圆运动关系式就可算出它们，即

１
ａ ＝ ２

ｒ０
－ｖ２

０

μ
， （２．１１７）

ｅｃｏｓＥ０ ＝１－ｒ０

ａ
， （２．１１８）

ｅｓｉｎｅ０ ＝ｒ０ｒ
　．
０／ μ槡ａ， （２．１１９）

Ｍ０ ＝Ｅ０－ｅｓｉｎＥ０． （２．１２０）

其中（２．１１９）式是由（２．４２）和（２．４８）两式表达的ｒ和ｒ
　．
进行数量乘积得到

的．ｒ０，ｖ０ 和ｒ０ｒ
　．
０ 由下式计算

ｒ２
０ ＝ｘ２

０＋ｙ２
０＋ｚ２

０，

ｖ２
０ ＝ｘ

　．２
０＋ｙ

　．２
０＋ｚ

　．２
０，

ｒ０ｒ
　．
０ ＝ｒ·ｒ

　．
＝ｘ０ｘ

　．
０＋ｙ０ｙ

　．
０＋ｚ０ｚ

　．
０

烅

烄

烆 ．

（２．１２１）

（２）三个定向根数ｉ，Ω，ω的计算

这三个根数确定了Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^三个单位矢量，因此，要计算它们就必须利

用椭圆运动关系中有关ｒ和ｒ
　．，Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^之间的关系．由（２．４２）和（２．４８）式容

易解出

Ｐ^＝ｃｏｓＥ
ｒ ｒ－ ａ槡μ

ｓｉｎＥｒ
　．， （２．１２２）

１－ｅ槡 ２Ｑ^＝ｓｉｎＥ
ｒ ｒ＋ ａ槡μ

（ｃｏｓＥ－ｅ）ｒ
　．
． （２．１２３）

另外，动量矩积分给出
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Ｒ^＝ １

μａ（１－ｅ２槡 ）
（ｒ×ｒ

　．）． （２．１２４）

由ｒ０ 和ｒ
　．
０ 和已算出的ａ，ｅ，Ｅ０，即可通过上面三个表达式计算Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^，但不

必计算全部分量，只需要Ｐｚ，Ｑｚ 和Ｒｘ，Ｒｙ，Ｒｚ．根据§２．２给出的Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^表
达式可知，这五个分量与ｉ，Ω，ω的关系为

Ｐｚ ＝ｓｉｎｉｓｉｎω，　Ｑｚ ＝ｓｉｎｉｃｏｓω，

Ｒｘ ＝ｓｉｎｉｓｉｎΩ，　Ｒｙ ＝－ｓｉｎｉｃｏｓΩ ，　Ｒｚ ＝ｃｏｓｉ｛ ．
（２．１２５）

那么

ω＝ａｒｃｔａｎ（Ｐｚ／Ｑｚ），

Ω＝ａｒｃｔａｎ（Ｒｘ／（－Ｒｙ）），

ｉ＝ａｒｃｃｏｓＲｚ

烅
烄

烆 ．

（２．１２６）

计算ω，Ω与Ｅ０ 一样，均有确定象限问题，故必须用两个三角函数值，而对ｉ
只需用一个ｃｏｓｉ值就够了，关于这一点，读者是容易理解的．

§２．４　抛物线轨道和双曲线轨道

尽管从天体力学这一角度来看，显然应该着重讨论椭圆轨道及其变化，
但有些问题，如深空探测器的运动，也会涉及抛物线轨道和双曲线轨道，特
别是双曲线轨道．因此，作为二体问题，对这两种轨道作一简单介绍也是有
必要的．

１．抛物线轨道

动量矩积分（２．３）以及法向单位矢量Ｒ^与轨道平面的定向根数（ｉ，Ω）之
间的关系（２．４）仍不变，但此时，ｅ＝１，ａ→∞，故面积积分（２．６）式和轨道积
分（２．１２）式变为

ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ，　ｐ＝２ｑ， （２．１２７）

ｒ＝ ｐ
１＋ｃｏｓ（θ－ω）． （２．１２８）

该抛物线的焦点仍在中心天体上，ｐ是半通径，ｑ是近星距．定义ｆ为真近
点角，有

ｆ＝θ－ω． （２．１２９）
那么（２．１２７）和（２．１２８）式即可分别写成下列形式

ｒ２ｆ
　．

＝ ２μ槡 ｑ， （２．１３０）
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ｒ＝ ｐ
１＋ｃｏｓｆ＝ｑｓｅｃ２ ｆ

２
， （２．１３１）

将后一式代入前一式，积分得

２ｔａｎｆ
２＋２

３ｔａｎ
３ ｆ
２ ＝ ２槡μｑ－３

２（ｔ－τ）． （２．１３２）

其中τ是最后一个积分常数，与椭圆运动类似，它也是运动天体ｍ 过近星
点的时刻．因此，抛物线轨道根数由于ｅ＝１只剩下５个，即ｉ，Ω，ｑ，ω，τ．

２．双曲线轨道

与抛物线轨道类似，动量矩积分（２．３）以及法向单位矢量Ｒ^的表达式
（２．４）仍不变，但此时，ｅ＞１，相应的面积积分（２．６）式和轨道方程（２．１２）式
变为

ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ， （２．１３３）

ｒ＝ ｐ
１＋ｅｃｏｓｆ

． （２．１３４）

其中

ｐ＝ａ（ｅ２－１）， （２．１３５）

ｆ＝θ－ω． （２．１３６）
这里ｐ亦为半通径，ｐ和ａ的几何关系见图２．３，ｆ是真近点角，ω是近星点
角距，而相应的近星距为

ｒｐ ＝ａ（ｅ－１）． （２．１３７）

图２．３　探测器相对目标天体（焦点Ｏ）的双曲线轨道

活力公式（２．１６）在这里变为下列形式：

ｖ２ ＝ｒ
　．２＋ｒ２θ

　．
２ ＝μ

２
ｒ ＋１（ ）ａ ． （２．１３８）

类似椭圆运动的积分方法，由（２．１３８）式利用（２．１３３）式消除θ
　．
得
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ｎａｄｔ＝ ｒｄｒ
（ｒ＋ａ）２－ａ２ｅ槡 ２

． （２．１３９）

其中

ｎ＝ μ槡ａ －３／２
． （２．１４０）

引进辅助量Ｅ
ｒ＝ａ（ｅｃｈＥ－１）． （２．１４１）

代入（２．１３９）式，积分得

ｅｓｈＥ－Ｅ＝ｎ（ｔ－τ）＝Ｍ． （２．１４２）
其中τ为第六个积分常数，亦是过近星点的时刻．虽然这里引进的Ｅ与椭
圆运动中的偏近点角Ｅ 意义不同，但上述ｆ，Ｅ和Ｍ 之间的关系与椭圆运
动中的相应关系类似，即

ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｅ－ｃｈＥ），

ｒｓｉｎｆ＝ａ ｅ２－槡 １ｓｈＥ
烅
烄

烆 ，
（２．１４３）

ｔａｎｆ
２ ＝ ｅ＋１

ｅ－槡 １ｔｈ
Ｅ
２． （２．１４４）

由轨道方程（２．１３４）不难看出，１＋ｅｃｏｓｆ＝０，ｒ→∞，于是可知

－π＋ａｒｃｃｏｓ １（ ）ｅ ≤ｆ≤π－ａｒｃｃｏｓ １（ ）ｅ ． （２．１４５）

方程（２．１４２）类似于椭圆运动中的Ｋｅｐｌｅｒ方程，但由于ｅ＞１，不能用一般的
迭代法求解，若用微分改正法（即简单的牛顿法），亦容易由给定的ｅ，Ｍ 求
出Ｅ．若取初值Ｅ＝Ｅ（０），则改正公式为

ΔＥ＝ Ｍ－（ｅｓｈＥ（０）－Ｅ（０））
ｅｃｈＥ（０）－１

，

Ｅ（１）＝Ｅ（０）＋ΔＥ
烅
烄

烆 ．
（２．１４６）

例：由ｅ＝１．５，Ｍ＝π／４＝０．７８５３９８１６３，求Ｅ值．
经计算，取Ｅ（０）＝Ｍ，相应的改正过程如下：

Ｅ（１）＝１．０５６７３８９１３，

Ｅ（２）＝１．０１８０３２１１６，

Ｅ（３）＝１．０１６９９４１７２，

Ｅ（４）＝１．０１６９９３４４９．

Ｅ（４）对应的值ｅｓｈＥ－Ｅ＝０．７８５３９８１６３，与Ｍ 的值在９位有效数字上完全相
同．当然还可充分利用当代计算机的条件，采用更快速的“迭代”算法，这里
只是举一个简单的算例供读者参考．
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３．位置矢量和速度矢量的计算公式

对于上述两种轨道，运动天体的位置矢量ｒ的表达式与椭圆轨道相同，
即

ｒ＝ｒｃｏｓｆＰ^＋ｒｓｉｎｆＱ^． （２．１４７）

其中 Ｐ^　和 Ｑ^　即近星点方向和半通径方向的单位矢量，它们的表达式与椭圆
运动中的形式相同，见（２．４５）和（２．４６）两式．

速度矢量ｒ
　．
的表达式，两种轨道稍有不同，对于抛物线轨道和双曲线轨

道分别为

ｒ
　．
＝ μ槡ｐ

［（－ｓｉｎｆ）Ｐ^＋（ｃｏｓｆ＋１）Ｑ^］，

ｐ＝２ｑ
烅
烄

烆 ，
（２．１４８）

ｒ
　．
＝ μ槡ｐ

［（－ｓｉｎｆ）Ｐ^＋（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｑ^］，

ｐ＝ａ（ｅ２－１）
烅
烄

烆 ．

（２．１４９）

对于双曲线轨道，还可以用辅助量Ｅ来表达ｒ和ｒ
　．
的计算公式，即

ｒ＝ａ（ｅ－ｃｈＥ）Ｐ^＋ａ ｅ２－槡 １ｓｈＥＱ^，

ｒ
　．
＝ μ槡ａ

ｒ
［（－ｓｈＥ）Ｐ^＋（ｅ２－槡 １ｃｈＥ）Ｑ^］

烅
烄

烆 ．
（２．１５０）

４．双曲线轨道中由位置矢量和速度矢量计算轨道根数

由下列各式分别计算ａ，ｅ，Ｅ，Ｍ：

１
ａ ＝ｖ２

μ
－２

ｒ
， （２．１５１）

ｅｓｈＥ＝ （ｒｒ
　．）／μ槡ａ，

ｅｃｈＥ＝ ｒ（ ）ａ ＋１
烅
烄

烆
，

（２．１５２）

ｅ２ ＝ （ｅｃｈＥ）２－（ｅｓｈＥ）２，

Ｅ＝Ａｒｔｈｘ＝ １
２ｌｎ

１＋ｘ
１－（ ）ｘ

，　ｘ＝ｅｓｈＥ
ｅｃｈＥ

烅
烄

烆
，

（２．１５３）

Ｍ ＝ｅｓｈＥ－Ｅ． （２．１５４）
关于ｉ，Ω，ω的计算，与椭圆轨道中的计算基本相同，有

ｃｏｓｉ＝ （ｒ×ｒ
　．）ｚ／μ槡ｐ， （２．１５５）
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ｓｉｎｉｓｉｎΩ＝ （ｒ×ｒ
　．）ｘ／μ槡ｐ，

ｓｉｎｉｃｏｓΩ＝－（ｒ×ｒ
　．）ｙ／μ槡ｐ

烅
烄

烆 ，
（２．１５６）

ｓｉｎｉｓｉｎω＝Ｐｚ，

ｓｉｎｉｃｏｓω＝Ｑｚ
｛ ，

（２．１５７）

其中

Ｐｚ ＝ （Ｐ^）ｚ，　Ｑｚ ＝ （Ｑ^）ｚ， （２．１５８）

Ｐ^＝ ｃｈＥ（ ）ｒ ｒ－ ａ槡μ
ｓｈ（ ）Ｅｒ

　．，

Ｑ^＝ １
ｅ２－槡 １

ｓｈＥ（ ）ｒ ｒ＋ ａ槡μ
（ｅ－ｃｈＥ）ｒ

　［ ］．
烅

烄

烆
．

（２．１５９）

§２．５　初轨计算

初轨计算无论在航天任务中，还是在太阳系各种小天体（小行星、自然
卫星等）的发现过程中，都是不可缺少的．在自然天体和人造天体的定轨问
题中，通常所说的初轨计算是指二体问题意义下的短弧定轨，相对受摄二体
问题意义下的精密定轨而言，它定出的是初轨（ｉｎｉｔｉａｌｏｒｂｉｔ），除直接被引用
外，它主要为精密定轨提供初值（或称初始估计），经大量观测资料改进后的
初轨就是在一定意义下的精轨，这一过程过去称为轨道改进，现在常与和定
轨有关的一些几何和物理参数同时确定，被称为精密定轨，这就完全拓宽了
轨道改进的概念．
初轨计算和精密定轨计算都是通过一个迭代过程完成的，但它们却有

重大区别．初轨计算对应一个特定的迭代过程，它不同于精密定轨中的多变
元迭代过程，不过对于测距和测速等类型的测量资料，只能采用多变元迭代
过程．但是，我们一般所说的初轨计算，主要是针对测角资料（赤道型资料

α，δ和地平型资料Ａ，ｈ等）的，或是将测距或测速资料转化成相应的形式．
而对于这些类型的测量资料，初轨计算可以由简单的迭代计算完成，不会出
现多变元迭代所遇到的各种问题．在天体力学发展的几百年历史中，就出现
过测角型资料的多种定轨方法，就其实质而言可以归纳为 Ｌａｐｌａｃｅ型和

Ｇｕａｓｓ型两类方法［５～９］，特别在当今计算技术高度发展的背景下，Ｌａｐｌａｃｅ
型方法显得更加简洁有效．这里将重点介绍这一方法及其推广形式．
通常所说的Ｌａｐｌａｃｅ型初轨计算方法，就是指在二体问题意义下的轨

道计算方法．事实上我们完全可以把这种类型的初轨计算方法推广到一般
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受摄二体问题，既可以计算椭圆轨道，亦可以计算双曲线轨道．
随着地球卫星测量精度的提高（例如测角精度可达角秒级）和深空探测

的发展，将会遇到各种目标天体轨道器的初轨计算问题，主星扁率摄动、第
三体引力摄动等均可达到较大的程度，而且探测器飞往目标天体附近，在未
变轨前处于双曲线轨道运行状态．因此针对精度要求的提高和力模型的复
杂化，有必要建立一个适用范围广的初轨计算方法．为此，在经典Ｌａｐｌａｃｅ
方法基础上进行了推广，对于该方法不妨称其为广义Ｌａｐｌａｃｅ方法．尽管这
种方法可适用于受摄二体问题，但其基本原理和计算过程与二体问题意义
下的Ｌａｐｌａｃｅ方法并无重大区别，故该方法还是简单实用的．

１．方法原理

选取空间坐标系Ｏ ｘｙｚ，坐标原点是中心天体的质心，其坐标面ｘｙ
可有多种选择．对于人造地球卫星，通常取地球赤道面，月球轨道器，即取月
球赤道面，对小行星而言即取为日心黄道面等，总之，根据研究的对象而定．
类似于精密定轨中的提法，初轨计算同样涉及到两类方程，即对应测量方程
和状态微分方程的测量几何关系和天体运动方程．

图２．４　中心天体Ｏ、测站Ａ和运动

天体Ｓ的相对几何构形

（１）几何条件———测量几何关系
在所选取的坐标系中（见图２．４），

测量几何满足如下关系：

ｒ＝ρ＋Ｒ． （２．１６０）
其中ｒ是运动天体的位置矢量，ρ是观
测矢量，对于测角资料而言，即ρ（ρ，α，δ）
或ρ（ρ，Ａ，ｈ），其中测角量（α，δ）或（Ａ，ｈ）
即赤经赤纬或方位角高度角．在坐标系Ｏ ｘｙｚ中，ρ可写成下列形式：

ρ＝ρＬ^，　Ｌ^＝
λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
． （２．１６１）

直角坐标分量（λ，μ，ν）可由测角量（α，δ）或（Ａ，ｈ）经简单的坐标转换给出．
如果在历元地心平赤道坐标系对人造卫星定轨，而测角量（α，δ）又是通过
定标星给出的，即与定轨坐标系一致，则有

λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
＝

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ
． （２．１６２）

由于（Ａ，ｈ）资料对应的是瞬时真地平坐标系，于是有
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λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
＝ （ＧＲ）Ｔ（ＺＲ）

ｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （２．１６３）

其中（ＧＲ）＝（ＮＲ）（ＰＲ）是岁差章动矩阵，在第一章§１．２中已给出具体表
达式，而（ＺＲ）是瞬时真赤道坐标系与地平坐标系之间的转换矩阵，在第一
章§１．２中也有其具体表达式．测站坐标矢量Ｒ是给定的，有

Ｒ＝
Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
． （２．１６４）

（２）动力学条件———天体运动方程
在坐标系Ｏ ｘｙｚ中，运动天体相对中心天体（质量记为Ｍ）的运动方

程即

ｒ ＝－μ
ｒ３ｒ＋Ｆε（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε），

ｔ０∶ｒ０ ＝ｒ（ｔ０），　ｒ
　．
０ ＝ｒ

　．（ｔ０）
烅
烄

烆 ．

（２．１６５）

其中μ＝ＧＭ 是中心天体的质心引力常数．摄动加速度Ｆε 对应各种力学因

素，可以是保守力效应，亦可以是耗散效应，只要能写出相应力学因素的数
学模型即可．这里给出的初轨计算方法并不限于无摄运动，它可适用于不同
类型的受摄运动，包括变化的椭圆轨道和双曲线轨道，计算给出的将是历元

ｔ０ 时刻的瞬时椭圆轨道或是瞬时双曲线轨道．
（３）初轨计算的基本方程
与精密定轨中对测量方程线性化后给出的条件方程（即精密定轨的基

本方程）［９］类似，将运动天体所遵循的动力学条件引入测量几何关系
（２．１６０），构成初轨计算的基本方程，不同的是动力学条件所对应的既不是
运动方程（对应精密定轨中的状态微分方程）［９］的数值解，亦不是小参数幂
级数解（后面第四章中将要给出），而是方程的另一种幂级数解，即时间间隔

Δｔ＝ｔ－ｔ０ 的幂级数解．就中心天体的扁率摄动和第三体摄动而言，该级数
解可写成如下形式：

ｒ（ｔ）＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｒ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｒ

　．
０． （２．１６６）

其中Ｆ和Ｇ由Δｔ的幂级数表达，其具体形式下一段中给出．以此解代入
测量几何关系（２．１６０）可得

Ｌ^×（Ｆｒ０＋Ｇｒ
　．
０）＝Ｌ^×Ｒ． （２．１６７）

对于一次测角采样资料，（２．１６７）式对应的三个方程只有两个是独立的，至
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少需要三次采样才能定轨．这是关于历元ｔ０ 时ｒ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和ｒ
　．
０（ｘ

　．
０，ｙ

　．
０，

ｚ
　．
０）形式上的线性代数方程．如果能确定，那么再经简单的转换（见§２．３和

§２．４中的有关内容）即可给出ｔ０ 时刻的瞬时轨道———椭圆轨道或双曲线
轨道．

２．Ｆ，Ｇ和Ｆｚ，Ｇｚ 的表达式

只要运动方程（２．１６５）的右函数满足一定条件，其满足初始条件的解即
存在，且可展成时间间隔Δｔ＝ｔ－ｔ０ 的幂级数：

ｒ（ｔ）＝ｒ０＋ｒ（１）
０ Δｔ＋１

２！ｒ
（２）
０ Δｔ２＋…＋１

ｋ！ｒ
（ｋ）
０ Δｔｋ＋…． （２．１６８）

其中ｒ（ｋ）
０ 为ｒ（ｔ）对ｔ的ｋ阶导数在ｔ０ 点的取值，即

ｒ（ｋ）
０ ＝ ｄｋｒ

ｄｔ（ ）ｋ
ｔ＝ｔ０

． （２．１６９）

要给出级数阶（２．１６８）满足初始条件的具体形式，就需要计算各阶导数ｒ（ｋ）

在处ｔ０ 的值ｒ（ｋ）
０ ．事实上有ｒ（１）

０ ＝ｒ
　．
０，而二阶以上各导数值ｒ（ｋ）（ｋ≥２）均可根

据运动方程（２．１６５），由ｒ０ 和ｒ
　．
０ 构成，即

ｒ（ｋ）＝ｒ（ｋ）（ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０），　ｋ≥２． （２．１７０）

对于无摄运动，级数解（２．１６６）中的Ｆ和Ｇ即Ｆ和Ｇ，表达式简化为

ｒ（ｔ）＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｒ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｒ

　．
０． （２．１７１）

对于ｒ（ｔ）的三个分量ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ），Ｆ和Ｇ 各具有同一形式，为一数量函
数．对应受摄运动，通常相应的Ｆ和Ｇ对于三个分量ｘ，ｙ，ｚ各具有不同
的形式．下面就中心天体扁率摄动和第三体引力摄动给出其具体表达式，
相应的两种摄动加速度为

Ｆε ＝ ３Ｊ２（ ）２
５ｚ２

ｒ７ －１
ｒ（ ）５ ｒ－ ２ｚ

ｒ（ ）５ ｋ［ ］＾ －μ′
Δ
Δ３ －ｒ′

ｒ′（ ）３ ． （２．１７２）

为了便于量级分析和公式表达，这里已采用适当计算单位使各物理量无量
纲化（详见后面第四章中的计算单位选取），相应的中心天体的质心引力常
数μ＝ＧＭ＝１，μ′＝ＧＭ′／ＧＭ，Ｍ′是第三体的质量．（２．１７２）式中的Ｊ２ 为中

心天体的动力学扁率．其他有关量定义如下：

ｋ^＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

，　Δ＝ｒ－ｒ′． （２．１７３）

ｒ′为第三体的坐标矢量．
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略去推导过程，并记τ＝Δｔ，直接写出形如（２．１６６）式的τ的幂级数解如
下［１０］：

ｘ＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｘ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｘ

　．
０，

ｙ＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｙ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｙ

　．
０，

ｚ＝Ｆｚ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｚ０＋Ｇｚ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｚ

　．
０

烅

烄

烆 ．

（２．１７４）

相应的基本方程（２．１６７）式按分量形式书写如下：

（Ｆν）ｘ０－（Ｆｚλ）ｚ０＋（Ｇν）ｘ
　．
０－（Ｇｚλ）ｚ

　．
０ ＝ （νＸ－λＺ），

（Ｆν）ｙ０－（Ｆｚμ）ｚ０＋（Ｇν）ｙ
　．
０－（Ｇｚμ）ｚ

　．
０ ＝ （νＹ－μＺ），

（Ｆμ）ｘ０－（Ｆλ）ｙ０＋（Ｇμ）ｘ
　．
０－（Ｇλ）ｙ

　．
０ ＝ （μＸ－λＹ）

烅

烄

烆 ．
（２．１７５）

其中

Ｆ＝１＋τ２

２ －ｕ３＋
３Ｊ２（ ）２

（５ｕ７ｚ２
０－ｕ５）－μ′ｕ′［ ］３ ＋

τ３

６
（３ｕ５σ）＋ ３Ｊ２（ ）２

（５（ｕ７－７ｕ９ｚ２
０）σ＋１０ｕ７ｚ０ｚ

　．
０［ ］）＋

τ４

２４ｕ５（３ｖ２
０－２ｕ１－１５ｕ２σ２）＋ ３Ｊ２（ ）２

（６ｕ８（４ｕ２ｚ２
０－１）［ －

５ｕ７（７ｕ２ｚ２
０－１）ｖ２

０＋１０ｕ７ｚ
　．２
０＋３５ｕ９（９ｕ２ｚ２

０－１）σ２－

１４０ｕ９σｚ０ｚ
　．
０）＋ｕ３（μ′ｕ３′ ］）＋τ５

１２０ｕ７［１５σ（－３ｖ２
０＋２ｕ１＋

７ｕ２σ２）］＋τ６

７２０ｕ７［ｕ２σ２（６３０ｖ２
０－４２０ｕ１－９４５ｕ２σ２）－（２２ｕ２

－６６ｕ１ｖ２
０＋４５ｖ０

４）］＋Ｏ（τ７）， （２．１７６）

Ｇ＝τ＋τ３

６ －ｕ３＋
３Ｊ２（ ）２

（５ｕ７ｚ２
０－ｕ５）－μ′ｕ′［ ］３ ＋

τ４

２４６ｕ５σ＋ ３Ｊ２（ ）２
（２０ｕ７ｚ０ｚ

　．
０－１０ｕ７（７ｕ２ｚ２

０－１）σ［ ］）＋

τ５

１２０ｕ５［９ｖ２
０－８ｕ１－４５ｕ２σ２］＋

τ６

７２０ｕ７［３０σ（－６ｖ２
０＋５ｕ１＋１４ｕ２σ２）］＋Ｏ（τ７）， （２．１７７）

Ｆｚ ＝Ｆ＋ ３Ｊ２（ ）２
τ２

２
（－２ｕ５）＋τ３

６
（１０ｕ７σ）［ ＋

τ４

２４ｕ７（１０ｖ２
０－６ｕ１－７０ｕ２σ２ ］）， （２．１７８）
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Ｇｚ ＝Ｇ＋ ３Ｊ２（ ）２
τ３

２
（－２ｕ５）＋τ４

２４
（２０ｕ７σ［ ］）， （２．１７９）

ｕｎ ＝１／ｒｎ
０，　σ＝ｒ０·ｒ

　．
０，　ｖ２

０ ＝ｒ
　．
０·ｒ

　．
０，

ｕ３′＝１／ｒ′３
０，　ｒ′０ ＝｜ｒ′０｜

烅
烄

烆 ．
（２．１８０）

这里ｒ′０ 是第三体位置矢量ｒ′在历元ｔ０ 时的值，即ｒ０′＝ｒ′（ｔ０）．
在上述无量纲的表达式中，｜τ｜＜１，级数解收敛是显然的，而且收敛范

围还可扩大．对于人造地球卫星而言，｜τ｜＜１对应的有量纲物理量———时
间间隔Δｔ＝｜ｔ－ｔ０｜＜１３ｍ．４４６８，这与初轨计算对应的短弧是相适应的．注
意，上述表达式中的σ＝Ｏ（ｅ）是小量，ｅ是轨道偏心率．
在上述Ｆ，Ｇ（即Ｆ，Ｇ和Ｆｚ，Ｇｚ）的表达式中，由于τ通常较小，只有

在τ的低次幂中考虑了摄动，而在τ５ 以上幂次中未列入相应的结果，这是
很自然的，要写出τ高次幂中的摄动项并无任何困难．不仅如此，对于其他
类型的摄动，只要给出相应的数学模型，总是可以导出相应的Ｆ，Ｇ的表

达式，因为运动方程（２．１６５）的右端仅出现ｒ，ｒ
　．，高阶导数ｒ（ｋ）

０ （ｋ≥２）总是可

以用ｒ０ 和ｒ
　．
０ 来表达的．

３．广义Ｌａｐｌａｃｅ初轨计算方法的定轨过程

由一列测角采样资料：ｔｊ，（αｊ，δｊ）或（Ａｊ，ｈｊ），ｊ＝１，２，… ，Ｎ，Ｎ≥３即

可由基本方程（２．１６８）进行定轨，即给出定轨历元ｔ０ 时的ｒ０，ｒ
　．
０，ｔ∈［ｔ１，

ｔＮ］．方程组（２．１６８）是关于ｒ０ 和ｒ
　．
０ 形式上的线性代数方程，只要知道Ｆ，Ｇ，

Ｆｚ，Ｇｚ，即可解出ｒ０，ｒ
　．
０，而Ｆ，Ｇ，Ｆｚ，Ｇｚ 均是ｒ０，ｒ

　．
０ 的函数．因此，这一定轨

计算显然涉及一个迭代过程，但与精密定轨中的多变元迭代不同，它是一个
特殊而简单的迭代过程．由于

Ｆ＝１＋Ｏ（τ２），　Ｇ＝τ＋Ｏ（τ３），

Ｆｚ ＝１＋Ｏ（τ２），　Ｇｚ ＝τ＋Ｏ（τ３｛ ），
（２．１８１）

而｜τ｜＜１．因此，即使对于运动天体的轨道一无所知，亦可以采用

Ｆ（０）＝１，　Ｇ（０）＝τ，　Ｆ（０）
ｚ ＝Ｆ（０），　Ｇ（０）

ｚ ＝Ｇ（０） （２．１８２）
作迭代初值，按方程（２．１６８）和（２．１７６）～（２．１８０）式进行迭代，直到

ΔＦ＝｜Ｆ（ｍ）－Ｆ（ｍ－１）｜，　ΔＧ＝｜Ｇ（ｍ）－Ｇ（ｍ－１）｜，

ΔＦｚ ＝｜Ｆｚ
（ｍ）－Ｆｚ

（ｍ－１）｜，　ΔＧｚ ＝｜Ｇ（ｍ）
ｚ －Ｇ（ｍ－１）

ｚ ｜｛ ，
（ｍ ＝１，２，…）

（２．１８３）

满足一定精度终止计算，给出结果ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０，这和二体问题意义下的
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Ｌａｐｌａｃｅ定轨方法就迭代过程而言没有任何差别．

获得ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０ 后，即可由简单的转换给出历元ｔ０ 时的椭圆轨道或双曲

线轨道的瞬时根数ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ，具体转换关系已在前两节§２．３和§２．４
中给出．
广义Ｌａｐｌａｃｅ方法的定轨原理是严格的，如果用测角资料定轨，与二体

问题一样，结果是唯一的，即所定出的轨道显然要通过三次观测对应的空间
点．正是由于这一原因，加上弧段又短，就使得资料误差会歪曲真实轨道，即
定轨精度受到影响，特别是轨道半长径ａ（这是一个很重要的根数）和偏心
率ｅ．例如，对于卫星椭圆轨道，应有ａ＞１，但有时因弧段短、资料精度又差，
用拉普拉斯方法定出的轨道会出现ａ＜１的情况．从前面的迭代计算中也可
看出这一点，由于Ｆｊ，Ｇｊ的特点，通过方程（２．１６８）求解时，资料误差（反映

在λｊ，μｊ，νｊ上）对ｘ
　．
０，ｙ

　．
０，ｚ

　．
０ 的影响较大，从而导致ａ和ｅ有较大的误差．

上述问题并不是Ｌａｐｌａｃｅ方法特有的，而是所有根据动力学原理通过
三次观测（相应的弧段较短）严格定轨的一类方法的共同问题．就人造地球
卫星而言，考虑到下述观测的特点：

（１）在一个较短的弧段内，可以得到较多的观测资料；
（２）一天内可以得到多圈资料．
可以采用某些方法在一定程度上减轻资料误差的影响．如采用多资料

进行定轨，基本原理和方法以及计算过程不变，只是基本方程（２．１７５）式的
个数增多，ｊ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ３，求解时采用简单的最小二乘法，给出ｒ０ 和

ｒ
　．
０ 的最佳解，这可充分利用统计信息减小资料误差的影响．

４．其他类型资料的定轨问题

关于另一类Ｇｕａｓｓ型方法，即首先确定两个以上的点位ｒｊ（ｊ＝１，…，ｋ，

ｋ≥２），然后再去定轨．其定轨计算过程过于复杂，而基本原理与Ｌａｐｌａｃｅ方
法并无实质性差别，本书不再介绍．这里将要给出另一种类似于Ｌａｐｌａｃｅ方
法的点位资料的定轨方法．至于点位资料ｒｊ（ｊ≥２）的获得，并不是由Ｇｕａｓｓ
方法中所指的由测角资料根据复杂的转换过程获得，而是直接由测量得到．
一种方法是现代测量手段可以实现的，即在取得测角量（α，δ或Ａ，ｈ）的同
时获得卫星到“测站”（实为测量设备）的距离量ρ，由此即给出卫星的空间
点位ｒ：

ｒ＝ρＬ^＋Ｒ．
相应的定轨基本方程（２．１７５）将由下列方程替代，即
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Ｆｘ０＋Ｇｘ
　．
０ ＝ （ρλ＋Ｘ），

Ｆｙ０＋Ｇｙ
　．
０ ＝ （ρμ＋Ｙ），

Ｆｚｚ０＋Ｇｚｚ
　．
０ ＝ （ρν＋Ｚ）

烅

烄

烆 ．

（２．１８４）

只要有两次以上这样的采样资料即可定轨，定轨过程同前面第３段的介绍．
另一种取得卫星点位的方法就是通过卫星导航定位（如星载ＧＰＳ定位方
法）获得，即直接获得卫星的空间位置矢量ｒ，由此，定轨基本方程更简单，
即

Ｆｘ０＋Ｇｘ
　．
０ ＝ｘ，

Ｆｙ０＋Ｇｙ
　．
０ ＝ｙ，

Ｆｚｚ０＋Ｇｚｚ
　．
０ ＝ｚ

烅

烄

烆 ．

（２．１８５）

§２．６　二体问题意义下的轨道机动

在航天器的运行过程中常常需要进行轨道调整（即轨道机动），这就涉
及到变轨问题，而变轨又往往采用脉冲式，那么这一机动过程是短暂的，可
以看成是瞬时变轨变轨前的轨道根数记作σ１（ａ１，ｅ１，ｉ１，Ω１，ω１，Ｍ１），而变轨
后目标轨道的轨道根数记作σ２（ａ２，ｅ２，ｉ２，Ω２，ω２，Ｍ２），变轨前后的轨道差为

Δσ＝σ２－σ１，变轨后目标轨道的轨道根数就相当于一个边值条件．由于变轨
时间短暂，可以看成是在二体问题意义下完成这一变轨过程，那么就需要在
此前提下给出Δσ与由脉冲能量获得的速度变化Δｖ之间的关系．由它们之
间的函数关系Δσ＝Φ（Δｖ），根据目标轨道的不同要求选择变轨方式（对应
一定的Δｖ）．

瞬时椭圆轨道根数σ与位置矢量和速度矢量ｒ，ｒ
　．
由严格的函数关系

σ＝ｆ（ｒ，ｒ
　．），§２．２中已给出．这里将用到如下关系式：

ａ＝ ２
ｒ －ｖ２（ ）μ

－１
， （２．１８６）

ｅｃｏｓＥ＝１－ｒ
ａ

，

ｅｓｉｎＥ＝ｒ·ｒ
　．／ μ槡ａ

烅
烄

烆 ，
（２．１８７）

Ｍ ＝Ｅ－ｅｓｉｎＥ， （２．１８８）

ｃｏｓｉ＝ （ｘｙ
　．
－ｙｘ

　．）／ μａ（１－ｅ２槡 ）， （２．１８９）

ｔａｎΩ＝ （ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．）／（ｘｚ
　．
－ｚｘ

　．）， （２．１９０）
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ｔａｎω＝
１－ｅ槡 ２ ｅｃｏｓＥ ｚ（ ）ｒ － ａ槡μ

ｅｓｉｎＥｚ
　［ ］．

ｅｓｉｎＥ ｚ（ ）ｒ － ａ槡μ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）ｚ

　．
． （２．１９１）

其中

ｒ＝｜ｒ｜，　ｒ＝ （ｘ　ｙ　ｚ）Ｔ，

ｖ＝｜ｒ
　．
｜，　ｖ２ ＝ｘ

　．２＋ｙ
　．２＋ｚ

　．２，　ｒ
　．
＝ （ｘ

　．
　ｙ

　．
　ｚ

　．）Ｔ
烅
烄

烆 ．
（２．１９２）

上标“Ｔ”表示转置，即ｒ和ｒ
　．
为列向量．

利用上述关系式不难导出

ａ
ｒ

　（ ）． ＝２ａ２

μ
（ｒ
　．）Ｔ， （２．１９３）

ｅ２

ｒ
　（ ）． ＝２ａ

μ
１
ａ２（ｒ·ｒ

　．）（ｒ）Ｔ ＋ （１－ｅ２）－ ｒ（ ）ａ（ ）２
（ｒ
　．）［ ］Ｔ ，（２．１９４）

ｃｏｓｉ
ｒ

　（ ）． ＝ １

μ槡ｐ
（Ω）Ｔ ＋ｃｏｓｉ － ａ槡μ

（ｒ
　．）Ｔ ＋ １

２（１－ｅ２）
ｅ２

ｒ
　（ ）［ ］． ，

Ω＝
－ｙ
ｘ

烄

烆

烌

烎０

烅

烄

烆
．

（２．１９５）

Ω
ｒ

　（ ）． ＝ １
１＋ｔａｎ２Ω

－ １
ｘｚ

　．
－ｚｘ

　（ ）． ［（Ω１）Ｔ －ｔａｎΩ（Ω２）Ｔ］，

Ω１ ＝
０
ｚ
－

烄

烆

烌

烎ｙ

，　Ω２ ＝
ｚ
０
－

烄

烆

烌

烎ｘ

烅

烄

烆
．

（２．１９６）

ω
ｒ

　（ ）． ＝ｓｉｎω １
ｅｓｉｎｉ

ｚ
　．

（ ）ａｎ － ｃｏｓω
２（１－ｅ２［ ］） ｅ２

ｒ
　（ ）． ＋

１
ｅｓｉｎｉ １－ｅ槡 ２ｃｏｓω ｚ

ｒ
（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）． － ａ槡μ

ｚ
． （ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）．［｛ －

ａ槡μ
（ｅｓｉｎＥ）（ｋ^）Ｔ － ｚ

　．

μｎ
（ｅｓｉｎＥ）（ｒ

　．）］Ｔ －

ｓｉｎω ｚ
ｒ

（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）． ＋ ａ槡μ

ｚ
． （ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）．［ ＋

ａ槡μ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）（ｋ^）Ｔ ＋ ｚ

　．

μｎ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）（ｒ

　．）］｝Ｔ ， （２．１９７）
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Ｍ
ｒ

　（ ）． ＝ １
ｅ２ －ａ

μ
（ｅｓｉｎＥ）（１－ｅ２）＋ｒ［ ］ａ

（ｒ
　．）Ｔ｛ ＋

１

μ槡ａ
（１－ｅ２）－ｒ［ ］ａ

（ｒ）｝Ｔ ． （２．１９８）

（２．１９７）式右端出现的单位矢量ｋ^和四个偏导数
（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　． ，（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　． 如下：

ｋ^＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

， （２．１９９）

（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）． ＝２ｒ

μ
（ｒ
　．）Ｔ，

（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）． ＝－

（ｒ·ｒ
　．）

μ槡ａ
ａ（ ）μ

（ｒ
　．）Ｔ ＋ １

μ槡ａ
（ｒ）Ｔ

烅

烄

烆
．

（２．２００）

根据上述各式即可给出如下函数关系：

Δσ＝Φｖ（Δｒ
　．）． （２．２０１）

例如，若要改变轨道半长径ａ，则由（２．１９３）式不难给出

Δａ＝２ａ２

μ
（ｒ
　．）Ｔ（Δｒ

　．）． （２．２０２）

这里Δｒ
．
＝（Δｘ

　．
　Δｙ

　．
　Δｚ

　．）Ｔ＝（Δｖｒ　Δｖθ　Δｖｗ）Ｔ，其中ｖｒ，ｖθ，ｖｗ 即速度矢

量ｒ
　．
的径向、横向和轨道面法向分量，且有ｖｗ＝０．那么（２．２０２）式可以分别
写成下列形式：

Δａ＝２ａ２

μ
（ｘ
　．
Δｘ

　．
＋ｙ

　．
Δｙ

　．
＋ｚ

　．
Δｚ

　．） （２．２０３）

和

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖｒΔｖｒ＋ｖθΔｖθ），

ｖｒ ＝ｒ
　．，　ｖθ ＝ｒθ

　．
烅
烄

烆 ．

（２．２０４）

或用ｒ
　．
的模ｖ来表达，有

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖΔｖ）． （２．２０５）

由此表达式可以看出，若在变轨中仅要增大轨道半长径ａ，则在近星点处（ｖ
最大）最有利；而若需要抬高近星点高度，那么就需要在远星点加速（Δｖ＞
０）．注意，这里的Δｖ是切向（即速度方向）分量，而不是Δｖ的模｜Δｖ｜．
一个速度增量Δｖ同样会改变轨道偏心率ｅ，根据（２．１９４）式可给出与
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（２．２０５）式对应的关系式：

Δｅ＝ ２
ｖｅ

ｒｖ２（ ）μ
ｒｖ２

μ
－（ ）１ｃｏｓ２［ ］θ Δｖ

＝ ２
ｖｅ

ｐ（ ）ｒ
ｒｖ２

μ
－（ ）１ Δｖ． （２．２０６）

其中θ是速度方向（即切向）与横向的夹角．
这一节主要给出二体问题意义下轨道过渡（变轨）的一些基本关系式，

至于轨道过渡的具体问题和细节将在后面有关章节中阐述．
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第３章　航天器在轨运行的受摄运动

第２章所讨论的二体问题（无摄运动）只是航天器绕中心天体运动的一
种近似，从这一章开始将要仔细研究航天器在各种力学因素作用下的运动
规律．为了便于讨论，暂取中心天体的质心天球坐标系作为讨论问题的参考
系．在此参考系中，航天器绕中心天体运动的微分方程可写成如下形式：

ｒ ＝Ｆ（ｒ，ｒ　
．，ｔ）． （３．１）

这里，右函数Ｆ（尽管少一个质量因子，我们还是经常习惯地称它为作用力）
极其复杂，若要获得运动方程（３．１）式的解，就必须对Ｆ作一些必要的分析
和简化，给出合理的力学模型．每一种力学因素的数学模型将要在后面各章
中逐一给出，这一章先用中心天体质点引力外加保守力和耗散力影响的原
则性力模型，介绍对受摄运动的处理方法，从而让读者了解求解这类方程的
基本知识．
在上述前提下，航天器运动的基本方程（３．１）可以写成下列形式：

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε， （３．２）
而Ｆε的形式为

Ｆε ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｒ，ｒ　

．，ｔ；εｋ）． （３．３）

Ｆ０ 是中心天体的质点引力加速度，即

Ｆ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ
， （３．４）

而Ｆε则包含了各种影响航天器运动的力因素，但它们满足下列条件：

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜＝Ｏ（εｋ）． （３．５）

这里ε１是小参数．对于低轨人造地球卫星而言，ε＝Ｏ（Ｊ２）＝１０－３，Ｊ２ 是

地球非球形的扁率项因子．对于不同的航天器，根据所处的不同力学环境，
可取不同的参考量作为小参数标准．
满足方程（３．２）的运动不再是无摄运动，相应的二体问题意义下的圆锥

曲线运动（椭圆或双曲线）就要发生轨道变化，此即受摄运动，（３．２）式即受



摄运动方程．

§３．１　轨道变化与常数变易法

如何求解受摄运动方程（３．２），从而给出航天器运动轨道的变化规律，
这是航天器轨道力学的一个重点内容，本章将用分析方法来处理这一问题．
首先考虑无摄运动问题（即二体问题），这时Ｆε＝０，相应的方程（３．２）变为

ｒ ＝Ｆ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （３．６）

第二章已给出该问题的解：

ｒ＝ｆ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ），

ｒ　
．
＝ｇ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）

烅
烄

烆 ．
（３．７）

其中ｒ　
．
＝ｒ／ｔ．此解用来描述一圆锥曲线运动，六个积分常数Ｃ１，Ｃ２，…，

Ｃ６ 即轨道根数，依次排列为ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，τ．回到原方程（３．２），Ｆε≠０，解
（３．７）式当然不能满足它．所谓常数变易法，即要使无摄运动的解（３．７）满足
受摄方程（３．２），显然，Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６ 不再是常数，应变为时间ｔ的函数．那
么接下来就要导出这些积分常数（或轨道根数）的变化所满足的微分方
程———摄动运动方程．

（３．７）第一式对ｔ求导得

ｄｒ
ｄｔ＝ｆ

ｔ＋∑
６

ｊ＝１

ｆ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ． （３．８）

由于要求（３．７）第二式亦满足受摄运动方程，所以应有

ｄｒ
ｄｔ＝ｆ

ｔ＝ｇ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）． （３．９）

此式再对ｔ求一次导数，并让其满足受摄运动方程（３．２），即

ｄ２ｒ
ｄｔ２ ＝ｇ

ｔ＋∑
６

ｊ＝１

ｇ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝Ｆ０＋Ｆε， （３．１０）

而在该式中有

ｇ
ｔ＝Ｆ０， （３．１１）

由此可知，常数变易的两个条件应为

∑
６

ｊ＝１

ｆ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝０，

∑
６

ｊ＝１

ｇ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝Ｆε

烅

烄

烆
．

（３．１２）
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其中ｆ
Ｃｊ
和ｇ
Ｃｊ
都是Ｃｊ和ｔ的已知函数，因此共有六个“未知量”

ｄＣｊ

ｄｔ
，与方

程个数相同．对于具体应用，需要由该方程组给出ｄＣｊ

ｄｔ
的显形式．至于如何

给出，暂放一下，先来看看上述常数变易法的实际意义．显然，经上述处理，
就是把受摄运动看成一个变化的圆锥曲线运动，无摄运动解的表达式（３．７）
仍然成立，只是相应的六个不变根数Ｃｊ 变为Ｃｊ（ｔ），即瞬时根数，亦称吻切
根数．

关于由线性方程组（３．１２）给出ｄＣｊ

ｄｔ
的显形式问题，不再重复许多天体

力学书中常用的推导方法，下面将介绍另一种比较简单的以轨道根数作为
基本变量的直接推导方法，它无需假定摄动力是保守力，可普遍适用［１］．

§３．２　摄动运动方程的直接推导

原理未变，但不是直接引用关系式（３．７），而是引用它们的原始形式，即
二体问题的六个积分．对于椭圆运动情况有

ｒ×ｒ　
．
＝ μａ（１－ｅ２槡 ）

ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （３．１３）

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ

， （３．１４）

ｒ＝ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）， （３．１５）

Ｍ ＝Ｅ－ｅｓｉｎＥ． （３．１６）
对于双曲线运动情况六个积分稍有差别，即

ｒ×ｒ　
．
＝ μａ（ｅ２－１槡 ）

ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （３．１７）

ｖ２ ＝μ
２
ｒ ＋１（ ）ａ

， （３．１８）

ｒ＝ａ（ｅ２－１）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（ｅｃｈＥ－１）， （３．１９）

Ｍ ＝ｅｓｈＥ－Ｅ． （３．２０）
这里同时引用轨道积分和活力公式，仍算作两个独立积分．因此两种轨道分
别有六个关系式，可用来导出六个积分常数（可变根数）变化的微分方程．同
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样，让它满足受摄运动方程（３．２），而原不变根数变为时间ｔ的函数．
为了下面推导的需要，现将ｒ和ｒ　

．
在空间极坐标系（ｒ，θ，ｗ）和中心天体

质心直角坐标系Ｏ ｘｙｚ中的形式分别列出，即

ｒ＝ｒｒ^＝ｘｉ^＋ｙｊ^＋ｚｋ^， （３．２１）

ｒ　
．
＝ｒ　

．
ｒ^＋ｒθ

　．

θ^＝ｘ　
．
ｉ^＋ｙ

　．
ｊ^＋ｚ　

．
ｋ^， （３．２２）

ｒ×ｒ　
．
＝ｒ２θ

　．

ｗ^　　　　　　　　　　　　　

＝ （ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．）ｉ^＋（ｚｘ　
．
－ｘｚ　

．）ｊ^＋（ｘｙ
　．
－ｙｘ

　．）ｋ^． （３．２３）

其中ｒ^，θ^，ｗ^为径向，横向和轨道面法向单位矢量，ｉ^，ｊ^，ｋ^为直角坐标三个
方向的单位矢量．摄动力（加速度）Ｆε在上述两坐标系中的三个分量分别记

为Ｓ，Ｔ，Ｗ 和Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ．
将常数变易的原理分别用于上述六个积分（３．１３）～（３．１６）和（３．１７）～

（３．２０）．设

φ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）＝ψ（ｒ，ｒ　
．） （３．２４）

为无摄运动（３．６）的任一积分，对于无摄运动有

ｄφ
ｄｔ＝φ

ｔ＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．ｒ

， （３．２５）

即

φ
ｔ＝ψ

ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．Ｆ０． （３．２６）

而对受摄运动却变为

ｄφ
ｄｔ＝φ

ｔ＋∑
ｊ

φ
Ｃｊ

Ｃ
．

ｊ ＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．ｒ



＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．
（Ｆ０＋Ｆε）． （３．２７）

按常数变易的要求，其中ｒ和ｒ　
．
仍满足椭圆或双曲线运动关系，那么根据

（３．２６）式立即可得

∑
ｊ

φ
Ｃｊ

Ｃ
．

ｊ ＝ψ
ｒ

　．Ｆε． （３．２８）

实际上，这就是条件（３．１２）式的一般情况，当ψ＝ｘ，ｙ，ｚ和ψ＝ｘ　
．，ｙ

　．，

ｚ　
．
时，条件（３．２８）式即退化为（３．１２）式．
为了避免混乱，我们引用ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 六个根数作为独立变量．事

实上，无论是理论研究还是具体应用问题，都没有必要引用过近星点时刻τ
或常用的Ｍ０＝－ｎτ，真正有用的是时间根数Ｍ＝ｎ（ｔ－τ），或另两个近点角
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ｆ和Ｅ，而采用平近点角Ｍ 比较方便．引用Ｍ 代替τ作为独立变量后，在求
某些函数对ａ的偏导数时，不再有显含ａ和隐含ａ的问题．上述六个积分中
的前四个，即（３．１３）～（３．１４）式和（３．１７）～（３．１８）式，可以写成形如（３．２４）
式的简单形式：

φ（ａ，ｅ，ｉ，Ω）＝ψ（ｒ，ｒ　
．）． （３．２９）

相应的条件（３．２８）式为

　φ
ａ

ｄａ
ｄｔ＋φ

ｅ
ｄｅ
ｄｔ＋φ

ｉ
ｄｉ
ｄｔ＋φ

Ω
ｄΩ
ｄｔ　　　　

＝ψ
ｒ

　．Ｓ＋１
ｒ

ψ
θ

　．Ｔ

＝ψ
ｘ

　．Ｆｘ ＋ψ
ｙ

　．Ｆｙ ＋ψ
ｚ

　．Ｆｚ．

（３．３０）

这可用来推导ｄａ／ｄｔ，ｄｅ／ｄｔ，ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ．关于另两个方程，虽然 Ｍ 或

ｆ，Ｅ可以代替τ作为独立变量，但它们都不能看成积分常数，因此对后两个
积分（３．１５）～（３．１６）式和（３．１９）～（３．２０）式不便引用（３．２８）式，但可用来

直接推导ｄω／ｄｔ和ｄＭ／ｄｔ．推导中将要用到ｆ
　．
，这可由面积积分将它与ω

　．，Ω
．

联系起来．对于无摄运动有

θ
　．

＝ｆ
　．
，

ｒ２θ
　．

＝ｒ２ｆ
　．

＝ｈ
烅
烄

烆 ，
（３．３１）

ｈ＝ μ槡ｐ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）

μａ（ｅ２－１槡 ）
烅
烄

烆 ．
（３．３２）

而对于受摄运动却有

θ
　．

＝ｆ
　．

＋ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ，

ｒ２θ
　．

＝ｒ２（ｆ
　．

＋ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ）＝ｈ（ｔ），
即

ｒ２ｆ
　．

＝ｈ（ｔ）－ｒ２（ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ）． （３．３３）
下面根据上述原理具体推导摄动运动方程，但仅对椭圆情况作全面阐

述，而对双曲线运动情况，推导过程完全类似，不再重复．首先将积分（３．１４）
式写成（３．２９）式的形式：

μ
ａ ＝２μ

ｒ －（ｒ　
．２＋ｒ２θ

　．
２）．

根据（３．１４）式得
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－μ
ａ２

ｄａ
ｄｔ＝－２ｒ　

．
Ｓ－２ｒθ

　．

Ｔ．

其中

ｒ　
．
＝ｒ　

．·ｒ^＝ μ／槡 ｐｅｓｉｎｆ，

ｒθ
　．

＝ １
ｒ μ槡ｐ

烅
烄

烆 ．
（３．３４）

代入上式整理后得

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］． （３．３５）

接着利用积分（３．１３）式在轨道面法向和ｘ，ｙ方向上的分量来推导

ｄｅ／ｄｔ，ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ．相应的形式为

ｈ＝ｒ２θ
　．
， （３．３６）

ｈｓｉｎｉｓｉｎΩ＝ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．， （３．３７）

－ｈｓｉｎｉｃｏｓΩ＝ｚｘ　
．
－ｘｚ　

．， （３．３８）
由（３．３０）式得

ｄｈ
ｄｔ＝ｒＴ， （３．３９）

ｒＴｓｉｎｉｓｉｎΩ＋ｈｃｏｓｉｓｉｎΩｄｉ
ｄｔ＋ｈｓｉｎｉｃｏｓΩｄΩ

ｄｔ ＝ｙＦｚ－ｚＦｙ

＝ （ｒ×Ｆε）ｘ， （３．４０）

－ｒＴｓｉｎｉｃｏｓΩ－ｈｃｏｓｉｃｏｓΩｄｉ
ｄｔ＋ｈｓｉｎｉｓｉｎΩｄΩ

ｄｔ ＝ｚＦｘ －ｘＦｚ

＝ （ｒ×Ｆε）ｙ． （３．４１）

由ｈ＝ μ槡ｐ＝ μａ（１－ｅ２槡 ），（３．３９）式可以写成

ｄｈ
ｄｔ＝ μ

２ μ槡ｐ
［（１－ｅ２）ｄａ

ｄｔ－２ａｅｄｅ
ｄｔ

］＝ｒＴ． （３．４２）

将方程（３．３５）代入上式并消去ｄａ／ｄｔ，即得

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］． （３．４３）

为了由（３．４０）式和（３．４１）推出ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ，需要计算（ｒ×Ｆε）ｘ 和
（ｒ×Ｆε）ｙ ．在空间极坐标系中记（ｒ×Ｆε）为（ｒ×Ｆε），有

（ｒ×Ｆε） ＝
０

－ｒＷ
烄

烆

烌

烎ｒＴ
． （３．４４）

１６　第３章　航天器在轨运行的受摄运动



经三次旋转可得ｒ×Ｆε在地心赤道直角坐标系中的表达式，即

ｒ×Ｆε ＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ｕ）（ｒ×Ｆε）

＝
ｒＴｓｉｎｉｓｉｎΩ＋ｒＷ（ｃｏｓΩｓｉｎｕ＋ｓｉｎΩｃｏｓｕｃｏｓｉ）

－ｒＴｓｉｎｉｃｏｓΩ＋ｒＷ（ｓｉｎΩｓｉｎｕ－ｃｏｓΩｃｏｓｕｃｏｓｉ）

ｒＴｃｏｓｉ－ｒＷｃｏｓｕｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （３．４５）

其中ｕ＝ｆ＋ω．将（ｒ×Ｆε）ｘ 和（ｒ×Ｆε）ｙ 两个分量代入（３．４０）式，作简单运
算即得

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ， （３．４６）

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ． （３．４７）

利用轨道积分（３．１５）式分别得出

ｄｒ
ｄｔ＝ １－ｅ２

１＋ｅｃｏｓｆ
ｄａ
ｄｔ－ ｐｃｏｓｆ

（１＋ｅｃｏｓｆ）２ ＋ ２ａｅ
１＋ｅｃｏｓ［ ］ｆ

ｄｅ
ｄｔ＋

ｐｅｓｉｎｆ
（１＋ｅｃｏｓｆ）２

ｄｆ
ｄｔ

， （３．４８）

ｄｒ
ｄｔ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄａ

ｄｔ－ａｃｏｓＥｄｅ
ｄｔ＋ａｅｓｉｎＥｄＥ

ｄｔ
， （３．４９）

而根据常数变易原理，按椭圆运动关系有

ｄｒ
ｄｔ＝ｒ

ｔ＝ μ槡ｐ
ｅｓｉｎｆ． （３．５０）

通过（３．３３）式和开普勒积分给出的导数关系

ｄＭ
ｄｔ ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄＥ

ｄｔ－ｓｉｎＥｄｅ
ｄｔ． （３．５１）

即可将（３．４８）式和（３．４９）式中的ｄｆ／ｄｔ和ｄＥ／ｄｔ与ｄω／ｄｔ和ｄＭ／ｄｔ联系
起来，从而导出最后两个方程

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

， （３．５２）

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ ．（３．５３）

从上述六个方程的形式来看，中心天体质心引力常数μ仅出现在平运动速
度ｎ中，即

ｎ＝ μ槡ａ
　－３／２

． （３．５４）
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§３．３　椭圆运动的摄动运动方程

１．以六个椭圆轨道根数为基本变量的摄动运动方程

基本变量记作σ，它们是ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 六个随时间变化的瞬时根
数．根据不同问题的需要，摄动力（加速度）将以三种形式表达．其一是径向
分量Ｓ，横向分量Ｔ，轨道面法向分量Ｗ 表示．另一种形式是将Ｓ，Ｔ改为切
向分量Ｕ，法向分量Ｎ．这里切向是指天体运动方向，Ｎ 是轨道面内的法向
分量，也称主法线分量，而Ｗ 又称次法线分量．Ｕ，Ｎ，Ｗ 与Ｓ，Ｔ，Ｗ 一样，
组成右手螺旋系统．有些摄动力是保守力，存在势Ｒ，相应的第三种形式即

Ｆε ＝ｇｒａｄＲ． （３．５５）
其中Ｒ又称摄动函数．
为了由Ｓ，Ｔ，Ｗ 型的摄动运动方程推出另两种形式，就必须找出Ｕ，

Ｎ，Ｗ 三个分量以及摄动函数的偏导数Ｒ／σ与Ｓ，Ｔ，Ｗ 的关系．首先考
虑Ｕ，Ｎ，设径向与切向之间的夹角为α，由坐标旋转，立即可得

Ｓ＝Ｕｃｏｓα－Ｎｓｉｎα，

Ｔ＝Ｕｓｉｎα＋Ｎｃｏｓα｛ ．
（３．５６）

根据微分几何知识可知，对于曲线（即轨道）ｒ＝ｒ（θ）或ｒ＝ｒ（ｆ），有

ｔａｎα＝ ｒ
ｄｒ
ｄｆ

＝１＋ｅｃｏｓｆ
ｅｓｉｎｆ

． （３．５７）

由此可得

ｃｏｓα＝ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

，　ｓｉｎα＝ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

． （３．５８）

将此结果代入（３．５６）式得

Ｓ＝ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｕ－ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｎ，

Ｔ＝ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｕ＋ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｎ
烅

烄

烆
．

（３．５９）

对于保守力情况有

Ｓ＝Ｒ
ｒ

，　Ｔ＝ １
ｒ

Ｒ
θ ＝ １

ｒ
Ｒ
ｕ

，　Ｗ ＝Ｒ
ｚ ＝ １

ｒｓｉｎｕ
Ｒ
ｉ

．（３．６０）
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有了这一关系，就可以写出用摄动函数描述瞬时根数变化的摄动运动方程．
但方程右端还包含ｒ，ｕ，ｆ，Ｅ等量，若要使给出的方程ｄσ／ｄｔ，其右端仅出现

ａ，ｅ，ｉ三个量和Ｒ／σ，就必须求出Ｒ／σ与Ｓ，Ｔ，Ｗ 之间的关系．
因Ｒ＝Ｒ（ｒ），故有

Ｒ
σ ＝Ｒ

ｒ
·ｒ
σ＝Ｆε·ｒ

σ
， （３．６１）

而其中

Ｆε ＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ｕ）
Ｓ
Ｔ

烄

烆

烌

烎Ｗ
＝

ｌ１　ｌ２　ｌ３

ｍ１　ｍ２　ｍ３

ｎ１　ｎ２　ｎ

烄

烆

烌

烎３

Ｓ
Ｔ

烄

烆

烌

烎Ｗ
．（３．６２）

这里ｌｊ，ｍｊ，ｎｊ（ｊ＝１，２，３）是径向、横向和轨道面法向单位矢量的三个分量，
即

ｒ^＝

ｌ１

ｍ１

ｎ

烄

烆

烌

烎１

，　θ^＝

ｌ２

ｍ２

ｎ

烄

烆

烌

烎２

，　ω^＝

ｌ３

ｍ３

ｎ

烄

烆

烌

烎３

． （３．６３）

具体形式在第二章中已给出（那里的Ｒ^即ω^），它们是：

ｌ１ ＝ｃｏｓΩｃｏｓｕ－ｓｉｎΩｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｍ１ ＝ｓｉｎΩｃｏｓｕ＋ｃｏｓΩｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｎ１ ＝ｓｉｎｕｓｉｎｉ
烅
烄

烆 ，
（３．６４）

ｌ２ ＝－ｃｏｓΩｓｉｎｕ－ｓｉｎΩｃｏｓｕｃｏｓｉ，

ｍ２ ＝－ｓｉｎΩｓｉｎｕ＋ｃｏｓΩｃｏｓｕｃｏｓｉ，

ｎ２ ＝ｃｏｓｕｓｉｎｉ
烅
烄

烆 ，
（３．６５）

ｌ３ ＝ｓｉｎΩｓｉｎｉ，

ｍ３ ＝－ｃｏｓΩｓｉｎｉ，

ｎ３ ＝ｃｏｓｉ
烅
烄

烆 ．

（３．６６）

ｒ^，θ^，ω^满足下列关系：

ｒ^２ ＝θ^２ ＝ω^２ ＝１，

ｒ^·θ^＝θ^·ω^＝ω^·ｒ^＝０
烅
烄

烆 ．
（３．６７）

剩下的问题是求ｒ
σ．由

ｒ＝ｒｒ^
可知
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ｒ
σ＝ｒ

σ
ｒ^＋ｒｒ^

σ
． （３．６８）

其中

ｒ^
σ＝

ｌ３ｓｉｎｕｉ
σ－ｍ１

Ω
σ＋ｌ２

ｕ
σ

ｍ３ｓｉｎｕｉ
σ＋ｌ１

Ω
σ＋ｍ２

ｕ
σ

ｎ３ｓｉｎｕｉ
σ＋ｎ２

ｕ


烄

烆

烌

烎σ

． （３．６９）

将（３．６２）式和（３．６８）式连同（３．６３）～（３．６６）式以及（３．６９）式一并代入
（３．６１）式，经整理后得

Ｒ
σ ＝ｒ

σ
Ｓ＋ｒＴ ｃｏｓｉΩ

σ＋ｕ
（ ）σ ＋ｒＷ ｓｉｎｕｉ

σ－ｓｉｎｉｃｏｓｕΩ
（ ）σ ．

（３．７０）
利用§２．２中的结果

ｒ
ａ＝ ｒ

ａ
，　ｒ

ｅ＝－ａｃｏｓｆ，　 ｒ
Ｍ ＝ ａｅ

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎｆ，

ｕ
ω＝１，　ｕ

ｅ＝ １
１－ｅ２ １＋ｐ（ ）ｒ ｓｉｎｆ，　 ｕ

Ｍ ＝ ａ（ ）ｒ
２

１－ｅ槡 ２

烅

烄

烆 ．

（３．７１）
就可给出（３．７０）式的具体形式，即

Ｒ
ａ ＝ ｒ

ａＳ，

Ｒ
ｅ ＝－ａｃｏｓｆＳ＋ｒ １

１－ｅ２ ＋ａ（ ）ｒ ｓｉｎｆＴ，

Ｒ
ｉ ＝ｒｓｉｎｕＷ，

Ｒ
Ω＝ｒｃｏｓｉＴ－ｒｃｏｓｕｓｉｎｉＷ，

Ｒ
ω ＝ｒＴ，

Ｒ
Ｍ ＝ ａｅ

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎｆＳ＋ａ２ １－ｅ槡 ２

ｒ Ｔ

烅

烄

烆
．

（３．７２）

根据前面的推导，我们将三种形式的摄动运动方程整理于下：
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（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆 ．

（３．７３）

（２）Ｕ，Ｎ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Ｕ，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２ ２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｕ－ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ［ ］ＥＮ ，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２ｓｉｎｆＵ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）Ｎ］－

ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Ｕ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ） ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（３．７４）

ｄｉ
ｄｔ
和ｄΩ

ｄｔ
与（３．７３）式中相应的两式表达相同．上述两种类型称为高斯

（Ｇｕａｓｓ）型．
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（３）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
Ｍ

，

ｄｅ
ｄｔ＝１－ｅ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
Ｍ－ １－ｅ槡 ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ω

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ
，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ ２

ｎａ
Ｒ
ａ

烅

烄

烆
．

（３．７５）

这种类型称为拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）型．

２．适合任意偏心率（０≤ｅ＜１）问题的摄动运动方程

前面推出的方程，右端含有１
ｅ
因子，不能用于ｅ＝０的情况．为此引进新

变量，它们是

ａ，ｉ，Ω，ξ＝ｅｃｏｓω，η＝ｅｓｉｎω，λ＝Ｍ＋ω （３．７６）
这组变量当ｅ＝０时是完全确定的．根据变量的定义和前面已推出的方程，
经简单运算即可给出以新变量表达的摄动运动方程，其形式如下：
（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓ（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ）＋Ｔ ｐ（ ）［ ］ｒ

，

ｄξ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ Ｓｓｉｎｕ＋ Ｔ

１－ｅ槡
［２
（１＋ １－ｅ槡 ２）ｃｏｓｕ－

ξ
１＋ １－ｅ槡 ２

（ξｃｏｓｕ～＋ηｓｉｎｕ～ ］｝） ＋ηｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ －Ｓｃｏｓｕ＋ Ｔ

１－ｅ槡
［２
（１＋ １－ｅ槡 ２）ｃｏｓｕ－

η
１＋ １－ｅ槡 ２

（ξｃｏｓｕ
～＋ηｓｉｎｕ

～ ］｝） －ξｃｏｓｉ
ｄΩ
ｄｔ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ １－ｅ槡 ２｛ｎａ ２Ｓ １－ｅ槡 ２ ｒ（ ）ｐ ＋ １

１＋ １－ｅ槡
［２
Ｓ（ξｃｏｓｕ＋

ηｓｉｎｕ）－Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ
（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ ］｝） －ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ

烅

烄

烆 ．

（３．７７）
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其中ｕ～＝Ｅ＋ω，ｄｉ／ｄｔ，ｄΩ／ｄｔ与前面（３．７３）式中的形式相同，不再重复．
（２）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
λ

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉ －η

Ｒ
ξ

＋ξ
Ｒ
η

＋Ｒ
（ ）λ －Ｒ［ ］Ω

，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄξ
ｄｔ＝－ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
η

－ξ
１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ＋ηｃｏｓｉ

ｄΩ
ｄｔ

，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
ξ

－η
１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ－ξｃｏｓｉ

ｄΩ
ｄｔ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ ２

ｎａ
Ｒ
λ＋ １－ｅ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）ξ
Ｒ
ξ

＋η
Ｒ
（ ）η

－ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

烅

烄

烆
．

（３．７８）
这两组方程的右端不再出现１／ｅ因子．

３．适合任意偏心率（０≤ｅ＜１）和倾角（０≤ｉ＜１８０°）问题的摄动运动方程

上述方程右端还有１／ｓｉｎｉ因子，不适用于ｉ＝０或ｉ＝１８０°的情况．但对
卫星型的航天器而言，一般不会出现ｉ＝１８０°的情况，只需要考虑ｉ＝０的问
题．为此，引进另一组新变量，它们是：

ａ，ｈ＝ｓｉｎｉ
２ｃｏｓΩ，ｋ＝ｓｉｎｉ

２ｓｉｎΩ，

ξ＝ｅｃｏｓ（ω＋Ω），η＝ｅｓｉｎ（ω＋Ω），λ＝Ｍ＋ω＋Ω
烅
烄

烆 ．
（３．７９）

在ｈ和ｋ的定义中采用的是ｓｉｎｉ
２
而不是ｓｉｎｉ，其原因是采用ｓｉｎｉ时，在相

关问题中会出现１／ｃｏｓｉ的因子，不适用于ｉ＝９０°的情况，而采用ｓｉｎｉ
２
不会

出现这一问题．下面分别列出Ｓ，Ｔ，Ｗ 型的方程和Ｒ／σ型的方程．

８６ 航天动力学引论　



（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓ（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ）＋Ｔ ｐ（ ）［ ］ｒ

，

ｄξ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ Ｓｓｉｎｕ＋ ［Ｔ ｃｏｓｕ～ ＋ｃｏｓｕ－

η
１－ｅ槡 ２（１＋ １－ｅ槡 ２）

（ξｓｉｎｕ
～
－ηｃｏｓｕ

～ ］） ＋

Ｗ ｒ（ ）ｐ
－η

（ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ）

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２
，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ －Ｓｃｏｓｕ＋ ［Ｔ ｓｉｎｕ～ ＋ｓｉｎｕ＋

ξ
１－ｅ槡 ２（１＋ １－ｅ槡 ２）

（ξｓｉｎｕ
～
ηｃｏｓｕ

～ ］） ＋

Ｗ ｒ（ ）ｐ
ξ

（ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ）

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２
，

ｄｈ
ｄｔ＝ Ｗ

２ｎａ １－ｅ槡 ２ｃｏｓｉ
２

ｒ（ ）ａ
［ｃｏｓｕ－ｈ（ｋｓｉｎｕ＋ｈｃｏｓｕ）］，

ｄｋ
ｄｔ＝ Ｗ

２ｎａ １－ｅ槡 ２ｃｏｓｉ
２

ｒ（ ）ａ
［ｓｉｎｕ－ｋ（ｋｓｉｎｕ＋ｈｃｏｓｕ）］，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ １－ｅ槡 ２｛ｎａ ２Ｓ １－ｅ槡 ２ ｒ（ ）ｐ ＋

１
１＋ １－ｅ槡

［２
Ｓ（ξｃｏｓｕ＋ηｓｉｎｕ）－

Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ
（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ ］） －

Ｗ ｒ（ ）ｐ

ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２

烅

烄

烆
．

（３．８０）
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（２）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
λ

，

ｄｈ
ｄｔ＝ ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡
｛２

１
２ｋ＋２ｈ－１－ｃｏｓ［ｉ －２ｈＲ

ｈ－（２ｈ－

１－ｃｏｓｉ）Ｒ
 ］ｋ ＋ ｈ

１＋ｃｏｓｉη
Ｒ
ξ

－ξ
Ｒ
η

－Ｒ
（ ）｝λ

，

ｄｋ
ｄｔ＝ ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡
｛２

１
２ｋ＋２ｈ－１－ｃｏｓ［ｉ２ｋＲ

ｋ＋（２ｋ－

１－ｃｏｓｉ）Ｒ
 ］ｈ ＋ ｋ

１＋ｃｏｓｉη
Ｒ
ξ

－ξ
Ｒ
η

－Ｒ
（ ）｝λ

，

ｄξ
ｄｔ＝－ ２ηｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ － １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
η

－

ξ １－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ

，

ｄη
ｄｔ＝ ２ξｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
ξ

－

η １－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ ２

ｎａ
Ｒ
ａ＋ ２ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２（１＋ｃｏｓｉ）
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ ＋

１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）ξ
Ｒ
ξ

＋η
Ｒ
（ ）η

烅

烄

烆
．

（３．８１）

上述两种形式的方程不再有１／ｅ和１／ｓｉｎｉ因子．

§３．４　双曲线运动的摄动运动方程

直接写出下列两种形式的摄动运动方程［２］，即
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ｄａ
ｄｔ＝－ ２

ｎ ｅ２－槡 １
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］，

ｄｅ
ｄｔ＝ ｅ２－槡 １

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｈＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ ｅ２－槡 １
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
Ｗ，

ｄω
ｄｔ＝ ｅ２－槡 １

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ＋ｅ２－１

ｎａｅ Ｓ －ｃｏｓｆ＋２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆
，

（３．８２）

和

ｄａ
ｄｔ＝－ ２

ｎａ
Ｒ
Ｍ

，

ｄｅ
ｄｔ＝ｅ２－１

ｎａ２ｅ
Ｒ
Ｍ＋ ｅ２－槡 １

ｎａ２ｅ
Ｒ
ω

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄω
ｄｔ＝－ ｅ２－槡 １

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ
，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－ｅ２－１

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ＋ ２

ｎａ
Ｒ
ａ

烅

烄

烆 ．

（３．８３）

其中Ｒ同样是保守力型摄动对应的摄动函数，即Ｆε ＝ｇｒａｄＲ．
从上述摄动运动方程不难看出，由于双曲线轨道对应的ｅ＞１，相应的ａ

和ｅ以及相关的平近点角Ｍ 的变化规律有别于椭圆轨道．

§３．５　各类摄动对轨道影响的定性分析

受摄运动方程（３．２）式右端的摄动加速度Ｆε通常包含保守力（引力等）

和耗散力作用，不同的力因素对卫星轨道将会产生不同性质的影响．在具体
阐述相应摄动解之前，这里先对各类摄动因素及其影响特征作一简单介绍
和分析．就人造地球卫星而言，几类主要摄动源如下：
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１．地球非球形引力摄动

太阳系中各大行星、小行星以及月球，它们的质量分布都是不均匀的，
形状也并非球形．对于这样的天体，其引力位函数与球形引力位（即质点引
力位）有差别，在质心赤道坐标系中，相应的非球形引力位可由下列球谐展
开式表达：

Ｖ ＝Ｖ０＋ΔＶ， （３．８４）

Ｖ０ ＝ μ
ｒ ＝ＧＭ

ｒ
， （３．８５）

ΔＶ ＝－ＧＭ∑
ｌ≥２

Ｊｌ

ｒｌ＋１Ｐｌ（ｓｉｎφ）－∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

Ｊｌ，ｍ

ｒｌ＋１Ｐ
ｍ
ｌ （ｓｉｎφ）ｃｏｓｍλ，（３．８６）

λ＝λ－λｌ，ｍ，　λｌ，ｍ ＝ｃｏｎｓｔ． （３．８７）

其中ｒ为地心距，λ，φ为地心经、纬度，Ｐｌ（ｓｉｎφ）和Ｐｍ
ｌ （ｓｉｎφ）分别为勒让德

（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）和缔合勒让德多项式．Ｖ０ 是地球引力位的主要部分，相当于密
度均匀球体的引力位，或质量全部集中在质心的质点引力位．ΔＶ 是真实引
力位对均匀球体的修正部分，包括带谐（ＺｏｎａｌＨａｒｍｏｎｉｃ）和田谐（Ｔｅｓｓｅｒａｌ
Ｈａｒｍｏｎｉｃ）两大项，它们反映了地球的不均匀性（包括形状不规则和密度分
布的不均匀）．相应的Ｊｌ和Ｊｌ，ｍ即带谐项系数和田谐项系数，它们的大小则

反映出上述不均匀性的程度．其中Ｊ２＝Ｏ（１０－３），相应的项又称为扁率项，

其他Ｊｌ和Ｊｌ，ｍ的量级几乎都不大于１０－６．因此，人造卫星在地球引力场中
的运动方程又可写成下列形式：

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε． （３．８８）
其中

Ｆ０ ＝ｇｒａｄＶ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ
ｒ

， （３．８９）

Ｆε ＝ｇｒａｄ（ΔＶ）， （３．９０）
且有

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜＝Ｏ（ε），　ε＝Ｏ（Ｊ２）． （３．９１）

Ｆε相对Ｆ０ 是一小扰动，称为摄动部分．这种由地球（或任一中心天体）不均
匀性引起的摄动，常被称为非球形引力摄动或简称形状摄动．

２．第三体引力摄动

对于人造卫星绕地球的运动，日、月（作为质点）引力是一种典型的第三
体引力摄动，相应的摄动加速度为
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Ｆε ＝ ∑
２

ｊ＝１

（－ｍｊ）
Ｒｊ

｜Ｒｊ｜３ ＋ Δｊ

｜Δｊ｜（ ）３ ， （３．９２）

Δｊ ＝ｒ－Ｒｊ，（ｊ＝１，２）． （３．９３）

其中ｒ和Ｒｊ各为人造卫星和日、月的地心向径，Ｒｊ是时间ｔ的已知函数，由
日、地、月三体系统确定，与人造卫星运动无关．

３．大气阻力摄动

人造卫星（特别是低轨卫星）在地球高层大气中飞行，将受大气阻力的
影响，阻力加速度可写成下列形式：

Ｄ＝－１
２

ＣＤＳ（ ）ｍ ρｖ
２ ｖ（ ）ｖ ． （３．９４）

其中ｖ是卫星相对大气的飞行速度，ｖ是其大小，ρ是大气密度，Ｓ／ｍ是卫星
对阻力而言的有效面积质量比（以后简称面质比），ＣＤ 是阻力系数．对于绝
大多数卫星而言，它们的有效截面积Ｓ不是太大，而飞行高度又不太低（通
常距地面２００ｋｍ以上），Ｄ相对前面的主项Ｆ０ 是很小的，即Ｄ＝Ｆε，是一种
阻力摄动．

４．太阳辐射压摄动

直接作用在人造卫星表面的太阳辐射压（或简称光压），虽然并不大，但
同样要影响卫星的运动，也是一种摄动源，相应的摄动加速度为

Ｆε ＝νκＳ（ ）ｍ ρ⊙
ａ２

ｕ

Δ２
Δ（ ）Δ ． （３．９５）

其中ρ⊙
是作用在离太阳一个天文单位ａｕ 处的太阳辐射压强，κ＝１＋η，η是

卫星表面的反射系数，Ｓ／ｍ是卫星对辐射压而言的有效面质比，Δ是太阳到
卫星的矢径，ν是地影因子，由下式定义：

ν＝１－ΔＳ／Ｓ⊙． （３．９６）

这里Ｓ⊙是太阳视面积，ΔＳ是被“蚀”部分，这涉及到地影问题，当ΔＳ＝Ｓ⊙

时，ν＝０，此时对应卫星进入真正的地影．
上述四类力因素不仅是人造地球卫星运动中所承受的主要摄动源，对

于其他类型的航天器（包括月球探测器、行星探测器），在不同的运行过程中
所承受的主要摄动源基本上也是这几类中的某几种．这些摄动源不外乎保
守力和耗散力，或引力和非引力．
对于保守力而言，航天器的能量不会有耗散，表现在椭圆轨道半长径ａ

不会出现长期变化．耗散力摄动则不同，航天器能量有耗损，轨道半长径和
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偏心率都不断减小，即轨道变小变圆．引力摄动与卫星的大小形状无关，而
非引力摄动（如大气阻力和光压），它们是一面力，与承受这种力因素的截面
有关，即与卫星的大小形状有关，这就涉及到卫星的姿态等问题．这些还仅
仅是各类摄动因素对航天器运行轨道影响的一个粗略的轮廓，具体细节（变
化规律）还有待下两章建立各类摄动解时才有可能看得清楚，而这一点又是
航天工程中必须充分了解的轨道信息，否则任何一个航天任务要圆满完成
都是不可能的．

参 考 文 献

［１］刘林．人造地球卫星轨道力学（第四章）．北京：高等教育出版社．１９９２
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第４章　摄动运动方程的解与中心
　　　　天体的非球形引力摄动　

　　根据前面两章的讨论，我们已经了解到卫星在轨运行（无论是人造地球
卫星还是环绕其他探测目标天体运行的轨道器）对应的是一个受摄二体问
题，并经常数变易法的处理，已将原受摄运动方程

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε ，
的求解问题转化为相应的摄动运动方程

ｄσ
ｄｔ＝ｆε（σ，ｔ，ε）， （４．１）

的求解问题．这里σ表示一６维向量，６个分量即瞬时轨道根数，即无摄运
动的６个积分常数．右函数ｆε则是６维向量函数，有

｜（ｆε）ｉ｜＝Ｏ（ε）１，　ｉ＝１，２，…，６． （４．２）
原受摄运动问题的解由两部分组成，即

ｒ＝ｒ（σ，ｔ），　ｒ　
．
＝ｒ　

．（σ，ｔ） （４．３）
和

σ＝σ（ｔ）＝σ（σ０，ｔ０；ｔ，ε），　σ（ｔ０）＝σ０． （４．４）

其中ｒ和ｒ　
．
的表达式是已知的，即第二章中的（２．４２）式和（２．４８）式，它们对

应于一个瞬时椭圆，σ０ 即ｔ０ 时的椭圆根数．这一阐述对变化的双曲线轨道
同样适用，但已不是卫星运动问题，只在本章有关内容中加以阐明．现在剩
下的问题是如何求解小参数方程（４．１），给出σ（ｔ）．
尽管方程（４．１）是复杂的非线性方程组，但其右端含小参数ε，给出相

应的小参数幂级数解并不困难，已有成熟的方法，即摄动法．为了让读者深
入了解摄动法，以便更好地学习后面要介绍的针对航天器在轨运行时所承
受的各种摄动及相应摄动运动方程的具体解法，本章将首先对摄动法如何
构造相应的小参数幂级数解以及摄动法的改进作必要的阐述．



§４．１　摄动运动方程的小参数幂级数解

１．小参数幂级数解的构造———摄动法

如果第６个根数为τ或Ｍ０＝－ｎτ，则方程（４．１）的右函数ｆε 的６个元
素的量级均为Ｏ（ε），即满足（４．２）式．然而，通常第六个根数是采用平近点

角Ｍ，那么上述右函数ｆε的第六个元素含有一项ｎ＝ μ槡ａ －３／２＝Ｏ（ε０），此
时方程（４．１）应改写成下列形式

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，ｔ，ε）， （４．５）

ｆ０（ａ）＝δｎ＝Ｏ（ε０）， （４．６）

｜ｆ１ｉ（σ，ｔ，ε）｜＝Ｏ（ε），　ｉ＝１，２，…，６， （４．７）
其中

δ＝

０
０
０


烄

烆

烌

烎１

＝ （０　０　０　０　０　１）Ｔ． （４．８）

这里轨道根数σ的各元素排列次序为ａ，ｅ，ｉ，Ω，ｗ，Ｍ，δ向量只有第６个元
素为１，对应ｄＭ／ｄｔ，δ这一符号后面经常用到，不再说明．
方程（４．５）的小参数幂级数解形式为

σ（ｔ）＝σ（０）（ｔ）＋Δσ（１）（ｔ，ε）＋Δσ（２）（ｔ，ε２）＋…＋Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）＋…，

Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）＝εｌ
βｌ（ｔ）｛ ．

（４．９）
其中σ（０）（ｔ）是对应ε＝０的无摄运动解，即

σ（０）（ｔ）＝σ０＋δｎ０（ｔ－ｔ０）， （４．１０）
或具体写成

ａ（０）（ｔ）＝ａ０，　ｅ（０）（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（０）（ｔ）＝ｉ０，

Ω（０）（ｔ）＝Ω０，　ω（０）（ｔ）＝ω０，

Ｍ（０）（ｔ）＝Ｍ０＋ｎ０（ｔ－ｔ０）
烅
烄

烆 ．

（４．１１）

其中σ０（ａ０，ｅ０，ｉ０，Ω０，ｗ０，Ｍ０）是初始时刻ｔ０ 时的根数．不难看出，对ε展开
的小参数幂级数解（４．９），实际上就是解σ（ｔ）在参考轨道———无摄运动解

σ（０）（ｔ）处的展开．Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）即ｌ阶摄动变化项，简称ｌ阶摄动项．将形式解
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（４．９）代入（４．５），得

　 ｄ
ｄｔ

［σ（０）＋Δσ（１）＋Δσ（２）＋…＋Δσ（ｌ）＋…］

＝ｆ０（ａ）＋ｆ０

ａ Δａ（１）＋Δａ（２）＋［ ］… ＋１
２

２ｆ０

ａ２［Δａ（１）＋…］２＋…＋

　ｆ１（σ，ｔ，ε）＋∑
６

ｊ＝１

ｆ１

σｊ
［Δσ（１）

ｊ ＋Δσ（２）
ｊ ＋…］＋

　 １
２∑

６

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１

２ｆ１

σｊσｋ
［Δσ（１）

ｊ ＋…］［Δσ（１）
ｋ ＋…］＋…． （４．１２）

该式右端各项中出现的根数σ均应取参考轨道σ（０）（ｔ）．若级数（４．９）收敛，
则可比较展开式（４．１２）两端同次幂（εｌ）的系数，于是有

σ（０）（ｔ）＝σ０＋δｎ０（ｔ－ｔ０），

Δσ（１）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
δｎａ

Δａ（１）＋ｆ１（σ，ｔ，ε［ ］）
σ
（０）ｄｔ，

Δσ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
δｎ

ａΔａ（２）＋１
２

２ｎ
ａ２（Δａ

（１））（ ）２ ＋∑
ｊ

ｆ１

σｊ
Δσ（１）［ ］ｊ

σ
（０）
ｄｔ，

烅

烄

烆…
（４．１３）

显然，这是一个有效的递推过程：由低阶摄动求高阶摄动，将ｆ１（σ，ｔ，ε）的具
体形式代入后，即可给出解（４．９）中各阶摄动项的表达式，从而构造出摄动
运动方程（４．５）的小参数幂级数解．这一构造级数解的方法，即摄动法．关于
该小参数幂级数解的收敛性，实际上是常微分方程解析理论中的一个基本
问题，早已获得证明，其收敛条件不再详述，对运动而言，收敛范围为

ｓ～ １
ε

， （４．１４）

这里ｓ＝ｎ（ｔ－ｔ０）是运动弧段．在ｓ弧段外解仍可作解析延拓．
下面举一个简单的例子，以体现上述构造级数解的具体过程．
例：用摄动法求解二阶小参数方程

ｘ ＋ω２ｘ＝－εｘ３，　ε１． （４．１５）
其中ω＞０是实常数．
解：当ε＝０时，无摄运动方程

ｘ ＋ω２ｘ＝０
的解为

ｘ＝ａｃｏｓ（ωｔ＋Ｍ０），

ｘ　
．
＝－ωａｓｉｎ（ωｔ＋Ｍ０）

烅
烄

烆 ．
（４．１６）
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这里初始时刻ｔ０＝０，积分常数ａ和Ｍ０ 相当于两个无摄根数．
当ε≠０时，用常数变易法建立相应的摄动运动方程，有

ｘ
ａ

ａ　
．
＋ ｘ
Ｍ０

Ｍ
．

０ ＝０，

ｘ
　．

ａ
ａ　

．
＋ ｘ

　．

Ｍ０
Ｍ
．

０ ＝－εｘ３

烅

烄

烆 ．
（４．１７）

由此导出摄动运动方程如下：

ａ　
．
＝ ε

ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ＝ （ｆ１）ａ，

Ｍ
．

＝ω＋Ｍ
．

０ ＝ω＋ε
ω
ａ２ ３

８＋１
２ｃｏｓ２Ｍ＋１

８ｃｏｓ４（ ）Ｍ ＝ω＋（ｆ１）Ｍ

烅

烄

烆 ．

（４．１８）
其中积分常数Ｍ０ 用Ｍ＝Ｍ０＋ωｔ代替，方程（４．１８）的小参数幂级数解即

σ（ｔ）＝σ（０）（ｔ）＋Δσ（１）（ｔ）＋… ． （４．１９）
其中

σ（０）（ｔ）＝
ａ０

Ｍ０＋ω
烄

烆

烌

烎ｔ
． （４．２０）

因ω＝ｃｏｎｓｔ，于是有

Δσ（１）（ｔ）＝∫
ｔ

０
［ｆ１（σ，ｔ，ε）］σ（０）ｄｔ．

积分得

Δａ（１）（ｔ）＝ ε
ω２ａ３ －１

８ｃｏｓ２Ｍ－１
３２ｃｏｓ４（ ）Ｍ

ｔ

０
， （４．２１）

ΔＭ（１）（ｔ）＝ ε
ω２ａ２ ３

８ωｔ＋１
４ｓｉｎ２Ｍ＋１

３２ｓｉｎ４（ ）Ｍ
ｔ

０
． （４．２２）

二阶摄动项的计算公式为

Δａ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｆ１）ａ
ａ Δａ（１）＋（ｆ１）ａ

Ｍ ΔＭ（１［ ］）

σ
（０）ｄｔ，

ΔＭ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｆ１）Ｍ

ａ Δａ（１）＋（ｆ１）Ｍ

Ｍ ΔＭ（１［ ］）

σ
（０）ｄｔ

烅

烄

烆 ．
（４．２３）

将Δσ（１）代入后积分即得二阶摄动项Δａ（２）和ΔＭ （２）．不难看出，由于ΔＭ （１）

中含有ωｔ这种项，那么求Δσ（２）（ｔ）时，将会出现下列形式的积分：

∫
ｔ

０

ｓｉｎｋＭ
ｃｏｓ（ ）ｋＭ

ωｔｄｔ，　ｋ＝０，１，… ． （４．２４）

此即混合项，亦称泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）项，正是摄动法在动力天文中用来求解摄
动运动方程时应重视的问题．
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如果摄动力是保守力，在有限时间间隔内，通常ａ，ｅ，ｉ仅有周期变化，

Ω，ω有随时间变化的长期变化，但比近点角Ｍ（或Ｅ，ｆ）的变化缓慢得多，
因为近点角Ｍ 是直接反映运动天体绕中心天体运动的位置变化，而Ω和ω
的变化仅仅是由摄动引起的，变化缓慢，故通常称ａ，ｅ，ｉ为“不变量”，Ω和ω
为慢变量，而Ｍ（或Ｅ，ｆ）为快变量．在上述情况下，各阶摄动变化Δσ（１），

Δσ（２），…中一般包含三种性质不同的项：长期项、长周期项和短周期项，长
期项是（ｔ－ｔ０）的线性函数或多项式，其系数仅是ａ，ｅ，ｉ的函数，长周期项是

Ω和ω的三角函数，而短周期项则是Ｍ 的周期函数（亦是三角函数）．对于
短周期项，也会因某种通约而导致其转化为长周期项（后面有关内容中将会
讨论它）．另外，还有形如（ｔ－ｔ０）ｓｉｎ（Ａｔ＋Ｂ）和（ｔ－ｔ０）ｃｏｓ（Ａｔ＋Ｂ）等形式的
泊松项，即上一段最后提到的（４．２４）型积分就可能导致这种混合项的出现．
从摄动法构造级数解的过程和例子中不难看出，即使摄动力为保守力，

也会导致ε（ｔ－ｔ０），ε２（ｔ－ｔ０）２，…这种多项式型的长期项的出现，而且与Ω
或ω有关的长周期项将会变为长期项或泊松项．因为参考轨道取无摄运动
解σ（０）（ｔ），那么将会有

∫
ｔ

ｔ０
ｃｏｓω０ｄｔ＝ｃｏｓω０（ｔ－ｔ０）

等形式的出现，再按摄动解的构造过程（４．１３）构造高阶摄动项，就可导致（ｔ
－ｔ０），（ｔ－ｔ０）２，…这种类型的长期项或泊松项的出现．而若积分时，ω取为

珔ω＝ω０＋ω
　．（ｔ－ｔ０），让其代替ω（０）（ｔ）＝ω０，则上述积分变为

∫
ｔ

ｔ０
ｃｏｓωｄｔ＝ｓｉｎ珔ω

ω
　．

ｔ
ｔ０＝

１
ω
　．
［ｓｉｎ珔ω（ｔ）－ｓｉｎ珔ω（ｔ０）］，

此为长周期项，从而不会出现上面提到的那些摄动项，这一点是相当重要
的．从定性角度看，当摄动力为保守力时，通常ａ，ｅ，ｉ是没有长期变化的，但
按上述经典摄动法来构造摄动解，即会导致ａ，ｅ，ｉ出现长期变化，这就歪曲
了轨道变化的性质．即使从定量角度来看，虽然对于短弧而言无关紧要，但
对于长弧情况，长周期项与长期项的差别就明显了，这将影响解的精度．因
此，选择参考轨道为无摄运动解的经典摄动法有明显的缺点，对它进行改进
是完全有必要的．
本书重点介绍的是改进的摄动法，相应的参考轨道不再是最简单的无

摄运动解ω（０）（ｔ），而是一种长期进动椭圆，相应的轨道根数是带有长期变
化的所谓平均根数σ　（ｔ），因此，它又不同于通常意义下的中间轨道，不会引
起中间轨道理论中遇到的那些复杂性问题．这种改进的实质，即将摄动变化
项按其不同的性质区分开，以解除经典摄动法中所遇到的问题．
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２．改进的摄动法———平均根数法

在上一段中指出，求解摄动运动方程的经典摄动法有明显的缺点，对于
较长的弧段，其定量计算精度不理想；如果取项太多则难以实现，即使在一
定精度前提下，它也不能真实地反映轨道变化的规律．导致这一状况的原因
是参考轨道（即初始时刻的瞬时椭圆）太简单，因此有必要改进参考轨道的
选择．非线性力学中的一种渐进法，即平均法，其参考解就很有特点，本段要
介绍的平均根数法就是将这种类型的参考解引入摄动法．
（１）参考解的选择———平均根数法的引入
仍记

σ＝ （ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ）Ｔ ，
相应的摄动运动对应的初值问题为

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆε（σ，ｔ，ε），

σ０ ＝σ（ｔ０）
烅
烄

烆 ．
（４．２５）

其中

ｆ０（ａ）＝δｎ，　ｎ＝槡μａ－３／２，

δ＝ （０，０，０，０，０，１）Ｔ
烅
烄

烆 ．
（４．２６）

ｆε（σ，ｔ，ε）即对应摄动部分．
现将根数的摄动变化Δσ（１），Δσ（２），…按其性质分解成长期变化、长周期

变化和短周期变化三部分（其定义见上一段），分别记作σ１（ｔ－ｔ０），…，

Δσ（１）
Ｌ ，…，Δσ（１）

Ｓ ，…，而相应的方程（４．２５）的小参数幂级数解的形式将改为

σ（ｔ）＝σ　（ｔ）＋σ（１）
Ｌ ＋…＋σ（１）

Ｓ ＋… ． （４．２７）
其中

σ　（ｔ）＝σ　（０）（ｔ）＋σ１（ｔ－ｔ０）＋… ， （４．２８）

σ　（０）（ｔ）＝σ　０＋δ珔ｎ（ｔ－ｔ０）， （４．２９）

σ　０ ＝σ　（ｔ０）＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋…＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）＋…］． （４．３０）
上述形式解表明，原摄动变化Δσ（１）（ｔ），Δσ（２）（ｔ），…不仅按其变化性质分成
不同部分，而且改为以摄动项表达的形式，即原

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０），　Δσ（１）

Ｓ （ｔ）＝σ（１）
Ｓ （ｔ）－σ（１）

Ｓ （ｔ０）
在表达式（４．２７）中只出现σ（１）

Ｌ （ｔ），…，σ（１）
Ｓ （ｔ），而σ（１）

Ｌ （ｔ０），…，σ（１）
Ｓ （ｔ０），…已

按（４．３０）式从σ０ 中消去．这样的分解就使得σ　（ｔ）只包含长期变化，故称其
为平均轨道根数，简称平均根数，或平根数．
平均根数法就是采用σ　（ｔ）作为其参考解．显然，σ　（ｔ）对应的仍是一个
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椭圆轨道，但它不再是一个对应历元ｔ０ 固定不变的椭圆，而是一个包含长
期摄动的变化椭圆．在保守力摄动下，它将是一个长期进动椭圆，即该椭圆
轨道平面和拱线方向在空间转动．因此，这种参考解又不同于通常意义下的
中间轨道，原椭圆运动的各种几何关系式对它仍适用．这就表明，平均根数
法仍是建立在受摄二体问题基础上的一种摄动法，可以称其为改进的摄
动法．
（２）平均根数法———摄动解的构造
通常，方程（４．２５）右函数的摄动部分ｆε（σ，ｔ，ε）亦可展为小参数的幂级

数，即

ｆε（σ，ｔ，ε）＝ｆ１（σ，ｔ，ε）＋ｆ２（σ，ｔ，ε２）＋…＋ｆＮ（σ，ｔ，εＮ）＋… ，
（４．３１）

其中

ｆＮ ＝Ｏ（εＮ）． （４．３２）
为了适应平均根数法中将摄动变化分解为长期项和周期项的需要，可利用
第２章§２．２中的方法，将ｆＮ（σ，ｔ，εＮ），Ｎ＝１，２，…分解成相应的三部分，
即

ｆＮ ＝ｆＮＣ＋ｆＮＬ＋ｆＮＳ，Ｎ ＝１，２，… ． （４．３３）
这里第二个下标“Ｃ”、“Ｌ”和“Ｓ”各表示长期、长周期和短周期部分，即ｆＮＣ

只与ａ，ｅ，ｉ有关，ｆＮＬ的周期取决于慢变量Ω和ω的变化，或是通约项（后面
有关内容中会遇到），ｆＮＳ的周期则取决于快变量Ｍ．要使平均根数法有效，
则要求

ｆ１Ｌ ＝０， （４．３４）
这在卫星（特别是低轨卫星）运动中是满足的．
将形式解（４．２７）代入方程（４．２５），右函数在σ　（ｔ）展开，得

ｄ
ｄｔσ　（０）（ｔ）＋σ１（ｔ－ｔ０）＋σ２（ｔ－ｔ０）＋…＋σ（１）

Ｌ （ｔ）＋…＋σ（１）
Ｓ （ｔ）＋［ ］…

　 ＝ｆ０（ａ）＋ｆ０

ａ
［ａ（１）

Ｌ ＋ａ（２）
Ｌ ＋…＋ａ（１）

Ｓ ＋ａ（２）
Ｓ ＋…］＋１

２
２ｆ０

ａ２［ａ
（１）
Ｌ ＋…＋

ａ（１）
Ｓ ＋…］２＋…＋ｆ１（σ　，ｔ，ε）＋∑

６

ｊ＝１

ｆ１

σｊ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ＋

１
２∑

６

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１

２ｆ１

σｊσｋ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｋ＋

…＋ｆ２（σ　，ｔ，ε２）＋∑
６

ｊ＝１

ｆ２

σ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ＋…＋…＋

ｆＮ（σ　，ｔ，εＮ）＋… ． （４．３５）
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该式右端出现的根数σ均为参考解σ　（ｔ）．若级数（４．２７）收敛（该级数是前面
（４．９）的重新组合，收敛性已有说明），则比较展开式（４．３５）两端同次幂（εＮ）
的系数，并积分，得

σ　（０）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ０（珔ａ）ｄｔ＝σ（０）＋δ珔ｎ（ｔ－ｔ０）， （４．３６）

σ１（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

［ｆ１Ｃ］σｄｔ，

σ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（１）

Ｓ ＋ｆ［ ］１Ｓ
σ
ｄｔ

烅

烄

烆
，

（４．３７）

σ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０
δ１

２
２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｃ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｃ
＋ｆ［ ］２ｃ

σ　
ｄｔ，

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（２）

Ｌ ＋δ１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＋ｆ［ ］２Ｌ

σ　
ｄｔ，

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（２）

Ｓ ＋δ１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｓ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｓ
＋ｆ［ ］２Ｓ

σ　
ｄｔ，

烅

烄

烆…
（４．３８）

上列各式右端被积函数中出现的（Ａ）Ｃ，（Ａ）Ｌ，（Ａ）Ｓ 分别表示括号中函数Ａ
的长期、长周期和短周期部分．例如

Ａ＝ｃｏｓｆ＋ｃｏｓ（ｆ＋ω）＝ｃｏｓｆ＋ｃｏｓｆｃｏｓω－ｓｉｎｆｓｉｎω， （４．３９）
利用第二章§２．２中的方法，即可分解为

Ａ＝ （Ａ）Ｃ＋（Ａ）Ｌ＋（Ａ）Ｓ，
（Ａ）Ｃ ＝－ｅ，
（Ａ）Ｌ ＝－ｅｃｏｓω，
（Ａ）Ｓ ＝ （ｃｏｓｆ＋ｅ）＋（ｃｏｓｆ＋ｅ）ｃｏｓω－ｓｉｎｆｃｏｓω

烅

烄

烆 ．

（４．４０）

容易证明，当ｆ１Ｌ＝０时，有ａＬ
（１）＝０，详见下一段．因此，只要满足条件

（４．３４），那么平均根数法对应的上述递推过程是有效的，即由低阶摄动求高
阶摄动．但有几点要说明，即

１）对于保守力摄动，ａ，ｅ，ｉ的变化无长期项，那么在Ω，ω，Ｍ 的变化中，
长期项将是（ｔ－ｔ０）的线性函数，因为它们的长期项σ１，σ２，…对应的被积函
数都是ａ，ｅ，ｉ的函数，且积分时取珔ａ＝珔ａ０，珋ｅ＝珋ｅ０，珋ｉ＝珋ｉ０．如果是耗散力，则解
的结构要复杂些，例如长期项不再是（ｔ－ｔ０）的线性函数．但在一般情况下
（即耗散力相对较小，是与ε２ 同阶的二阶小量，甚至更小），它并不影响级数
解的构造．下面在类似的问题中不再重复说明这一点．

２）与经典摄动法不同，参考解σ　（ｔ）实际上是在递推过程中形成的，但
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它并不影响上述级数解的构造．例如，对于保守力摄动，有

∫ｃｏｓ珔ωｄｔ＝ ｓｉｎ珔ω
（ω１＋ω２＋…）．

其中ω１，ω２，…是ω变化的各阶长期项系数，它们都是珔ａ，珋ｅ，珋ｉ的函数，积分时
不必知道它的具体形式，只是在导出结果后引用该公式计算时才可能用到．

３）对于长周期项，其变化取决于慢变量Ω和ω，例如ω，因有

珔ω＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋… ，
其中ω１＝Ｏ（ε）是一阶小量，不像Ｍ 的变化速度那么快，即

Ｍ ＝Ｍ０＋ｎ０（ｔ－ｔ０）＋Ｍ１（ｔ－ｔ０）＋… ，
其中珔ｎ０＝Ｏ（ε０）．因此，若ｆ２Ｌ＝ε２ｃｏｓω，将有

∫
ｔ

ｆ２Ｌｄｔ＝∫
ｔ

ε２ｃｏｓ珔ωｄｔ＝ε２ｓｉｎ珔ω
ω１＋… ＝Ａｓｉｎ珔ω．

这里Ａ＝Ｏ（ε）．积分结果给出的是一阶长周期项，而不是二阶长周期项，这
就是长周期项积分的降阶现象，所以（４．３８）式的长周期部分左端记为

σ（１）
Ｌ （ｔ）而不是σ（２）

Ｌ （ｔ）．实际上，在不太长的间隔内，σ（１）
Ｌ （ｔ）对应的 Δσ（１）

Ｌ ＝

σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）与二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）相当（后面有关章节中将会用到这
一点），在经典摄动法中就是给出σ２（ｔ－ｔ０）这样的结果，而在平均根数法中
却以σ（１）

Ｌ （ｔ）的形式出现，它保持了周期项的本质，比较合理．由ｆ３Ｌ积分给出

σ（２）
Ｌ （ｔ），依此类推．但这又引起另一问题，即由（４．３８）式计算σ（１）

Ｌ （ｔ）时，右端
被积函数中不仅用到σ（１）

Ｌ （ｔ），还用到ａ（２）
Ｌ （ｔ）．关于这一点，如果仔细分析一

下，即可知道，它并不影响解的构造，后面§４．２中将要具体说明．
（３）ａ（１）

Ｌ ＝０的证明
考虑保守了摄动，它对应一 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．受摄二体问题对应的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈ ＝ １
２ｖ

２－Ｖ ， （４．４１）

其中Ｖ 包含中心天体的质点引力位和摄动位，由于摄动力是保守力，则有

Ｖ ＝ μ
ｒ ＋Ｒ（ｒ，ε）， （４．４２）

μ＝ＧＭ，Ｒ即相应的摄动位或摄动函数．这里可按定常情况考虑，对于非定
常情况，可以用正则扩充的方法转化为定常情况．对于受摄二体问题，将活
力公式，即

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ

， （４．４３）

代入（４．４１）式得
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Ｈ ＝－μ
２ａ－Ｒ． （４．４４）

存在一积分（能量积分）

μ
２ａ＋Ｒ＝Ｃ， （４．４５）

该积分在参考解σ　（ｔ）展开，并将不同性质的项分开，有“常数项”：

μ
２ａ＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋…）＝Ｃ． （４．４６）

一阶长周期项：


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｌ （ｔ）］＋Ｒ１Ｌ ＝０． （４．４７）

一阶短周期项：


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｓ （ｔ）］＋Ｒ１Ｓ ＝０． （４．４８）

由于ｆ１Ｌ＝０，而摄动运动方程的这一ｆ１Ｌ又是由Ｒ１Ｌ／σ形成的，那么必
有Ｒ１Ｌ＝０，因此


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｌ ］＝０． （４．４９）

显然，
ａ

μ
２（ ）ａ ≠０，故证得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０． （４．５０）

（４）举例
这里仍用求解上一段中提出的二阶小参数微分方程（４．１５）作为一例，

一是为了让读者初步了解如何用平均根数法构造摄动解，同时也可与经典
摄动法作一简单比较．方程为

ｘ ＋ω２ｘ＝－εｘ３ ，
其中ε１，ω＞０是实常数．上一段已给出无摄运动解，即

ｘ＝ａｃｏｓＭ，

ｘ　
．
＝－ωａｓｉｎＭ，

Ｍ ＝Ｍ０＋ωｔ
烅

烄

烆 ．

（４．５１）

相应的摄动运动方程为

ａ　
．
＝ ε

ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ，

Ｍ
　．

＝ω＋ε
ω
ａ２ ３

８＋１
２ｃｏｓ２Ｍ＋１

８ｃｏｓ４（ ）Ｍ
烅

烄

烆 ．
（４．５２）

现用平均根数法解该方程，其形式改写成
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ａ　
．
＝ （ｆ１Ｓ）ａ，

Ｍ
．

＝ （ｆ０）Ｍ ＋（ｆ１Ｃ）Ｍ ＋（ｆ１Ｓ）Ｍ

烅
烄

烆 ，
（４．５３）

其中

（ｆ１Ｓ）ａ ＝ ε
ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ， （４．５４）

（ｆ０）Ｍ ＝ω＝ｃｏｎｓｔ，

（ｆ１Ｃ）Ｍ ＝ ε
ω
ａ２（ ）３

８
，

（ｆ１Ｓ）Ｍ ＝ ε
ω
ａ２ １

２ｃｏｓ２Ｍ＋１
８ｃｏｓ４（ ）Ｍ

烅

烄

烆 ．

（４．５５）

按平均根数法构造级数解的过程（４．３６）～（４．３８）式，首先有

珔ａ（０）（ｔ）＝珔ａ０，

Ｍ（０）（ｔ）＝Ｍ０＋ω（ｔ－ｔ０）
烅
烄

烆 ．
（４．５６）

由此积分（４．３７）式给出

ａ１（ｔ－ｔ０）＝０，

Ｍ１（ｔ－ｔ０）＝ ε
ω２珔ａ２

０（ ）３
８ ω（ｔ－ｔ０

烅
烄

烆
），

（４．５７）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝ ε

ω２（１＋Ｍ１／ω＋…）珔ａ
３
０ －１

８ｃｏｓ２Ｍ－１
３２ｃｏｓ４（ ）Ｍ ，

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝ ε

ω２（１＋Ｍ１／ω＋…）珔ａ
３
０

１
４ｓｉｎ２Ｍ＋１

３２ｓｉｎ４（ ）Ｍ
烅

烄

烆 ．
（４．５８）

由于Ｍ１／ω＝Ｏ（ε），那么ａ（１）
Ｓ （ｔ）和Ｍ（１）

Ｓ （ｔ）右端的分母ω２（１＋Ｍ１／ω＋…），

在精确到一阶周期项时，可直接写成ω２．
给出ａ（１）

Ｓ 和Ｍ（１）
Ｓ 后，即可由（４．３８）式的长期项计算公式给出ａ和Ｍ

的二阶长期项，有

ａ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

（ｆ１Ｓ）ａ
ａ

ａ（１）
Ｓ ＋（ｆ１Ｓ）ａ

Ｍ Ｍ（１）［ ］Ｓ
Ｃ
ｄｔ＝０，

Ｍ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

（ｆ１Ｓ）Ｍ

ａ
ａ（１）

Ｓ ＋（ｆ１Ｓ）Ｍ

Ｍ Ｍ（１）［ ］Ｓ
Ｃ
ｄｔ

＝ ε
ω２珔ａ（ ）２

０

２

－５１（ ）２５６ω（ｔ－ｔ０

烅

烄

烆
），

（４．５９）

二阶短周期项不再给出，而该问题只有一个角变量Ｍ，无慢变量Ω，ω，故不
出现长周期项．
从上列各阶摄动项的表达式可以看出，解的结构比上一章摄动法给出

的简单，而且不会出现形如（４．２４）式的积分，即不会导致泊松项（或称混合
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项）的出项，该小参数方程（４．１５）解的形式变得较简单，即

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（１）
Ｓ （ｔ）＋…，

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋ω＋（Ｍ１＋Ｍ２＋…）（ｔ－ｔ０）＋Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＋…烅

烄

烆 ．
（４．６０）

平均根数法首先由Ｋｏｚａｉ［１］成功地用于构造人造地球卫星在地球非球

形引力（主要带谐项Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４）摄动影响下的分析解．因此，针对各类航
天器（特别是卫星型航天器）的运动状况和太阳系各大行星及月球等天体的
形状和质量分布的特征，本章将重点介绍平均根数法如何构造卫星在中心
天体非球形引力场中运动的轨道分析解，从而即可让读者进一步了解平均
根数法的具体细节，又能给出卫星椭圆轨道变化的主要特征，为轨道设计提
供必要的依据．最后还对一类探测器在接近目标天体或近距离飞越目标天
体时的双曲线轨道变化进行讨论，构造相应的轨道摄动解．

§４．２　中心天体的非球形引力位

对于质点引力场，空间任何一点的引力位由下式表达：

Ｖ０ ＝ＧＭ
ｒ ． （４．６１）

其中Ｇ是引力常数，Ｍ 是质点的质量，ｒ是空间测量点到该质点的距离．显
然，Ｖ０＝Ｖ０（ｒ）是空间点的函数，亦称位函数．相应的引力加速度为

Ｆ０ ＝ｇｒａｄＶ０ ＝－ＧＭｒ
ｒ２ｒ ． （４．６２）

如果各大行星是质量分布均匀的球形天体，则其引力场等价于质点引
力场，相当于质量全部集中在质心上．但是，无论是地球，还是其他大行星或
是月球，质量分布并非均匀，而且形状也不是球形，最好的近似也只能看成
一个扁球体（旋转椭球体），相应的动力学扁率状况如下：
地球：Ｊ２＝Ｏ（１０－３），　　月球：Ｊ２＝Ｏ（１０－４），

火星：Ｊ２＝Ｏ（１０－３），　　木星：Ｊ２＝Ｏ（１０－２），…
不仅如此，由于卫星（特别是低轨卫星）离中心天体较近，相应的非球形引力
特征更加显著，因此必须给出一般天体的非球形引力位．

１．引力位函数的一般式

由于大行星和月球等均有自转，又并非旋转对称体，故空间任一固定点
的引力位都要随时间变化，为此必须在星固坐标系Ｏ ＸＹＺ 中讨论这一问
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题．该坐标系在§１．１中曾提出过，即坐标原点在中心天体质心上，ＸＹ坐标
面是该天体的赤道面，Ｘ 轴是赤道面上的任一固定方向（对于地球即取为
格林尼治子午线方向）．采用球坐标（ｒ，λＧ，φ），ｒ是向径，即空间点到中心天
体质心（坐标原点）的距离，λＧ，φ是经纬度，则引力位函数（对中心天体外任
一点）的一般表达式如下：

Ｖ ＝ＧＭ
ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］） ．

（４．６３）
此即球谐展开式，Ｐｌｍ（μ）是球谐函数．其中ａｅ是中心天体的赤道半径（确切
地说是相应的参考椭球体的赤道半径），μ＝ｓｉｎφ，谐系数Ｃｌｍ和Ｓｌｍ是与中

心天体的形状和密度分布有关的常数．其值的大小即反映了中心天体与等
密度球体之间的差异，亦即反映了中心天体形状不规则（即与球形的差别）
和密度不均匀的程度．

（４．６３）式表明，一般天体的引力位函数与质点引力位函数之间的差别
即该式右端括号内的第二项，此即非球形引力位部分，对卫星运动而言，亦
称摄动函数，有

　　Ｒ＝ΔＶ ＝Ｖ－Ｖ０

＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］．（４．６４）

２．非球形引力位的常用形式及有关参数

（１）带谐项和田谐项
由（４．６４）式可以看出，非球形引力位部分ΔＶ 包含性质完全不同的两

种球谐项：一种对应ｍ＝０，此时ｓｉｎｍλＧ＝０，ｃｏｓｍλＧ＝１，这种项显然与经度

λＧ 无关，称为带谐项，记作ΔＶ１；而另一种项则对应ｍ＝１，２，…，ｌ，与经度

λＧ 有关，称为田谐项，记作ΔＶ２．其中ｍ＝ｌ对应的Ｃｌｌ和Ｓｌｌ又称扇谐系数，
相应的项则称为扇谐项，本书将不再从ΔＶ２ 中区分出，统称田谐项．ΔＶ１ 和

ΔＶ２ 分别由下式表达：

ΔＶ１ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
Ｃｎ，０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌ（ｓｉｎφ）， （４．６５）

ΔＶ２ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］．

（４．６６）
对于带谐项，又常采用下列形式：
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Ｊｌ ＝－Ｃｌ，０ ， （４．６７）

ΔＶ１ ＝－ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
Ｊｌ

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌ（ｓｉｎφ）． （４．６８）

与带谐项类似，田谐项的另一种表达式为

ΔＶ２ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１
Ｊｌｍ

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）ｃｏｓｍλ， （４．６９）

其中

Ｊｌｍ ＝ （Ｃ２
ｌｍ ＋Ｓ２

ｌｍ）１／２，

ｍλｌｍ ＝ａｒｃｔａｎ（Ｓｌｍ／Ｃｌｍ），

λ＝λＧ －λｌｍ

烅

烄

烆 ．

（４．７０）

对于卫星运动问题，相应空间坐标系采用的是中心天体质心赤道坐标系
（Ｏ ｘｙｚ），除天体赤道面摆动等因素外，它与星固坐标系之间的差别是ｘ
轴方向不同，空间坐标系的ｘ轴是指向空间一固定方向，如春分点方向．那
么，对于空间球坐标系（Ｏ ｒλφ）而言，两者之间有如下关系：

λ＝λＧ ＋ＳＧ ． （４．７１）
对地球而言，ＳＧ 即格林尼治恒星时，对其他大行星或月球，也有类似的含
义，ＳＧ 即反映中心天体的自转．由此从（４．６５）或（４．６６）式不难看出，带谐项
实际上反映了中心天体非球形引力位的旋转对称部分，中心天体的自转不
改变空间固定点的引力大小，就卫星运动而言，相应的摄动位不显含ｔ，对
应一个定常问题．而田谐项与带谐项有本质的差别，它反映的是中心天体非
球形引力位的非旋转对称部分，由ＳＧ＝ＳＧ（ｔ）导致中心天体的自转将改变
空间固定点的引力大小．就卫星运动而言，该项的影响对应一个非定常
问题．
（２）关于中心天体的引力场常数

（４．６５）和（４．６６）式中出现的球谐函数Ｐｌｍ（μ）称为缔合勒让德多项式，
而Ｐｌ（μ）＝Ｐｌ０（μ）则称为勒让德多项式，其定义如下：

Ｐｌｍ（μ）＝ （１－μ
２）ｍ／２ｄ

ｍＰｌ（μ）
ｄμ

ｍ ， （４．７２）

Ｐｌ（μ）＝ １
２ｌｌ！

ｄｌ

ｄμ
ｌ［（μ

２－１）ｌ］． （４．７３）

Ｐｌｍ（μ）还有递推算法，这在各种有关特殊函数的书籍中都有阐述，本书将
不再重复．除此之外，Ｐｌｍ（μ）的模Ｎｌｍ是一个很重要的值，有

［Ｎｌｍ］２ ＝∫
１

－１
［Ｐｌｍ（μ）］２ｄμ＝ ２

２ｌ＋１
（ｌ＋ｍ）！
（ｌ－ｍ）！． （４．７４）

如果直接采用（４．６４）式表达非球形引力位，那么Ｐｌｍ（μ）对不同的阶次
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ｌ和ｍ，其值相差较大，而相应的谐系数值也因此起伏较大．为了避免这种
情况，通常采用归一化的表达式，即根据Ｐｌｍ（μ）模Ｎｌｍ的大小引进Ｐｌｍ（μ），
定义如下：

Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ ， （４．７５）
这里的符号Ｎｌｍ与（４．７４）式给出的模稍有差别，表达式为

Ｎｌｍ ＝ ２
２ｌ＋１

（ｌ＋ｍ）！
（１＋δ）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２

． （４．７６）

其中δ的定义如下：

δ＝
０，　ｍ ＝０，

１，　ｍ ≠０｛ ．
（４．７７）

由此定义，非球形引力位ΔＶ 的归一化形式变为

ΔＶ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］，

（４．７８）
其中归一化的谐系数为

Ｃｌｍ ＝ＣｌｍＮｌｍ，　Ｓｌｍ ＝ＳｌｍＮｌｍ ． （４．７９）
上述非球形引力位就反映了一个天体的真实引力场，其中ＧＭ，ａｅ 和

Ｃｌｍ，Ｓｌｍ就是一个天体一套自洽的引力场参数，它们分别称为该天体的质心
引力常数（如地心引力常数、月心引力常数等），参考椭球体赤道半径和引力
场谐系数．在本书附录中我们将给出地球引力场较普遍采用的两套引力场
参数ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４以及一套较新的月球引力场参数 ＬＰ７５Ｇ 和

ＬＰ１７５，以供读者参考，同时也为后面阐述有关内容提供依据．
下面将以人造卫星在地球非球形引力场中的运动为代表，具体阐述平

均根数法的应用，给出相应的轨道分析解，并在有关内容中同时介绍构造其
他类型航天器轨道分析解时应注意的问题．
在构造人造地球卫星轨道分析解时，为了公式表达的方便和对一些关

键量进行量级分析的需要，习惯采用一种标准化的计算单位，即采用给定的
地球引力场参数的有关量作为质量、长度和时间单位：［Ｍ］，［Ｌ］，［Ｔ］，有

［Ｍ］＝ 地球质量Ｍ，
［Ｌ］＝ 地球参考椭球赤道半径ａｅ，

［Ｔ］＝ ［ａ３
ｅ／ＧＭ］≈８０６ｓ．８１０３８…

烅
烄

烆 ．

（４．８０）

在此单位系统中，非球形引力位表达式中的引力常数μ＝ＧＭ＝１，ａｅ ＝１．在
本章下面的有关内容和其他章节中，如果对量纲没有具体说明，均为上述标
准单位，这种对计算单位的处理，亦可称为“无量纲化”．在讨论其他类型航
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天器的运动时，对计算单位亦有类似的处理．

§４．３　中心天体非球形引力摄动（Ⅰ）———主要
带谐项摄动

　　针对地球非球形引力场的特征，主要带谐项是指Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４ 三项，对
于其他大行星、月球或某些值得探测的小行星和自然卫星等，未必是这三
项，但对于所有有自转的天体，Ｊ２ 对应的扁率项确实是主要的，它反映了旋
转扁球体这一主要特征，至少符合太阳系的状况．当然，对于快自转天体和
慢自转天体，动力学扁率因子Ｊ２ 与其他球谐项的相对大小是有明显差别

的．例如若将Ｊ２ 作为一阶小量，那么，对于地球，其他球谐项的归一化系数
将为二阶小量，甚至更小；而对于月球，由于自转慢，相应的Ｊ２ 较小，其他球
谐项归一化系数与其相差不太大（见附录月球引力场参数）．关于这一点，将
在后面有关内容的阐述中加以区别．

Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项是地球引力场球谐展开式中的低阶带谐项（或长波项），
对于精度要求不高的问题，非球形引力位的修正取此三项就足够了．更重要
的是，通过对这三项的讨论，可以较完整地体现平均根数的定义和平均根数
法构造摄动解的细节．在上述标准单位中，仅考虑Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４ 三项，（４．６８）
式变为下列形式：

ΔＶ１ ＝－∑
４

ｌ＝２

Ｊｌ

ｒｌ＋１Ｐｌ（ｓｉｎφ）． （４．８１）

讨论人造地球卫星在相应的地球引力场中的运动时，ΔＶ１ 即摄动函数Ｒ．

１．摄动函数的分解

根据Ｐｌ（ｓｉｎφ）的定义（４．７３）式，摄动函数表达式（４．８１）的具体形式为

Ｒ＝－Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ －Ｊ３

ｒ４
５
２ｓｉｎ３

φ－３
２ｓｉｎ（ ）φ －

Ｊ４

ｒ５
３５
８ｓｉｎ４

φ－１５
４ｓｉｎ２

φ＋（ ）３
８ ． （４．８２）

为了与已有习惯一致，引入

Ａ２ ＝ ３
２Ｊ２，　Ａ３ ＝－Ｊ３，　Ａ４ ＝－３５

８Ｊ４ ， （４．８３）

并以

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｉｓｉｎ（ｆ＋ω） （４．８４）
代入（４．８２）式得
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Ｒ＝Ａ２

ａ３
ａ（ ）ｒ

３ １
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω［ ］）＋　　　

Ａ３

ａ４
ａ（ ）ｒ

４

ｓｉｎ［ｉ １５
８ｓｉｎ２ｉ－（ ）３

２ ｓｉｎ（ｆ＋ω）－５
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ３（ｆ＋

ω ］） ＋Ａ４

ａ５
ａ（ ）ｒ ［５ ３

３５－３
７ｓｉｎ２ｉ＋３

８ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

３
７－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋１
８ｓｉｎ４ｉｃｏｓ４（ｆ＋ω ］） ．

（４．８５）
从（４．８５）式可知，摄动函数Ｒ不显含ｔ也不含Ω，这也是所有带谐项的特征．
仅考虑上述三项，相应的摄动运动方程（４．２５）即

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，Ｊ２）＋ｆ２（σ，Ｊ３，Ｊ４）， （４．８６）

这里取ε＝Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４＝Ｏ（ε２）．将摄动函数Ｒ代入摄动运动方程（３．７５）式即
可给出（４．８６）式的具体形式．但为了用平均根数法构造级数解，还需要将

ｆ１，ｆ２ 分解成ｆｋＣ，ｆｋＬ和ｆｋＳ（ｋ＝１，２），既然如此，先对Ｒ进行分解似乎更简
单些．首先对卫星运动（即时间ｔ或平近点角Ｍ）求平均值，可将短周期项分
离出，剩下的项中关于ω的周期函数部分即长周期项，这样便将Ｒ分解成
五部分

Ｒ＝ＲＣ＋ＲＬ＋ＲＳ ＝Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋Ｒ２Ｌ＋Ｒ１Ｓ＋Ｒ２Ｓ ． （４．８７）
其中一、二阶长期部分ＲＣ＝Ｒ１Ｃ（Ｊ２）＋Ｒ２Ｃ（Ｊ４）是ａ，ｅ，ｉ的函数，Ｒ１Ｌ＝０，Ｒ２Ｌ

（Ｊ３，Ｊ４）是长周期部分，而ＲＳ＝Ｒ１Ｓ（Ｊ２）＋Ｒ２Ｓ（Ｊ３，Ｊ４）是一、二阶短周期部
分．从Ｒ的表达式（４．８５）可以看出，分解过程中仅涉及形如

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ，　 ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ ，

这类函数的求平均值问题．利用第二章§２．２给出的方法或直接引用附录
中的结果：

ａ（ ）ｒ
３

＝ （１－ｅ）－３／２，　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆ＝ｅ（１－ｅ２）－５／２，　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓ３ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
５

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

烅

烄

烆
， （４．８８）

ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
４ｅ

２（１－ｅ２）－７／２，ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ４ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝０
烅

烄

烆 ．
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便可得到（４．８７）式中５个部分的具体形式如下：

Ｒ１Ｃ ＝Ａ２

ａ３
１
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－３／２ ， （４．８９）

Ｒ２Ｃ ＝Ａ４

ａ５
３
３５－３

７ｓｉｎ２ｉ＋３
８ｓｉｎ４（ ）ｉ １＋３

２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２ ，（４．９０）

Ｒ２Ｌ ＝－３
４

Ａ３

ａ４ｓｉｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－５／２ｅｓｉｎω＋

３
４

Ａ４

ａ５ｓｉｎ
２ｉ ３

７－１
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－７／２ｅ２ｃｏｓ２ω， （４．９１）

Ｒ１Ｓ ＝Ａ２

ａ ｛３
１
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ
３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．９２）

Ｒ２Ｓ ＝－Ａ３

ａ ｛４
３
４ｓｉｎｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎ（ｆ＋ω）－

（１－ｅ２）－５／２ｅｓｉｎ ］ω ＋５
８ｓｉｎ３ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｓｉｎ３（ｆ＋ω ｝） ＋

Ａ４

ａ ｛５
３
３５－３

７ｓｉｎ２ｉ＋３
８ｓｉｎ４（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

５

－ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ３
７－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－３
４

（１－ｅ２）－７／２ｅ２ｃｏｓ２［ ］ω ＋

１
８ｓｉｎ４ｉ ａ（ ）ｒ

５

ｃｏｓ４（ｆ＋ω ｝） ． （４．９３）

对于一阶解，二阶短周期部分Ｒ２Ｓ是不需要的．
将Ｒ的各个部分代入摄动运动方程（３．７５），就可分别给出方程（４．８６）

右函数的具体形式，即

ｆ０ ＝ （０，０，０，０，０，ｎ）Ｔ ， （４．９４）

ｆ１Ｃ ＝ （０，０，０，（ｆ１Ｃ）Ω，（ｆ１Ｃ）ω，（ｆ１Ｃ）Ｍ）Ｔ ， （４．９５）

ｆ１Ｓ ＝ （（ｆ１Ｓ）ａ，（ｆ１Ｓ）ｅ，（ｆ１Ｓ）ｉ，（ｆ１Ｓ）Ω，（ｆ１Ｓ）ω，（ｆ１Ｓ）Ｍ）Ｔ ， （４．９６）

ｆ２Ｃ ＝ （０，０，０，（ｆ２Ｃ）Ω，（ｆ２Ｃ）ω，（ｆ２Ｃ）Ｍ）Ｔ ， （４．９７）

ｆ２Ｌ ＝ （０，（ｆ２Ｌ）ｅ，（ｆ２Ｌ）ｉ，（ｆ２Ｌ）Ω，（ｆ２Ｌ）ω，（ｆ２Ｌ）Ｍ）Ｔ ． （４．９８）
其中

（ｆ１Ｃ）Ω ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ， （４．９９）

（ｆ１Ｃ）ω ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．１００）
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（ｆ１Ｃ）Ｍ ＝Ａ２

ｐ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ， （４．１０１）

（ｆ１Ｓ）ａ ＝２ｎＡ２

ａ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｛４

－ｅｓｉｎｆ
１－ｅ ［２ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝） ，

（４．１０２）

（ｆ１Ｓ）ｅ ＝ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｛４

－ｅｓｉｎ ［ｆ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋　　

３
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１０３）

（ｆ１Ｓ）ｉ ＝－ ｎＡ２

２ａ２ １－ｅ槡 ２
ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）， （４．１０４）

（ｆ１Ｓ）Ω ＝－ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ｛ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ －

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１０５）

　　 （ｆ１Ｓ）ω ＝ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ２ ｛ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ －

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ＋ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ｛（２ １－

３
２ｓｉｎ２ ）［ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／ ］２ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
１－ｅ ［２

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω ］｝） ， （４．１０６）

（ｆ１Ｓ）Ｍ ＝ －３ｎ
２（ ）ａａ（１）

Ｓ ＋２ｎＡ２

ａ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） －

ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／［ ］２ ＋
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３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆｃｏｓ２（ｆ＋ω）－

ｓｉｎ２ｉ
１－ｅ ［２

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω ］｝） ， （４．１０７）

（ｆ２Ｃ）Ω ＝－Ａ４

ｐ４ｎｃｏｓｉ
６
７＋９

７ｅ（ ）２ －ｓｉｎ２ｉ ３
２＋９

４ｅ（ ）［ ］２ ，（４．１０８）

（ｆ２Ｃ）ω ＝Ａ４

ｐ４ｎ
１２
７ ＋２７

１４ｅ（ ）２ －ｓｉｎ２ｉ９３
１４＋２７

４ｅ（ ）２ ＋ｓｉｎ４ｉ２１
４ ＋８１

１６ｅ（ ）［ ］２ ，

（４．１０９）

（ｆ２Ｃ）Ｍ ＝Ａ４

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ２ ｅ２ ９
１４－４５

１４ｓｉｎ
２ｉ＋４５

１６ｓｉｎ
４（ ）［ ］ｉ ，（４．１１０）

（ｆ２Ｌ）ｅ ＝－１－ｅ２

ｅ ｔａｎｉ（ｆ２Ｌ）ｉ ， （４．１１１）

（ｆ２Ｌ）ｉ ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
３
４ｃｏｓｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅｃｏｓω－

Ａ４

ｐ４ｎｓｉｎ２ｉ ９
２８－３

８ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω， （４．１１２）

（ｆ２Ｌ）Ω ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
３
８ｃｏｔｉ（４－１５ｓｉｎ２ｉ［ ］）ｅｓｉｎω＋

Ａ４

ｐ４ｎｃｏｓｉ ９
１４－３

２ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅ２ｃｏｓ２ω， （４．１１３）

（ｆ２Ｌ）ω ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
１

ｅｓｉｎ［ｉ
３
８ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）－３

８ｅ
２（４－３５ｓｉｎ２ｉ＋

３５ｓｉｎ４ｉ ］）ｓｉｎω＋Ａ４

ｐ４ ［ｎｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ９
１４－１５

４ｓｉｎ２ｉ＋２７
８ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω， （４．１１４）

（ｆ２Ｌ）Ｍ ＝Ａ３

ｐ３ｎ
１－ｅ槡 ２

ｅｓｉｎｉ
３
８ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）（１－４ｅ２［ ］）ｓｉｎω－

Ａ４

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ２ ｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ １－５
２ｅ（ ）［ ］２ ｃｏｓ２ω．

（４．１１５）

以上各式中的ｎ和ｐ分别为ａ－３
２和ａ（１－ｅ２），不要与某些公式中的整数取

值相混淆．推导中涉及的ｆ／σ和 ａ（ ）ｒ
／σ，在第二章§２．２中给出．
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２．Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项摄动的一阶解

将上述右函数ｆ１Ｃ，ｆ１Ｓ，ｆ２Ｃ和ｆ２Ｌ分别代入（４．３７）～（４．３８）式，即可给
出一阶解所需要的个摄动项，下面分别列出．
（１）一阶长期项σ１（ｔ－ｔ０）

ａ１（ｔ－ｔ０）＝０，　ｅ１（ｔ－ｔ０）＝０，　ｉ１（ｔ－ｔ０）＝０， （４．１１６）

Ω１（ｔ－ｔ０）＝－Ａ２

珚ｐ２珔ｎｃｏｓｉ（ｔ－ｔ０）， （４．１１７）

ω１（ｔ－ｔ０）＝Ａ２

珚ｐ２珔ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｔ－ｔ０）， （４．１１８）

Ｍ１（ｔ－ｔ０）＝Ａ２

珚ｐ２珔ｎ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－珋ｅ槡 ２（ｔ－ｔ０）． （４．１１９）

其中

珔ｎ＝珔ａ　－３／２，　珚ｐ＝珔ａ（１－珋ｅ２）． （４．１２０）
（２）一阶短期项σ（１）

Ｓ

根据ｆ１Ｓ的表达式可以看出，由于积分时σ应以σ　（ｔ）代入，被积函数中
会同时出现ｆ和ｔ两种变量，对ｔ无法严格积分．但由于ｆ１Ｓ的变化具有短

周期特征，又是求一阶项，故可按无摄运动引用变换关系，而且积分时珔ω（ｔ）
可当作常数．

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ２
ａｎ

Ｒ１Ｓ

Ｍ
ｄｔ＝∫

Ｍ ２
ａｎ

Ｒ１Ｓ

Ｍ
ｄＭ
ｎ ＝ ２

ｎ２ａＲ１Ｓ

＝Ａ２｛ａ
２
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１２１）

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ｉｄｔ

＝－ Ａ２

２ａ２（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ∫
ｔ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω）ｄｆ

＝ Ａ２

４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω［ ］）．

（４．１２２）

关于ｅ（１）
Ｓ （ｔ），不必求积分∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ｅｄｔ，根据σ

（１）
Ｓ （ｔ）的积分方法，可由摄动运动

方程（３．７５）直接给出

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝１－ｅ２

ｅ
１
２ａａ

（１）
Ｓ （ｔ）－ｔａｎｉ·ｉ（１）

Ｓ （ｔ［ ］）
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＝Ａ２

ａ２
１－ｅ２（ ）｛ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）［２ ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋

ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］｝） ， （４．１２３）

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）Ωｄｔ

＝－ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ｛ｉ １

ｎ
１

１－ｅ槡 ２∫
ｔ ａ（ ）ｒ ｄｆ－

１
ｎ

（１－ｅ２）－３／２∫
Ｍ

ｄＭ－１
ｎ

１
１－ｅ槡 ２∫

ｔ ａ（ ）ｒ ｃｏｓ２（ｆ＋ω）ｄ ｝ｆ

＝－Ａ２

ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｝－

１
２

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω［ ］｝） ，

（４．１２４）

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ωｄｔ

＝Ａ２

ｐ ｛２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω） ［＋ ７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－

１
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋ ３

８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］ ， （４．１２５）

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ ｎ
ａ

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＋（ｆ１Ｓ）［ ］Ｍ ｄｔ

＝Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

６９ 航天动力学引论　



７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ． （４．１２６）

上述σ（１）
Ｓ （ｔ）表达式右端出现的根数均为σ　（ｔ）．当然，在一阶解意义下，

珔ａ，珋ｅ，珋ｉ就是珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，也可用ａ０，ｅ０，ｉ０ 代替，但珔ω（ｔ）＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），Ｍ（ｔ）＝

Ｍ０＋（珔ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０）．
将σ（１）

Ｓ （ｔ）对卫星运动求平均值，得

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝０，

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω，

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝－１

１２
Ａ２

ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω，

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－１

６
Ａ２

ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω，

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω，

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２／２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω

烅

烄

烆 ．

（４．１２７）
在求平均值过程中已经将ｃｏｓｑｆ表示成ｃｏｓ２ｆ的形式，而ｃｏｓ２ｆ由下式计算

ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２ ． （４．１２８）

上述结果表明，σ（１）
Ｓ （ｔ）－σ（１）

Ｓ （ｔ）才是真正的短周期项．事实上，求σ（１）
Ｓ （ｔ）时是

按无摄运动变换关系积分的，而σ（１）
Ｓ （ｔ）只是ａ，ｅ，ｉ，ω的函数，因此，该项实

为这种积分方法所导致的一个“积分常数”．如果积分∫
ｔ

ｆ１Ｓｄｔ时，将ｆ１Ｓ展成

平近点角Ｍ 的三角级数，从而表示成时间ｔ的显函数后直接对ｔ积分，则必
有σ（１）

Ｓ （ｔ）＝０．
（３）二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）
推导σ２（ｔ－ｔ０）和σ（１）

ｌ （ｔ）时，均涉及到

∑
ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｓ （ｔ））ｊ

这类表达式求平均值时分解成Ｃ，Ｌ，Ｓ三种项的问题．为了书写方便，这里
引用符号Ｃ，Ｌ，Ｓ分别表示前面提出的仅与ａ，ｅ，ｉ有关的部分，性质取决于
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ω变化的长周期部分和变化由Ｍ 决定的短周期部分．在分离上述各项时要
注意以下两点：

１）Ｃ，Ｌ，Ｓ三种项相乘的结果，一般为

Ｃ·Ｃ→Ｃ，　Ｃ·Ｌ→Ｌ，　　Ｃ·Ｓ→Ｓ，

Ｌ·Ｌ→Ｃ，Ｌ， Ｌ·Ｓ→Ｓ，

Ｓ·Ｓ→Ｃ，Ｌ，Ｓ
烅
烄

烆 ，

． （４．１２９）

例如

ｓｉｎｆ·ｓｉｎｆ＝ １
２－１

２ｃｏｓ２（ ）ｆ － １
２ｃｏｓ２ｆ－１

２ｃｏｓ２（ ）ｆ ，

即Ｓ·Ｓ＝Ｃ＋Ｓ．
２）在求平均值时，显然有Ａ±Ｂ＝Ａ±Ｂ．而对一般情况，存在下列不等
式：

Ａ·Ｂ≠Ａ·Ｂ，　 Ａ（ ）Ｂ ≠Ａ／Ｂ． （４．１３０）

略去推导过程，对于ａ，ｅ，ｉ，很容易得到下述结果：

ａ２ ＝０，　ｅ２ ＝０，　ｉ２ ＝０． （４．１３１）
对于Ω，ω，相应的（ｆ２Ｃ）Ω 和（ｆ２Ｃ）ω 已由（４．１０８）和（４．１０９）式给出，另一大
项的结果为

∑
ｊ

（ｆ１）Ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ －σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
＝－Ａ２

２

ｐ４ｎｃｏｓ［ｉ ３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ ５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）］２ ，

（４．１３２）

∑
ｊ

（ｆ１）ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ －σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
＝Ａ２

２

ｐ４ ［ｎ ４＋７
１２ｅ

２＋２ １－ｅ槡（ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ１０３
１２ ＋３

８ｅ
２＋１１

２ １－ｅ槡（ ）２ ＋

ｓｉｎ４ｉ２１５
４８ －１５

３２ｅ
２＋１５

４ １－ｅ槡（ ）］２ ．

（４．１３３）
因珔ａ＝珔ａ０，珋ｅ＝珋ｅ０，珋ｉ＝珋ｉ０，故由（４．３８）式可知，Ω和ω的二阶长期项系数Ω２ 和

ω２ 就分别由上述（４．１０８），（４．１３２）式和（４．１０９），（４．１３３）式两部分之和给
出．
对于Ｍ，与上类似，（ｆ２Ｃ）Ｍ 已由（４．１１０）式给出，另一大项是

　 １
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２＋∑

ｊ

（ｆ１）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
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＝Ａ２
２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ［２ １
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

２

１－ｅ槡 ２ ＋ ５
２＋１０

３ｅ（ ）２ －

ｓｉｎ２ （ｉ１９
３ ＋２６

３ｅ）２ ＋ｓｉｎ４ｉ２３３
４８ ＋１０３

１２ｅ（ ）２ ＋

ｅ４

１－ｅ２
３５
１２－３５

４ｓｉｎ２ｉ＋３１５
３２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ， （４．１３４）

同样Ｍ２ 就是上述（４．１１０）和（４．１３４）式给出的两项之和．
关于二阶长期项，需要说明两点：

１）推导中σ（１）
Ｓ 这一项与σ（１）

Ｓ －σ（１）
Ｓ 的效果相同，即σ（１）

Ｓ 对二阶长期项的

推导不起作用，这可从ｆ１＝ｆ１Ｃ＋ｆ１Ｓ和运算规律（４．１２９）式得到答案．
２）Ω２ 和ω２ 与古在由秀给出的结果

［１］不一致，与后来库克（Ｃｏｏｋ）给出
的结果［２］也不一致，下面将回答这一问题．分别记我们的结果、古在由秀的
结果和库克的结果为（Ω２）１，（ω２）１；（Ω２）２，（ω２）２；（Ω２）３，（ω２）３，有

（Ω２）１ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）１ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］
烅

烄

烆
… ，

（４．１３５）

（Ω２）２ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）２ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ －２２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］
烅

烄

烆
… ，

（４．１３６）

（Ω２）３ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ ５
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）３ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ －５
２

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］…
烅

烄

烆
，

（４．１３７）
各式右端的根数都是平均根数．（４．１３５）式的形式已重新整理过，与前面
（４．１３２）和（４．１３３）式不一样，这是为了比较不同的部分，请读者注意．
上述三种结果显然是不同的，产生的原因是平均根数珔ａ和珔ｎ的取法不

同．我们的结果是按平均根数的严格定义给出的，即

珔ａ＝ａ０，　珔ｎ＝ｎ０，　珔ａ３珔ｎ２ ＝１． （４．１３８）
而古在由秀用的却是
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珔ａ＝珔ａ０ １－Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ｎ＝ｎ０ １＋Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ａ３珔ｎ２ ≠１

烅

烄

烆 ，

（４．１３９）

库克用的则是

珔ａ＝珔ａ０ １－Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ｎ＝ｎ０ １＋３
２

Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２

烅

烄

烆 ．
（４．１４０）

珔ａ与古在由秀的相同，但珔ｎ则是根据珔ａ３珔ｎ２＝１给出的．由于这个原因，Ω１ 和

ω１ 也产生差别，相应地有

（Ω１）２ ＝－ Ａ２

珔ａ２（１－珋ｅ２
０）２

珔ｎｃｏｓ珋ｉ０

＝ （Ω１）１－Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０ ３１－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋Ｏ（Ａ３

２），

（ω１）２ ＝ Ａ２

ａ２（１－珋ｅ２
０）２

珔ｎ ２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０

＝ （ω１）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３２－５

２ｓｉｎ
２ｉ（ ）０ １－３

２ｓｉｎ
２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（Ω１）３ ＝ （Ω１）１－Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０

７
２

１－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（ω１）３ ＝ （ω１）１＋Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０

７
２

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋

Ｏ（Ａ３
２）．

而由（４．１３４），（４．１３６）和（４．１３７）三式给出的Ω２ 和ω２ 的差别为

（Ω２）２ ＝ （Ω２）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３１－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋Ｏ（Ａ３

２），

（ω２）２ ＝ （ω２）１－Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３２－５

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（Ω２）３ ＝ （Ω２）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０

７
２

１－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ，

（ω２）３ ＝ （ω２）１－Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０

７
２

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

这正与上面的差别相差一个符号．因此，对于整个解来说是没有差别的，只
是表达形式不一致．在使用上述公式时，要注意各自的系统，不能混淆．而我
们给出的解是完全按照平均根数的定义来构造的，没有人为地引进任何不
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一致的辅助量，因此，在实际应用中不会出现混乱．
（４）一阶长周期项σ（１）

Ｌ （ｔ）
由（４．８）式和（４．９５），（４．９６）式可知，对于ａ，ｅ，ｉ，因相应的

ｆ１Ｃ ＝０，ｆ１Ｌ ＝０，ｆ１ ＝ｆ１Ｓ ，
故被积函数只有两部分，即

∑
ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，ｆ２Ｌ ．

后者已由（４．９８）式和相应的（４．１１１），（４．１１２）式给出，至于前者，经计算有

∑
ｊ

（ｆ１）ａ
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝０．

∑
ｊ

（ｆ１）ｉ
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

２

ｐ４ｎｓｉｎ２［ｉ １
６

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω＋

７
２４－５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ ］ω ．

将这一结果与ｆ２Ｌ代入（４．３８）式的长周期项部分，积分后得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．１４１）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

１２
Ａ２

ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω－Ａ２

ｐ２
ｓｉｎ２ｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ （） ７
２４－

５
１６ｓｉｎ

２ ）ｉｅ２ｃｏｓ２ω－ ３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｓｉｅｓｉｎω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

ｓｉｎ２ｉ
（４－５ｓｉｎ２ｉ）

９
２８－３

８ｓｉｎ２（ ）ｉｅ２ｃｏｓ２ω． （４．１４２）

利用ｄｉ
ｄｔ
与ｄａ
ｄｔ
和ｄｅ
ｄｔ
的关系并注意到带谐项摄动函数不含Ω，不难给出

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ （ｔ）． （４．１４３）

对于Ω和ω，（４．３８）式长周期部分的被积函数有三大项，即

∑
ｊ

ｆ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　 ∑

ｊ

ｆ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　ｆ２Ｌ ，

第三大项见（４．１１２）～（４．１１３）式．第一大项看上去似乎无法计算，推导

σ（１）
Ｌ （ｔ）时要用其本身，但实际上无妨．因对Ω，ω和Ｍ 都有

ｆ１Ｃ ＝ｆ１Ｃ（ａ，ｅ，ｉ），

ｆ１Ｃ

（Ω，ω，Ｍ）＝０，

故第一大项中不涉及Ω（１）
Ｌ ，ω（１）

Ｌ 和Ｍ（１）
Ｌ ，而ａ（１）

Ｌ ，ｅ（１）
Ｌ ，ｉ（１）

Ｌ 均已推出．经计算有

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ω
σｊ

（σ（１）
ｌ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝ ５Ａ２

ｐ２ｎｓｉｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ ，
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∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）ω
σｊ

（σ（１）
Ｌ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝－Ａ２

ｐ２ｎｔａｎｉ（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）ｉ（１）
Ｌ ．

第二大项算出的结果为

　 ∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓ｛［ｉ －１
６

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

５
６ｓｉｎ

２ｉｃｏｓ２ ］ｆｃｏｓ２ω－ｅ２ ７
１２－５

４ｓｉｎ
２（ ）ｉｃｏｓ２ ｝ω ，

　 ∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

２

ｐ４ ｛［ｎ ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ （）１
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２ ）ｆ ＋

２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉｃｏｓ２ ］ｆ ｃｏｓ２ω

［
＋

－ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ
２ｉ＋４５

１６ｓｉｎ
４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ ｝ω ．

将上述三大项代入（４．３８）式的长期项部分，积分得

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

６
Ａ２

ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω－

Ａ２

ｐ２
ｃｏｓｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ）２
７
３－５ｓｉｎ２ｉ＋２５

８ｓｉｎ４（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｔｉｅｃｏｓω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

ｃｏｓｉ
（４－５ｓｉｎ２ｉ）２

１８
７ －６ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ω，

（４．１４４）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω－

Ａ２

ｐ２
１

（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ ｓｉｎ２ｉ２５
３ －２４５

１２ｓｉｎ２ｉ＋２５
２ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ ７
３－１７

２ｓｉｎ２ｉ＋６５
６ｓｉｎ４ｉ－７５

１６ｓｉｎ
６（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅｓｉｎｉ

［（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ－ｅ２］ｃｏｓω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

１
（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ ｓｉｎ２ｉ１８

７ －８７
１４ｓｉｎ

２ｉ＋１５
４ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ １８
７ －６９

７ｓｉｎ２ｉ＋９０
７ｓｉｎ４ｉ－４５

８ｓｉｎ６（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω． （４．１４５）

对于Ｍ，稍微复杂些，涉及五大项，即
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ｎ
ａ
ａ（２）

Ｌ ，１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ，

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
，∑

ｊ

（ｆ１Ｓ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　（ｆ２Ｌ）Ｍ ．

首先遇到的问题是：由于Ｍ 的摄动运动方程右端有一零阶项ｎ，因此推导

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）时需要知道ａ（２）

Ｌ （ｔ），这将引起平均根数法本身遇到的麻烦，但可借
助于其他手段绕过这一障碍．关于这个问题将留到后面第四段中讨论，此处
先引用ａ（２）

Ｌ （ｔ）的结果．最后一大项（ｆ２Ｌ）Ｍ 见（４．１１５）式，其余四大项分别算
得

ｎ
ａ

ａ（２）
Ｌ ＝Ａ２

２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ｛［２ １
４ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ －１７
８ ＋５７

１６ｓｉｎ
２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω－

ｅ４

１－ｅ２
７
２ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋３
６４ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ，

　 １
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ＋ ∑

ｊ

（ｆ１Ｓ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ

＝Ａ２
２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ｛［２ －ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）１
４＋１＋２ｅ２

６ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ｆ＋

ｓｉｎ２ｉ１９
１２－１５

８ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ｓｉｎ２ｉ ２
３－２ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ２
７
２ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋３
６３ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ，

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
＝－３

２
Ａ２

ｐ２ｎ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｉ（１）
Ｌ ．

将以上各部分全部代入（４．３８）式的相应部分，积分得

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω＋

Ａ２

ｐ２
１－ｅ槡 ２

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ
２ ［ｉ ２５

１２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω． （４．１４６）

从σ（１）
Ｌ （ｔ）的结果（４．１４２）～（４．１４６）式清楚地看出，它们的右端第一大

项就是σ（１）
Ｓ （ｔ）．因此，在引用Ｊ２ 项摄动时，不必从σ（１）

Ｓ （ｔ）中减掉σ（１）
Ｓ （ｔ），而相

应的σ（１）
Ｌ （ｔ）中却删去σ（１）

Ｓ （ｔ）这一项，对解σ（ｔ）而言，这样处理既正确又简
单．下面将按这种形式整理一套完整的计算公式，请读者注意．
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３．公式整理

经前面的推导，已经给出Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项摄动一阶解的完整结果．摄动
项中同时包含了二阶长期项，是由于该项随着轨道外推弧段的增长而增大，

当弧段ｓ＝１
ε
时，二阶长期项的大小增大到一阶小量的量级Ｏ（ε）．因此在一

阶解中通常都包含二阶长期项，但在实际应用中可视具体要求而有所取舍．
具体结果下面逐一列出．

σ（ｔ）＝σ　０＋（δｎ＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）＋σ（１）
Ｌ （ｔ）＋σ（１）

Ｓ （ｔ），

σ　０ ＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）］
烅
烄

烆 ．
（４．１４７）

六个根数的形式分别为

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（１）
Ｓ （ｔ），

ｅ（ｔ）＝珋ｅ０＋ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（１）

Ｓ （ｔ），

ｉ（ｔ）＝ｉ０＋ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（１）

Ｓ （ｔ），

Ω（ｔ）＝Ω０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋Ω２（ｔ－ｔ０）＋Ω（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（１）

Ｓ （ｔ），

ω（ｔ）＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋ω２（ｔ－ｔ０）＋ω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（１）

Ｓ （ｔ），

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋（珔ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０）＋Ｍ２（ｔ－ｔ０）＋Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（１）

Ｓ （ｔ）

烅

烄

烆 ．
（４．１４８）

根据Ｍ 的特点，计算珔ｎ０ 所用的珔ａ０ 要消去二阶周期项，即

珔ａ０ ＝ａ０－［ａ（１）
Ｓ （ｔ０）＋ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（２）
Ｌ （ｔ０）］， （４．１４９）

但在实际工作中，往往是通过精密定轨直接给出珔ａ０．
下面列出各项摄动公式具体形式．

（１）σ１和σ２

ａ１ ＝０，ｅ１ ＝０，ｉ１ ＝０， （４．１５０）

Ω１ ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ， （４．１５１）

ω１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．１５２）

Ｍ１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ， （４．１５３）

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０， （４．１５４）

Ω２ ＝－
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ｎｃｏｓ｛［ｉ ３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（ ）２ －

５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）２ ｓｉｎ２ ］ｉ ＋
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Ａ４

Ａ（ ）２
２

６
７＋９

７ｅ（ ）２ － ３
２＋９

４ｅ（ ）２ ｓｉｎ２［ ］｝ｉ ， （４．１５５）

ω２ ＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２ ｛［ｎ ４＋７
１２ｅ

２＋２ １－ｅ槡（ ）２ （－ １０３
１２ ＋３

８ｅ
２＋

１１
２ １－ｅ槡 ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２１５

４８ －１５
３２ｅ

２＋１５
４ １－ｅ槡（ ）２ ｓｉｎ４ ］ｉ ＋

Ａ４

Ａ（ ）２
２

１２
７ ＋２７

１４ｅ（ ）２ － ９３
１４＋２７

４ｅ（ ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２１
４ ＋８１

１６ｅ（ ）２ ｓｉｎ４［ ］｝ｉ ，

（４．１５６）

Ｍ２ ＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ｎ １－ｅ槡 ｛［２ １
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

２

１－ｅ槡 ２ ＋ ５
２＋１０

３ｅ（ ）２ －

１９
３ ＋２６

３ｅ（ ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２３３
４８ ＋１０３

１２ｅ（ ）２ ｓｉｎ４ｉ＋

ｅ４

１－ｅ２
３５
１２－３５

４ｓｉｎ２ｉ＋３１５
３２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ＋

Ａ４

Ａ（ ）２
２
ｅ２ ９

１４－３５
１４ｓｉｎ

２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ

４（ ）｝ｉ ． （４．１５７）

上述各式中的ａ，ｅ，ｉ均为珔ａ，珋ｅ，珋ｉ，且有

ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０

ｎ＝ａ　－３
２ ＝ａ０

－３／２，ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ａ０（１－ｅ２
０）

烅
烄

烆 ．
（４．１５８）

（２）σ（１）
Ｓ （ｔ）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２｛ａ

２
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１５９）

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝１－ｅ２

ｅ
１
２ａａ

（１）
Ｓ （ｔ）－（ｔａｎｉ）ｉ（１）

Ｓ （ｔ［ ］） ， （４．１６０）

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝ Ａ２

４ｐ２ｓｉｎ２ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω［ ］） ，

（４．１６１）

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－

１
２

ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω［ ］｝） ，

（４．１６２）

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｓ （ｔ）＋ Ａ２

ｐ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ （ｆ － Ｍ）＋ｅｓｉｎｆ ＋
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１
ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１

２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋

ｓｉｎ２ ［ｉ － １
４ｅ－７

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋３
４ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅ＋１１

４８（ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）＋ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ， （４．１６３）

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ －ｓｉｎ２ ［ｉ － １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

７
１２ｅ－１

４８（ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）＋ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ． （４．１６４）

上述各式涉及ａ，ｅ，ｉ，ω和Ｍ 五个根数，均为准到一阶长期项的平均根数，
即

ａ（ｔ）＝珔ａ０，ｅ（ｔ）＝珋ｅ０，ｉ（ｔ）＝珋ｉ０，

珔ω（ｔ）＝ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋（ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０），

而 ａ（ ）ｒ
和ｆ则是ｅ，Ｍ 的函数，它们的值由珋ｅ（ｔ）和Ｍ（ｔ）给出．

（３）σ（１）
Ｌ （ｔ）

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．１６５）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ （ｔ）， （４．１６６）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １

２ｐ２
ｓｉｎ２ｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ ［）Ａ２
７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）２

９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｅ２ｃｏｓ２ω－ ３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｓｉｅｓｉｎω．

（４．１６７）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

ｐ２
ｃｏｓｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ Ａ２
７
３－５ｓｉｎ２ｉ＋２５

８ｓｉｎ４（ ）ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）２

１８
７ －６ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω＋
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３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｔｉｅｓｉｎω． （４．１６８）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

ｐ２
１

（４－５ｓｉｎ２ｉ）｛２ Ａ ［２ ｓｉｎ２ｉ２５
３ －２４５

１２ｓｉｎ２ｉ＋２５
２ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ ７
３－１７

２ｓｉｎ２ｉ＋６５
６ｓｉｎ４ｉ－７５

１６ｓｉｎ
６（ ）］ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）［２
ｓｉｎ２ｉ１８

７ －８７
１４ｓｉｎ

２ｉ＋１５
４ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ １８
７ －６９

７ｓｉｎ２ｉ＋９０
７ｓｉｎ４ｉ－４５

８ｓｉｎ６（ ）］｝ｉ ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅｓｉｎｉ

［（１＋ｅ２）ｓｉｎ２ｉ－ｅ２］ｃｏｓω， （４．１６９）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝ １

ｐ２
１－ｅ槡 ２

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ
２ ｛ｉＡ ［２

１５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ － Ａ４

Ａ（ ）２
（１－ｅ２）９

１４－３
４ｓｉｎ２（ ）｝ｉ ｓｉｎ２ω－

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅ

（１－ｅ２）３／２ｓｉｎｉｃｏｓω． （４．１７０）

上述各式中的根数与σ（１）
Ｓ （ｔ）中的根数作同样的处理．

上述（４．１４７）～（４．１７０）式是一套完整的摄动计算公式．如果给出的初
始条件是

ｔ０，σ０（ａ０，ｅ０，ｉ０，Ω０，ω，Ｍ０），
那么利用这组公式计算ｔ时刻的瞬时根数σ（ｔ）的步骤如下：

（１）由σ０ 代替σ　０（对于一阶解，这样做精度已够），用（４．１５９）～（４．１７０）
式计算σ（１）

Ｌ （ｔ０）和σ（１）
Ｓ （ｔ０），从而给出σ　０，即

σ　０ ＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）］

在计算短周期项σ（１）
Ｓ （ｔ０）时出现的两个量，ａ（ ）ｒ

和ｆ，按下列公式计算：

Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ，

ａ（ ）ｒ ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）－１，

ｔａｎｆ＝ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ
ｃｏｓＥ－ｅ

烅

烄

烆
．

（４．１７１）

由于平近点角Ｍ 变化的特殊性，所需要的σ　０ 必须从ａ０ 中消除精确到

二阶量的ａ（１）
Ｓ （ｔ０）和二阶周期项ａ（２）

Ｓ （ｔ０）和ａ（２）
Ｌ （ｔ０），那么ａ（１）

Ｓ （ｔ０）还必须重
新由上面算出的σ　０ 计算，给出精确到二阶量的ａ（１）

Ｓ （ｔ０）．
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（２）由σ　０ 用（４．１５０）～（４．１５７）式计算σ１和σ２，从而给出瞬时平均根数

σ　（ｔ），即

σ　（ｔ）＝σ　０＋（δ珔ｎ０＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）．
（３）由σ　（ｔ）再用（４．１５９）～（４．１７０）式计算σ（１）

Ｌ （ｔ）和σ（１）
Ｓ （ｔ），从而给出瞬

时根数σ（ｔ），即

σ（ｔ）＝σ　（ｔ）＋σ（１）
Ｌ （ｔ）＋σ（１）

Ｓ （ｔ）．
原来这一步要用σ　（ｔ）＝σ０＋（δ珔ｎ０＋σ１）（ｔ－ｔ０）计算σ（１）

Ｓ （ｔ）和σ（１）
Ｌ （ｔ）就符合精

度要求了，但为了计算程序上的方便，按上述方法计算也可以，对一阶解而
言，精度一致．
在实际工作中，往往给出的初始条件是

ｔ０，　σ　０＝σ　（ｔ０），
于是，可直接从上述第（２）步开始计算．正因为如此，也就不必考虑平近点角

Ｍ 对珔ｎ０（或珔ａ０）的特殊要求，即为了使Ｍ（ｔ）的计算精度与其他五个根数一
致，必须从ａ０ 中消除一阶和二阶周期项．
对于低轨卫星，在ｎ（ｔ－ｔ０）＝１０３ 弧段内，一阶摄动解的定轨精度可达

１０－５．这在很多航天任务中得到了广泛的应用．
除定量计算外，还可以通过上述分析解了解卫星轨道变化的基本特征．

如摄动解中Ω和ω具有长期变化，这说明地球形状带谐项摄动，导致人造
卫星轨道平面及拱线在空间不断旋转，而旋转方向取决于倾角ｉ的大小．由

Ω１ ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ，

ω１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ，

可知当０＜ｉ＜９０°时，轨道面西退，９０°＜ｉ＜１８０°时，轨道面东进．而当ｉ＝９０°
（极地轨道）时，轨道面不动，这是容易理解的，因为此时人造卫星受一个具
有旋转对称特性的地球引力场作用，对轨道面而言，受力是平衡的．

当ｉ＝ｉＣ＝６３°２３′或１１６°３４′时 ２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）＝０ ，拱线“不动”，ｉＣ 称为临

界倾角．
以上特征可以帮助我们了解人造卫星轨道变化的规律，在轨道设计等

工作中将会用到．如设计一个太阳同步卫星（轨道面每天东进约１°，与太阳
“运动”同步），就要使Ω１＞０，即ｉ＞９０°（逆行卫星）．

在摄动表达式σ（１）
Ｓ （ｔ）和σ（１）

Ｌ （ｔ）中，有１ｅ
，１
ｓｉｎｉ

， １
４－５ｓｉｎ２ｉ

这类因子，对

于ｅ＝０，ｉ＝０或１８０°，ｉ＝ｉＣ，上述摄动解无效，此即摄动解的“奇点”，但并不
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是运动的实质性奇点，是可以消除的，具体方法是采用无奇点根数和相应的
拟平均根数法（即改变参考解），详见参考文献［３］～［５］．
最后必须指出：平均根数法的原理确实很简单，只是改变了经典摄动法

的参考解．但无论是摄动法还是平均根数法，构造小参数幂级数解的过程相
对而言都较烦，若要构造二阶解，那将更难让人接受．如果采用哈密顿力学
来构造相应的级数解，则要简单很多．参考文献［６］就在此框架下，通过Ｖｏｎ
Ｚｅｉｐｅｌ变换较简单地构造了上述主要带谐项摄动解，但必须引用正则共轭
变量，而轨道根数σ（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ）不符合这一条件．为此，参考文献［７］又

将这种变换思想推广到一般变量，直接用轨道根数，同样可以采用该变换方
法来构造相应的级数解．所有这些，从构造小参数幂级数解的角度来看有其
特点，但在实际工作中是否一定要采用，要视具体情况而定，这里所介绍的
方法仅供参考．

４．能量积分的利用———半长径ａ的二阶周期项的推导

讨论所有带谐项摄动，并将Ｊ２ 和Ｊｌ（ｌ≥３）分开．记

Ｆ＝ １
２ａ＋Ｒ（σ，Ｊ２，Ｊｎ）， （４．１７２）

这里带谐项摄动函数Ｒ不显含ｔ，有

Ｆ
ｔ ＝０．

于是

ｄＦ
ｄｔ ＝ ∑

ｊ

Ｆ
σｊ

σ
　．
ｊ ＝－ １

２ａ＋∑
ｊ

Ｒ
σｊ

σ
　．
ｊ ．

其中σ
　．
ｊ由摄动运动方程给出，代入上式整理后得

ｄＦ
ｄｔ ＝０． （４．１７３）

因此，存在一积分

Ｆ＝ １
２ａ＋Ｒ＝Ｃ， （４．１７４）

此即能量积分．

能量积分（４．１７４）式有一个非常显著的特点：Ｆ有两部分，１２ａ
和Ｒ，且

１
２ａ＝Ｏ（ε０），　Ｒ＝Ｏ（ε），

ε即Ｊ２，零阶部分仅含半长径ａ一个根数．这一特点非常重要，它至少有两
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个用途，即

１）由ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 的一阶摄动，可简单地求出ａ的二阶摄动．
２）在积分常数满足一定精度的条件下，由精度较低的六个根数可重新
算出精度较高（高一阶）的半长径ａ．前者就是本节用来推导ａ的二阶周期
项的基础，而后者将在数值求解卫星运动方程时，用以控制沿迹误差的
扩大．
将能量积分对平均根数σ　（ｔ）展开，得

１
２ａ＋ 

ａ
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ＋ａ（１）

Ｌ ＋ａ（２）
Ｓ ＋ａ（２）

Ｌ ＋［ ］…）
σ　

［＋ １
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ＋

ａ（１）
Ｌ ＋…）］２

σ　
＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋Ｒ１Ｓ＋Ｒ２Ｓ＋Ｒ２Ｌ）σ　 ［＋ ∑

ｊ

（Ｒ１Ｃ＋Ｒ１Ｓ）
σｊ

（σ（１）
Ｓ ＋

σ（１）
Ｌ ］）

σ　
＋… ＝Ｃ． （４．１７５）

下面为了书写方便，平均根数σ　就写成σ，请注意这一点．还有，长周期项

σ（１）
Ｌ ，σ（２）

Ｌ ，…分成两部分，一部分为Ｊ２ 项产生的，仍记作σ（１）
Ｌ ，σ（２）

Ｌ ，…，另一部

分为Ｊｌ（ｌ≥３）项产生，记作σ（１）
ｌＬ ，σ（２）

ｌＬ ，…．根据积分（４．１７４）式的性质，展开式
左端仅与ａ，ｅ，ｉ有关的“常数项”之和应等于右端的常数Ｃ，与时间ｔ有关的
全部周期项之和应为０，而且不同性质的周期项应分别为０，相同性质的周
期项按Ｊ２ 不同阶的各部分亦应分别为０．于是有

常数项：１
２ａ＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ）＋… ＝Ｃ． （４．１７６）

一阶周期项：
ａ

１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｌ ＋ａ（１）

ｌＬ ）＝０， （４．１７７）


ａ

１
２（ ）ａａ（１）

Ｓ ＋Ｒ１Ｓ ＝０． （４．１７８）

二阶周期项

［
：


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

Ｌ ＋１
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ）２＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ＋∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）］ｊ
Ｌ
＝０，

（４．１７９）


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

ｌＬ ＋∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

ｌＬ ）ｊ＋Ｒ［ ］２Ｌ
Ｌ
＝０， （４．１８０

［
）


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

Ｓ ＋１
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ）２＋∑

ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）ｊ＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ＋σ（１）
Ｌ ＋σ（１）

ｌＬ ）ｊ＋Ｒ ］２Ｓ
Ｓ
＝０

（４．１８１）
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只写到二阶就够了，其中［　］Ｌ 和［　］Ｓ分别表示括号内的长周期和短周期
部分．
由（４．１７７）和（４．１７８）式直接得出

ａ（１）
ｌ ＋ａ（１）

ｌＬ ＝０， （４．１８２）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝２ａ２Ｒ１Ｓ ＝ ２

ｎ２ａＲ１Ｓ ． （４．１８３）

此即前面平均根数法导出的结果，而通过能量积分却很容易得出这一结论．
对于二阶周期项，首先证明一个有趣的结论，即

ａ（２）
ｌＬ ＝０， （４．１８４）

这表明所有带谐项Ｊｌ（ｌ≥３）对ａ的二阶长周期项均无贡献．由（４．１８０）式，
根据Ｒ１Ｃ仅是ａ，ｅ，ｉ的函数可得

ａ（２）
ｌＬ ＝２ａ２ －１

ａ
Ａ２

ｐ（ ）２ １－槡 ｅｔａｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｉ（１）

ｌＬ ＋Ｒ｛ ｝２Ｌ ，

其中ｉ（１）
ｌＬ 正是用Ｒ２Ｌ代入摄动运动方程求得的，即

ｄ
ｄｔ

（ｉ（１）
ｌＬ ）＝ ｃｏｔｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

Ｒ２Ｌ

ω
，

而这里的ω应为

珔ω＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），
因此有

ｄ珔ω＝ω１ｄｔ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｄｔ，

代入上式得

ｄ（ｉ（１）
ｌＬ ）＝ ｃｏｔｉ

Ａ２

ｐ２ｎ２ａ２ １－ｅ槡 ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｒ２Ｌ

ω
ｄω，

即

ｉ（１）
ｌＬ ＝ ｃｏｔｉ

Ａ２

ｐ２ｎ２ａ２ １－ｅ槡 ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｒ２Ｌ ，

以此代入上面ａ（２）
ｌＬ 的表达式即得

ａ（２）
ｌＬ ＝２ａ２｛－Ｒ２Ｌ＋Ｒ２Ｌ｝＝０，

这就是要证明的结果．因此，ａ的二阶长周期项仅与Ｊ２ 有关，ａ（２）
Ｌ 也就是ａ

的完整的二阶长周期项，下面就来具体计算ａ（２）
Ｌ （ｔ）和ａ（２）

Ｓ （ｔ）．
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（１）ａ（２）
Ｌ （ｔ）
引进算符Ｄ：

Ｄ ＝ ∑
ｊ

（σ（１）
Ｓ ）ｊ 

σｊ
， （４．１８５）

（４．１７９）式可写成

－ １
２ａ２ａ

（２）
Ｌ ＋ １

２ａ３（ａ
（１）
Ｓ ）２＋ＤＲ１Ｓ＋ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）［ ］Ｌ

Ｌ
＝０．

将Ｄ作用于（４．１７８）式，取其长周期部分：

－ １
２ａＤ

ａ（１）
Ｓ（ ）ａ ＋ １

２ａ３（ａ
（１）
Ｓ ）２＋ＤＲ｛ ｝１Ｓ

Ｌ
＝０．

以上两式相减给出ａ（２）
Ｌ ，即

ａ（２）
Ｌ ＝ ａＤ ａ（１）

Ｓ（ ）ａ ＋２ａ２ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）［ ］Ｌ

Ｌ
． （４．１８６）

经计算给出

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｌ

＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ａ １－ｅ槡 ｛［２ －１
３ｓｉｎ２ｉ（４－ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ ５
６－７

４ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ ［２
７
３ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋

１
３２ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４ ］｝ω ， （４．１８７）

２ａ２ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）Ｌ ＝－２ａ Ａ２

ｐ（ ）２ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｉ（１）

Ｌ ．

（４．１８８）

将（４．１４２）式ｉ（１）
Ｌ 的Ａ２ 部分与上两式一并代入（４．１８６）式，即得ａ（２）

Ｌ （ｔ）的表
达式：

ａ（２）
Ｌ （ｔ）＝

Ａ２
２

ｐ４（ ）ａ １－ｅ槡 ｛［２ －１
６ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ１７
１２－１９

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ２
７
３ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋１
３２ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ．

（４．１８９）

（２）ａ（２）
Ｓ （ｔ）
类似ａ（２）

Ｌ （ｔ）的推导，将算符Ｄ引进（４．１８１）式，并将Ｄ 作用于（４．１７８）
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式，取其短周期部分，这两式相减就给出ａ（２）
Ｓ （ｔ），即

ａ（２）
Ｓ （ｔ） ｛＝ ａＤ ａ（１）

Ｓ（ ）ａ ＋２ａ ［２ ∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）ｊ＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
ｌＬ ）ｊ＋Ｒ ］｝２Ｓ ． （４．１９０）

经简单计算就可给出具体表达式如下：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝ －２

ａａ
（１）
Ｓ （ｔ）－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）｛ ｝ｉ ａ（１）

Ｓ ＋

－ａＡ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ｛ ｝）（ｉ（１）
Ｓ －ｉ（１）

Ｓ ）＋

Ａ２｛ａ ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／［ ］２ ＋

３ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ４
１－ｅ２ｓｉｎ

２ｉ ａ（ ）ｒ （５

ｓｉｎｆ＋

ｅ
４ｓｉｎ２ ）ｆ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝）（ｅ（１）

Ｓ ＋ｅ（１）
Ｌ ＋ｅ（１）

ｌＬ ）＋

Ａ２｛ａ ｓｉｎ２［ｉ － ａ（ ）ｒ
３

＋（１－ｅ２）－３／２＋

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ］｝） （ｉ（１）
Ｓ ＋ｉ（１）

Ｌ ＋ｉ（１）
ｌＬ ）＋

Ａ２

ａ －２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２（ｆ＋ω｛ ｝）（ω（１）
Ｓ ＋ω（１）

Ｌ ＋ω（１）
ｌＬ ）＋

Ａ２｛ａ － ｅ
１－ｅ槡 ２

ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎ ［ｆ ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

３ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
５

ｓｉｎ２（ｆ＋

ω ｝）（Ｍ（１）
Ｓ ＋Ｍ（１）

Ｌ ＋Ｍ（１）
ｌＬ ）＋２ａ２Ｒ２Ｓ－

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｃ

＋ ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ｛ ｝Ｌ

， （４．１９１）

其中

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｃ

＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ａ １－ｅ槡 ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［２ １６

９ ＋１９
９ｅ（ ）２ ＋

２
９ １－ｅ槡 ２ ＋ ｅ４

１－ｅ２
３５（ ）］１８ ＋ｓｉｎ２ｉ１＋２

３ｅ（ ）２ ＋

ｓｉｎ４ｉ －５
６＋２５

２４ｅ（ ）２ ＋ ｅ４

１－ｅ２
３５（ ）［ ］｝１６ ． （４．１９２）
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关于 ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｌ

，见（４．１８７）式．注意，（４．１９１）式中σ（１）
Ｓ 与σ（１）

Ｌ 同时出现的

地方，若σ（１）
Ｓ 不减去σ（１）

Ｓ ，则σ（１）
Ｌ 中要舍去这一项．

从上面的推导过程可以看出，对根数的处理与平均根数法完全相同，但
具体导出ａ的二阶周期项却简单得多，这就弥补了平均根数法的不足之处
（即推导过程的复杂性）．

§４．４　中心天体非球形引力摄动（Ⅱ）———主要
田谐项摄动

　　主要带谐项（Ｊ２ 项）反映天体的扁球形（两极扁，赤道隆起），而主要田

谐项（Ｊ２，２项）则反映天体赤道是椭圆状，该项对２４ｈ地球同步卫星轨道的影

响非常显著．

１．Ｊ２，２项摄动函数

在标准单位系统中，仅考虑ｌ＝ｍ＝２这一项，由（４．６９）式给出相应的
摄动函数为

Ｒ２，２ ＝Ｊ２，２

ｒ３ Ｐ２，２（ｓｉｎφ）ｃｏｓ２λ， （４．１９３）

有

Ｊ２，２ ＝ （Ｃ２
２，２＋Ｓ２

２，２）１／２，

λ＝λＧ －λ２，２，

ｔａｎ２λ２，２ ＝Ｓ２，２／Ｃ２，２

烅

烄

烆 ．

（４．１９４）

注意，这里Ｊ２，２的符号与我们过去的有关工作中采用的Ｊ２，２正好相反．显

然，由（４．１９３）式表达的摄动函数对λ而言是对称的，即

Ｒ２，２（＋λ）＝Ｒ２，２（－λ）．
这里λ是从λ＝λ２，２的赤道“对称轴”（即赤道长轴）方向起量的经度．根据Ｐｌｍ

的定义，Ｒ２，２可写成下列形式：

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

ｒ３ ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ． （４．１９５）

现在将Ｒ２，２表示为轨道根数的形式．这将涉及到地固坐标系与历元平赤道
地心系（或轨道坐标系）之间的转换问题（见第一章 §１．１），但对于一般问
题可不考虑赤道的变化．在这种情况下，可由图４．１来表示两坐标系之间的
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关系．图中珚ｘ是“对称轴”方向，因此有

图４．１　两种坐标系之间的关系

λ＝Ωｅ＋θ，

Ωｅ ＝ （Ω－Ｓ２，２）－ｎｅ（ｔ－ｔ０
｛ ），

（４．１９６）

其中Ｓ２，２是历元ｔ０ 时“对称轴”方向的地方恒星时，ｎｅ 是地球自转角速度．
由球面三角公式

ｃｏｓφｃｏｓθ＝ｃｏｓｕ，　ｃｏｓφｓｉｎθ＝ｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｕｓｉｎｉ，
得出

ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ＝ｃｏｓ２

φ（ｃｏｓ２θｃｏｓ２Ωｅ－ｓｉｎ２θｓｉｎ２Ωｅ）

＝ １
４

（１＋ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ＋２Ωｅ）＋

１
４

（１－ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ－２Ωｅ）＋１
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２Ωｅ，

其中ｕ＝ｆ＋ω．将此式代入（４．１９５）式得

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

４ａ３
ａ（ ）ｒ

３
［（１＋ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ＋２Ωｅ）＋

（１－ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ－２Ωｅ）＋２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２Ωｅ］．（４．１９７）
这就是主要田谐项摄动函数的根数形式，它与带谐项摄动函数有显著差别，
即显含时间ｔ，这在§４．２中已提过．
由于摄动函数显含ｔ，又与真近点角ｆ分不开，这给积分造成了困难，

必须将 ａ（ ）ｒ
和ｆ等量展成平近点角Ｍ 的三角级数，相应的摄动解对偏心

率ｅ将是不“封闭”的．利用第二章§２．２中给出的结果Ｒ２，２中出现的

ａ（ ）ｒ
３
，ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ｆ和 ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ展成Ｍ 的三角级数，取到ｅ２ 项的形式为
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ａ（ ）ｒ
３

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋３ｅｃｏｓＭ＋９

２ｅ
２ｃｏｓ２Ｍ＋… ， （４．１９８）

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝－ｅ
２ｃｏｓＭ＋ １－５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２Ｍ＋７
２ｅｃｏｓ３Ｍ＋

１７
２ｅ

２ｃｏｓ４Ｍ＋…， （４．１９９）

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ＝－ｅ
２ｓｉｎＭ＋ １－５

２ｅ（ ）２ ｓｉｎ２Ｍ＋７
２ｅｓｉｎ３Ｍ＋

１７
２ｅ

２ｓｉｎ４Ｍ＋…， （４．２００）

将此式代入（４．１９７）式得

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

４ａ ｛３ （１＋ｃｏｓｉ）［２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－

ｅ １
２ｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－７

２ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ））－

ｅ２ ５
２ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－１７

２ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）［２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

ｅ １
２ｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－７

２ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ（ ））－

ｅ２ ５
２ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－１７

２ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ（ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ｉ １＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２Ωｅ［ ＋

３
２ｅｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ（ ））＋

９
４ｅ

２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋ｃｏｓ（２Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ＋Ｏ（ｅ３Ｊ２，２）．

（４．２０１）
不难看出，Ｒ２，２包含的全是短周期项，只有一项的周期稍长些，即ｃｏｓ２Ωｅ，其
周期为半天．因此，Ｊ２，２项对卫星轨道的影响基本上具有短周期性质，将Ｒ２，２

代入摄动运动方程（３．７５）式即得右函数ｆ２Ｓ．

２．Ｊ２，２项的摄动解

仅Ｊ２，２一项产生的摄动解应为

б（２）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎ
ａ
ａ（２）

Ｓ ＋ｆ［ ］２Ｓ
σ
ｄｔ，
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考虑到实际情况和分析问题时的需要，解保留到Ｏ（ｅ）项就够了．积分后得

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

２ａ
（１＋ｃｏｓｉ）２ １

１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）［｛ －

ｅ（２
１

１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７
１－２α／３ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ）２ １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ（２
１

１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－ ７
１－２α／３ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－

２Ωｅ ）］） ＋２ｓｉｎ２ｉ３ｅ（ ）２
１

１－２αｃｏｓ
（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｃｏｓ
（Ｍ－２Ωｅ ］［ ｝） ，

（４．２０２）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ （１＋ｃｏｓｉ）２ １
２

１
１－２αｃｏｓ

（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（［｛ ）＋

７
３（１－２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ））＋

ｅ
２ － ｅ

１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）（ ＋

１７
２（１－α／２）ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）［２ （１
２

１
１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）＋

７
３（１＋２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ））＋

ｅ（２ － １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）＋

１７
２（１＋α／２）ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ｉ ３
２

１
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ（ ））［ ＋

９
４ｅ

１
１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋αｃｏｓ（２Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ，

（４．２０３）

　ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ ｓｉｎｉ －（１＋ｃｏｓｉ） １
１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

（ｅ １
１－２αｃｏｓ（Ｍ ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７

３（１－２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ ［） １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－
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（ｅ １
１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

７
３（１＋２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ［＋２ １

αｃｏｓ（２Ωｅ）－

３（ｅ １
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）－ １

１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ， （４．２０４）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ －（１＋ｃｏｓｉ） １
１－αｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

（ｅ １
１－２αｓｉｎ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７

３（１－２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ） １
１＋αｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

（ｅ １
１＋２αｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－ ７

３（１＋２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－

２Ωｅ ）］） －２ｃｏｓ［ｉ １
ａｓｉｎ（２Ωｅ）－

３ｅ １
１－２αｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ．（４．２０５）

ω（２）
Ｓ （ｔ）＝［ω（２）

Ｓ （ｔ）］１＋［ω（２）
Ｓ （ｔ）］２． （４．２０６）

其中

［ω（２）
Ｓ （ｔ）］１ ＝－ｃｏｓΩ（２）

Ｓ （ｔ），

［ω（２）
Ｓ （ｔ）］２ ＝３（Ｊ２，２）

４ａ２
１（ ）｛ｅ －（１＋ｃｏｓｉ）［２ （１

２
１

１－２α
ｓｉｎ（Ｍ＋

２ω＋２Ωｅ）－ ７
３（１－２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ ＋２ω ＋２Ωｅ ）） ＋

ｅ ５
２（１－α）ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）－

１７
４（１－α／２）ｓｉｎ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） －

（１－ｃｏｓｉ）［２ （１
２

１
１＋２α

ｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

７
３（１＋２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）） ＋

（ｅ ５
２（１＋α）ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

１７
４（１＋α／２）ｓｉｎ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ ［ｉ （３
２

１
１－２α

ｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）＋
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１
１＋２α

ｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ ）） ＋

９
４ （ｅ －２

３ａｓｉｎ２Ωｅ＋ １
１－α

ｓｉｎ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋

１
１＋α

ｓｉｎ（２Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ，

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝－［ω（２）

Ｓ （ｔ）］２＋
９（Ｊ２，２）
４ａ ｛２ （１＋ｃｏｓｉ）［２ １

１－α
（１－

１
２（１－α ）） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－

ｅ １
１－２α１－ １

２（１－２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）－

７
３（１－２α／３） １－ １

２（１－２α／３（ ）） ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）２ １
１＋α１－ １

２（１＋α（ ）） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ １
１＋２α１－ １

２（１＋２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）（ －

７
３（１＋２α／３） １－ １

２（１＋２α／３（ ）） ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－２Ω２，２ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ ［ｉ －１
αｓｉｎ（２Ωｅ）＋

３ｅ １
１－２α１－ １

２（１－２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）（ ＋

１
１＋２α１－ １

１＋２（ ）α ｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ． （４．２０７）

以上各式中的α为“速度”比：

α＝ｎｅ／珔ｎ， （４．２０８）

即地球自转角速度ｎｅ与卫星平运动角速度珔ｎ之比．各式中出现的根数应为
平均根数．
从积分结果（４．２０２）～（４．２０７）式可以看出，对于低轨卫星，Ｊ２，２项摄动

只是二阶短周期的，但有一项１
αｓｉｎ２Ωｅ（或１αｃｏｓ２Ωｅ）例外．因α≈０．１，该项

要比二阶小量大一个量级，且周期稍长些，在某些人造卫星工作中还是应该
考虑这一项的．对于高轨卫星，特别是２４ｈ地球同步卫星，Ｊ２，２项的摄动影响

将是显著的，下面予以讨论．
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３．通约问题和２４ｈ卫星

从上述σ（２）
Ｓ （ｔ）的表达式可以看出，当１－２α，１－α，１－２α／３，１－α／２四

个因子中有一个为零，解就不能用，相应地有珔ｎ
ｎｅ

＝２，１，２／３，１／２，这对应于

１２ｈ，２４ｈ，３６ｈ，４８ｈ卫星，它们的平运动角速度与地球自转角速度成简单整数
比，此即通约问题．与§４．３中的ｉ＝ｉＣ（临界倾角）问题类似，也是一种奇点
（通约奇点）．当珔ｎ／ｎｅ接近２，１，２／３，１／２时，１－２α，１－α，１－２α／３，１－α／２的
量级可达到１０－３（即Ｊ２的量级），出现小分母，二阶短周期项σ（２）

Ｓ （ｔ）的表达
式（４．２０２）～（４．２０７）中相应的项（即通约项）将转化为一阶长周期项

σ（１）
Ｌ （ｔ）．因此，Ｊ２，２对１２ｈ，２４ｈ，３６ｈ，４８ｈ卫星轨道的影响就比较显著，特别是

对２４ｈ卫星，其通约项前面无ｅ因子．下面具体给出Ｊ２，２项对这种卫星轨道

的长周期摄动解．
考虑α＝ｎｅ／珔ｎ＝１的通约项，由（４．２０１）式立即可得２４ｈ卫星通约项对应

的摄动函数：

Ｒ２，２ ＝３（Ｊ２，２）
４ａ ｛３ （１＋ｃｏｓｉ）２ １－５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）＋

２ｓｉｎ２ｉ ９
４ｅ（ ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ ｝）， （４．２０９）

将这一Ｒ２，２带入摄动运动方程（３．７５）式，即得相应的右函数ｆ２ｌ（Ｊ２，２）．由
（４．３８）式得出

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎ
（ ）ａ ａ（２）

Ｌ ＋∑
ｊ

ｆ１ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ＋ｆ２Ｌ（Ｊ２，２［ ］）
σ　
ｄｔ．

（４．２１０）
另外，由于ａ（１）

Ｌ （ｔ）≠０，因此对Ｍ 还应有一项，即

∫
ｔ ｎ
ａ
ａ（１）［ ］Ｌ

σ　
ｄｔ，

该项积分后变成零阶长周期项，方法失效．因此，对于通约问题，与带谐项摄
动中的临界角问题一样，不能简单地采用平均根数法，必须加以改进．如拟
平均根数法［３，４］，上述各间接部分

ｎ
ａ

（ａ（１）
Ｌ ＋ａ（２）

Ｌ ），∑
ｊ

ｆ１ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ

都不出现．故这里对六个根数只计算直接部分，即

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝∫

ｔ
［ｆ２Ｌ（Ｊ２，２）］σ　ｄｔ． （４．２１１）
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对于２４ｈ卫星，通常是近圆轨道ｅ≈０．因此，即使是一阶长周期项，也只
要保留到Ｏ（ｅ）项就够了，由此积分后得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

２ａ 珔ｎ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１２）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

８ａ２ 珔ｎｅ －（１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ）＋

９ｓｉｎ２ｉ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋Ｍ１

］）， （４．２１３）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝３（－Ｊ２，２）

４ａ２ 珔ｎｓｉｎｉ －（１＋ｃｏｓｉ） ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１４）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ 珔ｎ －（１＋ｃｏｓｉ） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１５）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ［ω（１）

Ｌ （ｔ）］１＋［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２． （４．２１６）

其中

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］１＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ），

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２＝

３（Ｊ２，２）
４ａ２ 珔ｎ －５

２
（１＋ｃｏｓｉ）２ ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）

（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１）［ ＋

９
２ｓｉｎ２ｉ ｓｉｎ（２Ｍ＋２Ωｅ）

（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋Ｍ１
］），

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝９（Ｊ２，２）

４ａ２ 珔ｎ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］）－

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２． （４．２１７）

上述各式右端出现的根数均为平均根数σ　，有σ　（ｔ）＝σ　０＋σ１（ｔ－ｔ０），其
中Ω１，ω１ 和Ｍ１ 的计算公式已在§４．３中给出，见（４．１１７）～（４．１１９）式．

４．一点注解

上述结果是针对地球卫星的，地球自转较快，（４．２０８）式定义的速度比

α不是太小．但对于慢自转天体，如金星与月球，相应的α值很小，中心天体
自转项ｎｅｔ将以慢变量出现在田谐项摄动函数Ｒ２，２（或一般项Ｒｌ，ｍ）中，与卫
星运动的慢变量Ω，ω相当．那么，在构造摄动解时，就不需要将摄动函数展
成平近点角Ｍ 的三角级数，相应的摄动解对偏心率ｅ仍是封闭的．关于如
何构造金星轨道器和环月卫星的摄动分析解，请见参考文献［８］和［９］．
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§４．５　带谐项（Ｊｌ，ｌ≥３）摄动解的一般形式

在标准单位系统中，由（４．６８）式给出一般带谐项（Ｊｌ，ｌ≥３）摄动函数的
轨道根数表达形式如下［５］：

Ｒｌ ＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δ２［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

（１－δ１） ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋δ１
ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ｕ ．

（４．２１８）
式中ｕ＝ｆ＋ω，符号δ１ 和δ２ 的定义如下：

δ１ ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，　ｌ奇，

０，　ｌ偶｛ ，
（４．２１９）

δ２ ＝
０，　ｌ－２ｐ＝０，

０，　ｌ－２ｐ≠０｛ ．
（４．２２０）

用求平均值的方法即可将Ｒｌ分解成长期、长周期和短周期三个部分，
即

（Ｒｌ）Ｃ ＝ ∑
ｌ（２）≥４

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

ｌ＋２ｑ［ ×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ ］ｑ Ｋｌ＋１（ｅ）， （４．２２１）

（Ｒｌ）Ｌ ＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）（１－δ１）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δ１ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ω ，

（４．２２２）
（Ｒｌ）Ｓ ＝Ｒｌ－［（Ｒｌ）Ｃ＋（Ｒｌ）Ｌ］． （４．２２３）

其中
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Ｋｌ＋１ ＝ ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

，

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）＝ ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｆ
烅

烄

烆
，

（４．２２４）

这两个平均值的具体形式将在下面给出．
按平均根数法即可导出带谐项摄动的二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０），一阶长周

期项σ（１）
Ｌ （ｔ）和轨道半长径ａ的二阶短周期项ａ（２）

Ｓ （ｔ），下面分别给出．

１．σ２

ａ２＝０，　ｅ２＝０，　ｉ２＝０， （４．２２５）

Ω２ ＝ｎｃｏｓｉ ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

×

２ｑ
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
（ｓｉｎｉ）（２ｑ－２）Ｋ１（ｅ）， （４．２２６）

ω２ ＝－ｃｏｓｉΩ２＋

ｎ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ｑ×

（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ［ ］）， （４．２２７）

Ｍ２ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω２＋ｃｏｓｉΩ２）＋

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

２（ｌ＋１）×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ｑＫ１（ｅ）． （４．２２８）

其中

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０

ｌ－１（ ）α
α

α／（ ）２ （ ）１
２

α

ｅα，

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２

ｌ－１（ ）α
α

α／（ ）２α（ ）１
２

α

ｅα－２

烅

烄

烆
，

（４．２２９）

上述各式中出现的根数ａ，ｅ，ｉ及ｎ，ｐ０ 均为珔ａ０，珋ｅ０，ｉ０ 和珔ｎ＝珔ａ　－３／２
０ ，

珚ｐ０＝珔ａ０（１－珋ｅ２
０）．

２．σ（１）
Ｌ （ｔ）

直接部分如下：
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ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．２３０）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
ｌ （ｔ）

＝－（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

×

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

１
ｅＫ３（ｅ）Ｉ（ω）， （４．２３１）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ－１ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）， （４．２３２）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

（ｌ－２ｐ＋２ｑ［ ）×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ－２ ］） Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３３）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ）＋

∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

　（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ［ ］）Ｈ（ω）， （４．２３４）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　ω（１）

Ｌ （ｔ）＋ｃｏｓｉΩ（１）
Ｌ （ｔ［ ］）＋
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１－ｅ槡 ２ ∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝
［

１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２×

（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

２（ｌ＋１）×
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ ×

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ
（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）． （４．２３５）

对Ω，ω，Ｍ 还有间接部分，公式如下：

Ω（１）
Ｌ ＝ ５ｃｏｓｉ

（２－５ｓｉｎ２ｉ／２）∑ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３６）

ω（１）
Ｌ ＝

（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）
（２－５ｓｉｎ２ｉ／２）∑ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

×

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３７）

Ｍ（１）
Ｌ ＝－３ １－ｅ槡 ２ ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１

∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）． （４．２３８）

上述各式中有关量由下列各式表达：

Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝ｌ－２ｐ

ｌ－１（ ）α
α

（α－ｌ＋２ｐ）／（ ）２ （ ）１
２

α

ｅα，

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝ｌ－２ｐ

ｌ－１（ ）α
α

（α－ｌ＋２ｐ）／（ ）２ α（ ）１
２

α

ｅα－２

烅

烄

烆
，

（４．２３９）
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Ｉ（ω）＝ ｎ
ω（ ）１

（１－δ１）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δ１ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ω ，

Ｈ（ω）＝ ｎ
ω（ ）１

（１－δ１） １
ｌ－２ｐｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω－δ１

１
（ｌ－２ｐ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）［ ］ω

烅

烄

烆 ．

（４．２４０）
上述各式中出现的根数除ａ，ｅ，ｉ及ｎ，ｐ０与σ２中相同外，ω亦为平均根数ω（ｔ），相
应的ω１ 是其一阶长期项的变率，见（４．１１８）式．

３．ａ（２）
Ｓ （ｔ）中的ＪＬ部分

由摄动运动方程ｄａ／ｄｔ的表达式和（Ｒｌ）Ｓ的特征，不难给出ａ（ｔ）
Ｓ ，如下：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝ ２

ｎ２ａＲ２Ｓ＝２ａ２（Ｒｌ）Ｓ． （４．２４１）

（Ｒｌ）Ｓ的表达式前面已给出，见（４．２２３）式，涉及到的两个平均值

Ｋｌ＋１（ｅ）和Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）由下式表达：

Ｋｌ＋１（ｅ）＝（１－ｅ２）－ ｌ－（ ）１
２ Ｋ１（ｅ），

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）＝δ３（１－ｅ２）－ ｌ－（ ）１

２ Ｋ３（ｅ
烅
烄

烆 ），
（４．２４２）

其中

δ３＝
０，　ｐ＝０
１，　ｐ≠｛ ０

（４．２４３）

§４．６　田谐项（Ｊｌ，ｍ，ｌ≥２，ｍ＝１～ｌ）摄动解的一
般形式

　　利用线性变换的方法，可将球谐函数Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）ｃｏｓλＧ 和Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）

ｓｉｎλＧ表示成轨道根数ｕ＝ｆ＋ω和 Ω的三角函数的线性组合［１０］，从而将
（４．６６）式给出的田谐项摄动函数ΔＶ２ 写成下列形式：

Ｒｌｍ ＝ＧＭ
ａ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１

ａｅ（ ）ａ

ｌ

Ｆｌｍｐ（ｉ）
ａ（ ）ｒ

（ｌ＋１）

（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳ［ ］｛ ｌｍ ｃｏｓ （１－２ｐ）ｕ＋ｍ（Ω－ＳＧ（ ））＋
（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣ［ ］ｌｍ ｓｉｎ （ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍ（Ω－ＳＧ（ ）｝） ．

（４．２４４）
其中倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）后面将具体给出，而符号δｍ 定义如下：

δｍ ＝ １
２

［１－（－１）ｌ－ ］ｍ ． （４．２４５）
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进一步将其中的 ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ和 ａ（ ）ｒ ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ｕ展成平近点角Ｍ

的三角级数，最终将Ｒｌｍ的形式表达如下：

Ｒｌｍ ＝ＧＭ
ａ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１
∑
ｌ

ｐ＝０

ａｅ（ ）ａ

ｌ

Ｆｌｍｐ（ｉ）∑
∞

ｑ＝－∞
Ｇｌｐｑ（ｅ）Ｓｌｍｐｑ（Ｍ，ω，Ω；ＳＧ）．

（４．２４６）
其中

Ｓｌｍｐｑ ＝ （１－δｌｍ）Ｃｌｍ －δｌｍＳ［ ］ｌｍ ｃｏｓψｌｍｐｑ ＋
（１－δｌｍ）Ｓｌｍ ＋δｌｍＣ［ ］ｌｍ ｓｉｎψｌｍｐｑ， （４．２４７）

ψｌｍｐｑ ＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ＋（ｌ－２ｐ）ω＋ｍ（Ω－ＳＧ）， （４．２４８）

Ｇｌｐｑ（ｅ）＝Ｘ－（ｌ＋１），（ｌ－２ｐ）
（ｌ－２ｐ＋ｑ） （ｅ）． （４．２４９）

（４．２４９）式右端即第２章§２．２中给出的汉森系数．
与Ｊ２，２一样，对于地球卫星，田谐项摄动均为短周期效应，包括地球自

转效应，相应的短周期项记为σ（２）
Ｓ （ｔ），有

σＳ
（２）（ｔ）＝ ∑

Ｌ≥２
∑
ｌ

ｍ＝１
∑
ｌ

ｐ＝０
∑
∞

ｑ＝－∞
Δσｌｍｐｑ，

Δσｌｍｐｑ ＝
Ｃσ

ｌｍｐｑＳｌｍｐｑ，　 对ａ，ｅ，ｉ，

Ｃσ
ｌｍｐｑＳ

ｌｍｐｑ，　 对Ω，ω，Ｍ
烅
烄

烆

烅

烄

烆 ，

（４．２５０）

Ｓ
ｌｍｐｑ ＝ （１－δｌｍ）Ｃｌｍ －δｌｍＳ［ ］ｌｍ ｓｉｎψ

　．

ｌｍｐｑ －
（１－δｌｍ）Ｓｌｍ ＋δｌｍＣ［ ］ｌｍ ｃｏｓψｌｍｐｑ． （４．２５１）

Ｃσ
ｌｍｐｑ的具体形式如下：

Ｃａ
ｌｍｐｑ ＝２ａ ａｅ（ ）ａ

ｌ
（ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５２）

Ｃｅ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １－ｅ槡 ２

ｅ
　（ｌ－２ｐ＋ｑ） １－ｅ槡 ２ －（ｌ－２ｐ［ ］）Ｆｌｍｐ（ｉ）×

Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５３）

Ｃｉ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ－［ ］ｍ Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

，

（４．２５４）

ＣΩ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５５）

Ｃω
ｌｍｐｑ ＝－ｃｏｓｉＣΩ

ｌｍｐｑ （＋ ａｅ）ａ
ｌ １－ｅ槡 ２

ｅ Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇ′ｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

，

（４．２５６）
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ＣＭ
ｌｍｐｑ ＝－ １－ｅ槡 ２ （Ｃω

ｌｍｐｑ ＋ｃｏｓｉＣΩ
ｌｍｐｑ） （＋ ａｅ）ａ ［ｌ

２（ｌ＋１）－

３（ｌ－２ｐ＋ｑ （） ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）］
ｐｑ

Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ
（ ）

ｐｑ
． （４．２５７）

其中ψ
　．

ｌｍｐｑ可按下式取近似值：

ψ
　．

ｌｍｐｑ ＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ


＋（ｌ－２ｐ）ω

＋ｍ（Ω



－ｎｅ）

≈ （ｌ－２ｐ＋ｑ）珔ｎ－ｍｎｅ ＝珔ｎ［（ｌ－２ｐ＋ｑ）－ｍα］

α＝ｎｅ／珔ｎ，　　珔ｎ＝珔ａ　－３／２

烅

烄

烆 ．

．

（４．２５８）

ｎｅ是地球自转角速度，即恒星时变率，在历元地心平赤道系和轨道坐标系中
均可采用下列数值：

ｎｅ＝３６０°．９８５６４７３６５／ｄ． （４．２５９）

相应的上述坐标系中的格林尼治恒星时ＳＧ 可用平恒星时ＳＧ，计算公式
如下：

ＳＧ＝２８０°．４６０６１９＋３６０°．９８５６４７３６５ｄ， （４．２６０）

ｄ＝ＪＤ（ｔ）－ＪＤ（Ｊ２０００．０）， （４．２６１）
其中ｄ为Ｊ２０００．０起算的儒略日．
倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）和汉森系数Ｇｌｐｑ（ｅ）以及它们的导数分别由下列各式

表达：

Ｆｌｍｐ（ｉ）＝
（ｌ＋ｍ）！

２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２ ２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

ｓｉｎｉ（ ）２
－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

ｃｏｓｉ（ ）２

（３ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

＝
（ｌ＋ｍ）！

２２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２ ２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

（ｓｉｎｉ）－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）（１＋ｃｏｓｉ）（２ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）， （４．２６２）

ｋ１＝ｍａｘ（０，ｌ－ｍ－２ｐ），　ｋ２＝ｍｉｎ（ｌ－ｍ，２ｌ－２ｐ）， （４．２６３）

Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）＝ ｄ
ｄｉＦｌｍｐ（ｉ）

＝
（ｌ＋ｍ）！

２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！
１

ｓｉｎ（ ）ｉ ∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２×

２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×
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－２ｌｓｉｎ２ｉ
２－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ［ ］） ×

ｓｉｎｉ（ ）２
－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

× ｃｏｓｉ（ ）２

（３ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

． （４．２６４）

精确到Ｏ（ｅ２）项有

Ｘｌ，ｐ
ｐ （ｅ）＝１＋１

４
（ｌ２＋ｌ－４ｐ２）ｅ２， （４．２６５）

Ｘｌ，ｐ
ｐ＋１（ｅ）＝－１

２
（ｌ－２ｐ）ｅ，

Ｘｌ，ｐ
ｐ－１（ｅ）＝－１

２
（ｌ＋２ｐ）ｅ

烅

烄

烆
，

（４．２６６）

Ｘｌ，ｐ
ｐ＋２（ｅ）＝ １

８
［ｌ２－（４ｐ＋３）ｌ＋ｐ（４ｐ＋５）］ｅ２，

Ｘｌ，ｐ
ｐ－２（ｅ）＝ １

８
［ｌ２＋（４ｐ－３）ｌ＋ｐ（４ｐ－５）］ｅ２

烅

烄

烆
．

（４．２６７）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ （ｅ））＝ １

２
（ｌ２＋ｌ－４ｐ２）ｅ， （４．２６８）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ＋１（ｅ））＝－１

２
（ｌ－２ｐ），

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ－１（ｅ））＝－１

２
（ｌ＋２ｐ

烅

烄

烆
），

（４．２６９）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ＋２（ｅ））＝ １

４
［ｌ２－（４ｐ＋３）ｌ＋ｐ（４ｐ＋５）］ｅ，

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ－２（ｅ））＝ １

４
［ｌ２＋（４ｐ－３）ｌ＋ｐ（４ｐ－５）］ｅ

烅

烄

烆
．

（４．２７０）

上述（４．２４４）～（４．２５７）式中出现的地球参考椭球体赤道半径ａｅ和地心引

力常数ＧＭ，在前面采用的标准单位中均有ａｅ＝１，ＧＭ＝１，在下述公式中不
再出现．
除计算单位外，为了简便，采用前面§４．４中的表达式，将田谐项的两

个谐系数Ｃｌｍ和Ｓｌｍ改用下列形式表达：

Ｃｌｍ ＝Ｊｌｍｃｏｓｍλｌｍ，　　Ｓｌｍ ＝Ｊｌｍｓｉｎｍλｌｍ，

Ｊｌｍ ＝ （Ｃ２
ｌｍ ＋Ｓ２

ｌｍ）１／２，

ｍλｌｍ ＝ａｒｃｔａｎ（Ｓｌｍ／Ｃｌｍ

烅
烄

烆 ），

（４．２７１）

由此，Ｓｌｍｐｑ和Ｓ
ｌｍｐｑ的表达式（４．２４７）和（４．２５１）以及相应的ψ

　．

ｌｍｐｑ变为下列形式：

Ｓｌｍｐｑ ＝Ｊｌｍ （１－δｌｍ）ｃｏｓψ
　．


ｌｍｐｑ ＋δｌｍｓｉｎψ

　．

ｌｍ［ ］ｐｑ ， （４．２７２）

Ｓ
ｌｍｐｑ ＝Ｊｌｍ （１－δｌｍ）ｓｉｎψ

　．

ｌｍｐｑ －δｌｍｃｏｓψ

　．

ｌｍ［ ］ｐｑ ， （４．２７３）
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ψ
　．


ｌｍｐｑ ＝ψ

　．

ｌｍｐｑ －ｍλｌｍ

＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ＋（ｌ－２ｐ）ω＋ｍΩｌｍ， （４．２７４）

Ωｌｍ ＝Ω－（ＳＧ ＋λｌｍ）． （４．２７５）
由Ｒｌｍ的表达式（４．２４６）或σ（２）

Ｓ （ｔ）的表达式（４．２５２）～（４．２５７）式可以
看出，当

ｌ－２ｐ＋ｑ＝ｍα，
即

珔ｎ
ｎｅ

＝ ｍ
ｌ－２ｐ＋ｑ

（４．２７６）

时，卫星平运动角速度与地球自转角速度成简单整数比，上述摄动解无意
义，这就是前面讨论Ｊ２，２项时所说的通约问题，（４．２７６）式即通约问题的判
别准则．显然，（ｎ－２ｐ＋ｑ）要取正值，即

ｌ－２ｐ＋ｑ＝１，２，…．
因此，对于任何一个卫星，几乎都存在通约问题．特别是２４ｈ卫星，所有田谐
项都引起通约问题．对于２ｈ近地卫星，有珔ｎ／ｎｅ＝１２，相应地ｍ＝１２，２４，…，
即Ｊ１２，１２，Ｊ１３，１２，…；Ｊ２４，２４，Ｊ２５，２４，…都会引起通约问题，只不过这些通约项含
有因子１／ｒ１３，…，１／ｒ２５，…，通约现象不显著．
当接近通约时，摄动解σ（２）

Ｓ （ｔ）中有些项相应地转化为长周期项，这与前
面Ｊ２，２项类似，不再论述．

§４．７　几类特殊卫星轨道

１．太阳同步卫星与极轨道卫星

太阳同步卫星，即其轨道升交点（经度为Ω）的进动速度Ω
　·
与地球绕日

公转的平运动速度ｎＳ相等的卫星，也就是说，该卫星轨道平面在空间的移
动与太阳向东运动（从地球上看）同步．这是一种常见的应用卫星，如我国的
第一代气象卫星风云１号等．极轨卫星是指轨道倾角ｉ＝９０°的卫星，其轨道

平面几乎不变，即Ω
　·
＝０．

这两种卫星轨道能否实现，可从地球非球形引力摄动导致的卫星轨道
变化规律中找到答案．根据§４．３中得到的结果，在主要带谐项（Ｊ２）的影响
下，轨道升交点经度变化的一阶长期项系数（即变率）为

Ω１ ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ．
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由此可知，当ｉ＝９０°时，轨道平面不动；又根据Ω１＝ｎＳ的条件，在给定ａ和ｅ
两个根数的前提下，可以确定倾角ｉ，使轨道平面的运动与太阳同步．但这
些都仅仅是根据一阶长期摄动项（当然，也是最主要的摄动项）的结果而得
出的结论，若完整地考虑各种摄动源的影响，上述结论是否还能保持，本节
将对此作进一步的阐明．
（１）卫星轨道变化的有关规律
上述两种卫星都涉及到轨道平面的定向问题，前者是进动速度保持定

值问题，而后者则是轨道平面保持不变的问题．关于轨道平面的两个定向根
数（ｉ，Ω），在受摄情况下，所满足的微分方程如下

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

烅

烄

烆
，

（４．２７７）

或

ｄｉ
ｄｔ＝ｒｃｏｓ（ｆ＋ω）

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎ（ｆ＋ω）

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ

烅

烄

烆
，

（４．２７８）

其中Ｒ是摄动函数，Ｗ 是摄动加速度的轨道平面法向分量，其他各量ａ，ｅ
等皆为常用的符号，不再说明．
根据前面几节的结果，我们已了解到如下几点：

１）对于地球非球形引力位的带谐项Ｊｌ（即Ｃｌ，０，ｌ＝１，２，…）部分，相应
的摄动函数Ｒ（Ｊｌ）与Ω无关，而且含有因子ｓｉｎｉ（奇次带谐项）或ｓｉｎ２ｉ（偶
次带谐项）．因此，相应的方程（４．２７７）有如下形式

ｄｉ
ｄｔ＝ｃｏｓｉΦ１（Ｊｌ；ａ，ｅ，ｉ，ω，Ｍ），

ｄΩ
ｄｔ ＝－ｃｏｓｉΦ２（Ｊｌ；ａ，ｅ，ｉ，ω，Ｍ

烅

烄

烆
），

（４．２７９）

显然，该方程有一特解

ａ＝ａ（ｔ），　ｅ＝ｅ（ｔ），　ω＝ω（ｔ），　Ｍ＝Ｍ（ｔ），

ｉ＝９０°，

Ω＝Ω０

烅
烄

烆 ，
（４．２８０）

其中Ω０ 为［０，２π）上的任意实数．
２）对于田谐项Ｊｌｍ（ｌ＝１，２，…，ｍ＝１，２，…，ｌ）部分，相应的摄动函数

Ｒ（Ｊｌｍ）不再有上述特征，既与Ω有关，又不再含有公共因子ｓｉｎｉ（或ｓｉｎ２ｉ），
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故对ｉ和Ω的变化而言，不再满足类似（４．２７９）的方程、但是，田谐项Ｊｌｍ对

卫星轨道的影响，除高轨卫星会因通约小分母的出现引起共振项外，仅有较
小的短周期效应，即相应于解（４．２８０）致使ｉ在９０°附近摆动，Ω在Ω０ 附近

摆动．
３）对于地球非球形引力摄动，消除角变量（包括快变量Ｍ 和慢变量Ω
和ω）后，即得到平均根数ｉ和Ω所满足的微分方程，有

ｄｉ
ｄｔ＝０，　ｉ＝ｉ０， （４．２８１）

ｄΩ
ｄｔ ＝－ｃｏｓｉ ３Ｊ２

２ｐ（ ）２ ｎ＋Ｏ（Ｊ２
２，Ｊ２ｌ）ψ（珔ａ０，珋ｅ０，ｉ０［ ］）． （４．２８２）

其中Ｊ２ｌ（ｌ＝２，…）对应偶次带谐项，ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝珔ａ０（１－珋ｅ２
０），ｎ＝珔ｎ０＝

珔ａ－３／２
０ ．这里顺便提一句，即使考虑日、月摄动，Ω的变化亦含有共同因子

ｃｏｓｉ，后面第五章中将要介绍．
（２）太阳同步卫星轨道的参数选择

根据上述特征（４．２８２）式和太阳同步轨道的要求Ω
　·＝ｎＳ，可得

ｎＳ ＝－ｃｏｓｉ ３Ｊ２

２ｐ２（ ）ｎ １＋
３Ｊ２

２ｐ（ ）２
３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（［｛ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ ５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）２ －

３５
１８

Ｊ４

Ｊ（ ）２
２

６
７＋９

７ｅ
２－ｓｉｎ２ｉ ３

２＋９
４ｅ

２（ ））＋Ｏ Ｊ２ｌ

Ｊ（ ）２
２ ｌ≥

（ ］｝
３

．

（４．２８３）

当给定ａ，ｅ后即可确定相应的倾角ｉ＝ｉ（ｎＳ；ａ，ｅ）．严格地说，这里的ｉ和ａ，

ｅ均为ｉ和珔ａ，珋ｅ．但在进行轨道设计选择参数时，就可当作瞬时根数，而无需
像精密定轨那样严格要求．如果同时考虑日、月摄动，仅在（４．２８２）式右端增
加相应的项，除像２４ｈ地球同步卫星那样的高轨卫星外，所增加的项与Ｊ２

２

项相当．
关于太阳同步卫星轨道设计中主要参数ａ，ｅ，ｉ的选择问题，通常采用

近圆轨道，剩下的问题是ａ的选择，当ａ，ｅ确定后即可由（４．２８３）式确定ｉ
值．按（４．２８３）式由ａ，ｅ确定ｉ时，是否同时考虑一阶项（Ｊ２）和二阶项

（Ｊ２
２，Ｊ２ｌ）比只考虑一阶项好？事实上，无法真正严格地确定ｉ值，即使同时
考虑Ｊ２

２，Ｊ２ｌ和日、月等摄动项，也只能包含长期项，而且还有一些摄动因素
无法按（４．２８３）式考虑，那么，按前者选择就不一定比后者好．既然如此，还
是仅考虑一阶项既简单又实用，即
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ｃｏｓｉ＝－ｎＳ／
３Ｊ２

２ｐ２（ ）ｎ （４．２８４）

（３）极轨道的保持问题
根据前面第１段的阐述，在地球非球形引力位带谐项（Ｊｌ）的影响下，极

轨道是存在的，即

ｉ＝ｉ０＝９０°，Ω＝Ω０．
而同时考虑日、月摄动的长期的长期效应时亦有上述结论，对于静止（非旋
转）大气，亦不影响上述结论．因此，极轨道基本上能实现的，在周期摄动影
响下，真实的轨道平面将作相应的摆动．为此，下面给出算例，使读者了解这
一摆动的幅度．
以２ｈ卫星为背景，取初值

ｉ０＝９０°，Ω＝４５°，
对完整的摄动运动方程积分１０４ 圈（这一弧段已相当长），以显示极轨道保
持的状况，计算结果列与表４．１．
表４．１中四种类型分别为：

Ⅰ型：只考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 的摄动影响；

Ⅱ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 和Ｊ２，２的摄动影响；

Ⅲ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 和日、月引力的摄动影响；

Ⅳ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４，Ｊ２，２，日、月引力，太阳光压和大气阻力摄动的
影响．取光压和大气阻力摄动量级各为１０－７和１０－８，且不考虑地影和大气旋
转，故这两种摄动对轨道平面的影响不大，关于这一点，下一章会仔细介绍．

表４．１　极轨道的保持与变化范围

类型 ｉ／度 Ω／度

Ⅰ ９０．０（不变） ４５．０（不变）

Ⅱ ８９．９９３～９０．００１７ ４４．９９９９～４５．０３１０

Ⅲ ８９．９９６６～９０．０３７６ ４４．９７８５～４５．９３５９

Ⅳ ８９．９９７５～９０．０３９５ ４４．９９００～４６．０５９７

　　对于较高轨道（如Ｌａｇｅｏｓ卫星）的计算，所得结果的特征与２ｈ卫星基本相

同．由结果可以看出，前面的分析是正确的，极轨道是可以保持的，即使在各种
摄动力的影响下，运行时间足够长时，轨道平面的摆动范围仍然较小．

２．拱线静止轨道及其稳定性

拱线静止轨道即轨道半长轴指向不变的轨道，也就是说近地点幅角ω
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不变的轨道．这是另一类型的应用卫星，如美国１９８５年３月１２日发射的一
颗海洋测高卫星Ｇｅｏｓａｔ，就设计成这样的轨道．拱线静止轨道是靠相应的
小偏心率ｅ来维持的．确定的ｅ和ω值可以保持卫星地面高度在同一地区
几乎不变，这种轨道也称为冻结轨道（ｆｒｏｚｅｎｏｒｂｉｔ）．文献［１１］曾在仅考虑地
球非球形引力位Ｊ２和Ｊ３ 项摄动时，给出了这种轨道存在的条件，这里将对
其作较深入的分析与讨论．
（１）讨论拱线静止轨道存在的基本方程
根据前几节的讨论，考虑地球非球形引力摄动时，在历元地心平赤道系

中，略去岁差章动和极移的影响，卫星轨道变化满足下列方程

σ
　．＝ｆ（σ，ｔ，β）． （４．２８５）

这里σ即六个轨道向量

σ＝（ａ　ｅ　ｉ　Ω　Ω　Ｍ）Ｔ， （４．２８６）

Ｔ表示转置．（４．２８５）式右端向量函数ｆ中的β则表示地球非球形引力场参
数，ｆ显含ｔ，是地球自转（通过田谐项）的反映．显然，这一非自治系统（４．
２８５）不存在ω

　．＝０的特解，因此严格的拱线静止轨道是不存在的．
如果消除方程组（４．２８５）中的快变量（即分离出变化特征取决于平近点

角Ｍ 的短周期项，包括地球自转项），而对于非高轨卫星，田谐项部分又不
会产生摄动效应明显增强的共振项，那么方程组（４．２８５）就退化为下列４维
自治系统

Ｘ
　．

＝ｆ（Ｘ；Ｊｌ）

Ｘ＝（ａ　ｅ　ｉ　ω）烅
烄

烆 Ｔ
． （４．２８７）

这里的Ｘ实为仅消除短周期项的拟平均根数σ　，其变化只包含长期项和长
周期项，为了书写方便，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω．方程组（４．２８７）的右函数不仅不显
含ｔ，亦与轨道升交点经度Ω无关，故Ω和Ｍ 可与ａ，ｅ，ｉ，ω分离开．这就是
上述方程组（４．２８５）在分离出短周期项后退化为４维自治系统（４．２８７）的原
因．方程组（４．２８７）正是讨论拱线静止轨道存在性的基本方程，即在一定条
件下，该方程组存在对应ω

　．＝０的特解．
将方程组（４．２８７）中的右函数ｆ记为

ｆ＝

（ｆａ）
（ｆｅ）
（ｆｉ）
（ｆω

烄

烆

烌

烎）

＝

ｆ１

ｆ２

ｆ３

ｆ

烄

烆

烌

烎４

， （４．２８８）

则四个分量ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４分别为ａ，ｅ，ｉ，ω四个根数各自对应的右函数．若记
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ｆｊ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）

ｊ ＝ｆ（１）
ｊ ＋ｆ（２）

ｊ ＋…＋ｆ（Ｎ）
ｊ ，

ｆ（ｋ）
ｊ ＝Ｏ（εｋ），　ｊ＝１，２，３，４

烅
烄

烆 ，
（４．２８９）

其中ε＝Ｊ２＝Ｏ（１０－３），ｆｊ各有如下特点

ｆ１ ＝ｆ（３）
１ ＋ｆ（４）

１ ＋…， （４．２９０）

ｆ（３）
１ ＝ｆ（３）

１ （Ｊ３
２），

ｆ１
（４）＝ｆ（４）

１ （Ｊ４
２

烅
烄

烆 ，…），
（４．２９１）

ｆｊ ＝ｆ（２）
ｊ ＋ｆ（３）

ｊ ＋ｆ（４）
ｊ ＋…，　ｊ＝２，３， （４．２９２）

ｆ（２）
ｊ ＝ｆ（２）

ｊ （Ｊ２
２，Ｊ３，Ｊ４，…），

ｆ（３）
ｊ ＝ｆ（３）

ｊ （Ｊ３
２，Ｊ２Ｊ３，Ｊ２Ｊ４，…），

ｆ（４）
ｊ ＝ｆ（４）

ｊ （Ｊ４
２，Ｊ２

２Ｊ３，Ｊ２
２Ｊ４，…，Ｊ２

３，Ｊ２
４，…，Ｊ２

ｌｍ

烅
烄

烆 ），

（４．２９３）

ｆ４＝ｆ（１）
４ ＋ｆ（２）

４ ＋ｆ（３）
４ ＋ｆ（４）

４ ＋…， （４．２９４）

ｆ（１）
４ ＝ｆ（１）

４ （Ｊ２），

ｆ（２）
４ ＝ｆ（２）

４ （Ｊ２
２，Ｊ３，Ｊ４，…），

ｆ（３）
４ ＝ｆ（３）

４ （Ｊ３
２，Ｊ２Ｊ３，Ｊ２Ｊ４，…），

ｆ（４）
４ ＝ｆ（４）

４ （Ｊ４
２，Ｊ２

２Ｊ３，Ｊ２
２Ｊ４，…，Ｊ２

３，Ｊ２
４，…，Ｊ２

ｌｍ）

烅

烄

烆 ．

（４．２９５）

不失一般性，右函数ｆ只取到３阶项（Ｊ２
ｌｍ项将不再出现），并以Ｊ３ 和

Ｊ４ 分别代表二阶奇次带谐项Ｊ２ｌ－１和偶次带谐项Ｊ２ｌ，ｌ＝１，２，３，…，因为右

函数中的这两部分能反映与讨论拱线静止轨道直接有关的“特征”，包括１
ｅ

因子以及含有幅角ω，３ω，…，２ω，４ω，…的三角函数的状况．于是有

ｄａ
ｄｔ＝ｆ１ ＝ｆ（３）

１ ， （４．２９６）

ｄｅ
ｄｔ＝ｆ２ ＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｆ３， （４．２９７）

ｄｉ
ｄｔ＝ｆ３ ＝ｆ（２）

３ ＋ｆ（３）
３ ， （４．２９８）

ｄω
ｄｔ＝ｆ４ ＝ｆ（１）

４ ＋ｆ（２）
４ ＋ｆ（３）

４ ． （４．２９９）

其中

ｆ（３）
１ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

３

ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ １－ｅ槡 ２·

１
３ｓｉｎ２ｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃ［｛ ｆ－

ｓｉｎ２ｉ １７
１２－１９

８ｓｉｎ２（ ）ｉ － ｅ２

１－ｅ２
７
３ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）］ｉ ×
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２ｅ２ｓｉｎ２ω－ １
１－ｅ２

１
３２ｓｉｎ４［ ］ｉ ４ｅ２ｓｉｎ４ ｝ω ， （４．３００）

ｆ（２）
３ ＝

３Ｊ２

２ｐ２）
２ｎｓｉｎ２ｉ ７

２４－５
１６ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１

６
（２－５

２ｓｉｎ２［ ）ｉｃ（ ］ｆ ｅ２×

ｓｉｎ２ω＋
３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ｎｓｉｎ２ｉ ９
２８－３

８ｓｉｎ２［ ］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω＋

３Ｊ３

４ｐ（ ）３ ｎｃｏｓｉ２－５
２ｓｉｎ２［ ］ｉ ｅｃｏｓω， （４．３０１）

ｆ（３）
３ ＝Ｉ１（Ｊ３

２；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｓｉｎ２ω＋［Ｉ２２（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｓｉｎ２ω＋
Ｉ２４（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ４ｓｉｎ４ω］＋［Ｉ３１（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅｃｏｓω＋
Ｉ３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅ３ｃｏｓ３ω］， （４．３０２）

ｆ（１）
４ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２ ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．３０３）

ｆ（２）
４ ＝ｆ（２）

４Ｃ ＋ｆ（２）
４Ｌ ， （４．３０４）

ｆ（２）
４Ｃ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

２

ｎ ４－１０３
１２ｓｉｎ２ｉ＋２１５

４８ｓｉｎ４（ ）ｉ［ ＋

ｅ２ ７
１２－３

８ｓｉｎ２ｉ－１５
３２ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

１－ｅ槡 ２ ２－１１
２ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）］ｉ －

３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ［ｎ １２
７ －９３

１４ｓｉｎ２ｉ＋２１
４ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

ｅ２ ２７
１４－２７

４ｓｉｎ２ｉ＋８１
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ， （４．３０５）

ｆ（２）
４Ｌ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

２ ［ｎ ｓｉｎ２ｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

４＋１－ｅ２

３ ｃ（ ）ｆ ＋

ｅ２ ２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉ ｃｆ－

ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ［ｎ －ｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ（２ ９
１４－１５

４ｓｉｎ２ｉ＋

２７
８ｓｉｎ４ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

３Ｊ３

４ｐ（ ）３ ｎ１［ｅ ｓｉｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２

ｓｉｎｉ
２－３５

２ｓｉｎ２ｉ＋３５
２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｓｉｎω， （４．３０６）

ｆ（３）
４ ＝ｆ（３）

４Ｃ ＋ｆ（３）
４Ｌ ， （４．３０７）
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ｆ（３）
４Ｃ ＝ωｃ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）， （４．３０８）

ｆ（３）
４Ｌ ＝ω１（Ｊ３

２；ａ，ｅ，ｉ）ｃｏｓ２ω＋ω２２（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｃｏｓ２ω＋

ω２４（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｃｏｓ４ω＋ω３１（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）１
ｅｓｉｎω＋

ω３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅｓｉｎ３ω． （４．３０９）
上述各式中的有关量为

ｎ＝ａ－３／２，　ｐ＝ａ（１－ｅ２）， （４．３１０）

ｃｆ ＝ １
ｅ２ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
＝ ３

４＋Ｏ（ｅ２）． （４．３１１）

尽管ｆ（３）
３ 和ｆ（３）

４ 并未完全将具体形式写出，即Ｉ１（Ｊ３
２；ａ，ｅ，ｉ），…，

ω３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ），但已清楚地表明了相应函数的具体特征，即奇次和偶次带
谐项以及它们的联合项中分别包含ｓｉｎω，ｃｏｓω，…，ｓｉｎ２ω，ｃｏｓ２ω，…的区别，

特别是有关这些项中ｅ（或１
ｅ

）因子出现的不同形式；还有ａ，ｅ，ｉ和ω相应右

函数中出现上述各项的差异．这些正是讨论拱线静止轨道存在性所必须了
解的特征．
（２）拱线静止轨道———方程组（４．２９６）～（４．２９９）的特解
首先根据上一段给出的右函数特征之一，即对于ａ，ｅ，ｉ，右函数中出现

的是ｓｉｎ２ω，ｓｉｎ４ω，…，ｃｏｓω，ｃｏｓ３ω，…，当ω＝９０°和ω＝２７０°时，显然有

ｄａ
ｄｔ＝０，　ｄｅ

ｄｔ＝０，　ｄｉ
ｄｔ＝０．

再看右函数的特征之二，即对于ω，右函数中出现的是ｃｏｓ２ω，ｃｏｓ４ω，…，

ｓｉｎω，ｓｉｎ３ω，…，当ω＝９０°和ω＝２７０°时，分别有

ｃｏｓ２ω＝－１，　ｃｏｓ４ω＝１，…

ｓｉｎω＝±１，　ｓｉｎ３ω＝１，…
这里±或号依次分别对应ω＝９０°和ω＝２７０°．将ω值带入（４．２９９）式后即
可给出ａ，ｅ，ｉ所满足的一个关系式，从而获得ｅ＝ｅ（ａ，ｉ），只要该关系合理
即可．然而根据Ｊ２＞０，Ｊ３＜０，以ω＝２７０°代入方程（４．２９９）后，在一般条件
下，给出的结果ｅ＜０．因此，方程组（４．２９６）～（４．２９９）有如下特解

ａ≡ａ０，ｅ≡ｅ０，ｉ≡ｉ０，ω≡ω０＝９０°． （４．３１２）

ａ０，ｅ０，ｉ０ 所满足的关系如下

ｅ０ ｛＝ ３（－Ｊ３）
４ｐ

ｓｉｎ ［ｉ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ－ ｅ２

ｓｉｎ２ （ｉ ２－３５
２ｓｉｎ２ｉ＋３５

２ｓｉｎ４ ）］ｉ ＋

Ｏ Ｊ５

ｐ３（ ）｝，… ｛× ３Ｊ２

２
２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ ３Ｊ２

２（ ）ｐ ［２

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ×
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３－７９
２４ｓｉｎ２（ ）ｉ －ｅ２ ５

１２－１９
８ｓｉｎ２＋７５

３２ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ４ ］） ＋

３５（－Ｊ４）
８ｐ ［２

１２
７ －９３

１４ｓｉｎ２ｉ＋２１
４ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋ｅ２ ２７

１４－２７
４ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

８１
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ＋Ｏ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４，…）Ｃ－
３Ｊ２

２（ ）ｐ ［２

ｓｉｎ２ｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

１
４＋１－ｅ２

３ ｃ（ ）ｆ ＋ｅ２ ２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉｃｆ－

ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ －

３５（－Ｊ４）
８ｐ ［２ ｓｉｎ２ｉ ９

１４－３
４ｓｉｎ２（ ）ｉ －ｅ（２ ９

１４－１５
４ｓｉｎ２ｉ＋

２７
８ｓｉｎ４ ）］ｉ ＋Ｏ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４，Ｊ２Ｊ３，…）｝Ｌ

－１

． （４．３１３）

该式右端出现的ａ，ｅ，ｉ皆为ａ０，ｅ０，ｉ０，ｐ＝ａ０（１－ｅ２
０），而Ｏ（…）Ｃ 和Ｏ（…）Ｌ则

表示相应的长期和长周期部分对应的项．若ｉ０ 不十分接近临界角ｉｃ＝

６３°２６′，即当｜２－５
２ｓｉｎ２ｉ０｜＞１０－３时，上式的主要部分为

ｅ０ ＝ －Ｊ３

Ｊ（ ）２

１
２ａ０

ｓｉｎｉ０ １＋Ｏ（ｅ２
０［ ］）＝Ｏ（１０－３）， （４．３１４）

这表明拱线静止轨道是以近圆轨道实现的．当ｉ０→ｉｃ进入临界角范围，则将
出现相应的轨道共振问题，见参考文献［１２］．

（４．３１２）式和（４．３１３）式即拱线静止轨道解及相应轨道根数之间的关
系，给定ａ０，ｉ０ 后就可确定相应的ｅ０ 值，而ω０≡９０°，近地点指向不变．至于
根数Ω的变化（东进或西退）对该轨道特征无影响．
根据右函数中表现出的规律，除Ｊ２和Ｊ３ 项外，同时考虑Ｊ２ｌ－１项，Ｊ２ｌ项

（ｌ＝２，３，…）和田谐项Ｊｌｍ，也不会改变上述结论（指平均系统）．但这仅仅是
地球卫星的情况，对于不同的中心天体将有不同的结论．从上述特解可以看
出，奇次带谐项Ｊ２ｌ－１将起着重要作用，只是地球非球形引力位的Ｊ５，Ｊ７，…
相对Ｊ３ 而言较小，不改变前面的结论，而对月球则不然，相应的Ｊ５，Ｊ７，Ｊ９

项相对Ｊ３ 项而言，对低轨卫星更重要，冻结轨道的解有差别，详见参考文献
［１３］和［１４］．
（３）拱线静止轨道解的稳定性问题
上述轨道解所对应的是一个平均系统的特解，那么在原完整力学系统

中，这种特解所固有的特征———拱线指向不变是否还能保持，这就涉及到该
特解的稳定性问题．若仅限于线性意义下的稳定性，那是容易回答这一问题
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的，略去证明过程，结论为：拱线静止轨道对应的特解（４．３１２）是稳定的．
至于非线性情况，特别是除地球非球形引力摄动外，还有更复杂的摄动

因素，对相应的完整力学系统，上述特解是否还保持稳定，目前还难以回答．
但人们关心的是在有限扰动下，这种轨道特征的变化状况．因此，用具体计
算来表明该轨道特征的保持或变化，显得更具实际意义．计算表明，如果适
当选取初始条件可以使拱线在较长间隔内保持小范围摆动的状态，即这种
特殊轨道在一定条件下是可以实现的．不过，实际轨道中拱线的摆动（甚至
摆动幅度较大），在具体工程任务中是要考虑的，特别是需要在较长间隔内
保持拱线“静止”状态的那种应用卫星．

３．地球同步卫星的运动特征及其漂移

地球同步卫星的轨道周期与地球自转周期相同，除周期相同外，如果轨
道面又与地球赤道面“重合”（即轨道倾角ｉ≈０），且偏心率ｅ≈０，这种卫星
相对地面固定点将是静止的，所以也称为地球静止卫星，常作为通信卫星．
关于这种卫星，地球非球形引力位的田谐项（特别是Ｃ２，２，Ｓ２，２项）对其轨道
的摄动作用会产生一种通约小分母所导致的共振项．这种卫星轨道的一个
基本特征，即当轨道周期有误差时，只要误差在一定范围内，它会围绕地球
赤道短轴方向摆动，却不会远离原定点方向“漂移而去”．这里将直接从原运
动方程着手，阐明在一定条件下它围绕地球赤道短轴方向摆动的力学机制．
（１）运动方程
考虑地球非球形引力位中的主要项（扁率项和椭率项）Ｊ２和Ｊ２，２项的影

响，引用地心赤道坐标系Ｏ ｒ，λ，，略去岁差、章动和极移，并采用标准计
算单位，则相应的地球引力位函数为

　Ｖ ＝ １
ｒ

１－Ｊ２

ｒ２ Ｐ２（ｓｉｎφ）＋Ｊ２，２

ｒ２ Ｐ２，２（ｓｉｎφ）ｃｏｓ２［ ］λ

＝ １
ｒ －Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ ＋Ｊ２，２

ｒ３ （３ｃｏｓ２
φ）ｃｏｓ２λ． （４．３１５）

其中λ是卫星相对地球赤道长轴方向（该方向在地固坐标系中的经度为

λ２，２）的经度，这在前面§４．４中已有阐述．

在上述球坐标系中，卫星的位置矢量ｒ和速度矢量ｒ　
．
的表达如下

ｒ＝
ｒ烄

烆

烌

烎

０
０

， （４．３１６）
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ｒ　
．
＝

ｒ　
．

ｒｃｏｓφλ
　．

ｒφ
　

烄

烆

烌

烎．

， （４．３１７）

其中

λ
　．

＝λ

＋Ｓ

　．

２，２＝λ

＋ｎｅ， （４．３１８）

ｎｅ即地球自转角速度．相应的卫星的动能（去掉质量因子）Ｔ即表示为

Ｔ＝１
２

（ｒ　
．２＋ｒ２ｃｏｓ２

φλ
　．
２＋ｒ２

φ
　．２）． （４．３１９）

根据动力学中运动方程的拉格朗日形式

ｄ
ｄｔ

Ｔ
ｑ

　（ ）． －Ｔ
ｑ ＝Ｖ

ｑ
，

ｑ＝
ｒ
λ
烄

烆

烌

烎φ

，ｑ
　．
＝

ｒ　
．

λ
　．

φ
　

烄

烆

烌

烎
．

烅

烄

烆

，
（４．３２０）

可给出卫星运动的基本方程如下

ｒ　 －ｒｃｏｓ２
φλ

　．
２－ｒφ

　．２ ＝－１
ｒ２ ＋３Ｊ２

ｒ４
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ －

　　９Ｊ２，２

ｒ４ ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ，

ｄ
ｄｔ

（ｒ２ｃｏｓ２
φλ

　．
）＝－６Ｊ２，２

ｒ３ ｃｏｓ２
φｓｉｎ２λ，

ｄ
ｄｔ

（ｒ２
φ
　．）＋１

２ｒ
２ｓｉｎ２φλ

　．
２ ＝３Ｊ２

２ｒ３ ｓｉｎ２φ－３Ｊ２，２

ｒ３ ｓｉｎ２φｃｏｓ２λ

烅

烄

烆
．

（４．３２１）

（２）运动方程的特解———地球同步卫星的运动特征
不难证明，方程（４．３２１）存在如下特解

ｒ　
．
≡ｒ０，　λ≡λ０，　φ≡０． （４．３２２）

证明如下：
此时有

　　　　　　　　　　ｒ　
．
＝０，　　ｒ　＝０；

λ
　．

＝λ


＋ｎｅ＝ｎｅ，　λ

＝０；

φ
　．＝０，　φ

＝０．
以此代入运动方程（４．３２１）得
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－ｒ０ｎ２
ｅ ＝－１

ｒ２
０
－３Ｊ２

２ｒ４
０
－９Ｊ２，２

ｒ４
０

ｃｏｓ２λ，

０＝６Ｊ２，２

ｒ３
０

ｓｉｎ２λ０，

０＝０

烅

烄

烆 ，

（４．３２３）

只要能由该方程确定ｒ０ 和λ０ 即得证．由方程（４．３２３）的第二式可知

λ０＝λ０１，λ０２，

λ０１＝９０°，２７０°，

λ０２＝０°，１８０°

烅

烄

烆 ．

（４．３２４）

由此，第一式变为下列形式：

ｒ０ｎ２
ｅ＝１

ｒ２
０
＋ ３Ｊ２

２ｒ４
０

９Ｊ２，２

ｒ［ ］４
０

， （４．３２５）

其中Ｊ２，２项前的“－”号和“＋”号分别对应λ０１和λ０２．ｒ０ 的解可写成

ｒ－３
０ ＝ｎ２

ｅ－ ３
２Ｊ２９Ｊ２，（ ）２ ／ｒ５

０． （４．３２６）

该式确实可得ｒ０ 的两个实解．由于Ｊ２，Ｊ２，２是小量，可用简单迭代法求解

ｒ０，最后得运动方程（４．３２１）的两个特解，即

ｒ≡ｒ０１，　λ≡λ０１＝９０°，２７０°，　φ≡０； （４．３２７）

ｒ≡ｒ０２，　λ≡λ０２＝０°，１８０°，　φ≡０． （４．３２８）
这两个特解分别表示卫星定点在地球赤道短轴和长轴上空．如果取

Ｊ２＝１．０８２６３７×１０
－３，Ｊ２，２＝１．７７１１５６×１０

－６，
则由（４．３２６）式解得

ｒ０１＝４２１６４．７１３４６ｋｍ（短轴上空）， （４．３２９）

ｒ０２＝４２１６４．７２３７１ｋｍ（长轴上空）． （４．３３０）
上述特解即平衡解．容易证明解（４．３２７）和（４．３２８）分别对应中心和鞍

点，后者是不稳定的，前者容易证明是线性稳定的．至于在非线性意义下是
否稳定，这并无实际意义，关键在于同时考虑其他摄动因素时（即不同性质
的有限扰动），该平衡解是否稳定，或者说得确切一些，即在此情况下，卫星
是否在上述稳定平衡点（地球赤道短轴上空）附近“摆动”．这里的特征量即

λ，如果稳定，则λ在平衡位置９０°（或２７０°）附近的变化范围Δλ应小于±９０°，
实际计算证实了这一特征，具体变化特点如下：

１）同步卫星在地球赤道短轴上空附近摆动的特征明显，并不因初始轨
道周期有误差就从平衡点漂移离去而不返回．

２）仅考虑地球非球形引力摄动时，ｅ和ｉ的变化很小，而考虑日、月引
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力和光压摄动后，则变化范围明显增大，特别是轨道倾角ｉ，这是低轨卫星
轨道变化没有的现象．关于这一问题，下一章中将要介绍，主要原因是日、月
引力（特别是月球引力）摄动效应所致．
根据地球同步卫星运动的特点，作为地球上空的定点通信工具显然是

可行的，这已广为采用．但不可能都定点在地球赤道短轴上空的两个位置上
（即东经７５°和西经１０５°），因此，就有东西向漂移问题和倾角变化引起的南
北漂移现象，这都需要不断进行轨控．

§４．８　双曲线轨道的扁率摄动

对于深空探测器的运动，当它从地球停泊轨道上飞抵目标天体附近时，
未变轨前，相对目标天体的运动通常是双曲线轨道．要使其变为绕目标天体
运动的轨道器，就必须再次变轨，将双曲线轨道变为椭圆轨道；或者仅需要
接近探测过程中的某个目标天体，绕飞或接近目标天体后离去．无论是前一
种探测形式，还是后一种，探测器接近目标天体时，相对该天体总有一段运
行轨道是双曲线轨道．为了更好了解探测器的运动状态，给地面测控系统或
者星上自主设备提供必要的轨道信息（不仅仅是孤立点上的位置速度值），
有必要对双曲线轨道的变化特征进行研究，给出类似椭圆轨道变化的一些
基本特征．而接近目标天体时，该天体的扁率效应显然是主要的，因此这一
节将给出双曲线轨道在扁率摄动影响下的变化规律．
仍采用标准单位系统，即长度、质量和时间单位取下列值：

［Ｌ］＝Ｒｅ（中心天体赤道半径）
［Ｍ］＝Ｍ０（中心天体质量）．
［Ｔ］＝（Ｒ３

ｅ／ＧＭ０）１／
烅
烄

烆 ２

（４．３３１）

在此计算单位系统中，Ｇ＝１，μ＝ＧＭ０＝１．
扁率（Ｊ２）项对应的摄动函数为

　　Ｒ＝－Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２

＝ Ｊ２

２ａ３
ａ（ ）ｒ

３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋３

２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２［ ］ｕ ， （４．３３２）

其中ｕ＝ｆ＋ω．将Ｒ代入摄动运动方程（３．７５）即可得轨道变化对应的
小参数方程：

σ
　．＝ｆ（σ，ｔ；ε）． （４．３３３）

由于双曲线轨道是“开放的”，近点角ｆ和Ｍ 的变化不同于椭圆轨道，
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故相应摄动解无长期项和周期项之分，因此可将轨道解记为

σ（ｔ）＝σ（ｔ０）＋Δσ（ｔ）． （４．３３４）
根据解的特征，这里的Δσ（ｔ）又记为下列形式：

Δσ＝σＳ（ｔ）－σＳ（ｔ０）． （４．３３５）
式中σＳ（ｔ）的一阶形式如下（略去推导过程）：

ａＳ（ｔ）＝－３Ｊ２

２ａ
ａ（ ）ｒ

３ ２
３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２ｆ＋２ω［ ］），

ｅＳ（ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ （１＋ｅ２｛ ）４ ｃｏｓｆ＋ｅ

２ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２

１２ｃｏｓ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅ２ｃｏｓ（ｆ－２ω）＋ １

４＋１１
１６ｅ（ ）２

ｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋５
４ｅｃｏｓ（２ｆ＋２ω）＋ ７

１２＋１７
４８ｅ（ ）２

ｃｏｓ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｅｃｏｓ

（４ｆ＋２ω）＋１
１６ｅ

２ｃｏｓ（５ｆ＋２ω ］｝） ，

（４．３３７）

ｉＳ（ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２
１
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ｅ

２ｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋１
２ｃｏｓ（２ｆ＋２ω）＋

ｅ
６ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］）， （４．３３８）

ΩＳ（ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ ［ｉ （ｆ＋ｅｓｉｎｆ）－ｅ
２ｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２ｓｉｎ（２ｆ＋２ω）－ｅ

６ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］）， （４．３３９）

ωＳ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）＋３Ｊ２

２ｐ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ｆ＋ １

ｅ ＋３
４（ ）ｅｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅｓｉｎ

（ｆ－２ω）－ １
４ｅ－７

１６（ ）ｅ

ｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋３
４ｓｉｎ（２ｆ＋２ω） （＋ ７

１２ｅ＋１１
４８ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋１

１６ｅｓｉｎ
（５ｆ＋２ω ］｝） ， （４．３４０）

ＭＳ（ｔ）＝ ３
２ａａＳ（ｔ０）Ｍ＋３Ｊ２

２ｐ２ （ｅ２－１槡 ｛） １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －１
４（ ）ｅ

ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅｓｉｎ

（ｆ－

２ω）－ １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ ７
１２ｅ－１

４８（ ）ｅ ｓｉｎ（３ｆ＋
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２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋１

１６ｅｓｉｎ
（５ｆ＋２ω ］｝） ， （４．３４１）

上述各式中ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０，Ω＝Ω０，ω＝ω０，Ｍ＝Ｍ（ｔ），Ｍ０＝Ｍ（ｔ０）．
以月球探测器为例，探测器飞抵月球作用范围边界时，相对月球为双曲

线运动．作为算例，选取向月飞行轨道的一种，即探测器到达该作用范围边
界（月心距为５７８００ｋｍ＝３３．２６Ｒｅ，Ｒｅ＝１７３８ｋｍ是月球赤道半径）时，相对
月球的速度为０．９０３７８３４０３ｋｍ／ｓ＝０．５３８１０５０１９，相应的近月点高度为

１００ｋｍ．这一双曲线轨道（这里取顺行轨道，对逆行轨道，计算情况相同）的

６个初始根数为

ａ０＝４．３５８７２８１９８，　Ω０＝４５°，

ｅ０＝１．２４２６２５２２２，　ω０＝４５°，

ｉ０＝４５°，　　　Ｍ０＝－３３８°．８８８６６３３０
烅
烄

烆 ．

（４．３４２）

分别用高精度数值解（积分器为ＲＫＦ７（８）［１５］）和上述摄动分析解，计
算探测器从进入月球作用范围（图４．２中的Ａ点）到飞离作用范围（图４．２
中的Ｂ点）这一关键弧段上双曲线轨道的变化．按二体问题，这一弧段的飞
行时间为１ｄ．２８９２６６８＝１８５６ｍ．５４４１９２，计算结果列于表４．２．

表４．２　两种方法给出的根数和坐标速度矢量的结果

根数 数值法 分析法 坐标速度 数值解 分析解

ａ（Ｒｅ）４．３５８７２８０４１２８０４．３５８７２８０４１２７７ ｘ（Ｒｅ） －２２．５０３７９４６９１７－２２．５０３７９４６６２３

ｅ １．２４２６３１８５３１５ １．２４２６２３１８１８６０ ｙ（Ｒｅ） －２４．４５１７２１９０１０－２４．４５１７２１９７１９

ｉ（°） ４４．９９９７３２４６９６ ４４．９９９７３２０１９８ ｚ（Ｒｅ） －１．３９５６４７６３５０ －１．３８５６４７０５９１

Ω（°） ４４．９８５７３２２４５９ ４４．９８５７３３３２４４ｘ　．（ｋｍ／ｓ）－０．５６７１８６４９７１ －０．５６７１８６４９６８

ω（°） ４５．０１５００３９７４４ ４５．０１５００２３３６２ｙ
　．（ｋｍ／ｓ）－０．６９７５５６３４３３ －０．６９７５５６３４５７

Ｍ（°）３３８．８８８５８３５７６３３３８．８８８５８３５４０７ｚ　．（ｋｍ／ｓ）－０．０９２４０７２３６５ －０．０９２４０７２２０１

图４．２　双曲线轨道

　　从计算结果可以看出，以数值解为
标准，分析解的误差也只有１０－８，这于

上述一阶摄动解的精度是相当的，在这
一弧段上，月球扁率摄动量级为１０－５～

１０－４，而且又是保守力摄动，二阶摄动

的量级应为１０－８．对于探测器的运动，

另一种重要摄动源是第三体（地球）的
引力摄动，但其影响不会超过月球扁率
摄动．故上述双曲线轨道的一阶摄动分
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析解还是有其实际意义的，而建立第三体引力摄动也并不困难．
这一章结合卫星运动中最主要的摄动源———中心天体非球形引力摄

动，对构造小参数幂级数解的方法及其具体过程作了详尽的阐述，剩下的问
题是级数解中出现的奇点如何处理？关于根数变化的周期项中出现的小ｅ
和小ｉ问题，只要采用第三章§３．３中提出的无奇点根数即可．另一个奇点
问题是长周期项中出现的通约（通常所说的小分母）问题，这是平均根数法
带来的，作为本章的结束，对此再作必要的阐述，简要介绍问题解决的一种
途径．
针对平均根数法出现该问题的特点，可对摄动法采用更进一步的改进，

即用拟平均根数代替平均根数作为参考解．拟平均根数的定义与平均根数
稍有差别，但仍用σ　（ｔ）表示，精确到二阶长期项的表达式如下：

σ　（ｔ）＝σ　０＋（δ珔ｎ０＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）＋Δσ（１）
Ｌ （ｔ），

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０），

σ　０ ＝σ０－［σ（１）
Ｓ （ｔ０）］．

相应的瞬时根数σ（ｔ）即由下式表达：

σ（ｔ）＝σ　（ｔ）＋σ（１）
Ｓ （ｔ）．

因为通约问题发生在长周期项中，故应对其另行处理，将其变化

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）以二阶长期项对待，放入拟平均根数中，由此即可解决相应的小分
母问题．在此参考解的基础上即可构造相应的无奇点的小参数幂级数解，其
原理和过程与平均根数法类似，详见参考文献［３～５］．
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学报，２００３，２２（２）：１９～２４
［１４］刘林，王歆．月球卫星轨道力学综述．天文学进展，２１（４）：２８１～２８８
［１５］ＦｅｈｌｂｅｒｇＥ．ＣｌａｓｓｉｃａｌＦｉｆｉｔｈｓｉｘｔｈｓｅｖｅｎｔｈａｎｄＥｉｇｈｔｈＯｒｄｅｒＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ

ｗｉｔｈＳｔｅｐｓｉｚｅＣｏｎｔｒｏｌ．ＮＡＳＡＴＲＲ ２８７，１９６８
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第５章　第三体引力摄动、非引力
　　　　摄动及后牛顿效应　　　

　　对于可以处理成受摄二体问题的航天器运动而言，除中心天体的非球形
引力摄动外，还有另外几类摄动源，即第三体（其他天体）引力摄动，非引力摄
动（大气的耗散效应和一般情况下的太阳辐射压作用）及后牛顿效应等．
就人造地球卫星的运动而言，第三体主要指太阳和月球，即通常所说的

日、月摄动，如果是环月轨道器的运动，则第三体即地球和太阳．不管是第三体
引力摄动，还是非引力中的太阳辐射压摄动和大气阻力摄动，都将涉及到太
阳的坐标或太阳和月球的坐标．因此本章将首先介绍日、月坐标的计算方法．

§５．１　日、月坐标

对于轨道摄动的分析解，着重的是卫星轨道变化规律，并不要求高精
度．因此，计算可采用日、月平均轨道，即长期进动椭圆，而在几天的弧段内，
还可采用“不变椭圆”轨道．下面给出日、月在历元地心平赤道坐标系中的位
置计算方法和相应的计算公式．

１．日、月的平均轨道

太阳在Ｊ２０００．０地心天球坐标系（即地心平赤道坐标系）中的平均轨道
根数σ　′为［１］

珔ａ＝１．０００００１０２（ＡＵ），　ＡＵ＝１．４９５９７８７０×１０８ｋｍ，

珋ｅ＝０．０１６７０９，

ｉ＝ε＝２３°．４３９３，

Ω＝０°．０，

珔ω＝２８２°．９３７３＋０°．３２Ｔ，

Ｍ＝３５７°．５２９１＋０°．９８５６ｄ

烅

烄

烆 ，

（５．１）

月球在Ｊ２０００．０地心平黄道坐标系中的平均轨道根数σ′为［１］



ａ＝３８４７４７．９８１ｋｍ，

ｅ＝０．０５４８８０，

ｉ＝Ｊ＝５°．１２９８，

Ω＝１２５°．０４４６－１９３４°．１４Ｔ，

ω＝３１８°．３０８７＋６００３°．１５Ｔ，

Ｍ＝１３４°．９６３４＋１３°．０６５０ｄ

烅

烄

烆 ，

（５．２）

上述两公式中出现的Ｔ 和ｄ 分别为由标准历元Ｊ２０００．０起算的世纪数和
儒略日．

２．日、月在历元（Ｊ２０００．０）地心平赤道坐标系中的轨道根数σ′

在日、月引力摄动解中将会出现的轨道根数σ′：ａ′，ｅ′，ｉ′，Ω′，ｕ′＝ｆ′＋

ω′，对太阳有

ａ′＝ａ，　ｅ′＝ｅ，　ｉ′＝ｉ＝，　Ω′＝０°．０，

ｕ′＝ｆ＋ω
烅
烄

烆 ．
（５．３）

其中ｆ将通过解Ｋｅｐｌｅｒ方程由ｅ，Ｍ 给出Ｅ，再由Ｅ，Ｅ给出该真近点角．对
月球有

ａ′＝ａ，　ｅ′＝ｅ． （５．４）
而ｉ′，Ω′，ｕ′的计算公式如下：

ｃｏｓｉ′＝ｃｏｓｃｏｓＪ－ｓｉｎｓｉｎＪｃｏｓΩ，

ｓｉｎｉ′＝ １－ｃｏｓ２槡 ｉ′
烅
烄

烆 ，
（５．５）

ｓｉｎΩ′＝ｓｉｎＪｓｉｎΩ
ｓｉｎｉ′

，

ｃｏｓΩ′＝ｃｏｓＪ－ｃｏｓｃｏｓｉ′
ｓｉｎｓｉｎｉ′

烅

烄

烆
，

（５．６）

ｕ′＝（ｆ＋ω＋Ω）－（Ω－φ），

ｓｉｎ（Ω－φ）＝ｃｏｓｓｉｎΩ
ｓｉｎｉ′ ｓｉｎＪ－ｓｉｎｓｉｎ２Ω

ｓｉｎｉ′ ｓｉｎ２ Ｊ
２

烅
烄

烆
．

（５．７）

在日、月引力摄动长周期项中将要涉及到变率ΩＣ′和ｎ′，对太阳，见（５．１），
有

ΩＣ′＝０，ｎ′＝０°．９８５６／ｄ． （５．８）
对月球，由（５．５）和（５．６）式给出

ΩＣ′＝ ｓｉｎＪ
ｃｏｓＪ－ｃｏｓ２（ ）ｃｏｓΩ·Ω


，

ｎ′＝１３°．０６５０／ｄ
烅
烄

烆 ，
（５．９）
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其中Ω

由（５．２）式Ω的计算公式给出，即－１９３４°．１４／Ｔ，Ｔ是世纪数．

§５．２　第三体引力摄动

关于第三体引力摄动，基本上有两大类．一种是外摄情况，即摄动天体
到中心天体的距离ｒ′大于运动天体（卫星）到中心天体的距离ｒ，即（ｒ／ｒ′）＜
１．另一种是内摄情况，即（ｒ′／ｒ）＜１．对于外摄情况，有两种可能，ｒ／ｒ′１或

ｍ′Ｍ（这里ｍ′和Ｍ 分别为摄动天体即第三体的质量和中心天体的质
量），或两者兼而有之．对于内摄情况，则有些不同，通常要求ｍ′Ｍ，而并
不需要ｒ′／ｒ１；如果同时有ｒ′／ｒ１，即摄动天体非常靠近中心天体，在此
情况下，往往改为讨论运动天体相对中心天体和第三体两者质心的运动．
就低轨卫星（不仅是低轨地球卫星）的运动而言，显然属于外摄情况．对

图５．１　三天体的相对位置

于地球卫星，在历元地心平赤道坐标系
中，运动方程如下：

ｒ
．．

＝－ＧＭ
ｒ３ｒ－Ｇｍ′

Δ
Δ３ ＋ｒ′

ｒ′（ ）３ ．

其中各量见图５．１，如采用标准计算单
位，则上式变化如下简单形式：

ｒ
．．

＝－ｒ
ｒ３ －ｍ′

Δ
Δ３ ＋ｒ′

ｒ′（ ）３ ， （５．１０）

这里ｍ′是第三体的以中心天体质量Ｍ 为单位的无量纲质量．相应的摄动
函数Ｒ的形式如下：

Ｒ＝ｍ′ １
Δ － ｒ

ｒ′２ｃｏｓ（ ）ψ ，

ｃｏｓψ＝ ｒ（ ）ｒ
· ｒ′（ ）ｒ′

烅

烄

烆 ．
（５．１１）

对于外摄情况有

１
Δ ＝ （ｒ２＋ｒ′２－２ｒｒ′ｃｏｓψ）－

１
２

＝ １
ｒ′∑

∞

ｌ＝０
Ｐｌ（ｃｏｓψ）ｒ（ ）ｒ′

ｌ
， （５．１２）

其中Ｐｌ（ｃｏｓψ）是上一章出现过的勒让德多项似式，上一章已出现过，只不
过变量ｓｉｎφ变为ｃｏｓψ，有
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Ｐ０（ｃｏｓψ）＝１，Ｐ１（ｃｏｓψ）＝ｃｏｓψ，

Ｐ２（ｃｏｓψ）＝ ３
２ｃｏｓ２

ψ－１
２

烅
烄

烆
，

将这些关系引入（５．１１）式得

Ｒ＝ｍ′
ｒ２

ｒ′
３

３
２ｃｏｓ２

ψ－（ ）１
２ ＋ｒ３

ｒ′
４

５
２ｃｏｓ３

ψ－３
２ｃｏｓ（ ）ψ ＋［ ］… ．

（５．１３）
对于低轨人造地球卫星而言，日、月引力摄动量级为二阶小量，即由

（５．１０）式给出下列估计：

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜≈
ｍ′（ ）Ｍ

ｒ（ ）ｒ′
３

＝Ｏ Ｊ２（ ）２ ．

就一阶摄动解而言，只需要给出二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）、一阶长周期项σ（１）
Ｌ （ｔ）

和轨道半长径ａ的二阶短周期项．但考虑到对稍高的地球卫星，以及其他类
型的探测器，第三体引力摄动的重要性，这里仍将六个轨道根数的二阶短周
期项一并给出．而且，日、月引力摄动将用“同一”公式表达，应用时可分开．
既然日、月摄动量为二阶小量，则相应的摄动函数（５．１３）式可取为下列简单
形式：

Ｒ＝ｍ′
ｒ′

３ｒ２ ３
２ｃｏｓ２

ψ－（ ）１
２ ． （５．１４）

利用位置矢量与根数的关系（见第二章§２．３），不难导出

ｃｏｓψ＝Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ． （５．１５）
其中

Ａ＝ １
４

｛（１－ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω－θ＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω－θ

－ｕ′）］＋（１＋ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω＋θ－ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω＋θ＋ｕ′）］＋２ｓｉｎｉｓｉｎｉ′［ｃｏｓ（ω－ｕ′）－
ｃｏｓ（ω＋ｕ′）］｝， （５．１６）

Ｂ＝－１
４

｛（１－ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω－θ＋ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω－θ－ｕ′）］＋（１＋ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω＋
θ－ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω＋θ＋ｕ′）］＋２ｓｉｎｉｓｉｎｉ′［ｓｉｎ（ω－ｕ′）－
ｓｉｎ（ω＋ｕ′）］｝， （５．１７）

这里

θ＝Ω－Ω′，ｕ′＝ｆ′＋ω′． （５．１８）
所有带“′”的根数ｉ′，Ω′，ω′，ｆ′等均为摄动天体相对同一中心天体的轨道根
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数，下面不再说明．将ｃｏｓψ代入（５．１４）式，得

Ｒ＝ ３
２βα

２ ｒ（ ）ａ ［２

－１
３＋１

２
（Ａ２＋Ｂ２）＋

１
２

（Ａ２－Ｂ２）ｃｏｓ２ｆ＋ＡＢｓｉｎ２ ］ｆ ， （５．１９）

β＝ｍ′／ｒ′
３． （５．２０）

对于 ｒ（ ）ｒ′ １的外摄情况，上述表达式比较理想，因为在这种情况下，只有运

动天体的真近点角ｆ是快变量，而Ω，ω和摄动天体的Ω′，ω′，ｆ′都是慢变量，
上述表达式正好将快、慢变量完全分离开，这便于求相应摄动解的各种摄动项．
利用下列平均值

ｒ（ ）ａ
２

＝１＋３
２ｅ

２，ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２，ｒ（ ）ａ
２

ｓｉｎ２ｆ＝０， （５．２１）

可将摄动函数Ｒ分解为

Ｒ＝ＲＣ＋ＲＬ＋ＲＳ， （５．２２）

ＲＣ ＝ ３
２βα

２ Ｃ １＋３
２ｅ（ ）［ ］２ ， （５．２３）

ＲＬ ＝ ３
２βα

２ Ｌ１ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋Ｌ２

５
２ｅ（ ）［ ］２ ， （５．２４）

ＲＳ ＝ ３
２βα ｛２ Ｓ１

ｒ（ ）ａ
２

－ １＋３
２ｅ（ ）［ ］２ ＋Ｓ２

ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ－５
２ｅ［ ］２ ＋

Ｓ３
ｒ（ ）ａ

２

ｓｉｎ２ ｝ｆ ． （５．２５）

其中

Ｃ＝ １
６

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （５．２６）

Ｌ１ ＝ １｛１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋２ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－
ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］＋

４１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］， （５．２７）

Ｌ２ ＝ １｛１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋ｓｉｎ２ｉＤ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ｝５ ， （５．２８）

Ｓ１＝Ｃ＋Ｌ１， （５．２９）
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Ｓ２＝Ｌ２， （５．３０）

Ｓ３ ＝－１｛１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋ｓｉｎ２ｉＤ８＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ｝１０ ． （５．３１）

关于Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄ１０的表达式如下：

Ｄ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′），

Ｄ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．３２）

Ｄ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ７ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ω＋２ｕ′），

Ｄ８ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ９ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ１０ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．３３）

将上述分解后的摄动函数ＲＣ，ＲＬ 和ＲＳ 分别代入摄动运动方程，即可给出
卫星轨道变化所满足的小参数方程，同时考虑一阶量Ｊ２（扁率项），有

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，Ｊ２）＋ｆ２（σ，β）． （５．３４）

其中ｆ２ 有三项，即

ｆ２ ＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ＋ｆ２Ｓ． （５．３５）
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采用平均根数法构造小参数幂级数解，在一阶摄动意义下，下面给出第三体
引力摄动相应的摄动项［２］．

１．长期项σ２（ｔ－ｔ０）的变率σ２

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０， （５．３６）

Ω２ ＝－ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－１／２ｎｃｏｓｉ，（５．３７）

ω２ ＝ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１

２ｅ［ ］２ （１－ｅ２）－１／２ｎ，

（５．３８）

Ｍ２ ＝－ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ７

３＋ｅ（ ）２ ｎ． （５．３９）

各式右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ，和ｎ均为平均根数珔ａ０，珋ｅ０，ｉ０ 和珔ｎ０＝珔ａ０
－３

２ ．日、
月有关量β的定义如下：

β＝ｍ′／ｒ′３． （５．４０）
上述各式中，凡带有“′”的量（包括质量ｍ′和根数ａ′，ｅ′，ｉ′，…）均为第三体
（即摄动天体日、月）的有关量．下面不再说明．
对于中低轨卫星的定轨，基本上涉及的弧段不会太长，日、月位置（或轨

道）变化不大，可采用简单模型（例如平均椭圆轨道）计算日、月的轨道及相
应的距离量ｒ′，具体计算方法见§５．１．

２．长周期项σ（１）
Ｌ （ｔ）

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （５．４１）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３

２βａ（ ）３ （５ｅ １－ｅ槡 ２）ｎＨ１， （５．４２）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｎ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

×

（５ｅ２）ｃｏｓｉＨ１－２１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ２－（５ｅ２）Ｈ［ ］３ ， （５．４３）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｎ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ４＋ ５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ［ ］５ ＋

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）２
１

１－ｅ槡
［２
（２５ｅ２）ｃｏｓｉＨ

１ －２１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ

２ －

（５ｅ２）Ｈ］３ ， （５．４４）
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ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｛ｎ １－ｅ槡 ２（３Ｈ６＋５Ｈ７）－

ｃｏｓｉ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ４＋ ５

２ｅ（ ）２ Ｈ ］［ ｝５ －

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）２
１

１－ｅ槡
［２
（５ｅ２）（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）Ｈ

１ －

１０１＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ

２ －（２５ｅ２）ｃｏｓｉＨ］３ ， （５．４５）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３

２βａ（ ）３ ｎ［（７＋３ｅ２）Ｈ６＋（５＋５ｅ２）Ｈ７］－

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）［２ （１５ｅ２）２－５
２ｓｉｎ（ ）ｉＨ

１ －

６１＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ

２ －（１５ｅ２）ｃｏｓｉＨ］３ ． （５．４６）

上述各式右端出现的各量，除在σ２ 中已出现过的之外，ｐ＝ａ（１－ｅ２）亦为平
均根数，而Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ７ 和Ｈ

１ ，Ｈ
２ ，Ｈ

３ 由下列各式表达：

Ｈ１ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ２＋ｓｉｎ２ｉＫ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ５ ］　
　

， （５．４７）

Ｈ２ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ６＋ｓｉｎ２ｉＫ７］， （５．４８）

Ｈ３ ＝ １［１６ －１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ２－

ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ４＋ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ５ ］　
　

， （５．４９）

Ｈ４ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ１６＋４ｃｏｓ２ｉＫ１７－６ｓｉｎ２ｉＫ１８］， （５．５０）

Ｈ５ ＝ １
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ１１－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ１２＋ｓｉｎ２ｉＫ１３＋

２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｋ１４＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｋ１５］， （５．５１）

Ｈ６ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ１６＋２ｓｉｎ２ｉＫ１７＋２（２－３ｓｉｎ２ｉ）Ｋ１８］， （５．５２）

Ｈ７ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ１２＋ｓｉｎ２ｉＫ１３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ１４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ ］１５ ， （５．５３）

Ｋ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）／ｎ１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ３＋
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（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ４， （５．５４）

Ｋ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）／ｎ２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ６， （５．５５）

Ｋ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω／２ω１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）／ｎ７＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′）／ｎ８， （５．５６）

Ｋ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）／ｎ９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋
２ｕ′）／ｎ１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ１２］， （５．５７）

Ｋ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）／ｎ１０＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ１４］， （５．５８）

Ｋ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ／２θＣ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）／ｎ１５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）／ｎ１６， （５．５９）

Ｋ７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ／θＣ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）／ｎ１７＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）／ｎ１８， （５．６０）

Ｋ１１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）／ｎ１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ３＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ４， （５．６１）

Ｋ１２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）／ｎ２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ６， （５．６２）

Ｋ１３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω／２ω１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）／ｎ７＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′）／ｎ８， （５．６３）

Ｋ１４ ＝ｓｉｎ ［ｉ′２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）／ｎ９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋

２ｕ′）／ｎ１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ ］１２ ， （５．６４）

Ｋ１５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）／ｎ１０＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ１４］， （５．６５）

Ｋ１６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ／２θＣ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）／ｎ１５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）／ｎ１６， （５．６６）

Ｋ１７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ／θＣ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）／ｎ１７＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′）／ｎ１８， （５．６７）

Ｋ１８ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２ｕ′／２ｎ′， （５．６８）

Ｈ
１ ＝ １［１６

１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ
１ ＋１

２
（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ

２ ＋ｓｉｎ２ｉＫ
３ ＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ
４ ＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ］５ ， （５．６９）

Ｈ
２ ＝ １

１６
［ｓｉｎ２ｉＫ

６ ＋ｓｉｎ２ｉＫ
７ ］， （５．７０）
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Ｈ
３ ＝ １［１６ －１

２
（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ

１ ＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ
２ －

ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ
４ ＋ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ］５ ， （５．７１）

Ｋ
１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）／ｎ２

１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ２
３＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ２
４， （５．７２）

Ｋ
２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）／ｎ２

２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ２
５＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ２
６， （５．７３）

Ｋ
３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω／４ω２

１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）／ｎ２
７＋

３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′）／ｎ２
８， （５．７４）

Ｋ
４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）／ｎ２

９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋
２ｕ′）／ｎ２

１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ２
１２］， （５．７５）

Ｋ
５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）／ｎ２

１１＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ２

１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ２
１４］， （５．７６）

Ｋ
６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ／４θＣ

２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）／ｎ２
１５＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）／ｎ２
１６， （５．７７）

Ｋ
７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ／θＣ

２－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）／ｎ２
１７＋

ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′）／ｎ２
１８． （５．７８）

上述各式中的ｎ１，ｎ２，…，ｎ１８均是慢变化的变化率，即

ｎ１＝２ω１－２θＣ，　　　ｎ２＝２ω１＋２θＣ，　　　ｎ３＝２ω１－２θＣ＋２ｎ′
ｎ４＝２ω１－２θＣ－２ｎ′，ｎ５＝２ω１＋２θＣ－２ｎ′，ｎ６＝２ω１＋２θＣ＋２ｎ′
ｎ７＝２ω１－２ｎ′， ｎ８＝２ω１＋２ｎ′， ｎ９＝２ω１－θＣ

ｎ１０＝２ω１＋θＣ， ｎ１１＝２ω１－θＣ＋２ｎ′，ｎ１２＝２ω１－θＣ－２ｎ′
ｎ１３＝２ω１＋θＣ－２ｎ′，ｎ１４＝２ω１＋θＣ＋２ｎ′，ｎ１５＝２θＣ－２ｎ′
ｎ１６＝２θＣ＋２ｎ′， ｎ１７＝θＣ－２ｎ′， ｎ１８＝θＣ＋２

烅

烄

烆 ｎ′
（５．７９）

其中

θ＝Ω－Ω′，

θＣ＝Ω１－ΩＣ′｛ ．
（５．８０）

Ω１ 和ω１ 是卫星轨道根数Ω和ω的一阶长期项系数（即变率），即上一章给
出的地球扁率（Ｊ２）摄动项．而ΩＣ′和ｎ′是日、月轨道根数Ω′和ｕ′的长期变
率．关于ΩＣ′，对于太阳轨道，无此项，而对于月球轨道，见（５．９）式．关于ｎ′，
在上述摄动解中，就可当作日、月的平运动角速度，即相应平近点角Ｍ′的变
率，具体计算公式见（５．１）和（５．２）式中Ｍ 的表达式．
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３．短周期项σ（２）
Ｓ （ｔ）

ａＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ ２ａＧ１， （５．８１）

ｅＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ槡 ２（ ）ｅ

（ １－ｅ槡 ２Ｇ１－Ｇ２）， （５．８２）

ｉＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １

１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
（ｃｏｓｉＧ２－Ｇ３）， （５．８３）

ΩＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １

１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｇ４， （５．８４）

ωＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ槡 ２（ ）ｅ

Ｇ５－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）， （５．８５）

ＭＳ（ｔ）＝－ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ２

ｅ Ｇ５＋７Ｇ（ ）６ ． （５．８６）

其中

Ｇ１ ＝Ｓ１ －ｅ２－２ｅｃｏｓＥ＋１
２ｅ

２ｃｏｓ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ２ －ｅ２－２ｅｃｏｓＥ＋ １－１
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ３ １－ｅ槡 ２［－２ｅｓｉｎＥ＋ｓｉｎ２Ｅ］， （５．８７）

Ｇｊ（ｊ＝２，３，４，６）＝Ｓ１ ［ｊｅ －２＋３
４ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ＋３

４ｅ
２ｓｉｎ２Ｅ－１

１２ｅ
３ｓｉｎ３ ］Ｅ ＋

Ｓ２ ［ｊ －５
２ｅ

１－１
２ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ＋１

２
１＋１

２ｅ（ ）２ ｓｉｎ２Ｅ－

１
６ｅ

１－１
２ｅ（ ）２ ｓｉｎ３ ］Ｅ ＋Ｓ３ｊ １－ｅ槡 ［２ ５

２ｅｃｏｓＥ －

１
２

（１＋ｅ２）ｃｏｓ２Ｅ＋１
６ｅｃｏｓ３ ］Ｅ ， （５．８８）

Ｇ５ ＝Ｓ１ （－２＋ｅ２）ｓｉｎＥ＋１
２ｅｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ２ －３（１－ｅ２）ｓｉｎＥ－１
２ｅｓｉｎ２Ｅ＋１

３ｓｉｎ３［ ］Ｅ ＋

Ｓ３（１－ｅ２）－１／ ［２ ３１－１１
６ｅ（ ）２ ｃｏｓＥ＋１

２ｅ
（１＋ｅ２）ｃｏｓ２Ｅ－

１
３

１－１
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ３ ］Ｅ ． （５．８９）

这里Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 和Ｓ１ｊ，Ｓ２ｊ，Ｓ３ｊ（ｊ＝２，３，４，６）的表达式如下：
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Ｓ１ ＝ １
６

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

１｛１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋
２ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋

ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］＋４１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］，

（５．９０）

Ｓ２ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋ｓｉｎ２ｉＤ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ］５ ， （５．９１）

Ｓ３ ＝－１［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋ｓｉｎ２ｉＤ８＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ］１０ ． （５．９２）

Ｓ１２ ＝０， （５．９３）

Ｓ１３ ＝ １
１６ －２ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）｛ ＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）］－２ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ－
ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）＋ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′ ｝）］，

（５．９４）

Ｓ１４ ＝－１
４ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ ＋１
１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ｛ ＋

（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋
４ｃｏｓ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］－
６ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］， （５．９５）

Ｓ１６ ＝Ｓ１， （５．９６）

Ｓ２２ ＝２Ｓ３， （５．９７）

Ｓ２３ ＝ １
１６

［（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６－（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９－２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ１０］， （５．９８）

Ｓ２４ ＝ １
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ１－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ２＋

ｓｉｎ２ｉＤ３＋２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｄ４＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｄ５］， （５．９９）
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Ｓ２６ ＝Ｓ２， （５．１００）

Ｓ３２ ＝－２Ｓ２， （５．１０１）

Ｓ３３ ＝ １
１６

［（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１－（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４－２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ５］， （５．１０２）

Ｓ３４ ＝－１
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ６－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ７＋

ｓｉｎ２ｉＤ８＋２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｄ９＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｄ１０］， （５．１０３）

Ｓ３６ ＝Ｓ３． （５．１０４）

Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄ１０都是慢变量的函数，它们的表达式如下：

Ｄ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′），

Ｄ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋２ｕ′）
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－２ｕ′）
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．１０５）

Ｄ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ７ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ω＋２ｕ′），

Ｄ８ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ９ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ１０ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ），
（５．１０６）
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§５．３　太阳光压摄动

太阳辐射压（简称光压）是一表面力，与承受辐射压的卫星表面形状和
大小有关，因此光压摄动应与卫星姿态有关．除球形卫星外，承受光压力的
卫星截面积Ｓ＝Ｓ（ｔ）是变化的，要严格计算光压力的大小有一定程度的困
难，通常采用一确定值，即所谓的有效截面积Ｓ．如果对卫星姿态完全了解，
可给出Ｓ（ｔ）随时间的变化规律，不管这一规律多么复杂，对数值求解光压
摄动方程而言，不会遇到任何问题，但往往会给光压摄动分析解的建立带来
困难．故在构造光压摄动分析解时，通常采用固定值的有效截面积，即Ｓ＝
ｃｏｎｓｔ，我们亦作如此处理．
太阳光压摄动的另一个特点是：尽管光压力可以近似地处理成有心斥

力（力心即作为质点的太阳），但常会遇到地影问题（从卫星上看即“日蚀”），
在一定意义下，光压力实为一“间断力”，摄动效应不同于一般保守力，相应摄
动解的结构亦不同于中心天体非球形引力和第三体质点引力的摄动解形式．

１．光压摄动加速度

从实用的角度来看，可对相应的光压摄动加速度进行一些合理简化．其
原始形式为

Ｆε＝μＳ ρＳ
Δ２

Ｓ

Δ（ ）２ Δ^， （５．１０７）

μＳ＝кＳｍ ． （５．１０８）

这里к＝１＋η，η是卫星表面反射系数，０＜η＜１．Ｓ／ｍ即卫星的有效面质比，

ρＳ是地球附近（距太阳Δｓ＝１．０ＡＵ，ＡＵ 是天文单位）的太阳辐射压强
度，有

ρＳ ＝４．５６０５×１０－６ Ｎ／ｍ２

＝０．３１６６×１０－１７． （５．１０９）
后一个无量纲值对应标准单位系统．Δ＝ｒ－ｒＳ，ｒ和ｒＳ各为卫星和太阳的地

心位置矢量，Δ^＝Δ／Δ即单位矢量．
对于典型的有效截面积与质量之比（以下简称有效面质比）为１０９的人

造地球卫星，光压摄动量级为

ε＝｜Ｆε｜
｜Ｆ０｜＝

１０－８　 中低轨卫星，

１０－７　 高轨卫星｛ ．
（５．１１０）
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面质比为１０９ 相当于０．００６８１ｍ２／ｋｇ，一个半径为１．５ｍ重１ｔ的球形卫星
的面质比即１．０３８×１０９．因此，对于低轨人造地球卫星的运动，光压摄动亦

可当作二阶摄动小量．既然如此，考虑到太阳离地球远得多，有ｒ
ｒＳ

＝

Ｏ（１０－４），那么进一步作些简化是合理的，即
（１）可用－ｒＳ代替Δ；
（２）可认为太阳光来自无穷远，为平行光，可采用圆柱型地影模型，相应

的圆截面的半径Ｒ就采用地球参考椭球体赤道半径ａｅ值，最大误差也只有

１０－３（即地球几何扁率的量级）．
在上述近似处理下，光压摄动加速度变为下列形式：

Ｆε＝－ｋ０ｒＳ／ｒＳ，

ｋ０＝ ｋＳ（ ）ｍ ρＳ
烅
烄

烆 ，
（５．１１１）

Ｆε的三个分量Ｓ，Ｔ，Ｗ 即

Ｓ＝Ｆε·ｒ^，　Ｔ＝Ｆε·ｔ^，　Ｗ＝Ｆε·ｗ^， （５．１１２）

这里ｒ^，ｔ^，ｗ^即卫星径向，横向和轨道面法向单位矢量．不难给出
Ｓ＝－ｋ０（Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ），

Ｔ＝－ｋ０（Ｂｃｏｓｆ－Ａｓｉｎｆ），

Ｗ－ｋ０Ｃ
烅
烄

烆 ，
（５．１１３）

Ｃ＝ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ω－ｕ′）＋ｓｉｎ（Ω＋ｕ′）］＋ｓｉｎｉｃｏｓｉ′［ｓｉｎ（Ω－ｕ′）－ｓｉｎ（Ω＋ｕ′）］

＋ｃｏｓｉｓｉｎｉ′［ｓｉｎｕ′］． （５．１１４）

Ａ和Ｂ 的表达式见（５．１６）和（５．１７），Ａ，Ｂ和Ｃ 仅涉及慢变量，Ｃ中的ｉ′即
黄赤交角．由Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量可给出受摄运动方程（３．７３）的右函数ｆ２（σ，
ｋ０）．

２．无地影情况的光压摄动解［２］

在此情况下只有长周期项和短周期项，分别为σ（１）
Ｌ （ｔ）和σ（２）

Ｓ （ｔ）．
（１）长周期项σ（１）

Ｌ

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （５．１１５）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １－ｅ槡 ２［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ１＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ２＋２ｓｉｎｉＧ３］，

（５．１１６）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ ｅ
１－ｅ槡 ２

ｓｉｎｉＧ１－ｓｉｎｉＧ２＋２ｃｏｓｉＧ［ ］３ ，

（５．１１７）
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Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ ｅ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

［ｓｉｎｉＧ４－ｓｉｎｉＧ５＋２ｃｏｓｉＧ６］，

（５．１１８）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ）＋

３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ｅ
［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ４＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ５＋

２ｓｉｎｉＧ６］． （５．１１９）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １＋ｅ２（ ）ｅ
［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ４＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ５＋２ｓｉｎｉＧ６］．

（５．１２０）
其中μ＝ＧＭ＝１，Ｇ１ 等量的表达式如下：

Ｇ１ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω＋ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω－ｕ′）／ｎ２，

Ｇ２ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω－ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω＋ｕ′）／ｎ２，

Ｇ３ ＝ｓｉｎε［ｃｏｓ（ω－ｕ′）／ｎ５－ｃｏｓ（ω＋ｕ′）／ｎ６

烅
烄

烆 ］，
（５．１２１）

Ｇ４ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）／ｎ２，

Ｇ５ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）／ｎ２，

Ｇ６ ＝ｓｉｎε［ｓｉｎ（ω－ｕ′）／ｎ５－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）／ｎ６

烅
烄

烆 ］，
（５．１２２）

ｎ１ ＝ω１－Ω１＋ｎ′，　　　ｎ２ ＝ω１－Ω１－ｎ′，

ｎ３ ＝ω１＋Ω１＋ｎ′，　　　ｎ４ ＝ω１＋Ω１＋ｎ′，

ｎ５ ＝ω１－ｎ′，　　　　 ｎ６ ＝ω１＋ｎ′
烅
烄

烆 ．

（５．１２３）

这里Ω１ 和ω１ 即第四章给出的一阶长期项系数（Ｊ２ 项），而ｕ′和相应的ｎ′就
是太阳平黄经及其变率，而ｎ′亦可用太阳平运动角速度，黄赤交角ε的计算
公式见（５．１）式．
上述σ（１）

Ｌ （ｔ）是直接部分，而间接部分（即与地球扁率Ｊ２ 项的联合效应）
如下，记作［σ（１）

Ｌ ］２：

［Ω（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝ ５ｓｉｎｉ

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｉ，

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝－ｔａｎｉ

（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｉ，

［Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝－３ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉＩ

烅

烄

烆 ．

（５．１２４）

其中
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Ｉ＝∫
ｔ

ω１ｉ（１）
Ｌ （ｔ）ｄｔ

＝－ ３
８ｋ（ ）０ ｎａ２ ｅ

１－ｅ槡 ２
［－ｓｉｎｉＧ７＋ｓｉｎｉＧ８－２ｃｏｓｉＧ９］， （５．１２５）

Ｇ７ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
１

＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）ω１

ｎ２
（ ）２ ，

Ｇ８ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
１

＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
４

，

Ｇ９ ＝ｓｉｎ［εｓｉｎ（ω－ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
５

－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）］２
６

烅

烄

烆 ．

（５．１２６）

（２）短周期项σ（２）
Ｓ （ｔ）

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝－２ｋ０ａ３ Ａ ｃｏｓＥ＋１

２（ ）ｅ ＋Ｂ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ［ ］Ｅ ， （５．１２７）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝－ｋ０ａ２ １－ｅ槡 ［２ １－ｅ槡 ２Ａ １

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋

Ｂ －ｅ
２ｓｉｎＥ＋１

４ｓｉｎ２（ ）］Ｅ ， （５．１２８）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝－１

４ｋ０ａ２ １
１－ｅ槡

［２
１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －ｅ

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ Ｈ１－

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｈ ］２ ， （５．１２９）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－１

４ｋ０ａ２ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎ

［
ｉ

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｈ１＋

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －ｅ
４ｃｏｓ２（ ）Ｅ Ｈ ］２ ， （５．１３０）

ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（２）

Ｓ （ｔ）－ｋ０
ａ２ ［ｅ １－ｅ槡 ２Ａ －ｅ

２ｓｉｎＥ＋１
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ ＋

ＢｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －１
４ｃｏｓ２（ ）］Ｅ ， （５．１３１）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２［ω（２）

Ｓ （ｔ）＋ｃｏｓｉΩ（２）
Ｓ （ｔ）］＋

５ｋ０ａ ｛２ Ａ １－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｂ １－ｅ槡 ２ － ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋ｅ
４ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ， （５．１３２）

其中
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Ｈ１＝ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω－ｕ′）］－
ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω－ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω＋ｕ′）］＋
２ｃｏｓｉｓｉｎε［ｃｏｓ（ω－ｕ′）－ｃｏｓ（ω＋ｕ′）］，

Ｈ２＝ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）］－
ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）］＋
２ｃｏｓｉｓｉｎε［ｓｉｎ（ω－ｕ′）－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）］

烅

烄

烆 ．
（５．１３３）

上述各式中出现的卫星根数，都是平均根数σ，有关太阳的各种量意义
同前．

３．地影存在情况下的光压摄动解

此时，光压摄动的结构不同于无地影情况，考虑到地影的空间几何位置
相对卫星的运动而言变化缓慢，可处理成卫星每圈进、出地影的位置相同，
或以计算弧段中间一圈的进、出地影位置代替整个弧段的相应值．于是光压
摄动解全部变成长周期项，在计算弧段不太长的情况下可按二阶长期项处
理，但公式右端涉及到的Ω，ω以及太阳位置量ｕ′，宜取（ｔ－ｔ０）的中间时刻

的平均根数σ１／２．摄动解变为如下形式：

　　　Δσ（ｔ）＝σ２（ｔ－ｔ０）

＝［Δσ（ｔ）］Ｌ＋［Δσ（ｔ）］Ｓ， （５．１３４）
其中

［Δσ（ｔ）］Ｌ＝（１－ΔＥ／２π）［σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）］， （５．１３５）

［Δσ（ｔ）］Ｓ＝１
２π

［σ（２）
Ｓ （Ｅ１）－σ（２）

Ｓ （Ｅ０）］ｎ（ｔ－ｔ０）， （５．１３６）

其中Ｅ０ 和Ｅ１ 各为卫星出地影和进地影时的偏近点角，这将由求解地影方
程给出，见下面第４段．有两点说明：

（１）（５．１３５）式右端出现的ΔＥ＝Ｅ１Ｅ
︵

０，是卫星在地影内运行的弧段
（用弧度单位表示），当无地影时 ΔＥ＝０，解（５．１３５）退化为（５．１１５）～
（５．１２０）的形式，只是当作长周期变化项处理：［Δσ（ｔ）］Ｌ＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０）．

而此时短周期变化项（５．１３６）式消失，即无地影时σ（２）
Ｓ （Ｅ１）＝σ（２）

Ｓ （Ｅ０＋２π），
导致［Δσ（ｔ）］Ｓ＝０，这相当于不计算光压摄动短周期项，亦是合理的．故可用
（５．１３５）～（５．１３６）式代替地影存在与否两种情况的计算公式，而不必分别
处理．

（２）σ（１）
Ｌ （ｔ）与σ（２）

Ｓ （Ｅ）的公式除 Ｍ（２）
Ｓ 外全部用（５．１１５）～（５．１２０）和

（５．１２７）～（５．１３１）式的形式，而原（５．１３２）式给出的Ｍ（２）
Ｓ 由下列两部分代替．
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［ΔＭ（ｔ）］Ｓ ＝ ［ΔＭ］１＋［ΔＭ］２， （５．１３７）

［ΔＭ］１ ＝ １
２π

［Ｍ（２）
Ｓ （Ｅ１）－Ｍ（２）

Ｓ （Ｅ０）］ｎ（ｔ－ｔ０）； （５．１３８）

Ｍ（２）
Ｓ （Ｅ）＝ｋ０

ａ２

ｅ Ａ １
２

（３－ｅ２）ｅｓｉｎＥ＋１
４

（１－３ｅ２）ｓｉｎ２［ ］｛ Ｅ －

１－ｅ槡 ２ＢｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋１
４

（１－２ｅ２）ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ，（５．１３９）

［ΔＭ］２ ＝ １
２ － ３

２（ ）ａ
［Δａ（ｔ）］Ｓｎ（ｔ－ｔ０）． （５．１４０）

其中［Δａ（ｔ）］Ｓ即由（５．１３６）式给出的ａ的变化部分．
从（５．１３７）～（５．１４０）式可以看出，当无地影时，［ΔＭ（ｔ）］Ｓ 的两个部

分，直接部分［ΔＭ］１ 和由Δａ导致的间接部分［ΔＭ］２ 均为０，即Ｍ 的短周
期项Ｍ（２）

Ｓ （ｔ）同样消失．

４．地影方程的解

卫星进出柱形地影边界处满足如下条件：

ｃｏｓψ＝Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ，ｓｉｎψ＝Ｒ／ｒ， （５．１４１）
其中ψ即卫星进出地影边界径向与太阳方向的地心张角，由此不难导出地
影方程如下：

ｓｉｎ（θ＋ｆ）＝－１［Ｋ １－Ｒ２

ｐ２（１＋ｅｃｏｓｆ）］２
１／２

，

Ｋ２＝Ａ２＋Ｂ２，　　　（Ｋ＞０），

θ＝ａｒｃｔａｎ（Ａ／Ｂ）

烅

烄

烆 ．

（５．１４２）

Ａ，Ｂ的表达式前面已有注明，ｐ＝ａ（１－ｅ２），而Ｒ是圆柱形地影圆截面的半
径，可取Ｒ＝ａｅ＝１．
求解地影方程即寻找满足方程（５．１４２）的两个真近点角ｆ对应的ｆ０

（出地影）和ｆ１（进地影），具体求解方法是一迭代过程：
（１）首先令ｅ＝０，由

ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）＝－１
Ｋ １－ Ｒ（ ）ｐ［ ］２ １／２

， （５．１４３）

给出ｆ０ 和ｆ１ 的迭代初值ｆ（０）
０ 和ｆ（０）

１ ．（５．１４３）式两个解分别在第三和第四
象限，而根据地影的特点要求弧ｆ０ｆ１＞１８０°，因此（θ＋ｆ）（０）在第四象限的

一个解给出的是ｆ（０）
０ ，另一个是ｆ（０）

１ ．如果无解，即｜ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）｜＞１，则取

ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）＝－１，（θ＋ｆ）（０）＝２７０°，ｆ０
（０）＝ｆ１

（０）＝２７０°－θ．
（２）由初值ｆ（０）

０ 和ｆ（０）
１ 分别代入原方程（５．１４２）进行迭代：
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ｓｉｎ（θ＋ｆ）（ｋ）＝－１
Ｋ

１－Ｒ２

ｐ２（１＋ｅｃｏｓｆ（ｋ－１））［ ］２
１
２
，　　ｋ＝１，２，…，

（５．１４４）
直到ｆ０ 和ｆ１ 满足精度要求终止，即相邻两次的ｆ０ 和ｆ１ 满足下列条件：

｜ｆ（ｋ）
０ －ｆ（ｋ－１）

０ ｜＜ε｜ｆ（ｋ）
１ －ｆ（ｋ－１）

１ ｜＜ε． （５．１４５）

ε是所给的精度要求，根据光压摄动量的大小和所采用的各种近似，可取ε
＝１０－３．
注意，迭代时，ｆ（ｋ）

０ 和ｆ（ｋ）
１ 是分别进行的，它们始终分别对应（θ＋ｆ）（ｋ）

在第四象限和第三象限．
在迭代过程中，只要再有一次｜ｓｉｎ（θ＋ｆ）（ｋ）｜＞１，就认为无地影，此时

可取ｆ０＝０，ｆ１＝２π．
求得出、进地影位置ｆ０ 和ｆ１ 后，根据下列几何关系即可给出最终需要

的Ｅ０ 和Ｅ１：

ｓｉｎＥ＝ １－ｅ槡 ２

１＋ｅｃｏｓｆｓｉｎｆ
，　ｃｏｓＥ＝ １－ｅ２

１＋ｅｃｏｓｆｃｏｓｆ＋ｅ． （５．１４６）

§５．４　大气阻力摄动

对于典型的有效面质比为１０９ 的人造地球卫星，如果运行高度在

３００ｋｍ以上，大气阻力摄动的量级不会高于１０－６，即对中低轨卫星的运动
而言，大气阻力摄动量级亦可当作二阶小量来处理．

１．大气阻力摄动加速度的近似公式

对于２００ｋｍ以上的高层大气而言，实属稀薄大气，对于尺度不是特别
大的航天器而言，其运动是处于自由分子流中．高马赫数的航天器在这种状
态的稀薄气体中飞行，所受的气动力主要表现为一种阻力，并有很好的近似
表达式：

Ｄ＝－１
２

（ＣＤＳ）ρＶ
２ Ｖ（ ）Ｖ

， （５．１４７）

Ｖ＝ｖ－ｖａ， （５．１４８）
其中ｖ和ｖａ各为卫星和大气相对地心坐标系的速度矢量．公式（５．１４７）中
有几个量必须处理好，下面分别加以说明．

（１）阻力系数ＣＤ，通常取

ＣＤ＝２．２． （５．１４９）
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当高度降低后，特别是１５０ｋｍ以下，大气状态将处于自由分子流和连续介
质流之间的过渡状态，阻力系数要随高度变化，而且还没有严格的计算公
式，这里暂不考虑它．

（２）大气阻力亦是表面力，卫星承受阻力的截面积Ｓ很重要，对阻力加
速度而言，即面质比Ｓ／ｍ．与光压摄动类似，要严格给出相应的Ｓ／ｍ，必须
了解卫星的形状和姿态．如果缺乏这种信息，只能采用一个等效的面质比，
亦称有效面质比，Ｓ／ｍ＝ｃｏｎｓｔ．

（３）大气运动速度ｖａ，通常大气运动表现为一个旋转运动，其旋转角速
度ωａ比较复杂，其值有一个范围，即

ωａ＝（０．８～１．４）ｎｅ，
其中ｎｅ是地球自转角速度．不过，对于大气阻力摄动特别重要的低轨卫星，
飞行高度ｈ＝２００～４００ｋｍ，可取

ωａ＝ｎｅ． （５．１５０）
随着飞行高度的增加，大气阻力的影响减小，因此对中低轨卫星的运动而
言，就采用（５．１５０）式的值．

（４）大气密度模式ρ＝ρ（ｒ，ｔ），这是一个极其复杂的问题，在目前大气模
式的精度还不够高的情况下，取如下指数模式：

ρ＝ρ０ｅｘｐ －ｒ－σ（ｒ０）
Ｈ（ｒ（ ）） ． （５．１５１）

其中ρ０ 对应ｒ０，σ（ｒ０）是过ｒ０ 的等密度椭球面（或称扁球面），有：

σ＝ｒ０
１－ｓｉｎ２

φ
１－ｓｉｎ２

φ０
， （５．１５２）

是地球几何扁率．在ｈ＝２００～６００ｋｍ范围内，密度标高Ｈ（ｒ）随ｒ线性变
化，且有

Ｈ（ｒ）＝Ｈ０＋μ
２

（ｒ－ｒ０），　μ＝０．１． （５．１５３）

考虑到密度随时间的变化（太阳辐射效应），取

ρ０＝ρ０（１＋Ｆｃｏｓψ）， （５．１５４）

Ｆ＝ｆ－１
ｆ＋１

，　ｆ＝ρｍａｘ

ρｍｉｎ
， （５．１５５）

ｃｏｓψ＝ｒ^·ｒ^ｍ． （５．１５６）

其中ｒ^ｍ 是密度周日峰方向的单位矢量，其地心赤道球坐标表达式为

ｒｍ＝
ｃｏｓδＳｃｏｓ（αＳ＋λｍ）

ｃｏｓδＳｓｉｎ（αＳ＋λｍ）

　　　ｓｉｎδ

烄

烆

烌

烎Ｓ

，　λｍ≥３０°． （５．１５７）
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这里αＳ和δＳ是太阳的赤经赤纬，λｍ 是否取３０°（即太阳偏西２ｈ）可视具体情
况而定．
在具体引用上述大气密度分布公式时，参考点总是取初始近地点ｐ０ 对

应的ｒｐ０
，于是密度公式即写成下列形式：

ρ＝ρｐ０ｅｘｐ －ｒ－σ（ｐ０）
Ｈ（ｒ（ ））

＝ρｐ０
（１＋Ｆｃｏｓψ）ｅｘｐ －ｒ－σ（ｐ０）

Ｈ（ｒ（ ）） ， （５．１５８）

其中

Ｆ ＝ｆ －１
ｆ ＋１

，　ｆ ＝ ρｍａｘ

ρ（ ）ｍｉｎ ｐ０

，

σ（ｐ０）＝ｒｐ０
（１－ｓｉｎ２

φ）／（１－ｓｉｎ２
φｐ０

），

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｉｓｉｎ（ｆ＋ω）ｓｉｎφｐ０ ＝ｓｉｎｉｓｉｎω０，

Ｈ（ｒ）＝Ｈｐ０ ＋μ
２

（ｒ－ｒｐ０
）

烅

烄

烆 ．

（５．１５９）

计算中需注意首先要提供参考点处的平均大气密度ρｐ０
，它对应高度

ｈｐ０
，有

ｈｐ０＝ａ０（１－ｅ０）－（１－ｓｉｎ２ｉ０ｓｉｎ２ω０）， （５．１６０）
其中根数ａ０，ｅ０，ｉ０ 和ω０ 是取初始平均根数还是初始瞬时根数均无妨，这里
指的是参考点，与具体求摄动分析解用什么方法无关，只要计算参考点及其
相应的各种参量（见公式（５．１５９）），采用统一的根数值即可．

２．大气阻力摄动运动方程

对于旋转大气，其旋转速度ｖａ在（Ｕ，Ｎ，Ｗ）三个方向的分量为

（ｖａ）Ｕ ＝ （ｖａ）Ｔｓｉｎθ，　　　ｃｏｓφｃｏｓｉ′＝ｃｏｓｉ，
（ｖａ）Ｎ ＝ （ｖａ）Ｔｃｏｓθ，　　　ｃｏｓφｓｉｎｉ′＝ｃｏｓ（ｆ＋ω）ｓｉｎｉ，
（ｖａ）Ｗ ＝－ｒｃｏｓφｎｅｓｉｎｉ′

烅
烄

烆 ．

（５．１６１）

其中（ｖａ）Ｔ＝ｒｃｏｓφｎｅｓｉｎｉ′，ｉ′是大气旋转方向与轨道面横向（Ｔ）之间的夹角，

θ是径向与速度方向（即Ｕ 向）之间的夹角，并有

ｓｉｎθ＝１＋Ｏ（ｅ２），　ｃｏｓθ＝Ｏ（ｅ）． （５．１６２）
而卫星运动速度ｖ在上述三个方向的分量为（ｖ，０，０）．考虑到大气模式本身
的状况，且反映大气旋转的特征量

ｒｎｅ

ｖ ≈Ｏ（１０－１）．
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可对大气阻力Ｄ作一些简化，三个阻力加速度分量Ｕ，Ｎ，Ｗ 可以写成下列
形式：

Ｕ ＝－１
２Ａ１

（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）
ａ（１－ｅ２） ρ，

Ｎ ＝０，

Ｗ ＝－１
２Ａ２ｒｃｏｓｕｓｉｎｉ１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２

ａ（１－ｅ２［ ］）
１／２

ρ

烅

烄

烆
，

（５．１６３）

其中

Ａ１ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ Ｆ２，　Ａ２ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ ｎｅＦ，

Ｆ＝ １－ｒｎｅ

ｖｃｏｓ（ ）ｉ ≈ １－
ｒｐ０ｎｅ

ｖｐ０

ｃｏｓ（ ）ｉ
烅

烄

烆 ．
（５．１６４）

将Ｕ，Ｎ，Ｗ 代入摄动运动方程即得

ｄａ
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

（１－ｅ２）３／２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）３／２ρ，

ｄｅ
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ

（１－ｅ２）１／２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（ｃｏｓｆ＋ｅ）ρ，

ｄｉ
ｄｔ＝－ Ａ２ａｓｉｎｉ

４（１－ｅ２）
ｒ（ ）ａ

２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（１＋ｃｏｓ２ｕ）ρ，

ｄΩ
ｄｔ ＝－ Ａ２ａ

４（１－ｅ２）
ｒ（ ）ａ

２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ｓｉｎ２ｕρ，

ｄω
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

ｅ（１－ｅ２）１／２ｓｉｎｆ（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ρ，

ｄＭ
ｄｔ ＝ ｎ

（ ）ａ Δａ＋ Ａ１ｎａ
ｅ（１－ｅ２）

ｒ（ ）ａ ｓｉｎｆ（１＋ｅｃｏｓｆ＋

ｅ２）（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ρ

烅

烄

烆 ．
（５．１６５）

由此还可给出近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）的变化率，即

ｄｒｐ

ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

（１－ｅ２）３／２（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（１－ｃｏｓｆ）（１－ｅ２）ρ≤０．

（５．１６６）
从上述摄动运动方程可知，如果大气静止，运动天体的轨道面则不变，

而无论大气是静止还是旋转，半长径ａ和近星距ｒｐ 都在不断减小．虽然

ｄｅ／ｄｔ右端因子（ｃｏｓｆ＋ｅ）并不恒大于零，但后面将会从平均效应得知，ｅ亦
是减小的．这就表明，阻力摄动效应的主要特点是使运动天体的轨道不断变
小变圆，此即阻尼作用下，轨道能量耗散的一种表现，这种耗散效应将是低
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轨地球卫星轨道寿命长短的决定性因素．

３．大气阻力摄动解［２］

上述大气阻力摄动运动方程（５．１６５）实为完整的卫星受摄运动对应的
小参数方程中的二阶小量部分，即

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（Ｊ２）＋ｆ２（Ｄ／ｍ）

中的ｆ２（Ｄ／ｍ）．仍采用平均根数法构造小参数幂级数解，只需给出二阶长

期项σ２（ｔ－ｔ０）．
只保留上述对球形静止平均大气模式各种修正的一次项（１０－１的量

级），它们彼此的联合效应（１０－２的量级）均略去．因为大气模式本身的误差

可有５％～１０％（即１０－１），故在构造σ２（ｔ－ｔ０）时，密度公式中保留到与此相

当的１０－１量级的摄动量，有如下形式：

ρ＝ρｐ０ｅｘｐ － １
Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ×

｛１＋Ｃｃｏｓ２ωｃｏｓ２Ｅ－Ｃｓｉｎ２ωｓｉｎ２Ｅ＋Δ（μ，Ｆ）｝ｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ），
（５．１６７）

Δ（μ，Ｆ）＝μｚ
２
０

３
４－ｃｏｓＥ＋１

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋

ＦＡ －ｅ
２＋ｃｏｓＥ＋ｅ

２ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋ＦＢ ｓｉｎＥ＋ｅ
２ｓｉｎ２（ ）Ｅ ．

其中

ｚ＝ａｅ
Ｈｐ０

，　ｚ０＝
ａ０ｅ０

Ｈｐ０
． （５．１６８）

以这种形式的密度公式代入摄动运动方程（５．１６５）即可给出右函数ｆ２ （Ｄ／ｖ）
的具体形式．与前面各种摄动影响不同，在分解该右函数求平均值时，将要
出现下列形式的积分及其结果：

１
２π∫

２π

０
ｓｉｎｎＥｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）＝０，　　（ｎ＝１，２，…）， （５．１６９）

１
２π∫

２π

０
ｃｏｓｎＥｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）＝Ｉｎ（ｚ），　　（ｎ＝０，１，２，…）．（５．１７０）

Ｉｎ（ｚ）称为第一类虚变量的贝赛尔函数，具体计算公式后面第４段中介绍．
根据上述平均值的表达，二阶长期项系数σ２ 的表达式如下：

ａ２ ＝－Ｂ１ａ２ｎ （Ｉ０＋２ｅＩ１）＋Ｃ（ｃｏｓ２ωＩ２）＋μｚ
２
０

３
４Ｉ０－Ｉ１＋１

４Ｉ（ ）｛ ２ ＋

０７１ 航天动力学引论　



ＦＡ ｅ
２Ｉ０＋Ｉ１＋３

２ｅＩ（ ）｝２ ， （５．１７１）

ｅ２ ＝－Ｂ１ａｎ
ｅ
２Ｉ０＋Ｉ１＋ｅ

２Ｉ（ ）２ ＋Ｃ
２ｃｏｓ２ω（Ｉ１＋Ｉ３）｛ ＋

μｚ
２
０ －１

２Ｉ０＋７
８Ｉ１－１

２Ｉ２＋１
８Ｉ（ ）３ ＋

ＦＡ １
２Ｉ０＋ｅ

２Ｉ１＋１
２Ｉ２＋ｅ

２Ｉ（ ）｝３ ， （５．１７２）

ｉ２ ＝－１
４Ｂ２ａｓｉｎｉ （Ｉ０＋ｃｏｓ２ωＩ２［ ］）， （５．１７３）

Ω２ ＝－１
４Ｂ２ａＩ２ｓｉｎ２ω， （５．１７４）

ω２ ＝－ｃｏｓｉΩ２ －Ｂ１ ｛ａｎ Ｃｓｉｎ２ ［ω １
４Ｉ０ － １

２ｅＩ１ －Ｉ２ ＋ １
２ｅＩ３ ＋ ３

４Ｉ ］４ ＋

ＦＢ ［ １
２ｅ＋ｅ（ ）１６Ｉ０ ＋ １

２Ｉ１ － １
２ｅ－ｅ（ ）４ Ｉ２ － １

２Ｉ３ － ５
１６ｅＩ４ －

ｅ
４

（Ｉ０－Ｉ２ ］｝） ， （５．１７５）

Ｍ２ ＝－（ω２＋ｃｏｓｉΩ２）＋Ｂ１ａｎ ＦＢ ｅ
４

（Ｉ０－Ｉ２［ ］｛ ｝） －

１
２

３ｎ
２（ ）ａａ２（ｔ－ｔ０）． （５．１７６）

上述摄动解表达式右端出现的慢变量Ω，ω以及太阳平黄经ｕ′＝Ｌ，宜取（ｔ
－ｔ０）的中间值σ１／２

，即

Ω＝Ω０＋１
２Ω１（ｔ－ｔ０），

ω＝ω０＋１
２ω１（ｔ－ｔ０），

Ｌ＝Ｌ０＋１
２ｎ′

（ｔ－ｔ０）

烅

烄

烆 ．

（５．１７７）

其中Ω１ 和ω１ 是第４章给出的一阶长期项系数（Ｊ２ 项），ｎ′即太阳平运动角
速度．见（５．１）式．
注意，为了计算公式的统一，凡长周期项变化按长期项处理的计算公式

中，出现Ω，ω以及有关量时，均取σ１／２
代替σ０．

（５．１７１）～（５．１７６）式中有关大气阻力的几个参数Ｂ１，Ｂ２，Ｃ，μ，Ｆ和

Ａ，Ｂ，除μ和Ｆ在前面（５．１５３）和（５．１５９）式已给出外，其他各变量意义
如下：
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Ｂ１ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ ρｐ０Ｆ
２ｅｘｐ － １

Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ，

（５．１７８）

Ｂ２＝
ＣＤＳ（ ）ｍ ρｐ０Ｆｎｅｅｘｐ － １

Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ，（５．１７９）

Ｃ＝１
２


ＨＰ０

ｒｐ（ ）０ ｓｉｎ２ｉ０． （５．１８０）

＝１／２９８．２５７即前面所提到的地球几何扁率，Ａ和Ｂ的表达式与上一章

的Ａ和Ｂ 类似，见公式（５．１６）和（５．１７），只是那里的Ω在Ａ和Ｂ中改为

Ω－λｍ 即可．剩下的一个问题是（５．１７８）和（５．１７９）式右端指数函数中包含
的ａ，这与计算参考点处各参数采用的ａ０，ｅ０ 不一样，按平均根数法，它应取

ａ０．考虑到有地影时的光压摄动和大气阻力摄动，轨道半长径ａ有二阶长期

项ａ２（ｔ－ｔ０），可在计算弧段（ｔ－ｔ０）中取ａ１／２＝ａ０＋１
２ａ２（ｔ－ｔ０）代替ａ０．

４．第一类虚变量Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｉｎ（ｚ）的计算

计算公式为

Ｉｎ（ｚ）＝ ∑
∞

ｋ＝０

１
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｚ（ ）２
ｎ＋２ｋ

，

Ｉｎ＋１ ＝Ｉｎ－１－ ２ｎ（ ）ｚ Ｉｎ，　　（ｎ≥１），

ｚ＝ ａｅ
Ｈｐ０

＝ ａｅ
Ｈｐ０

烅

烄

烆
，

（５．１８１）

有

Ｉｎ（ｚ）＝Ｏ（ｚｎ）． （５．１８２）
计算中ｋ的取值由相对精度控制，若记

［Ｉｎ（ｚ）］Ｎ ＝ ∑
Ｎ

ｋ＝０

１
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｚ（ ）２
ｎ＋２ｋ

＝ ∑
Ｎ

ｋ＝０

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ，

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ＝Ｎ＋１ ＝ １
（ｎ＋Ｎ＋１）！（Ｎ＋１）！

ｚ（ ）２
ｎ＋２（Ｎ＋１）烅

烄

烆
，

（５．１８３）

则要求满足下列条件：

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ＝Ｎ＋１／Ｉｎ（ｚ［ ］）Ｎ＜ε． （５．１８４）

这里ε是精度控制值，根据具体要求取值．
计算Ｉｎ（ｚ）比较麻烦，对于偏心率较小的卫星轨道，高度变化幅度Δｈ

不会太大，在精度要求不太高时，可将密度表达式中的ｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）展开，表
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示成（ｚｃｏｓＥ）的幂形式，取其几项即可，这可在摄动解中避免出现Ｉｎ（ｚ）．

§５．５　后牛顿效应

这是高速问题中，广义相对论对牛顿力学的修正．对于受摄二体问题，
相应的后牛顿摄动加速度为

ＡＰＮ ＝ μ
ｃ２ｒ２

４μ
ｒ －ｖ（ ）２ ｒ（ ）ｒ ＋４ｒ

．

ｖ ｒ
．

（ ）［ ］ｖ
， （５．１８５）

显然有

ε＝｜ＡＰＮ｜／μ
ｒ（ ）２ ＝Ｏ ｖ２

ｃ（ ）２ ． （５．１８６）

其中ｃ是光速，μ＝ＧＭ 是中心天体的引力常数，在标准单位系统中μ＝１．但
下面仍然保持写为μ的形式．
在太阳系中，水星绕日运动和人造卫星绕地球运动，这一摄动量级分别

为１０－８和１０－９．对水星运动而言，后牛顿项相对其他天体的引力摄动是不
太小的，而对人造地球卫星（确切地说是指近地卫星）的运动，后牛顿项相对
地球扁率摄动仅为三阶小量，即Ｏ（Ｊ３

２），但仍然给出相应的摄动解．

由ｒ，ｒ
．
与轨道根数之间的关系可知，用径向、横向和轨道面法向三个分

量表达的形式为

ｒ＝
ｒ烄

烆

烌

烎

０
０

，ｒ
．

＝
ｒ
．

ｒθ
．

烄

烆

烌

烎０

＝
ｅｓｉｎｆ μ／槡 ｐ
（１＋ｅｃｏｓｆ）μ／槡 ｐ
　　　

烄

烆

烌

烎０

， （５．１８７）

其中ｐ＝ａ（１－ｅ２）．由此可得ＡＰＮ的Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量为

Ｓ＝ μ
２

ｃ２ａ３ －３ ａ（ ）ｒ
２

＋１０ ａ（ ）ｒ
３

－４（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ［ ］４
，

Ｔ＝ μ
２

ｃ２ａ３ ４ｅ ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ［ ］ｆ ，

Ｗ ＝０

烅

烄

烆 ．

（５．１８８）

将其代入相应的摄动运动方程即得

σ
．

＝ｆ０（ａ，ｅ）＋ｆＰＮ（σ，ε）， （５．１８９）
这里的后牛顿项ｆＰＮ实为三阶小量，且只有长期部分和短周期部分，即

ｆＰＮ＝ｆＣ（ａ，ｅ）＋ｆＳ（ａ，ｅ，Ｍ）． （５．１９０）
由平均根数法，积分后给出摄动解的长期项和短周期项如下［２］：
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ａＣ（ｔ－ｔ０）＝０，ｅＣ（ｔ－ｔ０）＝０，ｉＣ（ｔ－ｔ０）＝０， （５．１９１）

ΩＣ（ｔ－ｔ０）＝０， （５．１９２）

ωＣ（ｔ－ｔ０）＝ μ
ｃ（ ）２

３
ｐ
ｎ（ｔ－ｔ０）， （５．１９３）

ＭＣ（ｔ－ｔ０）＝－ μ
ｃ（ ）２

３
ｐ

（１－ｅ２）－１ ３＋７
２ｅ

２＋ｅ（ ）４ ｎ（ｔ－ｔ０），

（５．１９４）

ａＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２ （１－ｅ２）－２［（１４＋６ｅ２）ｅｃｏｓｆ＋５ｅ２ｃｏｓ２ｆ］，（５．１９５）

ｅＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

（３＋７ｅ２）ｃｏｓｆ＋５
２ｅｃｏｓ２［ ］ｆ ， （５．１９６）

ｉＳ（ｔ）＝０， （５．１９７）

ΩＳ（ｔ）＝０， （５．１９８）

ωＳ（ｔ）＝ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

３（ｆ－Ｍ）－ ３
ｅ －（ ）ｅｓｉｎｆ－５

２ｓｉｎ２［ ］ｆ ，（５．１９９）

ＭＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

１－ｅ槡 ２ ３ｅ ｒ（ ）ａ ｓｉｎｆ－ ３
ｅ ＋７（ ）ｅｓｉｎｆ－５

２ｓｉｎ２［ ］ｆ ．

（５．２００）
上述ωＣ（ｔ－ｔ０），对水星运动而言就是水星近日点进动项，这是后牛顿效应
的一个重要结果．对于人造卫星的运动，视精度要求而决定取舍．
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第６章　航天器轨道设计和星座设计

§６．１　航天器轨道设计的基本内容

航天器轨道设计的目的就是根据飞行任务需求来确定航天器的运行轨

道参数以及发射时机，并使得航天器的运行成本最低．轨道设计是一个复杂
的优化过程，它涉及到许多参数之间的权衡．通常在航天器执行空间飞行任
务的不同时期，往往有不同的飞行轨道，譬如：用来检测和存贮航天器的停
泊轨道，用于航天器在不同轨道之间转移的转移轨道，航天器执行正常飞行
任务的工作轨道以及航天器任务结束后进入的废弃轨道等．一个完整的轨
道设计应包括航天器在不同飞行阶段的各种轨道，但在任务设计早期，可主
要着眼于航天器的工作轨道．
轨道设计没有绝对的规则可循，不同的飞行任务，其设计思想、设计方

法也不尽相同．这一节主要介绍一些卫星轨道类型、轨道选择以及发射窗口
选择等有关人造地球卫星轨道设计的基本知识．有兴趣的读者可进一步阅
读文献［１］的第五、六章和文献［２］的第七章内容．

１．轨道类型概述

轨道设计首先是根据任务要求选择的合适的轨道类型．按照轨道高度
或者轨道特征可以分为低地球轨道（ＬＥＯ：ＬｏｗＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）、中地球轨道
（ＭＥＯ：ＭｅｄｉｕｍＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）、地球同步轨道（ＧＳＯ：ＧｅｏＳｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓＯｒ
ｂｉｔ）、大椭圆轨道（ＨＥＯ：ＨｉｇｈｌｙＥｃｃｅｎｔｒｉｃＯｒｂｉｔ）等．

ＬＥＯ的轨道高度在２０００ｋｍ以下，周期约在９０～１２０分钟之间，ＬＥＯ
的优点有：卫星和用户设备相对简单，成本较低；由于高度低，因此无线电
发射功率可以降低．但是，ＬＥＯ也有一些明显的缺陷：单颗卫星覆盖范围
很小，可视时间短（对周期为１０５分钟的轨道，可视时间大约为１５分钟）．
ＬＥＯ轨道受大气阻力摄动影响明显，在此摄动的影响下轨道将不断变圆、



变低，因此卫星需要额外的燃料来提供补偿轨道衰减所需的能量．这种轨道
常用于资源勘测的资源卫星，用于地区侦察的军用侦察卫星，用于全球气象
观测和预报的气象卫星以及空间站、载人航天器等．

ＭＥＯ的轨道高度一般在５０００ｋｍ以上，周期为２００分钟到十几个小
时，大气阻力影响可忽略，轨道相对较稳定，便于精密定轨和精密星历预报，
目前，ＧＰＳ、ＧＬＯＮＡＳＳ和未来的ＧＡＬＩＬＥＯ等卫星导航系统都选用了这种
轨道．ＭＥＯ卫星地面覆盖范围较大，可视时间较长，如一颗ＧＰＳ卫星约可
覆盖地球３４％左右的面积，最大可视时间达９小时以上．但 ＭＥＯ轨道

Ｄｏｐｐｌｅｒ频移缓慢，卫星的发射成本相对ＬＥＯ卫星也要高的多．
ＧＳＯ的轨道高度约为３５８００ｋｍ，包括地球静止轨道卫星（ＧＥＯ：Ｇｅｏ

ｓｔａｔｉｏｎａｒｙＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）和倾斜同步轨道卫星（ＩＧＳＯ：ＩｎｃｌｉｎｅｄＧｅｏＳｙｎｃｈｒｏ
ｎｏｕｓＯｒｂｉｔ）．ＧＥＯ是倾角为０的地球同步轨道，相对于地面观测者，卫星好
像在赤道上空静止不动，其星下点轨迹是一个点．ＧＥＯ卫星可以提供大范
围的地面覆盖（约４０％），在其覆盖区域内任何一点，卫星均２４小时可见．
ＧＥＯ已用于通信、电视转播、气象和导航卫星系统的增强（如美国的

ＷＡＡＳ系统、欧洲的ＥＧＮＯＳ系统和日本的 ＭＳＡＳ系统等）．但ＧＥＯ也存
在一些缺陷：它不能提供对极区的覆盖，卫星发射费用高，多普勒频移很
低，此外ＧＥＯ需要较频繁的定点维持，不利于精密定轨和精密星历的长期
预报．

ＩＧＳＯ是指倾角不为０的地球同步轨道，其星下点轨迹是一个跨南北
半球的“８”字，其交叉点在赤道上．这种轨道可对极区可以提供很好的覆盖，
其交叉点在赤道上除了有长期漂移外，还存在由田谐项共振引起的长周期
漂移，这种共振影响在不同的交叉点位置也会有不同，考虑到与ＧＥＯ卫星
的碰撞危险和服务的稳定性，也会需要频繁的轨道维持．此外，ＩＧＳＯ卫星
发射费用也高，且在国际上应用很少，这在技术上也会存在一些风险．

ＨＥＯ为大椭圆轨道，近地点高度约几百千米，远地点高度通常在几万
千米以上．卫星在远地点附近运动较慢，可见时间长，适合对特殊地区的覆
盖（如高纬度地区），前苏联的闪电（Ｍｏｌｎｉｙａ）通信卫星系统就采用这种轨
道．ＨＥＯ轨道的偏心率大，要解决拱线指向（近地点方向）的长期进动使其
保持拱线静止，轨道倾角就必须取临界倾角（６３．４３°或１１６．５７°）．还有，对于

ＨＥＯ，信号空间传输时的损耗在近地点和远地点相差１０ｄＢ以上，这导致
信号跟踪性能的下降，当然，理论上可通过改变卫星天线的增益来改善跟踪
性能，但这将导致硬件的复杂性．ＨＥＯ的Ｄｏｐｐｌｅｒ频移变化也很大，这也将
导致地面设备的复杂化．此外，ＨＥＯ 存在一个严重的缺陷：卫星穿过
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ＶａｎＡｌｌｅｎ辐射带（２０００～１００００ｋｍ），这有可能导致卫星机械和电子设备
故障．
除了上面这些轨道分类外，还有其它一些以轨道特征来描述的特殊轨

道，如回归轨道、太阳同步轨道、冻结轨道等．所谓回归轨道是指卫星的星下
点轨迹在卫星运行ｎ圈以后重复的轨道．太阳同步轨道和冻结轨道在前面
第四章中均有介绍，前者是指卫星轨道面在赤道上的进动速度等于地球公
转角速度，这类轨道有一特点，就是卫星同方向通过同一纬度圈时的地方时
相同．后者也叫拱线静止轨道，它是指轨道拱线指向在空间保持不变的轨
道，这类轨道的特征是轨道偏心率和轨道形状不变，近地点幅角保持在

９０°，因此，卫星通过同一纬度地区的高度保持不变．这种轨道的实现，通常
是通过适当选择轨道周期、倾角和偏心率来达到拱线静止的目的．

２．轨道选择

轨道选择是指根据任务总体以及各分系统对轨道提出的一些技术要求

来确定卫星的有关轨道参数．首先，轨道根数ａ，ｅ表示了轨道的大小与形
状，决定了轨道近地点、远地点高度和轨道周期，因此ａ，ｅ的选择其实就是
选择轨道周期和近地点高度．
又由ｓｉｎφｐ＝ｓｉｎｉｓｉｎω（φｐ为近地点的地心纬度）知近地点幅角ω可以由

轨道倾角ｉ和近地点位置决定．于是近地点幅角的选择可以通过选择近地
点位置来代替．

ω＝ ｓｉｎ－１（ｓｉｎφｐ／ｓｉｎｉ），　　　　 近地点位于升轨，

１８０°－ｓｉｎ－１（ｓｉｎφｐ／ｓｉｎｉ），　　近地点位于降轨
烅
烄

烆 ．
（６．１）

升交点赤经Ω通常在轨道设计中由发射时间来最后确定，因此，在轨

道选择时用升交点经度ΩＧ 来代替Ω，ΩＧ＝Ω－Ｓ（Ｓ为卫星发射时刻的格
林尼治恒星时）．

ΩＧ ＝
λ－ｓｉｎ－１（ｔａｎφ／ｔａｎｉ），　　　　 入轨点位于升轨，

１８０°＋λ＋ｓｉｎ－１（ｔａｎφ／ｔａｎｉ），　　入轨点位于降轨｛ ．
（６．２）

这里（λ，φ）为入轨点的地心经纬度．这样，升交点经度ΩＧ 的选择也就

由入轨点位置选择来代替．
综上，这六个轨道根数的选择可以用轨道周期、近地点高度、轨道倾角、

近地点位置、发射时间和入轨点位置的选择来代替．
下面来讨论这几个参数的选择问题．
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（１）轨道倾角的选择
轨道倾角选择所需考虑的约束因素主要有：

１）对ＬＥＯ卫星，轨道倾角不应小于被观测区域的最高纬度或最低纬
度的绝对值．

２）对一次入轨的卫星而言，轨道倾角不能小于发射场的地心纬度．若
要发射倾角小于发射场纬度的轨道，则必须经过变轨，且应选择纬度接近轨
道倾角的发射场发射，因为变轨道面的轨道调整是最耗能量的．小倾角轨道
卫星一般都从低纬度地区的发射场发射就是这个原因．

３）倾角的选择必须考虑运载火箭的能力．轨道倾角越大，消耗运载火
箭的能量就越多．

４）倾角选择必须注意与轨道周期和升交点的配合，使星下点轨迹经过
被观测区域的重点目标．

５）必须注意地面台站的布设，以保证对卫星的跟踪、测量和控制．
６）必须注意发射方向的限制（瞄准方向及各级火箭落点的安全）．
７）一些特殊轨道（太阳同步轨道、极轨道、临界倾角轨道等）对倾角的
要求．
（２）近地点位置的选择
对侦察或资源卫星，为了提高地面分辨率，一般把近地点位置安排在所

需侦察或勘察地区的中部上空较为合适．
对返回式卫星，一般把近地点位置放在制动点后边（飞行方向的前方），

只有这样，才可能使卫星速度方向与当地水平面的夹角是负的，这可以节省
制动火箭的能量．
对像 Ｍｏｌｎｉｙａ这一类 ＨＥＯ卫星，近地点位置应放在主要服务区的天

底方向．比如卫星的主要服务区在北半球，则近地点位置应放在南半球上
空，以保证卫星对北半球的服务时间．
此外，一些冻结轨道对近地点位置有特殊的要求．

（３）近地点高度与轨道周期的选择
影响轨道高度选择的约束条件主要有：

１）高度对地面覆盖的影响．高度越高，地面覆盖范围就越大．
２）高度对地面分辨率的影响．高度越高，地面分辨率就越差．
３）高度与地面台站的关系．高度越高，卫星可见时间就越长．
４）与轨道寿命的关系．轨道越高，受大气阻力影响越小，寿命就越长．
近地卫星的轨道高度不能过低，轨道寿命必须大于工作寿命．

５）与测轨精度的关系．这也与大气阻力有关，高度越高，大气阻尼摄动
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影响就越小，测轨精度相应就可能高些．
６）空间电磁辐射环境的影响，特别ＶａｎＡｌｌｅｎ辐射带的影响等．
在考虑以上轨道高度选择的因素后，可进一步选择轨道的近地点高度

和轨道周期．近地点高度选择的主要考虑因素有：

１）地面分辨率一般以近地点处的分辨率作参考，所以应对此加以
考虑．

２）轨道寿命必须大于工作寿命．对ＬＥＯ和 ＨＥＯ卫星，因大气密度一
般以近地点处的大气密度作参考，所以应考虑轨道寿命与近地点高度之间
的关系．

３）与测轨精度、预报精度的关系．
４）运载火箭的能力以及有效载荷的质量．高度越高，所需燃料就越多．
有效载荷的质量越大，要到达同样的轨道高度所需的燃料就越多．
轨道周期选择除了要考虑高度选择的一些约束条件外，还有以下几个

约束因素：

１）对返回式卫星，应考虑返回制动点的高度、速度、速度方向与方位
等．还有最后一圈卫星星下点应通过回收区的期望落点．

２）对侦察和资源等一类照相卫星，要考虑摄影的旁向重叠率．
３）要求星下点轨迹重复的回归轨道对应的轨道周期限制．

（４）入轨位置的选择
卫星入轨位置由发射场、运载火箭发射轨道的飞行程序以及对卫星星

下点轨迹的安排所确定，它还与入轨航程、主动段、入轨段的测控及火箭各
子级落点的散布有关．

３．发射窗口的选择

发射窗口的选择问题就是确定将卫星发射到所设计的轨道平面的时

刻．由于轨道平面在惯性空间中是不动的（二体条件下），因此发射时刻就是
指地面发射点位置旋转通过轨道平面的时刻，这个时刻取决于发射点的经
纬度、卫星轨道倾角和升交点赤经．从理论上讲，每天地面发射点通过轨道
面两次，因此，每天都有两次可供发射的时机．但事实上，并不是任意一天就
都能进行发射，具体的可发射时间，即发射窗口还必须根据卫星任务和星上
设备的各种要求来确定．
发射窗口选择实际上是根据某些限制条件来选择卫星轨道跟太阳（和

月球）的相对位置关系．影响发射窗口选择的因素很多，这里给出几个约束
条件：
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（１）卫星运行期间，太阳对地面目标的光照条件．
（２）在卫星运行时，太阳能电池、卫星热控等对太阳照射卫星的方向的

要求．
（３）卫星姿态测量精度所要求的地球、卫星、太阳三者之间的几何关系．
（４）卫星处于地影时间长短的要求以及进出地影时卫星在轨位置要求．
（５）卫星运行时，地面站对卫星测控条件的要求（地球、卫星、太阳三者

之间的几何关系）．
（６）返回式卫星对回收时间要求．
（７）其他有关条件如交会、卫星组网的要求．
由于发射窗口的约束条件很多，因此这就需要用系统工程的方法去分

析各种约束条件的合理性，协调相互矛盾的因素，建立各条件与发射时间之
间的数学模型，计算出各约束条件对应发射时间的交集，从而得到发射
窗口．

§６．２　星座设计的基本问题

随着卫星应用需求的日益发展，特别是２０世纪８０年代以来，越来越多
的航天任务仅靠单颗卫星已不可能完成，于是由多颗卫星组成的卫星星座
开始引起人们的关注，成为许多航天任务的首选方案．这一节将介绍星座的
有关基本知识．

１．基本概念

这里介绍星座设计中常采用的几种星座类型和有关的基本概念．
（１）星形星座
星形星座是早期研究的一种星座．星形星座以各条轨道有一对公共节

点，以及相邻同向轨道之间有相等（或近似相等）的相对倾角为特征．如极轨
卫星组成的星座属于星形星座．星形星座的理论分析比较方便，但覆盖特性
很差．主要表现有以下两大缺点：

１）所有轨道都在两个节点相交，在两个节点附件过于密集，而两节点
间的其他区域，卫星比较稀疏，因此覆盖很不均匀．

２）同向相邻轨道之间的卫星，相对位置基本不变，但反向轨道之间的
卫星相对相位经常变化，所以其覆盖特性变化比较剧烈，实用价值不大．
（２）Ｗａｌｋｅｒδ星座

Ｗａｌｋｅｒδ星座是由一些高度相同的圆轨道卫星构成的一类均匀星座．
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它具有如下一些基本特性：

１）每个轨道平面所含卫星数目相同，且卫星在轨道平面内均匀分布；

２）相邻轨道面间卫星的相对相位为一常数；

３）各轨道平面相对某一参考面的夹角相同，该参考面不一定是赤
道面；

４）各轨道面和参考面的交点沿参考面均匀分布．
Ｗａｌｋｅｒδ星座可以用三个参数Ｔ／Ｐ／Ｆ来描述其相对几何结构，Ｔ 为

星座中卫星总数，Ｐ为星座轨道平面个数，Ｆ为相邻轨道间卫星的相对相位
的度量参数，表示当一条轨道上的一颗卫星经过升交点时，相邻的东侧轨道
上的相应卫星已经过了它的升交点，对应的相位为３６０°Ｆ／Ｔ，Ｆ的取值为０
到Ｐ－１之间的任意整数．若给定了 Ｗａｌｋｅｒδ星座的轨道高度、参考平面、
相对参考平面的倾角和某个轨道面相对参考面的升交点位置，则Ｔ／Ｐ／Ｆ
三个参数就唯一确定了这个星座．

Ｗａｌｋｅｒδ星座有如下优点：星座中各卫星所受长期摄动影响的主要部
分均相同，从而使星座的相对几何结构保持基本不变，便于星座的维持；其
次，对全球连续覆盖，Ｗａｌｋｅｒδ星座的几何结构具有某种“均匀性”和“对称
性”，因此在全球范围内的覆盖相对较为均匀．
对以赤道为参考平面，参数为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座，若令其中任一

轨道面为第一轨道面，对应升交点赤经为Ω０，令该轨道面上任一颗卫星作
为计数的第一颗星，对应的相位为ｕ０，则星座中第ｉ轨道面上第ｊ颗卫星，
其升交点赤经Ω和相位ｕ可用下式确定：

Ω＝Ω０＋（ｉ－１）３６０°
Ｐ ． （６．３）

ｕ＝ｕ０＋（ｉ－１）Ｆ３６０°
Ｔ ＋（ｊ－１）Ｐ３６０°

Ｔ
， （６．４）

（３）Ｒｏｓｅｔｔｅ星座

Ｒｏｓｅｔｔｅ星座是δ星座Ｐ＝Ｔ的一种特殊星座，因为这种星座的轨道图
形在固定的天球上的投影犹如一朵盛开的玫瑰，故称其为Ｒｏｓｅｔｔｅ星座．
由Ｎ 颗卫星组成的Ｒｏｓｅｔｔｅ星座满足以下的关系：

αｉ ＝２πｉ／Ｎ　ｉ＝０，１，２，…，Ｎ－１，

βｉ ＝β，

γｉ ＝ｍαｉ　ｍ ＝０，１，２，…，Ｎ－１
烅
烄

烆 ．

（６．５）

其中，αｉ为第ｉ颗卫星的升交点赤经，βｉ为第ｉ颗卫星的轨道倾角，γｉ为第ｉ
颗卫星从升交点起算的初始相位角．
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（４）σ星座

σ星座是δ星座的子星座．其特点是星座中所有卫星的星下点轨迹只
有一条，且卫星等间隔分布．σ星座通常用两个整数Ｔ和Ｍ 作参考码，它和

Ｗａｌｋｅｒδ星座的Ｔ／Ｐ／Ｆ参数的关系满足下式：

Ｐ＝ Ｔ
Ｈ［Ｍ，Ｔ］，

Ｆ＝ Ｔ（ ）ＰＭ
（ＫＰ－Ｍ－１

烅

烄

烆
），

（６．６）

式中Ｈ［Ｍ，Ｔ］表示取Ｍ 和Ｔ 的最大公因子．由于Ｆ为０到Ｐ－１间的整
数，因此整数Ｋ 可以唯一确定．
（５）覆盖性能参数［２］

星座的覆盖品质需要一些覆盖性能指标来量化．最普遍的也最常用的
覆盖性能指标有覆盖百分比、最大覆盖间隙、平均覆盖间隙、时间平均间隙
和平均响应时间等．这里给出这些指标的定义：
覆盖百分比（ＰｅｒｃｅｎｔＣｏｖｅｒａｇｅ）：地面上任一点的覆盖百分比等于被

一颗或多颗卫星覆盖的时间除以总的仿真时间．覆盖百分比可以直接表示
地面某一点或某一地区被覆盖多少次，但它并不提供有关覆盖间隙分布的
任何信息．
最大覆盖间隙（ＭａｘｉｍｕｍＣｏｖｅｒａｇｅＧａｐ）：等于单独一个点所遇到的

最大的覆盖间隙．当研究多个点的统计特性时，我们可以取其最大覆盖间隙
的平均值或其中的最大值，因此全球平均最大间隙是全部个别点的最大间
隙的平均值，而全球最大间隙则是某一个别点覆盖间隙的最大值．这个统计
特性可给出某种最坏情况的信息，但由于用一个点或几个点就可确定这一
结果，故它不能正确地排定星座覆盖性能地优劣．因此，最大覆盖间隙是一
个不好的性能指标．
平均覆盖间隙（ＭｅａｎＣｏｖｅｒａｇｅＧａｐ）：是指地面上任意一点的覆盖间

隙的总长度除以覆盖间隙的次数．覆盖间隙次数指在给定的仿真时间段中
该点不被卫星覆盖的次数，覆盖间隙总长度是指该点不被卫星覆盖的总
时间．
时间平均间隙（ＴｉｍｅＡｖｅｒａｇｅＧａｐ）：时间平均间隙是指按时间平均的

平均间隙持续时间，也就是说，时间平均间隙就是间隙长度的平均．该指标
在数值上等于各次覆盖间隙长度的平方和除以总的仿真时长．
平均响应时间（ＭｅａｎＲｅｓｐｏｎｓｅＴｉｍｅ）：响应时间是指从我们接收到要

观测某点的随机请求开始到可以观测到该点为止的时间长度，最大响应时
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间等于最大覆盖间隙．如果一颗卫星在给定的一个时间步长内位于该点的
视场中，则该时间步长的响应时间为０；如果所讨论的点在某个覆盖间隙
内，则响应时间就是到覆盖间隙终点的时间长度．平均响应时间就是指在仿
真时段内，各个时间步长的响应时间的总和对总的仿真时间的平均．事实
上，在计算平均响应时间时，由于对称性，响应时间可以用到覆盖间隙开始
时的时间长度来代替，而这并不影响平均响应时间的最后计算结果，且方法
更加简单．这个性能指标既考虑了覆盖的统计特性，又考虑了间隙的统计特
性，因此可以确定整个系统的响应能力．平均响应时间是评价响应能力的最
好的覆盖性能指标．

２．卫星导航星座的常用性能指标

在卫星导航星座的设计中，还会有一些特殊的性能要求，如共视卫星个
数、星座值、导航精度和服务可用性等，下面介绍几个常用的性能指标．
（１）共视性要求
对同时提供三维定位和定时能力的导航星座而言，共视性要求就是在

规定的截止仰角（如５°）下，在任何时刻，服务区内任意地点同时可见的导
航卫星数目应不少于４颗．
（２）精度因子ＤＯＰ（ＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）
对导航星座而言，系统所提供的定位几何是影响导航精度的一个重要

因素．一般导航系统的定位几何可以用ＤＯＰ值来描述，定义为用户等效距
离误差ＵＥＲＥ（ＵｓｅｒＥｑｕｉｖａｌｅｎｔＲａｎｇｅＥｒｒｏｒ）到最终定位误差或定时误差
的放大系数，它反映了观测源几何位置对定位误差的影响．常用的有下几种

ＤＯＰ参数：几何精度因子ＧＤＯＰ（ＧｅｏｍｅｔｒｙＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）、位置精
度因子ＰＤＯＰ（ＰｏｓｉｔｉｏｎＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ），水平精度因子ＨＤＯＰ（Ｈｏｒｉ
ｚｏｎｔａｌＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）、垂直精度因子 ＶＤＯＰ（ＶｅｒｔｉｃａｌＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆ
Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）和时间精度因子ＴＤＯＰ（ＴｉｍｅＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）．
对同时支持用户解算接收机钟差的导航星座而言，各种ＤＯＰ的计算

如下：
在用户的本地坐标系（ｘ轴指向东，ｙ轴指向北，ｚ轴指向天顶）中，设矩

阵Ｇ为用户到定位星Ｓｉ（ｉ＝１，２，．．．，ｋ，ｋ≥４）的方向余弦矩阵，即

Ｇ＝

ｌ１　ｍ１　ｎ１　１
ｌ２　ｍ２　ｎ２　１
　　　

ｌｋ　ｍｋ　ｎｋ　

烄

烆

烌

烎１

． （６．７）
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其中，ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ分别为用户到定位星Ｓｉ的方向余弦．记矩阵（ＧＴＧ）－１的主对

角线元素为σｉｉ（ｉ＝１，２，３，４），则对零均值等精度的独立观测而言，各种

ＤＯＰ分别为

ＧＤＯＰ＝ σ１１＋σ２２＋σ３３＋σ槡 ４４， （６．８）

ＰＤＯＰ＝ σ１１＋σ２２＋σ槡 ３３， （６．９）

ＨＤＯＰ＝ σ１１＋σ槡 ２２， （６．１０）

ＶＤＯＰ＝ σ槡３３， （６．１１）

ＴＤＯＰ＝ σ槡４４． （６．１２）
需要注意的是，这些ＤＯＰ的概念都是基于不加权的协方差矩阵得到

的，而事实上来自各颗卫星的观测误差是不相同的，因此ＤＯＰ并不能真实
地反映系统的导航精度．尽管如此，在星座设计时，为了撇开其他一些非星
座因素的影响，人们还是经常用ＤＯＰ值去衡量星座的导航性能．
（３）星座值ＣＶ（ＣｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎＶａｌｕｅ）
对导航星座，我们常用星座值ＣＶ来分析星座的导航性能．ＣＶ反映了

星座的几何特性和连续可用性，是星座性能的一个重要体现．其定义为覆盖
区内ＤＯＰ值小于某一门限值的区域占整个服务区域的面积百分比在全时
段上的平均值．其计算公式为

ＣＶ＝
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０
∑
Ｌ

ｉ＝１
ｂｏｏｌ（ＤＯＰｔ，ｉ≤ＤＯＰｍａｘ）×ａｒｅａｉ

ΔＴ×Ａｒｅａ ×１００％． （６．１３）

这里，ΔＴ为总的仿真时间，Ｌ为网格个数，ｂｏｏｌ（Ｘ）为布尔函数，若Ｘ 为真

则等于１，若Ｘ为假则等于０．Ａｒｅａ＝∑
Ｌ

ｉ＝１
ａｒｅａｉ为服务区域总面积，ａｒｅａｉ为

第ｉ个网格的面积．
（４）可用性（Ａｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙ）［３］

可用性是指系统能为用户提供可用的导航服务的时间百分比，在卫星
星座性能的评估中．可用性是一个普遍使用的术语，依照对系统不同的性能
需求，可定义为各种类型的可用性，如精度可用性，连续可用性等．
一个系统性能的可用性要求可在三个层次上进行计算：瞬间的，局部

的，服务区域的．瞬时可用性（ＩＡＬ：ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）

α（ｉ，ｔ）定义为在特定地点（ｉ）和特定时刻（ｔ）满足系统性能需求的概率．最
简单的情况下，ＩＡＬ等于０或１，而在一般情况下ＩＡＬ为０和１之间的某个
概率值．因此，可定义一个瞬时可用性指示函数（ＩＡＩ：ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＡｖａｉｌ
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ａｂｉｌｉｔｙＩｎｄｉｃａｔｏｒ）β（ｉ，ｔ）：当ＩＡＬ超过最低ＩＡＬ要求αｍｉｎ，β（ｉ，ｔ）的值为１，
反之则为０．ＩＡＬ和ＩＡＩ之间的关系表达式如下：

β（ｉ，ｔ）＝ｂｏｏｌ｛α（ｉ，ｔ）≥αｍｉｎ｝． （６．１４）
局部可用性（ＬＡＬ：ＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）是指对特定地点在某一

时间间隔的“平均”可用性．首先，定义时间平均的局部可用性（ＴＡＬＡＬ：

Ｔｉｍｅ ＡｖｅｒａｇｅｄＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）为对地点ｌ在时间间隔（ｔ０，ｔ０＋
ΔＴ）内的瞬时可用性的时间平均，即：

α（ｉ）＝ １
ΔＴ ∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

α（ｉ，ｔ）， （６．１５）

这里ΔＴ是所计算的时间间隔．
同样也定义一个局部可用性的时间百分比（ＬＡＰＯＴ：Ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｏｆ

ＴｉｍｅＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）为一段时间间隔内特定地点的ＩＡＩ的平均，
即：

β（ｉ）＝ １
ΔＴ ∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０
β（ｉ，ｔ）． （６．１６）

这两种定义的含义是不同的，如果说“ＰＤＯＰ＜６的平均概率至少是

０．９５”指的是ＴＡＬＡＬ；然而如果说“至少在９５％的时间ＰＤＯＰ＜６的概率
超过０．９９９”则指ＬＡＰＯＴ．
服务区可用性（ＳＡＬ：ＳｅｒｖｉｃｅＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）是对整个服务区域内

所有地点的局部可用性的平均，同样有基于ＩＡＬ和ＩＡＩ两种可用性：

ＡＳ ＝ １
Ａｒｅａ∑

Ｌ

ｉ＝１

［α（ｉ）×ａｒｅａｉ］＝ １
Ａｒｅａ×ΔＴ∑

Ｌ

ｉ＝１
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

［α（ｉ，ｔ）×ａｒｅａｉ］，

（６．１７）

ＢＳ ＝ １
Ａｒｅａ∑

Ｌ

ｉ＝１

［β（ｉ）×ａｒｅａｉ］＝ １
Ａｒｅａ×ΔＴ∑

Ｌ

ｉ＝１
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

［β（ｉ，ｔ）×ａｒｅａｉ］．

（６．１８）
由ＣＶ值的定义可知，ＣＶ是ＡＳ 对于不考虑卫星故障的理想星座时的一个

特例．
根据星座状态的不同，瞬时可用性还可以分为以下几种基本的类型：

理想的可用性，降阶的可用性和期望的可用性．
理想的可用性是最早定义的可用性，它是基于没有卫星损坏的理想星

座来定义的，可表示如下：

α０（ｉ，ｔ）＝ｂｏｏｌ｛Ｒ（ｉ，ｔ）｝． （６．１）
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这里，Ｒ（ｉ，ｔ）表示满足某种导航性能需求的情况．对理想星座，ＩＡＬ仅取０
或１．例如：若ＰＤＯＰ＜６是系统的性能需求，则当ＰＤＯＰ＜６时ＩＡＬ＝１；反
之，当ＰＤＯＰ≥６时ＩＡＬ＝０．此外对理想星座，ＩＡＩ的值与ＩＡＬ相同．
降阶的可用性是指星座中有卫星故障发生时的降阶星座所提供的服务

可用性．假设星座中有ｋ颗卫星故障，则可用性定义为ｋ颗卫星损坏的所有
组合的可用性平均值：

αｋ（ｉ，ｔ）＝ １
Ｃｋ

Ｍ ∑
ＣｋＭ

ｎ＝１
ｂｏｏｌ｛Ｒｎ（ｉ，ｔ）｝，　ｋ＝０，…，Ｍ． （６．２０）

这里，Ｍ 为理想星座的卫星个数，符号Ｃｋ
Ｍ 表示星座的ｋ卫星损坏的所有组

合：

Ｃｋ
Ｍ ＝ Ｍ！

ｋ！（Ｍ－ｋ）！， （６．２１）

Ｒｎ（ｉ，ｔ）表示系统在某ｋ颗卫星故障时的满足导航性能需求的情况．这时，
降阶星座的ＩＡＬ不再刚好等于０或１，而是０与１之间的某个值．注意理想
星座的ＩＡＬ是（６．２０）式在ｋ＝０时的特例．ＩＡＬ在当卫星故障数进一步增
加时变得更坏．
期望的可用性是指考虑所有可能的降阶星座的可用性的加权平均值．

在Ｍ 颗卫星的星座里，有Ｍ＋１种可能状态，用Ｓｋ（ｋ＝０，１，…，Ｍ）表示．Ｓ０

是没有卫星损坏的状态，Ｓ１ 是有一颗卫星损坏的状态，等等．对每种星座状

态Ｓｋ，均给定一个概率值Ｐｋ，其中∑
Ｍ

ｋ＝０
Ｐｋ＝１．考虑星座各种状态概率的可用

性定义如下：

α（ｉ，ｔ）＝ ∑
Ｍ

ｋ＝０
Ｐｋαｋ（ｉ，ｔ）＝ ∑

Ｍ

ｋ＝０
Ｐｋ

１
Ｃｋ

Ｍ ∑
ＣｋＭ

ｎ＝１
ｂｏｏｌ｛Ｒｎ（ｉ，ｔ）｝． （６．２２）

理性星座的可用性是（６．２２）式的一种特殊情况，此时：

Ｐｋ ＝
１，　ｋ＝０，

０，　ｋ≠０｛ ．
Ｋ 颗卫星故障的降阶星座的可用性也是（６．２２）式的特殊情况，此时：

Ｐｋ ＝
１，　ｋ＝Ｋ，

０，　ｋ≠Ｋ｛ ．
与期望的可用性相关的一个很重要的问题是怎样对星座卫星的状态概

率进行建模或计算．一般而言，卫星状态概率可以通过基于 Ｍａｒｋｏｖ链分析
卫星的故障和恢复率来得到，文献［３］，［４］，［５］，［６］，［７］对此有详细的
讨论．
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３．星座覆盖分析方法简介

在星座设计研究过程中，人们提出了各种星座覆盖分析方法，其中较著
名的和得以广泛应用的主要有外接圆方法、覆盖带方法和格网方法．这里给
出这些方法的简单介绍，详细的描述请参阅相关文献．
外接圆方法由 Ｗａｌｋｅｒ提出［８］，主要是研究全球连续单重覆盖和多重

覆盖问题．它主要针对 Ｗａｌｋｅｒδ星座，但方法本身并没有对此作出限制．外
接圆方法分析星座和覆盖特性的准则是：保证全球各地在任何时候都能在
某个最小仰角以上看到用户要求的卫星数量．在覆盖分析中用离开卫星星
下点最远的一些点（相邻三颗卫星的的星下点组成的球面三角形的外接圆
圆心）进行评估．不断改变星座轨道倾角，就能够找出最坏情况下的最小的
外接圆半径，从而得到最佳星座．外接圆方法是一种基于几何的方法，直观、
易于理解和接受．它主要用于解决全球的单重和多重连续覆盖问题．但该方
法也存在一些问题：首先，随着卫星总数的增长，计算所需时间的增长极为
迅速．也许正因为如此，外接圆方法最近十几年来没有得到发展．Ｗａｌｋｅｒ本
人也深知此缺陷，但他在公开文献中并没有提出解决办法，而是别转它径，
试图用“网格”“正多面体”“半正多面体”的方法来弥补，但效果不佳．因而，
寻找新的算法势在必行．其次，外接圆方法设计出的星座往往其轨道面数等
于卫星总数，即Ｔ／Ｔ／Ｆ．这样的星座有两个较大的缺陷：第一，性能台阶太
高，导致每上一个覆盖性能台阶要花费较多的经费．第二，导致响应用户要
求的应变能力太弱．最后，外接圆方法无法评估导航星座最为关心的导航精
度．
覆盖带方法最初由Ｌｕｄｅｒｓ提出［９］，经由Ｒｉｄｅｒ［１０］，［１１］、Ａｄａｍｓ［１２］，［１３］和

Ｈｏｐｋｉｎｓ等人的发展，已用于区域连续覆盖和全球连续覆盖等各种星座的
设计．覆盖带方法一般假设所采用的星座具有如下性质：

（１）所有轨道为同一高度的圆轨道；
（２）各轨道的倾角均相同；
（３）轨道面内卫星均匀分布；
（４）每一轨道面内的卫星数目大于３，因为覆盖带方法要求同一轨道面

内卫星的有效覆盖区相互重叠，形成一条环带．
覆盖带方法利用这些基本的约定，将覆盖要求转化为一些约束方程，求

解这些方程组就可以获得满足覆盖性能的星座，但须注意这星座未必是最
优的．覆盖带方法简洁明了，具有比外接圆方法高得多的计算效率，但也具
有因基本约定带来的不足和缺陷，而且它同样也无法评估导航星座的精度
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性能．
格网方法最初是由 Ｍｏｒｒｉｓｏｎ在１９７３年对由圆形轨道和椭圆轨道构成

的星座进行多重覆盖研究时所采用［１４］，他分析了在地球表面构成的格网
（１０°×１０°）的每个点上，在某个最小仰角以上能看到的卫星数目．后来Ｂｏ
ｇｅｎ用类似方法研究了星座覆盖［１５］，但他选用的是矩形网格，格网的纬度间
距缩小到５°，经度间距仍为１０°．格网方法的缺点是：格网间距较大时，计算
结果的精度较差．为了提高精度，就要缩小格网的间距，这样又会带来很大
的工作量．但格网方法的优点是简单易于实现，便于统计各类覆盖性能指
标，且适用于各种用途的星座设计．

４．星座设计的基本过程和准则

在开始设计星座时，一般我们都是从最简单的星座入手，如从Ｗａｌｋｅｒδ
星座、单平面赤道轨道或者从具有１个、２个或３个轨道平面的极轨道开始
工作．有时我们还可以考虑椭圆轨道，或者用它来构成一个完整的星座，或
者用它来补充星座以增强其性能．大致来讲，星座设计的基本过程可描述如
下：

（１）确定任务需求，特别是性能需求和指标，以及性能增长和降级台阶
的目标；

（２）进行星座性能的综合评估．如选择星座类型，评估覆盖性能和其他
一些性能指标，分析性能增长与台阶以及高度台阶等问题．

（３）形成设计文件，设计过程反复迭代至得到满足任务需求的最优或
近优星座．
在设计过程中，一般我们用下面三个标准来评价每个星座的设计．
（１）覆盖性能或可用性等其他一些指标．一般不要在只有一个指标时

就着手整个星座的设计．
（２）性能增长和降级．星座的性能增长和降级是实际星座设计中的一

个关键问题．对每一种星座，性能增长或降级情况是不同的．在评价增长或
降级时，我们假定在轨道平面内重新定相所花的推进剂代价适中，而改变轨
道面是不现实的．

（３）性能台阶．我们应该评价每一个星座，看看是否存在这样的性能台
阶，使星座中轨道平面的数目、轨道高度或其他关键的特征参数成为离散的
台阶．
在设计时，往往要确定大量的参数，表６．１给出了星座设计中的一些待

定参数和选择准则．
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表６．１　星座设计中的一些基本因素和选择准则

因　素 影　响 选择准则

主要设计变量

卫星数目

轨道高度

轨道平面数目

决定成本和覆盖的主要因素

覆盖、发射和变轨成本

灵活性、覆盖性能台阶、发展和
降级使用

选择最少的卫星满足覆盖和

性能台阶的要求

通常是成本和性能之间的系

统级权衡

以最少的轨道平面满足覆盖

性能的要求

其他设计变量

轨道倾角

轨道平面的相位

偏心率

决定覆盖的纬度分布

决定覆盖的均匀性

任务的复杂性、可达的高度和覆
盖与成本的关系

纬度覆盖和成本的总和权衡

在各组独立的相位取舍中选

择最佳覆盖

一般取０，除非为满足特别
需求才选择其它值

　　

§６．３　星座的相对几何和覆盖重复周期

１．Ｗａｌｋｅｒ的工作

在星座设计的早期研究中，Ｗａｌｋｅｒ指出［１６］，卫星星座中每颗卫星的星
下点轨迹在某些条件下完全分离，但是在另外一些条件下却可以部分重合
或完全重合．对星座标记为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座，如果星座卫星采用α
天（恒星日，下同）β圈回归的轨道，Ｗａｌｋｅｒ给出了该星座的星下点轨迹条
数计算方法：

Ｅα，β ＝ Ｔ
Ｋ

， （６．２３）

这里，Ｋ 由下式计算：

Ｋ ＝Ｈ［Ｇ，ＰＪ］， （６．２４）
式中

Ｇ＝ｓα＋Ｆβ，Ｊ＝Ｈ［ｓ，β］． （６．２５）

ｓ＝Ｔ／Ｐ为每个轨道面上的卫星个数，Ｈ［ａ，ｂ］表示取ａ和ｂ的最大公因子．
星座的覆盖重复周期是指星座遍历了对覆盖特性而言的所有不同星座

构型的一段时间间隔．Ｗａｌｋｅｒ也给出了覆盖重复周期（ＧＣＲＰ）的计算
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公式：

ＧＣＲＰ＝Ｔｏｒｂｉｔ
ｙｚ
４Ｔ

， （６．２６）

式中，Ｔｏｒｂｉｔ为卫星的轨道周期，而

ｙ＝Ｈ［Ｆ，Ｐ］，ｚ＝Ｈ ２，Ｔ［ ］ｙ ． （６．２７）

单就星座的覆盖性能而言，经过一个覆盖重复周期后，星座中的卫星构型就
开始重复，因此，在对星座覆盖性能的仿真中，一般只要取一个覆盖重复周
期即可．
需要注意，Ｗａｌｋｅｒ给出的星下点轨迹的计算公式仅适用于 Ｗａｌｋｅｒ星

座，而对于在区域星座中经常用到的非 Ｗａｌｋｅｒδ星座或由 Ｗａｌｋｅｒ星座中
的部分卫星构成的星座，则不再成立，因此还有必要对星座的卫星相对几何
关系进行进一步的分析．此外，Ｗａｌｋｅｒ给出的星座覆盖重复周期的计算利
用了球的旋转对称性，忽略了地球自转，因此只对全球覆盖的 Ｗａｌｋｅｒδ星
座有效，而无法用以确定 Ｗａｌｋｅｒδ星座和其他一些非 Ｗａｌｋｅｒδ星座对某
特定地区和地点的覆盖重复周期（为了和 Ｗａｌｋｅｒ给出的覆盖重复周期相区
别，就称这种星座对某地区或地点的覆盖重复周期为区域覆盖重复周期）．

２．星座的相对几何

（１）星座中任意两颗卫星是否有同一条星下点轨迹的判别法则
对参数为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座中任一卫星（ｉ，ｊ）（表示第ｉ轨道面

第ｊ颗卫星，ｉ＝１，２，…，Ｐ；ｊ＝１，２，…，Ｔ／Ｐ，下文同），在ｔ０ 时刻其相位和

升交点赤经分别为

ｕｉ，ｊ ＝ｕ０＋３６０ Ｆ
Ｔ

（ｉ－１）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－１［ ］）， （６．２８）

Ωｉ，ｊ ＝Ω０＋３６０
Ｐ

（ｉ－１）， （６．２９）

其中ｕ０ 为第１轨道面第１颗星的相位，Ω０ 为第一轨道面的升交点赤经．
定义这颗卫星星下点轨迹在ｔ０ 时刻前第一次由南向北过赤道时对应

点的经度为该星下点轨迹的升交点经度ΩＧ
ｉ，ｊ，其值为

ΩＧ
ｉ，ｊ ＝Ωｉ，ｊ－Ｓ０＋ｕｉ，ｊωｅ

ｎｓ
， （６．３０）

其中ωｅ为地球自转角速度，ｎＳ 为卫星平均运动，Ｓ０ 对应ｔ０ 时刻的恒

星时．
对α天β圈回归的回归轨道（在二体问题的情况下）而言，式（６．３０）可
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改写为

ΩＧ
ｉ，ｊ ＝Ωｉ，ｊ－Ｓ０＋ｕｉ，ｊα

β
． （６．３１）

下面对回归轨道讨论星下点轨迹重合的问题（下文若对卫星轨道没有
特别说明，均是指回归轨道）．对星座中任意的两颗卫星（ｉ，ｊ）和（ｍ，ｎ），若
它们在同一条星下点轨迹上，则它们满足

ΔΩＧ ＝ΩＧ
ｉ，ｊ－ΩＧ

ｍ，ｎ ＝κ３６０
β

， （６．３２）

其中κ为任意的整数．
把式（６．２８），（６．２９）和（６．３１）代入式（６．３２）整理后有

β
Ｐ ＋αＦ（ ）Ｔ

（ｉ－ｍ）＋αＰ
Ｔ

（ｊ－ｎ）＝κ． （６．３３）

上式就是 Ｗａｌｋｅｒδ星座中卫星的星下点轨迹是否重合的一个判断
准则．
（２）一条星下点轨迹中两颗卫星间的轨迹长度和卫星相对顺序
对于在同一条星下点轨迹上的任意两颗卫星（ｉ，ｊ）和（ｍ，ｎ），它们星

下点之间的轨迹长度（时间间隔）Δλ可用下式计算：

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
３６０Ｋ－（ΔΩＧ

ｍ，ｎ－ΔΩＧ
ｉ，ｊ）

３６０α／［ ］β ｉｎｔ
＋ｕｍ，ｎ－ｕｉ，ｊ

ｎＳ
． （６．３４）

式中方括号的下标ｉｎｔ表示Ｋ 为１到α之间惟一确定的整数，它使得方括
号的值为０和β之间的整数，下文出现的ｉｎｔ下标的含义也是如此；Ｔｏｒｂｉｔ为

卫星轨道周期．
应用式（６．２８）和（６．３２），式（６．３４）可改写为

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
Ｋβ－κ［ ］α ｉｎｔ

＋Ｔｏｒｂｉｔ
Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ［ ］）． （６．３５）

或应用式（６．２８），（６．３２）和（６．３３），式（６．３４）亦可写为

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
Ｋβ
α － β

αＰ＋Ｆ（ ）Ｔ
（ｉ－ｍ）－Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ［ ］）

ｉｎｔ
＋

Ｔｏｒｂｉｔ
Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ［ ］）． （６．３６）

下面来讨论 Ｗａｌｋｅｒδ星座中任一星下点轨迹上各卫星的的相对顺序．
令Ｎ 为一条星下点轨迹上的卫星个数，若指定卫星（ｉ，ｊ）为０号星，则Δλ
与卫星（ｍ，ｎ）相对０号星由西向东的顺序编号ｌ之间存在以下关系：

Δλ＝ｌβ
ＮＴｏｒｂｉｔ，ｌ＝１，…，Ｎ－１． （６．３７）

综合式（６．３４）和（６．３７）不难得到确定卫星顺序编号ｌ的关系式
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Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
３６０Ｋ－（ΔΩＧ

ｍ，ｎ－ΔΩＧ
ｉ，ｊ）

３６０α／［ ］β ｉｎｔ
＋

（ｕｍ，ｎ－ｕｉ，ｊ）
ｎＳ

＝Ｔｏｒｂｉｔ
β
Ｎｌ．

（６．３８）
根据式（６．２８）和（６．３２），上式也可改写为

Ｋβ－κ［ ］α ｉｎｔ
＋Ｆ

Ｔ
（ｉ－ｍ）＋Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ）＝ β

Ｎｌ
， （６．３９）

或把式（６．２８），（６．３２）和（６．３３）代入式（６．３８）便可得另一形式的表达式：

Ｋβ
α － β

αＰ＋Ｆ（ ）Ｔ
（ｉ－ｍ）－Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ［ ］）

ｉｎｔ
＋

Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ）＝ β
Ｎｌ．

（６．４０）

（３）相邻星下点轨迹间两相邻升交点的经度差
在进行区域星座的优化时，也需要调整卫星的的升交点经度，为了提高

优化的效率，需要确定合适的升交点经度的调整范围，因此就需要确定星座
相邻两条星下点轨迹之间的两相邻升交点之间的经度差．对 Ｗａｌｋｅｒδ星
座，这里给出计算升交点经度差的计算公式：

ΔΩＧ ＝ ３６０
βＥα，β

． （６．４１）

３．区域覆盖重复周期

Ｗａｌｋｅｒ给出了 Ｗａｌｋｅｒδ星座对全球的覆盖特性重复周期的计算公
式，但是它既不适用于对任意指定区域或地点的覆盖重复周期的计算，也不
适用于非 Ｗａｌｋｅｒδ星座的重复周期的计算．
在讨论星座的覆盖重复周期之前，我们先定义星下点重复周期为该条

星下点轨迹上卫星星下点的分布出现重复的时间间隔，称其中最小的时间
间隔为最小重复周期．下文若无特别说明，星下点重复周期就是指最小重复
周期．
对一个均匀分布的 Ｗａｌｋｅｒδ星座而言，其每条星下点轨迹上的卫星个

数记为Ｎ，卫星轨道周期记为Ｔｏｒｂｉｔ，则对于由其中任意Ｍ （Ｍ≤Ｎ）颗卫星
的星下点重复周期Ｔｓｕｂ，满足以下规律：

（１）Ｔｓｕｂ＝γＴｏｒｂｉｔ
β
Ｎ

，γ为Ｎ 的因子，当Ｍ＝Ｎ 时，γ＝１；

（２）若（Ｍ，Ｎ）互为质数，则Ｔｓｕｂ＝βＴｏｒｂｉｔ；
（３）用一个Ｎ 位二进制序列Ｓ０（Ｎ）＝ａ１ａ２…ａＮ（ａｉ，ｉ＝１，…，Ｎ 的

取值为０或１）来表示Ｍ 颗卫星的分布，０表示不选取此卫星，１表示选取此
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卫星，对这个二进制序列施以如下移位运算：

Ｓ１（Ｎ）＝ｓｈｉｆｔ（Ｓ０）＝ａＮａ１ａ２…ａＮ－１． （６．４２）
若经过Ｌ（显然，１≤Ｌ≤Ｎ）次这样的移位运算后得到的一个二进制序

列ＳＬ：

ＳＬ ＝ａＮ－Ｌ＋１ａＮ－Ｌ＋２…ａＮａ１ａ２…ａＮ－Ｌ．
等于初始的二进制序列Ｓ０，则这Ｍ 颗卫星分布的重复周期为ＬＴｏｒｂｉｔβ／Ν；

（４）若在所有Ｍ 颗卫星中相邻两颗星之间的轨迹长度中有一个等于
（Ｎ－Ｍ）Ｔｏｒｂｉｔβ／Ｎ，则这Ｍ 颗卫星分布的重复周期Ｔｓｕｂ＝βＴｏｒｂｉｔ．
我们接着定义：对某一特定区域或地点，我们称其上空的卫星几何构

形重复出现的时间间隔为星座对该区域或地点的覆盖重复周期，称其中最
小的重复间隔为最小覆盖重复周期（简称区域覆盖重复周期：ＲＣＲＰ）．下文
若无特别说明，重复周期均指最小重复周期．
假设我们所要讨论的卫星星座有Ｅα，β条星下点轨迹，记各条星下点轨

迹的星下点重复周期为Ｔｉ
ｓｕｂ，ｉ＝１，２，…，Ｅα，β，则该星座对任一地点的覆盖

重复周期ＲＣＲＰ为：

ＲＣＲＰ＝ Ｔ１
ｓｕｂ，Ｔ２

ｓｕｂ，…，ＴＥα，β［ ］ｓｕｂ ． （６．４３）

这里，式中的方括号表示取Ｔ１
ｓｕｂ，Ｔ２

ｓｕｂ，…，ＴＥα，β
ｓｕｂ
的最小公倍数．注意对ＧＥＯ

卫星，我们定义其星下点重复周期为１．
特别的，对 Ｗａｌｋｅｒδ星座，其对特定地区或地点的区域覆盖重复周期

可以由下式计算：

ＲＣＲＰ＝αＥα，β

Ｔ ． （６．４４）

对任意指定区域，若星座的星下点轨迹在该区域上的分布不是对称的，
则星座对该区域的覆盖重复周期也可以由（６．４３）式计算．此外，需要指出的
是，对星下点分布对称的区域，用（６．４３）式求得的覆盖重复周期不一定是最
小重复周期，其最小重复周期与星下点轨迹和该区域本身的对称程度以及
卫星的具体分布有关．

§６．４　星座结构演化

根据第四章对卫星运动各种摄动的分析知，地球引力场的扁率摄动是
对卫星运动影响最大的一种摄动因素．此外，由于在星座组网时卫星不可能
准确进入其设计轨道，实际轨道与设计轨道之间总会存在一个偏差（下文称
之为入轨偏差）．通常这种入轨偏差在设计指标允许范围之内，但是它仍然

３９１　第６章　航天器轨道设计和星座设计



能够引起实际轨道和设计轨道在摄动变化上的不可忽略的差异，而且还存
在因轨道半长轴偏差导致的卫星位置在轨道沿迹方向上的长期变化．因此，
这一节主要就地球非球形引力场的扁率摄动和入轨偏差的影响来讨论星座

的结构演化．

１．卫星轨道演化

（１）卫星轨道摄动
卫星在地球中心引力和Ｊ２ 项的作用下，其对应运动方程的轨道解包括

长期变化项的形式可写为下列形式：

ａ＝ａ０，　ｅ＝ｅ０，　ｉ＝ｉ０，

Ω＝Ω０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２），

ω＝ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２），

λ＝ω＋Ｍ ＝ω０＋Ｍ０＋（ｎ＋λ１）（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２

烅

烄

烆 ），

（６．４５）

其中下标“０”表示卫星的初始状态，λ为卫星的沿迹量．轨道长期变化率由
下式表达：

Ω１ ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （６．４６）

ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （６．４７）

λ１ ＝ω１＋Ｍ１ ＝３Ｊ２

２ｐ２ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ．

（６．４８）
这里，ｐ＝ａ（１－ｅ２）．以上（６．４５）～（６．４８）式中的轨道根数均为平根数．
从上面几个式子可以看出，对于轨道高度、偏心率和倾角相同的一组卫

星，它们在地球扁率摄动作用下的轨道长期变化是相同的．
（２）入轨偏差引起的轨道演化
卫星入轨偏差将导致实际轨道和设计轨道在摄动上的差异，而且还会

因轨道半长轴偏差导致卫星位置在轨道沿迹方向上长期变化．下面来分析
入轨偏差的影响．
记卫星的入轨偏差为（δａ０，δｅ０，δｉ０，δΩ０，δｗ０，δＭ０），则由（６．４６）和

（６．４８）式可得到由入轨偏差引起的轨道长期摄动的变化为

δΩ１ ＝７Ω１

２ａδａ０＋４ａｅΩ１

ｐ δｅ０－ｓｉｎｉΩ１

ｃｏｓｉδｉ０， （６．４９）

δλ１ ＝－７λ１

２ａδａ０＋ａｅ
ｐ

３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋３λ［ ］１ δｅ０－
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３Ｊ２

４ｐ２ｎ（５＋３ １－ｅ槡 ２）ｓｉｎ２ｉδｉ０． （６．５０）

另外，半长轴偏差还将引起沿迹方向的长期变化，由（６．４５）式中的最后一个
方程可知这种变化为

Δλ＝δｎ０（ｔ－ｔ０）＝－３ｎ
２ａδａ０（ｔ－ｔ０）． （６．５１）

由于Ω１ 和λ１ 都是Ｏ（Ｊ２ｎ／ａ２）的量级，相对于平运动ｎ而言均为小量，
因此在一般情况下，轨道半长轴的入轨偏差是决定卫星实际轨道相对设计
轨道演化的主要因素．在考察影响轨道面相对变化时，对小倾角的轨道，倾
角的入轨偏差影响小而半长轴和偏心率的误差影响大，当星座采用极轨道
时，倾角的入轨偏差影响达到最大而半长轴和偏心率误差的影响最小．若星
座采用小偏心率轨道时，偏心率入轨偏差的影响就可予以忽略．

２．星座的结构演化

星座的几何结构可以用卫星的绝对位置或（和）卫星间的相对几何关系
来确定．一般卫星相对设计位置的变化反映了星座结构在时空中的绝对变
化（称之为时空变化或绝对变化），而卫星间相对位置变化则反映了星座结
构的空间几何的相对变化（称之为空间几何变化或相对变化）．前面讨论的
卫星轨道演化结果可以很清楚地描述星座结构时空变化的规律，这里不再
重复，下面给出星座结构的相对变化．
（１）空间几何变化的一般规律
卫星的相对位置关系可以用卫星轨道半长轴、偏心率、倾角以及卫星相

位和升交点位置关系等来描述．从前面的分析得知，地球扁率摄动不会引起
卫星轨道半长轴、偏心率和倾角的长期变化，但会导致卫星相位和升交点赤
经的长期变化，因此可以用卫星之间的相位和升交点赤经的变化来描述星
座结构的空间几何变化．
对于星座中任意的两颗卫星ｉ和ｊ，由式（６．４６）和（６．４８）可得地球扁率

摄动引起的卫星轨道面之差和相位差的长期变化率为

ΔΩ１ ＝－３Ｊ２

２
ｎｉｃｏｓｉｉ

ｐ２
ｉ

－ｎｊｃｏｓｉｊ

ｐ２（ ）
ｉ

， （６．５２）

Δλ１ ＝３Ｊ２｛２
ｎｉ

ｐ２
ｉ

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｉ － １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｉ １－ｅ２槡［ ］ｉ －

ｎｊ

ｐ２
ｊ

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｊ － １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｊ １－ｅ２槡［ ］｝ｊ ． （６．５３）

这里，ΔΩ１ 为两卫星的轨道面赤经差的长期变化率，Δλ１ 为两卫星相位差的
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长期变化率．式中的下标“ｉ”表示卫星ｉ的轨道参数，下标“ｊ”表示卫星ｊ的
轨道参数．
由上两式可见，对卫星的轨道半长轴、偏心率和倾角均相同的星座，地

球扁率摄动不会引起卫星之间的相位差和升交点赤经差的长期变化，这说
明地球扁率的长期摄动不会引起这类星座结构的空间几何变化．这个性质
是很有意义的，因为尽管星座结构发生了时空变化，但只要星座的空间几何
结构保持不变，则通过简单的坐标旋转和时间平移就可以证明星座的全球
覆盖性能不会发生变化．
对于卫星的入轨偏差的影响，将两颗卫星各自的入轨偏差引起的轨道

变化相减便可得两星之间位置的长期变化率为

δΩ＝ （δΩ１）ｉ－（δΩ１）ｊ， （６．５４）

δλ＝ （δλ１＋Δλ）ｉ－（δλ１＋Δλ）ｊ， （６．５５）

式中的δΩ１，δλ１ 和Δλ由（６．４９）～（６．５１）式分别给出．
对这种变化，即使这两卫星的轨道长期摄动影响相同，但由于两星入轨

偏差的影响，两颗卫星之间的相位差和轨道面的位置差也会有缓慢的长期
变化，从而引起星座结构的变化．
上面的讨论均是在历元地心天球坐标系这个“惯性”空间中进行的，反

映了各种星座结构演化的一般特征．特别是对全球覆盖星座，这些规律已基
本描述了它的结构演化特征，但对区域覆盖星座，尚不能反映出它相对服务
区域的地域性变化规律．
（２）区域覆盖星座的地域性结构演化
这里所谓的地域性结构演化是指星座的几何结构相对地球上某一地点

或地区的演化情形．这种变化显然与地球自转相关，因而无法用上面给出的
一般规律来描述，而应选择一些地固系中的参数来进行分析．这里以星座卫
星星下点轨迹的变化、同一条星下点轨迹上任意两颗卫星过轨迹上任意一
点的时间间隔和相邻星下点轨迹上两颗卫星相继从南向北过赤道的时间间

隔的变化为参数来讨论地域性的结构演化．
１）星下点轨迹的变化

对星下点轨迹的变化，可以用卫星过升交点时刻对应的升交点经度ΩＧ

和星下点轨迹的最高纬度相对设计值的变化来描述．星下点轨迹的最高纬

度由卫星轨道倾角确定，由于倾角在Ｊ２ 项和入轨偏差的作用下没有长期变

化，因此最高纬度是一个常值．
对卫星在ｔ时刻过升交点时对应的升交点经度ΩＧ 有
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ΩＧ ＝Ω－Ｓｔ ＝Ω－Ｓ０－ｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅＴｏｒｂｉｔ， （６．５６）

这里，Ω为该时刻的升交点赤经，Ｓｔ为该时刻的格林尼治恒星时，Ｓ０ 为卫星

在ｔ０ 过升交点时的格林尼治恒星时，ωｅ为地球自转角速度，Ｔｏｒｂｉｔ为卫星轨

道周期．
上式对时间求导，有

Ω
．

Ｇ ＝Ω
．

－ｄ
ｄｔｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅＴ［ ］ｏｒｂｉｔ ． （６．５７）

式中，Ω
．
为升交点赤经的长期变率，可用（６．４６）和（６．４９）式计算．由于卫星

轨道周期没有长期变化，但与设计值存在δＴｏｒｂｉｔ的入轨偏差，

δＴｏｒｂｉｔ＝（３Ｔｏｒｂｉｔδａ）／（２ａ），因此，在ｔ时刻ΩＧ 的相对设计值变化为

ΔΩＧ ＝δΩ０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋ δΩ１（ｔ－ｔ０）－ｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅδＴ［ ］ｏｒｂｉｔ ．

（６．５８）
由于轨道高度、偏心率和倾角都相同的卫星，由地球扁率摄动引入的

Ω１ 均相同，因此，对由同种轨道类型的卫星构成的星座，Ω１ 带来的升交点

赤经长期漂移是星座的一种系统性的整体漂移，这种系统性的整体漂移不
会影响全球星座的性能，但对区域星座，将导致其服务区域的漂移．对式中
方括号部分，由于星座中各颗卫星各自入轨偏差不同（对具体星座而言，每
颗卫星的入轨偏差虽然是确定的，但它们的分布可认为是随机的），因此，方
括号部分的值也各不相同，而且它们的分布也可认为是随机的（虽然对具体
的一颗卫星而言，这误差是确定的可预报的），从而使星座原先整齐规则的
星下点轨迹排列逐渐变得杂乱无序．此外，方括号中的δＴｏｒｂｉｔ项是破坏星座

结构的主项．
２）卫星星下点间隔的变化
定义星下点轨迹在地图上０度经线东边的第一个升交点为该轨迹的参

考升交点．按照理想的设计星座，对同一条星下点轨迹上的两颗卫星相继通
过轨迹上任一点的时间间隔ΔＴ可写为：

ΔＴ＝ κ（１）－κ（２（ ）） Ｔｏｒｂｉｔ＋ｕ（１）

ｎ －ｕ（２）

ｎ
， （６．５９）

这里，上标（１）和（２）分别表示卫星１和卫星２，κ为小于β（β为卫星的回归
参数，β圈后轨迹重复）的非负整数，表示从过参考升交点时刻起算的卫星
所经过的轨道周期数，ｕ为卫星相位．
将（６．５９）式对时间求导数，有
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ΔＴ
　．

＝ κ（１）－κ（２（ ）） Ｔ
　．

ｏｒｂｉｔ＋１
ｎ

ｕ　
．（１）－ｕ（１）

ｎ ｎ　［ ］． －１
ｎ

ｕ　
．（２）－ｕ（２）

ｎ ｎ　［ ］． ．

（６．６０）
由上式可知，ΔＴ的变化跟卫星的相位和半长轴的变化相关．在只考虑Ｊ２

项作用的情况下，卫星的轨道半长轴没有长期变化，卫星相位的长期变化也

相同，因此有：ΔＴ
　．

＝０，即ΔＴ在这种情形下是不变的．若同时再考虑卫星
的入轨误差，则由（６．５０）、（６．５１）和（６．６０）式可得：

ΔＴ
　．

＝ １
ｎ（１） δλ（１）

１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１［ ］） － １
ｎ（２） δλ（２）

１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２［ ］）

≈ １
ｎ δλ（１）

１ －δλ（２）
１ －３ｎ

２ａ
（δａ（１）－δａ（２）［ ］）， （６．６１）

式中的δλ（１）
１ 和δλ（２）

１ 可根据（６．５０）式计算得到．由上式可得到一段时间内

ΔＴ的变化为

δ（ΔＴ）＝ １
ｎ δλ（１）

１ －δλ（２）
１ －３ｎ

２ａδａ（１）－δａ（２（ ）［ ］） （ｔ－ｔ０）＋Ｃ．

（６．６２）
这里，Ｃ＝κ（１）δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ－κ（２）δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ，δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ和δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ分别为卫星１和卫星２的

入轨周期偏差，可由半长轴偏差转换得到．
由式（６．５０）和式（６．６２）可知，地球扁率摄动不会影响两卫星通过星下

点轨迹上任一点的时间间隔变化，而导致时间间隔变化的主要因素是半长
轴的入轨偏差．
接下来讨论任意两条星下点轨迹上的两颗星由南向北过赤道的时间间

隔的变化．记ｔ时刻轨迹１和轨迹２上的两颗星的相位分别为ｕ（１）和ｕ（２），
则它们下一次通过各自的参考升交点的时间分别为

ｔ＋Ｌ（１）Ｔ（１）
ｏｒｂｉｔ＋２π－ｕ（１）

ｎ（１） 和ｔ＋Ｌ（２）Ｔ（２）
ｏｒｂｉｔ＋２π－ｕ（２）

ｎ（２） ，

这里，Ｌ（１）和Ｌ（２）为小于β的非负整数．于是它们通过各自的参考升交点的
时间间隔Δτ为

Δτ＝ （Ｌ（１）Ｔ（１）
ｏｒｂｉｔ－Ｌ（２）Ｔ（２）

ｏｒｂｉｔ）＋
２π－ｕ（１）

ｎ（１） －２π－ｕ（２）

ｎ（２（ ）） ． （６．６３）

同样，在考虑Ｊ２ 项和入轨偏差的情形下，Δτ的变化率为

Δτ
　．
＝ｕ　

．（２）

ｎ（２）－
ｕ　

．（１）

ｎ（１） ＝ １
ｎ（２） λ（２）

１ ＋δλ（２）
１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２（ ）） －

１
ｎ（１） λ（１）

１ ＋δλ（１）
１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１（ ）） ， （６．６４）
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对上式积分便可得一段时间内Δτ的变化为

δ（Δτ） ［＝ １
ｎ（２） λ（２）

１ ＋δλ（２）
１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２（ ）） －

１
ｎ（１） λ（１）

１ ＋δλ（１）
１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１（ ）］） （ｔ－ｔ０）＋Ｃ１．

（６．６５）
这里，Ｃ１＝Ｌ（１）δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ－Ｌ（２）δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ．

由（６．５０）式和（６．６５）式可知，导致任意两条星下点轨迹上的两颗星过
参考升交点的时间间隔变化的主要因素也是半长轴的入轨偏差，由此可见，
卫星轨道半长轴的入轨偏差将决定区域星座几何结构的稳定性．

３．卫星编队飞行的构形与保持问题

卫星编队是指具有特殊几何构形要求，并且卫星间的相对位置要求保
持在一定精度范围内的卫星系统．这种特殊形式的星座常应用于一些对地
观测任务（如空基雷达），在任务期间需要通过主动和被动技术来控制和维
持其编队的几何形状．对卫星编队，星—星之间虽然相距较近，但各卫星运
动对应的轨道力学问题仍是单星运动状态．因两星质量之小可以认为它们
之间没有任何动力学联系，这是考虑卫星编队飞行时共同遵循的一个前提．
在此前提下，星—星之间的特殊几何构形是如何形成的，下面对这一问题作
一简单介绍，在第７章§７．５将有详细的论述．
（１）卫星编队或伴飞运动的基本方程
目前国内在卫星总体研究（或轨道设计）中，对编队或伴飞问题，都是采

用相对运动的模式［１７］．作为一对双星（一颗为中心卫星，一颗为伴星），它们
各自遵循绕地球运动的规律，总体上可以保持一定的空间构形．当两星相距
不大时，为了研究它们之间在空间中的相对几何构形，将各自绕地球运动转
化为伴星相对中心卫星的运动．其坐标原点为中心卫星（确切地说是中心卫
星的质心），ＸＹ坐标面即中心卫星绕地球运行的轨道平面，Ｘ 轴方向即中
心卫星的径向（由地心指向中心卫星的方向）．在此卫星坐标系中，经简单的
坐标转换，即可获得伴星相对中心卫星的运动方程：

Ｘ
　

－２Ｙ
　．

＝３Ｘ，

Ｙ
　

＋２Ｘ
　．

＝０，

Ｚ
　

＋Ｚ＝０

烅

烄

烆 ．

（６．６６）

注意，这一卫星坐标系实为一旋转坐标系，给出该方程的过程中，已假
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定中心卫星的轨道为圆形（这与星座编队情况基本符合），该圆运动角速度
确定了旋转坐标系．不仅如此，上述方程还是线性化的结果，即丢掉了相对
坐标量Ｘ，Ｙ，Ｚ（相对卫星的地心距而言看作一阶小量）的高阶小量，此方程
由ＣｌｏｈｅｓｓｙＷ．Ｈ．给出，故被称为Ｃ Ｗ 方程．由于该方程的形式类似于
月球运动理论中 Ｈｉｌｌ问题［１８］～［２１］的基本方程（即构造月球绕地球运动在太
阳摄动下的中间轨道时采用的一种近似力学模型所得到的运动方程），故也
有人称它为 Ｈｉｌｌ方程．

Ｃ Ｗ 方程存在条件周期解，此解即可表明两星之间的相对构形．由于
两星之间没有任何的力学联系，而结果是伴星绕着中心卫星作一种椭圆运
动，这很难让人理解．下面直接从形式上的相对运动进行简单论述．事实上，
伴星相对中心卫星的运动，就是伴星绕一种平衡点的运动［２２］，它是相应平
衡点的一种条件稳定性的反映，这一力学机制将在第７章§７．５中详细
论述．
（２）卫星编队与伴飞运动的特殊构形
方程（６．６６）中的Ｚ分量可与问题分离，它对应一谐振动，即伴飞卫星

相对ＸＹ平面作上下的小振动，而对Ｘ，Ｙ 两分量，相应的运动解为

Ｘ ＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｔ＋Ｃ４ｓｉｎｔ，

Ｘ
　．

＝Ｃ２－Ｃ３ｓｉｎｔ＋Ｃ４ｃｏｓｔ，

Ｙ ＝ ３
２Ｃ１ｔ－３

４Ｃ２ｔ２－２Ｃ３ｓｉｎｔ＋２Ｃ４ｃｏｔｔ，

Ｙ
　．

＝－３
２Ｃ１－３

２Ｃ２ｔ－２Ｃ３ｃｏｔｔ－２Ｃ４ｓｉｎｔ

烅

烄

烆 ，

（６．６７）

可选择适当的初始条件，使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，构成一个条件周期解．具体的初
始条件为

ｔ＝ｔ０∶Ｘ０，Ｙ０，Ｘ
　．

０ ＝Ｙ０／２，Ｙ
　．

０ ＝－２Ｘ０，Ｚ０，Ｚ
　．

０． （６．６８）
此时相对运动的解为如下周期解：

Ｘ ＝Ｘ０ｃｏｓｔ＋（Ｙ０／２）ｓｉｎｔ，

Ｙ ＝－２Ｘ０ｓｉｎｔ＋Ｙ０ｃｏｔｔ，

Ｚ＝Ｚ０ｃｏｓｔ＋Ｚ
　．

０ｓｉｎｔ，

Ｘ
　．

＝－Ｘ０ｓｉｎｔ＋（Ｙ０／２）ｃｏｓｔ，

Ｙ
　．

＝－２Ｘ０ｃｏｓｔ－Ｙ０ｓｉｎｔ，

Ｚ
　．

＝－Ｚ０ｓｉｎｔ＋Ｚ
　．

０ｃｏｓｔ

烅

烄

烆 ，

（６．６９）
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如果初始条件Ｚ
　．

０ 同时也满足下列关系：

Ｚ
　．

０ ＝±（Ｙ０／２Ｘ０）Ｚ０． （６．７０）
那么它们在ＸＹ平面、ＸＺ平面和ＹＺ 平面上的构形均为一椭圆．相应的

ＸＹ平面和ＹＺ平面上的两个椭圆方程如下：

Ｘ２

Ａ２ ＋Ｙ２

Ｂ２ ＝１，Ｙ
２

Ｃ２ ＋Ｚ２

Ｄ２ ＝１， （６．７１）

其中

Ａ２ ＝Ｘ２
０＋Ｙ２

０／４，Ｂ２ ＝４Ａ２，

Ｃ２ ＝４Ａ２ ＝Ｂ２，Ｄ２ ＝ （４Ｚ２
０／Ｘ２

０）Ａ２烅
烄

烆 ．
（６．７２）

上述条件周期运动即卫星编队飞行或伴飞的一种依据，但两星之间地
距离不能大，否则方程（６．６６）右端略去的高阶项很快就起作用，伴飞的构形
会遭破坏．若要保持，就必须按条件（６．７１）进行轨控．
（３）轨道摄动变化对卫星编队飞行相对构形的影响
上述讨论是在无摄情况下进行的．事实上，由于各种摄动因素的存在，

卫星轨道变化导致的位置偏离远大于上述初值偏离量，那么是否有可能选
择适当的轨道配置（由轨道设计提供），使两星轨道变化的差别尽量接近，从
而保持特殊的几何构形？另一个问题是，对于这种真实的受摄运动，前面给
出的初值控制条件（６．７１）是否仍旧有助于两星空间构形的保持？这些都是
卫星编队飞行中保持星—星之间特殊构形的重要问题．
关于摄动的影响，前面已针对卫星星座的空间整体几何结构作了必要

的阐述，下面则着重就星—星之间在相距较近的情况下摄动如何影响星间
特殊构形展开讨论．
在各种摄动因素的影响下，卫星轨道有３种不同性质的变化，即随时间

增长的长期项和振幅一定的长、短周期项．周期项最大振幅的量级是１０－３，
而对两星相接近的轨道配置，相互之间的周期变化就很接近，故对卫星编队
飞行和伴飞运动而言，主要考虑各自轨道的长期变化，而长期变化项只依赖
于３个根数ａ，ｅ，ｉ，只要两星的轨道配置使两星的这３个根数接近，那么两
个卫星的轨道变化量之差就会很小（参见公式（６．５２）和（６．５３）），这种轨道
变化量之差相对两星位置差实为高阶小量，与ＣＷ 方程线性化过程中丢掉
的高阶项相当．
事实上，卫星编队飞行或伴飞的空间构形（确切地说是相对构形）主要

取决于第（２）段所阐述的伴星相对中心卫星所作的一种条件周期运动．而在
两星轨道根数适当选择的情况下，各种摄动影响导致两星轨道变化的差别
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与相对运动方程线性化过程中丢掉的高阶项是相当的．因此，与无摄情况类
似，它们的相对构形在一定时间内同样是可以保持的．
对于编队或伴飞情况，两星之间的距离不会很大，这很关键．这样两星

的轨道根数不可能有太大的差别，特别是ａ，ｅ，ｉ三个根数，对于近圆轨道而
言，Ω与沿迹量（Ｍ＋ω）的差别也不可能很大．因此，这就决定了两星的轨道
是相近的，只要选择轨道半长径ａ基本相同的近圆（即两者ｅ亦接近）轨道
即可，ｉ，Ω的差别将由两星的距离来制约，显然亦是较小的．
当然，仅仅作上述选择是不够的，还必须按构形条件（６．６８）作轨道校正

（实际飞行中的轨控措施），这样才能保持两星在空间的相对构形．
通过对高、中、低轨三种类型的伴飞情况的仿真计算表明，考虑各种摄

动影响，只要按照构形条件（６．６８）进行轨控，两星之间的相对几何构形仍受
前面所阐明的平衡点附近条件周期运动的制约，在较长的时间段内保持不
变．至于具体的定量结果（包括构形变化的范围、保持的时间长度等），则与
卫星的初始位置差等各种条件有关，但其基本规律确实受构形条件（６．６８）
所制约．
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第７章　深空探测器运动的
　　　　轨道力学基础　　

　　深空探测器是指飞离地球引力作用范围的月球和行星际探测器．卫星
型航天器运动的基本动力学模型对应一个受摄二体问题，而深空探测器运
动的基本动力学模型则对应一个受摄的限制性三体问题（确切地说是受摄
圆型限制性三体问题）．本章即阐述其基础部分圆型限制性三体问题的有关
知识．尽管探测器飞抵探测目标天体引力作用范围内经变轨转化为绕飞目
标天体的卫星，其运动与人造地球卫星类似，亦对应一个受摄二体问题，但由
于各目标天体的引力位特征与地球不一定相同或类似，相应的卫星运动有它
自身的特殊内容，如月球卫星就是如此，这将在后面第９章中另有介绍．

§７．１　限制性问题的提出

一个Ｎ 体系统，Ｎ＝ｎ＋ｋ，其中ｎ个大天体和ｋ个小天体，它们的质量
分别记作Ｍｉ（ｉ＝１，２，…ｎ）和ｍα（α＝１，２，…，ｋ），这里所谓的小天体，是指
它们的存在并不改变ｎ个大天体的运动，即ｍα Ｍｉ（α＝１，２，…，ｋ，ｉ＝１，

２，…，，ｎ），那么研究ｎ个大天体的运动将与ｋ个小天体无关，限制性问题就
是关于这Ｎ 体系统，在ｎ个大天体的运动作为已知的情况下，研究ｋ个小
天体的运动问题．
在太阳系中，研究小行星的运动就对应一个典型的限制性问题．其原因

很简单，即绝大部分小行星的质量相对太阳和各大行星而言是如此之小，小
到由于它们的存在，各大行星相对太阳的运动没有“任何”改变，至少在当今
测量精度下还无法使它们的影响体现出来，完全符合采用限制性问题的基
本前提．类似的力学系统在太阳系中还有很多，因此，限制性问题的提出确
实具有广泛的天文背景．深空探测器就是一个典型的人造小天体，其质量相
对而言是如此之小，它的存在不会改变太阳系中任何一个自然天体（大、小行
星，自然卫星，彗星等）的运动状况，研究它的运动当然是一个限制性问题．



限制性问题中最简单的模型是限制性三体问题，这是一个Ｎ＝（２＋１）
体系统，该三体系统中有两个大天体和一个小天体，例如月球探测器的运动
就涉及地、月两个大天体．由于小天体对两个大天体的运动没有影响，因此
两个大天体的运动即对应一个简单的二体问题，其相对运动（或相对该两个
大天体质心的运动）的解是一圆锥曲线．既然讨论构成一个系统的问题，当
然排除抛物线和双曲线的情况，即只有圆运动和椭圆运动，分别对应圆型和
椭圆型限制性三体问题．对这样一类限制性三体问题，就是在两个大天体运
动确定的情况下，研究第三个天体———小天体的运动．
太阳系中大多数天体的轨道偏心率都较小，作为第一近似可以看成是

圆轨道，例如月球绕地球的运动轨道偏心率是０．０５４９，地球绕太阳的运动
轨道偏心率是０．０１６７．因此，作为深空探测器的运动，其基本动力学模型可
以处理成一个圆型限制性三体问题，其中两个大天体在发射阶段和深空探
测器进入目标轨道运动阶段可能对应不同的两个大天体．例如发射月球探
测器，在发射阶段和运行阶段，两个主要的大天体均是地球和月球；而如果
是火星探测器，发射段可能是地球和太阳，而飞往目标天体（火星）附近，两
个大天体则变为火星和太阳．
深空探测器的运动除受相关的两个大天体的引力作用外，还受其他大

天体的影响等，但相对而言作用较小，故可以将深空探测器的实际运动处理
成一个受摄限制性三体问题，而只有圆型限制性三体问题存在一些可引用
的基本特征，故确切地说是处理成受摄圆型限制性三体问题．

§７．２　圆型限制性三体问题的基本方程与Ｊａｃｏｂｉ
积分

１．坐标系的选择与无量纲化

对于限制性三体问题，由于两个大天体Ｐ１ 和Ｐ２ 的运动状况已知，在
研究小天体Ｐ的运动时，根据各种运动状态与需要，往往涉及到下面四种
坐标系的选择，即

（１）Ｐｉ（ｉ＝１或２）固定坐标系；
（２）Ｐｉ（ｉ＝１或２）旋转坐标系，亦称固连坐标系；
（３）质心（Ｐ１与Ｐ２二体系统质心Ｃ）惯性坐标系；
（４）质心旋转坐标系，亦称会合坐标系．这四种坐标系的原点分别在Ｐｉ

（注意，三个天体Ｐ１，Ｐ２ 和Ｐ均处理成质点）和质心Ｃ上，它们的基本平面
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（ｘｙ坐标面）和主方向将根据不同的天体系统和不同的问题来选择．
小天体Ｐ在某一大天体Ｐｉ 附近运动（例如月球探测器从地球上发射

后的初始飞行段和到达月球附近的飞行段），往往选取第一种或第二种坐标
系，而当小天体Ｐ在两个大天体之间运动时，则采用后三种坐标系之一，特
别是后两种．
为了讨论运动问题和计算上的方便，往往采用无量纲形式，即类似于研

究人造地球卫星运动时所采用的计算单位，不仅使各物理量无量纲化，而且
使它们的量级“标准化”，便于问题的分析．在这里，若是第一种运动问题，即
小天体在大天体Ｐｉ 附近运动，则相应的质量单位［Ｍ］，长度单位［Ｌ］和时
间单位［Ｔ］，分别取为

［Ｍ］＝Ｍｉ，　　　（ｉ＝１或２），
［Ｌ］＝ａｅ，　　　　　　（Ｐｉ的赤道半径），

［Ｔ］＝（ａ３
ｅ／ＧＭｉ）１／２

烅
烄

烆 ．

（７．１）

此时新系统的引力常数Ｇ＝１．对于第二种运动问题，由于小天体在两
个大天体之间运动，其涉及的运动“尺度”与前者不同，为此，计算单位有下
述习惯取法：

［Ｍ］＝Ｍ１＋Ｍ２，
［Ｌ］＝ａ１２，

［Ｔ］＝［ａ１２
３／Ｇ（Ｍ１＋Ｍ２）］１／２＝１／ｎ

烅
烄

烆 ．

（７．２）

同样，新系统的引力常数Ｇ＝１．上式中ａ１２是两个大天体之间的相互距

离，ｎ是它们之间相对运动的角速度．在此计算单位系统中，两个大天体的
质量分别为

１－μ＝ Ｍ１

Ｍ１＋Ｍ２
，　μ＝ Ｍ２

Ｍ１＋Ｍ２
． （７．３）

它们到质心的距离各为

ｒ１′＝μ，　ｒ２′＝１－μ． （７．４）
下面的论述，各物理量均采用无量纲形式，并着重介绍体现限制性三体

问题特点的有关内容．至于小天体在大天体附近的运动，则属于卫星型探测
器的运动问题，主要内容已在前面各章中作过介绍，需要进一步阐述的内容
将安排在后面两章中．

２．不同坐标系中小天体的运动方程

（１）质心惯性坐标系中小天体的运动方程
质心惯性坐标系记作Ｃ ＸＹＺ，其原点在质心Ｃ上，ＸＹ坐标面即两个
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大天体相对运动平面，Ｘ 轴方向的选择，对应初始时刻ｔ＝ｔ０ 时，两个大天
体处于该坐标轴上，且指向大天体Ｐ１．在此坐标系中，小天体和两个大天体
的坐标矢量分别记为Ｒ，Ｒ１′和Ｒ２′，于是小天体相对两个大天体的坐标矢量
各为

Ｒ１＝Ｒ－Ｒ１′，　Ｒ２＝Ｒ－Ｒ２′． （７．５）

图７．１　质心惯性系Ｃ ＸＹＺ与质心旋转系Ｃ ｘｙｚ

这些量的几何关系见图７．１．两个大天体相对质心Ｃ的运动为圆运动，
其坐标矢量随时间ｔ的变化关系为

Ｒ１′＝
μｃｏｓｔ

μｓｉｎｔ
烄

烆

烌

烎０

，

Ｒ２′＝
－（１－μ）ｃｏｓｔ
－（１－μ）ｓｉｎｔ

烄

烆

烌

烎０

烅

烄

烆
．

（７．６）

这里用到

ｔ＝ｔ·［Ｔ］＝ｔ／ｎ，　θ（ｔ）＝ｎｔ＝ｔ， （７．７）

ｔ是有量纲时间，ｔ为无量纲时间，这表示在新计算单位系统中，两个大天

体的圆运动角速度θ
　．
（ｔ）＝１．

在上述坐标系和计算单位的选择下，小天体的运动方程为

Ｒ


＝ Ｕ
（ ）Ｒ

Ｔ

＝－（１－μ）Ｒ１

Ｒ３
１
－μ

Ｒ２

Ｒ３
２
． （７．８）

这里Ｕ 为

Ｕ＝Ｕ（Ｒ１，Ｒ２）＝１－μ
Ｒ１

＋μ
Ｒ２

， （７．９）

其中
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Ｒ１＝｜Ｒ－Ｒ１′｜＝［（Ｘ－μｃｏｓｔ）
２＋（Ｙ－μｓｉｎｔ）

２＋Ｚ２］１／２，

Ｒ２＝｜Ｒ－Ｒ２′｜＝［（Ｘ＋（１－μ）ｓｉｎｔ）２＋（Ｙ＋（１－μｃｏｓｔ）
２＋Ｚ２］１／２烅

烄

烆 ．
（７．１０）

（２）质心旋转坐标系中小天体的运动方程
质心旋转坐标系记作Ｃ ｘｙｚ，该坐标系的旋转角速度就是两个大天体

相对运动的角速度θ
　．
（ｔ），即两个大天体一直处于ｘ轴上，见图７．１．三个天

体的坐标矢量各记为ｒ，ｒ１′和ｒ２′．相应地小天体相对两个大天体的坐标矢量
各为

ｒ１＝ｒ－ｒ１′，　ｒ２＝ｒ－ｒ２′， （７．１１）
其中

ｒ１′＝
μ烄

烆

烌

烎

０
０

，　ｒ２′＝
－（１－μ）

　　０　　
　　０

烄

烆

烌

烎　　
． （７．１２）

于是有

ｒ１＝［（ｘ－μ）２＋ｙ２＋ｚ２］１／２＝Ｒ１，

ｒ２＝［（ｘ＋１－μ）２＋ｙ２＋ｚ２］１／２＝Ｒ２
烅
烄

烆 ．
（７．１３）

ｒ与Ｒ的转换关系为

ｒ＝Ｒｚ（ｔ）Ｒ＝
Ｘｃｏｓｔ＋Ｙｓｉｎｔ
－Ｘｓｉｎｔ＋Ｙｃｏｓｔ
　　　Ｚ

烄

烆

烌

烎　　　

， （７．１４）

Ｒ＝Ｒｚ（－ｔ）ｒ＝
ｘｃｏｓｔ－ｙｓｉｎｔ
ｘｓｉｎｔ＋ｙｃｏｓｔ
　　　ｚ

烄

烆

烌

烎　　　
． （７．１５）

这里Ｒｚ（ｔ）和Ｒｚ（－ｔ）是旋转矩阵，定义如下：

Ｒｘ（θ）＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ｒｙ（θ）＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０

ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ｒｚ（θ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

烅

烄

烆

．

（７．１６）
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由（７．１５）式可给出

Ｒ
　．

＝Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）ｒ＋Ｒｚ（－ｔ）ｒ
　．，

Ｒ

＝Ｒ


ｚ（－ｔ）ｒ＋２Ｒ

　．

ｚ（－ｔ）ｒ
　．
＋Ｒｚ（－ｔ）ｒ

烅
烄

烆 ，
（７．１７）

其中

Ｒｚ（－ｔ）＝
ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０
ｓｉｎｔ ｃｏｓｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）＝
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ ０
ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

Ｒ

ｚ（－ｔ）＝

－ｃｏｓｔ ｓｉｎｔ ０
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

烅

烄

烆

，

（７．１８）

由上述转换关系，并利用旋转矩阵的性质：

Ｒ－１
ｚ （ｔ）＝ＲＴ

ｚ（ｔ）＝Ｒｚ（－ｔ）， （７．１９）
即可由质心惯性坐标系中的运动方程（７．８）转换为小天体在质心旋转坐标
系中的运动方程，即

ｒ＋２
－ｙ

　．

ｘ
　．

烄

烆

烌

烎０

＝ Ω
（ ）ｒ

Ｔ

． （７．２０）

其中 Ω＝１
２

（ｘ２＋ｙ２）＋Ｕ（ｒ２，ｒ２）， （７．２１）

Ｕ（ｒ１，ｒ２）＝１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ２

． （７．２２）

在限制性问题讨论中，为了某种需要，常将Ω表示为下列形式［１］：

Ω＝１
２

［（ｘ２＋ｙ２）＋μ（１－μ）］＋１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ２

， （７．２３）

进而可表示为一“对称”形式，即

　　　Ω＝ １
２

［（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）＋μ（１－μ）］＋１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ｛ ｝２

－１
２ｚ

２ （７．２４）

＝ １
２

［（１－μ）ｒ２
１＋μｒ

２
２］＋１－μ

ｒ１
＋μ
ｒ｛ ｝２

－１
２ｚ

２．

为了与习惯用法相吻合，下面的论述中，如不加说明，Ω的形式即（７．２３）式．
（３）Ｐ１（或Ｐ２）坐标系中小天体的运动方程
为了对某种问题分析的方便，将坐标原点从质心Ｃ移至两个大天体之
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图７．２　Ｐ１ ｘｙｚ固连坐标系

一，如Ｐ１（或Ｐ２）上．将非旋转坐标系和旋转
坐标系分别记为Ｐ１ ＸＹＺ和Ｐ１ ｘｙｚ，ＸＹ
坐标面仍为两个大天体相对运动的轨道平

面，但Ｘ 轴方向在起始时刻是由Ｐ１ 指向

Ｐ２，在相应的旋转坐标系Ｐ１ ｘｙｚ中，Ｐ２

处于ｘ轴的正方向上，见图７．２．不妨称此
坐标系为Ｐ１和Ｐ２固连坐标系．
在Ｐ１ ＸＹＺ坐标系中，小天体相对Ｐ１

的运动方程为

Ｒ


１＝－ＧＭ１

Ｒ３
１
Ｒ１－ＧＭ２

Ｒ２

Ｒ３
２
＋Ｄ
Ｄ（ ）３ ， （７．２５）

Ｄ＝
Ｄｃｏｓθ
Ｄｓｉｎθ

烄

烆

烌

烎０

，　Ｒ２＝Ｒ１－Ｄ， （７．２６）

Ｄ是Ｐ１ 到Ｐ２ 之间的距离，θ是Ｐ２ 绕Ｐ１ 运转的角度，有θ
　．

＝ｎ．
在固连坐标系Ｐ１ ｘｙｚ中，小天体的运动方程为

ｒ１＝－ＧＭ１

ｒ３
１
ｒ１－ＧＭ２

ｒ２

ｒ３
２
＋ｄ
ｄ（ ）３ ＋ｎ２

ｘ１

ｙ１

烄

烆

烌

烎０
＋２ｎ

ｙ
　．
１

－ｘ
　．
１

烄

烆

烌

烎０

， （７．２７）

ｄ＝
Ｄ烄

烆

烌

烎

０
０

，　ｒ２＝ｒ１－ｄ， （７．２８）

若采用前面的无量纲量，则该方程变为下列形式：

ｒ１＝－１－μ
ｒ３

１
ｒ１－μ

ｒ２

ｒ３
２
＋ｄ
ｄ（ ）３ ＋

ｘ１

ｙ１

烄

烆

烌

烎０
＋２

ｙ
　．
１

－ｘ
　．
１

烄

烆

烌

烎０

， （７．２９）

ｄ＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，　ｒ２＝ｒ１－ｄ＝

ｘ１－１

ｙ１

ｚ

烄

烆

烌

烎１

． （７．３０）

３．Ｊａｃｏｂｉ积分

方程（７．２０）与（７．８）的主要差别是Ω＝Ω（ｘ，ｙ，ｚ）不显含ｔ，于是由方程
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（７．２０）立即可得

ｘ
　．
ｘ　＋ｙ

　．
ｙ　＋ｚ

　．
ｚ　＝Ω

ｘｘ
　．
＋Ω
ｙｙ

　．
＋Ω
ｚｚ

　．，

即

１
２

ｄ
ｄｔ

（ｖ２）＝ｄΩ
ｄｔ

，

ｖ２＝ｘ
　．２＋ｙ

　．２＋ｚ
　．２

烅
烄

烆 ．

（７．３１）

由此给出一积分：

２Ω－ｖ２＝Ｃ． （７．３１）
此即质心旋转坐标系中的Ｊａｃｏｂｉ积分，这是到目前为止，圆型限制性三体
问题中找到的唯一的一个积分．
尽管质心惯性坐标系中，因Ｕ 显含ｔ，不能由上述途径直接给出一积

分，但同是一个圆型限制性三体问题，当然应同样存在一积分，仅给出的途
径不同而已，通过两个坐标系之间的坐标转换，即可给出质心旋转坐标系中
的Ｊａｃｏｂｉ积分在质心惯性坐标系中的相应形式．需要转换的三个量如下：

ｒ１，　ｒ２；　ｘ２＋ｙ２；　ｖ２＝ｘ
　．２＋ｙ

　．２＋ｚ
　．２．

而

ｒ１＝Ｒ１，　ｒ２＝Ｒ２，

ｒ·ｒ＝（Ｒｚ（ｔ）Ｒ）·（Ｒｚ（ｔ）Ｒ｛ ），
（７．３３）

即

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｘ２＋Ｙ２＋Ｚ２，
但ｚ＝Ｚ，因此有

ｘ２＋ｙ２＝ Ｘ２＋Ｙ２． （７．３４）
最后由（７．１４）式给出

ｒ
　．
＝Ｒｚ（ｔ）Ｒ

　．

＋Ｒ
　．

ｚ（ｔ）Ｒ＝

（Ｘ
　．

＋Ｙ）ｃｏｓｔ＋（Ｙ
　．

－Ｘ）ｓｉｎｔ

－（Ｘ
　．

＋Ｙ）ｓｉｎｔ＋（Ｙ
　．

－Ｘ）ｃｏｓｔ

　　　　　　Ｚ
　

烄

烆

烌

烎
．

．

于是有

ｖ２＝ｒ
　．２＝Ｖ２＋２（Ｘ

　．

Ｙ－ＸＹ
　．
）＋（Ｘ２＋Ｙ２），

Ｖ２＝Ｒ
　．
２＝Ｘ

　．
２＋Ｙ

　．
２＋Ｚ

　．
２

烅
烄

烆 ，
（７．３５）

将上述关系代入Ｊａｃｏｂｉ积分（７．３２），即得该积分在质心惯性坐标系中的表
达形式：
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２Ｕ－［Ｖ２＋２（Ｘ
　．

Ｙ－ＸＹ
　．
）］＝Ｃ－μ（１－μ），

Ｕ＝１－μ
Ｒ１

＋μ
Ｒ２

烅
烄

烆 ．
（７．３６）

如果Ω采用原形式（７．２１），则积分（７．３０）右端的μ（１－μ）将不出现，读者引
用时请注意Ω采用的形式．

§７．３　圆型限制性三体问题的特解

虽然限制性三体问题解的存在性已有证明［１］，但并不表明能将相应的
解具体给出．至今，只找到一个Ｊａｃｏｂｉ积分，而且在一般情况下又不能归结
为受摄二体问题，因此构造小参数幂级数解的方法通常也无法采用．尽管如
此，该问题却存在五个特解，习惯上称为平动解，即平衡解，而由这五个平衡
解和上一节导出的Ｊａｃｏｂｉ积分，可以了解小天体运动的一些规律和特征．
这些规律有它的实用价值，例如它可确定深空探测器的发射条件和提供其
轨道运动的一些有关信息．

１．五个特解———平动解（平衡解）

显然，在会合坐标系中讨论问题比较简单，相应的基本方程即（７．２０）
式．所谓平衡解，即满足下列条件的特解：

ｘ（ｔ）≡ｘ０，　ｙ（ｔ）≡ｙ０，　ｚ（ｔ）≡ｚ０． （７．３７）
其中ｘ０，ｙ０，ｚ０由初始条件给定，相应地有

ｘ
　．
＝０，　ｙ

　．
＝０，　ｚ

　．
＝０，

ｘ＝０， ｙ＝０， ｚ＝０｛ ，
（７．３８）

这表明由（７．３７）式所确定的空间点是一平衡点（亦称平动点）．由方程
（７．２０）不难看出，在这种平衡点处应满足

Ωｘ＝０，　Ωｙ＝０　Ωｚ＝０． （７．３９）
这里的Ωｘ，Ωｙ，Ωｚ 分别表示Ω（ｘ，ｙ，ｚ）对ｘ，ｙ，ｚ的偏导数．条件（７．３９）的
具体形式为

Ωｘ＝ｘ－
（１－μ）（ｘ－μ）

ｒ３
１

－μ（ｘ＋１－μ）
ｒ３

２
＝０，

Ωｙ＝ｙ １－１－μ
ｒ３

１
－μ
ｒ（ ）３

２
＝０，

Ωｚ＝－ｚ １－μ
ｒ３

１
＋μ
ｒ（ ）３

２
＝０

烅

烄

烆
，

（７．４０）
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因

１－μ
ｒ３

１
＋μ
ｒ３

２
≠０，

故要求

ｚ＝ｚ０＝０． （７．４１）
即平衡点在ｘｙ平面上．由ｚ＝０，条件（７．４０）将有下列两种情况：

ｙ＝０，　

ｘ＋ １－μ
（ｘ－μ）２＋

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０，

ｘ＋ １－μ
（ｘ－μ）２－

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０，

ｘ－ １－μ
（ｘ－μ）２＋

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０

烅

烄

烆 ，

（７．４２）

ｙ≠０，　
１－１－μ

ｒ３
１

－μ
ｒ３

２
＝０，

ｘ－
（１－μ）（ｘ－μ）

ｒ３
１

－μ（ｘ＋１－μ）
ｒ３

２
＝０

烅

烄

烆 ．
（７．４３）

对于第一种情况，方程（７．４２）有三个实解：ｘ１（μ），ｘ２（μ），ｘ３（μ）．相应
的三个平衡点在ｘ轴上，分别记作Ｌ２，Ｌ１，Ｌ３，称为共线平衡点（亦称共线平
动点），其分布见图７．３．

图７．３　三个共线平衡点Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 与两个大天体Ｐ１，Ｐ２ 的相对位置

图中ξ
（１）和ξ

（２）各为平衡点Ｌ１和Ｌ２到大天体Ｐ２ 的距离，ξ
（３）是平衡点

Ｌ３到大天体Ｐ１ 的距离．它分别由下列三个μ的幂级数表达
［１］：

ξ
（１）＝ μ（ ）３

１
３
［１－１

３
μ（ ）３

１
３

－１
９

μ（ ）３

２
３

＋…］， （７．４４）

ξ
（２）＝ μ（ ）３

１
３
［１＋１

３
μ（ ）３

１
３

－１
９

μ（ ）３

２
３

－…］， （７．４５）

ξ
（３）＝１－ν１＋２３

８４ν
２＋２３

８４ν
３＋７６１

２３５２ν
４＋３１６３

７０５６ν
５＋３０７０３

４９３９２ν［ ］６ ＋Ｏ（ν８），

ν＝７
１２μ

烅

烄

烆 ．
（７．４６）

相应的三个共线平衡解ｘｉ（μ）即
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ｘ１（μ）＝－（１－μ）＋ξ
（１）， （７．４７）

ｘ２（μ）＝－（１－μ）－ξ
（２）， （７．４８）

ｘ３（μ）＝μ＋ξ
（３）， （７．４９）

这三个共线平衡解亦称为共线平动解．
当μ＝０时，有

ｘ１（μ）＝ｘ２（μ）＝－１，

ｘ３（μ）＝１｛ ，
（７．５０）

而当μ＝１／２时，则有

ｘ１（μ）＝０，

ｘ２（μ）＝－１．１９８４０６，

ｘ３（μ）＝－ｘ２（μ

烅
烄

烆 ），
（７．５１）

三个共线平衡解的位置ｘｉ（μ）以及两个大天体的位置ｘ（Ｐ１）和ｘ（Ｐ２）在ｘ
轴上随μ值的变化，见图７．４．

图７．４　平衡解和大天体的位置随μ值的变化

对于后一组方程（７．４３），其解为

ｒ１＝ｒ２＝１． （７．５２）
这表示相应平衡点与两个大天体呈等边三角形，故称此平衡解为等边三角
形解（亦称三角平动解）．该解有两个对称平衡点Ｌ４ 和Ｌ５，各对应

ｘ４＝ｘ５＝－１
２＋μ，

ｙ４ 槡＝＋ ３／２，　ｙ５ 槡＝－ ３／２
烅
烄

烆 ．

（７．５３）
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２．Ｊａｃｏｂｉ常数及其五个临界值Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，５）

根据（７．３２）式表达的Ｊａｃｏｂｉ积分：

２Ω（ｘ，ｙ，ｚ）－ｖ２＝Ｃ，
可给出五个平衡点Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，５）对应的Ｃｉ（μ）值．在Ｌｉ处，有ｖ２＝０（注
意，这是会合坐标系中的速度），因此给出平衡点对应的Ｃ值如下：

Ｃｉ（μ）＝２Ω（ｘｉ（μ），０，０），　ｉ＝１，２，３； （７．５４）

Ｃｉ（μ）＝２Ω（ｘｉ（μ），ｙｉ，０，），　ｉ＝４，５． （７．５５）

其中ｙ４ 槡＝ ３／２，ｙ５ 槡＝－ ３／２．对Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 有

Ｃｉ（μ）＝［ｘ２
ｉ（μ）＋μ（１－μ）］＋２ １－μ

｜ｘｉ（μ）－μ｜
＋ μ
｜ｘｉ（μ）＋（１－μ）［ ］｜

，

（７．５６）
对Ｌ４和Ｌ５ 有

Ｃ４（μ）＝Ｃ５（μ）＝３． （７．５７）
由（７．５６）和（７．５７）两式和ｘｉ（μ）与μ值的关系可知，五个平衡点处对应的

Ｊａｃｏｂｉ积分常数值Ｃｉ（μ）有如下关系：

３＝（Ｃ４，Ｃ５）≤Ｃ３（μ）≤Ｃ２（μ）≤Ｃ１（μ）≤４．２５， （７．５８）
它们各自随μ值的变化见图７．５．

图７．５　Ｊａｃｏｂｉ常数随μ值的变化

太阳—行星系统和地—月系统对应的圆型限制性三体问题，三个共线
平动点的位置ｘｉ（μ）及其相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ（μ），分别列于表７．１和７．２：
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表７．１　共线平动点的位置ｘｉ（μ）

μ ｘ２ ｘ１ ｘ３

太阳—水星 ０．００００００１７ －１．００３８２０３９ －０．９９６１８８９８ １．０００００００７

—金星 ０．０００００２４５ －１．００９３７５０３ －０．９９０６７８３２ １．０００００１０２

—地 月 ０．０００００３０４ －１．０１００７０１９ －０．９８９９９０９３ １．０００００１２６

—火 星 ０．００００００３２ －１．００４７６５７８ －０．９９５２４８６７ １．００００００１３

—木 星 ０．０００９５３８８ －１．０６８８３０５２ －０．９３２３６５５９ １．０００３９７４５

—土 星 ０．０００２８５５０ －１．０４６０５７２７ －０．９５４７６０９８ １．０００１１８９６

—天王星 ０．００００４３７３ －１．０２４５８０８１ －０．９７５７２９４９ １．００００１８２２

—海王星 ０．００００５１７７ －１．０２６０１１３０ －０．９７４３３０３２ １．００００２１５７

—冥王星 ０．０００００２７８ －１．００９７７５５１ －０．９９０２８２２７ １．０００００１１６

地—月 ０．０１２１５０５７ －１．１５５６８２１０ －０．８３６９１５２１ １．００５０６２６４

表７．２　共线平动点对应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ（μ）

μ Ｃ２ Ｃ１ Ｃ３

太阳—水 星 ０．００００００１７ ３．０００１３０４３ ３．０００１３０６５ ３．００００００３３

—金 星 ０．０００００２４５ ３．０００７７７５６ ３．０００７８０８３ ３．０００００４９０

—地 月 ０．０００００３０４ ３．０００８９６０４ ３．０００９０００９ ３．０００００６０７

—火 星 ０．００００００３２ ３．０００２０２６１ ３．０００２０３０４ ３．００００００６５

—木 星 ０．０００９５３８８ ３．０３８４４１７２ ３．０３９７１３８０ ３．００１９０６８２

—土 星 ０．０００２８５５０ ３．０１７７１６３６ ３．０１８０９７０９ ３．０００５７０９２

—天王星 ０．００００４３７３ ３．００５２１０１０ ３．００５３６８４０ ３．００００８７４５

—海王星 ０．００００５１７７ ３．００５８２０８７ ３．００５８８９９１ ３．０００１０３５４

—冥王星 ０．０００００２７８ ３．０００８４４８１ ３．０００８４８５１ ３．０００００５５６

地—月 ０．０１２１５０５７ ３．１８４１６３２５ ３．２００３４３８８ ３．０２４１５００６

　　这里说明两点：
（１）表７．１和表７．２中的数据是直接引用文献［１］中给出的结果，所用

的有关各大行星和月球的基本数据和目前给出的数值可能有微小差别，故
这里列出的数据只是为了说明所阐述内容．读者如有需要，可直接根据前两
段给出的方法，利用新的基本数据进行计算，但结果与表７．１和表７．２的数
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据不会有明显差别．
（２）关于三个共线平动点的排列，若按原有习惯［１］，是按三个平动点的

ｘ坐标进行排列的，而在当今的某些领域，特别是航天界，是按“能量”大小
排列的（这种排列有它的特点），将Ｌ１和Ｌ２ 的位置互换，即两个大天体之间
的平动点称为Ｌ１，另一个为Ｌ２，本书的排列就是这样，请读者注意．

３．零速度面与运动可能区域

（１）零速度面及其变化
既然Ｊａｃｏｂｉ积分（７．３２）是圆型限制性三体问题的一个积分，因此，下

列曲面

２Ω（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｃ， （７．５９）
即为零速度面，在此曲面上小天体的运动速度为０，积分常数由初始条件确
定，有

Ｃ＝２Ω（ｘ０，ｙ０，ｚ０）－ｖ２
０， （７．６０）

零速度面的几何结构将随Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ值的变化而变化．为了便于看清这
一变化，用零速度面在ｘｙ平面上的截线（零速度线）来描述，随Ｃ值的变化
见图７．６～７．９．
（２）运动可能区域
上述四幅图（图７．６～７．９）中，零速度面将整个空间分为两种区域，阴

影部分对应ｖ＞０，此即小天体运动的可能区域，而阴影外的另一部分则对应

ｖ＜０，此即运动的禁区，小天体不可能从ｖ＞０的阴影区穿过零速度面而进
入禁区（因ｖ＜０是不可能的）．小天体在运动过程中若达到零速度面，那只可
能沿零速度面的法线方向与其相接，而相接后又沿此法向返回原区域．
从上述四幅图的变化可以看出，当Ｃ值较大时，即图７．６，零速度面将

整个空间分为四个部分，而随着Ｃ值的减小，分别包围两个大天体Ｐ１ 和Ｐ２

的零速度面逐渐增大、靠近、相接（在Ｌ１）、直至连通，即图７．７；当Ｃ值再减
小时，内部的零速度面扩大，与外部逐渐缩小的零速度面靠近、相接（在Ｌ２）
而连通，即图７．８；最后通过Ｌ３ 进而变为图７．９．注意，由Ｊａｃｏｂｉ积分可以看
出，积分常数Ｃ值的减小就意味着在同一位置处速度的增大．这表明，随着
小天体初始速度的增大而使其运动的可能区域增大．对于第一种情况，Ｃ值
大，ｖ０ 小，小天体只能在大天体Ｐ１或Ｐ２ 附近的区域运动，而不可能从一个
大天体附近运行到另一个大天体附近．
由上述讨论可知，小天体运动可能区域对应的连通性变化都是通过五

个平衡点发生的，故将相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ称为临界值．
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图７．６　Ｃ＞Ｃ１ 的情况
　
图７．７　Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１ 的情况

图７．８　Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２ 的情况
　

图７．９　Ｃ４＜Ｃ＜Ｃ３ 的情况

４．发射深空探测器的有关问题

以月球探测器为例，若月球绕地球运行的轨道为圆，那么，要从地球上
发射一个月球探测器，在初始停泊轨道上，必须经变轨让其运行速度达到使
相应的Ｃ值满足Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１，它才有可能从地球附近飞向月球．若探测器
的轨道速度大到满足Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２，则它不仅可以飞向月球，而且还可能从月

球附近飞离地月系统，变为人造小行星．下面介绍几个有关问题［２］．
（１）引力范围与作用范围
关于深空探测器Ｐ的运动，往往是在两个大天体Ｐ１和Ｐ２ 共同作用下

的运动．由于探测器Ｐ在运动过程中可能会接近Ｐ１，也可能会接近Ｐ２，通
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常不能处理成受摄二体问题，对应的是一个限制性三体问题．但是，由于探
测器总是要接近被探测天体（例如Ｐ２），那么，当探测器Ｐ进入以Ｐ２ 为中

心的某一范围内，Ｐ２ 的引力作用将成为探测器运动的主要力源，在此范围
内可近似地看成Ｐ相对Ｐ２ 运动的一个二体问题，而在此范围外，则近似地

图７．１０　Ｐ２ 的引力范围与作用范围

看成Ｐ相对Ｐ１ 运动的二体问题，
这种近似将有助于对一个复杂问

题进行初步分析．关于这一范围，
有如下两种定义：

１）引力范围　见图７．１０，在

Ｐ２ 的引力范围边界上，Ｐ 受到两
个大天体Ｐ１和Ｐ２的引力大小相等．有

ＧＭ２

ｒ２ ＝ＧＭ１

Ｒ２ ， （７．６１）

其中Ｍ１和Ｍ２分别为两个大天体Ｐ１和Ｐ２ 的质量．当Ｍ２／Ｍ１ 较小时，根据
图７．１０的几何构形，可将Ｌ点到Ｐ２ 的距离近似地作为引力范围的半径，
记作ｒ１．由此根据（７．６１）式容易给出

ｒ１＝槡μＡ，　μ＝Ｍ２／Ｍ１， （７．６２）
其中Ａ＝｜Ａ｜，即两个大天体Ｐ１与Ｐ２之间的距离．

２）作用范围　引用上述引力范围作简化不太合理，因在考虑Ｐ 相对

Ｐ２（或Ｐ１）的运动时，另一大天体Ｐ１（或Ｐ２）对该系统存在“摄动”作用．Ｐ
相对Ｐ１ 和Ｐ２的运动方程分别为

ｒ


＝－ＧＭ２

ｒ２

ｒ（ ）ｒ ＋ＧＭ１
Ｒ
Ｒ３－

Ａ
Ａ（ ）３ ，

Ｒ


＝ＧＭ１

Ｒ２

Ｒ（ ）Ｒ －ＧＭ２
ｒ
ｒ３－

Ａ
Ａ（ ）３

烅

烄

烆 ．
（７．６３）

考虑两种作用力的平衡，即定义出作用范围，相应的边界由下式确定：

ＧＭ１
Ｒ
Ｒ３－

Ａ
Ａ３

ＧＭ２

ｒ（ ）２

－１

＝Ｇｍ２
ｒ
ｒ３－

Ａ
Ａ３

ＧＭ１

Ｒ（ ）２

－１

． （７．６４）

同样以图７．１０中Ｌ点的位置作为边界，在Ｍ２／Ｍ１ 较小时，给出作用
范围的半径ｒ２为

ｒ２＝ μ
２（ ）２

１／５

Ａ或（μ
２）１／５Ａ，　μ＝Ｍ２／Ｍ１． （７．６５）

这种作用范围（也可以称作引力作用范围）可以用来为深空探测器发射轨道
设计提供初始选择，但在此基础上引入的双二体问题的拼接方法在当今计
算条件下就没有什么实际意义了．
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（２）希耳（Ｈｉｌｌ）范围
在讨论探测器（例如月球探测器）发射条件时，往往需要给出另一种范

围，即必须同时考虑Ｐ１（地球）和Ｐ２（月球）的引力作用，才能确切地给出从
地球上发射探测器能达到月球附近的最小速度，此即讨论的问题．当初始条
件（Ｐ相对Ｐ１ 的位置矢量ｒ０ 和速度矢量ｖ０）确定的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ值分别为

Ｃ＞Ｃ１和Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１时，它们各对应图７．６和图７．７．当Ｃ＞Ｃ１时，探测器只
能在地球（Ｐ１）附近，即图７．６，那么图７．１１即临界状况．此时围绕Ｐ１和Ｐ２

的范围（阴影部分）即为希耳范围，Ｌ１ 即图７．３中给出的排列第二的共线平
衡点．若以Ｌ１到Ｐ２的距离作为Ｐ２ 的希耳范围大小，记作ｒ３，则由（７．４５）式
给出

ｒ３＝ μ（ ）３
１／３

Ａ，　μ＝ Ｍ２

Ｍ１＋Ｍ２
． （７．６６）

图７．１１　希尔范围

对于地—月系统，日—地系统和日—地月系统，相应的月球、地球和地
月系作为各自系统中较小天体Ｐ２ 的上述三个范围的数据列于表７．３．
表中Ａ为Ｐ１ 与Ｐ２ 之间的平均距离．其他大行星的上述三个范围可分

别由（７．６２）式，（７．６５）式和（７．６６）式计算，这里不再具体列出．

表７．３　三个系统的引力范围、作用范围和希耳范围

系统
引力范围

（１０４ｋｍ）

作用范围

（１０４ｋｍ）

希耳范围

（１０４ｋｍ）
Ａ （１０４ｋｍ）

地—月 ４．２７ ５．７８ ６．１４ ３８．５３２７３７４

日—地 ２５．９ ８０．５ １４９．７ １４９５９．７８７０

日—地月 ２６．１ ８０．９ １５０．３ １４９５９．７８７０

（３）第二宇宙速度ｖ２

ｖ２即脱离地球引力场的最小速度，也就是从地面发射探测器相对地球

的抛物线（ａ→∞，ｅ＝１）速度，有
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ｖ２＝ ２ＧＥ
ａ槡ｅ

槡＝ ２ｖ１＝１１．１７９９ｋｍ／ｓ （７．６７）

对于从地球上发射星际探测器而言，人们首先关心的是第二宇宙速度

ｖ２，从地球表面发射和从近地停泊轨道上发射，相应的ｖ２ 相差不大，例如从
地面高度２００ｋｍ处发射，相应的ｖ２为１１．００８６ｋｍ／ｓ．但是，如果考虑到月
球的引力加速作用，发射速度并不需要这么大，下段给出．
（４）向月球发射探测器的最小速度
如果按地—月—探测器圆型限制性三体问题来考虑，在近地停泊轨道

（假定为地面高度２００ｋｍ的圆轨道）上“发射”探测器，并假定该停泊轨道
经轨道调整已使其轨道平面与月球绕地运动的白道面重合．那么，只要以停
泊轨道半径为近地距ｒｐ＝ａｅ＋２００ｋｍ，发射速度ｖｐ＝１０．８７４６ｋｍ／ｓ，即可
使相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ＝Ｃ１，亦即发射速度比这一ｖｐ 值稍大一点，探测器
即有可能经月球引力加速飞抵月球附近．上述轨道的主要根数为

ａ＝１３５８９３．７１９８ｋｍ，　ｅ＝０．９５１６，
相应的轨道周期ＴＳ＝５ｄ．７７．但是以这种轨道方式飞往月球，需绕地球运行
若干圈后才有可能，因此所耗费的时间远比ＴＳ 长得多．发射月球探测器通
常不会采用这样的最小速度轨道，而实际问题往往使考虑能量消耗小（即最
小能量轨道）和运行时间短这两个重要条件，关于这一问题后面第八章中将
有论述．

§７．４　平动点附近的运动与晕轨道

就航天应用而言，必须了解平动解的稳定性，稳定或不稳定各具不同的
应用价值．

１．平动解的稳定性

记平动解为

ｘ０＝ａ，　ｙ０＝ｂ，　ｚ０＝０， （７．６８）
初始扰动记作

Δｘ＝ξ，　Δｙ＝η，　Δｚ＝ζ． （７．６９）
将ｘ＝ｘ０＋Δｘ＝ａ＋ξ，ｙ＝ｙ０＋Δｙ＝ｂ＋η和ｚ＝ｚ０＋Δｚ＝ζ代入运动方程得

ξ


－２η
　．
＝Ω０

ｘｘξ＋Ω０
ｘｙη＋Ω０

ｘｚζ＋Ｏ（２），

η


＋２ξ
　．
＝Ω０

ｙｘξ＋Ω０
ｙｙη＋Ω０

ｙｚζ＋Ｏ（２），

ζ


＝Ω０
ｚｘξ＋Ω０

ｚｙη＋Ω０
ｚｚζ＋Ｏ（２

烅

烄

烆 ），

（７．７０）
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其中Ｏ（２）表示ξ，η和ζ的二阶以上（包括二阶）小量，Ω
０
ｘｘ，Ω０

ｘｙ，…，Ω０
ｚｚ

表示Ω的两阶偏导数在平衡点上取值，有

Ω０
ｘ＝０，　Ω０

ｙ＝０，　Ω０
ｚ＝０，

Ω０
ｘｙ＝Ω０

ｙｘ，

Ω０
ｘｚ＝Ω０

ｚｘ＝Ω０
ｙｚ＝Ω０

ｚｙ＝０
烅
烄

烆 ．

（７．７１）

于是方程（７．７０）变为

ξ


２η
　．
＝Ω０

ｘｘξ＋Ω０
ｘｙη，

η


＋２ξ
　．
＝Ω０

ｙｙη＋Ω０
ｙｘξ，

ζ


＝Ω０
ｚｚζ

烅

烄

烆 ．

（７．７２）

方程（７．７２）是常系数线性齐次方程组，ζ分量可以分离掉，它对应一个
简谐振动，即小天体不会远离ｘｙ平面．下面只需讨论ｘｙ平面的情况，即方
程组（７．７２）前面两个关于ξ，η的扰动性质．相应的特征方程为

λ２－Ω０
ｘｘ　　　　－２λ－Ω０

ｘｙ

２λ－Ω０
ｘｙ　　　　λ２－Ω０

ｙｙ

＝０． （７．７３）

这是关于特征量λ的四次代数方程，即

λ４＋（４－Ω０
ｘｘ－Ω０

ｙｙ）λ２＋（Ω０
ｘｘΩ０

ｙｙ－Ω０
ｘｙ

２）＝０． （７．７４）
（１）共线平动解（Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３）的情况
对于０＜μ＜１／２（任何一个限制性三体问题，除Ｍ１＝Ｍ２ 外均符合这一

条件），有

Ω０
ｘｘ＝１＋２Ｃ０＞０，　Ω０

ｙｙ＝１－Ｃ０＜０，　Ω０
ｚｚ＝－Ｃ０＜０，

Ｃ０＝
（１－μ）
ｒ３

１
＋μ
ｒ３

２

烅
烄

烆 ．
（７．７５）

Ω０
ｘｙ＝０，　Ω０

ｘｘ＞０，　Ω０
ｙｙ＜０，

Ω０
ｘｘΩ０

ｙｙ－（Ω０
ｘｙ）２＜０

烅
烄

烆 ．
（７．７６）

其中Ｃ０右端出现的ｒ１，ｒ２ 分别为三个共线平动点到两个大天体的距离，即

ｒ１＝｜ｘｉ－μ｜，ｒ２＝｜ｘｉ＋１－μ｜．于是方程（７．７３）的四个特征根分别为

λ１，２＝±Ｓ１
１／２

λ３，４＝±Ｓ２
１／烅

烄

烆 ２
， （７．７７）

Ｓ１＝１
２ －（４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）＋ （４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）２－４Ω０

ｘｘΩ０［ ］ｙｙ
１／｛ ｝２ ，

Ｓ２＝１
２ －（４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）－ （４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）２－４Ω０

ｘｘΩ０［ ］ｙｙ
１／｛ ｝２

烅

烄

烆 ．

（７．７８）
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其中Ｓ１＞０，Ｓ２＜０，故有一正实根，三个共线平动解是不稳定的．
（２）三角平动解（Ｌ４，Ｌ５）的情况
容易给出

Ωｘｘ（Ｌ４，５）＝３
４

，Ωｙｙ（Ｌ４，５）＝９
４

，

Ωｘｙ（Ｌ４）＝＋ 槡３ ３
２ μ－（ ）１

２
，

Ωｘｙ（Ｌ５）＝－ 槡３ ３
２ μ－（ ）１

２

烅

烄

烆 ，

（７．７９）

此时特征方程（７．７３）变为

λ４＋λ２＋２７
４μ（１－μ）＝０． （７．８０）

令Ｓ＝λ２，方程变为

Ｓ２＋Ｓ＋２７
４μ（１－μ）＝０， （７．８１）

解为

Ｓ１，２＝１
２ －１± １－２７μ（１－μ［ ］）１／｛ ｝２ ． （７．８２）

相应的特征根λ如下：

λ１＝＋ Ｓ槡１，λ２＝－ Ｓ槡１，

λ３＝＋ Ｓ槡２，λ４＝－ Ｓ槡２

烅
烄

烆 ．
（７．８３）

特征根的性质取决于（７．８２）式中的ｄ＝１－２７μ（１－μ），当

０＜１－２７μ（１－μ）＜１
时，即

μ（１－μ）＜１
２７

（７．８４）

时，特征根为两对纯虚根，此时三角平动解有线性稳定性，相应的μ的临界
值μ０满足

μ０（１－μ０）＝１
２７． （７．８５）

注意μ＜１
２

，故有

μ０＝１
２ 槡１－ ６９／（ ）９ ＝０．０３８５２０８９６５０４５５１…， （７．８６）

上述线性稳定性条件为

０＜μ＜μ０． （７．８７）
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对太阳系中处理成限制性三体问题的各个系统，如日—木—小行星，日—
地—月球，……，相应的μ值均满足条件（７．８７）．

对于μ０＜μ＜１
２
的情况，显然是不稳定的．至于μ＝μ０，非线性稳定情

况，以及椭圆型限制性三体问题中的三角平动解情况，读者如有兴趣请阅读
文献［１］和［３］．

２．平动点附近的运动状况

在上述线性稳定性的讨论中，相应的扰动量构成的线性方程（７．７０），其
解就可以描述平衡点附近的运动状况．关于三角平动解，当条件（７．８５）满足
时，相应平衡点附近的运动即简单的周期运动，不再讨论．这里主要讨论三
个共线平动解的情况．
前面（７．７７）式给出的四个特征根可写成下列形式：

λ１，２＝±ｄ１，

λ３，４＝±ｄ２ｉ，　ｉ 槡＝ －１
烅
烄

烆 ．
（７．８８）

这里ｄ１＞０，ｄ２＞０，具体值为

ｄ１＝ １
２

（９Ｃ２
０－８Ｃ０）１／２－ １－Ｃ０（ ）［ ］２

１／２

，

ｄ２＝ １
２

（９Ｃ２
０－８Ｃ０）１／２＋ １－Ｃ０（ ）［ ］２

１／２烅

烄

烆 ．
（７．８９）

在线性意义下，三个共线平动解是不稳定的，考虑高阶项后亦如此．相应平
动点附近的运动有如下形式：

ξ＝Ｃ１ｅｄ１ｔ＋Ｃ２ｅ－ｄ１ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｄ２ｔ＋Ｃ４ｓｉｎｄ２ｔ，

η＝α１Ｃ１ｅｄ１ｔ－α１Ｃ２ｅ－ｄ１ｔ－α２Ｃ３ｓｉｎｄ２ｔ＋α２Ｃ４ｃｏｓｄ２ｔ
烅
烄

烆 ，
（７．９０）

其中

α１＝１
２

（ｄ１－Ω０
ｘｘ／ｄ１），

α２＝１
２

（ｄ２＋Ω０
ｘｘ／ｄ２）

烅

烄

烆
．

（７．９１）

上述Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３和Ｃ４在这里是四个积分常数，由初始扰动条件ｔ０＝０，ξ
　．
０，ξ

　．

０，

η０，η
　．
０ 确定．这表明，尽管小天体初始运动状态满足共线平动解的条件，但
经小扰动后即会远离平动点，远离的快慢取决于ｄ１ 值的大小．对于日—（地

＋月）—小天体系统，三个共线平动点 Ｌ２，Ｌ１，Ｌ３ 处的 ｄ１ 值分别为

２．５３２６５９１８，２．４８４３１６７２和０．００２８２５０１，因此Ｌ１ 和Ｌ２ 点的不稳定性要比
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Ｌ３点的不稳定性强得多，也就是说Ｌ１和Ｌ２ 点附近的小天体要比Ｌ３点附近

的小天体的远离快得多．
虽然共线平动解是不稳定的，但可选取适当的初始扰动，使相应平动点

附近的运动仍为周期运动或拟周期运动．即选取这样的初始扰动ξ０，ξ
　．

０和

η０，η
　．
０使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，从而使解（７．９０）退化为周期解，相应的运动变为稳
定的，这种稳定称为条件稳定．
在会合坐标系中，若小天体偏离Ｌｊ（ｊ＝１，２，３），有一初始位置小扰动

ξ０ 和η０，那么按下述条件加一速度小扰动ξ
　．

０和η
　．
０，即可使小天体在Ｌｊ附近

摆动．具体条件为

ξ
　．

０＝
ｄ２

２

α２ｄ（ ）２
η０，

η
　．
０＝（－α２ｄ２）ξ０

烅
烄

烆 ，
（７．９２）

其中

α２ｄ２＝１
２

（ｄ２
２＋Ω０

ｘｘ）． （７．９３）

在上述选择下，有Ｃ１＝０和Ｃ２＝０，相应的解退化为下列周期解：

ξ＝ξ０ｃｏｓｄ２ｔ＋（η０／α２）ｓｉｎｄ２ｔ，

η＝（－α２ξ０）ｓｉｎｄ２ｔ＋η０ｃｏｓｄ２ｔ｛ ，
（７．９４）

小天体在ｘｙ平面上相对共线平衡点Ｌｊ的运动状态实为一个椭圆曲线，即

ξ
２

Ａ２＋η
２

Ｂ２＝１，

Ａ２＝ξ
２
０＋（η０／α２）２，Ｂ２＝α２

２Ａ２
烅
烄

烆 ．
（７．９５）

尽管上述结果是由线性系统给出的，还是有一定实用意义的．至于非线性情
况，同样可找到相应的条件周期解［１，４］．

３．深空探测器定位在共线平动点附近运动的晕轨道以及有关借力加速问题

深空探测器就是一个人造小天体，如果需要定位在共线平动点附近，只
要按照条件（７．９２）进行轨控，它就可以被保持在平动点附近而不远离，在一
定的工作寿命期间完成探测任务［４］．不仅在ｘｙ平面上它是一个周期运动，
而且在ｚ方向也是一个周期振动，但是由于两个频率因子ｄ１ 和ｄ２ 一般不

通约，其相对平动点的轨道实为一拟周期轨道，如果通约则为周期轨道．这
常被人们称为ＬｉｓｓａｊｏｕｓＴｒａｊｅｃｔｏｒｙ或 ＨａｌｏＯｒｂｉｔ（即晕轨道），对于后者，
即从ｘ方向（视线方向）去看，在ｙｚ平面上的轨道投影围绕平动点像一种
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晕．对于线性系统中ｄ１ 和ｄ２ 不通约的情况，可以考虑扰动方程（７．７０）右端
的高阶项，以此来改变相应扰动解的状态，从而获得条件周期轨道，即晕
轨道．
上述共线平动点的条件稳定性，可在深空探测中被利用．而其不稳定性

亦可在深空探测器的发射上得到利用，正如§７．３中所阐述的共线平动点

Ｌｊ（ｊ＝１，２，３）附近亦是一种节能通道，发射深空探测器通过这些点飞往目
标天体需要的能量最小，平动点的这种利用，也是一种借力加速机制．

§７．５　限制性二体问题与航天器编队飞行的动
力学机制

　　我们要讨论的问题是，两个卫星绕地球运动（或两个探测器绕同一探测
目标天体运动）．不妨假定地球是Ｐ１，中心卫星是Ｐ２，绕地球作圆运动，另
一个伴飞卫星即小天体Ｐ．由于卫星质量之小，相距不太近时（如超过

１００ｍ），它们之间的相互引力可略去，因此这对应上述限制性三体问题中
的μ＝０．此时，限制性三体问题退化为限制性二体问题，且会合坐标系的坐
标原点移至Ｐ１（即地心）．

图７．１２　平动点的位置

对于这种限制性二体问题，在地心旋转坐标系（旋转角速度即中心卫星
的绕飞角速度）中，伴飞卫星的运动方程变为如下形式：
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ｘ－２ｙ
　．＝Ｕｘ＝（ｘ－ｘ

ｒ３），

ｙ
＋２ｘ

　．
＝Ｕｙ＝（ｙ－ｙ

ｒ３
），

ｚ＝Ｕｚ＝－ｚ
ｒ３

烅

烄

烆
．

（７．９６）

原来的五个平衡点Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）和Ｌｉ（ｉ＝４，５），退化为下列状况：
Ｌ１ 和Ｌ２ 合一，位置为　ｘ ＝－１，　ｙ＝０；
Ｌ３ 的位置为　ｘ＝＋１，　ｙ＝０；

Ｌ４ 和Ｌ５ 的位置为　ｘ＝－１
２

，　ｙ 槡＝± ３／２．

事实上，从方程（７．９６）不难看出Ｕｘ＝０，Ｕｙ＝０，Ｕｚ＝０对应

ｚ＝０，　ｒ＝１， （７．９７）
即在ｘｙ平面上，以地球（Ｐ１）为中心的单位圆（ｒ即中心卫星的圆轨道半径）
上每个点都是平衡点，这一点并不难理解．回到上述五个相应的平衡点，略
去证明，结论是五个平衡点Ｌｉ和Ｌｊ均是不稳定的．关于Ｌ４和Ｌ５ 的性质发

生变化也是不难理解的，此时另一保持其平衡的力源Ｐ２ 实际上已不存在，
因μ＝０．
为了与星上轨道坐标系相吻合，我们仍旧关心的是三个与伴飞有关的

共线平衡点．尽管它们是不稳定的，但在线性意义下，与限制性三体问题一
样，其附近小领域内的运动，仍然可以维持一种周期运动，即条件周期运动．
在Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）位置上给一小扰动，扰动坐标分量各记作ξ，η，ζ，代入

方程（７．９６）得

ξ


２η
　．
＝Ｕｘｘξ＋Ｕｘｙη＋Ｕｘｚζ＋Ｏ（０），

η


＋２ξ
　．
＝Ｕｙｘξ＋Ｕｙｙη＋Ｕｙｚζ＋Ｏ（２），

ζ


＝Ｕｚｘξ＋Ｕｚｙη＋Ｕｚｚζ＋Ｏ（２

烅

烄

烆 ），

（７．９８）

其中Ｏ（２）表示高阶小量．不难算出，在Ｌｉ（ｘ＝±１，ｙ＝０，ｚ＝０）处有
Ｕｘｘ＝３，　Ｕｘｙ＝０，　Ｕｘｚ＝０，

Ｕｙｘ＝０，　Ｕｙｙ＝０，　Ｕｙｚ＝０，

Ｕｚｘ＝０，　Ｕｚｙ＝０，　Ｕｚｚ＝－１
烅
烄

烆 ．

（７．９９）

代入方程（９．９７），略去高阶项，即得Ｌｉ附近小扰动方程线性化的结果如下：

ξ


－２η
　．
＝３ξ，

η


＋２ξ
　．

＝０，

ζ


＋ζ＝０

烅

烄

烆 ，

（７．１００）

７２２　第７章　深空探测器运动的轨道力学基础



此即前面第６章§６．４中提到的伴飞的Ｃ Ｗ 方程．因两卫星之间无引力
作用，中心卫星可以是虚拟的，是否存在无所谓，只要旋转坐标系按相应虚
拟卫星的圆轨道角速度旋转即可．若把上述平衡点放在单位圆上的ｘ＝０，

ｙ＝±１处，其附近小扰动运动方程的线性化形式即

ξ


－２η
　．
＝０，

η


＋２ξ
　．

＝３η，

ζ


＋ζ＝０

烅

烄

烆 ，

（７．１０１）

它对应

Ｕｘｘ＝０，　Ｕｙｙ＝３，　Ｕｚｚ＝－１． （７．１０２）
根据上述讨论可知，尽管两卫星之间无任何动力学联系，但是只要它们

相距较近，仍然可由限制性二体问题中平衡点附近的运动这一动力学机制
来理解它们之间相对构形形成的原因．无论是方程（７．１００）还是（７．１０１），ζ
分量可与问题分离，对应一谐振动，即伴飞卫星在ｘｙ平面上下作小振动．
而对ξ，η两分量，相应的特征方程为

λ４＋λ２＝０． （７．１０３）

存在一对重根λ１，２和一对共轭虚根λ３，４，即

λ１，２＝０，　λ３，４ 槡＝± －１． （７．１０４）
相应的运动解为

ξ＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｔ＋Ｃ４ｓｉｎｔ，

ξ
　．

＝Ｃ２－Ｃ３ｓｉｎｔ＋Ｃ４ｃｏｓｔ，

η＝３
２Ｃ１ｔ－３

４Ｃ２ｔ２－２Ｃ３ｓｉｎｔ＋２Ｃ４ｃｏｓｔ，

η
　．
＝－３

２Ｃ１－３
２Ｃ２ｔ－２Ｃ３ｃｏｓｔ－２Ｃ４ｓｉｎｔ

烅

烄

烆 ．

（７．１０５）

可选择适当的初始条件，使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，构成一个条件周期解，具体的初
始条件为

ｔ＝ｔ０∶ξ０，η０，ξ
　．

０＝η０／２，η
　．
０＝－２ξ０，ζ０，ζ

　．

０． （７．１０６）
此时小扰动运动的解为如下“拟”周期解：

ξ＝ξ０ｃｏｓｔ＋（η０／２）ｓｉｎｔ，　ξ
　．

＝－ξ０ｓｉｎｔ＋（η０／２）ｃｏｓｔ，

η＝－２ξ０ｓｉｎｔ＋η０ｃｏｓｔ，　η
　．
＝－２ξ０ｃｏｓｔ－η０ｓｉｎｔ，

ζ＝ζ０ｃｏｓｔ＋ζ
　．

０ｓｉｎｔ，　ζ
　．

＝－ζ０ｓｉｎｔ＋ζ
　．

０ｃｏｓｔ

烅

烄

烆 ，

（７．１０７）
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在（ｘ，ｙ）平面上的构形为一椭圆，如果初始扰动ζ
　．

０ 满足下列条件：

ζ
　．

０＝±（η０／２ξ０）ζ０， （７．１０８）
那么在（ｙ，ｚ）平面上的构形亦为一椭圆．相应的上述两个椭圆方程如下：

ξ
２

Ａ２＋η
２

Ｂ２＝１， （７．１０９）

η
２

Ｃ２＋ζ
２

Ｄ２＝１． （７．１１０）

其中

Ａ２＝ξ
２
０＋η

２
０／４，　Ｂ２＝４Ａ２， （７．１１１）

Ｃ２＝４Ａ２＝Ｂ２，Ｄ２＝（４ζ
２
０／ξ

２
０）Ａ２． （７．１１２）

上述条件周期运动，即卫星编队飞行或伴飞的一种动力学机制，但两星
相距不能大，否则方程（７．９８）右端略去的高阶项Ｏ（２）很快即起作用，若仍
按条件（７．１０８）控制，伴飞的构形会遭破坏，此时必须考虑高阶项，相应的条
件（７．１０８）将会改变．从上述讨论不难看出，卫星编队构形，实际上就是二体
问题对应的运动不稳定性在条件（７．１０８）约束下的结果，只是直接从二体问
题对应的运动不稳定性着手讨论比较麻烦，而从限制性三体问题过渡到退
化后的限制性二体问题，从而获得编队构形，显得很自然．
注意，限制性三体问题中共线平动点附近的运动，对应的特征频率

ｄ１≠０（见前面第二段给出的数据），而上述卫星编队问题中，ｄ１＝０，前者对

ｔ而言是指数不稳定（或称强不稳定），而后者则是线性不稳定（或称弱不稳
定）．因此，这两种情况所需要的轨控能量有较大差别，对于卫星编队飞行，
需要的轨控能量相对而言要小得多［６］．
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第８章　轨道机动与轨道过渡

§８．１　脉冲式轨道机动与轨道过渡

轨道机动或轨道过渡有两种方式，其中第一种就是传统的大推力脉冲
式的变轨方式．脉冲式的大推力推进器多采用化学推进剂，推进器的排气速
度小、推力大、工作时间短，在轨道计算中通常是将这种脉冲式的推力（实为
由推力获得的加速度）处理成瞬间的速度变化Δｖ．

１．脉冲式变轨的基本原理

无论是航天器运行过程中的轨道调整或向目标轨道过渡的轨道转移，
都涉及到轨道改变问题，即给一速度增量Δｖ，从而获得所需的轨道变化．因
此首先要了解各轨道根数（ａ，ｅ，…）与瞬时冲量（或一速度增量Δｖ）之间的
关系．前面第二章§２．６中已就二体问题简单介绍了各轨道根数随速度（包
括大小和方向）变化的状况．本章将在受摄运动模型下阐述这类问题，包括
大推力的脉冲式变轨和小推力持续式变轨，这一节讨论的是脉冲式变轨问
题．第三章§３．３和§３．４中已分别给出了椭圆运动和双曲线运动的受摄运
动方程．本节具体讨论椭圆轨道的变轨问题，涉及的受摄运动方程有两种形
式，即以（Ｓ，Ｔ，Ｗ）表达的（３．７３）式，和以（Ｕ，Ｎ，Ｗ）表达的（３．７４）式．
对于大推力脉冲式变轨，因作用时间间隔Δｔ很短，可以近似处理成一

个瞬时过程，以短暂的间隔Δｔ和相应的根数变化Δσ代替ｄｔ和ｄσ．机动力
（相当于一种摄动源）提供的加速度可以作为一种摄动加速度，通过间隔Δｔ
内的速度增量Δｖ来表达，有

Δｖ＝ （Δｖｒ，Δｖθ，ΔｖＷ ）

＝ （ΔｖＵ，ΔｖＮ，ΔｖＷ ） （８．１）
和



Δｖｒ ＝ＳΔｔ，　Δｖθ ＝ＴΔｔ，　ΔｖＷ ＝ＷΔｔ，

ΔｖＵ ＝ＵΔｔ，　ΔｖＮ ＝ＮΔｔ，　ΔｖＷ ＝ＷΔｔ｛ ．
（８．２）

其中速度增量Δｖ的切向（即速度方向）分量是ΔｖＵ 常记作Δｖ，与前面第２
章§２．８中的表达一致，以下就将ΔｖＵ 记作Δｖ，注意，它区别于Δｖ的模

｜Δｖ｜．在上述处理下，即可由受摄运动方程（３．７３）和（３．７４）给出在脉冲式
变轨中轨道根数σ的变化Δσ与速度增量Δｖ之间的关系，即

　

Δａ＝ ２
ｎ １－ｅ槡 ２

［ｅｓｉｎｆΔｖｒ＋（１＋ｅｃｏｓｆ）Δｖθ］，

Δｅ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［ｓｉｎｆΔｖｒ＋（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）Δｖθ］，

Δｉ＝ ｒｃｏｓｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ΔｖＷ ，

ΔΩ＝ ｒｓｉｎｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ΔｖＷ ，

Δω＝－ｃｏｓｉΔΩ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －ｃｏｓｆΔｖｒ＋ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎｆΔｖ［ ］θ ，

ΔＭ ＝－１－ｅ２

ｎａｅ － ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ Δｖｒ＋ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎｆΔｖ［ ］θ

烅

烄

烆
，

（８．３）

和

　

Δａ＝ ２
ｎ １－ｅ槡 ２

（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Δｖ，

Δｅ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Δｖ－

１－ｅ槡 ２ｓｉｎＥΔｖＮ］，

Δｉ＝ ｒｃｏｓｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ΔｖＷ ，

ΔΩ＝ ｒｓｉｎｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ΔｖＷ ，

Δω＝－ｃｏｓｉΔΩ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２×

［２ｓｉｎｆΔｖ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）ΔｖＮ］，

ΔＭ ＝－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Δｖ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ）Δｖ ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（８．４）
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上述受摄运动方程中的ｕ＝ｆ＋ω．注意，原受摄运动方程ｄＭ／ｄｔ的右端有ｎ
这一项，对于瞬间获得速度增量的变轨方式，因无“过程”，右端ｎ项与脉冲
式变轨无关，后面§８．２中阐述的小推力持续式变轨中将涉及到该项．
按上述处理，即可根据速度增量Δｖ得知轨道根数的变化Δσ（Δａ，Δｅ，

…，ΔＭ）．若给一特殊的速度增量Δｖ：

Δｖ＝
ΔｖＵ

ΔｖＮ

Δｖ

烄

烆

烌

烎Ｗ

＝
Δｖ烄

烆

烌

烎

０
０

， （８．５）

那么根据方程（８．４）和瞬时椭圆的相应关系很容易给出ａ，ｅ的变化Δａ和

Δｅ，即

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖΔｖ）， （８．６）

Δｅ＝ ２
ｖｅ

ｐ（ ）ｒ
ｒｖ２

μ
－（ ）［ ］１ Δｖ， （８．７）

这与前面第２章§２．８中直接在二体问题意义下导出的关系式（２．２０５）和
（２．２０６）是一致的．推导（８．６）和（８．７）式利用到下列瞬时椭圆关系式：

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ ＝ μ

ｐ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２），

ｒｖ２

μ
－１＝１－ｒ

ａ
，

ｃｏｓｆ＋ｅ＝ １
ｅ

ｐ（ ）ｒ １－ｒ（ ）ａ

烅

烄

烆
．

（８．８）

事实上，无论是轨道调整，还是作为由初始轨道向目标轨道过渡的转移
过程，主要涉及如何由脉冲能量（归结为速度增量Δｖ）去改变轨道的大小和
形状（ａ和ｅ），轨道面的空间定向（ｉ和Ω）以及拱线的指向（ω）．因此，上述关
系式（８．３）和（８．４），还有（８．６）式，就轨道而言，它们都是脉冲式变轨的理论
基础．从（８．６）式不难看出，在近地点处（此处速度ｖ极大）变轨，所需能量
（即Δｖ）极小．从（８．３）或（８．４）式中的Δｉ和ΔΩ的表达式可以看出，对于轨
道平面的改变，只依赖速度增量的轨道面法向分量ΔｖＷ ，而且在ｕ＝０或

１８０°时（即处于升交点或降交点处），改变倾角ｉ最节省能量，对轨道面的进
动（ΔΩ）而言，在ｕ＝９０°或２７０°处变轨最节省能量．
前面的讨论尽管是对椭圆轨道所作的，但对双曲线轨道亦有类似的结

果，讨论方法相同，只要将受摄运动方程（３．７３）和（３．７４）改为双曲线运动的
受摄运动方程（３．８２）和相应的以（Ｕ，Ｎ，Ｗ）表达的形式即可，同样可以获得
与椭圆轨道类似的轨道机动遵循的关系式．但必须说明一点，上述结果的获
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得，不管是（８．３）和（８．４）式，还是（８．６）和（８．７）式，只是定性准确地表明了
轨道根数的变化与瞬时脉冲（以Δｖ体现）之间的关系，而从定量上来看，这
些结果只是一个近似，它仅适用于Δσ为小量的情况，即无论是简单的轨道
调整还是轨道过渡，只有变轨前后的轨道相差较小时，才能引用这些结果．
如果轨道相差（即Δσ）较大时，只能根据变轨处对应两个不同轨道速度给出
冲量（Δｖ）要求，下一段将会讨论这一问题．

２．霍曼（Ｗ．Ｈｏｈｍａｎｎ）转移轨道

航天器从初始轨道（或停泊轨道）向目标轨道的过渡，就是一种轨道转
移，它由轨道机动来完成，即变轨．轨道转移有多种形式，按变轨（由脉冲式
轨道机动实现）次数分为一次、两次或多次变轨实现，最终完成过渡．只有在
初始轨道和目标轨道相交时，才有可能用一次变轨完成转移．初始轨道和目
标轨道可以分别为圆轨道、椭圆轨道，甚至是双曲线轨道，它们两者之间可
以是共面的，也可以是不共面的、相交的或不相交的．转移轨道可以是椭圆，
为了节省时间也可以是双曲线．在轨道过渡中，如何选择适当的转移轨道，
往往是寻求能量最省的过渡形式，但这是一个理论问题，在具体的航天任务
中，需要综合考虑能量消耗大小、飞行时间长短、制导精度要求高低以及测
量和控制是否方便等条件，从中选择一种可以实现的最佳过渡方式．这里就
变轨原理阐述轨道过渡中的转移过程，并以一种节能的霍曼转移轨道为例
来介绍轨道过渡的实现．

图８．１　霍曼转移轨道

考虑一种较简单的轨道过渡：初始轨
道和目标轨道为两个共面的同心（中心天
体的质心）圆轨道，见图８．１．图中轨道１
和轨道２各为低圆轨道和高圆轨道，无论
是从低圆轨道过渡到高圆轨道，还是从高
圆轨道过渡到低圆轨道，在限定只用两次
脉冲推力的情况下，采用与两个圆轨道相
切的椭圆轨道（见图８．１中通过切点１和
切点２的转移轨道）过渡，耗费能量最小，
这是霍曼在１９２５年首先提出的，人们称其为霍曼过渡，相应的轨道即称为
霍曼转移轨道．
事实上，上述过渡就是两次改变轨道半长径的转移过程．两个圆轨道的

半长径各为ｒ１ 和ｒ２，如果从低圆轨道（作为初始轨道）向高圆轨道（作为目
标轨道）过渡，则霍曼转移轨道的半长径ａ１ 应变为
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ａ１ ＝ １
２

（ｒ１＋ｒ２）， （８．９）

相应的半长径改变量为

Δａ１ ＝ａ１－ｒ１ ＝ １
２

（ｒ２－ｒ１）． （８．１０）

由此在切点１处点火脉冲，取得相应的速度增量Δｖ１ 即可．如果根据（８．６）
式，有

Δｖ１ ＝ μ
ｒ槡１

１
４

ｒ２

ｒ１
－（ ）［ ］１ ， （８．１１）

而准确的Δｖ１ 值应由切点１处对应的变轨前后的速度差给出，即

Δｖ１ ＝槡μ
２
ｒ１

－１
ａ（ ）１

１／２

－ μ
ｒ槡１

＝ μ
ｒ槡１

２ｒ２

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］１ ． （８．１２）

两种结果之差为

μ
ｒ槡１

１
４

ｒ２

ｒ１
－（ ）［ ］１ － ２ｒ２

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］｛ ｝１ ，

这种差别还是明显的，当ｒ２＝２ｒ１ 时，括号“｛　｝”内的差别达０．０９５≈１０％．
而只有当ｒ２ 与ｒ１ 相差较小时，两种结果才可能在一定精度意义下相符．例
如，一个ａ＝７０００ｋｍ的低圆轨道若在轨道机动过程中，半长径调高７０ｋｍ，
即ｒ２＝１．０１ｒ１，则上述括号｛　｝内的差别只有１．６×１０－５．不难看出，上一
段给出的结果（８．６）式，不仅有定性的意义，而且在轨道调整中亦有定量应
用的价值．
上述霍曼过渡的第二次变轨是在切点２处点火脉冲，取得相应的速度

增量Δｖ２，使其变为半径为ｒ２ 的目标圆轨道．根据切点２处变轨前后的速度
差给出

Δｖ２ ＝ μ
ｒ槡２

－槡μ
２
ｒ２

－１
ａ（ ）１

１／２

＝ μ
ｒ槡２

１－ ２ｒ１

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／［ ］２

． （８．１３）

　　根据同样的原理，若要从高轨向低轨过渡，则需两次减速，是上述过程
的逆向转移．这种霍曼转移轨道虽然节能，但飞行时间和飞行路线较长，因
此过渡的最佳选择应根据具体问题作综合考虑．
如果初始轨道和目标轨道均为椭圆，则还涉及到拱线（ω）的改变问题．

如果两轨道不共面，则还需考虑轨道面（ｉ，Ω）的改变问题，但脉冲（包括推
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力的大小和方向）的基本依据仍然是上一段的结果（８．３）和（８．４），这里不再
一一具体阐明．

§８．２　小推力持续式变轨

近年来随着小推力发动机制造技术的成熟，越来越多的航天任务特别
是深空探测任务采用不同于大推力脉冲式的小推力持续式变轨，２００３年９
月欧空局发射的月球探测器ＳＭＡＲＴ １就是一个成功的例子．脉冲式的
大推力可使航天器在较短时间内获得较高的速度（加速度大），但所需要的
推进剂多，从而减少了有效载荷．小推力推进器则克服了上述缺点，推进器
排气速度大，推力小（加速度小），可长时间连续工作几十天甚至几年．航天
器的加速过程虽然缓慢，但发动装置小，并可将更多的有效载荷送入轨道，
而且通过长期的连续加速，航天器仍然可以获得很高的速度．经过足够长的
时间，可以获得比脉冲式变轨更高的速度．这些特点都更加适合目前深空探
测的需要．对于行星际飞行（尤其是木星以远），相比脉冲式的轨道过渡可以
大大缩短飞行时间．
小推力持续式变轨过程可以看成是一个连续过程，即使小推力的过程

也有间隙，但只要是均匀喷气，仍可处理成一个平均化的连续过程，而且可
以将小推力看成一种机动力的摄动作用，具体摄动量级将视不同的变轨过
程和小推力的大小而定．相应的分析解可以提供小推力变轨过程中航天器
轨道变化的一些规律．尽管这种小推力摄动分析解仅在持续时间不长的情
况下是适用的，而对于星际飞行这样的长时间过程和具体的力学背景（已不
是简单的受摄二体问题），分析解并不完全适用，但对于持续时间不太长的
卫星轨道机动过程，了解其轨道变化规律，还是有必要给出相应的分析解．
至于长时间的小推力轨道过渡的有关问题，将视具体的动力学模型而采用
相应的分析．
考虑均匀加速过程，并分两种情况给出均匀喷气过程中轨道的变化规

律：一是径向、横向和轨道面法向均有加速过程，另一种是仅在卫星运动方
向上有加速过程．前者有

Ｓ＝ｃｏｎｓｔ，　Ｔ＝ｃｏｎｓｔ，　Ｗ ＝ｃｏｎｓｔ （８．１４）
而后者只有Ｕ 分量（即切向分量），且

Ｕ ＝ｃｏｎｓｔ， （８．１５）
两种形式的受摄运动方程即第三章给出的（３．７３）和（３．７４）式．（Ｓ，Ｔ，Ｗ）型
的形式如下：
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ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ［ ］），

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

１
ｓｉｎｉＷ

，

ｄω
ｄｔ＝－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ ，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆 ．

（８．１６）

（Ｕ，Ｎ，Ｗ）型的形式为

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Ｕ，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｕ－ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＮ］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

１
ｓｉｎｉＷ

，

ｄω
ｄｔ＝－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２×

［２ｓｉｎｆＵ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）Ｎ］，

ｄＭ
ｄｔ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Ｕ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ） ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（８．１７）

１．喷气加速度（Ｓ，Ｔ，Ｗ）三分量导致的卫星轨道变化

当Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量均为常数时，上述方程（８．１６）的右函数ｆ（σ，ｔ；ε）用

求平均值的方法即可将其分解成ｆＣ，ｆＬ 和ｆＳ 三个部分，显然，ｉ和Ω的右

函数无长期部分，即

（ｆｉ）Ｃ ＝０，　（ｆΩ）Ｃ ＝０．
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因此，这种轨道机动过程中，轨道平面无长期变化．
由于相应的（ｆｉ）Ｌ，（ｆΩ）Ｌ，（ｆω）Ｌ 不为０，有积分降阶问题（除非小推力

摄动比中心天体扁率摄动小得多），不能采用平均根数法，只能采用拟平均
根数法，即解的构造形式应为

σ（ｔ）＝σ＋σＳ（ｔ）， （８．１８）

σ（ｔ）＝σ０＋（δｎ＋σＣ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ（ｔ），

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０
｛ ），

（８．１９）

σ０ ＝σ（ｔ０）－［σＳ（ｔ０）］， （８．２０）

（８．１９）式中的δｎ在第４章中已有说明，即对应平近点角Ｍ 的０阶长期项．
长期项σＣ（ｔ－ｔ０）的变率σＣ 的表达式如下：

ａＣ ＝２ １－ｅ槡 ２（Ｔ／ｎ）， （８．２１）

ｅＣ ＝－３ １－ｅ槡 ２

２ａ ｅ（Ｔ／ｎ）， （８．２２）

ｉＣ ＝０， （８．２３）

ΩＣ ＝０， （８．２４）

ωＣ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ
（Ｓ／ｎ）， （８．２５）

ＭＣ ＝－ ３（ ）ａ
（Ｓ／ｎ）－３ｎ

４ａａＣ（ｔ－ｔ０）． （８．２６）

右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ及ｎ均为珔ａ０，珋ｅ０，ｉ０和珔ｎ０＝槡μ珔ａ（－３／２）
０ ．

长周期变化项ΔσＬ（ｔ）的表达式为

ΔａＬ（ｔ）＝０， （８．２７）

ΔｅＬ（ｔ）＝０， （８．２８）

ΔｉＬ（ｔ）＝－ ３
２ａ １－ｅ槡 ２

ｅｃｏｓ珔ω０（Ｗ／ｎ）（ｔ－ｔ０）， （８．２９）

ΔΩＬ（ｔ）＝－ ３
２ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ｅｓｉｎ珔ω０（Ｗ／ｎ）（ｔ－ｔ０）， （８．３０）

ΔωＬ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩＬ（ｔ）， （８．３１）

ΔＭＬ（ｔ）＝０． （８．３２）
各式右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ和ｎ，其定义同前．
短周期项σＳ（ｔ）如下：

ａＳ ＝ ２
ｎ２ －ＳｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋Ｔ １－ｅ槡 ２ｅｓｉｎ［ ］Ｅ ， （８．３３）
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ｅＳ ＝ １－ｅ槡 ２

ｎ２ ｛ａ －Ｓ １－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋

Ｔ ２－３
２ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ

４ｓｉｎ２［ ］｝Ｅ ， （８．３４）

ｉＳ ＝ Ｗ
ｎ２ａ １－ｅ槡 ２

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ｃｏｓω｛ ＋

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２［ ］Ｅ ｓｉｎ ｝ω ， （８．３５）

ΩＳ ＝ Ｗ
ｎ２ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ｓｉｎ｛ ω－

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２［ ］Ｅ ｃｏｓ ｝ω ， （８．３６）

ωＳ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）－ １
ｎ２ａｅ

｛Ｓ（１－ｅ２）３／２ｓｉｎＥ＋

Ｔ［（２－ｅ２）ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２Ｅ］｝， （８．３７）

ＭＳ（ｔ）＝ １
ｎ２ ｛ａｅＳ １＋３ｅ２－３

２ｅ（ ）４ ｓｉｎＥ－５
４ｅ

３ｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｔ １－ｅ槡 ２ ２（１＋ｅ２）ｃｏｓＥ－ｅ
４

（１＋３ｅ２）ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ．

（８．３８）
各式右端出现的根数σ均为拟平均根数σ，Ｅ是偏近点角．

２．喷气加速度Ｕ 分量导致的卫星轨道变化

对于这一加速分量，σ
　．
的右函数中出现（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）±１／２的因子，求

解时就会涉及相应的级数展开问题，无法构造对ｅ封闭形式的摄动解，既然
如此，就将右函数展成平近点角Ｍ 的三角级数，取到ｅ２ 项的结果如下：

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎＵ １－１
４ｅ（ ）２ ＋ｅｃｏｓＭ＋３

４ｅ
２ｃｏｓ２［ ］Ｍ ， （８．３９）

ｄｅ
ｄｔ＝ ２

ｎａＵ －１
２ｅ＋（１－ｅ２）ｃｏｓＭ＋ｅ

２ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

２ｃｏｓ３［ ］Ｍ ，（８．４０）

ｄｉ
ｄｔ＝０， （８．４１）

ｄΩ
ｄｔ ＝０， （８．４２）

ｄω
ｄｔ＝ ２

ｎａｅＵ
１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＭ＋ｅ

２ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

２ｓｉｎ３［ ］Ｍ ， （８．４３）
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ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－ ２

ｎａｅＵ
ｓｉｎＭ＋ｅ

２ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

２ｓｉｎ３［ ］Ｍ ． （８．４４）

不难看出，与Ｓ，Ｔ分量的影响有所不同，相应摄动运动方程σ
　．
＝ｆ（σ，ｔ；ε）的

右函数对六个根数都只包含ｆＣ 和ｆＳ 两部分，ｆＬ＝０．可用完整的平均根数
法构造摄动分析解的长期项和短周期项．
长期项σＣ（ｔ－ｔ０）的变率为

ａＣ ＝２１－１
４ｅ（ ）２ （Ｕ／ｎ）， （８．４５）

ｅＣ ＝－ｅ
ａ

（Ｕ／ｎ）， （８．４６）

ｉＣ ＝０， （８．４７）

ΩＣ ＝０， （８．４８）

ωＣ ＝０， （８．４９）

ＭＣ ＝－ ３
２ａ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ（ｔ－ｔ０）． （８．５０）

短周期项σＳ（ｔ）为

ａＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ ｅｓｉｎＭ＋３

８ｅ
２ｓｉｎ２［ ］Ｍ Ｕ， （８．５１）

ｅＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ａ

（１－ｅ２）ｓｉｎＭ＋ｅ
４ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

６ｓｉｎ３［ ］Ｍ Ｕ， （８．５２）

ｉＳ（ｔ）＝０， （８．５３）

ΩＳ（ｔ）＝０， （８．５４）

ωＳ（ｔ）＝－ ２
ｎ２ａｅ

１－ｅ２（ ）２ ｃｏｓＭ＋ｅ
４ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

６ｃｏｓ３［ ］Ｍ Ｕ，（８．５５）

ＭＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ａｅ

ｃｏｓＭ＋ｅ
４ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

６ｃｏｓ３［ ］Ｍ Ｕ＋

３
２（ ）ａ

２
ｎ２ ｅｃｏｓＭ＋３

１６ｅ
２ｃｏｓ２［ ］Ｍ Ｕ． （８．５６）

上述各式右端出现的ａ，ｅ及ｎ均为平均根数珔ａ０，珋ｅ０ 和珔ｎ０＝槡μ珔ａ －（ ）３
２ ．

这里必须说明一点，对于大偏心率情况（如接近或超过Ｌａｐｌａｃｅ极限值

０．６６２７），上述展成Ｍ 的三角级数的方法不再适用，但正如本节开始所提到
的，这里主要针对持续时间不太长的卫星轨道机动中的小推力变轨过程，或
变轨量不大的轨道过渡问题，所涉及到的初始轨道和目标轨道的偏心率都
不大．而对于深空探测中涉及大偏心率的轨道过渡的全过程，已不是受摄二
体问题，当然不会再采用上述处理方法．不过，即使偏心率较大，不宜采用展
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成Ｍ 的三角级数的方法，可改为直接对ｆ或Ｅ 的积分方法，只是将方程
（８．１７）中的（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）±１／２等项按二项式展开即可，同样可构造摄动
分析解．保留到Ｏ（ｅ２）的长期项变率和短周期项公式如下：

ａＣ ＝ ２
ｎ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ， （８．５７）

ｅＣ ＝－ １
ｎａｅＵ

， （８．５８）

ＭＣ ＝－ ３
２ａ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ（ｔ－ｔ０）， （８．５９）

ａＳ ＝ ２
ｎ

（ｅｓｉｎＥ）Ｕ， （８．６０）

ｅＳ ＝－ １
ｎ２ａ

２ｓｉｎＥ＋ｅ
２ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｕ， （８．６１）

λＣ ＝ ４
ｎ２ａ

（ｅｃｏｓＥ）Ｕ， （８．６２）

这里λ＝Ｍ＋ω．从结果可看出，保留到Ｏ（ｅ２）项，解的具体形式与前面的结
果仍旧是类似的．
由上述分析解，可以了解小推力变轨的一些重要特征，对于不同的变轨

要求，可采用相应的变轨方式（即Ｓ，Ｔ，Ｗ 或Ｕ，Ｎ，Ｗ 的选择）和变轨时机
（即轨道状态，它由轨道根数来反映）．

§８．３　轨道过渡中的光压加速机制

除短时间过程的小推力轨道机动技术外，长时间的小推力轨道过渡技
术也已实现，而无论是大推力过渡还是小推力过渡，还可以借助其他力因素
加速，其中光压就是一个很好的力源．关于光压作用，对于太阳系自然天体
的运动几乎无影响，但对于航天器的运动而言就完全不同了，其原因之一是
光压作用的性质不同于引力，它与承受客体的有效面质比有关，这在前面第

５章§５．３中讨论人造地球卫星的运动时有过介绍，对于一个典型大小的卫
星而言，其面质比是地球面质比的１０８ 倍，光压作用大，但这一原因远不足
以说明问题，因光压是一个有心斥力，通常是不会对卫星型或行星型的探测
器运动起到加速或减速作用的，之所以对卫星运动有显著影响还有另一个
重要原因，即地影间断，这将导致光压作用区别于一般的中心力（如引力）作
用，它会使卫星轨道半长径和偏心率出现周期长、变幅大的长周期变化，在
一定的长时间间隔内，卫星会得到加速作用．尽管深空探测器在向目标轨道
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过渡中不会遇到地影作用，但可利用航天器太阳能帆板的特殊定向，使其在
过渡轨道上得到光压力的加速，这就可以使光压力作为轨道过渡（特别是小
推力过渡）中的一种辅助能源．如果帆的面积足够大，甚至可以使航天器像
一个太空帆，在无其他动力的情况下向目标轨道过渡，这就是一种光压加速
机制．

１．动力模型与加速机制

以月球探测器的发射为例，在地—月—探测器限制性三体问题基础上
进一步考虑太阳引力和太阳光压的摄动影响，即处理成一个受摄的限制性
三体问题．可不必拘泥于限制性三体问题的坐标系取法［１］，采用地心坐标系

Ｏ ｘｙｚ较为方便，基本平面（ｘｙ坐标面）就取月球绕地球运动的轨道面，在
此假定日、月运动可采用平均轨道（甚至不变椭圆）来体现，这不影响实质问
题，于是相应的作为小天体的月球探测器相对地球的运动方程可写成下列
形式：

ｒ


＝Ｆ０＋Ｆε， （８．６３）

Ｆ０ ＝－ＧＭ ｒ
ｒ３， （８．６４）

Ｆε ＝Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ３． （８．６５）
即形式上写成受摄二体问题，Ｆ０ 是地球的中心引力加速度，Ｆε 是月球引

力、太阳引力和太阳光压摄动加速度．当探测器飞近月球时，其运动性质会
发生变化，但这并不影响上述动力模型数学表达的正确性．摄动加速度的具
体形式如下：

Ｆ１ ＝－ＧＭ１
Δ１

Δ３
１
＋ｒ１

ｒ（ ）３
１

， （８．６６）

Ｆ２ ＝－ＧＭ２
Δ２

Δ３
２
＋ｒ２

ｒ（ ）３
２

． （８．６７）

上述各式中的Ｍ，Ｍ１ 和Ｍ２ 分别为地球、月球和太阳的质量，ｒ，ｒ１ 和ｒ２ 各

为探测器、月球和太阳的地心位置矢量，相应地有

Δ１ ＝ｒ－ｒ１

Δ２ ＝ｒ－ｒ｛
２
． （８．６８）

关于光压摄动加速度Ｆ３，其具体表达形式与探测器（包括探测器的帆板）的
姿态有关，这里不作细节性的讨论，而是以一有效面质比Ｓ／ｍ代替，ｍ是探
测器的质量，Ｓ是相应的有效截面积（主要取决于较大帆板本身的面积）．如
果该有效截面对应的法线指向太阳方向，则有

２４２ 航天动力学引论　



Ｆ３ ＝ κＳ
ｍρ（ ）Ｓ

Δ２
Ｓ

Δ（ ）２
２

Δ２

Δ２
， （８．６９）

这一表达式在第５章§５．３中出现过，见（５．１０７）式，其中κ＝１＋η，η是探
测器表面材料的反射系数，ρＳ是Δ２＝ΔＳ 处的光压强，而当ΔＳ＝１ＡＵ（天文
单位）时，ρＳ＝４．５６０５×１０－６ｋｇ／ｍｓ２．当无地影时，这种指向导致的光压力是
一连续的中心斥力，仍为保守力，对探测器绕地球运行（在飞抵月球之前）的
轨道只有短周期摄动影响，光压不会起加速作用．而当帆板的法线为太阳到
探测器的方向（Δ２／Δ２）与探测器运动方向（ｖ／ｖ）夹角的平分线时，探测器在
太空运行的过程中，就会得到光压的加速［２，３］．这与海洋中行驶的帆船能得
到风力的加速有类似的力学机制，帆板的特殊定向会使光压合力在探测器
整个运行过程中不会形成一种“阻力”．此时公式（８．６９）变为下列形式：

Ｆ３ ＝ Ｓ
ｍρ（ ）Ｓ

Δ２
Ｓ

Δ（ ）２
２
ｃｏｓΨ Δ２

Δ２
＋η

ｖ（ ）ｖ
， （８．７０）

其中

Ψ ＝ Ψ／２， （８．７１）

ｃｏｓΨ＝ Δ２

Δ（ ）２
· ｖ（ ）ｖ ． （８．７２）

Ψ＜９０°，有ｃｏｓΨ＝ １
２＋１

２ｃｏｓ（ ）Ψ
１／２

＞０．

２．数值验证结果与分析

为了证实上述动力模型和帆板有特殊定向的光压加速作用，分别对下
面４种模型作了计算，即

（１）受摄椭圆限制性三体问题，即只考虑太阳引力摄动，月球与太阳的
轨道均取为椭圆，代替真实轨道，这对所讨论的问题无实质性影响．

（２）在（１）的基础上再加入光压，但帆板对太阳定向，即其法线方向一
直指向太阳．

（３）将帆板的法线取为上述角平分线方向．
（４）在探测器绕地球运行过程中向着太阳飞行的那“半圈”，干脆使帆

板法线垂直太阳方向（即这半圈光压为零）．
初始条件是这样选取的，探测器在近地停泊轨道已经过一次脉冲式变

轨，耗费不大的能量，使其变为近地点高度为１０００ｋｍ，远地点地心距为地
月平均距离的一半的大椭圆轨道，ｅ＝０．９２６１２７．在此假定下，探测器的初始
绕地球运动周期为３ｄ．６３５７０６５５２，近地点速度ｖｐ＝１０．２００９ｋｍ／ｓ，相应的

Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ的值为
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Ｃ＝４．２２９３８５７３１１＞Ｃ１．
根据第７章§７．３中给出的结论，在这样的条件下，如果不借助于光压加
速，探测器是不可能飞抵月球的．对于第（１）中情况，探测器始终保持在地球
周围，至少在相当长的间隔内是如此；在第（２）中情况中尽管考虑了光压，但
由于帆板的定向，不可能起加速作用，探测器轨道长轴有长周期转动，这是
光压的作用，但半长轴的大小亦无明显变化．只有在（３）和（４）两种情况下，
光压明显起着加速作用，探测器的轨道半长径不断地增大，经６０多天就飞
抵月球附近．
计算中，为了表明光压的明显作用，在上述（２）～（４）种情况中，帆板的

截面积Ｓ
ｍ
取得较大，有

Ｓ
ｍ ＝ （１２０×１２０）ｍ２／５００ｋｇ．

具体探月飞行中未必采用这么大的帆板，但这不影响对光压加速机制的
探讨．
关于（３）和（４）两种情况，探测器轨道半长径的变化并无明显差别，但两

种情况相比，显然前者优于后者，其原因如下：
（１）对于第（４）种情况，当探测器向着太阳飞行的半圈中，无光压作用，

而第（３）种情况，在这半圈中光压不仅无阻力方向的分量，而且仍有较小的
“加速”作用．

（２）更重要的是，从姿态控制角度来看，第（４）种情况为了使光压不起
阻力作用，在探测器每向着太阳飞行的半圈中需将帆板的指向作“间断”性
的调节，而第（３）种情况在探测器整个飞行过程中保持“一种”状态的控制，
即根据两个确定方向（太阳方向和探测器运动方向）所决定的指向加以控
制，这和第（２）种情况帆板单一地对太阳定向的的控制并无多大差别，显然
比第（４）种情况控制简单．因此在探测器运行的全过程中采用第（３）种情况
加速较有利．
根据上述加速机制的分析和数值验证的结果表明，只要将探测器上太

阳帆板的法线方向取上述特殊方向，那么太阳辐射作用既可作为一种能源，
又可起到动力加速作用．从使用角度来看，帆板的截面积可减小些，它不会
改变加速机制，可成为发射某种月球探测器轨道的一种节能途径．

§８．４　轨道过渡中引力加速的一种节能机制

轨道过渡中可以借助于第三体的引力加速，使探测器在节能条件下到

４４２ 航天动力学引论　



达目标天体，在此过渡中探测器与第三体必须有特殊的相对位置，这是不难
理解的，这里将不予讨论．下面将针对月球探测（也称为亚深空探测）和行星
际探测，分别阐述轨道过渡中的另一种特殊形式，即如何借助于共线平动点

Ｌ１ 和Ｌ２ 附近的“狭窄走廊”飞向目标天体的节能机制．

１．地月系中的过渡问题

从低地球轨道（ＬＥＯ）或地球同步转移轨道（ＧＴＯ）上经变轨向目标天
体（月球）过渡可采用脉冲式的大推力过渡，所需能量较大，相应的Ｊａｃｏｂｉ
常数Ｃ较小，往往比Ｃ１ 值小得多，相应的原分别包围地球和月球的零速度
面已连通，且共线平动点Ｌ１ 附近的“走廊”大大敞开，见第７章图７．７．如果
采用低能量的奔月方式，只要相应的过渡轨道初始速度使相应的Ｊａｃｏｂｉ常
数Ｃ≤Ｃ１（接近或稍小于），此时上述两个零速度面相接或从平动点Ｌ１ 处稍

稍打开了一个“狭窄走廊”，探测器有可能越过这一通道后奔月．但要注意，

Ｌ１ 处有一个狭窄通道只是探测器可以越过该通道后奔月的一个必要条件，
而不是充分条件，还要看转移轨道的起始状态．可以做这样的数值试验，即
把探测器“放”到联结Ｌ１ 点的内稳定流形上等待系统的演化，结果探测器不
能“返回”到达地球附近，即对转移轨道的初始状态有要求．也就是说，从Ｌ１

点沿内稳定流形的反向积分，结果经几个月球绕地运动周期的间隔后探测
器仍不能“返回”地球附近，离地球的距离约为０．３５个地月距离（这是一个
算例）．根据这一状态，若转移轨道要在地球附近起航，则按上述最小能量不
足以将探测器推向月球，需要加大初速，让Ｌ１ 点附近的“走廊”开得大一些．
更好的选择是增加一次机动，其条件可由上述反向积分获得，在离地球０．３５
个地月距离处加一次机动（反向），使其接近地球，找出适当的起始转移轨
道．曾有人采用这种转移方式进行过仿真计算［４］，结果比大推力过渡（例如

Ｈｏｈｍａｎｎ转移轨道）方式明显节能，但转移时间较长．至于如何选择转移方
式，是否要采用借力加速的节能方式，对转移时间的长短又如何选择等，这
要看具体的航天任务而定，在众多约束（包括节能）前提下选优．

２．行星际过渡问题

同样可借助于共线平动点附近的通道，采取节能式的过渡．如果说上述
奔月是利用内Ｌａｇｒａｎｇｅ点Ｌ１，那么行星际转移将是利用外Ｌａｇｒａｎｇｅ点

Ｌ２，此时初始状态对应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ满足条件Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２，对应第七章
图７．８．例如从地球到火星的过渡，出发的转移轨道是通过日—地系对应的

Ｌ２ 点的不稳定流形，到达火星附近的转移轨道是通过日—火星对应的Ｌ２

５４２　第８章　轨道机动与轨道过渡



点的稳定流形，见图８．２和图８．３．

图８．２　出发的转移轨道示意图
　
图８．３　到达的转移轨道示意图

上述两类探测背景下的节能式轨道过渡，都是利用共线平动点Ｌ１ 和

Ｌ２ 的动力学特征获得的．尽管这是在限制性三体问题（更确切地说是圆型
限制性三体问题）前提下得出的结论，但它毕竟是一种动力学机制的反映，
对于实际问题，上述结果可以作为低能过渡轨道（转移轨道）设计的一种初
选，这显然是有意义的．
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第９章　月球卫星运动的轨道力学

要达到对太阳系中各种天体探测的目的，必然要近距离接近目标天体，
更有效的手段是在探测器接近目标天体后，再次机动变轨使其转化为环绕
目标天体的轨道器，此即目标天体的人造卫星．尽管这种卫星的运动与人造
地球卫星的运动属于同一类，其动力学模型都是对应一个受摄二体问题，但
由于各目标天体之间的各种差异，不能完全照搬研究人造地球卫星运动的
方法和结果．深空探测的首选目标———月球，就是另一种典型，它是太阳系
中的一个慢自转天体（自转周期与绕地球运行的公转周期相同），其引力位
与地球引力位有明显差异，而中心天体非球形引力又是绕其运行的卫星轨
道变化的主要摄动源，因此，本书选择月球卫星的运动作为深空探测器轨道
力学的一个重要内容很有必要，它可以使读者对卫星型探测器的运动及其
轨道变化特征有更广泛的了解．

§９．１　月球非球形引力位的主要特征

在第４章§４．２中已对太阳系天体非球形引力位作过介绍，其一般表
达式即（４．６３）式：

Ｖ ＝ＧＭ
Ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）Ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］），（９．１）

在这里，（９．１）式中的ＧＭ 是月心引力常数，ａｅ是月球参考椭球体赤道半径，

Ｒ，λＧ，φ是月固坐标系中的球坐标分量，即月心距、经度和纬度．同样非归一
化的缔合勒让德球函数Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）和相应的谐系数Ｃｌｍ，Ｓｌｍ与归一化的

珚Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）和珚Ｃｌｍ，珚Ｓｌｍ有如下关系

珚Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ，
珚Ｃｌｍ＝ＣｌｍＮｌｍ，珚Ｓｌｍ＝ＳｌｍＮｌｍ
｛ ，

（９．２）



Ｎｌｍ＝ １
（１＋δ）

（ｌ＋ｍ）！
（２ｌ＋１）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２
，

δ＝
０，　ｍ＝０，

１，　ｍ≠０｛烅

烄

烆 ．

（９．３）

为了进一步了解月球引力位的特征，本书附录三中列出了地球和月球
引力场模型的部分球谐项系数，其中美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ和ＬＰ１６５两种模
型是目前公认较好的月球引力场模型．尽管对月球的探测还仍未达到对地
球探测的程度，由于各种原因，月球引力场模型的精度还不够理想，但还是
可从这两种引力场模型得到一些重要的信息．从引力场模型球谐系数值可
以看出，除月球由于自转较慢，动力学扁率Ｊ２＝－Ｃ２，０较小（１０－４）外，对轨道

偏心率影响较大的奇次带谐项系数Ｃ２ｌ－１，０（ｌ≥２）与Ｃ２，０之比｜Ｃ２ｌ－１，０／Ｃ２，０｜的量
级接近（１０－１），而地球引力场相应系数之比的量级只有１０－３，这将导致环月
运行探测器的轨道（特别是偏心率ｅ）出现振幅较大的长周期变化，从而导
致一些人造地球卫星不会出现的现象．
月球自转慢，除动力学扁率系数Ｃ２，０的值与其他球谐系数的值不像地

球中相差那么大（几乎是１０３倍）以外，还将使非球形引力位中田谐项对月
球卫星轨道的影响也明显地不同于地球对其卫星轨道的影响．所有这些，都
将在后面§９．４和§９．５中进行详尽的介绍．

§９．２　月球物理天平动简介与参考系问题

月球天平动可以分为两类，即视天平动和物理天平动．视天平动是由于
运动的原因而使地球上的观测者看到的不仅是月球对着地球的“半面”，而
是超过“半面”，这仅是视觉效果而没有力学效应；而物理天平动是月球也象
陀螺一样在空间呈现真实的摆动（即赤道面的摆动），它导致了月球引力场
在空间的变化，从而影响月球卫星的轨道运动．

１．物理天平动的两种表达形式

根据月球自转理论，给出了天平动三个参数（σ，ρ，τ）的分析表达
式［１～５］，但类似于地球章动理论给出的章动序列，（σ，ρ，τ）的分析表达式亦
包含几百项．因此，对月球物理天平动的分析解和数值解均有必要作一介
绍．但在某些问题中，可以采用简化的分析表达式．关于物理天平动的分析
解有多种形式，也在不断的改进．作为一例，下面列出 Ｈａｙｎ结果中（σ，ρ，τ）
的主要项（前三项）［２］：
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τ＝０°．０１６３８８８ｓｉｎｌｓ－０°．００３３３３ｓｉｎｌｍ＋０°．００５ｓｉｎ２ωｍ，

ρ＝－０°．０２９７２２２ｃｏｓｌｍ＋０°．０１０２７７７ｃｏｓ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｃｏｓ（２ｌｍ＋２ωｍ），

ｓｉｎＩσ≈Ｉσ＝－０°．０３０２７７７ｓｉｎｌｍ＋０°．０１０２７７７ｓｉｎ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｓｉｎ（２ｌｍ＋２ωｍ）

烅

烄

烆 ．

（９．４）

该式中ｌｓ和ｌｍ分别为太阳和月球的平近点角，ωｍ 是月球近地点幅角．至于
三个天平动参数（σ，ρ，τ）的几何意义，将在下面介绍参考系时具体表明．
物理天平动的另一种表达为数值形式，ＪＰＬ的ＤＥ４０５数值列表中就直

接给出了表达天平动的三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）每天的具体数值．这三个欧拉
角与分析表达形式中的三个参数有不同的几何意义，它们将在建立不同的
赤道坐标系中分别有相应的应用．

２．月心赤道坐标系和月固坐标系

与研究人造地球卫星的运动类似，由于有物理天平动现象，研究月球卫
星的运动，同样也涉及到历元（取Ｊ２０００．０）月心平赤道坐标系和真赤道坐
标系以及月固坐标系．
对于月球平赤道，根据Ｃａｓｓｉｎｉ定律，月球轨道，黄道与月球平赤道交于

一点Ｎ，见图９．１．有

ψ＝Ωｍ，

Ｉ＝Ｉｍ，

φ＝θｍ＋π＝Ｌｍ－Ωｍ＋π
烅
烄

烆 ，
（９．５）

其中Ωｍ，Ｉｍ，Ｌｍ 表示月球轨道的平根数，分别为月球轨道升交点平黄经，平
倾角和月球平黄经．

图９．１　月球轨道、黄道与月球平赤道之间的几何关系

对于月球真赤道，它与平赤道的关系见图９．２，有
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ψ′＝Ωｍ＋σ，

Ｉ′＝Ｉｍ＋ρ，

φ′＝θｍ＋π＋（τ－σ
烅
烄

烆 ），
（９．６）

图９．２　月球真赤道与月球平赤道之间的关系

这里以三个天平动参数（σ，ρ，τ）表明了平赤道与真赤道之间的几何关系．图

９．２中，通过真赤道也描述了月固坐标系，Ｏξ′方向即过月面上ＳｉｎｕｓＭｅｄｉｉ
的子午线的方向（亦即月球指向地球的那一惯性主轴方向）．

ＤＥ４０５数值历表中直接给出的另三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）表明了月心地
球平赤道坐标系与月固坐标系之间的关系，见图９．３．

图９．３　月心地球平赤道坐标系与月固坐标系的关系

图中Ｏ ｘｅｙｅｚｅ即月心地球平赤道坐标系，ξ′是月固坐标系的Ｘ 轴指向，三
个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）在图中已表明清楚，不必再加注明，ε是黄赤交角．
两种物理天平动参数的表达形式（σ，ρ，τ）和（Ω′，ｉｓ，Λ），分别用两种方

式描述了月球真赤道面的摆动，同时也分别定义了不同的月心坐标系，即月
固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′，月心地球平赤道坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ（以下称月心天球坐
标系）和月心月球平赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ（以下称月心赤道坐标系）．它们之
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间的转换关系在研究月球卫星的运动和表达月球卫星在月面上的星下点位

置时必然要涉及到．
若记月心天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ中的卫星位置矢量为ｒｅ，它与月固坐标

系中卫星相应的位置矢量Ｒ之间的关系如下：

Ｒ＝（Ｍ１）ｒｅ＝（Ｍ２）ｒｅ， （９．７）
这里两个转换矩阵Ｍ１ 和Ｍ２ 各由上述两种物理天平动参数的表达形式给

出．根据图９．３表明的几何关系不难给出转换矩阵（Ｍ１）和（Ｍ２）的表达式
如下：

（Ｍ１）＝Ｒｚ（Λ）Ｒｘ（ｉｓ）Ｒｚ（Ω′）， （９．８）
（Ｍ２）＝Ｒｚ（φ′－π）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（ψ′－π）Ｒｘ（ε）

＝Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（－Ｉ′）Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（ε）． （９．９）
（９．９）式第一行是按图９．３给出的，而第二行是按图９．２给出的，两者实为
同一转换关系．上述两种转换关系之间的差别取决于（σ，ρ，τ）的取项多少，
若取前面（９．４）式给出一例的前三项，分别计算２００３年１１月１日０时和

２００４年６月１５日０时月球表面“上空”一点的空间坐标转换到月固坐标系
中的位置，两种转换结果之差为公里级，相应的转换矩阵元素的最大差别达
到７．６×１０－４．如果采用Ｅｃｋｈａｒｄｔ等人结果中（σ，ρ，τ）的前四项［３～５］（量级
与 Ｈａｙｎ结果中的前三项相当），亦同样有上述差别．
根据上述比较可知，直接采用物理天平动分析解的简化表达式，在某些

问题中是不能满足精度要求的．但同时告诉我们，仅取σ，ρ，τ主项的简化表
达式与ＤＥ４０５数值历表的差别小于１０－３，这种差别在考虑物理天平动对月
球卫星轨道的影响时，在一定精度要求的前提下，则无妨．定轨或预报中涉
及轨道外推弧段为１０２ 时（对低轨卫星为１～２天的间隔），要保证１０米级
甚至米级精度是可以达到的．
鉴于上述比较的结果，加上要建立月球卫星轨道理论，了解轨道变化的

规律，或直接反映月球卫星相对月心坐标系的几何状况，又必须采用月心赤
道坐标系，而不是月心地球赤道坐标系，那么就要由（σ，ρ，τ）来建立月心赤
道坐标系Ｏ ｘｙｚ（对应所选取的历元，如目前惯用的Ｊ２０００．０）与月固坐标
系Ｏ ξ′η′ζ′之间的关系．而若要通过历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ与月心
天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ之间的转换关系（即利用高精度的Ω′，ｉｓ，Λ值）来计
算月球卫星在月固坐标系中的精确位置Ｒ也很简单，有

Ｒ＝（Ｍ１）ｒｅ，　ｒｅ＝（Ｎ）Ｔｒ，
（Ｎ）＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（Ωｍ）Ｒｘ（ε｛ ），

（９．１０）

ｒ是通过定轨或预报给出的月心赤道坐标系中的月球卫星位置矢量．这里
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变换矩阵（Ｎ）并不涉及到物理天平动的表达形式，转换的精度只取决于月
球卫星定轨或预报的精度．

§９．３　月球卫星运动的受力分析

研究月球卫星（特别是低轨卫星）的空间运动与研究人造地球卫星的运
动一样，显然采用历元（Ｊ２０００．０）月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ为宜，考虑月球
非球形引力摄动时，将涉及到月固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′．这两种坐标系之间的
几何关系在前面的图９．２中已清楚地表明．若记两种坐标系中卫星位置矢
量分别为ｒ和Ｒ，则有

ｒ＝（Ａ）Ｒ，　Ｒ＝（Ａ）Ｔｒ． （９．１１）
其中（Ａ）为两种坐标系之间的转换矩阵，不难给出

　（Ａ）＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（－φ′） （９．１２）

＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉｍ＋ρ）Ｒｚ（－（φ＋τ－σ）），

φ＝Ｌｍ－Ωｍ＋π， （９．１３）

Ｉｍ＝１°３２′３２″．７． （９．１４）

Ｌｍ 和Ω的含义前面已有说明．
在历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ中，月球卫星的运动方程如下：

ｒ＝Ｆ０（ｒ）＋Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）， （９．１５）

其中Ｆ０ 和Ｆε分别为月球中心引力加速度（对应无摄运动）和各种摄动加速
度，有

Ｆ０＝－ＧＭ
ｒ３ｒ， （９．１６）

Ｆε＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｆｊ（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε）． （９．１７）

为了便于问题的分析和计算上的某种需要，同样采用类似研究人造地
球卫星运动时所采用的标准计算单位，即长度、质量和时间单位分别为

［Ｌ］＝ａｅ＝１７３８．０ｋｍ，
［Ｍ］＝Ｍ，　　Ｍ 是月球质量，对应月心引力常数μ＝ＧＭ，
［Ｔ］＝（ａ３

ｅ／ＧＭ）１／２≈１７ｍ．２４６５
烅
烄

烆 …，
（９．１８）

在此标准单位系统中，μ＝ＧＭ＝１，Ｇ＝１，［Ｌ］，［Ｍ］和［Ｔ］的准确值取决于
所采用的月球引力场模型．
在上述坐标系和标准单位系统中，各种物理量归结为无量纲形式．在历

元月心赤道坐标系中，相应的Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）涉及下列１０种摄动源：

２５２ 航天动力学引论　



月球非球形引力摄动（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）　　Ｆ１（Ｊｌ，Ｊｌｍ），
地球引力摄动（ｍ′１）　Ｆ２（ｍ′１），
太阳引力摄动（ｍ′２）　Ｆ３（ｍ′２），
月球固体潮摄动（κ２Ｊ２）　Ｆ４（κ２Ｊ２），
月球物理天平动（σ，ρ，τ）　Ｆ５（σ，ρ，τ），
太阳光压摄动Ｆ６（ρｓ），
月球扁率间接摄动Ｆ７（ｍ′１Ｊ２），
地球扁率摄动Ｆ８（Ｊ′２ｍ′１），
大行星（金星，木星）引力摄动Ｆ９（ｍ′３），
月球引力后牛顿效应Ｆ１０（ｖ２／ｃ２）．

对于低轨月球卫星（ｈ＝１００～３００ｋｍ），上述各摄动源对应的摄动量级εｊ（ｊ
＝１，…，１０）分别为

ε１（Ｊ２）＝Ｏ（１０－４），ε１（Ｊ２，２）＝Ｏ（１０－５），ε１（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥３）＝Ｏ（１０－６－
１０－５），

ε２＝Ｏ（１０－５），

ε３＝Ｏ（１０－７），

ε４＝Ｏ（１０－７），

ε５＝Ｏ（１０－７），

ε６＝Ｏ（１０－９），对应一般面质比（Ｓ／Ｍ）＝１０８ 的卫星，

ε７＝Ｏ（１０－１１），

ε８＝Ｏ（１０－１２），

ε９＝Ｏ（１０－１２），

ε１０＝Ｏ（１０－１１）．
根据以上对各项摄动源的量级分析可知，一般情况下只需考虑前面５

种摄动源，即月球非球形引力摄动，地球和太阳引力摄动，月球固体潮摄动
和月球物理天平动的影响．而最主要的是月球非球形引力摄动和地球引力
摄动．

§９．４　月球卫星轨道变化的主要特征

研究月球卫星轨道的变化规律是月球卫星轨道力学的核心内容，而
只有构造月球卫星轨道变化的分析解才能给出其变化规律．但由于月球
卫星的受力状况（尤其是月球非球形引力位的影响）不同于地球卫星，故
必须针对月球卫星的受力特点构造相应的摄动分析解．文［６～９］先后给
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出相应的分析解，但正由于月球卫星的受力状况不同于地球卫星，文
［６～８］给出的是半分析解，而文［９］也只能采用拟平均根数法［１０，１１］给出

相应的分析解．
由于月球非球形引力位中的动力学扁率项（Ｊ２）与其他球谐项（Ｃｌｍ，

Ｓｌｍ）以及地球引力摄动项相差不大，将导致长周期项中出现降阶问题，这种

小分母的出现，不能采用完整的平均根数法按ε＝Ｏ（Ｊ２）来构造相应的小参

数幂级数解，而只能采用人为的小参数ε＝１０－２，按拟平均根数法来构造相
应的幂级数解，这正是文［９］所做的工作．
真正导致月球卫星轨道变化（包括解的表达式）不同于地球卫星的主要

摄动源是月球非球形引力摄动以及与其有差别的月球物理天平动引起的坐

标系附加摄动．本节将针对这一人们关心的焦点，给出月球卫星轨道的相应
变化特征，为有关研究工作和环月探测器的轨道设计等提供必要的轨道
信息．

１．月球非球形引力摄动解

根据上一节对月球卫星运动受力分析可知，在小参数ε确定为１０－２的

前提下，若以σ表示六个Ｋｅｐｌｅｒ根数（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ），运动方程可以写成
下列形式：

σ
．

＝ｆ０（ａ）＋ｆ２（Ｊ２）＋ｆ３（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ），

ｆ２＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ，

ｆ３＝ｆ３Ｃ＋ｆ３Ｌ＋ｆ３Ｓ

烅
烄

烆 ，
（９．１９）

右函数ｆ２ 和ｆ３ 由（９．１）式给出的非球形引力位部分ΔＶ＝Ｖ－ ＧＭ（ ）Ｒ
构成，

其中Ｊ２＝－Ｃ２，０，物理天平动引起的坐标系附加摄动后面另行讨论．
非球形引力摄动对应的小参数幂级数解有如下形式：

σ（ｔ）＝σ　（ｔ０）＋（δｎ０＋σ２Ｃ＋σ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ
（１）（ｔ）＋σＳ

（２）（ｔ），

ΔσＬ
（１）（ｔ）＝σＬ

（１）（ｔ）－σＬ
（１）（ｔ０），

σ　（ｔ０）＝σ０－σ（２）
Ｓ （ｔ０

烅
烄

烆 ），

（９．２０）

其中Δσ（１）
Ｌ （ｔ）是由除Ｊ２ 项外所有非球形引力位的球谐项（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）摄动导

致的长周期变化项，对应方程（９．１９）右函数中的ｆ３Ｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）部分，积分降
阶后给出．这里只给到三阶长期项及与其相当的一阶长周期变化项和二阶
短周期项，而对于沿迹量平近点角应同时给出ａ的三阶短周期项ａ（３）

Ｓ （ｔ）．所
有这些项与摄动源的关系如下：
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σ２Ｃ＝σ２Ｃ（Ｊ２），

σ３Ｃ＝σ３Ｃ（Ｊｌ，ｌ（２）≥４）｛ ．
（９．２１）

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝ΔσＬ（ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥２）， （９．２２）

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝σ（２）

Ｓ （ｔ；Ｊ２），

ａ（３）
Ｓ （ｔ）＝ａ（３）

Ｓ （ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ，ｌ≥２）烅
烄

烆 ．
（９．２３）

由于σ１Ｃ＝０，故计算σ２Ｃ，σ３Ｃ和 Δσ（１）
Ｌ 时，需要用到的σ　（ｔ）均可用σ０　＝

σ　（ｔ０），于是各根数的具体表达形式如下：

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）

ｅ（ｔ）＝珋ｅ０＋Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（２）

Ｓ （ｔ）

ｉ（ｔ）＝珋ｉ０＋Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（２）

Ｓ （ｔ）

Ω（ｔ）＝珡Ω０＋（Ω２Ｃ＋Ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（２）

Ｓ （ｔ）

ω（ｔ）＝珔ω０＋（ω２Ｃ＋ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋Δω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（２）

Ｓ （ｔ）

Ｍ（ｔ）＝珨Ｍ０＋（珔ｎ０＋Ｍ２Ｃ＋Ｍ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（２）

Ｓ （ｔ

烅

烄

烆 ）

．（９．２４）

其中珔ｎ０＝珔ａ０
－３／２，这里的珔ａ０＝ａ０－［ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（３）
Ｓ （ｔ０）］．

（１）长期项系数σＣ

Ω２Ｃ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （９．２５）

ω２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２６）

Ｍ２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２７）

Ω３Ｃ ＝－ｎｃｏｓｉ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ２（ｉ）Ｋ１（ｅ）， （９．２８）

ω３Ｃ ＝－ｃｏｓｉΩ３Ｃ－ｎ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ）］，

（９．２９）

Ｍ３Ｃ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω３ｃ＋ｃｏｓｉΩ３Ｃ）－　　　　　　　

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［２（ｌ＋１）Ｋ１（ｅ）］． （９．３０）

其中ｐ０＝ａ（１－ｅ２），ａ，ｅ，ｉ均取珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０ 值．Ｆ１（ｉ），…，Ｋ１（ｅ），…的表达式
如下：
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Ｆ１（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ

Ｆ２（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ２ｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ－２

Ｃｌｑ ＝
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
＝

（ｌ＋２ｑ）！

（ｑ！）２ ｌ
２－（ ）ｑ ！ｌ２＋（ ）ｑ

烅

烄

烆 ！

（９．３１）

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０
Ｃｌα（ ）１

２
α

ｅα

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２
Ｃｌαα（ ）１

２
α

ｅα－２

Ｃｌα ＝
ｌ－１（ ）α

α
α／（ ）２ ＝

（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！α
２（ ）！

烅

烄

烆
２

（９．３２）

上述各式中，求和时ｌ（２）≥４，α（２）≥２表示按ｌ＝４，６，…，α＝２，４…取值．
（２）一阶长周期变化项Δσ（１）

Ｌ （ｔ）＝σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）

对于月球非球形引力摄动，长周期项可严格积分给出，由于相应的周期
较长，亦可按长期项处理，即下面给出的表达式（９．３３）～（９．３８）．若要给出

σ（１）
Ｌ （ｔ）的形式，也很简单，只要将表达式（９．３４）～（９．３８）中的Ｉ（ω）ｎ
（ｔ－ｔ０），Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），…改为下述积分：

∫
ｔ

Ｉ（ｗ）ｎｄｔ，∫
ｔ

Φｌｍｐｎｄｔ，…

即可．下面给出的Δσ（１）
Ｌ （ｔ）相当于［ｄσ（１）

Ｌ （ｔ）／ｄｔ］（ｔ－ｔ０），括号内的表达式正
是下一节讨论月球卫星轨道变化所确定的某些特征时要引用的．

Δａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （９．３３）

Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝ （１－ｅ２）∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆ３（ｉ）１
ｅＫ３（ｅ（ ））

Ｉ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）－（１－ｅ２）∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）

Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ３（ｅ（ ））Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３４）

Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）（Ｆ３（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）ｎ（ｔ－

ｔ０）＋∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

［（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ

－ｍ］（Ｆｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３５）
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ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（Ｆ４（ｉ）／ｓｉｎ２ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），

（９．３６）

Δω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩ（１）

ｌ （ｔ）－∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３７）

　ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　

　
Δωｌ

（９．１）（ｔ）＋ｃｏｓｉΔΩ（９．１）
ｌ （ｔ［ ］）－

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐ（ ）０ ∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
２（ｌ＋１）Ｆ３（ｉ）ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
２（ｌ＋ １）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－

ｔ０）． （９．３８）
上述各式中的ｐ０即ａ（１－ｅ２），为了区别求和取值符号ｐ，用了ｐ０这一

符号．同样上述各式中出现的ａ，ｅ，ｉ和Ω，ω均用珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，珡Ω０，珔ω０．Ｆ３（ｉ），…
各表达式如下：

Ｆ３（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｆ４（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（ｌ－２ｐ＋２ｑ）（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

·

Ｃｌｐｇ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

＝
（２ｌ－２ｐ＋２ｑ）！

ｑ！（ｐ－ｑ）！（ｌ－ｐ＋ｑ）！（ｌ－２ｐ＋ｑ）！

烅

烄

烆
，

（９．３９）

δｐ＝
０，　ｌ－２ｐ＝０，

１，　ｌ－２ｐ≠０｛ ，
（９．４０）
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Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα，

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐαα（ ）１

２
α

ｅα－２，

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）烄

烆α

α
１
２

（α－｜ｌ－２ｐ｜

烌

烎）

＝
（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！１
２
（α－｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！１

２
（α＋｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！

烅

烄

烆

，

（９．４１）

Ｉ（ω）＝－（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω，

Ｈ（ω）＝（１－δ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω，

δ＝１
２

［１－（－１）ｌ］
烅

烄

烆
．

（９．４２）

还有倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）及其导数Ｆ′ｌｍｐ（ｉ），在前面第四章中出现过，见（４．
２６２）～（４．２６４）式．
（３）短周期项σ （２）

Ｓ （ｔ）

σ（２）
Ｓ （ｔ）除ａ（２）

Ｓ （ｔ）外，只需给出Ｊ２项，而ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）可由下式给出：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）＝２ａ２ＲＳ（Ｊ２；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ） （９．４３）
其中

ＲＳ（Ｊ２）＝３Ｊ２

２ａ ｛３
１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ ｝ｕ ，

ｕ＝ｆ＋ω

烅

烄

烆 ，

（９．４４）

ＲＳ（Ｊｌ）＝Ｒ（Ｊｌ）－Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，Ｌ， （９．４５）

Ｒ（Ｊｌ）＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ）

ｐ＝０
Ｆ３（ｉ ［）（１－δ）ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋

δ ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ） ］ｕ ， （９．４６）

Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，Ｌ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ｐｌ

０ ∑
（ｌ－δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （９．４７）

ＲＳ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）－Ｒｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）， （９．４８）

Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ａｌ＋１∑

ｌ

ｐ＝０
Ｆｌｍｐ（ｉ）

ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

×
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｛［（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳｌｍ］ｃｏｓ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）＋
［（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣｌｍ］ｓｉｎ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）｝，

（９．４９）

δｍ＝１
２

［１－（－１）ｌ－ｍ］，

ＲＬ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ

０∑
ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ψｌｍｐ，（９．５０）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ａ２
１－ｅ２（ ）ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２｛ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）２

［ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５１）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

８ｐ２ｓｉｎ２［ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］） ＋

３Ｊ２

２４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５２）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－ ［１
２ ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

１２ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５３）

ω（２）
Ｓ ＝３Ｊ２

２ｐ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｛ ＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－ １
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋
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ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω， （９．５４）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋

ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １

４ｅ＋５
１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω． （９．５５）

上述各式中出现的 ａ（ ）ｒ
和真近点角ｆ 等量与根数ｅ，Ｍ 的关系在前面讨论

人造地球卫星的运动时已出现过，即相应的二体问题基本关系式．ｃｏｓ２ｆ是
由下式表达的平均值：

ｃｏｓ２ｆ＝１＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２． （９．５６）

从上述月球非球形引力摄动解的具体形式不难看出动力学扁率Ｊ２ 与

奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）相对大小（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）的重要性，慢自转中心天
体非球形引力位中田谐项对应的摄动解是以长周期项的形式出现，不像地
球卫星那样，田谐项摄动解是以短周期项的形式出现，而又必须通过展成平
近点角Ｍ 的三角级数才能构造相应的短周期项，导致对大偏心率情况不适
用的结果．另外，关于卫星轨道变化的某些重要特征，对于地球卫星往往由

Ｊ２ 与Ｊ３，Ｊ４ 几项即可给出相应的可靠结果，而对于月球卫星而言，由于月
球非球形引力位中Ｊ２ 与Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）和所有田谐项系数（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）相差不大
的原因，若要获得月球卫星轨道变化特征的可靠信息，还得审查众多的非球
形引力项．故前面必须给出相应的Ｊｌ和（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）项摄动解的完整结果，这
才能保证在此基础上对有关问题分析所得结果的有效性．

２．月球物理天平动引起的坐标系附加摄动

月球物理天平动与地球的岁差章动类似，都是引起赤道面在空间的摆
动，导致在月心（或地心）平赤道坐标系中构造相应卫星轨道的摄动分析解
时，均要考虑由于赤道面摆动导致的引力位的变化所带来的坐标系附加摄
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动．但月球物理天平动与地球岁差章动的表达形式与结果不一样，因此不能
照搬地球卫星运动中相应的摄动解部分［１０，１１］．这里给出不同于参考文献
［１０，１１］中采用的方法，而采用与建立月球赤道坐标系与月固坐标系之间的
坐标转换关系相一致的表达形式，见（９．１１）式，构造月心赤道坐标系

Ｏ ｘｙｚ 中的由物理天平动引起的坐标系附加摄动解．
（１）月心赤道坐标系中的附加引力位ΔＶ
尽管物理天平动可以改变非球形引力位中的每一部分，但这里只讨论

Ｃ２，０和Ｃ２，２两项的附加位，一是该两项是最主要的，另一原因是这两项分别
为带谐项和田谐项的代表，仅就对这两项的讨论即可了解物理天平动对卫
星轨道影响的全貌．
由于物理天平动的摄动量级即使对低轨卫星，也只有１０－７，故天平动

参数可引用 简化的分析表达形式，这里就直接采用前面给出的简化公式
（９．４）．为了表达简洁，记

τ＝τ１ｓｉｎｌｓ＋τ２ｓｉｎｌｍ ＋τ３ｓｉｎ２ωｍ，

ρ＝ρ１ｃｏｓｌｍ ＋ρ２ｃｏｓ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋ρ３ｃｏｓ（２ｌｍ ＋２ωｍ），

ｓｉｎＩσ＝σ１ｓｉｎｌｍ ＋σ２ｓｉｎ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋σ３ｓｉｎ（２ｌｍ ＋２ωｍ

烅
烄

烆 ），
（９．５７）

考虑到ρ１－σ１＝２″，（ρ１－σ１）／σ１≈１０－２，在一定精度下为了表达简明，可做
近似处理，即ρｉ＝σｉ（ｉ＝１，２，３），如果不作此近似处理亦不会影响讨论的结

果．（９．５７）式中τ１ 等量的数值如下：

τ１ ＝５９″．０＝２．９×１０－４（ｒａｄ），

τ２ ＝－１２″．０＝－０．５８×１０－４（ｒａｄ），

τ３ ＝１８″．０＝０．８７×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５８）

σ１ ＝－１０９″．０＝－５．１８×１０－４（ｒａｄ），

σ２ ＝３７″．０＝１．８×１０－４（ｒａｄ），

σ３ ＝－１１″．０＝－０．５３×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５９）

σ１１ ＝σ１－σ２ ＝－１４６″．０，

σ１２ ＝σ１＋σ２ ＝－７２″．０｛ ，
（９．６０）

仅保留ρ，σ，τ的一阶量，可给出（９．１２）式中月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｘ 与月
固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′之间的坐标转换矩阵（Ａ）的简化形式如下：

（Ａ）＝

ａ１１　ａ１２　ａ１３

ａ２１　ａ２２　ａ２３

ａ３１　ａ３２　ａ

烄

烆

烌

烎３３

（９．６１）

其中
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ａ１１ ＝ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ），

ａ２１ ＝ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）＋（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｃｏｓ（φ＋Ωｍ），

ａ３１ ＝σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ，

　　

ａ１２ ＝－ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）－（（τ－σ＋σｃｏｓＩ））ｃｏｓ（φ＋Ωｍ），

ａ２２ ＝ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ），

ａ３２ ＝－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ，

　　

ａ１３ ＝－σｓｉｎＩｃｏｓΩｍ －ρｓｉｎΩｍ，

ａ２３ ＝－σｓｉｎＩｓｉｎΩｍ ＋ρｃｏｓΩｍ，

ａ３３ ＝１．
其中天平动参数σ，ρ，τ由（９．５７）式表达．
由于

Ｉ＝１°３２′３２″．７＝１°．５４２４１７＝０．０２６９２０，

ｓｉｎＩ＝０．０２６９，　ｃｏｓＩ＝０．９９９６，

１－ｃｏｓＩ＝０．０００３６２
烅
烄

烆 ，
（９．６２）

还可以作如下简化：

τ－σ（１－ｃｏｓＩ）＝τ＋Ｏ（６×１０－６）， （９．６３）

σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ＝ （σ１－σ２）ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（ｌｍ ＋ωｍ）， （９．６４）

－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ＝ （σ１＋σ２）ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（ｌｍ ＋ωｍ）．
（９．６５）

采用以上简化，转换矩阵（Ａ）变为如下形式：

（Ａ）＝
ａ１１　ａ１２　ａ１３

ａ２１　ａ２２　ａ２３

ａ３１　ａ３２　ａ

烄

烆

烌

烎３３

（９．６６）

其中

　　

ａ１１ ＝－ｃｏｓＬｍ ＋τｓｉｎＬｍ，

ａ２１ ＝－ｓｉｎＬｍ －τｃｏｓＬｍ，

ａ３１ ＝σ１１ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ），

　　

ａ２１ ＝ｓｉｎＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ，

ａ２２ ＝－ｃｏｓＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ，

ａ３２ ＝σ１２ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ），

　　

ａ１３ ＝－σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ），

ａ２３ ＝σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ），

ａ３３ ＝１．

２６２ 航天动力学引论　



由于

Ｃ２，０ ＝２×１０－４，　Ｃ２，２ ＝０．２５×１０－４，
对于外推月球低轨卫星１０２ 弧段的位置精度要求达到米级时，Ｃ２，０的附加位

必须考虑天平动中τ１，τ２，τ３ 和σ１，σ２，σ３的全部，而Ｃ２，２的附加位，只需考虑

τ１ 和σ１１，σ１２部分．略去推导过程，直接给出Ｃ２，０项对应的附加位如下：

Ｖ２（Ｃ２，０）＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］）

＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］｛ ）－
３σ１（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ［ ］）－
３σ２（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ［ ］）－
３σ３（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ［ ］｝） ．

（９．６７）
这里Ｊ２＝－Ｃ２，０，相应的以轨道根数表达的形式为

ΔＶ２＝（３Ｊ２／４ａ３）（ａ／ｒ）３ －ｓｉｎ２ｉ（１－ｃｏｓ２ｕ）｛ ×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－

Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］＋
２ｓｉｎｉ（ｓｉｎ２ｕ）［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋

σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］． （９．６８）
其中ｕ＝ｆ＋ω，用求平均值的方法，可将ΔＶ２ 分解成如下两部分：

ΔＶ２Ｌ ＝ΔＶ２

＝－（３Ｊ２／４ａ３）ｓｉｎ２ｉ（１－ｅ２）－３／２×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋
σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］， （９．６９）

ΔＶ２Ｓ ＝ΔＶ２－ΔＶ２ ＝ （３Ｊ２／４ａ３）｛－ｓｉｎ２ｉ［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－（３／２）－
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋
σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］＋２ｓｉｎｉ（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）＋
σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］｝， （９．７０）

ΔＶ２Ｌ和ΔＶ２Ｓ分别为附加位的长周期和短周期两个部分．
同样给出Ｃ２，２项的附加位如下：

Ｖ（Ｃ２，２）＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３（（ｘ２－ｙ２）／ｒ２）

＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）｛［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｃｏｓ２Ｌｍ ＋
（２ｘｙ）ｓｉｎ２Ｌｍ］－２τ［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｓｉｎ２Ｌｍ －
２（ｘｙ／ｒ２）ｃｏｓ２Ｌｍ］－２σ１（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）］－２σ２（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）］｝． （９．７１）

相应的轨道根数形式为
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ΔＶ２（Ｃ２，２）＝－（３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３｛τ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓ２ｕ＋ｓｉｎ２（１－
ｃｏｓ２ｕ））－ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓｉｓｉｎ２ｕ）］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ ＋
ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］＋
σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ

－ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］｝， （９．７２）

（ΔＶ２，２）Ｌ ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）ｓｉｎｉ（１－ｅ２）－３／２｛τｓｉｎｉ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）］－
σ１ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）］－σ２ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］｝，

（９．７３）
（ΔＶ２，２）Ｓ ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）｛ｓｉｎｉ［τｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ－２Ω）－σ１ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ＋

ωｍ－Ω）－σ２ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－３／２］

＋τ［（２－ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ－
（２ｃｏｓｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］＋

σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －

ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ｝． （９．７４）
（２）天平动引起的坐标系附加摄动解
根据天平动引起的附加摄动位ΔＶ（Ｃ２，０）和ΔＶ（Ｃ２，２）可知，对月球卫星

轨道只有长、短周期影响．在米级精度要求下，只要给出长周期变化项即可，
至于短周期项，只有轨道半长径ａ需要考虑，这是由于沿迹根数Ｍ 的精度
要求所致．
采用与前面相同的拟平均根数法，很容易建立相应的摄动解，相应的长

周期变化项为

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０）， （９．７５）
对于Ｃ２，０的附加部分σＬ（ｔ）的具体形式如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．７６）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．７７）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓ［ｉσ１

α１
ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７８）

ΩＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎ ［ｉ

σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７９）

４６２ 航天动力学引论　



ωＬ（ｔ）＝ （３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ） ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８０）

ＭＬ（ｔ）＝－（９Ｊ２／４ｐ２） １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８１）

其中

α１ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ －ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３），

α２ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ ＋ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３），

α３ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －Ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）

烅

烄

烆 ．

（９．８２）

对于Ｃ２，２的附加项部分，相应的结果如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．８３）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．８４）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）－σ１

α２
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）－σ２

α１
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８５）

ΩＬ（ｔ）＝（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｃｏｓｉｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）＋σ１

α２

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）＋σ２

α１

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８６）

ωＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× τ
α４

（２－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８７）

ＭＬ（ｔ）＝ （９Ｃ２，２／ｐ２） １－ｅ槡 ２ ［× τ
α４

ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８８）
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其中

α４ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －２Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）． （９．８９）

为了使平近点角Ｍ 达到同样的精度要求，如有需要，应考虑轨道半长
径ａ的短周期项，上述两部分（Ｃ２，０和Ｃ２，２）附加摄动引起的ａ的短周期项为

ａＳ（ｔ）＝２ａ２［（ΔＶ２）ｓ＋（ΔＶ２，２）ｓ］． （９．９０）
经数值验证表明，这里给出的月球物理天平动对月球卫星轨道影响的

摄动分析解是正确的，其中Ｃ２，２项的影响要比Ｃ２，０项的影响小一个量级．

§９．５　月球卫星运动的轨道寿命与冻结轨道问题

众所周知，大气耗散作用是决定卫星轨道寿命的重要因素，就像人造地
球卫星那样，特别是低轨卫星，由于大气耗散作用，轨道不断变小变圆，最终
落入地球稠密大气层被烧毁而结束其轨道寿命．但对于卫星轨道寿命问题，
还有另一种动力学机制，即存在一种摄动作用，会使其轨道偏心率ｅ增大
（实为变幅较大的长周期项），导致其近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）≤ａｅ（中心天体赤
道半径）而与中心天体相撞，结束其轨道寿命．在这种动力学机制中，中心天
体的动力学扁率Ｊ２ 的大小起着决定性作用，相应的表现对于高轨卫星和低
轨卫星有所不同．

１．高轨卫星情况

无论是有或无大气的中心天体，对于它们的高轨卫星，耗散作用已不重

要．对于非耗散效应，如中心天体的扁率（Ｊ２）和第三体质点引力，这两种重
要的摄动源均为保守力摄动，相应的卫星轨道半长径ａ仅有微小的周期变
化，而高轨卫星轨道偏心率ｅ变化的幅度将是影响其轨道寿命的关键因素．
在保守力摄动下，尽管偏心率ｅ没有长期变化，但可能有因小分母引起的变
幅较大的长周期变化．根据第四章和第五章分别给出的Ｊ２ 项摄动和第三体

引力摄动的摄动解，ｅ的长周期摄动项可分别写成如下形式：

［ｅＬ（ｔ）］１ ＝μａ
２
ｅ
３Ｊ２

２ａ（ ）２ ｓｉｎ２ ［ｉ ７
２４－５

１６ｓｉｎ２（ ）ｉ
－１

＋

１＋２ １－ｅ槡 ２

６（１＋ １－ｅ槡 ２）］２

ｅ
１－ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ω， （９．９１）

［ｅＬ（ｔ）］２ ＝－１５
１６

μ′ａ
３

μａ′（ ）３ （１－ｅ′２）－３／２ｓｉｎ２ｉ（ｅ １－ｅ槡 ２）×
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ｎ
ω
　（ ）． ［ｃｏｓ２ω＋Ｏ（ｓｉｎｉ′）］． （９．９２）

其中μ和μ′分别为中心天体和摄动天体的质心引力常数，ω
　．
是卫星轨道拱

线的进动速率，即摄动长期项的系数（ω１＋ω２），有

ω
　．

（ ）ｎ ＝
３Ｊ２ａ２

ｅ

２ａ（ ）２ ＋
３
４

μ′ａ
３

ａ′（ ）［ ］３ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ２，ｅ′２，ｓｉｎ２ｉ′［ ］）．

（９．９３）
（９．９２）式和（９．９３）式右端的Ｏ（ｓｉｎｉ′）等项无需具体写出，因为摄动天体的

ｅ′和ｉ′一般都较小，对讨论的问题无实质性影响．（９．９１）～（９．９３）式就是讨
论高轨卫星轨道寿命的主要理论依据．
卫星近星距ｒｐ的变化，关键在于ｅ的变幅．从（９．９１）式可看出，对于扁

率摄动，ｅ的变化幅度主要取决于因子Ｊ２／ａ２，对一特定的中心天体（Ｊ２值确

定），轨道越高，ｅ的变化幅度越小．而第三体摄动效应却不同，从（９．９２）式
可看出，ｅ的变化幅度在很大程度上依赖于由（９．９３）式表达的ω

　．
的大小．对

于低轨卫星，ω
　．
的大小取决于月球扁率Ｊ２，其值一般不太小．对于高轨卫星，

扁率摄动项减小，第三体引力摄动项增大，其临界值（亦即ω
　．
的最小值，相应

ｅ的变化出现小分母）对应上述两项摄动量级相等的情况，有

３Ｊ２ａ２
ｅ

２ａ２ ＝ ３
４

μ′ａ３

ａ′
３ ． （９．９４）

由此可知，相应的卫星轨道半长径的临界值ａｃ为

ａｃ ＝ ２ μ
μ（ ）′

ａ′
ａ（ ）ｅ

３

Ｊ［ ］２

１／５

ａｅ， （９．９５）

这里ａ′是第三体“相对”中心天体的轨道半长径．
对于地球—卫星—月球系统，ａｃ＝８．２ａｅ（地球赤道半径），而对于月

球—卫星—地球系统，由于月球的Ｊ２值小，ａｃ＝２．２ａｅ（月球赤道半径）．当高
轨卫星的轨道半长径ａ接近ａｃ时，ｅ的变幅会增大，有可能大到使卫星近星
距ｒｐ减小到等于ａｅ的状态，从而与地球或月球相撞．文［１３～１５］中均有算
例，像月球轨道器ａ０＝４．０ａｅ，ｅ０＝０．２０，ｉ０＝８５°，运行不到６个恒星月，就因

ｅ增大，使ｒｐ＝ａｅ，从而落到月球上．这种动力学机制相当于起着“保护”作
用的中心天体的动力学扁率较小，卫星轨道还是被第三体质点引力效应周
期性地拉扁，扁到一定程度即出现上述卫星与中心天体相撞的现象．

２．月球低轨卫星的轨道寿命

尽管月球无大气，但在非球形引力作用下，低轨卫星的近月距ｒｐ＝
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ａ（１－ｅ）也会减小，当ｒｐ＝ａｅ时，卫星将与月球相撞．轨道半长径ａ在非球形
引力作用下，只有振幅较小的短周期变化，主要源于月球动力学扁率Ｊ２ 项

摄动，变化量级只有１０－４，不会导致ｒｐ的明显变化．显然，ｒｐ有明显减小趋

势的原因是轨道偏心率ｅ有振幅较大的长周期变化ΔｅＬ．文［１６］有过简单
计算结果，文［１７］讨论过简单的动力学机制，这里将进一步深入地讨论该
问题．
在月球非球形引力和地球引力两种主要摄动源的作用下，消除短周期

变化后，ｅ的长周期变化满足下列方程：

　ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（－１）（ｌ－δ）／２（ｌ－２ｐ）Ｆ（ｉ）１
ｅＫ（ｅ［ ］）Ｉ（ω）－

ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ＝２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ（ｅ［ ］） Φｌｍｐ（ω，θ）＋

Ｏ（ｅｍ′）． （９．９６）
此方程的原始形式在前面§９．４中曾给出过，为了探讨月球低轨卫星的轨
道寿命问题，这里又作了一些必要的改变．（９．９６）式右端第一和第二大项分
别为带谐项（Ｊｌ＝－Ｃｌ，０）和田谐项摄动，第三大项为地球引力摄动，含有ｅ
因子．方程中的ｎ＝ａ－３／２，采用符号ｐ０ 是为了与式中求和取值ｐ区分开．有
关表达式改变后的形式如下：

δ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，ｌ奇，

０，ｌ偶｛ ，
（９．９７）

１
ｅＫ（ｅ）＝ ∑

ｌ－２

α（２）＝（ｌ－２ｐ）
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα ＝
Ｏ（ｅ０），ｌ奇，

Ｏ（ｅ），ｌ偶｛ ，

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）α

α
１
２

（α－（ｌ－２ｐ

烄

烆

烌

烎
）），　

ｎ（ ）ｍ ＝ ｎ！
ｍ！（ｍ－ｎ）！

烅

烄

烆
，
（９．９８）

Ｆ（ｉ）＝－∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

δｐ ＝
０，ｌ－２ｐ＝０，

１，ｌ－２ｐ≠０｛ ，

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）
烅

烄

烆 ｑ

（９．９９）

Ｉ（ω）＝－１（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω． （９．１００）
田谐项摄动中的Φ（ω，θ）涉及的θ＝Ω－Ｓ（ｔ），Ｓ（ｔ）是月固坐标系中Ｘ轴（即

ξ′轴）方向的经度，随月球自转而变化．Φ（ω，θ）的表达式和一般的倾角函数

Ｆｌｍｐ（ｉ）以及地球引力摄动项Ｏ（ｅｍ′），不再具体给出，因下面的讨论表明，

８６２ 航天动力学引论　



可略去相应的两类摄动影响．
对（９．９６）式作进一步分析，ｌ为奇数时，右函数中含有Ｏ（ｅ０）因子，即以

ｅ０ｃｏｓω形式出现，ｌ为偶数时却含有Ｏ（ｅ）因子，是以ｅｓｉｎ２Ω形式出现．而
考虑月球低轨卫星寿命时，相应的ｅ肯定是小量，有ｅ＜０．１．事实上，对于平
均高度为１００ｋｍ的低轨卫星，只要ｅ达到０．０５～０．０６，即可使ｒｐ接近ａｅ

值，若ｅ增大将会立即撞上月球．因此，（９．９６）式中只有对应ｌ为奇数的摄
动项值得考虑，但与奇次带谐项相比，田谐项影响要小一个量级．故对于理
论分析而言，只要保留（９．９６）式中的奇次带谐摄动部分即可．舍去的各种摄
动项的影响，可在后面对相应的完整力模型进行模拟计算中考察，实际计算
结果将会证实上述简化的合理性．在（９．９６）式中只保留奇次带谐项摄动部
分，但仅取其Ｏ（ｅ０）项，对应求和中ｌ－２ｐ＝１的取值，从而简化成下列
形式：

ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｓｉｎｉ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１）（Ｊ１／Ｐｌ
０）Ｆ（ｉ）（ｎｃｏｓω），

（９．１０１）
其中

Ｆ（ｉ）＝ ∑
（ｌ－１）／２

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃ
ｌｐｑ（ｓｉｎ２ｉ）ｑ，

Ｃ
ｌｐｑ ＝

ｌ
（ｌ－１）／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ＋１（ ）ｌ
２ｑ＋１（ ）ｑ

烅

烄

烆
，

（９．１０２）

（９．１０１）式求和中ｌ（２）表示取值“步长”为２，即ｌ（２）＝３，５，…．ω＝ω（ｔ）＝ω０

＋ωＣ（ｔ－ｔ０），ωＣ 是ω（ｔ）的长期变率，如果仅取其由Ｊ２ 项给出的一阶变率

ω１，有

ωＣ ＝ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２
０
ｎ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０３）

积分（９．１０１）式给出ｅ的长周期变化ΔｅＬ的表达式如下：

ΔｅＬ ＝ｅＬ（ｔ）－ｅＬ（ｔ０）＝ｓｉｎ｛ｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ ｝）·

［ｓｉｎω（ｔ）－ｓｉｎω（ｔ０）］／２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０４）

由此可以看出，ｅ的变幅主要取决于奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（Ｊ≥２）与Ｊ２ 的相

对大小以及倾角函数Ｆ（ｉ）的性质，有

｜ΔｅＬ｜～Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）·Ｆ（ｉ）． （９．１０５）
对于地球卫星，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－３， （９．１０６）
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相应的轨道偏心率的变幅很小，而月球卫星则不同，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－１． （９．１０７）

故完全有可能使月球低轨卫星的轨道偏心率ｅ增大到使ｒｐ＝ａｅ的状态．当

然，这还要取决于（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）值的变化状况．
由于月球非球形引力位的特征，谐系数Ｊ２ｌ－１随阶ｌ的升高并无明显地

减小，由函数（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）的特征，长周期变化ΔｅＬ的模｜ΔｅＬ｜随着不

同的ｉ值（０°＜ｉ≤９０°）将出现多个极小与极大值，相应的ｒｐ值将不会达到

ａｅ或必然会达到ａｅ值，亦即月球低轨卫星的轨道寿命既取决于奇次带谐项
的摄动影响，又与轨道的空间定向有关．由于ｓｉｎｉ的特征，９０°≤ｉ＜１８０°的
情况与０°＜ｉ≤９０°的情况类似．
因有关低轨月球卫星的轨道寿命与冻结轨道有某种联系，下面首先作

一理论分析，然后再作相应的数值验证．

３．关于冻结轨道

与地球卫星类似，在月球非球形引力作用下，相应的平均系统（即消除
轨道变化的短周期部分）可能存在一种特解（详见第４章§４．７）：

ａ（ｔ）＝ａ０，　ｅ（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（ｔ）＝ｉ０，ω（ｔ）＝ω０ ＝９０°或２７０°．
（９．１０８）

拱线不动，此即冻结轨道，此解对ｉ０ 无任何限制，对应不同的ｉ０ 有相应的ｅ０

存在．那么根据（９．１０４）式给出的Δｅｌ，对于平均高度为１００ｋｍ的低轨卫

星，是否存在某些轨道配置，通过冻结轨道的选择保持ｒｐ＞ａｅ使其不会与月

球相撞呢？

首先考查冻结轨道的存在情况，同样由于月球引力场的特征，与地球卫
星的冻结轨道状况亦有差别．对于地球卫星，基本上由Ｊ２ 和Ｊ３ 两项即可确

定冻结轨道解，而对月球卫星则不然，文［１８］有过简单讨论，这里将进一步
深入讨论．对于平均轨道根数，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω，略去推导过程，下面将直接
给出相应的冻结轨道解．当ａ值给定的情况下，对于任一ｉ值，冻结轨道对
应的ｅ值满足下列条件：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１） Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ） ｎ

ω（ ）Ｃ
，

（９．１０９）

其中ωＣ 是ω的长期变率．与上一段讨论ｅ的长周期变化对应，若只取由Ｊ２

给出的一阶变率ω１，则（９．１０９）式简化为下列形式：
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ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）ｌ
Ｆ（ｉ｛ ｝）／２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ．

（９．１１０）
式中“＋”号对应冻结轨道解ω≡ω０＝９０°，“－”号对应ω０＝２７０°，即前者对
应（９．１１０）式右端值（除前面的±外）为正，而后者则对应右端值为负．这一
结果与地球卫星情况有差别，地球卫星的冻结轨道主要取决于Ｊ３ 项，且总
有ω≡ω０＝９０°，由类似的（９．１１０）式给出的偏心率ｅ对不同的ｉ值均很小，
即ｅ０＝Ｏ（１０－３），而对于月球低轨卫星则不同，对不同的ｉ值，冻结轨道解有
两种可能，即ω≡ω０＝９０°或２７０°，且相应的ｅ０ 值可能较大．
从（９．１１０）式和上一段给出的（９．１０４）式可以看出，在考虑主要摄动因

素的前提下，冻结轨道解的ｅ值与ｅ的长周期变化幅度｜ΔｅＬ｜是相同的，而
这一解是在平均系统中给出的，且仅在ｉ变化的小邻域内才能保持，对于月
球卫星，由于月球非球形引力位的特征，实际状况是ω（ｔ）有明显的变化幅
度．由此可知，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极小时，即使冻结轨道不能保持（即

ω（ｔ）有大范围变化），也不会出现ｅ有明显增大的可能，ｒｐ不会降至ａｅ值；相
反，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极大时，即使冻结轨道（此时对应解的ｅ值较
大）能基本保持（即ω（ｔ）的变化范围不大），ｅ的变化也有可能使ｒｐ降至ａｅ大

小，结束其轨道寿命．也就是说，月球低轨卫星的轨道寿命并不依赖冻结轨
道的选择（即轨道偏心率ｅ和倾角ｉ按条件（９．１１０）的选择），而主要取决于
（９．１０４）式中所确定的ΔｅＬ的模，这归结为月球非球形引力场的基本特征
和卫星轨道倾角ｉ的选择．我们将在下一段给出相应的模拟计算来证实月
球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系．

４．模拟计算———理论分析的数值验证

为了验证理论分析的正确性，对低轨卫星（平均高度１００ｋｍ），可通过
下列三种情况的计算来证实，即

（１）根据分析解（９．１０４），扫描似地从ｉ＝０°．５到１７９°．５，间隔１°，计算
了对应的｜ΔｅＬ｜值，看极小与极大的分布状况．

（２）根据分析解（９．１１０）式，同样对ｉ＝０°．５～１７９°．５，间隔１°求出相应
的冻结轨道解：ｅ０ 和对应的ω０ 值．

（３）考虑主要摄动因素（月球非球形引力，地球引力和太阳引力），对完
整的运动方程计算低轨卫星（取平均高度ｈ＝１００ｋｍ，ｅ０＝０．００１）随倾角ｉ０

的不同，相应近月点高度ｈｐ的变化情况，即轨道寿命与倾角ｉ的关系．
上述第（３）部分的计算正是为了证实第（１）和第（２）两部分由分析解给
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出的结果的正确性，从而确定月球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系，同时
也进一步证实这种结果主要是由月球非球形引力场特征所决定的．
计算中，月球引力场模型采用了美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ模型，前两部分对

引力场球谐展开式阶次ｌ取３０～４５，无实质性差别，第（３）部分是取完整的
力模型，即ｌ取到７５，ｍ取０～ｌ．
关于｜ΔｅＬ｜，对应极小值有如下几个“稳定区”（即｜ΔｅＬ｜值很小）：

ｉ＝０°，　２７°，　５０°，　７７°，　８５°．
根据ｓｉｎｉ的性质，在９０°～１８０°间有对应的“稳定区”，即９５°，１０３°，…．
关于冻结轨道，与上述｜ΔｅＬ｜的情况对应，对应“稳定区”的倾角ｉ０，相

应的冻结轨道解ｅ０ 的值均较小，而对应“不稳定区”的倾角ｉ０，则相应的解

ｅ０ 值均较大．表９．１列出了部分结果，对应ｌ取４０．
根据上述结果，考虑完整力模型后，第（３）部分的计算应有如下预期结

果，即在上述“稳定区”（即取ｉ０＝０°，２７°，…），低轨卫星的轨道寿命应很长，
而相反，则轨道寿命应很短．为了节省篇幅表９．２列出了对ｉ取值有一定间
隔的结果．表中ｍｉｎｈｐ＝０．０或接近０．０，即表明与月球相撞，Ｔｃ即为对应

的轨道寿命值．对所有ｉ０ 值计算间隔均为１０年，当在较短间隔内ｈｐ＝０．０
时计算结束．而在“稳定区”，如ｉ０＝８５°和９５°，即使卫星运行１０年近月点高
度ｈｐ也不会明显降低，极小值仍有６０多公里高．图９．４～图９．７，分别为

ｉ０＝４０°，９０°和８５°，９５°时ｈｐ 随时间的变化状态，前者分别为４８天和１７２天
与月球相撞，后者１０年期间的极小值还分别有６０ｋｍ和６８ｋｍ高．
上述数值结果一方面验证了理论分析的正确性，同时也给出了低轨卫

星轨道寿命与倾角ｉ的关系．但这些保持不与月球相撞的所谓“稳定区”的
范围（对轨道倾角ｉ０ 值而言）都较小，考虑到各种因素（包括发射误差的影
响），即使允许选择适当的倾角，也还要注意运行过程中的轨道控制（耗费较
小能量的轨道机动）．
最后说明两点：
（１）低轨卫星的轨道寿命与轨道升交点Ω的初值无关，这一点从非球

形引力位带谐项的性质不难看出，实际计算结果也证实了这一点，在上述第
（３）种情况的计算中，改变Ω的不同初值，对计算结果ｈｐ 的变化无实质性

影响．
（２）月球卫星的冻结轨道难以保持，即使是那种特殊的冻结轨道，即临

界倾角情况，ｉ＝ｉｃ＝６３°２６′，在采用实际力模型对应的第（３）种计算中，ω仍
在大范围内变化，未保持“冻结”．
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表９．１　冻结轨道解

ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ

０．５ ９０．０ ０．００２８３１ ５．０ ９０．０ ０．０２５９２３

１．０ ９０．０ ０．００５６４７ １０．０ ９０．０ ０．０４０８３６

２７．０ ９０．０ ０．００５３３３ ２０．０ ９０．０ ０．０２１８６３

２８．０ ２７０．０ ０．００２４８１ ３５．０ ２７０．０ ０．０６０７８４

４９．５ ２７０．０ ０．００７０６２ ４０．０ ２７０．０ ０．０４７４４２

５０．０ ９０．０ ０．０００８７０ ４５．０ ２７０．０ ０．０４６１５１

７５．０ ２７０．０ ０．００９０１６ ５５．０ ９０．０ ０．１４０４９３

７６．０ ２７０．０ ０．００２８７４ ６０．０ ２７０．０ ０．２５３８８７

７７．０ ２７０．０ ０．００５６３８ ６３．０ ２７０．０ ０．１８８４１７

８５．０ ２７０．０ ０．００１７５３ ８０．０ ９０．０ ０．０２６０４３

９５．０ ２７０．０ ０．００１７２８ ９０．０ ２７０．０ ０．０４３２１５

表９．２　月球低轨卫星轨道寿命的状况

ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）

１．０ ２７２３．１ ０．０３６２ ３３．９ ６０．０ ８８．２ ０．０５４８ ０．０

２．０ ５４９．０ ０．０４１４ ２４．６ ６１．０ ８８．１ ０．０５４７ ０．０

３．０ １８５２．７ ０．０４７９ １３．０ ６３．４３ ８５．９ ０．０５４５ ０．０

４．０ ２７３．２ ０．０５５０ ０．０ ６５．０ ８８．０ ０．０５４６ ０．０

５．０ ４９．５ ０．０５４８ ０．０ ６７．０ １１５．５ ０．０５４７ ０．０

７．５ ４２．９ ０．０５４５ ０．０ ６９．０ ２２４．１ ０．０５２３ ３．９

１０．０ ４２．５ ０．０５４５ ０．０ ７０．０ ３３４７．５ ０．０４６４ １４．９

１２．５ ４３．９ ０．０５４７ ０．０ ７１．０ ３４０７．０ ０．０４０６ ２５．５

１５．０ ４３．９ ０．０５４７ ０．０ ７２．０ ２４５３．３ ０．０３４８ ３６．２

１７．５ ４６．３ ０．０５４８ ０．０ ７３．０ １４６９．４ ０．０３３３ ３９．０

２０．０ ７７．０ ０．０５４７ ０．０ ７４．０ １４９８．４ ０．０３３９ ３７．８

２２．０ ８０．７ ０．０５３２ ３．２ ７５．０ １５００．５ ０．０３４０ ３７．８

２４．０ ８０．０ ０．０５２５ ４．４ ７６．０ １４４９．０ ０．０３３６ ３８．５

２６．０ ２５４３．１ ０．０５１５ ６．０ ７７．０ ３３８３．８ ０．０３８１ ３０．４

２７．０ ２２１９．９ ０．０４１９ ２３．６ ７９．０ ４０１．１ ０．０５４４ ０．０

２８．０ ２５９９．４ ０．０２６４ ５２．１ ８０．０ ３２０．６ ０．０５４５ ０．０

２９．０ １４０４．４ ０．０２５１ ５４．４ ８１．０ ２９４．０ ０．０５４５ ０．０

３０．０ ２０８４．１ ０．０４５３ １７．３ ８２．０ ２９４．７ ０．０５４７ ０．０
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续　表

ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）

３１．０ ９１．６ ０．０５４７ ０．０ ８３．０ ４０３．２ ０．０５４４ ０．０

３３．０ ４６．２ ０．０５４７ ０．０ ８４．０ ２９４１．４ ０．０４１９ ２３．０

３５．０ ４４．５ ０．０５４６ ０．０ ８５．０ １７１１．７ ０．０２２０ ５９．６

３７．０ ４５．２ ０．０５４６ ０．０ ８６．０ ３４０１．８ ０．０４１４ ２３．６

３９．０ ４７．４ ０．０５４８ ０．０ ８７．０ ３０８．８ ０．０５２３ ４．０

４０．０ ４７．９ ０．０５４７ ０．０ ８８．０ １７４．６ ０．０５４２ ０．３

４１．０ ４８．４ ０．０５４６ ０．０ ８９．０ １７１．３ ０．０５４５ ０．０

４３．０ ４８．３ ０．０５４８ ０．０ ９０．０ １７２．０ ０．０５４５ ０．０

４５．０ ４９．７ ０．０５４４ ０．７ ９１．０ １９３．０ ０．０５４６ ０．０

４７．０ ７２．７ ０．０５４５ ０．０ ９２．０ ２２６．７ ０．０５４６ ０．０

４９．０ １７７．９ ０．０５４６ ０．０ ９３．０ ３０９．９ ０．０５４６ ０．０

５０．０ ２５２２．０ ０．０５４５ ０．０ ９４．０ １１３３．９ ０．０３９２ ２８．１

５１．０ １９０８．１ ０．０３３７ ３８．５ ９５．０ １１０２．０ ０．０１７２ ６８．３

５２．０ ２１１．９ ０．０５４７ ０．０ ９６．０ １５５７．２ ０．０２５３ ５３．６

５４．０ ８８．９ ０．０５４６ ０．０ ９７．０ １１１８．８ ０．０４６４ １４．５

５６．０ ８３．１ ０．０５４７ ０．０ ９８．０ ２３６．２ ０．０５４６ ０．０

５８．０ ８４．６ ０．０５４６ ０．０ 　 　 　

图９．４　初始轨道倾角ｉ０＝４０°的月球低轨卫星轨道寿命
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图９．５　初始轨道倾角ｉ０＝９０°的月球低轨卫星轨道寿命

图９．６　初始轨道倾角ｉ０ ＝８５°的月球低轨卫星轨道寿命

５７２　第９章　月球卫星运动的轨道力学



图９．７　初始轨道倾角ｉ０ ＝９５°的月球低轨卫星轨道寿命

参 考 文 献

［１］ＫｏｚｉｅｌＫ．ＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎｏｍｙｏｆｔｈｅＭｏｏｎ．Ｅｄ．ｂｙＫｏｐａｌＺ．ＮｅｗＹｏｒｋ：

ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９６２
［２］ＧａｐｐｅｌｌａｒｉＪＯ．ＶｅｌｅｚＣＥ ＆ ＦｕｃｈｓＡＪ．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＴｈｅｏｒｙｏｆＧｏｄｄａｒｄ

ＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＤｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ．ＧｏｄｄａｒｄＳｐａｃｅＦｌｉｇｈｔＣｅｎｔｅｒ，Ｇｒｅｅｎｂｅｉｔ，Ｍａｒｙｌａｎｄ．

１９７６，Ｎ７６ ２４２９１ ２４３０２：３ ３１～３ ３２
［３］ＥｃｋｈａｒｄｔＤＨ．ＴｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅＬｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＭｏｏｎ．ＴｈｅＭｏｏｎａｎｄｔｈｅＰｌａｎ

ｅｔｓ，１９８１，２５：３～４９
［４］Ｍｏｏｎｓ Ｍ．ＰｈｙｓｉｃａｌＬｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ Ｍｏｏｎ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．１９８２，２６（２）

１３１～１４２
［５］ＮｅｗｈａｌｌＸ．Ｘ．ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＬｕｎａｒＰｈｙｓｉｃａｌＬｉｂｒａｔｉｏｎ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．

１９９７，６６（１）２１～３０
［６］ＯｅｓｔｅｒｗｉｎｔｅｒＣ．ＴｈｅＭｏｔｉｏｎｏｆａＬｕｎａｒＳａｔｅｌｌｉｔｅ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．１９７０，１（３）：

３６８～４３６
［７］ＧｉａｃａｇｌｉａＧＥＯ．ＭｕｒｐｈｙＪＰ．ａｎｄＦｅｌｓｅｎｔｒｅｇｅｒＴＬ．ＡＳｅｍｉＡｎａｌｙｔｉｃＴｈｅｏｒｙ

ｆｏｒｔｈｅＭｏｔｉｏｎｏｆａＬｕｎａｒＳａｔｅｌｌｉｔｅ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．１９７０，３（１）：３～６６
［８］ＢｒｕｍｂｅｒｇＶＡ．ＥｖｄｏｋｉｍｏｖａＬＳ．ａｎｄＫｏｃｈｉｎａＮＧ．ＡｎａｌｙｔｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒ

ｔｈｅＯｒｂｉｔｓｏｆＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＳａｔｅｌｌｉｔｅｓｏｆｔｈｅＭｏｏｎ．１９７１，３（２）：１９７～２２１

６７２ 航天动力学引论　



［９］ＬｉｕＬｉｎａｎｄＷａｎｇＪｉａｓｏｎｇ．ＡｎＡｎａｌｙｔｉｃＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＯｒｂｉｔａｌｏｆＬｕｎａｒＳａｔｅｌ

ｌｉｔｅｓ．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．１９９８，２２（３）：３２８～３５１
［１０］刘林．人造地球卫星轨道力学．北京：高等教育出版社，１９９２
［１１］刘林．航天器轨道理论．北京：国防工业出版社．２０００
［１２］张巍，刘林．月球物理天平动对环月轨道器运动的影响．天文学报，２００５，４６

（２）：１９６～２０６
［１３］ＭａｒｃｈａｌＣ．Ｌ．ＴｈｅＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＴｈｒｅｅＢｏｄｙＰｒｏｂｌｅｍＲｅｓｉｓｉｔｅｄ．ＩＡＦ ９９ Ａ．

７．０１，５０ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａｌＣｏｎｇｒｅｓｓ，４～８Ｏｃｔ１９９９，Ａｍｓｔｅｒｄａｍ，Ｔｈｅ

Ｎｅｔｈｅｒｌａｎｄｓ
［１４］王歆，刘林．目标天体极轨卫星的轨道寿命．宇航学报．２００１，２２（５）：６２～６５
［１５］ＷａｎｇＸｉｎ，ＬｉｕＬｉｎ，ＡｎｏｔｈｅｒＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＲｅｓｔｒｉｃｔｉｎｇｔｈｅＬｉｆｅｔｉｍｅｏｆＯｒｂｉｔ

ｉｎｇＳａｔｅｌｌｉｔｅｓ．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．２００２，２６（４）：４８９～４９６
［１６］ＭｅｙｅｒＫ Ｗ，ＢｕｇｌｉａＪＪ，ＤｅｓａｉＰＮ．ＬｉｆｅＴｉｍｅｓｏｆＬｕｎａｒＳａｔｅｌｌｉｔｅＯｒｂｉｔｓ．

ＮＡＳＡＴｅｃｈｎｉｃａｌＰａｐｅｒ３３９４，１９９４
［１７］ＷａｎｇＸｉｎ，ＬｉｕＬｉｎ．ＡｎｏｔｈｅｒＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＲｅｓｔｒｉｃｔｉｎｇｔｈｅＬｉｆｅｔｉｍｅｏｆＯｒｂｉｔ

ｉｎｇＳａｔｅｌｌｉｔｅｓ（Ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ）．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．２００３，２７（１）：１０７～１１３
［１８］刘林，刘世元，王彦荣．关于大行星（或月球）轨道器的冻结轨道．飞行器测控

学报，２００３，２２（２）：１９～２４

７７２　第９章　月球卫星运动的轨道力学



第１０章　航天器姿态动力学简介

§１０．１　航天器姿态与姿态控制概述

航天器的轨道描述了航天器的质心运动，而航天器的姿态则是描述航
天器绕其质心的运动，它们都是航天器状态的不同体现．研究航天器状态
（或相应的状态参数）的变化规律就是航天动力学的主要研究领域，研究质
心的运动即航天器轨道力学，这正是前面各有关章节的内容，而研究航天器
各部分相对其质心的运动，则称为航天器姿态动力学．
在空间运动的物体（可以是刚体、准刚体、弹性体、刚体与挠性体的混合

系统等），不论是自然天体还是人造航天器，它们的运动都可分解为两个部
分，作为一个等效质点的平运动和该物体各个部分在外力矩作用下绕其质
心的转动运动．对于航天器的运动而言，即轨道运动和姿态运动．所谓姿态
就是航天器各部分（以具体的固连坐标系来体现）相对某空间参考系（或观
测者）的方位或指向的统称．早在人造地球卫星上天之前，天体力学家就曾
对最熟悉的两个自然天体（地球和月球）的姿态运动进行了深入的研究，分
别建立了地球自转轴在空间指向变化的岁差章动理论和月球自转轴在空间

摆动的物理天平动理论．人造天体上天后，为了充分利用各种航天器执行特
定的航天任务，对其姿态运动提出了许多新要求、新理论，促使航天器姿态
与控制的研究工作蓬勃发展，研究内容已不是一个简单的刚体定点转动了．
航天器执行航天任务时通常对其定向都有预定的要求．例如对地观测

卫星要把星上的遥感仪器（照相机镜头等）对准地面，通信卫星的定向通信
天线也应指向地面，各种空间望远镜（包括太阳探测仪和巡天探测仪）都应
使相应的探测镜头对准预定的天体或天区，卫星进行变轨机动时，星体推力
方向也应有预定的方向等等．多数航天器上的观测仪器及推力器等相对星
体指向是固定的，这就要求航天器对某参考物体（地球、被探测天体，或相应
的参考系）有给定的方位和指向，即一定的姿态．而且由于受到外力矩的影



响，姿态将会发生变化，为了保证航天器所承担的特定的探测任务，必须对
姿态进行控制，使其保持姿态稳定．
航天器的姿态确定不仅是执行特定航天任务的要求，它与轨道确定亦

有密切联系．对于轨道变化中的非引力摄动效应，就与姿态有关，更确切地
说，它需要了解有效截面Ｓ的变化规律Ｓ＝Ｓ（ｔ）．要保证达到高精度的定轨
和预报要求（也是轨控的需要），必须提供相应的姿态信息，否则在定轨中只
能将相应的航天器有效面质比（Ｓ／ｍ）当作待估参数去处理，而简单的处理
又不能达到高精度的要求．

§１０．２　描述航天器姿态的几种坐标系

姿态通常是用两坐标系之间的相对转动关系来描述，因此有必要介绍
描述姿态的几种坐标系，而且同一坐标系在不同领域中可能有不用的名称，
我们尽量使其统一．

１．地心惯性坐标系Ｏ ｘｙｚ

这一坐标系就是本书前面各章在轨道力学中引用的历元地心天球坐标

系，即历元平赤道地心系，目前采用的历元即Ｊ２０００．这已为读者所熟知，不
再介绍．

２．航天器轨道坐标系Ｓ ｘｏｙｏｚｏ

这里的轨道坐标系并不是轨道力学中所引用的那种混合坐标系（即坐
标原点为地心，ｘｙ平面为瞬时真赤道面，Ｏｘ轴方向即历元平春分点方向），
而是一种对航天器而言的“当地”坐标系．坐标原点为航天器的质心Ｓ，Ｓｚｏ

轴指向地心，即轨道力学中的反径向，Ｓｘｏ 轴在轨道面内垂直Ｓｚｏ，指向运动
方向，即轨道力学中所说的横向，Ｓｙｏ 轴与Ｓｚｏ，Ｓｘｏ 轴构成右手正交坐标系

统，Ｓｙｏ 轴方向就是轨道力学中轨道面法向的反向．这种坐标系随着航天器
的质心运动（即轨道运动）在空间是旋转的．上述对地定向的三轴稳定卫星
（如遥感卫星、通信卫星）的姿态就定义在这种坐标系中，常把Ｓｘｏ，Ｓｙｏ 和

Ｓｚｏ 三轴分别称为滚动轴，俯仰轴和偏航轴．
对于这种坐标系，三个坐标轴方向的单位矢量ｘ^ｏ，ｙ^ｏ 和ｚ^ｏ 可由航天器

的轨道运动量ｒ和ｒ　
．（即地心位置矢量和速度矢量）来定义：
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ｚ^ｏ ＝－ｒ／ｒ＝－ｒ^，

ｙ^ｏ ＝ ｒ
　．
×ｒ

｜ｒ
　．
×ｒ｜

＝－ｗ^，

ｘ^ｏ ＝ｙ^ｏ×ｚ^ｏ ＝ｔ^（ｏｒ　θ^）

烅

烄

烆 ．

（１０．１）

这里ｒ^，ｔ^（ｏｒ　θ^）和ｗ^，即前各章常用到的径向、横向和轨道面法向单位
矢量．

３．航天器本体（自旋）坐标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ

坐标原点为航天器质心，Ｓｘｂ 轴为沿航天器纵轴方向指向航天器的前

部，即航天器自旋转方向，Ｓｙｂ 轴在航天器纵对称面内，垂直于纵轴指向某

特征点方向，Ｓｚｂ 轴即与Ｓｘｂ，Ｓｙｂ 轴构成右手正交坐标系统．

４．航天器惯性主轴坐标系Ｓ ｘｌｙｌｚｌ

坐标原点仍为航天器质心，Ｓｘｌ，Ｓｙｌ，Ｓｚｌ 三个坐标轴方向即分别沿航

天器三个惯性主轴方向．航天器姿态动力学研究中常用这一坐标系．

§１０．３　航天器姿态参数

描述航天器的轨道参数即六个轨道根数，而描述航天器的姿态参数即
通常所说的一组欧拉角，亦称姿态角．在航天器测控中，姿态角通常有两种
定义：一种是航天器本体坐标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ 相对于某一基准坐标系的一组

欧拉角，这一定义常用于运载火箭发射段姿态角及载人飞船返回飞行时姿
态角的描述；另一种是航天器本体坐标系相对于航天器轨道坐标系Ｓ
ｘｏｙｏｚｏ 的一组欧拉角，这一定义常用于航天器在轨运行段姿态角的描述．

１．第一类姿态角（φ，ψ，γ）及姿态矩阵的表达

如图１０．１所示，由某一基准坐标系Ｓ ｘｔｙｔｚｔ（以下记作Ｓｔ），至本体坐

标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ（以下记作Ｓｂ）的转换依次为下面三次旋转：
（１）绕Ｏｚｔ轴逆时针转一俯仰角φ；
（２）绕Ｏｙ′轴逆时针转一偏航角ψ；
（３）绕Ｏｘｂ 轴逆时针转一滚动角γ．
若分别记这两种坐标系Ｓｔ和Ｓｂ 中的坐标矢量为Ｒｔ和Ｒｂ，则两者之间
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图１０．１　第一类姿态角的定义

的转换关系（即坐标旋转关系）为

Ｒｂ ＝ （Ａｂｔ）Ｒｔ， （１０．２）

Ｒｔ ＝ （Ａｂｔ）－１Ｒｂ ＝ （Ａｂｔ）ＴＲｂ． （１０．３）
其中转换矩阵（Ａｂｔ）即这种定义下的姿态矩阵，有

（Ａｂｔ）＝Ｒｘ（γ）Ｒｙ（ψ）Ｒｚ（φ）

＝
ｃｏｓψｃｏｓφ ｃｏｓψｓｉｎφ －ｓｉｎψ

－ｃｏｓγｓｉｎφ＋ｓｉｎγｓｉｎψｃｏｓφ ｃｏｓγｃｏｓφ＋ｓｉｎγｓｉｎψｓｉｎφ ｓｉｎγｃｏｓψ
ｓｉｎγｓｉｎφ＋ｃｏｓγｓｉｎψｃｏｓφ －ｓｉｎγｃｏｓφ＋ｃｏｓγｓｉｎψｓｉｎφ ｃｏｓγｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ψ

．

（１０．４）
当φ，ψ，γ均为小角度时，保留到一阶量，姿态矩阵（Ａｂｔ）的简化形式为

（Ａｂｔ）＝
１ φ －ψ
－φ １ γ

ψ －γ

烄

烆

烌

烎１
． （１０．５）

２．第二类姿态角（φ，φ，θ）及姿态矩阵的表达

如图１０．２所示，由航天器轨道坐标系Ｓｏ 至本体坐标系Ｓｂ 的转换依次

为下面三次旋转：
（１）绕Ｓｚｏ 轴逆时针转一偏航角ψ；
（２）绕Ｓｘ′ｏ 轴逆时针转一滚动角φ；
（３）绕Ｓｙｂ 轴逆时针转一俯仰角θ．
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若分别记这两种坐标系Ｓｏ 和Ｓｂ 中的坐标矢量为Ｒｏ 和Ｒｂ，则有

Ｒｂ ＝ （Ａｂｏ）Ｒｏ， （１０．６）

Ｒｏ ＝ （Ａｂｏ）－１Ｒｂ ＝ （Ａｂｏ）ＴＲｂ． （１０．７）
这里的转换矩阵（Ａｂｏ）即第二类姿态角定义对应的姿态矩阵，有

（Ａｂｏ）＝Ｒｙ（θ）Ｒｘ（φ）Ｒｚ（ψ）

＝
ｃｏｓθｃｏｓψ－ｓｉｎθｓｉｎφｓｉｎψ ｃｏｓθｓｉｎψ＋ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓψ －ｓｉｎθｃｏｓφ

－ｃｏｓφｓｉｎψ ｃｏｓφｃｏｓψ ｓｉｎφ
ｓｉｎθｃｏｓψ－ｃｏｓθｓｉｎφｓｉｎψ ｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓθｓｉｎφｃｏｓψ ｃｏｓθｃｏｓ

烄

烆

烌

烎φ

．

（１０．８）
当ψ，φ，θ均为小角度时，保留到一阶量，姿态矩阵（Ａｂｏ）有如下简化形

式：

（Ａｂｔ）＝
１ ψ －θ
－ψ １ φ
θ －φ

烄

烆

烌

烎１
． （１０．９）

上述姿态角即对应坐标轴的转动角，就称为欧拉角．姿态参数还有另一
种表示方法，即欧拉四元素表示法，下面介绍．

图１０．２　第二类姿态角的定义

３．欧拉轴／角姿态参数———欧拉四元素

刚体绕固定点的任一位移（即由一坐标系到另一坐标系的旋转变换），
可由绕通过此定点的某一轴（记为ｅ轴）转动一个角度（记为Φ）而得到，这
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从前面的两种姿态角的定义过程中亦可看出．转轴ｅ称为欧拉轴，转角Φ称
为欧拉角．
转轴ｅ的单位矢量ｅ在参考坐标系中的三个方向余弦（即三个分量）

ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ 和转角Φ 即称为欧拉轴／角姿态参数．引进ｑ
～：

ｑ
～
＝

ｑ１

ｑ２

ｑ３

ｑ

烄

烆

烌

烎４

＝

ｅｘｓｉｎΦ
２

ｅｙｓｉｎΦ
２

ｅｚｓｉｎΦ
２

ｃｏｓΦ

烄

烆

烌

烎２

， （１０．１０）

此即欧拉四元素．这种姿态参数的表示在姿态动力学中也常会用到，有
关细节不再介绍．

§１０．４　姿态运动方程与姿态动力学

１．姿态运动方程

在上一节姿态角的定义中，即通过刚体定点转动引入了欧拉角，绕一固
定轴ｅ的转动，亦可分解为先后绕一个参考坐标系的三个轴来实现．转动角
速度矢量记作ω，有

ω＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

． （１０．１１）

相应的角速度记作ω
　．，有

ω
　．
＝ｄΦ／ｄｔ＝Φ

．

． （１０．１２）

常把欧拉角的变率（即对时间ｔ的导数φ
　．，ψ

　．
，γ

．
或ψ

　．
，φ

　．，θ
　．
）与转动角速度

ω（ωｘ，ωｙ，ωｚ）的这种运动关系称为姿态运动方程．下面分别就上一节前两
种姿态角（φ，ψ，γ）和（ψ，φ，θ）的定义给出相应的姿态运动方程．

（１）定点转动的第一种体现———对基准坐标系Ｓｔ旋转的角速度矢量ω
在本体坐标系Ｓｂ 中的表达记作

（ω）ｂ ＝
ωｘｂ

ωｙｂ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｂ

， （１０．１３）
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上述转动是分解成三次转动完成的，相应的转动角速度为φ
　．，ψ

　．
，γ

．
，根据

图１０．１不难给出

ωｘｂ

ωｙｂ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｂ

＝
γ
．

烄

烆

烌

烎

０
０

＋（Ａｂｔ）
－ψ

　．

ｓｉｎφ

ψ
　．

ｃｏｓφ

φ
　

烄

烆

烌

烎
．

， （１０．１４）

利用矩阵（Ａｂｔ）的表达式（１０．４），即可得

ωｘｂ ＝γ
．

－φ
　．ｓｉｎψ，

ωｙｂ ＝ψ
　．

ｃｏｓγ＋φ
　．ｓｉｎγｃｏｓψ，

ωｚｂ ＝－ψ
　．

ｓｉｎγ＋φ
　．ｃｏｓγｃｏｓψ

烅

烄

烆 ．

（１０．１５）

由此亦可解出φ
　．，ψ

　．
，γ

．
，有

φ
　．
＝ （ωｙｂｓｉｎγ＋ωｚｂｃｏｓγ）／ｃｏｓψ，

ψ
　．

＝ωｙｂｃｏｓγ－ωｚｂｓｉｎγ，

γ
．

＝ωｘｂ ＋（ωｙｂｓｉｎγ＋ωｚｂｃｏｓγ）ｔａｎψ

烅

烄

烆 ．

（１０．１６）

（２）定点转动的第二种体现———本体坐标系Ｓｂ 绕轨道坐标系Ｓｏ 旋转

的角速度矢量记为ωｂｏ，因Ｓｏ 不是惯性坐标系，因此ωｂｏ是相对角速度矢量，
在Ｓｂ 坐标系中由下列形式表达：

（ωｂｏ）ｂ ＝
ωｘｒ

ωｙｒ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｒ

． （１０．１７）

根据图１０．２不难看出

ωｘｒ

ωｙｒ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｒ

＝

０

θ
　．

烄

烆

烌

烎０

＋（Ａｂｏ）
φ
　．ｃｏｓψ

φ
　．ｓｉｎψ

ψ
　

烄

烆

烌

烎
．

． （１０．１８）

利用矩阵（Ａｂｏ）的表达式（１０．８）即可得

ωｘｒ ＝φ
　．ｃｏｓθ－ψ

　．

ｓｉｎθｃｏｓφ，

ωｙｒ ＝θ
　．

＋ψ
　．

ｓｉｎφ，

ωｚｒ ＝φ
　．ｓｉｎθ＋ψ

　．

ｃｏｓθｃｏｓφ

烅

烄

烆 ，

（１０．１９）
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θ
　．

＝ωｙｒ ＋（ωｘｒｓｉｎθ－ωｚｒｃｏｓθ）ｔａｎφ，

ψ
　．

＝ （－ωｘｒｓｉｎθ＋ωｚｒｃｏｓθ）／ｃｏｓφ，

φ
　．
＝ωｘｒｃｏｓθ＋ωｚｒｓｉｎθ

烅

烄

烆 ，

（１０．２０）

记Ｓｂ 绕惯性坐标系Ｓｔ旋转的绝对角速度矢量为ωｂｔ，则有

ωｂｔ ＝ωｂｏ ＋ωｏｔ， （１０．２１）
其中ωｏｔ为Ｓｏ 绕Ｓｔ旋转的角速度矢量，若记

（ωｂｔ）ｂ ＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

， （１０．２２）

通常它就是装在航天器上的陀螺仪的输出量．Ｓｔ即对应前面§１０．２中定义
的地心惯性坐标系，因此有

（ωｏｔ）ｏ ＝

０
－ω０

烄

烆

烌

烎０
． （１０．２３）

这里的ω０ 即航天器的轨道角速度，严格而言，应有

ω０ ＝ｆ
．

＋ω
．

＋ｃｏｓｉΩ
．

． （１０．２４）

其中ｆ
．
，ω

．
和Ω

．
即前面几章轨道力学给出的包括摄动效应的航天器质心运动

的角变率．
（ωｂｔ）ｂ ＝ （ω）ｂｏ ＋（Ａｂｏ）（ωｏｔ）ｏ． （１０．２５）

由此可给出

ωｂｔ ＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

＝

φ
　．ｃｏｓθ－ψｓｉｎθｃｏｓφ－ω０（ｃｏｓθｓｉｎψ＋ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓψ）

θ
　．

＋ψ
　．

ｓｉｎφ－ω０ｃｏｓφｃｏｓψ

φ
　．ｓｉｎθ＋ψ

　．

ｃｏｓθｃｏｓφ－ω０（ｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓθｓｉｎφｃｏｓψ

烄

烆

烌

烎）

，

（１０．２６）

θ
　．

＝ωｙ ＋（ωｘｓｉｎθ－ωｚｃｏｓθ）ｔａｎφ＋ω０ｃｏｓψ／ｃｏｓφ，

ψ
　．

＝ （ωｚｃｏｓθ－ωｘｓｉｎθ－ω０ｓｉｎφｃｏｓψ）／ｃｏｓφ，

φ
　．
＝ωｘｃｏｓθ＋ωｚｓｉｎθ＋ω０ｓｉｎψ

烅

烄

烆 ，

（１０．２７）

对小姿态角有
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θ
　．

＝ωｙ ＋ω０，

ψ
　．

＝ωｚ－ω０φ，

φ
　．
＝ωｘ ＋ω０ψ

烅

烄

烆 ．

（１０．２８）

２．姿态动力学

姿态动力学即研究航天器（作为刚体或刚体与绕性体的混合系统等）姿
态角在外力矩的作用下的变化规律．对应轨道力学中的ｒ　 即ｄω／ｄｔ．ω＝ω

（ψ，φ，θ；ψ
　．
，φ
　．，θ

　．
）或ω（φ，ψ，γ；φ

　．，ψ
　．
，γ

．
）．这是航天器姿态动力学的主要内容，

本书将不再深入阐明这类问题，作为基础内容可参阅该领域的相关书籍或
教材［１～４］．
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附录一　常用公式

球面三角公式

１．正弦公式：

　　ｓｉｎＡ
ｓｉｎａ ＝ｓｉｎＢ

ｓｉｎｂ ＝ｓｉｎＣ
ｓｉｎｃ

２．正弦公式：

　　ｃｏｓａ＝ｃｏｓｂｃｏｓｃ＋ｓｉｎｂｓｉｎｃｃｏｓＡ
　　ｃｏｓＡ＝－ｃｏｓＢｃｏｓＣ＋ｓｉｎＢｓｉｎＣｃｏｓａ
３．五元素公式：

　　ｓｉｎａｃｏｓＢ＝ｃｏｓｂｓｉｎｃ－ｓｉｎｂｃｏｓｃｃｏｓＡ
　　ｓｉｎＡｃｏｓｂ＝ｃｏｓＢｓｉｎＣ＋ｓｉｎＢｃｏｓＣｃｏｓａ
　　ｓｉｎＡｃｏｓＢ＝ｃｏｓｂｓｉｎＣ－ｓｉｎＢｃｏｓｃｃｏｓＡ
公式中的Ａ，Ｂ，Ｃ是球面三角形的三个角，ａ，ｂ，ｃ是相应的三个边．

贝赛耳函数Ｊｎ（ｎｅ）

　　Ｊ１（ｅ）＝ １
２ｅ

１－１
８ｅ

２＋ １
１９２ｅ

４－ １
９２１６ｅ

６＋（ ）…

　　Ｊ２（２ｅ）＝ １
２ｅ

２ １－１
３ｅ

２＋１
２４ｅ

４－ １
３６０ｅ

６＋（ ）…

　　Ｊ３（３ｅ）＝ ９
１６ｅ

３ １－９
１６ｅ

２＋８１
６４０ｅ

４－（ ）…

　　Ｊ４（４ｅ）＝ ２
３ｅ

４ １－４
５ｅ

２＋４
１５ｅ

４－（ ）…

　　Ｊ５（５ｅ）＝６２５
７６８ｅ

５ １－２５
２４ｅ

２＋（ ）…



　　Ｊ６（６ｅ）＝８１
８０ｅ

６ １－９
７ｅ

２＋（ ）…

勒让德多项式Ｐｌ（μ）

　　Ｐ０（μ）＝１
　　Ｐ１（μ）＝μ

　　Ｐ２（μ）＝ ３
２μ

２－１
２

　　Ｐ３（μ）＝ ５
２μ

３－３
２μ

　　Ｐ４（μ）＝３５
８μ

４－１５
４μ

２＋３
８

　　Ｐ５（μ）＝６３
８μ

５－３５
４μ

３＋１５
８μ

　　Ｐ６（μ）＝２３１
１６μ

６－３１５
１６μ

４＋１０５
１６μ

２－５
１６

缔合勒让德多项式Ｐｌｍ（μ）

　　Ｐ１，１（μ）＝ （１－μ
２）１／２

　　Ｐ２，１（μ）＝３μ（１－μ
２）１／２

　　Ｐ２，２（μ）＝３（１－μ
２）

　　Ｐ３，１（μ）＝ １５
２μ

２－（ ）３
２

（１－μ
２）１／２

　　Ｐ３，２（μ）＝１５μ（１－μ
２）

　　Ｐ３，３（μ）＝１５（１－μ
２）３／２

　　Ｐ４，１（μ）＝ ３５
２μ

３－１５
２（ ）μ （１－μ

２）１／２

　　Ｐ４，２（μ）＝ １０５
２μ

２－１５（ ）２
（１－μ

２）

　　Ｐ４，３（μ）＝１０５μ（１－μ
２）３／２

　　Ｐ４，４（μ）＝１０５（１－μ
２）２

一些函数的平均值

　　１． ａ（ ）ｒ ＝１
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　　２． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ ＝０　（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

　　３． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｐ≥２，ｑ≥ｐ－１）

　　４． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝ （１－ｅ２）－（ｐ－３／２） ∑
（ｐ－２）－δ

ｎ（２）＝ｑ
　ｐ－２（ ）ｎ （ ｎ

１
２（ｎ－ｑ））

ｅ（ ）２
ｎ

　　　　　　δ＝ １
２

［１－（－１）ｐ－ｑ］，（ｐ≥２，ｑ＜ｐ－１）

　　 ａ（ ）ｒ
２

＝ （１－ｅ２）－１／２

　　 ａ（ ）ｒ
２

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥１）

　　 ａ（ ）ｒ
３

＝ （１－ｅ２）－３／２

　　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓｆ＝ １
２ｅ

（１－ｅ２）－３／２

　　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥２）

　　 ａ（ ）ｒ
４

＝ １＋１
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆ＝ｅ（１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓ２ｆ＝ １
４ｅ

２（１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥３）

　　 ａ（ ）ｒ
５

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓｆ＝ ３
２ｅ

１＋１
４ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
４ｅ

２（１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ３ｆ＝ １
８ｅ

３（１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥４）

　　 ａ（ ）ｒ
６

＝ １＋３ｅ２＋３
８ｅ（ ）４ （１－ｅ２）－９／２
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　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓｆ＝２ｅ１＋３
４ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
２ｅ

２ １＋１
６ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ３ｆ＝ １
２ｅ

３（１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ４ｆ＝ １
１６ｅ

４（１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥５）

　　５． ａ（ ）ｒ ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

（ｑ＝０，１，２，…）

　　６．ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

（１＋ｑ １－ｅ槡 ２）　（ｑ＝０，１，２，…）

　　ｃｏｓｆ＝－ｅ

　　ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２

　　ｃｏｓ３ｆ＝－４
ｅｃｏｓ２ｆ＋３ｅ

　　ｃｏｓ４ｆ＝ ２
ｅ２（６－ｅ２）ｃｏｓ２ｆ－９

　　ｃｏｓ５ｆ＝－４
ｅ３（８－３ｅ２）ｃｏｓ２ｆ＋１

ｅ
（２４－５ｅ２）

　　ｃｏｓ６ｆ＝ １
ｅ４（８０－４８ｅ２＋３ｅ４）ｃｏｓ２ｆ－２

ｅ２（３０－１３ｅ２）

　　７． ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

　　８． ａ（ ）ｒ
２
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝－１

ｑ
ｃｏｓ２ｆ
１－ｅ槡（ ）２ 　（ｑ≥１）

　　９． ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝ （１－ｅ２）－（ｐ－３／２）∑

ｐ－２

ｎ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

ｐ－２（ ）ｎ
ｎ（）ｍ

ｅ（ ）２
ｎ

× －ｃｏｓ（ｑ＋ｎ－２ｍ）ｆ
ｑ＋ｎ－２｛ ｝ｍ ２ｍ≠ｑ＋ｎ

　（ｐ≥３，ｑ≥１）

　　１０． ｒ（ ）ａ
ｐ

ｃｏｓｑｆ：

ｒ（ ）ａ ＝１＋１
２ｅ

２
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　　 ｒ（ ）ａ ｃｏｓｆ＝－３
２ｅ

　　 ｒ（ ）ａ ｃｏｓ２ｆ＝ ３
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

＝１＋３
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓｆ＝－２ｅ１＋１
４ｅ（ ）２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ３ｆ＝－５
２ｅ

３

　　 ｒ（ ）ａ
３

＝１＋３ｅ２＋３
８ｅ

４

　　 ｒ（ ）ａ
４

＝１＋５ｅ２＋１５
８ｅ

４

　　 ｒ（ ）ａ
５

＝１＋１５
２ｅ

２＋４５
８ｅ

４＋５
１６ｅ

６

　　 ｒ（ ）ａ
６

＝１＋２１
２ｅ

２＋１０５
８ｅ４＋３５

１６ｅ
６

汉森系数Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）（ｎ＝０，±１，±２，…，ｍ ＝０，１，２，…）

　　Ｘｎ，０
０ ＝１＋１

４ｎ
（ｎ＋１）ｅ２＋１

６４ｎ
（ｎ－２）（ｎ２－１）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，０
１ ＝－１

２ｎｅ－１
１６ｎ

（ｎ２－ｎ－３）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，０
２ ＝ １

８ｎ
（ｎ－３）ｅ２＋１

９６ｎ
（ｎ３－６ｎ２－ｎ＋２２）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，０
３ ＝－１

４８ｎ
（ｎ２－９ｎ＋１７）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，０
４ ＝ １

３８４ｎ
（ｎ３－１８ｎ２＋９５ｎ－１４２）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
－３ ＝ １

３８４
（ｎ４－１０ｎ３＋１７ｎ２＋２８ｎ－２７）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
－２ ＝－１

４８
（ｎ３－３ｎ２－４ｎ＋４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
－１ ＝ １

８
（ｎ２＋ｎ－１）＋１

９６
（ｎ４－２ｎ３－４ｎ２＋７ｎ＋２）ｅ４＋…

１９２　附录一　常用公式



　　Ｘｎ，１
０ ＝－１

２
（ｎ＋２）ｅ－１

１６ｎ
（ｎ－１）（ｎ＋２）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
１ ＝１＋１

４
（ｎ２＋ｎ－４）ｅ２＋１

６４
（ｎ４－２ｎ３－９ｎ２＋２ｎ＋７）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
２ ＝－１

２
（ｎ－２）ｅ－１

１６
（ｎ３－３ｎ２－１２ｎ＋２０）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
３ ＝ １

８
（ｎ２－７ｎ＋９）ｅ２＋１

９６
（ｎ４－１０ｎ３＋２ｎ２＋１３３ｎ－１６２）ｅ４＋

…

　　Ｘｎ，１
４ ＝－１

４８
（ｎ３－１５ｎ２＋６２ｎ－６４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
５ ＝ １

３８４
（ｎ４－２６ｎ３＋２２１ｎ２－６９６ｎ＋６２５）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，２
－２ ＝ １

３８４
（ｎ４－２ｎ３－１３ｎ２＋６ｎ＋１６）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，２
－１ ＝－１

４８
（ｎ３＋３ｎ２－ｎ－４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
０ ＝ １

８
（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｅ２＋１

９６
（ｎ－１）（ｎ－２）（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｅ４＋

…

　　Ｘｎ，２
１ ＝－１

２
（ｎ＋４）ｅ－１

１６
（ｎ３＋３ｎ２－９ｎ－２８）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
２ ＝１＋１

４
（ｎ２＋ｎ－１６）ｅ２＋１

６４
（ｎ４－２ｎ３－３３ｎ２＋２ｎ＋２２０）ｅ４

＋…

　　Ｘｎ，２
３ ＝－１

２
（ｎ－４）ｅ－１

１６
（ｎ３－５ｎ２－２９ｎ＋１０８）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
４ ＝ １

８
（ｎ２－１１ｎ＋２６）ｅ２＋１

９６
（ｎ４－１４ｎ３＋５ｎ２＋４３６ｎ－１０３６）ｅ４

＋…

　　Ｘｎ，２
５ ＝－１

４８
（ｎ３－２１ｎ２＋１３１ｎ－２３６）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
６ ＝ １

３８４
（ｎ４－３４ｎ３＋３９５ｎ２－１８２６ｎ＋２７６０）ｅ４＋…

２９２ 航天动力学引论　



附录二　天文常数

ＩＡＵ（１９７６）天文常数系统

单位：米（ｍ）、千克（ｋｇ）和秒（ｓ）分别为国际单位系统（ＳＩ）中的长度、质
量和时间单位．

定义常数（ｄｅｆｉｎｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

１．高斯引力常数（ＧａｕｓｓｉａｎＧｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌＣｏｎｓｔａｎｔ）

ｋ＝０．０１７２０２０９８９５
２．光速（ｓｐｅｅｄｏｆｌｉｇｈｔ） ｃ＝２９９７９２４５８ｍｓ－１

初始常数（ｐｒｉｍａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

３．一天文单位的光行时间（ｌｉｇｈｔｔｉｍｅｆｏｒｕｎｉｔｄｉｓｔａｎｃｅ）

τＡ＝４９９．００４７８２ｓ
４．地球赤道半径（ｅｑｕａｔｏｒｉａｌｒａｄｉｕｓｆｏｒｅａｒｔｈ） ａｅ＝６３７８１４０ｍ
５．地球形状力学因子（ｄｙｎａｍｉｃａｌｆｏｒｍｆａｃｔｏｒｆｏｒｅａｒｔｈ）

Ｊ２＝０．００１０８２６３
６．地心引力常数（ｇｅｏｃｅｎｔｒｉｃｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ）

ＧＥ＝３．９８６００５×１０１４ｍ３ｓ－２

７．引力常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎ） Ｇ＝６．６７２×１０－１１ｍ３ｋｇ－１ｓ－２

８．月球与地球质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆｍｏｏｎｔｏｔｈａｔｏｆｅａｒｔｈ）

μ＝０．０１２３０００２
９．黄经总岁差（ｇｅｎｅｒａｌｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎｉｎｌｏｎｇｉｔｕｄｅ，ｐｅｒＪｕｌｉａｎｃｅｎｔｕｒｙ，ａｔ

ｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００） ρ＝５０２９″．０９６６



１０．黄赤交角（ｏｂｌｉｑｕｉｔｙｏｆｔｈｅｅｃｌｉｐｔｉｃ，ａｔｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

ε＝２３°２６′２１″．４４８

推导常数（ｄｅｒｉｖｅｄｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

１１．章动常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｎｕｔａｔｉｏｎ，ａｔｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

Ｎ＝９″．２０２５
１２．一天文单位的长度（ｕｎｉｔｄｉｓｔａｎｃｅ） ｃτＡ＝１．４９５９７８７０×１０１１ｍ
１３．太阳视差（ｓｏｌａｒｐａｒａｌｌａｘ） ａｒｃｓｉｎ（αｃ／Ａ）＝π⊙＝８″．７９４１４８
１４．光行差常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆａｂｅｒｒａｔｉｏｎ，ｆｏｒｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

κ＝２０″．４９５５２
１５．地球扁率（ｆｌａｔｔｅｎｉｎｇｆａｃｔｏｒｆｏｒｔｈｅｅａｒｔｈ）

ｆ＝０．００３３５２８１＝１／２９８．２５７
１６．日心引力常数（ｈｅｌｉｏｃｅｎｔｒｉｃｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ）

Ａ３ｋ２／Ｄ２＝ＧＳ＝１．３２７１２４３８×１０２０ｍ３ｓ－２

１７．太阳与地球质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆＳｕｎｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅｅａｒｔｈ）
（ＧＳ）／（ＧＥ）＝Ｓ／Ｅ＝３３２９４６．０

１８．太阳与地月系质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆｓｕｎｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅｅａｒｔｈ＋
ｍｏｏｎ） （Ｓ／Ｅ）／（１＋μ）＝３２８９００．５

１９．太阳质量（ｍａｓｓｏｆｔｈｅｓｕｎ） （ＧＳ）／Ｇ＝Ｓ＝１．９８９１×１０３０ｋｇ
２０．行星质量系统（ｓｙｓｔｅｍｏｆｐｌａｎｅｔａｒｙｍａｓｓｅｓ） （太阳质量＝１）

Ｍｅｒｃｕｒｙ　　　　　６０２３６００　　　　　Ｊｕｐｉｔｅｒ　　　　　１０４７．３５５
Ｖｅｎｕｓ ４０８５２３．５ Ｓａｔｕｒｎ ３４９８．５
Ｅａｒｔｈ＋Ｍｏｏｎ ３２８９００．５ Ｕｒａｎｕｓ ２２８６９
Ｍａｒｓ ３０９８７１０ Ｎｅｐｔｕｎｅ １９３１４

Ｐｌｕｔｏ ３００００００

４９２ 航天动力学引论　



附录三　地球和月球引力场模型

通常一个地球引力场模型包括如下内容：

ＧＥ———地心引力常数 ，ａｅ———地球参考椭球体赤道半径，

Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ———地球引力位球谐展开式的归一化谐系数，

当引用某一地球引力场模型时，严格而言，地固坐标系中的测站坐标Ｒｅ 应

与该引力场模型所对应的地球参考椭球体相吻合，这在精密定轨中（特别是
定轨精度要求较高的问题）应加以考虑，因为它涉及到地心坐标系的严格定
义．同样对于月球引力场亦如此，相应地有月心引力常数ＧＭ，月球参考椭

球体赤道半径ａｅ和引力位球谐展开式的归一化系数Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ．
为了实际应用的需要，这里介绍被广泛引用的ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４两

种地球引力场模型以及ＬＰ７５Ｇ和当今认为精度较高的ＬＰ１６５两种月球引
力场模型，供读者参考．原ＪＧＭ ３模型为７０×７０阶次，ＷＧＳ８４模型为

１８０×１８０阶次，ＬＰ１６５模型为１６５×１６５阶次，ＬＰ７５Ｇ模型为７５×７５阶次，
这里分别只给到２０×２０阶次，如有需要，读者可以在相关网站上调用完整
模型．

ＪＧＭ ３　ＧＥ＝３９８６００．４４１５０ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３６３０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．４８４１６９５４８４５６４７Ｄ－０３ ．００００００００００００００Ｄ＋００
３ ０ ．９５７１７０５９０８８８００Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
４ ０ ．５３９７７７０６８３５７３０Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
５ ０ ．６８６５８９８７９８６５４３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
６ ０ －．１４９６７１５６１７８６０４Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
７ ０ ．９０７２２９４１６４３２３２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
８ ０ ．４９１１８００３１７４７３４Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
９ ０ ．２７３８５０６０９５００８５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ．５４１３０４４５７３８８１２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００



１１ ０ －．５０１６１３１４５９５６８８Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ．３６３８２３４０６２３６９０Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１３ ０ ．３９９４６４２８７３１６８３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －．２１８０３８６１５４７２０３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１５ ０ ．３１６５９５１０９２６１８９Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１６ ０ －．５４３０２３２０８８４４３２Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ．１８１０８３７５０５９８０５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ．７２６９１８４６００７２４６Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －．３５１８５５０３０９８０９８Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ．１８７８９９８６５４９７７７Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２ １ －．１８６９８７６４００００００Ｄ－０９ ．１１９５２８０１００００００Ｄ－０８
３ １ ．２０３０１３７２０５５５３０Ｄ－０５ ．２４８１３０７９８２５５６１Ｄ－０６
４ １ －．５３６２４３５５４２９８５１Ｄ－０６ －．４７３７７２３７０６１５９７Ｄ－０６
５ １ －．６２７２７３６９６９７７０５Ｄ－０７ －．９４１９４６３２１３４３８３Ｄ－０７
６ １ －．７６１０３５８０４０７２７４Ｄ－０７ ．２６８９９８１８９３２６２９Ｄ－０７
７ １ ．２８０２８６５２２０３６８９Ｄ－０６ ．９４７７７３１７８１３３１３Ｄ－０７
８ １ ．２３３３３７５１６８７２０４Ｄ－０７ ．５８４９９２７４９３９３６８Ｄ－０７
９ １ ．１４２２３０２５８９２７１４Ｄ－０６ ．２１９０９６１８３４９３７６Ｄ－０７
１０ １ ．８３７５８８３２３３２６７１Ｄ－０７ －．１３１５５４０６５３９８４３Ｄ－０６
１１ １ ．１６１０７０７７７３８７２０Ｄ－０７ －．２７８９２１５２８４０７０１Ｄ－０７
１２ １ －．５４１９１７０１３３６３０９Ｄ－０７ －．４２０１１７７５７６７６７５Ｄ－０７
１３ １ －．５２９６６８６８２６１３６１Ｄ－０７ ．３９８７６８１６４４７４２２Ｄ－０７
１４ １ －．１９０２３７５１９４１５０１Ｄ－０７ ．２７４７１８２６０６２７２２Ｄ－０７
１５ １ ．１２０１９０４８４６７８０３Ｄ－０７ ．８１７３２６７１０７９９２７Ｄ－０８
１６ １ ．２７５３３４９９３４９８１７Ｄ－０７ ．３３７０８１９９０４３７２７Ｄ－０７
１７ １ －．２６３８８８６２３９６４０９Ｄ－０７ －．２９８５２８５５７５３５０４Ｄ－０７
１８ １ ．４２１００１６７０３７２１６Ｄ－０８ －．３９０７５８９３１４５５８２Ｄ－０７
１９ １ －．６９６７５０１４４４８６３０Ｄ－０８ ．１５８０４８５０７３７３５３Ｄ－０９
２０ １ ．８３４７７６７５０１１２６１Ｄ－０８ ．６２４４５２９４１６９２８５Ｄ－０８
２ ２ ．２４３９２６０７４８６５６３Ｄ－０５ －．１４００２６６３９７５８８０Ｄ－０５
３ ２ ．９０４７０６３４１２７２９１Ｄ－０６ －．６１８９２２８４６４７８４９Ｄ－０６
４ ２ ．３５０６７０１５６４５９３８Ｄ－０６ ．６６２５７１３４５９４２６８Ｄ－０６
５ ２ ．６５２４５９１０２７６３５３Ｄ－０６ －．３２３３３４３５２４４４３５Ｄ－０６
６ ２ ．４８３２７４７２１２４８９２Ｄ－０７ －．３７３８１５９１９４４３５５Ｄ－０６
７ ２ ．３２９７６０２２７４２４１０Ｄ－０６ ．９３１９３６９６８３１０４５Ｄ－０７
８ ２ ．８００７０６６３９３１５８７Ｄ－０７ ．６５５１８５５９０９７４６４Ｄ－０７
９ ２ ．２２６２０６４２３５５８４３Ｄ－０７ －．３２１７４９８４９６２１６６Ｄ－０７
１０ ２ －．９３５５７９２５６８２８４３Ｄ－０７ －．５１４１５８９０５８４９０１Ｄ－０７
１１ ２ ．１８４２９７９５４６１０５３Ｄ－０７ －．９８４５２１１７２０４３７０Ｄ－０７
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１２ ２ ．１３９８５７３８４６０５７３Ｄ－０７ ．３１０４７７６９６４４３１３Ｄ－０７
１３ ２ ．５６０３９１２５２７５３９７Ｄ－０７ －．６２６９９３４１３００９３５Ｄ－０７
１４ ２ －．３６９７８９６６０６２４４５Ｄ－０７ －．２９８９１０７４８９８３９１Ｄ－０８
１５ ２ －．２１７４６２７２８５３２２８Ｄ－０７ －．３１７３３０３９６２１９５６Ｄ－０７
１６ ２ －．２２３９５２９４００６３１５Ｄ－０７ ．２６２０６６１３３５４６４４Ｄ－０７
１７ ２ －．１７３７８５９６９９４６６８Ｄ－０７ ．９１９６７４９２９７４０３３Ｄ－０８
１８ ２ ．１２８２８２４８８６６３４７Ｄ－０７ ．１３５８６３５９９７９０３１Ｄ－０７
１９ ２ ．３１４３５０５１５７２２１０Ｄ－０７ －．４３２９５４７９７７４３０８Ｄ－０８
２０ ２ ．２００３０４４８０２９４８７Ｄ－０７ ．１４８８４４７００８８５７６Ｄ－０７
３ ３ ．７２１１４４９３９８２３０９Ｄ－０６ ．１４１４２０３９８４７３５４Ｄ－０５
４ ３ ．９９０８６８９０５７７４４１Ｄ－０６ －．２００９８７３５４８４７３１Ｄ－０６
５ ３ －．４５１８３７０４８０８７８０Ｄ－０６ －．２１４９５４１９３４６４２１Ｄ－０６
６ ３ ．５７０２０９６５７５７９７４Ｄ－０７ ．８８８９４７３８００８２５１Ｄ－０８
７ ３ ．２５０５０１５２６７５０３８Ｄ－０６ －．２１７３２０１０８４５２５４Ｄ－０６
８ ３ －．１９２５１７６４３３１４００Ｄ－０７ －．８６２８５８３６５３４２４８Ｄ－０７
９ ３ －．１６１０６４２７８９７２４３Ｄ－０６ －．７４５４５４６４０６１４３８Ｄ－０７
１０ ３ －．７１９６７３６７０７３６４４Ｄ－０８ －．１５４１７９８８１１８５３５Ｄ－０６
１１ ３ －．３０５６０６９８００７４５５Ｄ－０７ －．１４８８０３０９０５１２２７Ｄ－０６
１２ ３ ．３８９７８５２０７７７７７０Ｄ－０７ ．２４５７６５８０９５９９４０Ｄ－０７
１３ ３ －．２１８１７１３１９４８５９０Ｄ－０７ ．９８２０８９９９０７７４５５Ｄ－０７
１４ ３ ．３６８０９４３５８３９３６４Ｄ－０７ ．２０３１３４０４３７９９７８Ｄ－０７
１５ ３ ．５２４０３０６４６６８８０２Ｄ－０７ ．１５１５９８６２３１０３６１Ｄ－０７
１６ ３ －．３５１００７８９００４４６７Ｄ－０７ －．２３２４１５１９９６７９８２Ｄ－０７
１７ ３ ．７４２２５６１５３３７８３０Ｄ－０８ ．８１９４６５２３７２４２５１Ｄ－０８
１８ ３ －．３７５９６６７５９０９３５９Ｄ－０８ －．３１０９０５６２９９３６２４Ｄ－０８
１９ ３ －．９８９９９９３３２０４２０７Ｄ－０８ －．９８８２１２０８４３８５３５Ｄ－０９
２０ ３ －．５９３４９９４９０６６７６８Ｄ－０８ ．３５５７１１５１１７１０５５Ｄ－０７
４ ４ －．１８８４８１３６７４２５２７Ｄ－０６ ．３０８８４８０３６９０３５５Ｄ－０６
５ ４ －．２９５１２３３９３０２１９６Ｄ－０６ ．４９７４１４２７２３０９３４Ｄ－０７
６ ４ －．８６２２８０３２６１９８００Ｄ－０７ －．４７１４０５１１２３２１４８Ｄ－０６
７ ４ －．２７５５４０９６３０７４０３Ｄ－０６ －．１２４１４１５１２４８５１６Ｄ－０６
８ ４ －．２４４３５８０６４３９２９７Ｄ－０６ ．６９８５７０７４８５０４３１Ｄ－０７
９ ４ －．８２０１７３６６８７７８７２Ｄ－０８ ．２００６８０９３２８６８４１Ｄ－０７
１０ ４ －．８４３３５３５２３９５３３８Ｄ－０７ －．７８４８５３４６１７１７９０Ｄ－０７
１１ ４ －．４００２４１０７７８２３３９Ｄ－０７ －．６３５９６５３０２１３４４９Ｄ－０７
１２ ４ －．６８４１９６９８１８７０８０Ｄ－０７ ．２９５４３２５６０５９３４４Ｄ－０８
１３ ４ －．１４７０９３７２４４１８４５Ｄ－０８ －．１２６１３８４８７８６４６４Ｄ－０７
１４ ４ ．１７１２０６６０３６９００１Ｄ－０８ －．２０６８８０４４０００６４３Ｄ－０７
１５ ４ －．４２１６２６９１４４６０７０Ｄ－０７ ．７８２７０９９６９０９８８４Ｄ－０８
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１６ ４ ．４１２１８９７６７３９８６０Ｄ－０７ ．４６０５６６９６９７６６０１Ｄ－０７
１７ ４ ．７５２０２５６１２８０７９８Ｄ－０８ ．２３３８１９９４８７０９８４Ｄ－０７
１８ ４ ．５３０９２２９１０４０７７５Ｄ－０７ ．１４５９６９９８８３０７２７Ｄ－０８
１９ ４ ．１５８２６７８６８０７３３５Ｄ－０７ －．５６６１９３７６８９３５７７Ｄ－０８
２０ ４ ．５４５７１７４７２３４６５１Ｄ－０８ －．２２４１０１０１１９８２７０Ｄ－０７
５ ５ ．１７４８３１５７７６９９９０Ｄ－０６ －．６６９３９２９３７２４９１１Ｄ－０６
６ ５ －．２６７１１２２７１７１９６６Ｄ－０６ －．５３６４１０１６４６６３９０Ｄ－０６
７ ５ ．１６４４００３８１４６４１１Ｄ－０８ ．１８０７５３３５２３３５０６Ｄ－０７
８ ５ －．２５４９８４１００１０２５７Ｄ－０７ ．８９０９０２９７４９４６４０Ｄ－０７
９ ５ －．１６３２５０６１５１５９２４Ｄ－０７ －．５４２７１４７３２４７９９２Ｄ－０７
１０ ５ －．４９５１９７４０８１８０５４Ｄ－０７ －．５０２９２６９３５７７９２１Ｄ－０７
１１ ５ ．３７４３５８７４５６７７０８Ｄ－０７ ．４９８２８６３１６８００４１Ｄ－０７
１２ ５ ．３１１０７０７５５２７２６６Ｄ－０７ ．７６３８７８８３１２４３１２Ｄ－０８
１３ ５ ．５８２５３１２５４１５４１７Ｄ－０７ ．６５８４５６４８９６８１１１Ｄ－０７
１４ ５ ．２９８９９４６２４５０１３３Ｄ－０７ －．１６８５７９１０８３８４１１Ｄ－０７
１５ ５ ．１３４５０８９５８４６６９７Ｄ－０７ ．８９８２３３４９６２９８８６Ｄ－０８
１６ ５ －．１３４９５２６３５７５７２７Ｄ－０７ －．１６７８８５０７０６０８８９Ｄ－０８
１７ ５ －．１７０５８０５２５９４１５９Ｄ－０７ ．５３５３２０６５６２１８０５Ｄ－０８
１８ ５ ．７３１４４２２０３５９３５１Ｄ－０８ ．２４６５０３５１１３６７５０Ｄ－０７
１９ ５ ．１２０５８２２３７９２８６９Ｄ－０７ ．２７２０４４４４０６４６１１Ｄ－０７
２０ ５ －．１１４５２３１８３８８９３０Ｄ－０７ －．６９３５０７７５８６４８７７Ｄ－０８
６ ６ ．９５０１６５１８３３８５５７Ｄ－０８ －．２３７２６１４７８８９５２２Ｄ－０６
７ ６ －．３５８８４２６３３０７９１８Ｄ－０６ ．１５１７７８０８４４３４２６Ｄ－０６
８ ６ －．６５８５９３５３８６４３８８Ｄ－０７ ．３０８９２０６４１５７９５６Ｄ－０６
９ ６ ．６２８３３１８６９２２４１０Ｄ－０７ ．２２２６７７３１０９４９１９Ｄ－０６
１０ ６ －．３７４１８８３３７３６６９３Ｄ－０７ －．７９４６４２１８２７４９５８Ｄ－０７
１１ ６ －．１４６０７８１４０５５５１５Ｄ－０８ ．３４１７３１６１２３０３７３Ｄ－０７
１２ ６ ．３３２４４１９４６８０３６１Ｄ－０８ ．３９３６８８３３４８４４８４Ｄ－０７
１３ ６ －．３５３１１９８８７４０４４２Ｄ－０７ －．６０５８３３１５２９７５５２Ｄ－０８
１４ ６ －．１９４００９８１７３００９２Ｄ－０７ ．２４１２９５９４１２９９６５Ｄ－０８
１５ ６ ．３３４６３３８６２２０８２３Ｄ－０７ －．３７７５２５３２１３２５６２Ｄ－０７
１６ ６ ．１４３２１０５４６５０５２０Ｄ－０７ －．３４４４５３５９２５１６２６Ｄ－０７
１７ ６ －．１３４６６６１００１１００２Ｄ－０７ －．２８２７４８３７４３６１５１Ｄ－０７
１８ ６ ．１３３７７８３９９８９１８７Ｄ－０７ －．１５６６０９９６０６５８９４Ｄ－０７
１９ ６ －．２３８５００６２００７６９９Ｄ－０８ ．１７９５１６５９５９１４７８Ｄ－０７
２０ ６ ．１１５６５４０１０９７３４１Ｄ－０７ －．４２３４１７３２００２０９２Ｄ－０９
７ ７ ．１３７９５１７０５６４０７６Ｄ－０８ ．２４１２８５９４０８０７７３Ｄ－０７
８ ７ ．６７２６２７０１８４８７３４Ｄ－０７ ．７４８１３１９６７６８７１０Ｄ－０７
９ ７ －．１１８１５８８５２１７６２９Ｄ－０６ －．９６８９９３８５８３９９８９Ｄ－０７

８９２ 航天动力学引论　



１０ ７ ．８２０８４０６２５２０７８３Ｄ－０８ －．３１４９１３５８４０１０９２Ｄ－０８
１１ ７ ．４７０６１８２４７４０１８３Ｄ－０８ －．８９７７７２３５０５７０５１Ｄ－０７
１２ ７ －．１８６０３１０６５４１７４７Ｄ－０７ ．３５５７０８２９２４９１６６Ｄ－０７
１３ ７ ．２７０６３６４９２００２９０Ｄ－０８ －．７７１１０５７８９１４５００Ｄ－０８
１４ ７ ．３６８５１１３２６３１４９３Ｄ－０７ －．４２２２３６４５８８９７４０Ｄ－０８
１５ ７ ．５９９１２７０１３５４８６６Ｄ－０７ ．６０５６１９２３２７１５１４Ｄ－０８
１６ ７ －．７８１２９６６２２０６８６９Ｄ－０８ －．８５１０１４３２５２０６４５Ｄ－０８
１７ ７ ．２４０１１１１９６３７８８１Ｄ－０７ －．５８８３５５４３８６８３６３Ｄ－０８
１８ ７ ．６５２８５８７７１１４８７１Ｄ－０８ ．６２８０２６３０１６５４９３Ｄ－０８
１９ ７ ．７３６７７８５９１２２１７０Ｄ－０８ －．８６６４８４８１７１９４９８Ｄ－０８
２０ ７ －．２０３０１５１０２２８１４９Ｄ－０７ －．１２９９５８８９２２６３９３Ｄ－０９
８ ８ －．１２３９７０６１３９５４９８Ｄ－０６ ．１２０４４１００６６８７６６Ｄ－０６
９ ８ ．１８７９８４２６９５４７２２Ｄ－０６ －．３０１５４４４０６５７９０２Ｄ－０８
１０ ８ ．４０４６７８４１８７１０７７Ｄ－０７ －．９１９１６６８２７３４３７１Ｄ－０７
１１ ８ －．６１４０６０３１０６９２５１Ｄ－０８ ．２４５７２２５４５０５２００Ｄ－０７
１２ ８ －．２５７０２４７７４０２６６８Ｄ－０７ ．１６６６６７９４４６４６２４Ｄ－０７
１３ ８ －．９８８７１７８７５８６４７８Ｄ－０８ －．９７２８９３７１６１７４９９Ｄ－０８
１４ ８ －．３４８６６８５２９１８３５３Ｄ－０７ －．１４８８８４１４７８８６８３Ｄ－０７
１５ ８ －．３１９８９５５２４１６３６４Ｄ－０７ ．２２２７０９１３８８３１２０Ｄ－０７
１６ ８ －．２１５３７８４２２６９７２８Ｄ－０７ ．５２４７５７５０４００２８８Ｄ－０８
１７ ８ ．３７６２４５６１８６６８３４Ｄ－０７ ．３７６０９５６０３５９４２７Ｄ－０８
１８ ８ ．３１０６６１１６４３４８２５Ｄ－０７ ．２４７０１３４０６５６９０２Ｄ－０８
１９ ８ ．３１０５２１８９０７３５８１Ｄ－０７ －．１０４６２６０８８４７１６８Ｄ－０７
２０ ８ ．４９２２２０３１３０５６３０Ｄ－０８ ．４０６７１６１８４３６５９４Ｄ－０８
９ ９ －．４７７２４８２１９２３１７８Ｄ－０７ ．９６５８５５７７６３０７９７Ｄ－０７
１０ ９ ．１２５４０２５０２５２２７７Ｄ－０６ －．３７７３６４７７７５３６８８Ｄ－０７
１１ ９ －．３１４５５５１６２２７６７５Ｄ－０７ ．４２０４０７１３６８８１５５Ｄ－０７
１２ ９ ．４１７９３０７７７１１６５５Ｄ－０７ ．２５３２４５７９９０８９５４Ｄ－０７
１３ ９ ．２４７５３６３００５４７８１Ｄ－０７ ．４５３５９２５７７２０６６７Ｄ－０７
１４ ９ ．３２３７６６３８７７８２１５Ｄ－０７ ．２８６９８２１２５５０７４１Ｄ－０７
１５ ９ ．１３０２６７２２０２４２５７Ｄ－０７ ．３７８７６４１３７０４１６６Ｄ－０７
１６ ９ －．２２７７６７１５２８９２４３Ｄ－０７ －．３８９２３８８７４５３３３４Ｄ－０７
１７ ９ ．３２９０４８９９７６０４２５Ｄ－０８ －．２８５８５７６６４０１８５２Ｄ－０７
１８ ９ －．１９１８３１２３５５９３４４Ｄ－０７ ．３６１４４３８７２００３２３Ｄ－０７
１９ ９ ．３０３０４６６１６３７５９６Ｄ－０８ ．６４５１５５６６５３６９１３Ｄ－０８
２０ ９ ．１８０４３９１２５５３３９７Ｄ－０７ －．５８６４８７１３８６７２３２Ｄ－０８
１０ １０ ．１００３８２３３１３１３９８Ｄ－０６ －．２３８０９４０４４４７１９３Ｄ－０７
１１ １０ －．５２１２９３０８５８８５３７Ｄ－０７ －．１８３０２２７８００２２３５Ｄ－０７
１２ １０ －．６１６９３８４７１２０９４９Ｄ－０８ ．３０９８６２６２９１８９５５Ｄ－０７

９９２　附录三　地球和月球引力场模型



１３ １０ ．４０８９２１４７４５８６１１Ｄ－０７ －．３７０９８９４３４２１３５４Ｄ－０７
１４ １０ ．３８８３８４８９４６２０６７Ｄ－０７ －．１４６４６５０２９３６９１７Ｄ－０８
１５ １０ ．１０３１１３３０７５２３５０Ｄ－０７ ．１４９５６３２９１９５２１７Ｄ－０７
１６ １０ －．１２１２８７１００２１１２３Ｄ－０７ ．１２０６４６３５９９３１０３Ｄ－０７
１７ １０ －．４３０４０７７８２９６９８１Ｄ－０８ ．１８０３８４４３９８７６８２Ｄ－０７
１８ １０ ．５５６６１５６０２５５６１８Ｄ－０８ －．４５９５３８６８３１３８５６Ｄ－０８
１９ １０ －．３３３７７４８９５８９３９３Ｄ－０７ －．７０９０１７９３０７８３０１Ｄ－０８
２０ １０ －．３２５４９０３４６７２４００Ｄ－０７ －．５７６０１８３１９９２０７４Ｄ－０８
１１ １１ ．４６２２６９４５９７４０６５Ｄ－０７ －．６９５９２５１３７８６０１９Ｄ－０７
１２ １１ ．１１３２０８２７２８８３８４Ｄ－０７ －．６３４４２２５５４４８４５４Ｄ－０８
１３ １１ －．４４７３９０７４５６５５１３Ｄ－０７ －．４８３２８９２０６０７２７４Ｄ－０８
１４ １１ ．１５３５６５３９４６２９１４Ｄ－０７ －．３９０３８５０３１０９７３２Ｄ－０７
１５ １１ －．９５１７４４９１８４９６００Ｄ－０９ ．１８７１６３３６６６７４７４Ｄ－０７
１６ １１ ．１９２６５８３５１８３２９０Ｄ－０７ －．２９７４７５７５２０２７４１Ｄ－０８
１７ １１ －．１５７２５５１９１１４５５４Ｄ－０７ ．１１０２０８６８２２７８８７Ｄ－０７
１８ １１ －．７６４２４７５３５８７１４０Ｄ－０８ ．２１１７１５１３６６０３１５Ｄ－０８
１９ １１ ．１６０８０７２０１９７７２３Ｄ－０７ ．１１０００３１７３２８８０８Ｄ－０７
２０ １１ ．１４５６２７６２７２０８２０Ｄ－０７ －．１８９２９７５１２９８２９５Ｄ－０７
１２ １２ －．２３４９２７５２２６９３４１Ｄ－０８ －．１０９５９４２６５５３４０６Ｄ－０７
１３ １２ －．３１４１００２１３４６４７７Ｄ－０７ ．８８１０６３４９３７４４０６Ｄ－０７
１４ １２ ．８５０４６６４６１６６０８８Ｄ－０８ －．３０９２１７２７７４０２８０Ｄ－０７
１５ １２ －．３２７２８９９１６０４５３６Ｄ－０７ ．１５７１９７７６５２８９１４Ｄ－０７
１６ １２ ．１９６９７７４２５５９３９９Ｄ－０７ ．６９１４５０９２７９７７８３Ｄ－０８
１７ １２ ．２８６８９１２８７８９４０２Ｄ－０７ ．２０７４４０６９７００７７１Ｄ－０７
１８ １２ －．２９６０３０１９９７４５３６Ｄ－０７ －．１６１９２４６４６６１７９４Ｄ－０７
１９ １２ －．２９８８６５５７２６３１９１Ｄ－０８ ．９３０９６７９８７８８４１５Ｄ－０８
２０ １２ －．６４０９２１５４０８３７５１Ｄ－０８ ．１８１５４２２０９４２６１２Ｄ－０７
１３ １３ －．６１２１１３４１０７４２３０Ｄ－０７ ．６８４０８７８５６９０８６８Ｄ－０７
１４ １３ ．３２１６６７４７１３５０７１Ｄ－０７ ．４５２０００８１１９９３８９Ｄ－０７
１５ １３ －．２８２８８９６０９２６５６４Ｄ－０７ －．４２９４３９５８５２６００４Ｄ－０８
１６ １３ ．１３８３７３３０１８９１６３Ｄ－０７ ．９９３９３１０４７６４３３９Ｄ－０９
１７ １３ ．１６６０３０６６７３８８９３Ｄ－０７ ．２０３０４８０８６７８３９５Ｄ－０７
１８ １３ －．６３７９９３３０３４７４６６Ｄ－０８ －．３４９７９７３０３１２３５１Ｄ－０７
１９ １３ －．７４４６５５１５０９０７９０Ｄ－０８ －．２８３９８３０３８５４０５１Ｄ－０７
２０ １３ ．２７３２３４９０５３９２１３Ｄ－０７ ．７０３２５１２９６６２０９１Ｄ－０８
１４ １４ －．５１７８３４３６３６６９４４Ｄ－０７ －．５０１３５７０６０８９７３１Ｄ－０８
１５ １４ ．５３０４４８１１２７９７９６Ｄ－０８ －．２４４４２４８４６２２６９０Ｄ－０７
１６ １４ －．１９１２５９２９０８４６２８Ｄ－０７ －．３８８６０１６０７３１４９９Ｄ－０７
１７ １４ －．１４０６０７９４１０３２３２Ｄ－０７ ．１１３７５７０５３４３０４０Ｄ－０７

００３ 航天动力学引论　



１８ １４ －．８００２８３２１５５３１５１Ｄ－０８ －．１３０７８３７５０３５７１３Ｄ－０７
１９ １４ －．４５２９４３２０７３７３４６Ｄ－０８ －．１３１１３４５２６８９０００Ｄ－０７
２０ １４ ．１１８９４３７７０２６５８０Ｄ－０７ －．１４４７２２３３８５７７３８Ｄ－０７
１５ １５ －．１９２２７５３２５５７７６０Ｄ－０７ －．４７０４３７１７７４０２９６Ｄ－０８
１６ １５ －．１４４６０５１１２５０６２３Ｄ－０７ －．３２６９９１０２９８４２２８Ｄ－０７
１７ １５ ．５３３１８５５８２７３０８９Ｄ－０８ ．５３８７１００７２５１７１４Ｄ－０８
１８ １５ －．４０５３５５６６９２２３０７Ｄ－０７ －．２０２４９４２６８２２３９１Ｄ－０７
１９ １５ －．１７８３８４５８６１５３６８Ｄ－０７ －．１４１０５９１６１７２４９６Ｄ－０７
２０ １５ －．２５８３２７３７６７８３１６Ｄ－０７ －．７６５８０２４１４９０６９０Ｄ－０９
１６ １６ －．３７５２９４２４６５９８７４Ｄ－０７ ．３５９１１０３８３４１１６２Ｄ－０８
１７ １６ －．３００６１０１６８１１５８６Ｄ－０７ ．３７２４０８８６０９６０８４Ｄ－０８
１８ １６ ．１０６７０９１３８４０５４４Ｄ－０７ ．６９６５４３６９１１０８６６Ｄ－０８
１９ １６ －．２１４２１２１２４１３０３２Ｄ－０７ －．６９５７４５０８６７９３３８Ｄ－０８
２０ １６ －．１２０６３７０４６４１５１６Ｄ－０７ ．３３００１８８３９９２３５７Ｄ－０９
１７ １７ －．３４０６４１０８５４２１５８Ｄ－０７ －．１９７３３２１４９０５９８８Ｄ－０７
１８ １７ ．３６００３１９１９４１６１８Ｄ－０８ ．４５１０３７６０５４７９３８Ｄ－０８
１９ １７ ．２９１０５７５３０６７６１９Ｄ－０７ －．１５１５２５３７１４７９９５Ｄ－０７
２０ １７ ．４４３４７２４８３７２８２０Ｄ－０８ －．１３７０３４０５４５９９６１Ｄ－０７
１８ １８ ．２６２０６０６０９７３４１０Ｄ－０８ －．１０８１００５８４０６３２６Ｄ－０７
１９ １８ ．３４７１４３４０２９０４４１Ｄ－０７ －．９４３８５７７４５５４９６４Ｄ－０８
２０ １８ ．１４９１６６３２１８２６５２Ｄ－０７ －．９８３６９２９１５３５４４６Ｄ－０９
１９ １９ －．２３７０８５８１９９９９７８Ｄ－０８ ．４７７９６０９１４７８９５５Ｄ－０８
２０ １９ －．２９６２６２４５２９７２３３Ｄ－０８ ．１０９５９６４９６４７５３３Ｄ－０７
２０ ２０ ．４０４４５８４０９５５３０９Ｄ－０８ －．１２３４６６１８３３７９２４Ｄ－０７

ＷＧＳ８４　ＧＥ＝３９８６００．４４１８ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３７０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －０．４８４１６６８５Ｄ－０３ ０．００００００００Ｄ＋００
３ ０ ０．９５７０６３９０Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
４ ０ ０．５３６９９５８７Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
５ ０ ０．７１０９２０４８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
６ ０ －０．１５０６４８２１Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
７ ０ ０．８５８１９２１７Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
８ ０ ０．４２９７９８３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
９ ０ ０．３３１７３２３１Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ０．５０９３１５７５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１１ ０ －０．５８１１４６９６Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ０．３４０７３２３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
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１３ ０ ０．４８１５９５３４Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －０．２５５５９２７９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１５ ０ －０．５５５３４００１Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１６ ０ ０．９６３５２９５８Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ０．２７４１８１６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ０．１０１９６２１８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －０．１１００９８６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ０．２５００８０１９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２ １ ０．００００００００Ｄ＋００ ０．００００００００Ｄ＋００
２ ２ ０．２４３９５７９６Ｄ－０５ －０．１３９７９５４８Ｄ－０５
３ １ ０．２０３１８７２９Ｄ－０５ ０．２５０８５７５９Ｄ－０６
３ ２ ０．９０６６６１１３Ｄ－０６ －０．６２１０２４２８Ｄ－０６
３ ３ ０．７１７７０３５２Ｄ－０６ ０．１４１５２３８８Ｄ－０５
４ １ －０．５３５４８０４４Ｄ－０６ －０．４７４２０３９４Ｄ－０６
４ ２ ０．３４７９７５１９Ｄ－０６ ０．６５５７９１５８Ｄ－０６
４ ３ ０．９９１７２３２１Ｄ－０６ －０．１９９１２４９１Ｄ－０６
４ ４ －０．１８６８６１２４Ｄ－０６ ０．３０９５３１１４Ｄ－０６
５ １ －０．６４１８５２６５Ｄ－０７ －０．９２４９２９５９Ｄ－０７
５ ２ ０．６５１８４９８４Ｄ－０６ －０．３２００７４１６Ｄ－０６
５ ３ －０．４４９０３６３９Ｄ－０６ －０．２１３２８２７２Ｄ－０６
５ ４ －０．２９７１９０５５Ｄ－０６ ０．５３２１３４８０Ｄ－０７
５ ５ ０．１７５２３２２１Ｄ－０６ －０．６７０５９４５６Ｄ－０６
６ １ －０．７４１８０２５９Ｄ－０７ ０．３２７８００４０Ｄ－０７
６ ２ ０．５１８２４４０９Ｄ－０７ －０．３５８６６６３４Ｄ－０６
６ ３ ０．５３３７０５７７Ｄ－０７ ０．６１３３４７２０Ｄ－０８
６ ４ －０．８８６９４８５６Ｄ－０７ －０．４７２６０９４５Ｄ－０６
６ ５ －０．２６８１８８２０Ｄ－０６ －０．５３４９１０７３Ｄ－０６
６ ６ ０．１０２３７８３２Ｄ－０７ －０．２３７４１００２Ｄ－０６
７ １ ０．２７９０５１９６Ｄ－０６ ０．９４２３１３４６Ｄ－０７
７ ２ ０．３２８７３８３２Ｄ－０６ ０．８８８３５０９２Ｄ－０７
７ ３ ０．２４９４０２４０Ｄ－０６ －０．２１２２３３６９Ｄ－０６
７ ４ －０．２７１２３０３４Ｄ－０６ －０．１２６９６６０７Ｄ－０６
７ ５ ０．１０２４６２９０Ｄ－０８ ０．１７３２１６７２Ｄ－０７
７ ６ －０．３５８４３７４５Ｄ－０６ ０．１５２０２６３３Ｄ－０６
７ ７ －０．２０９９１４５７Ｄ－０８ ０．２２８０５６６４Ｄ－０７
８ １ ０．１８８８９３４２Ｄ－０７ ０．４７８５６９６７Ｄ－０７
８ ２ ０．７３５５３９５２Ｄ－０７ ０．４７８６７６９３Ｄ－０７
８ ３ －０．１２１３２４５９Ｄ－０７ －０．８３４６１８５３Ｄ－０７
８ ４ －０．２４２０８２６４Ｄ－０６ ０．７１６０３９２４Ｄ－０７
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８ ５ －０．２４９６６５８７Ｄ－０７ ０．８７７５１０４７Ｄ－０７
８ ６ －０．６５０９３４２４Ｄ－０７ ０．３０９０４２０２Ｄ－０６
８ ７ ０．６６３２３２９２Ｄ－０７ ０．７４６６１７６６Ｄ－０７
８ ８ －０．１２３７２２８１Ｄ－０６ ０．１２２１０２５８Ｄ－０６
９ １ ０．１４７４７９６９Ｄ－０６ ０．２３８９４３５４Ｄ－０７
９ ２ ０．２２０５２０９３Ｄ－０７ －０．２６８７６６６５Ｄ－０７
９ ３ －０．１６２５６０４７Ｄ－０６ －０．８５９２８４３１Ｄ－０７
９ ４ －０．１７１９３８２７Ｄ－０７ ０．２６０７７０３０Ｄ－０７
９ ５ －０．１６９０２７９１Ｄ－０７ －０．５０３３７３６５Ｄ－０７
９ ６ ０．６５７１７９１０Ｄ－０７ ０．２２２７５８５８Ｄ－０６
９ ７ －０．１１６４８０１６Ｄ－０６ －０．９７２９８７６９Ｄ－０７
９ ８ ０．１８８９６０４５Ｄ－０６ －０．３１０２６２２２Ｄ－０８
９ ９ －０．４８２７５７４４Ｄ－０７ ０．９６３８１０７２Ｄ－０７
１０ １ ０．８８７０６５１７Ｄ－０７ －０．１２５３６４５７Ｄ－０６
１０ ２ －０．８２３７５２０３Ｄ－０７ －０．３８２８００４９Ｄ－０７
１０ ３ －０．１３１３７３７１Ｄ－０７ －０．１５５５３７３２Ｄ－０６
１０ ４ －０．８７４２４３１９Ｄ－０７ －０．７９２１５７３２Ｄ－０７
１０ ５ －０．５３９８０８２１Ｄ－０７ －０．４６２９４９４７Ｄ－０７
１０ ６ －０．４２３７１４４８Ｄ－０７ －０．７９６８０６０７Ｄ－０７
１０ ７ ０．８３７３６０４５Ｄ－０８ －０．２５６３６５８２Ｄ－０８
１０ ８ ０．４１２３９５８９Ｄ－０７ －０．９２２６９０９５Ｄ－０７
１０ ９ ０．１２５３９５１４Ｄ－０６ －０．３７６８７１１７Ｄ－０７
１０ １０ ０．１０１２４３７０Ｄ－０６ －０．２４８７４９８４Ｄ－０７
１１ １ ０．９５３７５８３９Ｄ－０８ －０．２２０９４８２８Ｄ－０７
１１ ２ ０．２１７１６２２５Ｄ－０７ －０．１０２２４８１０Ｄ－０６
１１ ３ －０．３００２３６９５Ｄ－０７ －０．１３４２２０１９Ｄ－０６
１１ ４ －０．３０４０７１６１Ｄ－０７ －０．６９８２３３３３Ｄ－０７
１１ ５ ０．３５１０４６０９Ｄ－０７ ０．４９１７５１７０Ｄ－０７
１１ ６ －０．３７９１１１０５Ｄ－０８ ０．３６８４８５２２Ｄ－０７
１１ ７ ０．２５７７４０３９Ｄ－０８ －０．８８６５８３９５Ｄ－０７
１１ ８ －０．７１３９６６２７Ｄ－０８ ０．２３２４３０７７Ｄ－０７
１１ ９ －０．３０２４６３１３Ｄ－０７ ０．４１７７６４００Ｄ－０７
１１ １０ －０．５３４２４２７９Ｄ－０７ －０．１８７１６７６６Ｄ－０７
１１ １１ ０．４７５１４８５８Ｄ－０７ －０．７０４１５７９６Ｄ－０７
１２ １ －０．６０６０９９２６Ｄ－０７ －０．３８１８９０８２Ｄ－０７
１２ ２ ０．７４２００１８８Ｄ－０８ ０．２４６４０６２０Ｄ－０７
１２ ３ ０．４２１４９８１７Ｄ－０７ ０．３２１８９５９４Ｄ－０７
１２ ４ －０．６４３４６８３１Ｄ－０７ －０．２５３６４９３１Ｄ－０８
１２ ５ ０．３３１２６２００Ｄ－０７ －０．４０６５８５８６Ｄ－０９
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１２ ６ ０．８６９８１５０２Ｄ－０８ ０．３６７１１０９４Ｄ－０７
１２ ７ －０．１６５９８０４８Ｄ－０７ ０．３４４７５９５４Ｄ－０７
１２ ８ －０．２６８４３７００Ｄ－０７ ０．１７８３８３０９Ｄ－０７
１２ ９ ０．４２２９３０１５Ｄ－０７ ０．２７１０７８１１Ｄ－０７
１２ １０ －０．４４２３７３５７Ｄ－０８ ０．３０８２３３９４Ｄ－０７
１２ １１ ０．９６４６２５１４Ｄ－０８ －０．６０７１１２９１Ｄ－０８
１２ １２ －０．３０８７８７１４Ｄ－０８ －０．１０９３２３１６Ｄ－０７
１３ １ －０．４７９２１６７５Ｄ－０７ ０．３４９５７１７７Ｄ－０７
１３ ２ ０．４８７０５１２１Ｄ－０７ －０．６３９３３２３２Ｄ－０７
１３ ３ －０．１７２１９５４９Ｄ－０７ ０．８２４６５７９４Ｄ－０７
１３ ４ －０．９２６１６０５６Ｄ－０８ －０．９８２４９４７９Ｄ－０９
１３ ５ ０．５８５４５２５５Ｄ－０７ ０．６６０７５８５６Ｄ－０７
１３ ６ －０．２８５４８７５７Ｄ－０７ －０．１３０１８２５０Ｄ－０７
１３ ７ ０．１００４８６８７Ｄ－０７ －０．１２６７２０５０Ｄ－０７
１３ ８ －０．１２２３６０３７Ｄ－０７ －０．１１６８０４７５Ｄ－０７
１３ ９ ０．２５７９８６３０Ｄ－０７ ０．４６７７１９５８Ｄ－０７
１３ １０ ０．４２１１２０６６Ｄ－０７ －０．３５２０３５５９Ｄ－０７
１３ １１ －０．４４４２３４７２Ｄ－０７ －０．６３１３７５５９Ｄ－０８
１３ １２ －０．３１６１０６８８Ｄ－０７ ０．８６３７８２３０Ｄ－０７
１３ １３ －０．６１０１９５７３Ｄ－０７ ０．６８７１２４２３Ｄ－０７
１４ １ －０．１０５８１２５６Ｄ－０７ ０．２２７３９０８２Ｄ－０７
１４ ２ －０．３２５８８４６７Ｄ－０７ －０．４５９８４５８５Ｄ－０８
１４ ３ ０．３３４１１７５０Ｄ－０７ ０．７２２７１０９４Ｄ－０８
１４ ４ ０．３４１６３３４０Ｄ－０８ －０．２３０６２５６８Ｄ－０７
１４ ５ ０．２１７７７４９９Ｄ－０７ －０．４４３４０９７４Ｄ－０８
１４ ６ －０．２３０２２０４５Ｄ－０７ ０．７９１３７３５７Ｄ－０８
１４ ７ ０．３９３５５８０８Ｄ－０７ －０．５２１８７２１２Ｄ－０８
１４ ８ －０．３１８６６０５３Ｄ－０７ －０．１６６０９６０１Ｄ－０７
１４ ９ ０．３０１８２９９３Ｄ－０７ ０．２３９４２２４８Ｄ－０７
１４ １０ ０．３６００８３０６Ｄ－０７ －０．４３９２４８７２Ｄ－０９
１４ １１ ０．１６００６３４７Ｄ－０７ －０．４０４７５０３３Ｄ－０７
１４ １２ ０．７９８１０５４９Ｄ－０８ －０．３１０６８５５１Ｄ－０７
１４ １３ ０．３３４４６４２１Ｄ－０７ ０．４４６２２３４４Ｄ－０７
１４ １４ －０．５２１７４１６６Ｄ－０７ －０．４８７８９４５２Ｄ－０８
１５ １ ０．７７０２７９０９Ｄ－０８ ０．１２６６７９８３Ｄ－０７
１５ ２ －０．１３３１０３６１Ｄ－０７ －０．２５５７０２３９Ｄ－０７
１５ ３ ０．５３４６９１０９Ｄ－０７ ０．２１５４０８３０Ｄ－０７
１５ ４ －０．３５４８５１４０Ｄ－０７ －０．３８３２５９７１Ｄ－０８
１５ ５ ０．８０６７０６７０Ｄ－０８ ０．９５３６７４０５Ｄ－０８
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１５ ６ ０．２８８３５７７４Ｄ－０７ －０．２９５８４８５３Ｄ－０７
１５ ７ ０．５５２９７５６１Ｄ－０７ ０．１２６８８８８１Ｄ－０７
１５ ８ －０．２６８６６０１２Ｄ－０７ ０．２８５０８６６９Ｄ－０７
１５ ９ ０．１５２２９３６８Ｄ－０７ ０．４０２４２９５７Ｄ－０７
１５ １０ ０．７８２２６２６４Ｄ－０８ ０．１６４８２１０４Ｄ－０７
１５ １１ －０．４５３２３９４１Ｄ－０８ ０．１６３７９２１１Ｄ－０７
１５ １２ －０．３４３１０５１６Ｄ－０７ ０．１３２４８５５７Ｄ－０７
１５ １３ －０．２７８６５４７０Ｄ－０７ －０．５１１２４０１６Ｄ－０８
１５ １４ ０．５８００７２３９Ｄ－０８ －０．２４８３０９４７Ｄ－０７
１５ １５ －０．１８７５６９７４Ｄ－０７ －０．５３７４５８４８Ｄ－０８
１６ １ ０．１６６５７０１１Ｄ－０７ ０．３２０８８９７１Ｄ－０７
１６ ２ －０．２２０５１９８６Ｄ－０７ ０．２６２８６２０４Ｄ－０７
１６ ３ －０．２９５１４８４９Ｄ－０７ －０．９５８２７６５９Ｄ－０８
１６ ４ ０．３７６２１１３１Ｄ－０７ ０．５５４７７５４８Ｄ－０７
１６ ５ －０．１０４７９２３９Ｄ－０７ －０．２７３８２３３８Ｄ－０８
１６ ６ ０．９７４０７４５４Ｄ－０８ －０．４３０８７９５７Ｄ－０７
１６ ７ －０．１２１６８１６９Ｄ－０７ －０．５６６３６９９６Ｄ－０８
１６ ８ －０．２５０３４０２４Ｄ－０７ ０．２２８９５７３７Ｄ－０８
１６ ９ －０．１７９０８７８５Ｄ－０７ －０．２９９３８９０８Ｄ－０７
１６ １０ －０．１０１２９６８９Ｄ－０７ ０．１２４０４４７３Ｄ－０７
１６ １１ ０．１９０５３９８０Ｄ－０７ －０．１７３５４５９０Ｄ－０８
１６ １２ ０．１８８８８０１３Ｄ－０７ ０．４６９４９６１５Ｄ－０８
１６ １３ ０．１５１５８１４２Ｄ－０７ －０．１７４１０５９６Ｄ－０９
１６ １４ －０．１９４１６１７２Ｄ－０７ －０．３８７２４２２５Ｄ－０７
１６ １５ －０．１４４００６４９Ｄ－０７ －０．３３１５１８１９Ｄ－０７
１６ １６ －０．４０９２０９１２Ｄ－０７ ０．２３４４９４３０Ｄ－０８
１７ １ －０．１７４９２３７２Ｄ－０７ －０．２９００４４３４Ｄ－０７
１７ ２ －０．２４９７２１３６Ｄ－０７ ０．５２３４５３００Ｄ－０８
１７ ３ ０．７５９５８２２６Ｄ－０８ ０．１３１６１９５１Ｄ－０７
１７ ４ －０．３５５６７９３６Ｄ－０８ ０．２９１０８８５９Ｄ－０７
１７ ５ －０．１６４４０５１７Ｄ－０７ ０．１５６６６１５５Ｄ－０７
１７ ６ －０．２９０５３４２０Ｄ－０８ －０．４１２３９９４５Ｄ－０７
１７ ７ ０．３０３２７５９１Ｄ－０７ －０．５４６５２６１５Ｄ－０８
１７ ８ ０．２６８２８９５２Ｄ－０７ －０．６９６３４０４０Ｄ－０８
１７ ９ －０．７４６８５９２３Ｄ－０９ －０．３１３００５６８Ｄ－０７
１７ １０ －０．１０５３６２２０Ｄ－０８ ０．１８６２８０７４Ｄ－０７
１７ １１ －０．１３０４９２３４Ｄ－０７ ０．１３６６２３９０Ｄ－０７
１７ １２ ０．３２８２０２２８Ｄ－０７ ０．１７６５４３７４Ｄ－０７
１７ １３ ０．１７０４９８７３Ｄ－０７ ０．１９２７９７７０Ｄ－０７
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１７ １４ －０．１４０２７９７４Ｄ－０７ ０．１１２１４６０２Ｄ－０７
１７ １５ ０．５６６２４５０１Ｄ－０８ ０．５６５２７２５２Ｄ－０８
１７ １６ －０．３２１５３５４２Ｄ－０７ ０．３３３４１６５７Ｄ－０８
１７ １７ －０．３７９６１６７７Ｄ－０７ －０．１７１９２５３７Ｄ－０７
１８ １ ０．８５７１７７６０Ｄ－０８ －０．３２８８７２８８Ｄ－０７
１８ ２ ０．１１０２１５０６Ｄ－０７ ０．９６８７７２０３Ｄ－０８
１８ ３ －０．７８１２８４０８Ｄ－０８ －０．１６２６３６４９Ｄ－０７
１８ ４ ０．５０１０７２３９Ｄ－０７ －０．３５０９４５３４Ｄ－０８
１８ ５ －０．３５４０８５１８Ｄ－０８ ０．２６７９０４９１Ｄ－０７
１８ ６ ０．１２４８９７３５Ｄ－０７ －０．１２５２６１９５Ｄ－０７
１８ ７ ０．１４８１３８２１Ｄ－０７ －０．１８８２９８３６Ｄ－０８
１８ ８ ０．３５２８５２２９Ｄ－０７ ０．１３３６８７８９Ｄ－０８
１８ ９ －０．２４５４４４４４Ｄ－０７ ０．２５７４５３９４Ｄ－０７
１８ １０ ０．８４１０６５５２Ｄ－０９ －０．４４９２９５２８Ｄ－０８
１８ １１ －０．９２７８４４１７Ｄ－０８ ０．１１２７８３１４Ｄ－０８
１８ １２ －０．２９９９７５６４Ｄ－０７ －０．１３７６２９９２Ｄ－０７
１８ １３ －０．６１６１６７７９Ｄ－０８ －０．３４０２２７３７Ｄ－０７
１８ １４ －０．７７１６６６６７Ｄ－０８ －０．１３３９２２５３Ｄ－０７
１８ １５ －０．３８９７３６０４Ｄ－０７ －０．２０６６８２２０Ｄ－０７
１８ １６ ０．１０２７３４３７Ｄ－０７ ０．６９１９８０５４Ｄ－０８
１８ １７ ０．３３４９１６８５Ｄ－０８ ０．５４０５６４７９Ｄ－０８
１８ １８ ０．１１１２１７９６Ｄ－０８ －０．９４８０６１８２Ｄ－０８
１９ １ －０．７８０３８８９７Ｄ－０８ －０．１０９５５２０１Ｄ－０７
１９ ２ ０．３２３３２３５３Ｄ－０７ ０．４２０７１６７８Ｄ－０８
１９ ３ －０．９１２２８０１０Ｄ－０８ －０．５５９３２８４５Ｄ－０８
１９ ４ ０．１９０９１６１０Ｄ－０７ －０．１２７１３２９８Ｄ－０７
１９ ５ ０．１４９３７３５０Ｄ－０７ ０．１３０１４３３２Ｄ－０７
１９ ６ －０．８０８２５８３８Ｄ－０８ ０．２４６０１８５７Ｄ－０７
１９ ７ ０．９３８６９１６７Ｄ－０８ －０．６５３８３９００Ｄ－０８
１９ ８ ０．３１９０５６０３Ｄ－０７ －０．６２４９４０６７Ｄ－０８
１９ ９ ０．５４４３３６４１Ｄ－０８ ０．６４６４５０３２Ｄ－０８
１９ １０ －０．３４５５７１８９Ｄ－０７ －０．７２６７２１３９Ｄ－０８
１９ １１ ０．９２６３７７３２Ｄ－０８ ０．７３０９４９７３Ｄ－０８
１９ １２ －０．１０６６７０９６Ｄ－０７ ０．１２１６９０９９Ｄ－０７
１９ １３ －０．８１１３９９６８Ｄ－０８ －０．３０２１６２１２Ｄ－０７
１９ １４ －０．５４５０１０１４Ｄ－０８ －０．１３３２７９６１Ｄ－０７
１９ １５ －０．１８３２８３３７Ｄ－０７ －０．１３８７３８１３Ｄ－０７
１９ １６ －０．２３２７５８７３Ｄ－０７ －０．６６９８８１４０Ｄ－０８
１９ １７ ０．３０３８７５９６Ｄ－０７ －０．１５０３９２５０Ｄ－０７
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１９ １８ ０．３４１０６２６５Ｄ－０７ －０．７６１７５６１９Ｄ－０８
１９ １９ －０．１７２７４４２５Ｄ－０８ ０．２５９８９３３８Ｄ－０８
２０ １ ０．５９６６５３３９Ｄ－０８ －０．７９８００５７２Ｄ－０８
２０ ２ ０．１４９１１０８５Ｄ－０７ ０．１６６４５８６１Ｄ－０７
２０ ３ －０．１６２７１２９６Ｄ－０９ ０．３３５６２８１５Ｄ－０７
２０ ４ ０．９４１７６６２８Ｄ－０８ －０．２３７５０２８７Ｄ－０７
２０ ５ －０．１１３３９２３６Ｄ－０７ －０．１４３４１９２１Ｄ－０７
２０ ６ ０．１４１１９８０５Ｄ－０７ －０．２８５３００１６Ｄ－０８
２０ ７ －０．２７２９８０４２Ｄ－０７ －０．３７８４４１２９Ｄ－０８
２０ ８ ０．３８４８９４０１Ｄ－０８ ０．５４７６７７５６Ｄ－０８
２０ ９ ０．２０４７８５９３Ｄ－０７ ０．５２３９１７４０Ｄ－１０
２０ １０ －０．２５２０３２９６Ｄ－０７ －０．７３４７５８０８Ｄ－０９
２０ １１ ０．１８６１５０２３Ｄ－０７ －０．２００３０３４９Ｄ－０７
２０ １２ －０．４７８４９７１９Ｄ－０８ ０．１３７３３７０７Ｄ－０７
２０ １３ ０．２６９７５８７２Ｄ－０７ ０．４４６２０９５０Ｄ－０８
２０ １４ ０．１０７９６７６４Ｄ－０７ －０．１２７６３６９７Ｄ－０７
２０ １５ －０．２６２８８７７１Ｄ－０７ ０．５２７２９０３６Ｄ－０９
２０ １６ －０．９９２７４８１９Ｄ－０８ －０．３６１２８７７８Ｄ－０９
２０ １７ ０．４３９５３９１０Ｄ－０８ －０．１１３４５５３３Ｄ－０７
２０ １８ ０．１５８９０７３３Ｄ－０７ －０．３０８６３２６８Ｄ－０８
２０ １９ －０．３６１７３７４２Ｄ－０８ ０．１０１６５４１７Ｄ－０７
２０ ２０ ０．５５２１４１８１Ｄ－０８ －０．１３９０３８４３Ｄ－０７

ＬＰ１６５　ＧＭ＝４９０２．８０１０５６ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．９０８９０１８０７５０６００００Ｅ－０４ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
３ ０ －．３２０３５９１４００３０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
４ ０ ．３１９７３０９５７１７２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
５ ０ －．２１５７０３８２０６８２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
６ ０ ．３７６５７８０６１８６６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
７ ０ ．５６２２２１１７８７２８００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
８ ０ ．２３４６４９９６８０１２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
９ ０ －．３５５５０３３８２９５６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１０ ０ －．９３１１４０７３３２６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１１ ０ －．９７５３３１８１６７３７９９９９Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１２ ０ －．１９３７３９８３４４２０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１３ ０ ．２７２１１４１５６１４２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１４ ０ ．３２４０７２６７００９５００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００

７０３　附录三　地球和月球引力场模型



１５ ０ －．５３０００６８６１６２２００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１６ ０ ．４０９１１７１５３８２０００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１７ ０ －．１０５４６０９１７６９１００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１８ ０ －．３８４５５６０７２４６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１９ ０ －．１９６６４３５８０１８６００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２０ ０ ．５２８７１５６６２５７７００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２ １ －．２７２２０３２３６１５９００００Ｅ－０８ －．７５７５１８２９２０８３００００Ｅ－０９
２ ２ ．３４６３５４９９３７２２００００Ｅ－０４ ．１６７２９４９０５３８３００００Ｅ－０７
３ １ ．２６３２７４４０１２１８００００Ｅ－０４ ．５４６４３６３０８９８２００００Ｅ－０５
３ ２ ．１４１８８１７９３２９４００００Ｅ－０４ ．４８９２０３６５００４８００００Ｅ－０５
３ ３ ．１２２８６０５８９４４７００００Ｅ－０４ －．１７８５４４８０８１６４００００Ｅ－０５
４ １ －．５９９６６０１８３０１５００００Ｅ－０５ ．１６６１９３４５１９４７００００Ｅ－０５
４ ２ －．７０８１８０６９２６９７００００Ｅ－０５ －．６７８３６２７１７２６９００００Ｅ－０５
４ ３ －．１３６２２９８３３８１３００００Ｅ－０５ －．１３４４３４７２２８７１００００Ｅ－０４
４ ４ －．６０２５７７８７３５８３００００Ｅ－０５ ．３９３９６３７１９５３８００００Ｅ－０５
５ １ －．１０１９１９５６５３７６００００Ｅ－０５ －．４１０９２５４１５０７３００００Ｅ－０５
５ ２ ．４３７６６０８１１４９７００００Ｅ－０５ ．１０８４０９９７６９８８００００Ｅ－０５
５ ３ ．４４９７７６７８７５９５００００Ｅ－０６ ．８７００８４１２０８６２００００Ｅ－０５
５ ４ ．２７８３４２４１３６０３００００Ｅ－０５ ．５９３８８０２３９３３０００００Ｅ－０７
５ ５ ．３１１９６２５８９３７７００００Ｅ－０５ －．２７６０９６６２７１９６００００Ｅ－０５
６ １ ．１５３１９８４３９３８９００００Ｅ－０５ －．２５７６６００６３９７６００００Ｅ－０５
６ ２ －．４３５２２１８１２３２３００００Ｅ－０５ －．２１８７４４８０１５２２００００Ｅ－０５
６ ３ －．３２７００５１６３４６０００００Ｅ－０５ －．３４６９１４３０２８４３００００Ｅ－０５
６ ４ ．３６９７８２１８５７８６００００Ｅ－０６ －．４０６８８１０６５６３０００００Ｅ－０５
６ ５ ．１４０４４７４６１８３５００００Ｅ－０５ －．１０３３１７０１８８９７００００Ｅ－０４
６ ６ －．４７０４３０１０８５４６００００Ｅ－０５ ．７２３６００８８１３５１００００Ｅ－０５
７ １ ．７５５２２５９２３４４５００００Ｅ－０５ －．１２９６５２２２０２３３００００Ｅ－０６
７ ２ －．６６３１９４８３６１６０００００Ｅ－０６ ．２３８４７８９０６７１６００００Ｅ－０５
７ ３ ．５８２６７８７９９４７７０００１Ｅ－０６ ．２３５５７７２２６０７０００００Ｅ－０５
７ ４ －．９２６６２６５３０１３０００００Ｅ－０６ ．７９１５７３６５４６６１００００Ｅ－０６
７ ５ －．２７１９４７７９７３７０００００Ｅ－０６ ．１１２６８７７８７８８４００００Ｅ－０５
７ ６ －．９９２８８５７２４１３３９９９９Ｅ－０６ ．１１０７９５４８６６８４００００Ｅ－０５
７ ７ －．１７８８４６６０８８６５００００Ｅ－０５ －．１６１６５０７１０７１６００００Ｅ－０５
８ １ －．６０８８９８１２１７９２００００Ｅ－０７ ．１１１２５４４８６１４８００００Ｅ－０５
８ ２ ．２９９４７７７８７７９９００００Ｅ－０５ ．１９２５８３２４７５８４００００Ｅ－０５
８ ３ －．１８８００１２１８１１５００００Ｅ－０５ ．９５３５８２５５０５１０００００Ｅ－０６
８ ４ ．３３７３５１９７２１５９００００Ｅ－０５ －．４５６０５６５３９５６９００００Ｅ－０６
８ ５ －．１１２５２７２７１７３２００００Ｅ－０５ ．２９２５７１４９５３１９００００Ｅ－０５
８ ６ －．１５４３３０１４４１２８００００Ｅ－０５ －．２２４８１８４２７１１１００００Ｅ－０５

８０３ 航天动力学引论　



８ ７ －．１５９１４６５１８００１００００Ｅ－０５ ．３２２２０９０９７２５５００００Ｅ－０５
８ ８ －．２５３０６９７２５９１２００００Ｅ－０５ ．２１４０６２００２３５６００００Ｅ－０５
９ １ ．１９８０４２５６７３４６００００Ｅ－０５ ．７８９６３７２０３０８３００００Ｅ－０７
９ ２ ．１９９１０２８３２４８２００００Ｅ－０５ －．１４４９２２１１４４１３００００Ｅ－０５
９ ３ －．２０１８６２１２３９８９００００Ｅ－０５ ．２２３４０５７３５０３６００００Ｅ－０５
９ ４ －．１８９５９３４３５８８３００００Ｅ－０５ －．１３８５０６４５０２０５００００Ｅ－０５
９ ５ －．１４８４５６９０５３７５００００Ｅ－０５ －．３６９９３２４３０３１８００００Ｅ－０５
９ ６ －．２２７８１９９８８８８８００００Ｅ－０５ －．３０７１５２７３３４３４００００Ｅ－０５
９ ７ －．４０６６７０１００７９４００００Ｅ－０５ ．１１１２４３８０１５３３００００Ｅ－０６
９ ８ －．１２４１７９２２１１９５００００Ｅ－０５ －．２１２８９７５３６３７８００００Ｅ－０５
９ ９ －．８９７２９２６６５１３６００００Ｅ－０６ ．２４５７９７３２７４１０００００Ｅ－０５
１０ １ ．８１６０６５２９９１０７００００Ｅ－０６ －．９８７２５４２６５４０５９９９９Ｅ－０６
１０ ２ ．２４１１６１６８３２２３００００Ｅ－０６ －．２６９３７３１０５７５５００００Ｅ－０６
１０ ３ ．３９６５６１３９５００９００００Ｅ－０６ ．７６４４８２０４８０９３００００Ｅ－０６
１０ ４ －．３５７１２８９５８１４８００００Ｅ－０５ ．１５４５１３２９４７２４００００Ｅ－０５
１０ ５ ．７２５８９５１５００９１００００Ｅ－０６ －．３６８６５１６０２９９３００００Ｅ－０６
１０ ６ －．１９５９４９６３５７２９００００Ｅ－０６ －．１８１９０４０４１０４２００００Ｅ－０５
１０ ７ －．３８３８４６６０７３５３００００Ｅ－０５ －．８０５２９０２３７３１５００００Ｅ－０６
１０ ８ －．３４１１０１７９７２９０００００Ｅ－０５ ．２５８２５３４１９８１１００００Ｅ－０５
１０ ９ －．４７８５７８３１３８０７００００Ｅ－０５ －．１２２５２４３９４６８０００００Ｅ－０６
１０ １０ ．９２３８９２９０１６３８００００Ｅ－０６ －．１７０２１２８５７４０５００００Ｅ－０５
１１ １ －．１２０３７９９６５２０８００００Ｅ－０６ ．６１７３２６６６６７２７００００Ｅ－０６
１１ ２ ．７４２６２２６１０９４６００００Ｅ－０６ －．１９４２６８６１６７３３００００Ｅ－０５
１１ ３ ．４２５７２２０７０９９７００００Ｅ－０６ ．７９０９６２９９２１７６００００Ｅ－０６
１１ ４ －．９５３９６７６４３４４３０００１Ｅ－０６ ．２１３０９７１１２４６９００００Ｅ－０５
１１ ５ ．１５２４９１３４９２９１００００Ｅ－０６ ．２５６１４９２０６０７０００００Ｅ－０５
１１ ６ ．４８６５２１４６８１６７００００Ｅ－０６ －．１３５９１１６３３３５５００００Ｅ－０５
１１ ７ －．７１３９９７０５１０７２０００１Ｅ－０７ －．３１６２７００３１３２０００００Ｅ－０５
１１ ８ －．２２３３１３４５３８４４００００Ｅ－０５ －．４７１３１４２７８４１６００００Ｅ－０６
１１ ９ －．２４３５２６００７８０３００００Ｅ－０５ ．４９０４２０９５４５９７００００Ｅ－０６
１１ １０ －．４７０６９３２８５４４２００００Ｅ－０５ －．１４７３０９９２６７８８００００Ｅ－０６
１１ １１ －．２８８９９８２０６３８６００００Ｅ－０５ －．１７４０７５２５４２３４００００Ｅ－０５
１２ １ －．５８４０２８１３２８９７００００Ｅ－０６ ．１６００８０３４１５３５００００Ｅ－０５
１２ ２ －．１５５９７５６９０７２５００００Ｅ－０６ ．１５０７４９２４７３１８００００Ｅ－０５
１２ ３ ．８１７６２３２９７８２９００００Ｅ－０６ －．４０１６５８６３２２７４００００Ｅ－０５
１２ ４ ．９２００１０５６５４７５００００Ｅ－０６ －．５１１６８４０３６２３７００００Ｅ－０６
１２ ５ －．１６１３２９１５７６７４００００Ｅ－０６ ．８５２７１１０７６８９７００００Ｅ－０６
１２ ６ ．８６６３８２６９５７８３００００Ｅ－０６ ．６９６２３７５７７６９０００００Ｅ－０６
１２ ７ ．２１７７７１９８７６４６００００Ｅ－０５ －．８５９４２０４９７８０１００００Ｅ－０６

９０３　附录三　地球和月球引力场模型



１２ ８ ．４６４４８２２５２２８７００００Ｅ－０６ －．１９３１２６６８６８９９００００Ｅ－０５
１２ ９ －．１２７５６９９７０９０６００００Ｅ－０５ ．１０９９２６４５６９９２００００Ｅ－０５
１２ １０ －．３０５１８３２６０９０９００００Ｅ－０５ －．１４０７８６７３３３８１００００Ｅ－０５
１２ １１ －．８８２０１８５９５３７８００００Ｅ－０６ －．２９３８６８３５９７３２００００Ｅ－０６
１２ １２ ．３２４１２１１０１５００００００Ｅ－０６ ．１２２０６６２７７１７１００００Ｅ－０５
１３ １ ．１１２４３７４６２７６３００００Ｅ－０５ －．１０５２１２０８１５４９００００Ｅ－０６
１３ ２ －．３５２５０２３０６９４７００００Ｅ－０５ ．５１０２７９４０４３７９００００Ｅ－０６
１３ ３ －．３１５０１８２７２１００００００Ｅ－０６ －．１４７９７２３６６０３３００００Ｅ－０５
１３ ４ ．８３２６６７６９７５２３００００Ｅ－０６ －．６８９２４０３００４０５００００Ｅ－０６
１３ ５ －．１３３７５４７５８３４６００００Ｅ－０５ ．１３１４２９８６６５７５００００Ｅ－０５
１３ ６ ．１３２６３７７６２６８７００００Ｅ－０６ ．１５５２６４９１９８５６００００Ｅ－０５
１３ ７ ．１３５５０６０５９６５４００００Ｅ－０６ －．９７７６９１４２６６１７９９９９Ｅ－０６
１３ ８ －．３３５０３３６７７８８６００００Ｅ－０６ －．１４８５１４６６５６４３００００Ｅ－０５
１３ ９ －．２９０７５８６１７０９０００００Ｅ－０６ ．３８９９８１５８９８９７００００Ｅ－０６
１３ １０ －．６１２１８６３４３０５４００００Ｅ－０６ ．５６００３５５７１３９８００００Ｅ－０６
１３ １１ －．１２５８４５４３５６３８００００Ｅ－０５ ．４４０１０１２５００２８００００Ｅ－０６
１３ １２ －．７４１９７５０５１６５２００００Ｅ－０６ －．１５９８３１２７３３２６００００Ｅ－０５
１３ １３ ．２４７３２６６１５４３０００００Ｅ－０５ －．２６４５６２５４４１２３００００Ｅ－０５
１４ １ ．６６０５８８６１５３９３００００Ｅ－０６ －．６１０２０８０１１５５６００００Ｅ－０６
１４ ２ ．５２３７１２９１４１７９００００Ｅ－０６ ．３８９３５９９５３５４２００００Ｅ－０６
１４ ３ ．６７６１５５５９８３０２００００Ｅ－０６ ．２６９９００２３７０４１００００Ｅ－０７
１４ ４ －．４０５５８０５８４０３４００００Ｅ－０６ －．２５８７９７４１４５５６００００Ｅ－０５
１４ ５ －．８８２０１５９１９９９２００００Ｅ－０６ －．１１５２６８４０６６８９００００Ｅ－０６
１４ ６ －．５１６８９３５２５８７８００００Ｅ－０６ ．１４９３８６４８９９４３００００Ｅ－０５
１４ ７ －．６６９８０６２５７１２５００００Ｅ－０６ ．８７４９４０６０７１４７００００Ｅ－０６
１４ ８ ．２０５６４１６６３３１６００００Ｅ－０７ ．８９２０１６３２０７５９００００Ｅ－０６
１４ ９ ．１７４１６５３８２６８６００００Ｅ－０６ －．１２１３２８０２５３０１００００Ｅ－０５
１４ １０ －．６６１１５５２３２２００００００Ｅ－０６ ．５５５８２３０２７４３３００００Ｅ－０６
１４ １１ －．２１８０４５３２１９１１００００Ｅ－０５ ．１７６５６２６０２４６１００００Ｅ－０５
１４ １２ －．１５２８７１２３２２６１００００Ｅ－０５ －．４６８６８８５７４４５１００００Ｅ－０６
１４ １３ －．１１６１８７１３１９２６００００Ｅ－０６ －．９５１２５１８５５１５５００００Ｅ－０６
１４ １４ －．５９９３３４２４２２１５００００Ｅ－０６ ．１０８５４０５６５９０６００００Ｅ－０５
１５ １ －．７７２０２３７８８６７７００００Ｅ－０６ ．３４１６８２５２１７１０００００Ｅ－０６
１５ ２ －．１７３４０８７６９２３０００００Ｅ－０６ ．７１０７５３１８７５８０００００Ｅ－０６
１５ ３ －．１３２８０２４７３００８００００Ｅ－０５ －．７０７２２２４８８３８５００００Ｅ－０６
１５ ４ －．１１２２８８０２５４７３００００Ｅ－０５ －．１２８７５３０６９０７９００００Ｅ－０５
１５ ５ －．１５７８２０２２９１３４００００Ｅ－０６ －．７７１７３８０９８１５８００００Ｅ－０６
１５ ６ ．５０１６７０２３０９１２００００Ｅ－０７ －．３３２２９７５４０７９８００００Ｅ－０６
１５ ７ ．１１５５４００７２８１８００００Ｅ－０５ ．１８５２２３５４０８１９００００Ｅ－０５

０１３ 航天动力学引论　



１５ ８ ．１４９５０３０５２９９９００００Ｅ－０５ ．２２４３５９４９３２２６００００Ｅ－０５
１５ ９ ．１０２０６０１９４５１０００００Ｅ－０６ －．１５５１４５９２８８９２００００Ｅ－０５
１５ １０ －．２７３３７３０９６８３９００００Ｅ－０６ －．５１４６１１２６３４６６００００Ｅ－０７
１５ １１ －．１４７０５２７０７０９３００００Ｅ－０５ －．１３４７８４５９６５９７００００Ｅ－０５
１５ １２ －．１３１５９５８０４４４６００００Ｅ－０５ －．３３９７８１７４２８３３００００Ｅ－０６
１５ １３ －．３４１５７２４７８２２２００００Ｅ－０６ ．３０４０２５５５１２６０００００Ｅ－０６
１５ １４ ．６４１２５２９７０９４１００００Ｅ－０６ ．５４８１５１８２５３７２００００Ｅ－０６
１５ １５ ．５４８４６１４４１７００００００Ｅ－０６ ．７０１０１２６９９５５０００００Ｅ－０６
１６ １ －．９７３０７３６３３４２４００００Ｅ－０７ ．８７６０１７４９７６９２００００Ｅ－０６
１６ ２ ．１６４９８０３０９４１５００００Ｅ－０５ ．３４４７９２３８１４９４００００Ｅ－０７
１６ ３ －．１０２８５４３７５７３６００００Ｅ－０６ ．４２７９０５４４５９５１００００Ｅ－０６
１６ ４ ．４７５９８８６２６５６９００００Ｅ－０６ ．４７８４５９４７２４１１００００Ｅ－０６
１６ ５ ．９３２７８１５９０６２２９９９９Ｅ－０６ －．５２７８１２５８２１５３００００Ｅ－０６
１６ ６ ．１０３８８１５５６５９０００００Ｅ－０５ －．１０２３３９１２１７８２００００Ｅ－０５
１６ ７ －．３５０９８１８６４６２７００００Ｅ－０６ －．７３２９５８５６７９１５００００Ｅ－０６
１６ ８ －．１２０９６４７７２４２１００００Ｅ－０６ ．３０６１７８１３５６２２００００Ｅ－０７
１６ ９ －．１０２４８７８６９２７２００００Ｅ－０５ －．１１７５３１３５５１４２００００Ｅ－０５
１６ １０ ．２０４１０６８９８２３１００００Ｅ－０６ ．５７３８８３２７６８１６００００Ｅ－０６
１６ １１ ．４３５３５８８２１４１２００００Ｅ－０７ ．１１４２６９７５０６１５００００Ｅ－０５
１６ １２ －．１３７０４２７５３６７５００００Ｅ－０５ ．７９８１１２３５７６４９００００Ｅ－０６
１６ １３ －．７５１５４５５４３８７８００００Ｅ－０６ －．１５８２９８７７７３０４００００Ｅ－０６
１６ １４ －．６９８５５３００３４７３００００Ｅ－０６ －．３９５１６０７９７２９７００００Ｅ－０７
１６ １５ －．２７２５９１６９６２０２００００Ｅ－０６ －．１０５５９４４９２８８８００００Ｅ－０５
１６ １６ －．９０９０９１９６６９６０００００Ｅ－０６ －．７８６２５６６５９４０６００００Ｅ－０６
１７ １ ．８００１６５５１０３２３００００Ｅ－０６ ．８７８２５６６１３５３７９９９９Ｅ－０７
１７ ２ －．１７１２００７９３８０３００００Ｅ－０６ －．１０４４６２５３９５３３００００Ｅ－０５
１７ ３ －．２１７１００３７７２７７００００Ｅ－０６ －．５３１８７２８８９９２５００００Ｅ－０６
１７ ４ ．１１６０２９４３０１８０００００Ｅ－０５ ．２２０８０４６９９４２０００００Ｅ－０５
１７ ５ ．３９８７１３５２２１７１００００Ｅ－０６ －．８５４６５６０３０３９７００００Ｅ－０６
１７ ６ ．６１００２４９３６７１８００００Ｅ－０６ －．１４９５０４６６２２３１００００Ｅ－０５
１７ ７ －．１６２５３４１９３６８５００００Ｅ－０５ －．１１０７５１６２９７９８００００Ｅ－０５
１７ ８ －．２１１８３５１６７２６６００００Ｅ－０６ －．１５１８９７４８２２６６００００Ｅ－０６
１７ ９ ．５２９４６２９２２５９７００００Ｅ－０６ ．１５６０９３１３３９１７００００Ｅ－０５
１７ １０ ．７２０７７３７７９９０２００００Ｅ－０６ ．８８５８９４４３９８５２００００Ｅ－０６
１７ １１ ．９７７８８８３８９７６０００００Ｅ－０６ －．６３１７０５６７３９２３００００Ｅ－０６
１７ １２ ．４５７８４２３１４７６５００００Ｅ－０６ ．５００４７６１９１７３６００００Ｅ－０７
１７ １３ ．１５２６５８００５９４７００００Ｅ－０６ －．３４２２１０８７３７１５００００Ｅ－０６
１７ １４ ．９３９００２９８７９５２００００Ｅ－０６ ．１４３１４５８２１４６６００００Ｅ－０６
１７ １５ －．７３９８５２３７０６９３００００Ｅ－０７ ．１４４２９７２３５３８６００００Ｅ－０７

１１３　附录三　地球和月球引力场模型



１７ １６ －．２７７９６５８５８４３３００００Ｅ－０６ －．２１２４７９２１４７２２００００Ｅ－０６
１７ １７ －．４０２６９７３９２５４８００００Ｅ－０６ ．１３５２３２７２７２４７００００Ｅ－０５
１８ １ ．１９２６９８５４５０１８００００Ｅ－０６ －．５７１６６６７９８９２８００００Ｅ－０７
１８ ２ －．４１５１８０３９９７５９００００Ｅ－０６ －．７２６４０５８３２３６３００００Ｅ－０６
１８ ３ ．８７８８２３４０６６５９００００Ｅ－０６ ．５８１０４５８０３４４７００００Ｅ－０６
１８ ４ －．８００２４９３５１９２７００００Ｅ－０６ ．１１４６８６４６３２７１００００Ｅ－０５
１８ ５ －．３２４６１０３５０３８４００００Ｅ－０６ －．２８５８６９６１５０６７００００Ｅ－０７
１８ ６ －．１７６２５７６１１１４７００００Ｅ－０５ ．９７７９７８０３６１３３９９９９Ｅ－０６
１８ ７ －．１４２８８７７９５９４４００００Ｅ－０６ －．８１３２５４６６２８１４００００Ｅ－０６
１８ ８ ．６６７８６２００５４１２００００Ｅ－０６ －．２２７０９９４６８０４６００００Ｅ－０６
１８ ９ ．５７８１２４１７３４２０００００Ｅ－０６ －．１０８６１４３１７１５１００００Ｅ－０５
１８ １０ ．１６２６０１６７８１０２００００Ｅ－０６ －．６４１３３７７６１３１５００００Ｅ－０６
１８ １１ ．１１９０１９０７４３４１００００Ｅ－０６ －．１４４４９９０６９９２１００００Ｅ－０５
１８ １２ ．１１６２２３８４７３５８００００Ｅ－０５ ．４６２０６５２５６４４８００００Ｅ－０６
１８ １３ －．７０２５３５４７２９２１００００Ｅ－０６ －．２５６５０７８４５０２０００００Ｅ－０６
１８ １４ －．１８１７８７６６０３８９００００Ｅ－０６ －．６２５２４９６０２３５９００００Ｅ－０６
１８ １５ －．８７２２６０６６３１４８００００Ｅ－０７ －．８５５２１８６５２６０９０００１Ｅ－０６
１８ １６ ．８７２４７４７５０７４２００００Ｅ－０６ －．９７５１５６５１２８２２００００Ｅ－０６
１８ １７ ．１０８１５９４９５８５８００００Ｅ－０５ －．４３３２２３７９６５３９００００Ｅ－０６
１８ １８ －．１３７３９５７２０５９３００００Ｅ－０６ －．１６８６６７４９４８９１００００Ｅ－０６
１９ １ －．４９６２９２８１０４７０００００Ｅ－０６ ．１９１７５３９７２７４７００００Ｅ－０６
１９ ２ ．３６５１２８６１８７５４００００Ｅ－０６ －．３６７３８６８９７６８５００００Ｅ－０６
１９ ３ －．８２４９８８６０３２８０００００Ｅ－０６ ．９８８５４６８２９９３２００００Ｅ－０６
１９ ４ －．８３３１４５６０６６５２００００Ｅ－０６ －．１０３７５３２３２６０６００００Ｅ－０５
１９ ５ －．３７１４２６７３７００４００００Ｅ－０７ ．１３２４７５６９５８５４００００Ｅ－０５
１９ ６ －．３６７９８６３５４３０７００００Ｅ－０７ ．３３４００６５００２８２００００Ｅ－０６
１９ ７ ．１１１２４６２４７０９６００００Ｅ－０５ ．３５３８１５３５９０４３００００Ｅ－０６
１９ ８ ．５１０４５１５０８７７６００００Ｅ－０６ ．５１９２５２６９７０８７００００Ｅ－０６
１９ ９ －．１２４１９２９０３２１８００００Ｅ－０６ ．６８０４５１２８８４７５０００１Ｅ－０７
１９ １０ －．７５１８３１００３７９５００００Ｅ－０６ ．２７８２９８２９７５３５００００Ｅ－０６
１９ １１ ．１５７６９７７９０３７０００００Ｅ－０６ －．１５１２２９４３００２７００００Ｅ－０６
１９ １２ ．１０１０５３２０３７０４００００Ｅ－０６ －．２５３９２１８５５６６４００００Ｅ－０６
１９ １３ ．３２３６７７８８３７６３００００Ｅ－０６ ．２２４１０５７４６８４６００００Ｅ－０５
１９ １４ －．５１０６２９５３２７５２００００Ｅ－０６ ．９１０３０１９２９８２７００００Ｅ－０６
１９ １５ ．２７０７７８６６９２７３００００Ｅ－０６ －．８２０８１４９５３９３５００００Ｅ－０６
１９ １６ －．９９３８８００６１７１６０００１Ｅ－０８ ．５４２８８７４４８０６５００００Ｅ－０６
１９ １７ －．９２４９８２１４６３８７００００Ｅ－０６ －．１０６１５５１２１１１７００００Ｅ－０５
１９ １８ ．１２９５０８７３００２６００００Ｅ－０５ －．１８０８４９０９８６９５００００Ｅ－０６
１９ １９ ．４７２０７１６６６３１２００００Ｅ－０６ ．３１９３３０１２８３８０００００Ｅ－０６

２１３ 航天动力学引论　



２０ １ ．３８９４４４８７９１５４００００Ｅ－０７ －．４９２４６６２１５１６７００００Ｅ－０６
２０ ２ ．５３２０７８１３９３８９００００Ｅ－０６ －．９７２４３４３９２５０５００００Ｅ－０７
２０ ３ ．４７９５６７４９８９２１００００Ｅ－０６ －．１０１３８６２７３９０６００００Ｅ－０６
２０ ４ ．７９１１４２６８８９６５００００Ｅ－０６ －．５８２６４２２４８８４２００００Ｅ－０６
２０ ５ ．１０３２４７５９４９６４００００Ｅ－０６ －．４８０２３２２７１８７１００００Ｅ－０６
２０ ６ －．４９６７７０２４６１４５００００Ｅ－０６ ．６１５６９９３１７８９７００００Ｅ－０６
２０ ７ －．５９１７３３６９４２６５００００Ｅ－０６ －．５４４０１８６１０６２８００００Ｅ－０６
２０ ８ ．４３９４００５４５４５３００００Ｅ－０６ ．７４４０６２３６４９７３００００Ｅ－０７
２０ ９ －．８７４０１５５５４３４３００００Ｅ－０７ ．４５６１８３３７４９１０００００Ｅ－０６
２０ １０ ．２３６３６３２３９５６７００００Ｅ－０６ －．３５７７７４９８４０４３００００Ｅ－０６
２０ １１ ．１０７８４９８４１３２４００００Ｅ－０６ ．６７２４５０４０８６６５００００Ｅ－０６
２０ １２ ．４２３８１５２９３８２７００００Ｅ－０７ －．９９７９５４２７３８７７００００Ｅ－０６
２０ １３ ．７６４９６４６９３３０２００００Ｅ－０６ ．６５１００６３０９１４５００００Ｅ－０６
２０ １４ ．２５３２４２８３８３５９００００Ｅ－０６ －．１１９６０６４３３４０２００００Ｅ－０６
２０ １５ －．１５１４０３７１５８３０００００Ｅ－０６ －．３４８７１４３３３８６８００００Ｅ－０６
２０ １６ ．８９５８３３３２９９６６００００Ｅ－０６ ．５２７５２５０１８６４６００００Ｅ－０６
２０ １７ ．９６２５８８３３９７６５００００Ｅ－０６ －．１２４７０７６２４８８３００００Ｅ－０５
２０ １８ ．５３３４３６０４３１１８００００Ｅ－０６ －．６４６２３６６５９６５８００００Ｅ－０６
２０ １９ －．２９６０７８８０７１０７００００Ｅ－０６ ．５６２５７９０９２４１０００００Ｅ－０６
２０ ２０ ．２８９１７１４０６０３７００００Ｅ－０７ －．３８４５０５８９５１１８００００Ｅ－０６

ＬＰ７５Ｇ　ＧＭ＝４９０２．８００２６９ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －９．０９７５９７０５４２１００００Ｅ－００５ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
３ ０ －３．１８３５４２１０６８０００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
４ ０ ３．１７８９１１４７７２２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
５ ０ －２．５９８１２８６６５７０００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
６ ０ ３．８６２３６２２３７６９００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
７ ０ ５．６７３７３０３０３４２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
８ ０ ２．３５０８１８２４４３３００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
９ ０ －３．４５９６７７６１１８２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１０ ０ －１．１６２１８７５９５１７００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１１ ０ －１．１２２０６０２２５３６００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１２ ０ －１．９９３９４０５０８４４００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１３ ０ ５．３３５６７３６８２４９００００Ｅ－００８ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１４ ０ ６．５２９８９３９１３９６００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１５ ０ １．３７９４７２０１７３４００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１６ ０ ６．１４０３４５０５１６７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
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１７ ０ －７．３１６７６８２１１００００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１８ ０ －７．９６３５５５１９１０７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１９ ０ －１．７０８１８４０７１２９００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２０ ０ １．８８９７４６８６３０２００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２ １ －２．７８７４２４８６３１６００００Ｅ－００８ １．３４６５００３９４１０００００Ｅ－００８
２ ２ ３．４６９３８４６７５５８００００Ｅ－００５ ３．８７４５５７０９８７９００００Ｅ－００９
３ １ ２．６４０５５０２１９４３００００Ｅ－００５ ５．４３３７９８０７８１７００００Ｅ－００６
３ ２ １．４２５４８６４８２６０００００Ｅ－００５ ４．８７３２１０１４４１９００００Ｅ－００６
３ ３ １．２３１６６０８２５４６００００Ｅ－００５ －１．７６２２２１６１８１２００００Ｅ－００６
４ １ －５．９５７９５３９２６７６００００Ｅ－００６ １．５８０４１６４０８２１００００Ｅ－００６
４ ２ －７．１２６８５４２９３９４００００Ｅ－００６ －６．７０３７５０１６７０５００００Ｅ－００６
４ ３ －１．４２６１５９１５２８４００００Ｅ－００６ －１．３４１３０６９５５０１００００Ｅ－００５
４ ４ －６．０５８０５３５０１８１００００Ｅ－００６ ３．９３２３６０８８６９６００００Ｅ－００６
５ １ －９．７０６７２５２５１７７０００１Ｅ－００７ －４．０９２７５９２７９１１００００Ｅ－００６
５ ２ ４．３２７０８５１１５６７００００Ｅ－００６ １．１８０４８９１８４６２００００Ｅ－００６
５ ３ ４．７０４９２８１７８１０００００Ｅ－００７ ８．５８１５９２６２１１４００００Ｅ－００６
５ ４ ２．８６７１１８５９８８１００００Ｅ－００６ ５．４３６５３０６５１６２００００Ｅ－００９
５ ５ ３．１５３７９６２９３７２００００Ｅ－００６ －２．７３２３７９２４４８１００００Ｅ－００６
６ １ １．６０６７７０７８５９５００００Ｅ－００６ －２．６０９８３８７８２３３００００Ｅ－００６
６ ２ －４．４２８３６６９３３００００００Ｅ－００６ －２．２２４５６２３０７７９００００Ｅ－００６
６ ３ －３．１８１２７６６７２４９００００Ｅ－００６ －３．５９７４４３０１０９７００００Ｅ－００６
６ ４ ３．３８５２１４８６５４０００００Ｅ－００７ －３．８７７５１０７５９４６００００Ｅ－００６
６ ５ １．３２０６７１６４２８５００００Ｅ－００６ －１．０２６６３５８００４５００００Ｅ－００５
６ ６ －４．７２４５９９８３２８５００００Ｅ－００６ ７．１５８５２８５１４８６００００Ｅ－００６
７ １ ７．４０２３９４４９８４５００００Ｅ－００６ －７．３９１３５５６４０７６００００Ｅ－００８
７ ２ －７．８８６７５８６２６８９００００Ｅ－００７ ２．４６３３５５７８０２８００００Ｅ－００６
７ ３ ６．３１３５８６６８７９１００００Ｅ－００７ ２．４０２６３１６６４０１００００Ｅ－００６
７ ４ －１．０４１１１５２３４０４００００Ｅ－００６ ９．４３３１７５８６６００００００Ｅ－００７
７ ５ －１．９０４１１７７６３１４００００Ｅ－００７ ７．７４４４７３３７６１４９９９９Ｅ－００７
７ ６ －９．４１０７９６１６２４２００００Ｅ－００７ ９．６２７１０７２２６４５００００Ｅ－００７
７ ７ －１．７９８７３３６１２８１００００Ｅ－００６ －１．４９９６７３８９１９０００００Ｅ－００６
８ １ －１．２６３６６５５７４５２００００Ｅ－００７ １．２２４５８８８８５４３００００Ｅ－００６
８ ２ ３．０８０４１３６５０６０００００Ｅ－００６ １．７９５７７１３２４４８００００Ｅ－００６
８ ３ －１．７１６１４４３０９８９００００Ｅ－００６ ８．７１０７４８１３１１２００００Ｅ－００７
８ ４ ３．３７８２１８７９２５４００００Ｅ－００６ －６．４８８６９４７３８８４００００Ｅ－００７
８ ５ －１．０２８９８１５０１０２００００Ｅ－００６ ２．６９３９９５１１９９７００００Ｅ－００６
８ ６ －１．７１５９７３３３７３９００００Ｅ－００６ －１．６６６６６４６３７７２００００Ｅ－００６
８ ７ －１．５６７８７７２８４２９００００Ｅ－００６ ３．４６１８４７８９０７０００００Ｅ－００６
８ ８ －２．４９５６１６１４４０６００００Ｅ－００６ １．９５９０４７２７０７３００００Ｅ－００６
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９ １ １．８２７３４４３４４７９００００Ｅ－００６ －６．８６８３０６５４４８９００００Ｅ－００９
９ ２ ２．０４７２５８７５９１１００００Ｅ－００６ －１．５７４２８１５７８３２００００Ｅ－００６
９ ３ －２．０４５３６６５４３４９００００Ｅ－００６ ２．３８５５０１１６３００００００Ｅ－００６
９ ４ －２．０９５４３３４７６７５００００Ｅ－００６ －１．３２６３４７８３４４０００００Ｅ－００６
９ ５ －１．５７６１６７３４３３２００００Ｅ－００６ －３．２６３５４１８９５３４００００Ｅ－００６
９ ６ －２．２９３０５６５３３２２００００Ｅ－００６ －２．７０９２５２９２８６０００００Ｅ－００６
９ ７ －３．８１１４３３３２３８６００００Ｅ－００６ －７．７２１２４５９９７７７００００Ｅ－００７
９ ８ －１．３２２５５０３６７０２００００Ｅ－００６ －２．４８９３２５２８１４９００００Ｅ－００６
９ ９ －９．２６５３２３２８６４８００００Ｅ－００７ ２．６８００７６５３８７７００００Ｅ－００６
１０ １ ６．１１６２９２８１３１１００００Ｅ－００７ －８．６３０２１３９３１８６００００Ｅ－００７
１０ ２ ４．７０３８７６５１１６３００００Ｅ－００７ －１．９９７８５０６５９１７００００Ｅ－００７
１０ ３ ３．４６３２８８３１５０１００００Ｅ－００７ ８．８２５７６１２５１０３００００Ｅ－００７
１０ ４ －３．５５４７７１３９４７３００００Ｅ－００６ １．３６６１６５３９４５９００００Ｅ－００６
１０ ５ ９．９２７５４１９０１９１０００１Ｅ－００７ －４．２０８３９４３５２７４００００Ｅ－００７
１０ ６ －１．８３１９５０６９８４６００００Ｅ－００８ －２．５８１８９８８４６２６００００Ｅ－００６
１０ ７ －３．９４３６３３１６０４９００００Ｅ－００６ －１．３７００８７４４６１７００００Ｅ－００６
１０ ８ －３．７０２１７４３９４３２００００Ｅ－００６ ３．７２７４８４３０９７５００００Ｅ－００６
１０ ９ －４．６４３３０３５３２２６００００Ｅ－００６ ３．１１７７８２３２１５４００００Ｅ－００７
１０ １０ ９．３４８２１９８２１６７００００Ｅ－００７ －１．９３０２２４３５６７８００００Ｅ－００６
１１ １ ８．９４６５４７４３４７２００００Ｅ－００８ ５．３７１１６９８５７３１００００Ｅ－００７
１１ ２ １．０２５６６７８６３８１００００Ｅ－００６ －２．１３１１１１２４４０３００００Ｅ－００６
１１ ３ ２．４２７２４０９２２３０００００Ｅ－００７ ７．１１１４８６８８３０２００００Ｅ－００７
１１ ４ －８．７５２６５０２２８６４００００Ｅ－００７ １．９８５３３１６８１５０００００Ｅ－００６
１１ ５ ９．７３２２３０１３２４９００００Ｅ－００８ ２．８０１００３８１２５９００００Ｅ－００６
１１ ６ １．１７６６１６４７４５０００００Ｅ－００７ －１．２９３２９１０２８０３００００Ｅ－００６
１１ ７ －３．０１１６９２１９２５４００００Ｅ－００７ －２．０９２９２２４１３２２００００Ｅ－００６
１１ ８ －１．９４９０５２４７４１５００００Ｅ－００６ ２．７８８９７３３５１９５００００Ｅ－００７
１１ ９ －２．２０６２１４５６１９１００００Ｅ－００６ －７．９７７４４５７２８９６００００Ｅ－００７
１１ １０ －４．８５５７４８００８２１００００Ｅ－００６ －５．４８６５０７８９１６５００００Ｅ－００７
１１ １１ －２．８９６６８２１５９２６００００Ｅ－００６ －１．５４７５６９５２５１７００００Ｅ－００６
１２ １ －５．５０１３９８５５４１３００００Ｅ－００７ １．５３５８００２０５６７００００Ｅ－００６
１２ ２ －１．７１５７７０１０７４３００００Ｅ－００７ １．７１９４７８８０９８５００００Ｅ－００６
１２ ３ ５．２４６７２５９０４５１００００Ｅ－００７ －３．８２１８８１１１７６７００００Ｅ－００６
１２ ４ ９．５４２９２０９３９８７００００Ｅ－００７ －３．００７８９３５３２０４００００Ｅ－００７
１２ ５ －２．４５０２７３４４８５１００００Ｅ－００７ １．１２３０９８８１９７７００００Ｅ－００６
１２ ６ ９．８２９０８８１９０３６９９９９Ｅ－００７ ２．９４１９２０９３０５２００００Ｅ－００７
１２ ７ ２．６９９３１９９５８０３００００Ｅ－００６ －９．８５４５００４６８７９００００Ｅ－００７
１２ ８ ６．７８２９２０６２４２６００００Ｅ－００７ －３．２０５４８９３８４８５００００Ｅ－００６
１２ ９ －１．６９６６１８８１９２７００００Ｅ－００６ ２．５７０４７０４４６２０００００Ｅ－００７
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１２ １０ －３．１２５０８５０２２６０００００Ｅ－００６ －１．６８６０９２９７７５５００００Ｅ－００７
１２ １１ －７．７８４１３３４６０８０００００Ｅ－００７ －９．８７１８１４２４０１１９９９９Ｅ－００９
１２ １２ ３．１０６６８９２２５４４００００Ｅ－００７ １．１０３７１６１２９６７００００Ｅ－００６
１３ １ １．４７７３５９７３７４５００００Ｅ－００６ ５．７６６１６８５６５０５００００Ｅ－００８
１３ ２ －３．４５１１１４３７６７６００００Ｅ－００６ ５．３６５３８０４８８９７００００Ｅ－００７
１３ ３ －４．６１９５２１８４７９１００００Ｅ－００７ －１．７３８６００６２４２７００００Ｅ－００６
１３ ４ １．１８７６０１１３４４３００００Ｅ－００６ －８．５０４９６２８２６０２００００Ｅ－００７
１３ ５ －１．２４１０５２４５２７３００００Ｅ－００６ ８．３１８５０７１７７１８００００Ｅ－００７
１３ ６ ２．２９０３５７６６８００００００Ｅ－００７ １．０８５８９５２０６３１００００Ｅ－００６
１３ ７ －４．６８２８２５４９６２０００００Ｅ－００８ －３．４８０６６５９４０９３００００Ｅ－００７
１３ ８ －９．９２６９７９３９３１５００００Ｅ－００７ －１．３０６７６０２０８７５００００Ｅ－００６
１３ ９ －４．１１４９７１４５６２７００００Ｅ－００７ １．６７８１１１５８５６１００００Ｅ－００６
１３ １０ －１．５２０２９６４１７６１００００Ｅ－００７ １．３９０９３２１７３８０００００Ｅ－００６
１３ １１ －１．３９４０２４３８３４３００００Ｅ－００６ －５．４４７８１７９２１８１００００Ｅ－００７
１３ １２ －７．１９６７２６９００８１００００Ｅ－００７ －１．７０１５１７９６８４７００００Ｅ－００６
１３ １３ ２．４３３６３１４２５５６００００Ｅ－００６ －２．５９２３８３７２０５９００００Ｅ－００６
１４ １ １．０６３９４９８５５３３００００Ｅ－００６ －６．７４２０２１３８１６９００００Ｅ－００７
１４ ２ １．５５９５１０５２６３８００００Ｅ－００７ ２．２０７１５５０６２５９００００Ｅ－００７
１４ ３ ６．０２７３７７９０９５１００００Ｅ－００７ ６．４１３１３６０７２３５００００Ｅ－００８
１４ ４ －２．４８７０７９３２４０９００００Ｅ－００７ －２．３５８９１０６１９３６００００Ｅ－００６
１４ ５ －１．３２５７０４６０９１９００００Ｅ－００６ ３．２４８６８０９７３０１００００Ｅ－００９
１４ ６ －７．４４２４４１８４７４３９９９９Ｅ－００７ ２．２６７０９２６５２９６００００Ｅ－００６
１４ ７ －７．２９２０９８０１０５６００００Ｅ－００７ １．５２３１５２５１３６８００００Ｅ－００６
１４ ８ ２．０４１９２７９３８４６００００Ｅ－００７ ３．０２６３８８３２００７００００Ｅ－００８
１４ ９ ９．０２９７７４３７９８５００００Ｅ－００７ －１．３８１２２５５７２４１００００Ｅ－００６
１４ １０ －６．９８１５７９４４６９９００００Ｅ－００７ －５．４９６７０５３７４１８９９９９Ｅ－００７
１４ １１ －２．４５５１０９４８０３０００００Ｅ－００６ １．０８３３９３３７１８２００００Ｅ－００６
１４ １２ －１．２３０７３７６３９５０００００Ｅ－００６ １．４３４１８３６３１１３００００Ｅ－００７
１４ １３ －３．２７０６６５４１２１８００００Ｅ－００７ －１．０３２５２０７７４７７００００Ｅ－００６
１４ １４ －４．７６３１６６０２４３９００００Ｅ－００７ １．０８６９７７９２０８１００００Ｅ－００６
１５ １ －９．７１３２７９０２５９４００００Ｅ－００７ ４．６４４２５８８２２２４００００Ｅ－００７
１５ ２ －４．６７４５３１４２９９５００００Ｅ－００７ ８．７０７１２０３８４３３００００Ｅ－００７
１５ ３ －１．１６４５８２２４１８１００００Ｅ－００６ －６．０８８００６１６６４９００００Ｅ－００７
１５ ４ －１．０１４２５３４９６１６００００Ｅ－００６ －１．３４９４７８３３１２９００００Ｅ－００６
１５ ５ －２．４２２３８９６２９５８００００Ｅ－００７ －１．０６１０３４８５６２６００００Ｅ－００６
１５ ６ ６．３４５０１０６７９４９００００Ｅ－００７ －４．９８９１８０１３４４２００００Ｅ－００７
１５ ７ １．４２７６６２２９８１５００００Ｅ－００６ ８．５５７５８５０２２１８００００Ｅ－００７
１５ ８ １．４８４８２１４０３１８００００Ｅ－００６ １．５４４４１２８２１９４００００Ｅ－００６
１５ ９ ２．４１０６３３９７４７７００００Ｅ－００８ －５．４７４１１８３６８９９００００Ｅ－００７

６１３ 航天动力学引论　



１５ １０ －９．４５９２７４３３１５０００００Ｅ－００７ －４．９８４８３０８６９０９００００Ｅ－００８
１５ １１ －１．２１６６９７２２４９３００００Ｅ－００６ －５．６８４０７１８３２８４９９９９Ｅ－００７
１５ １２ －１．４１５２９２７１１５０００００Ｅ－００６ １．１７０８５１３５８０９００００Ｅ－００７
１５ １３ －６．７５０５２９５０８５８００００Ｅ－００７ ６．０００３６９２３２８０００００Ｅ－００８
１５ １４ １．０３９４６４２５１２２００００Ｅ－００６ ７．５０７８７５２４１７５００００Ｅ－００７
１５ １５ ３．２１７１２０９０１０６００００Ｅ－００７ ６．９０５８７８０５７９７００００Ｅ－００７
１６ １ －２．９６６７３７９０５８４００００Ｅ－００８ １．０１７３３２６４４５０００００Ｅ－００６
１６ ２ １．５２２３１９７７９３６００００Ｅ－００６ －３．１８１０３０６３０４３００００Ｅ－００７
１６ ３ １．６５３６４５８７３７１００００Ｅ－００７ ２．６３５５００４１９５１００００Ｅ－００７
１６ ４ ５．７４４３１９５９０９５００００Ｅ－００７ ３．３００７１３５２２９７００００Ｅ－００７
１６ ５ ８．２４５１９３１８３６９００００Ｅ－００７ －６．０３３１９６５１７７１００００Ｅ－００７
１６ ６ １．０１９２０９７６８２５００００Ｅ－００６ －５．５０３１８６１２０８２００００Ｅ－００７
１６ ７ －１．０８２３８６６４１５６００００Ｅ－００６ －４．４９５７４５６０３２８００００Ｅ－００７
１６ ８ －３．５２９２７８１７４５９００００Ｅ－００７ １．０６８３８２０２３２４００００Ｅ－００６
１６ ９ －９．２６８７５５５３４２８００００Ｅ－００７ －６．１７５８５７３８９３４００００Ｅ－００７
１６ １０ １．１７８５０７３２２６４００００Ｅ－００７ －３．８８１９７１１８３０９００００Ｅ－００７
１６ １１ ５．５４６１１３０８８２１００００Ｅ－００７ １．４５５０７５４４２２５００００Ｅ－００６
１６ １２ －１．８３４００５７５２３２００００Ｅ－００６ ３．２７４９６４９３５０７００００Ｅ－００７
１６ １３ －１．９８８７４７９３３７２００００Ｅ－００７ －３．２９６６５２８２４０７００００Ｅ－００７
１６ １４ －４．９６５５３１７３７８７００００Ｅ－００７ －３．７１２６５９８４５４０００００Ｅ－００８
１６ １５ －７．８８３３８２６０８０６００００Ｅ－００７ －１．３２６７６０２５０９６００００Ｅ－００６
１６ １６ －５．９３８６８９５７５０２００００Ｅ－００７ －７．８５８５３５１９５８１００００Ｅ－００７
１７ １ ２．１１６５５９２１８２１００００Ｅ－００７ －１．１９０５９１４７１３９００００Ｅ－００７
１７ ２ －３．５４９４８６８４６６１００００Ｅ－００７ －１．１１５６３５２７５８７００００Ｅ－００６
１７ ３ ５．１９７２０４１６３２０００００Ｅ－００８ －１．２１０９０９３０３４３００００Ｅ－００７
１７ ４ ８．８３６３６１５５１４９００００Ｅ－００７ ２．２４００８６５６３６３００００Ｅ－００６
１７ ５ １．０５５９００７９８７４００００Ｅ－００７ －５．１９５２３６０９７０８００００Ｅ－００７
１７ ６ ７．３６３１８５４７３４９００００Ｅ－００７ －１．２５１８２０２６３６３００００Ｅ－００６
１７ ７ －１．５２０７４６８８３９０００００Ｅ－００６ －１．８１３７１６１７５４２００００Ｅ－００６
１７ ８ ６．２８４６１３４０１８９００００Ｅ－００７ －６．０５１６７８０１４２５００００Ｅ－００７
１７ ９ ６．３５６５４２９０２１１００００Ｅ－００７ ６．６２６６０４１７６４２００００Ｅ－００７
１７ １０ ６．１９５３１４２７２３４００００Ｅ－００７ ６．２６０１８６８３６８２００００Ｅ－００７
１７ １１ １．２５３０９９７３４６１００００Ｅ－００６ ４．９３９０２１６７７２６００００Ｅ－００８
１７ １２ ９．９７９６７９５７８５６００００Ｅ－００８ －６．０４１３２００６６５３００００Ｅ－００７
１７ １３ ７．８４９８８２８６８２１００００Ｅ－００７ －４．９１３３９９４９９４４００００Ｅ－００８
１７ １４ ４．７７４１１９１１９０３００００Ｅ－００８ １．３１６９０７２５２０９００００Ｅ－０１１
１７ １５ －６．１７９４８３０５９８０００００Ｅ－００９ ６．６７３７８６７２０９１００００Ｅ－００８
１７ １６ ２．１３９９１７００３９３００００Ｅ－００７ ６．９８５５１３２４３０５００００Ｅ－００８
１７ １７ －７．３４０５６９３０１２３００００Ｅ－００７ １．３５１９２１６２２９４００００Ｅ－００６

７１３　附录三　地球和月球引力场模型



１８ １ －２．９３９２３２８７７４６００００Ｅ－００７ －１．７９１９９２４４２２５００００Ｅ－００８
１８ ２ ３．６８１７１２７８７８９００００Ｅ－００９ －５．９２９３２３９２３１７００００Ｅ－００７
１８ ３ １．０８４６０４６４３７４００００Ｅ－００６ ４．６６３７０８０３５０９００００Ｅ－００７
１８ ４ －１．００６３１１３４４３８００００Ｅ－００６ ８．１５５９３３２２４１９００００Ｅ－００７
１８ ５ １．７１７１４２６５８８６００００Ｅ－００８ ５．５５９１４８３７８０５００００Ｅ－００８
１８ ６ －１．４０８６６４０７１７７００００Ｅ－００６ ４．９４６７７０５０６７４００００Ｅ－００７
１８ ７ －２．７５７２８７３３７３１００００Ｅ－００７ －１．１１４２７７３３２０９００００Ｅ－００６
１８ ８ ５．４６２１９６１７７７６００００Ｅ－００７ ６．０９８２７１６４５１４００００Ｅ－００７
１８ ９ －２．０３４１４１１７０９８００００Ｅ－００７ －５．０４６８１５０９８１７００００Ｅ－００７
１８ １０ １．６７２８３６０１７３３００００Ｅ－００７ －７．６２２６３８６００３０００００Ｅ－００８
１８ １１ ４．３５０３３７２４３８８００００Ｅ－００８ －１．５２６１１９６９５２７００００Ｅ－００６
１８ １２ ７．７７４２０９１１６９９００００Ｅ－００７ ２．４０８９２９７１６５３００００Ｅ－００７
１８ １３ －４．０２６８９００５１４４００００Ｅ－００７ ６．００４９２８７９１０５００００Ｅ－００７
１８ １４ －８．７１３３３６０３６３５００００Ｅ－００７ －９．１５１２８０３１３２４００００Ｅ－００７
１８ １５ ８．７３９２２３６１１６０００００Ｅ－００７ －４．０２１８４４５５９１６００００Ｅ－００７
１８ １６ ５．１４５６１０４０３１９００００Ｅ－００７ －９．７７５４１５６３１２００００１Ｅ－００７
１８ １７ ７．１２２５４９２００４６００００Ｅ－００７ －７．３７５３５７７０２７０００００Ｅ－００７
１８ １８ １．３６４２９８２３８９１００００Ｅ－００７ －１．４７８９７４１０６０２００００Ｅ－００７
１９ １ －４．２６５４１３２２５５１００００Ｅ－００７ －２．０４１４０３９４３８０００００Ｅ－００８
１９ ２ ７．０１０９９２５１９１８００００Ｅ－００７ －５．５８０９８９４９２４６００００Ｅ－００７
１９ ３ －８．７６１２２２２３４６０００００Ｅ－００７ １．０４８１９８４５２３６００００Ｅ－００６
１９ ４ －９．９８９７６９３２０８７０００１Ｅ－００７ －８．９７２０５７２７６１９００００Ｅ－００７
１９ ５ －３．２９２１５１５１８３６００００Ｅ－００８ １．６３６３３４１３６９４００００Ｅ－００６
１９ ６ －４．０１１０７２１０９２０００００Ｅ－００７ ２．９５０８５７５４６５７００００Ｅ－００７
１９ ７ ７．７３８２１０２１２４４００００Ｅ－００７ ８．３０９８１８０２４１２００００Ｅ－００７
１９ ８ ７．１８４９８５５９５６５００００Ｅ－００７ ７．４８０７８２３１５７０００００Ｅ－００７
１９ ９ －９．１３４６９４１４５０１００００Ｅ－００８ －７．５７１６９２５０２９９００００Ｅ－００７
１９ １０ －１．８９１９２４９２５９４００００Ｅ－００７ －２．７１８３５４９８１４７００００Ｅ－００７
１９ １１ ８．０４４９５５０２２１９０００１Ｅ－００８ －３．１１３６３５９２４５９００００Ｅ－００７
１９ １２ ５．０７５８８０８３５９７００００Ｅ－００７ ７．１６３９６９５７１３６００００Ｅ－００８
１９ １３ ７．０９０９６４０８６３８００００Ｅ－００７ １．９７３５２４９１７８５００００Ｅ－００６
１９ １４ －８．９４６８８３１１３０９００００Ｅ－００７ ６．６９０７５６３７１５６９９９９Ｅ－００８
１９ １５ ８．９３０５０３５２２８９００００Ｅ－００７ －４．４１０８９６０５４１０００００Ｅ－００７
１９ １６ －７．６０７９０６５７５７５００００Ｅ－００７ －１．５９６１８２２８８６２００００Ｅ－００７
１９ １７ －３．５６３９７６６８５４６００００Ｅ－００７ －１．１２１３１４８８８９９００００Ｅ－００６
１９ １８ １．５１８４７１７９０６９００００Ｅ－００６ １．３１５９６１８８５１５００００Ｅ－００７
１９ １９ ３．１７８４４１０９０５０００００Ｅ－００７ ２．４０１２８９７３３０６００００Ｅ－００７
２０ １ －１．５９６３６３３５５０５００００Ｅ－００７ －６．２０５１０５１０３５５００００Ｅ－００７
２０ ２ ８．８７７０９３５２８５５００００Ｅ－００７ ４．１１７２６６３９７１９００００Ｅ－００７
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２０ ３ ２．７８１３４１３８６７８００００Ｅ－００７ ５．５３８７９０７７７９８００００Ｅ－０１０
２０ ４ ５．３８５７９６４７１５０００００Ｅ－００７ －６．５３０３１１９９８３２００００Ｅ－００７
２０ ５ ２．９６２９０４６３８６５００００Ｅ－００７ －５．２５０８８４４０８６７００００Ｅ－００７
２０ ６ －３．６６０３１６８０２１２００００Ｅ－００７ ２．１８１９５６９０８４２００００Ｅ－００７
２０ ７ －１．８７１９６１１９６０３００００Ｅ－００７ －６．５８０６５６００７３９００００Ｅ－００７
２０ ８ ６．８２３４２７６８６４５００００Ｅ－００７ －２．３５３０１３５２１３６００００Ｅ－００７
２０ ９ －４．０５８６１２９９７７９００００Ｅ－００７ ３．９７１４３８２６４７１００００Ｅ－００７
２０ １０ ３．８８４９８１４３４９１００００Ｅ－００７ ３．１２９９３４７４７４０００００Ｅ－００７
２０ １１ －１．４３９０９５０３８７０００００Ｅ－００７ １．０７８６４２２３２２１００００Ｅ－００６
２０ １２ １．５８９２２８７１８７４００００Ｅ－００７ －１．１８６３８８３７８９３００００Ｅ－００６
２０ １３ ２．４８４２７３５９９２９００００Ｅ－００８ ２．４８０１０６２５４１３００００Ｅ－００７
２０ １４ －４．３８５０８６０５８２１００００Ｅ－００８ ４．４２１０６７１４７５６００００Ｅ－００７
２０ １５ ３．５０３０１０７０８８６００００Ｅ－００７ ２．６３５０２１１５２７０００００Ｅ－００７
２０ １６ ４．６６５４７５６３７１６００００Ｅ－００７ ９．２１７０７７１１７４７９９９９Ｅ－００８
２０ １７ １．３３５４０１９９６８２００００Ｅ－００６ －４．５７３３６９４３６０２００００Ｅ－００７
２０ １８ －６．９３８８４５１５７０８００００Ｅ－００８ －６．２６１９９３５６６８６００００Ｅ－００７
２０ １９ －４．６５２０８５４９８２０００００Ｅ－００７ ２．５９５６５４９１３５６００００Ｅ－００７
２０ ２０ ５．４０９５４５７３５５６００００Ｅ－００８ －２．１２２７０９２５５１１００００Ｅ－００７
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书书书

第１章　航天器运动的轨道几何

要清楚地描述航天器的运动及其与观测者之间的联系，首先要确定参
考系，在一定的参考系中去体现航天器的空间位置和运动速度及其与观测
者之间的相对几何关系．因此，作为本书的开场白，在这一章中将要阐述的
基本内容是参考系（时间系统，空间坐标系及相关参数）、空间观测几何（航
天器和观测者的几何位置及相关问题）、航天器的视运动以及星下点轨迹等
问题．

§１．１　时间系统

考察运动，需要一种均匀的时间尺度．过去，这种均匀的时间尺度是以
地球自转为基准的．由于地球自转的不均匀性和测量精度的不断提高，上述
均匀时间尺度已不适应；但由于种种原因，又必须将时间与地球自转相协
调，这就导致了时间系统的复杂化．
现行的时间系统基本上分为四种：恒星时、世界时、历书时和原子时．前

两种都是根据地球自转测定的，历书时则是根据地球、月亮和行星的运动来
测定的，而原子时是以原子的电磁振荡作为标准的，下面将对这些时间系统
作一简单介绍［１，２］．

１．恒星时（ＳＴ）

春分点连续两次过中天的时间间隔称为一“恒星日”．那么，恒星时就是
春分点的时角，它的数值Ｓ等于上中天恒星的赤经α，即

Ｓ＝α． （１．１）
这是经度为λ的地方恒星时．与世界时密切相关的格林尼治恒星时ＳＧ 由下

式给出：

ＳＧ ＝Ｓ－λ． （１．２）
经度λ规定向东计量．格林尼治恒星时又有真恒星时（或称视恒星时）



ＧＡＳＴ与平恒星时ＧＭＳＴ之分．既然恒星时是由地球自转时角所确定的，
那么地球自转的不均匀性就可通过它与均匀时间尺度的差别来测定．
格林尼治恒星时主要是在空间坐标系的转换中用到，其内容将在下面

有关部分中介绍．

２．世界时（ＵＴＣ）

与恒星时相同，世界时也是根据地球自转测定的时间，它以平太阳日为
单位，１／８６４００平太阳日为秒长．事实上，测定太阳的精度远低于测定恒星
的精度，因此，世界时是通过对恒星观测测定的恒星时再根据两种时间的定
义转换而给出的．
根据天文观测直接测定的世界时，记为 ＵＴ０，它对应于瞬时极的子午

圈．加上引起测站子午圈位置变化的地极移动（即地球自转轴在地球体内的
移动）修正，就得到对应于平均极的子午圈的世界时，记为ＵＴ１，即

ＵＴ１＝ ＵＴ０＋Δλ． （１．３）

Δλ是极移改正量．
由于地球自转的不均匀性，ＵＴ１并不是均匀的时间尺度．而地球自转

不均匀性呈现三种特性：长期慢变化（每百年使日长增加１．６毫秒），周期变
化（主要是季节变化，一年里日长约有０ｓ００１的变化；除此之外，还有一些
影响较小的周期变化）和不规则变化，这三种变化不易修正．而ＵＴ１又直接
与地球瞬时位置相联系，因此，对于精度要求不高的问题，就可用ＵＴ１作为
统一的时间系统；而对于高精度的要求，必须寻求更均匀的时间尺度，即下
面要介绍的原子时．

３．历书时（ＥＴ）

由于世界时不能作为均匀的时间尺度，经数次天文会议讨论决定，从

１９６０年起曾引入一种以太阳系内天体公转为基准的均匀时间系统，称为历
书时（ＥＴ），１９６０年到１９６７年期间，它是世界公认的计时标准．
历书时的定义：１９００年１月０日历书时１２ｈ 瞬间的回归年长度的

３１５５６９２５．９７４７分之一为一历书秒；起算历元为１９００年初太阳平黄经等于

２７９°４１′４８″．０４的时刻，也就是纽康（Ｎｅｗｃｏｍｂ）原先选定的１９００年１月０
日格林尼治平午时刻，现在把它作为１９００年１月０日历书时１２ｈ．
历书时是一种由力学定律确定的均匀时间，它是太阳、月亮和行星运动

理论中的独立变量，同时也是这些基本历表的时间引数．某一时刻的历书时
可以通过对太阳、月亮或行星的观测来得到，而最有效的方法是观测月亮．

２ 航天动力学引论　



但对建立一个均匀时间尺度而言，其观测精度仍嫌不够，而且要得到这样的
时间又很慢．因此，１９６７年后，计时标准转向原子时，它有更高的精度，而且
随时可以直接求得．不过在这期间，历书时仍然作为一个天文常数被保留下
来，从１９８４年开始，历书时才完全被原子时所代替．

４．国际原子时（ＴＡＩ）与地球动力学时（ＴＤＴ）和质心动力学时（ＴＤＢ）

这是一种标准频率．１９６７年１０月，第十三届国际计量大会决定引入新
的秒长定义，即铯原子Ｃｓ１３３基态的两能级间跃迁辐射的９１９２６３１７７０周所
经历的时间作为一秒的长度，称为国际单位秒（ＳＩ）．由这种时间单位确定的
时间系统称为国际原子时（ＴＡＩ）．
因原子时（ＴＡＩ）是以地心参考系中定义的具有国际单位制秒长的坐标

时间基准，它就可以作为动力学中所要求的均匀时间尺度．由此引入一种地
球动力学时（ＴＤＴ），它与原子时（ＴＡＩ）的关系为

ＴＤＴ＝ＴＡＩ＋３２ｓ．１８４． （１．４）
这一关系是根据１９７７年１月１日００ｈ００ｍ００ｓ（ＴＡＩ）对应的ＴＤＴ为１９７７年

１月１ｄ．０００３７２５而来，此起始历元的差别就是该时刻历书时与原子时的差
别．这样定义起始历元就便于用ＴＤＴ系统代替ＥＴ系统．ＴＤＴ是地心时空
标架的坐标时，用作视地心历表的独立变量．在人造地球卫星动力学中，它
就是一种均匀时间尺度，相应的运动方程即用它作为自变量，通常以ｔ表
示．从１９８４年起，历书时正式被地球力学时所取代．
除此之外，还定义一种质心动力学时ＴＤＢ，即太阳系质心时空标架的

坐标时．它是一种抽象、均匀的时间尺度，月球、太阳和行星的历表都是以

ＴＤＢ为独立变量的，岁差、章动的计算公式也是以该时间尺度为依据．
上述两种动力学时的差别ＴＤＢ－ＴＤＴ是由相对论效应引起的，根据

相对论原理，转换公式为

ＴＤＢ＝ＴＤＴ＋０ｓ．００１６５８ｓｉｎｇ＋０ｓ．００００１４ｓｉｎ２ｇ． （１．５）
该式略去了高阶项，ｇ为地球绕日轨道的平近点角．

５．协调世界时（ＵＴＣ）

用原子钟控制时号发播可得到稳定的时号，但由于原子时秒长比世界
时秒长略短，世界时时刻将日益落后于原子时；而有很多问题涉及到计算地
球的瞬时位置，这又需要ＵＴ１．因此，为了避免发播的原子时与世界时产生
过大的偏离，实际的时号发播是寻求ＴＡＩ与ＵＴ１之间的一种协调，称为协
调世界时（ＵＴＣ）．

３　第１章　航天器运动的轨道几何



ＵＴＣ是一种均匀时号，它依据原子时，却又参考世界时，从１９７２年起，

ＵＴＣ用原子时秒长发播，但要求它与 ＵＴ１之差不超过０ｓ．９．为达到此目
的，必须调整ＵＴＣ的整秒数，规定只在１月１日或７月１日将原子钟拨慢

１秒，这就是所谓的闰秒，在引用ＵＴＣ时必须注意这一点．到目前（２００４年

１２月）为止，已调整过３２ｓ，即ＵＴＣ＝ＴＡＩ－３２ｓ．
除上述时间系统外，在计算中常常会遇到历元的取法以及几种年的长

度问题，这里顺便作一介绍．一种是贝塞耳（Ｂｅｓｓｅｌ）年，或称假年，其长度为
平回归年的长度，即３６５．２４２１９８８平太阳日．常用的贝塞耳历元，是指太阳
平黄经等于２８０°的时刻，例如１９５０．０，并不是１９５０年１月１日０时，而是

１９４９年 １２ 月 ３１ 日 ２２ｈ０９ｍ４２ｓ （世界时），相应的儒略 （Ｊｕｌｉａｎ）日为

２４３３２８２．４２３４．另一种是儒略年，其长度为３６５．２５平太阳日，儒略历元就是
指真正的年初，例如１９５０．０，即１９５０年１月１日０时．显然，引用儒略年较
为方便，因此，从１９８４年起，贝塞耳年被儒略年所代替．两种历元之间的对
应关系列于表１．１．

表１．１　贝塞耳历元和儒略历元之间的关系

贝塞耳历元 儒略历元 儒略日

１９００．０ １９００．０００８５８ ２４１５０２０．３１３５

１９５０．０ １９４９．９９９７９０ ２４３３２８２．４２３４

２０００．０ １９９９．９９８７２２ ２４５１５４４．５３３３

１８９９．９９９１４２ １９００．０ ２４１５０２０．０

１９５０．０００２１０ １９５０．０ ２４３３２８２．５

２０００．００１２７８ ２０００．０ ２４５１５４５．０

　　为了方便，常用修改的儒略日（亦称简约儒略日，记作 ＭＪＤ），定义为

ＭＪＤ＝ＪＤ－２４０００００．５． （１．６）
例如Ｊ１９５０．０的 ＭＪＤ＝３３２８２．０．
与上述两种年的长度对应的回归世纪（即１００年）和儒略世纪的长度分

别为３６５２４．２２平太阳日和３６５２５平太阳日．

§１．２　空间坐标系

定义一个空间坐标系应包含三个要素：坐标原点，参考平面（ｘｙ平面）
和参考平面上的主方向（ｘ轴方向）．对于航天器的运动而言，以地球卫星为
例，所涉及到的主要是地心天球坐标系和地固坐标系，它们的坐标原点都是
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地心，这一点并无问题．但参考平面及其主方向的选择，将会受到岁差章动
和地极移动的影响．空间坐标系的复杂性正是由岁差章动和地极移动等原
因所引起的．
日、月和大行星对地球非球形部分的吸引，会产生两种效应：一是作为

刚体平动的力效应，主要是月球对地球扁球部分的作用，将引起一种地球扁
率间接摄动；另一种就是作为刚体定点转动的力矩效应，使地球像陀螺那
样，出现进动与章动，即自转轴在空间的摆动，这就是岁差章动．由于岁差章
动，地球赤道面亦随时间在空间摆动；另外，由地球内部和表面物质运动引
起的地球自转轴在其内部的移动（极移），都将影响坐标系中参考平面的
选取．
基于上述原因，根据不同要求，就出现了各种空间坐标系统．下面介绍

与卫星运动有关的几种空间坐标系以及它们之间的转换关系．

１．六种地心赤道坐标系［３，４］

这几种坐标系的定义见表１．２．人造地球卫星绕地球运动，其瞬时轨道
面是通过地球质量中心（简称地心）的，因此在研究它的运动规律时，很自然
地要引进地心坐标系．但是，在人造卫星上天前，人们只能依靠传统的大地
测量方法给出所谓的参考椭球体，其中心并不是地心，而人造卫星上天后，
用卫星动力测地方法才给出了真正的地心参考系．当然，尽管测量精度越来
越高，但所测得的地心仍然是近似的，根据目前的结果，地心位置精度为厘
米级．

表１．２　六种地心赤道坐标系的定义

坐标系 原点 参考平面 ｘ轴方向 位置矢量

历元平赤道地心系 地心 历元平赤道 指向该历元的平春分点 ｒ

瞬时平赤道地心系 地心 瞬时平赤道 指向瞬时平春分点 ｒｍ

瞬时真赤道地心系 地心 瞬时真赤道 指向瞬时真春分点 ｒｔ

轨道坐标系 地心 瞬时真赤道 指向某历元的平春分点 ｒ′

准地固坐标系 地心 瞬时真赤道 参考平面与格林尼治 Ｒｔ

子午线的交线方向

地固坐标系 地心 与地心和ＣＩＯ连

线正交之平面

参考平面与格林尼治

子午线的交线方向
Ｒ

　　表１．２中给出的六种地心赤道坐标系分别适用不同的问题．在当今的
精密定轨问题中，通常采用Ｊ２０００．０历元（称为标准历元），Ｊ２０００平赤道地
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心系，亦简称为Ｊ２０００地心天球坐标系．而在空间目标监测中，由于某种原
因，一些相关单位仍采用混合型的轨道坐标系．
关于轨道坐标系，这里有必要进一步作些说明．在很多工作中，采用分

析法计算卫星轨道的变化是方便的．对于这种方法，若引用历元平赤道地心
系（亦称历元地心天球坐标系），那么由于岁差章动导致地球赤道面在空间
摆动，从而引起地球引力场位函数的变化，使卫星轨道增加一种附加摄动
（亦称坐标系摄动），随着计算时刻与选取历元之间的间隔增长而增大，这将
给定轨问题带来麻烦．若引用瞬时真赤道地心系，虽然地球引力场位函数基
本不变，但它是运动坐标系，需增加一项惯性力，这也是一种坐标系摄动，尽
管它比上述附加摄动小（主要是由春分点移动对应的赤经岁差章动μ＋Δμ
所引起的），但仍嫌不便．鉴于上述两种坐标系的优缺点，在定轨及其有关工
作中曾采用一种混合地心系，即参考平面为瞬时真赤道面，而ｘ轴是指向某
标准历元（如１９５０．０或２０００．０）的平春分点（该点实为瞬时赤道上的一个
“假想”点，在真春分点以东μ＋Δμ处，赤经岁差和章动μ＋Δμ的计算公式
后面将会给出），这就是表１．２所列出的轨道坐标系．在此坐标系中，附加摄
动很小，对于一般的精度要求，可完全忽略，故在后面第４章讨论地球非球
形引力摄动时，不再考虑赤道面摆动问题，如果需要，请阅读参考文献［３，

４］，以后不再说明．不过，对于数值方法，只要通过坐标转换即可解决上述附
加摄动问题，无需引进轨道坐标系；当然，引进也无妨，仍有可取之处．
上述坐标系的定义虽然是针对地球卫星而言的，但事实上也可以推广，

中心天体可改为其他探测目标天体，如火星，月球等，相应的地心即目标天
体质心，地固坐标系即星（指目标天体）固坐标系．
除上述各种地心坐标系外，有时涉及到日、月和大行星的历表和轨道，

它们分别对应某历元的太阳系质心惯性系或日心黄道坐标系，坐标原点分
别为太阳系质心或日心，参考平面是该历元的平赤道或黄道，ｘ轴指向该历
元的平春分点．

２．各坐标系之间的转换关系

为了引用矩阵来表达坐标系之间的转换关系，首先回忆一下坐标旋转
及其对应的旋转变换的矩阵表示方法．原坐标系中的任一矢量用ｒ表示，在
旋转后的新坐标系中以ｒ′表示．那么，若ｙｚ平面，ｚｘ平面和ｘｙ平面分别绕

ｘ轴，ｙ轴和ｚ轴转动一个角度θ（逆时针为正），则有

ｒ′＝Ｒｘ（θ）ｒ， （１．７）

ｒ′＝Ｒｙ（θ）ｒ， （１．８）
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ｒ′＝Ｒｚ（θ）ｒ， （１．９）

Ｒｘ（θ）＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

， （１．１０）

Ｒｙ（θ）＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０

ｓｉｎθ ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎０

， （１．１１）

Ｒｚ（θ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
． （１．１２）

旋转矩阵Ｒ（θ）有如下性质：

Ｒ－１（θ）＝ＲＴ（θ）＝Ｒ（－θ）． （１．１３）
这里Ｒ－１和ＲＴ 表示矩阵Ｒ的逆和转置．
（１）历元平赤道地心系与瞬时平赤道地心系之间的转换
这两个坐标系之间的差别是岁差．历元平赤道地心系经三次旋转即与

瞬时平赤道地心系相重合，有

ｒｍ ＝ （ＰＲ）Ｒ． （１．１４）
（ＰＲ）就是岁差矩阵，它由三个旋转矩阵构成，即

（ＰＲ）＝Ｒｚ（－ｚＡ）Ｒｙ（θＡ）Ｒｚ（－ξＡ ）． （１．１５）
其中ξＡ，ｚＡ，θＡ 是赤道岁差角，由下式计算：

ξＡ ＝２３０６″．２１８１Ｔ＋０″．３０１８８Ｔ２＋０″．０１７９９８Ｔ３，

ｚＡ ＝２３０６″．２１８１Ｔ＋１″．０９４６８Ｔ２＋０″．０１８２０３Ｔ３，

θＡ ＝２００４″．３１０９Ｔ－０″．４２６６５Ｔ２－０″．０４１８３３Ｔ３

烅
烄

烆 ，

（１．１６）

Ｔ＝ＪＤ（ｔ）－２４５１５４５．０
３６５２５．０ ． （１．１７）

其中ｔ是动力学时，可用ＴＤＴ．相应的赤经岁差ｍＡ （或记作μ）和赤纬岁差

ｎＡ 为

ｍＡ ＝ξＡ ＋ｚＡ ＝４６１２″．４３６２Ｔ＋１″．３９６５６Ｔ２＋０″．０３６２０１Ｔ３，

ｎＡ ＝θＡ
｛ ．

（１．１８）
（２）瞬时平赤道地心系与瞬时真赤道地心系之间的转换
这两个坐标系之间的差别是章动．同样，经过三次旋转就可使前者与后

者重合，相应地有

ｒｔ ＝ （ＮＲ）ｒｍ ． （１．１９）
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这里的（ＮＲ）是章动矩阵，它亦由三个旋转矩阵构成，即
（ＮＲ）＝Ｒｘ（－Δε）Ｒｙ（Δθ）Ｒｚ（－Δμ）． （１．２０）

或

（ＮＲ）＝Ｒｘ［－（ε＋Δε）］Ｒｚ（－Δψ）Ｒｘ（ε）． （１．２１）

上两式中的ε是平黄赤交角，Δψ是黄经章动，而Δμ，Δθ和Δε则分别
为赤经章动，赤纬章动和交角章动．章动量取ＩＡＵ（１９８０）序列，对于米级精
度取该序列的前２０项即可，计算公式如下：

Δψ＝ ∑
２０

ｊ＝１

（Ａ０ｊ＋Ａ１ｊｔ）ｓｉｎ ∑
５

ｉ＝１
ｋｊｉαｉ（ｔ（ ）），

Δε＝ ∑
２０

ｊ＝１

（Ｂ０ｊ＋Ｂ１ｊｔ）ｃｏｓ ∑
５

ｉ＝１
ｋｊｉαｉ（ｔ（ ））

烅

烄

烆 ．

（１．２２）

相应的赤经和赤纬章动Δμ和Δθ为

Δμ＝ Δψｃｏｓε， （１．２３）

Δθ＝ Δψｓｉｎε． （１．２４）
其中黄赤交角的计算公式如下：

ε＝２３°２６′２１″．４４８－４６″．８１５０ｔ． （１．２５）
章动序列中的５个幅角计算公式为

α１ ＝１３４°５７′４６″．７３３＋（１３２５ｒ＋１９８°５２′０２″．６３３）ｔ＋３１″．３１０ｔ２，

α２ ＝３５７°３１′３９″．８０４＋（９９ｒ＋３５９°０３′０１″．２２４）ｔ－０″．５７７ｔ２，

α３ ＝９３°１６′１８″．８７７＋（１３４２ｒ＋８２°０１′０３″．１３７）ｔ－１３″．２５７ｔ２，

α４ ＝２９７°５１′０１″．３０７＋（１２３６ｒ＋３０７°０６′４１″．３２８）ｔ－６″．８９１ｔ２，

α５ ＝１２５°０２′４０″．２８０－（５ｒ＋１３４°０８′１０″．５３９）ｔ＋７″．４５５ｔ２

烅

烄

烆 ．
（１．２６）

其中１ｒ＝３６０°．上述各式中的ｔ，意义同（１．１７）式中的Ｔ．章动序列前２０项
的有关系数见表１．３．
事实上，按前面所说的精度考虑，保留大于０″．００５的周期项，且至多涉

及距标准历元Ｔ０（Ｊ２０００．０）２５年的计算，故公式（１．２２）右端的Ａ１ｊ和Ｂ１ｊ也

可略去．
关于章动序列，还在不断地改进，但就原理和结果而言已无实质性改

变，而就一般问题的精度要求而言，在定量上亦无明显的影响，对于高精度
问题，请注意其差别．
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表１．３　ＩＡＵ１９８０章动序列的前２０项

ｊ
周期

（日）
ｋｊ１ ｋｊ２ ｋｊ３ ｋｊ４ ｋｊ５

Ａ０ｊ Ａ１ｊ

（０″．０００１）

Ｂ０ｊ Ｂ１ｊ

（０″．０００１）

１ ６７９８．４ ０ ０ ０ ０ １ －１７１９９６ －１７４．２ ９２０２５ ８．９
２ １８２．６ ０ ０ ２ －２ ２ －１３１８７ －１．６ ５７３６ －３．１
３ １３．７ ０ ０ ２ ０ ２ －２２７４ －０．２ ９７７ －０．５
４ ３３９９．２ ０ ０ ０ ０ ２ ２０６２ ０．２ －８９５ ０．５
５ ３６５．２ ０ １ ０ ０ ０ １４２６ －３．４ ５４ －０．１
６ ２７．６ １ ０ ０ ０ ０ ７１２ ０．１ －７ ０．０
７ １２１．７ ０ １ ２ －２ ２ －５１７ １．２ ２２４ －０．６
８ １３．６ ０ ０ ２ ０ １ －３８６ －０．４ ２００ ０．０
９ ９．１ １ ０ ２ ０ ２ －３０１ ０．０ １２９ －０．１
１０ ３６５．３ ０ －１ ２ －２ ２ ２１７ －０．５ －９５ ０．３
１１ ３１．８ １ ０ ０ －２ ０ －１５８ ０．０ －１ ０．０
１２ １７７．８ ０ ０ ２ －２ １ １２９ ０．１ ７０ ０．０
１３ ２７．１ －１ ０ ２ ０ ２ １２３ ０．０ －５３ ０．０
１４ ２７．７ １ ０ ０ ０ １ ６３ ０．１ －３３ ０．０
１５ １４．８ ０ ０ ０ ２ ０ ６３ ０．０ －２ ０．０
１６ ９．６ －１ ０ ２ ２ ２ －５９ ０．０ ２６ ０．０
１７ ２７．４ －１ ０ ０ ０ １ －５８ －０．１ ３２ ０．０
１８ ９．１ １ ０ ２ ０ １ －５１ ０．０ ２７ ０．０
１９ ２０５．９ ２ ０ ０ －２ ０ ４８ ０．０ １ ０．０
２０ １３０５．５ －２ ０ ２ ０ １ ４６ ０．０ －２４ ０．０

　　根据上面的讨论立即可知，由历元平赤道地心系到瞬时真赤道地心系
的转换关系为

ｒｔ ＝ （ＧＲ）ｒ． （１．２７）
我们不妨称（ＧＲ）为岁差章动矩阵，有

（ＧＲ）＝ （ＮＲ）（ＰＲ）． （１．２８）
（３）瞬时真赤道地心系与准地固坐标系之间的转换
因准地固坐标系是随着地球自转而转动的一种旋转坐标系，显然它与

瞬时真赤道地心系之间的差别是地球自转角———格林尼治恒星时ＳＧ，于
是有

Ｒｔ ＝ （ＥＲ）ｒｔ ， （１．２９）
（ＥＲ）＝Ｒｚ（ＳＧ）． （１．３０）

（ＥＲ）即地球自转矩阵．
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（４）准地固坐标系与地固坐标系之间的转换
这两者之间的差别就是极移，有

Ｒ＝ （ＥＰ）Ｒｔ ． （１．３１）
极移矩阵（ＥＰ）可由下式表达：

（ＥＰ）＝Ｒｙ（－ｘｐ）Ｒｘ（－ｙｐ）． （１．３２）
其中ｘｐ 和ｙｐ 就是极移两分量（它们的量级不超过０″．５）．若略去极移

的二阶量，则上式可简化为

（ＥＰ）＝

１ ０ ｘｐ

０ １ －ｙｐ

－ｘｐ ｙｐ

烄

烆

烌

烎１
． （１．３３）

为了便于读者看清上述五种地心系坐标系之间的转换关系，我们不妨用一
“框图”（见图１．１）来描绘它们，图１．１中的矩阵（ＨＧ）为

（ＨＧ）＝ （ＥＰ）（ＥＲ）（ＧＲ）． （１．３４）

图１．１　五种地心赤道坐标系之间的转换关系

（５）轨道坐标系与其他地心坐标系之间的转换关系
由轨道坐标系的定义可知，经一次旋转，就可使瞬时真赤道地心系与它

重合，相应地有

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）ｒｔ． （１．３５）

μ和Δμ即赤经岁差和赤经章动，计算公式见（１．８）和（１．２３）．
利用（１．２７）式，可立即得到轨道坐标系与历元平赤道地心系之间的转
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换关系，即

ｒ′＝Ｕｒ， （１．３６）

Ｕ ＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＧＲ）． （１．３７）
变换矩阵Ｕ 对应七次旋转，但是在一定精度要求下，可使Ｕ 矩阵简化．如考
虑瞬时ｔ与选取历元Ｔ０ 的间隔在２５～５０年内，丢掉量级为１０－６和更小的

项（包括章动的二阶项等），则七次旋转就可简化为二次旋转，有

Ｕ ＝Ｒｙ（θＡ ＋Δθ）Ｒｘ
μ
２θＡ －Δ（ ）ε ． （１．３８）

若 （ｔ－Ｔ０）＜２５年，为了保证上述精度，Ｕ 矩阵还可再简化些，即

Ｕ ＝

１ ０ －（θＡ ＋Δθ）

０ １ ０
（θＡ ＋Δθ）

烄

烆

烌

烎０ １

１ ０ ０
０ １ －Δε
０ Δε

烄

烆

烌

烎１
． （１．３９）

也可写成下列形式：

Ｕ ＝Ｒｙ（θＡ ＋Δθ）Ｒｘ（－Δε）． （１．４０）
这对应更简单的二次旋转．
下面再给出轨道坐标系与地固坐标系之间的转换关系．根据（１．３５）式

和图１．１不难得到

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＥＲ）Ｔ（ＥＰ）ＴＲ． （１．４１）
其中

Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＥＲ）Ｔ ＝Ｒｚ（μ＋Δμ）Ｒｚ（－ＳＧ）

＝Ｒｚ（－（ＳＧ －（μ＋Δμ）））． （１．４２）
若记

θＧ ＝ＳＧ －（μ＋Δμ）． （１．４３）

θＧ 就是轨道坐标系中的格林尼治恒星时角．于是（１．４１）式又可写成

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）ＴＲ． （１．４４）
当然，这一转换关系亦可直接导出．

ＳＧ 和θＧ 的计算公式为

ＳＧ ＝ＳＧ ＋Δμ， （１．４５）

θＧ ＝ＳＧ －μ． （１．４６）
这里μ和Δμ即前面已提到的赤经岁差和章动．Ｊ２０００．０系统中的格林尼治
平恒星时ＳＧ 由下式计算：

ＳＧ ＝１８ｈ．６９７３７４６＋８７９０００ｈ．０５１３３６７ｔ＋０ｓ．０９３１０４ｔ２－６ｓ．２×１０－６ｔ３，
（１．４７）
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ｔ＝ＪＤ（ｔ）－ＪＤ（Ｊ２０００．０）
３６５２５．０ ． （１．４８）

§１．３　空间观测几何

１．两种站心坐标系［２］

对航天器的观测量通常是相对观测站的（可以是地基站，也可以是天基
站），其中方向观测量（即测角资料）又总是对应赤道系统或地平系统．为此，

图１．２　站心坐标系的辅助天球

在有关工作中引进了站心赤道坐标系和站

心地平坐标系．两种站心坐标系之间的几
何关系见图１．２．Ｏ是辅助天球中心（即测
站），ＯＺ 是重力方向，Ｚ 就是天顶，大圆

ＮＳ是地平．ＯＰ 是天极方向，Ｐ 是北天极
（实为平极，为了与地固坐标系一致，就用

ＣＩＯ），大圆ＱＱ′是天赤道（简称赤道）．大
圆弧ＰＺ ＝９０°－φ，φ是测站的天文纬度
（φ对应平极，它与大地纬度的差别即垂线

偏差）．通过天极和天顶的大圆称为测站的子午圈，它与地平相交于Ｎ 和Ｓ
两点，分别称为北点和南点．赤道与地平相交于Ｅ和Ｗ 两点，分别称为东点
和西点．Ｓ 是测站到天体方向与天球的交点（或就称为天体），大圆ＺＳ 称

为地平经圈，而大圆ＰＳ 称为时圈或赤经圈．
天体的地平坐标记为Ａ，ｈ．Ａ称为地平经度或方位角．由北点沿地平

向东量到地平经圈；ｈ称为地平纬度或高度角，由地平经圈与地平的交点

Ｈ 沿地平经圈向天顶方向量到天体Ｓ ，有时用天顶距ｚ＝９０°－ｈ代替高
度角ｈ．天体的赤道坐标记为ｔ，δ或α，δ．这里的ｔ称为天体的时角，由Ａ点
沿赤道向西量到时圈，时角常用α代替，α称为赤经，由春分点Υ沿赤道向
东量到时圈，它与ｔ的关系为

α＝Ｓ－ｔ．
Ｓ是春分点的时角，即测站的地方恒星时；δ称为赤纬，由时圈与赤道的交
点Ｄ沿时圈向北天极方向量到天体．
上述两种站心坐标系可分别记作Ｏ ΥΥ′Ｐ 和Ｏ ＮＷＺ ，其中Υ′应在

赤道ＱＱ′上指向Υ 以东９０°的方向（见图１．２）．若记航天器在这两种站心
坐标系中的位置矢量各为ρ和ρ′，有
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ρ＝ρ

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ

， （１．４９）

ρ′＝ρ

ｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （１．５０）

ρ是航天器到测站的距离．
如果测角资料 （α，δ）是照相或用ＣＣＤ技术等获得的，因采用了背景星

定位的方法，给出的 （α，δ）是对应历元（如Ｊ２０００．０）站心平赤道坐标系的，
为了与上述站心赤道坐标系加以区别，暂记作 （αＪ，δＪ），相应地有

ρＪ ＝ρ

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ Ｊ２０００．０

． （１．５１）

根据上述两种站心坐标系的定义，由图１．２不难看出，经两次坐标轴旋
转，站心地平坐标系即与站心赤道坐标系重合，故它们之间的转换关系为

ρ＝ （ＺＲ）ρ′， （１．５２）
（ＺＲ）＝Ｒｚ（１８０°－Ｓ）Ｒｙ（９０°－φ）． （１．５３）

其中Ｓ是地方（对应测站）恒星时．由（１．５１）式和（１．５２）式可给出航天器的
两种测角资料 （α，δ）和 （Ａ，ｈ）之间的具体函数关系，即

ｔａｎＡ＝ｓｉｎＡ
ｃｏｓＡ ＝ －ｃｏｓδｓｉｎ（Ｓ－α）

ｃｏｓφｓｉｎδ－ｓｉｎφｃｏｓδｃｏｓ（Ｓ－α），

ｓｉｎｈ＝ｓｉｎφｓｉｎδ＋ｃｏｓφｃｏｓδｃｏｓ（Ｓ－α
烅
烄

烆 ），
（１．５４）

或

ｔａｎ（Ｓ－α）＝ｓｉｎ（Ｓ－α）
ｃｏｓ（Ｓ－α）＝ －ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｃｏｓφｓｉｎｈ－ｓｉｎφｃｏｓｈｃｏｓＡ
，

ｓｉｎδ＝ｓｉｎφｓｉｎｈ＋ｃｏｓφｃｏｓｈｃｏｓＡ
烅
烄

烆 ．
（１．５５）

２．站心坐标系与空间坐标系之间的转换关系

在处理航天器运行的轨道问题中，需将观测量与空间坐标相联系．对于
人造地球卫星而言，即需要给出站心坐标系与历元平赤道地心系和轨道坐
标系之间的转换关系．这里各坐标系中位置矢量的表示仍采用前面表１．２
中引用的符号．
由于站心赤道坐标系的主方向（ｘ轴）指向瞬时真春分点，故它与地固

坐标系之间的转换关系为旋转加平移，即
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Ｒ＝ （ＥＲ）ρ＋ＲＡ． （１．５６）
其中（ＥＲ）即地球自转矩阵，见（１．３０）式，ＲＡ 是测站在地固坐标系中的位置

矢量．下面给出两种站心坐标系以及站心坐标系与地心坐标系之间的转换
关系．
通过地固坐标系即可知，站心赤道坐标系和站心地平坐标系与历元平

赤道地心坐标系之间的转换关系分别为

ｒ＝ （ＨＧ）ＴＲ＝ （ＨＧ）Ｔ［（ＥＲ）ρ＋ＲＡ］ （１．５７）
和

ｒ＝ （ＨＧ）Ｔ［（ＥＲ）（ＺＲ）ρ′＋ＲＡ］， （１．５８）
矩阵（ＨＧ）的表达式见（１．３４）式．根据Ｓ＝ＳＧ ＋λ，λ是测站经度，记矩阵
（ＥＲ）（ＺＲ）为（ＥＺ），则可表示为

（ＥＺ）＝ （ＥＲ）（ＺＲ）　　　　　　　　
＝Ｒｚ（１８０°－Ｓ＋ＳＧ）Ｒｙ（９０°－φ）

＝Ｒｚ（１８０°－λ）Ｒｙ（９０°－φ）． （１．５９）
前面提到的历元站心平赤道坐标系与历元平赤道地心系之间的转换关

系较简单，就是经过一个平移，有

ｒ＝ρＪ ＋ｒＡ，

ｒＡ ＝ （ＨＧ）ＴＲＡ
烅
烄

烆 ．
（１．６０）

由地固坐标系与轨道坐标系之间的转换关系（１．４４）式可知，站心赤道
坐标系和站心地平坐标系与轨道坐标系之间的转换关系分别为

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）Ｔ［（ＥＲ）ρ＋ＲＡ］， （１．６１）
或

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）Ｔ［（ＥＺ）ρ′＋ＲＡ］． （１．６２）
历元站心平赤道坐标系与轨道坐标系的转换关系为

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＧＲ）［ρＪ ＋ｒＡ］≈Ｕ［ρＪ ＋ｒＡ］． （１．６３）
其中矩阵Ｕ 见（１．４０）式．

３．观测站的站址坐标

观测站的站址（指测站的标准点，简称测站）坐标用Ｈ，λ，φ三个分量表
示，它们的定义如下．

Ｈ：大地高．它是从站址点沿法线方向到参考椭球面（参考椭球体是地
固坐标系建立的依据，极是ＣＩＯ，其中心即当作地心）的距离．而到大地水准
面的高度称为正高，亦称海拔高度，它与大地高之差称为高程异常．

λ：大地经度（亦称测地经度），简称站址经度．它是通过站址的大地子
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午面（与辅助天球相交截出的大圆）与过格林尼治的大地子午面（称为本初
子午面）之间的夹角，从本初子午面向东计量，由０°到３６０°．

φ：大地纬度（亦称测地纬度），简称站址纬度．它是通过站址的参考椭
球面的法线与赤道面的夹角，从赤道面向北计量为正，由０°到９０°，向南计
量为负，由０°到－９０°，大地纬度不同于天文纬度（它是站址点的铅垂线与赤
道面的夹角），即同一点的铅垂线与相应的参考椭球面的法线通常并不重
合，此即垂线偏差．
上述站址坐标Ｈ，λ，φ亦称为大地坐标．对于一般精度要求，无需区分

大地高与正高、大地纬度与天文纬度．
根据站址坐标的定义，在地固坐标系中，测站位置矢量ＲＡ 的三个分量

（ＸＡ，ＹＡ，ＺＡ）为

ＸＡ ＝ （Ｎ＋Ｈ）ｃｏｓφｃｏｓλ，

ＹＡ ＝ （Ｎ＋Ｈ）ｃｏｓφｓｉｎλ，

ＺＡ ＝ ［Ｎ（１－）２＋Ｈ］ｓｉｎφ

烅
烄

烆 ．

（１．６４）

其中

Ｎ ＝ａｅ［ｃｏｓ２
φ＋（１－）２ｓｉｎ２

φ］－１／２， （１．６５）

ａｅ是参考椭球体的赤道半径，参考椭球体的扁率．如果知道测站的地心距

Ｒ和地心纬度φ′，则有

ＸＡ ＝Ｒｃｏｓφ′ｃｏｓλ，

ＹＡ ＝Ｒｃｏｓφ′ｓｉｎλ，

ＺＡ ＝Ｒｓｉｎφ′
烅
烄

烆 ．

（１．６６）

若在轨道坐标系中讨论问题，相应的测站位置矢量记为ｒＡ′，坐标分量
为Ｘ，Ｙ，Ｚ．根据转换关系（１．４４），有

ｒＡ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）ＴＲＡ ． （１．６７）
对于一般精度要求，不必考虑极移，那么轨道坐标系中的测站坐标可简化为

Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
＝Ｒ

ｃｏｓφ′ｃｏｓ（θＧ ＋λ）

ｃｏｓφ′ｓｉｎ（θＧ ＋λ）

　　ｓｉｎφ

烄

烆

烌

烎′
． （１．６８）

目前对航天器观测所得的资料基本上有四种类型，即
（１）光学测角资料（Ⅰ）———地平坐标 （Ａ，ｈ）型；
（２）光学测角资料（Ⅱ）———赤道坐标 （α，δ）型；
（３）多普勒测速ρ

　．
型；

（４）激光或雷达测距ρ型．
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在取得原始观测资料后，需要经过一系列改正才能提供可用资料．这些改正
包括天文系统差（如大气折射、光行差等），各种物理因素的影响（如大气对
流层、电离层的影响等）以及仪器误差等．关于这些改正，请读者参看有关书
籍和文献，本书不再介绍．但有一点需要说明，即所有观测资料对应的空间
坐标系必须清楚，显然，测速和测距资料并不存在这个问题，而需要注意的
是光学测角资料，对此，前面已作了详尽的阐述．
除上述四种基本类型，还有星上测量（雷达测高等）和星间测量（如星载

ＧＰＳ测距等），但相应的空间观测几何与前面阐述的内容无实质性差别，不
再介绍．

§１．４　航天器的可见条件

对人造地球卫星的观测，最早是光学观测，随着科技的进步，观测手
段也多样了，如无线电观测、激光观测等等，但光学观测仍然是最主要的
观测手段，特别是对于空间目标监视以及空间碎片的观测只能依赖光学
手段．光学观测的可见条件也具有代表性，可适用于其他观测手段．因此，

图１．３　航天器与测站的几何关系

这里就以光学观测为例，说明航天器的
可见条件．
航天器的观测通常是从地面测站进

行的，首先就是测站和航天器的几何位置
关系，最直观反应这个关系的量就是卫星
对测站的方位角Ａ、地平高度ｈ以及斜距

ρ．如图１．３所示．方位角Ａ 是自北点向
东起量；地平高度ｈ从地平起量，范围在

±９０°之间；斜距ρ为测站到航天器的距
离．由坐标转换关系（１．５８）式和（１．５９）式
可知，航天器在地固系中的坐标为

Ｘ
Ｙ

烄

烆

烌

烎Ｚ
＝Ｒ＋Ｒｚ（１８０°－λ）Ｒｙ（９０°－φ）

ρｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ρｃｏｓｈｓｉｎＡ

ρｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （１．６９）

其中Ｒ为测站在地固系中的坐标．
航天器和测站间的一个重要关系是卫星能否被测站观测到，一个必要

条件是卫星必出现在地平以上，即ｈ＞０．但为了保证观测精度通常需要

ｈ＞ｈ０，ｈ０在不同情况下取不同的值，通常在５°～１５°．如图１．４，ｒ为卫星的
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图１．４　航天器的可观测区域

地心距，Ｒ为测站的地心距，θ为卫星和
测站的地心张角，ρ为斜距．容易导出如
下关系：

θ＝ｃｏｓ－１ Ｒ
ｒｃｏｓ（ ）ｈ －ｈ， （１．７０）

ｔａｎｈ＝ｒｃｏｓθ－Ｒ
ｒｓｉｎθ

， （１．７１）

ρ
２ ＝Ｒ２＋ｒ２－２Ｒｒｃｏｓθ．（１．７２）

由此可见，要使卫星的地平高度不小于

ｈ０，那么卫星同测站的地心张角θ必须满
足下列条件：

θ＜θ０ ＝ａｒｃｃｏｓ Ｒ
ｒｃｏｓｈ（ ）０ －ｈ０． （１．７３）

由θ０ 确定的范围被称为可见范围，航天器在这个范围内才有可能被观测
到．由于大多数卫星都是近圆轨道，可用轨道半长径来代替上式中的ｒ，用
于估计所需要的θ０ ．无论利用哪种设备观测，上述可见范围都是一个必要
条件．

图１．５　太阳和测站的关系

航天器进入可见范围并不一定能被光学

设备观测到，还需要考虑测站的天空背景是
不是被太阳照亮，明亮的天空背景使得航天
器不能被观测到．这一条件可由太阳与测站
的相对几何关系来决定，太阳与测站的相对
几何关系通常用太阳的地平高度β来反映，
对于观测来说需要太阳的地平高度满足条件

β＜β０．β０ 的值将根据不同的观测目标和观

测要求来确定．注意，这里的β意味着在地平
以下的值，即β＜０．

由于太阳很远，可认为太阳在无穷远处（即忽略视差），地球上的太阳光

线为平行光．从图１．５上可看出，测站位置矢量Ｒ与太阳方向Ｌ^（单位矢量）

的夹角大于９０°＋｜β０｜，即在第二象限，此条件如下：

ａｒｃｃｏｓＬ^·Ｒ
｜Ｒ｜＞９０°＋｜β０｜． （１．７４）

在地面由９０°＋｜β０｜确定的边界称为日界线，日界线把地球表面分为两

个区域，即“白天”和“黑夜”．当测站为黑夜时才能进行光学观测．
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光学观测还需要航天器表面被太阳照亮，此时设备才能观测到反射的
光线．这一条件是由航天器与太阳的相对位置关系决定的，也就是航天器必
须在地影外．对于这一条件，只需考虑简单的柱形地影即可，见图１．６．

图１．６　航天器进出地影的平面图

由图１．６可知，地影边界上满足下述条件：

ｓｉｎψ＝ Ｒ
ｒ

，

ｃｏｓψ＝－ １－Ｒ２

ｒ槡 ２

烅

烄

烆 ．
（１．７５）

（１．７５）式中ｃｏｓψ的右端取负号，是由于ψ＞９０°．当航天器和太阳方向的夹
角小于ψ时，航天器不在地影内，可以被太阳照亮．太阳与地心的连线与椭
球面的交点被称为日下点，地面上以日下点为中心半径为ψ的区域就是航
天器可以被照亮的区域，该区域边界就称为地影线．同样可用轨道半长径代
替ｒ来估计无地影区域的大小，即

ｃｏｓψ＝－ １－Ｒ２

ａ槡 ２ ． （１．７６）

对于航天器的光学观测而言，前面提到的三个条件都必须满足．对于一
个航天器，可观测范围相对测站是不变的，而日界线和地影线随太阳位置的
变化而由东向西移动．对于其他观测，如激光观测、无线电观测等，上述后两
个条件理论上不是必需的．

§１．５　航天器的视运动———星下点轨迹与覆盖区域

航天器在高于地面几百公里以上的空间飞行，为了更好地表示它的运

动状态，特别是反映它的运动与地球的相对关系，常用星下点的轨迹描绘．
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航天器到地心的连线与地球参考椭球面的交点称为星下点，其位置用球坐
标（λ，φ）来表示．这里的（λ，φ）是大地经纬度，亦可用地心经纬度（λ，φ′）来
表示．这一星下点的定义亦可用于绕飞其他中心天体（如月球，火星等）的航
天器，只要相应的地球量改为另一中心天体即可．
关于星下点位置的计算，首先要将航天器的空间位置量转换到地固坐

标系中．例如定轨预报给出的是Ｊ２０００地心天球坐标系中航天器的位置矢
量ｒ（ｔ），则首先要根据§１．２中介绍的坐标转换关系将ｒ转换为地固坐标
系中的位置矢量Ｒ（ｔ），由图１．１给出的转换关系可知：

Ｒ（ｔ）＝ （ＨＧ）ｒ（ｔ）． （１．７７）
如果描述星下点位置需要的是地心纬度φ′，则很简单，有如下关系：

Ｒ（ｔ）＝
Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
＝

Ｒｃｏｓφ′ｃｏｓλ
Ｒｃｏｓφ′ｓｉｎλ
Ｒｓｉｎφ

烄

烆

烌

烎′
． （１．７８）

其中Ｒ是航天器的地心距，而 （λ，φ′）即可作为星下点在地球参考椭球面上
的位置．由（１．７８）式不难给出 （λ，φ′）的计算公式如下：

λ＝ａｒｃｔａｎ（Ｙ／Ｘ）， （１．７９）

φ′＝ａｒｃｓｉｎ Ｚ（ ）Ｒ ＝ａｒｃｔａｎ
Ｚ

Ｘ２＋Ｙ槡（ ）２ ． （１．８０）

如果需要的是大地纬度φ，则可根据§１．２中给出的测站位置矢量ＲＡ 的计

算公式（１．６４），令大地高Ｈ ＝０即得：

ｔａｎφ＝ １
（１－）２

ｔａｎφ′　　

＝ １
（１－）２

Ｚ
Ｘ２＋Ｙ槡（ ）２ ． （１．８１）

随着航天器的运行，星下点 （λ（ｔ），φ（ｔ））的连线即描绘出在自转的地
球表面上的一条轨迹．星下点轨迹清楚地反映了航天器运动和地面的关系，
结合上一节可观测条件所对应的可观测范围、日界线和地影线就很容易体
现航天器的动态观测几何．
航天器对地面的覆盖问题，可以从两个角度来看，一是卫星看地面的范

围；另一个是地面可以看见卫星的范围．航天器上的照相机对地面进行拍摄
就属于卫星对地观测情况；前面提到卫星的可观测范围，是从测站角度考
虑，当卫星进入该区域则可被该测站观测到．随着卫星运动，可以找出地面
可观测该卫星的区域，测站如果在该区域中则可观测该卫星．覆盖几何图像
见图１．７．
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图１．７　航天器对地面的覆盖

对于第一种情况，已知θ′＝θ０′，那么

ｓｉｎ（９０°＋ｈ）＝ｒｓｉｎθ０′
Ｒ

， （１．８２）

θ＝１８０°－θ０′－（９０°＋ｈ）

＝９０°－θ０′－ｈ． （１．８３）
对于第二种情况，已知ｈ＝ｈ０ ，那么

地面看卫星的范围如下：

ｓｉｎ（θ′）＝Ｒｓｉｎ（９０°＋ｈ０）
ｒ

，（１．８４）

θ＝１８０°－θ′－（９０°＋ｈ０）

＝９０°－θ′－ｈ０． （１．８５）
相应的覆盖范围在地图上即以星下点为中

心，半径为θ的圆．随着卫星运动这些区域形成的带就是卫星相应的覆盖范
围．对于近圆轨道，同样可以用ａ代替上式中的ｒ，估计基本的覆盖范围．
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第２章　航天器在轨运行的无摄运动

若将地球或任何一个探测目标天体（如大行星、小行星等）看成一个质
量密度分布均匀的球体，则它对绕其运行的航天器的引力作用可等效于一
个质点，相当于质量全部集中在该天体质心上，于是就构成一个简单的二体
系统，一个中心天体和一个运动天体．以地球和人造卫星为例，将坐标系的
原点放在地心上，讨论人造卫星相对地心的运动，这是很自然的．卫星运动
方程可写成

ｒ　 ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （２．１）

其中ｒ是卫星的地心向径，μ＝ＧＭ 是地心引力常数，这里Ｍ 是地球质量．
严格地说，人造卫星对地球亦有引力作用，地心坐标系并非惯性参考

系．因此，方程（２．１）的原形式应为

ｒ　 ＝－ＧＭ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ －Ｇｍ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ

＝－Ｇ（Ｍ＋ｍ）
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （２．２）
方程右端第二项即惯性加速度．ｍ是人造卫星的质量，相对地球质量而言它
是一个小量，例如一个１吨重的卫星，其质量与地球质量之比只有１∶１０２２．
这个量对定轨精度的影响显然无需考虑，至少在当前的测量精度意义下是
如此．因此，卫星运动方程就可写成（２．１）的形式．
方程（２．１）或（２．２）是可积的，下面我们首先给出相应的六个独立积分，

在此基础上再进行各种讨论．

§２．１　二体问题的六个积分与轨道根数

１．动量矩积分（或称面积积分）

根据有心力的性质，可直接写出方程（２．１）的动量矩积分．由方程（２．１）



很容易推出该积分，若记ｈ＝ｒ×ｒ
　．
为面积速度矢量，则由方程（２．１）可得

ｄｈ
ｄｔ＝ ｄ

ｄｔ
（ｒ×ｒ

　．）＝ｒ×ｒ ＝０．

这表明ｈ为常矢量，人造卫星绕地球的运动为一平面运动，相应的动量矩积
分可写成

ｈ＝ｒ×ｒ
　．
＝ｈＲ^． （２．３）

图２．１　地心辅助天球

其中ｈ＝｜ｒ×ｒ
　．
｜为面积速度常数，Ｒ^即表示面

积速度方向，它是卫星运动平面的法向单位矢
量．如果我们采用地心赤道坐标系，可用图

２．１来描绘．图中大圆ＡＡ′和ＢＢ′分别表示地
球赤道和卫星轨道在辅助天球上的投影，Ｘ方
向即春分点方向，Ｒ方向即轨道面法向，ｉ就是
卫星轨道面与赤道面的夹角，Ω即轨道升交点
方向Ｎ（或称节点）的赤经，在此坐标系中，利
用球面三角形的余弦公式（或采用坐标旋转的方法），不难导出法向单位矢

量Ｒ^的表达式为

Ｒ^＝
烄

烆

烌

烎

Ａ
Ｂ
Ｃ

＝
ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （２．４）

积分（２．３）包含了ｈ，ｉ，Ω三个积分常数，ｈ是面积速度的两倍，ｉ，Ω则确定
了卫星轨道平面的空间方向．

２．运动平面内的轨道积分和活力公式

既然是平面运动，而相应的平面已由（ｉ，Ω）确定，那么，我们即可在这
一确定的平面内讨论降阶后的方程．引入平面极坐标（ｒ，θ），运动方程（２．１）
可按径向和横向两个分量写成

ｒ －ｒθ
　．
２ ＝－μ

ｒ２，

ｒθ
　
＋２ｒ

　．
θ
　．

＝ １
ｒ

ｄ
ｄｔ

（ｒ２θ
　．
）＝０

烅

烄

烆
．

（２．５）

第二个方程给出一个积分： ｒ２θ
　．

＝ｈ， （２．６）

由空间极坐标（三个轴方向的单位矢量分别记作ｒ^，θ^，ｋ^，ｋ^即前面的Ｒ^）中ｒ

和ｒ
　．
的表达式为
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ｒ＝ｒｒ^，　ｒ
　．
＝ｒ

　．
ｒ^＋ｒθ

　．

θ^， （２．７）
立即可得

ｒ×ｒ
　．
＝ｒ２θ

　．

ｋ^＝ｒ２θ
　．

Ｒ^．
这表明积分（２．６）就是动量矩积分（２．３）式的标量形式．方程（２．５）和（２．６）
构成了平面运动系统对应的三阶常微分方程，需要寻找三个独立积分．
上述方程组的特点是不显含自变量ｔ，由常微分方程的基本知识可知，

对于这类方程，通过分离ｔ的方法可使它降一阶，即能够首先讨论ｒ对θ的
变化规律．为此，记ｒ′＝ｄｒ／ｄθ，ｒ′′＝ｄ２ｒ／ｄθ２，由（２．６）式得

ｒ
　．
＝ｄｒ／ｄｔ＝ｄｒ

ｄθθ
　．

＝ ｈ
ｒ２ｒ′，

ｒ ＝ｄｒ
　．／ｄｔ＝ｄｒ

　．

ｄθθ
　．

＝ｈ２

ｒ２ －２
ｒ３ｒ′２＋１

ｒ２（ ）ｒ″
烅

烄

烆
．

（２．８）

将这一关系代入方程（２．５）的第一个方程即可给出ｒ对θ的二阶方程．但相
应的方程比较复杂，仍不便于求解．如果在降阶的同时，再作变量变换

ｒ＝１／ｕ． （２．９）
有

ｒ
　．
＝－ｈｕ′，

ｒ＝－ｈ２ｕ２ｕ″
烅
烄

烆 ．
（２．１０）

利用这一关系即可得到ｕ对θ的一个二阶常系数线性方程：

ｕ″＋ｕ＝ μ
ｈ２． （２．１１）

这是可积的．顺便提一下，如果将原方程右端作用力μ／ｒ
２ 改为（或增加）μ／

ｒｎ 的形式，ｎ＝０，±１，±２，…，尽管经上述变换所得方程不同于（２．１１）式，
但仍然是可积的，这留给读者作为一道习题．
方程（２．１１）给出一轨道积分：

ｒ＝ １
ｕ ＝ ｈ２／μ

１＋ｅｃｏｓ（θ－ω）． （２．１２）

ｅ和ω即两个新积分常数．这是一圆锥曲线，在一定条件下它表示椭圆，地
心就在椭圆的焦点上．对于人造地球卫星而言，当然属于这种情况，至于深
空探测器所遇到的抛物线轨道和双曲线轨道，将在后面§２．４中介绍．既然
是椭圆，可令

ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ｈ２／μ， （２．１３）
那么积分（２．６）和（２．１２）又可写成
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ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）， （２．１４）

ｒ＝ ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓ（θ－ω）． （２．１５）

积分常数ｈ由ａ代替，ｐ是椭圆的半通经，ａ是半长径，ｅ是偏心率，ω则称
为人造卫星过近地点的经度（或称幅角），因θ＝ω时，ｒ达到最小值．ω的几
何意义见图２．１，图中Ｐ是近地点方向，幅角ω从节点Ｎ 沿卫星运动方向
计量．
将ｒ＝ｒ（θ）的关系代入方程（２．１４），原则上可以给出最后一个与时间ｔ

有关的积分，我们暂时放一下，先导出椭圆运动的几个常用关系．由（２．１４）
和（２．１５）两式，经简单的运算可得

ｖ２ ＝ｒ
　．２＋ｒ２θ

　．
２ ＝μ

２
ｒ －１（ ）ａ ． （２．１６）

此即活力公式．另外，既然是椭圆运动，那么卫星向径在一个周期Ｔ内扫过

的面积就是椭圆的面积πａ２ １－ｅ槡 ２，由此可知面积速度ｈ
２
为

ｈ
２ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）／２＝πａ２ （１－ｅ２槡 ）

Ｔ ．

整理后写成下列的形式：

ａ３

Ｔ２ ＝ μ
４π２． （２．１７）

若引进平均角速度（通常称其为平运动速度）ｎ＝２π／Ｔ，则上式又可写成

ｎ２ａ３ ＝μ． （２．１８）
这两个表达式就是万有引力定律导出的开普勒（Ｋｅｐｌｅｒ）第三定律．

３．第六个积分———开普勒方程

为了运算方便，在寻找第六个积分时，不直接引用方程（２．１４）按ｄθ／ｄｔ
求解，而是利用（２．１６）式按ｄｒ／ｄｔ积分，有

ｒ
　．２ ＝μ

２
ｒ －１（ ）ａ －μ

ｐ
ｒ２．

通过（２．１８）式消去μ整理后得

ｎｄｔ＝ ｒｄｒ
ａ ａ２ｅ２－（ａ－ｒ）槡 ２

． （２．１９）

对于椭圆轨道，ｒ的极大和极小值分别为

ｒｍａｘ ＝ａ（１＋ｅ），　ｒｍｉｎ ＝ａ（１－ｅ）．
因此有｜ａ－ｒ｜≤ａｅ，故可引入辅助量Ｅ：
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ａ－ｒ＝ａｅｃｏｓＥ
或

ｒ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）． （２．２０）
代入（２．１９）式可得

ｎｄｔ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄＥ．
于是给出第六个积分：

Ｅ－ｅｓｉｎＥ＝ｎ（ｔ－τ）． （２．２１）
这又称为开普勒方程，τ是积分常数．当ｔ＝τ时，Ｅ＝０，相应的ｒ＝ａ（１－ｅ）

＝ｒｍｉｎ，故τ就是卫星过近地点的时刻．
最后引进两个角度ｆ和Ｍ，定义如下：

ｆ＝θ－ω ，　Ｍ ＝ｎ（ｔ－τ）． （２．２２）

图２．２　椭圆轨道和辅助圆

ｆ，Ｍ 和Ｅ 是三个角度，分别称为真近点角，
平近点角和偏近点角，都是从近地点开始计
量，Ｅ的几何意义见图２．２，图中Ｏ是椭圆焦
点，Ｏ′是辅助圆的圆心．显然，在二体问题
中，面积积分可简化为

ｒ２ｆ
　．

＝ｈ． （２．２３）
上述六个独立积分常数又称为轨道根

数，只要初始条件给定，它们就完全被确定．
ａ，ｅ是确定轨道大小和形状的根数；ｉ，Ω和ω是轨道平面和拱线（长半轴）
的空间定向根数；第六个根数τ常被三种近点角代替，特别是平近点角Ｍ，
常被引用，它们本身同时包含时间ｔ，而不是常数，即随ｔ而变化，故也被称
作时间根数．

§２．２　椭圆运动的基本关系式

原则上说，上述六个积分就完全确定了二体问题意义下人造卫星绕地
球的运动，但这六个积分的表达形式有时使用不便，有必要在它们的基础上
导出一些常用关系式．这里将根据理论研究和实际工作的需要进行整理，所
涉及到的量，不外乎六个根数，时间ｔ、各种近点角、向径、速度等．

１．椭圆运动中各量之间的几何关系

首先从图２．２和开普勒方程不难看出，三种近点角的象限关系很清楚，
它们同时处在［０，π］或［π，２π］区间上，这是一个很重要的关系，它们之间
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的联系即

ｒ＝ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）， （２．２４）

Ｅ－ｅｓｉｎＥ＝Ｍ． （２．２５）
另外，根据椭圆的性质可知，图２．２中的ＯＯ′＝ａｅ，于是有

ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）． （２．２６）

由此可立即导出 ｒｓｉｎｆ＝ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ， （２．２７）

ｔａｎｆ
２ ＝ １＋ｅ

１－槡 ｅｔａｎ
Ｅ
２． （２．２８）

２．椭圆运动中一些量对轨道根数的偏导数

在研究人造卫星的运动规律或计算其位置时，除遇到六个根数ａ，ｅ，ｉ，

Ω，ω，Ｍ 外，还会出现由它们构成的一些函数，这些函数关系中的基本量就

是Ｅ，ｆ，ｒ（或写成ａ
ｒ
较为方便），只要导出这些量对根数的偏导数就够了．首

先，我们来分析函数关系，由方程（２．２４）～（２．２６）可知

Ｅ＝Ｅ（ｅ，Ｍ），

ａ
ｒ ＝ ａ

ｒ
（ｅ，Ｅ（ｅ，Ｍ））＝ ａ

ｒ
（ｅ，Ｍ），

ｆ＝ｆ（ｅ，Ｅ（ｅ，Ｍ），ａ
ｒ

（ｅ，Ｍ））＝ｆ（ｅ，Ｍ）

烅

烄

烆 ．

（２．２９）

那么，利用前面的几何关系即可推出相应的偏导数，它们是

Ｅ
ｅ ＝ ａ

ｒｓｉｎＥ，　Ｅ
Ｍ ＝ ａ

ｒ
， （２．３０）


ｅ

ａ（ ）ｒ ＝ ａ（ ）ｒ
２

ｃｏｓｆ，　 
Ｍ

ａ（ ）ｒ ＝－ ｅ
１－ｅ槡 ２

ａ（ ）ｒ
２

ｓｉｎｆ，（２．３１）

ｆ
ｅ ＝ １

１－ｅ２ １＋ｐ（ ）ｒ ｓｉｎｆ，　ｆ
Ｍ ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ

２

． （２．３２）

有时为了需要，基本变量不用上述六个根数，而改用ａ，ｉ，Ω，ξ＝ｅｃｏｓω，η＝
ｅｓｉｎω，λ＝Ｍ＋ω六个变量，ｆ，Ｅ将由ｕ＝ｆ＋ω，珘ｕ＝Ｅ＋ω代替．若要推出相
应的偏导数，其关键仍在于首先分析清楚函数关系．由

ｅ２ ＝ξ
２＋η

２，ω＝ａｒｃｔａｎ（η／ξ），Ｍ ＝λ－ａｒｃｔａｎ（η／ξ）， （２．３３）

可知

ｆ＝ｆ（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ）），

Ｅ＝Ｅ（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ）），

ａ
ｒ ＝ ａ

ｒ
（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ））

烅

烄

烆
．

（２．３４）
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利用这一关系再去推导相应的偏导数显然是容易的，例如


ξ

ａ（ ）ｒ ＝ 
ｅ

ａ（ ）ｒ
ｅ
ξ

＋ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
ξ

，


η

ａ（ ）ｒ ＝ 
ｅ

ａ（ ）ｒ
ｅ
η

＋ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
η

，


λ

ａ（ ）ｒ ＝ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
λ

烅

烄

烆
．

（２．３５）

其中
ｅ

ａ（ ）ｒ
，
Ｍ

ａ（ ）ｒ
前面已给出，剩下的问题只是根据（２．３３）式去推导

ｅ
ξ

，Ｍ
ξ

，…，这对读者来说并不是难题．

３．近点角Ｍ，Ｅ，ｆ与时间ｔ之间的微分关系

根据三种近点角的定义，利用面积积分（２．２３）和开普勒方程（２．２５）以
及上述关系，可给出

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ，　ｄＥ

ｄｔ ＝ｎ ａ（ ）ｒ
，　ｄｆ

ｄｔ＝ｎ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

． （２．３６）

在后面要讨论的问题中，积分时常遇到上述几种变量之间的转换，为了方
便，我们不妨根据（２．３６）式将这些关系整理如下：

ｄＭ ＝ｎｄｔ＝ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １
１－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ
２

ｄｆ， （２．３７）

ｄＥ＝ｎ ａ（ ）ｒ ｄｔ＝ ａ（ ）ｒ ｄＭ ＝ １
１－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ ｄｆ， （２．３８）

ｄｆ＝ｎ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

ｄＭ ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｄＥ，

（２．３９）

ｄｔ＝ １
ｎｄＭ ＝ １

ｎ
ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

ｎ １－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ
２

ｄｆ． （２．４０）

注意，这组微分关系是建立在六个轨道根数为常数基础上的，严格地说，它
们仅适用于二体问题，这与前面两组关系式不一样．

４．向径ｒ和速度ｒ
　．
的表达式

作为二阶方程（２．１）的完整解，应该有

ｒ＝ｒ（ｔ；Ｃ１，…，Ｃ６），

ｒ＝ｒ
　．（ｔ；Ｃ１，…，Ｃ６）

烅
烄

烆 ．
（２．４１）
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既然六个积分已得到，那么可以写出（２．４１）式的具体形式．这里的积分常数

Ｃ１，…，Ｃ６ 即前面的六个轨道根数，其中Ｃ６ 是τ，如果改用Ｍ，（２．４１）式中
的ｔ将包含在Ｍ 中．
显然有

ｒ＝ｒｒ^　　　　　　　　　　

＝ｒｃｏｓｆＰ^＋ｒｓｉｎｆＱ^

＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）Ｐ^＋ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＱ^． （２．４２）

其中Ｐ^和Ｑ^分别表示近地点和半通径方向的单位矢量．通过坐标旋转，很
容易给出它们在地心赤道坐标系中的表达式．若记

Ｐ^０ ＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

， （２．４３）

则 Ｐ^＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ω）Ｐ^０ ． （２．４４）
关于旋转矩阵Ｒｚ（－Ω），Ｒｘ（－ｉ），Ｒｚ（－ω）的表达式请见第一章（１．１０）～

（１．１２）式．至于Ｑ^的表达式，只要将Ｒｚ（－ω）改为Ｒｚ（－（ω＋９０°））即得．

为适合某些应用的需要，这里将Ｐ^和Ｑ^的具体表达式写出，即

Ｐ^＝
ｃｏｓΩｃｏｓω－ｓｉｎΩｓｉｎωｃｏｓｉ
ｓｉｎΩｃｏｓω＋ｃｏｓΩｓｉｎωｃｏｓｉ

ｓｉｎωｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （２．４５）

Ｑ^＝
－ｃｏｓΩｓｉｎω－ｓｉｎΩｃｏｓωｃｏｓｉ
－ｓｉｎΩｓｉｎω＋ｃｏｓΩｃｏｓωｃｏｓｉ

ｃｏｓωｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （２．４６）

关于ｒ
　．，根据二体问题的性质，由ｒ的表达式（２．４２）可得

ｒ
　．
＝ｒ
ｆ

ｄｆ
ｄｔ＝ｒ

Ｅ
ｄＥ
ｄｔ． （２．４７）

利用前面的偏导数和微分关系即可具体写出上述表达式，即

ｒ
　．
＝－ μ槡ｐ

ｓｉｎｆＰ^＋ μ槡ｐ
（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｑ^

＝ μ槡ａ
ｒ

［－ｓｉｎＥＰ^＋ １－ｅ槡 ２ｃｏｓＥＱ^］． （２．４８）

５．椭圆运动的展开式

在很多问题中，需要将有关量通过平近点角 Ｍ 表示成时间ｔ的显函
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数，但由开普勒方程可知，这必将涉及到超越函数关系，无法直接达到上述

要求．因此，必须将Ｅ，ｆ， ａ（ ）ｒ
等量展成Ｍ 的三角级数，而在这些展开式中

又要用到两个特殊函数：第一类贝塞耳函数和超几何函数（或称超几何级
数），故首先简单地介绍一下这两个函数的有关知识，详细内容请查阅有关
特殊函数的书籍．
第一类贝塞耳函数Ｊｎ（ｘ）是二阶线性常微分方程

ｘ２ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＋ｘｄｙ

ｄｘ＋（ｘ２－ｎ２）ｙ＝０

的一个解，它由下列级数表达：

Ｊｎ（ｘ）＝ ∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｘ（ ）２
ｎ＋２ｋ

． （２．４９）

其中ｎ为整数（ｎ＝０，１，２，…），ｘ为任意实数．它又是ｅ
ｘ
２ ｚ－１（ ）ｚ 展开式的系

数，即

ｅ
ｘ
２ ｚ－１（ ）ｚ ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
Ｊｎ（ｘ）ｚｎ． （２．５０）

其中ｅ是自然对数的底，而ｚ可以是复变量．由此可给出Ｊｎ（ｘ）的积分表达
式，即

Ｊｎ（ｘ）＝ １
２π∫

２π

０
ｅ －槡 １（ｘｓｉｎθ－ｎθ）ｄθ

＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓ（ｘｓｉｎθ－ｎθ）ｄθ． （２．５１）

根据Ｊｎ（ｘ）的定义，不难得出下列一些性质：

Ｊ－ｎ（ｘ）＝ （－１）ｎＪｎ（ｘ），

Ｊｎ（－ｘ）＝ （－１）ｎＪｎ（ｘ），

Ｊ－ｎ（－ｘ）＝Ｊｎ（ｘ），

Ｊｎ（ｘ）＝ ｘ
２ｎ

［Ｊｎ－１（ｘ）＋Ｊｎ＋１（ｘ）］，

ｄ
ｄｘＪｎ（ｘ）＝ １

２
［Ｊｎ－１（ｘ）－Ｊｎ＋１（ｘ）］

烅

烄

烆
．

（２．５２）

超几何函数Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｘ）是二阶线性常微分方程
（ｘ２－ｘ）ｙ″＋［（ａ＋ｂ＋１）ｘ－ｃ］ｙ′＋ａｂｙ＝０

的一个解，即

Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｘ）＝１＋∑
∞

ｎ＝１

ａ（ａ＋１）… （ａ＋ｎ－１）·ｂ（ｂ＋１）·（ｂ＋ｎ－１）
ｎ！·ｃ（ｃ＋１）…（ｃ＋ｎ－１） ｘｎ
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＝１＋ａ·ｂ
１·ｃｘ＋ａ（ａ＋１）·ｂ（ｂ＋１）

１·２·ｃ（ｃ＋１） ｘ２＋…． （２．５３）

其中ａ，ｂ，ｃ是常数．
（１）ｓｉｎｋＥ，ｃｏｓｋＥ和Ｅ 的展开式
这里将直接列出展开结果，它们在文［１～３］中有详细的推导．
对ｋ＝１，有

ｓｉｎＥ＝ ２
ｅ∑

∞

ｎ＝１

１
ｎＪｎ（ｎｅ）ｓｉｎｎＭ， （２．５４）

ｃｏｓＥ＝－ｅ
２＋∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－１（ｎｅ）－Ｊｎ＋１（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ

＝－ｅ
２＋∑

∞

ｎ＝１

２
ｎ２

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ． （２．５５）

对ｋ≥２，有

ｓｉｎｋＥ ＝ｋ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－ｋ（ｎｅ）＋Ｊｎ＋ｋ（ｎｅ）］ｓｉｎｎＭ， （２．５６）

ｃｏｓｋＥ ＝ｋ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－ｋ（ｎｅ）－Ｊｎ＋ｋ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ． （２．５７）

由Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ立即可得

Ｅ＝Ｍ＋２∑
∞

ｎ＝１

１
ｎＪｎ（ｎｅ）ｓｉｎｎＭ． （２．５８）

（２）ｒ
ａ
和ａ
ｒ
的展开式

由ｒ
ａ＝１－ｅｃｏｓＥ，ａ

ｒ＝Ｅ
Ｍ
可得

ｒ
ａ ＝１＋ｅ２

２－２ｅ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ２

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ， （２．５９）

ａ
ｒ ＝１＋２∑

∞

ｎ＝１
Ｊｎ（ｎｅ）ｃｏｓｎＭ． （２．６０）

（３）ｓｉｎｆ，ｃｏｓｆ和ｆ的展开式
利用偏导数关系式（２．３１）可得


Ｍ

ｒ（ ）ａ ＝ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
－１

＝ ｅ
１－ｅ槡 ２

ｓｉｎｆ．

于是有

ｓｉｎｆ＝ １－ｅ槡 ２

ｅ

Ｍ

ｒ（ ）ａ 　　　　　　
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＝２ １－ｅ槡 ２∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｓｉｎｎＭ． （２．６１）

由轨道方程（２．１５）得出

ｃｏｓｆ＝ １
ｅ

［－１＋（１－ｅ２）ａ
ｒ

］

＝－ｅ＋２
ｅ

（１－ｅ２）∑
∞

ｎ＝１
Ｊｎ（ｎｅ）ｃｏｓｎＭ， （２．６２）

利用ｓｉｎｆ和ｃｏｓｆ的展开式，可给出ｆ的展开式，取到ｅ４ 项有

ｆ＝Ｍ＋ ２ｅ－１
４ｅ

３＋（ ）… ｓｉｎＭ＋ ５
４ｅ

２－１１
２４ｅ

４＋（ ）… ｓｉｎ２Ｍ＋

１３
１２ｅ

３－（ ）… ｓｉｎ３Ｍ＋ １０３
９６ｅ

４－（ ）… ｓｉｎ４Ｍ＋…． （２．６３）

（４） ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ和 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ的展开式

这里ｎ和ｍ 均是任意整数（包括０）．若仅用上述基本展开式，要给出这
两个函数对Ｍ 的三角级数（特别是一般表达式），那是相当困难的，下面就
对这两个函数直接进行傅立叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）展开．函数Ｆ（ｆ）展成傅立叶级数
的基本形式为

Ｆ（ｆ）＝ａ０

２＋∑
∞

ｐ＝１

（ａｐｃｏｓｐＭ ＋ｂｐｓｉｎｐＭ），

ａｐ ＝ １
π∫

２π

０
Ｆ（ｆ）ｃｏｓｐＭｄＭ，

ｂｐ ＝ １
π∫

２π

０
Ｆ（ｆ）ｓｉｎｐＭｄＭ，（ｐ＝０，１，２，…）

烅

烄

烆 ．

（２．６４）

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ是偶函数，ｂｐ ＝０，且

ａｐ ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ
［ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）＋ｃｏｓ（ｍｆ＋ｐＭ）］ｄＭ． （２．６５）

对于被积函数的第二部分，可令ｐ取－ｐ，此时ｐ＝－１，－２，…，－∞，于是
有

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ ＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｃｏｓｐＭ

＝Ｘｎ，ｍ
０ （ｅ）＋∑

∞

ｐ＝１

（Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＋Ｘｎ，ｍ

－ｐ （ｅ））ｃｏｓｐＭ． （２．６６）

其中

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝ １

２π∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）ｄＭ． （２．６７）
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ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ是奇函数，ａｐ ＝０，ｂｐ 的计算公式为

ｂｐ ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ
［ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）－ｃｏｓ（ｍｆ＋ｐＭ）］ｄＭ． （２．６８）

对于被积函数的第二部分的处理同上，结果得

　　 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ ＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｓｉｎｐＭ

＝ ∑
∞

ｐ＝１

（Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）－Ｘｎ，ｍ

－ｐ （ｅ））ｓｉｎｐＭ． （２．６９）

　　由于上述两个函数的展开式系数相同，可用指数形式将这两个函数用
统一形式来表达，即

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｅｘｐ（ｊｍｆ）＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｅｘｐ（ｊｐＭ），

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝ １

２π∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｅｘｐ［ｊ（ｍｆ－ｐＭ）］ｄＭ
烅

烄

烆 ．
（２．７０）

其中ｊ 槡＝ －１．因

∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎ（ｍｆ－ｐＭ）ｄＭ ＝０．

（２．７０）式中的Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）就是由（２．６７）式表达的Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ），称为汉森（Ｈａｎｓｅｎ）
系数，它是偏心率ｅ的函数．但它无法用初等函数来表达，只能引用贝塞耳
函数和超几何级数，详细推导见文献［１］和［４］，这里列出展开结果．

Ｘｎ，ｍ
ｐ ＝ （１＋β

２）－（ｎ＋１）∑
∞

ｑ＝－∞
Ｊｑ（ｐｅ）Ｘｎ，ｍ

ｐ，ｑ， （２．７１）

β＝ １
ｅ

（１－ １－ｅ槡 ２）＝ ｅ
１＋ １－ｅ槡 ２

． （２．７２）

Ｘｎ，ｍ
ｐ，ｑ＝

（－β）
（ｐ－ｍ）－ｑ

ｎ－ｍ＋１

ｐ－ｍ－（ ）ｑ
Ｆ（ｐ－ｑ－ｎ－１，－ｍ－ｎ－１，ｐ－ｍ－ｑ＋１，β

２），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｑ≤ｐ－ｍ），

（－β）ｑ
－（ｐ－ｍ） ｎ＋ｍ＋１

ｑ－ｐ＋（ ）ｍ
Ｆ（ｑ－ｐ－ｎ－１，ｍ－ｎ－１，ｑ－ｐ＋ｍ＋１，β

２），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｑ≥ｐ－ｍ）

烅

烄

烆 ．
（２．７３）

其中
（ ）ｎ
ｍ

＝ ｎ！
ｍ！（ｎ－ｍ）！，　

－ｎ（ ）ｍ
＝ （－１）ｍ ｎ＋ｍ－１（ ）ｍ

，

ｎ
－（ ）ｍ

＝
－ｎ
－（ ）ｍ

＝０，　
ｎ（）０

＝
－ｎ（ ）０

＝１
烅

烄

烆
．

（２．７４）

２３ 航天动力学引论　



由（２．６７）式即可给出

Ｘｎ，－ｍ
－ｐ （ｅ）＝Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）． （２．７５）
根据Ｊｑ（ｐｅ）＝Ｏ（ｅｑ），可知

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝Ｏ（ｅ｜ｍ－ｐ｜）． （２．７６）

这两个性质在具体计算 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ和 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ的展开式时会用到．

以上各展开式的系数都是关于偏心率ｅ的无穷级数，只有当ｅ＜ｅｃ＝
０．６６２７…时才收敛，ｅｃ称为拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）极限．
给定ｎ，ｍ 值和对ｅ的取项要求后，根据性质（２．７６）就可决定展开式

（２．６６）和（２．６９）求和中ｐ取值的范围．对于人造地球卫星（甚至太阳系中
大部分自然天体）的运动状况，绝大部分的轨道偏心率都是比较小的，取到

ｅ４ 项有一定的实用价值．为此，由性质（２．７６）可知，展开式（２．６６）和（２．６９）
的求和中，ｐ的取值如下：

ｐ＝ｍ－５＋ｊ，ｊ＝１，２，…，９
｜ｍ－ｐ｜≤４｛ ．

根据上面的分析，取到ｅ４ 项，只涉及９个 Ｈａｎｓｅｎ系数，它们的简明表
达式（ｅ的多项式）如下：

Ｘｎ，ｍ
ｍ－４（ｅ）＝ ｅ４

３８４
［ｎ４－（１８－８ｍ）ｎ３＋（９５－１０２ｍ＋２４ｍ２）ｎ２－

（１４２－３３０ｍ＋１９２ｍ２－３２ｍ３）ｎ－（２０６ｍ－２８３ｍ２＋
１２０ｍ３－１６ｍ４）］， （２．７７）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－３（ｅ）＝－ｅ３

４８
［ｎ３－（９－６ｍ）ｎ２＋（１７－３３ｍ＋１２ｍ２）ｎ＋

ｍ（２６－３０ｍ＋８ｍ２）］， （２．７８）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－２（ｅ）＝ｅ２

８
［ｎ２－（３－４ｍ）ｎ＋ｍ（４ｍ－５）］＋ｅ４

９６
［ｎ４－

（６－４ｍ）ｎ３－（１＋３ｍ）ｎ２＋（２２－４７ｍ＋４８ｍ２－
１６ｍ３）ｎ＋ｍ（２２－６４ｍ＋６０ｍ２－１６ｍ３）］， （２．７９）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－１（ｅ）＝－ｅ

２
（ｎ＋２ｍ）－ｅ３

１６
［ｎ３－（１－２ｍ）ｎ２－（３－５ｍ＋

４ｍ２）ｎ－ｍ（２－１０ｍ＋８ｍ２）］， （２．８０）

Ｘｎ，ｍ
ｍ （ｅ）＝１＋ｅ２

４
（ｎ２＋ｎ－４ｍ２）＋ｅ４

６４
［ｎ４－２ｎ３－（１＋８ｍ２）ｎ２＋

２ｎ－ｍ２（９－１６ｍ２）］， （２．８１）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋１（ｅ）＝－ｅ

２
（ｎ－２ｍ）－ｅ３

１６
［ｎ３－（１＋２ｍ）ｎ２－（３＋５ｍ＋

３３　第２章　航天器在轨运行的无摄运动



４ｍ２）ｎ＋ｍ（２＋１０ｍ＋８ｍ２）］． （２．８２）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋２（ｅ）＝ｅ２

８
［ｎ２－（３＋４ｍ）ｎ＋ｍ（４ｍ－５）］＋ｅ４

９６
［ｎ４－

（６＋４ｍ）ｎ３－（１－３ｍ）ｎ２＋（２２＋４７ｍ＋４８ｍ２＋
１６ｍ３）ｎ－ｍ（２２＋６４ｍ＋６０ｍ２＋１６ｍ３）］， （２．８３）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋３（ｅ）＝－ｅ３

４８
［ｎ３－（９＋６ｍ）ｎ２＋（１７＋３３ｍ＋１２ｍ２）ｎ－

ｍ（２６＋３０ｍ＋８ｍ２）］． （２．８４）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋４（ｅ）＝ ｅ４

３８４
［ｎ４－（１８＋８ｍ）ｎ３＋（９５＋１０２ｍ＋２４ｍ２）ｎ２－

（１４２＋３３０ｍ＋１９２ｍ２＋３２ｍ３）ｎ＋（２０６ｍ＋２８３ｍ２＋
１２０ｍ３＋１６ｍ４）］． （２．８５）

事实上，上述 Ｈａｎｓｅｎ系数Ｘｎ，ｍ
ｍ－ｋ（ｅ）与Ｘｎ，ｍ

ｍ＋ｋ（ｅ）还存在如下关系：

Ｘｎ，ｍ
ｍ－ｋ（ｅ）＝Ｘｎ，（－ｍ）

（－ｍ）＋ｋ（ｅ），ｋ＝０，１，２…． （２．８６）

因此，展开式取到ｅ４ 项时，实际上只要给出５个 Ｈａｎｓｅｎ系数Ｘｎ，ｍ
ｍ＋ｋ（ｅ），ｋ＝

０，１，２，３，４．
利用（２．７７）～（２．８５）式，很容易给出地球非球形引力主要摄动项和第

三体引力摄动中涉及到的如下六个函数的展开式：

ａ（ ）ｒ
３

＝ １＋３
２ｅ

２＋１５
８ｅ（ ）４ ＋ ３＋２７

８ｅ（ ）２ ｅｃｏｓＭ＋

９
２＋７

２ｅ（ ）２ ｅ２ｃｏｓ２Ｍ＋５３
８ｅ

３ｃｏｓ３Ｍ＋７７
８ｅ

４ｃｏｓ４Ｍ， （２．８７）

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝ －１
２＋１

１２ｅ（ ）２ ｅｃｏｓＭ＋ １－５
２ｅ

２＋４１
４８ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ＋

７
２－１２３

１６ｅ（ ）２ ｅｃｏｓ３Ｍ＋ １７
２ －１１５

６ｅ（ ）２ ｅ２ｃｏｓ４Ｍ＋

８４５
４８ｅ

３ｃｏｓ５Ｍ＋５３３
１６ｅ

４ｃｏｓ６Ｍ， （２．８８）

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ ＝ －１
２＋１

２４ｅ（ ）２ ｅｓｉｎＭ ＋ １－５
２ｅ

２＋３７
４８ｅ（ ）４ ｓｉｎ２Ｍ ＋

７
２－１２３

１６ｅ（ ）２ ｅｓｉｎ３Ｍ ＋ １７
２ －１１５

６ｅ（ ）２ ｅ２ ｓｉｎ４Ｍ ＋

８４５
４８ｅ

３ｓｉｎ５Ｍ＋５３３
１６ｅ

４ｓｉｎ６Ｍ， （２．８９）

ｒ（ ）ａ
２

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋ －２ｅ＋１

４ｅ（ ）３ ｃｏｓＭ＋
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－１
２ｅ

２＋１
６ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ－１

４ｅ
３ｃｏｓ３Ｍ－１

６ｅ
４ｃｏｓ４Ｍ， （２．９０）

ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２＋ －３ｅ＋４
３ｅ（ ）３ ｃｏｓＭ＋

１－５
２ｅ

２＋１１
８ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ＋ ｅ－１９

８ｅ（ ）３ ｃｏｓ３Ｍ＋

ｅ２－５
２ｅ（ ）４ ｃｏｓ４Ｍ＋２５

２４ｅ
３ｃｏｓ５Ｍ＋９

８ｅ
４ｃｏｓ６Ｍ，

（２．９１）

ｒ（ ）ａ
２

ｓｉｎ２ｆ ＝ －３ｅ＋２３
１２ｅ（ ）３ ｓｉｎＭ ＋ １－５

２ｅ
２＋３

２ｅ（ ）４ ｓｉｎ２Ｍ ＋

ｅ－１９
８ｅ（ ）３ ｓｉｎ３Ｍ ＋ ｅ２－５

２ｅ（ ）４ ｓｉｎ４Ｍ ＋２５
２４ｅ

３ｓｉｎ５Ｍ

＋９
８ｅ

４ｓｉｎ６Ｍ． （２．９２）

这里要说明一点，展开式（２．６６）和（２．６９）式的收敛性能并不好，首先当

ｅ＞ｅｃ＝０．６６２７…时，展开式发散．因此对展开式截断误差的估计就不像一
般二项式（１＋ｅ）ｎ 展开那么简单，特别当ｅ＞０．２时，而在ｅ＜０．２时，勉强可

用估计式Ｏ（εｋ＋１）来表达展开式取到ｅｋ 项的截断误差，ε＝ｅ
ｅｃ

．

除上述展开式外，有些工作还需要其他类型的展开式，下面详细说明．

（５） ａ（ ）ｒ
ｐ
，Ｅ，ｆ－Ｍ 对ｆ的展开式

ａ（ ）ｒ
ｐ

＝ （１－ｅ２）－ｐ／２ Ｔ０（ｐ，０）＋２∑
∞

ｎ＝１
Ｔｎ（ｐ，０）ｐ（ ）ｎβ

ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ，

（２．９３）
其中ｐ为正负整数，β的意义同前，见（２．７２）式，Ｔｎ（ｐ，ｑ）由超几何级数定
义［２］，即

Ｔｎ（ｐ，ｑ）≡Ｆ －ｐ－ｑ，ｐ－ｑ＋１，ｎ＋１，－ β
２

１－β（ ）２ ． （２．９４）

当ｐ＝－１，－２时有

Ｔｎ（－１，０）＝Ｔ０（－１，０）＝１，

Ｔｎ（－２，０）＝ １
ｎ＋１

ｎ＋ １
１－ｅ槡（ ）２

，Ｔ０（－２，０）＝ １
１－ｅ槡 ２

．

于是可得 ｒ（ ）ａ ＝ １－ｅ槡 ２ １＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎβ
ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ， （２．９５）
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ｒ（ ）ａ
２

＝ １－ｅ槡 ２ １＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ（１＋ｎ １－ｅ槡 ２）β
ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ．

（２．９６）
这两个展开式下面将要用到．由

Ｅ
ｆ ＝ （１－ｅ２）－１／２ ｒ（ ）ａ

，　Ｍ
ｆ ＝ （１－ｅ２）－１／２ ｒ（ ）ａ

２
，

利用展开式（２．９５）和（２．９６），积分后即得

Ｅ＝ｆ＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ β

ｎｓｉｎｎｆ， （２．９７）

ｆ－Ｍ ＝２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ＋１ １
ｎ ＋ １－ｅ槡（ ）２

β
ｎｓｉｎｎｆ． （２．９８）

６．一些函数的平均值

采用有摄二体问题作为人造卫星绕地球运动的数学模型时，需要求出
卫星椭圆轨道的摄动变化，而这些变化又将包含周期项与非周期项这两类
性质截然不同的部分．为了计算和理论分析的需要，有必要把它们分开．如

何分解呢？有些量无法直接看出其性质，如 ａ（ ）ｒ
，ｃｏｓｆ等，它们是ｆ的周期

函数，但对时间ｔ积分时，在一个卫星运动周期内的累积效果不为零（除非
偏心率ｅ＝０）；也就是说，这种类型的摄动力所引起的卫星轨道变化并不完
全是周期性的．为此，我们可用求平均值的方法来加以区分．
任一函数Ｆ（ｔ），在一个卫星运动周期Ｔ内的平均值Ｆ定义为

Ｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
Ｆ（ｔ）ｄｔ． （２．９９）

若记ＦＳ和Ｆｃ分别为周期项和非周期项，则显然有

Ｆｃ ＝Ｆ，　ＦＳ ＝Ｆ－Ｆ． （２．１００）
于是，我们可用对一个卫星运动周期求平均值的方法把周期项分离出来，相
应的函数Ｆ即被分解成两个部分：

Ｆ（ｔ）＝Ｆｃ＋ＦＳ（ｔ）． （２．１０１）
从上述各表达式可清楚地看出，在求积分（２．９９）式时，到底采用什么方法，
并不影响由（２．１００）和（２．１０１）式表达的函数分解结果的严格性．因此，尽管
这一分解是针对后面求卫星轨道摄动变化的需要，可这里计算积分（２．９９）
时，却能采用椭圆运动关系．当然，考虑摄动时，运动周期Ｔ 及所有椭圆轨
道根数均要发生缓慢的变化，但它不会改变周期项ＦＳ 的基本特征．上述分
解不仅严格，而且仍然保持原分解的意义．
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讨论卫星轨道变化时所涉及到的摄动力，对应各种各样的函数，但需要
通过求平均值来分离周期项的，基本上有下面四类：

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ，

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ，

　　

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ，

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ，

（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

另一些特殊形式，在有关章节中再讨论．
首先通过几个特例来介绍求平均值的基本方法以及平均值的特征，并

借此熟悉一下前面所介绍的各种椭圆关系式的具体应用．
（１）ｐ＝０，ｑ＝１时的ｓｉｎｆ和ｃｏｓｆ：

　　ｓｉｎｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｓｉｎｆｄｔ＝ １

２π∫
２π

０
ｓｉｎｆｄＭ

＝ １
２π∫

２π

０
ｓｉｎｆ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

２π∫
２π

０
１－ｅ槡 ２ｓｉｎＥｄＥ

＝０，

　　ｃｏｓｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｃｏｓｆｄｔ＝ １

２π∫
２π

０
ｃｏｓｆｄＭ

＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓｆ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

２π∫
２π

０
（ｃｏｓＥ－ｅ）ｄＥ

＝－ｅ．

（２）ｐ＝３，ｑ＝０时的 ａ（ ）ｒ
３
：

　　 ａ（ ）ｒ
３

＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０

ａ（ ）ｒ
３

ｄｔ＝ １
２π

（１－ｅ２）－１／２∫
２π

０

ａ（ ）ｒ ｄｆ

＝ １
２π

（１－ｅ２）－３／２∫
２π

０
（１＋ｅｃｏｓｆ）ｄｆ

＝ （１－ｅ２）－３／２．

（３）ｐ＝－１，ｑ＝０时的 ｒ（ ）ａ
：

　　 ｒ（ ）ａ ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０

ｒ（ ）ａ ｄｔ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
２

ｄＥ

＝ １
２π∫

２π

０
（１－ｅｃｏｓＥ）２ｄＥ

＝１＋１
２ｅ

２．

这三个例子，一方面可使我们看出求平均值的方法，基本上是采用时间ｔ与
近点角Ｅ，ｆ之间的变换和相应的几何关系．另外，还可以看出，对不同的量
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所求的平均值是不同的，例如ｃｏｓｆ对ｆ的平均值显然为０，而对ｔ的平均值
却是－ｅ，这正说明椭圆运动的不均匀性．
下面不加推导地把上述四类函数平均值的一般表达式直接写出来，以

供读者查用，具体证明留给读者作为习题．
ａ（ ）ｒ

ｐ

ｓｉｎｑｆ ＝０，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）． （２．１０２）

ｃｏｓｑｆ ＝ １＋ｑ １－ｅ槡（ ）２
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）．

（２．１０３）

ａ（ ）ｒ ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）． （２．１０４）

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝

０，（ｐ≥２，ｑ≥ｐ－１），

（１－ｅ２）－ ｐ－（ ）３
２ ∑

（ｐ－２）－δ

ｎ（２）＝ｑ

ｐ－２（ ）ｎ

ｎ
１
２

（ｎ－ｑ

烄

烆

烌

烎
）

ｅ（ ）２
ｎ
，

　　　　　　　　　　　　　（ｐ≥２，ｑ＜ｐ－１）

烅

烄

烆 ．
（２．１０５）

δ＝１－（－１）ｐ－ｑ
２ ． （２．１０６）

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ ＝０，（ｐ≥０，ｑ≥０）． （２．１０７）

ａ（ ）ｒ
２
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝－１

ｑ
ｃｏｓｑｆ
１－ｅ槡 ２

，（ｑ≥１）． （２．１０８）

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝ （１－ｅ２）－ ｐ－（ ）３

２ ∑
ｐ－２

ｎ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

ｐ－２（ ）ｎ （ ）ｎ
ｍ

ｅ（ ）２
ｎ

×

　 －ｃｏｓ（ｑ＋ｎ－２ｍ）ｆ
ｑ＋ｎ－２（ ）ｍ ２ｍ≠ｑ＋ｎ

，（ｐ≥３，ｑ≥１）．

（２．１０９）
对于ｐ＝０，１的情况，很少遇到，这里不再讨论．（２．１０５）式求和中ｎ（２）＝ｑ
表示取值“步长”为２，即ｎ＝ｑ，ｑ＋２，…，以后出现类似符号不再说明．上述
推导中要用到有关三角函数的两个表达式：

ｓｉｎｎｆ ＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

（－１）１
２（２ｍ＋ｎ－δ１） ｎ（ ）ｍ

［（１－δ１）ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ＋

δ１ｓｉｎ（ｎ－２ｍ）ｆ］

＝ １
２ｎ ∑

１
２

（ｎ－δ１）

ｍ＝０
２δ２（－１）１

２（２ｍ＋ｎ－δ１） ｎ（ ）ｍ
［（１－δ１）ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ＋
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δ１ｓｉｎ（ｎ－２ｍ）ｆ］， （２．１１０）

ｃｏｓｎｆ ＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

ｎ（ ）ｍ
ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ

＝ １
２ｎ ∑

１
２

（ｎ－δ１）

ｍ＝０
２δ２

ｎ（ ）ｍ
ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ． （２．１１１）

其中

δ１ ＝１－（－１）ｎ
２

，　δ２ ＝
１，ｎ－２ｍ ≠０，

０，ｎ－２ｍ ＝０｛ ．
（２．１１２）

为了读者方便，在书末附录中列出一些常用函数的平均值．

§２．３　位置矢量和速度矢量与轨道根数之间的
转换关系

１．星历计算

对于椭圆运动，一旦相应的六个积分常数（即轨道根数）被确定，轨道就
被确定，由此即可计算任何时刻卫星的空间位置，这就是星历计算．
已知时刻ｔ的六个椭圆根数ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ，要计算相应的卫星空间位

置，可分三步：
首先也是最重要的一步，由Ｍ 和ｅ计算偏近点角Ｅ，即解开普勒方程

Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ．
这虽然是一超越方程，但ｅ＜１（有时很小），解此方程的方法很多（如简单迭
代法，微分改正法等），读者是清楚的，这里不必多述．
得到Ｅ后，就可利用（２．４２）式计算卫星的空间位置向量ｒ，即

ｒ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）Ｐ^＋ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＱ^．

至于Ｐ^，Ｑ^的计算，可利用旋转矩阵（２．４４）式，亦可直接用（２．４５）式，依需要
而定．
最后一步即将ｒ转换为站心坐标ρ（ρ，α，δ）或ρ′（ρ，Ａ，ｈ），前者即站心

赤道坐标，由

ρ＝ｒ－Ｒ （２．１１３）
得

ρｃｏｓδｃｏｓα

ρｃｏｓδｓｉｎα

ρｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ
＝

ｘ－Ｘ
ｙ－Ｙ
ｚ－

烄

烆

烌

烎Ｚ
． （２．１１４）
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即 ρ
２ ＝ （ｘ－Ｘ）２＋（ｙ－Ｙ）２＋（ｚ－Ｚ）２， （２．１１５）

α＝ａｒｃｔａｎ ｙ－Ｙ
ｘ－（ ）Ｘ

，　δ＝ａｒｃｓｉｎｚ－Ｚ（ ）ρ
． （２．１１６）

其中Ｒ（Ｘ，Ｙ，Ｚ）是测站坐标．若要给出站心地平坐标（ρ，Ａ，ｈ），只需简单的
坐标转换，详见第一章§１．２．

２．由位置矢量和速度矢量计算轨道根数

给定ｔ０ 时刻的卫星位置矢量ｒ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和速度矢量ｒ
　．
０（ｘ

　．
０，ｙ

　．
０，ｚ

　．
０），

计算相应的六个椭圆轨道根数，这正是上一节星历计算的逆问题．因此，仍
旧是那些椭圆运动关系式的简单应用．
（１）根数ａ，ｅ，Ｍ０ 的计算

这三个根数可以确定卫星在轨道平面内相对于近地点的位置，利用下
述椭圆运动关系式就可算出它们，即

１
ａ ＝ ２

ｒ０
－ｖ２

０

μ
， （２．１１７）

ｅｃｏｓＥ０ ＝１－ｒ０

ａ
， （２．１１８）

ｅｓｉｎｅ０ ＝ｒ０ｒ
　．
０／ μ槡ａ， （２．１１９）

Ｍ０ ＝Ｅ０－ｅｓｉｎＥ０． （２．１２０）

其中（２．１１９）式是由（２．４２）和（２．４８）两式表达的ｒ和ｒ
　．
进行数量乘积得到

的．ｒ０，ｖ０ 和ｒ０ｒ
　．
０ 由下式计算

ｒ２
０ ＝ｘ２

０＋ｙ２
０＋ｚ２

０，

ｖ２
０ ＝ｘ

　．２
０＋ｙ

　．２
０＋ｚ

　．２
０，

ｒ０ｒ
　．
０ ＝ｒ·ｒ

　．
＝ｘ０ｘ

　．
０＋ｙ０ｙ

　．
０＋ｚ０ｚ

　．
０

烅

烄

烆 ．

（２．１２１）

（２）三个定向根数ｉ，Ω，ω的计算

这三个根数确定了Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^三个单位矢量，因此，要计算它们就必须利

用椭圆运动关系中有关ｒ和ｒ
　．，Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^之间的关系．由（２．４２）和（２．４８）式容

易解出

Ｐ^＝ｃｏｓＥ
ｒ ｒ－ ａ槡μ

ｓｉｎＥｒ
　．， （２．１２２）

１－ｅ槡 ２Ｑ^＝ｓｉｎＥ
ｒ ｒ＋ ａ槡μ

（ｃｏｓＥ－ｅ）ｒ
　．
． （２．１２３）

另外，动量矩积分给出
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Ｒ^＝ １

μａ（１－ｅ２槡 ）
（ｒ×ｒ

　．）． （２．１２４）

由ｒ０ 和ｒ
　．
０ 和已算出的ａ，ｅ，Ｅ０，即可通过上面三个表达式计算Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^，但不

必计算全部分量，只需要Ｐｚ，Ｑｚ 和Ｒｘ，Ｒｙ，Ｒｚ．根据§２．２给出的Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^表
达式可知，这五个分量与ｉ，Ω，ω的关系为

Ｐｚ ＝ｓｉｎｉｓｉｎω，　Ｑｚ ＝ｓｉｎｉｃｏｓω，

Ｒｘ ＝ｓｉｎｉｓｉｎΩ，　Ｒｙ ＝－ｓｉｎｉｃｏｓΩ ，　Ｒｚ ＝ｃｏｓｉ｛ ．
（２．１２５）

那么

ω＝ａｒｃｔａｎ（Ｐｚ／Ｑｚ），

Ω＝ａｒｃｔａｎ（Ｒｘ／（－Ｒｙ）），

ｉ＝ａｒｃｃｏｓＲｚ

烅
烄

烆 ．

（２．１２６）

计算ω，Ω与Ｅ０ 一样，均有确定象限问题，故必须用两个三角函数值，而对ｉ
只需用一个ｃｏｓｉ值就够了，关于这一点，读者是容易理解的．

§２．４　抛物线轨道和双曲线轨道

尽管从天体力学这一角度来看，显然应该着重讨论椭圆轨道及其变化，
但有些问题，如深空探测器的运动，也会涉及抛物线轨道和双曲线轨道，特
别是双曲线轨道．因此，作为二体问题，对这两种轨道作一简单介绍也是有
必要的．

１．抛物线轨道

动量矩积分（２．３）以及法向单位矢量Ｒ^与轨道平面的定向根数（ｉ，Ω）之
间的关系（２．４）仍不变，但此时，ｅ＝１，ａ→∞，故面积积分（２．６）式和轨道积
分（２．１２）式变为

ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ，　ｐ＝２ｑ， （２．１２７）

ｒ＝ ｐ
１＋ｃｏｓ（θ－ω）． （２．１２８）

该抛物线的焦点仍在中心天体上，ｐ是半通径，ｑ是近星距．定义ｆ为真近
点角，有

ｆ＝θ－ω． （２．１２９）
那么（２．１２７）和（２．１２８）式即可分别写成下列形式

ｒ２ｆ
　．

＝ ２μ槡 ｑ， （２．１３０）
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ｒ＝ ｐ
１＋ｃｏｓｆ＝ｑｓｅｃ２ ｆ

２
， （２．１３１）

将后一式代入前一式，积分得

２ｔａｎｆ
２＋２

３ｔａｎ
３ ｆ
２ ＝ ２槡μｑ－３

２（ｔ－τ）． （２．１３２）

其中τ是最后一个积分常数，与椭圆运动类似，它也是运动天体ｍ 过近星
点的时刻．因此，抛物线轨道根数由于ｅ＝１只剩下５个，即ｉ，Ω，ｑ，ω，τ．

２．双曲线轨道

与抛物线轨道类似，动量矩积分（２．３）以及法向单位矢量Ｒ^的表达式
（２．４）仍不变，但此时，ｅ＞１，相应的面积积分（２．６）式和轨道方程（２．１２）式
变为

ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ， （２．１３３）

ｒ＝ ｐ
１＋ｅｃｏｓｆ

． （２．１３４）

其中

ｐ＝ａ（ｅ２－１）， （２．１３５）

ｆ＝θ－ω． （２．１３６）
这里ｐ亦为半通径，ｐ和ａ的几何关系见图２．３，ｆ是真近点角，ω是近星点
角距，而相应的近星距为

ｒｐ ＝ａ（ｅ－１）． （２．１３７）

图２．３　探测器相对目标天体（焦点Ｏ）的双曲线轨道

活力公式（２．１６）在这里变为下列形式：

ｖ２ ＝ｒ
　．２＋ｒ２θ

　．
２ ＝μ

２
ｒ ＋１（ ）ａ ． （２．１３８）

类似椭圆运动的积分方法，由（２．１３８）式利用（２．１３３）式消除θ
　．
得
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ｎａｄｔ＝ ｒｄｒ
（ｒ＋ａ）２－ａ２ｅ槡 ２

． （２．１３９）

其中

ｎ＝ μ槡ａ －３／２
． （２．１４０）

引进辅助量Ｅ
ｒ＝ａ（ｅｃｈＥ－１）． （２．１４１）

代入（２．１３９）式，积分得

ｅｓｈＥ－Ｅ＝ｎ（ｔ－τ）＝Ｍ． （２．１４２）
其中τ为第六个积分常数，亦是过近星点的时刻．虽然这里引进的Ｅ与椭
圆运动中的偏近点角Ｅ 意义不同，但上述ｆ，Ｅ和Ｍ 之间的关系与椭圆运
动中的相应关系类似，即

ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｅ－ｃｈＥ），

ｒｓｉｎｆ＝ａ ｅ２－槡 １ｓｈＥ
烅
烄

烆 ，
（２．１４３）

ｔａｎｆ
２ ＝ ｅ＋１

ｅ－槡 １ｔｈ
Ｅ
２． （２．１４４）

由轨道方程（２．１３４）不难看出，１＋ｅｃｏｓｆ＝０，ｒ→∞，于是可知

－π＋ａｒｃｃｏｓ １（ ）ｅ ≤ｆ≤π－ａｒｃｃｏｓ １（ ）ｅ ． （２．１４５）

方程（２．１４２）类似于椭圆运动中的Ｋｅｐｌｅｒ方程，但由于ｅ＞１，不能用一般的
迭代法求解，若用微分改正法（即简单的牛顿法），亦容易由给定的ｅ，Ｍ 求
出Ｅ．若取初值Ｅ＝Ｅ（０），则改正公式为

ΔＥ＝ Ｍ－（ｅｓｈＥ（０）－Ｅ（０））
ｅｃｈＥ（０）－１

，

Ｅ（１）＝Ｅ（０）＋ΔＥ
烅
烄

烆 ．
（２．１４６）

例：由ｅ＝１．５，Ｍ＝π／４＝０．７８５３９８１６３，求Ｅ值．
经计算，取Ｅ（０）＝Ｍ，相应的改正过程如下：

Ｅ（１）＝１．０５６７３８９１３，

Ｅ（２）＝１．０１８０３２１１６，

Ｅ（３）＝１．０１６９９４１７２，

Ｅ（４）＝１．０１６９９３４４９．

Ｅ（４）对应的值ｅｓｈＥ－Ｅ＝０．７８５３９８１６３，与Ｍ 的值在９位有效数字上完全相
同．当然还可充分利用当代计算机的条件，采用更快速的“迭代”算法，这里
只是举一个简单的算例供读者参考．
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３．位置矢量和速度矢量的计算公式

对于上述两种轨道，运动天体的位置矢量ｒ的表达式与椭圆轨道相同，
即

ｒ＝ｒｃｏｓｆＰ^＋ｒｓｉｎｆＱ^． （２．１４７）

其中Ｐ^和Ｑ^即近星点方向和半通径方向的单位矢量，它们的表达式与椭圆运
动中的形式相同，见（２．４５）和（２．４６）两式．

速度矢量ｒ
　．
的表达式，两种轨道稍有不同，对于抛物线轨道和双曲线轨

道分别为

ｒ
　．
＝ μ槡ｐ

［（－ｓｉｎｆ）Ｐ^＋（ｃｏｓｆ＋１）Ｑ^］，

ｐ＝２ｑ
烅
烄

烆 ，
（２．１４８）

ｒ
　．
＝ μ槡ｐ

［（－ｓｉｎｆ）Ｐ^＋（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｑ^］，

ｐ＝ａ（ｅ２－１）
烅
烄

烆 ．

（２．１４９）

对于双曲线轨道，还可以用辅助量Ｅ来表达ｒ和ｒ
　．
的计算公式，即

ｒ＝ａ（ｅ－ｃｈＥ）Ｐ^＋ａ ｅ２－槡 １ｓｈＥＱ^，

ｒ
　．
＝ μ槡ａ

ｒ
［（－ｓｈＥ）Ｐ^＋（ｅ２－槡 １ｃｈＥ）Ｑ^］

烅
烄

烆 ．
（２．１５０）

４．双曲线轨道中由位置矢量和速度矢量计算轨道根数

由下列各式分别计算ａ，ｅ，Ｅ，Ｍ：

１
ａ ＝ｖ２

μ
－２

ｒ
， （２．１５１）

ｅｓｈＥ＝ （ｒｒ
　．）／μ槡ａ，

ｅｃｈＥ＝ ｒ（ ）ａ ＋１
烅
烄

烆
，

（２．１５２）

ｅ２ ＝ （ｅｃｈＥ）２－（ｅｓｈＥ）２，

Ｅ＝Ａｒｔｈｘ＝ １
２ｌｎ

１＋ｘ
１－（ ）ｘ

，　ｘ＝ｅｓｈＥ
ｅｃｈＥ

烅
烄

烆
，

（２．１５３）

Ｍ ＝ｅｓｈＥ－Ｅ． （２．１５４）
关于ｉ，Ω，ω的计算，与椭圆轨道中的计算基本相同，有

ｃｏｓｉ＝ （ｒ×ｒ
　．）ｚ／μ槡ｐ， （２．１５５）
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ｓｉｎｉｓｉｎΩ＝ （ｒ×ｒ
　．）ｘ／μ槡ｐ，

ｓｉｎｉｃｏｓΩ＝－（ｒ×ｒ
　．）ｙ／μ槡ｐ

烅
烄

烆 ，
（２．１５６）

ｓｉｎｉｓｉｎω＝Ｐｚ，

ｓｉｎｉｃｏｓω＝Ｑｚ
｛ ，

（２．１５７）

其中

Ｐｚ ＝ （Ｐ^）ｚ，　Ｑｚ ＝ （Ｑ^）ｚ， （２．１５８）

Ｐ^＝ ｃｈＥ（ ）ｒ ｒ－ ａ槡μ
ｓｈ（ ）Ｅｒ

　．，

Ｑ^＝ １
ｅ２－槡 １

ｓｈＥ（ ）ｒ ｒ＋ ａ槡μ
（ｅ－ｃｈＥ）ｒ

　［ ］．
烅

烄

烆
．

（２．１５９）

§２．５　初轨计算

初轨计算无论在航天任务中，还是在太阳系各种小天体（小行星、自然
卫星等）的发现过程中，都是不可缺少的．在自然天体和人造天体的定轨问
题中，通常所说的初轨计算是指二体问题意义下的短弧定轨，相对受摄二体
问题意义下的精密定轨而言，它定出的是初轨（ｉｎｉｔｉａｌｏｒｂｉｔ），除直接被引用
外，它主要为精密定轨提供初值（或称初始估计），经大量观测资料改进后的
初轨就是在一定意义下的精轨，这一过程过去称为轨道改进，现在常与和定
轨有关的一些几何和物理参数同时确定，被称为精密定轨，这就完全拓宽了
轨道改进的概念．
初轨计算和精密定轨计算都是通过一个迭代过程完成的，但它们却有

重大区别．初轨计算对应一个特定的迭代过程，它不同于精密定轨中的多变
元迭代过程，不过对于测距和测速等类型的测量资料，只能采用多变元迭代
过程．但是，我们一般所说的初轨计算，主要是针对测角资料（赤道型资料

α，δ和地平型资料Ａ，ｈ等）的，或是将测距或测速资料转化成相应的形式．
而对于这些类型的测量资料，初轨计算可以由简单的迭代计算完成，不会出
现多变元迭代所遇到的各种问题．在天体力学发展的几百年历史中，就出现
过测角型资料的多种定轨方法，就其实质而言可以归纳为 Ｌａｐｌａｃｅ型和

Ｇｕａｓｓ型两类方法［５～９］，特别在当今计算技术高度发展的背景下，Ｌａｐｌａｃｅ
型方法显得更加简洁有效．这里将重点介绍这一方法及其推广形式．
通常所说的Ｌａｐｌａｃｅ型初轨计算方法，就是指在二体问题意义下的轨

道计算方法．事实上我们完全可以把这种类型的初轨计算方法推广到一般
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受摄二体问题，既可以计算椭圆轨道，亦可以计算双曲线轨道．
随着地球卫星测量精度的提高（例如测角精度可达角秒级）和深空探测

的发展，将会遇到各种目标天体轨道器的初轨计算问题，主星扁率摄动、第
三体引力摄动等均可达到较大的程度，而且探测器飞往目标天体附近，在未
变轨前处于双曲线轨道运行状态．因此针对精度要求的提高和力模型的复
杂化，有必要建立一个适用范围广的初轨计算方法．为此，在经典Ｌａｐｌａｃｅ
方法基础上进行了推广，对于该方法不妨称其为广义Ｌａｐｌａｃｅ方法．尽管这
种方法可适用于受摄二体问题，但其基本原理和计算过程与二体问题意义
下的Ｌａｐｌａｃｅ方法并无重大区别，故该方法还是简单实用的．

１．方法原理

选取空间坐标系Ｏ ｘｙｚ，坐标原点是中心天体的质心，其坐标面ｘｙ
可有多种选择．对于人造地球卫星，通常取地球赤道面，月球轨道器，即取月
球赤道面，对小行星而言即取为日心黄道面等，总之，根据研究的对象而定．
类似于精密定轨中的提法，初轨计算同样涉及到两类方程，即对应测量方程
和状态微分方程的测量几何关系和天体运动方程．

图２．４　中心天体Ｏ、测站Ａ和运动

天体Ｓ的相对几何构形

（１）几何条件———测量几何关系
在所选取的坐标系中（见图２．４），

测量几何满足如下关系：

ｒ＝ρ＋Ｒ． （２．１６０）
其中ｒ是运动天体的位置矢量，ρ是观
测矢量，对于测角资料而言，即ρ（ρ，α，δ）
或ρ（ρ，Ａ，ｈ），其中测角量（α，δ）或（Ａ，ｈ）
即赤经赤纬或方位角高度角．在坐标系Ｏ ｘｙｚ中，ρ可写成下列形式：

ρ＝ρＬ^，　Ｌ^＝
λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
． （２．１６１）

直角坐标分量（λ，μ，ν）可由测角量（α，δ）或（Ａ，ｈ）经简单的坐标转换给出．
如果在历元地心平赤道坐标系对人造卫星定轨，而测角量（α，δ）又是通过
定标星给出的，即与定轨坐标系一致，则有

λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
＝

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ
． （２．１６２）

由于（Ａ，ｈ）资料对应的是瞬时真地平坐标系，于是有

６４ 航天动力学引论　



λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
＝ （ＧＲ）Ｔ（ＺＲ）

ｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （２．１６３）

其中（ＧＲ）＝（ＮＲ）（ＰＲ）是岁差章动矩阵，在第一章§１．２中已给出具体表
达式，而（ＺＲ）是瞬时真赤道坐标系与地平坐标系之间的转换矩阵，在第一
章§１．２中也有其具体表达式．测站坐标矢量Ｒ是给定的，有

Ｒ＝
Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
． （２．１６４）

（２）动力学条件———天体运动方程
在坐标系Ｏ ｘｙｚ中，运动天体相对中心天体（质量记为Ｍ）的运动方

程即

ｒ ＝－μ
ｒ３ｒ＋Ｆε（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε），

ｔ０∶ｒ０ ＝ｒ（ｔ０），　ｒ
　．
０ ＝ｒ

　．（ｔ０）
烅
烄

烆 ．

（２．１６５）

其中μ＝ＧＭ 是中心天体的质心引力常数．摄动加速度Ｆε 对应各种力学因

素，可以是保守力效应，亦可以是耗散效应，只要能写出相应力学因素的数
学模型即可．这里给出的初轨计算方法并不限于无摄运动，它可适用于不同
类型的受摄运动，包括变化的椭圆轨道和双曲线轨道，计算给出的将是历元

ｔ０ 时刻的瞬时椭圆轨道或是瞬时双曲线轨道．
（３）初轨计算的基本方程
与精密定轨中对测量方程线性化后给出的条件方程（即精密定轨的基

本方程）［９］类似，将运动天体所遵循的动力学条件引入测量几何关系
（２．１６０），构成初轨计算的基本方程，不同的是动力学条件所对应的既不是
运动方程（对应精密定轨中的状态微分方程）［９］的数值解，亦不是小参数幂
级数解（后面第四章中将要给出），而是方程的另一种幂级数解，即时间间隔

Δｔ＝ｔ－ｔ０ 的幂级数解．就中心天体的扁率摄动和第三体摄动而言，该级数
解可写成如下形式：

ｒ（ｔ）＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｒ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｒ

　．
０． （２．１６６）

其中Ｆ和Ｇ由Δｔ的幂级数表达，其具体形式下一段中给出．以此解代入
测量几何关系（２．１６０）可得

Ｌ^×（Ｆｒ０＋Ｇｒ
　．
０）＝Ｌ^×Ｒ． （２．１６７）

对于一次测角采样资料，（２．１６７）式对应的三个方程只有两个是独立的，至
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少需要三次采样才能定轨．这是关于历元ｔ０ 时ｒ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和ｒ
　．
０（ｘ

　．
０，ｙ

　．
０，

ｚ
　．
０）形式上的线性代数方程．如果能确定，那么再经简单的转换（见§２．３和

§２．４中的有关内容）即可给出ｔ０ 时刻的瞬时轨道———椭圆轨道或双曲线
轨道．

２．Ｆ，Ｇ和Ｆｚ，Ｇｚ 的表达式

只要运动方程（２．１６５）的右函数满足一定条件，其满足初始条件的解即
存在，且可展成时间间隔Δｔ＝ｔ－ｔ０ 的幂级数：

ｒ（ｔ）＝ｒ０＋ｒ（１）
０ Δｔ＋１

２！ｒ
（２）
０ Δｔ２＋…＋１

ｋ！ｒ
（ｋ）
０ Δｔｋ＋…． （２．１６８）

其中ｒ（ｋ）
０ 为ｒ（ｔ）对ｔ的ｋ阶导数在ｔ０ 点的取值，即

ｒ（ｋ）
０ ＝ ｄｋｒ

ｄｔ（ ）ｋ
ｔ＝ｔ０

． （２．１６９）

要给出级数阶（２．１６８）满足初始条件的具体形式，就需要计算各阶导数ｒ（ｋ）

在处ｔ０ 的值ｒ（ｋ）
０ ．事实上有ｒ（１）

０ ＝ｒ
　．
０，而二阶以上各导数值ｒ（ｋ）（ｋ≥２）均可根

据运动方程（２．１６５），由ｒ０ 和ｒ
　．
０ 构成，即

ｒ（ｋ）＝ｒ（ｋ）（ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０），　ｋ≥２． （２．１７０）

对于无摄运动，级数解（２．１６６）中的Ｆ和Ｇ即Ｆ和Ｇ，表达式简化为

ｒ（ｔ）＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｒ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｒ

　．
０． （２．１７１）

对于ｒ（ｔ）的三个分量ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ），Ｆ和Ｇ 各具有同一形式，为一数量函
数．对应受摄运动，通常相应的Ｆ和Ｇ对于三个分量ｘ，ｙ，ｚ各具有不同
的形式．下面就中心天体扁率摄动和第三体引力摄动给出其具体表达式，
相应的两种摄动加速度为

Ｆε ＝ ３Ｊ２（ ）２
５ｚ２

ｒ７ －１
ｒ（ ）５ ｒ－ ２ｚ

ｒ（ ）［ ］５ －μ′
Δ
Δ３ －ｒ′

ｒ′（ ）３ ． （２．１７２）

为了便于量级分析和公式表达，这里已采用适当计算单位使各物理量无量
纲化（详见后面第四章中的计算单位选取），相应的中心天体的质心引力常
数μ＝ＧＭ＝１，μ′＝ＧＭ′／ＧＭ，Ｍ′是第三体的质量．（２．１７２）式中的Ｊ２ 为中

心天体的动力学扁率．其他有关量定义如下：

ｋ^＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

，　Δ＝ｒ－ｒ′． （２．１７３）

ｒ′为第三体的坐标矢量．
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略去推导过程，并记τ＝Δｔ，直接写出形如（２．１６６）式的τ的幂级数解如
下［１０］：

ｘ＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｘ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｘ

　．
０，

ｙ＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｙ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｙ

　．
０，

ｚ＝Ｆｚ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｚ０＋Ｇｚ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｚ

　．
０

烅

烄

烆 ．

（２．１７４）

相应的基本方程（２．１６７）式按分量形式书写如下：

（Ｆν）ｘ０－（Ｆｚλ）ｚ０＋（Ｇν）ｘ
　．
０－（Ｇｚλ）ｚ

　．
０ ＝ （νＸ－λＺ），

（Ｆν）ｙ０－（Ｆｚμ）ｚ０＋（Ｇν）ｙ
　．
０－（Ｇｚμ）ｚ

　．
０ ＝ （νＹ－μＺ），

（Ｆμ）ｘ０－（Ｆλ）ｙ０＋（Ｇμ）ｘ
　．
０－（Ｇλ）ｙ

　．
０ ＝ （μＸ－λＹ）

烅

烄

烆 ．
（２．１７５）

其中

Ｆ＝１＋τ２

２ －ｕ３＋
３Ｊ２（ ）２

（５ｕ７ｚ２
０－ｕ５）－μ′ｕ′［ ］３ ＋

τ３

６
（３ｕ５σ）＋ ３Ｊ２（ ）２

（５（ｕ７－７ｕ９ｚ２
０）σ＋１０ｕ７ｚ０ｚ

　．
０［ ］）＋

τ４

２４ｕ５（３ｖ２
０－２ｕ１－１５ｕ２σ２）＋ ３Ｊ２（ ）２

（６ｕ８（４ｕ２ｚ２
０－１）［ －

５ｕ７（７ｕ２ｚ２
０－１）ｖ２

０＋１０ｕ７ｚ
　．２
０＋３５ｕ９（９ｕ２ｚ２

０－１）σ２－

１４０ｕ９σｚ０ｚ
　．
０）＋ｕ３（μ′ｕ３′ ］）＋τ５

１２０ｕ７［１５σ（－３ｖ２
０＋２ｕ１＋

７ｕ２σ２）］＋τ６

７２０ｕ７［ｕ２σ２（６３０ｖ２
０－４２０ｕ１－９４５ｕ２σ２）－（２２ｕ２

－６６ｕ１ｖ２
０＋４５ｖ０

４）］＋Ｏ（τ７）， （２．１７６）

Ｇ＝τ＋τ３

６ －ｕ３＋
３Ｊ２（ ）２

（５ｕ７ｚ２
０－ｕ５）－μ′ｕ′［ ］３ ＋

τ４

２４６ｕ５σ＋ ３Ｊ２（ ）２
（２０ｕ７ｚ０ｚ

　．
０－１０ｕ７（７ｕ２ｚ２

０－１）σ［ ］）＋

τ５

１２０ｕ５［９ｖ２
０－８ｕ１－４５ｕ２σ２］＋

τ６

７２０ｕ７［３０σ（－６ｖ２
０＋５ｕ１＋１４ｕ２σ２）］＋Ｏ（τ７）， （２．１７７）

Ｆｚ ＝Ｆ＋ ３Ｊ２（ ）２
τ２

２
（－２ｕ５）＋τ３

６
（１０ｕ７σ）［ ＋

τ４

２４ｕ７（１０ｖ２
０－６ｕ１－７０ｕ２σ２ ］）， （２．１７８）

９４　第２章　航天器在轨运行的无摄运动



Ｇｚ ＝Ｇ＋ ３Ｊ２（ ）２
τ３

２
（－２ｕ５）＋τ４

２４
（２０ｕ７σ［ ］）， （２．１７９）

ｕｎ ＝１／ｒｎ
０，　σ＝ｒ０·ｒ

　．
０，　ｖ２

０ ＝ｒ
　．
０·ｒ

　．
０，

ｕ３′＝１／ｒ′３
０，　ｒ′０ ＝｜ｒ′０｜

烅
烄

烆 ．
（２．１８０）

这里ｒ′０ 是第三体位置矢量ｒ′在历元ｔ０ 时的值，即ｒ０′＝ｒ′（ｔ０）．
在上述无量纲的表达式中，｜τ｜＜１，级数解收敛是显然的，而且收敛范

围还可扩大．对于人造地球卫星而言，｜τ｜＜１对应的有量纲物理量———时
间间隔Δｔ＝｜ｔ－ｔ０｜＜１３ｍ．４４６８，这与初轨计算对应的短弧是相适应的．注
意，上述表达式中的σ＝Ｏ（ｅ）是小量，ｅ是轨道偏心率．
在上述Ｆ，Ｇ（即Ｆ，Ｇ和Ｆｚ，Ｇｚ）的表达式中，由于τ通常较小，只有

在τ的低次幂中考虑了摄动，而在τ５ 以上幂次中未列入相应的结果，这是
很自然的，要写出τ高次幂中的摄动项并无任何困难．不仅如此，对于其他
类型的摄动，只要给出相应的数学模型，总是可以导出相应的Ｆ，Ｇ的表

达式，因为运动方程（２．１６５）的右端仅出现ｒ，ｒ
　．，高阶导数ｒ（ｋ）

０ （ｋ≥２）总是可

以用ｒ０ 和ｒ
　．
０ 来表达的．

３．广义Ｌａｐｌａｃｅ初轨计算方法的定轨过程

由一列测角采样资料：ｔｊ，（αｊ，δｊ）或（Ａｊ，ｈｊ），ｊ＝１，２，… Ｎ，Ｎ≥３即可

由基本方程（２．１６８）进行定轨，即给出定轨历元ｔ０ 时的ｒ０，ｒ
　．
０，ｔ∈［ｔ１，ｔＮ］．

方程组（２．１６８）是关于ｒ０ 和ｒ
　．
０ 形式上的线性代数方程，只要知道Ｆ，Ｇ，Ｆｚ，

Ｇｚ，即可解出ｒ０，ｒ
　．
０，而Ｆ，Ｇ，Ｆｚ，Ｇｚ 均是ｒ０，ｒ

　．
０ 的函数．因此，这一定轨计算

显然涉及一个迭代过程，但与精密定轨中的多变元迭代不同，它是一个特殊
而简单的迭代过程．由于

Ｆ＝１＋Ｏ（τ２），　Ｇ＝τ＋Ｏ（τ３），

Ｆｚ ＝１＋Ｏ（τ２），　Ｇｚ ＝τ＋Ｏ（τ３｛ ），
（２．１８１）

而｜τ｜＜１．因此，即使对于运动天体的轨道一无所知，亦可以采用

Ｆ（０）＝１，　Ｇ（０）＝τ，　Ｆ（０）
ｚ ＝Ｆ（０），　Ｇ（０）

ｚ ＝Ｇ（０） （２．１８２）
作迭代初值，按方程（２．１６８）和（２．１７６）～（２．１８０）式进行迭代，直到

ΔＦ＝｜Ｆ（ｍ）－Ｆ（ｍ－１）｜，　ΔＧ＝｜Ｇ（ｍ）－Ｇ（ｍ－１）｜，

ΔＦｚ ＝｜Ｆｚ
（ｍ）－Ｆｚ

（ｍ－１）｜，　ΔＧｚ ＝｜Ｇ（ｍ）
ｚ －Ｇ（ｍ－１）

ｚ ｜｛ ，
（ｍ ＝１，２，…）

（２．１８３）

满足一定精度终止计算，给出结果ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０，这和二体问题意义下的Ｌａ
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ｐｌａｃｅ定轨方法就迭代过程而言没有任何差别．

获得ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０ 后，即可由简单的转换给出历元ｔ０ 时的椭圆轨道或双曲

线轨道的瞬时根数ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ，具体转换关系已在前两节§２．３和§２．４
中给出．
广义Ｌａｐｌａｃｅ方法的定轨原理是严格的，如果用测角资料定轨，与二体

问题一样，结果是唯一的，即所定出的轨道显然要通过三次观测对应的空间
点．正是由于这一原因，加上弧段又短，就使得资料误差会歪曲真实轨道，即
定轨精度受到影响，特别是轨道半长径ａ（这是一个很重要的根数）和偏心
率ｅ．例如，对于卫星椭圆轨道，应有ａ＞１，但有时因弧段短、资料精度又差，
用拉普拉斯方法定出的轨道会出现ａ＜１的情况．从前面的迭代计算中也可
看出这一点，由于Ｆｊ，Ｇｊ的特点，通过方程（２．１６８）求解时，资料误差（反映

在λｊ，μｊ，νｊ上）对ｘ
　．
０，ｙ

　．
０，ｚ

　．
０ 的影响较大，从而导致ａ和ｅ有较大的误差．

上述问题并不是Ｌａｐｌａｃｅ方法特有的，而是所有根据动力学原理通过
三次观测（相应的弧段较短）严格定轨的一类方法的共同问题．就人造地球
卫星而言，考虑到下述观测的特点：

（１）在一个较短的弧段内，可以得到较多的观测资料；
（２）一天内可以得到多圈资料．
可以采用某些方法在一定程度上减轻资料误差的影响．如采用多资料

进行定轨，基本原理和方法以及计算过程不变，只是基本方程（２．１７５）式的
个数增多，ｊ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ３，求解时采用简单的最小二乘法，给出ｒ０ 和

ｒ
　．
０ 的最佳解，这可充分利用统计信息减小资料误差的影响．

４．其他类型资料的定轨问题

关于另一类Ｇｕａｓｓ型方法，即首先确定两个以上的点位ｒｊ（ｊ＝１，…，ｋ，

ｋ≥２），然后再去定轨．其定轨计算过程过于复杂，而基本原理与Ｌａｐｌａｃｅ方
法并无实质性差别，本书不再介绍．这里将要给出另一种类似于Ｌａｐｌａｃｅ方
法的点位资料的定轨方法．至于点位资料ｒｊ，（ｊ≥２）的获得，并不是由

Ｇｕａｓｓ方法中所指的由测角资料根据复杂的转换过程获得，而是直接由测
量得到．一种方法是现代测量手段可以实现的，即在取得测角量（α，δ或Ａ，

ｈ）的同时获得卫星到“测站”（实为测量设备）的距离量ρ，由此即给出卫星
的空间点位ｒ：

ｒ＝ρＬ^＋Ｒ．
相应的定轨基本方程（２．１７５）将由下列方程替代，即
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Ｆｘ０＋Ｇｘ
　．
０ ＝ （ρλ＋Ｘ），

Ｆｙ０＋Ｇｙ
　．
０ ＝ （ρμ＋Ｙ），

Ｆｚｚ０＋Ｇｚｚ
　．
０ ＝ （ρν＋Ｚ）

烅

烄

烆 ．

（２．１８４）

只要有两次以上这样的采样资料即可定轨，定轨过程同前面第３段的介绍．
另一种取得卫星点位的方法就是通过卫星导航定位（如星载ＧＰＳ定位方
法）获得，即直接获得卫星的空间位置矢量ｒ，由此，定轨基本方程更简单，
即

Ｆｘ０＋Ｇｘ
　．
０ ＝ｘ，

Ｆｙ０＋Ｇｙ
　．
０ ＝ｙ，

Ｆｚｚ０＋Ｇｚｚ
　．
０ ＝ｚ

烅

烄

烆 ．

（２．１８５）

§２．６　二体问题意义下的轨道机动

在航天器的运行过程中常常需要进行轨道调整（即轨道机动），这就涉
及到变轨问题，而变轨又往往采用脉冲式，那么这一机动过程是短暂的，可
以看成是瞬时变轨变轨前的轨道根数记作σ１（ａ１，ｅ１，ｉ１，Ω１，ω１，Ｍ１），而变轨
后目标轨道的轨道根数记作σ２（ａ２，ｅ２，ｉ２，Ω２，ω２，Ｍ２），变轨前后的轨道差为

Δσ＝σ２－σ１，变轨后目标轨道的轨道根数就相当于一个边值条件．由于变轨
时间短暂，可以看成是在二体问题意义下完成这一变轨过程，那么就需要在
此前提下给出Δσ与由脉冲能量获得的速度变化Δｖ之间的关系．由它们之
间的函数关系Δσ＝Φ（Δｖ），根据目标轨道的不同要求选择变轨方式（对应
一定的Δｖ）．

瞬时椭圆轨道根数σ与位置矢量和速度矢量ｒ，ｒ
　．
由严格的函数关系

σ＝ｆ（ｒ，ｒ
　．），§２．２中已给出．这里将用到如下关系式：

ａ＝ ２
ｒ －ｖ２（ ）μ

－１
， （２．１８６）

ｅｃｏｓＥ＝１－ｒ
ａ

，

ｅｓｉｎＥ＝ｒ·ｒ
　．／ μ槡ａ

烅
烄

烆 ，
（２．１８７）

Ｍ ＝Ｅ－ｅｓｉｎＥ， （２．１８８）

ｃｏｓｉ＝ （ｘｙ
　．
－ｙｘ

　．）／ μａ（１－ｅ２槡 ）， （２．１８９）

ｔａｎΩ＝ （ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．）／（ｘｚ
　．
－ｚｘ

　．）， （２．１９０）
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ｔａｎω＝
１－ｅ槡 ２ ｅｃｏｓＥ ｚ（ ）ｒ － ａ槡μ

ｅｓｉｎＥｚ
　［ ］．

ｅｓｉｎＥ ｚ（ ）ｒ － ａ槡μ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）ｚ

　．
． （２．１９１）

其中

ｒ＝｜ｒ｜，　ｒ＝ （ｘ　ｙ　ｚ）Ｔ，

ｖ＝｜ｒ
　．
｜，　ｖ２ ＝ｘ

　．２＋ｙ
　．２＋ｚ

　．２，ｒ
　．
＝ （ｘ

　．
　ｙ

　．
　ｚ

　．）Ｔ
烅
烄

烆 ．
（２．１９２）

上标“Ｔ”表示转置，即ｒ和ｒ
　．
为列向量．

利用上述关系式不难导出

ａ
ｒ

　（ ）． ＝２ａ２

μ
（ｒ
　．）Ｔ， （２．１９３）

ｅ２

ｒ
　（ ）． ＝２ａ

μ
１
ａ２（ｒ·ｒ

　．）（ｒ）Ｔ ＋ （１－ｅ２）－ ｒ（ ）ａ（ ）２
（ｒ
　．）［ ］Ｔ ，（２．１９４）

ｃｏｓｉ
ｒ

　（ ）． ＝ １

μ槡ｐ
（Ω）Ｔ ＋ｃｏｓｉ － ａ槡μ

（ｒ
　．）Ｔ ＋ １

２（１－ｅ２）
ｅ２

ｒ
　（ ）［ ］． ，

Ω＝
－ｙ
ｘ

烄

烆

烌

烎０

烅

烄

烆
．

（２．１９５）

Ω
ｒ

　（ ）． ＝ １
１＋ｔａｎ２Ω

－ １
ｘｚ

　．
－ｚｘ

　（ ）． ［（Ω１）Ｔ －ｔａｎΩ（Ω２）Ｔ］，

Ω１ ＝
０
ｚ
－

烄

烆

烌

烎ｙ

，　Ω２ ＝
ｚ
０
－

烄

烆

烌

烎ｘ

烅

烄

烆
．

（２．１９６）

ω
ｒ

　（ ）． ＝ｓｉｎω １
ｅｓｉｎｉ

ｚ
　．

（ ）ａｎ － ｃｏｓω
２（１－ｅ２［ ］） ｅ２

ｒ
　（ ）． ＋

１
ｅｓｉｎｉ １－ｅ槡 ２ｃｏｓω ｚ

ｒ
（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）． － ａ槡μ

ｚ
． （ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）．［｛ －

ａ槡μ
（ｅｓｉｎＥ）（ｋ^）Ｔ － ｚ

　．

μｎ
（ｅｓｉｎＥ）（ｒ

　．）］Ｔ －

ｓｉｎω ｚ
ｒ

（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）． ＋ ａ槡μ

ｚ
． （ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）．［ ＋

ａ槡μ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）（ｋ^）Ｔ ＋ ｚ

　．

μｎ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）（ｒ

　．）］｝Ｔ ， （２．１９７）
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Ｍ
ｒ

　（ ）． ＝ １
ｅ２ －ａ

μ
（ｅｓｉｎＥ）（１－ｅ２）＋ｒ［ ］ａ

（ｒ
　．）Ｔ｛ ＋

１

μ槡ａ
（１－ｅ２）－ｒ［ ］ａ

（ｒ）｝Ｔ ． （２．１９８）

（２．１９７）式右端出现的单位矢量ｋ^和四个偏导数
（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　． ，（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　． 如下：

ｋ^＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

， （２．１９９）

（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）． ＝２ｒ

μ
（ｒ
　．）Ｔ，

（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）． ＝－

（ｒ·ｒ
　．）

μ槡ａ
ａ（ ）μ

（ｒ
　．）Ｔ ＋ １

μ槡ａ
（ｒ）Ｔ

烅

烄

烆
．

（２．２００）

根据上述各式即可给出如下函数关系：

Δσ＝Φｖ（Δｒ
　．）． （２．２０１）

例如，若要改变轨道半长径ａ，则由（２．１９３）式不难给出

Δａ＝２ａ２

μ
（ｒ
　．）Ｔ（Δｒ

　．）． （２．２０２）

这里Δｒ
．
＝（Δｘ

　．
　Δｙ

　．
　Δｚ

　．）Ｔ＝（Δｖｒ　Δｖθ　Δｖｗ）Ｔ，其中ｖｒ，ｖθ，ｖｗ 即速度矢

量ｒ
　．
的径向、横向和轨道面法向分量，且有ｖｗ＝０．那么（２．２０２）式可以分别
写成下列形式：

Δａ＝２ａ２

μ
（ｘ
　．
Δｘ

　．
＋ｙ

　．
Δｙ

　．
＋ｚ

　．
Δｚ

　．） （２．２０３）

和

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖｒΔｖｒ＋ｖθΔｖθ）

ｖｒ ＝ｒ
　．，　ｖθ ＝ｒθ

　
烅
烄

烆
．

， （２．２０４）

或用ｒ
　．
的模ｖ来表达，有

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖΔｖ）． （２．２０５）

由此表达式可以看出，若在变轨中仅要增大轨道半长径ａ，则在近星点处（ｖ
最大）最有利；而若需要抬高近星点高度，那么就需要在远星点加速（Δｖ＞
０）．注意，这里的Δｖ是切向（即速度方向）分量，而不是Δｖ的模｜Δｖ｜．
一个速度增量Δｖ同样会改变轨道偏心率ｅ，根据（２．１９４）式可给出与
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（２．２０５）式对应的关系式：

Δｅ＝ ２
ｖｅ

ｒｖ２（ ）μ
ｒｖ２

μ
－（ ）１ｃｏｓ２［ ］θ Δｖ

＝ ２
ｖｅ

ｐ（ ）ｒ
ｒｖ２

μ
－（ ）１ Δｖ． （２．２０６）

其中θ是速度方向（即切向）与横向的夹角．
这一节主要给出二体问题意义下轨道过渡（变轨）的一些基本关系式，

至于轨道过渡的具体问题和细节将在后面有关章节中阐述．
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第３章　航天器在轨运行的受摄运动

第２章所讨论的二体问题（无摄运动）只是航天器绕中心天体运动的一
种近似，从这一章开始将要仔细研究航天器在各种力学因素作用下的运动
规律．为了便于讨论，暂取中心天体的质心天球坐标系作为讨论问题的参考
系．在此参考系中，航天器绕中心天体运动的微分方程可写成如下形式：

ｒ ＝Ｆ（ｒ，ｒ　
．，ｔ）． （３．１）

这里，右函数Ｆ（尽管少一个质量因子，我们还是经常习惯地称它为作用力）
极其复杂，若要获得运动方程（３．１）式的解，就必须对Ｆ作一些必要的分析
和简化，给出合理的力学模型．每一种力学因素的数学模型将要在后面各章
中逐一给出，这一章先用中心天体质点引力外加保守力和耗散力影响的原
则性力模型，介绍对受摄运动的处理方法，从而让读者了解求解这类方程的
基本知识．
在上述前提下，航天器运动的基本方程（３．１）可以写成下列形式：

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε， （３．２）
而Ｆε的形式为

Ｆε ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｒ，ｒ　

．，ｔ；εｋ）． （３．３）

Ｆ０ 是中心天体的质点引力加速度，即

Ｆ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ
， （３．４）

而Ｆε则包含了各种影响航天器运动的力因素，但它们满足下列条件：

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜＝Ｏ（εｋ）． （３．５）

这里ε１是小参数．对于低轨人造地球卫星而言，ε＝Ｏ（Ｊ２）＝１０－３，Ｊ２ 是

地球非球形的扁率项因子．对于不同的航天器，根据所处的不同力学环境，
可取不同的参考量作为小参数标准．
满足方程（３．２）的运动不再是无摄运动，相应的二体问题意义下的圆锥

曲线运动（椭圆或双曲线）就要发生轨道变化，此即受摄运动，（３．２）式即受



摄运动方程．

§３．１　轨道变化与常数变易法

如何求解受摄运动方程（３．２），从而给出航天器运动轨道的变化规律，
这是航天器轨道力学的一个重点内容，本章将用分析方法来处理这一问题．
首先考虑无摄运动问题（即二体问题），这时Ｆε＝０，相应的方程（３．２）变为

ｒ ＝Ｆ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （３．６）

第二章已给出该问题的解：

ｒ＝ｆ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ），

ｒ　
．
＝ｇ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）

烅
烄

烆 ．
（３．７）

其中ｒ　
．
＝ｒ／ｔ．此解用来描述一圆锥曲线运动，六个积分常数Ｃ１，Ｃ２，…，

Ｃ６ 即轨道根数，依次排列为ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，τ．回到原方程（３．２），Ｆε≠０，解（３．
７）式当然不能满足它．所谓常数变易法，即要使无摄运动的解（３．７）满足受
摄方程（３．２），显然，Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６ 不再是常数，应变为时间ｔ的函数．那么
接下来就要导出这些积分常数（或轨道根数）的变化所满足的微分方程———
摄动运动方程．

（３．７）第一式对ｔ求导得

ｄｒ
ｄｔ＝ｆ

ｔ＋∑
６

ｊ＝１

ｆ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ． （３．８）

由于要求（３．７）第二式亦满足受摄运动方程，所以应有

ｄｒ
ｄｔ＝ｆ

ｔ＝ｇ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）． （３．９）

此式再对ｔ求一次导数，并让其满足受摄运动方程（３．２），即

ｄ２ｒ
ｄｔ２ ＝ｇ

ｔ＋∑
６

ｊ＝１

ｇ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝Ｆ０＋Ｆε， （３．１０）

而在该式中有

ｇ
ｔ＝Ｆ０， （３．１１）

由此可知，常数变易的两个条件应为

∑
６

ｊ＝１

ｆ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝０，

∑
６

ｊ＝１

ｇ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝Ｆε

烅

烄

烆
．

（３．１２）
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其中ｆ
Ｃｊ
和ｇ
Ｃｊ
都是Ｃｊ和ｔ的已知函数，因此共有六个“未知量”

ｄＣｊ

ｄｔ
，与方

程个数相同．对于具体应用，需要由该方程组给出ｄＣｊ

ｄｔ
的显形式．至于如何

给出，暂放一下，先来看看上述常数变易法的实际意义．显然，经上述处理，
就是把受摄运动看成一个变化的圆锥曲线运动，无摄运动解的表达式（３．７）
仍然成立，只是相应的六个不变根数Ｃｊ 变为Ｃｊ（ｔ），即瞬时根数，亦称吻切
根数．

关于由线性方程组（３．１２）给出ｄＣｊ

ｄｔ
的显形式问题，不再重复许多天体

力学书中常用的推导方法，下面将介绍另一种比较简单的以轨道根数作为
基本变量的直接推导方法，它无需假定摄动力是保守力，可普遍适用［１］．

§３．２　摄动运动方程的直接推导

原理未变，但不是直接引用关系式（３．７），而是引用它们的原始形式，即
二体问题的六个积分．对于椭圆运动情况有

ｒ×ｒ　
．
＝ μａ（１－ｅ２槡 ）

ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （３．１３）

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ

， （３．１４）

ｒ＝ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）， （３．１５）

Ｍ ＝Ｅ－ｅｓｉｎＥ． （３．１６）
对于双曲线运动情况六个积分稍有差别，即

ｒ×ｒ　
．
＝ μａ（ｅ２－１槡 ）

ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （３．１７）

ｖ２ ＝μ
２
ｒ ＋１（ ）ａ

， （３．１８）

ｒ＝ａ（ｅ２－１）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（ｅｃｈＥ－１）， （３．１９）

Ｍ ＝ｅｓｈＥ－Ｅ． （３．２０）
这里同时引用轨道积分和活力公式，仍算作两个独立积分．因此两种轨道分
别有六个关系式，可用来导出六个积分常数（可变根数）变化的微分方程．同
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样，让它满足受摄运动方程（３．２），而原不变根数变为时间ｔ的函数．
为了下面推导的需要，现将ｒ和ｒ　

．
在空间极坐标系（ｒ，θ，ｗ）和中心天体

质心直角坐标系Ｏ ｘｙｚ中的形式分别列出，即

ｒ＝ｒｒ^＝ｘｉ^＋ｙｊ^＋ｚｋ^， （３．２１）

ｒ　
．
＝ｒ　

．
ｒ^＋ｒθ

　．

θ^＝ｘ　．ｉ^＋ｙ
　．
ｊ^＋ｚ　

．
ｋ^， （３．２２）

ｒ×ｒ　
．
＝ｒ２θ

　．

ｗ^　　　　　　　　　　　　　

＝ （ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．）ｉ^＋（ｚｘ　
．
－ｘｚ　

．）ｊ^＋（ｘｙ
　．
－ｙｘ

　．）ｋ^． （３．２３）

其中ｒ^，θ^，ｗ^为径向，横向和轨道面法向单位矢量，ｉ^，ｊ^，ｋ^为直角坐标三个
方向的单位矢量．摄动力（加速度）Ｆε在上述两坐标系中的三个分量分别记

为Ｓ，Ｔ，Ｗ 和Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ．
将常数变易的原理分别用于上述六个积分（３．１３）～（３．１６）和（３．１７）～

（３．２０）．设

φ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）＝ψ（ｒ，ｒ　
．） （３．２４）

为无摄运动（３．６）的任一积分，对于无摄运动有

ｄφ
ｄｔ＝φ

ｔ＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．ｒ

， （３．２５）

即

φ
ｔ＝ψ

ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．Ｆ０． （３．２６）

而对受摄运动却变为

ｄφ
ｄｔ＝φ

ｔ＋∑
ｊ

φ
Ｃｊ

Ｃ
．

ｊ ＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ　
ｒ

＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．
（Ｆ０＋Ｆε）． （３．２７）

按常数变易的要求，其中ｒ和ｒ　
．
仍满足椭圆或双曲线运动关系，那么根据

（３．２６）式立即可得

∑
ｊ

φ
Ｃｊ

Ｃ
．

ｊ ＝ψ
ｒ

　．Ｆε． （３．２８）

实际上，这就是条件（３．１２）式的一般情况，当ψ＝ｘ，ｙ，ｚ和ψ＝ｘ　
．，ｙ

　．，

ｚ　
．
时，条件（３．２８）式即退化为（３．１２）式．
为了避免混乱，我们引用ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 六个根数作为独立变量．事

实上，无论是理论研究还是具体应用问题，都没有必要引用过近星点时刻τ
或常用的Ｍ０＝－ｎτ，真正有用的是时间根数Ｍ＝ｎ（ｔ－τ），或另两个近点角
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ｆ和Ｅ，而采用平近点角Ｍ 比较方便．引用Ｍ 代替τ作为独立变量后，在求
某些函数对ａ的偏导数时，不再有显含ａ和隐含ａ的问题．上述六个积分中
的前四个，即（３．１３）～（３．１４）式和（３．１７）～（３．１８）式，可以写成形如（３．２４）
式的简单形式：

φ（ａ，ｅ，ｉ，Ω）＝ψ（ｒ，ｒ　
．）． （３．２９）

相应的条件（３．２８）式为

　φ
ａ

ｄａ
ｄｔ＋φ

ｅ
ｄｅ
ｄｔ＋φ

ｉ
ｄｉ
ｄｔ＋φ

Ω
ｄΩ
ｄｔ　　　　

＝ψ
ｒ

　．Ｓ＋１
ｒ

ψ
θ

　．Ｔ

＝ψ
ｘ

　．Ｆｘ ＋ψ
ｙ

　．Ｆｙ ＋ψ
ｚ

　．Ｆｚ．

（３．３０）

这可用来推导ｄａ／ｄｔ，ｄｅ／ｄｔ，ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ．关于另两个方程，虽然 Ｍ 或

ｆ，Ｅ可以代替τ作为独立变量，但它们都不能看成积分常数，因此对后两个
积分（３．１５）～（３．１６）式和（３．１９）～（３．２０）式不便引用（３．２８）式，但可用来

直接推导ｄω／ｄｔ和ｄＭ／ｄｔ．推导中将要用到ｆ
　．
，这可由面积积分将它与ω

　．，Ω
．

联系起来．对于无摄运动有

θ
　．

＝ｆ
　．
，

ｒ２θ
　．

＝ｒ２ｆ
　．

＝ｈ
烅
烄

烆 ，
（３．３１）

ｈ＝ μ槡ｐ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）

μａ（ｅ２－１槡 ）
烅
烄

烆 ．
（３．３２）

而对于受摄运动却有

θ
　．

＝ｆ
　．

＋ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ，

ｒ２θ
　．

＝ｒ２（ｆ
　．

＋ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ）＝ｈ（ｔ），
即

ｒ２ｆ
　．

＝ｈ（ｔ）－ｒ２（ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ）． （３．３３）
下面根据上述原理具体推导摄动运动方程，但仅对椭圆情况作全面阐

述，而对双曲线运动情况，推导过程完全类似，不再重复．首先将积分（３．１４）
式写成（３．２９）式的形式：

μ
ａ ＝２μ

ｒ －（ｒ　
．２＋ｒ２θ

　．
２）．

根据（３．１４）式得
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－μ
ａ２

ｄａ
ｄｔ＝－２ｒ　

．
Ｓ－２ｒθ

　．

Ｔ．

其中

ｒ　
．
＝ｒ　

．·ｒ^＝ μ／槡 ｐｅｓｉｎｆ，

ｒθ
　．

＝ １
ｒ μ槡ｐ

烅
烄

烆 ．
（３．３４）

代入上式整理后得

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］． （３．３５）

接着利用积分（３．１３）式在轨道面法向和ｘ，ｙ方向上的分量来推导

ｄｅ／ｄｔ，ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ．相应的形式为

ｈ＝ｒ２θ
　．
， （３．３６）

ｈｓｉｎｉｓｉｎΩ＝ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．， （３．３７）

－ｈｓｉｎｉｃｏｓΩ＝ｚｘ　
．
－ｘｚ　

．， （３．３８）
由（３．３０）式得

ｄｈ
ｄｔ＝ｒＴ， （３．３９）

ｒＴｓｉｎｉｓｉｎΩ＋ｈｃｏｓｉｓｉｎΩｄｉ
ｄｔ＋ｈｓｉｎｉｃｏｓΩｄΩ

ｄｔ ＝ｙＦｚ－ｚＦｙ

＝ （ｒ×Ｆε）ｘ， （３．４０）

－ｒＴｓｉｎｉｃｏｓΩ－ｈｃｏｓｉｃｏｓΩｄｉ
ｄｔ＋ｈｓｉｎｉｓｉｎΩｄΩ

ｄｔ ＝ｚＦｘ －ｘＦｚ

＝ （ｒ×Ｆε）ｙ． （３．４１）

由ｈ＝ μ槡ｐ＝ μａ（１－ｅ２槡 ），（３．３９）式可以写成

ｄｈ
ｄｔ＝ μ

２ μ槡ｐ
［（１－ｅ２）ｄａ

ｄｔ－２ａｅｄｅ
ｄｔ

］＝ｒＴ． （３．４２）

将方程（３．３５）代入上式并消去ｄａ／ｄｔ，即得

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］． （３．４３）

为了由（３．４０）式和（３．４１）推出ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ，需要计算（ｒ×Ｆε）ｘ 和
（ｒ×Ｆε）ｙ ．在空间极坐标系中记（ｒ×Ｆε）为（ｒ×Ｆε），有

（ｒ×Ｆε） ＝
０

－ｒＷ
烄

烆

烌

烎ｒＴ
． （３．４４）
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经三次旋转可得ｒ×Ｆε在地心赤道直角坐标系中的表达式，即

ｒ×Ｆε ＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ｕ）（ｒ×Ｆε）

＝
ｒＴｓｉｎｉｓｉｎΩ＋ｒＷ（ｃｏｓΩｓｉｎｕ＋ｓｉｎΩｃｏｓｕｃｏｓｉ）

－ｒＴｓｉｎｉｃｏｓΩ＋ｒＷ（ｓｉｎΩｓｉｎｕ－ｃｏｓΩｃｏｓｕｃｏｓｉ）

ｒＴｃｏｓｉ－ｒＷｃｏｓｕｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （３．４５）

其中ｕ＝ｆ＋ω．将（ｒ×Ｆε）ｘ 和（ｒ×Ｆε）ｙ 两个分量代入（３．４０）式，作简单运
算即得

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ， （３．４６）

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ． （３．４７）

利用轨道积分（３．１５）式分别得出

ｄｒ
ｄｔ＝ １－ｅ２

１＋ｅｃｏｓｆ
ｄａ
ｄｔ－ ｐｃｏｓｆ

（１＋ｅｃｏｓｆ）２ ＋ ２ａｅ
１＋ｅｃｏｓ［ ］ｆ

ｄｅ
ｄｔ＋

ｐｅｓｉｎｆ
（１＋ｅｃｏｓｆ）２

ｄｆ
ｄｔ

， （３．４８）

ｄｒ
ｄｔ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄａ

ｄｔ－ａｃｏｓＥｄｅ
ｄｔ＋ａｅｓｉｎＥｄＥ

ｄｔ
， （３．４９）

而根据常数变易原理，按椭圆运动关系有

ｄｒ
ｄｔ＝ｒ

ｔ＝ μ槡ｐ
ｅｓｉｎｆ． （３．５０）

通过（３．３３）式和开普勒积分给出的导数关系

ｄＭ
ｄｔ ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄＥ

ｄｔ－ｓｉｎＥｄｅ
ｄｔ． （３．５１）

即可将（３．４８）式和（３．４９）式中的ｄｆ／ｄｔ和ｄＥ／ｄｔ与ｄω／ｄｔ和ｄＭ／ｄｔ联系
起来，从而导出最后两个方程

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

， （３．５２）

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ ．（３．５３）

从上述六个方程的形式来看，中心天体质心引力常数μ仅出现在平运动速
度ｎ中，即

ｎ＝ μ槡ａ
－３／２

． （３．５４）
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§３．３　椭圆运动的摄动运动方程

１．以六个椭圆轨道根数为基本变量的摄动运动方程

基本变量记作σ，它们是ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 六个随时间变化的瞬时根
数．根据不同问题的需要，摄动力（加速度）将以三种形式表达．其一是径向
分量Ｓ，横向分量Ｔ，轨道面法向分量Ｗ 表示．另一种形式是将Ｓ，Ｔ改为切
向分量Ｕ，法向分量Ｎ．这里切向是指天体运动方向，Ｎ 是轨道面内的法向
分量，也称主法线分量，而Ｗ 又称次法线分量．Ｕ，Ｎ，Ｗ 与Ｓ，Ｔ，Ｗ 一样，
组成右手螺旋系统．有些摄动力是保守力，存在势Ｒ，相应的第三种形式即

Ｆε ＝ｇｒａｄＲ． （３．５５）
其中Ｒ又称摄动函数．
为了由Ｓ，Ｔ，Ｗ 型的摄动运动方程推出另两种形式，就必须找出Ｕ，

Ｎ，Ｗ 三个分量以及摄动函数的偏导数Ｒ／σ与Ｓ，Ｔ，Ｗ 的关系．首先考
虑Ｕ，Ｎ，设径向与切向之间的夹角为α，由坐标旋转，立即可得

Ｓ＝Ｕｃｏｓα－Ｎｓｉｎα，

Ｔ＝Ｕｓｉｎα＋Ｎｃｏｓα｛ ．
（３．５６）

根据微分几何知识可知，对于曲线（即轨道）ｒ＝ｒ（θ）或ｒ＝ｒ（ｆ），有

ｔａｎα＝ ｒ
ｄｒ
ｄｆ

＝１＋ｅｃｏｓｆ
ｅｓｉｎｆ

． （３．５７）

由此可得

ｃｏｓα＝ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

，　ｓｉｎα＝ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

． （３．５８）

将此结果代入（３．５６）式得

Ｓ＝ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｕ－ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｎ，

Ｔ＝ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｕ＋ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｎ
烅

烄

烆
．

（３．５９）

对于保守力情况有

Ｓ＝Ｒ
ｒ

，　Ｔ＝ １
ｒ

Ｒ
θ ＝ １

ｒ
Ｒ
ｕ

，　Ｗ ＝Ｒ
ｚ ＝ １

ｒｓｉｎｕ
Ｒ
ｉ

．（３．６０）
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有了这一关系，就可以写出用摄动函数描述瞬时根数变化的摄动运动方程．
但方程右端还包含ｒ，ｕ，ｆ，Ｅ等量，若要使给出的方程ｄσ／ｄｔ，其右端仅出现

ａ，ｅ，ｉ三个量和Ｒ／σ，就必须求出Ｒ／σ与Ｓ，Ｔ，Ｗ 之间的关系．
因Ｒ＝Ｒ（ｒ），故有

Ｒ
σ ＝Ｒ

ｒ
·ｒ
σ＝Ｆε·ｒ

σ
， （３．６１）

而其中

Ｆε ＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ｕ）
Ｓ
Ｔ

烄

烆

烌

烎Ｗ
＝

ｌ１　ｌ２　ｌ３

ｍ１　ｍ２　ｍ３

ｎ１　ｎ２　ｎ

烄

烆

烌

烎３

Ｓ
Ｔ

烄

烆

烌

烎Ｗ
．

（３．６２）
这里ｌｊ，ｍｊ，ｎｊ（ｊ＝１，２，３）是径向、横向和轨道面法向单位矢量的三个分量，
即

ｒ^＝

ｌ１

ｍ１

ｎ

烄

烆

烌

烎１

，　θ^＝

ｌ２

ｍ２

ｎ

烄

烆

烌

烎２

，　ω^＝

ｌ３

ｍ３

ｎ

烄

烆

烌

烎３

． （３．６３）

具体形式在第二章中已给出（那里的Ｒ^即ω^），它们是：

ｌ１ ＝ｃｏｓΩｃｏｓｕ－ｓｉｎΩｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｍ１ ＝ｓｉｎΩｃｏｓｕ＋ｃｏｓΩｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｎ１ ＝ｓｉｎｕｓｉｎｉ
烅
烄

烆 ，
（３．６４）

ｌ２ ＝－ｃｏｓΩｓｉｎｕ－ｓｉｎΩｃｏｓｕｃｏｓｉ，

ｍ２ ＝－ｓｉｎΩｓｉｎｕ＋ｃｏｓΩｃｏｓｕｃｏｓｉ，

ｎ２ ＝ｃｏｓｕｓｉｎｉ
烅
烄

烆 ，
（３．６５）

ｌ３ ＝ｓｉｎΩｓｉｎｉ，

ｍ３ ＝－ｃｏｓΩｓｉｎｉ，

ｎ３ ＝ｃｏｓｉ
烅
烄

烆 ．

（３．６６）

ｒ^，θ^，ω^满足下列关系：

ｒ^２ ＝θ^２ ＝ω^２ ＝１，

ｒ^·θ^＝θ^·ω^＝ω^·ｒ^＝０
烅
烄

烆 ．
（３．６７）

剩下的问题是求ｒ
σ．由

ｒ＝ｒｒ^
可知
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ｒ
σ＝ｒ

σ
ｒ^＋ｒｒ^

σ
． （３．６８）

其中

ｒ^
σ＝

ｌ３ｓｉｎｕｉ
σ－ｍ１

Ω
σ＋ｌ２

ｕ
σ

ｍ３ｓｉｎｕｉ
σ＋ｌ１

Ω
σ＋ｍ２

ｕ
σ

ｎ３ｓｉｎｕｉ
σ＋ｎ２

ｕ


烄

烆

烌

烎σ

． （３．６９）

将（３．６２）式和（３．６８）式连同（３．６３）～（３．６６）式以及（３．６９）式一并代入
（３．６１）式，经整理后得

Ｒ
σ ＝ｒ

σ
Ｓ＋ｒＴ ｃｏｓｉΩ

σ＋ｕ
（ ）σ ＋ｒＷ ｓｉｎｕｉ

σ－ｓｉｎｉｃｏｓｕΩ
（ ）σ ．

（３．７０）
利用§２．２中的结果

ｒ
ａ＝ ｒ

ａ
，　ｒ

ｅ＝－ａｃｏｓｆ，　 ｒ
Ｍ ＝ ａｅ

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎｆ，

ｕ
ω＝１，　ｕ

ｅ＝ １
１－ｅ２ １＋ｐ（ ）ｒ ｓｉｎｆ，　 ｕ

Ｍ ＝ ａ（ ）ｒ
２

１－ｅ槡
烅

烄

烆
２

（３．７１）
就可给出（３．７０）式的具体形式，即

Ｒ
ａ ＝ ｒ

ａＳ，

Ｒ
ｅ ＝－ａｃｏｓｆＳ＋ｒ １

１－ｅ２ ＋ａ（ ）ｒ ｓｉｎｆＴ，

Ｒ
ｉ ＝ｒｓｉｎｕＷ，

Ｒ
Ω＝ｒｃｏｓｉＴ－ｒｃｏｓｕｓｉｎｉＷ，

Ｒ
ω ＝ｒＴ，

Ｒ
Ｍ ＝ ａｅ

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎｆＳ＋ａ２ １－ｅ槡 ２

ｒ Ｔ

烅

烄

烆
．

（３．７２）

根据前面的推导，我们将三种形式的摄动运动方程整理于下：
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（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆 ．

（３．７３）

（２）Ｕ，Ｎ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Ｕ，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２ ２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｕ－ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ［ ］ＥＮ ，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２ｓｉｎｆＵ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）Ｎ］－

ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Ｕ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ） ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（３．７４）

ｄｉ
ｄｔ
和ｄΩ

ｄｔ
与上述两种类型相同．上述两种类型称为高斯（Ｇｕａｓｓ）型．
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（３）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
Ｍ

，

ｄｅ
ｄｔ＝１－ｅ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
Ｍ－ １－ｅ槡 ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ω

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ
，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ ２

ｎａ
Ｒ
ａ

烅

烄

烆
．

（３．７５）

这种类型称为拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）型．

２．适合任意偏心率（０≤ｅ＜１）问题的摄动运动方程

前面推出的方程，右端含有１
ｅ
因子，不能用于ｅ＝０的情况．为此引进新

变量，它们是

ａ，ｉ，Ω，ξ＝ｅｃｏｓω，η＝ｅｓｉｎω，λ＝Ｍ＋ω （３．７６）
这组变量当ｅ＝０时是完全确定的．根据变量的定义和前面已推出的方程，
经简单运算即可给出以新变量表达的摄动运动方程，其形式如下：
（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓ（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ）＋Ｔ ｐ（ ）［ ］ｒ

，

ｄξ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ Ｓｓｉｎｕ＋ Ｔ

１－ｅ槡
［２
（１＋ １－ｅ槡 ２）ｃｏｓｕ－

ξ
１＋ １－ｅ槡 ２

（ξｃｏｓｕ～＋ηｓｉｎｕ～ ］｝） ＋ηｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ －Ｓｃｏｓｕ＋ Ｔ

１－ｅ槡
［２
（１＋ １－ｅ槡 ２）ｃｏｓｕ－

η
１＋ １－ｅ槡 ２

（ξｃｏｓｕ
～＋ηｓｉｎｕ

～ ］｝） －ξｃｏｓｉ
ｄΩ
ｄｔ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ １－ｅ槡 ２｛ｎａ ２Ｓ １－ｅ槡 ２ ｒ（ ）ｐ ＋ １

１＋ １－ｅ槡
［２
Ｓ（ξｃｏｓｕ＋

ηｓｉｎｕ）－Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ
（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ ］｝） －ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ

烅

烄

烆 ．

（３．７７）
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其中ｕ～＝Ｅ＋ω，ｄｉ／ｄｔ，ｄΩ／ｄｔ与前面（３．７３）式中的形式相同，不再重复．
（２）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
λ

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉ －η

Ｒ
ξ

＋ξ
Ｒ
η

＋Ｒ
（ ）λ －Ｒ［ ］Ω

，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄξ
ｄｔ＝－ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
η

－ξ
１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ＋ηｃｏｓｉ

ｄΩ
ｄｔ

，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
ξ

－η
１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ－ξｃｏｓｉ

ｄΩ
ｄｔ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ ２

ｎａ
Ｒ
λ＋ １－ｅ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）ξ
Ｒ
ξ

＋η
Ｒ
（ ）η

－ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

烅

烄

烆
．

（３．７８）
这两组方程的右端不再出现１／ｅ因子．

３．适合任意偏心率（０≤ｅ＜１）和倾角（０≤ｉ＜１８０°）问题的摄动运动方程

上述方程右端还有１／ｓｉｎｉ因子，不适用于ｉ＝０或ｉ＝１８０°的情况．但对
卫星型的航天器而言，一般不会出现ｉ＝１８０°的情况，只需要考虑ｉ＝０的问
题．为此，引进另一组新变量，它们是：

ａ，ｈ＝ｓｉｎｉ
２ｃｏｓΩ，ｋ＝ｓｉｎｉ

２ｓｉｎΩ，

ξ＝ｅｃｏｓ（ω＋Ω），η＝ｅｓｉｎ（ω＋Ω），λ＝Ｍ＋ω＋Ω
烅
烄

烆 ．
（３．７９）

在ｈ和ｋ的定义中采用的是ｓｉｎｉ
２
而不是ｓｉｎｉ，其原因是采用ｓｉｎｉ时，在相

关问题中会出现１／ｃｏｓｉ的因子，不适用于ｉ＝９０°的情况，而采用ｓｉｎｉ
２
不会

出现这一问题．下面分别列出Ｓ，Ｔ，Ｗ 型的方程和Ｒ／σ型的方程．

８６ 航天动力学引论　



（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓ（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ）＋Ｔ ｐ（ ）［ ］ｒ

，

ｄξ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ Ｓｓｉｎｕ＋ ［Ｔ ｃｏｓｕ～ ＋ｃｏｓｕ－

η
１－ｅ槡 ２（１＋ １－ｅ槡 ２）

（ξｓｉｎｕ
～
－ηｃｏｓｕ

～ ］） ＋

Ｗ ｒ（ ）ｐ
－η

（ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ）

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２
，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ －Ｓｃｏｓｕ＋ ［Ｔ ｓｉｎｕ～ ＋ｓｉｎｕ＋

ξ
１－ｅ槡 ２（１＋ １－ｅ槡 ２）

（ξｓｉｎｕ
～
ηｃｏｓｕ

～ ］） ＋

Ｗ ｒ（ ）ｐ
ξ

（ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ）

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２
，

ｄｈ
ｄｔ＝ Ｗ

２ｎａ １－ｅ槡 ２ｃｏｓｉ
２

ｒ（ ）ａ
［ｃｏｓｕ－ｈ（ｋｓｉｎｕ＋ｈｃｏｓｕ）］，

ｄｋ
ｄｔ＝ Ｗ

２ｎａ １－ｅ槡 ２ｃｏｓｉ
２

ｒ（ ）ａ
［ｓｉｎｕ－ｋ（ｋｓｉｎｕ＋ｈｃｏｓｕ）］，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ １－ｅ槡 ２｛ｎａ ２Ｓ １－ｅ槡 ２ ｒ（ ）ｐ ＋

１
１＋ １－ｅ槡

［２
Ｓ（ξｃｏｓｕ＋ηｓｉｎｕ）－

Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ
（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ ］） －

Ｗ ｒ（ ）ｐ

ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２

烅

烄

烆
．

（３．８０）
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（２）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
λ

，

ｄｈ
ｄｔ＝ ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡
｛２

１
２ｋ＋２ｈ－１－ｃｏｓ［ｉ －２ｈＲ

ｈ－（２ｈ－

１－ｃｏｓｉ）Ｒ
 ］ｋ ＋ ｈ

１＋ｃｏｓｉη
Ｒ
ξ

－ξ
Ｒ
η

－Ｒ
（ ）｝λ

，

ｄｋ
ｄｔ＝ ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡
｛２

１
２ｋ＋２ｈ－１－ｃｏｓ［ｉ２ｋＲ

ｋ＋（２ｋ－

１－ｃｏｓｉ）Ｒ
 ］ｈ ＋ ｋ

１＋ｃｏｓｉη
Ｒ
ξ

－ξ
Ｒ
η

－Ｒ
（ ）｝λ

，

ｄξ
ｄｔ＝－ ２ηｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ － １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
η

－

ξ １－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ

，

ｄη
ｄｔ＝ ２ξｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
ξ

－

η １－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ ２

ｎａ
Ｒ
ａ＋ ２ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２（１＋ｃｏｓｉ）
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ ＋

１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）ξ
Ｒ
ξ

＋η
Ｒ
（ ）η

烅

烄

烆
．

（３．８１）

上述两种形式的方程不再有１／ｅ和１／ｓｉｎｉ因子．

§３．４　双曲线运动的摄动运动方程

直接写出下列两种形式的摄动运动方程［２］，即
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ｄａ
ｄｔ＝－ ２

ｎ ｅ２－槡 １
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］，

ｄｅ
ｄｔ＝ ｅ２－槡 １

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｈＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ ｅ２－槡 １
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
Ｗ，

ｄω
ｄｔ＝ ｅ２－槡 １

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ＋ｅ２－１

ｎａｅ Ｓ －ｃｏｓｆ＋２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆
，

（３．８２）

和

ｄａ
ｄｔ＝－ ２

ｎａ
Ｒ
Ｍ

，

ｄｅ
ｄｔ＝ｅ２－１

ｎａ２ｅ
Ｒ
Ｍ＋ ｅ２－槡 １

ｎａ２ｅ
Ｒ
ω

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄω
ｄｔ＝－ ｅ２－槡 １

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ
，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－ｅ２－１

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ＋ ２

ｎａ
Ｒ
ａ

烅

烄

烆 ．

（３．８３）

其中Ｒ同样是保守力型摄动对应的摄动函数，Ｆε ＝ｇｒａｄＲ．
从上述摄动运动方程不难看出，由于双曲线轨道对应的ｅ＞１，相应的ａ

和ｅ以及相关的平近点角Ｍ 的变化规律有别于椭圆轨道．

§３．５　各类摄动对轨道影响的定性分析

受摄运动方程（３．２）式右端的摄动加速度Ｆε通常包含保守力（引力等）

和耗散力作用，不同的力因素对卫星轨道将会产生不同性质的影响．在具体
阐述相应摄动解之前，这里先对各类摄动因素及其影响特征作一简单介绍
和分析．就人造地球卫星而言，几类主要摄动源如下：
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１．地球非球形引力摄动

太阳系中各大行星、小行星以及月球，它们的质量分布都是不均匀的，
形状也并非球形．对于这样的天体，其引力位函数与球形引力位（即质点引
力位）有差别，在质心赤道坐标系中，相应的非球形引力位可由下列球谐展
开式表达：

Ｖ ＝Ｖ０＋ΔＶ， （３．８４）

Ｖ０ ＝ μ
ｒ ＝ＧＭ

ｒ
， （３．８５）

ΔＶ ＝－ＧＭ∑
ｌ≥２

Ｊｌ

ｒｌ＋１Ｐｌ（ｓｉｎφ）－∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

Ｊｌ，ｍ

ｒｌ＋１Ｐ
ｍ
ｌ （ｓｉｎφ）ｃｏｓｍλ，（３．８６）

λ＝λ－λｌ，ｍ，　λｌ，ｍ ＝ｃｏｎｓｔ． （３．８７）

其中ｒ为地心距，λ，φ为地心经、纬度，Ｐｌ（ｓｉｎφ）和Ｐｍ
ｌ （ｓｉｎφ）分别为勒让德

（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）和缔合勒让德多项式．Ｖ０ 是地球引力位的主要部分，相当于密
度均匀球体的引力位，或质量全部集中在质心的质点引力位．ΔＶ 是真实引
力位对均匀球体的修正部分，包括带谐（ＺｏｎａｌＨａｒｍｏｎｉｃ）和田谐（Ｔｅｓｓｅｒａｌ
Ｈａｒｍｏｎｉｃ）两大项，它们反映了地球的不均匀性（包括形状不规则和密度分
布的不均匀）．相应的Ｊｌ和Ｊｌ，ｍ即带谐项系数和田谐项系数，它们的大小则

反映出上述不均匀性的程度．其中Ｊ２＝Ｏ（１０－３），相应的项又称为扁率项，

其他Ｊｌ和Ｊｌ，ｍ的量级几乎都不大于１０－６．因此，人造卫星在地球引力场中
的运动方程又可写成下列形式：

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε． （３．８８）
其中

Ｆ０ ＝ｇｒａｄＶ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ
ｒ

， （３．８９）

Ｆε ＝ｇｒａｄ（ΔＶ）， （３．９０）
且有

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜＝Ｏ（ε），　ε＝Ｏ（Ｊ２）． （３．９１）

Ｆε相对Ｆ０ 是一小扰动，称为摄动部分．这种由地球（或任一中心天体）不均
匀性引起的摄动，常被称为非球形引力摄动或简称形状摄动．

２．第三体引力摄动

对于人造卫星绕地球的运动，日、月（作为质点）引力是一种典型的第三
体引力摄动，相应的摄动加速度为
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Ｆε ＝ ∑
２

ｊ＝１

（－ｍｊ）
Ｒｊ

｜Ｒｊ｜３ ＋ Δｊ

｜Δｊ｜（ ）３ ， （３．９２）

Δｊ ＝ｒ－Ｒｊ，（ｊ＝１，２）． （３．９３）

其中ｒ和Ｒｊ各为人造卫星和日、月的地心向径，Ｒｊ是时间ｔ的已知函数，由
日、地、月三体系统确定，与人造卫星运动无关．

３．大气阻力摄动

人造卫星（特别是低轨卫星）在地球高层大气中飞行，将受大气阻力的
影响，阻力加速度可写成下列形式：

Ｄ＝－１
２

ＣＤＳ（ ）ｍ ρｖ
２ ｖ（ ）ｖ ． （３．９４）

其中ｖ是卫星相对大气的飞行速度，ｖ是其大小，ρ是大气密度，Ｓ／ｍ是卫星
对阻力而言的有效面积质量比（以后简称面质比），ＣＤ 是阻力系数．对于绝
大多数卫星而言，它们的有效截面积Ｓ不是太大，而飞行高度又不太低（通
常距地面２００ｋｍ以上），Ｄ相对前面的主项Ｆ０ 是很小的，即Ｄ＝Ｆε，是一种
阻力摄动．

４．太阳辐射压摄动

直接作用在人造卫星表面的太阳辐射压（或简称光压），虽然并不大，但
同样要影响卫星的运动，也是一种摄动源，相应的摄动加速度为

Ｆε ＝νκＳ（ ）ｍ ρ⊙
ａ２

ｕ

Δ２
Δ（ ）Δ ． （３．９５）

其中ρ⊙
是作用在离太阳一个天文单位ａｕ 处的太阳辐射压强，κ＝１＋η，η是

卫星表面的反射系数，Ｓ／ｍ是卫星对辐射压而言的有效面质比，Δ是太阳到
卫星的矢径，ν是地影因子，由下式定义：

ν＝１－ΔＳ／Ｓ⊙． （３．９６）

这里Ｓ⊙是太阳视面积，ΔＳ是被“蚀”部分，这涉及到地影问题，当ΔＳ＝Ｓ⊙

时，ν＝０，此时对应卫星进入真正的地影．
上述四类力因素不仅是人造地球卫星运动中所承受的主要摄动源，对

于其他类型的航天器（包括月球探测器、行星探测器），在不同的运行过程中
所承受的主要摄动源基本上也是这几类中的某几种．这些摄动源不外乎保
守力和耗散力，或引力和非引力．
对于保守力而言，航天器的能量不会有耗散，表现在椭圆轨道半长径ａ

不会出现长期变化．耗散力摄动则不同，航天器能量有耗损，轨道半长径和
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偏心率都不断减小，即轨道变小变圆．引力摄动与卫星的大小形状无关，而
非引力摄动（如大气阻力和光压），它们是一面力，与承受这种力因素的截面
有关，即与卫星的大小形状有关，这就涉及到卫星的姿态等问题．这些还仅
仅是各类摄动因素对航天器运行轨道影响的一个粗略的轮廓，具体细节（变
化规律）还有待下两章建立各类摄动解时才有可能看得清楚，而这一点又是
航天工程中必须充分了解的轨道信息，否则任何一个航天任务要圆满完成
都是不可能的．

参 考 文 献
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第４章　摄动运动方程的解与中心
　　　　天体的非球形引力摄动　

　　根据前面两章的讨论，我们已经了解到卫星在轨运行（无论是人造地球
卫星还是环绕其他探测目标天体运行的轨道器）对应的是一个受摄二体问
题，并经常数变易法的处理，已将原受摄运动方程

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε ，
的求解问题转化为相应的摄动运动方程

ｄσ
ｄｔ＝ｆε（σ，ｔ，ε）， （４．１）

的求解问题．这里σ表示一６维向量，６个分量即瞬时轨道根数，即无摄运
动的６个积分常数．右函数ｆε则是６维向量函数，有

｜（ｆε）ｉ｜＝Ｏ（ε）１，　ｉ＝１，２，…，６． （４．２）
原受摄运动问题的解由两部分组成，即

ｒ＝ｒ（σ，ｔ），　ｒ　
．
＝ｒ　

．（σ，ｔ） （４．３）
和

σ＝σ（ｔ）＝σ（σ０，ｔ０；ｔ，ε），　σ（ｔ０）＝σ０． （４．４）

其中ｒ和ｒ　
．
的表达式是已知的，即第二章中的（２．４２）式和（２．４８）式，它们对

应于一个瞬时椭圆，σ０ 即ｔ０ 时的椭圆根数．这一阐述对变化的双曲线轨道
同样适用，但已不是卫星运动问题，只在本章有关内容中加以阐明．现在剩
下的问题是如何求解小参数方程（４．１），给出σ（ｔ）．
尽管方程（４．１）是复杂的非线性方程组，但其右端含小参数ε，给出相

应的小参数幂级数解并不困难，已有成熟的方法，即摄动法．为了让读者深
入了解摄动法，以便更好地学习后面要介绍的针对航天器在轨运行时所承
受的各种摄动及相应摄动运动方程的具体解法，本章将首先对摄动法如何
构造相应的小参数幂级数解以及摄动法的改进作必要的阐述．



§４．１　摄动运动方程的小参数幂级数解

１．小参数幂级数解的构造———摄动法

如果第６个根数为τ或Ｍ０＝－ｎτ，则方程（４．１）的右函数ｆε 的６个元
素的量级均为Ｏ（ε），即满足（４．２）式．然而，通常第六个根数是采用平近点

角Ｍ，那么上述右函数ｆε的第六个元素含有一项ｎ＝ μ槡ａ －３／２＝Ｏ（ε０），此
时方程（４．１）应改写成下列形式

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，ｔ，ε）， （４．５）

ｆ０（ａ）＝δｎ＝Ｏ（ε０）， （４．６）

｜ｆ１ｉ（σ，ｔ，ε）｜＝Ｏ（ε），　ｉ＝１，２，…，６， （４．７）
其中

δ＝

０
０
０


烄

烆

烌

烎１

＝ （０　０　０　０　０　１）Ｔ． （４．８）

这里轨道根数σ的各元素排列次序为ａ，ｅ，ｉ，Ω，ｗ，Ｍ，δ向量只有第６个元
素为１，对应ｄＭ／ｄｔ，δ这一符号后面经常用到，不再说明．
方程（４．５）的小参数幂级数解形式为

σ（ｔ）＝σ（０）（ｔ）＋Δσ（１）（ｔ，ε）＋Δσ（２）（ｔ，ε２）＋…＋Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）＋…，

Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）＝εｌ
βｌ（ｔ）｛ ．

（４．９）
其中σ（０）（ｔ）是对应ε＝０的无摄运动解，即

σ（０）（ｔ）＝σ０＋δｎ０（ｔ－ｔ０）， （４．１０）
或具体写成

ａ（０）（ｔ）＝ａ０，　ｅ（０）（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（０）（ｔ）＝ｉ０，

Ω（０）（ｔ）＝Ω０，　ω（０）（ｔ）＝ω０，

Ｍ（０）（ｔ）＝Ｍ０＋ｎ０（ｔ－ｔ０）
烅
烄

烆 ．

（４．１１）

其中σ０（ａ０，ｅ０，ｉ０，Ω０，ｗ０，Ｍ０）是初始时刻ｔ０ 时的根数．不难看出，对ε展开
的小参数幂级数解（４．９），实际上就是解σ（ｔ）在参考轨道———无摄运动解

σ（０）（ｔ）处的展开．Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）即ｌ阶摄动变化项，简称ｌ阶摄动项．将形式解

６７ 航天动力学引论　



（４．９）代入（４．５），得

　 ｄ
ｄｔ

［σ（０）＋Δσ（１）＋Δσ（２）＋…＋Δσ（ｌ）＋…］

＝ｆ０（ａ）＋ｆ０

ａ Δａ（１）＋Δａ（２）＋［ ］… ＋１
２

２ｆ０

ａ２［Δａ（１）＋…］２＋…＋

　ｆ１（σ，ｔ，ε）＋∑
６

ｊ＝１

ｆ１

σｊ
［Δσ（１）

ｊ ＋Δσ（２）
ｊ ＋…］＋

　 １
２∑

６

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１

２ｆ１

σｊσｋ
［Δσ（１）

ｊ ＋…］［Δσ（１）
ｋ ＋…］＋…． （４．１２）

该式右端各项中出现的根数σ均应取参考轨道σ（０）（ｔ）．若级数（４．９）收敛，
则可比较展开式（４．１２）两端同次幂（εｌ）的系数，于是有

σ（０）（ｔ）＝σ０＋δｎ０（ｔ－ｔ０），

Δσ（１）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
δｎａ

Δａ（１）＋ｆ１（σ，ｔ，ε［ ］）
σ
（０）ｄｔ，

Δσ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
δｎ

ａΔａ（２）＋１
２

２ｎ
ａ２（Δａ

（１））（ ）２ ＋∑
ｊ

ｆ１

σｊ
Δσ（１）［ ］ｊ

σ
（０）
ｄｔ，

烅

烄

烆…
（４．１３）

显然，这是一个有效的递推过程：由低阶摄动求高阶摄动，将ｆ１（σ，ｔ，ε）的具
体形式代入后，即可给出解（４．９）中各阶摄动项的表达式，从而构造出摄动
运动方程（４．５）的小参数幂级数解．这一构造级数解的方法，即摄动法．关于
该小参数幂级数解的收敛性，实际上是常微分方程解析理论中的一个基本
问题，早已获得证明，其收敛条件不再详述，对运动而言，收敛范围为

ｓ～ １
ε

， （４．１４）

这里ｓ＝ｎ（ｔ－ｔ０）是运动弧段．在ｓ弧段外解仍可作解析延拓．
下面举一个简单的例子，以体现上述构造级数解的具体过程．
例：用摄动法求解二阶小参数方程

ｘ ＋ω２ｘ＝－εｘ３，　ε１． （４．１５）
其中ω＞０是实常数．
解：当ε＝０时，无摄运动方程

ｘ ＋ω２ｘ＝０
的解为

ｘ＝ａｃｏｓ（ωｔ＋Ｍ０），

ｘ　
．
＝－ωａｓｉｎ（ωｔ＋Ｍ０）

烅
烄

烆 ．
（４．１６）
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这里初始时刻ｔ０＝０，积分常数ａ和Ｍ０ 相当于两个无摄根数．
当ε≠０时，用常数变易法建立相应的摄动运动方程，有

ｘ
ａ

ａ　
．
＋ ｘ
Ｍ０

Ｍ
．

０ ＝０，

ｘ
　．

ａ
ａ　

．
＋ ｘ

　．

Ｍ０
Ｍ
．

０ ＝－εｘ３

烅

烄

烆 ．
（４．１７）

由此导出摄动运动方程如下：

ａ　
．
＝ ε

ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ＝ （ｆ１）ａ，

Ｍ
．

＝ω＋Ｍ
．

０ ＝ω＋ε
ω
ａ２ ３

８＋１
２ｃｏｓ２Ｍ＋１

８ｃｏｓ４（ ）Ｍ ＝ω＋（ｆ１）Ｍ

烅

烄

烆 ．

（４．１８）
其中积分常数Ｍ０ 用Ｍ＝Ｍ０＋ωｔ代替，方程（４．１８）的小参数幂级数解即

σ（ｔ）＝σ（０）（ｔ）＋Δσ（１）（ｔ）＋… ． （４．１９）
其中

σ（０）（ｔ）＝
ａ０

Ｍ０＋ω
烄

烆

烌

烎ｔ
． （４．２０）

因ω＝ｃｏｎｓｔ，于是有

Δσ（１）（ｔ）＝∫
ｔ

０
［ｆ１（σ，ｔ，ε）］σ（０）ｄｔ．

积分得

Δａ（１）（ｔ）＝ ε
ω２ａ３ －１

８ｃｏｓ２Ｍ－１
３２ｃｏｓ４（ ）Ｍ

ｔ

０
， （４．２１）

ΔＭ（１）（ｔ）＝ ε
ω２ａ２ ３

８ωｔ＋１
４ｓｉｎ２Ｍ＋１

３２ｓｉｎ４（ ）Ｍ
ｔ

０
． （４．２２）

二阶摄动项的计算公式为

Δａ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｆ１）ａ
ａ Δａ（１）＋（ｆ１）ａ

Ｍ ΔＭ（１［ ］）

σ
（０）ｄｔ，

ΔＭ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｆ１）Ｍ

ａ Δａ（１）＋（ｆ１）Ｍ

Ｍ ΔＭ（１［ ］）

σ
（０）ｄｔ

烅

烄

烆 ．
（４．２３）

将Δσ（１）代入后积分即得二阶摄动项Δａ（２）和ΔＭ （２）．不难看出，由于ΔＭ （１）

中含有ωｔ这种项，那么求Δσ（２）（ｔ）时，将会出现下列形式的积分：

∫
ｔ

０

ｓｉｎｋＭ
ｃｏｓ（ ）ｋＭ

ωｔｄｔ，　ｋ＝０，１，… ． （４．２４）

此即混合项，亦称泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）项，正是摄动法在动力天文中用来求解摄
动运动方程时应重视的问题．
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如果摄动力是保守力，在有限时间间隔内，通常ａ，ｅ，ｉ仅有周期变化，

Ω，ω有随时间变化的长期变化，但比近点角Ｍ（或Ｅ，ｆ）的变化缓慢得多，
因为近点角Ｍ 是直接反映运动天体绕中心天体运动的位置变化，而Ω和ω
的变化仅仅是由摄动引起的，变化缓慢，故通常称ａ，ｅ，ｉ为“不变量”，Ω和ω
为慢变量，而Ｍ（或Ｅ，ｆ）为快变量．在上述情况下，各阶摄动变化Δσ（１），

Δσ（２），…中一般包含三种性质不同的项：长期项、长周期项和短周期项，长
期项是（ｔ－ｔ０）的线性函数或多项式，其系数仅是ａ，ｅ，ｉ的函数，长周期项是

Ω和ω的三角函数，而短周期项则是Ｍ 的周期函数（亦是三角函数）．对于
短周期项，也会因某种通约而导致其转化为长周期项（后面有关内容中将会
讨论它）．另外，还有形如（ｔ－ｔ０）ｓｉｎ（Ａｔ＋Ｂ）和（ｔ－ｔ０）ｃｏｓ（Ａｔ＋Ｂ）等形式的
泊松项，即上一段最后提到的（４．２４）型积分就可能导致这种混合项的出现．
从摄动法构造级数解的过程和例子中不难看出，即使摄动力为保守力，

也会导致ε（ｔ－ｔ０），ε２（ｔ－ｔ０）２，…这种多项式型的长期项的出现，而且与Ω
或ω有关的长周期项将会变为长期项或泊松项．因为参考轨道取无摄运动
解σ（０）（ｔ），那么将会有

∫
ｔ

ｔ０
ｃｏｓω０ｄｔ＝ｃｏｓω０（ｔ－ｔ０）

等形式的出现，再按摄动解的构造过程（４．１３）构造高阶摄动项，就可导致（ｔ
－ｔ０），（ｔ－ｔ０）２，…这种类型的长期项或泊松项的出现．而若积分时，ω取为

珔ω＝ω０＋ω
　．（ｔ－ｔ０），让其代替ω（０）（ｔ）＝ω０，则上述积分变为

∫
ｔ

ｔ０
ｃｏｓωｄｔ＝ｓｉｎ珔ω

ω
　．

ｔ
ｔ０＝

１
ω
　．
［ｓｉｎ珔ω（ｔ）－ｓｉｎ珔ω（ｔ０）］，

此为长周期项，从而不会出现上面提到的那些摄动项，这一点是相当重要
的．从定性角度看，当摄动力为保守力时，通常ａ，ｅ，ｉ是没有长期变化的，但
按上述经典摄动法来构造摄动解，即会导致ａ，ｅ，ｉ出现长期变化，这就歪曲
了轨道变化的性质．即使从定量角度来看，虽然对于短弧而言无关紧要，但
对于长弧情况，长周期项与长期项的差别就明显了，这将影响解的精度．因
此，选择参考轨道为无摄运动解的经典摄动法有明显的缺点，对它进行改进
是完全有必要的．
本书重点介绍的是改进的摄动法，相应的参考轨道不再是最简单的无

摄运动解ω（０）（ｔ），而是一种长期进动椭圆，相应的轨道根数是带有长期变
化的所谓平均根数珋σ（ｔ），因此，它又不同于通常意义下的中间轨道，不会引
起中间轨道理论中遇到的那些复杂性问题．这种改进的实质，即将摄动变化
项按其不同的性质区分开，以解除经典摄动法中所遇到的问题．
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２．改进的摄动法———平均根数法

在上一段中指出，求解摄动运动方程的经典摄动法有明显的缺点，对于
较长的弧段，其定量计算精度不理想；如果取项太多则难以实现，即使在一
定精度前提下，它也不能真实地反映轨道变化的规律．导致这一状况的原因
是参考轨道（即初始时刻的瞬时椭圆）太简单，因此有必要改进参考轨道的
选择．非线性力学中的一种渐进法，即平均法，其参考解就很有特点，本段要
介绍的平均根数法就是将这种类型的参考解引入摄动法．
（１）参考解的选择———平均根数法的引入
仍记

σ＝ （ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ）Ｔ ，
相应的摄动运动对应的初值问题为

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆε（σ，ｔ，ε），

σ０ ＝σ（ｔ０）
烅
烄

烆 ．
（４．２５）

其中

ｆ０（ａ）＝δｎ，　ｎ＝槡μａ－３／２，

δ＝ （０，０，０，０，０，１）
烅
烄

烆 Ｔ
． （４．２６）

ｆε（σ，ｔ，ε）即对应摄动部分．
现将根数的摄动变化Δσ（１），Δσ（２），…按其性质分解成长期变化、长周期

变化和短周期变化三部分（其定义见上一段），分别记作σ１（ｔ－ｔ０），…，

Δσ（１）
Ｌ ，…，Δσ（１）

Ｓ ，…，而相应的方程（４．２５）的小参数幂级数解的形式将改为

σ（ｔ）＝珋σ（ｔ）＋σ（１）
Ｌ ＋…＋σ（１）

Ｓ ＋… ． （４．２７）
其中

珋σ（ｔ）＝珋σ（０）（ｔ）＋σ１（ｔ－ｔ０）＋… ， （４．２８）

珋σ（０）（ｔ）＝珋σ０＋δ珔ｎ（ｔ－ｔ０）， （４．２９）

珋σ０ ＝珋σ（ｔ０）＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋…＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）＋…］． （４．３０）
上述形式解表明，原摄动变化Δσ（１）（ｔ），Δσ（２）（ｔ），…不仅按其变化性质分成
不同部分，而且改为以摄动项表达的形式，即原

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０），　Δσ（１）

Ｓ （ｔ）＝σ（１）
Ｓ （ｔ）－σ（１）

Ｓ （ｔ０）
在表达式（４．２７）中只出现σ（１）

Ｌ （ｔ），…，σ（１）
Ｓ （ｔ），而σ（１）

Ｌ （ｔ０），…，σ（１）
Ｓ （ｔ０），…已

按（４．３０）式从σ０ 中消去．这样的分解就使得珋σ（ｔ）只包含长期变化，故称其
为平均轨道根数，简称平均根数，或平根数．
平均根数法就是采用珋σ（ｔ）作为其参考解．显然，珋σ（ｔ）对应的仍是一个
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椭圆轨道，但它不再是一个对应历元ｔ０ 固定不变的椭圆，而是一个包含长
期摄动的变化椭圆．在保守力摄动下，它将是一个长期进动椭圆，即该椭圆
轨道平面和拱线方向在空间转动．因此，这种参考解又不同于通常意义下的
中间轨道，原椭圆运动的各种几何关系式对它仍适用．这就表明，平均根数
法仍是建立在受摄二体问题基础上的一种摄动法，可以称其为改进的摄
动法．
（２）平均根数法———摄动解的构造
通常，方程（４．２５）右函数的摄动部分ｆε（σ，ｔ，ε）亦可展为小参数的幂级

数，即

ｆε（σ，ｔ，ε）＝ｆ１（σ，ｔ，ε）＋ｆ２（σ，ｔ，ε２）＋…＋ｆＮ（σ，ｔ，εＮ）＋… ，
（４．３１）

其中

ｆＮ ＝Ｏ（εＮ）． （４．３２）
为了适应平均根数法中将摄动变化分解为长期项和周期项的需要，可利用
第２章§２．２中的方法，将ｆＮ（σ，ｔ，εＮ），Ｎ＝１，２，…分解成相应的三部分，
即

ｆＮ ＝ｆＮＣ＋ｆＮＬ＋ｆＮＳ，Ｎ ＝１，２，… ． （４．３３）
这里第二个下标“Ｃ”、“Ｌ”和“Ｓ”各表示长期、长周期和短周期部分，即ｆＮＣ

只与ａ，ｅ，ｉ有关，ｆＮＬ的周期取决于慢变量Ω和ω的变化，或是通约项（后面
有关内容中会遇到），ｆＮＳ的周期则取决于快变量Ｍ．要使平均根数法有效，
则要求

ｆ１Ｌ ＝０， （４．３４）
这在卫星（特别是低轨卫星）运动中是满足的．
将形式解（４．２７）代入方程（４．２５），右函数在σ（ｔ）展开，得

　 ｄ
ｄｔσ（０）（ｔ）＋σ１（ｔ－ｔ０）＋σ２（ｔ－ｔ０）＋…＋σ（１）

Ｌ （ｔ）＋…＋σ（１）
Ｓ （ｔ）＋［ ］…

＝ｆ０（ａ）＋ｆ０

ａ
［ａ（１）

Ｌ ＋ａ（２）
Ｌ ＋…＋ａ（１）

Ｓ ＋ａ（２）
Ｓ ＋…］＋１

２
２ｆ０

ａ２［ａ
（１）
Ｌ ＋…＋

ａ（１）
Ｓ ＋…］２＋…＋ｆ１（珋σ，ｔ，ε）＋∑

６

ｊ＝１

ｆ１

σｊ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ＋

１
２∑

６

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１

２ｆ１

σｊσｋ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｋ＋

…＋ｆ２（珋σ，ｔ，ε２）＋∑
６

ｊ＝１

ｆ２

σ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ＋…＋…＋

ｆＮ（珋σ，ｔ，εＮ）＋… ． （４．３５）
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该式右端出现的根数σ均为参考解σ（ｔ）．若级数（４．２７）收敛（该级数是前面
（４．９）的重新组合，收敛性已有说明），则比较展开式（４．３５）两端同次幂（εＮ）
的系数，并积分，得

珋σ（０）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ０（珔ａ）ｄｔ＝σ（０）＋δ珔ｎ（ｔ－ｔ０）， （４．３６）

σ１（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

［ｆ１Ｃ］σｄｔ，

σ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（１）

Ｓ ＋ｆ［ ］１Ｓ
σ
ｄ

烅

烄

烆 ｔ
， （４．３７）

σ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０
δ１

２
２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｃ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｃ
＋ｆ［ ］２ｃ

珋σ
ｄｔ，

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（２）

Ｌ ＋δ１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＋ｆ［ ］２ｌ

珋σ
ｄｔ，

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（２）

Ｓ ＋δ１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｓ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｓ
＋ｆ［ ］２Ｓ

珋σ
ｄｔ，

烅

烄

烆…

．

（４．３８）
上列各式右端被积函数中出现的（Ａ）Ｃ，（Ａ）Ｌ，（Ａ）Ｓ 分别表示括号中函数Ａ
的长期、长周期和短周期部分．例如

Ａ＝ｃｏｓｆ＋ｃｏｓ（ｆ＋ω）＝ｃｏｓｆ＋ｃｏｓｆｃｏｓω－ｓｉｎｆｓｉｎω， （４．３９）
利用第二章§２．２中的方法，即可分解为

Ａ＝ （Ａ）Ｃ＋（Ａ）Ｌ＋（Ａ）ｓ，
（Ａ）Ｃ ＝－ｅ，
（Ａ）ｌ ＝－ｅｃｏｓω，
（Ａ）Ｓ ＝ （ｃｏｓｆ＋ｅ）＋（ｃｏｓｆ＋ｅ）ｃｏｓω－ｓｉｎｆｃｏｓω

烅

烄

烆 ．

（４．４０）

容易证明，当ｆ１Ｌ＝０时，有ａＬ
（１）＝０，详见下一段．因此，只要满足条件

（４．３４），那么平均根数法对应的上述递推过程是有效的，即由低阶摄动求高
阶摄动．但有几点要说明，即

１）对于保守力摄动，ａ，ｅ，ｉ的变化无长期项，那么在Ω，ω，Ｍ 的变化中，
长期项将是（ｔ－ｔ０）的线性函数，因为它们的长期项σ１，σ２，…对应的被积函
数都是ａ，ｅ，ｉ的函数，且积分时取珔ａ＝珔ａ０，珋ｅ＝珋ｅ０，珋ｉ＝珋ｉ０．如果是耗散力，则解
的结构要复杂些，例如长期项不再是（ｔ－ｔ０）的线性函数．但在一般情况下
（即耗散力相对较小，是与ε２ 同阶的二阶小量，甚至更小），它并不影响级数
解的构造．下面在类似的问题中不再重复说明这一点．

２）与经典摄动法不同，参考解σ（ｔ）实际上是在递推过程中形成的，但
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它并不影响上述级数解的构造．例如，对于保守力摄动，有

∫ｃｏｓ珔ωｄｔ＝ ｓｉｎ珔ω
（ω１＋ω２＋…）．

其中ω１，ω２，…是ω变化的各阶长期项系数，它们都是珔ａ，珋ｅ，珋ｉ的函数，积分时
不必知道它的具体形式，只是在导出结果后引用该公式计算时才可能用到．

３）对于长周期项，其变化取决于慢变量Ω和ω，例如ω，因有

珔ω＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋… ，
其中ω１＝Ｏ（ε）是一阶小量，不像Ｍ 的变化速度那么快，即

Ｍ ＝Ｍ０＋ｎ０（ｔ－ｔ０）＋Ｍ１（ｔ－ｔ０）＋… ，
其中珔ｎ０＝Ｏ（ε０）．因此，若ｆ２ｌ＝ε２ｃｏｓω，将有

∫
ｔ

ｆ２Ｌｄｔ＝∫
ｔ

ε２ｃｏｓ珔ωｄｔ＝ε２ｓｉｎ珔ω
ω１＋… ＝Ａｓｉｎ珔ω．

这里Ａ＝Ｏ（ε）．积分结果给出的是一阶长周期项，而不是二阶长周期项，这
就是长周期项积分的降阶现象，所以（４．３８）式的长周期部分左端记为

σ（１）
Ｌ （ｔ）而不是σ（２）

Ｌ （ｔ）．实际上，在不太长的间隔内，σ（１）
Ｌ （ｔ）对应的 Δσ（１）

Ｌ ＝

σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）与二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）相当（后面有关章节中将会用到这
一点），在经典摄动法中就是给出σ２（ｔ－ｔ０）这样的结果，而在平均根数法中
却以σ（１）

Ｌ （ｔ）的形式出现，它保持了周期项的本质，比较合理．由ｆ３Ｌ积分给出

σ（２）
Ｌ （ｔ），依此类推．但这又引起另一问题，即由（４．３８）式计算σ（１）

Ｌ （ｔ）时，右端
被积函数中不仅用到σ（１）

Ｌ （ｔ），还用到ａ（２）
Ｌ （ｔ）．关于这一点，如果仔细分析一

下，即可知道，它并不影响解的构造，后面§４．２中将要具体说明．
（３）ａ（１）

Ｌ ＝０的证明
考虑保守了摄动，它对应一 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．受摄二体问题对应的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈ ＝ １
２ｖ

２－Ｖ ， （４．４１）

其中Ｖ 包含中心天体的质点引力位和摄动位，由于摄动力是保守力，则有

Ｖ ＝ μ
ｒ ＋Ｒ（ｒ，ε）， （４．４２）

μ＝ＧＭ，Ｒ即相应的摄动位或摄动函数．这里可按定常情况考虑，对于非定
常情况，可以用正则扩充的方法转化为定常情况．对于受摄二体问题，将活
力公式，即

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ

， （４．４３）

代入（４．４１）式得
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Ｈ ＝－μ
２ａ－Ｒ． （４．４４）

存在一积分（能量积分）

μ
２ａ＋Ｒ＝Ｃ， （４．４５）

该积分在参考解σ（ｔ）展开，并将不同性质的项分开，有“常数项”：

μ
２ａ＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋…）＝Ｃ． （４．４６）

一阶长周期项：


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｌ （ｔ）］＋Ｒ１Ｌ ＝０． （４．４７）

一阶短周期项：


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｓ （ｔ）］＋Ｒ１Ｓ ＝０． （４．４８）

由于ｆ１Ｌ＝０，而摄动运动方程的这一ｆ１Ｌ又是由Ｒ１Ｌ／σ形成的，那么必
有Ｒ１Ｌ＝０，因此


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｌ ］＝０． （４．４９）

显然，
ａ

μ
２（ ）ａ ≠０，故证得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０． （４．５０）

（４）举例
这里仍用求解上一段中提出的二阶小参数微分方程（４．１５）作为一例，

一是为了让读者初步了解如何用平均根数法构造摄动解，同时也可与经典
摄动法作一简单比较．方程为

ｘ ＋ω２ｘ＝－εｘ３ ，
其中ε１，ω＞０是实常数．上一段已给出无摄运动解，即

ｘ＝ａｃｏｓＭ，

ｘ　
．
＝－ωａｓｉｎＭ，

Ｍ ＝Ｍ０＋ωｔ
烅

烄

烆 ．

（４．５１）

相应的摄动运动方程为

ａ　
．
＝ ε

ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ，

Ｍ
．

＝ω＋ε
ω
ａ２ ３

８＋１
２ｃｏｓ２Ｍ＋１

８ｃｏｓ４（ ）Ｍ
烅

烄

烆 ．
（４．５２）

现用平均根数法解该方程，其形式改写成

４８ 航天动力学引论　



ａ　
．
＝ （ｆ１Ｓ）ａ，

Ｍ
．

＝ （ｆ０）Ｍ ＋（ｆ１Ｃ）Ｍ ＋（ｆ１Ｓ）Ｍ

烅
烄

烆 ，
（４．５３）

其中

（ｆ１Ｓ）ａ ＝ ε
ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ， （４．５４）

（ｆ０）Ｍ ＝ω＝ｃｏｎｓｔ，

（ｆ１Ｃ）Ｍ ＝ ε
ω
ａ２（ ）３

８
，

（ｆ１Ｓ）Ｍ ＝ ε
ω
ａ２ １

２ｃｏｓ２Ｍ＋１
８ｃｏｓ４（ ）Ｍ

烅

烄

烆 ．

（４．５５）

按平均根数法构造级数解的过程（４．３６）～（４．３８）式，首先有

珔ａ（０）（ｔ）＝珔ａ０，

Ｍ（０）（ｔ）＝Ｍ０＋ω（ｔ－ｔ０）
烅
烄

烆 ．
（４．５６）

由此积分（４．３７）式给出

ａ１（ｔ－ｔ０）＝０，

Ｍ１（ｔ－ｔ０）＝ ε
ω２珔ａ２

０（ ）３
８ ω（ｔ－ｔ０

烅
烄

烆
），

（４．５７）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝ ε

ω２（１＋Ｍ１／ω＋…）珔ａ
３
０ －１

８ｃｏｓ２Ｍ－１
３２ｃｏｓ４（ ）Ｍ ，

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝ ε

ω２（１＋Ｍ１／ω＋…）珔ａ
３
０

１
４ｓｉｎ２Ｍ＋１

３２ｓｉｎ４（ ）Ｍ
烅

烄

烆 ．
（４．５８）

由于Ｍ１／ω＝Ｏ（ε），那么ａ（１）
Ｓ （ｔ）和Ｍ（１）

Ｓ （ｔ）右端的分母ω２（１＋Ｍ１／ω＋…），

在精确到一阶周期项时，可直接写成ω２．
给出ａ（１）

Ｓ 和Ｍ（１）
Ｓ 后，即可由（４．３８）式的长期项计算公式给出ａ和Ｍ

的二阶长期项，有

ａ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

（ｆ１Ｓ）ａ
ａ

ａ（１）
Ｓ ＋（ｆ１Ｓ）ａ

Ｍ Ｍ（１）［ ］Ｓ
Ｃ
ｄｔ＝０

Ｍ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

（ｆ１Ｓ）Ｍ

ａ
ａ（１）

Ｓ ＋（ｆ１Ｓ）Ｍ

Ｍ Ｍ（１）［ ］Ｓ
Ｃ
ｄｔ

＝ ε
ω２珔ａ（ ）２

０

２

－５１（ ）２５６ω（ｔ－ｔ０

烅

烄

烆
），

（４．５９）

二阶短周期项不再给出，而该问题只有一个角变量Ｍ，无慢变量Ω，ω，故不
出现长周期项．
从上列各阶摄动项的表达式可以看出，解的结构比上一章摄动法给出

的简单，而且不会出现形如（４．２４）式的积分，即不会导致泊松项（或称混合
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项）的出项，该小参数方程（４．１５）解的形式变得较简单，即

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（１）
Ｓ （ｔ）＋…，

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋ω＋（Ｍ１＋Ｍ２＋…）（ｔ－ｔ０）＋Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＋…烅

烄

烆 ．
（４．６０）

平均根数法首先由Ｋｏｚａｉ［１］成功地用于构造人造地球卫星在地球非球

形引力（主要带谐项Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４）摄动影响下的分析解．因此，针对各类航
天器（特别是卫星型航天器）的运动状况和太阳系各大行星及月球等天体的
形状和质量分布的特征，本章将重点介绍平均根数法如何构造卫星在中心
天体非球形引力场中运动的轨道分析解，从而即可让读者进一步了解平均
根数法的具体细节，又能给出卫星椭圆轨道变化的主要特征，为轨道设计提
供必要的依据．最后还对一类探测器在接近目标天体或近距离飞越目标天
体时的双曲线轨道变化进行讨论，构造相应的轨道摄动解．

§４．２　中心天体的非球形引力位

对于质点引力场，空间任何一点的引力位由下式表达：

Ｖ０ ＝ＧＭ
ｒ ． （４．６１）

其中Ｇ是引力常数，Ｍ 是质点的质量，ｒ是空间测量点到该质点的距离．显
然，Ｖ０＝Ｖ０（ｒ）是空间点的函数，亦称位函数．相应的引力加速度为

Ｆ０ ＝ｇｒａｄＶ０ ＝－ＧＭｒ
ｒ２ｒ ． （４．６２）

如果各大行星是质量分布均匀的球形天体，则其引力场等价于质点引
力场，相当于质量全部集中在质心上．但是，无论是地球，还是其他大行星或
是月球，质量分布并非均匀，而且形状也不是球形，最好的近似也只能看成
一个扁球体（旋转椭球体），相应的动力学扁率状况如下：
地球：Ｊ２＝Ｏ（１０－３），　　月球：Ｊ２＝Ｏ（１０－４），

火星：Ｊ２＝Ｏ（１０－３），　　木星：Ｊ２＝Ｏ（１０－２），…
不仅如此，由于卫星（特别是低轨卫星）离中心天体较近，相应的非球形引力
特征更加显著，因此必须给出一般天体的非球形引力位．

１．引力位函数的一般式

由于大行星和月球等均有自转，又并非旋转对称体，故空间任一固定点
的引力位都要随时间变化，为此必须在星固坐标系Ｏ—ＸＹＺ中讨论这一问
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题．该坐标系在§１．１中曾提出过，即坐标原点在中心天体质心上，ＸＹ坐标
面是该天体的赤道面，Ｘ 轴是赤道面上的任一固定方向（对于地球即取为
格林尼治子午线方向）．采用球坐标（ｒ，λＧ，φ），ｒ是向径，即空间点到中心天
体质心（坐标原点）的距离，λＧ，φ是经纬度，则引力位函数（对中心天体外任
一点）的一般表达式如下：

Ｖ ＝ＧＭ
ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］） ．

（４．６３）
此即球谐展开式，Ｐｌｍ（μ）是球谐函数．其中ａｅ是中心天体的赤道半径（确切
地说是相应的参考椭球体的赤道半径），μ＝ｓｉｎφ，谐系数Ｃｌｍ和Ｓｌｍ是与中

心天体的形状和密度分布有关的常数．其值的大小即反映了中心天体与等
密度球体之间的差异，亦即反映了中心天体形状不规则（即与球形的差别）
和密度不均匀的程度．

（４．６３）式表明，一般天体的引力位函数与质点引力位函数之间的差别
即该式右端括号内的第二项，此即非球形引力位部分，对卫星运动而言，亦
称摄动函数，有

　　Ｒ＝ΔＶ ＝Ｖ－Ｖ０

＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］．（４．６４）

２．非球形引力位的常用形式及有关参数

（１）带谐项和田谐项
由（４．６４）式可以看出，非球形引力位部分ΔＶ 包含性质完全不同的两

种球谐项：一种对应ｍ＝０，此时ｓｉｎｍλＧ＝０，ｃｏｓｍλＧ＝１，这种项显然与经度

λＧ 无关，称为带谐项，记作ΔＶ１；而另一种项则对应ｍ＝１，２，…，ｌ，与经度

λＧ 有关，称为田谐项，记作ΔＶ２．其中ｍ＝ｌ对应的Ｃｌｌ和Ｓｌｌ又称扇谐系数，
相应的项则称为扇谐项，本书将不再从ΔＶ２ 中区分出，统称田谐项．ΔＶ１ 和

ΔＶ２ 分别由下式表达：

ΔＶ１ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
Ｃｎ，０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌ（ｓｉｎφ）， （４．６５）

ΔＶ２ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］．

（４．６６）
对于带谐项，又常采用下列形式：
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Ｊｌ ＝－Ｃｌ，０ ， （４．６７）

ΔＶ１ ＝－ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
Ｊｌ

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌ（ｓｉｎφ）． （４．６８）

与带谐项类似，田谐项的另一种表达式为

ΔＶ２ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１
Ｊｌｍ

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）ｃｏｓｍλ， （４．６９）

其中

Ｊｌｍ ＝ （Ｃ２
ｌｍ ＋Ｓ２

ｌｍ）１／２，

ｍλｌｍ ＝ａｒｃｔａｎ（Ｓｌｍ／Ｃｌｍ），

λ＝λＧ －λｌｍ

烅

烄

烆 ．

（４．７０）

对于卫星运动问题，相应空间坐标系采用的是中心天体质心赤道坐标系
（Ｏ ｘｙｚ），除天体赤道面摆动等因素外，它与星固坐标系之间的差别是ｘ
轴方向不同，空间坐标系的ｘ轴是指向空间一固定方向，如春分点方向．那
么，对于空间球坐标系（Ｏ－ｒλφ）而言，两者之间有如下关系：

λ＝λＧ ＋ＳＧ ． （４．７１）
对地球而言，ＳＧ 即格林尼治恒星时，对其他大行星或月球，也有类似的含
义，ＳＧ 即反映中心天体的自转．由此从（４．６５）或（４．６６）式不难看出，带谐项
实际上反映了中心天体非球形引力位的旋转对称部分，中心天体的自转不
改变空间固定点的引力大小，就卫星运动而言，相应的摄动位不显含ｔ，对
应一个定常问题．而田谐项与带谐项有本质的差别，它反映的是中心天体非
球形引力位的非旋转对称部分，由ＳＧ＝ＳＧ（ｔ）导致中心天体的自转将改变
空间固定点的引力大小．就卫星运动而言，该项的影响对应一个非定常
问题．
（２）关于中心天体的引力场常数

（４．６５）和（４．６６）式中出现的球谐函数Ｐｌｍ（μ）称为缔合勒让德多项式，
而Ｐｌ（μ）＝Ｐｌ０（μ）则称为勒让德多项式，其定义如下：

Ｐｌｍ（μ）＝ （１－μ
２）ｍ／２ｄ

ｍＰＬ（μ）
ｄμ

ｍ ， （４．７２）

ＰＬ（μ）＝ １
２ｌｌ！

ｄｌ

ｄｌｌ［（μ
２－１）ｌ］． （４．７３）

Ｐｌｍ（μ）还有递推算法，这在各种有关特殊函数的书籍中都有阐述，本书将
不再重复．除此之外，Ｐｌｍ（μ）的模Ｎｌｍ是一个很重要的值，有

［Ｎｌｍ］２ ＝∫
１

－１
［Ｐｌｍ（μ）］２ｄμ＝ ２

２ｌ＋１
（ｌ＋ｍ）！
（ｌ－ｍ）！． （４．７４）

如果直接采用（４．６４）式表达非球形引力位，那么Ｐｌｍ（μ）对不同的阶次

８８ 航天动力学引论　



ｌ和ｍ，其值相差较大，而相应的谐系数值也因此起伏较大．为了避免这种
情况，通常采用归一化的表达式，即根据Ｐｌｍ（μ）模Ｎｌｍ的大小引进Ｐｌｍ（μ），
定义如下：

Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ ， （４．７５）
这里的符号Ｎｌｍ与（４．７４）式给出的模稍有差别，表达式为

Ｎｌｍ ＝ ２
２ｌ＋１

（ｌ＋ｍ）！
（１＋δ）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２

． （４．７６）

其中δ的定义如下：

δ＝
０，　ｍ ＝０，

１，　ｍ ≠０｛ ．
（４．７７）

由此定义，非球形引力位ΔＶ 的归一化形式变为

ΔＶ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］，

（４．７８）
其中归一化的谐系数为

Ｃｌｍ ＝ＣｌｍＮｌｍ，　Ｓｌｍ ＝ＳｌｍＮｌｍ ． （４．７９）
上述非球形引力位就反映了一个天体的真实引力场，其中ＧＭ，ａｅ 和

Ｃｌｍ，Ｓｌｍ就是一个天体一套自洽的引力场参数，它们分别称为该天体的质心
引力常数（如地心引力常数、月心引力常数等），参考椭球体赤道半径和引力
场谐系数．在本书附录中我们将给出地球引力场较普遍采用的两套引力场
参数ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４以及一套较新的月球引力场参数 ＬＰ７５Ｇ 和

ＬＰ１７５，以供读者参考，同时也为后面阐述有关内容提供依据．
下面将以人造卫星在地球非球形引力场中的运动为代表，具体阐述平

均根数法的应用，给出相应的轨道分析解，并在有关内容中同时介绍构造其
他类型航天器轨道分析解时应注意的问题．
在构造人造地球卫星轨道分析解时，为了公式表达的方便和对一些关

键量进行量级分析的需要，习惯采用一种标准化的计算单位，即采用给定的
地球引力场参数的有关量作为质量、长度和时间单位：［Ｍ］，［Ｌ］，［Ｔ］，有

［Ｍ］＝ 地球质量Ｍ，
［Ｌ］＝ 地球参考椭球赤道半径ａｅ，

［Ｔ］＝ ［ａ３
ｅ／ＧＭ］≈８０６ｓ．８１０３８…

烅
烄

烆 ．

（４．８０）

在此单位系统中，非球形引力位表达式中的引力常数μ＝ＧＭ＝１，ａｅ ＝１．在
本章下面的有关内容和其他章节中，如果对量纲没有具体说明，均为上述标
准单位，这种对计算单位的处理，亦可称为“无量纲化”．在讨论其他类型航
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天器的运动时，对计算单位亦有类似的处理．

§４．３　中心天体非球形引力摄动（Ⅰ）———主要
带谐项摄动

　　针对地球非球形引力场的特征，主要带谐项是指Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４ 三项，对
于其他大行星、月球或某些值得探测的小行星和自然卫星等，未必是这三
项，但对于所有有自转的天体，Ｊ２ 对应的扁率项确实是主要的，它反映了旋
转扁球体这一主要特征，至少符合太阳系的状况．当然，对于快自转天体和
慢自转天体，动力学扁率因子Ｊ２ 与其他球谐项的相对大小是有明显差别

的．例如若将Ｊ２ 作为一阶小量，那么，对于地球，其他球谐项的归一化系数
将为二阶小量，甚至更小；而对于月球，由于自转慢，相应的Ｊ２ 较小，其他球
谐项归一化系数与其相差不太大（见附录月球引力场参数）．关于这一点，将
在后面有关内容的阐述中加以区别．

Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项是地球引力场球谐展开式中的低阶带谐项（或长波项），
对于精度要求不高的问题，非球形引力位的修正取此三项就足够了．更重要
的是，通过对这三项的讨论，可以较完整地体现平均根数的定义和平均根数
法构造摄动解的细节．在上述标准单位中，仅考虑Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４ 三项，（４．６８）
式变为下列形式：

ΔＶ１ ＝－∑
４

ｌ＝２

Ｊｌ

ｒｌ＋１Ｐｌ（ｓｉｎφ）． （４．８１）

讨论人造地球卫星在相应的地球引力场中的运动时，ΔＶ１ 即摄动函数Ｒ．

１．摄动函数的分解

根据Ｐｌ（ｓｉｎφ）的定义（４．７３）式，摄动函数表达式（４．８１）的具体形式为

Ｒ＝－Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ －Ｊ３

ｒ４
５
２ｓｉｎ３

φ－３
２ｓｉｎ（ ）φ －

Ｊ４

ｒ５
３５
８ｓｉｎ４

φ－１５
４ｓｉｎ２

φ＋（ ）３
８ ． （４．８２）

为了与已有习惯一致，引入

Ａ２ ＝ ３
２Ｊ２，　Ａ３ ＝－Ｊ３，　Ａ４ ＝－３５

８Ｊ４ ， （４．８３）

并以

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｉｓｉｎ（ｆ＋ω） （４．８４）
代入（４．８２）式得
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Ｒ＝Ａ２

ａ３
ａ（ ）ｒ

３ １
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω［ ］）＋　　　

Ａ３

ａ４
ａ（ ）ｒ

４

ｓｉｎ［ｉ １５
８ｓｉｎ２ｉ－（ ）３

２ ｓｉｎ（ｆ＋ω）－５
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ３（ｆ＋

ω ］） ＋Ａ４

ａ５
ａ（ ）ｒ ［５ ３

３５－３
７ｓｉｎ２ｉ＋３

８ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

３
７－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋１
８ｓｉｎ４ｉｃｏｓ４（ｆ＋ω ］） ．

（４．８５）
从（４．８５）式可知，摄动函数Ｒ不显含ｔ也不含Ω，这也是所有带谐项的特征．
仅考虑上述三项，相应的摄动运动方程（４．２５）即

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，Ｊ２）＋ｆ２（σ，Ｊ３，Ｊ４）， （４．８６）

这里取ε＝Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４＝Ｏ（ε２）．将摄动函数Ｒ代入摄动运动方程（３．７５）式即
可给出（４．８６）式的具体形式．但为了用平均根数法构造级数解，还需要将

ｆ１，ｆ２ 分解成ｆｋｃ，ｆｋｌ和ｆｋｓ（ｋ＝１，２），既然如此，先对Ｒ进行分解似乎更简
单些．首先对卫星运动（即时间ｔ或平近点角Ｍ）求平均值，可将短周期项分
离出，剩下的项中关于ω的周期函数部分即长周期项，这样便将Ｒ分解成
五部分

Ｒ＝ＲＣ＋ＲＬ＋ＲＳ ＝Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋Ｒ２Ｌ＋Ｒ１Ｓ＋Ｒ２Ｓ ． （４．８７）
其中一、二阶长期部分ＲＣ＝Ｒ１Ｃ（Ｊ２）＋Ｒ２Ｃ（Ｊ４）是ａ，ｅ，ｉ的函数，Ｒ１Ｌ＝０，Ｒ２Ｌ

（Ｊ３，Ｊ４）是长周期部分，而ＲＳ＝Ｒ１Ｓ（Ｊ２）＋Ｒ２Ｓ（Ｊ３，Ｊ４）是一、二阶短周期部
分．从Ｒ的表达式（４．８５）可以看出，分解过程中仅涉及形如

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ，　 ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ ，

这类函数的求平均值问题．利用第二章§２．２给出的方法或直接引用附录
中的结果：

ａ（ ）ｒ
３

＝ （１－ｅ）－３／２，　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆ＝ｅ（１－ｅ２）－５／２，　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓ３ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
５

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

烅

烄

烆
，

ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
４ｅ

２（１－ｅ２）－７／２，ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ４ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝０
烅

烄

烆 ．

（４．８８）
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便可得到（４．８７）式中５个部分的具体形式如下：

Ｒ１Ｃ ＝Ａ２

ａ３
１
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－３／２ ， （４．８９）

Ｒ２Ｃ ＝Ａ４

ａ５
３
３５－３

７ｓｉｎ２ｉ＋３
８ｓｉｎ４（ ）ｉ １＋３

２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２ ，（４．９０）

Ｒ２Ｌ ＝－３
４

Ａ３

ａ４ｓｉｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－５／２ｅｓｉｎω＋

３
４

Ａ４

ａ５ｓｉｎ
２ｉ ３

７－１
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－７／２ｅ２ｃｏｓ２ω， （４．９１）

Ｒ１Ｓ ＝Ａ２

ａ ｛３
１
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ
３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．９２）

Ｒ２Ｓ ＝－Ａ３

ａ ｛４
３
４ｓｉｎｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎ（ｆ＋ω）－

（１－ｅ２）－５／２ｅｓｉｎ ］ω ＋５
８ｓｉｎ３ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｓｉｎ３（ｆ＋ω ｝） ＋

Ａ４

ａ ｛５
３
３５－３

７ｓｉｎ２ｉ＋３
８ｓｉｎ４（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

５

－ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ３
７－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－３
４

（１－ｅ２）－７／２ｅ２ｃｏｓ２［ ］ω ＋

１
８ｓｉｎ４ｉ ａ（ ）ｒ

５

ｃｏｓ４（ｆ＋ω ｝） ． （４．９３）

对于一阶解，二阶短周期部分Ｒ２Ｓ是不需要的．
将Ｒ的各个部分代入摄动运动方程（３．７５），就可分别给出方程（４．８６）

右函数的具体形式，即

ｆ０ ＝ （０，０，０，０，０，ｎ）Ｔ ， （４．９４）

ｆ１Ｃ ＝ （０，０，０，（ｆ１Ｃ）Ω，（ｆ１Ｃ）ω，（ｆ１Ｃ）Ｍ）Ｔ ， （４．９５）

ｆ１Ｓ ＝ （（ｆ１Ｓ）ａ，（ｆ１Ｓ）ｅ，（ｆ１Ｓ）ｉ，（ｆ１Ｓ）Ω，（ｆ１Ｓ）ω，（ｆ１Ｓ）Ｍ）Ｔ ， （４．９６）

ｆ２Ｃ ＝ （０，０，０，（ｆ２Ｃ）Ω，（ｆ２Ｃ）ω，（ｆ２Ｃ）Ｍ）Ｔ ， （４．９７）

ｆ２Ｌ ＝ （０，（ｆ２Ｌ）ｅ，（ｆ２Ｌ）ｉ，（ｆ２Ｌ）Ω，（ｆ２Ｌ）ω，（ｆ２Ｌ）Ｍ）Ｔ ． （４．９８）
其中

（ｆ１Ｃ）Ω ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ， （４．９９）

（ｆ１Ｃ）ω ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．１００）
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（ｆ１Ｃ）Ｍ ＝Ａ２

ｐ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ， （４．１０１）

（ｆ１Ｓ）ａ ＝２ｎＡ２

ａ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｛４

－ｅｓｉｎｆ
１－ｅ ［２ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝） ，

（４．１０２）

（ｆ１Ｓ）ｅ ＝ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｛４

－ｅｓｉｎ ［ｆ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋　　

３
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１０３）

（ｆ１Ｓ）ｉ ＝－ ｎＡ２

２ａ２ １－ｅ槡 ２
ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）， （４．１０４）

（ｆ１Ｓ）Ω ＝－ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ｛ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ －

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１０５）

　　 （ｆ１Ｓ）ω ＝ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ２ ｛ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ －

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ＋ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ｛（２ １－

３
２ｓｉｎ２ ）［ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／ ］２ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
１－ｅ ［２

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω ］｝） ， （４．１０６）

（ｆ１Ｓ）Ｍ ＝ －３ｎ
２（ ）ａａ（１）

Ｓ ＋２ｎＡ２

ａ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） －

ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／［ ］２ ＋
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３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆｃｏｓ２（ｆ＋ω）－

ｓｉｎ２ｉ
１－ｅ ［２

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω ］｝） ， （４．１０７）

（ｆ２Ｃ）Ω ＝－Ａ４

ｐ４ｎｃｏｓｉ
６
７＋９

７ｅ（ ）２ －ｓｉｎ２ｉ ３
２＋９

４ｅ（ ）［ ］２ ，（４．１０８）

（ｆ２Ｃ）ω ＝Ａ４

ｐ４ｎ
１２
７ ＋２７

１４ｅ（ ）２ －ｓｉｎ２ｉ９３
１４＋２７

４ｅ（ ）２ ＋ｓｉｎ４ｉ２１
４ ＋８１

１６ｅ（ ）［ ］２ ，

（４．１０９）

（ｆ２Ｃ）Ｍ ＝Ａ４

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ２ ｅ２ ９
１４－４５

１４ｓｉｎ
２ｉ＋４５

１６ｓｉｎ
４（ ）［ ］ｉ ，（４．１１０）

（ｆ２Ｌ）ｅ ＝－１－ｅ２

ｅ ｔａｎｉ（ｆ２Ｌ）ｉ ， （４．１１１）

（ｆ２Ｌ）ｉ ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
３
４ｃｏｓｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅｃｏｓω－

Ａ４

ｐ４ｎｓｉｎ２ｉ ９
２８－３

８ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω， （４．１１２）

（ｆ２Ｌ）Ω ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
３
８ｃｏｔｉ（４－１５ｓｉｎ２ｉ［ ］）ｅｓｉｎω＋

Ａ４

ｐ４ｎｃｏｓｉ ９
１４－３

２ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅ２ｃｏｓ２ω， （４．１１３）

（ｆ２Ｌ）ω ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
１

ｅｓｉｎ［ｉ
３
８ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）－３

８ｅ
２（４－３５ｓｉｎ２ｉ＋

３５ｓｉｎ４ｉ ］）ｓｉｎω＋Ａ４

ｐ４ ［ｎｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ９
１４－１５

４ｓｉｎ２ｉ＋２７
８ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω， （４．１１４）

（ｆ２Ｌ）Ｍ ＝Ａ３

ｐ３ｎ
１－ｅ槡 ２

ｅｓｉｎｉ
３
８ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）（１－４ｅ２［ ］）ｓｉｎω－

Ａ４

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ２ ｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ １－５
２ｅ（ ）［ ］２ ｃｏｓ２ω．

（４．１１５）

以上各式中的ｎ和ｐ分别为ａ－３
２和ａ（１－ｅ２），不要与某些公式中的整数取

值相混淆．推导中涉及的ｆ／σ和 ａ（ ）ｒ
／σ，在第二章§２．２中给出．

４９ 航天动力学引论　



２．Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项摄动的一阶解

将上述右函数ｆ１Ｃ，ｆ１Ｓ，ｆ２Ｃ和ｆ２Ｌ分别代入（４．３７）～（４．３８）式，即可给
出一阶解所需要的个摄动项，下面分别列出．
（１）一阶长期项σ１（ｔ－ｔ０）

ａ１（ｔ－ｔ０）＝０，　ｅ１（ｔ－ｔ０）＝０，　ｉ１（ｔ－ｔ０）＝０， （４．１１６）

Ω１（ｔ－ｔ０）＝－Ａ２

珚ｐ２珔ｎｃｏｓｉ（ｔ－ｔ０）， （４．１１７）

ω１（ｔ－ｔ０）＝Ａ２

珚ｐ２珔ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｔ－ｔ０）， （４．１１８）

Ｍ１（ｔ－ｔ０）＝Ａ２

珚ｐ２珔ｎ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－珋ｅ槡 ２（ｔ－ｔ０）． （４．１１９）

其中

珔ｎ＝珔ａ－３／２，　珚ｐ＝珔ａ（１－珋ｅ２）． （４．１２０）
（２）一阶短期项σ（１）

Ｓ

根据ｆ１Ｓ的表达式可以看出，由于积分时σ应以σ（ｔ）代入，被积函数中
会同时出现ｆ和ｔ两种变量，对ｔ无法严格积分．但由于ｆ１Ｓ的变化具有短

周期特征，又是求一阶项，故可按无摄运动引用变换关系，而且积分时珔ω（ｔ）
可当作常数．

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ２
ａｎ

Ｒ１Ｓ

Ｍ
ｄｔ＝∫

Ｍ ２
ａｎ

Ｒ１Ｓ

Ｍ
ｄＭ
ｎ ＝ ２

ｎ２ａＲ１Ｓ

＝Ａ２｛ａ
２
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１２１）

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ｉｄｔ

＝－ Ａ２

２ａ２（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ∫
ｔ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω）ｄｆ

＝ Ａ２

４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω［ ］）．

（４．１２２）

关于ｅ（１）
Ｓ （ｔ），不必求积分∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ｅｄｔ，根据σ

（１）
Ｓ （ｔ）的积分方法，可由摄动运动

方程（３．７５）直接给出

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝１－ｅ２

ｅ
１
２ａａ

（１）
Ｓ （ｔ）－ｔａｎｉ·ｉ（１）

Ｓ （ｔ［ ］）

５９　第４章　摄动运动方程的解与中心天体的非球形引力摄动



＝Ａ２

ａ２
１－ｅ２（ ）｛ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）［２ ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋

ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］｝） ， （４．１２３）

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）Ωｄｔ

＝－ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ｛ｉ １

ｎ
１

１－ｅ槡 ２∫
ｔ ａ（ ）ｒ ｄｆ－

１
ｎ

（１－ｅ２）－３／２∫
Ｍ

ｄＭ－１
ｎ

１
１－ｅ槡 ２∫

ｔ ａ（ ）ｒ ｃｏｓ２（ｆ＋ω）ｄ ｝ｆ

＝－Ａ２

ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｝－

１
２

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω［ ］｝） ，

（４．１２４）

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ωｄｔ

＝Ａ２

ｐ ｛２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω） ［＋ ７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－

１
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋ ３

８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］ ， （４．１２５）

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ ｎ
ａ

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＋（ｆ１Ｓ）［ ］Ｍ ｄｔ

＝Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－
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７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ． （４．１２６）

上述σ（１）
Ｓ （ｔ）表达式右端出现的根数均为珋σ（ｔ）．当然，在一阶解意义下，

珔ａ，珋ｅ，珋ｉ就是珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，也可用ａ０，ｅ０，ｉ０ 代替，但珔ω（ｔ）＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），Ｍ（ｔ）＝

Ｍ０＋（珔ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０）．
将σ（１）

Ｓ （ｔ）对卫星运动求平均值，得

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝０，

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω，

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝－１

１２
Ａ２

ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω，

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－１

６
Ａ２

ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω，

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω，

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２／２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω

烅

烄

烆 ．

（４．１２７）
在求平均值过程中已经将ｃｏｓｑｆ表示成ｃｏｓ２ｆ的形式，而ｃｏｓ２ｆ由下式计算

ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２ ． （４．１２８）

上述结果表明，σ（１）
Ｓ （ｔ）－σ（１）

Ｓ （ｔ）才是真正的短周期项．事实上，求σ（１）
Ｓ （ｔ）时是

按无摄运动变换关系积分的，而σ（１）
Ｓ （ｔ）只是ａ，ｅ，ｉ，ω的函数，因此，该项实

为这种积分方法所导致的一个“积分常数”．如果积分∫
ｔ

ｆ１Ｓｄｔ时，将ｆ１Ｓ展成

平近点角Ｍ 的三角级数，从而表示成时间ｔ的显函数后直接对ｔ积分，则必
有σ（１）

Ｓ （ｔ）＝０．
（３）二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）
推导σ２（ｔ－ｔ０）和σ（１）

ｌ （ｔ）时，均涉及到

∑
ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｓ （ｔ））ｊ

这类表达式求平均值时分解成Ｃ，Ｌ，Ｓ三种项的问题．为了书写方便，这里
引用符号Ｃ，Ｌ，Ｓ分别表示前面提出的仅与ａ，ｅ，ｉ有关的部分，性质取决于
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ω变化的长周期部分和变化由Ｍ 决定的短周期部分．在分离上述各项时要
注意以下两点：

１）Ｃ，Ｌ，Ｓ三种项相乘的结果，一般为

Ｃ·Ｃ→Ｃ，Ｃ·Ｌ→Ｌ，　　Ｃ·Ｓ→Ｓ，

Ｌ·Ｌ→Ｃ，Ｌ， Ｌ·Ｓ→Ｓ，

Ｓ·Ｓ→Ｃ，Ｌ，Ｓ
烅
烄

烆 ，

． （４．１２９）

例如

ｓｉｎｆ·ｓｉｎｆ＝ １
２－１

２ｃｏｓ２（ ）ｆ － １
２ｃｏｓ２ｆ－１

２ｃｏｓ２（ ）ｆ ，

即Ｓ·Ｓ＝Ｃ＋Ｓ．
２）在求平均值时，显然有Ａ±Ｂ＝Ａ±Ｂ．而对一般情况，存在下列不等
式：

Ａ·Ｂ≠Ａ·Ｂ，　 Ａ（ ）Ｂ ≠Ａ／Ｂ． （４．１３０）

略去推导过程，对于ａ，ｅ，ｉ，很容易得到下述结果：

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０． （４．１３１）
对于Ω，ω，相应的（ｆ２Ｃ）Ω 和（ｆ２Ｃ）ω 已由（４．１０８）和（４．１０９）式给出，另一大
项的结果为

∑
ｊ

（ｆ１）Ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ －σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
＝－Ａ２

２

ｐ４ｎｃｏｓ［ｉ ３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ ５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）］２ ，

（４．１３２）

∑
ｊ

（ｆ１）ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ －σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
＝Ａ２

２

ｐ４ ［ｎ ４＋７
１２ｅ

２＋２ １－ｅ槡（ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ１０３
１２ ＋３

８ｅ
２＋１１

２ １－ｅ槡（ ）２ ＋

ｓｉｎ４ｉ２１５
４８ －１５

３２ｅ
２＋１５

４ １－ｅ槡（ ）］２ ．

（４．１３３）
因珔ａ＝珔ａ０，珋ｅ＝珋ｅ０，珋ｉ＝珋ｉ０，故由（４．３８）式可知，Ω和ω的二阶长期项系数Ω２ 和

ω２ 就分别由上述（４．１０８），（４．１３２）式和（４．１０９），（４．１３３）式两部分之和给
出．
对于Ｍ，与上类似，（ｆ２Ｃ）Ｍ 已由（４．１１０）式给出，另一大项是

　 １
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２＋∑

ｊ

（ｆ１）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
ｃ
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＝Ａ２
２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ［２ １
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

２

１－ｅ槡 ２ ＋ ５
２＋１０

３ｅ（ ）２ －

ｓｉｎ２ （ｉ１９
３ ＋２６

３ｅ）２ ＋ｓｉｎ４ｉ２３３
４８ ＋１０３

１２ｅ（ ）２ ＋

ｅ４

１－ｅ２
３５
１２－３５

４ｓｉｎ２ｉ＋３１５
３２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ， （４．１３４）

同样Ｍ２ 就是上述（４．１１０）和（４．１３４）式给出的两项之和．
关于二阶长期项，需要说明两点：

１）推导中σ（１）
Ｓ 这一项与σ（１）

Ｓ －σ（１）
Ｓ 的效果相同，即σ（１）

Ｓ 对二阶长期项的

推导不起作用，这可从ｆ１＝ｆ１Ｃ＋ｆ１Ｓ和运算规律（４．１２９）式得到答案．
２）Ω２ 和ω２ 与古在由秀给出的结果

［１］不一致，与后来库克（Ｃｏｏｋ）给出
的结果［２］也不一致，下面将回答这一问题．分别记我们的结果、古在由秀的
结果和库克的结果为（Ω２）１，（ω２）１；（Ω２）２，（ω２）２；（Ω２）３，（ω２）３，有

（Ω２）１ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）１ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］
烅

烄

烆
… ，

（４．１３５）

（Ω２）２ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）２ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ －２２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］
烅

烄

烆
… ，

（４．１３６）

（Ω２）３ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ ５
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）３ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ －５
２

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］…
烅

烄

烆
，

（４．１３７）
各式右端的根数都是平均根数．（４．１３５）式的形式已重新整理过，与前面（４．
１３２）和（４．１３３）式不一样，这是为了比较不同的部分，请读者注意．
上述三种结果显然是不同的，产生的原因是平均根数珔ａ和珔ｎ的取法不

同．我们的结果是按平均根数的严格定义给出的，即

珔ａ＝ａ０，　珔ｎ＝ｎ０，　珔ａ３珔ｎ２ ＝１． （４．１３８）
而古在由秀用的却是
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ａ＝珔ａ０ １－Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

ｎ＝ｎ０ １＋Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ａ３珔ｎ２ ≠１

烅

烄

烆 ，

（４．１３９）

库克用的则是

ａ＝珔ａ０ １－Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

ｎ＝ｎ０ １＋３
２

Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２

烅

烄

烆 ．
（４．１４０）

珔ａ与古在由秀的相同，但珔ｎ则是根据珔ａ３珔ｎ２＝１给出的．由于这个原因，Ω１ 和

ω１ 也产生差别，相应地有

（Ω１）２ ＝－ Ａ２

珔ａ２（１－珋ｅ２
０）２

珔ｎｃｏｓ珋ｉ０

＝ （Ω１）１－Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０ ３１－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－ｅ槡［ ］２
０ ＋Ｏ（Ａ３

２），

（ω１）２ ＝ Ａ２

ａ２（１－珋ｅ２
０）２

珔ｎ ２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０

＝ （ω１）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３２－５

２ｓｉｎ
２ｉ（ ）０ １－３

２ｓｉｎ
２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（Ω１）３ ＝ （Ω１）１－Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０

７
２

１－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（ω１）３ ＝ （ω１）１＋Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０

７
２

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋

Ｏ（Ａ３
２）．

而由（４．１３４），（４．１３６）和（４．１３７）三式给出的Ω２ 和ω２ 的差别为

（Ω２）２ ＝ （Ω２）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３１－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－ｅ槡［ ］２
０ ＋Ｏ（Ａ３

２），

（ω２）２ ＝ （ω２）１－Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３２－５

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（Ω２）３ ＝ （Ω２）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０

７
２

１－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－ｅ槡［ ］２

０ ，

（ω２）３ ＝ （ω２）１－Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０

７
２

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

这正与上面的差别相差一个符号．因此，对于整个解来说是没有差别的，只
是表达形式不一致．在使用上述公式时，要注意各自的系统，不能混淆．而我
们给出的解是完全按照平均根数的定义来构造的，没有人为地引进任何不
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一致的辅助量，因此，在实际应用中不会出现混乱．
（４）一阶长周期项σ（１）

Ｌ （ｔ）
由（４．８）式和（４．９５），（４．９６）式可知，对于ａ，ｅ，ｉ，因相应的

ｆ１Ｃ ＝０，ｆ１Ｌ ＝０，ｆ１ ＝ｆ１Ｓ ，
故被积函数只有两部分，即

∑
ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，ｆ２Ｌ ．

后者已由（４．９８）式和相应的（４．１１１），（４．１１２）式给出，至于前者，经计算有

∑
ｊ

（ｆ１）ａ
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝０．

∑
ｊ

（ｆ１）ｉ
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

２

ｐ４ｎｓｉｎ２［ｉ １
６

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω＋

７
２４－５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ ］ω ．

将这一结果与ｆ２Ｌ代入（４．３８）式的长周期项部分，积分后得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．１４１）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

１２
Ａ２

ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω－Ａ２

ｐ２
ｓｉｎ２ｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ （） ７
２４－

５
１６ｓｉｎ

２ ）ｉｅ２ｃｏｓ２ω－ ３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｓｉｅｓｉｎω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

ｓｉｎ２ｉ
（４－５ｓｉｎ２ｉ）

９
２８－３

８ｓｉｎ２（ ）ｉｅ２ｃｏｓ２ω． （４．１４２）

利用ｄｉ
ｄｔ
与ｄａ
ｄｔ
和ｄｅ
ｄｔ
的关系并注意到带谐项摄动函数不含Ω，不难给出

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ （ｔ）． （４．１４３）

对于Ω和ω，（４．３８）式长周期部分的被积函数有三大项，即

∑
ｊ

ｆ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
，∑

ｊ

ｆ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　ｆ２Ｌ ，

第三大项见（４．１１２）～（４．１１３）式．第一大项看上去似乎无法计算，推导

σ（１）
ｌ （ｔ）时要用其本身，但实际上无妨．因对Ω，ω和Ｍ 都有

ｆ１Ｃ ＝ｆ１Ｃ（ａ，ｅ，ｉ），

ｆ１Ｃ

（Ω，ω，Ｍ）＝０，

故第一大项中不涉及Ω（１）
Ｌ ，ω（１）

Ｌ 和Ｍ（１）
Ｌ ，而ａ（１）

Ｌ ，ｅ（１）
Ｌ ，ｉ（１）

Ｌ 均已推出．经计算有

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ω
σｊ

（σ（１）
ｌ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝ ５Ａ２

ｐ２ｎｓｉｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ ，
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∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）ω
σｊ

（σ（１）
Ｌ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝－Ａ２

ｐ２ｎｔａｎｉ（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）ｉ（１）
Ｌ ．

第二大项算出的结果为

　 ∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓ｛［ｉ －１
６

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

５
６ｓｉｎ

２ｉｃｏｓ２ ］ｆｃｏｓ２ω－ｅ２ ７
１２－５

４ｓｉｎ
２（ ）ｉｃｏｓ２ ｝ω ，

　 ∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

２

ｐ４ ｛［ｎ ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ （）１
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２ ）ｆ ＋

２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉｃｏｓ２ ］ｆ ｃｏｓ２ω

［
＋

－ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ
２ｉ＋４５

１６ｓｉｎ
４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ ｝ω ．

将上述三大项代入（４．３８）式的长期项部分，积分得

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

６
Ａ２

ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω－

Ａ２

ｐ２
ｃｏｓｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ）２
７
３－５ｓｉｎ２ｉ＋２５

８ｓｉｎ４（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｔｉｅｃｏｓω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

ｃｏｓｉ
（４－５ｓｉｎ２ｉ）２

１８
７ －６ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ω，

（４．１４４）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω－

Ａ２

ｐ２
１

（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ ｓｉｎ２ｉ２５
３ －２４５

１２ｓｉｎ２ｉ＋２５
２ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ ７
３－１７

２ｓｉｎ２ｉ＋６５
６ｓｉｎ４ｉ－７５

１６ｓｉｎ
６（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅｓｉｎｉ

［（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ－ｅ２］ｃｏｓω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

１
（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ ｓｉｎ２ｉ１８

７ －８７
１４ｓｉｎ

２ｉ＋１５
４ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ １８
７ －６９

７ｓｉｎ２ｉ＋９０
７ｓｉｎ４ｉ－４５

８ｓｉｎ６（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω． （４．１４５）

对于Ｍ，稍微复杂些，涉及五大项，即
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ｎ
ａ
ａ（２）

Ｌ ，１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ，

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
，∑

ｊ

（ｆ１Ｓ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　（ｆ２Ｌ）Ｍ ．

首先遇到的问题是：由于Ｍ 的摄动运动方程右端有一零阶项ｎ，因此推导

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）时需要知道ａ（２）

Ｌ （ｔ），这将引起平均根数法本身遇到的麻烦，但可借
助于其他手段绕过这一障碍．关于这个问题将留到后面第四段中讨论，此处
先引用ａ（２）

Ｌ （ｔ）的结果．最后一大项（ｆ２Ｌ）Ｍ 见（４．１１５）式，其余四大项分别算
得

ｎ
ａ

ａ（２）
Ｌ ＝Ａ２

２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ｛［２ １
４ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ －１７
８ ＋５７

１６ｓｉｎ
２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω－

ｅ４

１－ｅ２
７
２ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋３
６４ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ，

　 １
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ＋ ∑

ｊ

（ｆ１Ｓ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ

＝Ａ２
２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ｛［２ －ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）１
４＋１＋２ｅ２

６ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ｆ＋

ｓｉｎ２ｉ１９
１２－１５

８ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ｓｉｎ２ｉ ２
３－２ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ２
７
２ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋３
６３ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ，

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
＝－３

２
Ａ２

ｐ２ｎ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｉ（１）
Ｌ ．

将以上各部分全部代入（４．３８）式的相应部分，积分得

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω＋

Ａ２

ｐ２
１－ｅ槡 ２

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ
２ ［ｉ ２５

１２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω． （４．１４６）

从σ（１）
Ｌ （ｔ）的结果（４．１４２）～（４．１４６）式清楚地看出，它们的右端第一大

项就是σ（１）
Ｓ （ｔ）．因此，在引用Ｊ２ 项摄动时，不必从σ（１）

Ｓ （ｔ）中减掉σ（１）
Ｓ （ｔ），而相

应的σ（１）
Ｌ （ｔ）中却删去σ（１）

Ｓ （ｔ）这一项，对解σ（ｔ）而言，这样处理既正确又简
单．下面将按这种形式整理一套完整的计算公式，请读者注意．
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３．公式整理

经前面的推导，已经给出Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项摄动一阶解的完整结果．摄动
项中同时包含了二阶长期项，是由于该项随着轨道外推弧段的增长而增大，

当弧段ｓ＝１
ε
时，二阶长期项的大小增大到一阶小量的量级Ｏ（ε）．因此在一

阶解中通常都包含二阶长期项，但在实际应用中可视具体要求而有所取舍．
具体结果下面逐一列出．

σ（ｔ）＝珋σ０＋（δｎ＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）＋σ（１）
Ｌ （ｔ）＋σ（１）

Ｓ （ｔ），

珋σ０ ＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）］
烅
烄

烆 ．
（４．１４７）

六个根数的形式分别为

ａ（ｔ）＝ａ０＋ａ（１）
Ｓ （ｔ），

ｅ（ｔ）＝ｅ０＋ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（１）

Ｓ （ｔ），

ｉ（ｔ）＝ｉ０＋ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（１）

Ｓ （ｔ），

Ω（ｔ）＝Ω０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋Ω２（ｔ－ｔ０）＋Ω（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（１）

Ｓ （ｔ），

ω（ｔ）＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋ω２（ｔ－ｔ０）＋ω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（１）

Ｓ （ｔ），

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋（ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０）＋Ｍ２（ｔ－ｔ０）＋Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（１）

Ｓ （ｔ）

烅

烄

烆 ．
（４．１４８）

根据Ｍ 的特点，计算珔ｎ０ 所用的珔ａ０ 要消去二阶周期项，即

ａ０ ＝ａ０－［ａ（１）
Ｓ （ｔ０）＋ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（２）
Ｌ （ｔ０）］， （４．１４９）

但在实际工作中，往往是通过精密定轨直接给出珔ａ０．
下面列出各项摄动公式具体形式．

（１）σ１和σ２

ａ１ ＝０，ｅ１ ＝０，ｉ１ ＝０， （４．１５０）

Ω１ ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ， （４．１５１）

ω１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．１５２）

Ｍ１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ， （４．１５３）

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０， （４．１５４）

Ω２ ＝－
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ｎｃｏｓ｛［ｉ ３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（ ）２ －

５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）２ ｓｉｎ２ ］ｉ ＋
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Ａ４

Ａ（ ）２
２

６
７＋９

７ｅ（ ）２ － ３
２＋９

４ｅ（ ）２ ｓｉｎ２［ ］｝ｉ ， （４．１５５）

ω２ ＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２ ｛［ｎ ４＋７
１２ｅ

２＋２ １－ｅ槡（ ）２ （－ １０３
１２ ＋３

８ｅ
２＋

１１
２ １－ｅ槡 ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２１５

４８ －１５
３２ｅ

２＋１５
４ １－ｅ槡（ ）２ ｓｉｎ４ ］ｉ ＋

Ａ４

Ａ（ ）２
２

１２
７ ＋２７

１４ｅ（ ）２ － ９３
１４＋２７

４ｅ（ ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２１
４ ＋８１

１６ｅ（ ）２ ｓｉｎ４［ ］｝ｉ ，

（４．１５６）

Ｍ２ ＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ｎ １－ｅ槡 ｛［２ １
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

２

１－ｅ槡 ２ ＋ ５
２＋１０

３ｅ（ ）２ －

１９
３ ＋２６

３ｅ（ ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２３３
４８ ＋１０３

１２ｅ（ ）２ ｓｉｎ４ｉ＋

ｅ４

１－ｅ２
３５
１２－３５

４ｓｉｎ２ｉ＋３１５
３２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ＋

Ａ４

Ａ（ ）２
２
ｅ２ ９

１４－３５
１４ｓｉｎ

２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ

４（ ）｝ｉ ． （４．１５７）

上述各式中的ａ，ｅ，ｉ均为珔ａ，珋ｅ，珋ｉ，且有

ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０

ｎ＝ａ－３
２ ＝ａ０

－３／２，ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ａ０（１－ｅ２
０）

烅
烄

烆 ．
（４．１５８）

（２）σ（１）
Ｓ （ｔ）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２｛ａ

２
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１５９）

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝１－ｅ２

ｅ
１
２ａａ

（１）
Ｓ （ｔ）－（ｔａｎｉ）ｉ（１）

Ｓ （ｔ［ ］） ， （４．１６０）

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝ Ａ２

４ｐ２ｓｉｎ２ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω［ ］） ，

（４．１６１）

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－

１
２

ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω［ ］｝） ，

（４．１６２）

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｓ （ｔ）＋ Ａ２

ｐ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ （ｆ － Ｍ）＋ｅｓｉｎｆ ＋
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１
ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１

２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋

ｓｉｎ２ ［ｉ － １
４ｅ－７

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋３
４ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅ＋１１

４８（ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）＋ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ， （４．１６３）

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ －ｓｉｎ２ ［ｉ － １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

７
１２ｅ－１

４８（ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）＋ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ． （４．１６４）

上述各式涉及ａ，ｅ，ｉ，ω和Ｍ 五个根数，均为准到一阶长期项的平均根数，
即

ａ（ｔ）＝珔ａ０，ｅ（ｔ）＝珋ｅ０，ｉ（ｔ）＝珋ｉ０，

珔ω（ｔ）＝ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋（ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０），

而 ａ（ ）ｒ
和ｆ则是ｅ，Ｍ 的函数，它们的值由珋ｅ（ｔ）和Ｍ（ｔ）给出．

（３）σ（１）
Ｌ （ｔ）

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．１６５）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ （ｔ）， （４．１６６）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １

２ｐ２
ｓｉｎ２ｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ ［）Ａ２
７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）２

９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｅ２ｃｏｓ２ω－ ３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｓｉｅｓｉｎω．

（４．１６７）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

ｐ２
ｃｏｓｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ Ａ２
７
３－５ｓｉｎ２ｉ＋２５

８ｓｉｎ４（ ）ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）２

１８
７ －６ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω＋
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３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｔｉｅｓｉｎω． （４．１６８）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

ｐ２
１

（４－５ｓｉｎ２ｉ）｛２ Ａ ［２ ｓｉｎ２ｉ２５
３ －２４５

１２ｓｉｎ２ｉ＋２５
２ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ ７
３－１７

２ｓｉｎ２ｉ＋６５
６ｓｉｎ４ｉ－７５

１６ｓｉｎ
６（ ）］ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）［２
ｓｉｎ２ｉ１８

７ －８７
１４ｓｉｎ

２ｉ＋１５
４ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ １８
７ －６９

７ｓｉｎ２ｉ＋９０
７ｓｉｎ４ｉ－４５

８ｓｉｎ６（ ）］｝ｉ ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅｓｉｎｉ

［（１＋ｅ２）ｓｉｎ２ｉ－ｅ２］ｃｏｓω， （４．１６９）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝ １

ｐ２
１－ｅ槡 ２

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ
２ ｛ｉＡ ［２

１５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ － Ａ４

Ａ（ ）２
（１－ｅ２）９

１４－３
４ｓｉｎ２（ ）｝ｉ ｓｉｎ２ω－

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅ

（１－ｅ２）３／２ｓｉｎｉｃｏｓω． （４．１７０）

上述各式中的根数与σ（１）
Ｓ （ｔ）中的根数作同样的处理．

上述（４．１４７）～（４．１７０）式是一套完整的摄动计算公式．如果给出的初
始条件是

ｔ０，σ０（ａ０，ｅ０，ｉ０，Ω０，ω，Ｍ０），
那么利用这组公式计算ｔ时刻的瞬时根数σ（ｔ）的步骤如下：

（１）由σ０ 代替σ０（对于一阶解，这样做精度已够），用（４．１５９）～（４．１７０）

式计算σ（１）
Ｌ （ｔ０）和σ（１）

Ｓ （ｔ０），从而给出σ０，即

珋σ０ ＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）］

在计算短周期项σ（１）
Ｓ （ｔ０）时出现的两个量，ａ（ ）ｒ

和ｆ，按下列公式计算：

Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ，

ａ（ ）ｒ ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）－１，

ｔａｎｆ＝ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ
ｃｏｓＥ－ｅ

烅

烄

烆
．

（４．１７１）

由于平近点角Ｍ 变化的特殊性，所需要的σ０ 必须从ａ０ 中消除精确到

二阶量的ａ（１）
Ｓ （ｔ０）和二阶周期项ａ（２）

Ｓ （ｔ０）和ａ（２）
Ｌ （ｔ０），那么ａ（１）

Ｓ （ｔ０）还必须重

新由上面算出的σ０ 计算，给出精确到二阶量的ａ（１）
Ｓ （ｔ０）．
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（２）由σ０ 用（４．１５０）～（４．１５７）式计算σ１和σ２，从而给出瞬时平均根数

σ（ｔ），即

σ（ｔ）＝σ０＋（δ珔ｎ０＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）．
（３）由σ（ｔ）再用（４．１５９）～（４．１７０）式计算σ（１）

Ｌ （ｔ）和σ（１）
Ｓ （ｔ），从而给出瞬

时根数σ（ｔ），即

σ（ｔ）＝σ（ｔ）＋σ（１）
Ｌ （ｔ）＋σ（１）

Ｓ （ｔ）．
原来这一步要用σ（ｔ）＝σ０＋（δ珔ｎ０＋σ１）（ｔ－ｔ０）计算σ（１）

Ｓ （ｔ）和σ（１）
Ｌ （ｔ）就符合精

度要求了，但为了计算程序上的方便，按上述方法计算也可以，对一阶解而
言，精度一致．
在实际工作中，往往给出的初始条件是

ｔ０，　σ０＝σ（ｔ０），
于是，可直接从上述第（２）步开始计算．正因为如此，也就不必考虑平近点角

Ｍ 对珔ｎ０（或珔ａ０）的特殊要求，即为了使Ｍ（ｔ）的计算精度与其他五个根数一
致，必须从ａ０ 中消除一阶和二阶周期项．
对于低轨卫星，在ｎ（ｔ－ｔ０）＝１０３ 弧段内，一阶摄动解的定轨精度可达

１０－５．这在很多航天任务中得到了广泛的应用．
除定量计算外，还可以通过上述分析解了解卫星轨道变化的基本特征．

如摄动解中Ω和ω具有长期变化，这说明地球形状带谐项摄动，导致人造
卫星轨道平面及拱线在空间不断旋转，而旋转方向取决于倾角ｉ的大小．由

Ω１ ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ，

ω１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ，

可知当０＜ｉ＜９０°时，轨道面西退，９０°＜ｉ＜１８０°时，轨道面东进．而当ｉ＝９０°
（极地轨道）时，轨道面不动，这是容易理解的，因此时人造卫星受一个具有
旋转对称特性的地球引力场作用，对轨道面而言，受力是平衡的．

当ｉ＝ｉＣ＝６３°２３′或１１６°３４′时 ２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）＝０ ，拱线“不动”，ｉＣ 称为临

界倾角．
以上特征可以帮助我们了解人造卫星轨道变化的规律，在轨道设计等

工作中将会用到．如设计一个太阳同步卫星（轨道面每天东进约１°，与太阳
“运动”同步），就要使Ω１＞０，即ｉ＞９０°（逆行卫星）．

在摄动表达式σ（１）
Ｓ （ｔ）和σ（１）

Ｌ （ｔ）中，有１ｅ
，１
ｓｉｎｉ

， １
４－５ｓｉｎ２ｉ

这类因子，对
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于ｅ＝０，ｉ＝０或１８０°，ｉ＝ｉＣ，上述摄动解无效，此即摄动解的“奇点”，但并不
是运动的实质性奇点，是可以消除的，具体方法是采用无奇点根数和相应的
拟平均根数法（即改变参考解），详见参考文献［３］～［５］．
最后必须指出：平均根数法的原理确实很简单，只是改变了经典摄动法

的参考解．但无论是摄动法还是平均根数法，构造小参数幂级数解的过程相
对而言都较烦，若要构造二阶解，那将更难让人接受．如果采用哈密顿力学
来构造相应的级数解，则要简单很多．参考文献［６］就在此框架下，通过Ｖｏｎ
Ｚｅｉｐｅｌ变换较简单地构造了上述主要带谐项摄动解，但必须引用正则共轭
变量，而轨道根数σ（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ）不符合这一条件．为此，参考文献［７］又

将这种变换思想推广到一般变量，直接用轨道根数，同样可以采用该变换方
法来构造相应的级数解．所有这些，从构造小参数幂级数解的角度来看有其
特点，但在实际工作中是否一定要采用，要视具体情况而定，这里所介绍的
方法仅供参考．

４．能量积分的利用———半长径ａ的二阶周期项的推导

讨论所有带谐项摄动，并将Ｊ２ 和Ｊｌ（ｌ≥３）分开．记

Ｆ＝ １
２ａ＋Ｒ（σ，Ｊ２，Ｊｎ）， （４．１７２）

这里带谐项摄动函数Ｒ不显含ｔ，有

Ｆ
ｔ ＝０．

于是

ｄＦ
ｄｔ ＝ ∑

ｊ

Ｆ
σｊ

σ
　．
ｊ ＝－ １

２ａ＋∑
ｊ

Ｒ
σｊ

σ
　．
ｊ ．

其中σ
　．
ｊ由摄动运动方程给出，代入上式整理后得

ｄＦ
ｄｔ ＝０． （４．１７３）

因此，存在一积分

Ｆ＝ １
２ａ＋Ｒ＝Ｃ， （４．１７４）

此即能量积分．

能量积分（４．１７４）式有一个非常显著的特点：Ｆ有两部分，１２ａ
和Ｒ，且

１
２ａ＝Ｏ（ε０），　Ｒ＝Ｏ（ε），
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ε即Ｊ２，零阶部分仅含半长径ａ一个根数．这一特点非常重要，它至少有两
个用途，即

１）由ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 的一阶摄动，可简单地求出ａ的二阶摄动．
２）在积分常数满足一定精度的条件下，由精度较低的六个根数可重新
算出精度较高（高一阶）的半长径ａ．前者就是本节用来推导ａ的二阶周期
项的基础，而后者将在数值求解卫星运动方程时，用以控制沿迹误差的
扩大．
将能量积分对平均根数σ（ｔ）展开，得

１
２ａ＋ 

ａ
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ＋ａ（１）

Ｌ ＋ａ（２）
Ｓ ＋ａ（２）

Ｌ ＋［ ］…）
珋σ

［＋ １
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ＋

ａ（１）
Ｌ ＋…）］２

珋σ
＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋Ｒ１Ｓ＋Ｒ２Ｓ＋Ｒ２Ｌ）珋σ ［＋ ∑

ｊ

（Ｒ１Ｃ＋Ｒ１Ｓ）
σｊ

（σ（１）
Ｓ ＋

σ（１）
Ｌ ］）

珋σ
＋… ＝Ｃ． （４．１７５）

下面为了书写方便，平均根数σ就写成σ，请注意这一点．还有，长周期项

σ（１）
Ｌ ，σ（２）

Ｌ ，…分成两部分，一部分为Ｊ２ 项产生的，仍记作σ（１）
Ｌ ，σ（２）

Ｌ ，…，另一部
分为Ｊｌ（ｌ≥３）项产生，记作σ（１）

ｌＬ ，σ（２）
ｌＬ ，…．根据积分（４．１７４）式的性质，展开式

左端仅与ａ，ｅ，ｉ有关的“常数项”之和应等于右端的常数Ｃ，与时间ｔ有关的
全部周期项之和应为０，而且不同性质的周期项应分别为０，相同性质的周
期项按Ｊ２ 不同阶的各部分亦应分别为０．于是有

常数项：１
２ａ＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ）＋… ＝Ｃ． （４．１７６）

一阶周期项：
ａ

１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｌ ＋ａ（１）

ｌＬ ）＝０， （４．１７７）


ａ

１
２（ ）ａａ（１）

Ｓ ＋Ｒ１Ｓ ＝０． （４．１７８）

二阶周期项

［
：


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

Ｌ ＋１
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ）２＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ＋∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）］ｊ
Ｌ
＝０，

， （４．１７９）


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

ｌＬ ＋∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

ｌＬ ）ｊ＋Ｒ［ ］２Ｌ
Ｌ
＝０， （４．１８０

［
）


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

Ｓ ＋１
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ）２＋∑

ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）ｊ＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ＋σ（１）
Ｌ ＋σ（１）

ｌＬ ）ｊ＋Ｒ ］２Ｓ
Ｓ
＝０

．（４．１８１）
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只写到二阶就够了，其中［　］Ｌ 和［　］Ｓ分别表示括号内的长周期和短周期
部分．
由（４．１７７）和（４．１７８）式直接得出

ａ（１）
ｌ ＋ａ（１）

ｌＬ ＝０， （４．１８２）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝２ａ２Ｒ１Ｓ ＝ ２

ｎ２ａＲ１Ｓ ． （４．１８３）

此即前面平均根数法导出的结果，而通过能量积分却很容易得出这一结论．
对于二阶周期项，首先证明一个有趣的结论，即

ａ（２）
ｌＬ ＝０， （４．１８４）

这表明所有带谐项ＪＬ（ｌ≥３）对ａ的二阶长周期项均无贡献．由（４．１８０）式，
根据Ｒ１Ｃ仅是ａ，ｅ，ｉ的函数可得

ａ（２）
ｌＬ ＝２ａ２ －１

ａ
Ａ２

ｐ（ ）２ １－槡 ｅｔａｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｉ（１）

ｌＬ ＋Ｒ｛ ｝２Ｌ ，

其中ｉ（１）
ｌＬ 正是用Ｒ２Ｌ代入摄动运动方程求得的，即

ｄ
ｄｔ

（ｉ（１）
ｌＬ ）＝ ｃｏｔｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

Ｒ２Ｌ

ω
，

而这里的ω应为

珔ω＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），
因此有

ｄ珔ω＝ω１ｄｔ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｄｔ，

代入上式得

ｄ（ｉ（１）
ｌＬ ）＝ ｃｏｔｉ

Ａ２

ｐ２ｎ２ａ２ １－ｅ槡 ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｒ２Ｌ

ω
ｄω，

即

ｉ（１）
ｌＬ ＝ ｃｏｔｉ

Ａ２

ｐ２ｎ２ａ２ １－ｅ槡 ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｒ２Ｌ ，

以此代入上面ａ（２）
ｌＬ 的表达式即得

ａ（２）
ｌＬ ＝２ａ２｛－Ｒ２Ｌ＋Ｒ２Ｌ｝＝０，

这就是要证明的结果．因此，ａ的二阶长周期项仅与Ｊ２ 有关，ａ（２）
Ｌ 也就是ａ

的完整的二阶长周期项，下面就来具体计算ａ（２）
Ｌ （ｔ）和ａ（２）

Ｓ （ｔ）．
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（１）ａ（２）
Ｌ （ｔ）
引进算符Ｄ：

Ｄ ＝ ∑
ｊ

（σ（１）
Ｓ ）ｊ 

σｊ
， （４．１８５）

（４．１７９）式可写成

－ １
２ａ２ａ

（２）
Ｌ ＋ １

２ａ３（ａ
（１）
Ｓ ）２＋ＤＲ１Ｓ＋ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）［ ］Ｌ

Ｌ
＝０．

将Ｄ作用于（４．１７８）式，取其长周期部分：

－ １
２ａＤ

ａ（１）
Ｓ（ ）ａ ＋ １

２ａ３（ａ
（１）
Ｓ ）２＋ＤＲ｛ ｝１Ｓ

Ｌ
＝０．

以上两式相减给出ａ（２）
Ｌ ，即

ａ（２）
Ｌ ＝ ａＤ ａ（１）

Ｓ（ ）ａ ＋２ａ２ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）［ ］Ｌ

Ｌ
． （４．１８６）

经计算给出

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｌ

＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ａ １－ｅ槡 ｛［２ －１
３ｓｉｎ２ｉ（４－ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ ５
６－７

４ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ ［２
７
３ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋

１
３２ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４ ］｝ω ， （４．１８７）

２ａ２ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）Ｌ ＝－２ａ Ａ２

ｐ（ ）２ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｉ（１）

Ｌ ．

（４．１８８）

将（４．１４２）式ｉ（１）
Ｌ 的Ａ２ 部分与上两式一并代入（４．１８６）式，即得ａ（２）

Ｌ （ｔ）的表
达式：

ａ（２）
Ｌ （ｔ）＝

Ａ２
２

ｐ４（ ）ａ １－ｅ槡 ｛［２ －１
６ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ１７
１２－１９

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ２
７
３ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋１
３２ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ．

（４．１８９）

（２）ａ（２）
Ｓ （ｔ）
类似ａ（２）

Ｌ （ｔ）的推导，将算符Ｄ引进（４．１８１）式，并将Ｄ 作用于（４．１７８）
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式，取其短周期部分，这两式相减就给出ａ（２）
Ｓ （ｔ），即

ａ（２）
Ｓ （ｔ） ｛＝ ａＤ ａ（１）

Ｓ（ ）ａ ＋２ａ ［２ ∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）ｊ＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
ｌＬ ）ｊ＋Ｒ ］｝２Ｓ ． （４．１９０）

经简单计算就可给出具体表达式如下：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝ －２

ａａ
（１）
Ｓ （ｔ）－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）｛ ｝ｉ ａ（１）

Ｓ ＋

－ａＡ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ｛ ｝）（ｉ（１）
Ｓ －ｉ（１）

Ｓ ）＋

Ａ２｛ａ ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／［ ］２ ＋

３ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ４
１－ｅ２ｓｉｎ

２ｉ ａ（ ）ｒ （５

ｓｉｎｆ＋

ｅ
４ｓｉｎ２ ）ｆ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝）（ｅ（１）

Ｓ ＋ｅ（１）
Ｌ ＋ｅ（１）

ｌＬ ）＋

Ａ２｛ａ ｓｉｎ２［ｉ － ａ（ ）ｒ
３

＋（１－ｅ２）－３／２＋

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ］｝） （ｉ（１）
Ｓ ＋ｉ（１）

Ｌ ＋ｉ（１）
ｌＬ ）＋

Ａ２

ａ －２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２（ｆ＋ω｛ ｝）（ω（１）
Ｓ ＋ω（１）

Ｌ ＋ω（１）
ｌＬ ）＋

Ａ２｛ａ － ｅ
１－ｅ槡 ２

ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎ ［ｆ ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

３ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ ＋ ω ］） － ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
５

ｓｉｎ２（ｆ ＋

ω ｝）（Ｍ（１）
Ｓ ＋Ｍ（１）

Ｌ ＋Ｍ（１）
ｌＬ ）＋２ａ２Ｒ２Ｓ－

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｃ

＋ ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ｛ ｝Ｌ

， （４．１９１）

其中

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｃ

＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ａ １－ｅ槡 ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［２ １６

９ ＋１９
９ｅ（ ）２ ＋

２
９ １－ｅ槡 ２ ＋ ｅ４

１－ｅ２
３５（ ）］１８ ＋ｓｉｎ２ｉ１＋２

３ｅ（ ）２ ＋

ｓｉｎ４ｉ －５
６＋２５

２４ｅ（ ）２ ＋ ｅ４

１－ｅ２
３５（ ）［ ］｝１６ ． （４．１９２）
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关于 ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｌ

，见（４．１８７）式．注意，（４．１９１）式中σ（１）
Ｓ 与σ（１）

Ｌ 同时出现的

地方，若σ（１）
Ｓ 不减去σ（１）

Ｓ ，则σ（１）
Ｌ 中要舍去这一项．

从上面的推导过程可以看出，对根数的处理与平均根数法完全相同，但
具体导出ａ的二阶周期项却简单得多，这就弥补了平均根数法的不足之处
（即推导过程的复杂性）．
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书书书

第１章　航天器运动的轨道几何

要清楚地描述航天器的运动及其与观测者之间的联系，首先要确定参
考系，在一定的参考系中去体现航天器的空间位置和运动速度及其与观测
者之间的相对几何关系．因此，作为本书的开场白，在这一章中将要阐述的
基本内容是参考系（时间系统，空间坐标系及相关参数）、空间观测几何（航
天器和观测者的几何位置及相关问题）、航天器的视运动以及星下点轨迹等
问题．

§１．１　时间系统

考察运动，需要一种均匀的时间尺度．过去，这种均匀的时间尺度是以
地球自转为基准的．由于地球自转的不均匀性和测量精度的不断提高，上述
均匀时间尺度已不适应；但由于种种原因，又必须将时间与地球自转相协
调，这就导致了时间系统的复杂化．
现行的时间系统基本上分为四种：恒星时、世界时、历书时和原子时．前

两种都是根据地球自转测定的，历书时则是根据地球、月亮和行星的运动来
测定的，而原子时是以原子的电磁振荡作为标准的，下面将对这些时间系统
作一简单介绍［１，２］．

１．恒星时（ＳＴ）

春分点连续两次过中天的时间间隔称为一“恒星日”．那么，恒星时就是
春分点的时角，它的数值Ｓ等于上中天恒星的赤经α，即

Ｓ＝α． （１．１）
这是经度为λ的地方恒星时．与世界时密切相关的格林尼治恒星时ＳＧ 由下

式给出：

ＳＧ ＝Ｓ－λ． （１．２）
经度λ规定向东计量．格林尼治恒星时又有真恒星时（或称视恒星时）



ＧＡＳＴ与平恒星时ＧＭＳＴ之分．既然恒星时是由地球自转时角所确定的，
那么地球自转的不均匀性就可通过它与均匀时间尺度的差别来测定．
格林尼治恒星时主要是在空间坐标系的转换中用到，其内容将在下面

有关部分中介绍．

２．世界时（ＵＴ）

与恒星时相同，世界时也是根据地球自转测定的时间，它以平太阳日为
单位，１／８６４００平太阳日为秒长．事实上，测定太阳的精度远低于测定恒星
的精度，因此，世界时是通过对恒星观测测定的恒星时再根据两种时间的定
义转换而给出的．
根据天文观测直接测定的世界时，记为 ＵＴ０，它对应于瞬时极的子午

圈．加上引起测站子午圈位置变化的地极移动（即地球自转轴在地球体内的
移动）修正，就得到对应于平均极的子午圈的世界时，记为ＵＴ１，即

ＵＴ１＝ ＵＴ０＋Δλ． （１．３）

Δλ是极移改正量．
由于地球自转的不均匀性，ＵＴ１并不是均匀的时间尺度．而地球自转

不均匀性呈现三种特性：长期慢变化（每百年使日长增加１．６毫秒），周期变
化（主要是季节变化，一年里日长约有０ｓ００１的变化；除此之外，还有一些
影响较小的周期变化）和不规则变化，这三种变化不易修正．而ＵＴ１又直接
与地球瞬时位置相联系，因此，对于精度要求不高的问题，就可用ＵＴ１作为
统一的时间系统；而对于高精度的要求，必须寻求更均匀的时间尺度，即下
面要介绍的原子时．

３．历书时（ＥＴ）

由于世界时不能作为均匀的时间尺度，经数次天文会议讨论，决定从

１９６０年起引入一种以太阳系内天体公转为基准的均匀时间系统，称为历书
时（ＥＴ），１９６０年到１９６７年期间，它是世界公认的计时标准．
历书时的定义：１９００年１月０日历书时１２ｈ 瞬间的回归年长度的

３１５５６９２５．９７４７分之一为一历书秒；起算历元为１９００年初太阳平黄经等于

２７９°４１′４８″．０４的时刻，也就是纽康（Ｎｅｗｃｏｍｂ）原先选定的１９００年１月０
日格林尼治平午时刻，现在把它作为１９００年１月０日历书时１２ｈ．
历书时是一种由力学定律确定的均匀时间，它是太阳、月亮和行星运动

理论中的独立变量，同时也是这些基本历表的时间引数．某一时刻的历书时
可以通过对太阳、月亮或行星的观测来得到，而最有效的方法是观测月亮．
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但对建立一个均匀时间尺度而言，其观测精度仍嫌不够，而且要得到这样的
时间又很慢．因此，１９６７年后，计时标准转向原子时，它有更高的精度，而且
随时可以直接求得．不过在这期间，历书时仍然作为一个天文常数被保留下
来，从１９８４年开始，历书时才完全被原子时所代替．

４．国际原子时（ＴＡＩ）与地球动力学时（ＴＤＴ）和质心动力学时（ＴＤＢ）

这是一种标准频率．１９６７年１０月，第十三届国际计量大会决定引入新
的秒长定义，即铯原子Ｃｓ１３３基态的两能级间跃迁辐射的９１９２６３１７７０周所
经历的时间作为一秒的长度，称为国际单位秒（ＳＩ）．由这种时间单位确定的
时间系统称为国际原子时（ＴＡＩ）．
因原子时（ＴＡＩ）是在地心参考系中定义的具有国际单位制秒长的坐标

时间基准，它就可以作为动力学中所要求的均匀时间尺度．由此引入一种地
球动力学时（ＴＤＴ），它与原子时（ＴＡＩ）的关系为

ＴＤＴ＝ＴＡＩ＋３２ｓ．１８４． （１．４）
这一关系是根据１９７７年１月１日００ｈ００ｍ００ｓ（ＴＡＩ）对应的ＴＤＴ为１９７７年

１月１ｄ．０００３７２５而来，此起始历元的差别就是该时刻历书时与原子时的差
别．这样定义起始历元就便于用ＴＤＴ系统代替ＥＴ系统．ＴＤＴ是地心时空
标架的坐标时，用作视地心历表的独立变量．在人造地球卫星动力学中，它
就是一种均匀时间尺度，相应的运动方程即用它作为自变量，通常以ｔ表
示．从１９８４年起，历书时正式被地球力学时所取代．
除此之外，还定义一种质心动力学时ＴＤＢ，即太阳系质心时空标架的

坐标时．它是一种抽象、均匀的时间尺度，月球、太阳和行星的历表都是以

ＴＤＢ为独立变量的，岁差、章动的计算公式也是以该时间尺度为依据．
上述两种动力学时的差别ＴＤＢ－ＴＤＴ是由相对论效应引起的，根据

相对论原理，转换公式为

ＴＤＢ＝ＴＤＴ＋０ｓ．００１６５８ｓｉｎｇ＋０ｓ．００００１４ｓｉｎ２ｇ． （１．５）
该式略去了高阶项，ｇ为地球绕日轨道的平近点角．

５．协调世界时（ＵＴＣ）

用原子钟控制时号发播可得到稳定的时号，但由于原子时秒长比世界
时秒长略短，世界时时刻将日益落后于原子时；而有很多问题涉及到计算地
球的瞬时位置，这又需要ＵＴ１．因此，为了避免发播的原子时与世界时产生
过大的偏离，实际的时号发播是寻求ＴＡＩ与ＵＴ１之间的一种协调，称为协
调世界时（ＵＴＣ）．
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ＵＴＣ是一种均匀时号，它依据原子时，却又参考世界时，从１９７２年起，

ＵＴＣ用原子时秒长发播，但要求它与 ＵＴ１之差不超过０ｓ．９．为达到此目
的，必须调整ＵＴＣ的整秒数，规定只在１月１日或７月１日将原子钟拨慢

１秒，这就是所谓的闰秒，在引用ＵＴＣ时必须注意这一点．到目前（２００４年

１２月）为止，已调整过３２ｓ，即ＵＴＣ＝ＴＡＩ－３２ｓ．
除上述时间系统外，在计算中常常会遇到历元的取法以及几种年的长

度问题，这里顺便作一介绍．一种是贝塞耳（Ｂｅｓｓｅｌ）年，或称假年，其长度为
平回归年的长度，即３６５．２４２１９８８平太阳日．常用的贝塞耳历元，是指太阳
平黄经等于２８０°的时刻，例如１９５０．０，并不是１９５０年１月１日０时，而是

１９４９年 １２ 月 ３１ 日 ２２ｈ０９ｍ４２ｓ （世界时），相应的儒略 （Ｊｕｌｉａｎ）日为

２４３３２８２．４２３４．另一种是儒略年，其长度为３６５．２５平太阳日，儒略历元就是
指真正的年初，例如１９５０．０，即１９５０年１月１日０时．显然，引用儒略年较
为方便，因此，从１９８４年起，贝塞耳年被儒略年所代替．两种历元之间的对
应关系列于表１．１．

表１．１　贝塞耳历元和儒略历元之间的关系

贝塞耳历元 儒略历元 儒略日

１９００．０ １９００．０００８５８ ２４１５０２０．３１３５

１９５０．０ １９４９．９９９７９０ ２４３３２８２．４２３４

２０００．０ １９９９．９９８７２２ ２４５１５４４．５３３３

１８９９．９９９１４２ １９００．０ ２４１５０２０．０

１９５０．０００２１０ １９５０．０ ２４３３２８２．５

２０００．００１２７８ ２０００．０ ２４５１５４５．０

　　为了方便，常用修改的儒略日（亦称简约儒略日，记作 ＭＪＤ），定义为

ＭＪＤ＝ＪＤ－２４０００００．５． （１．６）
例如Ｊ１９５０．０的 ＭＪＤ＝３３２８２．０．
与上述两种年的长度对应的回归世纪（即１００年）和儒略世纪的长度分

别为３６５２４．２２平太阳日和３６５２５平太阳日．

§１．２　空间坐标系

定义一个空间坐标系应包含三个要素：坐标原点，参考平面（ｘｙ平面）
和参考平面上的主方向（ｘ轴方向）．对于航天器的运动而言，以地球卫星为
例，所涉及到的主要是地心天球坐标系和地固坐标系，它们的坐标原点都是
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地心，这一点并无问题．但参考平面及其主方向的选择，将会受到岁差章动
和地极移动的影响．空间坐标系的复杂性正是由岁差章动和地极移动等原
因所引起的．
日、月和大行星对地球非球形部分的吸引，会产生两种效应：一是作为

刚体平动的力效应，主要是月球对地球扁球部分的作用，将引起一种地球扁
率间接摄动；另一种就是作为刚体定点转动的力矩效应，使地球像陀螺那
样，出现进动与章动，即自转轴在空间的摆动，这就是岁差章动．由于岁差章
动，地球赤道面亦随时间在空间摆动；另外，由地球内部和表面物质运动引
起的地球自转轴在其内部的移动（极移），都将影响坐标系中参考平面的
选取．
基于上述原因，根据不同要求，就出现了各种空间坐标系统．下面介绍

与卫星运动有关的几种空间坐标系以及它们之间的转换关系．

１．六种地心赤道坐标系［３，４］

这几种坐标系的定义见表１．２．人造地球卫星绕地球运动，其瞬时轨道
面是通过地球质量中心（简称地心）的，因此在研究它的运动规律时，很自然
地要引进地心坐标系．但是，在人造卫星上天前，人们只能依靠传统的大地
测量方法给出所谓的参考椭球体，其中心并不是地心，而人造卫星上天后，
用卫星动力测地方法才给出了真正的地心参考系．当然，尽管测量精度越来
越高，但所测得的地心仍然是近似的，根据目前的结果，地心位置精度为厘
米级．

表１．２　六种地心赤道坐标系的定义

坐标系 原点 参考平面 ｘ轴方向 位置矢量

历元平赤道地心系 地心 历元平赤道 指向该历元的平春分点 ｒ

瞬时平赤道地心系 地心 瞬时平赤道 指向瞬时平春分点 ｒｍ

瞬时真赤道地心系 地心 瞬时真赤道 指向瞬时真春分点 ｒｔ

轨道坐标系 地心 瞬时真赤道 指向某历元的平春分点 ｒ′

准地固坐标系 地心 瞬时真赤道 参考平面与格林尼治 Ｒｔ

子午线的交线方向

地固坐标系 地心 与地心和ＣＩＯ连

线正交之平面

参考平面与格林尼治

子午线的交线方向
Ｒ

　　表１．２中给出的六种地心赤道坐标系分别适用不同的问题．在当今的
精密定轨问题中，通常采用Ｊ２０００．０历元（称为标准历元），Ｊ２０００平赤道地
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心系，亦简称为Ｊ２０００地心天球坐标系．而在空间目标监测中，由于某种原
因，一些相关单位仍采用混合型的轨道坐标系．
关于轨道坐标系，这里有必要进一步作些说明．在很多工作中，采用分

析法计算卫星轨道的变化是方便的．对于这种方法，若引用历元平赤道地心
系（亦称历元地心天球坐标系），那么由于岁差章动导致地球赤道面在空间
摆动，从而引起地球引力场位函数的变化，使卫星轨道增加一种附加摄动
（亦称坐标系摄动），随着计算时刻与选取历元之间的间隔增长而增大，这将
给定轨问题带来麻烦．若引用瞬时真赤道地心系，虽然地球引力场位函数基
本不变，但它是运动坐标系，需增加一项惯性力，这也是一种坐标系摄动，尽
管它比上述附加摄动小（主要是由春分点移动对应的赤经岁差章动μ＋Δμ
所引起的），但仍嫌不便．鉴于上述两种坐标系的优缺点，在定轨及其有关工
作中曾采用一种混合地心系，即参考平面为瞬时真赤道面，而ｘ轴是指向某
标准历元（如１９５０．０或２０００．０）的平春分点（该点实为瞬时赤道上的一个
“假想”点，在真春分点以东μ＋Δμ处，赤经岁差和章动μ＋Δμ的计算公式
后面将会给出），这就是表１．２所列出的轨道坐标系．在此坐标系中，附加摄
动很小，对于一般的精度要求，可完全忽略，故在后面第４章讨论地球非球
形引力摄动时，不再考虑赤道面摆动问题，如果需要，请阅读参考文献［３，

４］，以后不再说明．不过，对于数值方法，只要通过坐标转换即可解决上述附
加摄动问题，无需引进轨道坐标系；当然，引进也无妨，仍有可取之处．
上述坐标系的定义虽然是针对地球卫星而言的，但事实上也可以推广，

中心天体可改为其他探测目标天体，如火星，月球等，相应的地心即目标天
体质心，地固坐标系即星（指目标天体）固坐标系．
除上述各种地心坐标系外，有时涉及到日、月和大行星的历表和轨道，

它们分别对应某历元的太阳系质心惯性系或日心黄道坐标系，坐标原点分
别为太阳系质心或日心，参考平面是该历元的平赤道或黄道，ｘ轴指向该历
元的平春分点．

２．各坐标系之间的转换关系

为了引用矩阵来表达坐标系之间的转换关系，首先回忆一下坐标旋转
及其对应的旋转变换的矩阵表示方法．原坐标系中的任一矢量用ｒ表示，在
旋转后的新坐标系中以ｒ′表示．那么，若ｙｚ平面，ｚｘ平面和ｘｙ平面分别绕

ｘ轴，ｙ轴和ｚ轴转动一个角度θ（逆时针为正），则有

ｒ′＝Ｒｘ（θ）ｒ， （１．７）

ｒ′＝Ｒｙ（θ）ｒ， （１．８）
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ｒ′＝Ｒｚ（θ）ｒ， （１．９）

Ｒｘ（θ）＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

， （１．１０）

Ｒｙ（θ）＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０

ｓｉｎθ ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎０

， （１．１１）

Ｒｚ（θ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １
． （１．１２）

旋转矩阵Ｒ（θ）有如下性质：

Ｒ－１（θ）＝ＲＴ（θ）＝Ｒ（－θ）． （１．１３）
这里Ｒ－１和ＲＴ 表示矩阵Ｒ的逆和转置．
（１）历元平赤道地心系与瞬时平赤道地心系之间的转换
这两个坐标系之间的差别是岁差．历元平赤道地心系经三次旋转即与

瞬时平赤道地心系相重合，有

ｒｍ ＝ （ＰＲ）Ｒ． （１．１４）
（ＰＲ）就是岁差矩阵，它由三个旋转矩阵构成，即

（ＰＲ）＝Ｒｚ（－ｚＡ）Ｒｙ（θＡ）Ｒｚ（－ξＡ ）． （１．１５）
其中ξＡ，ｚＡ，θＡ 是赤道岁差角，由下式计算：

ξＡ ＝２３０６″．２１８１Ｔ＋０″．３０１８８Ｔ２＋０″．０１７９９８Ｔ３，

ｚＡ ＝２３０６″．２１８１Ｔ＋１″．０９４６８Ｔ２＋０″．０１８２０３Ｔ３，

θＡ ＝２００４″．３１０９Ｔ－０″．４２６６５Ｔ２－０″．０４１８３３Ｔ３

烅
烄

烆 ，

（１．１６）

Ｔ＝ＪＤ（ｔ）－２４５１５４５．０
３６５２５．０ ． （１．１７）

其中ｔ是动力学时，可用ＴＤＴ．相应的赤经岁差ｍＡ （或记作μ）和赤纬岁差

ｎＡ 为

ｍＡ ＝ξＡ ＋ｚＡ ＝４６１２″．４３６２Ｔ＋１″．３９６５６Ｔ２＋０″．０３６２０１Ｔ３，

ｎＡ ＝θＡ
｛ ．

（１．１８）
（２）瞬时平赤道地心系与瞬时真赤道地心系之间的转换
这两个坐标系之间的差别是章动．同样，经过三次旋转就可使前者与后

者重合，相应地有

ｒｔ ＝ （ＮＲ）ｒｍ ． （１．１９）
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这里的（ＮＲ）是章动矩阵，它亦由三个旋转矩阵构成，即
（ＮＲ）＝Ｒｘ（－Δε）Ｒｙ（Δθ）Ｒｚ（－Δμ）． （１．２０）

或

（ＮＲ）＝Ｒｘ［－（ε＋Δε）］Ｒｚ（－Δψ）Ｒｘ（ε）． （１．２１）

上两式中的ε是平黄赤交角，Δψ是黄经章动，而Δμ，Δθ和Δε则分别
为赤经章动，赤纬章动和交角章动．章动量取ＩＡＵ（１９８０）序列，对于米级精
度取该序列的前２０项即可，计算公式如下：

Δψ＝ ∑
２０

ｊ＝１

（Ａ０ｊ＋Ａ１ｊｔ）ｓｉｎ ∑
５

ｉ＝１
ｋｊｉαｉ（ｔ（ ）），

Δε＝ ∑
２０

ｊ＝１

（Ｂ０ｊ＋Ｂ１ｊｔ）ｃｏｓ ∑
５

ｉ＝１
ｋｊｉαｉ（ｔ（ ））

烅

烄

烆 ．

（１．２２）

相应的赤经和赤纬章动Δμ和Δθ为

Δμ＝ Δψｃｏｓε， （１．２３）

Δθ＝ Δψｓｉｎε． （１．２４）
其中黄赤交角的计算公式如下：

ε＝２３°２６′２１″．４４８－４６″．８１５０ｔ． （１．２５）
章动序列中的５个幅角计算公式为

α１ ＝１３４°５７′４６″．７３３＋（１３２５ｒ＋１９８°５２′０２″．６３３）ｔ＋３１″．３１０ｔ２，

α２ ＝３５７°３１′３９″．８０４＋（９９ｒ＋３５９°０３′０１″．２２４）ｔ－０″．５７７ｔ２，

α３ ＝９３°１６′１８″．８７７＋（１３４２ｒ＋８２°０１′０３″．１３７）ｔ－１３″．２５７ｔ２，

α４ ＝２９７°５１′０１″．３０７＋（１２３６ｒ＋３０７°０６′４１″．３２８）ｔ－６″．８９１ｔ２，

α５ ＝１２５°０２′４０″．２８０－（５ｒ＋１３４°０８′１０″．５３９）ｔ＋７″．４５５ｔ２

烅

烄

烆 ．
（１．２６）

其中１ｒ＝３６０°．上述各式中的ｔ，意义同（１．１７）式中的Ｔ．章动序列前２０项
的有关系数见表１．３．
事实上，按前面所说的精度考虑，保留大于０″．００５的周期项，且至多涉

及距标准历元Ｔ０（Ｊ２０００．０）２５年的计算，故公式（１．２２）右端的Ａ１ｊ和Ｂ１ｊ也

可略去．
关于章动序列，还在不断地改进，但就原理和结果而言已无实质性改

变，而就一般问题的精度要求而言，在定量上亦无明显的影响，对于高精度
问题，请注意其差别．
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表１．３　ＩＡＵ１９８０章动序列的前２０项

ｊ
周期

（日）
ｋｊ１ ｋｊ２ ｋｊ３ ｋｊ４ ｋｊ５

Ａ０ｊ Ａ１ｊ

（０″．０００１）

Ｂ０ｊ Ｂ１ｊ

（０″．０００１）

１ ６７９８．４ ０ ０ ０ ０ １ －１７１９９６ －１７４．２ ９２０２５ ８．９
２ １８２．６ ０ ０ ２ －２ ２ －１３１８７ －１．６ ５７３６ －３．１
３ １３．７ ０ ０ ２ ０ ２ －２２７４ －０．２ ９７７ －０．５
４ ３３９９．２ ０ ０ ０ ０ ２ ２０６２ ０．２ －８９５ ０．５
５ ３６５．２ ０ １ ０ ０ ０ １４２６ －３．４ ５４ －０．１
６ ２７．６ １ ０ ０ ０ ０ ７１２ ０．１ －７ ０．０
７ １２１．７ ０ １ ２ －２ ２ －５１７ １．２ ２２４ －０．６
８ １３．６ ０ ０ ２ ０ １ －３８６ －０．４ ２００ ０．０
９ ９．１ １ ０ ２ ０ ２ －３０１ ０．０ １２９ －０．１
１０ ３６５．３ ０ －１ ２ －２ ２ ２１７ －０．５ －９５ ０．３
１１ ３１．８ １ ０ ０ －２ ０ －１５８ ０．０ －１ ０．０
１２ １７７．８ ０ ０ ２ －２ １ １２９ ０．１ ７０ ０．０
１３ ２７．１ －１ ０ ２ ０ ２ １２３ ０．０ －５３ ０．０
１４ ２７．７ １ ０ ０ ０ １ ６３ ０．１ －３３ ０．０
１５ １４．８ ０ ０ ０ ２ ０ ６３ ０．０ －２ ０．０
１６ ９．６ －１ ０ ２ ２ ２ －５９ ０．０ ２６ ０．０
１７ ２７．４ －１ ０ ０ ０ １ －５８ －０．１ ３２ ０．０
１８ ９．１ １ ０ ２ ０ １ －５１ ０．０ ２７ ０．０
１９ ２０５．９ ２ ０ ０ －２ ０ ４８ ０．０ １ ０．０
２０ １３０５．５ －２ ０ ２ ０ １ ４６ ０．０ －２４ ０．０

　　根据上面的讨论立即可知，由历元平赤道地心系到瞬时真赤道地心系
的转换关系为

ｒｔ ＝ （ＧＲ）ｒ． （１．２７）
我们不妨称（ＧＲ）为岁差章动矩阵，有

（ＧＲ）＝ （ＮＲ）（ＰＲ）． （１．２８）
（３）瞬时真赤道地心系与准地固坐标系之间的转换
因准地固坐标系是随着地球自转而转动的一种旋转坐标系，显然它与

瞬时真赤道地心系之间的差别是地球自转角———格林尼治恒星时ＳＧ，于
是有

Ｒｔ ＝ （ＥＲ）ｒｔ ， （１．２９）
（ＥＲ）＝Ｒｚ（ＳＧ）． （１．３０）

（ＥＲ）即地球自转矩阵．
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（４）准地固坐标系与地固坐标系之间的转换
这两者之间的差别就是极移，有

Ｒ＝ （ＥＰ）Ｒｔ ． （１．３１）
极移矩阵（ＥＰ）可由下式表达：

（ＥＰ）＝Ｒｙ（－ｘｐ）Ｒｘ（－ｙｐ）． （１．３２）
其中ｘｐ 和ｙｐ 就是极移两分量（它们的量级不超过０″．５）．若略去极移

的二阶量，则上式可简化为

（ＥＰ）＝

１ ０ ｘｐ

０ １ －ｙｐ

－ｘｐ ｙｐ

烄

烆

烌

烎１
． （１．３３）

为了便于读者看清上述五种地心系坐标系之间的转换关系，我们不妨用一
“框图”（见图１．１）来描绘它们，图１．１中的矩阵（ＨＧ）为

（ＨＧ）＝ （ＥＰ）（ＥＲ）（ＧＲ）． （１．３４）

图１．１　五种地心赤道坐标系之间的转换关系

（５）轨道坐标系与其他地心坐标系之间的转换关系
由轨道坐标系的定义可知，经一次旋转，就可使瞬时真赤道地心系与它

重合，相应地有

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）ｒｔ． （１．３５）

μ和Δμ即赤经岁差和赤经章动，计算公式见（１．８）和（１．２３）．
利用（１．２７）式，可立即得到轨道坐标系与历元平赤道地心系之间的转
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换关系，即

ｒ′＝Ｕｒ， （１．３６）

Ｕ ＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＧＲ）． （１．３７）
变换矩阵Ｕ 对应七次旋转，但是在一定精度要求下，可使Ｕ 矩阵简化．如考
虑瞬时ｔ与选取历元Ｔ０ 的间隔在２５～５０年内，丢掉量级为１０－６和更小的

项（包括章动的二阶项等），则七次旋转就可简化为二次旋转，有

Ｕ ＝Ｒｙ（θＡ ＋Δθ）Ｒｘ
μ
２θＡ －Δ（ ）ε ． （１．３８）

若 （ｔ－Ｔ０）＜２５年，为了保证上述精度，Ｕ 矩阵还可再简化些，即

Ｕ ＝

１ ０ －（θＡ ＋Δθ）

０ １ ０
（θＡ ＋Δθ）

烄

烆

烌

烎０ １

１ ０ ０
０ １ －Δε
０ Δε

烄

烆

烌

烎１
． （１．３９）

也可写成下列形式：

Ｕ ＝Ｒｙ（θＡ ＋Δθ）Ｒｘ（－Δε）． （１．４０）
这对应更简单的二次旋转．
下面再给出轨道坐标系与地固坐标系之间的转换关系．根据（１．３５）式

和图１．１不难得到

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＥＲ）Ｔ（ＥＰ）ＴＲ． （１．４１）
其中

Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＥＲ）Ｔ ＝Ｒｚ（μ＋Δμ）Ｒｚ（－ＳＧ）

＝Ｒｚ（－（ＳＧ －（μ＋Δμ）））． （１．４２）
若记

θＧ ＝ＳＧ －（μ＋Δμ）． （１．４３）

θＧ 就是轨道坐标系中的格林尼治恒星时角．于是（１．４１）式又可写成

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）ＴＲ． （１．４４）
当然，这一转换关系亦可直接导出．

ＳＧ 和θＧ 的计算公式为

ＳＧ ＝ＳＧ ＋Δμ， （１．４５）

θＧ ＝ＳＧ －μ． （１．４６）
这里μ和Δμ即前面已提到的赤经岁差和章动．Ｊ２０００．０系统中的格林尼治
平恒星时ＳＧ 由下式计算：

ＳＧ ＝１８ｈ．６９７３７４６＋８７９０００ｈ．０５１３３６７ｔ＋０ｓ．０９３１０４ｔ２－６ｓ．２×１０－６ｔ３，
（１．４７）
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ｔ＝ＪＤ（ｔ）－ＪＤ（Ｊ２０００．０）
３６５２５．０ ． （１．４８）

§１．３　空间观测几何

１．两种站心坐标系［２］

对航天器的观测量通常是相对观测站的（可以是地基站，也可以是天基
站），其中方向观测量（即测角资料）又总是对应赤道系统或地平系统．为此，

图１．２　站心坐标系的辅助天球

在有关工作中引进了站心赤道坐标系和站

心地平坐标系．两种站心坐标系之间的几
何关系见图１．２．Ｏ是辅助天球中心（即测
站），ＯＺ 是重力方向，Ｚ 就是天顶，大圆

ＮＳ是地平．ＯＰ 是天极方向，Ｐ 是北天极
（实为平极，为了与地固坐标系一致，就用

ＣＩＯ），大圆ＱＱ′是天赤道（简称赤道）．大
圆弧ＰＺ ＝９０°－φ，φ是测站的天文纬度
（φ对应平极，它与大地纬度的差别即垂线

偏差）．通过天极和天顶的大圆称为测站的子午圈，它与地平相交于Ｎ 和Ｓ
两点，分别称为北点和南点．赤道与地平相交于Ｅ和Ｗ 两点，分别称为东点
和西点．Ｓ 是测站到天体方向与天球的交点（或就称为天体），大圆ＺＳ 称

为地平经圈，而大圆ＰＳ 称为时圈或赤经圈．
天体的地平坐标记为Ａ，ｈ．Ａ称为地平经度或方位角．由北点沿地平

向东量到地平经圈；ｈ称为地平纬度或高度角，由地平经圈与地平的交点

Ｈ 沿地平经圈向天顶方向量到天体Ｓ ，有时用天顶距ｚ＝９０°－ｈ代替高
度角ｈ．天体的赤道坐标记为ｔ，δ或α，δ．这里的ｔ称为天体的时角，由Ａ点
沿赤道向西量到时圈，时角常用α代替，α称为赤经，由春分点Υ沿赤道向
东量到时圈，它与ｔ的关系为

α＝Ｓ－ｔ．
Ｓ是春分点的时角，即测站的地方恒星时；δ称为赤纬，由时圈与赤道的交
点Ｄ沿时圈向北天极方向量到天体．
上述两种站心坐标系可分别记作Ｏ ΥΥ′Ｐ 和Ｏ ＮＷＺ ，其中Υ′应在

赤道ＱＱ′上指向Υ 以东９０°的方向（见图１．２）．若记航天器在这两种站心
坐标系中的位置矢量各为ρ和ρ′，有
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ρ＝ρ

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ

， （１．４９）

ρ′＝ρ

ｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （１．５０）

ρ是航天器到测站的距离．
如果测角资料 （α，δ）是照相或用ＣＣＤ技术等获得的，因采用了背景星

定位的方法，给出的 （α，δ）是对应历元（如Ｊ２０００．０）站心平赤道坐标系的，
为了与上述站心赤道坐标系加以区别，暂记作 （αＪ，δＪ），相应地有

ρＪ ＝ρ

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα
ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ Ｊ２０００．０

． （１．５１）

根据上述两种站心坐标系的定义，由图１．２不难看出，经两次坐标轴旋
转，站心地平坐标系即与站心赤道坐标系重合，故它们之间的转换关系为

ρ＝ （ＺＲ）ρ′， （１．５２）
（ＺＲ）＝Ｒｚ（１８０°－Ｓ）Ｒｙ（９０°－φ）． （１．５３）

其中Ｓ是地方（对应测站）恒星时．由（１．５１）式和（１．５２）式可给出航天器的
两种测角资料 （α，δ）和 （Ａ，ｈ）之间的具体函数关系，即

ｔａｎＡ＝ｓｉｎＡ
ｃｏｓＡ ＝ －ｃｏｓδｓｉｎ（Ｓ－α）

ｃｏｓφｓｉｎδ－ｓｉｎφｃｏｓδｃｏｓ（Ｓ－α），

ｓｉｎｈ＝ｓｉｎφｓｉｎδ＋ｃｏｓφｃｏｓδｃｏｓ（Ｓ－α
烅
烄

烆 ），
（１．５４）

或

ｔａｎ（Ｓ－α）＝ｓｉｎ（Ｓ－α）
ｃｏｓ（Ｓ－α）＝ －ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｃｏｓφｓｉｎｈ－ｓｉｎφｃｏｓｈｃｏｓＡ
，

ｓｉｎδ＝ｓｉｎφｓｉｎｈ＋ｃｏｓφｃｏｓｈｃｏｓＡ
烅
烄

烆 ．
（１．５５）

２．站心坐标系与空间坐标系之间的转换关系

在处理航天器运行的轨道问题中，需将观测量与空间坐标相联系．对于
人造地球卫星而言，即需要给出站心坐标系与历元平赤道地心系和轨道坐
标系之间的转换关系．这里各坐标系中位置矢量的表示仍采用前面表１．２
中引用的符号．
由于站心赤道坐标系的主方向（ｘ轴）指向瞬时真春分点，故它与地固

坐标系之间的转换关系为旋转加平移，即
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Ｒ＝ （ＥＲ）ρ＋ＲＡ． （１．５６）
其中（ＥＲ）即地球自转矩阵，见（１．３０）式，ＲＡ 是测站在地固坐标系中的位置

矢量．下面给出两种站心坐标系以及站心坐标系与地心坐标系之间的转换
关系．
通过地固坐标系即可知，站心赤道坐标系和站心地平坐标系与历元平

赤道地心坐标系之间的转换关系分别为

ｒ＝ （ＨＧ）ＴＲ＝ （ＨＧ）Ｔ［（ＥＲ）ρ＋ＲＡ］ （１．５７）
和

ｒ＝ （ＨＧ）Ｔ［（ＥＲ）（ＺＲ）ρ′＋ＲＡ］， （１．５８）
矩阵（ＨＧ）的表达式见（１．３４）式．根据Ｓ＝ＳＧ ＋λ，λ是测站经度，记矩阵
（ＥＲ）（ＺＲ）为（ＥＺ），则可表示为

（ＥＺ）＝ （ＥＲ）（ＺＲ）　　　　　　　　
＝Ｒｚ（１８０°－Ｓ＋ＳＧ）Ｒｙ（９０°－φ）

＝Ｒｚ（１８０°－λ）Ｒｙ（９０°－φ）． （１．５９）
前面提到的历元站心平赤道坐标系与历元平赤道地心系之间的转换关

系较简单，就是经过一个平移，有

ｒ＝ρＪ ＋ｒＡ，

ｒＡ ＝ （ＨＧ）ＴＲＡ
烅
烄

烆 ．
（１．６０）

由地固坐标系与轨道坐标系之间的转换关系（１．４４）式可知，站心赤道
坐标系和站心地平坐标系与轨道坐标系之间的转换关系分别为

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）Ｔ［（ＥＲ）ρ＋ＲＡ］， （１．６１）
或

ｒ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）Ｔ［（ＥＺ）ρ′＋ＲＡ］． （１．６２）
历元站心平赤道坐标系与轨道坐标系的转换关系为

ｒ′＝Ｒｚ（μ＋Δμ）（ＧＲ）［ρＪ ＋ｒＡ］≈Ｕ［ρＪ ＋ｒＡ］． （１．６３）
其中矩阵Ｕ 见（１．４０）式．

３．观测站的站址坐标

观测站的站址（指测站的标准点，简称测站）坐标用Ｈ，λ，φ三个分量表
示，它们的定义如下．

Ｈ：大地高．它是从站址点沿法线方向到参考椭球面（参考椭球体是地
固坐标系建立的依据，极是ＣＩＯ，其中心即当作地心）的距离．而到大地水准
面的高度称为正高，亦称海拔高度，它与大地高之差称为高程异常．

λ：大地经度（亦称测地经度），简称站址经度．它是通过站址的大地子
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午面（与辅助天球相交截出的大圆）与过格林尼治的大地子午面（称为本初
子午面）之间的夹角，从本初子午面向东计量，由０°到３６０°．

φ：大地纬度（亦称测地纬度），简称站址纬度．它是通过站址的参考椭
球面的法线与赤道面的夹角，从赤道面向北计量为正，由０°到９０°，向南计
量为负，由０°到－９０°，大地纬度不同于天文纬度（它是站址点的铅垂线与赤
道面的夹角），即同一点的铅垂线与相应的参考椭球面的法线通常并不重
合，此即垂线偏差．
上述站址坐标Ｈ，λ，φ亦称为大地坐标．对于一般精度要求，无需区分

大地高与正高、大地纬度与天文纬度．
根据站址坐标的定义，在地固坐标系中，测站位置矢量ＲＡ 的三个分量

（ＸＡ，ＹＡ，ＺＡ）为

ＸＡ ＝ （Ｎ＋Ｈ）ｃｏｓφｃｏｓλ，

ＹＡ ＝ （Ｎ＋Ｈ）ｃｏｓφｓｉｎλ，

ＺＡ ＝ ［Ｎ（１－）２＋Ｈ］ｓｉｎφ

烅
烄

烆 ．

（１．６４）

其中

Ｎ ＝ａｅ［ｃｏｓ２
φ＋（１－）２ｓｉｎ２

φ］－１／２， （１．６５）

ａｅ是参考椭球体的赤道半径，参考椭球体的扁率．如果知道测站的地心距

Ｒ和地心纬度φ′，则有

ＸＡ ＝Ｒｃｏｓφ′ｃｏｓλ，

ＹＡ ＝Ｒｃｏｓφ′ｓｉｎλ，

ＺＡ ＝Ｒｓｉｎφ′
烅
烄

烆 ．

（１．６６）

若在轨道坐标系中讨论问题，相应的测站位置矢量记为ｒＡ′，坐标分量
为Ｘ，Ｙ，Ｚ．根据转换关系（１．４４），有

ｒＡ′＝Ｒｚ（－θＧ）（ＥＰ）ＴＲＡ ． （１．６７）
对于一般精度要求，不必考虑极移，那么轨道坐标系中的测站坐标可简化为

Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
＝Ｒ

ｃｏｓφ′ｃｏｓ（θＧ ＋λ）

ｃｏｓφ′ｓｉｎ（θＧ ＋λ）

　　ｓｉｎφ

烄

烆

烌

烎′
． （１．６８）

目前对航天器观测所得的资料基本上有四种类型，即
（１）光学测角资料（Ⅰ）———地平坐标 （Ａ，ｈ）型；
（２）光学测角资料（Ⅱ）———赤道坐标 （α，δ）型；
（３）多普勒测速ρ

　．
型；

（４）激光或雷达测距ρ型．
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在取得原始观测资料后，需要经过一系列改正才能提供可用资料．这些改正
包括天文系统差（如大气折射、光行差等），各种物理因素的影响（如大气对
流层、电离层的影响等）以及仪器误差等．关于这些改正，请读者参看有关书
籍和文献，本书不再介绍．但有一点需要说明，即所有观测资料对应的空间
坐标系必须清楚，显然，测速和测距资料并不存在这个问题，而需要注意的
是光学测角资料，对此，前面已作了详尽的阐述．
除上述四种基本类型，还有星上测量（雷达测高等）和星间测量（如星载

ＧＰＳ测距等），但相应的空间观测几何与前面阐述的内容无实质性差别，不
再介绍．

§１．４　航天器的可见条件

对人造地球卫星的观测，最早是光学观测，随着科技的进步，观测手
段也多样了，如无线电观测、激光观测等等，但光学观测仍然是最主要的
观测手段，特别是对于空间目标监视以及空间碎片的观测只能依赖光学
手段．光学观测的可见条件也具有代表性，可适用于其他观测手段．因此，

图１．３　航天器与测站的几何关系

这里就以光学观测为例，说明航天器的
可见条件．
航天器的观测通常是从地面测站进

行的，首先就是测站和航天器的几何位置
关系，最直观反应这个关系的量就是卫星
对测站的方位角Ａ、地平高度ｈ以及斜距

ρ．如图１．３所示．方位角Ａ 是自北点向
东起量；地平高度ｈ从地平起量，范围在

±９０°之间；斜距ρ为测站到航天器的距
离．由坐标转换关系（１．５８）式和（１．５９）式
可知，航天器在地固系中的坐标为

Ｘ
Ｙ

烄

烆

烌

烎Ｚ
＝Ｒ＋Ｒｚ（１８０°－λ）Ｒｙ（９０°－φ）

ρｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ρｃｏｓｈｓｉｎＡ

ρｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （１．６９）

其中Ｒ为测站在地固系中的坐标．
航天器和测站间的一个重要关系是卫星能否被测站观测到，一个必要

条件是卫星必出现在地平以上，即ｈ＞０．但为了保证观测精度通常需要

ｈ＞ｈ０，ｈ０在不同情况下取不同的值，通常在５°～１５°．如图１．４，ｒ为卫星的
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图１．４　航天器的可观测区域

地心距，Ｒ为测站的地心距，θ为卫星和
测站的地心张角，ρ为斜距．容易导出如
下关系：

θ＝ａｒｃｃｏｓ Ｒ
ｒｃｏｓ（ ）ｈ －ｈ，（１．７０）

ｔａｎｈ＝ｒｃｏｓθ－Ｒ
ｒｓｉｎθ

， （１．７１）

ρ
２ ＝Ｒ２＋ｒ２－２Ｒｒｃｏｓθ．（１．７２）

由此可见，要使卫星的地平高度不小于

ｈ０，那么卫星同测站的地心张角θ必须满
足下列条件：

θ＜θ０ ＝ａｒｃｃｏｓ Ｒ
ｒｃｏｓｈ（ ）０ －ｈ０． （１．７３）

由θ０ 确定的范围被称为可见范围，航天器在这个范围内才有可能被观测
到．由于大多数卫星都是近圆轨道，可用轨道半长径来代替上式中的ｒ，用
于估计所需要的θ０ ．无论利用哪种设备观测，上述可见范围都是一个必要
条件．

图１．５　太阳和测站的关系

航天器进入可见范围并不一定能被光学

设备观测到，还需要考虑测站的天空背景是
不是被太阳照亮，明亮的天空背景使得航天
器不能被观测到．这一条件可由太阳与测站
的相对几何关系来决定，太阳与测站的相对
几何关系通常用太阳的地平高度β来反映，
对于观测来说需要太阳的地平高度满足条件

β＜β０．β０ 的值将根据不同的观测目标和观

测要求来确定．注意，这里的β意味着在地平
以下的值，即β＜０．

由于太阳很远，可认为太阳在无穷远处（即忽略视差），地球上的太阳光

线为平行光．从图１．５上可看出，测站位置矢量Ｒ与太阳方向Ｌ^（单位矢量）

的夹角大于９０°＋｜β０｜，即在第二象限，此条件如下：

ａｒｃｃｏｓＬ^·Ｒ
｜Ｒ｜＞９０°＋｜β０｜． （１．７４）

在地面由９０°＋｜β０｜确定的边界称为日界线，日界线把地球表面分为两

个区域，即“白天”和“黑夜”．当测站为黑夜时才能进行光学观测．
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光学观测还需要航天器表面被太阳照亮，此时设备才能观测到反射的
光线．这一条件是由航天器与太阳的相对位置关系决定的，也就是航天器必
须在地影外．对于这一条件，只需考虑简单的柱形地影即可，见图１．６．

图１．６　航天器进出地影的平面图

由图１．６可知，地影边界上满足下述条件：

ｓｉｎψ＝ Ｒ
ｒ

，

ｃｏｓψ＝－ １－Ｒ２

ｒ槡 ２

烅

烄

烆 ．
（１．７５）

（１．７５）式中ｃｏｓψ的右端取负号，是由于ψ＞９０°．当航天器和太阳方向的夹
角小于ψ时，航天器不在地影内，可以被太阳照亮．太阳与地心的连线与椭
球面的交点被称为日下点，地面上以日下点为中心半径为ψ的区域就是航
天器可以被照亮的区域，该区域边界就称为地影线．同样可用轨道半长径代
替ｒ来估计无地影区域的大小，即

ｃｏｓψ＝－ １－Ｒ２

ａ槡 ２ ． （１．７６）

对于航天器的光学观测而言，前面提到的三个条件都必须满足．对于一
个航天器，可观测范围相对测站是不变的，而日界线和地影线随太阳位置的
变化而由东向西移动．对于其他观测，如激光观测、无线电观测等，上述后两
个条件理论上不是必需的．

§１．５　航天器的视运动———星下点轨迹与覆盖区域

航天器在高于地面几百公里以上的空间飞行，为了更好地表示它的运

动状态，特别是反映它的运动与地球的相对关系，常用星下点的轨迹描绘．
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航天器到地心的连线与地球参考椭球面的交点称为星下点，其位置用球坐
标（λ，φ）来表示．这里的（λ，φ）是大地经纬度，亦可用地心经纬度（λ，φ′）来
表示．这一星下点的定义亦可用于绕飞其他中心天体（如月球，火星等）的航
天器，只要相应的地球量改为另一中心天体即可．
关于星下点位置的计算，首先要将航天器的空间位置量转换到地固坐

标系中．例如定轨预报给出的是Ｊ２０００地心天球坐标系中航天器的位置矢
量ｒ（ｔ），则首先要根据§１．２中介绍的坐标转换关系将ｒ转换为地固坐标
系中的位置矢量Ｒ（ｔ），由图１．１给出的转换关系可知：

Ｒ（ｔ）＝ （ＨＧ）ｒ（ｔ）． （１．７７）
如果描述星下点位置需要的是地心纬度φ′，则很简单，有如下关系：

Ｒ（ｔ）＝
Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
＝

Ｒｃｏｓφ′ｃｏｓλ
Ｒｃｏｓφ′ｓｉｎλ
Ｒｓｉｎφ

烄

烆

烌

烎′
． （１．７８）

其中Ｒ是航天器的地心距，而 （λ，φ′）即可作为星下点在地球参考椭球面上
的位置．由（１．７８）式不难给出 （λ，φ′）的计算公式如下：

λ＝ａｒｃｔａｎ（Ｙ／Ｘ）， （１．７９）

φ′＝ａｒｃｓｉｎ Ｚ（ ）Ｒ ＝ａｒｃｔａｎ
Ｚ

Ｘ２＋Ｙ槡（ ）２ ． （１．８０）

如果需要的是大地纬度φ，则可根据§１．２中给出的测站位置矢量ＲＡ 的计

算公式（１．６４），令大地高Ｈ ＝０即得：

ｔａｎφ＝ １
（１－）２

ｔａｎφ′　　

＝ １
（１－）２

Ｚ
Ｘ２＋Ｙ槡（ ）２ ． （１．８１）

随着航天器的运行，星下点 （λ（ｔ），φ（ｔ））的连线即描绘出在自转的地
球表面上的一条轨迹．星下点轨迹清楚地反映了航天器运动和地面的关系，
结合上一节可观测条件所对应的可观测范围、日界线和地影线就很容易体
现航天器的动态观测几何．
航天器对地面的覆盖问题，可以从两个角度来看，一是卫星看地面的范

围；另一个是地面可以看见卫星的范围．航天器上的照相机对地面进行拍摄
就属于卫星对地观测情况；前面提到卫星的可观测范围，是从测站角度考
虑，当卫星进入该区域则可被该测站观测到．随着卫星运动，可以找出地面
可观测该卫星的区域，测站如果在该区域中则可观测该卫星．覆盖几何图像
见图１．７．
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图１．７　航天器对地面的覆盖

对于第一种情况，已知θ′＝θ０′，那么

ｓｉｎ（９０°＋ｈ）＝ｒｓｉｎθ０′
Ｒ

， （１．８２）

θ＝１８０°－θ０′－（９０°＋ｈ）

＝９０°－θ０′－ｈ． （１．８３）
对于第二种情况，已知ｈ＝ｈ０ ，那么

地面看卫星的范围如下：

ｓｉｎ（θ′）＝Ｒｓｉｎ（９０°＋ｈ０）
ｒ

，（１．８４）

θ＝１８０°－θ′－（９０°＋ｈ０）

＝９０°－θ′－ｈ０． （１．８５）
相应的覆盖范围在地图上即以星下点为中

心，半径为θ的圆．随着卫星运动这些区域形成的带就是卫星相应的覆盖范
围．对于近圆轨道，同样可以用ａ代替上式中的ｒ，估计基本的覆盖范围．
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第２章　航天器在轨运行的无摄运动

若将地球或任何一个探测目标天体（如大行星、小行星等）看成一个质
量密度分布均匀的球体，则它对绕其运行的航天器的引力作用可等效于一
个质点，相当于质量全部集中在该天体质心上，于是就构成一个简单的二体
系统，一个中心天体和一个运动天体．以地球和人造卫星为例，将坐标系的
原点放在地心上，讨论人造卫星相对地心的运动，这是很自然的．卫星运动
方程可写成

ｒ　 ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （２．１）

其中ｒ是卫星的地心向径，μ＝ＧＭ 是地心引力常数，这里Ｍ 是地球质量．
严格地说，人造卫星对地球亦有引力作用，地心坐标系并非惯性参考

系．因此，方程（２．１）的原形式应为

ｒ　 ＝－ＧＭ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ －Ｇｍ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ

＝－Ｇ（Ｍ＋ｍ）
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （２．２）
方程右端第二项即惯性加速度．ｍ是人造卫星的质量，相对地球质量而言它
是一个小量，例如一个１吨重的卫星，其质量与地球质量之比只有１∶１０２２．
这个量对定轨精度的影响显然无需考虑，至少在当前的测量精度意义下是
如此．因此，卫星运动方程就可写成（２．１）的形式．
方程（２．１）或（２．２）是可积的，下面我们首先给出相应的六个独立积分，

在此基础上再进行各种讨论．

§２．１　二体问题的六个积分与轨道根数

１．动量矩积分（或称面积积分）

根据有心力的性质，可直接写出方程（２．１）的动量矩积分．由方程（２．１）



很容易推出该积分，若记ｈ＝ｒ×ｒ
　．
为面积速度矢量，则由方程（２．１）可得

ｄｈ
ｄｔ＝ ｄ

ｄｔ
（ｒ×ｒ

　．）＝ｒ×ｒ ＝０．

这表明ｈ为常矢量，人造卫星绕地球的运动为一平面运动，相应的动量矩积
分可写成

ｈ＝ｒ×ｒ
　．
＝ｈＲ^． （２．３）

图２．１　地心辅助天球

其中ｈ＝｜ｒ×ｒ
　．
｜为面积速度常数，Ｒ^即表示面

积速度方向，它是卫星运动平面的法向单位矢
量．如果我们采用地心赤道坐标系，可用图

２．１来描绘．图中大圆ＡＡ′和ＢＢ′分别表示地
球赤道和卫星轨道在辅助天球上的投影，Ｘ方
向即春分点方向，Ｒ方向即轨道面法向，ｉ就是
卫星轨道面与赤道面的夹角，Ω即轨道升交点
方向Ｎ（或称节点）的赤经，在此坐标系中，利
用球面三角形的余弦公式（或采用坐标旋转的方法），不难导出法向单位矢

量Ｒ^的表达式为

Ｒ^＝
烄

烆

烌

烎

Ａ
Ｂ
Ｃ

＝
ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （２．４）

积分（２．３）包含了ｈ，ｉ，Ω三个积分常数，ｈ是面积速度的两倍，ｉ，Ω则确定
了卫星轨道平面的空间方向．

２．运动平面内的轨道积分和活力公式

既然是平面运动，而相应的平面已由（ｉ，Ω）确定，那么，我们即可在这
一确定的平面内讨论降阶后的方程．引入平面极坐标（ｒ，θ），运动方程（２．１）
可按径向和横向两个分量写成

ｒ －ｒθ
　．
２ ＝－μ

ｒ２，

ｒθ
　
＋２ｒ

　．
θ
　．

＝ １
ｒ

ｄ
ｄｔ

（ｒ２θ
　．
）＝０

烅

烄

烆
．

（２．５）

第二个方程给出一个积分： ｒ２θ
　．

＝ｈ， （２．６）

由空间极坐标（三个轴方向的单位矢量分别记作ｒ^，θ^，ｋ^，ｋ^即前面的Ｒ^）中ｒ

和ｒ
　．
的表达式为
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ｒ＝ｒｒ^，　ｒ
　．
＝ｒ

　．
ｒ^＋ｒθ

　．

θ^， （２．７）
立即可得

ｒ×ｒ
　．
＝ｒ２θ

　．

ｋ^＝ｒ２θ
　．

Ｒ^．
这表明积分（２．６）就是动量矩积分（２．３）式的标量形式．方程（２．５）和（２．６）
构成了平面运动系统对应的三阶常微分方程，需要寻找三个独立积分．
上述方程组的特点是不显含自变量ｔ，由常微分方程的基本知识可知，

对于这类方程，通过分离ｔ的方法可使它降一阶，即能够首先讨论ｒ对θ的
变化规律．为此，记ｒ′＝ｄｒ／ｄθ，ｒ′′＝ｄ２ｒ／ｄθ２，由（２．６）式得

ｒ
　．
＝ｄｒ／ｄｔ＝ｄｒ

ｄθθ
　．

＝ ｈ
ｒ２ｒ′，

ｒ ＝ｄｒ
　．／ｄｔ＝ｄｒ

　．

ｄθθ
　．

＝ｈ２

ｒ２ －２
ｒ３ｒ′２＋１

ｒ２（ ）ｒ″
烅

烄

烆
．

（２．８）

将这一关系代入方程（２．５）的第一个方程即可给出ｒ对θ的二阶方程．但相
应的方程比较复杂，仍不便于求解．如果在降阶的同时，再作变量变换

ｒ＝１／ｕ． （２．９）
有

ｒ
　．
＝－ｈｕ′，

ｒ＝－ｈ２ｕ２ｕ″
烅
烄

烆 ．
（２．１０）

利用这一关系即可得到ｕ对θ的一个二阶常系数线性方程：

ｕ″＋ｕ＝ μ
ｈ２． （２．１１）

这是可积的．顺便提一下，如果将原方程右端作用力μ／ｒ
２ 改为（或增加）μ／

ｒｎ 的形式，ｎ＝０，±１，±２，…，尽管经上述变换所得方程不同于（２．１１）式，
但仍然是可积的，这留给读者作为一道习题．
方程（２．１１）给出一轨道积分：

ｒ＝ １
ｕ ＝ ｈ２／μ

１＋ｅｃｏｓ（θ－ω）． （２．１２）

ｅ和ω即两个新积分常数．这是一圆锥曲线，在一定条件下它表示椭圆，地
心就在椭圆的焦点上．对于人造地球卫星而言，当然属于这种情况，至于深
空探测器所遇到的抛物线轨道和双曲线轨道，将在后面§２．４中介绍．既然
是椭圆，可令

ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ｈ２／μ， （２．１３）
那么积分（２．６）和（２．１２）又可写成
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ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）， （２．１４）

ｒ＝ ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓ（θ－ω）． （２．１５）

积分常数ｈ由ａ代替，ｐ是椭圆的半通径，ａ是半长径，ｅ是偏心率，ω则称
为人造卫星过近地点的经度（或称幅角），因θ＝ω时，ｒ达到最小值．ω的几
何意义见图２．１，图中Ｐ是近地点方向，幅角ω从节点Ｎ 沿卫星运动方向
计量．
将ｒ＝ｒ（θ）的关系代入方程（２．１４），原则上可以给出最后一个与时间ｔ

有关的积分，我们暂时放一下，先导出椭圆运动的几个常用关系．由（２．１４）
和（２．１５）两式，经简单的运算可得

ｖ２ ＝ｒ
　．２＋ｒ２θ

　．
２ ＝μ

２
ｒ －１（ ）ａ ． （２．１６）

此即活力公式．另外，既然是椭圆运动，那么卫星向径在一个周期Ｔ内扫过

的面积就是椭圆的面积πａ２ １－ｅ槡 ２，由此可知面积速度ｈ
２
为

ｈ
２ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）／２＝πａ２ （１－ｅ２槡 ）

Ｔ ．

整理后写成下列的形式：

ａ３

Ｔ２ ＝ μ
４π２． （２．１７）

若引进平均角速度（通常称其为平运动速度）ｎ＝２π／Ｔ，则上式又可写成

ｎ２ａ３ ＝μ． （２．１８）
这两个表达式就是万有引力定律导出的开普勒（Ｋｅｐｌｅｒ）第三定律．

３．第六个积分———开普勒方程

为了运算方便，在寻找第六个积分时，不直接引用方程（２．１４）按ｄθ／ｄｔ
求解，而是利用（２．１６）式按ｄｒ／ｄｔ积分，有

ｒ
　．２ ＝μ

２
ｒ －１（ ）ａ －μ

ｐ
ｒ２．

通过（２．１８）式消去μ整理后得

ｎｄｔ＝ ｒｄｒ
ａ ａ２ｅ２－（ａ－ｒ）槡 ２

． （２．１９）

对于椭圆轨道，ｒ的极大和极小值分别为

ｒｍａｘ ＝ａ（１＋ｅ），　ｒｍｉｎ ＝ａ（１－ｅ）．
因此有｜ａ－ｒ｜≤ａｅ，故可引入辅助量Ｅ：
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ａ－ｒ＝ａｅｃｏｓＥ
或

ｒ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）． （２．２０）
代入（２．１９）式可得

ｎｄｔ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄＥ．
于是给出第六个积分：

Ｅ－ｅｓｉｎＥ＝ｎ（ｔ－τ）． （２．２１）
这又称为开普勒方程，τ是积分常数．当ｔ＝τ时，Ｅ＝０，相应的ｒ＝ａ（１－ｅ）

＝ｒｍｉｎ，故τ就是卫星过近地点的时刻．
最后引进两个角度ｆ和Ｍ，定义如下：

ｆ＝θ－ω ，　Ｍ ＝ｎ（ｔ－τ）． （２．２２）

图２．２　椭圆轨道和辅助圆

ｆ，Ｍ 和Ｅ 是三个角度，分别称为真近点角，
平近点角和偏近点角，都是从近地点开始计
量，Ｅ的几何意义见图２．２，图中Ｏ是椭圆焦
点，Ｏ′是辅助圆的圆心．显然，在二体问题
中，面积积分可简化为

ｒ２ｆ
　．

＝ｈ． （２．２３）
上述六个独立积分常数又称为轨道根

数，只要初始条件给定，它们就完全被确定．
ａ，ｅ是确定轨道大小和形状的根数；ｉ，Ω和ω是轨道平面和拱线（长半轴）
的空间定向根数；第六个根数τ常被三种近点角代替，特别是平近点角Ｍ，
常被引用，它们本身同时包含时间ｔ，而不是常数，即随ｔ而变化，故也被称
作时间根数．

§２．２　椭圆运动的基本关系式

原则上说，上述六个积分就完全确定了二体问题意义下人造卫星绕地
球的运动，但这六个积分的表达形式有时使用不便，有必要在它们的基础上
导出一些常用关系式．这里将根据理论研究和实际工作的需要进行整理，所
涉及到的量，不外乎六个根数，时间ｔ、各种近点角、向径、速度等．

１．椭圆运动中各量之间的几何关系

首先从图２．２和开普勒方程不难看出，三种近点角的象限关系很清楚，
它们同时处在［０，π］或［π，２π］区间上，这是一个很重要的关系，它们之间
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的联系即

ｒ＝ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）， （２．２４）

Ｅ－ｅｓｉｎＥ＝Ｍ． （２．２５）
另外，根据椭圆的性质可知，图２．２中的ＯＯ′＝ａｅ，于是有

ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）． （２．２６）

由此可立即导出 ｒｓｉｎｆ＝ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ， （２．２７）

ｔａｎｆ
２ ＝ １＋ｅ

１－槡 ｅｔａｎ
Ｅ
２． （２．２８）

２．椭圆运动中一些量对轨道根数的偏导数

在研究人造卫星的运动规律或计算其位置时，除遇到六个根数ａ，ｅ，ｉ，

Ω，ω，Ｍ 外，还会出现由它们构成的一些函数，这些函数关系中的基本量就

是Ｅ，ｆ，ｒ（或写成ａ
ｒ
较为方便），只要导出这些量对根数的偏导数就够了．首

先，我们来分析函数关系，由方程（２．２４）～（２．２６）可知

Ｅ＝Ｅ（ｅ，Ｍ），

ａ
ｒ ＝ ａ

ｒ
（ｅ，Ｅ（ｅ，Ｍ））＝ ａ

ｒ
（ｅ，Ｍ），

ｆ＝ｆ（ｅ，Ｅ（ｅ，Ｍ），ａ
ｒ

（ｅ，Ｍ））＝ｆ（ｅ，Ｍ）

烅

烄

烆 ．

（２．２９）

那么，利用前面的几何关系即可推出相应的偏导数，它们是

Ｅ
ｅ ＝ ａ

ｒｓｉｎＥ，　Ｅ
Ｍ ＝ ａ

ｒ
， （２．３０）


ｅ

ａ（ ）ｒ ＝ ａ（ ）ｒ
２

ｃｏｓｆ，　 
Ｍ

ａ（ ）ｒ ＝－ ｅ
１－ｅ槡 ２

ａ（ ）ｒ
２

ｓｉｎｆ，（２．３１）

ｆ
ｅ ＝ １

１－ｅ２ １＋ｐ（ ）ｒ ｓｉｎｆ，　ｆ
Ｍ ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ

２

． （２．３２）

有时为了需要，基本变量不用上述六个根数，而改用ａ，ｉ，Ω，ξ＝ｅｃｏｓω，η＝
ｅｓｉｎω，λ＝Ｍ＋ω六个变量，ｆ，Ｅ将由ｕ＝ｆ＋ω，珘ｕ＝Ｅ＋ω代替．若要推出相
应的偏导数，其关键仍在于首先分析清楚函数关系．由

ｅ２ ＝ξ
２＋η

２，ω＝ａｒｃｔａｎ（η／ξ），Ｍ ＝λ－ａｒｃｔａｎ（η／ξ）， （２．３３）

可知

ｆ＝ｆ（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ）），

Ｅ＝Ｅ（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ）），

ａ
ｒ ＝ ａ

ｒ
（ｅ（ξ，η），Ｍ（ξ，η，λ））

烅

烄

烆
．

（２．３４）
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利用这一关系再去推导相应的偏导数显然是容易的，例如


ξ

ａ（ ）ｒ ＝ 
ｅ

ａ（ ）ｒ
ｅ
ξ

＋ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
ξ

，


η

ａ（ ）ｒ ＝ 
ｅ

ａ（ ）ｒ
ｅ
η

＋ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
η

，


λ

ａ（ ）ｒ ＝ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
Ｍ
λ

烅

烄

烆
．

（２．３５）

其中
ｅ

ａ（ ）ｒ
，
Ｍ

ａ（ ）ｒ
前面已给出，剩下的问题只是根据（２．３３）式去推导

ｅ
ξ

，Ｍ
ξ

，…，这对读者来说并不是难题．

３．近点角Ｍ，Ｅ，ｆ与时间ｔ之间的微分关系

根据三种近点角的定义，利用面积积分（２．２３）和开普勒方程（２．２５）以
及上述关系，可给出

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ，　ｄＥ

ｄｔ ＝ｎ ａ（ ）ｒ
，　ｄｆ

ｄｔ＝ｎ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

． （２．３６）

在后面要讨论的问题中，积分时常遇到上述几种变量之间的转换，为了方
便，我们不妨根据（２．３６）式将这些关系整理如下：

ｄＭ ＝ｎｄｔ＝ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １
１－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ
２

ｄｆ， （２．３７）

ｄＥ＝ｎ ａ（ ）ｒ ｄｔ＝ ａ（ ）ｒ ｄＭ ＝ １
１－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ ｄｆ， （２．３８）

ｄｆ＝ｎ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ
２

ｄＭ ＝ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｄＥ，

（２．３９）

ｄｔ＝ １
ｎｄＭ ＝ １

ｎ
ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

ｎ １－ｅ槡 ２

ｒ（ ）ａ
２

ｄｆ． （２．４０）

注意，这组微分关系是建立在六个轨道根数为常数基础上的，严格地说，它
们仅适用于二体问题，这与前面两组关系式不一样．

４．向径ｒ和速度ｒ
　．
的表达式

作为二阶方程（２．１）的完整解，应该有

ｒ＝ｒ（ｔ；Ｃ１，…，Ｃ６），

ｒ＝ｒ
　．（ｔ；Ｃ１，…，Ｃ６）

烅
烄

烆 ．
（２．４１）
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既然六个积分已得到，那么可以写出（２．４１）式的具体形式．这里的积分常数

Ｃ１，…，Ｃ６ 即前面的六个轨道根数，其中Ｃ６ 是τ，如果改用Ｍ，（２．４１）式中
的ｔ将包含在Ｍ 中．
显然有

ｒ＝ｒｒ^　　　　　　　　　　

＝ｒｃｏｓｆＰ^＋ｒｓｉｎｆＱ^

＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）Ｐ^＋ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＱ^． （２．４２）

其中Ｐ^和Ｑ^分别表示近地点和半通径方向的单位矢量．通过坐标旋转，很
容易给出它们在地心赤道坐标系中的表达式．若记

Ｐ^０ ＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

， （２．４３）

则 Ｐ^＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ω）Ｐ^０ ． （２．４４）
关于旋转矩阵Ｒｚ（－Ω），Ｒｘ（－ｉ），Ｒｚ（－ω）的表达式请见第一章（１．１０）～

（１．１２）式．至于Ｑ^的表达式，只要将Ｒｚ（－ω）改为Ｒｚ（－（ω＋９０°））即得．

为适合某些应用的需要，这里将Ｐ^和Ｑ^的具体表达式写出，即

Ｐ^＝
ｃｏｓΩｃｏｓω－ｓｉｎΩｓｉｎωｃｏｓｉ
ｓｉｎΩｃｏｓω＋ｃｏｓΩｓｉｎωｃｏｓｉ

ｓｉｎωｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （２．４５）

Ｑ^＝
－ｃｏｓΩｓｉｎω－ｓｉｎΩｃｏｓωｃｏｓｉ
－ｓｉｎΩｓｉｎω＋ｃｏｓΩｃｏｓωｃｏｓｉ

ｃｏｓωｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （２．４６）

关于ｒ
　．，根据二体问题的性质，由ｒ的表达式（２．４２）可得

ｒ
　．
＝ｒ
ｆ

ｄｆ
ｄｔ＝ｒ

Ｅ
ｄＥ
ｄｔ． （２．４７）

利用前面的偏导数和微分关系即可具体写出上述表达式，即

ｒ
　．
＝－ μ槡ｐ

ｓｉｎｆＰ^＋ μ槡ｐ
（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｑ^

＝ μ槡ａ
ｒ

［－ｓｉｎＥＰ^＋ １－ｅ槡 ２ｃｏｓＥＱ^］． （２．４８）

５．椭圆运动的展开式

在很多问题中，需要将有关量通过平近点角 Ｍ 表示成时间ｔ的显函
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数，但由开普勒方程可知，这必将涉及到超越函数关系，无法直接达到上述

要求．因此，必须将Ｅ，ｆ， ａ（ ）ｒ
等量展成Ｍ 的三角级数，而在这些展开式中

又要用到两个特殊函数：第一类贝塞耳函数和超几何函数（或称超几何级
数），故首先简单地介绍一下这两个函数的有关知识，详细内容请查阅有关
特殊函数的书籍．
第一类贝塞耳函数Ｊｎ（ｘ）是二阶线性常微分方程

ｘ２ｄ２ｙ
ｄｘ２ ＋ｘｄｙ

ｄｘ＋（ｘ２－ｎ２）ｙ＝０

的一个解，它由下列级数表达：

Ｊｎ（ｘ）＝ ∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｘ（ ）２
ｎ＋２ｋ

． （２．４９）

其中ｎ为整数（ｎ＝０，１，２，…），ｘ为任意实数．它又是ｅ
ｘ
２ ｚ－１（ ）ｚ 展开式的系

数，即

ｅ
ｘ
２ ｚ－１（ ）ｚ ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
Ｊｎ（ｘ）ｚｎ． （２．５０）

其中ｅ是自然对数的底，而ｚ可以是复变量．由此可给出Ｊｎ（ｘ）的积分表达
式，即

Ｊｎ（ｘ）＝ １
２π∫

２π

０
ｅ －槡 １（ｘｓｉｎθ－ｎθ）ｄθ

＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓ（ｘｓｉｎθ－ｎθ）ｄθ． （２．５１）

根据Ｊｎ（ｘ）的定义，不难得出下列一些性质：

Ｊ－ｎ（ｘ）＝ （－１）ｎＪｎ（ｘ），

Ｊｎ（－ｘ）＝ （－１）ｎＪｎ（ｘ），

Ｊ－ｎ（－ｘ）＝Ｊｎ（ｘ），

Ｊｎ（ｘ）＝ ｘ
２ｎ

［Ｊｎ－１（ｘ）＋Ｊｎ＋１（ｘ）］，

ｄ
ｄｘＪｎ（ｘ）＝ １

２
［Ｊｎ－１（ｘ）－Ｊｎ＋１（ｘ）］

烅

烄

烆
．

（２．５２）

超几何函数Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｘ）是二阶线性常微分方程
（ｘ２－ｘ）ｙ″＋［（ａ＋ｂ＋１）ｘ－ｃ］ｙ′＋ａｂｙ＝０

的一个解，即

Ｆ（ａ，ｂ，ｃ；ｘ）＝１＋∑
∞

ｎ＝１

ａ（ａ＋１）… （ａ＋ｎ－１）·ｂ（ｂ＋１）·（ｂ＋ｎ－１）
ｎ！·ｃ（ｃ＋１）…（ｃ＋ｎ－１） ｘｎ
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＝１＋ａ·ｂ
１·ｃｘ＋ａ（ａ＋１）·ｂ（ｂ＋１）

１·２·ｃ（ｃ＋１） ｘ２＋…． （２．５３）

其中ａ，ｂ，ｃ是常数．
（１）ｓｉｎｋＥ，ｃｏｓｋＥ和Ｅ 的展开式
这里将直接列出展开结果，它们在文［１～３］中有详细的推导．
对ｋ＝１，有

ｓｉｎＥ＝ ２
ｅ∑

∞

ｎ＝１

１
ｎＪｎ（ｎｅ）ｓｉｎｎＭ， （２．５４）

ｃｏｓＥ＝－ｅ
２＋∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－１（ｎｅ）－Ｊｎ＋１（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ

＝－ｅ
２＋∑

∞

ｎ＝１

２
ｎ２

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ． （２．５５）

对ｋ≥２，有

ｓｉｎｋＥ ＝ｋ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－ｋ（ｎｅ）＋Ｊｎ＋ｋ（ｎｅ）］ｓｉｎｎＭ， （２．５６）

ｃｏｓｋＥ ＝ｋ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

［Ｊｎ－ｋ（ｎｅ）－Ｊｎ＋ｋ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ． （２．５７）

由Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ立即可得

Ｅ＝Ｍ＋２∑
∞

ｎ＝１

１
ｎＪｎ（ｎｅ）ｓｉｎｎＭ． （２．５８）

（２）ｒ
ａ
和ａ
ｒ
的展开式

由ｒ
ａ＝１－ｅｃｏｓＥ，ａ

ｒ＝Ｅ
Ｍ
可得

ｒ
ａ ＝１＋ｅ２

２－２ｅ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ２

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｃｏｓｎＭ， （２．５９）

ａ
ｒ ＝１＋２∑

∞

ｎ＝１
Ｊｎ（ｎｅ）ｃｏｓｎＭ． （２．６０）

（３）ｓｉｎｆ，ｃｏｓｆ和ｆ的展开式
利用偏导数关系式（２．３１）可得


Ｍ

ｒ（ ）ａ ＝ 
Ｍ

ａ（ ）ｒ
－１

＝ ｅ
１－ｅ槡 ２

ｓｉｎｆ．

于是有

ｓｉｎｆ＝ １－ｅ槡 ２

ｅ

Ｍ

ｒ（ ）ａ 　　　　　　
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＝２ １－ｅ槡 ２∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ

ｄ
ｄｅ

［Ｊｎ（ｎｅ）］ｓｉｎｎＭ． （２．６１）

由轨道方程（２．１５）得出

ｃｏｓｆ＝ １
ｅ

［－１＋（１－ｅ２）ａ
ｒ

］

＝－ｅ＋２
ｅ

（１－ｅ２）∑
∞

ｎ＝１
Ｊｎ（ｎｅ）ｃｏｓｎＭ， （２．６２）

利用ｓｉｎｆ和ｃｏｓｆ的展开式，可给出ｆ的展开式，取到ｅ４ 项有

ｆ＝Ｍ＋ ２ｅ－１
４ｅ

３＋（ ）… ｓｉｎＭ＋ ５
４ｅ

２－１１
２４ｅ

４＋（ ）… ｓｉｎ２Ｍ＋

１３
１２ｅ

３－（ ）… ｓｉｎ３Ｍ＋ １０３
９６ｅ

４－（ ）… ｓｉｎ４Ｍ＋…． （２．６３）

（４） ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ和 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ的展开式

这里ｎ和ｍ 均是任意整数（包括０）．若仅用上述基本展开式，要给出这
两个函数对Ｍ 的三角级数（特别是一般表达式），那是相当困难的，下面就
对这两个函数直接进行傅立叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）展开．函数Ｆ（ｆ）展成傅立叶级数
的基本形式为

Ｆ（ｆ）＝ａ０

２＋∑
∞

ｐ＝１

（ａｐｃｏｓｐＭ ＋ｂｐｓｉｎｐＭ），

ａｐ ＝ １
π∫

２π

０
Ｆ（ｆ）ｃｏｓｐＭｄＭ，

ｂｐ ＝ １
π∫

２π

０
Ｆ（ｆ）ｓｉｎｐＭｄＭ，（ｐ＝０，１，２，…）

烅

烄

烆 ．

（２．６４）

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ是偶函数，ｂｐ ＝０，且

ａｐ ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ
［ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）＋ｃｏｓ（ｍｆ＋ｐＭ）］ｄＭ． （２．６５）

对于被积函数的第二部分，可令ｐ取－ｐ，此时ｐ＝－１，－２，…，－∞，于是
有

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ ＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｃｏｓｐＭ

＝Ｘｎ，ｍ
０ （ｅ）＋∑

∞

ｐ＝１

（Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＋Ｘｎ，ｍ

－ｐ （ｅ））ｃｏｓｐＭ． （２．６６）

其中

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝ １

２π∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）ｄＭ． （２．６７）
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ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ是奇函数，ａｐ ＝０，ｂｐ 的计算公式为

ｂｐ ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ
［ｃｏｓ（ｍｆ－ｐＭ）－ｃｏｓ（ｍｆ＋ｐＭ）］ｄＭ． （２．６８）

对于被积函数的第二部分的处理同上，结果得

　　 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ ＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｓｉｎｐＭ

＝ ∑
∞

ｐ＝１

（Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）－Ｘｎ，ｍ

－ｐ （ｅ））ｓｉｎｐＭ． （２．６９）

　　由于上述两个函数的展开式系数相同，可用指数形式将这两个函数用
统一形式来表达，即

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｅｘｐ（ｊｍｆ）＝ ∑
∞

ｐ＝－∞
Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）ｅｘｐ（ｊｐＭ），

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝ １

２π∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｅｘｐ［ｊ（ｍｆ－ｐＭ）］ｄＭ
烅

烄

烆 ．
（２．７０）

其中ｊ 槡＝ －１．因

∫
２π

０

ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎ（ｍｆ－ｐＭ）ｄＭ ＝０．

（２．７０）式中的Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）就是由（２．６７）式表达的Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ），称为汉森（Ｈａｎｓｅｎ）
系数，它是偏心率ｅ的函数．但它无法用初等函数来表达，只能引用贝塞耳
函数和超几何级数，详细推导见文献［１］和［４］，这里列出展开结果．

Ｘｎ，ｍ
ｐ ＝ （１＋β

２）－（ｎ＋１）∑
∞

ｑ＝－∞
Ｊｑ（ｐｅ）Ｘｎ，ｍ

ｐ，ｑ， （２．７１）

β＝ １
ｅ

（１－ １－ｅ槡 ２）＝ ｅ
１＋ １－ｅ槡 ２

． （２．７２）

Ｘｎ，ｍ
ｐ，ｑ＝

（－β）
（ｐ－ｍ）－ｑ

ｎ－ｍ＋１

ｐ－ｍ－（ ）ｑ
Ｆ（ｐ－ｑ－ｎ－１，－ｍ－ｎ－１，ｐ－ｍ－ｑ＋１，β

２），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｑ≤ｐ－ｍ），

（－β）ｑ
－（ｐ－ｍ） ｎ＋ｍ＋１

ｑ－ｐ＋（ ）ｍ
Ｆ（ｑ－ｐ－ｎ－１，ｍ－ｎ－１，ｑ－ｐ＋ｍ＋１，β

２），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｑ≥ｐ－ｍ）

烅

烄

烆 ．
（２．７３）

其中
（ ）ｎ
ｍ

＝ ｎ！
ｍ！（ｎ－ｍ）！，　

－ｎ（ ）ｍ
＝ （－１）ｍ ｎ＋ｍ－１（ ）ｍ

，

ｎ
－（ ）ｍ

＝
－ｎ
－（ ）ｍ

＝０，　
ｎ（）０

＝
－ｎ（ ）０

＝１
烅

烄

烆
．

（２．７４）
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由（２．６７）式即可给出

Ｘｎ，－ｍ
－ｐ （ｅ）＝Ｘｎ，ｍ

ｐ （ｅ）． （２．７５）
根据Ｊｑ（ｐｅ）＝Ｏ（ｅｑ），可知

Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）＝Ｏ（ｅ｜ｍ－ｐ｜）． （２．７６）

这两个性质在具体计算 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｃｏｓｍｆ和 ｒ（ ）ａ
ｎ

ｓｉｎｍｆ的展开式时会用到．

以上各展开式的系数都是关于偏心率ｅ的无穷级数，只有当ｅ＜ｅｃ＝
０．６６２７…时才收敛，ｅｃ称为拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）极限．
给定ｎ，ｍ 值和对ｅ的取项要求后，根据性质（２．７６）就可决定展开式

（２．６６）和（２．６９）求和中ｐ取值的范围．对于人造地球卫星（甚至太阳系中
大部分自然天体）的运动状况，绝大部分的轨道偏心率都是比较小的，取到

ｅ４ 项有一定的实用价值．为此，由性质（２．７６）可知，展开式（２．６６）和（２．６９）
的求和中，ｐ的取值如下：

ｐ＝ｍ－５＋ｊ，ｊ＝１，２，…，９
｜ｍ－ｐ｜≤４｛ ．

根据上面的分析，取到ｅ４ 项，只涉及９个 Ｈａｎｓｅｎ系数，它们的简明表
达式（ｅ的多项式）如下：

Ｘｎ，ｍ
ｍ－４（ｅ）＝ ｅ４

３８４
［ｎ４－（１８－８ｍ）ｎ３＋（９５－１０２ｍ＋２４ｍ２）ｎ２－

（１４２－３３０ｍ＋１９２ｍ２－３２ｍ３）ｎ－（２０６ｍ－２８３ｍ２＋
１２０ｍ３－１６ｍ４）］， （２．７７）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－３（ｅ）＝－ｅ３

４８
［ｎ３－（９－６ｍ）ｎ２＋（１７－３３ｍ＋１２ｍ２）ｎ＋

ｍ（２６－３０ｍ＋８ｍ２）］， （２．７８）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－２（ｅ）＝ｅ２

８
［ｎ２－（３－４ｍ）ｎ＋ｍ（４ｍ－５）］＋ｅ４

９６
［ｎ４－

（６－４ｍ）ｎ３－（１＋３ｍ）ｎ２＋（２２－４７ｍ＋４８ｍ２－
１６ｍ３）ｎ＋ｍ（２２－６４ｍ＋６０ｍ２－１６ｍ３）］， （２．７９）

Ｘｎ，ｍ
ｍ－１（ｅ）＝－ｅ

２
（ｎ＋２ｍ）－ｅ３

１６
［ｎ３－（１－２ｍ）ｎ２－（３－５ｍ＋

４ｍ２）ｎ－ｍ（２－１０ｍ＋８ｍ２）］， （２．８０）

Ｘｎ，ｍ
ｍ （ｅ）＝１＋ｅ２

４
（ｎ２＋ｎ－４ｍ２）＋ｅ４

６４
［ｎ４－２ｎ３－（１＋８ｍ２）ｎ２＋

２ｎ－ｍ２（９－１６ｍ２）］， （２．８１）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋１（ｅ）＝－ｅ

２
（ｎ－２ｍ）－ｅ３

１６
［ｎ３－（１＋２ｍ）ｎ２－（３＋５ｍ＋
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４ｍ２）ｎ＋ｍ（２＋１０ｍ＋８ｍ２）］． （２．８２）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋２（ｅ）＝ｅ２

８
［ｎ２－（３＋４ｍ）ｎ＋ｍ（４ｍ－５）］＋ｅ４

９６
［ｎ４－

（６＋４ｍ）ｎ３－（１－３ｍ）ｎ２＋（２２＋４７ｍ＋４８ｍ２＋
１６ｍ３）ｎ－ｍ（２２＋６４ｍ＋６０ｍ２＋１６ｍ３）］， （２．８３）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋３（ｅ）＝－ｅ３

４８
［ｎ３－（９＋６ｍ）ｎ２＋（１７＋３３ｍ＋１２ｍ２）ｎ－

ｍ（２６＋３０ｍ＋８ｍ２）］． （２．８４）

Ｘｎ，ｍ
ｍ＋４（ｅ）＝ ｅ４

３８４
［ｎ４－（１８＋８ｍ）ｎ３＋（９５＋１０２ｍ＋２４ｍ２）ｎ２－

（１４２＋３３０ｍ＋１９２ｍ２＋３２ｍ３）ｎ＋（２０６ｍ＋２８３ｍ２＋
１２０ｍ３＋１６ｍ４）］． （２．８５）

事实上，上述 Ｈａｎｓｅｎ系数Ｘｎ，ｍ
ｍ－ｋ（ｅ）与Ｘｎ，ｍ

ｍ＋ｋ（ｅ）还存在如下关系：

Ｘｎ，ｍ
ｍ－ｋ（ｅ）＝Ｘｎ，（－ｍ）

（－ｍ）＋ｋ（ｅ），ｋ＝０，１，２…． （２．８６）

因此，展开式取到ｅ４ 项时，实际上只要给出５个 Ｈａｎｓｅｎ系数Ｘｎ，ｍ
ｍ＋ｋ（ｅ），ｋ＝

０，１，２，３，４．
利用（２．７７）～（２．８５）式，很容易给出地球非球形引力主要摄动项和第

三体引力摄动中涉及到的如下六个函数的展开式：

ａ（ ）ｒ
３

＝ １＋３
２ｅ

２＋１５
８ｅ（ ）４ ＋ ３＋２７

８ｅ（ ）２ ｅｃｏｓＭ＋

９
２＋７

２ｅ（ ）２ ｅ２ｃｏｓ２Ｍ＋５３
８ｅ

３ｃｏｓ３Ｍ＋７７
８ｅ

４ｃｏｓ４Ｍ， （２．８７）

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝ －１
２＋１

１２ｅ（ ）２ ｅｃｏｓＭ＋ １－５
２ｅ

２＋４１
４８ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ＋

７
２－１２３

１６ｅ（ ）２ ｅｃｏｓ３Ｍ＋ １７
２ －１１５

６ｅ（ ）２ ｅ２ｃｏｓ４Ｍ＋

８４５
４８ｅ

３ｃｏｓ５Ｍ＋５３３
１６ｅ

４ｃｏｓ６Ｍ， （２．８８）

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ ＝ －１
２＋１

２４ｅ（ ）２ ｅｓｉｎＭ ＋ １－５
２ｅ

２＋３７
４８ｅ（ ）４ ｓｉｎ２Ｍ ＋

７
２－１２３

１６ｅ（ ）２ ｅｓｉｎ３Ｍ ＋ １７
２ －１１５

６ｅ（ ）２ ｅ２ ｓｉｎ４Ｍ ＋

８４５
４８ｅ

３ｓｉｎ５Ｍ＋５３３
１６ｅ

４ｓｉｎ６Ｍ， （２．８９）

ｒ（ ）ａ
２

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋ －２ｅ＋１

４ｅ（ ）３ ｃｏｓＭ＋
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－１
２ｅ

２＋１
６ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ－１

４ｅ
３ｃｏｓ３Ｍ－１

６ｅ
４ｃｏｓ４Ｍ， （２．９０）

ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２＋ －３ｅ＋４
３ｅ（ ）３ ｃｏｓＭ＋

１－５
２ｅ

２＋１１
８ｅ（ ）４ ｃｏｓ２Ｍ＋ ｅ－１９

８ｅ（ ）３ ｃｏｓ３Ｍ＋

ｅ２－５
２ｅ（ ）４ ｃｏｓ４Ｍ＋２５

２４ｅ
３ｃｏｓ５Ｍ＋９

８ｅ
４ｃｏｓ６Ｍ，

（２．９１）

ｒ（ ）ａ
２

ｓｉｎ２ｆ ＝ －３ｅ＋２３
１２ｅ（ ）３ ｓｉｎＭ ＋ １－５

２ｅ
２＋３

２ｅ（ ）４ ｓｉｎ２Ｍ ＋

ｅ－１９
８ｅ（ ）３ ｓｉｎ３Ｍ ＋ ｅ２－５

２ｅ（ ）４ ｓｉｎ４Ｍ ＋２５
２４ｅ

３ｓｉｎ５Ｍ

＋９
８ｅ

４ｓｉｎ６Ｍ． （２．９２）

这里要说明一点，展开式（２．６６）和（２．６９）式的收敛性能并不好，首先当

ｅ＞ｅｃ＝０．６６２７…时，展开式发散．因此对展开式截断误差的估计就不像一
般二项式（１＋ｅ）ｎ 展开那么简单，特别当ｅ＞０．２时，而在ｅ＜０．２时，勉强可

用估计式Ｏ（εｋ＋１）来表达展开式取到ｅｋ 项的截断误差，ε＝ｅ
ｅｃ

．

除上述展开式外，有些工作还需要其他类型的展开式，下面详细说明．

（５） ａ（ ）ｒ
ｐ
，Ｅ，ｆ－Ｍ 对ｆ的展开式

ａ（ ）ｒ
ｐ

＝ （１－ｅ２）－ｐ／２ Ｔ０（ｐ，０）＋２∑
∞

ｎ＝１
Ｔｎ（ｐ，０）ｐ（ ）ｎβ

ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ，

（２．９３）
其中ｐ为正负整数，β的意义同前，见（２．７２）式，Ｔｎ（ｐ，ｑ）由超几何级数定
义［２］，即

Ｔｎ（ｐ，ｑ）≡Ｆ －ｐ－ｑ，ｐ－ｑ＋１，ｎ＋１，－ β
２

１－β（ ）２ ． （２．９４）

当ｐ＝－１，－２时有

Ｔｎ（－１，０）＝Ｔ０（－１，０）＝１，

Ｔｎ（－２，０）＝ １
ｎ＋１

ｎ＋ １
１－ｅ槡（ ）２

，Ｔ０（－２，０）＝ １
１－ｅ槡 ２

．

于是可得 ｒ（ ）ａ ＝ １－ｅ槡 ２ １＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎβ
ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ， （２．９５）
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ｒ（ ）ａ
２

＝ １－ｅ槡 ２ １＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ（１＋ｎ １－ｅ槡 ２）β
ｎｃｏｓｎ［ ］ｆ ．

（２．９６）
这两个展开式下面将要用到．由

Ｅ
ｆ ＝ （１－ｅ２）－１／２ ｒ（ ）ａ

，　Ｍ
ｆ ＝ （１－ｅ２）－１／２ ｒ（ ）ａ

２
，

利用展开式（２．９５）和（２．９６），积分后即得

Ｅ＝ｆ＋２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ
ｎ β

ｎｓｉｎｎｆ， （２．９７）

ｆ－Ｍ ＝２∑
∞

ｎ＝１

（－１）ｎ＋１ １
ｎ ＋ １－ｅ槡（ ）２

β
ｎｓｉｎｎｆ． （２．９８）

６．一些函数的平均值

采用有摄二体问题作为人造卫星绕地球运动的数学模型时，需要求出
卫星椭圆轨道的摄动变化，而这些变化又将包含周期项与非周期项这两类
性质截然不同的部分．为了计算和理论分析的需要，有必要把它们分开．如

何分解呢？有些量无法直接看出其性质，如 ａ（ ）ｒ
，ｃｏｓｆ等，它们是ｆ的周期

函数，但对时间ｔ积分时，在一个卫星运动周期内的累积效果不为零（除非
偏心率ｅ＝０）；也就是说，这种类型的摄动力所引起的卫星轨道变化并不完
全是周期性的．为此，我们可用求平均值的方法来加以区分．
任一函数Ｆ（ｔ），在一个卫星运动周期Ｔ内的平均值Ｆ定义为

Ｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
Ｆ（ｔ）ｄｔ． （２．９９）

若记ＦＳ和Ｆｃ分别为周期项和非周期项，则显然有

Ｆｃ ＝Ｆ，　ＦＳ ＝Ｆ－Ｆ． （２．１００）
于是，我们可用对一个卫星运动周期求平均值的方法把周期项分离出来，相
应的函数Ｆ即被分解成两个部分：

Ｆ（ｔ）＝Ｆｃ＋ＦＳ（ｔ）． （２．１０１）
从上述各表达式可清楚地看出，在求积分（２．９９）式时，到底采用什么方法，
并不影响由（２．１００）和（２．１０１）式表达的函数分解结果的严格性．因此，尽管
这一分解是针对后面求卫星轨道摄动变化的需要，可这里计算积分（２．９９）
时，却能采用椭圆运动关系．当然，考虑摄动时，运动周期Ｔ 及所有椭圆轨
道根数均要发生缓慢的变化，但它不会改变周期项ＦＳ 的基本特征．上述分
解不仅严格，而且仍然保持原分解的意义．
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讨论卫星轨道变化时所涉及到的摄动力，对应各种各样的函数，但需要
通过求平均值来分离周期项的，基本上有下面四类：

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ，

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ，

　　

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ，

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ，

（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

另一些特殊形式，在有关章节中再讨论．
首先通过几个特例来介绍求平均值的基本方法以及平均值的特征，并

借此熟悉一下前面所介绍的各种椭圆关系式的具体应用．
（１）ｐ＝０，ｑ＝１时的ｓｉｎｆ和ｃｏｓｆ：

　　ｓｉｎｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｓｉｎｆｄｔ＝ １

２π∫
２π

０
ｓｉｎｆｄＭ

＝ １
２π∫

２π

０
ｓｉｎｆ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

２π∫
２π

０
１－ｅ槡 ２ｓｉｎＥｄＥ

＝０，

　　ｃｏｓｆ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０
ｃｏｓｆｄｔ＝ １

２π∫
２π

０
ｃｏｓｆｄＭ

＝ １
２π∫

２π

０
ｃｏｓｆ ｒ（ ）ａ ｄＥ＝ １

２π∫
２π

０
（ｃｏｓＥ－ｅ）ｄＥ

＝－ｅ．

（２）ｐ＝３，ｑ＝０时的 ａ（ ）ｒ
３
：

　　 ａ（ ）ｒ
３

＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０

ａ（ ）ｒ
３

ｄｔ＝ １
２π

（１－ｅ２）－１／２∫
２π

０

ａ（ ）ｒ ｄｆ

＝ １
２π

（１－ｅ２）－３／２∫
２π

０
（１＋ｅｃｏｓｆ）ｄｆ

＝ （１－ｅ２）－３／２．

（３）ｐ＝－１，ｑ＝０时的 ｒ（ ）ａ
：

　　 ｒ（ ）ａ ＝ １
Ｔ∫

Ｔ

０

ｒ（ ）ａ ｄｔ＝ １
２π∫

２π

０

ｒ（ ）ａ
２

ｄＥ

＝ １
２π∫

２π

０
（１－ｅｃｏｓＥ）２ｄＥ

＝１＋１
２ｅ

２．

这三个例子，一方面可使我们看出求平均值的方法，基本上是采用时间ｔ与
近点角Ｅ，ｆ之间的变换和相应的几何关系．另外，还可以看出，对不同的量

７３　第２章　航天器在轨运行的无摄运动



所求的平均值是不同的，例如ｃｏｓｆ对ｆ的平均值显然为０，而对ｔ的平均值
却是－ｅ，这正说明椭圆运动的不均匀性．
下面不加推导地把上述四类函数平均值的一般表达式直接写出来，以

供读者查用，具体证明留给读者作为习题．
ａ（ ）ｒ

ｐ

ｓｉｎｑｆ ＝０，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）． （２．１０２）

ｃｏｓｑｆ ＝ １＋ｑ １－ｅ槡（ ）２
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）．

（２．１０３）

ａ（ ）ｒ ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

，（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）． （２．１０４）

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝

０，（ｐ≥２，ｑ≥ｐ－１），

（１－ｅ２）－ ｐ－（ ）３
２ ∑

（ｐ－２）－δ

ｎ（２）＝ｑ

ｐ－２（ ）ｎ

ｎ
１
２

（ｎ－ｑ

烄

烆

烌

烎
）

ｅ（ ）２
ｎ
，

　　　　　　　　　　　　　（ｐ≥２，ｑ＜ｐ－１）

烅

烄

烆 ．
（２．１０５）

δ＝１－（－１）ｐ－ｑ
２ ． （２．１０６）

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ ＝０，（ｐ≥０，ｑ≥０）． （２．１０７）

ａ（ ）ｒ
２
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝－１

ｑ
ｃｏｓｑｆ
１－ｅ槡 ２

，（ｑ≥１）． （２．１０８）

ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝ （１－ｅ２）－ ｐ－（ ）３

２ ∑
ｐ－２

ｎ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

ｐ－２（ ）ｎ （ ）ｎ
ｍ

ｅ（ ）２
ｎ

×

　 －ｃｏｓ（ｑ＋ｎ－２ｍ）ｆ
ｑ＋ｎ－２（ ）ｍ ２ｍ≠ｑ＋ｎ

，（ｐ≥３，ｑ≥１）．

（２．１０９）
对于ｐ＝０，１的情况，很少遇到，这里不再讨论．（２．１０５）式求和中ｎ（２）＝ｑ
表示取值“步长”为２，即ｎ＝ｑ，ｑ＋２，…，以后出现类似符号不再说明．上述
推导中要用到有关三角函数的两个表达式：

ｓｉｎｎｆ ＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

（－１）１
２（２ｍ＋ｎ－δ１） ｎ（ ）ｍ

［（１－δ１）ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ＋

δ１ｓｉｎ（ｎ－２ｍ）ｆ］

＝ １
２ｎ ∑

１
２

（ｎ－δ１）

ｍ＝０
２δ２（－１）１

２（２ｍ＋ｎ－δ１） ｎ（ ）ｍ
［（１－δ１）ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ＋
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δ１ｓｉｎ（ｎ－２ｍ）ｆ］， （２．１１０）

ｃｏｓｎｆ ＝ １
２ｎ∑

ｎ

ｍ＝０

ｎ（ ）ｍ
ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ

＝ １
２ｎ ∑

１
２

（ｎ－δ１）

ｍ＝０
２δ２

ｎ（ ）ｍ
ｃｏｓ（ｎ－２ｍ）ｆ． （２．１１１）

其中

δ１ ＝１－（－１）ｎ
２

，　δ２ ＝
１，ｎ－２ｍ ≠０，

０，ｎ－２ｍ ＝０｛ ．
（２．１１２）

为了读者方便，在书末附录中列出一些常用函数的平均值．

§２．３　位置矢量和速度矢量与轨道根数之间的
转换关系

１．星历计算

对于椭圆运动，一旦相应的六个积分常数（即轨道根数）被确定，轨道就
被确定，由此即可计算任何时刻卫星的空间位置，这就是星历计算．
已知时刻ｔ的六个椭圆根数ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ，要计算相应的卫星空间位

置，可分三步：
首先也是最重要的一步，由Ｍ 和ｅ计算偏近点角Ｅ，即解开普勒方程

Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ．
这虽然是一超越方程，但ｅ＜１（有时很小），解此方程的方法很多（如简单迭
代法，微分改正法等），读者是清楚的，这里不必多述．
得到Ｅ后，就可利用（２．４２）式计算卫星的空间位置向量ｒ，即

ｒ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ）Ｐ^＋ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＱ^．

至于Ｐ^，Ｑ^的计算，可利用旋转矩阵（２．４４）式，亦可直接用（２．４５）式，依需要
而定．
最后一步即将ｒ转换为站心坐标ρ（ρ，α，δ）或ρ′（ρ，Ａ，ｈ），前者即站心

赤道坐标，由

ρ＝ｒ－Ｒ （２．１１３）
得

ρｃｏｓδｃｏｓα

ρｃｏｓδｓｉｎα

ρｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ
＝

ｘ－Ｘ
ｙ－Ｙ
ｚ－

烄

烆

烌

烎Ｚ
． （２．１１４）
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即 ρ
２ ＝ （ｘ－Ｘ）２＋（ｙ－Ｙ）２＋（ｚ－Ｚ）２， （２．１１５）

α＝ａｒｃｔａｎ ｙ－Ｙ
ｘ－（ ）Ｘ

，　δ＝ａｒｃｓｉｎｚ－Ｚ（ ）ρ
． （２．１１６）

其中Ｒ（Ｘ，Ｙ，Ｚ）是测站坐标．若要给出站心地平坐标（ρ，Ａ，ｈ），只需简单的
坐标转换，详见第一章§１．２．

２．由位置矢量和速度矢量计算轨道根数

给定ｔ０ 时刻的卫星位置矢量ｒ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和速度矢量ｒ
　．
０（ｘ

　．
０，ｙ

　．
０，ｚ

　．
０），

计算相应的六个椭圆轨道根数，这正是上一节星历计算的逆问题．因此，仍
旧是那些椭圆运动关系式的简单应用．
（１）根数ａ，ｅ，Ｍ０ 的计算

这三个根数可以确定卫星在轨道平面内相对于近地点的位置，利用下
述椭圆运动关系式就可算出它们，即

１
ａ ＝ ２

ｒ０
－ｖ２

０

μ
， （２．１１７）

ｅｃｏｓＥ０ ＝１－ｒ０

ａ
， （２．１１８）

ｅｓｉｎｅ０ ＝ｒ０ｒ
　．
０／ μ槡ａ， （２．１１９）

Ｍ０ ＝Ｅ０－ｅｓｉｎＥ０． （２．１２０）

其中（２．１１９）式是由（２．４２）和（２．４８）两式表达的ｒ和ｒ
　．
进行数量乘积得到

的．ｒ０，ｖ０ 和ｒ０ｒ
　．
０ 由下式计算

ｒ２
０ ＝ｘ２

０＋ｙ２
０＋ｚ２

０，

ｖ２
０ ＝ｘ

　．２
０＋ｙ

　．２
０＋ｚ

　．２
０，

ｒ０ｒ
　．
０ ＝ｒ·ｒ

　．
＝ｘ０ｘ

　．
０＋ｙ０ｙ

　．
０＋ｚ０ｚ

　．
０

烅

烄

烆 ．

（２．１２１）

（２）三个定向根数ｉ，Ω，ω的计算

这三个根数确定了Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^三个单位矢量，因此，要计算它们就必须利

用椭圆运动关系中有关ｒ和ｒ
　．，Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^之间的关系．由（２．４２）和（２．４８）式容

易解出

Ｐ^＝ｃｏｓＥ
ｒ ｒ－ ａ槡μ

ｓｉｎＥｒ
　．， （２．１２２）

１－ｅ槡 ２Ｑ^＝ｓｉｎＥ
ｒ ｒ＋ ａ槡μ

（ｃｏｓＥ－ｅ）ｒ
　．
． （２．１２３）

另外，动量矩积分给出
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Ｒ^＝ １

μａ（１－ｅ２槡 ）
（ｒ×ｒ

　．）． （２．１２４）

由ｒ０ 和ｒ
　．
０ 和已算出的ａ，ｅ，Ｅ０，即可通过上面三个表达式计算Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^，但不

必计算全部分量，只需要Ｐｚ，Ｑｚ 和Ｒｘ，Ｒｙ，Ｒｚ．根据§２．２给出的Ｐ^，Ｑ^，Ｒ^表
达式可知，这五个分量与ｉ，Ω，ω的关系为

Ｐｚ ＝ｓｉｎｉｓｉｎω，　Ｑｚ ＝ｓｉｎｉｃｏｓω，

Ｒｘ ＝ｓｉｎｉｓｉｎΩ，　Ｒｙ ＝－ｓｉｎｉｃｏｓΩ ，　Ｒｚ ＝ｃｏｓｉ｛ ．
（２．１２５）

那么

ω＝ａｒｃｔａｎ（Ｐｚ／Ｑｚ），

Ω＝ａｒｃｔａｎ（Ｒｘ／（－Ｒｙ）），

ｉ＝ａｒｃｃｏｓＲｚ

烅
烄

烆 ．

（２．１２６）

计算ω，Ω与Ｅ０ 一样，均有确定象限问题，故必须用两个三角函数值，而对ｉ
只需用一个ｃｏｓｉ值就够了，关于这一点，读者是容易理解的．

§２．４　抛物线轨道和双曲线轨道

尽管从天体力学这一角度来看，显然应该着重讨论椭圆轨道及其变化，
但有些问题，如深空探测器的运动，也会涉及抛物线轨道和双曲线轨道，特
别是双曲线轨道．因此，作为二体问题，对这两种轨道作一简单介绍也是有
必要的．

１．抛物线轨道

动量矩积分（２．３）以及法向单位矢量Ｒ^与轨道平面的定向根数（ｉ，Ω）之
间的关系（２．４）仍不变，但此时，ｅ＝１，ａ→∞，故面积积分（２．６）式和轨道积
分（２．１２）式变为

ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ，　ｐ＝２ｑ， （２．１２７）

ｒ＝ ｐ
１＋ｃｏｓ（θ－ω）． （２．１２８）

该抛物线的焦点仍在中心天体上，ｐ是半通径，ｑ是近星距．定义ｆ为真近
点角，有

ｆ＝θ－ω． （２．１２９）
那么（２．１２７）和（２．１２８）式即可分别写成下列形式

ｒ２ｆ
　．

＝ ２μ槡 ｑ， （２．１３０）
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ｒ＝ ｐ
１＋ｃｏｓｆ＝ｑｓｅｃ２ ｆ

２
， （２．１３１）

将后一式代入前一式，积分得

２ｔａｎｆ
２＋２

３ｔａｎ
３ ｆ
２ ＝ ２槡μｑ－３

２（ｔ－τ）． （２．１３２）

其中τ是最后一个积分常数，与椭圆运动类似，它也是运动天体ｍ 过近星
点的时刻．因此，抛物线轨道根数由于ｅ＝１只剩下５个，即ｉ，Ω，ｑ，ω，τ．

２．双曲线轨道

与抛物线轨道类似，动量矩积分（２．３）以及法向单位矢量Ｒ^的表达式
（２．４）仍不变，但此时，ｅ＞１，相应的面积积分（２．６）式和轨道方程（２．１２）式
变为

ｒ２θ
　．

＝ μ槡ｐ， （２．１３３）

ｒ＝ ｐ
１＋ｅｃｏｓｆ

． （２．１３４）

其中

ｐ＝ａ（ｅ２－１）， （２．１３５）

ｆ＝θ－ω． （２．１３６）
这里ｐ亦为半通径，ｐ和ａ的几何关系见图２．３，ｆ是真近点角，ω是近星点
角距，而相应的近星距为

ｒｐ ＝ａ（ｅ－１）． （２．１３７）

图２．３　探测器相对目标天体（焦点Ｏ）的双曲线轨道

活力公式（２．１６）在这里变为下列形式：

ｖ２ ＝ｒ
　．２＋ｒ２θ

　．
２ ＝μ

２
ｒ ＋１（ ）ａ ． （２．１３８）

类似椭圆运动的积分方法，由（２．１３８）式利用（２．１３３）式消除θ
　．
得
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ｎａｄｔ＝ ｒｄｒ
（ｒ＋ａ）２－ａ２ｅ槡 ２

． （２．１３９）

其中

ｎ＝ μ槡ａ －３／２
． （２．１４０）

引进辅助量Ｅ
ｒ＝ａ（ｅｃｈＥ－１）． （２．１４１）

代入（２．１３９）式，积分得

ｅｓｈＥ－Ｅ＝ｎ（ｔ－τ）＝Ｍ． （２．１４２）
其中τ为第六个积分常数，亦是过近星点的时刻．虽然这里引进的Ｅ与椭
圆运动中的偏近点角Ｅ 意义不同，但上述ｆ，Ｅ和Ｍ 之间的关系与椭圆运
动中的相应关系类似，即

ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｅ－ｃｈＥ），

ｒｓｉｎｆ＝ａ ｅ２－槡 １ｓｈＥ
烅
烄

烆 ，
（２．１４３）

ｔａｎｆ
２ ＝ ｅ＋１

ｅ－槡 １ｔｈ
Ｅ
２． （２．１４４）

由轨道方程（２．１３４）不难看出，１＋ｅｃｏｓｆ＝０，ｒ→∞，于是可知

－π＋ａｒｃｃｏｓ １（ ）ｅ ≤ｆ≤π－ａｒｃｃｏｓ １（ ）ｅ ． （２．１４５）

方程（２．１４２）类似于椭圆运动中的Ｋｅｐｌｅｒ方程，但由于ｅ＞１，不能用一般的
迭代法求解，若用微分改正法（即简单的牛顿法），亦容易由给定的ｅ，Ｍ 求
出Ｅ．若取初值Ｅ＝Ｅ（０），则改正公式为

ΔＥ＝ Ｍ－（ｅｓｈＥ（０）－Ｅ（０））
ｅｃｈＥ（０）－１

，

Ｅ（１）＝Ｅ（０）＋ΔＥ
烅
烄

烆 ．
（２．１４６）

例：由ｅ＝１．５，Ｍ＝π／４＝０．７８５３９８１６３，求Ｅ值．
经计算，取Ｅ（０）＝Ｍ，相应的改正过程如下：

Ｅ（１）＝１．０５６７３８９１３，

Ｅ（２）＝１．０１８０３２１１６，

Ｅ（３）＝１．０１６９９４１７２，

Ｅ（４）＝１．０１６９９３４４９．

Ｅ（４）对应的值ｅｓｈＥ－Ｅ＝０．７８５３９８１６３，与Ｍ 的值在９位有效数字上完全相
同．当然还可充分利用当代计算机的条件，采用更快速的“迭代”算法，这里
只是举一个简单的算例供读者参考．
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３．位置矢量和速度矢量的计算公式

对于上述两种轨道，运动天体的位置矢量ｒ的表达式与椭圆轨道相同，
即

ｒ＝ｒｃｏｓｆＰ^＋ｒｓｉｎｆＱ^． （２．１４７）

其中 Ｐ^　和 Ｑ^　即近星点方向和半通径方向的单位矢量，它们的表达式与椭圆
运动中的形式相同，见（２．４５）和（２．４６）两式．

速度矢量ｒ
　．
的表达式，两种轨道稍有不同，对于抛物线轨道和双曲线轨

道分别为

ｒ
　．
＝ μ槡ｐ

［（－ｓｉｎｆ）Ｐ^＋（ｃｏｓｆ＋１）Ｑ^］，

ｐ＝２ｑ
烅
烄

烆 ，
（２．１４８）

ｒ
　．
＝ μ槡ｐ

［（－ｓｉｎｆ）Ｐ^＋（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｑ^］，

ｐ＝ａ（ｅ２－１）
烅
烄

烆 ．

（２．１４９）

对于双曲线轨道，还可以用辅助量Ｅ来表达ｒ和ｒ
　．
的计算公式，即

ｒ＝ａ（ｅ－ｃｈＥ）Ｐ^＋ａ ｅ２－槡 １ｓｈＥＱ^，

ｒ
　．
＝ μ槡ａ

ｒ
［（－ｓｈＥ）Ｐ^＋（ｅ２－槡 １ｃｈＥ）Ｑ^］

烅
烄

烆 ．
（２．１５０）

４．双曲线轨道中由位置矢量和速度矢量计算轨道根数

由下列各式分别计算ａ，ｅ，Ｅ，Ｍ：

１
ａ ＝ｖ２

μ
－２

ｒ
， （２．１５１）

ｅｓｈＥ＝ （ｒｒ
　．）／μ槡ａ，

ｅｃｈＥ＝ ｒ（ ）ａ ＋１
烅
烄

烆
，

（２．１５２）

ｅ２ ＝ （ｅｃｈＥ）２－（ｅｓｈＥ）２，

Ｅ＝Ａｒｔｈｘ＝ １
２ｌｎ

１＋ｘ
１－（ ）ｘ

，　ｘ＝ｅｓｈＥ
ｅｃｈＥ

烅
烄

烆
，

（２．１５３）

Ｍ ＝ｅｓｈＥ－Ｅ． （２．１５４）
关于ｉ，Ω，ω的计算，与椭圆轨道中的计算基本相同，有

ｃｏｓｉ＝ （ｒ×ｒ
　．）ｚ／μ槡ｐ， （２．１５５）
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ｓｉｎｉｓｉｎΩ＝ （ｒ×ｒ
　．）ｘ／μ槡ｐ，

ｓｉｎｉｃｏｓΩ＝－（ｒ×ｒ
　．）ｙ／μ槡ｐ

烅
烄

烆 ，
（２．１５６）

ｓｉｎｉｓｉｎω＝Ｐｚ，

ｓｉｎｉｃｏｓω＝Ｑｚ
｛ ，

（２．１５７）

其中

Ｐｚ ＝ （Ｐ^）ｚ，　Ｑｚ ＝ （Ｑ^）ｚ， （２．１５８）

Ｐ^＝ ｃｈＥ（ ）ｒ ｒ－ ａ槡μ
ｓｈ（ ）Ｅｒ

　．，

Ｑ^＝ １
ｅ２－槡 １

ｓｈＥ（ ）ｒ ｒ＋ ａ槡μ
（ｅ－ｃｈＥ）ｒ

　［ ］．
烅

烄

烆
．

（２．１５９）

§２．５　初轨计算

初轨计算无论在航天任务中，还是在太阳系各种小天体（小行星、自然
卫星等）的发现过程中，都是不可缺少的．在自然天体和人造天体的定轨问
题中，通常所说的初轨计算是指二体问题意义下的短弧定轨，相对受摄二体
问题意义下的精密定轨而言，它定出的是初轨（ｉｎｉｔｉａｌｏｒｂｉｔ），除直接被引用
外，它主要为精密定轨提供初值（或称初始估计），经大量观测资料改进后的
初轨就是在一定意义下的精轨，这一过程过去称为轨道改进，现在常与和定
轨有关的一些几何和物理参数同时确定，被称为精密定轨，这就完全拓宽了
轨道改进的概念．
初轨计算和精密定轨计算都是通过一个迭代过程完成的，但它们却有

重大区别．初轨计算对应一个特定的迭代过程，它不同于精密定轨中的多变
元迭代过程，不过对于测距和测速等类型的测量资料，只能采用多变元迭代
过程．但是，我们一般所说的初轨计算，主要是针对测角资料（赤道型资料

α，δ和地平型资料Ａ，ｈ等）的，或是将测距或测速资料转化成相应的形式．
而对于这些类型的测量资料，初轨计算可以由简单的迭代计算完成，不会出
现多变元迭代所遇到的各种问题．在天体力学发展的几百年历史中，就出现
过测角型资料的多种定轨方法，就其实质而言可以归纳为 Ｌａｐｌａｃｅ型和

Ｇｕａｓｓ型两类方法［５～９］，特别在当今计算技术高度发展的背景下，Ｌａｐｌａｃｅ
型方法显得更加简洁有效．这里将重点介绍这一方法及其推广形式．
通常所说的Ｌａｐｌａｃｅ型初轨计算方法，就是指在二体问题意义下的轨

道计算方法．事实上我们完全可以把这种类型的初轨计算方法推广到一般
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受摄二体问题，既可以计算椭圆轨道，亦可以计算双曲线轨道．
随着地球卫星测量精度的提高（例如测角精度可达角秒级）和深空探测

的发展，将会遇到各种目标天体轨道器的初轨计算问题，主星扁率摄动、第
三体引力摄动等均可达到较大的程度，而且探测器飞往目标天体附近，在未
变轨前处于双曲线轨道运行状态．因此针对精度要求的提高和力模型的复
杂化，有必要建立一个适用范围广的初轨计算方法．为此，在经典Ｌａｐｌａｃｅ
方法基础上进行了推广，对于该方法不妨称其为广义Ｌａｐｌａｃｅ方法．尽管这
种方法可适用于受摄二体问题，但其基本原理和计算过程与二体问题意义
下的Ｌａｐｌａｃｅ方法并无重大区别，故该方法还是简单实用的．

１．方法原理

选取空间坐标系Ｏ ｘｙｚ，坐标原点是中心天体的质心，其坐标面ｘｙ
可有多种选择．对于人造地球卫星，通常取地球赤道面，月球轨道器，即取月
球赤道面，对小行星而言即取为日心黄道面等，总之，根据研究的对象而定．
类似于精密定轨中的提法，初轨计算同样涉及到两类方程，即对应测量方程
和状态微分方程的测量几何关系和天体运动方程．

图２．４　中心天体Ｏ、测站Ａ和运动

天体Ｓ的相对几何构形

（１）几何条件———测量几何关系
在所选取的坐标系中（见图２．４），

测量几何满足如下关系：

ｒ＝ρ＋Ｒ． （２．１６０）
其中ｒ是运动天体的位置矢量，ρ是观
测矢量，对于测角资料而言，即ρ（ρ，α，δ）
或ρ（ρ，Ａ，ｈ），其中测角量（α，δ）或（Ａ，ｈ）
即赤经赤纬或方位角高度角．在坐标系Ｏ ｘｙｚ中，ρ可写成下列形式：

ρ＝ρＬ^，　Ｌ^＝
λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
． （２．１６１）

直角坐标分量（λ，μ，ν）可由测角量（α，δ）或（Ａ，ｈ）经简单的坐标转换给出．
如果在历元地心平赤道坐标系对人造卫星定轨，而测角量（α，δ）又是通过
定标星给出的，即与定轨坐标系一致，则有

λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
＝

ｃｏｓδｃｏｓα
ｃｏｓδｓｉｎα

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ
． （２．１６２）

由于（Ａ，ｈ）资料对应的是瞬时真地平坐标系，于是有
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λ

μ

烄

烆

烌

烎ν
＝ （ＧＲ）Ｔ（ＺＲ）

ｃｏｓｈｃｏｓＡ
－ｃｏｓｈｓｉｎＡ

ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｈ
． （２．１６３）

其中（ＧＲ）＝（ＮＲ）（ＰＲ）是岁差章动矩阵，在第一章§１．２中已给出具体表
达式，而（ＺＲ）是瞬时真赤道坐标系与地平坐标系之间的转换矩阵，在第一
章§１．２中也有其具体表达式．测站坐标矢量Ｒ是给定的，有

Ｒ＝
Ｘ
Ｙ
烄

烆

烌

烎Ｚ
． （２．１６４）

（２）动力学条件———天体运动方程
在坐标系Ｏ ｘｙｚ中，运动天体相对中心天体（质量记为Ｍ）的运动方

程即

ｒ ＝－μ
ｒ３ｒ＋Ｆε（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε），

ｔ０∶ｒ０ ＝ｒ（ｔ０），　ｒ
　．
０ ＝ｒ

　．（ｔ０）
烅
烄

烆 ．

（２．１６５）

其中μ＝ＧＭ 是中心天体的质心引力常数．摄动加速度Ｆε 对应各种力学因

素，可以是保守力效应，亦可以是耗散效应，只要能写出相应力学因素的数
学模型即可．这里给出的初轨计算方法并不限于无摄运动，它可适用于不同
类型的受摄运动，包括变化的椭圆轨道和双曲线轨道，计算给出的将是历元

ｔ０ 时刻的瞬时椭圆轨道或是瞬时双曲线轨道．
（３）初轨计算的基本方程
与精密定轨中对测量方程线性化后给出的条件方程（即精密定轨的基

本方程）［９］类似，将运动天体所遵循的动力学条件引入测量几何关系
（２．１６０），构成初轨计算的基本方程，不同的是动力学条件所对应的既不是
运动方程（对应精密定轨中的状态微分方程）［９］的数值解，亦不是小参数幂
级数解（后面第四章中将要给出），而是方程的另一种幂级数解，即时间间隔

Δｔ＝ｔ－ｔ０ 的幂级数解．就中心天体的扁率摄动和第三体摄动而言，该级数
解可写成如下形式：

ｒ（ｔ）＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｒ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｒ

　．
０． （２．１６６）

其中Ｆ和Ｇ由Δｔ的幂级数表达，其具体形式下一段中给出．以此解代入
测量几何关系（２．１６０）可得

Ｌ^×（Ｆｒ０＋Ｇｒ
　．
０）＝Ｌ^×Ｒ． （２．１６７）

对于一次测角采样资料，（２．１６７）式对应的三个方程只有两个是独立的，至
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少需要三次采样才能定轨．这是关于历元ｔ０ 时ｒ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和ｒ
　．
０（ｘ

　．
０，ｙ

　．
０，

ｚ
　．
０）形式上的线性代数方程．如果能确定，那么再经简单的转换（见§２．３和

§２．４中的有关内容）即可给出ｔ０ 时刻的瞬时轨道———椭圆轨道或双曲线
轨道．

２．Ｆ，Ｇ和Ｆｚ，Ｇｚ 的表达式

只要运动方程（２．１６５）的右函数满足一定条件，其满足初始条件的解即
存在，且可展成时间间隔Δｔ＝ｔ－ｔ０ 的幂级数：

ｒ（ｔ）＝ｒ０＋ｒ（１）
０ Δｔ＋１

２！ｒ
（２）
０ Δｔ２＋…＋１

ｋ！ｒ
（ｋ）
０ Δｔｋ＋…． （２．１６８）

其中ｒ（ｋ）
０ 为ｒ（ｔ）对ｔ的ｋ阶导数在ｔ０ 点的取值，即

ｒ（ｋ）
０ ＝ ｄｋｒ

ｄｔ（ ）ｋ
ｔ＝ｔ０

． （２．１６９）

要给出级数阶（２．１６８）满足初始条件的具体形式，就需要计算各阶导数ｒ（ｋ）

在处ｔ０ 的值ｒ（ｋ）
０ ．事实上有ｒ（１）

０ ＝ｒ
　．
０，而二阶以上各导数值ｒ（ｋ）（ｋ≥２）均可根

据运动方程（２．１６５），由ｒ０ 和ｒ
　．
０ 构成，即

ｒ（ｋ）＝ｒ（ｋ）（ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０），　ｋ≥２． （２．１７０）

对于无摄运动，级数解（２．１６６）中的Ｆ和Ｇ即Ｆ和Ｇ，表达式简化为

ｒ（ｔ）＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｒ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｒ

　．
０． （２．１７１）

对于ｒ（ｔ）的三个分量ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ），Ｆ和Ｇ 各具有同一形式，为一数量函
数．对应受摄运动，通常相应的Ｆ和Ｇ对于三个分量ｘ，ｙ，ｚ各具有不同
的形式．下面就中心天体扁率摄动和第三体引力摄动给出其具体表达式，
相应的两种摄动加速度为

Ｆε ＝ ３Ｊ２（ ）２
５ｚ２

ｒ７ －１
ｒ（ ）５ ｒ－ ２ｚ

ｒ（ ）５ ｋ［ ］＾ －μ′
Δ
Δ３ －ｒ′

ｒ′（ ）３ ． （２．１７２）

为了便于量级分析和公式表达，这里已采用适当计算单位使各物理量无量
纲化（详见后面第四章中的计算单位选取），相应的中心天体的质心引力常
数μ＝ＧＭ＝１，μ′＝ＧＭ′／ＧＭ，Ｍ′是第三体的质量．（２．１７２）式中的Ｊ２ 为中

心天体的动力学扁率．其他有关量定义如下：

ｋ^＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

，　Δ＝ｒ－ｒ′． （２．１７３）

ｒ′为第三体的坐标矢量．
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略去推导过程，并记τ＝Δｔ，直接写出形如（２．１６６）式的τ的幂级数解如
下［１０］：

ｘ＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｘ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｘ

　．
０，

ｙ＝Ｆ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｙ０＋Ｇ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｙ

　．
０，

ｚ＝Ｆｚ（ｒ０，ｒ
　．
０，Δｔ）ｚ０＋Ｇｚ（ｒ０，ｒ

　．
０，Δｔ）ｚ

　．
０

烅

烄

烆 ．

（２．１７４）

相应的基本方程（２．１６７）式按分量形式书写如下：

（Ｆν）ｘ０－（Ｆｚλ）ｚ０＋（Ｇν）ｘ
　．
０－（Ｇｚλ）ｚ

　．
０ ＝ （νＸ－λＺ），

（Ｆν）ｙ０－（Ｆｚμ）ｚ０＋（Ｇν）ｙ
　．
０－（Ｇｚμ）ｚ

　．
０ ＝ （νＹ－μＺ），

（Ｆμ）ｘ０－（Ｆλ）ｙ０＋（Ｇμ）ｘ
　．
０－（Ｇλ）ｙ

　．
０ ＝ （μＸ－λＹ）

烅

烄

烆 ．
（２．１７５）

其中

Ｆ＝１＋τ２

２ －ｕ３＋
３Ｊ２（ ）２

（５ｕ７ｚ２
０－ｕ５）－μ′ｕ′［ ］３ ＋

τ３

６
（３ｕ５σ）＋ ３Ｊ２（ ）２

（５（ｕ７－７ｕ９ｚ２
０）σ＋１０ｕ７ｚ０ｚ

　．
０［ ］）＋

τ４

２４ｕ５（３ｖ２
０－２ｕ１－１５ｕ２σ２）＋ ３Ｊ２（ ）２

（６ｕ８（４ｕ２ｚ２
０－１）［ －

５ｕ７（７ｕ２ｚ２
０－１）ｖ２

０＋１０ｕ７ｚ
　．２
０＋３５ｕ９（９ｕ２ｚ２

０－１）σ２－

１４０ｕ９σｚ０ｚ
　．
０）＋ｕ３（μ′ｕ３′ ］）＋τ５

１２０ｕ７［１５σ（－３ｖ２
０＋２ｕ１＋

７ｕ２σ２）］＋τ６

７２０ｕ７［ｕ２σ２（６３０ｖ２
０－４２０ｕ１－９４５ｕ２σ２）－（２２ｕ２

－６６ｕ１ｖ２
０＋４５ｖ０

４）］＋Ｏ（τ７）， （２．１７６）

Ｇ＝τ＋τ３

６ －ｕ３＋
３Ｊ２（ ）２

（５ｕ７ｚ２
０－ｕ５）－μ′ｕ′［ ］３ ＋

τ４

２４６ｕ５σ＋ ３Ｊ２（ ）２
（２０ｕ７ｚ０ｚ

　．
０－１０ｕ７（７ｕ２ｚ２

０－１）σ［ ］）＋

τ５

１２０ｕ５［９ｖ２
０－８ｕ１－４５ｕ２σ２］＋

τ６

７２０ｕ７［３０σ（－６ｖ２
０＋５ｕ１＋１４ｕ２σ２）］＋Ｏ（τ７）， （２．１７７）

Ｆｚ ＝Ｆ＋ ３Ｊ２（ ）２
τ２

２
（－２ｕ５）＋τ３

６
（１０ｕ７σ）［ ＋

τ４

２４ｕ７（１０ｖ２
０－６ｕ１－７０ｕ２σ２ ］）， （２．１７８）
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Ｇｚ ＝Ｇ＋ ３Ｊ２（ ）２
τ３

２
（－２ｕ５）＋τ４

２４
（２０ｕ７σ［ ］）， （２．１７９）

ｕｎ ＝１／ｒｎ
０，　σ＝ｒ０·ｒ

　．
０，　ｖ２

０ ＝ｒ
　．
０·ｒ

　．
０，

ｕ３′＝１／ｒ′３
０，　ｒ′０ ＝｜ｒ′０｜

烅
烄

烆 ．
（２．１８０）

这里ｒ′０ 是第三体位置矢量ｒ′在历元ｔ０ 时的值，即ｒ０′＝ｒ′（ｔ０）．
在上述无量纲的表达式中，｜τ｜＜１，级数解收敛是显然的，而且收敛范

围还可扩大．对于人造地球卫星而言，｜τ｜＜１对应的有量纲物理量———时
间间隔Δｔ＝｜ｔ－ｔ０｜＜１３ｍ．４４６８，这与初轨计算对应的短弧是相适应的．注
意，上述表达式中的σ＝Ｏ（ｅ）是小量，ｅ是轨道偏心率．
在上述Ｆ，Ｇ（即Ｆ，Ｇ和Ｆｚ，Ｇｚ）的表达式中，由于τ通常较小，只有

在τ的低次幂中考虑了摄动，而在τ５ 以上幂次中未列入相应的结果，这是
很自然的，要写出τ高次幂中的摄动项并无任何困难．不仅如此，对于其他
类型的摄动，只要给出相应的数学模型，总是可以导出相应的Ｆ，Ｇ的表

达式，因为运动方程（２．１６５）的右端仅出现ｒ，ｒ
　．，高阶导数ｒ（ｋ）

０ （ｋ≥２）总是可

以用ｒ０ 和ｒ
　．
０ 来表达的．

３．广义Ｌａｐｌａｃｅ初轨计算方法的定轨过程

由一列测角采样资料：ｔｊ，（αｊ，δｊ）或（Ａｊ，ｈｊ），ｊ＝１，２，… ，Ｎ，Ｎ≥３即

可由基本方程（２．１６８）进行定轨，即给出定轨历元ｔ０ 时的ｒ０，ｒ
　．
０，ｔ∈［ｔ１，

ｔＮ］．方程组（２．１６８）是关于ｒ０ 和ｒ
　．
０ 形式上的线性代数方程，只要知道Ｆ，Ｇ，

Ｆｚ，Ｇｚ，即可解出ｒ０，ｒ
　．
０，而Ｆ，Ｇ，Ｆｚ，Ｇｚ 均是ｒ０，ｒ

　．
０ 的函数．因此，这一定轨

计算显然涉及一个迭代过程，但与精密定轨中的多变元迭代不同，它是一个
特殊而简单的迭代过程．由于

Ｆ＝１＋Ｏ（τ２），　Ｇ＝τ＋Ｏ（τ３），

Ｆｚ ＝１＋Ｏ（τ２），　Ｇｚ ＝τ＋Ｏ（τ３｛ ），
（２．１８１）

而｜τ｜＜１．因此，即使对于运动天体的轨道一无所知，亦可以采用

Ｆ（０）＝１，　Ｇ（０）＝τ，　Ｆ（０）
ｚ ＝Ｆ（０），　Ｇ（０）

ｚ ＝Ｇ（０） （２．１８２）
作迭代初值，按方程（２．１６８）和（２．１７６）～（２．１８０）式进行迭代，直到

ΔＦ＝｜Ｆ（ｍ）－Ｆ（ｍ－１）｜，　ΔＧ＝｜Ｇ（ｍ）－Ｇ（ｍ－１）｜，

ΔＦｚ ＝｜Ｆｚ
（ｍ）－Ｆｚ

（ｍ－１）｜，　ΔＧｚ ＝｜Ｇ（ｍ）
ｚ －Ｇ（ｍ－１）

ｚ ｜｛ ，
（ｍ ＝１，２，…）

（２．１８３）

满足一定精度终止计算，给出结果ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０，这和二体问题意义下的
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Ｌａｐｌａｃｅ定轨方法就迭代过程而言没有任何差别．

获得ｔ０，ｒ０，ｒ
　．
０ 后，即可由简单的转换给出历元ｔ０ 时的椭圆轨道或双曲

线轨道的瞬时根数ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ，具体转换关系已在前两节§２．３和§２．４
中给出．
广义Ｌａｐｌａｃｅ方法的定轨原理是严格的，如果用测角资料定轨，与二体

问题一样，结果是唯一的，即所定出的轨道显然要通过三次观测对应的空间
点．正是由于这一原因，加上弧段又短，就使得资料误差会歪曲真实轨道，即
定轨精度受到影响，特别是轨道半长径ａ（这是一个很重要的根数）和偏心
率ｅ．例如，对于卫星椭圆轨道，应有ａ＞１，但有时因弧段短、资料精度又差，
用拉普拉斯方法定出的轨道会出现ａ＜１的情况．从前面的迭代计算中也可
看出这一点，由于Ｆｊ，Ｇｊ的特点，通过方程（２．１６８）求解时，资料误差（反映

在λｊ，μｊ，νｊ上）对ｘ
　．
０，ｙ

　．
０，ｚ

　．
０ 的影响较大，从而导致ａ和ｅ有较大的误差．

上述问题并不是Ｌａｐｌａｃｅ方法特有的，而是所有根据动力学原理通过
三次观测（相应的弧段较短）严格定轨的一类方法的共同问题．就人造地球
卫星而言，考虑到下述观测的特点：

（１）在一个较短的弧段内，可以得到较多的观测资料；
（２）一天内可以得到多圈资料．
可以采用某些方法在一定程度上减轻资料误差的影响．如采用多资料

进行定轨，基本原理和方法以及计算过程不变，只是基本方程（２．１７５）式的
个数增多，ｊ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ３，求解时采用简单的最小二乘法，给出ｒ０ 和

ｒ
　．
０ 的最佳解，这可充分利用统计信息减小资料误差的影响．

４．其他类型资料的定轨问题

关于另一类Ｇｕａｓｓ型方法，即首先确定两个以上的点位ｒｊ（ｊ＝１，…，ｋ，

ｋ≥２），然后再去定轨．其定轨计算过程过于复杂，而基本原理与Ｌａｐｌａｃｅ方
法并无实质性差别，本书不再介绍．这里将要给出另一种类似于Ｌａｐｌａｃｅ方
法的点位资料的定轨方法．至于点位资料ｒｊ（ｊ≥２）的获得，并不是由Ｇｕａｓｓ
方法中所指的由测角资料根据复杂的转换过程获得，而是直接由测量得到．
一种方法是现代测量手段可以实现的，即在取得测角量（α，δ或Ａ，ｈ）的同
时获得卫星到“测站”（实为测量设备）的距离量ρ，由此即给出卫星的空间
点位ｒ：

ｒ＝ρＬ^＋Ｒ．
相应的定轨基本方程（２．１７５）将由下列方程替代，即
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Ｆｘ０＋Ｇｘ
　．
０ ＝ （ρλ＋Ｘ），

Ｆｙ０＋Ｇｙ
　．
０ ＝ （ρμ＋Ｙ），

Ｆｚｚ０＋Ｇｚｚ
　．
０ ＝ （ρν＋Ｚ）

烅

烄

烆 ．

（２．１８４）

只要有两次以上这样的采样资料即可定轨，定轨过程同前面第３段的介绍．
另一种取得卫星点位的方法就是通过卫星导航定位（如星载ＧＰＳ定位方
法）获得，即直接获得卫星的空间位置矢量ｒ，由此，定轨基本方程更简单，
即

Ｆｘ０＋Ｇｘ
　．
０ ＝ｘ，

Ｆｙ０＋Ｇｙ
　．
０ ＝ｙ，

Ｆｚｚ０＋Ｇｚｚ
　．
０ ＝ｚ

烅

烄

烆 ．

（２．１８５）

§２．６　二体问题意义下的轨道机动

在航天器的运行过程中常常需要进行轨道调整（即轨道机动），这就涉
及到变轨问题，而变轨又往往采用脉冲式，那么这一机动过程是短暂的，可
以看成是瞬时变轨变轨前的轨道根数记作σ１（ａ１，ｅ１，ｉ１，Ω１，ω１，Ｍ１），而变轨
后目标轨道的轨道根数记作σ２（ａ２，ｅ２，ｉ２，Ω２，ω２，Ｍ２），变轨前后的轨道差为

Δσ＝σ２－σ１，变轨后目标轨道的轨道根数就相当于一个边值条件．由于变轨
时间短暂，可以看成是在二体问题意义下完成这一变轨过程，那么就需要在
此前提下给出Δσ与由脉冲能量获得的速度变化Δｖ之间的关系．由它们之
间的函数关系Δσ＝Φ（Δｖ），根据目标轨道的不同要求选择变轨方式（对应
一定的Δｖ）．

瞬时椭圆轨道根数σ与位置矢量和速度矢量ｒ，ｒ
　．
由严格的函数关系

σ＝ｆ（ｒ，ｒ
　．），§２．２中已给出．这里将用到如下关系式：

ａ＝ ２
ｒ －ｖ２（ ）μ

－１
， （２．１８６）

ｅｃｏｓＥ＝１－ｒ
ａ

，

ｅｓｉｎＥ＝ｒ·ｒ
　．／ μ槡ａ

烅
烄

烆 ，
（２．１８７）

Ｍ ＝Ｅ－ｅｓｉｎＥ， （２．１８８）

ｃｏｓｉ＝ （ｘｙ
　．
－ｙｘ

　．）／ μａ（１－ｅ２槡 ）， （２．１８９）

ｔａｎΩ＝ （ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．）／（ｘｚ
　．
－ｚｘ

　．）， （２．１９０）
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ｔａｎω＝
１－ｅ槡 ２ ｅｃｏｓＥ ｚ（ ）ｒ － ａ槡μ

ｅｓｉｎＥｚ
　［ ］．

ｅｓｉｎＥ ｚ（ ）ｒ － ａ槡μ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）ｚ

　．
． （２．１９１）

其中

ｒ＝｜ｒ｜，　ｒ＝ （ｘ　ｙ　ｚ）Ｔ，

ｖ＝｜ｒ
　．
｜，　ｖ２ ＝ｘ

　．２＋ｙ
　．２＋ｚ

　．２，ｒ
　．
＝ （ｘ

　．
　ｙ

　．
　ｚ

　．）Ｔ
烅
烄

烆 ．
（２．１９２）

上标“Ｔ”表示转置，即ｒ和ｒ
　．
为列向量．

利用上述关系式不难导出

ａ
ｒ

　（ ）． ＝２ａ２

μ
（ｒ
　．）Ｔ， （２．１９３）

ｅ２

ｒ
　（ ）． ＝２ａ

μ
１
ａ２（ｒ·ｒ

　．）（ｒ）Ｔ ＋ （１－ｅ２）－ ｒ（ ）ａ（ ）２
（ｒ
　．）［ ］Ｔ ，（２．１９４）

ｃｏｓｉ
ｒ

　（ ）． ＝ １

μ槡ｐ
（Ω）Ｔ ＋ｃｏｓｉ － ａ槡μ

（ｒ
　．）Ｔ ＋ １

２（１－ｅ２）
ｅ２

ｒ
　（ ）［ ］． ，

Ω＝
－ｙ
ｘ

烄

烆

烌

烎０

烅

烄

烆
．

（２．１９５）

Ω
ｒ

　（ ）． ＝ １
１＋ｔａｎ２Ω

－ １
ｘｚ

　．
－ｚｘ

　（ ）． ［（Ω１）Ｔ －ｔａｎΩ（Ω２）Ｔ］，

Ω１ ＝
０
ｚ
－

烄

烆

烌

烎ｙ

，　Ω２ ＝
ｚ
０
－

烄

烆

烌

烎ｘ

烅

烄

烆
．

（２．１９６）

ω
ｒ

　（ ）． ＝ｓｉｎω １
ｅｓｉｎｉ

ｚ
　．

（ ）ａｎ － ｃｏｓω
２（１－ｅ２［ ］） ｅ２

ｒ
　（ ）． ＋

１
ｅｓｉｎｉ １－ｅ槡 ２ｃｏｓω ｚ

ｒ
（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）． － ａ槡μ

ｚ
． （ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）．［｛ －

ａ槡μ
（ｅｓｉｎＥ）（ｋ^）Ｔ － ｚ

　．

μｎ
（ｅｓｉｎＥ）（ｒ

　．）］Ｔ －

ｓｉｎω ｚ
ｒ

（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）． ＋ ａ槡μ

ｚ
． （ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）．［ ＋

ａ槡μ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）（ｋ^）Ｔ ＋ ｚ

　．

μｎ
（ｅｃｏｓＥ－ｅ２）（ｒ

　．）］｝Ｔ ， （２．１９７）
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Ｍ
ｒ

　（ ）． ＝ １
ｅ２ －ａ

μ
（ｅｓｉｎＥ）（１－ｅ２）＋ｒ［ ］ａ

（ｒ
　．）Ｔ｛ ＋

１

μ槡ａ
（１－ｅ２）－ｒ［ ］ａ

（ｒ）｝Ｔ ． （２．１９８）

（２．１９７）式右端出现的单位矢量ｋ^和四个偏导数
（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　． ，（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　． 如下：

ｋ^＝
烄

烆

烌

烎

０
０
１

， （２．１９９）

（ｅｃｏｓＥ）

ｒ
　（ ）． ＝２ｒ

μ
（ｒ
　．）Ｔ，

（ｅｓｉｎＥ）

ｒ
　（ ）． ＝－

（ｒ·ｒ
　．）

μ槡ａ
ａ（ ）μ

（ｒ
　．）Ｔ ＋ １

μ槡ａ
（ｒ）Ｔ

烅

烄

烆
．

（２．２００）

根据上述各式即可给出如下函数关系：

Δσ＝Φｖ（Δｒ
　．）． （２．２０１）

例如，若要改变轨道半长径ａ，则由（２．１９３）式不难给出

Δａ＝２ａ２

μ
（ｒ
　．）Ｔ（Δｒ

　．）． （２．２０２）

这里Δｒ
．
＝（Δｘ

　．
　Δｙ

　．
　Δｚ

　．）Ｔ＝（Δｖｒ　Δｖθ　Δｖｗ）Ｔ，其中ｖｒ，ｖθ，ｖｗ 即速度矢

量ｒ
　．
的径向、横向和轨道面法向分量，且有ｖｗ＝０．那么（２．２０２）式可以分别
写成下列形式：

Δａ＝２ａ２

μ
（ｘ
　．
Δｘ

　．
＋ｙ

　．
Δｙ

　．
＋ｚ

　．
Δｚ

　．） （２．２０３）

和

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖｒΔｖｒ＋ｖθΔｖθ），

ｖｒ ＝ｒ
　．，　ｖθ ＝ｒθ

　．
烅
烄

烆 ．

（２．２０４）

或用ｒ
　．
的模ｖ来表达，有

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖΔｖ）． （２．２０５）

由此表达式可以看出，若在变轨中仅要增大轨道半长径ａ，则在近星点处（ｖ
最大）最有利；而若需要抬高近星点高度，那么就需要在远星点加速（Δｖ＞
０）．注意，这里的Δｖ是切向（即速度方向）分量，而不是Δｖ的模｜Δｖ｜．
一个速度增量Δｖ同样会改变轨道偏心率ｅ，根据（２．１９４）式可给出与
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（２．２０５）式对应的关系式：

Δｅ＝ ２
ｖｅ

ｒｖ２（ ）μ
ｒｖ２

μ
－（ ）１ｃｏｓ２［ ］θ Δｖ

＝ ２
ｖｅ

ｐ（ ）ｒ
ｒｖ２

μ
－（ ）１ Δｖ． （２．２０６）

其中θ是速度方向（即切向）与横向的夹角．
这一节主要给出二体问题意义下轨道过渡（变轨）的一些基本关系式，

至于轨道过渡的具体问题和细节将在后面有关章节中阐述．
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第３章　航天器在轨运行的受摄运动

第２章所讨论的二体问题（无摄运动）只是航天器绕中心天体运动的一
种近似，从这一章开始将要仔细研究航天器在各种力学因素作用下的运动
规律．为了便于讨论，暂取中心天体的质心天球坐标系作为讨论问题的参考
系．在此参考系中，航天器绕中心天体运动的微分方程可写成如下形式：

ｒ ＝Ｆ（ｒ，ｒ　
．，ｔ）． （３．１）

这里，右函数Ｆ（尽管少一个质量因子，我们还是经常习惯地称它为作用力）
极其复杂，若要获得运动方程（３．１）式的解，就必须对Ｆ作一些必要的分析
和简化，给出合理的力学模型．每一种力学因素的数学模型将要在后面各章
中逐一给出，这一章先用中心天体质点引力外加保守力和耗散力影响的原
则性力模型，介绍对受摄运动的处理方法，从而让读者了解求解这类方程的
基本知识．
在上述前提下，航天器运动的基本方程（３．１）可以写成下列形式：

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε， （３．２）
而Ｆε的形式为

Ｆε ＝ ∑
ｎ

ｋ＝１
Ｆｋ（ｒ，ｒ　

．，ｔ；εｋ）． （３．３）

Ｆ０ 是中心天体的质点引力加速度，即

Ｆ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ
， （３．４）

而Ｆε则包含了各种影响航天器运动的力因素，但它们满足下列条件：

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜＝Ｏ（εｋ）． （３．５）

这里ε１是小参数．对于低轨人造地球卫星而言，ε＝Ｏ（Ｊ２）＝１０－３，Ｊ２ 是

地球非球形的扁率项因子．对于不同的航天器，根据所处的不同力学环境，
可取不同的参考量作为小参数标准．
满足方程（３．２）的运动不再是无摄运动，相应的二体问题意义下的圆锥

曲线运动（椭圆或双曲线）就要发生轨道变化，此即受摄运动，（３．２）式即受



摄运动方程．

§３．１　轨道变化与常数变易法

如何求解受摄运动方程（３．２），从而给出航天器运动轨道的变化规律，
这是航天器轨道力学的一个重点内容，本章将用分析方法来处理这一问题．
首先考虑无摄运动问题（即二体问题），这时Ｆε＝０，相应的方程（３．２）变为

ｒ ＝Ｆ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ（ ）ｒ ． （３．６）

第二章已给出该问题的解：

ｒ＝ｆ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ），

ｒ　
．
＝ｇ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）

烅
烄

烆 ．
（３．７）

其中ｒ　
．
＝ｒ／ｔ．此解用来描述一圆锥曲线运动，六个积分常数Ｃ１，Ｃ２，…，

Ｃ６ 即轨道根数，依次排列为ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，τ．回到原方程（３．２），Ｆε≠０，解
（３．７）式当然不能满足它．所谓常数变易法，即要使无摄运动的解（３．７）满足
受摄方程（３．２），显然，Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６ 不再是常数，应变为时间ｔ的函数．那
么接下来就要导出这些积分常数（或轨道根数）的变化所满足的微分方
程———摄动运动方程．

（３．７）第一式对ｔ求导得

ｄｒ
ｄｔ＝ｆ

ｔ＋∑
６

ｊ＝１

ｆ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ． （３．８）

由于要求（３．７）第二式亦满足受摄运动方程，所以应有

ｄｒ
ｄｔ＝ｆ

ｔ＝ｇ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）． （３．９）

此式再对ｔ求一次导数，并让其满足受摄运动方程（３．２），即

ｄ２ｒ
ｄｔ２ ＝ｇ

ｔ＋∑
６

ｊ＝１

ｇ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝Ｆ０＋Ｆε， （３．１０）

而在该式中有

ｇ
ｔ＝Ｆ０， （３．１１）

由此可知，常数变易的两个条件应为

∑
６

ｊ＝１

ｆ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝０，

∑
６

ｊ＝１

ｇ
Ｃｊ

ｄＣｊ

ｄｔ ＝Ｆε

烅

烄

烆
．

（３．１２）
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其中ｆ
Ｃｊ
和ｇ
Ｃｊ
都是Ｃｊ和ｔ的已知函数，因此共有六个“未知量”

ｄＣｊ

ｄｔ
，与方

程个数相同．对于具体应用，需要由该方程组给出ｄＣｊ

ｄｔ
的显形式．至于如何

给出，暂放一下，先来看看上述常数变易法的实际意义．显然，经上述处理，
就是把受摄运动看成一个变化的圆锥曲线运动，无摄运动解的表达式（３．７）
仍然成立，只是相应的六个不变根数Ｃｊ 变为Ｃｊ（ｔ），即瞬时根数，亦称吻切
根数．

关于由线性方程组（３．１２）给出ｄＣｊ

ｄｔ
的显形式问题，不再重复许多天体

力学书中常用的推导方法，下面将介绍另一种比较简单的以轨道根数作为
基本变量的直接推导方法，它无需假定摄动力是保守力，可普遍适用［１］．

§３．２　摄动运动方程的直接推导

原理未变，但不是直接引用关系式（３．７），而是引用它们的原始形式，即
二体问题的六个积分．对于椭圆运动情况有

ｒ×ｒ　
．
＝ μａ（１－ｅ２槡 ）

ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （３．１３）

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ

， （３．１４）

ｒ＝ａ（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（１－ｅｃｏｓＥ）， （３．１５）

Ｍ ＝Ｅ－ｅｓｉｎＥ． （３．１６）
对于双曲线运动情况六个积分稍有差别，即

ｒ×ｒ　
．
＝ μａ（ｅ２－１槡 ）

ｓｉｎｉｓｉｎΩ
－ｓｉｎｉｃｏｓΩ

ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ｉ

， （３．１７）

ｖ２ ＝μ
２
ｒ ＋１（ ）ａ

， （３．１８）

ｒ＝ａ（ｅ２－１）
１＋ｅｃｏｓｆ＝ａ（ｅｃｈＥ－１）， （３．１９）

Ｍ ＝ｅｓｈＥ－Ｅ． （３．２０）
这里同时引用轨道积分和活力公式，仍算作两个独立积分．因此两种轨道分
别有六个关系式，可用来导出六个积分常数（可变根数）变化的微分方程．同
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样，让它满足受摄运动方程（３．２），而原不变根数变为时间ｔ的函数．
为了下面推导的需要，现将ｒ和ｒ　

．
在空间极坐标系（ｒ，θ，ｗ）和中心天体

质心直角坐标系Ｏ ｘｙｚ中的形式分别列出，即

ｒ＝ｒｒ^＝ｘｉ^＋ｙｊ^＋ｚｋ^， （３．２１）

ｒ　
．
＝ｒ　

．
ｒ^＋ｒθ

　．

θ^＝ｘｉ^＋ｙ
　．
ｊ^＋ｚ　

．
ｋ^， （３．２２）

ｒ×ｒ　
．
＝ｒ２θ

　．

ｗ^　　　　　　　　　　　　　

＝ （ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．）ｉ^＋（ｚｘ　
．
－ｘｚ　

．）ｊ^＋（ｘｙ
　．
－ｙｘ

　．）ｋ^． （３．２３）

其中ｒ^，θ^，ｗ^为径向，横向和轨道面法向单位矢量，ｉ^，ｊ^，ｋ^为直角坐标三个
方向的单位矢量．摄动力（加速度）Ｆε在上述两坐标系中的三个分量分别记

为Ｓ，Ｔ，Ｗ 和Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ．
将常数变易的原理分别用于上述六个积分（３．１３）～（３．１６）和（３．１７）～

（３．２０）．设

φ（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６，ｔ）＝ψ（ｒ，ｒ　
．） （３．２４）

为无摄运动（３．６）的任一积分，对于无摄运动有

ｄφ
ｄｔ＝φ

ｔ＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．ｒ

， （３．２５）

即

φ
ｔ＝ψ

ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．Ｆ０． （３．２６）

而对受摄运动却变为

ｄφ
ｄｔ＝φ

ｔ＋∑
ｊ

φ
Ｃｊ

Ｃ
．

ｊ ＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ　
ｒ

＝ψ
ｒ
ｒ　

．
＋ψ

ｒ
　．
（Ｆ０＋Ｆε）． （３．２７）

按常数变易的要求，其中ｒ和ｒ　
．
仍满足椭圆或双曲线运动关系，那么根据

（３．２６）式立即可得

∑
ｊ

φ
Ｃｊ

Ｃ
．

ｊ ＝ψ
ｒ

　．Ｆε． （３．２８）

实际上，这就是条件（３．１２）式的一般情况，当ψ＝ｘ，ｙ，ｚ和ψ＝ｘ　
．，ｙ

　．，

ｚ　
．
时，条件（３．２８）式即退化为（３．１２）式．
为了避免混乱，我们引用ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 六个根数作为独立变量．事

实上，无论是理论研究还是具体应用问题，都没有必要引用过近星点时刻τ
或常用的Ｍ０＝－ｎτ，真正有用的是时间根数Ｍ＝ｎ（ｔ－τ），或另两个近点角
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ｆ和Ｅ，而采用平近点角Ｍ 比较方便．引用Ｍ 代替τ作为独立变量后，在求
某些函数对ａ的偏导数时，不再有显含ａ和隐含ａ的问题．上述六个积分中
的前四个，即（３．１３）～（３．１４）式和（３．１７）～（３．１８）式，可以写成形如（３．２４）
式的简单形式：

φ（ａ，ｅ，ｉ，Ω）＝ψ（ｒ，ｒ　
．）． （３．２９）

相应的条件（３．２８）式为

　φ
ａ

ｄａ
ｄｔ＋φ

ｅ
ｄｅ
ｄｔ＋φ

ｉ
ｄｉ
ｄｔ＋φ

Ω
ｄΩ
ｄｔ　　　　

＝ψ
ｒ

　．Ｓ＋１
ｒ

ψ
θ

　．Ｔ

＝ψ
ｘ

　．Ｆｘ ＋ψ
ｙ

　．Ｆｙ ＋ψ
ｚ

　．Ｆｚ．

（３．３０）

这可用来推导ｄａ／ｄｔ，ｄｅ／ｄｔ，ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ．关于另两个方程，虽然 Ｍ 或

ｆ，Ｅ可以代替τ作为独立变量，但它们都不能看成积分常数，因此对后两个
积分（３．１５）～（３．１６）式和（３．１９）～（３．２０）式不便引用（３．２８）式，但可用来

直接推导ｄω／ｄｔ和ｄＭ／ｄｔ．推导中将要用到ｆ
　．
，这可由面积积分将它与ω

　．，Ω
．

联系起来．对于无摄运动有

θ
　．

＝ｆ
　．
，

ｒ２θ
　．

＝ｒ２ｆ
　．

＝ｈ
烅
烄

烆 ，
（３．３１）

ｈ＝ μ槡ｐ ＝ μａ（１－ｅ２槡 ）

μａ（ｅ２－１槡 ）
烅
烄

烆 ．
（３．３２）

而对于受摄运动却有

θ
　．

＝ｆ
　．

＋ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ，

ｒ２θ
　．

＝ｒ２（ｆ
　．

＋ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ）＝ｈ（ｔ），
即

ｒ２ｆ
　．

＝ｈ（ｔ）－ｒ２（ω
　．
＋Ω

　．

ｃｏｓｉ）． （３．３３）
下面根据上述原理具体推导摄动运动方程，但仅对椭圆情况作全面阐

述，而对双曲线运动情况，推导过程完全类似，不再重复．首先将积分（３．１４）
式写成（３．２９）式的形式：

μ
ａ ＝２μ

ｒ －（ｒ　
．２＋ｒ２θ

　．
２）．

根据（３．１４）式得
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－μ
ａ２

ｄａ
ｄｔ＝－２ｒ　

．
Ｓ－２ｒθ

　．

Ｔ．

其中

ｒ　
．
＝ｒ　

．·ｒ^＝ μ／槡 ｐｅｓｉｎｆ，

ｒθ
　．

＝ １
ｒ μ槡ｐ

烅
烄

烆 ．
（３．３４）

代入上式整理后得

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］． （３．３５）

接着利用积分（３．１３）式在轨道面法向和ｘ，ｙ方向上的分量来推导

ｄｅ／ｄｔ，ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ．相应的形式为

ｈ＝ｒ２θ
　．
， （３．３６）

ｈｓｉｎｉｓｉｎΩ＝ｙｚ
　．
－ｚｙ

　．， （３．３７）

－ｈｓｉｎｉｃｏｓΩ＝ｚｘ　
．
－ｘｚ　

．， （３．３８）
由（３．３０）式得

ｄｈ
ｄｔ＝ｒＴ， （３．３９）

ｒＴｓｉｎｉｓｉｎΩ＋ｈｃｏｓｉｓｉｎΩｄｉ
ｄｔ＋ｈｓｉｎｉｃｏｓΩｄΩ

ｄｔ ＝ｙＦｚ－ｚＦｙ

＝ （ｒ×Ｆε）ｘ， （３．４０）

－ｒＴｓｉｎｉｃｏｓΩ－ｈｃｏｓｉｃｏｓΩｄｉ
ｄｔ＋ｈｓｉｎｉｓｉｎΩｄΩ

ｄｔ ＝ｚＦｘ －ｘＦｚ

＝ （ｒ×Ｆε）ｙ． （３．４１）

由ｈ＝ μ槡ｐ＝ μａ（１－ｅ２槡 ），（３．３９）式可以写成

ｄｈ
ｄｔ＝ μ

２ μ槡ｐ
［（１－ｅ２）ｄａ

ｄｔ－２ａｅｄｅ
ｄｔ

］＝ｒＴ． （３．４２）

将方程（３．３５）代入上式并消去ｄａ／ｄｔ，即得

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］． （３．４３）

为了由（３．４０）式和（３．４１）推出ｄｉ／ｄｔ和ｄΩ／ｄｔ，需要计算（ｒ×Ｆε）ｘ 和
（ｒ×Ｆε）ｙ ．在空间极坐标系中记（ｒ×Ｆε）为（ｒ×Ｆε），有

（ｒ×Ｆε） ＝
０

－ｒＷ
烄

烆

烌

烎ｒＴ
． （３．４４）
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经三次旋转可得ｒ×Ｆε在地心赤道直角坐标系中的表达式，即

ｒ×Ｆε ＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ｕ）（ｒ×Ｆε）

＝
ｒＴｓｉｎｉｓｉｎΩ＋ｒＷ（ｃｏｓΩｓｉｎｕ＋ｓｉｎΩｃｏｓｕｃｏｓｉ）

－ｒＴｓｉｎｉｃｏｓΩ＋ｒＷ（ｓｉｎΩｓｉｎｕ－ｃｏｓΩｃｏｓｕｃｏｓｉ）

ｒＴｃｏｓｉ－ｒＷｃｏｓｕｓｉｎ

烄

烆

烌

烎ｉ
． （３．４５）

其中ｕ＝ｆ＋ω．将（ｒ×Ｆε）ｘ 和（ｒ×Ｆε）ｙ 两个分量代入（３．４０）式，作简单运
算即得

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ， （３．４６）

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ． （３．４７）

利用轨道积分（３．１５）式分别得出

ｄｒ
ｄｔ＝ １－ｅ２

１＋ｅｃｏｓｆ
ｄａ
ｄｔ－ ｐｃｏｓｆ

（１＋ｅｃｏｓｆ）２ ＋ ２ａｅ
１＋ｅｃｏｓ［ ］ｆ

ｄｅ
ｄｔ＋

ｐｅｓｉｎｆ
（１＋ｅｃｏｓｆ）２

ｄｆ
ｄｔ

， （３．４８）

ｄｒ
ｄｔ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄａ

ｄｔ－ａｃｏｓＥｄｅ
ｄｔ＋ａｅｓｉｎＥｄＥ

ｄｔ
， （３．４９）

而根据常数变易原理，按椭圆运动关系有

ｄｒ
ｄｔ＝ｒ

ｔ＝ μ槡ｐ
ｅｓｉｎｆ． （３．５０）

通过（３．３３）式和开普勒积分给出的导数关系

ｄＭ
ｄｔ ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）ｄＥ

ｄｔ－ｓｉｎＥｄｅ
ｄｔ． （３．５１）

即可将（３．４８）式和（３．４９）式中的ｄｆ／ｄｔ和ｄＥ／ｄｔ与ｄω／ｄｔ和ｄＭ／ｄｔ联系
起来，从而导出最后两个方程

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

， （３．５２）

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ ．（３．５３）

从上述六个方程的形式来看，中心天体质心引力常数μ仅出现在平运动速
度ｎ中，即

ｎ＝ μ槡ａ
　－３／２

． （３．５４）
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§３．３　椭圆运动的摄动运动方程

１．以六个椭圆轨道根数为基本变量的摄动运动方程

基本变量记作σ，它们是ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 六个随时间变化的瞬时根
数．根据不同问题的需要，摄动力（加速度）将以三种形式表达．其一是径向
分量Ｓ，横向分量Ｔ，轨道面法向分量Ｗ 表示．另一种形式是将Ｓ，Ｔ改为切
向分量Ｕ，法向分量Ｎ．这里切向是指天体运动方向，Ｎ 是轨道面内的法向
分量，也称主法线分量，而Ｗ 又称次法线分量．Ｕ，Ｎ，Ｗ 与Ｓ，Ｔ，Ｗ 一样，
组成右手螺旋系统．有些摄动力是保守力，存在势Ｒ，相应的第三种形式即

Ｆε ＝ｇｒａｄＲ． （３．５５）
其中Ｒ又称摄动函数．
为了由Ｓ，Ｔ，Ｗ 型的摄动运动方程推出另两种形式，就必须找出Ｕ，

Ｎ，Ｗ 三个分量以及摄动函数的偏导数Ｒ／σ与Ｓ，Ｔ，Ｗ 的关系．首先考
虑Ｕ，Ｎ，设径向与切向之间的夹角为α，由坐标旋转，立即可得

Ｓ＝Ｕｃｏｓα－Ｎｓｉｎα，

Ｔ＝Ｕｓｉｎα＋Ｎｃｏｓα｛ ．
（３．５６）

根据微分几何知识可知，对于曲线（即轨道）ｒ＝ｒ（θ）或ｒ＝ｒ（ｆ），有

ｔａｎα＝ ｒ
ｄｒ
ｄｆ

＝１＋ｅｃｏｓｆ
ｅｓｉｎｆ

． （３．５７）

由此可得

ｃｏｓα＝ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

，　ｓｉｎα＝ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

． （３．５８）

将此结果代入（３．５６）式得

Ｓ＝ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｕ－ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｎ，

Ｔ＝ １＋ｅｃｏｓｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｕ＋ ｅｓｉｎｆ
１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ槡 ２

Ｎ
烅

烄

烆
．

（３．５９）

对于保守力情况有

Ｓ＝Ｒ
ｒ

，　Ｔ＝ １
ｒ

Ｒ
θ ＝ １

ｒ
Ｒ
ｕ

，　Ｗ ＝Ｒ
ｚ ＝ １

ｒｓｉｎｕ
Ｒ
ｉ

．（３．６０）
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有了这一关系，就可以写出用摄动函数描述瞬时根数变化的摄动运动方程．
但方程右端还包含ｒ，ｕ，ｆ，Ｅ等量，若要使给出的方程ｄσ／ｄｔ，其右端仅出现

ａ，ｅ，ｉ三个量和Ｒ／σ，就必须求出Ｒ／σ与Ｓ，Ｔ，Ｗ 之间的关系．
因Ｒ＝Ｒ（ｒ），故有

Ｒ
σ ＝Ｒ

ｒ
·ｒ
σ＝Ｆε·ｒ

σ
， （３．６１）

而其中

Ｆε ＝Ｒｚ（－Ω）Ｒｘ（－ｉ）Ｒｚ（－ｕ）
Ｓ
Ｔ

烄

烆

烌

烎Ｗ
＝

ｌ１　ｌ２　ｌ３

ｍ１　ｍ２　ｍ３

ｎ１　ｎ２　ｎ

烄

烆

烌

烎３

Ｓ
Ｔ

烄

烆

烌

烎Ｗ
．（３．６２）

这里ｌｊ，ｍｊ，ｎｊ（ｊ＝１，２，３）是径向、横向和轨道面法向单位矢量的三个分量，
即

ｒ^＝

ｌ１

ｍ１

ｎ

烄

烆

烌

烎１

，　θ^＝

ｌ２

ｍ２

ｎ

烄

烆

烌

烎２

，　ω^＝

ｌ３

ｍ３

ｎ

烄

烆

烌

烎３

． （３．６３）

具体形式在第二章中已给出（那里的Ｒ^即ω^），它们是：

ｌ１ ＝ｃｏｓΩｃｏｓｕ－ｓｉｎΩｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｍ１ ＝ｓｉｎΩｃｏｓｕ＋ｃｏｓΩｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｎ１ ＝ｓｉｎｕｓｉｎｉ
烅
烄

烆 ，
（３．６４）

ｌ２ ＝－ｃｏｓΩｓｉｎｕ－ｓｉｎΩｃｏｓｕｃｏｓｉ，

ｍ２ ＝－ｓｉｎΩｓｉｎｕ＋ｃｏｓΩｃｏｓｕｃｏｓｉ，

ｎ２ ＝ｃｏｓｕｓｉｎｉ
烅
烄

烆 ，
（３．６５）

ｌ３ ＝ｓｉｎΩｓｉｎｉ，

ｍ３ ＝－ｃｏｓΩｓｉｎｉ，

ｎ３ ＝ｃｏｓｉ
烅
烄

烆 ．

（３．６６）

ｒ^，θ^，ω^满足下列关系：

ｒ^２ ＝θ^２ ＝ω^２ ＝１，

ｒ^·θ^＝θ^·ω^＝ω^·ｒ^＝０
烅
烄

烆 ．
（３．６７）

剩下的问题是求ｒ
σ．由

ｒ＝ｒｒ^
可知
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ｒ
σ＝ｒ

σ
ｒ^＋ｒｒ^

σ
． （３．６８）

其中

ｒ^
σ＝

ｌ３ｓｉｎｕｉ
σ－ｍ１

Ω
σ＋ｌ２

ｕ
σ

ｍ３ｓｉｎｕｉ
σ＋ｌ１

Ω
σ＋ｍ２

ｕ
σ

ｎ３ｓｉｎｕｉ
σ＋ｎ２

ｕ


烄

烆

烌

烎σ

． （３．６９）

将（３．６２）式和（３．６８）式连同（３．６３）～（３．６６）式以及（３．６９）式一并代入
（３．６１）式，经整理后得

Ｒ
σ ＝ｒ

σ
Ｓ＋ｒＴ ｃｏｓｉΩ

σ＋ｕ
（ ）σ ＋ｒＷ ｓｉｎｕｉ

σ－ｓｉｎｉｃｏｓｕΩ
（ ）σ ．

（３．７０）
利用§２．２中的结果

ｒ
ａ＝ ｒ

ａ
，　ｒ

ｅ＝－ａｃｏｓｆ，　 ｒ
Ｍ ＝ ａｅ

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎｆ，

ｕ
ω＝１，　ｕ

ｅ＝ １
１－ｅ２ １＋ｐ（ ）ｒ ｓｉｎｆ，　 ｕ

Ｍ ＝ ａ（ ）ｒ
２

１－ｅ槡 ２

烅

烄

烆 ．

（３．７１）
就可给出（３．７０）式的具体形式，即

Ｒ
ａ ＝ ｒ

ａＳ，

Ｒ
ｅ ＝－ａｃｏｓｆＳ＋ｒ １

１－ｅ２ ＋ａ（ ）ｒ ｓｉｎｆＴ，

Ｒ
ｉ ＝ｒｓｉｎｕＷ，

Ｒ
Ω＝ｒｃｏｓｉＴ－ｒｃｏｓｕｓｉｎｉＷ，

Ｒ
ω ＝ｒＴ，

Ｒ
Ｍ ＝ ａｅ

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎｆＳ＋ａ２ １－ｅ槡 ２

ｒ Ｔ

烅

烄

烆
．

（３．７２）

根据前面的推导，我们将三种形式的摄动运动方程整理于下：
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（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆 ．

（３．７３）

（２）Ｕ，Ｎ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Ｕ，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２ ２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｕ－ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ［ ］ＥＮ ，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２ｓｉｎｆＵ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）Ｎ］－

ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Ｕ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ） ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（３．７４）

ｄｉ
ｄｔ
和ｄΩ

ｄｔ
与（３．３７）式中相应的两式表达相同．上述两种类型称为高斯

（Ｇｕａｓｓ）型．
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（３）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
Ｍ

，

ｄｅ
ｄｔ＝１－ｅ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
Ｍ－ １－ｅ槡 ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ω

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄω
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ
，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ ２

ｎａ
Ｒ
ａ

烅

烄

烆
．

（３．７５）

这种类型称为拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）型．

２．适合任意偏心率（０≤ｅ＜１）问题的摄动运动方程

前面推出的方程，右端含有１
ｅ
因子，不能用于ｅ＝０的情况．为此引进新

变量，它们是

ａ，ｉ，Ω，ξ＝ｅｃｏｓω，η＝ｅｓｉｎω，λ＝Ｍ＋ω （３．７６）
这组变量当ｅ＝０时是完全确定的．根据变量的定义和前面已推出的方程，
经简单运算即可给出以新变量表达的摄动运动方程，其形式如下：
（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓ（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ）＋Ｔ ｐ（ ）［ ］ｒ

，

ｄξ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ Ｓｓｉｎｕ＋ Ｔ

１－ｅ槡
［２
（１＋ １－ｅ槡 ２）ｃｏｓｕ－

ξ
１＋ １－ｅ槡 ２

（ξｃｏｓｕ～＋ηｓｉｎｕ～ ］｝） ＋ηｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ －Ｓｃｏｓｕ＋ Ｔ

１－ｅ槡
［２
（１＋ １－ｅ槡 ２）ｃｏｓｕ－

η
１＋ １－ｅ槡 ２

（ξｃｏｓｕ
～＋ηｓｉｎｕ

～ ］｝） －ξｃｏｓｉ
ｄΩ
ｄｔ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ １－ｅ槡 ２｛ｎａ ２Ｓ １－ｅ槡 ２ ｒ（ ）ｐ ＋ １

１＋ １－ｅ槡
［２
Ｓ（ξｃｏｓｕ＋

ηｓｉｎｕ）－Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ
（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ ］｝） －ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ

烅

烄

烆 ．

（３．７７）
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其中ｕ～＝Ｅ＋ω，ｄｉ／ｄｔ，ｄΩ／ｄｔ与前面（３．７３）式中的形式相同，不再重复．
（２）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
λ

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉ －η

Ｒ
ξ

＋ξ
Ｒ
η

＋Ｒ
（ ）λ －Ｒ［ ］Ω

，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄξ
ｄｔ＝－ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
η

－ξ
１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ＋ηｃｏｓｉ

ｄΩ
ｄｔ

，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
ξ

－η
１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ－ξｃｏｓｉ

ｄΩ
ｄｔ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ ２

ｎａ
Ｒ
λ＋ １－ｅ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）ξ
Ｒ
ξ

＋η
Ｒ
（ ）η

－ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

烅

烄

烆
．

（３．７８）
这两组方程的右端不再出现１／ｅ因子．

３．适合任意偏心率（０≤ｅ＜１）和倾角（０≤ｉ＜１８０°）问题的摄动运动方程

上述方程右端还有１／ｓｉｎｉ因子，不适用于ｉ＝０或ｉ＝１８０°的情况．但对
卫星型的航天器而言，一般不会出现ｉ＝１８０°的情况，只需要考虑ｉ＝０的问
题．为此，引进另一组新变量，它们是：

ａ，ｈ＝ｓｉｎｉ
２ｃｏｓΩ，ｋ＝ｓｉｎｉ

２ｓｉｎΩ，

ξ＝ｅｃｏｓ（ω＋Ω），η＝ｅｓｉｎ（ω＋Ω），λ＝Ｍ＋ω＋Ω
烅
烄

烆 ．
（３．７９）

在ｈ和ｋ的定义中采用的是ｓｉｎｉ
２
而不是ｓｉｎｉ，其原因是采用ｓｉｎｉ时，在相

关问题中会出现１／ｃｏｓｉ的因子，不适用于ｉ＝９０°的情况，而采用ｓｉｎｉ
２
不会

出现这一问题．下面分别列出Ｓ，Ｔ，Ｗ 型的方程和Ｒ／σ型的方程．
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（１）Ｓ，Ｔ，Ｗ 型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓ（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ）＋Ｔ ｐ（ ）［ ］ｒ

，

ｄξ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ Ｓｓｉｎｕ＋ ［Ｔ ｃｏｓｕ～ ＋ｃｏｓｕ－

η
１－ｅ槡 ２（１＋ １－ｅ槡 ２）

（ξｓｉｎｕ
～
－ηｃｏｓｕ

～ ］） ＋

Ｗ ｒ（ ）ｐ
－η

（ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ）

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２
，

ｄη
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２｛ｎａ －Ｓｃｏｓｕ＋ ［Ｔ ｓｉｎｕ～ ＋ｓｉｎｕ＋

ξ
１－ｅ槡 ２（１＋ １－ｅ槡 ２）

（ξｓｉｎｕ
～
ηｃｏｓｕ

～ ］） ＋

Ｗ ｒ（ ）ｐ
ξ

（ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ）

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２
，

ｄｈ
ｄｔ＝ Ｗ

２ｎａ １－ｅ槡 ２ｃｏｓｉ
２

ｒ（ ）ａ
［ｃｏｓｕ－ｈ（ｋｓｉｎｕ＋ｈｃｏｓｕ）］，

ｄｋ
ｄｔ＝ Ｗ

２ｎａ １－ｅ槡 ２ｃｏｓｉ
２

ｒ（ ）ａ
［ｓｉｎｕ－ｋ（ｋｓｉｎｕ＋ｈｃｏｓｕ）］，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ １－ｅ槡 ２｛ｎａ ２Ｓ １－ｅ槡 ２ ｒ（ ）ｐ ＋

１
１＋ １－ｅ槡

［２
Ｓ（ξｃｏｓｕ＋ηｓｉｎｕ）－

Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ
（ξｓｉｎｕ－ηｃｏｓｕ ］） －

Ｗ ｒ（ ）ｐ

ｈｓｉｎｕ－ｋｃｏｓｕ

ｃｏｓｉ
熿

燀

燄

燅
｝

２

烅

烄

烆
．

（３．８０）
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（２）Ｒ／σ型

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎａ
Ｒ
λ

，

ｄｈ
ｄｔ＝ ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡
｛２

１
２ｋ＋２ｈ－１－ｃｏｓ［ｉ －２ｈＲ

ｈ－（２ｈ－

１－ｃｏｓｉ）Ｒ
 ］ｋ ＋ ｈ

１＋ｃｏｓｉη
Ｒ
ξ

－ξ
Ｒ
η

－Ｒ
（ ）｝λ

，

ｄｋ
ｄｔ＝ ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡
｛２

１
２ｋ＋２ｈ－１－ｃｏｓ［ｉ２ｋＲ

ｋ＋（２ｋ－

１－ｃｏｓｉ）Ｒ
 ］ｈ ＋ ｋ

１＋ｃｏｓｉη
Ｒ
ξ

－ξ
Ｒ
η

－Ｒ
（ ）｝λ

，

ｄξ
ｄｔ＝－ ２ηｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ － １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
η

－

ξ １－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ

，

ｄη
ｄｔ＝ ２ξｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａ２
Ｒ
ξ

－

η １－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）
Ｒ
λ

，

ｄλ
ｄｔ＝ｎ－ ２

ｎａ
Ｒ
ａ＋ ２ｃｏｓｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２（１＋ｃｏｓｉ）
ｈＲ

ｈ＋ｋＲ
（ ）ｋ ＋

１－ｅ槡 ２

ｎａ２（１＋ １－ｅ槡 ２）ξ
Ｒ
ξ

＋η
Ｒ
（ ）η

烅

烄

烆
．

（３．８１）

上述两种形式的方程不再有１／ｅ和１／ｓｉｎｉ因子．

§３．４　双曲线运动的摄动运动方程

直接写出下列两种形式的摄动运动方程［２］，即
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ｄａ
ｄｔ＝－ ２

ｎ ｅ２－槡 １
［Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ）］，

ｄｅ
ｄｔ＝ ｅ２－槡 １

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｈＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ ｅ２－槡 １
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
Ｗ，

ｄω
ｄｔ＝ ｅ２－槡 １

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ －ｃｏｓｉｄΩ
ｄｔ

，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ＋ｅ２－１

ｎａｅ Ｓ －ｃｏｓｆ＋２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆
，

（３．８２）

和

ｄａ
ｄｔ＝－ ２

ｎａ
Ｒ
Ｍ

，

ｄｅ
ｄｔ＝ｅ２－１

ｎａ２ｅ
Ｒ
Ｍ＋ ｅ２－槡 １

ｎａ２ｅ
Ｒ
ω

，

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ ｅ２－槡 １ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

，

ｄω
ｄｔ＝－ ｅ２－槡 １

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ
，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－ｅ２－１

ｎａ２ｅ
Ｒ
ｅ＋ ２

ｎａ
Ｒ
ａ

烅

烄

烆 ．

（３．８３）

其中Ｒ同样是保守力型摄动对应的摄动函数，即Ｆε ＝ｇｒａｄＲ．
从上述摄动运动方程不难看出，由于双曲线轨道对应的ｅ＞１，相应的ａ

和ｅ以及相关的平近点角Ｍ 的变化规律有别于椭圆轨道．

§３．５　各类摄动对轨道影响的定性分析

受摄运动方程（３．２）式右端的摄动加速度Ｆε通常包含保守力（引力等）

和耗散力作用，不同的力因素对卫星轨道将会产生不同性质的影响．在具体
阐述相应摄动解之前，这里先对各类摄动因素及其影响特征作一简单介绍
和分析．就人造地球卫星而言，几类主要摄动源如下：
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１．地球非球形引力摄动

太阳系中各大行星、小行星以及月球，它们的质量分布都是不均匀的，
形状也并非球形．对于这样的天体，其引力位函数与球形引力位（即质点引
力位）有差别，在质心赤道坐标系中，相应的非球形引力位可由下列球谐展
开式表达：

Ｖ ＝Ｖ０＋ΔＶ， （３．８４）

Ｖ０ ＝ μ
ｒ ＝ＧＭ

ｒ
， （３．８５）

ΔＶ ＝－ＧＭ∑
ｌ≥２

Ｊｌ

ｒｌ＋１Ｐｌ（ｓｉｎφ）－∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

Ｊｌ，ｍ

ｒｌ＋１Ｐ
ｍ
ｌ （ｓｉｎφ）ｃｏｓｍλ，（３．８６）

λ＝λ－λｌ，ｍ，　λｌ，ｍ ＝ｃｏｎｓｔ． （３．８７）

其中ｒ为地心距，λ，φ为地心经、纬度，Ｐｌ（ｓｉｎφ）和Ｐｍ
ｌ （ｓｉｎφ）分别为勒让德

（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）和缔合勒让德多项式．Ｖ０ 是地球引力位的主要部分，相当于密
度均匀球体的引力位，或质量全部集中在质心的质点引力位．ΔＶ 是真实引
力位对均匀球体的修正部分，包括带谐（ＺｏｎａｌＨａｒｍｏｎｉｃ）和田谐（Ｔｅｓｓｅｒａｌ
Ｈａｒｍｏｎｉｃ）两大项，它们反映了地球的不均匀性（包括形状不规则和密度分
布的不均匀）．相应的Ｊｌ和Ｊｌ，ｍ即带谐项系数和田谐项系数，它们的大小则

反映出上述不均匀性的程度．其中Ｊ２＝Ｏ（１０－３），相应的项又称为扁率项，

其他Ｊｌ和Ｊｌ，ｍ的量级几乎都不大于１０－６．因此，人造卫星在地球引力场中
的运动方程又可写成下列形式：

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε． （３．８８）
其中

Ｆ０ ＝ｇｒａｄＶ０ ＝－μ
ｒ２

ｒ
ｒ

， （３．８９）

Ｆε ＝ｇｒａｄ（ΔＶ）， （３．９０）
且有

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜＝Ｏ（ε），　ε＝Ｏ（Ｊ２）． （３．９１）

Ｆε相对Ｆ０ 是一小扰动，称为摄动部分．这种由地球（或任一中心天体）不均
匀性引起的摄动，常被称为非球形引力摄动或简称形状摄动．

２．第三体引力摄动

对于人造卫星绕地球的运动，日、月（作为质点）引力是一种典型的第三
体引力摄动，相应的摄动加速度为
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Ｆε ＝ ∑
２

ｊ＝１

（－ｍｊ）
Ｒｊ

｜Ｒｊ｜３ ＋ Δｊ

｜Δｊ｜（ ）３ ， （３．９２）

Δｊ ＝ｒ－Ｒｊ，（ｊ＝１，２）． （３．９３）

其中ｒ和Ｒｊ各为人造卫星和日、月的地心向径，Ｒｊ是时间ｔ的已知函数，由
日、地、月三体系统确定，与人造卫星运动无关．

３．大气阻力摄动

人造卫星（特别是低轨卫星）在地球高层大气中飞行，将受大气阻力的
影响，阻力加速度可写成下列形式：

Ｄ＝－１
２

ＣＤＳ（ ）ｍ ρｖ
２ ｖ（ ）ｖ ． （３．９４）

其中ｖ是卫星相对大气的飞行速度，ｖ是其大小，ρ是大气密度，Ｓ／ｍ是卫星
对阻力而言的有效面积质量比（以后简称面质比），ＣＤ 是阻力系数．对于绝
大多数卫星而言，它们的有效截面积Ｓ不是太大，而飞行高度又不太低（通
常距地面２００ｋｍ以上），Ｄ相对前面的主项Ｆ０ 是很小的，即Ｄ＝Ｆε，是一种
阻力摄动．

４．太阳辐射压摄动

直接作用在人造卫星表面的太阳辐射压（或简称光压），虽然并不大，但
同样要影响卫星的运动，也是一种摄动源，相应的摄动加速度为

Ｆε ＝νκＳ（ ）ｍ ρ⊙
ａ２

ｕ

Δ２
Δ（ ）Δ ． （３．９５）

其中ρ⊙
是作用在离太阳一个天文单位ａｕ 处的太阳辐射压强，κ＝１＋η，η是

卫星表面的反射系数，Ｓ／ｍ是卫星对辐射压而言的有效面质比，Δ是太阳到
卫星的矢径，ν是地影因子，由下式定义：

ν＝１－ΔＳ／Ｓ⊙． （３．９６）

这里Ｓ⊙是太阳视面积，ΔＳ是被“蚀”部分，这涉及到地影问题，当ΔＳ＝Ｓ⊙

时，ν＝０，此时对应卫星进入真正的地影．
上述四类力因素不仅是人造地球卫星运动中所承受的主要摄动源，对

于其他类型的航天器（包括月球探测器、行星探测器），在不同的运行过程中
所承受的主要摄动源基本上也是这几类中的某几种．这些摄动源不外乎保
守力和耗散力，或引力和非引力．
对于保守力而言，航天器的能量不会有耗散，表现在椭圆轨道半长径ａ

不会出现长期变化．耗散力摄动则不同，航天器能量有耗损，轨道半长径和
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偏心率都不断减小，即轨道变小变圆．引力摄动与卫星的大小形状无关，而
非引力摄动（如大气阻力和光压），它们是一面力，与承受这种力因素的截面
有关，即与卫星的大小形状有关，这就涉及到卫星的姿态等问题．这些还仅
仅是各类摄动因素对航天器运行轨道影响的一个粗略的轮廓，具体细节（变
化规律）还有待下两章建立各类摄动解时才有可能看得清楚，而这一点又是
航天工程中必须充分了解的轨道信息，否则任何一个航天任务要圆满完成
都是不可能的．
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第４章　摄动运动方程的解与中心
　　　　天体的非球形引力摄动　

　　根据前面两章的讨论，我们已经了解到卫星在轨运行（无论是人造地球
卫星还是环绕其他探测目标天体运行的轨道器）对应的是一个受摄二体问
题，并经常数变易法的处理，已将原受摄运动方程

ｒ ＝Ｆ０＋Ｆε ，
的求解问题转化为相应的摄动运动方程

ｄσ
ｄｔ＝ｆε（σ，ｔ，ε）， （４．１）

的求解问题．这里σ表示一６维向量，６个分量即瞬时轨道根数，即无摄运
动的６个积分常数．右函数ｆε则是６维向量函数，有

｜（ｆε）ｉ｜＝Ｏ（ε）１，　ｉ＝１，２，…，６． （４．２）
原受摄运动问题的解由两部分组成，即

ｒ＝ｒ（σ，ｔ），　ｒ　
．
＝ｒ　

．（σ，ｔ） （４．３）
和

σ＝σ（ｔ）＝σ（σ０，ｔ０；ｔ，ε），　σ（ｔ０）＝σ０． （４．４）

其中ｒ和ｒ　
．
的表达式是已知的，即第二章中的（２．４２）式和（２．４８）式，它们对

应于一个瞬时椭圆，σ０ 即ｔ０ 时的椭圆根数．这一阐述对变化的双曲线轨道
同样适用，但已不是卫星运动问题，只在本章有关内容中加以阐明．现在剩
下的问题是如何求解小参数方程（４．１），给出σ（ｔ）．
尽管方程（４．１）是复杂的非线性方程组，但其右端含小参数ε，给出相

应的小参数幂级数解并不困难，已有成熟的方法，即摄动法．为了让读者深
入了解摄动法，以便更好地学习后面要介绍的针对航天器在轨运行时所承
受的各种摄动及相应摄动运动方程的具体解法，本章将首先对摄动法如何
构造相应的小参数幂级数解以及摄动法的改进作必要的阐述．



§４．１　摄动运动方程的小参数幂级数解

１．小参数幂级数解的构造———摄动法

如果第６个根数为τ或Ｍ０＝－ｎτ，则方程（４．１）的右函数ｆε 的６个元
素的量级均为Ｏ（ε），即满足（４．２）式．然而，通常第六个根数是采用平近点

角Ｍ，那么上述右函数ｆε的第六个元素含有一项ｎ＝ μ槡ａ －３／２＝Ｏ（ε０），此
时方程（４．１）应改写成下列形式

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，ｔ，ε）， （４．５）

ｆ０（ａ）＝δｎ＝Ｏ（ε０）， （４．６）

｜ｆ１ｉ（σ，ｔ，ε）｜＝Ｏ（ε），　ｉ＝１，２，…，６， （４．７）
其中

δ＝

０
０
０


烄

烆

烌

烎１

＝ （０　０　０　０　０　１）Ｔ． （４．８）

这里轨道根数σ的各元素排列次序为ａ，ｅ，ｉ，Ω，ｗ，Ｍ，δ向量只有第６个元
素为１，对应ｄＭ／ｄｔ，δ这一符号后面经常用到，不再说明．
方程（４．５）的小参数幂级数解形式为

σ（ｔ）＝σ（０）（ｔ）＋Δσ（１）（ｔ，ε）＋Δσ（２）（ｔ，ε２）＋…＋Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）＋…，

Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）＝εｌ
βｌ（ｔ）｛ ．

（４．９）
其中σ（０）（ｔ）是对应ε＝０的无摄运动解，即

σ（０）（ｔ）＝σ０＋δｎ０（ｔ－ｔ０）， （４．１０）
或具体写成

ａ（０）（ｔ）＝ａ０，　ｅ（０）（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（０）（ｔ）＝ｉ０，

Ω（０）（ｔ）＝Ω０，　ω（０）（ｔ）＝ω０，

Ｍ（０）（ｔ）＝Ｍ０＋ｎ０（ｔ－ｔ０）
烅
烄

烆 ．

（４．１１）

其中σ０（ａ０，ｅ０，ｉ０，Ω０，ｗ０，Ｍ０）是初始时刻ｔ０ 时的根数．不难看出，对ε展开
的小参数幂级数解（４．９），实际上就是解σ（ｔ）在参考轨道———无摄运动解

σ（０）（ｔ）处的展开．Δσ（ｌ）（ｔ，εｌ）即ｌ阶摄动变化项，简称ｌ阶摄动项．将形式解
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（４．９）代入（４．５），得

　 ｄ
ｄｔ

［σ（０）＋Δσ（１）＋Δσ（２）＋…＋Δσ（ｌ）＋…］

＝ｆ０（ａ）＋ｆ０

ａ Δａ（１）＋Δａ（２）＋［ ］… ＋１
２

２ｆ０

ａ２［Δａ（１）＋…］２＋…＋

　ｆ１（σ，ｔ，ε）＋∑
６

ｊ＝１

ｆ１

σｊ
［Δσ（１）

ｊ ＋Δσ（２）
ｊ ＋…］＋

　 １
２∑

６

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１

２ｆ１

σｊσｋ
［Δσ（１）

ｊ ＋…］［Δσ（１）
ｋ ＋…］＋…． （４．１２）

该式右端各项中出现的根数σ均应取参考轨道σ（０）（ｔ）．若级数（４．９）收敛，
则可比较展开式（４．１２）两端同次幂（εｌ）的系数，于是有

σ（０）（ｔ）＝σ０＋δｎ０（ｔ－ｔ０），

Δσ（１）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
δｎａ

Δａ（１）＋ｆ１（σ，ｔ，ε［ ］）
σ
（０）ｄｔ，

Δσ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
δｎ

ａΔａ（２）＋１
２

２ｎ
ａ２（Δａ

（１））（ ）２ ＋∑
ｊ

ｆ１

σｊ
Δσ（１）［ ］ｊ

σ
（０）
ｄｔ，

烅

烄

烆…
（４．１３）

显然，这是一个有效的递推过程：由低阶摄动求高阶摄动，将ｆ１（σ，ｔ，ε）的具
体形式代入后，即可给出解（４．９）中各阶摄动项的表达式，从而构造出摄动
运动方程（４．５）的小参数幂级数解．这一构造级数解的方法，即摄动法．关于
该小参数幂级数解的收敛性，实际上是常微分方程解析理论中的一个基本
问题，早已获得证明，其收敛条件不再详述，对运动而言，收敛范围为

ｓ～ １
ε

， （４．１４）

这里ｓ＝ｎ（ｔ－ｔ０）是运动弧段．在ｓ弧段外解仍可作解析延拓．
下面举一个简单的例子，以体现上述构造级数解的具体过程．
例：用摄动法求解二阶小参数方程

ｘ ＋ω２ｘ＝－εｘ３，　ε１． （４．１５）
其中ω＞０是实常数．
解：当ε＝０时，无摄运动方程

ｘ ＋ω２ｘ＝０
的解为

ｘ＝ａｃｏｓ（ωｔ＋Ｍ０），

ｘ　
．
＝－ωａｓｉｎ（ωｔ＋Ｍ０）

烅
烄

烆 ．
（４．１６）
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这里初始时刻ｔ０＝０，积分常数ａ和Ｍ０ 相当于两个无摄根数．
当ε≠０时，用常数变易法建立相应的摄动运动方程，有

ｘ
ａ

ａ　
．
＋ ｘ
Ｍ０

Ｍ
．

０ ＝０，

ｘ
　．

ａ
ａ　

．
＋ ｘ

　．

Ｍ０
Ｍ
．

０ ＝－εｘ３

烅

烄

烆 ．
（４．１７）

由此导出摄动运动方程如下：

ａ　
．
＝ ε

ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ＝ （ｆ１）ａ，

Ｍ
．

＝ω＋Ｍ
．

０ ＝ω＋ε
ω
ａ２ ３

８＋１
２ｃｏｓ２Ｍ＋１

８ｃｏｓ４（ ）Ｍ ＝ω＋（ｆ１）Ｍ

烅

烄

烆 ．

（４．１８）
其中积分常数Ｍ０ 用Ｍ＝Ｍ０＋ωｔ代替，方程（４．１８）的小参数幂级数解即

σ（ｔ）＝σ（０）（ｔ）＋Δσ（１）（ｔ）＋… ． （４．１９）
其中

σ（０）（ｔ）＝
ａ０

Ｍ０＋ω
烄

烆

烌

烎ｔ
． （４．２０）

因ω＝ｃｏｎｓｔ，于是有

Δσ（１）（ｔ）＝∫
ｔ

０
［ｆ１（σ，ｔ，ε）］σ（０）ｄｔ．

积分得

Δａ（１）（ｔ）＝ ε
ω２ａ３ －１

８ｃｏｓ２Ｍ－１
３２ｃｏｓ４（ ）Ｍ

ｔ

０
， （４．２１）

ΔＭ（１）（ｔ）＝ ε
ω２ａ２ ３

８ωｔ＋１
４ｓｉｎ２Ｍ＋１

３２ｓｉｎ４（ ）Ｍ
ｔ

０
． （４．２２）

二阶摄动项的计算公式为

Δａ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｆ１）ａ
ａ Δａ（１）＋（ｆ１）ａ

Ｍ ΔＭ（１［ ］）

σ
（０）ｄｔ，

ΔＭ（２）（ｔ）＝∫
ｔ

０

（ｆ１）Ｍ

ａ Δａ（１）＋（ｆ１）Ｍ

Ｍ ΔＭ（１［ ］）

σ
（０）ｄｔ

烅

烄

烆 ．
（４．２３）

将Δσ（１）代入后积分即得二阶摄动项Δａ（２）和ΔＭ （２）．不难看出，由于ΔＭ （１）

中含有ωｔ这种项，那么求Δσ（２）（ｔ）时，将会出现下列形式的积分：

∫
ｔ

０

ｓｉｎｋＭ
ｃｏｓ（ ）ｋＭ

ωｔｄｔ，　ｋ＝０，１，… ． （４．２４）

此即混合项，亦称泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）项，正是摄动法在动力天文中用来求解摄
动运动方程时应重视的问题．
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如果摄动力是保守力，在有限时间间隔内，通常ａ，ｅ，ｉ仅有周期变化，

Ω，ω有随时间变化的长期变化，但比近点角Ｍ（或Ｅ，ｆ）的变化缓慢得多，
因为近点角Ｍ 是直接反映运动天体绕中心天体运动的位置变化，而Ω和ω
的变化仅仅是由摄动引起的，变化缓慢，故通常称ａ，ｅ，ｉ为“不变量”，Ω和ω
为慢变量，而Ｍ（或Ｅ，ｆ）为快变量．在上述情况下，各阶摄动变化Δσ（１），

Δσ（２），…中一般包含三种性质不同的项：长期项、长周期项和短周期项，长
期项是（ｔ－ｔ０）的线性函数或多项式，其系数仅是ａ，ｅ，ｉ的函数，长周期项是

Ω和ω的三角函数，而短周期项则是Ｍ 的周期函数（亦是三角函数）．对于
短周期项，也会因某种通约而导致其转化为长周期项（后面有关内容中将会
讨论它）．另外，还有形如（ｔ－ｔ０）ｓｉｎ（Ａｔ＋Ｂ）和（ｔ－ｔ０）ｃｏｓ（Ａｔ＋Ｂ）等形式的
泊松项，即上一段最后提到的（４．２４）型积分就可能导致这种混合项的出现．
从摄动法构造级数解的过程和例子中不难看出，即使摄动力为保守力，

也会导致ε（ｔ－ｔ０），ε２（ｔ－ｔ０）２，…这种多项式型的长期项的出现，而且与Ω
或ω有关的长周期项将会变为长期项或泊松项．因为参考轨道取无摄运动
解σ（０）（ｔ），那么将会有

∫
ｔ

ｔ０
ｃｏｓω０ｄｔ＝ｃｏｓω０（ｔ－ｔ０）

等形式的出现，再按摄动解的构造过程（４．１３）构造高阶摄动项，就可导致（ｔ
－ｔ０），（ｔ－ｔ０）２，…这种类型的长期项或泊松项的出现．而若积分时，ω取为

珔ω＝ω０＋ω
　．（ｔ－ｔ０），让其代替ω（０）（ｔ）＝ω０，则上述积分变为

∫
ｔ

ｔ０
ｃｏｓωｄｔ＝ｓｉｎ珔ω

ω
　．

ｔ
ｔ０＝

１
ω
　．
［ｓｉｎ珔ω（ｔ）－ｓｉｎ珔ω（ｔ０）］，

此为长周期项，从而不会出现上面提到的那些摄动项，这一点是相当重要
的．从定性角度看，当摄动力为保守力时，通常ａ，ｅ，ｉ是没有长期变化的，但
按上述经典摄动法来构造摄动解，即会导致ａ，ｅ，ｉ出现长期变化，这就歪曲
了轨道变化的性质．即使从定量角度来看，虽然对于短弧而言无关紧要，但
对于长弧情况，长周期项与长期项的差别就明显了，这将影响解的精度．因
此，选择参考轨道为无摄运动解的经典摄动法有明显的缺点，对它进行改进
是完全有必要的．
本书重点介绍的是改进的摄动法，相应的参考轨道不再是最简单的无

摄运动解ω（０）（ｔ），而是一种长期进动椭圆，相应的轨道根数是带有长期变
化的所谓平均根数σ　（ｔ），因此，它又不同于通常意义下的中间轨道，不会引
起中间轨道理论中遇到的那些复杂性问题．这种改进的实质，即将摄动变化
项按其不同的性质区分开，以解除经典摄动法中所遇到的问题．
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２．改进的摄动法———平均根数法

在上一段中指出，求解摄动运动方程的经典摄动法有明显的缺点，对于
较长的弧段，其定量计算精度不理想；如果取项太多则难以实现，即使在一
定精度前提下，它也不能真实地反映轨道变化的规律．导致这一状况的原因
是参考轨道（即初始时刻的瞬时椭圆）太简单，因此有必要改进参考轨道的
选择．非线性力学中的一种渐进法，即平均法，其参考解就很有特点，本段要
介绍的平均根数法就是将这种类型的参考解引入摄动法．
（１）参考解的选择———平均根数法的引入
仍记

σ＝ （ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ）Ｔ ，
相应的摄动运动对应的初值问题为

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆε（σ，ｔ，ε），

σ０ ＝σ（ｔ０）
烅
烄

烆 ．
（４．２５）

其中

ｆ０（ａ）＝δｎ，　ｎ＝槡μａ－３／２，

δ＝ （０，０，０，０，０，１）Ｔ
烅
烄

烆 ．
（４．２６）

ｆε（σ，ｔ，ε）即对应摄动部分．
现将根数的摄动变化Δσ（１），Δσ（２），…按其性质分解成长期变化、长周期

变化和短周期变化三部分（其定义见上一段），分别记作σ１（ｔ－ｔ０），…，

Δσ（１）
Ｌ ，…，Δσ（１）

Ｓ ，…，而相应的方程（４．２５）的小参数幂级数解的形式将改为

σ（ｔ）＝σ　（ｔ）＋σ（１）
Ｌ ＋…＋σ（１）

Ｓ ＋… ． （４．２７）
其中

σ　（ｔ）＝σ　（０）（ｔ）＋σ１（ｔ－ｔ０）＋… ， （４．２８）

σ　（０）（ｔ）＝σ　０＋δ珔ｎ（ｔ－ｔ０）， （４．２９）

σ　０ ＝σ　（ｔ０）＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋…＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）＋…］． （４．３０）
上述形式解表明，原摄动变化Δσ（１）（ｔ），Δσ（２）（ｔ），…不仅按其变化性质分成
不同部分，而且改为以摄动项表达的形式，即原

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０），　Δσ（１）

Ｓ （ｔ）＝σ（１）
Ｓ （ｔ）－σ（１）

Ｓ （ｔ０）
在表达式（４．２７）中只出现σ（１）

Ｌ （ｔ），…，σ（１）
Ｓ （ｔ），而σ（１）

Ｌ （ｔ０），…，σ（１）
Ｓ （ｔ０），…已

按（４．３０）式从σ０ 中消去．这样的分解就使得σ　（ｔ）只包含长期变化，故称其
为平均轨道根数，简称平均根数，或平根数．
平均根数法就是采用σ　（ｔ）作为其参考解．显然，σ　（ｔ）对应的仍是一个
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椭圆轨道，但它不再是一个对应历元ｔ０ 固定不变的椭圆，而是一个包含长
期摄动的变化椭圆．在保守力摄动下，它将是一个长期进动椭圆，即该椭圆
轨道平面和拱线方向在空间转动．因此，这种参考解又不同于通常意义下的
中间轨道，原椭圆运动的各种几何关系式对它仍适用．这就表明，平均根数
法仍是建立在受摄二体问题基础上的一种摄动法，可以称其为改进的摄
动法．
（２）平均根数法———摄动解的构造
通常，方程（４．２５）右函数的摄动部分ｆε（σ，ｔ，ε）亦可展为小参数的幂级

数，即

ｆε（σ，ｔ，ε）＝ｆ１（σ，ｔ，ε）＋ｆ２（σ，ｔ，ε２）＋…＋ｆＮ（σ，ｔ，εＮ）＋… ，
（４．３１）

其中

ｆＮ ＝Ｏ（εＮ）． （４．３２）
为了适应平均根数法中将摄动变化分解为长期项和周期项的需要，可利用
第２章§２．２中的方法，将ｆＮ（σ，ｔ，εＮ），Ｎ＝１，２，…分解成相应的三部分，
即

ｆＮ ＝ｆＮＣ＋ｆＮＬ＋ｆＮＳ，Ｎ ＝１，２，… ． （４．３３）
这里第二个下标“Ｃ”、“Ｌ”和“Ｓ”各表示长期、长周期和短周期部分，即ｆＮＣ

只与ａ，ｅ，ｉ有关，ｆＮＬ的周期取决于慢变量Ω和ω的变化，或是通约项（后面
有关内容中会遇到），ｆＮＳ的周期则取决于快变量Ｍ．要使平均根数法有效，
则要求

ｆ１Ｌ ＝０， （４．３４）
这在卫星（特别是低轨卫星）运动中是满足的．
将形式解（４．２７）代入方程（４．２５），右函数在σ　（ｔ）展开，得

ｄ
ｄｔσ　（０）（ｔ）＋σ１（ｔ－ｔ０）＋σ２（ｔ－ｔ０）＋…＋σ（１）

Ｌ （ｔ）＋…＋σ（１）
Ｓ （ｔ）＋［ ］…

　 ＝ｆ０（ａ）＋ｆ０

ａ
［ａ（１）

Ｌ ＋ａ（２）
Ｌ ＋…＋ａ（１）

Ｓ ＋ａ（２）
Ｓ ＋…］＋１

２
２ｆ０

ａ２［ａ
（１）
Ｌ ＋…＋

ａ（１）
Ｓ ＋…］２＋…＋ｆ１（σ　，ｔ，ε）＋∑

６

ｊ＝１

ｆ１

σｊ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ＋

１
２∑

６

ｊ＝１
∑
６

ｋ＝１

２ｆ１

σｊσｋ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｋ＋

…＋ｆ２（σ　，ｔ，ε２）＋∑
６

ｊ＝１

ｆ２

σ
［σ（１）

Ｌ ＋…＋σ（１）
Ｓ ＋…］ｊ＋…＋…＋

ｆＮ（σ　，ｔ，εＮ）＋… ． （４．３５）
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该式右端出现的根数σ均为参考解σ　（ｔ）．若级数（４．２７）收敛（该级数是前面
（４．９）的重新组合，收敛性已有说明），则比较展开式（４．３５）两端同次幂（εＮ）
的系数，并积分，得

σ　（０）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ０（珔ａ）ｄｔ＝σ（０）＋δ珔ｎ（ｔ－ｔ０）， （４．３６）

σ１（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

［ｆ１Ｃ］σｄｔ，

σ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（１）

Ｓ ＋ｆ［ ］１Ｓ
σ
ｄｔ

烅

烄

烆
，

（４．３７）

σ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０
δ１

２
２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｃ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｃ
＋ｆ［ ］２ｃ

σ　
ｄｔ，

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（２）

Ｌ ＋δ１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＋ｆ［ ］２Ｌ

σ　
ｄｔ，

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎａ
ａ（２）

Ｓ ＋δ１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｓ＋ ∑

ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｓ
＋ｆ［ ］２Ｓ

σ　
ｄｔ，

烅

烄

烆…
（４．３８）

上列各式右端被积函数中出现的（Ａ）Ｃ，（Ａ）Ｌ，（Ａ）Ｓ 分别表示括号中函数Ａ
的长期、长周期和短周期部分．例如

Ａ＝ｃｏｓｆ＋ｃｏｓ（ｆ＋ω）＝ｃｏｓｆ＋ｃｏｓｆｃｏｓω－ｓｉｎｆｓｉｎω， （４．３９）
利用第二章§２．２中的方法，即可分解为

Ａ＝ （Ａ）Ｃ＋（Ａ）Ｌ＋（Ａ）Ｓ，
（Ａ）Ｃ ＝－ｅ，
（Ａ）Ｌ ＝－ｅｃｏｓω，
（Ａ）Ｓ ＝ （ｃｏｓｆ＋ｅ）＋（ｃｏｓｆ＋ｅ）ｃｏｓω－ｓｉｎｆｃｏｓω

烅

烄

烆 ．

（４．４０）

容易证明，当ｆ１Ｌ＝０时，有ａＬ
（１）＝０，详见下一段．因此，只要满足条件

（４．３４），那么平均根数法对应的上述递推过程是有效的，即由低阶摄动求高
阶摄动．但有几点要说明，即

１）对于保守力摄动，ａ，ｅ，ｉ的变化无长期项，那么在Ω，ω，Ｍ 的变化中，
长期项将是（ｔ－ｔ０）的线性函数，因为它们的长期项σ１，σ２，…对应的被积函
数都是ａ，ｅ，ｉ的函数，且积分时取珔ａ＝珔ａ０，珋ｅ＝珋ｅ０，珋ｉ＝珋ｉ０．如果是耗散力，则解
的结构要复杂些，例如长期项不再是（ｔ－ｔ０）的线性函数．但在一般情况下
（即耗散力相对较小，是与ε２ 同阶的二阶小量，甚至更小），它并不影响级数
解的构造．下面在类似的问题中不再重复说明这一点．

２）与经典摄动法不同，参考解σ　（ｔ）实际上是在递推过程中形成的，但
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它并不影响上述级数解的构造．例如，对于保守力摄动，有

∫ｃｏｓ珔ωｄｔ＝ ｓｉｎ珔ω
（ω１＋ω２＋…）．

其中ω１，ω２，…是ω变化的各阶长期项系数，它们都是珔ａ，珋ｅ，珋ｉ的函数，积分时
不必知道它的具体形式，只是在导出结果后引用该公式计算时才可能用到．

３）对于长周期项，其变化取决于慢变量Ω和ω，例如ω，因有

珔ω＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋… ，
其中ω１＝Ｏ（ε）是一阶小量，不像Ｍ 的变化速度那么快，即

Ｍ ＝Ｍ０＋ｎ０（ｔ－ｔ０）＋Ｍ１（ｔ－ｔ０）＋… ，
其中珔ｎ０＝Ｏ（ε０）．因此，若ｆ２Ｌ＝ε２ｃｏｓω，将有

∫
ｔ

ｆ２Ｌｄｔ＝∫
ｔ

ε２ｃｏｓ珔ωｄｔ＝ε２ｓｉｎ珔ω
ω１＋… ＝Ａｓｉｎ珔ω．

这里Ａ＝Ｏ（ε）．积分结果给出的是一阶长周期项，而不是二阶长周期项，这
就是长周期项积分的降阶现象，所以（４．３８）式的长周期部分左端记为

σ（１）
Ｌ （ｔ）而不是σ（２）

Ｌ （ｔ）．实际上，在不太长的间隔内，σ（１）
Ｌ （ｔ）对应的 Δσ（１）

Ｌ ＝

σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）与二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）相当（后面有关章节中将会用到这
一点），在经典摄动法中就是给出σ２（ｔ－ｔ０）这样的结果，而在平均根数法中
却以σ（１）

Ｌ （ｔ）的形式出现，它保持了周期项的本质，比较合理．由ｆ３Ｌ积分给出

σ（２）
Ｌ （ｔ），依此类推．但这又引起另一问题，即由（４．３８）式计算σ（１）

Ｌ （ｔ）时，右端
被积函数中不仅用到σ（１）

Ｌ （ｔ），还用到ａ（２）
Ｌ （ｔ）．关于这一点，如果仔细分析一

下，即可知道，它并不影响解的构造，后面§４．２中将要具体说明．
（３）ａ（１）

Ｌ ＝０的证明
考虑保守了摄动，它对应一 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．受摄二体问题对应的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈ ＝ １
２ｖ

２－Ｖ ， （４．４１）

其中Ｖ 包含中心天体的质点引力位和摄动位，由于摄动力是保守力，则有

Ｖ ＝ μ
ｒ ＋Ｒ（ｒ，ε）， （４．４２）

μ＝ＧＭ，Ｒ即相应的摄动位或摄动函数．这里可按定常情况考虑，对于非定
常情况，可以用正则扩充的方法转化为定常情况．对于受摄二体问题，将活
力公式，即

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ

， （４．４３）

代入（４．４１）式得
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Ｈ ＝－μ
２ａ－Ｒ． （４．４４）

存在一积分（能量积分）

μ
２ａ＋Ｒ＝Ｃ， （４．４５）

该积分在参考解σ　（ｔ）展开，并将不同性质的项分开，有“常数项”：

μ
２ａ＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋…）＝Ｃ． （４．４６）

一阶长周期项：


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｌ （ｔ）］＋Ｒ１Ｌ ＝０． （４．４７）

一阶短周期项：


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｓ （ｔ）］＋Ｒ１Ｓ ＝０． （４．４８）

由于ｆ１Ｌ＝０，而摄动运动方程的这一ｆ１Ｌ又是由Ｒ１Ｌ／σ形成的，那么必
有Ｒ１Ｌ＝０，因此


ａ

μ
２（ ）ａ

［ａ（１）
Ｌ ］＝０． （４．４９）

显然，
ａ

μ
２（ ）ａ ≠０，故证得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０． （４．５０）

（４）举例
这里仍用求解上一段中提出的二阶小参数微分方程（４．１５）作为一例，

一是为了让读者初步了解如何用平均根数法构造摄动解，同时也可与经典
摄动法作一简单比较．方程为

ｘ ＋ω２ｘ＝－εｘ３ ，
其中ε１，ω＞０是实常数．上一段已给出无摄运动解，即

ｘ＝ａｃｏｓＭ，

ｘ　
．
＝－ωａｓｉｎＭ，

Ｍ ＝Ｍ０＋ωｔ
烅

烄

烆 ．

（４．５１）

相应的摄动运动方程为

ａ　
．
＝ ε

ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ，

Ｍ
　．

＝ω＋ε
ω
ａ２ ３

８＋１
２ｃｏｓ２Ｍ＋１

８ｃｏｓ４（ ）Ｍ
烅

烄

烆 ．
（４．５２）

现用平均根数法解该方程，其形式改写成
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ａ　
．
＝ （ｆ１Ｓ）ａ，

Ｍ
．

＝ （ｆ０）Ｍ ＋（ｆ１Ｃ）Ｍ ＋（ｆ１Ｓ）Ｍ

烅
烄

烆 ，
（４．５３）

其中

（ｆ１Ｓ）ａ ＝ ε
ω
ａ３ １

４ｓｉｎ２Ｍ＋１
８ｓｉｎ４（ ）Ｍ ， （４．５４）

（ｆ０）Ｍ ＝ω＝ｃｏｎｓｔ，

（ｆ１Ｃ）Ｍ ＝ ε
ω
ａ２（ ）３

８
，

（ｆ１Ｓ）Ｍ ＝ ε
ω
ａ２ １

２ｃｏｓ２Ｍ＋１
８ｃｏｓ４（ ）Ｍ

烅

烄

烆 ．

（４．５５）

按平均根数法构造级数解的过程（４．３６）～（４．３８）式，首先有

珔ａ（０）（ｔ）＝珔ａ０，

Ｍ（０）（ｔ）＝Ｍ０＋ω（ｔ－ｔ０）
烅
烄

烆 ．
（４．５６）

由此积分（４．３７）式给出

ａ１（ｔ－ｔ０）＝０，

Ｍ１（ｔ－ｔ０）＝ ε
ω２珔ａ２

０（ ）３
８ ω（ｔ－ｔ０

烅
烄

烆
），

（４．５７）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝ ε

ω２（１＋Ｍ１／ω＋…）珔ａ
３
０ －１

８ｃｏｓ２Ｍ－１
３２ｃｏｓ４（ ）Ｍ ，

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝ ε

ω２（１＋Ｍ１／ω＋…）珔ａ
３
０

１
４ｓｉｎ２Ｍ＋１

３２ｓｉｎ４（ ）Ｍ
烅

烄

烆 ．
（４．５８）

由于Ｍ１／ω＝Ｏ（ε），那么ａ（１）
Ｓ （ｔ）和Ｍ（１）

Ｓ （ｔ）右端的分母ω２（１＋Ｍ１／ω＋…），

在精确到一阶周期项时，可直接写成ω２．
给出ａ（１）

Ｓ 和Ｍ（１）
Ｓ 后，即可由（４．３８）式的长期项计算公式给出ａ和Ｍ

的二阶长期项，有

ａ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

（ｆ１Ｓ）ａ
ａ

ａ（１）
Ｓ ＋（ｆ１Ｓ）ａ

Ｍ Ｍ（１）［ ］Ｓ
Ｃ
ｄｔ＝０，

Ｍ２（ｔ－ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０

（ｆ１Ｓ）Ｍ

ａ
ａ（１）

Ｓ ＋（ｆ１Ｓ）Ｍ

Ｍ Ｍ（１）［ ］Ｓ
Ｃ
ｄｔ

＝ ε
ω２珔ａ（ ）２

０

２

－５１（ ）２５６ω（ｔ－ｔ０

烅

烄

烆
），

（４．５９）

二阶短周期项不再给出，而该问题只有一个角变量Ｍ，无慢变量Ω，ω，故不
出现长周期项．
从上列各阶摄动项的表达式可以看出，解的结构比上一章摄动法给出

的简单，而且不会出现形如（４．２４）式的积分，即不会导致泊松项（或称混合
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项）的出项，该小参数方程（４．１５）解的形式变得较简单，即

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（１）
Ｓ （ｔ）＋…，

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋ω＋（Ｍ１＋Ｍ２＋…）（ｔ－ｔ０）＋Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＋…烅

烄

烆 ．
（４．６０）

平均根数法首先由Ｋｏｚａｉ［１］成功地用于构造人造地球卫星在地球非球

形引力（主要带谐项Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４）摄动影响下的分析解．因此，针对各类航
天器（特别是卫星型航天器）的运动状况和太阳系各大行星及月球等天体的
形状和质量分布的特征，本章将重点介绍平均根数法如何构造卫星在中心
天体非球形引力场中运动的轨道分析解，从而即可让读者进一步了解平均
根数法的具体细节，又能给出卫星椭圆轨道变化的主要特征，为轨道设计提
供必要的依据．最后还对一类探测器在接近目标天体或近距离飞越目标天
体时的双曲线轨道变化进行讨论，构造相应的轨道摄动解．

§４．２　中心天体的非球形引力位

对于质点引力场，空间任何一点的引力位由下式表达：

Ｖ０ ＝ＧＭ
ｒ ． （４．６１）

其中Ｇ是引力常数，Ｍ 是质点的质量，ｒ是空间测量点到该质点的距离．显
然，Ｖ０＝Ｖ０（ｒ）是空间点的函数，亦称位函数．相应的引力加速度为

Ｆ０ ＝ｇｒａｄＶ０ ＝－ＧＭｒ
ｒ２ｒ ． （４．６２）

如果各大行星是质量分布均匀的球形天体，则其引力场等价于质点引
力场，相当于质量全部集中在质心上．但是，无论是地球，还是其他大行星或
是月球，质量分布并非均匀，而且形状也不是球形，最好的近似也只能看成
一个扁球体（旋转椭球体），相应的动力学扁率状况如下：
地球：Ｊ２＝Ｏ（１０－３），　　月球：Ｊ２＝Ｏ（１０－４），

火星：Ｊ２＝Ｏ（１０－３），　　木星：Ｊ２＝Ｏ（１０－２），…
不仅如此，由于卫星（特别是低轨卫星）离中心天体较近，相应的非球形引力
特征更加显著，因此必须给出一般天体的非球形引力位．

１．引力位函数的一般式

由于大行星和月球等均有自转，又并非旋转对称体，故空间任一固定点
的引力位都要随时间变化，为此必须在星固坐标系Ｏ ＸＹＺ 中讨论这一问
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题．该坐标系在§１．１中曾提出过，即坐标原点在中心天体质心上，ＸＹ坐标
面是该天体的赤道面，Ｘ 轴是赤道面上的任一固定方向（对于地球即取为
格林尼治子午线方向）．采用球坐标（ｒ，λＧ，φ），ｒ是向径，即空间点到中心天
体质心（坐标原点）的距离，λＧ，φ是经纬度，则引力位函数（对中心天体外任
一点）的一般表达式如下：

Ｖ ＝ＧＭ
ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］） ．

（４．６３）
此即球谐展开式，Ｐｌｍ（μ）是球谐函数．其中ａｅ是中心天体的赤道半径（确切
地说是相应的参考椭球体的赤道半径），μ＝ｓｉｎφ，谐系数Ｃｌｍ和Ｓｌｍ是与中

心天体的形状和密度分布有关的常数．其值的大小即反映了中心天体与等
密度球体之间的差异，亦即反映了中心天体形状不规则（即与球形的差别）
和密度不均匀的程度．

（４．６３）式表明，一般天体的引力位函数与质点引力位函数之间的差别
即该式右端括号内的第二项，此即非球形引力位部分，对卫星运动而言，亦
称摄动函数，有

　　Ｒ＝ΔＶ ＝Ｖ－Ｖ０

＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］．（４．６４）

２．非球形引力位的常用形式及有关参数

（１）带谐项和田谐项
由（４．６４）式可以看出，非球形引力位部分ΔＶ 包含性质完全不同的两

种球谐项：一种对应ｍ＝０，此时ｓｉｎｍλＧ＝０，ｃｏｓｍλＧ＝１，这种项显然与经度

λＧ 无关，称为带谐项，记作ΔＶ１；而另一种项则对应ｍ＝１，２，…，ｌ，与经度

λＧ 有关，称为田谐项，记作ΔＶ２．其中ｍ＝ｌ对应的Ｃｌｌ和Ｓｌｌ又称扇谐系数，
相应的项则称为扇谐项，本书将不再从ΔＶ２ 中区分出，统称田谐项．ΔＶ１ 和

ΔＶ２ 分别由下式表达：

ΔＶ１ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
Ｃｎ，０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌ（ｓｉｎφ）， （４．６５）

ΔＶ２ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］．

（４．６６）
对于带谐项，又常采用下列形式：
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Ｊｌ ＝－Ｃｌ，０ ， （４．６７）

ΔＶ１ ＝－ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
Ｊｌ

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌ（ｓｉｎφ）． （４．６８）

与带谐项类似，田谐项的另一种表达式为

ΔＶ２ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１
Ｊｌｍ

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）ｃｏｓｍλ， （４．６９）

其中

Ｊｌｍ ＝ （Ｃ２
ｌｍ ＋Ｓ２

ｌｍ）１／２，

ｍλｌｍ ＝ａｒｃｔａｎ（Ｓｌｍ／Ｃｌｍ），

λ＝λＧ －λｌｍ

烅

烄

烆 ．

（４．７０）

对于卫星运动问题，相应空间坐标系采用的是中心天体质心赤道坐标系
（Ｏ ｘｙｚ），除天体赤道面摆动等因素外，它与星固坐标系之间的差别是ｘ
轴方向不同，空间坐标系的ｘ轴是指向空间一固定方向，如春分点方向．那
么，对于空间球坐标系（Ｏ ｒλφ）而言，两者之间有如下关系：

λ＝λＧ ＋ＳＧ ． （４．７１）
对地球而言，ＳＧ 即格林尼治恒星时，对其他大行星或月球，也有类似的含
义，ＳＧ 即反映中心天体的自转．由此从（４．６５）或（４．６６）式不难看出，带谐项
实际上反映了中心天体非球形引力位的旋转对称部分，中心天体的自转不
改变空间固定点的引力大小，就卫星运动而言，相应的摄动位不显含ｔ，对
应一个定常问题．而田谐项与带谐项有本质的差别，它反映的是中心天体非
球形引力位的非旋转对称部分，由ＳＧ＝ＳＧ（ｔ）导致中心天体的自转将改变
空间固定点的引力大小．就卫星运动而言，该项的影响对应一个非定常
问题．
（２）关于中心天体的引力场常数

（４．６５）和（４．６６）式中出现的球谐函数Ｐｌｍ（μ）称为缔合勒让德多项式，
而Ｐｌ（μ）＝Ｐｌ０（μ）则称为勒让德多项式，其定义如下：

Ｐｌｍ（μ）＝ （１－μ
２）ｍ／２ｄ

ｍＰｌ（μ）
ｄμ

ｍ ， （４．７２）

Ｐｌ（μ）＝ １
２ｌｌ！

ｄｌ

ｄμ
ｌ［（μ

２－１）ｌ］． （４．７３）

Ｐｌｍ（μ）还有递推算法，这在各种有关特殊函数的书籍中都有阐述，本书将
不再重复．除此之外，Ｐｌｍ（μ）的模Ｎｌｍ是一个很重要的值，有

［Ｎｌｍ］２ ＝∫
１

－１
［Ｐｌｍ（μ）］２ｄμ＝ ２

２ｌ＋１
（ｌ＋ｍ）！
（ｌ－ｍ）！． （４．７４）

如果直接采用（４．６４）式表达非球形引力位，那么Ｐｌｍ（μ）对不同的阶次
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ｌ和ｍ，其值相差较大，而相应的谐系数值也因此起伏较大．为了避免这种
情况，通常采用归一化的表达式，即根据Ｐｌｍ（μ）模Ｎｌｍ的大小引进Ｐｌｍ（μ），
定义如下：

Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ ， （４．７５）
这里的符号Ｎｌｍ与（４．７４）式给出的模稍有差别，表达式为

Ｎｌｍ ＝ ２
２ｌ＋１

（ｌ＋ｍ）！
（１＋δ）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２

． （４．７６）

其中δ的定义如下：

δ＝
０，　ｍ ＝０，

１，　ｍ ≠０｛ ．
（４．７７）

由此定义，非球形引力位ΔＶ 的归一化形式变为

ΔＶ ＝ＧＭ
ｒ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）［ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ］，

（４．７８）
其中归一化的谐系数为

Ｃｌｍ ＝ＣｌｍＮｌｍ，　Ｓｌｍ ＝ＳｌｍＮｌｍ ． （４．７９）
上述非球形引力位就反映了一个天体的真实引力场，其中ＧＭ，ａｅ 和

Ｃｌｍ，Ｓｌｍ就是一个天体一套自洽的引力场参数，它们分别称为该天体的质心
引力常数（如地心引力常数、月心引力常数等），参考椭球体赤道半径和引力
场谐系数．在本书附录中我们将给出地球引力场较普遍采用的两套引力场
参数ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４以及一套较新的月球引力场参数 ＬＰ７５Ｇ 和

ＬＰ１７５，以供读者参考，同时也为后面阐述有关内容提供依据．
下面将以人造卫星在地球非球形引力场中的运动为代表，具体阐述平

均根数法的应用，给出相应的轨道分析解，并在有关内容中同时介绍构造其
他类型航天器轨道分析解时应注意的问题．
在构造人造地球卫星轨道分析解时，为了公式表达的方便和对一些关

键量进行量级分析的需要，习惯采用一种标准化的计算单位，即采用给定的
地球引力场参数的有关量作为质量、长度和时间单位：［Ｍ］，［Ｌ］，［Ｔ］，有

［Ｍ］＝ 地球质量Ｍ，
［Ｌ］＝ 地球参考椭球赤道半径ａｅ，

［Ｔ］＝ ［ａ３
ｅ／ＧＭ］≈８０６ｓ．８１０３８…

烅
烄

烆 ．

（４．８０）

在此单位系统中，非球形引力位表达式中的引力常数μ＝ＧＭ＝１，ａｅ ＝１．在
本章下面的有关内容和其他章节中，如果对量纲没有具体说明，均为上述标
准单位，这种对计算单位的处理，亦可称为“无量纲化”．在讨论其他类型航
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天器的运动时，对计算单位亦有类似的处理．

§４．３　中心天体非球形引力摄动（Ⅰ）———主要
带谐项摄动

　　针对地球非球形引力场的特征，主要带谐项是指Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４ 三项，对
于其他大行星、月球或某些值得探测的小行星和自然卫星等，未必是这三
项，但对于所有有自转的天体，Ｊ２ 对应的扁率项确实是主要的，它反映了旋
转扁球体这一主要特征，至少符合太阳系的状况．当然，对于快自转天体和
慢自转天体，动力学扁率因子Ｊ２ 与其他球谐项的相对大小是有明显差别

的．例如若将Ｊ２ 作为一阶小量，那么，对于地球，其他球谐项的归一化系数
将为二阶小量，甚至更小；而对于月球，由于自转慢，相应的Ｊ２ 较小，其他球
谐项归一化系数与其相差不太大（见附录月球引力场参数）．关于这一点，将
在后面有关内容的阐述中加以区别．

Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项是地球引力场球谐展开式中的低阶带谐项（或长波项），
对于精度要求不高的问题，非球形引力位的修正取此三项就足够了．更重要
的是，通过对这三项的讨论，可以较完整地体现平均根数的定义和平均根数
法构造摄动解的细节．在上述标准单位中，仅考虑Ｊ２，Ｊ３ 和Ｊ４ 三项，（４．６８）
式变为下列形式：

ΔＶ１ ＝－∑
４

ｌ＝２

Ｊｌ

ｒｌ＋１Ｐｌ（ｓｉｎφ）． （４．８１）

讨论人造地球卫星在相应的地球引力场中的运动时，ΔＶ１ 即摄动函数Ｒ．

１．摄动函数的分解

根据Ｐｌ（ｓｉｎφ）的定义（４．７３）式，摄动函数表达式（４．８１）的具体形式为

Ｒ＝－Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ －Ｊ３

ｒ４
５
２ｓｉｎ３

φ－３
２ｓｉｎ（ ）φ －

Ｊ４

ｒ５
３５
８ｓｉｎ４

φ－１５
４ｓｉｎ２

φ＋（ ）３
８ ． （４．８２）

为了与已有习惯一致，引入

Ａ２ ＝ ３
２Ｊ２，　Ａ３ ＝－Ｊ３，　Ａ４ ＝－３５

８Ｊ４ ， （４．８３）

并以

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｉｓｉｎ（ｆ＋ω） （４．８４）
代入（４．８２）式得
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Ｒ＝Ａ２

ａ３
ａ（ ）ｒ

３ １
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω［ ］）＋　　　

Ａ３

ａ４
ａ（ ）ｒ

４

ｓｉｎ［ｉ １５
８ｓｉｎ２ｉ－（ ）３

２ ｓｉｎ（ｆ＋ω）－５
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ３（ｆ＋

ω ］） ＋Ａ４

ａ５
ａ（ ）ｒ ［５ ３

３５－３
７ｓｉｎ２ｉ＋３

８ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

３
７－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋１
８ｓｉｎ４ｉｃｏｓ４（ｆ＋ω ］） ．

（４．８５）
从（４．８５）式可知，摄动函数Ｒ不显含ｔ也不含Ω，这也是所有带谐项的特征．
仅考虑上述三项，相应的摄动运动方程（４．２５）即

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，Ｊ２）＋ｆ２（σ，Ｊ３，Ｊ４）， （４．８６）

这里取ε＝Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４＝Ｏ（ε２）．将摄动函数Ｒ代入摄动运动方程（３．７５）式即
可给出（４．８６）式的具体形式．但为了用平均根数法构造级数解，还需要将

ｆ１，ｆ２ 分解成ｆｋＣ，ｆｋＬ和ｆｋＳ（ｋ＝１，２），既然如此，先对Ｒ进行分解似乎更简
单些．首先对卫星运动（即时间ｔ或平近点角Ｍ）求平均值，可将短周期项分
离出，剩下的项中关于ω的周期函数部分即长周期项，这样便将Ｒ分解成
五部分

Ｒ＝ＲＣ＋ＲＬ＋ＲＳ ＝Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋Ｒ２Ｌ＋Ｒ１Ｓ＋Ｒ２Ｓ ． （４．８７）
其中一、二阶长期部分ＲＣ＝Ｒ１Ｃ（Ｊ２）＋Ｒ２Ｃ（Ｊ４）是ａ，ｅ，ｉ的函数，Ｒ１Ｌ＝０，Ｒ２Ｌ

（Ｊ３，Ｊ４）是长周期部分，而ＲＳ＝Ｒ１Ｓ（Ｊ２）＋Ｒ２Ｓ（Ｊ３，Ｊ４）是一、二阶短周期部
分．从Ｒ的表达式（４．８５）可以看出，分解过程中仅涉及形如

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ，　 ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ ，

这类函数的求平均值问题．利用第二章§２．２给出的方法或直接引用附录
中的结果：

ａ（ ）ｒ
３

＝ （１－ｅ）－３／２，　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆ＝ｅ（１－ｅ２）－５／２，　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓ３ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
５

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

烅

烄

烆
， （４．８８）

ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
４ｅ

２（１－ｅ２）－７／２，ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ４ｆ＝０，

ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝０
烅

烄

烆 ．
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便可得到（４．８７）式中５个部分的具体形式如下：

Ｒ１Ｃ ＝Ａ２

ａ３
１
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－３／２ ， （４．８９）

Ｒ２Ｃ ＝Ａ４

ａ５
３
３５－３

７ｓｉｎ２ｉ＋３
８ｓｉｎ４（ ）ｉ １＋３

２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２ ，（４．９０）

Ｒ２Ｌ ＝－３
４

Ａ３

ａ４ｓｉｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－５／２ｅｓｉｎω＋

３
４

Ａ４

ａ５ｓｉｎ
２ｉ ３

７－１
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （１－ｅ２）－７／２ｅ２ｃｏｓ２ω， （４．９１）

Ｒ１Ｓ ＝Ａ２

ａ ｛３
１
３－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ
３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．９２）

Ｒ２Ｓ ＝－Ａ３

ａ ｛４
３
４ｓｉｎｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎ（ｆ＋ω）－

（１－ｅ２）－５／２ｅｓｉｎ ］ω ＋５
８ｓｉｎ３ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｓｉｎ３（ｆ＋ω ｝） ＋

Ａ４

ａ ｛５
３
３５－３

７ｓｉｎ２ｉ＋３
８ｓｉｎ４（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

５

－ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ３
７－１

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－３
４

（１－ｅ２）－７／２ｅ２ｃｏｓ２［ ］ω ＋

１
８ｓｉｎ４ｉ ａ（ ）ｒ

５

ｃｏｓ４（ｆ＋ω ｝） ． （４．９３）

对于一阶解，二阶短周期部分Ｒ２Ｓ是不需要的．
将Ｒ的各个部分代入摄动运动方程（３．７５），就可分别给出方程（４．８６）

右函数的具体形式，即

ｆ０ ＝ （０，０，０，０，０，ｎ）Ｔ ， （４．９４）

ｆ１Ｃ ＝ （０，０，０，（ｆ１Ｃ）Ω，（ｆ１Ｃ）ω，（ｆ１Ｃ）Ｍ）Ｔ ， （４．９５）

ｆ１Ｓ ＝ （（ｆ１Ｓ）ａ，（ｆ１Ｓ）ｅ，（ｆ１Ｓ）ｉ，（ｆ１Ｓ）Ω，（ｆ１Ｓ）ω，（ｆ１Ｓ）Ｍ）Ｔ ， （４．９６）

ｆ２Ｃ ＝ （０，０，０，（ｆ２Ｃ）Ω，（ｆ２Ｃ）ω，（ｆ２Ｃ）Ｍ）Ｔ ， （４．９７）

ｆ２Ｌ ＝ （０，（ｆ２Ｌ）ｅ，（ｆ２Ｌ）ｉ，（ｆ２Ｌ）Ω，（ｆ２Ｌ）ω，（ｆ２Ｌ）Ｍ）Ｔ ． （４．９８）
其中

（ｆ１Ｃ）Ω ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ， （４．９９）

（ｆ１Ｃ）ω ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．１００）
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（ｆ１Ｃ）Ｍ ＝Ａ２

ｐ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ， （４．１０１）

（ｆ１Ｓ）ａ ＝２ｎＡ２

ａ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｛４

－ｅｓｉｎｆ
１－ｅ ［２ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝） ，

（４．１０２）

（ｆ１Ｓ）ｅ ＝ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ２ ａ（ ）ｒ ｛４

－ｅｓｉｎ ［ｆ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋　　

３
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω ］） －（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１０３）

（ｆ１Ｓ）ｉ ＝－ ｎＡ２

２ａ２ １－ｅ槡 ２
ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）， （４．１０４）

（ｆ１Ｓ）Ω ＝－ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ｛ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ －

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１０５）

　　 （ｆ１Ｓ）ω ＝ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ２ ｛ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ －

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ＋ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ｛（２ １－

３
２ｓｉｎ２ ）［ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／ ］２ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
１－ｅ ［２

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω ］｝） ， （４．１０６）

（ｆ１Ｓ）Ｍ ＝ －３ｎ
２（ ）ａａ（１）

Ｓ ＋２ｎＡ２

ａ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） －

ｎＡ２

ａ２ｅ １－ｅ槡 ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／［ ］２ ＋
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３
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆｃｏｓ２（ｆ＋ω）－

ｓｉｎ２ｉ
１－ｅ ［２

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎｆｓｉｎ２（ｆ＋ω ］｝） ， （４．１０７）

（ｆ２Ｃ）Ω ＝－Ａ４

ｐ４ｎｃｏｓｉ
６
７＋９

７ｅ（ ）２ －ｓｉｎ２ｉ ３
２＋９

４ｅ（ ）［ ］２ ，（４．１０８）

（ｆ２Ｃ）ω ＝Ａ４

ｐ４ｎ
１２
７ ＋２７

１４ｅ（ ）２ －ｓｉｎ２ｉ９３
１４＋２７

４ｅ（ ）２ ＋ｓｉｎ４ｉ２１
４ ＋８１

１６ｅ（ ）［ ］２ ，

（４．１０９）

（ｆ２Ｃ）Ｍ ＝Ａ４

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ２ ｅ２ ９
１４－４５

１４ｓｉｎ
２ｉ＋４５

１６ｓｉｎ
４（ ）［ ］ｉ ，（４．１１０）

（ｆ２Ｌ）ｅ ＝－１－ｅ２

ｅ ｔａｎｉ（ｆ２Ｌ）ｉ ， （４．１１１）

（ｆ２Ｌ）ｉ ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
３
４ｃｏｓｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅｃｏｓω－

Ａ４

ｐ４ｎｓｉｎ２ｉ ９
２８－３

８ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω， （４．１１２）

（ｆ２Ｌ）Ω ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
３
８ｃｏｔｉ（４－１５ｓｉｎ２ｉ［ ］）ｅｓｉｎω＋

Ａ４

ｐ４ｎｃｏｓｉ ９
１４－３

２ｓｉｎ２（ ）［ ］ｉ ｅ２ｃｏｓ２ω， （４．１１３）

（ｆ２Ｌ）ω ＝－Ａ３

ｐ３ｎ
１

ｅｓｉｎ［ｉ
３
８ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）－３

８ｅ
２（４－３５ｓｉｎ２ｉ＋

３５ｓｉｎ４ｉ ］）ｓｉｎω＋Ａ４

ｐ４ ［ｎｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ９
１４－１５

４ｓｉｎ２ｉ＋２７
８ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω， （４．１１４）

（ｆ２Ｌ）Ｍ ＝Ａ３

ｐ３ｎ
１－ｅ槡 ２

ｅｓｉｎｉ
３
８ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）（１－４ｅ２［ ］）ｓｉｎω－

Ａ４

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ２ ｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ １－５
２ｅ（ ）［ ］２ ｃｏｓ２ω．

（４．１１５）

以上各式中的ｎ和ｐ分别为ａ－３
２和ａ（１－ｅ２），不要与某些公式中的整数取

值相混淆．推导中涉及的ｆ／σ和 ａ（ ）ｒ
／σ，在第二章§２．２中给出．
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２．Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项摄动的一阶解

将上述右函数ｆ１Ｃ，ｆ１Ｓ，ｆ２Ｃ和ｆ２Ｌ分别代入（４．３７）～（４．３８）式，即可给
出一阶解所需要的个摄动项，下面分别列出．
（１）一阶长期项σ１（ｔ－ｔ０）

ａ１（ｔ－ｔ０）＝０，　ｅ１（ｔ－ｔ０）＝０，　ｉ１（ｔ－ｔ０）＝０， （４．１１６）

Ω１（ｔ－ｔ０）＝－Ａ２

珚ｐ２珔ｎｃｏｓｉ（ｔ－ｔ０）， （４．１１７）

ω１（ｔ－ｔ０）＝Ａ２

珚ｐ２珔ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｔ－ｔ０）， （４．１１８）

Ｍ１（ｔ－ｔ０）＝Ａ２

珚ｐ２珔ｎ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－珋ｅ槡 ２（ｔ－ｔ０）． （４．１１９）

其中

珔ｎ＝珔ａ　－３／２，　珚ｐ＝珔ａ（１－珋ｅ２）． （４．１２０）
（２）一阶短期项σ（１）

Ｓ

根据ｆ１Ｓ的表达式可以看出，由于积分时σ应以σ　（ｔ）代入，被积函数中
会同时出现ｆ和ｔ两种变量，对ｔ无法严格积分．但由于ｆ１Ｓ的变化具有短

周期特征，又是求一阶项，故可按无摄运动引用变换关系，而且积分时珔ω（ｔ）
可当作常数．

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ２
ａｎ

Ｒ１Ｓ

Ｍ
ｄｔ＝∫

Ｍ ２
ａｎ

Ｒ１Ｓ

Ｍ
ｄＭ
ｎ ＝ ２

ｎ２ａＲ１Ｓ

＝Ａ２｛ａ
２
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１２１）

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ｉｄｔ

＝－ Ａ２

２ａ２（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ∫
ｔ ａ（ ）ｒ ｓｉｎ２（ｆ＋ω）ｄｆ

＝ Ａ２

４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω［ ］）．

（４．１２２）

关于ｅ（１）
Ｓ （ｔ），不必求积分∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ｅｄｔ，根据σ

（１）
Ｓ （ｔ）的积分方法，可由摄动运动

方程（３．７５）直接给出

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝１－ｅ２

ｅ
１
２ａａ

（１）
Ｓ （ｔ）－ｔａｎｉ·ｉ（１）

Ｓ （ｔ［ ］）
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＝Ａ２

ａ２
１－ｅ２（ ）｛ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）［２ ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋

ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］｝） ， （４．１２３）

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）Ωｄｔ

＝－ ｎＡ２

ａ２ １－ｅ槡 ２
ｃｏｓ｛ｉ １

ｎ
１

１－ｅ槡 ２∫
ｔ ａ（ ）ｒ ｄｆ－

１
ｎ

（１－ｅ２）－３／２∫
Ｍ

ｄＭ－１
ｎ

１
１－ｅ槡 ２∫

ｔ ａ（ ）ｒ ｃｏｓ２（ｆ＋ω）ｄ ｝ｆ

＝－Ａ２

ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｝－

１
２

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω［ ］｝） ，

（４．１２４）

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ
（ｆ１Ｓ）ωｄｔ

＝Ａ２

ｐ ｛２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω） ［＋ ７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－

１
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋ ３

８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］ ， （４．１２５）

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ ｎ
ａ

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＋（ｆ１Ｓ）［ ］Ｍ ｄｔ

＝Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－
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７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ． （４．１２６）

上述σ（１）
Ｓ （ｔ）表达式右端出现的根数均为σ　（ｔ）．当然，在一阶解意义下，

珔ａ，珋ｅ，珋ｉ就是珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，也可用ａ０，ｅ０，ｉ０ 代替，但珔ω（ｔ）＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），Ｍ（ｔ）＝

Ｍ０＋（珔ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０）．
将σ（１）

Ｓ （ｔ）对卫星运动求平均值，得

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝０，

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω，

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝－１

１２
Ａ２

ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω，

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－１

６
Ａ２

ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω，

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω，

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２／２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω

烅

烄

烆 ．

（４．１２７）
在求平均值过程中已经将ｃｏｓｑｆ表示成ｃｏｓ２ｆ的形式，而ｃｏｓ２ｆ由下式计算

ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２ ． （４．１２８）

上述结果表明，σ（１）
Ｓ （ｔ）－σ（１）

Ｓ （ｔ）才是真正的短周期项．事实上，求σ（１）
Ｓ （ｔ）时是

按无摄运动变换关系积分的，而σ（１）
Ｓ （ｔ）只是ａ，ｅ，ｉ，ω的函数，因此，该项实

为这种积分方法所导致的一个“积分常数”．如果积分∫
ｔ

ｆ１Ｓｄｔ时，将ｆ１Ｓ展成

平近点角Ｍ 的三角级数，从而表示成时间ｔ的显函数后直接对ｔ积分，则必
有σ（１）

Ｓ （ｔ）＝０．
（３）二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）
推导σ２（ｔ－ｔ０）和σ（１）

ｌ （ｔ）时，均涉及到

∑
ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｓ （ｔ））ｊ

这类表达式求平均值时分解成Ｃ，Ｌ，Ｓ三种项的问题．为了书写方便，这里
引用符号Ｃ，Ｌ，Ｓ分别表示前面提出的仅与ａ，ｅ，ｉ有关的部分，性质取决于

７９　第４章　摄动运动方程的解与中心天体的非球形引力摄动



ω变化的长周期部分和变化由Ｍ 决定的短周期部分．在分离上述各项时要
注意以下两点：

１）Ｃ，Ｌ，Ｓ三种项相乘的结果，一般为

Ｃ·Ｃ→Ｃ，　Ｃ·Ｌ→Ｌ，　　Ｃ·Ｓ→Ｓ，

Ｌ·Ｌ→Ｃ，Ｌ， Ｌ·Ｓ→Ｓ，

Ｓ·Ｓ→Ｃ，Ｌ，Ｓ
烅
烄

烆 ，

． （４．１２９）

例如

ｓｉｎｆ·ｓｉｎｆ＝ １
２－１

２ｃｏｓ２（ ）ｆ － １
２ｃｏｓ２ｆ－１

２ｃｏｓ２（ ）ｆ ，

即Ｓ·Ｓ＝Ｃ＋Ｓ．
２）在求平均值时，显然有Ａ±Ｂ＝Ａ±Ｂ．而对一般情况，存在下列不等
式：

Ａ·Ｂ≠Ａ·Ｂ，　 Ａ（ ）Ｂ ≠Ａ／Ｂ． （４．１３０）

略去推导过程，对于ａ，ｅ，ｉ，很容易得到下述结果：

ａ２ ＝０，　ｅ２ ＝０，　ｉ２ ＝０． （４．１３１）
对于Ω，ω，相应的（ｆ２Ｃ）Ω 和（ｆ２Ｃ）ω 已由（４．１０８）和（４．１０９）式给出，另一大
项的结果为

∑
ｊ

（ｆ１）Ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ －σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
＝－Ａ２

２

ｐ４ｎｃｏｓ［ｉ ３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ ５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）］２ ，

（４．１３２）

∑
ｊ

（ｆ１）ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ －σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
＝Ａ２

２

ｐ４ ［ｎ ４＋７
１２ｅ

２＋２ １－ｅ槡（ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ１０３
１２ ＋３

８ｅ
２＋１１

２ １－ｅ槡（ ）２ ＋

ｓｉｎ４ｉ２１５
４８ －１５

３２ｅ
２＋１５

４ １－ｅ槡（ ）］２ ．

（４．１３３）
因珔ａ＝珔ａ０，珋ｅ＝珋ｅ０，珋ｉ＝珋ｉ０，故由（４．３８）式可知，Ω和ω的二阶长期项系数Ω２ 和

ω２ 就分别由上述（４．１０８），（４．１３２）式和（４．１０９），（４．１３３）式两部分之和给
出．
对于Ｍ，与上类似，（ｆ２Ｃ）Ｍ 已由（４．１１０）式给出，另一大项是

　 １
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２＋∑

ｊ

（ｆ１）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｃ
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＝Ａ２
２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ［２ １
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

２

１－ｅ槡 ２ ＋ ５
２＋１０

３ｅ（ ）２ －

ｓｉｎ２ （ｉ１９
３ ＋２６

３ｅ）２ ＋ｓｉｎ４ｉ２３３
４８ ＋１０３

１２ｅ（ ）２ ＋

ｅ４

１－ｅ２
３５
１２－３５

４ｓｉｎ２ｉ＋３１５
３２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ， （４．１３４）

同样Ｍ２ 就是上述（４．１１０）和（４．１３４）式给出的两项之和．
关于二阶长期项，需要说明两点：

１）推导中σ（１）
Ｓ 这一项与σ（１）

Ｓ －σ（１）
Ｓ 的效果相同，即σ（１）

Ｓ 对二阶长期项的

推导不起作用，这可从ｆ１＝ｆ１Ｃ＋ｆ１Ｓ和运算规律（４．１２９）式得到答案．
２）Ω２ 和ω２ 与古在由秀给出的结果

［１］不一致，与后来库克（Ｃｏｏｋ）给出
的结果［２］也不一致，下面将回答这一问题．分别记我们的结果、古在由秀的
结果和库克的结果为（Ω２）１，（ω２）１；（Ω２）２，（ω２）２；（Ω２）３，（ω２）３，有

（Ω２）１ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）１ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］
烅

烄

烆
… ，

（４．１３５）

（Ω２）２ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）２ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ －２２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］
烅

烄

烆
… ，

（４．１３６）

（Ω２）３ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎｃｏｓｉ ５
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］… ，

（ω２）３ ＝Ａ２
２

ｐ４ｎ －５
２

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ＋［ ］…
烅

烄

烆
，

（４．１３７）
各式右端的根数都是平均根数．（４．１３５）式的形式已重新整理过，与前面（４．
１３２）和（４．１３３）式不一样，这是为了比较不同的部分，请读者注意．
上述三种结果显然是不同的，产生的原因是平均根数珔ａ和珔ｎ的取法不

同．我们的结果是按平均根数的严格定义给出的，即

珔ａ＝ａ０，　珔ｎ＝ｎ０，　珔ａ３珔ｎ２ ＝１． （４．１３８）
而古在由秀用的却是
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珔ａ＝珔ａ０ １－Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ｎ＝ｎ０ １＋Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ａ３珔ｎ２ ≠１

烅

烄

烆 ，

（４．１３９）

库克用的则是

珔ａ＝珔ａ０ １－Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ，

珔ｎ＝ｎ０ １＋３
２

Ａ２

ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２

烅

烄

烆 ．
（４．１４０）

珔ａ与古在由秀的相同，但珔ｎ则是根据珔ａ３珔ｎ２＝１给出的．由于这个原因，Ω１ 和

ω１ 也产生差别，相应地有

（Ω１）２ ＝－ Ａ２

珔ａ２（１－珋ｅ２
０）２

珔ｎｃｏｓ珋ｉ０

＝ （Ω１）１－Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０ ３１－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋Ｏ（Ａ３

２），

（ω１）２ ＝ Ａ２

ａ２（１－珋ｅ２
０）２

珔ｎ ２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０

＝ （ω１）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３２－５

２ｓｉｎ
２ｉ（ ）０ １－３

２ｓｉｎ
２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（Ω１）３ ＝ （Ω１）１－Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０

７
２

１－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（ω１）３ ＝ （ω１）１＋Ａ２
２

ｐ０
４珔ｎ０

７
２

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋

Ｏ（Ａ３
２）．

而由（４．１３４），（４．１３６）和（４．１３７）三式给出的Ω２ 和ω２ 的差别为

（Ω２）２ ＝ （Ω２）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３１－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２
０ ＋Ｏ（Ａ３

２），

（ω２）２ ＝ （ω２）１－Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０ ３２－５

２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

（Ω２）３ ＝ （Ω２）１＋Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０

７
２

１－３
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ，

（ω２）３ ＝ （ω２）１－Ａ２
２

ｐ０
４ｎ０

７
２

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）０ １－珋ｅ槡［ ］２

０ ＋Ｏ（Ａ３
２），

这正与上面的差别相差一个符号．因此，对于整个解来说是没有差别的，只
是表达形式不一致．在使用上述公式时，要注意各自的系统，不能混淆．而我
们给出的解是完全按照平均根数的定义来构造的，没有人为地引进任何不
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一致的辅助量，因此，在实际应用中不会出现混乱．
（４）一阶长周期项σ（１）

Ｌ （ｔ）
由（４．８）式和（４．９５），（４．９６）式可知，对于ａ，ｅ，ｉ，因相应的

ｆ１Ｃ ＝０，ｆ１Ｌ ＝０，ｆ１ ＝ｆ１Ｓ ，
故被积函数只有两部分，即

∑
ｊ

ｆ１

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，ｆ２Ｌ ．

后者已由（４．９８）式和相应的（４．１１１），（４．１１２）式给出，至于前者，经计算有

∑
ｊ

（ｆ１）ａ
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝０．

∑
ｊ

（ｆ１）ｉ
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

２

ｐ４ｎｓｉｎ２［ｉ １
６

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω＋

７
２４－５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ ］ω ．

将这一结果与ｆ２Ｌ代入（４．３８）式的长周期项部分，积分后得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．１４１）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

１２
Ａ２

ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω－Ａ２

ｐ２
ｓｉｎ２ｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ （） ７
２４－

５
１６ｓｉｎ

２ ）ｉｅ２ｃｏｓ２ω－ ３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｓｉｅｓｉｎω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

ｓｉｎ２ｉ
（４－５ｓｉｎ２ｉ）

９
２８－３

８ｓｉｎ２（ ）ｉｅ２ｃｏｓ２ω． （４．１４２）

利用ｄｉ
ｄｔ
与ｄａ
ｄｔ
和ｄｅ
ｄｔ
的关系并注意到带谐项摄动函数不含Ω，不难给出

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ （ｔ）． （４．１４３）

对于Ω和ω，（４．３８）式长周期部分的被积函数有三大项，即

∑
ｊ

ｆ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　 ∑

ｊ

ｆ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　ｆ２Ｌ ，

第三大项见（４．１１２）～（４．１１３）式．第一大项看上去似乎无法计算，推导

σ（１）
Ｌ （ｔ）时要用其本身，但实际上无妨．因对Ω，ω和Ｍ 都有

ｆ１Ｃ ＝ｆ１Ｃ（ａ，ｅ，ｉ），

ｆ１Ｃ

（Ω，ω，Ｍ）＝０，

故第一大项中不涉及Ω（１）
Ｌ ，ω（１）

Ｌ 和Ｍ（１）
Ｌ ，而ａ（１）

Ｌ ，ｅ（１）
Ｌ ，ｉ（１）

Ｌ 均已推出．经计算有

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ω
σｊ

（σ（１）
ｌ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝ ５Ａ２

ｐ２ｎｓｉｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ ，
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∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）ω
σｊ

（σ（１）
Ｌ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝－Ａ２

ｐ２ｎｔａｎｉ（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）ｉ（１）
Ｌ ．

第二大项算出的结果为

　 ∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓ｛［ｉ －１
６

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

５
６ｓｉｎ

２ｉｃｏｓ２ ］ｆｃｏｓ２ω－ｅ２ ７
１２－５

４ｓｉｎ
２（ ）ｉｃｏｓ２ ｝ω ，

　 ∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）ω
σｊ

（σ（１）
Ｓ ）（ ）ｊ

Ｌ
＝Ａ２

２

ｐ４ ｛［ｎ ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ （）１
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２ ）ｆ ＋

２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉｃｏｓ２ ］ｆ ｃｏｓ２ω

［
＋

－ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ
２ｉ＋４５

１６ｓｉｎ
４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ ｝ω ．

将上述三大项代入（４．３８）式的长期项部分，积分得

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

６
Ａ２

ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｓｉｎ２ω－

Ａ２

ｐ２
ｃｏｓｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ）２
７
３－５ｓｉｎ２ｉ＋２５

８ｓｉｎ４（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｔｉｅｃｏｓω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

ｃｏｓｉ
（４－５ｓｉｎ２ｉ）２

１８
７ －６ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）ｉｅ２ｓｉｎ２ω，

（４．１４４）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω－

Ａ２

ｐ２
１

（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ ｓｉｎ２ｉ２５
３ －２４５

１２ｓｉｎ２ｉ＋２５
２ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ ７
３－１７

２ｓｉｎ２ｉ＋６５
６ｓｉｎ４ｉ－７５

１６ｓｉｎ
６（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅｓｉｎｉ

［（１－ｅ２）ｓｉｎ２ｉ－ｅ２］ｃｏｓω＋

１
ｐ２

Ａ４

Ａ（ ）２

１
（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ ｓｉｎ２ｉ１８

７ －８７
１４ｓｉｎ

２ｉ＋１５
４ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ １８
７ －６９

７ｓｉｎ２ｉ＋９０
７ｓｉｎ４ｉ－４５

８ｓｉｎ６（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω． （４．１４５）

对于Ｍ，稍微复杂些，涉及五大项，即
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ｎ
ａ
ａ（２）

Ｌ ，１
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ，

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
，∑

ｊ

（ｆ１Ｓ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ
，　（ｆ２Ｌ）Ｍ ．

首先遇到的问题是：由于Ｍ 的摄动运动方程右端有一零阶项ｎ，因此推导

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）时需要知道ａ（２）

Ｌ （ｔ），这将引起平均根数法本身遇到的麻烦，但可借
助于其他手段绕过这一障碍．关于这个问题将留到后面第四段中讨论，此处
先引用ａ（２）

Ｌ （ｔ）的结果．最后一大项（ｆ２Ｌ）Ｍ 见（４．１１５）式，其余四大项分别算
得

ｎ
ａ

ａ（２）
Ｌ ＝Ａ２

２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ｛［２ １
４ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ －１７
８ ＋５７

１６ｓｉｎ
２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω－

ｅ４

１－ｅ２
７
２ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋３
６４ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ，

　 １
２

２ｎ
ａ２（ａ

（１）
Ｓ ）２Ｌ＋ ∑

ｊ

（ｆ１Ｓ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）（ ）ｊ
Ｌ

＝Ａ２
２

ｐ４ｎ １－ｅ槡 ｛［２ －ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）１
４＋１＋２ｅ２

６ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ｆ＋

ｓｉｎ２ｉ１９
１２－１５

８ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ｓｉｎ２ｉ ２
３－２ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ２
７
２ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋３
６３ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ，

∑
ｊ

（ｆ１Ｃ）Ｍ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）（ ）ｊ
Ｌ
＝－３

２
Ａ２

ｐ２ｎ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｉ（１）
Ｌ ．

将以上各部分全部代入（４．３８）式的相应部分，积分得

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω＋

Ａ２

ｐ２
１－ｅ槡 ２

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ
２ ［ｉ ２５

１２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｓｉｎ２ω． （４．１４６）

从σ（１）
Ｌ （ｔ）的结果（４．１４２）～（４．１４６）式清楚地看出，它们的右端第一大

项就是σ（１）
Ｓ （ｔ）．因此，在引用Ｊ２ 项摄动时，不必从σ（１）

Ｓ （ｔ）中减掉σ（１）
Ｓ （ｔ），而相

应的σ（１）
Ｌ （ｔ）中却删去σ（１）

Ｓ （ｔ）这一项，对解σ（ｔ）而言，这样处理既正确又简
单．下面将按这种形式整理一套完整的计算公式，请读者注意．
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３．公式整理

经前面的推导，已经给出Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 三项摄动一阶解的完整结果．摄动
项中同时包含了二阶长期项，是由于该项随着轨道外推弧段的增长而增大，

当弧段ｓ＝１
ε
时，二阶长期项的大小增大到一阶小量的量级Ｏ（ε）．因此在一

阶解中通常都包含二阶长期项，但在实际应用中可视具体要求而有所取舍．
具体结果下面逐一列出．

σ（ｔ）＝σ　０＋（δｎ＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）＋σ（１）
Ｌ （ｔ）＋σ（１）

Ｓ （ｔ），

σ　０ ＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）］
烅
烄

烆 ．
（４．１４７）

六个根数的形式分别为

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（１）
Ｓ （ｔ），

ｅ（ｔ）＝珋ｅ０＋ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（１）

Ｓ （ｔ），

ｉ（ｔ）＝ｉ０＋ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（１）

Ｓ （ｔ），

Ω（ｔ）＝Ω０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋Ω２（ｔ－ｔ０）＋Ω（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（１）

Ｓ （ｔ），

ω（ｔ）＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋ω２（ｔ－ｔ０）＋ω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（１）

Ｓ （ｔ），

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋（珔ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０）＋Ｍ２（ｔ－ｔ０）＋Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（１）

Ｓ （ｔ）

烅

烄

烆 ．
（４．１４８）

根据Ｍ 的特点，计算珔ｎ０ 所用的珔ａ０ 要消去二阶周期项，即

珔ａ０ ＝ａ０－［ａ（１）
Ｓ （ｔ０）＋ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（２）
Ｌ （ｔ０）］， （４．１４９）

但在实际工作中，往往是通过精密定轨直接给出珔ａ０．
下面列出各项摄动公式具体形式．

（１）σ１和σ２

ａ１ ＝０，ｅ１ ＝０，ｉ１ ＝０， （４．１５０）

Ω１ ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ， （４．１５１）

ω１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．１５２）

Ｍ１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡 ２ ， （４．１５３）

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０， （４．１５４）

Ω２ ＝－
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ｎｃｏｓ｛［ｉ ３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（ ）２ －

５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）２ ｓｉｎ２ ］ｉ ＋
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Ａ４

Ａ（ ）２
２

６
７＋９

７ｅ（ ）２ － ３
２＋９

４ｅ（ ）２ ｓｉｎ２［ ］｝ｉ ， （４．１５５）

ω２ ＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２ ｛［ｎ ４＋７
１２ｅ

２＋２ １－ｅ槡（ ）２ （－ １０３
１２ ＋３

８ｅ
２＋

１１
２ １－ｅ槡 ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２１５

４８ －１５
３２ｅ

２＋１５
４ １－ｅ槡（ ）２ ｓｉｎ４ ］ｉ ＋

Ａ４

Ａ（ ）２
２

１２
７ ＋２７

１４ｅ（ ）２ － ９３
１４＋２７

４ｅ（ ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２１
４ ＋８１

１６ｅ（ ）２ ｓｉｎ４［ ］｝ｉ ，

（４．１５６）

Ｍ２ ＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ｎ １－ｅ槡 ｛［２ １
２

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

２

１－ｅ槡 ２ ＋ ５
２＋１０

３ｅ（ ）２ －

１９
３ ＋２６

３ｅ（ ）２ ｓｉｎ２ｉ＋ ２３３
４８ ＋１０３

１２ｅ（ ）２ ｓｉｎ４ｉ＋

ｅ４

１－ｅ２
３５
１２－３５

４ｓｉｎ２ｉ＋３１５
３２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ＋

Ａ４

Ａ（ ）２
２
ｅ２ ９

１４－３５
１４ｓｉｎ

２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ

４（ ）｝ｉ ． （４．１５７）

上述各式中的ａ，ｅ，ｉ均为珔ａ，珋ｅ，珋ｉ，且有

ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０

ｎ＝ａ　－３
２ ＝ａ０

－３／２，ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ａ０（１－ｅ２
０）

烅
烄

烆 ．
（４．１５８）

（２）σ（１）
Ｓ （ｔ）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２｛ａ

２
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ｝） ， （４．１５９）

ｅ（１）
Ｓ （ｔ）＝１－ｅ２

ｅ
１
２ａａ

（１）
Ｓ （ｔ）－（ｔａｎｉ）ｉ（１）

Ｓ （ｔ［ ］） ， （４．１６０）

ｉ（１）
Ｓ （ｔ）＝ Ａ２

４ｐ２ｓｉｎ２ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω［ ］） ，

（４．１６１）

Ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－Ａ２

ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－

１
２

ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω［ ］｝） ，

（４．１６２）

ω（１）
Ｓ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｓ （ｔ）＋ Ａ２

ｐ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ （ｆ － Ｍ）＋ｅｓｉｎｆ ＋
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１
ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１

２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋

ｓｉｎ２ ［ｉ － １
４ｅ－７

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋３
４ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅ＋１１

４８（ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）＋ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ， （４．１６３）

Ｍ（１）
Ｓ （ｔ）＝Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ －ｓｉｎ２ ［ｉ － １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

７
１２ｅ－１

４８（ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）＋ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ． （４．１６４）

上述各式涉及ａ，ｅ，ｉ，ω和Ｍ 五个根数，均为准到一阶长期项的平均根数，
即

ａ（ｔ）＝珔ａ０，ｅ（ｔ）＝珋ｅ０，ｉ（ｔ）＝珋ｉ０，

珔ω（ｔ）＝ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），

Ｍ（ｔ）＝Ｍ０＋（ｎ＋Ｍ１）（ｔ－ｔ０），

而 ａ（ ）ｒ
和ｆ则是ｅ，Ｍ 的函数，它们的值由珋ｅ（ｔ）和Ｍ（ｔ）给出．

（３）σ（１）
Ｌ （ｔ）

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．１６５）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
Ｌ （ｔ）， （４．１６６）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １

２ｐ２
ｓｉｎ２ｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ ［）Ａ２
７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）２

９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｅ２ｃｏｓ２ω－ ３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｓｉｅｓｉｎω．

（４．１６７）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

ｐ２
ｃｏｓｉ

（４－５ｓｉｎ２ｉ）［２ Ａ２
７
３－５ｓｉｎ２ｉ＋２５

８ｓｉｎ４（ ）ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）２

１８
７ －６ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω＋
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３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２
ｃｏｔｉｅｓｉｎω． （４．１６８）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－１

ｐ２
１

（４－５ｓｉｎ２ｉ）｛２ Ａ ［２ ｓｉｎ２ｉ２５
３ －２４５

１２ｓｉｎ２ｉ＋２５
２ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ ７
３－１７

２ｓｉｎ２ｉ＋６５
６ｓｉｎ４ｉ－７５

１６ｓｉｎ
６（ ）］ｉ －

Ａ４

Ａ（ ）［２
ｓｉｎ２ｉ１８

７ －８７
１４ｓｉｎ

２ｉ＋１５
４ｓｉｎ４（ ）ｉ －

ｅ２ １８
７ －６９

７ｓｉｎ２ｉ＋９０
７ｓｉｎ４ｉ－４５

８ｓｉｎ６（ ）］｝ｉ ｓｉｎ２ω＋

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅｓｉｎｉ

［（１＋ｅ２）ｓｉｎ２ｉ－ｅ２］ｃｏｓω， （４．１６９）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝ １

ｐ２
１－ｅ槡 ２

（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ
２ ｛ｉＡ ［２

１５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２ ７
１２－５

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ － Ａ４

Ａ（ ）２
（１－ｅ２）９

１４－３
４ｓｉｎ２（ ）｝ｉ ｓｉｎ２ω－

３
４ｐ

Ａ３

Ａ（ ）２

１
ｅ

（１－ｅ２）３／２ｓｉｎｉｃｏｓω． （４．１７０）

上述各式中的根数与σ（１）
Ｓ （ｔ）中的根数作同样的处理．

上述（４．１４７）～（４．１７０）式是一套完整的摄动计算公式．如果给出的初
始条件是

ｔ０，σ０（ａ０，ｅ０，ｉ０，Ω０，ω，Ｍ０），
那么利用这组公式计算ｔ时刻的瞬时根数σ（ｔ）的步骤如下：

（１）由σ０ 代替σ　０（对于一阶解，这样做精度已够），用（４．１５９）～（４．１７０）
式计算σ（１）

Ｌ （ｔ０）和σ（１）
Ｓ （ｔ０），从而给出σ　０，即

σ　０ ＝σ０－［σ（１）
Ｌ （ｔ０）＋σ（１）

Ｓ （ｔ０）］

在计算短周期项σ（１）
Ｓ （ｔ０）时出现的两个量，ａ（ ）ｒ

和ｆ，按下列公式计算：

Ｅ＝Ｍ＋ｅｓｉｎＥ，

ａ（ ）ｒ ＝ （１－ｅｃｏｓＥ）－１，

ｔａｎｆ＝ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ
ｃｏｓＥ－ｅ

烅

烄

烆
．

（４．１７１）

由于平近点角Ｍ 变化的特殊性，所需要的σ　０ 必须从ａ０ 中消除精确到

二阶量的ａ（１）
Ｓ （ｔ０）和二阶周期项ａ（２）

Ｓ （ｔ０）和ａ（２）
Ｌ （ｔ０），那么ａ（１）

Ｓ （ｔ０）还必须重
新由上面算出的σ　０ 计算，给出精确到二阶量的ａ（１）

Ｓ （ｔ０）．
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（２）由σ　０ 用（４．１５０）～（４．１５７）式计算σ１和σ２，从而给出瞬时平均根数

σ　（ｔ），即

σ　（ｔ）＝σ　０＋（δ珔ｎ０＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）．
（３）由σ　（ｔ）再用（４．１５９）～（４．１７０）式计算σ（１）

Ｌ （ｔ）和σ（１）
Ｓ （ｔ），从而给出瞬

时根数σ（ｔ），即

σ（ｔ）＝σ　（ｔ）＋σ（１）
Ｌ （ｔ）＋σ（１）

Ｓ （ｔ）．
原来这一步要用σ　（ｔ）＝σ０＋（δ珔ｎ０＋σ１）（ｔ－ｔ０）计算σ（１）

Ｓ （ｔ）和σ（１）
Ｌ （ｔ）就符合精

度要求了，但为了计算程序上的方便，按上述方法计算也可以，对一阶解而
言，精度一致．
在实际工作中，往往给出的初始条件是

ｔ０，　σ　０＝σ　（ｔ０），
于是，可直接从上述第（２）步开始计算．正因为如此，也就不必考虑平近点角

Ｍ 对珔ｎ０（或珔ａ０）的特殊要求，即为了使Ｍ（ｔ）的计算精度与其他五个根数一
致，必须从ａ０ 中消除一阶和二阶周期项．
对于低轨卫星，在ｎ（ｔ－ｔ０）＝１０３ 弧段内，一阶摄动解的定轨精度可达

１０－５．这在很多航天任务中得到了广泛的应用．
除定量计算外，还可以通过上述分析解了解卫星轨道变化的基本特征．

如摄动解中Ω和ω具有长期变化，这说明地球形状带谐项摄动，导致人造
卫星轨道平面及拱线在空间不断旋转，而旋转方向取决于倾角ｉ的大小．由

Ω１ ＝－Ａ２

ｐ２ｎｃｏｓｉ，

ω１ ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ，

可知当０＜ｉ＜９０°时，轨道面西退，９０°＜ｉ＜１８０°时，轨道面东进．而当ｉ＝９０°
（极地轨道）时，轨道面不动，这是容易理解的，因为此时人造卫星受一个具
有旋转对称特性的地球引力场作用，对轨道面而言，受力是平衡的．

当ｉ＝ｉＣ＝６３°２３′或１１６°３４′时 ２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）＝０ ，拱线“不动”，ｉＣ 称为临

界倾角．
以上特征可以帮助我们了解人造卫星轨道变化的规律，在轨道设计等

工作中将会用到．如设计一个太阳同步卫星（轨道面每天东进约１°，与太阳
“运动”同步），就要使Ω１＞０，即ｉ＞９０°（逆行卫星）．

在摄动表达式σ（１）
Ｓ （ｔ）和σ（１）

Ｌ （ｔ）中，有１ｅ
，１
ｓｉｎｉ

， １
４－５ｓｉｎ２ｉ

这类因子，对

于ｅ＝０，ｉ＝０或１８０°，ｉ＝ｉＣ，上述摄动解无效，此即摄动解的“奇点”，但并不
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是运动的实质性奇点，是可以消除的，具体方法是采用无奇点根数和相应的
拟平均根数法（即改变参考解），详见参考文献［３］～［５］．
最后必须指出：平均根数法的原理确实很简单，只是改变了经典摄动法

的参考解．但无论是摄动法还是平均根数法，构造小参数幂级数解的过程相
对而言都较烦，若要构造二阶解，那将更难让人接受．如果采用哈密顿力学
来构造相应的级数解，则要简单很多．参考文献［６］就在此框架下，通过Ｖｏｎ
Ｚｅｉｐｅｌ变换较简单地构造了上述主要带谐项摄动解，但必须引用正则共轭
变量，而轨道根数σ（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ）不符合这一条件．为此，参考文献［７］又

将这种变换思想推广到一般变量，直接用轨道根数，同样可以采用该变换方
法来构造相应的级数解．所有这些，从构造小参数幂级数解的角度来看有其
特点，但在实际工作中是否一定要采用，要视具体情况而定，这里所介绍的
方法仅供参考．

４．能量积分的利用———半长径ａ的二阶周期项的推导

讨论所有带谐项摄动，并将Ｊ２ 和Ｊｌ（ｌ≥３）分开．记

Ｆ＝ １
２ａ＋Ｒ（σ，Ｊ２，Ｊｎ）， （４．１７２）

这里带谐项摄动函数Ｒ不显含ｔ，有

Ｆ
ｔ ＝０．

于是

ｄＦ
ｄｔ ＝ ∑

ｊ

Ｆ
σｊ

σ
　．
ｊ ＝－ １

２ａ＋∑
ｊ

Ｒ
σｊ

σ
　．
ｊ ．

其中σ
　．
ｊ由摄动运动方程给出，代入上式整理后得

ｄＦ
ｄｔ ＝０． （４．１７３）

因此，存在一积分

Ｆ＝ １
２ａ＋Ｒ＝Ｃ， （４．１７４）

此即能量积分．

能量积分（４．１７４）式有一个非常显著的特点：Ｆ有两部分，１２ａ
和Ｒ，且

１
２ａ＝Ｏ（ε０），　Ｒ＝Ｏ（ε），

ε即Ｊ２，零阶部分仅含半长径ａ一个根数．这一特点非常重要，它至少有两
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个用途，即

１）由ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ 的一阶摄动，可简单地求出ａ的二阶摄动．
２）在积分常数满足一定精度的条件下，由精度较低的六个根数可重新
算出精度较高（高一阶）的半长径ａ．前者就是本节用来推导ａ的二阶周期
项的基础，而后者将在数值求解卫星运动方程时，用以控制沿迹误差的
扩大．
将能量积分对平均根数σ　（ｔ）展开，得

１
２ａ＋ 

ａ
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ＋ａ（１）

Ｌ ＋ａ（２）
Ｓ ＋ａ（２）

Ｌ ＋［ ］…）
σ　

［＋ １
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ＋

ａ（１）
Ｌ ＋…）］２

σ　
＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ＋Ｒ１Ｓ＋Ｒ２Ｓ＋Ｒ２Ｌ）σ　 ［＋ ∑

ｊ

（Ｒ１Ｃ＋Ｒ１Ｓ）
σｊ

（σ（１）
Ｓ ＋

σ（１）
Ｌ ］）

σ　
＋… ＝Ｃ． （４．１７５）

下面为了书写方便，平均根数σ　就写成σ，请注意这一点．还有，长周期项

σ（１）
Ｌ ，σ（２）

Ｌ ，…分成两部分，一部分为Ｊ２ 项产生的，仍记作σ（１）
Ｌ ，σ（２）

Ｌ ，…，另一部

分为Ｊｌ（ｌ≥３）项产生，记作σ（１）
ｌＬ ，σ（２）

ｌＬ ，…．根据积分（４．１７４）式的性质，展开式
左端仅与ａ，ｅ，ｉ有关的“常数项”之和应等于右端的常数Ｃ，与时间ｔ有关的
全部周期项之和应为０，而且不同性质的周期项应分别为０，相同性质的周
期项按Ｊ２ 不同阶的各部分亦应分别为０．于是有

常数项：１
２ａ＋（Ｒ１Ｃ＋Ｒ２Ｃ）＋… ＝Ｃ． （４．１７６）

一阶周期项：
ａ

１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｌ ＋ａ（１）

ｌＬ ）＝０， （４．１７７）


ａ

１
２（ ）ａａ（１）

Ｓ ＋Ｒ１Ｓ ＝０． （４．１７８）

二阶周期项

［
：


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

Ｌ ＋１
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ）２＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ＋∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）］ｊ
Ｌ
＝０，

（４．１７９）


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

ｌＬ ＋∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

ｌＬ ）ｊ＋Ｒ［ ］２Ｌ
Ｌ
＝０， （４．１８０

［
）


ａ

１
２（ ）ａａ（２）

Ｓ ＋１
２

２

ａ２
１
２（ ）ａ

（ａ（１）
Ｓ ）２＋∑

ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）ｊ＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ＋σ（１）
Ｌ ＋σ（１）

ｌＬ ）ｊ＋Ｒ ］２Ｓ
Ｓ
＝０

（４．１８１）
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只写到二阶就够了，其中［　］Ｌ 和［　］Ｓ分别表示括号内的长周期和短周期
部分．
由（４．１７７）和（４．１７８）式直接得出

ａ（１）
ｌ ＋ａ（１）

ｌＬ ＝０， （４．１８２）

ａ（１）
Ｓ （ｔ）＝２ａ２Ｒ１Ｓ ＝ ２

ｎ２ａＲ１Ｓ ． （４．１８３）

此即前面平均根数法导出的结果，而通过能量积分却很容易得出这一结论．
对于二阶周期项，首先证明一个有趣的结论，即

ａ（２）
ｌＬ ＝０， （４．１８４）

这表明所有带谐项Ｊｌ（ｌ≥３）对ａ的二阶长周期项均无贡献．由（４．１８０）式，
根据Ｒ１Ｃ仅是ａ，ｅ，ｉ的函数可得

ａ（２）
ｌＬ ＝２ａ２ －１

ａ
Ａ２

ｐ（ ）２ １－槡 ｅｔａｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｉ（１）

ｌＬ ＋Ｒ｛ ｝２Ｌ ，

其中ｉ（１）
ｌＬ 正是用Ｒ２Ｌ代入摄动运动方程求得的，即

ｄ
ｄｔ

（ｉ（１）
ｌＬ ）＝ ｃｏｔｉ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

Ｒ２Ｌ

ω
，

而这里的ω应为

珔ω＝珔ω０＋ω１（ｔ－ｔ０），
因此有

ｄ珔ω＝ω１ｄｔ＝Ａ２

ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｄｔ，

代入上式得

ｄ（ｉ（１）
ｌＬ ）＝ ｃｏｔｉ

Ａ２

ｐ２ｎ２ａ２ １－ｅ槡 ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｒ２Ｌ

ω
ｄω，

即

ｉ（１）
ｌＬ ＝ ｃｏｔｉ

Ａ２

ｐ２ｎ２ａ２ １－ｅ槡 ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｒ２Ｌ ，

以此代入上面ａ（２）
ｌＬ 的表达式即得

ａ（２）
ｌＬ ＝２ａ２｛－Ｒ２Ｌ＋Ｒ２Ｌ｝＝０，

这就是要证明的结果．因此，ａ的二阶长周期项仅与Ｊ２ 有关，ａ（２）
Ｌ 也就是ａ

的完整的二阶长周期项，下面就来具体计算ａ（２）
Ｌ （ｔ）和ａ（２）

Ｓ （ｔ）．
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（１）ａ（２）
Ｌ （ｔ）
引进算符Ｄ：

Ｄ ＝ ∑
ｊ

（σ（１）
Ｓ ）ｊ 

σｊ
， （４．１８５）

（４．１７９）式可写成

－ １
２ａ２ａ

（２）
Ｌ ＋ １

２ａ３（ａ
（１）
Ｓ ）２＋ＤＲ１Ｓ＋ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）［ ］Ｌ

Ｌ
＝０．

将Ｄ作用于（４．１７８）式，取其长周期部分：

－ １
２ａＤ

ａ（１）
Ｓ（ ）ａ ＋ １

２ａ３（ａ
（１）
Ｓ ）２＋ＤＲ｛ ｝１Ｓ

Ｌ
＝０．

以上两式相减给出ａ（２）
Ｌ ，即

ａ（２）
Ｌ ＝ ａＤ ａ（１）

Ｓ（ ）ａ ＋２ａ２ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）［ ］Ｌ

Ｌ
． （４．１８６）

经计算给出

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｌ

＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ａ １－ｅ槡 ｛［２ －１
３ｓｉｎ２ｉ（４－ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ ５
６－７

４ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ ［２
７
３ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋

１
３２ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４ ］｝ω ， （４．１８７）

２ａ２ Ｒ１Ｃ

ｅ
ｅ（１）

Ｌ ＋Ｒ１Ｃ

ｉ
ｉ（１）（ ）Ｌ ＝－２ａ Ａ２

ｐ（ ）２ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉｉ（１）

Ｌ ．

（４．１８８）

将（４．１４２）式ｉ（１）
Ｌ 的Ａ２ 部分与上两式一并代入（４．１８６）式，即得ａ（２）

Ｌ （ｔ）的表
达式：

ａ（２）
Ｌ （ｔ）＝

Ａ２
２

ｐ４（ ）ａ １－ｅ槡 ｛［２ －１
６ｓｉｎ２ｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２ｓｉｎ２ｉ１７
１２－１９

８ｓｉｎ２（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

ｅ４

１－ｅ２
７
３ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃｏｓ２ω＋１
３２ｓｉｎ

４ｉｃｏｓ４［ ］｝ω ．

（４．１８９）

（２）ａ（２）
Ｓ （ｔ）
类似ａ（２）

Ｌ （ｔ）的推导，将算符Ｄ引进（４．１８１）式，并将Ｄ 作用于（４．１７８）
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式，取其短周期部分，这两式相减就给出ａ（２）
Ｓ （ｔ），即

ａ（２）
Ｓ （ｔ） ｛＝ ａＤ ａ（１）

Ｓ（ ）ａ ＋２ａ ［２ ∑
ｊ

Ｒ１Ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｓ ）ｊ＋

∑
ｊ

Ｒ１Ｓ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ＋σ（１）
ｌＬ ）ｊ＋Ｒ ］｝２Ｓ ． （４．１９０）

经简单计算就可给出具体表达式如下：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝ －２

ａａ
（１）
Ｓ （ｔ）－Ａ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）｛ ｝ｉ ａ（１）

Ｓ ＋

－ａＡ２

ｐ２ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉ（４－５ｓｉｎ２ｉ｛ ｝）（ｉ（１）
Ｓ －ｉ（１）

Ｓ ）＋

Ａ２｛ａ ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

４

ｃｏｓｆ－ｅ（１－ｅ２）－５／［ ］２ ＋

３ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ４
１－ｅ２ｓｉｎ

２ｉ ａ（ ）ｒ （５

ｓｉｎｆ＋

ｅ
４ｓｉｎ２ ）ｆ ｓｉｎ２（ｆ＋ω ｝）（ｅ（１）

Ｓ ＋ｅ（１）
Ｌ ＋ｅ（１）

ｌＬ ）＋

Ａ２｛ａ ｓｉｎ２［ｉ － ａ（ ）ｒ
３

＋（１－ｅ２）－３／２＋

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω ］｝） （ｉ（１）
Ｓ ＋ｉ（１）

Ｌ ＋ｉ（１）
ｌＬ ）＋

Ａ２

ａ －２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２（ｆ＋ω｛ ｝）（ω（１）
Ｓ ＋ω（１）

Ｌ ＋ω（１）
ｌＬ ）＋

Ａ２｛ａ － ｅ
１－ｅ槡 ２

ａ（ ）ｒ
４

ｓｉｎ ［ｆ ２１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

３ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２（ｆ ＋ ω ］） － ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ
５

ｓｉｎ２（ｆ ＋

ω ｝）（Ｍ（１）
Ｓ ＋Ｍ（１）

Ｌ ＋Ｍ（１）
ｌＬ ）＋２ａ２Ｒ２Ｓ－

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｃ

＋ ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ｛ ｝Ｌ

， （４．１９１）

其中

ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｃ

＝
Ａ２

ｐ（ ）２

２

ａ １－ｅ槡 ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［２ １６

９ ＋１９
９ｅ（ ）２ ＋

２
９ １－ｅ槡 ２ ＋ ｅ４

１－ｅ２
３５（ ）］１８ ＋ｓｉｎ２ｉ１＋２

３ｅ（ ）２ ＋

ｓｉｎ４ｉ －５
６＋２５

２４ｅ（ ）２ ＋ ｅ４

１－ｅ２
３５（ ）［ ］｝１６ ． （４．１９２）
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关于 ａＤ ａ（１）
Ｓ（ ）［ ］ａ Ｌ

，见（４．１８７）式．注意，（４．１９１）式中σ（１）
Ｓ 与σ（１）

Ｌ 同时出现的

地方，若σ（１）
Ｓ 不减去σ（１）

Ｓ ，则σ（１）
Ｌ 中要舍去这一项．

从上面的推导过程可以看出，对根数的处理与平均根数法完全相同，但
具体导出ａ的二阶周期项却简单得多，这就弥补了平均根数法的不足之处
（即推导过程的复杂性）．

§４．４　中心天体非球形引力摄动（Ⅱ）———主要
田谐项摄动

　　主要带谐项（Ｊ２ 项）反映天体的扁球形（两极扁，赤道隆起），而主要田

谐项（Ｊ２，２项）则反映天体赤道是椭圆状，该项对２４ｈ地球同步卫星轨道的影

响非常显著．

１．Ｊ２，２项摄动函数

在标准单位系统中，仅考虑ｌ＝ｍ＝２这一项，由（４．６９）式给出相应的
摄动函数为

Ｒ２，２ ＝Ｊ２，２

ｒ３ Ｐ２，２（ｓｉｎφ）ｃｏｓ２λ， （４．１９３）

有

Ｊ２，２ ＝ （Ｃ２
２，２＋Ｓ２

２，２）１／２，

λ＝λＧ －λ２，２，

ｔａｎ２λ２，２ ＝Ｓ２，２／Ｃ２，２

烅

烄

烆 ．

（４．１９４）

注意，这里Ｊ２，２的符号与我们过去的有关工作中采用的Ｊ２，２正好相反．显

然，由（４．１９３）式表达的摄动函数对λ而言是对称的，即

Ｒ２，２（＋λ）＝Ｒ２，２（－λ）．
这里λ是从λ＝λ２，２的赤道“对称轴”（即赤道长轴）方向起量的经度．根据Ｐｌｍ

的定义，Ｒ２，２可写成下列形式：

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

ｒ３ ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ． （４．１９５）

现在将Ｒ２，２表示为轨道根数的形式．这将涉及到地固坐标系与历元平赤道
地心系（或轨道坐标系）之间的转换问题（见第一章 §１．１），但对于一般问
题可不考虑赤道的变化．在这种情况下，可由图４．１来表示两坐标系之间的
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关系．图中珚ｘ是“对称轴”方向，因此有

图４．１　两种坐标系之间的关系

λ＝Ωｅ＋θ，

Ωｅ ＝ （Ω－Ｓ２，２）－ｎｅ（ｔ－ｔ０
｛ ），

（４．１９６）

其中Ｓ２，２是历元ｔ０ 时“对称轴”方向的地方恒星时，ｎｅ 是地球自转角速度．
由球面三角公式

ｃｏｓφｃｏｓθ＝ｃｏｓｕ，　ｃｏｓφｓｉｎθ＝ｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｕｓｉｎｉ，
得出

ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ＝ｃｏｓ２

φ（ｃｏｓ２θｃｏｓ２Ωｅ－ｓｉｎ２θｓｉｎ２Ωｅ）

＝ １
４

（１＋ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ＋２Ωｅ）＋

１
４

（１－ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ－２Ωｅ）＋１
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２Ωｅ，

其中ｕ＝ｆ＋ω．将此式代入（４．１９５）式得

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

４ａ３
ａ（ ）ｒ

３
［（１＋ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ＋２Ωｅ）＋

（１－ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ－２Ωｅ）＋２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２Ωｅ］．（４．１９７）
这就是主要田谐项摄动函数的根数形式，它与带谐项摄动函数有显著差别，
即显含时间ｔ，这在§４．２中已提过．
由于摄动函数显含ｔ，又与真近点角ｆ分不开，这给积分造成了困难，

必须将 ａ（ ）ｒ
和ｆ等量展成平近点角Ｍ 的三角级数，相应的摄动解对偏心

率ｅ将是不“封闭”的．利用第二章§２．２中给出的结果Ｒ２，２中出现的

ａ（ ）ｒ
３
，ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ｆ和 ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ展成Ｍ 的三角级数，取到ｅ２ 项的形式为
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ａ（ ）ｒ
３

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋３ｅｃｏｓＭ＋９

２ｅ
２ｃｏｓ２Ｍ＋… ， （４．１９８）

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝－ｅ
２ｃｏｓＭ＋ １－５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２Ｍ＋７
２ｅｃｏｓ３Ｍ＋

１７
２ｅ

２ｃｏｓ４Ｍ＋…， （４．１９９）

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ＝－ｅ
２ｓｉｎＭ＋ １－５

２ｅ（ ）２ ｓｉｎ２Ｍ＋７
２ｅｓｉｎ３Ｍ＋

１７
２ｅ

２ｓｉｎ４Ｍ＋…， （４．２００）

将此式代入（４．１９７）式得

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

４ａ ｛３ （１＋ｃｏｓｉ）［２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－

ｅ １
２ｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－７

２ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ））－

ｅ２ ５
２ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－１７

２ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）［２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

ｅ １
２ｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－７

２ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ（ ））－

ｅ２ ５
２ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－１７

２ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ（ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ｉ １＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２Ωｅ［ ＋

３
２ｅｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ（ ））＋

９
４ｅ

２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋ｃｏｓ（２Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ＋Ｏ（ｅ３Ｊ２，２）．

（４．２０１）
不难看出，Ｒ２，２包含的全是短周期项，只有一项的周期稍长些，即ｃｏｓ２Ωｅ，其
周期为半天．因此，Ｊ２，２项对卫星轨道的影响基本上具有短周期性质，将Ｒ２，２

代入摄动运动方程（３．７５）式即得右函数ｆ２Ｓ．

２．Ｊ２，２项的摄动解

仅Ｊ２，２一项产生的摄动解应为

б（２）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎ
ａ
ａ（２）

Ｓ ＋ｆ［ ］２Ｓ
σ
ｄｔ，
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考虑到实际情况和分析问题时的需要，解保留到Ｏ（ｅ）项就够了．积分后得

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

２ａ
（１＋ｃｏｓｉ）２ １

１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）［｛ －

ｅ（２
１

１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７
１－２α／３ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ）２ １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ（２
１

１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－ ７
１－２α／３ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－

２Ωｅ ）］） ＋ ２ｓｉｎ２ ｉ

３ｅ（ ）２
１

１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １
１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ ］［ ｝） ， （４．２０２）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ （１＋ｃｏｓｉ）２ １
２

１
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（［｛ ）＋

７
３（１－２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ））＋

ｅ
２ － ｅ

１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）（ ＋

１７
２（１－α／２）ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）［２ （１
２

１
１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）＋

７
３（１＋２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ））＋

ｅ（２ － １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）＋

１７
２（１＋α／２）ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ｉ ３
２

１
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ（ ））［ ＋

９
４ｅ

１
１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋αｃｏｓ（２Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ，

（４．２０３）

　ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ ｓｉｎｉ －（１＋ｃｏｓｉ） １
１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

（ｅ １
１－２αｃｏｓ（Ｍ ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７

３（１－２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ ＋２ω＋
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２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ ［） １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

（ｅ １
１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

７
３（１＋２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ［＋２ １

αｃｏｓ（２Ωｅ）－

３（ｅ １
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）－ １

１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ， （４．２０４）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ －（１＋ｃｏｓｉ） １
１－αｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

（ｅ １
１－２αｓｉｎ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７

３（１－２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ） １
１＋αｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

（ｅ １
１＋２αｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－ ７

３（１＋２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－

２Ωｅ ）］） －２ｃｏｓ［ｉ １
ａｓｉｎ（２Ωｅ）－

３ｅ １
１－２αｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ．（４．２０５）

ω（２）
Ｓ （ｔ）＝［ω（２）

Ｓ （ｔ）］１＋［ω（２）
Ｓ （ｔ）］２． （４．２０６）

其中

［ω（２）
Ｓ （ｔ）］１ ＝－ｃｏｓΩ（２）

Ｓ （ｔ），

［ω（２）
Ｓ （ｔ）］２ ＝３（Ｊ２，２）

４ａ２
１（ ）｛ｅ －（１＋ｃｏｓｉ）［２ （１

２
１

１－２α
ｓｉｎ（Ｍ＋

２ω＋２Ωｅ）－ ７
３（１－２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ ＋２ω ＋２Ωｅ ）） ＋

ｅ ５
２（１－α）ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）－

１７
４（１－α／２）ｓｉｎ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） －

（１－ｃｏｓｉ）［２ （１
２

１
１＋２α

ｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

７
３（１＋２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）） ＋

（ｅ ５
２（１＋α）ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

１７
４（１＋α／２）ｓｉｎ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ＋
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２ｓｉｎ２ ［ｉ （３
２

１
１－２α

ｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）＋

１
１＋２α

ｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ ）） ＋

９
４ （ｅ －２

３ａｓｉｎ２Ωｅ＋ １
１－α

ｓｉｎ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋

１
１＋α

ｓｉｎ（２Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ，

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝－［ω（２）

Ｓ （ｔ）］２＋
９（Ｊ２，２）
４ａ ｛２ （１＋ｃｏｓｉ）［２ １

１－α
（１－

１
２（１－α ）） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－

ｅ １
１－２α１－ １

２（１－２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）－

７
３（１－２α／３） １－ １

２（１－２α／３（ ）） ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）２ １
１＋α１－ １

２（１＋α（ ）） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ １
１＋２α１－ １

２（１＋２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）（ －

７
３（１＋２α／３） １－ １

２（１＋２α／３（ ）） ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－２Ω２，２ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ ［ｉ －１
αｓｉｎ（２Ωｅ）＋

３ｅ １
１－２α１－ １

２（１－２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）（ ＋

１
１＋２α１－ １

１＋２（ ）α ｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ． （４．２０７）

以上各式中的α为“速度”比：

α＝ｎｅ／珔ｎ， （４．２０８）
即地球自转角速度ｎｅ与卫星平运动角速度珔ｎ之比．各式中出现的根数应为
平均根数．
从积分结果（４．２０２）～（４．２０７）式可以看出，对于低轨卫星，Ｊ２，２项摄动

只是二阶短周期的，但有一项１
αｓｉｎ２Ωｅ（或１αｃｏｓ２Ωｅ）例外．因α≈０．１，该项

要比二阶小量大一个量级，且周期稍长些，在某些人造卫星工作中还是应该
考虑这一项的．对于高轨卫星，特别是２４ｈ地球同步卫星，Ｊ２，２项的摄动影响

将是显著的，下面予以讨论．
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３．通约问题和２４ｈ卫星

从上述σ（２）
Ｓ （ｔ）的表达式可以看出，当１－２α，１－α，１－２α／３，１－α／２四

个因子中有一个为零，解就不能用，相应地有珔ｎ
ｎｅ

＝２，１，２／３，１／２，这对应于

１２ｈ，２４ｈ，３６ｈ，４８ｈ卫星，它们的平运动角速度与地球自转角速度成简单整数
比，此即通约问题．与§４．３中的ｉ＝ｉＣ（临界倾角）问题类似，也是一种奇点
（通约奇点）．当珔ｎ／ｎｅ接近２，１，２／３，１／２时，１－２α，１－α，１－２α／３，１－α／２的
量级可达到１０－３（即Ｊ２的量级），出现小分母，二阶短周期项σ（２）

Ｓ （ｔ）的表达
式（４．２０２）～（４．２０７）中相应的项（即通约项）将转化为一阶长周期项

σ（１）
ｌ （ｔ）．因此，Ｊ２，２对１２ｈ，２４ｈ，３６ｈ，４８ｈ卫星轨道的影响就比较显著，特别是
对２４ｈ卫星，其通约项前面无ｅ因子．下面具体给出Ｊ２，２项对这种卫星轨道

的长周期摄动解．
考虑α＝ｎｅ／珔ｎ＝１的通约项，由（４．２０１）式立即可得２４ｈ卫星通约项对应

的摄动函数：

Ｒ２，２ ＝３（Ｊ２，２）
４ａ ｛３ （１＋ｃｏｓｉ）２ １－５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）＋

２ｓｉｎ２ｉ ９
４ｅ（ ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ ｝）， （４．２０９）

将这一Ｒ２，２带入摄动运动方程（３．７５）式，即得相应的右函数ｆ２ｌ（Ｊ２，２）．由
（４．３８）式得出

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎ
（ ）ａ ａ（２）

Ｌ ＋∑
ｊ

ｆ１ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ＋ｆ２Ｌ（Ｊ２，２［ ］）
σ　
ｄｔ．

（４．２１０）
另外，由于ａ（１）

Ｌ （ｔ）≠０，因此对Ｍ 还应有一项，即

∫
ｔ ｎ
ａａ

（１）［ ］Ｌ
σ　
ｄｔ，

该项积分后变成零阶长周期项，方法失效．因此，对于通约问题，与带谐项摄
动中的临界角问题一样，不能简单地采用平均根数法，必须加以改进．如拟
平均根数法［３，４］，上述各间接部分

ｎ
ａ

（ａ（１）
Ｌ ＋ａ（２）

Ｌ ），∑
ｊ

ｆ１ｃ

σｊ
（σ（１）

Ｌ ）ｊ

都不出现．故这里对六个根数只计算直接部分，即

σ（１）
Ｌ （ｔ）＝

ｔ［ｆ２Ｌ（Ｊ２，２）］σ　ｄｔ． （４．２１１）
对于２４ｈ卫星，通常是近圆轨道ｅ≈０．因此，即使是一阶长周期项，也只
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要保留到Ｏ（ｅ）项就够了，由此积分后得

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

２ａ 珔ｎ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１２）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

８ａ２ 珔ｎｅ －（１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ）＋

９ｓｉｎ２ｉ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋Ｍ１

］）， （４．２１３）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝３（－Ｊ２，２）

４ａ２ 珔ｎｓｉｎｉ －（１＋ｃｏｓｉ） ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１４）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ 珔ｎ －（１＋ｃｏｓｉ） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１５）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ［ω（１）

Ｌ （ｔ）］１＋［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２． （４．２１６）

其中

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］１＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ），

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２＝

３（Ｊ２，２）
４ａ２ 珔ｎ －５

２
（１＋ｃｏｓｉ）２ ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）

（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１）［ ＋

９
２ｓｉｎ２ｉ ｓｉｎ（２Ｍ＋２Ωｅ）

（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋Ｍ１
］），

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝９（Ｊ２，２）

４ａ２ 珔ｎ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（珔ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］）－

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２． （４．２１７）

上述各式右端出现的根数均为平均根数σ　，有σ　（ｔ）＝σ　０＋σ１（ｔ－ｔ０），其
中Ω１，ω１ 和Ｍ１ 的计算公式已在§４．３中给出，见（４．１１７）～（４．１１９）式．

４．一点注解

上述结果是针对地球卫星的，地球自转较快，（４．２０８）式定义的速度比

α不是太小．但对于慢自转天体，如金星与月球，相应的α值很小，中心天体
自转项ｎｅｔ将以慢变量出现在田谐项摄动函数Ｒ２，２（或一般项Ｒｌ，ｍ）中，与卫
星运动的慢变量Ω，ω相当．那么，在构造摄动解时，就不需要将摄动函数展
成平近点角Ｍ 的三角级数，相应的摄动解对偏心率ｅ仍是封闭的．关于如
何构造金星轨道器和环月卫星的摄动分析解，请见参考文献［８］和［９］．
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§４．５　带谐项（Ｊｌ，ｌ≥３）摄动解的一般形式

在标准单位系统中，由（４．６８）式给出一般带谐项（Ｊｌ，ｌ≥３）摄动函数的
轨道根数表达形式如下［５］：

Ｒｌ ＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δ２［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

（１－δ１） ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋δ１
ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ｕ ．

（４．２１８）
式中ｕ＝ｆ＋ω，符号δ１ 和δ２ 的定义如下：

δ１ ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，　ｌ奇，

０，　ｌ偶｛ ，
（４．２１９）

δ２ ＝
０，　ｌ－２ｐ＝０，

０，　ｌ－２ｐ≠０｛ ．
（４．２２０）

用求平均值的方法即可将Ｒｌ分解成长期、长周期和短周期三个部分，
即

（Ｒｌ）Ｃ ＝ ∑
ｌ（２）≥４

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

ｌ＋２ｑ［ ×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ ］ｑ Ｋｌ＋１（ｅ）， （４．２２１）

（Ｒｌ）Ｌ ＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）（１－δ１）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δ１ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ω ，

（４．２２２）
（Ｒｌ）Ｓ ＝Ｒｌ－［（Ｒｌ）Ｃ＋（Ｒｌ）Ｌ］． （４．２２３）

其中

２２１ 航天动力学引论　



Ｋｌ＋１ ＝ ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

，

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）＝ ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｆ
烅

烄

烆
，

（４．２２４）

这两个平均值的具体形式将在下面给出．
按平均根数法即可导出带谐项摄动的二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０），一阶长周

期项σ（１）
Ｌ （ｔ）和轨道半长径ａ的二阶短周期项ａ（２）

Ｓ （ｔ），下面分别给出．

１．σ２

ａ２＝０，　ｅ２＝０，　ｉ２＝０， （４．２２５）

Ω２ ＝ｎｃｏｓｉ ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

×

２ｑ
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
（ｓｉｎｉ）（２ｑ－２）Ｋ１（ｅ）， （４．２２６）

ω２ ＝－ｃｏｓｉΩ２＋

ｎ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ｑ×

（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ［ ］）， （４．２２７）

Ｍ２ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω２＋ｃｏｓｉΩ２）＋

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

２（ｌ＋１）×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ｑＫ１（ｅ）． （４．２２８）

其中

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０

ｌ－１（ ）α
α

α／（ ）２ （ ）１
２

α

ｅα，

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２

ｌ－１（ ）α
α

α／（ ）２α（ ）１
２

α

ｅα－２

烅

烄

烆
，

（４．２２９）

上述各式中出现的根数ａ，ｅ，ｉ及ｎ，ｐ０均为ａ０
，ｅ０

，ｉ０和珔ｎ＝ａ－３／２
０ ，ｐ０＝ａ０

（１－

珋ｅ２
０）．

２．σ（１）
Ｌ （ｔ）

直接部分如下：
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ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （４．２３０）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｉ（１）
ｌ （ｔ）

＝－（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

×

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

１
ｅＫ３（ｅ）Ｉ（ω）， （４．２３１）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ－１ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）， （４．２３２）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

（ｌ－２ｐ＋２ｑ［ ）×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ－２ ］） Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３３）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ）＋

∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

　（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ［ ］）Ｈ（ω）， （４．２３４）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　ω（１）

Ｌ （ｔ）＋ｃｏｓｉΩ（１）
Ｌ （ｔ［ ］）＋
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１－ｅ槡 ２ ∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝
［

１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２×

（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

２（ｌ＋１）×
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ ×

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ
（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）． （４．２３５）

对Ω，ω，Ｍ 还有间接部分，公式如下：

Ω（１）
Ｌ ＝ ５ｃｏｓｉ

（２－５ｓｉｎ２ｉ／２）∑ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３６）

ω（１）
Ｌ ＝

（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）
（２－５ｓｉｎ２ｉ／２）∑ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

×

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３７）

Ｍ（１）
Ｌ ＝－３ １－ｅ槡 ２ ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１

∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）． （４．２３８）

上述各式中有关量由下列各式表达：

Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝ｌ－２ｐ

ｌ－１（ ）α
α

（α－ｌ＋２ｐ）／（ ）２ （ ）１
２

α

ｅα，

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝ｌ－２ｐ

ｌ－１（ ）α
α

（α－ｌ＋２ｐ）／（ ）２ α（ ）１
２

α

ｅα－２

烅

烄

烆
，

（４．２３９）
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Ｉ（ω）＝ ｎ
ω（ ）１

（１－δ１）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δ１ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ω ，

Ｈ（ω）＝ ｎ
ω（ ）１

（１－δ１） １
ｌ－２ｐｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω－δ１

１
（ｌ－２ｐ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）［ ］ω

烅

烄

烆 ．

（４．２４０）
上述各式中出现的根数除ａ，ｅ，ｉ及ｎ，ｐ０与σ２中相同外，ω亦为平均根数ω（ｔ），相
应的ω１ 是其一阶长期项的变率，见（４．１１８）式．

３．ａ（２）
Ｓ （ｔ）中的ＪＬ部分

由摄动运动方程ｄａ／ｄｔ的表达式和（Ｒｌ）Ｓ的特征，不难给出ａ（ｔ）
Ｓ ，如下：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝ ２

ｎ２ａＲ２Ｓ＝２ａ２（Ｒｌ）Ｓ． （４．２４１）

（Ｒｌ）Ｓ的表达式前面已给出，见（４．２２３）式，涉及到的两个平均值

Ｋｌ＋１（ｅ）和Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）由下式表达：

Ｋｌ＋１（ｅ）＝（１－ｅ２）－ ｌ－（ ）１
２ Ｋ１（ｅ），

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）＝δ３（１－ｅ２）－ ｌ－（ ）１

２ Ｋ３（ｅ
烅
烄

烆 ），
（４．２４２）

其中

δ３＝
０，　ｐ＝０
１，　ｐ≠｛ ０

（４．２４３）

§４．６　田谐项（Ｊｌ，ｍ，ｌ≥２，ｍ＝１～ｌ）摄动解的一
般形式

　　利用线性变换的方法，可将球谐函数Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）ｃｏｓλＧ 和Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）

ｓｉｎλＧ表示成轨道根数ｕ＝ｆ＋ω和 Ω的三角函数的线性组合［１０］，从而将
（４．６６）式给出的田谐项摄动函数ΔＶ２ 写成下列形式：

Ｒｌｍ ＝ＧＭ
ａ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１

ａｅ（ ）ａ

ｌ

Ｆｌｍｐ（ｉ）
ａ（ ）ｒ

（ｌ＋１）

（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳ［ ］｛ ｌｍ ｃｏｓ （１－２ｐ）ｕ＋ｍ（Ω－ＳＧ（ ））＋
（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣ［ ］ｌｍ ｓｉｎ （ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍ（Ω－ＳＧ（ ）｝） ．

（４．２４４）
其中倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）后面将具体给出，而符号δｍ 定义如下：

δｍ ＝ １
２

［１－（－１）ｌ－ ］ｍ ． （４．２４５）
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进一步将其中的 ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ和 ａ（ ）ｒ ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ｕ展成平近点角Ｍ

的三角级数，最终将Ｒｌｍ的形式表达如下：

Ｒｌｍ ＝ＧＭ
ａ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１
∑
ｌ

ｐ＝０

ａｅ（ ）ａ

ｌ

Ｆｌｍｐ（ｉ）∑
∞

ｑ＝－∞
Ｇｌｐｑ（ｅ）Ｓｌｍｐｑ（Ｍ，ω，Ω；ＳＧ）．

（４．２４６）
其中

Ｓｌｍｐｑ ＝ （１－δｌｍ）Ｃｌｍ －δｌｍＳ［ ］ｌｍ ｃｏｓψｌｍｐｑ ＋
（１－δｌｍ）Ｓｌｍ ＋δｌｍＣ［ ］ｌｍ ｓｉｎψｌｍｐｑ， （４．２４７）

ψｌｍｐｑ ＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ＋（ｌ－２ｐ）ω＋ｍ（Ω－ＳＧ）， （４．２４８）

Ｇｌｐｑ（ｅ）＝Ｘ－（ｌ＋１），（ｌ－２ｐ）
（ｌ－２ｐ＋ｑ） （ｅ）． （４．２４９）

（４．２４９）式右端即第２章§２．２中给出的汉森系数．
与Ｊ２，２一样，对于地球卫星，田谐项摄动均为短周期效应，包括地球自

转效应，相应的短周期项记为σ（２）
Ｓ （ｔ），有

σＳ
（２）（ｔ）＝ ∑

Ｌ≥２
∑
ｌ

ｍ＝１
∑
ｌ

ｐ＝０
∑
∞

ｑ＝－∞
Δσｌｍｐｑ，

Δσｌｍｐｑ ＝
Ｃσ

ｌｍｐｑＳｌｍｐｑ，　 对ａ，ｅ，ｉ，

Ｃσ
ｌｍｐｑＳ

ｌｍｐｑ，　 对Ω，ω，Ｍ
烅
烄

烆

烅

烄

烆 ，

（４．２５０）

Ｓ
ｌｍｐｑ ＝ （１－δｌｍ）Ｃｌｍ －δｌｍＳ［ ］ｌｍ ｓｉｎψ

　．

ｌｍｐｑ －
（１－δｌｍ）Ｓｌｍ ＋δｌｍＣ［ ］ｌｍ ｃｏｓψｌｍｐｑ． （４．２５１）

Ｃσ
ｌｍｐｑ的具体形式如下：

Ｃａ
ｌｍｐｑ ＝２ａ ａｅ（ ）ａ

ｌ
（ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５２）

Ｃｅ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １－ｅ槡 ２

ｅ
　（ｌ－２ｐ＋ｑ） １－ｅ槡 ２ －（ｌ－２ｐ［ ］）Ｆｌｍｐ（ｉ）×

Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５３）

Ｃｉ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ－［ ］ｍ Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

，

（４．２５４）

ＣΩ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５５）

Ｃω
ｌｍｐｑ ＝－ｃｏｓｉＣΩ

ｌｍｐｑ （＋ ａｅ）ａ
ｌ １－ｅ槡 ２

ｅ Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇ′ｌｐｑ（ｅ （） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）
ｐｑ

，

（４．２５６）
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ＣＭ
ｌｍｐｑ ＝－ １－ｅ槡 ２ （Ｃω

ｌｍｐｑ ＋ｃｏｓｉＣΩ
ｌｍｐｑ） （＋ ａｅ）ａ ［ｌ

２（ｌ＋１）－

３（ｌ－２ｐ＋ｑ （） ｎ

ψ
　．

ｌｍ

）］
ｐｑ

Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ） 珔ｎ

ψ
　．

ｌｍ
（ ）

ｐｑ
． （４．２５７）

其中ψ
　．

ｌｍｐｑ可按下式取近似值：

ψ
　．

ｌｍｐｑ ＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ


＋（ｌ－２ｐ）ω

＋ｍ（Ω



－ｎｅ）

≈ （ｌ－２ｐ＋ｑ）珔ｎ－ｍｎｅ ＝珔ｎ［（ｌ－２ｐ＋ｑ）－ｍα］

α＝ｎｅ／珔ｎ，　　珔ｎ＝ａ
－３／２

烅

烄

烆 ．

．

（４．２５８）

ｎｅ是地球自转角速度，即恒星时变率，在历元地心平赤道系和轨道坐标系中
均可采用下列数值：

ｎｅ＝３６０°．９８５６４７３６５／ｄ． （４．２５９）

相应的上述坐标系中的格林尼治恒星时ＳＧ 可用平恒星时ＳＧ，计算公式
如下：

ＳＧ＝２８０°．４６０６１９＋３６０°．９８５６４７３６５ｄ， （４．２６０）

ｄ＝ＪＤ（ｔ）－ＪＤ（Ｊ２０００．０）， （４．２６１）
其中ｄ为Ｊ２０００．０起算的儒略日．
倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）和汉森系数Ｇｌｐｑ（ｅ）以及它们的导数分别由下列各式

表达：

Ｆｌｍｐ（ｉ）＝
（ｌ＋ｍ）！

２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２ ２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

ｓｉｎｉ（ ）２
－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

ｃｏｓｉ（ ）２

（３ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

＝
（ｌ＋ｍ）！

２２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２ ２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

（ｓｉｎｉ）－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）（１＋ｃｏｓｉ）（２ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）， （４．２６２）

ｋ１＝ｍａｘ（０，ｌ－ｍ－２ｐ），　ｋ２＝ｍｉｎ（ｌ－ｍ，２ｌ－２ｐ）， （４．２６３）

Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）＝ ｄ
ｄｉＦｌｍｐ（ｉ）

＝
（ｌ＋ｍ）！

２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！
１

ｓｉｎ（ ）ｉ ∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２×

２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×
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－２ｌｓｉｎ２ｉ
２－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ［ ］） ×

ｓｉｎｉ（ ）２
－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

× ｃｏｓｉ（ ）２

（３ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

． （４．２６４）

精确到Ｏ（ｅ２）项有

Ｘｌ，ｐ
ｐ （ｅ）＝１＋１

４
（ｌ２＋ｌ－４ｐ２）ｅ２， （４．２６５）

Ｘｌ，ｐ
ｐ＋１（ｅ）＝－１

２
（ｌ－２ｐ）ｅ，

Ｘｌ，ｐ
ｐ－１（ｅ）＝－１

２
（ｌ＋２ｐ）ｅ

烅

烄

烆
，

（４．２６６）

Ｘｌ，ｐ
ｐ＋２（ｅ）＝ １

８
［ｌ２－（４ｐ＋３）ｌ＋ｐ（４ｐ＋５）］ｅ２，

Ｘｌ，ｐ
ｐ－２（ｅ）＝ １

８
［ｌ２＋（４ｐ－３）ｌ＋ｐ（４ｐ－５）］ｅ２

烅

烄

烆
．

（４．２６７）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ （ｅ））＝ １

２
（ｌ２＋ｌ－４ｐ２）ｅ， （４．２６８）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ＋１（ｅ））＝－１

２
（ｌ－２ｐ），

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ－１（ｅ））＝－１

２
（ｌ＋２ｐ

烅

烄

烆
），

（４．２６９）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ＋２（ｅ））＝ １

４
［ｌ２－（４ｐ＋３）ｌ＋ｐ（４ｐ＋５）］ｅ，

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ－２（ｅ））＝ １

４
［ｌ２＋（４ｐ－３）ｌ＋ｐ（４ｐ－５）］ｅ

烅

烄

烆
．

（４．２７０）

上述（４．２４４）～（４．２５７）式中出现的地球参考椭球体赤道半径ａｅ和地心引

力常数ＧＭ，在前面采用的标准单位中均有ａｅ＝１，ＧＭ＝１，在下述公式中不
再出现．
除计算单位外，为了简便，采用前面§４．４中的表达式，将田谐项的两

个谐系数Ｃｌｍ和Ｓｌｍ改用下列形式表达：

Ｃｌｍ ＝Ｊｌｍｃｏｓｍλｌｍ，　　Ｓｌｍ ＝Ｊｌｍｓｉｎｍλｌｍ，

Ｊｌｍ ＝ （Ｃ２
ｌｍ ＋Ｓ２

ｌｍ）１／２，

ｍλｌｍ ＝ａｒｃｔａｎ（Ｓｌｍ／Ｃｌｍ

烅
烄

烆 ），

（４．２７１）

由此，Ｓｌｍｐｑ和Ｓ
ｌｍｐｑ的表达式（４．２４７）和（４．２５１）以及相应的ψ

　．

ｌｍｐｑ变为下列形式：

Ｓｌｍｐｑ ＝Ｊｌｍ （１－δｌｍ）ｃｏｓψ
　．


ｌｍｐｑ ＋δｌｍｓｉｎψ

　．

ｌｍ［ ］ｐｑ ， （４．２７２）

Ｓ
ｌｍｐｑ ＝Ｊｌｍ （１－δｌｍ）ｓｉｎψ

　．

ｌｍｐｑ －δｌｍｃｏｓψ

　．

ｌｍ［ ］ｐｑ ， （４．２７３）
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ψ
　．


ｌｍｐｑ ＝ψ

　．

ｌｍｐｑ －ｍλｌｍ

＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ＋（ｌ－２ｐ）ω＋ｍΩｌｍ， （４．２７４）

Ωｌｍ ＝Ω－（ＳＧ ＋λｌｍ）． （４．２７５）
由Ｒｌｍ的表达式（４．２４６）或σ（２）

Ｓ （ｔ）的表达式（４．２５２）～（４．２５７）式可以
看出，当

ｌ－２ｐ＋ｑ＝ｍα，
即

珔ｎ
ｎｅ

＝ ｍ
ｌ－２ｐ＋ｑ

（４．２７６）

时，卫星平运动角速度与地球自转角速度成简单整数比，上述摄动解无意
义，这就是前面讨论Ｊ２，２项时所说的通约问题，（４．２７６）式即通约问题的判
别准则．显然，（ｎ－２ｐ＋ｑ）要取正值，即

ｌ－２ｐ＋ｑ＝１，２，…．
因此，对于任何一个卫星，几乎都存在通约问题．特别是２４ｈ卫星，所有田谐
项都引起通约问题．对于２ｈ近地卫星，有珔ｎ／ｎｅ＝１２，相应地ｍ＝１２，２４，…，
即Ｊ１２，１２，Ｊ１３，１２，…；Ｊ２４，２４，Ｊ２５，２４，…都会引起通约问题，只不过这些通约项含
有因子１／ｒ１３，…，１／ｒ２５，…，通约现象不显著．
当接近通约时，摄动解σ（２）

Ｓ （ｔ）中有些项相应地转化为长周期项，这与前
面Ｊ２，２项类似，不再论述．

§４．７　几类特殊卫星轨道

１．太阳同步卫星与极轨道卫星

太阳同步卫星，即其轨道升交点（经度为Ω）的进动速度Ω
　·

与地球绕日

公转的平运动速度ｎＳ相等的卫星，也就是说，该卫星轨道平面在空间的移
动与太阳向东运动（从地球上看）同步．这是一种常见的应用卫星，如我国的
第一代气象卫星风云１号等．极轨卫星是指轨道倾角ｉ＝９０°的卫星，其轨道

平面几乎不变，即Ω
　·

＝０．
这两种卫星轨道能否实现，可从地球非球形引力摄动导致的卫星轨道

变化规律中找到答案．根据§４．３中得到的结果，在主要带谐项（Ｊ２）的影响
下，轨道升交点经度变化的一阶长期项系数（即变率）为

Ω１ ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ．
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由此可知，当ｉ＝９０°时，轨道平面不动；又根据Ω１＝ｎＳ的条件，在给定ａ和ｅ
两个根数的前提下，可以确定倾角ｉ，使轨道平面的运动与太阳同步．但这
些都仅仅是根据一阶长期摄动项（当然，也是最主要的摄动项）的结果而得
出的结论，若完整地考虑各种摄动源的影响，上述结论是否还能保持，本节
将对此作进一步的阐明．
（１）卫星轨道变化的有关规律
上述两种卫星都涉及到轨道平面的定向问题，前者是进动速度保持定

值问题，而后者则是轨道平面保持不变的问题．关于轨道平面的两个定向根
数（ｉ，Ω），在受摄情况下，所满足的微分方程如下

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉＲ

ω－Ｒ（ ）Ω
，

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ
ｉ

烅

烄

烆
，

（４．２７７）

或

ｄｉ
ｄｔ＝ｒｃｏｓ（ｆ＋ω）

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎ（ｆ＋ω）

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｗ

烅

烄

烆
，

（４．２７８）

其中Ｒ是摄动函数，Ｗ 是摄动加速度的轨道平面法向分量，其他各量ａ，ｅ
等皆为常用的符号，不再说明．
根据前面几节的结果，我们已了解到如下几点：

１）对于地球非球形引力位的带谐项Ｊｌ（即Ｃｌ，０，ｌ＝１，２，…）部分，相应
的摄动函数Ｒ（Ｊｌ）与Ω无关，而且含有因子ｓｉｎｉ（奇次带谐项）或ｓｉｎ２ｉ（偶
次带谐项）．因此，相应的方程（４．２７７）有如下形式

ｄｉ
ｄｔ＝ｃｏｓｉΦ１（Ｊｌ；ａ，ｅ，ｉ，ω，Ｍ），

ｄΩ
ｄｔ ＝－ｃｏｓｉΦ２（Ｊｌ；ａ，ｅ，ｉ，ω，Ｍ

烅

烄

烆
），

（４．２７９）

显然，该方程有一特解

ａ＝ａ（ｔ），　ｅ＝ｅ（ｔ），　ω＝ω（ｔ），　Ｍ＝Ｍ（ｔ），

ｉ＝９０°，

Ω＝Ω０

烅
烄

烆 ，
（４．２８０）

其中Ω０ 为［０，２π）上的任意实数．
２）对于田谐项Ｊｌｍ（ｌ＝１，２，…，ｍ＝１，２，…，ｌ）部分，相应的摄动函数

Ｒ（Ｊｌｍ）不再有上述特征，既与Ω有关，又不再含有公共因子ｓｉｎｉ（或ｓｉｎ２ｉ），
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故对ｉ和Ω的变化而言，不再满足类似（４．２７９）的方程、但是，田谐项Ｊｌｍ对

卫星轨道的影响，除高轨卫星会因通约小分母的出现引起共振项外，仅有较
小的短周期效应，即相应于解（４．２８０）致使ｉ在９０°附近摆动，Ω在Ω０ 附近

摆动．
３）对于地球非球形引力摄动，消除角变量（包括快变量Ｍ 和慢变量Ω
和ω）后，即得到平均根数ｉ和Ω所满足的微分方程，有

ｄｉ
ｄｔ＝０，　ｉ＝ｉ０， （４．２８１）

ｄΩ
ｄｔ ＝－ｃｏｓｉ ３Ｊ２

２ｐ（ ）２ ｎ＋Ｏ（Ｊ２
２，Ｊ２ｌ）ψ（ａ０，ｅ０，ｉ０［ ］）． （４．２８２）

其中Ｊ２ｌ（ｌ＝２，…）对应偶次带谐项，ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝珔ａ０（１－珋ｅ２
０），ｎ＝珔ｎ０＝

珔ａ－３／２
０ ．这里顺便提一句，即使考虑日、月摄动，Ω的变化亦含有共同因子

ｃｏｓｉ，后面第五章中将要介绍．
（２）太阳同步卫星轨道的参数选择

根据上述特征（４．２８２）式和太阳同步轨道的要求Ω
　·＝ｎＳ，可得

ｎＳ ＝－ｃｏｓｉ ３Ｊ２

２ｐ２（ ）ｎ １＋
３Ｊ２

２ｐ（ ）２
３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（［｛ ）２ －

ｓｉｎ２ｉ ５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）２ －

３５
１８

Ｊ４

Ｊ（ ）２
２

６
７＋９

７ｅ
２－ｓｉｎ２ｉ ３

２＋９
４ｅ

２（ ））＋Ｏ Ｊ２ｌ

Ｊ（ ）２
２ ｌ≥

（ ］｝
３

．

（４．２８３）

当给定ａ，ｅ后即可确定相应的倾角ｉ＝ｉ（ｎＳ；ａ，ｅ）．严格地说，这里的ｉ和ａ，

ｅ均为ｉ和ａ，ｅ．但在进行轨道设计选择参数时，就可当作瞬时根数，而无需像
精密定轨那样严格要求．如果同时考虑日、月摄动，仅在（４．２８２）式右端增加
相应的项，除像２４ｈ地球同步卫星那样的高轨卫星外，所增加的项与Ｊ２

２ 项

相当．
关于太阳同步卫星轨道设计中主要参数ａ，ｅ，ｉ的选择问题，通常采用

近圆轨道，剩下的问题是ａ的选择，当ａ，ｅ确定后即可由（４．２８３）式确定ｉ
值．按（４．２８３）式由ａ，ｅ确定ｉ时，是否同时考虑一阶项（Ｊ２）和二阶项

（Ｊ２
２，Ｊ２ｌ）比只考虑一阶项好？事实上，无法真正严格地确定ｉ值，即使同时
考虑Ｊ２

２，Ｊ２ｌ和日、月等摄动项，也只能包含长期项，而且还有一些摄动因素
无法按（４．２８３）式考虑，那么，按前者选择就不一定比后者好．既然如此，还
是仅考虑一阶项既简单又实用，即
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ｃｏｓｉ＝－ｎＳ／
３Ｊ２

２ｐ２（ ）ｎ （４．２８４）

（３）极轨道的保持问题
根据前面第１段的阐述，在地球非球形引力位带谐项（Ｊｌ）的影响下，极

轨道是存在的，即

ｉ＝ｉ０＝９０°，Ω＝Ω０．
而同时考虑日、月摄动的长期的长期效应时亦有上述结论，对于静止（非旋
转）大气，亦不影响上述结论．因此，极轨道基本上能实现的，在周期摄动影
响下，真实的轨道平面将作相应的摆动．为此，下面给出算例，使读者了解这
一摆动的幅度．
以２ｈ卫星为背景，取初值

ｉ０＝９０°，Ω＝４５°，
对完整的摄动运动方程积分１０４ 圈（这一弧段已相当长），以显示极轨道保
持的状况，计算结果列与表４．１．
表４．１中四种类型分别为：

Ⅰ型：只考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 的摄动影响；

Ⅱ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 和Ｊ２，２的摄动影响；

Ⅲ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 和日、月引力的摄动影响；

Ⅳ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４，Ｊ２，２，日、月引力，太阳光压和大气阻力摄动的
影响．取光压和大气阻力摄动量级各为１０－７和１０－８，且不考虑地影和大气旋
转，故这两种摄动对轨道平面的影响不大，关于这一点，下一章会仔细介绍．

表４．１　极轨道的保持与变化范围

类型 ｉ／度 Ω／度

Ⅰ ９０．０（不变） ４５．０（不变）

Ⅱ ８９．９９３～９０．００１７ ４４．９９９９～４５．０３１０

Ⅲ ８９．９９６６～９０．０３７６ ４４．９７８５～４５．９３５９

Ⅳ ８９．９９７５～９０．０３９５ ４４．９９００～４６．０５９７

　　对于较高轨道（如Ｌａｇｅｏｓ卫星）的计算，所得结果的特征与２ｈ卫星基本相

同．由结果可以看出，前面的分析是正确的，极轨道是可以保持的，即使在各种
摄动力的影响下，运行时间足够长时，轨道平面的摆动范围仍然较小．

２．拱线静止轨道及其稳定性

拱线静止轨道即轨道半长轴指向不变的轨道，也就是说近地点幅角ω
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不变的轨道．这是另一类型的应用卫星，如美国１９８５年３月１２日发射的一
颗海洋测高卫星Ｇｅｏｓａｔ，就设计成这样的轨道．拱线静止轨道是靠相应的
小偏心率ｅ来维持的．确定的ｅ和ω值可以保持卫星地面高度在同一地区
几乎不变，这种轨道也称为冻结轨道（ｆｒｏｚｅｎｏｒｂｉｔ）．文献［１１］曾在仅考虑地
球非球形引力位Ｊ２和Ｊ３ 项摄动时，给出了这种轨道存在的条件，这里将对
其作较深入的分析与讨论．
（１）讨论拱线静止轨道存在的基本方程
根据前几节的讨论，考虑地球非球形引力摄动时，在历元地心平赤道系

中，略去岁差章动和极移的影响，卫星轨道变化满足下列方程

σ
　．＝ｆ（σ，ｔ，β）． （４．２８５）

这里σ即六个轨道向量

σ＝（ａ　ｅ　ｉ　Ω　Ω　Ｍ）Ｔ， （４．２８６）

Ｔ表示转置．（４．２８５）式右端向量函数ｆ中的β则表示地球非球形引力场参
数，ｆ显含ｔ，是地球自转（通过田谐项）的反映．显然，这一非自治系统（４．
２８５）不存在ω

　．＝０的特解，因此严格的拱线静止轨道是不存在的．
如果消除方程组（４．２８５）中的快变量（即分离出变化特征取决于平近点

角Ｍ 的短周期项，包括地球自转项），而对于非高轨卫星，田谐项部分又不
会产生摄动效应明显增强的共振项，那么方程组（４．２８５）就退化为下列４维
自治系统

Ｘ
　．
＝ｆ（Ｘ；Ｊｌ）

Ｘ＝（ａ　ｅ　ｉ　ω）烅
烄

烆 Ｔ
． （４．２８７）

这里的Ｘ实为仅消除短周期项的拟平均根数σ　，其变化只包含长期项和长
周期项，为了书写方便，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω．方程组（４．２８７）的右函数不仅不显
含ｔ，亦与轨道升交点经度Ω无关，故Ω和Ｍ 可与ａ，ｅ，ｉ，ω分离开．这就是
上述方程组（４．２８５）在分离出短周期项后退化为４维自治系统（４．２８７）的原
因．方程组（４．２８７）正是讨论拱线静止轨道存在性的基本方程，即在一定条
件下，该方程组存在对应ω

　．＝０的特解．
将方程组（４．２８７）中的右函数ｆ记为

ｆ＝

（ｆａ）
（ｆｅ）
（ｆｉ）
（ｆω

烄

烆

烌

烎）

＝

ｆ１

ｆ２

ｆ３

ｆ

烄

烆

烌

烎４

， （４．２８８）

则四个分量ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４ 分别为ａ，ｅ，ｉ，ω四个根数各自对应的右函数．若
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记

ｆｊ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）

ｊ ＝ｆ（１）
ｊ ＋ｆ（２）

ｊ ＋…＋ｆ（Ｎ）
ｊ ，

ｆ（ｋ）
ｊ ＝Ｏ（εｋ），　ｊ＝１，２，３，４

烅
烄

烆 ，
（４．２８９）

其中ε＝Ｊ２＝Ｏ（１０－３），ｆｊ各有如下特点

ｆ１ ＝ｆ（３）
１ ＋ｆ（４）

１ ＋…， （４．２９０）

ｆ（３）
１ ＝ｆ（３）

１ （Ｊ３
２），

ｆ１
（４）＝ｆ（４）

１ （Ｊ４
２

烅
烄

烆 ，…），
（４．２９１）

ｆｊ ＝ｆ（２）
ｊ ＋ｆ（３）

ｊ ＋ｆ（４）
ｊ ＋…，　ｊ＝２，３， （４．２９２）

ｆ（２）
ｊ ＝ｆ（２）

ｊ （Ｊ２
２，Ｊ３，Ｊ４，…），

ｆ（３）
ｊ ＝ｆ（３）

ｊ （Ｊ３
２，Ｊ２Ｊ３，Ｊ２Ｊ４，…），

ｆ（４）
ｊ ＝ｆ（４）

ｊ （Ｊ４
２，Ｊ２

２Ｊ３，Ｊ２
２Ｊ４，…，Ｊ２

３，Ｊ２
４，…，Ｊ２

ｌｍ

烅
烄

烆 ），

（４．２９３）

ｆ４＝ｆ（１）
４ ＋ｆ（２）

４ ＋ｆ（３）
４ ＋ｆ（４）

４ ＋…， （４．２９４）

ｆ（１）
４ ＝ｆ（１）

４ （Ｊ２），

ｆ（２）
４ ＝ｆ（２）

４ （Ｊ２
２，Ｊ３，Ｊ４，…），

ｆ（３）
４ ＝ｆ（３）

４ （Ｊ３
２，Ｊ２Ｊ３，Ｊ２Ｊ４，…），

ｆ（４）
４ ＝ｆ（４）

４ （Ｊ４
２，Ｊ２

２Ｊ３，Ｊ２
２Ｊ４，…，Ｊ２

３，Ｊ２
４，…，Ｊ２

ｌｍ）

烅

烄

烆 ．

（４．２９５）

不失一般性，右函数ｆ只取到３阶项（Ｊ２
ｌｍ项将不再出现），并以Ｊ３ 和

Ｊ４ 分别代表二阶奇次带谐项Ｊ２ｌ－１和偶次带谐项Ｊ２ｌ，ｌ＝１，２，３，…，因为右

函数中的这两部分能反映与讨论拱线静止轨道直接有关的“特征”，包括１
ｅ

因子以及含有幅角ω，３ω，…，２ω，４ω，…的三角函数的状况．于是有

ｄａ
ｄｔ＝ｆ１ ＝ｆ（３）

１ ， （４．２９６）

ｄｅ
ｄｔ＝ｆ２ ＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｆ３， （４．２９７）

ｄｉ
ｄｔ＝ｆ３ ＝ｆ（２）

３ ＋ｆ（３）
３ ， （４．２９８）

ｄω
ｄｔ＝ｆ４ ＝ｆ（１）

４ ＋ｆ（２）
４ ＋ｆ（３）

４ ． （４．２９９）

其中

ｆ（３）
１ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

３

ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ １－ｅ槡 ２·

１
３ｓｉｎ２ｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃ［｛ ｆ－
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ｓｉｎ２ｉ １７
１２－１９

８ｓｉｎ２（ ）ｉ － ｅ２

１－ｅ２
７
３ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）］ｉ ×

２ｅ２ｓｉｎ２ω－ １
１－ｅ２

１
３２ｓｉｎ４［ ］ｉ ４ｅ２ｓｉｎ４ ｝ω ， （４．３００）

ｆ（２）
３ ＝

３Ｊ２

２ｐ２）
２ｎｓｉｎ２ｉ ７

２４－５
１６ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１

６
（２－５

２ｓｉｎ２［ ）ｉｃ（ ］ｆ ｅ２×

ｓｉｎ２ω＋
３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ｎｓｉｎ２ｉ ９
２８－３

８ｓｉｎ２［ ］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω＋

３Ｊ３

４ｐ（ ）３ ｎｃｏｓｉ２－５
２ｓｉｎ２［ ］ｉ ｅｃｏｓω， （４．３０１）

ｆ（３）
３ ＝Ｉ１（Ｊ３

２；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｓｉｎ２ω＋［Ｉ２２（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｓｉｎ２ω＋
Ｉ２４（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ４ｓｉｎ４ω］＋［Ｉ３１（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅｃｏｓω＋
Ｉ３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅ３ｃｏｓ３ω］， （４．３０２）

ｆ（１）
４ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２ ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．３０３）

ｆ（２）
４ ＝ｆ（２）

４Ｃ ＋ｆ（２）
４Ｌ ， （４．３０４）

ｆ（２）
４Ｃ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

２

ｎ ４－１０３
１２ｓｉｎ２ｉ＋２１５

４８ｓｉｎ４（ ）ｉ［ ＋

ｅ２ ７
１２－３

８ｓｉｎ２ｉ－１５
３２ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

１－ｅ槡 ２ ２－１１
２ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）］ｉ －

３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ［ｎ １２
７ －９３

１４ｓｉｎ２ｉ＋２１
４ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

ｅ２ ２７
１４－２７

４ｓｉｎ２ｉ＋８１
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ， （４．３０５）

ｆ（２）
４Ｌ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

２ ［ｎ ｓｉｎ２ｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

４＋１－ｅ２

３ ｃ（ ）ｆ ＋

ｅ２ ２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉ ｃｆ－

ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ［ｎ －ｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ（２ ９
１４－１５

４ｓｉｎ２ｉ＋

２７
８ｓｉｎ４ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

３Ｊ３

４ｐ（ ）３ ｎ１［ｅ ｓｉｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２

ｓｉｎｉ
２－３５

２ｓｉｎ２ｉ＋３５
２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｓｉｎω， （４．３０６）

６３１ 航天动力学引论　



ｆ（３）
４ ＝ｆ（３）

４Ｃ ＋ｆ（３）
４Ｌ ， （４．３０７）

ｆ（３）
４Ｃ ＝ωｃ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）， （４．３０８）

ｆ（３）
４Ｌ ＝ω１（Ｊ３

２；ａ，ｅ，ｉ）ｃｏｓ２ω＋ω２２（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｃｏｓ２ω＋

ω２４（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｃｏｓ４ω＋ω３１（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）１
ｅｓｉｎω＋

ω３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅｓｉｎ３ω． （４．３０９）
上述各式中的有关量为

ｎ＝ａ－３／２，　ｐ＝ａ（１－ｅ２）， （４．３１０）

ｃｆ ＝ １
ｅ２ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
＝ ３

４＋Ｏ（ｅ２）． （４．３１１）

尽管ｆ（３）
３ 和ｆ（３）

４ 并未完全将具体形式写出，即Ｉ１（Ｊ３
２；ａ，ｅ，ｉ），…，

ω３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ），但已清楚地表明了相应函数的具体特征，即奇次和偶次带
谐项以及它们的联合项中分别包含ｓｉｎω，ｃｏｓω，…，ｓｉｎ２ω，ｃｏｓ２ω，…的区别，

特别是有关这些项中ｅ（或１
ｅ

）因子出现的不同形式；还有ａ，ｅ，ｉ和ω相应右

函数中出现上述各项的差异．这些正是讨论拱线静止轨道存在性所必须了
解的特征．
（２）拱线静止轨道———方程组（４．２９６）～（４．２９９）的特解
首先根据上一段给出的右函数特征之一，即对于ａ，ｅ，ｉ，右函数中出现

的是ｓｉｎ２ω，ｓｉｎ４ω，…，ｃｏｓω，ｃｏｓ３ω，…，当ω＝９０°和ω＝２７０°时，显然有

ｄａ
ｄｔ＝０，　ｄｅ

ｄｔ＝０，　ｄｉ
ｄｔ＝０．

再看右函数的特征之二，即对于ω，右函数中出现的是ｃｏｓ２ω，ｃｏｓ４ω，…，

ｓｉｎω，ｓｉｎ３ω，…，当ω＝９０°和ω＝２７０°时，分别有

ｃｏｓ２ω＝－１，　ｃｏｓ４ω＝１，…

ｓｉｎω＝±１，　ｓｉｎ３ω＝１，…
这里±或号依次分别对应ω＝９０°和ω＝２７０°．将ω值带入（４．２９９）式后即
可给出ａ，ｅ，ｉ所满足的一个关系式，从而获得ｅ＝ｅ（ａ，ｉ），只要该关系合理
即可．然而根据Ｊ２＞０，Ｊ３＜０，以ω＝２７０°代入方程（４．２９９）后，在一般条件
下，给出的结果ｅ＜０．因此，方程组（４．２９６）～（４．２９９）有如下特解

ａ≡ａ０，ｅ≡ｅ０，ｉ≡ｉ０，ω≡ω０＝９０°． （４．３１２）

ａ０，ｅ０，ｉ０ 所满足的关系如下

ｅ０ ｛＝ ３（－Ｊ３）
４ｐ

ｓｉｎ ［ｉ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ－ ｅ２

ｓｉｎ２ （ｉ ２－３５
２ｓｉｎ２ｉ＋３５

２ｓｉｎ４ ）］ｉ ＋
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Ｏ Ｊ５

ｐ３（ ）｝，… ｛× ３Ｊ２

２
２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ ３Ｊ２

２（ ）ｐ ［２

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

３－７９
２４ｓｉｎ２（ ）ｉ －ｅ２ ５

１２－１９
８ｓｉｎ２＋７５

３２ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ４ ］） ＋

３５（－Ｊ４）
８ｐ ［２

１２
７ －９３

１４ｓｉｎ２ｉ＋２１
４ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋ｅ２ ２７

１４－２７
４ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

８１
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ＋Ｏ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４，…）Ｃ－
３Ｊ２

２（ ）ｐ ［２

ｓｉｎ２ｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

１
４＋１－ｅ２

３ ｃ（ ）ｆ ＋ｅ２ ２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉｃｆ－

ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ －

３５（－Ｊ４）
８ｐ ［２ ｓｉｎ２ｉ ９

１４－３
４ｓｉｎ２（ ）ｉ －ｅ（２ ９

１４－１５
４ｓｉｎ２ｉ＋

２７
８ｓｉｎ４ ）］ｉ （＋ Ｏ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４，Ｊ２Ｊ３，…）｝Ｌ

－１

． （４．３１３）

该式右端出现的ａ，ｅ，ｉ皆为ａ０，ｅ０，ｉ０，ｐ＝ａ０（１－ｅ２
０），而Ｏ（…）Ｃ 和Ｏ（…）Ｌ则

表示相应的长期和长周期部分对应的项．若ｉ０ 不十分接近临界角ｉｃ＝

６３°２６′，即当｜２－５
２ｓｉｎ２ｉ０｜＞１０－３时，上式的主要部分为

ｅ０ ＝ －Ｊ３

Ｊ（ ）２

１
２ａ０

ｓｉｎｉ０ １＋Ｏ（ｅ２
０［ ］）＝Ｏ（１０－３）， （４．３１４）

这表明拱线静止轨道是以近圆轨道实现的．当ｉ０→ｉｃ进入临界角范围，则将
出现相应的轨道共振问题，见参考文献［１２］．

（４．３１２）式和（４．３１３）式即拱线静止轨道解及相应轨道根数之间的关
系，给定ａ０，ｉ０ 后就可确定相应的ｅ０ 值，而ω０≡９０°，近地点指向不变．至于
根数Ω的变化（东进或西退）对该轨道特征无影响．
根据右函数中表现出的规律，除Ｊ２和Ｊ３ 项外，同时考虑Ｊ２ｌ－１项，Ｊ２ｌ项

（ｌ＝２，３，…）和田谐项Ｊｌｍ，也不会改变上述结论（指平均系统）．但这仅仅是
地球卫星的情况，对于不同的中心天体将有不同的结论．从上述特解可以看
出，奇次带谐项Ｊ２ｌ－１将起着重要作用，只是地球非球形引力位的Ｊ５，Ｊ７，…
相对Ｊ３ 而言较小，不改变前面的结论，而对月球则不然，相应的Ｊ５，Ｊ７，Ｊ９

项相对Ｊ３ 项而言，对低轨卫星更重要，冻结轨道的解有差别，详见参考文献
［１３］和［１４］．
（３）拱线静止轨道解的稳定性问题
上述轨道解所对应的是一个平均系统的特解，那么在原完整力学系统
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中，这种特解所固有的特征———拱线指向不变是否还能保持，这就涉及到该
特解的稳定性问题．若仅限于线性意义下的稳定性，那是容易回答这一问题
的，略去证明过程，结论为：拱线静止轨道对应的特解（４．３１２）是稳定的．
至于非线性情况，特别是除地球非球形引力摄动外，还有更复杂的摄动

因素，对相应的完整力学系统，上述特解是否还保持稳定，目前还难以回答．
但人们关心的是在有限扰动下，这种轨道特征的变化状况．因此，用具体计
算来表明该轨道特征的保持或变化，显得更具实际意义．计算表明，如果适
当选取初始条件可以使拱线在较长间隔内保持小范围摆动的状态，即这种
特殊轨道在一定条件下是可以实现的．不过，实际轨道中拱线的摆动（甚至
摆动幅度较大），在具体工程任务中是要考虑的，特别是需要在较长间隔内
保持拱线“静止”状态的那种应用卫星．

３．地球同步卫星的运动特征及其漂移

地球同步卫星的轨道周期与地球自转周期相同，除周期相同外，如果轨
道面又与地球赤道面“重合”（即轨道倾角ｉ≈０），且偏心率ｅ≈０，这种卫星
相对地面固定点将是静止的，所以也称为地球静止卫星，常作为通信卫星．
关于这种卫星，地球非球形引力位的田谐项（特别是Ｃ２，２，Ｓ２，２项）对其轨道
的摄动作用会产生一种通约小分母所导致的共振项．这种卫星轨道的一个
基本特征，即当轨道周期有误差时，只要误差在一定范围内，它会围绕地球
赤道短轴方向摆动，却不会远离原定点方向“漂移而去”．这里将直接从原运
动方程着手，阐明在一定条件下它围绕地球赤道短轴方向摆动的力学机制．
（１）运动方程
考虑地球非球形引力位中的主要项（扁率项和椭率项）Ｊ２和Ｊ２，２项的影

响，引用地心赤道坐标系Ｏ ｒ，λ，，略去岁差、章动和极移，并采用标准计
算单位，则相应的地球引力位函数为

　Ｖ ＝ １
ｒ

１－Ｊ２

ｒ２ Ｐ２（ｓｉｎφ）＋Ｊ２，２

ｒ２ Ｐ２，２（ｓｉｎφ）ｃｏｓ２［ ］λ

＝ １
ｒ －Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ ＋Ｊ２，２

ｒ３ （３ｃｏｓ２
φ）ｃｏｓ２λ． （４．３１５）

其中λ是卫星相对地球赤道长轴方向（该方向在地固坐标系中的经度为

λ２，２）的经度，这在前面§４．４中已有阐述．
在上述球坐标系中，卫星的位置矢量ｒ和速度矢量ｒ　

．
的表达如下

ｒ＝
ｒ烄

烆

烌

烎

０
０

， （４．３１６）
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ｒ　
．
＝

ｒ　
．

ｒｃｏｓφλ
　．

ｒφ
　

烄

烆

烌

烎．

， （４．３１７）

其中

λ
　．

＝λ

＋Ｓ　

．
２，２＝λ


＋ｎｅ， （４．３１８）

ｎｅ即地球自转角速度．相应的卫星的动能（去掉质量因子）Ｔ即表示为

Ｔ＝１
２

（ｒ　
．２＋ｒ２ｃｏｓ２

φλ
　．
２＋ｒ２

φ
　．２）． （４．３１９）

根据动力学中运动方程的拉格朗日形式

ｄ
ｄｔ

Ｔ
ｑ

　（ ）． －Ｔ
ｑ ＝Ｖ

ｑ
，

ｑ＝
ｒ
λ
烄

烆

烌

烎φ

，ｑ
　．
＝

ｒ　
．

λ
　．

φ
　

烄

烆

烌

烎
．

烅

烄

烆

，
（４．３２０）

可给出卫星运动的基本方程如下

ｒ　 －ｒｃｏｓ２
φλ

　．
２－ｒφ

　．２ ＝－１
ｒ２ ＋３Ｊ２

ｒ４
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ －

　　９Ｊ２，２

ｒ４ ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ，

ｄ
ｄｔ

（ｒ２ｃｏｓ２
φλ

　．
）＝－６Ｊ２，２

ｒ３ ｃｏｓ２
φｓｉｎ２λ，

ｄ
ｄｔ

（ｒ２
φ
　．）＋１

２ｒ
２ｓｉｎ２φλ

　．
２ ＝３Ｊ２

２ｒ３ ｓｉｎ２φ－３Ｊ２，２

ｒ３ ｓｉｎ２φｃｏｓ２λ

烅

烄

烆
．

（４．３２１）

（２）运动方程的特解———地球同步卫星的运动特征
不难证明，方程（４．３２１）存在如下特解

ｒ　
．
≡ｒ０，　λ≡λ０，　φ≡０． （４．３２２）

证明如下：
此时有

　　　　　　　　　　ｒ　
．
＝０，　　ｒ　＝０；

λ
　．

＝λ


＋ｎｅ＝ｎｅ，　λ

＝０；

φ
　．＝０，　φ

＝０．
以此代入运动方程（４．３２１）得
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－ｒ０ｎ２
ｅ ＝－１

ｒ２
０
－３Ｊ２

２ｒ４
０
－９Ｊ２，２

ｒ４
０

ｃｏｓ２λ，

０＝６Ｊ２，２

ｒ３
０

ｓｉｎ２λ０，

０＝０

烅

烄

烆 ，

（４．３２３）

只要能由该方程确定ｒ０ 和λ０ 即得证．由方程（４．３２３）的第二式可知

λ０＝λ０１，λ０２，

λ０１＝９０°，２７０°，

λ０２＝０°，１８０°

烅

烄

烆 ．

（４．３２４）

由此，第一式变为下列形式：

ｒ０ｎ２
ｅ＝１

ｒ２
０
＋ ３Ｊ２

２ｒ４
０

９Ｊ２，２

ｒ［ ］４
０

， （４．３２５）

其中Ｊ２，２项前的“－”号和“＋”号分别对应λ０１和λ０２．ｒ０ 的解可写成

ｒ－３
０ ＝ｎ２

ｅ－ ３
２Ｊ２９Ｊ２，（ ）２ ／ｒ５

０． （４．３２６）

该式确实可得ｒ０ 的两个实解．由于Ｊ２，Ｊ２，２是小量，可用简单迭代法求解

ｒ０，最后得运动方程（４．３２１）的两个特解，即

ｒ≡ｒ０１，　λ≡λ０１＝９０°，２７０°，　φ≡０； （４．３２７）

ｒ≡ｒ０２，　λ≡λ０２＝０°，１８０°，　φ≡０． （４．３２８）
这两个特解分别表示卫星定点在地球赤道短轴和长轴上空．如果取

Ｊ２＝１．０８２６３７×１０
－３，Ｊ２，２＝１．７７１１５６×１０

－６，
则由（４．３２６）式解得

ｒ０１＝４２１６４．７１３４６ｋｍ（短轴上空）， （４．３２９）

ｒ０２＝４２１６４．７２３７１ｋｍ（长轴上空）． （４．３３０）
上述特解即平衡解．容易证明解（４．３２７）和（４．３２８）分别对应中心和鞍

点，后者是不稳定的，前者容易证明是线性稳定的．至于在非线性意义下是
否稳定，这并无实际意义，关键在于同时考虑其他摄动因素时（即不同性质
的有限扰动），该平衡解是否稳定，或者说得确切一些，即在此情况下，卫星
是否在上述稳定平衡点（地球赤道短轴上空）附近“摆动”．这里的特征量即

λ，如果稳定，则λ在平衡位置９０°（或２７０°）附近的变化范围Δλ应小于±９０°，
实际计算证实了这一特征，具体变化特点如下：

１）同步卫星在地球赤道短轴上空附近摆动的特征明显，并不因初始轨
道周期有误差就从平衡点漂移离去而不返回．

２）仅考虑地球非球形引力摄动时，ｅ和ｉ的变化很小，而考虑日、月引
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力和光压摄动后，则变化范围明显增大，特别是轨道倾角ｉ，这是低轨卫星
轨道变化没有的现象．关于这一问题，下一章中将要介绍，主要原因是日、月
引力（特别是月球引力）摄动效应所致．
根据地球同步卫星运动的特点，作为地球上空的定点通信工具显然是

可行的，这已广为采用．但不可能都定点在地球赤道短轴上空的两个位置上
（即东经７５°和西经１０５°），因此，就有东西向漂移问题和倾角变化引起的南
北漂移现象，这都需要不断进行轨控．

§４．８　双曲线轨道的扁率摄动

对于深空探测器的运动，当它从地球停泊轨道上飞抵目标天体附近时，
未变轨前，相对目标天体的运动通常是双曲线轨道．要使其变为绕目标天体
运动的轨道器，就必须再次变轨，将双曲线轨道变为椭圆轨道；或者仅需要
接近探测过程中的某个目标天体，绕飞或接近目标天体后离去．无论是前一
种探测形式，还是后一种，探测器接近目标天体时，相对该天体总有一段运
行轨道是双曲线轨道．为了更好了解探测器的运动状态，给地面测控系统或
者星上自主设备提供必要的轨道信息（不仅仅是孤立点上的位置速度值），
有必要对双曲线轨道的变化特征进行研究，给出类似椭圆轨道变化的一些
基本特征．而接近目标天体时，该天体的扁率效应显然是主要的，因此这一
节将给出双曲线轨道在扁率摄动影响下的变化规律．
仍采用标准单位系统，即长度、质量和时间单位取下列值：

［Ｌ］＝Ｒｅ（中心天体赤道半径）
［Ｍ］＝Ｍ０（中心天体质量）．
［Ｔ］＝（Ｒ３

ｅ／ＧＭ０）１／
烅
烄

烆 ２

（４．３３１）

在此计算单位系统中，Ｇ＝１，μ＝ＧＭ０＝１．
扁率（Ｊ２）项对应的摄动函数为

　　Ｒ＝－Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２

＝ Ｊ２

２ａ３
ａ（ ）ｒ

３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋３

２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２［ ］ｕ ， （４．３３２）

其中ｕ＝ｆ＋ω．将Ｒ代入摄动运动方程（３．７５）即可得轨道变化对应的
小参数方程：

σ
　．＝ｆ（σ，ｔ；ε）． （４．３３３）

由于双曲线轨道是“开放的”，近点角ｆ和Ｍ 的变化不同于椭圆轨道，
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故相应摄动解无长期项和周期项之分，因此可将轨道解记为

σ（ｔ）＝σ（ｔ０）＋Δσ（ｔ）． （４．３３４）
根据解的特征，这里的Δσ（ｔ）又记为下列形式：

Δσ＝σＳ（ｔ）－σＳ（ｔ０）． （４．３３５）
式中σＳ（ｔ）的一阶形式如下（略去推导过程）：

ａＳ（ｔ）＝－３Ｊ２

２ａ
ａ（ ）ｒ

３ ２
３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２ｆ＋２ω［ ］），

ｅＳ（ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ （１＋ｅ２｛ ）４ ｃｏｓｆ＋ｅ

２ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２

１２ｃｏｓ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅ２ｃｏｓ（ｆ－２ω）＋ １

４＋１１
１６ｅ（ ）２

ｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋５
４ｅｃｏｓ（２ｆ＋２ω）＋ ７

１２＋１７
４８ｅ（ ）２

ｃｏｓ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｅｃｏｓ

（４ｆ＋２ω）＋１
１６ｅ

２ｃｏｓ（５ｆ＋２ω ］｝） ，

（４．３３７）

ｉＳ（ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２
１
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ｅ

２ｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋１
２ｃｏｓ（２ｆ＋２ω）＋

ｅ
６ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］）， （４．３３８）

ΩＳ（ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ ［ｉ （ｆ＋ｅｓｉｎｆ）－ｅ
２ｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２ｓｉｎ（２ｆ＋２ω）－ｅ

６ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］）， （４．３３９）

ωＳ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）＋３Ｊ２

２ｐ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ｆ＋ １

ｅ ＋３
４（ ）ｅｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅｓｉｎ

（ｆ－２ω）－ １
４ｅ－７

１６（ ）ｅ

ｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋３
４ｓｉｎ（２ｆ＋２ω） （＋ ７

１２ｅ＋１１
４８ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋１

１６ｅｓｉｎ
（５ｆ＋２ω ］｝） ， （４．３４０）

ＭＳ（ｔ）＝ ３
２ａａＳ（ｔ０）Ｍ＋３Ｊ２

２ｐ２ （ｅ２－１槡 ｛） １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －１
４（ ）ｅ

ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅｓｉｎ

（ｆ－

２ω）－ １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ ７
１２ｅ－１

４８（ ）ｅ ｓｉｎ（３ｆ＋
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２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋１

１６ｅｓｉｎ
（５ｆ＋２ω ］｝） ， （４．３４１）

上述各式中ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０，Ω＝Ω０，ω＝ω０，Ｍ＝Ｍ（ｔ），Ｍ０＝Ｍ（ｔ０）．
以月球探测器为例，探测器飞抵月球作用范围边界时，相对月球为双曲

线运动．作为算例，选取向月飞行轨道的一种，即探测器到达该作用范围边
界（月心距为５７８００ｋｍ＝３３．２６Ｒｅ，Ｒｅ＝１７３８ｋｍ是月球赤道半径）时，相对
月球的速度为０．９０３７８３４０３ｋｍ／ｓ＝０．５３８１０５０１９，相应的近月点高度为

１００ｋｍ．这一双曲线轨道（这里取顺行轨道，对逆行轨道，计算情况相同）的

６个初始根数为

ａ０＝４．３５８７２８１９８，　Ω０＝４５°，

ｅ０＝１．２４２６２５２２２，　ω０＝４５°，

ｉ０＝４５°，　　　Ｍ０＝－３３８°．８８８６６３３０
烅
烄

烆 ．

（４．３４２）

分别用高精度数值解（积分器为ＲＫＦ７（８）［１５］）和上述摄动分析解，计
算探测器从进入月球作用范围（图４．２中的Ａ点）到飞离作用范围（图４．２
中的Ｂ点）这一关键弧段上双曲线轨道的变化．按二体问题，这一弧段的飞
行时间为１ｄ．２８９２６６８＝１８５６ｍ．５４４１９２，计算结果列于表４．２．

表４．２　两种方法给出的根数和坐标速度矢量的结果

根数 数值法 分析法 坐标速度 数值解 分析解

ａ（Ｒｅ）４．３５８７２８０４１２８０４．３５８７２８０４１２７７ ｘ（Ｒｅ） －２２．５０３７９４６９１７－２２．５０３７９４６６２３

ｅ １．２４２６３１８５３１５ １．２４２６２３１８１８６０ ｙ（Ｒｅ） －２４．４５１７２１９０１０－２４．４５１７２１９７１９

ｉ（°） ４４．９９９７３２４６９６ ４４．９９９７３２０１９８ ｚ（Ｒｅ） －１．３９５６４７６３５０ －１．３８５６４７０５９１

Ω（°） ４４．９８５７３２２４５９ ４４．９８５７３３３２４４ｘ　．（ｋｍ／ｓ）－０．５６７１８６４９７１ －０．５６７１８６４９６８

ω（°） ４５．０１５００３９７４４ ４５．０１５００２３３６２ｙ
　．（ｋｍ／ｓ）－０．６９７５５６３４３３ －０．６９７５５６３４５７

Ｍ（°）３３８．８８８５８３５７６３３３８．８８８５８３５４０７ｚ　．（ｋｍ／ｓ）－０．０９２４０７２３６５ －０．０９２４０７２２０１

图４．２　双曲线轨道

　　从计算结果可以看出，以数值解为
标准，分析解的误差也只有１０－８，这于

上述一阶摄动解的精度是相当的，在这
一弧段上，月球扁率摄动量级为１０－５～

１０－４，而且又是保守力摄动，二阶摄动

的量级应为１０－８．对于探测器的运动，

另一种重要摄动源是第三体（地球）的
引力摄动，但其影响不会超过月球扁率
摄动．故上述双曲线轨道的一阶摄动分
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析解还是有其实际意义的，而建立第三体引力摄动也并不困难．
这一章结合卫星运动中最主要的摄动源———中心天体非球形引力摄

动，对构造小参数幂级数解的方法及其具体过程作了详尽的阐述，剩下的问
题是级数解中出现的奇点如何处理？关于根数变化的周期项中出现的小ｅ
和小ｉ问题，只要采用第三章§３．３中提出的无奇点根数即可．另一个奇点
问题是长周期项中出现的通约（通常所说的小分母）问题，这是平均根数法
带来的，作为本章的结束，对此再作必要的阐述，简要介绍问题解决的一种
途径．
针对平均根数法出现该问题的特点，可对摄动法采用更进一步的改进，

即用拟平均根数代替平均根数作为参考解．拟平均根数的定义与平均根数
稍有差别，但仍用σ　（ｔ）表示，精确到二阶长期项的表达式如下：

σ　（ｔ）＝σ　０＋（δ珔ｎ０＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）＋Δσ（１）
Ｌ （ｔ），

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０），

σ　０ ＝σ０－［σ（１）
Ｓ （ｔ０）］．

相应的瞬时根数σ（ｔ）即由下式表达：

σ（ｔ）＝σ　（ｔ）＋σ（１）
Ｓ （ｔ）．

因为通约问题发生在长周期项中，故应对其另行处理，将其变化

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）以二阶长期项对待，放入拟平均根数中，由此即可解决相应的小分
母问题．在此参考解的基础上即可构造相应的无奇点的小参数幂级数解，其
原理和过程与平均根数法类似，详见参考文献［３～５］．
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第５章　第三体引力摄动、非引力
　　　　摄动及后牛顿效应　　　

　　对于可以处理成受摄二体问题的航天器运动而言，除中心天体的非球形
引力摄动外，还有另外几类摄动源，即第三体（其他天体）引力摄动，非引力摄
动（大气的耗散效应和一般情况下的太阳辐射压作用）及后牛顿效应等．
就人造地球卫星的运动而言，第三体主要指太阳和月球，即通常所说的

日、月摄动，如果是环月轨道器的运动，则第三体即地球和太阳．不管是第三体
引力摄动，还是非引力中的太阳辐射压摄动和大气阻力摄动，都将涉及到太
阳的坐标或太阳和月球的坐标．因此本章将首先介绍日、月坐标的计算方法．

§５．１　日、月坐标

对于轨道摄动的分析解，着重的是卫星轨道变化规律，并不要求高精
度．因此，计算可采用日、月平均轨道，即长期进动椭圆，而在几天的弧段内，
还可采用“不变椭圆”轨道．下面给出日、月在历元地心平赤道坐标系中的位
置计算方法和相应的计算公式．

１．日、月的平均轨道

太阳在Ｊ２０００．０地心天球坐标系（即地心平赤道坐标系）中的平均轨道
根数σ　′为［１］

珔ａ＝１．０００００１０２（ＡＵ），　ＡＵ＝１．４９５９７８７０×１０８ｋｍ，

珋ｅ＝０．０１６７０９，

ｉ＝ε＝２３°．４３９３，

Ω＝０°．０，

珔ω＝２８２°．９３７３＋０°．３２Ｔ，

Ｍ＝３５７°．５２９１＋０°．９８５６ｄ

烅

烄

烆 ，

（５．１）

月球在Ｊ２０００．０地心平黄道坐标系中的平均轨道根数σ′为［１］



ａ＝３８４７４７．９８１ｋｍ，

ｅ＝０．０５４８８０，

ｉ＝Ｊ＝５°．１２９８，

Ω＝１２５°．０４４６－１９３４°．１４Ｔ，

ω＝３１８°．３０８７＋６００３°．１５Ｔ，

Ｍ＝１３４°．９６３４＋１３°．０６５０ｄ

烅

烄

烆 ，

（５．２）

上述两公式中出现的Ｔ 和ｄ 分别为由标准历元Ｊ２０００．０起算的世纪数和
儒略日．

２．日、月在历元（Ｊ２０００．０）地心平赤道坐标系中的轨道根数σ′

在日、月引力摄动解中将会出现的轨道根数σ′：ａ′，ｅ′，ｉ′，Ω′，ｕ′＝ｆ′＋

ω′，对太阳有

ａ′＝ａ，　ｅ′＝ｅ，　ｉ′＝ｉ＝，　Ω′＝０°．０，

ｕ′＝ｆ＋ω
烅
烄

烆 ．
（５．３）

其中ｆ将通过解Ｋｅｐｌｅｒ方程由ｅ，Ｍ 给出Ｅ，再由Ｅ，Ｅ给出该真近点角．对
月球有

ａ′＝ａ，　ｅ′＝ｅ． （５．４）
而ｉ′，Ω′，ｕ′的计算公式如下：

ｃｏｓｉ′＝ｃｏｓｃｏｓＪ－ｓｉｎｓｉｎＪｃｏｓΩ，

ｓｉｎｉ′＝ １－ｃｏｓ２槡 ｉ′
烅
烄

烆 ，
（５．５）

ｓｉｎΩ′＝ｓｉｎＪｓｉｎΩ
ｓｉｎｉ′

，

ｃｏｓΩ′＝ｃｏｓＪ－ｃｏｓｃｏｓｉ′
ｓｉｎｓｉｎｉ′

烅

烄

烆
，

（５．６）

ｕ′＝（ｆ＋ω＋Ω）－（Ω－φ），

ｓｉｎ（Ω－φ）＝ｃｏｓｓｉｎΩ
ｓｉｎｉ′ ｓｉｎＪ－ｓｉｎｓｉｎ２Ω

ｓｉｎｉ′ ｓｉｎ２ Ｊ
２

烅
烄

烆
．

（５．７）

在日、月引力摄动长周期项中将要涉及到变率Ω′Ｃ 和ｎ′，对太阳，见（５．１），
有

Ω′Ｃ＝０，ｎ′＝０°．９８５６／ｄ． （５．８）
对月球，由（５．５）和（５．６）式给出

Ω′Ｃ＝
ｓｉｎＪ

ｃｏｓＪ－ｃｏｓ２（ ）ｃｏｓΩ·Ω

，

ｎ′＝１３°．０６５０／ｄ
烅
烄

烆 ，
（５．９）
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其中Ω

由（５．２）式Ω的计算公式给出，即－１９３４°．１４／Ｔ，Ｔ是世纪数．

§５．２　第三体引力摄动

关于第三体引力摄动，基本上有两大类．一种是外摄情况，即摄动天体
到中心天体的距离ｒ′大于运动天体（卫星）到中心天体的距离ｒ，即（ｒ／ｒ′）＜
１．另一种是内摄情况，即（ｒ′／ｒ）＜１．对于外摄情况，有两种可能，ｒ／ｒ′１或

ｍ′Ｍ（这里ｍ′和Ｍ 分别为摄动天体即第三体的质量和中心天体的质
量），或两者兼而有之．对于内摄情况，则有些不同，通常要求ｍ′Ｍ，而并
不需要ｒ′／ｒ１；如果同时有ｒ′／ｒ１，即摄动天体非常靠近中心天体，在此
情况下，往往改为讨论运动天体相对中心天体和第三体两者质心的运动．
就低轨卫星（不仅是低轨地球卫星）的运动而言，显然属于外摄情况．对

图５．１　三天体的相对位置

于地球卫星，在历元地心平赤道坐标系
中，运动方程如下：

ｒ
．．

＝－ＧＭ
ｒ３ｒ－Ｇｍ′ Δ

Δ３ ＋ｒ′
ｒ′（ ）３ ．

其中各量见图５．１，如采用标准计算单
位，则上式变化如下简单形式：

ｒ
．．

＝－ｒ
ｒ３ －ｍ′ Δ

Δ３ ＋ｒ′
ｒ′（ ）３ ， （５．１０）

这里ｍ′是第三体的以中心天体质量Ｍ 为单位的无量纲质量．相应的摄动
函数Ｒ的形式如下：

Ｒ＝ｍ′ １
Δ － ｒ

ｒ′２ｃｏｓ（ ）ψ ，

ｃｏｓψ＝ ｒ（ ）ｒ
· ｒ′（ ）ｒ′

烅

烄

烆 ．
（５．１１）

对于外摄情况有

１
Δ ＝ （ｒ２＋ｒ′２－２ｒｒ′ｃｏｓψ）－１／２

＝ １
ｒ′∑

∞

ｌ＝０
Ｐｌ（ｃｏｓψ）ｒ（ ）ｒ′

ｌ
， （５．１２）

其中Ｐｌ（ｃｏｓψ）是上一章出现过的勒让德多项似式，上一章已出现过，只不
过变量ｓｉｎφ变为ｃｏｓψ，有
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Ｐ０（ｃｏｓψ）＝１，Ｐ１（ｃｏｓψ）＝ｃｏｓψ，

Ｐ２（ｃｏｓψ）＝ ３
２ｃｏｓ２

ψ－１
２

烅
烄

烆
，

将这些关系引入（５．１１）式得

Ｒ＝ｍ′ ｒ２

ｒ′３
３
２ｃｏｓ２

ψ－（ ）１
２ ＋ｒ３

ｒ′４
５
２ｃｏｓ３

ψ－３
２ｃｏｓ（ ）ψ ＋［ ］… ．

（５．１３）
对于低轨人造地球卫星而言，日、月引力摄动量级为二阶小量，即由

（５．１０）式给出下列估计：

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜≈
ｍ′（ ）Ｍ

ｒ（ ）ｒ′
３

＝Ｏ Ｊ２（ ）２ ．

就一阶摄动解而言，只需要给出二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）、一阶长周期项σ（１）
Ｌ （ｔ）

和轨道半长径ａ的二阶短周期项．但考虑到对稍高的地球卫星，以及其他类
型的探测器，第三体引力摄动的重要性，这里仍将六个轨道根数的二阶短周
期项一并给出．而且，日、月引力摄动将用“同一”公式表达，应用时可分开．
既然日、月摄动量为二阶小量，则相应的摄动函数（５．１３）式可取为下列简单
形式：

Ｒ＝ｍ′
ｒ′３ｒ２ ３

２ｃｏｓ２
ψ－（ ）１

２ ． （５．１４）

利用位置矢量与根数的关系（见第二章§２．３），不难导出

ｃｏｓψ＝Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ． （５．１５）
其中

Ａ＝ １
４

｛（１－ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω－θ＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω－θ

－ｕ′）］＋（１＋ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω＋θ－ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω＋θ＋ｕ′）］＋２ｓｉｎｉｓｉｎｉ′［ｃｏｓ（ω－ｕ′）－
ｃｏｓ（ω＋ｕ′）］｝， （５．１６）

Ｂ＝－１
４

｛（１－ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω－θ＋ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω－θ－ｕ′）］＋（１＋ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω＋
θ－ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω＋θ＋ｕ′）］＋２ｓｉｎｉｓｉｎｉ′［ｓｉｎ（ω－ｕ′）－
ｓｉｎ（ω＋ｕ′）］｝， （５．１７）

这里

θ＝Ω－Ω′，ｕ′＝ｆ′＋ω′． （５．１８）
所有带“′”的根数ｉ′，Ω′，ω′，ｆ′等均为摄动天体相对同一中心天体的轨道根
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数，下面不再说明．将ｃｏｓψ代入（５．１４）式，得

Ｒ＝ ３
２βα

２ ｒ（ ）ａ ［２

－１
３＋１

２
（Ａ２＋Ｂ２）＋

１
２

（Ａ２－Ｂ２）ｃｏｓ２ｆ＋ＡＢｓｉｎ２ ］ｆ ， （５．１９）

β＝ｍ′／ｒ′３． （５．２０）

对于 ｒ（ ）ｒ′ １的外摄情况，上述表达式比较理想，因为在这种情况下，只有运

动天体的真近点角ｆ是快变量，而Ω，ω和摄动天体的Ω′，ω′，ｆ′都是慢变量，
上述表达式正好将快、慢变量完全分离开，这便于求相应摄动解的各种摄动项．
利用下列平均值

ｒ（ ）ａ
２

＝１＋３
２ｅ

２，ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２，ｒ（ ）ａ
２

ｓｉｎ２ｆ＝０， （５．２１）

可将摄动函数Ｒ分解为

Ｒ＝ＲＣ＋ＲＬ＋ＲＳ， （５．２２）

ＲＣ ＝ ３
２βα

２ Ｃ １＋３
２ｅ（ ）［ ］２ ， （５．２３）

ＲＬ ＝ ３
２βα

２ Ｌ１ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋Ｌ２

５
２ｅ（ ）［ ］２ ， （５．２４）

ＲＳ ＝ ３
２βα ｛２ Ｓ１

ｒ（ ）ａ
２

－ １＋３
２ｅ（ ）［ ］２ ＋Ｓ２

ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ－５
２ｅ［ ］２ ＋

Ｓ３
ｒ（ ）ａ

２

ｓｉｎ２ ｝ｆ ． （５．２５）

其中

Ｃ＝ １
６

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （５．２６）

Ｌ１ ＝ １｛１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋２ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－
ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］＋

４１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］， （５．２７）

Ｌ２ ＝ １｛１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋ｓｉｎ２ｉＤ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ｝５ ， （５．２８）

Ｓ１＝Ｃ＋Ｌ１， （５．２９）
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Ｓ２＝Ｌ２， （５．３０）

Ｓ３ ＝－１｛１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋ｓｉｎ２ｉＤ８＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ｝１０ ． （５．３１）

关于Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄ１０的表达式如下：

Ｄ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′），

Ｄ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．３２）

Ｄ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ７ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ω＋２ｕ′），

Ｄ８ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ９ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ１０ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．３３）

将上述分解后的摄动函数ＲＣ，ＲＬ 和ＲＳ 分别代入摄动运动方程，即可
给出卫星轨道变化所满足的小参数方程，同时考虑一阶量Ｊ２（扁率项），有

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，Ｊ２）＋ｆ２（σ，β）． （５．３４）

其中ｆ２ 有三项，即

ｆ２ ＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ＋ｆ２Ｓ． （５．３５）
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采用平均根数法构造小参数幂级数解，在一阶摄动意义下，下面给出第三体
引力摄动相应的摄动项［２］．

１．长期项σ２（ｔ－ｔ０）的变率σ２

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０， （５．３６）

Ω２ ＝－ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－１／２ｎｃｏｓｉ，（５．３７）

ω２ ＝ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１

２ｅ［ ］２ （１－ｅ２）－１／２ｎ，

（５．３８）

Ｍ２ ＝－ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ７

３＋ｅ（ ）２ ｎ． （５．３９）

各式右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ，和ｎ均为平均根数ａ０，ｅ０，ｉ０ 和ｎ０＝ａ０
－３

２ ．日、
月有关量β的定义如下：

β＝ｍ′／ｒ′３． （５．４０）
上述各式中，凡带有“′”的量（包括质量ｍ′和根数ａ′，ｅ′，ｉ′，…）均为第三体
（即摄动天体日、月）的有关量．下面不再说明．
对于中低轨卫星的定轨，基本上涉及的弧段不会太长，日、月位置（或轨

道）变化不大，可采用简单模型（例如平均椭圆轨道）计算日、月的轨道及相
应的距离量ｒ′，具体计算方法见§５．１．

２．长周期项σ（１）
Ｌ （ｔ）

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （５．４１）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３

２βａ（ ）３ （５ｅ １－ｅ槡 ２）ｎＨ１， （５．４２）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｎ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

×

（５ｅ２）ｃｏｓｉＨ１－２１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ２－（５ｅ２）Ｈ［ ］３ ， （５．４３）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｎ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ４＋ ５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ［ ］５ ＋

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）２
１

１－ｅ槡
［２
（２５ｅ２）ｃｏｓｉＨ

１ －２１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ

２ －

（５ｅ２）Ｈ］３ ， （５．４４）
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ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｛ｎ １－ｅ槡 ２（３Ｈ６＋５Ｈ７）－

ｃｏｓｉ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ４＋ ５

２ｅ（ ）２ Ｈ ］［ ｝５ －

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）２
１

１－ｅ槡
［２
（５ｅ２）（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）Ｈ

１ －

１０１＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ

２ －（２５ｅ２）ｃｏｓｉＨ］３ ， （５．４５）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３

２βａ（ ）３ ｎ［（７＋３ｅ２）Ｈ６＋（５＋５ｅ２）Ｈ７］－

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）［２ （１５ｅ２）２－５
２ｓｉｎ（ ）ｉＨ

１ －

６１＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ

２ －（１５ｅ２）ｃｏｓｉＨ］３ ． （５．４６）

上述各式右端出现的各量，除在σ２ 中已出现过的之外，ｐ＝ａ（１－ｅ２）亦为平
均根数，而Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ７ 和Ｈ

１ ，Ｈ
２ ，Ｈ

３ 由下列各式表达：

Ｈ１ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ２＋ｓｉｎ２ｉＫ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ５ ］　
　

， （５．４７）

Ｈ２ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ６＋ｓｉｎ２ｉＫ７］， （５．４８）

Ｈ３ ＝ １［１６ －１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ２－

ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ４＋ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ５ ］　
　

， （５．４９）

Ｈ４ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ１６＋４ｃｏｓ２ｉＫ１７－６ｓｉｎ２ｉＫ１８］， （５．５０）

Ｈ５ ＝ １
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ１１－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ１２＋ｓｉｎ２ｉＫ１３＋

２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｋ１４＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｋ１５］， （５．５１）

Ｈ６ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ１６＋２ｓｉｎ２ｉＫ１７＋２（２－３ｓｉｎ２ｉ）Ｋ１８］， （５．５２）

Ｈ７ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ１２＋ｓｉｎ２ｉＫ１３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ１４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ ］１５ ， （５．５３）

Ｋ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）／ｎ１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ３＋
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（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ４， （５．５４）

Ｋ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）／ｎ２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ６， （５．５５）

Ｋ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω／２ω１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）／ｎ７＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′）／ｎ８， （５．５６）

Ｋ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）／ｎ９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋
２ｕ′）／ｎ１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ１２］， （５．５７）

Ｋ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）／ｎ１０＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ１４］， （５．５８）

Ｋ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ／２θＣ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）／ｎ１５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）／ｎ１６， （５．５９）

Ｋ７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ／θＣ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）／ｎ１７＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）／ｎ１８，， （５．６０）

Ｋ１１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）／ｎ１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ３＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ４， （５．６１）

Ｋ１２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）／ｎ２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ６， （５．６２）

Ｋ１３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω／２ω１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）／ｎ７＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′）／ｎ８， （５．６３）

Ｋ１４ ＝ｓｉｎ ［ｉ′２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）／ｎ９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋

２ｕ′）／ｎ１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ ］１２ ， （５．６４）

Ｋ１５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）／ｎ１０＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ１４］， （５．６５）

Ｋ１６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ／２θＣ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）／ｎ１５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）／ｎ１６， （５．６６）

Ｋ１７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ／θＣ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）／ｎ１７＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′）／ｎ１８， （５．６７）

Ｋ１８ ＝ （ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２ｕ′）／２ｎ′， （５．６８）

Ｈ
１ ＝ １［１６

１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ
１ ＋１

２
（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ

２ ＋ｓｉｎ２ｉＫ
３ ＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ
４ ＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ］５ ， （５．６９）

Ｈ
２ ＝ １

１６
［ｓｉｎ２ｉＫ

６ ＋ｓｉｎ２ｉＫ
７ ］， （５．７０）
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Ｈ
３ ＝ １［１６ －１

２
（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ

１ ＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ
２ －

ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ
４ ＋ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ］５ ， （５．７１）

Ｋ
１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）／ｎ２

１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ２
３＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ２
４， （５．７２）

Ｋ
２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）／ｎ２

２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ２
５＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ２
６， （５．７３）

Ｋ
３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω／４ω２

１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）／ｎ２
７＋

３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′）／ｎ２
８， （５．７４）

Ｋ
４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）／ｎ２

９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋
２ｕ′）／ｎ２

１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ２
１２］， （５．７５）

Ｋ
５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）／ｎ２

１１＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ２

１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ２
１４］， （５．７６）

Ｋ
６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ／４θ２

Ｃ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）／ｎ２
１５＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）／ｎ２
１６， （５．７７）

Ｋ
７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ／θ２

Ｃ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）／ｎ２
１７＋

ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′）／ｎ２
１８． （５．７８）

上述各式中的ｎ１，ｎ２，…，ｎ１８均是慢变化的变化率，即

ｎ１＝２ω１－２θＣ，　　　ｎ２＝２ω１＋２θＣ，　　　ｎ３＝２ω１－２θＣ＋２ｎ′
ｎ４＝２ω１－２θＣ－２ｎ′，ｎ５＝２ω１＋２θＣ－２ｎ′，ｎ６＝２ω１＋２θＣ＋２ｎ′
ｎ７＝２ω１－２ｎ′， ｎ８＝２ω１＋２ｎ′， ｎ９＝２ω１－θＣ

ｎ１０＝２ω１＋θＣ， ｎ１１＝２ω１－θＣ＋２ｎ′，ｎ１２＝２ω１－θＣ－２ｎ′
ｎ１３＝２ω１＋θＣ－２ｎ′，ｎ１４＝２ω１＋θＣ＋２ｎ′，ｎ１５＝２θＣ－２ｎ′
ｎ１６＝２θＣ＋２ｎ′， ｎ１７＝θＣ－２ｎ′， ｎ１８＝θＣ＋２

烅

烄

烆 ｎ′
（５．７９）

其中

θ＝Ω－Ω′，

θＣ＝Ω１－Ω′Ｃ
｛ ．

（５．８０）

Ω１ 和ω１ 是卫星轨道根数Ω和ω的一阶长期项系数（即变率），即上一章给
出的地球扁率（Ｊ２）摄动项．而Ω′Ｃ 和ｎ′是日、月轨道根数Ω′和ｕ′的长期变
率．关于Ω′Ｃ，对于太阳轨道，无此项，而对于月球轨道，见（５．９）式．关于ｎ′，
在上述摄动解中，就可当作日、月的平运动角速度，即相应平近点角Ｍ′的变
率，具体计算公式见（５．１）和（５．２）式中Ｍ 的表达式．
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３．短周期项σ（２）
Ｓ （ｔ）

ａＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ ２ａＧ１， （５．８１）

ｅＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ槡 ２（ ）ｅ

（ １－ｅ槡 ２Ｇ１－Ｇ２）， （５．８２）

ｉＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １

１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
（ｃｏｓｉＧ２－Ｇ３）， （５．８３）

ΩＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １

１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｇ４， （５．８４）

ωＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ槡 ２（ ）ｅ

Ｇ５－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）， （５．８５）

ＭＳ（ｔ）＝－ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ２

ｅ Ｇ５＋７Ｇ（ ）６ ． （５．８６）

其中

Ｇ１ ＝Ｓ１ －ｅ２－２ｅｃｏｓＥ＋１
２ｅ

２ｃｏｓ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ２ －ｅ２－２ｅｃｏｓＥ＋ １－１
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ３ １－ｅ槡 ２［－２ｅｓｉｎＥ＋ｓｉｎ２Ｅ］， （５．８７）

Ｇｊ（ｊ＝２，３，４，６）＝Ｓ１ ［ｊｅ －２＋３
４ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ＋３

４ｅ
２ｓｉｎ２Ｅ－１

１２ｅ
３ｓｉｎ３ ］Ｅ ＋

Ｓ２ ［ｊ －５
２ｅ

１－１
２ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ＋１

２
１＋１

２ｅ（ ）２ ｓｉｎ２Ｅ－

１
６ｅ

１－１
２ｅ（ ）２ ｓｉｎ３ ］Ｅ ＋Ｓ３ｊ １－ｅ槡 ［２ ５

２ｅｃｏｓＥ －

１
２

（１＋ｅ２）ｃｏｓ２Ｅ＋１
６ｅｃｏｓ３ ］Ｅ ， （５．８８）

Ｇ５ ＝Ｓ１ （－２＋ｅ２）ｓｉｎＥ＋１
２ｅｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ２ －３（１－ｅ２）ｓｉｎＥ－１
２ｅｓｉｎ２Ｅ＋１

３ｓｉｎ３［ ］Ｅ ＋

Ｓ３（１－ｅ２）－１／ ［２ ３１－１１
６ｅ（ ）２ ｃｏｓＥ＋１

２ｅ
（１＋ｅ２）ｃｏｓ２Ｅ－

１
３

１－１
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ３ ］Ｅ ． （５．８９）

这里Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 和Ｓ１ｊ，Ｓ２ｊ，Ｓ３ｊ（ｊ＝２，３，４，６）的表达式如下：
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Ｓ１ ＝ １
６

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

１｛１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋
２ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋

ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］＋４１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］，

（５．９０）

Ｓ２ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋ｓｉｎ２ｉＤ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ］５ ， （５．９１）

Ｓ３ ＝－１［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋ｓｉｎ２ｉＤ８＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ］１０ ． （５．９２）

Ｓ１２ ＝０， （５．９３）

Ｓ１３ ＝ １
１６ －２ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）｛ ＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）］－２ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ－
ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）＋ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′ ｝）］，

（５．９４）

Ｓ１４ ＝－１
４ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ ＋１
１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ｛ ＋

（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋
４ｃｏｓ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］－
６ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］， （５．９５）

Ｓ１６ ＝Ｓ１， （５．９６）

Ｓ２２ ＝２Ｓ３， （５．９７）

Ｓ２３ ＝ １
１６

［（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６－（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９－２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ１０］， （５．９８）

Ｓ２４ ＝ １
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ１－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ２＋

ｓｉｎ２ｉＤ３＋２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｄ４＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｄ５］， （５．９９）

８５１ 航天动力学引论　



Ｓ２６ ＝Ｓ２， （５．１００）

Ｓ３２ ＝－２Ｓ２， （５．１０１）

Ｓ３３ ＝ １
１６

［（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１－（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４－２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ５］， （５．１０２）

Ｓ３４ ＝－１
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ６－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ７＋

ｓｉｎ２ｉＤ８＋２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｄ９＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｄ１０］， （５．１０３）

Ｓ３６ ＝Ｓ３． （５．１０４）

Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄ１０都是慢变量的函数，它们的表达式如下：

Ｄ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′），

Ｄ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋２ｕ′）
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－２ｕ′）
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．１０５）

Ｄ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ７ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ω＋２ｕ′），

Ｄ８ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ９ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ１０ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ），
（５．１０６）
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§５．３　太阳光压摄动

太阳辐射压（简称光压）是一表面力，与承受辐射压的卫星表面形状和
大小有关，因此光压摄动应与卫星姿态有关．除球形卫星外，承受光压力的
卫星截面积Ｓ＝Ｓ（ｔ）是变化的，要严格计算光压力的大小有一定程度的困
难，通常采用一确定值，即所谓的有效截面积Ｓ．如果对卫星姿态完全了解，
可给出Ｓ（ｔ）随时间的变化规律，不管这一规律多么复杂，对数值求解光压
摄动方程而言，不会遇到任何问题，但往往会给光压摄动分析解的建立带来
困难．故在构造光压摄动分析解时，通常采用固定值的有效截面积，即Ｓ＝
ｃｏｎｓｔ，我们亦作如此处理．
太阳光压摄动的另一个特点是：尽管光压力可以近似地处理成有心斥

力（力心即作为质点的太阳），但常会遇到地影问题（从卫星上看即“日蚀”），
在一定意义下，光压力实为一“间断力”，摄动效应不同于一般保守力，相应摄
动解的结构亦不同于中心天体非球形引力和第三体质点引力的摄动解形式．

１．光压摄动加速度

从实用的角度来看，可对相应的光压摄动加速度进行一些合理简化．其
原始形式为

Ｆε＝μＳ ρＳ
Δ２

Ｓ

Δ（ ）２ Δ^， （５．１０７）

μＳ＝кＳｍ ． （５．１０８）

这里к＝１＋η，η是卫星表面反射系数，０＜η＜１．Ｓ／ｍ即卫星的有效面质比，

ρＳ是地球附近（距太阳Δｓ＝１．０ＡＵ，ＡＵ 是天文单位）的太阳辐射压强
度，有

ρＳ ＝４．５６０５×１０－６ Ｎ／ｍ２

＝０．３１６６×１０－１７． （５．１０９）
后一个无量纲值对应标准单位系统．Δ＝ｒ－ｒＳ，ｒ和ｒＳ各为卫星和太阳的地

心位置矢量，Δ^＝Δ／Δ即单位矢量．
对于典型的有效截面积与质量之比（以下简称有效面质比）为１０９的人

造地球卫星，光压摄动量级为

ε＝｜Ｆε｜
｜Ｆ０｜＝

１０－８　 中低轨卫星，

１０－７　 高轨卫星｛ ．
（５．１１０）

０６１ 航天动力学引论　



面质比为１０９ 相当于０．００６８１ｍ２／ｋｇ，一个半径为１．５ｍ重１ｔ的球形卫星
的面质比即１．０３８×１０９．因此，对于低轨人造地球卫星的运动，光压摄动亦

可当作二阶摄动小量．既然如此，考虑到太阳离地球远得多，有ｒ
ｒＳ

＝

Ｏ（１０－４），那么进一步作些简化是合理的，即
（１）可用－ｒＳ代替Δ；
（２）可认为太阳光来自无穷远，为平行光，可采用圆柱型地影模型，相应

的圆截面的半径Ｒ就采用地球参考椭球体赤道半径ａｅ值，最大误差也只有

１０－３（即地球几何扁率的量级）．
在上述近似处理下，光压摄动加速度变为下列形式：

Ｆε＝－ｋ０ｒＳ／ｒＳ，

ｋ０＝ ｋＳ（ ）ｍ ρＳ
烅
烄

烆 ，
（５．１１１）

Ｆε的三个分量Ｓ，Ｔ，Ｗ 即

Ｓ＝Ｆε·ｒ^，　Ｔ＝Ｆε·ｔ^，　Ｗ＝Ｆε·ｗ^， （５．１１２）

这里ｒ^，ｔ^，ｗ^即卫星径向，横向和轨道面法向单位矢量．不难给出
Ｓ＝－ｋ０（Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ），

Ｔ＝－ｋ０（Ｂｃｏｓｆ－Ａｓｉｎｆ），

Ｗ－ｋ０Ｃ
烅
烄

烆 ，
（５．１１３）

Ｃ＝ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ω－ｕ′）＋ｓｉｎ（Ω＋ｕ′）］＋ｓｉｎｉｃｏｓｉ′［ｓｉｎ（Ω－ｕ′）－ｓｉｎ（Ω＋ｕ′）］

＋ｃｏｓｉｓｉｎｉ′［ｓｉｎｕ′］． （５．１１４）

Ａ和Ｂ 的表达式见（５．１６）和（５．１７），Ａ，Ｂ和Ｃ 仅涉及慢变量，Ｃ中的ｉ′即
黄赤交角．由Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量可给出受摄运动方程（３．７３）的右函数ｆ２（σ，
ｋ０）．

２．无地影情况的光压摄动解［２］

在此情况下只有长周期项和短周期项，分别为σ（１）
Ｌ （ｔ）和σ（２）

Ｓ （ｔ）．
（１）长周期项σ（１）

Ｌ

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （５．１１５）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １－ｅ槡 ２［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ１＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ２＋２ｓｉｎｉＧ３］，

（５．１１６）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ ｅ
１－ｅ槡 ２

ｓｉｎｉＧ１－ｓｉｎｉＧ２＋２ｃｏｓｉＧ［ ］３ ，

（５．１１７）
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Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ ｅ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

［ｓｉｎｉＧ４－ｓｉｎｉＧ５＋２ｃｏｓｉＧ６］，

（５．１１８）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ）＋

３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ｅ
［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ４＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ５＋

２ｓｉｎｉＧ６］． （５．１１９）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １＋ｅ２（ ）ｅ
［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ４＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ５＋２ｓｉｎｉＧ６］．

（５．１２０）
其中μ＝ＧＭ＝１，Ｇ１ 等量的表达式如下：

Ｇ１ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω＋ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω－ｕ′）／ｎ２，

Ｇ２ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω－ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω＋ｕ′）／ｎ２，

Ｇ３ ＝ｓｉｎε［ｃｏｓ（ω－ｕ′）／ｎ５－ｃｏｓ（ω＋ｕ′）／ｎ６

烅
烄

烆 ］，
（５．１２１）

Ｇ４ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）／ｎ２，

Ｇ５ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）／ｎ２，

Ｇ６ ＝ｓｉｎε［ｓｉｎ（ω－ｕ′）／ｎ５－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）／ｎ６

烅
烄

烆 ］，
（５．１２２）

ｎ１ ＝ω１－Ω１＋ｎ′，　　　ｎ２ ＝ω１－Ω１－ｎ′，

ｎ３ ＝ω１＋Ω１＋ｎ′，　　　ｎ４ ＝ω１＋Ω１＋ｎ′，

ｎ５ ＝ω１－ｎ′，　　　　 ｎ６ ＝ω１＋ｎ′
烅
烄

烆 ．

（５．１２３）

这里Ω１ 和ω１ 即第四章给出的一阶长期项系数（Ｊ２ 项），而ｕ′和相应的ｎ′就
是太阳平黄经及其变率，而ｎ′亦可用太阳平运动角速度，黄赤交角ε的计算
公式见（５．１）式．
上述σ（１）

Ｌ （ｔ）是直接部分，而间接部分（即与地球扁率Ｊ２ 项的联合效应）
如下，记作［σ（１）

Ｌ ］２：

［Ω（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝ ５ｓｉｎｉ

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｉ，

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝－ｔａｎｉ

（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｉ，

［Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝－３ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉＩ

烅

烄

烆 ．

（５．１２４）

其中
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Ｉ＝∫
ｔ

ω１ｉ（１）
Ｌ （ｔ）ｄｔ

＝－ ３
８ｋ（ ）０ ｎａ２ ｅ

１－ｅ槡 ２
［－ｓｉｎｉＧ７＋ｓｉｎｉＧ８－２ｃｏｓｉＧ９］， （５．１２５）

Ｇ７ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
１

＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）ω１

ｎ２
（ ）２ ，

Ｇ８ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
１

＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
４

，

Ｇ９ ＝ｓｉｎ［εｓｉｎ（ω－ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
５

－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）］２
６

烅

烄

烆 ．

（５．１２６）

（２）短周期项σ（２）
Ｓ （ｔ）

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝－２ｋ０ａ３ Ａ ｃｏｓＥ＋１

２（ ）ｅ ＋Ｂ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ［ ］Ｅ ， （５．１２７）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝－ｋ０ａ２ １－ｅ槡 ［２ １－ｅ槡 ２Ａ １

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋

Ｂ －ｅ
２ｓｉｎＥ＋１

４ｓｉｎ２（ ）］Ｅ ， （５．１２８）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝－１

４ｋ０ａ２ １
１－ｅ槡

［２
１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －ｅ

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ Ｈ１－

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｈ ］２ ， （５．１２９）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－１

４ｋ０ａ２ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎ

［
ｉ

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｈ１＋

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －ｅ
４ｃｏｓ２（ ）Ｅ Ｈ ］２ ， （５．１３０）

ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（２）

Ｓ （ｔ）－ｋ０
ａ２ ［ｅ １－ｅ槡 ２Ａ －ｅ

２ｓｉｎＥ＋１
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ ＋

ＢｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －１
４ｃｏｓ２（ ）］Ｅ ， （５．１３１）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２［ω（２）

Ｓ （ｔ）＋ｃｏｓｉΩ（２）
Ｓ （ｔ）］＋

５ｋ０ａ ｛２ Ａ １－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｂ １－ｅ槡 ２ － ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋ｅ
４ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ， （５．１３２）

其中
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Ｈ１＝ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω－ｕ′）］－
ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω－ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω＋ｕ′）］＋
２ｃｏｓｉｓｉｎε［ｃｏｓ（ω－ｕ′）－ｃｏｓ（ω＋ｕ′）］，

Ｈ２＝ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）］－
ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）］＋
２ｃｏｓｉｓｉｎε［ｓｉｎ（ω－ｕ′）－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）］

烅

烄

烆 ．
（５．１３３）

上述各式中出现的卫星根数，都是平均根数σ，有关太阳的各种量意义
同前．

３．地影存在情况下的光压摄动解

此时，光压摄动的结构不同于无地影情况，考虑到地影的空间几何位置
相对卫星的运动而言变化缓慢，可处理成卫星每圈进、出地影的位置相同，
或以计算弧段中间一圈的进、出地影位置代替整个弧段的相应值．于是光压
摄动解全部变成长周期项，在计算弧段不太长的情况下可按二阶长期项处
理，但公式右端涉及到的Ω，ω以及太阳位置量ｕ′，宜取（ｔ－ｔ０）的中间时刻

的平均根数σ１／２．摄动解变为如下形式：

　　　Δσ（ｔ）＝σ２（ｔ－ｔ０）

＝［Δσ（ｔ）］Ｌ＋［Δσ（ｔ）］Ｓ， （５．１３４）
其中

［Δσ（ｔ）］Ｌ＝（１－ΔＥ／２π）［σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）］， （５．１３５）

［Δσ（ｔ）］Ｓ＝１
２π

［σ（２）
Ｓ （Ｅ１）－σ（２）

Ｓ （Ｅ０）］ｎ（ｔ－ｔ０）， （５．１３６）

其中Ｅ０ 和Ｅ１ 各为卫星出地影和进地影时的偏近点角，这将由求解地影方
程给出，见下面第４段．有两点说明：

（１）（５．１３５）式右端出现的ΔＥ＝Ｅ１Ｅ
︵

０，是卫星在地影内运行的弧段
（用弧度单位表示），当无地影时 ΔＥ＝０，解（５．１３５）退化为（５．１１５）～
（５．１２０）的形式，只是当作长周期变化项处理：［Δσ（ｔ）］Ｌ＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０）．

而此时短周期变化项（５．１３６）式消失，即无地影时σ（２）
Ｓ （Ｅ１）＝σ（２）

Ｓ （Ｅ０＋２π），
导致［Δσ（ｔ）］Ｓ＝０，这相当于不计算光压摄动短周期项，亦是合理的．故可用
（５．１３５）～（５．１３６）式代替地影存在与否两种情况的计算公式，而不必分别
处理．

（２）σ（１）
Ｌ （ｔ）与σ（２）

Ｓ （Ｅ）的公式除 Ｍ（２）
Ｓ 外全部用（５．１１５）～（５．１２０）和

（５．１２７）～（５．１３１）式的形式，而原（５．１３２）式给出的Ｍ（２）
Ｓ 由下列两部分代替．
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［ΔＭ（ｔ）］Ｓ ＝ ［ΔＭ］１＋［ΔＭ］２， （５．１３７）

［ΔＭ］１ ＝ １
２π

［Ｍ（２）
Ｓ （Ｅ１）－Ｍ（２）

Ｓ （Ｅ０）］ｎ（ｔ－ｔ０）； （５．１３８）

Ｍ（２）
Ｓ （Ｅ）＝ｋ０

ａ２

ｅ Ａ １
２

（３－ｅ２）ｅｓｉｎＥ＋１
４

（１－３ｅ２）ｓｉｎ２［ ］｛ Ｅ －

１－ｅ槡 ２ＢｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋１
４

（１－２ｅ２）ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ，（５．１３９）

［ΔＭ］２ ＝ １
２ － ３

２（ ）ａ
［Δａ（ｔ）］Ｓｎ（ｔ－ｔ０）． （５．１４０）

其中［Δａ（ｔ）］Ｓ即由（５．１３６）式给出的ａ的变化部分．
从（５．１３７）～（５．１４０）式可以看出，当无地影时，［ΔＭ（ｔ）］Ｓ 的两个部

分，直接部分［ΔＭ］１ 和由Δａ导致的间接部分［ΔＭ］２ 均为０，即Ｍ 的短周
期项Ｍ（２）

Ｓ （ｔ）同样消失．

４．地影方程的解

卫星进出柱形地影边界处满足如下条件：

ｃｏｓψ＝Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ，ｓｉｎψ＝Ｒ／ｒ， （５．１４１）
其中ψ即卫星进出地影边界径向与太阳方向的地心张角，由此不难导出地
影方程如下：

ｓｉｎ（θ＋ｆ）＝－１［Ｋ １－Ｒ２

ｐ２（１＋ｅｃｏｓｆ）］２
１／２

，

Ｋ２＝Ａ２＋Ｂ２，　　　（Ｋ＞０），

θ＝ａｒｃｔａｎ（Ａ／Ｂ）

烅

烄

烆 ．

（５．１４２）

Ａ，Ｂ的表达式前面已有注明，ｐ＝ａ（１－ｅ２），而Ｒ是圆柱形地影圆截面的半
径，可取Ｒ＝ａｅ＝１．
求解地影方程即寻找满足方程（５．１４２）的两个真近点角ｆ对应的ｆ０

（出地影）和ｆ１（进地影），具体求解方法是一迭代过程：
（１）首先令ｅ＝０，由

ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）＝－１
Ｋ １－ Ｒ（ ）ｐ［ ］２ １／２

， （５．１４３）

给出ｆ０ 和ｆ１ 的迭代初值ｆ（０）
０ 和ｆ（０）

１ ．（５．１４３）式两个解分别在第三和第四
象限，而根据地影的特点要求弧ｆ０ｆ１＞１８０°，因此（θ＋ｆ）（０）在第四象限的

一个解给出的是ｆ（０）
０ ，另一个是ｆ（０）

１ ．如果无解，即｜ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）｜＞１，则取

ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）＝－１，（θ＋ｆ）（０）＝２７０°，ｆ０
（０）＝ｆ１

（０）＝２７０°－θ．
（２）由初值ｆ（０）

０ 和ｆ（０）
１ 分别代入原方程（５．１４２）进行迭代：
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ｓｉｎ（θ＋ｆ）（ｋ）＝－１
Ｋ

１－Ｒ２

ｐ２（１＋ｅｃｏｓｆ（ｋ－１））［ ］２
１
２
，　　ｋ＝１，２，…，

（５．１４４）
直到ｆ０ 和ｆ１ 满足精度要求终止，即相邻两次的ｆ０ 和ｆ１ 满足下列条件：

｜ｆ（ｋ）
０ －ｆ（ｋ－１）

０ ｜＜ε｜ｆ（ｋ）
１ －ｆ（ｋ－１）

１ ｜＜ε． （５．１４５）

ε是所给的精度要求，根据光压摄动量的大小和所采用的各种近似，可取ε
＝１０－３．
注意，迭代时，ｆ（ｋ）

０ 和ｆ（ｋ）
１ 是分别进行的，它们始终分别对应（θ＋ｆ）（ｋ）

在第四象限和第三象限．
在迭代过程中，只要再有一次｜ｓｉｎ（θ＋ｆ）（ｋ）｜＞１，就认为无地影，此时

可取ｆ０＝０，ｆ１＝２π．
求得出、进地影位置ｆ０ 和ｆ１ 后，根据下列几何关系即可给出最终需要

的Ｅ０ 和Ｅ１：

ｓｉｎＥ＝ １－ｅ槡 ２

１＋ｅｃｏｓｆｓｉｎｆ
，　ｃｏｓＥ＝ １－ｅ２

１＋ｅｃｏｓｆｃｏｓｆ＋ｅ． （５．１４６）

§５．４　大气阻力摄动

对于典型的有效面质比为１０９ 的人造地球卫星，如果运行高度在

３００ｋｍ以上，大气阻力摄动的量级不会高于１０－６，即对中低轨卫星的运动
而言，大气阻力摄动量级亦可当作二阶小量来处理．

１．大气阻力摄动加速度的近似公式

对于２００ｋｍ以上的高层大气而言，实属稀薄大气，对于尺度不是特别
大的航天器而言，其运动是处于自由分子流中．高马赫数的航天器在这种状
态的稀薄气体中飞行，所受的气动力主要表现为一种阻力，并有很好的近似
表达式：

Ｄ＝－１
２

（ＣＤＳ）ρＶ
２ Ｖ（ ）Ｖ

， （５．１４７）

Ｖ＝ｖ－ｖａ， （５．１４８）
其中ｖ和ｖａ各为卫星和大气相对地心坐标系的速度矢量．公式（５．１４７）中
有几个量必须处理好，下面分别加以说明．

（１）阻力系数ＣＤ，通常取

ＣＤ＝２．２． （５．１４９）
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当高度降低后，特别是１５０ｋｍ以下，大气状态将处于自由分子流和连续介
质流之间的过渡状态，阻力系数要随高度变化，而且还没有严格的计算公
式，这里暂不考虑它．

（２）大气阻力亦是表面力，卫星承受阻力的截面积Ｓ很重要，对阻力加
速度而言，即面质比Ｓ／ｍ．与光压摄动类似，要严格给出相应的Ｓ／ｍ，必须
了解卫星的形状和姿态．如果缺乏这种信息，只能采用一个等效的面质比，
亦称有效面质比，Ｓ／ｍ＝ｃｏｎｓｔ．

（３）大气运动速度ｖａ，通常大气运动表现为一个旋转运动，其旋转角速
度ωａ比较复杂，其值有一个范围，即

ωａ＝（０．８～１．４）ｎｅ，
其中ｎｅ是地球自转角速度．不过，对于大气阻力摄动特别重要的低轨卫星，
飞行高度ｈ＝２００～４００ｋｍ，可取

ωａ＝ｎｅ． （５．１５０）
随着飞行高度的增加，大气阻力的影响减小，因此对中低轨卫星的运动而
言，就采用（５．１５０）式的值．

（４）大气密度模式ρ＝ρ（ｒ，ｔ），这是一个极其复杂的问题，在目前大气模
式的精度还不够高的情况下，取如下指数模式：

ρ＝ρ０ｅｘｐ －ｒ－σ（ｒ０）
Ｈ（ｒ（ ）） ． （５．１５１）

其中ρ０ 对应ｒ０，σ（ｒ０）是过ｒ０ 的等密度椭球面（或称扁球面），有：

σ＝ｒ０
１－ｓｉｎ２

φ
１－ｓｉｎ２

φ０
， （５．１５２）

是地球几何扁率．在ｈ＝２００～６００ｋｍ范围内，密度标高Ｈ（ｒ）随ｒ线性变
化，且有

Ｈ（ｒ）＝Ｈ０＋μ
２

（ｒ－ｒ０），　μ＝０．１． （５．１５３）

考虑到密度随时间的变化（太阳辐射效应），取

ρ０＝ρ０（１＋Ｆｃｏｓψ）， （５．１５４）

Ｆ＝ｆ－１
ｆ＋１

，　ｆ＝ρｍａｘ

ρｍｉｎ
， （５．１５５）

ｃｏｓψ＝ｒ^·ｒ^ｍ． （５．１５６）

其中ｒ^ｍ 是密度周日峰方向的单位矢量，其地心赤道球坐标表达式为

ｒｍ＝
ｃｏｓδＳｃｏｓ（αＳ＋λｍ）

ｃｏｓδＳｓｉｎ（αＳ＋λｍ）

　　　ｓｉｎδ

烄

烆

烌

烎Ｓ

，　λｍ≥３０°． （５．１５７）

７６１　第５章　第三体引力摄动、非引力摄动及后牛顿效应



这里αＳ和δＳ是太阳的赤经赤纬，λｍ 是否取３０°（即太阳偏西２ｈ）可视具体情
况而定．
在具体引用上述大气密度分布公式时，参考点总是取初始近地点ｐ０ 对

应的ｒｐ０
，于是密度公式即写成下列形式：

ρ＝ρｐ０ｅｘｐ －ｒ－σ（ｐ０）
Ｈ（ｒ（ ））

＝ρｐ０
（１＋Ｆｃｏｓψ）ｅｘｐ －ｒ－σ（ｐ０）

Ｈ（ｒ（ ）） ， （５．１５８）

其中

Ｆ ＝ｆ －１
ｆ ＋１

，　ｆ ＝ ρｍａｘ

ρ（ ）ｍｉｎ ｐ０

，

σ（ｐ０）＝ｒｐ０
（１－ｓｉｎ２

φ）／（１－ｓｉｎ２
φｐ０

），

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｉｓｉｎ（ｆ＋ω）ｓｉｎφｐ０ ＝ｓｉｎｉｓｉｎω０，

Ｈ（ｒ）＝Ｈｐ０ ＋μ
２

（ｒ－ｒｐ０
）

烅

烄

烆 ．

（５．１５９）

计算中需注意首先要提供参考点处的平均大气密度ρｐ０
，它对应高度

ｈｐ０
，有

ｈｐ０＝ａ０（１－ｅ０）－（１－ｓｉｎ２ｉ０ｓｉｎ２ω０）， （５．１６０）
其中根数ａ０，ｅ０，ｉ０ 和ω０ 是取初始平均根数还是初始瞬时根数均无妨，这里
指的是参考点，与具体求摄动分析解用什么方法无关，只要计算参考点及其
相应的各种参量（见公式（５．１５９）），采用统一的根数值即可．

２．大气阻力摄动运动方程

对于旋转大气，其旋转速度ｖａ在（Ｕ，Ｎ，Ｗ）三个方向的分量为

（ｖａ）Ｕ ＝ （ｖａ）Ｔｓｉｎθ，　　　ｃｏｓφｃｏｓｉ′＝ｃｏｓｉ，
（ｖａ）Ｎ ＝ （ｖａ）Ｔｃｏｓθ，　　　ｃｏｓφｓｉｎｉ′＝ｃｏｓ（ｆ＋ω）ｓｉｎｉ，
（ｖａ）Ｗ ＝－ｒｃｏｓφｎｅｓｉｎｉ′

烅
烄

烆 ．

（５．１６１）

其中（ｖａ）Ｔ＝ｒｃｏｓφｎｅｓｉｎｉ′，ｉ′是大气旋转方向与轨道面横向（Ｔ）之间的夹角，

θ是径向与速度方向（即Ｕ 向）之间的夹角，并有

ｓｉｎθ＝１＋Ｏ（ｅ２），　ｃｏｓθ＝Ｏ（ｅ）． （５．１６２）
而卫星运动速度ｖ在上述三个方向的分量为（ｖ，０，０）．考虑到大气模式本身
的状况，且反映大气旋转的特征量

ｒｎｅ

ｖ ≈Ｏ（１０－１）．
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可对大气阻力Ｄ作一些简化，三个阻力加速度分量Ｕ，Ｎ，Ｗ 可以写成下列
形式：

Ｕ ＝－１
２Ａ１

（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）
ａ（１－ｅ２） ρ，

Ｎ ＝０，

Ｗ ＝－１
２Ａ２ｒｃｏｓｕｓｉｎｉ１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２

ａ（１－ｅ２［ ］）
１／２

ρ

烅

烄

烆
，

（５．１６３）

其中

Ａ１ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ Ｆ２，　Ａ２ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ ｎｅＦ，

Ｆ＝ １－ｒｎｅ

ｖｃｏｓ（ ）ｉ ≈ １－
ｒｐ０ｎｅ

ｖｐ０

ｃｏｓ（ ）ｉ
烅

烄

烆 ．
（５．１６４）

将Ｕ，Ｎ，Ｗ 代入摄动运动方程即得

ｄａ
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

（１－ｅ２）３／２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）３／２ρ，

ｄｅ
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ

（１－ｅ２）１／２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（ｃｏｓｆ＋ｅ）ρ，

ｄｉ
ｄｔ＝－ Ａ２ａｓｉｎｉ

４（１－ｅ２）
ｒ（ ）ａ

２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（１＋ｃｏｓ２ｕ）ρ，

ｄΩ
ｄｔ ＝－ Ａ２ａ

４（１－ｅ２）
ｒ（ ）ａ

２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ｓｉｎ２ｕρ，

ｄω
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

ｅ（１－ｅ２）１／２ｓｉｎｆ（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ρ，

ｄＭ
ｄｔ ＝ ｎ

（ ）ａ Δａ＋ Ａ１ｎａ
ｅ（１－ｅ２）

ｒ（ ）ａ ｓｉｎｆ（１＋ｅｃｏｓｆ＋

ｅ２）（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ρ

烅

烄

烆 ．
（５．１６５）

由此还可给出近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）的变化率，即

ｄｒｐ

ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

（１－ｅ２）３／２（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（１－ｃｏｓｆ）（１－ｅ２）ρ≤０．

（５．１６６）
从上述摄动运动方程可知，如果大气静止，运动天体的轨道面则不变，

而无论大气是静止还是旋转，半长径ａ和近星距ｒｐ 都在不断减小．虽然

ｄｅ／ｄｔ右端因子（ｃｏｓｆ＋ｅ）并不恒大于零，但后面将会从平均效应得知，ｅ亦
是减小的．这就表明，阻力摄动效应的主要特点是使运动天体的轨道不断变
小变圆，此即阻尼作用下，轨道能量耗散的一种表现，这种耗散效应将是低
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轨地球卫星轨道寿命长短的决定性因素．

３．大气阻力摄动解［２］

上述大气阻力摄动运动方程（５．１６５）实为完整的卫星受摄运动对应的
小参数方程中的二阶小量部分，即

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（Ｊ２）＋ｆ２（Ｄ／ｍ）

中的ｆ２（Ｄ／ｍ）．仍采用平均根数法构造小参数幂级数解，只需给出二阶长

期项σ２（ｔ－ｔ０）．
只保留上述对球形静止平均大气模式各种修正的一次项（１０－１的量

级），它们彼此的联合效应（１０－２的量级）均略去．因为大气模式本身的误差

可有５％～１０％（即１０－１），故在构造σ２（ｔ－ｔ０）时，密度公式中保留到与此相

当的１０－１量级的摄动量，有如下形式：

ρ＝ρｐ０ｅｘｐ － １
Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ×

｛１＋Ｃｃｏｓ２ωｃｏｓ２Ｅ－Ｃｓｉｎ２ωｓｉｎ２Ｅ＋Δ（μ，Ｆ）｝ｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ），
（５．１６７）

Δ（μ，Ｆ）＝μｚ
２
０

３
４－ｃｏｓＥ＋１

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋

ＦＡ －ｅ
２＋ｃｏｓＥ＋ｅ

２ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋ＦＢ ｓｉｎＥ＋ｅ
２ｓｉｎ２（ ）Ｅ ．

其中

ｚ＝ａｅ
Ｈｐ０

，　ｚ０＝
ａ０ｅ０

Ｈｐ０
． （５．１６８）

以这种形式的密度公式代入摄动运动方程（５．１６５）即可给出右函数ｆ２ （Ｄ／ｖ）
的具体形式．与前面各种摄动影响不同，在分解该右函数求平均值时，将要
出现下列形式的积分及其结果：

１
２π∫

２π

０
ｓｉｎｎＥｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）＝０，　　（ｎ＝１，２，…）， （５．１６９）

１
２π∫

２π

０
ｃｏｓｎＥｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）＝Ｉｎ（ｚ），　　（ｎ＝０，１，２，…）．（５．１７０）

Ｉｎ（ｚ）称为第一类虚变量的贝赛尔函数，具体计算公式后面第４段中介绍．
根据上述平均值的表达，二阶长期项系数σ２ 的表达式如下：

ａ２ ＝－Ｂ１ａ２ｎ （Ｉ０＋２ｅＩ１）＋Ｃ（ｃｏｓ２ωＩ２）＋μｚ
２
０

３
４Ｉ０－Ｉ１＋１

４Ｉ（ ）｛ ２ ＋
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ＦＡ ｅ
２Ｉ０＋Ｉ１＋３

２ｅＩ（ ）｝２ ， （５．１７１）

ｅ２ ＝－Ｂ１ａｎ
ｅ
２Ｉ０＋Ｉ１＋ｅ

２Ｉ（ ）２ ＋Ｃ
２ｃｏｓ２ω（Ｉ１＋Ｉ３）｛ ＋

μｚ
２
０ －１

２Ｉ０＋７
８Ｉ１－１

２Ｉ２＋１
８Ｉ（ ）３ ＋

ＦＡ １
２Ｉ０＋ｅ

２Ｉ１＋１
２Ｉ２＋ｅ

２Ｉ（ ）｝３ ， （５．１７２）

ｉ２ ＝－１
４Ｂ２ａｓｉｎｉ （Ｉ０＋ｃｏｓ２ωＩ２［ ］）， （５．１７３）

Ω２ ＝－１
４Ｂ２ａＩ２ｓｉｎ２ω， （５．１７４）

ω２ ＝－ｃｏｓｉΩ２ －Ｂ１ ｛ａｎ Ｃｓｉｎ２ ［ω １
４Ｉ０ － １

２ｅＩ１ －Ｉ２ ＋ １
２ｅＩ３ ＋ ３

４Ｉ ］４ ＋

ＦＢ ［ １
２ｅ＋ｅ（ ）１６Ｉ０ ＋ １

２Ｉ１ － １
２ｅ－ｅ（ ）４ Ｉ２ － １

２Ｉ３ － ５
１６ｅＩ４ －

ｅ
４

（Ｉ０－Ｉ２ ］｝） ， （５．１７５）

Ｍ２ ＝－（ω２＋ｃｏｓｉΩ２）＋Ｂ１ａｎ ＦＢ ｅ
４

（Ｉ０－Ｉ２［ ］｛ ｝） －

１
２

３ｎ
２（ ）ａａ２（ｔ－ｔ０）． （５．１７６）

上述摄动解表达式右端出现的慢变量Ω，ω以及太阳平黄经ｕ′＝Ｌ，宜取（ｔ
－ｔ０）的中间值σ１／２

，即

Ω＝Ω０＋１
２Ω１（ｔ－ｔ０），

ω＝ω０＋１
２ω１（ｔ－ｔ０），

Ｌ＝Ｌ０＋１
２ｎ′

（ｔ－ｔ０）

烅

烄

烆 ．

（５．１７７）

其中Ω１ 和ω１ 是第４章给出的一阶长期项系数（Ｊ２ 项），ｎ′即太阳平运动角
速度．见（５．１）式．
注意，为了计算公式的统一，凡长周期项变化按长期项处理的计算公式

中，出现Ω，ω以及有关量时，均取σ１／２
代替σ０．

（５．１７１）～（５．１７６）式中有关大气阻力的几个参数Ｂ１，Ｂ２，Ｃ，μ，Ｆ和

Ａ，Ｂ，除μ和Ｆ在前面（５．１５３）和（５．１５９）式已给出外，其他各变量意义
如下：
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Ｂ１ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ ρｐ０Ｆ
２ｅｘｐ － １

Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ，

（５．１７８）

Ｂ２＝
ＣＤＳ（ ）ｍ ρｐ０Ｆｎｅｅｘｐ － １

Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ，（５．１７９）

Ｃ＝１
２


ＨＰ０

ｒｐ（ ）０ ｓｉｎ２ｉ０． （５．１８０）

＝１／２９８．２５７即前面所提到的地球几何扁率，Ａ和Ｂ的表达式与上一章

的Ａ和Ｂ 类似，见公式（５．１６）和（５．１７），只是那里的Ω在Ａ和Ｂ中改为

Ω－λｍ 即可．剩下的一个问题是（５．１７８）和（５．１７９）式右端指数函数中包含
的ａ，这与计算参考点处各参数采用的ａ０，ｅ０ 不一样，按平均根数法，它应取

ａ０．考虑到有地影时的光压摄动和大气阻力摄动，轨道半长径ａ有二阶长期

项ａ２（ｔ－ｔ０），可在计算弧段（ｔ－ｔ０）中取ａ１／２＝ａ０＋１
２ａ２（ｔ－ｔ０）代替ａ０．

４．第一类虚变量Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｉｎ（ｚ）的计算

计算公式为

Ｉｎ（ｚ）＝ ∑
∞

ｋ＝０

１
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｚ（ ）２
ｎ＋２ｋ

，

Ｉｎ＋１ ＝Ｉｎ－１－ ２ｎ（ ）ｚ Ｉｎ，　　（ｎ≥１），

ｚ＝ ａｅ
Ｈｐ０

＝ ａｅ
Ｈｐ０

烅

烄

烆
，

（５．１８１）

有

Ｉｎ（ｚ）＝Ｏ（ｚｎ）． （５．１８２）
计算中ｋ的取值由相对精度控制，若记

［Ｉｎ（ｚ）］Ｎ ＝ ∑
Ｎ

ｋ＝０

１
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｚ（ ）２
ｎ＋２ｋ

＝ ∑
Ｎ

ｋ＝０

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ，

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ＝Ｎ＋１ ＝ １
（ｎ＋Ｎ＋１）！（Ｎ＋１）！

ｚ（ ）２
ｎ＋２（Ｎ＋１）烅

烄

烆
，

（５．１８３）

则要求满足下列条件：

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ＝Ｎ＋１／Ｉｎ（ｚ［ ］）Ｎ＜ε． （５．１８４）

这里ε是精度控制值，根据具体要求取值．
计算Ｉｎ（ｚ）比较麻烦，对于偏心率较小的卫星轨道，高度变化幅度Δｈ

不会太大，在精度要求不太高时，可将密度表达式中的ｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）展开，表
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示成（ｚｃｏｓＥ）的幂形式，取其几项即可，这可在摄动解中避免出现Ｉｎ（ｚ）．

§５．５　后牛顿效应

这是高速问题中，广义相对论对牛顿力学的修正．对于受摄二体问题，
相应的后牛顿摄动加速度为

ＡＰＮ ＝ μ
ｃ２ｒ２

４μ
ｒ －ｖ（ ）２ ｒ（ ）ｒ ＋４ｒ

．

ｖ ｒ
．

（ ）［ ］ｖ
， （５．１８５）

显然有

ε＝｜ＡＰＮ｜／μ
ｒ（ ）２ ＝Ｏ ｖ２

ｃ（ ）２ ． （５．１８６）

其中ｃ是光速，μ＝ＧＭ 是中心天体的引力常数，在标准单位系统中μ＝１．但
下面仍然保持写为μ的形式．
在太阳系中，水星绕日运动和人造卫星绕地球运动，这一摄动量级分别

为１０－８和１０－９．对水星运动而言，后牛顿项相对其他天体的引力摄动是不
太小的，而对人造地球卫星（确切地说是指近地卫星）的运动，后牛顿项相对
地球扁率摄动仅为三阶小量，即Ｏ（Ｊ３

２），但仍然给出相应的摄动解．

由ｒ，ｒ
．
与轨道根数之间的关系可知，用径向、横向和轨道面法向三个分

量表达的形式为

ｒ＝
ｒ烄

烆

烌

烎

０
０

，ｒ
．

＝
ｒ
．

ｒθ
．

烄

烆

烌

烎０

＝
ｅｓｉｎｆ μ／槡 ｐ
（１＋ｅｃｏｓｆ）μ／槡 ｐ
　　　

烄

烆

烌

烎０

， （５．１８７）

其中ｐ＝ａ（１－ｅ２）．由此可得ＡＰＮ的Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量为

Ｓ＝ μ
２

ｃ２ａ３ －３ ａ（ ）ｒ
２

＋１０ ａ（ ）ｒ
３

－４（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ［ ］４
，

Ｔ＝ μ
２

ｃ２ａ３ ４ｅ ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ［ ］ｆ ，

Ｗ ＝０

烅

烄

烆 ．

（５．１８８）

将其代入相应的摄动运动方程即得

σ
．

＝ｆ０（ａ，ｅ）＋ｆＰＮ（σ，ε）， （５．１８９）
这里的后牛顿项ｆＰＮ实为三阶小量，且只有长期部分和短周期部分，即

ｆＰＮ＝ｆＣ（ａ，ｅ）＋ｆＳ（ａ，ｅ，Ｍ）． （５．１９０）
由平均根数法，积分后给出摄动解的长期项和短周期项如下［２］：
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ａＣ（ｔ－ｔ０）＝０，ｅＣ（ｔ－ｔ０）＝０，ｉＣ（ｔ－ｔ０）＝０， （５．１９１）

ΩＣ（ｔ－ｔ０）＝０， （５．１９２）

ωＣ（ｔ－ｔ０）＝ μ
ｃ（ ）２

３
ｐ
ｎ（ｔ－ｔ０）， （５．１９３）

ＭＣ（ｔ－ｔ０）＝－ μ
ｃ（ ）２

３
ｐ

（１－ｅ２）－１ ３＋７
２ｅ

２＋ｅ（ ）４ ｎ（ｔ－ｔ０），

（５．１９４）

ａＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２ （１－ｅ２）－２［（１４＋６ｅ２）ｅｃｏｓｆ＋５ｅ２ｃｏｓ２ｆ］，（５．１９５）

ｅＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

（３＋７ｅ２）ｃｏｓｆ＋５
２ｅｃｏｓ２［ ］ｆ ， （５．１９６）

ｉＳ（ｔ）＝０， （５．１９７）

ΩＳ（ｔ）＝０， （５．１９８）

ωＳ（ｔ）＝ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

３（ｆ－Ｍ）－ ３
ｅ －（ ）ｅｓｉｎｆ－５

２ｓｉｎ２［ ］ｆ ，（５．１９９）

ＭＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

１－ｅ槡 ２ ３ｅ ｒ（ ）ａ ｓｉｎｆ－ ３
ｅ ＋７（ ）ｅｓｉｎｆ－５

２ｓｉｎ２［ ］ｆ ．

（５．２００）
上述ωＣ（ｔ－ｔ０），对水星运动而言就是水星近日点进动项，这是后牛顿效应
的一个重要结果．对于人造卫星的运动，视精度要求而决定取舍．
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第６章　航天器轨道设计和星座设计

§６．１　航天器轨道设计的基本内容

航天器轨道设计的目的就是根据飞行任务需求来确定航天器的运行轨

道参数以及发射时机，并使得航天器的运行成本最低．轨道设计是一个复杂
的优化过程，它涉及到许多参数之间的权衡．通常在航天器执行空间飞行任
务的不同时期，往往有不同的飞行轨道，譬如：用来检测和存贮航天器的停
泊轨道，用于航天器在不同轨道之间转移的转移轨道，航天器执行正常飞行
任务的工作轨道以及航天器任务结束后进入的废弃轨道等．一个完整的轨
道设计应包括航天器在不同飞行阶段的各种轨道，但在任务设计早期，可主
要着眼于航天器的工作轨道．
轨道设计没有绝对的规则可循，不同的飞行任务，其设计思想、设计方

法也不尽相同．这一节主要介绍一些卫星轨道类型、轨道选择以及发射窗口
选择等有关人造地球卫星轨道设计的基本知识．有兴趣的读者可进一步阅
读文献［１］的第五、六章和文献［２］的第七章内容．

１．轨道类型概述

轨道设计首先是根据任务要求选择的合适的轨道类型．按照轨道高度
或者轨道特征可以分为低地球轨道（ＬＥＯ：ＬｏｗＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）、中地球轨道
（ＭＥＯ：ＭｅｄｉｕｍＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）、地球同步轨道（ＧＳＯ：ＧｅｏＳｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓＯｒ
ｂｉｔ）、大椭圆轨道（ＨＥＯ：ＨｉｇｈｌｙＥｃｃｅｎｔｒｉｃＯｒｂｉｔ）等．

ＬＥＯ的轨道高度在２０００ｋｍ以下，周期约在９０～１２０分钟之间，ＬＥＯ
的优点有：卫星和用户设备相对简单，成本较低；由于高度低，因此无线电
发射功率可以降低．但是，ＬＥＯ也有一些明显的缺陷：单颗卫星覆盖范围
很小，可视时间短（对周期为１０５分钟的轨道，可视时间大约为１５分钟）．
ＬＥＯ轨道受大气阻力摄动影响明显，在此摄动的影响下轨道将不断变圆、



变低，因此卫星需要额外的燃料来提供补偿轨道衰减所需的能量．这种轨道
常用于资源勘测的资源卫星，用于地区侦察的军用侦察卫星，用于全球气象
观测和预报的气象卫星以及空间站、载人航天器等．

ＭＥＯ的轨道高度一般在５０００ｋｍ以上，周期为２００分钟到十几个小
时，大气阻力影响可忽略，轨道相对较稳定，便于精密定轨和精密星历预报，
目前，ＧＰＳ、ＧＬＯＮＡＳＳ和未来的ＧＡＬＩＬＥＯ等卫星导航系统都选用了这种
轨道．ＭＥＯ卫星地面覆盖范围较大，可视时间较长，如一颗ＧＰＳ卫星约可
覆盖地球３４％左右的面积，最大可视时间达９小时以上．但 ＭＥＯ轨道

Ｄｏｐｐｌｅｒ频移缓慢，卫星的发射成本相对ＬＥＯ卫星也要高的多．
ＧＳＯ的轨道高度约为３５８００ｋｍ，包括地球静止轨道卫星（ＧＥＯ：Ｇｅｏ

ｓｔａｔｉｏｎａｒｙＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）和倾斜同步轨道卫星（ＩＧＳＯ：ＩｎｃｌｉｎｅｄＧｅｏＳｙｎｃｈｒｏ
ｎｏｕｓＯｒｂｉｔ）．ＧＥＯ是倾角为０的地球同步轨道，相对于地面观测者，卫星好
像在赤道上空静止不动，其星下点轨迹是一个点．ＧＥＯ卫星可以提供大范
围的地面覆盖（约４０％），在其覆盖区域内任何一点，卫星均２４小时可见．
ＧＥＯ已用于通信、电视转播、气象和导航卫星系统的增强（如美国的

ＷＡＡＳ系统、欧洲的ＥＧＮＯＳ系统和日本的 ＭＳＡＳ系统等）．但ＧＥＯ也存
在一些缺陷：它不能提供对极区的覆盖，卫星发射费用高，多普勒频移很
低，此外ＧＥＯ需要较频繁的定点维持，不利于精密定轨和精密星历的长期
预报．

ＩＧＳＯ是指倾角不为０的地球同步轨道，其星下点轨迹是一个跨南北
半球的“８”字，其交叉点在赤道上．这种轨道可对极区可以提供很好的覆盖，
其交叉点在赤道上除了有长期漂移外，还存在由田谐项共振引起的长周期
漂移，这种共振影响在不同的交叉点位置也会有不同，考虑到与ＧＥＯ卫星
的碰撞危险和服务的稳定性，也会需要频繁的轨道维持．此外，ＩＧＳＯ卫星
发射费用也高，且在国际上应用很少，这在技术上也会存在一些风险．

ＨＥＯ为大椭圆轨道，近地点高度约几百千米，远地点高度通常在几万
千米以上．卫星在远地点附近运动较慢，可见时间长，适合对特殊地区的覆
盖（如高纬度地区），前苏联的闪电（Ｍｏｌｎｉｙａ）通信卫星系统就采用这种轨
道．ＨＥＯ轨道的偏心率大，要解决拱线指向（近地点方向）的长期进动使其
保持拱线静止，轨道倾角就必须取临界倾角（６３．４３°或１１６．５７°）．还有，对于

ＨＥＯ，信号空间传输时的损耗在近地点和远地点相差１０ｄＢ以上，这导致
信号跟踪性能的下降，当然，理论上可通过改变卫星天线的增益来改善跟踪
性能，但这将导致硬件的复杂性．ＨＥＯ的Ｄｏｐｐｌｅｒ频移变化也很大，这也将
导致地面设备的复杂化．此外，ＨＥＯ 存在一个严重的缺陷：卫星穿过
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ＶａｎＡｌｌｅｎ辐射带（２０００～１００００ｋｍ），这有可能导致卫星机械和电子设备
故障．
除了上面这些轨道分类外，还有其它一些以轨道特征来描述的特殊轨

道，如回归轨道、太阳同步轨道、冻结轨道等．所谓回归轨道是指卫星的星下
点轨迹在卫星运行ｎ圈以后重复的轨道．太阳同步轨道和冻结轨道在前面
第四章中均有介绍，前者是指卫星轨道面在赤道上的进动速度等于地球公
转角速度，这类轨道有一特点，就是卫星同方向通过同一纬度圈时的地方时
相同．后者也叫拱线静止轨道，它是指轨道拱线指向在空间保持不变的轨
道，这类轨道的特征是轨道偏心率和轨道形状不变，近地点幅角保持在

９０°，因此，卫星通过同一纬度地区的高度保持不变．这种轨道的实现，通常
是通过适当选择轨道周期、倾角和偏心率来达到拱线静止的目的．

２．轨道选择

轨道选择是指根据任务总体以及各分系统对轨道提出的一些技术要求

来确定卫星的有关轨道参数．首先，轨道根数ａ，ｅ表示了轨道的大小与形
状，决定了轨道近地点、远地点高度和轨道周期，因此ａ，ｅ的选择其实就是
选择轨道周期和近地点高度．
又由ｓｉｎφｐ＝ｓｉｎｉｓｉｎω（φｐ为近地点的地心纬度）知近地点幅角ω可以由

轨道倾角ｉ和近地点位置决定．于是近地点幅角的选择可以通过选择近地
点位置来代替．

ω＝ ｓｉｎ－１（ｓｉｎφｐ／ｓｉｎｉ），　　　　 近地点位于升轨，

１８０°－ｓｉｎ－１（ｓｉｎφｐ／ｓｉｎｉ），　　近地点位于降轨
烅
烄

烆 ．
（６．１）

升交点赤经Ω通常在轨道设计中由发射时间来最后确定，因此，在轨

道选择时用升交点经度ΩＧ 来代替Ω，ΩＧ＝Ω－Ｓ（Ｓ为卫星发射时刻的格
林尼治恒星时）．

ΩＧ ＝
λ－ｓｉｎ－１（ｔａｎφ／ｔａｎｉ），　　　　 入轨点位于升轨，

１８０°＋λ＋ｓｉｎ－１（ｔａｎφ／ｔａｎｉ），　　入轨点位于降轨｛ ．
（６．２）

这里（λ，φ）为入轨点的地心经纬度．这样，升交点经度ΩＧ 的选择也就

由入轨点位置选择来代替．
综上，这六个轨道根数的选择可以用轨道周期、近地点高度、轨道倾角、

近地点位置、发射时间和入轨点位置的选择来代替．
下面来讨论这几个参数的选择问题．
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（１）轨道倾角的选择
轨道倾角选择所需考虑的约束因素主要有：

１）对ＬＥＯ卫星，轨道倾角不应小于被观测区域的最高纬度或最低纬
度的绝对值．

２）对一次入轨的卫星而言，轨道倾角不能小于发射场的地心纬度．若
要发射倾角小于发射场纬度的轨道，则必须经过变轨，且应选择纬度接近轨
道倾角的发射场发射，因为变轨道面的轨道调整是最耗能量的．小倾角轨道
卫星一般都从低纬度地区的发射场发射就是这个原因．

３）倾角的选择必须考虑运载火箭的能力．轨道倾角越大，消耗运载火
箭的能量就越多．

４）倾角选择必须注意与轨道周期和升交点的配合，使星下点轨迹经过
被观测区域的重点目标．

５）必须注意地面台站的布设，以保证对卫星的跟踪、测量和控制．
６）必须注意发射方向的限制（瞄准方向及各级火箭落点的安全）．
７）一些特殊轨道（太阳同步轨道、极轨道、临界倾角轨道等）对倾角的
要求．
（２）近地点位置的选择
对侦察或资源卫星，为了提高地面分辨率，一般把近地点位置安排在所

需侦察或勘察地区的中部上空较为合适．
对返回式卫星，一般把近地点位置放在制动点后边（飞行方向的前方），

只有这样，才可能使卫星速度方向与当地水平面的夹角是负的，这可以节省
制动火箭的能量．
对像 Ｍｏｌｎｉｙａ这一类 ＨＥＯ卫星，近地点位置应放在主要服务区的天

底方向．比如卫星的主要服务区在北半球，则近地点位置应放在南半球上
空，以保证卫星对北半球的服务时间．
此外，一些冻结轨道对近地点位置有特殊的要求．

（３）近地点高度与轨道周期的选择
影响轨道高度选择的约束条件主要有：

１）高度对地面覆盖的影响．高度越高，地面覆盖范围就越大．
２）高度对地面分辨率的影响．高度越高，地面分辨率就越差．
３）高度与地面台站的关系．高度越高，卫星可见时间就越长．
４）与轨道寿命的关系．轨道越高，受大气阻力影响越小，寿命就越长．
近地卫星的轨道高度不能过低，轨道寿命必须大于工作寿命．

５）与测轨精度的关系．这也与大气阻力有关，高度越高，大气阻尼摄动
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影响就越小，测轨精度相应就可能高些．
６）空间电磁辐射环境的影响，特别ＶａｎＡｌｌｅｎ辐射带的影响等．
在考虑以上轨道高度选择的因素后，可进一步选择轨道的近地点高度

和轨道周期．近地点高度选择的主要考虑因素有：

１）地面分辨率一般以近地点处的分辨率作参考，所以应对此加以
考虑．

２）轨道寿命必须大于工作寿命．对ＬＥＯ和 ＨＥＯ卫星，因大气密度一
般以近地点处的大气密度作参考，所以应考虑轨道寿命与近地点高度之间
的关系．

３）与测轨精度、预报精度的关系．
４）运载火箭的能力以及有效载荷的质量．高度越高，所需燃料就越多．
有效载荷的质量越大，要到达同样的轨道高度所需的燃料就越多．
轨道周期选择除了要考虑高度选择的一些约束条件外，还有以下几个

约束因素：

１）对返回式卫星，应考虑返回制动点的高度、速度、速度方向与方位
等．还有最后一圈卫星星下点应通过回收区的期望落点．

２）对侦察和资源等一类照相卫星，要考虑摄影的旁向重叠率．
３）要求星下点轨迹重复的回归轨道对应的轨道周期限制．

（４）入轨位置的选择
卫星入轨位置由发射场、运载火箭发射轨道的飞行程序以及对卫星星

下点轨迹的安排所确定，它还与入轨航程、主动段、入轨段的测控及火箭各
子级落点的散布有关．

３．发射窗口的选择

发射窗口的选择问题就是确定将卫星发射到所设计的轨道平面的时

刻．由于轨道平面在惯性空间中是不动的（二体条件下），因此发射时刻就是
指地面发射点位置旋转通过轨道平面的时刻，这个时刻取决于发射点的经
纬度、卫星轨道倾角和升交点赤经．从理论上讲，每天地面发射点通过轨道
面两次，因此，每天都有两次可供发射的时机．但事实上，并不是任意一天就
都能进行发射，具体的可发射时间，即发射窗口还必须根据卫星任务和星上
设备的各种要求来确定．
发射窗口选择实际上是根据某些限制条件来选择卫星轨道跟太阳（和

月球）的相对位置关系．影响发射窗口选择的因素很多，这里给出几个约束
条件：
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（１）卫星运行期间，太阳对地面目标的光照条件．
（２）在卫星运行时，太阳能电池、卫星热控等对太阳照射卫星的方向的

要求．
（３）卫星姿态测量精度所要求的地球、卫星、太阳三者之间的几何关系．
（４）卫星处于地影时间长短的要求以及进出地影时卫星在轨位置要求．
（５）卫星运行时，地面站对卫星测控条件的要求（地球、卫星、太阳三者

之间的几何关系）．
（６）返回式卫星对回收时间要求．
（７）其他有关条件如交会、卫星组网的要求．
由于发射窗口的约束条件很多，因此这就需要用系统工程的方法去分

析各种约束条件的合理性，协调相互矛盾的因素，建立各条件与发射时间之
间的数学模型，计算出各约束条件对应发射时间的交集，从而得到发射
窗口．

§６．２　星座设计的基本问题

随着卫星应用需求的日益发展，特别是２０世纪８０年代以来，越来越多
的航天任务仅靠单颗卫星已不可能完成，于是由多颗卫星组成的卫星星座
开始引起人们的关注，成为许多航天任务的首选方案．这一节将介绍星座的
有关基本知识．

１．基本概念

这里介绍星座设计中常采用的几种星座类型和有关的基本概念．
（１）星形星座
星形星座是早期研究的一种星座．星形星座以各条轨道有一对公共节

点，以及相邻同向轨道之间有相等（或近似相等）的相对倾角为特征．如极轨
卫星组成的星座属于星形星座．星形星座的理论分析比较方便，但覆盖特性
很差．主要表现有以下两大缺点：

１）所有轨道都在两个节点相交，在两个节点附件过于密集，而两节点
间的其他区域，卫星比较稀疏，因此覆盖很不均匀．

２）同向相邻轨道之间的卫星，相对位置基本不变，但反向轨道之间的
卫星相对相位经常变化，所以其覆盖特性变化比较剧烈，实用价值不大．
（２）Ｗａｌｋｅｒδ星座

Ｗａｌｋｅｒδ星座是由一些高度相同的圆轨道卫星构成的一类均匀星座．
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它具有如下一些基本特性：

１）每个轨道平面所含卫星数目相同，且卫星在轨道平面内均匀分布；

２）相邻轨道面间卫星的相对相位为一常数；

３）各轨道平面相对某一参考面的夹角相同，该参考面不一定是赤
道面；

４）各轨道面和参考面的交点沿参考面均匀分布．
Ｗａｌｋｅｒδ星座可以用三个参数Ｔ／Ｐ／Ｆ来描述其相对几何结构，Ｔ 为

星座中卫星总数，Ｐ为星座轨道平面个数，Ｆ为相邻轨道间卫星的相对相位
的度量参数，表示当一条轨道上的一颗卫星经过升交点时，相邻的东侧轨道
上的相应卫星已经过了它的升交点，对应的相位为３６０°Ｆ／Ｔ，Ｆ的取值为０
到Ｐ－１之间的任意整数．若给定了 Ｗａｌｋｅｒδ星座的轨道高度、参考平面、
相对参考平面的倾角和某个轨道面相对参考面的升交点位置，则Ｔ／Ｐ／Ｆ
三个参数就唯一确定了这个星座．

Ｗａｌｋｅｒδ星座有如下优点：星座中各卫星所受长期摄动影响的主要部
分均相同，从而使星座的相对几何结构保持基本不变，便于星座的维持；其
次，对全球连续覆盖，Ｗａｌｋｅｒδ星座的几何结构具有某种“均匀性”和“对称
性”，因此在全球范围内的覆盖相对较为均匀．
对以赤道为参考平面，参数为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座，若令其中任一

轨道面为第一轨道面，对应升交点赤经为Ω０，令该轨道面上任一颗卫星作
为计数的第一颗星，对应的相位为ｕ０，则星座中第ｉ轨道面上第ｊ颗卫星，
其升交点赤经Ω和相位ｕ可用下式确定：

Ω＝Ω０＋（ｉ－１）３６０°
Ｐ ． （６．３）

ｕ＝ｕ０＋（ｉ－１）Ｆ３６０°
Ｔ ＋（ｊ－１）Ｐ３６０°

Ｔ
， （６．４）

（３）Ｒｏｓｅｔｔｅ星座

Ｒｏｓｅｔｔｅ星座是δ星座Ｐ＝Ｔ的一种特殊星座，因为这种星座的轨道图
形在固定的天球上的投影犹如一朵盛开的玫瑰，故称其为Ｒｏｓｅｔｔｅ星座．
由Ｎ 颗卫星组成的Ｒｏｓｅｔｔｅ星座满足以下的关系：

αｉ ＝２πｉ／Ｎ　ｉ＝０，１，２，…，Ｎ－１，

βｉ ＝β，

γｉ ＝ｍαｉ　ｍ ＝０，１，２，…，Ｎ－１
烅
烄

烆 ．

（６．５）

其中，αｉ为第ｉ颗卫星的升交点赤经，βｉ为第ｉ颗卫星的轨道倾角，γｉ为第ｉ
颗卫星从升交点起算的初始相位角．
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（４）σ星座

σ星座是δ星座的子星座．其特点是星座中所有卫星的星下点轨迹只
有一条，且卫星等间隔分布．σ星座通常用两个整数Ｔ和Ｍ 作参考码，它和

Ｗａｌｋｅｒδ星座的Ｔ／Ｐ／Ｆ参数的关系满足下式：

Ｐ＝ Ｔ
Ｈ［Ｍ，Ｔ］，

Ｆ＝ Ｔ（ ）ＰＭ
（ＫＰ－Ｍ－１

烅

烄

烆
），

（６．６）

式中Ｈ［Ｍ，Ｔ］表示取Ｍ 和Ｔ 的最大公因子．由于Ｆ为０到Ｐ－１间的整
数，因此整数Ｋ 可以唯一确定．
（５）覆盖性能参数［２］

星座的覆盖品质需要一些覆盖性能指标来量化．最普遍的也最常用的
覆盖性能指标有覆盖百分比、最大覆盖间隙、平均覆盖间隙、时间平均间隙
和平均响应时间等．这里给出这些指标的定义：
覆盖百分比（ＰｅｒｃｅｎｔＣｏｖｅｒａｇｅ）：地面上任一点的覆盖百分比等于被

一颗或多颗卫星覆盖的时间除以总的仿真时间．覆盖百分比可以直接表示
地面某一点或某一地区被覆盖多少次，但它并不提供有关覆盖间隙分布的
任何信息．
最大覆盖间隙（ＭａｘｉｍｕｍＣｏｖｅｒａｇｅＧａｐ）：等于单独一个点所遇到的

最大的覆盖间隙．当研究多个点的统计特性时，我们可以取其最大覆盖间隙
的平均值或其中的最大值，因此全球平均最大间隙是全部个别点的最大间
隙的平均值，而全球最大间隙则是某一个别点覆盖间隙的最大值．这个统计
特性可给出某种最坏情况的信息，但由于用一个点或几个点就可确定这一
结果，故它不能正确地排定星座覆盖性能地优劣．因此，最大覆盖间隙是一
个不好的性能指标．
平均覆盖间隙（ＭｅａｎＣｏｖｅｒａｇｅＧａｐ）：是指地面上任意一点的覆盖间

隙的总长度除以覆盖间隙的次数．覆盖间隙次数指在给定的仿真时间段中
该点不被卫星覆盖的次数，覆盖间隙总长度是指该点不被卫星覆盖的总
时间．
时间平均间隙（ＴｉｍｅＡｖｅｒａｇｅＧａｐ）：时间平均间隙是指按时间平均的

平均间隙持续时间，也就是说，时间平均间隙就是间隙长度的平均．该指标
在数值上等于各次覆盖间隙长度的平方和除以总的仿真时长．
平均响应时间（ＭｅａｎＲｅｓｐｏｎｓｅＴｉｍｅ）：响应时间是指从我们接收到要

观测某点的随机请求开始到可以观测到该点为止的时间长度，最大响应时
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间等于最大覆盖间隙．如果一颗卫星在给定的一个时间步长内位于该点的
视场中，则该时间步长的响应时间为０；如果所讨论的点在某个覆盖间隙
内，则响应时间就是到覆盖间隙终点的时间长度．平均响应时间就是指在仿
真时段内，各个时间步长的响应时间的总和对总的仿真时间的平均．事实
上，在计算平均响应时间时，由于对称性，响应时间可以用到覆盖间隙开始
时的时间长度来代替，而这并不影响平均响应时间的最后计算结果，且方法
更加简单．这个性能指标既考虑了覆盖的统计特性，又考虑了间隙的统计特
性，因此可以确定整个系统的响应能力．平均响应时间是评价响应能力的最
好的覆盖性能指标．

２．卫星导航星座的常用性能指标

在卫星导航星座的设计中，还会有一些特殊的性能要求，如共视卫星个
数、星座值、导航精度和服务可用性等，下面介绍几个常用的性能指标．
（１）共视性要求
对同时提供三维定位和定时能力的导航星座而言，共视性要求就是在

规定的截止仰角（如５°）下，在任何时刻，服务区内任意地点同时可见的导
航卫星数目应不少于４颗．
（２）精度因子ＤＯＰ（ＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）
对导航星座而言，系统所提供的定位几何是影响导航精度的一个重要

因素．一般导航系统的定位几何可以用ＤＯＰ值来描述，定义为用户等效距
离误差ＵＥＲＥ（ＵｓｅｒＥｑｕｉｖａｌｅｎｔＲａｎｇｅＥｒｒｏｒ）到最终定位误差或定时误差
的放大系数，它反映了观测源几何位置对定位误差的影响．常用的有下几种

ＤＯＰ参数：几何精度因子ＧＤＯＰ（ＧｅｏｍｅｔｒｙＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）、位置精
度因子ＰＤＯＰ（ＰｏｓｉｔｉｏｎＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ），水平精度因子ＨＤＯＰ（Ｈｏｒｉ
ｚｏｎｔａｌＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）、垂直精度因子 ＶＤＯＰ（ＶｅｒｔｉｃａｌＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆ
Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）和时间精度因子ＴＤＯＰ（ＴｉｍｅＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）．
对同时支持用户解算接收机钟差的导航星座而言，各种ＤＯＰ的计算

如下：
在用户的本地坐标系（ｘ轴指向东，ｙ轴指向北，ｚ轴指向天顶）中，设矩

阵Ｇ为用户到定位星Ｓｉ（ｉ＝１，２，．．．，ｋ，ｋ≥４）的方向余弦矩阵，即

Ｇ＝

ｌ１　ｍ１　ｎ１　１
ｌ２　ｍ２　ｎ２　１
　　　

ｌｋ　ｍｋ　ｎｋ　

烄

烆

烌

烎１

． （６．７）
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其中，ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ分别为用户到定位星Ｓｉ的方向余弦．记矩阵（ＧＴＧ）－１的主对

角线元素为σｉｉ（ｉ＝１，２，３，４），则对零均值等精度的独立观测而言，各种

ＤＯＰ分别为

ＧＤＯＰ＝ σ１１＋σ２２＋σ３３＋σ槡 ４４， （６．８）

ＰＤＯＰ＝ σ１１＋σ２２＋σ槡 ３３， （６．９）

ＨＤＯＰ＝ σ１１＋σ槡 ２２， （６．１０）

ＶＤＯＰ＝ σ槡３３， （６．１１）

ＴＤＯＰ＝ σ槡４４． （６．１２）
需要注意的是，这些ＤＯＰ的概念都是基于不加权的协方差矩阵得到

的，而事实上来自各颗卫星的观测误差是不相同的，因此ＤＯＰ并不能真实
地反映系统的导航精度．尽管如此，在星座设计时，为了撇开其他一些非星
座因素的影响，人们还是经常用ＤＯＰ值去衡量星座的导航性能．
（３）星座值ＣＶ（ＣｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎＶａｌｕｅ）
对导航星座，我们常用星座值ＣＶ来分析星座的导航性能．ＣＶ反映了

星座的几何特性和连续可用性，是星座性能的一个重要体现．其定义为覆盖
区内ＤＯＰ值小于某一门限值的区域占整个服务区域的面积百分比在全时
段上的平均值．其计算公式为

ＣＶ＝
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０
∑
Ｌ

ｉ＝１
ｂｏｏｌ（ＤＯＰｔ，ｉ≤ＤＯＰｍａｘ）×ａｒｅａｉ

ΔＴ×Ａｒｅａ ×１００％． （６．１３）

这里，ΔＴ为总的仿真时间，Ｌ为网格个数，ｂｏｏｌ（Ｘ）为布尔函数，若Ｘ 为真

则等于１，若Ｘ为假则等于０．Ａｒｅａ＝∑
Ｌ

ｉ＝１
ａｒｅａｉ为服务区域总面积，ａｒｅａｉ为

第ｉ个网格的面积．
（４）可用性（Ａｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙ）［３］

可用性是指系统能为用户提供可用的导航服务的时间百分比，在卫星
星座性能的评估中．可用性是一个普遍使用的术语，依照对系统不同的性能
需求，可定义为各种类型的可用性，如精度可用性，连续可用性等．
一个系统性能的可用性要求可在三个层次上进行计算：瞬间的，局部

的，服务区域的．瞬时可用性（ＩＡＬ：ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）

α（ｉ，ｔ）定义为在特定地点（ｉ）和特定时刻（ｔ）满足系统性能需求的概率．最
简单的情况下，ＩＡＬ等于０或１，而在一般情况下ＩＡＬ为０和１之间的某个
概率值．因此，可定义一个瞬时可用性指示函数（ＩＡＩ：ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＡｖａｉｌ
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ａｂｉｌｉｔｙＩｎｄｉｃａｔｏｒ）β（ｉ，ｔ）：当ＩＡＬ超过最低ＩＡＬ要求αｍｉｎ，β（ｉ，ｔ）的值为１，
反之则为０．ＩＡＬ和ＩＡＩ之间的关系表达式如下：

β（ｉ，ｔ）＝ｂｏｏｌ｛α（ｉ，ｔ）≥αｍｉｎ｝． （６．１４）
局部可用性（ＬＡＬ：ＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）是指对特定地点在某一

时间间隔的“平均”可用性．首先，定义时间平均的局部可用性（ＴＡＬＡＬ：

Ｔｉｍｅ ＡｖｅｒａｇｅｄＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）为对地点ｌ在时间间隔（ｔ０，ｔ０＋
ΔＴ）内的瞬时可用性的时间平均，即：

α（ｉ）＝ １
ΔＴ ∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

α（ｉ，ｔ）， （６．１５）

这里ΔＴ是所计算的时间间隔．
同样也定义一个局部可用性的时间百分比（ＬＡＰＯＴ：Ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｏｆ

ＴｉｍｅＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）为一段时间间隔内特定地点的ＩＡＩ的平均，
即：

β（ｉ）＝ １
ΔＴ ∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０
β（ｉ，ｔ）． （６．１６）

这两种定义的含义是不同的，如果说“ＰＤＯＰ＜６的平均概率至少是

０．９５”指的是ＴＡＬＡＬ；然而如果说“至少在９５％的时间ＰＤＯＰ＜６的概率
超过０．９９９”则指ＬＡＰＯＴ．
服务区可用性（ＳＡＬ：ＳｅｒｖｉｃｅＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）是对整个服务区域内

所有地点的局部可用性的平均，同样有基于ＩＡＬ和ＩＡＩ两种可用性：

ＡＳ ＝ １
Ａｒｅａ∑

Ｌ

ｉ＝１

［α（ｉ）×ａｒｅａｉ］＝ １
Ａｒｅａ×ΔＴ∑

Ｌ

ｉ＝１
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

［α（ｉ，ｔ）×ａｒｅａｉ］，

（６．１７）

ＢＳ ＝ １
Ａｒｅａ∑

Ｌ

ｉ＝１

［β（ｉ）×ａｒｅａｉ］＝ １
Ａｒｅａ×ΔＴ∑

Ｌ

ｉ＝１
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

［β（ｉ，ｔ）×ａｒｅａｉ］．

（６．１８）
由ＣＶ值的定义可知，ＣＶ是ＡＳ 对于不考虑卫星故障的理想星座时的一个

特例．
根据星座状态的不同，瞬时可用性还可以分为以下几种基本的类型：

理想的可用性，降阶的可用性和期望的可用性．
理想的可用性是最早定义的可用性，它是基于没有卫星损坏的理想星

座来定义的，可表示如下：

α０（ｉ，ｔ）＝ｂｏｏｌ｛Ｒ（ｉ，ｔ）｝． （６．１）

５８１　第６章　航天器轨道设计和星座设计



这里，Ｒ（ｉ，ｔ）表示满足某种导航性能需求的情况．对理想星座，ＩＡＬ仅取０
或１．例如：若ＰＤＯＰ＜６是系统的性能需求，则当ＰＤＯＰ＜６时ＩＡＬ＝１；反
之，当ＰＤＯＰ≥６时ＩＡＬ＝０．此外对理想星座，ＩＡＩ的值与ＩＡＬ相同．
降阶的可用性是指星座中有卫星故障发生时的降阶星座所提供的服务

可用性．假设星座中有ｋ颗卫星故障，则可用性定义为ｋ颗卫星损坏的所有
组合的可用性平均值：

αｋ（ｉ，ｔ）＝ １
Ｃｋ

Ｍ ∑
ＣｋＭ

ｎ＝１
ｂｏｏｌ｛Ｒｎ（ｉ，ｔ）｝，　ｋ＝０，…，Ｍ． （６．２０）

这里，Ｍ 为理想星座的卫星个数，符号Ｃｋ
Ｍ 表示星座的ｋ卫星损坏的所有组

合：

Ｃｋ
Ｍ ＝ Ｍ！

ｋ！（Ｍ－ｋ）！， （６．２１）

Ｒｎ（ｉ，ｔ）表示系统在某ｋ颗卫星故障时的满足导航性能需求的情况．这时，
降阶星座的ＩＡＬ不再刚好等于０或１，而是０与１之间的某个值．注意理想
星座的ＩＡＬ是（６．２０）式在ｋ＝０时的特例．ＩＡＬ在当卫星故障数进一步增
加时变得更坏．
期望的可用性是指考虑所有可能的降阶星座的可用性的加权平均值．

在Ｍ 颗卫星的星座里，有Ｍ＋１种可能状态，用Ｓｋ（ｋ＝０，１，…，Ｍ）表示．Ｓ０

是没有卫星损坏的状态，Ｓ１ 是有一颗卫星损坏的状态，等等．对每种星座状

态Ｓｋ，均给定一个概率值Ｐｋ，其中∑
Ｍ

ｋ＝０
Ｐｋ＝１．考虑星座各种状态概率的可用

性定义如下：

α（ｉ，ｔ）＝ ∑
Ｍ

ｋ＝０
Ｐｋαｋ（ｉ，ｔ）＝ ∑

Ｍ

ｋ＝０
Ｐｋ

１
Ｃｋ

Ｍ ∑
ＣｋＭ

ｎ＝１
ｂｏｏｌ｛Ｒｎ（ｉ，ｔ）｝． （６．２２）

理性星座的可用性是（６．２２）式的一种特殊情况，此时：

Ｐｋ ＝
１，　ｋ＝０，

０，　ｋ≠０｛ ．
Ｋ 颗卫星故障的降阶星座的可用性也是（６．２２）式的特殊情况，此时：

Ｐｋ ＝
１，　ｋ＝Ｋ，

０，　ｋ≠Ｋ｛ ．
与期望的可用性相关的一个很重要的问题是怎样对星座卫星的状态概

率进行建模或计算．一般而言，卫星状态概率可以通过基于 Ｍａｒｋｏｖ链分析
卫星的故障和恢复率来得到，文献［３］，［４］，［５］，［６］，［７］对此有详细的
讨论．
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３．星座覆盖分析方法简介

在星座设计研究过程中，人们提出了各种星座覆盖分析方法，其中较著
名的和得以广泛应用的主要有外接圆方法、覆盖带方法和格网方法．这里给
出这些方法的简单介绍，详细的描述请参阅相关文献．
外接圆方法由 Ｗａｌｋｅｒ提出［８］，主要是研究全球连续单重覆盖和多重

覆盖问题．它主要针对 Ｗａｌｋｅｒδ星座，但方法本身并没有对此作出限制．外
接圆方法分析星座和覆盖特性的准则是：保证全球各地在任何时候都能在
某个最小仰角以上看到用户要求的卫星数量．在覆盖分析中用离开卫星星
下点最远的一些点（相邻三颗卫星的的星下点组成的球面三角形的外接圆
圆心）进行评估．不断改变星座轨道倾角，就能够找出最坏情况下的最小的
外接圆半径，从而得到最佳星座．外接圆方法是一种基于几何的方法，直观、
易于理解和接受．它主要用于解决全球的单重和多重连续覆盖问题．但该方
法也存在一些问题：首先，随着卫星总数的增长，计算所需时间的增长极为
迅速．也许正因为如此，外接圆方法最近十几年来没有得到发展．Ｗａｌｋｅｒ本
人也深知此缺陷，但他在公开文献中并没有提出解决办法，而是别转它径，
试图用“网格”“正多面体”“半正多面体”的方法来弥补，但效果不佳．因而，
寻找新的算法势在必行．其次，外接圆方法设计出的星座往往其轨道面数等
于卫星总数，即Ｔ／Ｔ／Ｆ．这样的星座有两个较大的缺陷：第一，性能台阶太
高，导致每上一个覆盖性能台阶要花费较多的经费．第二，导致响应用户要
求的应变能力太弱．最后，外接圆方法无法评估导航星座最为关心的导航精
度．
覆盖带方法最初由Ｌｕｄｅｒｓ提出［９］，经由Ｒｉｄｅｒ［１０］，［１１］、Ａｄａｍｓ［１２］，［１３］和

Ｈｏｐｋｉｎｓ等人的发展，已用于区域连续覆盖和全球连续覆盖等各种星座的
设计．覆盖带方法一般假设所采用的星座具有如下性质：

（１）所有轨道为同一高度的圆轨道；
（２）各轨道的倾角均相同；
（３）轨道面内卫星均匀分布；
（４）每一轨道面内的卫星数目大于３，因为覆盖带方法要求同一轨道面

内卫星的有效覆盖区相互重叠，形成一条环带．
覆盖带方法利用这些基本的约定，将覆盖要求转化为一些约束方程，求

解这些方程组就可以获得满足覆盖性能的星座，但须注意这星座未必是最
优的．覆盖带方法简洁明了，具有比外接圆方法高得多的计算效率，但也具
有因基本约定带来的不足和缺陷，而且它同样也无法评估导航星座的精度
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性能．
格网方法最初是由 Ｍｏｒｒｉｓｏｎ在１９７３年对由圆形轨道和椭圆轨道构成

的星座进行多重覆盖研究时所采用［１４］，他分析了在地球表面构成的格网
（１０°×１０°）的每个点上，在某个最小仰角以上能看到的卫星数目．后来Ｂｏ
ｇｅｎ用类似方法研究了星座覆盖［１５］，但他选用的是矩形网格，格网的纬度间
距缩小到５°，经度间距仍为１０°．格网方法的缺点是：格网间距较大时，计算
结果的精度较差．为了提高精度，就要缩小格网的间距，这样又会带来很大
的工作量．但格网方法的优点是简单易于实现，便于统计各类覆盖性能指
标，且适用于各种用途的星座设计．

４．星座设计的基本过程和准则

在开始设计星座时，一般我们都是从最简单的星座入手，如从Ｗａｌｋｅｒδ
星座、单平面赤道轨道或者从具有１个、２个或３个轨道平面的极轨道开始
工作．有时我们还可以考虑椭圆轨道，或者用它来构成一个完整的星座，或
者用它来补充星座以增强其性能．大致来讲，星座设计的基本过程可描述如
下：

（１）确定任务需求，特别是性能需求和指标，以及性能增长和降级台阶
的目标；

（２）进行星座性能的综合评估．如选择星座类型，评估覆盖性能和其他
一些性能指标，分析性能增长与台阶以及高度台阶等问题．

（３）形成设计文件，设计过程反复迭代至得到满足任务需求的最优或
近优星座．
在设计过程中，一般我们用下面三个标准来评价每个星座的设计．
（１）覆盖性能或可用性等其他一些指标．一般不要在只有一个指标时

就着手整个星座的设计．
（２）性能增长和降级．星座的性能增长和降级是实际星座设计中的一

个关键问题．对每一种星座，性能增长或降级情况是不同的．在评价增长或
降级时，我们假定在轨道平面内重新定相所花的推进剂代价适中，而改变轨
道面是不现实的．

（３）性能台阶．我们应该评价每一个星座，看看是否存在这样的性能台
阶，使星座中轨道平面的数目、轨道高度或其他关键的特征参数成为离散的
台阶．
在设计时，往往要确定大量的参数，表６．１给出了星座设计中的一些待

定参数和选择准则．
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表６．１　星座设计中的一些基本因素和选择准则

因　素 影　响 选择准则

主要设计变量

卫星数目

轨道高度

轨道平面数目

决定成本和覆盖的主要因素

覆盖、发射和变轨成本

灵活性、覆盖性能台阶、发展和
降级使用

选择最少的卫星满足覆盖和

性能台阶的要求

通常是成本和性能之间的系

统级权衡

以最少的轨道平面满足覆盖

性能的要求

其他设计变量

轨道倾角

轨道平面的相位

偏心率

决定覆盖的纬度分布

决定覆盖的均匀性

任务的复杂性、可达的高度和覆
盖与成本的关系

纬度覆盖和成本的总和权衡

在各组独立的相位取舍中选

择最佳覆盖

一般取０，除非为满足特别
需求才选择其它值

　　

§６．３　星座的相对几何和覆盖重复周期

１．Ｗａｌｋｅｒ的工作

在星座设计的早期研究中，Ｗａｌｋｅｒ指出［１６］，卫星星座中每颗卫星的星
下点轨迹在某些条件下完全分离，但是在另外一些条件下却可以部分重合
或完全重合．对星座标记为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座，如果星座卫星采用α
天（恒星日，下同）β圈回归的轨道，Ｗａｌｋｅｒ给出了该星座的星下点轨迹条
数计算方法：

Ｅα，β ＝ Ｔ
Ｋ

， （６．２３）

这里，Ｋ 由下式计算：

Ｋ ＝Ｈ［Ｇ，ＰＪ］， （６．２４）
式中

Ｇ＝ｓα＋Ｆβ，Ｊ＝Ｈ［ｓ，β］． （６．２５）

ｓ＝Ｔ／Ｐ为每个轨道面上的卫星个数，Ｈ［ａ，ｂ］表示取ａ和ｂ的最大公因子．
星座的覆盖重复周期是指星座遍历了对覆盖特性而言的所有不同星座

构型的一段时间间隔．Ｗａｌｋｅｒ也给出了覆盖重复周期（ＧＣＲＰ）的计算
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公式：

ＧＣＲＰ＝Ｔｏｒｂｉｔ
ｙｚ
４Ｔ

， （６．２６）

式中，Ｔｏｒｂｉｔ为卫星的轨道周期，而

ｙ＝Ｈ［Ｆ，Ｐ］，ｚ＝Ｈ ２，Ｔ［ ］ｙ ． （６．２７）

单就星座的覆盖性能而言，经过一个覆盖重复周期后，星座中的卫星构型就
开始重复，因此，在对星座覆盖性能的仿真中，一般只要取一个覆盖重复周
期即可．
需要注意，Ｗａｌｋｅｒ给出的星下点轨迹的计算公式仅适用于 Ｗａｌｋｅｒ星

座，而对于在区域星座中经常用到的非 Ｗａｌｋｅｒδ星座或由 Ｗａｌｋｅｒ星座中
的部分卫星构成的星座，则不再成立，因此还有必要对星座的卫星相对几何
关系进行进一步的分析．此外，Ｗａｌｋｅｒ给出的星座覆盖重复周期的计算利
用了球的旋转对称性，忽略了地球自转，因此只对全球覆盖的 Ｗａｌｋｅｒδ星
座有效，而无法用以确定 Ｗａｌｋｅｒδ星座和其他一些非 Ｗａｌｋｅｒδ星座对某
特定地区和地点的覆盖重复周期（为了和 Ｗａｌｋｅｒ给出的覆盖重复周期相区
别，就称这种星座对某地区或地点的覆盖重复周期为区域覆盖重复周期）．

２．星座的相对几何

（１）星座中任意两颗卫星是否有同一条星下点轨迹的判别法则
对参数为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座中任一卫星（ｉ，ｊ）（表示第ｉ轨道面

第ｊ颗卫星，ｉ＝１，２，…，Ｐ；ｊ＝１，２，…，Ｔ／Ｐ，下文同），在ｔ０ 时刻其相位和

升交点赤经分别为

ｕｉ，ｊ ＝ｕ０＋３６０ Ｆ
Ｔ

（ｉ－１）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－１［ ］）， （６．２８）

Ωｉ，ｊ ＝Ω０＋３６０
Ｐ

（ｉ－１）， （６．２９）

其中ｕ０ 为第１轨道面第１颗星的相位，Ω０ 为第一轨道面的升交点赤经．
定义这颗卫星星下点轨迹在ｔ０ 时刻前第一次由南向北过赤道时对应

点的经度为该星下点轨迹的升交点经度ΩＧ
ｉ，ｊ，其值为

ΩＧ
ｉ，ｊ ＝Ωｉ，ｊ－Ｓ０＋ｕｉ，ｊωｅ

ｎｓ
， （６．３０）

其中ωｅ为地球自转角速度，ｎＳ 为卫星平均运动，Ｓ０ 对应ｔ０ 时刻的恒

星时．
对α天β圈回归的回归轨道（在二体问题的情况下）而言，式（６．３０）可
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改写为

ΩＧ
ｉ，ｊ ＝Ωｉ，ｊ－Ｓ０＋ｕｉ，ｊα

β
． （６．３１）

下面对回归轨道讨论星下点轨迹重合的问题（下文若对卫星轨道没有
特别说明，均是指回归轨道）．对星座中任意的两颗卫星（ｉ，ｊ）和（ｍ，ｎ），若
它们在同一条星下点轨迹上，则它们满足

ΔΩＧ ＝ΩＧ
ｉ，ｊ－ΩＧ

ｍ，ｎ ＝κ３６０
β

， （６．３２）

其中κ为任意的整数．
把式（６．２８），（６．２９）和（６．３１）代入式（６．３２）整理后有

β
Ｐ ＋αＦ（ ）Ｔ

（ｉ－ｍ）＋αＰ
Ｔ

（ｊ－ｎ）＝κ． （６．３３）

上式就是 Ｗａｌｋｅｒδ星座中卫星的星下点轨迹是否重合的一个判断
准则．
（２）一条星下点轨迹中两颗卫星间的轨迹长度和卫星相对顺序
对于在同一条星下点轨迹上的任意两颗卫星（ｉ，ｊ）和（ｍ，ｎ），它们星

下点之间的轨迹长度（时间间隔）Δλ可用下式计算：

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
３６０Ｋ－（ΔΩＧ

ｍ，ｎ－ΔΩＧ
ｉ，ｊ）

３６０α／［ ］β ｉｎｔ
＋ｕｍ，ｎ－ｕｉ，ｊ

ｎＳ
． （６．３４）

式中方括号的下标ｉｎｔ表示Ｋ 为１到α之间惟一确定的整数，它使得方括
号的值为０和β之间的整数，下文出现的ｉｎｔ下标的含义也是如此；Ｔｏｒｂｉｔ为

卫星轨道周期．
应用式（６．２８）和（６．３２），式（６．３４）可改写为

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
Ｋβ－κ［ ］α ｉｎｔ

＋Ｔｏｒｂｉｔ
Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ［ ］）． （６．３５）

或应用式（６．２８），（６．３２）和（６．３３），式（６．３４）亦可写为

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
Ｋβ
α － β

αＰ＋Ｆ（ ）Ｔ
（ｉ－ｍ）－Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ［ ］）

ｉｎｔ
＋

Ｔｏｒｂｉｔ
Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ［ ］）． （６．３６）

下面来讨论 Ｗａｌｋｅｒδ星座中任一星下点轨迹上各卫星的的相对顺序．
令Ｎ 为一条星下点轨迹上的卫星个数，若指定卫星（ｉ，ｊ）为０号星，则Δλ
与卫星（ｍ，ｎ）相对０号星由西向东的顺序编号ｌ之间存在以下关系：

Δλ＝ｌβ
ＮＴｏｒｂｉｔ，ｌ＝１，…，Ｎ－１． （６．３７）

综合式（６．３４）和（６．３７）不难得到确定卫星顺序编号ｌ的关系式
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Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
３６０Ｋ－（ΔΩＧ

ｍ，ｎ－ΔΩＧ
ｉ，ｊ）

３６０α／［ ］β ｉｎｔ
＋

（ｕｍ，ｎ－ｕｉ，ｊ）
ｎＳ

＝Ｔｏｒｂｉｔ
β
Ｎｌ．

（６．３８）
根据式（６．２８）和（６．３２），上式也可改写为

Ｋβ－κ［ ］α ｉｎｔ
＋Ｆ

Ｔ
（ｉ－ｍ）＋Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ）＝ β

Ｎｌ
， （６．３９）

或把式（６．２８），（６．３２）和（６．３３）代入式（６．３８）便可得另一形式的表达式：

Ｋβ
α － β

αＰ＋Ｆ（ ）Ｔ
（ｉ－ｍ）－Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ［ ］）

ｉｎｔ
＋

Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ）＝ β
Ｎｌ．

（６．４０）

（３）相邻星下点轨迹间两相邻升交点的经度差
在进行区域星座的优化时，也需要调整卫星的的升交点经度，为了提高

优化的效率，需要确定合适的升交点经度的调整范围，因此就需要确定星座
相邻两条星下点轨迹之间的两相邻升交点之间的经度差．对 Ｗａｌｋｅｒδ星
座，这里给出计算升交点经度差的计算公式：

ΔΩＧ ＝ ３６０
βＥα，β

． （６．４１）

３．区域覆盖重复周期

Ｗａｌｋｅｒ给出了 Ｗａｌｋｅｒδ星座对全球的覆盖特性重复周期的计算公
式，但是它既不适用于对任意指定区域或地点的覆盖重复周期的计算，也不
适用于非 Ｗａｌｋｅｒδ星座的重复周期的计算．
在讨论星座的覆盖重复周期之前，我们先定义星下点重复周期为该条

星下点轨迹上卫星星下点的分布出现重复的时间间隔，称其中最小的时间
间隔为最小重复周期．下文若无特别说明，星下点重复周期就是指最小重复
周期．
对一个均匀分布的 Ｗａｌｋｅｒδ星座而言，其每条星下点轨迹上的卫星个

数记为Ｎ，卫星轨道周期记为Ｔｏｒｂｉｔ，则对于由其中任意Ｍ （Ｍ≤Ｎ）颗卫星
的星下点重复周期Ｔｓｕｂ，满足以下规律：

（１）Ｔｓｕｂ＝γＴｏｒｂｉｔ
β
Ｎ

，γ为Ｎ 的因子，当Ｍ＝Ｎ 时，γ＝１；

（２）若（Ｍ，Ｎ）互为质数，则Ｔｓｕｂ＝βＴｏｒｂｉｔ；
（３）用一个Ｎ 位二进制序列Ｓ０（Ｎ）＝ａ１ａ２…ａＮ（ａｉ，ｉ＝１，…，Ｎ 的

取值为０或１）来表示Ｍ 颗卫星的分布，０表示不选取此卫星，１表示选取此
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卫星，对这个二进制序列施以如下移位运算：

Ｓ１（Ｎ）＝ｓｈｉｆｔ（Ｓ０）＝ａＮａ１ａ２…ａＮ－１． （６．４２）
若经过Ｌ（显然，１≤Ｌ≤Ｎ）次这样的移位运算后得到的一个二进制序

列ＳＬ：

ＳＬ ＝ａＮ－Ｌ＋１ａＮ－Ｌ＋２…ａＮａ１ａ２…ａＮ－Ｌ．
等于初始的二进制序列Ｓ０，则这Ｍ 颗卫星分布的重复周期为ＬＴｏｒｂｉｔβ／Ν；

（４）若在所有Ｍ 颗卫星中相邻两颗星之间的轨迹长度中有一个等于
（Ｎ－Ｍ）Ｔｏｒｂｉｔβ／Ｎ，则这Ｍ 颗卫星分布的重复周期Ｔｓｕｂ＝βＴｏｒｂｉｔ．
我们接着定义：对某一特定区域或地点，我们称其上空的卫星几何构

形重复出现的时间间隔为星座对该区域或地点的覆盖重复周期，称其中最
小的重复间隔为最小覆盖重复周期（简称区域覆盖重复周期：ＲＣＲＰ）．下文
若无特别说明，重复周期均指最小重复周期．
假设我们所要讨论的卫星星座有Ｅα，β条星下点轨迹，记各条星下点轨

迹的星下点重复周期为Ｔｉ
ｓｕｂ，ｉ＝１，２，…，Ｅα，β，则该星座对任一地点的覆盖

重复周期ＲＣＲＰ为：

ＲＣＲＰ＝ Ｔ１
ｓｕｂ，Ｔ２

ｓｕｂ，…，ＴＥα，β［ ］ｓｕｂ ． （６．４３）

这里，式中的方括号表示取Ｔ１
ｓｕｂ，Ｔ２

ｓｕｂ，…，ＴＥα，β
ｓｕｂ
的最小公倍数．注意对ＧＥＯ

卫星，我们定义其星下点重复周期为１．
特别的，对 Ｗａｌｋｅｒδ星座，其对特定地区或地点的区域覆盖重复周期

可以由下式计算：

ＲＣＲＰ＝αＥα，β

Ｔ ． （６．４４）

对任意指定区域，若星座的星下点轨迹在该区域上的分布不是对称的，
则星座对该区域的覆盖重复周期也可以由（６．４３）式计算．此外，需要指出的
是，对星下点分布对称的区域，用（６．４３）式求得的覆盖重复周期不一定是最
小重复周期，其最小重复周期与星下点轨迹和该区域本身的对称程度以及
卫星的具体分布有关．

§６．４　星座结构演化

根据第四章对卫星运动各种摄动的分析知，地球引力场的扁率摄动是
对卫星运动影响最大的一种摄动因素．此外，由于在星座组网时卫星不可能
准确进入其设计轨道，实际轨道与设计轨道之间总会存在一个偏差（下文称
之为入轨偏差）．通常这种入轨偏差在设计指标允许范围之内，但是它仍然
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能够引起实际轨道和设计轨道在摄动变化上的不可忽略的差异，而且还存
在因轨道半长轴偏差导致的卫星位置在轨道沿迹方向上的长期变化．因此，
这一节主要就地球非球形引力场的扁率摄动和入轨偏差的影响来讨论星座

的结构演化．

１．卫星轨道演化

（１）卫星轨道摄动
卫星在地球中心引力和Ｊ２ 项的作用下，其对应运动方程的轨道解包括

长期变化项的形式可写为下列形式：

ａ＝ａ０，　ｅ＝ｅ０，　ｉ＝ｉ０，

Ω＝Ω０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２），

ω＝ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２），

λ＝ω＋Ｍ ＝ω０＋Ｍ０＋（ｎ＋λ１）（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２

烅

烄

烆 ），

（６．４５）

其中下标“０”表示卫星的初始状态，λ为卫星的沿迹量．轨道长期变化率由
下式表达：

Ω１ ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （６．４６）

ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （６．４７）

λ１ ＝ω１＋Ｍ１ ＝３Ｊ２

２ｐ２ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ．

（６．４８）
这里，ｐ＝ａ（１－ｅ２）．以上（６．４５）～（６．４８）式中的轨道根数均为平根数．
从上面几个式子可以看出，对于轨道高度、偏心率和倾角相同的一组卫

星，它们在地球扁率摄动作用下的轨道长期变化是相同的．
（２）入轨偏差引起的轨道演化
卫星入轨偏差将导致实际轨道和设计轨道在摄动上的差异，而且还会

因轨道半长轴偏差导致卫星位置在轨道沿迹方向上长期变化．下面来分析
入轨偏差的影响．
记卫星的入轨偏差为（δａ０，δｅ０，δｉ０，δΩ０，δｗ０，δＭ０），则由（６．４６）和

（６．４８）式可得到由入轨偏差引起的轨道长期摄动的变化为

δΩ１ ＝７Ω１

２ａδａ０＋４ａｅΩ１

ｐ δｅ０－ｓｉｎｉΩ１

ｃｏｓｉδｉ０， （６．４９）

δλ１ ＝－７λ１

２ａδａ０＋ａｅ
ｐ

３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋３λ［ ］１ δｅ０－
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３Ｊ２

４ｐ２ｎ（５＋３ １－ｅ槡 ２）ｓｉｎ２ｉδｉ０． （６．５０）

另外，半长轴偏差还将引起沿迹方向的长期变化，由（６．４５）式中的最后一个
方程可知这种变化为

Δλ＝δｎ０（ｔ－ｔ０）＝－３ｎ
２ａδａ０（ｔ－ｔ０）． （６．５１）

由于Ω１ 和λ１ 都是Ｏ（Ｊ２ｎ／ａ２）的量级，相对于平运动ｎ而言均为小量，
因此在一般情况下，轨道半长轴的入轨偏差是决定卫星实际轨道相对设计
轨道演化的主要因素．在考察影响轨道面相对变化时，对小倾角的轨道，倾
角的入轨偏差影响小而半长轴和偏心率的误差影响大，当星座采用极轨道
时，倾角的入轨偏差影响达到最大而半长轴和偏心率误差的影响最小．若星
座采用小偏心率轨道时，偏心率入轨偏差的影响就可予以忽略．

２．星座的结构演化

星座的几何结构可以用卫星的绝对位置或（和）卫星间的相对几何关系
来确定．一般卫星相对设计位置的变化反映了星座结构在时空中的绝对变
化（称之为时空变化或绝对变化），而卫星间相对位置变化则反映了星座结
构的空间几何的相对变化（称之为空间几何变化或相对变化）．前面讨论的
卫星轨道演化结果可以很清楚地描述星座结构时空变化的规律，这里不再
重复，下面给出星座结构的相对变化．
（１）空间几何变化的一般规律
卫星的相对位置关系可以用卫星轨道半长轴、偏心率、倾角以及卫星相

位和升交点位置关系等来描述．从前面的分析得知，地球扁率摄动不会引起
卫星轨道半长轴、偏心率和倾角的长期变化，但会导致卫星相位和升交点赤
经的长期变化，因此可以用卫星之间的相位和升交点赤经的变化来描述星
座结构的空间几何变化．
对于星座中任意的两颗卫星ｉ和ｊ，由式（６．４６）和（６．４８）可得地球扁率

摄动引起的卫星轨道面之差和相位差的长期变化率为

ΔΩ１ ＝－３Ｊ２

２
ｎｉｃｏｓｉｉ

ｐ２
ｉ

－ｎｊｃｏｓｉｊ

ｐ２（ ）
ｉ

， （６．５２）

Δλ１ ＝３Ｊ２｛２
ｎｉ

ｐ２
ｉ

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｉ － １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｉ １－ｅ２槡［ ］ｉ －

ｎｊ

ｐ２
ｊ

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｊ － １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｊ １－ｅ２槡［ ］｝ｊ ． （６．５３）

这里，ΔΩ１ 为两卫星的轨道面赤经差的长期变化率，Δλ１ 为两卫星相位差的
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长期变化率．式中的下标“ｉ”表示卫星ｉ的轨道参数，下标“ｊ”表示卫星ｊ的
轨道参数．
由上两式可见，对卫星的轨道半长轴、偏心率和倾角均相同的星座，地

球扁率摄动不会引起卫星之间的相位差和升交点赤经差的长期变化，这说
明地球扁率的长期摄动不会引起这类星座结构的空间几何变化．这个性质
是很有意义的，因为尽管星座结构发生了时空变化，但只要星座的空间几何
结构保持不变，则通过简单的坐标旋转和时间平移就可以证明星座的全球
覆盖性能不会发生变化．
对于卫星的入轨偏差的影响，将两颗卫星各自的入轨偏差引起的轨道

变化相减便可得两星之间位置的长期变化率为

δΩ＝ （δΩ１）ｉ－（δΩ１）ｊ， （６．５４）

δλ＝ （δλ１＋Δλ）ｉ－（δλ１＋Δλ）ｊ， （６．５５）

式中的δΩ１，δλ１ 和Δλ由（６．４９）～（６．５１）式分别给出．
对这种变化，即使这两卫星的轨道长期摄动影响相同，但由于两星入轨

偏差的影响，两颗卫星之间的相位差和轨道面的位置差也会有缓慢的长期
变化，从而引起星座结构的变化．
上面的讨论均是在历元地心天球坐标系这个“惯性”空间中进行的，反

映了各种星座结构演化的一般特征．特别是对全球覆盖星座，这些规律已基
本描述了它的结构演化特征，但对区域覆盖星座，尚不能反映出它相对服务
区域的地域性变化规律．
（２）区域覆盖星座的地域性结构演化
这里所谓的地域性结构演化是指星座的几何结构相对地球上某一地点

或地区的演化情形．这种变化显然与地球自转相关，因而无法用上面给出的
一般规律来描述，而应选择一些地固系中的参数来进行分析．这里以星座卫
星星下点轨迹的变化、同一条星下点轨迹上任意两颗卫星过轨迹上任意一
点的时间间隔和相邻星下点轨迹上两颗卫星相继从南向北过赤道的时间间

隔的变化为参数来讨论地域性的结构演化．
１）星下点轨迹的变化

对星下点轨迹的变化，可以用卫星过升交点时刻对应的升交点经度ΩＧ

和星下点轨迹的最高纬度相对设计值的变化来描述．星下点轨迹的最高纬

度由卫星轨道倾角确定，由于倾角在Ｊ２ 项和入轨偏差的作用下没有长期变

化，因此最高纬度是一个常值．
对卫星在ｔ时刻过升交点时对应的升交点经度ΩＧ 有
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ΩＧ ＝Ω－Ｓｔ ＝Ω－Ｓ０－ｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅＴｏｒｂｉｔ， （６．５６）

这里，Ω为该时刻的升交点赤经，Ｓｔ为该时刻的格林尼治恒星时，Ｓ０ 为卫星

在ｔ０ 过升交点时的格林尼治恒星时，ωｅ为地球自转角速度，Ｔｏｒｂｉｔ为卫星轨

道周期．
上式对时间求导，有

Ω
．

Ｇ ＝Ω
．

－ｄ
ｄｔｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅＴ［ ］ｏｒｂｉｔ ． （６．５７）

式中，Ω
．
为升交点赤经的长期变率，可用（６．４６）和（６．４９）式计算．由于卫星

轨道周期没有长期变化，但与设计值存在δＴｏｒｂｉｔ的入轨偏差，

δＴｏｒｂｉｔ＝（３Ｔｏｒｂｉｔδａ）／（２ａ），因此，在ｔ时刻ΩＧ 的相对设计值变化为

ΔΩＧ ＝δΩ０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋ δΩ１（ｔ－ｔ０）－ｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅδＴ［ ］ｏｒｂｉｔ ．

（６．５８）
由于轨道高度、偏心率和倾角都相同的卫星，由地球扁率摄动引入的

Ω１ 均相同，因此，对由同种轨道类型的卫星构成的星座，Ω１ 带来的升交点

赤经长期漂移是星座的一种系统性的整体漂移，这种系统性的整体漂移不
会影响全球星座的性能，但对区域星座，将导致其服务区域的漂移．对式中
方括号部分，由于星座中各颗卫星各自入轨偏差不同（对具体星座而言，每
颗卫星的入轨偏差虽然是确定的，但它们的分布可认为是随机的），因此，方
括号部分的值也各不相同，而且它们的分布也可认为是随机的（虽然对具体
的一颗卫星而言，这误差是确定的可预报的），从而使星座原先整齐规则的
星下点轨迹排列逐渐变得杂乱无序．此外，方括号中的δＴｏｒｂｉｔ项是破坏星座

结构的主项．
２）卫星星下点间隔的变化
定义星下点轨迹在地图上０度经线东边的第一个升交点为该轨迹的参

考升交点．按照理想的设计星座，对同一条星下点轨迹上的两颗卫星相继通
过轨迹上任一点的时间间隔ΔＴ可写为：

ΔＴ＝ κ（１）－κ（２（ ）） Ｔｏｒｂｉｔ＋ｕ（１）

ｎ －ｕ（２）

ｎ
， （６．５９）

这里，上标（１）和（２）分别表示卫星１和卫星２，κ为小于β（β为卫星的回归
参数，β圈后轨迹重复）的非负整数，表示从过参考升交点时刻起算的卫星
所经过的轨道周期数，ｕ为卫星相位．
将（６．５９）式对时间求导数，有
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ΔＴ
　．

＝ κ（１）－κ（２（ ）） Ｔ
　．

ｏｒｂｉｔ＋１
ｎ

ｕ　
．（１）－ｕ（１）

ｎ ｎ　［ ］． －１
ｎ

ｕ　
．（２）－ｕ（２）

ｎ ｎ　［ ］． ．

（６．６０）
由上式可知，ΔＴ的变化跟卫星的相位和半长轴的变化相关．在只考虑Ｊ２

项作用的情况下，卫星的轨道半长轴没有长期变化，卫星相位的长期变化也

相同，因此有：ΔＴ
　．

＝０，即ΔＴ在这种情形下是不变的．若同时再考虑卫星
的入轨误差，则由（６．５０）、（６．５１）和（６．６０）式可得：

ΔＴ
　．

＝ １
ｎ（１） δλ（１）

１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１［ ］） － １
ｎ（２） δλ（２）

１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２［ ］）

≈ １
ｎ δλ（１）

１ －δλ（２）
１ －３ｎ

２ａ
（δａ（１）－δａ（２）［ ］）， （６．６１）

式中的δλ（１）
１ 和δλ（２）

１ 可根据（６．５０）式计算得到．由上式可得到一段时间内

ΔＴ的变化为

δ（ΔＴ）＝ １
ｎ δλ（１）

１ －δλ（２）
１ －３ｎ

２ａδａ（１）－δａ（２（ ）［ ］） （ｔ－ｔ０）＋Ｃ．

（６．６２）
这里，Ｃ＝κ（１）δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ－κ（２）δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ，δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ和δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ分别为卫星１和卫星２的

入轨周期偏差，可由半长轴偏差转换得到．
由式（６．５０）和式（６．６２）可知，地球扁率摄动不会影响两卫星通过星下

点轨迹上任一点的时间间隔变化，而导致时间间隔变化的主要因素是半长
轴的入轨偏差．
接下来讨论任意两条星下点轨迹上的两颗星由南向北过赤道的时间间

隔的变化．记ｔ时刻轨迹１和轨迹２上的两颗星的相位分别为ｕ（１）和ｕ（２），
则它们下一次通过各自的参考升交点的时间分别为

ｔ＋Ｌ（１）Ｔ（１）
ｏｒｂｉｔ＋２π－ｕ（１）

ｎ（１） 和ｔ＋Ｌ（２）Ｔ（２）
ｏｒｂｉｔ＋２π－ｕ（２）

ｎ（２） ，

这里，Ｌ（１）和Ｌ（２）为小于β的非负整数．于是它们通过各自的参考升交点的
时间间隔Δτ为

Δτ＝ （Ｌ（１）Ｔ（１）
ｏｒｂｉｔ－Ｌ（２）Ｔ（２）

ｏｒｂｉｔ）＋
２π－ｕ（１）

ｎ（１） －２π－ｕ（２）

ｎ（２（ ）） ． （６．６３）

同样，在考虑Ｊ２ 项和入轨偏差的情形下，Δτ的变化率为

Δτ
　．
＝ｕ　

．（２）

ｎ（２）－
ｕ　

．（１）

ｎ（１） ＝ １
ｎ（２） λ（２）

１ ＋δλ（２）
１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２（ ）） －

１
ｎ（１） λ（１）

１ ＋δλ（１）
１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１（ ）） ， （６．６４）
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对上式积分便可得一段时间内Δτ的变化为

δ（Δτ） ［＝ １
ｎ（２） λ（２）

１ ＋δλ（２）
１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２（ ）） －

１
ｎ（１） λ（１）

１ ＋δλ（１）
１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１（ ）］） （ｔ－ｔ０）＋Ｃ１．

（６．６５）
这里，Ｃ１＝Ｌ（１）δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ－Ｌ（２）δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ．

由（６．５０）式和（６．６５）式可知，导致任意两条星下点轨迹上的两颗星过
参考升交点的时间间隔变化的主要因素也是半长轴的入轨偏差，由此可见，
卫星轨道半长轴的入轨偏差将决定区域星座几何结构的稳定性．

３．卫星编队飞行的构形与保持问题

卫星编队是指具有特殊几何构形要求，并且卫星间的相对位置要求保
持在一定精度范围内的卫星系统．这种特殊形式的星座常应用于一些对地
观测任务（如空基雷达），在任务期间需要通过主动和被动技术来控制和维
持其编队的几何形状．对卫星编队，星—星之间虽然相距较近，但各卫星运
动对应的轨道力学问题仍是单星运动状态．因两星质量之小可以认为它们
之间没有任何动力学联系，这是考虑卫星编队飞行时共同遵循的一个前提．
在此前提下，星—星之间的特殊几何构形是如何形成的，下面对这一问题作
一简单介绍，在第７章§７．５将有详细的论述．
（１）卫星编队或伴飞运动的基本方程
目前国内在卫星总体研究（或轨道设计）中，对编队或伴飞问题，都是采

用相对运动的模式［１７］．作为一对双星（一颗为中心卫星，一颗为伴星），它们
各自遵循绕地球运动的规律，总体上可以保持一定的空间构形．当两星相距
不大时，为了研究它们之间在空间中的相对几何构形，将各自绕地球运动转
化为伴星相对中心卫星的运动．其坐标原点为中心卫星（确切地说是中心卫
星的质心），ＸＹ坐标面即中心卫星绕地球运行的轨道平面，Ｘ 轴方向即中
心卫星的径向（由地心指向中心卫星的方向）．在此卫星坐标系中，经简单的
坐标转换，即可获得伴星相对中心卫星的运动方程：

Ｘ
　

－２Ｙ
　．

＝３Ｘ，

Ｙ
　

＋２Ｘ
　．

＝０，

Ｚ
　

＋Ｚ＝０

烅

烄

烆 ．

（６．６６）

注意，这一卫星坐标系实为一旋转坐标系，给出该方程的过程中，已假
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定中心卫星的轨道为圆形（这与星座编队情况基本符合），该圆运动角速度
确定了旋转坐标系．不仅如此，上述方程还是线性化的结果，即丢掉了相对
坐标量Ｘ，Ｙ，Ｚ（相对卫星的地心距而言看作一阶小量）的高阶小量，此方程
由ＣｌｏｈｅｓｓｙＷ Ｈ给出，故被称为Ｃ Ｗ 方程．由于该方程的形式类似于月
球运动理论中 Ｈｉｌｌ问题［１８］～［２１］的基本方程（即构造月球绕地球运动在太阳
摄动下的中间轨道时采用的一种近似力学模型所得到的运动方程），故也有
人称它为 Ｈｉｌｌ方程．

Ｃ Ｗ 方程存在条件周期解，此解即可表明两星之间的相对构形．由于
两星之间没有任何的力学联系，而结果是伴星绕着中心卫星作一种椭圆运
动，这很难让人理解．下面直接从形式上的相对运动进行简单论述．事实上，
伴星相对中心卫星的运动，就是伴星绕一种平衡点的运动［２２］，它是相应平
衡点的一种条件稳定性的反映，这一力学机制将在第７章§７．５中详细
论述．
（２）卫星编队与伴飞运动的特殊构形
方程（６．６６）中的Ｚ分量可与问题分离，它对应一谐振动，即伴飞卫星

相对ＸＹ平面作上下的小振动，而对Ｘ，Ｙ 两分量，相应的运动解为

Ｘ ＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｔ＋Ｃ４ｓｉｎｔ，

Ｘ
　．

＝Ｃ２－Ｃ３ｓｉｎｔ＋Ｃ４ｃｏｓｔ，

Ｙ ＝ ３
２Ｃ１ｔ－３

４Ｃ２ｔ２－２Ｃ３ｓｉｎｔ＋２Ｃ４ｃｏｔｔ，

Ｙ
　．

＝－３
２Ｃ１－３

２Ｃ２ｔ－２Ｃ３ｃｏｔｔ－２Ｃ４ｓｉｎｔ

烅

烄

烆 ，

（６．６７）

可选择适当的初始条件，使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，构成一个条件周期解．具体的初
始条件为

ｔ＝ｔ０∶Ｘ０，Ｙ０，Ｘ
　．

０ ＝Ｙ０／２，Ｙ
　．

０ ＝－２Ｘ０，Ｚ０，Ｚ
　．

０． （６．６８）
此时相对运动的解为如下周期解：

Ｘ ＝Ｘ０ｃｏｓｔ＋（Ｙ０／２）ｓｉｎｔ，

Ｙ ＝－２Ｘ０ｓｉｎｔ＋Ｙ０ｃｏｔｔ，

Ｚ＝Ｚ０ｃｏｓｔ＋Ｚ
　．

０ｓｉｎｔ，

Ｘ
　．

＝－Ｘ０ｓｉｎｔ＋（Ｙ０／２）ｃｏｓｔ，

Ｙ
　．

＝－２Ｘ０ｃｏｓｔ－Ｙ０ｓｉｎｔ，

Ｚ
　．

＝－Ｚ０ｓｉｎｔ＋Ｚ
　．

０ｃｏｓｔ

烅

烄

烆 ，

（６．６９）
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如果初始条件Ｚ
　．

０ 同时也满足下列关系：

Ｚ
　．

０ ＝±（Ｙ０／２Ｘ０）Ｚ０． （６．７０）
那么它们在ＸＹ平面、ＸＺ平面和ＹＺ 平面上的构形均为一椭圆．相应的

ＸＹ平面和ＹＺ平面上的两个椭圆方程如下：

Ｘ２

Ａ２ ＋Ｙ２

Ｂ２ ＝１，Ｙ
２

Ｃ２ ＋Ｚ２

Ｄ２ ＝１， （６．７１）

其中

Ａ２ ＝Ｘ２
０＋Ｙ２

０／４，Ｂ２ ＝４Ａ２，

Ｃ２ ＝４Ａ２ ＝Ｂ２，Ｄ２ ＝ （４Ｚ２
０／Ｘ２

０）Ａ２烅
烄

烆 ．
（６．７２）

上述条件周期运动即卫星编队飞行或伴飞的一种依据，但两星之间地
距离不能大，否则方程（６．６６）右端略去的高阶项很快就起作用，伴飞的构形
会遭破坏．若要保持，就必须按条件（６．７１）进行轨控．
（３）轨道摄动变化对卫星编队飞行相对构形的影响
上述讨论是在无摄情况下进行的．事实上，由于各种摄动因素的存在，

卫星轨道变化导致的位置偏离远大于上述初值偏离量，那么是否有可能选
择适当的轨道配置（由轨道设计提供），使两星轨道变化的差别尽量接近，从
而保持特殊的几何构形？另一个问题是，对于这种真实的受摄运动，前面给
出的初值控制条件（６．７１）是否仍旧有助于两星空间构形的保持？这些都是
卫星编队飞行中保持星—星之间特殊构形的重要问题．
关于摄动的影响，前面已针对卫星星座的空间整体几何结构作了必要

的阐述，下面则着重就星—星之间在相距较近的情况下摄动如何影响星间
特殊构形展开讨论．
在各种摄动因素的影响下，卫星轨道有３种不同性质的变化，即随时间

增长的长期项和振幅一定的长、短周期项．周期项最大振幅的量级是１０－３，
而对两星相接近的轨道配置，相互之间的周期变化就很接近，故对卫星编队
飞行和伴飞运动而言，主要考虑各自轨道的长期变化，而长期变化项只依赖
于３个根数ａ，ｅ，ｉ，只要两星的轨道配置使两星的这３个根数接近，那么两
个卫星的轨道变化量之差就会很小（参见公式（６．５２）和（６．５３）），这种轨道
变化量之差相对两星位置差实为高阶小量，与ＣＷ 方程线性化过程中丢掉
的高阶项相当．
事实上，卫星编队飞行或伴飞的空间构形（确切地说是相对构形）主要

取决于第（２）段所阐述的伴星相对中心卫星所作的一种条件周期运动．而在
两星轨道根数适当选择的情况下，各种摄动影响导致两星轨道变化的差别
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与相对运动方程线性化过程中丢掉的高阶项是相当的．因此，与无摄情况类
似，它们的相对构形在一定时间内同样是可以保持的．
对于编队或伴飞情况，两星之间的距离不会很大，这很关键．这样两星

的轨道根数不可能有太大的差别，特别是ａ，ｅ，ｉ三个根数，对于近圆轨道而
言，Ω与沿迹量（Ｍ＋ω）的差别也不可能很大．因此，这就决定了两星的轨道
是相近的，只要选择轨道半长径ａ基本相同的近圆（即两者ｅ亦接近）轨道
即可，ｉ，Ω的差别将由两星的距离来制约，显然亦是较小的．
当然，仅仅作上述选择是不够的，还必须按构形条件（６．６８）作轨道校正

（实际飞行中的轨控措施），这样才能保持两星在空间的相对构形．
通过对高、中、低轨三种类型的伴飞情况的仿真计算表明，考虑各种摄

动影响，只要按照构形条件（６．６８）进行轨控，两星之间的相对几何构形仍受
前面所阐明的平衡点附近条件周期运动的制约，在较长的时间段内保持不
变．至于具体的定量结果（包括构形变化的范围、保持的时间长度等），则与
卫星的初始位置差等各种条件有关，但其基本规律确实受构形条件（６．６８）
所制约．
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第７章　深空探测器运动的
　　　　轨道力学基础　　

　　深空探测器是指飞离地球引力作用范围的月球和行星际探测器．卫星
型航天器运动的基本动力学模型对应一个受摄二体问题，而深空探测器运
动的基本动力学模型则对应一个受摄的限制性三体问题（确切地说是受摄
圆型限制性三体问题）．本章即阐述其基础部分圆型限制性三体问题的有关
知识．尽管探测器飞抵探测目标天体引力作用范围内经变轨转化为绕飞目
标天体的卫星，其运动与人造地球卫星类似，亦对应一个受摄二体问题，但由
于各目标天体的引力位特征与地球不一定相同或类似，相应的卫星运动有它
自身的特殊内容，如月球卫星就是如此，这将在后面第９章中另有介绍．

§７．１　限制性问题的提出

一个Ｎ 体系统，Ｎ＝ｎ＋ｋ，其中ｎ个大天体和ｋ个小天体，它们的质量
分别记作Ｍｉ（ｉ＝１，２，…ｎ）和ｍα（α＝１，２，…，ｋ），这里所谓的小天体，是指
它们的存在并不改变ｎ个大天体的运动，即ｍα Ｍｉ（α＝１，２，…ｋ，ｉ＝１，

２，…，，ｎ），那么研究ｎ个大天体的运动将与ｋ个小天体无关，限制性问题就
是关于这Ｎ 体系统，在ｎ个大天体的运动作为已知的情况下，研究ｋ个小
天体的运动问题．
在太阳系中，研究小行星的运动就对应一个典型的限制性问题．其原因

很简单，即绝大部分小行星的质量相对太阳和各大行星而言是如此之小，小
到由于它们的存在，各大行星相对太阳的运动没有“任何”改变，至少在当今
测量精度下还无法使它们的影响体现出来，完全符合采用限制性问题的基
本前提．类似的力学系统在太阳系中还有很多，因此，限制性问题的提出确
实具有广泛的天文背景．深空探测器就是一个典型的人造小天体，其质量相
对而言是如此之小，它的存在不会改变太阳系中任何一个自然天体（大、小行
星，自然卫星，彗星等）的运动状况，研究它的运动当然是一个限制性问题．



限制性问题中最简单的模型是限制性三体问题，这是一个Ｎ＝（２＋１）
体系统，该三体系统中有两个大天体和一个小天体，例如月球探测器的运动
就涉及地、月两个大天体．由于小天体对两个大天体的运动没有影响，因此
两个大天体的运动即对应一个简单的二体问题，其相对运动（或相对该两个
大天体质心的运动）的解是一圆锥曲线．既然讨论构成一个系统的问题，当
然排除抛物线和双曲线的情况，即只有圆运动和椭圆运动，分别对应圆型和
椭圆型限制性三体问题．对这样一类限制性三体问题，就是在两个大天体运
动确定的情况下，研究第三个天体———小天体的运动．
太阳系中大多数天体的轨道偏心率都较小，作为第一近似可以看成是

圆轨道，例如月球绕地球的运动轨道偏心率是０．０５４９，地球绕太阳的运动
轨道偏心率是０．０１６７．因此，作为深空探测器的运动，其基本动力学模型可
以处理成一个圆型限制性三体问题，其中两个大天体在发射阶段和深空探
测器进入目标轨道运动阶段可能对应不同的两个大天体．例如发射月球探
测器，在发射阶段和运行阶段，两个主要的大天体均是地球和月球；而如果
是火星探测器，发射段可能是地球和太阳，而飞往目标天体（火星）附近，两
个大天体则变为火星和太阳．
深空探测器的运动除受相关的两个大天体的引力作用外，还受其他大

天体的影响等，但相对而言作用较小，故可以将深空探测器的实际运动处理
成一个受摄限制性三体问题，而只有圆型限制性三体问题存在一些可引用
的基本特征，故确切地说是处理成受摄圆型限制性三体问题．

§７．２　圆型限制性三体问题的基本方程与Ｊａｃｏｂｉ
积分

１．坐标系的选择与无量纲化

对于限制性三体问题，由于两个大天体Ｐ１ 和Ｐ２ 的运动状况已知，在
研究小天体Ｐ的运动时，根据各种运动状态与需要，往往涉及到下面四种
坐标系的选择，即

（１）Ｐｉ（ｉ＝１或２）固定坐标系；
（２）Ｐｉ（ｉ＝１或２）旋转坐标系，亦称固连坐标系；
（３）质心（Ｐ１与Ｐ２二体系统质心Ｃ）惯性坐标系；
（４）质心旋转坐标系，亦称会合坐标系．这四种坐标系的原点分别在Ｐｉ

（注意，三个天体Ｐ１，Ｐ２ 和Ｐ均处理成质点）和质心Ｃ上，它们的基本平面
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（ｘｙ坐标面）和主方向将根据不同的天体系统和不同的问题来选择．
小天体Ｐ在某一大天体Ｐｉ 附近运动（例如月球探测器从地球上发射

后的初始飞行段和到达月球附近的飞行段），往往选取第一种或第二种坐标
系，而当小天体Ｐ在两个大天体之间运动时，则采用后三种坐标系之一，特
别是后两种．
为了讨论运动问题和计算上的方便，往往采用无量纲形式，即类似于研

究人造地球卫星运动时所采用的计算单位，不仅使各物理量无量纲化，而且
使它们的量级“标准化”，便于问题的分析．在这里，若是第一种运动问题，即
小天体在大天体Ｐｉ 附近运动，则相应的质量单位［Ｍ］，长度单位［Ｌ］和时
间单位［Ｔ］，分别取为

［Ｍ］＝Ｍｉ，　　　（ｉ＝１或２），
［Ｌ］＝ａｅ，　　　　　　（Ｐｉ的赤道半径），

［Ｔ］＝（ａ３
ｅ／ＧＭｉ）１／２

烅
烄

烆 ．

（７．１）

此时新系统的引力常数Ｇ＝１．对于第二种运动问题，由于小天体在两
个大天体之间运动，其涉及的运动“尺度”与前者不同，为此，计算单位有下
述习惯取法：

［Ｍ］＝Ｍ１＋Ｍ２，
［Ｌ］＝ａ１２，

［Ｔ］＝［ａ１２
３／Ｇ（Ｍ１＋Ｍ２）］１／２＝１／ｎ

烅
烄

烆 ．

（７．２）

同样，新系统的引力常数Ｇ＝１．上式中ａ１２是两个大天体之间的相互距

离，ｎ是它们之间相对运动的角速度．在此计算单位系统中，两个大天体的
质量分别为

１－μ＝ Ｍ１

Ｍ１＋Ｍ２
，μ＝ Ｍ２

Ｍ１＋Ｍ２
． （７．３）

它们到质心的距离各为

ｒ１′＝μ，　ｒ２′＝１－μ． （７．４）
下面的论述，各物理量均采用无量纲形式，并着重介绍体现限制性三体

问题特点的有关内容．至于小天体在大天体附近的运动，则属于卫星型探测
器的运动问题，主要内容已在前面各章中作过介绍，需要进一步阐述的内容
将安排在后面两章中．

２．不同坐标系中小天体的运动方程

（１）质心惯性坐标系中小天体的运动方程
质心惯性坐标系记作Ｃ ＸＹＺ，其原点在质心Ｃ上，ＸＹ坐标面即两个
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大天体相对运动平面，Ｘ 轴方向的选择，对应初始时刻ｔ＝ｔ０ 时，两个大天
体处于该坐标轴上，且指向大天体Ｐ１．在此坐标系中，小天体和两个大天体
的坐标矢量分别记为Ｒ，Ｒ１′和Ｒ２′，于是小天体相对两个大天体的坐标矢量
各为

Ｒ１＝Ｒ－Ｒ１′，　Ｒ２＝Ｒ－Ｒ２′． （７．５）

图７．１　质心惯性系Ｃ ＸＹＺ与质心旋转系Ｃ ｘｙｚ

这些量的几何关系见图７．１．两个大天体相对质心Ｃ的运动为圆运动，
其坐标矢量随时间ｔ的变化关系为

Ｒ１′＝
μｃｏｓｔ

μｓｉｎｔ
烄

烆

烌

烎０

，

Ｒ２′＝
－（１－μ）ｃｏｓｔ
－（１－μ）ｓｉｎｔ

烄

烆

烌

烎０

烅

烄

烆
．

（７．６）

这里用到

ｔ＝ｔ·［Ｔ］＝ｔ／ｎ，　θ（ｔ）＝ｎｔ＝ｔ， （７．７）

ｔ是有量纲时间，ｔ为无量纲时间，这表示在新计算单位系统中，两个大天

体的圆运动角速度θ
　．
（ｔ）＝１．

在上述坐标系和计算单位的选择下，小天体的运动方程为

Ｒ


＝ Ｕ
（ ）Ｒ

Ｔ

＝－（１－μ）Ｒ１

Ｒ３
１
－μ

Ｒ２

Ｒ３
２
． （７．８）

这里Ｕ 为

Ｕ＝Ｕ（Ｒ１，Ｒ２）＝１－μ
Ｒ１

＋μ
Ｒ２

， （７．９）

其中
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Ｒ１＝｜Ｒ－Ｒ１′｜＝［（Ｘ－μｃｏｓｔ）
２＋（Ｙ－μｓｉｎｔ）

２＋Ｚ２］１／２，

Ｒ２＝｜Ｒ－Ｒ２′｜＝［（Ｘ＋（１－μ）ｓｉｎｔ）２＋（Ｙ＋（１－μｃｏｓｔ）
２＋Ｚ２］１／２烅

烄

烆 ．
（７．１０）

（２）质心旋转坐标系中小天体的运动方程
质心旋转坐标系记作Ｃ ｘｙｚ，该坐标系的旋转角速度就是两个大天体

相对运动的角速度θ
　．
（ｔ），即两个大天体一直处于ｘ轴上，见图７．１．三个天

体的坐标矢量各记为ｒ，ｒ１′和ｒ２′．相应地小天体相对两个大天体的坐标矢量
各为

ｒ１＝ｒ－ｒ１′，　ｒ２＝ｒ－ｒ２′， （７．１１）
其中

ｒ１′＝
μ烄

烆

烌

烎

０
０

，　ｒ２′＝
－（１－μ）

　　０　　
　　０

烄

烆

烌

烎　　
． （７．１２）

于是有

ｒ１＝［（ｘ－μ）２＋ｙ２＋ｚ２］１／２＝Ｒ１，

ｒ２＝［（ｘ＋１－μ）２＋ｙ２＋ｚ２］１／２＝Ｒ２
烅
烄

烆 ．
（７．１３）

ｒ与Ｒ的转换关系为

ｒ＝Ｒｚ（ｔ）Ｒ＝
Ｘｃｏｓｔ＋Ｙｓｉｎｔ
－Ｘｓｉｎｔ＋Ｙｃｏｓｔ
　　　Ｚ

烄

烆

烌

烎　　　

， （７．１４）

Ｒ＝Ｒｚ（－ｔ）ｒ＝
ｘｃｏｓｔ－ｙｓｉｎｔ
ｘｓｉｎｔ＋ｙｃｏｓｔ
　　　ｚ

烄

烆

烌

烎　　　
． （７．１５）

这里Ｒｚ（ｔ）和Ｒｚ（－ｔ）是旋转矩阵，定义如下：

Ｒｘ（θ）＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ｒｙ（θ）＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０

ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ｒｚ（θ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

烅

烄

烆

．

（７．１６）
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由（７．１５）式可给出

Ｒ
　．

＝Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）ｒ＋Ｒｚ（－ｔ）ｒ
　．，

Ｒ＝Ｒ


ｚ（－ｔ）ｒ＋２Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）ｒ
　．
＋Ｒｚ（－ｔ）ｒ

烅
烄

烆 ，
（７．１７）

其中

Ｒｚ（－ｔ）＝
ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０
ｓｉｎｔ ｃｏｓｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）＝
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ ０
ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

Ｒ


ｚ（－ｔ）＝
－ｃｏｓｔ ｓｉｎｔ ０
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

烅

烄

烆

，

（７．１８）

由上述转换关系，并利用旋转矩阵的性质：

Ｒ－１
ｚ （ｔ）＝ＲＴ

ｚ（ｔ）＝Ｒｚ（－ｔ）， （７．１９）
即可由质心惯性坐标系中的运动方程（７．８）转换为小天体在质心旋转坐标
系中的运动方程，即

ｒ＋２
－ｙ

　．

ｘ
　．

烄

烆

烌

烎０

＝ Ω
（ ）ｒ

Ｔ

． （７．２０）

其中 Ω＝１
２

（ｘ２＋ｙ２）＋Ｕ（ｒ２，ｒ２）， （７．２１）

Ｕ（ｒ１，ｒ２）＝１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ２

． （７．２２）

在限制性问题讨论中，为了某种需要，常将Ω表示为下列形式［１］：

Ω＝１
２

［（ｘ２＋ｙ２）＋μ（１－μ）］＋１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ２

， （７．２３）

进而可表示为一“对称”形式，即

　　　Ω＝ １
２

［（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）＋μ（１－μ）］＋１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ｛ ｝２

－１
２ｚ

２ （７．２４）

＝ １
２

［（１－μ）ｒ２
１＋μｒ

２
２］＋１－μ

ｒ１
＋μ
ｒ｛ ｝２

－１
２ｚ

２．

为了与习惯用法相吻合，下面的论述中，如不加说明，Ω的形式即（７．２３）式．
（３）Ｐ１（或Ｐ２）坐标系中小天体的运动方程
为了对某种问题分析的方便，将坐标原点从质心Ｃ移至两个大天体之

９０２　第７章　深空探测器运动的轨道力学基础



图７．２　Ｐ１ ｘｙｚ固连坐标系

一，如Ｐ１（或Ｐ２）上．将非旋转坐标系和旋转
坐标系分别记为Ｐ１ ＸＹＺ和Ｐ１ ｘｙｚ，ＸＹ
坐标面仍为两个大天体相对运动的轨道平

面，但Ｘ 轴方向在起始时刻是由Ｐ１ 指向

Ｐ２，在相应的旋转坐标系Ｐ１ ｘｙｚ中，Ｐ２

处于ｘ轴的正方向上，见图７．２．不妨称此
坐标系为Ｐ１和Ｐ２固连坐标系．
在Ｐ１ ＸＹＺ坐标系中，小天体相对Ｐ１

的运动方程为

Ｒ


１＝－ＧＭ１

Ｒ３
１
Ｒ１－ＧＭ２

Ｒ２

Ｒ３
２
＋Ｄ
Ｄ（ ）３ ， （７．２５）

Ｄ＝
Ｄｃｏｓθ
Ｄｓｉｎθ

烄

烆

烌

烎０

，　Ｒ２＝Ｒ１－Ｄ， （７．２６）

Ｄ是Ｐ１ 到Ｐ２ 之间的距离，θ是Ｐ２ 绕Ｐ１ 运转的角度，有θ
　．

＝ｎ．
在固连坐标系Ｐ１ ｘｙｚ中，小天体的运动方程为

ｒ１＝－ＧＭ１

ｒ３
１
ｒ１－ＧＭ２

ｒ２

ｒ３
２
＋ｄ
ｄ（ ）３ ＋ｎ２

ｘ１

ｙ１

烄

烆

烌

烎０
＋２ｎ

ｙ
　．
１

－ｘ
　．
１

烄

烆

烌

烎０

， （７．２７）

ｄ＝
Ｄ烄

烆

烌

烎

０
０

，　ｒ２＝ｒ１－ｄ， （７．２８）

若采用前面的无量纲量，则该方程变为下列形式：

ｒ１＝－１－μ
ｒ３

１
ｒ１－μ

ｒ２

ｒ３
２
＋ｄ
ｄ（ ）３ ＋

ｘ１

ｙ１

烄

烆

烌

烎０
＋２

ｙ
　．
１

－ｘ
　．
１

烄

烆

烌

烎０

， （７．２９）

ｄ＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，　ｒ２＝ｒ１－ｄ＝

ｘ１－１

ｙ１

ｚ

烄

烆

烌

烎１

． （７．３０）

３．Ｊａｃｏｂｉ积分

方程（７．２０）与（７．８）的主要差别是Ω＝Ω（ｘ，ｙ，ｚ）不显含ｔ，于是由方程
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（７．２０）立即可得

ｘ
　．
ｘ　＋ｙ

　．
ｙ　＋ｚ

　．
ｚ　＝Ω

ｘｘ
　．
＋Ω
ｙｙ

　．
＋Ω
ｚｚ

　．，

即

１
２

ｄ
ｄｔ

（ｖ２）＝ｄΩ
ｄｔ

，

ｖ２＝ｘ
　．２＋ｙ

　．２＋ｚ
　．２

烅
烄

烆 ．

（７．３１）

由此给出一积分：

２Ω－ｖ２＝Ｃ． （７．３１）
此即质心旋转坐标系中的Ｊａｃｏｂｉ积分，这是到目前为止，圆型限制性三体
问题中找到的唯一的一个积分．
尽管质心惯性坐标系中，因Ｕ 显含ｔ，不能由上述途径直接给出一积

分，但同是一个圆型限制性三体问题，当然应同样存在一积分，仅给出的途
径不同而已，通过两个坐标系之间的坐标转换，即可给出质心旋转坐标系中
的Ｊａｃｏｂｉ积分在质心惯性坐标系中的相应形式．需要转换的三个量如下：

ｒ１，ｒ２；　ｘ２＋ｙ２；　ｖ２＝ｘ
　．２＋ｙ

　．２＋ｚ
　．２．

而

ｒ１＝Ｒ１，ｒ２＝Ｒ２，

ｒ·ｒ＝（Ｒｚ（ｔ）Ｒ）·（Ｒｚ（ｔ）Ｒ｛ ），
（７．３３）

即

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｘ２＋Ｙ２＋Ｚ２，
但ｚ＝Ｚ，因此有

ｘ２＋ｙ２＝ Ｘ２＋Ｙ２． （７．３４）
最后由（７．１４）式给出

ｒ
　．
＝Ｒｚ（ｔ）Ｒ

　．

＋Ｒ
　．

ｚ（ｔ）Ｒ＝

（Ｘ
　．

＋Ｙ）ｃｏｓｔ＋（Ｙ
　．

－Ｘ）ｓｉｎｔ

－（Ｘ
　．

＋Ｙ）ｓｉｎｔ＋（Ｙ
　．

－Ｘ）ｃｏｓｔ

　　　　　　Ｚ
　

烄

烆

烌

烎
．

．

于是有

ｖ２＝ｒ
　．２＝Ｖ２＋２（Ｘ

　．

Ｙ－ＸＹ
　．
）＋（Ｘ２＋Ｙ２），

Ｖ２＝Ｒ
　．
２＝Ｘ

　．
２＋Ｙ

　．
２＋Ｚ

　．
２

烅
烄

烆 ，
（７．３５）

将上述关系代入Ｊａｃｏｂｉ积分（７．３２），即得该积分在质心惯性坐标系中的表
达形式：

１１２　第７章　深空探测器运动的轨道力学基础



２Ｕ－［Ｖ２＋２（Ｘ
　．

Ｙ－ＸＹ
　．
）］＝Ｃ－μ（１－μ），

Ｕ＝１－μ
Ｒ１

＋μ
Ｒ２

烅
烄

烆 ．
（７．３６）

如果Ω采用原形式（７．２１），则积分（７．３０）右端的μ（１－μ）将不出现，读者引
用时请注意Ω采用的形式．

§７．３　圆型限制性三体问题的特解

虽然限制性三体问题解的存在性已有证明［１］，但并不表明能将相应的
解具体给出．至今，只找到一个Ｊａｃｏｂｉ积分，而且在一般情况下又不能归结
为受摄二体问题，因此构造小参数幂级数解的方法通常也无法采用．尽管如
此，该问题却存在五个特解，习惯上称为平动解，即平衡解，而由这五个平衡
解和上一节导出的Ｊａｃｏｂｉ积分，可以了解小天体运动的一些规律和特征．
这些规律有它的实用价值，例如它可确定深空探测器的发射条件和提供其
轨道运动的一些有关信息．

１．五个特解———平动解（平衡解）

显然，在会合坐标系中讨论问题比较简单，相应的基本方程即（７．２０）
式．所谓平衡解，即满足下列条件的特解：

ｘ（ｔ）≡ｘ０，　ｙ（ｔ）≡ｙ０，　ｚ（ｔ）≡ｚ０． （７．３７）
其中ｘ０，ｙ０，ｚ０由初始条件给定，相应地有

ｘ
　．
＝０，　ｙ

　．
＝０，　ｚ

　．
＝０，

ｘ＝０， ｙ＝０， ｚ＝０｛ ，
（７．３８）

这表明由（７．３７）式所确定的空间点是一平衡点（亦称平动点）．由方程
（７．２０）不难看出，在这种平衡点处应满足

Ωｘ＝０，　Ωｙ＝０　Ωｚ＝０． （７．３９）
这里的Ωｘ，Ωｙ，Ωｚ 分别表示Ω（ｘ，ｙ，ｚ）对ｘ，ｙ，ｚ的偏导数．条件（７．３９）的
具体形式为

Ωｘ＝ｘ－
（１－μ）（ｘ－μ）

ｒ３
１

－μ（ｘ＋１－μ）
ｒ３

２
＝０，

Ωｙ＝ｙ １－１－μ
ｒ３

１
－μ
ｒ（ ）３

２
＝０，

Ωｚ＝－ｚ １－μ
ｒ３

１
＋μ
ｒ（ ）３

２
＝０

烅

烄

烆
，

（７．４０）
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因

１－μ
ｒ３

１
＋μ
ｒ３

２
≠０，

故要求

ｚ＝ｚ０＝０． （７．４１）
即平衡点在ｘｙ平面上．由ｚ＝０，条件（７．４０）将有下列两种情况：

ｙ＝０，　

ｘ＋ １－μ
（ｘ－μ）２＋

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０，

ｘ＋ １－μ
（ｘ－μ）２－

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０，

ｘ－ １－μ
（ｘ－μ）２＋

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０

烅

烄

烆 ，

（７．４２）

ｙ≠０，　
１－１－μ

ｒ３
１

－μ
ｒ３

２
＝０，

ｘ－
（１－μ）（ｘ－μ）

ｒ３
１

－μ（ｘ＋１－μ）
ｒ３

２
＝０

烅

烄

烆 ．
（７．４３）

对于第一种情况，方程（７．４２）有三个实解：ｘ１（μ），ｘ２（μ），ｘ３（μ）．相应
的三个平衡点在ｘ轴上，分别记作Ｌ２，Ｌ１，Ｌ３，称为共线平衡点（亦称共线平
动点），其分布见图７．３．

图７．３　三个共线平衡点Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 与两个大天体Ｐ１，Ｐ２ 的相对位置

图中ξ
（１）和ξ

（２）各为平衡点Ｌ１和Ｌ２到大天体Ｐ２ 的距离，ξ
（３）是平衡点

Ｌ３到大天体Ｐ１ 的距离．它分别由下列三个μ的幂级数表达
［１］：

ξ
（１）＝ μ（ ）３

１
３
［１－１

３
μ（ ）３

１
３

－１
９

μ（ ）３

２
３

＋…］， （７．４４）

ξ
（２）＝ μ（ ）３

１
３
［１＋１

３
μ（ ）３

１
３

－１
９

μ（ ）３

２
３

－…］， （７．４５）

ξ
（３）＝１－ν１＋２３

８４ν
２＋２３

８４ν
３＋７６１

２３５２ν
４＋３１６３

７０５６ν
５＋３０７０３

４９３９２ν［ ］６ ＋Ｏ（ν８），

ν＝７
１２μ

烅

烄

烆 ．
（７．４６）

相应的三个共线平衡解ｘｉ（μ）即

３１２　第７章　深空探测器运动的轨道力学基础



ｘ１（μ）＝－（１－μ）＋ξ
（１）， （７．４７）

ｘ２（μ）＝－（１－μ）－ξ
（２）， （７．４８）

ｘ３（μ）＝μ＋ξ
（３）， （７．４９）

这三个共线平衡解亦称为共线平动解．
当μ＝０时，有

ｘ１（μ）＝ｘ２（μ）＝－１，

ｘ３（μ）＝１｛ ，
（７．５０）

而当μ＝１／２时，则有

ｘ１（μ）＝０，

ｘ２（μ）＝－１．１９８４０６，

ｘ３（μ）＝－ｘ２（μ

烅
烄

烆 ），
（７．５１）

三个共线平衡解的位置ｘｉ（μ）以及两个大天体的位置ｘ（Ｐ１）和ｘ（Ｐ２）在ｘ
轴上随μ值的变化，见图７．４．

图７．４　平衡解和大天体的位置随μ值的变化

对于后一组方程（７．４３），其解为

ｒ１＝ｒ２＝１． （７．５２）
这表示相应平衡点与两个大天体呈等边三角形，故称此平衡解为等边三角
形解（亦称三角平动解）．该解有两个对称平衡点Ｌ４ 和Ｌ５，各对应

ｘ４＝ｘ５＝－１
２＋μ，

ｙ４ 槡＝＋ ３／２，　ｙ５ 槡＝－ ３／２
烅
烄

烆 ．

（７．５３）
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２．Ｊａｃｏｂｉ常数及其五个临界值Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，５）

根据（７．３２）式表达的Ｊａｃｏｂｉ积分：

２Ω（ｘ，ｙ，ｚ）－ｖ２＝Ｃ，
可给出五个平衡点Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，５）对应的Ｃｉ（μ）值．在Ｌｉ处，有ｖ２＝０（注
意，这是会合坐标系中的速度），因此给出平衡点对应的Ｃ值如下：

Ｃｉ（μ）＝２Ω（ｘｉ（μ），０，０），　ｉ＝１，２，３； （７．５４）

Ｃｉ（μ）＝２Ω（ｘｉ（μ），ｙｉ，０，），　ｉ＝４，５． （７．５５）

其中ｙ４ 槡＝ ３／２，ｙ５ 槡＝－ ３／２．对Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 有

Ｃｉ（μ）＝［ｘ２
ｉ（μ）＋μ（１－μ）］＋２ １－μ

｜ｘｉ（μ）－μ｜
＋ μ
｜ｘｉ（μ）＋（１－μ）［ ］｜

，

（７．５６）
对Ｌ４和Ｌ５ 有

Ｃ４（μ）＝Ｃ５（μ）＝３． （７．５７）
由（７．５６）和（７．５７）两式和ｘｉ（μ）与μ值的关系可知，五个平衡点处对应的

Ｊａｃｏｂｉ积分常数值Ｃｉ（μ）有如下关系：

３＝（Ｃ４，Ｃ５）≤Ｃ３（μ）≤Ｃ２（μ）≤Ｃ１（μ）≤４．２５， （７．５８）
它们各自随μ值的变化见图７．５．

图７．５　Ｊａｃｏｂｉ常数随μ值的变化

太阳—行星系统和地—月系统对应的圆型限制性三体问题，三个共线
平动点的位置ｘｉ（μ）及其相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ（μ），分别列于表７．１和７．２：
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表７．１　共线平动点的位置ｘｉ（μ）

μ ｘ２ ｘ１ ｘ３

太阳—水星 ０．００００００１７ －１．００３８２０３９ －０．９９６１８８９８ １．０００００００７

—金星 ０．０００００２４５ －１．００９３７５０３ －０．９９０６７８３２ １．０００００１０２

—地 月 ０．０００００３０４ －１．０１００７０１９ －０．９８９９９０９３ １．０００００１２６

—火 星 ０．００００００３２ －１．００４７６５７８ －０．９９５２４８６７ １．００００００１３

—木 星 ０．０００９５３８８ －１．０６８８３０５２ －０．９３２３６５５９ １．０００３９７４５

—土 星 ０．０００２８５５０ －１．０４６０５７２７ －０．９５４７６０９８ １．０００１１８９６

—天王星 ０．００００４３７３ －１．０２４５８０８１ －０．９７５７２９４９ １．００００１８２２

—海王星 ０．００００５１７７ －１．０２６０１１３０ －０．９７４３３０３２ １．００００２１５７

—冥王星 ０．０００００２７８ －１．００９７７５５１ －０．９９０２８２２７ １．０００００１１６

地—月 ０．０１２１５０５７ －１．１５５６８２１０ －０．８３６９１５２１ １．００５０６２６４

表７．２　共线平动点对应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ（μ）

μ Ｃ２ Ｃ１ Ｃ３

太阳—水 星 ０．００００００１７ ３．０００１３０４３ ３．０００１３０６５ ３．００００００３３

—金 星 ０．０００００２４５ ３．０００７７７５６ ３．０００７８０８３ ３．０００００４９０

—地 月 ０．０００００３０４ ３．０００８９６０４ ３．０００９０００９ ３．０００００６０７

—火 星 ０．００００００３２ ３．０００２０２６１ ３．０００２０３０４ ３．００００００６５

—木 星 ０．０００９５３８８ ３．０３８４４１７２ ３．０３９７１３８０ ３．００１９０６８２

—土 星 ０．０００２８５５０ ３．０１７７１６３６ ３．０１８０９７０９ ３．０００５７０９２

—天王星 ０．００００４３７３ ３．００５２１０１０ ３．００５３６８４０ ３．００００８７４５

—海王星 ０．００００５１７７ ３．００５８２０８７ ３．００５８８９９１ ３．０００１０３５４

—冥王星 ０．０００００２７８ ３．０００８４４８１ ３．０００８４８５１ ３．０００００５５６

地—月 ０．０１２１５０５７ ３．１８４１６３２５ ３．２００３４３８８ ３．０２４１５００６

　　这里说明两点：
（１）表７．１和表７．２中的数据是直接引用文献［１］中给出的结果，所用

的有关各大行星和月球的基本数据和目前给出的数值可能有微小差别，故
这里列出的数据只是为了说明所阐述内容．读者如有需要，可直接根据前两
段给出的方法，利用新的基本数据进行计算，但结果与表７．１和表７．２的数
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据不会有明显差别．
（２）关于三个共线平动点的排列，若按原有习惯［１］，是按三个平动点的

ｘ坐标进行排列的，而在当今的某些领域，特别是航天界，是按“能量”大小
排列的（这种排列有它的特点），将Ｌ１和Ｌ２ 的位置互换，即两个大天体之间
的平动点称为Ｌ１，另一个为Ｌ２，本书的排列就是这样，请读者注意．

３．零速度面与运动可能区域

（１）零速度面及其变化
既然Ｊａｃｏｂｉ积分（７．３２）是圆型限制性三体问题的一个积分，因此，下

列曲面

２Ω（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｃ， （７．５９）
即为零速度面，在此曲面上小天体的运动速度为０，积分常数由初始条件确
定，有

Ｃ＝２Ω（ｘ０，ｙ０，ｚ０）－ｖ２
０， （７．６０）

零速度面的几何结构将随Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ值的变化而变化．为了便于看清这
一变化，用零速度面在ｘｙ平面上的截线（零速度线）来描述，随Ｃ值的变化
见图７．６～７．９．
（２）运动可能区域
上述四幅图（图７．６～７．９）中，零速度面将整个空间分为两种区域，阴

影部分对应ｖ＞０，此即小天体运动的可能区域，而阴影外的另一部分则对应

ｖ＜０，此即运动的禁区，小天体不可能从ｖ＞０的阴影区穿过零速度面而进
入禁区（因ｖ＜０是不可能的）．小天体在运动过程中若达到零速度面，那只可
能沿零速度面的法线方向与其相接，而相接后又沿此法向返回原区域．
从上述四幅图的变化可以看出，当Ｃ值较大时，即图７．６，零速度面将

整个空间分为四个部分，而随着Ｃ值的减小，分别包围两个大天体Ｐ１ 和Ｐ２

的零速度面逐渐增大、靠近、相接（在Ｌ１）、直至连通，即图７．７；当Ｃ值再减
小时，内部的零速度面扩大，与外部逐渐缩小的零速度面靠近、相接（在Ｌ２）
而连通，即图７．８；最后通过Ｌ３ 进而变为图７．９．注意，由Ｊａｃｏｂｉ积分可以看
出，积分常数Ｃ值的减小就意味着在同一位置处速度的增大．这表明，随着
小天体初始速度的增大而使其运动的可能区域增大．对于第一种情况，Ｃ值
大，ｖ０ 小，小天体只能在大天体Ｐ１或Ｐ２ 附近的区域运动，而不可能从一个
大天体附近运行到另一个大天体附近．
由上述讨论可知，小天体运动可能区域对应的连通性变化都是通过五

个平衡点发生的，故将相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ称为临界值．
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图７．６　Ｃ＞Ｃ１ 的情况
　
图７．７　Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１ 的情况

图７．８　Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２ 的情况
　

图７．９　Ｃ４＜Ｃ＜Ｃ３ 的情况

４．发射深空探测器的有关问题

以月球探测器为例，若月球绕地球运行的轨道为圆，那么，要从地球上
发射一个月球探测器，在初始停泊轨道上，必须经变轨让其运行速度达到使
相应的Ｃ值满足Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１，它才有可能从地球附近飞向月球．若探测器
的轨道速度大到满足Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２，则它不仅可以飞向月球，而且还可能从月

球附近飞离地月系统，变为人造小行星．下面介绍几个有关问题［２］．
（１）引力范围与作用范围
关于深空探测器Ｐ的运动，往往是在两个大天体Ｐ１和Ｐ２ 共同作用下

的运动．由于探测器Ｐ在运动过程中可能会接近Ｐ１，也可能会接近Ｐ２，通
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常不能处理成受摄二体问题，对应的是一个限制性三体问题．但是，由于探
测器总是要接近被探测天体（例如Ｐ２），那么，当探测器Ｐ进入以Ｐ２ 为中

心的某一范围内，Ｐ２ 的引力作用将成为探测器运动的主要力源，在此范围
内可近似地看成Ｐ相对Ｐ２ 运动的一个二体问题，而在此范围外，则近似地

图７．１０　Ｐ２ 的引力范围与作用范围

看成Ｐ相对Ｐ１ 运动的二体问题，
这种近似将有助于对一个复杂问

题进行初步分析．关于这一范围，
有如下两种定义：

１）引力范围　见图７．１０，在

Ｐ２ 的引力范围边界上，Ｐ 受到两
个大天体Ｐ１和Ｐ２的引力大小相等．有

ＧＭ２

ｒ２ ＝ＧＭ１

Ｒ２ ， （７．６１）

其中Ｍ１和Ｍ２分别为两个大天体Ｐ１和Ｐ２ 的质量．当Ｍ２／Ｍ１ 较小时，根据
图７．１０的几何构形，可将Ｌ点到Ｐ２ 的距离近似地作为引力范围的半径，
记作ｒ１．由此根据（７．６１）式容易给出

ｒ１＝槡μＡ，　μ＝Ｍ２／Ｍ１， （７．６２）
其中Ａ＝｜Ａ｜，即两个大天体Ｐ１与Ｐ２之间的距离．

２）作用范围　引用上述引力范围作简化不太合理，因在考虑Ｐ 相对

Ｐ２（或Ｐ１）的运动时，另一大天体Ｐ１（或Ｐ２）对该系统存在“摄动”作用．Ｐ
相对Ｐ１ 和Ｐ２的运动方程分别为

ｒ


＝－ＧＭ２

ｒ２

ｒ（ ）ｒ ＋ＧＭ１
Ｒ
Ｒ３－

Ａ
Ａ（ ）３ ，

Ｒ


＝ＧＭ１

Ｒ２

Ｒ（ ）Ｒ －ＧＭ２
ｒ
ｒ３－

Ａ
Ａ（ ）３

烅

烄

烆 ．
（７．６３）

考虑两种作用力的平衡，即定义出作用范围，相应的边界由下式确定：

ＧＭ１
Ｒ
Ｒ３－

Ａ
Ａ３

ＧＭ２

ｒ（ ）２

－１

＝Ｇｍ２
ｒ
ｒ３－

Ａ
Ａ３

ＧＭ１

Ｒ（ ）２

－１

． （７．６４）

同样以图７．１０中Ｌ点的位置作为边界，在Ｍ２／Ｍ１ 较小时，给出作用
范围的半径ｒ２为

ｒ２＝ μ
２（ ）２

１／５

Ａ或（μ
２）１／５Ａ，　μ＝Ｍ２／Ｍ１． （７．６５）

这种作用范围（也可以称作引力作用范围）可以用来为深空探测器发射轨道
设计提供初始选择，但在此基础上引入的双二体问题的拼接方法在当今计
算条件下就没有什么实际意义了．
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（２）希耳（Ｈｉｌｌ）范围
在讨论探测器（例如月球探测器）发射条件时，往往需要给出另一种范

围，即必须同时考虑Ｐ１（地球）和Ｐ２（月球）的引力作用，才能确切地给出从
地球上发射探测器能达到月球附近的最小速度，此即讨论的问题．当初始条
件（Ｐ相对Ｐ１ 的位置矢量ｒ０ 和速度矢量ｖ０）确定的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ值分别为

Ｃ＞Ｃ１和Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１时，它们各对应图７．６和图７．７．当Ｃ＞Ｃ１时，探测器只
能在地球（Ｐ１）附近，即图７．６，那么图７．１１即临界状况．此时围绕Ｐ１和Ｐ２

的范围（阴影部分）即为希耳范围，Ｌ１ 即图７．３中给出的排列第二的共线平
衡点．若以Ｌ１到Ｐ２的距离作为Ｐ２ 的希耳范围大小，记作ｒ３，则由（７．４５）式
给出

ｒ３＝ μ（ ）３
１／３

Ａ，　μ＝ Ｍ２

Ｍ１＋Ｍ２
． （７．６６）

图７．１１　希尔范围

对于地—月系统，日—地系统和日—地月系统，相应的月球、地球和地
月系作为各自系统中较小天体Ｐ２ 的上述三个范围的数据列于表７．３．
表中Ａ为Ｐ１ 与Ｐ２ 之间的平均距离．其他大行星的上述三个范围可分

别由（７．６２）式，（７．６５）式和（７．６６）式计算，这里不再具体列出．

表７．３　三个系统的引力范围、作用范围和希耳范围

系统
引力范围

（１０４ｋｍ）

作用范围

（１０４ｋｍ）

希耳范围

（１０４ｋｍ）
Ａ （１０４ｋｍ）

地—月 ４．２７ ５．７８ ６．１４ ３８．５３２７３７４

日—地 ２５．９ ８０．５ １４９．７ １４９５９．７８７０

日—地月 ２６．１ ８０．９ １５０．３ １４９５９．７８７０

（３）第二宇宙速度ｖ２

ｖ２即脱离地球引力场的最小速度，也就是从地面发射探测器相对地球

的抛物线（ａ→∞，ｅ＝１）速度，有
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ｖ２＝ ２ＧＥ
ａ槡ｅ

槡＝ ２ｖ１＝１１．１７９９ｋｍ／ｓ （７．６７）

对于从地球上发射星际探测器而言，人们首先关心的是第二宇宙速度

ｖ２，从地球表面发射和从近地停泊轨道上发射，相应的ｖ２ 相差不大，例如从
地面高度２００ｋｍ处发射，相应的ｖ２为１１．００８６ｋｍ／ｓ．但是，如果考虑到月
球的引力加速作用，发射速度并不需要这么大，下段给出．
（４）向月球发射探测器的最小速度
如果按地—月—探测器圆型限制性三体问题来考虑，在近地停泊轨道

（假定为地面高度２００ｋｍ的圆轨道）上“发射”探测器，并假定该停泊轨道
经轨道调整已使其轨道平面与月球绕地运动的白道面重合．那么，只要以停
泊轨道半径为近地距ｒｐ＝ａｅ＋２００ｋｍ，发射速度ｖｐ＝１０．８７４６ｋｍ／ｓ，即可
使相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ＝Ｃ１，亦即发射速度比这一ｖｐ 值稍大一点，探测器
即有可能经月球引力加速飞抵月球附近．上述轨道的主要根数为

ａ＝１３５８９３．７１９８ｋｍ，　ｅ＝０．９５１６，
相应的轨道周期ＴＳ＝５ｄ．７７．但是以这种轨道方式飞往月球，需绕地球运行
若干圈后才有可能，因此所耗费的时间远比ＴＳ 长得多．发射月球探测器通
常不会采用这样的最小速度轨道，而实际问题往往使考虑能量消耗小（即最
小能量轨道）和运行时间短这两个重要条件，关于这一问题后面第八章中将
有论述．

§７．４　平动点附近的运动与晕轨道

就航天应用而言，必须了解平动解的稳定性，稳定或不稳定各具不同的
应用价值．

１．平动解的稳定性

记平动解为

ｘ０＝ａ，　ｙ０＝ｂ，　ｚ０＝０， （７．６８）
初始扰动记作

Δｘ＝ξ，　Δｙ＝η，　Δｚ＝ζ． （７．６９）
将ｘ＝ｘ０＋Δｘ＝ａ＋ξ，ｙ＝ｙ０＋Δｙ＝ｂ＋η和ｚ＝ｚ０＋Δｚ＝ζ代入运动方程得

ξ


－２η
　．
＝Ω０

ｘｘξ＋Ω０
ｘｙη＋Ω０

ｘｚζ＋Ｏ（２），

η


＋２ξ
　．
＝Ω０

ｙｘξ＋Ω０
ｙｙη＋Ω０

ｙｚζ＋Ｏ（２），

ζ


＝Ω０
ｚｘξ＋Ω０

ｚｙη＋Ω０
ｚｚζ＋Ｏ（２

烅

烄

烆 ），

（７．７０）
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其中Ｏ（２）表示ξ，η和ζ的二阶以上（包括二阶）小量，Ω
０
ｘｘ，Ω０

ｘｙ，…，Ω０
ｚｚ

表示Ω的两阶偏导数在平衡点上取值，有

Ω０
ｘ＝０，　Ω０

ｙ＝０，　Ω０
ｚ＝０，

Ω０
ｘｙ＝Ω０

ｙｘ，

Ω０
ｘｚ＝Ω０

ｚｘ＝Ω０
ｙｚ＝Ω０

ｚｙ＝０
烅
烄

烆 ．

（７．７１）

于是方程（７．７０）变为

ξ


２η
　．
＝Ω０

ｘｘξ＋Ω０
ｘｙη，

η


＋２ξ
　．
＝Ω０

ｙｙη＋Ω０
ｙｘξ，

ζ


＝Ω０
ｚｚζ

烅

烄

烆 ．

（７．７２）

方程（７．７２）是常系数线性齐次方程组，ζ分量可以分离掉，它对应一个
简谐振动，即小天体不会远离ｘｙ平面．下面只需讨论ｘｙ平面的情况，即方
程组（７．７２）前面两个关于ξ，η的扰动性质．相应的特征方程为

λ２－Ω０
ｘｘ　　　　－２λ－Ω０

ｘｙ

２λ－Ω０
ｘｙ　　　　λ２－Ω０

ｙｙ

＝０． （７．７３）

这是关于特征量λ的四次代数方程，即

λ４＋（４－Ω０
ｘｘ－Ω０

ｙｙ）λ２＋（Ω０
ｘｘΩ０

ｙｙ－Ω０
ｘｙ

２）＝０． （７．７４）
（１）共线平动解（Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３）的情况
对于０＜μ＜１／２（任何一个限制性三体问题，除Ｍ１＝Ｍ２ 外均符合这一

条件），有

Ω０
ｘｘ＝１＋２Ｃ０＞０，　Ω０

ｙｙ＝１－Ｃ０＜０，　Ω０
ｚｚ＝－Ｃ０＜０，

Ｃ０＝
（１－μ）
ｒ３

１
＋μ
ｒ３

２

烅
烄

烆 ．
（７．７５）

Ω０
ｘｙ＝０，　Ω０

ｘｘ＞０，　Ω０
ｙｙ＜０，

Ω０
ｘｘΩ０

ｙｙ－（Ω０
ｘｙ）２＜０

烅
烄

烆 ．
（７．７６）

其中Ｃ０右端出现的ｒ１，ｒ２ 分别为三个共线平动点到两个大天体的距离，即

ｒ１＝｜ｘｉ－μ｜，ｒ２＝｜ｘｉ＋１－μ｜．于是方程（７．７３）的四个特征根分别为

λ１，２＝±Ｓ１
１／２

λ３，４＝±Ｓ２
１／烅

烄

烆 ２
， （７．７７）

Ｓ１＝１
２ －（４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）＋ （４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）２－４Ω０

ｘｘΩ０［ ］ｙｙ
１／｛ ｝２ ，

Ｓ２＝１
２ －（４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）－ （４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）２－４Ω０

ｘｘΩ０［ ］ｙｙ
１／｛ ｝２

烅

烄

烆 ．

（７．７８）
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其中Ｓ１＞０，Ｓ２＜０，故有一正实根，三个共线平动解是不稳定的．
（２）三角平动解（Ｌ４，Ｌ５）的情况
容易给出

Ωｘｘ（Ｌ４，５）＝３
４

，Ωｙｙ（Ｌ４，５）＝９
４

，

Ωｘｙ（Ｌ４）＝＋ 槡３ ３
２ μ－（ ）１

２
，

Ωｘｙ（Ｌ５）＝－ 槡３ ３
２ μ－（ ）１

２

烅

烄

烆 ，

（７．７９）

此时特征方程（７．７３）变为

λ４＋λ２＋２７
４μ（１－μ）＝０． （７．８０）

令Ｓ＝λ２，方程变为

Ｓ２＋Ｓ＋２７
４μ（１－μ）＝０， （７．８１）

解为

Ｓ１，２＝１
２ －１± １－２７μ（１－μ［ ］）１／｛ ｝２ ． （７．８２）

相应的特征根λ如下：

λ１＝＋ Ｓ槡１，λ２＝－ Ｓ槡１，

λ３＝＋ Ｓ槡２，λ４＝－ Ｓ槡２

烅
烄

烆 ．
（７．８３）

特征根的性质取决于（７．８２）式中的ｄ＝１－２７μ（１－μ），当

０＜１－２７μ（１－μ）＜１
时，即

μ（１－μ）＜１
２７

（７．８４）

时，特征根为两对纯虚根，此时三角平动解有线性稳定性，相应的μ的临界
值μ０满足

μ０（１－μ０）＝１
２７． （７．８５）

注意μ＜１
２

，故有

μ０＝１
２ 槡１－ ６９／（ ）９ ＝０．０３８５２０８９６５０４５５１…， （７．８６）

上述线性稳定性条件为

０＜μ＜μ０． （７．８７）
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对太阳系中处理成限制性三体问题的各个系统，如日—木—小行星，日—
地—月球，……，相应的μ值均满足条件（７．８７）．

对于μ０＜μ＜１
２
的情况，显然是不稳定的．至于μ＝μ０，非线性稳定情

况，以及椭圆型限制性三体问题中的三角平动解情况，读者如有兴趣请阅读
文献［１］和［３］．

２．平动点附近的运动状况

在上述线性稳定性的讨论中，相应的扰动量构成的线性方程（７．７０），其
解就可以描述平衡点附近的运动状况．关于三角平动解，当条件（７．８５）满足
时，相应平衡点附近的运动即简单的周期运动，不再讨论．这里主要讨论三
个共线平动解的情况．
前面（７．７７）式给出的四个特征根可写成下列形式：

λ１，２＝±ｄ１，

λ３，４＝±ｄ２ｉ，　ｉ 槡＝ －１
烅
烄

烆 ．
（７．８８）

这里ｄ１＞０，ｄ２＞０，具体值为

ｄ１＝ １
２

（９Ｃ２
０－８Ｃ０）１／２－ １－Ｃ０（ ）［ ］２

１／２

，

ｄ２＝ １
２

（９Ｃ２
０－８Ｃ０）１／２＋ １－Ｃ０（ ）［ ］２

１／２烅

烄

烆 ．
（７．８９）

在线性意义下，三个共线平动解是不稳定的，考虑高阶项后亦如此．相应平
动点附近的运动有如下形式：

ξ＝Ｃ１ｅｄ１ｔ＋Ｃ２ｅ－ｄ１ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｄ２ｔ＋Ｃ４ｓｉｎｄ２ｔ，

η＝α１Ｃ１ｅｄ１ｔ－α１Ｃ２ｅ－ｄ１ｔ－α２Ｃ３ｓｉｎｄ２ｔ＋α２Ｃ４ｃｏｓｄ２ｔ
烅
烄

烆 ，
（７．９０）

其中

α１＝１
２

（ｄ１－Ω０
ｘｘ／ｄ１），

α２＝１
２

（ｄ２＋Ω０
ｘｘ／ｄ２）

烅

烄

烆
．

（７．９１）

上述Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３和Ｃ４在这里是四个积分常数，由初始扰动条件ｔ０＝０，ξ
　．
０，ξ

　．

０，

η０，η
　．
０ 确定．这表明，尽管小天体初始运动状态满足共线平动解的条件，但
经小扰动后即会远离平动点，远离的快慢取决于ｄ１ 值的大小．对于日—（地

＋月）—小天体系统，三个共线平动点 Ｌ２，Ｌ１，Ｌ３ 处的 ｄ１ 值分别为

２．５３２６５９１８，２．４８４３１６７２和０．００２８２５０１，因此Ｌ１ 和Ｌ２ 点的不稳定性要比
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Ｌ３点的不稳定性强得多，也就是说Ｌ１和Ｌ２ 点附近的小天体要比Ｌ３点附近

的小天体的远离快得多．
虽然共线平动解是不稳定的，但可选取适当的初始扰动，使相应平动点

附近的运动仍为周期运动或拟周期运动．即选取这样的初始扰动ξ０，ξ
　．

０和

η０，η
　．
０使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，从而使解（７．９０）退化为周期解，相应的运动变为稳
定的，这种稳定称为条件稳定．
在会合坐标系中，若小天体偏离Ｌｊ（ｊ＝１，２，３），有一初始位置小扰动

ξ０ 和η０，那么按下述条件加一速度小扰动ξ
　．

０和η
　．
０，即可使小天体在Ｌｊ附近

摆动．具体条件为

ξ
　．

０＝
ｄ２

２

α２ｄ（ ）２
η０，

η
　．
０＝（－α２ｄ２）ξ０

烅
烄

烆 ，
（７．９２）

其中

α２ｄ２＝１
２

（ｄ２
２＋Ω０

ｘｘ）． （７．９３）

在上述选择下，有Ｃ１＝０和Ｃ２＝０，相应的解退化为下列周期解：

ξ＝ξ０ｃｏｓｄ２ｔ＋（η０／α２）ｓｉｎｄ２ｔ，

η＝（－α２ξ０）ｓｉｎｄ２ｔ＋η０ｃｏｓｄ２ｔ｛ ，
（７．９４）

小天体在ｘｙ平面上相对共线平衡点Ｌｊ的运动状态实为一个椭圆曲线，即

ξ
２

Ａ２＋η
２

Ｂ２＝１，

Ａ２＝ξ
２
０＋（η０／α２）２，Ｂ２＝α２

２Ａ２
烅
烄

烆 ．
（７．９５）

尽管上述结果是由线性系统给出的，还是有一定实用意义的．至于非线性情
况，同样可找到相应的条件周期解［１，４］．

３．深空探测器定位在共线平动点附近运动的晕轨道以及有关借力加速问题

深空探测器就是一个人造小天体，如果需要定位在共线平动点附近，只
要按照条件（７．９２）进行轨控，它就可以被保持在平动点附近而不远离，在一
定的工作寿命期间完成探测任务［４］．不仅在ｘｙ平面上它是一个周期运动，
而且在ｚ方向也是一个周期振动，但是由于两个频率因子ｄ１ 和ｄ２ 一般不

通约，其相对平动点的轨道实为一拟周期轨道，如果通约则为周期轨道．这
常被人们称为ＬｉｓｓａｊｏｕｓＴｒａｊｅｃｔｏｒｙ或 ＨａｌｏＯｒｂｉｔ（即晕轨道），对于后者，
即从ｘ方向（视线方向）去看，在ｙｚ平面上的轨道投影围绕平动点像一种
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晕．对于线性系统中ｄ１ 和ｄ２ 不通约的情况，可以考虑扰动方程（７．７０）右端
的高阶项，以此来改变相应扰动解的状态，从而获得条件周期轨道，即晕
轨道．
上述共线平动点的条件稳定性，可在深空探测中被利用．而其不稳定性

亦可在深空探测器的发射上得到利用，正如§７．３中所阐述的共线平动点

Ｌｊ（ｊ＝１，２，３）附近亦是一种节能通道，发射深空探测器通过这些点飞往目
标天体需要的能量最小，平动点的这种利用，也是一种借力加速机制．

§７．５　限制性二体问题与航天器编队飞行的动
力学机制

　　我们要讨论的问题是，两个卫星绕地球运动（或两个探测器绕同一探测
目标天体运动）．不妨假定地球是Ｐ１，中心卫星是Ｐ２，绕地球作圆运动，另
一个伴飞卫星即小天体Ｐ．由于卫星质量之小，相距不太近时（如超过

１００ｍ），它们之间的相互引力可略去，因此这对应上述限制性三体问题中
的μ＝０．此时，限制性三体问题退化为限制性二体问题，且会合坐标系的坐
标原点移至Ｐ１（即地心）．

图７．１２　平动点的位置

对于这种限制性二体问题，在地心旋转坐标系（旋转角速度即中心卫星
的绕飞角速度）中，伴飞卫星的运动方程变为如下形式：
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ｘ－２ｙ
　．＝Ｕｘ＝（ｘ－ｘ

ｒ３），

ｙ
＋２ｘ

　．
＝Ｕｙ＝（ｙ－ｙ

ｒ３
），

ｚ＝Ｕｚ＝－ｚ
ｒ３

烅

烄

烆
．

（７．９６）

原来的五个平衡点Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）和Ｌｉ（ｉ＝４，５），退化为下列状况：
Ｌ１ 和Ｌ２ 合一，位置为　ｘ ＝－１，　ｙ＝０；
Ｌ３ 的位置为　ｘ＝＋１，　ｙ＝０；

Ｌ４ 和Ｌ５ 的位置为　ｘ＝－１
２

，　ｙ 槡＝± ３／２．

事实上，从方程（７．９６）不难看出Ｕｘ＝０，Ｕｙ＝０，Ｕｚ＝０对应

ｚ＝０，　ｒ＝１， （７．９７）
即在ｘｙ平面上，以地球（Ｐ１）为中心的单位圆（ｒ即中心卫星的圆轨道半径）
上每个点都是平衡点，这一点并不难理解．回到上述五个相应的平衡点，略
去证明，结论是五个平衡点Ｌｉ和Ｌｊ均是不稳定的．关于Ｌ４和Ｌ５ 的性质发

生变化也是不难理解的，此时另一保持其平衡的力源Ｐ２ 实际上已不存在，
因μ＝０．
为了与星上轨道坐标系相吻合，我们仍旧关心的是三个与伴飞有关的

共线平衡点．尽管它们是不稳定的，但在线性意义下，与限制性三体问题一
样，其附近小领域内的运动，仍然可以维持一种周期运动，即条件周期运动．
在Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）位置上给一小扰动，扰动坐标分量各记作ξ，η，ζ，代入

方程（７．９６）得

ξ


２η
　．
＝Ｕｘｘξ＋Ｕｘｙη＋Ｕｘｚζ＋Ｏ（０），

η


＋２ξ
　．
＝Ｕｙｘξ＋Ｕｙｙη＋Ｕｙｚζ＋Ｏ（２），

ζ


＝Ｕｚｘξ＋Ｕｚｙη＋Ｕｚｚζ＋Ｏ（２

烅

烄

烆 ），

（７．９８）

其中Ｏ（２）表示高阶小量．不难算出，在Ｌｉ（ｘ＝±１，ｙ＝０，ｚ＝０）处有
Ｕｘｘ＝３，　Ｕｘｙ＝０，　Ｕｘｚ＝０，

Ｕｙｘ＝０，　Ｕｙｙ＝０，　Ｕｙｚ＝０，

Ｕｚｘ＝０，　Ｕｚｙ＝０，　Ｕｚｚ＝－１
烅
烄

烆 ．

（７．９９）

代入方程（９．９７），略去高阶项，即得Ｌｉ附近小扰动方程线性化的结果如下：

ξ


－２η
　．
＝３ξ，

η


＋２ξ
　．

＝０，

ζ


＋ζ＝０

烅

烄

烆 ，

（７．１００）
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此即前面第６章§６．４中提到的伴飞的Ｃ Ｗ 方程．因两卫星之间无引力
作用，中心卫星可以是虚拟的，是否存在无所谓，只要旋转坐标系按相应虚
拟卫星的圆轨道角速度旋转即可．若把上述平衡点放在单位圆上的ｘ＝０，

ｙ＝±１处，其附近小扰动运动方程的线性化形式即

ξ


－２η
　．
＝０，

η


＋２ξ
　．

＝３η，

ζ


＋ζ＝０

烅

烄

烆 ，

（７．１０１）

它对应

Ｕｘｘ＝０，　Ｕｙｙ＝３，　Ｕｚｚ＝－１． （７．１０２）
根据上述讨论可知，尽管两卫星之间无任何动力学联系，但是只要它们

相距较近，仍然可由限制性二体问题中平衡点附近的运动这一动力学机制
来理解它们之间相对构形形成的原因．无论是方程（７．１００）还是（７．１０１），ζ
分量可与问题分离，对应一谐振动，即伴飞卫星在ｘｙ平面上下作小振动．
而对ξ，η两分量，相应的特征方程为

λ４＋λ２＝０． （７．１０３）

存在一对重根λ１，２和一对共轭虚根λ３，４，即

λ１，２＝０，　λ３，４ 槡＝± －１． （７．１０４）
相应的运动解为

ξ＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｔ＋Ｃ４ｓｉｎｔ，

ξ
　．

＝Ｃ２－Ｃ３ｓｉｎｔ＋Ｃ４ｃｏｓｔ，

η＝３
２Ｃ１ｔ－３

４Ｃ２ｔ２－２Ｃ３ｓｉｎｔ＋２Ｃ４ｃｏｓｔ，

η
　．
＝－３

２Ｃ１－３
２Ｃ２ｔ－２Ｃ３ｃｏｓｔ－２Ｃ４ｓｉｎｔ

烅

烄

烆 ．

（７．１０５）

可选择适当的初始条件，使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，构成一个条件周期解，具体的初
始条件为

ｔ＝ｔ０∶ξ０，η０，ξ
　．

０＝η０／２，η
　．
０＝－２ξ０，ζ０，ζ

　．

０． （７．１０６）
此时小扰动运动的解为如下“拟”周期解：

ξ＝ξ０ｃｏｓｔ＋（η０／２）ｓｉｎｔ，　ξ
　．

＝－ξ０ｓｉｎｔ＋（η０／２）ｃｏｓｔ，

η＝－２ξ０ｓｉｎｔ＋η０ｃｏｓｔ，　η
　．
＝－２ξ０ｃｏｓｔ－η０ｓｉｎｔ，

ζ＝ζ０ｃｏｓｔ＋ζ
　．

０ｓｉｎｔ，　ζ
　．

＝－ζ０ｓｉｎｔ＋ζ
　．

０ｃｏｓｔ

烅

烄

烆 ，

（７．１０７）
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在（ｘ，ｙ）平面上的构形为一椭圆，如果初始扰动ζ
　．

０ 满足下列条件：

ζ
　．

０＝±（η０／２ξ０）ζ０， （７．１０８）
那么在（ｙ，ｚ）平面上的构形亦为一椭圆．相应的上述两个椭圆方程如下：

ξ
２

Ａ２＋η
２

Ｂ２＝１， （７．１０９）

η
２

Ｃ２＋ζ
２

Ｄ２＝１． （７．１１０）

其中

Ａ２＝ξ
２
０＋η

２
０／４，　Ｂ２＝４Ａ２， （７．１１１）

Ｃ２＝４Ａ２＝Ｂ２，Ｄ２＝（４ζ
２
０／ξ

２
０）Ａ２． （７．１１２）

上述条件周期运动，即卫星编队飞行或伴飞的一种动力学机制，但两星
相距不能大，否则方程（７．９８）右端略去的高阶项Ｏ（２）很快即起作用，若仍
按条件（７．１０８）控制，伴飞的构形会遭破坏，此时必须考虑高阶项，相应的条
件（７．１０８）将会改变．从上述讨论不难看出，卫星编队构形，实际上就是二体
问题对应的运动不稳定性在条件（７．１０８）约束下的结果，只是直接从二体问
题对应的运动不稳定性着手讨论比较麻烦，而从限制性三体问题过渡到退
化后的限制性二体问题，从而获得编队构形，显得很自然．
注意，限制性三体问题中共线平动点附近的运动，对应的特征频率

ｄ１≠０（见前面第二段给出的数据），而上述卫星编队问题中，ｄ１＝０，前者对

ｔ而言是指数不稳定（或称强不稳定），而后者则是线性不稳定（或称弱不稳
定）．因此，这两种情况所需要的轨控能量有较大差别，对于卫星编队飞行，
需要的轨控能量相对而言要小得多［６］．

参 考 文 献

［１］Ｓｚｅｂｅｈｅｌｙ，Ｖ．ＴｈｅｏｒｙｏｆＯｒｂｉｔｓ．ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，Ｎｅｗ ＹｏｒｋａｎｄＬｏｎｄｏｎ，

１９６７
［２］刘林．航天器轨道理论（第十六章）．北京：国防工业出版社，２０００
［３］Ｓｉｅｇｅｌ，Ｃ．Ｌ．＆ Ｍｏｓｅｒ，Ｊ．Ｋ．．ＬｅｃｔｕｒｅｓｏｎＣｅｌｅｓｔｉａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ（ｃｈａｐｔｅｒ３）．

ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，ＢｅｒｌｉｎＨｅｉｄｅｌｂｅｒｇＮｅｗＹｏｒｋ，１９７１
［４］Ｇóｍｅｚ，Ｇ．ｅｔｃ．ＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＭｉｓｓｉｏｎＤｅｓｉｇｎＮｅａｒＬｉｂｒａｔｉｏｎＰｏｉｎｔｓ，Ｖｏｌ．Ⅲ

ＡｄａｖａｎｃｅｄＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒＣｏｌｌｉｎｅａｒＰｏｉｎｔｓ．ＷｏｒｌｄＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃ，Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ．ＮｅｗＪｅｒｓｅｙ．Ｌｏｎ

ｄｏｎ．ＨｏｎｇＫｏｎｇ，２００１
［５］刘林，候锡云，王建峰，王海红．关于空间探测器定位在太阳系中特殊点上的有

９２２　第７章　深空探测器运动的轨道力学基础



关问题．天文学进展，２００５，２３（２）：

［６］刘林，王海红，马剑波．关于星座小卫星的编队飞行问题．天文学报，２００４，４５
（１）：５７～６７

ＬＩＵＬｉｎ，ＷａｎｇＨａｉｈｏｎｇ，ＭＡＪｉａｎｂｏ．ＯｎｔｈｅＦｏｒｍａｔｉｏｎＦｌｙｉｎｇｏｆＳａｔｌｌｉｔｅＣｏｎ

ｓｔｅｌｌａｔｉｏｎｓ．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏ．Ａｓｔｒｏｐｈｙ．，２００４，２８（２）：１８８～１９９

０３２ 航天动力学引论　



第８章　轨道机动与轨道过渡

§８．１　脉冲式轨道机动与轨道过渡

轨道机动或轨道过渡有两种方式，其中第一种就是传统的大推力脉冲
式的变轨方式．脉冲式的大推力推进器多采用化学推进剂，推进器的排气速
度小、推力大、工作时间短，在轨道计算中通常是将这种脉冲式的推力（实为
由推力获得的加速度）处理成瞬间的速度变化Δｖ．

１．脉冲式变轨的基本原理

无论是航天器运行过程中的轨道调整或向目标轨道过渡的轨道转移，
都涉及到轨道改变问题，即给一速度增量Δｖ，从而获得所需的轨道变化．因
此首先要了解各轨道根数（ａ，ｅ，…）与瞬时冲量（或一速度增量Δｖ）之间的
关系．前面第二章§２．６中已就二体问题简单介绍了各轨道根数随速度（包
括大小和方向）变化的状况．本章将在受摄运动模型下阐述这类问题，包括
大推力的脉冲式变轨和小推力持续式变轨，这一节讨论的是脉冲式变轨问
题．第三章§３．３和§３．４中已分别给出了椭圆运动和双曲线运动的受摄运
动方程．本节具体讨论椭圆轨道的变轨问题，涉及的受摄运动方程有两种形
式，即以（Ｓ，Ｔ，Ｗ）表达的（３．７３）式，和以（Ｕ，Ｎ，Ｗ）表达的（３．７４）式．
对于大推力脉冲式变轨，因作用时间间隔Δｔ很短，可以近似处理成一

个瞬时过程，以短暂的间隔Δｔ和相应的根数变化Δσ代替ｄｔ和ｄσ．机动力
（相当于一种摄动源）提供的加速度可以作为一种摄动加速度，通过间隔Δｔ
内的速度增量Δｖ来表达，有

Δｖ＝ （Δｖｒ，Δｖθ，ΔｖＷ ）

＝ （ΔｖＵ，ΔｖＮ，ΔｖＷ ） （８．１）
和



Δｖｒ ＝ＳΔｔ，　Δｖθ ＝ＴΔｔ，　ΔｖＷ ＝ＷΔｔ，

ΔｖＵ ＝ＵΔｔ，　ΔｖＮ ＝ＮΔｔ，　ΔｖＷ ＝ＷΔｔ｛ ．
（８．２）

其中速度增量Δｖ的切向（即速度方向）分量是ΔｖＵ 常记作Δｖ，与前面第２
章§２．８中的表达一致，以下就将ΔｖＵ 记作Δｖ，注意，它区别于Δｖ的模

｜Δｖ｜．在上述处理下，即可由受摄运动方程（３．７３）和（３．７４）给出在脉冲式
变轨中轨道根数σ的变化Δσ与速度增量Δｖ之间的关系，即

　

Δａ＝ ２
ｎ １－ｅ槡 ２

［ｅｓｉｎｆΔｖｒ＋（１＋ｅｃｏｓｆ）Δｖθ］，

Δｅ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［ｓｉｎｆΔｖｒ＋（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）Δｖθ］，

Δｉ＝ ｒｃｏｓｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ΔｖＷ ，

ΔΩ＝ ｒｓｉｎｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ΔｖＷ ，

Δω＝－ｃｏｓｉΔΩ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －ｃｏｓｆΔｖｒ＋ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎｆΔｖ［ ］θ ，

ΔＭ ＝－１－ｅ２

ｎａｅ － ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ Δｖｒ＋ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎｆΔｖ［ ］θ

烅

烄

烆
，

（８．３）

和

　

Δａ＝ ２
ｎ １－ｅ槡 ２

（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Δｖ，

Δｅ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Δｖ－

１－ｅ槡 ２ｓｉｎＥΔｖＮ］，

Δｉ＝ ｒｃｏｓｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ΔｖＷ ，

ΔΩ＝ ｒｓｉｎｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ΔｖＷ ，

Δω＝－ｃｏｓｉΔΩ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２×

［２ｓｉｎｆΔｖ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）ΔｖＮ］，

ΔＭ ＝－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Δｖ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ）Δｖ ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（８．４）
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上述受摄运动方程中的ｕ＝ｆ＋ω．注意，原受摄运动方程ｄＭ／ｄｔ的右端有ｎ
这一项，对于瞬间获得速度增量的变轨方式，因无“过程”，右端ｎ项与脉冲
式变轨无关，后面§８．２中阐述的小推力持续式变轨中将涉及到该项．
按上述处理，即可根据速度增量Δｖ得知轨道根数的变化Δσ（Δａ，Δｅ，

…，ΔＭ）．若给一特殊的速度增量Δｖ：

Δｖ＝
ΔｖＵ

ΔｖＮ

Δｖ

烄

烆

烌

烎Ｗ

＝
Δｖ烄

烆

烌

烎

０
０

， （８．５）

那么根据方程（８．４）和瞬时椭圆的相应关系很容易给出ａ，ｅ的变化Δａ和

Δｅ，即

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖΔｖ）， （８．６）

Δｅ＝ ２
ｖｅ

ｐ（ ）ｒ
ｒｖ２

μ
－（ ）［ ］１ Δｖ， （８．７）

这与前面第２章§２．８中直接在二体问题意义下导出的关系式（２．２０５）和
（２．２０６）是一致的．推导（８．６）和（８．７）式利用到下列瞬时椭圆关系式：

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ ＝ μ

ｐ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２），

ｒｖ２

μ
－１＝１－ｒ

ａ
，

ｃｏｓｆ＋ｅ＝ １
ｅ

ｐ（ ）ｒ １－ｒ（ ）ａ

烅

烄

烆
．

（８．８）

事实上，无论是轨道调整，还是作为由初始轨道向目标轨道过渡的转移
过程，主要涉及如何由脉冲能量（归结为速度增量Δｖ）去改变轨道的大小和
形状（ａ和ｅ），轨道面的空间定向（ｉ和Ω）以及拱线的指向（ω）．因此，上述关
系式（８．３）和（８．４），还有（８．６）式，就轨道而言，它们都是脉冲式变轨的理论
基础．从（８．６）式不难看出，在近地点处（此处速度ｖ极大）变轨，所需能量
（即Δｖ）极小．从（８．３）或（８．４）式中的Δｉ和ΔΩ的表达式可以看出，对于轨
道平面的改变，只依赖速度增量的轨道面法向分量ΔｖＷ ，而且在ｕ＝０或

１８０°时（即处于升交点或降交点处），改变倾角ｉ最节省能量，对轨道面的进
动（ΔΩ）而言，在ｕ＝９０°或２７０°处变轨最节省能量．
前面的讨论尽管是对椭圆轨道所作的，但对双曲线轨道亦有类似的结

果，讨论方法相同，只要将受摄运动方程（３．７３）和（３．７４）改为双曲线运动的
受摄运动方程（３．８２）和相应的以（Ｕ，Ｎ，Ｗ）表达的形式即可，同样可以获得
与椭圆轨道类似的轨道机动遵循的关系式．但必须说明一点，上述结果的获
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得，不管是（８．３）和（８．４）式，还是（８．６）和（８．７）式，只是定性准确地表明了
轨道根数的变化与瞬时脉冲（以Δｖ体现）之间的关系，而从定量上来看，这
些结果只是一个近似，它仅适用于Δσ为小量的情况，即无论是简单的轨道
调整还是轨道过渡，只有变轨前后的轨道相差较小时，才能引用这些结果．
如果轨道相差（即Δσ）较大时，只能根据变轨处对应两个不同轨道速度给出
冲量（Δｖ）要求，下一段将会讨论这一问题．

２．霍曼（Ｗ．Ｈｏｈｍａｎｎ）转移轨道

航天器从初始轨道（或停泊轨道）向目标轨道的过渡，就是一种轨道转
移，它由轨道机动来完成，即变轨．轨道转移有多种形式，按变轨（由脉冲式
轨道机动实现）次数分为一次、两次或多次变轨实现，最终完成过渡．只有在
初始轨道和目标轨道相交时，才有可能用一次变轨完成转移．初始轨道和目
标轨道可以分别为圆轨道、椭圆轨道，甚至是双曲线轨道，它们两者之间可
以是共面的，也可以是不共面的、相交的或不相交的．转移轨道可以是椭圆，
为了节省时间也可以是双曲线．在轨道过渡中，如何选择适当的转移轨道，
往往是寻求能量最省的过渡形式，但这是一个理论问题，在具体的航天任务
中，需要综合考虑能量消耗大小、飞行时间长短、制导精度要求高低以及测
量和控制是否方便等条件，从中选择一种可以实现的最佳过渡方式．这里就
变轨原理阐述轨道过渡中的转移过程，并以一种节能的霍曼转移轨道为例
来介绍轨道过渡的实现．

图８．１　霍曼转移轨道

考虑一种较简单的轨道过渡：初始轨
道和目标轨道为两个共面的同心（中心天
体的质心）圆轨道，见图８．１．图中轨道１
和轨道２各为低圆轨道和高圆轨道，无论
是从低圆轨道过渡到高圆轨道，还是从高
圆轨道过渡到低圆轨道，在限定只用两次
脉冲推力的情况下，采用与两个圆轨道相
切的椭圆轨道（见图８．１中通过切点１和
切点２的转移轨道）过渡，耗费能量最小，
这是霍曼在１９２５年首先提出的，人们称其为霍曼过渡，相应的轨道即称为
霍曼转移轨道．
事实上，上述过渡就是两次改变轨道半长径的转移过程．两个圆轨道的

半长径各为ｒ１ 和ｒ２，如果从低圆轨道（作为初始轨道）向高圆轨道（作为目
标轨道）过渡，则霍曼转移轨道的半长径ａ１ 应变为
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ａ１ ＝ １
２

（ｒ１＋ｒ２）， （８．９）

相应的半长径改变量为

Δａ１ ＝ａ１－ｒ１ ＝ １
２

（ｒ２－ｒ１）． （８．１０）

由此在切点１处点火脉冲，取得相应的速度增量Δｖ１ 即可．如果根据（８．６）
式，有

Δｖ１ ＝ μ
ｒ槡１

１
４

ｒ２

ｒ１
－（ ）［ ］１ ， （８．１１）

而准确的Δｖ１ 值应由切点１处对应的变轨前后的速度差给出，即

Δｖ１ ＝槡μ
２
ｒ１

－１
ａ（ ）１

１／２

－ μ
ｒ槡１

＝ μ
ｒ槡１

２ｒ２

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］１ ． （８．１２）

两种结果之差为

μ
ｒ槡１

１
４

ｒ２

ｒ１
－（ ）［ ］１ － ２ｒ２

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］｛ ｝１ ，

这种差别还是明显的，当ｒ２＝２ｒ１ 时，括号“｛　｝”内的差别达０．０９５≈１０％．
而只有当ｒ２ 与ｒ１ 相差较小时，两种结果才可能在一定精度意义下相符．例
如，一个ａ＝７０００ｋｍ的低圆轨道若在轨道机动过程中，半长径调高７０ｋｍ，
即ｒ２＝１．０１ｒ１，则上述括号｛　｝内的差别只有１．６×１０－５．不难看出，上一
段给出的结果（８．６）式，不仅有定性的意义，而且在轨道调整中亦有定量应
用的价值．
上述霍曼过渡的第二次变轨是在切点２处点火脉冲，取得相应的速度

增量Δｖ２，使其变为半径为ｒ２ 的目标圆轨道．根据切点２处变轨前后的速度
差给出

Δｖ２ ＝ μ
ｒ槡２

－槡μ
２
ｒ２

－１
ａ（ ）１

１／２

＝ μ
ｒ槡２

１－ ２ｒ１

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／［ ］２

． （８．１３）

　　根据同样的原理，若要从高轨向低轨过渡，则需两次减速，是上述过程
的逆向转移．这种霍曼转移轨道虽然节能，但飞行时间和飞行路线较长，因
此过渡的最佳选择应根据具体问题作综合考虑．
如果初始轨道和目标轨道均为椭圆，则还涉及到拱线（ω）的改变问题．

如果两轨道不共面，则还需考虑轨道面（ｉ，Ω）的改变问题，但脉冲（包括推
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力的大小和方向）的基本依据仍然是上一段的结果（８．３）和（８．４），这里不再
一一具体阐明．

§８．２　小推力持续式变轨

近年来随着小推力发动机制造技术的成熟，越来越多的航天任务特别
是深空探测任务采用不同于大推力脉冲式的小推力持续式变轨，２００３年９
月欧空局发射的月球探测器ＳＭＡＲＴ １就是一个成功的例子．脉冲式的
大推力可使航天器在较短时间内获得较高的速度（加速度大），但所需要的
推进剂多，从而减少了有效载荷．小推力推进器则克服了上述缺点，推进器
排气速度大，推力小（加速度小），可长时间连续工作几十天甚至几年．航天
器的加速过程虽然缓慢，但发动装置小，并可将更多的有效载荷送入轨道，
而且通过长期的连续加速，航天器仍然可以获得很高的速度．经过足够长的
时间，可以获得比脉冲式变轨更高的速度．这些特点都更加适合目前深空探
测的需要．对于行星际飞行（尤其是木星以远），相比脉冲式的轨道过渡可以
大大缩短飞行时间．
小推力持续式变轨过程可以看成是一个连续过程，即使小推力的过程

也有间隙，但只要是均匀喷气，仍可处理成一个平均化的连续过程，而且可
以将小推力看成一种机动力的摄动作用，具体摄动量级将视不同的变轨过
程和小推力的大小而定．相应的分析解可以提供小推力变轨过程中航天器
轨道变化的一些规律．尽管这种小推力摄动分析解仅在持续时间不长的情
况下是适用的，而对于星际飞行这样的长时间过程和具体的力学背景（已不
是简单的受摄二体问题），分析解并不完全适用，但对于持续时间不太长的
卫星轨道机动过程，了解其轨道变化规律，还是有必要给出相应的分析解．
至于长时间的小推力轨道过渡的有关问题，将视具体的动力学模型而采用
相应的分析．
考虑均匀加速过程，并分两种情况给出均匀喷气过程中轨道的变化规

律：一是径向、横向和轨道面法向均有加速过程，另一种是仅在卫星运动方
向上有加速过程．前者有

Ｓ＝ｃｏｎｓｔ，　Ｔ＝ｃｏｎｓｔ，　Ｗ ＝ｃｏｎｓｔ （８．１４）
而后者只有Ｕ 分量（即切向分量），且

Ｕ ＝ｃｏｎｓｔ， （８．１５）
两种形式的受摄运动方程即第三章给出的（３．７３）和（３．７４）式．（Ｓ，Ｔ，Ｗ）型
的形式如下：
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ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ［ ］），

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

１
ｓｉｎｉＷ

，

ｄω
ｄｔ＝－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ ，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆 ．

（８．１６）

（Ｕ，Ｎ，Ｗ）型的形式为

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Ｕ，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｕ－ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＮ］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

１
ｓｉｎｉＷ

，

ｄω
ｄｔ＝－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２×

［２ｓｉｎｆＵ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）Ｎ］，

ｄＭ
ｄｔ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Ｕ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ） ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（８．１７）

１．喷气加速度（Ｓ，Ｔ，Ｗ）三分量导致的卫星轨道变化

当Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量均为常数时，上述方程（８．１６）的右函数ｆ（σ，ｔ；ε）用

求平均值的方法即可将其分解成ｆＣ，ｆＬ 和ｆＳ 三个部分，显然，ｉ和Ω的右

函数无长期部分，即

（ｆｉ）Ｃ ＝０，　（ｆΩ）Ｃ ＝０．
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因此，这种轨道机动过程中，轨道平面无长期变化．
由于相应的（ｆｉ）Ｌ，（ｆΩ）Ｌ，（ｆω）Ｌ 不为０，有积分降阶问题（除非小推力

摄动比中心天体扁率摄动小得多），不能采用平均根数法，只能采用拟平均
根数法，即解的构造形式应为

σ（ｔ）＝σ＋σＳ（ｔ）， （８．１８）

σ（ｔ）＝σ０＋（δｎ＋σＣ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ（ｔ），

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０
｛ ），

（８．１９）

σ０ ＝σ（ｔ０）－［σＳ（ｔ０）］， （８．２０）

（８．１９）式中的δｎ在第４章中已有说明，即对应平近点角Ｍ 的０阶长期项．
长期项σＣ（ｔ－ｔ０）的变率σＣ 的表达式如下：

ａＣ ＝２ １－ｅ槡 ２（Ｔ／ｎ）， （８．２１）

ｅＣ ＝－３ １－ｅ槡 ２

２ａ ｅ（Ｔ／ｎ）， （８．２２）

ｉＣ ＝０， （８．２３）

ΩＣ ＝０， （８．２４）

ωＣ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ
（Ｓ／ｎ）， （８．２５）

ＭＣ ＝－ ３（ ）ａ
（Ｓ／ｎ）－３ｎ

４ａａＣ（ｔ－ｔ０）． （８．２６）

右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ及ｎ均为ａ０，ｅ０，ｉ０和ｎ０＝槡μａ（－３／２）
０ ．

长周期变化项ΔσＬ（ｔ）的表达式为

ΔａＬ（ｔ）＝０， （８．２７）

ΔｅＬ（ｔ）＝０， （８．２８）

ΔｉＬ（ｔ）＝－ ３
２ａ １－ｅ槡 ２

ｅｃｏｓω０（Ｗ／ｎ）（ｔ－ｔ０）， （８．２９）

ΔΩＬ（ｔ）＝－ ３
２ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ｅｓｉｎω０（Ｗ／ｎ）（ｔ－ｔ０）， （８．３０）

ΔωＬ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩＬ（ｔ）， （８．３１）

ΔＭＬ（ｔ）＝０． （８．３２）
各式右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ和ｎ，其定义同前．
短周期项σＳ（ｔ）如下：

ａＳ ＝ ２
ｎ２ －Ｓｅ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋Ｔ １－ｅ槡 ２ｅｓｉｎ［ ］Ｅ ， （８．３３）
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ｅＳ ＝ １－ｅ槡 ２

ｎ２ ｛ａ －Ｓ １－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋

Ｔ ２－３
２ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ

４ｓｉｎ２［ ］｝Ｅ ， （８．３４）

ｉＳ ＝ Ｗ
ｎ２ａ １－ｅ槡 ２

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ｃｏｓω｛ ＋

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２［ ］Ｅ ｓｉｎ ｝ω ， （８．３５）

ΩＳ ＝ Ｗ
ｎ２ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ｓｉｎ｛ ω－

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２［ ］Ｅ ｃｏｓ ｝ω ， （８．３６）

ωＳ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）－ １
ｎ２ａｅ

｛Ｓ（１－ｅ２）３／２ｓｉｎＥ＋

Ｔ［（２－ｅ２）ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２Ｅ］｝， （８．３７）

ＭＳ（ｔ）＝ １
ｎ２ ｛ａｅＳ １＋３ｅ２－３

２ｅ（ ）４ ｓｉｎＥ－５
４ｅ

３ｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｔ １－ｅ槡 ２ ２（１＋ｅ２）ｃｏｓＥ－ｅ
４

（１＋３ｅ２）ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ．

（８．３８）
各式右端出现的根数σ均为拟平均根数σ，Ｅ是偏近点角．

２．喷气加速度Ｕ 分量导致的卫星轨道变化

对于这一加速分量，σ
　．
的右函数中出现（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）±１／２的因子，求

解时就会涉及相应的级数展开问题，无法构造对ｅ封闭形式的摄动解，既然
如此，就将右函数展成平近点角Ｍ 的三角级数，取到ｅ２ 项的结果如下：

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎＵ １－１
４ｅ（ ）２ ＋ｅｃｏｓＭ＋３

４ｅ
２ｃｏｓ２［ ］Ｍ ， （８．３９）

ｄｅ
ｄｔ＝ ２

ｎａＵ －１
２ｅ＋（１－ｅ２）ｃｏｓＭ＋ｅ

２ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

２ｃｏｓ３［ ］Ｍ ，（８．４０）

ｄｉ
ｄｔ＝０， （８．４１）

ｄΩ
ｄｔ ＝０， （８．４２）

ｄω
ｄｔ＝ ２

ｎａｅＵ
１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＭ＋ｅ

２ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

２ｓｉｎ３［ ］Ｍ ， （８．４３）
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ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－ ２

ｎａｅＵ
ｓｉｎＭ＋ｅ

２ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

２ｓｉｎ３［ ］Ｍ ． （８．４４）

不难看出，与Ｓ，Ｔ分量的影响有所不同，相应摄动运动方程σ
　．
＝ｆ（σ，ｔ；ε）的

右函数对六个根数都只包含ｆＣ 和ｆＳ 两部分，ｆＬ＝０．可用完整的平均根数
法构造摄动分析解的长期项和短周期项．
长期项σＣ（ｔ－ｔ０）的变率为

ａＣ ＝２１－１
４ｅ（ ）２ （Ｕ／ｎ）， （８．４５）

ｅＣ ＝－ｅ
ａ

（Ｕ／ｎ）， （８．４６）

ｉＣ ＝０， （８．４７）

ΩＣ ＝０， （８．４８）

ωＣ ＝０， （８．４９）

ＭＣ ＝－ ３
２ａ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ（ｔ－ｔ０）． （８．５０）

短周期项σＳ（ｔ）为

ａＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ ｅｓｉｎＭ＋３

８ｅ
２ｓｉｎ２［ ］Ｍ Ｕ， （８．５１）

ｅＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ａ

（１－ｅ２）ｓｉｎＭ＋ｅ
４ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

６ｓｉｎ３［ ］Ｍ Ｕ， （８．５２）

ｉＳ（ｔ）＝０， （８．５３）

ΩＳ（ｔ）＝０， （８．５４）

ωＳ（ｔ）＝－ ２
ｎ２ａｅ

１－ｅ２（ ）２ ｃｏｓＭ＋ｅ
４ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

６ｃｏｓ３［ ］Ｍ Ｕ，（８．５５）

ＭＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ａｅ

ｃｏｓＭ＋ｅ
４ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

６ｃｏｓ３［ ］Ｍ Ｕ＋

３
２（ ）ａ

２
ｎ２ ｅｃｏｓＭ＋３

１６ｅ
２ｃｏｓ２［ ］Ｍ Ｕ． （８．５６）

上述各式右端出现的ａ，ｅ及ｎ均为平均根数珔ａ０，珋ｅ０ 和珔ｎ０＝槡μ珔ａ －（ ）３
２ ．

这里必须说明一点，对于大偏心率情况（如接近或超过Ｌａｐｌａｃｅ极限值

０．６６２７），上述展成Ｍ 的三角级数的方法不再适用，但正如本节开始所提到
的，这里主要针对持续时间不太长的卫星轨道机动中的小推力变轨过程，或
变轨量不大的轨道过渡问题，所涉及到的初始轨道和目标轨道的偏心率都
不大．而对于深空探测中涉及大偏心率的轨道过渡的全过程，已不是受摄二
体问题，当然不会再采用上述处理方法．不过，即使偏心率较大，不宜采用展
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成Ｍ 的三角级数的方法，可改为直接对ｆ或Ｅ 的积分方法，只是将方程
（８．１７）中的（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）±１／２等项按二项式展开即可，同样可构造摄动
分析解．保留到Ｏ（ｅ２）的长期项变率和短周期项公式如下：

ａＣ ＝ ２
ｎ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ， （８．５７）

ｅＣ ＝－ １
ｎａｅＵ

， （８．５８）

ＭＣ ＝－ ３
２ａ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ（ｔ－ｔ０）， （８．５９）

ａＳ ＝ ２
ｎ

（ｅｓｉｎＥ）Ｕ， （８．６０）

ｅＳ ＝－ １
ｎ２ａ

２ｓｉｎＥ＋ｅ
２ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｕ， （８．６１）

λＣ ＝ ４
ｎ２ａ

（ｅｃｏｓＥ）Ｕ， （８．６２）

这里λ＝Ｍ＋ω．从结果可看出，保留到Ｏ（ｅ２）项，解的具体形式与前面的结
果仍旧是类似的．
由上述分析解，可以了解小推力变轨的一些重要特征，对于不同的变轨

要求，可采用相应的变轨方式（即Ｓ，Ｔ，Ｗ 或Ｕ，Ｎ，Ｗ 的选择）和变轨时机
（即轨道状态，它由轨道根数来反映）．

§８．３　轨道过渡中的光压加速机制

除短时间过程的小推力轨道机动技术外，长时间的小推力轨道过渡技
术也已实现，而无论是大推力过渡还是小推力过渡，还可以借助其他力因素
加速，其中光压就是一个很好的力源．关于光压作用，对于太阳系自然天体
的运动几乎无影响，但对于航天器的运动而言就完全不同了，其原因之一是
光压作用的性质不同于引力，它与承受客体的有效面质比有关，这在前面第

５章§５．３中讨论人造地球卫星的运动时有过介绍，对于一个典型大小的卫
星而言，其面质比是地球面质比的１０８ 倍，光压作用大，但这一原因远不足
以说明问题，因光压是一个有心斥力，通常是不会对卫星型或行星型的探测
器运动起到加速或减速作用的，之所以对卫星运动有显著影响还有另一个
重要原因，即地影间断，这将导致光压作用区别于一般的中心力（如引力）作
用，它会使卫星轨道半长径和偏心率出现周期长、变幅大的长周期变化，在
一定的长时间间隔内，卫星会得到加速作用．尽管深空探测器在向目标轨道
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过渡中不会遇到地影作用，但可利用航天器太阳能帆板的特殊定向，使其在
过渡轨道上得到光压力的加速，这就可以使光压力作为轨道过渡（特别是小
推力过渡）中的一种辅助能源．如果帆的面积足够大，甚至可以使航天器像
一个太空帆，在无其他动力的情况下向目标轨道过渡，这就是一种光压加速
机制．

１．动力模型与加速机制

以月球探测器的发射为例，在地—月—探测器限制性三体问题基础上
进一步考虑太阳引力和太阳光压的摄动影响，即处理成一个受摄的限制性
三体问题．可不必拘泥于限制性三体问题的坐标系取法［１］，采用地心坐标系

Ｏ ｘｙｚ较为方便，基本平面（ｘｙ坐标面）就取月球绕地球运动的轨道面，在
此假定日、月运动可采用平均轨道（甚至不变椭圆）来体现，这不影响实质问
题，于是相应的作为小天体的月球探测器相对地球的运动方程可写成下列
形式：

ｒ


＝Ｆ０＋Ｆε， （８．６３）

Ｆ０ ＝－ＧＭ ｒ
ｒ３， （８．６４）

Ｆε ＝Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ３． （８．６５）
即形式上写成受摄二体问题，Ｆ０ 是地球的中心引力加速度，Ｆε 是月球引

力、太阳引力和太阳光压摄动加速度．当探测器飞近月球时，其运动性质会
发生变化，但这并不影响上述动力模型数学表达的正确性．摄动加速度的具
体形式如下：

Ｆ１ ＝－ＧＭ１
Δ１

Δ３
１
＋ｒ１

ｒ（ ）３
１

， （８．６６）

Ｆ２ ＝－ＧＭ２
Δ２

Δ３
２
＋ｒ２

ｒ（ ）３
２

． （８．６７）

上述各式中的Ｍ，Ｍ１ 和Ｍ２ 分别为地球、月球和太阳的质量，ｒ，ｒ１ 和ｒ２ 各

为探测器、月球和太阳的地心位置矢量，相应地有

Δ１ ＝ｒ－ｒ１

Δ２ ＝ｒ－ｒ｛
２
． （８．６８）

关于光压摄动加速度Ｆ３，其具体表达形式与探测器（包括探测器的帆板）的
姿态有关，这里不作细节性的讨论，而是以一有效面质比Ｓ／ｍ代替，ｍ是探
测器的质量，Ｓ是相应的有效截面积（主要取决于较大帆板本身的面积）．如
果该有效截面对应的法线指向太阳方向，则有
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要达到对太阳系中各种天体探测的目的，必然要近距离接近目标天体，
更有效的手段是在探测器接近目标天体后，再次机动变轨使其转化为环绕
目标天体的轨道器，此即目标天体的人造卫星．尽管这种卫星的运动与人造
地球卫星的运动属于同一类，其动力学模型都是对应一个受摄二体问题，但
由于各目标天体之间的各种差异，不能完全照搬研究人造地球卫星运动的
方法和结果．深空探测的首选目标———月球，就是另一种典型，它是太阳系
中的一个慢自转天体（自转周期与绕地球运行的公转周期相同），其引力位
与地球引力位有明显差异，而中心天体非球形引力又是绕其运行的卫星轨
道变化的主要摄动源，因此，本书选择月球卫星的运动作为深空探测器轨道
力学的一个重要内容很有必要，它可以使读者对卫星型探测器的运动及其
轨道变化特征有更广泛的了解．

§９．１　月球非球形引力位的主要特征

在第４章§４．２中已对太阳系天体非球形引力位作过介绍，其一般表
达式即（４．６３）式：

Ｖ ＝ＧＭ
Ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）Ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］），（９．１）

在这里，（９．１）式中的ＧＭ 是月心引力常数，ａｅ是月球参考椭球体赤道半径，

Ｒ，λＧ，φ是月固坐标系中的球坐标分量，即月心距、经度和纬度．同样非归一
化的缔合勒让德球函数Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）和相应的谐系数Ｃｌｍ，Ｓｌｍ与归一化的

珚Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）和珚Ｃｌｍ，珚Ｓｌｍ有如下关系

珚Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ，
珚Ｃｌｍ＝ＣｌｍＮｌｍ，珚Ｓｌｍ＝ＳｌｍＮｌｍ
｛ ，

（９．２）
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Ｎｌｍ＝ １
（１＋δ）

（ｌ＋ｍ）！
（２ｌ＋１）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２
，

δ＝
０，　ｍ＝０，

１，　ｍ≠０｛烅

烄

烆 ．

（９．３）

为了进一步了解月球引力位的特征，本书附录三中列出了地球和月球
引力场模型的部分球谐项系数，其中美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ和ＬＰ１６５两种模
型是目前公认较好的月球引力场模型．尽管对月球的探测还仍未达到对地
球探测的程度，由于各种原因，月球引力场模型的精度还不够理想，但还是
可从这两种引力场模型得到一些重要的信息．从引力场模型球谐系数值可
以看出，除月球由于自转较慢，动力学扁率Ｊ２＝－Ｃ２，０较小（１０－４）外，对轨道

偏心率影响较大的奇次带谐项系数Ｃ２ｌ－１，０（ｌ≥２）与Ｃ２，０之比｜Ｃ２ｌ－１，０／Ｃ２，０｜的量
级接近（１０－１），而地球引力场相应系数之比的量级只有１０－３，这将导致环月
运行探测器的轨道（特别是偏心率ｅ）出现振幅较大的长周期变化，从而导
致一些人造地球卫星不会出现的现象．
月球自转慢，除动力学扁率系数Ｃ２，０的值与其他球谐系数的值不像地

球中相差那么大（几乎是１０３倍）以外，还将使非球形引力位中田谐项对月
球卫星轨道的影响也明显地不同于地球对其卫星轨道的影响．所有这些，都
将在后面§９．４和§９．５中进行详尽的介绍．

§９．２　月球物理天平动简介与参考系问题

月球天平动可以分为两类，即视天平动和物理天平动．视天平动是由于
运动的原因而使地球上的观测者看到的不仅是月球对着地球的“半面”，而
是超过“半面”，这仅是视觉效果而没有力学效应；而物理天平动是月球也象
陀螺一样在空间呈现真实的摆动（即赤道面的摆动），它导致了月球引力场
在空间的变化，从而影响月球卫星的轨道运动．

１．物理天平动的两种表达形式

根据月球自转理论，给出了天平动三个参数（σ，ρ，τ）的分析表达
式［１～５］，但类似于地球章动理论给出的章动序列，（σ，ρ，τ）的分析表达式亦
包含几百项．因此，对月球物理天平动的分析解和数值解均有必要作一介
绍．但在某些问题中，可以采用简化的分析表达式．关于物理天平动的分析
解有多种形式，也在不断的改进．作为一例，下面列出 Ｈａｙｎ结果中（σ，ρ，τ）
的主要项（前三项）［２］：
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τ＝０°．０１６３８８８ｓｉｎｌｓ－０°．００３３３３ｓｉｎｌｍ＋０°．００５ｓｉｎ２ωｍ，

ρ＝－０°．０２９７２２２ｃｏｓｌｍ＋０°．０１０２７７７ｃｏｓ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｃｏｓ（２ｌｍ＋２ωｍ），

ｓｉｎＩσ≈Ｉσ＝－０°．０３０２７７７ｓｉｎｌｍ＋０°．０１０２７７７ｓｉｎ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｓｉｎ（２ｌｍ＋２ωｍ）

烅

烄

烆 ．

（９．４）

该式中ｌｓ和ｌｍ分别为太阳和月球的平近点角，ωｍ 是月球近地点幅角．至于
三个天平动参数（σ，ρ，τ）的几何意义，将在下面介绍参考系时具体表明．
物理天平动的另一种表达为数值形式，ＪＰＬ的ＤＥ４０５数值列表中就直

接给出了表达天平动的三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）每天的具体数值．这三个欧拉
角与分析表达形式中的三个参数有不同的几何意义，它们将在建立不同的
赤道坐标系中分别有相应的应用．

２．月心赤道坐标系和月固坐标系

与研究人造地球卫星的运动类似，由于有物理天平动现象，研究月球卫
星的运动，同样也涉及到历元（取Ｊ２０００．０）月心平赤道坐标系和真赤道坐
标系以及月固坐标系．
对于月球平赤道，根据Ｃａｓｓｉｎｉ定律，月球轨道，黄道与月球平赤道交于

一点Ｎ，见图９．１．有

ψ＝Ωｍ，

Ｉ＝Ｉｍ，

φ＝θｍ＋π＝Ｌｍ－Ωｍ＋π
烅
烄

烆 ，
（９．５）

其中Ωｍ，Ｉｍ，Ｌｍ 表示月球轨道的平根数，分别为月球轨道升交点平黄经，平
倾角和月球平黄经．

图９．１　月球轨道、黄道与月球平赤道之间的几何关系

对于月球真赤道，它与平赤道的关系见图９．２，有
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ψ′＝Ωｍ＋σ，

Ｉ′＝Ｉｍ＋ρ，

φ′＝θｍ＋π＋（τ－σ
烅
烄

烆 ），
（９．６）

图９．２　月球真赤道与月球平赤道之间的关系

这里以三个天平动参数（σ，ρ，τ）表明了平赤道与真赤道之间的几何关系．图

９．２中，通过真赤道也描述了月固坐标系，Ｏξ′方向即过月面上ＳｉｎｕｓＭｅｄｉｉ
的子午线的方向（亦即月球指向地球的那一惯性主轴方向）．

ＤＥ４０５数值历表中直接给出的另三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）表明了月心地
球平赤道坐标系与月固坐标系之间的关系，见图９．３．

图９．３　月心地球平赤道坐标系与月固坐标系的关系

图中Ｏ ｘｅｙｅｚｅ即月心地球平赤道坐标系，ξ′是月固坐标系的Ｘ 轴指向，三
个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）在图中已表明清楚，不必再加注明，ε是黄赤交角．
两种物理天平动参数的表达形式（σ，ρ，τ）和（Ω′，ｉｓ，Λ），分别用两种方

式描述了月球真赤道面的摆动，同时也分别定义了不同的月心坐标系，即月
固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′，月心地球平赤道坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ（以下称月心天球坐
标系）和月心月球平赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ（以下称月心赤道坐标系）．它们之
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间的转换关系在研究月球卫星的运动和表达月球卫星在月面上的星下点位

置时必然要涉及到．
若记月心天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ中的卫星位置矢量为ｒｅ，它与月固坐标

系中卫星相应的位置矢量Ｒ之间的关系如下：

Ｒ＝Ｍ１ｒｅ＝Ｍ２ｒｅ， （９．７）
这里两个转换矩阵Ｍ１ 和Ｍ２ 各由上述两种物理天平动参数的表达形式给

出．根据图９．３表明的几何关系不难给出转换矩阵 Ｍ１ 和 Ｍ２ 的表达式如

下：

Ｍ１＝Ｒｚ（Λ）Ｒｘ（ｉｓ）Ｒｚ（Ω′）， （９．８）

Ｍ２ ＝Ｒｚ（φ′－π）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（ψ′－π）Ｒｘ（ε）

＝Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（－Ｉ′）Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（ε）． （９．９）
（９．９）式第一行是按图９．３给出的，而第二行是按图９．２给出的，两者实为
同一转换关系．上述两种转换关系之间的差别取决于（σ，ρ，τ）的取项多少，
若取前面（９．４）式给出一例的前三项，分别计算２００３年１１月１日０时和

２００４年６月１５日０时月球表面“上空”一点的空间坐标转换到月固坐标系
中的位置，两种转换结果之差为公里级，相应的转换矩阵元素的最大差别达
到７．６×１０－４．如果采用Ｅｃｋｈａｒｄｔ等人结果中（σ，ρ，τ）的前四项［３～５］（量级
与 Ｈａｙｎ结果中的前三项相当），亦同样有上述差别．
根据上述比较可知，直接采用物理天平动分析解的简化表达式，在某些

问题中是不能满足精度要求的．但同时告诉我们，仅取σ，ρ，τ主项的简化表
达式与ＤＥ４０５数值历表的差别小于１０－３，这种差别在考虑物理天平动对月
球卫星轨道的影响时，在一定精度要求的前提下，则无妨．定轨或预报中涉
及轨道外推弧段为１０２ 时（对低轨卫星为１～２天的间隔），要保证１０米级
甚至米级精度是可以达到的．
鉴于上述比较的结果，加上要建立月球卫星轨道理论，了解轨道变化的

规律，或直接反映月球卫星相对月心坐标系的几何状况，又必须采用月心赤
道坐标系，而不是月心地球赤道坐标系，那么就要由（σ，ρ，τ）来建立月心赤
道坐标系Ｏ ｘｙｚ（对应所选取的历元，如目前惯用的Ｊ２０００．０）与月固坐标
系Ｏ ξ′η′ζ′之间的关系．而若要通过历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ与月心
天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ之间的转换关系（即利用高精度的Ω′，ｉｓ，Λ值）来计
算月球卫星在月固坐标系中的精确位置Ｒ也很简单，有

Ｒ＝Ｍ１ｒｅ，　ｒｅ＝ＮＴｒ，

Ｎ＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（Ωｍ）Ｒｘ（ε｛ ），
（９．１０）

ｒ是通过定轨或预报给出的月心赤道坐标系中的月球卫星位置矢量．这里
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变换矩阵（Ｎ）并不涉及到物理天平动的表达形式，转换的精度只取决于月
球卫星定轨或预报的精度．

§９．３　月球卫星运动的受力分析

研究月球卫星（特别是低轨卫星）的空间运动与研究人造地球卫星的运
动一样，显然采用历元（Ｊ２０００．０）月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ为宜，考虑月球
非球形引力摄动时，将涉及到月固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′．这两种坐标系之间的
几何关系在前面的图９．２中已清楚地表明．若记两种坐标系中卫星位置矢
量分别为ｒ和Ｒ，则有

ｒ＝（Ａ）Ｒ，　Ｒ＝（Ａ）Ｔｒ． （９．１１）
其中Ａ为两种坐标系之间的转换矩阵，不难给出

　Ａ＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（－φ′） （９．１２）

＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉｍ＋ρ）Ｒｚ（－（φ＋τ－σ）），

φ＝Ｌｍ－Ωｍ＋π， （９．１３）

Ｉｍ＝１°３２′３２″．７． （９．１４）

Ｌｍ 和Ω的含义前面已有说明．
在历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ中，月球卫星的运动方程如下：

ｒ＝Ｆ０（ｒ）＋Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）， （９．１５）

其中Ｆ０ 和Ｆε分别为月球中心引力加速度（对应无摄运动）和各种摄动加速
度，有

Ｆ０＝－ＧＭ
ｒ３ｒ， （９．１６）

Ｆε＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｆｊ（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε）． （９．１７）

为了便于问题的分析和计算上的某种需要，同样采用类似研究人造地
球卫星运动时所采用的标准计算单位，即长度、质量和时间单位分别为

［Ｌ］＝ａｅ＝１７３８．０ｋｍ，
［Ｍ］＝Ｍ，　　Ｍ 是月球质量，对应月心引力常数μ＝ＧＭ，
［Ｔ］＝（ａ３

ｅ／ＧＭ）１／２≈１７ｍ．２４６５
烅
烄

烆 …，
（９．１８）

在此标准单位系统中，μ＝ＧＭ＝１，Ｇ＝１，［Ｌ］，［Ｍ］和［Ｔ］的准确值取决于
所采用的月球引力场模型．
在上述坐标系和标准单位系统中，各种物理量归结为无量纲形式．在历

元月心赤道坐标系中，相应的Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）涉及下列１０种摄动源：
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月球非球形引力摄动（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）　　Ｆ１（Ｊｌ，Ｊｌｍ），
地球引力摄动（ｍ′１）　Ｆ２（ｍ′１），
太阳引力摄动（ｍ′２）　Ｆ３（ｍ′２），
月球固体潮摄动（κ２Ｊ２）　Ｆ４（κ２Ｊ２），
月球物理天平动（σ，ρ，τ）　Ｆ５（σ，ρ，τ），
太阳光压摄动Ｆ６（ρｓ），
月球扁率间接摄动Ｆ７（ｍ′１Ｊ２），
地球扁率摄动Ｆ８（Ｊ′２ｍ′１），
大行星（金星，木星）引力摄动Ｆ９（ｍ′３），
月球引力后牛顿效应Ｆ１０（ｖ２／ｃ２）．

对于低轨月球卫星（ｈ＝１００～３００ｋｍ），上述各摄动源对应的摄动量级εｊ（ｊ
＝１，…，１０）分别为

ε１（Ｊ２）＝Ｏ（１０－４），ε１（Ｊ２，２）＝Ｏ（１０－５），ε１（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥３）＝Ｏ（１０－６－
１０－５），

ε２＝Ｏ（１０－５），

ε３＝Ｏ（１０－７），

ε４＝Ｏ（１０－７），

ε５＝Ｏ（１０－７），

ε６＝Ｏ（１０－９），对应一般面质比（Ｓ／Ｍ）＝１０８ 的卫星，

ε７＝Ｏ（１０－１１），

ε８＝Ｏ（１０－１２），

ε９＝Ｏ（１０－１２），

ε１０＝Ｏ（１０－１１）．
根据以上对各项摄动源的量级分析可知，一般情况下只需考虑前面５

种摄动源，即月球非球形引力摄动，地球和太阳引力摄动，月球固体潮摄动
和月球物理天平动的影响．而最主要的是月球非球形引力摄动和地球引力
摄动．

§９．４　月球卫星轨道变化的主要特征

研究月球卫星轨道的变化规律是月球卫星轨道力学的核心内容，而
只有构造月球卫星轨道变化的分析解才能给出其变化规律．但由于月球
卫星的受力状况（尤其是月球非球形引力位的影响）不同于地球卫星，故
必须针对月球卫星的受力特点构造相应的摄动分析解．文［６～９］先后给
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出相应的分析解，但正由于月球卫星的受力状况不同于地球卫星，文
［６～８］给出的是半分析解，而文［９］也只能采用拟平均根数法［１０，１１］给出

相应的分析解．
由于月球非球形引力位中的动力学扁率项（Ｊ２）与其他球谐项（Ｃｌｍ，

Ｓｌｍ）以及地球引力摄动项相差不大，将导致长周期项中出现降阶问题，这种

小分母的出现，不能采用完整的平均根数法按ε＝Ｏ（Ｊ２）来构造相应的小参

数幂级数解，而只能采用人为的小参数ε＝１０－２，按拟平均根数法来构造相
应的幂级数解，这正是文［９］所做的工作．
真正导致月球卫星轨道变化（包括解的表达式）不同于地球卫星的主要

摄动源是月球非球形引力摄动以及与其有差别的月球物理天平动引起的坐

标系附加摄动．本节将针对这一人们关心的焦点，给出月球卫星轨道的相应
变化特征，为有关研究工作和环月探测器的轨道设计等提供必要的轨道
信息．

１．月球非球形引力摄动解

根据上一节对月球卫星运动受力分析可知，在小参数ε确定为１０－２的

前提下，若以σ表示六个Ｋｅｐｌｅｒ根数（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ），运动方程可以写成
下列形式：

σ
．

＝ｆ０（ａ）＋ｆ２（Ｊ２）＋ｆ３（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ），

ｆ２＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ，

ｆ３＝ｆ３Ｃ＋ｆ３Ｌ＋ｆ３Ｓ

烅
烄

烆 ，
（９．１９）

右函数ｆ２ 和ｆ３ 由（９．１）式给出的非球形引力位部分ΔＶ＝Ｖ－ ＧＭ（ ）Ｒ
构成，

其中Ｊ２＝－Ｃ２，０，物理天平动引起的坐标系附加摄动后面另行讨论．
非球形引力摄动对应的小参数幂级数解有如下形式：

σ（ｔ）＝σ　（ｔ０）＋（δｎ０＋σ２Ｃ＋σ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ
（１）（ｔ）＋σＳ

（２）（ｔ），

ΔσＬ
（１）（ｔ）＝σＬ

（１）（ｔ）－σＬ
（１）（ｔ０），

σ　（ｔ０）＝σ０－σ（２）
Ｓ （ｔ０

烅
烄

烆 ），

（９．２０）

其中Δσ（１）
Ｌ （ｔ）是由除Ｊ２ 项外所有非球形引力位的球谐项（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）摄动导

致的长周期变化项，对应方程（９．１９）右函数中的ｆ３Ｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）部分，积分降
阶后给出．这里只给到三阶长期项及与其相当的一阶长周期变化项和二阶
短周期项，而对于沿迹量平近点角应同时给出ａ的三阶短周期项ａ（３）

Ｓ （ｔ）．所
有这些项与摄动源的关系如下：
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σ２Ｃ＝σ２Ｃ（Ｊ２），

σ３Ｃ＝σ３Ｃ（Ｊｌ，ｌ（２）≥４）｛ ．
（９．２１）

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝ΔσＬ（ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥２）， （９．２２）

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝σ（２）

Ｓ （ｔ；Ｊ２），

ａ（３）
Ｓ （ｔ）＝ａ（３）

Ｓ （ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ，ｌ≥２）烅
烄

烆 ．
（９．２３）

由于σ１Ｃ＝０，故计算σ２Ｃ，σ３Ｃ和 Δσ（１）
Ｌ 时，需要用到的σ　（ｔ）均可用σ０　＝

σ　（ｔ０），于是各根数的具体表达形式如下：

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）

ｅ（ｔ）＝珋ｅ０＋Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（２）

Ｓ （ｔ）

ｉ（ｔ）＝珋ｉ０＋Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（２）

Ｓ （ｔ）

Ω（ｔ）＝珡Ω０＋（Ω２Ｃ＋Ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（２）

Ｓ （ｔ）

ω（ｔ）＝珔ω０＋（ω２Ｃ＋ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋Δω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（２）

Ｓ （ｔ）

Ｍ（ｔ）＝珨Ｍ０＋（珔ｎ０＋Ｍ２Ｃ＋Ｍ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（２）

Ｓ （ｔ

烅

烄

烆 ）

．（９．２４）

其中珔ｎ０＝珔ａ０
－３／２，这里的珔ａ０＝ａ０－［ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（３）
Ｓ （ｔ０）］．

（１）长期项系数σＣ

Ω２Ｃ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （９．２５）

ω２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２６）

Ｍ２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２７）

Ω３Ｃ ＝－ｎｃｏｓｉ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ２（ｉ）Ｋ１（ｅ）， （９．２８）

ω３Ｃ ＝－ｃｏｓｉΩ３Ｃ－ｎ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ）］，

（９．２９）

Ｍ３Ｃ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω３ｃ＋ｃｏｓｉΩ３Ｃ）－　　　　　　　

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［２（ｌ＋１）Ｋ１（ｅ）］． （９．３０）

其中ｐ０＝ａ（１－ｅ２），ａ，ｅ，ｉ均取珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０ 值．Ｆ１（ｉ），…，Ｋ１（ｅ），…的表达式
如下：
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Ｆ１（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ

Ｆ２（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ２ｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ－２

Ｃｌｑ ＝
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
＝

（ｌ＋２ｑ）！

（ｑ！）２ ｌ
２－（ ）ｑ ！ｌ２＋（ ）ｑ

烅

烄

烆 ！

（９．３１）

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０
Ｃｌα（ ）１

２
α

ｅα

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２
Ｃｌαα（ ）１

２
α

ｅα－２

Ｃｌα ＝
ｌ－１（ ）α

α
α／（ ）２ ＝

（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！α
２（ ）！

烅

烄

烆
２

（９．３２）

上述各式中，求和时ｌ（２）≥４，α（２）≥２表示按ｌ＝４，６，…，α＝２，４…取值．
（２）一阶长周期变化项Δσ（１）

Ｌ （ｔ）＝σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）

对于月球非球形引力摄动，长周期项可严格积分给出，由于相应的周期
较长，亦可按长期项处理，即下面给出的表达式（９．３３）～（９．３８）．若要给出

σ（１）
Ｌ （ｔ）的形式，也很简单，只要将表达式（９．３４）～（９．３８）中的Ｉ（ω）ｎ
（ｔ－ｔ０），Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），…改为下述积分：

∫
ｔ

Ｉ（ｗ）ｎｄｔ，∫
ｔ

Φｌｍｐｎｄｔ，…

即可．下面给出的Δσ（１）
Ｌ （ｔ）相当于［ｄσ（１）

Ｌ （ｔ）／ｄｔ］（ｔ－ｔ０），括号内的表达式正
是下一节讨论月球卫星轨道变化所确定的某些特征时要引用的．

Δａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （９．３３）

Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝ （１－ｅ２）∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆ３（ｉ）１
ｅＫ３（ｅ（ ））

Ｉ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）－（１－ｅ２）∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）

Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ３（ｅ（ ））Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３４）

Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）（Ｆ３（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）ｎ（ｔ－

ｔ０）＋∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

［（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ

－ｍ］（Ｆｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３５）
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ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（Ｆ４（ｉ）／ｓｉｎ２ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），

（９．３６）

Δω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩ（１）

ｌ （ｔ）－∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３７）

　ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　

　
Δωｌ

（９．１）（ｔ）＋ｃｏｓｉΔΩ（９．１）
ｌ （ｔ［ ］）－

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐ（ ）０ ∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
２（ｌ＋１）Ｆ３（ｉ）ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
２（ｌ＋ １）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－

ｔ０）． （９．３８）
上述各式中的ｐ０即ａ（１－ｅ２），为了区别求和取值符号ｐ，用了ｐ０这一

符号．同样上述各式中出现的ａ，ｅ，ｉ和Ω，ω均用珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，珡Ω０，珔ω０．Ｆ３（ｉ），…
各表达式如下：

Ｆ３（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｆ４（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（ｌ－２ｐ＋２ｑ）（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

·

Ｃｌｐｇ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

＝
（２ｌ－２ｐ＋２ｑ）！

ｑ！（ｐ－ｑ）！（ｌ－ｐ＋ｑ）！（ｌ－２ｐ＋ｑ）！

烅

烄

烆
，

（９．３９）

δｐ＝
０，　ｌ－２ｐ＝０，

１，　ｌ－２ｐ≠０｛ ，
（９．４０）
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Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα，

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐαα（ ）１

２
α

ｅα－２，

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）烄

烆α

α
１
２

（α－｜ｌ－２ｐ｜

烌

烎）

＝
（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！１
２
（α－｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！１

２
（α＋｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！

烅

烄

烆

，

（９．４１）

Ｉ（ω）＝－（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω，

Ｈ（ω）＝（１－δ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω，

δ＝１
２

［１－（－１）ｌ］
烅

烄

烆
．

（９．４２）

还有倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）及其导数Ｆ′ｌｍｐ（ｉ），在前面第四章中出现过，见（４．
２６２）～（４．２６４）式．
（３）短周期项σ （２）

Ｓ （ｔ）

σ（２）
Ｓ （ｔ）除ａ（２）

Ｓ （ｔ）外，只需给出Ｊ２项，而ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）可由下式给出：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）＝２ａ２ＲＳ（Ｊ２；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ） （９．４３）
其中

ＲＳ（Ｊ２）＝３Ｊ２

２ａ ｛３
１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ ｝ｕ ，

ｕ＝ｆ＋ω

烅

烄

烆 ，

（９．４４）

ＲＳ（Ｊｌ）＝Ｒ（Ｊｌ）－Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，Ｌ， （９．４５）

Ｒ（Ｊｌ）＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ）

ｐ＝０
Ｆ３（ｉ ［）（１－δ）ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋

δ ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ） ］ｕ ， （９．４６）

Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，Ｌ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ｐｌ

０ ∑
（ｌ－δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （９．４７）

ＲＳ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）－Ｒｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）， （９．４８）

Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ａｌ＋１∑

ｌ

ｐ＝０
Ｆｌｍｐ（ｉ）

ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

×
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｛［（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳｌｍ］ｃｏｓ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）＋
［（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣｌｍ］ｓｉｎ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）｝，

（９．４９）

δｍ＝１
２

［１－（－１）ｌ－ｍ］，

ＲＬ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ

０∑
ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ψｌｍｐ，（９．５０）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ａ２
１－ｅ２（ ）ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２｛ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）２

［ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５１）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

８ｐ２ｓｉｎ２［ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］） ＋

３Ｊ２

２４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５２）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－ ［１
２ ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

１２ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５３）

ω（２）
Ｓ ＝３Ｊ２

２ｐ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｛ ＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－ １
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋
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ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω， （９．５４）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋

ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １

４ｅ＋５
１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω． （９．５５）

上述各式中出现的 ａ（ ）ｒ
和真近点角ｆ 等量与根数ｅ，Ｍ 的关系在前面讨论

人造地球卫星的运动时已出现过，即相应的二体问题基本关系式．ｃｏｓ２ｆ是
由下式表达的平均值：

ｃｏｓ２ｆ＝１＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２． （９．５６）

从上述月球非球形引力摄动解的具体形式不难看出动力学扁率Ｊ２ 与

奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）相对大小（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）的重要性，慢自转中心天
体非球形引力位中田谐项对应的摄动解是以长周期项的形式出现，不像地
球卫星那样，田谐项摄动解是以短周期项的形式出现，而又必须通过展成平
近点角Ｍ 的三角级数才能构造相应的短周期项，导致对大偏心率情况不适
用的结果．另外，关于卫星轨道变化的某些重要特征，对于地球卫星往往由

Ｊ２ 与Ｊ３，Ｊ４ 几项即可给出相应的可靠结果，而对于月球卫星而言，由于月
球非球形引力位中Ｊ２ 与Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）和所有田谐项系数（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）相差不大
的原因，若要获得月球卫星轨道变化特征的可靠信息，还得审查众多的非球
形引力项．故前面必须给出相应的Ｊｌ和（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）项摄动解的完整结果，这
才能保证在此基础上对有关问题分析所得结果的有效性．

２．月球物理天平动引起的坐标系附加摄动

月球物理天平动与地球的岁差章动类似，都是引起赤道面在空间的摆
动，导致在月心（或地心）平赤道坐标系中构造相应卫星轨道的摄动分析解
时，均要考虑由于赤道面摆动导致的引力位的变化所带来的坐标系附加摄
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动．但月球物理天平动与地球岁差章动的表达形式与结果不一样，因此不能
照搬地球卫星运动中相应的摄动解部分［１０，１１］．这里给出不同于参考文献
［１０，１１］中采用的方法，而采用与建立月球赤道坐标系与月固坐标系之间的
坐标转换关系相一致的表达形式，见（９．１１）式，构造月心赤道坐标系

Ｏ ｘｙｚ 中的由物理天平动引起的坐标系附加摄动解．
（１）月心赤道坐标系中的附加引力位ΔＶ
尽管物理天平动可以改变非球形引力位中的每一部分，但这里只讨论

Ｃ２，０和Ｃ２，２两项的附加位，一是该两项是最主要的，另一原因是这两项分别
为带谐项和田谐项的代表，仅就对这两项的讨论即可了解物理天平动对卫
星轨道影响的全貌．
由于物理天平动的摄动量级即使对低轨卫星，也只有１０－７，故天平动

参数可引用 简化的分析表达形式，这里就直接采用前面给出的简化公式
（９．４）．为了表达简洁，记

τ＝τ１ｓｉｎｌｓ＋τ２ｓｉｎｌｍ ＋τ３ｓｉｎ２ωｍ，

ρ＝ρ１ｃｏｓｌｍ ＋ρ２ｃｏｓ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋ρ３ｃｏｓ（２ｌｍ ＋２ωｍ），

ｓｉｎＩσ＝σ１ｓｉｎｌｍ ＋σ２ｓｉｎ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋σ３ｓｉｎ（２ｌｍ ＋２ωｍ

烅
烄

烆 ），
（９．５７）

考虑到ρ１－σ１＝２″，（ρ１－σ１）／σ１≈１０－２，在一定精度下为了表达简明，可做
近似处理，即ρｉ＝σｉ（ｉ＝１，２，３），如果不作此近似处理亦不会影响讨论的结
果．（９．５７）式中τ１ 等量的数值如下：

τ１ ＝５９″．０＝２．９×１０－４（ｒａｄ），

τ２ ＝－１２″．０＝－０．５８×１０－４（ｒａｄ），

τ３ ＝１８″．０＝０．８７×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５８）

σ１ ＝－１０９″．０＝－５．１８×１０－４（ｒａｄ），

σ２ ＝３７″．０＝１．８×１０－４（ｒａｄ），

σ３ ＝－１１″．０＝－０．５３×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５９）

σ１１ ＝σ１－σ２ ＝－１４６″．０，

σ１２ ＝σ１＋σ２ ＝－７２″．０｛ ，
（９．６０）

仅保留ρ，σ，τ的一阶量，可给出（９．１２）式中月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｘ 与月
固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′之间的坐标转换矩阵（Ａ）的简化形式如下：

其中（Ａ）
ａ１１　ａ１２　ａ１３

ａ２１　ａ２２　ａ２３

ａ３１　ａ３２　ａ

烄

烆

烌

烎３３

（９．６１）
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ａ１１ ＝ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ），

ａ２１ ＝ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）＋（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｃｏｓ（φ＋Ωｍ），

ａ３１ ＝σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ，

ａ１２ ＝－ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）－（（τ－σ＋σｃｏｓＩ））ｃｏｓ（φ＋Ωｍ），

ａ２２ ＝ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ），

ａ３２ ＝－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ，

ａ１３ ＝－σｓｉｎＩｃｏｓΩｍ －ρｓｉｎΩｍ，

ａ２３ ＝－σｓｉｎＩｓｉｎΩｍ ＋ρｃｏｓΩｍ，

ａ３３ ＝１．
其中天平动参数σ，ρ，τ由（９．５７）式表达．
由于

Ｉ＝１°３２′３２″．７＝１°．５４２４１７＝０．０２６９２０，

ｓｉｎＩ＝０．０２６９，　ｃｏｓＩ＝０．９９９６，

１－ｃｏｓＩ＝０．０００３６２
烅
烄

烆 ，
（９．６２）

还可以作如下简化：

τ－σ（１－ｃｏｓＩ）＝τ＋Ｏ（６×１０－６）， （９．６３）

σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ＝ （σ１－σ２）ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（ｌｍ ＋ωｍ）， （９．６４）

－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ＝ （σ１＋σ２）ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（ｌｍ ＋ωｍ）．
（９．６５）

采用以上简化，转换矩阵（Ａ）变为如下形式：

其中（Ａ）
ａ１１　ａ１２　ａ１３

ａ２１　ａ２２　ａ２３

ａ３１　ａ３２　ａ

烄

烆

烌

烎３３

（９．６６）

ａ１１ ＝－ｃｏｓＬｍ ＋τｓｉｎＬｍ，

ａ２１ ＝－ｓｉｎＬｍ －τｃｏｓＬｍ，

ａ３１ ＝σ１１ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ），

ａ２１ ＝ｓｉｎＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ，

ａ２２ ＝－ｃｏｓＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ，

ａ３２ ＝σ１２ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ），
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ａ１３ ＝－σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ，

ａ２３ ＝σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ），

ａ３３ ＝１．

由于

Ｃ２，０ ＝２×１０－４，　Ｃ２，２ ＝０．２５×１０－４，
对于外推月球低轨卫星１０２ 弧段的位置精度要求达到米级时，Ｃ２，０的附加位

必须考虑天平动中τ１，τ２，τ３ 和σ１，σ２，σ３的全部，而Ｃ２，２的附加位，只需考虑

τ１ 和σ１１，σ１２部分．略去推导过程，直接给出Ｃ２，０项对应的附加位如下：

Ｖ２（Ｃ２，０）＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］）

＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］｛ ）－
３σ１（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ［ ］）－
３σ２（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ［ ］）－
３σ３（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ［ ］｝） ．

（９．６７）
这里Ｊ２＝－Ｃ２，０，相应的以轨道根数表达的形式为

ΔＶ２＝（３Ｊ２／４ａ３）（ａ／ｒ）３ －ｓｉｎ２ｉ（１－ｃｏｓ２ｕ）｛ ×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－

Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］＋
２ｓｉｎｉ（ｓｉｎ２ｕ）［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋

σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］． （９．６８）
其中ｕ＝ｆ＋ω，用求平均值的方法，可将ΔＶ２ 分解成如下两部分：

ΔＶ２Ｌ ＝ΔＶ２

＝－（３Ｊ２／４ａ３）ｓｉｎ２ｉ（１－ｅ２）－３／２×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋
σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］， （９．６９）

ΔＶ２Ｓ ＝ΔＶ２－ΔＶ２ ＝ （３Ｊ２／４ａ３）｛－ｓｉｎ２ｉ［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－（３／２）－
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋
σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］＋２ｓｉｎｉ（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ

－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］｝，
（９．７０）

ΔＶ２Ｌ和ΔＶ２Ｓ分别为附加位的长周期和短周期两个部分．
同样给出Ｃ２，２项的附加位如下：

Ｖ（Ｃ２，２）＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３（（ｘ２－ｙ２）／ｒ２）

＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）｛［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｃｏｓ２Ｌｍ ＋
（２ｘｙ）ｓｉｎ２Ｌｍ］－２τ［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｓｉｎ２Ｌｍ －
２（ｘｙ／ｒ２）ｃｏｓ２Ｌｍ］－２σ１（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－
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（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）］－２σ２（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）］｝． （９．７１）

相应的轨道根数形式为

ΔＶ２（Ｃ２，２）＝－（３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３｛τ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓ２ｕ＋ｓｉｎ２（１－
ｃｏｓ２ｕ））－ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓｉｓｉｎ２ｕ）］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ ＋
ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］＋
σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ

－ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］｝， （９．７２）
（ΔＶ２，２）Ｌ ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）ｓｉｎｉ（１－ｅ２）－３／２｛τｓｉｎｉ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）］－

σ１ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）］－σ２ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］｝，
（９．７３）

（ΔＶ２，２）Ｓ ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）｛ｓｉｎｉ［τｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ－２Ω）－σ１ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ＋
ωｍ－Ω）－σ２ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－３／２］

＋τ［（２－ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ－
（２ｃｏｓｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］＋σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ｝． （９．７４）

（２）天平动引起的坐标系附加摄动解
根据天平动引起的附加摄动位ΔＶ（Ｃ２，０）和ΔＶ（Ｃ２，２）可知，对月球卫星

轨道只有长、短周期影响．在米级精度要求下，只要给出长周期变化项即可，
至于短周期项，只有轨道半长径ａ需要考虑，这是由于沿迹根数Ｍ 的精度
要求所致．
采用与前面相同的拟平均根数法，很容易建立相应的摄动解，相应的长

周期变化项为

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０）， （９．７５）
对于Ｃ２，０的附加部分σＬ（ｔ）的具体形式如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．７６）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．７７）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ ［× σ１

α１
ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７８）

ΩＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋
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ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７９）

ωＬ（ｔ）＝ （３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ） ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８０）

ＭＬ（ｔ）＝－（９Ｊ２／４ｐ２） １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８１）

其中

α１ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ －ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３），

α２ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ ＋ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３），

α３ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －Ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）

烅

烄

烆 ．

（９．８２）

对于Ｃ２，２的附加项部分，相应的结果如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．８３）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．８４）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）－σ１

α２
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）－σ２

α１
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８５）

ΩＬ（ｔ）＝（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｃｏｓｉｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）＋σ１

α２

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）＋σ２

α１

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８６）

ωＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× τ
α４

（２－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８７）

ＭＬ（ｔ）＝ （９Ｃ２，２／ｐ２） １－ｅ槡 ２ ［× τ
α４

ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋
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σ２

α１
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８８）

其中

α４ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －２Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）． （９．８９）

　　为了使平近点角Ｍ 达到同样的精度要求，如有需要，应考虑轨道
半长径ａ的短周期项，上述两部分（Ｃ２，０和Ｃ２，２）附加摄动引起的ａ的短周期
项为

ａＳ（ｔ）＝２ａ２［（ΔＶ２）ｓ＋（ΔＶ２，２）ｓ］． （９．９０）
经数值验证表明，这里给出的月球物理天平动对月球卫星轨道影响的

摄动分析解是正确的，其中Ｃ２，２项的影响要比Ｃ２，０项的影响小一个量级．

§９．５　月球卫星运动的轨道寿命与冻结轨道问题

众所周知，大气耗散作用是决定卫星轨道寿命的重要因素，就像人造地
球卫星那样，特别是低轨卫星，由于大气耗散作用，轨道不断变小变圆，最终
落入地球稠密大气层被烧毁而结束其轨道寿命．但对于卫星轨道寿命问题，
还有另一种动力学机制，即存在一种摄动作用，会使其轨道偏心率ｅ增大
（实为变幅较大的长周期项），导致其近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）≤ａｅ（中心天体赤
道半径）而与中心天体相撞，结束其轨道寿命．在这种动力学机制中，中心天
体的动力学扁率Ｊ２ 的大小起着决定性作用，相应的表现对于高轨卫星和低
轨卫星有所不同．

１．高轨卫星情况

无论是有或无大气的中心天体，对于它们的高轨卫星，耗散作用已不重
要．对于非耗散效应，如中心天体的扁率（Ｊ２）和第三体质点引力，这两种重
要的摄动源均为保守力摄动，相应的卫星轨道半长径ａ仅有微小的周期变
化，而高轨卫星轨道偏心率ｅ变化的幅度将是影响其轨道寿命的关键因素．
在保守力摄动下，尽管偏心率ｅ没有长期变化，但可能有因小分母引起的变
幅较大的长周期变化．根据第四章和第五章分别给出的Ｊ２ 项摄动和第三体

引力摄动的摄动解，ｅ的长周期摄动项可分别写成如下形式：

［ｅＬ（ｔ）］１ ＝μａ
２
ｅ
３Ｊ２

２ａ（ ）２ ｓｉｎ２ ［ｉ ７
２４－５

１６ｓｉｎ２（ ）ｉ
－１

＋

１＋２ １－ｅ槡 ２

６（１＋ １－ｅ槡 ２）］２

ｅ
１－ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ω， （９．９１）
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［ｅＬ（ｔ）］２ ＝－１５
１６

μ′ａ
３

μａ′（ ）３ （１－ｅ′２）－３／２ｓｉｎ２ｉ（ｅ １－ｅ槡 ２）×

ｎ
ω
　（ ）． ［ｃｏｓ２ω＋Ｏ（ｓｉｎｉ′）］． （９．９２）

其中μ和μ′分别为中心天体和摄动天体的质心引力常数，ω
　．
是卫星轨道拱

线的进动速率，即摄动长期项的系数（ω１＋ω２），有

ω
　．

（ ）ｎ ＝
３Ｊ２ａ２

ｅ

２ａ（ ）２ ＋
３
４

μ′ａ
３

ａ′（ ）［ ］３ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ２，ｅ′２，ｓｉｎ２ｉ′［ ］）．

（９．９３）

（９．９２）式和（９．９３）式右端的Ｏ（ｓｉｎｉ′）等项无需具体写出，因为摄动天体的

ｅ′和ｉ′一般都较小，对讨论的问题无实质性影响．（９．９１）～（９．９３）式就是讨
论高轨卫星轨道寿命的主要理论依据．
卫星近星距ｒｐ的变化，关键在于ｅ的变幅．从（９．９１）式可看出，对于扁

率摄动，ｅ的变化幅度主要取决于因子Ｊ２／ａ２，对一特定的中心天体（Ｊ２值确

定），轨道越高，ｅ的变化幅度越小．而第三体摄动效应却不同，从（９．９２）式
可看出，ｅ的变化幅度在很大程度上依赖于由（９．９３）式表达的ω

　．
的大小．对

于低轨卫星，ω
　．
的大小取决于月球扁率Ｊ２，其值一般不太小．对于高轨卫星，

扁率摄动项减小，第三体引力摄动项增大，其临界值（亦即ω
　．
的最小值，相应

ｅ的变化出现小分母）对应上述两项摄动量级相等的情况，有

３Ｊ２ａ２
ｅ

２ａ２ ＝ ３
４

μ′ａ３

ａ′
３ ． （９．９４）

由此可知，相应的卫星轨道半长径的临界值ａｃ为

ａｃ ＝ ２ μ
μ（ ）′

ａ′
ａ（ ）ｅ

３

Ｊ［ ］２

１／５

ａｅ， （９．９５）

这里ａ′是第三体“相对”中心天体的轨道半长径．
对于地球—卫星—月球系统，ａｃ＝８．２ａｅ（地球赤道半径），而对于月

球—卫星—地球系统，由于月球的Ｊ２值小，ａｃ＝２．２ａｅ（月球赤道半径）．当高

轨卫星的轨道半长径ａ接近ａｃ时，ｅ的变幅会增大，有可能大到使卫星近星

距ｒｐ减小到等于ａｅ的状态，从而与地球或月球相撞．文［１３～１５］中均有算

例，像月球轨道器ａ０＝４．０ａｅ，ｅ０＝０．２０，ｉ０＝８５°，运行不到６个恒星月，就因

ｅ增大，使ｒｐ＝ａｅ，从而落到月球上．这种动力学机制相当于起着“保护”作

用的中心天体的动力学扁率较小，卫星轨道还是被第三体质点引力效应周
期性地拉扁，扁到一定程度即出现上述卫星与中心天体相撞的现象．
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２．月球低轨卫星的轨道寿命

尽管月球无大气，但在非球形引力作用下，低轨卫星的近月距ｒｐ＝
ａ（１－ｅ）也会减小，当ｒｐ＝ａｅ时，卫星将与月球相撞．轨道半长径ａ在非球形
引力作用下，只有振幅较小的短周期变化，主要源于月球动力学扁率Ｊ２ 项

摄动，变化量级只有１０－４，不会导致ｒｐ的明显变化．显然，ｒｐ有明显减小趋

势的原因是轨道偏心率ｅ有振幅较大的长周期变化ΔｅＬ．文［１６］有过简单
计算结果，文［１７］讨论过简单的动力学机制，这里将进一步深入地讨论该
问题．
在月球非球形引力和地球引力两种主要摄动源的作用下，消除短周期

变化后，ｅ的长周期变化满足下列方程：

　ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（－１）（ｌ－δ）／２（ｌ－２ｐ）Ｆ（ｉ）１
ｅＫ（ｅ［ ］）Ｉ（ω）－

ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ＝２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ（ｅ［ ］） Φｌｍｐ（ω，θ）＋

Ｏ（ｅｍ′）． （９．９６）
此方程的原始形式在前面§９．４中曾给出过，为了探讨月球低轨卫星的轨
道寿命问题，这里又作了一些必要的改变．（９．９６）式右端第一和第二大项分
别为带谐项（Ｊｌ＝－Ｃｌ，０）和田谐项摄动，第三大项为地球引力摄动，含有ｅ
因子．方程中的ｎ＝ａ－３／２，采用符号ｐ０ 是为了与式中求和取值ｐ区分开．有
关表达式改变后的形式如下：

δ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，ｌ奇，

０，ｌ偶｛ ，
（９．９７）

１
ｅＫ（ｅ）＝ ∑

ｌ－２

α（２）＝（ｌ－２ｐ）
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα ＝
Ｏ（ｅ０），ｌ奇，

Ｏ（ｅ），ｌ偶｛ ，

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）α

α
１
２

（α－（ｌ－２ｐ

烄

烆

烌

烎
）），ｎ（ ）ｍ ＝ ｎ！

ｍ！（ｍ－ｎ）！

烅

烄

烆
，
（９．９８）

Ｆ（ｉ）＝－∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

δｐ ＝
０，ｌ－２ｐ＝０，

１，ｌ－２ｐ≠０｛ ，

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）
烅

烄

烆 ｑ

（９．９９）

Ｉ（ω）＝－１（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω． （９．１００）
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田谐项摄动中的Φ（ω，θ）涉及的θ＝Ω－Ｓ（ｔ），Ｓ（ｔ）是月固坐标系中Ｘ轴（即

ξ′轴）方向的经度，随月球自转而变化．Φ（ω，θ）的表达式和一般的倾角函数

Ｆｌｍｐ（ｉ）以及地球引力摄动项Ｏ（ｅｍ′），不再具体给出，因下面的讨论表明，
可略去相应的两类摄动影响．
对（９．９６）式作进一步分析，ｌ为奇数时，右函数中含有Ｏ（ｅ０）因子，即以

ｅ０ｃｏｓω形式出现，ｌ为偶数时却含有Ｏ（ｅ）因子，是以ｅｓｉｎ２Ω形式出现．而
考虑月球低轨卫星寿命时，相应的ｅ肯定是小量，有ｅ＜０．１．事实上，对于平
均高度为１００ｋｍ的低轨卫星，只要ｅ达到０．０５～０．０６，即可使ｒｐ接近ａｅ

值，若ｅ增大将会立即撞上月球．因此，（９．９６）式中只有对应ｌ为奇数的摄
动项值得考虑，但与奇次带谐项相比，田谐项影响要小一个量级．故对于理
论分析而言，只要保留（９．９６）式中的奇次带谐摄动部分即可．舍去的各种摄
动项的影响，可在后面对相应的完整力模型进行模拟计算中考察，实际计算
结果将会证实上述简化的合理性．在（９．９６）式中只保留奇次带谐项摄动部
分，但仅取其Ｏ（ｅ０）项，对应求和中ｌ－２ｐ＝１的取值，从而简化成下列
形式：

ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｓｉｎｉ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１）（Ｊ１／Ｐｌ
０）Ｆ（ｉ）（ｎｃｏｓω），

（９．１０１）
其中

Ｆ（ｉ）＝ ∑
（ｌ－１）／２

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃ
ｌｐｑ（ｓｉｎ２ｉ）ｑ，

Ｃ
ｌｐｑ ＝

ｌ
（ｌ－１）／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ＋１（ ）ｌ
２ｑ＋１（ ）ｑ

烅

烄

烆
，

（９．１０２）

（９．１０１）式求和中ｌ（２）表示取值“步长”为２，即ｌ（２）＝３，５，…．ω＝ω（ｔ）＝ω０

＋ωＣ（ｔ－ｔ０），ωＣ 是ω（ｔ）的长期变率，如果仅取其由Ｊ２ 项给出的一阶变率

ω１，有

ωＣ ＝ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２
０
ｎ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０３）

积分（９．１０１）式给出ｅ的长周期变化ΔｅＬ的表达式如下：

ΔｅＬ ＝ｅＬ（ｔ）－ｅＬ（ｔ０）＝ｓｉｎ｛ｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ ｝）·

［ｓｉｎω（ｔ）－ｓｉｎω（ｔ０）］／２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０４）

由此可以看出，ｅ的变幅主要取决于奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（Ｊ≥２）与Ｊ２ 的相

对大小以及倾角函数Ｆ（ｉ）的性质，有
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｜ΔｅＬ｜～Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）·Ｆ（ｉ）． （９．１０５）
对于地球卫星，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－３， （９．１０６）
相应的轨道偏心率的变幅很小，而月球卫星则不同，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－１． （９．１０７）
故完全有可能使月球低轨卫星的轨道偏心率ｅ增大到使ｒｐ＝ａｅ的状态．当
然，这还要取决于（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）值的变化状况．
由于月球非球形引力位的特征，谐系数Ｊ２ｌ－１随阶ｌ的升高并无明显地

减小，由函数（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）的特征，长周期变化ΔｅＬ的模｜ΔｅＬ｜随着不
同的ｉ值（０°＜ｉ≤９０°）将出现多个极小与极大值，相应的ｒｐ值将不会达到

ａｅ或必然会达到ａｅ值，亦即月球低轨卫星的轨道寿命既取决于奇次带谐项
的摄动影响，又与轨道的空间定向有关．由于ｓｉｎｉ的特征，９０°≤ｉ＜１８０°的
情况与０°＜ｉ≤９０°的情况类似．
因有关低轨月球卫星的轨道寿命与冻结轨道有某种联系，下面首先作

一理论分析，然后再作相应的数值验证．

３．关于冻结轨道

与地球卫星类似，在月球非球形引力作用下，相应的平均系统（即消除
轨道变化的短周期部分）可能存在一种特解（详见第４章§４．７）：

ａ（ｔ）＝ａ０，　ｅ（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（ｔ）＝ｉ０，ω（ｔ）＝ω０ ＝９０°或２７０°．
（９．１０８）

拱线不动，此即冻结轨道，此解对ｉ０ 无任何限制，对应不同的ｉ０ 有相应的ｅ０

存在．那么根据（９．１０４）式给出的Δｅｌ，对于平均高度为１００ｋｍ的低轨卫
星，是否存在某些轨道配置，通过冻结轨道的选择保持ｒｐ＞ａｅ使其不会与月

球相撞呢？

首先考查冻结轨道的存在情况，同样由于月球引力场的特征，与地球卫
星的冻结轨道状况亦有差别．对于地球卫星，基本上由Ｊ２ 和Ｊ３ 两项即可确

定冻结轨道解，而对月球卫星则不然，文［１８］有过简单讨论，这里将进一步
深入讨论．对于平均轨道根数，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω，略去推导过程，下面将直接
给出相应的冻结轨道解．当ａ值给定的情况下，对于任一ｉ值，冻结轨道对
应的ｅ值满足下列条件：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１） Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ） ｎ

ω（ ）Ｃ
，

（９．１０９）
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其中ωＣ 是ω的长期变率．与上一段讨论ｅ的长周期变化对应，若只取由Ｊ２

给出的一阶变率ω１，则（９．１０９）式简化为下列形式：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）ｌ
Ｆ（ｉ｛ ｝）／２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ．

（９．１１０）
式中“＋”号对应冻结轨道解ω≡ω０＝９０°，“－”号对应ω０＝２７０°，即前者对
应（９．１１０）式右端值（除前面的±外）为正，而后者则对应右端值为负．这一
结果与地球卫星情况有差别，地球卫星的冻结轨道主要取决于Ｊ３ 项，且总
有ω≡ω０＝９０°，由类似的（９．１１０）式给出的偏心率ｅ对不同的ｉ值均很小，
即ｅ０＝Ｏ（１０－３），而对于月球低轨卫星则不同，对不同的ｉ值，冻结轨道解有
两种可能，即ω≡ω０＝９０°或２７０°，且相应的ｅ０ 值可能较大．
从（９．１１０）式和上一段给出的（９．１０４）式可以看出，在考虑主要摄动因

素的前提下，冻结轨道解的ｅ值与ｅ的长周期变化幅度｜ΔｅＬ｜是相同的，而
这一解是在平均系统中给出的，且仅在ｉ变化的小邻域内才能保持，对于月
球卫星，由于月球非球形引力位的特征，实际状况是ω（ｔ）有明显的变化幅
度．由此可知，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极小时，即使冻结轨道不能保持（即

ω（ｔ）有大范围变化），也不会出现ｅ有明显增大的可能，ｒｐ不会降至ａｅ值；相
反，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极大时，即使冻结轨道（此时对应解的ｅ值较
大）能基本保持（即ω（ｔ）的变化范围不大），ｅ的变化也有可能使ｒｐ降至ａｅ大

小，结束其轨道寿命．也就是说，月球低轨卫星的轨道寿命并不依赖冻结轨
道的选择（即轨道偏心率ｅ和倾角ｉ按条件（９．１１０）的选择），而主要取决于
（９．１０４）式中所确定的ΔｅＬ的模，这归结为月球非球形引力场的基本特征
和卫星轨道倾角ｉ的选择．我们将在下一段给出相应的模拟计算来证实月
球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系．

４．模拟计算———理论分析的数值验证

为了验证理论分析的正确性，对低轨卫星（平均高度１００ｋｍ），可通过
下列三种情况的计算来证实，即

（１）根据分析解（９．１０４），扫描似地从ｉ＝０°．５到１７９°．５，间隔１°，计算
了对应的｜ΔｅＬ｜值，看极小与极大的分布状况．

（２）根据分析解（９．１１０）式，同样对ｉ＝０°．５～１７９°．５，间隔１°求出相应
的冻结轨道解：ｅ０ 和对应的ω０ 值．

（３）考虑主要摄动因素（月球非球形引力，地球引力和太阳引力），对完
整的运动方程计算低轨卫星（取平均高度ｈ＝１００ｋｍ，ｅ０＝０．００１）随倾角ｉ０

７６２　第９章　月球卫星运动的轨道力学



的不同，相应近月点高度ｈｐ的变化情况，即轨道寿命与倾角ｉ的关系．
上述第（３）部分的计算正是为了证实第（１）和第（２）两部分由分析解给

出的结果的正确性，从而确定月球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系，同时
也进一步证实这种结果主要是由月球非球形引力场特征所决定的．
计算中，月球引力场模型采用了美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ模型，前两部分对

引力场球谐展开式阶次ｌ取３０～４５，无实质性差别，第（３）部分是取完整的
力模型，即ｌ取到７５，ｍ取０～ｌ．
关于｜ΔｅＬ｜，对应极小值有如下几个“稳定区”（即｜ΔｅＬ｜值很小）：

ｉ＝０°，　２７°，　５０°，　７７°，　８５°．
根据ｓｉｎｉ的性质，在９０°～１８０°间有对应的“稳定区”，即９５°，１０３°，…．
关于冻结轨道，与上述｜ΔｅＬ｜的情况对应，对应“稳定区”的倾角ｉ０，相

应的冻结轨道解ｅ０ 的值均较小，而对应“不稳定区”的倾角ｉ０，则相应的解

ｅ０ 值均较大．表９．１列出了部分结果，对应ｌ取４０．
根据上述结果，考虑完整力模型后，第（３）部分的计算应有如下预期结

果，即在上述“稳定区”（即取ｉ０＝０°，２７°，…），低轨卫星的轨道寿命应很长，
而相反，则轨道寿命应很短．为了节省篇幅表９．２列出了对ｉ取值有一定间
隔的结果．表中ｍｉｎｈｐ＝０．０或接近０．０，即表明与月球相撞，Ｔｃ即为对应

的轨道寿命值．对所有ｉ０ 值计算间隔均为１０年，当在较短间隔内ｈｐ＝０．０
时计算结束．而在“稳定区”，如ｉ０＝８５°和９５°，即使卫星运行１０年近月点高
度ｈｐ也不会明显降低，极小值仍有６０多公里高．图９．４～图９．７，分别为

ｉ０＝４０°，９０°和８５°，９５°时ｈｐ 随时间的变化状态，前者分别为４８天和１７２天
与月球相撞，后者１０年期间的极小值还分别有６０ｋｍ和６８ｋｍ高．
上述数值结果一方面验证了理论分析的正确性，同时也给出了低轨卫

星轨道寿命与倾角ｉ的关系．但这些保持不与月球相撞的所谓“稳定区”的
范围（对轨道倾角ｉ０ 值而言）都较小，考虑到各种因素（包括发射误差的影
响），即使允许选择适当的倾角，也还要注意运行过程中的轨道控制（耗费较
小能量的轨道机动）．
最后说明两点：
（１）低轨卫星的轨道寿命与轨道升交点Ω的初值无关，这一点从非球

形引力位带谐项的性质不难看出，实际计算结果也证实了这一点，在上述第
（３）种情况的计算中，改变Ω的不同初值，对计算结果ｈｐ 的变化无实质性

影响．
（２）月球卫星的冻结轨道难以保持，即使是那种特殊的冻结轨道，即临

界倾角情况，ｉ＝ｉｃ＝６３°２６′，在采用实际力模型对应的第（３）种计算中，ω仍
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在大范围内变化，未保持“冻结”．
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表９．１　冻结轨道解

ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ

０．５ ９０．０ ０．００２８３１ ５．０ ９０．０ ０．０２５９２３

１．０ ９０．０ ０．００５６４７ １０．０ ９０．０ ０．０４０８３６

２７．０ ９０．０ ０．００５３３３ ２０．０ ９０．０ ０．０２１８６３

２８．０ ２７０．０ ０．００２４８１ ３５．０ ２７０．０ ０．０６０７８４

４９．５ ２７０．０ ０．００７０６２ ４０．０ ２７０．０ ０．０４７４４２

５０．０ ９０．０ ０．０００８７０ ４５．０ ２７０．０ ０．０４６１５１

７５．０ ２７０．０ ０．００９０１６ ５５．０ ９０．０ ０．１４０４９３

７６．０ ２７０．０ ０．００２８７４ ６０．０ ２７０．０ ０．２５３８８７

７７．０ ２７０．０ ０．００５６３８ ６３．０ ２７０．０ ０．１８８４１７

８５．０ ２７０．０ ０．００１７５３ ８０．０ ９０．０ ０．０２６０４３

９５．０ ２７０．０ ０．００１７２８ ９０．０ ２７０．０ ０．０４３２１５

表９．２　月球低轨卫星轨道寿命的状况

ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）

１．０ ２７２３．１ ０．０３６２ ３３．９ ６０．０ ８８．２ ０．０５４８ ０．０

２．０ ５４９．０ ０．０４１４ ２４．６ ６１．０ ８８．１ ０．０５４７ ０．０

３．０ １８５２．７ ０．０４７９ １３．０ ６３．４３ ８５．９ ０．０５４５ ０．０

４．０ ２７３．２ ０．０５５０ ０．０ ６５．０ ８８．０ ０．０５４６ ０．０

５．０ ４９．５ ０．０５４８ ０．０ ６７．０ １１５．５ ０．０５４７ ０．０

７．５ ４２．９ ０．０５４５ ０．０ ６９．０ ２２４．１ ０．０５２３ ３．９

１０．０ ４２．５ ０．０５４５ ０．０ ７０．０ ３３４７．５ ０．０４６４ １４．９

１２．５ ４３．９ ０．０５４７ ０．０ ７１．０ ３４０７．０ ０．０４０６ ２５．５

１５．０ ４３．９ ０．０５４７ ０．０ ７２．０ ２４５３．３ ０．０３４８ ３６．２

１７．５ ４６．３ ０．０５４８ ０．０ ７３．０ １４６９．４ ０．０３３３ ３９．０

２０．０ ７７．０ ０．０５４７ ０．０ ７４．０ １４９８．４ ０．０３３９ ３７．８

２２．０ ８０．７ ０．０５３２ ３．２ ７５．０ １５００．５ ０．０３４０ ３７．８

２４．０ ８０．０ ０．０５２５ ４．４ ７６．０ １４４９．０ ０．０３３６ ３８．５

２６．０ ２５４３．１ ０．０５１５ ６．０ ７７．０ ３３８３．８ ０．０３８１ ３０．４

２７．０ ２２１９．９ ０．０４１９ ２３．６ ７９．０ ４０１．１ ０．０５４４ ０．０

２８．０ ２５９９．４ ０．０２６４ ５２．１ ８０．０ ３２０．６ ０．０５４５ ０．０

２９．０ １４０４．４ ０．０２５１ ５４．４ ８１．０ ２９４．０ ０．０５４５ ０．０

３０．０ ２０８４．１ ０．０４５３ １７．３ ８２．０ ２９４．７ ０．０５４７ ０．０
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续　表

ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）

３１．０ ９１．６ ０．０５４７ ０．０ ８３．０ ４０３．２ ０．０５４４ ０．０

３３．０ ４６．２ ０．０５４７ ０．０ ８４．０ ２９４１．４ ０．０４１９ ２３．０

３５．０ ４４．５ ０．０５４６ ０．０ ８５．０ １７１１．７ ０．０２２０ ５９．６

３７．０ ４５．２ ０．０５４６ ０．０ ８６．０ ３４０１．８ ０．０４１４ ２３．６

３９．０ ４７．４ ０．０５４８ ０．０ ８７．０ ３０８．８ ０．０５２３ ４．０

４０．０ ４７．９ ０．０５４７ ０．０ ８８．０ １７４．６ ０．０５４２ ０．３

４１．０ ４８．４ ０．０５４６ ０．０ ８９．０ １７１．３ ０．０５４５ ０．０

４３．０ ４８．３ ０．０５４８ ０．０ ９０．０ １７２．０ ０．０５４５ ０．０

４５．０ ４９．７ ０．０５４４ ０．７ ９１．０ １９３．０ ０．０５４６ ０．０

４７．０ ７２．７ ０．０５４５ ０．０ ９２．０ ２２６．７ ０．０５４６ ０．０

４９．０ １７７．９ ０．０５４６ ０．０ ９３．０ ３０９．９ ０．０５４６ ０．０

５０．０ ２５２２．０ ０．０５４５ ０．０ ９４．０ １１３３．９ ０．０３９２ ２８．１

５１．０ １９０８．１ ０．０３３７ ３８．５ ９５．０ １１０２．０ ０．０１７２ ６８．３

５２．０ ２１１．９ ０．０５４７ ０．０ ９６．０ １５５７．２ ０．０２５３ ５３．６

５４．０ ８８．９ ０．０５４６ ０．０ ９７．０ １１１８．８ ０．０４６４ １４．５

５６．０ ８３．１ ０．０５４７ ０．０ ９８．０ ２３６．２ ０．０５４６ ０．０

５８．０ ８４．６ ０．０５４６ ０．０ 　 　 　

图９．４　初始轨道倾角ｉ０＝４０°的月球低轨卫星轨道寿命
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图９．５　初始轨道倾角ｉ０＝９０°的月球低轨卫星轨道寿命

图９．６　初始轨道倾角ｉ０ ＝８５°的月球低轨卫星轨道寿命
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图９．７　初始轨道倾角ｉ０ ＝９５°的月球低轨卫星轨道寿命

参 考 文 献

［１］ＫｏｚｉｅｌＫ．ＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎｏｍｙｏｆｔｈｅＭｏｏｎ．Ｅｄ．ｂｙＫｏｐａｌＺ．ＮｅｗＹｏｒｋ：

ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９６２
［２］ＧａｐｐｅｌｌａｒｉＪＯ．ＶｅｌｅｚＣＥ ＆ ＦｕｃｈｓＡＪ．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＴｈｅｏｒｙｏｆＧｏｄｄａｒｄ

ＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＤｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ．ＧｏｄｄａｒｄＳｐａｃｅＦｌｉｇｈｔＣｅｎｔｅｒ，Ｇｒｅｅｎｂｅｉｔ，Ｍａｒｙｌａｎｄ．

１９７６，Ｎ７６ ２４２９１ ２４３０２：３ ３１～３ ３２
［３］ＥｃｋｈａｒｄｔＤＨ．ＴｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅＬｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＭｏｏｎ．ＴｈｅＭｏｏｎａｎｄｔｈｅＰｌａｎ

ｅｔｓ，１９８１，２５：３～４９
［４］Ｍｏｏｎｓ Ｍ．ＰｈｙｓｉｃａｌＬｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ Ｍｏｏｎ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．１９８２，２６（２）

１３１～１４２
［５］ＮｅｗｈａｌｌＸ．Ｘ．ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＬｕｎａｒＰｈｙｓｉｃａｌＬｉｂｒａｔｉｏｎ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．

１９９７，６６（１）２１～３０
［６］ＯｅｓｔｅｒｗｉｎｔｅｒＣ．ＴｈｅＭｏｔｉｏｎｏｆａＬｕｎａｒＳａｔｅｌｌｉｔｅ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．１９７０，１（３）：

３６８～４３６
［７］ＧｉａｃａｇｌｉａＧＥＯ．ＭｕｒｐｈｙＪＰ．ａｎｄＦｅｌｓｅｎｔｒｅｇｅｒＴＬ．ＡＳｅｍｉＡｎａｌｙｔｉｃＴｈｅｏｒｙ

ｆｏｒｔｈｅＭｏｔｉｏｎｏｆａＬｕｎａｒＳａｔｅｌｌｉｔｅ．Ｃｅｌｅｓｔ．Ｍｅｃｈ．１９７０，３（１）：３～６６
［８］ＢｒｕｍｂｅｒｇＶＡ．ＥｖｄｏｋｉｍｏｖａＬＳ．ａｎｄＫｏｃｈｉｎａＮＧ．ＡｎａｌｙｔｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒ

ｔｈｅＯｒｂｉｔｓｏｆＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＳａｔｅｌｌｉｔｅｓｏｆｔｈｅＭｏｏｎ．１９７１，３（２）：１９７～２２１

３７２　第９章　月球卫星运动的轨道力学



［９］ＬｉｕＬｉｎａｎｄＷａｎｇＪｉａｓｏｎｇ．ＡｎＡｎａｌｙｔｉｃＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＯｒｂｉｔａｌｏｆＬｕｎａｒＳａｔｅｌ

ｌｉｔｅｓ．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．１９９８，２２（３）：３２８～３５１
［１０］刘林．人造地球卫星轨道力学．北京：高等教育出版社，１９９２
［１１］刘林．航天器轨道理论．北京：国防工业出版社．２０００
［１２］张巍，刘林．月球物理天平动对环月轨道器运动的影响．天文学报，２００５，４６

（２）：１９６～２０６
［１３］ＭａｒｃｈａｌＣ．Ｌ．ＴｈｅＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＴｈｒｅｅＢｏｄｙＰｒｏｂｌｅｍＲｅｓｉｓｉｔｅｄ．ＩＡＦ ９９ Ａ．

７．０１，５０ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａｌＣｏｎｇｒｅｓｓ，４～８Ｏｃｔ１９９９，Ａｍｓｔｅｒｄａｍ，Ｔｈｅ

Ｎｅｔｈｅｒｌａｎｄｓ
［１４］王歆，刘林．目标天体极轨卫星的轨道寿命．宇航学报．２００１，２２（５）：６２～６５
［１５］ＷａｎｇＸｉｎ，ＬｉｕＬｉｎ，ＡｎｏｔｈｅｒＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＲｅｓｔｒｉｃｔｉｎｇｔｈｅＬｉｆｅｔｉｍｅｏｆＯｒｂｉｔ

ｉｎｇＳａｔｅｌｌｉｔｅｓ．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．２００２，２６（４）：４８９～４９６
［１６］ＭｅｙｅｒＫ Ｗ，ＢｕｇｌｉａＪＪ，ＤｅｓａｉＰＮ．ＬｉｆｅＴｉｍｅｓｏｆＬｕｎａｒＳａｔｅｌｌｉｔｅＯｒｂｉｔｓ．

ＮＡＳＡＴｅｃｈｎｉｃａｌＰａｐｅｒ３３９４，１９９４
［１７］ＷａｎｇＸｉｎ，ＬｉｕＬｉｎ．ＡｎｏｔｈｅｒＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＲｅｓｔｒｉｃｔｉｎｇｔｈｅＬｉｆｅｔｉｍｅｏｆＯｒｂｉｔ

ｉｎｇＳａｔｅｌｌｉｔｅｓ（Ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ）．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．２００３，２７（１）：１０７～１１３
［１８］刘林，刘世元，王彦荣．关于大行星（或月球）轨道器的冻结轨道．飞行器测控

学报，２００３，２２（２）：１９～２４

４７２ 航天动力学引论　



第１０章　航天器姿态动力学简介

§１０．１　航天器姿态与姿态控制概述

航天器的轨道描述了航天器的质心运动，而航天器的姿态则是描述航
天器绕其质心的运动，它们都是航天器状态的不同体现．研究航天器状态
（或相应的状态参数）的变化规律就是航天动力学的主要研究领域，研究质
心的运动即航天器轨道力学，这正是前面各有关章节的内容，而研究航天器
各部分相对其质心的运动，则称为航天器姿态动力学．
在空间运动的物体（可以是刚体、准刚体、弹性体、刚体与挠性体的混合

系统等），不论是自然天体还是人造航天器，它们的运动都可分解为两个部
分，作为一个等效质点的平运动和该物体各个部分在外力矩作用下绕其质
心的转动运动．对于航天器的运动而言，即轨道运动和姿态运动．所谓姿态
就是航天器各部分（以具体的固连坐标系来体现）相对某空间参考系（或观
测者）的方位或指向的统称．早在人造地球卫星上天之前，天体力学家就曾
对最熟悉的两个自然天体（地球和月球）的姿态运动进行了深入的研究，分
别建立了地球自转轴在空间指向变化的岁差章动理论和月球自转轴在空间

摆动的物理天平动理论．人造天体上天后，为了充分利用各种航天器执行特
定的航天任务，对其姿态运动提出了许多新要求、新理论，促使航天器姿态
与控制的研究工作蓬勃发展，研究内容已不是一个简单的刚体定点转动了．
航天器执行航天任务时通常对其定向都有预定的要求．例如对地观测

卫星要把星上的遥感仪器（照相机镜头等）对准地面，通信卫星的定向通信
天线也应指向地面，各种空间望远镜（包括太阳探测仪和巡天探测仪）都应
使相应的探测镜头对准预定的天体或天区，卫星进行变轨机动时，星体推力
方向也应有预定的方向等等．多数航天器上的观测仪器及推力器等相对星
体指向是固定的，这就要求航天器对某参考物体（地球、被探测天体，或相应
的参考系）有给定的方位和指向，即一定的姿态．而且由于受到外力矩的影



响，姿态将会发生变化，为了保证航天器所承担的特定的探测任务，必须对
姿态进行控制，使其保持姿态稳定．
航天器的姿态确定不仅是执行特定航天任务的要求，它与轨道确定亦

有密切联系．对于轨道变化中的非引力摄动效应，就与姿态有关，更确切地
说，它需要了解有效截面Ｓ的变化规律Ｓ＝Ｓ（ｔ）．要保证达到高精度的定轨
和预报要求（也是轨控的需要），必须提供相应的姿态信息，否则在定轨中只
能将相应的航天器有效面质比（Ｓ／ｍ）当作待估参数去处理，而简单的处理
又不能达到高精度的要求．

§１０．２　描述航天器姿态的几种坐标系

姿态通常是用两坐标系之间的相对转动关系来描述，因此有必要介绍
描述姿态的几种坐标系，而且同一坐标系在不同领域中可能有不用的名称，
我们尽量使其统一．

１．地心惯性坐标系Ｏ ｘｙｚ

这一坐标系就是本书前面各章在轨道力学中引用的历元地心天球坐标

系，即历元平赤道地心系，目前采用的历元即Ｊ２０００．这已为读者所熟知，不
再介绍．

２．航天器轨道坐标系Ｓ ｘｏｙｏｚｏ

这里的轨道坐标系并不是轨道力学中所引用的那种混合坐标系（即坐
标原点为地心，ｘｙ平面为瞬时真赤道面，Ｏｘ轴方向即历元平春分点方向），
而是一种对航天器而言的“当地”坐标系．坐标原点为航天器的质心Ｓ，Ｓｚｏ

轴指向地心，即轨道力学中的反径向，Ｓｘｏ 轴在轨道面内垂直Ｓｚｏ，指向运动
方向，即轨道力学中所说的横向，Ｓｙｏ 轴与Ｓｚｏ，Ｓｘｏ 轴构成右手正交坐标系

统，Ｓｙｏ 轴方向就是轨道力学中轨道面法向的反向．这种坐标系随着航天器
的质心运动（即轨道运动）在空间是旋转的．上述对地定向的三轴稳定卫星
（如遥感卫星、通信卫星）的姿态就定义在这种坐标系中，常把Ｓｘｏ，Ｓｙｏ 和

Ｓｚｏ 三轴分别称为滚动轴，俯仰轴和偏航轴．
对于这种坐标系，三个坐标轴方向的单位矢量ｘ^ｏ，ｙ^ｏ 和ｚ^ｏ 可由航天器

的轨道运动量ｒ和ｒ　
．（即地心位置矢量和速度矢量）来定义：
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ｚ^ｏ ＝－ｒ／ｒ＝－ｒ^，

ｙ^ｏ ＝ ｒ
．
×ｒ

｜ｒ
．
×ｒ｜

＝－ｗ^，

ｘ
＾

ｏ ＝ｙ^ｏ×ｚ^ｏ ＝ｔ^（ｏｒ　θ^）

烅

烄

烆 ．

（１０．１）

这里ｒ^，ｔ^（ｏｒ　θ^）和ｗ^，即前各章常用到的径向、横向和轨道面法向单位
矢量．

３．航天器本体（自旋）坐标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ

坐标原点为航天器质心，Ｓｘｂ 轴为沿航天器纵轴方向指向航天器的前

部，即航天器自旋转方向，Ｓｙｂ 轴在航天器纵对称面内，垂直于纵轴指向某
特征点方向，Ｓｚｂ 轴即与Ｓｘｂ，Ｓｙｂ 轴构成右手正交坐标系统．

４．航天器惯性主轴坐标系Ｓ ｘｌｙｌｚｌ

坐标原点仍为航天器质心，Ｓｘｌ，Ｓｙｌ，Ｓｚｌ 三个坐标轴方向即分别沿航

天器三个惯性主轴方向．航天器姿态动力学研究中常用这一坐标系．

§１０．３　航天器姿态参数

描述航天器的轨道参数即六个轨道根数，而描述航天器的姿态参数即
通常所说的一组欧拉角，亦称姿态角．在航天器测控中，姿态角通常有两种
定义：一种是航天器本体坐标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ 相对于某一基准坐标系的一组

欧拉角，这一定义常用于运载火箭发射段姿态角及载人飞船返回飞行时姿
态角的描述；另一种是航天器本体坐标系相对于航天器轨道坐标系Ｓ
ｘｏｙｏｚｏ 的一组欧拉角，这一定义常用于航天器在轨运行段姿态角的描述．

１．第一类姿态角（φ，ψ，γ）及姿态矩阵的表达

如图１０．１所示，由某一基准坐标系Ｓ ｘｔｙｔｚｔ（以下记作Ｓｔ），至本体坐

标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ（以下记作Ｓｂ）的转换依次为下面三次旋转：
（１）绕Ｏｚｔ轴逆时针转一俯仰角φ；
（２）绕Ｏｙ′轴逆时针转一偏航角ψ；
（３）绕Ｏｘｂ 轴逆时针转一滚动角γ．
若分别记这两种坐标系Ｓｔ和Ｓｂ 中的坐标矢量为Ｒｔ和Ｒｂ，则两者之间
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图１０．１　第一类姿态角的定义

的转换关系（即坐标旋转关系）为

Ｒｂ ＝ （Ａｂｔ）Ｒｔ， （１０．２）

Ｒｔ ＝ （Ａｂｔ）－１Ｒｂ ＝ （Ａｂｔ）ＴＲｂ． （１０．３）
其中转换矩阵（Ａｂｔ）即这种定义下的姿态矩阵，有

（Ａｂｔ）＝Ｒｘ（γ）Ｒｙ（ψ）Ｒｚ（φ）

＝
ｃｏｓψｃｏｓφ ｃｏｓψｓｉｎφ －ｓｉｎψ

－ｃｏｓγｓｉｎφ＋ｓｉｎγｓｉｎψｃｏｓφ ｃｏｓγｃｏｓφ＋ｓｉｎγｓｉｎψｓｉｎφ ｓｉｎγｃｏｓψ
ｓｉｎγｓｉｎφ＋ｃｏｓγｓｉｎψｃｏｓφ －ｓｉｎγｃｏｓφ＋ｃｏｓγｓｉｎψｓｉｎφ ｃｏｓγｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ψ

．

（１０．４）
当φ，ψ，γ均为小角度时，保留到一阶量，姿态矩阵（Ａｂｔ）的简化形式为

（Ａｂｔ）＝
１ φ －ψ
－φ １ γ

ψ －γ

烄

烆

烌

烎１
． （１０．５）

２．第二类姿态角（φ，φ，θ）及姿态矩阵的表达

如图１０．２所示，由航天器轨道坐标系Ｓｏ 至本体坐标系Ｓｂ 的转换依次

为下面三次旋转：
（１）绕Ｓｚｏ 轴逆时针转一偏航角ψ；
（２）绕Ｓｘ′ｏ 轴逆时针转一滚动角φ；
（３）绕Ｓｙｂ 轴逆时针转一俯仰角θ．
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若分别记这两种坐标系Ｓｏ 和Ｓｂ 中的坐标矢量为Ｒｏ 和Ｒｂ，则有

Ｒｂ ＝ （Ａｂｏ）Ｒｏ， （１０．６）

Ｒｏ ＝ （Ａｂｏ）－１Ｒｂ ＝ （Ａｂｏ）ＴＲｂ． （１０．７）
这里的转换矩阵（Ａｂｏ）即第二类姿态角定义对应的姿态矩阵，有

（Ａｂｏ）＝Ｒｙ（θ）Ｒｘ（φ）Ｒｚ（ψ）

＝
ｃｏｓθｃｏｓψ－ｓｉｎθｓｉｎφｓｉｎψ ｃｏｓθｓｉｎψ＋ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓψ －ｓｉｎθｃｏｓφ

－ｃｏｓφｓｉｎψ ｃｏｓφｃｏｓψ ｓｉｎφ
ｓｉｎθｃｏｓψ－ｃｏｓθｓｉｎφｓｉｎψ ｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓθｓｉｎφｃｏｓψ ｃｏｓθｃｏｓ

烄

烆

烌

烎φ

．

（１０．８）
当ψ，φ，θ均为小角度时，保留到一阶量，姿态矩阵（Ａｂｏ）有如下简化形

式：

（Ａｂｔ）＝
１ ψ －θ
－ψ １ φ
θ －φ

烄

烆

烌

烎１
． （１０．９）

上述姿态角即对应坐标轴的转动角，就称为欧拉角．姿态参数还有另一
种表示方法，即欧拉四元素表示法，下面介绍．

图１０．２　第二类姿态角的定义

３．欧拉轴／角姿态参数———欧拉四元素

刚体绕固定点的任一位移（即由一坐标系到另一坐标系的旋转变换），
可由绕通过此定点的某一轴（记为ｅ轴）转动一个角度（记为Φ）而得到，这
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从前面的两种姿态角的定义过程中亦可看出．转轴ｅ称为欧拉轴，转角Φ称
为欧拉角．
转轴ｅ的单位矢量ｅ在参考坐标系中的三个方向余弦（即三个分量）

ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ 和转角Φ 即称为欧拉轴／角姿态参数．引进ｑ
～：

ｑ
～
＝

ｑ１

ｑ２

ｑ３

ｑ

烄

烆

烌

烎４

＝

ｅｘｓｉｎΦ
２

ｅｙｓｉｎΦ
２

ｅｚｓｉｎΦ
２

ｃｏｓΦ

烄

烆

烌

烎２

， （１０．１０）

此即欧拉四元素．这种姿态参数的表示在姿态动力学中也常会用到，有
关细节不再介绍．

§１０．４　姿态运动方程与姿态动力学

１．姿态运动方程

在上一节姿态角的定义中，即通过刚体定点转动引入了欧拉角，绕一固
定轴ｅ的转动，亦可分解为先后绕一个参考坐标系的三个轴来实现．转动角
速度矢量记作ω，有

ω＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

． （１０．１１）

相应的角速度记作ω
　．，有

ω
　．
＝ｄΦ／ｄｔ＝Φ

．

． （１０．１２）

常把欧拉角的变率（即对时间ｔ的导数φ
　．，ψ

　．
，γ

．
或ψ

　．
，φ

　．，θ
　．
）与转动角速度

ω（ωｘ，ωｙ，ωｚ）的这种运动关系称为姿态运动方程．下面分别就上一节前两
种姿态角（φ，ψ，γ）和（ψ，φ，θ）的定义给出相应的姿态运动方程．

（１）定点转动的第一种体现———对基准坐标系Ｓｔ旋转的角速度矢量ω
在本体坐标系Ｓｂ 中的表达记作

（ω）ｂ ＝
ωｘｂ

ωｙｂ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｂ

， （１０．１３）
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上述转动是分解成三次转动完成的，相应的转动角速度为φ
　．，ψ

　．
，γ

．
，根据

图１０．１不难给出

ωｘｂ

ωｙｂ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｂ

＝
γ
．

烄

烆

烌

烎

０
０

＋（Ａｂｔ）
－ψ

　．

ｓｉｎφ

ψ
　．

ｃｏｓφ

φ
　

烄

烆

烌

烎
．

， （１０．１４）

利用矩阵（Ａｂｔ）的表达式（１０．４），即可得

ωｘｂ ＝γ
．

－φ
　．ｓｉｎψ，

ωｙｂ ＝ψ
　．

ｃｏｓγ＋φ
　．ｓｉｎγｃｏｓψ，

ωｚｂ ＝－ψ
　．

ｓｉｎγ＋φ
　．ｃｏｓγｃｏｓψ

烅

烄

烆 ．

（１０．１５）

由此亦可解出φ
　．，ψ

　．
，γ

．
，有

φ
　．
＝ （ωｙｂｓｉｎγ＋ωｚｂｃｏｓγ）／ｃｏｓψ，

ψ
　．

＝ωｙｂｃｏｓγ－ωｚｂｓｉｎγ，

γ
．

＝ωｘｂ ＋（ωｙｂｓｉｎγ＋ωｚｂｃｏｓγ）ｔａｎψ

烅

烄

烆 ．

（１０．１６）

（２）定点转动的第二种体现———本体坐标系Ｓｂ 绕轨道坐标系Ｓｏ 旋转

的角速度矢量记为ωｂｏ，因Ｓｏ 不是惯性坐标系，因此ωｂｏ是相对角速度矢量，
在Ｓｂ 坐标系中由下列形式表达：

（ωｂｏ）ｂ ＝
ωｘｒ

ωｙｒ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｒ

． （１０．１７）

根据图１０．２不难看出

ωｘｒ

ωｙｒ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｒ

＝

０

θ
　．

烄

烆

烌

烎０

＋（Ａｂｏ）
φ
　．ｃｏｓψ

φ
　．ｓｉｎψ

ψ
　

烄

烆

烌

烎
．

． （１０．１８）

利用矩阵（Ａｂｏ）的表达式（１０．８）即可得

ωｘｒ ＝φ
　．ｃｏｓθ－ψ

　．

ｓｉｎθｃｏｓφ，

ωｙｒ ＝θ
　．

＋ψ
　．

ｓｉｎφ，

ωｚｒ ＝φ
　．ｓｉｎθ＋ψ

　．

ｃｏｓθｃｏｓφ

烅

烄

烆 ，

（１０．１９）
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θ
　．

＝ωｙｒ ＋（ωｘｒｓｉｎθ－ωｚｒｃｏｓθ）ｔａｎφ，

ψ
　．

＝ （－ωｘｒｓｉｎθ＋ωｚｒｃｏｓθ）／ｃｏｓφ，

φ
　．
＝ωｘｒｃｏｓθ＋ωｚｒｓｉｎθ

烅

烄

烆 ，

（１０．２０）

记Ｓｂ 绕惯性坐标系Ｓｔ旋转的绝对角速度矢量为ωｂｔ，则有

ωｂｔ ＝ωｂｏ ＋ωｏｔ， （１０．２１）
其中ωｏｔ为Ｓｏ 绕Ｓｔ旋转的角速度矢量，若记

（ωｂｔ）ｂ ＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

， （１０．２２）

通常它就是装在航天器上的陀螺仪的输出量．Ｓｔ即对应前面§１０．２中定义
的地心惯性坐标系，因此有

（ωｏｔ）ｏ ＝

０
－ω０

烄

烆

烌

烎０
． （１０．２３）

这里的ω０ 即航天器的轨道角速度，严格而言，应有

ω０ ＝ｆ
．

＋ω
．

＋ｃｏｓｉΩ
．

． （１０．２４）

其中ｆ
．
，ω

．
和Ω

．
即前面几章轨道力学给出的包括摄动效应的航天器质心运动

的角变率．
（ωｂｔ）ｂ ＝ （ω）ｂｏ ＋（Ａｂｏ）（ωｏｔ）ｏ． （１０．２５）

由此可给出

ωｂｔ ＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

＝

φ
　．ｃｏｓθ－ψｓｉｎθｃｏｓφ－ω０（ｃｏｓθｓｉｎψ＋ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓψ）

θ
　．

＋ψ
　．

ｓｉｎφ－ω０ｃｏｓφｃｏｓψ

φ
　．ｓｉｎθ＋ψ

　．

ｃｏｓθｃｏｓφ－ω０（ｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓθｓｉｎφｃｏｓψ

烄

烆

烌

烎）

，

（１０．２６）

θ
　．

＝ωｙ ＋（ωｘｓｉｎθ－ωｚｃｏｓθ）ｔａｎφ＋ω０ｃｏｓψ／ｃｏｓφ，

ψ
　．

＝ （ωｚｃｏｓθ－ωｘｓｉｎθ－ω０ｓｉｎφｃｏｓψ）／ｃｏｓφ，

φ
　．
＝ωｘｃｏｓθ＋ωｚｓｉｎθ＋ω０ｓｉｎψ

烅

烄

烆 ，

（１０．２７）

对小姿态角有
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θ
　．

＝ωｙ ＋ω０，

ψ
　．

＝ωｚ－ω０φ，

φ
　．
＝ωｘ ＋ω０ψ

烅

烄

烆 ．

（１０．２８）

２．姿态动力学

姿态动力学即研究航天器（作为刚体或刚体与绕性体的混合系统等）姿
态角在外力矩的作用下的变化规律．对应轨道力学中的ｒ　 即ｄω／ｄｔ．ω＝ω

（ψ，φ，θ；ψ
　．
，φ
　．，θ

　．
）或ω（φ，ψ，γ；φ

　．，ψ
　．
，γ

．
）．这是航天器姿态动力学的主要内容，

本书将不再深入阐明这类问题，作为基础内容可参阅该领域的相关书籍或
教材［１～４］．

参 考 文 献

［１］ＷｅｒｔｚＪＲ．ＳｐａｃｅｃｒａｆｔＡｔｔｉｔｕｄｅＤｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ．Ｈｏｌｌａｎｄ：Ｄ．Ｒｅｉｄｅｌ

ＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＣｏｍｐａｎｙ，１９７８
［２］刘延柱．航天器姿态动力学．北京：国防工业出版社，１９９５
［３］章仁为．卫星轨道姿态动力学与控制．北京：北京航空航天大学出版社，１９９８
［４］屠善澄（主编）．卫星姿态动力学与控制（１）．北京：宇航出版社，１９９９

３８２　第１０章　航天器姿态动力学简介



附录一　常用公式

球面三角公式

１．正弦公式：

　　ｓｉｎＡ
ｓｉｎａ ＝ｓｉｎＢ

ｓｉｎｂ ＝ｓｉｎＣ
ｓｉｎｃ

２．正弦公式：

　　ｃｏｓａ＝ｃｏｓｂｃｏｓｃ＋ｓｉｎｂｓｉｎｃｃｏｓＡ
　　ｃｏｓＡ＝－ｃｏｓＢｃｏｓＣ＋ｓｉｎＢｓｉｎＣｃｏｓａ
３．五元素公式：

　　ｓｉｎａｃｏｓＢ＝ｃｏｓｂｓｉｎｃ－ｓｉｎｂｃｏｓｃｃｏｓＡ
　　ｓｉｎＡｃｏｓｂ＝ｃｏｓＢｓｉｎＣ＋ｓｉｎＢｃｏｓＣｃｏｓａ
　　ｓｉｎＡｃｏｓＢ＝ｃｏｓｂｓｉｎＣ－ｓｉｎＢｃｏｓｃｃｏｓＡ
公式中的Ａ，Ｂ，Ｃ是球面三角形的三个角，ａ，ｂ，ｃ是相应的三个边．

贝赛耳函数Ｊｎ（ｎｅ）

　　Ｊ１（ｅ）＝ １
２ｅ

１－１
８ｅ

２＋ １
１９２ｅ

４－ １
９２１６ｅ

６＋（ ）…

　　Ｊ２（２ｅ）＝ １
２ｅ

２ １－１
３ｅ

２＋１
２４ｅ

４－ １
３６０ｅ

６＋（ ）…

　　Ｊ３（３ｅ）＝ ９
１６ｅ

３ １－９
１６ｅ

２＋８１
６４０ｅ

４－（ ）…

　　Ｊ４（４ｅ）＝ ２
３ｅ

４ １－４
５ｅ

２＋４
１５ｅ

４－（ ）…

　　Ｊ５（５ｅ）＝６２５
７６８ｅ

５ １－２５
２４ｅ

２＋（ ）…



　　Ｊ６（６ｅ）＝８１
８０ｅ

６ １－９
７ｅ

２＋（ ）…

勒让德多项式Ｐｌ（μ）

　　Ｐ０（μ）＝１
　　Ｐ１（μ）＝μ

　　Ｐ２（μ）＝ ３
２μ

２－１
２

　　Ｐ３（μ）＝ ５
２μ

３－３
２μ

　　Ｐ４（μ）＝３５
８μ

４－１５
４μ

２＋３
８

　　Ｐ５（μ）＝６３
８μ

５－３５
４μ

３＋１５
８μ

　　Ｐ６（μ）＝２３１
１６μ

６－３１５
１６μ

４＋１０５
１６μ

２－５
１６

缔合勒让德多项式Ｐｌｍ（μ）

　　Ｐ１，１（μ）＝ （１－μ
２）１／２

　　Ｐ２，１（μ）＝３μ（１－μ
２）１／２

　　Ｐ２，２（μ）＝３（１－μ
２）

　　Ｐ３，１（μ）＝ １５
２μ

２－（ ）３
２

（１－μ
２）１／２

　　Ｐ３，２（μ）＝１５μ（１－μ
２）

　　Ｐ３，３（μ）＝１５（１－μ
２）３／２

　　Ｐ４，１（μ）＝ ３５
２μ

３－１５
２（ ）μ （１－μ

２）１／２

　　Ｐ４，２（μ）＝ １０５
２μ

２－１５（ ）２
（１－μ

２）

　　Ｐ４，３（μ）＝１０５μ（１－μ
２）３／２

　　Ｐ４，４（μ）＝１０５（１－μ
２）２

一些函数的平均值

　　１． ａ（ ）ｒ ＝１
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　　２． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ ＝０　（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

　　３． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｐ≥２，ｑ≥ｐ－１）

　　４． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝ （１－ｅ２）－（ｐ－３／２） ∑
（ｐ－２）－δ

ｎ（２）＝ｑ
　ｐ－２（ ）ｎ （ ｎ

１
２（ｎ－ｑ））

ｅ（ ）２
ｎ

　　　　　　δ＝ １
２

［１－（－１）ｐ－ｑ］，（ｐ≥２，ｑ＜ｐ－１）

　　 ａ（ ）ｒ
２

＝ （１－ｅ２）－１／２

　　 ａ（ ）ｒ
２

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥１）

　　 ａ（ ）ｒ
３

＝ （１－ｅ２）－３／２

　　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓｆ＝ １
２ｅ

（１－ｅ２）－３／２

　　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥２）

　　 ａ（ ）ｒ
４

＝ １＋１
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆ＝ｅ（１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓ２ｆ＝ １
４ｅ

２（１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥３）

　　 ａ（ ）ｒ
５

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓｆ＝ ３
２ｅ

１＋１
４ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
４ｅ

２（１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ３ｆ＝ １
８ｅ

３（１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥４）

　　 ａ（ ）ｒ
６

＝ １＋３ｅ２＋３
８ｅ（ ）４ （１－ｅ２）－９／２
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　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓｆ＝２ｅ１＋３
４ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
２ｅ

２ １＋１
６ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ３ｆ＝ １
２ｅ

３（１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ４ｆ＝ １
１６ｅ

４（１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥５）

　　５． ａ（ ）ｒ ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

（ｑ＝０，１，２，…）

　　６．ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

（１＋ｑ １－ｅ槡 ２）　（ｑ＝０，１，２，…）

　　ｃｏｓｆ＝－ｅ

　　ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２

　　ｃｏｓ３ｆ＝－４
ｅｃｏｓ２ｆ＋３ｅ

　　ｃｏｓ４ｆ＝ ２
ｅ２（６－ｅ２）ｃｏｓ２ｆ－９

　　ｃｏｓ５ｆ＝－４
ｅ３（８－３ｅ２）ｃｏｓ２ｆ＋１

ｅ
（２４－５ｅ２）

　　ｃｏｓ６ｆ＝ １
ｅ４（８０－４８ｅ２＋３ｅ４）ｃｏｓ２ｆ－２

ｅ２（３０－１３ｅ２）

　　７． ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

　　８． ａ（ ）ｒ
２
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝－１

ｑ
ｃｏｓ２ｆ
１－ｅ槡（ ）２ 　（ｑ≥１）

　　９． ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝ （１－ｅ２）－（ｐ－３／２）∑

ｐ－２

ｎ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

ｐ－２（ ）ｎ
ｎ（）ｍ

ｅ（ ）２
ｎ

× －ｃｏｓ（ｑ＋ｎ－２ｍ）ｆ
ｑ＋ｎ－２｛ ｝ｍ ２ｍ≠ｑ＋ｎ

　（ｐ≥３，ｑ≥１）

　　１０． ｒ（ ）ａ
ｐ

ｃｏｓｑｆ：

　　 ｒ（ ）ａ ＝１＋１
２ｅ

２
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　　 ｒ（ ）ａ ｃｏｓｆ＝－３
２ｅ

　　 ｒ（ ）ａ ｃｏｓ２ｆ＝ ３
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

＝１＋３
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓｆ＝－２ｅ１＋１
４ｅ（ ）２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ３ｆ＝－５
２ｅ

３

　　 ｒ（ ）ａ
３

＝１＋３ｅ２＋３
８ｅ

４

　　 ｒ（ ）ａ
４

＝１＋５ｅ２＋１５
８ｅ

４

　　 ｒ（ ）ａ
５

＝１＋１５
２ｅ

２＋４５
８ｅ

４＋５
１６ｅ

６

　　 ｒ（ ）ａ
６

＝１＋２１
２ｅ

２＋１０５
８ｅ４＋３５

１６ｅ
６

汉森系数Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）（ｎ＝０，±１，±２，…，ｍ ＝０，１，２，…）

　　Ｘｎ，０
０ ＝１＋１

４ｎ
（ｎ＋１）ｅ２＋１

６４ｎ
（ｎ－２）（ｎ２－１）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，０
１ ＝－１

２ｎｅ－１
１６ｎ

（ｎ２－ｎ－３）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，０
２ ＝ １

８ｎ
（ｎ－３）ｅ２＋１

９６ｎ
（ｎ３－６ｎ２－ｎ＋２２）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，０
３ ＝－１

４８ｎ
（ｎ２－９ｎ＋１７）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，０
４ ＝ １

３８４ｎ
（ｎ３－１８ｎ２＋９５ｎ－１４２）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
－３ ＝ １

３８４
（ｎ４－１０ｎ３＋１７ｎ２＋２８ｎ－２７）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
－２ ＝－１

４８
（ｎ３－３ｎ２－４ｎ＋４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
－１ ＝ １

８
（ｎ２＋ｎ－１）＋１

９６
（ｎ４－２ｎ３－４ｎ２＋７ｎ＋２）ｅ４＋…
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　　Ｘｎ，１
０ ＝－１

２
（ｎ＋２）ｅ－１

１６ｎ
（ｎ－１）（ｎ＋２）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
１ ＝１＋１

４
（ｎ２＋ｎ－４）ｅ２＋１

６４
（ｎ４－２ｎ３－９ｎ２＋２ｎ＋７）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
２ ＝－１

２
（ｎ－２）ｅ－１

１６
（ｎ３－３ｎ２－１２ｎ＋２０）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
３ ＝ １

８
（ｎ２－７ｎ＋９）ｅ２＋１

９６
（ｎ４－１０ｎ３＋２ｎ２＋１３３ｎ－１６２）ｅ４＋

…

　　Ｘｎ，１
４ ＝－１

４８
（ｎ３－１５ｎ２＋６２ｎ－６４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
５ ＝ １

３８４
（ｎ４－２６ｎ３＋２２１ｎ２－６９６ｎ＋６２５）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，２
－２ ＝ １

３８４
（ｎ４－２ｎ３－１３ｎ２＋６ｎ＋１６）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，２
－１ ＝－１

４８
（ｎ３＋３ｎ２－ｎ－４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
０ ＝ １

８
（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｅ２＋１

９６
（ｎ－１）（ｎ－２）（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｅ４＋

…

　　Ｘｎ，２
１ ＝－１

２
（ｎ＋４）ｅ－１

１６
（ｎ３＋３ｎ２－９ｎ－２８）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
２ ＝１＋１

４
（ｎ２＋ｎ－１６）ｅ２＋１

６４
（ｎ４－２ｎ３－３３ｎ２＋２ｎ＋２２０）ｅ４

＋…

　　Ｘｎ，２
３ ＝－１

２
（ｎ－４）ｅ－１

１６
（ｎ３－５ｎ２－２９ｎ＋１０８）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
４ ＝ １

８
（ｎ２－１１ｎ＋２６）ｅ２＋１

９６
（ｎ４－１４ｎ３＋５ｎ２＋４３６ｎ－１０３６）ｅ４

＋…

　　Ｘｎ，２
５ ＝－１

４８
（ｎ３－２１ｎ２＋１３１ｎ－２３６）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
６ ＝ １

３８４
（ｎ４－３４ｎ３＋３９５ｎ２－１８２６ｎ＋２７６０）ｅ４＋…

９８２　附录一　常用公式



附录二　天文常数

ＩＡＵ（１９７６）天文常数系统

单位：米（ｍ）、千克（ｋｇ）和秒（ｓ）分别为国际单位系统（ＳＩ）中的长度、质
量和时间单位．

定义常数（ｄｅｆｉｎｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

１．高斯引力常数（ＧａｕｓｓｉａｎＧｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌＣｏｎｓｔａｎｔ）

ｋ＝０．０１７２０２０９８９５
２．光速（ｓｐｅｅｄｏｆｌｉｇｈｔ） ｃ＝２９９７９２４５８ｍｓ－１

初始常数（ｐｒｉｍａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

３．一天文单位的光行时间（ｌｉｇｈｔｔｉｍｅｆｏｒｕｎｉｔｄｉｓｔａｎｃｅ）

τＡ＝４９９．００４７８２ｓ
４．地球赤道半径（ｅｑｕａｔｏｒｉａｌｒａｄｉｕｓｆｏｒｅａｒｔｈ） ａｅ＝６３７８１４０ｍ
５．地球形状力学因子（ｄｙｎａｍｉｃａｌｆｏｒｍｆａｃｔｏｒｆｏｒｅａｒｔｈ）

Ｊ２＝０．００１０８２６３
６．地心引力常数（ｇｅｏｃｅｎｔｒｉｃｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ）

ＧＥ＝３．９８６００５×１０１４ｍ３ｓ－２

７．引力常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎ） Ｇ＝６．６７２×１０－１１ｍ３ｋｇ－１ｓ－２

８．月球与地球质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆｍｏｏｎｔｏｔｈａｔｏｆｅａｒｔｈ）

μ＝０．０１２３０００２
９．黄经总岁差（ｇｅｎｅｒａｌｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎｉｎｌｏｎｇｉｔｕｄｅ，ｐｅｒＪｕｌｉａｎｃｅｎｔｕｒｙ，ａｔ

ｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００） ρ＝５０２９″．０９６６



１０．黄赤交角（ｏｂｌｉｑｕｉｔｙｏｆｔｈｅｅｃｌｉｐｔｉｃ，ａｔｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

ε＝２３°２６′２１″．４４８

推导常数（ｄｅｒｉｖｅｄｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

１１．章动常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｎｕｔａｔｉｏｎ，ａｔｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

Ｎ＝９″．２０２５
１２．一天文单位的长度（ｕｎｉｔｄｉｓｔａｎｃｅ） ｃτＡ＝１．４９５９７８７０×１０１１ｍ
１３．太阳视差（ｓｏｌａｒｐａｒａｌｌａｘ） ａｒｃｓｉｎ（αｃ／Ａ）＝π⊙＝８″．７９４１４８
１４．光行差常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆａｂｅｒｒａｔｉｏｎ，ｆｏｒｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

κ＝２０″．４９５５２
１５．地球扁率（ｆｌａｔｔｅｎｉｎｇｆａｃｔｏｒｆｏｒｔｈｅｅａｒｔｈ）

ｆ＝０．００３３５２８１＝１／２９８．２５７
１６．日心引力常数（ｈｅｌｉｏｃｅｎｔｒｉｃｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ）

Ａ３ｋ２／Ｄ２＝ＧＳ＝１．３２７１２４３８×１０２０ｍ３ｓ－２

１７．太阳与地球质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆＳｕｎｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅｅａｒｔｈ）
（ＧＳ）／（ＧＥ）＝Ｓ／Ｅ＝３３２９４６．０

１８．太阳与地月系质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆｓｕｎｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅｅａｒｔｈ＋
ｍｏｏｎ） （Ｓ／Ｅ）／（１＋μ）＝３２８９００．５

１９．太阳质量（ｍａｓｓｏｆｔｈｅｓｕｎ） （ＧＳ）／Ｇ＝Ｓ＝１．９８９１×１０３０ｋｇ
２０．行星质量系统（ｓｙｓｔｅｍｏｆｐｌａｎｅｔａｒｙｍａｓｓｅｓ） （太阳质量＝１）

Ｍｅｒｃｕｒｙ　　　　　６０２３６００　　　　　Ｊｕｐｉｔｅｒ　　　　　１０４７．３５５
Ｖｅｎｕｓ ４０８５２３．５ Ｓａｔｕｒｎ ３４９８．５
Ｅａｒｔｈ＋Ｍｏｏｎ ３２８９００．５ Ｕｒａｎｕｓ ２２８６９
Ｍａｒｓ ３０９８７１０ Ｎｅｐｔｕｎｅ １９３１４

Ｐｌｕｔｏ ３００００００

１９２　附录二　天文常数



附录三　地球和月球引力场模型

通常一个地球引力场模型包括如下内容：

ＧＥ———地心引力常数 ，ａｅ———地球参考椭球体赤道半径，

Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ———地球引力位球谐展开式的归一化谐系数，

当引用某一地球引力场模型时，严格而言，地固坐标系中的测站坐标Ｒｅ 应

与该引力场模型所对应的地球参考椭球体相吻合，这在精密定轨中（特别是
定轨精度要求较高的问题）应加以考虑，因为它涉及到地心坐标系的严格定
义．同样对于月球引力场亦如此，相应地有月心引力常数ＧＭ，月球参考椭

球体赤道半径ａｅ和引力位球谐展开式的归一化系数Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ．
为了实际应用的需要，这里介绍被广泛引用的ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４两

种地球引力场模型以及ＬＰ７５Ｇ和当今认为精度较高的ＬＰ１６５两种月球引
力场模型，供读者参考．原ＪＧＭ ３模型为７０×７０阶次，ＷＧＳ８４模型为

１８０×１８０阶次，ＬＰ１６５模型为１６５×１６５阶次，ＬＰ７５Ｇ模型为７５×７５阶次，
这里分别只给到２０×２０阶次，如有需要，读者可以在相关网站上调用完整
模型．

ＪＧＭ ３　ＧＥ＝３９８６００．４４１５０ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３６３０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．４８４１６９５４８４５６４７Ｄ－０３ ．００００００００００００００Ｄ＋００
３ ０ ．９５７１７０５９０８８８００Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
４ ０ ．５３９７７７０６８３５７３０Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
５ ０ ．６８６５８９８７９８６５４３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
６ ０ －．１４９６７１５６１７８６０４Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
７ ０ ．９０７２２９４１６４３２３２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
８ ０ ．４９１１８００３１７４７３４Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
９ ０ ．２７３８５０６０９５００８５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ．５４１３０４４５７３８８１２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００



１１ ０ －．５０１６１３１４５９５６８８Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ．３６３８２３４０６２３６９０Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１３ ０ ．３９９４６４２８７３１６８３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －．２１８０３８６１５４７２０３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１５ ０ ．３１６５９５１０９２６１８９Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１６ ０ －．５４３０２３２０８８４４３２Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ．１８１０８３７５０５９８０５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ．７２６９１８４６００７２４６Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －．３５１８５５０３０９８０９８Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ．１８７８９９８６５４９７７７Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２ １ －．１８６９８７６４００００００Ｄ－０９ ．１１９５２８０１００００００Ｄ－０８
３ １ ．２０３０１３７２０５５５３０Ｄ－０５ ．２４８１３０７９８２５５６１Ｄ－０６
４ １ －．５３６２４３５５４２９８５１Ｄ－０６ －．４７３７７２３７０６１５９７Ｄ－０６
５ １ －．６２７２７３６９６９７７０５Ｄ－０７ －．９４１９４６３２１３４３８３Ｄ－０７
６ １ －．７６１０３５８０４０７２７４Ｄ－０７ ．２６８９９８１８９３２６２９Ｄ－０７
７ １ ．２８０２８６５２２０３６８９Ｄ－０６ ．９４７７７３１７８１３３１３Ｄ－０７
８ １ ．２３３３３７５１６８７２０４Ｄ－０７ ．５８４９９２７４９３９３６８Ｄ－０７
９ １ ．１４２２３０２５８９２７１４Ｄ－０６ ．２１９０９６１８３４９３７６Ｄ－０７
１０ １ ．８３７５８８３２３３２６７１Ｄ－０７ －．１３１５５４０６５３９８４３Ｄ－０６
１１ １ ．１６１０７０７７７３８７２０Ｄ－０７ －．２７８９２１５２８４０７０１Ｄ－０７
１２ １ －．５４１９１７０１３３６３０９Ｄ－０７ －．４２０１１７７５７６７６７５Ｄ－０７
１３ １ －．５２９６６８６８２６１３６１Ｄ－０７ ．３９８７６８１６４４７４２２Ｄ－０７
１４ １ －．１９０２３７５１９４１５０１Ｄ－０７ ．２７４７１８２６０６２７２２Ｄ－０７
１５ １ ．１２０１９０４８４６７８０３Ｄ－０７ ．８１７３２６７１０７９９２７Ｄ－０８
１６ １ ．２７５３３４９９３４９８１７Ｄ－０７ ．３３７０８１９９０４３７２７Ｄ－０７
１７ １ －．２６３８８８６２３９６４０９Ｄ－０７ －．２９８５２８５５７５３５０４Ｄ－０７
１８ １ ．４２１００１６７０３７２１６Ｄ－０８ －．３９０７５８９３１４５５８２Ｄ－０７
１９ １ －．６９６７５０１４４４８６３０Ｄ－０８ ．１５８０４８５０７３７３５３Ｄ－０９
２０ １ ．８３４７７６７５０１１２６１Ｄ－０８ ．６２４４５２９４１６９２８５Ｄ－０８
２ ２ ．２４３９２６０７４８６５６３Ｄ－０５ －．１４００２６６３９７５８８０Ｄ－０５
３ ２ ．９０４７０６３４１２７２９１Ｄ－０６ －．６１８９２２８４６４７８４９Ｄ－０６
４ ２ ．３５０６７０１５６４５９３８Ｄ－０６ ．６６２５７１３４５９４２６８Ｄ－０６
５ ２ ．６５２４５９１０２７６３５３Ｄ－０６ －．３２３３３４３５２４４４３５Ｄ－０６
６ ２ ．４８３２７４７２１２４８９２Ｄ－０７ －．３７３８１５９１９４４３５５Ｄ－０６
７ ２ ．３２９７６０２２７４２４１０Ｄ－０６ ．９３１９３６９６８３１０４５Ｄ－０７
８ ２ ．８００７０６６３９３１５８７Ｄ－０７ ．６５５１８５５９０９７４６４Ｄ－０７
９ ２ ．２２６２０６４２３５５８４３Ｄ－０７ －．３２１７４９８４９６２１６６Ｄ－０７
１０ ２ －．９３５５７９２５６８２８４３Ｄ－０７ －．５１４１５８９０５８４９０１Ｄ－０７
１１ ２ ．１８４２９７９５４６１０５３Ｄ－０７ －．９８４５２１１７２０４３７０Ｄ－０７

３９２　附录三　地球和月球引力场模型



１２ ２ ．１３９８５７３８４６０５７３Ｄ－０７ ．３１０４７７６９６４４３１３Ｄ－０７
１３ ２ ．５６０３９１２５２７５３９７Ｄ－０７ －．６２６９９３４１３００９３５Ｄ－０７
１４ ２ －．３６９７８９６６０６２４４５Ｄ－０７ －．２９８９１０７４８９８３９１Ｄ－０８
１５ ２ －．２１７４６２７２８５３２２８Ｄ－０７ －．３１７３３０３９６２１９５６Ｄ－０７
１６ ２ －．２２３９５２９４００６３１５Ｄ－０７ ．２６２０６６１３３５４６４４Ｄ－０７
１７ ２ －．１７３７８５９６９９４６６８Ｄ－０７ ．９１９６７４９２９７４０３３Ｄ－０８
１８ ２ ．１２８２８２４８８６６３４７Ｄ－０７ ．１３５８６３５９９７９０３１Ｄ－０７
１９ ２ ．３１４３５０５１５７２２１０Ｄ－０７ －．４３２９５４７９７７４３０８Ｄ－０８
２０ ２ ．２００３０４４８０２９４８７Ｄ－０７ ．１４８８４４７００８８５７６Ｄ－０７
３ ３ ．７２１１４４９３９８２３０９Ｄ－０６ ．１４１４２０３９８４７３５４Ｄ－０５
４ ３ ．９９０８６８９０５７７４４１Ｄ－０６ －．２００９８７３５４８４７３１Ｄ－０６
５ ３ －．４５１８３７０４８０８７８０Ｄ－０６ －．２１４９５４１９３４６４２１Ｄ－０６
６ ３ ．５７０２０９６５７５７９７４Ｄ－０７ ．８８８９４７３８００８２５１Ｄ－０８
７ ３ ．２５０５０１５２６７５０３８Ｄ－０６ －．２１７３２０１０８４５２５４Ｄ－０６
８ ３ －．１９２５１７６４３３１４００Ｄ－０７ －．８６２８５８３６５３４２４８Ｄ－０７
９ ３ －．１６１０６４２７８９７２４３Ｄ－０６ －．７４５４５４６４０６１４３８Ｄ－０７
１０ ３ －．７１９６７３６７０７３６４４Ｄ－０８ －．１５４１７９８８１１８５３５Ｄ－０６
１１ ３ －．３０５６０６９８００７４５５Ｄ－０７ －．１４８８０３０９０５１２２７Ｄ－０６
１２ ３ ．３８９７８５２０７７７７７０Ｄ－０７ ．２４５７６５８０９５９９４０Ｄ－０７
１３ ３ －．２１８１７１３１９４８５９０Ｄ－０７ ．９８２０８９９９０７７４５５Ｄ－０７
１４ ３ ．３６８０９４３５８３９３６４Ｄ－０７ ．２０３１３４０４３７９９７８Ｄ－０７
１５ ３ ．５２４０３０６４６６８８０２Ｄ－０７ ．１５１５９８６２３１０３６１Ｄ－０７
１６ ３ －．３５１００７８９００４４６７Ｄ－０７ －．２３２４１５１９９６７９８２Ｄ－０７
１７ ３ ．７４２２５６１５３３７８３０Ｄ－０８ ．８１９４６５２３７２４２５１Ｄ－０８
１８ ３ －．３７５９６６７５９０９３５９Ｄ－０８ －．３１０９０５６２９９３６２４Ｄ－０８
１９ ３ －．９８９９９９３３２０４２０７Ｄ－０８ －．９８８２１２０８４３８５３５Ｄ－０９
２０ ３ －．５９３４９９４９０６６７６８Ｄ－０８ ．３５５７１１５１１７１０５５Ｄ－０７
４ ４ －．１８８４８１３６７４２５２７Ｄ－０６ ．３０８８４８０３６９０３５５Ｄ－０６
５ ４ －．２９５１２３３９３０２１９６Ｄ－０６ ．４９７４１４２７２３０９３４Ｄ－０７
６ ４ －．８６２２８０３２６１９８００Ｄ－０７ －．４７１４０５１１２３２１４８Ｄ－０６
７ ４ －．２７５５４０９６３０７４０３Ｄ－０６ －．１２４１４１５１２４８５１６Ｄ－０６
８ ４ －．２４４３５８０６４３９２９７Ｄ－０６ ．６９８５７０７４８５０４３１Ｄ－０７
９ ４ －．８２０１７３６６８７７８７２Ｄ－０８ ．２００６８０９３２８６８４１Ｄ－０７
１０ ４ －．８４３３５３５２３９５３３８Ｄ－０７ －．７８４８５３４６１７１７９０Ｄ－０７
１１ ４ －．４００２４１０７７８２３３９Ｄ－０７ －．６３５９６５３０２１３４４９Ｄ－０７
１２ ４ －．６８４１９６９８１８７０８０Ｄ－０７ ．２９５４３２５６０５９３４４Ｄ－０８
１３ ４ －．１４７０９３７２４４１８４５Ｄ－０８ －．１２６１３８４８７８６４６４Ｄ－０７
１４ ４ ．１７１２０６６０３６９００１Ｄ－０８ －．２０６８８０４４０００６４３Ｄ－０７
１５ ４ －．４２１６２６９１４４６０７０Ｄ－０７ ．７８２７０９９６９０９８８４Ｄ－０８
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１６ ４ ．４１２１８９７６７３９８６０Ｄ－０７ ．４６０５６６９６９７６６０１Ｄ－０７
１７ ４ ．７５２０２５６１２８０７９８Ｄ－０８ ．２３３８１９９４８７０９８４Ｄ－０７
１８ ４ ．５３０９２２９１０４０７７５Ｄ－０７ ．１４５９６９９８８３０７２７Ｄ－０８
１９ ４ ．１５８２６７８６８０７３３５Ｄ－０７ －．５６６１９３７６８９３５７７Ｄ－０８
２０ ４ ．５４５７１７４７２３４６５１Ｄ－０８ －．２２４１０１０１１９８２７０Ｄ－０７
５ ５ ．１７４８３１５７７６９９９０Ｄ－０６ －．６６９３９２９３７２４９１１Ｄ－０６
６ ５ －．２６７１１２２７１７１９６６Ｄ－０６ －．５３６４１０１６４６６３９０Ｄ－０６
７ ５ ．１６４４００３８１４６４１１Ｄ－０８ ．１８０７５３３５２３３５０６Ｄ－０７
８ ５ －．２５４９８４１００１０２５７Ｄ－０７ ．８９０９０２９７４９４６４０Ｄ－０７
９ ５ －．１６３２５０６１５１５９２４Ｄ－０７ －．５４２７１４７３２４７９９２Ｄ－０７
１０ ５ －．４９５１９７４０８１８０５４Ｄ－０７ －．５０２９２６９３５７７９２１Ｄ－０７
１１ ５ ．３７４３５８７４５６７７０８Ｄ－０７ ．４９８２８６３１６８００４１Ｄ－０７
１２ ５ ．３１１０７０７５５２７２６６Ｄ－０７ ．７６３８７８８３１２４３１２Ｄ－０８
１３ ５ ．５８２５３１２５４１５４１７Ｄ－０７ ．６５８４５６４８９６８１１１Ｄ－０７
１４ ５ ．２９８９９４６２４５０１３３Ｄ－０７ －．１６８５７９１０８３８４１１Ｄ－０７
１５ ５ ．１３４５０８９５８４６６９７Ｄ－０７ ．８９８２３３４９６２９８８６Ｄ－０８
１６ ５ －．１３４９５２６３５７５７２７Ｄ－０７ －．１６７８８５０７０６０８８９Ｄ－０８
１７ ５ －．１７０５８０５２５９４１５９Ｄ－０７ ．５３５３２０６５６２１８０５Ｄ－０８
１８ ５ ．７３１４４２２０３５９３５１Ｄ－０８ ．２４６５０３５１１３６７５０Ｄ－０７
１９ ５ ．１２０５８２２３７９２８６９Ｄ－０７ ．２７２０４４４４０６４６１１Ｄ－０７
２０ ５ －．１１４５２３１８３８８９３０Ｄ－０７ －．６９３５０７７５８６４８７７Ｄ－０８
６ ６ ．９５０１６５１８３３８５５７Ｄ－０８ －．２３７２６１４７８８９５２２Ｄ－０６
７ ６ －．３５８８４２６３３０７９１８Ｄ－０６ ．１５１７７８０８４４３４２６Ｄ－０６
８ ６ －．６５８５９３５３８６４３８８Ｄ－０７ ．３０８９２０６４１５７９５６Ｄ－０６
９ ６ ．６２８３３１８６９２２４１０Ｄ－０７ ．２２２６７７３１０９４９１９Ｄ－０６
１０ ６ －．３７４１８８３３７３６６９３Ｄ－０７ －．７９４６４２１８２７４９５８Ｄ－０７
１１ ６ －．１４６０７８１４０５５５１５Ｄ－０８ ．３４１７３１６１２３０３７３Ｄ－０７
１２ ６ ．３３２４４１９４６８０３６１Ｄ－０８ ．３９３６８８３３４８４４８４Ｄ－０７
１３ ６ －．３５３１１９８８７４０４４２Ｄ－０７ －．６０５８３３１５２９７５５２Ｄ－０８
１４ ６ －．１９４００９８１７３００９２Ｄ－０７ ．２４１２９５９４１２９９６５Ｄ－０８
１５ ６ ．３３４６３３８６２２０８２３Ｄ－０７ －．３７７５２５３２１３２５６２Ｄ－０７
１６ ６ ．１４３２１０５４６５０５２０Ｄ－０７ －．３４４４５３５９２５１６２６Ｄ－０７
１７ ６ －．１３４６６６１００１１００２Ｄ－０７ －．２８２７４８３７４３６１５１Ｄ－０７
１８ ６ ．１３３７７８３９９８９１８７Ｄ－０７ －．１５６６０９９６０６５８９４Ｄ－０７
１９ ６ －．２３８５００６２００７６９９Ｄ－０８ ．１７９５１６５９５９１４７８Ｄ－０７
２０ ６ ．１１５６５４０１０９７３４１Ｄ－０７ －．４２３４１７３２００２０９２Ｄ－０９
７ ７ ．１３７９５１７０５６４０７６Ｄ－０８ ．２４１２８５９４０８０７７３Ｄ－０７
８ ７ ．６７２６２７０１８４８７３４Ｄ－０７ ．７４８１３１９６７６８７１０Ｄ－０７
９ ７ －．１１８１５８８５２１７６２９Ｄ－０６ －．９６８９９３８５８３９９８９Ｄ－０７
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１０ ７ ．８２０８４０６２５２０７８３Ｄ－０８ －．３１４９１３５８４０１０９２Ｄ－０８
１１ ７ ．４７０６１８２４７４０１８３Ｄ－０８ －．８９７７７２３５０５７０５１Ｄ－０７
１２ ７ －．１８６０３１０６５４１７４７Ｄ－０７ ．３５５７０８２９２４９１６６Ｄ－０７
１３ ７ ．２７０６３６４９２００２９０Ｄ－０８ －．７７１１０５７８９１４５００Ｄ－０８
１４ ７ ．３６８５１１３２６３１４９３Ｄ－０７ －．４２２２３６４５８８９７４０Ｄ－０８
１５ ７ ．５９９１２７０１３５４８６６Ｄ－０７ ．６０５６１９２３２７１５１４Ｄ－０８
１６ ７ －．７８１２９６６２２０６８６９Ｄ－０８ －．８５１０１４３２５２０６４５Ｄ－０８
１７ ７ ．２４０１１１１９６３７８８１Ｄ－０７ －．５８８３５５４３８６８３６３Ｄ－０８
１８ ７ ．６５２８５８７７１１４８７１Ｄ－０８ ．６２８０２６３０１６５４９３Ｄ－０８
１９ ７ ．７３６７７８５９１２２１７０Ｄ－０８ －．８６６４８４８１７１９４９８Ｄ－０８
２０ ７ －．２０３０１５１０２２８１４９Ｄ－０７ －．１２９９５８８９２２６３９３Ｄ－０９
８ ８ －．１２３９７０６１３９５４９８Ｄ－０６ ．１２０４４１００６６８７６６Ｄ－０６
９ ８ ．１８７９８４２６９５４７２２Ｄ－０６ －．３０１５４４４０６５７９０２Ｄ－０８
１０ ８ ．４０４６７８４１８７１０７７Ｄ－０７ －．９１９１６６８２７３４３７１Ｄ－０７
１１ ８ －．６１４０６０３１０６９２５１Ｄ－０８ ．２４５７２２５４５０５２００Ｄ－０７
１２ ８ －．２５７０２４７７４０２６６８Ｄ－０７ ．１６６６６７９４４６４６２４Ｄ－０７
１３ ８ －．９８８７１７８７５８６４７８Ｄ－０８ －．９７２８９３７１６１７４９９Ｄ－０８
１４ ８ －．３４８６６８５２９１８３５３Ｄ－０７ －．１４８８８４１４７８８６８３Ｄ－０７
１５ ８ －．３１９８９５５２４１６３６４Ｄ－０７ ．２２２７０９１３８８３１２０Ｄ－０７
１６ ８ －．２１５３７８４２２６９７２８Ｄ－０７ ．５２４７５７５０４００２８８Ｄ－０８
１７ ８ ．３７６２４５６１８６６８３４Ｄ－０７ ．３７６０９５６０３５９４２７Ｄ－０８
１８ ８ ．３１０６６１１６４３４８２５Ｄ－０７ ．２４７０１３４０６５６９０２Ｄ－０８
１９ ８ ．３１０５２１８９０７３５８１Ｄ－０７ －．１０４６２６０８８４７１６８Ｄ－０７
２０ ８ ．４９２２２０３１３０５６３０Ｄ－０８ ．４０６７１６１８４３６５９４Ｄ－０８
９ ９ －．４７７２４８２１９２３１７８Ｄ－０７ ．９６５８５５７７６３０７９７Ｄ－０７
１０ ９ ．１２５４０２５０２５２２７７Ｄ－０６ －．３７７３６４７７７５３６８８Ｄ－０７
１１ ９ －．３１４５５５１６２２７６７５Ｄ－０７ ．４２０４０７１３６８８１５５Ｄ－０７
１２ ９ ．４１７９３０７７７１１６５５Ｄ－０７ ．２５３２４５７９９０８９５４Ｄ－０７
１３ ９ ．２４７５３６３００５４７８１Ｄ－０７ ．４５３５９２５７７２０６６７Ｄ－０７
１４ ９ ．３２３７６６３８７７８２１５Ｄ－０７ ．２８６９８２１２５５０７４１Ｄ－０７
１５ ９ ．１３０２６７２２０２４２５７Ｄ－０７ ．３７８７６４１３７０４１６６Ｄ－０７
１６ ９ －．２２７７６７１５２８９２４３Ｄ－０７ －．３８９２３８８７４５３３３４Ｄ－０７
１７ ９ ．３２９０４８９９７６０４２５Ｄ－０８ －．２８５８５７６６４０１８５２Ｄ－０７
１８ ９ －．１９１８３１２３５５９３４４Ｄ－０７ ．３６１４４３８７２００３２３Ｄ－０７
１９ ９ ．３０３０４６６１６３７５９６Ｄ－０８ ．６４５１５５６６５３６９１３Ｄ－０８
２０ ９ ．１８０４３９１２５５３３９７Ｄ－０７ －．５８６４８７１３８６７２３２Ｄ－０８
１０ １０ ．１００３８２３３１３１３９８Ｄ－０６ －．２３８０９４０４４４７１９３Ｄ－０７
１１ １０ －．５２１２９３０８５８８５３７Ｄ－０７ －．１８３０２２７８００２２３５Ｄ－０７
１２ １０ －．６１６９３８４７１２０９４９Ｄ－０８ ．３０９８６２６２９１８９５５Ｄ－０７

６９２ 航天动力学引论　



１３ １０ ．４０８９２１４７４５８６１１Ｄ－０７ －．３７０９８９４３４２１３５４Ｄ－０７
１４ １０ ．３８８３８４８９４６２０６７Ｄ－０７ －．１４６４６５０２９３６９１７Ｄ－０８
１５ １０ ．１０３１１３３０７５２３５０Ｄ－０７ ．１４９５６３２９１９５２１７Ｄ－０７
１６ １０ －．１２１２８７１００２１１２３Ｄ－０７ ．１２０６４６３５９９３１０３Ｄ－０７
１７ １０ －．４３０４０７７８２９６９８１Ｄ－０８ ．１８０３８４４３９８７６８２Ｄ－０７
１８ １０ ．５５６６１５６０２５５６１８Ｄ－０８ －．４５９５３８６８３１３８５６Ｄ－０８
１９ １０ －．３３３７７４８９５８９３９３Ｄ－０７ －．７０９０１７９３０７８３０１Ｄ－０８
２０ １０ －．３２５４９０３４６７２４００Ｄ－０７ －．５７６０１８３１９９２０７４Ｄ－０８
１１ １１ ．４６２２６９４５９７４０６５Ｄ－０７ －．６９５９２５１３７８６０１９Ｄ－０７
１２ １１ ．１１３２０８２７２８８３８４Ｄ－０７ －．６３４４２２５５４４８４５４Ｄ－０８
１３ １１ －．４４７３９０７４５６５５１３Ｄ－０７ －．４８３２８９２０６０７２７４Ｄ－０８
１４ １１ ．１５３５６５３９４６２９１４Ｄ－０７ －．３９０３８５０３１０９７３２Ｄ－０７
１５ １１ －．９５１７４４９１８４９６００Ｄ－０９ ．１８７１６３３６６６７４７４Ｄ－０７
１６ １１ ．１９２６５８３５１８３２９０Ｄ－０７ －．２９７４７５７５２０２７４１Ｄ－０８
１７ １１ －．１５７２５５１９１１４５５４Ｄ－０７ ．１１０２０８６８２２７８８７Ｄ－０７
１８ １１ －．７６４２４７５３５８７１４０Ｄ－０８ ．２１１７１５１３６６０３１５Ｄ－０８
１９ １１ ．１６０８０７２０１９７７２３Ｄ－０７ ．１１０００３１７３２８８０８Ｄ－０７
２０ １１ ．１４５６２７６２７２０８２０Ｄ－０７ －．１８９２９７５１２９８２９５Ｄ－０７
１２ １２ －．２３４９２７５２２６９３４１Ｄ－０８ －．１０９５９４２６５５３４０６Ｄ－０７
１３ １２ －．３１４１００２１３４６４７７Ｄ－０７ ．８８１０６３４９３７４４０６Ｄ－０７
１４ １２ ．８５０４６６４６１６６０８８Ｄ－０８ －．３０９２１７２７７４０２８０Ｄ－０７
１５ １２ －．３２７２８９９１６０４５３６Ｄ－０７ ．１５７１９７７６５２８９１４Ｄ－０７
１６ １２ ．１９６９７７４２５５９３９９Ｄ－０７ ．６９１４５０９２７９７７８３Ｄ－０８
１７ １２ ．２８６８９１２８７８９４０２Ｄ－０７ ．２０７４４０６９７００７７１Ｄ－０７
１８ １２ －．２９６０３０１９９７４５３６Ｄ－０７ －．１６１９２４６４６６１７９４Ｄ－０７
１９ １２ －．２９８８６５５７２６３１９１Ｄ－０８ ．９３０９６７９８７８８４１５Ｄ－０８
２０ １２ －．６４０９２１５４０８３７５１Ｄ－０８ ．１８１５４２２０９４２６１２Ｄ－０７
１３ １３ －．６１２１１３４１０７４２３０Ｄ－０７ ．６８４０８７８５６９０８６８Ｄ－０７
１４ １３ ．３２１６６７４７１３５０７１Ｄ－０７ ．４５２０００８１１９９３８９Ｄ－０７
１５ １３ －．２８２８８９６０９２６５６４Ｄ－０７ －．４２９４３９５８５２６００４Ｄ－０８
１６ １３ ．１３８３７３３０１８９１６３Ｄ－０７ ．９９３９３１０４７６４３３９Ｄ－０９
１７ １３ ．１６６０３０６６７３８８９３Ｄ－０７ ．２０３０４８０８６７８３９５Ｄ－０７
１８ １３ －．６３７９９３３０３４７４６６Ｄ－０８ －．３４９７９７３０３１２３５１Ｄ－０７
１９ １３ －．７４４６５５１５０９０７９０Ｄ－０８ －．２８３９８３０３８５４０５１Ｄ－０７
２０ １３ ．２７３２３４９０５３９２１３Ｄ－０７ ．７０３２５１２９６６２０９１Ｄ－０８
１４ １４ －．５１７８３４３６３６６９４４Ｄ－０７ －．５０１３５７０６０８９７３１Ｄ－０８
１５ １４ ．５３０４４８１１２７９７９６Ｄ－０８ －．２４４４２４８４６２２６９０Ｄ－０７
１６ １４ －．１９１２５９２９０８４６２８Ｄ－０７ －．３８８６０１６０７３１４９９Ｄ－０７
１７ １４ －．１４０６０７９４１０３２３２Ｄ－０７ ．１１３７５７０５３４３０４０Ｄ－０７

７９２　附录三　地球和月球引力场模型



１８ １４ －．８００２８３２１５５３１５１Ｄ－０８ －．１３０７８３７５０３５７１３Ｄ－０７
１９ １４ －．４５２９４３２０７３７３４６Ｄ－０８ －．１３１１３４５２６８９０００Ｄ－０７
２０ １４ ．１１８９４３７７０２６５８０Ｄ－０７ －．１４４７２２３３８５７７３８Ｄ－０７
１５ １５ －．１９２２７５３２５５７７６０Ｄ－０７ －．４７０４３７１７７４０２９６Ｄ－０８
１６ １５ －．１４４６０５１１２５０６２３Ｄ－０７ －．３２６９９１０２９８４２２８Ｄ－０７
１７ １５ ．５３３１８５５８２７３０８９Ｄ－０８ ．５３８７１００７２５１７１４Ｄ－０８
１８ １５ －．４０５３５５６６９２２３０７Ｄ－０７ －．２０２４９４２６８２２３９１Ｄ－０７
１９ １５ －．１７８３８４５８６１５３６８Ｄ－０７ －．１４１０５９１６１７２４９６Ｄ－０７
２０ １５ －．２５８３２７３７６７８３１６Ｄ－０７ －．７６５８０２４１４９０６９０Ｄ－０９
１６ １６ －．３７５２９４２４６５９８７４Ｄ－０７ ．３５９１１０３８３４１１６２Ｄ－０８
１７ １６ －．３００６１０１６８１１５８６Ｄ－０７ ．３７２４０８８６０９６０８４Ｄ－０８
１８ １６ ．１０６７０９１３８４０５４４Ｄ－０７ ．６９６５４３６９１１０８６６Ｄ－０８
１９ １６ －．２１４２１２１２４１３０３２Ｄ－０７ －．６９５７４５０８６７９３３８Ｄ－０８
２０ １６ －．１２０６３７０４６４１５１６Ｄ－０７ ．３３００１８８３９９２３５７Ｄ－０９
１７ １７ －．３４０６４１０８５４２１５８Ｄ－０７ －．１９７３３２１４９０５９８８Ｄ－０７
１８ １７ ．３６００３１９１９４１６１８Ｄ－０８ ．４５１０３７６０５４７９３８Ｄ－０８
１９ １７ ．２９１０５７５３０６７６１９Ｄ－０７ －．１５１５２５３７１４７９９５Ｄ－０７
２０ １７ ．４４３４７２４８３７２８２０Ｄ－０８ －．１３７０３４０５４５９９６１Ｄ－０７
１８ １８ ．２６２０６０６０９７３４１０Ｄ－０８ －．１０８１００５８４０６３２６Ｄ－０７
１９ １８ ．３４７１４３４０２９０４４１Ｄ－０７ －．９４３８５７７４５５４９６４Ｄ－０８
２０ １８ ．１４９１６６３２１８２６５２Ｄ－０７ －．９８３６９２９１５３５４４６Ｄ－０９
１９ １９ －．２３７０８５８１９９９９７８Ｄ－０８ ．４７７９６０９１４７８９５５Ｄ－０８
２０ １９ －．２９６２６２４５２９７２３３Ｄ－０８ ．１０９５９６４９６４７５３３Ｄ－０７
２０ ２０ ．４０４４５８４０９５５３０９Ｄ－０８ －．１２３４６６１８３３７９２４Ｄ－０７

ＷＧＳ８４　ＧＥ＝３９８６００．４４１８ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３７０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －０．４８４１６６８５Ｄ－０３ ０．００００００００Ｄ＋００
３ ０ ０．９５７０６３９０Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
４ ０ ０．５３６９９５８７Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
５ ０ ０．７１０９２０４８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
６ ０ －０．１５０６４８２１Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
７ ０ ０．８５８１９２１７Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
８ ０ ０．４２９７９８３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
９ ０ ０．３３１７３２３１Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ０．５０９３１５７５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１１ ０ －０．５８１１４６９６Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ０．３４０７３２３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００

８９２ 航天动力学引论　



１３ ０ ０．４８１５９５３４Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －０．２５５５９２７９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１５ ０ －０．５５５３４００１Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１６ ０ ０．９６３５２９５８Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ０．２７４１８１６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ０．１０１９６２１８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －０．１１００９８６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ０．２５００８０１９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２ １ ０．００００００００Ｄ＋００ ０．００００００００Ｄ＋００
２ ２ ０．２４３９５７９６Ｄ－０５ －０．１３９７９５４８Ｄ－０５
３ １ ０．２０３１８７２９Ｄ－０５ ０．２５０８５７５９Ｄ－０６
３ ２ ０．９０６６６１１３Ｄ－０６ －０．６２１０２４２８Ｄ－０６
３ ３ ０．７１７７０３５２Ｄ－０６ ０．１４１５２３８８Ｄ－０５
４ １ －０．５３５４８０４４Ｄ－０６ －０．４７４２０３９４Ｄ－０６
４ ２ ０．３４７９７５１９Ｄ－０６ ０．６５５７９１５８Ｄ－０６
４ ３ ０．９９１７２３２１Ｄ－０６ －０．１９９１２４９１Ｄ－０６
４ ４ －０．１８６８６１２４Ｄ－０６ ０．３０９５３１１４Ｄ－０６
５ １ －０．６４１８５２６５Ｄ－０７ －０．９２４９２９５９Ｄ－０７
５ ２ ０．６５１８４９８４Ｄ－０６ －０．３２００７４１６Ｄ－０６
５ ３ －０．４４９０３６３９Ｄ－０６ －０．２１３２８２７２Ｄ－０６
５ ４ －０．２９７１９０５５Ｄ－０６ ０．５３２１３４８０Ｄ－０７
５ ５ ０．１７５２３２２１Ｄ－０６ －０．６７０５９４５６Ｄ－０６
６ １ －０．７４１８０２５９Ｄ－０７ ０．３２７８００４０Ｄ－０７
６ ２ ０．５１８２４４０９Ｄ－０７ －０．３５８６６６３４Ｄ－０６
６ ３ ０．５３３７０５７７Ｄ－０７ ０．６１３３４７２０Ｄ－０８
６ ４ －０．８８６９４８５６Ｄ－０７ －０．４７２６０９４５Ｄ－０６
６ ５ －０．２６８１８８２０Ｄ－０６ －０．５３４９１０７３Ｄ－０６
６ ６ ０．１０２３７８３２Ｄ－０７ －０．２３７４１００２Ｄ－０６
７ １ ０．２７９０５１９６Ｄ－０６ ０．９４２３１３４６Ｄ－０７
７ ２ ０．３２８７３８３２Ｄ－０６ ０．８８８３５０９２Ｄ－０７
７ ３ ０．２４９４０２４０Ｄ－０６ －０．２１２２３３６９Ｄ－０６
７ ４ －０．２７１２３０３４Ｄ－０６ －０．１２６９６６０７Ｄ－０６
７ ５ ０．１０２４６２９０Ｄ－０８ ０．１７３２１６７２Ｄ－０７
７ ６ －０．３５８４３７４５Ｄ－０６ ０．１５２０２６３３Ｄ－０６
７ ７ －０．２０９９１４５７Ｄ－０８ ０．２２８０５６６４Ｄ－０７
８ １ ０．１８８８９３４２Ｄ－０７ ０．４７８５６９６７Ｄ－０７
８ ２ ０．７３５５３９５２Ｄ－０７ ０．４７８６７６９３Ｄ－０７
８ ３ －０．１２１３２４５９Ｄ－０７ －０．８３４６１８５３Ｄ－０７
８ ４ －０．２４２０８２６４Ｄ－０６ ０．７１６０３９２４Ｄ－０７
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８ ５ －０．２４９６６５８７Ｄ－０７ ０．８７７５１０４７Ｄ－０７
８ ６ －０．６５０９３４２４Ｄ－０７ ０．３０９０４２０２Ｄ－０６
８ ７ ０．６６３２３２９２Ｄ－０７ ０．７４６６１７６６Ｄ－０７
８ ８ －０．１２３７２２８１Ｄ－０６ ０．１２２１０２５８Ｄ－０６
９ １ ０．１４７４７９６９Ｄ－０６ ０．２３８９４３５４Ｄ－０７
９ ２ ０．２２０５２０９３Ｄ－０７ －０．２６８７６６６５Ｄ－０７
９ ３ －０．１６２５６０４７Ｄ－０６ －０．８５９２８４３１Ｄ－０７
９ ４ －０．１７１９３８２７Ｄ－０７ ０．２６０７７０３０Ｄ－０７
９ ５ －０．１６９０２７９１Ｄ－０７ －０．５０３３７３６５Ｄ－０７
９ ６ ０．６５７１７９１０Ｄ－０７ ０．２２２７５８５８Ｄ－０６
９ ７ －０．１１６４８０１６Ｄ－０６ －０．９７２９８７６９Ｄ－０７
９ ８ ０．１８８９６０４５Ｄ－０６ －０．３１０２６２２２Ｄ－０８
９ ９ －０．４８２７５７４４Ｄ－０７ ０．９６３８１０７２Ｄ－０７
１０ １ ０．８８７０６５１７Ｄ－０７ －０．１２５３６４５７Ｄ－０６
１０ ２ －０．８２３７５２０３Ｄ－０７ －０．３８２８００４９Ｄ－０７
１０ ３ －０．１３１３７３７１Ｄ－０７ －０．１５５５３７３２Ｄ－０６
１０ ４ －０．８７４２４３１９Ｄ－０７ －０．７９２１５７３２Ｄ－０７
１０ ５ －０．５３９８０８２１Ｄ－０７ －０．４６２９４９４７Ｄ－０７
１０ ６ －０．４２３７１４４８Ｄ－０７ －０．７９６８０６０７Ｄ－０７
１０ ７ ０．８３７３６０４５Ｄ－０８ －０．２５６３６５８２Ｄ－０８
１０ ８ ０．４１２３９５８９Ｄ－０７ －０．９２２６９０９５Ｄ－０７
１０ ９ ０．１２５３９５１４Ｄ－０６ －０．３７６８７１１７Ｄ－０７
１０ １０ ０．１０１２４３７０Ｄ－０６ －０．２４８７４９８４Ｄ－０７
１１ １ ０．９５３７５８３９Ｄ－０８ －０．２２０９４８２８Ｄ－０７
１１ ２ ０．２１７１６２２５Ｄ－０７ －０．１０２２４８１０Ｄ－０６
１１ ３ －０．３００２３６９５Ｄ－０７ －０．１３４２２０１９Ｄ－０６
１１ ４ －０．３０４０７１６１Ｄ－０７ －０．６９８２３３３３Ｄ－０７
１１ ５ ０．３５１０４６０９Ｄ－０７ ０．４９１７５１７０Ｄ－０７
１１ ６ －０．３７９１１１０５Ｄ－０８ ０．３６８４８５２２Ｄ－０７
１１ ７ ０．２５７７４０３９Ｄ－０８ －０．８８６５８３９５Ｄ－０７
１１ ８ －０．７１３９６６２７Ｄ－０８ ０．２３２４３０７７Ｄ－０７
１１ ９ －０．３０２４６３１３Ｄ－０７ ０．４１７７６４００Ｄ－０７
１１ １０ －０．５３４２４２７９Ｄ－０７ －０．１８７１６７６６Ｄ－０７
１１ １１ ０．４７５１４８５８Ｄ－０７ －０．７０４１５７９６Ｄ－０７
１２ １ －０．６０６０９９２６Ｄ－０７ －０．３８１８９０８２Ｄ－０７
１２ ２ ０．７４２００１８８Ｄ－０８ ０．２４６４０６２０Ｄ－０７
１２ ３ ０．４２１４９８１７Ｄ－０７ ０．３２１８９５９４Ｄ－０７
１２ ４ －０．６４３４６８３１Ｄ－０７ －０．２５３６４９３１Ｄ－０８
１２ ５ ０．３３１２６２００Ｄ－０７ －０．４０６５８５８６Ｄ－０９
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１２ ６ ０．８６９８１５０２Ｄ－０８ ０．３６７１１０９４Ｄ－０７
１２ ７ －０．１６５９８０４８Ｄ－０７ ０．３４４７５９５４Ｄ－０７
１２ ８ －０．２６８４３７００Ｄ－０７ ０．１７８３８３０９Ｄ－０７
１２ ９ ０．４２２９３０１５Ｄ－０７ ０．２７１０７８１１Ｄ－０７
１２ １０ －０．４４２３７３５７Ｄ－０８ ０．３０８２３３９４Ｄ－０７
１２ １１ ０．９６４６２５１４Ｄ－０８ －０．６０７１１２９１Ｄ－０８
１２ １２ －０．３０８７８７１４Ｄ－０８ －０．１０９３２３１６Ｄ－０７
１３ １ －０．４７９２１６７５Ｄ－０７ ０．３４９５７１７７Ｄ－０７
１３ ２ ０．４８７０５１２１Ｄ－０７ －０．６３９３３２３２Ｄ－０７
１３ ３ －０．１７２１９５４９Ｄ－０７ ０．８２４６５７９４Ｄ－０７
１３ ４ －０．９２６１６０５６Ｄ－０８ －０．９８２４９４７９Ｄ－０９
１３ ５ ０．５８５４５２５５Ｄ－０７ ０．６６０７５８５６Ｄ－０７
１３ ６ －０．２８５４８７５７Ｄ－０７ －０．１３０１８２５０Ｄ－０７
１３ ７ ０．１００４８６８７Ｄ－０７ －０．１２６７２０５０Ｄ－０７
１３ ８ －０．１２２３６０３７Ｄ－０７ －０．１１６８０４７５Ｄ－０７
１３ ９ ０．２５７９８６３０Ｄ－０７ ０．４６７７１９５８Ｄ－０７
１３ １０ ０．４２１１２０６６Ｄ－０７ －０．３５２０３５５９Ｄ－０７
１３ １１ －０．４４４２３４７２Ｄ－０７ －０．６３１３７５５９Ｄ－０８
１３ １２ －０．３１６１０６８８Ｄ－０７ ０．８６３７８２３０Ｄ－０７
１３ １３ －０．６１０１９５７３Ｄ－０７ ０．６８７１２４２３Ｄ－０７
１４ １ －０．１０５８１２５６Ｄ－０７ ０．２２７３９０８２Ｄ－０７
１４ ２ －０．３２５８８４６７Ｄ－０７ －０．４５９８４５８５Ｄ－０８
１４ ３ ０．３３４１１７５０Ｄ－０７ ０．７２２７１０９４Ｄ－０８
１４ ４ ０．３４１６３３４０Ｄ－０８ －０．２３０６２５６８Ｄ－０７
１４ ５ ０．２１７７７４９９Ｄ－０７ －０．４４３４０９７４Ｄ－０８
１４ ６ －０．２３０２２０４５Ｄ－０７ ０．７９１３７３５７Ｄ－０８
１４ ７ ０．３９３５５８０８Ｄ－０７ －０．５２１８７２１２Ｄ－０８
１４ ８ －０．３１８６６０５３Ｄ－０７ －０．１６６０９６０１Ｄ－０７
１４ ９ ０．３０１８２９９３Ｄ－０７ ０．２３９４２２４８Ｄ－０７
１４ １０ ０．３６００８３０６Ｄ－０７ －０．４３９２４８７２Ｄ－０９
１４ １１ ０．１６００６３４７Ｄ－０７ －０．４０４７５０３３Ｄ－０７
１４ １２ ０．７９８１０５４９Ｄ－０８ －０．３１０６８５５１Ｄ－０７
１４ １３ ０．３３４４６４２１Ｄ－０７ ０．４４６２２３４４Ｄ－０７
１４ １４ －０．５２１７４１６６Ｄ－０７ －０．４８７８９４５２Ｄ－０８
１５ １ ０．７７０２７９０９Ｄ－０８ ０．１２６６７９８３Ｄ－０７
１５ ２ －０．１３３１０３６１Ｄ－０７ －０．２５５７０２３９Ｄ－０７
１５ ３ ０．５３４６９１０９Ｄ－０７ ０．２１５４０８３０Ｄ－０７
１５ ４ －０．３５４８５１４０Ｄ－０７ －０．３８３２５９７１Ｄ－０８
１５ ５ ０．８０６７０６７０Ｄ－０８ ０．９５３６７４０５Ｄ－０８
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１５ ６ ０．２８８３５７７４Ｄ－０７ －０．２９５８４８５３Ｄ－０７
１５ ７ ０．５５２９７５６１Ｄ－０７ ０．１２６８８８８１Ｄ－０７
１５ ８ －０．２６８６６０１２Ｄ－０７ ０．２８５０８６６９Ｄ－０７
１５ ９ ０．１５２２９３６８Ｄ－０７ ０．４０２４２９５７Ｄ－０７
１５ １０ ０．７８２２６２６４Ｄ－０８ ０．１６４８２１０４Ｄ－０７
１５ １１ －０．４５３２３９４１Ｄ－０８ ０．１６３７９２１１Ｄ－０７
１５ １２ －０．３４３１０５１６Ｄ－０７ ０．１３２４８５５７Ｄ－０７
１５ １３ －０．２７８６５４７０Ｄ－０７ －０．５１１２４０１６Ｄ－０８
１５ １４ ０．５８００７２３９Ｄ－０８ －０．２４８３０９４７Ｄ－０７
１５ １５ －０．１８７５６９７４Ｄ－０７ －０．５３７４５８４８Ｄ－０８
１６ １ ０．１６６５７０１１Ｄ－０７ ０．３２０８８９７１Ｄ－０７
１６ ２ －０．２２０５１９８６Ｄ－０７ ０．２６２８６２０４Ｄ－０７
１６ ３ －０．２９５１４８４９Ｄ－０７ －０．９５８２７６５９Ｄ－０８
１６ ４ ０．３７６２１１３１Ｄ－０７ ０．５５４７７５４８Ｄ－０７
１６ ５ －０．１０４７９２３９Ｄ－０７ －０．２７３８２３３８Ｄ－０８
１６ ６ ０．９７４０７４５４Ｄ－０８ －０．４３０８７９５７Ｄ－０７
１６ ７ －０．１２１６８１６９Ｄ－０７ －０．５６６３６９９６Ｄ－０８
１６ ８ －０．２５０３４０２４Ｄ－０７ ０．２２８９５７３７Ｄ－０８
１６ ９ －０．１７９０８７８５Ｄ－０７ －０．２９９３８９０８Ｄ－０７
１６ １０ －０．１０１２９６８９Ｄ－０７ ０．１２４０４４７３Ｄ－０７
１６ １１ ０．１９０５３９８０Ｄ－０７ －０．１７３５４５９０Ｄ－０８
１６ １２ ０．１８８８８０１３Ｄ－０７ ０．４６９４９６１５Ｄ－０８
１６ １３ ０．１５１５８１４２Ｄ－０７ －０．１７４１０５９６Ｄ－０９
１６ １４ －０．１９４１６１７２Ｄ－０７ －０．３８７２４２２５Ｄ－０７
１６ １５ －０．１４４００６４９Ｄ－０７ －０．３３１５１８１９Ｄ－０７
１６ １６ －０．４０９２０９１２Ｄ－０７ ０．２３４４９４３０Ｄ－０８
１７ １ －０．１７４９２３７２Ｄ－０７ －０．２９００４４３４Ｄ－０７
１７ ２ －０．２４９７２１３６Ｄ－０７ ０．５２３４５３００Ｄ－０８
１７ ３ ０．７５９５８２２６Ｄ－０８ ０．１３１６１９５１Ｄ－０７
１７ ４ －０．３５５６７９３６Ｄ－０８ ０．２９１０８８５９Ｄ－０７
１７ ５ －０．１６４４０５１７Ｄ－０７ ０．１５６６６１５５Ｄ－０７
１７ ６ －０．２９０５３４２０Ｄ－０８ －０．４１２３９９４５Ｄ－０７
１７ ７ ０．３０３２７５９１Ｄ－０７ －０．５４６５２６１５Ｄ－０８
１７ ８ ０．２６８２８９５２Ｄ－０７ －０．６９６３４０４０Ｄ－０８
１７ ９ －０．７４６８５９２３Ｄ－０９ －０．３１３００５６８Ｄ－０７
１７ １０ －０．１０５３６２２０Ｄ－０８ ０．１８６２８０７４Ｄ－０７
１７ １１ －０．１３０４９２３４Ｄ－０７ ０．１３６６２３９０Ｄ－０７
１７ １２ ０．３２８２０２２８Ｄ－０７ ０．１７６５４３７４Ｄ－０７
１７ １３ ０．１７０４９８７３Ｄ－０７ ０．１９２７９７７０Ｄ－０７

２０３ 航天动力学引论　



１７ １４ －０．１４０２７９７４Ｄ－０７ ０．１１２１４６０２Ｄ－０７
１７ １５ ０．５６６２４５０１Ｄ－０８ ０．５６５２７２５２Ｄ－０８
１７ １６ －０．３２１５３５４２Ｄ－０７ ０．３３３４１６５７Ｄ－０８
１７ １７ －０．３７９６１６７７Ｄ－０７ －０．１７１９２５３７Ｄ－０７
１８ １ ０．８５７１７７６０Ｄ－０８ －０．３２８８７２８８Ｄ－０７
１８ ２ ０．１１０２１５０６Ｄ－０７ ０．９６８７７２０３Ｄ－０８
１８ ３ －０．７８１２８４０８Ｄ－０８ －０．１６２６３６４９Ｄ－０７
１８ ４ ０．５０１０７２３９Ｄ－０７ －０．３５０９４５３４Ｄ－０８
１８ ５ －０．３５４０８５１８Ｄ－０８ ０．２６７９０４９１Ｄ－０７
１８ ６ ０．１２４８９７３５Ｄ－０７ －０．１２５２６１９５Ｄ－０７
１８ ７ ０．１４８１３８２１Ｄ－０７ －０．１８８２９８３６Ｄ－０８
１８ ８ ０．３５２８５２２９Ｄ－０７ ０．１３３６８７８９Ｄ－０８
１８ ９ －０．２４５４４４４４Ｄ－０７ ０．２５７４５３９４Ｄ－０７
１８ １０ ０．８４１０６５５２Ｄ－０９ －０．４４９２９５２８Ｄ－０８
１８ １１ －０．９２７８４４１７Ｄ－０８ ０．１１２７８３１４Ｄ－０８
１８ １２ －０．２９９９７５６４Ｄ－０７ －０．１３７６２９９２Ｄ－０７
１８ １３ －０．６１６１６７７９Ｄ－０８ －０．３４０２２７３７Ｄ－０７
１８ １４ －０．７７１６６６６７Ｄ－０８ －０．１３３９２２５３Ｄ－０７
１８ １５ －０．３８９７３６０４Ｄ－０７ －０．２０６６８２２０Ｄ－０７
１８ １６ ０．１０２７３４３７Ｄ－０７ ０．６９１９８０５４Ｄ－０８
１８ １７ ０．３３４９１６８５Ｄ－０８ ０．５４０５６４７９Ｄ－０８
１８ １８ ０．１１１２１７９６Ｄ－０８ －０．９４８０６１８２Ｄ－０８
１９ １ －０．７８０３８８９７Ｄ－０８ －０．１０９５５２０１Ｄ－０７
１９ ２ ０．３２３３２３５３Ｄ－０７ ０．４２０７１６７８Ｄ－０８
１９ ３ －０．９１２２８０１０Ｄ－０８ －０．５５９３２８４５Ｄ－０８
１９ ４ ０．１９０９１６１０Ｄ－０７ －０．１２７１３２９８Ｄ－０７
１９ ５ ０．１４９３７３５０Ｄ－０７ ０．１３０１４３３２Ｄ－０７
１９ ６ －０．８０８２５８３８Ｄ－０８ ０．２４６０１８５７Ｄ－０７
１９ ７ ０．９３８６９１６７Ｄ－０８ －０．６５３８３９００Ｄ－０８
１９ ８ ０．３１９０５６０３Ｄ－０７ －０．６２４９４０６７Ｄ－０８
１９ ９ ０．５４４３３６４１Ｄ－０８ ０．６４６４５０３２Ｄ－０８
１９ １０ －０．３４５５７１８９Ｄ－０７ －０．７２６７２１３９Ｄ－０８
１９ １１ ０．９２６３７７３２Ｄ－０８ ０．７３０９４９７３Ｄ－０８
１９ １２ －０．１０６６７０９６Ｄ－０７ ０．１２１６９０９９Ｄ－０７
１９ １３ －０．８１１３９９６８Ｄ－０８ －０．３０２１６２１２Ｄ－０７
１９ １４ －０．５４５０１０１４Ｄ－０８ －０．１３３２７９６１Ｄ－０７
１９ １５ －０．１８３２８３３７Ｄ－０７ －０．１３８７３８１３Ｄ－０７
１９ １６ －０．２３２７５８７３Ｄ－０７ －０．６６９８８１４０Ｄ－０８
１９ １７ ０．３０３８７５９６Ｄ－０７ －０．１５０３９２５０Ｄ－０７

３０３　附录三　地球和月球引力场模型



１９ １８ ０．３４１０６２６５Ｄ－０７ －０．７６１７５６１９Ｄ－０８
１９ １９ －０．１７２７４４２５Ｄ－０８ ０．２５９８９３３８Ｄ－０８
２０ １ ０．５９６６５３３９Ｄ－０８ －０．７９８００５７２Ｄ－０８
２０ ２ ０．１４９１１０８５Ｄ－０７ ０．１６６４５８６１Ｄ－０７
２０ ３ －０．１６２７１２９６Ｄ－０９ ０．３３５６２８１５Ｄ－０７
２０ ４ ０．９４１７６６２８Ｄ－０８ －０．２３７５０２８７Ｄ－０７
２０ ５ －０．１１３３９２３６Ｄ－０７ －０．１４３４１９２１Ｄ－０７
２０ ６ ０．１４１１９８０５Ｄ－０７ －０．２８５３００１６Ｄ－０８
２０ ７ －０．２７２９８０４２Ｄ－０７ －０．３７８４４１２９Ｄ－０８
２０ ８ ０．３８４８９４０１Ｄ－０８ ０．５４７６７７５６Ｄ－０８
２０ ９ ０．２０４７８５９３Ｄ－０７ ０．５２３９１７４０Ｄ－１０
２０ １０ －０．２５２０３２９６Ｄ－０７ －０．７３４７５８０８Ｄ－０９
２０ １１ ０．１８６１５０２３Ｄ－０７ －０．２００３０３４９Ｄ－０７
２０ １２ －０．４７８４９７１９Ｄ－０８ ０．１３７３３７０７Ｄ－０７
２０ １３ ０．２６９７５８７２Ｄ－０７ ０．４４６２０９５０Ｄ－０８
２０ １４ ０．１０７９６７６４Ｄ－０７ －０．１２７６３６９７Ｄ－０７
２０ １５ －０．２６２８８７７１Ｄ－０７ ０．５２７２９０３６Ｄ－０９
２０ １６ －０．９９２７４８１９Ｄ－０８ －０．３６１２８７７８Ｄ－０９
２０ １７ ０．４３９５３９１０Ｄ－０８ －０．１１３４５５３３Ｄ－０７
２０ １８ ０．１５８９０７３３Ｄ－０７ －０．３０８６３２６８Ｄ－０８
２０ １９ －０．３６１７３７４２Ｄ－０８ ０．１０１６５４１７Ｄ－０７
２０ ２０ ０．５５２１４１８１Ｄ－０８ －０．１３９０３８４３Ｄ－０７

ＬＰ１６５　ＧＭ＝４９０２．８０１０５６ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．９０８９０１８０７５０６００００Ｅ－０４ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
３ ０ －．３２０３５９１４００３０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
４ ０ ．３１９７３０９５７１７２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
５ ０ －．２１５７０３８２０６８２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
６ ０ ．３７６５７８０６１８６６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
７ ０ ．５６２２２１１７８７２８００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
８ ０ ．２３４６４９９６８０１２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
９ ０ －．３５５５０３３８２９５６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１０ ０ －．９３１１４０７３３２６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１１ ０ －．９７５３３１８１６７３７９９９９Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１２ ０ －．１９３７３９８３４４２０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１３ ０ ．２７２１１４１５６１４２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１４ ０ ．３２４０７２６７００９５００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００

４０３ 航天动力学引论　



１５ ０ －．５３０００６８６１６２２００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１６ ０ ．４０９１１７１５３８２０００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１７ ０ －．１０５４６０９１７６９１００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１８ ０ －．３８４５５６０７２４６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１９ ０ －．１９６６４３５８０１８６００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２０ ０ ．５２８７１５６６２５７７００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２ １ －．２７２２０３２３６１５９００００Ｅ－０８ －．７５７５１８２９２０８３００００Ｅ－０９
２ ２ ．３４６３５４９９３７２２００００Ｅ－０４ ．１６７２９４９０５３８３００００Ｅ－０７
３ １ ．２６３２７４４０１２１８００００Ｅ－０４ ．５４６４３６３０８９８２００００Ｅ－０５
３ ２ ．１４１８８１７９３２９４００００Ｅ－０４ ．４８９２０３６５００４８００００Ｅ－０５
３ ３ ．１２２８６０５８９４４７００００Ｅ－０４ －．１７８５４４８０８１６４００００Ｅ－０５
４ １ －．５９９６６０１８３０１５００００Ｅ－０５ ．１６６１９３４５１９４７００００Ｅ－０５
４ ２ －．７０８１８０６９２６９７００００Ｅ－０５ －．６７８３６２７１７２６９００００Ｅ－０５
４ ３ －．１３６２２９８３３８１３００００Ｅ－０５ －．１３４４３４７２２８７１００００Ｅ－０４
４ ４ －．６０２５７７８７３５８３００００Ｅ－０５ ．３９３９６３７１９５３８００００Ｅ－０５
５ １ －．１０１９１９５６５３７６００００Ｅ－０５ －．４１０９２５４１５０７３００００Ｅ－０５
５ ２ ．４３７６６０８１１４９７００００Ｅ－０５ ．１０８４０９９７６９８８００００Ｅ－０５
５ ３ ．４４９７７６７８７５９５００００Ｅ－０６ ．８７００８４１２０８６２００００Ｅ－０５
５ ４ ．２７８３４２４１３６０３００００Ｅ－０５ ．５９３８８０２３９３３０００００Ｅ－０７
５ ５ ．３１１９６２５８９３７７００００Ｅ－０５ －．２７６０９６６２７１９６００００Ｅ－０５
６ １ ．１５３１９８４３９３８９００００Ｅ－０５ －．２５７６６００６３９７６００００Ｅ－０５
６ ２ －．４３５２２１８１２３２３００００Ｅ－０５ －．２１８７４４８０１５２２００００Ｅ－０５
６ ３ －．３２７００５１６３４６０００００Ｅ－０５ －．３４６９１４３０２８４３００００Ｅ－０５
６ ４ ．３６９７８２１８５７８６００００Ｅ－０６ －．４０６８８１０６５６３０００００Ｅ－０５
６ ５ ．１４０４４７４６１８３５００００Ｅ－０５ －．１０３３１７０１８８９７００００Ｅ－０４
６ ６ －．４７０４３０１０８５４６００００Ｅ－０５ ．７２３６００８８１３５１００００Ｅ－０５
７ １ ．７５５２２５９２３４４５００００Ｅ－０５ －．１２９６５２２２０２３３００００Ｅ－０６
７ ２ －．６６３１９４８３６１６０００００Ｅ－０６ ．２３８４７８９０６７１６００００Ｅ－０５
７ ３ ．５８２６７８７９９４７７０００１Ｅ－０６ ．２３５５７７２２６０７０００００Ｅ－０５
７ ４ －．９２６６２６５３０１３０００００Ｅ－０６ ．７９１５７３６５４６６１００００Ｅ－０６
７ ５ －．２７１９４７７９７３７０００００Ｅ－０６ ．１１２６８７７８７８８４００００Ｅ－０５
７ ６ －．９９２８８５７２４１３３９９９９Ｅ－０６ ．１１０７９５４８６６８４００００Ｅ－０５
７ ７ －．１７８８４６６０８８６５００００Ｅ－０５ －．１６１６５０７１０７１６００００Ｅ－０５
８ １ －．６０８８９８１２１７９２００００Ｅ－０７ ．１１１２５４４８６１４８００００Ｅ－０５
８ ２ ．２９９４７７７８７７９９００００Ｅ－０５ ．１９２５８３２４７５８４００００Ｅ－０５
８ ３ －．１８８００１２１８１１５００００Ｅ－０５ ．９５３５８２５５０５１０００００Ｅ－０６
８ ４ ．３３７３５１９７２１５９００００Ｅ－０５ －．４５６０５６５３９５６９００００Ｅ－０６
８ ５ －．１１２５２７２７１７３２００００Ｅ－０５ ．２９２５７１４９５３１９００００Ｅ－０５
８ ６ －．１５４３３０１４４１２８００００Ｅ－０５ －．２２４８１８４２７１１１００００Ｅ－０５
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８ ７ －．１５９１４６５１８００１００００Ｅ－０５ ．３２２２０９０９７２５５００００Ｅ－０５
８ ８ －．２５３０６９７２５９１２００００Ｅ－０５ ．２１４０６２００２３５６００００Ｅ－０５
９ １ ．１９８０４２５６７３４６００００Ｅ－０５ ．７８９６３７２０３０８３００００Ｅ－０７
９ ２ ．１９９１０２８３２４８２００００Ｅ－０５ －．１４４９２２１１４４１３００００Ｅ－０５
９ ３ －．２０１８６２１２３９８９００００Ｅ－０５ ．２２３４０５７３５０３６００００Ｅ－０５
９ ４ －．１８９５９３４３５８８３００００Ｅ－０５ －．１３８５０６４５０２０５００００Ｅ－０５
９ ５ －．１４８４５６９０５３７５００００Ｅ－０５ －．３６９９３２４３０３１８００００Ｅ－０５
９ ６ －．２２７８１９９８８８８８００００Ｅ－０５ －．３０７１５２７３３４３４００００Ｅ－０５
９ ７ －．４０６６７０１００７９４００００Ｅ－０５ ．１１１２４３８０１５３３００００Ｅ－０６
９ ８ －．１２４１７９２２１１９５００００Ｅ－０５ －．２１２８９７５３６３７８００００Ｅ－０５
９ ９ －．８９７２９２６６５１３６００００Ｅ－０６ ．２４５７９７３２７４１０００００Ｅ－０５
１０ １ ．８１６０６５２９９１０７００００Ｅ－０６ －．９８７２５４２６５４０５９９９９Ｅ－０６
１０ ２ ．２４１１６１６８３２２３００００Ｅ－０６ －．２６９３７３１０５７５５００００Ｅ－０６
１０ ３ ．３９６５６１３９５００９００００Ｅ－０６ ．７６４４８２０４８０９３００００Ｅ－０６
１０ ４ －．３５７１２８９５８１４８００００Ｅ－０５ ．１５４５１３２９４７２４００００Ｅ－０５
１０ ５ ．７２５８９５１５００９１００００Ｅ－０６ －．３６８６５１６０２９９３００００Ｅ－０６
１０ ６ －．１９５９４９６３５７２９００００Ｅ－０６ －．１８１９０４０４１０４２００００Ｅ－０５
１０ ７ －．３８３８４６６０７３５３００００Ｅ－０５ －．８０５２９０２３７３１５００００Ｅ－０６
１０ ８ －．３４１１０１７９７２９０００００Ｅ－０５ ．２５８２５３４１９８１１００００Ｅ－０５
１０ ９ －．４７８５７８３１３８０７００００Ｅ－０５ －．１２２５２４３９４６８０００００Ｅ－０６
１０ １０ ．９２３８９２９０１６３８００００Ｅ－０６ －．１７０２１２８５７４０５００００Ｅ－０５
１１ １ －．１２０３７９９６５２０８００００Ｅ－０６ ．６１７３２６６６６７２７００００Ｅ－０６
１１ ２ ．７４２６２２６１０９４６００００Ｅ－０６ －．１９４２６８６１６７３３００００Ｅ－０５
１１ ３ ．４２５７２２０７０９９７００００Ｅ－０６ ．７９０９６２９９２１７６００００Ｅ－０６
１１ ４ －．９５３９６７６４３４４３０００１Ｅ－０６ ．２１３０９７１１２４６９００００Ｅ－０５
１１ ５ ．１５２４９１３４９２９１００００Ｅ－０６ ．２５６１４９２０６０７０００００Ｅ－０５
１１ ６ ．４８６５２１４６８１６７００００Ｅ－０６ －．１３５９１１６３３３５５００００Ｅ－０５
１１ ７ －．７１３９９７０５１０７２０００１Ｅ－０７ －．３１６２７００３１３２０００００Ｅ－０５
１１ ８ －．２２３３１３４５３８４４００００Ｅ－０５ －．４７１３１４２７８４１６００００Ｅ－０６
１１ ９ －．２４３５２６００７８０３００００Ｅ－０５ ．４９０４２０９５４５９７００００Ｅ－０６
１１ １０ －．４７０６９３２８５４４２００００Ｅ－０５ －．１４７３０９９２６７８８００００Ｅ－０６
１１ １１ －．２８８９９８２０６３８６００００Ｅ－０５ －．１７４０７５２５４２３４００００Ｅ－０５
１２ １ －．５８４０２８１３２８９７００００Ｅ－０６ ．１６００８０３４１５３５００００Ｅ－０５
１２ ２ －．１５５９７５６９０７２５００００Ｅ－０６ ．１５０７４９２４７３１８００００Ｅ－０５
１２ ３ ．８１７６２３２９７８２９００００Ｅ－０６ －．４０１６５８６３２２７４００００Ｅ－０５
１２ ４ ．９２００１０５６５４７５００００Ｅ－０６ －．５１１６８４０３６２３７００００Ｅ－０６
１２ ５ －．１６１３２９１５７６７４００００Ｅ－０６ ．８５２７１１０７６８９７００００Ｅ－０６
１２ ６ ．８６６３８２６９５７８３００００Ｅ－０６ ．６９６２３７５７７６９０００００Ｅ－０６
１２ ７ ．２１７７７１９８７６４６００００Ｅ－０５ －．８５９４２０４９７８０１００００Ｅ－０６
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１２ ８ ．４６４４８２２５２２８７００００Ｅ－０６ －．１９３１２６６８６８９９００００Ｅ－０５
１２ ９ －．１２７５６９９７０９０６００００Ｅ－０５ ．１０９９２６４５６９９２００００Ｅ－０５
１２ １０ －．３０５１８３２６０９０９００００Ｅ－０５ －．１４０７８６７３３３８１００００Ｅ－０５
１２ １１ －．８８２０１８５９５３７８００００Ｅ－０６ －．２９３８６８３５９７３２００００Ｅ－０６
１２ １２ ．３２４１２１１０１５００００００Ｅ－０６ ．１２２０６６２７７１７１００００Ｅ－０５
１３ １ ．１１２４３７４６２７６３００００Ｅ－０５ －．１０５２１２０８１５４９００００Ｅ－０６
１３ ２ －．３５２５０２３０６９４７００００Ｅ－０５ ．５１０２７９４０４３７９００００Ｅ－０６
１３ ３ －．３１５０１８２７２１００００００Ｅ－０６ －．１４７９７２３６６０３３００００Ｅ－０５
１３ ４ ．８３２６６７６９７５２３００００Ｅ－０６ －．６８９２４０３００４０５００００Ｅ－０６
１３ ５ －．１３３７５４７５８３４６００００Ｅ－０５ ．１３１４２９８６６５７５００００Ｅ－０５
１３ ６ ．１３２６３７７６２６８７００００Ｅ－０６ ．１５５２６４９１９８５６００００Ｅ－０５
１３ ７ ．１３５５０６０５９６５４００００Ｅ－０６ －．９７７６９１４２６６１７９９９９Ｅ－０６
１３ ８ －．３３５０３３６７７８８６００００Ｅ－０６ －．１４８５１４６６５６４３００００Ｅ－０５
１３ ９ －．２９０７５８６１７０９０００００Ｅ－０６ ．３８９９８１５８９８９７００００Ｅ－０６
１３ １０ －．６１２１８６３４３０５４００００Ｅ－０６ ．５６００３５５７１３９８００００Ｅ－０６
１３ １１ －．１２５８４５４３５６３８００００Ｅ－０５ ．４４０１０１２５００２８００００Ｅ－０６
１３ １２ －．７４１９７５０５１６５２００００Ｅ－０６ －．１５９８３１２７３３２６００００Ｅ－０５
１３ １３ ．２４７３２６６１５４３０００００Ｅ－０５ －．２６４５６２５４４１２３００００Ｅ－０５
１４ １ ．６６０５８８６１５３９３００００Ｅ－０６ －．６１０２０８０１１５５６００００Ｅ－０６
１４ ２ ．５２３７１２９１４１７９００００Ｅ－０６ ．３８９３５９９５３５４２００００Ｅ－０６
１４ ３ ．６７６１５５５９８３０２００００Ｅ－０６ ．２６９９００２３７０４１００００Ｅ－０７
１４ ４ －．４０５５８０５８４０３４００００Ｅ－０６ －．２５８７９７４１４５５６００００Ｅ－０５
１４ ５ －．８８２０１５９１９９９２００００Ｅ－０６ －．１１５２６８４０６６８９００００Ｅ－０６
１４ ６ －．５１６８９３５２５８７８００００Ｅ－０６ ．１４９３８６４８９９４３００００Ｅ－０５
１４ ７ －．６６９８０６２５７１２５００００Ｅ－０６ ．８７４９４０６０７１４７００００Ｅ－０６
１４ ８ ．２０５６４１６６３３１６００００Ｅ－０７ ．８９２０１６３２０７５９００００Ｅ－０６
１４ ９ ．１７４１６５３８２６８６００００Ｅ－０６ －．１２１３２８０２５３０１００００Ｅ－０５
１４ １０ －．６６１１５５２３２２００００００Ｅ－０６ ．５５５８２３０２７４３３００００Ｅ－０６
１４ １１ －．２１８０４５３２１９１１００００Ｅ－０５ ．１７６５６２６０２４６１００００Ｅ－０５
１４ １２ －．１５２８７１２３２２６１００００Ｅ－０５ －．４６８６８８５７４４５１００００Ｅ－０６
１４ １３ －．１１６１８７１３１９２６００００Ｅ－０６ －．９５１２５１８５５１５５００００Ｅ－０６
１４ １４ －．５９９３３４２４２２１５００００Ｅ－０６ ．１０８５４０５６５９０６００００Ｅ－０５
１５ １ －．７７２０２３７８８６７７００００Ｅ－０６ ．３４１６８２５２１７１０００００Ｅ－０６
１５ ２ －．１７３４０８７６９２３０００００Ｅ－０６ ．７１０７５３１８７５８０００００Ｅ－０６
１５ ３ －．１３２８０２４７３００８００００Ｅ－０５ －．７０７２２２４８８３８５００００Ｅ－０６
１５ ４ －．１１２２８８０２５４７３００００Ｅ－０５ －．１２８７５３０６９０７９００００Ｅ－０５
１５ ５ －．１５７８２０２２９１３４００００Ｅ－０６ －．７７１７３８０９８１５８００００Ｅ－０６
１５ ６ ．５０１６７０２３０９１２００００Ｅ－０７ －．３３２２９７５４０７９８００００Ｅ－０６
１５ ７ ．１１５５４００７２８１８００００Ｅ－０５ ．１８５２２３５４０８１９００００Ｅ－０５
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１５ ８ ．１４９５０３０５２９９９００００Ｅ－０５ ．２２４３５９４９３２２６００００Ｅ－０５
１５ ９ ．１０２０６０１９４５１０００００Ｅ－０６ －．１５５１４５９２８８９２００００Ｅ－０５
１５ １０ －．２７３３７３０９６８３９００００Ｅ－０６ －．５１４６１１２６３４６６００００Ｅ－０７
１５ １１ －．１４７０５２７０７０９３００００Ｅ－０５ －．１３４７８４５９６５９７００００Ｅ－０５
１５ １２ －．１３１５９５８０４４４６００００Ｅ－０５ －．３３９７８１７４２８３３００００Ｅ－０６
１５ １３ －．３４１５７２４７８２２２００００Ｅ－０６ ．３０４０２５５５１２６０００００Ｅ－０６
１５ １４ ．６４１２５２９７０９４１００００Ｅ－０６ ．５４８１５１８２５３７２００００Ｅ－０６
１５ １５ ．５４８４６１４４１７００００００Ｅ－０６ ．７０１０１２６９９５５０００００Ｅ－０６
１６ １ －．９７３０７３６３３４２４００００Ｅ－０７ ．８７６０１７４９７６９２００００Ｅ－０６
１６ ２ ．１６４９８０３０９４１５００００Ｅ－０５ ．３４４７９２３８１４９４００００Ｅ－０７
１６ ３ －．１０２８５４３７５７３６００００Ｅ－０６ ．４２７９０５４４５９５１００００Ｅ－０６
１６ ４ ．４７５９８８６２６５６９００００Ｅ－０６ ．４７８４５９４７２４１１００００Ｅ－０６
１６ ５ ．９３２７８１５９０６２２９９９９Ｅ－０６ －．５２７８１２５８２１５３００００Ｅ－０６
１６ ６ ．１０３８８１５５６５９０００００Ｅ－０５ －．１０２３３９１２１７８２００００Ｅ－０５
１６ ７ －．３５０９８１８６４６２７００００Ｅ－０６ －．７３２９５８５６７９１５００００Ｅ－０６
１６ ８ －．１２０９６４７７２４２１００００Ｅ－０６ ．３０６１７８１３５６２２００００Ｅ－０７
１６ ９ －．１０２４８７８６９２７２００００Ｅ－０５ －．１１７５３１３５５１４２００００Ｅ－０５
１６ １０ ．２０４１０６８９８２３１００００Ｅ－０６ ．５７３８８３２７６８１６００００Ｅ－０６
１６ １１ ．４３５３５８８２１４１２００００Ｅ－０７ ．１１４２６９７５０６１５００００Ｅ－０５
１６ １２ －．１３７０４２７５３６７５００００Ｅ－０５ ．７９８１１２３５７６４９００００Ｅ－０６
１６ １３ －．７５１５４５５４３８７８００００Ｅ－０６ －．１５８２９８７７７３０４００００Ｅ－０６
１６ １４ －．６９８５５３００３４７３００００Ｅ－０６ －．３９５１６０７９７２９７００００Ｅ－０７
１６ １５ －．２７２５９１６９６２０２００００Ｅ－０６ －．１０５５９４４９２８８８００００Ｅ－０５
１６ １６ －．９０９０９１９６６９６０００００Ｅ－０６ －．７８６２５６６５９４０６００００Ｅ－０６
１７ １ ．８００１６５５１０３２３００００Ｅ－０６ ．８７８２５６６１３５３７９９９９Ｅ－０７
１７ ２ －．１７１２００７９３８０３００００Ｅ－０６ －．１０４４６２５３９５３３００００Ｅ－０５
１７ ３ －．２１７１００３７７２７７００００Ｅ－０６ －．５３１８７２８８９９２５００００Ｅ－０６
１７ ４ ．１１６０２９４３０１８０００００Ｅ－０５ ．２２０８０４６９９４２０００００Ｅ－０５
１７ ５ ．３９８７１３５２２１７１００００Ｅ－０６ －．８５４６５６０３０３９７００００Ｅ－０６
１７ ６ ．６１００２４９３６７１８００００Ｅ－０６ －．１４９５０４６６２２３１００００Ｅ－０５
１７ ７ －．１６２５３４１９３６８５００００Ｅ－０５ －．１１０７５１６２９７９８００００Ｅ－０５
１７ ８ －．２１１８３５１６７２６６００００Ｅ－０６ －．１５１８９７４８２２６６００００Ｅ－０６
１７ ９ ．５２９４６２９２２５９７００００Ｅ－０６ ．１５６０９３１３３９１７００００Ｅ－０５
１７ １０ ．７２０７７３７７９９０２００００Ｅ－０６ ．８８５８９４４３９８５２００００Ｅ－０６
１７ １１ ．９７７８８８３８９７６０００００Ｅ－０６ －．６３１７０５６７３９２３００００Ｅ－０６
１７ １２ ．４５７８４２３１４７６５００００Ｅ－０６ ．５００４７６１９１７３６００００Ｅ－０７
１７ １３ ．１５２６５８００５９４７００００Ｅ－０６ －．３４２２１０８７３７１５００００Ｅ－０６
１７ １４ ．９３９００２９８７９５２００００Ｅ－０６ ．１４３１４５８２１４６６００００Ｅ－０６
１７ １５ －．７３９８５２３７０６９３００００Ｅ－０７ ．１４４２９７２３５３８６００００Ｅ－０７
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１７ １６ －．２７７９６５８５８４３３００００Ｅ－０６ －．２１２４７９２１４７２２００００Ｅ－０６
１７ １７ －．４０２６９７３９２５４８００００Ｅ－０６ ．１３５２３２７２７２４７００００Ｅ－０５
１８ １ ．１９２６９８５４５０１８００００Ｅ－０６ －．５７１６６６７９８９２８００００Ｅ－０７
１８ ２ －．４１５１８０３９９７５９００００Ｅ－０６ －．７２６４０５８３２３６３００００Ｅ－０６
１８ ３ ．８７８８２３４０６６５９００００Ｅ－０６ ．５８１０４５８０３４４７００００Ｅ－０６
１８ ４ －．８００２４９３５１９２７００００Ｅ－０６ ．１１４６８６４６３２７１００００Ｅ－０５
１８ ５ －．３２４６１０３５０３８４００００Ｅ－０６ －．２８５８６９６１５０６７００００Ｅ－０７
１８ ６ －．１７６２５７６１１１４７００００Ｅ－０５ ．９７７９７８０３６１３３９９９９Ｅ－０６
１８ ７ －．１４２８８７７９５９４４００００Ｅ－０６ －．８１３２５４６６２８１４００００Ｅ－０６
１８ ８ ．６６７８６２００５４１２００００Ｅ－０６ －．２２７０９９４６８０４６００００Ｅ－０６
１８ ９ ．５７８１２４１７３４２０００００Ｅ－０６ －．１０８６１４３１７１５１００００Ｅ－０５
１８ １０ ．１６２６０１６７８１０２００００Ｅ－０６ －．６４１３３７７６１３１５００００Ｅ－０６
１８ １１ ．１１９０１９０７４３４１００００Ｅ－０６ －．１４４４９９０６９９２１００００Ｅ－０５
１８ １２ ．１１６２２３８４７３５８００００Ｅ－０５ ．４６２０６５２５６４４８００００Ｅ－０６
１８ １３ －．７０２５３５４７２９２１００００Ｅ－０６ －．２５６５０７８４５０２０００００Ｅ－０６
１８ １４ －．１８１７８７６６０３８９００００Ｅ－０６ －．６２５２４９６０２３５９００００Ｅ－０６
１８ １５ －．８７２２６０６６３１４８００００Ｅ－０７ －．８５５２１８６５２６０９０００１Ｅ－０６
１８ １６ ．８７２４７４７５０７４２００００Ｅ－０６ －．９７５１５６５１２８２２００００Ｅ－０６
１８ １７ ．１０８１５９４９５８５８００００Ｅ－０５ －．４３３２２３７９６５３９００００Ｅ－０６
１８ １８ －．１３７３９５７２０５９３００００Ｅ－０６ －．１６８６６７４９４８９１００００Ｅ－０６
１９ １ －．４９６２９２８１０４７０００００Ｅ－０６ ．１９１７５３９７２７４７００００Ｅ－０６
１９ ２ ．３６５１２８６１８７５４００００Ｅ－０６ －．３６７３８６８９７６８５００００Ｅ－０６
１９ ３ －．８２４９８８６０３２８０００００Ｅ－０６ ．９８８５４６８２９９３２００００Ｅ－０６
１９ ４ －．８３３１４５６０６６５２００００Ｅ－０６ －．１０３７５３２３２６０６００００Ｅ－０５
１９ ５ －．３７１４２６７３７００４００００Ｅ－０７ ．１３２４７５６９５８５４００００Ｅ－０５
１９ ６ －．３６７９８６３５４３０７００００Ｅ－０７ ．３３４００６５００２８２００００Ｅ－０６
１９ ７ ．１１１２４６２４７０９６００００Ｅ－０５ ．３５３８１５３５９０４３００００Ｅ－０６
１９ ８ ．５１０４５１５０８７７６００００Ｅ－０６ ．５１９２５２６９７０８７００００Ｅ－０６
１９ ９ －．１２４１９２９０３２１８００００Ｅ－０６ ．６８０４５１２８８４７５０００１Ｅ－０７
１９ １０ －．７５１８３１００３７９５００００Ｅ－０６ ．２７８２９８２９７５３５００００Ｅ－０６
１９ １１ ．１５７６９７７９０３７０００００Ｅ－０６ －．１５１２２９４３００２７００００Ｅ－０６
１９ １２ ．１０１０５３２０３７０４００００Ｅ－０６ －．２５３９２１８５５６６４００００Ｅ－０６
１９ １３ ．３２３６７７８８３７６３００００Ｅ－０６ ．２２４１０５７４６８４６００００Ｅ－０５
１９ １４ －．５１０６２９５３２７５２００００Ｅ－０６ ．９１０３０１９２９８２７００００Ｅ－０６
１９ １５ ．２７０７７８６６９２７３００００Ｅ－０６ －．８２０８１４９５３９３５００００Ｅ－０６
１９ １６ －．９９３８８００６１７１６０００１Ｅ－０８ ．５４２８８７４４８０６５００００Ｅ－０６
１９ １７ －．９２４９８２１４６３８７００００Ｅ－０６ －．１０６１５５１２１１１７００００Ｅ－０５
１９ １８ ．１２９５０８７３００２６００００Ｅ－０５ －．１８０８４９０９８６９５００００Ｅ－０６
１９ １９ ．４７２０７１６６６３１２００００Ｅ－０６ ．３１９３３０１２８３８０００００Ｅ－０６
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２０ １ ．３８９４４４８７９１５４００００Ｅ－０７ －．４９２４６６２１５１６７００００Ｅ－０６
２０ ２ ．５３２０７８１３９３８９００００Ｅ－０６ －．９７２４３４３９２５０５００００Ｅ－０７
２０ ３ ．４７９５６７４９８９２１００００Ｅ－０６ －．１０１３８６２７３９０６００００Ｅ－０６
２０ ４ ．７９１１４２６８８９６５００００Ｅ－０６ －．５８２６４２２４８８４２００００Ｅ－０６
２０ ５ ．１０３２４７５９４９６４００００Ｅ－０６ －．４８０２３２２７１８７１００００Ｅ－０６
２０ ６ －．４９６７７０２４６１４５００００Ｅ－０６ ．６１５６９９３１７８９７００００Ｅ－０６
２０ ７ －．５９１７３３６９４２６５００００Ｅ－０６ －．５４４０１８６１０６２８００００Ｅ－０６
２０ ８ ．４３９４００５４５４５３００００Ｅ－０６ ．７４４０６２３６４９７３００００Ｅ－０７
２０ ９ －．８７４０１５５５４３４３００００Ｅ－０７ ．４５６１８３３７４９１０００００Ｅ－０６
２０ １０ ．２３６３６３２３９５６７００００Ｅ－０６ －．３５７７７４９８４０４３００００Ｅ－０６
２０ １１ ．１０７８４９８４１３２４００００Ｅ－０６ ．６７２４５０４０８６６５００００Ｅ－０６
２０ １２ ．４２３８１５２９３８２７００００Ｅ－０７ －．９９７９５４２７３８７７００００Ｅ－０６
２０ １３ ．７６４９６４６９３３０２００００Ｅ－０６ ．６５１００６３０９１４５００００Ｅ－０６
２０ １４ ．２５３２４２８３８３５９００００Ｅ－０６ －．１１９６０６４３３４０２００００Ｅ－０６
２０ １５ －．１５１４０３７１５８３０００００Ｅ－０６ －．３４８７１４３３３８６８００００Ｅ－０６
２０ １６ ．８９５８３３３２９９６６００００Ｅ－０６ ．５２７５２５０１８６４６００００Ｅ－０６
２０ １７ ．９６２５８８３３９７６５００００Ｅ－０６ －．１２４７０７６２４８８３００００Ｅ－０５
２０ １８ ．５３３４３６０４３１１８００００Ｅ－０６ －．６４６２３６６５９６５８００００Ｅ－０６
２０ １９ －．２９６０７８８０７１０７００００Ｅ－０６ ．５６２５７９０９２４１０００００Ｅ－０６
２０ ２０ ．２８９１７１４０６０３７００００Ｅ－０７ －．３８４５０５８９５１１８００００Ｅ－０６

ＬＰ７５Ｇ　ＧＭ＝４９０２．８００２６９ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －９．０９７５９７０５４２１００００Ｅ－００５ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
３ ０ －３．１８３５４２１０６８０００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
４ ０ ３．１７８９１１４７７２２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
５ ０ －２．５９８１２８６６５７０００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
６ ０ ３．８６２３６２２３７６９００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
７ ０ ５．６７３７３０３０３４２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
８ ０ ２．３５０８１８２４４３３００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
９ ０ －３．４５９６７７６１１８２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１０ ０ －１．１６２１８７５９５１７００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１１ ０ －１．１２２０６０２２５３６００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１２ ０ －１．９９３９４０５０８４４００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１３ ０ ５．３３５６７３６８２４９００００Ｅ－００８ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１４ ０ ６．５２９８９３９１３９６００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１５ ０ １．３７９４７２０１７３４００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１６ ０ ６．１４０３４５０５１６７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
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１７ ０ －７．３１６７６８２１１００００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１８ ０ －７．９６３５５５１９１０７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１９ ０ －１．７０８１８４０７１２９００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２０ ０ １．８８９７４６８６３０２００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２ １ －２．７８７４２４８６３１６００００Ｅ－００８ １．３４６５００３９４１０００００Ｅ－００８
２ ２ ３．４６９３８４６７５５８００００Ｅ－００５ ３．８７４５５７０９８７９００００Ｅ－００９
３ １ ２．６４０５５０２１９４３００００Ｅ－００５ ５．４３３７９８０７８１７００００Ｅ－００６
３ ２ １．４２５４８６４８２６０００００Ｅ－００５ ４．８７３２１０１４４１９００００Ｅ－００６
３ ３ １．２３１６６０８２５４６００００Ｅ－００５ －１．７６２２２１６１８１２００００Ｅ－００６
４ １ －５．９５７９５３９２６７６００００Ｅ－００６ １．５８０４１６４０８２１００００Ｅ－００６
４ ２ －７．１２６８５４２９３９４００００Ｅ－００６ －６．７０３７５０１６７０５００００Ｅ－００６
４ ３ －１．４２６１５９１５２８４００００Ｅ－００６ －１．３４１３０６９５５０１００００Ｅ－００５
４ ４ －６．０５８０５３５０１８１００００Ｅ－００６ ３．９３２３６０８８６９６００００Ｅ－００６
５ １ －９．７０６７２５２５１７７０００１Ｅ－００７ －４．０９２７５９２７９１１００００Ｅ－００６
５ ２ ４．３２７０８５１１５６７００００Ｅ－００６ １．１８０４８９１８４６２００００Ｅ－００６
５ ３ ４．７０４９２８１７８１０００００Ｅ－００７ ８．５８１５９２６２１１４００００Ｅ－００６
５ ４ ２．８６７１１８５９８８１００００Ｅ－００６ ５．４３６５３０６５１６２００００Ｅ－００９
５ ５ ３．１５３７９６２９３７２００００Ｅ－００６ －２．７３２３７９２４４８１００００Ｅ－００６
６ １ １．６０６７７０７８５９５００００Ｅ－００６ －２．６０９８３８７８２３３００００Ｅ－００６
６ ２ －４．４２８３６６９３３００００００Ｅ－００６ －２．２２４５６２３０７７９００００Ｅ－００６
６ ３ －３．１８１２７６６７２４９００００Ｅ－００６ －３．５９７４４３０１０９７００００Ｅ－００６
６ ４ ３．３８５２１４８６５４０００００Ｅ－００７ －３．８７７５１０７５９４６００００Ｅ－００６
６ ５ １．３２０６７１６４２８５００００Ｅ－００６ －１．０２６６３５８００４５００００Ｅ－００５
６ ６ －４．７２４５９９８３２８５００００Ｅ－００６ ７．１５８５２８５１４８６００００Ｅ－００６
７ １ ７．４０２３９４４９８４５００００Ｅ－００６ －７．３９１３５５６４０７６００００Ｅ－００８
７ ２ －７．８８６７５８６２６８９００００Ｅ－００７ ２．４６３３５５７８０２８００００Ｅ－００６
７ ３ ６．３１３５８６６８７９１００００Ｅ－００７ ２．４０２６３１６６４０１００００Ｅ－００６
７ ４ －１．０４１１１５２３４０４００００Ｅ－００６ ９．４３３１７５８６６００００００Ｅ－００７
７ ５ －１．９０４１１７７６３１４００００Ｅ－００７ ７．７４４４７３３７６１４９９９９Ｅ－００７
７ ６ －９．４１０７９６１６２４２００００Ｅ－００７ ９．６２７１０７２２６４５００００Ｅ－００７
７ ７ －１．７９８７３３６１２８１００００Ｅ－００６ －１．４９９６７３８９１９０００００Ｅ－００６
８ １ －１．２６３６６５５７４５２００００Ｅ－００７ １．２２４５８８８８５４３００００Ｅ－００６
８ ２ ３．０８０４１３６５０６０００００Ｅ－００６ １．７９５７７１３２４４８００００Ｅ－００６
８ ３ －１．７１６１４４３０９８９００００Ｅ－００６ ８．７１０７４８１３１１２００００Ｅ－００７
８ ４ ３．３７８２１８７９２５４００００Ｅ－００６ －６．４８８６９４７３８８４００００Ｅ－００７
８ ５ －１．０２８９８１５０１０２００００Ｅ－００６ ２．６９３９９５１１９９７００００Ｅ－００６
８ ６ －１．７１５９７３３３７３９００００Ｅ－００６ －１．６６６６６４６３７７２００００Ｅ－００６
８ ７ －１．５６７８７７２８４２９００００Ｅ－００６ ３．４６１８４７８９０７０００００Ｅ－００６
８ ８ －２．４９５６１６１４４０６００００Ｅ－００６ １．９５９０４７２７０７３００００Ｅ－００６

１１３　附录三　地球和月球引力场模型



９ １ １．８２７３４４３４４７９００００Ｅ－００６ －６．８６８３０６５４４８９００００Ｅ－００９
９ ２ ２．０４７２５８７５９１１００００Ｅ－００６ －１．５７４２８１５７８３２００００Ｅ－００６
９ ３ －２．０４５３６６５４３４９００００Ｅ－００６ ２．３８５５０１１６３００００００Ｅ－００６
９ ４ －２．０９５４３３４７６７５００００Ｅ－００６ －１．３２６３４７８３４４０００００Ｅ－００６
９ ５ －１．５７６１６７３４３３２００００Ｅ－００６ －３．２６３５４１８９５３４００００Ｅ－００６
９ ６ －２．２９３０５６５３３２２００００Ｅ－００６ －２．７０９２５２９２８６０００００Ｅ－００６
９ ７ －３．８１１４３３３２３８６００００Ｅ－００６ －７．７２１２４５９９７７７００００Ｅ－００７
９ ８ －１．３２２５５０３６７０２００００Ｅ－００６ －２．４８９３２５２８１４９００００Ｅ－００６
９ ９ －９．２６５３２３２８６４８００００Ｅ－００７ ２．６８００７６５３８７７００００Ｅ－００６
１０ １ ６．１１６２９２８１３１１００００Ｅ－００７ －８．６３０２１３９３１８６００００Ｅ－００７
１０ ２ ４．７０３８７６５１１６３００００Ｅ－００７ －１．９９７８５０６５９１７００００Ｅ－００７
１０ ３ ３．４６３２８８３１５０１００００Ｅ－００７ ８．８２５７６１２５１０３００００Ｅ－００７
１０ ４ －３．５５４７７１３９４７３００００Ｅ－００６ １．３６６１６５３９４５９００００Ｅ－００６
１０ ５ ９．９２７５４１９０１９１０００１Ｅ－００７ －４．２０８３９４３５２７４００００Ｅ－００７
１０ ６ －１．８３１９５０６９８４６００００Ｅ－００８ －２．５８１８９８８４６２６００００Ｅ－００６
１０ ７ －３．９４３６３３１６０４９００００Ｅ－００６ －１．３７００８７４４６１７００００Ｅ－００６
１０ ８ －３．７０２１７４３９４３２００００Ｅ－００６ ３．７２７４８４３０９７５００００Ｅ－００６
１０ ９ －４．６４３３０３５３２２６００００Ｅ－００６ ３．１１７７８２３２１５４００００Ｅ－００７
１０ １０ ９．３４８２１９８２１６７００００Ｅ－００７ －１．９３０２２４３５６７８００００Ｅ－００６
１１ １ ８．９４６５４７４３４７２００００Ｅ－００８ ５．３７１１６９８５７３１００００Ｅ－００７
１１ ２ １．０２５６６７８６３８１００００Ｅ－００６ －２．１３１１１１２４４０３００００Ｅ－００６
１１ ３ ２．４２７２４０９２２３０００００Ｅ－００７ ７．１１１４８６８８３０２００００Ｅ－００７
１１ ４ －８．７５２６５０２２８６４００００Ｅ－００７ １．９８５３３１６８１５０００００Ｅ－００６
１１ ５ ９．７３２２３０１３２４９００００Ｅ－００８ ２．８０１００３８１２５９００００Ｅ－００６
１１ ６ １．１７６６１６４７４５０００００Ｅ－００７ －１．２９３２９１０２８０３００００Ｅ－００６
１１ ７ －３．０１１６９２１９２５４００００Ｅ－００７ －２．０９２９２２４１３２２００００Ｅ－００６
１１ ８ －１．９４９０５２４７４１５００００Ｅ－００６ ２．７８８９７３３５１９５００００Ｅ－００７
１１ ９ －２．２０６２１４５６１９１００００Ｅ－００６ －７．９７７４４５７２８９６００００Ｅ－００７
１１ １０ －４．８５５７４８００８２１００００Ｅ－００６ －５．４８６５０７８９１６５００００Ｅ－００７
１１ １１ －２．８９６６８２１５９２６００００Ｅ－００６ －１．５４７５６９５２５１７００００Ｅ－００６
１２ １ －５．５０１３９８５５４１３００００Ｅ－００７ １．５３５８００２０５６７００００Ｅ－００６
１２ ２ －１．７１５７７０１０７４３００００Ｅ－００７ １．７１９４７８８０９８５００００Ｅ－００６
１２ ３ ５．２４６７２５９０４５１００００Ｅ－００７ －３．８２１８８１１１７６７００００Ｅ－００６
１２ ４ ９．５４２９２０９３９８７００００Ｅ－００７ －３．００７８９３５３２０４００００Ｅ－００７
１２ ５ －２．４５０２７３４４８５１００００Ｅ－００７ １．１２３０９８８１９７７００００Ｅ－００６
１２ ６ ９．８２９０８８１９０３６９９９９Ｅ－００７ ２．９４１９２０９３０５２００００Ｅ－００７
１２ ７ ２．６９９３１９９５８０３００００Ｅ－００６ －９．８５４５００４６８７９００００Ｅ－００７
１２ ８ ６．７８２９２０６２４２６００００Ｅ－００７ －３．２０５４８９３８４８５００００Ｅ－００６
１２ ９ －１．６９６６１８８１９２７００００Ｅ－００６ ２．５７０４７０４４６２０００００Ｅ－００７

２１３ 航天动力学引论　



１２ １０ －３．１２５０８５０２２６０００００Ｅ－００６ －１．６８６０９２９７７５５００００Ｅ－００７
１２ １１ －７．７８４１３３４６０８０００００Ｅ－００７ －９．８７１８１４２４０１１９９９９Ｅ－００９
１２ １２ ３．１０６６８９２２５４４００００Ｅ－００７ １．１０３７１６１２９６７００００Ｅ－００６
１３ １ １．４７７３５９７３７４５００００Ｅ－００６ ５．７６６１６８５６５０５００００Ｅ－００８
１３ ２ －３．４５１１１４３７６７６００００Ｅ－００６ ５．３６５３８０４８８９７００００Ｅ－００７
１３ ３ －４．６１９５２１８４７９１００００Ｅ－００７ －１．７３８６００６２４２７００００Ｅ－００６
１３ ４ １．１８７６０１１３４４３００００Ｅ－００６ －８．５０４９６２８２６０２００００Ｅ－００７
１３ ５ －１．２４１０５２４５２７３００００Ｅ－００６ ８．３１８５０７１７７１８００００Ｅ－００７
１３ ６ ２．２９０３５７６６８００００００Ｅ－００７ １．０８５８９５２０６３１００００Ｅ－００６
１３ ７ －４．６８２８２５４９６２０００００Ｅ－００８ －３．４８０６６５９４０９３００００Ｅ－００７
１３ ８ －９．９２６９７９３９３１５００００Ｅ－００７ －１．３０６７６０２０８７５００００Ｅ－００６
１３ ９ －４．１１４９７１４５６２７００００Ｅ－００７ １．６７８１１１５８５６１００００Ｅ－００６
１３ １０ －１．５２０２９６４１７６１００００Ｅ－００７ １．３９０９３２１７３８０００００Ｅ－００６
１３ １１ －１．３９４０２４３８３４３００００Ｅ－００６ －５．４４７８１７９２１８１００００Ｅ－００７
１３ １２ －７．１９６７２６９００８１００００Ｅ－００７ －１．７０１５１７９６８４７００００Ｅ－００６
１３ １３ ２．４３３６３１４２５５６００００Ｅ－００６ －２．５９２３８３７２０５９００００Ｅ－００６
１４ １ １．０６３９４９８５５３３００００Ｅ－００６ －６．７４２０２１３８１６９００００Ｅ－００７
１４ ２ １．５５９５１０５２６３８００００Ｅ－００７ ２．２０７１５５０６２５９００００Ｅ－００７
１４ ３ ６．０２７３７７９０９５１００００Ｅ－００７ ６．４１３１３６０７２３５００００Ｅ－００８
１４ ４ －２．４８７０７９３２４０９００００Ｅ－００７ －２．３５８９１０６１９３６００００Ｅ－００６
１４ ５ －１．３２５７０４６０９１９００００Ｅ－００６ ３．２４８６８０９７３０１００００Ｅ－００９
１４ ６ －７．４４２４４１８４７４３９９９９Ｅ－００７ ２．２６７０９２６５２９６００００Ｅ－００６
１４ ７ －７．２９２０９８０１０５６００００Ｅ－００７ １．５２３１５２５１３６８００００Ｅ－００６
１４ ８ ２．０４１９２７９３８４６００００Ｅ－００７ ３．０２６３８８３２００７００００Ｅ－００８
１４ ９ ９．０２９７７４３７９８５００００Ｅ－００７ －１．３８１２２５５７２４１００００Ｅ－００６
１４ １０ －６．９８１５７９４４６９９００００Ｅ－００７ －５．４９６７０５３７４１８９９９９Ｅ－００７
１４ １１ －２．４５５１０９４８０３０００００Ｅ－００６ １．０８３３９３３７１８２００００Ｅ－００６
１４ １２ －１．２３０７３７６３９５０００００Ｅ－００６ １．４３４１８３６３１１３００００Ｅ－００７
１４ １３ －３．２７０６６５４１２１８００００Ｅ－００７ －１．０３２５２０７７４７７００００Ｅ－００６
１４ １４ －４．７６３１６６０２４３９００００Ｅ－００７ １．０８６９７７９２０８１００００Ｅ－００６
１５ １ －９．７１３２７９０２５９４００００Ｅ－００７ ４．６４４２５８８２２２４００００Ｅ－００７
１５ ２ －４．６７４５３１４２９９５００００Ｅ－００７ ８．７０７１２０３８４３３００００Ｅ－００７
１５ ３ －１．１６４５８２２４１８１００００Ｅ－００６ －６．０８８００６１６６４９００００Ｅ－００７
１５ ４ －１．０１４２５３４９６１６００００Ｅ－００６ －１．３４９４７８３３１２９００００Ｅ－００６
１５ ５ －２．４２２３８９６２９５８００００Ｅ－００７ －１．０６１０３４８５６２６００００Ｅ－００６
１５ ６ ６．３４５０１０６７９４９００００Ｅ－００７ －４．９８９１８０１３４４２００００Ｅ－００７
１５ ７ １．４２７６６２２９８１５００００Ｅ－００６ ８．５５７５８５０２２１８００００Ｅ－００７
１５ ８ １．４８４８２１４０３１８００００Ｅ－００６ １．５４４４１２８２１９４００００Ｅ－００６
１５ ９ ２．４１０６３３９７４７７００００Ｅ－００８ －５．４７４１１８３６８９９００００Ｅ－００７

３１３　附录三　地球和月球引力场模型



１５ １０ －９．４５９２７４３３１５０００００Ｅ－００７ －４．９８４８３０８６９０９００００Ｅ－００８
１５ １１ －１．２１６６９７２２４９３００００Ｅ－００６ －５．６８４０７１８３２８４９９９９Ｅ－００７
１５ １２ －１．４１５２９２７１１５０００００Ｅ－００６ １．１７０８５１３５８０９００００Ｅ－００７
１５ １３ －６．７５０５２９５０８５８００００Ｅ－００７ ６．０００３６９２３２８０００００Ｅ－００８
１５ １４ １．０３９４６４２５１２２００００Ｅ－００６ ７．５０７８７５２４１７５００００Ｅ－００７
１５ １５ ３．２１７１２０９０１０６００００Ｅ－００７ ６．９０５８７８０５７９７００００Ｅ－００７
１６ １ －２．９６６７３７９０５８４００００Ｅ－００８ １．０１７３３２６４４５０００００Ｅ－００６
１６ ２ １．５２２３１９７７９３６００００Ｅ－００６ －３．１８１０３０６３０４３００００Ｅ－００７
１６ ３ １．６５３６４５８７３７１００００Ｅ－００７ ２．６３５５００４１９５１００００Ｅ－００７
１６ ４ ５．７４４３１９５９０９５００００Ｅ－００７ ３．３００７１３５２２９７００００Ｅ－００７
１６ ５ ８．２４５１９３１８３６９００００Ｅ－００７ －６．０３３１９６５１７７１００００Ｅ－００７
１６ ６ １．０１９２０９７６８２５００００Ｅ－００６ －５．５０３１８６１２０８２００００Ｅ－００７
１６ ７ －１．０８２３８６６４１５６００００Ｅ－００６ －４．４９５７４５６０３２８００００Ｅ－００７
１６ ８ －３．５２９２７８１７４５９００００Ｅ－００７ １．０６８３８２０２３２４００００Ｅ－００６
１６ ９ －９．２６８７５５５３４２８００００Ｅ－００７ －６．１７５８５７３８９３４００００Ｅ－００７
１６ １０ １．１７８５０７３２２６４００００Ｅ－００７ －３．８８１９７１１８３０９００００Ｅ－００７
１６ １１ ５．５４６１１３０８８２１００００Ｅ－００７ １．４５５０７５４４２２５００００Ｅ－００６
１６ １２ －１．８３４００５７５２３２００００Ｅ－００６ ３．２７４９６４９３５０７００００Ｅ－００７
１６ １３ －１．９８８７４７９３３７２００００Ｅ－００７ －３．２９６６５２８２４０７００００Ｅ－００７
１６ １４ －４．９６５５３１７３７８７００００Ｅ－００７ －３．７１２６５９８４５４０００００Ｅ－００８
１６ １５ －７．８８３３８２６０８０６００００Ｅ－００７ －１．３２６７６０２５０９６００００Ｅ－００６
１６ １６ －５．９３８６８９５７５０２００００Ｅ－００７ －７．８５８５３５１９５８１００００Ｅ－００７
１７ １ ２．１１６５５９２１８２１００００Ｅ－００７ －１．１９０５９１４７１３９００００Ｅ－００７
１７ ２ －３．５４９４８６８４６６１００００Ｅ－００７ －１．１１５６３５２７５８７００００Ｅ－００６
１７ ３ ５．１９７２０４１６３２０００００Ｅ－００８ －１．２１０９０９３０３４３００００Ｅ－００７
１７ ４ ８．８３６３６１５５１４９００００Ｅ－００７ ２．２４００８６５６３６３００００Ｅ－００６
１７ ５ １．０５５９００７９８７４００００Ｅ－００７ －５．１９５２３６０９７０８００００Ｅ－００７
１７ ６ ７．３６３１８５４７３４９００００Ｅ－００７ －１．２５１８２０２６３６３００００Ｅ－００６
１７ ７ －１．５２０７４６８８３９０００００Ｅ－００６ －１．８１３７１６１７５４２００００Ｅ－００６
１７ ８ ６．２８４６１３４０１８９００００Ｅ－００７ －６．０５１６７８０１４２５００００Ｅ－００７
１７ ９ ６．３５６５４２９０２１１００００Ｅ－００７ ６．６２６６０４１７６４２００００Ｅ－００７
１７ １０ ６．１９５３１４２７２３４００００Ｅ－００７ ６．２６０１８６８３６８２００００Ｅ－００７
１７ １１ １．２５３０９９７３４６１００００Ｅ－００６ ４．９３９０２１６７７２６００００Ｅ－００８
１７ １２ ９．９７９６７９５７８５６００００Ｅ－００８ －６．０４１３２００６６５３００００Ｅ－００７
１７ １３ ７．８４９８８２８６８２１００００Ｅ－００７ －４．９１３３９９４９９４４００００Ｅ－００８
１７ １４ ４．７７４１１９１１９０３００００Ｅ－００８ １．３１６９０７２５２０９００００Ｅ－０１１
１７ １５ －６．１７９４８３０５９８０００００Ｅ－００９ ６．６７３７８６７２０９１００００Ｅ－００８
１７ １６ ２．１３９９１７００３９３００００Ｅ－００７ ６．９８５５１３２４３０５００００Ｅ－００８
１７ １７ －７．３４０５６９３０１２３００００Ｅ－００７ １．３５１９２１６２２９４００００Ｅ－００６

４１３ 航天动力学引论　



１８ １ －２．９３９２３２８７７４６００００Ｅ－００７ －１．７９１９９２４４２２５００００Ｅ－００８
１８ ２ ３．６８１７１２７８７８９００００Ｅ－００９ －５．９２９３２３９２３１７００００Ｅ－００７
１８ ３ １．０８４６０４６４３７４００００Ｅ－００６ ４．６６３７０８０３５０９００００Ｅ－００７
１８ ４ －１．００６３１１３４４３８００００Ｅ－００６ ８．１５５９３３２２４１９００００Ｅ－００７
１８ ５ １．７１７１４２６５８８６００００Ｅ－００８ ５．５５９１４８３７８０５００００Ｅ－００８
１８ ６ －１．４０８６６４０７１７７００００Ｅ－００６ ４．９４６７７０５０６７４００００Ｅ－００７
１８ ７ －２．７５７２８７３３７３１００００Ｅ－００７ －１．１１４２７７３３２０９００００Ｅ－００６
１８ ８ ５．４６２１９６１７７７６００００Ｅ－００７ ６．０９８２７１６４５１４００００Ｅ－００７
１８ ９ －２．０３４１４１１７０９８００００Ｅ－００７ －５．０４６８１５０９８１７００００Ｅ－００７
１８ １０ １．６７２８３６０１７３３００００Ｅ－００７ －７．６２２６３８６００３０００００Ｅ－００８
１８ １１ ４．３５０３３７２４３８８００００Ｅ－００８ －１．５２６１１９６９５２７００００Ｅ－００６
１８ １２ ７．７７４２０９１１６９９００００Ｅ－００７ ２．４０８９２９７１６５３００００Ｅ－００７
１８ １３ －４．０２６８９００５１４４００００Ｅ－００７ ６．００４９２８７９１０５００００Ｅ－００７
１８ １４ －８．７１３３３６０３６３５００００Ｅ－００７ －９．１５１２８０３１３２４００００Ｅ－００７
１８ １５ ８．７３９２２３６１１６０００００Ｅ－００７ －４．０２１８４４５５９１６００００Ｅ－００７
１８ １６ ５．１４５６１０４０３１９００００Ｅ－００７ －９．７７５４１５６３１２００００１Ｅ－００７
１８ １７ ７．１２２５４９２００４６００００Ｅ－００７ －７．３７５３５７７０２７０００００Ｅ－００７
１８ １８ １．３６４２９８２３８９１００００Ｅ－００７ －１．４７８９７４１０６０２００００Ｅ－００７
１９ １ －４．２６５４１３２２５５１００００Ｅ－００７ －２．０４１４０３９４３８０００００Ｅ－００８
１９ ２ ７．０１０９９２５１９１８００００Ｅ－００７ －５．５８０９８９４９２４６００００Ｅ－００７
１９ ３ －８．７６１２２２２３４６０００００Ｅ－００７ １．０４８１９８４５２３６００００Ｅ－００６
１９ ４ －９．９８９７６９３２０８７０００１Ｅ－００７ －８．９７２０５７２７６１９００００Ｅ－００７
１９ ５ －３．２９２１５１５１８３６００００Ｅ－００８ １．６３６３３４１３６９４００００Ｅ－００６
１９ ６ －４．０１１０７２１０９２０００００Ｅ－００７ ２．９５０８５７５４６５７００００Ｅ－００７
１９ ７ ７．７３８２１０２１２４４００００Ｅ－００７ ８．３０９８１８０２４１２００００Ｅ－００７
１９ ８ ７．１８４９８５５９５６５００００Ｅ－００７ ７．４８０７８２３１５７０００００Ｅ－００７
１９ ９ －９．１３４６９４１４５０１００００Ｅ－００８ －７．５７１６９２５０２９９００００Ｅ－００７
１９ １０ －１．８９１９２４９２５９４００００Ｅ－００７ －２．７１８３５４９８１４７００００Ｅ－００７
１９ １１ ８．０４４９５５０２２１９０００１Ｅ－００８ －３．１１３６３５９２４５９００００Ｅ－００７
１９ １２ ５．０７５８８０８３５９７００００Ｅ－００７ ７．１６３９６９５７１３６００００Ｅ－００８
１９ １３ ７．０９０９６４０８６３８００００Ｅ－００７ １．９７３５２４９１７８５００００Ｅ－００６
１９ １４ －８．９４６８８３１１３０９００００Ｅ－００７ ６．６９０７５６３７１５６９９９９Ｅ－００８
１９ １５ ８．９３０５０３５２２８９００００Ｅ－００７ －４．４１０８９６０５４１０００００Ｅ－００７
１９ １６ －７．６０７９０６５７５７５００００Ｅ－００７ －１．５９６１８２２８８６２００００Ｅ－００７
１９ １７ －３．５６３９７６６８５４６００００Ｅ－００７ －１．１２１３１４８８８９９００００Ｅ－００６
１９ １８ １．５１８４７１７９０６９００００Ｅ－００６ １．３１５９６１８８５１５００００Ｅ－００７
１９ １９ ３．１７８４４１０９０５０００００Ｅ－００７ ２．４０１２８９７３３０６００００Ｅ－００７
２０ １ －１．５９６３６３３５５０５００００Ｅ－００７ －６．２０５１０５１０３５５００００Ｅ－００７
２０ ２ ８．８７７０９３５２８５５００００Ｅ－００７ ４．１１７２６６３９７１９００００Ｅ－００７
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２０ ３ ２．７８１３４１３８６７８００００Ｅ－００７ ５．５３８７９０７７７９８００００Ｅ－０１０
２０ ４ ５．３８５７９６４７１５０００００Ｅ－００７ －６．５３０３１１９９８３２００００Ｅ－００７
２０ ５ ２．９６２９０４６３８６５００００Ｅ－００７ －５．２５０８８４４０８６７００００Ｅ－００７
２０ ６ －３．６６０３１６８０２１２００００Ｅ－００７ ２．１８１９５６９０８４２００００Ｅ－００７
２０ ７ －１．８７１９６１１９６０３００００Ｅ－００７ －６．５８０６５６００７３９００００Ｅ－００７
２０ ８ ６．８２３４２７６８６４５００００Ｅ－００７ －２．３５３０１３５２１３６００００Ｅ－００７
２０ ９ －４．０５８６１２９９７７９００００Ｅ－００７ ３．９７１４３８２６４７１００００Ｅ－００７
２０ １０ ３．８８４９８１４３４９１００００Ｅ－００７ ３．１２９９３４７４７４０００００Ｅ－００７
２０ １１ －１．４３９０９５０３８７０００００Ｅ－００７ １．０７８６４２２３２２１００００Ｅ－００６
２０ １２ １．５８９２２８７１８７４００００Ｅ－００７ －１．１８６３８８３７８９３００００Ｅ－００６
２０ １３ ２．４８４２７３５９９２９００００Ｅ－００８ ２．４８０１０６２５４１３００００Ｅ－００７
２０ １４ －４．３８５０８６０５８２１００００Ｅ－００８ ４．４２１０６７１４７５６００００Ｅ－００７
２０ １５ ３．５０３０１０７０８８６００００Ｅ－００７ ２．６３５０２１１５２７０００００Ｅ－００７
２０ １６ ４．６６５４７５６３７１６００００Ｅ－００７ ９．２１７０７７１１７４７９９９９Ｅ－００８
２０ １７ １．３３５４０１９９６８２００００Ｅ－００６ －４．５７３３６９４３６０２００００Ｅ－００７
２０ １８ －６．９３８８４５１５７０８００００Ｅ－００８ －６．２６１９９３５６６８６００００Ｅ－００７
２０ １９ －４．６５２０８５４９８２０００００Ｅ－００７ ２．５９５６５４９１３５６００００Ｅ－００７
２０ ２０ ５．４０９５４５７３５５６００００Ｅ－００８ －２．１２２７０９２５５１１００００Ｅ－００７
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书书书

§４．４　中心天体非球形引力摄动（Ⅱ）———主要
田谐项摄动

　　主要带谐项（Ｊ２ 项）反映天体的扁球形（两极扁，赤道隆起），而主要田
谐项（Ｊ２，２项）则反映天体赤道是椭圆状，该项对２４ｈ地球同步卫星轨道的影

响非常显著．

１．Ｊ２，２项摄动函数

在标准单位系统中，仅考虑ｌ＝ｍ＝２这一项，由（４．６９）式给出相应的
摄动函数为

Ｒ２，２ ＝Ｊ２，２

ｒ３ Ｐ２，２（ｓｉｎφ）ｃｏｓ２λ， （４．１９３）

有

Ｊ２，２ ＝ （Ｃ２
２，２＋Ｓ２

２，２）１／２

λ＝λＧ －λ２，２

ｔａｎ２λ２，２ ＝Ｓ２，２／Ｃ２，

烅

烄

烆 ２

． （４．１９４）

注意，这里Ｊ２，２的符号与我们过去的有关工作中采用的Ｊ２，２正好相反．显

然，由（４．１９３）式表达的摄动函数对λ而言是对称的，即

Ｒ２，２（＋λ）＝Ｒ２，２（－λ）．
这里λ是从λ＝λ２，２的赤道“对称轴”（即赤道长轴）方向起量的经度．根据Ｐ
（μ）的定义，Ｒ２，２可写成下列形式：

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

ｒ３ ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ． （４．１９５）

图４．１　两种坐标系之间的关系

现在将Ｒ２，２表示为轨道根数的形式．这将
涉及到地固坐标系与历元平赤道地心系

（或轨道坐标系）之间的转换问题（见第一
章 §１．１），但对于一般问题可不考虑赤道
的变化．在这种情况下，可由图４．１来表
示两坐标系之间的关系．图中ｘ是“对称
轴”方向，因此有

１



λ＝Ωｅ＋θ
Ωｅ ＝ （Ω－Ｓ２，２）－ｎｅ（ｔ－ｔ０
｛ ）

，

（４．１９６）
其中Ｓ２，２是历元ｔ０ 时“对称轴”方向的地方恒星时，ｎｅ是地球自转角速

度．由球面三角公式

ｃｏｓφｃｏｓθ＝ｃｏｓｕ，ｃｏｓφｓｉｎθ＝ｓｉｎｕｃｏｓｉ，

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｕｓｉｎｉ
得出

ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ＝ｃｏｓ２

φ（ｃｏｓ２θｃｏｓ２Ωｅ－ｓｉｎ２θｓｉｎ２Ωｅ）

＝ １
４

（１＋ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ＋２Ωｅ）＋

１
４

（１－ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ－２Ωｅ）＋１
２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２Ωｅ，

其中ｕ＝ｆ＋ω．将此式代入（４．１９５）式得

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

４ａ３
ａ（ ）ｒ

３
［（１＋ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ＋２Ωｅ）＋

（１－ｃｏｓｉ）２ｃｏｓ（２ｕ－２Ωｅ）＋２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２Ωｅ］．
（４．１９７）

这就是主要田谐项摄动函数的根数形式，它与带谐项摄动函数有显著差别，
即显含时间ｔ，这在§４．２中已提过．
由于摄动函数显含ｔ，又与真近点角ｆ分不开，这给积分造成了困难，

必须将 ａ（ ）ｒ
和ｆ等量展成平近点角Ｍ 的三角级数，相应的摄动解对偏心

率ｅ将是不“封闭”的．利用第二章§２．２中给出的结果Ｒ２，２中出现的

ａ（ ）ｒ
３
，ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ｆ和 ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ展成Ｍ 的三角级数，取到ｅ２ 项的形式为

ａ（ ）ｒ
３

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋３ｅｃｏｓＭ＋９

２ｅ
２ｃｏｓ２Ｍ＋… ， （４．１９８）

ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓ２ｆ＝－ｅ
２ｃｏｓＭ＋ １－５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２Ｍ＋７
２ｅｃｏｓ３Ｍ＋

１７
２ｅ

２ｃｏｓ４Ｍ＋…， （４．１９９）

ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ２ｆ＝－ｅ
２ｓｉｎＭ＋ １－５

２ｅ（ ）２ ｓｉｎ２Ｍ＋７
２ｅｓｉｎ３Ｍ＋

１７
２ｅ

２ｓｉｎ４Ｍ＋…， （４．２００）

２



将此式代入（４．１９７）式得

Ｒ２，２ ＝３Ｊ２，２

４ａ３ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

ｅ １
２ｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－７

２ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ））－

ｅ２ ５
２ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－１７

２ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ １
２ｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－７

２ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ（ ））－

ｅ２ ５
２ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－１７

２ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ（ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ｉ １＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２Ωｅ［ ＋

３
２ｅ

　ｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ
（ ））＋

９
４ｅ

２ 　ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋ｃｏｓ（２Ｍ－２Ωｅ
（ ）］｝） ＋Ｏ（ｅ３Ｊ２，２）．

（４．２０１）

不难看出，Ｒ２，２包含的全是短周期项，只有一项的周期稍长些，即ｃｏｓ２Ωｅ，

其周期为半天．因此，Ｊ２，２项对卫星轨道的影响基本上具有短周期性质，将

Ｒ２，２代入摄动运动方程（３．７５）式即得右函数ｆ２ｓ．

２．Ｊ２，２项的摄动解

仅Ｊ２，２一项产生的摄动解应为

б（２）
Ｓ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎ
ａ
ａ（２）

Ｓ ＋ｆ［ ］２Ｓ
σ
ｄｔ，

考虑到实际情况和分析问题时的需要，解保留到Ｏ（ｅ）项就够了．积分后得

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

２ａ
（１＋ｃｏｓｉ）２ １

１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）［｛ －

ｅ（２
１

１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７
１－２α／３ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ）２ １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ（２
１

１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－ ７
１－２α／３ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－

３



２Ωｅ ）］） ＋２ｓｉｎ２ｉ ３ｅ（ ）２
１

１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １
１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ ］［ ｝） ，

（４．２０２）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ （１＋ｃｏｓｉ）２ １
２

１
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（［｛ ）＋

７
３（１－２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ））＋

ｅ
２ － ｅ

１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）（ ＋

１７
２（１－α／２）ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）［２ （１
２

１
１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）＋

７
３（１＋２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ））＋

ｅ（２ － １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）＋

１７
２（１＋α／２）ｃｏｓ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ｉ ３
２

１
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ（ ））［ ＋

９
４ｅ

１
１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋αｃｏｓ（２Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ，

（４．２０３）

　ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ ｓｉｎｉ －（１＋ｃｏｓｉ） １
１－αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

（ｅ １
１－２αｃｏｓ （Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７

３（１－２α／３）ｃｏｓ （３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ ［） １
１＋αｃｏｓ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

（ｅ １
１＋２αｃｏｓ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

７
３（１＋２α／３）ｃｏｓ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ［＋２ １

αｃｏｓ（２Ωｅ）－

３（ｅ １
１－２αｃｏｓ（Ｍ＋２Ωｅ）－ １

１＋２αｃｏｓ（Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ， （４．２０４）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ －（１＋ｃｏｓｉ） １
１－αｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ［｛ ）－

４



（ｅ １
１－２αｓｉｎ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－ ７

３（１－２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω＋

２Ωｅ ）］） ＋（１－ｃｏｓｉ） １
１＋αｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

（ｅ １
１＋２αｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－ ７

３（１＋２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－

２Ωｅ ）］） －２ｃｏｓ ［ｉ １
ａｓｉｎ（２Ωｅ）－

３ｅ １
１－２αｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）＋ １

１＋２αｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ（ ）］｝） ．（４．２０５）

ω（２）
Ｓ （ｔ）＝［ω（２）

ｓ （ｔ）］１＋［ω（２）
Ｓ （ｔ）］２． （４．２０６）

其中

［ω（２）
Ｓ （ｔ）］１ ＝－ｃｏｓΩ（２）

Ｓ （ｔ），

［Ω（２）
Ｓ （ｔ）］２ ＝３（Ｊ２，２）

４ａ２
１（ ）｛ｅ －（１＋ｃｏｓｉ）［２ （１

２
１

１－２α
ｓｉｎ（Ｍ＋

２ω＋２Ωｅ）－ ７
３（１－２α／３）ｓｉｎ （３Ｍ ＋２ω ＋２Ωｅ ）） ＋

ｅ ５
２（１－α）ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）－

１７
４（１－α／２）ｓｉｎ（４Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） －

（１－ｃｏｓｉ）［２ （１
２

１
１＋２α

ｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

７
３（１＋２α／３）ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）） ＋

（ｅ ５
２（１＋α）ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）－

１７
４（１＋α／２）ｓｉｎ（４Ｍ＋２ω－２Ωｅ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ ［ｉ （３
２

１
１－２α

ｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）＋

１
１＋２α

ｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ ）） ＋

９
４ （ｅ －２

３ａｓｉｎ２Ωｅ＋ １
１－α

ｓｉｎ（２Ｍ＋２Ωｅ）＋

１
１＋α

ｓｉｎ（２Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ，

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝－［ω（２）

Ｓ （ｔ）］２＋
９（Ｊ２，２）
４ａ ｛２ （１＋ｃｏｓｉ）［２ １

１－α
（１－

５



１
２（１－α ）） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）－

ｅ １
１－２α１－ １

２（１－２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２ω＋２Ωｅ（ ）－

７
３（１－２α／３） １－ １

２（１－２α／３（ ）） ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω＋２Ωｅ ）］） ＋

（１－ｃｏｓｉ）２ １
１＋α１－ １

２（１＋α（ ）） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω－２Ωｅ）［ －

ｅ １
１＋２α１－ １

２（１＋２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２ω－２Ωｅ）（ －

７
３（１＋２α／３） １－ １

２（１＋２α／３（ ）） ｓｉｎ（３Ｍ＋２ω－２Ω２，２ ）］） ＋

２ｓｉｎ２ ［ｉ －１
αｓｉｎ（２Ωｅ）＋

３ｅ １
１－２α１－ １

２（１－２α（ ）） ｓｉｎ（Ｍ＋２Ωｅ）（ ＋

１
１＋２α１－ １

１＋２（ ）α ｓｉｎ（Ｍ－２Ωｅ ）］｝） ． （４．２０７）

以上各式中的α为“速度”比：

α＝ｎｅ／ｎ， （４．２０８）

即地球自转角速度ｎｅ与卫星平运动角速度ｎ之比．各式中出现的根数应为
平均根数．
从积分结果（４．２０２）～（４．２０７）式可以看出，对于低轨卫星，Ｊ２，２项摄动

只是二阶短周期的，但有一项１
αｓｉｎ２Ωｅ（或１αｃｏｓ２Ωｅ）例外．因α≈０．１，该

项要比二阶小量大一个量级，且周期稍长些，在某些人造卫星工作中还是应
该考虑这一项的．对于高轨卫星，特别是２４ｈ地球同步卫星，Ｊ２，２项的摄动影

响将是显著的，下面予以讨论．

３．通约问题和２４ｈ卫星

从上述σ（２）
ｓ （ｔ）的表达式可以看出，当１－２α，１－α，１－２α／３，１－α／２四

个因子中有一个为零，解就不能用，相应地有ｎ
ｎｅ

＝２，１，２／３，１／２，这对应于

１２ｈ，２４ｈ，３６ｈ，４８ｈ卫星，它们的平运动角速度与地球自转角速度成简单整数
比，此即通约问题．与§４．３中的ｉ＝ｉｃ（临界倾角）问题类似，也是一种奇点

（通约奇点）．当ｎ／ｎｅ接近２，１，２／３，１／２时，１－２α，１－α，１－２α／３，１－α／２的

６



量级可达到１０－３（即Ｊ２的量级），出现小分母，二阶短周期项σ（２）
Ｓ （ｔ）的表达

式（４．２０２）～（４．２０７）式中相应的项（即通约项）将转化为一阶长周期项σ（１）
ｌ

（ｔ）．因此，Ｊ２，２对１２ｈ，２４ｈ，３６ｈ，４８ｈ卫星轨道的影响就比较显著，特别是２４ｈ

卫星，因其通约项前面无ｅ因子．下面具体给出Ｊ２，２项对这种卫星轨道的长

周期摄动解．
考虑α＝ｎｅ／ｎ＝１的通约项，由（４．２０１）式立即可得２４ｈ卫星通约项对应

的摄动函数：

Ｒ２，２ ＝３（Ｊ２，２）
４ａ ｛３ （１＋ｃｏｓｉ）２ １－５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）＋

２ｓｉｎ２ｉ ９
４ｅ（ ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ ｝） （４．２０９）

将这一Ｒ２，２带入摄动运动方程（３．７５）式，即得相应的右函数ｆ２ｌ（Ｊ２，２）．
由（４．３８）式得出

σ（１）
ｌ （ｔ）＝∫

ｔ

δｎ
（ ）ａ ａ（２）

ｌ ＋∑
ｊ

ｆ１ｃ

σｊ
（σ（１）

ｌ ）ｊ＋ｆ２ｌ（Ｊ２，２［ ］）
σ

ｄｔ

．

（４．２１０）
另外，由于ａ（１）

ｌ （ｔ）≠０，因此对Ｍ 还应有一项，即

∫ｔ ｎ
ａａ

（１）［ ］ｌ
σ

ｄｔ
，

该项积分后变成零阶长周期项，方法失效．因此，对于通约问题，与带谐项摄
动中的临界角问题一样，不能简单地采用平均根数法，必须加以改进．如拟
平均根数法［３，４］，上述各间接部分

ｎ
ａ

（ａ（１）
ｌ ＋ａ（２）

ｌ ），∑
ｊ

ｆ１ｃ

σｊ
（σ（１）

ｌ ）ｊ

都不出现．故这里对六个根数只计算直接部分，即

σ（１）
ｌ （ｔ）＝∫ｔ［ｆ２ｌ（Ｊ２，２）］σｄｔ． （４．２１１）

对于２４ｈ卫星，通常是近圆轨道ｅ≈０．因此，即使是一阶长周期项，也只
要保留到Ｏ（ｅ）项就够了，由此积分后得

ａ（１）
ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

２ａ ｎ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１２）

ｅ（１）
ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

８ａ２ ｎｅ －（１＋ｃｏｓｉ）２ ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ）＋

９ｓｉｎ２ｉ ｃｏｓ（２Ｍ＋２Ωｅ）
（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋Ｍ１

］）， （４．２１３）

７



ｉ（１）
ｌ （ｔ）＝３（－Ｊ２，２）

４ａ２ ｎｓｉｎｉ －（１＋ｃｏｓｉ） ｃｏｓ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１４）

Ω（１）
ｌ （ｔ）＝３（Ｊ２，２）

４ａ２ ｎ －（１＋ｃｏｓｉ） ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］），

（４．２１５）

ω（１）
ｌ （ｔ）＝ ［ω（１）

ｌ （ｔ）］１＋［ω（１）
ｌ （ｔ）］２． （４．２１６）

其中

［ω（１）
ｌ （ｔ）］１＝－ｃｏｓｉΩ（１）

ｌ （ｔ），

［ω（１）
ｌ （ｔ）］２＝

３（Ｊ２，２）
４ａ２ ｎ －５

２
（１＋ｃｏｓｉ）２ ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）

（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１）［ ＋

９
２ｓｉｎ２ｉ ｓｉｎ（２Ｍ＋２Ωｅ）

（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋Ｍ１
］），

Ｍ（１）
ｌ （ｔ）＝９（Ｊ２，２）

４ａ２ ｎ （１＋ｃｏｓｉ）２ ｓｉｎ（２Ｍ＋２ω＋２Ωｅ）
（ｎ－ｎｅ）＋（Ω１＋ω１＋Ｍ１

［ ］）－

［ω（１）
ｌ （ｔ）］２． （４．２１７）

上述各式右端出现的根数均为平均根数σ，有σ（ｔ）＝σ０＋σ１（ｔ－ｔ０），其中

Ω１，ω１ 和Ｍ１ 的计算公式已在§４．３中给出，见（４．１１７）～（４．１１９）式．

４．一点注解

上述结果是针对地球卫星的，地球自转较快，（４．２０８）式定义的速度比

α不是太小．但对于慢自转天体，如金星与月球，相应的α值很小，中心天体
自转项ｎｅｔ将以慢变量出现在田谐项摄动函数Ｒ２，２（或一般项Ｒｌ，ｍ）中，与卫
星运动的慢变量Ω，ω相当．那么，在构造摄动解时，就不需要将摄动函数展
成平近点角Ｍ 的三角级数，相应的摄动解对偏心率ｅ仍是封闭的．关于如
何构造金星轨道器和环月卫星的摄动分析解，请见参考文献［８］和［９］．

§４．５　带谐项（Ｊｌ，ｌ≥３）摄动解的一般形式

在标准单位系统中，由（４．６８）式给出一般带谐项（Ｊｌ，ｌ≥３）摄动函数的
轨道根数表达形式如下［５］：

Ｒｌ ＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δ２［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

８



（１－δ１） ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋δ１
ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ｕ ．

（４．２１８）

式中ｕ＝ｆ＋ω，符号δ１ 和δ２ 的定义如下：

δ１ ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，　ｌ奇

０，　ｌ｛ 偶
， （４．２１９）

δ２ ＝
０，　１－２ｐ＝０
０，　ｌ－２ｐ≠｛ ０

． （４．２２０）

用求平均值的方法即可将Ｒｌ分解成长期、长周期和短周期三个部分，
即

（Ｒｌ）ｃ ＝ ∑
ｌ（２）≥４

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

ｌ＋２ｑ［ ×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ ］ｑ Ｋｌ＋１（ｅ）， （４．２２１）

（Ｒｌ）ｌ ＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）（１－δ１）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δ１ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ω ，

（４．２２２）

（Ｒｌ）Ｓ ＝Ｒｌ－［（Ｒｌ）ｃ＋（Ｒｌ）ｌ］． （４．２２３）
其中

Ｋｌ＋１ ＝ ａ（ ）ｒ ｌ＋１

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）＝ ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）
烅

烄

烆 ｆ
（４．２２４）

这两个平均值的具体形式将在下面给出．
按平均根数法即可导出带谐项摄动的二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０），一阶长周

期项σ（１）
ｌ （ｔ）和轨道半长径ａ的二阶短周期项ａ（２）

Ｓ （ｔ），下面分别给出．

１．σ２

ａ２＝０，ｅ２＝０，ｉ２＝０， （４．２２５）

９



Ω２ ＝ｎｃｏｓｉ ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

×

２ｑ
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
（ｓｉｎｉ）（２ｑ－２）Ｋ１（ｅ） （４．２２６）

ω２ ＝－ｃｏｓｉΩ２＋

ｎ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ｑ×

（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ［ ］）， （４．２２７）

Ｍ２ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω２＋ｃｏｓｉΩ２）＋

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

２（ｌ＋１）×

ｌ
ｌ／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ（ ）ｌ
２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）２ｑＫ１（ｅ）． （４．２２８）

其中

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０

ｌ－１（ ）α
α

α／（ ）２ （ ）１
２

α

ｅα

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２

ｌ－１（ ）α
α

α／（ ）２α（ ）１
２

α

ｅα－

烅

烄

烆
２

（４．２２９）

上述各式中出现的根数ａ，ｅ，ｉ及ｎ，ｐ０均为ａ０，ｅ０，ｉ０和ｎ＝ａ－３／２
０ ，ｐ０＝ａ０

（１－ｅ２
０）．

２．σ（１）
ｌ （ｔ）

直接部分如下：

ａ（１）
ｌ （ｔ）＝０， （４．２３０）

ｅ（１）
ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎｉ）ｉ（１）
ｌ （ｔ（ ）×

＝－（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］）

１
ｅＫ３（ｅ）Ｉ（ω）， （４．２３１）

０１



ｉ（１）
ｌ （ｔ）＝ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ－１ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）， （４．２３２）

Ω（１）
ｌ （ｔ）＝ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

（ｌ－２ｐ＋２ｑ［ ）×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ－２ ］） Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３３）

ω（１）
ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

ｌ （ｔ）＋

∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

　（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ［ ］）Ｈ（ω）， （４．２３４）

Ｍ（１）
ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　ω（１）

ｌ （ｔ）＋ｃｏｓｉΩ（１）
ｌ （ｔ［ ］）＋

１－ｅ槡 ２ ∑
ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１

∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

２（ｌ＋１）［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］）

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）． （４．２３５）
对Ω，ω，Ｍ 还有间接部分，公式如下：

Ω（１）
ｌ ＝ ５ｃｏｓｉ

（２－５ｓｉｎ２ｉ／２）∑ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１

∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×
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Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３７）

Ω（１）
ｌ ＝

（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）
（２－５ｓｉｎ２ｉ／２）∑ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

×

∑
１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１
∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１［
）

×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （４．２３７）

Ｍ（１）
ｌ ＝－３ １－ｅ槡 ２ ∑

ｌ≥３

－Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

１
２

（ｌ－２＋δ１）

ｐ＝１

∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ１）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－１）

［ ×

ｌ
ｐ－（ ）ｑ

２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ
ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ ］） ×

Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）． （４．２３８）
上述各式中有关量由下列各式表达：

Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝ｌ－２ｐ

ｌ－１（ ）α
α

（α－ｌ＋２ｐ）／（ ）２ （ ）１
２

α

ｅα

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝ｌ－２ｐ

ｌ－１（ ）α
α

（α－ｌ＋２ｐ）／（ ）２ α（ ）１
２

α

ｅα
烅

烄

烆
－２

（４．２３９）

Ｉ（ω）＝ ｎ
ω（ ）１

（１－δ１）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δ１ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）［ ］ω

Ｈ（ω）＝ ｎ
ω（ ）１

（１－δ１） １
ｌ－２ｐｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω－δ１

１
（ｌ－２ｐ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）［ ］ω

烅

烄

烆 ．

（４．２４０）

上述各式中出现的根数除ａ，ｅ，ｉ及ｎ，ｐ０与σ２中相同外，ω亦为平均根数ω
（ｔ），相应的ω１ 是其一阶长期项的变率，见（４．１１８）式．

３．ａ（２）
ｓ （ｔ）中的Ｊｌ部分

由摄动运动方程ｄａ／ｄｔ的表达式和（Ｒｌ）ｓ的特征，不难给出ａ（ｔ）
ｓ ，如下：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝ ２

ｎ２ａＲ２ｓ＝２ａ２（Ｒｌ）ｓ． （４．２４１）

（Ｒｌ）ｓ 的表达式前面已给出，见（４．２２３）式，涉及到的两个平均值

Ｋｌ＋１（ｅ）和Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）由下式表达：
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Ｋｌ＋１（ｅ）＝（１－ｅ２）－ ｌ－（ ）１
２ Ｋ１（ｅ）

Ｋｐ
ｌ＋１（ｅ）＝δ３（１－ｅ２）－ ｌ－（ ）１

２ Ｋ３（ｅ
烅
烄

烆 ），
（４．２４２）

其中

δ３＝
０，　ｐ＝０
１，　ｐ≠｛ ０

（４．２４３）

§４．６　田谐项（Ｊｌ，ｍ，ｌ≥２，ｍ＝１～ｌ）摄动解的一
般形式

　　利用线性变换的方法，可将球谐函数Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）ｃｏｓλＧ 和Ｐｌｍ （ｓｉｎφ）

ｓｉｎλＧ表示成轨道根数ｕ＝ｆ＋ω和 Ω的三角函数的线性组合［１０］，从而将
（４．６６）式给出的田谐项摄动函数ΔＶ２ 写成下列形式：

Ｒｌｍ ＝ＧＭ
ａ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１

ａｅ（ ）ａ

ｌ

Ｆｌｍｐ（ｉ）
ａ（ ）ｒ

（ｌ＋１）

（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳ［ ］｛ ｌｍ ｃｏｓ （１－２ｐ）ｕ＋ｍ（Ω－ＳＧ（ ））＋
（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣ［ ］ｌｍ ｓｉｎ （ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍ（Ω－ＳＧ（ ）｝） ．

（４．２４４）
其中倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）后面将具体给出，而符号δｍ 定义如下：

δｍ ＝ １
２

［１－（－１）ｌ－ ］ｍ ． （４．２４５）

进一步将其中的 ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ和 ａ（ ）ｒ ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ｕ展成平近点角

Ｍ 的三角级数，最终将Ｒｌｍ的形式表达如下：

Ｒｌｍ ＝ＧＭ
ａ ∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝１
∑
ｌ

ｐ＝０

ａｅ（ ）ａ

ｌ

Ｆｌｍｐ（ｉ）∑
∞

ｑ＝－∞
Ｇｌｐｑ（ｅ）Ｓｌｍｐｑ（Ｍ，ω，Ω；ＳＧ）．

（４．２４６）
其中

Ｓｌｍｐｑ ＝ （１－δｌｍ）Ｃｌｍ －δｌｍＳ［ ］ｌｍ ｃｏｓψｌｍｐｑ ＋
（１－δｌｍ）Ｓｌｍ ＋δｌｍＣ［ ］ｌｍ ｓｉｎψｌｍｐｑ， （４．２４７）

ψｌｍｐｑ ＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ＋（ｌ－２ｐ）ω＋ｍ（Ω－ＳＧ）， （４．２４８）

Ｇｌｐｑ（ｅ）＝Ｘ－（ｌ＋１），（ｌ－２ｐ）
（ｌ－２ｐ＋ｑ） （ｅ）． （４．２４９）

（４．２４９）式右端即第二章§２．２中给出的汉森系数．
与Ｊ２，２一样，对于地球卫星，田谐项摄动均为短周期效应，包括地球自

转效应．相应的短周期项记为σ（２）
ｓ （ｔ），有
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σｓ
（２）（ｔ）＝∑

Ｌ≥２
∑
ｌ

ｍ＝１
∑
ｌ

ｐ＝０
∑
∞

ｑ＝－∞
Δσｌｍｐｑ

Δσｌｍｐｑ＝
Ｃσ

ｌｍｐｑＳｌｍｐｑ，　对ａ，ｅ，ｉ
Ｃσ

ｌｍｐｑＳ
ｌｍｐｑ，　对Ω，ω，烅

烄

烆

烅

烄

烆 Ｍ

， （４．２５０）

Ｓ
ｌｍｐｑ ＝ （１－δｌｍ）Ｃｌｍ －δｌｍＳ［ ］ｌｍ ｓｉｎψｌｍｐｑ －

（１－δｌｍ）Ｓｌｍ ＋δｌｍＣ［ ］ｌｍ ｃｏｓψｌｍｐｑ． （４．２５１）

Ｃσ
ｌｍｐｑ的具体形式如下：

Ｃａ
ｌｍｐｑ ＝２ａ ａｅ（ ）ａ

ｌ
（ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） ｎ

ψ
　．
ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５２）

Ｃｅ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １－ｅ槡 ２

ｅ
　（ｌ－２ｐ＋ｑ） １－ｅ槡 ２ －（ｌ－２ｐ［ ］）Ｆｌｍｐ（ｉ）×

Ｇｌｐｑ（ｅ （） ｎ
ψ
　．
ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５３）

Ｃｉ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ－［ ］ｍ Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） ｎ
ψ
　．
ｌｍ

）
ｐｑ

，

（４．２５４）

ＣΩ
ｌｍｐｑ （＝ ａｅ）ａ

ｌ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ （） ｎ
ψ
　．
ｌｍ

）
ｐｑ

， （４．２５５）

Ｃω
ｌｍｐｑ ＝－ｃｏｓｉＣΩ

ｌｍｐｑ （＋ ａｅ）ａ
ｌ １－ｅ槡 ２

ｅ Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇ′ｌｐｑ（ｅ （） ｎ
ψ
　．
ｌｍ

）
ｐｑ

，

（４．２５６）

ＣＭ
ｌｍｐｑ ＝－ １－ｅ槡 ２ （Ｃω

ｌｍｐｑ ＋ｃｏｓｉＣΩ
ｌｍｐｑ） （＋ ａｅ）ａ ［ｌ

２（ｌ＋１）－

３（ｌ－２ｐ＋ｑ （） ｎ
ψ
　．
ｌｍ

）］
ｐｑ

Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｇｌｐｑ（ｅ） ｎ
ψ
　．
ｌｍ

（ ）
ｐｑ

． （４．２５７）

其中ψ
　．
ｌｍｐｑ可按下式取近似值：

ψ
　．
ｌｍｐｑ ＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ



＋（ｌ－２ｐ）ω


＋ｍ（Ω


－ｎｅ）

≈ （ｌ－２ｐ＋ｑ）ｎ－ｍｎｅ ＝ｎ［（ｌ－２ｐ＋ｑ）－ｍα］

α＝ｎｅ／ｎ，　　ｎ＝ａ－３／

烅

烄

烆 ２

．（４．２５８）

ｎｅ是地球自转角速度，即恒星时变率，在历元地心平赤道系和轨道坐标系中
均可采用下列数值：

ｎｅ＝３６０°．９８５６４７３６５／ｄ． （４．２５９）

相应的上述坐标系中的格林尼治恒星时ＳＧ 可用平恒星时ＳＧ，计算公式如
下：
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ＳＧ＝２８０°．４６０６１９＋３６０°．９８５６４７３６５ｄ， （４．２６０）

ｄ＝ＪＤ（ｔ）－ＪＤ（Ｊ２０００．０）， （４．２６１）
其中ｄ为Ｊ２０００．０起算的儒略日．
倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）和汉森系数Ｇｌｐｑ（ｅ）以及它们的导数分别由下列各式

表达：

Ｆｌｍｐ（ｉ）＝
（ｌ＋ｍ）！

２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２ ２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

ｓｉｎ ｉ（ ）２
－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

ｃｏｓｉ（ ）２

（３ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

＝
（ｌ＋ｍ）！

２２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２ ２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

（ｓｉｎｉ）－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）（１＋ｃｏｓｉ）（２ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）， （４．２６２）

ｋ１＝ｍａｘ（０，ｌ－ｍ－２ｐ），　ｋ２＝ｍｉｎ（ｌ－ｍ，２ｌ－２ｐ）， （４．２６３）

Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）＝ ｄ
ｄｉＦｌｍｐ（ｉ）

＝
（ｌ＋ｍ）！

２ｌｐ！（ｌ－ｐ）！
１

ｓｉｎ（ ）ｉ ∑
ｋ２

ｋ＝ｋ１

（－１）ｋ＋（ｌ－ｍ＋δｌｍ）／２×

２ｌ－２ｐ（ ）ｋ
２ｐ

ｌ－ｍ－（ ）ｋ ×

－２ｌｓｉｎ２ｉ
２－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ［ ］）

ｓｉｎ ｉ（ ）２
－（ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

× ｃｏｓｉ（ ）２

（３ｌ－ｍ－２ｐ－２ｋ）

． （４．２６４）

精确到Ｏ（ｅ２）项有

Ｘｌ，ｐ
ｐ （ｅ）＝１＋１

４
（ｌ２＋ｌ－４ｐ２）ｅ２， （４．２６５）

Ｘｌ，ｐ
ｐ＋１（ｅ）＝－１

２
（ｌ－２ｐ）ｅ

Ｘｌ，ｐ
ｐ－１（ｅ）＝－１

２
（ｌ＋２ｐ）

烅

烄

烆
ｅ
， （４．２６６）

Ｘｌ，ｐ
ｐ＋２（ｅ）＝ １

８
［ｌ２－（４ｐ＋３）ｌ＋ｐ（４ｐ＋５）］ｅ２

Ｘｌ，ｐ
ｐ－２（ｅ）＝ １

８
［ｌ２＋（４ｐ－３）ｌ＋ｐ（４ｐ－５）］ｅ

烅

烄

烆
２
． （４．２６７）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ （ｅ））＝ １

２
（ｌ２＋ｌ－４ｐ２）ｅ， （４．２６８）
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ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ＋１（ｅ））＝－１

２
（ｌ－２ｐ）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ－１（ｅ））＝－１

２
（ｌ＋２ｐ

烅

烄

烆
）
， （４．２６９）

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ＋２（ｅ））＝ １

４
［ｌ２－（４ｐ＋３）］ｌ＋ｐ（４ｐ＋５）］ｅ

ｄ
ｄｅ

（Ｘｌ，ｐ
ｐ－２（ｅ））＝ １

４
［ｌ２＋（４ｐ－３）ｌ＋ｐ（４ｐ－５）］ｅ

烅

烄

烆
．

（４．２７０）

上述（４．２４４）～（４．２５７）式中出现的地球参考椭球体赤道半径ａｅ和地心引

力常数ＧＭ，在前面采用的标准单位中均有ａｅ＝１，ＧＭ＝１，在下述公式中不
再出现．
除计算单位外，为了简便，采用前面§４．４中的表达式，将田谐项的两

个谐系数Ｃｌｍ和Ｓｌｍ改用下列形式表达：

Ｃｌｍ ＝Ｊｌｍｃｏｓｍλｌｍ，　　Ｓｌｍ ＝Ｊｌｍｓｉｎｍλｌｍ

Ｊｌｍ ＝ （Ｃ２
ｌｍ ＋Ｓ２

ｌｍ）１／２

ｍλｌｍ ＝ｔａｎ－１（Ｓｌｍ／Ｃｌｍ）　　　　　　　　　　　　
烅
烄

烆 ．

（４．２７１）

由此，Ｓｌｍｐｑ和Ｓ
ｌｍｐｑ的表达式（４．２４７）和（４．２５１）以及相应的ψｌｍｐｑ变为下

列形式：

Ｓｌｍｐｑ ＝Ｊｌｍ （１－δｌｍ）ｃｏｓψ
ｌｍｐｑ ＋δｌｍｓｉｎψ

ｌｍ［ ］ｐｑ ， （４．２７２）

Ｓ
ｌｍｐｑ ＝Ｊｌｍ （１－δｌｍ）ｓｉｎψ

ｌｍｐｑ －δｌｍｃｏｓψ
ｌｍ［ ］ｐｑ ， （４．２７３）

ψ
ｌｍｐｑ ＝ψｌｍｐｑ －ｍλｌｍ

＝ （ｌ－２ｐ＋ｑ）Ｍ＋（ｌ－２ｐ）ω＋ｍΩｌｍ， （４．２７４）

Ωｌｍ ＝Ω－（ＳＧ ＋λｌｍ）． （４．２７５）
由Ｒｌｍ的表达式（４．２４６）或σ（２）

ｓ （ｔ）的表达式（４．２５２）～（４．２５７）式可以
看出，当

ｎ－２ｐ＋ｑ＝ｍα，
即

ｎ
ｎｅ

＝ ｍ
ｎ－２ｐ＋ｑ

（４．２７６）

时，卫星平运动角速度与地球自转角速度成简单整数比，上述摄动解无意
义，这就是前面讨论Ｊ２，２项时所说的通约问题，（４．２７６）式即通约问题的判
别准则．显然，（ｎ－２ｐ＋ｑ）要取正值，即

ｎ－２ｐ＋ｑ＝１，２，…．
因此，对于任何一个卫星，几乎都存在通约问题．特别是２４ｈ卫星，所有田谐
项都引起通约问题．对于２ｈ近地卫星，有ｎ／ｎｅ＝１２，相应地ｍ＝１２，２４，…，即
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Ｊ１２，１２，Ｊ１３，１２，…；Ｊ２４，２４，Ｊ２５，２４，…都会引起通约问题，只不过这些通约项含有

因子１／ｒ１３，…，１／ｒ２５，…，通约现象不显著．
当接近通约时，摄动解σ（２）

ｓ （ｔ）中有些项相应地转化为长周期项，这与前

面Ｊ２，２项类似，不再论述．

§４．７　几类特殊卫星轨道

１．太阳同步卫星与极轨道卫星

太阳同步卫星，即其轨道升交点（经度为Ω）的进动速度Ω
　．
与地球绕日

公转的平运动速度ｎｓ相等的卫星，也就是说，该卫星轨道平面在空间的移

动与太阳向东运动（从地球上看）同步．这是一种常见的应用卫星，如我国的
第一代气象卫星风云１号等．极轨卫星是指轨道倾角ｉ＝９０°的卫星，其轨道
平面几乎不变，即Ω

　．＝０．
这两种卫星轨道能否实现，可从地球非球形引力摄动导致的卫星轨道

变化规律中找到答案．根据§４．３中得到的结果，在主要带谐项（Ｊ２）的影响
下，轨道升交点经度变化的一阶长期项系数（即变率）为

Ω１ ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ．

由此可知，当ｉ＝９０°时，轨道平面不动；又根据Ω１＝ｎｓ的条件，在给定ａ和ｅ
两个根数的前提下，可以确定倾角ｉ，使轨道平面的运动与太阳同步．但这
些都仅仅是根据一阶长期摄动项（当然，也是最主要的摄动项）的结果而得
出的结论，若完整地考虑各种摄动源的影响，上述结论是否还能保持，本节
将对此作进一步的阐明．
（１）卫星轨道变化的有关规律
上述两种卫星都涉及到轨道平面的定向问题，前者是进动速度保持定

值问题，而后者则是轨道平面保持不变的问题．关于轨道平面的两个定向根
数（ｉ，ω），在受摄情况下，所满足的微分方程如下

ｄｉ
ｄｔ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
ｃｏｓｉ］Ｒ

ω－Ｒ（ ）Ω

ｄΩ
ｄｔ ＝ １

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｒ


烅

烄

烆 ｉ

（４．２７７）

或
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ｄｉ
ｄｔ＝ｒｃｏｓ（ｆ＋ω）

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎ（ｆ＋ω）

ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

烅

烄

烆
Ｗ

（４．２７８）

其中Ｒ是摄动函数，Ｗ 是摄动加速度的轨道平面法向分量，其它各量ａ，ｅ
等皆为常用的符号，不再说明．
根据前面几节的结果，我们已了解到如下几点：

１）对于地球非球形引力位的带谐项Ｊｌ（即Ｃｌ，０，ｌ＝１，２，…）部分，相应

的摄动函数Ｒ（Ｊｌ）与Ω无关，而且含有因子ｓｉｎｉ（奇次带谐项）或ｓｉｎ２ｉ（偶
次带谐项）．因此，相应的方程（４．２７７）有如下形式

ｄｉ
ｄｔ＝ｃｏｓｉΦ１（Ｊｌ；ａ，ｅ，ｉ，ω，Ｍ）

ｄΩ
ｄｔ ＝－ｃｏｓｉΦ２（Ｊｌ；ａ，ｅ，ｉ，ω，Ｍ）　　

烅

烄

烆
，

（４．２７９）

显然，该方程有一特解

ａ＝ａ（ｔ），ｅ＝ｅ（ｔ），ω＝ω（ｔ），Ｍ＝Ｍ（ｔ）

ｉ＝９０°
Ω＝Ω０　　　　　　　　　　　　　　

烅
烄

烆 ，
（４．２８０）

其中Ω０ 为［０，２π）上的任意实数．

２）对于田谐项Ｊｌｍ （ｌ＝１，２，…，ｍ＝１，２，…，ｌ）部分，相应的摄动函数

Ｒ（Ｊｌｍ）不再有上述特征，既与Ω有关，又不再含有公共因子ｓｉｎｉ（或ｓｉｎ２

ｉ），故对ｉ和Ω的变化而言，不再满足类似（４．２７９）的方程、但是，田谐项Ｊｌｍ

对卫星轨道的影响（除高轨卫星会因通约小分母的出现引起共振项外）仅有
较小的短周期效应，即相应于解（４．２８０）致使ｉ在９０°附近摆动，Ω在Ω０ 附

近摆动．
３）对于地球非球形引力摄动，消除角变量（包括快变量Ｍ 和慢变量Ω
和ω）后，即得到平均根数ｉ和Ω所满足的微分方程，有

ｄｉ
ｄｔ＝０，　ｉ＝ｉ０， （４．２８１）

ｄΩ
ｄｔ ＝－ｃｏｓｉ ３Ｊ２

２ｐ（ ）２ ｎ＋Ｏ（Ｊ２
２，Ｊ２ｌ）ψ（ａ０，ｅ０，ｉ０［ ］）． （４．２８２）

其中Ｊ２ｌ（ｌ＝２，…）对应偶次带谐项，ｐ＝ａ（１－ｅ２）＝ａ０（１－ｅ２
０），ｎ＝ｎ０＝

ａ－３／２
０ ．这里顺便提一句，即使考虑日、月摄动，Ω的变化亦含有共同因子ｃｏｓ

ｉ，后面第五章中将要介绍．
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（２）太阳同步卫星轨道的参数选择

根据上述特征（４．２８２）式和太阳同步轨道的要求Ω
　．＝ｎｓ，可得

ｎｓ ＝－ｃｏｓｉ ３Ｊ２

２ｐ２（ ）ｎ １＋
３Ｊ２

２ｐ（ ）２
３
２＋１

６ｅ
２＋ １－ｅ槡（［｛ ）２

－ｓｉｎ２ｉ ５
３－５

２４ｅ
２＋３

２ １－ｅ槡（ ）２

－３５
１８

Ｊ４

Ｊ（ ）２
２

６
７＋９

７ｅ
２－ｓｉｎ２ｉ ３

２＋９
４ｅ

２（ ））＋Ｏ Ｊ２ｌ

Ｊ（ ）２
２ ｌ≥

（ ］｝
３

．

（４．２８３）
当给定ａ，ｅ后即可确定相应的倾角ｉ＝ｉ（ｎｓ；ａ，ｅ）．严格地说，这里的ｉ和ａ，ｅ
均为ｉ和ａ，ｅ．但在进行轨道设计选择参数时，就可当作瞬时根数，而无需像
精密定轨那样严格要求．如果同时考虑日、月摄动，仅在（４．２８２）式右端增加
相应的项，除像２４ｈ地球同步卫星那样的高轨卫星外，所增加的项与Ｊ２

２ 项

相当．
关于太阳同步卫星轨道设计中主要参数ａ，ｅ，ｉ的选择问题，通常采用

近圆轨道，剩下的问题是ａ的选择，当ａ，ｅ确定后即可由（４．２８３）式确定ｉ
值．按（４．２８３）式由ａ，ｅ确定ｉ时，是否同时考虑一阶项（Ｊ２）和二阶项

（Ｊ２
２，Ｊ２ｌ）比只考虑一阶项好？事实上，无法真正严格地确定ｉ值，即使同时
考虑Ｊ２

２，Ｊ２ｌ和日、月等摄动项，也只能包含长期项，而且还有一些摄动因素
无法按（４．２８３）式考虑，那么，按前者选择就不一定比后者好．既然如此，还
是仅考虑一阶项既简单又实用，即

ｃｏｓｉ＝－ｎｓ／
３Ｊ２

２ｐ２（ ）ｎ （４．２８４）

（３）极轨道的保持问题
根据前面第１段的阐述，在地球非球形引力位带谐项（Ｊｌ）的影响下，极

轨道是存在的，即

ｉ＝ｉ０＝９０°，Ω＝Ω０．
而同时考虑日、月摄动的长期的长期效应时亦有上述结论，对于静止（非旋
转）大气，亦不影响上述结论．因此，极轨道基本上能实现的，在周期摄动影
响下，真实的轨道平面将作相应的摆动．为此，下面给出算例，使读者了解这
一摆动的幅度．
以２ｈ卫星为背景，取初值

ｉ０＝９０°，Ω＝４５°，

对完整的摄动运动方程积分１０４ 圈（这一弧段已相当长），以显示极轨道保
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持的状况，计算结果列与表４．１
表４．１中四种类型分别为：

Ⅰ型：只考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 的摄动影响；

Ⅱ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 和Ｊ２，２的摄动影响；

Ⅲ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４ 和日、月引力的摄动影响；

Ⅳ型：同时考虑Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４，Ｊ２，２，日、月引力，太阳光压和大气阻力摄动
的影响．取光压和大气阻力摄动量级各为１０－７和１０－８，且不考虑地影和大
气旋转，故这两种摄动对轨道平面的影响不大，关于这一点，下一章会仔细
介绍．

表４．１　极轨道的保持与变化范围

类型 ｉ／度 Ω／度

Ⅰ ９０．０（不变） ４５．０（不变）

Ⅱ ８９．９９３～９０．００１７ ４４．９９９９～４５．０３１０

Ⅲ ８９．９９６６～９０．０３７６ ４４．９７８５～４５．９３５９

Ⅳ ８９．９９７５～９０．０３９５ ４４．９９００～４６．０５９７

　　对于较高轨道（如Ｌａｇｅｏｓ卫星）的计算，所得结果的特征与２ｈ卫星基

本相同．由结果可以看出，前面的分析是正确的，极轨道是可以保持的，即使
在各种摄动力的影响下，运行时间足够长时，轨道平面的摆动范围仍然
较小．

２．拱线静止轨道及其稳定性

拱线静止轨道即轨道半长轴指向不变的轨道，也就是说近地点幅角ω
不变的轨道．这是另一类型的应用卫星，如美国１９８５年３月１２日发射的一
颗海洋测高卫星Ｇｅｏｓａｔ，就设计成这样的轨道．拱线静止轨道是靠相应的
小偏心率ｅ来维持的．确定的ｅ和ω值可以保持卫星地面高度在同一地区
几乎不变，这种轨道也称为冻结轨道（ｆｒｏｚｅｎｏｒｂｉｔ）．文献［１１］曾在仅考虑地
球非球形引力位Ｊ２和Ｊ３ 项摄动时，给出了这种轨道存在的条件，这里将对
其作较深入的分析与讨论．
（１）讨论拱线静止轨道存在的基本方程
根据前几节的讨论，考虑地球非球形引力摄动时，在历元地心平赤道系

中，略去岁差章动和极移的影响，卫星轨道变化满足下列方程

σ
　．＝ｆ（σ，ｔ，β）． （４．２８５）

这里σ即六个轨道向量
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σ＝（ａ　ｅ　ｉ　Ω　Ω　Ｍ）Ｔ， （４．２８６）

Ｔ表示转置．（４．２８５）式右端向量函数ｆ中的β则表示地球非球形引力场参
数，ｆ显含ｔ，是地球自转（通过田谐项）的反映．显然，这一非自治系统（４．
２８５）不存在ω

　．＝０的特解，因此严格的拱线静止轨道是不存在的．
如果消除方程组（４．２８５）中的快变量（即分离出变化特征取决于平近点

角Ｍ 的短周期项，包括地球自转项），而对于非高轨卫星，田谐项部分又不
会产生摄动效应明显增强的共振项，那么方程组（４．２８５）就退化为下列４维
自治系统

Ｘ　
．
＝ｆ（Ｘ；Ｊｌ）

Ｘ＝（ａ　ｅ　ｉ　ω）烅
烄

烆 Ｔ
． （４．２８７）

这里的Ｘ实为仅消除短周期项的拟平均根数σ，其变化只包含长期项和长
周期项，为了书写方便，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω．方程组（４．２８７）的右函数不仅不显
含ｔ，亦与轨道升交点经度Ω无关，故Ω和Ｍ 可与ａ，ｅ，ｉ，ω分离开．这就是
上述方程组（４．２８５）在分离出短周期项后退化为４维自治系统（４．２８７）的原
因．方程组（４．２８７）正是讨论拱线静止轨道存在性的基本方程，即在一定条
件下，该方程组存在对应ω

　．＝０的特解．
将方程组（４．２８７）中的右函数ｆ记为

ｆ＝

（ｆａ）
（ｆｅ）
（ｆｉ）
（ｆω

烄

烆

烌

烎）

＝

ｆ１

ｆ２

ｆ３

ｆ

烄

烆

烌

烎４

， （４．２８８）

则四个分量ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４ 分别为ａ，ｅ，ｉ，ω四个根数各自对应的右函数．若
记

ｆｊ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｋ）

ｊ ＝ｆ（１）
ｊ ＋ｆ（２）

ｊ ＋…＋ｆ（Ｎ）
ｊ

ｆ（ｋ）
ｊ ＝Ｏ（εｋ）　ｊ＝１，２，３，

烅
烄

烆 ４
（４．２８９）

其中ε＝Ｊ２＝Ｏ（１０－３），ｆｊ各有如下特点

ｆ１ ＝ｆ（３）
１ ＋ｆ（４）

１ ＋…， （４．２９０）

ｆ（３）
１ ＝ｆ（３）

１ （Ｊ３
２）

ｆ１
（４）＝ｆ（４）

１ （Ｊ４
２

烅
烄

烆 ，…）
， （４．２９１）

ｆｊ ＝ｆ（２）
ｊ ＋ｆ（３）

ｊ ＋ｆ（４）
ｊ ＋…，　ｊ＝２，３， （４．２９２）

ｆ（２）
ｊ ＝ｆ（２）

ｊ （Ｊ２
２，Ｊ３，Ｊ４，…）

ｆ（３）
ｊ ＝ｆ（３）

ｊ （Ｊ３
２，Ｊ２Ｊ３，Ｊ２Ｊ４，…）

ｆ（４）
ｊ ＝ｆ（４）

ｊ （Ｊ４
２，Ｊ２

２Ｊ３，Ｊ２
２Ｊ４，…，Ｊ２

３，Ｊ２
４，…，Ｊ２

ｌｍ

烅
烄

烆 ）

， （４．２９３）

１２



ｆ４＝ｆ（１）
４ ＋ｆ（２）

４ ＋ｆ（３）
４ ＋ｆ（４）

４ ＋…， （４．２９４）

ｆ（１）
４ ＝ｆ（１）

４ （Ｊ２）

ｆ（２）
４ ＝ｆ（２）

ｊ （Ｊ２
２，Ｊ３，Ｊ４，…）

ｆ（３）
４ ＝ｆ（３）

ｊ （Ｊ３
２，Ｊ２Ｊ３，Ｊ２Ｊ４，…）

ｆ（４）
４ ＝ｆ（４）

ｊ （Ｊ４
２，Ｊ２

２Ｊ３，Ｊ２
２Ｊ４，…，Ｊ２

３，Ｊ２
４，…，Ｊ２

ｌｍ

烅

烄

烆 ）

． （４．２９５）

不失一般性，右函数ｆ只取到３阶项（Ｊ２
ｌｍ项将不再出现），并以Ｊ３ 和Ｊ４

分别代表二阶奇次带谐项Ｊ２ｌ－１和偶次带谐项Ｊ２ｌ，ｌ＝１，２，３，…，因为右函数

中的这两部分能反映与讨论拱线静止轨道直接有关的“特征”，包括１
ｅ
因子

以及含有幅角ω，３ω，…，２ω，４ω，…的三角函数的状况．于是有

ｄａ
ｄｔ＝ｆ１ ＝ｆ（３）

１ ， （４．２９６）

ｄａ
ｄｔ＝ｆ２ ＝－ １－ｅ２

ｅ ｔａｎ（ ）ｉｆ３， （４．２９７）

ｄｉ
ｄｔ＝ｆ３ ＝ｆ（２）

３ ＋ｆ（３）
３ ， （４．２９８）

ｄω
ｄｔ＝ｆ４ ＝ｆ（１）

４ ＋ｆ（２）
４ ＋ｆ（３）

４ ． （４．２９９）

其中

ｆ（３）
１ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

３

ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ １－ｅ槡 ２

１
３ｓｉｎ２ｉ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉｃ［｛ ｆ－

ｓｉｎ２ｉ １７
１２－１９

８ｓｉｎ２（ ）ｉ － ｅ２

１－ｅ２
７
３ｓｉｎ２（ ）ｉ １－３

２ｓｉｎ２（ ）］ｉ ×

２ｅ２ｓｉｎ２ω－ １
１－ｅ２

１
３２ｓｉｎ４［ ］ｉ ４ｅ２ｓｉｎ４ ｝ω ， （４．３００）

ｆ（２）
３ ＝

３Ｊ２

２ｐ２）
２ｎｓｉｎ２ｉ ７

２４－５
１６ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１

６
（２－５

２ｓｉｎ２［ ）ｉｃ（ ］ｆ ｅ２×

ｓｉｎ２ω＋
３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ｎｓｉｎ２ｉ ９
２８－３

８ｓｉｎ２［ ］ｉ ｅ２ｓｉｎ２ω＋

３Ｊ３

４ｐ（ ）３ ｎｃｏｓｉ２－５
２ｓｉｎ２［ ］ｉ ｅｃｏｓω， （４．３０１）

ｆ（３）
３ ＝Ｉ１（Ｊ３

２；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｓｉｎ２ω＋［Ｉ２２（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２ｓｉｎ２ω＋
Ｉ２４（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ４ｓｉｎ４ω］＋［Ｉ３１（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅｃｏｓω＋
Ｉ３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅ３ｃｏｓ３ω］， （４．３０２）

２２



ｆ（１）
４ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２ ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （４．３０３）

ｆ（２）
４ ＝ｆ（２）

４ｃ ＋ｆ（２）
４ｌ ， （４．３０４）

ｆ（２）
４ｃ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

２

ｎ ４－１０３
１２ｓｉｎ２ｉ＋２１５

４８ｓｉｎ４（ ）ｉ［ ＋

ｅ２ ７
１２－３

８ｓｉｎ２ｉ－１５
３２ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

１－ｅ槡 ２ ２－１１
２ｓｉｎ２ｉ＋１５

４ｓｉｎ４（ ）］ｉ －

３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ［ｎ １２
７ －９３

１４ｓｉｎ２ｉ＋２１
４ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋

ｅ２ ２７
１４－２７

４ｓｉｎ２ｉ＋８１
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ， （４．３０５）

ｆ（２）
４ｌ ＝

３Ｊ２

２ｐ（ ）２

２ ［ｎ ｓｉｎ２ｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

４＋１－ｅ２

３ ｃ（ ）ｆ ＋

ｅ２ ２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉ ｃｆ－

ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

３５Ｊ４

８ｐ（ ）４ ［ｎ －ｓｉｎ２ｉ ９
１４－３

４ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ（２ ９
１４－１５

４ｓｉｎ２ｉ＋

２７
８ｓｉｎ４ ）］ｉ ｃｏｓ２ω＋

３Ｊ３

４ｐ（ ）３ ｎ１［ｅ ｓｉｎｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ －

ｅ２

ｓｉｎｉ
２－３５

２ｓｉｎ２ｉ＋３５
２ｓｉｎ４（ ）］ｉ ｓｉｎω， （４．３０６）

ｆ（３）
４ ＝ｆ（３）

４ｃ ＋ｆ（３）
４ｌ ， （４．３０７）

ｆ（３）
４ｃ ＝ωｃ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）， （４．３０８）

ｆ（３）
４ｌ ＝ω１（Ｊ３

２；ａ，ｅ，ｉ）ｃｏｓ２ω＋ω２２（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｃｏｓ２ω＋ω２４（Ｊ２Ｊ４；ａ，ｅ，ｉ）ｅ２

ｃｏｓ４ω＋ω３１（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）１
ｅｓｉｎω＋ω３３（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ）ｅｓｉｎ３ω．

（４．３０９）
上述各式中的有关量为

ｎ＝ａ－３／２，　ｐ＝ａ（１－ｅ２）， （４．３１０）

ｃｆ ＝ １
ｅ２ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
＝ ３

４＋Ｏ（ｅ２）． （４．３１１）

尽管ｆ（３）
３ 和ｆ（３）

４ 并未完全将具体形式写出，即Ｉ１（Ｊ３
２；ａ，ｅ，ｉ），…，ω３３

（Ｊ２Ｊ３；ａ，ｅ，ｉ），但已清楚地表明了相应函数的具体特征，即奇次和偶次带谐

３２



项以及它们的联合项中分别包含ｓｉｎω，ｃｏｓω，…，ｓｉｎ２ω，ｃｏｓ２ω，…的区别，

特别是有关这些项中ｅ（或１
ｅ

）因子出现的不同形式；还有ａ，ｅ，ｉ和ω相应右

函数中出现上述各项的差异．这些正是讨论拱线静止轨道存在性所必须了
解的特征．
（２）拱线静止轨道———方程组（４．２９６）～（４．２９９）的特解
首先根据上一段给出的右函数特征之一，即对于ａ，ｅ，ｉ，右函数中出现

的是ｓｉｎ２ω，ｓｉｎ４ω，…，ｃｏｓω，ｃｏｓ３ω，…，当ω＝９０°和ω＝２７０°时，显然有

ｄａ
ｄｔ＝０，　ｄｅ

ｄｔ＝０，　ｄｉ
ｄｔ＝０．

再看右函数的特征之二，即对于ω，右函数中出现的是ｃｏｓ２ω，ｃｏｓ４ω，…，

ｓｉｎω，ｓｉｎ３ω，…，当ω＝９０°和ω＝２７０°时，分别有

ｃｏｓ２ω＝－１，　ｃｏｓ４ω＝１，…

ｓｉｎω＝±１，　ｓｉｎ３ω＝１，…
这里±或号依次分别对应ω＝９０°和ω＝２７０°．将ω值带入（４．２９９）式后即
可给出ａ，ｅ，ｉ所满足的一个关系式，从而获得ｅ＝ｅ（ａ，ｉ），只要该关系合理
即可．然而根据Ｊ２＞０，Ｊ３＜０，以ω＝２７０°代入方程（４．２９９）后，在一般条件
下，给出的结果ｅ＜０．因此，方程组（４．２９６）～（４．２９９）有如下特解

ａ≡ａ０，ｅ≡ｅ０，ｉ≡ｉ０，ω≡ω０＝９０°． （４．３１２）

ａ０，ｅ０，ｉ０ 所满足的关系如下

ｅ０ ｛＝ ３（－Ｊ３）
４ｐ

ｓｉｎ ［ｉ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ－ ｅ２

ｓｉｎ２ （ｉ ２－３５
２ｓｉｎ２ｉ＋３５

２ｓｉｎ４ ）］ｉ ＋

Ｏ Ｊ５

ｐ３（ ）｝，… ｛× ３Ｊ２

２
２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ ３Ｊ２

２（ ）ｐ ［２

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

３－７９
２４ｓｉｎ２（ ）ｉ －ｅ２ ５

１２－１９
８ｓｉｎ２＋７５

３２ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ４ ］） ＋

３５（－Ｊ４）
８ｐ ［２

１２
７ －９３

１４ｓｉｎ２ｉ＋２１
４ｓｉｎ４（ ）ｉ ＋ｅ２ ２７

１４－２７
４ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

８１
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ ＋Ｏ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４，…）ｃ－
３Ｊ２

２（ ）ｐ ［２

ｓｉｎ２ｉ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ×

１
４＋１－ｅ２

３ ｃ（ ）ｆ ＋ｅ２ ２
３－１１

３ｓｉｎ２ｉ＋１０
３ｓｉｎ４（ ）ｉｃｆ－

ｓｉｎ２ｉ２５
１２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｅ２ ７
１２－７９

２４ｓｉｎ２ｉ＋４５
１６ｓｉｎ４（ ）］ｉ －

３５（－Ｊ４）
８ｐ ［２ ｓｉｎ２ｉ ９

１４－３
４ｓｉｎ２（ ）ｉ －ｅ（２ ９

１４－１５
４ｓｉｎ２ｉ＋

４２



２７
８ｓｉｎ４ ）］ｉ ＋Ｏ（Ｊ３

２，Ｊ２Ｊ４，Ｊ２Ｊ３，…）｝ｌ
－１． （４．３１３）

该式右端出现的ａ，ｅ，ｉ皆为ａ０，ｅ０，ｉ０，ｐ＝１０（１－ｅ２
０），而Ｏ（…）ｃ和Ｏ（…）ｌ则

表示相应的长期和长周期部分对应的项．若ｉ０ 不十分接近临界角ｉｃ＝

６３°２６′，即当｜２－５
２ｓｉｎ２ｉ０｜＞１０－３时，上式的主要部分为

ｅ０ ＝ －Ｊ３

Ｊ（ ）２

１
２ａ０

ｓｉｎｉ０ １＋Ｏ（ｅ２
０［ ］）＝Ｏ（１０－３）， （４．３１４）

这表明拱线静止轨道是以近圆轨道实现的．当ｉ０→ｉｃ进入临界角范围，
则将出现相应的轨道共振问题，见参考文献［１２］．

（４．３１２）式和（４．３１３）式即拱线静止轨道解及相应轨道根数之间的关
系，给定ａ０，ｉ０ 后就可确定相应的ｅ０ 值，而ω０≡９０°，近地点指向不变．至于
根数Ω的变化（东进或西退）对该轨道特征无影响．
根据右函数中表现出的规律，除Ｊ２和Ｊ３ 项外，同时考虑Ｊ２ｌ－１项，Ｊ２ｌ项

（ｌ＝２，３，…）和田谐项Ｊｌｍ，也不会改变上述结论（指平均系统）．但这仅仅是
地球卫星的情况，对于不同的中心天体将有不同的结论．从上述特解可以看
出，奇次带谐项Ｊ２ｌ－１将起着重要作用，只是地球非球形引力位的Ｊ５，Ｊ７，…
相对Ｊ３ 而言较小，不改变前面的结论，而对月球则不然，相应的Ｊ５，Ｊ７，Ｊ９

项相对Ｊ３ 项而言，对低轨卫星更重要，冻结轨道的解有差别，详见参考文献
［１３］和［１４］．
（３）拱线静止轨道解的稳定性问题
上述轨道解所对应的是一个平均系统的特解，那么在原完整力学系统

中，这种特解所固有的特征———拱线指向不变是否还能保持，这就涉及到该
特解的稳定性问题．若仅限于线性意义下的稳定性，那是容易回答这一问题
的，略去证明过程，结论为：拱线静止轨道对应的特解（４．３１２）是稳定的．
至于非线性情况，特别是除地球非球形引力摄动外，还有更复杂的摄动

因素，对相应的完整力学系统，上述特解是否还保持稳定，目前还难以回答．
但人们关心的是在有限扰动下，这种轨道特征的变化状况．因此，用具体计
算来表明该轨道特征的保持或变化，显得更具实际意义．计算表明，在适当
选取初始条件下可以使拱线在较长间隔内保持小范围摆动的状态，即这种
特殊轨道在一定条件下是可以实现的．不过，实际轨道中拱线的摆动（甚至
摆动幅度较大），在具体工程任务中是要考虑的，特别是需要在较长间隔内
保持拱线“静止”状态的那种应用卫星．

３．地球同步卫星的运动特征及其漂移

地球同步卫星的轨道周期与地球自转周期相同，除周期相同外，如果轨

５２



道面又与地球赤道面“重合”（即轨道倾角ｉ≈０），且偏心率ｅ≈０，这种卫星
相对地面固定点将是静止的，所以也称为地球静止卫星，常作为通信卫星．
关于这种卫星，地球非球形引力位的田谐项（特别是Ｃ２，２，Ｓ２，２项）对其轨道
的摄动作用会产生一种通约小分母所导致的共振项．这种卫星轨道的一个
基本特征，即当轨道周期有误差时，只要误差在一定范围内，它会围绕地球
赤道短轴方向摆动，却不会远离原定点方向“漂移而去”．这里将直接从原运
动方程着手，阐明在一定条件下它围绕地球赤道短轴方向摆动的力学机制．
（１）运动方程
考虑地球非球形引力位中的主要项（扁率项和椭率项）Ｊ２和Ｊ２，２项的影

响，引用地心赤道坐标系Ｏ－ｒ，λ，，略去岁差、章动和极移，并采用标准计
算单位，则相应的地球引力位函数为

　Ｖ ＝ １
ｒ

１－Ｊ２

ｒ２ Ｐ２（ｓｉｎφ）＋Ｊ２，２

ｒ２ Ｐ２，２（ｓｉｎφ）ｃｏｓ２［ ］λ

＝ １
ｒ －Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ ＋Ｊ２，２

ｒ３ （３ｃｏｓ２
φ）ｃｏｓ２λ． （４．３１５）

其中λ是卫星相对地球赤道长轴方向（该方向在地固坐标系中的经度为

λ２，２）的经度，这在前面§４．４中已有阐述．

在上述球坐标系中，卫星的位置矢量ｒ和速度矢量ｒ　
．
的表达如下

ｒ＝
ｒ烄

烆

烌

烎

０
０

， （４．３１６）

ｒ＝　
．

ｒ　
．

ｒｃｏｓφλ
　．

ｒφ
　

烄

烆

烌

烎
．

， （４．３１７）

其中

λ
　．

＝λ

＋Ｓ　

．
２，２＝λ


＋ｎｅ， （４．３１８）

ｎｅ即地球自转角速度．相应的卫星的动能（去掉质量因子）Ｔ即表示为

Ｔ＝１
２

（ｒ　
．２＋ｒ２ｃｏｓ２

φλ
　．
２＋ｒ２

φ
　．２）． （４．３１９）

根据动力学中运动方程的拉格朗日形式

６２



ｄ
ｄｔ

Ｔ
ｑ

　（ ）． －Ｔ
ｑ ＝Ｖ

ｑ

ｑ＝
ｒ
λ
烄

烆

烌

烎φ

，ｑ
　．
＝

ｒ　
．

λ
　．

φ
　

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 ．

（４．３２０）

可给出卫星运动的基本方程如下

ｒ　 －ｒｃｏｓ２
φλ

　．
２－ｒφ

　．２ ＝－１
ｒ２ ＋３Ｊ２

ｒ４
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２ －

　　９Ｊ２，２

ｒ４ ｃｏｓ２
φｃｏｓ２λ

ｄ
ｄｔ

（ｒ２ｃｏｓ２
φλ

　．
）＝－６Ｊ２，２

ｒ３ ｃｏｓ２
φｓｉｎ

２λ

ｄ
ｄｔ

（ｒ２
φ
　．）＋１

２ｒ
２ｓｉｎ２φλ

　．
２ ＝３Ｊ２

２ｒ３ ｓｉｎ２φ－３Ｊ２，２

ｒ３ ｓｉｎ２φｃｏｓ２

烅

烄

烆
λ

．

（４．３２１）
（２）运动方程的特解———地球同步卫星的运动特征
不难证明，方程（４．３２１）存在如下特解

ｒ　
．
≡ｒ０，　λ≡λ０，　φ≡０． （４．３２２）

证明如下：
此时有

　　　　　　　　　　ｒ　
．
＝０，　　ｒ　＝０；

λ
　．

＝λ


＋ｎｅ＝ｎｅ，　λ

＝０；

φ
　．＝０，　φ

＝０．
以此代入运动方程（４．３２１）得

－ｒ０ｎ２
ｅ ＝－１

ｒ２
０
－３Ｊ２

２ｒ４
０
－９Ｊ２，２

ｒ４
０

ｃｏｓ２λ

０＝６Ｊ２，２

ｒ３
０

ｓｉｎ２λ０，

０＝

烅

烄

烆 ０

， （４．３２３）

只要能由该方程确定ｒ０ 和λ０ 即得证．由方程（４．３２３）的第二式可知

λ０＝λ０１，λ０２

λ０１＝９０°，２７０°．

λ０２＝０°，
烅

烄

烆 １８０°

（４．３２４）

由此，第一式变为下列形式：

７２



ｒ０ｎ２
ｅ＝１

ｒ２
０
＋ ３Ｊ２

２ｒ４
０

９Ｊ２，２

ｒ［ ］４
０

， （４．３２５）

其中Ｊ２，２项前的“－”号和“＋”号分别对应λ０１和λ０２．ｒ０ 的解可写成

ｒ－３
０ ＝ｎ２

ｅ－ ３
２Ｊ２９Ｊ２，（ ）２ ／ｒ５

０． （４．３２６）

该式确实可得ｒ０ 的两个实解．由于Ｊ２，Ｊ２，２是小量，可用简单迭代法求解

ｒ０，最后得运动方程（４．３２１）的两个特解，即

ｒ≡ｒ０１，　λ≡λ０１＝９０°，２７０°，　φ≡０； （４．３２７）

ｒ≡ｒ０２，　λ≡λ０２＝０°，１８０°，　φ≡０． （４．３２８）
这两个特解分别表示卫星定点在地球赤道短轴和长轴上空．如果取

Ｊ２＝１．０８２６３７－３，Ｊ２，２＝１．７７１１５６－６，
则由（４．３２６）式解得

ｒ０１＝４２１６４．７１３４６ｋｍ（短轴上空）， （４．３２９）

ｒ０２＝４２１６４．７２３７１ｋｍ（长轴上空）． （４．３３０）
上述特解即平衡解．容易证明解（４．３２７）和（４．３２８）分别对应中心和鞍

点，后者是不稳定的，前者容易证明是线性稳定的．至于在非线性意义下是
否稳定，这并无实际意义，关键在于同时考虑其他摄动因素时（即不同性质
的有限扰动），该平衡解是否稳定，或者说得确切一些，即在此情况下，卫星
是否在上述稳定平衡点（地球赤道短轴上空）附近“摆动”．这里的特征量即

λ，如果稳定，则λ在平衡位置９０°（或２７０°）附近的变化范围Δλ应小于±９０°，
实际计算证实了这一特征，具体变化特点如下：

１）同步卫星在地球赤道短轴上空附近摆动的特征明显，并不因初始轨
道周期有误差就从平衡点漂移离去而不返回．

２）仅考虑地球非球形引力摄动时，ｅ和ｉ的变化很小，而考虑日、月引
力和光压摄动后，则变化范围明显增大，特别是轨道倾角ｉ，这是低轨卫星
轨道变化没有的现象．关于这一问题，下一章中将要介绍，主要原因是日、月
引力（特别是月球引力）摄动效应所致．
根据地球同步卫星运动的特点，作为地球上空的定点通信工具显然是

可行的，这已广为采用．但不可能都定点在地球赤道短轴上空的两个位置上
（即东经７５°和西经１０５°），因此，就有东西向漂移问题和倾角变化引起的南
北漂移现象，这都需要不断进行轨控．

§４．８　双曲线轨道的扁率摄动

对于深空探测器的运动，当它从地球停泊轨道上飞抵目标天体附近时，
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未变轨前，相对目标天体的运动通常是双曲线轨道．要使其变为绕目标天体
运动的轨道器，就必须再次变轨，将双曲线轨道变为椭圆轨道；或者仅需要
接近探测过程中的某个目标天体，绕飞或接近目标天体后离去．无论是前一
种探测形式，还是后一种，探测器接近目标天体时，相对该天体总有一段运
行轨道是双曲线轨道．为了更好了解探测器的运动状态，给地面测控系统或
者星上自主设备提供必要的轨道信息（不仅仅是孤立点上的位置速度值），
有必要对双曲线轨道的变化特征进行研究，给出类似椭圆轨道变化的一些
基本特征．而接近目标天体时，该天体的扁率效应显然是主要的，因此这一
节将给出双曲线轨道在扁率摄动影响下的变化规律．
仍采用标准单位系统，即长度、质量和时间单位取下列值：

［Ｌ］＝Ｒｅ（中心天体赤道半径）
［Ｍ］＝Ｍ０（中心天体质量）．
［Ｔ］＝（Ｒ３

ｅ／ＧＭ０）１／
烅
烄

烆 ２

（４．３３１）

在此计算单位系统中，Ｇ＝１，μ＝ＧＭ０＝１．
扁率（Ｊ２）项对应的摄动函数为

　　Ｒ＝－Ｊ２

ｒ３
３
２ｓｉｎ２

φ－（ ）１
２

＝ Ｊ２

２ａ３
ａ（ ）ｒ

３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋３

２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２［ ］ｕ ， （４．３３２）

其中ｕ＝ｆ＋ω．将Ｒ代入摄动运动方程（３．７５）即可得轨道变化对应的
小参数方程：

σ
　．＝ｆ（σ，ｔ；ε）． （４．３３３）

由于双曲线轨道是“开放的”，近点角ｆ和Ｍ 的变化不同于椭圆轨道，
故相应摄动解无长期项和周期项之分，因此可将轨道解记为

σ（ｔ）＝σ（ｔ０）＋Δσ（ｔ）． （４．３３４）
根据解的特征，这里的Δσ（ｔ）又记为下列形式：

Δσ＝σＳ（ｔ）－σＳ（ｔ０）． （４．３３５）

式中σＳ（ｔ）的一阶形式如下（略去推导过程）：

ａＳ（ｔ）＝－３Ｊ２

２ａ
ａ（ ）ｒ

３ ２
３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２ｆ＋２ω［ ］），

ｅＳ（ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ （１＋ｅ２｛ ）４ ｃｏｓｆ＋ｅ

２ｃｏｓ２ｆ＋

ｅ２

１２ｃｏｓ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅ２ｃｏｓ（ｆ－２ω）＋ １

４＋１１
１６ｅ（ ）２

９２



ｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋５
４ｅｃｏｓ（２ｆ＋２ω）＋ ７

１２＋１７
４８ｅ（ ）２

ｃｏｓ（３ｆ＋２ω）＋３
８ｅｃｏｓ

（４ｆ＋２ω）＋１
１６ｅ

２ｃｏｓ（５ｆ＋２ω ］｝） ，

（４．３３７）

ｉＳ（ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２
１
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ｅ

２ｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋１
２ｃｏｓ（２ｆ＋２ω）＋

ｅ
６ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］）， （４．３３８）

ΩＳ（ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ ［ｉ （ｆ＋ｅｓｉｎｆ）－ｅ
２ｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２ｓｉｎ（２ｆ＋２ω）－ｅ

６ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］）， （４．３３９）

ωＳ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΩｓ（ｔ）＋３Ｊ２

２ｐ ｛２ １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ ｆ＋ １

ｅ ＋３
４（ ）ｅｓｉｎｆ＋

１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅｓｉｎ

（ｆ－２ω）－ １
４ｅ－７

１６（ ）ｅ

ｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋３
４ｓｉｎ（２ｆ＋２ω） （＋ ７

１２ｅ＋１１
４８ ）ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋１

１６ｅｓｉｎ
（５ｆ＋２ω ］｝） ， （４．３４０）

ＭＳ（ｔ）＝ ３
２ａａｓ（ｔ０）Ｍ＋３Ｊ２

２ｐ２ （ｅ２－１槡 ｛） １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －１
４（ ）ｅ

ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １
１６ｅｓｉｎ

（ｆ－

２ω）－ １
４ｅ＋５

１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋ ７
１２ｅ－１

４８（ ）ｅ ｓｉｎ（３ｆ＋

２ω）＋３
８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋１

１６ｅｓｉｎ
（５ｆ＋２ω ］｝） ， （４．３４１）

上述各式中ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０，Ω＝Ω０，ω＝ω０，Ｍ＝Ｍ（ｔ），Ｍ０＝Ｍ（ｔ０）．
以月球探测器为例，探测器飞抵月球作用范围边界时，相对月球为双曲

线运动．作为算例，选取向月飞行轨道的一种，即探测器到达该作用范围边
界（月心距为５７８００ｋｍ＝３３．２６Ｒｅ，Ｒｅ＝１７３８ｋｍ是月球赤道半径）时，相对

月球的速度为０．９０３７８３４０３ｋｍ／ｓ＝０．５３８１０５０１９，相应的近月点高度为

１００ｋｍ．这一双曲线轨道（这里取顺行轨道，对逆行轨道，计算情况相同）的

６个初始根数为
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ａ０＝４．３５８７２８１９８，　Ω０＝４５°，

ｅ０＝１．２４２６２５２２２，　Ω０＝４５°，

ｉ０＝４５°，　　　Ｍ０＝－３３８°．８８８６６３３０
烅
烄

烆 ．

（４．３４２）

分别用高精度数值解（积分器为ＲＫＦ７（８）［１５］）和上述摄动分析解，计
算探测器从进入月球作用范围（图４．２中的Ａ点）到飞离作用范围（图４．２
中的Ｂ点）这一关键弧段上双曲线轨道的变化．按二体问题，这一弧段的飞
行时间为１ｄ．２８９２６６８＝１８５６ｍ．５４４１９２，计算结果列于表４．２．

表４．２　两种方法给出的根数和坐标速度矢量的结果

根数 数值法 分析法 坐标速度 数值解 分析解

ａ（Ｒｅ）４．３５８７２８０４１２８０４．３５８７２８０４１２７７ ｘ（Ｒｅ） －２２．５０３７９４６９１７－２２．５０３７９４６６２３

ｅ １．２４２６３１８５３１５ １．２４２６２３１８１８６０ ｙ（Ｒｅ） －２４．４５１７２１９０１０－２４．４５１７２１９７１９

ｉ（°） ４４．９９９７３２４６９６ ４４．９９９７３２０１９８ ｚ（Ｒｅ） －１．３９５６４７６３５０ －１．３８５６４７０５９１

Ω（°） ４４．９８５７３２２４５９ ４４．９８５７３３３２４４ｘ　．（ｋｍ／ｓ）－０．５６７１８６４９７１ －０．５６７１８６４９６８

ω（°） ４５．０１５００３９７４４ ４５．０１５００２３３６２ｙ
　．（ｋｍ／ｓ）－０．６９７５５６３４３３ －０．６９７５５６３４５７

Ｍ（°）３３８．８８８５８３５７６３３３８．８８８５８３５４０７ｚ　．（ｋｍ／ｓ）－０．０９２４０７２３６５ －０．０９２４０７２２０１

　　从计算结果可以看出，以数值解为标准，分析解的误差也只有１０－８，这
于上述一阶摄动解的精度是相当的，在这一弧段上，月球扁率摄动量级为

１０－５１０－４，而且又是保守力摄动，二阶摄动的量级应为１０－８．对于探测器的
运动，另一种重要摄动源是第三体（地球）的引力摄动，但其影响不会超过月
球扁率摄动．故上述双曲线轨道的一阶摄动分析解还是有其实际意义的，而
建立第三体引力摄动也并不困难．

图４．２　双曲线轨道
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这一章结合卫星运动中最主要的摄动源———中心天体非球形引力摄
动，对构造小参数幂级数解的方法及其具体过程作了详尽的阐述，剩下的问
题是级数解中出现的奇点如何处理？关于根数变化的周期项中出现的小ｅ
和小ｉ问题，只要采用第三章§３．３中提出的无奇点根数即可．另一个奇点
问题是长周期项中出现的通约（通常所说的小分母）问题，这是平均根数法
带来的，作为本章的结束，对此再作必要的阐述，简要介绍问题解决的一种
途径．
针对平均根数法出现该问题的特点，可对摄动法采用更进一步的改进，

即用拟平均根数代替平均根数作为参考解．拟平均根数的定义与平均根数
稍有差别，但仍用σ（ｔ）表示，精确到二阶长期项的表达式如下：

σ（ｔ）＝σ０＋（δｎ０＋σ１＋σ２）（ｔ－ｔ０）＋Δσ（１）
ｌ （ｔ），

Δσ（１）
ｌ （ｔ）＝σ（１）

ｌ （ｔ）－σ（１）
ｌ （ｔ０），

σ０ ＝σ０－［σ（１）
Ｓ （ｔ０）］．

相应的瞬时根数σ（ｔ）即由下式表达：

σ（ｔ）＝σ（ｔ）＋σ（１）
Ｓ （ｔ）．

因为通约问题发生在长周期项中，故应对其另行处理，将其变化

Δσ（１）
ｌ （ｔ）以二阶长期项对待，放入拟平均根数中，由此即可解决相应的小分
母问题．在此参考解的基础上即可构造相应的无奇点的小参数幂级数解，其
原理和过程与平均根数法类似，详见参考文献［３～５］．
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书书书

第５章　第三体引力摄动、非引力
　　　　摄动及后牛顿效应　　　

　　对于可以处理成受摄二体问题的航天器运动而言，除中心天体的非球形
引力摄动外，还有另外几类摄动源，即第三体（其他天体）引力摄动，非引力摄
动（大气的耗散效应和一般情况下的太阳辐射压作用）及后牛顿效应等．
就人造地球卫星的运动而言，第三体主要指太阳和月球，即通常所说的

日、月摄动，如果是环月轨道器的运动，则第三体即地球和太阳．不管是第三体
引力摄动，还是非引力中的太阳辐射压摄动和大气阻力摄动，都将涉及到太
阳的坐标或太阳和月球的坐标．因此本章将首先介绍日、月坐标的计算方法．

§５．１　日、月坐标

对于轨道摄动的分析解，着重的是卫星轨道变化规律，并不要求高精
度．因此，计算可采用日、月平均轨道，即长期进动椭圆，而在几天的弧段内，
还可采用“不变椭圆”轨道．下面给出日、月在历元地心平赤道坐标系中的位
置计算方法和相应的计算公式．

１．日、月的平均轨道

太阳在Ｊ２０００．０地心天球坐标系（即地心平赤道坐标系）中的平均轨道
根数珋σ′为［１］

ａ＝１．０００００１０２（ＡＵ），ＡＵ＝１．４９５９７８７０×１０８ｋｍ，

ｅ＝０．０１６７０９，

ｉ＝ｅ＝２３°．４３９３，

Ω＝０°．０，

ω＝２８２°．９３７３＋０°．３２Ｔ，

Ｍ＝３５７°．５２９１＋０°．９８５６ｄ

烅

烄

烆 ，

（５．１）



月球在Ｊ２０００．０地心平黄道坐标系中的平均轨道根数σ′为［１］

ａ＝３８４７４７．９８１ｋｍ，

ｅ＝０．０５４８８０，

ｉ＝Ｊ＝５°．１２９８，

Ω＝１２５°．０４４６－１９３４°．１４Ｔ，

ω＝３１８°．３０８７＋６００３°．１５Ｔ，

Ｍ＝１３４°．９６３４＋１３°．０６５０ｄ

烅

烄

烆 ，

（５．２）

上述两公式中出现的Ｔ 和ｄ 分别为由标准历元Ｊ２０００．０起算的世纪数和
儒略日．

２．日、月在历元（Ｊ２０００．０）地心平赤道坐标系中的轨道根数σ′

在日、月引力摄动解中将会出现的轨道根数σ′：ａ′，ｅ′，ｉ′，Ω′，ｕ′＝ｆ′＋
ω′，对太阳有

ａ′＝ａ，　ｅ′＝ｅ，　ｉ′＝ｉ＝，　Ω′＝０°．０，

ｕ′＝ｆ＋ω
烅
烄

烆 ．
（５．３）

其中ｆ将通过解Ｋｅｐｌｅｒ方程由ｅ，Ｍ 给出Ｅ，再由Ｅ，Ｅ给出该真近点角．对
月球有

ａ′＝ａ，ｅ′＝ｅ． （５．４）
而ｉ′，Ω′，ｕ′的计算公式如下：

ｃｏｓｉ′＝ｃｏｓｃｏｓＪ－ｓｉｎｓｉｎＪｃｏｓΩ，

ｓｉｎｉ′＝ １－ｃｏｓ２槡 ｉ′
烅
烄

烆 ，
（５．５）

ｓｉｎΩ′＝ｓｉｎＪｓｉｎΩ
ｓｉｎｉ′

，

ｃｏｓΩ′＝ｃｏｓＪ－ｃｏｓｃｏｓｉ′
ｓｉｎｓｉｎｉ′

烅

烄

烆
，

（５．６）

ｕ′＝（ｆ＋ω＋Ω）－（Ω－φ），

ｓｉｎ（Ω－φ）＝ｃｏｓｓｉｎΩ
ｓｉｎｉ′ ｓｉｎＪ－ｓｉｎｓｉｎ２Ω

ｓｉｎｉ′ ｓｉｎ２ Ｊ
２

烅
烄

烆
．

（５．７）

在日、月引力摄动长周期项中将要涉及到变率Ω′ｃ 和ｎ′，对太阳，见（５．１），
有

Ω′ｃ＝０，ｎ′＝０°．９８５６／ｄ． （５．８）
对月球，由（５．５）和（５．６）式给出

Ω′ｃ＝
ｓｉｎＪ

ｃｏｓＪ－ｃｏｓ２（ ）ｃｏｓΩ·Ω

，

ｎ′＝１３°．０６５０／ｄ
烅
烄

烆 ，
（５．９）

２



其中Ω

由（５．２）式Ω的计算公式给出，即－１９３４°．１４／Ｔ，Ｔ是世纪数．

§５．２　第三体引力摄动

关于第三体引力摄动，基本上有两大类．一种是外摄情况，即摄动天体
到中心天体的距离ｒ′大于运动天体（卫星）到中心天体的距离ｒ，即（ｒ／ｒ′）＜
１．另一种是内摄情况，即（ｒ′／ｒ）＜１．对于外摄情况，有两种可能，ｒ／ｒ′１或

ｍ′Ｍ（这里ｍ′和Ｍ 分别为摄动天体即第三体的质量和中心天体的质
量），或两者兼而有之．对于内摄情况，则有些不同，通常要求ｍ′Ｍ，而并
不需要ｒ′／ｒ１；如果同时有ｒ′／ｒ１，即摄动天体非常靠近中心天体，在此
情况下，往往改为讨论运动天体相对中心天体和第三体两者质心的运动．
就低轨卫星（不仅是低轨地球卫星）的运动而言，显然属于外摄情况．对

图５．１　三天体的相对位置

于地球卫星，在历元地心平赤道坐标系
中，运动方程如下：

ｒ
．．

＝－ＧＭ
ｒ３ｒ－Ｇｍ′ Δ

Δ３ ＋ｒ′
ｒ′（ ）３ ．

其中各量见图５．１，如采用标准计算单
位，则上式变化如下简单形式：

ｒ
．．

＝－ｒ
ｒ３ －ｍ′ Δ

Δ３ ＋ｒ′
ｒ′（ ）３ ， （５．１０）

这里ｍ′是第三体的以中心天体质量Ｍ 为单位的无量纲质量．相应的摄动
函数Ｒ的形式如下：

Ｒ＝ｍ′ １
Δ－ ｒ

ｒ′２ｃｏｓ（ ）ψ ，

ｃｏｓψ＝ ｒ（ ）ｒ
· ｒ′（ ）

烅

烄

烆 ｒ′

． （５．１１）

对于外摄情况有

１
Δ ＝ （ｒ２＋ｒ′２－２ｒｒ′ｃｏｓψ）－１／２

＝ １
ｒ′∑

∞

ｌ＝０
Ｐｌ（ｃｏｓψ）ｒ（ ）ｒ′

ｌ
， （５．１２）

其中Ｐｌ（ｃｏｓψ）是上一章出现过的勒让德多项似式，上一章已出现过，只不
过变量ｓｉｎφ变为ｃｏｓψ，有
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Ｐ０（ｃｏｓψ）＝１，Ｐ１（ｃｏｓψ）＝ｃｏｓψ，

Ｐ２（ｃｏｓψ）＝ ３
２ｃｏｓ２

ψ－１
２

烅
烄

烆
，

将这些关系引入（５．１１）式得

Ｒ＝ｍ′ ｒ２

ｒ′３
３
２ｃｏｓ２

ψ－（ ）１
２ ＋ｒ３

ｒ′４
５
２ｃｏｓ３

ψ－３
２ｃｏｓ（ ）ψ ＋［ ］… ．

（５．１３）
对于低轨人造地球卫星而言，日、月引力摄动量级为二阶小量，即由

（５．１０）式给出下列估计：

｜Ｆε｜／｜Ｆ０｜≈
ｍ′（ ）Ｍ

ｒ（ ）ｒ′
３

＝Ｏ Ｊ２（ ）２ ．

就一阶摄动解而言，只需要给出二阶长期项σ２（ｔ－ｔ０）、一阶长周期项σ（１）
Ｌ （ｔ）

和轨道半长径ａ的二阶短周期项．但考虑到对稍高的地球卫星，以及其他类
型的探测器，第三体引力摄动的重要性，这里仍将六个轨道根数的二阶短周
期项一并给出．而且，日、月引力摄动将用“同一”公式表达，应用时可分开．
既然日、月摄动量为二阶小量，则相应的摄动函数（５．１３）式可取为下列简单
形式：

Ｒ＝ｍ′
ｒ′３ｒ２ ３

２ｃｏｓ２
ψ－（ ）１

２ ． （５．１４）

利用位置矢量与根数的关系（见第二章§２．３），不难导出

ｃｏｓψ＝Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ． （５．１５）
其中

Ａ＝ １
４

｛（１－ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω－θ＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω－θ

－ｕ′）］＋（１＋ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω＋θ－ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（ω＋θ＋ｕ′）］＋２ｓｉｎｉｓｉｎｉ′［ｃｏｓ（ω－ｕ′）－
ｃｏｓ（ω＋ｕ′）］｝， （５．１６）

Ｂ＝－１
４

｛（１－ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω－θ＋ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω－θ－ｕ′）］＋（１＋ｃｏｓｉ）［（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω＋
θ－ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（ω＋θ＋ｕ′）］＋２ｓｉｎｉｓｉｎｉ′［ｓｉｎ（ω－ｕ′）－
ｓｉｎ（ω＋ｕ′）］｝， （５．１７）

这里

θ＝Ω－Ω′，ｕ′＝ｆ′＋ω′． （５．１８）
所有带“′”的根数ｉ′，Ω′，ω′，ｆ′等均为摄动天体相对同一中心天体的轨道根

４



数，下面不再说明．将ｃｏｓψ代入（５．１４）式，得

Ｒ＝ ３
２βα

２ ｒ（ ）ａ ［２

－１
３＋１

２
（Ａ２＋Ｂ２）＋

１
２

（Ａ２－Ｂ２）ｃｏｓ２ｆ＋ＡＢｓｉｎ２ ］ｆ ， （５．１９）

β＝ｍ′／ｒ′３． （５．２０）

对于 ｒ（ ）ｒ′ １的外摄情况，上述表达式比较理想，因为在这种情况下，只有运

动天体的真近点角ｆ是快变量，而Ω，ω和摄动天体的Ω′，ω′，ｆ′都是慢变量，
上述表达式正好将快、慢变量完全分离开，这便于求相应摄动解的各种摄动项．
利用下列平均值

ｒ（ ）ａ
２

＝１＋３
２ｅ

２，ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２，ｒ（ ）ａ
２

ｓｉｎ２ｆ＝０， （５．２１）

可将摄动函数Ｒ分解为

Ｒ＝ＲＣ＋ＲＬ＋ＲＳ， （５．２２）

ＲＣ ＝ ３
２βα

２ Ｃ １＋３
２ｅ（ ）［ ］２ ， （５．２３）

ＲＬ ＝ ３
２βα

２ Ｌ１ １＋３
２ｅ（ ）２ ＋Ｌ２

５
２ｅ（ ）［ ］２ ， （５．２４）

ＲＳ ＝ ３
２βα ｛２ Ｓ１

ｒ（ ）ａ
２

－ １＋３
２ｅ（ ）［ ］２ ＋Ｓ２

ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ－５
２ｅ［ ］２ ＋

Ｓ３
ｒ（ ）ａ

２

ｓｉｎ２ ｝ｆ ． （５．２５）

其中

Ｃ＝ １
６

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （５．２６）

Ｌ１ ＝ １｛１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋２ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－
ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］＋

４１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］， （５．２７）

Ｌ２ ＝ １｛１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋ｓｉｎ２ｉＤ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ｝５ ， （５．２８）

Ｓ１＝Ｃ＋Ｌ１， （５．２９）
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Ｓ２＝Ｌ２， （５．３０）

Ｓ３ ＝－１｛１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋ｓｉｎ２ｉＤ８＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ｝１０ ． （５．３１）

关于Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄ１０的表达式如下：

Ｄ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′），

Ｄ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．３２）

Ｄ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ７ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ω＋２ｕ′），

Ｄ８ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ９ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ１０ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，

．

（５．３３）
将上述分解后的摄动函数ＲＣ，ＲＬ 和ＲＳ 分别代入摄动运动方程，即可

给出卫星轨道变化所满足的小参数方程，同时考虑一阶量Ｊ２（扁率项），有

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（σ，Ｊ２）＋ｆ２（σ，β）． （５．３４）

其中ｆ２ 有三项，即

ｆ２ ＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ＋ｆ２Ｓ． （５．３５）

６



采用平均根数法构造小参数幂级数解，在一阶摄动意义下，下面给出第
三体引力摄动相应的摄动项［２］．

１．长期项σ２（ｔ－ｔ０）的变率σ２

ａ２ ＝０，ｅ２ ＝０，ｉ２ ＝０， （５．３６）

Ω２ ＝－ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－１／２ｎｃｏｓｉ，（５．３７）

ω２ ＝ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋１

２ｅ［ ］２ （１－ｅ２）－１／２ｎ，

（５．３８）

Ｍ２ ＝－ ３
４βａ（ ）３ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ７

３＋ｅ（ ）２ ｎ． （５．３９）

各式右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ，和ｎ均为平均根数ａ０，ｅ０，ｉ０ 和ｎ０＝ａ－３
２ ．日、月

有关量β的定义如下：

β＝ｍ′／ｒ′３． （５．４０）
上述各式中，凡带有“′”的量（包括质量ｍ′和根数ａ′，ｅ′，ｉ′，…）均为第三体
（即摄动天体日、月）的有关量．下面不再说明．
对于中低轨卫星的定轨，基本上涉及的弧段不会太长，日、月位置（或轨

道）变化不大，可采用简单模型（例如平均椭圆轨道）计算日、月的轨道及相
应的距离量ｒ′，具体计算方法见§５．１．

２．长周期项σ（１）
Ｌ （ｔ）

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （５．４１）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３

２βａ（ ）３ （５ｅ １－ｅ槡 ２）ｎＨ１， （５．４２）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｎ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

×

（５ｅ２）ｃｏｓｉＨ１－２１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ２－（５ｅ２）Ｈ［ ］３ ， （５．４３）

Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｎ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ４＋ ５

２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ［ ］５ ＋

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）２
１

１－ｅ槡
［２
（２５ｅ２）ｃｏｓｉＨ

１ －２１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ

２ －

（５ｅ２）Ｈ］３ ， （５．４４）
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ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３

２βａ（ ）３ ｛ｎ １－ｅ槡 ２（３Ｈ６＋５Ｈ７）－

ｃｏｓｉ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１＋３
２ｅ（ ）２ Ｈ４＋ ５

２ｅ（ ）２ Ｈ ］［ ｝５ －

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）２
１

１－ｅ槡
［２
（５ｅ２）（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）Ｈ

１ －

１０１＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ

２ －（２５ｅ２）ｃｏｓｉＨ］３ ， （５．４５）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３

２βａ（ ）３ ｎ［（７＋３ｅ２）Ｈ６＋（５＋５ｅ２）Ｈ７］－

３
２（ ）β

３Ｊ２

２ｐ（ ）［２ （１５ｅ２）２－５
２ｓｉｎ（ ）ｉＨ

１ －

６１＋３
２ｅ（ ）２ ｃｏｓｉＨ

２ －（１５ｅ２）ｃｏｓｉＨ］３ ． （５．４６）

上述各式右端出现的各量，除在σ２ 中已出现过的之外，ｐ＝ａ（１－ｅ２）亦为平
均根数，而Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ７ 和Ｈ

１ ，Ｈ
２ ，Ｈ

３ 由下列各式表达：

Ｈ１ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ２＋ｓｉｎ２ｉＫ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ５ ］　
　

， （５．４７）

Ｈ２ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ６＋ｓｉｎ２ｉＫ７］， （５．４８）

Ｈ３ ＝ １［１６ －１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ２－

ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ４＋ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ５ ］　
　

， （５．４９）

Ｈ４ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ１６＋４ｃｏｓ２ｉＫ１７－６ｓｉｎ２ｉＫ１８］， （５．５０）

Ｈ５ ＝ １
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ１１－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ１２＋ｓｉｎ２ｉＫ１３＋

２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｋ１４＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｋ１５］， （５．５１）

Ｈ６ ＝ １
１６

［ｓｉｎ２ｉＫ１６＋２ｓｉｎ２ｉＫ１７＋２（２－３ｓｉｎ２ｉ）Ｋ１８］， （５．５２）

Ｈ７ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ１１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ１２＋ｓｉｎ２ｉＫ１３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ１４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ ］１５ ， （５．５３）

Ｋ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）／ｎ１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ３＋

８



（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ４， （５．５４）

Ｋ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）／ｎ２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ６， （５．５５）

Ｋ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω／２ω１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）／ｎ７＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′）／ｎ８， （５．５６）

Ｋ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）／ｎ９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋
２ｕ′）／ｎ１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ１２］， （５．５７）

Ｋ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）／ｎ１０＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ１４］， （５．５８）

Ｋ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ／２θｃ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）／ｎ１５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）／ｎ１６， （５．５９）

Ｋ７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ／θｃ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）／ｎ１７＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）／ｎ１８， （５．６０）

Ｋ１１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）／ｎ１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ３＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ４， （５．６１）

Ｋ１２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）／ｎ２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ６， （５．６２）

Ｋ１３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω／２ω１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）／ｎ７＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′）／ｎ８， （５．６３）

Ｋ１４ ＝ｓｉｎ ［ｉ′２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）／ｎ９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋

２ｕ′）／ｎ１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ ］１２ ， （５．６４）

Ｋ１５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）／ｎ１０＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ１４］， （５．６５）

Ｋ１６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ／２θｃ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）／ｎ１５＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）／ｎ１６， （５．６６）

Ｋ１７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ／θｃ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）／ｎ１７＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′）／ｎ１８， （５．６７）

Ｋ１８ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２ｕ′／２ｎ′， （５．６８）

Ｈ
１ ＝ １［１６

１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ
１ ＋１

２
（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ

２ ＋ｓｉｎ２ｉＫ
３ ＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ
４ ＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ］５ ， （５．６９）

Ｈ
２ ＝ １

１６
［ｓｉｎ２ｉＫ

６ ＋ｓｉｎ２ｉＫ
７ ］， （５．７０）

９　第５章　第三体引力摄动、非引力摄动及后牛顿效应



Ｈ
３ ＝ １［１６ －１

２
（１－ｃｏｓｉ）２Ｋ

１ ＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｋ
２ －

ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｋ
４ ＋ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｋ］５ ， （５．７１）

Ｋ
１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）／ｎ２

１＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）／ｎ２
３＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′）／ｎ２
４， （５．７２）

Ｋ
２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）／ｎ２

２＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）／ｎ２
５＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ＋２ｕ′）／ｎ２
６， （５．７３）

Ｋ
３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω／４ω２

１＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）／ｎ２
７＋

３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′）／ｎ２
８， （５．７４）

Ｋ
４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）／ｎ２

９－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋
２ｕ′）／ｎ２

１１＋（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）／ｎ２
１２］， （５．７５）

Ｋ
５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）／ｎ２

１１＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－
２ｕ′）／ｎ２

１３－（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′）／ｎ２
１４］， （５．７６）

Ｋ
６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ／４θ２

ｃ ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）／ｎ２
１５＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）／ｎ２
１６， （５．７７）

Ｋ
７ ＝ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ／θ２

ｃ －ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）／ｎ２
１７＋

ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′）／ｎ２
１８． （５．７８）

上述各式中的ｎ１，ｎ２，…，ｎ１８均是慢变化的变化率，即

ｎ１＝２ω１－２θＣ，　　　ｎ２＝２ω１＋２θＣ，　　　ｎ３＝２ω１－２θＣ＋２ｎ′
ｎ４＝２ω１－２θＣ－２ｎ′，ｎ５＝２ω１＋２θＣ－２ｎ′，ｎ６＝２ω１＋２θＣ＋２ｎ′
ｎ７＝２ω１－２ｎ′， ｎ８＝２ω１＋２ｎ′， ｎ９＝２ω１－θｃ

ｎ１０＝２ω１＋θＣ， ｎ１１＝２ω１－θＣ＋２ｎ′，ｎ１２＝２ω１－θＣ－２ｎ′
ｎ１３＝２ω１＋θＣ－２ｎ′，ｎ１４＝２ω１＋θＣ＋２ｎ′，ｎ１５＝２θＣ－２ｎ′
ｎ１６＝２θＣ＋２ｎ′， ｎ１７＝θＣ－２ｎ′， ｎ１８＝θＣ＋２

烅

烄

烆 ｎ′
（５．７９）

其中

θ＝Ω－Ω′
θＣ＝Ω１－Ω′｛

Ｃ

， （５．８０）

Ω１ 和ω１ 是卫星轨道根数Ω和ω的一阶长期项系数（即变率），即上一章给
出的地球扁率（Ｊ２）摄动项．而Ω′Ｃ 和ｎ′是日、月轨道根数Ω′和ｕ′的长期变
率．关于Ω′Ｃ，对于太阳轨道，无此项，而对于月球轨道，见（５．９）式．关于ｎ′，
在上述摄动解中，就可当作日、月的平运动角速度，即相应平近点角Ｍ′的变
率，具体计算公式见（５．１）和（５．２）式中Ｍ 的表达式．
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３．短周期项σ（２）
Ｓ （ｔ）

ａＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ ２ａＧ１， （５．８１）

ｅＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ槡 ２（ ）ｅ

（ １－ｅ槡 ２Ｇ１－Ｇ２）， （５．８２）

ｉＳｓ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １

１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
（ｃｏｓｉＧ２－Ｇ３）， （５．８３）

ΩＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １

１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ
Ｇ４， （５．８４）

ωＳ（ｔ）＝ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ槡 ２（ ）ｅ

Ｇ５－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）， （５．８５）

ＭＳ（ｔ）＝－ ３
２βａ（ ）３ １－ｅ２

ｅ Ｇ５＋７Ｇ（ ）６ ． （５．８６）

其中

Ｇ１ ＝Ｓ１ －ｅ２－２ｅｃｏｓＥ＋１
２ｅ

２ｃｏｓ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ２ －ｅ２－２ｅｃｏｓＥ＋ １－１
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ３ １－ｅ槡 ２［－２ｅｓｉｎＥ＋ｓｉｎ２Ｅ］， （５．８７）

Ｇｊ（ｊ＝２，３，４，６）＝Ｓ１ ［ｊｅ －２＋３
４ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ＋３

４ｅ
２ｓｉｎ２Ｅ－１

１２ｅ
３ｓｉｎ３ ］Ｅ ＋

Ｓ２ ［ｊ －５
２ｅ

１－１
２ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ＋１

２
１＋１

２ｅ（ ）２ ｓｉｎ２Ｅ－

１
６ｅ

１－１
２ｅ（ ）２ ｓｉｎ３ ］Ｅ ＋Ｓ３ｊ １－ｅ槡 ［２ ５

２ｅｃｏｓＥ －

１
２

（１＋ｅ２）ｃｏｓ２Ｅ＋１
６ｅｃｏｓ３ ］Ｅ ， （５．８８）

Ｇ５ ＝Ｓ１ （－２＋ｅ２）ｓｉｎＥ＋１
２ｅｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｓ２ －３（１－ｅ２）ｓｉｎＥ－１
２ｅｓｉｎ２Ｅ＋１

３ｓｉｎ３［ ］Ｅ ＋

Ｓ３（１－ｅ２）－１／ ［２ ３１－１１
６ｅ（ ）２ ｃｏｓＥ＋１

２ｅ
（１＋ｅ２）ｃｏｓ２Ｅ－

１
３

１－１
２ｅ（ ）２ ｃｏｓ３ ］Ｅ ． （５．８９）

这里Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３ 和Ｓ１ｊ，Ｓ２ｊ，Ｓ３ｊ（ｊ＝２，３，４，６）的表达式如下：
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Ｓ１ ＝ １
６

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋

１｛１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋
２ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋

ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］＋４１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］，

（５．９０）

Ｓ２ ＝ １［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋ｓｉｎ２ｉＤ３＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ］５ ， （５．９１）

Ｓ３ ＝－１［１６
１
２

（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６＋１
２

（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋ｓｉｎ２ｉＤ８＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９＋２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ ］１０ ． （５．９２）

Ｓ１２ ＝０， （５．９３）

Ｓ１３ ＝ １
１６ －２ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ２θ＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ－２ｕ′）｛ ＋

（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ｕ′）］－２ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎθ－
ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ－２ｕ′）＋ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（θ＋２ｕ′ ｝）］，

（５．９４）

Ｓ１４ ＝－１
４ｓｉｎ２ｉ１－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ′ ＋１
１６ｓｉｎ２ｉ［２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２θ｛ ＋

（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ－２ｕ′）＋（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２θ＋２ｕ′）］＋
４ｃｏｓ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓθ－ｓｉｎｉ′（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ－２ｕ′）＋
ｓｉｎｉ′（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（θ＋２ｕ′）］－
６ｓｉｎ２ｉ［ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ２ｕ′ ｝］， （５．９５）

Ｓ１６ ＝Ｓ１， （５．９６）

Ｓ２２ ＝２Ｓ３， （５．９７）

Ｓ２３ ＝ １
１６

［（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ６－（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ７＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ９－２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ１０］， （５．９８）

Ｓ２４ ＝ １
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ１－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ２＋

ｓｉｎ２ｉＤ３＋２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｄ４＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｄ５］， （５．９９）
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Ｓ２６ ＝Ｓ２， （５．１００）

Ｓ３２ ＝－２Ｓ２， （５．１０１）

Ｓ３３ ＝ １
１６

［（１－ｃｏｓｉ）２Ｄ１－（１＋ｃｏｓｉ）２Ｄ２＋

２ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ４－２ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ５］， （５．１０２）

Ｓ３４ ＝－１
１６

［ｓｉｎｉ（１－ｃｏｓｉ）Ｄ６－ｓｉｎｉ（１＋ｃｏｓｉ）Ｄ７＋

ｓｉｎ２ｉＤ８＋２（ｃｏｓｉ－ｃｏｓ２ｉ）Ｄ９＋２（ｃｏｓｉ＋ｃｏｓ２ｉ）Ｄ１０］， （５．１０３）

Ｓ３６ ＝Ｓ３． （５．１０４）

Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄ１０都是慢变量的函数，它们的表达式如下：

Ｄ１ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ２ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｃｏｓ（２ω＋２θ＋２ｕ′），

Ｄ３ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｃｏｓ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｃｏｓ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ４ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ＋２ｕ′）
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ５ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｃｏｓ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ－２ｕ′）
（１－ｃｏｓｉ′）ｃｏｓ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ）］，
（５．１０５）

Ｄ６ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω－２θ－２ｕ′），

Ｄ７ ＝２ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２ω＋２θ－２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）２ｓｉｎ（２θ＋２ω＋２ｕ′），

Ｄ８ ＝２（２－３ｓｉｎ２ｉ′）ｓｉｎ２ω＋
３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω－２ｕ′）＋３ｓｉｎ２ｉ′ｓｉｎ（２ω＋２ｕ′），

Ｄ９ ＝ｓｉｎｉ′［２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω－θ）－（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ＋２ｕ′）＋
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω－θ－２ｕ′）］，

Ｄ１０ ＝ｓｉｎｉ′［－２ｃｏｓｉ′ｓｉｎ（２ω＋θ）＋（１＋ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ－２ｕ′）－
（１－ｃｏｓｉ′）ｓｉｎ（２ω＋θ＋２ｕ′

烅

烄

烆 ），

．

（５．１０６）
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§５．３　太阳光压摄动

太阳辐射压（简称光压）是一表面力，与承受辐射压的卫星表面形状和
大小有关，因此光压摄动应与卫星姿态有关．除球形卫星外，承受光压力的
卫星截面积Ｓ＝Ｓ（ｔ）是变化的，要严格计算光压力的大小有一定程度的困
难，通常采用一确定值，即所谓的有效截面积Ｓ．如果对卫星姿态完全了解，
可给出Ｓ（ｔ）随时间的变化规律，不管这一规律多么复杂，对数值求解光压
摄动方程而言，不会遇到任何问题，但往往会给光压摄动分析解的建立带来
困难．故在构造光压摄动分析解时，通常采用固定值的有效截面积，即Ｓ＝
ｃｏｎｓｔ，我们亦作如此处理．
太阳光压摄动的另一个特点是：尽管光压力可以近似地处理成有心斥

力（力心即作为质点的太阳），但常会遇到地影问题（从卫星上看即“日蚀”），
在一定意义下，光压力实为一“间断力”，摄动效应不同于一般保守力，相应摄
动解的结构亦不同于中心天体非球形引力和第三体质点引力的摄动解形式．

１．光压摄动加速度

从实用的角度来看，可对相应的光压摄动加速度进行一些合理简化．其
原始形式为

Ｆε＝μＳ ρＳ
Δ２

Ｓ

Δ（ ）２ Δ^， （５．１０７）

μＳ＝кＳｍ ． （５．１０８）

这里к＝１＋η，η是卫星表面反射系数，０＜η＜１．Ｓ／ｍ即卫星的有效面质比，

ρＳ是地球附近（距太阳Δｓ＝１．０ＡＵ，ＡＵ 是天文单位）的太阳辐射压强
度，有

ρＳ ＝４．５６０５×１０－６ Ｎ／ｍ２

＝０．３１６６×１０－１７． （５．１０９）
后一个无量纲值对应标准单位系统．Δ＝ｒ－ｒＳ，ｒ和ｒＳ各为卫星和太阳的地

心位置矢量，Δ^＝Δ／Δ即单位矢量．
对于典型的有效截面积与质量之比（以下简称有效面质比）为１０９的人

造地球卫星，光压摄动量级为

ε＝｜Ｆε｜
｜Ｆ０｜＝

１０－８　 中低轨卫星，

１０－７　 高轨卫星｛ ．
（５．１１０）
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面质比为１０９ 相当于０．００６８１ｍ２／ｋｇ，一个半径为１．５ｍ重１ｔ的球形卫星
的面质比即１．０３８×１０９．因此，对于低轨人造地球卫星的运动，光压摄动亦

可当作二阶摄动小量．既然如此，考虑到太阳离地球远得多，有ｒ
ｒＳ

＝

Ｏ（１０－４），那么进一步作些简化是合理的，即
（１）可用－ｒＳ代替Δ；
（２）可认为太阳光来自无穷远，为平行光，可采用圆柱型地影模型，相应

的圆截面的半径Ｒ就采用地球参考椭球体赤道半径ａｅ值，最大误差也只有

１０－３（即地球几何扁率的量级）．
在上述近似处理下，光压摄动加速度变为下列形式：

Ｆε＝－ｋ０ｒＳ／ｒＳ，

ｋ０＝ ｋＳ（ ）ｍ ρ
烅
烄

烆 Ｓ

， （５．１１１）

Ｆε的三个分量Ｓ，Ｔ，Ｗ 即

Ｓ＝Ｆε·ｒ^，　Ｔ＝Ｆε·ｔ^，　Ｗ＝Ｆε·ｗ^， （５．１１２）

这里ｒ^，ｔ^，ｗ^即卫星径向，横向和轨道面法向单位矢量．不难给出
Ｓ＝－ｋ０（Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ），

Ｔ＝－ｋ０（Ｂｃｏｓｆ－Ａｓｉｎｆ），

Ｗ－ｋ０

烅
烄

烆 Ｃ

， （５．１１３）

Ｃ＝ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ω－ｕ′）＋ｓｉｎ（Ω＋ｕ′）］＋ｓｉｎｉｃｏｓｉ′［ｓｉｎ（Ω－ｕ′）－ｓｉｎ（Ω＋ｕ′）］

＋ｃｏｓｉｓｉｎｉ′［ｓｉｎｕ′］． （５．１１４）

Ａ和Ｂ 的表达式见（５．１６）和（５．１７），Ａ，Ｂ和Ｃ 仅涉及慢变量，Ｃ中的ｉ′即
黄赤交角．由Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量可给出受摄运动方程（３．７３）的右函数ｆ２（σ，
ｋ０）．

２．无地影情况的光压摄动解［２］

在此情况下只有长周期项和短周期项，分别为σ（１）
ｌ （ｔ）和σ（２）

ｓ （ｔ）．
（１）长周期项σ（１）

Ｌ

ａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （５．１１５）

ｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １－ｅ槡 ２［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ１＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ２＋２ｓｉｎｉＧ３］，

（５．１１６）

ｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ ｅ
１－ｅ槡 ２

ｓｉｎｉＧ１－ｓｉｎｉＧ２＋２ｃｏｓｉＧ［ ］３ ，

（５．１１７）
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Ω（１）
Ｌ （ｔ）＝ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ ｅ
１－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

［ｓｉｎｉＧ４－ｓｉｎｉＧ５＋２ｃｏｓｉＧ６］，

（５．１１８）

ω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（１）

Ｌ （ｔ）＋

３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ｅ
［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ４＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ５＋

２ｓｉｎｉＧ６］． （５．１１９）

Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ ３ｋ０

８（ ）ｕ ｎａ２ １＋ｅ２（ ）ｅ
［（１－ｃｏｓｉ）Ｇ４＋（１＋ｃｏｓｉ）Ｇ５＋２ｓｉｎｉＧ６］．

（５．１２０）
其中μ＝ＧＭ＝１，Ｇ１ 等量的表达式如下：

Ｇ１ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω＋ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω－ｕ′）／ｎ２，

Ｇ２ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω－ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω＋ｕ′）／ｎ２，

Ｇ３ ＝ｓｉｎε［ｃｏｓ（ω－ｕ′）／ｎ５－ｃｏｓ（ω＋ｕ′）／ｎ６

烅
烄

烆 ］，
（５．１２１）

Ｇ４ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）／ｎ２，

Ｇ５ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）／ｎ１＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）／ｎ２，

Ｇ６ ＝ｓｉｎε［ｓｉｎ（ω－ｕ′）／ｎ５－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）／ｎ６

烅
烄

烆 ］，
（５．１２２）

ｎ１ ＝ω１－Ω１＋ｎ′，　　　ｎ２ ＝ω１－Ω１－ｎ′，

ｎ３ ＝ω１＋Ω１＋ｎ′，　　　ｎ４ ＝ω１＋Ω１＋ｎ′，

ｎ５ ＝ω１－ｎ′，　　　　 ｎ６ ＝ω１＋ｎ′
烅
烄

烆 ．

（５．１２３）

这里Ω１ 和ω１ 即第四章给出的一阶长期项系数（Ｊ２ 项），而ｕ′和相应的ｎ′就
是太阳平黄经及其变率，而ｎ′亦可用太阳平运动角速度，黄赤交角ε的计算
公式见（５．１）式．
上述σ（Ｌ）

ｌ （ｔ）是直接部分，而间接部分（即与地球扁率Ｊ２ 项的联合效应）
如下，记作［σ（１）

Ｌ ］２：

［Ω（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝ ５ｓｉｎｉ

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｉ，

［ω（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝－ｔａｎｉ

（１３－１５ｓｉｎ２ｉ）

２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ

Ｉ，

［Ｍ（１）
Ｌ （ｔ）］２ ＝－３ １－ｅ槡 ２ｔａｎｉＩ

烅

烄

烆 ．

（５．１２４）

其中
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Ｉ＝∫
ｔ

ω１ｉ（１）
Ｌ （ｔ）ｄｔ

＝－ ３
８ｋ（ ）０ ｎａ２ ｅ

１－ｅ槡 ２
［－ｓｉｎｉＧ７＋ｓｉｎｉＧ８－２ｃｏｓｉＧ９］， （５．１２５）

Ｇ７ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
１

＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）ω１

ｎ２
（ ）２ ，

Ｇ８ ＝ （１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
１

＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
４

，

Ｇ９ ＝ｓｉｎ［εｓｉｎ（ω－ｕ′）ω１

ｎ（ ）２
５

－ｓｉｎ（ω＋ｕ′）ω１

ｎ（ ）］２
６

烅

烄

烆 ．

（５．１２６）

（２）短周期项σ（２）
ｓ （ｔ）

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＝－２ｋ０ａ３ Ａ ｃｏｓＥ＋１

２（ ）ｅ ＋Ｂ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ［ ］Ｅ ， （５．１２７）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝－ｋ０ａ２ １－ｅ槡 ［２ １－ｅ槡 ２Ａ １

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋

Ｂ －ｅ
２ｓｉｎＥ＋１

４ｓｉｎ２（ ）］Ｅ ， （５．１２８）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝－１

４ｋ０ａ２ １
１－ｅ槡

［２
１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －ｅ

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ Ｈ１－

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｈ ］２ ， （５．１２９）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－１

４ｋ０ａ２ １
１－ｅ槡 ２ｓｉｎ

［
ｉ

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｈ１＋

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －ｅ
４ｃｏｓ２（ ）Ｅ Ｈ ］２ ， （５．１３０）

ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΩ（２）

Ｓ （ｔ）－ｋ０
ａ２ ［ｅ １－ｅ槡 ２Ａ －ｅ

２ｓｉｎＥ＋１
４ｓｉｎ２（ ）Ｅ ＋Ｂ

ｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ －１
４ｃｏｓ２（ ）］Ｅ ， （５．１３１）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２［ω（２）

Ｓ （ｔ）＋ｃｏｓｉΩ（２）
Ｓ （ｔ）］＋

５ｋ０ａ ｛２ Ａ １－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｂ １－ｅ槡 ２ － ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋ｅ
４ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ， （５．１３２）

其中
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Ｈ１＝ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω－Ω－ｕ′）］－
ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω－ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｃｏｓ（ω＋Ω＋ｕ′）］＋
２ｃｏｓｉｓｉｎε［ｃｏｓ（ω－ｕ′）－ｃｏｓ（ω＋ｕ′）］

Ｈ２＝ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω＋ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω－Ω－ｕ′）］－
ｓｉｎｉ［（１＋ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω－ｕ′）＋（１－ｃｏｓε）ｓｉｎ（ω＋Ω＋ｕ′）］＋
２ｃｏｓｉｓｉｎε［ｓｉｎ（ω－ｕ′）－ｓｉｎ（ω＋ｕ′

烅

烄

烆 ）］

．

（５．１３３）
上述各式中出现的卫星根数，都是平均根数σ，有关太阳的各种量意义

同前．

３．地影存在情况下的光压摄动解

此时，光压摄动的结构不同于无地影情况，考虑到地影的空间几何位置
相对卫星的运动而言变化缓慢，可处理成卫星每圈进、出地影的位置相同，
或以计算弧段中间一圈的进、出地影位置代替整个弧段的相应值．于是光压
摄动解全部变成长周期项，在计算弧段不太长的情况下可按二阶长期项处
理，但公式右端涉及到的Ω，ω以及太阳位置量ｕ′，宜取（ｔ－ｔ０）的中间时刻

的平均根数σ１／２．摄动解变为如下形式：

　　　Δσ（ｔ）＝σ２（ｔ－ｔ０）

＝［Δσ（ｔ）］Ｌ＋［Δσ（ｔ）］Ｓ， （５．１３４）
其中

［Δσ（ｔ）］Ｌ＝（１－ΔＥ／２π）［σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）］， （５．１３５）

［Δσ（ｔ）］Ｓ＝１
２π

［σ（２）
Ｓ （Ｅ１）－σ（２）

Ｓ （Ｅ０）］ｎ（ｔ－ｔ０）， （５．１３６）

其中Ｅ０ 和Ｅ１ 各为卫星出地影和进地影时的偏近点角，这将由求解地影方
程给出，见下面第４段．有两点说明：

（１）（５．１３５）式右端出现的ΔＥ＝Ｅ１Ｅ
︵

０，是卫星在地影内运行的弧段
（用弧度单位表示），当无地影时 ΔＥ＝０，解（５．１３５）退化为（５．１１５）～
（５．１２０）的形式，只是当作长周期变化项处理：［Δσ（ｔ）］Ｌ＝σ（１）

Ｌ （ｔ）－σ（１）
Ｌ （ｔ０）．

而此时短周期变化项（５．１３６）式消失，即无地影时σ（２）
Ｓ （Ｅ１）＝σ（２）

Ｓ （Ｅ０＋２π），
导致［Δσ（ｔ）］Ｓ＝０，这相当于不计算光压摄动短周期项，亦是合理的．故可用
（５．１３５）～（５．１３６）式代替地影存在与否两种情况的计算公式，而不必分别
处理．

（２）σ（１）
Ｌ （ｔ）与σ（２）

Ｓ （Ｅ）的公式除 Ｍ（２）
Ｓ 外全部用（５．１１５）～（５．１２０）和

（５．１２７）～（５．１３１）式的形式，而原（５．１３２）式给出的Ｍ（２）
Ｓ 由下列两部分代替．

８１



［ΔＭ（ｔ）］Ｓ ＝ ［ΔＭ］１＋［ΔＭ］２， （５．１３７）

［ΔＭ］１ ＝ １
２π

［Ｍ（２）
Ｓ （Ｅ１）－Ｍ（２）

Ｓ （Ｅ０）］ｎ（ｔ－ｔ０）； （５．１３８）

Ｍ（２）
Ｓ （Ｅ）＝ｋ０

ａ２

ｅ Ａ １
２

（３－ｅ２）ｅｓｉｎＥ＋１
４

（１－３ｅ２）ｓｉｎ２［ ］｛ Ｅ －

１－ｅ槡 ２ＢｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋１
４

（１－２ｅ２）ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ，（５．１３９）

［ΔＭ］２ ＝ １
２ － ３

２（ ）ａ
［Δａ（ｔ）］Ｓｎ（ｔ－ｔ０）． （５．１４０）

其中［Δａ（ｔ）］Ｓ即由（５．１３６）式给出的ａ的变化部分．
从（５．１３７）～（５．１４０）式可以看出，当无地影时，［ΔＭ（ｔ）］Ｓ 的两个部

分，直接部分［ΔＭ］１ 和由Δａ导致的间接部分［ΔＭ］２ 均为０，即Ｍ 的短周
期项Ｍ（２）

Ｓ （ｔ）同样消失．

４．地影方程的解

卫星进出柱形地影边界处满足如下条件：

ｃｏｓψ＝Ａｃｏｓｆ＋Ｂｓｉｎｆ，ｓｉｎψ＝Ｒ／ｒ， （５．１４１）
其中ψ即卫星进出地影边界径向与太阳方向的地心张角，由此不难导出地
影方程如下：

ｓｉｎ（θ＋ｆ）＝－１［Ｋ １－Ｒ２

ｐ２（１＋ｅｃｏｓｆ）］２
１／２

，

Ｋ２＝Ａ２＋Ｂ２，　　　（Ｋ＞０），

θ＝ａｒｃｔａｎ（Ａ／Ｂ）

烅

烄

烆 ．

（５．１４２）

Ａ，Ｂ的表达式前面已有注明，ｐ＝ａ（１－ｅ２），而Ｒ是圆柱形地影圆截面的半
径，可取Ｒ＝ａｅ＝１．
求解地影方程即寻找满足方程（５．１４２）的两个真近点角ｆ对应的ｆ０

（出地影）和ｆ１（进地影），具体求解方法是一迭代过程：
（１）首先令ｅ＝０，由

ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）＝－１
Ｋ １－ Ｒ（ ）ｐ［ ］２ １／２

， （５．１４３）

给出ｆ０ 和ｆ１ 的迭代初值ｆ（０）
０ 和ｆ（０）

１ ．（５．１４３）式两个解分别在第三和第四
象限，而根据地影的特点要求弧ｆ０ｆ１＞１８０°，因此（θ＋ｆ）（０）在第四象限的

一个解给出的是ｆ（０）
０ ，另一个是ｆ（０）

１ ．如果无解，即｜ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）｜＞１，则取

ｓｉｎ（θ＋ｆ）（０）＝－１，（θ＋ｆ）（０）＝２７０°，ｆ０
（０）＝ｆ１

（０）＝２７０°－θ．
（２）由初值ｆ（０）

０ 和ｆ（０）
１ 分别代入原方程（５．１４２）进行迭代：
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ｓｉｎ（θ＋ｆ）（ｋ）＝－１
Ｋ

１－Ｒ２

ｐ２（１＋ｅｃｏｓｆ（ｋ－１））［ ］２
１
２
，　　ｋ＝１，２，…，

（５．１４４）
直到ｆ０ 和ｆ１ 满足精度要求终止，即相邻两次的ｆ０ 和ｆ１ 满足下列条件：

｜ｆ（ｋ）
０ －ｆ（ｋ－１）

０ ｜＜ε｜ｆ（ｋ）
１ －ｆ（ｋ－１）

１ ｜＜ε． （５．１４５）

ε是所给的精度要求，根据光压摄动量的大小和所采用的各种近似，可取ε
＝１０－３．
注意，迭代时，ｆ（ｋ）

０ 和ｆ（ｋ）
１ 是分别进行的，它们始终分别对应（θ＋ｆ）（ｋ）

在第四象限和第三象限．
在迭代过程中，只要再有一次｜ｓｉｎ（θ＋ｆ）（ｋ）｜＞１，就认为无地影，此时

可取ｆ０＝０，ｆ１＝２π．
求得出、进地影位置ｆ０ 和ｆ１ 后，根据下列几何关系即可给出最终需要

的Ｅ０ 和Ｅ１：

ｓｉｎＥ＝ １－ｅ槡 ２

１＋ｅｃｏｓｆｓｉｎｆ
，ｃｏｓＥ＝ １－ｅ２

１＋ｅｃｏｓｆｃｏｓｆ＋ｅ． （５．１４６）

§５．４　大气阻力摄动

对于典型的有效面质比为１０９ 的人造地球卫星，如果运行高度在３００
ｋｍ以上，大气阻力摄动的量级不会高于１０－６，即对中低轨卫星的运动而
言，大气阻力摄动量级亦可当作二阶小量来处理．

１．大气阻力摄动加速度的近似公式

对于２００ｋｍ以上的高层大气而言，实属稀薄大气，对于尺度不是特别
大的航天器而言，其运动是处于自由分子流中．高马赫数的航天器在这种状
态的稀薄气体中飞行，所受的气动力主要表现为一种阻力，并有很好的近似
表达式：

Ｄ＝－１
２

（ＣＤＳ）ρＶ
２ Ｖ（ ）Ｖ

， （５．１４７）

Ｖ＝ｖ－ｖａ， （５．１４８）
其中ｖ和ｖａ各为卫星和大气相对地心坐标系的速度矢量．公式（５．１４７）中
有几个量必须处理好，下面分别加以说明．

（１）阻力系数ＣＤ，通常取

ＣＤ＝２．２． （５．１４９）

０２



当高度降低后，特别是１５０ｋｍ以下，大气状态将处于自由分子流和连续介
质流之间的过渡状态，阻力系数要随高度变化，而且还没有严格的计算公
式，这里暂不考虑它．

（２）大气阻力亦是表面力，卫星承受阻力的截面积Ｓ很重要，对阻力加
速度而言，即面质比Ｓ／ｍ．与光压摄动类似，要严格给出相应的Ｓ／ｍ，必须
了解卫星的形状和姿态．如果缺乏这种信息，只能采用一个等效的面质比，
亦称有效面质比，Ｓ／ｍ＝ｃｏｎｓｔ．

（３）大气运动速度ｖａ，通常大气运动表现为一个旋转运动，其旋转角速
度ωａ比较复杂，其值有一个范围，即

ωａ＝（０．８～１．４）ｎｅ，
其中ｎｅ是地球自转角速度．不过，对于大气阻力摄动特别重要的低轨卫星，
飞行高度ｈ＝２００～４００ｋｍ，可取

ωａ＝ｎｅ． （５．１５０）
随着飞行高度的增加，大气阻力的影响减小，因此对中低轨卫星的运动而
言，就采用（５．１５０）式的值．

（４）大气密度模式ρ＝ρ（ｒ，ｔ），这是一个极其复杂的问题，在目前大气模
式的精度还不够高的情况下，取如下指数模式：

ρ＝ρ０ｅｘｐ －ｒ－σ（ｒ０）
Ｈ（ｒ（ ）） ． （５．１５１）

其中ρ０ 对应ｒ０，σ（ｒ０）是过ｒ０ 的等密度椭球面（或称扁球面），有：

σ＝ｒ０
１－ｓｉｎ２

φ
１－ｓｉｎ２

φ０
， （５．１５２）

是地球几何扁率．在ｈ＝２００－６００ｋｍ范围内，密度标高Ｈ（ｒ）随ｒ线性变
化，且有

Ｈ（ｒ）＝Ｈ０＋μ
２

（ｒ－ｒ０），　μ＝０．１． （５．１５３）

考虑到密度随时间的变化（太阳辐射效应），取

ρ０＝ρ０（１＋Ｆｃｏｓψ）， （５．１５４）

Ｆ＝ｆ－１
ｆ＋１

，　ｆ＝ρｍａｘ

ρｍｉｎ
， （５．１５５）

ｃｏｓψ＝ｒ^·ｒ^ｍ． （５．１５６）

其中ｒ^ｍ 是密度周日峰方向的单位矢量，其地心赤道球坐标表达式为

ｒｍ＝
ｃｏｓδｓｃｏｓ（αＳ＋λｍ）

ｃｏｓδｓｓｉｎ（αＳ＋λｍ）

　　　ｓｉｎδ

烄

烆

烌

烎Ｓ

，　λｍ≥３０°． （５．１５７）
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这里αＳ和δＳ是太阳的赤经赤纬，λｍ 是否取３０°（即太阳偏西２ｈ）可视具体情
况而定．
在具体引用上述大气密度分布公式时，参考点总是取初始近地点ｐ０ 对

应的ｒｐ０
，于是密度公式即写成下列形式：

ρ＝ρｐ０ｅｘｐ －ｒ－σ（ｐ０）
Ｈ（ｒ（ ））

＝ρｐ０
（１＋Ｆｃｏｓψ）ｅｘｐ －ｒ－σ（ｐ０）

Ｈ（ｒ（ ）） ， （５．１５８）

其中

Ｆ ＝ｆ －１
ｆ ＋１

，ｆ ＝ ρｍａｘ

ρ（ ）ｍｉｎ ｐ０

，

σ（ｐ０）＝ｒｐ０
（１－ｓｉｎ２

φ）／（１－ｓｉｎ２
φｐ０

），

ｓｉｎφ＝ｓｉｎｉｓｉｎ（ｆ＋ω）ｓｉｎφｐ０ ＝ｓｉｎｉｓｉｎω０，

Ｈ（ｒ）＝Ｈｐ０ ＋μ
２

（ｒ－ｒｐ０
）

烅

烄

烆 ．

（５．１５９）

计算中需注意首先要提供参考点处的平均大气密度ρｐ０
，它对应高度

ｈｐ０
，有

ｈｐ０＝ａ０（１－ｅ０）－（１－ｓｉｎ２ｉ０ｓｉｎ２ω０）， （５．１６０）
其中根数ａ０，ｅ０，ｉ０ 和ω０ 是取初始平均根数还是初始瞬时根数均无妨，这里
指的是参考点，与具体求摄动分析解用什么方法无关，只要计算参考点及其
相应的各种参量（见公式（５．１５９）），采用统一的根数值即可．

２．大气阻力摄动运动方程

对于旋转大气，其旋转速度ｖａ在（Ｕ，Ｎ，Ｗ）三个方向的分量为

（ｖａ）Ｕ ＝ （ｖａ）Ｔｓｉｎθ，　　　ｃｏｓφｃｏｓｉ′＝ｃｏｓｉ，
（ｖａ）Ｎ ＝ （ｖａ）Ｔｃｏｓθ，　　　ｃｏｓφｓｉｎｉ′＝ｃｏｓ（ｆ＋ω）ｓｉｎｉ，
（ｖａ）Ｗ ＝－ｒｃｏｓφｎｅｓｉｎｉ′

烅
烄

烆 ．

（５．１６１）

其中（ｖａ）Ｔ＝ｒｃｏｓφｎｅｓｉｎｉ′，ｉ′是大气旋转方向与轨道面横向（Ｔ）之间的夹角，

θ是径向与速度方向（即Ｕ 向）之间的夹角，并有

ｓｉｎθ＝１＋Ｏ（ｅ２），　ｃｏｓθ＝Ｏ（ｅ）． （５．１６２）
而卫星运动速度ｖ在上述三个方向的分量为（ｖ，０，０）．考虑到大气模式本身
的状况，且反映大气旋转的特征量

ｒｎｅ

ｖ ≈Ｏ（１０－１）．

２２



可对大气阻力Ｄ作一些简化，三个阻力加速度分量Ｕ，Ｎ，Ｗ 可以写成下列
形式：

Ｕ ＝－１
２Ａ１

（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）
ａ（１－ｅ２） ρ，

Ｎ ＝０，

Ｗ ＝－１
２Ａ２ｒｃｏｓｕｓｉｎｉ１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２

ａ（１－ｅ２［ ］）
１／２

ρ

烅

烄

烆
，

（５．１６３）

其中

Ａ１ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ Ｆ２，　Ａ２ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ ｎｅＦ，

Ｆ＝ １－ｒｎｅ

ｖｃｏｓ（ ）ｉ ≈ １－
ｒｐ０ｎｅ

ｖｐ０

ｃｏｓ（ ）ｉ
烅

烄

烆 ．
（５．１６４）

将Ｕ，Ｎ，Ｗ 代入摄动运动方程即得

ｄａ
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

（１－ｅ２）３／２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）３／２ρ，

ｄｅ
ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ

（１－ｅ２）１／２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（ｃｏｓｆ＋ｅ）ρ，

ｄｉ
ｄｔ＝－ Ａ２ａｓｉｎｉ

４（１－ｅ２）
ｒ（ ）ａ

２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（１＋ｃｏｓ２ｕ）ρ，

ｄΩ
ｄｔ ＝－ Ａ２ａ

４（１－ｅ２）
ｒ（ ）ａ

２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ｓｉｎ２ｕρ，

ｄω
ｄｔ＝－ Ａ１ａｎａ

ｅ（１－ｅ２）１／２ｓｉｎｆ（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ρ，

ｄＭ
ｄｔ ＝ ｎ

（ ）ａ Δａ＋ Ａ１ｎａ
ｅ（１－ｅ２）

ｒ（ ）ａ ｓｉｎｆ（１＋ｅｃｏｓｆ＋

ｅ２）（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２ρ

烅

烄

烆 ．
（５．１６５）

由此还可给出近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）的变化率，即

ｄｒｐ

ｄｔ＝－ Ａ１ｎａ２

（１－ｅ２）３／２（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２（１－ｃｏｓｆ）（１－ｅ２）ρ≤０．

（５．１６６）
从上述摄动运动方程可知，如果大气静止，运动天体的轨道面则不变，

而无论大气是静止还是旋转，半长径ａ和近星距ｒｐ 都在不断减小．虽然

ｄｅ／ｄｔ右端因子（ｃｏｓｆ＋ｅ）并不恒大于零，但后面将会从平均效应得知，ｅ亦
是减小的．这就表明，阻力摄动效应的主要特点是使运动天体的轨道不断变
小变圆，此即阻尼作用下，轨道能量耗散的一种表现，这种耗散效应将是低
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轨地球卫星轨道寿命长短的决定性因素．

３．大气阻力摄动解［２］

上述大气阻力摄动运动方程（５．１６５）实为完整的卫星受摄运动对应的
小参数方程中的二阶小量部分，即

ｄσ
ｄｔ＝ｆ０（ａ）＋ｆ１（Ｊ２）＋ｆ２（Ｄ／ｍ）

中的ｆ２（Ｄ／ｍ）．仍采用平均根数法构造小参数幂级数解，只需给出二阶长

期项σ２（ｔ－ｔ０）．
只保留上述对球形静止平均大气模式各种修正的一次项（１０－１的量

级），它们彼此的联合效应（１０－２的量级）均略去．因为大气模式本身的误差

可有５％～１０％（即１０－１），故在构造σ２（ｔ－ｔ０）时，密度公式中保留到与此相

当的１０－１量级的摄动量，有如下形式：

ρ＝ρｐ０ｅｘｐ － １
Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ×

｛１＋Ｃｃｏｓ２ωｃｏｓ２Ｅ－Ｃｓｉｎ２ωｓｉｎ２Ｅ＋Δ（μ，Ｆ）｝ｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ），
（５．１６７）

Δ（μ，Ｆ）＝μｚ
２
０

３
４－ｃｏｓＥ＋１

４ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋

ＦＡ －ｅ
２＋ｃｏｓＥ＋ｅ

２ｃｏｓ２（ ）Ｅ ＋ＦＢ ｓｉｎＥ＋ｅ
２ｓｉｎ２（ ）Ｅ ．

其中

ｚ＝ａｅ
Ｈｐ０

，　ｚ０＝
ａ０ｅ０

Ｈｐ０
． （５．１６８）

以这种形式的密度公式代入摄动运动方程（５．１６５）即可给出右函数ｆ２（Ｄ／

ｖ）的具体形式．与前面各种摄动影响不同，在分解该右函数求平均值时，将
要出现下列形式的积分及其结果：

１
２π∫

２π

０
ｓｉｎｎＥｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）＝０，　　（ｎ＝１，２，…）， （５．１６９）

１
２π∫

２π

０
ｃｏｓｎＥｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）＝Ｉｎ（ｚ），　　（ｎ＝０，１，２，…）．（５．１７０）

Ｉｎ（ｚ）称为第一类虚变量的贝赛尔函数，具体计算公式后面第４段中介绍．
根据上述平均值的表达，二阶长期项系数σ２ 的表达式如下：

ａ２ ＝－Ｂ１ａ２ｎ （Ｉ０＋２ｅＩ１）＋Ｃ（ｃｏｓ２ωＩ２）＋μｚ
２
０

３
４Ｉ０－Ｉ１＋１

４Ｉ（ ）｛ ２ ＋

４２



ＦＡ ｅ
２Ｉ０＋Ｉ１＋３

２ｅＩ（ ）｝２ ， （５．１７１）

ｅ２ ＝－Ｂ１ａｎ
ｅ
２Ｉ０＋Ｉ１＋ｅ

２Ｉ（ ）２ ＋Ｃ
２ｃｏｓ２ω（Ｉ１＋Ｉ３）｛ ＋

μｚ
２
０ －１

２Ｉ０＋７
８Ｉ１－１

２Ｉ２＋１
８Ｉ（ ）３ ＋

ＦＡ １
２Ｉ０＋ｅ

２Ｉ１＋１
２Ｉ２＋ｅ

２Ｉ（ ）｝３ ， （５．１７２）

ｉ２ ＝－１
４Ｂ２ａｓｉｎｉ （Ｉ０＋ｃｏｓ２ωＩ２［ ］）， （５．１７３）

Ω２ ＝－１
４Ｂ２ａＩ２ｓｉｎ２ω， （５．１７４）

ω２ ＝－ｃｏｓｉΩ２ －Ｂ１ ｛ａｎ Ｃｓｉｎ２ ［ω １
４Ｉ０ － １

２ｅＩ１ －Ｉ２ ＋ １
２ｅＩ３ ＋ ３

４Ｉ ］４ ＋

ＦＢ ［ １
２ｅ＋ｅ（ ）１６Ｉ０ ＋ １

２Ｉ１ － １
２ｅ－ｅ（ ）４ Ｉ２ － １

２Ｉ３ － ５
１６ｅＩ４ －

ｅ
４

（Ｉ０－Ｉ２ ］｝） ， （５．１７５）

Ｍ２ ＝－（ω２＋ｃｏｓｉΩ２）＋Ｂ１ａｎ ＦＢ ｅ
４

（Ｉ０－Ｉ２［ ］｛ ｝） －

１
２

３ｎ
２（ ）ａａ２（ｔ－ｔ０）． （５．１７６）

上述摄动解表达式右端出现的慢变量Ω，ω以及太阳平黄经ｕ′＝Ｌ，宜取（ｔ
－ｔ０）的中间值σ１／２，即

Ω＝Ω０＋１
２Ω１（ｔ－ｔ０），

ω＝ω０＋１
２ω１（ｔ－ｔ０），

Ｌ＝Ｌ０＋１
２ｎ′

（ｔ－ｔ０）

烅

烄

烆 ．

（５．１７７）

其中Ω１ 和ω１ 是第４章给出的一阶长期项系数（Ｊ２ 项），ｎ′即太阳平运动角
速度．见（５．１）式．
注意，为了计算公式的统一，凡长周期项变化按长期项处理的计算公式

中，出现Ω，ω以及有关量时，均取σ１／２代替σ０．
（５．１７１）～（５．１７６）式中有关大气阻力的几个参数Ｂ１，Ｂ２，Ｃ，μ，Ｆ和

Ａ，Ｂ，除μ和Ｆ在前面（５．１５３）和（５．１５９）式已给出外，其他各变量意义
如下：
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Ｂ１ ＝ ＣＤＳ（ ）ｍ ρｐ０Ｆ
２ｅｘｐ － １

Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ，

（５．１７８）

Ｂ２＝
ＣＤＳ（ ）ｍ ρｐ０Ｆｎｅｅｘｐ － １

Ｈｐ０

（ａ－ａ０＋ａ０ｅ０）－Ｃｃｏｓ２ω（ ）０ ，（５．１７９）

Ｃ＝１
２


ＨＰ０

ｒｐ（ ）０ ｓｉｎ２ｉ０． （５．１８０）

＝１／２９８．２５７即前面所提到的地球几何扁率，Ａ和Ｂ的表达式与上一章

的Ａ和Ｂ 类似，见公式（５．１６）和（５．１７），只是那里的Ω在Ａ和Ｂ中改为

Ω－λｍ 即可．剩下的一个问题是（５．１７８）和（５．１７９）式右端指数函数中包含
的ａ，这与计算参考点处各参数采用的ａ０，ｅ０ 不一样，按平均根数法，它应取

ａ０．考虑到有地影时的光压摄动和大气阻力摄动，轨道半长径ａ有二阶长期

项ａ２（ｔ－ｔ０），可在计算弧段（ｔ－ｔ０）中取ａ１／２＝ａ０＋１
２ａ２（ｔ－ｔ０）代替ａ０．

４．第一类虚变量Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｉｎ（ｚ）的计算

计算公式为

Ｉｎ（ｚ）＝ 
∞

ｋ＝０

１
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｚ（ ）２
ｎ＋２ｋ

，

Ｉｎ＋１ ＝Ｉｎ－１－ ２ｎ（ ）ｚ Ｉｎ，　　（ｎ≥１），

ｚ＝ ａｅ
Ｈｐ０

＝ ａｅ
Ｈｐ０

烅

烄

烆
，

（５．１８１）

有

Ｉｎ（ｚ）＝Ｏ（ｚｎ）． （５．１８２）
计算中ｋ的取值由相对精度控制，若记

［Ｉｎ（ｚ）］Ｎ ＝ ∑
Ｎ

ｋ＝０

１
（ｎ＋ｋ）！ｋ！

ｚ（ ）２
ｎ＋２ｋ

＝ ∑
Ｎ

ｋ＝０

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ，

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ＝Ｎ＋１ ＝ １
（ｎ＋Ｎ＋１）！（Ｎ＋１）！

ｚ（ ）２
ｎ＋２（Ｎ＋１）烅

烄

烆
，

（５．１８３）

则要求满足下列条件：

［Ｉｎ（ｚ）］ｋ＝Ｎ＋１／Ｉｎ（ｚ［ ］）Ｎ＜ε． （５．１８４）

这里ε是精度控制值，根据具体要求取值．
计算Ｉｎ（ｚ）比较麻烦，对于偏心率较小的卫星轨道，高度变化幅度Δｈ

不会太大，在精度要求不太高时，可将密度表达式中的ｅｘｐ（ｚｃｏｓＥ）展开，表

６２



示成（ｚｃｏｓＥ）的幂形式，取其几项即可，这可在摄动解中避免出现Ｉｎ（ｚ）．

§５．５　后牛顿效应

这是高速问题中，广义相对论对牛顿力学的修正．对于受摄二体问题，
相应的后牛顿摄动加速度为

ＡＰＮ ＝ μ
ｃ２ｒ２

４μ
ｒ －ｖ（ ）２ ｒ（ ）ｒ ＋４ｒ

．

ｖ ｒ
．

（ ）［ ］ｖ
， （５．１８５）

显然有

ε＝｜ＡＰＮ｜／μ
ｒ（ ）２ ＝Ｏ ｖ２

ｃ（ ）２ ． （５．１８６）

其中ｃ是光速，μ＝ＧＭ 是中心天体的引力常数，在标准单位系统中μ＝１．但
下面仍然保持写为μ的形式．
在太阳系中，水星绕日运动和人造卫星绕地球运动，这一摄动量级分别

为１０－８和１０－９．对水星运动而言，后牛顿项相对其他天体的引力摄动是不
太小的，而对人造地球卫星（确切地说是指近地卫星）的运动，后牛顿项相对
地球扁率摄动仅为三阶小量，即Ｏ（Ｊ３

２），但仍然给出相应的摄动解．

由ｒ，ｒ
．
与轨道根数之间的关系可知，用径向、横向和轨道面法向三个分

量表达的形式为

ｒ＝
ｒ烄

烆

烌

烎

０
０

，ｒ
．

＝

ｒ
．

ｒθ
．

烄

烆

烌

烎０

＝
ｅｓｉｎｆ μ／槡 ｐ
（１＋ｅｃｏｓｆ）μ／槡 ｐ
　　　

烄

烆

烌

烎０

， （５．１８７）

其中ｐ＝ａ（１－ｅ２）．由此可得ＡＰＮ的Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量为

Ｓ＝ μ
２

ｃ２ａ３ －３ ａ（ ）ｒ
２

＋１０ ａ（ ）ｒ
３

－４（１－ｅ２）ａ（ ）ｒ［ ］４
，

Ｔ＝ μ
２

ｃ２ａ３ ４ｅ ａ（ ）ｒ
３

ｓｉｎ［ ］ｆ ，

Ｗ ＝０

烅

烄

烆 ．

（５．１８８）

将其代入相应的摄动运动方程即得

σ
．

＝ｆ０（ａ，ｅ）＋ｆＰＮ（σ，ε）， （５．１８９）
这里的后牛顿项ｆＰＮ实为三阶小量，且只有长期部分和短周期部分，即

ｆＰＮ＝ｆＣ（ａ，ｅ）＋ｆＳ（ａ，ｅ，Ｍ）． （５．１９０）
由平均根数法，积分后给出摄动解的长期项和短周期项如下［２］：
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ａＣ（ｔ－ｔ０）＝０，ｅＣ（ｔ－ｔ０）＝０，ｉＣ（ｔ－ｔ０）＝０， （５．１９１）

ΩＣ（ｔ－ｔ０）＝０， （５．１９２）

ωＣ（ｔ－ｔ０）＝ μ
ｃ（ ）２

３
ｐ
ｎ（ｔ－ｔ０）， （５．１９３）

ＭＣ（ｔ－ｔ０）＝－ μ
ｃ（ ）２

３
ｐ

（１－ｅ２）－１ ３＋７
２ｅ

２＋ｅ（ ）４ ｎ（ｔ－ｔ０），

（５．１９４）

ａＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２ （１－ｅ２）－２［（１４＋６ｅ２）ｅｃｏｓｆ＋５ｅ２ｃｏｓ２ｆ］，（５．１９５）

ｅＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

（３＋７ｅ２）ｃｏｓｆ＋５
２ｅｃｏｓ２［ ］ｆ ， （５．１９６）

ｉＳ（ｔ）＝０， （５．１９７）

ΩＳ（ｔ）＝０， （５．１９８）

ωＳ（ｔ）＝ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

３（ｆ－Ｍ）－ ３
ｅ －（ ）ｅｓｉｎｆ－５

２ｓｉｎ２［ ］ｆ ，（５．１９９）

ＭＳ（ｔ）＝－ μ
ｃ（ ）２

１
ｐ

１－ｅ槡 ２ ３ｅ ｒ（ ）ａ ｓｉｎｆ－ ３
ｅ ＋７（ ）ｅｓｉｎｆ－５

２ｓｉｎ２［ ］ｆ ．

（５．２００）
上述ωＣ（ｔ－ｔ０），对水星运动而言就是水星近日点进动项，这是后牛顿效应
的一个重要结果．对于人造卫星的运动，视精度要求而决定取舍．
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第６章　航天器轨道设计和星座设计

§６．１　航天器轨道设计的基本内容

航天器轨道设计的目的就是根据飞行任务需求来确定航天器的运行轨

道参数以及发射时机，并使得航天器的运行成本最低．轨道设计是一个复杂
的优化过程，它涉及到许多参数之间的权衡．通常在航天器执行空间飞行任
务的不同时期，往往有不同的飞行轨道，譬如：用来检测和存贮航天器的停
泊轨道，用于航天器在不同轨道之间转移的转移轨道，航天器执行正常飞行
任务的工作轨道以及航天器任务结束后进入的废弃轨道等．一个完整的轨
道设计应包括航天器在不同飞行阶段的各种轨道，但在任务设计早期，可主
要着眼于航天器的工作轨道．
轨道设计没有绝对的规则可循，不同的飞行任务，其设计思想、设计方

法也不尽相同．这一节主要介绍一些卫星轨道类型、轨道选择以及发射窗口
选择等有关人造地球卫星轨道设计的基本知识．有兴趣的读者可进一步阅
读文献［１］的第五、六章和文献［２］的第七章内容．

１．轨道类型概述

轨道设计首先是根据任务要求选择的合适的轨道类型．按照轨道高度
或者轨道特征可以分为低地球轨道（ＬＥＯ：ＬｏｗＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）、中地球轨道
（ＭＥＯ：ＭｅｄｉｕｍＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）、地球同步轨道（ＧＳＯ：ＧｅｏＳｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓＯｒ
ｂｉｔ）、大椭圆轨道（ＨＥＯ：ＨｉｇｈｌｙＥｃｃｅｎｔｒｉｃＯｒｂｉｔ）等．

ＬＥＯ的轨道高度在２０００ｋｍ以下，周期约在９０～１２０分钟之间，ＬＥＯ
的优点有：卫星和用户设备相对简单，成本较低；由于高度低，因此无线电
发射功率可以降低．但是，ＬＥＯ也有一些明显的缺陷：单颗卫星覆盖范围
很小，可视时间短（对周期为１０５分钟的轨道，可视时间大约为１５分钟）．
ＬＥＯ轨道受大气阻力摄动影响明显，在此摄动的影响下轨道将不断变圆、



变低，因此卫星需要额外的燃料来提供补偿轨道衰减所需的能量．这种轨道
常用于资源勘测的资源卫星，用于地区侦察的军用侦察卫星，用于全球气象
观测和预报的气象卫星以及空间站、载人航天器等．

ＭＥＯ的轨道高度一般在５０００ｋｍ以上，周期为２００分钟到十几个小
时，大气阻力影响可忽略，轨道相对较稳定，便于精密定轨和精密星历预报，
目前，ＧＰＳ、ＧＬＯＮＡＳＳ和未来的ＧＡＬＩＬＥＯ等卫星导航系统都选用了这种
轨道．ＭＥＯ卫星地面覆盖范围较大，可视时间较长，如一颗ＧＰＳ卫星约可
覆盖地球３４％左右的面积，最大可视时间达９小时以上．但 ＭＥＯ轨道

Ｄｏｐｐｌｅｒ频移缓慢，卫星的发射成本相对ＬＥＯ卫星也要高的多．
ＧＳＯ的轨道高度约为３５８００ｋｍ，包括地球静止轨道卫星（ＧＥＯ：Ｇｅｏ

ｓｔａｔｉｏｎａｒｙＥａｒｔｈＯｒｂｉｔ）和倾斜同步轨道卫星（ＩＧＳＯ：ＩｎｃｌｉｎｅｄＧｅｏＳｙｎｃｈｒｏ
ｎｏｕｓＯｒｂｉｔ）．ＧＥＯ是倾角为０的地球同步轨道，相对地面观测者，卫星好像
在赤道上空静止不动，其星下点轨迹是一个点．ＧＥＯ卫星可以提供大范围
的地面覆盖（约４０％），在其覆盖区域内任何一点，卫星均２４小时可见．
ＧＥＯ已用于通信、电视转播、气象和导航卫星系统的增强（如美国的

ＷＡＡＳ系统、欧洲的ＥＧＮＯＳ系统和日本的 ＭＳＡＳ系统等）．但ＧＥＯ也存
在一些缺陷：它不能提供对极区的覆盖，卫星发射费用高，多普勒频移很
低，此外ＧＥＯ需要较频繁的定点维持，不利于精密定轨和精密星历的长期
预报．

ＩＧＳＯ是指倾角不为０的地球同步轨道，其星下点轨迹是一个跨南北
半球的“８”字，其交叉点在赤道上．这种轨道可对极区可以提供很好的覆盖，
其交叉点在赤道上除了有长期漂移外，还存在由田谐项共振引起的长周期
漂移，这种共振影响在不同的交叉点位置也会有不同，考虑到与ＧＥＯ卫星
的碰撞危险和服务的稳定性，也会需要频繁的轨道维持．此外，ＩＧＳＯ卫星
发射费用也高，且在国际上应用很少，这在技术上也会存在一些风险．

ＨＥＯ为大椭圆轨道，近地点高度约几百千米，远地点高度通常在几万
千米以上．卫星在远地点附近运动较慢，可见时间长，适合对特殊地区的覆
盖（如高纬度地区），前苏联的闪电（Ｍｏｌｎｉｙａ）通信卫星系统就采用这种轨
道．ＨＥＯ轨道的偏心率大，要解决拱线指向（近地点方向）的长期进动使其
保持拱线静止，轨道倾角就必须取临界倾角（６３．４３°或１１６．５７°）．还有，对于

ＨＥＯ，信号空间传输时的损耗在近地点和远地点相差１０ｄＢ以上，这导致
信号跟踪性能的下降，当然，理论上可通过改变卫星天线的增益来改善跟踪
性能，但这将导致硬件的复杂性．ＨＥＯ的Ｄｏｐｐｌｅｒ频移变化也很大，这也将
导致地面设备的复杂化．此外，ＨＥＯ 存在一个严重的缺陷：卫星穿过

２



ＶａｎＡｌｌｅｎ辐射带（２０００～１００００ｋｍ），这有可能导致卫星机械和电子设备
故障．
除了上面这些轨道分类外，还有其它一些以轨道特征来描述的特殊轨

道，如回归轨道、太阳同步轨道、冻结轨道等．所谓回归轨道是指卫星的星下
点轨迹在卫星运行ｎ圈以后重复的轨道．太阳同步轨道和冻结轨道在前面
第四章中均有介绍，前者是指卫星轨道面在赤道上的进动速度等于地球公
转角速度，这类轨道有一特点，就是卫星同方向通过同一纬度圈时的地方时
相同．后者也叫拱线静止轨道，它是指轨道拱线指向在空间保持不变的轨
道，这类轨道的特征是轨道偏心率和轨道形状不变，近地点幅角保持在

９０°，因此，卫星通过同一纬度地区的高度保持不变．这种轨道的实现，通常
是通过适当选择轨道周期、倾角和偏心率来达到拱线静止的目的．

２．轨道选择

轨道选择是指根据任务总体以及各分系统对轨道提出的一些技术要求

来确定卫星的有关轨道参数．首先，轨道根数ａ，ｅ表示了轨道的大小与形
状，决定了轨道近地点、远地点高度和轨道周期，因此ａ，ｅ的选择其实就是
选择轨道周期和近地点高度．
又由ｓｉｎφｐ＝ｓｉｎｉｓｉｎω（φｐ为近地点的地心纬度）知近地点幅角ω可以由

轨道倾角ｉ和近地点位置决定．于是近地点幅角的选择可以通过选择近地
点位置来代替．

ω＝ ｓｉｎ－１（ｓｉｎφｐ／ｓｉｎｉ），　　　　 近地点位于升轨，

１８０°－ｓｉｎ－１（ｓｉｎφｐ／ｓｉｎｉ），　　近地点位于降轨
烅
烄

烆 ．
（６．１）

升交点赤经Ω通常在轨道设计中由发射时间来最后确定，因此，在轨

道选择时用升交点经度ΩＧ 来代替Ω，ΩＧ＝Ω－Ｓ（Ｓ为卫星发射时刻的格
林尼治恒星时）．

ΩＧ ＝
λ－ｓｉｎ－１（ｔａｎφ／ｔａｎｉ），　　　　 入轨点位于升轨，

１８０°＋λ＋ｓｉｎ－１（ｔａｎφ／ｔａｎｉ），　　入轨点位于降轨｛ ．
（６．２）

这里（λ，φ）为入轨点的地心经纬度．这样，升交点经度ΩＧ 的选择也就

由入轨点位置选择来代替．
综上，这六个轨道根数的选择可以用轨道周期、近地点高度、轨道倾角、

近地点位置、发射时间和入轨点位置的选择所代替．
下面来讨论这几个参数的选择问题．
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（１）轨道倾角的选择
轨道倾角选择所需考虑的约束因素主要有：

１）对ＬＥＯ卫星，轨道倾角不应小于被观测区域的最高纬度或最低纬
度的绝对值．

２）对一次入轨的卫星而言，轨道倾角不能小于发射场的地心纬度．若
要发射倾角小于发射场纬度的轨道，则必须经过变轨，且应选择纬度接近轨
道倾角的发射场发射，因为变轨道面的轨道调整是最耗能量的．小倾角轨道
卫星一般都从低纬度地区的发射场发射就是这个原因．

３）倾角的选择必须考虑运载火箭的能力．轨道倾角越大，消耗运载火
箭的能量就越多．

４）倾角选择必须注意与轨道周期和升交点的配合，使星下点轨迹经过
被观测区域的重点目标．

５）必须注意地面台站的布设，以保证对卫星的跟踪、测量和控制．
６）必须注意发射方向的限制（瞄准方向及各级火箭落点的安全）．
７）一些特殊轨道（太阳同步轨道、极轨道、临界倾角轨道等）对倾角的
要求．
（２）近地点位置的选择
对侦察或资源卫星，为了提高地面分辨率，一般把近地点位置安排在所

需侦察或勘察地区的中部上空较为合适．
对返回式卫星，一般把近地点位置放在制动点后边（飞行方向的前方），

只有这样，才可能使卫星速度方向与当地水平面的夹角是负的，这可以节省
制动火箭的能量．
对像 Ｍｏｌｎｉｙａ这一类 ＨＥＯ卫星，近地点位置应放在主要服务区的天

底方向．比如卫星的主要服务区在北半球，则近地点位置应放在南半球上
空，以保证卫星对北半球的服务时间．
此外，一些冻结轨道对近地点位置有特殊的要求．

（３）近地点高度与轨道周期的选择
影响轨道高度选择的约束条件主要有：

１）高度对地面覆盖的影响．高度越高，地面覆盖范围就越大．
２）高度对地面分辨率的影响．高度越高，地面分辨率就越差．
３）高度与地面台站的关系．高度越高，卫星可见时间就越长．
４）与轨道寿命的关系．轨道越高，受大气阻力影响越小，寿命就越长．
近地卫星的轨道高度不能过低，轨道寿命必须大于工作寿命．

５）与测轨精度的关系．这也与大气阻力有关，高度越高，大气阻尼摄动

４



影响就越小，测轨精度相应就可能高些．
６）空间电磁辐射环境的影响，特别ＶａｎＡｌｌｅｎ辐射带的影响等．
在考虑以上轨道高度选择的因素后，可进一步选择轨道的近地点高度

和轨道周期．近地点高度选择的主要考虑因素有：

１）地面分辨率一般以近地点处的分辨率作参考，所以应对此加以
考虑．

２）轨道寿命必须大于工作寿命．对ＬＥＯ和 ＨＥＯ卫星，因大气密度一
般以近地点处的大气密度作参考，所以应考虑轨道寿命与近地点高度之间
的关系．

３）与测轨精度、预报精度的关系．
４）运载火箭的能力以及有效载荷的质量．高度越高，所需燃料就越多．
有效载荷的质量越大，要到达同样的轨道高度所需的燃料就越多．
轨道周期选择除了要考虑高度选择的一些约束条件外，还有以下几个

约束因素：

１）对返回式卫星，应考虑返回制动点的高度、速度、速度方向与方位
等．还有最后一圈卫星星下点应通过回收区的期望落点．

２）对侦察和资源等一类照相卫星，要考虑摄影的旁向重叠率．
３）要求星下点轨迹重复的回归轨道对应的轨道周期限制．

（４）入轨位置的选择
卫星入轨位置由发射场、运载火箭发射轨道的飞行程序以及对卫星星

下点轨迹的安排所确定，它还与入轨航程、主动段、入轨段的测控及火箭各
子级落点的散布有关．

３．发射窗口的选择

发射窗口的选择问题就是确定将卫星发射到所设计的轨道平面的时

刻．由于轨道平面在惯性空间中是不动的（二体条件下），因此发射时刻就是
指地面发射点位置旋转通过轨道平面的时刻，这个时刻取决于发射点的经
纬度、卫星轨道倾角和升交点赤经．从理论上讲，每天地面发射点通过轨道
面两次，因此，每天都有两次可供发射的时机．但事实上，并不是任意一天就
都能进行发射，具体的可发射时间，即发射窗口还必须根据卫星任务和星上
设备的各种要求来确定．
发射窗口选择实际上是根据某些限制条件来选择卫星轨道跟太阳（和

月球）的相对位置关系．影响发射窗口选择的因素很多，这里给出几个约束
条件：
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（１）卫星运行期间，太阳对地面目标的光照条件．
（２）在卫星运行时，太阳能电池、卫星热控等对太阳照射卫星的方向的

要求．
（３）卫星姿态测量精度所要求的地球、卫星、太阳三者之间的几何关系．
（４）卫星处于地影时间长短的要求以及进出地影时卫星在轨位置要求．
（５）卫星运行时，地面站对卫星测控条件的要求（地球、卫星、太阳三者

之间的几何关系）．
（６）返回式卫星对回收时间要求．
（７）其他有关条件如交会、卫星组网的要求．
由于发射窗口的约束条件很多，因此这就需要用系统工程的方法去分

析各种约束条件的合理性，协调相互矛盾的因素，建立各条件与发射时间之
间的数学模型，计算出各约束条件对应发射时间的交集，从而得到发射
窗口．

§６．２　星座设计的基本问题

随着卫星应用需求的日益发展，特别是２０世纪８０年代以来，越来越多
的航天任务仅靠单颗卫星已不可能完成，于是由多颗卫星组成的卫星星座
开始引起人们的关注，成为许多航天任务的首选方案．这一节将介绍星座的
有关基本知识．

１．基本概念

这里介绍星座设计中常采用的几种星座类型和有关的基本概念．
（１）星形星座
星形星座是早期研究的一种星座．星形星座以各条轨道有一对公共节

点，以及相邻同向轨道之间有相等（或近似相等）的相对倾角为特征．如极轨
卫星组成的星座属于星形星座．星形星座的理论分析比较方便，但覆盖特性
很差．主要表现有以下两大缺点：

１）所有轨道都在两个节点相交，在两个节点附件过于密集，而两节点
间的其他区域，卫星比较稀疏，因此覆盖很不均匀．

２）同向相邻轨道之间的卫星，相对位置基本不变，但反向轨道之间的
卫星相对相位经常变化，所以其覆盖特性变化比较剧烈，实用价值不大．
（２）Ｗａｌｋｅｒδ星座

Ｗａｌｋｅｒδ星座是由一些高度相同的圆轨道卫星构成的一类均匀星座．
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它具有如下一些基本特性：

１）每个轨道平面所含卫星数目相同，且卫星在轨道平面内均匀分布；

２）相邻轨道面间卫星的相对相位为一常数；

３）各轨道平面相对某一参考面的夹角相同，该参考面不一定是赤
道面；

４）各轨道面和参考面的交点沿参考面均匀分布．
Ｗａｌｋｅｒδ星座可以用三个参数Ｔ／Ｐ／Ｆ来描述其相对几何结构，Ｔ 为

星座中卫星总数，Ｐ为星座轨道平面个数，Ｆ为相邻轨道间卫星的相对相位
的度量参数，表示当一条轨道上的一颗卫星经过升交点时，相邻的东侧轨道
上的相应卫星已经过了它的升交点，对应的相位为３６０°Ｆ／Ｔ，Ｆ的取值为０
到Ｐ—１之间的任意整数．若给定了 Ｗａｌｋｅｒδ星座的轨道高度、参考平面、
相对参考平面的倾角和某个轨道面相对参考面的升交点位置，则Ｔ／Ｐ／Ｆ
三个参数就唯一确定了这个星座．

Ｗａｌｋｅｒδ星座有如下优点：星座中各卫星所受长期摄动影响的主要部
分均相同，从而使星座的相对几何结构保持基本不变，便于星座的维持；其
次，对全球连续覆盖，Ｗａｌｋｅｒδ星座的几何结构具有某种“均匀性”和“对称
性”，因此在全球范围内的覆盖相对较为均匀．
对以赤道为参考平面，参数为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座，若令其中任一

轨道面为第一轨道面，对应升交点赤经为Ω０，令该轨道面上任一颗卫星作
为计数的第一颗星，对应的相位为ｕ０，则星座中第ｉ轨道面上第ｊ颗卫星，
其升交点赤经Ω和相位ｕ可用下式确定：

Ω＝Ω０＋（ｉ－１）３６０°
Ｐ ． （６．３）

ｕ＝ｕ０＋（ｉ－１）Ｆ３６０°
Ｔ ＋（ｉ－１）Ｐ３６０°

Ｔ
， （６．３）

（３）Ｒｏｓｅｔｔｅ星座

Ｒｏｓｅｔｔｅ星座是δ星座Ｐ＝Ｔ的一种特殊星座，因为这种星座的轨道图
形在固定的天球上的投影犹如一朵盛开的玫瑰，故称其为Ｒｏｓｅｔｔｅ星座．
由Ｎ 颗卫星组成的Ｒｏｓｅｔｔｅ星座满足以下的关系：

αｉ ＝２πｉ／Ｎ　ｉ＝０，１，２，…，Ｎ－１，

βｉ ＝β，

γｉ ＝ｍαｉ　ｍ ＝０，１，２，…，Ｎ－１
烅
烄

烆 ．

（６．５）

其中，αｉ为第ｉ颗卫星的升交点赤经，βｉ为第ｉ颗卫星的轨道倾角，γｉ为第ｉ
颗卫星从升交点起算的初始相位角．
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（４）σ星座

σ星座是δ星座的子星座．其特点是星座中所有卫星的星下点轨迹只
有一条，且卫星等间隔分布．σ星座通常用两个整数Ｔ和Ｍ 作参考码，它和

Ｗａｌｋｅｒδ星座的Ｔ／Ｐ／Ｆ参数的关系满足下式：

Ｐ＝ Ｔ
Ｈ［Ｍ，Ｔ］，

Ｆ＝ Ｔ（ ）ＰＭ
（ＫＰ－Ｍ－１

烅

烄

烆
），

（６．６）

式中Ｈ［Ｍ，Ｔ］表示取Ｍ 和Ｔ 的最大公因子．由于Ｆ为０到Ｐ－１间的整
数，因此整数Ｋ 可以唯一确定．
（５）覆盖性能参数［２］

星座的覆盖品质需要一些覆盖性能指标来量化．最普遍的也最常用的
覆盖性能指标有覆盖百分比、最大覆盖间隙、平均覆盖间隙、时间平均间隙
和平均响应时间等．这里给出这些指标的定义：
覆盖百分比（ＰｅｒｃｅｎｔＣｏｖｅｒａｇｅ）：地面上任一点的覆盖百分比等于被

一颗或多颗卫星覆盖的时间除以总的仿真时间．覆盖百分比可以直接表示
地面某一点或某一地区被覆盖多少次，但它并不提供有关覆盖间隙分布的
任何信息．
最大覆盖间隙（ＭａｘｉｍｕｍＣｏｖｅｒａｇｅＧａｐ）：等于单独一个点所遇到的

最大的覆盖间隙．当研究多个点的统计特性时，我们可以取其最大覆盖间隙
的平均值或其中的最大值，因此全球平均最大间隙是全部个别点的最大间
隙的平均值，而全球最大间隙则是某一个别点覆盖间隙的最大值．这个统计
特性可给出某种最坏情况的信息，但由于用一个点或几个点就可确定这一
结果，故它不能正确地排定星座覆盖性能地优劣．因此，最大覆盖间隙是一
个不好的性能指标．
平均覆盖间隙（ＭｅａｎＣｏｖｅｒａｇｅＧａｐ）：是指地面上任意一点的覆盖间

隙的总长度除以覆盖间隙的次数．覆盖间隙次数指在给定的仿真时间段中
该点不被卫星覆盖的次数，覆盖间隙总长度是指该点不被卫星覆盖的总
时间．
时间平均间隙（ＴｉｍｅＡｖｅｒａｇｅＧａｐ）：时间平均间隙是指按时间平均的

平均间隙持续时间，也就是说，时间平均间隙就是间隙长度的平均．该指标
在数值上等于各次覆盖间隙长度的平方和除以总的仿真时长．
平均响应时间（ＭｅａｎＲｅｓｐｏｎｓｅＴｉｍｅ）：响应时间是指从我们接收到要

观测某点的随机请求开始到可以观测到该点为止的时间长度，最大响应时
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间等于最大覆盖间隙．如果一颗卫星在给定的一个时间步长内位于该点的
视场中，则该时间步长的响应时间为０；如果所讨论的点在某个覆盖间隙
内，则响应时间就是到覆盖间隙终点的时间长度．平均响应时间就是指在仿
真时段内，各个时间步长的响应时间的总和对总的仿真时间的平均．事实
上，在计算平均响应时间时，由于对称性，响应时间可以用到覆盖间隙开始
时间的长度来代替，而这并不影响平均响应时间的最后计算结果，且方法更
加简单．这个性能指标既考虑了覆盖的统计特性，又考虑了间隙的统计特
性，因此可以确定整个系统的响应能力．平均响应时间是评价响应能力的最
好的覆盖性能指标．

２．卫星导航星座的常用性能指标

在卫星导航星座的设计中，还会有一些特殊的性能要求，如共视卫星个
数、星座值、导航精度和服务可用性等，下面介绍几个常用的性能指标．
（１）共视性要求
对同时提供三维定位和定时能力的导航星座而言，共视性要求就是在

规定的截至仰角（如５°）下，在任何时刻，服务区内任意地点同时可见的导
航卫星数目应不少于４颗．
（２）精度因子ＤＯＰ（ＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）
对导航星座而言，系统所提供的定位几何是影响导航精度的一个重要

因素．一般导航系统的定位几何可以用ＤＯＰ值来描述，定义为用户等效距
离误差ＵＥＲＥ（ＵｓｅｒＥｑｕｉｖａｌｅｎｔＲａｎｇｅＥｒｒｏｒ）到最终定位误差或定时误差
的放大系数，它反映了观测源几何位置对定位误差的影响．常用的有下几种

ＤＯＰ参数：几何精度因子ＧＤＯＰ（ＧｅｏｍｅｔｒｙＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）、位置精
度因子ＰＤＯＰ（ＰｏｓｉｔｉｏｎＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ），水平精度因子ＨＤＯＰ（Ｈｏｒｉ
ｚｏｎｔａｌＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）、垂直精度因子 ＶＤＯＰ（ＶｅｒｔｉｃａｌＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆ
Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）和时间精度因子ＴＤＯＰ（ＴｉｍｅＤｉｌｕｔｉｏｎｏｆＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）．
对同时支持用户解算接收机钟差的导航星座而言，各种ＤＯＰ的计算

如下：
在用户的本地坐标系（ｘ轴指向东，ｙ轴指向北，ｚ轴指向天顶）中，设矩

阵Ｇ为用户到定位星Ｓｉ（ｉ＝１，２，．．．，κ，κ≥４）的方向余弦矩阵，即

Ｇ＝

ｌ１　ｍ１　ｎ１　１
ｌ２　ｍ２　ｎ２　１
　　　

ｌｋ　ｍｋ　ｎｋ　

烄

烆

烌

烎１

． （６．７）
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其中，ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ分别为用户到定位星Ｓｉ的方向余弦．记矩阵（ＧＴＧ）－１的主对

角线元素为σｉｉ（ｉ＝１，２，３，４），则对零均值等精度的独立观测而言，各种

ＤＯＰ分别为

ＧＤＯＰ＝ σ１１＋σ２２＋σ３３＋σ槡 ４４， （６．８）

ＰＤＯＰ＝ σ１１＋σ２２＋σ槡 ３３， （６．９）

ＨＤＯＰ＝ σ１１＋σ槡 ２２， （６．１０）

ＶＤＯＰ＝ σ槡３３， （６．１１）

ＴＤＯＰ＝ σ槡４４． （６．１２）
需要注意的是，这些ＤＯＰ的概念都是基于不加权的协方差矩阵得到

的，而事实上来自各颗卫星的观测误差是不相同的，因此ＤＯＰ并不能真实
地反映系统的导航精度．尽管如此，在星座设计时，为了撇开其他一些非星
座因素的影响，人们还是经常用ＤＯＰ值去衡量星座的导航性能．
（３）星座值ＣＶ（ＣｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎＶａｌｕｅ）
对导航星座，我们常用星座值ＣＶ来分析星座的导航性能．ＣＶ反映了

星座的几何特性和连续可用性，是星座性能的一个重要体现．其定义为覆盖
区内ＤＯＰ值小于某一门限值的区域占整个服务区域的面积百分比在全时
段上的平均值．其计算公式为

ＣＶ＝
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０
∑
Ｌ

ｉ＝１
ｂｏｏｌ（ＤＯＰｔ，ｉ≤ＤＯＰｍａｘ）×ａｒｅａｉ

ΔＴ×Ａｒｅａ ×１００％． （６．１３）

这里，ΔＴ为总的仿真时间，Ｌ为网格个数，ｂｏｏｌ（Ｘ）为布尔函数，若Ｘ 为真

则等于１，若Ｘ为假则等于０．Ａｒｅａ＝∑
Ｌ

ｉ＝１
ａｒｅａｉ为服务区域总面积，ａｒｅａｉ为

第ｉ个网格的面积．
（４）可用性（Ａｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙ）［３］

可用性是指系统能为用户提供可用的导航服务的时间百分比，在卫星
星座性能的评估中．可用性是一个普遍使用的术语，依照对系统不同的性能
需求，可定义为各种类型的可用性，如精度可用性，连续可用性等．
一个系统性能的可用性要求可在三个层次上进行计算：瞬间的，局部

的，服务区域的．瞬时可用性（ＩＡＬ：ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）

α（ｉ，ｔ）定义为在特定地点（ｉ）和特定时刻（ｔ）满足系统性能需求的概率．最
简单的情况下，ＩＡＬ等于０或１，而在一般情况下ＩＡＬ为０和１之间的某个
概率值．因此，可定义一个瞬时可用性指示函数（ＩＡＩ：ＩｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＡｖａｉｌ
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ａｂｉｌｉｔｙＩｎｄｉｃａｔｏｒ）β（ｉ，ｔ）：当ＩＡＬ超过最低ＩＡＬ要求αｍｉｎ，β（ｉ，ｔ）的值为１，
反之则为０．ＩＡＬ和ＩＡＩ之间的关系表达式如下：

β（ｉ，ｔ）＝ｂｏｏｌ｛α（ｉ，ｔ）≥αｍｉｎ｝． （６．１４）
局部可用性（ＬＡＬ：ＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）是指对特定地点在某一

时间间隔的“平均”可用性．首先，定义时间平均的局部可用性（ＴＡＬＡＬ：

Ｔｉｍｅ ＡｖｅｒａｇｅｄＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）为对地点ｌ在时间间隔（ｔ０，ｔ０＋
ΔＴ）内的瞬时可用性的时间平均，即：

α（ｉ）＝ １
ΔＴ ∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

α（ｉ，ｔ）， （６．１５）

这里ΔＴ是所计算的时间间隔．
同样也定义一个局部可用性的时间百分比（ＬＡＰＯＴ：Ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｏｆ

ＴｉｍｅＬｏｃａｌＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）为一段时间间隔内特定地点的ＩＡＩ的平均，
即：

β（ｉ）＝ １
ΔＴ ∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０
β（ｉ，ｔ）． （６．１６）

这两种定义的含义是不同的，如果说“ＰＤＯＰ＜６的平均概率至少是

０．９５”指的是ＴＡＬＡＬ；然而如果说“至少在９５％的时间ＰＤＯＰ＜６的概率
超过０．９９９”则指ＬＡＰＯＴ．
服务区可用性（ＳＡＬ：ＳｅｒｖｉｃｅＡｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙＬｅｖｅｌ）是对整个服务区域内

所有地点的局部可用性的平均，同样有基于ＩＡＬ和ＩＡＩ两种可用性：

ＡＳ ＝ １
Ａｒｅａ∑

Ｌ

ｉ＝１

［α（ｉ）×ａｒｅａｉ］＝ １
Ａｒｅａ×ΔＴ∑

Ｌ

ｉ＝１
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

［α（ｉ，ｔ）×ａｒｅａｉ］，

（６．１７）

ＢＳ ＝ １
Ａｒｅａ∑

Ｌ

ｉ＝１

［β（ｉ）×ａｒｅａｉ］＝ １
Ａｒｅａ×ΔＴ∑

Ｌ

ｉ＝１
∑

ｔ０＋ΔＴ

ｔ＝ｔ０

［β（ｉ，ｔ）×ａｒｅａｉ］．

（６．１８）
由ＣＶ值的定义可知，ＣＶ是ＡＳ 对于不考虑卫星故障的理想星座时的一个

特例．
根据星座状态的不同，瞬时可用性还可以分为以下几种基本的类型：

理想的可用性，降阶的可用性和期望的可用性．
理想的可用性是最早定义的可用性，它是基于没有卫星损坏的理想星

座来定义的，可表示如下：

α０（ｉ，ｔ）＝ｂｏｏｌ｛Ｒ（ｉ，ｔ）｝． （６．１）
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这里，Ｒ（ｉ，ｔ）表示满足某种导航性能需求的情况．对理想星座，ＩＡＬ仅取０
或１．例如：若ＰＤＯＰ＜６是系统的性能需求，则当ＰＤＯＰ＜６时ＩＡＬ＝１；反
之，当ＰＤＯＰ≥６时ＩＡＬ＝０．此外对理想星座，ＩＡＩ的值与ＩＡＬ相同．
降阶的可用性是指星座中有卫星故障发生时的降阶星座所提供的服务

可用性．假设星座中有κ颗卫星故障，则可用性定义为κ颗卫星损坏的所有
组合的可用性平均值：

ακ（ｉ，ｔ）＝ １
Ｃκ

Ｍ ∑
ＣκＭ

ｎ＝１
ｂｏｏｌ｛Ｒｎ（ｉ，ｔ）｝，ｋ＝０，．．．，Ｍ． （６．２０）

这里，Ｍ 为理想星座的卫星个数，符号Ｃκ
Ｍ 表示星座的κ卫星损坏的所有组

合：

Ｃκ
Ｍ ＝ Ｍ！

κ！（Ｍ－κ）！， （６．２１）

Ｒｎ（ｉ，ｔ）表示系统在某κ颗卫星故障时的满足导航性能需求的情况．这时，
降阶星座的ＩＡＬ不再刚好等于０或１，而是０与１之间的某个值．注意理想
星座的ＩＡＬ是（６．２０）式在κ＝０时的特例．ＩＡＬ在当卫星故障数进一步增
加时变得更坏．
期望的可用性是指考虑所有可能的降阶星座的可用性的加权平均值．

在Ｍ 颗卫星的星座里，有Ｍ＋１种可能状态，用Ｓκ（κ＝０，１，．．．，Ｍ）表示．
Ｓ０ 是没有卫星损坏的状态，Ｓ１ 是有一颗卫星损坏的状态，等等．对每种星座

状态Ｓκ，均给定一个概率值Ｐκ，其中∑
Ｍ

κ＝０
Ｐκ＝１．考虑星座各种状态概率的可

用性定义如下：

α（ｉ，ｔ）＝ ∑
Ｍ

κ＝０
Ｐκακ（ｉ，ｔ）＝ ∑

Ｍ

κ＝０
Ｐκ

１
Ｃκ

Ｍ ∑
ＣκＭ

ｎ＝１
ｂｏｏｌ｛Ｒｎ（ｉ，ｔ）｝． （６．２２）

理性星座的可用性是（６．２２）式的一种特殊情况，此时：

Ｐκ ＝
１，κ＝０，

０，κ≠０｛ ．
Ｋ 颗卫星故障的降阶星座的可用性也是（６．２２）式的特殊情况，此时：

Ｐκ ＝
１，κ＝Ｋ，

０，κ≠Ｋ｛ ．
与期望的可用性相关的一个很重要的问题是怎样对星座卫星的状态概

率进行建模或计算．一般而言，卫星状态概率可以通过基于 Ｍａｒｋｏｖ链分析
卫星的故障和恢复率来得到，文献［３］，［４］，［５］，［６］，［７］对此有详细的
讨论．
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３．星座覆盖分析方法简介

在星座设计研究过程中，人们提出了各种星座覆盖分析方法，其中较著
名的和得以广泛应用的主要有外接圆方法、覆盖带方法和格网方法．这里给
出这些方法的简单介绍，详细的描述请参阅相关文献．
外接圆方法由 Ｗａｌｋｅｒ提出［８］，主要是研究全球连续单重覆盖和多重

覆盖问题．它主要针对 Ｗａｌｋｅｒδ星座，但方法本身并没有对此作出限制．外
接圆方法分析星座和覆盖特性的准则是：保证全球各地在任何时候都能在
某个最小仰角以上看到用户要求的卫星数量．在覆盖分析中用离开卫星星
下点最远的一些点（相邻三颗卫星的的星下点组成的球面三角形的外接圆
圆心）进行评估．不断改变星座轨道倾角，就能够找出最坏情况下的最小的
外接圆半径，从而得到最佳星座．外接圆方法是一种基于几何的方法，直观、
易于理解和接受．它主要用于解决全球的单重和多重连续覆盖问题．但该方
法也存在一些问题：首先，随着卫星总数的增长，计算所需时间的增长极为
迅速．也许正因为如此，外接圆方法最近十几年来没有得到发展．Ｗａｌｋｅｒ本
人也深知此缺陷，但他在公开文献中并没有提出解决办法，而是别转它径，
试图用“网格”、“正多面体”、“半正多面体”的方法来弥补，但效果不佳．因
而，寻找新的算法势在必行．其次，外接圆方法设计出的星座往往其轨道面
数等于卫星总数，即Ｔ／Ｔ／Ｆ．这样的星座有两个较大的缺陷：第一，性能台
阶太高，导致每上一个覆盖性能台阶要花费较多的经费．第二，导致响应用
户要求的应变能力太弱．最后，外接圆方法无法评估导航星座最为关心的导
航精度．
覆盖带方法最初由Ｌｕｄｅｒｓ提出［９］，经由Ｒｉｄｅｒ［１０］，［１１］、Ａｄａｍｓ［１２］，［１３］和

Ｈｏｐｋｉｎｓ等人的发展，已用于区域连续覆盖和全球连续覆盖等各种星座的
设计．覆盖带方法一般假设所采用的星座具有如下性质：

（１）所有轨道为同一高度的圆轨道；
（２）各轨道的倾角均相同；
（３）轨道面内卫星均匀分布；
（４）每一轨道面内的卫星数目大于３，因为覆盖带方法要求同一轨道面

内卫星的有效覆盖区相互重叠，形成一条环带．
覆盖带方法利用这些基本的约定，将覆盖要求转化为一些约束方程，求

解这些方程组就可以获得满足覆盖性能的星座，但须注意这星座未必是最
优的．覆盖带方法简洁明了，具有比外接圆方法高得多的计算效率，但也具
有因基本约定带来的不足和缺陷，而且它同样也无法评估导航星座的精度
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性能．
格网方法最初是由 Ｍｏｒｒｉｓｏｎ在１９７３年对由圆形轨道和椭圆轨道构成

的星座进行多重覆盖研究时所采用［１４］，他分析了在地球表面构成的格网
（１０°×１０°）的每个点上，在某个最小仰角以上能看到的卫星数目．后来Ｂｏ
ｇｅｎ用类似方法研究了星座覆盖［１５］，但他选用的是矩形网格，格网的纬度间
距缩小到５°，经度间距仍为１０°．格网方法的缺点是：格网间距较大时，计算
结果的精度较差．为了提高精度，就要缩小格网的间距，这样又会带来很大
的工作量．但格网方法的优点是简单易于实现，便于统计各类覆盖性能指
标，且适用于各种用途的星座设计．

４．星座设计的基本过程和准则

在开始设计星座时，一般我们都是从最简单的星座入手，如从Ｗａｌｋｅｒδ
星座、单平面赤道轨道或者从具有１个、２个或３个轨道平面的极轨道开始
工作．有时我们还可以考虑椭圆轨道，或者用它来构成一个完整的星座，或
者用它来补充星座以增强其性能．大致来讲，星座设计的基本过程可描述如
下：

（１）确定任务需求，特别是性能需求和指标，以及性能增长和降级台阶
的目标；

（２）进行星座性能的综合评估．如选择星座类型，评估覆盖性能和其他
一些性能指标，分析性能增长与台阶以及高度台阶等问题

（３）形成设计文件，设计过程反复迭代至得到满足任务需求的最优或
近优星座．
在设计过程中，一般我们用下面三个标准来评价每个星座的设计．
（１）覆盖性能或可用性等其他一些指标．一般不要在只有一个指标时

就着手整个星座的设计．
（２）性能增长和降级．星座的性能增长和降级是实际星座设计中的一

个关键问题．对每一种星座，性能增长或降级情况是不同的．在评价增长或
降级时，我们假定在轨道平面内重新定相所花的推进剂代价适中，而改变轨
道面是不现实的．

（３）性能台阶．我们应该评价每一个星座，看看是否存在这样的性能台
阶，使星座中轨道平面的数目、轨道高度或其他关键的特征参数成为离散的
台阶．
在设计时，往往要确定大量的参数，表６．１给出了星座设计中的一些待

定参数和选择准则．
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表６．１　星座设计中的一些基本因素和选择准则

因　素 影　响 选择准则

主要设计变量

卫星数目

轨道高度

轨道平面数目

决定成本和覆盖的主要因素

覆盖、发射和变轨成本

灵活性、覆盖性能台阶、发展和
降级使用

选择最少的卫星满足覆盖和

性能台阶的要求

通常是成本和性能之间的系

统级权衡

以最少的轨道平面满足覆盖

性能的要求

其他设计变量

轨道倾角

轨道平面的相位

偏心率

决定覆盖的纬度分布

决定覆盖的均匀性

任务的复杂性、可达的高度和覆
盖与成本的关系

纬度覆盖和成本的总和权衡

在各组独立的相位取舍中选

择最佳覆盖

一般取０，除非为满足特别
需求才选择其它值

　　

§６．３　星座的相对几何和覆盖重复周期

１．Ｗａｌｋｅｒ的工作

在星座设计的早期研究中，Ｗａｌｋｅｒ指出［１６］，卫星星座中每颗卫星的星
下点轨迹在某些条件下完全分离，但是在另外一些条件下却可以部分重合
或完全重合．对星座标记为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座，如果星座卫星采用α
天（恒星日，下同）β圈回归的轨道，Ｗａｌｋｅｒ给出了该星座的星下点轨迹条
数计算方法：

Ｅα，β ＝ Ｔ
Ｋ

， （６．２３）

这里，Ｋ 由下式计算：

Ｋ ＝Ｈ（Ｇ，ＰＪ）， （６．２４）
式中

Ｇ＝ｓα＋Ｆβ，Ｊ＝Ｈ（ｓ，β）． （６．２５）

ｓ＝Ｔ／Ｐ为每个轨道面上的卫星个数，Ｈ（ａ，ｂ）表示取ａ和ｂ的最大公因子．
星座的覆盖重复周期是指星座遍历了对覆盖特性而言的所有不同星座

构型的一段时间间隔．Ｗａｌｋｅｒ也给出了覆盖重复周期（ＧＣＲＰ）的计算
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公式：

ＧＣＲＰ＝Ｔｏｒｂｉｔ
ｙｚ
４Ｔ

， （６．２６）

式中，Ｔｏｒｂｉｔ为卫星的轨道周期，而

ｙ＝Ｈ（Ｆ，Ｐ），ｚ＝Ｈ ２，Ｔ（ ）ｙ ． （６．２７）

单就星座的覆盖性能而言，经过一个覆盖重复周期后，星座中的卫星构型就
开始重复，因此，在对星座覆盖性能的仿真中，一般只要取一个覆盖重复周
期即可．
需要注意，Ｗａｌｋｅｒ给出的星下点轨迹的计算公式仅适用于 Ｗａｌｋｅｒ星

座，而对于在区域星座中经常用到的非 Ｗａｌｋｅｒδ星座或由 Ｗａｌｋｅｒ星座中
的部分卫星构成的星座，则不再成立，因此还有必要对星座的卫星相对几何
关系进行进一步的分析．此外，Ｗａｌｋｅｒ给出的星座覆盖重复周期的计算利
用了球的旋转对称性，忽略了地球自转，因此只对全球覆盖的 Ｗａｌｋｅｒδ星
座有效，而无法用以确定 Ｗａｌｋｅｒδ星座和其他一些非 Ｗａｌｋｅｒδ星座对某
特定地区和地点的覆盖重复周期（为了和 Ｗａｌｋｅｒ给出的覆盖重复周期相区
别，就称这种星座对某地区或地点的覆盖重复周期为区域覆盖重复周期）．

２．星座的相对几何

（１）星座中任意两颗卫星是否有同一条星下点轨迹的判别法则
对参数为Ｔ／Ｐ／Ｆ的 Ｗａｌｋｅｒδ星座中任一卫星（ｉ，ｊ）（表示第ｉ轨道面

第ｊ颗卫星，ｉ＝１，２，…，Ｐ；ｊ＝１，２，…，Ｔ／Ｐ，下文同），在ｔ０ 时刻其相位和

升交点赤经分别为

ｕｉ，ｊ ＝ｕ０＋３６０ Ｆ
Ｔ

（ｉ－１）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－１［ ］）， （６．２８）

Ωｉ，ｊ ＝Ω０＋３６０
Ｐ

（ｉ－１）， （６．２９）

其中ｕ０ 为第１轨道面第１颗星的相位，Ω０ 为第一轨道面的升交点赤经．
定义这颗卫星星下点轨迹在ｔ０ 时刻前第一次由南向北过赤道时对应

点的经度为该星下点轨迹的升交点经度ΩＧ
ｉ，ｊ，其值为

ΩＧ
ｉ，ｊ ＝Ωｉ，ｊ－Ｓ０＋ｕｉ，ｊωｅ

ｎｓ
， （６．３０）

其中ωｅ为地球自转角速度，ｎＳ 为卫星平均运动，Ｓ０ 对应ｔ０ 时刻的恒

星时．
对α天β圈回归的回归轨道（在二体问题的情况下）而言，式（６．３０）可

６１



改写为

ΩＧ
ｉ，ｊ ＝Ωｉ，ｊ－Ｓ０＋ｕｉ，ｊα

β
． （６．３１）

下面对回归轨道讨论星下点轨迹重合的问题（下文若对卫星轨道没有
特别说明，均是指回归轨道）．对星座中任意的两颗卫星（ｉ，ｊ）和（ｍ，ｎ），若
它们在同一条星下点轨迹上，则它们满足

ΔΩＧ ＝ΩＧ
ｉ，ｊ－ΩＧ

ｍ，ｎ ＝κ３６０
β

， （６．３２）

其中κ为任意的整数．
把式（６．２８），（６．２９）和（６．３１）代入式（６．３２）整理后有

β
Ｐ ＋αＦ（ ）Ｔ

（ｉ－ｍ）＋αＰ
Ｔ

（ｊ－ｎ）＝κ． （６．３３）

上式就是 Ｗａｌｋｅｒδ星座中卫星的星下点轨迹是否重合的一个判断
准则．
（２）一条星下点轨迹中两颗卫星间的轨迹长度和卫星相对顺序
对于在同一条星下点轨迹上的任意两颗卫星（ｉ，ｊ）和（ｍ，ｎ），它们星

下点之间的轨迹长度（时间间隔）Δλ可用下式计算：

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
３６０Ｋ－（ΔΩＧ

ｍ，ｎ－ΔΩＧ
ｉ，ｊ）

３６０α／［ ］β ｉｎｔ
＋ｕｍ，ｎ－ｕｉ，ｊ

ｎＳ
． （６．３４）

式中方括号的下标ｉｎｔ表示Ｋ 为１到α之间惟一确定的整数，它使得方括
号的值为０和β之间的整数，下文出现的ｉｎｔ下标的含义也是如此；Ｔｏｒｂｉｔ为

卫星轨道周期．
应用式（６．２８）和（６．３２），式（６．３４）可改写为

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
Ｋβ－κ［ ］α ｉｎｔ

＋Ｔｏｒｂｉｔ
Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ［ ］）． （６．３５）

或应用式（６．２８），（６．３２）和（６．３３），式（６．３４）亦可写为

Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
Ｋβ
α － β

αＰ＋Ｆ（ ）Ｔ
（ｉ－ｍ）－Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ［ ］）

ｉｎｔ
＋

Ｔｏｒｂｉｔ
Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ［ ］）． （６．３６）

下面来讨论 Ｗａｌｋｅｒδ星座中任一星下点轨迹上各卫星的的相对顺序．
令Ｎ 为一条星下点轨迹上的卫星个数，若指定卫星（ｉ，ｊ）为０号星，则Δλ
与卫星（ｍ，ｎ）相对０号星由西向东的顺序编号ｌ之间存在以下关系：

Δλ＝ｌβ
ＮＴｏｒｂｉｔ，ｌ＝１，…，Ｎ－１． （６．３７）

综合式（６．３４）和（６．３７）不难得到确定卫星顺序编号ｌ的关系式
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Δλ＝Ｔｏｒｂｉｔ
３６０Ｋ－（ΔΩＧ

ｍ，ｎ－ΔΩＧ
ｉ，ｊ）

３６０α／［ ］β ｉｎｔ
＋

（ｕｍ，ｎ－ｕｉ，ｊ）
ｎＳ

＝Ｔｏｒｂｉｔ
β
Ｎｌ．

（６．３８）
根据式（６．２８）和（６．３２），上式也可改写为

Ｋβ－κ［ ］α ｉｎｔ
＋Ｆ

Ｔ
（ｉ－ｍ）＋Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ）＝ β

Ｎｌ
， （６．３９）

或把式（６．２８），（６．３２）和（６．３３）代入式（６．３８）便可得另一形式的表达式：

Ｋβ
α － β

αＰ＋Ｆ（ ）Ｔ
（ｉ－ｍ）－Ｐ

Ｔ
（ｊ－ｎ［ ］）

ｉｎｔ
＋

Ｆ
Ｔ

（ｉ－ｍ）＋Ｐ
Ｔ

（ｊ－ｎ）＝ β
Ｎｌ．

（６．４０）

（３）相邻星下点轨迹间两相邻升交点的经度差
在进行区域星座的优化时，也需要调整卫星的的升交点经度，为了提高

优化的效率，需要确定合适的升交点经度的调整范围，因此就需要确定星座
相邻两条星下点轨迹之间的两相邻升交点之间的经度差．对 Ｗａｌｋｅｒδ星
座，这里给出计算升交点经度差的计算公式：

ΔΩＧ ＝ ３６０
βＥα，β

． （６．４１）

３．区域覆盖重复周期

Ｗａｌｋｅｒ给出了 Ｗａｌｋｅｒδ星座对全球的覆盖特性重复周期的计算公
式，但是它既不适用于对任意指定区域或地点的覆盖重复周期的计算，也不
适用于非 Ｗａｌｋｅｒδ星座的重复周期的计算．
在讨论星座的覆盖重复周期之前，我们先定义星下点重复周期为该条

星下点轨迹上卫星星下点的分布出现重复的时间间隔，称其中最小的时间
间隔为最小重复周期．下文若无特别说明，星下点重复周期就是指最小重复
周期．
对一个均匀分布的 Ｗａｌｋｅｒδ星座而言，其每条星下点轨迹上的卫星个

数记为Ｎ，卫星轨道周期记为Ｔｏｒｂｉｔ，则对于由其中任意Ｍ （Ｍ≤Ｎ）颗卫星
的星下点重复周期Ｔｓｕｂ，满足以下规律：

（１）Ｔｓｕｂ＝γＴｏｒｂｉｔ
β
Ｎ

，γ为Ｎ 的因子，当Ｍ＝Ｎ 时，γ＝１；

（２）若（Ｍ，Ｎ）互为质数，则Ｔｓｕｂ＝βＴｏｒｂｉｔ；
（３）用一个Ｎ 位二进制序列Ｓ０（Ｎ）＝ａ１ａ２…ａＮ（ａｉ，ｉ＝１，…，Ｎ 的

取值为０或１）来表示Ｍ 颗卫星的分布，０表示不选取此卫星，１表示选取此

８１



卫星，对这个二进制序列施以如下移位运算：

Ｓ１（Ｎ）＝ｓｈｉｆｔ（Ｓ０）＝ａＮａ１ａ２…ａＮ－１． （６．４２）
若经过Ｌ（显然，１≤Ｌ≤Ｎ）次这样的移位运算后得到的一个二进制序

列ＳＬ：

ＳＬ ＝ａＮ－Ｌ＋１ａＮ－Ｌ＋２…ａＮａ１ａ２…ａＮ－Ｌ．
等于初始的二进制序列Ｓ０，则这Ｍ 颗卫星分布的重复周期为ＬＴｏｒｂｉｔβ／Ν；

（４）若在所有Ｍ 颗卫星中相邻两颗星之间的轨迹长度中有一个等于
（Ｎ－Ｍ）Ｔｏｒｂｉｔβ／Ｎ，则这Ｍ 颗卫星分布的重复周期Ｔｓｕｂ＝βＴｏｒｂｉｔ．
我们接着定义：对某一特定区域或地点，我们称其上空的卫星几何构

形重复出现的时间间隔为星座对该区域或地点的覆盖重复周期，称其中最
小的重复间隔为最小覆盖重复周期（简称区域覆盖重复周期：ＲＣＲＰ）．下文
若无特别说明，重复周期均指最小重复周期．
假设我们所要讨论的卫星星座有Ｅα，β条星下点轨迹，记各条星下点轨

迹的星下点重复周期为Ｔｉ
ｓｕｂ，ｉ＝１，２，…，Ｅα，β，则该星座对任一地点的覆盖

重复周期ＲＣＲＰ为：

ＲＣＲＰ＝ Ｔ１
ｓｕｂ，Ｔ２

ｓｕｂ，…，ＴＥα，β［ ］ｓｕｂ ． （６．４３）

这里，式中的方括号表示取Ｔ１
ｓｕｂ，Ｔ２

ｓｕｂ，…，ＴＥα，β
ｓｕｂ
的最小公倍数．注意对ＧＥＯ

卫星，我们定义其星下点重复周期为１．
特别的，对 Ｗａｌｋｅｒδ星座，其对特定地区或地点的区域覆盖重复周期

可以由下式计算：

ＲＣＲＰ＝αＥα，β

Ｔ ． （６．４４）

对任意指定区域，若星座的星下点轨迹在该区域上的分布不是对称的，
则星座对该区域的覆盖重复周期也可以由（６．４３）式计算．此外，需要指出的
是，对星下点分布对称的区域，用（６．４３）式求得的覆盖重复周期不一定是最
小重复周期，其最小重复周期与星下点轨迹和该区域本身的对称程度以及
卫星的具体分布有关．

§６．４　星座结构演化

根据第四章对卫星运动各种摄动的分析知，地球引力场的扁率摄动是
对卫星运动影响最大的一种摄动因素．此外，由于在星座组网时卫星不可能
准确进入其设计轨道，实际轨道与设计轨道之间总会存在一个偏差（下文称
之为入轨偏差）．通常这种入轨偏差在设计指标允许范围之内，但是它仍然
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能够引起实际轨道和设计轨道在摄动变化上的不可忽略的差异，而且还存
在因轨道半长轴偏差导致的卫星位置在轨道沿迹方向上的长期变化．因此，
这一节主要就地球非球形引力场的扁率摄动和入轨偏差的影响来讨论星座

的结构演化．

１．卫星轨道演化

（１）卫星轨道摄动
卫星在地球中心引力和Ｊ２ 项的作用下，其对应运动方程的轨道解包括

长期变化项的形式可写为下列形式：

ａ＝ａ０，ｅ＝ｅ０，ｉ＝ｉ０，

Ω＝Ω０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２），

ω＝ω０＋ω１（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２），

λ＝ω＋Ｍ ＝ω０＋Ｍ０＋（ｎ＋λ１）（ｔ－ｔ０）＋Ｏ（Ｊ２
２

烅

烄

烆 ），

（６．４５）

其中下标“０”表示卫星的初始状态，λ为卫星的沿迹量．轨道长期变化率由
下式表达：

Ω１ ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （６．４６）

ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （６．４７）

λ１ ＝ω１＋Ｍ１ ＝３Ｊ２

２ｐ２ｎ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋ １－３

２ｓｉｎ２（ ）ｉ １－ｅ槡［ ］２ ．

（６．４８）
这里，ｐ＝ａ（１－ｅ２）．以上（６．４５）～（６．４８）式中的轨道根数均为平根数．
从上面几个式子可以看出，对于轨道高度、偏心率和倾角相同的一组卫

星，它们在地球扁率摄动作用下的轨道长期变化是相同的．
（２）入轨偏差引起的轨道演化
卫星入轨偏差将导致实际轨道和设计轨道在摄动上的差异，而且还会

因轨道半长轴偏差导致卫星位置在轨道沿迹方向上长期变化．下面来分析
入轨偏差的影响．
记卫星的入轨偏差为（δａ０，δｅ０，δｉ０，δΩ０，δｗ０，δＭ０），则由（６．４６）和

（６．４８）式可得到由入轨偏差引起的轨道长期摄动的变化为

δΩ１ ＝７Ω１

２ａδａ０＋４ａｅΩ１

ｐ δｅ０－ｓｉｎｉΩ１

ｃｏｓｉδｉ０， （６．４９）

δλ１ ＝－７λ１

２ａδａ０＋ａｅ
ｐ

３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋３λ［ ］１ δｅ０－

０２



３Ｊ２

４ｐ２ｎ（５＋３ １－ｅ槡 ２）ｓｉｎ２ｉδｉ０． （６．５０）

另外，半长轴偏差还将引起沿迹方向的长期变化，由（６．４５）式中的最后一个
方程可知这种变化为

Δλ＝δｎ０（ｔ－ｔ０）＝－３ｎ
２ａδａ０（ｔ－ｔ０）． （６．５１）

由于Ω１ 和λ１ 都是Ｏ（Ｊ２ｎ／ａ２）的量级，相对于平运动ｎ而言均为小量，
因此在一般情况下，轨道半长轴的入轨偏差是决定卫星实际轨道相对设计
轨道演化的主要因素．在考察影响轨道面相对变化时，对小倾角的轨道，倾
角的入轨偏差影响小而半长轴和偏心率的误差影响大，当星座采用极轨道
时，倾角的入轨偏差影响达到最大而半长轴和偏心率误差的影响最小．若星
座采用小偏心率轨道时，偏心率入轨偏差的影响就可予以忽略．

２．星座的结构演化

星座的几何结构可以用卫星的绝对位置或（和）卫星间的相对几何关系
来确定．一般卫星相对设计位置的变化反映了星座结构在时空中的绝对变
化（称之为时空变化或绝对变化），而卫星间相对位置变化则反映了星座结
构的空间几何的相对变化（称之为空间几何变化或相对变化）．前面讨论的
卫星轨道演化结果可以很清楚地描述星座结构时空变化的规律，这里不再
重复，下面给出星座结构的相对变化．
（１）空间几何变化的一般规律
卫星的相对位置关系可以用卫星轨道半长轴、偏心率、倾角以及卫星相

位和升交点位置关系等来描述．从前面的分析得知，地球扁率摄动不会引起
卫星轨道半长轴、偏心率和倾角的长期变化，但会导致卫星相位和升交点赤
经的长期变化，因此可以用卫星之间的相位和升交点赤经的变化来描述星
座结构的空间几何变化．
对于星座中任意的两颗卫星ｉ和ｊ，由式（６．４６）和（６．４８）可得地球扁率

摄动引起的卫星轨道面之差和相位差的长期变化率为

ΔΩ１ ＝－３Ｊ２

２
ｎｉｃｏｓｉｉ

ｐ２
ｉ

－ｎｊｃｏｓｉｊ

ｐ２（ ）
ｉ

， （６．５２）

Δλ１ ＝３Ｊ２｛２
ｎｉ

ｐ２
ｉ

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｉ － １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｉ １－ｅ２槡［ ］ｉ －

ｎｊ

ｐ２
ｊ

２－５
２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｊ － １－３

２ｓｉｎ２ｉ（ ）ｊ １－ｅ２槡［ ］｝ｊ ． （６．５３）

这里，ΔΩ１ 为两卫星的轨道面赤经差的长期变化率，Δλ１ 为两卫星相位差的
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长期变化率．式中的下标“ｉ”表示卫星ｉ的轨道参数，下标“ｊ”表示卫星ｊ的轨
道参数．
由上两式可见，对卫星的轨道半长轴、偏心率和倾角均相同的星座，地

球扁率摄动不会引起卫星之间的相位差和升交点赤经差的长期变化，这说
明地球扁率的长期摄动不会引起这类星座结构的空间几何变化．这个性质
是很有意义的，因为尽管星座结构发生了时空变化，但只要星座的空间几何
结构保持不变，则通过简单的坐标旋转和时间平移就可以证明星座的全球
覆盖性能不会发生变化．
对于卫星的入轨偏差的影响，将两颗卫星各自的入轨偏差引起的轨道

变化相减便可得两星之间位置的长期变化率为

δΩ＝ （δΩ１）ｉ－（δΩ１）ｊ， （６．５４）

δλ＝ （δλ１＋Δλ）ｉ－（δλ１＋Δλ）ｊ， （６．５５）

式中的δΩ１，δλ１ 和Δλ由（６．４９）～（６．５１）式分别给出．
对这种变化，即使这两卫星的轨道长期摄动影响相同，但由于两星入轨

偏差的影响，两颗卫星之间的相位差和轨道面的位置差也会有缓慢的长期
变化，从而引起星座结构的变化．
上面的讨论均是在历元地心天球坐标系这个“惯性”空间中进行的，反

映了各种星座结构演化的一般特征．特别是对全球覆盖星座，这些规律已基
本描述了它的结构演化特征，但对区域覆盖星座，尚不能反映出它相对服务
区域的地域性变化规律．
（２）区域覆盖星座的地域性结构演化
这里所谓的地域性结构演化是指星座的几何结构相对地球上某一地点

或地区的演化情形．这种变化显然与地球自转相关，因而无法用上面给出的
一般规律来描述，而应选择一些地固系中的参数来进行分析．这里以星座卫
星星下点轨迹的变化、同一条星下点轨迹上任意两颗卫星过轨迹上任意一
点的时间间隔和相邻星下点轨迹上两颗卫星相继从南向北过赤道的时间间

隔的变化为参数来讨论地域性的结构演化．
１）星下点轨迹的变化

对星下点轨迹的变化，可以用卫星过升交点时刻对应的升交点经度ΩＧ

和星下点轨迹的最高纬度相对设计值的变化来描述．星下点轨迹的最高纬

度由卫星轨道倾角确定，由于倾角在Ｊ２ 项和入轨偏差的作用下没有长期变

化，因此最高纬度是一个常值．
对卫星在ｔ时刻过升交点时对应的升交点经度ΩＧ 有

２２



ΩＧ ＝Ω－Ｓｔ ＝Ω－Ｓ０－ｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅＴｏｒｂｉｔ， （６．５６）

这里，Ω为该时刻的升交点赤经，Ｓｔ为该时刻的格林尼治恒星时，Ｓ０ 为卫星

在ｔ０ 过升交点时的格林尼治恒星时，ωｅ 为地球自转角速度，Ｔｏｒｂｉｔ为卫星轨

道周期．
上式对时间求导，有

Ω
．

Ｇ ＝Ω
．

－ｄ
ｄｔｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅＴ［ ］ｏｒｂｉｔ ． （６．５７）

式中，Ω
．
为升交点赤经的长期变率，可用（６．４６）和（６．４９）式计算．由于卫星

轨道周期没有长期变化，但与设计值存在δＴｏｒｂｉｔ的入轨偏差，

δＴｏｒｂｉｔ＝（３Ｔｏｒｂｉｔδａ）／（２ａ），因此，在ｔ时刻ΩＧ 的相对设计值变化为

ΔΩＧ ＝δΩ０＋Ω１（ｔ－ｔ０）＋ δΩ１（ｔ－ｔ０）－ｉｎｔｔ－ｔ０

Ｔ（ ）ｏｒｂｉｔ
ωｅδＴ［ ］ｏｒｂｉｔ ．

（６．５８）
由于轨道高度、偏心率和倾角都相同的卫星，由地球扁率摄动引入的

Ω１ 均相同，因此，对由同种轨道类型的卫星构成的星座，Ω１ 带来的升交点

赤经长期漂移是星座的一种系统性的整体漂移，这种系统性的整体漂移不
会影响全球星座的性能，但对区域星座，将导致其服务区域的漂移．对式中
方括号部分，由于星座中各颗卫星各自入轨偏差不同（对具体星座而言，每
颗卫星的入轨偏差虽然是确定的，但它们的分布可认为是随机的），因此，方
括号部分的值也各不相同，而且它们的分布也可认为是随机的（虽然对具体
的一颗卫星而言，这误差是确定的可预报的），从而使星座原先整齐规则的
星下点轨迹排列逐渐变得杂乱无序．此外，方括号中的δＴｏｒｂｉｔ项是破坏星座

结构的主项．
２）卫星星下点间隔的变化
定义星下点轨迹在地图上０度经线东边的第一个升交点为该轨迹的参

考升交点．按照理想的设计星座，对同一条星下点轨迹上的两颗卫星相继通
过轨迹上任一点的时间间隔ΔＴ可写为：

ΔＴ＝ κ（１）－κ（２（ ）） Ｔｏｒｂｉｔ＋ｕ（１）

ｎ －ｕ（２）

ｎ
， （６．５９）

这里，上标（１）和（２）分别表示卫星１和卫星２，κ为小于β（β为卫星的回归
参数，β圈后轨迹重复）的非负整数，表示从过参考升交点时刻起算的卫星
所经过的轨道周期数，ｕ为卫星相位．
将（６．５９）式对时间求导数，有
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ΔＴ
　．

＝ κ（１）－κ（２（ ）） Ｔ
　．

ｏｒｂｉｔ＋１
ｎ

ｕ　
．（１）－ｕ（１）

ｎ ｎ　［ ］． －１
ｎ

ｕ　
．（２）－ｕ（２）

ｎ ｎ　［ ］． ．

（６．６０）
由上式可知，ΔＴ的变化跟卫星的相位和半长轴的变化相关．在只考虑Ｊ２ 项

作用的情况下，卫星的轨道半长轴没有长期变化，卫星相位的长期变化也相

同，因此有：ΔＴ
　．

＝０，即ΔＴ在这种情形下是不变的．若同时再考虑卫星的
入轨误差，则由（６．５０）、（６．５１）和（６．６０）式可得：

ΔＴ
　．

＝ １
ｎ（１） δλ（１）

１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１［ ］） － １
ｎ（２） δλ（２）

１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２［ ］）

≈ １
ｎ δλ（１）

１ －δλ（２）
１ －３ｎ

２ａ
（δａ（１）－δａ（２）［ ］）， （６．６１）

式中的δλ（１）
１ 和δλ（２）

１ 可根据（６．５０）式计算得到．由上式可得到一段时间内

ΔＴ的变化为

δ（ΔＴ）＝ １
ｎ δλ（１）

１ －δλ（２）
１ －３ｎ

２ａδａ（１）－δａ（２（ ）［ ］） （ｔ－ｔ０）＋Ｃ．

（６．６２）
这里，Ｃ＝κ（１）δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ－κ（２）δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ，δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ和δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ分别为卫星１和卫星２的

入轨周期偏差，可由半长轴偏差转换得到．
由式（６．５０）和式（６．６２）可知，地球扁率摄动不会影响两卫星通过星下

点轨迹上任一点的时间间隔变化，而导致时间间隔变化的主要因素是半长
轴的入轨偏差．
接下来讨论任意两条星下点轨迹上的两颗星由南向北过赤道的时间间

隔的变化．记ｔ时刻轨迹１和轨迹２上的两颗星的相位分别为ｕ（１）和ｕ（２），
则它们下一次通过各自的参考升交点的时间分别为

ｔ＋Ｌ（１）Ｔ（１）
ｏｒｂｉｔ＋２π－ｕ（１）

ｎ（１） 和ｔ＋Ｌ（２）Ｔ（２）
ｏｒｂｉｔ＋２π－ｕ（２）

ｎ（２） ，

这里，Ｌ（１）和Ｌ（２）为小于β的非负整数．于是它们通过各自的参考升交点的
时间间隔Δτ为

Δτ＝ （Ｌ（１）Ｔ（１）
ｏｒｂｉｔ－Ｌ（２）Ｔ（２）

ｏｒｂｉｔ）＋
２π－ｕ（１）

ｎ（１） －２π－ｕ（２）

ｎ（２（ ）） ． （６．６３）

同样，在考虑Ｊ２ 项和入轨偏差的情形下，Δτ的变化率为

Δτ
　．
＝ｕ　

．（２）

ｎ（２）－
ｕ　

．（１）

ｎ（１） ＝ １
ｎ（２） λ（２）

１ ＋δλ（２）
１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２（ ）） －

１
ｎ（１） λ（１）

１ ＋δλ（１）
１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１（ ）） ， （６．６４）

４２



对上式积分便可得一段时间内Δτ的变化为

δ（Δτ） ［＝ １
ｎ（２） λ（２）

１ ＋δλ（２）
１ －３ｎ（２）

２ａ（２）δａ（２（ ）） －

１
ｎ（１） λ（１）

１ ＋δλ（１）
１ －３ｎ（１）

２ａ（１）δａ（１（ ）］） （ｔ－ｔ０）＋Ｃ１．

（６．６５）
这里，Ｃ１＝Ｌ（１）δＴ（１）

ｏｒｂｉｔ－Ｌ（２）δＴ（２）
ｏｒｂｉｔ．

由（６．５０）式和（６．６５）式可知，导致任意两条星下点轨迹上的两颗星过
参考升交点的时间间隔变化的主要因素也是半长轴的入轨偏差，由此可见，
卫星轨道半长轴的入轨偏差将决定区域星座几何结构的稳定性．

３．卫星编队飞行的构形与保持问题

卫星编队是指具有特殊几何构形要求，并且卫星间的相对位置要求保
持在一定精度范围内的卫星系统．这种特殊形式的星座常应用于一些对地
观测任务（如空基雷达），在任务期间需要通过主动和被动技术来控制和维
持其编队的几何形状．对卫星编队，星—星之间虽然相距较近，但各卫星运
动对应的轨道力学问题仍是单星运动状态．因两星质量之小可以认为它们
之间没有任何动力学联系，这是考虑卫星编队飞行时共同遵循的一个前提．
在此前提下，星—星之间的特殊几何构形是如何形成的，下面对这一问题作
一简单介绍，在第７章§７．５将有详细的论述．
（１）卫星编队或伴飞运动的基本方程
目前国内在卫星总体研究（或轨道设计）中，对编队或伴飞问题，都是采

用相对运动的模式［１７］．作为一对双星（一颗为中心卫星，一颗为伴星），它们
各自遵循绕地球运动的规律，总体上可以保持一定的空间构形．当两星相距
不大时，为了研究它们之间在空间中的相对几何构形，将各自绕地球运动转
化为伴星相对中心卫星的运动．其坐标原点为中心卫星（确切地说是中心卫
星的质心），ＸＹ坐标面即中心卫星绕地球运行的轨道平面，Ｘ轴方向即中
心卫星的径向（由地心指向中心卫星的方向）．在此卫星坐标系中，经简单的
坐标转换，即可获得伴星相对中心卫星的运动方程：

Ｘ
　

－２Ｙ
　．

＝３Ｘ，

Ｙ
　

＋２Ｘ
　．

＝０，

Ｚ
　

＋Ｚ＝０

烅

烄

烆 ．

（６．６６）

注意，这一卫星坐标系实为一旋转坐标系，给出该方程的过程中，已假
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定中心卫星的轨道为圆形（这与星座编队情况基本符合），该圆运动角速度
确定了旋转坐标系．不仅如此，上述方程还是线性化的结果，即丢掉了相对
坐标量Ｘ，Ｙ，Ｚ（相对卫星的地心距而言看作一阶小量）的高阶小量，此方程
由ＣｌｏｈｅｓｓｙＷ Ｈ 给出，故被称为Ｃ Ｗ 方程．由于该方程的形式类似于月
球运动理论中Ｈｉｌｌ问题［１８］～［２１］的基本方程（即构造月球绕地球运动在太阳
摄动下的中间轨道时采用的一种近似力学模型所得到的运动方程），故也有
人称它为Ｈｉｌｌ方程．

Ｃ Ｗ 方程存在条件周期解，此解即可表明两星之间的相对构形．由于
两星之间没有任何的力学联系，而结果是伴星绕着中心卫星作一种椭圆运
动，这很难让人理解．下面直接从形式上的相对运动进行简单论述．事实上，
伴星相对中心卫星的运动，就是伴星绕一种平衡点的运动［２２］，它是相应平
衡点的一种条件稳定性的反映，这一力学机制将在第７章§７．５中详细
论述．
（２）卫星编队与伴飞运动的特殊构形
方程（６．６６）中的Ｚ分量可与问题分离，它对应一谐振动，即伴飞卫星

相对ＸＹ平面作上下的小振动，而对Ｘ，Ｙ两分量，相应的运动解为

Ｘ ＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｔ＋Ｃ４ｓｉｎｔ，

Ｘ
　．

＝Ｃ２－Ｃ３ｓｉｎｔ＋Ｃ４ｃｏｓｔ，

Ｙ ＝ ３
２Ｃ１ｔ－３

４Ｃ２ｔ２－２Ｃ３ｓｉｎｔ＋２Ｃ４ｃｏｔｔ，

Ｙ
　．

＝－３
２Ｃ１－３

２Ｃ２ｔ－２Ｃ３ｃｏｔｔ－２Ｃ４ｓｉｎｔ

烅

烄

烆 ，

（６．６７）

可选择适当的初始条件，使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，构成一个条件周期解．具体的初
始条件为

ｔ＝ｔ０∶Ｘ０，Ｙ０，Ｘ
　．

０ ＝Ｙ０／２，Ｙ
　．

０ ＝－２Ｘ０，Ｚ０，Ｚ
　．

０． （６．６８）
此时相对运动的解为如下周期解：

Ｘ ＝Ｘ０ｃｏｓｔ＋（Ｙ０／２）ｓｉｎｔ，

Ｙ ＝－２Ｘ０ｓｉｎｔ＋Ｙ０ｃｏｔｔ，

Ｚ＝Ｚ０ｃｏｓｔ＋Ｚ
　．

０ｓｉｎｔ，

Ｘ
　．

＝－Ｘ０ｓｉｎｔ＋（Ｙ０／２）ｃｏｓｔ，

Ｙ
　．

＝－２Ｘ０ｃｏｓｔ－Ｙ０ｓｉｎｔ，

Ｚ
　．

＝－Ｚ０ｓｉｎｔ＋Ｚ
　．

０ｃｏｓｔ

烅

烄

烆 ，

（６．６９）

６２



如果初始条件Ｚ
　．

０ 同时也满足下列关系：

Ｚ
　．

０ ＝±（Ｙ０／２Ｘ０）Ｚ０． （６．７０）
那么它们在ＸＹ平面、ＸＺ平面和ＹＺ平面上的构形均为一椭圆．相应的ＸＹ
平面和ＹＺ平面上的两个椭圆方程如下：

Ｘ２

Ａ２ ＋Ｙ２

Ｂ２ ＝１，Ｙ
２

Ｃ２ ＋Ｚ２

Ｄ２ ＝１， （６．７１）

其中

Ａ２ ＝Ｘ２
０＋Ｙ２

０／４，Ｂ２ ＝４Ａ２，

Ｃ２ ＝４Ａ２ ＝Ｂ２，Ｄ２ ＝ （４Ｚ２
０／Ｘ２

０）Ａ２烅
烄

烆 ．
（６．７２）

上述条件周期运动即卫星编队飞行或伴飞的一种依据，但两星之间地
距离不能大，否则方程（６．６６）右端略去的高阶项很快就起作用，伴飞的构形
会遭破坏．若要保持，就必须按条件（６．７１）进行轨控．
（３）轨道摄动变化对卫星编队飞行相对构形的影响
上述讨论是在无摄情况下进行的．事实上，由于各种摄动因素的存在，

卫星轨道变化导致的位置偏离远大于上述初值偏离量，那么是否有可能选
择适当的轨道配置（由轨道设计提供），使两星轨道变化的差别尽量接近，从
而保持特殊的几何构形？另一个问题是，对于这种真实的受摄运动，前面给
出的初值控制条件（６．７１）是否仍旧有助于两星空间构形的保持？这些都是
卫星编队飞行中保持星—星之间特殊构形的重要问题．
关于摄动的影响，前面已针对卫星星座的空间整体几何结构作了必要

的阐述，下面则着重就星—星之间在相距较近的情况下摄动如何影响星间
特殊构形展开讨论．
在各种摄动因素的影响下，卫星轨道有３种不同性质的变化，即随时间

增长的长期项和振幅一定的长、短周期项．周期项最大振幅的量级是１０－３，
而对两星相接近的轨道配置，相互之间的周期变化就很接近，故对卫星编队
飞行和伴飞运动而言，主要考虑各自轨道的长期变化，而长期变化项只依赖
于３个根数ａ，ｅ，ｉ，只要两星的轨道配置使两星的这３个根数接近，那么两
个卫星的轨道变化量之差就会很小（参见公式（６．５２）和（６．５３）），这种轨道
变化量之差相对两星位置差实为高阶小量，与ＣＷ 方程线性化过程中丢掉
的高阶项相当．
事实上，卫星编队飞行或伴飞的空间构形（确切地说是相对构形）主要

取决于第（２）段所阐述的伴星相对中心卫星所作的一种条件周期运动．而在
两星轨道根数适当选择的情况下，各种摄动影响导致两星轨道变化的差别
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与相对运动方程线性化过程中丢掉的高阶项是相当的．因此，与无摄情况类
似，它们的相对构形在一定时间内同样是可以保持的．
对于编队或伴飞情况，两星之间的距离不会很大，这很关键．这样两星

的轨道根数不可能有太大的差别，特别是ａ，ｅ，ｉ三个根数，对于近圆轨道而
言，Ω与沿迹量（Ｍ＋ω）的差别也不可能很大．因此，这就决定了两星的轨道
是相近的，只要选择轨道半长径ａ基本相同的近圆（即两者ｅ亦接近）轨道
即可，ｉ，Ω的差别将由两星的距离来制约，显然亦是较小的．
当然，仅仅作上述选择是不够的，还必须按构形条件（６．６８）作轨道校正

（实际飞行中的轨控措施），这样才能保持两星在空间的相对构形．
通过对高、中、低轨三种类型的伴飞情况的仿真计算表明，考虑各种摄

动影响，只要按照构形条件（６．６８）进行轨控，两星之间的相对几何构形仍受
前面所阐明的平衡点附近条件周期运动的制约，在较长的时间段内保持不
变．至于具体的定量结果（包括构形变化的范围、保持的时间长度等），则与
卫星的初始位置差等各种条件有关，但其基本规律确实受构形条件（６．６８）
所制约．
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第７章　深空探测器运动的
　　　　轨道力学基础　　

　　深空探测器是指飞离地球引力作用范围的月球和行星际探测器．卫星
型航天器运动的基本动力学模型对应一个受摄二体问题，而深空探测器运
动的基本动力学模型则对应一个受摄的限制性三体问题（确切地说是受摄
圆型限制性三体问题）．本章即阐述其基础部分圆型限制性三体问题的有关
知识．尽管探测器飞抵探测目标天体引力作用范围内经变轨转化为绕飞目
标天体的卫星，其运动与人造地球卫星类似，亦对应一个受摄二体问题，但由
于各目标天体的引力位特征与地球不一定相同或类似，相应的卫星运动有它
自身的特殊内容，如月球卫星就是如此，这将在后面第９章中另有介绍．

§７．１　限制性问题的提出

一个Ｎ 体系统，Ｎ＝ｎ＋ｋ，其中ｎ个大天体和ｋ个小天体，它们的质量
分别记作Ｍｉ（ｉ＝１，２，…ｎ）和ｍα（α＝１，２，…，ｋ），这里所谓的小天体，是指
它们的存在并不改变ｎ个大天体的运动，即ｍα Ｍｉ（α＝１，２，…ｋ，ｉ＝１，

２，…，ｎ），那么研究ｎ个大天体的运动将与ｋ个小天体无关，限制性问题就
是关于这Ｎ 体系统，在ｎ个大天体的运动作为已知的情况下，研究ｋ个小
天体的运动问题．
在太阳系中，研究小行星的运动就对应一个典型的限制性问题．其原因

很简单，即绝大部分小行星的质量相对太阳和各大行星而言是如此之小，小
到由于它们的存在，各大行星相对太阳的运动没有“任何”改变，至少在当今
测量精度下还无法使它们的影响体现出来，完全符合采用限制性问题的基
本前提．类似的力学系统在太阳系中还有很多，因此，限制性问题的提出确
实具有广泛的天文背景．深空探测器就是一个典型的人造小天体，其质量相
对而言是如此之小，它的存在不会改变太阳系中任何一个自然天体（大、小行
星，自然卫星，彗星等）的运动状况，研究它的运动当然是一个限制性问题．



限制性问题中最简单的模型是限制性三体问题，这是一个Ｎ＝（２＋１）
体系统，该三体系统中有两个大天体和一个小天体，例如月球探测器的运动
就涉及地、月两个大天体．由于小天体对两个大天体的运动没有影响，因此
两个大天体的运动即对应一个简单的二体问题，其相对运动（或相对该两个
大天体质心的运动）的解是一圆锥曲线．既然讨论构成一个系统的问题，当
然排除抛物线和双曲线的情况，即只有圆运动和椭圆运动，分别对应圆型和
椭圆型限制性三体问题．对这样一类限制性三体问题，就是在两个大天体运
动确定的情况下，研究第三个天体———小天体的运动．
太阳系中大多数天体的轨道偏心率都较小，作为第一近似可以看成是

圆轨道，例如月球绕地球的运动轨道偏心率是０．０５４９，地球绕太阳的运动
轨道偏心率是０．０１６７．因此，作为深空探测器的运动，其基本动力学模型可
以处理成一个圆型限制性三体问题，其中两个大天体在发射阶段和深空探
测器进入目标轨道运动阶段可能对应不同的两个大天体．例如发射月球探
测器，在发射阶段和运行阶段，两个主要的大天体均是地球和月球；而如果
是火星探测器，发射段可能是地球和太阳，而飞往目标天体（火星）附近，两
个大天体则变为火星和太阳．
深空探测器的运动除受相关的两个大天体的引力作用外，还受其他大

天体的影响等，但相对而言作用较小，故可以将深空探测器的实际运动处理
成一个受摄限制性三体问题，而只有圆型限制性三体问题存在一些可引用
的基本特征，故确切地说是处理成受摄圆型限制性三体问题．

§７．２　圆型限制性三体问题的基本方程与Ｊａｃｏｂｉ
积分

１．坐标系的选择与无量纲化

对于限制性三体问题，由于两个大天体Ｐ１ 和Ｐ２ 的运动状况已知，在
研究小天体Ｐ的运动时，根据各种运动状态与需要，往往涉及到下面四种
坐标系的选择，即

（１）Ｐｉ（ｉ＝１或２）固定坐标系；
（２）Ｐｉ（ｉ＝１或２）旋转坐标系，亦称固连坐标系；
（３）质心（Ｐ１与Ｐ２二体系统质心Ｃ）惯性坐标系；
（４）质心旋转坐标系，亦称会合坐标系．这四种坐标系的原点分别在Ｐｉ

（注意，三个天体Ｐ１，Ｐ２ 和Ｐ均处理成质点）和质心Ｃ上，它们的基本平面

２



（ｘｙ坐标面）和主方向将根据不同的天体系统和不同的问题来选择．
小天体Ｐ在某一大天体Ｐｉ 附近运动（例如月球探测器从地球上发射

后的初始飞行段和到达月球附近的飞行段），往往选取第一种或第二种坐标
系，而当小天体Ｐ在两个大天体之间运动时，则采用后三种坐标系之一，特
别是后两种．
为了讨论运动问题和计算上的方便，往往采用无量纲形式，即类似于研

究人造地球卫星运动时所采用的计算单位，不仅使各物理量无量纲化，而且
使它们的量级“标准化”，便于问题的分析．在这里，若是第一种运动问题，即
小天体在大天体Ｐｉ 附近运动，则相应的质量单位［Ｍ］，长度单位［Ｌ］和时
间单位［Ｔ］，分别取为

［Ｍ］＝Ｍｉ，　　　（ｉ＝１或２），
［Ｌ］＝ａｅ，　　　　　　（Ｐｉ的赤道半径），

［Ｔ］＝（ａ３
ｅ／ＧＭｉ）１／２

烅
烄

烆 ，

（７．１）

此时新系统的引力常数Ｇ＝１．对于第二种运动问题，由于小天体在两
个大天体之间运动，其涉及的运动“尺度”与前者不同，为此，计算单位有下
述习惯取法：

［Ｍ］＝Ｍ１＋Ｍ２，
［Ｌ］＝ａ１２，

［Ｔ］＝［ａ１２
３／Ｇ（Ｍ１＋Ｍ２）］１／２＝１／ｎ

烅
烄

烆 ．

（７．２）

同样，新系统的引力常数Ｇ＝１．上式中ａ１２是两个大天体之间的相互距

离，ｎ是它们之间相对运动的角速度．在此计算单位系统中，两个大天体的
质量分别为

１－μ＝ Ｍ１

Ｍ１＋Ｍ２
，μ＝ Ｍ２

Ｍ１＋Ｍ２
． （７．３）

它们到质心的距离各为

ｒ１′＝μ，　ｒ２′＝１－μ． （７．４）
下面的论述，各物理量均采用无量纲形式，并着重介绍体现限制性三体

问题特点的有关内容．至于小天体在大天体附近的运动，则属于卫星型探测
器的运动问题，主要内容已在前面各章中作过介绍，需要进一步阐述的内容
将安排在后面两章中．

２．不同坐标系中小天体的运动方程

（１）质心惯性坐标系中小天体的运动方程
质心惯性坐标系记作Ｃ ＸＹＺ，其原点在质心Ｃ上，ＸＹ坐标面即两个
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大天体相对运动平面，Ｘ 轴方向的选择，对应初始时刻ｔ＝ｔ０ 时，两个大天
体处于该坐标轴上，且指向大天体Ｐ１．在此坐标系中，小天体和两个大天体
的坐标矢量分别记为Ｒ，Ｒ１′和Ｒ２′，于是小天体相对两个大天体的坐标矢量
各为

Ｒ１＝Ｒ－Ｒ１′，　Ｒ２＝Ｒ－Ｒ２′． （７．５）

图７．１　质心惯性系Ｃ ＸＹＺ与质心旋转系Ｃ ｘｙｚ

这些量的几何关系见图７．１．两个大天体相对质心Ｃ的运动为圆运动，
其坐标矢量随时间ｔ的变化关系为

Ｒ１′＝
μｃｏｓｔ

μｓｉｎｔ
烄

烆

烌

烎０
．

Ｒ２′＝
－（１－μ）ｃｏｓｔ
－（１－μ）ｓｉｎｔ

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 ０

． （７．６）

这里用到

ｔ＝ｔ·［Ｔ］＝ｔ／ｎ，　θ（ｔ）＝ｎｔ＝ｔ （７．７）

ｔ为无量纲时间，这表示在新计算单位系统中，两个大天体的圆运动角速度

θ
　．
（ｔ）＝１．
在上述坐标系和计算单位的选择下，小天体的运动方程为

Ｒ


＝ Ｕ
（ ）Ｒ

Ｔ

＝－（１－μ）Ｒ１

Ｒ３
１
－μ

Ｒ２

Ｒ３
２
． （７．８）

这里Ｕ 为

Ｕ＝Ｕ（Ｒ１，Ｒ２）＝１－μ
Ｒ１

＋μ
Ｒ２

， （７．９）

其中

４



Ｒ１＝｜Ｒ－Ｒ１′｜＝［（Ｘ－μｃｏｓｔ）
２＋（Ｙ－μｓｉｎｔ）

２＋Ｚ２］１／２

Ｒ２＝｜Ｒ－Ｒ２′｜＝［（Ｘ＋（１－μ）ｓｉｎｔ）２＋（Ｙ＋（１－μｃｏｓｔ）
２＋Ｚ２］１／烅

烄

烆 ２
．

（７．１０）

（２）质心旋转坐标系中小天体的运动方程
质心旋转坐标系记作Ｃ－ｘｙｚ，该坐标系的旋转角速度就是两个大天体

相对运动的角速度θ
　．
（ｔ），即两个大天体一直处于ｘ轴上，见图７．１．三个天

体的坐标矢量各记为ｒ，ｒ１′和ｒ２′．相应地小天体相对两个大天体的坐标矢量
各为

ｒ１＝ｒ－ｒ１′，　ｒ２＝ｒ－ｒ２′， （７．１１）
其中

ｒ１′＝
μ烄

烆

烌

烎

０
０

，　ｒ２′＝
－（１－μ）

　　０　　
　　０

烄

烆

烌

烎　　
． （７．１２）

于是有

ｒ１＝［（ｘ－μ）２＋ｙ２＋ｚ２］１／２＝Ｒ１

ｒ２＝［（ｘ＋１－μ）２＋ｙ２＋ｚ２］１／２＝Ｒ
烅
烄

烆 ２
． （７．１３）

ｒ与Ｒ的转换关系为

ｒ＝Ｒｚ（ｔ）Ｒ＝
Ｘｃｏｓｔ＋Ｙｓｉｎｔ
－Ｘｓｉｎｔ＋Ｙｃｏｓｔ
　　　Ｚ

烄

烆

烌

烎　　　

， （７．１４）

Ｒ＝Ｒｚ（－ｔ）ｒ＝
ｘｃｏｓｔ－ｙｓｉｎｔ
ｘｓｉｎｔ＋ｙｃｏｓｔ
　　　ｚ

烄

烆

烌

烎　　　
． （７．１５）

这里Ｒｚ（ｔ）和Ｒｚ（－ｔ）是旋转矩阵，定义如下：

Ｒｘ（θ）＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ
０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ｒｙ（θ）＝
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
０ １ ０

ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

，

Ｒｚ（θ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０
－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 ０ ０ １

． （７．１６）
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由（７．１５）式可给出

Ｒ
　．

＝Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）ｒ＋Ｒｚ（－ｔ）ｒ
　．，

Ｒ＝Ｒ


ｚ（－ｔ）ｒ＋２Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）ｒ
　．
＋Ｒｚ（－ｔ）ｒ

烅
烄

烆 ，
（７．１７）

其中

Ｒｚ（－ｔ）＝
ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０
ｓｉｎｔ ｃｏｓｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

Ｒ
　．

ｚ（－ｔ）＝
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ ０
ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

Ｒ


ｚ（－ｔ）＝
－ｃｏｓｔ ｓｉｎｔ ０
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ ０

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆 ０ ０ ０

， （７．１８）

由上述转换关系，并利用旋转矩阵的性质：

Ｒ－１
ｚ （ｔ）＝ＲＴ

ｚ（ｔ）＝Ｒｚ（－ｔ）， （７．１９）
即可由质心惯性坐标系中的运动方程（７．８）转换为小天体在质心旋转坐标
系中的运动方程，即

ｒ＋２
－ｙ

　．

ｘ
　．

烄

烆

烌

烎０

＝ Ω
（ ）ｒ

Ｔ

． （７．２０）

其中Ω＝１
２

（ｘ２＋ｙ２）＋Ｕ（ｒ２，ｒ２）， （７．２１）

Ｕ（ｒ１，ｒ２）＝１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ２

． （７．２２）

在限制性问题讨论中，为了某种需要，常将Ω表示为下列形式［１］：

Ω＝１
２

［（ｘ２＋ｙ２）＋μ（１－μ）］＋１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ２

， （７．２３）

进而可表示为一“对称”形式，即

　　　Ω＝ １
２

［（ｘ２＋ｙ２＋ｚ２）＋μ（１－μ）］＋１－μ
ｒ１

＋μ
ｒ｛ ｝２

－１
２ｚ

２ （７．２４）

＝ １
２

［（１－μ）ｒ２
１＋μｒ

２
２］＋１－μ

ｒ１
＋μ
ｒ｛ ｝２

－１
２ｚ

２．

为了与习惯用法相吻合，下面的论述中，如不加说明，Ω的形式即（７．２３）式．
（３）Ｐ１（或Ｐ２）坐标系中小天体的运动方程
为了对某种问题分析的方便，将坐标原点从质心Ｃ移至两个大天体之

６



图７．２　Ｐ１ ｘｙｚ固连坐标系

一，如Ｐ１（或Ｐ２）上．将非旋转坐标系和旋转
坐标系分别记为Ｐ１ ＸＹＺ和Ｐ１ ｘｙｚ，ＸＹ
坐标面仍为两个大天体相对运动的轨道平

面，但Ｘ 轴方向在起始时刻是由Ｐ１ 指向

Ｐ２，在相应的旋转坐标系Ｐ１ ｘｙｚ中，Ｐ２

处于ｘ轴的正方向上，见图７．２．不妨称此
坐标系为Ｐ１和Ｐ２固连坐标系．
在Ｐ１ ＸＹＺ坐标系中，小天体相对Ｐ１

的运动方程为

Ｒ


１＝－ＧＭ１

Ｒ３
１
Ｒ１－ＧＭ２

Ｒ２

Ｒ３
２
＋Ｄ
Ｄ（ ）３ ， （７．２５）

Ｄ＝
Ｄｃｏｓθ
Ｄｓｉｎθ

烄

烆

烌

烎０

，　Ｒ２＝Ｒ１－Ｄ， （７．２６）

Ｄ是Ｐ１ 到Ｐ２ 之间的距离，θ是Ｐ２ 绕Ｐ１ 运转的角度，有θ
　．

＝ｎ．
在固连坐标系Ｐ１ ｘｙｚ中，小天体的运动方程为

ｒ１＝－ＧＭ１

ｒ３
１
ｒ１－ＧＭ２

ｒ２

ｒ３
２
＋ｄ
ｄ（ ）３ ＋ｎ２

ｘ１

ｙ１

烄

烆

烌

烎０
＋２ｎ

ｙ
　．
１

－ｘ
　．
１

烄

烆

烌

烎０

（７．２７）

ｄ＝
Ｄ烄

烆

烌

烎

０
０

，　ｒ２＝ｒ１－ｄ， （７．２８）

若采用前面的无量纲量，则该方程变为下列形式：

ｒ１＝－１－μ
ｒ３

１
ｒ１－μ

ｒ２

ｒ３
２
＋ｄ
ｄ（ ）３ ＋

ｘ１

ｙ１

烄

烆

烌

烎０
＋２

ｙ
　．
１

－ｘ
　．
１

烄

烆

烌

烎０

， （７．２９）

ｄ＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０

，　ｒ２＝ｒ１－ｄ＝

ｘ１－１

ｙ１

ｚ

烄

烆

烌

烎１

． （７．３０）

３．Ｊａｃｏｂｉ积分

方程（７．２０）与（７．８）的主要差别是Ω＝Ω（ｘ，ｙ，ｚ）不显含ｔ，于是由方程
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（７．２０）立即可得

ｘ
　．
ｘ　＋ｙ

　．
ｙ　＋ｚ

　．
ｚ　＝Ω

ｘｘ
　．
＋Ω
ｙｙ

　．
＋Ω
ｚｚ

　．，

即

１
２

ｄ
ｄｔ

（ｖ２）＝ｄΩ
ｄｔ

，

ｖ２＝ｘ
　．２＋ｙ

　．２＋ｚ
　．２

烅
烄

烆 ．

（７．３１）

由此给出一积分：

２Ω－ｖ２＝Ｃ． （７．３１）
此即质心旋转坐标系中的Ｊａｃｏｂｉ积分，这是到目前为止，圆型限制性三体
问题中找到的唯一的一个积分．
尽管质心惯性坐标系中，因Ｕ 显含ｔ，不能由上述途径直接给出一积

分，但同是一个圆型限制性三体问题，当然应同样存在一积分，仅给出的途
径不同而已，通过两个坐标系之间的坐标转换，即可给出质心旋转坐标系中
的Ｊａｃｏｂｉ积分在质心惯性坐标系中的相应形式．需要转换的三个量如下：

ｒ１，ｒ２；　ｘ２＋ｙ２；　ｖ２＝ｘ
　．２＋ｙ

　．２＋ｚ
　．２．

而

ｒ１＝Ｒ１，ｒ２＝Ｒ２，

ｒ·ｒ＝（Ｒｚ（ｔ）Ｒ）·（Ｒｚ（ｔ）Ｒ｛ ），
（７．３３）

即

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝Ｘ２＋Ｙ２＋Ｚ２，
但ｚ＝Ｚ，因此有

ｘ２＋ｙ２＝ Ｘ２＋Ｙ２． （７．３４）
最后由（７．１４）式给出

ｒ
　．
＝Ｒｚ（ｔ）Ｒ

　．

＋Ｒ
　．

ｚ（ｔ）Ｒ＝

（Ｘ
　．

＋Ｙ）ｃｏｓｔ＋（Ｙ
　．

－Ｘ）ｓｉｎｔ

－（Ｘ
　．

＋Ｙ）ｓｉｎｔ＋（Ｙ
　．

－Ｘ）ｃｏｓｔ

　　　　　　Ｚ
　

烄

烆

烌

烎
．

．

于是有

ｖ２＝ｒ
　．２＝Ｖ２＋２（Ｘ

　．

Ｙ－ＸＹ
　．
）＋（Ｘ２＋Ｙ２），

Ｖ２＝Ｒ
　．
２＝Ｘ

　．
２＋Ｙ

　．
２＋Ｚ

　．
２

烅
烄

烆 ，
（７．３５）

将上述关系代入Ｊａｃｏｂｉ积分（７．３２），即得该积分在质心惯性坐标系中的表
达形式：

８



２Ｕ－［Ｖ２＋２（Ｘ
　．

Ｙ－ＸＹ
　．

）］＝Ｃ－μ（１－μ），

Ｕ＝１－μ
Ｒ１

＋μ
Ｒ２

烅
烄

烆 ．
（７．３６）

如果Ω采用原形式（７．２１），则积分（７．３０）右端的μ（１－μ）将不出现，读者引
用时请注意Ω采用的形式．

§７．３　圆型限制性三体问题的特解

虽然限制性三体问题解的存在性已有证明［１］，但并不表明能将相应的
解具体给出．至今，只找到一个Ｊａｃｏｂｉ积分，而且在一般情况下又不能归结
为受摄二体问题，因此构造小参数幂级数解的方法通常也无法采用．尽管如
此，该问题却存在五个特解，习惯上称为平动解，即平衡解，而由这五个平衡
解和上一节导出的Ｊａｃｏｂｉ积分，可以了解小天体运动的一些规律和特征．
这些规律有它的实用价值，例如它可确定深空探测器的发射条件和提供其
轨道运动的一些有关信息．

１．五个特解———平动解（平衡解）

显然，在会合坐标系中讨论问题比较简单，相应的基本方程即（７．２０）
式．所谓平衡解，即满足下列条件的特解：

ｘ（ｔ）≡ｘ０，　ｙ（ｔ）≡ｙ０，　ｚ（ｔ）≡ｚ０． （７．３７）
其中ｘ０，ｙ０，ｚ０由初始条件给定，相应地有

ｘ
　．
＝０，　ｙ

　．
＝０，　ｚ

　．
＝０，

ｘ＝０， ｙ＝０， ｚ＝０｛ ，
（７．３８）

这表明由（７．３７）式所确定的空间点是一平衡点（亦称平动点）．由方程
（７．２０）不难看出，在这种平衡点处应满足

Ωｘ＝０，　Ωｙ＝０　Ωｚ＝０． （７．３９）
这里的Ωｘ，Ωｙ，Ωｚ 分别表示Ω（ｘ，ｙ，ｚ）对ｘ，ｙ，ｚ的偏导数．条件（７．３９）的
具体形式为

Ωｘ＝ｘ－
（１－μ）（ｘ－μ）

ｒ３
１

－μ（ｘ＋１－μ）
ｒ３

２
＝０，

Ωｙ＝ｙ １－１－μ
ｒ３

１
－μ
ｒ（ ）３

２
＝０，

Ωｚ＝－ｚ １－μ
ｒ３

１
＋μ
ｒ（ ）３

２
＝０

烅

烄

烆
，

（７．４０）
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因

１－μ
ｒ３

１
＋μ
ｒ３

２
≠０，

故要求

ｚ＝ｚ０＝０． （７．４１）
即平衡点在ｘｙ平面上．由ｚ＝０，条件（７．４０）将有下列两种情况：

ｙ＝０，　

ｘ＋ １－μ
（ｘ－μ）２＋

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０，

ｘ＋ １－μ
（ｘ－μ）２－

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０，

ｘ－ １－μ
（ｘ－μ）２＋

μ
（ｘ＋１－μ）２＝０

烅

烄

烆 ，

（７．４２）

ｙ≠０，　
１－１－μ

ｒ３
１

－μ
ｒ３

２
＝０

ｘ－
（１－μ）（ｘ－μ）

ｒ３
１

－μ（ｘ＋１－μ）
ｒ３

２
＝０

烅

烄

烆 ．
（７．４３）

对于第一种情况，方程（７．４２）有三个实解：ｘ１（μ），ｘ２（μ），ｘ３（μ）．相应
的三个平衡点在ｘ轴上，分别记作Ｌ２，Ｌ１，Ｌ３，称为共线平衡点（亦称共线平
动点），其分布见图７．３．

图７．３　三个共线平衡点Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 与两个大天体Ｐ１，Ｐ２ 的相对位置

图中ξ
（１）和ξ

（２）各为平衡点Ｌ１和Ｌ２到大天体Ｐ２ 的距离，ξ
（３）是平衡点

Ｌ３到大天体Ｐ１ 的距离．它分别由下列三个μ的幂级数表达
［１］：

ξ
（１）＝ μ（ ）３

１
３
［１－１

３
μ（ ）３

１
３

－１
９

μ（ ）３

２
３

＋…］， （７．４４）

ξ
（２）＝ μ（ ）３

１
３
［１＋１

３
μ（ ）３

１
３

－１
９

μ（ ）３

２
３

－…］， （７．４５）

ξ
（３）＝１－ν１＋２３

８４ν
２＋２３

８４ν
３＋７６１

２３５２ν
４＋３１６３

７０５６ν
５＋３０７０３

４９３９２ν［ ］６ ＋Ｏ（ν８），

ν＝７
１２μ

烅

烄

烆 ．
（７．４６）

相应的三个共线平衡解ｘｉ（μ）即
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ｘ１（μ）＝－（１－μ）＋ξ
（１）， （７．４７）

ｘ２（μ）＝－（１－μ）－ξ
（２）， （７．４８）

ｘ３（μ）＝μ＋ξ
（３）， （７．４９）

这三个共线平衡解亦称为共线平动解．
当μ＝０时，有

ｘ１（μ）＝ｘ２（μ）＝－１，

ｘ３（μ）＝１｛ ，
（７．５０）

而当μ＝１／２时，则有

ｘ１（μ）＝０，

ｘ２（μ）＝－１．１９８４０６，

ｘ３（μ）＝－ｘ２（μ

烅
烄

烆 ），
（７．５１）

三个共线平衡解的位置ｘｉ（μ）以及两个大天体的位置ｘ（Ｐ１）和ｘ（Ｐ２）在ｘ
轴上随μ值的变化，见图７．４．

图７．４　平衡解和大天体的位置随μ值的变化

对于后一组方程（７．４３），其解为

ｒ１＝ｒ２＝１． （７．５２）
这表示相应平衡点与两个大天体呈等边三角形，故称此平衡解为等边三角
形解（亦称三角平动解）．该解有两个对称平衡点Ｌ４ 和Ｌ５，各对应

ｘ４＝ｘ５＝－１
２＋μ，

ｙ４ 槡＝＋ ３／２，　ｙ５ 槡＝－ ３／２
烅
烄

烆 ，
（７．５３）
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２．Ｊａｃｏｂｉ常数及其五个临界值Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，５）

根据（７．３２）式表达的Ｊａｃｏｂｉ积分：

２Ω（ｘ，ｙ，ｚ）－ｖ２＝Ｃ，
可给出五个平衡点Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，５）对应的Ｃｉ（μ）值．在Ｌｉ处，有ｖ２＝０（注
意，这是会合坐标系中的速度），因此给出平衡点对应的Ｃ值如下：

Ｃｉ（μ）＝２Ω（ｘｉ（μ），０，０），　ｉ＝１，２，３； （７．５４）

Ｃｉ（μ）＝２Ω（ｘｉ（μ），ｙｉ，０，），　ｉ＝４，５． （７．５５）

其中ｙ４ 槡＝ ３／２，ｙ５ 槡＝－ ３／２．对Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３ 有

Ｃｉ（μ）＝［ｘ２
ｉ（μ）＋μ（１－μ）］＋２ １－μ

｜ｘｉ（μ）－μ｜
＋ μ
｜ｘｉ（μ）＋（１－μ）［ ］｜

，

（７．５６）
对Ｌ４和Ｌ５ 有

Ｃ４（μ）＝Ｃ５（μ）＝３． （７．５７）
由（７．５６）和（７．５７）两式和ｘｉ（μ）与μ值的关系可知，五个平衡点处对应的

Ｊａｃｏｂｉ积分常数值Ｃｉ（μ）有如下关系：

３＝（Ｃ４，Ｃ５）≤Ｃ３（μ）≤Ｃ２（μ）≤Ｃ１（μ）≤４．２５， （７．５８）
它们各自随μ值的变化见图７．５．

图７．５　Ｊａｃｏｂｉ常数随μ值的变化

太阳—行星系统和地—月系统对应的圆型限制性三体问题，三个共线
平动点的位置ｘｉ（μ）及其相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ（μ），分别列于表７．１和７．２
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表７．１　共线平动点的位置ｘｉ（μ）

μ ｘ２ ｘ１ ｘ３

太阳—水星 ０．００００００１７ －１．００３８２０３９ －０．９９６１８８９８ １．０００００００７

—金星 ０．０００００２４５ －１．００９３７５０３ －０．９９０６７８３２ １．０００００１０２

—地 月 ０．０００００３０４ －１．０１００７０１９ －０．９８９９９０９３ １．０００００１２６

—火 星 ０．００００００３２ －１．００４７６５７８ －０．９９５２４８６７ １．００００００１３

—木 星 ０．０００９５３８８ －１．０６８８３０５２ －０．９３２３６５５９ １．０００３９７４５

—土 星 ０．０００２８５５０ －１．０４６０５７２７ －０．９５４７６０９８ １．０００１１８９６

—天王星 ０．００００４３７３ －１．０２４５８０８１ －０．９７５７２９４９ １．００００１８２２

—海王星 ０．００００５１７７ －１．０２６０１１３０ －０．９７４３３０３２ １．００００２１５７

—冥王星 ０．０００００２７８ －１．００９７７５５１ －０．９９０２８２２７ １．０００００１１６

地—月 ０．０１２１５０５７ －１．１５５６８２１０ －０．８３６９１５２１ １．００５０６２６４

表７．２　共线平动点对应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ（μ）

μ Ｃ２ Ｃ１ Ｃ３

太阳—水 星 ０．００００００１７ ３．０００１３０４３ ３．０００１３０６５ ３．００００００３３

—金 星 ０．０００００２４５ ３．０００７７７５６ ３．０００７８０８３ ３．０００００４９０

—地 月 ０．０００００３０４ ３．０００８９６０４ ３．０００９０００９ ３．０００００６０７

—火 星 ０．００００００３２ ３．０００２０２６１ ３．０００２０３０４ ３．００００００６５

—木 星 ０．０００９５３８８ ３．０３８４４１７２ ３．０３９７１３８０ ３．００１９０６８２

—土 星 ０．０００２８５５０ ３．０１７７１６３６ ３．０１８０９７０９ ３．０００５７０９２

—天王星 ０．００００４３７３ ３．００５２１０１０ ３．００５３６８４０ ３．００００８７４５

—海王星 ０．００００５１７７ ３．００５８２０８７ ３．００５８８９９１ ３．０００１０３５４

—冥王星 ０．０００００２７８ ３．０００８４４８１ ３．０００８４８５１ ３．０００００５５６

地—月 ０．０１２１５０５７ ３．１８４１６３２５ ３．２００３４３８８ ３．０２４１５００６

　　这里说明两点：
（１）表７．１和表７．２中的数据是直接引用文献［１］中给出的结果，所用

的有关各大行星和月球的基本数据和目前给出的数值可能有微小差别，故
这里列出的数据只是为了说明所阐述内容．读者如有需要，可直接根据前两
段给出的方法，利用新的基本数据进行计算，但结果与表７．１和表７．２的数
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据不会有明显差别．
（２）关于三个共线平动点的排列，若按原有习惯［１］，是按三个平动点的

ｘ坐标进行排列的，而在当今的某些领域，特别是航天界，是按“能量”大小
排列的（这种排列有它的特点），将Ｌ１和Ｌ２ 的位置互换，即两个大天体之间
的平动点称为Ｌ１，另一个为Ｌ２，本书的排列就是这样，请读者注意．

３．零速度面与运动可能区域

（１）零速度面及其变化
既然Ｊａｃｏｂｉ积分（７．３２）是圆型限制性三体问题的一个积分，因此，下

列曲面

２Ω（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｃ， （７．５９）
即为零速度面，在此曲面上小天体的运动速度为０，积分常数由初始条件确
定，有

Ｃ＝２Ω（ｘ０，ｙ０，ｚ０）－ｖ２
０， （７．６０）

零速度面的几何结构将随Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ值的变化而变化．为了便于看清这
一变化，用零速度面在ｘｙ平面上的截线（零速度线）来描述，随Ｃ值的变化
见图７．６～７．９．
（２）运动可能区域
上述四幅图（图７．６～７．９）中，零速度面将整个空间分为两种区域，阴

影部分对应ｖ＞０，此即小天体运动的可能区域，而阴影外的另一部分则对应

ｖ＜０，此即运动的禁区，小天体不可能从ｖ＞０的阴影区穿过零速度面而进
入禁区（因ｖ＜０是不可能的）．小天体在运动过程中若达到零速度面，那只可
能沿零速度面的法线方向与其相接，而相接后又沿此法向返回原区域．
从上述四幅图的变化可以看出，当Ｃ值较大时，即图７．６，零速度面将

整个空间分为四个部分，而随着Ｃ值的减小，分别包围两个大天体Ｐ１ 和Ｐ２

的零速度面逐渐增大、靠近、相接（在Ｌ１）、直至连通，即图７．７；当Ｃ值再减
小时，内部的零速度面扩大，与外部逐渐缩小的零速度面靠近、相接（在Ｌ２）
而连通，即图７．８；最后通过Ｌ３ 进而变为图７．９．注意，由Ｊａｃｏｂｉ积分可以看
出，积分常数Ｃ值的减小就意味着在同一位置处速度的增大．这表明，随着
小天体初始速度的增大而使其运动的可能区域增大．对于第一种情况，Ｃ值
大，ｖ０ 小，小天体只能在大天体Ｐ１或Ｐ２ 附近的区域运动，而不可能从一个
大天体附近运行到另一个大天体附近．
由上述讨论可知，小天体运动可能区域对应的连通性变化都是通过五

个平衡点发生的，故将相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃｉ称为临界值．
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图７．６　Ｃ＞Ｃ１ 的情况
　
图７．７　Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１ 的情况

图７．８　Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２ 的情况
　

图７．９　Ｃ４＜Ｃ＜Ｃ３ 的情况

４．发射深空探测器的有关问题

以月球探测器为例，若月球绕地球运行的轨道为圆，那么，要从地球上
发射一个月球探测器，在初始停泊轨道上，必须经变轨让其运行速度达到使
相应的Ｃ值满足Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１，它才有可能从地球附近飞向月球．若探测器
的轨道速度大到满足Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２，则它不仅可以飞向月球，而且还可能从月

球附近飞离地月系统，变为人造小行星．下面介绍几个有关问题［２］．
（１）引力范围与作用范围
关于深空探测器Ｐ的运动，往往是在两个大天体Ｐ１和Ｐ２ 共同作用下

的运动．由于探测器Ｐ在运动过程中可能会接近Ｐ１，也可能会接近Ｐ２，通
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常不能处理成受摄二体问题，对应的是一个限制性三体问题．但是，由于探
测器总是要接近被探测天体（例如Ｐ２），那么，当探测器Ｐ进入以Ｐ２ 为中

心的某一范围内，Ｐ２ 的引力作用将成为探测器运动的主要力源，在此范围
内可近似地看成Ｐ相对Ｐ２ 运动的一个二体问题，而在此范围外，则近似地

图７．１０　Ｐ２ 的引力范围与作用范围

看成Ｐ相对Ｐ１ 运动的二体问题，
这种近似将有助于对一个复杂问

题进行初步分析．关于这一范围，
有如下两种定义：

１）引力范围　见图７．１０，在

Ｐ２ 的引力范围边界上，Ｐ 受到两
个大天体Ｐ１和Ｐ２的引力大小相等．有

ＧＭ２

ｒ２ ＝ＧＭ１

Ｒ２ ， （７．６１）

其中Ｍ１和Ｍ２分别为两个大天体Ｐ１和Ｐ２ 的质量．当Ｍ２／Ｍ１ 较小时，根据
图７．１０的几何构形，可将Ｌ点到Ｐ２ 的距离近似地作为引力范围的半径，
记作ｒ１．由此根据（７．６１）式容易给出

ｒ１＝槡μＡ，　μ＝Ｍ２／Ｍ１， （７．６２）
其中Ａ＝｜Ａ｜，即两个大天体Ｐ１与Ｐ２之间的距离．

２）作用范围　引用上述引力范围作简化不太合理，因在考虑Ｐ 相对

Ｐ２（或Ｐ１）的运动时，另一大天体Ｐ１（或Ｐ２）对该系统存在“摄动”作用．Ｐ
相对Ｐ１ 和Ｐ２的运动方程分别为

ｒ


＝－ＧＭ２

ｒ２

ｒ（ ）ｒ ＋ＧＭ１
Ｒ
Ｒ３－

Ａ
Ａ３（ ），

Ｒ


＝ＧＭ１

Ｒ２

Ｒ（ ）Ｒ －ＧＭ２
ｒ
ｒ３－

Ａ
Ａ３（ ）

烅

烄

烆 ．
（７．６３）

考虑两种作用力的平衡，即定义出作用范围，相应的边界由下式确定：

ＧＭ１
Ｒ
Ｒ３－

Ａ
Ａ３

ＧＭ２

ｒ（ ）２

－１

＝Ｇｍ２
ｒ
ｒ３－

Ａ
Ａ３

ＧＭ１

Ｒ（ ）２

－１

． （７．６４）

同样以图７．１０中Ｌ点的位置作为边界，在Ｍ２／Ｍ１ 较小时，给出作用
范围的半径ｒ２为

ｒ２＝ μ
２（ ）２

１／５

Ａ或（μ
２）１／５Ａ，　μ＝Ｍ２／Ｍ１． （７．６５）

这种作用范围（也可以称作引力作用范围）可以用来为深空探测器发射轨道
设计提供初始选择，但在此基础上引入的双二体问题的拼接方法在当今计
算条件下就没有什么实际意义了．
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（２）希耳（Ｈｉｌｌ）范围
在讨论探测器（例如月球探测器）发射条件时，往往需要给出另一种范

围，即必须同时考虑Ｐ１（地球）和Ｐ２（月球）的引力作用，才能确切地给出从
地球上发射探测器能达到月球附近的最小速度，此即讨论的问题．当初始条
件（Ｐ相对Ｐ１ 的位置矢量ｒ０ 和速度矢量ｖ０）确定的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ值分别为

Ｃ＞Ｃ１和Ｃ２＜Ｃ＜Ｃ１时，它们各对应图７．６和图７．７．当Ｃ＞Ｃ１时，探测器只
能在地球（Ｐ１）附近，即图７．６，那么图７．１１即临界状况．此时围绕Ｐ１和Ｐ２

的范围（阴影部分）即为希耳范围，Ｌ１ 即图７．３中给出的排列第二的共线平
衡点．若以Ｌ１到Ｐ２的距离作为Ｐ２ 的希耳范围大小，记作ｒ３，则由（７．４５）式
给出

ｒ３＝ μ（ ）３
１／３

Ａ，　μ＝ Ｍ２

Ｍ１＋Ｍ２
． （７．６６）

图７．１１　希尔范围

对于地—月系统，日—地系统和日—地月系统，相应的月球、地球和地
月系作为各自系统中较小天体Ｐ２ 的上述三个范围的数据列于表７．３．
表中Ａ为Ｐ１ 与Ｐ２ 之间的平均距离．其他大行星的上述三个范围可分

别由（７．６２）式，（７．６５）式和（７．６６）式计算，这里不再具体列出．

表７．３　三个系统的引力范围、作用范围和希耳范围

系统
引力范围

（１０４ｋｍ）

作用范围

（１０４ｋｍ）

希耳范围

（１０４ｋｍ）
Ａ （１０４ｋｍ）

地—月 ４．２７ ５．７８ ６．１４ ３８．５３２７３７４

日—地 ２５．９ ８０．５ １４９．７ １４９５９．７８７０

日—地月 ２６．１ ８０．９ １５０．３ １４９５９．７８７０

（３）第二宇宙速度ｖ２

ｖ２即脱离地球引力场的最小速度，也就是从地面发射探测器相对地球

的抛物线（ａ→∞，ｅ＝１）速度，有
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ｖ２＝ ２ＧＥ
ａ槡ｅ

槡＝ ２ｖ１＝１１．１７９９ｋｍ／ｓ （７．６７）

对于从地球上发射星际探测器而言，人们首先关心的是第二宇宙速度

ｖ２，从地球表面发射和从近地停泊轨道上发射，相应的ｖ２ 相差不大，例如从
地面高度２００ｋｍ处发射，相应的ｖ２为１１．００８６ｋｍ／ｓ．但是，如果考虑到月
球的引力加速作用，发射速度并不需要这么大，下段给出．
（４）向月球发射探测器的最小速度
如果按地—月—探测器圆型限制性三体问题来考虑，在近地停泊轨道

（假定为地面高度２００ｋｍ的圆轨道）上“发射”探测器，并假定该停泊轨道
经轨道调整已使其轨道平面与月球绕地运动的白道面重合．那么，只要以停
泊轨道半径为近地距ｒｐ＝ａｅ＋２００ｋｍ，发射速度ｖｐ＝１０．８７４６ｋｍ／ｓ，即可
使相应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ＝Ｃ１，亦即发射速度比这一ｖｐ 值稍大一点，探测器
即有可能经月球引力加速飞抵月球附近．上述轨道的主要根数为

ａ＝１３５８９３．７１９８ｋｍ，　ｅ＝０．９５１６，
相应的轨道周期ＴＳ＝５ｄ．７７．但是以这种轨道方式飞往月球，需绕地球运
行若干圈后才有可能，因此所耗费的时间远比ＴＳ 长得多．发射月球探测器
通常不会采用这样的最小速度轨道，而实际问题往往使考虑能量消耗小（即
最小能量轨道）和运行时间短这两个重要条件，关于这一问题后面第八章中
将有论述．

§７．４　平动点附近的运动与晕轨道

就航天应用而言，必须了解平动解的稳定性，稳定或不稳定各具不同的
应用价值．

１．平动解的稳定性

记平动解为

ｘ０＝ａ，　ｙ０＝ｂ，　ｚ０＝０， （７．６８）
初始扰动记作

Δｘ＝ξ，　Δｙ＝η，　Δｚ＝ζ． （７．６９）
将ｘ＝ｘ０＋Δｘ＝ａ＋ξ，ｙ＝ｙ０＋Δｙ＝ｂ＋η和ｚ＝ｚ０＋Δｚ＝ζ代入运动方程得

ξ


－２η
　．
＝Ω０

ｘｘξ＋Ω０
ｘｙη＋Ω０

ｘｚζ＋Ｏ（２），

η


＋２ξ
　．
＝Ω０

ｙｘξ＋Ω０
ｙｙη＋Ω０

ｙｚζ＋Ｏ（２），

ζ


＝Ω０
ｚｘξ＋Ω０

ｚｙη＋Ω０
ｚｚζ＋Ｏ（２

烅

烄

烆 ），

（７．７０）
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其中Ｏ（２）表示ξ，η和ζ的二阶以上（包括二阶）小量，Ω
０
ｘｘ，Ω０

ｘｙ，…，Ω０
ｚｚ

表示Ω的两阶偏导数在平衡点上取值，有

Ω０
ｘ＝０，　Ω０

ｙ＝０，　Ω０
ｚ＝０，

Ω０
ｘｙ＝Ω０

ｙｘ，

Ω０
ｘｚ＝Ω０

ｚｘ＝Ω０
ｙｚ＝Ω０

ｚｙ＝０
烅
烄

烆 ．

（７．７１）

于是方程（７．７０）变为

ξ


２η
　．
＝Ω０

ｘｘξ＋Ω０
ｘｙη，

η


＋２ξ
　．
＝Ω０

ｙｙη＋Ω０
ｙｘξ，

ζ


＝Ω０
ｚｚζ

烅

烄

烆 ．

（７．７２）

方程（７．７２）是常系数线性齐次方程组，ζ分量可以分离掉，它对应一个
简谐振动，即小天体不会远离ｘｙ平面．下面只需讨论ｘｙ平面的情况，即方
程组（７．７２）前面两个关于ξ，η的扰动性质．相应的特征方程为

λ２－Ω０
ｘｘ　　　　－２λ－Ω０

ｘｙ

２λ－Ω０
ｘｙ　　　　λ２－Ω０

ｙｙ

＝０． （７．７３）

这是关于特征量λ的四次代数方程，即

λ４＋（４－Ω０
ｘｘ－Ω０

ｙｙ）λ２＋（Ω０
ｘｘΩ０

ｙｙ－Ω０
ｘｙ

２）＝０． （７．７４）
（１）共线平动解（Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３）的情况
对于０＜μ＜１／２（任何一个限制性三体问题，除Ｍ１＝Ｍ２ 外均符合这一

条件），有

Ω０
ｘｘ＝１＋２Ｃ０＞０，　Ω０

ｙｙ＝１－Ｃ０＜０，　Ω０
ｚｚ＝－Ｃ０＜０，

Ｃ０＝
（１－μ）
ｒ３

１
＋μ
ｒ３

２

烅
烄

烆 ．
（７．７５）

Ω０
ｘｙ＝０，　Ω０

ｘｘ＞０，　Ω０
ｙｙ＜０，

Ω０
ｘｘΩ０

ｙｙ－（Ω０
ｘｙ）２＜０

烅
烄

烆 ．
（７．７６）

其中Ｃ０右端出现的ｒ１，ｒ２ 分别为三个共线平动点到两个大天体的距离，即

ｒ１＝｜ｘｉ－μ｜，ｒ２＝｜ｘｉ＋１－μ｜．于是方程（７．７３）的四个特征根分别为

λ１，２＝±Ｓ１
１／２

λ３，４＝±Ｓ２
１／烅

烄

烆 ２
， （７．７７）

Ｓ１＝１
２ －（４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）＋ （４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）２－４Ω０

ｘｘΩ０［ ］ｙｙ
１／｛ ｝２ ，

Ｓ２＝１
２ －（４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）－ （４－Ω０

ｘｘ－Ω０
ｙｙ）２－４Ω０

ｘｘΩ０［ ］ｙｙ
１／｛ ｝２

烅

烄

烆 ．

（７．７８）
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其中Ｓ１＞０，Ｓ２＜０，故有一正实根，三个共线平动解是不稳定的．
（２）三角平动解（Ｌ４，Ｌ５）的情况
容易给出

Ωｘｘ（Ｌ４，５）＝３
４

，Ωｙｙ（Ｌ４，５）＝９
４

，

Ωｘｙ（Ｌ４）＝＋ 槡３ ３
２ μ－（ ）１

２
，

Ωｘｙ（Ｌ５）＝－ 槡３ ３
２ μ－１

２（ ）
烅

烄

烆 ，

（７．７９）

此时特征方程（７．７３）变为

λ４＋λ２＋２７
４μ（１－μ）＝０． （７．８０）

令Ｓ＝λ２，方程变为

Ｓ２＋Ｓ＋２７
４μ（１－μ）＝０， （７．８１）

解为

Ｓ１，２＝１
２ －１± １－２７μ（１－μ［ ］）１／｛ ｝２ ． （７．８２）

相应的特征根λ如下：

λ１＝＋ Ｓ槡１，λ２＝－ Ｓ槡１，

λ３＝＋ Ｓ槡２，λ４＝－ Ｓ槡２

烅
烄

烆 ．
（７．８３）

特征根的性质取决于（７．８２）式中的ｄ＝１－２７μ（１－μ），当

０＜１－２７μ（１－μ）＜１
时，即

μ（１－μ）＜１
２７

（７．８４）

时，特征根为两对纯虚根，此时三角平动解有线性稳定性，相应的μ的临界
值μ０满足

μ０（１－μ０）＝１
２７． （７．８５）

注意μ＜１
２

，故有

μ０＝１
２ 槡１－ ６９／（ ）９ ＝０．０３８５２０８９６５０４５５１…， （７．８６）

上述线性稳定性条件为

０＜μ＜μ０． （７．８７）

０２



对太阳系中处理成限制性三体问题的各个系统，如日—木—小行星，日—
地—月球，……，相应的μ值均满足条件（７．８７）．

对于μ０＜μ＜１
２
的情况，显然是不稳定的．至于μ＝μ０，非线性稳定情

况，以及椭圆型限制性三体问题中的三角平动解情况，读者如有兴趣请阅读
文献［１］和［３］．

２．平动点附近的运动状况

在上述线性稳定性的讨论中，相应的扰动量构成的线性方程（７．７０），其
解就可以描述平衡点附近的运动状况．关于三角平动解，当条件（７．８５）满足
时，相应平衡点附近的运动即简单的周期运动，不再讨论．这里主要讨论三
个共线平动解的情况．
前面（７．７７）式给出的四个特征根可写成下列形式：

λ１，２＝±ｄ１，

λ３，４＝±ｄ２ｉ，　ｉ 槡＝ －１
烅
烄

烆 ．
（７．８８）

这里ｄ１＞０，ｄ２＞０，具体值为

ｄ１＝ １
２

（９Ｃ２
０－８Ｃ０）１／２－ １－Ｃ０（ ）［ ］２

１／２

ｄ２＝ １
２

（９Ｃ２
０－８Ｃ０）１／２＋ １－Ｃ０（ ）［ ］２

１／烅

烄

烆

２． （７．８９）

在线性意义下，三个共线平动解是不稳定的，考虑高阶项后亦如此．相应平
动点附近的运动有如下形式：

ξ＝Ｃ１ｅｄ１ｔ＋Ｃ２ｅ－ｄ１ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｄ２ｔ＋Ｃ４ｓｉｎｄ２ｔ，

η＝α１Ｃ１ｅｄ１ｔ－α１Ｃ２ｅ－ｄ１ｔ－α２Ｃ３ｓｉｎｄ２ｔ＋α２Ｃ４ｃｏｓｄ２ｔ
烅
烄

烆 ，
（７．９０）

其中

α１＝１
２

（ｄ１－Ω０
ｘｘ／ｄ１），

α２＝１
２

（ｄ２＋Ω０
ｘｘ／ｄ２）

烅

烄

烆
．

（７．９１）

上述Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３和Ｃ４在这里是四个积分常数，由初始扰动条件ｔ０＝０，ξ
　．
０，ξ

　．
０，

η０，η
　．
０ 确定．这表明，尽管小天体初始运动状态满足共线平动解的条件，但
经小扰动后即会远离平动点，远离的快慢取决于ｄ１ 值的大小．对于日—（地

＋月）—小天体系统，三个共线平动点 Ｌ２，Ｌ１，Ｌ３ 处的 ｄ１ 值分别为

２．５３２６５９１８，２．４８４３１６７２和０．００２８２５０１，因此Ｌ１ 和Ｌ２ 点的不稳定性要比
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Ｌ３点的不稳定性强得多，也就是说Ｌ１和Ｌ２ 点附近的小天体要比Ｌ３点附近

的小天体的远离快得多．
虽然共线平动解是不稳定的，但可选取适当的初始扰动，使相应平动点

附近的运动仍为周期运动或拟周期运动．即选取这样的初始扰动ξ０，ξ
　．

０和

η０，η
　．
０使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，从而使解（７．９０）退化为周期解，相应的运动变为稳
定的，这种稳定称为条件稳定．
在会合坐标系中，若小天体偏离Ｌｊ（ｊ＝１，２，３），有一初始位置小扰动

ξ０ 和η０，那么按下述条件加一速度小扰动ξ
　．

０和η
　．
０，即可使小天体在Ｌｊ附近

摆动．具体条件为

ξ
　．

０＝
ｄ２

２

α２ｄ（ ）２
η０，

η
　．
０＝（－α２ｄ２）ξ０

烅
烄

烆 ，
（７．９２）

其中

α２ｄ２＝１
２

（ｄ２
２＋Ω０

ｘｘ）． （７．９３）

在上述选择下，有Ｃ１＝０和Ｃ２＝０，相应的解退化为下列周期解：

ξ＝ξ０ｃｏｓｄ２ｔ＋（η０／α２）ｓｉｎｄ２ｔ，

η＝（－α２ξ０）ｓｉｎｄ２ｔ＋η０ｃｏｓｄ２ｔ｛ ，
（７．９４）

小天体在ｘｙ平面上相对共线平衡点Ｌｊ的运动状态实为一个椭圆曲线，即

ξ
２

Ａ２＋η
２

Ｂ２＝１，

Ａ２＝ξ
２
０＋（η０／α２）２，Ｂ２＝α２

２Ａ２
烅
烄

烆 ．
（７．９５）

尽管上述结果是由线性系统给出的，还是有一定实用意义的．至于非线性情
况，同样可找到相应的条件周期解［１，４］．

３．深空探测器定位在共线平动点附近运动的晕轨道以及有关借力加速问题

深空探测器就是一个人造小天体，如果需要定位在共线平动点附近，只
要按照条件（７．９２）进行轨控，它就可以被保持在平动点附近而不远离，在一
定的工作寿命期间完成探测任务［４］．不仅在ｘｙ平面上它是一个周期运动，
而且在ｚ方向也是一个周期振动，但是由于两个频率因子ｄ１ 和ｄ２ 一般不

通约，其相对平动点的轨道实为一拟周期轨道，如果通约则为周期轨道．这
常被人们称为ＬｉｓｓａｊｏｕｓＴｒａｊｅｃｔｏｒｙ或 ＨａｌｏＯｒｂｉｔ（即晕轨道），对于后者，
即从ｘ方向（视线方向）去看，在ｙｚ平面上的轨道投影围绕平动点像一种

２２



晕．对于线性系统中ｄ１ 和ｄ２ 不通约的情况，可以考虑扰动方程（７．７０）右端
的高阶项，以此来改变相应扰动解的状态，从而获得条件周期轨道，即晕轨
道．
上述共线平动点的条件稳定性，可在深空探测中被利用．而其不稳定性

亦可在深空探测器的发射上得到利用，正如§７．３中所阐述的共线平动点

Ｌｊ（ｊ＝１，２，３）附近亦是一种节能通道，发射深空探测器通过这些点飞往目
标天体需要的能量最小，平动点的这种利用，也是一种借力加速机制．

§７．５　限制性二体问题与航天器编队飞行的动
力学机制

　　我们要讨论的问题是，两个卫星绕地球运动（或两个探测器绕同一探测
目标天体运动）．不妨假定地球是Ｐ１，中心卫星是Ｐ２，绕地球作圆运动，另
一个伴飞卫星即小天体Ｐ．由于卫星质量之小，相距不太近时（如超过

１００ｍ），它们之间的相互引力可略去，因此这对应上述限制性三体问题中
的μ＝０．此时，限制性三体问题退化为限制性二体问题，且会合坐标系的坐
标原点移至Ｐ１（即地心）．

图７．１２　平动点的位置

对于这种限制性二体问题，在地心旋转坐标系（旋转角速度即中心卫星
的绕飞角速度）中，伴飞卫星的运动方程变为如下形式：
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ｘ


－２ｙ
　．
＝Ｕｘ＝（ｘ－ｘ

ｒ３），

ｙ


＋２ｘ
　．
＝Ｕｙ＝（ｙ－ｙ

ｒ３
），

ｚ


＝Ｕｚ＝－ｚ
ｒ３

烅

烄

烆
．

（７．９６）

原来的五个平衡点Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）和Ｌｉ（ｉ＝４，５），退化为下列状况：
Ｌ１ 和Ｌ２ 合一，位置为　ｘ ＝－１，　ｙ＝０；
Ｌ３ 的位置为　ｘ＝＋１，　ｙ＝０；

Ｌ４ 和Ｌ５ 的位置为　ｘ＝－１
２

，　ｙ 槡＝± ３／２．

事实上，从方程（７．９６）不难看出Ｕｘ＝０，Ｕｙ＝０，Ｕｚ＝０对应

ｚ＝０，　ｒ＝１， （７．９７）
即在ｘｙ平面上，以地球（Ｐ１）为中心的单位圆（ｒ即中心卫星的圆轨道半径）
上每个点都是平衡点，这一点并不难理解．回到上述五个相应的平衡点，略
去证明，结论是五个平衡点Ｌｉ和Ｌｊ均是不稳定的．关于Ｌ４和Ｌ５ 的性质发

生变化也是不难理解的，此时另一保持其平衡的力源Ｐ２ 实际上已不存在，
因μ＝０．
为了与星上轨道坐标系相吻合，我们仍旧关心的是三个与伴飞有关的

共线平衡点．尽管它们是不稳定的，但在线性意义下，与限制性三体问题一
样，其附近小领域内的运动，仍然可以维持一种周期运动，即条件周期运动．
在Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）位置上给一小扰动，扰动坐标分量各记作ξ，η，ζ，代入

方程（７．９６）得

ξ


２η
　．
＝Ｕｘｘξ＋Ｕｘｙη＋Ｕｘｚζ＋Ｏ（０），

η


＋２ξ
　．
＝Ｕｙｘξ＋Ｕｙｙη＋Ｕｙｚζ＋Ｏ（２），

ζ


＝Ｕｚｘξ＋Ｕｚｙη＋Ｕｚｚζ＋Ｏ（２

烅

烄

烆 ），

（７．９８）

其中Ｏ（２）表示高阶小量．不难算出，在Ｌｉ（ｘ＝±１，ｙ＝０，ｚ＝０）处有
Ｕｘｘ＝３，　Ｕｘｙ＝０，　Ｕｘｚ＝０，

Ｕｙｘ＝０，　Ｕｙｙ＝０，　Ｕｙｚ＝０，

Ｕｚｘ＝０，　Ｕｚｙ＝０，　Ｕｚｚ＝－１
烅
烄

烆 ．

（７．９９）

代入方程（９．９７），略去高阶项，即得Ｌｉ附近小扰动方程线性化的结果如下：

ξ


－２η
　．
＝３ξ，

η


＋２ξ
　．

＝０，

ζ


＋ξ＝０

烅

烄

烆 ，

（７．１００）

４２



此即前面第６章§６．４中提到的伴飞的Ｃ Ｗ 方程．因两卫星之间无引力
作用，中心卫星可以是虚拟的，是否存在无所谓，只要旋转坐标系按相应虚
拟卫星的圆轨道角速度旋转即可．若把上述平衡点放在单位圆上的ｘ＝０，

ｙ＝±１处，其附近小扰动运动方程的线性化形式即

ξ


－２η
　．
＝０，

η


＋２ξ
　．

＝３η，

ζ


＋ζ＝０

烅

烄

烆 ，

（７．１０１）

它对应

Ｕｘｘ＝０，　Ｕｙｙ＝３，　Ｕｚｚ＝－１． （７．１０２）
根据上述讨论可知，尽管两卫星之间无任何动力学联系，但是只要他们

相距较近，仍然可由限制性二体问题中平衡点附近的运动这一动力学机制
来理解它们之间相对构形形成的原因．无论是方程（７．１００）还是（７．１０１），ζ
分量可与问题分离，对应一谐振动，即伴飞卫星在ｘｙ平面上下作小振动．
而对ξ，η两分量，相应的特征方程为

λ４＋λ２＝０． （７．１０３）

存在一对重根λ１，２和一对共轭虚根λ３，４，即

λ１，２＝０，　λ３，４ 槡＝± －１． （７．１０４）
相应的运动解为

ξ＝Ｃ１＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ｃｏｓｔ＋Ｃ４ｓｉｎｔ，

ξ
　．

＝Ｃ２－Ｃ３ｓｉｎｔ＋Ｃ４ｃｏｓｔ，

η＝３
２Ｃ１ｔ－３

４Ｃ２ｔ２－２Ｃ３ｓｉｎｔ＋２Ｃ４ｃｏｓｔ，

η
　．
＝－３

２Ｃ１－３
２Ｃ２ｔ－２Ｃ３ｃｏｓｔ－２Ｃ４ｓｉｎｔ

烅

烄

烆 ．

（７．１０５）

可选择适当的初始条件，使Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，构成一个条件周期解，具体的初
始条件为

ｔ＝ｔ０∶ξ０，η０，ξ
　．

０＝η０／２，η
　．
０＝－２ξ０，ζ０，ζ

　．

０． （７．１０６）
此时小扰动运动的解为如下“拟”周期解：

ξ＝ξ０ｃｏｓｔ＋（η０／２）ｓｉｎｔ，　ξ
　．

＝－ξ０ｓｉｎｔ＋（η０／２）ｃｏｓｔ，

η＝－２ξ０ｓｉｎｔ＋η０ｃｏｓｔ，　η
　．
＝－２ξ０ｃｏｓｔ－η０ｓｉｎｔ，

ζ＝ζ０ｃｏｓｔ＋ζ
　．

０ｓｉｎｔ，　ζ
　．

＝－ζ０ｓｉｎｔ＋ζ
　．

０ｃｏｓｔ

烅

烄

烆 ，

（７．１０７）
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在（ｘ，ｙ）平面上的构形为一椭圆，如果初始扰动ζ
　．

０ 满足下列条件：

ζ
　．

０＝±（η０／２ξ０）ζ０， （７．１０８）
那么在（ｙ，ｚ）平面上的构形亦为一椭圆．相应的上述两个椭圆方程如下：

ξ
２

Ａ２＋η
２

Ｂ２＝１， （７．１０９）

η
２

Ｃ２＋ζ
２

Ｄ２＝１． （７．１１０）

其中

Ａ２＝ξ
２
０＋η

２
０／４，　Ｂ２＝４Ａ２， （７．１１１）

Ｃ２＝４Ａ２＝Ｂ２，Ｄ２＝（４ζ
２
０／ξ

２
０）Ａ

２
． （７．１１２）

上述条件周期运动，即卫星编队飞行或伴飞的一种动力学机制，但两星
相距不能大，否则方程（７．９８）右端略去的高阶项Ｏ（２）很快即起作用，若仍
按条件（７．１０８）控制，伴飞的构形会遭破坏，此时必须考虑高阶项，相应的条
件（７．１０８）将会改变．从上述讨论不难看出，卫星编队构形，实际上就是二体
问题对应的运动不稳定性在条件（７．１０８）约束下的结果，只是直接从二体问
题对应的运动不稳定性着手讨论比较麻烦，而从限制性三体问题过渡到退
化后的限制性二体问题，从而获得编队构形，显得很自然．
注意，限制性三体问题中共线平动点附近的运动，对应的特征频率

ｄ１≠０（见前面第二段给出的数据），而上述卫星编队问题中，ｄ１＝０，前者对

ｔ而言是指数不稳定（或称强不稳定），而后者则是线性不稳定（或称弱不稳
定）．因此，这两种情况所需要的轨控能量有较大差别，对于卫星编队飞行，
需要的轨控能量相对而言要小得多［６］．
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第８章　轨道机动与轨道过渡

§８．１　脉冲式轨道机动与轨道过渡

轨道机动或轨道过渡有两种方式，其中第一种就是传统的大推力脉冲
式的变轨方式．脉冲式的大推力推进器多采用化学推进剂，推进器的排气速
度小、推力大、工作时间短，在轨道计算中通常是将这种脉冲式的推力（实为
由推力获得的加速度）处理成瞬间的速度变化Δｖ．

１．脉冲式变轨的基本原理

无论是航天器运行过程中的轨道调整或向目标轨道过渡的轨道转移，
都涉及到轨道改变问题，即给一速度增量Δｖ，从而获得所需的轨道变化．因
此首先要了解各轨道根数（ａ，ｅ，…）与瞬时冲量（或一速度增量Δｖ）之间的
关系．前面第二章§２．６中已就二体问题简单介绍了各轨道根数随速度（包
括大小和方向）变化的状况．本章将在受摄运动模型下阐述这类问题，包括
大推力的脉冲式变轨和小推力持续式变轨，这一节讨论的是脉冲式变轨问
题．第三章§３．３和§３．４中已分别给出了椭圆运动和双曲线运动的受摄运
动方程．本节具体讨论椭圆轨道的变轨问题，涉及的受摄运动方程有两种形
式，即以（Ｓ，Ｔ，Ｗ）表达的（３．７３）式，和以（Ｕ，Ｎ，Ｗ）表达的（３．７４）式．
对于大推力脉冲式变轨，因作用时间间隔Δｔ很短，可以近似处理成一

个瞬时过程，以短暂的间隔Δｔ和相应的根数变化Δσ代替ｄｔ和ｄσ．机动力
（相当于一种摄动源）提供的加速度可以作为一种摄动加速度，通过间隔Δｔ
内的速度增量Δｖ来表达，有

Δｖ＝ （Δｖｒ，Δｖθ，ΔｖＷ ）

＝ （ΔｖＵ，ΔｖＮ，ΔｖＷ ） （８．１）
和



Δｖｒ ＝ＳΔｔ，　Δｖθ ＝ＴΔｔ，　ΔｖＷ ＝ＷΔｔ，

ΔｖＵ ＝ＵΔｔ，　ΔｖＮ ＝ＮΔｔ，　ΔｖＷ ＝ＷΔｔ｛ ．
（８．２）

其中速度增量Δｖ的切向（即速度方向）分量是ΔｖＵ 常记作Δｖ，与前面第２
章§２．８中的表达一致，以下就将ΔｖＵ 记作Δｖ，注意，它区别于Δｖ的模

｜Δｖ｜．在上述处理下，即可由受摄运动方程（３．７３）和（３．７４）给出在脉冲式
变轨中轨道根数σ的变化Δσ与速度增量Δｖ之间的关系，即

　

Δａ＝ ２
ｎ １－ｅ槡 ２

［ｅｓｉｎｆΔｖｒ＋（１＋ｅｃｏｓｆ）Δｖθ］，

Δｅ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［ｓｉｎｆΔｖｒ＋（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）Δｖθ］，

Δｉ＝ ｒｃｏｓｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ΔｖＷ ，

ΔΩ＝ ｒｓｉｎｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ΔｖＷ ，

Δω＝－ｃｏｓｉΔΩ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －ｃｏｓｆΔｖｒ＋ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎｆΔｖ［ ］θ ，

ΔＭ ＝－１－ｅ２

ｎａｅ － ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ Δｖｒ＋ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎｆΔｖ［ ］θ

烅

烄

烆
，

（８．３）

和

Δａ＝ ２
ｎ １－ｅ槡 ２

（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Δｖ，

Δｅ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Δｖ－

１－ｅ槡 ２ｓｉｎＥΔｖＮ］，

Δｉ＝ ｒｃｏｓｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２

ΔｖＷ ，

ΔΩ＝ ｒｓｉｎｕ
ｎａ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ΔｖＷ ，

Δω＝－ｃｏｓｉΔΩ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２×

［２ｓｉｎｆΔｖ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）ΔｖＮ］，

ΔＭ ＝－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Δｖ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ）Δｖ ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（８．４）

２



上述受摄运动方程中的ｕ＝ｆ＋ω．注意，原受摄运动方程ｄＭ／ｄｔ的右端有ｎ
这一项，对于瞬间获得速度增量的变轨方式，因无“过程”，右端ｎ项与脉冲
式变轨无关，后面§８．２中阐述的小推力持续式变轨中将涉及到该项．
按上述处理，即可根据速度增量Δｖ得知轨道根数的变化Δσ（Δａ，Δｅ，

…，ΔＭ）．若给一特殊的速度增量Δｖ：

Δｖ＝
ΔｖＵ

ΔｖＮ

Δｖ

烄

烆

烌

烎Ｗ

＝
Δｖ烄

烆

烌

烎

０
０

， （８．５）

那么根据方程（８．４）和瞬时椭圆的相应关系很容易给出ａ，ｅ的变化Δａ和

Δｅ，即

Δａ＝２ａ２

μ
（ｖΔｖ）， （８．６）

Δｅ＝ ２
ｖｅ

ｐ（ ）ｒ
ｒｖ２

μ
－（ ）［ ］１ Δｖ， （８．７）

这与前面第２章§２．８中直接在二体问题意义下导出的关系式（２．２０５）和
（２．２０６）是一致的．推导（８．６）和（８．７）式利用到下列瞬时椭圆关系式：

ｖ２ ＝μ
２
ｒ －１（ ）ａ ＝ μ

ｐ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２），

ｒｖ２

μ
－１＝１－ｒ

ａ
，

ｃｏｓｆ＋ｅ＝ １
ｅ

ｐ（ ）ｒ １－ｒ（ ）ａ

烅

烄

烆
．

（８．８）

事实上，无论是轨道调整，还是作为由初始轨道向目标轨道过渡的转移
过程，主要涉及如何由脉冲能量（归结为速度增量Δｖ）去改变轨道的大小和
形状（ａ和ｅ），轨道面的空间定向（ｉ和Ω）以及拱线的指向（ω）．因此，上述关
系式（８．３）和（８．４），还有（８．６）式，就轨道而言，它们都是脉冲式变轨的理论
基础．从（８．６）式不难看出，在近地点处（此处速度ｖ极大）变轨，所需能量
（即Δｖ）极小．从（８．３）或（８．４）式中的Δｉ和ΔΩ的表达式可以看出，对于轨
道平面的改变，只依赖速度增量的轨道面法向分量ΔｖＷ ，而且在ｕ＝０或

１８０°时（即处于升交点或降交点处），改变倾角ｉ最节省能量，对轨道面的进
动（ΔΩ）而言，在ｕ＝９０°或２７０°处变轨最节省能量．
前面的讨论尽管是对椭圆轨道所作的，但对双曲线轨道亦有类似的结

果，讨论方法相同，只要将受摄运动方程（３．７３）和（３．７４）改为双曲线运动的
受摄运动方程（３．８２）和相应的以（Ｕ，Ｎ，Ｗ）表达的形式即可，同样可以获得
与椭圆轨道类似的轨道机动遵循的关系式．但必须说明一点，上述结果的获
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得，不管是（８．３）和（８．４）式，还是（８．６）和（８．７）式，只是定性准确地表明了
轨道根数的变化与瞬时脉冲（以Δｖ体现）之间的关系，而从定量上来看，这
些结果只是一个近似，它仅适用于Δσ为小量的情况，即无论是简单的轨道
调整还是轨道过渡，只有变轨前后的轨道相差较小时，才能引用这些结果．
如果轨道相差（即Δσ）较大时，只能根据变轨处对应两个不同轨道速度给出
冲量（Δｖ）要求，下一段将会讨论这一问题．

２．霍曼（Ｗ．Ｈｏｈｍａｎｎ）转移轨道

航天器从初始轨道（或停泊轨道）向目标轨道的过渡，就是一种轨道转
移，它由轨道机动来完成，即变轨．轨道转移有多种形式，按变轨（由脉冲式
轨道机动实现）次数分为一次、两次或多次变轨实现，最终完成过渡．只有在
初始轨道和目标轨道相交时，才有可能用一次变轨完成转移．初始轨道和目
标轨道可以分别为圆轨道、椭圆轨道，甚至是双曲线轨道，它们两者之间可
以共面的，也可以是不共面的、相交的或不相交的．转移轨道可以是椭圆，为
了节省时间也可以是双曲线．在轨道过渡中，如何选择适当的转移轨道，往
往是寻求能量最省的过渡形式，但这是一个理论问题，在具体的航天任务
中，需要综合考虑能量消耗大小、飞行时间长短、制导精度要求高低以及测
量和控制是否方便等条件，从中选择一种可以实现的最佳过渡方式．这里就
变轨原理阐述轨道过渡中的转移过程，并以一种节能的霍曼转移轨道为例
来介绍轨道过渡的实现．

图８．１　霍曼转移轨道

考虑一种较简单的轨道过渡：初始轨
道和目标轨道为两个共面的同心（中心天
体的质心）圆轨道，见图８．１．图中轨道１
和轨道２各为低圆轨道和高圆轨道，无论
是从低圆轨道过渡到高圆轨道，还是从高
圆轨道过渡到低圆轨道，在限定只用两次
脉冲推力的情况下，采用与两个圆轨道相
切的椭圆轨道（见图８．１中通过切点１和
切点２的转移轨道）过渡，耗费能量最小，
这是霍曼在１９２５年首先提出的，人们称其为霍曼过渡，相应的轨道即称为
霍曼转移轨道．
事实上，上述过渡就是两次改变轨道半长径的转移过程．两个圆轨道的

半长径各为ｒ１ 和ｒ２，如果从低圆轨道（作为初始轨道）向高圆轨道（作为目
标轨道）过渡，则霍曼转移轨道的半长径ａ１ 应变为

４



ａ１ ＝ １
２

（ｒ１＋ｒ２）， （８．９）

相应的半长径改变量为

Δａ１ ＝ａ１－ｒ１ ＝ １
２

（ｒ２－ｒ１）． （８．１０）

由此在切点１处点火脉冲，取得相应的速度增量Δｖ１ 即可．如果根据（８．６）
式，有

Δｖ１ ＝ μ
ｒ槡１

１
４

ｒ２

ｒ１
－（ ）［ ］１ ， （８．１１）

而准确的Δｖ１ 值应由切点１处对应的变轨前后的速度差给出，即

Δｖ１ ＝槡μ
２
ｒ１

－１
ａ（ ）１

１／２

－ μ
ｒ槡１

＝ μ
ｒ槡１

２ｒ２

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］１ ． （８．１２）

两种结果之差为

μ
ｒ槡１

１
４

ｒ２

ｒ１
－（ ）［ ］１ － ２ｒ２

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］｛ ｝１ ，

这种差别还是明显的，当ｒ２＝２ｒ１ 时，括号“｛　｝”内的差别达０．０９５≈１０％．
而只有当ｒ２ 与ｒ１ 相差较小时，两种结果才可能在一定精度意义下相符．例
如，一个ａ＝７０００ｋｍ的低圆轨道若在轨道机动过程中，半长径调高７０ｋｍ，
即ｒ２＝１．０１ｒ１，则上述括号｛　｝内的差别只有１．６×１０－５．不难看出，上一
段给出的结果（８．６）式，不仅有定性的意义，而且在轨道调整中亦有定量应
用的价值．
上述霍曼过渡的第二次变轨是在切点２处点火脉冲，取得相应的速度

增量Δｖ２，使其变为半径为ｒ２ 的目标圆轨道．根据切点２处变轨前后的速度
差给出

Δｖ２ ＝ μ
ｒ槡２

－槡μ
２
ｒ２

－１
ａ（ ）１

１／２

＝ μ
ｒ槡２

１－ ２ｒ１

ｒ１＋ｒ（ ）２

１／［ ］２

． （８．１３）

　　根据同样的原理，若要从高轨向低轨过渡，则需两次减速，是上述过程
的逆向转移．这种霍曼转移轨道虽然节能，但飞行时间和飞行路线较长，因
此过渡的最佳选择应根据具体问题作综合考虑．
如果初始轨道和目标轨道均为椭圆，则还涉及到拱线（ω）的改变问题．

如果两轨道不共面，则还需考虑轨道面（ｉ，Ω）的改变问题，但脉冲（包括推
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力的大小和方向）的基本依据仍然是上一段的结果（８．３）和（８．４），这里不再
一一具体阐明．

§８．２　小推力持续式变轨

近年来随着小推力发动机制造技术的成熟，越来越多的航天任务特别
是深空探测任务采用不同于大推力脉冲式的小推力持续式变轨，２００３年９
月欧空局发射的月球探测器ＳＭＡＲＴ １就是一个成功的例子．脉冲式的
大推力可使航天器在较短时间内获得较高的速度（加速度大），但所需要的
推进剂多，从而减少了有效载荷．小推力推进器则克服了上述缺点，推进器
排气速度大，推力小（加速度小），可长时间连续工作几十天甚至几年．航天
器的加速过程虽然缓慢，但发动装置小，并可将更多的有效载荷送入轨道，
而且通过长期的连续加速，航天器仍然可以获得很高的速度．经过足够长的
时间，可以获得比脉冲式变轨更高的速度．这些特点都更加适合目前深空探
测的需要．对于行星际飞行（尤其是木星以远），相比脉冲式的轨道过渡可以
大大缩短飞行时间．
小推力持续式变轨过程可以看成是一个连续过程，即使小推力的过程

也有间隙，但只要是均匀喷气，仍可处理成一个平均化的连续过程，而且可
以将小推力看成一种机动力的摄动作用，具体摄动量级将视不同的变轨过
程和小推力的大小而定．相应的分析解可以提供小推力变轨过程中航天器
轨道变化的一些规律．尽管这种小推力摄动分析解仅在持续时间不长的情
况下是适用的，而对于星际飞行这样的长时间过程和具体的力学背景（已不
是简单的受摄二体问题），分析解并不完全适用，但对于持续时间不太长的
卫星轨道机动过程，了解其轨道变化规律，还是有必要给出相应的分析解．
至于长时间的小推力轨道过渡的有关问题，将视具体的动力学模型而采用
相应的分析．
考虑均匀加速过程，并分两种情况给出均匀喷气过程中轨道的变化规

律：一是径向、横向和轨道面法向均有加速过程，另一种是仅在卫星运动方
向上有加速过程．前者有

Ｓ＝ｃｏｎｓｔ，　Ｔ＝ｃｏｎｓｔ，　Ｗ ＝ｃｏｎｓｔ （８．１４）
而后者只有Ｕ 分量（即切向分量），且

Ｕ ＝ｃｏｎｓｔ， （８．１５）
两种形式的受摄运动方程即第三章给出的（３．７３）和（３．７４）式．（Ｓ，Ｔ，Ｗ）型
的形式如下：

６



ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
Ｓｅｓｉｎｆ＋Ｔ（１＋ｅｃｏｓｆ［ ］），

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
［Ｓｓｉｎｆ＋Ｔ（ｃｏｓｆ＋ｃｏｓＥ）］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

１
ｓｉｎｉＷ

，

ｄω
ｄｔ＝－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ －Ｓｃｏｓｆ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ ，

ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ －Ｓ ｃｏｓｆ－２ｅ（ ）ｒ
ｐ ＋Ｔ １＋ｒ（ ）ｐ ｓｉｎ［ ］ｆ

烅

烄

烆 ．

（８．１６）

（Ｕ，Ｎ，Ｗ）型的形式为

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎ １－ｅ槡 ２
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）１／２Ｕ，

ｄｅ
ｄｔ＝ １－ｅ槡 ２

ｎａ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２［２（ｃｏｓｆ＋ｅ）Ｕ－ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥＮ］，

ｄｉ
ｄｔ＝ ｒｃｏｓｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２
Ｗ，

ｄΩ
ｄｔ＝ ｒｓｉｎｕ

ｎａ２ １－ｅ槡 ２

１
ｓｉｎｉＷ

，

ｄω
ｄｔ＝－ｃｏｓｉｄΩ

ｄｔ＋ １－ｅ槡 ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／２×

［２ｓｉｎｆＵ＋（ｃｏｓＥ＋ｅ）Ｎ］，

ｄＭ
ｄｔ＝ｎ－１－ｅ２

ｎａｅ
（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）－１／ ［２ ２ｓｉｎｆ＋ ２ｅ２

１－ｅ槡 ２
ｓｉｎ（ ）Ｅ Ｕ＋

（ｃｏｓＥ－ｅ） ］Ｎ

烅

烄

烆 ．

（８．１７）

１．喷气加速度（Ｓ，Ｔ，Ｗ）三分量导致的卫星轨道变化

当Ｓ，Ｔ，Ｗ 三分量均为常数时，上述方程（８．１６）的右函数ｆ（σ，ｔ；ε）用

求平均值的方法即可将其分解成ｆｃ，ｆｌ和ｆｓ三个部分，显然，ｉ和Ω的右函

数无长期部分，即

（ｆｉ）ｃ ＝０，　（ｆΩ）ｃ ＝０．
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因此，这种轨道机动过程中，轨道平面无长期变化．
由于相应的（ｆｉ）Ｌ，（ｆΩ）Ｌ，（ｆω）Ｌ 不为０，有积分降阶问题（除非小推力

摄动比中心天体扁率摄动小得多），不能采用平均根数法，只能采用拟平均
根数法，即解的构造形式应为

σ（ｔ）＝σ＋σＳ（ｔ）， （８．１８）

σ（ｔ）＝σ０＋（δｎ＋σＣ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ（ｔ），

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０
｛ ），

（８．１９）

σ０ ＝σ（ｔ０）－［σＳ（ｔ０）］， （８．２０）

（８．１９）式中的δｎ在第４章中已有说明，即对应平近点角Ｍ 的０阶长期项．
长期项σＣ（ｔ－ｔ０）的变率σＣ 的表达式如下：

ａＣ ＝２ １－ｅ槡 ２（Ｔ／ｎ）， （８．２１）

ｅＣ ＝－３ １－ｅ槡 ２

２ａ ｅ（Ｔ／ｎ）， （８．２２）

ｉＣ ＝０， （８．２３）

ΩＣ ＝０， （８．２４）

ωＣ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ
（Ｓ／ｎ）， （８．２５）

ＭＣ ＝－ ３（ ）ａ
（Ｓ／ｎ）－３ｎ

４ａａＣ（ｔ－ｔ０）． （８．２６）

右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ及ｎ均为ａ０，ｅ０，ｉ０和ｎ０＝槡μａ（－３／２）
０ ．

长周期变化项ΔσＬ（ｔ）的表达式为

ΔａＬ（ｔ）＝０， （８．２７）

ΔｅＬ（ｔ）＝０， （８．２８）

ΔｉＬ（ｔ）＝－ ３
２ａ １－ｅ槡 ２

ｅｃｏｓω０（Ｗ／ｎ）（ｔ－ｔ０）， （８．２９）

ΔΩＬ（ｔ）＝－ ３
２ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

ｅｓｉｎω０（Ｗ／ｎ）（ｔ－ｔ０）， （８．３０）

ΔωＬ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩｌ（ｔ）， （８．３１）

ΔＭＬ（ｔ）＝０． （８．３２）
各式右端出现的根数ａ，ｅ，ｉ和ｎ，其定义同前．
短周期项σＳ（ｔ）如下：

ａＳ ＝ ２
ｎ２ －ＳｅｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋Ｔ １－ｅ槡 ２ｅｓｉｎ［ ］Ｅ ， （８．３３）
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ｅＳ ＝ １－ｅ槡 ２

ｎ２ ｛ａ －Ｓ １－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ＋ｅ（ ）２ ＋

Ｔ ２－３
２ｅ（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ

４ｓｉｎ２［ ］｝Ｅ ， （８．３４）

ｉＳ ＝ Ｗ
ｎ２ａ １－ｅ槡 ２

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ｃｏｓω｛ ＋

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２［ ］Ｅ ｓｉｎ ｝ω ， （８．３５）

ΩＳ ＝ Ｗ
ｎ２ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎｉ

１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＥ－ｅ
４ｓｉｎ２［ ］Ｅ ｓｉｎ｛ ω－

１－ｅ槡 ２ ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２［ ］Ｅ ｃｏｓ ｝ω ， （８．３６）

ωＳ（ｔ）＝－ｃｏｓｉΩＳ（ｔ）－ １
ｎ２ａｅ

｛Ｓ（１－ｅ２）３／２ｓｉｎＥ＋

Ｔ［（２－ｅ２）ｃｏｓＥ－ｅ
４ｃｏｓ２Ｅ］｝， （８．３７）

ＭＳ（ｔ）＝ １
ｎ２ ｛ａｅＳ １＋３ｅ２－３

２ｅ（ ）４ ｓｉｎＥ－５
４ｅ

３ｓｉｎ２［ ］Ｅ ＋

Ｔ １－ｅ槡 ２ ２（１＋ｅ２）ｃｏｓＥ－ｅ
４

（１＋３ｅ２）ｃｏｓ２［ ］｝Ｅ ．

（８．３８）
各式右端出现的根数σ均为拟平均根数σ，Ｅ是偏近点角．

２．喷气加速度Ｕ 分量导致的卫星轨道变化

对于这一加速分量，σ
　．
的右函数中出现（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）±１／２的因子，求

解时就会涉及相应的级数展开问题，无法构造对ｅ封闭形式的摄动解，既然
如此，就将右函数展成平近点角Ｍ 的三角级数，取到ｅ２ 项的结果如下：

ｄａ
ｄｔ＝ ２

ｎＵ １－１
４ｅ（ ）２ ＋ｅｃｏｓＭ＋３

４ｅ
２ｃｏｓ２［ ］Ｍ ， （８．３９）

ｄｅ
ｄｔ＝ ２

ｎａＵ －１
２ｅ＋（１－ｅ２）ｃｏｓＭ＋ｅ

２ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

２ｃｏｓ３［ ］Ｍ ，（８．４０）

ｄｉ
ｄｔ＝０， （８．４１）

ｄΩ
ｄｔ ＝０， （８．４２）

ｄω
ｄｔ＝ ２

ｎａｅＵ
１－ｅ２（ ）２ ｓｉｎＭ＋ｅ

２ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

２ｓｉｎ３［ ］Ｍ ， （８．４３）
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ｄＭ
ｄｔ ＝ｎ－ ２

ｎａｅＵ
ｓｉｎＭ＋ｅ

２ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

２ｓｉｎ３［ ］Ｍ ． （８．４４）

不难看出，与Ｓ，Ｔ分量的影响有所不同，相应摄动运动方程σ
　．
＝ｆ（σ，ｔ；ε）的

右函数对六个根数都只包含ｆＣ 和ｆＳ 两部分，ｆＬ＝０．可用完整的平均根数
法构造摄动分析解的长期项和短周期项．
长期项σＣ（ｔ－ｔ０）的变率为

ａＣ ＝２１－１
４ｅ（ ）２ （Ｕ／ｎ）， （８．４５）

ｅＣ ＝－ｅ
ａ

（Ｕ／ｎ）， （８．４６）

ｉＣ ＝０， （８．４７）

ΩＣ ＝０， （８．４８）

ωＣ ＝０， （８．４９）

ＭＣ ＝－ ３
２ａ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ（ｔ－ｔ０）． （８．５０）

短周期项σＳ（ｔ）为

ａＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ ｅｓｉｎＭ＋３

８ｅ
２ｓｉｎ２［ ］Ｍ Ｕ， （８．５１）

ｅＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ａ

（１－ｅ２）ｓｉｎＭ＋ｅ
４ｓｉｎ２Ｍ＋ｅ２

６ｓｉｎ３［ ］Ｍ Ｕ， （８．５２）

ｉＳ（ｔ）＝０， （８．５３）

ΩＳ（ｔ）＝０， （８．５４）

ωＳ（ｔ）＝－ ２
ｎ２ａｅ

１－ｅ２（ ）２ ｃｏｓＭ＋ｅ
４ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

６ｃｏｓ３［ ］Ｍ Ｕ，（８．５５）

ＭＳ（ｔ）＝ ２
ｎ２ａｅ

ｃｏｓＭ＋ｅ
４ｃｏｓ２Ｍ＋ｅ２

６ｃｏｓ３［ ］Ｍ Ｕ＋

３
２（ ）ａ

２
ｎ２ ｅｃｏｓＭ＋３

１６ｅ
２ｃｏｓ２［ ］Ｍ Ｕ． （８．５６）

上述各式右端出现的ａ，ｅ及ｎ均为平均根数ａ０，ｅ０ 和ｎ０＝槡μａ －（ ）３
２ ．

这里必须说明一点，对于大偏心率情况（如接近或超过Ｌａｐｌａｃｅ极限值

０．６６２７），上述展成Ｍ 的三角级数的方法不再适用，但正如本节开始所提到
的，这里主要针对持续时间不太长的卫星轨道机动中的小推力变轨过程，或
变轨量不大的轨道过渡问题，所涉及到的初始轨道和目标轨道的偏心率都
不大．而对于深空探测中涉及大偏心率的轨道过渡的全过程，已不是受摄二
体问题，当然不会再采用上述处理方法．不过，即使偏心率较大，不宜采用展
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成Ｍ 的三角级数的方法，可改为直接对ｆ或Ｅ 的积分方法，只是将方程
（８．１７）中的（１＋２ｅｃｏｓｆ＋ｅ２）±１／２等项按二项式展开即可，同样可构造摄动
分析解．保留到Ｏ（ｅ２）的长期项变率和短周期项公式如下：

ａＣ ＝ ２
ｎ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ， （８．５７）

ｅＣ ＝－ １
ｎａｅＵ

， （８．５８）

ＭＣ ＝－ ３
２ａ

１－１
４ｅ（ ）２ Ｕ（ｔ－ｔ０）， （８．５９）

ａＳ ＝ ２
ｎ

（ｅｓｉｎＥ）Ｕ， （８．６０）

ｅＳ ＝－ １
ｎ２ａ

２ｓｉｎＥ＋ｅ
２ｓｉｎ２（ ）Ｅ Ｕ， （８．６１）

λｃ ＝ ４
ｎ２ａ

（ｅｃｏｓＥ）Ｕ， （８．６２）

这里λ＝Ｍ＋ω．从结果可看出，保留到Ｏ（ｅ２）项，解的具体形式与前面的结
果仍旧是类似的．
由上述分析解，可以了解小推力变轨的一些重要特征，对于不同的变轨

要求，可采用相应的变轨方式（即Ｓ，Ｔ，Ｗ 或Ｕ，Ｎ，Ｗ 的选择）和变轨时机
（即轨道状态，它由轨道根数来反映）．

§８．３　轨道过渡中的光压加速机制

除短时间过程的小推力轨道机动技术外，长时间的小推力轨道过渡技
术也已实现，而无论是大推力过渡还是小推力过渡，还可以借助其他力因素
加速，其中光压就是一个很好的力源．关于光压作用，对于太阳系自然天体
的运动几乎无影响，但对于航天器的运动而言就完全不同了，其原因之一是
光压作用的性质不同于引力，它与承受客体的有效面质比有关，这在前面第

５章§５．３中讨论人造地球卫星的运动时有过介绍，对于一个典型大小的卫
星而言，其面质比是地球面质比的１０８ 倍，光压作用大，但这一原因远不足
以说明问题，因光压是一个有心斥力，通常是不会对卫星型或行星型的探测
器运动起到加速或减速作用的，之所以对卫星运动有显著影响还有另一个
重要原因，即地影间断，这将导致光压作用区别于一般的中心力（如引力）作
用，它会使卫星轨道半长径和偏心率出现周期长、变幅大的长周期变化，在
一定的长时间间隔内，卫星会得到加速作用．尽管深空探测器在向目标轨道
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过渡中不会遇到地影作用，但可利用航天器太阳能帆板的特殊定向，使其在
过渡轨道上得到光压力的加速，这就可以使光压力作为轨道过渡（特别是小
推力过渡）中的一种辅助能源．如果帆的面积足够大，甚至可以使航天器像
一个太空帆，在无其他动力的情况下向目标轨道过渡，这就是一种光压加速
机制．

１．动力模型与加速机制

以月球探测器的发射为例，在地—月—探测器限制性三体问题基础上
进一步考虑太阳引力和太阳光压的摄动影响，即处理成一个受摄的限制性
三体问题．可不必拘泥于限制性三体问题的坐标系取法［１］，采用地心坐标系

Ｏ ｘｙｚ较为方便，基本平面（ｘｙ坐标面）就取月球绕地球运动的轨道面，在
此假定日、月运动可采用平均轨道（甚至不变椭圆）来体现，这不影响实质问
题，于是相应的作为小天体的月球探测器相对地球的运动方程可写成下列
形式：

ｒ


＝Ｆ０＋Ｆε， （８．６３）

Ｆ０ ＝－ＧＭ ｒ
ｒ３， （８．６４）

Ｆε ＝Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ３． （８．６５）
即形式上写成受摄二体问题，Ｆ０ 是地球的中心引力加速度，Ｆε 是月球引

力、太阳引力和太阳光压摄动加速度．当探测器飞近月球时，其运动性质会
发生变化，但这并不影响上述动力模型数学表达的正确性．摄动加速度的具
体形式如下：

Ｆ１ ＝－ＧＭ１
Δ１

Δ３
１
＋ｒ１

ｒ（ ）３
１

， （８．６６）

Ｆ２ ＝－ＧＭ２
Δ２

Δ３
２
＋ｒ２

ｒ（ ）３
２

． （８．６７）

上述各式中的Ｍ，Ｍ１ 和Ｍ２ 分别为地球、月球和太阳的质量，ｒ，ｒ１ 和ｒ２ 各

为探测器、月球和太阳的地心位置矢量，相应地有

Δ１ ＝ｒ－ｒ１

Δ２ ＝ｒ－ｒ｛
２
． （８．６８）

关于光压摄动加速度Ｆ３，其具体表达形式与探测器（包括探测器的帆板）的
姿态有关，这里不作细节性的讨论，而是以一有效面质比Ｓ／ｍ代替，ｍ是探
测器的质量，Ｓ是相应的有效截面积（主要取决于较大帆板本身的面积）．如
果该有效截面对应的法线指向太阳方向，则有
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Ｆ３ ＝ κＳ
ｍρ（ ）Ｓ

Δ２
Ｓ

Δ（ ）２
２

Δ２

Δ２
， （８．６９）

这一表达式在第５章§５．３中出现过，见（５．１０７）式，其中κ＝１＋η，η是探
测器表面材料的反射系数，ρＳ是Δ２＝ΔＳ 处的光压强，而当ΔＳ＝１ＡＵ（天文
单位）时，ρＳ＝４．５６０５×１０－６ｋｇ／ｍｓ２．当无地影时，这种指向导致的光压力是
一连续的中心斥力，仍为保守力，对探测器绕地球运行（在飞抵月球之前）的
轨道只有短周期摄动影响，光压不会起加速作用．而当帆板的法线为太阳到
探测器的方向（Δ２／Δ２）与探测器运动方向（ｖ／ｖ）夹角的平分线时，探测器在
太空运行的过程中，就会得到光压的加速［２，３］．这与海洋中行驶的帆船能得
到风力的加速有类似的力学机制，帆板的特殊定向会使光压合力在探测器
整个运行过程中不会形成一种“阻力”．此时公式（８．６９）变为下列形式：

Ｆ３ ＝ Ｓ
ｍρ（ ）Ｓ

Δ２
Ｓ

Δ（ ）２
２
ｃｏｓΨ Δ２

Δ２
＋η

ｖ（ ）ｖ
， （８．７０）

其中

Ψ ＝ Ψ／２， （８．７１）

ｃｏｓΨ＝ Δ２

Δ（ ）２
· ｖ（ ）ｖ ． （８．７２）

Ψ＜９０°，有ｃｏｓΨ＝ １
２＋１

２ｃｏｓ（ ）Ψ
１／２

＞０．

２．数值验证结果与分析

为了证实上述动力模型和帆板有特殊定向的光压加速作用，分别对下
面４种模型作了计算，即

（１）受摄椭圆限制性三体问题，即只考虑太阳引力摄动，月球与太阳的
轨道均取为椭圆，代替真实轨道，这对所讨论的问题无实质性影响．

（２）在（１）的基础上再加入光压，但帆板对太阳定向，即其法线方向一
直指向太阳．

（３）将帆板的法线取为上述角平分线方向．
（４）在探测器绕地球运行过程中向着太阳飞行的那“半圈”，干脆使帆

板法线垂直太阳方向（即这半圈光压为零）．
初始条件是这样选取的，探测器在近地停泊轨道已经过一次脉冲式变

轨，耗费不大的能量，使其变为近地点高度为１０００ｋｍ，远地点地心距为地
月平均距离的一半的大椭圆轨道，ｅ＝０．９２６１２７．在此假定下，探测器的初始
绕地球运动周期为３ｄ．６３５７０６５５２，近地点速度ｖｐ＝１０．２００９ｋｍ／ｓ，相应的

Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ的值为
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Ｃ＝４．２２９３８５７３１１＞Ｃ１．
根据第７章§７．３中给出的结论，在这样的条件下，如果不借助于光压加
速，探测器是不可能飞抵月球的．对于第（１）中情况，探测器始终保持在地球
周围，至少在相当长的间隔内是如此；在第（２）中情况中尽管考虑了光压，但
由于帆板的定向，不可能起加速作用，探测器轨道长轴有长周期转动，这是
光压的作用，但半长轴的大小亦无明显变化．只有在（３）和（４）两种情况下，
光压明显起着加速作用，探测器的轨道半长径不断地增大，经６０多天就飞
抵月球附近．
计算中，为了表明光压的明显作用，在上述（２）～（４）种情况中，帆板的

截面积Ｓ
ｍ
取得较大，有

Ｓ
ｍ ＝ （１２０×１２０）ｍ２／５００ｋｇ．

具体探月飞行中未必采用这么大的帆板，但这不影响对光压加速机制的
探讨．
关于（３）和（４）两种情况，探测器轨道半长径的变化并无明显差别，但两

种情况相比，显然前者优于后者，其原因如下：
（１）对于第（４）种情况，当探测器向着太阳飞行的半圈中，无光压作用，

而第（３）种情况，在这半圈中光压不仅无阻力方向的分量，而且仍有较小的
“加速”作用．

（２）更重要的是，从姿态控制角度来看，第（４）种情况为了使光压不起
阻力作用，在探测器每向着太阳飞行的半圈中需将帆板的指向作“间断”性
的调节，而第（３）种情况在探测器整个飞行过程中保持“一种”状态的控制，
即根据两个确定方向（太阳方向和探测器运动方向）所决定的指向加以控
制，这和第（２）种情况帆板单一地对太阳定向的的控制并无多大差别，显然
比第（４）种情况控制简单．因此在探测器运行的全过程中采用第（３）种情况
加速较有利．
根据上述加速机制的分析和数值验证的结果表明，只要将探测器上太

阳帆板的法线方向取上述特殊方向，那么太阳辐射作用既可作为一种能源
又可起到动力加速作用．从使用角度来看，帆板的截面积可减小些，它不会
改变加速机制，可成为发射某种月球探测器轨道的一种节能途径．

§８．４　轨道过渡中引力加速的一种节能机制

轨道过渡中可以借助于第三体的引力加速，使探测器在节能条件下到
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达目标天体，在此过渡中探测器与第三体必须有特殊的相对位置，这是不难
理解的，这里将不予讨论．下面将针对月球探测（也称为亚深空探测）和行星
际探测，分别阐述轨道过渡中的另一种特殊形式，即如何借助于共线平动点

Ｌ１ 和Ｌ２ 附近的“狭窄走廊”飞向目标天体的节能机制．

１．地月系中的过渡问题

从低地球轨道（ＬＥＯ）或地球同步转移轨道（ＧＴＯ）上经变轨向目标天
体（月球）过渡可采用脉冲式的大推力过渡，所需能量较大，相应的Ｊａｃｏｂｉ
常数Ｃ较小，往往比Ｃ１ 值小得多，相应的原分别包围地球和月球的零速度
面已连通，且共线平动点Ｌ１ 附近的“走廊”大大敞开，见第７章图７．７．如果
采用低能量的奔月方式，只要相应的过渡轨道初始速度使相应的Ｊａｃｏｂｉ常
数Ｃ≤Ｃ１（接近或稍小于），此时上述两个零速度面相接或从平动点Ｌ１ 处稍

稍打开了一个“狭窄走廊”，探测器有可能越过这一通道后奔月．但要注意，

Ｌ１ 处有一个狭窄通道只是探测器可以越过该通道后奔月的一个必要条件，
而不是充分条件，还要看转移轨道的起始状态．可以做这样的数值试验，即
把探测器“放”到联结Ｌ１ 点的内稳定流形上等待系统的演化，结果探测器不
能“返回”到达地球附近，即对转移轨道的初始状态有要求．也就是说，从Ｌ１

点沿内稳定流形的反向积分，结果经几个月球绕地运动周期的间隔后探测
器仍不能“返回”地球附近，离地球的距离约为０．３５个地月距离（这是一个
算例）．根据这一状态，若转移轨道要在地球附近起航，则按上述最小能量不
足以将探测器推向月球，需要加大初速，让Ｌ１ 点附近的“走廊”开得大一些．
更好的选择是增加一次机动，其条件可由上述反向积分获得，在离地球０．３５
个地月距离处加一次机动（反向），使其接近地球，找出适当的起始转移轨
道．曾有人采用这种转移方式进行过仿真计算［４］，结果比大推力过渡（例如

Ｈｏｈｍａｎｎ转移轨道）方式明显节能，但转移时间较长．至于如何选择转移方
式，是否要采用借力加速的节能方式，对转移时间的长短又如何选择等，这
要看具体的航天任务而定，在众多约束（包括节能）前提下选优．

２．行星际过渡问题

同样可借助于共线平动点附近的通道，采取节能式的过渡．如果说上述
奔月是利用内Ｌａｇｒａｎｇｅ点Ｌ１，那么行星际转移将是利用外Ｌａｇｒａｎｇｅ点

Ｌ２，此时初始状态对应的Ｊａｃｏｂｉ常数Ｃ满足条件Ｃ３＜Ｃ＜Ｃ２，对应第七章
图７．８．例如从地球到火星的过渡，出发的转移轨道是通过日—地系对应的

Ｌ２ 点的不稳定流形，到达火星附近的转移轨道是通过日—火星对应的Ｌ２
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点的稳定流形，见图８．２和图８．３．

图８．２　出发的转移轨道示意图
　
图８．３　到达的转移轨道示意图

上述两类探测背景下的节能式轨道过渡，都是利用共线平动点Ｌ１ 和

Ｌ２ 的动力学特征获得的．尽管这是在限制性三体问题（更确切地说是圆型
限制性三体问题）前提下得出的结论，但它毕竟是一种动力学机制的反映，
对于实际问题，上述结果可以作为低能过渡轨道（转移轨道）设计的一种初
选，这显然是有意义的．

参 考 文 献

［１］ＳｚｅｂｅｈｅｌｙＶ．ＴｈｅｏｒｙｆｏＯｒｂｉｔｓ．ＮｅｗＹｏｒｋａｎｄＬｏｎｄｏｎ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９６７
［２］ＬｉｕＬ．ＵｓｉｎｇＬｉｇｈｔＰｒｅｓｓｕｒｅｔｏＧｕｉｄｅａＰｒｏｂｅｔｏｔｈｅＭｏｏｎ．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｏｆ５０ｔｈ

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａｌＣｏｎｇｒｅｓｓ．Ａｍｓｔｅｒｄａｍ，ＴｈｅＮｅｔｈｅｒｌａｎｄｓ，ＩＡＦ９９Ａ．７．０６，

１９９９
［３］刘林．借助光压将探测器推向月球，天文学报，２００１，４２（１）：７０～７４ＬＩＵＬｉｎ．

ＴｏＧｕｉｄｅａＬｕｎａｒＰｒｏｂｅｗｉｔｈＬｉｇｈｔＰｒｅｓｓｕｒｅ．Ｃｈｉｎ．Ａｓｔｒｏｎ．Ａｓｔｒｏｐｈｙｓ．，２００１，２５（３）：

３４３～３４８
［４］ＴｏｐｐｕｔｏＦ．ＶａｓｉｌｅＭ．＆ＢｅｒｎａｅｌｌｉＺａｚｚｅｒａＦ．ＩｎｔｅｒｐｌａｎｅｔａｒｙａｎｄＬｕｎａｒＴｒａｎｓ

ｆｅｒｓＵｓｉｎｇＬｉｂｒａｔｉｏｎＰｏｉｎｔｓ．ｉｎＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｏｆｔｈｅ１８ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＳｐａｃｅ

ＦｌｉｇｈｔＤｙｎａｍｉｃｓ，Ｍｕｎｉｃｈ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２００４，５８３～５８８

６１



７１　第８章　轨道机动与轨道过渡



书书书

第９章　月球卫星运动的轨道力学

要达到对太阳系中各种天体探测的目的，必然要近距离接近目标天体，
更有效的手段是在探测器接近目标天体后，再次机动变轨使其转化为环绕
目标天体的轨道器，此即目标天体的人造卫星．尽管这种卫星的运动与人造
地球卫星的运动属于同一类，其动力学模型都是对应一个受摄二体问题，但
由于各目标天体之间的各种差异，不能完全照搬研究人造地球卫星运动的
方法和结果．深空探测的首选目标———月球，就是另一种典型，它是太阳系
中的一个慢自转天体（自转周期与绕地球运行的公转周期相同），其引力位
与地球引力位有明显差异，而中心天体非球形引力又是绕其运行的卫星轨
道变化的主要摄动源，因此，本书选择月球卫星的运动作为深空探测器轨道
力学的一个重要内容很有必要，它可以使读者对卫星型探测器的运动及其
轨道变化特征有更广泛的了解．

§９．１　月球非球形引力位的主要特征

在第４章§４．２中已对太阳系天体非球形引力位作过介绍，其一般表
达式即（４．６３）式：

Ｖ ＝ＧＭ
Ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）Ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］）， （９．１）

在这里，（９．１）式中的ＧＭ 是月心引力常数，ａｅ是月球参考椭球体赤道半径，

Ｒ，λＧ，φ是月固坐标系中的球坐标分量，即月心距、经度和纬度．同样非归一
化的缔合勒让德球函数Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）和相应的谐系数Ｃｌｍ，Ｓｌｍ与归一化的珚Ｐｌｍ

（ｓｉｎφ）和珚Ｃｌｍ，珚Ｓｌｍ有如下关系

珚Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ

珚Ｃｌｍ＝ＣｌｍＮｌｍ，珚Ｓｌｍ＝ＳｌｍＮ｛
ｌｍ

， （９．２）



Ｎｌｍ＝ １
（１＋δ）

（ｌ＋ｍ）！
（２ｌ＋１）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２
，

δ＝
０，　ｍ＝０，

１，　ｍ≠０｛烅

烄

烆 ．

（９．３）

为了进一步了解月球引力位的特征，本书附录三中列出了地球和月球
引力场模型的部分球谐项系数，其中美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ和ＬＰ１６５两种模
型是目前公认较好的月球引力场模型．尽管对月球的探测还仍未达到对地
球探测的程度，由于各种原因，月球引力场模型的精度还不够理想，但还是
可从这两种引力场模型得到一些重要的信息．从引力场模型球谐系数值可
以看出，除月球由于自转较慢，动力学扁率Ｊ２＝－Ｃ２，０较小（１０－４）外，对轨道
偏心率影响较大的奇次带谐项系数 珚Ｃ２ｌ－１，０（ｌ≥２）与 珚Ｃ２，０之比｜珚Ｃ２ｌ－１，０／珚Ｃ２，０｜的
量级接近（１０－１），而地球引力场相应系数之比的量级只有１０－３，这将导致环
月运行探测器的轨道（特别是偏心率ｅ）出现振幅较大的长周期变化，从而
导致一些人造地球卫星不会出现的现象．
月球自转慢，除动力学扁率系数Ｃ２，０的值与其他球谐系数的值不像地

球中相差那么大（几乎是１０３倍）以外，还将使非球形引力位中田谐项对月
球卫星轨道的影响也明显地不同于地球对其卫星轨道的影响．所有这些，都
将在后面§９．４和§９．５中进行详尽的介绍．

§９．２　月球物理天平动简介与参考系问题

月球天平动可以分为两类，即视天平动和物理天平动．视天平动是由于
运动的原因而使地球上的观测者看到的不仅是月球对着地球的“半面”，而
是超过“半面”，这仅是视觉效果而没有力学效应；而物理天平动是月球也象
陀螺一样在空间呈现真实的摆动（即赤道面的摆动），它导致了月球引力场
在空间的变化，从而影响月球卫星的轨道运动．

１．物理天平动的两种表达形式

根据月球自转理论，给出了天平动三个参数（σ，ρ，τ）的分析表达
式［１～５］，但类似于地球章动理论给出的章动序列，（σ，ρ，τ）的分析表达式亦
包含几百项．因此，对月球物理天平动的分析解和数值解均有必要作一介
绍．但在某些问题中，可以采用简化的分析表达式．关于物理天平动的分析
解有多种形式，也在不断的改进．作为一例，下面列出 Ｈａｙｎ结果中（σ，ρ，τ）
的主要项（前三项）［２］：

２



τ＝０°．０１６３８８８ｓｉｎｌｓ－０°．００３３３３ｓｉｎｌｍ＋０°．００５ｓｉｎ２ωｍ

ρ＝－０°．０２９７２２２ｃｏｓｌｍ＋０°．０１０２７７７ｃｏｓ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｃｏｓ（２ｌｍ＋２ωｍ）

ｓｉｎＩσ≈Ｉσ＝－０°．０３０２７７７ｓｉｎｌｍ＋０°．０１０２７７７ｓｉｎ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｓｉｎ（２ｌｍ＋２ωｍ

烅

烄

烆 ）

，（９．４）

该式中ｌｓ和ｌｍ分别为太阳和月球的平近点角，ωｍ 是月球近地点幅角．至于
三个天平动参数（σ，ρ，τ）的几何意义，将在下面介绍参考系时具体表明．
物理天平动的另一种表达为数值形式，ＪＰＬ的ＤＥ４０５数值列表中就直

接给出了表达天平动的三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）每天的具体数值．这三个欧拉
角与分析表达形式中的三个参数有不同的几何意义，它们将在建立不同的
赤道坐标系中分别有相应的应用．

２．月心赤道坐标系和月固坐标系

与研究人造地球卫星的运动类似，由于有物理天平动现象，研究月球卫
星的运动，同样也涉及到历元（取Ｊ２０００．０）月心平赤道坐标系和真赤道坐
标系以及月固坐标系．
对于月球平赤道，根据Ｃａｓｓｉｎｉ定律，月球轨道，黄道与月球平赤道交于

一点Ｎ，见图９．１．有

ψ＝Ωｍ，

Ｉ＝Ｉｍ，

φ＝θｍ＋π＝Ｌｍ－Ωｍ＋π
烅
烄

烆 ，
（９．５）

其中Ωｍ，Ｉｍ，Ｌｍ 表示月球轨道的平根数，分别为月球轨道升交点平黄经，平
倾角和月球平黄经．

图９．１　月球轨道、黄道与月球平赤道之间的几何关系

对于月球真赤道，它与平赤道的关系见图９．２，有
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ψ′＝Ωｍ＋σ，

Ｉ′＝Ｉｍ＋ρ，

φ′＝θｍ＋π＋（τ－σ
烅
烄

烆 ），
（９．６）

图９．２　月球真赤道与月球平赤道之间的关系

这里以三个天平动参数（σ，ρ，τ）表明了平赤道与真赤道之间的几何关系．图

９．２中，通过真赤道也描述了月固坐标系，Ｏξ′方向即过月面上ＳｉｎｕｓＭｅｄｉｉ
的子午线的方向（亦即月球指向地球的那一惯性主轴方向）．

ＤＥ４０５数值历表中直接给出的另三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）表明了月心地
球平赤道坐标系与月固坐标系之间的关系，见图９．３．

图９．３　月心地球平赤道坐标系与月固坐标系的关系

图中Ｏ ｘｅｙｅｚｅ即月心地球平赤道坐标系，ξ′是月固坐标系的Ｘ 轴指向，三
个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）在图中已表明清楚，不必再加注明，ε是黄赤交角．
两种物理天平动参数的表达形式（σ，ρ，τ）和（Ω′，ｉｓ，Λ），分别用两种方

式描述了月球真赤道面的摆动，同时也分别定义了不同的月心坐标系，即月
固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′，月心地球平赤道坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ（以下称月心天球坐
标系）和月心月球平赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ（以下称月心赤道坐标系）．它们之

４



间的转换关系在研究月球卫星的运动和表达月球卫星在月面上的星下点位

置时必然要涉及到．
若记月心天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ中的卫星位置矢量为ｒｅ，它与月固坐标

系中卫星相应的位置矢量Ｒ之间的关系如下：

Ｒ＝（Ｍ１）ｒｅ＝（Ｍ２）ｒｅ， （９．７）
这里两个转换矩阵（Ｍ１）和（Ｍ２）各由上述两种物理天平动参数的表达形式
给出．根据图９．３表明的几何关系不难给出转换矩阵（Ｍ１）和（Ｍ２）的表达
式如下：

（Ｍ１）＝Ｒｚ（Λ）Ｒｘ（ｉｓ）Ｒｚ（Ω′）， （９．８）
（Ｍ２）＝Ｒｚ（φ′－π）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（ψ′－π）Ｒｘ（ε）

＝Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（－Ｉ′）Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（ε）． （９．９）
（９．９）式第一行是按图９．３给出的，而第二行是按图９．２给出的，两者实为
同一转换关系．上述两种转换关系之间的差别取决于（σ，ρ，τ）的取项多少，
若取前面（９．４）式给出一例的前三项，分别计算２００３年１１月１日０时和

２００４年６月１５日０时月球表面“上空”一点的空间坐标转换到月固坐标系
中的位置，两种转换结果之差为公里级，相应的转换矩阵元素的最大差别达
到７．６×１０－４．如果采用Ｅｃｋｈａｒｄｔ等人结果中（σ，ρ，τ）的前四项［３～５］（量级
与 Ｈａｙｎ结果中的前三项相当），亦同样有上述差别．
根据上述比较可知，直接采用物理天平动分析解的简化表达式，在某些

问题中是不能满足精度要求的．但同时告诉我们，仅取σ，ρ，τ主项的简化表
达式与ＤＥ４０５数值历表的差别小于１０－３，这种差别在考虑物理天平动对月
球卫星轨道的影响时，在一定精度要求的前提下，则无妨．定轨或预报中涉
及轨道外推弧段为１０２ 时（对低轨卫星为１～２天的间隔），要保证１０米级
甚至米级精度是可以达到的．
鉴于上述比较的结果，加上要建立月球卫星轨道理论，了解轨道变化的

规律，或直接反映月球卫星相对月心坐标系的几何状况，又必须采用月心赤
道坐标系，而不是月心地球赤道坐标系，那么就要由（σ，ρ，τ）来建立月心赤
道坐标系Ｏ ｘｙｚ（对应所选取的历元，如目前惯用的Ｊ２０００．０）与月固坐标
系Ｏ ξ′η′ζ′之间的关系．而若要通过历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ与月心
天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ之间的转换关系（即利用高精度的Ω′，ｉｓ，Λ值）来计
算月球卫星在月固坐标系中的精确位置Ｒ也很简单，有

Ｒ＝（Ｍ１）ｒｅ，　ｒｅ＝（Ｎ）Ｔｒ
（Ｎ）＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（Ωｍ）Ｒｘ（ε｛ ）

， （９．１０）

ｒ是通过定轨或预报给出的月心赤道坐标系中的月球卫星位置矢量．这里
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变换矩阵（Ｎ）并不涉及到物理天平动的表达形式，转换的精度只取决于月
球卫星定轨或预报的精度．

§９．３　月球卫星运动的受力分析

研究月球卫星（特别是低轨卫星）的空间运动与研究人造地球卫星的运
动一样，显然采用历元（Ｊ２０００．０）月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ为宜，考虑月球
非球形引力摄动时，将涉及到月固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′．这两种坐标系之间的
几何关系在前面的图９．２中已清楚地表明．若记两种坐标系中卫星位置矢
量分别为ｒ和Ｒ，则有

ｒ＝（Ａ）Ｒ，　Ｒ＝（Ａ）Ｔｒ． （９．１１）
其中（Ａ）为两种坐标系之间的转换矩阵，不难给出

　（Ａ）＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（－φ′） （９．１２）

＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉｍ＋ρ）Ｒｚ（－（φ＋τ－σ）），

φ＝Ｌｍ－Ωｍ＋π， （９．１３）

Ｉｍ＝１°３２′３２″．７． （９．１４）

Ｌｍ 和Ω的含义前面已有说明．
在历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ中，月球卫星的运动方程如下：

ｒ＝Ｆ０（ｒ）＋Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）， （９．１５）

其中Ｆ０ 和Ｆε分别为月球中心引力加速度（对应无摄运动）和各种摄动加速
度，有

Ｆ０＝－ＧＭ
ｒ３ｒ， （９．１６）

Ｆε＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｆｊ（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε）． （９．１７）

为了便于问题的分析和计算上的某种需要，同样采用类似研究人造地
球卫星运动时所采用的标准计算单位，即长度、质量和时间单位分别为

［Ｌ］＝ａｅ＝１７３８．０ｋｍ，
［Ｍ］＝Ｍ，　　Ｍ 是月球质量，对应月心引力常数μ＝ＧＭ，
［Ｔ］＝（ａ３

ｅ／ＧＭ）１／２≈１７ｍ．２４６５
烅
烄

烆 …，
（９．１８）

在此标准单位系统中，μ＝ＧＭ＝１，Ｇ＝１，［Ｌ］，［Ｍ］和［Ｔ］的准确值取决于
所采用的月球引力场模型．
在上述坐标系和标准单位系统中，各种物理量归结为无量纲形式．在历

元月心赤道坐标系中，相应的Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）涉及下列１０种摄动源：

６



月球非球形引力摄动（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）　　Ｆ１（Ｊｌ，Ｊｌｍ），
地球引力摄动（ｍ′１）　Ｆ２（ｍ′１），
太阳引力摄动（ｍ′２）　Ｆ３（ｍ′２），
月球固体潮摄动（κ２Ｊ２）　Ｆ４（κ２Ｊ２），
月球物理天平动（σ，ρ，τ）　Ｆ５（σ，ρ，τ），
太阳光压摄动Ｆ６（ρｓ），
月球扁率间接摄动Ｆ７（ｍ′１Ｊ２），
地球扁率摄动Ｆ８（Ｊ′２ｍ′１），
大行星（金星，木星）引力摄动Ｆ９（ｍ′３），
月球引力后牛顿效应Ｆ１０（ｖ２／ｃ２）．

对于低轨月球卫星（ｈ＝１００～３００ｋｍ），上述各摄动源对应的摄动量级εｊ（ｊ
＝１，…，１０）分别为

ε１（Ｊ２）＝Ｏ（１０－４），ε１（Ｊ２，２）＝Ｏ（１０－５），ε１（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥３）＝Ｏ（１０－６－
１０－５），

ε２＝Ｏ（１０－５），

ε３＝Ｏ（１０－７），

ε４＝Ｏ（１０－７），

ε５＝Ｏ（１０－７），

ε６＝Ｏ（１０－９），对应一般面质比（Ｓ／Ｍ）＝１０８ 的卫星，

ε７＝Ｏ（１０－１１），

ε８＝Ｏ（１０－１２），

ε９＝Ｏ（１０－１２），

ε１０＝Ｏ（１０－１１）．
根据以上对各项摄动源的量级分析可知，一般情况下只需考虑前面５

种摄动源，即月球非球形引力摄动，地球和太阳引力摄动，月球固体潮摄动
和月球物理天平动的影响．而最主要的是月球非球形引力摄动和地球引力
摄动．

§９．４　月球卫星轨道变化的主要特征

研究月球卫星轨道的变化规律是月球卫星轨道力学的核心内容，而只
有构造月球卫星轨道变化的分析解才能给出其变化规律．但由于月球卫星
的受力状况（尤其是月球非球形引力位的影响）不同于地球卫星，故必须针
对月球卫星的受力特点构造相应的摄动分析解．文［６～９］先后给出相应的
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分析解，但正由于月球卫星的受力状况不同于地球卫星，文［６～８］给出的是
半分析解，而文［９］也只能采用拟平均根数法［１０，１１］给出相应的分析解．
由于月球非球形引力位中的动力学扁率项（Ｊ２）与其他球谐项（Ｃｌｍ，

Ｓｌｍ）以及地球引力摄动项相差不大，将导致长周期项中出现降阶问题，这种

小分母的出现，不能采用完整的平均根数法按ε＝Ｏ（Ｊ２）来构造相应的小参

数幂级数解，而只能采用人为的小参数ε＝１０－２，按拟平均根数法来构造相
应的幂级数解，这正是文［９］所做的工作．
真正导致月球卫星轨道变化（包括解的表达式）不同于地球卫星的主要

摄动源是月球非球形引力摄动以及与其有差别的月球物理天平动引起的坐

标系附加摄动．本节将针对这一人们关心的焦点，给出月球卫星轨道的相应
变化特征，为有关研究工作和环月探测器的轨道设计等提供必要的轨道
信息．

１．月球非球形引力摄动解

根据上一节对月球卫星运动受力分析可知，在小参数ε确定为１０－２的

前提下，若以σ表示六个Ｋｅｐｌｅｒ根数（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ），运动方程可以写成
下列形式：

σ
．

＝ｆ０（ａ）＋ｆ２（Ｊ２）＋ｆ３（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ），

ｆ２＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ，

ｆ３＝ｆ３Ｃ＋ｆ３Ｌ＋ｆ３Ｓ

烅
烄

烆 ，
（９．１９）

右函数ｆ２ 和ｆ３ 由（９．１）式给出的非球形引力位部分ΔＶ＝Ｖ－ ＧＭ（ ）Ｒ
构成，

其中Ｊ２＝－Ｃ２，０，物理天平动引起的坐标系附加摄动后面另行讨论．
非球形引力摄动对应的小参数幂级数解有如下形式：

σ（ｔ）＝珋σ（ｔ０）＋（δｎ０＋σ２Ｃ＋σ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ
（１）（ｔ）＋σＳ

（２）（ｔ），

ΔσＬ
（１）（ｔ）＝σＬ

（１）（ｔ）－σＬ
（１）（ｔ０），

珋σ（ｔ０）＝σ０－σ（２）
Ｓ （ｔ０

烅
烄

烆 ），
（９．２０）

其中Δσ（１）
Ｌ （ｔ）是由除Ｊ２ 项外所有非球形引力位的球谐项（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）摄动导

致的长周期变化项，对应方程（９．１９）右函数中的ｆ３Ｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）部分，积分降
阶后给出．这里只给到三阶长期项及与其相当的一阶长周期变化项和二阶
短周期项，而对于沿迹量平近点角应同时给出ａ的三阶短周期项ａ（３）

Ｓ （ｔ）．所
有这些项与摄动源的关系如下：

８



σ２Ｃ＝σ２Ｃ（Ｊ２）

σ３Ｃ＝σ３Ｃ（Ｊｌ，ｌ（２）≥４｛ ）
， （９．２１）

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝ΔσＬ（ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥２）， （９．２２）

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝σ（２）

Ｓ （ｔ；Ｊ２）

ａ（３）
Ｓ （ｔ）＝ａ（３）

Ｓ （ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ，ｌ≥２
烅
烄

烆 ）
． （９．２３）

由于σ１Ｃ＝０，故计算σ２Ｃ，σ３Ｃ和Δσ（１）
Ｌ 时，需要用到的珋σ（ｔ）均可用珋σ０＝

珋σ（ｔ０），于是各根数的具体表达形式如下：

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）

ｅ（ｔ）＝珋ｅ０＋Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（２）

Ｓ （ｔ）

ｉ（ｔ）＝珋ｉ０＋Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（２）

Ｓ （ｔ）

Ω（ｔ）＝珡Ω０＋（Ω２Ｃ＋Ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（２）

Ｓ （ｔ）

ω（ｔ）＝珔ω０＋（ω２Ｃ＋ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋Δω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（２）

Ｓ （ｔ）

Ｍ（ｔ）＝珨Ｍ０＋（珔ｎ０＋Ｍ２Ｃ＋Ｍ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（２）

Ｓ （ｔ

烅

烄

烆 ）

．（９．２４）

其中珔ｎ０＝珔ａ０
－３／２，这里的珔ａ０＝ａ０－［ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（３）
Ｓ （ｔ０）］．

（１）长期项系数σＣ

Ω２Ｃ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （９．２５）

ω２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２６）

Ｍ２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２７）

Ω３Ｃ ＝－ｎｃｏｓｉ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ２（ｉ）Ｋ１（ｅ）， （９．２８）

ω３Ｃ ＝－ｃｏｓｉΩ３Ｃ－ｎ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ）］，

（９．２９）

Ｍ３Ｃ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω３ｃ＋ｃｏｓｉΩ３ｃ）－　　　　　　　

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［２（ｌ＋１）Ｋ１（ｅ）］． （９．３０）

其中ｐ０＝ａ（１－ｅ２），ａ，ｅ，ｉ均取珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０ 值．Ｆ１（ｉ），…，Ｋ１（ｅ），…的表达式
如下：
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Ｆ１（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ

Ｆ２（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ２ｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ－２

Ｃｌｑ ＝
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
＝

（ｌ＋２ｑ）！

（ｑ！）２ ｌ
２－（ ）ｑ ！ｌ２＋（ ）ｑ

烅

烄

烆 ！

（９．３１）

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０
Ｃｌα（ ）１

２
α

ｅα

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２
Ｃｌαα（ ）１

２
α

ｅα－２

Ｃｌα ＝
ｌ－１（ ）α

α
α／（ ）２ ＝

（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！α
２（ ）！

烅

烄

烆
２

（９．３２）

上述各式中，求和时ｌ（２）≥４，α（２）≥２表示按ｌ＝４，６，…，α＝２，４…取值．
（２）一阶长周期变化项Δσ（１）

Ｌ （ｔ）＝σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）

对于月球非球形引力摄动，长周期项可严格积分给出，由于相应的周期
较长，亦可按长期项处理，即下面给出的表达式（９．３３）～（９．３８）．若要给出

σ（１）
Ｌ （ｔ）的形式，也很简单，只要将表达式（９．３４）～（９．３８）中的Ｉ（ω）ｎ
（ｔ－ｔ０），Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），…改为下述积分：

∫
ｔ

Ｉ（ｗ）ｎｄｔ，∫
ｔ

Φｌｍｐｎｄｔ，…

即可．下面给出的Δσ（１）
Ｌ （ｔ）相当于［ｄσ（１）

Ｌ （ｔ）／ｄｔ］（ｔ－ｔ０），括号内的表达式正
是下一节讨论月球卫星轨道变化所确定的某些特征时要引用的．

Δａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （９．３３）

Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝ （１－ｅ２）∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆ３（ｉ）１
ｅＫ３（ｅ（ ））

Ｉ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）－（１－ｅ２）∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）

Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ３（ｅ（ ））Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３４）

Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）（Ｆ３（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）ｎ（ｔ－

ｔ０）＋∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

［（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ

－ｍ］（Ｆｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３５）
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ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（Ｆ４（ｉ）／ｓｉｎ２ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），（９．３６）

Δω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩ（１）

ｌ （ｔ）－∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３７）

　ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　

　
Δωｌ

（９．１）（ｔ）＋ｃｏｓｉΔΩ（９．１）
ｌ （ｔ［ ］）－

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐ（ ）０ ∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
２（ｌ＋１）Ｆ３（ｉ）ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
２（ｌ＋１）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）．

（９．３８）
上述各式中的ｐ０即ａ（１－ｅ２），为了区别求和取值符号ｐ，用了ｐ０这一

符号．同样上述各式中出现的ａ，ｅ，ｉ和Ω，ω均用珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，珡Ω０，珔ω０．Ｆ３（ｉ），…
各表达式如下：

Ｆ３（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｆ４（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（ｌ－２ｐ＋２ｑ）（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

·

Ｃｌｐｇ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

＝
（２ｌ－２ｐ＋２ｑ）！

ｑ！（ｐ－ｑ）！（ｌ－ｐ＋ｑ）！（ｌ－２ｐ＋ｑ）！

烅

烄

烆
，

（９．３９）

δｐ＝
０，　ｌ－２ｐ＝０，

１，　ｌ－２ｐ≠０｛ ，
（９．４０）
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Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐαα（ ）１

２
α

ｅα－２

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）烄

烆α 　　　α

１
２

（α－｜ｌ－２ｐ｜
烌

烎
）

＝
（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！１
２
（α－｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！１

２
（α＋｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！

烅

烄

烆

，

（９．４１）

Ｉ（ω）＝－（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω，

Ｈ（ω）＝（１－δ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω，

δ＝１
２

［１－（－１）ｌ］
烅

烄

烆
．

（９．４２）

还有倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）及其导数Ｆ′ｌｍｐ（ｉ），在前面第四章中出现过，见（４．
２６２）～（４．２６４）式．
（３）短周期项σ （２）

Ｓ （ｔ）

σ（２）
Ｓ （ｔ）除ａ（２）

Ｓ （ｔ）外，只需给出Ｊ２项，而ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）可由下式给出：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）＝２ａ２ＲＳ（Ｊ２；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ） （９．４３）
其中

ＲＳ（Ｊ２）＝３Ｊ２

２ａ ｛３
１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ ｝ｕ ，

ｕ＝ｆ＋ω

烅

烄

烆 ，

（９．４４）

ＲＳ（Ｊｌ）＝Ｒ（Ｊｌ）－Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，ｌ， （９．４５）

Ｒ（Ｊｌ）＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ）

ｐ＝０
Ｆ３（ｉ ［）（１－δ）ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋

δ ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ） ］ｕ ， （９．４６）

Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，Ｌ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ｐｌ

０ ∑
（ｌ－δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （９．４７）

ＲＳ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）－Ｒｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）， （９．４８）
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Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ａｌ＋１∑

ｌ

ｐ＝０
Ｆｌｍｐ（ｉ）

ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

×

｛［（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳｌｍ］ｃｏｓ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）＋
［（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣｌｍ］ｓｉｎ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）｝，（９．４９）

δｍ＝１
２

［１－（－１）ｌ－ｍ］，

ＲＬ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ

０∑
ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ψｌｍｐ， （９．５０）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ａ２
１－ｅ２（ ）ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２｛ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）２

［ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５１）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

８ｐ２ｓｉｎ２［ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］） ＋

３Ｊ２

２４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５２）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－ ［１
２ ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

１２ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５３）

ω（２）
Ｓ ＝３Ｊ２

２ｐ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｛ ＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－ １
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋
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ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω， （９．５４）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋

ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １

４ｅ＋５
１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω． （９．５５）

上述各式中出现的 ａ（ ）ｒ
和真近点角ｆ 等量与根数ｅ，Ｍ 的关系在前面讨论

人造地球卫星的运动时已出现过，即相应的二体问题基本关系式．ｃｏｓ２ｆ是
由下式表达的平均值：

ｃｏｓ２ｆ＝１＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２． （９．５６）

从上述月球非球形引力摄动解的具体形式不难看出动力学扁率Ｊ２ 与

奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）相对大小（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）的重要性，慢自转中心天
体非球形引力位中田谐项对应的摄动解是以长周期项的形式出现，不像地
球卫星那样，田谐项摄动解是以短周期项的形式出现，而又必须通过展成平
近点角Ｍ 的三角级数才能构造相应的短周期项，导致对大偏心率情况不适
用的结果．另外，关于卫星轨道变化的某些重要特征，对于地球卫星往往由

Ｊ２ 与Ｊ３，Ｊ４ 几项即可给出相应的可靠结果，而对于月球卫星而言，由于月
球非球形引力位中Ｊ２ 与Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）和所有田谐项系数（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）相差不大
的原因，若要获得月球卫星轨道变化特征的可靠信息，还得审查众多的非球
形引力项．故前面必须给出相应的Ｊｌ 和（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）项摄动解的完整结果，这
才能保证在此基础上对有关问题分析所得结果的有效性．

２．月球物理天平动引起的坐标系附加摄动

月球物理天平动与地球的岁差章动类似，都是引起赤道面在空间的摆
动，导致在月心（或地心）平赤道坐标系中构造相应卫星轨道的摄动分析解
时，均要考虑由于赤道面摆动导致的引力位的变化所带来的坐标系附加摄
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动．但月球物理天平动与地球岁差章动的表达形式与结果不一样，因此不能
照搬地球卫星运动中相应的摄动解部分［１０，１１］．这里给出不同于参考文献
［１０，１１］中采用的方法，而采用与建立月球赤道坐标系与月固坐标系之间的
坐标转换关系相一致的表达形式，见（９．１１）式，构造月心赤道坐标系

Ｏ ｘｙｚ 中的由物理天平动引起的坐标系附加摄动解．
（１）月心赤道坐标系中的附加引力位ΔＶ
尽管物理天平动可以改变非球形引力位中的每一部分，但这里只讨论

Ｃ２，０和Ｃ２，２两项的附加位，一是该两项是最主要的，另一原因是这两项分别
为带谐项和田谐项的代表，仅就对这两项的讨论即可了解物理天平动对卫
星轨道影响的全貌．
由于物理天平动的摄动量级即使对低轨卫星，也只有１０－７，故天平动

参数可引用 简化的分析表达形式，这里就直接采用前面给出的简化公式
（９．４）．为了表达简洁，记

τ＝τ１ｓｉｎｌｓ＋τ２ｓｉｎｌｍ ＋τ３ｓｉｎ２ωｍ，

ρ＝ρ１ｃｏｓｌｍ ＋ρ２ｃｏｓ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋ρ３ｃｏｓ（２ｌｍ ＋２ωｍ），

ｓｉｎＩσ＝σ１ｓｉｎｌｍ ＋σ２ｓｉｎ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋σ３ｓｉｎ（２ｌｍ ＋２ωｍ

烅
烄

烆 ），
（９．５７）

考虑到ρ１－σ１＝２″，（ρ１－σ１）／σ１≈１０－２，在一定精度下为了表达简明，可做
近似处理，即ρｉ＝σｉ（ｉ＝１，２，３），如果不作此近似处理亦不会影响讨论的结
果．（９．５７）式中τ１ 等量的数值如下：

τ１ ＝５９″．０＝２．９×１０－４（ｒａｄ），

τ２ ＝－１２″．０＝－０．５８×１０－４（ｒａｄ），

τ３ ＝１８″．０＝０．８７×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５８）

σ１ ＝－１０９″．０＝－５．１８×１０－４（ｒａｄ），

σ２ ＝３７″．０＝１．８×１０－４（ｒａｄ），

σ３ ＝－１１″．０＝－０．５３×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５９）

σ１１ ＝σ１－σ２ ＝－１４６″．０，

σ１２ ＝σ１＋σ２ ＝－７２″．０｛ ，
（９．６０）

仅保留ρ，σ，τ的一阶量，可给出（９．１２）式中月心赤道坐标系Ｏ－ｘｙｘ与月
固坐标系Ｏ－ξ′η′ζ′之间的坐标转换矩阵（Ａ）的简化形式如下：
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（Ａ）＝

ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）

－ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）－（（τ－σ＋σｃｏｓＩ））ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）

－σｓｉｎＩｃｏｓΩｍ －ρｓｉｎΩｍ

ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）＋（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）

ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）

－σｓｉｎＩｓｉｎΩｍ ＋ρｃｏｓΩｍ

σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ
－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ

烄

烆

烌

烎１

（９．６１）

其中天平动参数σ，ρ，τ由（９．５７）式表达．
由于

Ｉ＝１°３２′３２″．７＝１°．５４２４１７＝０．０２６９２０
ｓｉｎＩ＝０．０２６９，　ｃｏｓＩ＝０．９９９６
１－ｃｏｓＩ＝０．

烅
烄

烆 ０００３６２

（９．６２）

还可以作如下简化：

τ－σ（１－ｃｏｓＩ）＝τ＋Ｏ（６×１０－６）， （９．６３）

σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ＝ （σ１－σ２）ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（ｌｍ ＋ωｍ）， （９．６４）

－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ＝ （σ１＋σ２）ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（ｌｍ ＋ωｍ）．
（９．６５）

采用以上简化，转换矩阵（Ａ）有如下形式：

（Ａ）＝

－ｃｏｓＬｍ ＋τｓｉｎＬｍ

ｓｉｎＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ

－σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ

－ｓｉｎＬｍ －τｃｏｓＬｍ

－ｃｏｓＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ

σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ）

σ１１ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）

σ１２ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ

烄

烆

烌

烎）
（９．６６）

由于

Ｃ２，０ ＝２×１０－４，　Ｃ２，２ ＝０．２５×１０－４，

对于外推月球低轨卫星１０２ 弧段的位置精度要求达到米级时，Ｃ２，０的附

加位必须考虑天平动中τ１，τ２，τ３ 和σ１，σ２，σ３的全部，而Ｃ２，２的附加位，只需
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考虑τ１ 和σ１１，σ１２部分．略去推导过程，直接给出Ｃ２，０项对应的附加位如下：

Ｖ２（Ｃ２，０）＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］）

＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］｛ ）－
３σ１（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ［ ］）－
３σ２（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ［ ］）－
３σ３（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ［ ］｝） ．

（９．６７）
这里Ｊ２＝－Ｃ２，０，相应的以轨道根数表达的形式为

ΔＶ２＝（３Ｊ２／４ａ３）（ａ／ｒ）３ －ｓｉｎ２ｉ（１－ｃｏｓ２ｕ）｛ ×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－

Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］＋
２ｓｉｎｉ（ｓｉｎ２ｕ）［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋

σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］． （９．６８）
其中ｕ＝ｆ＋ω，用求平均值的方法，可将ΔＶ２ 分解成如下两部分：

ΔＶ２ｌ ＝ΔＶ２

＝－（３Ｊ２／４ａ３）ｓｉｎ２ｉ（１－ｅ２）－３／２×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋
σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］， （９．６９）

ΔＶ２ｓ ＝ΔＶ２－ΔＶ２ ＝ （３Ｊ２／４ａ３）｛－ｓｉｎ２ｉ［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－（３／２）－
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ－Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋
σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］＋２ｓｉｎｉ（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ

－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］｝，
（９．７０）

ΔＶ２ｌ和ΔＶ２ｓ分别为附加位的长周期和短周期两个部分．
同样给出Ｃ２，２项的附加位如下：

Ｖ（Ｃ２，２）＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３（（ｘ２－ｙ２）／ｒ２）

＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）｛［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｃｏｓ２Ｌｍ ＋
（２ｘｙ）ｓｉｎ２Ｌｍ］－２τ［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｓｉｎ２Ｌｍ －
２（ｘｙ／ｒ２）ｃｏｓ２Ｌｍ］－２σ１（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）］－２σ２（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）］｝． （９．７１）

相应的轨道根数形式为

ΔＶ２（Ｃ２，２）＝－（３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３｛τ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓ２ｕ＋ｓｉｎ２（１－
ｃｏｓ２ｕ））－ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓｉｓｉｎ２ｕ）］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ ＋
ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］＋
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σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ

－ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］｝， （９．７２）
（ΔＶ２，２）ｌ ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）ｓｉｎｉ（１－ｅ２）－３／２｛τｓｉｎｉ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）］－

σ１ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）］－σ２ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］｝，
（９．７３）

（ΔＶ２，２）ｓ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）｛ｓｉｎｉ［τｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ－２Ω）－σ１ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ＋
ωｍ－Ω）－σ２ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－３／２］

＋τ［（２－ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ－
（２ｃｏｓｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］＋σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ｝． （９．７４）

（２）天平动引起的坐标系附加摄动解
根据天平动引起的附加摄动位ΔＶ（Ｃ２，０）和ΔＶ（Ｃ２，２）可知，对月球卫星

轨道只有长、短周期影响．在米级精度要求下，只要给出长周期变化项即可，
至于短周期项，只有轨道半长径ａ需要考虑，这是由于沿迹根数Ｍ 的精度
要求所致．
采用与前面相同的拟平均根数法，很容易建立相应的摄动解，相应的长

周期变化项为

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０）， （９．７５）
对于Ｃ２，０的附加部分σＬ（ｔ）的具体形式如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．７６）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．７７）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ ［× σ１

α１
ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７８）

ΩＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７９）

ωＬ（ｔ）＝ （３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ） ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８０）
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ＭＬ（ｔ）＝－（９Ｊ２／４ｐ２） １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８１）

其中

α１ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ －ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）

α２ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ ＋ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）

α３ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －Ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３

烅

烄

烆
）

． （９．８２）

对于Ｃ２，２的附加项部分，相应的结果如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．８３）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．８４）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）－σ１

α２
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）－σ２

α１
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８５）

ΩＬ（ｔ）＝（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｃｏｓｉｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）＋σ１

α２

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）＋σ２

α１

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８６）

ωＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× τ
α４

（２－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８７）

ＭＬ（ｔ）＝ （９Ｃ２，２／ｐ２） １－ｅ槡 ２ ［× τ
α４

ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８８）

其中

α４ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －２Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）． （９．８９）

　　为了使平近点角Ｍ 达到同样的精度要求，如有需要，应考虑轨道
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半长径ａ的短周期项，上述两部分（Ｃ２，０和Ｃ２，２）附加摄动引起的ａ的短周期
项为

ａｓ（ｔ）＝２ａ２［（ΔＶ２）ｓ＋（ΔＶ２，２）ｓ］． （９．９０）
经数值验证表明，这里给出的月球物理天平动对月球卫星轨道影响的

摄动分析解是正确的，其中Ｃ２，２项的影响要比Ｃ２，０项的影响小一个量级．

§９．５　月球卫星运动的轨道寿命与冻结轨道问题

众所周知，大气耗散作用是决定卫星轨道寿命的重要因素，就像人造地
球卫星那样，特别是低轨卫星，由于大气耗散作用，轨道不断变小变圆，最终
落入地球稠密大气层被烧毁而结束其轨道寿命．但对于卫星轨道寿命问题，
还有另一种动力学机制，即存在一种摄动作用，会使其轨道偏心率ｅ增大
（实为变幅较大的长周期项），导致其近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）≤ａｅ（中心天体赤
道半径）而与中心天体相撞，结束其轨道寿命．在这种动力学机制中，中心天
体的动力学扁率Ｊ２ 的大小起着决定性作用，相应的表现对于高轨卫星和低
轨卫星有所不同．

１．高轨卫星情况

无论是有或无大气的中心天体，对于它们的高轨卫星，耗散作用已不重
要．对于非耗散效应，如中心天体的扁率（Ｊ２）和第三体质点引力，这两种重
要的摄动源均为保守力摄动，相应的卫星轨道半长径ａ仅有微小的周期变
化，而高轨卫星轨道偏心率ｅ变化的幅度将是影响其轨道寿命的关键因素．
在保守力摄动下，尽管偏心率ｅ没有长期变化，但可能有因小分母引起的变
幅较大的长周期变化．根据第四章和第五章分别给出的Ｊ２ 项摄动和第三体

引力摄动的摄动解，ｅ的长周期摄动项可分别写成如下形式：

［ｅＬ（ｔ）］１ ＝μａ
２
ｅ

３Ｊ２

２ａ（ ）２ ｓｉｎ２ ［ｉ ７
２４－５

１６ｓｉｎ２（ ）ｉ
－１

＋

１＋２ １－ｅ槡 ２

６（１＋ １－ｅ槡 ２）］２

ｅ
１－ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ω， （９．９１）

［ｅＬ（ｔ）］２ ＝－１５
１６

μ′ａ
３

μａ′（ ）３ （１－ｅ′２）－３／２ｓｉｎ２ｉ（ｅ １－ｅ槡 ２）×

ｎ
ω
　（ ）． ［ｃｏｓ２ω＋Ｏ（ｓｉｎｉ′）］． （９．９２）

其中μ和μ′分别为中心天体和摄动天体的质心引力常数，ω
　．
是卫星轨道拱

０２



线的进动速率，即摄动长期项的系数（ω１＋ω２），有

ω
　．

（ ）ｎ ＝
３Ｊ２ａ２

ｅ

２ａ（ ）２ ＋ ３
４

μ′ａ
３

ａ′（ ）［ ］３ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ２，ｅ′２，ｓｉｎ２ｉ′［ ］）．

（９．９３）
（９．９２）式和（９．９３）式右端的Ｏ（ｓｉｎｉ′）等项无需具体写出，因为摄动天体的

ｅ′和ｉ′一般都较小，对讨论的问题无实质性影响．（９．９１）～（９．９３）式就是讨
论高轨卫星轨道寿命的主要理论依据．
卫星近星距ｒｐ的变化，关键在于ｅ的变幅．从（９．９１）式可看出，对于扁

率摄动，ｅ的变化幅度主要取决于因子Ｊ２／ａ２，对一特定的中心天体（Ｊ２值确

定），轨道越高，ｅ的变化幅度越小．而第三体摄动效应却不同，从（９．９２）式
可看出，ｅ的变化幅度在很大程度上依赖于由（９．９３）式表达的ω

　．
的大小．对

于低轨卫星，ω
　．
的大小取决于月球扁率Ｊ２，其值一般不太小．对于高轨卫星，

扁率摄动项减小，第三体引力摄动项增大，其临界值（亦即ω
　．
的最小值，相应

ｅ的变化出现小分母）对应上述两项摄动量级相等的情况，有

３Ｊ２ａ２
ｅ

２ａ２ ＝ ３
４

μ′ａ３

ａ′３ ． （９．９４）

由此可知，相应的卫星轨道半长径的临界值ａｃ为

ａｃ ＝ ２ μ
μ（ ）′

ａ′
ａ（ ）ｅ

３

Ｊ［ ］２

１／５

ａｅ， （９．９５）

这里ａ′是第三体“相对”中心天体的轨道半长径．
对于地球—卫星—月球系统，ａｃ＝８．２ａｅ（地球赤道半径），而对于月

球—卫星—地球系统，由于月球的Ｊ２值小，ａｃ＝２．２ａｅ（月球赤道半径）．当高
轨卫星的轨道半长径ａ接近ａｃ时，ｅ的变幅会增大，有可能大到使卫星近星
距ｒｐ减小到等于ａｅ的状态，从而与地球或月球相撞．文［１３～１５］中均有算
例，像月球轨道器ａ０＝４．０ａｅ，ｅ０＝０．２０，ｉ０＝８５°，运行不到６个恒星月，就
因ｅ增大，使ｒｐ＝ａｅ从而落到月球上．这种动力学机制相当于起着“保护”作
用的中心天体的动力学扁率较小，卫星轨道还是被第三体质点引力效应周
期性地拉扁，扁到一定程度即出现上述卫星与中心天体相撞的现象．

２．月球低轨卫星的轨道寿命

尽管月球无大气，但在非球形引力作用下，低轨卫星的近月距ｒｐ＝

ａ（１－ｅ）也会减小，当ｒｐ＝ａｅ时，卫星将与月球相撞．轨道半长径ａ在非球形
引力作用下，只有振幅较小的短周期变化，主要源于月球动力学扁率Ｊ２ 项

摄动，变化量级只有１０－４，不会导致ｒｐ的明显变化．显然，ｒｐ有明显减小趋
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势的原因是轨道偏心率ｅ有振幅较大的长周期变化ΔｅＬ．文［１６］有过简单
计算结果，文［１７］讨论过简单的动力学机制，这里将进一步深入地讨论该
问题．
在月球非球形引力和地球引力两种主要摄动源的作用下，消除短周期

变化后，ｅ的长周期变化满足下列方程：

　ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（－１）（ｌ－δ）／２（ｌ－２ｐ）Ｆ（ｉ）１
ｅＫ（ｅ［ ］）Ｉ（ω）－

ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ＝２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ（ｅ［ ］） Φｌｍｐ（ω，θ）＋

Ｏ（ｅｍ′）． （９．９６）
此方程的原始形式在前面§９．４中曾给出过，为了探讨月球低轨卫星的轨
道寿命问题，这里又作了一些必要的改变．（９．９６）式右端第一和第二大项分
别为带谐项（Ｊｌ＝－Ｃｌ，０）和田谐项摄动，第三大项为地球引力摄动，含有ｅ
因子．方程中的ｎ＝ａ－３／２，采用符号ｐ０ 是为了与式中求和取值ｐ区分开．有
关表达式改变后的形式如下：

δ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，ｌ奇，

０，ｌ偶｛ ，
（９．９７）

１
ｅＫ（ｅ）＝ ∑

ｌ－２

α（２）＝（ｌ－２ｐ）
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα ＝
Ｏ（ｅ０），ｌ奇，

Ｏ（ｅ），ｌ偶｛ ，

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）α

α
１
２

（α－（ｌ－２ｐ

烄

烆

烌

烎
）），ｎ（ ）ｍ ＝ ｎ！

ｍ！（ｍ－ｎ）！

烅

烄

烆
，
（９．９８）

Ｆ（ｉ）＝－∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

δｐ ＝
０，ｌ－２ｐ＝０，

１，ｌ－２ｐ≠０｛ ，

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）
烅

烄

烆 ｑ

（９．９９）

Ｉ（ω）＝－１（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω． （９．１００）
田谐项摄动中的Φ（ω，θ）涉及的θ＝Ω－Ｓ（ｔ），Ｓ（ｔ）是月固坐标系中Ｘ轴（即

ξ′轴）方向的经度，随月球自转而变化．Φ（ω，θ）的表达式和一般的倾角函数

Ｆｌｍｐ（ｉ）以及地球引力摄动项Ｏ（ｅｍ′），不再具体给出，因下面的讨论表明，可
略去相应的两类摄动影响．
对（９．９６）式作进一步分析，ｌ为奇数时，右函数中含有Ｏ（ｅ０）因子，即以

ｅ０ｃｏｓω形式出现，ｌ为偶数时却含有Ｏ（ｅ）因子，是以ｅｓｉｎ２Ω形式出现．而

２２



考虑月球低轨卫星寿命时，相应的ｅ肯定是小量，有ｅ＜０．１．事实上，对于平
均高度为１００ｋｍ的低轨卫星，只要ｅ达到０．０５～０．０６，即可使ｒｐ接近ａｅ

值，若ｅ增大将会立即撞上月球．因此，（９．９６）式中只有对应ｌ为奇数的摄
动项值得考虑，但与奇次带谐项相比，田谐项影响要小一个量级．故对于理
论分析而言，只要保留（９．９６）式中的奇次带谐摄动部分即可．舍去的各种摄
动项的影响，可在后面对相应的完整力模型进行模拟计算中去考察，实际计
算结果将会证实上述简化的合理性．在（９．９６）式中只保留奇次带谐项摄动
部分，但仅取其Ｏ（ｅ０）项，对应求和中ｌ－２ｐ＝１的取值，从而简化成下列
形式：

ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｓｉｎｉ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１）（Ｊ１／Ｐｌ
０）Ｆ（ｉ）（ｎｃｏｓω），

（９．１０１）
其中

Ｆ（ｉ）＝ ∑
（ｌ－１）／２

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃ
ｌｐｑ（ｓｉｎ２ｉ）ｑ，

Ｃ
ｌｐｑ ＝

ｌ
（ｌ－１）／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ＋１（ ）ｌ
２ｑ＋１

ｑ（ ）
烅

烄

烆
，

（９．１０２）

（９．１０１）式求和中ｌ（２）表示取值“步长”为２，即ｌ（２）＝３，５，…．ω＝ω（ｔ）＝ω０

＋ωｃ（ｔ－ｔ０），ωｃ 是ω（ｔ）的长期变率，如果仅取其由Ｊ２ 项给出的一阶变率

ω１，有

ωｃ ＝ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２
０
ｎ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０３）

积分（９．１０１）式给出ｅ的长周期变化Δｅｌ的表达式如下：

ΔｅＬ ＝ｅＬ（ｔ）－ｅＬ（ｔ０）＝ｓｉｎ｛ｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ ｝）·

［ｓｉｎω（ｔ）－ｓｉｎω（ｔ０）］／２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０４）

由此可以看出，ｅ的变幅主要取决于奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（Ｊ≥２）与Ｊ２ 的相

对大小以及倾角函数Ｆ（ｉ）的性质，有

｜Δｅｌ｜～Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）·Ｆ（ｉ）． （９．１０５）
对于地球卫星，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－３， （９．１０６）
相应的轨道偏心率的变幅很小，而月球卫星则不同，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－１． （９．１０７）
故完全有可能使月球低轨卫星的轨道偏心率ｅ增大到使ｒｐ＝ａｅ的状态．当
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然，这还要取决于（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）值的变化状况．
由于月球非球形引力位的特征，谐系数Ｊ２ｌ－１随阶ｌ的升高并无明显地

减小，由函数（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）的特征，长周期变化Δｅｌ的模｜Δｅｌ｜随着不同
的ｉ值（０°＜ｉ≤９０°）将出现多个极小与极大值，相应的ｒｐ值将不会达到ａｅ

或必然会达到ａｅ值，亦即月球低轨卫星的轨道寿命既取决于奇次带谐项的
摄动影响，又与轨道的空间定向有关．由于ｓｉｎｉ的特征，９０°≤ｉ＜１８０°的情
况与０°＜ｉ≤９０°的情况类似．
因有关低轨月球卫星的轨道寿命与冻结轨道有某种联系，下面首先作

一理论分析，然后再作相应的数值验证．

３．关于冻结轨道

与地球卫星类似，在月球非球形引力作用下，相应的平均系统（即消除
轨道变化的短周期部分）可能存在一种特解（详见第４章§４．７）：

ａ（ｔ）＝ａ０，　ｅ（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（ｔ）＝ｉ０，ω（ｔ）＝ω０ ＝９０°或２７０°．
（９．１０８）

拱线不动，此即冻结轨道，此解对ｉ０ 无任何限制，对应不同的ｉ０ 有相应的ｅ０

存在．那么根据（９．１０４）式给出的Δｅｌ，对于平均高度为１００ｋｍ的低轨卫
星，是否存在某些轨道配置，通过冻结轨道的选择保持ｒｐ＞ａｅ使其不会与月

球相撞呢？

首先考查冻结轨道的存在情况，同样由于月球引力场的特征，与地球卫
星的冻结轨道状况亦有差别．对于地球卫星，基本上由Ｊ２ 和Ｊ３ 两项即可确

定冻结轨道解，而对月球卫星则不然，文［１８］有过简单讨论，这里将进一步
深入讨论．对于平均轨道根数，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω，略去推导过程，下面将直接
给出相应的冻结轨道解．当ａ值给定的情况下，对于任一ｉ值，冻结轨道对
应的ｅ值满足下列条件：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１） Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ） ｎ

ω（ ）ｃ
，

（９．１０９）
其中ωｃ是ω的长期变率．与上一段讨论ｅ的长周期变化对应，若只取由Ｊ２

给出的一阶变率ω１，则（９．１０９）式简化为下列形式：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）ｌ
Ｆ（ｉ｛ ｝）／２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ．

（９．１１０）
式中“＋”号对应冻结轨道解ω≡ω０＝９０°，“－”号对应ω０＝２７０°，即前者对
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应（９．１１０）式右端值（除前面的±外）为正，而后者则对应右端值为负．这一
结果与地球卫星情况有差别，地球卫星的冻结轨道主要取决于Ｊ３ 项，且总
有ω≡ω０＝９０°，由类似的（９．１１０）式给出的偏心率ｅ对不同的ｉ值均很小，
即ｅ０＝Ｏ（１０－３），而对于月球低轨卫星则不同，对不同的ｉ值，冻结轨道解有
两种可能，即ω≡ω０＝９０°或２７０°，且相应的ｅ０ 值可能较大．
从（９．１１０）式和上一段给出的（９．１０４）式可以看出，在考虑主要摄动因

素的前提下，冻结轨道解的ｅ值与ｅ的长周期变化幅度｜ΔｅＬ｜是相同的，而
这一解是在平均系统中给出的，且仅在ｉ变化的小邻域内才能保持，对于月
球卫星，由于月球非球形引力位的特征，实际状况是ω（ｔ）有明显的变化幅
度．由此可知，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极小时，即使冻结轨道不能保持（即

ω（ｔ）有大范围变化），也不会出现ｅ有明显增大的可能，ｒｐ不会降至ａｅ值；相
反，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极大时，即使冻结轨道（此时对应解的ｅ值较
大）能基本保持（即ω（ｔ）的变化范围不大），ｅ的变化也有可能使ｒｐ降至ａｅ大

小，结束其轨道寿命．也就是说，月球低轨卫星的轨道寿命并不依赖冻结轨
道的选择（即轨道偏心率ｅ和倾角ｉ按条件（９．１１０）的选择），而主要取决于
（９．１０４）式中所确定的ΔｅＬ的模，这归结为月球非球形引力场的基本特征
和卫星轨道倾角ｉ的选择．我们将在下一段给出相应的模拟计算来证实月
球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系．

４．模拟计算———理论分析的数值验证

为了验证理论分析的正确性，对低轨卫星（平均高度１００ｋｍ），可通过
下列三种情况的计算来证实，即

（１）根据分析解（９．１０４），扫描似地从ｉ＝０°．５到１７９°．５，间隔１°，计算
了对应的｜ΔｅＬ｜值，看极小
与极大的分布状况．
（２）根据分析解（９．１１０）式，同样对ｉ＝０°．５～１７９°．５，间隔１°求出相应

的冻结轨道解：ｅ０ 和对应的ω０ 值．
（３）考虑主要摄动因素（月球非球形引力，地球引力和太阳引力），对完

整的运动方程计算低轨卫星（取平均高度ｈ＝１００ｋｍ，ｅ０＝０．００１）随倾角ｉ０

的不同，相应近月点高度ｈｐ的变化情况，即轨道寿命与倾角ｉ的关系．
上述第（３）部分的计算正是为了证实第（１）和第（２）两部分由分析解给

出的结果的正确性，从而确定月球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系，同时
也进一步证实这种结果主要是由月球非球形引力场特征所决定的．
计算中，月球引力场模型采用了美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ模型，前两部分对
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引力场球谐展开式阶次ｌ取３０～４５，无实质性差别，第（３）部分是取完整的
力模型，即ｌ取到７５，ｍ取０～ｌ．
关于｜ΔｅＬ｜，对应极小值有如下几个“稳定区”（即｜ΔｅＬ｜值很小）：

ｉ＝０°，　２７°，　５０°，　７７°，　８５°．
根据ｓｉｎｉ的性质，在９０°～１８０°间有对应的“稳定区”，即９５°，１０３°，…．
关于冻结轨道，与上述｜ΔｅＬ｜的情况对应，对应“稳定区”的倾角ｉ０，相

应的冻结轨道解ｅ０ 的值均较小，而对应“不稳定区”的倾角ｉ０，则相应的解

ｅ０ 值均较大．表９．１列出了部分结果，对应ｌ取４０．
根据上述结果，考虑完整力模型后，第（３）部分的计算应有如下预期结

果，即在上述“稳定区”（即取ｉ０＝０°，２７°，…），低轨卫星的轨道寿命应很长，
而相反，则轨道寿命应很短．为了节省篇幅表９．２列出了对ｉ取值有一定间
隔的结果．表中ｍｉｎｈｐ＝０．０或接近０．０，即表明与月球相撞，Ｔｃ即为对应

的轨道寿命值．对所有ｉ０ 值计算间隔均为１０年，当在较短间隔内ｈｐ＝０．０
时计算结束．而在“稳定区”，如ｉ０＝８５°和９５°，即使卫星运行１０年近月点高
度ｈｐ也不会明显降低，极小值仍有６０多公里高．图９．４～图９．７，分别为

ｉ０＝４０°，９０°和８５°，９５°时ｈｐ 随时间的变化状态，前者分别为４８天和１７２天
与月球相撞，后者１０年期间的极小值还分别有６０ｋｍ和６８ｋｍ高．
上述数值结果一方面验证了理论分析的正确性，同时也给出了低轨卫

星轨道寿命与倾角ｉ的关系．但这些保持不与月球相撞的所谓“稳定区”的
范围（对轨道倾角ｉ０ 值而言）都较小，考虑到各种因素（包括发射误差的影
响），即使允许选择适当的倾角，也还要注意运行过程中的轨道控制（耗费较
小能量的轨道机动）．
最后说明两点：
（１）低轨卫星的轨道寿命与轨道升交点Ω的初值无关，这一点从非球

形引力位带谐项的性质不难看出，实际计算结果也证实了这一点，在上述第
（３）种情况的计算中，改变Ω的不同初值，对计算结果ｈｐ 的变化无实质性

影响．
（２）月球卫星的冻结轨道难以保持，即使是那种特殊的冻结轨道，即临

界倾角情况，ｉ＝ｉｃ＝６３°２６′，在采用实际力模型对应的第（３）种计算中，ω仍
在大范围内变化，未保持“冻结”．
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表９．１　冻结轨道解

ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ

０．５ ９０．０ ０．００２８３１ ５．０ ９０．０ ０．０２５９２３

１．０ ９０．０ ０．００５６４７ １０．０ ９０．０ ０．０４０８３６

２７．０ ９０．０ ０．００５３３３ ２０．０ ９０．０ ０．０２１８６３

２８．０ ２７０．０ ０．００２４８１ ３５．０ ２７０．０ ０．０６０７８４

４９．５ ２７０．０ ０．００７０６２ ４０．０ ２７０．０ ０．０４７４４２

５０．０ ９０．０ ０．０００８７０ ４５．０ ２７０．０ ０．０４６１５１

７５．０ ２７０．０ ０．００９０１６ ５５．０ ９０．０ ０．１４０４９３

７６．０ ２７０．０ ０．００２８７４ ６０．０ ２７０．０ ０．２５３８８７

７７．０ ２７０．０ ０．００５６３８ ６３．０ ２７０．０ ０．１８８４１７

８５．０ ２７０．０ ０．００１７５３ ８０．０ ９０．０ ０．０２６０４３

９５．０ ２７０．０ ０．００１７２８ ９０．０ ２７０．０ ０．０４３２１５

表９．２　月球低轨卫星轨道寿命的状况

ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）

１．０ ２７２３．１ ０．０３６２ ３３．９ ６０．０ ８８．２ ０．０５４８ ０．０

２．０ ５４９．０ ０．０４１４ ２４．６ ６１．０ ８８．１ ０．０５４７ ０．０

３．０ １８５２．７ ０．０４７９ １３．０ ６３．４３ ８５．９ ０．０５４５ ０．０

４．０ ２７３．２ ０．０５５０ ０．０ ６５．０ ８８．０ ０．０５４６ ０．０

５．０ ４９．５ ０．０５４８ ０．０ ６７．０ １１５．５ ０．０５４７ ０．０

７．５ ４２．９ ０．０５４５ ０．０ ６９．０ ２２４．１ ０．０５２３ ３．９

１０．０ ４２．５ ０．０５４５ ０．０ ７０．０ ３３４７．５ ０．０４６４ １４．９

１２．５ ４３．９ ０．０５４７ ０．０ ７１．０ ３４０７．０ ０．０４０６ ２５．５

１５．０ ４３．９ ０．０５４７ ０．０ ７２．０ ２４５３．３ ０．０３４８ ３６．２

１７．５ ４６．３ ０．０５４８ ０．０ ７３．０ １４６９．４ ０．０３３３ ３９．０

２０．０ ７７．０ ０．０５４７ ０．０ ７４．０ １４９８．４ ０．０３３９ ３７．８

２２．０ ８０．７ ０．０５３２ ３．２ ７５．０ １５００．５ ０．０３４０ ３７．８

２４．０ ８０．０ ０．０５２５ ４．４ ７６．０ １４４９．０ ０．０３３６ ３８．５

２６．０ ２５４３．１ ０．０５１５ ６．０ ７７．０ ３３８３．８ ０．０３８１ ３０．４

２７．０ ２２１９．９ ０．０４１９ ２３．６ ７９．０ ４０１．１ ０．０５４４ ０．０

２８．０ ２５９９．４ ０．０２６４ ５２．１ ８０．０ ３２０．６ ０．０５４５ ０．０

２９．０ １４０４．４ ０．０２５１ ５４．４ ８１．０ ２９４．０ ０．０５４５ ０．０

３０．０ ２０８４．１ ０．０４５３ １７．３ ８２．０ ２９４．７ ０．０５４７ ０．０
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续　表

ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）ｉ（ｄｅｇ） Ｔｃ（ｄａｙ） Ｍａｘｅ Ｍｉｎｈｐ（ｋｍ）

３１．０ ９１．６ ０．０５４７ ０．０ ８３．０ ４０３．２ ０．０５４４ ０．０

３３．０ ４６．２ ０．０５４７ ０．０ ８４．０ ２９４１．４ ０．０４１９ ２３．０

３５．０ ４４．５ ０．０５４６ ０．０ ８５．０ １７１１．７ ０．０２２０ ５９．６

３７．０ ４５．２ ０．０５４６ ０．０ ８６．０ ３４０１．８ ０．０４１４ ２３．６

３９．０ ４７．４ ０．０５４８ ０．０ ８７．０ ３０８．８ ０．０５２３ ４．０

４０．０ ４７．９ ０．０５４７ ０．０ ８８．０ １７４．６ ０．０５４２ ０．３

４１．０ ４８．４ ０．０５４６ ０．０ ８９．０ １７１．３ ０．０５４５ ０．０

４３．０ ４８．３ ０．０５４８ ０．０ ９０．０ １７２．０ ０．０５４５ ０．０

４５．０ ４９．７ ０．０５４４ ０．７ ９１．０ １９３．０ ０．０５４６ ０．０

４７．０ ７２．７ ０．０５４５ ０．０ ９２．０ ２２６．７ ０．０５４６ ０．０

４９．０ １７７．９ ０．０５４６ ０．０ ９３．０ ３０９．９ ０．０５４６ ０．０

５０．０ ２５２２．０ ０．０５４５ ０．０ ９４．０ １１３３．９ ０．０３９２ ２８．１

５１．０ １９０８．１ ０．０３３７ ３８．５ ９５．０ １１０２．０ ０．０１７２ ６８．３

５２．０ ２１１．９ ０．０５４７ ０．０ ９６．０ １５５７．２ ０．０２５３ ５３．６

５４．０ ８８．９ ０．０５４６ ０．０ ９７．０ １１１８．８ ０．０４６４ １４．５

５６．０ ８３．１ ０．０５４７ ０．０ ９８．０ ２３６．２ ０．０５４６ ０．０

５８．０ ８４．６ ０．０５４６ ０．０ 　 　 　

图９．４　初始轨道倾角ｉ０＝４０°的月球低轨卫星轨道寿命
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图９．５　初始轨道倾角ｉ０＝９０°的月球低轨卫星轨道寿命

图９．６　初始轨道倾角ｉ０ ＝８５°的月球低轨卫星轨道寿命
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图９．７　初始轨道倾角ｉ０ ＝９５°的月球低轨卫星轨道寿命
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第９章　月球卫星运动的轨道力学

要达到对太阳系中各种天体探测的目的，必然要近距离接近目标天体，
更有效的手段是在探测器接近目标天体后，再次机动变轨使其转化为环绕
目标天体的轨道器，此即目标天体的人造卫星．尽管这种卫星的运动与人造
地球卫星的运动属于同一类，其动力学模型都是对应一个受摄二体问题，但
由于各目标天体之间的各种差异，不能完全照搬研究人造地球卫星运动的
方法和结果．深空探测的首选目标———月球，就是另一种典型，它是太阳系
中的一个慢自转天体（自转周期与绕地球运行的公转周期相同），其引力位
与地球引力位有明显差异，而中心天体非球形引力又是绕其运行的卫星轨
道变化的主要摄动源，因此，本书选择月球卫星的运动作为深空探测器轨道
力学的一个重要内容很有必要，它可以使读者对卫星型探测器的运动及其
轨道变化特征有更广泛的了解．

§９．１　月球非球形引力位的主要特征

在第４章§４．２中已对太阳系天体非球形引力位作过介绍，其一般表
达式即（４．６３）式：

Ｖ ＝ＧＭ
Ｒ １＋∑

∞

ｌ＝２
∑
ｌ

ｍ＝０

ａｅ（ ）Ｒ

ｌ

Ｐｌｍ（μ）（ＣｌｍｃｏｓｍλＧ ＋ＳｌｍｓｉｎｍλＧ［ ］）， （９．１）

在这里，（９．１）式中的ＧＭ 是月心引力常数，ａｅ是月球参考椭球体赤道半径，

Ｒ，λＧ，φ是月固坐标系中的球坐标分量，即月心距、经度和纬度．同样非归一
化的缔合勒让德球函数Ｐｌｍ（ｓｉｎφ）和相应的谐系数Ｃｌｍ，Ｓｌｍ与归一化的珚Ｐｌｍ

（ｓｉｎφ）和珚Ｃｌｍ，珚Ｓｌｍ有如下关系

珚Ｐｌｍ（μ）＝Ｐｌｍ（μ）／Ｎｌｍ

珚Ｃｌｍ＝ＣｌｍＮｌｍ，珚Ｓｌｍ＝ＳｌｍＮ｛
ｌｍ

， （９．２）



Ｎｌｍ＝ １
（１＋δ）

（ｌ＋ｍ）！
（２ｌ＋１）（ｌ－ｍ）［ ］！

１／２
，

δ＝
０，　ｍ＝０，

１，　ｍ≠０｛烅

烄

烆 ．

（９．３）

为了进一步了解月球引力位的特征，本书附录三中列出了地球和月球
引力场模型的部分球谐项系数，其中美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ和ＬＰ１６５两种模
型是目前公认较好的月球引力场模型．尽管对月球的探测还仍未达到对地
球探测的程度，由于各种原因，月球引力场模型的精度还不够理想，但还是
可从这两种引力场模型得到一些重要的信息．从引力场模型球谐系数值可
以看出，除月球由于自转较慢，动力学扁率Ｊ２＝－Ｃ２，０较小（１０－４）外，对轨道
偏心率影响较大的奇次带谐项系数 珚Ｃ２ｌ－１，０（ｌ≥２）与 珚Ｃ２，０之比｜珚Ｃ２ｌ－１，０／珚Ｃ２，０｜的
量级接近（１０－１），而地球引力场相应系数之比的量级只有１０－３，这将导致环
月运行探测器的轨道（特别是偏心率ｅ）出现振幅较大的长周期变化，从而
导致一些人造地球卫星不会出现的现象．
月球自转慢，除动力学扁率系数Ｃ２，０的值与其他球谐系数的值不像地

球中相差那么大（几乎是１０３倍）以外，还将使非球形引力位中田谐项对月
球卫星轨道的影响也明显地不同于地球对其卫星轨道的影响．所有这些，都
将在后面§９．４和§９．５中进行详尽的介绍．

§９．２　月球物理天平动简介与参考系问题

月球天平动可以分为两类，即视天平动和物理天平动．视天平动是由于
运动的原因而使地球上的观测者看到的不仅是月球对着地球的“半面”，而
是超过“半面”，这仅是视觉效果而没有力学效应；而物理天平动是月球也象
陀螺一样在空间呈现真实的摆动（即赤道面的摆动），它导致了月球引力场
在空间的变化，从而影响月球卫星的轨道运动．

１．物理天平动的两种表达形式

根据月球自转理论，给出了天平动三个参数（σ，ρ，τ）的分析表达
式［１～５］，但类似于地球章动理论给出的章动序列，（σ，ρ，τ）的分析表达式亦
包含几百项．因此，对月球物理天平动的分析解和数值解均有必要作一介
绍．但在某些问题中，可以采用简化的分析表达式．关于物理天平动的分析
解有多种形式，也在不断的改进．作为一例，下面列出 Ｈａｙｎ结果中（σ，ρ，τ）
的主要项（前三项）［２］：

２



τ＝０°．０１６３８８８ｓｉｎｌｓ－０°．００３３３３ｓｉｎｌｍ＋０°．００５ｓｉｎ２ωｍ

ρ＝－０°．０２９７２２２ｃｏｓｌｍ＋０°．０１０２７７７ｃｏｓ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｃｏｓ（２ｌｍ＋２ωｍ）

ｓｉｎＩσ≈Ｉσ＝－０°．０３０２７７７ｓｉｎｌｍ＋０°．０１０２７７７ｓｉｎ（ｌｍ＋２ωｍ）－
０°．００３０５５６ｓｉｎ（２ｌｍ＋２ωｍ

烅

烄

烆 ）

，（９．４）

该式中ｌｓ和ｌｍ分别为太阳和月球的平近点角，ωｍ 是月球近地点幅角．至于
三个天平动参数（σ，ρ，τ）的几何意义，将在下面介绍参考系时具体表明．
物理天平动的另一种表达为数值形式，ＪＰＬ的ＤＥ４０５数值列表中就直

接给出了表达天平动的三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）每天的具体数值．这三个欧拉
角与分析表达形式中的三个参数有不同的几何意义，它们将在建立不同的
赤道坐标系中分别有相应的应用．

２．月心赤道坐标系和月固坐标系

与研究人造地球卫星的运动类似，由于有物理天平动现象，研究月球卫
星的运动，同样也涉及到历元（取Ｊ２０００．０）月心平赤道坐标系和真赤道坐
标系以及月固坐标系．
对于月球平赤道，根据Ｃａｓｓｉｎｉ定律，月球轨道，黄道与月球平赤道交于

一点Ｎ，见图９．１．有

ψ＝Ωｍ，

Ｉ＝Ｉｍ，

φ＝θｍ＋π＝Ｌｍ－Ωｍ＋π
烅
烄

烆 ，
（９．５）

其中Ωｍ，Ｉｍ，Ｌｍ 表示月球轨道的平根数，分别为月球轨道升交点平黄经，平
倾角和月球平黄经．

图９．１　月球轨道、黄道与月球平赤道之间的几何关系

对于月球真赤道，它与平赤道的关系见图９．２，有
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ψ′＝Ωｍ＋σ，

Ｉ′＝Ｉｍ＋ρ，

φ′＝θｍ＋π＋（τ－σ
烅
烄

烆 ），
（９．６）

图９．２　月球真赤道与月球平赤道之间的关系

这里以三个天平动参数（σ，ρ，τ）表明了平赤道与真赤道之间的几何关系．图

９．２中，通过真赤道也描述了月固坐标系，Ｏξ′方向即过月面上ＳｉｎｕｓＭｅｄｉｉ
的子午线的方向（亦即月球指向地球的那一惯性主轴方向）．

ＤＥ４０５数值历表中直接给出的另三个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）表明了月心地
球平赤道坐标系与月固坐标系之间的关系，见图９．３．

图９．３　月心地球平赤道坐标系与月固坐标系的关系

图中Ｏ ｘｅｙｅｚｅ即月心地球平赤道坐标系，ξ′是月固坐标系的Ｘ 轴指向，三
个欧拉角（Ω′，ｉｓ，Λ）在图中已表明清楚，不必再加注明，ε是黄赤交角．
两种物理天平动参数的表达形式（σ，ρ，τ）和（Ω′，ｉｓ，Λ），分别用两种方

式描述了月球真赤道面的摆动，同时也分别定义了不同的月心坐标系，即月
固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′，月心地球平赤道坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ（以下称月心天球坐
标系）和月心月球平赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ（以下称月心赤道坐标系）．它们之

４



间的转换关系在研究月球卫星的运动和表达月球卫星在月面上的星下点位

置时必然要涉及到．
若记月心天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ中的卫星位置矢量为ｒｅ，它与月固坐标

系中卫星相应的位置矢量Ｒ之间的关系如下：

Ｒ＝（Ｍ１）ｒｅ＝（Ｍ２）ｒｅ， （９．７）
这里两个转换矩阵（Ｍ１）和（Ｍ２）各由上述两种物理天平动参数的表达形式
给出．根据图９．３表明的几何关系不难给出转换矩阵（Ｍ１）和（Ｍ２）的表达
式如下：

（Ｍ１）＝Ｒｚ（Λ）Ｒｘ（ｉｓ）Ｒｚ（Ω′）， （９．８）
（Ｍ２）＝Ｒｚ（φ′－π）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（ψ′－π）Ｒｘ（ε）

＝Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（－Ｉ′）Ｒｚ（ψ′）Ｒｘ（ε）． （９．９）
（９．９）式第一行是按图９．３给出的，而第二行是按图９．２给出的，两者实为
同一转换关系．上述两种转换关系之间的差别取决于（σ，ρ，τ）的取项多少，
若取前面（９．４）式给出一例的前三项，分别计算２００３年１１月１日０时和

２００４年６月１５日０时月球表面“上空”一点的空间坐标转换到月固坐标系
中的位置，两种转换结果之差为公里级，相应的转换矩阵元素的最大差别达
到７．６×１０－４．如果采用Ｅｃｋｈａｒｄｔ等人结果中（σ，ρ，τ）的前四项［３～５］（量级
与 Ｈａｙｎ结果中的前三项相当），亦同样有上述差别．
根据上述比较可知，直接采用物理天平动分析解的简化表达式，在某些

问题中是不能满足精度要求的．但同时告诉我们，仅取σ，ρ，τ主项的简化表
达式与ＤＥ４０５数值历表的差别小于１０－３，这种差别在考虑物理天平动对月
球卫星轨道的影响时，在一定精度要求的前提下，则无妨．定轨或预报中涉
及轨道外推弧段为１０２ 时（对低轨卫星为１～２天的间隔），要保证１０米级
甚至米级精度是可以达到的．
鉴于上述比较的结果，加上要建立月球卫星轨道理论，了解轨道变化的

规律，或直接反映月球卫星相对月心坐标系的几何状况，又必须采用月心赤
道坐标系，而不是月心地球赤道坐标系，那么就要由（σ，ρ，τ）来建立月心赤
道坐标系Ｏ ｘｙｚ（对应所选取的历元，如目前惯用的Ｊ２０００．０）与月固坐标
系Ｏ ξ′η′ζ′之间的关系．而若要通过历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ与月心
天球坐标系Ｏ ｘｅｙｅｚｅ之间的转换关系（即利用高精度的Ω′，ｉｓ，Λ值）来计
算月球卫星在月固坐标系中的精确位置Ｒ也很简单，有

Ｒ＝（Ｍ１）ｒｅ，　ｒｅ＝（Ｎ）Ｔｒ
（Ｎ）＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（Ωｍ）Ｒｘ（ε｛ ）

， （９．１０）

ｒ是通过定轨或预报给出的月心赤道坐标系中的月球卫星位置矢量．这里
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变换矩阵（Ｎ）并不涉及到物理天平动的表达形式，转换的精度只取决于月
球卫星定轨或预报的精度．

§９．３　月球卫星运动的受力分析

研究月球卫星（特别是低轨卫星）的空间运动与研究人造地球卫星的运
动一样，显然采用历元（Ｊ２０００．０）月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ为宜，考虑月球
非球形引力摄动时，将涉及到月固坐标系Ｏ ξ′η′ζ′．这两种坐标系之间的
几何关系在前面的图９．２中已清楚地表明．若记两种坐标系中卫星位置矢
量分别为ｒ和Ｒ，则有

ｒ＝（Ａ）Ｒ，　Ｒ＝（Ａ）Ｔｒ． （９．１１）
其中（Ａ）为两种坐标系之间的转换矩阵，不难给出

　（Ａ）＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉ′）Ｒｚ（－φ′） （９．１２）

＝Ｒｚ（－Ωｍ）Ｒｘ（－Ｉｍ）Ｒｚ（－σ）Ｒｘ（Ｉｍ＋ρ）Ｒｚ（－（φ＋τ－σ）），

φ＝Ｌｍ－Ωｍ＋π， （９．１３）

Ｉｍ＝１°３２′３２″．７． （９．１４）

Ｌｍ 和Ω的含义前面已有说明．
在历元月心赤道坐标系Ｏ ｘｙｚ中，月球卫星的运动方程如下：

ｒ＝Ｆ０（ｒ）＋Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）， （９．１５）

其中Ｆ０ 和Ｆε分别为月球中心引力加速度（对应无摄运动）和各种摄动加速
度，有

Ｆ０＝－ＧＭ
ｒ３ｒ， （９．１６）

Ｆε＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｆｊ（ｒ，ｒ

　．，ｔ；ε）． （９．１７）

为了便于问题的分析和计算上的某种需要，同样采用类似研究人造地
球卫星运动时所采用的标准计算单位，即长度、质量和时间单位分别为

［Ｌ］＝ａｅ＝１７３８．０ｋｍ，
［Ｍ］＝Ｍ，　　Ｍ 是月球质量，对应月心引力常数μ＝ＧＭ，
［Ｔ］＝（ａ３

ｅ／ＧＭ）１／２≈１７ｍ．２４６５
烅
烄

烆 …，
（９．１８）

在此标准单位系统中，μ＝ＧＭ＝１，Ｇ＝１，［Ｌ］，［Ｍ］和［Ｔ］的准确值取决于
所采用的月球引力场模型．
在上述坐标系和标准单位系统中，各种物理量归结为无量纲形式．在历

元月心赤道坐标系中，相应的Ｆε（ｒ，ｒ
　．，ｔ；ε）涉及下列１０种摄动源：

６



月球非球形引力摄动（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）　　Ｆ１（Ｊｌ，Ｊｌｍ），
地球引力摄动（ｍ′１）　Ｆ２（ｍ′１），
太阳引力摄动（ｍ′２）　Ｆ３（ｍ′２），
月球固体潮摄动（κ２Ｊ２）　Ｆ４（κ２Ｊ２），
月球物理天平动（σ，ρ，τ）　Ｆ５（σ，ρ，τ），
太阳光压摄动Ｆ６（ρｓ），
月球扁率间接摄动Ｆ７（ｍ′１Ｊ２），
地球扁率摄动Ｆ８（Ｊ′２ｍ′１），
大行星（金星，木星）引力摄动Ｆ９（ｍ′３），
月球引力后牛顿效应Ｆ１０（ｖ２／ｃ２）．

对于低轨月球卫星（ｈ＝１００～３００ｋｍ），上述各摄动源对应的摄动量级εｊ（ｊ
＝１，…，１０）分别为

ε１（Ｊ２）＝Ｏ（１０－４），ε１（Ｊ２，２）＝Ｏ（１０－５），ε１（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥３）＝Ｏ（１０－６－
１０－５），

ε２＝Ｏ（１０－５），

ε３＝Ｏ（１０－７），

ε４＝Ｏ（１０－７），

ε５＝Ｏ（１０－７），

ε６＝Ｏ（１０－９），对应一般面质比（Ｓ／Ｍ）＝１０８ 的卫星，

ε７＝Ｏ（１０－１１），

ε８＝Ｏ（１０－１２），

ε９＝Ｏ（１０－１２），

ε１０＝Ｏ（１０－１１）．
根据以上对各项摄动源的量级分析可知，一般情况下只需考虑前面５

种摄动源，即月球非球形引力摄动，地球和太阳引力摄动，月球固体潮摄动
和月球物理天平动的影响．而最主要的是月球非球形引力摄动和地球引力
摄动．

§９．４　月球卫星轨道变化的主要特征

研究月球卫星轨道的变化规律是月球卫星轨道力学的核心内容，而只
有构造月球卫星轨道变化的分析解才能给出其变化规律．但由于月球卫星
的受力状况（尤其是月球非球形引力位的影响）不同于地球卫星，故必须针
对月球卫星的受力特点构造相应的摄动分析解．文［６～９］先后给出相应的
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分析解，但正由于月球卫星的受力状况不同于地球卫星，文［６～８］给出的是
半分析解，而文［９］也只能采用拟平均根数法［１０，１１］给出相应的分析解．
由于月球非球形引力位中的动力学扁率项（Ｊ２）与其他球谐项（Ｃｌｍ，

Ｓｌｍ）以及地球引力摄动项相差不大，将导致长周期项中出现降阶问题，这种

小分母的出现，不能采用完整的平均根数法按ε＝Ｏ（Ｊ２）来构造相应的小参

数幂级数解，而只能采用人为的小参数ε＝１０－２，按拟平均根数法来构造相
应的幂级数解，这正是文［９］所做的工作．
真正导致月球卫星轨道变化（包括解的表达式）不同于地球卫星的主要

摄动源是月球非球形引力摄动以及与其有差别的月球物理天平动引起的坐

标系附加摄动．本节将针对这一人们关心的焦点，给出月球卫星轨道的相应
变化特征，为有关研究工作和环月探测器的轨道设计等提供必要的轨道
信息．

１．月球非球形引力摄动解

根据上一节对月球卫星运动受力分析可知，在小参数ε确定为１０－２的

前提下，若以σ表示六个Ｋｅｐｌｅｒ根数（ａ，ｅ，ｉ，Ω，ω，Ｍ），运动方程可以写成
下列形式：

σ
．

＝ｆ０（ａ）＋ｆ２（Ｊ２）＋ｆ３（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ），

ｆ２＝ｆ２Ｃ＋ｆ２Ｌ，

ｆ３＝ｆ３Ｃ＋ｆ３Ｌ＋ｆ３Ｓ

烅
烄

烆 ，
（９．１９）

右函数ｆ２ 和ｆ３ 由（９．１）式给出的非球形引力位部分ΔＶ＝Ｖ－ ＧＭ（ ）Ｒ
构成，

其中Ｊ２＝－Ｃ２，０，物理天平动引起的坐标系附加摄动后面另行讨论．
非球形引力摄动对应的小参数幂级数解有如下形式：

σ（ｔ）＝珋σ（ｔ０）＋（δｎ０＋σ２Ｃ＋σ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔσＬ
（１）（ｔ）＋σＳ

（２）（ｔ），

ΔσＬ
（１）（ｔ）＝σＬ

（１）（ｔ）－σＬ
（１）（ｔ０），

珋σ（ｔ０）＝σ０－σ（２）
Ｓ （ｔ０

烅
烄

烆 ），
（９．２０）

其中Δσ（１）
Ｌ （ｔ）是由除Ｊ２ 项外所有非球形引力位的球谐项（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）摄动导

致的长周期变化项，对应方程（９．１９）右函数中的ｆ３Ｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）部分，积分降
阶后给出．这里只给到三阶长期项及与其相当的一阶长周期变化项和二阶
短周期项，而对于沿迹量平近点角应同时给出ａ的三阶短周期项ａ（３）

Ｓ （ｔ）．所
有这些项与摄动源的关系如下：

８



σ２Ｃ＝σ２Ｃ（Ｊ２）

σ３Ｃ＝σ３Ｃ（Ｊｌ，ｌ（２）≥４｛ ）
， （９．２１）

Δσ（１）
Ｌ （ｔ）＝ΔσＬ（ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ≥２）， （９．２２）

σ（２）
Ｓ （ｔ）＝σ（２）

Ｓ （ｔ；Ｊ２）

ａ（３）
Ｓ （ｔ）＝ａ（３）

Ｓ （ｔ；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ，ｌ，ｌ≥２
烅
烄

烆 ）
． （９．２３）

由于σ１Ｃ＝０，故计算σ２Ｃ，σ３Ｃ和Δσ（１）
Ｌ 时，需要用到的珋σ（ｔ）均可用珋σ０＝

珋σ（ｔ０），于是各根数的具体表达形式如下：

ａ（ｔ）＝珔ａ０＋ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）

ｅ（ｔ）＝珋ｅ０＋Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｅ（２）

Ｓ （ｔ）

ｉ（ｔ）＝珋ｉ０＋Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＋ｉ（２）

Ｓ （ｔ）

Ω（ｔ）＝珡Ω０＋（Ω２Ｃ＋Ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ω（２）

Ｓ （ｔ）

ω（ｔ）＝珔ω０＋（ω２Ｃ＋ω３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋Δω（１）
Ｌ （ｔ）＋ω（２）

Ｓ （ｔ）

Ｍ（ｔ）＝珨Ｍ０＋（珔ｎ０＋Ｍ２Ｃ＋Ｍ３Ｃ）（ｔ－ｔ０）＋ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＋Ｍ（２）

Ｓ （ｔ

烅

烄

烆 ）

．（９．２４）

其中珔ｎ０＝珔ａ０
－３／２，这里的珔ａ０＝ａ０－［ａ（２）

Ｓ （ｔ０）＋ａ（３）
Ｓ （ｔ０）］．

（１）长期项系数σＣ

Ω２Ｃ＝－３Ｊ２

２ｐ２ｎｃｏｓｉ， （９．２５）

ω２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ｎ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２６）

Ｍ２Ｃ＝
３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｎ１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ， （９．２７）

Ω３Ｃ ＝－ｎｃｏｓｉ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ２（ｉ）Ｋ１（ｅ）， （９．２８）

ω３Ｃ ＝－ｃｏｓｉΩ３Ｃ－ｎ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ１（ｅ）＋（１－ｅ２）Ｋ２（ｅ）］，

（９．２９）

Ｍ３Ｃ ＝－ １－ｅ槡 ２（ω３ｃ＋ｃｏｓｉΩ３ｃ）－　　　　　　　

ｎ １－ｅ槡 ２ ∑
ｌ（２）≥４

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

Ｆ１（ｉ）［２（ｌ＋１）Ｋ１（ｅ）］． （９．３０）

其中ｐ０＝ａ（１－ｅ２），ａ，ｅ，ｉ均取珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０ 值．Ｆ１（ｉ），…，Ｋ１（ｅ），…的表达式
如下：
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Ｆ１（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ

Ｆ２（ｉ）＝ ∑
ｌ／２

ｑ＝１

（－１）（ｌ＋２ｑ）／２（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃｌｑ２ｑ（ｓｉｎｉ）２ｑ－２

Ｃｌｑ ＝
ｌ

ｌ／２－（ ）ｑ
ｌ＋２ｑ（ ）ｌ

２ｑ（ ）ｑ
＝

（ｌ＋２ｑ）！

（ｑ！）２ ｌ
２－（ ）ｑ ！ｌ２＋（ ）ｑ

烅

烄

烆 ！

（９．３１）

Ｋ１（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝０
Ｃｌα（ ）１

２
α

ｅα

Ｋ２（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝２
Ｃｌαα（ ）１

２
α

ｅα－２

Ｃｌα ＝
ｌ－１（ ）α

α
α／（ ）２ ＝

（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！α
２（ ）！

烅

烄

烆
２

（９．３２）

上述各式中，求和时ｌ（２）≥４，α（２）≥２表示按ｌ＝４，６，…，α＝２，４…取值．
（２）一阶长周期变化项Δσ（１）

Ｌ （ｔ）＝σ（１）
Ｌ （ｔ）－σ（１）

Ｌ （ｔ０）

对于月球非球形引力摄动，长周期项可严格积分给出，由于相应的周期
较长，亦可按长期项处理，即下面给出的表达式（９．３３）～（９．３８）．若要给出

σ（１）
Ｌ （ｔ）的形式，也很简单，只要将表达式（９．３４）～（９．３８）中的Ｉ（ω）ｎ
（ｔ－ｔ０），Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），…改为下述积分：

∫
ｔ

Ｉ（ｗ）ｎｄｔ，∫
ｔ

Φｌｍｐｎｄｔ，…

即可．下面给出的Δσ（１）
Ｌ （ｔ）相当于［ｄσ（１）

Ｌ （ｔ）／ｄｔ］（ｔ－ｔ０），括号内的表达式正
是下一节讨论月球卫星轨道变化所确定的某些特征时要引用的．

Δａ（１）
Ｌ （ｔ）＝０， （９．３３）

Δｅ（１）
Ｌ （ｔ）＝ （１－ｅ２）∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０

∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆ３（ｉ）１
ｅＫ３（ｅ（ ））

Ｉ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）－（１－ｅ２）∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）

Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ３（ｅ（ ））Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３４）

Δｉ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）（Ｆ３（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Ｉ（ω）ｎ（ｔ－

ｔ０）＋∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

［（ｌ－２ｐ）ｃｏｓｉ

－ｍ］（Ｆｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）Φｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３５）

０１



ΔΩ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉ∑

ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（Ｆ４（ｉ）／ｓｉｎ２ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（Ｆ′ｌｍｐ（ｉ）／ｓｉｎｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０），（９．３６）

Δω（１）
Ｌ （ｔ）＝－ｃｏｓｉΔΩ（１）

ｌ （ｔ）－∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）［（２ｌ－１）Ｋ３（ｅ）＋

（１－ｅ２）Ｋ４（ｅ）］ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）， （９．３７）

　ΔＭ（１）
Ｌ （ｔ）＝－ １－ｅ槡 ２ 　

　
Δωｌ

（９．１）（ｔ）＋ｃｏｓｉΔΩ（９．１）
ｌ （ｔ［ ］）－

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐ（ ）０ ∑
（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１
２（ｌ＋１）Ｆ３（ｉ）ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）ｎ（ｔ－ｔ０）＋

１－ｅ槡 ２∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１
２（ｌ＋１）Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）ψｌｍｐｎ（ｔ－ｔ０）．

（９．３８）
上述各式中的ｐ０即ａ（１－ｅ２），为了区别求和取值符号ｐ，用了ｐ０这一

符号．同样上述各式中出现的ａ，ｅ，ｉ和Ω，ω均用珔ａ０，珋ｅ０，珋ｉ０，珡Ω０，珔ω０．Ｆ３（ｉ），…
各表达式如下：

Ｆ３（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｆ４（ｉ）＝ ∑
ｐ

ｑ＝０

（ｌ－２ｐ＋２ｑ）（－１）（ｌ＋２ｑ－δ）／２（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

·

Ｃｌｐｇ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｑ

＝
（２ｌ－２ｐ＋２ｑ）！

ｑ！（ｐ－ｑ）！（ｌ－ｐ＋ｑ）！（ｌ－２ｐ＋ｑ）！

烅

烄

烆
，

（９．３９）

δｐ＝
０，　ｌ－２ｐ＝０，

１，　ｌ－２ｐ≠０｛ ，
（９．４０）
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Ｋ３（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα

Ｋ４（ｅ）＝ ∑
ｌ－２

α（２）＝｜ｌ－２ｐ｜
Ｃｌｐαα（ ）１

２
α

ｅα－２

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）烄

烆α 　　　α

１
２

（α－｜ｌ－２ｐ｜
烌

烎
）

＝
（ｌ－１）！

（ｌ－１－α）！１
２
（α－｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！１

２
（α＋｜ｌ－２ｐ｜［ ］）！

烅

烄

烆

，

（９．４１）

Ｉ（ω）＝－（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω，

Ｈ（ω）＝（１－δ）ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω＋δｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω，

δ＝１
２

［１－（－１）ｌ］
烅

烄

烆
．

（９．４２）

还有倾角函数Ｆｌｍｐ（ｉ）及其导数Ｆ′ｌｍｐ（ｉ），在前面第四章中出现过，见（４．
２６２）～（４．２６４）式．
（３）短周期项σ （２）

Ｓ （ｔ）

σ（２）
Ｓ （ｔ）除ａ（２）

Ｓ （ｔ）外，只需给出Ｊ２项，而ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）可由下式给出：

ａ（２）
Ｓ （ｔ）＋ａ（３）

Ｓ （ｔ）＝２ａ２ＲＳ（Ｊ２；Ｊｌ，ｌ≥３；Ｃｌｍ，Ｓｌｍ） （９．４３）
其中

ＲＳ（Ｊ２）＝３Ｊ２

２ａ ｛３
１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２ ｝ｕ ，

ｕ＝ｆ＋ω

烅

烄

烆 ，

（９．４４）

ＲＳ（Ｊｌ）＝Ｒ（Ｊｌ）－Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，ｌ， （９．４５）

Ｒ（Ｊｌ）＝ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ａｌ＋１ ∑

１
２

（ｌ－δ）

ｐ＝０
Ｆ３（ｉ ［）（１－δ）ａ（ ）ｒ

ｌ＋１

ｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ｕ＋

δ ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

ｓｉｎ（ｌ－２ｐ） ］ｕ ， （９．４６）

Ｒ（Ｊｌ）Ｃ，Ｌ ＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥３

（－Ｊｌ）
ｐｌ

０ ∑
（ｌ－δ）／２

ｐ＝１
Ｆ３（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ｈ（ω）， （９．４７）

ＲＳ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）－Ｒｌ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）， （９．４８）
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Ｒ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ａｌ＋１∑

ｌ

ｐ＝０
Ｆｌｍｐ（ｉ）

ａ（ ）ｒ
ｌ＋１

×

｛［（１－δｍ）Ｃｌｍ －δｍＳｌｍ］ｃｏｓ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）＋
［（１－δｍ）Ｓｌｍ ＋δｍＣｌｍ］ｓｉｎ（（ｌ－２ｐ）ｕ＋ｍΩＧ）｝，（９．４９）

δｍ＝１
２

［１－（－１）ｌ－ｍ］，

ＲＬ（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）＝ １－ｅ槡 ２

ａ ∑
ｌ≥２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ

０∑
ｌ－１

ｐ＝１
Ｆｌｍｐ（ｉ）Ｋ３（ｅ）Ψｌｍｐ， （９．５０）

ｅ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ａ２
１－ｅ２（ ）ｅ

１
３

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ａ（ ）ｒ

３

－（１－ｅ２）－３／［ ］２｛ ＋

１
２ｓｉｎ２ｉ ａ（ ）ｒ

３

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）－ ｓｉｎ２ｉ
２（１－ｅ２）２

［ｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋

ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ｓｉｎ
２ｉ１－ｅ２

６（ ）ｅ ｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５１）

ｉ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

８ｐ２ｓｉｎ２［ｉｅｃｏｓ（ｆ＋２ω）＋ｃｏｓ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｃｏｓ（３ｆ＋２ω ］） ＋

３Ｊ２

２４ｐ２ｓｉｎ２ｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５２）

Ω（２）
Ｓ （ｔ）＝－３Ｊ２

２ｐ２ｃｏｓ｛ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）－ ［１
２ ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）＋

ｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋ｅ
３ｓｉｎ（３ｆ＋２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

１２ｐ２ｃｏｓｉｃｏｓ２ｆｃｏｓ２ω， （９．５３）

ω（２）
Ｓ ＝３Ｊ２

２ｐ２ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ （ｆ－Ｍ＋ｅｓｉｎｆ）｛ ＋

１－３
２ｓｉｎ２（ ）ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋ｅ

１２ｓｉｎ３［ ］ｆ －

１
４ｅｓｉｎ

２ｉ＋ １
２－１５

１６ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

１
２－５

４ｓｉｎ２（ ）ｉｓｉｎ２（ｆ＋ω）＋

７
１２ｅｓｉｎ

２ｉ－ １
６－１９

４８ｓｉｎ
２（ ）ｉ［ ］ｅｓｉｎ（３ｆ＋２ω）＋

３
８ｓｉｎ２ｉｓｉｎ（４ｆ＋２ω）＋
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ｅ
１６ｓｉｎ

２ｉ［ｓｉｎ（５ｆ＋２ω）＋ｓｉｎ（ｆ－２ω ｝）］－

３Ｊ２

２ｐ２ ｓｉｎ２ｉ １
８＋１－ｅ２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ＋１
６ｃｏｓ２ｉｃｏｓ２［ ］ｆ ｓｉｎ２ω， （９．５４）

Ｍ（２）
Ｓ （ｔ）＝３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ｛２ － １－３
２ｓｉｎ２（ ）［ｉ １

ｅ －ｅ（ ）４ ｓｉｎｆ＋１
２ｓｉｎ２ｆ＋

ｅ
１２ｓｉｎ３ ］ｆ ＋ｓｉｎ２ ［ｉ １

４ｅ＋５
１６（ ）ｅｓｉｎ（ｆ＋２ω）－

７
１２ｅ－ｅ（ ）４８ｓｉｎ（３ｆ＋２ω）－３

８ｓｉｎ（４ｆ＋２ω）－

ｅ
１６ｓｉｎ

（５ｆ＋２ω）－ｅ
１６ｓｉｎ

（ｆ－２ω ］｝） ＋

３Ｊ２

２ｐ２ １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ １
８＋１＋ｅ２／２

６ｅ２ ｃｏｓ２（ ）ｆ ｓｉｎ２ω． （９．５５）

上述各式中出现的 ａ（ ）ｒ
和真近点角ｆ 等量与根数ｅ，Ｍ 的关系在前面讨论

人造地球卫星的运动时已出现过，即相应的二体问题基本关系式．ｃｏｓ２ｆ是
由下式表达的平均值：

ｃｏｓ２ｆ＝１＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２． （９．５６）

从上述月球非球形引力摄动解的具体形式不难看出动力学扁率Ｊ２ 与

奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）相对大小（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）的重要性，慢自转中心天
体非球形引力位中田谐项对应的摄动解是以长周期项的形式出现，不像地
球卫星那样，田谐项摄动解是以短周期项的形式出现，而又必须通过展成平
近点角Ｍ 的三角级数才能构造相应的短周期项，导致对大偏心率情况不适
用的结果．另外，关于卫星轨道变化的某些重要特征，对于地球卫星往往由

Ｊ２ 与Ｊ３，Ｊ４ 几项即可给出相应的可靠结果，而对于月球卫星而言，由于月
球非球形引力位中Ｊ２ 与Ｊ２ｌ－１（ｌ≥２）和所有田谐项系数（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）相差不大
的原因，若要获得月球卫星轨道变化特征的可靠信息，还得审查众多的非球
形引力项．故前面必须给出相应的Ｊｌ 和（Ｃｌｍ，Ｓｌｍ）项摄动解的完整结果，这
才能保证在此基础上对有关问题分析所得结果的有效性．

２．月球物理天平动引起的坐标系附加摄动

月球物理天平动与地球的岁差章动类似，都是引起赤道面在空间的摆
动，导致在月心（或地心）平赤道坐标系中构造相应卫星轨道的摄动分析解
时，均要考虑由于赤道面摆动导致的引力位的变化所带来的坐标系附加摄
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动．但月球物理天平动与地球岁差章动的表达形式与结果不一样，因此不能
照搬地球卫星运动中相应的摄动解部分［１０，１１］．这里给出不同于参考文献
［１０，１１］中采用的方法，而采用与建立月球赤道坐标系与月固坐标系之间的
坐标转换关系相一致的表达形式，见（９．１１）式，构造月心赤道坐标系

Ｏ ｘｙｚ 中的由物理天平动引起的坐标系附加摄动解．
（１）月心赤道坐标系中的附加引力位ΔＶ
尽管物理天平动可以改变非球形引力位中的每一部分，但这里只讨论

Ｃ２，０和Ｃ２，２两项的附加位，一是该两项是最主要的，另一原因是这两项分别
为带谐项和田谐项的代表，仅就对这两项的讨论即可了解物理天平动对卫
星轨道影响的全貌．
由于物理天平动的摄动量级即使对低轨卫星，也只有１０－７，故天平动

参数可引用 简化的分析表达形式，这里就直接采用前面给出的简化公式
（９．４）．为了表达简洁，记

τ＝τ１ｓｉｎｌｓ＋τ２ｓｉｎｌｍ ＋τ３ｓｉｎ２ωｍ，

ρ＝ρ１ｃｏｓｌｍ ＋ρ２ｃｏｓ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋ρ３ｃｏｓ（２ｌｍ ＋２ωｍ），

ｓｉｎＩσ＝σ１ｓｉｎｌｍ ＋σ２ｓｉｎ（ｌｍ ＋２ωｍ）＋σ３ｓｉｎ（２ｌｍ ＋２ωｍ

烅
烄

烆 ），
（９．５７）

考虑到ρ１－σ１＝２″，（ρ１－σ１）／σ１≈１０－２，在一定精度下为了表达简明，可做

近似处理，即ρｉ＝σｉ（ｉ＝１，２，３），如果不作此近似处理亦不会影响讨论的结

果．（９．５７）式中τ１ 等量的数值如下：

τ１ ＝５９″．０＝２．９×１０－４（ｒａｄ），

τ２ ＝－１２″．０＝－０．５８×１０－４（ｒａｄ），

τ３ ＝１８″．０＝０．８７×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５８）

σ１ ＝－１０９″．０＝－５．１８×１０－４（ｒａｄ），

σ２ ＝３７″．０＝１．８×１０－４（ｒａｄ），

σ３ ＝－１１″．０＝－０．５３×１０－４（ｒａｄ
烅
烄

烆 ），

（９．５９）

σ１１ ＝σ１－σ２ ＝－１４６″．０，

σ１２ ＝σ１＋σ２ ＝－７２″．０｛ ，
（９．６０）

仅保留ρ，σ，τ的一阶量，可给出（９．１２）式中月心赤道坐标系Ｏ－ｘｙｘ与月
固坐标系Ｏ－ξ′η′ζ′之间的坐标转换矩阵（Ａ）的简化形式如下：

（Ａ）＝

ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）

ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）＋（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）

σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎ

烄

烆 φ
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－ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）－（（τ－σ＋σｃｏｓＩ））ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）

ｃｏｓ（φ＋Ωｍ）－（τ－σ＋σｃｏｓＩ）ｓｉｎ（φ＋Ωｍ）

－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ

－σｓｉｎＩｃｏｓΩｍ －ρｓｉｎΩｍ

－σｓｉｎＩｓｉｎΩｍ ＋ρｃｏｓΩｍ

烌

烎１

（９．６１）

其中天平动参数σ，ρ，τ由（９．５７）式表达．
由于

Ｉ＝１°３２′３２″．７＝１°．５４２４１７＝０．０２６９２０
ｓｉｎＩ＝０．０２６９，　ｃｏｓＩ＝０．９９９６
１－ｃｏｓＩ＝０．

烅
烄

烆 ０００３６２

（９．６２）

还可以作如下简化：

τ－σ（１－ｃｏｓＩ）＝τ＋Ｏ（６×１０－６）， （９．６３）

σｓｉｎＩｃｏｓφ－ρｓｉｎφ＝ （σ１－σ２）ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（ｌｍ ＋ωｍ）， （９．６４）

－σｓｉｎＩｓｉｎφ－ρｃｏｓφ＝ （σ１＋σ２）ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（ｌｍ ＋ωｍ）．
（９．６５）

采用以上简化，转换矩阵（Ａ）有如下形式：

（Ａ）＝

－ｃｏｓＬｍ ＋τｓｉｎＬｍ

－ｓｉｎＬｍ －τｃｏｓＬｍ

σ１１ｓｉｎωｍ －σ３ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ

烄

烆 ）

ｓｉｎＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ

－ｃｏｓＬｍ ＋τｃｏｓＬｍ

σ１２ｃｏｓωｍ ＋σ３ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）

－σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ

σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ）
烌

烎１

（９．６６）

由于

Ｃ２，０ ＝２×１０－４，　Ｃ２，２ ＝０．２５×１０－４，

对于外推月球低轨卫星１０２ 弧段的位置精度要求达到米级时，Ｃ２，０的附

加位必须考虑天平动中τ１，τ２，τ３ 和σ１，σ２，σ３的全部，而Ｃ２，２的附加位，只需
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考虑τ１ 和σ１１，σ１２部分．略去推导过程，直接给出Ｃ２，０项对应的附加位如下：

Ｖ２（Ｃ２，０）＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］）

＝ （－Ｊ２／ａ３）（ａ／ｒ）３ （３／２）（ｚ／ｒ）２－（１／２［ ］｛ ）－
３σ１（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ［ ］）－
３σ２（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ［ ］）－
３σ３（ｚ／ｒ）（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ）－（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ［ ］｝） ．

（９．６７）
这里Ｊ２＝－Ｃ２，０，相应的以轨道根数表达的形式为

ΔＶ２＝（３Ｊ２／４ａ３）（ａ／ｒ）３ －ｓｉｎ２ｉ（１－ｃｏｓ２ｕ）｛ ×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－

Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］＋
２ｓｉｎｉ（ｓｉｎ２ｕ）［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋

σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ－Ωｍ－Ω）］． （９．６８）
其中ｕ＝ｆ＋ω，用求平均值的方法，可将ΔＶ２ 分解成如下两部分：

ΔＶ２ｌ ＝ΔＶ２

＝－（３Ｊ２／４ａ３）ｓｉｎ２ｉ（１－ｅ２）－３／２×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋
σ２ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］， （９．６９）

ΔＶ２ｓ ＝ΔＶ２－ΔＶ２ ＝ （３Ｊ２／４ａ３）｛－ｓｉｎ２ｉ［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－（３／２）－
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］×［σ１ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ－Ω）＋σ２ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）＋
σ３ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］＋２ｓｉｎｉ（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ［σ１ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ

－Ω）＋σ２ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω）］｝，
（９．７０）

ΔＶ２ｌ和ΔＶ２ｓ分别为附加位的长周期和短周期两个部分．
同样给出Ｃ２，２项的附加位如下：

Ｖ（Ｃ２，２）＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３（（ｘ２－ｙ２）／ｒ２）

＝ （３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）｛［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｃｏｓ２Ｌｍ ＋
（２ｘｙ）ｓｉｎ２Ｌｍ］－２τ［（１／ｒ２）（ｘ２－ｙ２）ｓｉｎ２Ｌｍ －
２（ｘｙ／ｒ２）ｃｏｓ２Ｌｍ］－２σ１（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ）］－２σ２（ｚ／ｒ）［（ｘ／ｒ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ）－
（ｙ／ｒ）ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ）］｝． （９．７１）

相应的轨道根数形式为

ΔＶ２（Ｃ２，２）＝－（３Ｃ２，２／ａ３）（ａ／ｒ）３｛τ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓ２ｕ＋ｓｉｎ２（１－
ｃｏｓ２ｕ））－ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）（２ｃｏｓｉｓｉｎ２ｕ）］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ ＋
ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］＋
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σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）ｓｉｎ２ｕ－ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ

－ωｍ －Ω）（１－ｃｏｓ２ｕ）］｝， （９．７２）
（ΔＶ２，２）ｌ ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）ｓｉｎｉ（１－ｅ２）－３／２｛τｓｉｎｉ［ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）］－

σ１ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ＋ωｍ－Ω）］－σ２ｃｏｓｉ［ｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］｝，
（９．７３）

（ΔＶ２，２）ｓ＝－（３Ｃ２，２／ａ３）｛ｓｉｎｉ［τｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ－２Ω）－σ１ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ＋
ωｍ－Ω）－σ２ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ－ωｍ－Ω）］［（ａ／ｒ）３－（１－ｅ２）－３／２］

＋τ［（２－ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ－
（２ｃｏｓｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ］＋σ１ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）
（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ］＋σ２ｓｉｎｉ［ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｓｉｎ２ｕ＋
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）（ａ／ｒ）３ｃｏｓ２ｕ｝． （９．７４）

（２）天平动引起的坐标系附加摄动解
根据天平动引起的附加摄动位ΔＶ（Ｃ２，０）和ΔＶ（Ｃ２，２）可知，对月球卫星

轨道只有长、短周期影响．在米级精度要求下，只要给出长周期变化项即可，
至于短周期项，只有轨道半长径ａ需要考虑，这是由于沿迹根数Ｍ 的精度
要求所致．
采用与前面相同的拟平均根数法，很容易建立相应的摄动解，相应的长

周期变化项为

ΔσＬ（ｔ）＝σＬ（ｔ）－σＬ（ｔ０）， （９．７５）
对于Ｃ２，０的附加部分σＬ（ｔ）的具体形式如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．７６）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．７７）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ ［× σ１

α１
ｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｃｏｓ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７８）

ΩＬ（ｔ）＝－（３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．７９）

ωＬ（ｔ）＝ （３Ｊ２／２ｐ２）ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ） ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８０）
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ＭＬ（ｔ）＝－（９Ｊ２／４ｐ２） １－ｅ槡 ２ｓｉｎ２ｉ ［× σ１

α１
ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω）＋

σ２

α２
ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋σ３

α３
ｓｉｎ（２Ｌｍ －Ωｍ －Ω ］）， （９．８１）

其中

α１ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ －ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）

α２ ＝ １
ｎ

（Ｌ
．

ｍ ＋ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）

α３ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －Ω
　．

ｍ －Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３

烅

烄

烆
）

． （９．８２）

对于Ｃ２，２的附加项部分，相应的结果如下：

ａＬ（ｔ）＝０， （９．８３）

ｅＬ（ｔ）＝０， （９．８４）

ｉＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｓｉｎｉｓｉｎ（２Ｌｍ －２Ω）－σ１

α２
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ ＋

ωｍ －Ω）－σ２

α１
ｃｏｓｉｃｏｓ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８５）

ΩＬ（ｔ）＝（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× ２τ
α４

ｃｏｓｉｃｏｓ（２Ｌｍ－２Ω）＋σ１

α２

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ＋ωｍ

－Ω）＋σ２

α１

ｃｏｓ２ｉ
ｓｉｎｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８６）

ωＬ（ｔ）＝－（３Ｃ２，２／ｐ２） ［× τ
α４

（２－５ｓｉｎ２ｉ）ｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１

ｃｏｓｉ
ｓｉｎｉ

（１－５ｓｉｎ２ｉ）ｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８７）

ＭＬ（ｔ）＝ （９Ｃ２，２／ｐ２） １－ｅ槡 ２ ［× τ
α４

ｓｉｎ２ｉｃｏｓ（２Ｌｍ －２Ω）＋

σ１

α２
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ ＋ωｍ －Ω）＋

σ２

α１
ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（Ｌｍ －ωｍ －Ω ］）， （９．８８）

其中

α４ ＝ １
ｎ

（２Ｌ
．

ｍ －２Ω
　．
）＝Ｏ（１０－３）． （９．８９）

　　为了使平近点角Ｍ 达到同样的精度要求，如有需要，应考虑轨道

９１　第９章　月球卫星运动的轨道力学



半长径ａ的短周期项，上述两部分（Ｃ２，０和Ｃ２，２）附加摄动引起的ａ的短周期
项为

ａｓ（ｔ）＝２ａ２［（ΔＶ２）ｓ＋（ΔＶ２，２）ｓ］． （９．９０）
经数值验证表明，这里给出的月球物理天平动对月球卫星轨道影响的

摄动分析解是正确的，其中Ｃ２，２项的影响要比Ｃ２，０项的影响小一个量级．

§９．５　月球卫星运动的轨道寿命与冻结轨道问题

众所周知，大气耗散作用是决定卫星轨道寿命的重要因素，就像人造地
球卫星那样，特别是低轨卫星，由于大气耗散作用，轨道不断变小变圆，最终
落入地球稠密大气层被烧毁而结束其轨道寿命．但对于卫星轨道寿命问题，
还有另一种动力学机制，即存在一种摄动作用，会使其轨道偏心率ｅ增大
（实为变幅较大的长周期项），导致其近星距ｒｐ＝ａ（１－ｅ）≤ａｅ（中心天体赤
道半径）而与中心天体相撞，结束其轨道寿命．在这种动力学机制中，中心天
体的动力学扁率Ｊ２ 的大小起着决定性作用，相应的表现对于高轨卫星和低
轨卫星有所不同．

１．高轨卫星情况

无论是有或无大气的中心天体，对于它们的高轨卫星，耗散作用已不重
要．对于非耗散效应，如中心天体的扁率（Ｊ２）和第三体质点引力，这两种重
要的摄动源均为保守力摄动，相应的卫星轨道半长径ａ仅有微小的周期变
化，而高轨卫星轨道偏心率ｅ变化的幅度将是影响其轨道寿命的关键因素．
在保守力摄动下，尽管偏心率ｅ没有长期变化，但可能有因小分母引起的变
幅较大的长周期变化．根据第四章和第五章分别给出的Ｊ２ 项摄动和第三体

引力摄动的摄动解，ｅ的长周期摄动项可分别写成如下形式：

［ｅＬ（ｔ）］１ ＝μａ
２
ｅ

３Ｊ２

２ａ（ ）２ ｓｉｎ２ ［ｉ ７
２４－５

１６ｓｉｎ２（ ）ｉ
－１

＋

１＋２ １－ｅ槡 ２

６（１＋ １－ｅ槡 ２）］２

ｅ
１－ｅ（ ）２ ｃｏｓ２ω， （９．９１）

［ｅＬ（ｔ）］２ ＝－１５
１６

μ′ａ
３

μａ′（ ）３ （１－ｅ′２）－３／２ｓｉｎ２ｉ（ｅ １－ｅ槡 ２）×

ｎ
ω
　（ ）． ［ｃｏｓ２ω＋Ｏ（ｓｉｎｉ′）］． （９．９２）

其中μ和μ′分别为中心天体和摄动天体的质心引力常数，ω
　．
是卫星轨道拱

０２



线的进动速率，即摄动长期项的系数（ω１＋ω２），有

ω
　．

（ ）ｎ ＝
３Ｊ２ａ２

ｅ

２ａ（ ）２ ＋ ３
４

μ′ａ
３

ａ′（ ）［ ］３ ２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ＋Ｏ（ｅ２，ｅ′２，ｓｉｎ２ｉ′［ ］）．

（９．９３）
（９．９２）式和（９．９３）式右端的Ｏ（ｓｉｎｉ′）等项无需具体写出，因为摄动天体的

ｅ′和ｉ′一般都较小，对讨论的问题无实质性影响．（９．９１）～（９．９３）式就是讨
论高轨卫星轨道寿命的主要理论依据．
卫星近星距ｒｐ的变化，关键在于ｅ的变幅．从（９．９１）式可看出，对于扁

率摄动，ｅ的变化幅度主要取决于因子Ｊ２／ａ２，对一特定的中心天体（Ｊ２值确

定），轨道越高，ｅ的变化幅度越小．而第三体摄动效应却不同，从（９．９２）式
可看出，ｅ的变化幅度在很大程度上依赖于由（９．９３）式表达的ω

　．
的大小．对

于低轨卫星，ω
　．
的大小取决于月球扁率Ｊ２，其值一般不太小．对于高轨卫星，

扁率摄动项减小，第三体引力摄动项增大，其临界值（亦即ω
　．
的最小值，相应

ｅ的变化出现小分母）对应上述两项摄动量级相等的情况，有

３Ｊ２ａ２
ｅ

２ａ２ ＝ ３
４

μ′ａ３

ａ′３ ． （９．９４）

由此可知，相应的卫星轨道半长径的临界值ａｃ为

ａｃ ＝ ２ μ
μ（ ）′

ａ′
ａ（ ）ｅ

３

Ｊ［ ］２

１／５

ａｅ， （９．９５）

这里ａ′是第三体“相对”中心天体的轨道半长径．
对于地球—卫星—月球系统，ａｃ＝８．２ａｅ（地球赤道半径），而对于月

球—卫星—地球系统，由于月球的Ｊ２值小，ａｃ＝２．２ａｅ（月球赤道半径）．当高
轨卫星的轨道半长径ａ接近ａｃ时，ｅ的变幅会增大，有可能大到使卫星近星
距ｒｐ减小到等于ａｅ的状态，从而与地球或月球相撞．文［１３～１５］中均有算
例，像月球轨道器ａ０＝４．０ａｅ，ｅ０＝０．２０，ｉ０＝８５°，运行不到６个恒星月，就
因ｅ增大，使ｒｐ＝ａｅ从而落到月球上．这种动力学机制相当于起着“保护”作
用的中心天体的动力学扁率较小，卫星轨道还是被第三体质点引力效应周
期性地拉扁，扁到一定程度即出现上述卫星与中心天体相撞的现象．

２．月球低轨卫星的轨道寿命

尽管月球无大气，但在非球形引力作用下，低轨卫星的近月距ｒｐ＝

ａ（１－ｅ）也会减小，当ｒｐ＝ａｅ时，卫星将与月球相撞．轨道半长径ａ在非球形
引力作用下，只有振幅较小的短周期变化，主要源于月球动力学扁率Ｊ２ 项

摄动，变化量级只有１０－４，不会导致ｒｐ的明显变化．显然，ｒｐ有明显减小趋
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势的原因是轨道偏心率ｅ有振幅较大的长周期变化ΔｅＬ．文［１６］有过简单
计算结果，文［１７］讨论过简单的动力学机制，这里将进一步深入地讨论该
问题．
在月球非球形引力和地球引力两种主要摄动源的作用下，消除短周期

变化后，ｅ的长周期变化满足下列方程：

　ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ≥３

Ｊｌ

ｐｌ（ ）
０ ∑

（ｌ－２＋δ）／２

ｐ＝１

（－１）（ｌ－δ）／２（ｌ－２ｐ）Ｆ（ｉ）１
ｅＫ（ｅ［ ］）Ｉ（ω）－

ｎ（１－ｅ２）∑
ｌ＝２

∑
ｌ

ｍ＝１

１
ｐｌ（ ）０ ∑

ｌ－１

ｐ＝１

（ｌ－２ｐ）Ｆｌｍｐ（ｉ）
１
ｅＫ（ｅ［ ］） Φｌｍｐ（ω，θ）＋

Ｏ（ｅｍ′）． （９．９６）
此方程的原始形式在前面§９．４中曾给出过，为了探讨月球低轨卫星的轨
道寿命问题，这里又作了一些必要的改变．（９．９６）式右端第一和第二大项分
别为带谐项（Ｊｌ＝－Ｃｌ，０）和田谐项摄动，第三大项为地球引力摄动，含有ｅ
因子．方程中的ｎ＝ａ－３／２，采用符号ｐ０ 是为了与式中求和取值ｐ区分开．有
关表达式改变后的形式如下：

δ＝ １
２

［１－（－１）ｌ］＝
１，ｌ奇，

０，ｌ偶｛ ，
（９．９７）

１
ｅＫ（ｅ）＝ ∑

ｌ－２

α（２）＝（ｌ－２ｐ）
Ｃｌｐα（ ）１

２
α

ｅα ＝
Ｏ（ｅ０），ｌ奇，

Ｏ（ｅ），ｌ偶｛ ，

Ｃｌｐα ＝
ｌ－１（ ）α

α
１
２

（α－（ｌ－２ｐ

烄

烆

烌

烎
）），ｎ（ ）ｍ ＝ ｎ！

ｍ！（ｍ－ｎ）！

烅

烄

烆
，
（９．９８）

Ｆ（ｉ）＝－∑
ｐ

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（２ｌ－２ｐ＋２ｑ－δｐ）

Ｃｌｐｑ（ｓｉｎｉ）（ｌ－２ｐ＋２ｑ），

δｐ ＝
０，ｌ－２ｐ＝０，

１，ｌ－２ｐ≠０｛ ，

Ｃｌｐｑ ＝
ｌ

ｐ－（ ）ｑ
２ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）ｌ

ｌ－２ｐ＋２ｑ（ ）
烅

烄

烆 ｑ

（９．９９）

Ｉ（ω）＝－１（１－δ）ｓｉｎ（ｌ－２ｐ）ω＋δｃｏｓ（ｌ－２ｐ）ω． （９．１００）
田谐项摄动中的Φ（ω，θ）涉及的θ＝Ω－Ｓ（ｔ），Ｓ（ｔ）是月固坐标系中Ｘ轴（即

ξ′轴）方向的经度，随月球自转而变化．Φ（ω，θ）的表达式和一般的倾角函数

Ｆｌｍｐ（ｉ）以及地球引力摄动项Ｏ（ｅｍ′），不再具体给出，因下面的讨论表明，可
略去相应的两类摄动影响．
对（９．９６）式作进一步分析，ｌ为奇数时，右函数中含有Ｏ（ｅ０）因子，即以

ｅ０ｃｏｓω形式出现，ｌ为偶数时却含有Ｏ（ｅ）因子，是以ｅｓｉｎ２Ω形式出现．而
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考虑月球低轨卫星寿命时，相应的ｅ肯定是小量，有ｅ＜０．１．事实上，对于平
均高度为１００ｋｍ的低轨卫星，只要ｅ达到０．０５～０．０６，即可使ｒｐ接近ａｅ

值，若ｅ增大将会立即撞上月球．因此，（９．９６）式中只有对应ｌ为奇数的摄
动项值得考虑，但与奇次带谐项相比，田谐项影响要小一个量级．故对于理
论分析而言，只要保留（９．９６）式中的奇次带谐摄动部分即可．舍去的各种摄
动项的影响，可在后面对相应的完整力模型进行模拟计算中去考察，实际计
算结果将会证实上述简化的合理性．在（９．９６）式中只保留奇次带谐项摄动
部分，但仅取其Ｏ（ｅ０）项，对应求和中ｌ－２ｐ＝１的取值，从而简化成下列
形式：

ｄｅＬ

ｄｔ ＝ｓｉｎｉ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１）（Ｊ１／Ｐｌ
０）Ｆ（ｉ）（ｎｃｏｓω），

（９．１０１）
其中

Ｆ（ｉ）＝ ∑
（ｌ－１）／２

ｑ＝０

（－１）ｑ（ ）１
２

（ｌ＋２ｑ）

Ｃ
ｌｐｑ（ｓｉｎ２ｉ）ｑ，

Ｃ
ｌｐｑ ＝

ｌ
（ｌ－１）／２－（ ）ｑ

ｌ＋２ｑ＋１（ ）ｌ
２ｑ＋１

ｑ（ ）
烅

烄

烆
，

（９．１０２）

（９．１０１）式求和中ｌ（２）表示取值“步长”为２，即ｌ（２）＝３，５，…．ω＝ω（ｔ）＝ω０

＋ωｃ（ｔ－ｔ０），ωｃ 是ω（ｔ）的长期变率，如果仅取其由Ｊ２ 项给出的一阶变率

ω１，有

ωｃ ＝ω１ ＝３Ｊ２

２ｐ２
０
ｎ２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０３）

积分（９．１０１）式给出ｅ的长周期变化Δｅｌ的表达式如下：

ΔｅＬ ＝ｅＬ（ｔ）－ｅＬ（ｔ０）＝ｓｉｎ｛ｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ ｝）·

［ｓｉｎω（ｔ）－ｓｉｎω（ｔ０）］／２－５
２ｓｉｎ２（ ）ｉ ． （９．１０４）

由此可以看出，ｅ的变幅主要取决于奇次带谐项系数Ｊ２ｌ－１（Ｊ≥２）与Ｊ２ 的相

对大小以及倾角函数Ｆ（ｉ）的性质，有

｜Δｅｌ｜～Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）·Ｆ（ｉ）． （９．１０５）
对于地球卫星，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－３， （９．１０６）
相应的轨道偏心率的变幅很小，而月球卫星则不同，由于

Ｏ（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）＝１０－１． （９．１０７）
故完全有可能使月球低轨卫星的轨道偏心率ｅ增大到使ｒｐ＝ａｅ的状态．当
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然，这还要取决于（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）值的变化状况．
由于月球非球形引力位的特征，谐系数Ｊ２ｌ－１随阶ｌ的升高并无明显地

减小，由函数（Ｊ２ｌ－１／Ｊ２）Ｆ（ｉ）的特征，长周期变化Δｅｌ的模｜Δｅｌ｜随着不同
的ｉ值（０°＜ｉ≤９０°）将出现多个极小与极大值，相应的ｒｐ值将不会达到ａｅ

或必然会达到ａｅ值，亦即月球低轨卫星的轨道寿命既取决于奇次带谐项的
摄动影响，又与轨道的空间定向有关．由于ｓｉｎｉ的特征，９０°≤ｉ＜１８０°的情
况与０°＜ｉ≤９０°的情况类似．
因有关低轨月球卫星的轨道寿命与冻结轨道有某种联系，下面首先作

一理论分析，然后再作相应的数值验证．

３．关于冻结轨道

与地球卫星类似，在月球非球形引力作用下，相应的平均系统（即消除
轨道变化的短周期部分）可能存在一种特解（详见第４章§４．７）：

ａ（ｔ）＝ａ０，　ｅ（ｔ）＝ｅ０，　ｉ（ｔ）＝ｉ０，ω（ｔ）＝ω０ ＝９０°或２７０°．
（９．１０８）

拱线不动，此即冻结轨道，此解对ｉ０ 无任何限制，对应不同的ｉ０ 有相应的ｅ０

存在．那么根据（９．１０４）式给出的Δｅｌ，对于平均高度为１００ｋｍ的低轨卫
星，是否存在某些轨道配置，通过冻结轨道的选择保持ｒｐ＞ａｅ使其不会与月

球相撞呢？

首先考查冻结轨道的存在情况，同样由于月球引力场的特征，与地球卫
星的冻结轨道状况亦有差别．对于地球卫星，基本上由Ｊ２ 和Ｊ３ 两项即可确

定冻结轨道解，而对月球卫星则不然，文［１８］有过简单讨论，这里将进一步
深入讨论．对于平均轨道根数，仍记作ａ，ｅ，ｉ，ω，略去推导过程，下面将直接
给出相应的冻结轨道解．当ａ值给定的情况下，对于任一ｉ值，冻结轨道对
应的ｅ值满足下列条件：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ ）１
２

（ｌ－１） Ｊｌ

Ｊ（ ）２
Ｆ（ｉ） ｎ

ω（ ）ｃ
，

（９．１０９）
其中ωｃ是ω的长期变率．与上一段讨论ｅ的长周期变化对应，若只取由Ｊ２

给出的一阶变率ω１，则（９．１０９）式简化为下列形式：

ｅ＝±ｓｉｎｉ ∑
ｌ（２）≥３

（－１）（ｌ－１）／２（ｌ－１）
３ｐｌ

０

Ｊｌ

Ｊ（ ）ｌ
Ｆ（ｉ｛ ｝）／２－５

２ｓｉｎ２（ ）ｉ ．

（９．１１０）
式中“＋”号对应冻结轨道解ω≡ω０＝９０°，“－”号对应ω０＝２７０°，即前者对
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应（９．１１０）式右端值（除前面的±外）为正，而后者则对应右端值为负．这一
结果与地球卫星情况有差别，地球卫星的冻结轨道主要取决于Ｊ３ 项，且总
有ω≡ω０＝９０°，由类似的（９．１１０）式给出的偏心率ｅ对不同的ｉ值均很小，
即ｅ０＝Ｏ（１０－３），而对于月球低轨卫星则不同，对不同的ｉ值，冻结轨道解有
两种可能，即ω≡ω０＝９０°或２７０°，且相应的ｅ０ 值可能较大．
从（９．１１０）式和上一段给出的（９．１０４）式可以看出，在考虑主要摄动因

素的前提下，冻结轨道解的ｅ值与ｅ的长周期变化幅度｜ΔｅＬ｜是相同的，而
这一解是在平均系统中给出的，且仅在ｉ变化的小邻域内才能保持，对于月
球卫星，由于月球非球形引力位的特征，实际状况是ω（ｔ）有明显的变化幅
度．由此可知，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极小时，即使冻结轨道不能保持（即

ω（ｔ）有大范围变化），也不会出现ｅ有明显增大的可能，ｒｐ不会降至ａｅ值；相
反，当｜ΔｅＬ｜对应某些ｉ值为极大时，即使冻结轨道（此时对应解的ｅ值较
大）能基本保持（即ω（ｔ）的变化范围不大），ｅ的变化也有可能使ｒｐ降至ａｅ大

小，结束其轨道寿命．也就是说，月球低轨卫星的轨道寿命并不依赖冻结轨
道的选择（即轨道偏心率ｅ和倾角ｉ按条件（９．１１０）的选择），而主要取决于
（９．１０４）式中所确定的ΔｅＬ的模，这归结为月球非球形引力场的基本特征
和卫星轨道倾角ｉ的选择．我们将在下一段给出相应的模拟计算来证实月
球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系．

４．模拟计算———理论分析的数值验证

为了验证理论分析的正确性，对低轨卫星（平均高度１００ｋｍ），可通过
下列三种情况的计算来证实，即

（１）根据分析解（９．１０４），扫描似地从ｉ＝０°．５到１７９°．５，间隔１°，计算
了对应的｜ΔｅＬ｜值，看极小
与极大的分布状况．
（２）根据分析解（９．１１０）式，同样对ｉ＝０°．５～１７９°．５，间隔１°求出相应

的冻结轨道解：ｅ０ 和对应的ω０ 值．
（３）考虑主要摄动因素（月球非球形引力，地球引力和太阳引力），对完

整的运动方程计算低轨卫星（取平均高度ｈ＝１００ｋｍ，ｅ０＝０．００１）随倾角ｉ０

的不同，相应近月点高度ｈｐ的变化情况，即轨道寿命与倾角ｉ的关系．
上述第（３）部分的计算正是为了证实第（１）和第（２）两部分由分析解给

出的结果的正确性，从而确定月球低轨卫星轨道寿命与倾角ｉ的关系，同时
也进一步证实这种结果主要是由月球非球形引力场特征所决定的．
计算中，月球引力场模型采用了美国ＪＰＬ的ＬＰ７５Ｇ模型，前两部分对
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引力场球谐展开式阶次ｌ取３０～４５，无实质性差别，第（３）部分是取完整的
力模型，即ｌ取到７５，ｍ取０～ｌ．
关于｜ΔｅＬ｜，对应极小值有如下几个“稳定区”（即｜ΔｅＬ｜值很小）：

ｉ＝０°，　２７°，　５０°，　７７°，　８５°．
根据ｓｉｎｉ的性质，在９０°～１８０°间有对应的“稳定区”，即９５°，１０３°，…．
关于冻结轨道，与上述｜ΔｅＬ｜的情况对应，对应“稳定区”的倾角ｉ０，相

应的冻结轨道解ｅ０ 的值均较小，而对应“不稳定区”的倾角ｉ０，则相应的解

ｅ０ 值均较大．表９．１列出了部分结果，对应ｌ取４０．
根据上述结果，考虑完整力模型后，第（３）部分的计算应有如下预期结

果，即在上述“稳定区”（即取ｉ０＝０°，２７°，…），低轨卫星的轨道寿命应很长，
而相反，则轨道寿命应很短．为了节省篇幅表９．２列出了对ｉ取值有一定间
隔的结果．表中ｍｉｎｈｐ＝０．０或接近０．０，即表明与月球相撞，Ｔｃ即为对应

的轨道寿命值．对所有ｉ０ 值计算间隔均为１０年，当在较短间隔内ｈｐ＝０．０
时计算结束．而在“稳定区”，如ｉ０＝８５°和９５°，即使卫星运行１０年近月点高
度ｈｐ也不会明显降低，极小值仍有６０多公里高．图９．４～图９．７，分别为

ｉ０＝４０°，９０°和８５°，９５°时ｈｐ 随时间的变化状态，前者分别为４８天和１７２天
与月球相撞，后者１０年期间的极小值还分别有６０ｋｍ和６８ｋｍ高．
上述数值结果一方面验证了理论分析的正确性，同时也给出了低轨卫

星轨道寿命与倾角ｉ的关系．但这些保持不与月球相撞的所谓“稳定区”的
范围（对轨道倾角ｉ０ 值而言）都较小，考虑到各种因素（包括发射误差的影
响），即使允许选择适当的倾角，也还要注意运行过程中的轨道控制（耗费较
小能量的轨道机动）．
最后说明两点：
（１）低轨卫星的轨道寿命与轨道升交点Ω的初值无关，这一点从非球

形引力位带谐项的性质不难看出，实际计算结果也证实了这一点，在上述第
（３）种情况的计算中，改变Ω的不同初值，对计算结果ｈｐ 的变化无实质性

影响．
（２）月球卫星的冻结轨道难以保持，即使是那种特殊的冻结轨道，即临

界倾角情况，ｉ＝ｉｃ＝６３°２６′，在采用实际力模型对应的第（３）种计算中，ω仍
在大范围内变化，未保持“冻结”．
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表９．１　冻结轨道解

ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ ｉ（ｄｅｇ） ω（ｄｅｇ） ｅ

０．５ ９０．０ ０．００２８３１ ５．０ ９０．０ ０．０２５９２３

１．０ ９０．０ ０．００５６４７ １０．０ ９０．０ ０．０４０８３６

２７．０ ９０．０ ０．００５３３３ ２０．０ ９０．０ ０．０２１８６３

２８．０ ２７０．０ ０．００２４８１ ３５．０ ２７０．０ ０．０６０７８４

４９．５ ２７０．０ ０．００７０６２ ４０．０ ２７０．０ ０．０４７４４２
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图９．５　初始轨道倾角ｉ０＝９０°的月球低轨卫星轨道寿命

图９．６　初始轨道倾角ｉ０ ＝８５°的月球低轨卫星轨道寿命
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图９．７　初始轨道倾角ｉ０ ＝９５°的月球低轨卫星轨道寿命
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书书书

第１０章　航天器姿态动力学简介

§１０．１　航天器姿态与姿态控制概述

航天器的轨道描述了航天器的质心运动，而航天器的姿态则是描述航
天器绕其质心的运动，它们都是航天器状态的不同体现．研究航天器状态
（或相应的状态参数）的变化规律就是航天动力学的主要研究领域，研究质
心的运动即航天器轨道力学，这正是前面各有关章节的内容，而研究航天器
各部分相对其质心的运动，则称为航天器姿态动力学．
在空间运动的物体（可以是刚体、准刚体、弹性体、刚体与挠性体的混合

系统等），不论是自然天体还是人造航天器，它们的运动都可分解为两个部
分，作为一个等效质点的平运动和该物体各个部分在外力矩作用下绕其质
心的转动运动．对于航天器的运动而言，即轨道运动和姿态运动．所谓姿态
就是航天器各部分（以具体的固连坐标系来体现）相对某空间参考系（或观
测者）的方位或指向的统称．早在人造地球卫星上天之前，天体力学家就曾
对最熟悉的两个自然天体（地球和月球）的姿态运动进行了深入的研究，分
别建立了地球自转轴在空间指向变化的岁差章动理论和月球自转轴在空间

摆动的物理天平动理论．人造天体上天后，为了充分利用各种航天器执行特
定的航天任务，对其姿态运动提出了许多新要求、新理论，促使航天器姿态
与控制的研究工作蓬勃发展，研究内容已不是一个简单的刚体定点转动了．
航天器执行航天任务时通常对其定向都有预定的要求．例如对地观测

卫星要把星上的遥感仪器（照相机镜头等）对准地面，通信卫星的定向通信
天线也应指向地面，各种空间望远镜（包括太阳探测仪和巡天探测仪）都应
使相应的探测镜头对准预定的天体或天区，卫星进行变轨机动时，星体推力
方向也应有预定的方向等等．多数航天器上的观测仪器及推力器等相对星
体指向是固定的，这就要求航天器对某参考物体（地球、被探测天体，或相应
的参考系）有给定的方位和指向，即一定的姿态．而且由于受到外力矩的影



响，姿态将会发生变化，为了保证航天器所承担的特定的探测任务，必须对
姿态进行控制，使其保持姿态稳定．
航天器的姿态确定不仅是执行特定航天任务的要求，它与轨道确定亦

有密切联系．对于轨道变化中的非引力摄动效应，就与姿态有关，更确切地
说，它需要了解有效截面Ｓ的变化规律Ｓ＝Ｓ（ｔ）．要保证达到高精度的定轨
和预报要求（也是轨控的需要），必须提供相应的姿态信息，否则在定轨中只
能将相应的航天器有效面质比（Ｓ／ｍ）当作待估参数去处理，而简单的处理
又不能达到高精度的要求．

§１０．２　描述航天器姿态的几种坐标系

姿态通常是用两坐标系之间的相对转动关系来描述，因此有必要介绍
描述姿态的几种坐标系，而且同一坐标系在不同领域中可能有不用的名称，
我们尽量使其统一．

１．地心惯性坐标系Ｏ ｘｙｚ

这一坐标系就是本书前面各章在轨道力学中引用的历元地心天球坐标

系，即历元平赤道地心系，目前采用的历元即Ｊ２０００．这已为读者所熟知，不
再介绍．

２．航天器轨道坐标系Ｓ ｘｏｙｏｚｏ

这里的轨道坐标系并不是轨道力学中所引用的那种混合坐标系（即坐
标原点为地心，ｘｙ平面为瞬时真赤道面，Ｏｘ轴方向即历元平春分点方向），
而是一种对航天器而言的“当地”坐标系．坐标原点为航天器的质心Ｓ，Ｓｚｏ

轴指向地心，即轨道力学中的反径向，Ｓｘｏ 轴在轨道面内垂直Ｓｚｏ 指向运动

方向，即轨道力学中所说的横向，Ｓｙｏ 轴与Ｓｚｏ，Ｓｘｏ 轴构成右手正交坐标系

统，Ｓｙｏ 轴方向就是轨道力学中轨道面法向的反向．这种坐标系随着航天器
的质心运动（即轨道运动）在空间是旋转的．上述对地定向的三轴稳定卫星
（如遥感卫星、通信卫星）的姿态就定义在这种坐标系中，常把Ｓｘｏ，Ｓｙｏ 和

Ｓｚｏ 三轴分别称为滚动轴，俯仰轴和偏航轴．
对于这种坐标系，三个坐标轴方向的单位矢量ｘ^ｏ，ｙ^ｏ 和ｚ^ｏ 可由航天器

的轨道运动量ｒ和ｒ　
．（即地心位置矢量和速度矢量）来定义：

２



ｚ^ｏ ＝－ｒ／ｒ＝－ｒ^，

ｙ^ｏ ＝ ｒ
．
×ｒ

｜ｒ．×ｒ｜
＝－ｗ^，

ｘ
＾

ｏ ＝ｙ^ｏ×ｚ^ｏ ＝ｔ^（ｏｒ　θ^）

烅

烄

烆 ．

（１０．１）

这里ｒ^，ｔ^（ｏｒ　θ^）和ｗ^，即前各章常用到的径向、横向和轨道面法向单位
矢量．

３．航天器本体（自旋）坐标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ

坐标原点为航天器质心，Ｓｘｂ 轴为沿航天器纵轴方向指向航天器的前

部，即航天器自旋转方向，Ｓｙｂ 轴在航天器纵对称面内，垂直于纵轴指向某
特征点方向，Ｓｚｂ 轴即与Ｓｘｂ，Ｓｙｂ 轴构成右手正交坐标系统．

４．航天器惯性主轴坐标系Ｓ ｘｌｙｌｚｌ

坐标原点仍为航天器质心，Ｓｘｌ，Ｓｙｌ，Ｓｚｌ 三个坐标轴方向即分别沿航

天器三个惯性主轴方向．航天器姿态动力学研究中常用这一坐标系．

§１０．３　航天器姿态参数

描述航天器的轨道参数即六个轨道根数，而描述航天器的姿态参数即
通常所说的一组欧拉角，亦称姿态角．在航天器测控中，姿态角通常有两种
定义：一种是航天器本体坐标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ 相对于某一基准坐标系的一组

欧拉角，这一定义常用于运载火箭发射段姿态角及载人飞船返回飞行时姿
态角的描述；另一种是航天器本体坐标系相对于航天器轨道坐标系Ｓ
ｘｏｙｏｚｏ 的一组欧拉角，这一定义常用于航天器在轨运行段姿态角的描述．

１．第一类姿态角（φ，ψ，γ）及姿态矩阵的表达

如图１０．１所示，由某一基准坐标系Ｓ ｘｔｙｔｚｔ（以下记作Ｓｔ），至本体坐
标系Ｓ ｘｂｙｂｚｂ（以下记作Ｓｂ）的转换依次为下面三次旋转：

（１）绕Ｏｚｔ轴逆时针转一俯仰角φ；
（２）绕Ｏｙ′轴逆时针转一偏航角ψ；
（３）绕Ｏｘｂ 轴逆时针转一滚动角γ．
若分别记这两种坐标系Ｓｔ和Ｓｂ 中的坐标矢量为Ｒｔ和Ｒｂ，则两者之间

的转换关系（即坐标旋转关系）为
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图１０．１　第一类姿态角的定义

Ｒｂ ＝ （Ａｂｔ）Ｒｔ， （１０．２）

Ｒｔ ＝ （Ａｂｔ）－１Ｒｂ ＝ （Ａｂｔ）ＴＲｂ． （１０．３）
其中转换矩阵（Ａｂｔ）即这种定义下的姿态矩阵，有

（Ａｂｔ）＝Ｒｘ（γ）Ｒｙ（ψ）Ｒｚ（φ）

＝
ｃｏｓψｃｏｓφ ｃｏｓψｓｉｎφ －ｓｉｎψ

－ｃｏｓγｓｉｎφ＋ｓｉｎγｓｉｎψｃｏｓφ ｃｏｓγｃｏｓφ＋ｓｉｎγｓｉｎψｓｉｎφ ｓｉｎγｃｏｓψ
ｓｉｎγｓｉｎφ＋ｃｏｓγｓｉｎψｃｏｓφ －ｓｉｎγｃｏｓφ＋ｃｏｓγｓｉｎψｓｉｎφ ｃｏｓγｃｏｓ

烄

烆

烌

烎ψ

．

（１０．４）
当φ，ψ，γ均为小角度时，保留到一阶量，姿态矩阵（Ａｂｔ）的简化形式为

（Ａｂｔ）＝
１ φ －ψ
－φ １ γ

ψ －γ

烄

烆

烌

烎１
． （１０．５）

２．第二类姿态角（φ，φ，θ）及姿态矩阵的表达

如图１０．２所示，由航天器轨道坐标系Ｓｏ 至本体坐标系Ｓｂ 的转换依次

为下面三次旋转：
（１）绕Ｓｚｏ 轴逆时针转一偏航角ψ；
（２）绕Ｓｘ′ｏ 轴逆时针转一滚动角φ；
（３）绕Ｓｙｂ 轴逆时针转一俯仰角θ．
若分别记这两种坐标系Ｓｏ 和Ｓｂ 中的坐标矢量为Ｒｏ 和Ｒｂ，则有

４



Ｒｂ ＝ （Ａｂｏ）Ｒｏ， （１０．６）

Ｒｏ ＝ （Ａｂｏ）－１Ｒｂ ＝ （Ａｂｏ）ＴＲｂ． （１０．７）
这里的转换矩阵（Ａｂｏ）即第二类姿态角定义对应的姿态矩阵，有

（Ａｂｏ）＝Ｒｙ（θ）Ｒｘ（φ）Ｒｚ（ψ）

＝
ｃｏｓθｃｏｓψ－ｓｉｎθｓｉｎφｓｉｎψ ｃｏｓθｓｉｎψ＋ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓψ －ｓｉｎθｃｏｓφ

－ｃｏｓφｓｉｎψ ｃｏｓφｃｏｓψ ｓｉｎφ
ｓｉｎθｃｏｓψ－ｃｏｓθｓｉｎφｓｉｎψ ｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓθｓｉｎφｃｏｓψ ｃｏｓθｃｏｓ

烄

烆

烌

烎φ

．

（１０．８）
当ψ，φ，θ均为小角度时，保留到一阶量，姿态矩阵（Ａｂｏ）有如下简化形

式：

（Ａｂｔ）＝
１ ψ －θ
－ψ １ φ
θ －φ

烄

烆

烌

烎１
． （１０．９）

上述姿态角即对应坐标轴的转动角，就称为欧拉角．姿态参数还有另一
种表示方法，即欧拉四元素表示法，下面介绍．

图１０．２　第二类姿态角的定义

３．欧拉轴／角姿态参数———欧拉四元素

刚体绕固定点的任一位移（即由一坐标系到另一坐标系的旋转变换），
可由绕通过此定点的某一轴（记为ｅ轴）转动一个角度（记为Φ）而得到，这
从前面的两种姿态角的定义过程中亦可看出．转轴ｅ称为欧拉轴，转角Φ称
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为欧拉角．
转轴ｅ的单位矢量ｅ在参考坐标系中的三个方向余弦（即三个分量）

ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ 和转角Φ 即称为欧拉轴／角姿态参数．引进ｑ
～：

ｑ
～
＝

ｑ１

ｑ２

ｑ３

ｑ

烄

烆

烌

烎４

＝

ｅｘｓｉｎΦ
２

ｅｙｓｉｎΦ
２

ｅｚｓｉｎΦ
２

ｃｏｓΦ

烄

烆

烌

烎２

， （１０．１０）

此即欧拉四元素．这种姿态参数的表示在姿态动力学中也常会用到，有
关细节不再介绍．

§１０．４　姿态运动方程与姿态动力学

１．姿态运动方程

在上一节姿态角的定义中，即通过刚体定点转动引入了欧拉角，绕一固
定轴ｅ的转动，亦可分解为先后绕一个参考坐标系的三个轴来实现．转动角
速度矢量记作ω，有

ω＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

． （１０．１１）

相应的角速度记作ω
　．，有

ω
　．
＝ｄΦ／ｄｔ＝Φ

．

． （１０．１２）

常把欧拉角的变率（即对时间ｔ的导数φ
　．，ψ

　．
，γ

．
或ψ

　．
，φ

　．，θ
　．
）与转动角速度

ω（ωｘ，ωｙ，ωｚ）的这种运动关系称为姿态运动方程．下面分别就上一节前两
种姿态角（φ，ψ，γ）和（ψ，φ，θ）的定义给出相应的姿态运动方程．

（１）定点转动的第一种体现———对基准坐标系Ｓｔ旋转的角速度矢量ω
在本体坐标系Ｓｂ 中的表达记作

（ω）ｂ ＝
ωｘｂ

ωｙｂ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｂ

， （１０．１３）

６



上述转动是分解成三次转动完成的，相应的转动角速度为φ
　．，ψ

　．
，γ

．
，根据

图１０．１不难给出

ωｘｂ

ωｙｂ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｂ

＝
γ
．

烄

烆

烌

烎

０
０

＋（Ａｂｔ）
－ψ

　．

ｓｉｎφ

ψ
　．

ｃｏｓφ

φ
　

烄

烆

烌

烎
．

， （１０．１４）

利用矩阵（Ａｂｔ）的表达式（１０．４），即可得

ωｘｂ ＝γ
．

－φ
　．ｓｉｎψ，

ωｙｂ ＝ψ
　．

ｃｏｓγ＋φ
　．ｓｉｎγｃｏｓψ，

ωｚｂ ＝－ψ
　．

ｓｉｎγ＋φ
　．ｃｏｓγｃｏｓψ

烅

烄

烆 ．

（１０．１５）

由此亦可解出φ
　．，ψ

　．
，γ

．
，有

φ
　．
＝ （ωｙｂｓｉｎγ＋ωｚｂｃｏｓγ）／ｃｏｓψ，

ψ
　．

＝ωｙｂｃｏｓγ－ωｚｂｓｉｎγ，

γ
．

＝ωｘｂ ＋（ωｙｂｓｉｎγ＋ωｚｂｃｏｓγ）ｔａｎψ

烅

烄

烆 ．

（１０．１６）

（２）定点转动的第二种体现———本体坐标系Ｓｂ 绕轨道坐标系Ｓｏ 旋转

的角速度矢量记为ωｂｏ，因Ｓｏ 不是惯性坐标系，因此ωｂｏ是相对角速度矢量，
在Ｓｂ 坐标系中由下列形式表达：

（ωｂｏ）ｂ ＝
ωｘｒ

ωｙｒ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｒ

． （１０．１７）

根据图１０．２不难看出

ωｘｒ

ωｙｒ

ω

烄

烆

烌

烎ｚｒ

＝

０

θ
　．

烄

烆

烌

烎０

＋（Ａｂｏ）
φ
　．ｃｏｓψ

φ
　．ｓｉｎψ

ψ
　

烄

烆

烌

烎
．

． （１０．１８）

利用矩阵（Ａｂｏ）的表达式（１０．８）即可得

ωｘｒ ＝φ
　．ｃｏｓθ－ψ

　．

ｓｉｎθｃｏｓφ，

ωｙｒ ＝θ
　．

＋ψ
　．

ｓｉｎφ，

ωｚｒ ＝φ
　．ｓｉｎθ＋ψ

　．

ｃｏｓθｃｏｓφ

烅

烄

烆 ，

（１０．１９）
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θ
　．

＝ωｙｒ ＋（ωｘｒｓｉｎθ－ωｚｒｃｏｓθ）ｔａｎφ，

ψ
　．

＝ （－ωｘｒｓｉｎθ＋ωｚｒｃｏｓθ）／ｃｏｓφ，

φ
　．
＝ωｘｒｃｏｓθ＋ωｚｒｓｉｎθ

烅

烄

烆 ，

（１０．２０）

记Ｓｂ 绕惯性坐标系Ｓｔ旋转的绝对角速度矢量为ωｂｔ，则有

ωｂｔ ＝ωｂｏ ＋ωｏｔ， （１０．２１）
其中ωｏｔ为Ｓｏ 绕Ｓｔ旋转的角速度矢量，若记

（ωｂｔ）ｂ ＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

， （１０．２２）

通常它就是装在航天器上的陀螺仪的输出量．Ｓｔ即对应前面§１０．２中定义
的地心惯性坐标系，因此有

（ωｏｔ）ｏ ＝

０
－ω０

烄

烆

烌

烎０
． （１０．２３）

这里的ω０ 即航天器的轨道角速度，严格而言，应有

ω０ ＝ｆ
．

＋ω
．

＋ｃｏｓｉΩ
．

． （１０．２４）

其中ｆ
．
，ω

．
和Ω

．
即前面几章轨道力学给出的包括摄动效应的航天器质心运动

的角变率．
（ωｂｔ）ｂ ＝ （ω）ｂｏ ＋（Ａｂｏ）（ωｏｔ）ｏ． （１０．２５）

由此可给出

ωｂｔ ＝
ωｘ

ωｙ

ω

烄

烆

烌

烎ｚ

＝

φ
　．ｃｏｓθ－ψｓｉｎθｃｏｓφ－ω０（ｃｏｓθｓｉｎψ＋ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓψ）

θ
　．

＋ψ
　．

ｓｉｎφ－ω０ｃｏｓφｃｏｓψ

φ
　．ｓｉｎθ＋ψ

　．

ｃｏｓθｃｏｓφ－ω０（ｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓθｓｉｎφｃｏｓψ

烄

烆

烌

烎）

，

（１０．２６）

θ
　．

＝ωｙ ＋（ωｘｓｉｎθ－ωｚｃｏｓθ）ｔａｎφ＋ω０ｃｏｓψ／ｃｏｓφ，

ψ
　．

＝ （ωｚｃｏｓθ－ωｘｓｉｎθ－ω０ｓｉｎφｃｏｓψ）／ｃｏｓφ，

φ
　．
＝ωｘｃｏｓθ＋ωｚｓｉｎθ＋ω０ｓｉｎψ

烅

烄

烆 ，

（１０．２７）

对小姿态角有

８



θ
　．

＝ωｙ ＋ω０，

ψ
　．

＝ωｚ－ω０φ，

φ
　．
＝ωｘ ＋ω０ψ

烅

烄

烆 ．

（１０．２８）

２．姿态动力学

姿态动力学即研究航天器（作为刚体或刚体与绕性体的混合系统等）姿

态角在外力矩的作用下的变化规律．对应轨道力学中的ｒ
．．
即ｄω／ｄｔ．ω＝ω

（ψ，φ，θ；ψ
　．
，φ
　．，θ

　．
）或ω（φ，ψ，γ；φ

　．，ψ
　．
，γ

．
）．这是航天器姿态动力学的主要内容，

本书将不再深入阐明这类问题，作为基础内容可参阅该领域的相关书籍或
教材［１～４］．
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附录一　常用公式

球面三角公式

１．正弦公式：

　　ｓｉｎＡ
ｓｉｎａ ＝ｓｉｎＢ

ｓｉｎｂ ＝ｓｉｎＣ
ｓｉｎｃ

２．正弦公式：

　　ｃｏｓａ＝ｃｏｓｂｃｏｓｃ＋ｓｉｎｂｓｉｎｃｃｏｓＡ
　　ｃｏｓＡ＝－ｃｏｓＢｃｏｓＣ＋ｓｉｎＢｓｉｎＣｃｏｓａ
３．五元素公式：

　　ｓｉｎａｃｏｓＢ＝ｃｏｓｂｓｉｎｃ－ｓｉｎｂｃｏｓｃｃｏｓＡ
　　ｓｉｎＡｃｏｓｂ＝ｃｏｓＢｓｉｎＣ＋ｓｉｎＢｃｏｓＣｃｏｓａ
　　ｓｉｎＡｃｏｓＢ＝ｃｏｓｂｓｉｎＣ－ｓｉｎＢｃｏｓｃｃｏｓＡ
公式中的Ａ，Ｂ，Ｃ是球面三角形的三个角，ａ，ｂ，ｃ是相应的三个边．

贝赛耳函数Ｊｎ（ｎｅ）

　　Ｊ１（ｅ）＝ １
２ｅ

１－１
８ｅ

２＋ １
１９２ｅ

４－ １
９２１６ｅ

６＋（ ）…

　　Ｊ２（２ｅ）＝ １
２ｅ

２ １－１
３ｅ

２＋１
２４ｅ

４－ １
３６０ｅ

６＋（ ）…

　　Ｊ３（３ｅ）＝ ９
１６ｅ

３ １－９
１６ｅ

２＋８１
６４０ｅ

４－（ ）…

　　Ｊ４（４ｅ）＝ ２
３ｅ

４ １－４
５ｅ

２＋４
１５ｅ

４－（ ）…

　　Ｊ５（５ｅ）＝６２５
７６８ｅ

５ １－２５
２４ｅ

２＋（ ）…



　　Ｊ６（６ｅ）＝８１
８０ｅ

６ １－９
７ｅ

２＋（ ）…

勒让德多项式Ｐｌ（μ）

　　Ｐ０（μ）＝１
　　Ｐ１（μ）＝μ

　　Ｐ２（μ）＝ ３
２μ

２－１
２

　　Ｐ３（μ）＝ ５
２μ

３－３
２μ

　　Ｐ４（μ）＝３５
８μ

４－１５
４μ

２＋３
８

　　Ｐ５（μ）＝６３
８μ

５－３５
４μ

３＋１５
８μ

　　Ｐ６（μ）＝２３１
１６μ

６－３１５
１６μ

４＋１０５
１６μ

２－５
１６

缔合勒让德多项式Ｐｌｍ（μ）

　　Ｐ１，１（μ）＝ （１－μ
２）１／２

　　Ｐ２，１（μ）＝３μ（１－μ
２）１／２

　　Ｐ２，２（μ）＝３（１－μ
２）

　　Ｐ３，１（μ）＝ １５
２μ

２－（ ）３
２

（１－μ
２）１／２

　　Ｐ３，２（μ）＝１５μ（１－μ
２）

　　Ｐ３，３（μ）＝１５（１－μ
２）３／２

　　Ｐ４，１（μ）＝ ３５
２μ

３－１５
２（ ）μ （１－μ

２）１／２

　　Ｐ４，２（μ）＝ １０５
２μ

２－１５（ ）２
（１－μ

２）

　　Ｐ４，３（μ）＝１０５μ（１－μ
２）３／２

　　Ｐ４，４（μ）＝１０５（１－μ
２）２

一些函数的平均值

　　１． ａ（ ）ｒ ＝１
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　　２． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｓｉｎｑｆ ＝０　（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

　　３． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｐ≥２，ｑ≥ｐ－１）

　　４． ａ（ ）ｒ
ｐ

ｃｏｓｑｆ ＝ （１－ｅ２）－（ｐ－３／２） ∑
（ｐ－２）－δ

ｎ（２）＝ｑ
　ｐ－２（ ）ｎ （ ｎ

１
２（ｎ－ｑ））

ｅ（ ）２
ｎ

　　　　　　δ＝ １
２

［１－（－１）ｐ－ｑ］，（ｐ≥２，ｑ＜ｐ－１）

　　 ａ（ ）ｒ
２

＝ （１－ｅ２）－１／２

　　 ａ（ ）ｒ
２

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥１）

　　 ａ（ ）ｒ
３

＝ （１－ｅ２）－３／２

　　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓｆ＝ １
２ｅ

（１－ｅ２）－３／２

　　 ａ（ ）ｒ
３

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥２）

　　 ａ（ ）ｒ
４

＝ １＋１
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｆ＝ｅ（１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓ２ｆ＝ １
４ｅ

２（１－ｅ２）－５／２

　　 ａ（ ）ｒ
４

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥３）

　　 ａ（ ）ｒ
５

＝ １＋３
２ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓｆ＝ ３
２ｅ

１＋１
４ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
４ｅ

２（１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓ３ｆ＝ １
８ｅ

３（１－ｅ２）－７／２

　　 ａ（ ）ｒ
５

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥４）

　　 ａ（ ）ｒ
６

＝ １＋３ｅ２＋３
８ｅ（ ）４ （１－ｅ２）－９／２

２１



　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓｆ＝２ｅ１＋３
４ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ２ｆ＝ ３
２ｅ

２ １＋１
６ｅ（ ）２ （１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ３ｆ＝ １
２ｅ

３（１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓ４ｆ＝ １
１６ｅ

４（１－ｅ２）－９／２

　　 ａ（ ）ｒ
６

ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｑ≥５）

　　５． ａ（ ）ｒ ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

（ｑ＝０，１，２，…）

　　６．ｃｏｓｑｆ ＝
－ｅ

１＋ １－ｅ槡（ ）２

ｑ

（１＋ｑ １－ｅ槡 ２）　（ｑ＝０，１，２，…）

　　ｃｏｓｆ＝－ｅ

　　ｃｏｓ２ｆ＝ １＋２ １－ｅ槡 ２

（１＋ １－ｅ槡 ２）２
ｅ２

　　ｃｏｓ３ｆ＝－４
ｅｃｏｓ２ｆ＋３ｅ

　　ｃｏｓ４ｆ＝ ２
ｅ２（６－ｅ２）ｃｏｓ２ｆ－９

　　ｃｏｓ５ｆ＝－４
ｅ３（８－３ｅ２）ｃｏｓ２ｆ＋１

ｅ
（２４－５ｅ２）

　　ｃｏｓ６ｆ＝ １
ｅ４（８０－４８ｅ２＋３ｅ４）ｃｏｓ２ｆ－２

ｅ２（３０－１３ｅ２）

　　７． ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｃｏｓｑｆ ＝０　（ｐ，ｑ＝０，１，２，…）

　　８． ａ（ ）ｒ
２
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝－１

ｑ
ｃｏｓ２ｆ
１－ｅ槡（ ）２ 　（ｑ≥１）

　　９． ａ（ ）ｒ
ｐ
（ｆ－Ｍ）ｓｉｎｑｆ ＝ （１－ｅ２）－（ｐ－３／２）∑

ｐ－２

ｎ＝０
∑
ｎ

ｍ＝０

ｐ－２（ ）ｎ
ｎ（）ｍ

ｅ（ ）２
ｎ

× －ｃｏｓ（ｑ＋ｎ－２ｍ）ｆ
ｑ＋ｎ－２｛ ｝ｍ ２ｍ≠ｑ＋ｎ

　（ｐ≥３，ｑ≥１）

　　１０． ｒ（ ）ａ
ｐ

ｃｏｓｑｆ：

　　 ｒ（ ）ａ ＝１＋１
２ｅ

２
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　　 ｒ（ ）ａ ｃｏｓｆ＝－３
２ｅ

　　 ｒ（ ）ａ ｃｏｓ２ｆ＝ ３
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

＝１＋３
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓｆ＝－２ｅ１＋１
４ｅ（ ）２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ２ｆ＝ ５
２ｅ

２

　　 ｒ（ ）ａ
２

ｃｏｓ３ｆ＝－５
２ｅ

３

　　 ｒ（ ）ａ
３

＝１＋３ｅ２＋３
８ｅ

４

　　 ｒ（ ）ａ
４

＝１＋５ｅ２＋１５
８ｅ

４

　　 ｒ（ ）ａ
５

＝１＋１５
２ｅ

２＋４５
８ｅ

４＋５
１６ｅ

６

　　 ｒ（ ）ａ
６

＝１＋２１
２ｅ

２＋１０５
８ｅ４＋３５

１６ｅ
６

汉森系数Ｘｎ，ｍ
ｐ （ｅ）（ｎ＝０，±１，±２，…，ｍ ＝０，１，２，…）

　　Ｘｎ，０
０ ＝１＋１

４ｎ
（ｎ＋１）ｅ２＋１

６４ｎ
（ｎ－２）（ｎ２－１）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，０
１ ＝－１

２ｎｅ－１
１６ｎ

（ｎ２－ｎ－３）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，０
２ ＝ １

８ｎ
（ｎ－３）ｅ２＋１

９６ｎ
（ｎ３－６ｎ２－ｎ＋２２）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，０
３ ＝－１

４８ｎ
（ｎ２－９ｎ＋１７）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，０
４ ＝ １

３８４ｎ
（ｎ３－１８ｎ２＋９５ｎ－１４２）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
－３ ＝ １

３８４
（ｎ４－１０ｎ３＋１７ｎ２＋２８ｎ－２７）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
－２ ＝－１

４８
（ｎ３－３ｎ２－４ｎ＋４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
－１ ＝ １

８
（ｎ２＋ｎ－１）＋１

９６
（ｎ４－２ｎ３－４ｎ２＋７ｎ＋２）ｅ４＋…

４１



　　Ｘｎ，１
０ ＝－１

２
（ｎ＋２）ｅ－１

１６ｎ
（ｎ－１）（ｎ＋２）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
１ ＝１＋１

４
（ｎ２＋ｎ－４）ｅ２＋１

６４
（ｎ４－２ｎ３－９ｎ２＋２ｎ＋７）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，１
２ ＝－１

２
（ｎ－２）ｅ－１

１６
（ｎ３－３ｎ２－１２ｎ＋２０）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
３ ＝ １

８
（ｎ２－７ｎ＋９）ｅ２＋１

９６
（ｎ４－１０ｎ３＋２ｎ２＋１３３ｎ－１６２）ｅ４＋

…

　　Ｘｎ，１
４ ＝－１

４８
（ｎ３－１５ｎ２＋６２ｎ－６４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，１
５ ＝ １

３８４
（ｎ４－２６ｎ３＋２２１ｎ２－６９６ｎ＋６２５）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，２
－２ ＝ １

３８４
（ｎ４－２ｎ３－１３ｎ２＋６ｎ＋１６）ｅ４＋…

　　Ｘｎ，２
－１ ＝－１

４８
（ｎ３＋３ｎ２－ｎ－４）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
０ ＝ １

８
（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｅ２＋１

９６
（ｎ－１）（ｎ－２）（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｅ４＋

…

　　Ｘｎ，２
１ ＝－１

２
（ｎ＋４）ｅ－１

１６
（ｎ３＋３ｎ２－９ｎ－２８）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
２ ＝１＋１

４
（ｎ２＋ｎ－１６）ｅ２＋１

６４
（ｎ４－２ｎ３－３３ｎ２＋２ｎ＋２２０）ｅ４

＋…

　　Ｘｎ，２
３ ＝－１

２
（ｎ－４）ｅ－１

１６
（ｎ３－５ｎ２－２９ｎ＋１０８）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
４ ＝ １

８
（ｎ２－１１ｎ＋２６）ｅ２＋１

９６
（ｎ４－１４ｎ３＋５ｎ２＋４３６ｎ－１０３６）ｅ４

＋…

　　Ｘｎ，２
５ ＝－１

４８
（ｎ３－２１ｎ２＋１３１ｎ－２３６）ｅ３＋…

　　Ｘｎ，２
６ ＝ １

３８４
（ｎ４－３４ｎ３＋３９５ｎ２－１８２６ｎ＋２７６０）ｅ４＋…
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附录二　天文常数

ＩＡＵ（１９７６）天文常数系统

单位：米（ｍ）、千克（ｋｇ）和秒（ｓ）分别为国际单位系统（ＳＩ）中的长度、质
量和时间单位．

定义常数（ｄｅｆｉｎｉｎｇｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

１．高斯引力常数（ＧａｕｓｓｉａｎＧｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌＣｏｎｓｔａｎｔ）

ｋ＝０．０１７２０２０９８９５
２．光速（ｓｐｅｅｄｏｆｌｉｇｈｔ） ｃ＝２９９７９２４５８ｍｓ－１

初始常数（ｐｒｉｍａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

３．一天文单位的光行时间（ｌｉｇｈｔｔｉｍｅｆｏｒｕｎｉｔｄｉｓｔａｎｃｅ）

τＡ＝４９９．００４７８２ｓ
４．地球赤道半径（ｅｑｕａｔｏｒｉａｌｒａｄｉｕｓｆｏｒｅａｒｔｈ） ａｅ＝６３７８１４０ｍ
５．地球形状力学因子（ｄｙｎａｍｉｃａｌｆｏｒｍｆａｃｔｏｒｆｏｒｅａｒｔｈ）

Ｊ２＝０．００１０８２６３
６．地心引力常数（ｇｅｏｃｅｎｔｒｉｃｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ）

ＧＥ＝３．９８６００５×１０１４ｍ３ｓ－２

７．引力常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎ） Ｇ＝６．６７２×１０－１１ｍ３ｋｇ－１ｓ－２

８．月球与地球质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆｍｏｏｎｔｏｔｈａｔｏｆｅａｒｔｈ）

μ＝０．０１２３０００２
９．黄经总岁差（ｇｅｎｅｒａｌｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎｉｎｌｏｎｇｉｔｕｄｅ，ｐｅｒＪｕｌｉａｎｃｅｎｔｕｒｙ，ａｔ

ｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００） ρ＝５０２９″．０９６６



１０．黄赤交角（ｏｂｌｉｑｕｉｔｙｏｆｔｈｅｅｃｌｉｐｔｉｃ，ａｔｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

ε＝２３°２６′２１″．４４８

推导常数（ｄｅｒｉｖｅｄｃｏｎｓｔａｎｔｓ）

１１．章动常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｎｕｔａｔｉｏｎ，ａｔｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

Ｎ＝９″．２０２５
１２．一天文单位的长度（ｕｎｉｔｄｉｓｔａｎｃｅ） ｃτＡ＝１．４９５９７８７０×１０１１ｍ
１３．太阳视差（ｓｏｌａｒｐａｒａｌｌａｘ） ａｒｃｓｉｎ（αｃ／Ａ）＝π⊙＝８″．７９４１４８
１４．光行差常数（ｃｏｎｓｔａｎｔｏｆａｂｅｒｒａｔｉｏｎ，ｆｏｒｓｔａｎｄａｒｄｅｐｏｃｈ２０００）

κ＝２０″．４９５５２
１５．地球扁率（ｆｌａｔｔｅｎｉｎｇｆａｃｔｏｒｆｏｒｔｈｅｅａｒｔｈ）

ｆ＝０．００３３５２８１＝１／２９８．２５７
１６．日心引力常数（ｈｅｌｉｏｃｅｎｔｒｉｃｇｒａｖｉｔａｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔ）

Ａ３ｋ２／Ｄ２＝ＧＳ＝１．３２７１２４３８×１０２０ｍ３ｓ－２

１７．太阳与地球质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆＳｕｎｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅｅａｒｔｈ）
（ＧＳ）／（ＧＥ）＝Ｓ／Ｅ＝３３２９４６．０

１８．太阳与地月系质量比（ｒａｔｉｏｏｆｍａｓｓｏｆｓｕｎｔｏｔｈａｔｏｆｔｈｅｅａｒｔｈ＋
ｍｏｏｎ） （Ｓ／Ｅ）／（１＋μ）＝３２８９００．５

１９．太阳质量（ｍａｓｓｏｆｔｈｅｓｕｎ） （ＧＳ）／Ｇ＝Ｓ＝１．９８９１×１０３０ｋｇ
２０．行星质量系统（ｓｙｓｔｅｍｏｆｐｌａｎｅｔａｒｙｍａｓｓｅｓ） （太阳质量＝１）

Ｍｅｒｃｕｒｙ　　　　　６０２３６００　　　　　Ｊｕｐｉｔｅｒ　　　　　１０４７．３５５
Ｖｅｎｕｓ ４０８５２３．５ Ｓａｔｕｒｎ ３４９８．５
Ｅａｒｔｈ＋Ｍｏｏｎ ３２８９００．５ Ｕｒａｎｕｓ ２２８６９
Ｍａｒｓ ３０９８７１０ Ｎｅｐｔｕｎｅ １９３１４

Ｐｌｕｔｏ ３００００００

７１　附录二　天文常数



附录三　地球和月球引力场模型

通常一个地球引力场模型包括如下内容：

ＧＥ———地心引力常数 ，ａｅ———地球参考椭球体赤道半径，

Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ———地球引力位球谐展开式的归一化谐系数，

当引用某一地球引力场模型时，严格而言，地固坐标系中的测站坐标Ｒｅ 应

与该引力场模型所对应的地球参考椭球体相吻合，这在精密定轨中（特别是
定轨精度要求较高的问题）应加以考虑，因为它涉及到地心坐标系的严格定
义．同样对于月球引力场亦如此，相应地有月心引力常数ＧＭ，月球参考椭

球体赤道半径ａｅ和引力位球谐展开式的归一化系数Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ．
为了实际应用的需要，这里介绍被广泛引用的ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４两

种地球引力场模型以及ＬＰ７５Ｇ和当今认为精度较高的ＬＰ１６５两种月球引
力场模型，供读者参考．原ＪＧＭ ３模型为７０×７０阶次，ＷＧＳ８４模型为

１８０×１８０阶次，ＬＰ１６５模型为１６５×１６５阶次，ＬＰ７５Ｇ模型为７５×７５阶次，
这里分别只给到２０×２０阶次，如有需要，读者可以在相关网站上调用完整
模型．

ＪＧＭ ３　ＧＥ＝３９８６００．４４１５０ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３６３０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．４８４１６９５４８４５６４７Ｄ－０３ ．００００００００００００００Ｄ＋００
３ ０ ．９５７１７０５９０８８８００Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
４ ０ ．５３９７７７０６８３５７３０Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
５ ０ ．６８６５８９８７９８６５４３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
６ ０ －．１４９６７１５６１７８６０４Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
７ ０ ．９０７２２９４１６４３２３２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
８ ０ ．４９１１８００３１７４７３４Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
９ ０ ．２７３８５０６０９５００８５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ．５４１３０４４５７３８８１２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００



１１ ０ －．５０１６１３１４５９５６８８Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ．３６３８２３４０６２３６９０Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１３ ０ ．３９９４６４２８７３１６８３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －．２１８０３８６１５４７２０３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１５ ０ ．３１６５９５１０９２６１８９Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１６ ０ －．５４３０２３２０８８４４３２Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ．１８１０８３７５０５９８０５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ．７２６９１８４６００７２４６Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －．３５１８５５０３０９８０９８Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ．１８７８９９８６５４９７７７Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２ １ －．１８６９８７６４００００００Ｄ－０９ ．１１９５２８０１００００００Ｄ－０８
３ １ ．２０３０１３７２０５５５３０Ｄ－０５ ．２４８１３０７９８２５５６１Ｄ－０６
４ １ －．５３６２４３５５４２９８５１Ｄ－０６ －．４７３７７２３７０６１５９７Ｄ－０６
５ １ －．６２７２７３６９６９７７０５Ｄ－０７ －．９４１９４６３２１３４３８３Ｄ－０７
６ １ －．７６１０３５８０４０７２７４Ｄ－０７ ．２６８９９８１８９３２６２９Ｄ－０７
７ １ ．２８０２８６５２２０３６８９Ｄ－０６ ．９４７７７３１７８１３３１３Ｄ－０７
８ １ ．２３３３３７５１６８７２０４Ｄ－０７ ．５８４９９２７４９３９３６８Ｄ－０７
９ １ ．１４２２３０２５８９２７１４Ｄ－０６ ．２１９０９６１８３４９３７６Ｄ－０７
１０ １ ．８３７５８８３２３３２６７１Ｄ－０７ －．１３１５５４０６５３９８４３Ｄ－０６
１１ １ ．１６１０７０７７７３８７２０Ｄ－０７ －．２７８９２１５２８４０７０１Ｄ－０７
１２ １ －．５４１９１７０１３３６３０９Ｄ－０７ －．４２０１１７７５７６７６７５Ｄ－０７
１３ １ －．５２９６６８６８２６１３６１Ｄ－０７ ．３９８７６８１６４４７４２２Ｄ－０７
１４ １ －．１９０２３７５１９４１５０１Ｄ－０７ ．２７４７１８２６０６２７２２Ｄ－０７
１５ １ ．１２０１９０４８４６７８０３Ｄ－０７ ．８１７３２６７１０７９９２７Ｄ－０８
１６ １ ．２７５３３４９９３４９８１７Ｄ－０７ ．３３７０８１９９０４３７２７Ｄ－０７
１７ １ －．２６３８８８６２３９６４０９Ｄ－０７ －．２９８５２８５５７５３５０４Ｄ－０７
１８ １ ．４２１００１６７０３７２１６Ｄ－０８ －．３９０７５８９３１４５５８２Ｄ－０７
１９ １ －．６９６７５０１４４４８６３０Ｄ－０８ ．１５８０４８５０７３７３５３Ｄ－０９
２０ １ ．８３４７７６７５０１１２６１Ｄ－０８ ．６２４４５２９４１６９２８５Ｄ－０８
２ ２ ．２４３９２６０７４８６５６３Ｄ－０５ －．１４００２６６３９７５８８０Ｄ－０５
３ ２ ．９０４７０６３４１２７２９１Ｄ－０６ －．６１８９２２８４６４７８４９Ｄ－０６
４ ２ ．３５０６７０１５６４５９３８Ｄ－０６ ．６６２５７１３４５９４２６８Ｄ－０６
５ ２ ．６５２４５９１０２７６３５３Ｄ－０６ －．３２３３３４３５２４４４３５Ｄ－０６
６ ２ ．４８３２７４７２１２４８９２Ｄ－０７ －．３７３８１５９１９４４３５５Ｄ－０６
７ ２ ．３２９７６０２２７４２４１０Ｄ－０６ ．９３１９３６９６８３１０４５Ｄ－０７
８ ２ ．８００７０６６３９３１５８７Ｄ－０７ ．６５５１８５５９０９７４６４Ｄ－０７
９ ２ ．２２６２０６４２３５５８４３Ｄ－０７ －．３２１７４９８４９６２１６６Ｄ－０７
１０ ２ －．９３５５７９２５６８２８４３Ｄ－０７ －．５１４１５８９０５８４９０１Ｄ－０７
１１ ２ ．１８４２９７９５４６１０５３Ｄ－０７ －．９８４５２１１７２０４３７０Ｄ－０７
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１２ ２ ．１３９８５７３８４６０５７３Ｄ－０７ ．３１０４７７６９６４４３１３Ｄ－０７
１３ ２ ．５６０３９１２５２７５３９７Ｄ－０７ －．６２６９９３４１３００９３５Ｄ－０７
１４ ２ －．３６９７８９６６０６２４４５Ｄ－０７ －．２９８９１０７４８９８３９１Ｄ－０８
１５ ２ －．２１７４６２７２８５３２２８Ｄ－０７ －．３１７３３０３９６２１９５６Ｄ－０７
１６ ２ －．２２３９５２９４００６３１５Ｄ－０７ ．２６２０６６１３３５４６４４Ｄ－０７
１７ ２ －．１７３７８５９６９９４６６８Ｄ－０７ ．９１９６７４９２９７４０３３Ｄ－０８
１８ ２ ．１２８２８２４８８６６３４７Ｄ－０７ ．１３５８６３５９９７９０３１Ｄ－０７
１９ ２ ．３１４３５０５１５７２２１０Ｄ－０７ －．４３２９５４７９７７４３０８Ｄ－０８
２０ ２ ．２００３０４４８０２９４８７Ｄ－０７ ．１４８８４４７００８８５７６Ｄ－０７
３ ３ ．７２１１４４９３９８２３０９Ｄ－０６ ．１４１４２０３９８４７３５４Ｄ－０５
４ ３ ．９９０８６８９０５７７４４１Ｄ－０６ －．２００９８７３５４８４７３１Ｄ－０６
５ ３ －．４５１８３７０４８０８７８０Ｄ－０６ －．２１４９５４１９３４６４２１Ｄ－０６
６ ３ ．５７０２０９６５７５７９７４Ｄ－０７ ．８８８９４７３８００８２５１Ｄ－０８
７ ３ ．２５０５０１５２６７５０３８Ｄ－０６ －．２１７３２０１０８４５２５４Ｄ－０６
８ ３ －．１９２５１７６４３３１４００Ｄ－０７ －．８６２８５８３６５３４２４８Ｄ－０７
９ ３ －．１６１０６４２７８９７２４３Ｄ－０６ －．７４５４５４６４０６１４３８Ｄ－０７
１０ ３ －．７１９６７３６７０７３６４４Ｄ－０８ －．１５４１７９８８１１８５３５Ｄ－０６
１１ ３ －．３０５６０６９８００７４５５Ｄ－０７ －．１４８８０３０９０５１２２７Ｄ－０６
１２ ３ ．３８９７８５２０７７７７７０Ｄ－０７ ．２４５７６５８０９５９９４０Ｄ－０７
１３ ３ －．２１８１７１３１９４８５９０Ｄ－０７ ．９８２０８９９９０７７４５５Ｄ－０７
１４ ３ ．３６８０９４３５８３９３６４Ｄ－０７ ．２０３１３４０４３７９９７８Ｄ－０７
１５ ３ ．５２４０３０６４６６８８０２Ｄ－０７ ．１５１５９８６２３１０３６１Ｄ－０７
１６ ３ －．３５１００７８９００４４６７Ｄ－０７ －．２３２４１５１９９６７９８２Ｄ－０７
１７ ３ ．７４２２５６１５３３７８３０Ｄ－０８ ．８１９４６５２３７２４２５１Ｄ－０８
１８ ３ －．３７５９６６７５９０９３５９Ｄ－０８ －．３１０９０５６２９９３６２４Ｄ－０８
１９ ３ －．９８９９９９３３２０４２０７Ｄ－０８ －．９８８２１２０８４３８５３５Ｄ－０９
２０ ３ －．５９３４９９４９０６６７６８Ｄ－０８ ．３５５７１１５１１７１０５５Ｄ－０７
４ ４ －．１８８４８１３６７４２５２７Ｄ－０６ ．３０８８４８０３６９０３５５Ｄ－０６
５ ４ －．２９５１２３３９３０２１９６Ｄ－０６ ．４９７４１４２７２３０９３４Ｄ－０７
６ ４ －．８６２２８０３２６１９８００Ｄ－０７ －．４７１４０５１１２３２１４８Ｄ－０６
７ ４ －．２７５５４０９６３０７４０３Ｄ－０６ －．１２４１４１５１２４８５１６Ｄ－０６
８ ４ －．２４４３５８０６４３９２９７Ｄ－０６ ．６９８５７０７４８５０４３１Ｄ－０７
９ ４ －．８２０１７３６６８７７８７２Ｄ－０８ ．２００６８０９３２８６８４１Ｄ－０７
１０ ４ －．８４３３５３５２３９５３３８Ｄ－０７ －．７８４８５３４６１７１７９０Ｄ－０７
１１ ４ －．４００２４１０７７８２３３９Ｄ－０７ －．６３５９６５３０２１３４４９Ｄ－０７
１２ ４ －．６８４１９６９８１８７０８０Ｄ－０７ ．２９５４３２５６０５９３４４Ｄ－０８
１３ ４ －．１４７０９３７２４４１８４５Ｄ－０８ －．１２６１３８４８７８６４６４Ｄ－０７
１４ ４ ．１７１２０６６０３６９００１Ｄ－０８ －．２０６８８０４４０００６４３Ｄ－０７
１５ ４ －．４２１６２６９１４４６０７０Ｄ－０７ ．７８２７０９９６９０９８８４Ｄ－０８

０２



１６ ４ ．４１２１８９７６７３９８６０Ｄ－０７ ．４６０５６６９６９７６６０１Ｄ－０７
１７ ４ ．７５２０２５６１２８０７９８Ｄ－０８ ．２３３８１９９４８７０９８４Ｄ－０７
１８ ４ ．５３０９２２９１０４０７７５Ｄ－０７ ．１４５９６９９８８３０７２７Ｄ－０８
１９ ４ ．１５８２６７８６８０７３３５Ｄ－０７ －．５６６１９３７６８９３５７７Ｄ－０８
２０ ４ ．５４５７１７４７２３４６５１Ｄ－０８ －．２２４１０１０１１９８２７０Ｄ－０７
５ ５ ．１７４８３１５７７６９９９０Ｄ－０６ －．６６９３９２９３７２４９１１Ｄ－０６
６ ５ －．２６７１１２２７１７１９６６Ｄ－０６ －．５３６４１０１６４６６３９０Ｄ－０６
７ ５ ．１６４４００３８１４６４１１Ｄ－０８ ．１８０７５３３５２３３５０６Ｄ－０７
８ ５ －．２５４９８４１００１０２５７Ｄ－０７ ．８９０９０２９７４９４６４０Ｄ－０７
９ ５ －．１６３２５０６１５１５９２４Ｄ－０７ －．５４２７１４７３２４７９９２Ｄ－０７
１０ ５ －．４９５１９７４０８１８０５４Ｄ－０７ －．５０２９２６９３５７７９２１Ｄ－０７
１１ ５ ．３７４３５８７４５６７７０８Ｄ－０７ ．４９８２８６３１６８００４１Ｄ－０７
１２ ５ ．３１１０７０７５５２７２６６Ｄ－０７ ．７６３８７８８３１２４３１２Ｄ－０８
１３ ５ ．５８２５３１２５４１５４１７Ｄ－０７ ．６５８４５６４８９６８１１１Ｄ－０７
１４ ５ ．２９８９９４６２４５０１３３Ｄ－０７ －．１６８５７９１０８３８４１１Ｄ－０７
１５ ５ ．１３４５０８９５８４６６９７Ｄ－０７ ．８９８２３３４９６２９８８６Ｄ－０８
１６ ５ －．１３４９５２６３５７５７２７Ｄ－０７ －．１６７８８５０７０６０８８９Ｄ－０８
１７ ５ －．１７０５８０５２５９４１５９Ｄ－０７ ．５３５３２０６５６２１８０５Ｄ－０８
１８ ５ ．７３１４４２２０３５９３５１Ｄ－０８ ．２４６５０３５１１３６７５０Ｄ－０７
１９ ５ ．１２０５８２２３７９２８６９Ｄ－０７ ．２７２０４４４４０６４６１１Ｄ－０７
２０ ５ －．１１４５２３１８３８８９３０Ｄ－０７ －．６９３５０７７５８６４８７７Ｄ－０８
６ ６ ．９５０１６５１８３３８５５７Ｄ－０８ －．２３７２６１４７８８９５２２Ｄ－０６
７ ６ －．３５８８４２６３３０７９１８Ｄ－０６ ．１５１７７８０８４４３４２６Ｄ－０６
８ ６ －．６５８５９３５３８６４３８８Ｄ－０７ ．３０８９２０６４１５７９５６Ｄ－０６
９ ６ ．６２８３３１８６９２２４１０Ｄ－０７ ．２２２６７７３１０９４９１９Ｄ－０６
１０ ６ －．３７４１８８３３７３６６９３Ｄ－０７ －．７９４６４２１８２７４９５８Ｄ－０７
１１ ６ －．１４６０７８１４０５５５１５Ｄ－０８ ．３４１７３１６１２３０３７３Ｄ－０７
１２ ６ ．３３２４４１９４６８０３６１Ｄ－０８ ．３９３６８８３３４８４４８４Ｄ－０７
１３ ６ －．３５３１１９８８７４０４４２Ｄ－０７ －．６０５８３３１５２９７５５２Ｄ－０８
１４ ６ －．１９４００９８１７３００９２Ｄ－０７ ．２４１２９５９４１２９９６５Ｄ－０８
１５ ６ ．３３４６３３８６２２０８２３Ｄ－０７ －．３７７５２５３２１３２５６２Ｄ－０７
１６ ６ ．１４３２１０５４６５０５２０Ｄ－０７ －．３４４４５３５９２５１６２６Ｄ－０７
１７ ６ －．１３４６６６１００１１００２Ｄ－０７ －．２８２７４８３７４３６１５１Ｄ－０７
１８ ６ ．１３３７７８３９９８９１８７Ｄ－０７ －．１５６６０９９６０６５８９４Ｄ－０７
１９ ６ －．２３８５００６２００７６９９Ｄ－０８ ．１７９５１６５９５９１４７８Ｄ－０７
２０ ６ ．１１５６５４０１０９７３４１Ｄ－０７ －．４２３４１７３２００２０９２Ｄ－０９
７ ７ ．１３７９５１７０５６４０７６Ｄ－０８ ．２４１２８５９４０８０７７３Ｄ－０７
８ ７ ．６７２６２７０１８４８７３４Ｄ－０７ ．７４８１３１９６７６８７１０Ｄ－０７
９ ７ －．１１８１５８８５２１７６２９Ｄ－０６ －．９６８９９３８５８３９９８９Ｄ－０７
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１０ ７ ．８２０８４０６２５２０７８３Ｄ－０８ －．３１４９１３５８４０１０９２Ｄ－０８
１１ ７ ．４７０６１８２４７４０１８３Ｄ－０８ －．８９７７７２３５０５７０５１Ｄ－０７
１２ ７ －．１８６０３１０６５４１７４７Ｄ－０７ ．３５５７０８２９２４９１６６Ｄ－０７
１３ ７ ．２７０６３６４９２００２９０Ｄ－０８ －．７７１１０５７８９１４５００Ｄ－０８
１４ ７ ．３６８５１１３２６３１４９３Ｄ－０７ －．４２２２３６４５８８９７４０Ｄ－０８
１５ ７ ．５９９１２７０１３５４８６６Ｄ－０７ ．６０５６１９２３２７１５１４Ｄ－０８
１６ ７ －．７８１２９６６２２０６８６９Ｄ－０８ －．８５１０１４３２５２０６４５Ｄ－０８
１７ ７ ．２４０１１１１９６３７８８１Ｄ－０７ －．５８８３５５４３８６８３６３Ｄ－０８
１８ ７ ．６５２８５８７７１１４８７１Ｄ－０８ ．６２８０２６３０１６５４９３Ｄ－０８
１９ ７ ．７３６７７８５９１２２１７０Ｄ－０８ －．８６６４８４８１７１９４９８Ｄ－０８
２０ ７ －．２０３０１５１０２２８１４９Ｄ－０７ －．１２９９５８８９２２６３９３Ｄ－０９
８ ８ －．１２３９７０６１３９５４９８Ｄ－０６ ．１２０４４１００６６８７６６Ｄ－０６
９ ８ ．１８７９８４２６９５４７２２Ｄ－０６ －．３０１５４４４０６５７９０２Ｄ－０８
１０ ８ ．４０４６７８４１８７１０７７Ｄ－０７ －．９１９１６６８２７３４３７１Ｄ－０７
１１ ８ －．６１４０６０３１０６９２５１Ｄ－０８ ．２４５７２２５４５０５２００Ｄ－０７
１２ ８ －．２５７０２４７７４０２６６８Ｄ－０７ ．１６６６６７９４４６４６２４Ｄ－０７
１３ ８ －．９８８７１７８７５８６４７８Ｄ－０８ －．９７２８９３７１６１７４９９Ｄ－０８
１４ ８ －．３４８６６８５２９１８３５３Ｄ－０７ －．１４８８８４１４７８８６８３Ｄ－０７
１５ ８ －．３１９８９５５２４１６３６４Ｄ－０７ ．２２２７０９１３８８３１２０Ｄ－０７
１６ ８ －．２１５３７８４２２６９７２８Ｄ－０７ ．５２４７５７５０４００２８８Ｄ－０８
１７ ８ ．３７６２４５６１８６６８３４Ｄ－０７ ．３７６０９５６０３５９４２７Ｄ－０８
１８ ８ ．３１０６６１１６４３４８２５Ｄ－０７ ．２４７０１３４０６５６９０２Ｄ－０８
１９ ８ ．３１０５２１８９０７３５８１Ｄ－０７ －．１０４６２６０８８４７１６８Ｄ－０７
２０ ８ ．４９２２２０３１３０５６３０Ｄ－０８ ．４０６７１６１８４３６５９４Ｄ－０８
９ ９ －．４７７２４８２１９２３１７８Ｄ－０７ ．９６５８５５７７６３０７９７Ｄ－０７
１０ ９ ．１２５４０２５０２５２２７７Ｄ－０６ －．３７７３６４７７７５３６８８Ｄ－０７
１１ ９ －．３１４５５５１６２２７６７５Ｄ－０７ ．４２０４０７１３６８８１５５Ｄ－０７
１２ ９ ．４１７９３０７７７１１６５５Ｄ－０７ ．２５３２４５７９９０８９５４Ｄ－０７
１３ ９ ．２４７５３６３００５４７８１Ｄ－０７ ．４５３５９２５７７２０６６７Ｄ－０７
１４ ９ ．３２３７６６３８７７８２１５Ｄ－０７ ．２８６９８２１２５５０７４１Ｄ－０７
１５ ９ ．１３０２６７２２０２４２５７Ｄ－０７ ．３７８７６４１３７０４１６６Ｄ－０７
１６ ９ －．２２７７６７１５２８９２４３Ｄ－０７ －．３８９２３８８７４５３３３４Ｄ－０７
１７ ９ ．３２９０４８９９７６０４２５Ｄ－０８ －．２８５８５７６６４０１８５２Ｄ－０７
１８ ９ －．１９１８３１２３５５９３４４Ｄ－０７ ．３６１４４３８７２００３２３Ｄ－０７
１９ ９ ．３０３０４６６１６３７５９６Ｄ－０８ ．６４５１５５６６５３６９１３Ｄ－０８
２０ ９ ．１８０４３９１２５５３３９７Ｄ－０７ －．５８６４８７１３８６７２３２Ｄ－０８
１０ １０ ．１００３８２３３１３１３９８Ｄ－０６ －．２３８０９４０４４４７１９３Ｄ－０７
１１ １０ －．５２１２９３０８５８８５３７Ｄ－０７ －．１８３０２２７８００２２３５Ｄ－０７
１２ １０ －．６１６９３８４７１２０９４９Ｄ－０８ ．３０９８６２６２９１８９５５Ｄ－０７

２２



１３ １０ ．４０８９２１４７４５８６１１Ｄ－０７ －．３７０９８９４３４２１３５４Ｄ－０７
１４ １０ ．３８８３８４８９４６２０６７Ｄ－０７ －．１４６４６５０２９３６９１７Ｄ－０８
１５ １０ ．１０３１１３３０７５２３５０Ｄ－０７ ．１４９５６３２９１９５２１７Ｄ－０７
１６ １０ －．１２１２８７１００２１１２３Ｄ－０７ ．１２０６４６３５９９３１０３Ｄ－０７
１７ １０ －．４３０４０７７８２９６９８１Ｄ－０８ ．１８０３８４４３９８７６８２Ｄ－０７
１８ １０ ．５５６６１５６０２５５６１８Ｄ－０８ －．４５９５３８６８３１３８５６Ｄ－０８
１９ １０ －．３３３７７４８９５８９３９３Ｄ－０７ －．７０９０１７９３０７８３０１Ｄ－０８
２０ １０ －．３２５４９０３４６７２４００Ｄ－０７ －．５７６０１８３１９９２０７４Ｄ－０８
１１ １１ ．４６２２６９４５９７４０６５Ｄ－０７ －．６９５９２５１３７８６０１９Ｄ－０７
１２ １１ ．１１３２０８２７２８８３８４Ｄ－０７ －．６３４４２２５５４４８４５４Ｄ－０８
１３ １１ －．４４７３９０７４５６５５１３Ｄ－０７ －．４８３２８９２０６０７２７４Ｄ－０８
１４ １１ ．１５３５６５３９４６２９１４Ｄ－０７ －．３９０３８５０３１０９７３２Ｄ－０７
１５ １１ －．９５１７４４９１８４９６００Ｄ－０９ ．１８７１６３３６６６７４７４Ｄ－０７
１６ １１ ．１９２６５８３５１８３２９０Ｄ－０７ －．２９７４７５７５２０２７４１Ｄ－０８
１７ １１ －．１５７２５５１９１１４５５４Ｄ－０７ ．１１０２０８６８２２７８８７Ｄ－０７
１８ １１ －．７６４２４７５３５８７１４０Ｄ－０８ ．２１１７１５１３６６０３１５Ｄ－０８
１９ １１ ．１６０８０７２０１９７７２３Ｄ－０７ ．１１０００３１７３２８８０８Ｄ－０７
２０ １１ ．１４５６２７６２７２０８２０Ｄ－０７ －．１８９２９７５１２９８２９５Ｄ－０７
１２ １２ －．２３４９２７５２２６９３４１Ｄ－０８ －．１０９５９４２６５５３４０６Ｄ－０７
１３ １２ －．３１４１００２１３４６４７７Ｄ－０７ ．８８１０６３４９３７４４０６Ｄ－０７
１４ １２ ．８５０４６６４６１６６０８８Ｄ－０８ －．３０９２１７２７７４０２８０Ｄ－０７
１５ １２ －．３２７２８９９１６０４５３６Ｄ－０７ ．１５７１９７７６５２８９１４Ｄ－０７
１６ １２ ．１９６９７７４２５５９３９９Ｄ－０７ ．６９１４５０９２７９７７８３Ｄ－０８
１７ １２ ．２８６８９１２８７８９４０２Ｄ－０７ ．２０７４４０６９７００７７１Ｄ－０７
１８ １２ －．２９６０３０１９９７４５３６Ｄ－０７ －．１６１９２４６４６６１７９４Ｄ－０７
１９ １２ －．２９８８６５５７２６３１９１Ｄ－０８ ．９３０９６７９８７８８４１５Ｄ－０８
２０ １２ －．６４０９２１５４０８３７５１Ｄ－０８ ．１８１５４２２０９４２６１２Ｄ－０７
１３ １３ －．６１２１１３４１０７４２３０Ｄ－０７ ．６８４０８７８５６９０８６８Ｄ－０７
１４ １３ ．３２１６６７４７１３５０７１Ｄ－０７ ．４５２０００８１１９９３８９Ｄ－０７
１５ １３ －．２８２８８９６０９２６５６４Ｄ－０７ －．４２９４３９５８５２６００４Ｄ－０８
１６ １３ ．１３８３７３３０１８９１６３Ｄ－０７ ．９９３９３１０４７６４３３９Ｄ－０９
１７ １３ ．１６６０３０６６７３８８９３Ｄ－０７ ．２０３０４８０８６７８３９５Ｄ－０７
１８ １３ －．６３７９９３３０３４７４６６Ｄ－０８ －．３４９７９７３０３１２３５１Ｄ－０７
１９ １３ －．７４４６５５１５０９０７９０Ｄ－０８ －．２８３９８３０３８５４０５１Ｄ－０７
２０ １３ ．２７３２３４９０５３９２１３Ｄ－０７ ．７０３２５１２９６６２０９１Ｄ－０８
１４ １４ －．５１７８３４３６３６６９４４Ｄ－０７ －．５０１３５７０６０８９７３１Ｄ－０８
１５ １４ ．５３０４４８１１２７９７９６Ｄ－０８ －．２４４４２４８４６２２６９０Ｄ－０７
１６ １４ －．１９１２５９２９０８４６２８Ｄ－０７ －．３８８６０１６０７３１４９９Ｄ－０７
１７ １４ －．１４０６０７９４１０３２３２Ｄ－０７ ．１１３７５７０５３４３０４０Ｄ－０７
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１８ １４ －．８００２８３２１５５３１５１Ｄ－０８ －．１３０７８３７５０３５７１３Ｄ－０７
１９ １４ －．４５２９４３２０７３７３４６Ｄ－０８ －．１３１１３４５２６８９０００Ｄ－０７
２０ １４ ．１１８９４３７７０２６５８０Ｄ－０７ －．１４４７２２３３８５７７３８Ｄ－０７
１５ １５ －．１９２２７５３２５５７７６０Ｄ－０７ －．４７０４３７１７７４０２９６Ｄ－０８
１６ １５ －．１４４６０５１１２５０６２３Ｄ－０７ －．３２６９９１０２９８４２２８Ｄ－０７
１７ １５ ．５３３１８５５８２７３０８９Ｄ－０８ ．５３８７１００７２５１７１４Ｄ－０８
１８ １５ －．４０５３５５６６９２２３０７Ｄ－０７ －．２０２４９４２６８２２３９１Ｄ－０７
１９ １５ －．１７８３８４５８６１５３６８Ｄ－０７ －．１４１０５９１６１７２４９６Ｄ－０７
２０ １５ －．２５８３２７３７６７８３１６Ｄ－０７ －．７６５８０２４１４９０６９０Ｄ－０９
１６ １６ －．３７５２９４２４６５９８７４Ｄ－０７ ．３５９１１０３８３４１１６２Ｄ－０８
１７ １６ －．３００６１０１６８１１５８６Ｄ－０７ ．３７２４０８８６０９６０８４Ｄ－０８
１８ １６ ．１０６７０９１３８４０５４４Ｄ－０７ ．６９６５４３６９１１０８６６Ｄ－０８
１９ １６ －．２１４２１２１２４１３０３２Ｄ－０７ －．６９５７４５０８６７９３３８Ｄ－０８
２０ １６ －．１２０６３７０４６４１５１６Ｄ－０７ ．３３００１８８３９９２３５７Ｄ－０９
１７ １７ －．３４０６４１０８５４２１５８Ｄ－０７ －．１９７３３２１４９０５９８８Ｄ－０７
１８ １７ ．３６００３１９１９４１６１８Ｄ－０８ ．４５１０３７６０５４７９３８Ｄ－０８
１９ １７ ．２９１０５７５３０６７６１９Ｄ－０７ －．１５１５２５３７１４７９９５Ｄ－０７
２０ １７ ．４４３４７２４８３７２８２０Ｄ－０８ －．１３７０３４０５４５９９６１Ｄ－０７
１８ １８ ．２６２０６０６０９７３４１０Ｄ－０８ －．１０８１００５８４０６３２６Ｄ－０７
１９ １８ ．３４７１４３４０２９０４４１Ｄ－０７ －．９４３８５７７４５５４９６４Ｄ－０８
２０ １８ ．１４９１６６３２１８２６５２Ｄ－０７ －．９８３６９２９１５３５４４６Ｄ－０９
１９ １９ －．２３７０８５８１９９９９７８Ｄ－０８ ．４７７９６０９１４７８９５５Ｄ－０８
２０ １９ －．２９６２６２４５２９７２３３Ｄ－０８ ．１０９５９６４９６４７５３３Ｄ－０７
２０ ２０ ．４０４４５８４０９５５３０９Ｄ－０８ －．１２３４６６１８３３７９２４Ｄ－０７

ＷＧＳ８４　ＧＥ＝３９８６００．４４１８ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３７０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －０．４８４１６６８５Ｄ－０３ ０．００００００００Ｄ＋００
３ ０ ０．９５７０６３９０Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
４ ０ ０．５３６９９５８７Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
５ ０ ０．７１０９２０４８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
６ ０ －０．１５０６４８２１Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
７ ０ ０．８５８１９２１７Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
８ ０ ０．４２９７９８３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
９ ０ ０．３３１７３２３１Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ０．５０９３１５７５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１１ ０ －０．５８１１４６９６Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ０．３４０７３２３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００

４２



１３ ０ ０．４８１５９５３４Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －０．２５５５９２７９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１５ ０ －０．５５５３４００１Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１６ ０ ０．９６３５２９５８Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ０．２７４１８１６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ０．１０１９６２１８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －０．１１００９８６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ０．２５００８０１９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２ １ ０．００００００００Ｄ＋００ ０．００００００００Ｄ＋００
２ ２ ０．２４３９５７９６Ｄ－０５ －０．１３９７９５４８Ｄ－０５
３ １ ０．２０３１８７２９Ｄ－０５ ０．２５０８５７５９Ｄ－０６
３ ２ ０．９０６６６１１３Ｄ－０６ －０．６２１０２４２８Ｄ－０６
３ ３ ０．７１７７０３５２Ｄ－０６ ０．１４１５２３８８Ｄ－０５
４ １ －０．５３５４８０４４Ｄ－０６ －０．４７４２０３９４Ｄ－０６
４ ２ ０．３４７９７５１９Ｄ－０６ ０．６５５７９１５８Ｄ－０６
４ ３ ０．９９１７２３２１Ｄ－０６ －０．１９９１２４９１Ｄ－０６
４ ４ －０．１８６８６１２４Ｄ－０６ ０．３０９５３１１４Ｄ－０６
５ １ －０．６４１８５２６５Ｄ－０７ －０．９２４９２９５９Ｄ－０７
５ ２ ０．６５１８４９８４Ｄ－０６ －０．３２００７４１６Ｄ－０６
５ ３ －０．４４９０３６３９Ｄ－０６ －０．２１３２８２７２Ｄ－０６
５ ４ －０．２９７１９０５５Ｄ－０６ ０．５３２１３４８０Ｄ－０７
５ ５ ０．１７５２３２２１Ｄ－０６ －０．６７０５９４５６Ｄ－０６
６ １ －０．７４１８０２５９Ｄ－０７ ０．３２７８００４０Ｄ－０７
６ ２ ０．５１８２４４０９Ｄ－０７ －０．３５８６６６３４Ｄ－０６
６ ３ ０．５３３７０５７７Ｄ－０７ ０．６１３３４７２０Ｄ－０８
６ ４ －０．８８６９４８５６Ｄ－０７ －０．４７２６０９４５Ｄ－０６
６ ５ －０．２６８１８８２０Ｄ－０６ －０．５３４９１０７３Ｄ－０６
６ ６ ０．１０２３７８３２Ｄ－０７ －０．２３７４１００２Ｄ－０６
７ １ ０．２７９０５１９６Ｄ－０６ ０．９４２３１３４６Ｄ－０７
７ ２ ０．３２８７３８３２Ｄ－０６ ０．８８８３５０９２Ｄ－０７
７ ３ ０．２４９４０２４０Ｄ－０６ －０．２１２２３３６９Ｄ－０６
７ ４ －０．２７１２３０３４Ｄ－０６ －０．１２６９６６０７Ｄ－０６
７ ５ ０．１０２４６２９０Ｄ－０８ ０．１７３２１６７２Ｄ－０７
７ ６ －０．３５８４３７４５Ｄ－０６ ０．１５２０２６３３Ｄ－０６
７ ７ －０．２０９９１４５７Ｄ－０８ ０．２２８０５６６４Ｄ－０７
８ １ ０．１８８８９３４２Ｄ－０７ ０．４７８５６９６７Ｄ－０７
８ ２ ０．７３５５３９５２Ｄ－０７ ０．４７８６７６９３Ｄ－０７
８ ３ －０．１２１３２４５９Ｄ－０７ －０．８３４６１８５３Ｄ－０７
８ ４ －０．２４２０８２６４Ｄ－０６ ０．７１６０３９２４Ｄ－０７
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８ ５ －０．２４９６６５８７Ｄ－０７ ０．８７７５１０４７Ｄ－０７
８ ６ －０．６５０９３４２４Ｄ－０７ ０．３０９０４２０２Ｄ－０６
８ ７ ０．６６３２３２９２Ｄ－０７ ０．７４６６１７６６Ｄ－０７
８ ８ －０．１２３７２２８１Ｄ－０６ ０．１２２１０２５８Ｄ－０６
９ １ ０．１４７４７９６９Ｄ－０６ ０．２３８９４３５４Ｄ－０７
９ ２ ０．２２０５２０９３Ｄ－０７ －０．２６８７６６６５Ｄ－０７
９ ３ －０．１６２５６０４７Ｄ－０６ －０．８５９２８４３１Ｄ－０７
９ ４ －０．１７１９３８２７Ｄ－０７ ０．２６０７７０３０Ｄ－０７
９ ５ －０．１６９０２７９１Ｄ－０７ －０．５０３３７３６５Ｄ－０７
９ ６ ０．６５７１７９１０Ｄ－０７ ０．２２２７５８５８Ｄ－０６
９ ７ －０．１１６４８０１６Ｄ－０６ －０．９７２９８７６９Ｄ－０７
９ ８ ０．１８８９６０４５Ｄ－０６ －０．３１０２６２２２Ｄ－０８
９ ９ －０．４８２７５７４４Ｄ－０７ ０．９６３８１０７２Ｄ－０７
１０ １ ０．８８７０６５１７Ｄ－０７ －０．１２５３６４５７Ｄ－０６
１０ ２ －０．８２３７５２０３Ｄ－０７ －０．３８２８００４９Ｄ－０７
１０ ３ －０．１３１３７３７１Ｄ－０７ －０．１５５５３７３２Ｄ－０６
１０ ４ －０．８７４２４３１９Ｄ－０７ －０．７９２１５７３２Ｄ－０７
１０ ５ －０．５３９８０８２１Ｄ－０７ －０．４６２９４９４７Ｄ－０７
１０ ６ －０．４２３７１４４８Ｄ－０７ －０．７９６８０６０７Ｄ－０７
１０ ７ ０．８３７３６０４５Ｄ－０８ －０．２５６３６５８２Ｄ－０８
１０ ８ ０．４１２３９５８９Ｄ－０７ －０．９２２６９０９５Ｄ－０７
１０ ９ ０．１２５３９５１４Ｄ－０６ －０．３７６８７１１７Ｄ－０７
１０ １０ ０．１０１２４３７０Ｄ－０６ －０．２４８７４９８４Ｄ－０７
１１ １ ０．９５３７５８３９Ｄ－０８ －０．２２０９４８２８Ｄ－０７
１１ ２ ０．２１７１６２２５Ｄ－０７ －０．１０２２４８１０Ｄ－０６
１１ ３ －０．３００２３６９５Ｄ－０７ －０．１３４２２０１９Ｄ－０６
１１ ４ －０．３０４０７１６１Ｄ－０７ －０．６９８２３３３３Ｄ－０７
１１ ５ ０．３５１０４６０９Ｄ－０７ ０．４９１７５１７０Ｄ－０７
１１ ６ －０．３７９１１１０５Ｄ－０８ ０．３６８４８５２２Ｄ－０７
１１ ７ ０．２５７７４０３９Ｄ－０８ －０．８８６５８３９５Ｄ－０７
１１ ８ －０．７１３９６６２７Ｄ－０８ ０．２３２４３０７７Ｄ－０７
１１ ９ －０．３０２４６３１３Ｄ－０７ ０．４１７７６４００Ｄ－０７
１１ １０ －０．５３４２４２７９Ｄ－０７ －０．１８７１６７６６Ｄ－０７
１１ １１ ０．４７５１４８５８Ｄ－０７ －０．７０４１５７９６Ｄ－０７
１２ １ －０．６０６０９９２６Ｄ－０７ －０．３８１８９０８２Ｄ－０７
１２ ２ ０．７４２００１８８Ｄ－０８ ０．２４６４０６２０Ｄ－０７
１２ ３ ０．４２１４９８１７Ｄ－０７ ０．３２１８９５９４Ｄ－０７
１２ ４ －０．６４３４６８３１Ｄ－０７ －０．２５３６４９３１Ｄ－０８
１２ ５ ０．３３１２６２００Ｄ－０７ －０．４０６５８５８６Ｄ－０９
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１２ ６ ０．８６９８１５０２Ｄ－０８ ０．３６７１１０９４Ｄ－０７
１２ ７ －０．１６５９８０４８Ｄ－０７ ０．３４４７５９５４Ｄ－０７
１２ ８ －０．２６８４３７００Ｄ－０７ ０．１７８３８３０９Ｄ－０７
１２ ９ ０．４２２９３０１５Ｄ－０７ ０．２７１０７８１１Ｄ－０７
１２ １０ －０．４４２３７３５７Ｄ－０８ ０．３０８２３３９４Ｄ－０７
１２ １１ ０．９６４６２５１４Ｄ－０８ －０．６０７１１２９１Ｄ－０８
１２ １２ －０．３０８７８７１４Ｄ－０８ －０．１０９３２３１６Ｄ－０７
１３ １ －０．４７９２１６７５Ｄ－０７ ０．３４９５７１７７Ｄ－０７
１３ ２ ０．４８７０５１２１Ｄ－０７ －０．６３９３３２３２Ｄ－０７
１３ ３ －０．１７２１９５４９Ｄ－０７ ０．８２４６５７９４Ｄ－０７
１３ ４ －０．９２６１６０５６Ｄ－０８ －０．９８２４９４７９Ｄ－０９
１３ ５ ０．５８５４５２５５Ｄ－０７ ０．６６０７５８５６Ｄ－０７
１３ ６ －０．２８５４８７５７Ｄ－０７ －０．１３０１８２５０Ｄ－０７
１３ ７ ０．１００４８６８７Ｄ－０７ －０．１２６７２０５０Ｄ－０７
１３ ８ －０．１２２３６０３７Ｄ－０７ －０．１１６８０４７５Ｄ－０７
１３ ９ ０．２５７９８６３０Ｄ－０７ ０．４６７７１９５８Ｄ－０７
１３ １０ ０．４２１１２０６６Ｄ－０７ －０．３５２０３５５９Ｄ－０７
１３ １１ －０．４４４２３４７２Ｄ－０７ －０．６３１３７５５９Ｄ－０８
１３ １２ －０．３１６１０６８８Ｄ－０７ ０．８６３７８２３０Ｄ－０７
１３ １３ －０．６１０１９５７３Ｄ－０７ ０．６８７１２４２３Ｄ－０７
１４ １ －０．１０５８１２５６Ｄ－０７ ０．２２７３９０８２Ｄ－０７
１４ ２ －０．３２５８８４６７Ｄ－０７ －０．４５９８４５８５Ｄ－０８
１４ ３ ０．３３４１１７５０Ｄ－０７ ０．７２２７１０９４Ｄ－０８
１４ ４ ０．３４１６３３４０Ｄ－０８ －０．２３０６２５６８Ｄ－０７
１４ ５ ０．２１７７７４９９Ｄ－０７ －０．４４３４０９７４Ｄ－０８
１４ ６ －０．２３０２２０４５Ｄ－０７ ０．７９１３７３５７Ｄ－０８
１４ ７ ０．３９３５５８０８Ｄ－０７ －０．５２１８７２１２Ｄ－０８
１４ ８ －０．３１８６６０５３Ｄ－０７ －０．１６６０９６０１Ｄ－０７
１４ ９ ０．３０１８２９９３Ｄ－０７ ０．２３９４２２４８Ｄ－０７
１４ １０ ０．３６００８３０６Ｄ－０７ －０．４３９２４８７２Ｄ－０９
１４ １１ ０．１６００６３４７Ｄ－０７ －０．４０４７５０３３Ｄ－０７
１４ １２ ０．７９８１０５４９Ｄ－０８ －０．３１０６８５５１Ｄ－０７
１４ １３ ０．３３４４６４２１Ｄ－０７ ０．４４６２２３４４Ｄ－０７
１４ １４ －０．５２１７４１６６Ｄ－０７ －０．４８７８９４５２Ｄ－０８
１５ １ ０．７７０２７９０９Ｄ－０８ ０．１２６６７９８３Ｄ－０７
１５ ２ －０．１３３１０３６１Ｄ－０７ －０．２５５７０２３９Ｄ－０７
１５ ３ ０．５３４６９１０９Ｄ－０７ ０．２１５４０８３０Ｄ－０７
１５ ４ －０．３５４８５１４０Ｄ－０７ －０．３８３２５９７１Ｄ－０８
１５ ５ ０．８０６７０６７０Ｄ－０８ ０．９５３６７４０５Ｄ－０８
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１５ ６ ０．２８８３５７７４Ｄ－０７ －０．２９５８４８５３Ｄ－０７
１５ ７ ０．５５２９７５６１Ｄ－０７ ０．１２６８８８８１Ｄ－０７
１５ ８ －０．２６８６６０１２Ｄ－０７ ０．２８５０８６６９Ｄ－０７
１５ ９ ０．１５２２９３６８Ｄ－０７ ０．４０２４２９５７Ｄ－０７
１５ １０ ０．７８２２６２６４Ｄ－０８ ０．１６４８２１０４Ｄ－０７
１５ １１ －０．４５３２３９４１Ｄ－０８ ０．１６３７９２１１Ｄ－０７
１５ １２ －０．３４３１０５１６Ｄ－０７ ０．１３２４８５５７Ｄ－０７
１５ １３ －０．２７８６５４７０Ｄ－０７ －０．５１１２４０１６Ｄ－０８
１５ １４ ０．５８００７２３９Ｄ－０８ －０．２４８３０９４７Ｄ－０７
１５ １５ －０．１８７５６９７４Ｄ－０７ －０．５３７４５８４８Ｄ－０８
１６ １ ０．１６６５７０１１Ｄ－０７ ０．３２０８８９７１Ｄ－０７
１６ ２ －０．２２０５１９８６Ｄ－０７ ０．２６２８６２０４Ｄ－０７
１６ ３ －０．２９５１４８４９Ｄ－０７ －０．９５８２７６５９Ｄ－０８
１６ ４ ０．３７６２１１３１Ｄ－０７ ０．５５４７７５４８Ｄ－０７
１６ ５ －０．１０４７９２３９Ｄ－０７ －０．２７３８２３３８Ｄ－０８
１６ ６ ０．９７４０７４５４Ｄ－０８ －０．４３０８７９５７Ｄ－０７
１６ ７ －０．１２１６８１６９Ｄ－０７ －０．５６６３６９９６Ｄ－０８
１６ ８ －０．２５０３４０２４Ｄ－０７ ０．２２８９５７３７Ｄ－０８
１６ ９ －０．１７９０８７８５Ｄ－０７ －０．２９９３８９０８Ｄ－０７
１６ １０ －０．１０１２９６８９Ｄ－０７ ０．１２４０４４７３Ｄ－０７
１６ １１ ０．１９０５３９８０Ｄ－０７ －０．１７３５４５９０Ｄ－０８
１６ １２ ０．１８８８８０１３Ｄ－０７ ０．４６９４９６１５Ｄ－０８
１６ １３ ０．１５１５８１４２Ｄ－０７ －０．１７４１０５９６Ｄ－０９
１６ １４ －０．１９４１６１７２Ｄ－０７ －０．３８７２４２２５Ｄ－０７
１６ １５ －０．１４４００６４９Ｄ－０７ －０．３３１５１８１９Ｄ－０７
１６ １６ －０．４０９２０９１２Ｄ－０７ ０．２３４４９４３０Ｄ－０８
１７ １ －０．１７４９２３７２Ｄ－０７ －０．２９００４４３４Ｄ－０７
１７ ２ －０．２４９７２１３６Ｄ－０７ ０．５２３４５３００Ｄ－０８
１７ ３ ０．７５９５８２２６Ｄ－０８ ０．１３１６１９５１Ｄ－０７
１７ ４ －０．３５５６７９３６Ｄ－０８ ０．２９１０８８５９Ｄ－０７
１７ ５ －０．１６４４０５１７Ｄ－０７ ０．１５６６６１５５Ｄ－０７
１７ ６ －０．２９０５３４２０Ｄ－０８ －０．４１２３９９４５Ｄ－０７
１７ ７ ０．３０３２７５９１Ｄ－０７ －０．５４６５２６１５Ｄ－０８
１７ ８ ０．２６８２８９５２Ｄ－０７ －０．６９６３４０４０Ｄ－０８
１７ ９ －０．７４６８５９２３Ｄ－０９ －０．３１３００５６８Ｄ－０７
１７ １０ －０．１０５３６２２０Ｄ－０８ ０．１８６２８０７４Ｄ－０７
１７ １１ －０．１３０４９２３４Ｄ－０７ ０．１３６６２３９０Ｄ－０７
１７ １２ ０．３２８２０２２８Ｄ－０７ ０．１７６５４３７４Ｄ－０７
１７ １３ ０．１７０４９８７３Ｄ－０７ ０．１９２７９７７０Ｄ－０７
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１７ １４ －０．１４０２７９７４Ｄ－０７ ０．１１２１４６０２Ｄ－０７
１７ １５ ０．５６６２４５０１Ｄ－０８ ０．５６５２７２５２Ｄ－０８
１７ １６ －０．３２１５３５４２Ｄ－０７ ０．３３３４１６５７Ｄ－０８
１７ １７ －０．３７９６１６７７Ｄ－０７ －０．１７１９２５３７Ｄ－０７
１８ １ ０．８５７１７７６０Ｄ－０８ －０．３２８８７２８８Ｄ－０７
１８ ２ ０．１１０２１５０６Ｄ－０７ ０．９６８７７２０３Ｄ－０８
１８ ３ －０．７８１２８４０８Ｄ－０８ －０．１６２６３６４９Ｄ－０７
１８ ４ ０．５０１０７２３９Ｄ－０７ －０．３５０９４５３４Ｄ－０８
１８ ５ －０．３５４０８５１８Ｄ－０８ ０．２６７９０４９１Ｄ－０７
１８ ６ ０．１２４８９７３５Ｄ－０７ －０．１２５２６１９５Ｄ－０７
１８ ７ ０．１４８１３８２１Ｄ－０７ －０．１８８２９８３６Ｄ－０８
１８ ８ ０．３５２８５２２９Ｄ－０７ ０．１３３６８７８９Ｄ－０８
１８ ９ －０．２４５４４４４４Ｄ－０７ ０．２５７４５３９４Ｄ－０７
１８ １０ ０．８４１０６５５２Ｄ－０９ －０．４４９２９５２８Ｄ－０８
１８ １１ －０．９２７８４４１７Ｄ－０８ ０．１１２７８３１４Ｄ－０８
１８ １２ －０．２９９９７５６４Ｄ－０７ －０．１３７６２９９２Ｄ－０７
１８ １３ －０．６１６１６７７９Ｄ－０８ －０．３４０２２７３７Ｄ－０７
１８ １４ －０．７７１６６６６７Ｄ－０８ －０．１３３９２２５３Ｄ－０７
１８ １５ －０．３８９７３６０４Ｄ－０７ －０．２０６６８２２０Ｄ－０７
１８ １６ ０．１０２７３４３７Ｄ－０７ ０．６９１９８０５４Ｄ－０８
１８ １７ ０．３３４９１６８５Ｄ－０８ ０．５４０５６４７９Ｄ－０８
１８ １８ ０．１１１２１７９６Ｄ－０８ －０．９４８０６１８２Ｄ－０８
１９ １ －０．７８０３８８９７Ｄ－０８ －０．１０９５５２０１Ｄ－０７
１９ ２ ０．３２３３２３５３Ｄ－０７ ０．４２０７１６７８Ｄ－０８
１９ ３ －０．９１２２８０１０Ｄ－０８ －０．５５９３２８４５Ｄ－０８
１９ ４ ０．１９０９１６１０Ｄ－０７ －０．１２７１３２９８Ｄ－０７
１９ ５ ０．１４９３７３５０Ｄ－０７ ０．１３０１４３３２Ｄ－０７
１９ ６ －０．８０８２５８３８Ｄ－０８ ０．２４６０１８５７Ｄ－０７
１９ ７ ０．９３８６９１６７Ｄ－０８ －０．６５３８３９００Ｄ－０８
１９ ８ ０．３１９０５６０３Ｄ－０７ －０．６２４９４０６７Ｄ－０８
１９ ９ ０．５４４３３６４１Ｄ－０８ ０．６４６４５０３２Ｄ－０８
１９ １０ －０．３４５５７１８９Ｄ－０７ －０．７２６７２１３９Ｄ－０８
１９ １１ ０．９２６３７７３２Ｄ－０８ ０．７３０９４９７３Ｄ－０８
１９ １２ －０．１０６６７０９６Ｄ－０７ ０．１２１６９０９９Ｄ－０７
１９ １３ －０．８１１３９９６８Ｄ－０８ －０．３０２１６２１２Ｄ－０７
１９ １４ －０．５４５０１０１４Ｄ－０８ －０．１３３２７９６１Ｄ－０７
１９ １５ －０．１８３２８３３７Ｄ－０７ －０．１３８７３８１３Ｄ－０７
１９ １６ －０．２３２７５８７３Ｄ－０７ －０．６６９８８１４０Ｄ－０８
１９ １７ ０．３０３８７５９６Ｄ－０７ －０．１５０３９２５０Ｄ－０７
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１９ １８ ０．３４１０６２６５Ｄ－０７ －０．７６１７５６１９Ｄ－０８
１９ １９ －０．１７２７４４２５Ｄ－０８ ０．２５９８９３３８Ｄ－０８
２０ １ ０．５９６６５３３９Ｄ－０８ －０．７９８００５７２Ｄ－０８
２０ ２ ０．１４９１１０８５Ｄ－０７ ０．１６６４５８６１Ｄ－０７
２０ ３ －０．１６２７１２９６Ｄ－０９ ０．３３５６２８１５Ｄ－０７
２０ ４ ０．９４１７６６２８Ｄ－０８ －０．２３７５０２８７Ｄ－０７
２０ ５ －０．１１３３９２３６Ｄ－０７ －０．１４３４１９２１Ｄ－０７
２０ ６ ０．１４１１９８０５Ｄ－０７ －０．２８５３００１６Ｄ－０８
２０ ７ －０．２７２９８０４２Ｄ－０７ －０．３７８４４１２９Ｄ－０８
２０ ８ ０．３８４８９４０１Ｄ－０８ ０．５４７６７７５６Ｄ－０８
２０ ９ ０．２０４７８５９３Ｄ－０７ ０．５２３９１７４０Ｄ－１０
２０ １０ －０．２５２０３２９６Ｄ－０７ －０．７３４７５８０８Ｄ－０９
２０ １１ ０．１８６１５０２３Ｄ－０７ －０．２００３０３４９Ｄ－０７
２０ １２ －０．４７８４９７１９Ｄ－０８ ０．１３７３３７０７Ｄ－０７
２０ １３ ０．２６９７５８７２Ｄ－０７ ０．４４６２０９５０Ｄ－０８
２０ １４ ０．１０７９６７６４Ｄ－０７ －０．１２７６３６９７Ｄ－０７
２０ １５ －０．２６２８８７７１Ｄ－０７ ０．５２７２９０３６Ｄ－０９
２０ １６ －０．９９２７４８１９Ｄ－０８ －０．３６１２８７７８Ｄ－０９
２０ １７ ０．４３９５３９１０Ｄ－０８ －０．１１３４５５３３Ｄ－０７
２０ １８ ０．１５８９０７３３Ｄ－０７ －０．３０８６３２６８Ｄ－０８
２０ １９ －０．３６１７３７４２Ｄ－０８ ０．１０１６５４１７Ｄ－０７
２０ ２０ ０．５５２１４１８１Ｄ－０８ －０．１３９０３８４３Ｄ－０７

ＬＰ１６５　ＧＭ＝４９０２．８０１０５６ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ
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－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．９０８９０１８０７５０６００００Ｅ－０４ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
３ ０ －．３２０３５９１４００３０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
４ ０ ．３１９７３０９５７１７２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
５ ０ －．２１５７０３８２０６８２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
６ ０ ．３７６５７８０６１８６６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
７ ０ ．５６２２２１１７８７２８００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
８ ０ ．２３４６４９９６８０１２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
９ ０ －．３５５５０３３８２９５６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１０ ０ －．９３１１４０７３３２６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１１ ０ －．９７５３３１８１６７３７９９９９Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１２ ０ －．１９３７３９８３４４２０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１３ ０ ．２７２１１４１５６１４２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１４ ０ ．３２４０７２６７００９５００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００

０３



１５ ０ －．５３０００６８６１６２２００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１６ ０ ．４０９１１７１５３８２０００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１７ ０ －．１０５４６０９１７６９１００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１８ ０ －．３８４５５６０７２４６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１９ ０ －．１９６６４３５８０１８６００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２０ ０ ．５２８７１５６６２５７７００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２ １ －．２７２２０３２３６１５９００００Ｅ－０８ －．７５７５１８２９２０８３００００Ｅ－０９
２ ２ ．３４６３５４９９３７２２００００Ｅ－０４ ．１６７２９４９０５３８３００００Ｅ－０７
３ １ ．２６３２７４４０１２１８００００Ｅ－０４ ．５４６４３６３０８９８２００００Ｅ－０５
３ ２ ．１４１８８１７９３２９４００００Ｅ－０４ ．４８９２０３６５００４８００００Ｅ－０５
３ ３ ．１２２８６０５８９４４７００００Ｅ－０４ －．１７８５４４８０８１６４００００Ｅ－０５
４ １ －．５９９６６０１８３０１５００００Ｅ－０５ ．１６６１９３４５１９４７００００Ｅ－０５
４ ２ －．７０８１８０６９２６９７００００Ｅ－０５ －．６７８３６２７１７２６９００００Ｅ－０５
４ ３ －．１３６２２９８３３８１３００００Ｅ－０５ －．１３４４３４７２２８７１００００Ｅ－０４
４ ４ －．６０２５７７８７３５８３００００Ｅ－０５ ．３９３９６３７１９５３８００００Ｅ－０５
５ １ －．１０１９１９５６５３７６００００Ｅ－０５ －．４１０９２５４１５０７３００００Ｅ－０５
５ ２ ．４３７６６０８１１４９７００００Ｅ－０５ ．１０８４０９９７６９８８００００Ｅ－０５
５ ３ ．４４９７７６７８７５９５００００Ｅ－０６ ．８７００８４１２０８６２００００Ｅ－０５
５ ４ ．２７８３４２４１３６０３００００Ｅ－０５ ．５９３８８０２３９３３０００００Ｅ－０７
５ ５ ．３１１９６２５８９３７７００００Ｅ－０５ －．２７６０９６６２７１９６００００Ｅ－０５
６ １ ．１５３１９８４３９３８９００００Ｅ－０５ －．２５７６６００６３９７６００００Ｅ－０５
６ ２ －．４３５２２１８１２３２３００００Ｅ－０５ －．２１８７４４８０１５２２００００Ｅ－０５
６ ３ －．３２７００５１６３４６０００００Ｅ－０５ －．３４６９１４３０２８４３００００Ｅ－０５
６ ４ ．３６９７８２１８５７８６００００Ｅ－０６ －．４０６８８１０６５６３０００００Ｅ－０５
６ ５ ．１４０４４７４６１８３５００００Ｅ－０５ －．１０３３１７０１８８９７００００Ｅ－０４
６ ６ －．４７０４３０１０８５４６００００Ｅ－０５ ．７２３６００８８１３５１００００Ｅ－０５
７ １ ．７５５２２５９２３４４５００００Ｅ－０５ －．１２９６５２２２０２３３００００Ｅ－０６
７ ２ －．６６３１９４８３６１６０００００Ｅ－０６ ．２３８４７８９０６７１６００００Ｅ－０５
７ ３ ．５８２６７８７９９４７７０００１Ｅ－０６ ．２３５５７７２２６０７０００００Ｅ－０５
７ ４ －．９２６６２６５３０１３０００００Ｅ－０６ ．７９１５７３６５４６６１００００Ｅ－０６
７ ５ －．２７１９４７７９７３７０００００Ｅ－０６ ．１１２６８７７８７８８４００００Ｅ－０５
７ ６ －．９９２８８５７２４１３３９９９９Ｅ－０６ ．１１０７９５４８６６８４００００Ｅ－０５
７ ７ －．１７８８４６６０８８６５００００Ｅ－０５ －．１６１６５０７１０７１６００００Ｅ－０５
８ １ －．６０８８９８１２１７９２００００Ｅ－０７ ．１１１２５４４８６１４８００００Ｅ－０５
８ ２ ．２９９４７７７８７７９９００００Ｅ－０５ ．１９２５８３２４７５８４００００Ｅ－０５
８ ３ －．１８８００１２１８１１５００００Ｅ－０５ ．９５３５８２５５０５１０００００Ｅ－０６
８ ４ ．３３７３５１９７２１５９００００Ｅ－０５ －．４５６０５６５３９５６９００００Ｅ－０６
８ ５ －．１１２５２７２７１７３２００００Ｅ－０５ ．２９２５７１４９５３１９００００Ｅ－０５
８ ６ －．１５４３３０１４４１２８００００Ｅ－０５ －．２２４８１８４２７１１１００００Ｅ－０５
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８ ７ －．１５９１４６５１８００１００００Ｅ－０５ ．３２２２０９０９７２５５００００Ｅ－０５
８ ８ －．２５３０６９７２５９１２００００Ｅ－０５ ．２１４０６２００２３５６００００Ｅ－０５
９ １ ．１９８０４２５６７３４６００００Ｅ－０５ ．７８９６３７２０３０８３００００Ｅ－０７
９ ２ ．１９９１０２８３２４８２００００Ｅ－０５ －．１４４９２２１１４４１３００００Ｅ－０５
９ ３ －．２０１８６２１２３９８９００００Ｅ－０５ ．２２３４０５７３５０３６００００Ｅ－０５
９ ４ －．１８９５９３４３５８８３００００Ｅ－０５ －．１３８５０６４５０２０５００００Ｅ－０５
９ ５ －．１４８４５６９０５３７５００００Ｅ－０５ －．３６９９３２４３０３１８００００Ｅ－０５
９ ６ －．２２７８１９９８８８８８００００Ｅ－０５ －．３０７１５２７３３４３４００００Ｅ－０５
９ ７ －．４０６６７０１００７９４００００Ｅ－０５ ．１１１２４３８０１５３３００００Ｅ－０６
９ ８ －．１２４１７９２２１１９５００００Ｅ－０５ －．２１２８９７５３６３７８００００Ｅ－０５
９ ９ －．８９７２９２６６５１３６００００Ｅ－０６ ．２４５７９７３２７４１０００００Ｅ－０５
１０ １ ．８１６０６５２９９１０７００００Ｅ－０６ －．９８７２５４２６５４０５９９９９Ｅ－０６
１０ ２ ．２４１１６１６８３２２３００００Ｅ－０６ －．２６９３７３１０５７５５００００Ｅ－０６
１０ ３ ．３９６５６１３９５００９００００Ｅ－０６ ．７６４４８２０４８０９３００００Ｅ－０６
１０ ４ －．３５７１２８９５８１４８００００Ｅ－０５ ．１５４５１３２９４７２４００００Ｅ－０５
１０ ５ ．７２５８９５１５００９１００００Ｅ－０６ －．３６８６５１６０２９９３００００Ｅ－０６
１０ ６ －．１９５９４９６３５７２９００００Ｅ－０６ －．１８１９０４０４１０４２００００Ｅ－０５
１０ ７ －．３８３８４６６０７３５３００００Ｅ－０５ －．８０５２９０２３７３１５００００Ｅ－０６
１０ ８ －．３４１１０１７９７２９０００００Ｅ－０５ ．２５８２５３４１９８１１００００Ｅ－０５
１０ ９ －．４７８５７８３１３８０７００００Ｅ－０５ －．１２２５２４３９４６８０００００Ｅ－０６
１０ １０ ．９２３８９２９０１６３８００００Ｅ－０６ －．１７０２１２８５７４０５００００Ｅ－０５
１１ １ －．１２０３７９９６５２０８００００Ｅ－０６ ．６１７３２６６６６７２７００００Ｅ－０６
１１ ２ ．７４２６２２６１０９４６００００Ｅ－０６ －．１９４２６８６１６７３３００００Ｅ－０５
１１ ３ ．４２５７２２０７０９９７００００Ｅ－０６ ．７９０９６２９９２１７６００００Ｅ－０６
１１ ４ －．９５３９６７６４３４４３０００１Ｅ－０６ ．２１３０９７１１２４６９００００Ｅ－０５
１１ ５ ．１５２４９１３４９２９１００００Ｅ－０６ ．２５６１４９２０６０７０００００Ｅ－０５
１１ ６ ．４８６５２１４６８１６７００００Ｅ－０６ －．１３５９１１６３３３５５００００Ｅ－０５
１１ ７ －．７１３９９７０５１０７２０００１Ｅ－０７ －．３１６２７００３１３２０００００Ｅ－０５
１１ ８ －．２２３３１３４５３８４４００００Ｅ－０５ －．４７１３１４２７８４１６００００Ｅ－０６
１１ ９ －．２４３５２６００７８０３００００Ｅ－０５ ．４９０４２０９５４５９７００００Ｅ－０６
１１ １０ －．４７０６９３２８５４４２００００Ｅ－０５ －．１４７３０９９２６７８８００００Ｅ－０６
１１ １１ －．２８８９９８２０６３８６００００Ｅ－０５ －．１７４０７５２５４２３４００００Ｅ－０５
１２ １ －．５８４０２８１３２８９７００００Ｅ－０６ ．１６００８０３４１５３５００００Ｅ－０５
１２ ２ －．１５５９７５６９０７２５００００Ｅ－０６ ．１５０７４９２４７３１８００００Ｅ－０５
１２ ３ ．８１７６２３２９７８２９００００Ｅ－０６ －．４０１６５８６３２２７４００００Ｅ－０５
１２ ４ ．９２００１０５６５４７５００００Ｅ－０６ －．５１１６８４０３６２３７００００Ｅ－０６
１２ ５ －．１６１３２９１５７６７４００００Ｅ－０６ ．８５２７１１０７６８９７００００Ｅ－０６
１２ ６ ．８６６３８２６９５７８３００００Ｅ－０６ ．６９６２３７５７７６９０００００Ｅ－０６
１２ ７ ．２１７７７１９８７６４６００００Ｅ－０５ －．８５９４２０４９７８０１００００Ｅ－０６
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１２ ８ ．４６４４８２２５２２８７００００Ｅ－０６ －．１９３１２６６８６８９９００００Ｅ－０５
１２ ９ －．１２７５６９９７０９０６００００Ｅ－０５ ．１０９９２６４５６９９２００００Ｅ－０５
１２ １０ －．３０５１８３２６０９０９００００Ｅ－０５ －．１４０７８６７３３３８１００００Ｅ－０５
１２ １１ －．８８２０１８５９５３７８００００Ｅ－０６ －．２９３８６８３５９７３２００００Ｅ－０６
１２ １２ ．３２４１２１１０１５００００００Ｅ－０６ ．１２２０６６２７７１７１００００Ｅ－０５
１３ １ ．１１２４３７４６２７６３００００Ｅ－０５ －．１０５２１２０８１５４９００００Ｅ－０６
１３ ２ －．３５２５０２３０６９４７００００Ｅ－０５ ．５１０２７９４０４３７９００００Ｅ－０６
１３ ３ －．３１５０１８２７２１００００００Ｅ－０６ －．１４７９７２３６６０３３００００Ｅ－０５
１３ ４ ．８３２６６７６９７５２３００００Ｅ－０６ －．６８９２４０３００４０５００００Ｅ－０６
１３ ５ －．１３３７５４７５８３４６００００Ｅ－０５ ．１３１４２９８６６５７５００００Ｅ－０５
１３ ６ ．１３２６３７７６２６８７００００Ｅ－０６ ．１５５２６４９１９８５６００００Ｅ－０５
１３ ７ ．１３５５０６０５９６５４００００Ｅ－０６ －．９７７６９１４２６６１７９９９９Ｅ－０６
１３ ８ －．３３５０３３６７７８８６００００Ｅ－０６ －．１４８５１４６６５６４３００００Ｅ－０５
１３ ９ －．２９０７５８６１７０９０００００Ｅ－０６ ．３８９９８１５８９８９７００００Ｅ－０６
１３ １０ －．６１２１８６３４３０５４００００Ｅ－０６ ．５６００３５５７１３９８００００Ｅ－０６
１３ １１ －．１２５８４５４３５６３８００００Ｅ－０５ ．４４０１０１２５００２８００００Ｅ－０６
１３ １２ －．７４１９７５０５１６５２００００Ｅ－０６ －．１５９８３１２７３３２６００００Ｅ－０５
１３ １３ ．２４７３２６６１５４３０００００Ｅ－０５ －．２６４５６２５４４１２３００００Ｅ－０５
１４ １ ．６６０５８８６１５３９３００００Ｅ－０６ －．６１０２０８０１１５５６００００Ｅ－０６
１４ ２ ．５２３７１２９１４１７９００００Ｅ－０６ ．３８９３５９９５３５４２００００Ｅ－０６
１４ ３ ．６７６１５５５９８３０２００００Ｅ－０６ ．２６９９００２３７０４１００００Ｅ－０７
１４ ４ －．４０５５８０５８４０３４００００Ｅ－０６ －．２５８７９７４１４５５６００００Ｅ－０５
１４ ５ －．８８２０１５９１９９９２００００Ｅ－０６ －．１１５２６８４０６６８９００００Ｅ－０６
１４ ６ －．５１６８９３５２５８７８００００Ｅ－０６ ．１４９３８６４８９９４３００００Ｅ－０５
１４ ７ －．６６９８０６２５７１２５００００Ｅ－０６ ．８７４９４０６０７１４７００００Ｅ－０６
１４ ８ ．２０５６４１６６３３１６００００Ｅ－０７ ．８９２０１６３２０７５９００００Ｅ－０６
１４ ９ ．１７４１６５３８２６８６００００Ｅ－０６ －．１２１３２８０２５３０１００００Ｅ－０５
１４ １０ －．６６１１５５２３２２００００００Ｅ－０６ ．５５５８２３０２７４３３００００Ｅ－０６
１４ １１ －．２１８０４５３２１９１１００００Ｅ－０５ ．１７６５６２６０２４６１００００Ｅ－０５
１４ １２ －．１５２８７１２３２２６１００００Ｅ－０５ －．４６８６８８５７４４５１００００Ｅ－０６
１４ １３ －．１１６１８７１３１９２６００００Ｅ－０６ －．９５１２５１８５５１５５００００Ｅ－０６
１４ １４ －．５９９３３４２４２２１５００００Ｅ－０６ ．１０８５４０５６５９０６００００Ｅ－０５
１５ １ －．７７２０２３７８８６７７００００Ｅ－０６ ．３４１６８２５２１７１０００００Ｅ－０６
１５ ２ －．１７３４０８７６９２３０００００Ｅ－０６ ．７１０７５３１８７５８０００００Ｅ－０６
１５ ３ －．１３２８０２４７３００８００００Ｅ－０５ －．７０７２２２４８８３８５００００Ｅ－０６
１５ ４ －．１１２２８８０２５４７３００００Ｅ－０５ －．１２８７５３０６９０７９００００Ｅ－０５
１５ ５ －．１５７８２０２２９１３４００００Ｅ－０６ －．７７１７３８０９８１５８００００Ｅ－０６
１５ ６ ．５０１６７０２３０９１２００００Ｅ－０７ －．３３２２９７５４０７９８００００Ｅ－０６
１５ ７ ．１１５５４００７２８１８００００Ｅ－０５ ．１８５２２３５４０８１９００００Ｅ－０５

３３　附录三　地球和月球引力场模型



１５ ８ ．１４９５０３０５２９９９００００Ｅ－０５ ．２２４３５９４９３２２６００００Ｅ－０５
１５ ９ ．１０２０６０１９４５１０００００Ｅ－０６ －．１５５１４５９２８８９２００００Ｅ－０５
１５ １０ －．２７３３７３０９６８３９００００Ｅ－０６ －．５１４６１１２６３４６６００００Ｅ－０７
１５ １１ －．１４７０５２７０７０９３００００Ｅ－０５ －．１３４７８４５９６５９７００００Ｅ－０５
１５ １２ －．１３１５９５８０４４４６００００Ｅ－０５ －．３３９７８１７４２８３３００００Ｅ－０６
１５ １３ －．３４１５７２４７８２２２００００Ｅ－０６ ．３０４０２５５５１２６０００００Ｅ－０６
１５ １４ ．６４１２５２９７０９４１００００Ｅ－０６ ．５４８１５１８２５３７２００００Ｅ－０６
１５ １５ ．５４８４６１４４１７００００００Ｅ－０６ ．７０１０１２６９９５５０００００Ｅ－０６
１６ １ －．９７３０７３６３３４２４００００Ｅ－０７ ．８７６０１７４９７６９２００００Ｅ－０６
１６ ２ ．１６４９８０３０９４１５００００Ｅ－０５ ．３４４７９２３８１４９４００００Ｅ－０７
１６ ３ －．１０２８５４３７５７３６００００Ｅ－０６ ．４２７９０５４４５９５１００００Ｅ－０６
１６ ４ ．４７５９８８６２６５６９００００Ｅ－０６ ．４７８４５９４７２４１１００００Ｅ－０６
１６ ５ ．９３２７８１５９０６２２９９９９Ｅ－０６ －．５２７８１２５８２１５３００００Ｅ－０６
１６ ６ ．１０３８８１５５６５９０００００Ｅ－０５ －．１０２３３９１２１７８２００００Ｅ－０５
１６ ７ －．３５０９８１８６４６２７００００Ｅ－０６ －．７３２９５８５６７９１５００００Ｅ－０６
１６ ８ －．１２０９６４７７２４２１００００Ｅ－０６ ．３０６１７８１３５６２２００００Ｅ－０７
１６ ９ －．１０２４８７８６９２７２００００Ｅ－０５ －．１１７５３１３５５１４２００００Ｅ－０５
１６ １０ ．２０４１０６８９８２３１００００Ｅ－０６ ．５７３８８３２７６８１６００００Ｅ－０６
１６ １１ ．４３５３５８８２１４１２００００Ｅ－０７ ．１１４２６９７５０６１５００００Ｅ－０５
１６ １２ －．１３７０４２７５３６７５００００Ｅ－０５ ．７９８１１２３５７６４９００００Ｅ－０６
１６ １３ －．７５１５４５５４３８７８００００Ｅ－０６ －．１５８２９８７７７３０４００００Ｅ－０６
１６ １４ －．６９８５５３００３４７３００００Ｅ－０６ －．３９５１６０７９７２９７００００Ｅ－０７
１６ １５ －．２７２５９１６９６２０２００００Ｅ－０６ －．１０５５９４４９２８８８００００Ｅ－０５
１６ １６ －．９０９０９１９６６９６０００００Ｅ－０６ －．７８６２５６６５９４０６００００Ｅ－０６
１７ １ ．８００１６５５１０３２３００００Ｅ－０６ ．８７８２５６６１３５３７９９９９Ｅ－０７
１７ ２ －．１７１２００７９３８０３００００Ｅ－０６ －．１０４４６２５３９５３３００００Ｅ－０５
１７ ３ －．２１７１００３７７２７７００００Ｅ－０６ －．５３１８７２８８９９２５００００Ｅ－０６
１７ ４ ．１１６０２９４３０１８０００００Ｅ－０５ ．２２０８０４６９９４２０００００Ｅ－０５
１７ ５ ．３９８７１３５２２１７１００００Ｅ－０６ －．８５４６５６０３０３９７００００Ｅ－０６
１７ ６ ．６１００２４９３６７１８００００Ｅ－０６ －．１４９５０４６６２２３１００００Ｅ－０５
１７ ７ －．１６２５３４１９３６８５００００Ｅ－０５ －．１１０７５１６２９７９８００００Ｅ－０５
１７ ８ －．２１１８３５１６７２６６００００Ｅ－０６ －．１５１８９７４８２２６６００００Ｅ－０６
１７ ９ ．５２９４６２９２２５９７００００Ｅ－０６ ．１５６０９３１３３９１７００００Ｅ－０５
１７ １０ ．７２０７７３７７９９０２００００Ｅ－０６ ．８８５８９４４３９８５２００００Ｅ－０６
１７ １１ ．９７７８８８３８９７６０００００Ｅ－０６ －．６３１７０５６７３９２３００００Ｅ－０６
１７ １２ ．４５７８４２３１４７６５００００Ｅ－０６ ．５００４７６１９１７３６００００Ｅ－０７
１７ １３ ．１５２６５８００５９４７００００Ｅ－０６ －．３４２２１０８７３７１５００００Ｅ－０６
１７ １４ ．９３９００２９８７９５２００００Ｅ－０６ ．１４３１４５８２１４６６００００Ｅ－０６
１７ １５ －．７３９８５２３７０６９３００００Ｅ－０７ ．１４４２９７２３５３８６００００Ｅ－０７
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１７ １６ －．２７７９６５８５８４３３００００Ｅ－０６ －．２１２４７９２１４７２２００００Ｅ－０６
１７ １７ －．４０２６９７３９２５４８００００Ｅ－０６ ．１３５２３２７２７２４７００００Ｅ－０５
１８ １ ．１９２６９８５４５０１８００００Ｅ－０６ －．５７１６６６７９８９２８００００Ｅ－０７
１８ ２ －．４１５１８０３９９７５９００００Ｅ－０６ －．７２６４０５８３２３６３００００Ｅ－０６
１８ ３ ．８７８８２３４０６６５９００００Ｅ－０６ ．５８１０４５８０３４４７００００Ｅ－０６
１８ ４ －．８００２４９３５１９２７００００Ｅ－０６ ．１１４６８６４６３２７１００００Ｅ－０５
１８ ５ －．３２４６１０３５０３８４００００Ｅ－０６ －．２８５８６９６１５０６７００００Ｅ－０７
１８ ６ －．１７６２５７６１１１４７００００Ｅ－０５ ．９７７９７８０３６１３３９９９９Ｅ－０６
１８ ７ －．１４２８８７７９５９４４００００Ｅ－０６ －．８１３２５４６６２８１４００００Ｅ－０６
１８ ８ ．６６７８６２００５４１２００００Ｅ－０６ －．２２７０９９４６８０４６００００Ｅ－０６
１８ ９ ．５７８１２４１７３４２０００００Ｅ－０６ －．１０８６１４３１７１５１００００Ｅ－０５
１８ １０ ．１６２６０１６７８１０２００００Ｅ－０６ －．６４１３３７７６１３１５００００Ｅ－０６
１８ １１ ．１１９０１９０７４３４１００００Ｅ－０６ －．１４４４９９０６９９２１００００Ｅ－０５
１８ １２ ．１１６２２３８４７３５８００００Ｅ－０５ ．４６２０６５２５６４４８００００Ｅ－０６
１８ １３ －．７０２５３５４７２９２１００００Ｅ－０６ －．２５６５０７８４５０２０００００Ｅ－０６
１８ １４ －．１８１７８７６６０３８９００００Ｅ－０６ －．６２５２４９６０２３５９００００Ｅ－０６
１８ １５ －．８７２２６０６６３１４８００００Ｅ－０７ －．８５５２１８６５２６０９０００１Ｅ－０６
１８ １６ ．８７２４７４７５０７４２００００Ｅ－０６ －．９７５１５６５１２８２２００００Ｅ－０６
１８ １７ ．１０８１５９４９５８５８００００Ｅ－０５ －．４３３２２３７９６５３９００００Ｅ－０６
１８ １８ －．１３７３９５７２０５９３００００Ｅ－０６ －．１６８６６７４９４８９１００００Ｅ－０６
１９ １ －．４９６２９２８１０４７０００００Ｅ－０６ ．１９１７５３９７２７４７００００Ｅ－０６
１９ ２ ．３６５１２８６１８７５４００００Ｅ－０６ －．３６７３８６８９７６８５００００Ｅ－０６
１９ ３ －．８２４９８８６０３２８０００００Ｅ－０６ ．９８８５４６８２９９３２００００Ｅ－０６
１９ ４ －．８３３１４５６０６６５２００００Ｅ－０６ －．１０３７５３２３２６０６００００Ｅ－０５
１９ ５ －．３７１４２６７３７００４００００Ｅ－０７ ．１３２４７５６９５８５４００００Ｅ－０５
１９ ６ －．３６７９８６３５４３０７００００Ｅ－０７ ．３３４００６５００２８２００００Ｅ－０６
１９ ７ ．１１１２４６２４７０９６００００Ｅ－０５ ．３５３８１５３５９０４３００００Ｅ－０６
１９ ８ ．５１０４５１５０８７７６００００Ｅ－０６ ．５１９２５２６９７０８７００００Ｅ－０６
１９ ９ －．１２４１９２９０３２１８００００Ｅ－０６ ．６８０４５１２８８４７５０００１Ｅ－０７
１９ １０ －．７５１８３１００３７９５００００Ｅ－０６ ．２７８２９８２９７５３５００００Ｅ－０６
１９ １１ ．１５７６９７７９０３７０００００Ｅ－０６ －．１５１２２９４３００２７００００Ｅ－０６
１９ １２ ．１０１０５３２０３７０４００００Ｅ－０６ －．２５３９２１８５５６６４００００Ｅ－０６
１９ １３ ．３２３６７７８８３７６３００００Ｅ－０６ ．２２４１０５７４６８４６００００Ｅ－０５
１９ １４ －．５１０６２９５３２７５２００００Ｅ－０６ ．９１０３０１９２９８２７００００Ｅ－０６
１９ １５ ．２７０７７８６６９２７３００００Ｅ－０６ －．８２０８１４９５３９３５００００Ｅ－０６
１９ １６ －．９９３８８００６１７１６０００１Ｅ－０８ ．５４２８８７４４８０６５００００Ｅ－０６
１９ １７ －．９２４９８２１４６３８７００００Ｅ－０６ －．１０６１５５１２１１１７００００Ｅ－０５
１９ １８ ．１２９５０８７３００２６００００Ｅ－０５ －．１８０８４９０９８６９５００００Ｅ－０６
１９ １９ ．４７２０７１６６６３１２００００Ｅ－０６ ．３１９３３０１２８３８０００００Ｅ－０６
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２０ １ ．３８９４４４８７９１５４００００Ｅ－０７ －．４９２４６６２１５１６７００００Ｅ－０６
２０ ２ ．５３２０７８１３９３８９００００Ｅ－０６ －．９７２４３４３９２５０５００００Ｅ－０７
２０ ３ ．４７９５６７４９８９２１００００Ｅ－０６ －．１０１３８６２７３９０６００００Ｅ－０６
２０ ４ ．７９１１４２６８８９６５００００Ｅ－０６ －．５８２６４２２４８８４２００００Ｅ－０６
２０ ５ ．１０３２４７５９４９６４００００Ｅ－０６ －．４８０２３２２７１８７１００００Ｅ－０６
２０ ６ －．４９６７７０２４６１４５００００Ｅ－０６ ．６１５６９９３１７８９７００００Ｅ－０６
２０ ７ －．５９１７３３６９４２６５００００Ｅ－０６ －．５４４０１８６１０６２８００００Ｅ－０６
２０ ８ ．４３９４００５４５４５３００００Ｅ－０６ ．７４４０６２３６４９７３００００Ｅ－０７
２０ ９ －．８７４０１５５５４３４３００００Ｅ－０７ ．４５６１８３３７４９１０００００Ｅ－０６
２０ １０ ．２３６３６３２３９５６７００００Ｅ－０６ －．３５７７７４９８４０４３００００Ｅ－０６
２０ １１ ．１０７８４９８４１３２４００００Ｅ－０６ ．６７２４５０４０８６６５００００Ｅ－０６
２０ １２ ．４２３８１５２９３８２７００００Ｅ－０７ －．９９７９５４２７３８７７００００Ｅ－０６
２０ １３ ．７６４９６４６９３３０２００００Ｅ－０６ ．６５１００６３０９１４５００００Ｅ－０６
２０ １４ ．２５３２４２８３８３５９００００Ｅ－０６ －．１１９６０６４３３４０２００００Ｅ－０６
２０ １５ －．１５１４０３７１５８３０００００Ｅ－０６ －．３４８７１４３３３８６８００００Ｅ－０６
２０ １６ ．８９５８３３３２９９６６００００Ｅ－０６ ．５２７５２５０１８６４６００００Ｅ－０６
２０ １７ ．９６２５８８３３９７６５００００Ｅ－０６ －．１２４７０７６２４８８３００００Ｅ－０５
２０ １８ ．５３３４３６０４３１１８００００Ｅ－０６ －．６４６２３６６５９６５８００００Ｅ－０６
２０ １９ －．２９６０７８８０７１０７００００Ｅ－０６ ．５６２５７９０９２４１０００００Ｅ－０６
２０ ２０ ．２８９１７１４０６０３７００００Ｅ－０７ －．３８４５０５８９５１１８００００Ｅ－０６

ＬＰ７５Ｇ　ＧＭ＝４９０２．８００２６９ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －９．０９７５９７０５４２１００００Ｅ－００５ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
３ ０ －３．１８３５４２１０６８０００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
４ ０ ３．１７８９１１４７７２２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
５ ０ －２．５９８１２８６６５７０００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
６ ０ ３．８６２３６２２３７６９００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
７ ０ ５．６７３７３０３０３４２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
８ ０ ２．３５０８１８２４４３３００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
９ ０ －３．４５９６７７６１１８２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１０ ０ －１．１６２１８７５９５１７００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１１ ０ －１．１２２０６０２２５３６００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１２ ０ －１．９９３９４０５０８４４００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１３ ０ ５．３３５６７３６８２４９００００Ｅ－００８ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１４ ０ ６．５２９８９３９１３９６００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１５ ０ １．３７９４７２０１７３４００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１６ ０ ６．１４０３４５０５１６７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００

６３



１７ ０ －７．３１６７６８２１１００００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１８ ０ －７．９６３５５５１９１０７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１９ ０ －１．７０８１８４０７１２９００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２０ ０ １．８８９７４６８６３０２００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２ １ －２．７８７４２４８６３１６００００Ｅ－００８ １．３４６５００３９４１０００００Ｅ－００８
２ ２ ３．４６９３８４６７５５８００００Ｅ－００５ ３．８７４５５７０９８７９００００Ｅ－００９
３ １ ２．６４０５５０２１９４３００００Ｅ－００５ ５．４３３７９８０７８１７００００Ｅ－００６
３ ２ １．４２５４８６４８２６０００００Ｅ－００５ ４．８７３２１０１４４１９００００Ｅ－００６
３ ３ １．２３１６６０８２５４６００００Ｅ－００５ －１．７６２２２１６１８１２００００Ｅ－００６
４ １ －５．９５７９５３９２６７６００００Ｅ－００６ １．５８０４１６４０８２１００００Ｅ－００６
４ ２ －７．１２６８５４２９３９４００００Ｅ－００６ －６．７０３７５０１６７０５００００Ｅ－００６
４ ３ －１．４２６１５９１５２８４００００Ｅ－００６ －１．３４１３０６９５５０１００００Ｅ－００５
４ ４ －６．０５８０５３５０１８１００００Ｅ－００６ ３．９３２３６０８８６９６００００Ｅ－００６
５ １ －９．７０６７２５２５１７７０００１Ｅ－００７ －４．０９２７５９２７９１１００００Ｅ－００６
５ ２ ４．３２７０８５１１５６７００００Ｅ－００６ １．１８０４８９１８４６２００００Ｅ－００６
５ ３ ４．７０４９２８１７８１０００００Ｅ－００７ ８．５８１５９２６２１１４００００Ｅ－００６
５ ４ ２．８６７１１８５９８８１００００Ｅ－００６ ５．４３６５３０６５１６２００００Ｅ－００９
５ ５ ３．１５３７９６２９３７２００００Ｅ－００６ －２．７３２３７９２４４８１００００Ｅ－００６
６ １ １．６０６７７０７８５９５００００Ｅ－００６ －２．６０９８３８７８２３３００００Ｅ－００６
６ ２ －４．４２８３６６９３３００００００Ｅ－００６ －２．２２４５６２３０７７９００００Ｅ－００６
６ ３ －３．１８１２７６６７２４９００００Ｅ－００６ －３．５９７４４３０１０９７００００Ｅ－００６
６ ４ ３．３８５２１４８６５４０００００Ｅ－００７ －３．８７７５１０７５９４６００００Ｅ－００６
６ ５ １．３２０６７１６４２８５００００Ｅ－００６ －１．０２６６３５８００４５００００Ｅ－００５
６ ６ －４．７２４５９９８３２８５００００Ｅ－００６ ７．１５８５２８５１４８６００００Ｅ－００６
７ １ ７．４０２３９４４９８４５００００Ｅ－００６ －７．３９１３５５６４０７６００００Ｅ－００８
７ ２ －７．８８６７５８６２６８９００００Ｅ－００７ ２．４６３３５５７８０２８００００Ｅ－００６
７ ３ ６．３１３５８６６８７９１００００Ｅ－００７ ２．４０２６３１６６４０１００００Ｅ－００６
７ ４ －１．０４１１１５２３４０４００００Ｅ－００６ ９．４３３１７５８６６００００００Ｅ－００７
７ ５ －１．９０４１１７７６３１４００００Ｅ－００７ ７．７４４４７３３７６１４９９９９Ｅ－００７
７ ６ －９．４１０７９６１６２４２００００Ｅ－００７ ９．６２７１０７２２６４５００００Ｅ－００７
７ ７ －１．７９８７３３６１２８１００００Ｅ－００６ －１．４９９６７３８９１９０００００Ｅ－００６
８ １ －１．２６３６６５５７４５２００００Ｅ－００７ １．２２４５８８８８５４３００００Ｅ－００６
８ ２ ３．０８０４１３６５０６０００００Ｅ－００６ １．７９５７７１３２４４８００００Ｅ－００６
８ ３ －１．７１６１４４３０９８９００００Ｅ－００６ ８．７１０７４８１３１１２００００Ｅ－００７
８ ４ ３．３７８２１８７９２５４００００Ｅ－００６ －６．４８８６９４７３８８４００００Ｅ－００７
８ ５ －１．０２８９８１５０１０２００００Ｅ－００６ ２．６９３９９５１１９９７００００Ｅ－００６
８ ６ －１．７１５９７３３３７３９００００Ｅ－００６ －１．６６６６６４６３７７２００００Ｅ－００６
８ ７ －１．５６７８７７２８４２９００００Ｅ－００６ ３．４６１８４７８９０７０００００Ｅ－００６
８ ８ －２．４９５６１６１４４０６００００Ｅ－００６ １．９５９０４７２７０７３００００Ｅ－００６
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９ １ １．８２７３４４３４４７９００００Ｅ－００６ －６．８６８３０６５４４８９００００Ｅ－００９
９ ２ ２．０４７２５８７５９１１００００Ｅ－００６ －１．５７４２８１５７８３２００００Ｅ－００６
９ ３ －２．０４５３６６５４３４９００００Ｅ－００６ ２．３８５５０１１６３００００００Ｅ－００６
９ ４ －２．０９５４３３４７６７５００００Ｅ－００６ －１．３２６３４７８３４４０００００Ｅ－００６
９ ５ －１．５７６１６７３４３３２００００Ｅ－００６ －３．２６３５４１８９５３４００００Ｅ－００６
９ ６ －２．２９３０５６５３３２２００００Ｅ－００６ －２．７０９２５２９２８６０００００Ｅ－００６
９ ７ －３．８１１４３３３２３８６００００Ｅ－００６ －７．７２１２４５９９７７７００００Ｅ－００７
９ ８ －１．３２２５５０３６７０２００００Ｅ－００６ －２．４８９３２５２８１４９００００Ｅ－００６
９ ９ －９．２６５３２３２８６４８００００Ｅ－００７ ２．６８００７６５３８７７００００Ｅ－００６
１０ １ ６．１１６２９２８１３１１００００Ｅ－００７ －８．６３０２１３９３１８６００００Ｅ－００７
１０ ２ ４．７０３８７６５１１６３００００Ｅ－００７ －１．９９７８５０６５９１７００００Ｅ－００７
１０ ３ ３．４６３２８８３１５０１００００Ｅ－００７ ８．８２５７６１２５１０３００００Ｅ－００７
１０ ４ －３．５５４７７１３９４７３００００Ｅ－００６ １．３６６１６５３９４５９００００Ｅ－００６
１０ ５ ９．９２７５４１９０１９１０００１Ｅ－００７ －４．２０８３９４３５２７４００００Ｅ－００７
１０ ６ －１．８３１９５０６９８４６００００Ｅ－００８ －２．５８１８９８８４６２６００００Ｅ－００６
１０ ７ －３．９４３６３３１６０４９００００Ｅ－００６ －１．３７００８７４４６１７００００Ｅ－００６
１０ ８ －３．７０２１７４３９４３２００００Ｅ－００６ ３．７２７４８４３０９７５００００Ｅ－００６
１０ ９ －４．６４３３０３５３２２６００００Ｅ－００６ ３．１１７７８２３２１５４００００Ｅ－００７
１０ １０ ９．３４８２１９８２１６７００００Ｅ－００７ －１．９３０２２４３５６７８００００Ｅ－００６
１１ １ ８．９４６５４７４３４７２００００Ｅ－００８ ５．３７１１６９８５７３１００００Ｅ－００７
１１ ２ １．０２５６６７８６３８１００００Ｅ－００６ －２．１３１１１１２４４０３００００Ｅ－００６
１１ ３ ２．４２７２４０９２２３０００００Ｅ－００７ ７．１１１４８６８８３０２００００Ｅ－００７
１１ ４ －８．７５２６５０２２８６４００００Ｅ－００７ １．９８５３３１６８１５０００００Ｅ－００６
１１ ５ ９．７３２２３０１３２４９００００Ｅ－００８ ２．８０１００３８１２５９００００Ｅ－００６
１１ ６ １．１７６６１６４７４５０００００Ｅ－００７ －１．２９３２９１０２８０３００００Ｅ－００６
１１ ７ －３．０１１６９２１９２５４００００Ｅ－００７ －２．０９２９２２４１３２２００００Ｅ－００６
１１ ８ －１．９４９０５２４７４１５００００Ｅ－００６ ２．７８８９７３３５１９５００００Ｅ－００７
１１ ９ －２．２０６２１４５６１９１００００Ｅ－００６ －７．９７７４４５７２８９６００００Ｅ－００７
１１ １０ －４．８５５７４８００８２１００００Ｅ－００６ －５．４８６５０７８９１６５００００Ｅ－００７
１１ １１ －２．８９６６８２１５９２６００００Ｅ－００６ －１．５４７５６９５２５１７００００Ｅ－００６
１２ １ －５．５０１３９８５５４１３００００Ｅ－００７ １．５３５８００２０５６７００００Ｅ－００６
１２ ２ －１．７１５７７０１０７４３００００Ｅ－００７ １．７１９４７８８０９８５００００Ｅ－００６
１２ ３ ５．２４６７２５９０４５１００００Ｅ－００７ －３．８２１８８１１１７６７００００Ｅ－００６
１２ ４ ９．５４２９２０９３９８７００００Ｅ－００７ －３．００７８９３５３２０４００００Ｅ－００７
１２ ５ －２．４５０２７３４４８５１００００Ｅ－００７ １．１２３０９８８１９７７００００Ｅ－００６
１２ ６ ９．８２９０８８１９０３６９９９９Ｅ－００７ ２．９４１９２０９３０５２００００Ｅ－００７
１２ ７ ２．６９９３１９９５８０３００００Ｅ－００６ －９．８５４５００４６８７９００００Ｅ－００７
１２ ８ ６．７８２９２０６２４２６００００Ｅ－００７ －３．２０５４８９３８４８５００００Ｅ－００６
１２ ９ －１．６９６６１８８１９２７００００Ｅ－００６ ２．５７０４７０４４６２０００００Ｅ－００７
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１２ １０ －３．１２５０８５０２２６０００００Ｅ－００６ －１．６８６０９２９７７５５００００Ｅ－００７
１２ １１ －７．７８４１３３４６０８０００００Ｅ－００７ －９．８７１８１４２４０１１９９９９Ｅ－００９
１２ １２ ３．１０６６８９２２５４４００００Ｅ－００７ １．１０３７１６１２９６７００００Ｅ－００６
１３ １ １．４７７３５９７３７４５００００Ｅ－００６ ５．７６６１６８５６５０５００００Ｅ－００８
１３ ２ －３．４５１１１４３７６７６００００Ｅ－００６ ５．３６５３８０４８８９７００００Ｅ－００７
１３ ３ －４．６１９５２１８４７９１００００Ｅ－００７ －１．７３８６００６２４２７００００Ｅ－００６
１３ ４ １．１８７６０１１３４４３００００Ｅ－００６ －８．５０４９６２８２６０２００００Ｅ－００７
１３ ５ －１．２４１０５２４５２７３００００Ｅ－００６ ８．３１８５０７１７７１８００００Ｅ－００７
１３ ６ ２．２９０３５７６６８００００００Ｅ－００７ １．０８５８９５２０６３１００００Ｅ－００６
１３ ７ －４．６８２８２５４９６２０００００Ｅ－００８ －３．４８０６６５９４０９３００００Ｅ－００７
１３ ８ －９．９２６９７９３９３１５００００Ｅ－００７ －１．３０６７６０２０８７５００００Ｅ－００６
１３ ９ －４．１１４９７１４５６２７００００Ｅ－００７ １．６７８１１１５８５６１００００Ｅ－００６
１３ １０ －１．５２０２９６４１７６１００００Ｅ－００７ １．３９０９３２１７３８０００００Ｅ－００６
１３ １１ －１．３９４０２４３８３４３００００Ｅ－００６ －５．４４７８１７９２１８１００００Ｅ－００７
１３ １２ －７．１９６７２６９００８１００００Ｅ－００７ －１．７０１５１７９６８４７００００Ｅ－００６
１３ １３ ２．４３３６３１４２５５６００００Ｅ－００６ －２．５９２３８３７２０５９００００Ｅ－００６
１４ １ １．０６３９４９８５５３３００００Ｅ－００６ －６．７４２０２１３８１６９００００Ｅ－００７
１４ ２ １．５５９５１０５２６３８００００Ｅ－００７ ２．２０７１５５０６２５９００００Ｅ－００７
１４ ３ ６．０２７３７７９０９５１００００Ｅ－００７ ６．４１３１３６０７２３５００００Ｅ－００８
１４ ４ －２．４８７０７９３２４０９００００Ｅ－００７ －２．３５８９１０６１９３６００００Ｅ－００６
１４ ５ －１．３２５７０４６０９１９００００Ｅ－００６ ３．２４８６８０９７３０１００００Ｅ－００９
１４ ６ －７．４４２４４１８４７４３９９９９Ｅ－００７ ２．２６７０９２６５２９６００００Ｅ－００６
１４ ７ －７．２９２０９８０１０５６００００Ｅ－００７ １．５２３１５２５１３６８００００Ｅ－００６
１４ ８ ２．０４１９２７９３８４６００００Ｅ－００７ ３．０２６３８８３２００７００００Ｅ－００８
１４ ９ ９．０２９７７４３７９８５００００Ｅ－００７ －１．３８１２２５５７２４１００００Ｅ－００６
１４ １０ －６．９８１５７９４４６９９００００Ｅ－００７ －５．４９６７０５３７４１８９９９９Ｅ－００７
１４ １１ －２．４５５１０９４８０３０００００Ｅ－００６ １．０８３３９３３７１８２００００Ｅ－００６
１４ １２ －１．２３０７３７６３９５０００００Ｅ－００６ １．４３４１８３６３１１３００００Ｅ－００７
１４ １３ －３．２７０６６５４１２１８００００Ｅ－００７ －１．０３２５２０７７４７７００００Ｅ－００６
１４ １４ －４．７６３１６６０２４３９００００Ｅ－００７ １．０８６９７７９２０８１００００Ｅ－００６
１５ １ －９．７１３２７９０２５９４００００Ｅ－００７ ４．６４４２５８８２２２４００００Ｅ－００７
１５ ２ －４．６７４５３１４２９９５００００Ｅ－００７ ８．７０７１２０３８４３３００００Ｅ－００７
１５ ３ －１．１６４５８２２４１８１００００Ｅ－００６ －６．０８８００６１６６４９００００Ｅ－００７
１５ ４ －１．０１４２５３４９６１６００００Ｅ－００６ －１．３４９４７８３３１２９００００Ｅ－００６
１５ ５ －２．４２２３８９６２９５８００００Ｅ－００７ －１．０６１０３４８５６２６００００Ｅ－００６
１５ ６ ６．３４５０１０６７９４９００００Ｅ－００７ －４．９８９１８０１３４４２００００Ｅ－００７
１５ ７ １．４２７６６２２９８１５００００Ｅ－００６ ８．５５７５８５０２２１８００００Ｅ－００７
１５ ８ １．４８４８２１４０３１８００００Ｅ－００６ １．５４４４１２８２１９４００００Ｅ－００６
１５ ９ ２．４１０６３３９７４７７００００Ｅ－００８ －５．４７４１１８３６８９９００００Ｅ－００７
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１５ １０ －９．４５９２７４３３１５０００００Ｅ－００７ －４．９８４８３０８６９０９００００Ｅ－００８
１５ １１ －１．２１６６９７２２４９３００００Ｅ－００６ －５．６８４０７１８３２８４９９９９Ｅ－００７
１５ １２ －１．４１５２９２７１１５０００００Ｅ－００６ １．１７０８５１３５８０９００００Ｅ－００７
１５ １３ －６．７５０５２９５０８５８００００Ｅ－００７ ６．０００３６９２３２８０００００Ｅ－００８
１５ １４ １．０３９４６４２５１２２００００Ｅ－００６ ７．５０７８７５２４１７５００００Ｅ－００７
１５ １５ ３．２１７１２０９０１０６００００Ｅ－００７ ６．９０５８７８０５７９７００００Ｅ－００７
１６ １ －２．９６６７３７９０５８４００００Ｅ－００８ １．０１７３３２６４４５０００００Ｅ－００６
１６ ２ １．５２２３１９７７９３６００００Ｅ－００６ －３．１８１０３０６３０４３００００Ｅ－００７
１６ ３ １．６５３６４５８７３７１００００Ｅ－００７ ２．６３５５００４１９５１００００Ｅ－００７
１６ ４ ５．７４４３１９５９０９５００００Ｅ－００７ ３．３００７１３５２２９７００００Ｅ－００７
１６ ５ ８．２４５１９３１８３６９００００Ｅ－００７ －６．０３３１９６５１７７１００００Ｅ－００７
１６ ６ １．０１９２０９７６８２５００００Ｅ－００６ －５．５０３１８６１２０８２００００Ｅ－００７
１６ ７ －１．０８２３８６６４１５６００００Ｅ－００６ －４．４９５７４５６０３２８００００Ｅ－００７
１６ ８ －３．５２９２７８１７４５９００００Ｅ－００７ １．０６８３８２０２３２４００００Ｅ－００６
１６ ９ －９．２６８７５５５３４２８００００Ｅ－００７ －６．１７５８５７３８９３４００００Ｅ－００７
１６ １０ １．１７８５０７３２２６４００００Ｅ－００７ －３．８８１９７１１８３０９００００Ｅ－００７
１６ １１ ５．５４６１１３０８８２１００００Ｅ－００７ １．４５５０７５４４２２５００００Ｅ－００６
１６ １２ －１．８３４００５７５２３２００００Ｅ－００６ ３．２７４９６４９３５０７００００Ｅ－００７
１６ １３ －１．９８８７４７９３３７２００００Ｅ－００７ －３．２９６６５２８２４０７００００Ｅ－００７
１６ １４ －４．９６５５３１７３７８７００００Ｅ－００７ －３．７１２６５９８４５４０００００Ｅ－００８
１６ １５ －７．８８３３８２６０８０６００００Ｅ－００７ －１．３２６７６０２５０９６００００Ｅ－００６
１６ １６ －５．９３８６８９５７５０２００００Ｅ－００７ －７．８５８５３５１９５８１００００Ｅ－００７
１７ １ ２．１１６５５９２１８２１００００Ｅ－００７ －１．１９０５９１４７１３９００００Ｅ－００７
１７ ２ －３．５４９４８６８４６６１００００Ｅ－００７ －１．１１５６３５２７５８７００００Ｅ－００６
１７ ３ ５．１９７２０４１６３２０００００Ｅ－００８ －１．２１０９０９３０３４３００００Ｅ－００７
１７ ４ ８．８３６３６１５５１４９００００Ｅ－００７ ２．２４００８６５６３６３００００Ｅ－００６
１７ ５ １．０５５９００７９８７４００００Ｅ－００７ －５．１９５２３６０９７０８００００Ｅ－００７
１７ ６ ７．３６３１８５４７３４９００００Ｅ－００７ －１．２５１８２０２６３６３００００Ｅ－００６
１７ ７ －１．５２０７４６８８３９０００００Ｅ－００６ －１．８１３７１６１７５４２００００Ｅ－００６
１７ ８ ６．２８４６１３４０１８９００００Ｅ－００７ －６．０５１６７８０１４２５００００Ｅ－００７
１７ ９ ６．３５６５４２９０２１１００００Ｅ－００７ ６．６２６６０４１７６４２００００Ｅ－００７
１７ １０ ６．１９５３１４２７２３４００００Ｅ－００７ ６．２６０１８６８３６８２００００Ｅ－００７
１７ １１ １．２５３０９９７３４６１００００Ｅ－００６ ４．９３９０２１６７７２６００００Ｅ－００８
１７ １２ ９．９７９６７９５７８５６００００Ｅ－００８ －６．０４１３２００６６５３００００Ｅ－００７
１７ １３ ７．８４９８８２８６８２１００００Ｅ－００７ －４．９１３３９９４９９４４００００Ｅ－００８
１７ １４ ４．７７４１１９１１９０３００００Ｅ－００８ １．３１６９０７２５２０９００００Ｅ－０１１
１７ １５ －６．１７９４８３０５９８０００００Ｅ－００９ ６．６７３７８６７２０９１００００Ｅ－００８
１７ １６ ２．１３９９１７００３９３００００Ｅ－００７ ６．９８５５１３２４３０５００００Ｅ－００８
１７ １７ －７．３４０５６９３０１２３００００Ｅ－００７ １．３５１９２１６２２９４００００Ｅ－００６
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１８ １ －２．９３９２３２８７７４６００００Ｅ－００７ －１．７９１９９２４４２２５００００Ｅ－００８
１８ ２ ３．６８１７１２７８７８９００００Ｅ－００９ －５．９２９３２３９２３１７００００Ｅ－００７
１８ ３ １．０８４６０４６４３７４００００Ｅ－００６ ４．６６３７０８０３５０９００００Ｅ－００７
１８ ４ －１．００６３１１３４４３８００００Ｅ－００６ ８．１５５９３３２２４１９００００Ｅ－００７
１８ ５ １．７１７１４２６５８８６００００Ｅ－００８ ５．５５９１４８３７８０５００００Ｅ－００８
１８ ６ －１．４０８６６４０７１７７００００Ｅ－００６ ４．９４６７７０５０６７４００００Ｅ－００７
１８ ７ －２．７５７２８７３３７３１００００Ｅ－００７ －１．１１４２７７３３２０９００００Ｅ－００６
１８ ８ ５．４６２１９６１７７７６００００Ｅ－００７ ６．０９８２７１６４５１４００００Ｅ－００７
１８ ９ －２．０３４１４１１７０９８００００Ｅ－００７ －５．０４６８１５０９８１７００００Ｅ－００７
１８ １０ １．６７２８３６０１７３３００００Ｅ－００７ －７．６２２６３８６００３０００００Ｅ－００８
１８ １１ ４．３５０３３７２４３８８００００Ｅ－００８ －１．５２６１１９６９５２７００００Ｅ－００６
１８ １２ ７．７７４２０９１１６９９００００Ｅ－００７ ２．４０８９２９７１６５３００００Ｅ－００７
１８ １３ －４．０２６８９００５１４４００００Ｅ－００７ ６．００４９２８７９１０５００００Ｅ－００７
１８ １４ －８．７１３３３６０３６３５００００Ｅ－００７ －９．１５１２８０３１３２４００００Ｅ－００７
１８ １５ ８．７３９２２３６１１６０００００Ｅ－００７ －４．０２１８４４５５９１６００００Ｅ－００７
１８ １６ ５．１４５６１０４０３１９００００Ｅ－００７ －９．７７５４１５６３１２００００１Ｅ－００７
１８ １７ ７．１２２５４９２００４６００００Ｅ－００７ －７．３７５３５７７０２７０００００Ｅ－００７
１８ １８ １．３６４２９８２３８９１００００Ｅ－００７ －１．４７８９７４１０６０２００００Ｅ－００７
１９ １ －４．２６５４１３２２５５１００００Ｅ－００７ －２．０４１４０３９４３８０００００Ｅ－００８
１９ ２ ７．０１０９９２５１９１８００００Ｅ－００７ －５．５８０９８９４９２４６００００Ｅ－００７
１９ ３ －８．７６１２２２２３４６０００００Ｅ－００７ １．０４８１９８４５２３６００００Ｅ－００６
１９ ４ －９．９８９７６９３２０８７０００１Ｅ－００７ －８．９７２０５７２７６１９００００Ｅ－００７
１９ ５ －３．２９２１５１５１８３６００００Ｅ－００８ １．６３６３３４１３６９４００００Ｅ－００６
１９ ６ －４．０１１０７２１０９２０００００Ｅ－００７ ２．９５０８５７５４６５７００００Ｅ－００７
１９ ７ ７．７３８２１０２１２４４００００Ｅ－００７ ８．３０９８１８０２４１２００００Ｅ－００７
１９ ８ ７．１８４９８５５９５６５００００Ｅ－００７ ７．４８０７８２３１５７０００００Ｅ－００７
１９ ９ －９．１３４６９４１４５０１００００Ｅ－００８ －７．５７１６９２５０２９９００００Ｅ－００７
１９ １０ －１．８９１９２４９２５９４００００Ｅ－００７ －２．７１８３５４９８１４７００００Ｅ－００７
１９ １１ ８．０４４９５５０２２１９０００１Ｅ－００８ －３．１１３６３５９２４５９００００Ｅ－００７
１９ １２ ５．０７５８８０８３５９７００００Ｅ－００７ ７．１６３９６９５７１３６００００Ｅ－００８
１９ １３ ７．０９０９６４０８６３８００００Ｅ－００７ １．９７３５２４９１７８５００００Ｅ－００６
１９ １４ －８．９４６８８３１１３０９００００Ｅ－００７ ６．６９０７５６３７１５６９９９９Ｅ－００８
１９ １５ ８．９３０５０３５２２８９００００Ｅ－００７ －４．４１０８９６０５４１０００００Ｅ－００７
１９ １６ －７．６０７９０６５７５７５００００Ｅ－００７ －１．５９６１８２２８８６２００００Ｅ－００７
１９ １７ －３．５６３９７６６８５４６００００Ｅ－００７ －１．１２１３１４８８８９９００００Ｅ－００６
１９ １８ １．５１８４７１７９０６９００００Ｅ－００６ １．３１５９６１８８５１５００００Ｅ－００７
１９ １９ ３．１７８４４１０９０５０００００Ｅ－００７ ２．４０１２８９７３３０６００００Ｅ－００７
２０ １ －１．５９６３６３３５５０５００００Ｅ－００７ －６．２０５１０５１０３５５００００Ｅ－００７
２０ ２ ８．８７７０９３５２８５５００００Ｅ－００７ ４．１１７２６６３９７１９００００Ｅ－００７
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２０ ３ ２．７８１３４１３８６７８００００Ｅ－００７ ５．５３８７９０７７７９８００００Ｅ－０１０
２０ ４ ５．３８５７９６４７１５０００００Ｅ－００７ －６．５３０３１１９９８３２００００Ｅ－００７
２０ ５ ２．９６２９０４６３８６５００００Ｅ－００７ －５．２５０８８４４０８６７００００Ｅ－００７
２０ ６ －３．６６０３１６８０２１２００００Ｅ－００７ ２．１８１９５６９０８４２００００Ｅ－００７
２０ ７ －１．８７１９６１１９６０３００００Ｅ－００７ －６．５８０６５６００７３９００００Ｅ－００７
２０ ８ ６．８２３４２７６８６４５００００Ｅ－００７ －２．３５３０１３５２１３６００００Ｅ－００７
２０ ９ －４．０５８６１２９９７７９００００Ｅ－００７ ３．９７１４３８２６４７１００００Ｅ－００７
２０ １０ ３．８８４９８１４３４９１００００Ｅ－００７ ３．１２９９３４７４７４０００００Ｅ－００７
２０ １１ －１．４３９０９５０３８７０００００Ｅ－００７ １．０７８６４２２３２２１００００Ｅ－００６
２０ １２ １．５８９２２８７１８７４００００Ｅ－００７ －１．１８６３８８３７８９３００００Ｅ－００６
２０ １３ ２．４８４２７３５９９２９００００Ｅ－００８ ２．４８０１０６２５４１３００００Ｅ－００７
２０ １４ －４．３８５０８６０５８２１００００Ｅ－００８ ４．４２１０６７１４７５６００００Ｅ－００７
２０ １５ ３．５０３０１０７０８８６００００Ｅ－００７ ２．６３５０２１１５２７０００００Ｅ－００７
２０ １６ ４．６６５４７５６３７１６００００Ｅ－００７ ９．２１７０７７１１７４７９９９９Ｅ－００８
２０ １７ １．３３５４０１９９６８２００００Ｅ－００６ －４．５７３３６９４３６０２００００Ｅ－００７
２０ １８ －６．９３８８４５１５７０８００００Ｅ－００８ －６．２６１９９３５６６８６００００Ｅ－００７
２０ １９ －４．６５２０８５４９８２０００００Ｅ－００７ ２．５９５６５４９１３５６００００Ｅ－００７
２０ ２０ ５．４０９５４５７３５５６００００Ｅ－００８ －２．１２２７０９２５５１１００００Ｅ－００７
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书书书

附录三　地球和月球引力场模型

通常一个地球引力场模型包括如下内容：

ＧＥ———地心引力常数 ，ａｅ———地球参考椭球体赤道半径

Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ———地球引力位球谐展开式的归一化谐系数
当引用某一地球引力场模型时，严格而言，地固坐标系中的测站坐标

Ｒ
→

ｅ应与该引力场模型所对应的地球参考椭球体相吻合，这在精密定轨中
（特别是定轨精度要求较高的问题）应加以考虑，因为它涉及到地心坐标系
的严格定义．同样对于月球引力场亦如此，相应地有月心引力常数ＧＭ，月

球参考椭球体赤道半径ａｅ和引力位球谐展开式的归一化系数Ｃ
－

ｌｍ，Ｓ
－

ｌｍ．
为了实际应用的需要，这里介绍被广泛引用的ＪＧＭ ３和 ＷＧＳ８４两

种地球引力场模型以及ＬＰ７５Ｇ和当今认为精度较高的ＬＰ１６５两种月球引
力场模型，供读者参考．原ＪＧＭ ３模型为７０×７０阶次，ＷＧＳ８４模型为

１８０×１８０阶次，ＬＰ１６５模型为１６５×１６５阶次，ＬＰ７５Ｇ模型为７５×７５阶次，
这里分别只给到２０×２０阶次，如有需要，读者可以在网上调用完整模型．

ＪＧＭ ３　ＧＥ＝３９８６００．４４１５０ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３６３０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
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－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．４８４１６９５４８４５６４７Ｄ－０３ ．００００００００００００００Ｄ＋００
３ ０ ．９５７１７０５９０８８８００Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
４ ０ ．５３９７７７０６８３５７３０Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
５ ０ ．６８６５８９８７９８６５４３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
６ ０ －．１４９６７１５６１７８６０４Ｄ－０６ ．００００００００００００００Ｄ＋００
７ ０ ．９０７２２９４１６４３２３２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
８ ０ ．４９１１８００３１７４７３４Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
９ ０ ．２７３８５０６０９５００８５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ．５４１３０４４５７３８８１２Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１１ ０ －．５０１６１３１４５９５６８８Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００



１２ ０ ．３６３８２３４０６２３６９０Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１３ ０ ．３９９４６４２８７３１６８３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１４ ０ －．２１８０３８６１５４７２０３Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１５ ０ ．３１６５９５１０９２６１８９Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１６ ０ －．５４３０２３２０８８４４３２Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ．１８１０８３７５０５９８０５Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ．７２６９１８４６００７２４６Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －．３５１８５５０３０９８０９８Ｄ－０８ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ．１８７８９９８６５４９７７７Ｄ－０７ ．００００００００００００００Ｄ＋００
２ １ －．１８６９８７６４００００００Ｄ－０９ ．１１９５２８０１００００００Ｄ－０８
３ １ ．２０３０１３７２０５５５３０Ｄ－０５ ．２４８１３０７９８２５５６１Ｄ－０６
４ １ －．５３６２４３５５４２９８５１Ｄ－０６ －．４７３７７２３７０６１５９７Ｄ－０６
５ １ －．６２７２７３６９６９７７０５Ｄ－０７ －．９４１９４６３２１３４３８３Ｄ－０７
６ １ －．７６１０３５８０４０７２７４Ｄ－０７ ．２６８９９８１８９３２６２９Ｄ－０７
７ １ ．２８０２８６５２２０３６８９Ｄ－０６ ．９４７７７３１７８１３３１３Ｄ－０７
８ １ ．２３３３３７５１６８７２０４Ｄ－０７ ．５８４９９２７４９３９３６８Ｄ－０７
９ １ ．１４２２３０２５８９２７１４Ｄ－０６ ．２１９０９６１８３４９３７６Ｄ－０７
１０ １ ．８３７５８８３２３３２６７１Ｄ－０７ －．１３１５５４０６５３９８４３Ｄ－０６
１１ １ ．１６１０７０７７７３８７２０Ｄ－０７ －．２７８９２１５２８４０７０１Ｄ－０７
１２ １ －．５４１９１７０１３３６３０９Ｄ－０７ －．４２０１１７７５７６７６７５Ｄ－０７
１３ １ －．５２９６６８６８２６１３６１Ｄ－０７ ．３９８７６８１６４４７４２２Ｄ－０７
１４ １ －．１９０２３７５１９４１５０１Ｄ－０７ ．２７４７１８２６０６２７２２Ｄ－０７
１５ １ ．１２０１９０４８４６７８０３Ｄ－０７ ．８１７３２６７１０７９９２７Ｄ－０８
１６ １ ．２７５３３４９９３４９８１７Ｄ－０７ ．３３７０８１９９０４３７２７Ｄ－０７
１７ １ －．２６３８８８６２３９６４０９Ｄ－０７ －．２９８５２８５５７５３５０４Ｄ－０７
１８ １ ．４２１００１６７０３７２１６Ｄ－０８ －．３９０７５８９３１４５５８２Ｄ－０７
１９ １ －．６９６７５０１４４４８６３０Ｄ－０８ ．１５８０４８５０７３７３５３Ｄ－０９
２０ １ ．８３４７７６７５０１１２６１Ｄ－０８ ．６２４４５２９４１６９２８５Ｄ－０８
２ ２ ．２４３９２６０７４８６５６３Ｄ－０５ －．１４００２６６３９７５８８０Ｄ－０５
３ ２ ．９０４７０６３４１２７２９１Ｄ－０６ －．６１８９２２８４６４７８４９Ｄ－０６
４ ２ ．３５０６７０１５６４５９３８Ｄ－０６ ．６６２５７１３４５９４２６８Ｄ－０６
５ ２ ．６５２４５９１０２７６３５３Ｄ－０６ －．３２３３３４３５２４４４３５Ｄ－０６
６ ２ ．４８３２７４７２１２４８９２Ｄ－０７ －．３７３８１５９１９４４３５５Ｄ－０６
７ ２ ．３２９７６０２２７４２４１０Ｄ－０６ ．９３１９３６９６８３１０４５Ｄ－０７
８ ２ ．８００７０６６３９３１５８７Ｄ－０７ ．６５５１８５５９０９７４６４Ｄ－０７
９ ２ ．２２６２０６４２３５５８４３Ｄ－０７ －．３２１７４９８４９６２１６６Ｄ－０７
１０ ２ －．９３５５７９２５６８２８４３Ｄ－０７ －．５１４１５８９０５８４９０１Ｄ－０７
１１ ２ ．１８４２９７９５４６１０５３Ｄ－０７ －．９８４５２１１７２０４３７０Ｄ－０７
１２ ２ ．１３９８５７３８４６０５７３Ｄ－０７ ．３１０４７７６９６４４３１３Ｄ－０７

２



１３ ２ ．５６０３９１２５２７５３９７Ｄ－０７ －．６２６９９３４１３００９３５Ｄ－０７
１４ ２ －．３６９７８９６６０６２４４５Ｄ－０７ －．２９８９１０７４８９８３９１Ｄ－０８
１５ ２ －．２１７４６２７２８５３２２８Ｄ－０７ －．３１７３３０３９６２１９５６Ｄ－０７
１６ ２ －．２２３９５２９４００６３１５Ｄ－０７ ．２６２０６６１３３５４６４４Ｄ－０７
１７ ２ －．１７３７８５９６９９４６６８Ｄ－０７ ．９１９６７４９２９７４０３３Ｄ－０８
１８ ２ ．１２８２８２４８８６６３４７Ｄ－０７ ．１３５８６３５９９７９０３１Ｄ－０７
１９ ２ ．３１４３５０５１５７２２１０Ｄ－０７ －．４３２９５４７９７７４３０８Ｄ－０８
２０ ２ ．２００３０４４８０２９４８７Ｄ－０７ ．１４８８４４７００８８５７６Ｄ－０７
３ ３ ．７２１１４４９３９８２３０９Ｄ－０６ ．１４１４２０３９８４７３５４Ｄ－０５
４ ３ ．９９０８６８９０５７７４４１Ｄ－０６ －．２００９８７３５４８４７３１Ｄ－０６
５ ３ －．４５１８３７０４８０８７８０Ｄ－０６ －．２１４９５４１９３４６４２１Ｄ－０６
６ ３ ．５７０２０９６５７５７９７４Ｄ－０７ ．８８８９４７３８００８２５１Ｄ－０８
７ ３ ．２５０５０１５２６７５０３８Ｄ－０６ －．２１７３２０１０８４５２５４Ｄ－０６
８ ３ －．１９２５１７６４３３１４００Ｄ－０７ －．８６２８５８３６５３４２４８Ｄ－０７
９ ３ －．１６１０６４２７８９７２４３Ｄ－０６ －．７４５４５４６４０６１４３８Ｄ－０７
１０ ３ －．７１９６７３６７０７３６４４Ｄ－０８ －．１５４１７９８８１１８５３５Ｄ－０６
１１ ３ －．３０５６０６９８００７４５５Ｄ－０７ －．１４８８０３０９０５１２２７Ｄ－０６
１２ ３ ．３８９７８５２０７７７７７０Ｄ－０７ ．２４５７６５８０９５９９４０Ｄ－０７
１３ ３ －．２１８１７１３１９４８５９０Ｄ－０７ ．９８２０８９９９０７７４５５Ｄ－０７
１４ ３ ．３６８０９４３５８３９３６４Ｄ－０７ ．２０３１３４０４３７９９７８Ｄ－０７
１５ ３ ．５２４０３０６４６６８８０２Ｄ－０７ ．１５１５９８６２３１０３６１Ｄ－０７
１６ ３ －．３５１００７８９００４４６７Ｄ－０７ －．２３２４１５１９９６７９８２Ｄ－０７
１７ ３ ．７４２２５６１５３３７８３０Ｄ－０８ ．８１９４６５２３７２４２５１Ｄ－０８
１８ ３ －．３７５９６６７５９０９３５９Ｄ－０８ －．３１０９０５６２９９３６２４Ｄ－０８
１９ ３ －．９８９９９９３３２０４２０７Ｄ－０８ －．９８８２１２０８４３８５３５Ｄ－０９
２０ ３ －．５９３４９９４９０６６７６８Ｄ－０８ ．３５５７１１５１１７１０５５Ｄ－０７
４ ４ －．１８８４８１３６７４２５２７Ｄ－０６ ．３０８８４８０３６９０３５５Ｄ－０６
５ ４ －．２９５１２３３９３０２１９６Ｄ－０６ ．４９７４１４２７２３０９３４Ｄ－０７
６ ４ －．８６２２８０３２６１９８００Ｄ－０７ －．４７１４０５１１２３２１４８Ｄ－０６
７ ４ －．２７５５４０９６３０７４０３Ｄ－０６ －．１２４１４１５１２４８５１６Ｄ－０６
８ ４ －．２４４３５８０６４３９２９７Ｄ－０６ ．６９８５７０７４８５０４３１Ｄ－０７
９ ４ －．８２０１７３６６８７７８７２Ｄ－０８ ．２００６８０９３２８６８４１Ｄ－０７
１０ ４ －．８４３３５３５２３９５３３８Ｄ－０７ －．７８４８５３４６１７１７９０Ｄ－０７
１１ ４ －．４００２４１０７７８２３３９Ｄ－０７ －．６３５９６５３０２１３４４９Ｄ－０７
１２ ４ －．６８４１９６９８１８７０８０Ｄ－０７ ．２９５４３２５６０５９３４４Ｄ－０８
１３ ４ －．１４７０９３７２４４１８４５Ｄ－０８ －．１２６１３８４８７８６４６４Ｄ－０７
１４ ４ ．１７１２０６６０３６９００１Ｄ－０８ －．２０６８８０４４０００６４３Ｄ－０７
１５ ４ －．４２１６２６９１４４６０７０Ｄ－０７ ．７８２７０９９６９０９８８４Ｄ－０８
１６ ４ ．４１２１８９７６７３９８６０Ｄ－０７ ．４６０５６６９６９７６６０１Ｄ－０７

３　附录三　地球和月球引力场模型



１７ ４ ．７５２０２５６１２８０７９８Ｄ－０８ ．２３３８１９９４８７０９８４Ｄ－０７
１８ ４ ．５３０９２２９１０４０７７５Ｄ－０７ ．１４５９６９９８８３０７２７Ｄ－０８
１９ ４ ．１５８２６７８６８０７３３５Ｄ－０７ －．５６６１９３７６８９３５７７Ｄ－０８
２０ ４ ．５４５７１７４７２３４６５１Ｄ－０８ －．２２４１０１０１１９８２７０Ｄ－０７
５ ５ ．１７４８３１５７７６９９９０Ｄ－０６ －．６６９３９２９３７２４９１１Ｄ－０６
６ ５ －．２６７１１２２７１７１９６６Ｄ－０６ －．５３６４１０１６４６６３９０Ｄ－０６
７ ５ ．１６４４００３８１４６４１１Ｄ－０８ ．１８０７５３３５２３３５０６Ｄ－０７
８ ５ －．２５４９８４１００１０２５７Ｄ－０７ ．８９０９０２９７４９４６４０Ｄ－０７
９ ５ －．１６３２５０６１５１５９２４Ｄ－０７ －．５４２７１４７３２４７９９２Ｄ－０７
１０ ５ －．４９５１９７４０８１８０５４Ｄ－０７ －．５０２９２６９３５７７９２１Ｄ－０７
１１ ５ ．３７４３５８７４５６７７０８Ｄ－０７ ．４９８２８６３１６８００４１Ｄ－０７
１２ ５ ．３１１０７０７５５２７２６６Ｄ－０７ ．７６３８７８８３１２４３１２Ｄ－０８
１３ ５ ．５８２５３１２５４１５４１７Ｄ－０７ ．６５８４５６４８９６８１１１Ｄ－０７
１４ ５ ．２９８９９４６２４５０１３３Ｄ－０７ －．１６８５７９１０８３８４１１Ｄ－０７
１５ ５ ．１３４５０８９５８４６６９７Ｄ－０７ ．８９８２３３４９６２９８８６Ｄ－０８
１６ ５ －．１３４９５２６３５７５７２７Ｄ－０７ －．１６７８８５０７０６０８８９Ｄ－０８
１７ ５ －．１７０５８０５２５９４１５９Ｄ－０７ ．５３５３２０６５６２１８０５Ｄ－０８
１８ ５ ．７３１４４２２０３５９３５１Ｄ－０８ ．２４６５０３５１１３６７５０Ｄ－０７
１９ ５ ．１２０５８２２３７９２８６９Ｄ－０７ ．２７２０４４４４０６４６１１Ｄ－０７
２０ ５ －．１１４５２３１８３８８９３０Ｄ－０７ －．６９３５０７７５８６４８７７Ｄ－０８
６ ６ ．９５０１６５１８３３８５５７Ｄ－０８ －．２３７２６１４７８８９５２２Ｄ－０６
７ ６ －．３５８８４２６３３０７９１８Ｄ－０６ ．１５１７７８０８４４３４２６Ｄ－０６
８ ６ －．６５８５９３５３８６４３８８Ｄ－０７ ．３０８９２０６４１５７９５６Ｄ－０６
９ ６ ．６２８３３１８６９２２４１０Ｄ－０７ ．２２２６７７３１０９４９１９Ｄ－０６
１０ ６ －．３７４１８８３３７３６６９３Ｄ－０７ －．７９４６４２１８２７４９５８Ｄ－０７
１１ ６ －．１４６０７８１４０５５５１５Ｄ－０８ ．３４１７３１６１２３０３７３Ｄ－０７
１２ ６ ．３３２４４１９４６８０３６１Ｄ－０８ ．３９３６８８３３４８４４８４Ｄ－０７
１３ ６ －．３５３１１９８８７４０４４２Ｄ－０７ －．６０５８３３１５２９７５５２Ｄ－０８
１４ ６ －．１９４００９８１７３００９２Ｄ－０７ ．２４１２９５９４１２９９６５Ｄ－０８
１５ ６ ．３３４６３３８６２２０８２３Ｄ－０７ －．３７７５２５３２１３２５６２Ｄ－０７
１６ ６ ．１４３２１０５４６５０５２０Ｄ－０７ －．３４４４５３５９２５１６２６Ｄ－０７
１７ ６ －．１３４６６６１００１１００２Ｄ－０７ －．２８２７４８３７４３６１５１Ｄ－０７
１８ ６ ．１３３７７８３９９８９１８７Ｄ－０７ －．１５６６０９９６０６５８９４Ｄ－０７
１９ ６ －．２３８５００６２００７６９９Ｄ－０８ ．１７９５１６５９５９１４７８Ｄ－０７
２０ ６ ．１１５６５４０１０９７３４１Ｄ－０７ －．４２３４１７３２００２０９２Ｄ－０９
７ ７ ．１３７９５１７０５６４０７６Ｄ－０８ ．２４１２８５９４０８０７７３Ｄ－０７
８ ７ ．６７２６２７０１８４８７３４Ｄ－０７ ．７４８１３１９６７６８７１０Ｄ－０７
９ ７ －．１１８１５８８５２１７６２９Ｄ－０６ －．９６８９９３８５８３９９８９Ｄ－０７
１０ ７ ．８２０８４０６２５２０７８３Ｄ－０８ －．３１４９１３５８４０１０９２Ｄ－０８

４



１１ ７ ．４７０６１８２４７４０１８３Ｄ－０８ －．８９７７７２３５０５７０５１Ｄ－０７
１２ ７ －．１８６０３１０６５４１７４７Ｄ－０７ ．３５５７０８２９２４９１６６Ｄ－０７
１３ ７ ．２７０６３６４９２００２９０Ｄ－０８ －．７７１１０５７８９１４５００Ｄ－０８
１４ ７ ．３６８５１１３２６３１４９３Ｄ－０７ －．４２２２３６４５８８９７４０Ｄ－０８
１５ ７ ．５９９１２７０１３５４８６６Ｄ－０７ ．６０５６１９２３２７１５１４Ｄ－０８
１６ ７ －．７８１２９６６２２０６８６９Ｄ－０８ －．８５１０１４３２５２０６４５Ｄ－０８
１７ ７ ．２４０１１１１９６３７８８１Ｄ－０７ －．５８８３５５４３８６８３６３Ｄ－０８
１８ ７ ．６５２８５８７７１１４８７１Ｄ－０８ ．６２８０２６３０１６５４９３Ｄ－０８
１９ ７ ．７３６７７８５９１２２１７０Ｄ－０８ －．８６６４８４８１７１９４９８Ｄ－０８
２０ ７ －．２０３０１５１０２２８１４９Ｄ－０７ －．１２９９５８８９２２６３９３Ｄ－０９
８ ８ －．１２３９７０６１３９５４９８Ｄ－０６ ．１２０４４１００６６８７６６Ｄ－０６
９ ８ ．１８７９８４２６９５４７２２Ｄ－０６ －．３０１５４４４０６５７９０２Ｄ－０８
１０ ８ ．４０４６７８４１８７１０７７Ｄ－０７ －．９１９１６６８２７３４３７１Ｄ－０７
１１ ８ －．６１４０６０３１０６９２５１Ｄ－０８ ．２４５７２２５４５０５２００Ｄ－０７
１２ ８ －．２５７０２４７７４０２６６８Ｄ－０７ ．１６６６６７９４４６４６２４Ｄ－０７
１３ ８ －．９８８７１７８７５８６４７８Ｄ－０８ －．９７２８９３７１６１７４９９Ｄ－０８
１４ ８ －．３４８６６８５２９１８３５３Ｄ－０７ －．１４８８８４１４７８８６８３Ｄ－０７
１５ ８ －．３１９８９５５２４１６３６４Ｄ－０７ ．２２２７０９１３８８３１２０Ｄ－０７
１６ ８ －．２１５３７８４２２６９７２８Ｄ－０７ ．５２４７５７５０４００２８８Ｄ－０８
１７ ８ ．３７６２４５６１８６６８３４Ｄ－０７ ．３７６０９５６０３５９４２７Ｄ－０８
１８ ８ ．３１０６６１１６４３４８２５Ｄ－０７ ．２４７０１３４０６５６９０２Ｄ－０８
１９ ８ ．３１０５２１８９０７３５８１Ｄ－０７ －．１０４６２６０８８４７１６８Ｄ－０７
２０ ８ ．４９２２２０３１３０５６３０Ｄ－０８ ．４０６７１６１８４３６５９４Ｄ－０８
９ ９ －．４７７２４８２１９２３１７８Ｄ－０７ ．９６５８５５７７６３０７９７Ｄ－０７
１０ ９ ．１２５４０２５０２５２２７７Ｄ－０６ －．３７７３６４７７７５３６８８Ｄ－０７
１１ ９ －．３１４５５５１６２２７６７５Ｄ－０７ ．４２０４０７１３６８８１５５Ｄ－０７
１２ ９ ．４１７９３０７７７１１６５５Ｄ－０７ ．２５３２４５７９９０８９５４Ｄ－０７
１３ ９ ．２４７５３６３００５４７８１Ｄ－０７ ．４５３５９２５７７２０６６７Ｄ－０７
１４ ９ ．３２３７６６３８７７８２１５Ｄ－０７ ．２８６９８２１２５５０７４１Ｄ－０７
１５ ９ ．１３０２６７２２０２４２５７Ｄ－０７ ．３７８７６４１３７０４１６６Ｄ－０７
１６ ９ －．２２７７６７１５２８９２４３Ｄ－０７ －．３８９２３８８７４５３３３４Ｄ－０７
１７ ９ ．３２９０４８９９７６０４２５Ｄ－０８ －．２８５８５７６６４０１８５２Ｄ－０７
１８ ９ －．１９１８３１２３５５９３４４Ｄ－０７ ．３６１４４３８７２００３２３Ｄ－０７
１９ ９ ．３０３０４６６１６３７５９６Ｄ－０８ ．６４５１５５６６５３６９１３Ｄ－０８
２０ ９ ．１８０４３９１２５５３３９７Ｄ－０７ －．５８６４８７１３８６７２３２Ｄ－０８
１０ １０ ．１００３８２３３１３１３９８Ｄ－０６ －．２３８０９４０４４４７１９３Ｄ－０７
１１ １０ －．５２１２９３０８５８８５３７Ｄ－０７ －．１８３０２２７８００２２３５Ｄ－０７
１２ １０ －．６１６９３８４７１２０９４９Ｄ－０８ ．３０９８６２６２９１８９５５Ｄ－０７
１３ １０ ．４０８９２１４７４５８６１１Ｄ－０７ －．３７０９８９４３４２１３５４Ｄ－０７
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１４ １０ ．３８８３８４８９４６２０６７Ｄ－０７ －．１４６４６５０２９３６９１７Ｄ－０８
１５ １０ ．１０３１１３３０７５２３５０Ｄ－０７ ．１４９５６３２９１９５２１７Ｄ－０７
１６ １０ －．１２１２８７１００２１１２３Ｄ－０７ ．１２０６４６３５９９３１０３Ｄ－０７
１７ １０ －．４３０４０７７８２９６９８１Ｄ－０８ ．１８０３８４４３９８７６８２Ｄ－０７
１８ １０ ．５５６６１５６０２５５６１８Ｄ－０８ －．４５９５３８６８３１３８５６Ｄ－０８
１９ １０ －．３３３７７４８９５８９３９３Ｄ－０７ －．７０９０１７９３０７８３０１Ｄ－０８
２０ １０ －．３２５４９０３４６７２４００Ｄ－０７ －．５７６０１８３１９９２０７４Ｄ－０８
１１ １１ ．４６２２６９４５９７４０６５Ｄ－０７ －．６９５９２５１３７８６０１９Ｄ－０７
１２ １１ ．１１３２０８２７２８８３８４Ｄ－０７ －．６３４４２２５５４４８４５４Ｄ－０８
１３ １１ －．４４７３９０７４５６５５１３Ｄ－０７ －．４８３２８９２０６０７２７４Ｄ－０８
１４ １１ ．１５３５６５３９４６２９１４Ｄ－０７ －．３９０３８５０３１０９７３２Ｄ－０７
１５ １１ －．９５１７４４９１８４９６００Ｄ－０９ ．１８７１６３３６６６７４７４Ｄ－０７
１６ １１ ．１９２６５８３５１８３２９０Ｄ－０７ －．２９７４７５７５２０２７４１Ｄ－０８
１７ １１ －．１５７２５５１９１１４５５４Ｄ－０７ ．１１０２０８６８２２７８８７Ｄ－０７
１８ １１ －．７６４２４７５３５８７１４０Ｄ－０８ ．２１１７１５１３６６０３１５Ｄ－０８
１９ １１ ．１６０８０７２０１９７７２３Ｄ－０７ ．１１０００３１７３２８８０８Ｄ－０７
２０ １１ ．１４５６２７６２７２０８２０Ｄ－０７ －．１８９２９７５１２９８２９５Ｄ－０７
１２ １２ －．２３４９２７５２２６９３４１Ｄ－０８ －．１０９５９４２６５５３４０６Ｄ－０７
１３ １２ －．３１４１００２１３４６４７７Ｄ－０７ ．８８１０６３４９３７４４０６Ｄ－０７
１４ １２ ．８５０４６６４６１６６０８８Ｄ－０８ －．３０９２１７２７７４０２８０Ｄ－０７
１５ １２ －．３２７２８９９１６０４５３６Ｄ－０７ ．１５７１９７７６５２８９１４Ｄ－０７
１６ １２ ．１９６９７７４２５５９３９９Ｄ－０７ ．６９１４５０９２７９７７８３Ｄ－０８
１７ １２ ．２８６８９１２８７８９４０２Ｄ－０７ ．２０７４４０６９７００７７１Ｄ－０７
１８ １２ －．２９６０３０１９９７４５３６Ｄ－０７ －．１６１９２４６４６６１７９４Ｄ－０７
１９ １２ －．２９８８６５５７２６３１９１Ｄ－０８ ．９３０９６７９８７８８４１５Ｄ－０８
２０ １２ －．６４０９２１５４０８３７５１Ｄ－０８ ．１８１５４２２０９４２６１２Ｄ－０７
１３ １３ －．６１２１１３４１０７４２３０Ｄ－０７ ．６８４０８７８５６９０８６８Ｄ－０７
１４ １３ ．３２１６６７４７１３５０７１Ｄ－０７ ．４５２０００８１１９９３８９Ｄ－０７
１５ １３ －．２８２８８９６０９２６５６４Ｄ－０７ －．４２９４３９５８５２６００４Ｄ－０８
１６ １３ ．１３８３７３３０１８９１６３Ｄ－０７ ．９９３９３１０４７６４３３９Ｄ－０９
１７ １３ ．１６６０３０６６７３８８９３Ｄ－０７ ．２０３０４８０８６７８３９５Ｄ－０７
１８ １３ －．６３７９９３３０３４７４６６Ｄ－０８ －．３４９７９７３０３１２３５１Ｄ－０７
１９ １３ －．７４４６５５１５０９０７９０Ｄ－０８ －．２８３９８３０３８５４０５１Ｄ－０７
２０ １３ ．２７３２３４９０５３９２１３Ｄ－０７ ．７０３２５１２９６６２０９１Ｄ－０８
１４ １４ －．５１７８３４３６３６６９４４Ｄ－０７ －．５０１３５７０６０８９７３１Ｄ－０８
１５ １４ ．５３０４４８１１２７９７９６Ｄ－０８ －．２４４４２４８４６２２６９０Ｄ－０７
１６ １４ －．１９１２５９２９０８４６２８Ｄ－０７ －．３８８６０１６０７３１４９９Ｄ－０７
１７ １４ －．１４０６０７９４１０３２３２Ｄ－０７ ．１１３７５７０５３４３０４０Ｄ－０７
１８ １４ －．８００２８３２１５５３１５１Ｄ－０８ －．１３０７８３７５０３５７１３Ｄ－０７

６



１９ １４ －．４５２９４３２０７３７３４６Ｄ－０８ －．１３１１３４５２６８９０００Ｄ－０７
２０ １４ ．１１８９４３７７０２６５８０Ｄ－０７ －．１４４７２２３３８５７７３８Ｄ－０７
１５ １５ －．１９２２７５３２５５７７６０Ｄ－０７ －．４７０４３７１７７４０２９６Ｄ－０８
１６ １５ －．１４４６０５１１２５０６２３Ｄ－０７ －．３２６９９１０２９８４２２８Ｄ－０７
１７ １５ ．５３３１８５５８２７３０８９Ｄ－０８ ．５３８７１００７２５１７１４Ｄ－０８
１８ １５ －．４０５３５５６６９２２３０７Ｄ－０７ －．２０２４９４２６８２２３９１Ｄ－０７
１９ １５ －．１７８３８４５８６１５３６８Ｄ－０７ －．１４１０５９１６１７２４９６Ｄ－０７
２０ １５ －．２５８３２７３７６７８３１６Ｄ－０７ －．７６５８０２４１４９０６９０Ｄ－０９
１６ １６ －．３７５２９４２４６５９８７４Ｄ－０７ ．３５９１１０３８３４１１６２Ｄ－０８
１７ １６ －．３００６１０１６８１１５８６Ｄ－０７ ．３７２４０８８６０９６０８４Ｄ－０８
１８ １６ ．１０６７０９１３８４０５４４Ｄ－０７ ．６９６５４３６９１１０８６６Ｄ－０８
１９ １６ －．２１４２１２１２４１３０３２Ｄ－０７ －．６９５７４５０８６７９３３８Ｄ－０８
２０ １６ －．１２０６３７０４６４１５１６Ｄ－０７ ．３３００１８８３９９２３５７Ｄ－０９
１７ １７ －．３４０６４１０８５４２１５８Ｄ－０７ －．１９７３３２１４９０５９８８Ｄ－０７
１８ １７ ．３６００３１９１９４１６１８Ｄ－０８ ．４５１０３７６０５４７９３８Ｄ－０８
１９ １７ ．２９１０５７５３０６７６１９Ｄ－０７ －．１５１５２５３７１４７９９５Ｄ－０７
２０ １７ ．４４３４７２４８３７２８２０Ｄ－０８ －．１３７０３４０５４５９９６１Ｄ－０７
１８ １８ ．２６２０６０６０９７３４１０Ｄ－０８ －．１０８１００５８４０６３２６Ｄ－０７
１９ １８ ．３４７１４３４０２９０４４１Ｄ－０７ －．９４３８５７７４５５４９６４Ｄ－０８
２０ １８ ．１４９１６６３２１８２６５２Ｄ－０７ －．９８３６９２９１５３５４４６Ｄ－０９
１９ １９ －．２３７０８５８１９９９９７８Ｄ－０８ ．４７７９６０９１４７８９５５Ｄ－０８
２０ １９ －．２９６２６２４５２９７２３３Ｄ－０８ ．１０９５９６４９６４７５３３Ｄ－０７
２０ ２０ ．４０４４５８４０９５５３０９Ｄ－０８ －．１２３４６６１８３３７９２４Ｄ－０７

ＷＧＳ８４　ＧＥ＝３９８６００．４４１８ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝６３７８．１３７０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －０．４８４１６６８５Ｄ－０３ ０．００００００００Ｄ＋００
３ ０ ０．９５７０６３９０Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
４ ０ ０．５３６９９５８７Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
５ ０ ０．７１０９２０４８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
６ ０ －０．１５０６４８２１Ｄ－０６ ０．００００００００Ｄ＋００
７ ０ ０．８５８１９２１７Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
８ ０ ０．４２９７９８３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
９ ０ ０．３３１７３２３１Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１０ ０ ０．５０９３１５７５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１１ ０ －０．５８１１４６９６Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１２ ０ ０．３４０７３２３５Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１３ ０ ０．４８１５９５３４Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
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１４ ０ －０．２５５５９２７９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１５ ０ －０．５５５３４００１Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１６ ０ ０．９６３５２９５８Ｄ－０８ ０．００００００００Ｄ＋００
１７ ０ ０．２７４１８１６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１８ ０ ０．１０１９６２１８Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
１９ ０ －０．１１００９８６０Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２０ ０ ０．２５００８０１９Ｄ－０７ ０．００００００００Ｄ＋００
２ １ ０．００００００００Ｄ＋００ ０．００００００００Ｄ＋００
２ ２ ０．２４３９５７９６Ｄ－０５ －０．１３９７９５４８Ｄ－０５
３ １ ０．２０３１８７２９Ｄ－０５ ０．２５０８５７５９Ｄ－０６
３ ２ ０．９０６６６１１３Ｄ－０６ －０．６２１０２４２８Ｄ－０６
３ ３ ０．７１７７０３５２Ｄ－０６ ０．１４１５２３８８Ｄ－０５
４ １ －０．５３５４８０４４Ｄ－０６ －０．４７４２０３９４Ｄ－０６
４ ２ ０．３４７９７５１９Ｄ－０６ ０．６５５７９１５８Ｄ－０６
４ ３ ０．９９１７２３２１Ｄ－０６ －０．１９９１２４９１Ｄ－０６
４ ４ －０．１８６８６１２４Ｄ－０６ ０．３０９５３１１４Ｄ－０６
５ １ －０．６４１８５２６５Ｄ－０７ －０．９２４９２９５９Ｄ－０７
５ ２ ０．６５１８４９８４Ｄ－０６ －０．３２００７４１６Ｄ－０６
５ ３ －０．４４９０３６３９Ｄ－０６ －０．２１３２８２７２Ｄ－０６
５ ４ －０．２９７１９０５５Ｄ－０６ ０．５３２１３４８０Ｄ－０７
５ ５ ０．１７５２３２２１Ｄ－０６ －０．６７０５９４５６Ｄ－０６
６ １ －０．７４１８０２５９Ｄ－０７ ０．３２７８００４０Ｄ－０７
６ ２ ０．５１８２４４０９Ｄ－０７ －０．３５８６６６３４Ｄ－０６
６ ３ ０．５３３７０５７７Ｄ－０７ ０．６１３３４７２０Ｄ－０８
６ ４ －０．８８６９４８５６Ｄ－０７ －０．４７２６０９４５Ｄ－０６
６ ５ －０．２６８１８８２０Ｄ－０６ －０．５３４９１０７３Ｄ－０６
６ ６ ０．１０２３７８３２Ｄ－０７ －０．２３７４１００２Ｄ－０６
７ １ ０．２７９０５１９６Ｄ－０６ ０．９４２３１３４６Ｄ－０７
７ ２ ０．３２８７３８３２Ｄ－０６ ０．８８８３５０９２Ｄ－０７
７ ３ ０．２４９４０２４０Ｄ－０６ －０．２１２２３３６９Ｄ－０６
７ ４ －０．２７１２３０３４Ｄ－０６ －０．１２６９６６０７Ｄ－０６
７ ５ ０．１０２４６２９０Ｄ－０８ ０．１７３２１６７２Ｄ－０７
７ ６ －０．３５８４３７４５Ｄ－０６ ０．１５２０２６３３Ｄ－０６
７ ７ －０．２０９９１４５７Ｄ－０８ ０．２２８０５６６４Ｄ－０７
８ １ ０．１８８８９３４２Ｄ－０７ ０．４７８５６９６７Ｄ－０７
８ ２ ０．７３５５３９５２Ｄ－０７ ０．４７８６７６９３Ｄ－０７
８ ３ －０．１２１３２４５９Ｄ－０７ －０．８３４６１８５３Ｄ－０７
８ ４ －０．２４２０８２６４Ｄ－０６ ０．７１６０３９２４Ｄ－０７
８ ５ －０．２４９６６５８７Ｄ－０７ ０．８７７５１０４７Ｄ－０７

８



８ ６ －０．６５０９３４２４Ｄ－０７ ０．３０９０４２０２Ｄ－０６
８ ７ ０．６６３２３２９２Ｄ－０７ ０．７４６６１７６６Ｄ－０７
８ ８ －０．１２３７２２８１Ｄ－０６ ０．１２２１０２５８Ｄ－０６
９ １ ０．１４７４７９６９Ｄ－０６ ０．２３８９４３５４Ｄ－０７
９ ２ ０．２２０５２０９３Ｄ－０７ －０．２６８７６６６５Ｄ－０７
９ ３ －０．１６２５６０４７Ｄ－０６ －０．８５９２８４３１Ｄ－０７
９ ４ －０．１７１９３８２７Ｄ－０７ ０．２６０７７０３０Ｄ－０７
９ ５ －０．１６９０２７９１Ｄ－０７ －０．５０３３７３６５Ｄ－０７
９ ６ ０．６５７１７９１０Ｄ－０７ ０．２２２７５８５８Ｄ－０６
９ ７ －０．１１６４８０１６Ｄ－０６ －０．９７２９８７６９Ｄ－０７
９ ８ ０．１８８９６０４５Ｄ－０６ －０．３１０２６２２２Ｄ－０８
９ ９ －０．４８２７５７４４Ｄ－０７ ０．９６３８１０７２Ｄ－０７
１０ １ ０．８８７０６５１７Ｄ－０７ －０．１２５３６４５７Ｄ－０６
１０ ２ －０．８２３７５２０３Ｄ－０７ －０．３８２８００４９Ｄ－０７
１０ ３ －０．１３１３７３７１Ｄ－０７ －０．１５５５３７３２Ｄ－０６
１０ ４ －０．８７４２４３１９Ｄ－０７ －０．７９２１５７３２Ｄ－０７
１０ ５ －０．５３９８０８２１Ｄ－０７ －０．４６２９４９４７Ｄ－０７
１０ ６ －０．４２３７１４４８Ｄ－０７ －０．７９６８０６０７Ｄ－０７
１０ ７ ０．８３７３６０４５Ｄ－０８ －０．２５６３６５８２Ｄ－０８
１０ ８ ０．４１２３９５８９Ｄ－０７ －０．９２２６９０９５Ｄ－０７
１０ ９ ０．１２５３９５１４Ｄ－０６ －０．３７６８７１１７Ｄ－０７
１０ １０ ０．１０１２４３７０Ｄ－０６ －０．２４８７４９８４Ｄ－０７
１１ １ ０．９５３７５８３９Ｄ－０８ －０．２２０９４８２８Ｄ－０７
１１ ２ ０．２１７１６２２５Ｄ－０７ －０．１０２２４８１０Ｄ－０６
１１ ３ －０．３００２３６９５Ｄ－０７ －０．１３４２２０１９Ｄ－０６
１１ ４ －０．３０４０７１６１Ｄ－０７ －０．６９８２３３３３Ｄ－０７
１１ ５ ０．３５１０４６０９Ｄ－０７ ０．４９１７５１７０Ｄ－０７
１１ ６ －０．３７９１１１０５Ｄ－０８ ０．３６８４８５２２Ｄ－０７
１１ ７ ０．２５７７４０３９Ｄ－０８ －０．８８６５８３９５Ｄ－０７
１１ ８ －０．７１３９６６２７Ｄ－０８ ０．２３２４３０７７Ｄ－０７
１１ ９ －０．３０２４６３１３Ｄ－０７ ０．４１７７６４００Ｄ－０７
１１ １０ －０．５３４２４２７９Ｄ－０７ －０．１８７１６７６６Ｄ－０７
１１ １１ ０．４７５１４８５８Ｄ－０７ －０．７０４１５７９６Ｄ－０７
１２ １ －０．６０６０９９２６Ｄ－０７ －０．３８１８９０８２Ｄ－０７
１２ ２ ０．７４２００１８８Ｄ－０８ ０．２４６４０６２０Ｄ－０７
１２ ３ ０．４２１４９８１７Ｄ－０７ ０．３２１８９５９４Ｄ－０７
１２ ４ －０．６４３４６８３１Ｄ－０７ －０．２５３６４９３１Ｄ－０８
１２ ５ ０．３３１２６２００Ｄ－０７ －０．４０６５８５８６Ｄ－０９
１２ ６ ０．８６９８１５０２Ｄ－０８ ０．３６７１１０９４Ｄ－０７
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１２ ７ －０．１６５９８０４８Ｄ－０７ ０．３４４７５９５４Ｄ－０７
１２ ８ －０．２６８４３７００Ｄ－０７ ０．１７８３８３０９Ｄ－０７
１２ ９ ０．４２２９３０１５Ｄ－０７ ０．２７１０７８１１Ｄ－０７
１２ １０ －０．４４２３７３５７Ｄ－０８ ０．３０８２３３９４Ｄ－０７
１２ １１ ０．９６４６２５１４Ｄ－０８ －０．６０７１１２９１Ｄ－０８
１２ １２ －０．３０８７８７１４Ｄ－０８ －０．１０９３２３１６Ｄ－０７
１３ １ －０．４７９２１６７５Ｄ－０７ ０．３４９５７１７７Ｄ－０７
１３ ２ ０．４８７０５１２１Ｄ－０７ －０．６３９３３２３２Ｄ－０７
１３ ３ －０．１７２１９５４９Ｄ－０７ ０．８２４６５７９４Ｄ－０７
１３ ４ －０．９２６１６０５６Ｄ－０８ －０．９８２４９４７９Ｄ－０９
１３ ５ ０．５８５４５２５５Ｄ－０７ ０．６６０７５８５６Ｄ－０７
１３ ６ －０．２８５４８７５７Ｄ－０７ －０．１３０１８２５０Ｄ－０７
１３ ７ ０．１００４８６８７Ｄ－０７ －０．１２６７２０５０Ｄ－０７
１３ ８ －０．１２２３６０３７Ｄ－０７ －０．１１６８０４７５Ｄ－０７
１３ ９ ０．２５７９８６３０Ｄ－０７ ０．４６７７１９５８Ｄ－０７
１３ １０ ０．４２１１２０６６Ｄ－０７ －０．３５２０３５５９Ｄ－０７
１３ １１ －０．４４４２３４７２Ｄ－０７ －０．６３１３７５５９Ｄ－０８
１３ １２ －０．３１６１０６８８Ｄ－０７ ０．８６３７８２３０Ｄ－０７
１３ １３ －０．６１０１９５７３Ｄ－０７ ０．６８７１２４２３Ｄ－０７
１４ １ －０．１０５８１２５６Ｄ－０７ ０．２２７３９０８２Ｄ－０７
１４ ２ －０．３２５８８４６７Ｄ－０７ －０．４５９８４５８５Ｄ－０８
１４ ３ ０．３３４１１７５０Ｄ－０７ ０．７２２７１０９４Ｄ－０８
１４ ４ ０．３４１６３３４０Ｄ－０８ －０．２３０６２５６８Ｄ－０７
１４ ５ ０．２１７７７４９９Ｄ－０７ －０．４４３４０９７４Ｄ－０８
１４ ６ －０．２３０２２０４５Ｄ－０７ ０．７９１３７３５７Ｄ－０８
１４ ７ ０．３９３５５８０８Ｄ－０７ －０．５２１８７２１２Ｄ－０８
１４ ８ －０．３１８６６０５３Ｄ－０７ －０．１６６０９６０１Ｄ－０７
１４ ９ ０．３０１８２９９３Ｄ－０７ ０．２３９４２２４８Ｄ－０７
１４ １０ ０．３６００８３０６Ｄ－０７ －０．４３９２４８７２Ｄ－０９
１４ １１ ０．１６００６３４７Ｄ－０７ －０．４０４７５０３３Ｄ－０７
１４ １２ ０．７９８１０５４９Ｄ－０８ －０．３１０６８５５１Ｄ－０７
１４ １３ ０．３３４４６４２１Ｄ－０７ ０．４４６２２３４４Ｄ－０７
１４ １４ －０．５２１７４１６６Ｄ－０７ －０．４８７８９４５２Ｄ－０８
１５ １ ０．７７０２７９０９Ｄ－０８ ０．１２６６７９８３Ｄ－０７
１５ ２ －０．１３３１０３６１Ｄ－０７ －０．２５５７０２３９Ｄ－０７
１５ ３ ０．５３４６９１０９Ｄ－０７ ０．２１５４０８３０Ｄ－０７
１５ ４ －０．３５４８５１４０Ｄ－０７ －０．３８３２５９７１Ｄ－０８
１５ ５ ０．８０６７０６７０Ｄ－０８ ０．９５３６７４０５Ｄ－０８
１５ ６ ０．２８８３５７７４Ｄ－０７ －０．２９５８４８５３Ｄ－０７
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１５ ７ ０．５５２９７５６１Ｄ－０７ ０．１２６８８８８１Ｄ－０７
１５ ８ －０．２６８６６０１２Ｄ－０７ ０．２８５０８６６９Ｄ－０７
１５ ９ ０．１５２２９３６８Ｄ－０７ ０．４０２４２９５７Ｄ－０７
１５ １０ ０．７８２２６２６４Ｄ－０８ ０．１６４８２１０４Ｄ－０７
１５ １１ －０．４５３２３９４１Ｄ－０８ ０．１６３７９２１１Ｄ－０７
１５ １２ －０．３４３１０５１６Ｄ－０７ ０．１３２４８５５７Ｄ－０７
１５ １３ －０．２７８６５４７０Ｄ－０７ －０．５１１２４０１６Ｄ－０８
１５ １４ ０．５８００７２３９Ｄ－０８ －０．２４８３０９４７Ｄ－０７
１５ １５ －０．１８７５６９７４Ｄ－０７ －０．５３７４５８４８Ｄ－０８
１６ １ ０．１６６５７０１１Ｄ－０７ ０．３２０８８９７１Ｄ－０７
１６ ２ －０．２２０５１９８６Ｄ－０７ ０．２６２８６２０４Ｄ－０７
１６ ３ －０．２９５１４８４９Ｄ－０７ －０．９５８２７６５９Ｄ－０８
１６ ４ ０．３７６２１１３１Ｄ－０７ ０．５５４７７５４８Ｄ－０７
１６ ５ －０．１０４７９２３９Ｄ－０７ －０．２７３８２３３８Ｄ－０８
１６ ６ ０．９７４０７４５４Ｄ－０８ －０．４３０８７９５７Ｄ－０７
１６ ７ －０．１２１６８１６９Ｄ－０７ －０．５６６３６９９６Ｄ－０８
１６ ８ －０．２５０３４０２４Ｄ－０７ ０．２２８９５７３７Ｄ－０８
１６ ９ －０．１７９０８７８５Ｄ－０７ －０．２９９３８９０８Ｄ－０７
１６ １０ －０．１０１２９６８９Ｄ－０７ ０．１２４０４４７３Ｄ－０７
１６ １１ ０．１９０５３９８０Ｄ－０７ －０．１７３５４５９０Ｄ－０８
１６ １２ ０．１８８８８０１３Ｄ－０７ ０．４６９４９６１５Ｄ－０８
１６ １３ ０．１５１５８１４２Ｄ－０７ －０．１７４１０５９６Ｄ－０９
１６ １４ －０．１９４１６１７２Ｄ－０７ －０．３８７２４２２５Ｄ－０７
１６ １５ －０．１４４００６４９Ｄ－０７ －０．３３１５１８１９Ｄ－０７
１６ １６ －０．４０９２０９１２Ｄ－０７ ０．２３４４９４３０Ｄ－０８
１７ １ －０．１７４９２３７２Ｄ－０７ －０．２９００４４３４Ｄ－０７
１７ ２ －０．２４９７２１３６Ｄ－０７ ０．５２３４５３００Ｄ－０８
１７ ３ ０．７５９５８２２６Ｄ－０８ ０．１３１６１９５１Ｄ－０７
１７ ４ －０．３５５６７９３６Ｄ－０８ ０．２９１０８８５９Ｄ－０７
１７ ５ －０．１６４４０５１７Ｄ－０７ ０．１５６６６１５５Ｄ－０７
１７ ６ －０．２９０５３４２０Ｄ－０８ －０．４１２３９９４５Ｄ－０７
１７ ７ ０．３０３２７５９１Ｄ－０７ －０．５４６５２６１５Ｄ－０８
１７ ８ ０．２６８２８９５２Ｄ－０７ －０．６９６３４０４０Ｄ－０８
１７ ９ －０．７４６８５９２３Ｄ－０９ －０．３１３００５６８Ｄ－０７
１７ １０ －０．１０５３６２２０Ｄ－０８ ０．１８６２８０７４Ｄ－０７
１７ １１ －０．１３０４９２３４Ｄ－０７ ０．１３６６２３９０Ｄ－０７
１７ １２ ０．３２８２０２２８Ｄ－０７ ０．１７６５４３７４Ｄ－０７
１７ １３ ０．１７０４９８７３Ｄ－０７ ０．１９２７９７７０Ｄ－０７
１７ １４ －０．１４０２７９７４Ｄ－０７ ０．１１２１４６０２Ｄ－０７
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１７ １５ ０．５６６２４５０１Ｄ－０８ ０．５６５２７２５２Ｄ－０８
１７ １６ －０．３２１５３５４２Ｄ－０７ ０．３３３４１６５７Ｄ－０８
１７ １７ －０．３７９６１６７７Ｄ－０７ －０．１７１９２５３７Ｄ－０７
１８ １ ０．８５７１７７６０Ｄ－０８ －０．３２８８７２８８Ｄ－０７
１８ ２ ０．１１０２１５０６Ｄ－０７ ０．９６８７７２０３Ｄ－０８
１８ ３ －０．７８１２８４０８Ｄ－０８ －０．１６２６３６４９Ｄ－０７
１８ ４ ０．５０１０７２３９Ｄ－０７ －０．３５０９４５３４Ｄ－０８
１８ ５ －０．３５４０８５１８Ｄ－０８ ０．２６７９０４９１Ｄ－０７
１８ ６ ０．１２４８９７３５Ｄ－０７ －０．１２５２６１９５Ｄ－０７
１８ ７ ０．１４８１３８２１Ｄ－０７ －０．１８８２９８３６Ｄ－０８
１８ ８ ０．３５２８５２２９Ｄ－０７ ０．１３３６８７８９Ｄ－０８
１８ ９ －０．２４５４４４４４Ｄ－０７ ０．２５７４５３９４Ｄ－０７
１８ １０ ０．８４１０６５５２Ｄ－０９ －０．４４９２９５２８Ｄ－０８
１８ １１ －０．９２７８４４１７Ｄ－０８ ０．１１２７８３１４Ｄ－０８
１８ １２ －０．２９９９７５６４Ｄ－０７ －０．１３７６２９９２Ｄ－０７
１８ １３ －０．６１６１６７７９Ｄ－０８ －０．３４０２２７３７Ｄ－０７
１８ １４ －０．７７１６６６６７Ｄ－０８ －０．１３３９２２５３Ｄ－０７
１８ １５ －０．３８９７３６０４Ｄ－０７ －０．２０６６８２２０Ｄ－０７
１８ １６ ０．１０２７３４３７Ｄ－０７ ０．６９１９８０５４Ｄ－０８
１８ １７ ０．３３４９１６８５Ｄ－０８ ０．５４０５６４７９Ｄ－０８
１８ １８ ０．１１１２１７９６Ｄ－０８ －０．９４８０６１８２Ｄ－０８
１９ １ －０．７８０３８８９７Ｄ－０８ －０．１０９５５２０１Ｄ－０７
１９ ２ ０．３２３３２３５３Ｄ－０７ ０．４２０７１６７８Ｄ－０８
１９ ３ －０．９１２２８０１０Ｄ－０８ －０．５５９３２８４５Ｄ－０８
１９ ４ ０．１９０９１６１０Ｄ－０７ －０．１２７１３２９８Ｄ－０７
１９ ５ ０．１４９３７３５０Ｄ－０７ ０．１３０１４３３２Ｄ－０７
１９ ６ －０．８０８２５８３８Ｄ－０８ ０．２４６０１８５７Ｄ－０７
１９ ７ ０．９３８６９１６７Ｄ－０８ －０．６５３８３９００Ｄ－０８
１９ ８ ０．３１９０５６０３Ｄ－０７ －０．６２４９４０６７Ｄ－０８
１９ ９ ０．５４４３３６４１Ｄ－０８ ０．６４６４５０３２Ｄ－０８
１９ １０ －０．３４５５７１８９Ｄ－０７ －０．７２６７２１３９Ｄ－０８
１９ １１ ０．９２６３７７３２Ｄ－０８ ０．７３０９４９７３Ｄ－０８
１９ １２ －０．１０６６７０９６Ｄ－０７ ０．１２１６９０９９Ｄ－０７
１９ １３ －０．８１１３９９６８Ｄ－０８ －０．３０２１６２１２Ｄ－０７
１９ １４ －０．５４５０１０１４Ｄ－０８ －０．１３３２７９６１Ｄ－０７
１９ １５ －０．１８３２８３３７Ｄ－０７ －０．１３８７３８１３Ｄ－０７
１９ １６ －０．２３２７５８７３Ｄ－０７ －０．６６９８８１４０Ｄ－０８
１９ １７ ０．３０３８７５９６Ｄ－０７ －０．１５０３９２５０Ｄ－０７
１９ １８ ０．３４１０６２６５Ｄ－０７ －０．７６１７５６１９Ｄ－０８

２１



１９ １９ －０．１７２７４４２５Ｄ－０８ ０．２５９８９３３８Ｄ－０８
２０ １ ０．５９６６５３３９Ｄ－０８ －０．７９８００５７２Ｄ－０８
２０ ２ ０．１４９１１０８５Ｄ－０７ ０．１６６４５８６１Ｄ－０７
２０ ３ －０．１６２７１２９６Ｄ－０９ ０．３３５６２８１５Ｄ－０７
２０ ４ ０．９４１７６６２８Ｄ－０８ －０．２３７５０２８７Ｄ－０７
２０ ５ －０．１１３３９２３６Ｄ－０７ －０．１４３４１９２１Ｄ－０７
２０ ６ ０．１４１１９８０５Ｄ－０７ －０．２８５３００１６Ｄ－０８
２０ ７ －０．２７２９８０４２Ｄ－０７ －０．３７８４４１２９Ｄ－０８
２０ ８ ０．３８４８９４０１Ｄ－０８ ０．５４７６７７５６Ｄ－０８
２０ ９ ０．２０４７８５９３Ｄ－０７ ０．５２３９１７４０Ｄ－１０
２０ １０ －０．２５２０３２９６Ｄ－０７ －０．７３４７５８０８Ｄ－０９
２０ １１ ０．１８６１５０２３Ｄ－０７ －０．２００３０３４９Ｄ－０７
２０ １２ －０．４７８４９７１９Ｄ－０８ ０．１３７３３７０７Ｄ－０７
２０ １３ ０．２６９７５８７２Ｄ－０７ ０．４４６２０９５０Ｄ－０８
２０ １４ ０．１０７９６７６４Ｄ－０７ －０．１２７６３６９７Ｄ－０７
２０ １５ －０．２６２８８７７１Ｄ－０７ ０．５２７２９０３６Ｄ－０９
２０ １６ －０．９９２７４８１９Ｄ－０８ －０．３６１２８７７８Ｄ－０９
２０ １７ ０．４３９５３９１０Ｄ－０８ －０．１１３４５５３３Ｄ－０７
２０ １８ ０．１５８９０７３３Ｄ－０７ －０．３０８６３２６８Ｄ－０８
２０ １９ －０．３６１７３７４２Ｄ－０８ ０．１０１６５４１７Ｄ－０７
２０ ２０ ０．５５２１４１８１Ｄ－０８ －０．１３９０３８４３Ｄ－０７

ＬＰ１６５　ＧＭ＝４９０２．８０１０５６ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．９０８９０１８０７５０６００００Ｅ－０４ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
３ ０ －．３２０３５９１４００３０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
４ ０ ．３１９７３０９５７１７２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
５ ０ －．２１５７０３８２０６８２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
６ ０ ．３７６５７８０６１８６６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
７ ０ ．５６２２２１１７８７２８００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
８ ０ ．２３４６４９９６８０１２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
９ ０ －．３５５５０３３８２９５６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１０ ０ －．９３１１４０７３３２６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１１ ０ －．９７５３３１８１６７３７９９９９Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１２ ０ －．１９３７３９８３４４２０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１３ ０ ．２７２１１４１５６１４２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１４ ０ ．３２４０７２６７００９５００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１５ ０ －．５３０００６８６１６２２００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
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１６ ０ ．４０９１１７１５３８２０００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１７ ０ －．１０５４６０９１７６９１００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１８ ０ －．３８４５５６０７２４６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１９ ０ －．１９６６４３５８０１８６００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２０ ０ ．５２８７１５６６２５７７００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２ １ －．２７２２０３２３６１５９００００Ｅ－０８ －．７５７５１８２９２０８３００００Ｅ－０９
２ ２ ．３４６３５４９９３７２２００００Ｅ－０４ ．１６７２９４９０５３８３００００Ｅ－０７
３ １ ．２６３２７４４０１２１８００００Ｅ－０４ ．５４６４３６３０８９８２００００Ｅ－０５
３ ２ ．１４１８８１７９３２９４００００Ｅ－０４ ．４８９２０３６５００４８００００Ｅ－０５
３ ３ ．１２２８６０５８９４４７００００Ｅ－０４ －．１７８５４４８０８１６４００００Ｅ－０５
４ １ －．５９９６６０１８３０１５００００Ｅ－０５ ．１６６１９３４５１９４７００００Ｅ－０５
４ ２ －．７０８１８０６９２６９７００００Ｅ－０５ －．６７８３６２７１７２６９００００Ｅ－０５
４ ３ －．１３６２２９８３３８１３００００Ｅ－０５ －．１３４４３４７２２８７１００００Ｅ－０４
４ ４ －．６０２５７７８７３５８３００００Ｅ－０５ ．３９３９６３７１９５３８００００Ｅ－０５
５ １ －．１０１９１９５６５３７６００００Ｅ－０５ －．４１０９２５４１５０７３００００Ｅ－０５
５ ２ ．４３７６６０８１１４９７００００Ｅ－０５ ．１０８４０９９７６９８８００００Ｅ－０５
５ ３ ．４４９７７６７８７５９５００００Ｅ－０６ ．８７００８４１２０８６２００００Ｅ－０５
５ ４ ．２７８３４２４１３６０３００００Ｅ－０５ ．５９３８８０２３９３３０００００Ｅ－０７
５ ５ ．３１１９６２５８９３７７００００Ｅ－０５ －．２７６０９６６２７１９６００００Ｅ－０５
６ １ ．１５３１９８４３９３８９００００Ｅ－０５ －．２５７６６００６３９７６００００Ｅ－０５
６ ２ －．４３５２２１８１２３２３００００Ｅ－０５ －．２１８７４４８０１５２２００００Ｅ－０５
６ ３ －．３２７００５１６３４６０００００Ｅ－０５ －．３４６９１４３０２８４３００００Ｅ－０５
６ ４ ．３６９７８２１８５７８６００００Ｅ－０６ －．４０６８８１０６５６３０００００Ｅ－０５
６ ５ ．１４０４４７４６１８３５００００Ｅ－０５ －．１０３３１７０１８８９７００００Ｅ－０４
６ ６ －．４７０４３０１０８５４６００００Ｅ－０５ ．７２３６００８８１３５１００００Ｅ－０５
７ １ ．７５５２２５９２３４４５００００Ｅ－０５ －．１２９６５２２２０２３３００００Ｅ－０６
７ ２ －．６６３１９４８３６１６０００００Ｅ－０６ ．２３８４７８９０６７１６００００Ｅ－０５
７ ３ ．５８２６７８７９９４７７０００１Ｅ－０６ ．２３５５７７２２６０７０００００Ｅ－０５
７ ４ －．９２６６２６５３０１３０００００Ｅ－０６ ．７９１５７３６５４６６１００００Ｅ－０６
７ ５ －．２７１９４７７９７３７０００００Ｅ－０６ ．１１２６８７７８７８８４００００Ｅ－０５
７ ６ －．９９２８８５７２４１３３９９９９Ｅ－０６ ．１１０７９５４８６６８４００００Ｅ－０５
７ ７ －．１７８８４６６０８８６５００００Ｅ－０５ －．１６１６５０７１０７１６００００Ｅ－０５
８ １ －．６０８８９８１２１７９２００００Ｅ－０７ ．１１１２５４４８６１４８００００Ｅ－０５
８ ２ ．２９９４７７７８７７９９００００Ｅ－０５ ．１９２５８３２４７５８４００００Ｅ－０５
８ ３ －．１８８００１２１８１１５００００Ｅ－０５ ．９５３５８２５５０５１０００００Ｅ－０６
８ ４ ．３３７３５１９７２１５９００００Ｅ－０５ －．４５６０５６５３９５６９００００Ｅ－０６
８ ５ －．１１２５２７２７１７３２００００Ｅ－０５ ．２９２５７１４９５３１９００００Ｅ－０５
８ ６ －．１５４３３０１４４１２８００００Ｅ－０５ －．２２４８１８４２７１１１００００Ｅ－０５
８ ７ －．１５９１４６５１８００１００００Ｅ－０５ ．３２２２０９０９７２５５００００Ｅ－０５
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８ ８ －．２５３０６９７２５９１２００００Ｅ－０５ ．２１４０６２００２３５６００００Ｅ－０５
９ １ ．１９８０４２５６７３４６００００Ｅ－０５ ．７８９６３７２０３０８３００００Ｅ－０７
９ ２ ．１９９１０２８３２４８２００００Ｅ－０５ －．１４４９２２１１４４１３００００Ｅ－０５
９ ３ －．２０１８６２１２３９８９００００Ｅ－０５ ．２２３４０５７３５０３６００００Ｅ－０５
９ ４ －．１８９５９３４３５８８３００００Ｅ－０５ －．１３８５０６４５０２０５００００Ｅ－０５
９ ５ －．１４８４５６９０５３７５００００Ｅ－０５ －．３６９９３２４３０３１８００００Ｅ－０５
９ ６ －．２２７８１９９８８８８８００００Ｅ－０５ －．３０７１５２７３３４３４００００Ｅ－０５
９ ７ －．４０６６７０１００７９４００００Ｅ－０５ ．１１１２４３８０１５３３００００Ｅ－０６
９ ８ －．１２４１７９２２１１９５００００Ｅ－０５ －．２１２８９７５３６３７８００００Ｅ－０５
９ ９ －．８９７２９２６６５１３６００００Ｅ－０６ ．２４５７９７３２７４１０００００Ｅ－０５
１０ １ ．８１６０６５２９９１０７００００Ｅ－０６ －．９８７２５４２６５４０５９９９９Ｅ－０６
１０ ２ ．２４１１６１６８３２２３００００Ｅ－０６ －．２６９３７３１０５７５５００００Ｅ－０６
１０ ３ ．３９６５６１３９５００９００００Ｅ－０６ ．７６４４８２０４８０９３００００Ｅ－０６
１０ ４ －．３５７１２８９５８１４８００００Ｅ－０５ ．１５４５１３２９４７２４００００Ｅ－０５
１０ ５ ．７２５８９５１５００９１００００Ｅ－０６ －．３６８６５１６０２９９３００００Ｅ－０６
１０ ６ －．１９５９４９６３５７２９００００Ｅ－０６ －．１８１９０４０４１０４２００００Ｅ－０５
１０ ７ －．３８３８４６６０７３５３００００Ｅ－０５ －．８０５２９０２３７３１５００００Ｅ－０６
１０ ８ －．３４１１０１７９７２９０００００Ｅ－０５ ．２５８２５３４１９８１１００００Ｅ－０５
１０ ９ －．４７８５７８３１３８０７００００Ｅ－０５ －．１２２５２４３９４６８０００００Ｅ－０６
１０ １０ ．９２３８９２９０１６３８００００Ｅ－０６ －．１７０２１２８５７４０５００００Ｅ－０５
１１ １ －．１２０３７９９６５２０８００００Ｅ－０６ ．６１７３２６６６６７２７００００Ｅ－０６
１１ ２ ．７４２６２２６１０９４６００００Ｅ－０６ －．１９４２６８６１６７３３００００Ｅ－０５
１１ ３ ．４２５７２２０７０９９７００００Ｅ－０６ ．７９０９６２９９２１７６００００Ｅ－０６
１１ ４ －．９５３９６７６４３４４３０００１Ｅ－０６ ．２１３０９７１１２４６９００００Ｅ－０５
１１ ５ ．１５２４９１３４９２９１００００Ｅ－０６ ．２５６１４９２０６０７０００００Ｅ－０５
１１ ６ ．４８６５２１４６８１６７００００Ｅ－０６ －．１３５９１１６３３３５５００００Ｅ－０５
１１ ７ －．７１３９９７０５１０７２０００１Ｅ－０７ －．３１６２７００３１３２０００００Ｅ－０５
１１ ８ －．２２３３１３４５３８４４００００Ｅ－０５ －．４７１３１４２７８４１６００００Ｅ－０６
１１ ９ －．２４３５２６００７８０３００００Ｅ－０５ ．４９０４２０９５４５９７００００Ｅ－０６
１１ １０ －．４７０６９３２８５４４２００００Ｅ－０５ －．１４７３０９９２６７８８００００Ｅ－０６
１１ １１ －．２８８９９８２０６３８６００００Ｅ－０５ －．１７４０７５２５４２３４００００Ｅ－０５
１２ １ －．５８４０２８１３２８９７００００Ｅ－０６ ．１６００８０３４１５３５００００Ｅ－０５
１２ ２ －．１５５９７５６９０７２５００００Ｅ－０６ ．１５０７４９２４７３１８００００Ｅ－０５
１２ ３ ．８１７６２３２９７８２９００００Ｅ－０６ －．４０１６５８６３２２７４００００Ｅ－０５
１２ ４ ．９２００１０５６５４７５００００Ｅ－０６ －．５１１６８４０３６２３７００００Ｅ－０６
１２ ５ －．１６１３２９１５７６７４００００Ｅ－０６ ．８５２７１１０７６８９７００００Ｅ－０６
１２ ６ ．８６６３８２６９５７８３００００Ｅ－０６ ．６９６２３７５７７６９０００００Ｅ－０６
１２ ７ ．２１７７７１９８７６４６００００Ｅ－０５ －．８５９４２０４９７８０１００００Ｅ－０６
１２ ８ ．４６４４８２２５２２８７００００Ｅ－０６ －．１９３１２６６８６８９９００００Ｅ－０５
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１２ ９ －．１２７５６９９７０９０６００００Ｅ－０５ ．１０９９２６４５６９９２００００Ｅ－０５
１２ １０ －．３０５１８３２６０９０９００００Ｅ－０５ －．１４０７８６７３３３８１００００Ｅ－０５
１２ １１ －．８８２０１８５９５３７８００００Ｅ－０６ －．２９３８６８３５９７３２００００Ｅ－０６
１２ １２ ．３２４１２１１０１５００００００Ｅ－０６ ．１２２０６６２７７１７１００００Ｅ－０５
１３ １ ．１１２４３７４６２７６３００００Ｅ－０５ －．１０５２１２０８１５４９００００Ｅ－０６
１３ ２ －．３５２５０２３０６９４７００００Ｅ－０５ ．５１０２７９４０４３７９００００Ｅ－０６
１３ ３ －．３１５０１８２７２１００００００Ｅ－０６ －．１４７９７２３６６０３３００００Ｅ－０５
１３ ４ ．８３２６６７６９７５２３００００Ｅ－０６ －．６８９２４０３００４０５００００Ｅ－０６
１３ ５ －．１３３７５４７５８３４６００００Ｅ－０５ ．１３１４２９８６６５７５００００Ｅ－０５
１３ ６ ．１３２６３７７６２６８７００００Ｅ－０６ ．１５５２６４９１９８５６００００Ｅ－０５
１３ ７ ．１３５５０６０５９６５４００００Ｅ－０６ －．９７７６９１４２６６１７９９９９Ｅ－０６
１３ ８ －．３３５０３３６７７８８６００００Ｅ－０６ －．１４８５１４６６５６４３００００Ｅ－０５
１３ ９ －．２９０７５８６１７０９０００００Ｅ－０６ ．３８９９８１５８９８９７００００Ｅ－０６
１３ １０ －．６１２１８６３４３０５４００００Ｅ－０６ ．５６００３５５７１３９８００００Ｅ－０６
１３ １１ －．１２５８４５４３５６３８００００Ｅ－０５ ．４４０１０１２５００２８００００Ｅ－０６
１３ １２ －．７４１９７５０５１６５２００００Ｅ－０６ －．１５９８３１２７３３２６００００Ｅ－０５
１３ １３ ．２４７３２６６１５４３０００００Ｅ－０５ －．２６４５６２５４４１２３００００Ｅ－０５
１４ １ ．６６０５８８６１５３９３００００Ｅ－０６ －．６１０２０８０１１５５６００００Ｅ－０６
１４ ２ ．５２３７１２９１４１７９００００Ｅ－０６ ．３８９３５９９５３５４２００００Ｅ－０６
１４ ３ ．６７６１５５５９８３０２００００Ｅ－０６ ．２６９９００２３７０４１００００Ｅ－０７
１４ ４ －．４０５５８０５８４０３４００００Ｅ－０６ －．２５８７９７４１４５５６００００Ｅ－０５
１４ ５ －．８８２０１５９１９９９２００００Ｅ－０６ －．１１５２６８４０６６８９００００Ｅ－０６
１４ ６ －．５１６８９３５２５８７８００００Ｅ－０６ ．１４９３８６４８９９４３００００Ｅ－０５
１４ ７ －．６６９８０６２５７１２５００００Ｅ－０６ ．８７４９４０６０７１４７００００Ｅ－０６
１４ ８ ．２０５６４１６６３３１６００００Ｅ－０７ ．８９２０１６３２０７５９００００Ｅ－０６
１４ ９ ．１７４１６５３８２６８６００００Ｅ－０６ －．１２１３２８０２５３０１００００Ｅ－０５
１４ １０ －．６６１１５５２３２２００００００Ｅ－０６ ．５５５８２３０２７４３３００００Ｅ－０６
１４ １１ －．２１８０４５３２１９１１００００Ｅ－０５ ．１７６５６２６０２４６１００００Ｅ－０５
１４ １２ －．１５２８７１２３２２６１００００Ｅ－０５ －．４６８６８８５７４４５１００００Ｅ－０６
１４ １３ －．１１６１８７１３１９２６００００Ｅ－０６ －．９５１２５１８５５１５５００００Ｅ－０６
１４ １４ －．５９９３３４２４２２１５００００Ｅ－０６ ．１０８５４０５６５９０６００００Ｅ－０５
１５ １ －．７７２０２３７８８６７７００００Ｅ－０６ ．３４１６８２５２１７１０００００Ｅ－０６
１５ ２ －．１７３４０８７６９２３０００００Ｅ－０６ ．７１０７５３１８７５８０００００Ｅ－０６
１５ ３ －．１３２８０２４７３００８００００Ｅ－０５ －．７０７２２２４８８３８５００００Ｅ－０６
１５ ４ －．１１２２８８０２５４７３００００Ｅ－０５ －．１２８７５３０６９０７９００００Ｅ－０５
１５ ５ －．１５７８２０２２９１３４００００Ｅ－０６ －．７７１７３８０９８１５８００００Ｅ－０６
１５ ６ ．５０１６７０２３０９１２００００Ｅ－０７ －．３３２２９７５４０７９８００００Ｅ－０６
１５ ７ ．１１５５４００７２８１８００００Ｅ－０５ ．１８５２２３５４０８１９００００Ｅ－０５
１５ ８ ．１４９５０３０５２９９９００００Ｅ－０５ ．２２４３５９４９３２２６００００Ｅ－０５
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１５ ９ ．１０２０６０１９４５１０００００Ｅ－０６ －．１５５１４５９２８８９２００００Ｅ－０５
１５ １０ －．２７３３７３０９６８３９００００Ｅ－０６ －．５１４６１１２６３４６６００００Ｅ－０７
１５ １１ －．１４７０５２７０７０９３００００Ｅ－０５ －．１３４７８４５９６５９７００００Ｅ－０５
１５ １２ －．１３１５９５８０４４４６００００Ｅ－０５ －．３３９７８１７４２８３３００００Ｅ－０６
１５ １３ －．３４１５７２４７８２２２００００Ｅ－０６ ．３０４０２５５５１２６０００００Ｅ－０６
１５ １４ ．６４１２５２９７０９４１００００Ｅ－０６ ．５４８１５１８２５３７２００００Ｅ－０６
１５ １５ ．５４８４６１４４１７００００００Ｅ－０６ ．７０１０１２６９９５５０００００Ｅ－０６
１６ １ －．９７３０７３６３３４２４００００Ｅ－０７ ．８７６０１７４９７６９２００００Ｅ－０６
１６ ２ ．１６４９８０３０９４１５００００Ｅ－０５ ．３４４７９２３８１４９４００００Ｅ－０７
１６ ３ －．１０２８５４３７５７３６００００Ｅ－０６ ．４２７９０５４４５９５１００００Ｅ－０６
１６ ４ ．４７５９８８６２６５６９００００Ｅ－０６ ．４７８４５９４７２４１１００００Ｅ－０６
１６ ５ ．９３２７８１５９０６２２９９９９Ｅ－０６ －．５２７８１２５８２１５３００００Ｅ－０６
１６ ６ ．１０３８８１５５６５９０００００Ｅ－０５ －．１０２３３９１２１７８２００００Ｅ－０５
１６ ７ －．３５０９８１８６４６２７００００Ｅ－０６ －．７３２９５８５６７９１５００００Ｅ－０６
１６ ８ －．１２０９６４７７２４２１００００Ｅ－０６ ．３０６１７８１３５６２２００００Ｅ－０７
１６ ９ －．１０２４８７８６９２７２００００Ｅ－０５ －．１１７５３１３５５１４２００００Ｅ－０５
１６ １０ ．２０４１０６８９８２３１００００Ｅ－０６ ．５７３８８３２７６８１６００００Ｅ－０６
１６ １１ ．４３５３５８８２１４１２００００Ｅ－０７ ．１１４２６９７５０６１５００００Ｅ－０５
１６ １２ －．１３７０４２７５３６７５００００Ｅ－０５ ．７９８１１２３５７６４９００００Ｅ－０６
１６ １３ －．７５１５４５５４３８７８００００Ｅ－０６ －．１５８２９８７７７３０４００００Ｅ－０６
１６ １４ －．６９８５５３００３４７３００００Ｅ－０６ －．３９５１６０７９７２９７００００Ｅ－０７
１６ １５ －．２７２５９１６９６２０２００００Ｅ－０６ －．１０５５９４４９２８８８００００Ｅ－０５
１６ １６ －．９０９０９１９６６９６０００００Ｅ－０６ －．７８６２５６６５９４０６００００Ｅ－０６
１７ １ ．８００１６５５１０３２３００００Ｅ－０６ ．８７８２５６６１３５３７９９９９Ｅ－０７
１７ ２ －．１７１２００７９３８０３００００Ｅ－０６ －．１０４４６２５３９５３３００００Ｅ－０５
１７ ３ －．２１７１００３７７２７７００００Ｅ－０６ －．５３１８７２８８９９２５００００Ｅ－０６
１７ ４ ．１１６０２９４３０１８０００００Ｅ－０５ ．２２０８０４６９９４２０００００Ｅ－０５
１７ ５ ．３９８７１３５２２１７１００００Ｅ－０６ －．８５４６５６０３０３９７００００Ｅ－０６
１７ ６ ．６１００２４９３６７１８００００Ｅ－０６ －．１４９５０４６６２２３１００００Ｅ－０５
１７ ７ －．１６２５３４１９３６８５００００Ｅ－０５ －．１１０７５１６２９７９８００００Ｅ－０５
１７ ８ －．２１１８３５１６７２６６００００Ｅ－０６ －．１５１８９７４８２２６６００００Ｅ－０６
１７ ９ ．５２９４６２９２２５９７００００Ｅ－０６ ．１５６０９３１３３９１７００００Ｅ－０５
１７ １０ ．７２０７７３７７９９０２００００Ｅ－０６ ．８８５８９４４３９８５２００００Ｅ－０６
１７ １１ ．９７７８８８３８９７６０００００Ｅ－０６ －．６３１７０５６７３９２３００００Ｅ－０６
１７ １２ ．４５７８４２３１４７６５００００Ｅ－０６ ．５００４７６１９１７３６００００Ｅ－０７
１７ １３ ．１５２６５８００５９４７００００Ｅ－０６ －．３４２２１０８７３７１５００００Ｅ－０６
１７ １４ ．９３９００２９８７９５２００００Ｅ－０６ ．１４３１４５８２１４６６００００Ｅ－０６
１７ １５ －．７３９８５２３７０６９３００００Ｅ－０７ ．１４４２９７２３５３８６００００Ｅ－０７
１７ １６ －．２７７９６５８５８４３３００００Ｅ－０６ －．２１２４７９２１４７２２００００Ｅ－０６
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１７ １７ －．４０２６９７３９２５４８００００Ｅ－０６ ．１３５２３２７２７２４７００００Ｅ－０５
１８ １ ．１９２６９８５４５０１８００００Ｅ－０６ －．５７１６６６７９８９２８００００Ｅ－０７
１８ ２ －．４１５１８０３９９７５９００００Ｅ－０６ －．７２６４０５８３２３６３００００Ｅ－０６
１８ ３ ．８７８８２３４０６６５９００００Ｅ－０６ ．５８１０４５８０３４４７００００Ｅ－０６
１８ ４ －．８００２４９３５１９２７００００Ｅ－０６ ．１１４６８６４６３２７１００００Ｅ－０５
１８ ５ －．３２４６１０３５０３８４００００Ｅ－０６ －．２８５８６９６１５０６７００００Ｅ－０７
１８ ６ －．１７６２５７６１１１４７００００Ｅ－０５ ．９７７９７８０３６１３３９９９９Ｅ－０６
１８ ７ －．１４２８８７７９５９４４００００Ｅ－０６ －．８１３２５４６６２８１４００００Ｅ－０６
１８ ８ ．６６７８６２００５４１２００００Ｅ－０６ －．２２７０９９４６８０４６００００Ｅ－０６
１８ ９ ．５７８１２４１７３４２０００００Ｅ－０６ －．１０８６１４３１７１５１００００Ｅ－０５
１８ １０ ．１６２６０１６７８１０２００００Ｅ－０６ －．６４１３３７７６１３１５００００Ｅ－０６
１８ １１ ．１１９０１９０７４３４１００００Ｅ－０６ －．１４４４９９０６９９２１００００Ｅ－０５
１８ １２ ．１１６２２３８４７３５８００００Ｅ－０５ ．４６２０６５２５６４４８００００Ｅ－０６
１８ １３ －．７０２５３５４７２９２１００００Ｅ－０６ －．２５６５０７８４５０２０００００Ｅ－０６
１８ １４ －．１８１７８７６６０３８９００００Ｅ－０６ －．６２５２４９６０２３５９００００Ｅ－０６
１８ １５ －．８７２２６０６６３１４８００００Ｅ－０７ －．８５５２１８６５２６０９０００１Ｅ－０６
１８ １６ ．８７２４７４７５０７４２００００Ｅ－０６ －．９７５１５６５１２８２２００００Ｅ－０６
１８ １７ ．１０８１５９４９５８５８００００Ｅ－０５ －．４３３２２３７９６５３９００００Ｅ－０６
１８ １８ －．１３７３９５７２０５９３００００Ｅ－０６ －．１６８６６７４９４８９１００００Ｅ－０６
１９ １ －．４９６２９２８１０４７０００００Ｅ－０６ ．１９１７５３９７２７４７００００Ｅ－０６
１９ ２ ．３６５１２８６１８７５４００００Ｅ－０６ －．３６７３８６８９７６８５００００Ｅ－０６
１９ ３ －．８２４９８８６０３２８０００００Ｅ－０６ ．９８８５４６８２９９３２００００Ｅ－０６
１９ ４ －．８３３１４５６０６６５２００００Ｅ－０６ －．１０３７５３２３２６０６００００Ｅ－０５
１９ ５ －．３７１４２６７３７００４００００Ｅ－０７ ．１３２４７５６９５８５４００００Ｅ－０５
１９ ６ －．３６７９８６３５４３０７００００Ｅ－０７ ．３３４００６５００２８２００００Ｅ－０６
１９ ７ ．１１１２４６２４７０９６００００Ｅ－０５ ．３５３８１５３５９０４３００００Ｅ－０６
１９ ８ ．５１０４５１５０８７７６００００Ｅ－０６ ．５１９２５２６９７０８７００００Ｅ－０６
１９ ９ －．１２４１９２９０３２１８００００Ｅ－０６ ．６８０４５１２８８４７５０００１Ｅ－０７
１９ １０ －．７５１８３１００３７９５００００Ｅ－０６ ．２７８２９８２９７５３５００００Ｅ－０６
１９ １１ ．１５７６９７７９０３７０００００Ｅ－０６ －．１５１２２９４３００２７００００Ｅ－０６
１９ １２ ．１０１０５３２０３７０４００００Ｅ－０６ －．２５３９２１８５５６６４００００Ｅ－０６
１９ １３ ．３２３６７７８８３７６３００００Ｅ－０６ ．２２４１０５７４６８４６００００Ｅ－０５
１９ １４ －．５１０６２９５３２７５２００００Ｅ－０６ ．９１０３０１９２９８２７００００Ｅ－０６
１９ １５ ．２７０７７８６６９２７３００００Ｅ－０６ －．８２０８１４９５３９３５００００Ｅ－０６
１９ １６ －．９９３８８００６１７１６０００１Ｅ－０８ ．５４２８８７４４８０６５００００Ｅ－０６
１９ １７ －．９２４９８２１４６３８７００００Ｅ－０６ －．１０６１５５１２１１１７００００Ｅ－０５
１９ １８ ．１２９５０８７３００２６００００Ｅ－０５ －．１８０８４９０９８６９５００００Ｅ－０６
１９ １９ ．４７２０７１６６６３１２００００Ｅ－０６ ．３１９３３０１２８３８０００００Ｅ－０６
２０ １ ．３８９４４４８７９１５４００００Ｅ－０７ －．４９２４６６２１５１６７００００Ｅ－０６
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２０ ２ ．５３２０７８１３９３８９００００Ｅ－０６ －．９７２４３４３９２５０５００００Ｅ－０７
２０ ３ ．４７９５６７４９８９２１００００Ｅ－０６ －．１０１３８６２７３９０６００００Ｅ－０６
２０ ４ ．７９１１４２６８８９６５００００Ｅ－０６ －．５８２６４２２４８８４２００００Ｅ－０６
２０ ５ ．１０３２４７５９４９６４００００Ｅ－０６ －．４８０２３２２７１８７１００００Ｅ－０６
２０ ６ －．４９６７７０２４６１４５００００Ｅ－０６ ．６１５６９９３１７８９７００００Ｅ－０６
２０ ７ －．５９１７３３６９４２６５００００Ｅ－０６ －．５４４０１８６１０６２８００００Ｅ－０６
２０ ８ ．４３９４００５４５４５３００００Ｅ－０６ ．７４４０６２３６４９７３００００Ｅ－０７
２０ ９ －．８７４０１５５５４３４３００００Ｅ－０７ ．４５６１８３３７４９１０００００Ｅ－０６
２０ １０ ．２３６３６３２３９５６７００００Ｅ－０６ －．３５７７７４９８４０４３００００Ｅ－０６
２０ １１ ．１０７８４９８４１３２４００００Ｅ－０６ ．６７２４５０４０８６６５００００Ｅ－０６
２０ １２ ．４２３８１５２９３８２７００００Ｅ－０７ －．９９７９５４２７３８７７００００Ｅ－０６
２０ １３ ．７６４９６４６９３３０２００００Ｅ－０６ ．６５１００６３０９１４５００００Ｅ－０６
２０ １４ ．２５３２４２８３８３５９００００Ｅ－０６ －．１１９６０６４３３４０２００００Ｅ－０６
２０ １５ －．１５１４０３７１５８３０００００Ｅ－０６ －．３４８７１４３３３８６８００００Ｅ－０６
２０ １６ ．８９５８３３３２９９６６００００Ｅ－０６ ．５２７５２５０１８６４６００００Ｅ－０６
２０ １７ ．９６２５８８３３９７６５００００Ｅ－０６ －．１２４７０７６２４８８３００００Ｅ－０５
２０ １８ ．５３３４３６０４３１１８００００Ｅ－０６ －．６４６２３６６５９６５８００００Ｅ－０６
２０ １９ －．２９６０７８８０７１０７００００Ｅ－０６ ．５６２５７９０９２４１０００００Ｅ－０６
２０ ２０ ．２８９１７１４０６０３７００００Ｅ－０７ －．３８４５０５８９５１１８００００Ｅ－０６

ＬＰ７５Ｇ　ＧＭ＝４９０２．８００２６９ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －９．０９７５９７０５４２１００００Ｅ－００５ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
３ ０ －３．１８３５４２１０６８０００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
４ ０ ３．１７８９１１４７７２２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
５ ０ －２．５９８１２８６６５７０００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
６ ０ ３．８６２３６２２３７６９００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
７ ０ ５．６７３７３０３０３４２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
８ ０ ２．３５０８１８２４４３３００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
９ ０ －３．４５９６７７６１１８２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１０ ０ －１．１６２１８７５９５１７００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１１ ０ －１．１２２０６０２２５３６００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１２ ０ －１．９９３９４０５０８４４００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１３ ０ ５．３３５６７３６８２４９００００Ｅ－００８ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１４ ０ ６．５２９８９３９１３９６００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１５ ０ １．３７９４７２０１７３４００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１６ ０ ６．１４０３４５０５１６７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１７ ０ －７．３１６７６８２１１００００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
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１８ ０ －７．９６３５５５１９１０７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１９ ０ －１．７０８１８４０７１２９００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２０ ０ １．８８９７４６８６３０２００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２ １ －２．７８７４２４８６３１６００００Ｅ－００８ １．３４６５００３９４１０００００Ｅ－００８
２ ２ ３．４６９３８４６７５５８００００Ｅ－００５ ３．８７４５５７０９８７９００００Ｅ－００９
３ １ ２．６４０５５０２１９４３００００Ｅ－００５ ５．４３３７９８０７８１７００００Ｅ－００６
３ ２ １．４２５４８６４８２６０００００Ｅ－００５ ４．８７３２１０１４４１９００００Ｅ－００６
３ ３ １．２３１６６０８２５４６００００Ｅ－００５ －１．７６２２２１６１８１２００００Ｅ－００６
４ １ －５．９５７９５３９２６７６００００Ｅ－００６ １．５８０４１６４０８２１００００Ｅ－００６
４ ２ －７．１２６８５４２９３９４００００Ｅ－００６ －６．７０３７５０１６７０５００００Ｅ－００６
４ ３ －１．４２６１５９１５２８４００００Ｅ－００６ －１．３４１３０６９５５０１００００Ｅ－００５
４ ４ －６．０５８０５３５０１８１００００Ｅ－００６ ３．９３２３６０８８６９６００００Ｅ－００６
５ １ －９．７０６７２５２５１７７０００１Ｅ－００７ －４．０９２７５９２７９１１００００Ｅ－００６
５ ２ ４．３２７０８５１１５６７００００Ｅ－００６ １．１８０４８９１８４６２００００Ｅ－００６
５ ３ ４．７０４９２８１７８１０００００Ｅ－００７ ８．５８１５９２６２１１４００００Ｅ－００６
５ ４ ２．８６７１１８５９８８１００００Ｅ－００６ ５．４３６５３０６５１６２００００Ｅ－００９
５ ５ ３．１５３７９６２９３７２００００Ｅ－００６ －２．７３２３７９２４４８１００００Ｅ－００６
６ １ １．６０６７７０７８５９５００００Ｅ－００６ －２．６０９８３８７８２３３００００Ｅ－００６
６ ２ －４．４２８３６６９３３００００００Ｅ－００６ －２．２２４５６２３０７７９００００Ｅ－００６
６ ３ －３．１８１２７６６７２４９００００Ｅ－００６ －３．５９７４４３０１０９７００００Ｅ－００６
６ ４ ３．３８５２１４８６５４０００００Ｅ－００７ －３．８７７５１０７５９４６００００Ｅ－００６
６ ５ １．３２０６７１６４２８５００００Ｅ－００６ －１．０２６６３５８００４５００００Ｅ－００５
６ ６ －４．７２４５９９８３２８５００００Ｅ－００６ ７．１５８５２８５１４８６００００Ｅ－００６
７ １ ７．４０２３９４４９８４５００００Ｅ－００６ －７．３９１３５５６４０７６００００Ｅ－００８
７ ２ －７．８８６７５８６２６８９００００Ｅ－００７ ２．４６３３５５７８０２８００００Ｅ－００６
７ ３ ６．３１３５８６６８７９１００００Ｅ－００７ ２．４０２６３１６６４０１００００Ｅ－００６
７ ４ －１．０４１１１５２３４０４００００Ｅ－００６ ９．４３３１７５８６６００００００Ｅ－００７
７ ５ －１．９０４１１７７６３１４００００Ｅ－００７ ７．７４４４７３３７６１４９９９９Ｅ－００７
７ ６ －９．４１０７９６１６２４２００００Ｅ－００７ ９．６２７１０７２２６４５００００Ｅ－００７
７ ７ －１．７９８７３３６１２８１００００Ｅ－００６ －１．４９９６７３８９１９０００００Ｅ－００６
８ １ －１．２６３６６５５７４５２００００Ｅ－００７ １．２２４５８８８８５４３００００Ｅ－００６
８ ２ ３．０８０４１３６５０６０００００Ｅ－００６ １．７９５７７１３２４４８００００Ｅ－００６
８ ３ －１．７１６１４４３０９８９００００Ｅ－００６ ８．７１０７４８１３１１２００００Ｅ－００７
８ ４ ３．３７８２１８７９２５４００００Ｅ－００６ －６．４８８６９４７３８８４００００Ｅ－００７
８ ５ －１．０２８９８１５０１０２００００Ｅ－００６ ２．６９３９９５１１９９７００００Ｅ－００６
８ ６ －１．７１５９７３３３７３９００００Ｅ－００６ －１．６６６６６４６３７７２００００Ｅ－００６
８ ７ －１．５６７８７７２８４２９００００Ｅ－００６ ３．４６１８４７８９０７０００００Ｅ－００６
８ ８ －２．４９５６１６１４４０６００００Ｅ－００６ １．９５９０４７２７０７３００００Ｅ－００６
９ １ １．８２７３４４３４４７９００００Ｅ－００６ －６．８６８３０６５４４８９００００Ｅ－００９
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９ ２ ２．０４７２５８７５９１１００００Ｅ－００６ －１．５７４２８１５７８３２００００Ｅ－００６
９ ３ －２．０４５３６６５４３４９００００Ｅ－００６ ２．３８５５０１１６３００００００Ｅ－００６
９ ４ －２．０９５４３３４７６７５００００Ｅ－００６ －１．３２６３４７８３４４０００００Ｅ－００６
９ ５ －１．５７６１６７３４３３２００００Ｅ－００６ －３．２６３５４１８９５３４００００Ｅ－００６
９ ６ －２．２９３０５６５３３２２００００Ｅ－００６ －２．７０９２５２９２８６０００００Ｅ－００６
９ ７ －３．８１１４３３３２３８６００００Ｅ－００６ －７．７２１２４５９９７７７００００Ｅ－００７
９ ８ －１．３２２５５０３６７０２００００Ｅ－００６ －２．４８９３２５２８１４９００００Ｅ－００６
９ ９ －９．２６５３２３２８６４８００００Ｅ－００７ ２．６８００７６５３８７７００００Ｅ－００６
１０ １ ６．１１６２９２８１３１１００００Ｅ－００７ －８．６３０２１３９３１８６００００Ｅ－００７
１０ ２ ４．７０３８７６５１１６３００００Ｅ－００７ －１．９９７８５０６５９１７００００Ｅ－００７
１０ ３ ３．４６３２８８３１５０１００００Ｅ－００７ ８．８２５７６１２５１０３００００Ｅ－００７
１０ ４ －３．５５４７７１３９４７３００００Ｅ－００６ １．３６６１６５３９４５９００００Ｅ－００６
１０ ５ ９．９２７５４１９０１９１０００１Ｅ－００７ －４．２０８３９４３５２７４００００Ｅ－００７
１０ ６ －１．８３１９５０６９８４６００００Ｅ－００８ －２．５８１８９８８４６２６００００Ｅ－００６
１０ ７ －３．９４３６３３１６０４９００００Ｅ－００６ －１．３７００８７４４６１７００００Ｅ－００６
１０ ８ －３．７０２１７４３９４３２００００Ｅ－００６ ３．７２７４８４３０９７５００００Ｅ－００６
１０ ９ －４．６４３３０３５３２２６００００Ｅ－００６ ３．１１７７８２３２１５４００００Ｅ－００７
１０ １０ ９．３４８２１９８２１６７００００Ｅ－００７ －１．９３０２２４３５６７８００００Ｅ－００６
１１ １ ８．９４６５４７４３４７２００００Ｅ－００８ ５．３７１１６９８５７３１００００Ｅ－００７
１１ ２ １．０２５６６７８６３８１００００Ｅ－００６ －２．１３１１１１２４４０３００００Ｅ－００６
１１ ３ ２．４２７２４０９２２３０００００Ｅ－００７ ７．１１１４８６８８３０２００００Ｅ－００７
１１ ４ －８．７５２６５０２２８６４００００Ｅ－００７ １．９８５３３１６８１５０００００Ｅ－００６
１１ ５ ９．７３２２３０１３２４９００００Ｅ－００８ ２．８０１００３８１２５９００００Ｅ－００６
１１ ６ １．１７６６１６４７４５０００００Ｅ－００７ －１．２９３２９１０２８０３００００Ｅ－００６
１１ ７ －３．０１１６９２１９２５４００００Ｅ－００７ －２．０９２９２２４１３２２００００Ｅ－００６
１１ ８ －１．９４９０５２４７４１５００００Ｅ－００６ ２．７８８９７３３５１９５００００Ｅ－００７
１１ ９ －２．２０６２１４５６１９１００００Ｅ－００６ －７．９７７４４５７２８９６００００Ｅ－００７
１１ １０ －４．８５５７４８００８２１００００Ｅ－００６ －５．４８６５０７８９１６５００００Ｅ－００７
１１ １１ －２．８９６６８２１５９２６００００Ｅ－００６ －１．５４７５６９５２５１７００００Ｅ－００６
１２ １ －５．５０１３９８５５４１３００００Ｅ－００７ １．５３５８００２０５６７００００Ｅ－００６
１２ ２ －１．７１５７７０１０７４３００００Ｅ－００７ １．７１９４７８８０９８５００００Ｅ－００６
１２ ３ ５．２４６７２５９０４５１００００Ｅ－００７ －３．８２１８８１１１７６７００００Ｅ－００６
１２ ４ ９．５４２９２０９３９８７００００Ｅ－００７ －３．００７８９３５３２０４００００Ｅ－００７
１２ ５ －２．４５０２７３４４８５１００００Ｅ－００７ １．１２３０９８８１９７７００００Ｅ－００６
１２ ６ ９．８２９０８８１９０３６９９９９Ｅ－００７ ２．９４１９２０９３０５２００００Ｅ－００７
１２ ７ ２．６９９３１９９５８０３００００Ｅ－００６ －９．８５４５００４６８７９００００Ｅ－００７
１２ ８ ６．７８２９２０６２４２６００００Ｅ－００７ －３．２０５４８９３８４８５００００Ｅ－００６
１２ ９ －１．６９６６１８８１９２７００００Ｅ－００６ ２．５７０４７０４４６２０００００Ｅ－００７
１２ １０ －３．１２５０８５０２２６０００００Ｅ－００６ －１．６８６０９２９７７５５００００Ｅ－００７
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１２ １１ －７．７８４１３３４６０８０００００Ｅ－００７ －９．８７１８１４２４０１１９９９９Ｅ－００９
１２ １２ ３．１０６６８９２２５４４００００Ｅ－００７ １．１０３７１６１２９６７００００Ｅ－００６
１３ １ １．４７７３５９７３７４５００００Ｅ－００６ ５．７６６１６８５６５０５００００Ｅ－００８
１３ ２ －３．４５１１１４３７６７６００００Ｅ－００６ ５．３６５３８０４８８９７００００Ｅ－００７
１３ ３ －４．６１９５２１８４７９１００００Ｅ－００７ －１．７３８６００６２４２７００００Ｅ－００６
１３ ４ １．１８７６０１１３４４３００００Ｅ－００６ －８．５０４９６２８２６０２００００Ｅ－００７
１３ ５ －１．２４１０５２４５２７３００００Ｅ－００６ ８．３１８５０７１７７１８００００Ｅ－００７
１３ ６ ２．２９０３５７６６８００００００Ｅ－００７ １．０８５８９５２０６３１００００Ｅ－００６
１３ ７ －４．６８２８２５４９６２０００００Ｅ－００８ －３．４８０６６５９４０９３００００Ｅ－００７
１３ ８ －９．９２６９７９３９３１５００００Ｅ－００７ －１．３０６７６０２０８７５００００Ｅ－００６
１３ ９ －４．１１４９７１４５６２７００００Ｅ－００７ １．６７８１１１５８５６１００００Ｅ－００６
１３ １０ －１．５２０２９６４１７６１００００Ｅ－００７ １．３９０９３２１７３８０００００Ｅ－００６
１３ １１ －１．３９４０２４３８３４３００００Ｅ－００６ －５．４４７８１７９２１８１００００Ｅ－００７
１３ １２ －７．１９６７２６９００８１００００Ｅ－００７ －１．７０１５１７９６８４７００００Ｅ－００６
１３ １３ ２．４３３６３１４２５５６００００Ｅ－００６ －２．５９２３８３７２０５９００００Ｅ－００６
１４ １ １．０６３９４９８５５３３００００Ｅ－００６ －６．７４２０２１３８１６９００００Ｅ－００７
１４ ２ １．５５９５１０５２６３８００００Ｅ－００７ ２．２０７１５５０６２５９００００Ｅ－００７
１４ ３ ６．０２７３７７９０９５１００００Ｅ－００７ ６．４１３１３６０７２３５００００Ｅ－００８
１４ ４ －２．４８７０７９３２４０９００００Ｅ－００７ －２．３５８９１０６１９３６００００Ｅ－００６
１４ ５ －１．３２５７０４６０９１９００００Ｅ－００６ ３．２４８６８０９７３０１００００Ｅ－００９
１４ ６ －７．４４２４４１８４７４３９９９９Ｅ－００７ ２．２６７０９２６５２９６００００Ｅ－００６
１４ ７ －７．２９２０９８０１０５６００００Ｅ－００７ １．５２３１５２５１３６８００００Ｅ－００６
１４ ８ ２．０４１９２７９３８４６００００Ｅ－００７ ３．０２６３８８３２００７００００Ｅ－００８
１４ ９ ９．０２９７７４３７９８５００００Ｅ－００７ －１．３８１２２５５７２４１００００Ｅ－００６
１４ １０ －６．９８１５７９４４６９９００００Ｅ－００７ －５．４９６７０５３７４１８９９９９Ｅ－００７
１４ １１ －２．４５５１０９４８０３０００００Ｅ－００６ １．０８３３９３３７１８２００００Ｅ－００６
１４ １２ －１．２３０７３７６３９５０００００Ｅ－００６ １．４３４１８３６３１１３００００Ｅ－００７
１４ １３ －３．２７０６６５４１２１８００００Ｅ－００７ －１．０３２５２０７７４７７００００Ｅ－００６
１４ １４ －４．７６３１６６０２４３９００００Ｅ－００７ １．０８６９７７９２０８１００００Ｅ－００６
１５ １ －９．７１３２７９０２５９４００００Ｅ－００７ ４．６４４２５８８２２２４００００Ｅ－００７
１５ ２ －４．６７４５３１４２９９５００００Ｅ－００７ ８．７０７１２０３８４３３００００Ｅ－００７
１５ ３ －１．１６４５８２２４１８１００００Ｅ－００６ －６．０８８００６１６６４９００００Ｅ－００７
１５ ４ －１．０１４２５３４９６１６００００Ｅ－００６ －１．３４９４７８３３１２９００００Ｅ－００６
１５ ５ －２．４２２３８９６２９５８００００Ｅ－００７ －１．０６１０３４８５６２６００００Ｅ－００６
１５ ６ ６．３４５０１０６７９４９００００Ｅ－００７ －４．９８９１８０１３４４２００００Ｅ－００７
１５ ７ １．４２７６６２２９８１５００００Ｅ－００６ ８．５５７５８５０２２１８００００Ｅ－００７
１５ ８ １．４８４８２１４０３１８００００Ｅ－００６ １．５４４４１２８２１９４００００Ｅ－００６
１５ ９ ２．４１０６３３９７４７７００００Ｅ－００８ －５．４７４１１８３６８９９００００Ｅ－００７
１５ １０ －９．４５９２７４３３１５０００００Ｅ－００７ －４．９８４８３０８６９０９００００Ｅ－００８
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１５ １１ －１．２１６６９７２２４９３００００Ｅ－００６ －５．６８４０７１８３２８４９９９９Ｅ－００７
１５ １２ －１．４１５２９２７１１５０００００Ｅ－００６ １．１７０８５１３５８０９００００Ｅ－００７
１５ １３ －６．７５０５２９５０８５８００００Ｅ－００７ ６．０００３６９２３２８０００００Ｅ－００８
１５ １４ １．０３９４６４２５１２２００００Ｅ－００６ ７．５０７８７５２４１７５００００Ｅ－００７
１５ １５ ３．２１７１２０９０１０６００００Ｅ－００７ ６．９０５８７８０５７９７００００Ｅ－００７
１６ １ －２．９６６７３７９０５８４００００Ｅ－００８ １．０１７３３２６４４５０００００Ｅ－００６
１６ ２ １．５２２３１９７７９３６００００Ｅ－００６ －３．１８１０３０６３０４３００００Ｅ－００７
１６ ３ １．６５３６４５８７３７１００００Ｅ－００７ ２．６３５５００４１９５１００００Ｅ－００７
１６ ４ ５．７４４３１９５９０９５００００Ｅ－００７ ３．３００７１３５２２９７００００Ｅ－００７
１６ ５ ８．２４５１９３１８３６９００００Ｅ－００７ －６．０３３１９６５１７７１００００Ｅ－００７
１６ ６ １．０１９２０９７６８２５００００Ｅ－００６ －５．５０３１８６１２０８２００００Ｅ－００７
１６ ７ －１．０８２３８６６４１５６００００Ｅ－００６ －４．４９５７４５６０３２８００００Ｅ－００７
１６ ８ －３．５２９２７８１７４５９００００Ｅ－００７ １．０６８３８２０２３２４００００Ｅ－００６
１６ ９ －９．２６８７５５５３４２８００００Ｅ－００７ －６．１７５８５７３８９３４００００Ｅ－００７
１６ １０ １．１７８５０７３２２６４００００Ｅ－００７ －３．８８１９７１１８３０９００００Ｅ－００７
１６ １１ ５．５４６１１３０８８２１００００Ｅ－００７ １．４５５０７５４４２２５００００Ｅ－００６
１６ １２ －１．８３４００５７５２３２００００Ｅ－００６ ３．２７４９６４９３５０７００００Ｅ－００７
１６ １３ －１．９８８７４７９３３７２００００Ｅ－００７ －３．２９６６５２８２４０７００００Ｅ－００７
１６ １４ －４．９６５５３１７３７８７００００Ｅ－００７ －３．７１２６５９８４５４０００００Ｅ－００８
１６ １５ －７．８８３３８２６０８０６００００Ｅ－００７ －１．３２６７６０２５０９６００００Ｅ－００６
１６ １６ －５．９３８６８９５７５０２００００Ｅ－００７ －７．８５８５３５１９５８１００００Ｅ－００７
１７ １ ２．１１６５５９２１８２１００００Ｅ－００７ －１．１９０５９１４７１３９００００Ｅ－００７
１７ ２ －３．５４９４８６８４６６１００００Ｅ－００７ －１．１１５６３５２７５８７００００Ｅ－００６
１７ ３ ５．１９７２０４１６３２０００００Ｅ－００８ －１．２１０９０９３０３４３００００Ｅ－００７
１７ ４ ８．８３６３６１５５１４９００００Ｅ－００７ ２．２４００８６５６３６３００００Ｅ－００６
１７ ５ １．０５５９００７９８７４００００Ｅ－００７ －５．１９５２３６０９７０８００００Ｅ－００７
１７ ６ ７．３６３１８５４７３４９００００Ｅ－００７ －１．２５１８２０２６３６３００００Ｅ－００６
１７ ７ －１．５２０７４６８８３９０００００Ｅ－００６ －１．８１３７１６１７５４２００００Ｅ－００６
１７ ８ ６．２８４６１３４０１８９００００Ｅ－００７ －６．０５１６７８０１４２５００００Ｅ－００７
１７ ９ ６．３５６５４２９０２１１００００Ｅ－００７ ６．６２６６０４１７６４２００００Ｅ－００７
１７ １０ ６．１９５３１４２７２３４００００Ｅ－００７ ６．２６０１８６８３６８２００００Ｅ－００７
１７ １１ １．２５３０９９７３４６１００００Ｅ－００６ ４．９３９０２１６７７２６００００Ｅ－００８
１７ １２ ９．９７９６７９５７８５６００００Ｅ－００８ －６．０４１３２００６６５３００００Ｅ－００７
１７ １３ ７．８４９８８２８６８２１００００Ｅ－００７ －４．９１３３９９４９９４４００００Ｅ－００８
１７ １４ ４．７７４１１９１１９０３００００Ｅ－００８ １．３１６９０７２５２０９００００Ｅ－０１１
１７ １５ －６．１７９４８３０５９８０００００Ｅ－００９ ６．６７３７８６７２０９１００００Ｅ－００８
１７ １６ ２．１３９９１７００３９３００００Ｅ－００７ ６．９８５５１３２４３０５００００Ｅ－００８
１７ １７ －７．３４０５６９３０１２３００００Ｅ－００７ １．３５１９２１６２２９４００００Ｅ－００６
１８ １ －２．９３９２３２８７７４６００００Ｅ－００７ －１．７９１９９２４４２２５００００Ｅ－００８
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１８ ２ ３．６８１７１２７８７８９００００Ｅ－００９ －５．９２９３２３９２３１７００００Ｅ－００７
１８ ３ １．０８４６０４６４３７４００００Ｅ－００６ ４．６６３７０８０３５０９００００Ｅ－００７
１８ ４ －１．００６３１１３４４３８００００Ｅ－００６ ８．１５５９３３２２４１９００００Ｅ－００７
１８ ５ １．７１７１４２６５８８６００００Ｅ－００８ ５．５５９１４８３７８０５００００Ｅ－００８
１８ ６ －１．４０８６６４０７１７７００００Ｅ－００６ ４．９４６７７０５０６７４００００Ｅ－００７
１８ ７ －２．７５７２８７３３７３１００００Ｅ－００７ －１．１１４２７７３３２０９００００Ｅ－００６
１８ ８ ５．４６２１９６１７７７６００００Ｅ－００７ ６．０９８２７１６４５１４００００Ｅ－００７
１８ ９ －２．０３４１４１１７０９８００００Ｅ－００７ －５．０４６８１５０９８１７００００Ｅ－００７
１８ １０ １．６７２８３６０１７３３００００Ｅ－００７ －７．６２２６３８６００３０００００Ｅ－００８
１８ １１ ４．３５０３３７２４３８８００００Ｅ－００８ －１．５２６１１９６９５２７００００Ｅ－００６
１８ １２ ７．７７４２０９１１６９９００００Ｅ－００７ ２．４０８９２９７１６５３００００Ｅ－００７
１８ １３ －４．０２６８９００５１４４００００Ｅ－００７ ６．００４９２８７９１０５００００Ｅ－００７
１８ １４ －８．７１３３３６０３６３５００００Ｅ－００７ －９．１５１２８０３１３２４００００Ｅ－００７
１８ １５ ８．７３９２２３６１１６０００００Ｅ－００７ －４．０２１８４４５５９１６００００Ｅ－００７
１８ １６ ５．１４５６１０４０３１９００００Ｅ－００７ －９．７７５４１５６３１２００００１Ｅ－００７
１８ １７ ７．１２２５４９２００４６００００Ｅ－００７ －７．３７５３５７７０２７０００００Ｅ－００７
１８ １８ １．３６４２９８２３８９１００００Ｅ－００７ －１．４７８９７４１０６０２００００Ｅ－００７
１９ １ －４．２６５４１３２２５５１００００Ｅ－００７ －２．０４１４０３９４３８０００００Ｅ－００８
１９ ２ ７．０１０９９２５１９１８００００Ｅ－００７ －５．５８０９８９４９２４６００００Ｅ－００７
１９ ３ －８．７６１２２２２３４６０００００Ｅ－００７ １．０４８１９８４５２３６００００Ｅ－００６
１９ ４ －９．９８９７６９３２０８７０００１Ｅ－００７ －８．９７２０５７２７６１９００００Ｅ－００７
１９ ５ －３．２９２１５１５１８３６００００Ｅ－００８ １．６３６３３４１３６９４００００Ｅ－００６
１９ ６ －４．０１１０７２１０９２０００００Ｅ－００７ ２．９５０８５７５４６５７００００Ｅ－００７
１９ ７ ７．７３８２１０２１２４４００００Ｅ－００７ ８．３０９８１８０２４１２００００Ｅ－００７
１９ ８ ７．１８４９８５５９５６５００００Ｅ－００７ ７．４８０７８２３１５７０００００Ｅ－００７
１９ ９ －９．１３４６９４１４５０１００００Ｅ－００８ －７．５７１６９２５０２９９００００Ｅ－００７
１９ １０ －１．８９１９２４９２５９４００００Ｅ－００７ －２．７１８３５４９８１４７００００Ｅ－００７
１９ １１ ８．０４４９５５０２２１９０００１Ｅ－００８ －３．１１３６３５９２４５９００００Ｅ－００７
１９ １２ ５．０７５８８０８３５９７００００Ｅ－００７ ７．１６３９６９５７１３６００００Ｅ－００８
１９ １３ ７．０９０９６４０８６３８００００Ｅ－００７ １．９７３５２４９１７８５００００Ｅ－００６
１９ １４ －８．９４６８８３１１３０９００００Ｅ－００７ ６．６９０７５６３７１５６９９９９Ｅ－００８
１９ １５ ８．９３０５０３５２２８９００００Ｅ－００７ －４．４１０８９６０５４１０００００Ｅ－００７
１９ １６ －７．６０７９０６５７５７５００００Ｅ－００７ －１．５９６１８２２８８６２００００Ｅ－００７
１９ １７ －３．５６３９７６６８５４６００００Ｅ－００７ －１．１２１３１４８８８９９００００Ｅ－００６
１９ １８ １．５１８４７１７９０６９００００Ｅ－００６ １．３１５９６１８８５１５００００Ｅ－００７
１９ １９ ３．１７８４４１０９０５０００００Ｅ－００７ ２．４０１２８９７３３０６００００Ｅ－００７
２０ １ －１．５９６３６３３５５０５００００Ｅ－００７ －６．２０５１０５１０３５５００００Ｅ－００７
２０ ２ ８．８７７０９３５２８５５００００Ｅ－００７ ４．１１７２６６３９７１９００００Ｅ－００７
２０ ３ ２．７８１３４１３８６７８００００Ｅ－００７ ５．５３８７９０７７７９８００００Ｅ－０１０

４２



２０ ４ ５．３８５７９６４７１５０００００Ｅ－００７ －６．５３０３１１９９８３２００００Ｅ－００７
２０ ５ ２．９６２９０４６３８６５００００Ｅ－００７ －５．２５０８８４４０８６７００００Ｅ－００７
２０ ６ －３．６６０３１６８０２１２００００Ｅ－００７ ２．１８１９５６９０８４２００００Ｅ－００７
２０ ７ －１．８７１９６１１９６０３００００Ｅ－００７ －６．５８０６５６００７３９００００Ｅ－００７
２０ ８ ６．８２３４２７６８６４５００００Ｅ－００７ －２．３５３０１３５２１３６００００Ｅ－００７
２０ ９ －４．０５８６１２９９７７９００００Ｅ－００７ ３．９７１４３８２６４７１００００Ｅ－００７
２０ １０ ３．８８４９８１４３４９１００００Ｅ－００７ ３．１２９９３４７４７４０００００Ｅ－００７
２０ １１ －１．４３９０９５０３８７０００００Ｅ－００７ １．０７８６４２２３２２１００００Ｅ－００６
２０ １２ １．５８９２２８７１８７４００００Ｅ－００７ －１．１８６３８８３７８９３００００Ｅ－００６
２０ １３ ２．４８４２７３５９９２９００００Ｅ－００８ ２．４８０１０６２５４１３００００Ｅ－００７
２０ １４ －４．３８５０８６０５８２１００００Ｅ－００８ ４．４２１０６７１４７５６００００Ｅ－００７
２０ １５ ３．５０３０１０７０８８６００００Ｅ－００７ ２．６３５０２１１５２７０００００Ｅ－００７
２０ １６ ４．６６５４７５６３７１６００００Ｅ－００７ ９．２１７０７７１１７４７９９９９Ｅ－００８
２０ １７ １．３３５４０１９９６８２００００Ｅ－００６ －４．５７３３６９４３６０２００００Ｅ－００７
２０ １８ －６．９３８８４５１５７０８００００Ｅ－００８ －６．２６１９９３５６６８６００００Ｅ－００７
２０ １９ －４．６５２０８５４９８２０００００Ｅ－００７ ２．５９５６５４９１３５６００００Ｅ－００７
２０ ２０ ５．４０９５４５７３５５６００００Ｅ－００８ －２．１２２７０９２５５１１００００Ｅ－００７
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书书书

ＬＰ１６５　ＧＭ＝４９０２．８０１０５６ｋｍ３／ｓ２　ａｅ＝１７３８．０ｋｍ

ｌ ｍ Ｃ
－

ｌｍ　　　　 Ｓ
－

ｌｍ　　　　
２ ０ －．９０８９０１８０７５０６００００Ｅ－０４ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
３ ０ －．３２０３５９１４００３０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
４ ０ ．３１９７３０９５７１７２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
５ ０ －．２１５７０３８２０６８２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
６ ０ ．３７６５７８０６１８６６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
７ ０ ．５６２２２１１７８７２８００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
８ ０ ．２３４６４９９６８０１２００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
９ ０ －．３５５５０３３８２９５６００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１０ ０ －．９３１１４０７３３２６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１１ ０ －．９７５３３１８１６７３７９９９９Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１２ ０ －．１９３７３９８３４４２０００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１３ ０ ．２７２１１４１５６１４２００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１４ ０ ．３２４０７２６７００９５００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１５ ０ －．５３０００６８６１６２２００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１６ ０ ．４０９１１７１５３８２０００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１７ ０ －．１０５４６０９１７６９１００００Ｅ－０５ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１８ ０ －．３８４５５６０７２４６６００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
１９ ０ －．１９６６４３５８０１８６００００Ｅ－０７ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２０ ０ ．５２８７１５６６２５７７００００Ｅ－０６ ．００００００００００００００００Ｅ＋００
２ １ －．２７２２０３２３６１５９００００Ｅ－０８ －．７５７５１８２９２０８３００００Ｅ－０９
２ ２ ．３４６３５４９９３７２２００００Ｅ－０４ ．１６７２９４９０５３８３００００Ｅ－０７
３ １ ．２６３２７４４０１２１８００００Ｅ－０４ ．５４６４３６３０８９８２００００Ｅ－０５
３ ２ ．１４１８８１７９３２９４００００Ｅ－０４ ．４８９２０３６５００４８００００Ｅ－０５
３ ３ ．１２２８６０５８９４４７００００Ｅ－０４ －．１７８５４４８０８１６４００００Ｅ－０５
４ １ －．５９９６６０１８３０１５００００Ｅ－０５ ．１６６１９３４５１９４７００００Ｅ－０５
４ ２ －．７０８１８０６９２６９７００００Ｅ－０５ －．６７８３６２７１７２６９００００Ｅ－０５
４ ３ －．１３６２２９８３３８１３００００Ｅ－０５ －．１３４４３４７２２８７１００００Ｅ－０４
４ ４ －．６０２５７７８７３５８３００００Ｅ－０５ ．３９３９６３７１９５３８００００Ｅ－０５
５ １ －．１０１９１９５６５３７６００００Ｅ－０５ －．４１０９２５４１５０７３００００Ｅ－０５
５ ２ ．４３７６６０８１１４９７００００Ｅ－０５ ．１０８４０９９７６９８８００００Ｅ－０５
５ ３ ．４４９７７６７８７５９５００００Ｅ－０６ ．８７００８４１２０８６２００００Ｅ－０５
５ ４ ．２７８３４２４１３６０３００００Ｅ－０５ ．５９３８８０２３９３３０００００Ｅ－０７
５ ５ ．３１１９６２５８９３７７００００Ｅ－０５ －．２７６０９６６２７１９６００００Ｅ－０５
６ １ ．１５３１９８４３９３８９００００Ｅ－０５ －．２５７６６００６３９７６００００Ｅ－０５
６ ２ －．４３５２２１８１２３２３００００Ｅ－０５ －．２１８７４４８０１５２２００００Ｅ－０５
６ ３ －．３２７００５１６３４６０００００Ｅ－０５ －．３４６９１４３０２８４３００００Ｅ－０５

１



６ ４ ．３６９７８２１８５７８６００００Ｅ－０６ －．４０６８８１０６５６３０００００Ｅ－０５
６ ５ ．１４０４４７４６１８３５００００Ｅ－０５ －．１０３３１７０１８８９７００００Ｅ－０４
６ ６ －．４７０４３０１０８５４６００００Ｅ－０５ ．７２３６００８８１３５１００００Ｅ－０５
７ １ ．７５５２２５９２３４４５００００Ｅ－０５ －．１２９６５２２２０２３３００００Ｅ－０６
７ ２ －．６６３１９４８３６１６０００００Ｅ－０６ ．２３８４７８９０６７１６００００Ｅ－０５
７ ３ ．５８２６７８７９９４７７０００１Ｅ－０６ ．２３５５７７２２６０７０００００Ｅ－０５
７ ４ －．９２６６２６５３０１３０００００Ｅ－０６ ．７９１５７３６５４６６１００００Ｅ－０６
７ ５ －．２７１９４７７９７３７０００００Ｅ－０６ ．１１２６８７７８７８８４００００Ｅ－０５
７ ６ －．９９２８８５７２４１３３９９９９Ｅ－０６ ．１１０７９５４８６６８４００００Ｅ－０５
７ ７ －．１７８８４６６０８８６５００００Ｅ－０５ －．１６１６５０７１０７１６００００Ｅ－０５
８ １ －．６０８８９８１２１７９２００００Ｅ－０７ ．１１１２５４４８６１４８００００Ｅ－０５
８ ２ ．２９９４７７７８７７９９００００Ｅ－０５ ．１９２５８３２４７５８４００００Ｅ－０５
８ ３ －．１８８００１２１８１１５００００Ｅ－０５ ．９５３５８２５５０５１０００００Ｅ－０６
８ ４ ．３３７３５１９７２１５９００００Ｅ－０５ －．４５６０５６５３９５６９００００Ｅ－０６
８ ５ －．１１２５２７２７１７３２００００Ｅ－０５ ．２９２５７１４９５３１９００００Ｅ－０５
８ ６ －．１５４３３０１４４１２８００００Ｅ－０５ －．２２４８１８４２７１１１００００Ｅ－０５
８ ７ －．１５９１４６５１８００１００００Ｅ－０５ ．３２２２０９０９７２５５００００Ｅ－０５
８ ８ －．２５３０６９７２５９１２００００Ｅ－０５ ．２１４０６２００２３５６００００Ｅ－０５
９ １ ．１９８０４２５６７３４６００００Ｅ－０５ ．７８９６３７２０３０８３００００Ｅ－０７
９ ２ ．１９９１０２８３２４８２００００Ｅ－０５ －．１４４９２２１１４４１３００００Ｅ－０５
９ ３ －．２０１８６２１２３９８９００００Ｅ－０５ ．２２３４０５７３５０３６００００Ｅ－０５
９ ４ －．１８９５９３４３５８８３００００Ｅ－０５ －．１３８５０６４５０２０５００００Ｅ－０５
９ ５ －．１４８４５６９０５３７５００００Ｅ－０５ －．３６９９３２４３０３１８００００Ｅ－０５
９ ６ －．２２７８１９９８８８８８００００Ｅ－０５ －．３０７１５２７３３４３４００００Ｅ－０５
９ ７ －．４０６６７０１００７９４００００Ｅ－０５ ．１１１２４３８０１５３３００００Ｅ－０６
９ ８ －．１２４１７９２２１１９５００００Ｅ－０５ －．２１２８９７５３６３７８００００Ｅ－０５
９ ９ －．８９７２９２６６５１３６００００Ｅ－０６ ．２４５７９７３２７４１０００００Ｅ－０５
１０ １ ．８１６０６５２９９１０７００００Ｅ－０６ －．９８７２５４２６５４０５９９９９Ｅ－０６
１０ ２ ．２４１１６１６８３２２３００００Ｅ－０６ －．２６９３７３１０５７５５００００Ｅ－０６
１０ ３ ．３９６５６１３９５００９００００Ｅ－０６ ．７６４４８２０４８０９３００００Ｅ－０６
１０ ４ －．３５７１２８９５８１４８００００Ｅ－０５ ．１５４５１３２９４７２４００００Ｅ－０５
１０ ５ ．７２５８９５１５００９１００００Ｅ－０６ －．３６８６５１６０２９９３００００Ｅ－０６
１０ ６ －．１９５９４９６３５７２９００００Ｅ－０６ －．１８１９０４０４１０４２００００Ｅ－０５
１０ ７ －．３８３８４６６０７３５３００００Ｅ－０５ －．８０５２９０２３７３１５００００Ｅ－０６
１０ ８ －．３４１１０１７９７２９０００００Ｅ－０５ ．２５８２５３４１９８１１００００Ｅ－０５
１０ ９ －．４７８５７８３１３８０７００００Ｅ－０５ －．１２２５２４３９４６８０００００Ｅ－０６
１０ １０ ．９２３８９２９０１６３８００００Ｅ－０６ －．１７０２１２８５７４０５００００Ｅ－０５
１１ １ －．１２０３７９９６５２０８００００Ｅ－０６ ．６１７３２６６６６７２７００００Ｅ－０６
１１ ２ ．７４２６２２６１０９４６００００Ｅ－０６ －．１９４２６８６１６７３３００００Ｅ－０５
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１１ ３ ．４２５７２２０７０９９７００００Ｅ－０６ ．７９０９６２９９２１７６００００Ｅ－０６
１１ ４ －．９５３９６７６４３４４３０００１Ｅ－０６ ．２１３０９７１１２４６９００００Ｅ－０５
１１ ５ ．１５２４９１３４９２９１００００Ｅ－０６ ．２５６１４９２０６０７０００００Ｅ－０５
１１ ６ ．４８６５２１４６８１６７００００Ｅ－０６ －．１３５９１１６３３３５５００００Ｅ－０５
１１ ７ －．７１３９９７０５１０７２０００１Ｅ－０７ －．３１６２７００３１３２０００００Ｅ－０５
１１ ８ －．２２３３１３４５３８４４００００Ｅ－０５ －．４７１３１４２７８４１６００００Ｅ－０６
１１ ９ －．２４３５２６００７８０３００００Ｅ－０５ ．４９０４２０９５４５９７００００Ｅ－０６
１１ １０ －．４７０６９３２８５４４２００００Ｅ－０５ －．１４７３０９９２６７８８００００Ｅ－０６
１１ １１ －．２８８９９８２０６３８６００００Ｅ－０５ －．１７４０７５２５４２３４００００Ｅ－０５
１２ １ －．５８４０２８１３２８９７００００Ｅ－０６ ．１６００８０３４１５３５００００Ｅ－０５
１２ ２ －．１５５９７５６９０７２５００００Ｅ－０６ ．１５０７４９２４７３１８００００Ｅ－０５
１２ ３ ．８１７６２３２９７８２９００００Ｅ－０６ －．４０１６５８６３２２７４００００Ｅ－０５
１２ ４ ．９２００１０５６５４７５００００Ｅ－０６ －．５１１６８４０３６２３７００００Ｅ－０６
１２ ５ －．１６１３２９１５７６７４００００Ｅ－０６ ．８５２７１１０７６８９７００００Ｅ－０６
１２ ６ ．８６６３８２６９５７８３００００Ｅ－０６ ．６９６２３７５７７６９０００００Ｅ－０６
１２ ７ ．２１７７７１９８７６４６００００Ｅ－０５ －．８５９４２０４９７８０１００００Ｅ－０６
１２ ８ ．４６４４８２２５２２８７００００Ｅ－０６ －．１９３１２６６８６８９９００００Ｅ－０５
１２ ９ －．１２７５６９９７０９０６００００Ｅ－０５ ．１０９９２６４５６９９２００００Ｅ－０５
１２ １０ －．３０５１８３２６０９０９００００Ｅ－０５ －．１４０７８６７３３３８１００００Ｅ－０５
１２ １１ －．８８２０１８５９５３７８００００Ｅ－０６ －．２９３８６８３５９７３２００００Ｅ－０６
１２ １２ ．３２４１２１１０１５００００００Ｅ－０６ ．１２２０６６２７７１７１００００Ｅ－０５
１３ １ ．１１２４３７４６２７６３００００Ｅ－０５ －．１０５２１２０８１５４９００００Ｅ－０６
１３ ２ －．３５２５０２３０６９４７００００Ｅ－０５ ．５１０２７９４０４３７９００００Ｅ－０６
１３ ３ －．３１５０１８２７２１００００００Ｅ－０６ －．１４７９７２３６６０３３００００Ｅ－０５
１３ ４ ．８３２６６７６９７５２３００００Ｅ－０６ －．６８９２４０３００４０５００００Ｅ－０６
１３ ５ －．１３３７５４７５８３４６００００Ｅ－０５ ．１３１４２９８６６５７５００００Ｅ－０５
１３ ６ ．１３２６３７７６２６８７００００Ｅ－０６ ．１５５２６４９１９８５６００００Ｅ－０５
１３ ７ ．１３５５０６０５９６５４００００Ｅ－０６ －．９７７６９１４２６６１７９９９９Ｅ－０６
１３ ８ －．３３５０３３６７７８８６００００Ｅ－０６ －．１４８５１４６６５６４３００００Ｅ－０５
１３ ９ －．２９０７５８６１７０９０００００Ｅ－０６ ．３８９９８１５８９８９７００００Ｅ－０６
１３ １０ －．６１２１８６３４３０５４００００Ｅ－０６ ．５６００３５５７１３９８００００Ｅ－０６
１３ １１ －．１２５８４５４３５６３８００００Ｅ－０５ ．４４０１０１２５００２８００００Ｅ－０６
１３ １２ －．７４１９７５０５１６５２００００Ｅ－０６ －．１５９８３１２７３３２６００００Ｅ－０５
１３ １３ ．２４７３２６６１５４３０００００Ｅ－０５ －．２６４５６２５４４１２３００００Ｅ－０５
１４ １ ．６６０５８８６１５３９３００００Ｅ－０６ －．６１０２０８０１１５５６００００Ｅ－０６
１４ ２ ．５２３７１２９１４１７９００００Ｅ－０６ ．３８９３５９９５３５４２００００Ｅ－０６
１４ ３ ．６７６１５５５９８３０２００００Ｅ－０６ ．２６９９００２３７０４１００００Ｅ－０７
１４ ４ －．４０５５８０５８４０３４００００Ｅ－０６ －．２５８７９７４１４５５６００００Ｅ－０５
１４ ５ －．８８２０１５９１９９９２００００Ｅ－０６ －．１１５２６８４０６６８９００００Ｅ－０６
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１４ ６ －．５１６８９３５２５８７８００００Ｅ－０６ ．１４９３８６４８９９４３００００Ｅ－０５
１４ ７ －．６６９８０６２５７１２５００００Ｅ－０６ ．８７４９４０６０７１４７００００Ｅ－０６
１４ ８ ．２０５６４１６６３３１６００００Ｅ－０７ ．８９２０１６３２０７５９００００Ｅ－０６
１４ ９ ．１７４１６５３８２６８６００００Ｅ－０６ －．１２１３２８０２５３０１００００Ｅ－０５
１４ １０ －．６６１１５５２３２２００００００Ｅ－０６ ．５５５８２３０２７４３３００００Ｅ－０６
１４ １１ －．２１８０４５３２１９１１００００Ｅ－０５ ．１７６５６２６０２４６１００００Ｅ－０５
１４ １２ －．１５２８７１２３２２６１００００Ｅ－０５ －．４６８６８８５７４４５１００００Ｅ－０６
１４ １３ －．１１６１８７１３１９２６００００Ｅ－０６ －．９５１２５１８５５１５５００００Ｅ－０６
１４ １４ －．５９９３３４２４２２１５００００Ｅ－０６ ．１０８５４０５６５９０６００００Ｅ－０５
１５ １ －．７７２０２３７８８６７７００００Ｅ－０６ ．３４１６８２５２１７１０００００Ｅ－０６
１５ ２ －．１７３４０８７６９２３０００００Ｅ－０６ ．７１０７５３１８７５８０００００Ｅ－０６
１５ ３ －．１３２８０２４７３００８００００Ｅ－０５ －．７０７２２２４８８３８５００００Ｅ－０６
１５ ４ －．１１２２８８０２５４７３００００Ｅ－０５ －．１２８７５３０６９０７９００００Ｅ－０５
１５ ５ －．１５７８２０２２９１３４００００Ｅ－０６ －．７７１７３８０９８１５８００００Ｅ－０６
１５ ６ ．５０１６７０２３０９１２００００Ｅ－０７ －．３３２２９７５４０７９８００００Ｅ－０６
１５ ７ ．１１５５４００７２８１８００００Ｅ－０５ ．１８５２２３５４０８１９００００Ｅ－０５
１５ ８ ．１４９５０３０５２９９９００００Ｅ－０５ ．２２４３５９４９３２２６００００Ｅ－０５
１５ ９ ．１０２０６０１９４５１０００００Ｅ－０６ －．１５５１４５９２８８９２００００Ｅ－０５
１５ １０ －．２７３３７３０９６８３９００００Ｅ－０６ －．５１４６１１２６３４６６００００Ｅ－０７
１５ １１ －．１４７０５２７０７０９３００００Ｅ－０５ －．１３４７８４５９６５９７００００Ｅ－０５
１５ １２ －．１３１５９５８０４４４６００００Ｅ－０５ －．３３９７８１７４２８３３００００Ｅ－０６
１５ １３ －．３４１５７２４７８２２２００００Ｅ－０６ ．３０４０２５５５１２６０００００Ｅ－０６
１５ １４ ．６４１２５２９７０９４１００００Ｅ－０６ ．５４８１５１８２５３７２００００Ｅ－０６
１５ １５ ．５４８４６１４４１７００００００Ｅ－０６ ．７０１０１２６９９５５０００００Ｅ－０６
１６ １ －．９７３０７３６３３４２４００００Ｅ－０７ ．８７６０１７４９７６９２００００Ｅ－０６
１６ ２ ．１６４９８０３０９４１５００００Ｅ－０５ ．３４４７９２３８１４９４００００Ｅ－０７
１６ ３ －．１０２８５４３７５７３６００００Ｅ－０６ ．４２７９０５４４５９５１００００Ｅ－０６
１６ ４ ．４７５９８８６２６５６９００００Ｅ－０６ ．４７８４５９４７２４１１００００Ｅ－０６
１６ ５ ．９３２７８１５９０６２２９９９９Ｅ－０６ －．５２７８１２５８２１５３００００Ｅ－０６
１６ ６ ．１０３８８１５５６５９０００００Ｅ－０５ －．１０２３３９１２１７８２００００Ｅ－０５
１６ ７ －．３５０９８１８６４６２７００００Ｅ－０６ －．７３２９５８５６７９１５００００Ｅ－０６
１６ ８ －．１２０９６４７７２４２１００００Ｅ－０６ ．３０６１７８１３５６２２００００Ｅ－０７
１６ ９ －．１０２４８７８６９２７２００００Ｅ－０５ －．１１７５３１３５５１４２００００Ｅ－０５
１６ １０ ．２０４１０６８９８２３１００００Ｅ－０６ ．５７３８８３２７６８１６００００Ｅ－０６
１６ １１ ．４３５３５８８２１４１２００００Ｅ－０７ ．１１４２６９７５０６１５００００Ｅ－０５
１６ １２ －．１３７０４２７５３６７５００００Ｅ－０５ ．７９８１１２３５７６４９００００Ｅ－０６
１６ １３ －．７５１５４５５４３８７８００００Ｅ－０６ －．１５８２９８７７７３０４００００Ｅ－０６
１６ １４ －．６９８５５３００３４７３００００Ｅ－０６ －．３９５１６０７９７２９７００００Ｅ－０７
１６ １５ －．２７２５９１６９６２０２００００Ｅ－０６ －．１０５５９４４９２８８８００００Ｅ－０５
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１６ １６ －．９０９０９１９６６９６０００００Ｅ－０６ －．７８６２５６６５９４０６００００Ｅ－０６
１７ １ ．８００１６５５１０３２３００００Ｅ－０６ ．８７８２５６６１３５３７９９９９Ｅ－０７
１７ ２ －．１７１２００７９３８０３００００Ｅ－０６ －．１０４４６２５３９５３３００００Ｅ－０５
１７ ３ －．２１７１００３７７２７７００００Ｅ－０６ －．５３１８７２８８９９２５００００Ｅ－０６
１７ ４ ．１１６０２９４３０１８０００００Ｅ－０５ ．２２０８０４６９９４２０００００Ｅ－０５
１７ ５ ．３９８７１３５２２１７１００００Ｅ－０６ －．８５４６５６０３０３９７００００Ｅ－０６
１７ ６ ．６１００２４９３６７１８００００Ｅ－０６ －．１４９５０４６６２２３１００００Ｅ－０５
１７ ７ －．１６２５３４１９３６８５００００Ｅ－０５ －．１１０７５１６２９７９８００００Ｅ－０５
１７ ８ －．２１１８３５１６７２６６００００Ｅ－０６ －．１５１８９７４８２２６６００００Ｅ－０６
１７ ９ ．５２９４６２９２２５９７００００Ｅ－０６ ．１５６０９３１３３９１７００００Ｅ－０５
１７ １０ ．７２０７７３７７９９０２００００Ｅ－０６ ．８８５８９４４３９８５２００００Ｅ－０６
１７ １１ ．９７７８８８３８９７６０００００Ｅ－０６ －．６３１７０５６７３９２３００００Ｅ－０６
１７ １２ ．４５７８４２３１４７６５００００Ｅ－０６ ．５００４７６１９１７３６００００Ｅ－０７
１７ １３ ．１５２６５８００５９４７００００Ｅ－０６ －．３４２２１０８７３７１５００００Ｅ－０６
１７ １４ ．９３９００２９８７９５２００００Ｅ－０６ ．１４３１４５８２１４６６００００Ｅ－０６
１７ １５ －．７３９８５２３７０６９３００００Ｅ－０７ ．１４４２９７２３５３８６００００Ｅ－０７
１７ １６ －．２７７９６５８５８４３３００００Ｅ－０６ －．２１２４７９２１４７２２００００Ｅ－０６
１７ １７ －．４０２６９７３９２５４８００００Ｅ－０６ ．１３５２３２７２７２４７００００Ｅ－０５
１８ １ ．１９２６９８５４５０１８００００Ｅ－０６ －．５７１６６６７９８９２８００００Ｅ－０７
１８ ２ －．４１５１８０３９９７５９００００Ｅ－０６ －．７２６４０５８３２３６３００００Ｅ－０６
１８ ３ ．８７８８２３４０６６５９００００Ｅ－０６ ．５８１０４５８０３４４７００００Ｅ－０６
１８ ４ －．８００２４９３５１９２７００００Ｅ－０６ ．１１４６８６４６３２７１００００Ｅ－０５
１８ ５ －．３２４６１０３５０３８４００００Ｅ－０６ －．２８５８６９６１５０６７００００Ｅ－０７
１８ ６ －．１７６２５７６１１１４７００００Ｅ－０５ ．９７７９７８０３６１３３９９９９Ｅ－０６
１８ ７ －．１４２８８７７９５９４４００００Ｅ－０６ －．８１３２５４６６２８１４００００Ｅ－０６
１８ ８ ．６６７８６２００５４１２００００Ｅ－０６ －．２２７０９９４６８０４６００００Ｅ－０６
１８ ９ ．５７８１２４１７３４２０００００Ｅ－０６ －．１０８６１４３１７１５１００００Ｅ－０５
１８ １０ ．１６２６０１６７８１０２００００Ｅ－０６ －．６４１３３７７６１３１５００００Ｅ－０６
１８ １１ ．１１９０１９０７４３４１００００Ｅ－０６ －．１４４４９９０６９９２１００００Ｅ－０５
１８ １２ ．１１６２２３８４７３５８００００Ｅ－０５ ．４６２０６５２５６４４８００００Ｅ－０６
１８ １３ －．７０２５３５４７２９２１００００Ｅ－０６ －．２５６５０７８４５０２０００００Ｅ－０６
１８ １４ －．１８１７８７６６０３８９００００Ｅ－０６ －．６２５２４９６０２３５９００００Ｅ－０６
１８ １５ －．８７２２６０６６３１４８００００Ｅ－０７ －．８５５２１８６５２６０９０００１Ｅ－０６
１８ １６ ．８７２４７４７５０７４２００００Ｅ－０６ －．９７５１５６５１２８２２００００Ｅ－０６
１８ １７ ．１０８１５９４９５８５８００００Ｅ－０５ －．４３３２２３７９６５３９００００Ｅ－０６
１８ １８ －．１３７３９５７２０５９３００００Ｅ－０６ －．１６８６６７４９４８９１００００Ｅ－０６
１９ １ －．４９６２９２８１０４７０００００Ｅ－０６ ．１９１７５３９７２７４７００００Ｅ－０６
１９ ２ ．３６５１２８６１８７５４００００Ｅ－０６ －．３６７３８６８９７６８５００００Ｅ－０６
１９ ３ －．８２４９８８６０３２８０００００Ｅ－０６ ．９８８５４６８２９９３２００００Ｅ－０６
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１９ ４ －．８３３１４５６０６６５２００００Ｅ－０６ －．１０３７５３２３２６０６００００Ｅ－０５
１９ ５ －．３７１４２６７３７００４００００Ｅ－０７ ．１３２４７５６９５８５４００００Ｅ－０５
１９ ６ －．３６７９８６３５４３０７００００Ｅ－０７ ．３３４００６５００２８２００００Ｅ－０６
１９ ７ ．１１１２４６２４７０９６００００Ｅ－０５ ．３５３８１５３５９０４３００００Ｅ－０６
１９ ８ ．５１０４５１５０８７７６００００Ｅ－０６ ．５１９２５２６９７０８７００００Ｅ－０６
１９ ９ －．１２４１９２９０３２１８００００Ｅ－０６ ．６８０４５１２８８４７５０００１Ｅ－０７
１９ １０ －．７５１８３１００３７９５００００Ｅ－０６ ．２７８２９８２９７５３５００００Ｅ－０６
１９ １１ ．１５７６９７７９０３７０００００Ｅ－０６ －．１５１２２９４３００２７００００Ｅ－０６
１９ １２ ．１０１０５３２０３７０４００００Ｅ－０６ －．２５３９２１８５５６６４００００Ｅ－０６
１９ １３ ．３２３６７７８８３７６３００００Ｅ－０６ ．２２４１０５７４６８４６００００Ｅ－０５
１９ １４ －．５１０６２９５３２７５２００００Ｅ－０６ ．９１０３０１９２９８２７００００Ｅ－０６
１９ １５ ．２７０７７８６６９２７３００００Ｅ－０６ －．８２０８１４９５３９３５００００Ｅ－０６
１９ １６ －．９９３８８００６１７１６０００１Ｅ－０８ ．５４２８８７４４８０６５００００Ｅ－０６
１９ １７ －．９２４９８２１４６３８７００００Ｅ－０６ －．１０６１５５１２１１１７００００Ｅ－０５
１９ １８ ．１２９５０８７３００２６００００Ｅ－０５ －．１８０８４９０９８６９５００００Ｅ－０６
１９ １９ ．４７２０７１６６６３１２００００Ｅ－０６ ．３１９３３０１２８３８０００００Ｅ－０６
２０ １ ．３８９４４４８７９１５４００００Ｅ－０７ －．４９２４６６２１５１６７００００Ｅ－０６
２０ ２ ．５３２０７８１３９３８９００００Ｅ－０６ －．９７２４３４３９２５０５００００Ｅ－０７
２０ ３ ．４７９５６７４９８９２１００００Ｅ－０６ －．１０１３８６２７３９０６００００Ｅ－０６
２０ ４ ．７９１１４２６８８９６５００００Ｅ－０６ －．５８２６４２２４８８４２００００Ｅ－０６
２０ ５ ．１０３２４７５９４９６４００００Ｅ－０６ －．４８０２３２２７１８７１００００Ｅ－０６
２０ ６ －．４９６７７０２４６１４５００００Ｅ－０６ ．６１５６９９３１７８９７００００Ｅ－０６
２０ ７ －．５９１７３３６９４２６５００００Ｅ－０６ －．５４４０１８６１０６２８００００Ｅ－０６
２０ ８ ．４３９４００５４５４５３００００Ｅ－０６ ．７４４０６２３６４９７３００００Ｅ－０７
２０ ９ －．８７４０１５５５４３４３００００Ｅ－０７ ．４５６１８３３７４９１０００００Ｅ－０６
２０ １０ ．２３６３６３２３９５６７００００Ｅ－０６ －．３５７７７４９８４０４３００００Ｅ－０６
２０ １１ ．１０７８４９８４１３２４００００Ｅ－０６ ．６７２４５０４０８６６５００００Ｅ－０６
２０ １２ ．４２３８１５２９３８２７００００Ｅ－０７ －．９９７９５４２７３８７７００００Ｅ－０６
２０ １３ ．７６４９６４６９３３０２００００Ｅ－０６ ．６５１００６３０９１４５００００Ｅ－０６
２０ １４ ．２５３２４２８３８３５９００００Ｅ－０６ －．１１９６０６４３３４０２００００Ｅ－０６
２０ １５ －．１５１４０３７１５８３０００００Ｅ－０６ －．３４８７１４３３３８６８００００Ｅ－０６
２０ １６ ．８９５８３３３２９９６６００００Ｅ－０６ ．５２７５２５０１８６４６００００Ｅ－０６
２０ １７ ．９６２５８８３３９７６５００００Ｅ－０６ －．１２４７０７６２４８８３００００Ｅ－０５
２０ １８ ．５３３４３６０４３１１８００００Ｅ－０６ －．６４６２３６６５９６５８００００Ｅ－０６
２０ １９ －．２９６０７８８０７１０７００００Ｅ－０６ ．５６２５７９０９２４１０００００Ｅ－０６
２０ ２０ ．２８９１７１４０６０３７００００Ｅ－０７ －．３８４５０５８９５１１８００００Ｅ－０６
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２ ０ －９．０９７５９７０５４２１００００Ｅ－００５ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
３ ０ －３．１８３５４２１０６８０００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
４ ０ ３．１７８９１１４７７２２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
５ ０ －２．５９８１２８６６５７０００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
６ ０ ３．８６２３６２２３７６９００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
７ ０ ５．６７３７３０３０３４２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
８ ０ ２．３５０８１８２４４３３００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
９ ０ －３．４５９６７７６１１８２００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１０ ０ －１．１６２１８７５９５１７００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１１ ０ －１．１２２０６０２２５３６００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１２ ０ －１．９９３９４０５０８４４００００Ｅ－００６ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１３ ０ ５．３３５６７３６８２４９００００Ｅ－００８ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１４ ０ ６．５２９８９３９１３９６００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１５ ０ １．３７９４７２０１７３４００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１６ ０ ６．１４０３４５０５１６７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１７ ０ －７．３１６７６８２１１００００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１８ ０ －７．９６３５５５１９１０７００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
１９ ０ －１．７０８１８４０７１２９００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２０ ０ １．８８９７４６８６３０２００００Ｅ－００７ ０．０００００００００００００００Ｅ＋０００
２ １ －２．７８７４２４８６３１６００００Ｅ－００８ １．３４６５００３９４１０００００Ｅ－００８
２ ２ ３．４６９３８４６７５５８００００Ｅ－００５ ３．８７４５５７０９８７９００００Ｅ－００９
３ １ ２．６４０５５０２１９４３００００Ｅ－００５ ５．４３３７９８０７８１７００００Ｅ－００６
３ ２ １．４２５４８６４８２６０００００Ｅ－００５ ４．８７３２１０１４４１９００００Ｅ－００６
３ ３ １．２３１６６０８２５４６００００Ｅ－００５ －１．７６２２２１６１８１２００００Ｅ－００６
４ １ －５．９５７９５３９２６７６００００Ｅ－００６ １．５８０４１６４０８２１００００Ｅ－００６
４ ２ －７．１２６８５４２９３９４００００Ｅ－００６ －６．７０３７５０１６７０５００００Ｅ－００６
４ ３ －１．４２６１５９１５２８４００００Ｅ－００６ －１．３４１３０６９５５０１００００Ｅ－００５
４ ４ －６．０５８０５３５０１８１００００Ｅ－００６ ３．９３２３６０８８６９６００００Ｅ－００６
５ １ －９．７０６７２５２５１７７０００１Ｅ－００７ －４．０９２７５９２７９１１００００Ｅ－００６
５ ２ ４．３２７０８５１１５６７００００Ｅ－００６ １．１８０４８９１８４６２００００Ｅ－００６
５ ３ ４．７０４９２８１７８１０００００Ｅ－００７ ８．５８１５９２６２１１４００００Ｅ－００６
５ ４ ２．８６７１１８５９８８１００００Ｅ－００６ ５．４３６５３０６５１６２００００Ｅ－００９
５ ５ ３．１５３７９６２９３７２００００Ｅ－００６ －２．７３２３７９２４４８１００００Ｅ－００６
６ １ １．６０６７７０７８５９５００００Ｅ－００６ －２．６０９８３８７８２３３００００Ｅ－００６
６ ２ －４．４２８３６６９３３００００００Ｅ－００６ －２．２２４５６２３０７７９００００Ｅ－００６
６ ３ －３．１８１２７６６７２４９００００Ｅ－００６ －３．５９７４４３０１０９７００００Ｅ－００６
６ ４ ３．３８５２１４８６５４０００００Ｅ－００７ －３．８７７５１０７５９４６００００Ｅ－００６
６ ５ １．３２０６７１６４２８５００００Ｅ－００６ －１．０２６６３５８００４５００００Ｅ－００５
６ ６ －４．７２４５９９８３２８５００００Ｅ－００６ ７．１５８５２８５１４８６００００Ｅ－００６

７



７ １ ７．４０２３９４４９８４５００００Ｅ－００６ －７．３９１３５５６４０７６００００Ｅ－００８
７ ２ －７．８８６７５８６２６８９００００Ｅ－００７ ２．４６３３５５７８０２８００００Ｅ－００６
７ ３ ６．３１３５８６６８７９１００００Ｅ－００７ ２．４０２６３１６６４０１００００Ｅ－００６
７ ４ －１．０４１１１５２３４０４００００Ｅ－００６ ９．４３３１７５８６６００００００Ｅ－００７
７ ５ －１．９０４１１７７６３１４００００Ｅ－００７ ７．７４４４７３３７６１４９９９９Ｅ－００７
７ ６ －９．４１０７９６１６２４２００００Ｅ－００７ ９．６２７１０７２２６４５００００Ｅ－００７
７ ７ －１．７９８７３３６１２８１００００Ｅ－００６ －１．４９９６７３８９１９０００００Ｅ－００６
８ １ －１．２６３６６５５７４５２００００Ｅ－００７ １．２２４５８８８８５４３００００Ｅ－００６
８ ２ ３．０８０４１３６５０６０００００Ｅ－００６ １．７９５７７１３２４４８００００Ｅ－００６
８ ３ －１．７１６１４４３０９８９００００Ｅ－００６ ８．７１０７４８１３１１２００００Ｅ－００７
８ ４ ３．３７８２１８７９２５４００００Ｅ－００６ －６．４８８６９４７３８８４００００Ｅ－００７
８ ５ －１．０２８９８１５０１０２００００Ｅ－００６ ２．６９３９９５１１９９７００００Ｅ－００６
８ ６ －１．７１５９７３３３７３９００００Ｅ－００６ －１．６６６６６４６３７７２００００Ｅ－００６
８ ７ －１．５６７８７７２８４２９００００Ｅ－００６ ３．４６１８４７８９０７０００００Ｅ－００６
８ ８ －２．４９５６１６１４４０６００００Ｅ－００６ １．９５９０４７２７０７３００００Ｅ－００６
９ １ １．８２７３４４３４４７９００００Ｅ－００６ －６．８６８３０６５４４８９００００Ｅ－００９
９ ２ ２．０４７２５８７５９１１００００Ｅ－００６ －１．５７４２８１５７８３２００００Ｅ－００６
９ ３ －２．０４５３６６５４３４９００００Ｅ－００６ ２．３８５５０１１６３００００００Ｅ－００６
９ ４ －２．０９５４３３４７６７５００００Ｅ－００６ －１．３２６３４７８３４４０００００Ｅ－００６
９ ５ －１．５７６１６７３４３３２００００Ｅ－００６ －３．２６３５４１８９５３４００００Ｅ－００６
９ ６ －２．２９３０５６５３３２２００００Ｅ－００６ －２．７０９２５２９２８６０００００Ｅ－００６
９ ７ －３．８１１４３３３２３８６００００Ｅ－００６ －７．７２１２４５９９７７７００００Ｅ－００７
９ ８ －１．３２２５５０３６７０２００００Ｅ－００６ －２．４８９３２５２８１４９００００Ｅ－００６
９ ９ －９．２６５３２３２８６４８００００Ｅ－００７ ２．６８００７６５３８７７００００Ｅ－００６
１０ １ ６．１１６２９２８１３１１００００Ｅ－００７ －８．６３０２１３９３１８６００００Ｅ－００７
１０ ２ ４．７０３８７６５１１６３００００Ｅ－００７ －１．９９７８５０６５９１７００００Ｅ－００７
１０ ３ ３．４６３２８８３１５０１００００Ｅ－００７ ８．８２５７６１２５１０３００００Ｅ－００７
１０ ４ －３．５５４７７１３９４７３００００Ｅ－００６ １．３６６１６５３９４５９００００Ｅ－００６
１０ ５ ９．９２７５４１９０１９１０００１Ｅ－００７ －４．２０８３９４３５２７４００００Ｅ－００７
１０ ６ －１．８３１９５０６９８４６００００Ｅ－００８ －２．５８１８９８８４６２６００００Ｅ－００６
１０ ７ －３．９４３６３３１６０４９００００Ｅ－００６ －１．３７００８７４４６１７００００Ｅ－００６
１０ ８ －３．７０２１７４３９４３２００００Ｅ－００６ ３．７２７４８４３０９７５００００Ｅ－００６
１０ ９ －４．６４３３０３５３２２６００００Ｅ－００６ ３．１１７７８２３２１５４００００Ｅ－００７
１０ １０ ９．３４８２１９８２１６７００００Ｅ－００７ －１．９３０２２４３５６７８００００Ｅ－００６
１１ １ ８．９４６５４７４３４７２００００Ｅ－００８ ５．３７１１６９８５７３１００００Ｅ－００７
１１ ２ １．０２５６６７８６３８１００００Ｅ－００６ －２．１３１１１１２４４０３００００Ｅ－００６
１１ ３ ２．４２７２４０９２２３０００００Ｅ－００７ ７．１１１４８６８８３０２００００Ｅ－００７
１１ ４ －８．７５２６５０２２８６４００００Ｅ－００７ １．９８５３３１６８１５０００００Ｅ－００６
１１ ５ ９．７３２２３０１３２４９００００Ｅ－００８ ２．８０１００３８１２５９００００Ｅ－００６

８



１１ ６ １．１７６６１６４７４５０００００Ｅ－００７ －１．２９３２９１０２８０３００００Ｅ－００６
１１ ７ －３．０１１６９２１９２５４００００Ｅ－００７ －２．０９２９２２４１３２２００００Ｅ－００６
１１ ８ －１．９４９０５２４７４１５００００Ｅ－００６ ２．７８８９７３３５１９５００００Ｅ－００７
１１ ９ －２．２０６２１４５６１９１００００Ｅ－００６ －７．９７７４４５７２８９６００００Ｅ－００７
１１ １０ －４．８５５７４８００８２１００００Ｅ－００６ －５．４８６５０７８９１６５００００Ｅ－００７
１１ １１ －２．８９６６８２１５９２６００００Ｅ－００６ －１．５４７５６９５２５１７００００Ｅ－００６
１２ １ －５．５０１３９８５５４１３００００Ｅ－００７ １．５３５８００２０５６７００００Ｅ－００６
１２ ２ －１．７１５７７０１０７４３００００Ｅ－００７ １．７１９４７８８０９８５００００Ｅ－００６
１２ ３ ５．２４６７２５９０４５１００００Ｅ－００７ －３．８２１８８１１１７６７００００Ｅ－００６
１２ ４ ９．５４２９２０９３９８７００００Ｅ－００７ －３．００７８９３５３２０４００００Ｅ－００７
１２ ５ －２．４５０２７３４４８５１００００Ｅ－００７ １．１２３０９８８１９７７００００Ｅ－００６
１２ ６ ９．８２９０８８１９０３６９９９９Ｅ－００７ ２．９４１９２０９３０５２００００Ｅ－００７
１２ ７ ２．６９９３１９９５８０３００００Ｅ－００６ －９．８５４５００４６８７９００００Ｅ－００７
１２ ８ ６．７８２９２０６２４２６００００Ｅ－００７ －３．２０５４８９３８４８５００００Ｅ－００６
１２ ９ －１．６９６６１８８１９２７００００Ｅ－００６ ２．５７０４７０４４６２０００００Ｅ－００７
１２ １０ －３．１２５０８５０２２６０００００Ｅ－００６ －１．６８６０９２９７７５５００００Ｅ－００７
１２ １１ －７．７８４１３３４６０８０００００Ｅ－００７ －９．８７１８１４２４０１１９９９９Ｅ－００９
１２ １２ ３．１０６６８９２２５４４００００Ｅ－００７ １．１０３７１６１２９６７００００Ｅ－００６
１３ １ １．４７７３５９７３７４５００００Ｅ－００６ ５．７６６１６８５６５０５００００Ｅ－００８
１３ ２ －３．４５１１１４３７６７６００００Ｅ－００６ ５．３６５３８０４８８９７００００Ｅ－００７
１３ ３ －４．６１９５２１８４７９１００００Ｅ－００７ －１．７３８６００６２４２７００００Ｅ－００６
１３ ４ １．１８７６０１１３４４３００００Ｅ－００６ －８．５０４９６２８２６０２００００Ｅ－００７
１３ ５ －１．２４１０５２４５２７３００００Ｅ－００６ ８．３１８５０７１７７１８００００Ｅ－００７
１３ ６ ２．２９０３５７６６８００００００Ｅ－００７ １．０８５８９５２０６３１００００Ｅ－００６
１３ ７ －４．６８２８２５４９６２０００００Ｅ－００８ －３．４８０６６５９４０９３００００Ｅ－００７
１３ ８ －９．９２６９７９３９３１５００００Ｅ－００７ －１．３０６７６０２０８７５００００Ｅ－００６
１３ ９ －４．１１４９７１４５６２７００００Ｅ－００７ １．６７８１１１５８５６１００００Ｅ－００６
１３ １０ －１．５２０２９６４１７６１００００Ｅ－００７ １．３９０９３２１７３８０００００Ｅ－００６
１３ １１ －１．３９４０２４３８３４３００００Ｅ－００６ －５．４４７８１７９２１８１００００Ｅ－００７
１３ １２ －７．１９６７２６９００８１００００Ｅ－００７ －１．７０１５１７９６８４７００００Ｅ－００６
１３ １３ ２．４３３６３１４２５５６００００Ｅ－００６ －２．５９２３８３７２０５９００００Ｅ－００６
１４ １ １．０６３９４９８５５３３００００Ｅ－００６ －６．７４２０２１３８１６９００００Ｅ－００７
１４ ２ １．５５９５１０５２６３８００００Ｅ－００７ ２．２０７１５５０６２５９００００Ｅ－００７
１４ ３ ６．０２７３７７９０９５１００００Ｅ－００７ ６．４１３１３６０７２３５００００Ｅ－００８
１４ ４ －２．４８７０７９３２４０９００００Ｅ－００７ －２．３５８９１０６１９３６００００Ｅ－００６
１４ ５ －１．３２５７０４６０９１９００００Ｅ－００６ ３．２４８６８０９７３０１００００Ｅ－００９
１４ ６ －７．４４２４４１８４７４３９９９９Ｅ－００７ ２．２６７０９２６５２９６００００Ｅ－００６
１４ ７ －７．２９２０９８０１０５６００００Ｅ－００７ １．５２３１５２５１３６８００００Ｅ－００６
１４ ８ ２．０４１９２７９３８４６００００Ｅ－００７ ３．０２６３８８３２００７００００Ｅ－００８

９



１４ ９ ９．０２９７７４３７９８５００００Ｅ－００７ －１．３８１２２５５７２４１００００Ｅ－００６
１４ １０ －６．９８１５７９４４６９９００００Ｅ－００７ －５．４９６７０５３７４１８９９９９Ｅ－００７
１４ １１ －２．４５５１０９４８０３０００００Ｅ－００６ １．０８３３９３３７１８２００００Ｅ－００６
１４ １２ －１．２３０７３７６３９５０００００Ｅ－００６ １．４３４１８３６３１１３００００Ｅ－００７
１４ １３ －３．２７０６６５４１２１８００００Ｅ－００７ －１．０３２５２０７７４７７００００Ｅ－００６
１４ １４ －４．７６３１６６０２４３９００００Ｅ－００７ １．０８６９７７９２０８１００００Ｅ－００６
１５ １ －９．７１３２７９０２５９４００００Ｅ－００７ ４．６４４２５８８２２２４００００Ｅ－００７
１５ ２ －４．６７４５３１４２９９５００００Ｅ－００７ ８．７０７１２０３８４３３００００Ｅ－００７
１５ ３ －１．１６４５８２２４１８１００００Ｅ－００６ －６．０８８００６１６６４９００００Ｅ－００７
１５ ４ －１．０１４２５３４９６１６００００Ｅ－００６ －１．３４９４７８３３１２９００００Ｅ－００６
１５ ５ －２．４２２３８９６２９５８００００Ｅ－００７ －１．０６１０３４８５６２６００００Ｅ－００６
１５ ６ ６．３４５０１０６７９４９００００Ｅ－００７ －４．９８９１８０１３４４２００００Ｅ－００７
１５ ７ １．４２７６６２２９８１５００００Ｅ－００６ ８．５５７５８５０２２１８００００Ｅ－００７
１５ ８ １．４８４８２１４０３１８００００Ｅ－００６ １．５４４４１２８２１９４００００Ｅ－００６
１５ ９ ２．４１０６３３９７４７７００００Ｅ－００８ －５．４７４１１８３６８９９００００Ｅ－００７
１５ １０ －９．４５９２７４３３１５０００００Ｅ－００７ －４．９８４８３０８６９０９００００Ｅ－００８
１５ １１ －１．２１６６９７２２４９３００００Ｅ－００６ －５．６８４０７１８３２８４９９９９Ｅ－００７
１５ １２ －１．４１５２９２７１１５０００００Ｅ－００６ １．１７０８５１３５８０９００００Ｅ－００７
１５ １３ －６．７５０５２９５０８５８００００Ｅ－００７ ６．０００３６９２３２８０００００Ｅ－００８
１５ １４ １．０３９４６４２５１２２００００Ｅ－００６ ７．５０７８７５２４１７５００００Ｅ－００７
１５ １５ ３．２１７１２０９０１０６００００Ｅ－００７ ６．９０５８７８０５７９７００００Ｅ－００７
１６ １ －２．９６６７３７９０５８４００００Ｅ－００８ １．０１７３３２６４４５０００００Ｅ－００６
１６ ２ １．５２２３１９７７９３６００００Ｅ－００６ －３．１８１０３０６３０４３００００Ｅ－００７
１６ ３ １．６５３６４５８７３７１００００Ｅ－００７ ２．６３５５００４１９５１００００Ｅ－００７
１６ ４ ５．７４４３１９５９０９５００００Ｅ－００７ ３．３００７１３５２２９７００００Ｅ－００７
１６ ５ ８．２４５１９３１８３６９００００Ｅ－００７ －６．０３３１９６５１７７１００００Ｅ－００７
１６ ６ １．０１９２０９７６８２５００００Ｅ－００６ －５．５０３１８６１２０８２００００Ｅ－００７
１６ ７ －１．０８２３８６６４１５６００００Ｅ－００６ －４．４９５７４５６０３２８００００Ｅ－００７
１６ ８ －３．５２９２７８１７４５９００００Ｅ－００７ １．０６８３８２０２３２４００００Ｅ－００６
１６ ９ －９．２６８７５５５３４２８００００Ｅ－００７ －６．１７５８５７３８９３４００００Ｅ－００７
１６ １０ １．１７８５０７３２２６４００００Ｅ－００７ －３．８８１９７１１８３０９００００Ｅ－００７
１６ １１ ５．５４６１１３０８８２１００００Ｅ－００７ １．４５５０７５４４２２５００００Ｅ－００６
１６ １２ －１．８３４００５７５２３２００００Ｅ－００６ ３．２７４９６４９３５０７００００Ｅ－００７
１６ １３ －１．９８８７４７９３３７２００００Ｅ－００７ －３．２９６６５２８２４０７００００Ｅ－００７
１６ １４ －４．９６５５３１７３７８７００００Ｅ－００７ －３．７１２６５９８４５４０００００Ｅ－００８
１６ １５ －７．８８３３８２６０８０６００００Ｅ－００７ －１．３２６７６０２５０９６００００Ｅ－００６
１６ １６ －５．９３８６８９５７５０２００００Ｅ－００７ －７．８５８５３５１９５８１００００Ｅ－００７
１７ １ ２．１１６５５９２１８２１００００Ｅ－００７ －１．１９０５９１４７１３９００００Ｅ－００７
１７ ２ －３．５４９４８６８４６６１００００Ｅ－００７ －１．１１５６３５２７５８７００００Ｅ－００６
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１７ ３ ５．１９７２０４１６３２０００００Ｅ－００８ －１．２１０９０９３０３４３００００Ｅ－００７
１７ ４ ８．８３６３６１５５１４９００００Ｅ－００７ ２．２４００８６５６３６３００００Ｅ－００６
１７ ５ １．０５５９００７９８７４００００Ｅ－００７ －５．１９５２３６０９７０８００００Ｅ－００７
１７ ６ ７．３６３１８５４７３４９００００Ｅ－００７ －１．２５１８２０２６３６３００００Ｅ－００６
１７ ７ －１．５２０７４６８８３９０００００Ｅ－００６ －１．８１３７１６１７５４２００００Ｅ－００６
１７ ８ ６．２８４６１３４０１８９００００Ｅ－００７ －６．０５１６７８０１４２５００００Ｅ－００７
１７ ９ ６．３５６５４２９０２１１００００Ｅ－００７ ６．６２６６０４１７６４２００００Ｅ－００７
１７ １０ ６．１９５３１４２７２３４００００Ｅ－００７ ６．２６０１８６８３６８２００００Ｅ－００７
１７ １１ １．２５３０９９７３４６１００００Ｅ－００６ ４．９３９０２１６７７２６００００Ｅ－００８
１７ １２ ９．９７９６７９５７８５６００００Ｅ－００８ －６．０４１３２００６６５３００００Ｅ－００７
１７ １３ ７．８４９８８２８６８２１００００Ｅ－００７ －４．９１３３９９４９９４４００００Ｅ－００８
１７ １４ ４．７７４１１９１１９０３００００Ｅ－００８ １．３１６９０７２５２０９００００Ｅ－０１１
１７ １５ －６．１７９４８３０５９８０００００Ｅ－００９ ６．６７３７８６７２０９１００００Ｅ－００８
１７ １６ ２．１３９９１７００３９３００００Ｅ－００７ ６．９８５５１３２４３０５００００Ｅ－００８
１７ １７ －７．３４０５６９３０１２３００００Ｅ－００７ １．３５１９２１６２２９４００００Ｅ－００６
１８ １ －２．９３９２３２８７７４６００００Ｅ－００７ －１．７９１９９２４４２２５００００Ｅ－００８
１８ ２ ３．６８１７１２７８７８９００００Ｅ－００９ －５．９２９３２３９２３１７００００Ｅ－００７
１８ ３ １．０８４６０４６４３７４００００Ｅ－００６ ４．６６３７０８０３５０９００００Ｅ－００７
１８ ４ －１．００６３１１３４４３８００００Ｅ－００６ ８．１５５９３３２２４１９００００Ｅ－００７
１８ ５ １．７１７１４２６５８８６００００Ｅ－００８ ５．５５９１４８３７８０５００００Ｅ－００８
１８ ６ －１．４０８６６４０７１７７００００Ｅ－００６ ４．９４６７７０５０６７４００００Ｅ－００７
１８ ７ －２．７５７２８７３３７３１００００Ｅ－００７ －１．１１４２７７３３２０９００００Ｅ－００６
１８ ８ ５．４６２１９６１７７７６００００Ｅ－００７ ６．０９８２７１６４５１４００００Ｅ－００７
１８ ９ －２．０３４１４１１７０９８００００Ｅ－００７ －５．０４６８１５０９８１７００００Ｅ－００７
１８ １０ １．６７２８３６０１７３３００００Ｅ－００７ －７．６２２６３８６００３０００００Ｅ－００８
１８ １１ ４．３５０３３７２４３８８００００Ｅ－００８ －１．５２６１１９６９５２７００００Ｅ－００６
１８ １２ ７．７７４２０９１１６９９００００Ｅ－００７ ２．４０８９２９７１６５３００００Ｅ－００７
１８ １３ －４．０２６８９００５１４４００００Ｅ－００７ ６．００４９２８７９１０５００００Ｅ－００７
１８ １４ －８．７１３３３６０３６３５００００Ｅ－００７ －９．１５１２８０３１３２４００００Ｅ－００７
１８ １５ ８．７３９２２３６１１６０００００Ｅ－００７ －４．０２１８４４５５９１６００００Ｅ－００７
１８ １６ ５．１４５６１０４０３１９００００Ｅ－００７ －９．７７５４１５６３１２００００１Ｅ－００７
１８ １７ ７．１２２５４９２００４６００００Ｅ－００７ －７．３７５３５７７０２７０００００Ｅ－００７
１８ １８ １．３６４２９８２３８９１００００Ｅ－００７ －１．４７８９７４１０６０２００００Ｅ－００７
１９ １ －４．２６５４１３２２５５１００００Ｅ－００７ －２．０４１４０３９４３８０００００Ｅ－００８
１９ ２ ７．０１０９９２５１９１８００００Ｅ－００７ －５．５８０９８９４９２４６００００Ｅ－００７
１９ ３ －８．７６１２２２２３４６０００００Ｅ－００７ １．０４８１９８４５２３６００００Ｅ－００６
１９ ４ －９．９８９７６９３２０８７０００１Ｅ－００７ －８．９７２０５７２７６１９００００Ｅ－００７
１９ ５ －３．２９２１５１５１８３６００００Ｅ－００８ １．６３６３３４１３６９４００００Ｅ－００６
１９ ６ －４．０１１０７２１０９２０００００Ｅ－００７ ２．９５０８５７５４６５７００００Ｅ－００７

１１



１９ ７ ７．７３８２１０２１２４４００００Ｅ－００７ ８．３０９８１８０２４１２００００Ｅ－００７
１９ ８ ７．１８４９８５５９５６５００００Ｅ－００７ ７．４８０７８２３１５７０００００Ｅ－００７
１９ ９ －９．１３４６９４１４５０１００００Ｅ－００８ －７．５７１６９２５０２９９００００Ｅ－００７
１９ １０ －１．８９１９２４９２５９４００００Ｅ－００７ －２．７１８３５４９８１４７００００Ｅ－００７
１９ １１ ８．０４４９５５０２２１９０００１Ｅ－００８ －３．１１３６３５９２４５９００００Ｅ－００７
１９ １２ ５．０７５８８０８３５９７００００Ｅ－００７ ７．１６３９６９５７１３６００００Ｅ－００８
１９ １３ ７．０９０９６４０８６３８００００Ｅ－００７ １．９７３５２４９１７８５００００Ｅ－００６
１９ １４ －８．９４６８８３１１３０９００００Ｅ－００７ ６．６９０７５６３７１５６９９９９Ｅ－００８
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