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前 言

把兴趣引进课本，使爱好代替讲台，将学生的被动

接受知识变为主动学习吸收，激发学生的阅读热情与探

索精神，奠定良好的知识基础与创新素质，这就是本套

全书的宗旨。

本套全书根据全国中小学教学大纲的要求，同时根

据创新素质教育的要求，再结合全国中小学各科课本的

同步内容编撰而成，是各学科的有益补充和知识范围的

深层挖掘，是现代中小学生都必须掌握的知识内容。这

些百科未解知识之谜，能够增长中小学生的知识，开拓

他们的视野。

我们的学校教学都是一些已知的基础文化知识，其

内容一般都比较简单和死板，都已有比较科学而清楚的

定论，这些知识是前人创造的，也是比较容易掌握的，

其实，教学的真正目的是在掌握已知知识的基础上，探

索未知的知识，创造未知的领域，不断推动科学文化知

识向前发展，使我们真正成为自然的主人。

目前，我们中小学生手中的薄薄课本的知识面显得

单调而不足，事实上，我们生活在一个迷宫一样的地球

上，已知的知识是很少的有形板块，而未知的领域才是

很大的无形部分。人类社会和自然世界是那么丰富多彩，

使我们对于那许许多多的难解之谜和科学现象，不得不

密切关注和发出疑问。我们应不断地去认识它，勇敢地

1
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去探索它。古今中外许许多多的科学先驱不断奋斗，一

个个谜团不断解开，推进了科学技术的大发展 ，但无数

新的奇怪事物和难解之谜，又不得不使我们向新的问题

发起挑战。科学技术不断发展，人类探索永无止境，解

决旧问题，探索新领域，这就是人类一步一步发展的足

迹。

作为中小学生，我们应该站在前人知识的终点上，

接过前人手中的火炬，勇敢地探索未来知识的巅峰，跑

到未来知识的最前沿，推动人类社会不断向前发展。

为此，我们在综合了国内外最新研究成果的基础上，

根据全国中小学生学习和阅读的特点，编辑了这套《最

佳课堂》。本套全书包括《数学探谜》、 《物理探谜》、

《化学探谜》、《语文探谜》、《政治探谜》、《历史探谜》、

《文化探谜》、《文学探谜》、《文艺探谜》、《体育探谜》、

《娱乐探谜》、《生物探谜》、《生理探谜》、《医学探谜》、

《自然探谜》、《地理探谜》、《海洋探谜》、《军事探谜》、

《文明探谜》、《考古探谜》、《科学探谜》、《天文探谜》、

《宇宙探谜》、《侦破探谜》。

本套全书全面而系统地介绍了中小学生各科知识的

难解之谜，集知识性、趣味性 、新奇性、疑问性与科普

性于一体，深入浅出，生动可读，通俗易懂，目的是使

广大中小学生在兴味盎然地领略百科知识难解之谜和科

学技术的同时，能够加深思考，启迪智慧，开阔视野，

探索创新，并以此激发中小学生的求知欲望和探索精神，

激发中小学生学习的兴趣和热爱科学、追求科学的热情，

使我们全国的中小学生都能自觉学习、主动探索，真正

达到创新素质教育的目的。
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远古时期人类是怎样记数的

随着商品经济活动的复杂化，人们开始利用手指来

数数。有时物体的数目比人的手指的数目还要多，用手

指数数解决不了问题，人们又开始利用周围的物体来做

计数的工具。如在小棍子上画记号，放牧时利用石子记

数，在绳子上打结等等。直至今天，在欧亚非大陆的某

些地方，仍然有一些牧人用在棒子上刻痕的方法来计算

他们的畜群数。

1
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常用的数学符号是谁创造出来的

人们会计算加法、减法、乘法和除法已经有好几千

年的历史了。

但是使用 +、 - 、 ×、 ÷等数学符号却是近几百年

的事。那么，这些符号是由谁创造出来的呢？

加、减号（+、 - ），是 15 世纪德国数学家魏德曼

首创的。他在横线上加一竖，表示增加、合并的意思；

在加号上去掉一竖表示减少、拿去的意思。

乘号（×），是 17 世纪英国数学家欧德莱最先使用

的。因为乘法与加法有一定的联系，所以他把加号斜着

写表示相乘。后来，德国数学家莱布尼兹认为“ ×”易

与字母“X”混淆，主张用“·”号，至今“ ×”与

“·”并用。

除号（÷），是 17 世纪瑞士数学家雷恩首先使用的。

他用一道横线把两个圆点分开，表示分解的意思。后来

莱布尼兹主张用“：”作除号，与当时流行的比号一致。

现在有些国家的除号和比号都用“：”表示。

等号（ =），是 16 世纪英国学者列科尔德创造的，

他用两条平行而又相等的直线来表示两数相等。

中括号（）和大括号（），是 16 世纪英国数学家魏

治德创造的。

大于号（>）和小于号（ <），是 17 世纪的数学家

2
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哈里奥特创立的。

这些数学符号既简单，又方便。使用它们，是数学

上的一大进步。

3
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常用的速算方法与技巧有哪些

1. 凑整法：根据运算定律和运算性质，把算式中能

凑成整数（特别是整十数、整百数等）的部分合并或拆

开，然后求得结果。

例如：8 + 4. 1 + 1 + 5. 9

= （8 + 1） + （4. 1 + 5. 9）

= 10 + 10

= 20

例如：1. 25 × 18

= 1. 25 × （10 + 8）

= 1. 25 × 10 + 1. 25 × 8

= 12. 5 + 10

= 22. 5

例如：78 × 98

= 78 × （100 - 2）

= 78 × 100 - 78 × 2

= 7800 - 156

= 7644

2. 变化法：适当转变运算方法，即以加代减，以减

代加，以乘代除，以除代乘；或改变运算顺序，或利用

约分、加减进行化简等。

例如：4. 7 × 0. 25 + 7. 3 ÷ 4
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= （4. 7 + 7. 3） × 0. 25

= 3

例如：3 ÷ 4 - 0. 5 ÷ 0. 7 - 0. 3 ÷ 0. 4 + 5 ÷ 7

= （3 ÷ 4 - 0. 3 ÷ 0. 4） + （5 ÷ 7 - 0. 5 ÷ 0. 7）

= 0

例如：3. 25 × 0. 8 × 0. 125 ÷ （0. 1253）

=

= 1

3. 特性法：利用“0”与“1”在运算中的特性，进

行简便运算。

例如：（1. 9 - 1. 9 × 0. 9） ÷ （3. 8 - 2. 8）

= （1. 9 × （1 - 0. 9）） ÷ 1

= 0. 19

4. 常用数据法：利用一些常用数据，通过数的等值

变形而使计算简便。

常用数据如：25 × 4 = 100；125 × 8 = 1000； = 0. 25

= 25%； = 0. 75 = 75%； = 0. 8 = 80%； = 0. 04 = 4%

等等。同学们可自己再列出一些，把它们熟记在心。

我们前面所举的例子已对此有所运用，同学们可对

照着看一下。

5
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哪个国家最早使用小数

我国汉朝以前的数学书《孙子算经》中就有了十进

单位，到了公元 3 世纪，刘徽在《九章算术》中，指出

开方开不尽时，用十进分数（小数）来表示。我国元朝

刘瑾在公元 1300 年左右著的《律吕成书》中把小数部分

降低一格来写，这是世界上最早的小数表示法。而欧洲

到了 16 世纪末期，才掌握了小数的性质和运算方法。这

些事实，充分说明了我国是世界上最早使用小数的国家。

6
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“等号”为什么这样写

我们都知道等号是表示两个数量相等的符号，记做

“=”，读做“等于”。

人类虽然有数千年文明史，然而数学中使用等号只

不过 400 多年，它是 16 世纪英国学者列科尔德发明的。

列科尔德认为，世界上再没有比两条平行而又相等的线

段更相同的东西了。所以用“ =”来表示两个数相等既

合理又十分简便。
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什么是数学奥林匹克

数学竞赛与体育比赛在精神上有许多相通之处，因

此国际上把数学竞赛叫做数学奥林匹克。最早的数学竞

赛是匈牙利于 1894 年举办的，从此以后，许多国家争相

仿效举办了全国性的数学竞赛。1902 年，罗马尼亚首次

举办数学竞赛；1934 年，前苏联首次举办“数学奥林匹

克”。以后保加利亚于 1949 年，波兰于 1950 年，捷克斯

洛伐克于 1951 年，南斯拉夫、荷兰于 1962 年，蒙古人民

共和国于 1963 年，英国于 1965 年，加拿大、希腊于

1969 年，西德、奥地利于 1970 年，美国于 1972 年⋯⋯

也都举办了数学竞赛。

1956 年，著名的数学家华罗庚教授等倡导的高中数

学竞赛，先后在北京、天津、上海和武汉四大城市举行，

从而揭开了我国数学竞赛的序幕。

国际性的数学竞赛活动，是从 1959 年开始的。这一

年，罗马尼亚数学学会首先发出倡议，在布加勒斯特举

行了第一届“国际数学奥林匹克”，得到了东欧七国的积

极响应。此后，世界上每年举行一次国际性的数学竞赛

活动。1985 年，我国首次派代表参加了第 26 届国际数学

奥林匹克。

8
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算术和数学是一回事吗？

你也许听过爸爸妈妈把“数学”说成“算术”。那

么，算术和数学是一回事吗？

实际上，算术和数学既有联系，又有区别。

算术包括整数、小数、分数的加减乘除法和它们在

日常生活、生产中的应用。算术里不讲负数，也不讲用

字母组成的代数式的运算。如果讲到负数、方程，那就

是代数的内容了；如果讲到有关图形的许多性质，则是

几何的内容了。算术、代数、几何都是数学的一门学科。

数学还有很多分支学科，如微积分、数论、集合论、概

率论等等。

现行小学数学课本中除了算术外，还有代数、几何

等方面的初步知识，所以小学课本不叫算术，而叫数学。

9
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各式各样的数学题

1. 泥板上的

古代巴比伦王国的位置，在西亚底格里斯河和幼发

拉底河的中下游地区，现在的伊拉克境内，巴比伦国家

建立于公元前 19 世纪，是世界四大文明古国之一。

巴比伦人使用特殊的楔形文字，他们把文字刻在泥

板上，然后晒干，泥板晒干后和石头一样坚硬，可以长

期保存。

从发掘出来的泥板上，人们发现了 3000 多年前巴比

伦人出的数学题：

“10 个兄弟分 100 两银子，一个人比一个人多，只知

道每一级相差的数量都一样，但是究竟相差多少不知道，

现在第八个兄弟分到 6 两银子，问一级相差多少？”

如果 10 个兄弟平均分 100 两银子，每人应该分 10

两，现在第八个兄弟只分到了 6 两，说明老大分得最多，

往下是一个比一个少。

按着题目所给定的条件，应该有以下关系：

老二得到的是老大减去一倍的差，

老三得到的是老大减去二倍的差，

老四得到的是老大减去三倍的差，

01
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⋯⋯

老十得到的是老大减去九倍的差。

这样，老大与老十共得银两

=老二与老九共得银两

=老三与老八共得银两

=老四与老七共得银两

=老五与老六共得银两

= 20 两

已知老八得 6 两，可求出老三得 20 - 6 = 14 两，老三

比老八多得 14 - 6 = 8，另一方面，老三与老八相差 7 - 2

= 5 倍的差，因此，

差 = 8 ÷ 5 = 1. 6（两）

答：一级相差 1. 6 两银子。

巴比伦的数学和天文学发展很快，他们除了首先使

用 60 进位制外，还确定一个月（月亮月）有 30 天，一

年（月亮年）有 12 个月亮月，为了不落后太阳年，在某

些年里用规定闰月的办法来纠正。

巴比伦人了解行星的存在，他们崇拜太阳、月亮、

金星，把数 3 看作是“幸福的”，晚些时候，他们又发现

了木星、火星、水星、土星，这时数 7 被看作是“幸福

的”。

巴比伦人特别注意研究月亮，把弯月的明亮部分与

月面全面积之比，叫做“月相”，在一块泥板上记载有关

月相的题目：

“设月亮全面积为 240，从新月到满月的 15 天中，头

5 天每天都是前一天的 2 倍，即 5，10，20，40，80，后

10 天每天都按着相同数值增加，问增加的数值是多少？”
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月亮全面积为 240，第五天月亮面积为 80，后 10 天

月亮共增加的面积为 240 - 80 = 160。

因此，每天增加的数值为 160 ÷ 10 = 16。

答：增加的数值为 16。

2. 纸草上的

《兰特纸草书》是 4000 年前古埃及人的一本数学书，

上面用象形文字记载了许多有趣的数学题，比如：

在 7，7 × 7，7 × 7 × 7，7 × 7 × 7 × 7，7 × 7 × 7 × 7 ×

7，⋯⋯

这些数字上面有几个象形符号：房子、猫、老鼠、

大麦、斗，翻译出来就是：

“有 7 座房子，每座房子里有 7 只猫，每只猫吃了 7

只老鼠，每只老鼠吃了 7 穗大麦，每穗大麦种子可以长

出 7 斗大麦，请算出房子、猫、老鼠、大麦和斗的总

数。”

奇怪的是古代俄罗斯民间也流传着类似的算术题：

“路上走着七个老头，

每个老头拿着七根手杖，

每根手杖上有七个树杈，

每个树杈上挂着七个竹篮，

每个竹篮里有七个竹笼，

每个竹笼里有七个麻雀，

总共有多少麻雀？”

古俄罗斯的题目比较简单，老头数是 7，手杖数是 7

× 7 = 49，树杈数是 7 × 7 × 7 = 49 × 7 = 343，竹篮数是 7 ×
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7 × 7 × 7 = 343 × 7 = 2401，竹笼数是 7 × 7 × 7 × 7 × 7 =

2401 × 7 = 16807，麻雀数是 7 × 7 × 7 × 7 × 7 × 7 = 16807 ×

7 = 117649。总共有十一万七千六百四十九只麻雀，七个

老头能提着十一万多只麻雀溜弯儿，可真不简单啊！若

每只麻雀按 20 克算，这些麻雀有 2 吨多重。

《兰特纸草书》上在猫吃老鼠、老鼠吃大麦的问题后

面有解答，说是用 2801 乘以 7。

求房子、猫、老鼠、大麦和斗的总数，就是求和 7 +

7 × 7 + 7 × 7 × 7 + 7 × 7 × 7 × 7 + 7 × 7 × 7 × 7 × 7 = 7 + 49 +

343 + 2401 + 16807 = 19607。这同上面 2801 × 7 = 19607 的

答数一样，古代埃及人在 4000 多年前就掌握了这种特殊

的求和方法。

类似的问题在一首古老的英国童谣中也出现过：

“我赴圣地爱弗西，

途遇妇子数有七，

一人七袋手中提，

一猫七子紧相依，

妇与布袋猫与子，

几何同时赴圣地？”

意大利数学家斐波那契在 1202 年出版的《算盘书》

中也有类似问题：

“有 7 个老妇人在去罗马的路上，每个人有 7 匹骡

子；每匹骡子驮 7 只口袋，每只动袋装 7 个大面包，每个

面包带 7 把小刀，每把小刀有七层鞘，在去罗马的路上，

妇人、骡子、面包、小刀和刀鞘，一共有多少？”同一类

问题，在不同的时代、不同的国家以不同的形式出现，

但是，时间最早的还要数古埃及《兰特纸草书》。
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古埃及还流传着“某人盗宝”的题目：

“某人从宝库中取宝
1
3
，另一人又从剩余的宝中取走

1
17
，宝库中还剩宝 150 件，宝库中原有宝多少件？”

这个问题的提法与现行教科书上的题目很相像，可

以这样来解：

设宝库中原有宝为 1，则第一人取走
1
3
，第二人取

（1 -
1
2
） ×

1
17

=
2
52

宝库最后剩下

1 -
1
3

- （1 -
1
3
） ×

1
17

= 1 -
1
3

-
2
51

=
32
51
。

因此，宝库原有宝

150 ÷
32
51

= 150 ×
51
32

= 239
1
6
。

列出综合算式为

150 ÷ ［1 -
1
3

- （1 -
1
3
） ×

1
17

= 239
1
16
。

《兰特纸草书》还有这样一道题：

“有物品若干件，其三分之二，其一半，其七分之一

及其全部，共 33 件，求物品的件数。”

用算术法来解，可设全部为 1，则物品的件数为

33 ÷ （
2
3

+
1
2

+
1
7

+ 1）

= 33 ÷
97
42

= 33 ×
42
97

= 14
28
97
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答案是唯一的，但是纸草书上的答案却是

14，
1
4
，

1
56
，

1
97
，

1
194
，

1
388
，

1
679
，

1
776
。这是怎么回

事？难道这道题有八个答案吗？

原来纸草书上用古埃及分数的形式给出答案，意思

是 14 +
1
4

+
1
56

+
1
97

+
1

194
+

1
388

+
1

679
+

1
776
。不妨算出来

看看：

14 +
1
4

+
1
56

+
1
97

+
1

194
+

1
388

+
1

679
+

1
776

= 14 +
14
56

+
1
56

+
1
97

+
1

97 × 2
+

1
97 × 4

+
1

97 × 7
+

1
97 × 8

= 14 +
14
56

+
8 + 4 + 2 + 1

97 × 8
+

1
97 × 7

= 14 +
14
56

+
15

97 × 8
+

1
97 × 7

= 14 +
14
56

+
113

97 × 56

= 14 +
1568

97 × 56
= 14

28
97

这和我们算得的答案相同。

3. 诗歌中的

希腊是世界文明古国之一，它有着灿烂的古代文化，

在《希腊文集》中有一些用诗歌写成的数学题。

在“爱神的烦忧”中，爱罗斯在古代希腊神话中的

爱神，吉波莉达是塞浦路斯岛的守护神，九位文艺女神

中，叶芙特尔波管音乐，爱拉托管爱情诗，达利娅管喜

51



最佳课堂

●

剧，特希霍拉管舞蹈，美利波美娜管悲剧，克里奥管历

史，波利尼娅管颂歌，乌拉尼娅管天文，卡利奥帕管史

诗。

爱神的烦忧

“爱罗斯在路旁哭泣，

泪水一滴接一滴。

吉波莉达向前问道：

‘是什么事情使你如此悲伤？

我可能够帮助你？’

爱罗斯回答道：

‘九位文艺女神，

不知来自何方，

把我从赫尔康山采回的苹果，

几乎一扫而光。

叶芙特尔波飞快抢走十二分之一，

爱拉托抢得更多———

七个苹果中拿走一个。

八分之一被达利娅抢走，

比这多一倍的苹果落入特希霍拉之手。

美利波美娜最是客气，

只取走二十分之一。

可又来了克里奥，

她的收获比这多四倍。

还有三位女神，

个个都不空手：

30 个苹果归波利尼娅，

120 个苹果归乌拉尼娅，
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300 个苹果归卡利奥帕。

我，可怜的爱罗斯，

爱罗斯原有多少苹果？还剩 50 个苹果。’”

这首 26 行的诗，给出了一道数字挺多的数学题，题

目中原有苹果数不知道，经过九位文艺女神的抢劫，爱

罗斯只剩下 50 个苹果，是“知道部分求全体类型”的数

学题。

设爱罗斯原有苹果数为 x。

依题意，得

1
12

x +
1
7

x +
1
8

x +
1
4

x +
1
20

x +
1
5

x

+ 30 + 120 + 300 + 50 = x

整理，得
143
168

x + 500 = x

, x = 33600（个）

下面的“独眼巨人”中给出了另一种类型的数学题：

“这是一座独眼巨人的铜像，

雕塑家技艺高超，

铜像中巧设机关：

巨人的手、口和独眼，

都连接着大小水管，

通过手的水管，

三天流满水池；

通过独眼的水管———需要一天；

从口中吐出的水更快，

五分之二天就足够，

三处同时放水，

水池几时流满？”
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设水池的容积为 1，三管同开流满水池所需时间为 x

天，

则
1
3

x + x +
5
2

x = 1

, x =
6
23

下面是我国的一首打油诗：

“李白提壶去买酒：

遇店加一倍，

见花喝一斗。

三遇店和花，

喝光壶中酒。

试问壶中原有多少酒？”

这首打油诗的意思是，李白的壶里原来就有酒，每

次遇到酒店便将壶里的酒增加一倍；李白赏花时就要饮

酒作诗，每次一次喝一斗酒（斗是古代装酒的器具），这

样反复经过三次，最后将壶中的酒全部喝光，问李白原

来壶中有多少酒？

解这道题最好使用反推法来解：

李白第三次见到花时，将壶中的酒全部喝光了，说

明他见到花前，壶内只有一斗酒。进一步推出李白第三

次遇到酒店前，壶里有
1
2
斗酒，按着这种推算方法，可

以算出第二次见到花前，壶里有 1
1
2
斗酒，第二次见到

酒店前壶里有 1
1
2

÷ 2 =
3
4
斗酒；第一次见到花前壶 1

3
4

里有斗酒，第一次遇到酒店前，壶里有原来壶里有斗酒 1
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3
4

÷ 2 =
7
8

原来壶里有
7
8
斗酒。

4. 遗嘱里的

在按遗嘱分配遗产的问题中，有许多有趣的数学题。

俄国著名数学家斯特兰诺留勃夫斯基曾提出这样一

道分配遗产问题：“父亲在遗嘱里要求把遗产的
1
3
分给儿

子，
2
5
分给女儿；剩余的钱中，2500 卢布偿还债务。

3000 卢布留给母亲，遗产共有多少！子女各分多少！”

设总遗产为 x卢布。

则有
1
3

x +
2
5

x + 2500 + 3000 = x

解得：x = 20625。

儿子分 20625 ×
1
3

= 6875（卢布），

女儿分 20625 ×
2
5

= 8250（卢布）。

结果是女儿分得最多，得 8250 卢布，儿子次之，得

6875 卢布，母亲分得最少，得 3000 卢布，看来父亲是喜

爱自己的女儿。

下面的故事最初在阿拉伯民间流传，后来传到了世

界各国，故事说，一位老人养了 17 只羊，老人去世后在

遗嘱中要求将 17 只羊按比例分给三个儿子，大儿子分给
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1
2
，二儿子分给

1
3
，三儿子分

1
9
，在分羊时不充许宰杀

羊。

看完父亲的遗嘱，三个儿子犯了愁，17 是个质数，

它既不能被 2 整除，也不能被 3 和 9 整除，又不许杀羊来

分，这可怎么办？

聪明的邻居得到这个消息后，牵着一只羊跑来帮忙，

邻居说：“我借给你们一只羊，这样 18 只羊就好分了。”

老大分 18 ×
1
2

= 9（只），

老二分 18 ×
1
3

= 6（只），

老三分 18 ×
1
9

= 2（只）。

合在一起是 9 + 6 + 2 = 17，正好 17 只羊，还剩下一

只羊，邻居把它牵回去了。

羊被邻居分完了。再深入想一想这个问题，我们会

发现遗嘱中不合理的地方，如果把老人留的羊做为整体 1

的话，由于

1
2

+
1
3

+
1
9

=
17
18

所以或者是三个儿子不能把全部羊分完，还留下
1
18
，

哪个儿子也没给
18
17
；或者是要比他所留下的羊再多出一

只时，才可以分，聪明的邻居就是根据
17
18
这个分数，又

领来一只羊，凑成
18
18
，分去

17
18
，还剩下

1
18
只羊，就是他
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自己的那只羊。

再看一道有关遗嘱的题目：

某人临死时，他的妻子已经怀孕，他对妻子说：“你

生下的孩子如果是男的，把财产的
2
3
给他，如果是女的

2
5
，把财产的给她，剩下的给你。”说完就死了。

说也凑巧，他妻子生下的却是一男一女双胞胎，这

一下财产将怎样分？

可以按比例来解：

儿子和妻子的分配比例是
2
3

:
1
3

= 2: 1

女儿和妻子的分配比便是
2
5

:
3
5

= 2: 3。

由此可知女儿、妻子、儿子的分配比例是 2: 3: 6，

按这个比例分配就合理了。

5. 民谣中的

在世界各地流传着一些用民谣形式写成的数学题。

美国民谣：

“一个老酒鬼，名叫巴特恩，

吃肉片和排骨共用钱九角四分，

每块排骨一角一，每片肉价只七分，

连排骨带肉片吃了整十块哟，

问问你：

吃了几块排骨几片肉，我们的巴特恩？”

可以这样来解算：
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假设巴特恩吃的是十片肉片的话，他一共花 70 分

钱，用 94 分减去 70 分，得差 24 分，这 24 分钱是什么

呢！

由于巴特恩吃的不都是肉片，有排骨，而一块排骨

比一片肉片贵 11 - 7 = 4 分，这 24 分是排骨和肉片差价得

到的，可以求出巴特恩吃的排骨数：

（94 - 7 × 10） ÷ （11 - 7）

= 24 ÷ 4 = 6（块）

10 - 6 = 4（片）

巴特恩吃了六块排，四片肉片。

中国也有类似的民谣：

“一队强盗一队狗，

二队并作一队走，

数头一共三百六，

数腿一共八百九，

问有多少强盗多少狗？”

这道题和《孙子算经》中的“鸡兔同笼”是同一种

类型题，只不过，把鸡换成强盗，把兔换成狗就是了，

具体算法是

（360 × 4 - 890） ÷ （4 - 2） = 275

360 - 275 = 85

强盗有 275 人，狗有 85 条。

还有首中国民谣：

“几个老头去赶集，

半路买了一堆梨，

一人一个多一个，

一人两个少两梨。
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究竟有几个老头、几个梨？”

设人数为 x，则梨为 x + 1 个，依题意，得：

2x = （x + 1） + 2，

x = 3，

x + 1 = 4

“寒鸦与树枝”是一首俄罗斯的民谣：

“飞来几只寒鸦，

落到树枝上停歇。

要是每支树枝上

落下一只寒鸦，

那么就有一只寒鸦

缺少一支树枝；

要是每支树枝上

落下两只寒鸦，

那么就有一支树枝

落不上寒鸦。

你说共有几只寒鸦？

你说共有几支树枝？”

可以这样来解：

如果每支树枝上落两只寒鸦，比每支树枝落一只寒

鸦共多出 2 + 1 = 3 只寒鸦，而这时每支树枝上所落寒鸦

只数的差是 2 - 1 = 1 只。

用多出来的寒鸦数除以每支树枝寒鸦数，就等于树

枝数。

因此，

（2 + 1） ÷ （2 - 1）

= 3 ÷ 1 = 3（支）
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寒鸦数为 3 + 1 = 4（只）。

答案是有 3 支树枝，4 只寒鸦。

下面这首民谣也很有趣，是中国民谣：

“牧童王小良，放牧一群羊。

问他羊几只，请你细细想。

头数加只数，只数减头数。

只数乘头数，只数除头数。

四数连加起，正好一百数。”

其实头数和只数是一回事，因此，只数减头数得 0，

只数除头数得 1。这样一来，有：只数 ×只数 + 2 ×只数

= 99。

使用试验法，可得只数等于 9，因为

9 × 9 + 2 × 9 = 99，故羊有 9 只。
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“数”是怎样产生的

“数”是人类在生产劳动等社会实践中产生的。在远

古时期，我们的祖先在狩猎、捕鱼以及后来的家禽饲养

和劳动工具的制作等等生产劳动过程中，为了估计产量

和生活需要量，逐渐产生了有关数的概念。

人类最初产生的“数”的概念是“有”和“无”。

例如大家出去打猎，可能打得到，也可能一无所获，于

是就渐渐产生了“有”与“无”的概念。进而产生了

“多”与“少”的概念，如甲打到了 5 只野兔，乙打到了

3 只野兔，甲就比乙多打了 2 只。
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“0”的神奇

关于“0”

在公元前约 2000 年至 1500 年左右，最古老的印度文

献中，已有“0”这个符号的应用，“0”在印度表示空的

位置。后来这个数字从印度传入阿拉伯，意思仍然表示

空位。

我国古代没有“0”这个符号，最初都用“不写”或

“空位”来作解决的方法。《旧唐书》和《宋史》在讲论

到历法时，都用“空”字来表示天文数据的空位。南宋

时《律吕新书》把 118098 记作： “十一万八千□九十
八”，可见当时是用□表示“0”，后来为了贪图书写时方

便，将□顺笔改成为“0”形，与印度原先的意义相通。

不能做除数

0 不能做除数，我们可以从下面两种情况来谈点道

理：

一种情况，如果被除数不是零，除数是零时，例如 9

÷ 0 =？，根据乘、除法的关系，就是说要找一个数，使

它与 0 相乘等于被除数 9，但是任何数与 0 相乘都等于 0，
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而绝不会等于 9。

另一种情况是被除数和除数都是零，例如 0 ÷ 0 =？，

就是说要找一个数，使它与 0 相乘等于 0。因为零与任何

数相乘都得零，所以要找的数不止一个，可以是任何数，

那么 0 ÷ 0 的商不能得到一个确定的数，这是违反了四则

运算结果的惟一性。因此零除以零是没有意义的。根据

上述两种情况都可以看出零是不能做除数的。

当然，还可以从等分除法的意义上看，除数是 0 是

不能存在的。如有 12 本书，分给 0 个学生，平均每个学

生分得几本，既然没有学生分这些书，就不可能求出每

个学生分得几本书，所以 0 是不能做除数的。

为什么“0”不能做除数

这个问题，我们可以根据乘除法的关系从以下两方

面来分析、理解。一方面，如果被除数不是 0，除数是 0，

比如 5 ÷ 0 =？根据“被除数 =商 ×除数”的关系，求 5

÷ 0 =？就是要找一个数，使它与 0 相乘等于被除数 5。

我们知道，任何数与 0 相乘都等于 0，而绝不会等于 5。

这就是说，被除数不是 0，除数是 0，商是不存在的。

另一方面，如果被除数和除数都是 0，即 0 ÷ 0 =？，

就是说要找一个数，使它与 0 相乘等于 0。前面已说过，

任何数与 0 相乘都等于 0，与 0 相乘等于 0 的数，有无限

多个，所以 0 ÷ 0 的商不是一个确定的数，这就不符合四

则运算的结果是惟一的这个要求，所以 0 ÷ 0 也是没有意

义的。

根据上述两种情况可以看出“0”是不能做除数的。
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“0”的意义表示没有吗？

在实际生产和生活中，通常用“0”表示没有。例

如，电视机厂生产了一批彩电，经检验没有不合格的，

那么不合格产品的个数就用“0”表示。又如，屋里一个

人也没有，这屋里的人数就是“0”。

但是“0”的意义不仅仅表示没有，它还可以表示其

他的意义。例如：

1. 表示起点。我们二年级就开始学习用米尺去量一

支铅笔的长度，要把铅笔的一端对准米尺上标有“0”的

起点处，然后再看铅笔的另一端所指的刻度，这时就可

以知道铅笔有多长。这样量既准确又简便。

又如，当我们学习了 24 时记时法，我们就用 0 点作

为第二天的开始时刻。

2. 表示数位。例如一个学校有学生 840 人，这里

“840”中的“0”是不能随便去掉的，因为“0”同样占

有一定的数位，如果去掉“0”，变成“84”人，就错了。

又如，我们在三年级学习一位数除多位数时，就知道商

不够 1，用“0”占位的道理，如 312 ÷ 3 = 104。再如，

我们四年级学习小数时就知道，把一个小数的小数点向

左右移动时，若位数不够，一定要用“0”补足。如“把

3. 5 扩大 1000 倍”，就要把 3. 5 的小数点向右移动三位

得到“3500”；“把 3. 5 缩小 1000 倍”，就要把 3. 5 的

小数点向左移动三位，得到“0. 0035”，在整数部分还

不能忘记写 0。

3. 表示精确度。当我们取近似数需要表示精确度
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时，小数末尾的“0”是不能随意去掉的。例如，要把 4.

795 保留到百分位（即保留两位小数）应得 4. 80。又

如，加工两个零件，要求一个零件长 35 毫米，另一个零

件长 35. 0 毫米，前者表示精确到 1 毫米，后者表示精确

到 0. 1 毫米。显然后者比前者的精确度高。

4. 表示界限。“0”还可以表示某些数量的界限。例

如，气温有时在摄氏 0 度左右。摄氏 0 度是不是表示没

有温度呢？当然不是。它是指通常情况下水开始结冰的

温度。在摄氏温度计上“0”起着零上温度和零下温度的

分界作用。到中学学正负数时，会知道“0”既不是正

数，也不是负数，而是惟一存在的中性数，是正数和负

数的分界。

5. 用于编号。车票、发票等票据上的号码，往往有

“00357”等字样，表示 357 号。之所以要在“357”前面

添上两个“0”，是表示印制这种票据时，最高号码是五

位数，以便今后查核。

6. 记账需要。在商品标价和会计账目中，由于人民

币的最小单位是“分”，在书写时习惯上保留两位小数。

例如三元五角往往写成 3. 50 元，不写成 3. 5 元。

“0”除了表示以上这些意义外，还有许多特性，如

“0”没有倒数，“0”的相反数是 0，单独的一个 0 不是

一位数⋯⋯

“0”为什么不属于自然数

因为自然数是从表示“有”多少的需要中产生的，

用来表示物体的个数的数，因此，自然数的计数单位是
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1。每当有实物存在而又需要计数时，才有数的意义。如

果表示没有物体存在，当然也就谈不上数了，这时就产

生了一个新的数———零，用符号“0”来表示。所以“0”

不是自然数，它比自然数都小。
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为什么 “1”既不是质数，又不是合数

把 390 分解质因数：390 = 2 × 3 × 5 × 13。

如果把“1”算做质数，那么把 390 分解质因数还有

下列一些结果：

390 = 1 × 2 × 3 × 5 × 13，

390 = 1 × 1 × 2 × 3 × 5 × 13，

⋯⋯

也就是说，在分解式里，可以添上几个因数“1”，

这样做，一方面对于求 390 的质因数毫无必要，另一方

面造成分解质因数的结果不惟一。因此，规定“1”不算

质数。如果将“1”算做合数，那么将它分解质因数得 1

= 1 × 1 × 1 ×⋯⋯ × 1，结果也不是惟一的，因此，“1”

也不算合数。

“1”有哪些意义和作用

1. 1 是自然数中最小的一个，1 再加上 1 就得到自

然数 2，2 再加上 1 就得到自然数 3，等等。

2. 1 是自然数的单位，任何一个自然数都是由若干

个 1 合并而成的，如 498，就是由 498 个 1 组成的。

3. 1 只有一个约数，就是它本身，所以 1 既不是质

数，也不是合数。
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4. 公约数只有 1 的两个数，可以判断是互质数。

5. 一个数（0 除外）与 1 相乘，仍得原数。

6. 一个数（0 除外）除以 1，仍得原数。所以 1 可

以整除所有的自然数，它是一切自然数的约数。

7. 同数相除（0 除外）得 1。

8. 任何自然数都可以改写成分母是 1 的假分数。如

5 =。

9. 因为互为倒数的两个数乘积是 1，所以用 1 除以

一个数，就得到这个数的倒数。如 8 的倒数是。

10. 在分数里，1 可以作为单位“1”，表示由一些

物体组成的整体。如一个国家的人口，一堆小麦的重量，

一条公路的长度，一筐苹果的个数⋯⋯均可以看做单位

“1”。
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最小的一位数是 0 还是 1

我们知道，位数表示一个整数所占有数位的个数；

数位是指一个数的每一个数字所占的位置。对于 3082 这

个数而言，我们说它是 4 位数。如此看来，0 也占一个数

位了。但是记数法里有个规定：一个数的最高位不允许

是 0，为什么要加上这个规定呢？如果没有这个规定的

话，那么“0”就应该是最小的一位数，因此，00 是最

小的两位数，000 是最小的三位数⋯⋯那么，这样一来，

最小的一位数、两位数、三位数乃至任意位数都是 0，这

显然是错误的。不仅如此，如果没有这样的规定，对一

个数也就没办法确定是几位数了。例如 8 是一位数，08

就变成两位数，008 就变成三位数⋯⋯也就是说，同一个

数，我们可以任意称它为几位数了。“位数”这一概念也

就没有存在的必要了。因此，我们平常所说的一位数、

两位数或更多的位数只是指自然数。0 不是自然数，不能

说它是几位数。那么，最小的一位数是 0 还是 1 呢？同学

们清楚了吗？

你也许还会问：生活中不是有许多 08、009、038 这

样的数吗？这是怎么回事呢？原来，这是在特定条件下

表示特定意义的。如田径运动会上某运动员的号码是

028，表示参加该运动会的运动员数不足或刚好是 1000

人。
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0. 168 之谜

如图所示，将长为 L的线段分为两部分，使其中一

部分对于全部的比等于另外一部分对于这部分的比。即

x：L = （L - x）：x，这样的分割称为“黄金分割”，又叫

“黄金律”、“中外比”。

解上述比例，可求得 x/L = 0. 168。

自古希腊始，人们就认为 1：0. 168 这种比在造型

艺术中具有美学价值，如在工艺美术和日常生活用品的

长和宽的设计中运用这种比例易引起美感。我国著名数

学家华罗庚运用“黄金分割”创造了优选法，对促进我

国的现代化建设起了十分重要的作用。

黄金数

用代数解方程的知识可以求得中外比的比值。

设线段全长 AB = a，大段 AP = x，则小段 BP = a - x，

于是，
a - x

x
=

x
a

即 x2 + ax - a2 = 0
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x
- a ±槡5a

2

舍去负根，得 x =槡5 - 1
2

a

因此，
x
a

=槡5 - 1
2

a

这就是说，中外比的比值为槡5 - 1
2

中外比的比值，叫做“黄金数”，用记号 g 表示。请

记住：

g =槡5 - 1
2
。

由于槡5 = 2. 236⋯所以

g = 0. 618。

黄金分割法

2000 多年前，古希腊的柏拉图派学者欧多克斯，首

先使用规尺分已知线段为“黄金分割”，他的作法如下：

1. 过 B点，作 BC⊥AB，而且使 BC = 12AB；

2. 连 AC；

3. 以 C为圆心，CB为半径作圆弧，交 AC于 D；

4. 以 A为圆心，AD为半径作圆弧交线段 AB 于 P，

则 P 点分 AB成黄金分割。

这个作法十分简便，证明也很容易。

设 AB = a，则 BC =
a
2
，由勾股定理可知：
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AC = AB2 + BC槡
2 = a2 + （

a
2槡 ）=槡5

2
a；

AD = AC - DC =槡5
2

a -
a
2

=槡5 - 1
2

a；

AP = AD =槡5 - 1
2

a。

这就证明了，P 点分 AB成黄金分割。

这个作图方法，叫做“黄金分割法”，P 点为“黄金

分割点”。

辗转分割

设点 P1 将线段 AB分成黄金分割，即

BP1 : AP1 = g；

取 AB中点 O，作点 P1 关于点 O的对称点 P2，则点

P2 有下述重要性质：

1. 点 P2 也将线段 AB分成黄金分割。

这是因为：

AP2 = BP1，BP2 = AP1，

AP2 : BP2 = BP1 : AP1 = g，

所以点 P2 也分 AB成黄金分割

由此可知，每条线段有两个黄金分割点。

2. 点 P2 还分线段 AP1 成黄金分割。

证明如下：由于 BP1 : AP1 = g，而 AP2 = BP1，

所以 AP2 : AP1 = g，这就说明 P2 分 AP1 成黄金分割。

3. 作 P2，关于线段 AP1 中点的对称点 P3，则 AP3 将

AP2 黄金分割。如此继续利用对称，辗转相割，可以得到
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一系列的黄金分割点。

黄金矩形

国外，有位画家举办过一次画展，所有的画面都是

不同比例的矩形，有的狭长，有的正方。据统计数字表

明，观众最喜爱的宽与长之比为 g 的矩形画面。人们称

这种矩形为“黄金矩形”。

黄金矩形有个奇特的性质，如果矩形 ABCD 是黄金

矩形，即 DA: AB = g，在它的内部截去一个正黄金矩形。

这个过程继续下去，还可以得到一系列的黄金矩形。这

个美妙的结论，请你自己证明吧。
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神秘的 “5”

“5”这个数，在日常生活中到处可见，钞票面值有

5 元、5 角、5 分；秤杆上，表示 5 的地方刻有一颗星；

在算盘上，一粒上珠代表 5；正常情况下，人的每只手有

5个手指，每只脚有 5 个脚趾；不少的花，如梅花、桃花

都有 5 个花瓣；海洋中的一种色彩斑斓的无脊椎动物海

星，它的肢体有 5 个分叉，呈五角星状。

总之，“5”这个数无所不在。当然数学本身不能没

有它。

在数学上，只有 5 种正多面体———正四面体、正六

面体（立方体）、正八面体、正十二面体与正二十面体。

5阶以下的有限群一定是可交换群；一般的二次、三次和

四次代数方程都可以用根式求解，但一般的五次方程就

无法用根式来求解。5 还是一个素数，5 和它前面的一个

素数 3 相差 2，这种差 2 的素数在数论中有个专门名词叫

孪生素数。人们猜测孪生素数可能有无穷多，而 3 和 5

则是最小的一对孪生素数。

前些年，美国数学家马丁·加德纳曾描述过一个有

趣的人物———矩阵博士。

这位博士是个美国人，他的妻子是日本人，但早已

亡故，只留下一个混血种的女儿伊娃。他们父女二人相

依为命，博士常带着女儿漂洋过海，闯荡江湖，在世界
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各地都有他们的足迹。

博士对数论、抽象代数有许多精辟之见。虽然他说

的话乍一听似乎荒诞不经，可拿事实去验证他所说的离

奇现象与规律时，却又发现博士的“预言”都是正确的。

有一次，博士来到印度的加尔各答。他说古道今，

大谈“无所不在的 5”。

博士指出，在印度的寺庙里，供奉着许多降魔金刚，

信仰这些金刚的教派之中心教义一共有 5 条，其中一条

是所谓宇宙的永劫轮回说，即认为宇宙经过 5 百亿年的

不断膨胀后，又要经过 5 百亿年的不断收缩，直到变成

一个黑洞，然后又开始下一轮的膨胀与收缩。如此周而

复始，循环不已。降魔金刚手中，还拿着宇宙膨胀初期

的“原始火球”呢！在这里，博士曾几次提到 5 这个数

字。

向克斯曾把 π 的小数值算到 707 位，以前这被认为

是一项了不起的工作。自从近代电子计算机发明以后，

他的工作简直不算一回事了。现在 π 值的记录一再被打
破，最新的记录是 100 万位，这是由法国人计算出来的。

有意思的是，矩阵博士在这项计算以前，就作了大胆的

预言，他说第 100 万位数必定是个 5，结果真是如此！这

究竟是用什么办法知道的呢？博士却秘而不宣。

循环往复的周期现象，在科技史上曾起过重大作用，

门捷列夫发现元素周期表，就是突出的一例。下面请读

者来看一下与 5 有关的有趣现象。

请任选两个非 0 的实数，如 π 与 76，并准备一个袖

珍电子计算器。假定计算器数字长八位，那么，π 的八
位数值是 3. 1415926。现在请把第二数 76 加上 1 作为被
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除数，把第一个数 π作为除数做一下除法，即：
（76 + 1） ÷ 3. 1415926 = 24. 509861

我们把显示在计算器上的 24. 509861 称为第三数，

然后再重复上述过程，把第三数加上 1，把第二数作为除

数，这就得到了第四位数：0. 335656，依次类推，可得

到第五数、第六数⋯⋯

也许读者会认为，这些数字都没有规律可循，照这

样下去，真是“味同嚼蜡”。然而，当算到第六数时，你

将会大吃一惊，原来第六数是 3. 1415931，略去这一数字

后面二位因计算时四舍五人造成差异的小数，它竟和第

一数的 π 相等，π 又回来了！如果你还不太相信，不妨
再挑选一些整数，结果保证令人满意。我们可以得出结

论，5 是一个循环周期，第六数与第一数完全一样，第七

数与第二数完全一样⋯⋯要知道，这一个秘密最初也是

矩阵博士想到的呢！

我们且不去计较矩阵博士是否真有其人，可是这神

奇的、无所不在的 5，却不能不引起人们的极大兴趣，引

诱人们去探索和研究。
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你知道最大的质数吗？

1992 年，在质数研究方面，国际上又有重大突破。

3 月 26 日，英国科学家用超高速计算机，发现了到

目前为止的最大质数，即 2756839 - 1。

这个质数拥有 227832 位，个位数字是 7。它将被载

入《吉尼斯世界纪录大全》。
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为什么时间和角度间位用 60 进制

由于生产、生活的需要，古代人对天文、历法进行

了大量的研究工作，这样，就不得不牵涉到时间和角度

了。如研究昼夜的变化，就要观察地球的自转，这里自

转的角度和时间是紧密地联系在一起的。

公元前 2100 年左右，巴比伦时期的著作已经表明：

当时的人们不仅以 360 天作为 1 年，而且把圆分成 360

度，把 1 度分成 60 分，把 1 分分成 60 秒。这样，1 /2，

1 /3，1 /4，1 /5，1 /6，1 /10，1 /12，1 /15，1 /20，1 /30，

1 /60 度（分）都可以化为整数了。这给研究天文和历法

带来了极大的方便。

我们知道，60 进位制与 10 进位制在本质上是相同

的。但由于 10 进位制有其固有的缺陷，如 10 不能被 3、

4、6 整除，而 60 进位制就不存在这些问题。

正因为 60 进位制（严格说来，是 60 退位制）有自

己的优点，所以也就一直沿用到今天。

现在，数学、物理、航运等科学技术中仍然使用 60

进位制。数学上把“度”、“分”、“秒”分别记作“°”、

“'”、 “"”，一律标在数的右上角。时间单位 “时”、

“分”、“秒”也采用 60 进位制。如 7 时 35 分 20 秒，记

作 7：35'20"，这里，用“：”号代替了度的符号“°”。
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三角形的 108 塔群

108塔位于宁夏青铜峡水库西面峻峭的山崖上，因塔

数而得名，因此又称百八塔。百八塔座西朝东，背山面

水，随山势凿石分阶而建，自上而下，按 1、3、5、7

⋯⋯19 奇数排列，构成了一个等边三角形的大型塔群。

塔的底座为砖砌八角形顶弥座，塔身似覆钵，塔顶如宝

珠，高 2 米左右，是一种实心喇嘛塔。最上一塔，形制

特大，以下逐层按比例缩小，远望能观塔群全貌，很符

合视线的透视原理，体现了古代匠师的聪明才智，真称

得上是别具一格。

传说，这里曾是穆桂英的“天门阵”、“点将台”。其

实，108 塔是佛家惯用之数，念佛 108 遍，数珠 108 颗，

晓钟 108 响。这里的 108 塔，估计与佛教密宗《金刚顶

经》中昆卢庶那 108 尊法身有关。但真正的缘由是什么，

至今还是一个谜。
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魔术数

1986 年全国初中数学竞赛题第一题第 3 小题提到魔

术数，原题是：将自然数 N接写在每一个自然数的右面，

如果得到的新数都能被 N整除，那么 N称为魔术数，在

小于 130 的自然数中，魔术数的个数是 。

乍看起来，问题较棘手，但认真分析，并不难解决。

大家在理解魔术数定义时，就注意这几个字：“接

写”、“每一个”（即任何一个），“都能”。

例如，把偶数 2 接写在任何一个自然数右面得到的

新数都是偶数，都能被 2 整除，所以 2 是魔术数。

怎样求魔术数呢？

设 a 为魔术数，把 a 接写在任何一个自然数 x的右面

得到的新数xa。

1. 若 a 为一位数，则xa = 10x + a 能被 a 整除，即对

任何一个自然数 x，10x都能被 a 整除，就是 10 应是 a 的

倍数，则 a 只能是 1，2，5 共 3 个。

2. 若 a 为二位数，则xa = 100x + a 能被 a 整除，100

应是 a 的倍数，a 只能是 10 = 1 × 10，20 = 2 × 10，25，50

= 5 × 10，共 4 个。

3. 若 a 为三位数，则 xa = 1000x + a 能被 a 整除，

1000 应是 a 的倍数，a 只能是 100 = 1 × 102，125，200 = 2

× 102，250 = 25 × 10，500 = 5 × 102，共 5 个。
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同理，若 a 为四位数，a 只能是 1000 = 1 × 103，2000

= 2 × 103，5000 = 5 × 103，1250 = 125 × 10，2500 = 25 ×

102。

一般地，当 a 为 n 位数（n≥3）时，魔术数可用以

下形式表示：

1 × 10n - 1，2 × 10n - 1，5 × 10n - 1，25 × 10n - 2

125 × 10n - 3。

这样，我们便可以求出小于任何给定的自然数的魔

术数及其个数。小于 130 的魔术数共 9 个：1，2，5，10，

20，25，50，100，125，小于 10 的魔术数为 3 个，小于

100 的魔术数为 7 个，小于 1000 的魔术数为 12 个，小于

10000 的魔术数为 17 个⋯⋯

我们观察 n位数的魔术数的个数：

当 n = 1 时为 3 个；

当 n = 2 时为 4 个；

当 n = k（k≥3）时总是 5 个。

所以，n≥2 时，n增加 1，n 位数的魔术数的个数就

增加 5 个。或者说，n 位数（n≥2）以内的魔术数的个

数正好组成公差为 5 的等差数列：7，12，17，22，27，

32，⋯⋯。
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最大的和最小的

（1）三个 1，不另加任何数学运算符号，能写成的

最大的数是什么？能写成的最小的数是什么？

（2）四个 1，不另加任何数学运算符号，能写成的

最大的数和最小的数是什么？

（3）三个 2，不另加任何数学运算符号，能写成的

最大的数和最小的数是什么？

（4）三个 4，不另加任何数学运算符号，能写成的

最大的数和最小的数是什么？

你在回答这些问题时会发现，它们都是需要仔细想

一想才能正确回答的问题。

（1）很明显，111 是最大数的，111 = 1 是最小数。

（2）如果你从（1）的经验出发，以为 1111 是最大

数，就错了。这里最大的数是 1111。事实上，113 = 1331 >

1111，而 1111
比 1111 更要大得多。最小的数当然还是 1111

= 1。

（3）不要以为 222

是最大数，相反，它却是最小的数。

这里，最大的数是 222 = 4194304。它比 222 或 222
都要大

得多。

（4）你根据（3）可能以为 444
是最大的数，这又错

了。这里的最大的数却是。因为 444

= 4256。显然 4256 444

（“”表示远远大于）。最小的数是 444。
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现在，你能不加任何运算符号，写出三个 3，三个 5，

三个 6⋯⋯的最大数和最小数了吗？
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“1 + 1”

1742 年 6 月 7 日，当时还是中学教师的哥德巴赫，

写信给当时侨居俄国彼得堡的数学家欧拉一封信，问道：

“是否任何不小于 6 的偶数，均可表为两个奇素数之和？”

因为哥德巴赫喜欢搞拆数游戏。20 几天后，欧拉复信写

道：“任何大于 6 的偶数，都是两个奇素数之和。这一猜

想，虽然我还不能证明它，但是我确信无疑地认为这是

完全正确的定理。”这就是一直未被世人彻底解决的著名

的哥德巴赫猜想，也称哥德巴赫—欧拉猜想。数学家简

称这个问题为（1，1），或“1 + 1”。命题简述为：

（A）每一个≥6 的偶数都可表为两个奇素数之和；

（B）每一个≥9 的奇数都可表为三个奇素数之和。

显然，命题（B）是（A）的推论。因为任何一个奇

数，如减掉一个奇素数，当然就是偶数了。此时如能证

明命题（A），当然命题（B）就得证了。但是，这两个

问题没有可逆性。命题（B）在本世纪 30 年代，前苏联

科学家依·维诺格拉朵夫创造了一系列估计指数和重要

方法，从而使他在 1937 年，间接地证明了命题（B）。

1930 年，会尼列尔曼用密率法证明了每一个自然数

可以表为不超过 k 个素数的和，这时 K是一个固定的自

然数。开始定出的 k = 2 + 1010，很快就有人把它降为 k =

69。利用密率法得到的最好结果是 k = 18，即每一个自然
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数可以表为≤18 个素数的和。这里说的每一个自然数，

不是充分大的自然数。这是密率法独具的优点，用其他

方法（圆法和筛法）只能得出关于充分大的自然数的结

论。

1937 年，前苏联数学家维纳格拉道夫用圆法证明了

每个充分大的奇素等于 3 个素数的和。随后有人证明这

里的“充分大”可用“ > eC16·038”来代替。这个数超过

400 万位，是一个非常巨大的数。现在这个常数已经大大

缩小，但仍然是一个很可观的大数。

在 240 多年的漫长的岁月里，有人对哥德巴赫猜想

进行了大量验算工作，有人曾经验算过偶数 x≤5 × 188，

即 x在 5 亿以内，哥德巴赫猜想都是对的。

在此期间，有些人更想过一些办法，例如折叠法，

他们将自然数比着很长的梳子上的各个齿，先将代表复

合数的齿全部掰掉，剩下来的，当然都是素数。然后再

把同样的梳子，颠倒过来对上，如果梳子上原有的齿为

偶数 x个，这样将 1 对着 x - 1，3 对着 x - 3，⋯⋯，p对

着 x - p，（1≤p≤x - 1）。因为在 x较大时，不能证明是

否还存在齿对着齿情况，故问题没有解决。

此法的缺点是：先将代表复合数的齿全掰掉了。因

为素数的存在是微弱地依附着较小素数及其倍数的复合

数，而这点儿微弱的痕迹也给掰掉了。而这个问题，又

不能从概率的办法解决，因为素数不是正态分析，而是

一个确定的问题。所以他们就将 x确定为一定值，再每

两个齿一错位。这样，一个用有限问题企图解决无限问

题，当然是极其困难的。尽管如此，仍有一些人在艰苦

地攀登。所以后来，他们把大于某一个很大的数（例如
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k0 = e49 c）偶数，叫做大偶数，再将任一大偶数 N（N >

K0）写成自然数 N1 与 N2 之和，即 N = N1 + N2。而 N1 与

N2 里素因数这个数，分别不多于 s与 t个。故简记为（s，

t），或写成带引号的加法：“s + t”，此时 N1 与 N2 可以叫

做殆（接近）素数，然后将 s与 t值逐步缩小。如果一旦

将 s，t 均计算到 1，那时再来证明 5 × 108 < N≤e49 c时，

（1，1）成立。这样，（1，1）问题即解决了。但是，至

今没有最后解决。现将当前世界取得的名次结果，列表

如下

（s，t） 年代 结果获得者 国别

（9，9） 1920 布龙 挪威

（7，7） 1924 雷特马赫 德

（6，6） 1932 埃司特曼 英

（5，7），（4，9） 1937 蕾西 意

（3，15），（2，366） 1937 蕾西

（5，5） 1938 布赫夕太勒 前苏联

（4，4） 1940 布赫夕太勒

（1，C很大） 1948 瑞尼 匈

（3，4） 1956 王元 中

（3，3），（2，3） 1957 王元

（1，5） 1962 潘承洞 中

巴尔巴恩 前苏联

（1，4） 1962 王元

（1，4） 1963 潘承洞

巴尔巴恩
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（1，3） 1963 布赫夕太勒

（小）维诺格拉朵夫 前苏联

波皮里 意

（1，2） 1973 陈景润 中

按照华林原来的猜测，g（2） = 4，g（3） = 9，g

（4） = 19。一般地猜测：

g（k） = 2k + 〔（+ ）k〕 - 2（1）

其中〔x〕表示 x的整数部分。

经过许多数学家的努力，除去 k = 4 外，（1）已被证

明，其中 g（5） = 37 是我国科学家陈景润于 1964 年证

明的。

对于 k = 4，目前已经证明：

19≤g（4）≤21，

并且在 n < 10310
或 n > 101409

时，n 可以表示为 19 个 4

次方的和。这已经接近于预期的目标 g（4） = 19 了。

人们还发现，当自然数充分大时，可以将它表为 G

（k）个 K次幂的和，这里 G（k）≤g（k）。实际上，G

（k）比 g（k）小得多（当 k 大的时候）。目前仅仅知道

G（2） = 4，G（4） = 19。对 G（k）进行估计是一个很

艰难的问题。
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回数猜想

一提到李白，人们都知道这是我国唐代的大诗人，

如果把“李白”两个字颠倒一下，变成“白李”，这也可

以是一个人的名字，此人姓白名李。像这样正着念、反

着念都有意义的语言叫做回文，比如“狗咬狼”、“天和

地”、“玲玲爱毛毛”，一般说来，回文是以字为单位的，

也可以以词为单位写回文，回文与数学里的对称非常相

似。

如果一个数，从左右两个方向来读都一样，就叫它

为回文数，比如 101，32123，9999 等都是回文数。

数学里有个有名的“回数猜想”，至今没有解决，取

一个任意的十进制数，把它倒过来，并将这两个数相加，

然后把这个和数再倒过来，与原来的和数相加，重复这

个过程直到获得一个回文数为止。

例如 68，只要按上面介绍的方法，三步就可以得回

文数 1111。

6 8
+ 8 6
1 5 4

+ 4 5 1
6 0 5

+ 5 0 6
1 1 1 1
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“回数猜想”是说：不论开始时采用什么数，在经过

有限步骤之后，一定可以得到一个回文数。

还没有人能确定这个猜想是对的还是错的，196 这个

三位数可能成为说明“回数猜想”不成立的反例，因为

用电子计算机对这个数进行了几十万步计算，仍没有获

得回文数，但是也没有人能证明这个数永远产生不了回

文数。

数学家对同时是质数的回文数进行了研究，数学家

相信回文质数有无穷多个，但是还没有人能证明这种想

法是对的。

数学家还猜想有无穷个回文质数时，比如 30103 和

30203，它们的特点是，中间的数字是连续的，而其他数

字都是相等的。除 11 外必须有奇数个数字，因为每个有

偶数个数字的回文数，必然是 11 的倍数，所以它不是质

数，比如 125521 是一个有 6 位数字的回文数，按着判断

能被 11 整除的方法：它的所有偶数位数字之和与所有奇

数位数字之和的差是 11 的倍数，那么这个数就能被 11 整

除，125521 的偶数位数字是 1，5，2；而奇数位数字是

2，5，1，它们和的差是

（1 + 5 + 2） - （2 + 5 + 1） = 0，

是 11 的倍数，所以 125521 可以被 11 整除，且

125521 ÷ 11 = 11411。

因而 125521 不是质数。

在回文数中平方数是非常多的，比如，

121 = 112，

12321 = 1112，

1234321 = 11112，
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⋯，

12345678987654321 = 1111111112，

你随意找一些回文数，平方数所占的比例比较大。

立方数也有类似情况，比如，1331 = 113，1367631 =

1113

这么有趣的回文数，至今还存在着许多不解之谜。
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冰雹猜想

30 多年前，日本数学家角谷静发现了一个奇怪的现

象：一个自然数，如果它是偶数，那么用 2 除它；如果

商是奇数，将它乘以 3 之后再加上 1，这样反复运算，最

终必然得 1。

比如，取自然数 N = 6，按角谷静的作法有：6 ÷ 2 =

3，3 × 3 + 1 = 10，10 ÷ 2 = 5，5 × 3 + 1 = 16，16 ÷ 2 = 8，8

÷ 2 = 4，4 ÷ 2 = 2，2 ÷ 2 = 1，从 6 开始经历了 3→10→5

→16→8→4→2→1，最后得 1。

找个大数试试，取 N = 16384。

16384 ÷ 2 = 8192，8192 ÷ 2 = 4096，4096 ÷ 2 = 2048，

2048 ÷ 2 = 1024，1024 ÷ 2 = 512，512 ÷ 2 = 256，256 ÷ 2 =

128，128 ÷ 2 = 64，64 ÷ 2 = 32，32 ÷ 2 = 16，16 ÷ 2 = 8，8

÷ 2 = 4，4 ÷ 2 = 2，2 ÷ 2 = 1，这个数连续用 2 除了 14 次，

最后还是得 1。

这个有趣的现象引起了许多数学爱好者的兴趣，一

位美国数学家说：“有一个时期，在美国的大学里，它几

乎成了最热门的话题，数学系和计算机系的大学生，差

不多人人都在研究它。”人们在大量演算中发现，算出来

的数字忽大忽小，有的过程很长，比如 27 算到 1 要经过

112 步，有人把演算过程形容为云中的小水滴，在高空气

流的作用下，忽高忽低，遇冷成冰，体积越来越大，最
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后变成冰雹落了下来，而演算的数字最后也像冰雹一样

掉下来，变成了 1！选数学家把角谷静这一发现，称为

“角谷猜想”或“冰雹猜想”。

这一串串数难道一点规律也没有吗？观察前面作过

的两串数：

6→3→10→5→16→8→4→2→1；

16384→8192→4096→2048→1024→512→256→128→
64→32→16→8→3→2→1。

最后的三个数都是 4→2→1。

为了验证这个事实，从 1 开始算一下：

3 × 1 + 1 = 4，4 ÷ 2 = 2，2 ÷ 2 = 1。结果是 1→4→2→
1，转了一个小循环又回到了 1，这个事实具有普遍性，

不论从什么样自然数开始，经过了漫长的历程，最终必

然掉进 4→2→1 这个循环中去，日本东京大学的米田信

夫对从 1 到 10995 亿 1162 万 7776 之间的所有自然数逐一

做了检验，发现它们无一例外，最后都落入了 4→2→1

循环之中！

计算再多的数，也代替不了数学证明。“角谷猜想”

目前仍是一个没有解决的悬案。

其实，能够产生这种循环的并不止“角谷猜想”，下

面再介绍一个：

随便找一个四位数，将它的每一位数字都平方，然

后相加得到一个答数；将答数的每一位数字再都平方，

相加⋯⋯一直这样算下去，就会产生循环现象。

现在以 1998 为例：

12 + 92 + 92 + 82 = 1 + 81 + 81 + 64 = 227，

22 + 22 + 72 = 4 + 4 + 49 = 57，
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52 + 72 = 25 + 49 = 74，

72 + 42 = 49 + 16 = 65，

62 + 52 = 36 + 25 = 61，

62 + 12 = 36 + 1 = 37，

32 + 72 = 9 + 49 = 58，

52 + 82 = 25 + 64 = 89。

下面再经过八步，就又出现 89，从而产生了循环：
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千古之谜

现代数论的创始人、法国大数学家费尔马（1601—

1665），对不定方程极感兴趣，他在丢番图的《算术》这

本书上写了不少注记。在第二卷问题 8“给出一个平方

数，把它表示为两个平方数的和”的那一页的空白处，

他写道：“另一方面，一个立方不可能写成两个立方的

和，一个四方不可能写成两个四方的和。一般地，每个

大于 2 的幂不可能写成两个同次幂的和。”

换句话说，在 n > 2 时，

xn + yn = zn （1）

没有正整数。这就是举世闻名的费尔马大定理。

“关于这个命题”，费尔马说：“我有一个奇妙的证

明，但这里的空白太小了，写不下。”

人们始终未能找到弗尔马的“证明”。很多数学家攻

克这座城堡，至今未能攻克。所以，费尔马大定理实际

上是费尔马大猜测。人们在费尔马的书信与手稿中，只

找到了关于方程

x4 + y4 = z4 （2）

无正整数解的证明，恐怕他真正证明的“大定理”

也就是这 n = 4 的特殊情况。

既然（2）无正整数解，那么方程

x4k + y4k = z4k （3）
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无解（如果（3）有解，即有正整数 x0，y0，z0 使

x0
4k + y0

4k = z0
4k （3）

那么（x0
k）4 + （y0

k）4 = （z0
k）4

这与（2）无解矛盾！

同理，我们只要证明对于奇素数 P，不定方程

xp + yp = zp （4）

无正整数解，那么费尔马大定理成立（因为每个整

数 n > 2，或者被 4 整除，或者有一个奇素数 p 是它的因

数）。

（4）的证明十分困难。在费尔马逝世以后 90 多年，

欧拉迈出了第一步。他在 1753 年 8 月 4 日给哥德巴赫的

信中宣称他证明了在 p = 3 时，（4）无解。但他发现对 p

= 3 的证明与对 n = 4 的证时截然不同。他认为一般的证

明（即证明（4）对所有的素数 p无正整数解）是十分遥

远的。

一位化名勒布朗的女数学家索菲·吉尔曼（1776—

1831）为解费尔马大定理迈出了第二步。她的定理是：

“如果不定方程

x5 + y5 = z5

有解，那么 5 | xyz。”

人们习惯把方程（4）的讨论分成两种情况。即：如

果方程

xp + yp = zp

无满足 p | xyz的解，就说对于 p，第一种情况的费

尔马大定理成立。

如果方程

xp + yp = zp
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无满足 p | xyz的解，就说对于 p，第二种情况的费

尔马大定理成立。

因此，吉尔曼证明了 p = 5，第一种情况的费尔马大

定理成立。她还证明了：如果 p 与 2p + 1 都是奇素数，

那么第一种情况的费尔马大定理成立。她还进一步证明

了对于≤100 的奇素数 p，第一种情况的费尔马大定理成

立。

在欧拉解决 p = 3 以后的 90 余年里，尽管许多数学

家企图证明费尔马大定理，但成绩甚微。除吉尔曼的结

果外，只解决了 p = 5 与 p = 7 的情况。

攻克 p = 5 的荣誉由两位数学家分享，一位是刚满 20

岁、初出茅庐的狄利克雷，另一位是年逾 70 已享盛名的

勒仕德。他们分别在 1825 年 9 月和 11 月完成了这个证

明。

p = 7 是法国数学家拉梅在 1839 年证明的。

这样对每个奇素数 p 逐一进行处理，难度越来越大，

而且不能对所有的 p 解决费尔马大定理。有没有一种方

法可以对所有的 p或者至少对一批 p，证明费尔马大定理

成立呢？德国数学家库麦尔创立了一种新方法，用新的

深刻的观点来看费尔马大定理，给一般情况的解决带来

了希望。

库麦尔利用理想理论，证明了对于 p < 100 费尔马大

定理成立。巴黎科学院为了表彰他的功绩，在 1857 年给

他奖金 3000 法郎。

库麦尔发现伯努列数与费尔马大定理有重要联系，

他引进了正规素数的概念：如果素数 p 不整除 B2，B4

⋯⋯，Bp - 3的分母，p 就称为正规素数，如果 p 整除 B2，
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B4⋯⋯，Bp - 3 中某一个的分母就称为非正规素数。例如

5 是正规数，因为 B2 的分母是 6 而 5 × 6。7 也是正规素

数，因为 B2 的分母是 6，B4 的分母是 30，而 7 × 6，7 ×

30。

1850 年，库麦尔证明了费尔马大定理对正规素数成

立，这一下子证明了对一大批素数 p，费尔马大定理成

立。他发现在 100 以内只有 37、59、67 是非正规素数，

在对这三个数进行特别处理后，他证明了对于 p < 100，

费尔马大定理成立。

正规素数到底有多少？库麦尔猜测有无限个，但这

一猜测一直未能证明。有趣的是，1953 年，卡利茨证明

了非正规素数的个数是无限的。

近年来，对费尔马大定理的研究取得了重大进展。

1983年，西德的伐尔廷斯证明了“代数数域 K上的（非

退化的）曲线 F （x，y） = 0，在出格 g > 1 时，至多有

有限多个 K点。”

作为它的特殊情况，有理数域 Q上的曲线

xn + yn - 1 = 0 （5）

在亏格 g > 1 时，至多有有限多个有理点。

这里亏格 g是一个几何量，对于曲线（5），g可用

g =
（n - 1）（n - 2）

2

来计算，由（6）可知在 n > 3 时，（5）的亏格大于 1，

因而至多有有限多个有理点（x，y）满足（5）。

方程

xn + yn = 2n

可以化成
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x( )2

n

+
y( )4

n

- 1 = 0

改记
x
2
，

y
2
为（x，y），则（7）就变成（5）。因此由

（5）只有有限多个有理数解 x、y，立即得出（1）只有

有限多个正整数解 x、y、z，但这里把 x、y、z与 kx、ky、

kz（k为正整数）算作同一组解。

因此，即使费尔马大定理对某个 n 不成立，方程

（7）有正整数解，但解也至多有有限组。

1984 年，艾德勒曼与希思布朗证明了第一种情况的

费尔马大定理对无限多个 p 成立。他们的工作利用了福

夫雷的一个重要结果：有无穷多个对素数 p 与 q，满足 q

| p - 1 及 q > p2 /3 个。而福夫雷的结果又建立在对克路

斯特曼的一个新的估计上，后者引起了不少数论问题的

突破。

现在还不能肯定费尔马大定理一定正确，尽管经过

几个世纪的努力。瓦格斯塔夫在 1977 年证明了对于 p <

125000，大定理成立。最近，罗寒进一步证明了对于 p <

4100万，大定理成立。但是，费尔马大定理仍然是个猜

测。如果谁能举出一个反例，大定理就被推翻了。不过

反例是很难举的。
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五家共井

我国最早提出不定方程问题，它由“五家共井”引

起。古代，没有自来水，几家合用一个水井是常见的事。

《九章算术》一书第 8 章第 13 题就是“五家共井”问题：

今有五家共井，甲二绠不足，如乙一绠；乙三绠不

足，如丙一绠；丙四绠不足，如丁一绠；丁五绠不足，

如戊一绠；戊六绠不足，如甲一绠。如各得所不足一绠，

皆逮。问井深、绠长各几何！

用水桶到井中取水，当然少不了绳索，“绠”就是指

“绳索”。原题的意思是：

五家共用一水井。井深比 2 条甲家绳长还多 1 条乙

家绳长；比 3 条乙家绳长还多 1 条丙家绳长；比 4 条丙家

绳长还多 1 条丁家绳长；比 5 条丁家绳长还多 1 条戊家绳

长；比 6 条戊家绳长还多 1 条甲家绳长。如果各家都增

加所差的另一条取水绳索，刚刚好取水。试问井深、取

水绳长各多少？

虽然该问题是虚构的，它是最早的一个不定方程问

题。

用现代符号，可设甲、乙、丙、丁、戊各家绳索长

分别为 x、y、z、u、v；并深为 h。根据题意，可得
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2x + y = h，

3y + z = h，

4z + u = h，

5u + v = h，

6v + x = h













。

这是一个含有 6 个未知数、5 个方程的方程组。未知

数的个数多于方程个数的方程（或方程组）叫不定方程。

用加减消元法可得

x =
265
721

h，y =
191
721

h，z =
148
721

h，

u =
129
721

h，v =
76
721

h。

给定 h不同的数值，就可得到 x、y、z、u、v的各个

不同的数值。只要再给定一些特定条件，就可得到确定

的组解。原书中只给出一组解，是最小正整数解。

我国古代数学家在《九章算术》的基础上，对不定

方程作出了辉煌的成绩。“五家共井”问题是后来百鸡术

及大衍求一术的先声。

“五家共井”问题，曾引起世界上很多数学家的注

视。在西方数学史书中，把最早研究不定方程的功绩归

于希腊丢番都。其实，他在公元 250 年左右才研究这些

问题，要比我国迟 200 多年。

公元 6 世纪上半期，张丘建在他的《张丘建算经》

中有一个百鸡问题：今有鸡翁一，值钱五；鸡母一，值

钱三；鸡雏生，值钱一。凡百钱，买鸡百只。问鸡翁、

母、雏各几何？

意思是，如果 1 只公鸡值 5 个钱；1 只母鸡值 3 个

钱；3 只小鸡值 1 个钱。现用 100 个钱，买了 100 只鸡。
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问公鸡、母鸡、小鸡各多少？

设公鸡、母鸡、小鸡分别为 x、y、z只，则可得不定

方程消去 z不难得出

5x + 3y +
1
3

z = 100{
x + y + z = 100

消去 z不难得出

y =
7x
4

因为 y是正整数，所以 x必须是 4 的倍数。

设 x = 4t，则 y = 25 - 7t，z = 75 + 3t

 x > 0，, 4t > 0，t > 0；

又 y > 0，, 25 - 7t > 0，t < 3
4
7

故 t = 1，2，3。

, 原方程组有三组答案：

｛x = 4，y = 18，z = 78｛x = 8，y = 11，z = 81｛x = 12，

y = 4，z = 84

数学史家评论说，一道应用题有多组答案，是数学

史上从未见到过的，百鸡问题开了先例。《张丘建算经》

中没有给出解法，只说：“术曰：鸡翁每增四，鸡母每减

七，鸡雏每益三，即得。”意思是：如果少买 7 只母鸡，

就可多买 4 只公鸡和 3 只小鸡。因为 7 只母鸡值钱 21，4

只公鸡值钱 20，两者相差 3 只小鸡的价格。只要得出一

组答案，就可推出其余两组。但这解法怎么来的？书中

没有说明。因此，所谓“百鸡术”即百鸡问题的解法就

引起人们的极大兴趣。

稍后，甄鸾在《数术记遗》一书中又提出了两个
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“百鸡问题”，题目意思与原百鸡问题相同，仅数字有所

区别。到了宋代，著名数学家杨辉在他的《续古摘奇算

法》一书中，也引用了类似的问题：

“钱一百买温柑、绿桔、扁桔共一百枚。只云温柑一

枚七文，绿桔一枚三文，扁桔三枚一文。问各买几何？”

到了明清时代，还有人提出了多于三元的“百鸡问

题”。不过，各书均与《张丘建算经》一样，没有给出问

题的一般解法。

7世纪时，有人对百鸡问题提出另一种解法，但只是

数字的凑合。到了清代焦循在他的《加减乘除释》一书

中指出其错误。之后，不断有人提出新的解法，但都没

有完全得到普遍解决此类题目的通用方法。例如丁取忠

在他的《数学拾遗》中给出一个比较简易的解法：先设

没有公鸡，用 100 个钱买母鸡和小鸡共 100 只，得母鸡

25 只、小鸡 75 只。现在少买 7 只母鸡，多买 4 只公鸡和

3 只小鸡，便得第一组答案。同理可推出其余两组。直到

19 世纪，人们才把这类问题同“大衍求一术”结合起来

研究。

百鸡问题是一个历史名题，在世界上有很大影响。

国外常见类似的题目。
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速度趣题

1. 自行车和苍蝇

两个男孩各骑一辆自行车，从相距 20 千米的两个地

方，开始沿直线相向骑行。在他们起步的那一瞬间，一

辆自行车车把上的一只苍蝇，开始向另一辆自行车径直

飞去。它一到达另一辆自行车车把，就立即转向往回飞

行。这只苍蝇如此往返，在两辆自行车的车把之间来回

飞行，直到两辆自行车

相遇为止。

如果每辆自行车都以每小时 10 千米的高速前进，苍

蝇以每小时 15 千米的高速飞行，那么，苍蝇总共飞行了

多少千米？

答案

每辆自行车运动的速度是每小时 10 千米，两者将在

1 小时后相遇于 20 千米距离的中点。苍蝇飞行的速度是

每小时 15 千米，因此在 1 小时中，它总共飞行了 15 千

米。

许多人试图用复杂的方法求解这道题目。他们计算

苍蝇在两辆自行车车把之间的第一次路程，然后是返回

的路程，依此类推，算出那些越来越短的路程。但这将
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涉及所谓无穷级数求和，这是非常复杂的高等数学。

据说，在一次鸡尾酒会上，有人向约翰·冯·诺伊

曼提出这个问题，他思索片刻便给出正确的答案。提问

者显得有点沮丧，他解释说，很多数学家总忽略简单方

法，而去采用无穷级数求和的复杂方法。

冯·诺伊曼脸上露出惊奇的神色。“可是，我用的正

是无穷级数求和的方法”，他解释道。

2. 往返旅行

当我们驾驶汽车旅行的时候，汽车在不同的时刻当

然会以不同的速度行驶。如果把全部距离除以驾驶汽车

的全部时间，所得到的结果叫做这次旅行的平均速度。

史密斯先生计划驾驶汽车从芝加哥去底特律，然后

返回。他希望整个往返旅行的平均速度为每小时 60 千

米。在抵达底特律的时候，他发现他的平均速度只达到

每小时 30 千米。

为了把往返旅行的平均速度提高到每小时 60 千米，

史密斯在返回时的平均速度必须是每小时多少千米呢？

答案

求解这道令人困惑的小小难题，并不需要知道芝加

哥与底特律之间的距离。

在抵达底特律的时候，史密斯已经走过了一定的距

离，这花去了他一定的时间。如果他要把他的平均速度

翻一番，他应该在同样的时间中走过上述距离的两倍。

很明显，要做到这一点，他必须不花任何时间便回到芝

加哥。这是不可能的，因此史密斯根本没有办法把他的
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平均速度提高到每小时 60 千米。无论他返回时的速度有

多快，整个旅行的平均速度肯定要低于每小时 60 千米。

如果我们为史密斯的旅行假设一个距离，事情便会

容易理解一些。比如说，假设往返旅程各为 30 千米。由

于他的平均速度为每小时 30 千米，他将用 1 小时的时间

完成前一半的旅行。他希望往返旅行的平均速度为每小

时 60 千米，这意味着他必须在 1 小时中完成整个 60 千米

的旅程。可是，他已经把 1 小时的时间全都用了。无论

他返回时速度有多快，他所用的时间全都用了。无论他

返回时速度有多快，他所用的时间将多于 1 小时，因此

他必定要用多于 1 小时的时间完成 60 千米的旅程，这使

得他的平均速度低于每小时 60 千米。
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升官题

传说唐代尚书杨损，廉洁奉公，任人唯贤。有一次，

要在两名小吏中提升一人，主管提升工作的官员感到很

难决断，便请示杨损。杨损认为，作为一个官员，不仅

要有高尚的品德，还要有一定的文化水平。于是，他说：

“一个官员应具备的一大技能是速算。让我出题来考考他

们，谁算得快就提升谁。”杨损出了一道题：

“有人在林中散步，无意中听到几个强盗在商讨如何

分赃。他们说，如果每人分 6 匹布，则余 5 匹；每人分 7

匹布，则缺少 8 匹。试问共有几个强盗几匹布？”两个小

吏听过题目后，便用筹算解联立一次方程组。后来，先

得出正确结果的小吏果真升了官，大家心服口服。

这个故事反映出我国古代人民对于解联立一次方程

组的熟练程度。事实上，在 2000 多年前的《九章算术》

中，已系统地叙述了联立一次方程组的解法，这是中国

古代数学的杰出贡献之一。

《九章算术》是我国至今有传本的一部经典数学著

作，内容极为丰富，它几乎集中了过去和当时的全部数

学知识，将 246 个问题分为九章，所以叫做 《九章算

术》。

《九章算述》不是出自某一个人的手笔，不是一个时

代的作品。它是经过历代名家的修订和增补，才逐渐成
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为定本的。它成书于何时，目前学术界尚无统一结论，

据推测起码在公元 1 世纪之前。《九章算术》对我国以及

一些外国的数学发展有很大影响，直到 16 世纪我国的数

学著作大都还是受它的体例影响。

一元一次方程问题在古埃及时已经出现。巴比伦人

已经知道某些特殊的二次、三次方程的解法，例如：两

个正方形面积之和是 1000，其中一个边长是另一个边长

的
2
3
少 10，问各长多少？这相当于解联立方程

x2 + y2 = 1000，y =
1
2

x - 10。

当时实际的解只是由观察某些简单的数字关系而得

到答案。

《九章算术》的第 8 章“方程”，给出了联立一次方

程组的普遍解法，并且使用了负数，这在数学史上具有

非常重要的意义。

我国古代是用算筹来运算的，未知数不用符号表示，

只是将各个系数用算筹依次布列成方阵的形式。“程”是

变量的总名，也有计量、考核、程式的意思。“方程”的

名称，就来源于此。

《九章算术》第 8 章的第 1 题为：

“今有上禾三秉、中禾二秉，下禾一秉，实三十九

斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；上

禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，实二十六斗。问上、中、

下禾实一秉各几何？

“禾”指黍米，一“秉”即一捆，“上禾三秉，中禾

二秉，下禾一秉，实三十九斗”就是说：三捆上等黍米，

两捆中等黍米，一捆下等黍米，一共可打出黍米谷 39
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斗。

设上、中、下禾，每捆各出谷 x、y、z斗，则用现代

的方程来表达，可得

3x + 2y + z = 39，

2x + 3y + z = 34，

x + 2y + 3z = 26
{

。

在《九章算术》中列出的方程形式为：

在方程中只能看到系数，看不到未知数，文字采用

直排，而且阅读时是从右到左的。由于这种方程中，未

知数不用符号表示出来，实际上就是现代的分离系数法。

书中给出的解法是联立一次方程组的普遍解法。除了符

号、名词和计算工具不同外，和现代使用的消元法实质

一样。

第 8 章中还有四元及五元的方程组，也是用类似的

方法来解的。

在国外，线性方程组的完整解法，直到 17 世纪末才

由微积分的发明人莱布尼茨着手拟定。可见，从时间上

来说，《九章算术》的解法实是在世界数学史上一大光辉
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成就，值得中国人自豪！

自从《九章算术》提出了多元一次联立方程后，多

少世纪没有显著的进步。贾宪、秦九韶、李治等人曾研

究过一元高次方程。元朝杰出数学家朱世杰集前人之大

成，建立了四元高次方程组理论，并称为“四元术”。他

用天元、地元、人元、物元表示四个未知数，相当于现

在的 x、y、z、u。朱世芝的《四元玉鉴》一书，举例说

明了一元方程、二元方程、三元方程、四元方程的布列

方法和解法。其中有的例题相当复杂，数字惊人的庞大，

不但过去从未有过，就是今天也很少见。可见朱世杰已

经非常熟练地掌握了多元高次方程组的解法。

在外国，多元方程组虽然也偶然在古代的民族中出

现过，例如巴比伦人借助数表处理过某种二元二次方程

组，但较系统地研究却迟至 16 世纪，1559 年，法国人彪

特才开始用不同的字母 A，B，C，⋯⋯来表示不同的未

知数。而过去不同未知数用同一符号来表示，以致含混

不清。正式讨论多元高次方程组已到 18 世纪，由探究高

次代数曲线的交点个数而引起。1764 年，法国人培祖提

出用消去法的解法，这已在朱世杰之后四五百年了。
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数学之源

数学最初是从结绳记事开始的。大约在三百万年前，

人类还处于茹毛饮血的原始时代，以采集野果、围猎野

兽为生。这种活动常常是集体进行的，所得的“产品”

也平均分配。这样，古人便渐渐产生了数量的概念。他

们学会了在捕获一头野兽后用一块石子、一根木条来代

表；或者用在绳子上打结的方法来记事、记数。这样，

在原始社会人们的眼光中，一个绳结就代表一头野兽，

两个结代表两头⋯⋯，或者一个大结代表一头大兽，一

个小结代表一头小兽⋯⋯。数量的观念就是在这些过程

中逐渐发展起来的。随着捕获手段的提高，所获的野兽

越多，绳子的结越多，需要的数目也越大。

在距今大约五六千年以前，沿非洲的尼罗河出现了

一个伟大的文明社会———埃及。埃及人较早地学会了农

业生产。尼罗河每年 7 月定期泛滥，淹没大片农地，11

月洪水逐渐退落。埃及人通过长期观察，注意到当天狼

星和太阳同时出没的时候，正是洪水将至的预兆。还发

现，这种现象大约 365 天重复一次。这样，埃及人就选

择在洪水泛滥之后留下的肥沃淤泥上下种，待 6 月洪水

来临之前收割，以获得好的收成。这是通过天文观测进

行农业生产的结果其中也包含了数学知识的应用。另一

方面，古埃及的农业制度，是把同样大小的正方形土地
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分配给每一个人的，租用的人每年把他的收成提取一部

分给土地所有者———国王。如果洪水冲毁了他们所分得

的土地，他可以向国王报告，国王便派人前来调查并测

量损失的那一部分，这样，他交的租就会相应减少。这

种对于土地的测量，导致了几何学的诞生。实际上，几

何学的原意就是“土地测量”。

数学正是从打结记数和土地测量开始的。

与埃及同时，世界上还有几个同样伟大的文明社会，

如亚洲西部的巴比伦，南部的印度和东部的中国，它们

分别创造了自己的文字。同时也产生了各自的记数法和

最初的数学知识。在距今大约两千多年以前生活在欧洲

东南部的希腊人，继承了这些数学知识，并将数学发展

成为一门系统的理论科学：古希腊文明被毁灭后，阿拉

伯人保存和继承了他们的文化，后来又传回欧洲，使得

数学重新繁荣起来，并最终导致了近代数学的创立。

57



最佳课堂

●

泥版的故事

19 世纪前期，人们在亚洲西部伊拉克境内发现了 50

万块泥版，上面密密麻麻地刻有奇怪的符号。这些符号

是古巴比伦人所用的文字，现在人们称它为“楔形文

字”。科学家经过研究，弄清了泥版上所记载的，是古巴

比伦人已获得的知识，其中包括了大量的数学知识。

古代人最初用石块、绳结，后来又用手指来记数。

一个指头代表 1，两个指头代表 2，⋯⋯，当数到 10 时，

就得重新开始，巴比伦人由此产生了逢十进一概念。又

因为，一年中月亮有 12 次圆缺，一只手又有 5 个指头，

12 × 5 = 60。这样，他们又有了隔 60 进一的记数法。他们

可用表示 1， <表示 10，从 1 到 9 是把写相应的次
数，从 10 到 50 是把 <和，结合起来写相应的次数。例
如 35 写成 < < < 。这种记数的方法，影响了
后人，产生了现在我们所一用的十进制和六十进制。例

如，时间分为 1 小时 = 60 分，1 分 = 60 秒。

巴比伦人还掌握了许多计算方法。并且编制各种数

表帮助计算。从那些泥版上，人们发现巴比伦人已有了

乘法表、倒数表、平方和立方表、平方根和立方根表。

他们还运用了代数概念。

巴比伦泥版上还有这样的问题：兄弟 10 人分1
2
3
米
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那的银子（米那及后面的赛克尔都是古代的重量单位，

其中 1 米那 = 60 赛克尔），已知他们分得的银子数成等差

数列，而且第八个人的银子为 6 赛克尔，求每人所得的

银子数量。从这样一些例子中，科学家认识到了巴比伦

已知道等差数列、等比数列的概念。

巴比伦人也具备了初步的几何知识。他们会把不规

则形状的田地分割为长方形、三角形和梯形来计算面积，

也能计算简单的体积。他们非常熟悉等分圆周方法，求

得圆周与直径的比 π≈3，还用了勾股定理。

他们的成就对后来数学的发展产生了巨大的影响。
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数学之桥

阿拉伯人对古代数学的贡献，是现在人们最熟悉的

1、2、⋯⋯9、0 十个数字，称为阿拉伯数字。但是，在

数学发展过程中，阿拉伯人主要吸收、保存了希腊和印

度的数学，并将它传给欧洲，架起了一座“数学之桥”。

在算术上，阿拉伯人采用和改进了印度的数字记号

和进位记法，也采用了印度的数学记号和进位记法，也

采用了印度的无理数运算，但放弃了负数的运算。代数

这门学科名称就是由阿拉伯人发明的。阿拉伯人还解出

一些一次、二次方程，甚至三次方程，并且用几何图形

来解释它们的解法，如对于方程 x2 + 10x = 39，他们的几

何解法如下：作一个正方形，假定它的边长为未知数 x，

然后在它四边上，向外作 x与
5
2
的矩形。将整个图形扩

充成边长为x + 5的正方形，从下图中可见，整个大正方

形面积，等于边长为 x的正方形面积
5
2
的四个矩形面积

之和。所以大正方形面积是x2 + 4 ×
5
2

× x + 4 ×
5
2

×
5
2
，

即x2 + 10x + 25。因为x2 + 10x = 39。所以大正方形面积等

于 39 + 25 即 64。因此，大正方形边长等于 8，而 x就是 8

- 2 ×
5
2

= 3。阿拉伯人还用圆锥曲线相交来解三次方程，
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这是一大进步。阿拉伯人还获得了较精确的圆周率，得

到了 2π = 6. 28185307195865，π已计算到 17 位。此外，

他们在三角形上引进了正切和余切，给出了平面三角形

的正弦定律的证明。平面三角和球面三角的比较完整的

理论也是他们提出的。

阿拉伯数学作为“数学之桥”，还在于翻译并著述了

大量数学文献，这些著作传到欧洲后，数学从此进人了

新的发展时期。
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数学的摇篮

巴比伦人和古埃及人积累了许多数学知识，但他们

只能回答“怎么做”，却无法回答“为什么”要这么做

的道理。古希腊人从阿拉伯人那里学到了这些经验，进

行了精细的思考和严密的推理，才逐渐产生了现代意义

上的数学科学。

第一个对数学诞生作出巨大贡献的是泰勒斯。他曾

利用太阳影子计算了金字塔的高度，实际上就是利用了

相似三角形的性质。他弄清了：直角彼此相等；等腰三

角形的底角相等；圆被任一直径平分；如果两个三角形

有一边及这边上的两个角对应相等，那么这两个三角形

全等；而且证明了这些知识。这些知识现在看起来很简

单，但在当时是非常了不起的。

在泰勒斯之后，以毕达哥拉斯为首的一批学者对数

学作出了贡献。他们最出色的成就之一是发现了“勾股

定理”，在西方被称为“毕达哥拉斯定理”。正是用了这

一定理，后来导致了无理数的发现，引起了第一次数学

危机。

稍晚于毕达哥拉斯的芝诺，提出了四条著名的悖论，

对以后数学概念的发展产生了重要的影响。

经过泰勒斯到芝诺等人的努力，古希腊的数学有了

全新的发展。欧几里德吸取其中的精华，写成了《几何
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原本》这本在数学史上最有名的著作。今天人们所学的

平面几何学知识，都来源于这本书。

继欧几里德之后，阿基米德开创了希腊数学发展的

新时期，人们称之为亚历山大时期。阿基米德在数学方

面的工作，远远超越了他那个时代，被后人称为“数学

的神”。他设计过一种大数体系，即使整个宇宙都填满了

细小的砂粒，也可以毫不费力地把砂子的粒数数出来。

他通过作边数越来越多的内接正多边形、外切正多边形，

算得了圆周率的值在3
10
71
到3

1
7
之间。他得到了求面积和

求体积的公式，还发明了以他名字命名的螺线。

在阿基米德之后，古希腊的数学更加侧重于应用。

在天文学发展的促进下，希帕恰斯、梅尼劳斯、托勒密

创立了三角学。尼可马修斯写出了第一本专门的数论典

籍———《算术入门》，丢番图则系统地研究了各种方程，

特别是各种不定方程。这样，初等数学的各个分支———

算术、数论、代数、几何、三角全部建立了起来，这意

味着，由巴比伦人、古埃及人孕育的数学“婴儿”，终于

在古希腊的摇篮中诞生了。
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十进制和二进制的故乡

中国是世界文明古国之一，中国数学在人类文化发

展的初期，远远领先于巴比伦和埃及。

中国早在五六千年前，就有了数学符号，到三千多

年前的商朝，刻在甲骨或陶器上的数字，已十分常见。

这时，自然数计数都采用了十进位制。甲骨文中就有从

一到十到百、千、万的十三个记数单位。

在运算过程中用的是算筹。算筹就是一些用木、竹

制作的匀称的小棍，算等纵横布置，就可以表示任何一

个自然数。据考证，至少在公元前 8 世纪到前 5 世纪的

春秋时代，我国算筹记法已经完备，而印度正式使用 0

这一符号是在公元 876 年以后。只有表示 0 的方法使用

后，十进制才算完备。因此，中国是名副其实的十进制

故乡。

中国还是现代电子计算机二进位制的发展地。二进

位制中，只有 0 和 1 两个符号，0 仍表示零，1 仍表示

“一”。但“二”就没有单独数码代表，因此得“逢二进

一”，这样便可以表示一切自然数。

例如：
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自然数 一 二 三 四 五 六 七 八 九 十 ⋯⋯

十进制 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

二进制 1 10 11 100101110111 1000 1001 1010
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规矩和直尺圆规

规和矩发明于中国，是古人用来测量、画圆形和方

形的两种工具。“规”就是画圆的圆规；“矩”就是折成

直角的曲尺，尺上有刻度。古人说“不以规矩，不能成

方圆”，就是这个意思。规矩发明的确切年代已无法查

清，但在公元前 15 世纪的甲骨文中，已有规、矩二字

了。汉朝著名史学家司马迁著的《史记》中有这样的记

载：夏禹治水的时候，是“左准绳，右规矩”。这意思是

说，夏禹是左手拿着水准绳，右手拿规和矩进行测量，

规划出治水方案的。说明在夏禹治水的年代（约公元前

2O00 年）就有了规和矩这两种几何工具了。

规矩的使用，对于我国古代几何学的发展，有着很

重要的意义。周代数学家商高曾对“用矩之道”作过理

论总结：“平矩以正绳，堰矩以望高，覆矩以测深，卧矩

以知远。”这一段话，精炼地概括了矩的广泛而灵活的用

途。“平矩以正绳”，是指把矩的一边放置水平，另一边

靠在一条竖立的线上，可以判定绳子是否铅直。“堰矩以

望高”，是指把矩的一边仰着另一边放平，可以测量高

度。“覆矩以测深”，是把上述测高的矩颠倒过来，就能

测量深度。“卧矩以知远”，是指上述测高的矩平躺在地

面上，就可以测出远处两地间的距离。

古希腊人研究几何问题时，一般用直尺和圆规这两
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种工具。这种直尺没有刻度，只能画直线。希腊人作图

只能从最基本的工具———直尺和圆规开始，完成尽可能

多的几何图形。由此产生了两方面的问题：一是能否用

直尺圆规画出这个图形；二是如能画出，怎么画。在这

方面，最有名的是所谓直尺圆规作图的三大问题：三等

分任意角、倍立方和化圆为方。对用直尺圆规作图的研

究，导致了许多数学定理的发现。
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最早的数学表

上中学数学课，计算时常常要用一些数学表：平方

表、对数表、三角函数表⋯⋯。有了数学表，就不用从

头计算，而可以直接查表得到结果，大大方便了计算。

这些数学表，是在长期的逐步积累中发展、完善的。

在靠近幼发拉底河的古代巴比伦的庙宇图书馆遗址，

曾挖掘出大量的泥土板，上面用楔形文字刻着乘法表、

加法表、平方表、倒数表和平方根表等。这些都是人类

最古老的数学表，古巴比伦人就是用它们作为简化计算

的工具的。

中国历史上最早的数学表，是“乘法九九表”。据说

春秋时代霸主之一齐桓公招聘贤才，但无人应聘。一天，

有一个人前来求见，齐桓公说：“你有什么本领？”来者

说：“我会九九歌。”齐桓公嘲笑他：“会背九九歌也算本

领吗？”那人回答：“背九九歌确实算不上什么大本领，

但是如果您对我也能以礼相待，还怕比我高明的贤士不

来应聘吗？”齐桓公觉得有理，就款待了他，后来果然招

到很多能人。

这里的九九歌，就是现代的乘法九九表。这个故事

也说明，九九歌在我国很早就已经普遍被人掌握了。在

我国敦煌等地出土的西汉竹简（竹简是我国古代人用来

写字的竹片）上，都记载着不完整的“九九表”。例如，
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敦煌的汉简中的“九九表”共十六句，即是：

九九八十一 八八六十四 五七卅五 □□□□ 二三而六
八九七十二 七八五十六 四七廿八 五五廿五 二二而四

七九六十三 六八八 三七廿一 四五廿
五八 三五十五

今天，人们可以用电子计算器来代替许多数学表，

但在很多情况下，人们还在使用九九表，因为它方便易

学，也很实用。
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数的家族

0，1，2，3，⋯⋯；

1
2
，

4
5
，7

9
16
，⋯⋯；

- 3， - 8， - 11，⋯⋯；

槡2，π，e，⋯⋯，

这各种各样的数，都有自己的“身份”，它们共同组

成数的家族。

第一组成员是正数。小时候扳手指头学会 0，1，2，

3，⋯⋯就是正数。这也是我们祖先最早认识的数。

第二组成员是分数。5 个人分 3 个苹果，古人最初是

这样做的：把一个苹果分成相同的五份，每人取一份，

即
1
5
，对另两个苹果做同样的分配，最后每人得到 3 个

1
5
，这就是我们所说的

3
5
。分数的记载最先出现在距今

四千多年前的古埃及纸草书中。

零的出现同比较晚的，从“无”到“零”的认识是

一个漫长的过程。据说公元前二百年，希腊人已有零号

的记载，但真正把零当作一个独立的数来使用是公元 9

世纪由印度人做出的。

负数在中国的西汉时期（约公元前 2 世纪）已经萌

芽，并最先作为数学的研究对象出现在公元 1 世纪的

88



数学探迷

●

《九章算术》中。

正整数、零和负整数就构成全体整数。正分数和负

分数构成了全体分数。

整数和分数构成了有理数。当然，广义的分数中已

经包括了整数，因为可以把整数看成分母是 1 的分数。

每个有理数都可以表示成两个整数的比。但是，公

元前 5 世纪希腊数学家发现，槡2不可能表示成两个整数

之比，因而引起了一场极大的风波。后来把不能表示成

两个整数之比的数称为无理数。现在我们知道无理数比

有理数要多得多。

有理数和无理数统称为实数。在实数范围内，方程

x2 + 1 = 0是无解的。于是，科学家引入了一个新的数 i，

规定i2 = - 1。对于一切实数 a、b，形如 a + bi的数就称为

复数，而 i称为虚数单位。

除此之外，还有新的数。如果学习高等数学，会遇

到四元数、各种超复数，以及类似的数学对象。随着数

学的发展，数的家族将不断增加新的成员。
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分数的妙用

有一位阿拉伯老人，生前养有 11 匹马，他去世前立

下遗嘱：大儿子、二儿子、小儿子分别继承遗产的
1
2
、

1
4
、

1
6
。儿子们想来想去没法分：他们所得到的都不是

整数，即分为
11
2
、

11
4
、

11
6
，总不能把一匹马割成几块来

分吧？聪明的邻居牵来自己的 1 匹马，对他们说：“你们

看，现在有 12 匹马了，老大得 12 匹的
1
2
就是 6 匹，老二

得了 12 匹的
1
4
就是 3 匹，老三得了 12 匹的

1
6
就是 2 匹，

还剩一匹我照旧牵回家去。”这样把难分的问题解决了。

分数起源于“分”。在原始社会，人们集体劳动，要

平均分配果实和猎物，逐渐有了分数的概念。以后在土

地计算、土木建筑、水利工程中，当所用的长度单位不

能量尽所量线段时，便产生了分数。

人们从认识分数到研究分数，是从单位分数开始的。

单位分数就是形如
1
n
（n≠1 的正整数）的分数。在 3700

多年前埃及的纸草书上，已经认识到：所有分子为 2、分

母为2n + 1（n为 2 到 49 的正整数）的分数，可以分解为

一些不相同的单位之和。如：
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2
7

=
1
4

+
1
28
，

2
97

=
1
56

+
1

679
+

1
776

而通过这种表示法可以进行任何分数运算：如：

5
21

=
1
21

+
2
21

+
2
21

=
1
21

+
1
14

+
1
42

+
1
14

+
1
42

=
1
21

+
2
14

+
2
42

=
1
21

+
1
7

+
1
21

=
1
7

+
2
21

=
1
7

+
1
14

+
1
42

巴比伦人也使用六十进位的分数，即分母是 60、

602、603
的分数。在很长一段时间内，欧洲人将分数运算

视为畏途。

中国是世界上较早对一般分数进行研究的国家。公

元前 5 世纪的《考工记》中，就有“十分之寸之一为一

枚”的记载，即
1
10
寸等于一分。西汉时期《周髀算经》

中，已经有了更复杂的分数运算。公元 1 世纪（东汉时

期）的数学家专著《九章算术》中，专列“方田”一

章，介绍通分、约分、比较分数大小的方法，以及有关

加、减、乘、除运算的法则。这些知识与现代采用的方

法基本相同，比印度领先 500 多年，比欧洲早 1400 多年。
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负数的引入

今天人们都能用正负数来表示相反方向的两种量。

例如若以海平面为 0 点，世界上最高的珠穆朗玛峰的高

度为十 8848 米，世界上最深的马里亚纳海沟深为 - 11034

米。在日常生活中，则用“十”表示收人，“ - ”表示支

出。可是在历史上，负数的引人却经历了漫长而曲折的

道路。

古代人在实践活动中遇到了一些问题：如相互间借

用东西，对借出方和惜人方来说，同一样的东西具有不

同的意义。分配物品时，有时暂时不够，就要欠某个成

员一定数量。再如从一个地方，两个骑者同时向相反的

方向奔驰，离开出发点的距离即使相同，但两者又有不

同的意义。久而久之，占代人意识到仅用数量来表示一

事物是是不全面的，似乎还应加上表示方向的符号。为

了表示具有相反方向的量和解决被减数小于减数等问题，

逐渐产生了负数。

中国是世界上最早认识和应用负数的国家。早在二

千年前的《九章算术》中，就有了以卖出粮食的数目为

正（可收钱），买入粮食的数目为负（要付钱）；以入仓

为正、出仓为负的思想。这些思想，西方要迟于中国八

九百年才出现。
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无理数的风波

无理数就是不能表示为整数或两整数之比的实数，

如槡2、π等等。这些数不像自然数或负数那样，可在实
际生活中直接碰到，它是在数学计算中间接发现的。

人们发现的第一个无理数是槡2。据说，它的发现还

曾掀起一场巨大的风波。古希腊毕达哥拉斯学派是一个

研究数学、科学、哲学的团体，他们认为一切数都是整

数或者整数之比。有一个名叫希帕索斯的学生，在研究 1

和 2 的比例中项时（如果 1：x = x：2 那么 x为 1 和 2 的

比例中项），左思右想都想不出这个中项值。后来，他画

一边长为 1 的正方形，设对角线为 x，于是 x2 = 12 + 12 =

2。他想，x代表正方形对角线长，而 x2 = 2。他想，那么

x必定不能是整数，那么 x会不会是分数呢？毕达哥拉斯

和他的学生们绞尽脑汁也找不到这个数。

这样，如果 x既不是整数又不是分数，它是什么样

的数呢？希帕索斯等人认为这必定是一个新数。这一发

现，使得毕达哥拉斯等学派的观点动摇了，从而导致了

西方数学史上的第一次“数学危机”。而希帕索斯本人因

违背了毕达哥拉斯学派的观点而受到处罚，被扔到大海

里淹死了。

无理数的发现，使数的概念又扩大了一步。
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真实的虚数

“虚数”这个名词，听起来好像“虚”，实际上却非

常“实”。

虚数是在解方程时产生的。求解方程时，常常需要

将数开平方。如果被开方数不是负数，可以算出要求的

根；如果是负数怎么办呢？

譬如，方程 x2 + 1 = 0，x2 = - 1，x = ± 槡- 1。那么，

槡- 1有没有意义呢？在很久之前，大多数数学家认为负

数没有平方恨。到了 16 世纪中叶，意大利数学家卡尔丹

发表了《大法》这一数学著作，介绍了三次方程的求根

公式。他不仅讨论了正根和负根，还讨论了虚数根。如

解 x2 - 15x + 4 = 0 这一方程时，依据他的求根公式，会得

到：

x =
3

- 2 + 槡槡 - 121 +
3

- 2 - 槡槡 121

其中槡- 121就是负数的平方根。卡尔丹写出了负数的平

方根，但他认为这也仅仅是形式表示而已。说明他对负

数平方根的性质并不了解。1637 年，法国数学家笛卡尔

开始用“实数”、“虚数”两个名词。1777 年，瑞士数学

家开始用符号 i = 槡- 1表示虚数结合起来，写成 a + bi形

式（a、b）为实数，称为复数。

由于虚数闯进数的领域时，人们对它的实际用处一
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无所知。在实际生活中似乎也没有用复数来表达的量，

因此，在很长一段时间里，人们对虚数产生过种种怀疑

和误解；笛卡尔称“虚数”的本意是指它是虚假的；莱

布尼兹在公元 18 世纪初则认为：“虚数是美妙而奇异的

神灵隐蔽所，它几乎是既存在又不存在的两栖物。”欧拉

尽管是许多地方用了虚数，但又说一切形如槡- 1、槡- 2

的数学式都是不可能有的，纯属虚幻的。

欧拉之后，挪威一个测量学家维塞尔，提出把复数 a

+ bi用平面上的点（a、b）来表示。后来，高斯提出了

复平面的概念，终于使复数有了立足之地，也为复数的

应用开辟了道路。现在，复数一般用来表示向量（有方

向的数量），这在水力学、地图学、航空学中的应用是十

分广泛的。虚数越来越显示出其丰富的内容，真是：虚

数不虚！
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神秘的 9

爱因斯坦出生在 1879 年 3 月 14 日。把这些数字连在

一起，就成了 1879314。重新排列这些数字，任意构成一

个不同的数（例如 3714819），在这两个数中，用大的减

去小的 （在这个例子中就是 3714819 - 1879314 =

1835505），得到一个差数。把差数的各个数字加起来，

如果是二位数，就再把它的两个数字加起来，最后的结

果是 9（即 1 + 8 + 3 + 5 + 5 + 0 + 5 = 27，2 + 7 = 9）。

哥白尼的生日是 1473 年 2 月 19 日，牛顿的生日是

1642 年 12 月 25 日，高斯出生于 1777 年 4 月 30 日，居里

夫人出生于 1867 年 11 月 7 日，只要按照上面的方法去计

算，最后一定都得到 9。实际上，把任何人的生日写出

来，做同样的计算，最后得到的都是 9。

把一个大数的各位数字相加得到一个和；再把这个

和的各位数字相加又得到一个和；这样继续下去，直到

最后的数字之和是个一位数为止。最后这个数称为最初

的那个数的“数字根”。这个数字根等于原数除以 9 的余

数。这个计算过程，常常称为“弃九法”。

求一个数的数字根，最快的方法是在加原数的数字

时把 9 舍去。例如求 385916 的数字根，其中有 9，而且 3

+ 6，8 + 1 都是 9，就可以舍去，最后只剩下 5，就是原

数的数字根。
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利用弃九法，可以检验很大数目的加减乘除的结果。

例如 a - b = c，为了检验结果 c，用 a 的数字根减去 b 的

数字根（如果前者较小就加上 9），看看差数是否对得上

c的数字根。如果对不上，那么前面的结果肯定是算错

了；如果对上了，那么计算正确的可能性是
8
9
。

由这些知识可以解释生日算法的奥秘。假定一个数 n

由很多数字组成，把 n 的各个数字打乱重排，就得到一

个新的数 n'，显然 n 和 n'有相同的数字根，把两个数根

相减就会得 0。也就是说，n - n'一定是 9 的倍数，它的

数字根是 0 或 9。而在我们的算法中 0 和 9 本是一回事

（即一个数除以 9 所得的余数）。n - n' = 0，只有在 n = n'

即原数实际上没有改变时才发生；只要 n≠n'，n - n'累

次求数字所得的结果就一定是 9。
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π的“马拉松计算”

圆的周长与直径之比是一个常数，人们称之为圆周

率，记为 π。为了计算出它的值，人类从公元前 2 世纪开

始，一直算到今天，虽然获得了数亿位，可以印成厚达

百万页的书的数，却仍然是一个近似值。因此，人们把

关于 π的计算，称为科学史上的“马拉松”。
关于 π的值，较早见于公元前 2 世纪中国的《周髀

算经》，里面有周三径一的记载。东汉的数学家又将 π值

改为槡10（约为 3. 16）。第一个用正确方法计算得 π的，

是魏晋时期的刘徽，在公元 263 年，他首创了用圆的内

接正多边形的面积来逼近于圆的面积的方法，算得 π 的
值约为 3. 14。我国称这种方法为割圆术。直到 1200 年

后，西方人才找到了类似的方法。后人为纪念刘徽的贡

献，将 3. 14 称为徽率。

公元前 460 年南朝的祖冲之仍采用刘徽的制圆术，

算得的 π为 3. 1415926，这是世界上获得的第一个具有

七位小数的圆周率。祖冲之还找到了两个近似于 π 的分

数值：
22
7
和

355
113
。这两个分数化为小数，其值虽不如他算

得的小数值准确，但用分数来代替 π，在计算上简单，
这种思想西方人直到一千多年后才产生。

祖冲之取得的这个 π值，保持了一千多年的世纪记录。
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1596年荷兰数学家卢道夫经过长期艰苦的努力，算得了具有

15位小数的 π，以后他把这个数推进到 35位。1610年他逝

世时，人们给他立了一块奇特的墓碑，上面刻有他算的 π
值：3. 14159265358979323846264338327950288，以示纪念，

并把这个数称为“卢道夫数”。

从此之后，西方数学家计算 π 的工作，有了飞速的
进展。

1948 年 1 月，弗格森与雷思奇合作，才算得正确的

808 位小数的 π值。但这种计算依然费时费力，直到电子
计算机问世后，对于 π的人工计算才告结束。20 世纪 50

年代，人们用计算机算得了 10 万位小数的 π，70 年代又

刷新到 150 万位。1990 年，美国数学家采用新的计算方

法，算到 π值已到 4. 8 亿位。
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稀少而有趣的完美数

已知自然数 a和 b，如果 b 能够整除 a 就是说 b 是 a

的一个因数，也称为约数。显然，任何自然数 a，总有因

数 1 和 a。我们把小于 a的因数叫做 a的真因数。

例如：6，12，14 这三个数的所有真因数：

6：1，2，3；1 + 2 + 3 = 6

12：1，2，3，4，6；1 + 2 + 3 + 4 + 6 = 16?12

14：1，2，7；1 + 2 + 7 = 10?14

像 12 这样小于它的真因数之和的叫做亏数（不足

数）；大于真因数之和的（如 14）叫做盈数或过剩数；

恰好相等的（如 6）叫做完全数，也称为完美数。

古希腊人非常重视完全数。大约在公元 100 年，尼

可马修斯写了第一本专门研究数论的书《算术入门》，其

中写道：“也许是这样：正如美的、卓绝的东西是罕见

的，是容易计数的，而丑的、坏的东西却滋蔓不已；所

有盈数和亏数非常之多，而且紊乱无章，它们的发现也

毫无系统。但是完全数则易于计数，而且又顺理成昌

⋯⋯，它们具有一致的特性：尾数是 6 或 8，而且永远是

偶数。”

现在数学家已发现，完全数非常稀少，至今人们只

发现 29 个，而且都是偶完全数。前 5 个分别是：6，28，

496，8128，33550336。
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经过不少科学家的研究，现在已经发现，假如数 2n

- 1，是素数，那么数 2n - 1·（2n - 1）就一定是完全数，

其中的 n 也同样是素数。为此，数学家就用英文 Prime

（素数）的第一个字母 p 代替 n，还把形如 2p - 1 的素数

叫“默森尼数”。但是，对于下面两个问题：“偶完全数

的个数是不是有限的？”“有没有完全数？”数学家到现在

还没有解决。

完全数有许多有趣的性质，例如：

1. 它们都能写成连续自然数之和：

6 = 1 + 2 + 3，28 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7，496 = 1 + 2

+ 3 + 4 +⋯⋯ + 31，8128 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯⋯ + 127；

2. 它们的全部因数的倒数之和都是 2。

1
1

+
1
2

+
1
3

+
1
6

= 2

1
1

+
1
2

+
1
4

+
1
7

+
1
14

+
1
28

= 2

1
1

+
1
2

+
1
4

+
1
8

+
1
16

+
1
31

+
1
62

+
1

124
+

1
248

+
1

496
= 2
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亲和的友好数

友好数又叫亲和数，它指的是这样的两个自然数，

其中每个数的真因数之和等于另一个数。

毕达哥拉斯是公元前 6 世纪的古希腊数学家。据说

曾有人问他：“朋友是什么？”他回答：“这是第二个我。

正如 220 和 284”为什么他把朋友比喻成了两个数呢？原

来 220 的真因数是 1，2，4，5，10，11，20，22，44，55

和 110，加起来得 284；而 284 的真因数是 1，2，4，71，

142，也起来也恰好是 220。284 和 220 就是友好数。它们

是人类最早发现的又是所有友好数中最小的一对。

第二对友好数（17296，18416），是在二千多年后的

1636 年才发现的。之后，人类不断发现新的友好数。

1747 年，欧拉已经知道 30 对，1750 年又增加到 60 对。

到现在科学家已经发现了 900 对以上这样的友好数。令

人惊讶的是，第二对最小的友好数（1184，1210）直到

19 世纪后期才被一个 16 岁的意大利男孩发现的。

人们还研究了友好数链；这是一个连串自然数，其

中每个数的真因数之和都等于一个数，最后一个数的真

因数之和等于第一个数。如：12496，14288，15472，

14536，14264。有一个这样的链镜包含了 28 个数。
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悬而未决的费马数

伟大的科学家同样也会犯错误，科学史上这样的事

件屡见不鲜。被举为“近代数论之父”、“业余数学家之

王”的 17 世纪法国数学家费马就是其中一个，而且他所

犯的错误又恰恰是在他最擅长的数论之中。

1640 年，费马发现：设 Fn = 22 n + 1，则当 n = 0，1，

2，3，4 时，Fn 分别给出 3，5，17，257，65537，都是

素数。这种素数被称为“费马数”。由于 F5 太大（F5 =

4294967297）他没有再进行验证就直接猜测：对于一切

自然数 n，Fn 都是素数。不幸的是，他猜错了。1732 年

欧拉发现：F5 = 225

+ 1 = 4294967297 = 614 × 6700417，偏

偏是一个合数！1880 年，又有人发现 F6 = 226

+ 1 = 27477

× 67280421310721，也是合数。

不仅如此，以后陆续发现 F7，F8⋯⋯直到 F19 以及许

多 n值很大的 Fn 全都是合数！虽然 Fn 的值随着 n值的增

加，以极快的速度变大 （例如 1980 年求出 F8 =

1238926361552897 ×一个 62 位数），目前能判断它是素数

还是合数的也只有几十个，但人们惊奇地发现：除费马

当年给出的 5 个外，至今尚未发现新的素数。这一结果

使人们反过来猜测：是否只有有限个费马数？是否除费

马给出的 5 个素数外，再也没有了？可惜的是，这个问

题至今还悬而未决，成了数学中的一个谜。
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欧拉首先使用的符号 i

在实数范围内，方程 x2 + 1 = 0 是无解的，因为任何

实数，不论是正数、零还是负数，它的平方都是正数，

或是零，不可能找到平方等于 - 1 的数。

为了使这个方程有解，科学家引入了一个新的单位

数 i，规定它有性质 i2 = - 1，这样的性质是任何实数都没

有的。根据这性质知道它有 i = ± 槡- 1，这与在实数范

围内负数不能开平方的结论不同，人们把槡- 1记作 i 称

为虚数单位，由于虚数单位 i 和一个实数合起来组成的

数，称为虚数，如 6i，10i。

符号 i是数学家欧拉于 1777 年在他的论文中首先使

用的。后来德国数学家高斯系统地运用它，并给出了有

关虚数的运算法则，以后逐渐被普遍采用。有了 i这个虚

数单位，人们就将数从实数扩充到复数。复数的形式为 a

+ bi，其中 a、b 为料数若 a = 0，b≠0，则称 bi 为纯虚

数；若 a≠0，b = 0，那就是实数。因此可以把实数看成

虚部为零的复数。

在复数范围内，人们规定了它的运算法则。设 a1 +

b1 i和 a2 + b2 i是两个复数，有：

（a1 + b1 i）+（a2 + b2 i） =（a1 + a2）+（b1 + b2）i

（a1 + b1 i）-（a2 + b2 i） =（a1 - a2）+（b1 - b2）i
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（a1 + b1 i）·（a2 + b2 i） =（a1 a2 - b1 b2）+（a1 a2 + b1 b2）i

a1 + b1 i

a2 + b2 i
=
（a1 a2 + b1 b2）+（b1 a2 - a1 b2）i

a2
2 + b2

2

例如：（25 +槡2i） - （20 - 槡2i）

= （25 - 20） + （槡2 - 槡- 2） i

= 5 + 2 槡2
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勾股数和费马大定理

如果一个直角三角形的两条直角边分别是 a 和 b 斜

边是 c，那么 a2 + b2 = c2，这就是著名的“勾股定理”。如

果 a、b、c 都是正整数，就说它们是一组勾股数。一般

地说，勾股数就是不定方程

x2 + y2 = z2 （1）

的正整数解。

在公元前 1900—前 1600 年的一块巴比伦泥板中，记

载了 15 组勾股数，包括（119，120，169）， （3367，

3456，4825），（12709，13500，18541）这样一些数值很

大的勾股数，说明当时已经有了求勾股数的某种公式。

于是人们进一步设想：在（1）中，如果未知数的次

数比 2 大，还有没有正整数解呢？

大约在 1637 年，费马认真地研究了这个问题，指

出，他已经证明，一个立方数不可能表为两个立方数之

和，一个四次方也不可能表为两个四次方之和。一般说

来，指数大于 2 的任何幂不可能表为两个同样方幂之和。

也就是说，当 n > 2 时，不定方程

x2 + y2 = z2 （2）

没有正整数解。这就是通常人们所说的费马大定理，也

叫费马最后定理。

后来，一直没有发现费马的证明。300 多年来，大批
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数学家，其中包括欧拉、高斯、阿贝尔、柯西等许多最

杰出的数学家都试图加以证明，但都没有成功，使这个

大定理成了数学中最著名的未解决问题之一。现在一般

认为，当初费马也并没有证出这条定理。

费马大定理也吸引了无数业余爱好者。当 1908 年德

国哥廷根科学院宣布将发给第一个证明它的人 10 万马克

奖金时，据说有些商人也加入了研究的行列。但由于费

马大定理不可能有初等证明，因而那些连初等数论的基

本内容都不熟悉的人，对此只能“望洋兴叹”了。这说

明攻克世界难题，不仅需要勇气和毅力，还需要具备扎

实的基础知识。
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强盗的难题

强盗抢劫了一个商人，将他捆在树上准备杀掉。为

了戏弄这个商人，强盗头子对他说：“你说我会不会杀掉

你，如果说对了，我就放了你，决不反悔！如果说错了，

我就杀掉你。”

聪明的商人仔细一想，便说：“你会杀掉我的。”于

是强盗头子发呆了，“哎呀，我怎么办呢？如果我把你杀

了，你就是说对了，那应该放你；如果我把你放了，你

就说错了，应该杀掉才是。”强盗头子想不到自己被难住

了，心想商人也很聪明，只好将他放了。

这是古希腊哲学家喜欢讲的一个故事。如果我们仔

细想一想，就会明白那个商人是多么机智。他对强盗说：

“你会杀掉我的。”这样，无论强盗怎么做，都必定与许

诺相矛盾。

如果不是这样，假如他说：“你会放了我的。”这样

强盗就可以说：“不！我会杀掉你的，你说错了，应该杀

掉。”商人就难逃一死了。

下面这个例子也是有趣的。有个虔诚的教徒，他在

演说中口口声声说上帝是无所不能的，什么事都能做得

到。一位过路人问了一句话，使他顿时张口结舌。

这句话是：“上帝能创造一块他也举不起来的大石头

吗？”请你想一想，这个教徒为什么会哑口无言？
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部分也能等于整体吗？

在一个大盒子里，装着许多黑白两种围棋棋子，怎

么才能知道哪种颜色的棋子多一些呢？一种办法是分别

数出它们的个数，进行比较；另一种办法是，每次同时

取出一黑一白两种棋子，一直取下去，如果最后只剩下

某种颜色的棋子，就说明这种颜色的棋子多，如果刚好

取完，就说明两种颜色的棋子一样多。

但是，假如那个大盒子里装着无穷多个棋子，那就

没有办法把两种颜色的棋子分别出来比较多少了，因为，

至少有一种颜色的棋子是无穷多的。但是后一种办法却

仍然可以使用：如果取了若干次之后，盒子里只剩下某

一种颜色的棋子，就可知道这种颜色的棋子多，而且是

多得多了。如果拿出一个黑的，总能再拿出一个白的；

拿出一个白的，也总能再拿出一个黑的，总说明它们是

同样多的。

整体大于部分，这是一条古老而又令人感到无可置

疑的真理。把一个苹果切成三块，原来的整个苹果当然

大于切开后的任何一块，但这仅仅是对数量有限的物品

而言的。17 世纪的大科学家伽利略发现，当涉及无穷多

个物品时，情况可就大不一样了。

比如有人问你：整数和偶数哪一种数多呢？也许你

会认为：当然是整数比偶数多，而且是多一倍。如果从 1
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数到 100，那么就有 100 个整数，而其中只有 50 个偶数。

那要是无穷多个整数和偶数呢？我们可以用“一一对应”

的方法来比较一下：

⋯⋯ - 3， - 2， - 1，0，1，2，3，4，5，6

⋯⋯ - 6， - 4， - 2，0，2，4，6，8，10，12⋯⋯

对于每一种整数，我们可以找到一个偶数和它对应，

反过来对于每一个偶数我们又一定可能找到一个整数和

它对应，这就是整数和偶数是一一对应的，也就是说整

数和偶数是一样多的。

为什么会得出这样的结论呢？这是因为我们现在讨

论的整数和偶数是无限多的，在无限多的情况下，整体

可能等于部分。

在这个思想的启发下，19 世纪后期德国数学家康托

尔创立了集合论。它揭示出：部分可以和整体之间建立

一一对应关系，这正是含有无穷多个元素集合的本质属

性之一。它也告诉人们：不要随便地把在有限的情形下

得到的定理应用到无限的情形中去。
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无法编成的目录

瑞士数学家贡塞斯曾说过这样一个故事：古老的亚

历山大图书馆里，辛勤的学者卡里马楚斯正在埋头编制

图书馆珍藏的亚里士多德学派著作目录。

他编着编着，忽然放声大哭，因为他感到无论怎样

也无法完成目录的编制工作。事情是这样的，他将所有

书目分成两类：第一类专收“自身列入的目录”，意思是

目录中也列入这本目录自身的名目。

比如《美学书目》，这本目录收集的是这方面的书

目，如果翻开一看，还收有《美学书目》这本书的名称，

这就称这目录是“自身列入的书目”。第二类专收“自身

不列入的目录”，翻开这本目录，找不到它自己的名目。

比如《摄影作品目录》中，就没有《摄影作品目录》这

本书自己的名目。

卡里马楚斯编完第二类目录，这本目录是第二类书

目的“总目”。但他一想到这部“自身不列入目标”的

“总目”，其名目该不该收入这本《总目》本身时，就发

现这是个无法解决的难题。

因为如果“总目”不列入《总目》，不但不成其为

《总目》，而且正好使它成为一部“自身不例入的目录”，

就应列入。如果它自身列入的话，那就成为一部“自身

列入的目录”，就没有资格列入身身。因而不列入自身，
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就必须列入自身；列入自身就不列入自身。无论列入或

不列入，都不对，好像陷入了“魔地”，难怪学者卡里马

楚斯也会放声大哭呢！
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地图着色的四色猜想

人人熟悉地图，可并不是人人都知道，绘制一张地

图最少要用几种颜色，才能把相邻的国家或不同区域区

分开来。这个地图着色问题，是一个著名的数学难题，

它曾经吸引了好几代优秀的数学家为之奋斗，并且从中

获得了一个又一个杰出的成就，为数学的发展增添了光

辉。

在地图上区分两个相邻的国家或区域，要用不同的

颜色来涂这两个国家或区域。如一幅表示某个国家的省

区地图，图中虚线表示各省界，可见。用两种颜色是区

分不开的，三种颜色就够了。A、B、C三省各用一色，D

省和 B省用同样的颜色。

又如左图所示的地图（图片 P170），1，2，3，4 表

示四个国家。因为这张地图的四个国家中任何两个都有

公共边界，所以必须用四种颜色才能把它们区分开。

于是，有的数学家猜想：任何地图着色只需四种颜

色就够了。

正式提出地图着色问题的时间是 1852 年。当时伦敦

大学的一名学生法朗西斯向他的老师、著名的数学家、

伦敦大学数学教授莫根提出了这个问题。莫根无法解答，

求助于共他的数学家，也没能解决。于是，这个问题一

直传下来。
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直到 1976 年 9 月，《美国数学会通告》宣布了一件

震撼全球数学界的消息：美国伊利诺斯大学的两位教授

阿贝尔和哈根，利用电子计算机证明了地图的四色猜想

是正确的！他们将地图的四色问题化为 2000 个特殊的图

的四色问题，然后在电子计算机上计算了 1200 个小时，

终于证明了四色问题。
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奇妙的自然数

0、1、2、3、⋯⋯，这些人人熟悉而又简单的自然

数，有着许多奇妙有趣的性质。

右图（图片 P134）中是一个小正方形，由此开始，

第一层虚线标出了三个小正方形，第二层虚线标出了五

个小正方形⋯⋯，它说明了下面一些有趣的事实：

1 = 1 - 12

1 = 3 = 4 = 22

1 + 3 + 5 = 9 = 33

⋯⋯

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 = 64 = 82
一般地，如果

n是一个自然数，则：1 + 3 + 5 +⋯⋯ + （2n - 1） = n2。

对于所有的自然数，下面的式子也是正确的：

13 = 12，13 + 23 = 1 + 8 = 9 = （1 + 2）2

13 + 23 + 33 = 1 + 8 + 27 = （1 + 2 + 3）2

13 + 23 + 33 + 43 = 1 + 8 + 27 + 64 = （1 + 2 + 3 + 4）2

⋯⋯

13 + 23 + 33⋯⋯ + n3 = 1 + 8 + 27 +⋯⋯ + n3 = （1 + 2

+ 3 +⋯⋯ + n）2

再来看 6174 这个数。把它的各位数从大到小写一

遍，再从小到大写一遍，然后相减：7641 - 1467 = 6174。

结果竟与原数 6174 一样。有趣的是，如果随便取一个四
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拉数，只要它的四个数字不完全相同，按上述方法对它

处理，并重复多次，最终都将得到 6174 这个数。比如

0923：

9320 - 0239 = 9081，

9810 - 0189 = 9621，

9621 - 1269 = 8352，

8532 - 2358 = 6174。

对随便一个六位数按上述方法计算，会得到三种结

果：（1） 631764 的重复；（2） 549945 的重复；（3）下列

七个 数 的 循 环： 840852， 860832， 862632， 642654，

420876，851742，750843。

对八位数也有类似的结果，最后都归于 63317664；

对十位数来说，最后都归于 6333176664，从四位数到十

位数，用上述方法处理的结果，都与 6174 这个数有关。

1930 年，意大利的杜西教授作了如下观察：

在一个圆周上放上任意四个数例如：8，43，17，

29，让两个相邻的数相减，并且总是大的减小的，如此

下去，在有限步之内必然会出现四个相等的数。科学家

还证明，如果四个数中最大的是 n，则在重复 4n - 1 步

时，四个差数将相同。

三位数也有奇妙的性质。

任取一个三位数，将各位数字倒看排出来成为一个

新的数，加到原数上，反复这样做，对于大多数自然数，

很快就会得到一个从左到右读与从右到左读完全一样的

数。比如从 195 开始：

195 + 591 = 786

786 + 687 = 1473
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1473 + 7341 = 5214

5214 + 4125 = 9339

只用四步就得到了上述结果。这种结果称为回文数，也

称对称数。但是，也有通过这个办法似乎永远也变不成

回文数的数，其中最小的数是 196，它在被试验到 5 万

步，达到 21000 位时，仍没有得到回文数。在前 10 万个

自然数中，有 5996 个数像 196 这样似乎永远不能产生回

文数，但至今没有人能证实或否定这一猜测。于是 196

问题，成了世界性的难题。

专门研究数的各种性质的数学分支，叫做数论，其

中有许多既有趣又有困难的问题，科学家们正努力加以

解决。
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和人捉迷藏的质数

一个大于 1 的整数，如果除了它本身和 1 以外，不

能被其他正整数所整除，这个整数就叫做质数。质数也

叫素数，如 2、3、5、7、11 等都是质数。

如何从正整数中把质数挑出来呢？自然数中有多少

质数？人们还不清楚，因为它的规律很难寻找。它像一

个顽皮的孩子一样，东躲西藏，和数学捉迷藏。

古希腊数学家、亚历山大图书馆馆长埃拉托塞尼提

出了一种寻找质数的方法：先写出 1 到任意一个你所希

望达到的数为止的全部自然数。然后把从 4 开始的所有

偶数画掉；再把能被 3 整除的数（3 除外）画掉；接着把

能被 5 整除的数（5 除外）画掉⋯⋯这样一直画下去，

最后剩下的数，除 1 以外全部都是质数。如找 1 ～ 30 之间

的质数：

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
后人把这种寻找质数的方法叫埃拉托塞尼筛法。它

可以像从沙子里筛石头那样，把质数选出来，质数表就

是根据这个筛选原则编制出来的。

数学家并不满足用筛法去寻找质数，因为用筛法求

质数带有一定的盲目性，你不能预先知道要“筛”出什
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么质数来。数学家渴望找到的是质数的规律，以便更好

的掌握质数。

从质数表中可以看到质数分布的大致情况：

1 到 1000 之间有 168 个质数；

1000 到 2000 之间有 135 个质数；

2000 到 3000 之间有 127 个质数；

3000 到 4000 之间有 120 个质数；

4000 到 5000 之间有 119 个质数；

随着自然数的变大，质数的分布越来越稀疏。

质数把自己打扮一番，混在自然数里，使人很难从

外表看出它有什么特征。比如 101、401、601、701 都是

质数，但是 301 和 901 却不是质数。又比如，11 是质数，

但 111、11111 以及由 11 个 1、13 个 1、17 个 1 排列成的

数都不是质数，而由 19 个 1、23 个 1、317 个 1 排列成的

数却都是质数。

有人做过这样的验算：

12 + 1 + 41 = 43，

22 + 2 + 41 = 47，

32 + 3 + 41 = 53，

⋯⋯⋯⋯⋯⋯

392 + 39 + 41 = 1601。

从 43 到 1601 连续 39 个这样得到的数都是质数，但

是再往下算就不再是质数了。

402 + 40 + 41 = 1681，

1681 是一个合数。

被称为“17 世纪最伟大的法国数学家”费马，对质

数做过长期的研究。他曾提出过一个猜想：当 n 是非负
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数时，形如 f（n） = 22 n

+ 1 的数一定是质数。后来，人

们把 22 n

+ 1 形式的数叫“费马数”。

费马提出这个猜想当然不是无根据的。他验算了 5

个费马数：

f（0） = 220

+ 1 = 2 + 1 = 3

f（1） = 221

+ 1 = 4 + 1 = 5

f（2） = 222

+ 1 = 16 + 1 = 17

f（3） = 223

+ 1 = 256 + 1 = 257

f（4） = 224

+ 1 = 65536 + 1 = 65537

验算的结果个个都是质数。费马没有再往下验算。

为什么没往下算呢？有人猜测再往下算，数字太大了，

不好算。但是，就是在第六个费马数上出了问题！费马

死后 67 年，也就是 1732 年，25 岁有瑞士数学家欧拉证

明了第六个费数数不再是质数，而是合数。

f（5） = 225

+ 1 = 232 + 1 = 4294967297 = 641 × 6700417

更有趣的是，从第六个费马数开始，数学家再也没

有找到哪个费马数是质数，全都是合数。现在人们找到

的最大的费马数是 f（1945） = 221945

+ 1，其位数多大 1010584

位，这可是个超级天文数字。当然尽管它非常之大，但

也不是质数。哈哈，质数和费马开了个大玩笑。

在寻找质数方面做出重大贡献的，还有 17 世纪法国

数学家、天主教的神父梅森。梅森于 1644 年发表了《物

理数学随感》，其中提出了著名的“梅森数”。梅森数的

形式为 2p - 1，梅森整理出 11 个 p 值使得 2p - 1 成为质

数。这个 11 个 p值是 2、3、5、7、13、17、19、31、67、

127 和 257。你仔细观察这 11 个数不难发现，它们都是质

数。不久，人们证明了：如果梅森数是质数，那么 p 一
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定是质数。但是要注意，这个结论的逆命题并不正确，

即 p是质数，2p - 1 不一定是质数。比如 211 - 1 = 2047 =

23 × 89，它是一个合数。

梅森虽然提出了 11 个 p 值可以使梅森成为质数，但

是，他对 11 个 p值并没有全部进行验算，其中的一个主

要原因是数字太大，难以分解。当 p = 2、3，5，7，17，

19 时，相应的梅森数为 3、7、31、127、8191、13107、

524287。由于这些数比数比较小，人们已经验算出它们

都是质数。

1772 年，65 岁又目失明的数学家欧拉，用高超的心

算本领证明了 p = 31 的梅森数是质数：231 = 2147483647。

还剩下 p = 67、127、257 三个相应的梅森数，它们究

竟是不是质数，长时期无人去论证。梅森去世 250 年后，

1903 年在纽约举行的数学学术会议上，数学家科勒教授

做了一次十分精彩的学术报告。他登上讲台却一言不发，

拿起粉笔在黑板上迅速写出：

267 - 1 = 147573952589676412927

= 193707721 × 761838257287

然后就走回自己的座位。开始时会场里鸦雀无声，没有

过多久全场响起了经久不息的掌声。参加会议的人纷纷

向科勒教授祝贺，祝贺他证明了第九个梅森数不是质数，

而是合数！

1914 年，第十个梅森数被证明是质数；

1952 年，借助电子计算机的帮助证明了第十一个梅

森数不是质数。

以后，数学家利用速度不断提高的电子计算机来寻

找更大的梅森质数。1996 年 9 月 4 日，美国威斯康星州
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克雷研究所的科学家。利用大型电子计算机找到了第三

十三个梅森质数，这也是人类迄今为止所认识的最大的

质数，它有 378632 位：21257787 - 1，同时发现了新的完全

数：（21257787 - 1） × 21257786。

数学家尽管可以找到很大的质数，但是质数分布的

确切规律仍然是一个谜。古老的质数，它还在和数学家

捉迷藏呢！
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