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书书书

第一版 前 言

为了帮助广大报考硕士研究生的考生在较短时间内准确理解和熟练掌握国家

教育部颁布的、从 2003 年起试行的《数学考试大纲》的内容要求，全面提高解题能

力，编者们仔细研究了近年来考研命题特点，并结合我们几十年的经济类及工科数

学的教学体验，以及从事考研辅导的实际经验，编写出这本适应 2004 年以来硕士

研究生入学考试《考研数学成功指南》的教学用书。

本书对高等数学、线性代数、概率论与数理统计三大部分考研大纲中所要求的

知识点、考点、涉及的基本概念，基本理论，基本方法（简称《三基》）进行简明扼要、

全面系统的叙述和总结，概括和阐述力求精炼清晰，突出考试重点，以便读者能事

半功倍地掌握基本内容。因为大学本科原教材一般较厚，内容很多，枝繁叶茂，若

无辅助读物而直接复习教材，不少读者常常会分不清主次，抓不住重点和要点，有

了这样一本“指南”，便会帮助读者指明正确航向，分清哪些是枝叶，哪些是树干，哪

些是“芝麻”，哪些是“西瓜”，使读者不作虚功，不走冤枉路。

本书的鲜明特色是针对性很强，在数学考试大纲之内的必涉及，在数学考试大

纲之外的一概不讲，书中的例题精选于我们长期在本考研班上的数学内部资料，以

及二十年（1987 年开始）来全国研究生数学入学统一考试中典型题与综合题。讲

这些试题，或者在解题前分析、引导，或者在解题后指出关键所在，或者一题多解，

开阔思路。同时，还统计了各章在历年（1997 ～ 2003 年）试卷中所占的分数，并列

成了表格，以说明该部分内容在整个数学考卷中的地位、作用。

本书典型例题取舍中，认真做到下述诸点：

例题构成大体如下：《三基》部分题约占总数的
1
4
～ 1

3
，历年研究生入学试题约

占
1
2

，剩下部分为综合性较强、难度较大的题。

大多数例题的难易程度与研究生考题相当，但也有少部分题的难度稍稍高出

研究生的入学考试题。

同一类型的例题都编在一起，分类编写，以便分析比较。

多数例题的讲解分三步：分析（或指出解题思路，或指出它的重要性，或指出本

题的特点）；解法（写出解题过程），97 年起的试题都标出年份、分数；评述（指出这

类题的地位、作用、解法特点，在历年考试中出现的频率，帮助读者预测来年考试中



出现的可能性大小，等等）。

有的例题或习题的右上角处附有星号（），意指这个题型是十分典型的题，也

是预测可能考的题型。

本书在每章（节）中均附有适当数量的预测强化训练题，全部预测强化训练题

均附有精练的解题方法，以便读者学习。我们认为通过这些预测强化训练题的训

练，能使考生达到融会贯通，举一反三，进一步提高读者的解题能力。

我们这本书，不仅是考生的良师益友，也是大学一、二年级学生学习数学的指

南。

按照章（节）的前后次序，本书各部分的编者依次是：潘鼎坤教授（一元函数微

分学与积分学），龚怀云教授（多元函数微分学与积分学），高应才教授（无穷级数

与微分方程，线性代数），周家良教授（概率论与数理统计），最后，由高应才教授统

一整理完稿。

由于时间仓促，如有不妥和不当之处，恳请读者批评、指正，不胜感激。

编者

2003. 4
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§ 15 - 2 随机事件的概率 （426）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 15 - 3 事件的独立性 （428）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 15 - 4 独立重复试验 （429）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 15 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （429）!!!!!!!!!

预测·强化训练十五（含重点典型题） （438）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （439）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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第十六章 随机变量及其概率分布（含考试要点分析与题型预测） （443）!!!!!!!!!

§ 16 - 1 随机变量及其分布 （443）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 16 - 2 随机变量分类 （444）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 16 - 3 随机变量函数的分布 （447）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 16 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （447）!!!!!!!!!

预测·强化训练十六（含重点典型题） （457）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （458）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第十七章 二维随机变量及其概率分布（含考试要点分析与题型预测） （461）!!!!!!!

§ 17 - 1 二维随机变量及其分布 （461）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 17 - 2 二维随机变量的边缘分布及条件分布 （463）!!!!!!!!!!!!!!

§ 17 - 3 随机变量的独立性 （464）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 17 - 4 两个随机变量简单函数的概率分布 （464）!!!!!!!!!!!!!!!

§ 17 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （465）!!!!!!!!!

预测·强化训练十七（含重点典型题） （482）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （484）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第十八章 随机变量的数字特征（含考试要点分析与题型预测） （489）!!!!!!!!!!

§ 18 - 1 随机变量的数学期望 （489）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 18 - 2 随机变量的方差 （490）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 18 - 3 随机变量的矩与相关系数 （490）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 18 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （491）!!!!!!!!!

预测·强化训练十八（含重点典型题） （503）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （505）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第十九章 大数定律与中心极限定理（含考试要点分析与题型预测） （508）!!!!!!!!

§ 19 - 1 切比雪夫不等式 （508）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 19 - 2 大数定律 （508）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 19 - 3 中心极限定理 （509）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 19 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （509）!!!!!!!!!

预测·强化训练十九（含重点典型题） （512）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （513）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第二十章 数理统计的基本概念（含考试要点分析与题型预测） （514）!!!!!!!!!!

§ 20 - 1 总体、个体、样本和统计量 （514）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 20 - 2 抽样分布 （515）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 20 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （517）!!!!!!!!!
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预测·强化训练二十（含重点典型题） （521）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （522）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第二十一章 参数估计（含考试要点分析与题型预测） （525）!!!!!!!!!!!!!!

§ 21 - 1 点估计 （525）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 21 - 2 估计量的评选标准 （526）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 21 - 3 区间估计 （526）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 21 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （527）!!!!!!!!!

预测·强化训练二十一（含重点典型题） （536）!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （537）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第二十二章 假设检验（含考试要点分析与题型预测） （541）!!!!!!!!!!!!!!

§ 22 - 1 假设检验的基本思想和两类错误 （541）!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 22 - 2 假设检验的步骤 （541）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

§ 22 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测（含命题预测） （542）!!!!!!!!!

预测·强化训练二十二（含重点典型题） （545）!!!!!!!!!!!!!!!!!!

简明解答 （546）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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书书书

历年真题常考点分布及命题规律透视

第一部分 一元函数微分学

第一章： 函数、极限、连续

数学一试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

函数概念与性质 3 3 2 4 4 4 3 2 25

极限 5 3 5 3 10 2 4 4 2 38

洛必达法则 3 2 6 4 2 4 6 27

无穷小 3 6 4 4 4 21

函数的连续与间断 2 3 2 2 5 2 16

合计 16 9 7 2 17 20 12 13 15 16 127

数学二试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

函数概念与性质 3 5 4 3 2 5 4 4 2 32

极限 6 10 3 12 6 12 15 9 2 75

洛必达法则 8 5 3 3 5 2 7 4 37

无穷小 5 1 2 3 11 4 4 4 4 6 44

函数的连续与间断 5 3 5 7 3 5 4 9 4 4 49

合计 24 22 18 17 29 22 27 39 21 18 237

第二章： 一元函数微分学

数学一试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

导数概念及应用 3 3 3 5 8 4 4 6 36

微分概念与微分法 3 2 6 3 3 2 4 4 27

微分中值定理 4 6 7 3 7 3 11 41

极值与最值问题 2 3 2 4 2 3 16

几何上的应用 1 3 3 4 4 6 4 25

不等式 6 3 12 21

合计 10 12 14 22 14 7 31 21 18 17 166

1
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数学二试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

导数概念及应用 3 3 3 6 11 4 4 10 44

微分概念与微分法 3 5 6 16 2 4 4 4 44

微分中值定理 2 8 2 8 2 14 3 7 5 13 64

极值与最值问题 11 4 4 3 4 4 5 6 41

几何上的应用 6 8 6 5 3 15 6 11 9 4 73

不等式 8 8 3 8 12 39

合计 33 20 28 19 28 49 38 31 22 37 305

第二部分 一元函数积分学

第三章： 不定积分、定积分、广义积分及其应用

数学一试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

不定积分 4 4 2 3 4 4 4 25

定积分定义和性质 6 3 3 4 2 8 4 4 34

换元积分法 2 2 3 3 5 3 18

分部积分法 3 3 2 13 6 4 31

变上限定积分 5 4 3 2 4 4 4 2 28

广义积分 3 4 3 4 4 6 4 28

定积分应用 6 3 16 7 32

合计 20 16 16 8 11 29 14 40 32 10 196

数学二试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

不定积分 9 3 5 4 3 4 4 5 37

定积分定义和性质 14 9 8 4 11 11 8 4 69

换元积分法 4 2 3 8 4 2 6 4 33

分部积分法 3 2 6 3 5 4 13 6 4 46

变上限定积分 5 2 7 2 4 2 8 4 34

广义积分 6 6 3 3 4 4 26

定积分应用 10 10 9 5 9 10 8 11 9 5 86

合计 37 25 40 36 30 26 31 57 32 17 331
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第三部分 多元函数微分学

第四章： 空间解析几何与多元函数微分学

数学一试题考点分数统计

年 份
分

数
考 点

98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

空间解析几何 5 5

连续、可导、可微及

它们之间的关系
3 3

切向量、法向量、

切平面、法线
3 3 3 4 13

偏导数、全微分、复合

函数与隐函数求导
3 3 5 6 12 12 6 47

极值、条件极值 7 4 12 11 34

合计 8 6 8 9 10 8 12 12 12 17 102

数学二试题考点分数统计

年 份分 数
考 点

98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

空间解析几何

连续、可导、可微

及它们之间的关系

切向量、法向量、

切平面、法线

偏导数、全微分、

复合函数与

隐函数求导

14 14 12 14 54

极值、条件极值

合计 14 14 12 14 54
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第四部分 多元函数积分学

第五、六章： 重积分及其应用、曲线积分与曲面积分

数学一试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

选用适当的坐标计

算二重积分及应用
3 11 7 11 9 4 45

选用适当的坐标计

算三重积分及应用
7 12 19

直接或利用格林、高斯

公式计算曲线积分
3 5 6 7 10 4 10 45

曲线积分与路

径无关问题
6 8 12 12 38

直接或利用斯氏公

式计算曲面积分
7 7 7 12 4 4 41

梯度与散度 3 3

合计 16 12 23 21 15 22 16 27 21 18 191

数学二试题考点分数统计

年
份

分
数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

选用适当的坐标计

算二重积分及应用
4 13 12 15 44

选用适当的坐标计算

三重积分及应用

直接或利用格林、

高斯公式计算曲线积分

曲线积分与路

径无关问题

直接或利用斯氏

公式计算曲面积分

梯度与散度

合计 4 13 12 15 44
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第五部分 级数与微分方程

第七章： 无穷级数 数二不考

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

常数级数敛散性 5 3 15 23

常数项级数求和 7 2 2 4 15

幂级数的收敛半径、

收敛区间收敛域
6 3 4 4 17

幂级数展开 6 10 4 20

幂级数求和函数 5 9 4 18

傅立叶级数 3 4 7

合计 5 10 9 8 5 16 15 12 12 8 100

第八章： 常微分方程

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

一阶微分方程 4 4 8

可降阶的二

阶微分方程
3 11 14

二阶和某些高于

二阶常系数齐次

线性微分方程

3 3 2 6 14

二阶线性常数系数

非齐次微分方程
12 12 4 28

微分方程典型应用题 6 6

微分方程典型应用题 6 6

欧拉方程 4 4

合计 12 3 3 5 12 4 4 16 21 80

.
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数学二试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

一阶微分方程 7 4 4 15

可降阶的二阶

微分方程
3 3

二阶和某些高于

二阶常系数齐次

线性微分方程

5 12 9 26

二阶线性常数系数

非齐次微分方程
3 12 4 19

微分方程典型应用题 3 12 15

微分方程典型应用题 6 4 7 7 6 11 41

欧拉方程

合计 11 17 7 7 3 30 11 16 13 4 119

第六部分 线性代数

第九章： 行列式

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

高阶行列式计算

行列式性质与计算 3 3 2 4 4 16

合计 3 3 2 4 4 16

数学二试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

高阶行列式计算

行列式性质与计算 3 3 2 4 4 16

合计 3 3 2 4 4 16

6
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第十章： 矩 阵

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

矩阵运算、逆

矩阵、矩阵方程
3 12 3 6 4 28

矩阵的秩 4 4

分块矩阵

伴随矩阵 2 2 4

初等变换、初等

方阵、等价矩阵
4 4 8

方阵的行列式

几何与矩阵相结合 3 3 6

合计 6 12 3 3 2 6 4 10 4 50

数学二试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

矩阵运算、逆

矩阵、矩阵方程
5 6 3 6 8 3 6 4 41

矩阵的秩 4 4

分块矩阵

伴随矩阵

初等变换、初等

方阵、等价矩阵
4 4 8

方阵的行列式

几何与矩阵相结合

合计 5 6 3 6 8 3 6 4 8 4 53
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第十一章： 向 量

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

线性组合与线性表示 3 3

线性相关与线性无关 4 3 4 4 4 4 23

极大无关组与秩

向量组的秩

与矩阵的秩

等价向量组

向量空间、基变换

与坐标变换过渡矩阵
3 3

正交规范化法

合计 4 3 6 4 4 4 4 29

数学二试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

线性组合与线性表示 8 7 5 4 24

线性相关与线性无关 3 3 4 4 4 18

极大无关组与秩 2 2

向量组的秩

与矩阵的秩

等价向量组

向量空间、基变换

与坐标变换过渡矩阵

正交规范化法

合计 8 5 7 3 4 9 4 4 44
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第十二章： 线性方程组

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

克莱姆法则

齐次方程组的判定、

基础解系、通解
3 4 7

非齐次方程组解的

判定、解的结构、通解
5 6 4 15

带参数的方程的求解 5 3 9 9 9 7 42

一般方程组的求解 6 6

两个方程组

的同解问题

几何与方程组结合 8 8

合计 5 5 3 6 6 11 9 9 13 11 78

数学二试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

克莱姆法则

齐次方程组的判定、

基础解系、通解
6 4 10

非齐次方程组解的判

定、解的结构、通解
6 6

带参数的方程的求解 3 3 9 4 9 7 35

一般方程组的求解 6 6

两个方程组

的同解问题

几何与方程组结合 8 8

合计 3 6 9 6 8 9 4 9 11 65
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第十三章： 矩阵的特征值和特征向量

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

特征值和特征向量

概念、性质和计算
3 6 2 3 8 6 4 11 43

相似矩阵概念、

性质与应用
8 2 10

一般方阵的相

似与对角化

实对称矩阵的

特征值与特征

向量的性质、计算

含参数的矩阵对角化 9 4 13

合计 3 6 2 8 3 8 9 6 8 13 66

数学二试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

特征值和特征向量

概念、性质和计算
3 11 14

相似矩阵概念、

性质与应用
2 2

一般方阵的相

似与对角化
10 10

实对称矩阵的特

征值与特征向

量的性质、计算

含参数的矩阵对角化 9 9

合计 3 10 9 13 35
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第十四章： 二次型 数二不考

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

二次型的矩阵表示、

秩、标准形、规范形
3 4 7

相似矩阵的

概念与性质
8 4 12

用正交变换化二次型

为标准形及几何应用
6 3 4 13

正定性概念及其判定 6 6

合计 6 6 11 3 8 4 38

第七部分 概率论与数理统计 （数二不考）

第十五章： 随机事件与概率

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

事件的关系与运算

概率与条件

概率的概念
3 5 4 4 16

古典型概率与

几何型概率

概率的性质

与计算公式
3 3 3 9

事件的独立性

独立重复试验 作为二项分布放在下章“常用分布”中统计

合计 3 3 3 5 7 4 25
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第十六章： 随机变量及其概率分布

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

一维离散型随

机变量分布
4 4 8

一维连续型随

机变量分布
3 4 7

一维随机变量

函数的分布

常见分布 4 4

分布函数 3 5 8

合计 6 5 8 4 4 27

第十七章： 二维随机变量及其概率分布

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

多维随机变量表

达的事件的概率
7 4 4 8 23

多维离散型随机

变量的分布
7 7

多维连续型随

机变量的分布
3 6 6 15

多维随机变量

函数的分布
5 4 9

随机变量的独立性 4 8 12

合计 3 11 7 4 6 13 8 14 66
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第十八章： 随机变量的数字特征

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

均值、方差的计算 8 5 5 4 22

一维随机变量函数

的数字特征计算
7 7

多维随机变量函数

数字特征计算
6 6

协方差、相关系数，不相关 3 3 7 4 17

合计 6 11 3 7 5 7 9 4 52

第十九章： 大数定律和中心极限定理

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

切比雪夫不等式 3 3

大数定律

中心极限定理

合计 3 3

第二十章： 数理统计的基本概念

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

总体，样本等概念

抽样分布 4 7 4 4 4 23

合计 4 7 4 4 4 23

31

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·解析详尽·权威评述】 历年真题常考点分布及命题规律透视



第二十一章： 参数估计

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

矩估计 3 3 4 5 15

最大似然估计 6 4 5 4 19

估计量的性质 3 3 6 12

区间估计 4 4

合计 6 6 7 7 9 4 11 50

第二十二章： 假设检验

数学一试题考点分数统计

年
份

分 数

考 点
98 99 00 01 02 03 04 05 06 07 合计

假设检验的两类错误

正态总体参数

的假设检验
4 4

合计 4 4

注：由于部分考题涉及多个知识点的考察，所以每年的总分统计一般超过 150.
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书书书

第一部分 一元函数微分学

第一章 函数、极限、连续

考试要求

1. 理解函数的概念，掌握函数的表示法，会建立应用问题的函数关系式.

2. 了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性.

3. 理解复合函数及分段函数的概念，了解反函数及隐函数的概念.

4. 掌握基本初等函数的性质及其图形，了解初等函数的概念.

5. 理解极限的概念，理解函数左极限与右极限的概念，以及函数极限存在与左、右极限之间的关系.

6. 掌握极限的性质及四则运算法则.

7. 掌握极限存在的两个准则，并会利用它们求极限，掌握利用两个重要极限求极限的方法.

8. 理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的比较方法，会用等价无穷小量求极限.

9. 掌握用洛必达法则求未定式极限的方法.

10. 理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判别函数间断点的类型.

11. 了解连续函数的性质和初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值和最小值

定理、介值定理），并会应用这些性质.

考试要点分析与题型预测

这一章的考试要点有

1. 复合函数，特别是由分段表示的函数的复合函数和由∫
ψ（x）

φ（x）
f（x，t）dt 所确定的复合函数.

2. 有界函数、无界函数、周期函数、奇函数、偶函数、单调函数、反函数、初等函数等等的概念.

3. 极限定义、极限基本运算法则.

4. 利用两个重要极限求极限.

5. 无穷小量的基本运算法则，等价无穷小量因子代换.

6. 无穷小量阶的比较.

7. 利用洛必达法则求未定式. 即会确定 0
0

，�
�

，0·� ，1� ，� - � ，0°，� ° 等型未定式的值.

8. 单调有界原理和夹逼定理.

9. 连续函数定义.

10. 函数间断点的类型.

11. 有限闭区间上连续函数的有界性定理、介值定理和最大值最小值定理.

12. 零点定理.

以上这些都是考试的热点内容，特别：关于极限的基本运算法则，利用洛必达法则求未定式. 在有限闭区间

上连续函数的性质，无穷小量阶的比较以及利用两个重要极限求极限等部分更是热点中之尤热者，几乎每年都

要考到，读者务必熟练掌握. 近年来利用单调有界原理，夹逼定理来判断极限的存在，已知极限去确定极限中某

些常数，讨论复合函数的连续性和间断点的类型，利用介值定理判断一个连续函数在给定区间上零点的个数等

等都是经常出现的题型.

·1·
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§ 1 - 1 一元函数概念

1. 绝对值定义及其运算

绝对值定义 | x | =
x， 当 x ≥ 0

- x， 当 x <{ 0

绝对值运算 a ± b ≤ a + b ab = a b

b
a

=
b
a

| a | - | b | ≤ a - b

| x | < ← →ε - ε < x < ε
2. 区间与邻域

开区间（a，b） = ｛x | a < x < b｝

闭区间［a，b］= ｛x | a ≤ x ≤ b｝

半开半闭区间［a，b） = ｛x | a ≤ x < b｝，（a，b］= ｛x | a < x ≤ b｝

a 的 δ 邻域记作 U（a，δ） = ｛x | a - δ < x < a + δ｝

3. 一元函数定义 设 x 和 y 是两个变量，I 是一个给定的数集. 如果对于每一个数 x ∈ I，按照一定的法则

总有确定的 y 值和它对应，则称 y 是 x 的函数，记作 y = f（x），x∈ I，其中 x 称作自变量，y 称作因变量，I 称做函

数的定义域. f 表示 x 与 y 间的对应法则，y 所取得的值的集合称为 f（x）的值域.

两个函数相同，是指两函数的定义域相同，对应法则相同. 这二者称为函数定义中的两个要素. 至于用什

么记号表示自变量，什么记号表示因变量无关紧要.

4. 单调函数 若 x1 ∈ I，x2 ∈ I，且 x1 < x2 时总有 f（x1）≤ f（x2）则称 f（x）在 I 上为单调增函数，若当 x1

< x2 时总有 f（x1）≥ f（x2）则称 f（x）在 I 上为单调减函数. 若 x1 ，x2 ∈ I，且 x1 < x2 时，总有 f（x1） < f（x2），则

称 f（x）在 I 上为严格单调增函数，同样可定义严格单调减函数，单调增函数和单调减函数统称单调函数.

5. 有界函数 设 f（x）在 I 上有定义且存在正数 M，使 f（x） ≤ M，则称 f（x）在 I 上为有界函数.

6. 无界函数 设 f（x）在 I 上有定义，若对于任意正数 M，总存在 x1 ∈ I，使 f（x1） > M，则称 f（x）在 I 上

为无界函数.

7. 奇函数、偶函数 设 f（x）在 I 有定义，其中 I 对称于点 x = 0，当对于 I 中任一 x 值恒有 f（- x） = - f（x）

时，则称 f（x）是奇函数，恒有 f（- x） = f（x）时，则称 f（x）是偶函数.

8. 周期函数 若存在最小的正数 T，对于 f（x）的定义域上的每个 x 值，恒有 f（x ± T）= f（x），则称 f（x）在

其定义域上是以 T 为周期的周期函数

9. 复合函数 设 u = φ（x），x∈ I1 ，u ∈ I2 . 又 y = f（u），u ∈ I2 ，则 y = f［φ（x）］，x∈ I1 称作 y = f（u）与

u = φ（x）的复合函数，其中 u 称做中间变量，I1 是 f［φ（x）］的定义域.

10. 反函数 设函数 y = f（x）的定义域为 I，f（x）的值域为 J. 若对于 J 中的每一个 y 值，由 y = f（x）有

唯一的一个 x ∈ I 与之对应，则在 J 上确定 x 为 y 的函数，记为 x = φ（y），称为 y = f（x）的反函数.

在 xoy 直角坐标系上，y = f（x），x ∈ I 与 x = φ（y），y ∈ J 表示的是同一曲线，但是 y = f（x），x ∈ I 与 y =

φ（x）x ∈ J 所表示的曲线对称于直线 y = x，并且有恒等式 f［φ（y）］≡ y，y ∈ J 及 φ［f（x）］≡ x，x ∈ I.

反函数存在定理 若函数 y = f（x）在 I 上严格单调，其值域设为 J，则在 J 上存在严格单调的反函数 x =

φ（y），其值域为 I，且 f（x）与 φ（y）具有相同的单调性，又若 f（x）在区间上连续，则 φ（y）也在区间 J 上连续.

11. 基本初等函数 是指常值函数，幂函数 xa ，指数函数 ax（a > 0，a ≠ 1），对数函数，三角函数，反三角函

数等六类函数.

12. 初等函数 由基本初等函数经有限次的加、减、乘、除复合而成并且能用一个解析式表出的函数称为

初等函数.
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§ 1 - 2 极限、连续

一、极限

1. 数列极限的 ε - N 定义

如果一个数列 an（n = 1，2，⋯）与一个确定的常数 A之间有如下的关系：任意给定一个正数 ε，无论它怎样

小，相应地必有一个正数 N（ε），使得当 n > N（ε）时，不等式

an - A < ε

成立. 那么称常数 A为数列 an 当 n →+ � 时的极限. 或者说，a n 在 n →+ � 时收敛于 A，记作

lim
n→+�

a n = A

而 an（n = 1，2，⋯）就称为收敛数列（注：数列 an 中的 n 表示正整数，一般把 n →+ � 常简记为 n → � ）

2. 函数极限的 ε - Ｈ 定义

如果定义于 x≥ a 的函数 y = f（x）与一个确定的常数 A有如下关系：任意给定一个正数 ε，无论它怎样小，

相应地必有另一个正数 Ｈ（ε），使得在 x > Ｈ（ε）时，不等式 f（x）- A < ε成立，那么称常数 A为函数 f（x）在

x →+ � 时的极限，或者说函数 f（x）在 x →+ � 时收敛于 A，记作

lim
x→+�

f（x） = A

类似地 lim
x→ - �

f（x） = A的定义是：设 x ≤ a，y = f（x）有定义，对于任意给定一个正数 ε，无论它怎样小，相应

地必存在另一正数 Ｈ（ε），使得在 x < - Ｈ（ε）时. 不等式 f（x）- A < ε 成立.

lim
x→�

f（x） = A 的定义是：设 x ≥ a（a > 0）y = f（x）有定义，对于任意给定一个正数 ε，无论它怎样小，相

应地必存在另一正数Ｈ（ε），使得在 x > Ｈ（ε）时，不等式 f（x）- A < ε成立. 这里 x→ � 视作 x →+ � .

lim
x→+�

f（x） = + � 的定义是：设 x≥ a y = f（x）有定义，对于任意给定一个正数 M，无论它怎样大，相应地必

存在另一正数 Ｈ（ε），使得在 x > Ｈ（ε）时，不等式 f（x） > M 成立. 当 lim
x→+�

f（x） = + � 成立时，我们仍说极限

lim
x→+�

f（x）不存在.

不难依此类推得 lim
x→ - �

f（x） = + � ，lim
x→�

f（x） = � ，lim
x→+�

f（x） = - � 等等的相应定义

3. 函数极限的 ε - δ 定义

如果定义于 ζ 的某一邻域（点 ζ 本身可以除外）的一个函数 y = f（x）与一个确定的常数 A有如下关系：任

意给定一个正数 ε，无论它怎样小，相应地必有另一个正数 δ（ε），凡是满足0 < x - ζ < δ（ε）的一切 x，都使不

等式

f（x）- A < ε
成立. 那么称常数 A为函数 f（x）在 x → ζ 时的极限，或者说 f（x）在 x → ζ 时收敛于 A，记作

lim
x→ζ

f（x） = A

或 当 x → ζ 时，f（x）→ A

我们把 x 从 ζ 的左侧（即 x < ζ）趋近 ζ 记作 x → ζ - ，而把 x 从 ζ 的右侧（即 x > ζ）趋近 ζ 记作 x → ζ + .

在上述 ε - δ 定义中，把 0 < x - ζ < δ 换成 ζ 的左邻域：

0 < ζ - x < δ 即 ζ - δ < x < ζ
就变成了函数 f（x）在 x → ζ - 时极限的定义. 这时称 A为 f（x）在 x → ζ 的左极限，记作 f（ζ - 0），即

lim
x→ζ -

f（x） = f（ζ - 0）

同理，在上述 ε - δ 定义中，把 0 < x - ζ < δ 换成 ζ 的右邻域：

0 < x - ζ < δ 即 ζ < x < ζ + δ
就变成了函数 f（x）在 x → ζ + 时极限的定义. 这时称 A为 f（x）在 x → ζ 的右极限，记作 f（ζ + 0），即
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lim
x→ζ +

f（x） = f（ζ + 0）

由极限与左、右极限的定义显然可以立即得出：极限存在的充要条件是左、右极限均存在且相等.

亦即 lim
x→ζ

f（x） = Af（ζ - 0） = f（ζ + 0） = A

凡是考虑分段函数在分界点处函数 f（x）的极限是否存在时，常常用左、右极限来判定. 同样在研究分段函

数在分界点处的连续性和可导性也常常用到左、右极限这两个概念.

4. 关于极限运算的几个基本定理

（1）单调有界原理 单调增（减）而有上（下）界的数列必存在极限；

（2）如果在 x → ζ（或 → � ）时，f（x）→ A，g（x）→ B，则

1）f（x）± g（x）→ A ± B； 2）f（x）g（x）→ AB；

3） f（x）
g（x）→

A
B

B ≠ 0； 4）kf（x）→ kA，k 是常数；

（3）如果当 x → ζ（或者当 x → � ）时，f（x）→ A，g（x）→ B，且

f（x）≤ g（x）

则必有 A≤ B

（4）夹逼定理 如果在 x → ζ（或者 x → � ）时，g（x）→ A，h（x）→ A，且有

g（x）≤ f（x）≤ h（x）

那么当 x → ζ（或 x → � ）时，必有 f（x）→ A

（5）洛必达法则 若（1）f（x）与 g（x）均在点 ζ 某一邻域内可导，（点 ζ 可以除外）且 g'（x）≠ 0，（2）在 x

→ ζ 时 f（x）→ 0，g（x）→ 0（或 f（x）→ � ，g（x）→ � ），（3）在 x → ζ 时，f'（x）
g'（x）→ λ，则有lim

x→ζ

f（x）
g（x）

= λ

5. 两个重要极限

（1）lim
x→0

sinx
x

= 1， （2）lim
x→0

（1 + x）
1
x = e（或lim

x→�
1 +

1( )x

x

= e）.

6. 在 x → ζ（x → � ）时收敛于零的函数 f（x）称为当 x → ζ（或 x → � ）时的无穷小量，简称无穷小量. 非

零无穷小量的倒数为无穷大量.

7. 无穷小量阶的比较

设 α（x）与 β（x）都是当 x → ζ（或 x → � ）时的无穷小量.

1）若α（x）
β（x）→ 0，则称 α（x）为 β（x）的高阶无穷小量，而 β（x）称为 α（x）的低阶无穷小量，记作 α（x） =

o（β（x））

2）若α（x）
β（x）→ c ≠ 0，则称 α（x）与 β（x）为同阶无穷小量，记作 α（x） = o（β（x））

3）若α（x）
β（x）→ 1，则称 α（x）与 β（x）为等价无穷小量，记作 α（x） ～ β（x）.

无穷小量与无穷小量阶的比较都是重要的概念，它们将在微分学中得到广泛应用.

8. 关于无穷小量的几个基本定理

1）函数 f（x）在 x→ ζ（或 x→ � ）时有极限 A的充要条件是当 x→ ζ（或 x→ � ）时，f（x）- A为无穷小量；

2）有限个无穷小量的代数和也是一个无穷小量；

3）有限个无穷小量的乘积还是一个无穷小量；

4）无穷小量与有界变量的乘积仍是无穷小量.

二、连续

1. f（x）在 x0 连续的定义

如果函数 y = f（x）在点 x0 的某个邻域有定义，而且满足等式
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lim
x→x0

f（x） = f（x0）

则称函数 y = f（x）在 x0 连续.

如引用极限 ε - δ 定义，则 f（x）在 x0 处连续定义为：任给一个 ε > 0，相应地有一个 δ（ε） > 0，使得当

x - x0
< δ 时，有不等式 f（x）- f（x0） < ε 成立.

类似函数的左、右极限的概念，我们又可进一步定义：如

lim
x→x0 -

f（x） = f（x0） 或 lim
x→x0 +

f（x） = f（x0）

成立时，就分别称 f（x）在 x0 左连续或右连续.

显然，f（x）在点 x0 连续的充要条件是 f（x）在 x0 左、右连续.

在上述定义中，令 x = x0 + Δx，等式又可写成

lim
Δx→0

［f（x0 + Δx）- f（x0）］= 0

其中 Δx 表示自变量从 x0 到 x 的变化，称为自变量的增量（或叫改变量），而 f（x0 + Δx）- f（x0）是函数 f（x）当

自变量取得增量 Δx 后相应地发生的变化，称为函数的增量，记作 Δy，于是上式又可写成 lim
Δx→0

Δy = 0

这是 f（x）在 x0 处连续定义的等价表达式，因此所谓函数在某一点连续，就是说，当自变量增量趋于零时，函数

的增量是一个无穷小. 这也精确地反映了物理中的连续变化现象.

若函数 f（x）在（a，b）上每一点处都连续，则称 f（x）在区间（a，b）上连续，若 f（x）在（a，b）上连续，且在点

a 处右连续，在点 b 处左连续，则称 f（x）在闭区间［a，b］上连续.

2. f（x）的间断点

如果 y = f（x）在点 x0 不连续，就称它在 x0 间断，或说点 x0 是它的间断点. 有各种不同的间断点，我们把它

分类如下：

（1）若在 x0 ，f（x0 - 0），f（x0 + 0）都存在，则称间断点 x0 为第一类间断点，它们又可分为：

1）在 x0 ，f（x0 - 0） = f（x0 + 0）≠ f（x0），（或 f（x0）无定义）则称点 x0 为 f（x）的可去间断点. 事实上在这

种情况下，重新定义 f（x0） = lim
x→x0

f（x），就可使 f（x）在 x0 连续.

2）f（x0 - 0）≠ f（x0 + 0），则称点 x0 为跳跃间断点.

（2）第一类间断点以外的间断点，称为第二类间断点，在第二类间断点处，f（x）的左、右极限至少有一个不

存在. 第二类间断点常见的有：

1）当 x → x0 ，f（x）→ � ，则称点 x0 为 f（x）的无穷间断点；

2）当 x → x0 ，f（x）振荡发散（譬如 f（x） = sin
1
x

在 x = 0 处附近），则称点 x0 为 f（x）的振荡间断点.

3. 关于连续函数的几个基本定理

（1）有限个连续函数的和、差、积、商（使分母等于零的点除外）仍是连续函数；由有限个连续函数复合起

来的函数在它的定义区间内仍是连续函数；

（2）任何初等函数都在它的定义区间内连续；

（3）维尔斯特拉斯 K. Weierstrass 定理 如果函数 f（x）在闭区间［a，b］上连续，则 f（x）在［a，b］有界且必

有最大值与最小值. 即在［a，b］上存在 x1 与 x2 ，使得对［a，b］上所有的 x，有 f（x1）≥ f（x）及 f（x2）≤ f（x）；

（4）介值定理 在［a，b］上的连续函数 f（x）必取得介于区间两端点的函数值之间的任何值. 即若 f（a）

< μ < f（b）（或 f（b） < μ < f（a）），则在区间（a，b）内至少有一点 ξ，使 f（ξ） = μ.

（5）设 f（x）在［a，b］连续，若 f（a）f（b） < 0，则在（a，b）内至少有一点 ξ 使 f（ξ） = 0.

§ 1 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 以下讨论绝对值不等式、函数定义域

例 1 解不等式 x + 2 + x + 3 < 11.

分析 带有绝对值记号的题，一般常据数的绝对值定义去掉绝对值处理之. 像本题 x + 2 有非负、负两种
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可能情况，x - 3 也有非负、负两种可能情况，2 × 2 = 4，共有四种可能情况，今就四种可能情况分别讨论之.

解 第一种情况：x + 2 ≥ 0 且 x - 3 ≥ 0 时，也就是在［- 2，+ � ）与［3，+ � ）的共同部分［3，+ � ］上

求解原绝对值不等式. 不等式 | x + 2 | +| x - 3 | < 11 化为

x + 2 + x - 3 < 11，即 2x < 12， 即 x < 6.

故第一种情况的解集为（- � ，6）∩［3，+ � ） = ［3，6）.

第二种情况：x + 2 ≥ 0 且 x - 3 < 0 时，也就是在［- 2，+ � ）与（- � ，3）的共同部分［- 2，3）上求解原绝

对值不等式，原不等式去掉绝对值记号，化为

x + 2 - （x - 3） < 11 即 5 < 11 （此式恒成立）

这表示对于 - 2 ≤ x < 3 上任一
獉獉獉

x 值
獉

，不等式 | x + 2 | +| x - 3 | < 11 恒成立
獉獉獉

.

第三种情况：x + 2 < 0 且 x - 3 ≥ 0 时，即（- � ，- 2）∩［3，+ � ） = φ 是一空集，即此时无解.

第四种情况：x + 2 < 0 且 x - 3 < 0 即在（- � ，- 2）∩（- � ，3） =（- � ，- 2）上求解原绝对值不等式，

原绝对值不等式去掉绝对值记号化为

- （x + 2）- （x - 3） < 11 即 - 2x < 10 即 x > - 5

此时的解集为（- 5，+ � ）∩（- � ，2） = （- 5，- 2）

由以上四种情况分析，知使原绝对值不等式

| x + 2 | +| x - 3 | < 11

成立的 x 的点集为

（- 5，- 2）∪［- 2，3）∪［3，6） = （- 5，6）

亦即该不等式所求解为 - 5 < x < 6.

评述 在高等数学的论证和求解中，经常要处理绝对值或绝对值不等式，按照绝对值定义处理绝对值是

经常使用的方法. 以后遇到带有绝对值的式子，不妨都像本题那样去处理. 在考研题中，带绝对值式子，

屡屡出现，读者务必要掌握关于绝对值的处理方法.

例 2 求函数 y = lg
x + 1
x - 2

+ arcsin
2x + 1

3
的定义域

分析 先求出 lg
x + 1
x - 2

的定义域，再求出 arcsin
2x + 1

3
的定义域，二者的共同部分，便是所求的定义域

解 先求 y1 = lg
x + 1
x + 2

的定义域.

因 lgx的定义域为（0，+ � ），故只有x + 1
x - 2

为正数时，lg
x + 1
x - 2

才有意义，而x + 1
x - 2

与（x + 1）（x - 2）同时为正，

同时为负，容易看出：当 x > 2 或 x < - 1 时，（x + 1）（x - 2）为正，故 y1 = lg
x + 1
x - 2

的定义域为（- � ，- 1）∪

（2，+ � ）.

其次，考虑 y2 = arcsin
2x + 1

3
的定义域.

因 arcsinx 的定义域为［- 1，1］，故只有当 - 1 ≤ 2x + 1
3

≤ 1 时，arcsin
2x + 1

3
才有意义. 对 - 1 ≤ 2x + 1

3
≤

1 各端同乘以 3，不等号方向不变，得 - 3 ≤ 2x + 1 ≤ 3，不等式各端同加 - 1 得 - 4 ≤ 2x ≤ 2，即 - 2 ≤ x

≤ 1，所以 y2 = arcsin
2x + 1

3
的定义域为［- 2，1］

使 y1 = lg
x + 1
x - 2

与 y2 = arcsin
2x + 1

3
同时有定义的数集，即二者的交集（- � ，- 1）∪（2，+ � ）与［- 2，

1］的交集为［- 2，- 1）. 因此 y = lg
x + 1
x - 2

+ arcsin
2x + 1

3
的定义域为［- 2，- 1）.

评述 函数概念两大要素即定义域与对应法则，一般无特殊说明时，初等函数的定义域是其自然定义

域，即使解析式有定义的点的集合，换句话说，是使解析式有确定值的实数的全体. 在全国统考的历年考

研试题中直接求函数定义域的题达多次， 至于间接地考到函数定义域的题就屡见不鲜了.
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例 3 设 y = f（x）的定义域为［- 1，2），求 y = f（lgx）的定义域.

解 因 f（x）的定义域为［- 1，2），lgx 表示以 10 为底的对数，故在 f（lgx）中必须要求 - 1 ≤ lgx < 2，亦即

10 - 1 ≤ x < 102 ，可见 f（lgx）的定义域为 0. 1 ≤ x < 100.

评述 求函数定义域时，要注意，某些限制：如分式中解分母不能为零，对数中的真数不能为负，且底数

为不等于 1 的正数，根式中的负数不能开偶次方，arcsinx，arccosx 的定义域均为［- 1，1］，⋯ 等等.

例 4 已知 f（x） = e
x2

，f［φ（x）］= 1 - x，且 φ（x）≥ 0，求 φ（x）并写出它的定义域.

分析 利用 g = et 为在（- � ，+ � ）上的单调增加函数，求出 et 的反函数，再利用已知条件 φ（x）≥ 0，求

出 φ（x）和 φ（x）的定义域.

解 因已知 f（x） = e
x2

，f［φ（x）］= 1 - x，, f［φ（x）］= eφ
2（x）

= 1 - x，由于 et 在（- � ，+ � ）上是单调

（增加）函数. 必存在反函数 φ2（x） = ln（1 - x），1 - x ≥ 1，即 x ≤ 0，已知条件为 φ（x）≥ 0，故 φ（x） =

ln（1 - x槡 ）（x ≤ 0）

评述 e
x2

的值域为［1，� ），所求函数 φ（x）的值域为［0，+ � ），为使 0 ≤ φ（x） = ln（1 - x槡 ） < + � .

必有 - � < x≤ 0. 这是 1988 年的一道统考题，试卷一、试卷四都考了这题，这道题考查了以下各个基本

初等函数 y = ex，y = lnx， 槡y = x 的单调性、值域、定义域和反函数概念等等知识点. 基本初等函数的图形

及性质必须熟练掌握，常常会直接或间接考到这些内容.

典型题型 2. 以下讨论函数某些性质

例 5 检验下列函数的奇偶性：1）f（x） = x2 3

槡x + 2sinx3 ，2）f（x） = 2x + 2 - x，3）f（x） = x - 5ex2 ，4）f（x）

= ln
x + 3
x - 3

.

分析 奇函数满足等式：f（- x）= - f（x），偶函数满足等式：f（- x）= f（x）. 奇函数 ± 奇函数 = 奇函数. 偶

函数 ± 偶函数 = 偶函数. 奇函数 × 奇函数 = 偶函数，偶函数 × 偶函数 = 偶函数. 奇函数 × 偶函数 = 奇函数.

利用奇偶函数的定义以及以上这些性质来判断这些函数的奇偶性十分方便.

解 1） f（x） = x2 3

槡x + 2sinx3 的定义域是（- � ，+ � ）. f（- x） =（- x）2 3

槡- x + 2sin（- x）3 = - x2 3

槡x -

2sinx3 ，, f（- x） = - f（x）. f（x）在（- � ，+ � ）上为奇函数；

2） f（x） = 2x + 2 - x 的定义域是（- � ，+ � ），f（- x） = 2 - x + 2 -（- x） = 2 - x + 2x = f（x），, f（- x） = f（x），

f（x）在（- � ，+ � ）上为偶函数；

3） f（x） = x - 5e
x2

的定义域是（- � ，+ � ），f（- x） = - x - 5e（- x）2
= x - 5e

x2
= f（x），, f（- x）

= f（x），它在（- � ，+ � ）上为偶函数；

4） f（x） = ln
x + 3
x - 3

，f（x）的定义域是（- � ，- 3）∪（3，+ � ），关于原点对称. f（- x） = ln
- x + 3
- x - 3

= ln

x - 3
x + 3

= - ln
x + 3
x - 3

= - f（x），即 f（- x） = - f（x），它是定义域上的一个奇函数.

评述 利用奇、偶函数的定义来判断一个函数是否具有奇偶性，这是最基本的判别法， 也是最常用最通

用的判别法，因此在以上的解答中始终用这一方法，让读者觉察到它的通用性，即普遍性，但通用性的解

法未必是最简便的解法，若注意到
3

槡x，sinx3 为奇函数，x2 ， x ，ex2
为偶函数，则 1）题为奇函数，3）题为偶

函数便立刻知道了. 2），4）二小题，非用奇、偶函数的定义来判断不可. 读者学习时，首先要努力掌握通

用性的解法，在此基础上注意一些带有技巧性的解法、函数的奇偶性及其性质，几乎是每年必考内容.

例 6 求函数 f（x） = sin6x + tan4x 的基本周期.

分析 若 f（x）为以 T1 为基本周期的周期函数，则 f（kx）的基本周期为 T1 /k：f［k（x +
T1

k
）］= f（kx + T1）

= f（kx）. 又若 f（x）的基本周期为 T1 ，g（x）的基本周期为 T2 ，T1 ，T2 的最小公倍数为 T3 = mT1 = nT2 ，（其中 m，

n 为正整数），则 f（x）± g（x），f（x）g（x）的基本周期为 T3 .
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解 sinx的基本周期为2π，, sin6x的基本周期为2π
6

= π
3

，tanx的基本周期为π，, tan4x的基本周期为 π
4

，

而 π
3

与 π
4

的最小公倍数为 π，故 f（x） = sin6x + tan4x 的基本周期为 π.

评述 当讨论由一些周期函数所构成的函数的性质时，本例题所涉及的知识是有用的，往年统考题中没

有直接考过这个知识点，但每年考研的统考题中总出现一两个从来没有统考过的（在考试要求之内的）

新的知识点.

例 7 函数 f（x） = xsinx

（A）当 x →+ � 时为无穷大 （B）在（- � ，+ � ）内有界

（C）在（- � ，+ � ）内无界 （D）当 x → � 时有有限极限

分析 当 选 取 xn = 2nπ + π
2

（n = ± 1，± 2，⋯），则 f（xn） = （2nπ + π
2

）sin（2nπ + π
2

） =

2nπ + π
2

→+ � （当 n→± � ），另一方面，当选取 xn = nπ（n = ± 1，± 2，⋯），则 f（xn）= nπsinnπ = 0（n = ±

1，± 2，⋯）. 由此可见当 x→+ � 时，f（x）不是无穷大，当 x→ � 时，也不存在有限极限，故不能选（A）及（D）.

不论 M 是如何大的正数，总存在点 xn = 2nπ + π
2

使 f（xn） = 2nπ + π
2

> 2nπ > M 只要选取正整数 n >

M/2π 即可. （B）亦不对，由无界函数的定义，知 f（x） = xsinx 在（- � ，+ � ）内无界.

解 应选（C）

评述 无界函数与无穷大是两个截然不同的概念，不是无穷大也未必就是有界函数，题中的四个概念务

必能严格区分，像本例这样的题是经常要考的.

例 8 （06，4 分）设 f（x）是奇函数，除 x = 0 外处处连续，x = 0 时其第一类间断点，则∫
x

0
f（x）dt 是（ ）

（A）连续的奇函数 （B）连续的偶函数

（C）在 x = 0 间断的奇函数 （D）在 x = 0 间断的偶函数

分析 因在［- a，a］上 f（x）除在点 x = 0 处外，处处连续，x = 0 又是 f（x）的第一类间断点，故 f（x）在［-

a，a］上为有界函数且为分段连续函数. 于是由定积分存在定理知∫
x

0
f（t）dt 存在. 记 F（x） = ∫

x

0
f（t）dt. 按照定义

F（0） = ∫
0

0
f（t）dt = 0. 用 M 表示满足关系 | f（x）| ≤ M （x ∈［- a. a］），从而有

| F（x）| = | ∫
x

0
f（t）dt | ≤| ∫

x

0
| f（t）| dt | ≤ M | x |

, lim
x→0

| F（x）| ≤ lim
x→0

M | x | = 0 , lim
x→0

F（x） = 0 = F（0）.

可见 F（x） = ∫
x

0
f（t）dt 在点 x = 0 处连续.

当 x ≠ 0 时 | F（x + Δx）- F（x）| = | ∫
x+Δx

0
f（t）dt - ∫

x

0
f（t）dt | = | ∫

x+Δx

x
f（t）dt |

≤ M | ∫
x+Δx

x
dt | = M | Δx |

当 Δx → 0 时，| F（x + Δx）- F（x）| → 0， 即 lim
Δx→0

F（x + Δx） = F（x），

即 F（x）在 x 处连续.

于是，知 F（x） = ∫
x

0
f（t）dt 处处连续. 故（C）、（D）不对.

以下证 F（x）在［- a，a］上为偶函数.

考察 F（- x） = ∫
x

0
f（t）dt 

t = - u
- ∫

x

0
f（- u）du = - ∫

x

0
［- f（u）］du

= ∫
x

0
f（u）du = F（x）

即 F（x）为偶函数.
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解 应答（B）

评述 本题看似简单，但 f（x）不是［- a，a］上也不是［0，a］上的连续函数. 教材上有些结论，不能直接应

用，要重新考察∫
x

0
f（t）dt 的性质. 由 f（x）只有一个第一类间断点，在其他处处连续，从而知 f（x）在［- a，

a］上为分段连续函数，再按定积分存在定理，知∫
x

0
f（t）dt 存在. 又因 f（x）为分段连续函数，知 f（x）为有界

函数，从而证明 F（x）在 x = 0 处连续，在 x≠ 0 处 F（x）亦连续，即 F（x）处处连续，最后证∫
x

0
f（t）dt 为偶

函数，一道小题与众多基本概念有关，近年来考研题的综合性越来越强. 读者必须在透彻理解和熟练掌

握一些基本概念和基本定理上多下功夫. 由已知 f（x）的性质，推断出∫
x

0
f（t）dt 具有什么性质，


也是常见的

考研题的题型.

例 9 设 a > b > 0，且 f（x） =
a， x ≤ a

b， x{ > a
，求 f［f（x）］.

分析 由 f［f（x）］中自变量 x 在定义域上可取不同的值开始分析.

解 当 x ≤ a 时，f（x） = a，此时 f［f（x）］= f（a） = a.

当 x > a 时，f（x） = b，此时 f［f（x）］= f（b） = a. 可见，当 x ∈（- � ，+ � ）时 f［f（x）］≡ a.

评述 90 年曾有一道考研题已知 f（x） =
1， x ≤ 1

0， x >{ 1
，求 f［f（x）］，2001 年又有一道考研题：已知 f（x） =

1， x ≤ 1

0， x >{ 1
，求 f｛f［f（x）］｝，这些题都是本例的特殊情况. 解这类题都是从自变量下手，由自变量不同的

值求出复合函数对应的值. 1990 年与 2001 年的答案分别是 f［f（x）］≡ 1，f｛f［f（x）］｝≡ 1.

例 10 设 f（x） =
1， 当 x ≤ 1

0， 当 x >{ 1
，φ（x） =

2 - x2 ， 当 x ≤ 2

2， 当 x >{ 2
求 f［φ（x）］.

分析 欲求 f［φ（x）］，先看看当 x 取什么值时， φ（x） ≤ 1，当 x 取什么值时 φ（x） > 1，然后才能求出

f［φ（x）］.

解 首先解 | φ（x）| = 2 - x2 ≤ 1 且 x ≤ 2

即 - 1 ≤ x2 - 2 ≤ 1 1 ≤ x2 ≤ 3 亦即 1 ≤ x ≤槡3 < 2

可见当 1 ≤ x ≤槡3 时 φ（x） ≤ 1，从而 f［φ（x）］= 1.

当 x < 1 时 φ（x） > 1，从而 f［φ（x）］= 0

当 2 ≥ x > 槡3 时 φ（x） = 2 - x2 > 1，从而 f［φ（x）］= 0

综上所述 f［φ（x）］=

0， x < 1

1， 1 ≤ x ≤槡3

0， 槡3 <
{

x

评述 讨论复合函数是考研的一个热点，做这种题时一定要分析好中间变量 φ 的值域与其定义域间的

关系. 有时画出 φ = φ（x）的图形能帮助我们看清当 x 取什么值时 φ（x） < 1. 又当 x 取什么值时

φ（x） > 1. 像本例 φ = 2 - x2 为一条开口向下的抛物线，画出图后，上述一些结果便不难得到.

例 11 设在（- � ，+ � ）上 f（x），g（x）都有定义且 f（x）为奇函数，g（x）为偶函数，问 f［f（x）］，g［f（x）］，

f［g（x）］，g［g（x）］在（- � ，+ � ）上各具有什么对称性的函数？

分析 仍据奇函数、偶函数的定义去判断这些复合函数，是否具有奇、偶性.

解 已知 f（- x） = - f（x），g（- x） = g（x），于是

f［f（- x）］= f［- f（x）］= - f［f（x）］，f［f（x）］为在（- � ，+ � ）上的奇函数.

g［f（- x）］= g［- f（x）］= g［f（x）］，g［f（x）］为在（- � ，+ � ）上的偶函数.
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f［g（- x）］= f［g（x）］ f［g（x）］为在（- � ，+ � ）上的偶函数.

g［g（- x）］= g［g（x）］ g［g（x）］为在（- � ，+ � ）上的偶函数.

评述 以上这些结果不难推广，例如 f｛f［f⋯f（x）⋯］｝（复合 n 次）为奇函数. f｛f［g（⋯f（x）⋯）］｝为偶函数.

例 12 证明 f（x） = ln（x + 1 + x槡 2）为在（- � ，+ � ）上的奇函数.

分析 y = lnx 仅在（0，+ � ）上有定义. 不论 x 是什么实数 x + 1 + x槡 2 恒为正数，故 ln（x + 1 + x槡 2）在

（- � ，+ � ）上有定义，仍据奇函数的定义证明之.

证明 f（- x） = ln（- x + 1 +（- x）槡 2） = ln（ 1 + x槡 2 - x） = ln
1 + x槡 2 - x

1

= ln
（ 1 + x槡 2 - x）（ 1 + x槡 2 + x）

1 + x槡 2 + x
= ln

1

1 + x槡 2 + x

= - ln（x + 1 + x槡 2） = - f（x）

可见 f（x） = ln（x + 1 + x槡 2）确是（- � ，+ � ）上的奇函数.

评述 即使 f（x）和 g（x）都不具有奇偶性的函数，但有时复合函数 f［g（x）］却具有某种对称性. 乍一眼

看去，怎样也不会想到 ln（x + 1 + x槡 2）为奇函数. 用奇函数的定义去检查才知它竟然是奇函数，而且是

相当重要的函数 y = shx =
ex - e- x

2
的反函数！

例 13 设 f（x）为已知连续函数 I = t∫
s/ t

0
f（tx）dx，其中 t > 0，s > 0，则 I 的值依赖于 .

（A）s 和 t （B）s，t，x （C）t 和 x，不依赖于 s （D）s，不依赖于 t

分析 这个积分究竟是什么变量的函数，直观上也不易看出来，必须把原来的函数化简，并且首先把被积

函数化简看看是什么情况.

解 I = t∫
s/ t

0
f（tx）dx

令


tx = u
t∫

s

0
f（u）du

t
= ∫

s

0
f（u）du

可见 I 仅是依赖于 s 的函数，不依赖于 x，也不依赖于 t，应选（D）.

评述 当作积分换元法时，令 tx = u，是用新的积分变量 u 代替原来的积分变量 x，视 t 为参数，当 x = 0

时，u = 0，当 x = s/ t 时 u = tx = t·
s
t

= s. 把原来的积分化为 t∫
s

0
f（u）

du
t

，到此，u 为积分变量，对变量

u 积分，视 t 为常数，故因子
1
t

可提到积分号外，与 t 相消得∫
s

0
f（u）du. 又，定积分与积分变量的记法无关，

故∫
s

0
f（u）du 仅是 s 的函数与 t，x，u 等均无关. 类似这样的题，在统考的考研试题中，曾出现数次.

例 14 （97 3 分）设 F（x） = ∫
x+2π

x
esint sintdt，则 F（x） .

（A）为正常数 （B）为负常数 （C）恒为零 （D）不为常数

分析 由（A），（B），（C），（D）四个答案看，首先要判断由积分∫
x+2π

x
esint sintdt 所确定的函数是否为常数？若

是常数，再判断它是什么性质的常数（正数？负数？零？）.

解 因被积函数 esint sint 是以 2π为周期的周期函数，故在任一区间长为 2π的区间［x，x + 2π］上的定积分

的值相互相等. 亦即 F（x） = ∫
x+2π

x
esint sintdt 为一常数. 既然是常数，应有

F（x）≡ F（0） = ∫
2π

0
esint sintdt = - esint cost

2π

0

+ ∫
2π

0
esint cos2 tdt

（这里利用了定积分分部积分公式∫
b

a
u（x）v'（x）dx = u（x）v（x）

b

a

- ∫
b

a
v（x）u'（x）dx，而令 v'（t） = sint，u（t） =

esint . , v（t） = - cost，u'（t） = esint cost）. 于是
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F（x）≡ F（0） = - esin2πcos2π + esin0 cos0 + ∫
2π

0
esint cos2 tdt

= - e0 ·1 + e0 ·1 + ∫
2π

0
esint cos2 tdt = ∫

2π

0
esint cos2 tdt > 0

可见 F（x）为正常数. 应选（A）.

评述 判断∫
x+2π

x
esint sintdt 为常数，亦可以另一途径证实之，即考察其导函数恒为零

F'（x） = （∫
x+2n

x
esint sintdt '） x =

d
dx ∫

0

x
esint sintdt + ∫

x+2π

0
esint sintd[ ]t

=
d
dx ∫

x+2π

0
esint sintdt - ∫

x

0
esint sintd[ ]t

= esin（x+2π）sin（x + 2π）- esinxsinx = esinxsinx - esinxsinx ≡ 0

故有 F（x）= C（常数），这里利用了公式
d
dx∫

φ（x）

0
f（t）dt = f［φ（x）］φ'（x）. 考察由积分确定的函数的性质，

是上二例的一个共同特点. 这类题综合性都较强，结论也不易通过直观看出，要能融会各个知识点作出

正确判断，考研题的趋向就是综合性愈来愈强.

例 15 设 f（x）与 g（x）都是（- � ，+ � ）上的单调函数，讨论 f［g（x）］的单调性.

分析 就 f（x）为单调增、单调减，g（x）为单调增、单调减，组合起来共有四种情况，今分别讨论之.

解 设 f（x），g（x）在（- � ，+ � ）上均为单调增函数，亦即当 x 增加时，g（x）增加，因而 f［g（x）］亦随之

增加，故 f［g（x）］在（- � ，+ � ）上是单调增加函数.

设 f（x），g（x）在（- � ，+ � ）上均为单调减函数，即当 x 增加时，g（x）减少，而当 g（x）减少时，f［g（x）］在

（- � ，+ � ）上是单调增加函数.

设 f（x）在（- � ，+ � ）上为单调增函数，g（x）在（- � ，+ � ）上为单调减函数，即当 x增加时，g（x）减少，

而当 g（x）减少时，f［g（x）］亦随之减少，所以 f［g（x）］在（- � ，+ � ）上单调减函数.

设 f（x）在（- � ，+ � ）上为单调减函数，g（x）在（- � ，+ � ）上为单调增函数，即当 x1 < x2 时，g（x1） <

g（x2），由于 f（x）为单调减函数故 f［g（x1）］> f［g（x2）］，可见 f［g（x）］为单调减函数.

评述 以上都是依据单调增函数、单调减函数的定义来判断复合函数 f［g（x）］的单调性.

例 16 设 y =
ax + b
cx + d

（ad - bc ≠ 0），问 a，b，c，d 满足什么条件时，它的反函数与直接函数相同？

分析 当 c = 0，d = 0 时，y =
ax + b
cx + d

无意义，不存在反函数. 当 c，d 不全为零，但 ad - bc = 0 时（即 c ≠

0，d ≠ 0，a
c

=
b
d

；或 c = 0，d ≠ 0，必有 a = 0；或 c≠ 0，d = 0 必有 b = 0），y =
ax + b
cx + d

= 常数，也不存在反函

数. 而当 ad - bc ≠ 0. 若 c ≠ 0，有ax + b
cx + d

=
a
c

+（b -
ad
c

）/（cx + d）≠ 常数，存在反函数. 若 c = 0，

必有 a ≠ 0，d ≠ 0，ax + b
cx + d

=
a
d

x +
b
d

，也必存在反函数. 可见 y =
ax + b
cx + d

存在反函数的充分必

要条件为 ad - bc ≠ 0.

解 由 y =
ax + b
cx + d

解得 x =
b - dy
cy - a

得反函数 y =
- dx + b
cx - a

为使ax + b
cx + d

≡ - dx + b
cx - a

即（ax + b）（cx - a）≡

（- dx + b）（cx + d）

即 acx2 - a2 x + bcx - ab ≡ - dcx2 - d2 x + bcx + bd

比较两边系数有

ac = - dc

- a2 + bc = - d2 + bc{
- ab = bd

即
c（a + d） = 0

（d - a）（a + d） = 0

b（a + d） =
{

0

①
②
③
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当 a + d = 0 即 a = - d，①，②，③ 同时成立，此时 y =
ax + b
cx + d

与它的反函数相同.

其次当 a + d ≠ 0 为使 ①，②，③ 同时成立，必有 c = 0，b = 0，a = d，此时 y = x，显然它的反函数也是 y = x.

评述 直接函数 y = f（x）与其反函数 y = g（x）相同，从几何上看，y = f（x）的图形或者是 y = x，或者

是与直线 y = x 完全对称的曲线，在 y =
ax + b
cx + d

中与直线 y = x 完全对称的曲线. 除自身 y = x 外只有等

轴双曲线了：y = -
d
c

+（b +
d2

c
）/（cx + d）.

例 17 作出方程 x - 1 + y - 1 = 1 的图形.

分析 因为 x - 1 + y - 1 = 1，所以 x - 1 ≤ 1， y - 1 ≤ 1，从而知

x，y 的取值范围.

解 因 x - 1 ≤ 1， y - 1 ≤ 1 有 - 1 ≤ x - 1 ≤ 1，- 1 ≤ y - 1 ≤ 1.

即 x，y 的所考虑的变化范围为 0 ≤ x ≤ 2，0 ≤ y ≤ 2.

当 0 ≤ x≤ 1，0 ≤ y≤ 1 时，原方程为 - （x - 1）- （y - 1） = 1，即 x + y =

1. 这是一段直线.

当 0 ≤ x ≤ 1，1 ≤ y ≤ 2 时，原方程为 - （x - 1）+ y - 1 = 1

即 x - y = - 1，这仍是一段直线. 当 1 ≤ x≤ 2，0 ≤ y≤ 1 时，原方程为 x - 1 -

（y - 1） = 1，即 x - y = 1，这也是一段直线.

当 1 ≤ x≤ 2，1 ≤ y≤ 2 时，原方程为 x - 1 + y - 1 = 1. 即 x + y = 3. 这同样还是一段直线，故原方程表

示四段直线所围成的正方形，其顶点为（0，1），（1，0），（1，2），（2，1）见（图 1 - 1）.

评述 要会处理含有绝对值记号的方程与不等式，这是常考的知识点. 处理这类式子的基本思路就是

利用数的绝对值的定义来去掉绝对值记号. 像本例区分出四种情况（一个绝对值要分负数非负数两种情

况，含两个绝对值的式子，自然就是 2 × 2 = 4 的了. ）分别考虑之.

例 18 求下列函数 y =
3

x + 1 + x槡槡 2 +
3

x - 1 + x槡槡 2

的反函数.

分析 由方程 y =
3

x + 1 + x槡槡 2 +
3

x - 1 + x槡槡 2 解出 x.

解 因（a + b）3 = a3 + 3a2 b + 3ab2 + b3 ，把原方程两边三次方得

y3 = x + 1 + x槡 2 + 3（x + 1 + x槡 2）
2
3（x - 1 + x槡 2）

1
3

+ 3（x + 1 + x槡 2）
1
3（x - 1 + x槡 2）

2
3 + x - 1 + x槡 2

= 2x - 3（x + 1 + x槡 2）
1
3 - 3（x - 1 + x槡 2）

1
3

= 2x - 3［
3

x + 1 + x槡槡 2 +
3

x - 1 + x槡槡 2 ］= 2x - 3y

由此得 x =
1
2

（y3 + 3y） （- � < y < + � ）.

这就是所求的反函数，一般用 x 表示自变量，y 表示因变量，所求反函数又可写为

y =
1
2

（x3 + 3x） （- � < x < � ）

评述 由 y = f（x）求它的反函数，即据方程 y - f（x） = 0 解出 x 成为以 y 为自变量的函数：x = φ（y）.

再按一般习惯表示为 y = φ（x），并写出 φ（x）的定义域. 做这类题时要小心地看清 f（x）的定义域和值域

以及 f（x）在定义域上的单调性，但因 f（x）与φ（x）有相同的单调性，只要看清其中之一，便立知另一函数

的情况. 像本例中由 y =
1
2

（x3 + 3x）在（- � ，+ � ）上知为单调增加函数，并且它的自然定义域为

（- � ，+ � ），它的值域为（- � ，+ � ），于是立知 y =
3

x + 1 + x槡槡 2 +
3

x - 1 + x槡槡 2 的定义域为（-

� ，+ � ），值域为（- � ，+ � ），且是单调增加函数. 这样逆推，比直接去判断 y =
3

x + 1 + x槡槡 2 +
3

x - 1 + x槡槡 2 的定义域，值域及单调性要简便得多.
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典型题型 3. 以下讨论数列和函数的极限问题.

例 19 作出函数 f（x） = lim
n→+�

x + x2 enx

1 + enx 的图形.

分析 当 n→+ � 时，若 x 为负数，则 enx →0，若 x 为正数，则 enx →+ � ，

因此必须区分 x 为零、正数、负数三种情况考虑之.

解 当 x > 0 时lim
n→+�

x + x2 enx

1 + enx = lim
n→�

xe- nx + x2

e- nx + 1
= x2

当 x = 0 时，f（0） = lim
n→+�

0 + 0
1 + 1

= 0

当 x < 0 时，lim
n→+�

x + x2 enx

1 + enx =
x + 0
1 + 0

= x

故 f（x） =
x2 ， x > 0

0， x = 0

x， x <
{

0

，它的图见（图 1 - 2）

评述 在以上的极限运算中，视 x 为常数，n 为变量，若 x 为正数，则 lim
n→+�

xe- nx = x lim
n→+�

e- nx = x·0 = 0. 本

题的计算过程，仅仅用到极限四则运算法则，这个四则运算法则虽然十分简单，但是用途甚广，很多问题

化繁为简时会借助于它.

例 20 当 x → 1 时，x2 - 1
x - 1

e
1

x- 1 的极限

（A）等于 2 （B）等于零 （C）为 � （D）不存在但不为 �

分析 因当 x → 1 - 0 时， 1
x - 1 → - � ，e

1
x- 1 → 0；而当 x → 1 + 0 时， 1

x - 1 →+ � ，e
1

x- 1 →+ � . 所以必须

先求 f（1 - 0），f（1 + 0），看看它们是否存在，若都存在再看看是否相等.

解 f（1 - 0） = lim
x→1 -

x2 - 1
x - 1

e
1

x- 1 = lim
x→1 -

（x + 1）e
1

x- 1 = lim
x→1 -

（x + 1） lim
x→1 -

e
1

x- 1

= 2·e- � = 2·0 = 0

f（1 + 0） = lim
x→1 +

x2 - 1
x - 1

e
1

x- 1 = lim
x→1 +

（x + 1）e
1

x- 1 = lim
x→1 +

（x + 1） lim
x→1 +

e
1

x- 1

= 2·e+� = + �

应选（D）.

评述 就求左极限 f（1 - 0）的过程，作一些说明，当 x1 - 时，x≠ 1，故因子 x - 1 ≠ 0，此时
x2 - 1
x - 1

≡ x

+ 1，即分子分母可同除以非零因子 x - 1，又 x + 1 为连续函数，故 lim
x→1 -

（x + 1） = （x + 1）|
x = 1

= 1 + 1 =

2（按连续函数定义）. e- � =
1

e+� = 0. 左极限 f（1 - 0）存在. 但右极限 f（1 + 0）不存在，故lim
x→1

x2 - 1
x - 1

e
1

x- 1

不存在. 又因 f（1 - 0） = 0，虽然 f（1 + 0） = + � ，但lim
x→1

x2 - 1
x - 1

e
1

x- 1 不为 � . 利用左、右极限来判断极限

lim
x→x0

f（x）是否存在，这是十分常见的考研题


.

例 21 设 a1 = 0. 9，a2 = 0. 99，a3 = 0. 999，⋯，an = 0. 99⋯{ 9
n个9

，证明 lim
n→�

a n = 1.

分析 从直观上看 0. 999⋯9⋯ = 0. 9
·

似乎总比 1 小，以下证明的基本思路，就是 0. 9
·

不会比 1 小任何一点

点.

证明 a1 = 0. 9 = 1 -
1
10

，a2 = 0. 99 = 1 -
1

102 . 一般地 an = 1 -
1

10n ，（n = 1，2，3，⋯）. 据数列极限的定
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义，任意给定正数 ε > 0，ε 可任意地小，为使 n > N 时，恒有

an - 1 = 1 -
1

10n - 1 =
1

10n < ε

即 10n >
1
ε

n > lg
1
ε

只要选取正整数 N ≥［lg
1
ε

］+ 1 即可，于是

ε > 0N ≥［lg
1
ε

］+ 1 当 n > N 时恒有 an - 1 < ε

, lim
n→�

a n = 1.

评述 上面证明的实质就是 0. 999⋯ 不可能与 1 有任何一点点微小的差别，只要 n 充分大时，an 与 1 的

差的绝对值比你担心的任何一点点微小的差别 ε 还要小，换句话说 lim
n→�

a n = 1.

例 22 （99 3 分）“对任意给定的 ε ∈（0，1），总存在正整数 N，当 n ≥ N 时，恒有 xn - a ≤ 2ε”是数列

｛xn｝收敛于 a 的

（A）充分条件但非必要条件 （B）必要条件但非充分条件

（C）既非充分条件又非必要条件 （D）充分必要条件.

分析 lim
n→�

a n = a 的定义可改写为：

对于任意正数 ε1 ，存在正整数 N1 ，当 n > N1 时恒有 an - a < ε1 （Ⅰ）

命题（Ⅰ）中 ε1 为任意正数. 自然包括区间（0，1）内任一正数 ε1 . 若命题（Ⅰ）成立，今取 N = N1 + 1，ε1 = 2ε
必然成立以下命题：

对于区间（0，1）内的任意 ε，总存在正整数 N，当 n ≥ N 时，恒有 xn - a ≤ 2ε （Ⅱ）

以下再说明条件（Ⅱ）成立时，条件（Ⅰ）亦必成立.

对于任意正数 ε1 ，今取 ε = min ε1

3
，{ }1

3
，于是 ε∈（0，1），存在正整数 N，当 n ≥ N 时，恒有 xn - a ≤2ε.

现取 N1 = N - 1，因而当 n > N1 时恒有 xn - a ≤ 2ε ≤
2ε1

3
< ε1 . 命题（Ⅰ）亦必成立.

综上所述.（Ⅰ）（Ⅱ）. 答案为（D）.

评述 由于数列极限定义中的 ε 为任意（小）正数. 故命题（Ⅰ）中的 an - a < ε1 可改为 an - a <

kε，或 an - a ≤ kε（其中 k为正数）. 又因数列极限定义（Ⅰ）中的正整数 N1 强调其存在性，N1 的存在不

是唯一的. 故 n > N1 也可改为 n ≥ N 或 n > N + P，或 n ≥ N + P 其中 P 为某一自然数. 这个例题是让

读者了解数列极限的 ε - N 定义的实质.

例 23 （06，4 分）求 lim
n→�

（n + 1
n

）（- 1）n

分析 利用恒等变换 uv = lvlnu （u > 0）求之.

解 lim
n→�

（n + 1
n

）（- 1）n
= lim

n→�
e（- 1）nlnn+1

n = e lim
n→�

（- 1）nln［1 + 1
n

］ = e0 = 1

评述 当 n → � 时，（- 1）n 为有界变量，ln（1 +
1
n

）为无穷小量，有界变量与无穷小量的乘积为无穷小

量. 求幂指函数的极限是考研题中的常见题.

例 24 （03，4 分）求lim
x→0

（cosx）
1

ln（1 +x2） .

分析 它属于 1� 型的未定型题. 利用极限lim
t→0

（1 + t）
1
t = e 求之，不是十分自然，因而利用恒等变换 uv =

evlnu 求之.

解 lim
x→0

（cosx）
1

ln（1 +x2） = lim
x→0

e
1

ln（1 +x2）
lncosx

= e
lim

x→0

lncosx
ln（1 +x2） = e

lim
x→0

lncosx
x2
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而 lim
x→0

lncosx
x2 

0
0

lim
x→0

- sinx
2x·cosx

= -
1
2

lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

1
cosx

= -
1
2

, lim
x→0

（cosx）
1
x2 = e

- 1
2 .

评述 利用恒等变换 uv = evlnu 求 1�

类型的未定式是经常行之有效的方法，还里还利用了重要极限lim
x→0

sinx
x

= 1.

例 25 求lim
x→�

sin
1
x

+ cos
1( )x

x

分析 本题仍属于 1� 型的未定式，仍利用 uv = evlnu 求之，不过先作变换 1
x

= u，这样把原式简化了一点.

解 lim
x→�

（sin
1
x

+ cos
1
x

）x

1
x


= u

lim
u→0

（cosu + sinu）
1
u = lim

u→0
e

1
u

ln（cosu+sinu）
= e

lim
u→0

ln（cosu+sinu）
u

现求 lim
u→0

ln（cosu + sinu）
u



0
0

lim
u→0

- sinu + cosu
cosu + sinu

= 1

这里利用了洛必达法则，于是得最后结果为

lim
x→�

（sin
1
x

+ cos
1
x

）x = e

评述 若不先作变换
1
x

= u，则将有

lim
x→�

（sin
1
x

+ cos
1
x

）x = e
lim

x→�
xln（sin 1

x
+cos 1

x
）

而lim
x→�

xln（sin
1
x

+ cos
1
x

）为 � ·0 型的未定式，为把 � ·0 型未定式化为
0
0

或 �
�

型的未定式，仍要作变

换令 x =
1
u

，于是lim
x→�

xln（sin
1
x

+ cos
1
x

）
x = 1


/u
lim
u→0

ln（sinu + cosu）
u

与上相同.

例 26 求lim
x→0

ex + e2x + ⋯ + enx( )n

1
x

分析 这也是一个幂指函数的极限问题，仍属于 1� 型的未定式，用重要极限lim
u→0

（1 + u）
1
u = e 求之很不自

然，还是利用恒等变换 uv = evlnu 去求它的值.

解 lim
x→0

ex + e2x + ⋯ + enx( )n

1
x

= lim
x→0

e
1
x

ln ex+e2x+⋯ +enx( )n = e
lim

x→0

1
x

ln ex+e2x+⋯ +enx( )n

现计算 lim
x→0

ln（ex + e2x + ⋯ + enx）- lnn
x



0
0

lim
x→0

ex + 2e2x + ⋯ + nenx

ex + e2x + ⋯ + enx =
1 + 2 + ⋯ + n

n
=

1
2

（1 + n）

故 lim
x→0

ex + e2x + ⋯ + enx( )n

1
x

= e（1 +n）/2 .

评述 以上四例都是幂指函数的极限，都是利用恒等变换 uv = evlnu 而求其值.

例 27 求lim
x→0

（1 + x）1 /x - e
x

分析 这是 0
0

型的未定式，用洛必达法则求之. 并注意幂指函数的求导公式为［u（x）v（x）］' = vuv- 1 u' +

uvlnuv' .

解 lim
x→0

（1 + x）1 /x - e
x



0
0

lim
x→0

1
x

（1 + x）
1
x

- 1
+（1 + x）

1
x ln（1 + x）·（-

1
x2 ）

1
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= lim
x→0

（1 + x）
1
x 1

x（1 + x）
-

ln（1 + x）
x[ ]{ }2 = lim

x→0
（1 + x）

1
x lim

x→0

x - （1 + x）ln（1 + x）
x2（1 + x）



0
0

e lim
x→0

- ln（1 + x）
2x + 3x2 = e lim

x→0

- x
2x + 3x2 = e lim

x→0

- 1
2 + 3x

= -
e
2

.

评述 幂指函数的求导公式，读者要熟记住，考试中经常要用到这个公式，在每次利用洛必达法则时，一

定要检查是否满足洛必达法则的条件，虽是求分式极限，但若不是
0
0

或 �
�

型未定式. 就决不能用洛必达

法则，故本书每次用洛必达法则之前先注明它是
0
0

型还是 �
�

型. 本例解法中倒数第二个等号运用了等

价无穷小因子代换. 即当 x → 0 时 ln（1 + x） ～ x.

例 28 （04，10 分）求极限lim
x→0

1
x3

2 + cosx( )3

x

-[ ]1

分析 本题虽属于 0
0

型的不定式，但若直接利用洛必达法则求之，则计算起来，比较复杂. 因之先利用恒

等变换 uv = e
vlnu 改写 2 + cosx( )3

x

，再利用等价无穷小因子代换：当 x → 0 时 ex - 1 ～ x.

解 原式 = lim
x→0

e
xln2 +cosx

3 - 1
x3 = lim

x→0

ln 2 + cosx( )3
x2 = lim

x→0

ln（2 + cosx）- ln3
x2

= lim
x→0

1
2 + cosx

·（- sinx）

2x
= -

1
2

lim
x→0

1
2 + cosx

·sinx( )x
= -

1
6

评述 上列解法中，第一个等号利用 uv 的恒等变换，第二个等号利用等价无穷小量代换. 第四个等号利

用洛必达法则，最后一个等号利用极限运算的基本定理. 这是一个利用到多个知识点的极限题. 近年来

的试题常是综合性较强的题.

例 29 求lim
x→0

（1 + x）
1
x[ ]e

1
x

分析 因lim
x→0

（1 + x）
1
x = e. 故它是 1� 型的未定式.

解 lim
x→0

（1 + x）
1
x[ ]e

1
x

= lim
x→0

e
1
x ln（1 +x）

1
x - ln[ ]e = e

lim
x→0

1
x

ln（1 +x）- 1

x

现求 lim
x→0

1
x

ln（1 + x）- 1

x
= lim

x→0

ln（1 + x）- x
x2 

0
0

lim
x→0

1
1 + x

- 1

2x
= lim

x→0

- 1
2（1 + x）

= -
1
2

故 lim
x→0

（1 + x）
1
x[ ]e

1
x

= e
- 1

2 .

评述 看起来这个幂指函数的极限题，比较麻烦，用老办法解之，仍可迎刃而解.

例 30 求 lim
x→+�

x1 +x

（1 + x）x -
x( )e

分析 这是属于 � - � 型的未定式，设法化为一个分式.

解 lim
x→+�

x1 +x

（1 + x）x -
x( )e

= lim
x→+�

x

（1 +
1
x

）x
-

x( )e

x =
1


t

lim
t→0

1

t（1 + t）1 / t -
1[ ]te

= lim
t→0

e - （1 + t）1 / t

et（1 + t）1 / t
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=
1
e

lim
t→0

1

（1 + t）1 / t lim
t→0

e - （1 + t）1 / t

t
=

1
e2 lim

t→0

e - （1 + t）1 / t

t



0
0

-
1
e2 lim

t→0

1
t
（1 + t）

1
t

- 1
+（1 + t）

1
t ln（1 + t）（-

1
t2[ ]）

= -
1
e

lim
t→0

1
t（1 + t）

-
ln（1 + t）

t[ ]2 = -
1
e

lim
t→0

t - （1 + t）ln（1 + t）
t2（1 + t[ ]）



0
0

-
1
e

lim
t→0

1 - ln（1 + t）- 1
2t + 3t2

=
1
e

lim
t→0

t
2t + 3t2 =

1
e

lim
t→0

1
2 + 3t

=
1
2e

评述 为了能利用重要极限lim
t→0

（1 + t）
1
t = e，先把第一个分式中的分子分母同除以 xx. 使其简化，作变

换 x =
1
t

. 然后把 � - � 型未定式化为
0
0

型未定式. 在利用洛必达法则时，又一次用到幂指函数的导

数公式. 上述倒数第三个等号中用了等价无穷小因子代换公式 t → 0 时，ln（1 + t） ～ t. 这个题的具体计

算虽然有点冗长，但基本思路并不复杂.

典型题型 4. 以下考虑与无穷小量阶的比较的有关的题.

例 31 求 lim
x→+�

ln（1 +
1
x

）

arccotx

分析 当 x →+ � 时，ln（1 +
1
x

）→ 0，arc cotx → 0. 这是 0
0

型的未定式.

解 由洛必达法则 lim
x→+�

ln（1 +
1
x

）

arc cotx
= lim

x→+�

ln（1 + x）- lnx
arc cotx

= lim
x→+�

1
1 + x

-
1
x

- 1
1 + x2

= lim
x→+�

1 + x2

x（1 + x）
= lim

x→+�

1
x2 + 1

1
x

+ 1
= 1

评述 当 x →+ � 时，arc cotx ～ ln（1 +
1
x

） ～ 1
x

，即这三者均为等价无穷小量.

例 32 求lim
x→0

x - sinx
x2（ex - 1）

分析 这是 0
0

型的未定式可直接用洛必达法则求之. 由于分母为二因子的乘积 x2（ex - 1），求导一次，项

数便增多. 而且洛必达法则要用三次，才得到答案. 计算起来有点繁. 读者不妨试试看. 今用等价无穷小量因

子代换求之，简便多了.

解 首先注意 sinx = x -
x3

3！
+ o（x3）. , x - sinx =

x3

3！
+ o（x3）.

又因 ex = 1 + x +
x2

2！
+ o（x2）. , ex - 1 = x + o（x）.

从而知当 x → 0 时有 x - sinx ～ x3

3！
， x2（ex - 1） ～ x3

lim
x→0

x - sinx
x2（ex - 1）

= lim
x→0

x3 /3！
x3 =

1
3！

=
1
6
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评述 若 f（x） = f（0）+
f'（0）

1
x +

f"（0）
2！

x2 +
f（0）

3！
x3 + ⋯ +

f（n）（0）
n！

xn + o（xn）则当 x→0 时，f（x）- f（0）

～ f'（0）x，f（x）- f（0）- f'（0）x ～ f"（0）
2！

x2 ，依此类推 f（x）- f（0）-
f'（0）

1
x -

f"（0）
2！

x2 - ⋯ -
f（n- 1）（0）

（n - 1）！
xn- 1

～ f（n）（0）
n！

xn . 利用这个准则便知当 x→ 0，sinx ～ x. sinx - x ～ -
x3

3！
，ex - 1 ～ x 正确使用等价无穷小量

因子代换将会简化一些计算.
0
0

型未定式或 �
�

型未定式几乎是每年必考的热点.

例 33 （97，3 分）设 f（x） = ∫
1 - cosx

0
sint2 dt，g（x） =

x5

5
+

x6

6
，则当 x → 0 时，f（x）是 g（x）的

（A）低阶无穷小量 （B）高阶无穷小量

（C）等价无穷小量 （D）同阶但不等价无穷小量

分析 无穷小是无穷小量的简称. 两个名词都很通用，本书今后兼用之，不强求只用其一. 这是无穷小量

阶的比较的题，即求lim
x→0

f（x）
g（x）

= ？凡是 0
0

型未定式，且在分子或分母中含有变上限或变下限的积分，求这类极

限一般总是先用洛必达法则以去掉积分号.

解 当 x → 0 时，1 - cosx → 0. ∫
1 - cosx

0
sint2 dt → 0，g（x）→ 0.

, lim
x→0

∫
1 - cosx

0
sint2 dt

x5 /5 + x6 /6


0
0

lim
x→0

sin（1 - cosx）2 ·sinx
x4 （当 x0 时 x4 + x5 ～ x4）

= lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

sin（1 - cosx）2

x3 = lim
x→0

sin（1 - cos）2

x3



0
0

lim
x→0

cos（1 - cosx）2 ·2（1 - cosx）sinx
3x2

= 2 lim
x→0

cos（1 - cosx）2 lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

1 - cosx
3x

= 2 lim
x→0

1 - cosx
3x



0
0

2 lim
x→0

sinx
3

= 2·0 = 0

, 当 x → 0 时，f（x）是比 g（x）高阶的无穷小. 应选（B）.

评述 这个题是十分典型的考研试题，考研试卷中经常有这样的题，在以上计算的第一个等号中应用了

公式
d
dx∫

φ（x）

0
f（t）dt = f［φ（x）］φ'（x）. 以下各个等号是逐步简化. 第四个和第七个等号都是利用了洛必

达法则. 第五个等号据函数的乘积的极限等于函数的极限的乘积，本题还两次应用了重要极限 lim
x→0

sinx
x

= 1. 演算这样的题要灵活地应用洛必达法则与极限运算的基本法则，这样会使计算工作量少一点. 如

果自始自终都只用洛必达法则来计算
0
0

型未定式. 有时是不明智的.

例 34 设函数 f（x）可导，且 f（0） = 0，F（x） = ∫
x

0
tn- 1 f（xn - tn）dt，求lim

x→0

F（x）
x2n .

分析 当 x→ 0 时，F（x）→ 0. 故lim
x→0

F（x）
x2n 为 0

0
型未定式. 但积分号下有积分变量 t 及参数 x. 从而不便

直接求 F'（x）. 为此，首先设法使积分号下不含参数 x.

解 先作换元令 xn - tn = u. 以新的积分变量 u 代替 t，而 x 为参数，于是 - ntn- 1 dt = du，F（x）= ∫
x

0
tn- 1 f（xn

- tn）dt = ∫
0

xn
f（u）（-

1
n

）du =
1
n ∫

xn

0

f（u）du，求
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lim
x→0

F（x）
x2n = lim

x→0

1
n ∫

xn

0

f（u）du

x2n 

0
0 1

n
lim
x→0

f（xn）n·xn- 1

2nx2n- 1 =
1

2n
lim
x→0

f（xn）
xn

=
1

2n
lim
x→0

f（xn）- f（0）
xn =

1
2n

f'（0）

评述 在以上的计算中，第二个等号据洛必达法则. 已知 f（0） = 0，从而有第四个等号，又因题设 f'（0）

存在，据导数定义便有第五个符号. 或许有读者问，求lim
x→0

f（xn）
xn 能否利用洛必达法则求得之？答曰：不能.

因lim
x→0

f（xn）
xn 

0
0

lim
x→0

f'（xn）·nxn- 1

nxn- 1 = lim
x→0

f'（xn），题设中，未假定 f'（x）在 x = 0 处连续，便不能说lim
x→0

f'（xn）

与 f'（0）相等，读者务须注意这一点. 否则考试时至少要被扣除二分.

例 35 （97，3 分） 设 x → 0，etanx - ex 与 xn 是同阶无穷小，则 n 为

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4

分析 记 f（x） = etanx - ex，写出 f（x）的麦克劳林公式，便立知 f（x）是 x 的几阶无穷小.

解 f（x） = etanx - ex，f（0） = e0 - e0 = 0.

f'（x） = etanxsec2 x - ex，f'（0） = etan0 sec20 - e0 = 1 - 1 = 0

f"（x） = etanxsec4 x + etanx·2sec2 xtanx - ex，f"（0） = 1 + 0 - 1 = 0

f（x）= etanxsec6 x + etanx·4·sec4 xtanx + etanx·2sec4 xtanx + 4etanxsec2 tan2 x + etanx·2sec4 x - ex = etanx［sec6 x

+ 6sec4 xtanx + 4sec2 xtan2 x + 2sec4 x］- ex

f（0） = 1 + 2 - 1 = 2

从而知 etanx - ex = 0 + 0 + 0 +
f（ξ）

3！
x3 ξ 在 0 与 x 之间，因 f（0）≠ 0. 只要 x 充分地小，f（ξ）

3！
≠ 0. 可

见 etanx - ex = O（x3）. 即该函数与 x3 是同阶无穷小（当 x → 0 时） 应选（C）.

评述 若 x→ a 时 f（x）→ 0，且 f（x）在 x = a 附近具有各阶导数，写出 f（x）的泰勒公式. 便立知 f（x）是

x - a 的多少阶无穷小，用这个办法确定无穷小的阶，比较简捷. 比用lim
x→a

f（x）
（x - a）n（n = 1，2，3，⋯）一次次

去试求要省便得多. 确定无穷小的阶，这是常见的考研题.

例 36 （01，3 分） 设当 x → 0 时，（1 - cosx）ln（1 + x2）是比 xsinxn 高阶的无穷小，而 xsinxn 又比 ex2
- 1

高阶的无穷小，则正整数 n 等于

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4

分析 由于sinx = x -
x3

3！
+ o（x3） cosx = 1 -

x2

2！
+ o（x2）

ex = 1 + x +
x2

2！
+ o（x2） ln（1 + x） = x -

x2

2
+ o（x2）

从而知 sinxn = xn + o（xn） 1 - cosx =
x2

2！
+ o（x2）

ex2
= 1 + x2 + o（x2） ln（1 + x2） = x2 -

x4

2
+ o（x4）

于是有 sinxn = O（xn） 1 - cosx = O（x2） ln（1 + x2） = O（x2）

ex2
- 1 = O（x2）

解 当 x→0 时（1 - cosx）ln（1 + x2）= O（x2）O（x2）= O（x4）是 x 的四阶无穷小. xsinxn = O（x）·O（xn）

= O（x1 +n）是 x 的 1 + n 阶无穷小. ex2
- 1 = O（x2）是 x 的二阶无穷小. 由题意 2 < n + 1 < 4. 可见 n = 2. 应

选（B）.

评述 把所给函数各个因子都写成麦克劳林公式形式便知各个因子是几阶无穷小. 再把各个因子的无

穷小的阶数相加，就知所给函数是几阶无穷小了.
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例 37 （99，5 分） 求lim
x→0

1 + tan槡 x - 1 + sin槡 x
xln（1 + x）- x2

分析 这是 0
0

型未定式. 但不宜直接利用洛必达法则，否则，越算下去就越繁. 宜先逐步化简之.

解 lim
x→0

1 + tan槡 x - 1 + sin槡 x
xln（1 + x）- x2 = lim

x→0

tanx - sinx

［xln（1 + x）- x2 ］（ 1 + tan槡 x + 1 + sin槡 x）

= lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

1
cosx

- 1

ln（1 + x）- x
lim
x→0

1

1 + tan槡 x + 1 + sin槡 x

=
1
2

lim
x→0

1 - cosx
［ln（1 + x）- x］cosx

=
1
2

lim
x→0

1
cosx

lim
x→0

1 - cosx
ln（1 + x）- x

=
1
2

lim
x→0

x2 /2！
- x2 /2

= -
1
2

评述 由于分子中有根式，分母是两项，其中一项是二因子的乘积，因而虽然原题是
0
0

型未定式. 但直

接用洛必达法则求之，计算起来颇繁，故设法逐步化简. 第一个等号是去掉分子中的根式，第二第三第四

个等号都是根据极限的基本运算规律、重要极限以及连续函数的定义. 第五个等号利用了等价无穷小因

子代换，这个题综合地运用了好几个知识点，近几年来考研极限题中类似这样的题频频出现.

例 38 （98，3 分） lim
x→0

1槡 + x + 1槡 - x - 2
x2

分析 这是 0
0

型未定式，可用洛必达法则求之，不过得用两次. 今据二项式展开式（1 + x）m = 1 + mx +

m（m - 1）
2！

x2 + o（x2）求之.

解 lim
x→0

1槡 + x + 1槡 - x - 2
x2

= lim
x→0

1 +
1
2

x +

1
2

1
2

-( )1

2
x2 + o1（x2）+ 1 -

1
2

x +

1
2

1
2

-( )1

2
x2 + o2（x2）- 2

x2

= lim
x→0

-
1
8

-
1
8

+
o（x2）

x[ ]2 = -
1
4

评述 o1（x2）+ o2（x2） = o（x2），lim
x→0

o（x2）
x2 = 0. 利用麦克劳林公式计算一些

0
0

型未定式，看似复杂，基

本思路十分简单清晰，是十分有效的方法之一.

以上八个题都是十分典型的考研极限题.

典型题型 5. 以下关于夹逼定理的应用

例 39 求 lim
n→�

1
n2 + n + 1

+
2

n2 + n + 2
+ ⋯ +

n
n2[ ]+ n + n

分析 虽然每一项 i
n2 + n + i

（i = 1，2，⋯，n）当 n → � 时都趋于零，但这里不是有限个无穷小量之和. 它

的极限未必是零.

解 今用夹逼定理求之

因 i
n2 + n + n

≤ i
n2 + n + i

≤ i
n2 + n + 1

（i = 1，2，⋯，n）

, ∑
n

i = 1

i
n2 + n + n

≤∑
n

i = 1

i
n2 + n + i

≤∑
n

i = 1

i
n2 + n + 1
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即

1
2

n（n + 1）

n2 + n + n
≤∑

n

i = 1

i
n2 + n + i

≤

1
2

n（n + 1）

n2 + n + 1

lim
n→�

1
2

n（n + 1）

n2 + n + n
≤ lim

n→�
∑

n

i = 1

i
n2 + n + i

≤ lim
n→�

1
2

n（n + 1）

n2 + n + 1
=

1
2

即 1
2

= lim
n→�

1
2

（1 +
1
n

）

1 +
1
n

+
1
n

≤ lim
n→�
∑

n

i = 1

i
n2 + n + i

≤ lim
n→�

1
2

（1 +
1
n

）

1 +
1
n

+
1
n2

=
1
2

得 lim
n→�
∑

n

i = 1

i
n2 + n + i

=
1
2

.

评述 这个题看似简单，简单中仍有值得注意之处，譬如说，如用下不等式

1
n2 + n + n

≤ i
n2 + n + i

≤ n
n2 + n + 1

（i = 1，2，⋯，n）

便将得不到正确结果，故本题的第一步很重要，放大与缩小都要非常谨慎.

例 40 （98，6 分） 求 lim
n→�

sin π
n

n + 1
+

sin
2π
n

n + 1 /2
+ ⋯ +

sinπ
n + 1

[ ]
/n

分析 当 n → � 时，方括号内每一项
sin

iπ
n

n + 1 / i → 0. 但不是有限项无穷小之和，仍设法适当地放大、缩小看

看，放大或缩小后的极限值能否用同一定积分表示之，若能，便可用夹逼定理了.

解
sin π

n
n + 1

+
sin

2π
n

n +
1
2

+ ⋯ +
sinπ

n +
1
n

<
1
n

sin π
n

+ sin
2π
n

+ ⋯ + sin
nπ( )n

=
1
n ∑

n

i = 1

sin
iπ
n

而 lim
n→�

1
n ∑

n

i = 1

sin
iπ
n

= ∫
1

0
sinπxdx =

2
π

. 另一方面

sin π
n

n + 1
+

sin
2π
n

n +
1
2

+ ⋯ +
sinπ

n +
1
n

>
1

n + 1
sin π

n
+ sin

2π
n

+ ⋯ + sin( )π

=
n

n + 1
1
n

sin π
n

+ sin
2π
n

+ ⋯ + sin( )π =
n

n + 1∑
n

i = 1

sin
iπ
n

· 1
n

且 lim
n→�

n
n + 1∑

n

i = 1

sin
iπ
n

· 1[ ]n
= ∫

1

0
sinπxdx =

2
π

. 由夹逼定理知

lim
n→�

sin π
n

n + 1
+

sin
2π
n

n +
1
2

+ ⋯ +
sinπ

n +
1







n

=
2
π

.

评述 设 f（x）在［0，1］上连续，则 lim
n→�
∑

n

i = 1

f（
i
n

）
1
n

= ∫
1

0
f（x）dx. 在本题中有

lim
n→�

n
n + 1∑

n

i = 1

sin
iπ
n

·
1[ ]n

≤ lim
n→�
∑

n

i = 1

sin
iπ
n

n +
1
i

≤ lim
n→�
∑

�

i = 1

sin
iπ
n

·
1
n

而 lim
n→�

n
n + 1

= lim
n→�

1
1 + 1 /n

= 1，故有

∫
1

0
sinxπdx = lim

n→�

n
n + 1∑

n

i = 1

sin
iπ
n

1
n

≤ lim
n→�
∑

n

i = 1

sin
iπ
n

n + 1 / i
≤ lim

n→�
∑

n

i = 1

sin
iπ
n

1
n

= ∫
1

0
sinxπdx

这个题十分典型. 如何放大，如何缩小，如何写成定积分，在这三点上，读者要仔细琢磨.
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例 41 （00，3 分） 设对任意的 x，总有 φ（x）≤ f（x）≤ g（x），且lim
x→�

［g（x）- φ（x）］= 0，则lim
x→�

f（x）

（A）存在且等于零 （B）存在但不一定为零

（C）一定不存在 （D）不一定存在

分析 由已知条件lim
x→�

［g（x）- φ（x）］= 0，知当 x→ � 时有 g（x）- φ（x） = α（x），其中lim
x→�

α（x） = 0，亦

即有

g（x） = φ（x）+ 无穷小

满足题目条件和这个关系式的有下列反例：

反例一. 设当 x ∈（- � ，+ � ）时 φ（x） = x ，f（x） = x +
1

x + 1
，g（x） = x +

2
x + 1

，于是有

x ≤ x +
1

x + 1
≤ x +

2
x + 1

， 且 lim
x→�

［g（x） - φ（x）］ = lim
x→�

2
x + 1

= 0， 但 lim
x→�

f（x） =

lim
x→�

x +
1

x +[ ]1
不存在，知（A），（B）不成立.

反例二 设当 x ∈（- � ，+ � ）时，φ（x） = 0，f（x） =
1

x2 + 1
，g（x） =

2
x2 + 1

于是有

0 ≤ 1
x2 + 1

≤ 2
x2 + 1

且lim
x→�

［g（x）- φ（x）］= lim
x→�

2
x2 + 1

= 0

而lim
x→�

f（x） = lim
x→�

1
x2 + 1

= 0，知（C）不成立.

由上分析，知应选（D）.

评述 这个题初看过去，以为要用夹逼定理，但因 lim
x→�

φ（x），lim
x→�

g（x）均未必存在，不能利用夹逼定理，只

能由已知条件lim
x→�

［g（x）- φ（x）］= 0 及 φ（x）≤ f（x）≤ g（x）出发作具体分析，本题是以举反例的方式

说明答案（A），（B），（C）均不成立，从而知答案为（D）. 在考研试卷中常有这样的题，不是让考生去证明

什么结论成立，而是要让考生能判断哪些命题是错误的，哪些命题是正确的.

例 42 求 lim
n→�

1·3⋯（2n - 3）（2n - 1）
2·4⋯（2n - 2）2n

分析 记 an =
1
2

· 3
4

⋯ 2n - 3
2n - 2

2n - 1
2n

，这是单调减少且有下界的数列，故 lim
n→�

a n 存在，但用递推公式 an+1

= an
2n + 1
2n + 2

，两边令 n → � 时，得不到 lim
n→�

a n 的值，因此要想另外的方法.

解 记 an =
1
2

· 3
4

⋯ 2n - 3
2n - 2

2n - 1
2n

<
2
3

· 4
5

⋯ 2n - 2
2n - 1

2n
2n + 1

=
1
an

1
2n + 1

从而得不等式 0 < a2
n <

1
2n + 1

. 据夹逼定理得 lim
n→�

a2
n = 0. 故得 lim

n→�
a n = 0.

评述 本例给出了求数列极限另一途径，适当放大，创造能利用夹逼定理的情况.

例 43 求 lim
n→�

a n

n！
（a 为常数）

分析 a 未必为正数. 但对于任意固定的 a，必存在正整数 m，使有关系式 m≤ a < m + 1，于是改而考察

a n

n！
=

a
1

a
2

⋯ a
m

a
m + 1

a
m + 2

⋯ a
n

（m < n）

=
a m

m！
a

m + 1
a

m + 2
⋯ a

n
≤ a m

m！
a
n

（ 
a

m + 1
< 1，⋯， a

n - 1
< 1）

至此，我们看到可以利用夹逼定理了， a m

m！
为一固定的常数，由不等式 0 ≤ a n

n！
≤ a m

m！
a
n

，令 n → � 得

0 ≤ lim
n→�

a n

n！
≤ lim

n→�

a m

m！
a( )n

=
a m

m！
lim
n→�

a
n

= 0

从而 lim
n→�

a n

n！
= 0，于是 lim

n→�

a n

n！
= 0.
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评述 记 an = an /n！，这里利用了若 lim
n→�

a n
= 0，则必有 lim

n→�
a n = 0. 为什么要考虑 an

呢？因 an
不变

号，便于比较，an 可能变号，直接对 an 作出的比较大小的统一不等式没有像对 an
作出的不等式简单.

例 44 设 a > 0，求 lim
n→�

a
1
n

分析 若 a > 1，则 a > a
1
n ，开 n 次方后得数比原数小. 若 0 < a < 1，则 a < a

1
n ，开 n 次方后得数反而大

了，没有统一结果. 因此，对 a 将区分 a > 1，a = 1，0 < a < 1 三种情况讨论之.

解 先设 a > 1，但 a > a
1
n > 1，因而设 a

1
n = 1 + dn ，dn 为 a

1
n 与 1 之差，且 dn > 0. 两边 n 次方得 a =

（1 + dn）
n

a = （1 + dn）
n = 1 + ndn +

n（n - 1）
2！

d2
n + ⋯ + dn

n > 1 + ndn

因而得 0 < dn <
a - 1

n

由夹逼定理得 0 ≤ lim
n→�

dn ≤ lim
n→�

a - 1
n

= 0. 可见 a > 1 时，lim
n→�

a
1
n = 1.

若 a = 1，显然 lim
n→�

a
1
n = 1.

最后考虑当 0 < a < 1 时，此时 1
a

> 1，记

1( )a

1
n

= 1 + en ，1
a

= （1 + en）
n > 1 + nen

亦即 0 < en <
1 /a - 1

n

由夹逼定理得 0 ≤ lim
n→�

en ≤ lim
n→�

1 /a - 1
n

= 0

, lim
n→�

en = 0. 因而 a
1
n =

1
1 + en

，lim
n→�

a
1
n = lim

n→�

1
1 + en

=
1

1 + 0
= 1. 亦即当 0 < a < 1 时，仍有 lim

n→�
a

1
n = 1.

综上所述，不论 a > 1，a = 1，0 < a < 1，恒有 lim
n→�

a
1
n = 1.

评述 设 a > 0，lim
n→�

a
1
n = 1. 这是一个十分有用的结果. 这里用的证明方法也是很值得学习的.

典型题型 6. 以下利用麦克劳林公式求极限

例 45 （00，3 分） 若lim
x→0

sin6x + xf（x）
x3 = 0，则lim

x→0

6 + f（x）
x2 为

（A）0 （B）6 （C）36 （D）�

分析 没有说函数 f（x）满足什么性质，对 f（x）便不能作什么运算，唯一能处理的是 sin6x，今把 sin6x 按麦

克劳林公式展开，因分母是 x3 ，展开 sin6x 到出现 x3 为止：sin6x = 6x -
（6x）3

3！
+ o（x3），代入原式得

lim
x→0

sin6x + xf（x）
x3 = lim

x→0

6x - 36x3 + o（x3）+ xf（x）
x[ ]3 = 0

亦即 lim
x→0

6 + f（x）
x2 +

o（x3）
x3 -[ ]36 = 0，

, lim
x→0

6 + f（x）
x2 = 36. 故应选（C）.

评述 在以上的分析中，只有最后一句还需作点说明：已知lim
x→0

6 + f（x）
x2 +

o（x3）
x3 -[ ]36 = 0，而lim

x→0

o（x3）
x3

= 0，lim
x→0

36 = 36，于是极限lim
x→0

6 + f（x）
x2 必存在，从而lim

x→0

6 + f（x）
x2 = 0 - lim

x→0

o（x3）
x3 + 36 = 36. 这个题与以

前的题有所不同的是：已知一个解析式子的极限值，去求另一式子的极限值或求其中的某些参数值.
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例 46 设lim
x→0

atanx + b（1 - cosx）
cln（1 - 2x）+ d（1 - e- x2）

= 2，其中 a2 + c2 ≠ 0，则必有

（A）b = 4d （B）b = - 4d （C）a = 4c （D）a = - 4c

分析 这个题也是已知函数极限值，反过来求式子中一些常数的关系式，所给极限属于 0
0

型未定式，故仍

可按 0
0

型未定式具体计算之.

解法一 lim
x→0

atanx + b（1 - cosx）
cln（1 - 2x）+ d（1 - e- x2）



0
0

lim
x→0

asec2 x + bsinx

- 2c（1 - 2x）- 1 + 2xde- x2 =
a

- 2c
= 2，亦即有 a = - 4c，

应选（D）.

解法二 把分子分母按麦克劳林公式展开即 atanx + b（1 - cosx） = ax + o（x），cln（1 - 2x）+ d（1 - e- x2）

= - 2cx + o（x），于是原式为

lim
x→0

atanx + b（1 - cosx）
cln（1 - 2x）+ d（1 - e- x2）

= lim
x→0

ax + o（x）
- 2cx + o（x）

= lim
x→0

a +
o（x）

x

- 2c +
o（x）

x

= -
a
2c

= 2

典型题型 7. 利用单调有界原理

例 47 设 c > 0，x1 槡= c，x2 槡槡= c + c，⋯，xn = c + xn-槡 1 n = 2，3，⋯，求 lim
n→�

xn .

分析 很明显 x1 < x2 ，但是否都具有性质 xn- 1 < xn（n = 2，3，⋯）呢？直观上看不清，今用数学归纳法，证

明这个数列单调增加有界：

证明 已知 x2 - x1 槡槡 槡= c + c - c > 0，若设 xn - xn- 1 > 0，则 xn+1 - xn = c + x槡 n - c + xn-槡 1 =

xn - xn- 1

c + x槡 n + c + xn-槡 1

> 0，由数学归纳法，知｛xn｝为单调增加数列.

其次，由于 c > 0，, x1 槡= c < 1 + c

x2 = c + x槡 1 < c + 1槡 + c = 1 + 2槡 c < 1 + 2c + c槡 2 = 1 + c

若设 xn < 1 + c，则 xn+1 = c + x槡 n < c + 1槡 + c = 1 + 2槡 c < 1 + c，于是由数学归纳法知所有 0 < xn < 1 +

c，即｛xn｝是有上界的数列，亦即数列｛xn｝是单调增加有上界的数列，据单调有界原理知 lim
n→�

xn 存在，今记 a =

lim
n→�

xn . 由题设中的递推公式 xn = c + xn-槡 1（n = 1，2，⋯），令 n → � 得 槡a = c + a，解此方程得 a2 = c + a，即

a2 - a - c = 0. a =
1 ± 1 + 4槡 c

2
. 由题设条件知 a 必为正数，舍去负号，, a = （1 + 1 + 4槡 c）/2. 亦即

lim
n→�

xn = （1 + 1 + 4槡 c）/2.

评述 求数列的极限，一般要先证极限存在，其次求其极限值，这个题的证明过程中，用到了一个事实即

不论 c 是什么正数，恒有槡c < 1 + c. 近年来，利用单调有界原理证明极限存在的考题不少

例 48 设 x1 = 10，xn+1 = 6 + x槡 n（n = 1，2，⋯），试证数列｛xn｝极限存在，并求此极限.

分析 首先验证此数列是否满足单调有界原理的条件

解 x1 = 10，x2 = 6 +槡 10 = 4，x3 = 6 +槡 4 = 槡10，可见 x1 > x2 > x3 ，设对某正整数 k，有 xk > xk+1 ，

则有 xk+1 = 6 + x槡 k > 6 + xx+槡 1 = xk+2 ，故由数学归纳法，对一切正整数 n，都有 xn > xn+1 . 即｛xn｝为单调减少

数列. 由 xn+1 = 6 + x槡 n ，显见 xn > 0（n = 1，2，⋯）. 即｛xn｝有下界. 根据单调有界原理，知 lim
n→�

xn 存在.

记 lim
n→+�

xn = a，对 xn+1 = 6 + x槡 n ，两边取 n → � 时的极限，便得 a = 6槡 + a 从而 a2 - a - 6 = 0，因此 a

= 3 或 a = - 2.

因为 xn > 0（n = 1，2，⋯）所以 a ≥ 0，舍去 a = - 2. 故得极限 a = 3.
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评述 乍一眼看去，以为本题是前题的特例，其实不然，前题是单调增加数列，本题是单调减少数列，证

明数列的极限存在性占分多，求极限值占分少，若不证明数列的极限存在，就去求数列极限值，便将出现

荒唐的结果. 如考察自然数数列｛n｝，记 xn = n，则 xn+1 = xn + 1，令 n → � ，记 lim
n→�

xn = a 得 a = a + 1，从

而得 1 = 0. 错在极限本不存在而竟视其若存在而计算之.

例 49 （97，4 分）设 a1 = 2，an+1 =
1
2

（an +
1
an

），n = 1，2，3，⋯ 证明 lim
n→�

a n 存在.

分析 若能证明数列｛an｝具有单调性和有界性，便知极限 lim
n→�

a n 存在. 因 1
2

（a2 + b2）≥ a · b . 先证

｛an｝有下界.

证明 an+1 =
1
2

（an +
1
an

） =
1
2

（ a槡 n）
2 +

1

a槡
( )

n
[ ]2

≥ a槡 n
1

a槡 n

= 1

, an+1 ≥ 1 有下界. 其次考察

an+1 - an =
1
2

an +
1
a( )

n

- an =
1
2

1
an

- a( )n =
1 - a2

n

2an

≤ 0

, an+1 ≤ an ，｛an｝单调减少有下界，由单调有界原理知 lim
n→�

a n 存在. （若要再求极限值，记 lim
n→�

a n = a，对 an+1 =

1
2

an +
1
a( )

n

两端求极限，得到 a =
1
2

a +
1( )a

，2a2 - a2 = 1，a = ± 1，但 an ≥0，a 必为非负数，故 lim
n→�

a n = 1. ）

评述 由这几个例题可以看到，数列｛an｝是否单调，不妨观察 an+1 - an 的正负号，而要判断数列｛an｝是

否有界. 常是不同的数列要用不同的方法.

例 50 （99，7 分）设 f（x）是［0，+ � ）上单调减少且非负的连续函数，an = ∑
n

k = 1

f（k）- ∫
n

1
f（x）dx，证明数列

｛an｝的极限存在.

分析 ∫
n

1
f（x）dx = ∫

2

1
f（x）dx + ∫

3

2
f（x）dx + ⋯ + ∫

n

n- 1
f（x）dx，由定积分的几何意义易知 f（1）≥∫

2

1
f（x）dx，f（2）

≥ ∫
3

2
f（x）dx，⋯，f（n - 1）≥ ∫

n

n- 1
f（x）dx.

证明 先证有界性

an = ∑
n

k = 1

f（k）- ∫
n

1
f（x）dx

= f（1）+ f（2）+ ⋯ + f（n - 1）+ f（n）- ∫
2

1
f（x）dx + ∫

3

2
f（x）dx + ⋯ + ∫

n

n- 1
f（x）d[ ]x

= f（1）- ∫
2

1
f（x）d[ ]x + f（2）- ∫

3

2
f（x）d[ ]x + ⋯ + f（n - 1）- ∫

n

n- 1
f（x）d[ ]x + f（n）≥ 0

可见｛an｝是有下界的数列，其次考虑｛an｝的单调性：

an+1 - an = ∑
n+1

k = 1

f（k）- ∫
n+1

1
f（x）dx - ∑

n

k = 1

f（k）- ∫
n

1
f（x）d[ ]x

= f（n + 1）- ∫
n+1

n
f（x）dx = ∫

n+1

n
f（n + 1）dx - ∫

n+1

n
f（x）dx

= ∫
n+1

n
f（n + 1）- f（x[ ]） dx ≤ 0

, an+1 ≤ an ，｛an｝为单调减少数列.

综上所述知数列｛an｝为单调减少且有下界，据单调有界原理，知 lim
n→�

a n 存在.

评述 有界性的证明，由比较大小而得，即把 f（k）看作长为1 高为 f（k）的长方形的面积与曲边梯形的面

积∫
k+1

k
f（x）dx 比较，便知 f（k）- ∫

k+1

k
f（x）dx 的正负号. 再一次指出利用单调有界原理证明数列极限的存

在性，是考研的一个热点内容.
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例 51 （06，12 分）设数列｛xn｝满足 0 < x1 < π，xn+1 = sinxn（n = 1，2，⋯）（Ⅰ）证明 lim
n→�

xn 存在，并求该

极限；（Ⅱ）计算 lim
n→�

（
xn+1

xn

）
1

x2
n .

分析 经常利用单调有界原理，证明数列极限的存在性. 为此先考察数列｛xn｝的单调性及有界性. 证明数

列极限存在后，然后计算数列极限的值.

证明 （Ⅰ）先证数列｛xn｝单调下降且有下界.

由 0 < x1 < π 得 0 < x2 = sinx1 < x1 < π. 设 0 < xn < π，则 0 < xn+1 = sinxn < xn < π. 据数学归纳

法知数列｛xn｝单调下降且有下界，再由单调有界原理知，极限 lim
n→�

xn 存在，极限 lim
n→�

xn = a，据递推公式 xn+1 =

sinxn（n = 1，2，⋯），两边取有限得 a = sina （0 ≤ a < π）. 所以 a = 0，即 lim
n→�

xn = 0.

（Ⅱ）计算 lim
n→�

（
xn+1

xn

）
1
x2n .

由题意有 lim
n→�

（
xn+1

xn

）
1
x2n = lim

n→�
（

sinxn

xn

）
1
x2n .

因 n→ � 时 xn →0 为便于利用微分学中方法求上列极限，今先以连续变量 x 代替离散变量 xn ，从而去处

理连续变量的极限过程.

lim
x→0

（sinx
x

）
1
x2 = lim

x→0
e

1
x2

lnsinx
x = e lim

x→0

lnsinx- lnx
x2



0
0

e lim
x→0

1
2x

（cosx
sinx

- 1
x

） = e lim
x→0

xcosx- sinx
2x2sinx = e lim

x→0

xcosx- sinx
2x3



0
0

e lim
x→0

cosx- xsinx- cosx
6x2 = e lim

x→0

- sinx
6x = e - 1

6 .

于是知有 lim
n→�

（
xn+1

xn

）
1
x2n = e - 1

6 .

评述 一般包含特殊. 求出lim
x→0

（
sinx

x
）

1
x2 ，自然便得 lim

n→�
（

sinxn

xn

）
1
x2n . 求幂指函数的极限时，常用恒等式 uv =

evlnu （u > 0）. 本题计算中既用了洛必达法则，又用了等价无穷小量因子代换. 这个考研题，十分典型，

这类题在考卷中经常出现.

典型题型 8. 以下讨论函数的连续性和间断点的类型.

例 52 x = 1 是 f（x） = arctan
2

x - 1
的 .

（A）连续点 （B）可去间断点

（C）有限跳跃间断点 （D）无穷间断点

分析 利用函数 f（x）在 x = 1 连续的定义判断它的连续性.

解 f（1 - 0） = arctan（- � ） = - π
2

，f（1 + 0） = arctan（+ � ） = π
2

，可见 f（1 - 0）≠ f（1 + 0）. 故 f（x）

在 x = 1 处间断，又因 f（1 - 0）与 f（1 + 0）均存在但不相等. , x = 1 是 arctan
2

x - 1
的有限跳跃间断点，应选

（C）.

评述 判断函数在某点 x = a 是否连续，若不连续就要辨别间断点的类型，这是经常要考试的内容. 而

且总是利用定义判断之.

例 53 讨论函数 f（x） =
（1 + x ）1 /x

x ≠ 0

e x =
{

0
，在 x = 0 处的连续性.

分析 看看 f（0 - 0），f（0 + 0）是否存在且是否与 f（0）相等？

解 f（0 + 0） = lim
x→0 +

（1 + x ）1 /x = lim
x→0 +

（1 + x）
1
x = e.
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f（0 - 0） = lim
x→0 -

（1 + x ）1 /x
= lim

x→0 -
（1 - x）

1
x 

- x = t
lim
t→0 +

（1 + t）- 1
t

= lim
t→0 -

［（1 + t）
1
t ］- 1 = e- 1 ≠ f（0） = e

可见所给函数在 x = 0 处不连续，x = 0 是该函数的跳跃间断点.

评述 该函数在 x = 0 处为右连续.

例 54 （05，4 分） 设函数 f（x） =
1

e
x

x- 1 - 1
，则

（A）x = 0，x = 1 都是 f（x）的第一类间断点.

（B）x = 0，x = 1 都是 f（x）的第二类间断点.

（C）x = 0，是 f（x）的第一类间断点，x = 1 是 f（x）的第二类间断点.

（D）x = 0 是 f（x）的第二类间断点，x = 1 是 f（x）的第一类间断点.

分析 f（0），f（1）均没有定义，所以 x = 0，x = 1 均是 f（x）的间断点.

f（0 + 0） = - � ，x = 0 是 f（x）的第二类间断点.

f（1 - 0） =
1

e- � - 1
= - 1，f（1 + 0） =

1
e+� - 1

= 0 , x = 1 是 f（x）的第一类间断点.

解 应选（D）

评述 在函数无定义点处必是函数的间断点，已知 f（0 + 0） = - � ，便已可断定点 x = 0 是 f（x）的第二

类间断点，不必再考察 f（0 - 0）了.

例 55 设函数 f（x） =

（1 + x）1 /x

[ ]e

1
x

， x > 0

a， x = 0

x + e
- 1

2 ， x <
{

0

能否选取适当的 a 值，使 f（x）在 x = 0 处连续.

分析 求 f（0 - 0），f（0 + 0），然后选取 a 使 f（0 - 0） = f（0 + 0） = f（0）成立.

解 f（0 - 0） = e
- 1

2 .

因为 lnf（x） =
1
x

ln （1 + x）
1
x[ ]e

=
1
x2 ln（1 + x）-

1
x

=
ln（1 + x）- x

x2

lim
x→0 +

lnf（x） = lim
x→0 +

ln（1 + x）- x
x2 = lim

x→0 +

1
1 + x

- 1

2x
= lim

x→0 +

- x
1 + x

2x
= -

1
2

即 lnf（0 + 0） = -
1
2

，

从而有 f（0 + 0） = e
- 1

2 ，f（0） = a. 由连续函数的定义，选取 a = e
- 1 /2 ，便可使 f（x）在 x = 0 处连续.

评述 凡分段表示的函数，考虑其在分界点处函数的连续性，恒用函数的左、右极限的值与函数值比较

之，这是一个很典型的考研试题.

例 56 （02，3 分） 设函数 f（x） =
1 - etanx

arcsinx/2
， x > 0

ae
2x， x ≤

{
0

在 x = 0 处连续，求 a.

分析 f（0 - 0） = a，f（0 + 0） = lim
x→0 +

1 - e
tanx

arcsinx/2
= lim

x→0 +

- tanx
x/2

= - 2

答 为使 f（x）在 x = 0 处连续，必须 f（0 - 0） = f（0） = f（0 + 0），可见 a = - 2.

评述 在求 f（0 + 0）中， u→0 时1 - eu ～ - u，在第二个等号利用了等价无穷小因子代换：即 x→0 时，

1 - e
tanx ～ - tanx，arcsin

x
2

～ x
2

，第三个等号处仍用等价无穷小因子代换 tanx ～ x.
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例 57 （97，3 分）已知 f（x） = （cosx）x- 2
， x ≠ 0

a x =
{

0
在 x = 0 处连续，求 a = ？

分析 先求lim
x→0

（cosx）x- 2
，然后令 a = lim

x→0
（cosx）x- 2

，则 f（x）在 x = 0 处连续.

解 lim
x→0

（cosx）x- 2
= lim

x→0
e

1
x2

lncosx
= e

lim
x→0

lncosx
x2 = e

lim
x→0

- sinx
2xcosx = e

- 1
2 ，故 a = e

- 1
2 .

评述 据连续函数的定义解答本题.

例 58 （98，5 分） 求函数 f（x） = （1 + x）
x

tan（x- π /4） 在区间（0，2π）内的间断点，并判断其类型.

分析 在使 tan（x - π
4

） = 0 或 tan（x - π
4

） = � 的点处 f（x）均无定义，因而这些点都是 f（x）的间断点.

解 在（0，2π）内的点 π
4

，5π
4

处，tan（x - π
4

）为 0，在（0，2π）内的点3π
4

，7π
4

处，tan（x - π
4

）为 � ，故区间

（0，2π）内有四点：π
4

，5π
4

，3π
4

，7π
4

为 f（x）的间断点.

在 x = π
4

处 f（π
4

+ 0） = + � ，故 x = π
4

是 f（x）的第二类间断点，且为无穷间断点.

在 x =
5π
4

处，f（5π
4

+ 0） = + � ，故 x =
5π
4

也是 f（x）的第二类间断点，且为无穷间断点.

在 x =
3π
4

处，f（3π
4

- 0） = 1，f（3π
4

+ 0） = 1，故点 x =
3π
4

为 f（x）第一类间断点，且为可去间断点.

在点 x =
7π
4

处，f（7π
4

- 0） = 1，f（7π
4

+ 0） = 1，故点 x =
7π
4

，为 f（x）的第一类间断点，且为可去间断点.

评述 第一类间断点的特点是：f（x0 - 0）与 f（x0 + 0）均存在，但lim
x→x0

f（x） = f（x0）不成立，第二类间断点

的特点是 f（x0 - 0）与 f（x0 + 0）二者中至少有一个不存在.

例 59 （01，7 分） 求极限lim
t→x

sint
sin( )x

x
sint - sinx

，记此极限为 f（x），求 f（x）的间断点，并指出其类型.

分析 在本题求极限过程中，视 x 为常量，t 为变量，先写出 f（x）的解析表示式，然后才能求出 f（x）的全部

间断点并判断其间断点的类型.

解 记 f（x） = lim
t→x

sint
sin( )x

x
sint - sinx

= lim
t→x

e
x

sint - sinx
lnsint

sinx

= e
x lim
t→x

lnsint - lnsinx
sint - sinx = e

x lim
t→x

cost
costsint = e

x/sinx 即 f（x） = e
x/sinx

当 x = 0，± nπ（n = 1，2，⋯）时，f（x）无定义，故这些点均为 f（x）的间断点，在其他点处 f（x）均连续.

又因 f（0 - 0） = f（0 + 0） = e，故 x = 0 是 f（x）的第一类间断点且为可去间断点.

在 x = ± nπ 处（n = 1，2，⋯），左、右极限之一为 0，另一为 � ，故为第二类间断点中的无穷间断点.

评述 这类题型是近年考研的热点，在一个题中考了多个知识点，并考查了极限运算能力和分析、判断

的能力，望读者熟练掌握这个题.

例 60 设对于每一个充分小的数 δ > 0，都有 ε = ε（δ，x0） > 0，使得：只要 x - x0
< δ，则不等式

f（x）- f（x0） < ε 成立. 由此是否可断定 f（x）在 x = x0 处连续？

分析 这里的正数 ε未必能任意地小，考察反例 f（x） =

- 1， x < 0

0， x = 0

1， x >
{

0

，取 ε = 2 题设条件都成立，但 f（x）

在 x = 0 处不连续.

解 由于不是对任意小正数 ε，都存在 δ > 0，当 x - x0
< δ 时恒有 f（x）- f（x0） < ε 成立，也就是说，

f（x）在 x0 处连续的条件未必成立，故不能由此判定 f（x）在 x = x0 处连续.
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评述 若取 M = max
［a，b］

f（x） ，再取 ε = 2M + 1，x0 ∈（a，b），不论 δ 取什么正数，当 x - x0
< δ 时，恒有

f（x）- f（x0） < ε，虽然由此不能推出 f（x）在点 x0 处连续，但却可由此推出 f（x）在点 x0 的一个邻域内

f（x）是有界函数. 因当 x ∈（x0 - δ，x0 + δ）内，有不等式 f（x0）- ε < f（x） < f（x0）+ ε，此即说明 f（x）

在（x0 - δ，x0 + δ）上为有界函数.

例 61 （04，4 分）设 f（x） = lim
n→�

（n - 1）x
nx2 + 1

，则 f（x）的间断点为 .

解 x = 0. 因 f（x） = lim
n→�

（1 - 1 /n）x
x2 + 1 /n

=
x
x2 故 f（x） =

1
x

， x ≠ 0

0， x = 0
{

.

可见 f（x）的间断点为 x = 0.

在其他点处 f（x）连续.

例 62 设 f（x）和 φ（x）在（- � ，+ � ）内有定义，f（x）为连续函数，且 f（x）≠ 0，φ（x）有间断点，则

.

（A）φ［f（x）］必有间断点 （B）［φ（x）］2 必有间断点

（C）f［φ（x）］必有间断点 （D）φ（x）/ f（x）必有间断点

分析 作反例来否定某些错误命题.

（A）不对. 有反例为 φ（x） =
1， x ≠ 0

0， x ={ 0
f（x） = ex，φ（ex） = 1 在（- � ，+ � ）上处处连续.

（B）不对. 有反例为 φ（x） =
- 1， x ≤ 0

1， x >{ 0
，φ2（x） = 1 在（- � ，+ � ）上处处连续.

（C）不对. 有反例为 f（x） = x2 + 1，φ（x） =
1， x ≥ 0

- 1， x <{ 0
，f［φ（x）］= 2，在（- � ，+ � ）上处处连续.

（D）对. 今用反证法证之. 若φ（x）
f（x）

处处连续，已知 f（x）处处连续，则二连续函数的乘积φ（x）
f（x）

·f（x） =

φ（x），亦必处处连续. 与假设矛盾，故 φ（x）/ f（x）必有间断点. 应选（D）.

评述 判断一个命题的正确与错误，是近年考研题的一大热点，也最能反映出一个考生的数学素质如

何，平时在这方面必须多加磨练.

例 63 判断下列命题中哪个是正确的？

（1）设函数 f（x）在 x = x0 处连续，g（x）在 x = x0 处不连续，则 f（x）+ g（x），在 x = x0 处必不连续.

（2）设函数 f（x），g（x）在 x = x0 处均不连续，则 f（x）+ g（x），在 x = x0 处必不连续.

（3）不连续函数的平方后仍为不连续函数.

（4）设函数 f（x）在 x = x0 处连续，g（x）在 x = x0 处不连续，则 f（x）g（x）在 x = x0 处必不连续.

（5）设函数 f（x），g（x）在 x = x0 处都不连续，则 f（x）g（x）在 x = x0 处必不连续.

分析 （1）对. 用反证法证之，若 f（x）+ g（x）在 x = x0 处连续，则二连续函数的和 f（x）+ g（x[ ]） +［-

f（x）］= g（x）在 x = x0 处必连续，与题设矛盾.

（2）否. 有反例 f（x） =
0. x ≤ 0

1. x >{ 0
， g（x） =

0， x ≤ 0

- 1， x >{ 0

f（x）+ g（x） = 0 在（- � ，+ � ）上连续.

（3）否. 有反例 f（x） =
- 1， x ≤ 0

1， x >{ 0
，则 f2（x） = 1 在（- � ，+ � ）上连续.

（4）否. 有反例 f（x） = 0，（- � < x < � ），g（x） =
0， x ≤ 0

1， x >{ 0
，f（x）g（x） = 0 在（- � ，+ � ）上处处

连续.

（5）否. 有反例 f（x） =
- 1， x ≤ 0

0， x >{ 0
g（x） =

0， x ≤ 0

1， x >{ 0
，f（x）g（x） = 0 在（- � ，+ � ）上处处连续.
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评述 在相当多的情况下，常不能用一条已知定理来帮助读者去否定一个命题，每依靠举出反例达到否

定的目的. 本例代表一大类类似的题. 应开拓思维试作各种代换后看看是什么情况：譬如说，将函数“极

限存在”代替“连续”，“极限不存在”代替“不连续”，又如在常数项级数中，可将“级数收敛”代替“函数

在点 x0 处连续”，“级数发散”代替“函数在点 x0 处不连续”，⋯ 等其他题干文字不变，看看正确的结果各

是什么. 这样能帮助读者从正反两方面去观察一个事物，以便更全面地认识它.

典型题型 9. 以下讨论方程的实根

例 64 求证方程 x + p + qcosx = 0 恰有一个实根，其中 p，q 为常数且 0 < q < 1.

分析 记 f（x） = x + p + qcosx，探求方程 f（x） = 0 的实根个数的问题便化为考察曲线 y = f（x）与 x 轴的

交点个数的问题.

解 因 f（x） = x + p + qcosx 为在（- � ，+ � ）上的连续函数，且 lim
x→+�

（x + p + qcosx） = + � ，知存在 b.

使 f（b）> 0，又 lim
x→ - �

f（x）= lim
x→ - �

（x + p + qcosx）= - � ，知存在 a，使 f（a）< 0. 据连续函数的介值定理，知在（a，

b）内至少存在一个实数 ξ 使 f（ξ） = 0，也就是说方程 f（x） = 0 至少有一个实根.

又因 f'（x） = 1 - qsinx > 0，f（x）在（- � ，+ � ）上为单调增函数，故方程 f（x） = 0 在（- � ，+ � ）内至

多有一个实根.

综上所述，方程 x + p + qcosx = 0（0 < q < 1）恰有一个实根.

评述 利用连续函数的介值定理，来确定方程实根的存在性以及实根至少有几个，另一方面，我们还经

常利用 f（x）的单调性来判定方程 f（x） = 0 的实根的唯一性. 方程实根的存在性与唯一性，屡屡用这样的

方法判定之，这是考研的热点内容之一.

例 65 （03，12 分）讨论曲线 y = 4 lnx + k 与 y = 4x + ln4 x 的交点个数

分析 在二曲线的交点处，二曲线的纵坐标相同，所以讨论曲线 y = 4lnx + k 与 y = 4x + ln4 x 的交点个数

必与方程 4lnx + k = 4x + ln4 x 的不同实根个数相同，亦即与方程 ln4 x - 4lnx + 4x - k = 0 的不同实根的个数相

同.

解 φ（x） = ln4 x - 4lnx + 4x - k，φ'（x） =
4（ln3 x - 1 + x）

x

令 φ'（x） = 0 得 φ（x）的驻点 x = 1.

当 0 < x < 1 时 φ'（x） < 0，即 φ（x）单调减少；当 x > 1 时，φ'（x） > 0，即 φ（x）单调增加，故 φ（1） = 4 -

k 为函数 φ（x）的最小值.

当 4 - k > 0 即 4 > k 时 φ（x）无实根，即两条曲线无交点.

当 4 - k = 0 即 k = 4 时，φ（x） = 0 有唯一实根，即两曲线只有一个交点.

当 4 - k < 0 时，即 4 < k 时，由于

lim
x→0 +

φ（x） = lim
x→0 +

［lnx（ln3 x - 4）+ 4x - k］= + �

lim
x→+�

φ（x） = lim
x→+�

［lnx（ln3 x - 4）+ 4x - k］= + �

故 φ（x） = 0 有两个实根，分别位于（0，1）与（1，+ � ）内，即此二曲线有两个交点.

评述 这个例题的解题方法很有启发性. 一般，若 y = f（x），y = g（x）的图形都十分简单，则不难发现曲

线 y = f（x）与曲线 y = g（x）的交点的横坐标就是方程 f（x） = g（x）的实根. y = f（x）与 y = g（x）的交

点个数，就是方程 f（x）- g（x） = 0 的不同实根的个数.

预测·强化训练一

1. 设 f（x） =
x2 ， x ≤ 0

x2 + x， x >{ 0
则

（A）f（- x） =
- x2 ， x ≤ 0

- （x2 + x）， x >{ 0
（B）f（- x） =

- （x2 + x）， x < 0

- x2 ， x ≥{ 0
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（C）f（- x） =
x2 ， x ≤ 0

x2 - x， x >{ 0
（D）f（- x） =

x2 - x， x < 0

x2 ， x ≥{ 0

2. 写出函数 y = sin（槡x槡 ）的定义域（指自然定义域）

3. f（x） = xsinx e
cosx（- � < x < + � ）是

（A）有界函数 （B）单调函数 （C）周期函数 （D）偶函数.

4. f（x） = cos（ex - e- x）是 函数.

5. 若函数 f（x）的定义域为（0，1），则函数 f（ex）的定义域为 .

6 . xn =

n2
槡+ n

n
n 为奇数

1
n

n{ 为偶数

则当 n → � 时，xn 是

（A）无穷大量 （B）无穷小量 （C）有界变量 （D）无界变量.

7. 若 I =
1
s ∫

st

0
f t +

x( )s
dx（s > 0，t > 0），则 I 的值

（A）依赖于 s，t，x （B）依赖于 t 和 s （C）依赖于 t，不依赖于 s （D）依赖于 s，x.

8. 若函数 f（x）及其反函数 g（x）都可微，且有关系式

∫
f（x）

1
g（t）dt =

1
3 x

3
2 -( )8 求函数 f（x）

9 . 设 f（x）是连续函数，且 f（x） = x + 2∫
1

0
f（t）dt，则 f（x） = .

10. 若连续函数 f（x）满足关系式 f（x） = ∫
2x

0
f t( )2

dt + ln2，则 f（x） = .

（A）exln2 （B）e2xln2 （C）ex + ln2 （D）e
2x

+ ln2.

11. f（x） = ln（1 - e1 - x）的定义域为 .

12. lim
x→0

1
x ∫

0

sinx
cost2 dt = .

13. 当 x → 0 时，x - sinx 是 x2 的

（A）低阶无穷小 （B）高阶无穷小

（C）等价无穷小 （D）同阶但非等价无穷小

14. 当 x → 0 时，下列四个无穷小量中，哪一个是比其它三个更高阶的无穷小？

（A）x2 （B）1 - cosx （C） 1 - x槡 2 - 1 （D）x - tanx

15. （97，3 分）设 f（x），φ（x）在点 x = 0 的某邻域内连续，且当 x→ 0 时，f（x）是 φ（x）的高阶无穷小，则当

x → 0 时，∫
x

0
f（t）sintdt 是∫

x

0
tφ（t）dt 的

（A）低阶无穷小 （B）高阶无穷小 （C）同阶但不等价的无穷小 （D）等价无穷小

16. （03，4 分）若 x → 0 时，（1 - ax2） - 1 与 xsinx 是等价无穷小，求 a 值.

17. 下列式中正确的是

（A） lim
x→0 +

1 +
1( )x

x

= 1 （B） lim
x→0 +

1 +
1( )x

x

= e

（C） lim
x→�

1 -
1( )x

x

= - e（D） lim
x→�

1 +
1( )x

- x

= e

18. lim
x→0

1
x

-
1

ex -( )1
.

19. lim
n→� n + 3 槡槡 槡槡( )n - n - n .

20 . lim
x→�

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

.

21. （97，6 分）求极限 lim
x→0

a
x

- 1
x2 - a( )2 ln（1 + ax[ ]） （a ≠ 0）.
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22. 若lim
x→�

x2 + 1
x + 1( )- x + b = 0，则 b = .

23 . 已知lim
x→�

x2

x + 1( )- ax - b = 0，其中 a，b 是常数，则

（A）a = 1，b = 1 （B）a = - 1，b = 1 （C）a = 1，b = - 1 （D）a = - 1，b = - 1

24. 已知lim
x→�

x + a( )x - a

x

= 9，求常数 a.

25. 已知lim
x→�

x - a( )x + a

x

= ∫
+�

a
4x2 e- 2xdx，求常数 a 的值.

26. lim
x→0

ln（1 + x）- （ax + bx2）
x2 = 2，则

（A）a = 1，b = -
5
2

（B）a = 0，b = 2

（C）a = 0，b = -
5
2

（D）a = 1，b = - 2

27. （05，4 分）极限lim
x→�

xsin
2x

x2 + 1
= .

28. 是非题. 若lim
x→x0

f（x）与lim
x→x0

f（x）g（x）都存在，则极限lim
x→x0

g（x）必存在.

29 . 当 x → 0 时，变量 1
x2 sin

1
x

是

（A）无穷小 （B）无穷大

（C）有界的，但不是无穷小量 （D）无界的，但不是无穷大

30 . lim
x→�

3x2 + 5
5x + 3

sin
2
x

= .

31. （98，3 分）设数列 χn 与 ηn 满足lim
x→�

χnηn = 0，则下列断言正确的是

（A）若 χn 发散，则 ηn 发散 （B）若 χn 无界，则 ηn 必有界

（C）若 χn 有界，则 ηn 必为无穷小 （D）若 1
χn

为无穷小，则 ηn 必为无穷小

32 . （98，5 分）确定常数 a，b，c 的值，使lim
x→0

ax - sinx

∫
x

b

ln（1 + t3）
t

dt
= c（c ≠ 0）

33. （98，6 分）求 lim
n→�

ntan
1( )n

n2

（n 为自然数）

34. （99，3 分）设 f（x） = ax（a > 0，a ≠ 0），则 lim
n→�

1
n2 ln［f（1）f（2）⋯f（n）］= .

35. α（x） = ∫
5x

0

sint
t

dt， β（x） = ∫
sinx

0
（1 + t）

1
t dt，则当 x → 0 时，α（x）是 β（x）的（ ）

（A）高阶无穷小 （B）低阶无穷小

（C）同阶但不是等价无穷小 （D）等价无穷小

36. （06，4 分）求lim
x→0

xln（1 + x）
1 - cosx

37. （01，3 分）求lim
x→1

3槡 - x - 1槡 + x
x2 + x - 2

.

38 . 求lim
x→�

x sinln（1 +
3
x

）- sinln（1 +
1
x[ ]） .

39. （02，3 分）求 lim
n→�

ln n - 2na + 1
n（1 - 2a[ ]）

n

其中 a ≠ 1
2

.

40. （00，5 分）求lim
x→0

2 + e
1 /x

1 + e
4 /x +

sinx[ ]x
.

41. （02，3 分）求 lim
n→�

1
n 1 + cos π槡 n

+ 1 + cos
2π槡 n

+ ⋯ + 1 + cos
nπ槡[ ]n

.
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42. （02，5 分）求lim
x→0

∫
x

0 ∫
u2

0

arctan（1 + t）d[ ]t du

x（1 - cosx）
.

43 . （02，8 分）设 0 < x1 < 3，xn+1 = xn（3 - xn槡 ）（n = 1，2，⋯）证明数列｛xn｝的极限存在，并求此极

限.

44. 函数 在其定义域内连续

（A）f（x） = lnx + sinx （B）f（x） =
sinx， x ≤ 0

cosx， x >{ 0

（C）f（x） =

x + 1， x < 0

0， x = 0

x - 1， x > 0
{

；

（D）f（x） =
1

槡 x
， x ≠ 0

0， x = 0
{

.

45. 若 f（x） =
ex（sinx + cosx）， x > 0

2x + a， x ≤{ 0
是（- � ，+ � ）上的连续函数，则 a = .

46. x = 0 是函数 f（x） = arc tan
1
x

的

（A）连续点 （B）可去间断点 （C）有限跳跃间断点 （D）无穷间断点

47. 设 f（x） =
a + bx2 ， x ≤ 0

sinbx
x

， x >{ 0
在 x = 0 处连续，则常数 a 与 b 应满足的关系是 .

48 . 设 f（x） =

ln cos（x - 1）

1 - sin π
2

x
， 若 x ≠ 1

1， 若 x = 1
{

，

问 f（x）在 x = 1 处是否连续？若不连续，修改函数在 x = 1 处

的定义，使之连续.

49. （98. ）设函数 f（x） = lim
n→�

1 + x
1 + x2n 讨论函数 f（x）的间断点，其结论为

（A）不存在间断的点 （B）存在间断点 x = 1

（C）存在间断点 x = 0 （D）存在间断点 x = - 1

50. （00，3 分）设函数 f（x） =
x

a + ebx 在（- � ，+ � ）内连续，且 lim
x→ - �

f（x） = 0，则常数 a，b 满足

（A）a < 0，b < 0 （B）a > 0，b > 0 （C）a ≤ 0，b > 0 （D）a ≥ 0，b < 0

51 . 讨论函数 f（x） = arctan 1
x - 1

+
1
x

+
1

x +( )3
的连续性.

52. 设函数 f（x） = e
1 /x2

arctan
x2 + x - 1

（x + 1）（x - 2）
，讨论 f（x）的间断点.

53. 是否存在处处不连续的函数 f（x），g（x），但 f（x）+ g（x），f（x）g（x）都处处连续？

54 . 研究函数 y = lim
n→�

n
1 + x2槡 n 的连续性

55. 讨论函数 f（x） = （ 1
x

-
1

x + 1
）/（ 1

x - 1
-

1
x

）的间断点，并指出这些点性质

56 . 若 f（x） 在［a，b］上 连 续，a < x1 < x2 < ⋯ < xn < b，则 在［x1 ，xn ］上 必 有 ξ，使 f（ξ） =

f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）
n

.

57. 证明方程 cosx + x + 1 = 0 在开区间 - π
2

，π( )2
内至少有一个根.

简明解答

1. （D）. 已知 f（x） =
x2 x ≤ 0

x2 + x x >{ 0
，则 f（- x） =

（- x）2 ， - x ≤ 0

（- x）2 +（- x）， - x >{ 0
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即 f（- x） =
x2 ， x ≥ 0

x2 - x， x <{ 0
应选（D）.

2. 为使 sin（槡x槡 ）有意义，必需且只需 sin（槡x）≥ 0. 为使 sin（槡x）≥ 0. 必需且只需 2nπ≤槡x≤（2n + 1）π，n

= 0，1，2，⋯，亦即 4n2π2 ≤ x ≤（2n + 1）2π2 n = 0，1，2，⋯，故该函数的定义域为 4n2π2 ≤ x ≤（2n +

1）2π2 n = 0，1，2，⋯.

3. （D）. f（x） = xsinx e
cosx

. f（- x） = - xsin（- x） e
cos（- x）

= xsinx e
cosx

= f（x），故 f（x）在（- � ，+ � ）上

为偶函数，显然 f（x）不是单调函数，不是周期函数，也不是有界函数，应选（D）.

4. 偶. f（x） = cos（ex - e- x），f（- x） = cos（e- x - ex） = cos（ex - e- x） = f（x）. 故 f（x）为偶函数.

5.（- � ，0）. 若函数 f（x）的定义域为（0，1），使 0 < ex < 1 成立的 x 的集合为 - � < x < 0，故 f（ex）的定义域

为（- � ，0）.

6. （D）. xn = （n2
槡+ n）/n = n + 1 槡/ n， n 为奇数

1 /n， n
{ 为偶数

当 n → � 时，它是一个无界变量，应选（D）.

7. （C）. 若 I =
1
s ∫

st

0
f（t +

x
s

）dx（s > 0，t > 0），令 t +
x
s

= u，即用新的积分变量 u 代替原来的积分变量 x，代

入得 I =
1
s ∫

st

0
f（t +

x
s

）dx =
1
s ∫

2t

t
f（u）sdu = ∫

2t

t
f（u）du，它是仅依赖于 t，不依赖于 s 的函数，应选（C）.

8. 由关系式∫
f（x）

1
g（t）dt =

1
3

（x3 /2 - 8）两边对 x 求导得 g［f（x）］f'（x） =
1
2 槡x，因 f（x）与 g（x）互为反函数，即

由 y = f（x）解出 x = g（y） = g［f（x）］，代入前一关系式，于是有 xf'（x） =
1
2 槡x，即 f'（x） =

1

2 槡x
，积分之得

f（x） 槡= x + C. 又因取 f（x） = 1 时∫
f（x）

1
g（t）dt = 0 =

1
3

（x
3
2 - 8），f（x），g（x）均是单调函数，存在唯一的 x

值，使∫
f（x）

1
g（t）dt = 0 =

1
3

（x3 /2 - 8）成立，解得 x = 4. 从而得条件 f（4） = 1. 代入 f（x） 槡= x + C 有 1 =

槡4 + C. C = - 1，最后得 f（x） 槡= x - 1.

9. x - 1. 因 f（x）为连续函数，定积分∫
1

0
f（t）dt 存在，记 2∫

1

0
f（t）dt = c 于是 f（x） = x + c. 代入前一关系式 2∫

1

0
（t +

c）dt = c，即 2
2

+ 2c = c 得 c = - 1. 所求函数为 f（x） = x - 1.

10. （B）. 由关系式 f（x） = ∫
2x

0
f（ t

2
）dt + ln2，两边对 x 求导得 f'（x） = 2f（x），即df（x）

f（x）
= 2dx，f（x） = ce2x. 由原

关系式 f（0） = ln2. , c = ln2 所求解 f（x） = ln2·e2x. 应选（B）.

11. （1，+ � ）. f（x） = ln（1 - e1 - x）的定义域为使 1 - e1 - x > 0 的 x 的集合，即使 ex > e 的 x 的集合，所求定义

域为（1，+ � ）.

12. - 1. lim
x→0

1
x ∫

0

sinx
cost2 dt = lim

x→0

- ∫
sinx

0
cost2 dt

x
= - lim

x→0
cos（sin2 x）cosx = - 1

13. （B）. lim
x→0

x - sinx
x2 = lim

x→0

1 - cosx
2x

= lim
x→0

sinx
2

= 0. 故当 x → 0 时 x - sinx 是 x2 的高阶无穷小，应选（B）.

14. （D）. 1 - cosx =
x2

2
+ o（x2）， 1 - x槡 2 - 1 = 1 -

1
2

x2 + o（x2）- 1 =
- 1
2

x2 + o（x2）可见 x2 ，1 - cosx， 1 - x槡 2

- 1 三者当 x→ 0 时，均为 x 的二阶无穷小. 而lim
x→0

x - tanx
x2 = lim

x→0

1 - sec2 x
2x

= lim
x→0

- 2sec2 xtanx
2

= 0，可见 x

- tanx = o（x2）. 应选（D）.

15. （B）. lim
x→0

∫
x

0
f（t）sintdt

∫
x

0
tφ（t）dt



0
0

lim
x→0

f（x）sinx
xφ（x）

= lim
x→0

f（x）
φ（x）

= 0，故∫
x

0
f（t）sintdt 是∫

x

0
tφ（t）dt 的高阶无穷小，应选（B）.

16. lim
x→0

［（1 - ax2） - 1］/ xsinx = lim
x→0

［（1 - ax2） - 1］/ x2 

0
0 - a

4
= 1, a = - 4
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17. （A）. lim
x→0 +

（1 +
1
x

）x = lim
x→0 +

e
xln（1 + 1

x
）

x =
1


t

e
lim

t→+�
ln（1 + t）

t
= e

lim
t→+�

1
1 +t = e0 = 1，故（A）对，（B）错. lim

x→�
（1

-
1
x

）x

-
1
x


= t

lim
t→0

（1 + t）- 1
t = lim

t→0
（1 + t）

1
[ ]t - 1 = e- 1 ，故（C）错. lim

x→�
（1 +

1
x

）- x

1
x


= t

lim
t→0

（1 + t）- 1
t

= e- 1 ，故（D）错. 应选（A）.

18. lim
x→0

1
x

-
1

ex -( )1
= lim

x→0

ex - 1 - x
x（ex - 1）

= lim
x→0

ex - 1 - x
x2 

0
0

lim
x→0

ex - 1
2x

= lim
x→0

ex

2
=

1
2

.

19. lim
n→�

（ n + 3 槡槡 槡槡n - n - n） = lim
n→�

4 槡n

n + 3 槡槡 槡槡n + n - n
= lim

n→�

4

1 + 3n - 1 /槡 2 + 1 - n - 1 /槡 2
= 2.

20. lim
x→�

x - x2 ln（1 +
1
x[ ]）

1
x


= t

lim
t→0

1
t

-
ln（1 + t）

t[ ]2 = lim
t→0

t - ln（1 + t）
t2

= lim
t→0

1 -
1

1 + t
2t

= lim
t→0

t
2t（1 + t）

=
1
2

.

21. lim
x→0

a
x

- （ 1
x2 - a2）ln（1 + ax[ ]） = lim

x→0

ax - （1 - a2x2）ln（1 + ax）
x2 

0
0

lim
x→0

a + 2a2xln（1 + ax）- a（1 - ax）
2x

= lim
x→0

2a2 ln（1 + ax）+
2a3 x

1 + ax
+ a2

2
=

a2

2

22. 1. lim
x→�

x2 + 1
x + 1( )- x + b = lim

x→�
（x - 1 +

2
x + 1

- x + b） = b - 1 = 0，故 b = 1.

23. （C）. lim
x→�

x2

x + 1( )- ax - b = lim
x→�

（x - 1 +
1

x + 1
- ax - b） = lim

x→�
（1 - a）x - （b + 1[ ]） = 0 必有 a = 1，b

= - 1，应选（C）.

24. lim
x→�

x + a( )x - a

x

= lim
x→�

（1 +
2a

x - a
）x

2a
x - a


= t

lim
t→0

（1 + t）a +2a
t = lim

t→0
（1 + t）a lim

t→0
（1 + t）

1
[ ]t

2a

= e2a = （ea）2 = 9 , a = ln3.

25. 由上题知lim
x→�

x - a( )x + a

x

= e
- 2a

. ∫
+�

a
4x2 e- 2xdx = - 2∫

+�

a
x2 de- 2x = - 2x2 e- 2x

+�

a

+ 4∫
+�

a
xe- 2xdx

= 2a2 e- 2a - 2∫
+�

a
xde- 2x = 2a2 e- 2a - 2xe- 2x

+�

a

+ 2∫
+�

a
e- 2xdx

= 2a2 e- 2a + 2ae- 2a - e- 2x +�
a

= 2a2 e- 2a + 2ae- 2a + e- 2a ，

于是由 e- 2a = 2a2 e- 2a + 2ae- 2a + e- 2a 即 2a2 + 2a = 0. a = 0 或 a = - 1.

26. （A）. lim
x→0

ln（1 + x）- （ax + bx2）
x2 = lim

x→0

x -
x2

2
+ o（x2）- ax - bx2

x2 = lim
x→0

（1 - a） 1
x

-
1
2[ ]- b = 2. 故必

有 a = 1，-
1
2

- b = 2，b = -
5
2

即 a = 1，b = -
5
2

. 应选（A）.

27. 2. lim
x→�

xsin
2x

x2 + 1
= lim

x→�
（sin

2x
x2 + 1

） 1
x

= lim
x→�

2x
x2 + 1

1
x

= lim
x→�

2x2

x2 + 1
= 2.

28. “非”. 例如取 f（x） = x，g（x） = sin
1
x

，x0 = 0. 极限lim
x→0

xsin
1
x

= 0，函数乘积的极限存在，极限lim
x→0

x = 0 亦

存在，但lim
x→0

sin
1
x

不存在. 应答“非”.

29. （D）. 记 f（x） =
1
x2 sin

1
x

. 当取 xn =
1

nπ
，n = 1，2，⋯ 时，f（xn） = 0. 当 xn =

1

（n +
1
2

）π
，n = 1，2，⋯ 时，
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f（xn） =（n +
1
2

）2π2 → � （n→ � ）. 故当 x→0 时，f（x）不是无穷小，不是无穷大，也不是有界变量，f（x）

是无界的但不是无穷大，应选（D）.

30.
6
5

. lim
x→�

3x2 + 5
5x + 3

sin
2
x

= 2 lim
x→�

3x2 + 5
5x2 + 3x

x
2

sin
2
x

= 2· 3
5

= 6 /5. 其中lim
x→�

3x2 + 5
5x2 + 3x

=
3
5

，lim
x→�

x
2

sin
2
x

=

lim
x→�

sin
2
x / 2

x
= 1.

31. 选（D）. （A）不对. 存在反例 χn =
1， n 为偶数

0， n{ 为奇数
ηn =

0， n 为偶数

1
n

， n{ 为奇数
，χnηn = 0（n = 1，2，⋯） χn

发散，但 ηn 收敛于零（n → � 时）

（B）不对 存在反例 χn =
n， n 为奇数

0， n{ 为偶数
ηn =

1
n2 ， n 为奇数

n， n
{

为偶数

lim
n→�

χnηn = 0，χn 无界，但 ηn 无界

（C）不对. 存在反例 χn =
1， n 为偶数

0， n{ 为奇数
，ηn =

0， n 为偶数

1， n{ 为奇数
，lim

n→�
χnηn = 0. χn 为有界数列，但 ηn 不

是无穷小数列.

（D）对. 已知 χnηn 当 n → � 时为无穷小数列，若 1
χn

为无穷小，则二无穷小的乘积 χnηn·
1
χn

= ηn 必为

无穷小，应选（D）.

32. 已知lim
x→0

（ax - sinx）/ ∫
x

b

ln（1 + t3）
t

dt = c≠0. 且当 x→0 时分子 ax - sinx→0，故当 x→0 时，∫
x

b

ln（1 + t3）
t

dt

→ 0，从而知必有 b = 0（否则当 x0 时∫
x

b

ln（1 + t3）
t

dt →h 0 与 c≠ 0 矛盾），计算lim
x→0

ax - sinx

∫
x

0

ln（1 + t3）
t

dt
= lim

x→0

x（a - cosx）
ln（1 + x3）

= lim
x→0

x（a - cosx）
x3 = lim

x→0

a - cosx
x2 = c ≠ 0. 必有 a = 1. c =

1
2

.

33. 考察 lim
x→+�

（xtan
1
x

）x2
= lim

x→+�
e

x2ln（xtan 1
x

）
= e lim

x→+� x2 ln（xtan
1
x

）而 lim
x→+�

x2 ln（xtan
1
x

）

1
x


= t

lim
t→0

lntant - lnt
t2 =

lim
t→0

sec2 t / tant - 1 / t
2t

= lim
t→0

tsec2 t - tant
2t2 tant

= lim
t→0

tsec2 t - tant
2t3 =

1
2

lim
t→0

2tsec2 ttant
3t2 = lim

t→0

1
3

sec2 t·tant( )t
=

1
3

.

从而知 lim
n→+�

ntan
1( )n

n2

= e
1
3 .

34.
1
2

lna . 已知 f（x） = ax（a > 0，a ≠ 0），

lim
n→�

1
n2 ln［f（1）f（2）⋯f（n）］= lim

n→�

1
n2 ln a1 ·a2 ·a3 ⋯a[ ]n = lna· lim

n→�

1
2

n（n + 1）

n2 =
1
2

lna

35. 选（C）. lim
x→0

α（x）
β（x）

= lim
x→0 ∫

5x

0

sint
t

dt / ∫
sinx

0
（1 + t）

1
t d[ ]t = lim

x→0
5

sin5x
5x /（1 + sinx）

1
sinx·cos[ ]x =

5
e

.

故 α（x）是 β（x）的同阶但非等价无穷小（当 x → 0 时）. 应选（C）.

36. lim
x→0

xln（1 + x）
1 - cosx

= lim
x→0

x2

1 - cosx


0
0

lim
x→0

2x
sinx

= 2.

37. lim
x→1

3槡 - x - 1槡 + x
x2 + x - 2

= lim
x→1

3 - x - （1 + x）

（x + 2）（x - 1）［ 3槡 - x + 1槡 + x］

=
1

槡2 2
lim
x→1

2（1 - x）
（x + 2）（x - 1）

= -
1

槡2

1
3

= - 槡2
6

.

38. lim
x→�

x sinln（1 +
3
x

）- sinln（1 +
1
x[ ]）

x =
1

→
t

lim
t→0

sinln（1 + 3t）- sinln（1 + t）
t
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0
0

lim
t→0

cosln（1 + 3t） 3
1 + 3t

- cosln（1 + t） 1
1[ ]+ t

= 3 - 1 = 2.

39. lim
n→�

ln n - 2na + 1
n（1 - 2a[ ]）

n
a ≠


1
2

ln lim
n→�

（1 +
1

n（1 - 2a）
）n

1
n（1 - 2a）


= t

ln lim
t→0

（1 + t）
1

t（1 - 2a）

= ln lim
t→0

（1 + t）
1

[ ]t
1

1 - 2a = lne
1

1 - 2a =
1

1 - 2a
.

40. lim
x→0 +

2 + e
1
x

1 + e
4 /x +

sinx[ ]x
= lim

x→0 +

2 + e
1 /x

1 + e
4 /x +

sinx[ ]x
= lim

x→0 +

2e
- 4 /x

+ e
- 3 /x

e
- 4 /x

+ 1
+

sinx[ ]x
= 0 + 1 = 1.

lim
x→0 -

2 + e
1 /x

1 + e
4 /x +

sinx[ ]x
= lim

x→0 -

2 + e
1 /x

1 + e
4 /x -

sinx[ ]x
= 2 - 1 = 1 左、右极限存在且相等. 故lim

x→0

2 + e
1 /x

1 + e
4 /x +

sinx[ ]x
= 1.

41. lim
n→�

1
n 1 + cos π槡 n

+ 1 + cos
2π槡 n

+ ⋯ + 1 + cos
nπ槡[ ]n

= lim
n→�
∑

n

i = 1

1 + cos
iπ槡 n

1
n

= ∫
1

0
1 + cosπ槡 xdx

= ∫
1

0
槡2cos πx

2
dx = 槡2· 2

π
sin π

2
x

1

0

= 槡2 2
π

.

42. lim
x→0

∫
x

0 ∫
u2

0

arctan（1 + t）d[ ]t du

x（1 - cosx）
= lim

x→0

∫
x

0 ∫
u2

0

arctan（1 + t）d[ ]t du

x·x2 /2！


0
0 2

3
lim
x→�

∫
x2

0

arctan（1 + t）dt

x2



0
0 2

3
lim
x→0

arctan（1 + x2）·2x
2x

= π
6

.

43. 已知 0 < x1 < 3，xn+1 = xn（3 - xn槡 ）（n = 1，2，⋯），证明 lim
n→�

xn 存在并求此极限. 首先证明｛xn｝为有界数

列. 因 0 < x1 < 3，知 x1 ，3 - x1 均为正数，故由二正 数 几 何 平 均 值 不 大 于 算 术 平 均 值 知 0 < x2 =

x1（3 - x1槡 ）≤ 1
2

（x1 + 3 - x1） =
3
2

，设 0 < xk ≤
3
2

（k > 1），则 0 < xk+1 = xk（3 - xk槡 ）≤ 1
2

（xk + 3

- xk） =
3
2

，由数学归纳法知，对任意正整数 n > 1 均有 0 < xk ≤
3
2

，因而数列｛xn｝有界，其次证明数列

｛xn｝具有单调性. 当 n > 1 时，xn+1 - xn = xn（3 - xn槡 ）- xn = x槡 n（ 3 - x槡 n - x槡 n） = x槡 n（3 - xn -

xn）/（ 3 - x槡 n + x槡 n） = x槡 n（3 - 2xn）/（ 3 - x槡 n + x槡 n）≥ 0 , xn+1 ≥ xn ，（n = 1，2，⋯），｛xn｝是单调

增加数列. 从而由单调有界原理知极限 lim
n→�

xn 存在. 记 lim
n→�

xn = a，最后求极限值. 由递推公式 xn+1 =

xn（3 - xn槡 ）两边取极限，得 a = a（3 - a槡 ），a2 = 3a - a2 解之得 a =
3
2

，a = 0（舍去，因 xn 为单调增加

数列，x1 > 0，故 lim
n→�

xn 必为正数）. 故得 lim
n→�

xn =
3
2

.

44. （A）. （B）中的函数在 x = 0 处不连续，f（0 - 0） = 0，f（0 + 0） = 1，左右极限不相等，（C）中的函数在 x =

0 处不连续 f（0 - 0） = 1，f（0 + 0） = - 1，f（0） = 0. （D）中的函数，f（0 + 0） = f（0 - 0） = + � ，在 x = 0

处亦不连续，（A）中的函数的定义域为（0，+ � ），f（x）在（0，+ � ）上连续应选（A）.

45. 1. f（x）在（0，+ � ）上连续，在（- � ，0）上也连续，f（0） = a. f（0 + 0） = 1，f（0 - 0） = a 为使 f（x）在 x

= 0 处连续，必须 a = 1.

46. （C）. f（0 - 0） = arctan（- � ） = - π /2，f（0 + 0） = arctan（+ � ） = π /2. 故 x = 0 是函数 f（x） = arctan

1
x

的有限跳跃间断点，应选（C）.

47. a = b. f（0 - 0）= f（0）= a，f（0 + 0）= lim
x→0 +

sinbx
x

= b lim
x→0 +

sinbx
bx

= b，欲使 f（x）在 x = 0 处连续，应有a = b.

48. lim
x→1

f（x） = lim
x→1

lncos（x - 1）

1 - sin πx
2



0
0

lim
x→1

1

- cos π
2

x

2
π

- sin（x - 1）
cos（x - 1）

=
2
π

lim
x→1

sin（x - 1）

cos π
2

x


0
0 2

π
lim
x→1
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cos（x - 1）

sin π
2

x
（-

2
π

） = -
4
π2 . 关系式lim

x→1
f（x） = -

4
π2 ≠ f（1） = 1. 故 f（x）在 x = 1 处不连续. 为使 f（x）在

x = 1 处连续，应定义 f（1） = -
4
π2 .

49. （B）. 当 x > 1，lim
n→�

1 + x
1 + x2n = 0，当 x < 1 时，lim

n→�

1 + x
1 + x2n = 1 + x，当 x = 1 时，f（x） = 1，x = - 1 时 f（x）

= 0，所给函数 f（x）为

f（x） =

0， x ≤ - 1

1 + x， - 1 < x < 1

1， x = 1

0， x >
{

1

f（- 1 - 0） = 0，f（- 1 + 0） = f（- 1） = 0 f（x）在 x = - 1 处连续，f（1 - 0） = 2，f（1 + 0） = 0. , f（x）

在 x = 1 处间断，应选（B）.

50. （D）. 因 ebx 的值域为（0，+ � ），为使 f（x）处处连续，必须 a ≥ 0. 又因lim
x→�

f（x） = lim
x→ - �

x
a + ebx = 0，必须 b <

0，应选（D）.

51. f（0 - 0） = - π
2

，f（0 + 0） = π
2

，f（1 - 0） = - π
2

，f（1 + 0） = π
2

，f（- 3 - 0） = - π
2

，f（- 3 + 0） = π
2

，故

x = 0，x = 1，x = - 3 三点均为 f（x）的第一类间断点，且为有限跳跃间断点.

52. f（0 - 0） = f（0 + 0） = + � ，x = 0 为 f（x）无穷间断点，f（- 1 - 0） = - π
2

e，f（- 1 + 0） = π
2

e，f（2 - 0） = -

π
2

e
1
4 ，f（2 + 0） = π

2
e

1
4 ，故 x = - 1，x = 2 两点均为 f（x）的第一类间断点，且均为有限跳跃间断点.

53. 取 f（x） =
1， 当 x 为无理数，

- 1， 当 x 为有理数{ ，
g（x） =

- 1， 当 x 为无理数，

1， 当 x 为有理数{ ，
f（x）+ g（x）≡ 0，f（x）g（x）≡ - 1，

f（x），g（x）均处处间断，但是 f（x）+ g（x），f（x）g（x）均处处连续.

54. 当 x < 1 时，lim
n→�

n
1 + x2槡 n = 1，当 x = ± 1 时 y = 1，当 x > 1 时 y = lim

n→�
x2 x- 2n +槡 1 = x2 ，亦即

y =
1， x ≤ 1

x2 ， x > 1{ ，
该函数在（- � ，+ � ）上处处连续.

55. x = 0，x = - 1，x = 1 都是 f（x）的间断点，因在这些点处 f（x）无定义，当 x≠ 0，x≠± 1 时，f（x） =
x - 1
x + 1

，lim
x→0

x - 1
x + 1

= - 1，lim
x→1

x - 1
x + 1

= 0，故 x = 0，x = 1 是 f（x）的可去间断点，x = - 1 是 f（x）的无穷间断点.

56. 因已知 f（x）在［a，b］上连续，故 f（x）在［x1 ，xn ］上必连续，今记 m = min｛f（x1），f（x2），⋯，f（xn）｝，M =

max｛f（x1），f（x2），⋯，f（xn）｝，有

m ≤ nm
n

≤
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n
≤ nM

n
= M

再记 μ =
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n
，则 m≤ μ≤ M. 若 m < M. 则 m < μ < M，由在［x1 ，xn ］上连续函数

的介值定理，知至少存在一个 ξ∈（x1 ，xn）使有
f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）

n
= f（ξ）. 若 m = M. 则 f（x1） =

f（x2） = ⋯ = f（xn） = m = M，x1 ，x2 ，⋯，xn 中任何一个 xi（i = 1，2，⋯n）均可取作 ξ，综上所述，在［x1 ，xn ］

上必有 ξ，使［f（x1）+ f（x2）+ ⋯ + f（xn）］/n = f（ξ）.

57. 记 f（x） = cosx + x + 1，f（- π
2

） = - π
2

+ 1 < 0. f（π
2

） = π
2

+ 1 > 0 由闭区间上连续函数的介值定理知

在（- π
2

，π
2

）内至少存在一个 ξ 使 f（ξ） = 0，即方程 cosx + x + 1 = 0 在（- π
2

，π
2

）至少有一个实根.
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第二章 一元函数微分学

考试要求

1. 理解导数和微分的概念，理解导数与微分的关系，理解导数的几何意义，会求平面曲线的切线方程和法

线方程，了解导数的物理意义，会用导数描述一些物理量，理解函数的可导性与连续性之间的关系.

2. 掌握导数的四则运算法则和复合函数的求导法则，掌握基本初等函数的导数公式，了解微分的四则运

算和一阶微分形式的不变性，会求函数的微分.

3. 了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数.

4. 会求分段函数的导数，会求隐函数和由参数方程所确定的函数以及反函数的导数.

5. 理解并会用罗尔（Rolle）定理、拉格朗日（Lagrange）中值定理和泰勒（Taylor）定理，了解并会用柯西

（Cauchy）中值定理.

6. 理解函数的极值概念，掌握用导数判断函数的单调性和求函数极值的方法，掌握函数最大值和最小值

的求法及其简单的应用.

7. 会用导数判断函数图形的凹凸性，会求函数图形的拐点以及水平、铅直和斜渐近线，会描绘函数的图

形.

8. 了解曲率和曲率半径的概念，会计算曲率和曲率半径.

考试要点分析与题型预测

这一章的考试要点有

1. 导数与微分概念，导数的几何意义与物理意义，平面曲线的切线方程与法线方程.

2. 会求各种各样函数的导数和高阶导数.

3. 四条微分中值定理.

4. 求函数的极值与最值，曲线的拐点、渐近线，作出函数的图形，求平面曲线的曲率.

亦即一元函数微分学这一章中的考试热点是以上四大块，这四大块内容几乎每年都考到，导数定义必须熟

记，微分运算必须熟练掌握，四条中值定理的内容要记准确，微分法在求最值、极值和作图上的应用非常重要，

不可忽视. 第一大块是基本概念，第二大块是基本运算方法，第三大块是基本理论，第四大块是微分法的应用.

这四大块构成微分学这座辉煌大厦的四根柱子，缺一不可. 考试时这四方面的内容也是几乎不会缺少任何其中

之一的.

§ 2 - 1 导数与微分概念

一、导数

1. 导数定义

设函数 f（x）在点 x0 的邻域内有定义，若函数的改变量 f（x0 + Δx）- f（x0）与自变量的改变量 Δx 之比当 Δx

→ 0 时的极限即 lim
Δx→0

f（x0 + Δx）- f（x0）
Δx

存在，则称函数 f（x）在点 x0 处可导，记作

f'（x0） = lim
Δx→0

f（x0 + Δx）- f（x0）
Δx

并称 f'（x0）为函数 f（x）在点 x0 处的导数. 导数定义亦可写作

f'（x0） = lim
x→x0

f（x）- f（x0）
x - x0

或 f'（x0） = lim
x→0

f（x0 + x）- f（x0）
x
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导数定义的这三种书写形式都很常用，宜熟记之.

若函数 y = f（x）在（a，b）内的每点处都可导，则称 f（x）在（a，b）内可导，这时对于任一 x∈（a，b），都对应

着 f（x）的一个确定的导数值，这样就构成了一个新的函数，这个新函数叫做原来函数 y = f（x）的导函数，记作

f'（x）或 y' ，dy
dx

，df（x）
dx

等，导函数也简称作导数，在（a，b）上可导函数必为在（a，b）上的连续函数，其逆不真.

2. 左、右导数定义和记号

左导数定义 'f - （x0） = lim
Δx→0 -

f（x0 + Δx）- f（x0）
Δx

其中 Δx < 0

右导数定义 'f +（x0） = lim
Δx→0 +

f（x0 + Δx）- f（x0）
Δx

其中 Δx > 0

导数 f'（x0）存在的充分必要条件为：'f - （x0），'f +（x0）均存在且相等，并有 'f（x0） = 'f - （x0） = 'f +（x0）.

3. 导数的几何意义及物理意义

导数 'f（x0）的几何意义表示曲线 y = f（x）在点（x0 ，f（x0））处的切线斜率，其切线方程为 y - f（x0） =

'f（x0）（x - x0），其法线方程为 y - f（x0） = -
1

'f（x0）
（x - x0）.

导数的物理意义经常用的有：表示变速运动的瞬时速度 ds
dt

，角速度dθ
dt

，杆的线密度dm（x）
dx

，电流强度dq
dt

等.

4. 高阶导数 若 'f（x）为可导函数，则定义 f"（x） =
d
dx

'f（x），称 "f（x）为 f（x）的二阶导数，若 f（n- 1）（x）为

可导函数，则定义 f（n）（x） =
d
dx

f（n- 1）（x），称 f（n）（x）为 f（x）的 n 阶导数，n 阶导数还可记作 y（n），dn y
dxn ，dn f（x）

dxn 等.

二、微分

1. 微分概念 若函数的改变量 Δy 可以写作

Δy = f（x0 + Δx）- f（x0） = AΔx + o（Δx）

其中 A为与 Δx 无关的常数，o（Δx）为比 Δx 高阶的无穷小，则称函数 f（x）在点 x0 处可微，AΔx 为函数 f（x）在点

x0 处微分. 记作 dy |
x = x0

= AΔx，或 df（x）|
x = x0

= AΔx

2. 可微与可导 若 f（x）在点 x0 处可微，从而有

Δy = f（x0 + Δx）- f（x0） = AΔx + o（Δx）

两边除以 Δx

Δy
Δx

=
f（x0 + Δx）- f（x0）

Δx
= AΔx

Δx
+

o（Δx）
Δx

取极限 lim
Δx→0

Δy
Δx

= lim
Δx→0

f（x0 + Δx）+ f（x0）
Δx

= 'f（x0） = A

可见导数存在且 A = 'f（x0）

故 dy |
x = x0

= 'f（x0）Δx 或 df（x）|
x = x0

= 'f（x0）Δx

若 x0 为任意一点 x，则 dy = f'（x）Δx，或 df（x） = 'f（x）Δx

由此知 dx3 = 3x2Δx dx2 = 2xΔx dx = Δx.

反之可导亦必可微，若 lim
Δx→0

f（x0 + Δx）- f（x0）
Δx

= 'f（x0）. 由极限与无穷小间的关系有

f（x0 + Δx）- f（x0）
Δx

= 'f（x0）+ α（Δx） 其中 lim
Δx→0

α（Δx） = 0

, f（x0 + Δx）- f（x0） = 'f（x0）Δx + α（Δx）·Δx

亦即 f（x0 + Δx）- f（x0） = AΔx + o（Δx）

可见函数的改变量 f（x0 + Δx）- f（x0）可写作 AΔx + o（Δx），其中 A = 'f（x0）是与 Δx 无关的常数，f（x）在点 x0

处可微.
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由上知可微必可导，可导亦必可微，在单元函数微分学中可导与可微是等价的，又因 dx = Δx，故对于可微

函数有 df（x） = 'f（x）dx，dy = 'ydx. 于是有dy
dx

= dy ÷ dx.

3. 一阶微分形式的不变性 不论 u 是自变量还是中间变量，若 f（u）为可微函数，则恒有 df（u） =

f'（u）du.

§ 2 - 2 微分中值定理及其应用

一、微分中值定理

1. 罗尔（M. Rolle）定理 若函数 y = f（x）：（1）在闭区间［a，b］上连续，（2）在开区间（a，b）内可导，

（3）f（a） = f（b），则在（a，b）内至少存在一点 ξ，使 f'（ξ） = 0.

2. 拉格朗日（J. L. Lagrange）中值定理 若函数 y = f（x）在闭区间［a，b］上连续，在开区间（a，b）内可导，

则在（a，b）内至少存在一点 ξ，使 f（b）- f（a）= f'（ξ）（b - a）成立，或在（0，1）内至少存在一数 θ，使 f（b）- f（a）

= f'［a + θ（b - a）］（b - a）成立，其中 θ = （ξ - a）/（b - a）.

拉格朗日中值定理另一写法为 f（x + Δx）- f（x） = f'（x + θΔx）Δx 其中 0 < θ < 1.

3. 柯西（A. L. Cauchy）中值定理 若函数 f（x），g（x）在闭区间［a，b］上均连续，在开区间（a，b）内均可

导，g'（x）≠ 0，则在（a，b）内至少存在一点 ξ 使 f（b）- f（a）
g（b）- g（a）

=
f'（ξ）
g'（ξ）

成立.

4. 泰勒（B. Taylor）定理 若函数 f（x）在点 a 的邻域内 n 阶可导，则对于这邻域内的任一点 x，在 a 与 x 之

间至少存在一点 ξ使 f（x） = f（a）+
f'（a）

1
（x - a）+

f"（a）
2！

（x - a）2 + ⋯ +
f（n- 1）（a）

（n - 1）！
（x - a）n- 1 +

f（n）（ξ）
n！

（x - a）n

成立. 这个公式叫做带拉格朗日型余项的 n - 1 阶泰勒公式，其中f（n）（ξ）
n！

（x - a）n 称为 n - 1 阶泰勒公式的拉格

朗日型余项（注或将余项写作 o（（x - a）n- 1），称它为 n - 1 阶泰勒公式的 Peano 型余项）.

这四条定理通称为微分中值定理，其中泰勒定理是拉格朗日中值定理的推广，罗尔定理是拉格朗日中值定

理的特殊情况. 在柯西中值定理中令 g（x） = x，便得拉格朗日中值定理，这四条中值定理是研究函数性质的极

为有力的工具.

二、导数的应用

1. 单调函数

如果函数 y = f（x）可导，则

1）在 f'（x）≥ 0 的区间，f（x）单调增（在 f'（x） > 0 的区间，f（x）严格单调增）；

2）在 f'（x）≤ 0 的区间，f（x）单调减（在 f'（x） < 0 的区间，f（x）严格单调减）；

2. 极值

如果在 x0 的某一邻域不等式

f（x0）≥ f（x）

成立，则称 f（x）在 x0 取得极大值 f（x0）；如果不等式

f（x0）≤ f（x）

成立，则称 f（x）在 x0 取得极小值 f（x0）.

极值存在的必要条件：可导函数 y = f（x）在 x0 处取得极值的必要条件是 f'（x0） = 0.

极值的第一种充分条件：若 y = f（x）在 x0 的某一邻域内连续，且在该邻域内

当 x < x0 时 f'（x） > 0，而当 x > x0 时 f'（x） < 0，则 f（x）在 x0 取得极大值；

当 x < x0 时 f'（x） < 0，而当 x > x0 时 f'（x） > 0，则 f（x）在 x0 取得极小值；

当 x < x0 与 x > x0 时 f'（x）不改变符号，则 f（x）在 x0 没有极值.

极值的第二种充分条件：设函数 y = f（x）在 x0 二阶可导，且 f'（x0） = 0 而 f"（x0）≠ 0. 如果：

f"（x0） > 0，则 f（x）在 x0 取得极小值；

f"（x0） < 0，则 f（x）在 x0 取得极大值.
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3. 拐点

在区间 I 任意点处作曲线 y = f（x）的切线，如果曲线都在切线下面，就称在区间 I 曲线下凹；如果曲线都在

切线的上面，就称在区间 I 曲线上凹；上凹与下凹部分的分界点称为这曲线的拐点（假定曲线 y = f（x）在不同凹

向的分界点处存在切线
獉獉獉獉

）（注：有少数书“存在切线”这一条件减弱为“连续”. ）

在 f "（x0） > 0 的区间 I1 ，f（x）上凹；在 f"（x） < 0 的区间 I2 ，f（x）下凹.

拐点存在的必要条件：如果函数 y = f（x）二阶可导，则曲线 y = f（x）在 x0 有拐点的必要条件是 f "（x0） =

0.

拐点的第一充分条件：若 y = f（x）在 x0 的某一邻域内可导，且在该邻域内

当 x < x0 与 x > x0 时 f"（x）异号，则点（x0 ，f（x0））是曲线 y = f（x）的拐点.

拐点的第二充分条件：如果函数 y = f（x）在 x0 三阶可导且 f"（x0） = 0 而 f（x0）≠ 0，则点（x0 ，f（x0））是曲

线 y = f（x）的拐点.

4. 渐近线

如果当 x→ � 或 y→ � 时，曲线 y = f（x）上的点 M（x，y）到直线 L的距离趋向 0，称直线 L为曲线 y = f（x）

的渐近线.

若lim
x→a

f（x） = + � 或lim
x→a

f（x） = - � 称直线 x = a 为曲线 y = f（x）的铅直渐近线.

若 lim
x→+�

f（x） = b 或 lim
x→ - �

f（x） = b 称直线 y = b 为曲线 y = f（x）的水平渐近线.

若存在极限 k = lim
x→+�

f（x）
x

，b = lim
x→+�

［f（x）- kx］

或 k = lim
x→ - �

f（x）
x

，b = lim
x→ - �

［f（x）- kx］

称直线 y = kx + b 为曲线 y = f（x）的斜渐近线.

5. 作函数图形注意以下各点

（1）求出函数的定义域；

（2）讨论函数的奇偶性；

（3）求出函数的图形与坐标轴的交点；

（4）讨论函数的连续性. 如果函数有间断点，则找出这些间断点并弄清它的类型，求出曲线 y = f（x）的渐

近线；

（5）求出函数单调增加及单调减少区间和极值；

（6）求出函数的凹凸性区间和拐点；

（7）作出函数性态表后再画函数图形；

6. 平面曲线的曲率

若曲线的方程为 y = f（x），则它的曲率为 K =
y"

［1 +（y'）2 ］3 /2

若曲线由参数方程 x = x（t），y = y（t）给出，则它的曲率公式为 K =
 xöy -  yöx

（ x2 +  y2）3 /2

曲率半径 R =
1
K

.

§ 2 - 3 微分运算基本公式

一、导数运算公式

设 u，v 都是 x 的可微函数，f（u）为 u 的可微函数，c，a 为常数.

c' = 0

（u ± v）' = u' ± v' （sinu）' = cosu·u'

（uv）' = u' v + uv' （cosu）' = - sinu·u'

v( )u
' =

uv' - vu'
u2 （tanu）' = sec2 u·u'
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dy
dx

=
1
dx
dy

［f（u）］' = f'（u）u'

（cotu）' = - csc2 u·u'

（secu）' = secutanu·u'

（cscu）' = - cscucotu·u'

（lnu）' =
u'
u

（arc sinu）' =
u'

1 - u槡 2

（un）' = nun- 1 ·u'

（au）' = au ·lna·u'（a > 0，a ≠ 1） （arc cosu）' = -
u'

1 - u槡 2

（eu）' = eu ·u' （arc tanu）' =
u'

1 + u2

（uv）' = vuv- 1 u' + uvlnu·v' （arc cotu）' = -
u'

1 + u2

四、微分运算公式

dc = 0

d（x） = dx

d（u + v - w） = du + dv - dw

d（uv） = udv + vdu

d（un） = nun- 1 du

d v( )u
=

udv - vdu
u2

d（ku） = kdu

d（lnu） =
du
u

d（au） = au lnadu（a > 0，a ≠ 1）

deu = eu du

duv = vuv- 1 du + uvlnu·dv

dsinu = cosu·du

dcosu = - sinu·du

dtanu = sec2 udu

darc sinu =
du

1 - u槡 2

darc tanu =
du

1 + u2

dsecu = secu·tanu·du

df（u） = f'（u）du

§ 2 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 以下直接根据导数定义讨论导数

例 1 设 f（x） = g（x）sinx 其中 g（x）在 x = 0 处连续，求 f'（0）

分析 由于 g（x）在 x = 0 处未必可导，故不能用公式（uv）' = u' v + uv' ，再令 x = 0 代入求之. 只能用导数

定义求其值.

解 f'（0） = lim
x→0

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0

g（x）sinx - g（0）sin0
x

= lim
x→0

g（x）sinx
x

= g（0）.

评述 因 g（x）在 x = 0 处连续. 故 g（0）有定义，直接利用导数定义求导数是考试热点内容之一.

例 2 设 f（x） = （x - 1）（x - 2）⋯（x - n）tanx 求 f'（0）

分析 本题如视 f（x）为 n + 1 个因式的乘积，再按因式乘积的求导公式求之，就有点繁琐了. 仍用导数定

义直接求值，十分简便.

解 f'（0） = lim
x→0

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0

（x - 1）（x - 2）⋯（x - n）tanx - 0
x

= （- 1）n n！

例 3 已知 f'（x0） = 1，求lim
x→0

x
f（x0 - 3x）- f（x0 + x）

.
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分析 本例同样不能利用洛必达法则求之

解 lim
x→0

x
f（x0 - 3x）- f（x0 + x）

= lim
x→0

1
｛f（x0 - 3x）- f（x0）- ［f（x0 + x）- f（x0）］｝/x

= lim
x→0

1

- 3·
f（x0 - 3x）- f（x0）

- 3x
-

f（x0 + x）- f（x0）
x

=
1

- 3f'（x0）- f'（x0）
= -

1
4

评述 在
f（x0 - 3x）- f（x0）

- 3x
中把 - 3x 看作导数定义中的 Δx，在

f（x0 + x）- f（x0）

x
中把 x 看作导数定义

中的 Δx. 导数概念是考试热点，其定义必须熟记且能灵活应用之.

例 4 （05，4 分）设函数 f（x） = lim
n→�

n
1 +| x | 3槡 n ，则 f（x）在（- � ，+ � ）内

（A）处处可导 （B）恰有一个不可导点

（C）恰有两个不可导点 （D）至少有三个不可导点

分析 当 | x | < 1 时
n

1 +槡 0 <
n

1 +| x | 3槡 n <
n

槡2

由夹逼定理知有 lim
n→�

n
1 +| x | 3槡 n = 1

当 | x | ≥ 1 时 | x | 3 <
n

1 +| x | 3槡 n ≤
n

2 | x | 3槡 n = | x | 32
1
n

由夹逼定理知有此时 lim
n→�

n
1 +| x | 3槡 n = | x | 3

, f（x） =
1 | x | < 1

| x | 3 | x | ≥{ 1
即 f（x） =

- x3 x ≤ - 1

1 - 1 < x < 1

x3 x ≥
{

1

函数 f（x）除 x = ± 1 两点外，都可导，而在 x = 1 处

f' - （1） = lim
x→1 -

f（x）- f（1）
x - 1

= lim
x→1 -

1 - 1
x - 1

= 0

f' +（1） = lim
x→1 +

f（x）- f（1）
x - 1

= lim
x→1 +

x3 - 1
x - 1

= lim
x→1 +

（x2 + x + 1） = 3

f' - （1）≠ f' +（1）

, f（x）在 x = 1 处不可导，由于 f（x）是偶函数，知 f（x）在 x = - 1 处亦不可导，故 f（x）恰有两个不可导点

解 应答（C）.

评述 利用左、右导数是否存在，且存在时是否相等去判断导数是否存在，是考研中常见的题型.

例 5 设 f（x）在 x = a 的某个邻域内有定义，则 f（x）在 x = a 处可导的一个充分条件是

（A） lim
h→+�

h f（a +
1
h

）- f（a[ ]） 存在 （B）lim
h→0

f（a + h）- f（a - h）
2h

存在

（C）lim
h→0

f（a + 2h）- f（a + h）
h

存在 （D）lim
h→0

f（a）- f（a - h）
2h

存在

分析 （A） lim
h→+�

h f（a +
1
h

）- f（a[ ]） = lim
h→+�

f（a + 1 /h）- f（a）
1 /h

1


/h = t
lim
t→0 +

f（a + t）- f（a）
t

= 'f +（a）

可见条件（A）成立仅保证 'f +（a）存在，而 'f - （a）未必存在. 从而 'f（a）未必存在.

（B）. （C）存在反例 f（x） =
1， x ≠ a

0，{ x = a
，对于这个函数，（B）、（C）中的极限均存在，但 'f（a）不存在，故

（B）、（C）不是 f（x）在 x = a 处可导的充分条件.

（D） lim
h→0

f（a）- f（a - h）
2h

=
1
2

lim
h→0

f（a - h）- f（a）
- h

=
1
2

f'（a），若极限（D）存在，则 'f（a）必存在，故条

件（D）是 f（x）在 x = a 处可导的一个充分条件.

解 应选（D）
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评述 条件（B）、（C）中，不含 f（a），亦即条件（B）、（C）对 f（x）在点 a 处的函数值毫无约束，换句话说，

f（a）任意定义、任意更换，对极限（B）、（C）不发生影响，故条件（B）、（C）决不可能是 f（x）在 x = a 处可

导的一个充分条件，因可导必连续，在 f（x）连续点 x = a 处 f（a）的值是唯一确定的，不能任意更换，这个

题审查读者对导数定义是否真正掌握，这样的题型是考研中常见题型.

例 6 （01，3 分）设 f（0） = 0，则 f（x）在点 x = 0 可导的充要条件为

（A）lim
h→0

1
h2 f（1 - cosh）存在 （B）lim

h→0

1
h

f（1 - eh）存在

（C）lim
h→0

1
h2 f（h - sinh）存在 （D）lim

h→0

f（2h）- f（h）
h

存在

分析 （A）lim
h→0

f（1 - cosh）
h2 = lim

h→0

f（1 - cosh）- f（0）
1 - cosh

·1 - cosh
h2 =

1
2

lim
x→0 +

f（x）- f（0）
x

（其中 x = 1 - cosh

> 0）

可见极限（A）存在，只能保证 'f +（0）存在，条件（A）不充分

关于条件（C）

lim
h→0

f（h - sinh）
h2 = lim

h→0

f（h - sinh）- f（0）
h2 = lim

h→0

f（h - sinh）- f（0）
h - sinh

·h - sinh
h3 · h3

h[ ]2

当lim
h→0

f（h - sinh）
h2 存在时，又lim

h→0

h3

h2 = 0，lim
h→0

h - sinh
h3 =

1
6

，而lim
h→0

f（h - sinh）- f（0）
h - sinh

= lim
x→0

f（x）- f（0）
x

未必存

在，故条件（C）不是充分条件.

关于条件（D），存在反例 f（x）=
1， x ≠ 0

0， x ={ 0
'f（0）不存在，但lim

h→0

f（2h）- f（h）
h

= 0 存在，故条件（D）不充

分.

关于条件（B）

lim
h→0

f（1 - eh）
h

= lim
h→0

f（1 - eh）- f（0）
h

= lim
h→0

f（1 - eh）- f（0）
1 - eh ·1 - eh[ ]h

= - lim
x→0

f（x）- f（0）
x

（x = 1 - eh）

可见条件（B）是 'f（0）存在的充分必要条件. 故应选（B）.

评述 这个题与前一题题型相同，不过更难一些，（A）、（C）、（D）三条件均为 'f（0）存在的必要条件，

（A）、（C）存在反例 f（x） = | x | .

例 7 设函数 f（x）在点 x = a 处可导，则函数 f（x） 在点 x = a 处不可导的充分条件是

（A）f（a） = 0 且 'f（a） = 0 （B）f（a） = 0 且 'f（a）≠ 0

（C）f（a） > 0 且 'f（a） > 0 （D）f（a） < 0 且 'f（a） < 0

分析 函数 f（x） = （x - a）2 满足条件（A），但 f（x） = （x - a）2 在点 x = a 可导. 函数 f（x） = ex 满足

条件（C）但 f（x） = ex 在 x = a 处可导，函数 f（x）= - ex 满足条件（D），但 f（x） = ex 在 x = a 处可导，故（A）、

（C）、（D）都不是 f（x） 在点 x = a 处不可导的充分条件.

解 条件（B）是 f（x） 在 x = a 处不可导的充分条件，不失一般性，设 'f（a） > 0，f（a） = 0，在 x = a 两旁

f（x）由负变正，今记 φ（x） = f（x） ，则

'φ +（a） = lim
h→0 +

f（a + h） - f（a）
h

= lim
h→0 +

f（a + h）
h

= lim
h→0 +

f（a + h）
h

= lim
h→0 +

f（a + h）- f（a）
h

= 'f +（a） = 'f（a） > 0

'φ - （a） = lim
h→0 -

f（a + h） - f（a）
h

= lim
h→0 -

f（a + h）
h

= - lim
h→0 -

f（a + h）
h

= - lim
h→0 -

f（a + h）- f（a）
h

= - 'f - （a） = - 'f（a） < 0

可见 'φ - （a）≠ 'φ +（a），φ（x） = f（x） 在 x = a 处不可导，应选（B）.
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评述 建议读者自己画画图，利用几何图形的直观，易知（A）、（C）、（D）不是充分条件，只有条件（B）是

f（x） 在 x = a 处不可导的充分条件.

例 8 设 f（x）可导，F（x） = f（x）（1 + sinx ），则 f（0） = 0 是 F（x）在 x = 0 处可导的

（A）充分必要条件 （B）充分条件但非必要条件

（C）必要条件但非充分条件 （D）既非充分条件又非必要条件

分析 F（x）在 x = 0 处可导的充分必要条件为 'F - （0） = 'F +（0）.

解 'F - （0） = lim
x→0 -

F（x）- F（0）
x

= lim
x→0 -

f（x）（1 + sinx ）- f（0）
x

= lim
x→0 -

f（x）（1 - sinx）- f（0）
x

= lim
x→0 -

f（x）- f（0）
x

- f（x）sinx[ ]x

= 'f - （0）- f（0 - 0） = 'f（0）- f（0）

'F +（0） = lim
x→0 +

F（x）- F（0）
x

= lim
x→0 +

f（x）（1 + sinx ）- f（0）
x

= lim
x→0 +

f（x）（1 + sinx）- f（0）
x

= lim
x→0 +

f（x）- f（0）
x

+ f（x）sinx[ ]x

= 'f +（0）+ f（0 + 0） = 'f（0）+ f（0）

若 F（x）在 x = 0 处可导，则必有 'F - （0） = 'F +（0），即 'f（0）- f（0） = 'f（0）+ f（0）亦即 f（0） = 0. 故 f（0） =

0 是 'F（0）存在的必要条件. 反之，若 f（0） = 0，则 'F - （0） = 'F +（0）. 故 f（0） = 0 也是 F（x）在 x = 0 处可导

的充分条件，应选（A）

评述 因 f（x）在 x = 0 处可导，故 'f - （0） = 'f +（0） = 'f（0），又因可导必连续，所以 f（x）在 x = 0 处连

续，从而 f（0 - 0） = f（0 + 0） = f（0）. 本例中反反复复利用了函数的左、右极限与左右导数等概念，这是

讨论函数连续性与可导性的常用方法之一.

例 9 （99，3 分） 设 f（x） =
（1 - cosx）/ 槡x x > 0

x2 g（x） x ≤
{

0

其中 g（x）是有界函数则 f（x）在 x = 0 处

（A）极限不存在 （B）极限存在但不连续

（C）连续但不可导 （D）可导

分析 当 x→ 0 + 时 1 - cosx ～ x2

2
，（1 - cosx） 槡/ x ～ 1

2
x3 /2 ，从而立知 f（x）在 x = 0 处可导，故直接去验

证（D）.

解 'f - （0） = lim
x→0 -

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0 -

x2 g（x）- 0
x

= lim
x→0 -

xg（x） = 0

'f +（0） = lim
x→0 +

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0 +

（1 - cosx） 槡/ x - 0
x

= lim
x→0 +

1 - cosx
x3 /2

= lim
x→0 +

x2 /2
x3 /2 =

1
2

lim
x→0 +

槡x = 0 （当 x → 0 时 1 - cosx ～ x2

2
）

可见 'f - （0） = 'f +（0） = 0. 故 'f（0）存在，f（x）在 x = 0 处可导. 应选（D）.

评述 可导必连续，故（B），（C）错，连续点处极限必存在，故（A）错.

例 10 设 f（x） =

1 - 2x2 ， x < - 1

x3 ， - 1 ≤ x ≤ 2

12x - 16， x >
{

2

（1）写出 f（x）的反函数 g（x）的表达式；

（2）g（x）是否有间断点，不可导点，若有，指出这些点.

分析 记 y = f（x），先解出其反函数 x = g（y）
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x = g（y） =
-

1 - y

槡2
， y < - 1

y1 /3 ， - 1 ≤ y ≤ 8

（y + 16）/12， 8
{

< y

再按通常惯例，改用 x 表示自变量，y 表示因变量，便得所求的反函数 g（x）.

解 （1）f（x）的反函数 g（x）为

y = g（x） =
- （1 - x）/槡 2， x < - 1

x1 /3 ， - 1 ≤ x ≤ 8

（x + 16）/12， x >
{

8

（2）g（x）在（- � ，+ � ）内处处连续，没有间断点.

'g - （- 1） = lim
x→ - 1 -

g（x）- g（- 1）
x - （- 1）

= lim
x→ - 1 -

- （1 - x）/槡 2 + 1
x + 1

=
1

槡2
lim

x→ - 1 -

槡2 - 1槡 - x
x + 1

=
1

槡2
lim

x→ - 1 -

2 - （1 - x）

（x + 1）（槡2 + 1槡 - x）

=
1

槡2
lim

x→ - 1 -

1

（槡2 + 1槡 - x）
=

1
4

'g +（- 1） = lim
x→ - 1 +

g（x）- g（- 1）
x - （- 1）

= lim
x→ - 1 +

x1 /3 + 1
x + 1

= lim
x→ - 1 +

1
x2 /3 - x1 /3 + 1

=
1
3

故 x = - 1 是 y = g（x）的不可导点. 又 x = 0 显然也是不可导点 'g（x） x = 0
= 1

3
x- 2

3

x = 0

=( )� . 再考虑在 x

= 8 处

'g - （8） = lim
x→8 -

g（x）- g（8）
x - 8

= lim
x→8 -

x
1
3 - 2
x - 8

= lim
x→8 -

（x1 /3 - 2）

（x
1
3 - 2）（x2 /3 + 2x1 /3 + 4）

= lim
x→8 -

1
x2 /3 + 2x1 /3 + 4

=
1
12

'g +（8） = lim
n→8 +

g（x）- g（8）
x - 8

= lim
x→8 +

（x + 16）/12 - 2
x - 8

=
1
12

lim
x→8 +

x - 8
x - 8

=
1
12

, g（x）在 x = 8 处可导.

综上所述 g（x）没有间断点，只有两个不可导点：x = 0 与 x = - 1.

评述 若 φ（x）在［a，a + H］上连续，在（a，a + H）内可导，且 φ'（a + 0）存在，则 'φ +（a） = 'φ（a + 0）. 利用

'φ +（a）的定义及拉格朗日中值定理便可推导这个结果. 同样若 φ（x）在［b - H，b］上连续，在（b - H，b）内可

导，且 'φ（b - 0）存在，则 'φ - （b） = 'φ（b - 0）. 本例中 'g - （- 1），'g +（- 1），'g - （8），'g +（8）均可用这个命题求

之较简. 这个例题考到的知识点较多，综合性较强，是一个很典型的考研题.

例 11 设 f（x） =
（g（x）- e- x）/x， 若 x ≠ 0

0， 若 x ={ 0
其中 g（x）有二阶连续导数，g（0） = 1，'g（0） = - 1.

（1）求 'f（x） （2）讨论 f'（x）在（- � ，+ � ）上的连续性

分析 当 x≠ 0 时，利用商的求导公式求得 'f（x）. 当 x = 0 时，利用导数定义求得 'f（0）. 'f（x）在（- � ，0）

及（0，+ � ）上连续是十分明显的，如能证实lim
x→0

'f（x） = 'f（0），便知 'f（x）在（- � ，+ � ）上连续.

解 （1）当 x ≠ 0 时，

'f（x） = g（x）- e- x[ ]x
' =

x（g'（x）+ e- x）- （g（x）- e- x）
x2 =

xg'（x）- g（x）+（x + 1）e- x

x2

当 x = 0 时，由导数定义，并注意 g（0） = 1， 'g（0） = - 1 得

'f（0） = lim
x→0

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0

g（x）- e- x

x2 

0
0

lim
x→0

'g（x）+ e- x

2x


0
0

lim
x→0

g"（x）- e- x

2
=

1
2

［g"（0）- 1］

于是求得
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'f =
［xg'（x）- g（x）+（x + 1）e- x］/x2 ， x ≠ 0

［g"（0）- 1］/2， x ={ 0

（2）讨论 'f（x）在（- � ，+ � ）上的连续性，因题设 g（x）有二阶连续导数，'g（x）必连续，由 'f（x）的表示式

知，当 x ≠ 0 时 'f（x）亦必连续. 现只要考察 'f（x）在 x = 0 处是否连续. 因 g（0） = 1，'g（0） = - 1 得

lim
x→0

'f（x） = lim
x→0

［x 'g（x）- g（x）+（x + 1）e- x］/x2



0
0

lim
x→0

g'（x）+ xg"（x）- g'（x）+ e- x - （x + 1）e- x

2x
= lim

x→0

xg"（x）- xe- x

2x

= lim
x→0

1
2

（g"（x）- e- x） =
1
2

［g"（0）- 1］= f'（0）

可见 f'（x）在 x = 0 处连续，从而知 f'（x）在（- � ，+ � ）上连续.

评述 本例综合地应用了求导的基本运算法则，求极限的基本运算法则，函数在一点处连续的定义，导
数的定义，求未定式洛必达法则等等多个知识点，这些知识点都是考研的热点内容.

例 12 （97，8 分）已知 f（x）连续，lim
x→0

f（x）
x

= 2，设 φ（x） = ∫
1

0
f（xt）dt，求 φ'（x），并讨论 φ'（x）的连续性.

分析 仅知 f（x）为连续函数，f'（x）未必存在，故不能在积分号下求导，也就是说，不能写 φ'（x） =

∫
1

0
tf'（xt）dt. 为了求 φ'（x），首先必须把∫

1

0
f（xt）dt 化为能直接求导的形式.

解 首先改写 φ（x） = ∫
1

0
f（xt）dt 的形式

φ（x） = ∫
1

0
f（xt）dt 

xt = u ∫
x

0
f（u）du

x
=

1
x ∫

x

0
f（u）du （x ≠ 0）

为求 φ（0），必须先知 f（0），由已知条件 f（x）连续且lim
x→0

f（x）
x

= 2 故必有 0 = lim
x→0

f（x） = f（0），即 f（0） = 0，从而

知 φ（0） = ∫
1

0
f（0）dt = 0

即 φ（x） = ∫
x

0
f（u）du /x， x ≠ 0

0， x =
{

0
其次求 φ'（x），当 x ≠ 0 时

'φ（x） = ［xf（x）- ∫
x

0
f（u）du］/x2 = f（x）

x
-

1
x2 ∫

x

0
f（u）du

当 x = 0 时

'φ（0） = lim
x→0

φ（x）- φ（0）
x

= lim
x→0∫

x

0
f（u）du /x2 = lim

x→0

f（x）
2x

= 1.

于是有

'φ（x） =
f（x）/x - ∫

x

0
f（u）du /x2 ， x ≠ 0，

1， x = 0
{

.

当 x≠0 时，φ'（x）为连续函数（因 f（x）为连续函数，, ∫
x

0
f（u）du，亦为连续函数，于是 x≠0 时，φ'（x）连续），在

x = 0 处

lim
x→0

φ'（x） = lim
x→0

f（x）/ x - ∫
x

0
f（u）du /x[ ]2 = lim

x→0

f（x）
x

- lim
x→0 ∫

x

0
f（u）du /x[ ]2

= 2 - lim
x→0

f（x）
2x

= 2 - 1 = 1 = 'φ（0）

可见 'φ（x）在 x = 0 处连续.

综上所述， 'φ（x）在（- � ，+ � ）上连续.
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评述 这个例题的解法有数处值得注意. （1）条件lim
x→0

f（x）
x

= 2，隐含lim
x→0

f（x）= 0. 因 f（x）连续，故 f（0）

= 0，并且还隐含lim
x→0

f（x）
x

= lim
x→0

f（x）- f（0）
x

= 'f（0） = 2. 由已知条件 f（x）连续及lim
x→0

f（x）
x

= A（A≠ 0）

推出隐含条件 f（0） = 0，'f（0） = A，这是常考的内容. （2）仅知 f（u）为连续函数时， ∫
1

0
f（xt）d[ ]t ' x 不能得

出∫
1

0
t 'f（xt）dt，因 'f（xt）未必存在，更未必连续. （3）这个例题的解法思路，平坦迂回，前后紧扣，望读者熟

练掌握之，其中若干小技，都是考研中常用的惯技.

例 13 设 f（x） =
1
3

x3 ， x ≤ 1

ax + b， x >
{

1

处处可导，求 a，b 的值.

分析 除点 x = 1 外，f（x）处处可导，现只要确定 a，b 的值，使 f（x）在 x = 1 处亦可导.

解 可导必连续，为使 f（x）在 x = 1 处可导，首先选取 a，b 使 f（x）在 x = 1 连续，令 f（1 - 0） =
1
3

= f（1

+ 0） = a + b. 得 b =
1
3

- a.

'f - （1） = lim
x→1 -

x3 /3 - 1 /3
x - 1

=
1
3

lim
x→1 -

（x2 + x + 1） = 1

'f +（1） = lim
x→1 +

f（x）- f（1）
x - 1

= lim
x→1 +

ax + b - 1 /3
x - 1

= lim
x→1 -

ax + 1 /3 - a - 1 /3
x - 1

= lim
x→1 -

ax - a
x - 1

= a

为使 f（x）在 x = 1 处可导，充分必要条件为 'f - （1） = 'f +（1）即 a = 1，从而 b = - 2 /3.

评述 这里欲求两个常数 a、b 的值，因而需要利用两个条件，以便建立两个方程，由连续性条件得方程

f（1 - 0） = f（1 + 0），再由可导性条件得另一方程 'f - （1） = 'f +（1）. 纵观以上诸例便知，函数的左、右极

限以及左、右导数等概念是何等重要.

例 14 设 φ（x）在 x = a 处连续，且 φ（a）≠ 0，求证 f（x） = φ（x）sin x - a ，在 x = a 处必不可导.

分析 在 x = a 的一个邻域（a - δ，a + δ）（δ 为充分小的正数）内考虑之. 仍利用函数在 x = a 处可导的

充分必要条件 'f - （a） = 'f +（a）.

解 'f - （a） = lim
x→a -

f（x）- f（a）
x - a

= lim
x→a -

φ（x）sin x - a - 0
x - a

= - lim
x→a -

φ（x）sin（x - a）
x - a

= - lim
x→a -

φ（x） lim
x→a -

sin（x - a）
x - a

= - φ（a - 0） = - φ（a）

'f +（a） = lim
x→a +

f（x）- f（a）
x - a

= lim
x→a +

φ（x）sin x - a - 0
x - a

= lim
x→a +

φ（x）sin（x - a）
x - a

= lim
x→a +

φ（x） lim
x→a +

sin（x - a）
x - a

= φ（a + 0） = φ（a）

因 φ（x）在 x = a 处连续，故 φ（a - 0） = φ（a + 0） = φ（a）. 又因 φ（a）≠ 0，从而知 'f - （a）≠ 'f +（a），f（x）在

x = a 处不可导.

评述 若 φ（x）在 x = a 处连续，且 φ（a） = 0，则 f（x） = φ（x）sin x - a 在 x = a 处可导.

例 15 设 f（x）是三次实系数的多项式，且有 lim
x→2a

f（x）
x - 2a

= lim
x→4a

f（x）
x - 4a

= 1，其中 a ≠ 0，求lim
x→3a

f（x）
x - 3a

= ？

分析 设 f（x）为三次实系数多项式，则 f（x）= 0 有且只有三个根，其中实根数或者只有一个或者有三个.

由题设条件知 x = 2a 与 x = 4a 都是 f（x）= 0 的实根，从而知 f（x）= 0 有且恰有三个实根，于是可写 f（x）= k（x

- 2a）（x - 4a）（x - c），其中 k，c 为待定常数，再利用条件 lim
x→2a

f（x）
x - 2a

= lim
x→4a

f（x）
x - 4a

= 1，不难把 k、c 确定出来，当

f（x）确定后，便可计算出极限 lim
x→3a

f（x）
x - 3a

的值.
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解 f（x）是三次多项式，所以它处处连续，又因 lim
x→2a

f（x）
x - 2a

= 1，必有 lim
x→2a

f（x） = lim
x→2a

［（x - 2a） f（x）
x - 2a

］ =

lim
x→2a

（x - 2a）lim
x→2a

f（x）
x - 2a

= 1·0 = 0，注意 f（x）连续，从而 f（2a） = 0，同理 f（4a） = 0.

于是lim
x→2a

f（x）
x - 2a

= lim
x→2a

f（x）- f（2a）
x - 2a

= 'f（2a） = 1，同理 'f（4a） = 1.

一个三次实系数多项式的曲线与 x 轴的交点若不是一个，则必有三个，今已知该三次多项式曲线与 x 轴有

交点 x1 = 2a，x2 = 4a，今设第三个交点为 x3 = c，则该三次多项式为

f（x） = k（x - 2a）（x - 4a）（x - c）

其中 c 为待定常数，k 为待定的非零常数.

'f（x） = k（x - 4a）（x - c）+ k（x - 2a）（x - c）+ k（x - 2a）（x - 4a）

由 'f（2a） = 1，'f（4a） = 1 有

k（- 2a）（2a - c） = 1，k·2a（4a - c） = 1

由此解得 c = 3a，k =
1

2a2 ，故

f（x） =
1

2a2（x - 2a）（x - 4a）（x - 3a）

因而 lim
x→3a

f（x）
x - 3a

=
1

2a2 lim
x→3a

（x - 2a）（x - 4a） = -
1
2

评述 由代数方程式可知 n 次代数方程恰有 n 个根，n 个根中有的是实根有的可能是复数根，三次实系数

多项式方程，有可能是一个实根和一对共轭复根，或三个都是实根. 不可能出现一个复根两个实根的情

况，因实系数代数方程中的复根必是成对成对地出现，即若 α + iβ 是它的根，则 α - iβ 也必是该实系数代

数方程的根. 本例正是利用这一点，判定 f（x） = 0 恰有三个实根. 判定实根个数后，便可完全确定 f（x）

的表示式，从而知lim
x→3a

f（x）
x - 3a

的值，这个例题的解法思路，与以前例题有所不同，望读者仔细琢磨.

例 16 求函数 f（x） = （x2 + x - 6） x2 + 3x 的不可导点

分析 因子 x2 + x - 6 处处可导， x2 + 3x = x · x + 3 除 x = 0 和 x = - 3 两处外也处处可导，故只有

x = 0 与 x = - 3 两点有可能是函数 f（x）的不可导点.

解 在 x = 0 处

'f - （0） = lim
x→0 -

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0 -

（x2 + x - 6） x + 3 · x
x

= - lim
x→0 -

（x2 + x - 6） x + 3 = - （- 6）·3 = 18

'f +（0） = lim
x→0 +

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0 +

（x2 + x - 6） x + 3 · x
x

= lim
x→0 +

（x2 + x - 6） x + 3 = （- 6）·3 = - 18

'f - （0）≠ 'f +（0），故 f（x）在 x = 0 处不可导.

在 x = - 3 处 'f - （- 3） = lim
x→ - 3 -

f（x）- f（- 3）
x + 3

= lim
x→ - 3 -

（x2 + x - 6） x + 3 x
x + 3

= - lim
x→ - 3 -

（x + 3）（x - 2） x = 0

'f +（- 3） = lim
x→ - 3 +

f（x）- f（- 3）
x + 3

= lim
x→ - 3 +

（x2 + x - 6） x = 0

'f - （- 3） = 'f +（- 3），故 f（x）在 x = - 3 处可导.

综上所述，f（x）的不可导点只有一点即 x = 0 点.

评述 注意 φ（x） = （x - a） x - a 在 x = a 处可导，φ（x） = x - a 在 x = a 处不可导，今写 f（x） =

（x2 + x - 6） x2 + 3x = （x + 3） x + 3 · x ·（x - 2）便立知 f（x）在 x = 0 处不可导，在 x = - 3 处可

导.
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典型题型 2. 以下求曲线的切线方程和法线方程.

例 17 （00，7 分） 已知 f（x）是周期为 5 的连续函数，在 x = 1 处可导，且有关系式

f（1 + sinx）- 3f（1 - sinx） = 8x + α（x） （）

其中 α（x） = o（x），求曲线 y = f（x）在点（6，f（6））处的切线方程.

分析 o（x）表示当 x→ 0 时比 x 高阶的无穷小，因 f（x）是周期为 5 的周期函数，f（1） = f（5 + 1） = f（6），

'f（1） = 'f（6），只要能求得 f（1）、'f（1），便可写出曲线 y = f（x）在点（6，f（6））处的切线方程.

解 已知 f（x）为连续函数，令 x → 0，由关系式（）得

f（1）- 3f（1） = 0 故 f（1） = 0 即 f（6） = 0

关系式（）两边除以 sinx 得

f（1 + sinx）- 3f（1 - sinx）
sinx

= 8
x

sinx
+

o（x）
sinx

由于 f（1） = 0 得

f（1 + sinx）- f（1）
sinx

+ 3
f（1 - sinx）- f（1）

- sinx
= 8

x
sinx

+
o（x）

x
· x

sinx

令 x → 0，lim
x→0

o（x）
x

= 0，lim
x→0

x
sinx

= 1 得

'f（1）+ 3 'f（1） = 8 + 0， 'f（1） = 2. 'f（6） = 2

于是得所求的切线方程为 y - f（6） = 'f（6）（x - 6）

即 y - 0 = 2（x - 6）， 即 y - 2x + 12 = 0

评述 由周期性知 f（1）= f（6），'f（1）= 'f（6），由连续性得 f（1）= 0，据 f（x）在 x = 1 处的可导性得 'f（1）

= 2.

例 18 （99，3 分） 求曲线
x = et sin2t

y = et cos{ t
在点（0，1）处的法线方程.

分析 在点（0，1）处对应于 t = 0. 因而只要求出 dy
dx t = 0

的值，便可写出所求法线方程

y - 1 = - （x - 0）/ dy
dx t = 0

.

解
dy
dx

=
（et cost - et sint）dt

（et sin2t + 2et cos2t）dt
=

cost - sint
sin2t + 2cos2t

，dy
dx t = 0

=
1
2

所求法线方程为 y - 1 = - 2x，即 y + 2x - 1 = 0.

评述 一阶导数
dy
dx

= dy ÷ dx，由参数方程所确定的函数 y（x），常用这个性质求
dy
dx

.

例 19 设曲线 f（x） = x3 + ax 与 g（x） = bx2 + c 都通过点（- 1，0），且在点（- 1，0）有公共切线，求 a，b，

c 的值.

分析 二曲线 y = f（x），y = g（x）都通过点（- 1，0）. 故 f（- 1） = 0，g（- 1） = 0. 又因二曲线在点（- 1，

0）处有共同的切线，还有关系式 'f（- 1） = 'g（- 1），有此三关系式（f（- 1） = 0，g（- 1） = 0，'f（- 1） = 'g（-

1）），便可求出 a，b，c 的值.

解 由 f（- 1） = 0 得（- 1）3 - a = 0，a = - 1. 由 g（- 1） = 0 得 b（- 1）2 + c = 0 有 c = - b.

再因 'f（- 1） = 'g（- 1），有（3x2 + a）|
x = - 1

= （2bx + 0）|
x = - 1

即 3 - 1 = - 2b，b = - 1.

从而知 a = - 1，b = - 1，c = 1.

评述 求曲线的切线方程，法线方程，是考研的常考内容.

例 20 （97，3 分）求对数螺线 ρ = eθ 在点（ρ，θ） = （eπ /2 ，π /2）处的切线的直角坐标方程.

分析 直 角 坐 标 与 极 坐 标 间 的 关 系 式 为 x = ρcosθ，y = ρsinθ，切 点（e
π
2 ，π /2） 的 直 角 坐 标 为
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（ρcosθ，ρsinθ） θ = π /2
= （eθcosθ，eθsinθ） θ = π /2

= （0，eπ /2），再求dy
dx θ = π /2

，便得切线的直角坐标方程.

解 把对数螺线的极坐标方程 ρ = eθ 转化为参数方程得 x = ρcosθ = eθcosθ，y = ρsinθ = eθsinθ，从而

dy
dx

=
（eθsinθ + eθcosθ）dθ
（eθcosθ - eθsinθ）dθ

=
sinθ + cosθ
cosθ - sinθ

，

dy
dx θ = π

2

=
1 + 0
0 - 1

= - 1

切点的直角坐标为（0，eπ /2），所求切线的直角坐标方程为

y - eπ /2 = - 1（x - 0），即 x + y = eπ /2 .

评述 一般教材上直接给出的切线方程多为直角坐标的曲线方程 y = f（x）的切线方程 y - y0 = 'f（x0）（x

- x0），题中切点及曲线方程都用极坐标表示出，而要求的是写出直角坐标切线方程，这里有半步之遥的

陌生路，是十分典型的考研题.

典型题型 3. 以下讨论单元函数微分法

例 21 设 y = xxx（x > 0），求 'y 和 dy

分析 这是一个幂指函数 u（x）v（x），视 u（x） = x，v（x） = xx，幂指函数的求导公式为（uv）' = v·uv- 1·u' +

uv·lnu·u' ，微分公式为 d（uv） = vuv- 1 du + uv·lnu·dv.

解 （xxx）' = xx·xxx- 1 + xxx·lnx·（x·xx- 1 + xxlnx）.

d（xxx） = xx·xxx- 1 dx + xxx
lnx·dxx

= xx·xxx- 1 dx + xxx·lnx·（x·xx- 1 dx + xx·lnx·dx）

评述 求幂指函数的导数及微分是经常考到的内容.

例 22 已知 y = f sinx - 1
sinx +( )1

，'f（x） = arctanx2 ，求dy
dx x = 0

.

分析 若 y = f（u），f（u）为可导函数，则dy
dx

= 'f（u）· 'u .

解
dy
dx

= 'f sinx - 1
sinx +( )1

sinx - 1
sinx +( )1

'

= arctan sinx - 1
sinx +( )1

2

·（sinx + 1）cosx - （sinx - 1）cosx
（sinx + 1）2

= arctan sinx - 1
sinx +( )1

2

· 2cosx
（sinx + 1）2

dy
dx x = 0

= 2arctan1 = π
2

评述 因已知 'f（x） = arctanx2 ，可见 f（x）处处可导，这是一个复合函数求导的例题，复合函数微分法是

微积分学中的一个基本方法，必须熟练掌握之.

例 23 设由
x = t - sint

y = 1 - sin{ t
确定 y 为 x 的函数，求dy

dx
，d2 y

dx2 .

分析 因dy
dx

= dy ÷ dx，始终用这一公式去求 dy
dx

，d2 y
dx2 .

解
dy
dx

=
- costdt

（1 - cost）dt
=

- cost
1 - cost

d2 y
dx2 =

d
dx

dy
d( )x

= d dy
d( )x /dx = d - cost

1 - cos( )t / d（t - sint）

=
［（1 - cost）sint + costsint］dt

（1 - cost）2 /（1 - cost）dt =
sint

（1 - cost）3
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评述 求参数方程所确定的函数的二阶导数，是考试的热点内容，一般教材中，求这里的二阶导数常用

如下方法.

d2 y
dx2 =

d
dx

dy
d( )x

=
d
dt

dy
d( )x

dt
dx

=
d
dt

dy
d( )x / dx

dt
.

我们这里，把
d
dx

dy
d( )x

看作 d dy
d( )x /dx，一般说来，这样处理会稍稍简单一些.

例 24 设函数 y = y（x）由方程 xef（y） = ey 确定，其中 f 具有二阶导数，且 'f ≠ 1，求d2 y
dx2 .

分析 这是求由方程所确定的隐函数的导数，本题两边先取对数，可把原方程化简.

解 原方程两边取对数得 lnx + f（y） = y，

两边再对 x 求导得 1
x

+ 'f（y）dy
dx

=
dy
dx

，得［1 - 'f（y）］dy
dx

=
1
x

从而有 dy
dx

=
1

x［1 - 'f（y）］
.

再对 x 求导 d2 y
dx2 = -

［1 - 'f（y）］- x "f（y） 'y
x2［1 - 'f（y）］2 = -

1
x2

1
1 - 'f（y）

+
1
x2

"f（y）
［1 - 'f（y）］3

= -
［1 - 'f（y）］2 - "f（y）

x2［1 - 'f（y）］3

评述 复合函数微分法，由参数方程所确定的函数微分法，隐函数微分法都是基本方法，几乎属于每年

必考内容.

例 25 设 y = y（x）由
x = arctant

2y - ty2 + et ={ 9
所确定，求dy

dx
，并求 t = 0 处的曲线的切线方程.

分析 y = y（x）是由参数方程和隐函数方程共同所确定，方程两边都对 t 求导，先求出 dx
dt

，dy
dt

. 然后便得

dy
dx

.

解 由题中的第一个方程两边对 t 求导得dx
dt

=
1

1 + t2 .

由第二个方程两边对 t 求导得

2
dy
dt

- y2 - 2yt·dy
dt

+ et = 0，dy
dt

=
y2 - et

2（1 - yt）

从而得

dy
dx

=
dy
dt

/
dx
dt

=
y2 - et

2（1 - yt）
/

1
1 + t2 =

（y2 - et）（1 + t2）
2（1 - yt）

对应于 t = 0 的切点的直角坐标为（0，4），dy
dx t = 0

=
15
2

.

所求的切线方程为 y - 4 =
15
2

（x - 0），即 2y - 15x - 8 = 0.

评述 本题求
dy
dx

的另一方法如下：由题中第一个方程得 t = tanx 代入第二个方程得 2y - y2 tanx + etanx =

9. 对 x 求导得 2
dy
dx

- 2ytanx·
dy
dx

- y2 sec2 x + etanx·sec2 x = 0，从而得

dy
dx

= （y2 - etanx）/ 2（1 - ytanx）cos2 x

这一结果与前一结果完全相同（将 t = tanx 代入前一结果便得后者）.

例 26 （00，5 分） 求 f（x） = x2 ln（1 + x）在 x = 0 处的 n 阶导数 f（n）（0）（n ≥ 3）.
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分析 求两个函数乘积的 n 阶导数，常用莱布尼茨公式

（uv）（n） = u（n）v + nu（n- 1）v' +
n（n - 1）

2！
u（n- 2）v" +

n（n - 1）（n - 2）
3！

u（n- 3）v

+ ⋯ +
n（n - 1）⋯（n - k + 1）

k！
u（n- k）v（k） + ⋯ + uv（n）

求之

解 今命 u = ln（1 + x）， v = x2 ，于是 v' = 2x， v" = 2， v= 0， v（n） = 0（n ≥ 3），又因v x = 0
= 0，

v' x = 0
= 0，代入上述莱布尼茨公式得

（uv）（n）
x = 0

= 0 + 0 +
n（n - 1）

2！
u（n- 2）2

x = 0

+ 0 + 0⋯ + 0

而由 u = ln（1 + x），'u =
1

1 + x
，u" = - （1 + x）- 2 ，u= （- 1）（- 2）（1 + x）- 3 ，⋯，u（n- 2）

= （- 1）n- 3（n - 3）！（1 + x）-（n- 2），u（n- 2）
x = 0

= （- 1）n- 1（n - 3）！.

故有 f（n）（0） = ［x2 ln（1 + x）］（n） |
x = 0

=
n（n - 1）

2！
（- 1）n- 1（n - 3）！·2 = （- 1）n- 1 n！

n - 2

评述 也可利用 f（x）的麦克劳林展开式求 f（n）（0），因

f（x） = f（0）+
'f（0）
1

x +
"f（0）
2！

x2 + ⋯ +
f（n）（0）

n！
xn + ⋯

若已知 f（x） = a0 + a1 x + a2 x2 + ⋯ + an xn + ⋯

由函数展开为 x 的幂级数的唯一性便知
f（n）（0）

n！
= an ，, f（n）（0） = n！an .

如本题 f（x） = x2 ln（1 + x） = x2（x -
x2

2
+

x3

3
- ⋯ +（- 1）n- 1 xn- 2

n - 2
+ ⋯）

= x3 -
x4

2
+

x5

3
- ⋯ +（- 1）n- 1 xn

n - 2
+ ⋯.

比较系数得 f（n）（0） = n！an = （- 1）n- 1 n！
n - 2

.

亦即 ［x2 ln（1 + x）］（n）
x = 0

= （- 1）n- 1 n！
n - 2

.

例 27 若函数 y = f（x），有 'f（x0） = 0. 02，则当 Δx → 0 时，该函数在 x = x0 处的微分 dy 是

（A）与 Δx 等价无穷小 （B）与 Δx 同阶但非等价的无穷小

（C）比 Δx 低阶的无穷小 （D）比 Δx 高阶的无穷小

分析 由函数微分的定义及本题题意得dy x = x0
= 0. 02Δx. 再由同阶无穷小的定义知dy x = x0

是与 Δx 同阶

但非等价的无穷小.

解 应选（B）.

例 28 （06，4 分）设函数 y = f（x）具有二阶导数，且 f '（x） > 0，f"（x） > 0，Δx 为自变量 x 在点 x0 处的增

量，Δy 与 dy 分别为 f（x）在点 x0 处对应的增量与微分，若 Δx > 0，则

（A）0 < dy < Δy （B）0 < Δy < dy

（C）Δy < dy < 0 （D）dy < Δy < 0

分析  f'（x） > 0. 曲线 y = f（x）单调增加，又因 f"（x） = 0. 曲线 y = f（x）向上凹，曲线每点的切线均

在曲线的下侧，由 dy，Δy 的几何意义当 Δx > 0. 显然有

0 < dy < Δy

另法 由一阶泰勒公式有

f（x）- f（x0） = f'（x0）（x - x0）+
f"（ξ）

2！
（x - x0）

2

此 即 Δy = dy +
f'（ξ）

2！
（x - x0）

2 > dy = f'（x0）（x - x0） > 0（当 Δx = x - x0 > 0 时）

解 应答（A）.（B）、（C）、（D）均错.
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评述 微分是微积分学中一个重要的概念，本题综合考察了 dx，dy，Δy，f'（x），f"（x）等各量间的关系，既

可由几何直观作出判断，也可利用泰勒公式作出解答，是一个很典型很重要的基本概念题.

例 29 设 y = f（sinx3）ef2（x），其中 f 可微，求 dy

分析 视作二复合函数 f（sinx3）与 ef2（x） 的乘积

解 dy = d［f（sinx3）ef2（x）］= ef2（x）df（sinx3）+ f（sinx3）def2（x）

= ef2（x） 'f（sinx3）dsinx3 + f（sinx3）ef2（x）df2（x）

= ef2（x）［ 'f（sinx3）cosx3 ·3x2 dx + f（sinx3）2f（x）df（x）］

= ef2（x）［3x2 'f（sinx3）cosx3 + 2f（sinx3）f（x）'f（x）］dx

评述 在以上二例的解答中，多次利用了一阶微分形式不变性.

例 30 设已知函数 y = y（x）在任意点 x 处的增量 Δy =
yΔx

1 + x2 + α，其中 α 是比 Δx（Δx→ 0）高阶的无穷

小，求dy
dx

= ？

分析 据函数微分的定义，若函数改变量 Δy = 'y（x）Δx + α，α是比 Δx 高阶的无穷小，则 'y（x）Δx 为函数的

微分，记作 dy = 'y（x）Δx.

解 根据题意及微分的定义，知有 dy =
y

1 + x2 dx，亦即dy
dx

=
y

1 + x2 .

评述 另法：由 Δy =
yΔx

1 + x2 + α，其中 α = o（Δx），两边同除以 Δx 得Δy
Δx

=
y

1 + x2 +
o（Δx）
Δx

，lim
Δx→0

Δy
Δx

=

lim
Δx→0

y
1 + x2 +

o（Δx）
Δ[ ]x

=
y

1 + x2 + lim
Δx→0

o（Δx）
Δx

=
y

1 + x2 + 0 =
y

1 + x2 ，亦即
dy
dx

=
y

1 + x2 .

典型题型 4. 以下讨论微分中值定理

例 31 设不恒为常数的函数 f（x）在区间［a，b］上连续，在区间（a，b）内可导且 f（a）= f（b），证明在（a，b）

内至少存在一点 ξ，使得 f'（ξ） > 0.

分析 本例有一个很特殊的条件，就是 f（x）不恒为常数，其他条件与罗尔定理条件相同，但利用罗尔定理

得不到在（a，b）内至少存在一点 ξ，使得 f'（ξ） > 0 的结论，因此只能由特殊条件出发作合理的推导.

证明 因 f（a） = f（b），且 f（x）不恒为常数，故至少存在一点 c∈（a，b），使得 f（c）≠ f（a） = f（b）. 于是

f（c） > f（a）或 f（c） < f（a）.

现设 f（c）> f（a），则在［a，c］上因 f（x）满足拉格朗日中值定理条件，故至少存在一点 ξ1 ∈（a，c）（a，b）

使得 f'（ξ1） =
1

c - a
［f（c）- f（a）］> 0. 对于 f（c） < f（a）的情形，可完全类似地讨论得f（b）- f（c）

b - c
= f'（ξ2）

> 0，其中 ξ2 ∈（c，b）（a，b）.

不论哪种情况，在（a，b）内均至少存在一点 ξ 使得 f'（ξ） > 0.

评述 不妨画画图，也常常给人以启发，像本例，乍看条件，以为要用罗尔定理，但再看结论，便感到结论

很出人意外，遇到这种困惑时，便不妨根据题意画画图，在（a，b）内不论 f（x） > f（a） = f（b）. 或 f（x） <

f（a） = f（b），或在（a，b）内一部分上 f（x） < f（a） = f（b），在另一部分上 f（x） > f（a） = f（b），在图上均

可看到在（a，b）内至少存在一点 ξ 使 f'（ξ） > 0.

例 32 设函数 f（x）在［0，1］上连续，（0，1）内可导，且 3∫
1

2 /3
f（x）dx = f（0），证明在（0，1）内存在一点 c，使

f'（c） = 0.

分析 本题与罗尔定理比较，结论相同，条件只是用 3∫
1

2 /3
f（x）dx = f（0）代替了相当 f（a） = f（b）这个条

件，其他条件相同，因此，只要由 3∫
1

2 /3
f（x）dx = f（0）得出两端点函数值相同这个条件即可.
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证明 由积分中值定理知在 2
3

，[ ]1 上存在一点 c1 ，使∫
1

2
3

f（x）dx =
1
3

f（c1），从而有 f（c1） = f（0）. 故 f（x）

在［0，c1 ］上满足 Rolle 定理的条件，因而在（0，c1）内存在一点 c 使 f'（c） = 0，c ∈（0，c1）（0，1）.

评述 罗尔定理是考研的一个热点内容，而且经常与其他定理一起应用，再看下例也是这样.

例 33 设函数 f（x）在闭区间［0，1］上可微，对于［0，1］上每一个 x，函数 f（x）的值都在开区间（0，1）内

且 f'（x）≠ 1，证明在（0，1）内有且仅有一个 x，使 f（x） = x.

分析 对于［0，1］上每一个 x，函数 f（x）的值都在开区间（0，1）内的意义：即当 0 ≤ x≤ 1 时 0 < f（x） <

1，而要证明的结论为在（0，1）内，方程 f（x）- x = 0 有且仅有一个实根.

证明 存在性 令 F（x） = f（x）- x，则 F（x）在［0，1］上连续，由于 0 < f（x） < 1，F（0） = f（0）- 0 >

0，F（1） = f（1）- 1 < 0. 所以由连续函数介值定理，至少存在（0，1）中的一点 x，使 F（x） = f（x） - x = 0，即

f（x） = x.

其次用反证法证明唯一性. 若存在两个数 x1 ，x2 ，x1 ≠ x2 ，x1 ∈（0，1），x2 ∈（0，1），使 f（x1） = x1 ，f（x2） =

x2 ，则由 Lagrange 中值定理知，至少存在一点 x∈（0，1）使 f'（x） =
f（x2）- f（x1）

x2 - x1

=
x2 - x1

x2 - x1

= 1，此与 f'（x）≠

1 的假设矛盾.

因此在（0，1）内有且仅有一点 x，使 f（x） = x.

评述 这个题是十分典型的考研题，证明方程实根存在性时用了闭区间上连续函数的介值定理，证明实根

唯一性时用了拉格朗日中值定理，闭区间上连续函数的性质与微分中值定理经常被一起应用.

例 34 假设函数 f（x）和 g（x）在［a，b］上存在二阶导数，并且 g"（x）≠ 0，f（a） = f（b） = g（a） = g（b） =

0. 试证

（1）在开区间（a，b），g（x）≠ 0；

（2）在开区间（a，b）内至少存在一点 ξ 使 f（ξ）
g（ξ）

=
f"（ξ）
g"（ξ）

.

分析 证明第一个结论用反证法，为证第二个结论，先把方程 f（x）/g（x） = f"（x）/g"（x）等价地变换为

f（x）g"（x）- g（x）f"（x） = 0，也就是说转而求证变换后的方程在（a，b）内至少有一个实根，而［f（x）g'（x） -

g（x）f'（x）］' = f（x）g"（x）- g（x）f"（x），立知作辅助函数 φ（x） = f（x）g'（x）- g（x）f'（x），而 φ（x）在［a，b］上

满足 Rolle 定理的全部条件.

证明 （1） 若存在点 c ∈（a，b），使 g（c） = 0. 则对 g（x）在［a，c］和［c，b］内可分别应用 Rolle 定理知

存在 ζ1 ∈（a，c）和 ζ2 ∈（c，b）使 g'（ζ1） = g'（ζ2） = 0，再对 g'（x）在［ζ1 ，ζ2 ］上应用 Rolle 定理知存在 ζ3 ∈
（ζ1 ，ζ2）使 g"（ζ3） = 0 这与题设 g"（x）≠ 0 矛盾，故在（a，b）内 g（x）≠ 0.

（2）令 φ（x） = f（x）g'（x）- f'（x）g（x），显然 φ（a） = 0，φ（b） = 0. 由罗尔定理知至少存在一点 ζ∈（a，

b），φ'（ζ） = 0，因 g（ζ）≠ 0，且 g"（ζ）≠ 0，故得

f"（ζ）
g"（ζ）

=
f（ζ）
g（ζ）

评述 证明结论（1）时 Rolle 定理用了三次，证明结论（2）时，又用了一次罗尔定理，罗尔定理共用了四

次，还有关系式［f（x）g'（x）- g（x）f'（x）］' = f（x）g"（x）- g（x）f"（x）也是一个值得注意的式子，罗尔定

理始终
獉獉

是考研的热点内容.

例 35 （98，6 分）设 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且 f'（x）≠ 0，试证存在 ξ，η ∈（a，b），使得

f'（ξ）
f'（η）

=
eb - ea

b - a
e- η 成立.

分析 把要证的关系式改写为f'（ξ）（b - a）
eb - ea =

f'（η）
eη

便立知要考虑关系式f（b）- f（a）
eb - ea .

证明 f（x）和 ex 二函数在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，对关系式f（b）- f（a）
eb - ea 应用柯西中值定理便得

f（b）- f（a）
eb - ea =

f'（η）
eη

，a < η < b.
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另一方面，对 f（b）- f（a）应用拉格朗日中值定理得

f（b）- f（a） = f'（ξ）（b - a）. a < ξ < b.

从而得

f（b）- f（a）
eb - ea =

f'（ξ）（b - a）
eb - ea =

f'（η）
eη

a < ξ，η < b.

亦即 f'（ξ）
f'（η）

=
eb - ea

b - a
e- η a < ξ，η < b.

评述 本题的特点是要证的结论中含有两个中值 ξ，η，从而知不能只用一次微分中值定理. 只有用两次

微分中值定理才能出现两个中值 ξ，η. 寻求证明途径时，把 ξ，η 分离在等号的两边，便比较容易看出应考

虑什么样的关系式，如本例的
f（b）- f（a）

eb - ea .

例 36 设 f（x）在［0，x］（x > 0）上连续，在（0，x）内可导，且 f（0） = 0，试证在（0，x）内存在一个 ξ 使 f（x）

= （1 + ξ）ln（1 + x）f'（ξ）成立.

分析 欲证的关系式可改写为 f（x）
ln（1 + x）

= （1 + ξ）f'（ξ），因 f（0） = 0 可进一步改写为

f（x）
ln（1 + x）

=
f（x）- f（0）

ln（1 + x）- ln（1 + 0）
= f'（ξ）/

1
1 + ξ

证明 在区间［0，x］上对［f（x）- f（0）］/［ln（1 + x）- ln（1 + 0）］应用柯西中值定理，便知在（0，x）内存

在一个 ξ 使

f（x）- f（0）
ln（1 + x）- ln（1 + 0）

=
f'（ξ）

1 /（1 + ξ）
，即 f（x）

ln（1 + x）
=

f'（ξ）
1 /（1 + ξ）

成立.

评述 证这个题关键的一步就是把欲证的关系式写成如下形式

f（x）- f（0）
g（x）- g（0）

=
f'（ξ）
g'（ξ）

其中 g（x） = ln（1 + x）.

例 37 （98，6 分）设 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且 f（a） = f（b） = 1，试证存在 ξ，η∈（a，b）使

得 eη - ξ［f（η）+ f'（η）］= 1 成立.

分析 把 ξ，η 分离在等号的两边，欲证的关系式变为

eη［f（η）+ f'（η）］= eξ，即［eη f（η）］' = eξ

注意 f（a） = f（b） = 1，从而知应考虑有限增量 ebf（b）- ea f（a） = eb - ea

对上式左右两端各应用拉格朗日中值定理即可

证明 exf（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，由拉格朗日中值定理知在（a，b）内存在 η，使有

ebf（b）- ea f（a） = ［exf（x） '］ x = η（b - a） = eη［f（η）+ f'（η）］（b - a）

另一方面由于 f（b） = f（a） = 1

ebf（b）- ea f（a） = eb - ea = eξ（b - a） a < ξ < b

从而有

eη［f（η）+ f'（η）］= eξ a < ξ，η < b

评述 拉格朗日中值定理是微分学中非常重要的一个基本定理，是考试的一个热点内容.

例 38 （99，7 分） 设 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，f（0） = f（1） = 0，f（ 1
2

） = 1，试证

（1）存在 η ∈（ 1
2

，1）使 f（η） = η；

（2）对任意实数 λ，必存在 ξ ∈（0，η）使得 f'（ξ）- λ［f（ξ）- ξ］= 1.

分析 关于（1），相当于求证在区间（ 1
2

，1）内方程 f（x）- x = 0 必有实根，关于（2）相当于求证在（0，η）

内方程 f'（x）- 1 - λ［f（x）- x］= 0 必有实根.
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也就是说［f（x）- x］' - λ［f（x）- x］= 0，在（0，η）内必有实根，其中λ为任意实数，为证此，应用罗尔定理，

作辅助函数 F（x） = （f（x）- x）e- λx 考察之.

证明 （1）作辅助函数 φ（x） = f（x）- x，φ（x）在［0，1］上连续，在［ 1
2

，1］上必连续，φ（1） = f（1）- 1 =

0 - 1 < 0，φ（ 1
2

） = f（ 1
2

）-
1
2

= 1 -
1
2

> 0，由闭区间上连续函数的介值定理，知在（ 1
2

，1）内至少存在一个

η 使有 φ（η） = f（η）- η = 0，即 f（η） = η.

（2）今考察 F（x） = ［f（x）- x］e- λx，F（0） = 0，F（η） =［f（η）- η］e- λη = 0，其中 η 即（1）结论中的 η∈

（ 1
2

，1），且 F（x）在［0，η］上连续，在（0，η）内可导，罗尔定理中所有的条件在闭区间［0，η］上都满足，据此定

理知在（0，η）内至少存在一个 ξ 使有 F'（ξ） = 0，亦即

e- λξ｛f'（ξ）- 1 - λ（f（ξ）- ξ）｝ = 0，即 f'（ξ）- λ［f（ξ）- ξ］= 1

评述 一般说来，欲证 g'（x）- λg（x） = 0（其中 λ 为任意实数），在（a，b）内至少存在一个实根，不妨试

作辅助函数 F（x） = g（x）e- λx，再检查 F（x）在［a，b］上是否满足罗尔定理中的条件，若满足，由罗尔定

理，便得欲证的结果. 本例的（1）与（2）都是证明方程实根的存在性. （1）是用连续函数介值定理. （2）

是用罗尔定理，这是十分典型的两个方法，望读者注意.

例 39 设 f（x）在［0，1］上具有二阶导数，且满足条件 f（x） ≤ a， f"（x） ≤ b，其中 a，b 都是非负常数，c

是（0，1）内任意一点

（1）写出 f（x）在点 x = c 处带拉格朗日型余项的一阶泰勒公式

（2）证明 f'（c） ≤ 2a +
b
2

分析 f（x）在点 x = c 处带拉格朗日型余项的 n 阶泰勒公式为

f（x） = f（c）+
f'（c）

1
（x - c）+

f"（c）
2！

（x - c）2

+ ⋯ +
f（n）（c）

n！
（x - c）n +

f（n+1）（ξ）
（n + 1）！

（x - c）n+1 其中 ξ 在 x 与 c 之间

在这个公式中取 n = 1 便得 f（x）在点 x = c 处带拉格朗日型余项的一阶泰勒公式. 证本题（2）中的结果时，自

然要用到（1）的结果.

证明 （1）f（x）在 x = c 处的带拉格朗日型余项的一阶泰勒公式为

f（x） = f（c）+
f'（c）

1
（x - c）+

f"（ξ）
2！

（x - c）2 ，ξ 在 x 与 c 之间 （）

（2）在（）中令 x = 0，得

f（0） = f（c）+
f'（c）

1
（0 - c）+

f"（ξ1）
2！

（0 - c）2 0 < ξ1 < c

再在（）中令 x = 1，得

f（1） = f（c）+
f'（c）

1
（1 - c）+

f"（ξ2）
2！

（1 - c）2 c < ξ2 < 1

上述两式相减得

f（1）- f（0） = f'（c）+
1

2！
［f"（ξ2）（1 - c）2 - f"（ξ1）c2 ］

从而 f'（c） = f（1）- f（0）+
1

2！ f"（ξ1）c2 - f"（ξ2）（1 - c）[ ]2

≤ f（1） + f（0） +
1
2 f"（ξ1） c2 + f"（ξ2）（1 - c）[ ]2

因 f（x） ≤ a， f"（x） ≤ b，从而知

f'（c） ≤ a + a +
b
2

［c2 +（1 - c）2 ］= 2a +
b
2

［2c2 - 2c + 1］≤ 2a +
b
2

亦即 f'（c） ≤ 2a +
b
2
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评述 近年来，泰勒公式成为考研的热点内容，一定要把泰勒公式熟记，其中 x 常以一些特殊数值代入，

当然这些特殊数值不会是奇奇怪怪的数，总是一些与题目有关的很简单，很常用的数，像本题中的 0 与1，

并参看下例.

例 40 （99，8 分） 设函数 f（x）在闭区间［- 1，1］上具有三阶连续导数，且 f（- 1） = 0，f（1） = 1，f'（0）

= 0，证明：在开区间（- 1，1）内至少存在一点 ξ，使 f（ξ） = 3.

分析 由题设条件具有三阶连续导数且求证在（- 1，1）内存在一点 ξ，使 f（ξ） = 3，因此设想要用到带拉

格朗日型余项的二阶泰勒公式. 又已知 f'（0） = 1，且 x = 0 为区间［- 1，1］的一个中点，因而猜想应在 x = 0 处

展开.

证明 由麦克劳林公式得

f（x） = f（0）+ f'（0）x +
1

2！
f"（0）x2 +

1
3！

f（η）x3

其中 η 介于 0 与 x 之间，x ∈［- 1，1］. 上等式中，先后令 x = - 1 和 x = 1，并结合已知条件得

0 = f（- 1） = f（0）+
1
2

f"（0）-
1
6

f（η1） - 1 < η1 < 0

1 = f（1） = f（0）+
1
2

f"（0）+
1
6

f（η2） 0 < η2 < 1

从后一等式左右两端分别减去前一等式左右两端得

1 - 0 =
1
6

f（η2）+
1
6

f（η1），即 f（η2）+ f（η1） = 6.

因 f（x）在［- 1，1］上连续，自然在［η1 ，η2 ］（- 1，1）上连续，f（x）在闭区间［η1 ，η2 ］上存在最大值和最小

值，设它们分别为 M 和 m，则有 m ≤ 1
2

［f（η1）+ f（η2）］≤ M，今记 μ =
1
2

［f（η1）+ f（η2）］，便有 m ≤ μ

≤ M. 由闭区间上连续函数介值定理知在［η1 ，η2 ］上存在 ξ，使有 f（ξ） = μ =
1
2

［f（η1）+ f（η2）］=
6
2

=

3，η1 ≤ ξ ≤ η2 < 1，即存在 ξ （- 1，1），有 f（ξ） = 3.

评述 这个题的证明应用了带拉格朗日型余项二阶麦克劳林公式，闭区间上连续函数的最值定理和介

值定理. 像这样的题的证明务必努力掌握之.

例 41 （06，10 分） 试确定常数 A、B、C 的值，使得

ex（1 + Bx + Cx2） = 1 + Ax + o（x3）

其中 o（x3）是当 x → 0 时比 x3 高阶的无穷小量

分析 原题意为确定 A、B、C 的值使

ex（1 + Bx + Cx2）- 1 - Ax = o（x3）成立.

解 写出 ex 的麦克劳林展开式 ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ o1（x3）代入止式有

［1 + x +
x2

2
+

1
6

x3 + o1（x3）］（1 + Bx + Cx2）- 1 - Ax = o（x3）

合并同次幂得：

1 - 1 - （B + 1 - A）x +（C + B +
1
2

）x2 +（C +
B
2

+
1
6

）x3 + o2（x3） = o（x3）

比较两端同次幂的系数得：

B - A + 1 = 0

B + C +
1
2

= 0

C +
B
2

+
1
6

=
{

0

解得 A =
1
3

， B = -
2
3

， C =
1
6
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评述 解这类题的关键思想：就是把两端均写作麦克劳林展开式，并比较同次幂的系数，得一方程组而

解之. 这个方法既简便又很常用，望读者熟练掌握它.

例 42 （02，8 分） 设函数 f（x），在 x = 0 的某邻域内具有二阶连续导数，且 f（0）≠ 0，f'（0）≠ 0，f"（0）≠
0，证明存在唯一的一组实数 λ1 ，λ2 ，λ3 ，使得当 h → 0 时，λ1 f（h）+ λ2 f（2h）+ λ3 f（3h）- f（0）是比 h2 高阶的无

穷小.

分析 因 f（x）在 x = 0 的某邻域内具有二阶连续函数，故可把 f（x）展为麦克劳林级数.

解 f（h） = f（0）+ f'（0）h +
1
2

f"（ξ）h2 ξ 在 0 与 h 间

= f（0）+ f'（0）h +
1
2

f"（0）h2 +
1
2

［f"（ξ）- f"（0）］h2

= f（0）+ f'（0）h +
1
2

f"（0）h2 + o（h2）

同理 f（2h） = f（0）+ 2f'（0）h + 2f"（0）h2 + o（h2）

f（3h） = f（0）+ 3f'（0）h +
9
2

f"（0）h2 + o（h2）

故有 λ1 f（h）+ λ2 f（2h）+ λ3 f（3h）- f（0）

= （λ1 + λ2 + λ3 - 1）f（0）+（λ1 + 2λ2 + 3λ3）f'（0）h +
1
2

（λ1 + 4λ2 + 9λ3）f"（0）h2 + o（h2）

由题意上式是比 h2 高阶的无穷小，且因 f（0）≠ 0，f'（0）≠ 0，f"（0）≠ 0，必有

λ1 + λ2 + λ3 = 1

λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0

λ1 + 4λ2 + 9λ3 =
{

0

这个代数方程组的系数行列式

1 1 1

1 2 3

1 4 9

=

1 0 0

1 1 2

1 3 8

= 2 ≠ 0

知上列代数方程组的解存在且唯一，即存在唯一的一组实数 λ1 ，λ2 ，λ3 使得当 h → 0 时，λ1 f（h）+ λ2 f（2h）+

λ3 f（3h）- f（0）是比 h2 高阶的无穷小.

评述 本例另一证法为直接由比 h2 高阶无穷小的定义得

lim
h→0

λ1 f（h）+ λ2 f（2h）+ λ3 f（3h）- f（0）

h2 = 0

再由洛必达法则有

lim
h→0

λ1 f'（h）+ 2λ2 f'（2h）+ 3λ3 f'（3h）

2h
= 0

lim
h→0

λ1 f"（h）+ 4λ2 f"（2h）+ 9λ3 f"（3h）

2
= 0

从而有上列线性代数方程组，满足此方程组的 λ1 ，λ2 ，λ3 的解是存在且唯一的.

例 43 设 f（x）存在 n + 1 阶导数，并有

f（x + h） = f（x）+ hf'（x）+ ⋯ +
hn

n！
f（n）（x + θh） 0 < θ < 1

且 f（n+1）（x）≠ 0，证明 lim
h→0

θ =
1

n + 1
.

分析 n + 1 阶导数 f（n+1）（x）存在，但未必连续，利用 f（x）的 n - 1 阶和 n 阶的泰勒公式，以及 n + 1 阶导

数的定义去求lim
h→0

θ.

证明 已知

f（x + h） = f（x）+ hf'（x）+ ⋯ +
hn- 1

（n - 1）！
f（n- 1）（x）+

hn

n！
f（n）（x + θh） 0 < θ < 1
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由于 f（x）具有 n + 1 阶导数，因而又有

f（x + h） = f（x）+ hf'（x）+ ⋯ +
hn- 1

（n - 1）！
f（n- 1）（x）+

hn

n！
f（n）（x）+

hn+1

（n + 1）！
f（n+1）（x）+ o（hn+1）

比较上二式右端得

hn

n！
f（n）（x + θh） =

hn

n！
f（n）（x）+

hn+1

（n + 1）！
f（n+1）（x）+ o（hn+1）

两边同除以 hn /n！，并移项得

f（n）（x + θh）- f（n）（x） =
h

n + 1
f（n+1）（x）+

n！o（hn+1）
hn

亦即 θ f（n）（x + θh）- f（n）（x）
θh

=
1

n + 1
f（n+1）（x）+

n！o（hn+1）
hn+1

令 h → 0，并因 f（n+1）（x）存在得

lim
h→0

θ lim
h→0

f（n）（x + θh）- f（n）（x）
θh

=
1

n + 1
f（n+1）（x）+ n！lim

h→0

o（hn+1）
hn+1

得 lim
h→0

θ·f（n+1）（x） =
1

n + 1
f（n+1）（x）+ 0

又因 f（n+1）（x）≠ 0，故得lim
h→0

θ =
1

n + 1
.

评述 从例 31 - 例 43 共 13 题都与微分中值定理有关，这一部分是微分学理论的核心部分，几乎每年都

要考到，而且经常与闭区间上连续函数的性质，积分中值定理等等结合在一起，出一些综合性较强的试

题. 其中例 38，例 40 是众典型题中之尤为典型者.

例 44 设 f（x）在区间［0，1］上具有三阶连续导数，且 f（0） = 1，f（1） = 2，f'（ 1
2

） = 0，证明在（0，1）内至

少存在一点 ξ 使得 f（ξ） ≥ 24.

分析 在函数、一阶导数与 f（x）间有关系式的唯有泰勒公式，今已知 f'（ 1
2

） = 0，不妨在点 1
2

处利用带

拉格朗日型余项的二阶泰勒公式展开 f（x）.

证明 把函数值 f（0），f（1）都用在点 x =
1
2

处的带拉格朗日型余项的二阶泰勒公式展开表示之.

f（0） = f（ 1
2

）+ f'（ 1
2

）（0 -
1
2

）+
1
2

f"（ 1
2

）（0 -
1
2

）2 +
1
6

f（ξ1）（0 -
1
2

）3

其中 0 < ξ1 <
1
2

，

f（1） = f（ 1
2

）+ f'（ 1
2

）（1 -
1
2

）+
1
2

f"（ 1
2

）（1 -
1
2

）2 +
1
6

f（ξ2）（1 -
1
2

）3

其中 1
2

< ξ2 < 1. 因 f（0） = 1，f（1） = 2，f'（ 1
2

） = 0 代入上式分别得

1 = f（ 1
2

）+
1
8

f"（ 1
2

）-
1
48

f（ξ1）， 0 < ξ1 <
1
2

2 = f（ 1
2

）+
1
8

f"（ 1
2

）+
1
48

f（ξ2）， 1
2

< ξ2 < 1

将上二式对应项，后者减去前者得

1 = 0 + 0 +
1
48

［f（ξ2）+ f（ξ1）］

即 48 = ［f（ξ2）+ f（ξ1）］≤ f（ξ2） + f（ξ1） ≤ 2max｛ f（ξ1） ， f（ξ2）｝

今取 f（ξ1） ， f（ξ2） 中二者较大中的 ξ1 或 ξ2 为 ξ，便有

24 ≤ f（ξ） ξ ∈（0，1）

典型题型 5. 以下讨论微分学的应用

例 45 设 f"（x） < 0，f（0） = 0，证明对任何 x1 > 0，x2 > 0 有 f（x1 + x2） < f（x1）+ f（x2）

·16·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第一部分 一元函数微分学



分析 不妨设 0 < x1 ≤ x2 ，原不等式相当于求证

f（x1 + x2）- f（x2）- f（x1） < 0

证明 由于 0 < x1 ≤ x2 < x1 + x2 ，并注意 f（0） = 0，考虑

f（x1 + x2）- f（x2）- f（x1） = f（x1 + x2）- f（x2）- ［f（x1）- f（0）］

= f'（ξ2）（x1 + x2 - x2）- f'（ξ1）（x1 - 0） = x1［f'（ξ2）- f'（ξ1）］

这里利用了有限增量公式（即拉格朗日中值定理），其中 0 < ξ1 < x1 ≤ x2 < ξ2 < x1 + x2 ，再利用有限增量公式

并因 f"（x） < 0，ξ2 - ξ1 > 0，x1 > 0 有

f（x1 + x2）- f（x2）- f（x1） = x1 f"（ξ）（ξ2 - ξ1） < 0 （ξ1 < ξ < ξ2）

从而得 f（x1 + x2） < f（x1）+ f（x2）

评述 本题利用了三次拉格朗日中值定理，凡要简化有限增量时，每每要用拉格朗日中值定理，故此定

理也叫有限增量公式.

例 46 （06，10 分）证明：当 0 < a < b < π 时

bsinb + 2cosb + πb > asina + 2cosa + πa.

分析 不等式两端解析式的结构相同，故作辅助函数

f（x） = xsinx + 2cosx + πx 0 < x < π
考察 f（x）在区间（0，π）上的变化情况，便知 f（b），f（a）二者中哪个大，哪个小.

证明 f'（x） = sinx + xcosx - 2sinx + π
f"（x） = cosx + cosx - xsinx - 2cosx = - xsinx < 0，0 < x < π

即有当 x ∈（0，π）时，f"（x） < 0，, f'（x）在（0，π）上严格单调下降，而 f'（π） = 0. 故知在（0，π）上 f'（x） >

0，, f（x）严格单调增加，已知

0 < a < b < π，便知 f（b） > f（a）

即 bsinb + 2cosb + πb > asina + 2cosa + πa.

评述 把证明不等式问题转化为证明函数单调性的问题，这是常用的证法

例 47 设 b > a > e，证明 ab > ba

分析 由 y = lnx 在（0，+ � ）上是单调增加连续函数，一个正数不等式两边同取自然对数，不等号方向不

变，据此，便可简化不等式.

证明 因 b > a > e > 0，故 ab，ba 均为正数，对原不等式两边同取自然对数，便得另一等价不等式

ab > b ← →a blna > aln ← →b
lna
a

>
lnb
b

只要能证明lna
a

>
lnb
b

，也就证明了 ab > ba . 为此作辅助函数 φ（x） =
lnx
x

（e < x < + � ），于是

φ'（x） =
1 - lnx

x2 < 0 （x ∈（e，+ � ））

可见在（e，+ � ）内 φ（x）为严格单调减少函数，因已知 e < a < b，便知 φ（a） > φ（b）. 亦即lna
a

>
lnb
b

.

评述 凡证明一些幂指函数间的不等式，可参考这里的一些处理方法.

例 48 设 p，q 是大于 1 的常数，且 1
p

+
1
q

= 1，证明：对于任意 x > 0，有 1
p

xp +
1
q

≥ x.

分析 求证不等式 1
p

xp +
1
q

≥ x，相当求证 1
p

xp +
1
q

- x≥ 0，作辅助函数 f（x） =
1
p

xp +
1
q

- x. 考察

曲线 y = f（x）当 x > 0 时是否在 x 轴的上方？

证明 为了考察曲线 y = f（x）的图象位置，求 f'（x） = xp- 1 - 1，令 f'（x） = 0，得唯一驻点 x = 1，f"（x） =

（p - 1）xp- 2 ，f"（1） = p - 1 > 0，可见 f（x）在 x = 1 处达到极小值. 且因 x > 0 时，驻点只有一个，这个极小值也

是 f（x）当 x > 0 时的最小值，而 f（1） =
1
p

+
1
q

- 1 = 0. 故当 x > 0 时，f（x）≥ f（1） = 0.
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评述 经常利用函数的单调性或极值来证明不等式，本题是利用 f（x）在 x > 0 时的最小值 f（1） = 0，从

而知当 x > 0 时 f（x）≥ f（1） = 0.

例 49 （98，8 分） 设 x ∈（0，1），证明

（1）（1 + x）ln2（1 + x） < x2 （2） 1
ln2

- 1 <
1

ln（1 + x）
-

1
x

<
1
2

分析 证明（1）时的思路是观察在（0，1）上一段曲线 f（x） = （1 + x）ln2（1 + x）- x2 在坐标面中是否处

于 x 轴的下方，证明（2）时是考察函数 g（x） =
1

ln（1 + x）
-

1
x

在（0，1）上的上界与下界.

证明 （1）考虑辅助函数 f（x） = （1 + x）ln2（1 + x）- x2 ，f（0） = 0.

f'（x） = ln2（1 + x）+ 2ln（1 + x）- 2x f'（0） = 0

f"（x） = 2ln（1 + x）· 1
1 + x

+
2

1 + x
- 2 = 2·ln（1 + x）

1 + x
-

2x
1 + x

=
2

1 + x
［ln（1 + x）- x］=

2
1 + x

［x -
x2

（1 + θx）2 - x］

= -
2x2

（1 + x）（1 + θx）2 < 0 当 x ∈（0，1）时

在以上的推导中，曾把 ln（1 + x）化为带拉格朗日型余项的一阶麦克劳林公式，由于在（0，1）内 f "（x） < 0，故

f'（x）在（0，1）内严格单调减少，又 f'（0）= 0，从而知在（0，1）内 f'（x）< 0，据此进而推知在（0，1）内 f（x）严格

单调减少，注意 f（0） = 0，便知在（0，1）内 f（x） < 0，亦即

（1 + x）ln2（1 + x） < x2 x ∈（0，1）

（2）为证第二组不等式，考虑 g（x） =
1

ln（1 + x）
-

1
x

，0 < x < 1，

g'（x） = x - ln（1 + x）
xln（1 + x[ ]）

' =
（1 + x）ln2（1 + x）- x2

x2（1 + x）ln2（1 + x）

由刚证得的（1）的结论：知当 x ∈（0，1）时，g'（x） < 0，于是有 g（x）在（0，1）内严格单调减少：

g（x） > g（1）.

即 1
ln（1 + x）

-
1
x

>
1

ln（1 + 1）
-

1
1

=
1

ln2
- 1，x ∈（0，1）.

由于 g（0）无意义，故而计算

lim
x→0 +

g（x） = lim
x→0 +

1
ln（1 + x）

-
1[ ]x

= lim
x→0 +

x - ln（1 + x）
xln（1 + x）

= lim
x→0 +

x - （x - x2 /2 + o（x2））
x2 =

1
2

+ lim
x→0 +

o（x2）
x2 =

1
2

因 g（x）在（0，1）是严格单调减少函数，便知： g（x） <
1
2

x ∈（0，1）.

综上所述得

1
ln2

- 1 <
1

ln（1 + x）
-

1
x

<
1
2

，（0 < x < 1）.

评述 这个例题中几个不等式都是利用函数的单调性证得的，以上诸例证明不等式的方法，各有所不

同，但每个例题的证法都很典型，望读者认真学习，努力掌握之
.

例 50 （00，3 分） 设 f（x），g（x）是恒大于零的可导函数，且 f'（x）g（x）- f（x）g'（x） < 0，则当 a < x < b

时，有

（A）f（x）g（b） > f（b）g（x） （B）f（x）g（a） > f（a）g（x）

（C）f（x）g（x） > f（b）g（b） （D）f（x）g（x） > f（a）g（a）

分析 什么函数的导数会出现 f'（x）g（x）- f（x）g'（x）呢？由于 f（x）
g（x[ ]）

' =
g（x）f'（x）- f（x）g'（x）

g2（x）
< 0，

可见 f（x）
g（x）

为严格单调减少函数有：f（a）
g（a）

>
f（x）
g（x）

>
f（b）
g（b）

，于是 f（x）g（b） > f（b）g（x）. 故应选（A）.
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评述 见到 f'（x）g（x）+ f（x）g'（x）要想到它是 f（x）g（x）的导数，见到 f"（x）g（x）- f（x）g"（x）要想到

它是 f'（x）g（x）- f（x）g'（x）的导数，见到 g（x）f'（x）- f（x）g'（x）要想到它是
f（x）
g（x）

的导数中的分子，多

次考到这些知识.

例 51 （02，8 分）设 0 < a < b，证明不等式

2a
a2 + b2 <

lnb - lna
b - a

<
1

槡ab
.

分析 难于利用已知不等式去直接推导出以上这两个不等式，因此采取作辅助函数的方法来探讨，把 b 换

为 x 便得辅助函数 f（x） = lnx - lna -
x - a

槡ax
和 g（x） = （x2 + a2）（lnx - lna）- 2a（x - a）（0 < a < x < + � ）

证明 先证右边的不等式，令 f（x） = lnx - lna -
x - a

槡ax
（0 < a < x）

f'（x） =
1
x

-
1

2 槡a

1

槡x
- 槡a

2x3 /2 =
2 槡 槡a x - x - a

2 槡ax3 /2
= -

（槡 槡a - x）2

2ax3 /2 < 0 （0 < a < x）

可见在（0，+ � ）内 f（x）是严格单调减少函数，当 b > a 时，f（a） > f（b）即

f（a） = 0 > lnb - lna -
b - a

槡ab
= f（b）

也就是说 lnb - lna
b - a

<
1

槡ab
（0 < a < b）

其次证不等式 2a
a2 + b2 <

lnb - lna
b - a

，为此作辅助函数

g（x） = （x2 + a2）（lnx - lna）- 2a（x - a） 0 < a < x < + �

g'（x） = 2x（lnx - lna）+
x2 + a2

x
- 2a

= 2x（lnx - lna）+
x2 + a2 - 2ax

x
= 2x（lnx - lna）+

（x - a）2

x
> 0

可见 g（x）在［a，+ � ）内严格单调增加函数，当 b > a 时，有 g（a） < g（b）即 g（a） = 0 <（b2 + a2）（lnb - lna）

- 2a（b - a）

也就是说 2a
b2 + a2 <

lnb - lna
b - a

（b > a > 0）.

综上所述，证得当 0 < a < b 时有 2a
b2 + a2 <

lnb - lna
b - a

<
1

槡ab
.

评述 这里试图给出证不等式一个比较普遍适用的方法：即把式子移到不等式的一边去，作适当的辅助

函数，考察辅助函数的单调性，得到欲证的不等式，为什么本例第一个辅助函数不取 f（x） =
lnx - lna

x - a
-

1

槡ax
，这是因为此函数的导数不是很简单，而取 f（x） = lnx - lna - 槡

槡

x

a
+ 槡
槡

a

x
，

这个函数的导数较简，同样理解 g（x）的构造，这两个不等式的证明方法有一点雷同，值得读者思考，还值

得读者注意的是，第二个不等式也可如下证明之：因 a > 0，b > 0，故 0 <
2ab

a2 + b2 < 1，利用拉格朗日中值

定理，并注意 a < b，便得

lnb - lna
b - a

=
（lnx）' x = ξ（b - a）

b - a
=

1
ξ

（0 < a < ξ < b）

1
ξ

>
1
b

>
1
b

2ab
a2 + b2 =

2a
a2 + b2

从而知
lnb - lna

b - a
>

2a
a2 + b2 （0 < a < b）
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例 52 若函数 f（x）：（1）在区间［a，b］上有二阶导函数 f"（x）及（2）f'（a） = f'（b） = 0，则在区间（a，b）

内至少存在一点 C，满足

f"（c） ≥ 4
（b - a）2 f（b）- f（a） .

分析 已知 f'（a） = 0，f'（b） = 0，且要建立二阶导数与 f（a），f（b）间的关系式，故在 x = a，x = b 二处利

用带拉格朗日型余项的一阶泰勒公式.

证明 把函数 f a + b( )2
在 x = a，x = b 二点处分别利用泰勒公式展开

f a + b( )2
= f（a）+

f'（a）
1

a + b
2( )- a +

f"（ξ1）
2！

a + b
2( )- a

2

a < ξ1 <
a + b

2

f a + b( )2
= f（b）+

f'（b）
1

a + b
2( )- b +

f"（ξ2）
2！

a + b
2( )- b

2 a + b
2

< ξ2 < b

相减得 f（b）- f（a） =
1
2

（b - a）2

4
［f"（ξ1）- f"（ξ2）］

4
（b - a）2 f（b）- f（a） =

1
2 f"（ξ1）- f"（ξ2） ≤ 1

2
［ f"（ξ1） + f"（ξ2） ］

≤ max｛ f"（ξ1） ， f"（ξ2）｝

当 f"（ξ1） ≥ f"（ξ2） 时，取 c = ξ1 ，当 f"（ξ2） > f"（ξ2） 时，取 c = ξ2 ，故不论哪种情况，总存在 c，使有

4
（b - a）2 f（b）- f（a） ≤ f"（c）

其中 c ∈（a，b）.

评述 近年来，常考像本例这样类型的综合题.

例 53 设lim
x→a

f（x）- f（a）
（x - a）2 = - 1，则在 x = a 处

（A）f（x）的导数存在且 f'（a）≠ 0 （B）f（x）取得极大值

（C）f（x）取得极小值 （D）f（x）的导数不存在

分析 直接面对结论判断哪些正确，哪些错误，比较费事. 而题设条件只有一个，今由条件出发作合理推

导，看能推导出什么结论来.

解 已知lim
x→a

f（x）- f（a）
（x - a）2 = - 1，由函数极限与无穷小间的等价关系有

f（x）- f（a）
（x - a）2 = - 1 + α（x） 其中lim

x→a
α（x） = 0

可见当 x 与 a 充分接近时，f（x）- f（a） < 0（x ≠ a），也就是说 f（a）是 f（x）的极大值. （B）对，（C）错.

又因有 f（x）- f（a）
x - a

= - （x - a）+ o（x - a）

lim
x→a

f（x）- f（a）
x - a

= f'（a） = 0.

从而知（A）、（D）都不成立.

应选（B）.

评述 这样的题型是十分常见的，请再看与本例类似的下例.

例 54 已知 f（x）在 x = 0 的某邻域内连续，且 f（0） = 0，lim
x→0

f（x）
1 - cosx

= 2，则在点 x = 0 处 f（x）.

（A）不可导. （B）可导且 f'（0）≠ 0. （C）取得极大值. （D）取得极小值.

分析 由 f（0） = 0，lim
x→0

f（x）
1 - cosx

= lim
x→0

f（x）- f（0）
1 - cosx

= 2 得

f（x）- f（0）
1 - cosx

= 2 + 无穷小 （x → 0 时）

当 x ∈（- δ，0）∪（0，δ）时，f（x）- f（0） > 0，知 f（0） = 0 是 f（x）的极小值.
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又 lim
x→0

f（x）- f（0）
x - 0

= f'（0） = lim
x→0

f（x）- f（0）
1 - cosx

·1 - cosx
x -[ ]0

= lim
x→0

f（x）- f（0）
1 - cosx

lim
x→0

1 - cosx
x

= 2·0 = 0

故 f'（0）存在且 f'（0） = 0，可见（A）、（B）、（C）均不成立.

解 应选（D）

评述 如何在这两例中判断 f'（0）存在，f'（a）存在，如何算出 f'（0） = 0，f'（a） = 0，两例有类同处，也有

差别处. 这两者的处理方法均常用.

例 55 设 f（x）有二阶连续导数，且 f'（0） = 0，lim
x→0

f"（x）
x

= 1，则

（A）f（0）是 f（x）的极大值

（B）f（0）是 f（x）的极小值

（C）（0，f（0））是曲线 y = f（x）的拐点

（D）f（0）不是 f（x）的极值，（0，f（0））也不是曲线 y = f（x）的拐点

分析 由 f'（0） = 0 知可导函数在 x = 0 处达到极值的必要条件成立，再由lim
x→0

f"（x）
x

= 1，知在 x = 0 的去

“0”邻域内 f"（x） > 0，且经过 x = 0 时，f'（x）由负变正知 f（x）在 x = 0 处达到极小值，又因 f"（x）在 x = 0 两

侧不变号，始终为正，故知（0，f（0））不是曲线 y = f（x）的拐点.

解 应选（B），而（A）、（C）、（D）均不成立.

评述 本例利用二阶导数的正号及 f'（0） = 0 来判断 f（0）为极小值以及点（0，f（0））不是曲线 y = f（x）

的一个拐点.

例 56 （01，3 分）已知 f（x）在（1 - δ，1 + δ）内有二阶导数，f'（x）严格单调减少，且 f（1） = f'（1） = 1，则

（A）在（1 - δ，1）和（1，1 + δ）内均有 f（x） < x

（B）在（1 - δ，1）和（1，1 + δ）内均有 f（x） > x

（C）在（1 - δ，1）内 f（x） < x，在（1，1 + δ）内 f（x） > x

（D）在（1 - δ，1）内 f（x） > x，在（1，1 + δ）内 f（x） < x

分析 过点（1，1）且斜率为 1 的直线方程为 y = x，又因 f'（x）严格单调减少，f'（1） = 1，, x∈（1 - δ，1）

内 f'（x） > 1，当 x∈（1，1 + δ）内 f'（x） < 1，且 f"（x）≤ 0，曲线 y = f（x）在点（1，1）附近向下凹，从而知在（1

- δ，1）和（1，1 + δ）内曲线 y = f（x）在直线 y = x 的下方，即均有 f（x） < x. 故应选（A）.

评述 把分析里的叙述，用图形表达出来，便更清楚了，建议读者边分析，边作图.

例 57 设 y = y（x）由方程 2y3 - 2y2 + 2xy - x2 = 1 所确定，试求 y = y（x）的驻点，并判别它是否为极值

点.

分析 虽然这是由方程所确定的隐函数 y = y（x），但驻点的定义不变，在极值点处 y（x）应满足的条件不

变，仍如同求显函数的极值一样讨论之.

解 方程 2y3 - 2y2 + 2xy - x2 = 1 两边对 x 求导，其中 y 视作 y（x）

6y2 ·y' - 4y·y' + 2y + 2xy' - 2x = 0

除以 2 得 3y2 y' - 2y·y' + y + xy' - x = 0 （）

在驻点处 y' = 0，得 y = x，将此代入原方程得 2x3 - x2 = 1. 即（x - 1）（2x2 + x + 1） = 0，从而得唯一驻点 x = 1.

对方程（）两边再求导得 （3y2 - 2y + x）y" + 2（3y - 1） 'y 2 + 2 'y - 1 = 0

于是 y" （1，1）
= 1

3y2 - 2y + x
（1，1）

=
1
2

> 0

可见驻点 x = 1 是隐函数 y = y（x）的极小值点.

评述 这个例题就隐函数讨论函数极值，但用到的驻点定义，判断极值的定理仍与显函数的相同，这一

条经验值得注意，出现这种题型的动向更值得注意.
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例 58 （00，3 分） 设 f（x）满足 f"（x）+［f'（x）］2 = x，且 f'（0） = 0，则

（A）f（0）是 f（x）的极大值

（B）f（0）是 f（x）的极小值

（C）点（0，f（0））是曲线 y = f（x）的拐点

（D）f（0）不是 f（x）的极值，点（0，f（0））也不是曲线 y = f（x）的拐点

分析 将 x = 0，f'（0）= 0 代入原方程得 f"（0）= 0，拐点的必要条件得到满足，但（0，f（0））是否为曲线

y = f（x）的拐点，得看 f"（x）的正负号在 x = 0 两侧是否不同.

解 将 f'（x）在 x = 0 附近展为带 Peano 型余项的麦克劳林级数：因 f'（0） = 0，f"（0） = 0 有

f'（x） = f'（0）+ f"（0）x + o（x） = 0 + 0 + o（x） = o（x）

代入原方程有 f"（x）+［o（x）］2 = x 即 f"（x） = x - o2（x） （x → 0 时）

可见在 x = 0 两则 f"（x）在正负号由第一项 x 所确定，也就是说，当 x∈（- δ，0）时，f"（x）为负，当 x∈（0，δ）时，

f"（x）为正（其中 δ > 0），这就说明点（0，f（0））是曲线 y = f（x）的一个拐点.

再说明 x = 0 不是函数 y = f（x）的极值点，为此对原方程求导得 f（x） = 1 - 2f'（x）f"（x），f（0） = 1 -

0 = 1 > 0，知当 x 充分小时，f（x） > 0，再由函数 y = f（x）的二阶麦克劳林公式得

f（x） = f（0）+
f'（0）

1
x +

f"（0）
2！

x2 +
f（ξ）

3！
x3 ξ 在 0 与 x 之间

= f（0）+ 0 + 0 +
f（ξ）

3！
x3

亦即 f（x）- f（0） =
f（ξ）

3！
x3 其中 ξ 在 0 与 x 之间

据此知 f（0）不可能是函数 f（x）的一个极大值；也不可能是 f（x）的一个极小值，因当 δ为充分小的正数，x∈（-

δ，0）时，f（x）- f（0） =
f（ξ）

3！
x3 < 0，而当 x ∈（0，δ）时 f（x）- f（0） =

1
3！

f（ξ）x3 > 0.

综上所述，（A）、（B）、（D）均错，应选（C）.

评述 由本例的解答，可看出麦克劳林公式是深入了解函数 f（x）在点 x = 0 附近性态的强有力的工具，

同理泰勒公式是深入了解函数 f（x）在点 x = a 附近性态的犀利的武器.

例 59 （97，3 分）已知函数 y = f（x）对一切 x 满足 xf"（x）+ 3x［f'（x）］2 = 1 - e- x，若 f'（x0） = 0（x0 ≠ 0）

则

（A）f（x0）是 f（x）的极大值

（B）f（x0）是 f（x）的极小值

（C）（x0 ，f（x0））是曲线 y = f（x）的拐点

（D）f（x0）不是 f（x）的极值，（x0 ，f（x0））也不是曲线 y = f（x）的拐点.

分析 已知 f'（x0） = 0（x0 ≠ 0）极值的必要条件满足，因 x0 ≠ 0，故 1 - e- x0 ≠ 0，从而知 f"（x0）有确定的

正负号.

解 把条件 x0 ≠ 0，f'（x0） = 0 代入原方程得 f"（x0） =
1 - e- x0

x0

，当 x0 > 0 时（1 - e- x0）/x0 > 0，当 x0 <

0 时，（1 - e- x0）/x0 > 0（分子、分母均为负数）由此可见，不论 x0 是正数或是负数，恒有 f"（x0） > 0，又已知

f'（x0） = 0，便知 f（x0）是 f（x）的极小值，同样因为 f"（x0） > 0，拐点的必要条件不满足，故知（x0 ，f（x0））不是曲

线 y = f（x）的拐点.

由上所述，（A）、（C）、（D）均不对，应选（B）.

评述 这两个例题虽然各给出了一个非线性微分方程，实际上不用求解这些微分方程便可得到判别函

数极值的充分条件和判断不是曲线拐点的充分条件.

例 60 证明方程 lnx =
x
e

- ∫
π

0
1 - cos2槡 xdx 在区间（0，+ � ）内有且仅有两个实根.

分析 证明方程 f（x） = 0 的实根个数，实际上就是证明曲线 y = f（x）与 x 轴交点的个数，于是用作函数

y = f（x）的曲线草图的思路去求解方程 f（x） = 0 的实根个数了.
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证明 ∫
π

0
1 - cos2槡 xdx = ∫

π

0
槡2sinxdx = 槡2（- cosx）

π

0

= 槡2 2，代入原方程得 lnx =
x
e

- 槡2 2. 移到等号

的一边得 x
e

- lnx - 槡2 2 = 0. 记 f（x） =
x
e

- lnx - 槡2 2 （0，+ � ）.

f'（x） =
1
e

-
1
x

=
x - e

ex
，f"（x） =

1
x2

令 f'（x） = 0 得唯一驻点 x = e，在（0，+ � ）上 f"（x） > 0，曲线 y = f（x）向上凹.

当 0 < x < e 时，f'（x） < 0，f（x）在（0，e）上为单调下降函数，在（0，e）上 f（x） = 0 至多有一实根，当 e < x

< + � 时，f'（x） > 0，f（x）在（e，+ � ）为单调增加函数，在（e，+ � ）上 f（x） = 0 至多有一实根.

f（e） = 1 - lne - 槡2 2 = - 槡2 2 < 0，f（0 + 0） = + � ，f（e4） =
e4

e
- 4 - 槡2 2 = e3 - 4 - 槡2 2 > 0，由连续函

数的零点定理知在（0，e）上和（e，e4）上 f（x） = 0 各至少有一实根.

综上所述知 f（x） = 0 在（0，e）上恰有一实根，在（e，+ � ）上也恰有一实根，故 f（x） = 0 在（0，+ � ）上有

且仅有两个不同的实根.

评述 确定方程 f（x） = 0的实根个数及其所在区间范围是一个很重要的实际问题，也是考研的一个热

点内容，常用函数的单调性确定实根的唯一性，而用零点定理或介值定理判定实根的存在性.

例 61 设在［0，+ � ）上函数 f（x）有连续导数，且 f'（x）≥ k > 0，f（0） < 0，证明 f（x）在（0，+ � ）内

有且仅有一个零点.

证明 过点（0，f（0））且斜率为 k的直线方程为 y - f（0）= kx，即 y = kx + f（0），曲线 y = f（x）的斜率 f'（x）

≥ k，知曲线 y = f（x）位于直线 y = kx + f（0）的上方，取 x1 > -
f（0）

k
时，

f（x1） > kx1 + f（0） > k（-
f（0）

k
）+ f（0） = - f（0）+ f（0） = 0

而 f（0） < 0，由连续函数零点定理知在（0，x1）（0，+ � ）内 f（x） = 0 至少有一实根，又因 f'（x）≥ k > 0，曲

线 y = f（x）在［0，+ � ）上单调增加，故知 f（x） = 0 在（0，+ � ）内至多有一实根，这样便知 f（x） = 0 在（0，+

� ）内有且仅有一个实根.

例 62 设当 x > 0 时，方程 kx +
1
x2 = 1 有且仅有一个解，求 k 的取值范围

分析 对 k < 0，k = 0，k > 0 分别讨论.

解 设 f（x） = kx +
1
x2 - 1，则

f'（x） = k -
2
x3 . f"（x） =

6
x4 > 0

（1）当 k ≤ 0 时，f'（x） < 0，故 f（x）为严格单调减少函数，又 lim
x→0 +

f（x） = + �

当 k < 0 时，lim
x→+�

f（x） = - � ；当 k = 0 时，lim
x→+�

f（x） = - 1

, 当 k ≤ 0 时，原方程在（0，+ � ）内有且仅有一个解.

（2）当 k > 0 时，令 f'（x）= 0 求得唯一驻点是 x =
3

2

槡k
，且为极小值点. 又因函数 f（x）的图像在（0，+ � ）

内是凹的，所以仅当极小值为零，即

f
3

2

槡[ ]k
= k

3
2

槡k
+

1
3

2( )k槡
2

- 1 = 0

时，原方程有且仅有一个解，由上式解得 k =
2
9 槡3. 当极小值 f

3
2

槡[ ]k
> 0 时，f（x）= 0 在（0，+ � ）内无实根，

当极小值 f
3

2

槡( )k
< 0 时，因 f（0 + 0） = + � ，f（+ � ） = + � 在（0，+ � ）内 f（x） = 0 有两个实根.

综上所述，设当 x > 0 时，当且仅当 k ≤ 0 和 k =
2
9 槡3 时，方程 kx +

1
x2 = 1 有且仅有一个解.
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评述 本例跟以前的例题有所不同，在指定区间（0，+ � ）内，确定 k 的取值范围，使方程 kx +
1
x2 = 1 有

且仅有一个实根，这个例题十分典型.

典型题型 6. 以下讨论求曲线的增减区间，凹凸区间和渐近线等.

例 63 （99，8 分）已知函数 y =
x3

（x - 1）2 ，求

（1）函数的增减区间及极值；

（2）函数图形的凹凸区间及拐点；

（3）函数图形的渐近线.

解 所给函数的定义域为（- � ，1）∪（1，+ � ）.

y' =
x2（x - 3）
（x - 1）3 ，令 y' = 0 得驻点 x = 0 及 x = 3

y" =
6x

（x - 1）4 ，令 y" = 0 得 x = 0 函数性态表为

x （- � ，0） 0 （0，1） （1，3） 3 （3，+ � ）

y' + 0 + - 0 +

y" - 0 + + + +

y  ∩ 拐点  ∪  ∪ 极小值 ∪ 

由此可知：（1）函数的单调增加区间为（- � ，1）和（3，+ � ）.

单调减少区间为（1，3）；极小值为y x = 3
=

27
4

.

（2）函数图形在区间（- � ，0）内是（向上）凸的，在区间（0，1），（1，+ � ）内是（向上）凹的，拐点为点（0，

0）.

（3）由lim
x→1

x3

（x - 1）2 = + � 知 x = 1 是函数图形的铅直渐近线，又

lim
x→�

y
x

= lim
x→�

x2

（x - 1）2 = 1，

lim
x→�

（y - x） = lim
x→�

x3

（x - 1）2[ ]- x = 2

故 y = x + 2 是函数图形的斜渐近线.

lim
x→�

x3

（x - 2）2 = � ，故无水平渐近线.

评述 这个题检查了微分学中多个知识点，且都是很重要的知识点，更是常见的考研题型.

例 64 求函数 y =
2x2

（1 - x）2 的单调区间，极值点，并求该函数所表示的曲线的凹凸区间、拐点、渐近线，

以及在点（0，0）处的曲线的曲率.

解 函数的定义域为（- � ，1）∪（1，+ � ）

y' =
（1 - x）2 ·4x + 2x2 ·2（1 - x）

（1 - x）4 =
4x

（1 - x）3

令 y' = 0 得唯一驻点 x = 0.

y" =
（1 - x）3 ·4 + 4x·3（1 - x）2

（1 - x）4 =
8x + 4

（1 - x）4

令 y" = 0 得 x = -
1
2

. 作函数性态表
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x （- � ，-
1
2

） -
1
2

（-
1
2

，0） 0 （0，1） 1 （1，+ � ）

y' - - 0 +

y" - 0 + + +

y  ∩ 拐点  ∪ 极小值  ∪

不
存
在

-

+

 ∪

单调增加区间（0，1），单调减少区间（- � ，0）和（1，+ � ）.

函数在 x = 0 处取得极小值，极小值为 0.

函数的曲线图形在区间（- � ，-
1
2

）上向下凹，在区间（-
1
2

，1）上向上凹，在区间（1，+ � ）上向上凹，曲

线的拐点是（-
1
2

，2
9

）.

lim
x→�

2x2

（1 - x）2 = lim
x→�

2

（ 1
x

- 1）2
= 2，有水平渐近线 y = 2

又 lim
x→1

2x2

（1 - x）2 = � ，有铅直渐近线 x = 1.

考察 lim
x→�

f（x）
x

= lim
x→�

2x2

x（1 - x）2 = 0，无斜渐近线.

在点（0，0）处曲线的曲率 k = y"
（1 + y' 2）3 /2

x = 0

= 4.

评述 把函数 y =
2x2

（1 - x）2 
改写

2 +
2（2x - 1）
（x - 1）2 ，立知有水平渐近线 y = 2，铅直渐近线 x = 1，无斜渐近

线.

例 65 （04，4 分）设函数 y（x）由参数方程
x = t3 + 3t + 1

y = t3 - 3t +{ 1
确定，则曲线 y = y（x）向上凸的 x 取值范围为

.

分析 先求出d2 y
dx2 ，然后考察 x 在什么范围内取值时d2 y

dx2 < 0.

解 因dy
dx

=
（3t2 - 3）dt
（3t2 + 3）dt

=
t2 - 1
t2 + 1

= 1 -
2

t2 + 1

d2 y
dx2 =

d（dy
dx

）

dx
= 2（t2 + 1）- 2 ·2tdt /（3t2 + 3）dt =

4
3

t
（t2 + 1）3

可见 t < 0 时便有d2 y
dx2 < 0，曲线 y = y（x）向上凸.

再考察 x = t3 + 3t + 1，dx
dt

= 3t2 + 3 > 0，故 x = x（t）为单调增加函数，从而 t < 0 时，x 的取值范围为（- � ，1）.

评述 研究由参数方程确定的函数 y = y（x）的性质，是值得注意的一个新动向.

例 66 （06，4 分）曲线 y =
x + 4sinx

5x - 2cosx
的水平渐近线方程 .

分析 若 lim
x→�

f（x） = a，则曲线 y = f（x）有水平渐近线方程 y = a.

解 lim
x→�

x + 4sinx
5x - 2cosx

= lim
x→�

1 +（4sinx）/x
5 - （2cosx）/x

=
1
5

故有水平渐近线方程 y =
1
5

.

例 67 （00，3 分）求曲线 y = （2x - 1）e
1
x 的斜渐近线方程.
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分析 所给函数不是有理函数，只能按一般方法求之.

解 若斜渐近线方程为 y = ax + b，则

a = lim
x→�

f（x）
x

= lim
x→�

2 -
1( )x

e
1
x = 2.

b = lim
x→�

［f（x）- ax］= lim
x→�

［（2x - 1）e
1
x - 2x］

x =
1


t

lim
t→0

2
t

-( )1 et -
2[ ]t

= lim
t→0

2
et - 1

t
- e[ ]t

= 2 lim
t→0

et - 1
t

- lim
t→0

et = 2 lim
t→0

et - 0
1

- 1 = 2 - 1 = 1

所求斜渐近线为 y = 2x + 1.

评述 这个题，稍不小心，便会算错，如错成 lim
x→�

（2x - 1）e
1
x - 2[ ]x = - 1，为什么答数 - 1 是错的呢？此式

子中的三个 x同时超于 � ，因而它是 � - � 的未定式，不能让 e
1
x 中的 x先趋于 � ，其他两个 x后趋于 � ，

望读者警惕这种 � - � 的未定式很容易算错的情况，近年考研题中常含有 � - �未定式的题.

例 68 （00，7 分） 求函数 y = （x - 1）e
π
2

+arctanx 的单调区间和极值，并求该函数图形的渐近线.

分析 当 x →+ � 时，arctanx → π
2

，当 x → - � 时 arctanx → - π
2

故求渐近线时，要分别考虑之.

解 给定的函数处处有定义.

y' = e
π
2

+arctanx
+（x - 1）e

π
2

+arctanx 1
1 + x2

=
x2 + x
1 + x2 e

π
2

+arctanx

令 y' = 0 得驻点 x = - 1，x = 0，作表

x （- � ，- 1） - 1 （- 1，0） 0 （0，+ � ）

y' + - +

y  极大值  极小值 

单调增加区间为（- � ，- 1），（0，+ � ），单调减少区间为（- 1，0），极大值为 f（- 1） = - 2eπ
/4 ，极小值为 f（0）

= - eπ /2 .

lim
x→�

（x - 1）eπ /2 +arctanx = � ，故无水平渐近线，对于任何 x0 ，lim
x→x0

（x - 1）eπ
/2 +arctanx 存在，因此亦无铅直渐近线

考察

a = lim
x→+�

f（x）
x

= lim
x→+�

（1 -
1
x

）e
π
2

+arctanx
= eπ

b = lim
x→+�

f（x）[ ]- ax

= lim
x→+�

（x - 1）e
π
2

+arctanx
- eπ[ ]x

= lim
x→+�

xe
π
2

+arctanx
- xe[ ]π - lim

x→+�
e
π
2

+arctanx x = 1


/ t
lim
t→0 +

e
π
2

+arctan 1
t - eπ

t
- eπ



0
0

lim
t→0 +

e
π
2

+arctan 1
t

-
1
t2

1 +（ 1
t

）2
- eπ

= - 2eπ

故 x →+ � 时，有一条斜渐近线 y = a1 x + b1 = eπx - 2eπ，即 y = eπ（x - 2）

完全类似地，当 x → - � 时，还有另一条斜渐近线为 y = x - 2
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评述 这里 b 的极限又是 � - � 型未定式，不要以为含因子 x 的两项可以相消，确有不少人曾这样算错

成 b = - eπ，前车之鉴，务必充分注意.

例 69 作函数 y =
（x + 1）3

（x - 1）2 的图形

解 （1）函数定义域为（- � ，1）∪（1，+ � ）

（2）单调性、极值、凹向、拐点

y' =
（x + 1）2（x - 5）

（x - 1）3 令 y' = 0 得驻点 x = - 1，x = 5

y" =
24（x + 1）
（x - 1）4 令 y" = 0，得 x = - 1

作函数性态表，使函数的单调区间、极值、凹向、拐点一目了然.

x （- � ，- 1） - 1 （- 1，1） 1 （1，5） 5 （5，+ � ）

y' + 0 +

y" - 0 +

y  ∩ 拐点  ∪

不
存
在

- 0 +

+ + +

 ∪ 极小值  ∪

图 2 - 1

曲线的拐点为（- 1，0）函数极小值为 f（5） = 27 /2.

（3）现讨论曲线的渐近线：因为 lim
x→�

（x + 1）3

（x - 1）2 = � ，故无水平渐近线，又因lim
x→1

（x + 1）3

（x - 1）2 = + � ，故有铅直渐近线 x = 1，其次考虑

a = lim
x→�

f（x）
x

= lim
x→�

（x + 1）3

x（x - 1）2 = 1.

b = lim
x→�

f（x）( )- ax = lim
x→�

（x + 1）3

（x - 1）2[ ]- x

= lim
x→�

x3 + 3x2 + 3x + 1
（x - 1）2 -

x3 - 2x2 + x
（x - 1）[ ]2 = lim

x→�

5x2 + 2x + 1
x2 - 2x + 1

= 5

故有斜渐近线 y = x + 5.

函数曲线的图形如上

评述 若改写 y =
（x + 1）3

（x - 1）2 =
x3 + 3x2 + 3x + 1

x2 - 2x + 1
= x + 5 +

12x - 4
x2 - 2x + 1

，由此立知该曲线的斜渐近线为

y = x + 5，铅直渐近线为 x = 1，无水平渐近线.

例 70 设 A与 B 二点处各有一光源，其强度分别为 s1 支烛光与 s2 支烛光，在线段 AB = a 上求出最小照明

的点 M.

分析 设 A点位于原点，B点坐标为 a，M点坐标为 x，AB 上任意一点处的照明亮度与光源的距离平方成反

比，与光源强度成正比，比例系数的数值大小与本题答案无关，故取比例系数为 1.

解 在 AB 上任一点 M 处的照明亮度按题意为

φ（x） =
s1

x2 +
s2

（a - x）2

φ'（x） = -
2s1

x3 +
2s2

（a - x）3 
令

0. s1（a - x）3 = s2 x3

解出唯一驻点 x0 = a 1 +
s2

s( )
1

1 /[ ]3 - 1

φ"（x） =
6s1

x4 +
6s2

（a - x）4 ， φ"（x0） > 0
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可见 φ（x）在点 x0 处取极小值，在（0，a）内 φ（x）处处可微，驻点只有一个，又 φ（x）的最小值必存在，这样便知

φ（x）在 x0 处必达到最小值，亦即在点 x0 处照明亮度最弱.

评述 φ（x）只存在最小值，不存在最大值. 极值.最值应用题几乎成为每年必考的应用题.

预测·强化训练二

1. （06，4 分）设函数 f（x）在 x = 0 处连续，且lim
h→0

f（h2）
h2 = 1，则（ ）.

（A）f（0） = 0 且 f' - （0）存在 （B）f（0） = 1 且 f' - （0）存在

（C）f（0） = 0 且 f' +（0）存在 （D）f（0） = 1 且 f' +（0）存在

2. f（x） = 槡 x sin
1
x2 ， x ≠ 0

0， x =
{

0

则 f（x）在点 x = 0 处（ ）.

（A）极限不存在 （B）极限存在但不连续

（C）连续，但不可导 （D）可导

3. 设 f（x） =
xarc tan

1
x2 ， x ≠ 0，

0， x =
{

0

试讨论 f'（x）在 x = 0 处的连续性.

4. f（x） =

2
x2（1 - cosx）， x < 0

1， x = 0

1
x ∫

x

0
cost2 dt， x >










0

试讨论 f（x）在 x = 0 处的连续性和可导性.

5. （97，6 分）设 f（x）连续，φ（x） = ∫
1

0
f（xt）dt，且lim

x→0

f（x）
x

= A（A为常数），求 φ'（x），并讨论 φ'（x）在 x =

0 处的连续性.

6. 设 f（x）在点 x = a 处可导，则lim
x→0

f（a + x）- f（a - x）
x

等于（ ）.

（A）f'（a） （B）2f'（a） （C）0 （D）f'（2a）

能否用洛必达法则计算这个极限？为什么？

7. 设 f（x） = 3x3 + x2
x ，则使 f（n）（0）存在的最高阶导数的阶数 n 为（ ）.

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3

8. 讨论函数 f（x） = x （x2 - 1） x2 - 1 的不可导点

9. （98，3 分）设 f（x）连续，则 d
dx∫

x

0
tf（x2 - t2）dt = （ ）.

（A）xf（x2） （B） - xf（x2） （C）2xf（x2） （D） - 2xf（x2）.

10. 设 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，证明在（a，b）内至少存在一点 ζ 使bf（b）- af（a）
b - a

= f（ζ）+

ζf'（ζ）
11. （02，3 分）设函数 f（x）在闭区间［a，b］上有定义，在开区间（a，b）内可导，则（ ）.

（A）当 f（a）f（b） < 0 时，存在 ξ ∈（a，b），使 f（ξ） = 0

（B）对任何 ξ ∈（a，b），有lim
x→ξ

［f（x）- f（ξ）］= 0

（C）当 f（a） = f（b）时，存在 ξ ∈（a，b），使 f'（ξ） = 0

（D）存在 ξ ∈（a，b），使 f（b）- f（a） = f'（ξ）（b - a）

12. （02，6 分）设函数 f（x）在 x = 0 的某邻域内具有一阶连续导数，且 f（0）≠ 0，f'（0）≠ 0，若 af（h）+

bf（2h）- f（0）在 h → 0 时是比 h 高阶的无穷小，试确定 a，b 的值.

13. （01，7 分）设 y = f（x）在（- 1，1）内具有二阶连续导数且 f"（x）≠ 0，试证
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（1）对于（- 1，1）内的任一 x ≠ 0，存在唯一的 θ（x）∈（0，1），使 f（x） = f（0）+ xf'（θ（x）x）成立；

（2）lim
x→0

θ（x） =
1
2

14 . 设 f（x）在（a，b）上具有二阶导数，且 f（a） = f（b） = 0，f'（a）f'（b） > 0，证明存在 ζ∈（a，b）和 η∈
（a，b）使 f（ζ） = 0，f"（η） = 0.

15 . 当 x > 1 时，证明ln（1 + x）
lnx

>
x

1 + x
.

16. 设 x > 0，a > e，证（a + x）a < aa +x.

17. 证明不等式 1 + xln（x + 1 + x槡 2）≥ 1 + x槡 2 - � < x < + �

18. 证明不等式 ln 1 +
1( )x

>
1

1 + x
0 < x < �

19. 求证：方程 x + p + qcosx = 0 恰有一个实根，其中 p，q 为常数且 0 < q < 1.

20. 假设函数 f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内二阶可导，过点 A（0，f（0））与 B（1，f（1））的直线与曲线 y =

f（x）相交于点 C（c，f（c）），其中 0 < c < 1. 证明：在（0，1）内至少存在一点 ζ，使 f"（ζ） = 0.

21 . 设 f（x）在［0，1］上二阶可导且 f（0） = f（1） = 0，试证：至少存在一个 ξ ∈（0，1），使 f"（ξ） =

2f'（ξ）/（1 - ξ）.

22. 求方程 2y - x = （x - y）ln（x - y）所确定的函数 y = y（x）的微分 dy.

23. （00，3 分）设函数 y = y（x）由方程 2xy = x + y 所确定，则dy x = 0
= .

24. （02，3 分）设函数 f（u）可导，y = f（x2）当自变量 x 在 x = - 1 处取得增量 Δx = - 0. 1 时，相应的函数

增量 Δy 的线性主部为 0. 1，则 f'（1） =

（A） - 1 （B）0. 1 （C）1 （D）0. 5

25. （06，4 分）设函数 y = y（x）由方程 y = 1 - xey 确定则dy
dx x = 0

= .

26.（06，4 分）设函数 g（x）可微，h（x） = e1 +g（x），h'（1） = 1，g'（1） = 2，则 g（1）等于

（A）ln3 - 1. （B）- ln3 - 1. （C）- ln2 - 1. （D）ln2 - 1.

27 . 设函数 y = y（x）由方程 yy + tan（xy） = 0 确定，求dy
dx

.

28. （06，4 分）设函数 f（x）在 x = 2 的某邻域内可导，且 f'（x） = ef（x），f（2） = 1，则 f（2） = .

29. 设由 x2 + y槡 2 = aearctan y
x（a > 0）确定 y 是 x 的函数，求dy

dx
，d2 y

dx2 .

30. （05，4 分）设函数 y = y（x）由参数方程
x = t2 + 2t

y = ln（1 + t{ ）
确定，求曲线 y = y（x）在 x = 3 处的法线与 x

轴交点的横坐标.

31 . 设 x = cos（t2），y = tcos（t2）- ∫
t2

1

1

2 槡u
cosudu，求dy

dx
，d2 y

dx2 在 t = π槡2
的值.

32. 设 f（x） =
1 - x
1 + x

，求 y（n）

33 . 求 f（x） = sin2 axcos bx 的 n 阶导数.

34. （01，3 分）设函数 y = f（x）由方程 e2x+y - cos（xy） = e - 1 所确定，则曲线 y = f（x）在点（0，1）处的法

线方程为 .

35. （02，6 分）已知曲线的极坐标方程是 r = 1 - cosθ，求该曲线上对应于 θ = π
6

处的切线与法线的直角坐

标方程.

36. （02，7 分）已知两曲线 y = f（x）与 y = ∫
arc tanx

0
e- t2 dt 在点（0，0）处的切线相同，写出此切线方程，并求极

限 lim
n→�

nf 2( )n
.

37. （01，3 分）曲线 y = （x - 1）2（x - 3）2 的拐点个数为（ ）.

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3
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38 . 设 f（x） = x1 /3 ，证明（0，0）是 f（x）图像的一个拐点，虽然 f'（0）和 f"（0）都不存在.

39. 设 f（x） = x4 ，f（x）的图像有没有拐点？

40. 当 x = 时，函数 y = x2x 取得极小值.

41. 当 x > 1 时，曲线 y = xsin
1
x

（ ）.

（A）有且仅有水平渐近线 （B）有且仅有铅直渐近线

（C）既有水平渐近线也有铅直渐近线 （D）既无水平渐近线又无铅直渐近线

42. 曲线 y =
1 + e- x2

1 - e- x2（ ）.

（A）没有渐近线 （B）仅有水平渐近线

（C）仅有铅直渐近线 （D）既有水平渐近线又有铅直渐近线

43. 若 f（x） = - f（- x）在（0，+ � ）内 f'（x） > 0，f"（x） > 0，则 f（x）在（- � ，0）内（ ）.

（A）f'（x） < 0，f"（x） < 0 （B）f'（x） < 0，f"（x） > 0

（C）f'（x） > 0，f"（x） < 0 （D）f'（x） > 0，f"（x） > 0

44. （97，3 分）设在［a，b］上 f（x） > 0，f'（x） < 0，f"（x） > 0，令 S1 = ∫
b

a
f（x）dx，S2 = f（b）（b - a），S3 =

1
2

［f（b）+ f（a）］（b - a），则（ ）.

（A）S1 < S2 < S3 （B）S2 < S1 < S3

（C）S3 < S1 < S2 （D）S2 < S3 < S1

45. 设在［0，1］上 f"（x） > 0，f'（0），f'（1），f（1）- f（0），或 f（0）- f（1）的大小顺序是（ ）.

（A）f'（1） > f'（0） > f（1）- f（0） （B）f'（1） > f（1）- f（0） > f'（0）

（C）f（1）- f（0） > f'（1） > f'（0） （D）f'（1） > f（0）- f（1） > f'（0）

46. 设 f（x）在（- � ，+ � ）内可导，且对任意 x1 ，x2 ，当 x1 > x2 时，都有 f（x1） > f（x2），则（ ）.

（A）对任意 x，f'（x） > 0 （B）对任意 x，f'（- x）≤ 0

（C）函数 f（- x）单调增加 （D）函数 - f（- x）单调增加

47 . 设函数 y =
x3 + 4

x2 ，求：（1）函数的增减区间及极值；（2）函数图形的凹凸区间及拐点；（3）渐近线；

（4）作出其图形.

图 2 - 2

48 . （99，8 分）已知函数 y =
x3

（x - 1）2 ，求：（1）函数的增减区间及极

值；（2）函数图形的凹凸区间及拐点；（3）函数图形的渐近线.

49. 将长为 a 的铁丝切成两段，一段围成正方形，另一段围成圆形，问这

两段铁丝各长为多少时，正方形与圆形的面积之和为最小.

50. 作半径为 r 的球的外切正圆锥，问此圆锥的高 h 为何值时，其体积

最小，并求出该最小值.

51 . 如图 2 - 2，设曲线 L 的方程为 y = f（x），且 y" > 0，又 MT，MP 分

别为该曲 线 在 点 M（x0 ，y0）处 的 切 线 和 法 线. 已 知 线 段 MP 的 长 度 为

（1 + 'y 2
0）

3 /2

"y 0

，其中 'y 0 = 'y（x0），"y 0 = "y（x0），试推导出点 P（ζ，η）的坐标表达

式.

52. （01，7 分）设 ρ = ρ（x）是抛物线 槡y = x 上任一点 M（x，y）（x ≥ 1）处的曲率半径，s = s（x）是该抛物

线上介于点 A（1，1）与 M 之 间 的 弧 长，计 算 3ρ d2ρ
ds2 - dρ( )ds

2

的 值. （在 直 角 坐 标 系 下 曲 率 公 式 为 K =

| y" |
（1 + 'y 2）3 /2）.
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简明解答

1. （C）. 由lim
h→0

f（h2）
h2 = 1 得 h → 0 时f（h2）

h2 = 1 + 无穷小. f（h2） = （1 + 无穷小）h2 又因 f（x）在 x = 0 处连

续，, lim
h→0

f（h2） = f（0） = 0. 其次lim
h→0

f（h2）
h2 = lim

h→0

f（h2）- f（0）
h2

h2


= t

lim
t→0 +

f（t）- f（0）
t

= f' +（0） = 1 存在.

应选（C）.

2. （C）. lim
x→0

f（x） = lim
x→0 槡 x sin

1
x2 = 0 = f（0）故 f（x）在 x = 0 处连续，但

'f +（0） = lim
x→0 +

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0 +

槡 x sin
1
x2

x
= lim

x→0 +

sin
1
x2

槡x

不存在，从而知 'f（0）必不存在. 亦即 f（x）在 x = 0 处不可导，应选（C）.

3. 'f（0） = lim
x→0

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0

xarc tan
1
x2 - 0

x
= lim

x→0
arc tan

1
x2 = π

2

'f（x） = xarc tan
1
x( )2 ' = arc tan

1
x2 + x

- 2 /x3

1 + 1 /x4 = arc tan
1
x2 -

2x2

x4 + 1

而 lim
x→0

arc tan
1
x2 -

2x2

x4 +[ ]1
= π

2
即lim

x→0
f'（x） = 'f（0），'f（x）在 x = 0 处连续.

4. 'f +（0） = lim
x→0 +

f（x）- f（0）
x

= lim
x→0 +

1
x ∫

x

0
cost2 dt - 1

x
= lim

x→0 +

∫
x

0
cost2 dt - x

x2 

0
0

lim
x→0 +

cosx2 - 1
2x

= lim
x→0 +

- sinx2 ·2x
2

= 0，'f - （0） = lim
x→0 -

2
x2（1 - cosx）- 1

x
= lim

x→0 -

2（1 - cosx）- x2

x3



0
0

lim
x→0 -

2sinx - 2x
3x2 

0
0

2 lim
x→0 -

cosx - 1
6x

=
1
3

lim
x→0 -

- sinx
1

= 0.

可见 'f - （0） = 'f +（0） = 'f（0），f（x）在 x = 0 处可导，可导必连续，f（x）在 x = 0 处连续可导.

5. φ（x） = ∫
1

0
f（xt）dt 

xt = u ∫
x

0
f（u）du

x
=

1
x ∫

x

0
f（u）du （x ≠ 0 时）

已知lim
x→0

f（x）
x

= A，f（x）连续，故lim
x→0

f（x） = f（0） = 0，φ（0） = ∫
1

0
f（0）dt = 0.

当 x ≠ 0 时 φ'（x） =
xf（x）- ∫

x

0
f（u）du

x2

当 x = 0 时 φ'（0） = lim
x→0

φ（x）- φ（0）
x

= lim
x→0

1
x ∫

x

0
f（u）du - 0

x
= lim

x→0

f（x）
2x

=
A
2

，于是得

φ'（x） =

f（x）
x

-
1
x2 ∫

x

0
f（u）du， x ≠ 0

A
2

， x ={ 0

而 lim
x→0

φ'（x） = lim
x→0

f（x）
x

-
1
x2 ∫

x

0
f（u）d[ ]u = A -

A
2

=
A
2

= φ'（0）

可见 φ'（x）在 x = 0 处连续.

6. （B） lim
x→0

f（a + x）- f（a - x）
x

= lim
x→0

f（a + x）- f（a）- ［f（a - x）- f（a）］
x
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= lim
x→0

f（a + x）- f（a）
x

+ lim
x→0

f（a - x）- f（a）
- x

= 'f（a）+ 'f（a）

= 2 'f（a） 答（B）.

本题不能用洛必达法则求之，因 f（x）在 x = a 的去心邻域内未必可导，不满足洛必达法则的条件.

7. （C）. f（x） =
2x3 ， x ≤ 0

4x3 ， x >{ 0
'f（x） =

6x2 ， x ≤ 0

12x2 ， x >{ 0

"f（x） =
12x， x ≤ 0

24x， x >{ 0
f（x） =

12， x < 0

24， x >{ 0

可见 'f（0）存在，"f（0）存在，但 f（0）不存在，n = 2，应选（C）.

8. f（x） = x （x - 1） x - 1 （x + 1）（x + 1） f（x）在 x = 0 处不可导，但 f（x）在 x = 1 处，x = - 1 处均

可导，直接计算 'f - （0），'f - （1），'f - （- 1）以及 'f +（0），'f +（1），'f +（- 1）便知 'f - （0）≠ 'f +（0），'f - （1） = 'f +

（1） = 0，'f - （1） = 'f +（- 1） = 0.

9. 设 f（x）连续，则 d
dx∫

x

0
tf（x2 - t2）dt

令 x2 - t2


= u

-
1
2

d
dx∫

0

x2
f（u）du =

1
2

d
dx∫

x2

0

f（u）du = xf（x2），应选（A）.

10. 记φ（x）= xf（x），则φ（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，据拉格朗日中值定理在（a，b）内至少存在一点

ζ，使得有

φ（b）- φ（a） = bf（b）- af（a） = φ'（ζ）（b - a） = ［f（ζ）+ ζ 'f（ζ）］（b - a）

即 bf（b）- af（a）
b - a

= f（ζ）+ ζ 'f（ζ） ζ ∈（a，b）.

11. （B）. 由函数 f（x）在（a，b）内可导，仅知 f（x）在（a，b）内连续，在闭区间［a，b］上未必连续，对 f（x）在［a，

b］上不能应用罗尔定理和拉格朗日中值定理，也不能应用零点定理，（A）、（C）、（D）全不对. 因 ξ ∈（a，

b），f（x）在点 ξ 处连续，故lim
x→ξ

f（x）- f（ξ[ ]） = lim
x→ξ

f（x）- f（ξ） = f（ξ）- f（ξ） = 0，应选（B）.

12. 由题意 af（h）+ bf（2h）- f（0） = o（h），又因 f（x）在 x = 0 处连续，令 h → 0 得 af（0）+ bf（0）- f（0） = 0，

即（a + b - 1）f（0） = 0，因 f（0）≠ 0 得 a + b = 1，再 据 题 意，并 利 用 洛 必 达 法 则，得 0 = lim
h→0

af（h）+ bf（2h）- f（0）
h



0
0

lim
h→0

［a 'f（h）+ 2b 'f（2h）］= （a + 2b）'f（0） = 0，而 'f（0）≠ 0 , a + 2b = 0，解

联立方程 a + 2b = 0，a + b = 1 得 a = 2，b = - 1.

13. 证（1）任给非零 x∈（- 1，1），由拉格朗日中值定理得 f（x）= f（0）+ x 'f（θ（x）x），（0 < θ（x）< 1），因为 f "（x）

在（- 1，1）内连续，且 f "（x）≠ 0，所以 f "（x）在（- 1，1）内不变号，不妨设 f "（x） > 0，则 f'（x）在（- 1，1）

内严格单调增加，故 θ（x）唯一.

（2）由泰勒公式得

f（x） = f（0）+ 'f（0）x +
1
2

"f（ξ）x2 ξ 在 0 与 x 之间

所以 x 'f（θ（x）x） = f（x）- f（0） = 'f（0）x +
1
2

"f（ξ）x2

从而 'f（θ（x）x）- 'f（0）
θ（x）x

θ（x） =
1
2

"f（ξ）

由于 lim
x→0

'f（θ（x）x）- 'f（0）
θ（x）x

= "f（0），lim
x→0

"f（ξ） = lim
ξ→0

"f（ξ） = "f（0）

代入上式 "f（0）lim
x→0

θ（x） =
1
2

"f（0），题设 "f（x）≠ 0，故有lim
x→0

θ（x） =
1
2

.

14. 不妨设 'f（a） > 0，'f（b） > 0 （对 'f（a） < 0，'f（b） < 0 时类似可证）

lim
x→a +

f（x）- f（a）
x - a

= lim
x→a +

f（x）
x - a

> 0，lim
x→b-

f（x）- f（b）
x - b

= lim
x→b-

f（x）
x - b

> 0

故存在 x1 ∈（a，a + δ1）和 x2 ∈（b - δ2 ，b）使 f（x1） > 0 及 f（x2） < 0，其中 δ1 ，δ2 为充分小的正数，显然 x1

< x2 ，在区间［x1 ，x2 ］上应用介值定理知，存在 ξ ∈（x1 ，x2）（a，b）使 f（ξ） = 0.

再由 f（a） = f（ξ） = f（b）及罗尔定理，知存在 η1 ∈（a，ξ）和 η2 ∈（ξ，b）使 'f（η1） = 'f（η2） = 0，又在

区间［η1 ，η2 ］上对 f'（x）应用罗尔定理知存在 η ∈（η1 ，η2）（a，b）使 f"（η） = 0.
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15. 当 x > 1 时原不等式等价于（1 + x）ln（1 + x） > xlnx，为证此不等式作辅助函数 φ（t） = tlnt（t ≥ 1）. φ'（t）

= lnt + 1 > 0，故在 t ∈［1，+ � ）内 φ（t）单调增加函数，故知当 x > 1 时有（1 + x）ln（1 + x） > xlnx，即

ln（1 + x）
lnx

>
x

1 + x
.

16. 由（a + x）a < aa +x 两边取对数得 aln（a + x） <（a + x）lna，此不等式又等价于ln（a + x）
a + x

<
lna
a

，为证此不等

式，作辅助函数 φ（t） =
lnt
t
（t > e），φ'（t） =

1 - lnt
t2 < 0，故 φ（t）在（e，+ � ）上为单调减少函数，由此知 x

> 0，a > e 时有ln（a + x）
a + x

<
lna
a

，即（a + x）a < aa +x.

17. 设 φ（x） = 1 + xln（x + 1 + x槡 2）- 1 + x槡 2 ，则 φ'（x） = ln（x + 1 + x槡 2），令 φ'（x） = 0 得唯一驻点 x =

0，由 φ"（x） =
1

1 + x槡 2
> 0，可知 x = 0 为极小值点，亦即最小值点，φ（x）的最小值为 φ（0） = 0，于是对于

一切 x ∈（- � ，+ � ）有 φ（x）≥ 0，即 1 + xln（x + 1 + x槡 2）≥ 1 + x槡 2（- � < x < + � ）.

18. 记 f（x） = ln（1 +
1
x

）-
1

1 + x
，0 < x < + � ，'f（x） = -

1
x（1 + x）2 < 0

因此 f（x）在（0，+ � ）上单调减少，再由 lim
x→+�

f（x） = lim
x→+�

ln（1 +
1
x

）-
1

1[ ]+ x
= 0，

及 lim
x→0 +

ln（1 +
1
x

）-
1

1[ ]+ x
= + � 知对于任意 0 < x < + � ，f（x） > 0，即 ln（1 +

1
x

） >
1

1 + x
（0，+

� ）（注：本题亦可用拉格朗日中值定理证之）.

19. 记 f（x） = x + p + qcosx，'f（x） = 1 - qsinx > 0，f（x）在（- � ，+ � ）上为单调增加函数，故 f（x） = 0 至多

有一实根，另一方面，lim
x→ - �

f（x） = - � ，知存在 a，使 f（a） < 0，lim
x→+�

f（x） = + � ，知存在 b，使 f（b） > 0，由在

［a，b］上连续函数的介值定理，知 f（x） = 0 在（a，b）上至少有一个实根，综上所述，x + p + qcosx = 0 恰有

一个实根.

20. 点 A（0，f（0））与点 B（1，f（1））的连线方程为 y = f（0）+［f（1）- f（0）］x，令 φ（x） = f（x）- f（0）- ［f（1）

- f（0）］x，则 φ（0） = 0，φ（1） = 0，φ（c） = f（c）- f（0）- ［f（1）- f（0）］c = 0（题设曲线 y = f（x）与 AB 连

线交于点（c，f（c）），则 φ（x）在［0，c］与［c，1］上各满足罗尔定理的条件，于是至少存在 ξ1 ∈（0，c），ξ2 ∈
（c，1），使 φ'（ξ1） = 0，φ'（ξ2） = 0. 今对 φ'（x）来说在［ξ1 ，ξ2 ］上又满足罗尔定理的条件，故至少存在一点

ξ ∈（ξ1 ，ξ2）∈（0，1），使 φ"（ξ） = f"（ξ） = 0.

另法提示：在［0，c］上对 f（x）应用拉格朗日中值定理存在 ξ1 ∈（0，c），使 f'（ξ1） =
f（c）- f（0）

c - 0
=

f（1）- f（0）
1 - 0

= f（1）- f（0），同理在［c，1］上对 f（x）应用拉格朗日中值定理存在 ξ2 ∈（c，1）使 'f（ξ2） =

f（1）- f（0），最后在［ξ1 ，ξ2 ］上对 'f（x）应用罗尔定理便得 f"（ξ） = 0，ξ ∈（ξ1 ，ξ2）（0，1）.

21. f（x）在［0，1］上满足罗尔定理的条件，存在 c∈（0，1）使 'f（c）= 0，作辅助函数φ（x）=（1 - x）2 'f（x）， 'φ（x）

= - 2（1 - x）'f（x）+（1 - x）2 "f（x），φ（c） = 0，φ（1） = 0，在［c，1］上对 φ（x）应用罗尔定理，便知存在 ξ∈
（c，1）（0，1）使有 φ'（ξ） = - 2（1 - ξ）'f（ξ）+（1 - ξ）2 "f（ξ） = 0，亦即 "f（ξ） = 2 'f（ξ）/（1 - ξ），ξ∈（0，

1）.

22. 原方程两边微分得 2dy - dx = ln（x - y）（dx - dy）+ dx - dy 移项整理得［3 + ln（x - y）］dy = ［2 + ln（x

- y）］dx，故 dy =
2 + ln（x - y）
3 + ln（x - y）

dx.

23. （ln2 - 1）dx. 原方程两边微分得 2xyln2·（ydx + xdy） = dx + dy，再把 x = 0 代入原方程两边得 20·y（0） = 0 +

y（0），故 y（0）= 1. 把 x = 0，y（0）= 1 代入上微分方程得 20 ln2（dx + 0）= dx + dy x = 0
. , dy x = 0

=（ln2

- 1）dx.

24. （D）. 函数的微分是函数改变量的线性主部，于是由题意 φ（x） = f（x2），在点 x = - 1 处取得增量 Δx = - 0.

1的改变量的线性主部为 φ'（- 1）Δx = φ'（- 1）（- 0. 1） = ［f'（x2）·2x·Δx］|
x = - 1，Δx = - 0. 1

= f'（1）·2（-
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1）·（- 0. 1） = 0. 1 , f'（1） =
0. 1
0. 2

= 0. 5. 应选（D）.

25. 由 y = 1 - xey，令 x = 0 得 y（0） = 1. 原方程两边对 x 求导得dy
dx

= - ey - xey dy
dx

. ,
dy
dx x = 0

= - ey（0）

= - e.

26. （C）. 由 h（x） = e1 +g（x），两边对 x 求导：h'（x） = e1 +g（x）g'（x），把 x = 1 代入得 h'（1） = e1 +g（1）g'（1），即

1 = e1 +g（1）·2，即 e1 +g（1） =
1
2

即对数 1 + g（1） = - ln2. g（1） = - 1 - ln2 应选（C）.

27. 由方程 yy + tan（xy） = 0 两边对 x 求导 y·yy- 1 ·y' + yylny·y' + sec2（xy）（y + xy'） = 0 , y' = -

ysec2（xy）/〔yy（1 + lny）+ xsec2（xy）〕.

28. 因 f（2） = 1 f'（x） = ef（x） , f '（2） = e， f "（x） = ef（x）f '（x） f "（2） = e2

f （x） = ef（x）（f '（x）］2 + ef（x）f "（x）， f （2） = e3 + e3 = 2e3

29. 取对数得 1
2

ln（x2 + y2） = lna + arctan
y
x

，对 x 求导x + y·y'
x2 + y2 =

xy' - y
x2 + y2 ，由此解得 y' =

x + y
x - y

，再对 x 求导

得

"y =
（x - y）（1 + 'y）- （x + y）（1 - 'y）

（x - y）2 =
2x 'y - 2y
（x - y）2 =

2（x2 + y2）
（x - y）3

在以上的计算中假定 x ≠ y，x ≠ 0. 最后一步是把 'y = （x + y）/（x - y）代入化简而得.

30. x = 3 时对应 t = 1
dy
dx

=
1

1 + t （2t + 2），dy
dx x = 3

=
1
8

所求法线方程为 y - ln2 = - 8（x - 3），令 y = 0 得

x0 = 3 +
1
8

ln2

31.
dy
dx

=
［cos（t2）- 2t2 sin（t2）- cos（t2）］dt

- sin（t2）·2tdt
= t

d2 y
dx2 =

d
dx

（t） = -
dt

2tsint2 dt
= -

1
2tsint2

故 dy
dx t = π /槡 2

= π槡2
，d2 y

dx2
t = π /槡 2

= -
1

2槡 π
.

32. f（x） =
1 - x
1 + x

= - 1 +
2

x + 1
，'f（x） = - 2（x + 1）- 2 ，f"（x） = 2（- 1）22！（x + 1）- 3 ，f（x） = 2（- 1）33！（x +

1）- 4 ，⋯，f（n）（x） = 2·（- 1）n n！（1 + x）-（n+1）

33. f（x） =
1
2

cosbx·（1 - cos2ax） =
1
2

cosbx -
1
4

cos（2a + b）x -
1
4

cos（2a - b）x

f（n）（x） =
1
2

bn cos（bx +
n
2
π）-

1
4

（2a + b）n cos （2a + b）x +
nπ[ ]2

-
（2a - b）n

4
cos （2a - b）x +

nπ[ ]2

34. y = 1 +
1
2

x. 方程 e2x+y - cos（xy） = e - 1 两边对 x 求导得

e2x+y（2 + 'y）+ sin（xy）（y + x 'y） = 0.

'y =
- ysin（xy）- 2e2x+y

e2x+y + xsin（xy）

'y （0，1）
=

- 2e
e

= - 2

所求法线方程为 y = 1 +
1
2

x.

35. 曲线的参数方程为 x =（1 - cosθ）cosθ，y =（1 - cosθ）sinθ，即 x = cosθ - cos2θ，y = sinθ - sinθcosθ，在 θ =

π
6

处，切点的直角坐标为 槡3
2

-
3
4

，1
2

- 槡3( )4
. dy

dx θ = π /6

= cosθ - cos2θ + sin2θ
- sinθ + 2cosθsinθ θ = π /6

= 1. 所求切线方程为
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y -
1
2

+ 槡3
4

= x - 槡3
2

+
3
4

，即 x - y -
3
4 槡3 +

5
4

= 0. 所求法线方程为 y -
1
2

+ 槡3
4

= - （x - 槡3
2

+
3
4

），

即 x + y - 槡3
4

+
1
4

= 0.

36. 由已知条件 y（0） = f（0） = 0，f'（x） = e- arctan2x 1
1 + x2 ，f'（0） = 1. 所求切线方程为 y - 0 = 1·（x - 0）即

y - x = 0.

求极限 lim
n→�

nf 2( )n
= lim

n→�

f（ 2
n

）- f（0）

2 /n
2 = 2f'（0） = 2.（注：这里利用导数定义求这个极限，不能利用

洛必达法则求之）.

37. （C）. 先作变换 Z = x - 2，原曲线方程化简为 y =（Z2 - 1）2 ，dy
dZ

= 2（Z2 - 1）·2Z = 4（Z3 - Z），d2 y
dZ2 = 4（3Z2

- 1） = 4（槡3Z - 1）（槡3Z + 1）
令

0 得 Z = ±
1

槡3
，容易看出在点 Z = 1 / 槡3 或 Z = - 1 / 槡3 的两侧，d2 y

dZ2 的

符号不同，故知 x1 = 2 -
1

槡3
，x2 = 2 +

1

槡3
为曲线 y = （x - 1）2（x - 3）2 的拐点的横坐标，应选（C）.

38. 曲线 y = x1 /3 在点（0，0）处有切线，y 轴就是它的切线，当 x≠ 0 时，y' =
1
3

x- 2
3 ，y" =

1
3

（-
2
3

）x- 5
3 ，在 x =

0 两侧，y" 的符号不同，由正变负，因此点（0，0）是曲线 y = x1 /3 的一个拐点.

39. f（x） = x4 ，f'（x） = 4x3 ，f"（x） = 12x2 ≥ 0，虽然 f"（0） = 0 但在 x = 0 两侧 f"（x）不变号，故曲线 f（x） = x4

无拐点.

40. - 1 / ln2. y = x2x，y' = 2x + x·2x·ln2 = 2x（1 + xln2），令 y' = 0 得唯一驻点 x = - 1 / ln2. 又当 x < - 1 / ln2

时，y' < 0，函数单调减少，当 x > - 1 / ln2 时，y' > 0，函数单调增加. 故当 x = - 1 / ln2 时，函数 y = x2x 取得

极小值.

41. （A）. lim
x→+�

f（x） = lim
x→+�

xsin
1
x

= lim
x→+�

sin
1
x

/
1
x

= 1. 故有水平渐近线 y = 1，又lim
x→0

xsin
1
x

= 0，在任何其

他点 x0 ≠ 0 处lim
x→x0

xsin
1
x

= x0 sin
1
x0

≠ � ，故 y = xsin
1
x

无铅直渐近线，考察lim
x→�

f（x）
x

= lim
x→�

sin
1
x

= 0，可

见无斜渐近线. 应选（A）.

42. （D）. lim
x→�

f（x） = lim
x→�

1 + e- x2

1 - e- x2 = 1，故有水平渐近线 y = 1，又lim
x→0

1 + e- x2

1 - e- x2 = � 故有铅直渐近线 x = 0，lim
x→�

f（x）
x

= lim
x→�

1 + e- x2

x（1 - e- x2）
= 0 故无斜渐近线，应选（D）.

43. （C）. 设 f（x） = - f（- x），f'（x） = - f'（- x）（- x）' = f'（- x） > 0，当 x∈（- � ，0）时，f"（x） = - f"（- x）

< 0，当 x ∈（- � ，0），应选（C）.

图 2 - 3

44. （B）. S1 = ∫
b

a
f（x）dx 为曲边梯形的面积，S2 = f（b）（b - a）为矩形面

积，S3 为梯形面积，f（b），f（a）表示梯形的上下底，b - a 表示梯形的

高，按照题目条件知 y = f（x）表示在 x 轴上方的单调下降而向上凹的

曲线，由（图 2 - 3）的图形便可看出 S2 < S1 < S3 ，应选（B）.

45. （B）因在［0，1］上 f"（x）> 0，故 f'（x）在［0，1］上单调增加，而 f（1）-

f（0） = f'（ξ）（1 - 0） = f'（ξ），0 < ξ < 1，知有 f'（0） < f'（ξ） = f（1）

- f（0） < f'（1），应选（B）.

46. （D）. f（x）在（- � ，+ � ）为严格单调增加函数时，未必有 f'（x） >

0，例如 f（x） = x3 在（- � ，+ � ）为严格单调增加函数，但 f'（x） =

3x2 ≥ 0，故（A）不成立，因为 x 是（- � ，+ � ）内任意数，则 f'（- x）

≤ 0 与 f'（x）≤0 为同一条件，故（B）不成立，若 f（x）为单调增加，则 f（- x）为单调减少，故（C）亦不成立，

应选（D）.
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图 2 - 4

47. y =
x3 + 4

x2 = x +
4
x2 ，y' = 1 -

8
x3 =

x3 - 8
x3 ，y" = 24 /x4 > 0，令 y' = 0 得唯

一驻点 x = 2. 当 x < 0 时 y' > 0，曲线向上升，当 0 < x < 2 时，y' < 0，

曲线下降，当 2 < x < + � ，曲线向上升，y（2） = 3 为函数的极小值 x =

0 为铅直渐近线，y = x 为斜渐近线，无水平渐近线，在（- � ，0）上及（0，

+ � ）上曲线都是向上凹，无拐点，曲线图形见（图 2 - 4）.

48. y' =
x2（x - 3）
（x - 1）3 . 令 y' = 0 得驻点 x = 0 及 x = 3，y" =

6x
（x - 1）4 ，令 y" =

0 得 x = 0，知在区间（- � ，1）和（3，+ � ）上函数为单调增加，在区间

（1，3）上函数为单调减少，函数极小值为y x = 3
= 27 /4. 在区间（- � ，0）

上曲线向下凹，在区间（0，1），（1，+ � ）上曲线向上凹，点（0，0）为曲线

的拐点，x = 1 是铅直渐近线，y = x + 2 是斜渐近线，无水平渐近线.

49. 设围成圆的一段铁丝长为 x，围成正方形的一段铁丝长便为 a - x，于是圆的面积为π x
2( )π

2

=
x2

4π
，正方形面

积为 a - x( )4

2

，二者面积之和记作 S（x） =
x2

4π
+ a - x( )4

2

，S'（x） =
x

2π
-

a - x
8

，令 S'（x） = 0 得驻点 x =

πa
4 + π

，S"（x） =
1

2π
+

1
8

> 0. 故 S（x）在驻点处达到极小值，由问题的实际意义知存在最小值，且驻点是唯

一的，这个极小值就是最小值，亦即长为 a 的铁丝分为一段长为 πa
4 + π

围成圆，另一段长为 4a
4 + π

围成正方形

时，所得圆与正方形的面积和为最小.

图 2 - 5

50. 设圆锥底面半径为 R，则由图 2 - 5 知有

BC
SC

=
OD
SD

，即 R
h

=
r

（h - r）2 - r槡 2
，

从而 R =
rh

h2 - 2槡 hr
，圆锥体积为

V（h） = π
3

R2 h = π
3

r2 h2

h - 2r
2r < h < + � ，

V'（h） = πr2

3
h2 - 4rh

（h - 2r）2 ，

令 V'（h） = 0 得 h = 4r，h = 0（舍去），当 h ∈（4r - δ，4r）时，V'（h） < 0 当 h ∈（4r，4r + δ）时 V'（h） > 0，

由此知 V在 h = 4r 时达到极小值. 由于圆锥的最小体积一定存在，且在区间（2r，+ � ）内，V（h）只有一个

驻点，在这个驻点的极小值就必是最小值，V在 h = 4r 时取得的最小值为 V（4r） =
8πr3

3
.

51. 图 2 - 2 中PM 就是曲线 y = f（x）在点 M（x0 ，y0）处的曲率半径，从而知有

（x0 - ξ）2 +（y0 - η）2 =
（1 + 'y 2

o）
3

（ "y 0）
2 （A）

又因切线 TM 与法线 PM 相互垂直，所以 'y 0 = -
x0 - ξ
y0 - η

，亦即 x0 - ξ = - 'y 0（y0 - η）代入式（A）得

'y 2
o（y0 - η）2 +（y0 - η）2 = （y0 - η）2（1 + 'y 2

o） =
（1 + 'y 2

o）
3

（ "y 0）
2

从而得

（y0 - η）2 =
（1 + 'y 2

o）
2

（ "y 0）
2 ，

由于 "y > 0，曲线 L 是凹的，故 y0 - η < 0，y0 - η = -
1 + 'y 2

o

"y 0

，

又 x0 - ξ = - 'y 0（y0 - η） = 'y 0

（1 + 'y 2
o）

"y 0
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于是得
ξ = x0 -

'y 0（1 + 'y 2
o）

"y 0

η = y0 +
1 + 'y 2

o

"y
{

0

52 槡. y = x，'y =
1

2 槡x
，y" = -

1

4 x槡 3
，抛物线在点 M（x，y）处的曲率半径 ρ = ρ（x） =

1
K

=
（1 + 'y 2）3 /2

"y
=

1
2

（4x

+ 1）
3
2 ，抛物线上 )AM 的弧长 s = s（x） = ∫

x

1
1 + 'y槡 2 dx = ∫

x

1
1 +

1
4槡 x

dx，ds = 1 +
1
4槡 x

dx

故

dp
ds

=

1
2

3
2

（4x + 1）1 /2 ·4dx

1 +
1
4槡 x

dx

= 6 槡x

d2ρ
ds2 =

d
ds

（6 槡x） =
3x- 1 /2 dx

1 +
1
4槡 x

dx

=
6

4x +槡 1

因此 3ρ d2ρ
ds2 - dρ

d( )s

2

= 3· 1
2

（4x + 1）3 /2 6

4x +槡 1
- 36x = 9
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书书书

第二部分 一元函数积分学

第三章 不定积分、定积分、
反常（广义）积分及其应用

考试要求

1. 理解原函数的概念，理解不定积分和定积分的概念.

2. 掌握不定积分的基本公式，掌握不定积分和定积分的性质及定积分中值定理，掌握换元积分法与分部

积分法.

3. 会求有理函数、三角函数有理式和简单无理函数的积分.

4. 理解积分上限的函数，会求它的导数，掌握牛顿 — 莱布尼茨公式.

5. 了解反常（广义）积分的概念. 会计算反常（广义）积分.

6. 掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧

面积、平行截面面积为已知的立体体积、功、引力、压力、质心）及函数的平均值.

考试要点分析与题型预测

1. 要熟悉原函数概念，原函数与不定积分间的关系，定积分概念也要十分熟悉，这三个概念都是考试的热

点内容.

2. 微积分学第一基本定理 d
dx∫

φ（x）

a
f（t）dt = f［φ（x）］φ'（x）（其中 f（t）为连续函数，φ（x）为可导函数）和牛

顿 — 莱布尼茨公式都是每年必考内容.

3. 积分中值定理和 ∫
b

a
f（x）dx ≤ ∫

b

a
f（x） dx（a < b）均是常考的内容.

4. 换元积分法，分部积分法，有理函数积分法必须熟练掌握，特别注意分部积分法的技巧.

5. 三角函数有理式的积分和无理函数积分∫R x，
n αx + β
γx +槡[ ]δ dx 能熟练地计算出来.

6. 定积分的应用是每年必考的内容，特别是平面区域面积的计算年年都考，旋转体体积的计算几乎每年

都考，其次像变力作功，已知变速求路程、引力、弧长、压力、质心、函数平均值等都是常考的内容.

7. 掌握反常（广义）积分的定义及其敛散性的判断.

在以上的重点内容中的尤为重要者为：积分中值定理，d
dx∫

φ（x）

a
f（t）dt = f［φ（x）］φ'（x），牛顿 — 莱布尼茨公

式，换元积分法，分部积分法，有理函数积分法以及定积分在物理和几何上的应用.

§ 3 - 1 一元函数积分学中的基本概念和理论

一、原函数与不定积分概念

若在区间（a，b）上有 F'（x） = f（x），则称 F（x）在（a，b）上是 f（x）的一个原函数，今后“在区间（a，b）上”

常省略不说.

连续函数 f（x）必存在原函数，∫
x

a
f（t）dt 就是 f（x）的一个原函数.
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若 f（x）存在一个原函数 F（x），则必存在无穷多个原函数，但 f（x）的任意两个原函数之差为一常数，f（x）

的任一原函数可用 F（x）+ C 表示之.

不定积分定义为原函数的一般表达式，用记号∫f（x）dx 表示 f（x）的不定积分，亦即若 F'（x） = f（x），则

∫f（x）dx = F（x）+ C.

二、定积分的定义、性质与基本定理

1. 定义 设 f（x）是定义在区间［a，b］上的有界函数，今作

第一步 分割 用区间（a，b）内任意的 n - 1 个数及边界点 a，b，把区间［a，b］分割成 n 个小区间.

a = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xi- 1 < xi < ⋯ < xn- 1 < xn = b

并记 x1 - x0 = Δx1 ，x2 - x1 = Δx2 ，⋯，xi - xi- 1 = Δxi ，⋯，xn - xn- 1 = Δxn .

第二步 作乘积 在每个小区间［xi- 1 ，xi ］（i = 1，2，⋯，n）上任取一点 ξi ，作乘积 f（ξi）Δxi（i = 1，2，⋯，n）.

第三步 求和 ∑
n

i = 1

f（ξi）Δxi

第四步 取极限 若不论把区间［a，b］如何分割，在每一个小区间［xi- 1 ，xi ］上的 ξi 如何选取，总存在一

个极限：

lim
λ→0
∑

n

i = 1

f（ξi）Δxi ，其中 λ = max
1≤i≤n

Δxi
.

（这个极限值与区间［a，b］的分割无关，也与点 ξi 的选取无关）则称此极限值为函数 f（x）在［a，b］上的定积分，

记作

∫
b

a
f（x）dx = lim

λ→0
∑

n

i = 1

f（ξi）Δxi

并称 f（x）在［a，b］上可积，x 为积分变量，［a，b］为积分区间，b 为积分上限，a 为积分下限，f（x）为被积函数.

定积分存在定理 Ⅰ：若 f（x）在［a，b］上连续，则 f（x）在［a，b］上可积

定积分存在定理 Ⅱ：若 f（x）在［a，b］上有界，且除去有限个点外，f（x）都连续，则 f（x）在［a，b］上可积.

定积分存在定理 Ⅲ：若 f（x）在［a，b］上单调有界，则 f（x）在［a，b］上可积.

【注 1】 定积分∫
b

a
f（x）dx 是一个常数，而不定积分∫f（x）dx 表示 f（x）的任一原函数.

【注 2】 当 max
1≤i≤n

Δxi → 0 时，必有 n → � ，反之不然.

【注 3】 若函数 f（x）在［0，1］上连续，今把［0，1］等分为 n 个小区间 Δxi =
1
n

（i = 1，2，⋯，n），并取 ξi =

i
n

，则∫
1

0
f（x）dx = lim

n→�
∑

n

i = 1

f i( )n
1
n

.

【注 4】 定积分也称常义积分，前提是被积函数有界，积分区间有限，不要与反常（广义）积分混淆.

2. 性质 在定积分的运算中，经常用到下列重要性质.

设 f（x），g（x）在［a，b］上可积，c1 ，c2 为常数，则有

1）∫
b

a
［c1 f（x）+ c2 g（x）］dx = c1∫

b

a
f（x）dx + c2∫

b

a
g（x）dx.

2）∫
b

a
f（x）dx = ∫

c

a
f（x）dx + ∫

b

c
f（x）dx 其中 a < c < b.

3）设 f（x）≥ 0，a < b，则∫
b

a
f（x）dx ≥ 0.

4）设 f（x）在［a，b］上连续，则在（a，b）内必至少存在一点 ξ，使

∫
b

a
f（x）dx = （b - a）f（ξ） a < ξ < b

成立，这个性质叫积分中值定理.

3. 积分学基本定理与公式

微积分学第一基本定理 设 f（x）在［a，b］上连续，则有
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d
dx∫

x

a
f（t）dt = f（x） x ∈［a，b］

推论 设 f（x）连续，φ（x）可导，则有 d
dx∫

φ（x）

a
f（t）dt = f［φ（x）］φ'（x）.

牛顿 — 莱布尼茨公式 设 f（x）在［a，b］上连续，且 F'（x） = f（x），x ∈［a，b］，则

∫
b

a
f（t）dt = F（b）- F（a）.

上述定理与公式是一元函数微积分学的核心内容，它把导数与积分、定积分与不定积分紧密地联系成为一

个有机整体.

§ 3 - 2 不定积分法

一、基本积分方法

除利用原函数与不定积分的定义，直接由微分法的反运算求出不定积分外，有两个十分重要的基本积分方

法：即分部积分法与换元积分法.

1. 分部积分法

分部积分法的公式是 ∫udv = uv - ∫vdu 即 ∫uv' dx = uv - ∫u' vdx

当被积函数是超越函数与其他函数的乘积时，常用分部积分法. 在绝大多数的情况下，按下列由经验归纳出的

口诀：按“反一对一幂一指一三”的前后次序来把被积函数 f（x）看作 uv' 的乘积经常是有效的：所谓“反”是指

反三角函数，“对”是指对数函数，“幂”指幂函数，“指”为指数函数，“三”是指三角函数. 在把被积函数 f（x）

视作两个函数的乘积中，把口诀中先念出的函数视作 u，后念出的函数视作 v' ，然后据分部积分公式写出 uv -

∫vu' dx. 一般说来，∫vu' dx 常比∫uv' dx 简单一些，例如计算不定积分∫xexdx 时，f（x） = xex，x 为幂函数，ex 为指数

函数，幂函数在口诀中先念出来，指数函数在口诀中后念出来，故用分部积分公式时取 u = x，v' = ex，从而 u' =

1，v = ex，据该公式有 ∫xexdx = xex - ∫ex·1dx = xex - ex + C

又如计算不定积分∫xlnxdx，对数函数在口诀中先念出来，幂函数在口诀中后念出来，故取 u = lnx，v' = x 从

而 u' =
1
x

，v =
x2

2
，由分部积分公式有 ∫xlnxdx =

1
2

x2 lnx -
1
2 ∫x2 · 1

x
dx =

1
2

x2 lnx -
1
4

x2 + C

再如计算不定积分∫arctanxdx，把被积函数 arctanx看作1·arctanx，反三角函数在口诀中最先念出来，故取 u

= arctanx，v' = 1，从而 u' =
1

1 + x2 ，v = x，由分部积分公式有

∫arctanxdx = xarctanx - ∫ x
1 + x2 dx = xarctanx -

1
2

ln（1 + x2）+ C

当上述口诀失效时，再以其他方式选取 u 与 v' 来试探之，看看能否实现∫vu' dx 比∫uv' dx 简单一点.

2. 换元法

凑微分法（也叫第一换元法） 设 u = g（x），f（x）是连续函数，g'（x）也是连续函数，有

∫f［g（x）］g'（x）dx = ∫f（u）du u 为新积分变量.

第二换元法 设 φ（x）是单调可微函数，f（x）为连续函数有

∫f（x）dx = ∫f［φ（t）］φ'（t）dt

几个常用的变量代换，一般说来

1）对于∫R（x， a2 - x槡 2）dx 可令 x = asint（或令 x = acost）

2）对于∫R（x， a2 + x槡 2）dx 可令 x = atant（或令 x = asht）
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3）对于∫R（x， x2 - a槡 2）dx 可令 x = asect（或令 x = acht）

4）对于三角有理式的积分，即∫R（sinx，cosx）dx，可作万能代换

tan
x
2

= t，于是 sinx =
2t

1 + t2 ，cosx =
1 - t2

1 + t2 ，dx =
2dt

1 + t2

5）对于形如∫R x，
n

ax + b

槡( )cx + d
dx 的无理式积分，可令

n
ax + b

槡cx + d
= t.

6）对于形如∫R x，
n1 ax + b

槡cx + d
，

n2 ax + b

槡( )cx + d
dx的无理式积分，可令

n
ax + b

槡cx + d
= t，其中 n 是 n1 ，n2 的最小公倍数.

二、有理函数积分法

1）如果P（x）
Q（x）

是有理假分式，首先进行除法，使

P（x）
Q（x）

= 多项式 M（x）+ 有理真分式
P1（x）
Q（x）

2）把分母 Q（x）分解为一次和二次实因子的乘积

Q（x） = （x - a）n ⋯（x2 + px + q）m 其中 p2 - 4q < 0.

3）把有理真分式分解为简单分式之和

P1（x）
Q（x）

=
A1

（x - a）n +
A2

（x - a）n- 1 + ⋯ +
An

x - a
+ ⋯

+
B1 x + C1

（x2 + px + q）m +
B2 x + C2

（x2 + px + q）m- 1 + ⋯ +
Bmx + Cm

（x2 + px + q）m.

4）求出待定系数 A1 ，A2 ，⋯，An ，B1 ，C1 ，B2 ，C2 ，⋯，Bm，Cm.

§ 3 - 3 常用的定积分公式

以下的叙述中，都假定 f（x）在［a，b］上可积.

1. 估值公式 Ⅰ 若 m ≤ f（x）≤ M，x ∈［a，b］，则

m（b - a）≤ ∫
b

a
f（x）dx ≤ M（b - a）

2. 估值公式 Ⅱ ∫
b

a
f（x）dx ≤ ∫

b

a
f（x） dx 其中 a < b.

3. 分部积分法

∫
b

a
uv' dx = uv

b

a

- ∫
b

a
vu' dx

其中记号 uv |
b

a

表示 u（b）v（b）- u（a）v（a）.

4. 换元积分法

∫
b

a
f（x）dx = ∫

β

a
f［φ（t）］φ'（t）dt，其中 a = φ（α），b = φ（β）.

φ'（t），f［φ（t）］均是区间 α ≤ t ≤ β 上的连续函数

5. ∫
a

- a
f（x）dx =

2∫
a

0
f（x）dx 若连续函数 f（x）是［- a，a］上的偶函数

0 若连续函数 f（x）是［- a，a］
{

上的奇函数

6. ∫
π

0
xf（sinx）dx = π

2 ∫
π

0
f（sinx）dx 其中 f（u）在［0，1］上连续.

7. ∫
π
2

0
sinn xdx = ∫

π
2

0
cosn xdx =

n - 1
n

n - 3
n - 2

⋯ 4
5

· 2
3

当 n ≥ 3 的奇数

n - 1
n

·n - 3
n - 2

⋯ 3
4

· 1
2

· π
2

当 n ≥ 2{ 的偶数
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8. 若可积函数 f（x）为以 T 为周期的周期函数，则有

∫
a +T

a
f（x）dx = ∫

T

0
f（x）dx

【注】 公式 7 叫 Wallis 公式.

§ 3 - 4 反常（广义）积分

一、无界函数反常（广义）积分收敛的定义

定义 1 设 x → b - 0 时，f（x）→ � ，且 对 任 意 小 的 ε > 0，f（x）在 区 间［a，b - ε］上 可 积. 若

lim
ε→0 +∫

b- ε

a
f（x）dx = I 存在，则称反常（广义）积分∫

b

a
f（x）dx 收敛. 其值为 I，记为

∫
b

a
f（x）dx = lim

ε→0 +∫
b- ε

a
f（x）dx

或 ∫
b

a
f（x）dx = lim

x→b- ∫
x

a
f（t）dt；否则，称反常（广义）积分∫

b

a
f（x）dx 在区间［a，b］上发散.

仿此可定义唯一无穷间断点在 x = c 处的情况.

定义 2 设 x → c 时，f（x）→ � ，其中 c∈（a，b），且对任意小的 ε > 0，η > 0，f（x）在区间［a，c - ε］及［c

+ η，b］上可积. 若

lim
ε→0 +

η→0 +

∫
c- ε

a
f（x）dx + ∫

b

c+η
f（x）d{ }x = lim

ε→0 +∫
c- ε

a
f（x）dx + lim

η→0 +∫
b

c+η
f（x）dx = I 存在，则称反常（广义）积分

∫
b

a
f（x）dx 收敛，其值为 I，记作

∫
b

a
f（x）dx = lim

ε→0 +∫
c- ε

a
f（x）dx + lim

η→0 +∫
b

c+η
f（x）dx = lim

x→c- ∫
x

a
f（x）dx + lim

y→c+∫
b

y
f（x）dx；

否则称反常（广义）积分∫
b

a
f（x）dx 发散. 显然，其中 ε，η 是相互独立的，假若∫

c

a
f（x）dx，∫

b

c
f（x）dx 中任意一个发

散，则∫
b

a
f（x）dx 发散.

二、无穷限反常（广义）积分收敛的定义

定义 1 设 f（x）对于任意 A（A > a）在区间［a，A］上可积，若极限 lim
A→+� ∫

A

a
f（x）dx = I 存在，则称反常（广义）

积分∫
+�

a
f（x）dx 收敛，其值为 I，记作

∫
+�

a
f（x）dx = lim

A→+� ∫
A

a
f（x）dx

否则，则称上述反常（广义）积分发散.

类似地可定义

∫
b

- �
f（x）dx = lim

B→ - � ∫
b

B
f（x）dx

定义 2 设 f（x）对任意的 A、B，在区间［A，B］上可积，若极限

lim
A→ - �
B→+�

∫
B

A
f（x）dx = I 存在，则称反常（广义）积分∫

+�

- �
f（x）dx 收敛，其值为 I，否则称上述反常（广义）积分发

散，定义中的 A，B 是相互独立的.

【注 1】 ∫
+�

a

dx
xp

收敛 当 p > 1 时

发散 当 p ≤ 1{ 时
其中 a > 0

【注 2】 ∫
b

a

dx
（x - a）p

发散 当 p ≥ 1 时

收敛 当 p < 1{ 时
其中 a < b

∫
b

a

dx
（b - x）p

发散 当 p ≥ 1 时

收敛 当 p < 1{ 时
其中 a < b
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【注3】 设 f（x），g（x）对于任意 A（A > a）在区间［a，A］上可积，并设 f（x）> 0，g（x）> 0，lim
x→+�

［f（x）/g（x）］

= k（0 < k < + � ），则∫
+�

a
f（x）dx 与∫

+�

a
g（x）dx 具有相同的敛散性. 若 k = 0，且∫

+�

a
g（x）dx 收敛，则∫

+�

a
f（x）dx 收

敛. 若 k = + � ，且∫
+�

a
g（x）dx 发散，则∫

+�

a
f（x）dx 发散. 对于无界函数的反常（广义）积分也有类似的结论.

§ 3 - 5 定积分的应用

在以下的叙述中，积分号下出现的函数都假定在［a，b］（或［α，β］）上连续或分段连续.

一、平面图形面积的计算公式

1. 设域 D：f（x）≤ y ≤ g（x），a ≤ x ≤ b. 则域 D 的面积为 A = ∫
b

a
［g（x）- f（x）］dx

2. 设在极坐标系中，域 D：0 ≤ r ≤ r（θ），α ≤ θ ≤ β，则域 D 的面积为 A =
1
2 ∫

β

α
r2（θ）dθ

二、物体体积的计算公式

1. 设在 o - xyz 坐标系中，物体 G 与平面 x = x0 的截面积是 A（x0）a ≤ x0 ≤ b. 则物体 G 的体积是

V = ∫
b

a
A（x）dx.

2. 在 xoy 坐标面上域 D：0 ≤ y ≤ f（x），a ≤ x ≤ b. 则域 D 绕 ox 轴旋转一周所得旋转体体积是

Vx = π∫
b

a
f2（x）dx

3. 在 xoy 坐标面上域 D：0 ≤ x ≤ φ（y），c ≤ y ≤ d. 则域 D 绕 oy 轴旋转一周所得旋转体体积是

Vy = π∫
d

c
φ2（y）dy

4. 柱壳法 由曲线 y = f（x），x 轴以及 x = a，x = b（其中 f（x） > 0，0 < a < b）所围成的平面图形绕 y 轴

旋转一周所得旋转体体积如下计算

Vy = 2π∫
b

a
xf（x）dx

由曲线 x = φ（y），y 轴，y = c，y = d 其中 φ（y） > 0，0 < c < d 所围成的平面区域绕 x 轴旋转一周所得旋

转体体积为

Vx = 2π∫
b

c
yφ（y）dy

三、旋转曲面的面积计算公式

光滑曲线 y = f（x） > 0，a ≤ x ≤ b 绕 x 轴旋转一周所得旋转曲面的面积为

Sx = 2π∫
b

a
f（x） 1 + dy

d( )x

2

d槡 x

四、平面曲线弧长的计算公式

光滑曲线 y = f（x） a ≤ x ≤ b 的弧长为

L = ∫
b

a
1 + 'y槡 2 dx

设 x = x（t），y = y（t）是曲线的参数方程，并且假设  x（t）， y（t）连续. 那么，对应于参数 t 从 t1 变到 t2 的曲

线的弧长为

L = ∫
t2

t1

 x2 +  y槡 2 dt （t1 < t2）

若由极坐标方程 r = r（θ），（α ≤ θ ≤ β）决定的曲线光滑，则它的弧长为

L = ∫
β

α
r2 +（ 'r）槡 2 dθ
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【注】 对分段光滑曲线，四中各个结论仍成立.

五、物理应用

变力作功 沿 ox 轴作用的变力 y = f（x）在线段［x0 ，x1 ］所作的功等于

W = ∫
x1

x0

f（x）dx

已知沿直线运动的速度，求在时间间隔［t0 ，t1 ］内质点经过的路程为

L = ∫
t1

t0

v（t）dt

水压力 设受水压力的平面区域与水平面垂直且由曲线 y = f（x） > 0，（0 ≤ a ≤ x ≤ b）x = a，x = b 及

x 轴所围成. x 轴正向朝下，y 轴在水平面上，水的密度为 μ，则该平面区域所受的水压力为

P = ∫
b

a
gμxf（x）dx

引力 质量分别为 m1 ，m2 相距为 r 的两质点间的引力的大小 F = k
m1 m2

r2 ，其中 k 为引力系数，引力的方向

沿着两质点的连线方向.

六、函数平均值

函数 f（x）在［a，b］上的平均值为 y =
1

b - a∫
b

a
f（x）dx

§ 3 - 6 需要熟记的积分公式

∫xn dx =
1

n + 1
xn+1 + C（n ≠ - 1） ∫tanxdx = - ln | cosx | + C

∫ dx
x

= ln x + C ∫cotxdx = ln | sinx | + C

∫axdx =
ax

lna
+ C （a > 0，a ≠ 1） ∫secxdx = ln secx + tanx + C

∫exdx = ex + C ∫cscxdx = ln cscx - cotx + C

∫cosxdx = sinx + C ∫ dx
a2 + x2 =

1
a

arc tan
x
a

+ C

∫sinxdx = - cosx + C ∫ dx

a2 - x槡 2
= arcsin

x
a

+ C

∫sec2 xdx = tanx + C ∫ dx

x2 + a槡 2
= ln（x + （x2 + a2槡 ））+ C

∫csc2 xdx = - cotx + C ∫ dx

x2 - a槡 2
= ln x + x2 - a槡 2 + C

∫secxtanxdx = secx + C ∫ a2 - x槡 2 dx =
x
2

a2 - x槡 2 +
a2

2
arc sin

x
a

+ C

∫cscxcotxdx = - cscx + C ∫ x2 ± a槡 2 dx =
x
2

x2 ± a槡 2 ±
a2

2
ln x + x2 ± a槡 2 + C

§ 3 - 7 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 利用定积分定义求极限

例 1 求 lim
n→�

1p + 2p + ⋯ + np

np+1 （p > 0）
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分析 若 f（x）在［0，1］上连续，则∫
1

0
f（x）dx = lim

n→�
∑

n

i = 1

f i( )n
1
n

. 本题的和的极限可写作 lim
n→�
∑

n

i = 1

（ i
n

）p 1
n

，

而 xp （p > 0）为在［0，1］上的连续函数，故可直接利用定积分定义求之.

解 lim
n→�

1p + 2p + ⋯ + np

np+1 = lim
n→�

（ 1
n

）p +（ 2
n

）p + ⋯ +（ n
n

）[ ]p 1
n

= lim
n→�
∑

n

i = 1

（ i
n

）p 1
n

= ∫
1

0
xpdx =

1
p + 1

（p > 0）

评述 利用定积分定义求极限是常考内容之一，近年来尤其频繁. 因定积分概念是微积分学中最基本

最重要的概念之一，且可直接用来表达一些物理量与几何量，故必须熟练掌握定积分定义.

例 2 （04，4 分）lim
n→�

ln
n

（1 +
1
n

）2（1 +
2
n

）2 ⋯（1 +
n
n

）槡 2 等于

（A）∫
2

1
ln2 xdx. （B）2∫

2

1
lnxdx. （C）2∫

2

1
ln（1 + x）dx. （D）∫

2

1
ln2（1 + x）dx.

分析 利用对数的递算规律 lnab = lna + lnb， lnap = plna，

故 ln
n

（1 +
1
n

）2（1 +
2
n

）2 ⋯（1 +
n
n

）槡 2 =
2
n

ln［（1 +
1
n

）（1 +
2
n

）⋯（1 +
n
n

）］

=
2
n ∑

n

i = 1

ln（1 +
i
n

）

解 lim
n→�

ln
n

（1 +
1
n

）2（1 +
2
n

）2 ⋯（1 +
n
n

）槡 2

= lim
n→�

2
n

ln［（1 +
1
n

）（1 +
2
n

）⋯（1 +
n
n

）］= lim
n→�

2
n ∑

n

i = 1

ln（1 +
i
n

）

= 2 lim
n→�
∑

n

i = 1

ln（1 +
i
n

） 1
n

= 2∫
1

0
ln（1 + x）dx

1


+ x = t
2∫

2

1
lntdt

= 2∫
2

1
lnxdx

应答（B）.

评述 本例的极限之所以能以定积分 2∫
1

0
ln（1 + x）dx 表示，由于函数 ln（1 + x）在闭区间［0，1］上连续.

例 3 求 lim
n→�

1
n

sin π
n

+ sin
2π
n

+ ⋯ + sin
n - 2

n( )π .

分析 这是一个和式的极限，但与积分和相比缺少两项，得设法补上而又减去.

解 原式 = lim
n→�

1
n

sin π
n

+ sin
2π
n

+ ⋯ + sin
n
n
π - sin

n - 1
n

π - sin
nπ( )n

= lim
n→�
∑

n

i = 1

sin
iπ
n

· 1
n

- lim
n→�

1
n

sin
n - 1

n
π + sin

nπ( )n

= ∫
1

0
sinπxdx - 0 = -

1
π

cosπx
1

0

=
2
π

评述 sinπx 在闭区间［0，1］上连续，故上述极限等于定积分∫
1

0
sinπxdx.

例 4 求 lim
n→�
∑

n

i = 1

（nx + i）（nx + i + 1槡 ）
n2 （x > 0）.

分析 这个极限不能直接化为定积分，借助夹逼定理求之.

解 ∑
n

i = 1

（x +
i
n

）（x +
i
n槡 ） 1

n
< ∑

n

i = 1

（nx + i）（nx + i + 1槡 ）
n2 < ∑

n

i = 1
x +

i + 1( )n
（x +

i + 1
n槡 ） 1

n

= ∑
n

i = 1

（x +
i
n

）（x +
i
n槡 ） 1

n
- （x +

1
n

）槡 2 1
n

+ x +
n + 1( )n槡

2 1
n
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两边令 n → � 取极限，因 x + t 是连续函数，得

∫
1

0
（x + t）dt ≤ lim

n→�
∑

n

i = 1

（nx + i）（nx + i + 1槡 ）
n2 ≤ ∫

1

0
（x + t）dt + 0 + 0

由夹逼定理得

lim
n→�
∑

n

i = 1

（nx + i）（nx + i + 1槡 ）
n2 = ∫

1

0
（x + t）dt = x +

1
2

评述 x > 0 这个条件，是为了保证根式有意义，平方根号下不致出现负数. 这个例题一些处理技巧，望

读者掌握之.

例 5 求 lim
n→�

n + 1
n2 + 2∑

n

i = 1

1

1 + cos
iπ
2n

.

分析 当 n → � 时，n + 1
n2 + 2

=
1 + 1 /n
n + 2 /n

～ 1
n

解 lim
n→�

n + 1
n2 + 2∑

n

i = 1

1

1 + cos
iπ
2n

= lim
n→�

∑
n

i = 1

1

1 + cos
iπ
2n

1
n

·n2 + n
n2 +( )2

= lim
n→�

∑
n

i = 1

1

1 + cos
iπ
2n

1( )n lim
n→�

n2 + n
n2 + 2

= ∫
1

0

dt

1 + cos πt
2

（令πt
2

= x）

=
2
π ∫

π /2

0

dx
1 + cosx

=
2
π ∫

π /2

0

dx

2cos2 x
2

=
1
π ∫

π /2

0
sec2 x

2
dx

=
2
π ∫

π /2

0
sec2 x

2
d x( )2

=
2
π

tan
x
2

π /2

0

=
2
π

评述 1 /（1 + cos π
2

t）在闭区间［0，1］上连续，故以上等式均成立.

例 6 lim
n→�

（1 +
1
n

）sin π
n2 +（1 +

2
n

）sin
2π
n2 + ⋯ +（1 +

n - 1
n

）sin
（n - 1）π

n[ ]2

分析 当 x→0 时 sinx = x + o（x2）. 故 n→ � 时，sin
iπ
n2 =

iπ
n2 + o（ 1

n2 ）（i = 1，2，⋯，n - 1），而 n × o 1
n( )2 =

o（ 1
n

）→ 0，从而知高阶无穷小可略去.

解 lim
n→�

1 +
1( )n

sin π
n2 + 1 +

2( )n
sin

2π
n2 + ⋯ + 1 +

n - 1( )n
sin

（n - 1）π
n[ ]2

= lim
n→�

1 +
1( )n

π
n2 + o 1

n( )[ ]2
+ 1 +

2( )n
2π
n2 + o 1

n( )[ ]{ 2

+ ⋯ + 1 +
n - 1( )n

（n - 1）π
n2 + o 1

n( )}2

= lim
n→�

1 +
1( )n

π
n

+ 1 +
2( )n

2π
n

+ ⋯ + 1 +
n - 1( )n

（n - 1）
n[ ]π 1

n

+ lim
n→�

1 +
1( )n

o 1
n( )2 + 1 +

2( )n
o 1

n( )2 + ⋯ + 1 +
n - 1( )n

o 1
n( )[ ]2

= π∫
1

0
（1 + x）xdx + 0 = π∫

1

0
（x + x2）dx =

5
6
π

评述 在 sinx = x -
x3

3！
+ o（x3） = x + o（x2），又当 k 为非零常数时 o（kx2）与 o（x2）（当 x→ 0 时）都是

o（x2），而

lim
n→�

1 +
1( )n

o 1
n( )2 + 1 +

2( )n
o 1

n( )2 + ⋯ + 1 +
n - 1( )n

o 1
n( )[ ]2
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= lim
n→�
∑

�

i = 1
1 +

i( )n
1
n

o 1( )n
= lim

n→�
∑

n

i = 1
1 +

i( )n
1[ ]n

lim
n→�

o 1( )n

= ∫
1

0
（1 + x）dx· lim

n→�
o 1( )n

= 1 +( )1
2

·0 = 0

在题解部分的运算中，把每一项 1 +
i( )n

sin
iπ
n2 实质上分解为如下两部分即

1 +
i( )n

sin
iπ
n2 = 1 +

i( )n
iπ
n2 + o 1

n( )2 i = 1，2，⋯，n - 1

前一部分当 n → � 时是 1 +
i( )n

sin
iπ
n2 的主部，后一部分是比 1 +

i( )n
sin

iπ
n2 更高阶的无穷小，即

o 1
n( )2 ，这里是保留了主部而把高阶无穷小略去，许多实际物理量、几何量用定积分表示之时，也是采取

了这一思想模式.

例 7 设 f（x）在［a，b］有定义且是单调增加有界函数，试求

lim
n→�

f（a +
b - a

n
）

n + 1
+

f（a +
2（b - a）

n
）

n + 1 /2
+ ⋯ +

f（a +
n（b - a）

n
）

n + 1
[ ]

/n

分析 首先注意，若 f（x）在［a，b］上是有定义且是单调有界函数，则定积分∫
b

a
f（x）dx 必存在，本题仍得借

助夹逼定理和定积分定义以及定积分存在定理求之.

解 ∑
n

i = 1

f（a + i（b - a）/n）
n + 1

< ∑
n

i = 1

f（a + i（b - a）/n）
n + 1 / i

< ∑
n

i = 1

f（a + i（b - a）/n） 1
n

令 n → � 取极限得

lim
n→�
∑

n

i = 1

f（a + i（b - a）/n） 1
n

n
n + 1

≤ lim
n→�
∑

n

i = 1

f（a + i（b - a）/n）
n + 1 / i

≤ lim
n→�
∑

n

i = 1

f（a + i（b - a）/n） 1
n

即 ∫
1

0
f a +（b - a）[ ]x dx ≤ lim

n→�
∑

n

i = 1

f（a + i（b - a）/n）
n + 1 / i

≤ ∫
1

0
f a +（b - a）[ ]x dx

得 lim
n→�
∑

n

i = 1

f［a + i（b - a）/n］
n + 1 / i

= ∫
1

0
f［a +（b - a）x］dx

=
1

b - a∫
b

a
f（t）dt （令 a +（b - a）x = t）

评述 例 7 中的 f（x）可以是十分广泛的函数，因此它实际上代表很多题的题型，如当 f（x）在［a，b］上单

调减少有界时，仍有同样的结果（推导过程要作适当的修改）. 这样一来，对单调区间［a，b］上任何连续

函数，例 7 的结论均成立.

例 8 求 lim
n→�

1
n

n
（2n）！

n槡 ！
.

分析 乍一眼看去，这题似与定积分无关，但记

yn =
n
（2n）！

n槡 ！
1
n

=
n
（n + 1）（n + 2）⋯（2n - 1）2n

n槡 n

=
n

1 +
1( )n

（1 +
2
n

）⋯ 1 +
n - 1( )n

1 +( )槡
n
n

于是有 lnyn = ∑
n

i = 1

ln 1 +
i( )n

1
n

得到积分和的形式.

解 lim
n→�

lnyn = lim
n→�
∑

n

i = 1

ln 1 +
i( )n

1
n

= ∫
1

0
ln（1 + x）dx = xln（1 + x）

1

0

- ∫
1

0

x
1 + x

dx

= ln2 - ∫
1

0
1 -

1
1( )+ x

dx = ln2 - 1 + ln（1 + x）
1

0
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= 2ln2 - 1 = ln4 - lne = ln
4
e

= ln lim
n→�

yn

从而有 lim
n→�

yn =
4
e

即 lim
n→�

1
n

n
（2n）！

n槡 ！
=

4
e

.

评述 ln（1 + x）在［0，1］上连续，故 lim
n→�
∑

n

i = 1

ln 1 +
i( )n

1
n

= ∫
1

0
ln（1 + x）dx. 又因 lnx 为连续函数，故

lim
n→�

lnyn = ln lim
n→�

yn .

典型题型 2. 以下的例题有关原函数与不定积分概念

例 9 设 f'（lnx） =
1， 0 < x ≤ 1

x， 1 < x < +{
�

f（0） = 0，求 f（x）

分析 应首先求出 f'（x），然后求 f（x）.

解 设 t = lnx，则 f'（t） =
1， - � < t ≤ 0

et ， 0 < t < +{
�

于是 f（x） = ∫f'（x）dx =
x + c1 ， - � < x ≤ 0

ex + c2 ， 0 < x < +{ �

由假定 f（0） = 0，得 c1 = 0. 又由于 f（x）在 x = 0 可导，可导必连续，于是据连续函数定义得 f（0） = f（0 + 0）

= lim
x→0 +

（ex + c2） = 1 + c2 = 0，有 c2 = - 1，从而知

f（x） =
x， 当 - � < x ≤ 0

ex - 1， 当 0 < x < +{
�

评述 这是求一个复合函数的原函数，且给定的复合函数是分段表示的，读者要注意利用在分界点处的

原函数的连续性确定 c1 ，c2 的值，这是很常用的方法.

例 10 设 f（x2 - 1） = ln
x2

x2 - 2
，且 f［φ（x）］= lnx，求∫φ（x）dx

分析 先求 f（x），再求 φ（x），然后求∫φ（x）dx.

解 由 f（x2 - 1） = ln
x2

x2 - 2
= ln

x2 - 1 + 1
x2 - 1 - 1

知 f（x） = ln
x + 1
x - 1

，又据假设 f［φ（x）］= ln φ（x）+ 1
φ（x）- 1

=

lnx，lnx 为单调函数，从而有φ（x）+ 1
φ（x）- 1

= x，解出 φ（x） =
x + 1
x - 1

，于是

∫φ（x）dx = ∫ x + 1
x - 1

dx = 2ln x - 1 + x + c

评述 像例 10 这样的题型经常见，读者务须掌握解法.

例 11 已知sinx
x

是 f（x）的一个原函数，求∫x3 f'（x）dx.

分析 由题意 sinx( )x
' = f（x）

解 ∫x3 f'（x）dx = x3 f（x）- 3∫x2 f（x）dx （由分部积分公式）

= x3 f（x）- 3∫x2 d sinx( )x

= x3 f（x）- 3 x2 sinx
x

- 2∫sinxd[ ]x （仍由分部积分公式）

= x3 sinx( )x
' - 3xsinx - 6cosx + C

= x3 xcosx - sinx
x2 - 3xsinx - 6cosx + C
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= x2 cosx - 4xsinx - 6cosx + C

评述 本题演算中原函数概念用了两次，分部积分公式也用了两次，是一个很典型的考研题.

例 12 已知 f（x） = f（x + 4），f（0） = 0，且在（- 2，2）上有 f'（x） = x ，求 f（9）.

分析 f（x）为以 4 为周期的周期函数，f'（x）在一个基本周期区间上用绝对值表示，首先要按绝对值定义

把 f'（x）在（- 2，2）上分段表示之.

解 由 f'（x） = x x（- 2，2），即 f'（x） =
- x， - 2 < x ≤ 0

x， 0 < x <{ 2

于是 f（x） =
- x2 /2 + c1 ， - 2 < x ≤ 0

x2 /2 + c2 ， 0 < x <{ 2

因 f（x）在（- 2，2）上可导，可导必连续，选取 c1 ，c2 使 f（x）在 x = 0 处连续：f（0 - 0） = f（0） = f（0 + 0） = 0，

于是有 c1 = c2 = 0 得

f（x） =
- x2 /2， x（- 2，0）

x2 /2， x（0，2{ ）

再由周期性知有 f（9） = f（5） = f（1） = 1 /2.

评述 这个题解中用了好几个考点的知识，是一个很值得注意的题.

例 13 求∫max（1，x2）dx

分析 首先把被积函数 max（1，x2）分段表示之，然后分段积分，今记 φ（x） = ∫max（1，x2）dx.

解 max（1，x2） =
1， x ≤ 1

x2 ， x >{ 1

于是

φ（x） =

x3 /3 + c1 ， x < - 1

x + c2 ， - 1 ≤ x ≤ 1

x3 /3 + c3 ， x >
{

1

由于 φ（x）的连续性得 φ（- 1） = φ（- 1 + 0） = φ（- 1 - 0）有 - 1 + c2 = -
1
3

+ c1 ，再由 φ（1） = φ（1 - 0）

= φ（1 + 0）有 1 + c2 =
1
3

+ c3 . 由此得 c1 = c2 -
2
3

，c3 = c2 +
2
3

，并改写为 c2 为 c，代入上式得

φ（x） =

x3 /3 - 2 /3 + c， x < - 1

x + c， - 1 ≤ x ≤ 1

x3 /3 + 2 /3 + c， x >
{

1

评述 求分段表示的函数的不定积分都像以上二例处理之，需要注意的是：一个不定积分的表达式中最

终只能有一个任意常数.

典型题型 3. 以下讨论不定积分的计算

例 14 计算∫ dx
a2 sin2 x + b2 cos2 x

其中 a、b 是不全为零的非负常数.

分析 要分（1）a ≠ 0，b ≠ 0，（2）a ≠ 0，b = 0，（3）a = 0，b ≠ 0 三种情况分别讨论.

解 当 a ≠ 0，b ≠ 0 时

∫ dx
a2 sin2 x + b2 cos2 x

= ∫ sec2 xdx
a2 tan2 x + b2 = ∫ dtanx

a2 tan2 x + b2 =
1
ab

arctan atanx( )b
+ C

当 a = 0，b ≠ 0 时∫ dx
a2 sin2 x + b2 cos2 x

=
1
b2 ∫sec2 xdx =

1
b2 tanx + c
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当 a ≠ 0，b = 0 时∫ dx
a2 sin2 x + b2 cos2 x

=
1
a2 ∫csc2 xdx = -

1
a2 cotx + c

评述 是用凑微分法或直接利用积分公式.

例 15 求∫ x3

1 + x槡 2
dx.

分析 x3 可写作 x2 ·xdx =
1
2

x2 dx2 =
1
2

（x2 + 1 - 1）d（x2 + 1）

解 ∫ x3 dx

1 + x槡 2
= ∫

1
2

x2 d（x2）

1 + x槡 2
=

1
2 ∫ x2 + 1 - 1

1 + x槡 2
d（x2 + 1）

=
1
2 ∫ 1 + x槡 2 d（x2 + 1）-

1
2 ∫（1 + x2）- 1

2 d（x2 + 1）

=
1
3

（x2 + 1）
3
2 - 1 + x槡 2 + C

评述 仍用凑微分法

例 16 求∫ 1 + x
x（1 + xex）

dx

分析  1 + x = （1 + x）（1 + xex - xex）

,
1 + x

x（1 + xex）
=

（1 + x）（1 + xex）- （1 + x）xex

x（1 + xex）
=

1 + x
x

-
（1 + x）ex

1 + xex =
1 + x

x
-

（1 + xex）'
1 + xex

解 ∫（1 + x）dx
x（1 + xex）

= ∫ 1 + x
x

dx - ∫（1 + xex）'
1 + xex dx = ln x + x - ln 1 + xex + c

= x + ln x
1 + xex + C

评述 根据分母由两因式相乘的特点，把被积函数化为较简单的两分式之和，然后把后一积分利用凑微

分法积分之.

例 17 求∫ arctanx
x2（1 + x2）

dx

分析 被积函数的分母为二因式的乘积，设法把被积函数化为较简单的二分式之和，注意 1
x2（1 + x2）

=

1
x2 -

1
1 + x2 .

解 ∫ arctanx
x2（1 + x2）

dx = ∫ arctanx
x2 dx - ∫ arctanx

1 + x2 dx = - ∫arctanxd 1( )x
- ∫arctanxd（arctanx）

= -
1
x

arctanx + ∫ dx
x（1 + x2）

-
1
2

（arctanx）2 + C

在以上的计算中，对∫arctanxd 1( )x
利用了分部积分法，再计算有理函数的积分

∫ dx
x（1 + x2）

= ∫ 1
x

-
x

1 + x[ ]2 dx = ln x -
1
2

ln（1 + x2）+ C = ln
x

1 + x槡 2
+ C

代入上式得

∫ arctanx
x2（1 + x2）

dx = -
1
x

arctanx + ln
x

1 + x槡 2
-

1
2

（arctanx）2 + C

评述 用分部积分法计算∫ 1
x2 arctanxdx 时，令 u = arctanx，v' =

1
x2 ，v = -

1
x

，u' =
1

1 + x2 ，凡被积函数为

分式且分母为二因式的乘积时，每化为较简单的分式之和，再分项积分之，本例两次出现这样的情况.
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例 18 （06，10 分）求∫ arcsinex

ex dx.

分析 被积函数为超越函数 arcsinex，e - x 的乘积，应用分部积分法，其中取 u = arcsinex，v' = e - x.

解 ∫ arcsinex

ex dx = - ∫arcsinexde - x

= - ［e - xarcsinex - ∫e - x ex

1 - e2槡 x
dx］

= - e - xarcsinex + ∫ dx

1 - e2槡 x

其中求∫ dx

1 - e2槡 x
，作变换 1 - e2槡 x = t， 1 - e2x = t2 ，e2x = 1 - t2

x =
1
2

ln（1 - t2）， dx =
- tdt

1 - t2 .

∫ dx

1 - e2槡 x
= - ∫ tdt

t（1 - t2）
= - ∫ dt

1 - t2 = -
1
2

ln
1 + t
1 - t

+ C

= -
1
2

ln
1 + 1 - e2槡 x

1 - 1 - e2槡 x
+ C

故 ∫ arcsinex

ex dx = - e - xarcsinex -
1
2

ln
1 + 1 - e2槡 x

1 - 1 - e2槡 x
+ C.

评述 这是一个很典型的分部积分法的题. 分部积分法是考研热点内容之一. 像此类积分∫ dx

1 - e2槡 x
，常

作变换 1 - e2槡 x = t 试求之，也是常考的内容. 由于 t = 1 - e2槡 x，显然有 0 ≤ t < 1 才有意义，故写 ln

1 + t
1 - t

，而可不必写 ln 1 + t
1 - t

，同样，可写 ln
1 + 1 - e2槡 x

1 - 1 - e2槡 x
，不必写 ln 1 + 1 - e2槡 x

1 - 1 - e2槡 x
. 若一时判断不出

正负号，写上 ln 1 + t
1 - t

，ln 1 + 1 - e2槡 x

1 - 1 - e2槡 x
，总是对的.

例 19 （01，6 分） 求∫ arctanex

e2x dx.

分析 被积函数为二超越函数的乘积 arctanex·e- 2x，试用分部积分法求之：u = arctanex，v' = e- 2x.

解 ∫ arctanex

e2x dx =
- 1
2 ∫arctanexde- 2x = -

1
2

e- 2xarctanex - ∫e- 2x exdx
1 +（ex）[ ]2

= -
1
2

e- 2xarctanex - ∫ 1
e2x -

1
1 + e2( )x de[ ]x

= -
1
2

e- 2xarctanex + arctanex +
1
e( )x + C

评述 e- 2x exdx
1 +（ex）2 =

dex

e2x（1 + e2x）
= 1

e2x -
1

1 + e2( )x dex

例 20 （02，6 分） 设 f（sin2 x） =
x

sinx
求∫ 槡x

1槡 - x
f（x）dx

分析 首先求出 f（x），代入不定积分，看看是什么情况.

解 令 u = sin2 x，sin 槡x = u，x = arcsin 槡u，于是

f（u） =
arcsin 槡u

槡u
，f（x） =

arcsin槡x

槡x

代入 ∫ 槡x

1槡 - x
f（x）dx = ∫ arcsin槡x

1槡 - x
dx = - 2∫arcsin槡xd 1槡 - x
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= - 2 1槡 - xarcsin槡x - ∫ 1槡 - x
1

1槡 - x

1
2

1

槡x
d[ ]x （据分部积分公式）

= - 2 1槡 - xarcsin槡x - ∫ 槡( )d x = - 2 1槡 - xarcsin槡x + 2 槡x + C

评述 被积函数
arcsin槡x

1槡 - x
是超越函数 arcsin槡x 与（1 - x）- 1

2 的乘积，故试用分部积分法公式探求之. 以

上四例都用了分部积分公式，且都可按经验口诀“反一对一幂一指一三”进行分部获得成功，当然也有例

外情况，请看下例.

例 21 求∫ xex

（1 + x）2 dx

分析 被积函数的分母为二因式的乘积，按常规，试探化为两个较简的分式之和.

解 ∫ xex

（1 + x）2 dx = ∫（1 + x - 1）ex

（1 + x）2 dx = ∫ ex

1 + x
dx - ∫ ex

（1 + x）2 dx

= ∫ ex

1 + x
dx - ∫ex（1 + x）- 2 dx = ∫ ex

1 + x
dx - -

ex

1 + x
+ ∫ ex

1 + x
d[ ]x

=
ex

1 + x
+ c

评述 计算∫ex（1 + x）- 2 dx 时，令 u = ex，v' = （1 + x）- 2 ，与口诀不一致，但这种例外情况不多见.

例 22 设 F（x）为 f（x）的原函数，且当 x≥ 0 时，f（x）F（x） =
xex

2（1 + x）2 ，已知 F（0） = 1，F（x） > 0，试求

f（x）.

分析 由题意 F'（x） = f（x），于是当 x ≥ 0 时 f（x）F（x） = F（x）F'（x） =
xex

2（1 + x）2 ，再由上题立知有

dF2（x） = d ex

1( )+ x
，从而得 F（x）.

解 由题意 F（x）F'（x） =
xex

2（1 + x）2 即 2F（x）F'（x） =
xex

（1 + x）2 ，利用上题结果得

dF2（x） = d ex

1( )+ x
（当 x ≥ 0 时）

两边积分 F2（x） =
ex

1 + x
+ C

已知 F（0） = 1 代入得 F2（0） = 1 =
e0

1 + 0
+ C = 1 + C 故 C = 0

从而 F（x） = ±
ex

1槡+ x

又因 F（x） > 0，舍去负号得 F（x） =
ex

1槡+ x

, F'（x） = f（x） =
1
2

ex

1( )+ x

- 1
2 （1 + x）ex - ex

（1 + x）2

化简得 f（x） =
1
2

xex/2

（1 + x）3 /2

评述 在考研中，分部积分法几乎是每年都考到的方法，像上述二例的题型十分常见，要多加注意.

例 23 求∫cos（lnx）dx.

分析 用分部积分法，令 u = cos（lnx），v' = 1

解 ∫cos（lnx）dx = xcos（lnx）+ ∫xsin（lnx） 1
x

dx = xcos（lnx）+ ∫sin（lnx）dx
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= xcos（lnx）+ xsin（lnx）- ∫xcos（lnx）dx
x

（再据分部积分公式）

= xcos（lnx）+ xsin（lnx）- ∫cos（lnx）dx

移项、合并，并除以 2 得

∫cos（lnx）dx =
x
2

［cos（lnx）+ sin（lnx）］+ C

评述 有些题需要连续作几次分部积分，像∫sin（lnx）dx，∫eaxcosbxdx，∫eaxsinbxdx 均如此，有关不定积分

的分部积分法的例题先列举到这里. 以下讲不定积分中的换元法.

例 24 （01，6 分）求∫ dx

（2x2 + 1） x2 +槡 1

分析 属于被积函数中含有 a2 + x槡 2 的积分，作变换 x = atanu

解 设 x = tanu，则 dx = sec2 udu

原式 = ∫ sec2 udu

（2tan2 u + 1） tan2 x +槡 1
= ∫ secudu

2tan2 u + 1
= ∫ cosudu

2sin2 u + cos2 u

= ∫ dsinu
sin2 u + 1

= arctan（sinu）+ c = arctan
x

1 + x槡( )2
+ C

例 25 求∫ xex

ex -槡 1
dx

解 令 u = ex -槡 1，x = ln（1 + u2），dx =
2u

1 + u2 du

原式 = ∫（1 + u2）ln（1 + u2）
u

2u
1 + u2 du = 2∫ln（1 + u2）du

= 2uln（1 + u2）- ∫ 4u2

1 + u2 du = 2uln（1 + u2）- 4u + 4arc tanu + C

= 2x ex -槡 1 - 4 ex -槡 1 + 4arc tan ex -槡 1 + C.

评述 这个题是先换元，后用分部积分法，然后再换成原来的变元 x 表示最终结果，这个题的换元，虽然

不是很典型，但据经验，一般被积函数形如 f（x，ex， aex槡 + b）者，常作变换 u = aex槡 + b 试求之.

例 26 求 ∫ dx
sin（2x）+ 2sinx

.

分析 先把被积函数化为 sinx，cosx 的有理式，然后作万能变换.

解 ∫ dx
sin（2x）+ 2sinx

= ∫ dx
2sinx（cosx + 1）

令 tan
x
2

= u，sinx =
2u

1 + u2 ，cosx =
1 - u2

1 + u2 ，dx =

2du
1 + u2 代入上式，化简得

∫ dx
2sinx（cosx + 1）

=
1
4 ∫ 1 + u2

u
du =

1
8

u2 +
1
4

ln u + C =
1
8

tan2 x
2

+
1
4

ln tan
x
2

+ C

评述 万能变换也叫 Weier str ass 变换，求三角函数有理式的积分，利用这个变换常行之有效，它是求三

角函数有理式积分的一般方法.

例 27 求∫ dx
1 + sinx

.

分析 被积函数为三角函数有理式，若未发现有简便方法积分之时，不妨作 tan
x
2

= u，sinx =
2u

1 + u2 ，dx

=
2du

1 + u2 .

·89·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



解 ∫ dx
1 + sinx

= ∫ 2du
（u + 1）2 = -

2
u + 1

+ C = -
2

tan
x
2

+ 1
+ C

评述 可见作万能变换，十分简便. 本题亦可如下求之.

原式 = ∫ 1 - sinx
1 - sin2 x

dx = ∫ 1 - sinx
cos2 x

dx = ∫sec2 xdx - ∫tanxsecxdx

= tanx - secx + C

或 原式 = ∫ dx

sin2 x
2

+ cos2 x
2

+ 2sin
x
2

cos
x
2

= ∫ dx

sin
x
2

+ cos
x( )2

2 = ∫ sec2 x
2

dx

（1 + tan
x
2

）2

= 2∫ d（1 + tan
x
2

）

（1 + tan
x
2

）2
= -

2

1 + tan
x
2

+ C. 把求这个积分的三个方法比较一下，在考试场上还

是采取万能变换好（好在是一个通用方法，不必临时去探索新的技巧）.

例 28 求∫ lntanx
sinxcosx

dx.

分析 这个题用凑微分法求之

解 ∫ lntanx
sinxcosx

dx = ∫ lntanx
tanx·cos2 x

dx = ∫ lntanx
tanx

sec2 xdx

= ∫ lntanx
tanx

dtanx = ∫lntanxdlntanx =
1
2

（lntanx）2 + C

评述 由于 lntanx 中的 tanx 变化的余地很小，故设法把该积分化为以 tanx 为变元的积分.

例 29 求∫ x + sinx
1 + cosx

dx

分析 采取分项求积，让每一项都稍简一些.

解 ∫ x + sinx
1 + cosx

dx = ∫ x
1 + cosx

dx + ∫ sinx
1 + cosx

dx = ∫ x

2cos2 x
2

dx - ∫ d（1 + cosx）
1 + cosx

= ∫xdtan
x
2

- ln（1 + cosx） = xtan
x
2

- ∫tan
x
2

dx - ln（1 + cosx）

= xtan
x
2

+ 2ln cos
x
2

- ln（1 + cosx）+ C

评述 分项积分也是把被积函数化繁为简的一条重要途径. 计算不定积分时，常常是凑微分法与其他方

法混在一起，灵活使用，技巧性较强，平时要多看题、多做题.

典型题型 4. 以下求有理函数的不定积分.

例 30 求∫ x2 + 2x - 1
2x3 + 3x2 - 2x

dx

分析 被积函数为真分式，把分母分解因式，然后化真分式为部分分式之和.

解 2x3 + 3x2 - 2x = x（2x2 + 3x - 2） = x（2x - 1）（x + 2） 今选取 a，b，c 使

x2 + 2x - 1
3x3 + 3x2 - 2x

=
a
x

+
b

2x - 1
+

c
x + 2

即 x2 + 2x - 1 = a（2x - 1）（x + 2）+ bx（x + 2）+ cx（2x - 1）

令 x = 0 得 a =
1
2

；令 x =
1
2

得 b =
1
5

，再令 x = - 2 得 c = -
1
10

.
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于是 x2 + 2x - 1
2x3 + 3x2 - 2x

=
1
2x

+
1

5（2x - 1）
-

1
10（x + 2）

积分之得 ∫ x2 + 2x - 1
2x3 + 3x2 - 2x

dx =
1
2 ∫ dx

x
+

1
5 ∫ dx

2x - 1
-

1
10∫ dx

x + 2

=
1
2

ln x +
1
10

ln 2x - 1
x + 2

+ C

评述 有理真分式分母中多项式只有不同的一次实因式的乘积时，如上处理.

例 31 求∫ x3 + 1
x（x - 1）3 dx

分析 分母的实因式全为一次，但有三个相同的一次实因式.

解 此时把被积函数化为如下形式的部分分式之和

x3 + 1
x（x - 1）3 =

a
x

+
b1

x - 1
+

b2

（x - 1）2 +
b3

（x - 1）3

即 x3 + 1 = a（x - 1）3 + b1 x（x - 1）2 + b2 x（x - 1）+ b3 x

比较两边同次幂的系数，得联立方程组

a + b1 = 1

- 3a - 2b1 + b2 = 0

3a + b1 - b2 + b3 = 0

- a =
{

1

解得 a = - 1，b1 = 2，b2 = 1，b3 = 2，从而有

x3 + 1
x（x - 1）3 = -

1
x

+
2

x - 1
+

1
（x - 1）2 +

2
（x - 1）3

分项积分 ∫ x3 + 1
x（x - 1）3 dx = - ln x + 2ln x - 1 -

1
x - 1

-
1

（x - 1）2 + C

= -
x

（x - 1）2 + ln
（x - 1）2

x
+ C

评述 注意对应于分母中有实因式（x - a）n 时的部分分式和为

a1

x - a
+

a2

（x - a）2 + ⋯ +
an

（x - a）n

例 32 （99，3 分）求∫ x + 5
x2 - 6x + 13

dx

分析 被积函数为真分式，但（- 6）2 - 4·1·13 < 0，x2 - 6x + 13 = 0，分母中无一次实因式.

解 ∫ x + 5
x2 - 6x + 13

dx = ∫
1
2

（x2 - 6x + 13）' + 5 + 3

x2 - 6x + 13
dx

=
1
2 ∫ d（x2 - 6x + 13）

x2 - 6x + 13
+ ∫ 8dx

（x - 3）2 + 22

=
1
2

ln（x2 - 6x + 13）+ 4arctan
x - 3

2
+ C

评述 若被积函数为
dx + e

ax2 + bx + c
且 a，b，c，d，e 是实数，b2 - 4ac < 0 时，则把分子改写为

dx + e =
d

2a
（ax2 + bx + c）' + e -

bd
2a

.

由于 x2 - 6x + 13 > 0，故写 ln（x2 - 6x + 13）未写 ln x2 - 6x + 13 .

例 33 求∫ 2x2 + 2x + 13
（x - 2）（x2 + 1）2 dx
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分析 被积函数为有理函数，分母中有一次实因式又有不能分解为一次实因式的相同的二次实因式

解 设 2x2 + 2x + 13
（x - 2）（x2 + 1）2 =

a
x - 2

+
b1 x + c1

x2 + 1
+

b2 x + c2

（x2 + 1）2

两边同乘以（x - 2）（x2 + 1）2 得

2x2 + 2x + 13 = a（x2 + 1）2 +（b1 x + c1）（x - 2）（x2 + 1）+（b2 x + c2）（x - 2）

= （a + b1）x4 +（c1 - 2b1）x3 +（b1 + b2 - 2c1 + 2a）x2

+（c1 + c2 - 2b1 - 2b2）x + a - 2c1 - 2c2

比较两边同次幂的系数得方程组

a + b1 = 0， c1 - 2b1 = 0， b1 + b2 - 2c1 + 2a = 2，

c1 + c2 - 2b1 - 2b2 = 2， a - 2c1 - 2c2 = 13

由这个方程组解出 a = 1，b1 = - 1，c1 = - 2，b2 = - 3，c2 = - 4

故 2x2 + 2x + 13
（x - 2）（x2 + 1）2 =

1
x - 2

+
- x - 2
x2 + 1

+
- 3x - 4

（x2 + 1）2

∫ 2x2 + 2x + 13
（x - 2）（x2 + 1）2 dx = ln x - 2 - ∫

1
2

（x2 + 1）' + 2

x2 + 1
dx - ∫

3
2

（x2 + 1）' - 4

（x2 + 1）2 dx

= ln x - 2 -
1
2

ln（x2 + 1）- 2arctanx +
3
2

1
x2 + 1

- 4∫ dx
（x2 + 1）2

又 ∫ dx
（x2 + 1）2 =

1
2

x
x2 + 1

+ arctan( )x + C

故 ∫ 2x2 + 2x + 13
（x - 2）（x2 + 1）2 dx = ln

x - 2
（x2 + 1）1 /2 - 4arctanx +

3 - 4x
2（x2 + 1）

+ C.

评述 有理函数是很重要的一类函数，如何求有理函数的积分，必须系统、全面、熟练地掌握，望读者要

全面复习，几乎每年都直接或间接地考到这部分内容.

例 34 求∫ dx

槡x -
3

槡x
.

分析 被积函数为无理函数.

解 作变换 t =
6

槡x，x = t6 ，dx = 6t5 dt

∫ dx

槡x -
3

槡x
= ∫ 6t5 dt

t3 - t2 = 6∫ t3

t - 1
dt

= 6∫ t2 + t + 1 +
1

t -( )1
dt = 6 1

3
t3 +

1
2

t2 + t + ln t -( )1 + C

= 2x1 /2 + 3x1 /3 + 6x1 /6 + 6ln x1 /6 - 1 + C

评述 变换 t =
6

槡x 中的 6 是槡x -
3

槡x 中二次方根中的 2 与三次方根中的 3 的最小公倍数，于是便把无理

式化为有理式了.

例 35 求∫ x（1 + x槡 ）

槡x + 1槡 + x
dx

分析 分子、分母均为无理式，今把分母有理化，就把原被积函数大大化简

解 原式 = ∫ x（1 + x槡 ）（槡x - 1槡 + x）
x - （1 + x）

dx = - ∫x 1槡 + xdx + ∫（1 + x）槡xdx

= - ∫（1 + x - 1） 1槡 + xdx + ∫槡xdx + ∫x3 /2 dx

= - ∫（1 + x）3 /2 dx + ∫ 1槡 + xdx + ∫槡xdx + ∫x3 /2 dx

= -
2
5

（1 + x）5 /2 +
2
3

（1 + x）3 /2 +
2
3

x3 /2 +
2
5

x5 /2 + C
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评述 由这个题给我们一个启发，不是任一无理函数都可作变元代换化为有理函数，有的题把分子或分

母有理化后便不难求得积分了. 因此解题时的思维要多方设想，不要拘于一格.

典型题型 5. 以下讨论求定积分的值.

例 36 计算定积分∫
2

- 2
（ x + x）e- x dx.

分析 积分区间对称于原点， x e- x 为［- 2，2］上的偶函数，xe- x 为［- 2，2］上的奇函数，∫
2

- 2
xe- x dx

= 0.

解 ∫
2

- 2
（ x + x）e- x dx = ∫

2

- 2
x e- x dx = 2∫

2

0
x e- x dx

= 2∫
2

0
xe- xdx = 2 - xe- x 2

0
+ ∫

2

0
e- xd[ ]x = 2［- 2e- 2 - e- 2 + 1］

= 2 - 6e- 2 .

评述 计算奇、偶函数的定积分，几乎是每年都要考的内容.

例 37 （01，3 分） 计算∫
π /2

- π /2
（x3 + sin2 x）cos2 xdx.

分析 积分区间为对称区间，x3 cos2 x 在 - π
2

，π[ ]2
上为奇函数，其积分为零，sin2 xcos2 x 在 - π

2
，π[ ]2

上

为偶函数.

解 ∫
π /2

- π /2
（x3 + sin2 x）cos2 xdx = ∫

π /2

- π /2
sin2 xcos2 xdx = 2∫

π /2

0
sin2 xcos2 xdx

= 2∫
π /2

0
（1 - cos2 x）cos2 xdx = 2 ∫

π /2

0
cos2 xdx - ∫

π /2

0
cos4 xd[ ]x

= 2 1
2

· π
2

-
3
4

· 1
2

π[ ]2
= π

8

评述 这里利用了 Wallis 公式：当 n 为偶数时

∫
π /2

0
cosn xdx = ∫

π /2

0
sinn xdx =

n - 1
n

·
n - 3
n - 2

⋯
3
4

·
1
2

· π
2

.

Wallis 公式是一个常用的公式，每逢计算∫
π /2

0
cosn xdx，∫

π /2

0
sinn xdx 时，便可直接写出结果了，要熟记 Wallis

公式.

例 38 （02，3 分） 设 f（x）连续，则下列函数中，必为偶函数的是

（A）∫
x

0
f（t2）dt （B）∫

x

0
f2（t）dt

（C）∫
x

0
t f（t）- f（- t[ ]） dt （D）∫

x

0
t f（t）+ f（- t[ ]） dt

分析 若 F（- x） = F（x），则 F（x）为偶函数，若 F（- x）≠ F（x），则 F（x）不是偶函数，这是判别 F（x）是

否为偶函数的唯一标准.

解 （A）设 F（x） = ∫
x

0
f（t2）dt，F（- x） = ∫

- x

0
f（t2）dt 

t = - u ∫
x

0
f［（- u）2 ］（- 1）du = - ∫

x

0
f［u2 ］du = -

∫
x

0
f（t2）dt = - F（x），可见∫

x

0
f（t2）dt 为奇函数.

（B）设 F（x） = ∫
x

0
f2（t）dt，F（- x） = ∫

- x

0
f2（t）dt 

t = - u
- ∫

x

0
f2（- u）du ≠ ∫

x

0
f2（u）du = F（x）

可见∫
x

0
f2（t）dt 未必是偶函数.
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（C）设 F（x） = ∫
x

0
t f（t）- f（- t[ ]） dt，F（- x） = ∫

- x

0
t f（t）- f（- t[ ]） dt


t = - u ∫

x

0
- u f（- u）- f（u[ ]）（- 1）du = ∫

x

0
u f（- u）- f（u[ ]） du

= ∫
x

0
t［f（- t）- f（t）］dt = - F（x），可见∫

x

0
t f（t）- f（- t[ ]） dt 为奇函数.

（D）设 F（x） = ∫
x

0
t f（t）+ f（- t[ ]） dt，F（- x） = ∫

- x

0
t f（t）+ f（- t[ ]） dt


t = - u ∫

x

0
u f（u）+ f（- u[ ]） du = ∫

x

0
t f（t）+ f（- t[ ]） dt = F（x），

可见∫
x

0
t f（t）+ f（- t[ ]） dt 为偶函数.

综上所述，应选（D）.

评述 这个题中出现的函数，是否为偶函数，不是很明显，要严格按照偶函数定义判断. 在论证中，还多

次利用定积分与积分变量写法无关这一性质，即∫
b

a
f（u）du = ∫

b

a
f（t）dt.

例 39 计算 In = ∫
π

0

xsin2n x
sin2n x + cos2n x

dx.

分析 关于定积分 ∫
π

0
xf（sinx）dx，若 f（x）在［0，1］上连续，则有公式

∫
π

0
xf（sinx）dx = π

2 ∫
π

0
f（sinx）dx.

解 In = ∫
π

0

xsin2n x
sin2n x + cos2n x

dx = π
2 ∫

π

0

sin2n x
sin2n x + cos2n x

dx

但 ∫
π

0

sin2n xdx
sin2n x + cos2n x

x = π /2


- t
- ∫

- π /2

π /2

cos2n t
sin2n t + cos2n t

dt = ∫
π /2

- π /2

cos2n x
sin2n x + cos2n x

dx

又因被积函数 cos2n x/（sin2n x + cos2n x）是以 π 为周期的周期函数，从而有

∫
π

0

sin2n x
sin2n x + cos2n x

dx = ∫
π /2

- π /2

cos2n x
sin2n x + cos2n x

dx = ∫
π

0

cos2n x
sin2n x + cos2n x

dx （）

故 In = π
2 ∫

π

0

sin2n x
sin2n x + cos2n x

dx = π
4 ∫

π

0

sin2n x + cos2n x
sin2n x + cos2n x

dx = π
4 ∫

π

0
dx = π2

4
.

评述 利用几何图形不难直接看出∫
π

0
sin2n xdx = ∫

π

0
cos2n xdx，故关系式（）的成立可以预见，若记 Jn =

∫
π

0

xcos2n x
sin2n x + cos2n x

dx，更知 Jn = In = π2 /4.

例 40 计算∫
π /2

0

f（sinx）
f（cosx）+ f（sinx）

dx. 设其中 f（x）在［0，1］上连续.

分析 因∫
π /2

0
sinxdx = ∫

π /2

0
cosxdx，预计应有∫

π /2

0

f（sinx）
f（cosx）+ f（sinx）

dx = ∫
π /2

0

f（cosx）
f（cosx）+ f（sinx）

dx

解 ∫
π /2

0

f（sinx）
f（cosx）+ f（sinx）

dx
x = π

2


- t

- ∫
0

π /2

f（cost）
f（cost）+ f（sint）

dt

= ∫
π /2

0

f（cost）
f（cost）+ f（sint）

dt = ∫
π /2

0

f（cosx）
f（cosx）+ f（sinx）

dx

从而有 ∫
π /2

0

f（sinx）
f（cosx）+ f（sinx）

dx =
1
2 ∫

π /2

0

f（sinx）+ f（cosx）
f（sinx）+ f（cosx）

dx =
1
2 ∫

π /2

0
dx = π

4

评述 几何直觉常是严格证明的指路明灯，以上各个例题都利用了各种各样的几何对称性.
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例 41 设 x ≥ - 1，求∫
x

- 1
（1 - t ）dt.

分析 被积函数实为分段表示的函数，当 x < 0 时，被积函数为 1 - t = 1 + t，当 0 ≤ t 时，被积函数为 1

- t，要分 - 1 ≤ x < 0 与 x ≥ 0 两种情况考虑之.

解 当 - 1 ≤ x < 0 时

∫
x

- 1
（1 - | t | ）dt = ∫

x

- 1
（1 + t）dt = 1

2
（1 + t）2

x

- 1

=
1
2

（1 + x）2

当 x ≥ 0 时

∫
x

- 1
（1 - t ）dt = ∫

0

- 1
（1 - t ）dt + ∫

x

0
（1 - t ）dt = ∫

0

- 1
（1 + t）dt + ∫

x

0
（1 - t）dt

= 1
2

（1 + t）2
0

- 1

- 1
2

（1 - t）2
x

0

=
1
2

-
1
2

（1 - x）2 +
1
2

= 1 -
1
2

（1 - x）2 .

评述 计算分段表示的被积函数的定积分是考试的一个热点内容.

例 42 设 f（x） =
1 + x2 ， x ≤ 0

e- x， x >{ 0
求∫

3

1
f（x - 2）dx.

分析 先把被积函数 f（x - 2）化为 f（t），积分上下限要相应改变.

解 ∫
3

1
f（x - 2）dx

x - 2


= t ∫
1

- 1
f（t）dt = ∫

0

- 1
f（t）dt + ∫

1

0
f（t）dt

= ∫
0

- 1
（1 + t2）dt + ∫

1

0
e- t dt =

7
3

-
1
e

.

例 43 设函数 f（x）在（- � ，+ � ）内满足 f（x） = f（x - π） + sinx 且 f（x） = x，x ∈［0，π］，计算

∫
3π

π
f（x）dx.

分析 因 f（x）仅在区间［0，π］上已知，故要把∫
3π

π
f（x）dx 化为在［0，π］上的积分.

解 ∫
3π

π
f（x）dx = ∫

3π

π
f（x - π）+ sin[ ]x dx = ∫

3π

π
f（x - π）dx - cosx

3π

π

= 0 + ∫
3π

π
f（x - π）dx

x - π


= t ∫
2π

0
f（t）dt = ∫

π

0
f（t）dt + ∫

2π

π
f（t）dt

= ∫
π

0
tdt + ∫

2π

π
［f（t - π）+ sint］dt =

1
2
π2 - 2 + ∫

2π

π
f（t - π）dt

t - π


= u 1
2
π2 - 2 + ∫

π

0
f（u）du =

1
2
π2 - 2 + ∫

π

0
udu = π2 - 2.

评述 给出函数解析式的区间与积分区间不完全相同或完全不同是近年考研试题中的常见题型.

例 44 （99，6 分） 设函数 f（x）连续，且∫
x

0
tf（2x - t）dt =

1
2

arctanx2 ，已知 f（1） = 1，求∫
2

1
f（x）dx 的值.

分析 先换元把∫
π

0
tf（2x - t）dt 中的 f（2x - t）化为 f（u），以便求∫

2

1
f（x）dx 的值.

解 ∫
x

0
tf（2x - t）dt

2


x - t = u
- ∫

x

2x
（2x - u）f（u）du = ∫

2x

x
（2x - u）f（u）du

从而有 2x∫
2x

x
f（u）du - ∫

2x

x
uf（u）du =

1
2

arctanx2

两边对 x 求导得

2∫
2x

x
f（u）du + 4xf（2x）- 2xf（x）- 4xf（2x）+ xf（x） =

x
1 + x4

即 2∫
2x

x
f（u）du - xf（x） =

x
1 + x2
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令 x = 1 得 ∫
2

1
f（x）dx =

f（1）
2

+
1
4

=
1
2

+
1
4

=
3
4

即 ∫
2

1
f（x）dx =

3
4

评述 求导时，用到公式
d
dx∫

ψ（x）

φ（x）
f（u）du = f〔ψ（x）〕ψ'（x）- f〔φ（x）〕φ'（x），每年的考研题中都要用到这

个非常重要的公式.

例 45 （98，3 分） 设 f（x）连续，则 d
dx∫

x

0
tf（x2 - t2）dt.

（A）xf（x2） （B） - xf（x2） （C）2xf（x2） （D） - 2xf（x2）

分析 首先换元把被积函数化为单元函数，以便对积分所确定的函数求导.

解
d
dx∫

x

0
tf（x2 - t2）dt

令 x2 - t2 = u

- 2tdt = d


u
-

1
2

d
dx∫

0

x2
f（u）du

=
1
2

d
dx∫

x2

0

f（u）du =
1
2

f（x2）·2x = xf（x2）

所以，应选（A）.

评述 一般公式为

d
dx∫

ψ（x）

φ（x）
f（x，t）dt = f［x，ψ（x）］ψ'（x）- f［x，φ（t）］φ'（x）+ ∫

ψ（x）

φ（x）
'f x（x，t）dt.

其中 f（x，t），φ（x），ψ（x）均为可微函数.

例 46 设 f（x） = ∫
x

1

lnt
1 + t

dt 其中 x > 0，求 f（x）+ f（ 1
x

）.

分析 主要问题为如何化简 f（ 1
x

），得出 f（x）+ f（ 1
x

）.

解 f 1( )x
= ∫

1 /x

1

lnt
1 + t

dt
t =

1


u ∫

x

1

- lnu
（1 + u）/u

-
1
u( )2 du = ∫

x

1

lnu
u（1 + u）

du

f（x）+ f（ 1
x

） = ∫
x

1

lnt
1 + t

dt + ∫
x

1

lnt
t（1 + t）

dt = ∫
x

1

1
1 + t

+
1

t（1 + t[ ]）
lntdt = ∫

x

1

1
t

lntdt

= ∫
x

1
lntdlnt =

1
2

ln2 t
x

1

=
1
2

ln2 x.

评述 定积分与积分变量写法无关，故∫
x

1

lnu
u（1 + u）

du = ∫
x

1

lnt
t（1 + t）

dt

例 47 已知 f（2） =
1
2

，f'（2） = 0 及∫
2

0
f（x）dx = 1，求∫

1

0
x2 f"（2x）dx

分析 利用积分变量变换及分部积分公式∫
b

a
uv' dx = uv

b

a

- ∫
b

a
vu' dx 化简∫

1

0
x2 f"（2x）dx.

解 ∫
1

0
x2 f"（2x）dx

2


x = t 1
8 ∫

2

0
t2 f"（t）dt =

1
8 t2 f'（t） 2

0
- 2∫

2

0
tf'（t）d[ ]t

=
1
8 0 - 2∫

2

0
tf'（t）d[ ]t = -

1
4 tf（t） 2

0
- ∫

2

0
f（t）d[ ]t = -

1
4

（1 - 1） = 0.

评述 经常有用分部积分法来计算定积分或论证某个结论的试题.

例 48 求 f（x） = ∫
x2

0

（2 - t）e- t dt 的最大值与最小值.

分析 f（- x） = ∫
（- x）2

0

（2 - t）e- t dt = ∫
x2

0

（2 - t）e- t dt = f（x），故 f（x）在（- � ，+ � ）上为偶函数，只要求
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f（x）在［0，+ � ）上的最大值与最小值.

解 f'（x） =（2 - x2）e- x2·2x
令

0，在（0，+ � ）内有唯一驻点 x = 槡2，当 0 < x < 槡2 时，f'（x） > 0，f（x）

单调增，当 x > 槡2 时 f'（x） < 0，f（x）在（槡2，+ � ）内单调减，所以当 x = 槡2 时 f（x）达到极大值，这个极大值即

最大值，其最大值为

f（槡2） = ∫
2

0
（2 - t）e- t dt = - （2 - t）e- t

2

0

- ∫
2

0
e- t dt = 1 + e- 2 .

又 ∫
+�

0
（2 - t）e- t dt = - （2 - t）e- t

+�

0

+ e- t
+�

0

= 2 - 1 = 1 及 f（0） = 0，故 f（x）的最小值在 x = 0 处达到.

最小值为 f（0） = 0.

评述 求变积分限的定积分所确定的函数的极值与最大值、最小值是常见的试题.

例 49 （00，6 分） 设函数 f（x）在［0，π］上连续，且∫
π

0
f（x）dx = 0，∫

π

0
f（x）cosxdx = 0. 试证：在（0，π）内

至少存在两个不同的点 ξ1 ，ξ2 ，使 f（ξ1） = f（ξ2） = 0.

分析 问题的实质为证方程 f（x）= 0 在（0，π）内至少有两个实根，由于给的条件是∫
π

0
f（x）dx = 0，作辅助

函数 F（x） = ∫
x

0
f（x）dt，F（x）在［0，π］上连续，在（0，π）内可导，F（0） = 0，F（π） = 0，若能证得在（0，π）内还

存在一点 ξ 使 F（ξ） = 0，则在［0，ξ］及［ξ，π］上可分别利用罗尔定理，而 F'（x） = f（x），欲证的结果就得到了.

证明 设 F（x） = ∫
x

0
f（x）dx，即 F（x）是 f（x）的一个原函数，且 F（0） = 0，F（π） = 0，今考察条件

∫
π

0
f（x）cosxdx = 0，利用分部积分公式：视 u = cosx，v' = f（x）于是

0 = ∫
π

0
f（x）cosxdx = cosxF（x）

π

0

+ ∫
π

0
F（x）sinxdx

= cosπF（π）- cos0·F（0）+ ∫
π

0
F（x）sinxdx （, F（0） = 0，F（π） = 0）

= ∫
π

0
F（x）sinxdx = πF（ξ）sinξ = 0 （据积分中值定理）

其中 0 < ξ < π，因 sinξ≠ 0，必有 F（ξ） = 0，于是在［0，ξ］，［ξ，π］上各利用罗尔定理，便各至少存在一个 ξ1 ，ξ2

有 F'（ξ1） = 0，F'（ξ2） = 0

亦即 f（ξ1） = 0 f（ξ2） = 0 其中 0 < ξ1 < ξ < ξ2 < π

评述 以上各例都用到了分部积分公式，有关积分的试题中，屡屡与分部积分有关， 这是考试的一大热点.

典型题型 6. 以下讨论积分不等式或等式.

例 50 设 f（x），g（x）及其平方在［a，b］上可积，求证

∫
b

a
f（x）g（x）d[ ]x

2

≤ ∫
b

a
f2（x）dx∫

b

a
g2（x）dx

分析 这个不等式是下面不等式

（a1 b1 + a2 b2 + ⋯ + an bn）
2 ≤（a2

1 + ⋯ + a2
n）（b2

1 + b2
2 + ⋯ + b2

n）

的推广.

证明 考察

∫
b

a
f（x）- λg（x[ ]） 2 dx = ∫

b

a
［f2（x）+ λ2 g2（x）- 2λf（x）g（x）］dx

= ∫
b

a
f2（x）dx + λ2∫

b

a
g2（x）dx - 2λ∫

b

a
f（x）g（x）dx ≥ 0

而二次三项式 aλ2 - 2bλ + c ≥ 0 的充分必要条件为 b2 - ac ≤ 0. 故有

∫
b

a
f（x）g（x）d( )x

2

≤ ∫
b

a
f2（x）dx∫

b

a
g2（x）dx
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评述 这个不等式叫做 Cauchy 或叫 Schuarz 不等式，是一个十分重要的不等式.

例 51 设函数 f（x）在闭区间［a，b］上连续可导，f（a） = 0，且 M是 f（x） 在［a，b］上的最大值，证明不等

式

M2 ≤（b - a）∫
b

a
'f 2（x）dx

分析 由于 M是 f（x） 在［a，b］上的最大值，故要求证明对于［a，b］内任一 x 均有 f（x） 2 = f2（x）≤（b

- a）∫
b

a
'f 2（x）dx.

证明 已知 f（a） = 0，f（x） = f（x）- f（a） = ∫
x

a
'f（x）dx 两边平方，并利用 Cauchy 不等式有

f2（x） = ∫
x

a
'f（x）d( )x

2

≤ ∫
x

a
dx·∫

x

a
'f 2（x）dx

= （x - a）∫
x

a
'f 2（x）dx ≤（b - a）∫

b

a
'f 2（x）dx

以上不等式对［a，b］上任一 x 均成立，在 f（x） 达到最大值 M 的点处亦必成立，因而有

M2 ≤（b - a）∫
b

a
'f 2（x）dx

评述 这个例题用到了数个知识点：（1）若 f（x）在［a，b］上连续，则 f（x） 在［a，b］上亦必连续；（2）闭

区间上连续函数必达到最大值和最小值；（3）牛顿 — 莱布尼茨公式；（4）Cauchy 不等式等.

例 52 设 f（x）在闭区间［0，1］连续，且 f（x） > 0 求证有不等式

∫
1

0
f2（x）dx∫

1

0

dx
f2（x）

≥ 1

证明 因 f（x）在［0，1］上连续且 f（x） > 0，故 1
f（x）

在［0，1］上亦必连续，积分∫
1

0
f2（x）dx，∫

1

0

1
f2（x）

dx 均必

存在，于是由 Cauchy 不等式有

1 = ∫
1

0
d( )x

2

= ∫
1

0
f（x）· 1

f（x）
d( )x

2

≤ ∫
1

0
f2（x）dx∫

1

0

dx
f2（x）

例 53 证明 ln（1 + 槡2） < ∫
1

0

dx

1 + x槡 n
< 1 其中 n > 2

证明 当 0 < x < 1 且 n > 2 时，x2 > xn 1

1 + x槡 2
<

1

1 + x槡 n
< 1

两边积分 ∫
1

0

dx

1 + x槡 2
< ∫

1

0

1

1 + x槡 n
dx < ∫

1

0
1dx = 1

于是 ln（x + 1 + x槡 2）
1

0
= ln（1 + 槡2） < ∫

1

0

dx

1 + x槡 n
< 1.

例 54 设 n 为正整数且 n ≥ 2 求证有不等式

1
2（n + 1）

< ∫
π
4

0
tannθdθ <

1
2（n - 1）

证明 当 0 < θ < π
4

时，0 < tanθ < 1，从而有

tann+2θ < tannθ < tann- 2θ

, ∫
π /4

0
tann+2θdθ < ∫

π /4

0
tannθdθ < ∫

π /4

0
tann- 2θdθ （）

但 ∫
π /4

0
tann+2θdθ = ∫

π /4

0
tannθ（sec2θ - 1）dθ = ∫

π /4

0
tannθdtanθ - ∫

π /4

0
tannθdθ

=
1

n + 1
- ∫

π /4

0
tannθdθ
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故由（）有 1
n + 1

- ∫
π /4

0
tannθdθ < ∫

π /4

0
tannθdθ，即 1

2（n + 1）
< ∫

π /4

0
tannθdθ.

同理 ∫
π /4

0
tannθdθ = ∫

π /4

0
tann- 2θ·（sec2θ - 1）dθ

= 1
n - 1

tann- 1θ
π
4

0

- ∫
π /4

0
tann- 2θdθ =

1
n - 1

- ∫
π /4

0
tann- 2θdθ

移项得 1
n - 1

- ∫
π /4

0
tannθdθ = ∫

π /4

0
tann- 2θdθ > ∫

π /4

0
tannθdθ

,
1

2（n - 1）
> ∫

π /4

0
tannθdθ

由此可见 1
2（n + 1）

< ∫
π /4

0
tannθdθ <

1
2（n - 1）

其中 n ≥ 2.

评述 例 53 证明中关键的一步是当 0 < x < 1，且 n > 2 时有 x2 > xn . 在本例中，关键的一步是当 0 <

θ < π
4

时，由考察不等式 tann+2θ < tannθ < tann- 2θ下手，以下的推导，都在常理之中，读者阅读时，要在这

些三叉路口处多多注意. 本例另一证法如下：

令 tanθ = t，记 In = ∫
π /4

0
tannθdθ = ∫

1

0
tn·

1
1 + t2 dt ≤ ∫

1

0

tn

2t
dt = ∫

1

0

1
2

tn- 1 dt =
1

2n
<

1
2n - 2

. 另一方面

In = ∫
π /4

0
tannθdθ

tanθ


= t ∫
1

0

tn

1 + t2 dt > ∫
1

0

tn

2
dt =

1
2（n + 1）

，故有
1

2（n + 1）
< In <

1
2（n - 1）

.

例 55 计算 lim
n→�

∫
x

0
sint dt

x
其中 x ∈［nπ，（n + 1）π］

解 sint 为以 π 为周期的周期函数，而

∫
π

0
sint dt = ∫

π

0
sintdt = - cost

π

0

= 2.

设 nπ ≤ x ≤（n + 1）π，则

∫
x

0
sint dt = ∫

nπ

0
sint dt + ∫

x

nπ
sint dt = 2n + ∫

x

nπ
sint dt.

从而有

2n ≤ ∫
x

0
sint dt ≤ 2n + 2

2n
（n + 1）π ≤

∫
x

0
sint dt

x
≤ 2n + 2

nπ
据夹逼定理有

lim
n→�

∫
x

0
sint dt

x
=

2
π

评述 找出∫
x

0
sint dt 在任一基本周期区间［nπ，（n + 1）π］上的上界与下界，是解答本题的关键.

例 56 （05，8 分）设 f（x），g（x）在［0，1］上的导数连续，且 f（0） = 0，f'（x）≥ 0，g'（x）≥ 0，证明：对任何

a［0，1］有

∫
a

0
g（x）f'（x）dx + ∫

1

0
f（x）g'（x）dx ≥ f（a）g（1）

分析 不等式∫
a

0
g（t）f'（t）dt + ∫

1

0
f（t）g'（t）dt ≥ f（a）g（1）等价于不等式∫

a

0
g（t）f'（t）dt + ∫

1

0
f（t）g'（t）dt -

f（a）g（1）≥ 0，然后作辅助函数 F（x） = ∫
x

0
g（t）f'（t）dt + ∫

1

0
f（t）g'（t）dt - f（x）g（1） x［0，1］今证 F（x）
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的图形在 x 轴上方即可.

证明 F（x）显然具有连续导数.

F'（x） = g（x）f'（x）- f'（x）g（1） = f'（x）［g（x）- g（1）］

由于 x［0，1］时，f'（x）≥ 0，g'（x）≥ 0，因此 F'（x）≤ 0，即 F（x）在［0，1］上单调递减.

考察 F（1） = ∫
1

0
g（t）f'（t）dt + ∫

1

0
f（t）g'（t）dt - f（1）g（1）

= g（1）f（1）- g（0）f（0）- ∫
1

0
g'（t）f（t）dt + ∫

1

0
f（t）g'（t）dt - f（1）g（1）

= - g（0）f（0） = 0

因此 x［0，1］时，F（x）≥ 0，由此可得对任何 a［0，1］有

∫
a

0
g（x）f'（x）dx + ∫

1

0
f（x）g'（x）dx ≥ f（a）g（1）

评述 本例证明的基本思想是把一个证明不等式的问题，转化为考察辅助函数的图形是否在 x 轴上方

的问题，不少不等式均类此证明之.

例 57 设 f（x）在［0，1］上有二阶连续导数，f（0） = f（1） = 0，且 f（x）≠ 0，x ∈（0，1），

求证∫
1

0

f"（x）
f（x）

dx ≥ 4.

分析 因 f（0）= 0，f（1）= 0，且 f（x）在［0，1］上连续，从而知∫
1

0

f"（x）
f（x）

dx为反常（广义）积分，若反常（广

义）积分∫
1

0

f"（x）
f（x）

dx 发散，题中的积分不等式显然成立，今就设该积分收敛情况证之.

证明 因 f（x）在［0，1］上连续，且 f（x）≠ 0，x∈（0，1），今取 f（x0） = max
0 < x < 1

f（x） ，由拉格朗日中值定

理得

f（x0） = f（x0）- f（0） = f'（α）x0 0 < α < x0

f（x0） = f（x0）- f（1） = f'（β）（x0 - 1） x0 < β < 1

∫
1

0

f"（x）
f（x）

dx ≥ 1
f（x0） ∫

1

0
f"（x） dx ≥ ∫

β

α
f"（x） dx· 1

f（x0）

而 ∫
β

α
f"（x） dx ≥ ∫

β

α
f"（x）dx = f'（β）- f'（α） =

f（x0）
x0 - 1

-
f（x0）

x0

= f（x0）
x0 - （x0 - 1）

x0（x0 - 1）
=

f（x0）
x0（1 - x0）

≥
f（x0）

（1 /2）2 = 4 f（x0）

代入上式，便有

∫
1

0

f"（x）
f（x）

dx ≥ ∫
β

α
f"（x） dx· 1

f（x0）
≥

4 f（x0）
f（x0）

= 4.

评述 因设 f（x）在［0，1］上有连续二阶导数，故 f（x）在［0，1］上必连续，又因在（0，1）上 f（x）≠ 0，知

f（x）在（0，1）上必恒为正或恒为负，闭区间上的连续函数必达到最大值、最小值，当 f（x）恒为正时取

f（x0） = f（x0）= max
0 < x < 1

f（x） = max
0 < x < 1

f（x），当 f（x）恒为负时，取 f（x0） = max
0 < x < 1

f（x） = max
0 < x < 1

（- f（x））

= - min
0 < x < 1

f（x） = - f（x0），不论哪种情况 f（x0） 均大于零，x0 必为（0，1）的内点，又 x0 与 1 - x0 二数之和

为 1，和为 1 的二数之积以
1
2

·
1
2

=
1
4

为最大.

典型题型 7. 以下讨论反常（广义）积分.

例 58 试判别下列反常（广义）积分的敛散性

（1）∫
+�

e

lnx
x

dx （2）∫
+�

e

1
xlnx

dx （3）∫
+�

e

dx
x（lnx）2
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（4）∫
+�

e

1

x ln槡 x
dx （5）∫

+�

0
e- x2

dx

解 （1）∫
+�

e

lnx
x

dx = lim
b→+� ∫

b

e
lnxdlnx = 1

2
lim

b→+�

ln2 x
2

b

e

= + �

故该反常（广义）积分发散.

（2）∫
+�

e

1
xlnx

dx = lim
b→+� ∫

b

e

dlnx
lnx

= lim
b→�

ln lnx
b

e

= + � ，故该积分发散.

（3）∫
+�

e

dx
x（lnx）2 = lim

b→+� ∫
b

e

dlnx
（lnx）2 = lim

b→+�
-

1
ln( )x

b

e

= 0 + 1 = 1，故该积分收敛.

（4）∫
+�

e

1

x ln槡 x
dx = lim

b→+� ∫
b

e

dlnx

ln槡 x
= 2 lim

b→+�
ln槡 x

b

e

= + � ，故该积分发散.

（5）∫
+�

0
e- x2

dx = ∫
1

0
e- x2

dx + ∫
+�

1
e- x2

dx

其中∫
1

0
e- x2

dx 是一个正常积分，e- x2 在［0，1］上连续，∫
1

0
e- x2

dx 存在，在［1，+ � ）上 0 <
1

ex2 <
1
x2 ，则∫

+�

1

1
x2 dx 收

敛，故∫
+�

1
e- x2

dx 收敛，从而知∫
+�

0
e- x2

dx 收敛.

评述 （1）- （4）诸小题，直接根据反常（广义）积分的收敛定义判断，（5）题是据比较判定法判断. 这

两种判断法都是常用的基本方法，也可用极限形式的比较判定法判断出（5）题的收敛性，因

lim
x→+�

e- x2

1 /x2 = lim
x→+�

x2

ex2 

�
�

lim
x→+�

2x

ex2
2x

= lim
x→+�

1

ex2 = 0.

例 59 求∫
+�

1

dx
e1 +x + e3 - x .

分析 根据定义求之.

解 原式 = lim
b→+� ∫

b

1

dx
e1 +x + e3 - x = lim

b→+� ∫
b

1

ex- 3

e2（x- 1） + 1
dx

= lim
b→+� ∫

b

1
e- 2 ex- 1

（ex- 1）2 + 1
dx = e- 2 lim

b→+� ∫
b

1

dex- 1

（ex- 1）2 + 1

= e- 2 lim
b→+�

arctanex- 1 b
1

= e- 2 π
2

- π( )4
= π

4
e- 2 .

评述 解本例关键的一步是把被积函数的分子分母同乘以 ex- 3 ，然后再利用凑微分法，化为可用∫
du

u2 + a2 的积分公式，以上既判定∫
+�

1

dx
e1 +x + ex- 3 收敛，同时又求得其值.

例 60 求∫
+�

0

x
（1 + x）3 dx.

分析 因 x
（1 + x）3 <

x
x3 =

1
x2 而∫

+�

a

1
x2 dx（a > 0）收敛，由比较判定法知

∫
+�

0

x
（1 + x）3 dx = ∫

a

0

x
（1 + x）3 dx + ∫

+�

a

x
（1 + x）3 dx（a > 0）收敛.

解 ∫
+�

0

x
（1 + x）3 dx = lim

b→+� ∫
b

0

x
（1 + x）3 dx = lim

b→+� ∫
b

0

x + 1 - 1
（x + 1）3 dx

= lim
b→+� ∫

b

0

1
（x + 1）2 -

1
（x + 1）[ ]3 dx.

= lim
b→+�

-
1

x + 1
+

1
2（x + 1）[ ]2

b

0

=
1
2

.
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评述 把
x

（1 + x）3 化为部分分式的和，按通常的办法是写
x

（1 + x）3 =
A

1 + x
+

B
（1 + x）2 +

C
（1 + x）3 ，两边

乘以（1 + x）3 得

x = A（1 + x）2 + B（1 + x）+ C

然后令 x = 0、x = - 1、x = 1 得关于 A、B、C 的方程组，求得 A = 0，B = 1，C = - 1，对本例来说，这样求 A、

B、C 太繁了，解答中采取了较简便的方法，望读者注意及之.

例 61 求∫
+�

3

dx

（x - 1）4 x2 - 2槡 x
.

分析 首先设法化简被积函数，把根号下的二次式配方，换元去根号.

解 原式 = ∫
+�

3

dx

（x - 1）4 （x - 1）2 -槡 1

x - 1 = sec


θ ∫
π
2

π
3

secθtanθdθ
sec4θtanθ

= ∫
π /2

π /3
cos3θdθ = ∫

π /2

π /3
（1 - sin2θ）dsinθ =

2
3

-
3
8 槡3.

评述 本例原是反常（广义）积分，但通过换元后变为通常的定积分.

例 62 判定下列反常（广义）积分的敛散性

（1）∫
3

1

dx

x -槡 1
（2）∫

2

- 1

dx
x

（3）∫
1

0

dx
sinx

（4）∫
1

- 1

1

1 - x槡 2
dx （5）∫

1

0
lnxdx

分析 被积函数都具有无穷间断点.

解 （1） ∫
3

1

dx

x -槡 1
= lim

ε→0 +∫
3

1 +ε

dx

x -槡 1
= lim

ε→0 +∫
3

1 +ε
（x - 1）- 1

2 d（x - 1）

= 2 lim
ε→0 +

x -槡 1
3

1 +ε
= 槡2 2.

该反常（广义）积分收敛，其值为 槡2 2.

（2）∫
2

- 1

dx
x

= ∫
0

- 1

dx
x

+ ∫
2

0

dx
x

= lim
ε1→0 +∫

0 - ε1

- 1

dx
x

+ lim
ε2→0 +∫

2

ε2

dx
x

这两个极限都不存在，故∫
2

- 1

dx
x

发散.

（3）因 lim
x→0 +

1
sin( )x

/
1
x

= lim
x→0 +

x
sinx

= 1，而∫
1

0

dx
x

发散，据极限形式的比较判定法，知反常（广义）积分∫
1

0

dx
sinx

发散.

（4） ∫
1

- 1

1

1 - x槡 2
dx = ∫

0

- 1

1

1 - x槡 2
dx + ∫

1

0

1

1 - x槡 2
dx

= lim
ε1→0 +∫

0

- 1 +ε1

dx

1 - x槡 2
+ lim

ε2→0 +∫
1 +ε2

0

dx

1 - x槡 2

= lim
ε1→0 +

arcsinx 0
- 1 +ε1

+ lim
ε2→0 +

arcsinx 1 - ε2
0

= π
2

+ π
2

= π.

这两个极限都存在，故∫
1

- 1

dx

1 - x槡 2
收敛.

（5） ∫
1

0
lnxdx = lim

ε1→0 +∫
1

0 +ε1

lnxdx = lim
ε1→0 +

xlnx 1
ε1

- ∫
1

ε1

d[ ]x

= 1ln1 - lim
ε1→0 +

ε1 lnε1 - lim
ε1→0 +

（1 - ε1） = 0 - 0 - 1 + 0 = - 1

其中 lim
ε1→0

ε1 lnε1

ε1 =
1


t

lim
t→+�

- lnt
t



�
�

lim
t→�

-
1( )t

= 0.
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可见∫
1

0
lnxdx 为收敛的反常（广义）积分，其值为 - 1.

评述 以上（1），（2），（4），（5）等四小题都是直接据反常（广义）积分敛散性的定义判定它们各自的敛

散性，若不注意到它们是反常（广义）积分，按正常积分去处理就可能出现错误，如例（2）.

∫
2

- 1

dx
x

= ln x
2

- 1

= ln2 - ln1 = ln2

以上的计算为什么是错误呢？因在 x = 0 处 ln x 的导数不存在，不能利用牛顿 — 莱布尼茨公式计算∫
2

- 1

dx
x

. 当 x → 0 时
1
x → � ，∫

2

- 1

dx
x

是反常（广义）积分，必须按反常（广义）积分来处理它. 今后遇见

∫
b

a
f（x）dx 时，首先注意它是正常积分还是反常（广义）积分，这一点十分重要.

例 63 （98，6 分）求∫
3 /2

1 /2

dx

x - x槡 2
.

分析 被积函数 1

x - x槡 2
在 1

2
，[ ]3

2
内点 x = 1 处有无穷间断点，故该积分为反常（广义）积分.

解 ∫
3 /2

1 /2

dx

x - x槡 2
= ∫

1

1 /2

dx

x - x槡 2
+ ∫

3 /2

1

dx

| x - x2槡 |

= lim
ε1→0 +∫

1 - ε1

1 /2

dx

x - x槡 2
+ lim

ε2→0 +∫
3 /2

1 +ε2

dx

x - x槡 2

= lim
ε1→0 +∫

1 - ε1

1 /2

dx

x - x槡 2
+ lim

ε2→0 +∫
3 /2

1 +ε2

dx

- （x - x2槡 ）

= lim
ε1→0 +∫

1 - ε1

1 /2

dx

( )1
2

2

- x -( )1
2槡

2
+ lim

ε2→0 +∫
3 /2

1 +ε2

dx

x -( )1
2

2

- ( )1
2槡

2

= lim
ε1→0 +

arcsin
x - 1 /2

1 /2

1 - ε1

1 /2

+ lim
ε2→0

ln （x -
1
2

）+ （x -
1
2

）2 - （ 1
2

）槡 2

3 /2

1 +ε2

= π
2

+ ln 1 + 槡3( )2
- ln

1
2

= π
2

+ ln（2 + 槡3）.

评述 不能写

∫
3 /2

1 /2

dx

x - x槡 2
= lim

ε→0
∫

1 - ε

1 /2

dx

x - x槡 2
+ ∫

3 /2

1 +ε

dx

x - x槡[ ]2
.

在上述解答中 ε1 ，ε2 是互相独立的.

例 64 （00，3 分） 求∫
+�

2

dx

（x + 7） x -槡 2
.

分析 这个积分一方面是积分区间为［2，+ � ）的反常（广义）积分，另一方面又是被积函数具有无穷间

断点的反常（广义）积分.

解 ∫
+�

2

dx

（x + 7） x -槡 2

x -槡 2


= t ∫
+�

0

2dt
t2 + 9

= lim
b→+� ∫

b

0

2dt
t2 + 9

= 2 lim
b→�

1
3

arctan
t
3

b

0

= π
3

例 65 判断反常（广义）积分∫
1

0

cos2 x
3

1 - x槡 2
dx 的敛散性.

分析 当 x → 1 - 0 时， cos2 x
3

1 - x槡 2
→ � ，它是反常（广义）积分.

解 现用极限形式的比较判定法判断之，与 1
3

1槡 - x
比较得
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lim
x→1 - 0

cos2 x
3

1 - x槡 2
/

1
3

1槡[ ]- x
= lim

x→1 - 0

cos2 x
3

1槡 + x
=

cos1
3

槡2

因∫
1

0

dx
3

1槡 - x
收敛，从而知∫

1

0

cos2 x
3

1 - x槡 2
dx 收敛.

例 66 判断∫
1

0

ln（1 槡+ x）
ex - 1

的敛散性.

分析 由于 lim
x→0 +

ln（1 槡+ x）
ex - 1

= lim
x→0 +

槡x
x

（等价无穷小因子代换


）
= lim

x→0 +

1

槡x
= + �

故∫
1

0

ln（1 槡+ x）
ex - 1

dx 是反常（广义）积分.

解 利用极限形式的比较判定法判断之，与 1

槡x
比较得

lim
x→0 +

ln（1 槡+ x）
ex - 1

/
1

槡x
= lim

x→0 +

槡xln（1 槡+ x）
ex - 1

（等价无穷小因子代换


）
= lim

x→0 +

槡槡x x
x

= 1

而∫
1

0

1

槡x
dx 收敛，故∫

1

0

ln（1 槡+ x）
ex - 1

dx 收敛.

评述 由以上例题可见，用极限形式比较判定法判断反常（广义）积分的敛散性十分有效.

典型题型 8. 以下研究由变限积分所确定的函数的性质.

例 67 （06，4 分） 设函数 f（x） =
1
x3 ∫

x

0
sint2 dt， x ≠ 0

a， x =
{

0

在 x = 0 处连续，则 a = .

分析 本题意义为确定 a 的值使得 lim
x→0

f（x） = a = f（0）.

解
1
3

. lim
x→0

f（x） = lim
x→0

∫
x

0
sint2 dt

x3 

0
0

lim
x→0

sinx2

3x2 =
1
3

.

故应取 a =
1
3

.

评述 本题利用了连续函数定义，洛必达法则. 微积分学第一基本定理等重要的知识点，这是常考的题

型.

例 68 （97，6 分） 设函数 f（x）在［0，+ � ］上连续，单调不减且 f（0）≥ 0，试证函数

F（x） =
1
x ∫

x

0
tn f（t）dt， 若 x > 0

0， 若 x =
{

0

在［0，+ � ）上连续且单调不减（其中 n > 0）.

分析 因已知 f（x）在［0，+ � ）上连续，且 n > 0，故∫
x

0
tn f（t）dt 在（0，+ � ）上可导，从而知当 x > 0 时 F（x）

在（0，+ � ）上连续，但还要证 F（x）在 x = 0 处连续，并证 F'（x）≥ 0（当 x ∈（0，+ � ）时）.

证明 当 x > 0 时，F（x）连续，又由洛必达法则得

lim
x→0 +

F（x） = lim
x→0 +

∫
x

0
tn f（t）dt

x
= lim

x→0 +
xn f（x） = 0 = F（0）

故 F（x）在［0，+ � ）上连续.

又当 x > 0 时，求 F（x）的导数，并利用积分中值定理，则有

F'（x） =
xn+1 f（x）- ∫

x

0
tn f（t）dt

x2 =
xn+1 f（x）- ζn f（ζ）x

x2 =
xn f（x）- ζn f（ζ）

x
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其中 0 < ζ < x，由于 xn f（x）在［0，+ � ）上是单调不减的，所以 F'（x）≥ 0，故 F（x）在［0，+ � ）上单调不减.

评述 由于 F（x）在［0，+ � ）上连续，故由 F'（x）≥ 0 x∈（0，+ � ），便有 F（x）在［0，+ � ）的单

调不减性.

例 69 设函数 f（x）在闭区间［a，b］上连续，且 f（x） > 0，则方程 ∫
x

a
f（t）dt + ∫

x

b

1
f（t）

dt = 0 在开区间

（a，b）内的根有

（A）0 个 （B）1 个 （C）2 个 （D）无穷多个

分析 因 f（x）在［a，b］上连续，且 f（x） > 0，故 1 /f（x）在［a，b］上连续，从而∫
x

b

1
f（t）

dt 与∫
x

a
f（t）dt 在［a，b］

上均可导，亦即∫
x

b

1
f（t）

dt 与∫
x

a
f（t）dt 在［a，b］上都是连续函数.

解 记F（x） = ∫
x

a
f（t）dt + ∫

x

b

1
f（t）

dt

F（a） = ∫
a

b

1
f（t）

dt = - ∫
b

a

1
f（t）

dt < 0，F（b） = ∫
b

a
f（t）dt > 0

由闭区间上连续函数的介值定理，知在（a，b）内至少存在一个 ξ 使 F（ξ） = 0.

另一方面 F'（x） = f（x）+
1

f（x）
> 0，故 F（x）在［a，b］为单调增加函数，故 F（x） = 0 在（a，b）内至多有一个根.

综上所述知方程∫
x

a
f（t）dt + ∫

x

b

1
f（t）

dt = 0 在开区间（a，b）内的根有且仅有一个，应选（B）.

评述 判断方程在某个区间内实根的个数，是常见的考题.

例 70 求由积分∫
1

0
t t - x dt 所确定的函数的表达式.

分析 记 S（x） = ∫
1

0
t t - x dt. 为了去掉被积函数中的绝对值，考虑分别就 x < 0，0 ≤ x≤ 1，x > 1 等三

种不同情况积分之.

解 当 - � < x < 0 时，而 0 ≤ t ≤ 1 , t - x > 0， t - x = t - x

∫
1

0
t t - x dt = ∫

1

0
t（t - x）dt = ∫

1

0
（t2 - tx）dt =

1
3

-
1
2

x.

当 0 ≤ x ≤ 1 时，

∫
1

0
t t - x dt = ∫

x

0
t t - x dt + ∫

1

x
t t - x dt = ∫

x

0
t（x - t）dt + ∫

1

x
t（t - x）dt

=
x3

2
-

x3

3
+

1 - x3

3
-

1 - x2

2
·x =

1
3

x3 -
x
2

+
1
3

当 x > 1 时，而 0 ≤ t ≤ 1，, t - x < 0， t - x = x - t

∫
1

0
t t - x dt = ∫

1

0
t（x - t）dt =

x
2

-
1
3

从而得由积分∫
1

0
t t - x dt 所确定的函数的表达式为

S（x） = ∫
1

0
t t - x dt =

1 /3 - x/2， x < 0

x3 /3 - x/2 + 1 /3， 0 ≤ x ≤ 1

x/2 - 1 /3， x >
{

1

评述 本例是一个很典型的题，上述具体计算，望读者务必掌握.

例 71 设函数 f（x）连续，f（x） > 0，证明当 x > 0 时，函数

F（x） =
∫

x

0
tf（t）dt - ∫

x

0
f（t）dt

∫
x

0
f（t）dt
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单调增加

分析 只要证明 F'（x）≥ 0 即可

证明 F'（x） =
∫

x

0
tf（t）dt

∫
x

0
f（t）dt

-








1

'
=
∫

x

0
f（t）dt·xf（x）- ∫

x

0
tf（t）dt·f（x）

∫
x

0
f（t）d[ ]t 2

=
f（x） x∫

x

0
f（t）dt - ∫

x

0
tf（t）d[ ]t

∫
x

0
f（t）d( )t 2

=
f（x）

∫
x

0
f（t）d( )t 2∫

x

0
（x - t）f（t）dt

已知 f（x） > 0，x > 0，因而∫
x

0
（x - t）f（t）dt 中的被积函数（x - t）f（t）≥ 0，∫

x

0
（x - t）f（t）dt > 0，可见 F'（x） > 0，

F（x）于（0，+ � ）上单调增加.

评述 若 要 证 明 F（x） 在［0， + � ） 上 单 调 增 加，则 首 先 要 定 义 F（0） = lim
x→0 +

F（x） = lim
x→0 +

∫
x

0
tf（t）dt - ∫

x

0
f（t）dt

∫
x

0
f（t）dt



0
0

lim
x→0

xf（x）- f（x）
f（x）

= - 1，因而 F（x）在［0，+ � ）上有定义且单调增加.

典型题型 9. 以下讨论定积分在一些几何问题上的应用.

例 72 求曲线 y = - x3 + x2 + 2x 与 x 轴所围成的图形的面积.

分析 首先要了解曲线的哪些部分在 x 轴上方，哪些部分在 x 轴下方，为此分解因式 y = - x（x2 - x - 2）

= - x（x - 2）（x + 1），曲线与 x 轴相交于 x1 = - 1，x2 = 0，x3 = 2 三点处，当 - 1 < x < 0 时 y < 0，当 0 < x <

2 时 y > 0 仅在 - 1 ≤ x ≤ 2 上该曲线与 x 轴围成平面图形，现求这图形的面积.

解 所求的面积

A = ∫
2

- 1
y dx = ∫

0

- 1
- x3 + x2 + 2x dx + ∫

2

0
- x3 + x2 + 2x dx

= ∫
0

- 1
（x3 - x2 - 2x）dx + ∫

2

0
（- x3 + x2 + 2x）dx

= x4

4
-

1
3

x3 - x( )2
0

- 1

+ -
1
4

x4 +
1
3

x3 + x( )2
2

0

= - 1
4

+
1
3

-( )1 + -
16
4

+
8
3

+( )4 =
37
12

评述 不论 y 为正为负，但平面图形的面积总为一正数.

例 73 求由曲线 y = sinx，y = cosx，x = 0，x = π
2

所围成的平面图形的面积.

分析 当 0 < x < π
4

时，cosx > sinx > 0，当 π
4

< x < π
2

时 0 < cosx < sinx.

解 所求图形的面积为

A = ∫
π /2

0
cosx - sinx dx = ∫

π /4

0
（cosx - sinx）dx + ∫

π /2

π /4
（- cosx + sinx）dx

= （sinx + cosx） π /4
0

+（- sinx - cosx） π /2
π /4

= 槡2
2

+ 槡2
2

- 1 + - 1 + 槡2
2

+ 槡2( )2
= 槡2 2 - 2

评述 做这类题，要先画一个草图，然后再写积分式子.

例 74 求由曲线 y2 = x，y = - 1，y = 2，y = x + 5 所围成的平面图形的面积.
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分析 首先作图，（如图3 - 1），这个题如取 x为积分变量，计算起来较繁，若取 y为积分变

量，计算起来就简单多了.

解 所求面积为

A = ∫
2

- 1
［y2 - （y - 5）］dy = y3

3
-

y2

2
+ 5( )y

2

- 1

=
33
2

评述 若取 y 为积分变量，则被积函数为右边曲线的横坐标减去左边曲线的横坐标. 若取 x 为积分变量，

则本例的积分为

A = ∫
- 3

- 6
［x + 5 - （- 1）］dx + ∫

0

- 3
［2 - （- 1）］dx + ∫

4

0
（2 槡- x）dx + ∫

1

0 槡- x - （- 1[ ]） dx

例 75 求过曲线 y = - x2 + 1 上的一点，使过该点的切线与这条曲线及 x，y 轴在第一象限围成图形的面积

最小，最小面积是多少？

分析 先求出切线的 x 轴上的截矩 a 与 y 轴上的截矩 b，所求面积即为 1
2

ab 减去抛物线以下在第一象限中

部分的面积.

解 设所求之点为（x1 ，y1），于是 y' | x = x1
= - 2x1 ，过（x1 ，y1）的切线方程为

y - y1 = - 2x1（x - x1）

令 x = 0 得切线的 y 轴截矩为 b = x2
1 + 1.

令 y = 0 得切线的 x 轴截矩为 a =
1
2

x1 +
1

2x1

于是所求的面积为

S（x1） =
1
2

a·b - ∫
1

0
（- x2 + 1）dx =

1
4

x3
1 + 2x1 +

1
x( )

1

-
2
3

S'（x1） =
3
4

x2
1 +

1
2

-
1

4x2
1

=
1
4

3x1 -
1
x( )

1

x1 +
1
x( )

1


令

0

得唯一驻点 x1 =
1

槡3
，又 S"（x1） = 3

2
x1 +

1
2x3

1 x1 = 1

槡3

> 0. S
1

槡
( )3

=
2
9

（ 槡2 3 - 3）为极小值，可微函数 S（x1）在

（0，+ � ）上只有一个驻点，且在（0，+ � ）内存在 S 的最小值，故这个极小值就是最小值，最小值为 4
9 槡3 -

2
3

，

所求切点为
1

槡3
，( )2

3
.

评述 把定积分应用与微分学应用（极大、极小、最大、最小）结合在一起的试题，在考研试题中是十分

常见的.

例 76 （06，12 分）已知曲线 L 的方程为
x = t2 + 1

y = 4t - t{ 2
（t ≥ 0）

（Ⅰ）讨论 L 的凹凸性

（Ⅱ）过点（- 1，0）引 L 的切线，求切点（x0 ，y0）并写出切线的方程

（Ⅲ）求此切线与 L（对应于 x ≤ x0 的部分）及 x 轴所围成的平面图形的面积

分析 题目较长，小题较多，这时一定要按小题的给定先后次序依次求解，因为后一小题常常要用到前面

小题的结果，为讨论 L 的凹凸性，必须先求d2 y
dx2 ，并确定d2 y

dx2 的正负号.

解 （Ⅰ）由于 L 的方程为
x = t2 + 1

y = 4t - t{ 2
（t ≥ 0）， dy

dx
=

（4 - 2t）dt
2tdt

=
2 - t

t
=

2
t

- 1.

d2 y
dx2 =

d（dy
dx

）

dx
=

-
2
t2 dt

2tdt
= -

1
t3

当 t ≥ 0 时， d2 y
dx2 < 0. 故 L 上凸（即向下凹）.
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（Ⅱ）当 t = 0 时，L上的点的坐标为（1，0），曲线 L在点（1，0）处的切线方程为 x = 1（ 
dy
dx t = 0

= � ）. 曲

线 L上凸，切线与 L及 x 轴围不成一有界平面区域，故不合题意. 因此以下仅就 t > 0 考察. 设所求切线的切点坐

标为（x0 ，y0），对应于 t = t0 ，则过点（- 1，0）的切线方程为

0 - y0 =
dy
dx x = t0

（- 1 - x0）

即 0 - 4t0 + t2
0 = （ 2

t0

- 1）（- 1 - t2
0 - 1）

化简即得 t2
0 + t0 - 2 = 0 即 t0 = 1，t0 = - 2（舍去）

于是切点坐标为（2，3）. 切点处 L 的斜率为 1，故所求切线方程为

y - 3 = 1·（x - 2） 即 y - x = 1

（Ⅲ）所求平面图形的面积为（对应于 x ≤ x0 = 2，即 t ≤ 1 的部分）

S = ∫
2

- 1
（x + 1）dx - ∫

2

1
ydx =

9
2

- ∫
1

0
（4t - t2）2tdt

=
9
2

- 2∫
1

0
（4t2 - t3）dt =

7
3

.

评述 点（- 1，0）是切线上的点，但不是 L上的切点. 切点是（2，3）. 曲线 L为用参数方程表示，它的直角

坐标方程为 y = 4 x -槡 1 - （x - 1），是一段抛物线，其弧口向下与 x 轴交于 x = 1，x = 17 两点. 本题为求

参数方程表示的曲线的凹凸性，切线方程和平面图形的面积，综合性较强，是一个很有特点的新型试题.

例 77 考虑函数 y = sinx（0 ≤ x ≤ π
2

），问

（1）t 取何值时，（图 3 - 2）中阴影部分的面积 S1 和 S2 之和 S = S1 + S2 最小？

（2）t 取何值时，面积 S = S1 + S2 最大？

图 3 - 2

解 S1 = tsint - ∫
t

0
sinxdx = tsint + cost - 1

S2 = ∫
π /2

t
sinxdx - （π

2
- t）sint = cost - （π

2
- t）sint

S = S1 + S2 = 2（t - π
4

）sint + 2cost - 1

令 S' = 2 t - π( )4
cost = 0，在（0，π

2
）内得唯一驻点 t = π

4
，S"（t） = 2cost -

2 t - π( )4
sint，S"（π

4
） = 2·槡2

2
= 槡2 > 0，故 S（t）在 t = π

4
处达到极小值，此

极小值即最小值，其值为 S（π
4

）= 2cos π
4

- 1 = 槡2 - 1，又因在（0，π
2

）内无极

大值，最大值必在边界上达到. 比较区间端点上的函数值 S（0） = 1，S（π
2

） = π
2

- 1，知 S（t）于 t = 0 处达到最

大值，最大值为 1.

评述 又是一个求面积与求最大值最小值结合在一起的综合题，下一例仍是这种类型的题，望读者充分

重视.

例 78 （98，9 分）设直线 y = ax 与抛物线 y = x2 所围图形的面积为 S1 ，它们与直线 x = 1 所围成的图形面

积为 S2 ，并且 a < 1.

（1）试确定 a 的值，使 S1 + S2 达到最小，并求出最小值；

（2）求该最小值所对应的平面图形绕 x 轴旋转一周所得的旋转体的体积.

解 （1）当 0 < a < 1 时，（如图 3 - 3）直线与抛物线相交于 x = a 处

S = S1 + S2 = ∫
a

0
（ax - x2）dx + ∫

1

a
（x2 - ax）dx

= ax2

2
-

x3( )3

a

0

+ x3

3
-

ax2( )2

1

a

=
a3

3
-

a
2

+
1
3
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图 3 - 3

令 S' = a2 -
1
2

= 0 得 a =
1

槡2
（唯一驻点）.

又 S"
1

槡
( )2

= 槡2 > 0，则 S
1

槡
( )2

是极小值，即最小值，其值为

S
1

槡
( )2

=
1

槡6 2
-

1

槡2 2
+

1
3

=
2 - 槡2

6

当 a ≤ 0 时，（如图 3 - 4）

S = S1 + S2 = ∫
0

a
（ax - x2）dx + ∫

1

0
（x2 - ax）dx = -

a3

6
-

a
2

+
1
3

图 3 - 4

S' = -
a2

2
-

1
2

= -
1
2

（a2 + 1） < 0

, S↓ 故 a = 0 时，S 取得最小值，此时 S =
1
3

.

综上所述，当 a =
1

槡2
时，S

1

槡
( )2

为所求最小值，最小值为2 - 槡2
6

.

（2）该最小值所对应的平面图形绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积

Vx = π∫
1 /槡2

0
（ 1

2
x2 - x4）dx + π∫

1

1 /槡2
（x4 -

1
2

x2）dx

= π（ 1
6

x3 -
1
5

x5）
1

槡2

0

+ π（ 1
5

x5 -
1
6

x3）
1

1 /槡2

= 槡2 + 1
30

π

评述 这是一个综合性较强的题，要研究 a不同的情况，画出不同的图形，计算不同的积分，还要求面积

的最小值和旋转体体积，在一题中考查了多个知识点，近年的不少考研题每具有这一特点.

例 79 求双纽线（x2 + y2）2 = x2 - y2 所围成的区域面积可用定积分表示为

（A）2∫
π /4

0
cos2θdθ （B）4∫

π /4

0
cos2θdθ

（C）2∫
π /4

0
cos2槡 θdθ （D） 1

2 ∫
π /4

0
（cos2θ）2 dθ

分析 若曲线方程用极坐标表示为 r = r（θ），则由 r = r（θ），θ = α，θ = β（α < β）所围成的平面区域 0 ≤

r ≤ r（θ），α ≤ θ ≤ β 的面积为 A =
1
2 ∫

β

α
r2（θ）dθ.

解 双纽线（x2 + y2）2 = x2 - y2 的极坐标方程为 r4 = r2（cos2θ - sin2θ），即 r2 = cos2θ，当 r = 0 时，2θ =

π
2

，θ = π
4

，第一象限中双纽线与 ox 轴所围成的区域面积为 1
2 ∫

π /4

0
r2 dθ =

1
2 ∫

π /4

0
cos2θdθ，整条双纽线所围成的

区域面积为 4· 1
2 ∫

π /4

0
cos2θdθ = 2∫

π
4

0
cos2θdθ，应选（A）.

评述 近年考研题中经常出现求极坐标表示的曲线的切线方程，弧长及其所围成的面积等等.

图 3 - 5

例 80 求在圆 r = 3sinθ 之内，心脏线 r = 1 + sinθ 之外的区域的面

积（见图 3 - 5）.

分析 圆 r = 3sinθ，即 r2 = 3rsinθ，x2 + y2 = 3y，也就是说，所给的圆

的直角坐标方程为 x2 +（y -
3
2

）2 =
9
4

，先求圆与心脏线的交点处 θ的值，

由 3sinθ = 1 + sinθ，得 sinθ =
1
2

，从而知 θ = π
6

，θ =
5π
6

，所求面积为当 π
6

< θ <
5π
6

时圆内部分减去其相应的心脏线内部分，由于图形对称于射线 θ

= π
2

，在以下的计算的第二个等号中，利用了对称性.
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解 所求区域的面积为

A =
1
2 ∫

5π /6

π /6
（3sinθ）2 dθ -

1
2 ∫

5π /6

π /6
（1 + sinθ）2 dθ

= ∫
π /2

π /6
9sin2θdθ - ∫

π /2

π /6
（1 + 2sinθ + sin2θ）dθ

= ∫
π /2

π /6
8sin2θdθ - ∫

π /2

π /6
（1 + 2sinθ）dθ

= 4∫
π /2

π /6
（1 - cos2θ）dθ - ∫

π /2

π /6
（1 + 2sinθ）dθ

= ∫
π /2

π /6
（3 - 4cos2θ - 2sinθ）dθ = （3θ - 2sin2θ + 2cosθ）

π /2

π /6

= π

评述 圆与心脏线都是经常见到的曲线，由圆与心脏线的极坐标方程要能画出相应的图形.

例 81 证明椭圆 x = acost，y = bsint 的弧长等于正弦曲线 y = a2 - b槡 2 sin
x
b

的一波之长.

证明 椭圆的全长为

∫
2π

0

 x2 +  y槡 2 dt = ∫
2π

0
a2 sin2 t + b2 cos2槡 tdt = ∫

2π

0
a2 - （a2 - b2）cos2槡 tdt

= a∫
2π

0
1 - ε2 cos2槡 tdt = 4a∫

π /2

0
1 - ε2 cos2槡 tdt

t = π
2

-


θ

- 4a∫
0

π /2
1 - ε2 sin2槡 θdθ

= 4a∫
π /2

0
1 - ε2 sin2θ槡 dθ 其中 ε2 = （a2 - b2）/a2

正弦曲线 y = a2 - b槡 2 sin
x
b

的一波是指 0 ≤ x
b

≤ 2π 间的一段弧线，其长为

∫
2bπ

0
1 + dy

d( )x槡
2

dx = ∫
2bπ

0
1 +（a2 - b2）cos2 x

b
· 1

b槡 2 dx

x = b


θ ∫
2π

0
b2 +（a2 - b2）cos2槡 θdθ = ∫

2π

0
a2 - （a2 - b2）sin2槡 θdθ

= a∫
2π

0
1 - ε2 sin2槡 θdθ = 4a∫

π /2

0
1 - ε2 sin2槡 θdθ.

可见，二者之长相等.

评述 用来表示椭圆周长的积分∫
π /2

0
1 - ε2 sin2槡 θdθ叫做第二类椭圆积分， 1 - ε2 sin2槡 θ的原函数不能

用一个初等函数表示出来，把 1 - ε2 sin2槡 θ 展为级数再逐项积分可求得该椭圆积分的近似值，或直接查

第二类椭圆积分数值表.

图 3 - 6

例 82 求曲线 r = asin3 θ
3

的弧长.

分析 当 θ 由0 增加至3π时，θ
3

由0 增加至π，sin θ
3

的值由0 增加到1 再减少到0，

r = asin3 θ
3

描成一封闭曲线. 当 θ > 3π 时，r 为负数了，故求封闭曲线 r = asin
3θ
3

的弧长

时只需在区间［0，3π］上计算之（参见图 3 - 6）

解 所求的弧长为

S = ∫
3π

0
r2 +  r槡 2 dθ = ∫

3π

0
a2 sin6 θ

3
+ a2 sin4 θ

3
cos2 θ槡 3

dθ
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= ∫
3π

0
asin2 θ

3
dθ

θ = 3


t
3∫

π

0
asin2 tdt

= 6∫
π /2

0
asin2 tdt = 6a· 1

2
π
2

=
3
2
πa.

评述 本例关键的一步是考察清楚 θ 的取值范围，即积分区间.

例 83 求心脏线 r = a（1 + cosθ）的全长，其中 a > 0 是常数.

分析 由于心脏线对称于极轴，只计算对应于 0 ≤ θ ≤ π 的上半部分心脏线的弧长再二倍之.

解 心脏线的全长为

S = 2∫
π

0
r2 +（r'）槡 2 dθ = 2∫

π

0
a2（1 + cosθ）2 + a2 sin2槡 θdθ

= 2∫
π

0
a 2 + 2cos槡 θdθ = 槡2 2a∫

π

0
槡2cos θ

2
dθ

= 2a·22∫
π

0
cos θ

2
d θ

2
= 8a

评述 有关心脏线所围区域的面积及心脏线的周长是必须能熟练计算出其数值的内容.

例 84 求摆线
x = 1 - cost

y = t - sin{ t
一拱（0 ≤ t ≤ 2π）的弧长.

解 S = ∫
2π

0
（x'）2 +（y'）槡 2 dt = ∫

2π

0
sin2 t +（1 - cost）槡 2 dt = ∫

2π

0
2（1 - cost槡 ）dt

= 2∫
2π

0
sin

t
2

dt = 4（- cos
t
2

）
2π

0

= 8

例 85 设平面图形 A由 x2 + y2 ≤ 2x 与 y ≥ x 所确定，求图形 A绕直线 x = 2 旋转一周所得旋转体的体

图 3 - 7

积（参见图 3 - 7）

分析 圆的方程为（x - 1）2 + y2 = 1，阴影部分圆弧的方程为 x = 1

- 1 - y槡 2 ，该圆弧上的各点到直线 x = 2 的距离为 2 - （1 - 1 - y槡 2），

直线 y = x 上各点到直线 x = 2 的距离为 2 - x = 2 - y.

解 所求旋转体体积为

V = ∫
1

0
｛π［2 - （1 - 1 - y槡 2）］2 - π（2 - y）2｝dy

= ∫
1

0
2π［ 1 - y槡 2 - （1 - y）2 ］dy

= 2π y
2

1 - y槡 2 +
1
2

arcsiny +
（1 - y）2[ ]3

1

0

= π2

2
-

2
3
π.

评述 不少人会把本题错成如下形式

V = ∫
1

0
π［2 - （1 - 1 - y槡 2）- （2 - y）］2 dy

后者为一实心的很小的旋转体体积，前者为一空心的旋转体体积，如用柱壳法计算本题将是

V = 2π∫
1

0
（2 - x）（ 1 - （x - 1）槡 2 - x）dx

例 86 已知点 A与 B的直角坐标分别为（1，0，0）与（0，1，1）线段 AB绕 z轴旋转一周所成的旋转曲面为 S，

求由 S 及两平面 z = 0，z = 1 所围成的立体体积.

分析 线段 AB 绕 z轴旋转一周所成的旋转体是什么样子，直观上不易想像得出，但线段是由点构成，线段

上每一点绕 oz 轴旋转一周为一圆，这个圆面积不难计算出来，所求旋转体体积可以看作是由这些圆面“薄片”

沿子轴“累积”而成.

解 直线 AB 的方程为x - 1
- 1

=
y
1

=
z
1

即
x = 1 - z{y = z

，在 z轴上截矩为 z的水平面截此旋转体所得截面为

·021·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



一个圆，此截面与 z 轴关于点 Q（0，0，z）与 AB 交于点 M1（1 - z，z，z），故圆截面半径 r（z） = （1 - z）2 + z槡 2 =

1 - 2z + 2z槡 2 ，从而

截面面积为 S（z） = πr2（z） = π（1 - 2z + 2z2）

旋转体体积为 V = π∫
1

0
（1 - 2z + 2z2）dz =

2
3
π

评述 这个题的解题思路颇有特点，不少不能直接代入旋转体体积公式计算的题，可参考这个思路求

之. 本例的旋转曲面为单叶双曲面.

例 87 （02，7 分）设 D1 是由抛物线 y = 2x2 和直线 x = a，x = 2 及 y = 0 所围成的平面区域；D2 是由抛物

图 3 - 8

线 y = 2x2 和直线 y = 0，x = a 所围成的平面区域，其中 0 < a < 2.（见图 3 -

8）

（1）试求 D1 绕 x 轴旋转而成的旋转体体积 V1 ，D2 绕 y 轴旋转而成的旋转

体体积 V2 ；

（2）问当 a 为何值时，V1 + V2 取得最大值？试求此最大值.

分析 求 V1 用 横 截 面 法 公 式 π∫
2

a
f 2（x）dx，求 V2 用 柱 壳 法 公 式

2π∫
a

0
xf（x）dx.

解 （1）V1 = π∫
2

a
（2x2）2 dx = 4π∫

2

a
x4 dx =

4
5
π（32 - a5）

V2 = 2π∫
a

0
x·2x2 dx = 4π∫

a

0
x3 dx = πa4

（2）设 V = V1 + V2 =
4π
5

（32 - a5）+ πa4

由 V' = 4πa3 - 4πa4 = 4πa3（1 - a）
令

0 得区间（0，2）内的唯一驻点 a = 1.

当 0 < a < 1 时 V' > 0，当 a > 1 时，V' < 0，因此 a = 1 是极大值点即最大值点.

此时 V1 + V2 取得最大值等于129
5

π.

评述 这是一个十分典型的考研题，综合性较强，仅考查一些基本方法，紧扣基本内容，求旋转体的体积

是考研的一个热点.

例 88 求由直线 y = 1 - x 与曲线 y =
2
π

cos π
2

x 所围成的区域绕 y 轴旋转所得的旋转体体积.

分析 当 - 1 ≤ x ≤ 1 时，恒有 1 - x ≥ 2
π

cos π
2

x ≥ 0. 并注意所围成的区域对称于 y 轴，故只要求第

一象限中平面区域绕 y 轴旋转所得旋转体体积即可.

解 所求旋转体体积为

Vy = 2π∫
1

0
x（1 - x -

2
π

cos π
2

x）dx = 2π∫
1

0
x（1 - x -

2
π

cos π
2

x）dx

= 2π（ 1
2

-
1
3

）- 4∫
1

0
xcos π

2
xdx = π

3
- 4 2

π
xsin π

2
x

1

0

-
2
π ∫

1

0
sin π

2
xd[ ]x

= π
3

-
8
π

+
16
π2 .

评述 求旋转体体积的柱壳法与横截法同样重要.

例 89 求平面区域 0 ≤ α≤ θ≤ β≤ π，0 ≤ r ≤ r（θ）（r 和 θ 为极坐标）绕极轴旋转一周所成的旋转体体

积.

解 极坐标系中平面面积微元为 dA = rdrdθ，dA绕极轴旋转一周所得旋转体体积为

2πydA = 2πrsinθrdrdθ = 2πr2 sinθdrdθ
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小扇形［θ，θ + dθ，0，r（θ）］绕极轴旋转一周的旋转体体积为

∫
r（θ）

0
2πr2 sinθd( )r dθ =

2
3
πr3（θ）sinθdθ.

所求的体积为

Vx =
2
3
π∫

β

α
r3（θ）sinθdθ.

评述 平面区域 0 ≤ α≤ θ≤ β≤ π
2

，0 ≤ r ≤ r（θ）绕直线 θ = π
2

旋转一周所成的旋转体体积为 Vy =

2π
3 ∫

β

α
r3（θ）cosθdθ.

例 90 求双纽线（x2 + y2）2 = a2（x2 - y2）所围成的平面区域绕直线 y = x 旋转一周所成的旋转体体积.

分析 双纽线的极坐标方程为 r4 = r2 a2（cos2θ - sin2θ），即 r2 = a2 cos2θ，r = a cos2槡 θ，右半平面中双

纽线上任一点（r，θ）到直线 y = x 的距离为 rsin（π
4

- θ）.

解 由对称性，知双纽线所围成的平面区域绕直线 y = x 旋转一周所成的旋转体体积为

V = 2· 2
3
π∫

π /4

- π /4
r3 sin（π

4
- θ）dθ =

4
3
π∫

π /4

- π /4
a3 cos32槡 θsin（π

4
- θ）dθ

=
4
3
πa3∫

π /4

- π /4
cos32槡 θ 1

槡2
cosθ -

1

槡2
sin[ ]θ dθ

=
4πa3

槡3 2 ∫
π /4

- π /4
cos32槡 θcosθdθ

令作变换 槡2sinθ = sinx 于是槡2cosθdθ = cosxdx

cos2槡 θ = cos2θ - sin2槡 θ = 1 - 2sin2槡 θ = 1 - sin2槡 x = cosx

且当 θ = - π
4

时，sinθ = -
1

槡2
，对应于 x = - π

2
，θ = π

4
时，sinθ =

1

槡2
，对应于 x = π

2
，代入上式得

V =
2
3
πa3∫

π /2

- π /2
cos4 xdx =

4
3
πa3∫

π /2

0
cos4 xdx =

4
3
πa3 · 3

4
· 1

2
π
2

=
1
4
π2 a3

评述 由本例的解法，便可推知在极坐标系中一平面区域绕直线 y = xtanx - π
2

< φ < π( )2
旋转一周

所得旋转体体积求法.

例 91 求由已知直线 y = x，y = π - x，y = sinx 所围成的平面区域绕直线 y = x 旋转一周所得旋转体体

积.

分析 先求曲线 y = sinx 上任一点到直线 y = x 的距离，然后由横截面法求得旋转体体积.

解 在曲线 y = sinx 上任取一点 P（x，sinx），过点 P 作垂直于直线 y = x 的直线，这两条相互垂直直线的

交点记为 Q，Q 的坐标为 sinx + x
2

，sinx + x( )2
，PQ 的长为 1

4
（sinx - x）2 +

1
4

（sinx - x）槡 2 =
1

槡2
（x - sinx），又 x

轴上长为 dx 的线段在直线 y = x 上投影长为 1

槡2
dx，从而知所求的旋转体体积为

V = π∫
π

0

1
2

（x - sinx）2 1

槡2
dx = π

槡2 2∫
π

0
（x2 - 2xsinx + sin2 x）dx

=
π
槡2 2

x3

3
- 2sinx + 2xcosx +

x
2

-
1
4

sin2[ ]x
π

0

= π
槡2 2

π3

3
- 2π + π( )2

= π2

槡2 2
π2

3
-( )3

2

评述 由本例的解法，便知在直角坐标系中一平面区域绕直线 y = kx 旋转一周所得旋转体体积求法，求

旋转体体积是考研的一个热点，但像以上二例这样的题型还没有考过，读者务必注意.
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例 92 求心脏线 r = a（1 + cosθ）绕极轴旋转一周的旋转曲面的面积.

分析 旋转曲面的面积公式为 S = 2π∫
Β

Α
ydS.

解 dS = r2 +（r'）槡 2 dθ = a2（1 + cosθ）2 +（- asinθ）槡 2 dθ

= a 2 + 2cos槡 θdθ = 2acos θ
2

dθ

y = rsinθ = a（1 + cosθ）sinθ = 2acos2 θ
2

·2sin θ
2

cos θ
2

= 4asin θ
2

cos3 θ
2

于是所求旋转面面积为

S = 2π∫
π

0
8a2 sin θ

2
cos4 θ

2
dθ = - 32π∫

π

0
a2 cos4 θ

2
dcos θ

2

= -
32π

5
a2 cos5 θ

2

π

0

=
32
5
πa2

评述 利用极坐标求旋转面的面积是在考试要求范围之内，但是过去没有考过，每年的考研试题中都至

少有一题的内容是过去从来没有考过的.

例 93 （98，8 分） 设有曲线 y = x -槡 1，过原点作其切线，求由此曲线、切线及 x 轴围成的平面图形绕 x

图 3 - 9

轴旋转一周所得到的旋转体的表面积.（见图 3 - 9）

分析 首先确定切点，作出切线方程，所求旋转体的表面积由切线绕 x 轴旋

转成的旋转面（0 ≤ x ≤ 2）与抛物线绕 x 轴旋转成的旋转面（1 ≤ x ≤ 2）两部分

所构成.

解 设切点坐标为（x0 ， x0 -槡 1），曲线 y = x -槡 1 在切点处的斜率为

1

2 x0 -槡 1
，于是切线方程为

y - x0 -槡 1 =
1

2 x0 -槡 1
（x - x0）

又因它经过原点，以点（0，0）代入得 - 2（x0 - 1） = - x0 ，解得 x0 = 2. 于是切线方程为 y - 1 =
1
2

（x - 2）即 y

=
1
2

x，切点为（2，1），由曲线段 y = x -槡 1（1 ≤ x ≤ 2）绕 x 轴旋转一周所得的旋转面的面积为

S1 = ∫
2

1
2πy 1 + 'y槡 2 dx = π∫

2

1
4x -槡 3dx = π

6
（ 槡5 5 - 1）.

由直线段 y =
x
2

（0 ≤ x ≤ 2）绕 x 轴旋转一周所得到的旋转面的面积为

S2 = ∫
2

0
2π· 1

2
x 1 + ( )1

2槡
2

dx = 槡5π

故所求旋转体的表面积为

S = S1 + S2 = π
6

（ 槡11 5 - 1）

评述 有的教材中未包含有求旋转体表面积的内容，但考研的教学大纲中是含有这个内容的，且确实考

过. 复习时，必须按照《全国硕士研究生入学统一考试教学考试大纲》中内容来复习.

例 94 （04，12 分）曲线 y =
ex + e- x

2
与直线 x = 0，x = t（t > 0）及 y = 0 围成一曲边梯形. 该曲边梯形绕

x 轴旋转一周得一旋转体，其体积为 V（t），侧面积为 S（t），在 x = t 处的底面积为 F（t）.（Ⅰ）求S（t）
V（t）

的值；（Ⅱ）

计算极限 lim
t→+�

S（t）
F（t( )）

.

解 （Ⅰ）S（t） = ∫
t

0
2πy 1 + y '槡

2
dx = 2π∫

t

0

ex + e- x

2
1 +

e2x - 2 + e- 2x

槡 4
dx
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= 2π∫
t

0

ex + e- x( )2

2

dx

V（t） = π∫
t

0
y2 dx = π∫

t

0

ex + e- x( )2

2

dx

所以 S（t）
V（t）

= 2

（Ⅱ） F（t） = πy2 |
x = t

= π et + e- t( )2

2

lim
t→+�

S（t）
F（t）

= lim
t→+�

2π∫
t

0

ex + e- x( )2

2

dx

π et + e- t( )2









2 = lim
t→+�

e
2t

+ 4t - e
- 2t

e
2t

+ 2 + e
- 2t

= lim
t→+�

1 + 4te - 2t - e - 4t

1 + 2e - 2t + e - 4t = 1

评述 计算本题，没有任何技巧. 但由求旋转体体积、旋转体侧面积与求极值问题或极限问题相结合而

组成的综合性题是近年来的常见考题
獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉獉

.

典型题型 10. 以下讨论定积分在物理中的应用

例 95 设线密度 ρ = 1，求圆弧 x = acosθ，y = asinθ（ θ ≤ α ≤ π）的质量中心的坐标.

分析 平面物质曲线的质量中心（珋x，珋y）公式为

x = ∫
B

A
ρxds/∫

B

A
ρds， 珋y = ∫

B

A
ρyds/∫

B

A
ρds.

解 由于所绘圆弧对称于 x 轴，物质曲线的质量中心必在 x 轴上，因而 珋y = 0. 圆弧的极坐标方程为 r =

a（- α ≤ θ ≤ α），其质量为

∫
α

- α
ρ r2 + 'r槡 2 dθ = ∫

α

- α
a2 +槡 0dθ = ∫

α

- α
adθ = 2aα

而 ∫
α

- α
ρx r2 + Yr'槡 2 dθ = ∫

α

- α
acosθ·adθ = a2 sinθ

α

- α
= 2a2 sinα

, 珋x = 2a2 sinα /2aα = asinα /α.

所求的质量中心坐标为（asinα /α，0）.

例 96 x轴上有线密度为常数 μ，长度为 l 的细杆，有一质量为 m的质点到杆右端的距离已知为 a，引力系数

为 k，则质点和细杆之间的引力的大小为

（A）∫
0

- l

kmμdx
（a - x）2 （B）∫

l

0

kmμdx
（a - x）2

（C）2∫
0

- l /2

kmμdx

（a + x）2 （D）2∫
l /2

0

kmμdx
（a + x）2

解 坐标系的选取（如图 3 - 10），在直线杆上任取一段微元［x，x + dx］，质量为 μdx 与质量为 m 的质点间

图 3 - 10

的引力为 kmμdx
（a - x）2 ，则所求引力的大小为∫

0

- l

kmμdx
（a - x）2 . 应选（A）.

例 97 设有密度为 1 的圆形薄板，其内半径为 r0 ，外半径为

R0 ，一质量为 m 的质点 P 位于过圆环中心的垂直线上，且离中心的

距离为 珋z，求圆环与质点 P 间的引力大小.

解 由对称性，圆环对质点 P 的引力在 x，y 方向上的分力为

零，因此只需求出 z 方向的分力大小.

在圆环内，任取一内半径为 r，外半径为 r + dr 的小圆环为微元，（见图 3 - 11），此小圆环与质点 P 间沿 z方

向的引力大小为

dF =
k2πrdr·m

z2 + r2 cosθ
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图 3 - 11

因为 cosθ =
z
-

z2 + r槡 2

所以 dF =
k2πmrzdr

（z2 + r2）3 /2

故整个圆环与质点 m 间的引力大小为

F = ∫
R 0

r0

k2πm
r珋z

（z2 + r2）3 /2 dr = - 2πmk∫
R 0

r0

珋zd 1

z2 + r槡( )2

= -
2πk珋zm

z2 + r槡 2

R0

r0

= 2kπm珋z 1

z2 + r槡 2
0

-
1

z2 + R槡
[ ]2

0

例 98 （99，6 分）为清除井底的污泥用缆绳将抓斗放入井底，抓起污泥

后提出井口，已知井深 30m，抓斗自重 400N，缆绳每米重 50N，抓斗抓起的污

泥重 2000N，提升速度为 3m/s，在提升过程中，污泥以 20N/s 的速度从抓斗缝

隙中漏掉，现将抓起污泥的抓斗提升至井口，问克服重力需作多少焦耳的功？

图 3 - 12

（说明：①1N × 1m = 1J；m、N、s、J 分别表示米、牛顿、秒、焦耳；② 抓斗的高

度和位于井口上方的缆绳长度忽略不计. ）

分析 克服抓斗、缆绳、污泥重力需作的功，各分别单独计算

解 作 x 轴如（图 3 - 12）所示将抓起污泥的抓斗提升至井口需作功

W = W1 + W2 + W3

其中 W1 是克服抓斗自重所作的功；W2 是克服缆绳重力所作的功；W3 为提出污

泥所作的功，由题意知

W1 = 400 × 30 = 12000

将抓斗由 x 处提升到 x + dx 处，克服缆绳重力所作的功为

dW2 = 50（30 - x）dx

从而 W2 = ∫
30

0
50（30 - x）dx = 22500

在时间间隔［t，t + dt］内提升污泥需作功为

dW3 = 3（2000 - 20t）dt

将污泥从井底提升至井口共需时间30
3

= 10，所以 W3 = ∫
10

0
3（2000 - 20t）dt = 57000

因此，共需作功 W = 12000 + 22500 + 57000 = 91500（J）

评述 计算引力和功，都是考研试卷中的常见内容.

例 99 （03，10 分）某建筑工程打地基时，需用汽锤将桩打进土层，汽锤每次击打，都将克服土层对桩的阻

力而作功，设土层对桩的阻力的大小与桩被打进地下的深度成正比（比例系数为 k，k > 0）. 汽锤第一次击打将

桩打进地下 a 米，根据设计方案，要求汽锤每次击打桩时所作的功与前一次击打时所作的功之比为常数 r（0 < r

< 1），问（1）汽锤击打三次后，可将桩打进地下多深？（2）若击打次数不限，汽锤至多能将桩打进地下多深？

分析 当桩被打进地下的深度为 x 时，土层对桩的阻力的大小为 kx.

解 （1）设第 i 次击打后，桩被打进地下 xi ，第 i 次击打时，汽锤所作的功为 wi ，由题意知有

W1 = ∫
x1

0
kxdx =

1
2

kx2
1 =

1
2

ka2 （ x1 = a）

W2 = ∫
x2

x1

kxdx =
k
2

（x2
2 - x2

1） =
k
2

（x2
2 - a2）

由于 W2 = rW1 得 x2
2 - a2 = ra2 即 x2

2 = （1 + r）a2

W3 = ∫
x3

x2

kxdx =
k
2

（x2
3 - x2

2） =
k
2

［x2
3 - （1 + r）a2 ］

由于 W3 = rW2 = r2 W1 可得 x2
3 - （1 + r）a2 = r2 a2

从而 x3 = 1 + r + r槡 2 a
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即汽锤击打三次后，可将桩打进地下 1 + r + r槡 2 a 米.

（2）由归纳法，设 xn = 1 + r + ⋯ + r
n-

槡
1
a，则

W
n+1

= ∫
xn+1

xn

kxdx =
k
2

（x2

n+1
- x2

n） =
k
2

［x2

n+1
- （1 + r + ⋯ + r

n- 1）a2 ］

由于 W
n+1

= rWn = r2 W
n- 1

= ⋯ = rn W1

故得 x2

n+1
- （1 + r + ⋯ + r

n- 1）a2 = rn a2

从而 x
n+1

= 1 + r + ⋯ + r槡 n a =
1 - r

n+1

1槡 - r
a

于是 lim
n→�

x
n+1

= lim
n→�

1 - rn

1槡- r
a =

a

1槡 - r

也就是说，若不限击打次数，汽锤至多能将桩打进地下 a

1槡 - r
米.

评述 上例是克服重力作功的题，本例为克服阻力作功的题，二者都很典型很重要.

图 3 - 13

例 100 （02，7 分）某闸门的形状与大小如图 3 - 13 所示，其中直线 ox 为对称轴，闸

门的上部为矩形 ABCD，下部由二次抛物线与线段 AB 所围成，当水面与闸门的上端相平

时，欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸门下部承受的水压力之比为 54，闸门矩形部

分的高 h 应为多少 m（米）？

分析 把 y 轴放在水平面上，x 轴为闸门的对称轴，正向朝下，于是抛物线经过（h，

1），（h，- 1），（h + 1，0）三点，抛物线方程为 x = h + 1 - y2

解 用 ρ 表示水的密度，g 为重力加速度，于是闸门矩形部分承受的水压力为

P1 = 2∫
h

0
ρgxdx = ρgh2

闸门下部承受的水压力为

P2 = 2∫
h+1

h
ρgx h + 1槡 - xdx （令 h + 1槡 - x = t）

= 4ρg∫
1

0
（h + 1 - t2）t2 dt = 4ρg （h + 1） t3

3
-

1
5

t[ ]5
1

0

= 4ρg（ 1
3

h +
2
15

）

为使 P1P2 = 54 有 h24 1
3

h +
2( )15

= 54，即 3h2 - 5h - 2 = 0 解得 h = 2，h = -
1
3

（舍去）.

故 h 应为 2 米高.

图 3 - 14

评述 若选取坐标系，使 x 轴与水平面平行并在水面下 h + 1 米水深处，闸门对称

轴为 y 轴，y 轴的正向朝上，于是抛物线方程为 y = x2 ，闸门矩形部分承受的水压力

为（见图 3 - 14）

P1 = 2∫
h+1

1
ρg（h + 1 - y）dy = ρgh2

P2 = 2∫
1

0
ρg（h + 1 - y）槡ydy = 4ρg 1

3
h +

2( )15

不同的坐标系，计算 P1 ，P2 的积分便相应地不同，但最后结果必是相同的.

例 101 求初速度为 v0 ，从时刻 t = 0 到 t = T 的时间间隔内之自由落体的速度之平均值.

解 初速为 v0 的自由落体的速度为 v = v0 + gt，从 t = 0 到 t = T 的时间间隔内的速度平均值为

1
T ∫

T

0
（v0 + gt）dt =

1
T

v0 T +
1
2

gT[ ]2 = v0 +
1
2

gT.

评述 v0 +
1
2

gT =
2v0 + gT

2
=

v0 +（v0 + gT）

2
=

初速 + 末速
2

.
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预测·强化训练三

1. 计算下列不定积分

1）∫ tanx

cos槡 x
dx 2）∫x3 ex2

dx

3）∫ x3

1 + x槡 2
dx 4）∫xsin2 xdx

5）（97，3 分）∫ dx

x（4 - x槡 ）
6）（97，5 分）∫e2x（tanx + 1）2 dx

7）（98，3 分）∫ lnx - 1
x2 dx 8）∫ x + 1

x2 - 2x + 3
dx

9）∫e 2x-槡 1 dx 10）∫
xcos4 x

2
（sinx）3 dx

11）∫ x2

1 + x2 arctanxdx 12）∫ arctanex

ex dx

13）∫（arcsinx）2 dx 14）（00，3 分）∫ arcsin槡x

槡x
dx

15）（03，9 分）∫ xe
arctanx

（1 + x2）dx

2. （00，5 分）设 f（lnx） =
ln（1 + x）

x
计算∫f（x）dx.

3. （02，3 分）已知 f（x）的一个原函数为 ln2 x，则∫xf'（x）dx = ？

4. 计算下列定积分

1）∫
1

- 1
（x + 1 - x槡 2）2 dx 2）∫

1

0
x 1槡 - xdx

3）∫
4

0
e槡xdx 4）∫

1

0
xarcsinxdx

5）∫
1

0

ln（1 + x）
（2 - x）2 dx 6）∫

3

0

dx

槡x（1 + x）

7）∫
π /4

0

x
1 + cos2x

dx 8）∫
1

0
x（1 - x4）3 /2 dx

9）∫
ln2

0
1 - e- 2槡 xdx 10）∫

4

1

dx

x（1 槡+ x）

11）（00，3 分）∫
1

0
2x - x槡 2 dx 12）∫

+�

1

lnx
x2 dx

13）∫
+�

1

dx
x（x2 + 1）

14）（97，3 分）∫
+�

0

dx
x2 + 4x + 8

15）（99，6 分）∫
+�

1

arctanx
x2 dx 16）∫

+�

0

xe- x

（1 + e- x）2 dx

17）（00，6 分）∫
+�

1

dx
e1 +x + e3 - x 18）（02，3 分）∫

+�

e

dx
xln2 x

19）∫
π

0
1 - sin槡 xdx 20）（06，4 分）∫

+�

0

xdx
（1 + x2）2

21）∫
1

- 1

dx

1 - x槡 2
22）∫

1

0

dx

（2 - x） 1槡 - x

23） lim
x→0 +

x∫
1

x

cost
t2 dt
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5. 求连续函数 f（x），使它满足∫
1

0
f（tx）dt = f（x）+ xsinx

6. （99，6 分）已知 f（x）连续，∫
x

0
tf（x - t）dt = 1 - cosx，求∫

π /2

0
f（x）dx 的值.

7. 选择题

1）（06，4 分）设函数 f（x）与 g（x）在［0，1］上连续，且 f（x）≤ g（x）则对任何 C ∈（0，1）

（A）∫
C

1
2

f（t）dt ≥ ∫
C

1
2

g（t）dt （B）∫
C

1
2

f（t）≤ ∫
C

1
2

g（t）dt

（C）∫
1

C
f（t）dt ≥ ∫

1

C
g（t）dt （D）∫

1

C
f（t）dt ≤ ∫

1

C
g（t）dt

2）已知 f（x） =
x2 ， 0 ≤ x < 1

1， 1 ≤ x ≤{ 2
设 F（x） = ∫

x

1
f（t）dt（0 ≤ x ≤ 2），则 F（x）为

（A）
1
3

x3 ， 0 ≤ x < 1

x， 1 ≤ x ≤
{

2

（B）
1
3

x3 -
1
3

， 0 ≤ x < 1

x， 1 ≤ x ≤
{

2

；

（C）
1
3

x3 ， 0 ≤ x < 1

x - 1， 1 ≤ x ≤
{

2

（D）
1
3

x3 -
1
3

， 0 ≤ x < 1

x - 1， 1 ≤ x ≤
{

2

；

3） 设 f（x），g（x）在区间［a，b］上连续，且 g（x） < f（x） < m（m 为常数），则曲线 y = g（x），y = f（x），x =

a 及 x = b 所围平面图形绕直线 y = m 旋转而成的旋转体体积为

（A）∫
b

a
π［2m - f（x）+ g（x）］［f（x）- g（x）］dx；

（B）∫
b

a
π［2m - f（x）- g（x）］［f（x）- g（x）］dx；

（C）∫
b

a
π［m - f（x）+ g（x）］［f（x）- g（x）］dx；

（D）∫
b

a
π［m - f（x）- g（x）］［f（x）- g（x）］dx.

4）下列反常（广义）积分发散的是

（A）∫
1

- 1

1
sinx

dx； （B）∫
1

- 1

1

1 - x槡 2
dx；

（C）∫
+�

0
e- x2

dx； （D）∫
+�

2

1
xln2 x

dx.

8. （05，11 分）设函数 f（x）连续，且 f（0）≠ 0 求极限. lim
x→0

∫
x

0
（x - t）f（t）dt

x∫
x

0
f（x - t）dt

.

9. 设 f（x）是连续函数，且 f（x） = x + 2∫
1

0
f（t）dt，则 f（x） = .

10. （01，7 分）设函数 f（x）在［0，+ � ）上可导，f（0） = 0，且其反函数为 g（x），若∫
f（x）

0
g（t）dt = x2 ex，求

f（x）.

11. （01，6 分）设 f（x）在区间［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且满足 f（1） = 3∫
1 /3

0
e1 - x2

f（x）dx，证明存在 ξ

∈（0，1），使得 f'（ξ） = 2ξf（ξ）.

12. （02，6 分）设函数 f（x），g（x）在［a，b］上连续，且 g（x） > 0，利用闭区间上连续函数性质，证明存在一

点 ξ ∈［a，b］，使∫
b

a
f（x）g（x）dx = f（ξ）∫

b

a
g（x）dx.

13. 设 f（x）在（- � ，+ � ）上有连续导数，且 m ≤ f（x）≤ M.

（1）求 lim
a→0 +

1
4a2∫

a

- a
［f（t + a）- f（t - a）］dt；
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（2）证 1
2a ∫

a

- a
f（t）dt - f（x） ≤ M - m，（a > 0）

14. 设 f（x），g（x）在区间［- a，a］（a > 0）上连续，g（x）为偶函数，且 f（x）满足条件 f（x）+ f（- x） = A（A

为常数）

（1）证明∫
a

- a
f（x）g（x）dx = A∫

a

0
g（x）dx

（2）利用（1）的结论计算定积分∫
π
2

- π
2

sinx arc tanexdx

15. 设 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且 1
b - a∫

b

a
f（x）dx = f（b），求证在（a，b）内至少存在 ζ使 f'（ζ）

= 0.

16. 设河面在某处的宽度为 2b，河流的横断面为一抛物线弓形，河床的最深处在河流的中央，深度为 h，求

河床的平均深度.

17 . （01，3 分）设 g（x） = ∫
x

0
f（u）du，其中

f（x） =
（x2 + 1）/2 若 0 ≤ x ≤ 1

（x - 1）/3 若 1 ≤ x ≤{ 2

则 g（x）在区间（0，2）内

（A）无界 （B）递减 （C）不连续 （D）连续

18. （02，7 分）设 f（x） =
2x + 3x2 /2， - 1 ≤ x < 0

xex /（ex + 1）2 ， 0 ≤ x ≤{ 1
求函数 F（x） = ∫

x

- 1
f（t）dt 的表达式.

19. （00，5 分）设函数 S（x） = ∫
x

0
cost dt，（1）当 n 为正整数，且 nπ ≤ x < （n + 1）π 时，证明 2n ≤ S（x）

< 2（n + 1）. （2）求 lim
x→+�

S（x）
x

.

20. 由曲线 y = lnx 与两直线 y = （e + 1）- x 及 y = 0 所围成的平面图形的面积是 .

21. 由曲线 y = xex 与直线 y = ex 所围成的图形的面积 S = .

22. （06，8 分）在 xoy 坐标平面上，连续曲线 L 过点 M（1，0），其上任意点 P（x，y）（x ≠ 0）处的切线斜率与

直线 OP 的斜率之差等于 ax（常数 a > 0）（Ⅰ）求 L的方程.（Ⅱ）当 L与直线 y = ax 所围成平面图形的面积为

8
3

确定 a 的值.

23. 假设曲线 L1 ，y = 1 - x2 ，（0 ≤ x≤ 1），x 轴和 y 轴所围区域被曲线 L2 ：y = ax2 分为面积相等的两部分，

其中 a 是大于零的常数，试确定 a 的值.

24. （00，5 分）设 xoy 平面上有正方形 D =｛（x，y）| 0 ≤ x≤ 1，0 ≤ y≤ 1｝及直线 l：x + y = t（t ≥ 0），若

S（t）表示正方形 D 位于直线 l 右下方部分面积，试求∫
x

0
S（t）dt（x ≥ 0）.

25. 求曲线 槡y = x 的一条切线 L，使曲线与切线 L 及直线 x = 0，x = 2 所围成的图形面积最小.

26. 设抛物线 y = ax2 + bx + c 过原点，当 0 ≤ x ≤ 1 时 y ≥ 0，又已知该抛物线与 x 轴及直线 x = 1 所围图

形面积为 1
3

，试确定 a，b，c 使此图形绕 x 轴旋转一周而成的旋转体体积 V最小.

27. 过点 P（1，0）作抛物成 y = x -槡 2 的切线，该切线与上述抛物线及 x 轴围成一平面图形，求此图形绕 x

轴旋转一周所成旋转体体积.

28. 曲线 y = （x - 1）（x - 2）和 x 轴围成一平面图形，求此平面图形绕 y 轴旋转一周所成的旋转体体积.

29. 求曲线 y = 3 - x2 - 1 与 x 轴围成的封闭图形绕直线 y = 3 旋转一周所得的旋转体体积.

30. 设曲线方程为 y = e- x，x 轴，y 轴和直线 x = ζ（ζ > 0）所围成平面图形绕 x 轴旋转一周得一旋转体，求

此旋转体体积，求满足 V（a） =
1
2

lim
ζ→+�

V（ζ）的 a.

31. 已知一抛物线通过 x 轴上的两点 A（1，0），B（3，0）.

（1）求证：两坐标轴与该抛物线所围图形的面积等于 x 轴与该抛物线所围图形的面积；
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（2）计算上述两平面图形绕 x 轴旋转一周所产生的两个旋转体体积之比.

32. （97，7 分）求曲线 y = x2 - 2x，y = 0，x = 1，x = 3 所围成的平面图形的面积 S，并求该平面图形绕 y 轴

旋转一周所得的旋转体的体积 V.

33. （00，8 分）设曲线 y = ax2（a > 0，x≥0）与 y = 1 - x2 交于点 A，过坐标原点 O 和点 A的直线与曲线 y =

ax2 围成一平面图形，问 a 为何值时，该图形绕 x 轴旋转一周所得的旋转体体积最大？最大体积是多少？

34. 计算曲线 y = ln（1 - x2）上相应于 0 ≤ x ≤ 1
2

的一段弧的长度.

35. 把立方抛物线 a2 y = x3 在 x = 0 与 x = a（a > 0）间一段弧绕 ox 轴旋转一周得一旋转曲面，求此旋转

曲面的面积.

36. 把椭圆 x = acosθ，y = bsinθ 绕 ox 轴旋转一周得一旋转曲面，求此旋转曲面的面积.

37 . 求曲线 y = ∫
x

0
（t - 1）（t - 2）dt 在点（0，0）处的切线在 x = 0，x = 1 间的线段绕 ox 轴旋转一周所得

旋转曲面的面积.

38. 质点以速度 tsin（t2）米 / 秒作直线运动，则从时刻 t1 = π槡2
秒到 t2 = 槡π 秒内质点所经过的路程等

于 米.

39. 边长为 a 和 b 的矩形薄板与液面成 θ 角斜沉于液体内，长边平行于液面且近液面的长边位于深 h 处，设

a > b，液体比重为 W，求薄板侧面所受的压力.

40 . 求物质均匀分布的无穷长直线对距此直线距离为 a 质量为 m 的质点的引力.

简明解答

1. 1）∫ tanx

cos槡 x
dx = ∫ sinx

cosx cos槡 x
dx = - ∫（cosx）- 3

2 dcosx =
2

cos槡 x
+ C.

2）∫x3 ex2
dx =

1
2 ∫x2 ex2

dx2 x2


= t 1

2 ∫tet dt =
1
2 ∫tdet =

1
2 tet - ∫et d[ ]t

=
1
2

tet -
1
2

et + C =
1
2

（x2 - 1）ex2
+ C.

3）∫ x3

1 + x槡 2
dx =

1
2 ∫ x2

1 + x槡 2
d（1 + x2） =

1
2 ∫ x2 + 1 - 1

x2 +槡 1
d（1 + x2）

=
1
2 ∫ x2 +槡 1 - （x2 + 1）-[ ]1

2 d（1 + x2） =
1
2

2
3

（x2 + 1）
3
2 - 2（x2 + 1）[ ]1

2 + C

=
1
3

（x2 + 1）
3
2 - x2 +槡 1 + C

4）∫xsin2 xdx = ∫x·1 - cos2x
2

dx =
1
2 ∫xdx -

1
2 ∫xcos2xdx =

1
4

x2 -
1
4 ∫xdsin2x

=
1
4

x2 -
1
4

xsin2x -
1
8

cos2x + C

5）∫ dx

x（4 - x槡 ）
= 2∫ d槡x

4 - （槡x）槡 2
= 2arc sin 槡x

2
+ C 或∫ dx

4x - x槡 2
= ∫ dx

4 - （x - 2）槡 2
= arc sin

x - 2
2

+ C.

6）∫e2x（tanx + 1）2 dx = ∫e2x（tan2 x + 2tanx + 1）dx = ∫e2xsec2 xdx + 2∫e2xtanxdx

= ∫e2xsec2 xdx + e2xtanx - ∫e2xsec2 xdx = e2xtanx + C.

7）∫ lnx - 1
x2 dx = ∫（lnx - 1）d（-

1
x

） = - ∫lnxd（ 1
x

）+
1
x

= -
1
x

lnx + ∫ 1
x2 dx +

1
x

= -
1
x

lnx + C

8）∫ x + 1
x2 - 2x + 3

dx = ∫
1
2

（x2 - 2x + 3）' + 2

x2 - 2x + 3
dx =

1
2

ln（x2 - 2x + 3）+ ∫ 2dx
（x - 1）2 + 2
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=
1
2

ln（x2 - 2x + 3）+ 槡2arctan
x - 1

槡2
+ C

9）∫e 2x-槡 1 dx
2x -槡 1


= t ∫et tdt = tet - ∫et dt = et（t - 1）+ C = e 2x-槡 1（ 2x -槡 1 - 1）+ C

10）∫
xcos4 x

2
（sinx）3 dx = ∫x·

cos4 x
2

8（sin
x
2

cos
x
2

）3
dx =

1
8 ∫x

cos
x
2

（sin
x
2

）3
dx = -

1
4 ∫xcot

x
2

dcot
x
2

= -
1
8

x（cot
x
2

）2 +
1
8 ∫（cot

x
2

）2 dx = -
1
8

xcot2 x
2

+
1
8 ∫（csc2 x

2
- 1）dx

= -
1
8

xcot2 x
2

-
1
4

cot
x
2

-
1
8

x + C = -
1
8

xcsc2 x
2

-
1
4

cot
x
2

+ C

11）∫ x2

1 + x2 arctanxdx = ∫ 1 + x2 - 1
1 + x2 arctanxdx = ∫（1 -

1
1 + x2）arctanxdx = ∫arctanxdx - ∫arctanxdarctanx

= -
1
2

（arctanx）2 + xarctanx - ∫ x
1 + x2 dx

=
- 1
2

（arctanx）2 + xarctanx -
1
2

ln（1 + x2）+ C

12）∫ arctanex

ex dx = - ∫arctanexde- x = - e- xarctanex + ∫e- x ex

1 + e2xdx

= - e- xarctanex + ∫ 1 + e2x - e2x

1 + e2x dx = - e- xarctanex + x -
1
2

ln（1 + e2x）+ C

13）∫（arcsinx）2 dx，令 arcsinx = t，x = sint，dx = costdt，于是∫（arcsinx）2 dx = ∫t2 costdt = ∫t2 dsint = t2 sint -

∫2tsintdt = t2 sint + 2〔tcost - ∫costdt〕 = t2 sint + 2tcost - 2sint + C = x（arcsinx）2 + 2 1 - x槡 2 arcsinx -

2x + C，亦可一开始就用分部积分法解之.

14）∫ arcsin槡x

槡x
dx = 2∫arcsin槡 槡xd x = 2 槡xarcsin槡x - ∫ 槡x

1槡 - x
· 1

2
1

槡x
d( )x

= 2 槡xarcsin槡x - ∫ dx

1槡 - x
= 2 槡xarcsin槡x + 2 1槡 - x + C.

15）设 x = tant 则原式 = ∫et sintdt =
1
2

et（sint - cost）+ c =
1
2

e
arctanx x

1 + x槡 2
-

1

1 + x槡( )2
+ c

=
（x - 1）e

arctanx

2 1 + x槡 2
+ c

2. 设 lnx = t，则 x = et ，f（t） =
ln（1 + et）

et .

∫f（x）dx = ∫ ln（1 + ex）
ex dx = - ∫ln（1 + ex）de- x = - e- xln（1 + ex）+ ∫ 1

1 + exdx

= - e- xln（1 + ex）+ ∫ 1 + ex - ex

1 + ex dx = - e- xln（1 + ex）+ x - ln（1 + ex）+ C

= x - （1 + e- x）ln（1 + ex）+ C.

3. 已知 ln2( )x ' = f（x），从而

∫xf'（x）dx = ∫x·（ln2 x）"dx = 2∫x 1 - lnx
x2 dx = 2∫（1 - lnx）dlnx = 2（lnx -

1
2

ln2 x）+ C = 2lnx - ln2 x + C

4. 1）∫
1

- 1
（x + 1 - x槡 2）2 dx = ∫

1

- 1
（x2 + 1 - x2 + 2x 1 - x槡 2）dx = ∫

1

- 1
（1 + 2x 1 - x2槡 ）dx

= 2 + ∫
1

- 1
2x 1 - x槡 2 dx = 2

2）∫
1

0
x 1槡 - xdx

1槡
- x = t ∫

0

1
（1 - t2）（- 2t2）dt = ∫

1

0
（2t2 - 2t4）dt =

2
3

-
2
5

=
4
15

.
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3）∫
4

0
e槡xdx 槡

x = t ∫
2

0
2et tdt = 2 tet |

2

0

- ∫
2

0
et d[ ]t = 4e2 - 2et

2

0

= 4e2 - 2（e2 - 1） = 2e2 + 2 = 2（e2 + 1）.

4）∫
1

0
xarc sinxdx = x2

2
arcsinx

1

0

-
1
2 ∫

1

0

x2

1 - x槡 2
dx = π

4
+

1
2 ∫

1

0

1 - x2 - 1

1 - x槡 2
dx

= π
4

+
1
2 ∫

1

0
1 - x槡 2 dx -

1
2 ∫

1

0

dx

1 - x槡 2
= π

4
+ π

8
-

1
2

arcsinx
1

0

= π
8

5）∫
1

0

ln（1 + x）
（2 - x）2 dx = ∫

1

0
ln（1 + x）·（2 - x）- 2 dx = 1

2 - x
ln（1 + x）

1

0

- ∫
1

0

dx
（1 + x）（2 - x）

= ln2 -
1
3 ∫

1

0

1
2 - x

+
1

1( )+ x
dx =

1
3

ln2.

6）∫
3

0

dx

槡x（1 + x）
= 2∫

3

0

d槡x

1 +（槡x）2
= 2arctan槡x

3

0

= 2π /3.

7）∫
π /4

0

x
1 + cos2x

dx = ∫
π /4

0

x
2cos2 x

dx =
1
2 ∫

π /4

0
xsec2 xdx =

1
2 ∫

π /4

0
xdtanx = 1

2
（xtanx

π /4

0

- ∫
π /4

0
tanxdx）

= 1
2

（π
4

+ lncosx
π /4

0

） = π
8

-
1
4

ln2.

8）∫
1

0
x（1 - x4）3 /2 dx =

1
2 ∫

1

0
（1 - x4）3 /2 dx2 x2 = sin


t 1

2 ∫
π /2

0
cos4 tdt =

1
2

· 3
4

· 1
2

· π
2

=
3
32

π

9）∫
ln2

0
1 - e- 2槡 xdx

e- x = sin


t
- ∫

π /6

π /2
cost

cost
sint

dt = ∫
π /2

π /6

1 - sin2 t
sint

dt = ∫
π /2

π /6

1
sint

dt - ∫
π /2

π /6
sintdt

= ln（csct - cott）|
π /2

π /6

+ cost |
π /2

π /6

= ln（2 + 槡3）- 槡3
2

10）∫
4

1

dx

x（1 槡+ x）

槡
x = t ∫

2

1

2dt
t（1 + t）

= 2∫
2

1
（ 1

t
-

1
1 + t

）dt = 2ln
4
3

.

11）∫
1

0
2x - x槡 2 dx = ∫

1

0
1 - （x - 1）槡 2 dx = π

4
（被积函数为一圆弧，由几何图形立知它是单位圆面积的四

分之一）.

12）∫
+�

1

lnx
x2 dx = -

1
x

lnx
+�

1

+ ∫
+�

1

1
x2 dx = - 1

x

+�

1

= 1.

13）∫
+�

1

dx
x（x2 + 1）

= ∫
+�

1

1
x

-
x

x2 +( )1
dx = ln

x

x2 +槡 1

+�

1

= ln
1

1 + 1 /x槡 2

+�

1

= 0 - ln
1

槡2
=

1
2

ln2.

14）∫
+�

0

dx
x2 + 4x + 8

= ∫
+�

0

d（x + 2）
（x + 2）2 + 22 = 1

2
arctan

x + 2
2

+�

0

= π
4

- π
8

= π
8

15）∫
+�

1

arctanx
x2 dx = ∫

+�

1
arctanxd（-

1
x

） = -
1
x

arctanx
+�

1

+ ∫
+�

1

dx
x（1 + x2）

= π
4

+
1
2

ln2〔据 13）题〕. 或

令 arctanx = t，原式 = - ∫
π /2

π /4
tdcott 再用分部积分公式）

16）∫
+�

0

xe- x

（1 + e- x）2 dx = ∫
+�

0

xex

（1 + ex）2 dx = - ∫
+�

0
xd 1

1 + e( )x = - x
1 + ex

+�

0

+ ∫
+�

0

1
1 + exdx = 0 + ∫

+�

0

dx
1 + ex

ex


= t ∫

+�

1

dt
t（1 + t）

= ∫
+�

1

1
t

-
1

1( )+ t
dt = ln

t
1 + t

+�

1

= ln2

17）∫
+�

1

dx
e1 +x + e3 - x = ∫

+�

1

ex- 3

e2（x- 1） + 1
dx = e- 2∫

+�

1

dex- 1

e2（x- 1） + 1
= e- 2 arctanex- 1 +�

1
= e- 2 π

2
- π[ ]4

= π
4

e- 2 .

18）∫
+�

e

dx
xln2 x

= ∫
+�

e

dlnx
ln2 x

= -
1

lnx

+�

e

= 1.

19）∫
π

0
1 - sin槡 xdx = ∫

π

0
（sin

x
2

- cos
x
2

）槡 2 dx = ∫
π

0
sin

x
2

- cos
x
2

dx
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= ∫
π /2

0
（cos

x
2

- sin
x
2

）dx + ∫
π

π /2
（sin

x
2

- cos
x
2

）dx = 4（槡2 - 1）.

20）∫
+�

0

xdx
（1 + x2）2 = lim

b→+� ∫
b

0

xdx
（1 + x2）2 =

1
2

lim
b→+� ∫

b

0

d（1 + x2）
（1 + x2）2 = -

1
2

lim
b→+�

1
1 + x2

b

0

=
1
2

21）∫
1

- 1

dx

1 - x槡 2
= lim

ε1→0 +

ε2→0 +

∫
1 - ε2

- 1 +ε1

dx

1 - x槡 2
= lim

ε1→0 +

ε2→0 +

arcsinx
1 - ε2

- 1 +ε1

= π.

22）∫
1

0

dx

（2 - x） 1槡 - x
令 1槡 - x = t，1 - x = t2 ，x = 1 - t2 ，dx = - 2tdt，∫

1

0

dx

（2 - x） 1槡 - x
= - 2∫

0

1

dt
1 + t2 =

2∫
1

0

dt
1 + t2 = 2arctant

1

0

= π
2

.

23）当 x → 0 + 时，∫
1

x

cost
t2 dt →+ � ，故 lim

x→0 +
x∫

1

x

cost
t2 dt 为 0·� 型未定式，

令 x =
1
u

，lim
x→0 +

x∫
1

x

cost
t2 dt = lim

u→+� ∫
1

1 /u

cost
t2 dt / u 

�
�

lim
u→+�

-
cos

1
u

（ 1
u

）2
（-

1
u2









） = lim
u→+�

cos
1
u

= 1.

5. 令 tx = u，∫
1

0
f（tx）dt = ∫

x

0
f（u）du

x
=

1
x ∫

x

0
f（u）du，代入原等式∫

1

0
f（tx）dt = f（x）+ xsinx 得 1

x ∫
x

0
f（u）du = f（x）

+ xsinx，亦即∫
x

0
f（u）du = xf（x）+ x2 sinx，两边对 x 求导得

f（x） = f（x）+ xf'（x）+ 2xsinx + x2 cosx

从而有 f'（x） = - 2sinx - xcosx，

积分之 f（x） = 2cosx - ∫xcosxdx = 2cosx - xsinx + ∫sinxdx = 2cosx - xsinx - cosx + c = cosx - xsinx + c

6. 令 x - t = u 有∫
x

0
tf（x - t）dt = - ∫

0

x
（x - u）f（u）du = ∫

x

0
（x - u）f（u）du 代入原等式得 ∫

x

0
（x - u）f（u）du =

1 - cosx，即 x∫
x

0
f（u）du - ∫

x

0
uf（u）du = 1 - cosx，两边对 x 求导得∫

x

0
f（u）du + xf（x）- xf（x） = sinx，即∫

x

0
f（u）du

= sinx，令 x = π
2

得 ∫
π /2

0
f（x）dx = 1.

7. 1）当 C >
1
2

时，（A）不成立. 当 0 < C <
1
2

时，（B）不成立.

C ∈（0，1）中任何数，（C）均不成立，只有（D）对. 应选（D）.

2）（D）. 当 0 ≤ x < 1 时 F（x） = ∫
x

1
f（t）dt = ∫

x

1
t2 dt =

1
3

t3 -
1
3

，而当 1 ≤ x ≤ 2 时

F（x） = ∫
x

1
f（t）dt = ∫

x

1
dt = x - 1.

故 F（x） =
x3 /3 - 1 /3， 0 ≤ x < 1

x - 1， 1 ≤ x ≤{ 2
，应选（D）.

3）（B）. 因 Vy = m = ∫
b

a
π［（m - g（x））2 - （m - f（x））2 ］dx = π∫

b

a
［f（x）- g（x）］［2m - g（x）- f（x）］dx 应

选（B）.

4）（A）. 因∫
+�

2

1
xln2 x

dx = ∫
+�

2

1
ln2 x

dlnx = -
1

lnx

+�

2

=
1

ln2
，故积分（D）收敛，又lim

x→�

e- x2

x2 = lim
x→�

1

x2 ex2 = 0，由极

限形式的比较判定法知积分（C）收敛，∫
1

- 1

dx

1 - x槡 2
= ∫

1

- 1

dx

（1 - x）（1 + x槡 ）
知积分（B）在点 - 1 及 1 处均

收敛lim
x→0

1
sinx

/
1[ ]x

= lim
x→0

x
sinx

= 1，而∫
1

- 1

1
x

dx 发散，由极限形式的比较判定法知积分（A）发散，应选（A）.

8. 原式 =
x∫

x

0
f（t）dt - ∫

x

0
tf（t）dt

x∫
x

0
f（x - t）dt

= lim
x→0

x∫
x

0
f（t）dt - ∫

x

0
tf（t）dt

x∫
x

0
f（u）du
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= lim
x→0

∫
x

0
f（t）dt + xf（x）- xf（x）

∫
x

0
f（u）du + xf（x）

= lim
x→0

（0 < ξ < x）

xf（ξ）
xf（ξ）+ xf（x）

=
f（0）

f（0）+ f（0）

=
1
2

在以上计算中，先作了变换 x - t = u，其次用了洛必达法则，再利用了积分中值定理，ξ 在 0 与 x 之间.

9. x - 1. 因 f（x）为连续函数，定积分∫
1

0
f（t）dt 存在，记其值为 c，于是 f（x） = x + 2c，

将之代入积分式中 c = ∫
1

0
（t + 2c）dt =

1
2

+ 2c，c = -
1
2

，从而知 f（x） = x - 1.

10. 等式∫
f（x）

0
g（t）dt = x2 ex 两端对 x求导得 g［f（x）］f'（x）= ex（2x + x2），又因 f（x），g（x）互为反函数有 g［f（x）］

= x，于是 xf'（x） = ex（2x + x2），即 f'（x） = ex（2 + x），积分 f（x） = 2ex + xex - ∫exdx = ex + xex + c，已知

f（0） = 0，f（x）在 x = 0 处右连续，得 f（0） = lim
x→0 +

［ex + xex + c］= 1 + c = 0，c = - 1，因此 f（x） = ex（1 +

x）- 1.

11. 由积分中值定理得 f（1）= 3∫
1
3

0
e1 - x2

f（x）dx = e1 - ξ21 f（ξ1）其中0 < ξ1 <
1
3

，令 F（x）= e1 - x2
f（x），则 F（x）在［ξ1 ，

1］上连续，在（ξ1 ，1）内可导 F（ξ1） = F（1） = f（1） = e1 - ξ21 f（ξ1），由罗尔定理，在（ξ1 ，1）内至少存在一点 ξ 使

得 F'（ξ） = ［- 2xe1 - x2
f（x）+ e1 - x2

f'（x）］ x = ξ = 0，于是 f'（ξ） = 2ξf（ξ），ξ∈（ξ1 ，1）（0，1）.

12. 因 f（x）在［a，b］上连续，由最值定理知 f（x）在［a，b］上有最大值 M 和最小值 m，即 m ≤ f（x）≤ M，又因

g（x）> 0 且在［a，b］上连续，故有 mg（x）≤ f（x）g（x）≤Mg（x），∫
b

a
mg（x）dx≤∫

b

a
f（x）g（x）dx≤∫

b

a
Mg（x）dx

亦即 m ≤ ∫
b

a
f（x）g（x）dx/∫

b

a
g（x）dx ≤ M. 由闭区间上连续函数的介值定理知：存在 ξ ∈［a，b］，使 f（ξ） =

∫
b

a
f（x）g（x）dx/∫

b

a
g（x）dx，亦即∫

b

a
f（x）g（x）dx = f（ξ）∫

b

a
g（x）dx，ξ ∈［a，b］.

13. （1）∫
a

- a
f（t + a）dt 

t + a = u ∫
2a

0
f（u）du，∫

a

- a
f（t - a）dt 

t - a = u ∫
0

- 2a
f（u）du

于是 lim
a→0 +

1
4a2∫

a

- a
［f（t + a）- f（t - a）］dt = lim

a→0 +

∫
2a

0
f（u）du - ∫

0

- 2a
f（u）du

4a2



0
0

lim
a→0 +

f（2a）·2 + f（- 2a）（- 2）
2·4a

= lim
a→0 +

f（2a）- f（- 2a）
4a



0
0

lim
a→0 +

2［f'（2a）+ f'（- 2a）］
4

= lim
a→0 +

1
2

［f'（2a）+ f'（- 2a）］= f'（0）.

以上利用洛必达法则和一阶导数 f'（x）的连续性，本题亦可先用积分中值定理再用微分中值定理然后

取极限求之.

（2）已知 m ≤ f（x）≤ M，从而有

m ≤ 1
2a ∫

a

- a
f（t）dt ≤ M， - M≤ - f（x）≤ - m

, - （M - m）≤ 1
2a ∫

a

- a
f（t）dt - f（x）≤ M - m

亦即 1
2a∫

a

- a
f（t）dt - f（x） ≤ M - m

14. （1） ∫
a

- a
f（x）g（x）dx = ∫

0

- a
f（x）g（x）dx + ∫

a

0
f（x）g（x）dx
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而 ∫
0

- a
f（x）g（x）dx

x = - t
- ∫

0

a
f（- t）g（- t）dt = ∫

a

0
f（- x）g（- x）dx

= ∫
a

0
f（- x）g（x）dx （ g（- x） = g（x））

, ∫
a

- a
f（x）g（x）dx = ∫

a

0
f（- x）g（x）dx + ∫

a

0
f（x）g（x）dx

= ∫
a

0
［f（- x）+ f（x）］g（x）dx = A∫

a

0
g（x）dx

（2）因 sinx 为偶函数，arctane- x + arctanex = π
2

，于是由上述结果：

∫
π /2

- π /2
sinx arctanexdx = π

2 ∫
π /2

0
sinxdx = π

2
（- cosx）

π /2

0

= π
2

.

15. 由积分中值定理存在 ξ有 1
b - a∫

b

a
f（x）dx = f（ξ）其中 a < ξ < b，已知 f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，

故 f（x）在［ξ，b］上必连续且在（ξ，b）内可导，还有 f（ξ） = f（b），由罗尔定理知在（ξ，b）（a，b）内至少存

在一点 ζ 使有 f'（ζ） = 0.

16. 选取坐标系使 x 轴在水平面上，y 轴正向朝下，且 y 轴为抛物线的对称轴，于是抛物线方程为 y = h -
h
b2 x2 ，

由积分中值定理知有 1
2b∫

b

- b
（h -

h
b2 x2）dx =

1
2b

2hb -
2h
3

b3

b( )2 = h -
1
3

h =
2
3

h，故河深的平均深度为 2
3

h.

17. （D）当 0 ≤ x < 1 时，g（x） = ∫
x

0
f（t）dt =

1
2 ∫

x

0
（t2 + 1）dt =

1
6

x3 +
1
2

x，当 1 ≤ x≤ 2 时，g（x） = ∫
x

0
f（t）dt

= ∫
1

0
f（t）dt + ∫

x

1
f（t）dt = ∫

1

0

1
2

（t2 + 1）dt + ∫
x

1

1
3

（t - 1）dt =
1
6

+
1
2

+
1
6

（x - 1）2 =
2
3

+
1
6

（x - 1）2 ，

g（x）在［0，1）及［1，2］上都连续，而 g（1 - 0） =
1
6

+
1
2

=
2
3

，g（1） =
2
3

，可见 g（1 - 0） = g（1） = g（1

+ 0）成立，g（x）在 x = 1 处亦连续，也就是说，g（x）在［0，2］上连续，又因闭区间上连续函数必有界，g（x）

在［0，1）上是单调增加函数，所以（A），（B），（C）均不成立，应选（D）.

18. 当 - 1 ≤ x < 0 时，F（x） = ∫
x

- 1
f（t）dt = ∫

x

- 1
（2t +

3
2

t2）dt = x2 - 1 +
1
2

（x3 + 1） =
1
2

x3 + x2 -
1
2

.

当 0 ≤ x≤ 1 时 F（x） = ∫
x

- 1
f（t）dt = ∫

0

- 1
f（t）dt + ∫

x

0
f（t）dt = ∫

0

- 1
（2t +

3
2

t2）dt + ∫
x

0

xex

（ex + 1）2 dx = t2 |
0

- 1

+ 1
2

t3
0

- 1

+ ∫
x

0
td - 1

et +( )1
= - 1 +

1
2

- t
et + 1

x

0

+ ∫
x

0

dt
et + 1

et


= u

-
1
2

-
x

ex + 1
+ ∫

ex

1

du
u（u + 1）

= -
1
2

-

x
ex + 1

+ ∫
ex

1

1
u

-
1

u +[ ]1
du = -

1
2

-
x

ex + 1
+ ln u

u + 1

ex

1

= -
1
2

-
x

ex + 1
+ ln

ex

ex + 1
+ ln2，从而知 F（x）的

表达式为

F（x） =

x3 /2 + x2 -
1
2

， - 1 ≤ x < 0

ln
ex

ex + 1
-

x
ex + 1

+ ln2 -
1
2

， 0 ≤ x ≤{ 1

19. （1）∫
π

0
cosx dx = 2∫

π /2

0
cosx dx = 2∫

π /2

0
cosxdx = 2·sinx

π /2

0

= 2. 而 cosx 为以π为周期的周期函数，故

∫
nπ

0
cosx dx = 2n，∫

（n+1）π

0
cosx dx = 2n + 2 = 2（n + 1），因此当 nπ ≤ x < （n + 1）π 时

2n = ∫
nπ

0
cosx dx ≤ S（x） = ∫

x

0
cosx dx < ∫

（n+1）π

0
cosx dx = 2（n + 1）

（2）当 nπ ≤ x < （n + 1）π 时，有

2n
（n + 1）π

<
S（x）

x
<

2（n + 1）
nπ
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令 x → � ，由夹逼定理得 lim
x→+�

S（x）
x

=
2
π

.

20.
3
2

. 因面积 A = ∫
e

1
lnxdx +

1
2

= xlnx
e

1

- ∫
e

1
dx +

1
2

= e - （e - 1）+
1
2

=
3
2

21.
e
2

- 1，S = ∫
1

0
（ex - xex）dx = 1

2
ex2

1

0

- 〔xex
1

0

- ∫
1

0
exdx〕 =

e
2

- 1

22. （Ⅰ）依题意得 y' -
1
x

y = ax，y = e∫
x
1

1
x

dx ∫
x

1
axe - ∫x1 1

x
dxdx +[ ]0 = ax2 - ax.（Ⅱ）L与直线 y = ax 的交点为（0，

0），（2，2a），则直线 y = ax 与 L围成平面图形的面积为 S（a） = ∫
a

0
［ax - （ax2 - ax）］dx =

4
3

a 
令 8

3
，, a

= 2.

23. 曲线 y = 1 - x2（0 ≤ x ≤ 1）与 y = ax2 的交点为
1

1槡 + a
， a
1( )+ a

.

S1 = ∫
1 / 1槡 +a

0
［（1 - x2）- ax2 ］dx = ［x -

1
3

（1 + a）x3 ］
1
1槡 +a

0

=
2

3 1槡 + a
，

S2 = ∫
1

0
（1 - x2）dx - S1 = 1 -

1
3

-
2

3 1槡 + a
=

2
3

-
2

3 1槡 + a
，

由题意有 2
3

1 -
1

1槡
( )+ a

=
2
3

1

1槡 + a
，a = 3.

24. 由题设 S（t） =

t2 /2， 0 ≤ t ≤ 1

- t2 /2 + 2t - 1， 1 < t ≤ 2

1， t >
{

2

所以，由 0 ≤ x ≤ 1 时 ∫
x

0
S（t）dt = ∫

x

0
t2 /2dt = x3 /6

当 1 < x ≤ 2 时∫
x

0
S（t）dt = ∫

1

0
S（t）dt + ∫

x

1
S（t）dt = - x3 /6 + x2 - x + 1 /3

当 x > 2 时 ∫
x

0
S（t）dt = ∫

2

0
S（t）dt + ∫

x

2
S（t）dt = x - 1

故有 ∫
x

0
S（t）dt =

x3 /6， 0 ≤ x ≤ 1

- x3 /6 + x2 - x + 1 /3， 1 < x ≤ 2

x - 1， x >
{

2

25. 设切点坐标为（t，槡t），则切线方程为 槡y - t =
1

2槡t
（x - t），亦即 y =

1

2槡t
x + 槡t

2
. 切线，抛物线 槡y = x，直线 x =

0，x = 2 所围成的平面图形的面积为

S（t） = ∫
2

0

1

2槡t
x + 槡t

2 槡[ ]- x dx =
1

槡t
槡+ t -

4
3 槡2. 令 S'（t） = 0，解得在（0，2）内的唯一驻点 t =

1. 又因 S"（1） > 0，在 t = 1 处，x（t）取得极小值，这个极小值就是最小值，此时切线方程为 y = x/2 + 1 /2.

26. 因抛物线通过原点（0，0），故抛物线方程为 y = ax2 + bx，c = 0，由题意∫
1

0
（ax2 + bx）dx =

1
3

，即 a
3

+
b
2

=

1
3

，解 得 b =
2
3

（1 - a），将 之 代 入 旋 转 体 体 积 V = π∫
1

0
（ax2 + bx）2 dx = π a2

5
+

1
2

ab +
1
3

b( )2 =

π a2

5
+

1
3

a（1 - a）+
1
3

4
9

（1 - a）[ ]2 ，令 dv
da

= 0 解得 a = -
5
4

，代入 b 式得 b =
3
2

，又 V"（-
5
4

） =
4

135
π

> 0，故 a = -
5
4

，b =
3
2

，c = 0.

27. 设抛物线的切点为（x0 ， x0 -槡 2），切线方程为 y - x0 -槡 2 =
1

2 x0 -槡 2
（x - x0），切线过点（1，0）代入切

线方程 得 x0 = 3，切 线 方 程 为 y =
1
2

（x - 1），故 所 求 旋 转 体 体 积 为 Vx = π∫
3

1

1
4

（x - 1）2 dx -
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π∫
3

2
（ x -槡 2）2 dx = π

6
.

28. 因为 1 ≤ x ≤ 2 时 y = （x - 1）（x - 2）≤ 0，由柱壳法公式知所求旋转体体积为

Vy = 2π∫
2

1
x （x - 1）（x - 2） dx = 2π∫

2

1
x（- x2 + 3x - 2）dx

= - 2π∫
2

1
（x3 - 3x2 + 2x）dx = π

2
.

29. 因 y = 3 - x2 - 1 为偶函数，故只考虑 x≥ 0 部分再二倍之，当 0 ≤ x≤1 时，y = x2 + 2，当 1 ≤ x≤2 时 y = 4

- x2，故所求旋转体体积 V = 2π∫
1

0
｛32 - ［3 - （x2 + 2）］2｝dx + 2π∫

2

1
｛32 - ［3 - （4 - x2）］2｝dx =

448
15

π.

30. V（ζ） = π∫
ζ

0
y2 dx = π∫

ζ

0
e- 2xdx = π

2
（1 - e- 2ζ），lim

ζ→+�
V（ζ） = π

2
，条件 V（a） =

1
2

lim
ζ→+�

V（ζ）即 π
2

（1 - e- 2a）

=
1
2

π
2

= π
4

，解得 a =
1
2

ln2.

31. （1）设通过点 A（1，0），B（3，0）的抛物线方程为 y = a（x - 1）（x - 3），其中 a 为参数，则抛物线与两坐标轴

所围平面图形的面积为 S1 = ∫
1

0
a（x - 1）（x - 3） dx = a ∫

1

0
（1 - x）（3 - x）dx = a ∫

1

0
（3 - 4x +

x2）dx =
4
3 a . 抛物线与 x轴所围图形的面积为 S2 = ∫

3

1
a（x - 1）（x - 3） dx = a ∫

3

1
（4x - 3 - x2）dx

=
4
3 a ，可见 S1 = S2 .

（2）抛物线与两坐标轴所围平面图形绕 x 轴旋转一周所得的旋转体体积 V1 = π∫
1

0
a2（x - 1）2（x - 3）2 dx =

πa2∫
1

0
（x - 1）2（x - 1 - 2）2 dx = πa2∫

1

0
［（x - 1）4 - 4（x - 1）3 + 4（x - 1）2 ］dx =

38
15

πa2 . 抛物线与 x 轴

所围图形绕 x 轴旋转一周所得旋转体体积为 V2 = π∫
3

1
a2（x - 1）2（x - 3）2 dx = πa2∫

3

1
［（x - 1）4 - 4（x

- 1）3 + 4（x - 1）2 ］dx =
16
15

πa2 ，所得
V1

V2
=

19
8

.

32. 当 1 ≤ x≤ 2 时，y = x2 - 2x≤ 0，当 2 ≤ x≤ 3 时，y = x2 - 2x≥ 0，故所求面积 S = ∫
2

1
x2 - 2x dx + ∫

3

2
（x2

- 2x）dx = ∫
2

1
（2x - x2）dx + ∫

3

2
（x2 - 2x）dx = 2，用柱壳法公式求旋转体体积 Vy = 2π∫

2

1
x x2 - 2x dx +

2π∫
3

2
x（x2 - 2x）dx = 2π∫

2

1
（2x2 - x3）dx + 2π∫

3

2
（x3 - 2x2）dx =

11
6
π +

43
6
π = 9π.

33. 曲线 y = ax2（a > 0，x≥ 0）与曲线 y = 1 - x2 的交点为 A
1

1槡 + a
， a
1( )+ a

直线 OA的方程为 y =
ax

1槡 + a
，

直线 OA与抛物线 y = ax2 围成的平面图形绕 x轴一周所得旋转体体积为 Vx = π∫
1 / 1槡 +a

0

a2 x2

1 + a
- a2 x( )4 dx =

2πa2

15（1 + a）5 /2 ，
dVx

da
= π（4a - a2）

15（1 + a）7 /2（a > 0），令
dVx

da
= 0，并由 a > 0 得唯一驻点 a = 4，且当 0 < a < 4 时

dVx

da

> 0，当 a > 4 时，
dVx

da
< 0 , Vx 在 a = 4 处达到极大值，由题意知此极大值就是最大值，其最大旋转体体

积为 Vx =
2π
15

· 16
55 /2 = 槡32 5

1875
π.

34. l = ∫
1 /2

0
1 + - 2x

1 - x( )2槡
2

dx = ∫
1 /2

0

1 + x2

1 - x2 dx = ∫
1 /2

0
（- 1 +

2
1 - x2）dx = ln3 -

1
2

.

35. dS = （1 + 'y 2）1 /2 dx =
1
a2（a4 + 9x4）

1
2 dx，所求绕 x 轴的旋转曲面面积为

Sx =
2π
a4 ∫

a

0
（a4 + 9x4）

1
2 x3 dx = π

27a4［（a4 + 9x4）3 /2 ］
a

0

= π
27

（ 槡10 10 - 1）a2 .
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36. dS = （x'）2 +（y'）槡 2 dθ = （a2 sin2θ + b2 cos2θ）1 /2 dθ， 1
2

Sx = 2π∫
π /2

0
y（a2 sin2θ + b2 cos2θ）1 /2 dθ =

2πb∫
π /2

0
（a2 sin2θ + b2 cos2θ）1 /2 sinθdθ

u = cos


θ
2πb∫

1

0
［a2 - （a2 - b2）u2 ］1 /2 du，今记 e =

a2 - b槡 2

a
，从而有

Sx = 2πb2 +
2πab

e
arcsine.

37.
dy
dx

= （x - 1）（x - 2），dy
dx x = 0

= 2，该曲线在点（0，0）的切线方程为 y = 2x，所求旋转曲面面积为 Sx =

2π∫
1

0
2x 1 +槡 4dx = 槡4 5π∫

1

0
xdx = 槡2 5π.

38.
1
2

米. S = ∫
tt2

t1

vdt = ∫
tt2

t1

tsin（t2）dt =
1
2 ∫

tt2

t1

sint2 dt2 = - 1
2

cost2
t2

t1

= -
1
2

［cosπ - cos π
2

］=
1
2

（米）.

39. 把坐标原点置于水平面处，x 轴正向朝下，所受水压力 P = W∫
h+bsinθ

h
a·x· 1

sinθ
dx =

1
2

Wab（2h + bsinθ）.

40. 设物质直线的线密度为 μ，取物质直线本身为 x 轴，y 轴正向通过该质点，记引力为 珗F = Fx
珒i + Fy

珒j，由于物质

均匀分布以及问题的对称性，知 Fx = 0，Fy = - ∫
+�

- �

kmμ
x2 + a2

a
（a2 + a2）1 /2 dx = - 2kmμa∫

+�

0

dx
（x2 + a2）3 /2

x = atan


θ
- 2kmμa∫

π /2

0

asec2θdθ
a3 sec3θ

= - 2kmμa - 1∫
π /2

0
cosθdθ = - 2kmμa - 1 ，其中 k 为引力常数，故所求引力 珗F = -

（2kmμ /a）珒j.
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书书书

第三部分 多元函数微分学

第四章 空间解析几何与多元函数微分学

考试要求：

1. 理解空间直角坐标系、理解向量的概念及其表示.

2. 掌握向量的运算（线性运算、标积、向量积、混合积），了解两个向量垂直、平行的条件.

3. 掌握单位向量、方向数与方向余弦、向量的坐标表达式、以及用坐标表达式进行向量运算的方法.

4. 掌握平面方程和直线方程及其求法，会利用平面、直线的相互关系（平行、垂直、相交等）解决有关问题.

5. 理解曲面方程的概念，了解常用二次曲面的方程及其图形，会求以坐标轴为旋转轴的旋转曲面及母线

平行于坐标轴的柱面方程.

6. 了解空间曲线的参数方程及一般方程.

7. 了解空间曲线在坐标平面上的投影，并会求其方程.

8. 理解多元函数的概念；理解二元函数的几何意义.

9. 了解二元函数的极限与连续性的关系，以及有界闭域上连续函数的性质.

10. 理解偏导数和全微分的概念，了解全微分存在的必要条件和充分条件，以及全微分在近似计算中的应

用.

11. 理解方向导数与梯度的概念并掌握其计算方法.

12. 掌握复合函数一阶、二阶偏导数的求法.

13. 会求隐函数（包括由方程组确定的隐函数）的偏导数.

14. 了解曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念，会求它们的方程.

15. 了解二元函数的二阶泰勒公式.

16. 理解多元函数极值和条件极值的概念，掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元函数极值存在的

充分条件，会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值，会求简单多元函数的最大值和最小值，并会

解决一些简单的应用问题.

考试要点分析与题型预测

这一章的考试要点有

1. 熟练掌握向量的运算及两向量垂直，平行的条件，直接出题考向量的试题不多，但在处理多元函数微积

分的试题时，到处都可能用到这方面的概念与结论.

2. 直线、平面的方程表达形式，平面与直线的关系，两平面、直线之间的关系，必须熟练掌握并能用数学形

式表达出来（譬如已知两平面 A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0；A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0 垂直，应很快想到 A1 A2 +

B1 B2 + C1 C2 = 0），近 16 年考研中，解析几何部分直接命题只有 9 题，上述内容占了 6 题.

3. 二次曲面方程代表什么曲面，旋转曲面是怎么回事，必须掌握（包括对图形的熟悉），这部分内容直接考

的时候不多（旋转曲面部分曾有过），但在计算三重积分、曲面积分、空间曲线积分时，选取什么坐标，用什么方

法计算，灵感往往来自于对这些曲面的熟悉与掌握.

4. 熟练掌握偏导数，高阶偏导数的计算. 偏导数与全微分，切平面与法线、方向导数与梯度，在多元函数微

分学的命题中，占了绝大多数.

5. 在一元函数微分学中，连续、可导、可微这些重要概念的关系是清晰的，但在多元函数微分学中，它们的

关系错综复杂，必须有清楚的认识与掌握，另外应该掌握多元函数极值（特别是条件极值）的计算. 这些在近年

来的考题中有所体现.
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§ 4 - 1 空间解析几何、向量代数

一、基本概念

1. 空间直角坐标系

我们在空间作三条互相垂直及相交的数轴 ox，oy，oz，交点 o 称为原点，就构成了空间直角坐标系，设 P 为空

间任意一点，过 P 分别作平面与 x轴、y轴、z轴垂直，与坐标轴的交点分别为 Q、R、S，则三个坐标轴上分别对应于

Q、R、S 的实数 x、y、z 称为 P 的坐标，记作 P（x，y，z）.

空间直角坐标系中任意两点 P1（x1 ，y1 ，z1），P2（x2 ，y2 ，z2）的距离为

P1 P2
= （x1 - x2）

2 +（y1 - y2）
2 +（z1 - z2）槡 2

设在连接 P1（x1 ，y1 ，z2），P2（x2 ，y2 ，z2）的直线上有一点 P（x，y，z），使得
P1 P
PP2

= λ（λ≠ - 1），则点 P 的坐标为

x =
x1 + λx2

1 + λ
，y =

y1 + λy2

1 + λ
，z =

z1 + λz2

1 + λ
这称为定比分点公式. 特别如 P 是中点，此时 λ = 1，于是

x =
1
2

（x1 + x2），y =
1
2

（y1 + y2），z =
1
2

（z1 + z2）.

2. 向量

有大小和方向的量称为向量，向量的长度称作向量的模，向量记作 AB 或 a，模记为 AB 或 a . 模为 1 的向

量称为单位向量，与 a 大小相等，方向相反的向量，记作 - a，模等于零的向量称为零向量，记作 o，向量 a 在有向

线段 l 上的投影是一个数；由

a l = acosr

确定，其中 r 是 a 与 l 的夹角，0 ≤ r ≤ π.

两个向量 a、b 之和定义如下：把 b 的起点移到 a 的终点后，由 a 的起点到 b 的终点的向量，记作 a + b.

向量 a 与数 λ 的乘积是模等于 λ a 的向量，λ > 0，它的方向与 a 相同，当 λ < 0 与 a 相反. a - b = a

+（- b）

易验证 a + b = b + a

b +（b + c） = （a + b）+ c

λ（μa） = （λμ）a

（λ + μ）a = λa + μa

λ（a + b） = λa + λb

设 a° 是方向与 a 相同的单位向量，则 a = a a°，或 a° =
1
a

a.

3. 向量的坐标、向量的代数运算
以 i，j，k 分别记 x 轴、y 轴、z 轴正向的单位向量，向量 a 在 x，y，z 轴上的投影分别记为 ax，ay，az，称为 a 的坐

标，显然有 a = axi + ayj + azk

或者记 a = ｛ax，ay，az｝

模：

方向余弦{ ：
| a | = a2

x + a2
y + a2槡 z

cosα =
ax

| a |
=

ax

a2
x + a2

y + a2槡 z

cosβ =
ay

| a |
=

ay

a2
x + a2

y + a2槡 z

cosγ =
az

| a |
=

az

a2
x + a2

y + a2槡 z
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其中 α，β，γ 为向量 a 与 x，y，z 轴正向的夹角，称为向量 a 的方向角，它们的余弦 cosα、cosβ、cosγ 称为方向余弦，

且 cos2α + cos2β + cos2γ = 1.

a 的单位向量的坐标表示式是

a0 =
a

| a |
= cosαi + cosβj + cosγk

= ｛cosα，cosβ，cosγ｝

即 a 的单位向量的坐标等于它的方向余弦.

坐标轴上单位向量的坐标表示式是 i = ｛1，0，0｝， j = ｛0，1，0｝， k = ｛0，0，1｝

若有两点 P1（x1 ，y1 ，z1）和 P2（x2 ，y2 ，z2），则P1 P
→

2 的坐标表示式是

P1 P
→

2 = （x2 - x1）i +（y2 - y1）j +（z2 - z1）k

= ｛x2 - x1 ，y2 - y1 ，z2 - z1｝

模：

方向余弦{ ：
P1 P
→

2
= （x

2
- x1）

2 +（y2 - y1）
2 +（z2 - z1）槡

2

cosα =
x2 - x1

P1 P
→

2

， cosβ =
y2 - y1

P1 P
→

2

， cosγ =
z2 - z1

P1 P
→

2

，

利用向量的坐标表示式，可以把向量的代数运算转化为数量（坐标）的代数运算.

设 a = ｛ax，ay，az｝，b = ｛bx，by，bz｝，实数 λ，

则 a ± b = ｛ax ± bx，ay ± by，az ± bz｝

即两向量之和（差）的坐标就是原来两向量的相应的坐标之和（差） λa = ｛λax，λay，λaz｝

所以数量乘向量等于以该数量乘向量的所有坐标.

4. 向量的标积、向量积与混合积

向量的标积（点积）

定义 a·b = a b cosφ，其中 φ 为 a 与 b 的夹角.

坐标表示式 设 a = ｛ax，ay，az｝，b = ｛bx，by，bz｝

则 a·b = axbx + ayby + azbz

由定义可知ⅰ） 向量 a 在向量 b 上的投影为

ab =
a·b

b

ⅱ） cosφ =
a·b
a b

ⅲ） 如 a 与 b 都不是零向量则 a ⊥ ba·b = 0 或 axbx + ayby + azbz = 0

运算规律 （ⅰ） 交换律 a·b = b·a

（ⅱ） 结合 a·（λb） = λ（a·b）

（ⅲ） 分配律 a·（b + c） = a·b + a·c

向量的向量积（叉积）

定义 两向量 a 与 b 的向量积，记作 a × b，是另一个向量 c，c = a × b

模： c = a b sinφ，其中 φ 是 a 与 b 的交角；

方向：同时垂直于 a 与 b，且 a、b、c 构成右手系{ .

坐标表示式 设 a = ｛ax，ay，az｝，b = ｛bx，by，bz｝

则 a × b =

i j k

ax ay az

bx by bz

=
ay az

by bz

，
az ax

bz bx

，
ax ay

bx b{ }
y

由定义可知
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（ⅰ） a × b 等于以 a，b 为边的平行四边形面积

（ⅱ） sinφ =
a × b
a b

（ⅲ） a ∥ ba × b = 0 或
ax

bx

=
ay

by

=
az

bz

运算规律ⅰ） 反交换律 a × b = - b × a

ⅱ） 与数乘的结合律 a ×（λb） = λ（a × b）

ⅲ） 分配律（a + b）× c = a × c + b × c

a ×（b + c） = a × b + a × c

向量的混合积

定义 （a × b）·c 称为向量 a、b、c 的混合积.

坐标表示式

（a × b）·c =

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

几何意义

（a × b）·c 等于以 a、b、c 为棱的平行六面体体积.

性质 （ⅰ） 顺次轮换三向量，其混合积不变. 即

a·（b × c） = b·（c × a） = c·（a × b）

（ⅱ） 交换任何两向量，混合积变号. 如

（a × b）·c = - （b × a）·c

（ⅲ） a、b、c 共面 （a × b）·c = 0 或

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

= 0

二、平面

1. 平面方程的不同表达形式

（1）一般式 Ax + By + Cz + D = 0 （A2 + B2 + C2 ≠ 0）

（2）点法式 过 P0（x0 ，y0 ，z0）以 n = ｛A，B，C｝为法线向量的平面方程是

A（x - x0）+ B（y - y0）+ C（z - z0） = 0

（3）三点式 过不在一条直线上的三点 P1（x1 ，y1 ，z2），P2（x2 ，y2 ，z2），P3（x3 ，y3 ，z3）的平面方程是

x - x1 y - y1 z - z1

x2 - x1 y2 - y1 z2 - z2

x3 - x1 y3 - y1 z3 - z1

= 0

（4）截距式 设 a、b、c 分别是平面在 x 轴、y 轴、z 轴上的截距，则平面方程是 x
a

+
y
b

+
z
c

= 1

（5）法线式 以 n0 =｛cosα，cosβ，cosγ｝为单位法线向量且与原点距离为 ρ的平面方程是 xcosα + ycosβ
+ zcosγ - ρ = 0

2. 两平面的交角以及平行、垂直条件

两平面的法线向量的交角定义为两平面的交角.

设已知两平面 π1 ：A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0 和 π2 ：A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0，则这两平面角的交角为

cosφ =
A1 A2 + B1 B2 + C1 C2

A2
1 + B2

1 + C槡 2
1 A2

2 + B2
2 + C槡 2

2

垂直条件 π1 ⊥ π2A1 A2 + B1 B2 + C1 C2 = 0
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平行条件 π1 ∥ π2
A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

3. 点到平面的距离

设已知平面 π：Ax + By + Cz + D = 0 及平面外一点 P0（x0 ，y0 ，z0），则点 P0 到平面的距离为

d =
Ax0 + By0 + Cz0 + D

A2 + B2 + C槡 2

注意 这个公式可用来（ⅰ）求到二平行平面等距离的点的轨迹方程（ⅱ）求两平面交角的等分平面的方程.

4. 平面束

通过一条直线 l 的所有平面构成的集合称为平面束，直线 l 称为平面束的轴.

设 l 的方程为

A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0

A2 x + B2 y + C2 z + D2 ={ 0

则通过 l 的平面束的方程是

μ（A1 x + B1 y + C1 z + D1）+ λ（A2 x + B2 y + C2 z + D2） = 0

其中 μ，λ 为实数，且 μ2 + λ2 ≠ 0，（μA1 + λA2）
2 +（μB1 + λB2）

2 +（μC1 + λC2）
2 ≠ 0.

注意 利用平面束方程，在已给的条件下，求解平面方程是很有用的.

三、空间的直线

1. 空间直线方程的不同表达形式

（1）一般式
A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0

A2 x + B2 y + C2 z + D2 ={ 0

显然，这一条直线正是相应的两个平面的交线.

（2）两点式，过 P1（x1 ，y1 ，z1），P2（x2 ，y2 ，z2）的直线方程是
x - x1

x2 - x1

=
y - y1

y2 - y1

=
z - z1

z2 - z1

（3）对称式

过 P0（x0 ，y0 ，z0），直线的方向向量为｛l，m，n｝的直线方程是
x - x0

l
=

y - y0

m
=

z - z0

n

（4）参数方程

在对称式条件下，令
x - x0

l
=

y - y0

m
=

z - z0

n
= t

立即得到直线的参数方程

x = x0 + lt

y = y0 + mt

z = z0

{
+ nt

2. 两直线的夹角、平行、垂直、共面条件

两直线的夹角定义为两直线的方向向量的夹角

设有直线 L1

x - x1

l1

=
y - y1

m1

=
z - z1

n1

L2

x - x2

l2

=
y - y2

m2

=
z - z2

n2

则两直线的夹角为

cosφ =
l1 l2 + m1 m2 + n1 n2

l2
1 + m2

1 + n槡 2
1 l2

2 + m2
2 + n槡 2

2

垂直条件 L1 ⊥ L2 l1 l2 + m1 m2 + n1 n2 = 0
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平行条件 L1 ∥ L2 
l1

l2

=
m1

m2

=
n1

n2

共面条件 L1 ，L2 共面 
x2 - x1 y2 - y1 z2 - z1

l1 m1 n1

l2 m2 n2

= 0

注意 两直线共面与两向量共面的概念不完全一样，两直线共面要求它们必须同时在一平面上，而向量

是可以平行移动的.

3. 点到直线的距离

设已知点 P1（x1 ，y1 ，z1）和直线 L
x - x0

l
=

y - y0

m
=

z - z0

n

则点 P1 到直线 L 的距离 d 为

d =
P0 P
→

1 × a
a

=

y1 - y0 z1 - z0

m n

2

+
z1 - z0 x1 - x0

n l

2

+
x1 - x0 y1 - y0

l m槡
2

l2 + m2 + n槡 2

其中 P0（x0 ，y0 ，z0）是直线 L 上的一点，a = ｛l，m，n｝.

4. 直线与平面的交角、垂直、平行条件

直线 L 与它在平面 π 上投影直线所成的夹角称为直线 L 与平面 π 的交角.

设已知平面 π： Ax + By + Cz + D = 0

直线 L：
x - x0

l
=

y - y0

m
=

z - z0

n

则 sinφ =
Al + Bm + Cn

A2 + B2 + C槡 2 l2 + m2 + n槡 2

直线与平面平行 Al + Bm + Cn = 0

直线与平面垂直  A
l

=
B
m

=
C
n

四、曲面与空间曲线

1. 曲面与空间曲线方程

含有变量 x，y，z 的方程

F（x，y，z） = 0

如果这个方程当且仅当 P（x，y，z）为曲面 K上的点时，才为 P 点的坐标所满足，我们就称这个方程为曲面 K

的方程，而把 K 称为方程的图形.

曲面方程有时会表示成 z = f（x，y）或 y = g（x，z）或 z = h（x，y）

关于常用的二次曲面及其图形见 2.

曲面也可用参数方程表示：
x = x（u，v）

y = y（u，v）

z = z（u，v
{

）

变量 u，v 叫做参数

空间曲线 l 的一般式为
F1（x，y，z） = 0

F2（x，y，z） ={ 0

如 F1（x，y，z） = 0， F2（x，y，z） = 0 分别是曲面 K1，K2 的方程，那这一表达形式显然是指它是 K1，K2 交线的方程.

从 l 的方程组中，如消去 z得方程 F（x，y） = 0，这是母线平行于 z轴的柱面方程，故 l 在 xoy 平面上的投影曲
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线方程为
F（x，y） = 0

z ={ 0

同理
G（y，z） = 0

x ={ 0

是 l 在 yoz 平面上的投影曲线方程
H（x，z） = 0

y ={ 0

是 l 在 zox 平面上的投影曲线方程.

空间曲线的另一种表达形式是参数方程
x = x（t）

y = y（t）

z = z（t
{

）

譬如，著名的螺旋线的参数方程是
x = acoswt

y = asinwt{
z = vt

由于 x2 + y2 = a2 ，它始终在圆柱面 x2 + y2 = a2 上盘旋.

2. 二次曲面的方程与图形

曲面的方程和图形列于下表.

图形

二
次
锥
面

x2

a2 +
y2

b2 -
z2

c2 = 0

当 a = b 时是圆锥面

有

心

二

次

曲

面

椭

球

面

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

当 a = b 时是以 oz 为轴的旋转椭球面

单
叶
双
曲
面

x2

a2 +
y2

b2 -
z2

c2 = 1

当 a = b 时是以 oz 为轴的单叶旋转双曲面

双
叶
双
曲
面

x2

a2 +
y2

b2 -
z2

c2 = - 1

当 a = b 时是以 oz 为轴的双叶旋转双曲面
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图形

抛

物

面

椭
圆
抛
物
面

x2

2p
+

y2

2q
= z （p，q > 0）

当 p = q 时是以 oz 为轴的旋转抛物面

双
曲
抛
物
面

x2

2p
-

y2

2q
= z （p，q > 0）

§ 4 - 2 多元函数微分学的基本概念与理论

在下面的叙述中，以二元函数为主，但有时也会提到三元函数或其它多元函数.

一、极限

如果 x 与 y 在某一范围内任取一组值，变量 z 依某一确定法则有一个值与之对应，则称 z 为 x 与 y 的二元函

数记作

z = f（x，y）

其中 x 与 y 称为自变量，z 称为因变量，x，y 的变化范围叫做函数的定义域，定义域是平面上的点集.

设 E 是平面上的点集，如 E 中任意两点，都可以用完全落在 E 内的折线连接起来，且 E 包括了自己的边界，

则 E 称为闭区域；如 E 不包括自己的边界，则称为开区域. 我们以后，主要在开区域或闭区域上研究函数.

相似可定于三元函数

u = f（x，y，z）

甚至 n 元函数

u = f（x1 ，x2 ，⋯，xn）

三元函数的定义域是空间的一个区域.

二元函数 z = f（x，y）的几何意义是表示空间一个曲面.

1. 重极限

设 f（x，y）定义在（x0 ，y0）的邻域内，如任意给定一个正数 ε，相应地必存在 δ > 0，使得满足

0 < （x - x0）
2 +（y - y0）槡 2 < δ

的一切（x，y），都有 f（x，y）- A < ε 成立，则称 A是当（x，y）→（x0 ，y0）时，f（x，y）的二重极限，记作

lim
x→x0
y→y0

f（x，y） = A

或

lim
（x，y）→（x0，y0）

f（x，y） = A

在二重极限中，要求（x，y）以任何方式趋于（x0 ，y0），函数的极限都存在且极限值是 A，这比一元函数的极

限复杂得多，反之，如果当（x，y）以不同的方式趋向（x0 ，y0）时 f（x，y）趋向不同的数，就可断定它没有极限.

函数 f（x，y）在（x0 ，y0）处有极限，它可以在这一点没有定义，这与一元函数的极限情况相同.
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2. 累次极限

表达式lim
x→x0

lim
y→y0

f（x，y{ }） = B 与lim
y→y0

lim
x→x0

f（x，y{ }） = C 称为累次极限.

这里的 x 与 y 先后地趋近. 在求第一个极限lim
y→y

f（x，y）时，是将 x 看成是 x0 的邻域内的不动的点，如果第一

个极限存在，再求第二个极限.

一般说来，二重极限存在累次极限不一定存在，累次极限存在二重极限也不一定存在，第一个累次极限存

在，第二个也不一定存在.

但是如已知

lim
x→x0
y→y0

f（x，y） = A

如果lim
x→x0

lim
y→y0

f（x，y{ }） 存在，则必有

lim
x→x0

lim
y→y0

f（x，y{ }） = A = lim
x→x0
y→y0

f（x，y）

另一个累次极限也是如此.

二、连续性

如果lim
x→x0
y→y0

f（x，y） = f（x0 ，y0）则称 f（x，y）在（x0 ，y0）连续，f（x，y）在区域 D 内每一点连续，则称 f（x，y）在区

域 D 连续.

f（x，y）在（x0 ，y0）连续必须在（x0 ，y0）有定义（极限存在不要求这一条件），且有 lim
x→x0
y→y0

f（x，y） = f（x0 ，y0）.

容易证明：连续函数的和、差、积、商（分母为零的点除外）是连续函数；连续函数的复合函数是连续函数.

对于一元函数，在闭区间上连续就有很好的性质，这些性质在多元函数中仍然保持.

最大最小值定理 如 f（x，y）在有界闭域 D 上连续，则在 D 上必取得最大值和最小值.

介值定理 如 f（x，y）在有界闭域 D 上连续，z1 = f（x1 ，y1），z2 = f（x2 ，y2），
（x1 ，y1）

（x2 ，y2）
∈ D，如 z1 < ξ < z2 ，则

存在（x0 ，y0）∈ D，使得 f（x0 ，y0） = ξ，特别 f（x，y）可取得最大值与最小值之间的任何值.

重极限、累次极限与连续的定义，易于推广到其它多元函数上去，例如，如果

lim
x→x0
y→y0
z→z0

f（x，y，z） = f（x0 ，y0 ，z0）

我们就说三元函数 f（x，y，z）在（x0 ，y0 ，z0）连续.

三、偏导数

1. 一阶偏导数

定义 设 z = f（x，y）定义于含有点（x0 ，y0）的某一区域 D，如果极限

lim
Δx→0

f（x0 + Δx，y0）- f（x0 ，y0）
Δx

存在，则称 极 限 值 为 函 数 f（x，y）在 点（x0 ，y0）对 x 的 偏 导 数，记 作 f' x（x0 ，y0）、z' x（x0 ，y0）、 z
( )x （x0，y0）

或

f
( )x （x0，y0）

，即

f' x（x0 ，y0） = lim
Δx→0

f（x0 + Δx，y0）- f（x0 ，y0）
Δx

同样可定义
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f' y（x0 ，y0） = lim
Δy→0

f（x0 ，y0 + Δy）- f（x0 ，y0）
Δy

当函数 z = f（x，y）在 f（x0 ，y0）有偏导数 f' x（x0 ，y0）与 f' y（x0 ，y0）时，称 f（x，y）在（x0 ，y0）可导. 如果函数

f（x，y）在 D 域的每一点均可导，就说函数 f（x，y）在 D 域可导，或者说 f（x，y）是在 D 域的可导函数，这时，对应

于 D域的每一组（x，y）值 f（x，y）必有一个对 x及对 y的偏导数，因而在 D域确定了一个新的二元函数，称为 f（x，

y）对 x（及对 y）的偏导函数，简称为偏导数，记作

f' x（x，y），z' x，z
x

，f
x

f' y（x，y），z' y，z
y

，f
( )y

计算方法 所谓偏导数就是把 f（x，y）中的一个自变量固定，而将二元函数 f（x，y）看作另一个变量的一元

函数的导数，所以求偏导数时，只须对所讨论的变量求导，而把其余的变量看作常数，于是，一元函数的微分法

图 4 - 1

可以用到二元函数上来.

几何意义 偏导数 f' x（x0 ，y0）是表示曲面 z = f（x，y）与平面 y = y0

的截线：
z = f（x，y）

y = y{
0

在点（x0 ，y0 ，z0）（z0 = f（x0 ，y0））处的切线的斜率

f' x（x0 ，y0） = tgα
同理，f' y（x0 ，y0） = tgβ，见（图 4 - 1）.

注意 （ⅰ）如果引用变化率的概念，偏导数 f' x（x，y）或 f' y（x，y）可

以看作是二元函数 f（x，y）当自变量 x变化而 y不变，或 y变化而 x不变时

所引起的瞬时变化率；（ⅱ）函数 f（x，y）在（x0 ，y0）可导，在该点不一定

连续，这是因为偏导数 f' x（x，y）与 f' y（x，y）存在与否，只须考虑函数在两

条特殊线段上的点的函数值，而函数在一点连续，需要考虑在该点某一

邻域内的所有点的函数值，这不同于一元函数可导必连续的结论. 函数

在一点连续但在该点不一定可导，这与一元函数的情形相类似.

2. 高阶偏导数

如果二元函数 z = f（x，y）的偏导数 fx（x，y）与 fy（x，y）仍然可导，那么它们的偏导数称为函数 f（x，y）的二

阶偏导数，记作

2 z
x2 = 

x
z
( )x

= f"xx
2 z
y2 = 

y
z
( )y

= f"yy

2 z
xy

= 
y

z
( )x

= f"xy
2 z
yx

= 
x

z
( )y

= f"yx

可以证明，如果在（x0 ，y0）的邻域内 fxy（x，y）与 fyx（x，y）连续，那么在该邻域内求导的结果与先后次序无

关，即 fxy（x，y） = fyx（x，y），这样，二元函数的二阶偏导数就只须算三个了.

一般地说：n - 1 阶偏导数的偏导数称为 n 阶偏导数. 二元函数 z = f（x，y）的任意 n 阶偏导数，在连续的条

件下，总可以通过交换求导次序化为 n
xkyn- k，即先对 x 求 k 阶偏导数，然后再对 y 求 n - k 阶偏导数，其中 k 取 0，

1，2，⋯，n. 这样，我们可以用 n + 1 个偏导数来表示所有的 n 阶偏导数.

四、全微分

1. 全增量

设函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）的邻域内有定义，分别给自变量 x 与 y 以增量 Δx 与 Δy，那么相应的函数值

之差

Δz = f（x0 + Δx，y0 + Δy）- f（x0 ，y0）

称为 f（x，y）在点（x0 ，y0）对应于自变量的增量 Δx 与 Δy 的全增量.

2. 全微分

定义 设函数 z = f（x，y）有偏导数，f' x（x，y），f' y（x，y），表达式：f' x（x，y）Δx + f' y（x，y）Δy，如果与全增量Δz

·841·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



之差当 ρ = （Δx）2 +（Δy）槡 2 → 0 时是一个比 ρ 高阶的无穷小量，即

Δz = f' x（x，y）Δx + f' y（x，y）Δy + αρ （）

（其中当 ρ→0 时α→0）成立，就称该表达式为函数 z = f（x，y）在（x，y）关于Δx及Δy的全微分，记作 dz或 df（x，

y），记自变量的微分 dx = Δx，dy = Δy. 于是

dz = f' x（x，y）dx + f' y（x，y）dy

当函数 z = f（x，y）在点（x，y）有全微分 dz时，称 f（x，y）在点（x，y）可微. 从（）式可看到，当 ρ→ 0 时 Δz

→ 0，所以函数若在一点可微，则必在该点连续.

几何意义 函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）关于 Δx 及 Δy 的全微分，是该函数所表示的曲面在（x0 ，y0 ，z0）的

切平面当自变量分别有增量 Δx 与 Δy 时的竖坐标增量.

极限、连续、可导、可微是多元函数微分学的基本概念，必

须深刻理解、掌握，偏导数的运算是基本运算，必须熟练，扎实

的掌握. 在一元函数中，也有连续、可导、可微这三个概念，但

它们的关系是清晰的，可微与可导等价；可导的必要条件是连

续，而在多元函数中，它们的关系错综复杂，连续不一定可导；

可导不一定连续，可微一定可导，但可导不一定可微，但是，连

续可导一定可微.

这需要我们清楚理解它们的定义以及相互的联系与区

别，现将它们之间的关系用图 4 - 2 表示，图中箭头 → 表示可

以推得，—→× 表示不可以推得.

3. 方向导数
定义 如果极限

lim
ρ→0

f（x0 + Δx，y0 + Δy）- f（x0 ，y0）
ρ

存在，称极限值为函数 z = f（x，y）在（x0 ，y0）沿 l 方向的方向导数，记作 z
( )l （x0，y0）

，即

u
( )l （x0，y0）

= lim
ρ→0

f（x0 + Δx，y0 + Δy）- f（x0 ，y0）
ρ

图 4 - 3

其中 ρ = P0 P = （Δx）2 +（Δy）槡 2 ，（如图 4 - 3）

计算公式 对于二元可微函数，有

z
( )l （x0，y0）

= f' x（x0 ，y0）cosα + f' y（x0 ，y0）cosβ

其中 cosα，cosβ 是 l 的方向余弦.

对于三元可微函数 u = f（x，y，z），有

u
( )l （x0，y0，z0）

= f' x（x0 ，y0 ，z0）cosα + f' y（x0 ，y0 ，z0）cosβ + f' z（x0 ，y0 ，

z0）cosγ
其中 α，β，γ分别是 l 与 x，y，z轴正向的夹角，cosα，cosβ，cosγ是 l 的方向

余弦.

这里的 ρ = P0 P = （Δx）2 +（Δy）槡 2 总是正的，因此，所说的方向导数是一种单向极限，而在偏导数中的

Δx 与 Δy 的值可正可负，所以都是一种双向极限. 但方向导数，也只是考虑在点 P0（x0 ，y0）邻近且在过点 P0 以 l

为方向的直线上的点 P（xo + Δx，y0 + Δy）这是与偏导数相类似的.

可导，可微概念可以推到其它多元函数，特别是三元函数 u = f（x，y，z），譬如

f' x（x，y，z） = lim
Δx→0

f（x + Δx，y，z）- f（x，y，z）
Δx

du = f' x（x，y，z）dx + f' y（x，y，z）dy + f' z（x，y，z）dz.
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§ 4 - 3 多元函数微分法

图 4 - 4

一、偏导数公式

设 Z = f（u，v），u = g（x，y），v = h（x，y），则

z
x

= z
u

u
x

+ z
v

v
x

z
y

= z
u

u
y

+ z
v

v


{
y

（4. 1）

变量分析图，（如图 4 - 4）所示求复合函数的偏导数，重要的是要

分清自变量、中间变量、因变量之间的复合关系，变量分析图可帮助我

们正确地使用和记忆公式（4. 1）.

图 4 - 5

如 z = f（u，v），u = φ（x），v = φ（x），实际上 z成为 x 的函数，上述

偏导数公式成为全导数公式

dz
dx

= z
u

du
dx

+ z
v

dv
dx

（4. 2）

如变量分析图 4 - 5 所示.

特别若 z = f（x，v），v = φ（x），则（4. 2）成为

图 4 - 6

dz
dx

= z
x

+ z
v

dv
dx

（如图 4 - 6）所示

二、隐函数的微分法

（1）设 F（x，y） = 0，当 F' y ≠ 0 时，dy
dx

= -
F' x

F' y

当 F' x ≠ 0 时，dx
dy

= -
F' y

F' x

（2）设 F（x，y，z） = 0，当 F' z ≠ 0 时，

z
x

= -
F' x

F' z

， z
y

= -
F' y

F' z

（3）设方程组

F（x，y，z） = 0

G（x，y，z） ={ 0

确定 y，z 为 x 的函数：y = y（x），z = z（x），则

dy
dx

=

F' z F' x

G' z G' x

F' y F' z

G' y G' z

， dz
dx

=

F' x F' y

G' x G' y

F' y F' z

G' y G' z

其中 J =
F' y F' z

G' y G' z

≠ 0，称为雅可比行列式.

三、一阶全微分与二阶全微分

设 z = f（u，v），u = φ（x，y），v = ψ（x，y），则

dz = z
u

du + z
v

dv （4. 3）
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即不论 u 与 v 是自变量或是中间变量，z = f（u）的一阶全微分总保持同一形式，称为一阶微分形式不变性.

利用全微分形式不变性可以证得全微分的和、差、积、商运算公式为

d（u ± v） = du ± dv，d（uv） = vdu + udv，

d u( )v
=

vdu - udv
v2 （v≠ 0）

再来考虑二阶全微分

设 z = f（x，y）具有直到二阶的连续偏导数，又 dz = f
x

dx + f
y

dy，则 d（dz） = d2 z为 f（x，y）的二阶微分，在

求 d2 z 的过程中 f
x

，f
y

仍然是 x，y 的函数，但 dx，dy 被看作常数，于是有

d2 z = d f
( )x

dx + d f
( )y

dy = 2 f
x2 dx2 + 2 2 f

xy
dxdy + 2 f

y2 dy2

（记


）
dx 

x
+ dy 

( )y

2

z

如果 x，y 是中间量，则

d2 z = 2 f
x2 dx2 + 2 2 f

xy
dxdy + 2 f

y2 dy2 + f
x

d2 x + f
y

d2 y

这个结果表明，高阶微分不具有微分形式不变性.

四、由参数方程确定的函数的微分法

设参数方程

x = x（u，v）

y = y（u，v）

z = z（u，v
{

）

确定了函数 z = f（x，y），求 z
x

时，可对上述三个方程分别在等式两边对 x 求偏导数，同时把 u，v 看作是 x，y

的函数

1 = x
u

u
x

+ x
v

v
x

0 = y
u

u
x

+ y
v

v
x

z
x

= z
u

u
x

+ z
v

v
x

由前两个方程，解出u
x

，v
x

，再代入第三式中，即得 z
x

的计算公式.

同理由

0 = x
u

u
y

+ x
v

v
y

1 = y
u

u
y

+ y
v

v
y

z
y

= z
u

u
y

+ z
v

v
y

从前两个方程，解出u
y

，v
y

，再代入第三式中，即得 z
y

的计算公式.

§ 4 - 4 多元函数微分学的应用

一、空间曲面的切平面与法线

设曲面方程为 F（x，y，z） = 0，则在点 P0（x0 ，y0 ，z0）处切平面方程是
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F' x（x0 ，y0 ，z0）（x - x0）+ F' y（x0 ，y0 ，z0）（y - y0）

+ F' z（x0 ，y0 ，z0）（z - z0） = 0

法线方程是

x - x0

F' x（x0 ，y0 ，z0）
=

y - y0

F' y（x0 ，y0 ，z0）
=

z - z0

F' z（x0 ，y0 ，z0）

法线方程也可写为参数方程的形式

x = x0 + F' x（x0 ，y0 ，z0）t

y = y0 + F' y（x0 ，y0 ，z0）t

z = z0 + F' z（x0 ，y0 ，z0）
{

t

在偏导数中有一个或二个为零时，这样写合适一些.

如曲面方程是 z = f（x，y），可看成上面情况的特殊情形，这时切平面方程是

z - z0 = f' x（x0 ，y0）（x - x0）+ f' y（x0 ，y0）（y - y0）

法线方程是

x - x0

f' x（x0 ，y0）
=

y - y0

f' y（x0 ，y0）
=

z - z0

- 1

或

x = x0 + f' x（x0 ，y0）t

y = y0 + f' y（x0 ，y0）t

z = z0

{
- t

二、空间曲线的切线与法平面

1. 设空间曲线有参数方程

x = x（t）

y = y（t）

z = z（t
{

）

这里 x（t），y（t），z（t）都是可导函数，又 P0 =（x（t0），y（t0），z（t0）） =（x0 ，y0 ，z0）是曲线上的一点，且 x' 2（t0）+

y' 2（t0）+ z' 2（t0）≠ 0，则在 P0 处的切线方程是

x - x0

x'（t0）
=

y - y0

y'（t0）
=

z - z0

z'（t0）

或

x = x0 + x'（t0）（x - x0）

y = y0 + y'（t0）（y - y0）

z = z0 + z'（t0）（z - z0

{
）

法平面的方程则是

x'（t0）（x - x0）+ y'（t0）（y - y0）+ z'（t0）（z - z0） = 0

2. 设空间曲线方程是

F（x，y，z） = 0

G（x，y，z） ={ 0

也就是两个曲面的交线，点 P0（x0 ，y0 ，z0）在曲线上，则曲线在 P0 处的切线方程是

x - x0

F' y F' z

G' y G' z P0

=
y - y0

F' z F' x

G' z G' x P0

=
z - z0

F' x F' y

G' x G' y P0

或相应的参数方程.

在 P0 处的法平面方程是

F' y F' z

G' y G' z P0

（x - x0）+
F' z F' x

G' z G' x P0

（y - y0）+
F' x F' y

G' x G' y P0

（z - z0） = 0
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这里

F' y F' z

G' y G' z P0

=
F' y（x0 ，y0 ，z0） F' z（x0 ，y0 ，z0）

G' y（x0 ，y0 ，z0） G' z（x0 ，y0 ，z0）

其它两个符号含义相同.

三、二元函数的泰勒公式

设 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）的某邻域内有直到 n + 1 阶的连续偏导数，点（x0 + Δx，y0 + Δy）是该邻域内的

任一点，则二元函数的泰勒公式是

f（x0 + Δx，y0 + Δy） = f（x0 ，y0）+ 
x

Δx + 
y

Δ( )y f（x0 ，y0）

+
1

2！

x

Δx + 
y

Δ( )y
2

f（x0 ，y0）+ ⋯ +
1
n！


x

Δx + 
y

Δ( )y
n

f（x0 ，y0）+ Rn（）

其中 Rn =
1

（n + 1）！

x

Δx + 
y

Δ( )y
n+1

f（x0 + θΔx，y0 + θΔy）（0 < θ < 1）称为拉格朗日余项，这里的记号：


x

Δx + 
y

Δ( )y
n

f（x0 ，y0） = ∑
n

k = 0

ck
n（Δx）k（Δy）n- k n f

xkn- k
（x0，y0）

当 n = 0 时，公式（）成为

f（x0 + Δx，y0 + Δy）

= f（x0 ，y0）+ f' x（x0 + θΔx，y0 + θΔy）Δx + f' y（x0 + θΔx，y0 + θΔy）Δy

（0 < θ < 1）

称为二元函数的拉格朗日中值公式.

我们注意到二元函数的泰勒公式是一元函数泰勒公式的推广，它建立了自变量的改变量、函数的改变量与

偏导数之间的联系. 在一点的邻域内用该点的各阶导数作出一个相应的多元多 项式去近似表达一个多元函

数，这就是泰勒公式的基本思想.

四、二元函数的极值

1. 定义 设 z = f（x，y），在（x0 ，y0）的某个邻域内有定义，对这个邻域内所有的点（x，y），有

f（x，y）≤ f（x0 ，y0）

则称 f（x，y）在（x0 ，y0）有极大值 f（x0 ，y0）；如果在邻域内，有

f（x，y）≥ f（x0 ，y0）

则称 f（x，y）在（x0 ，y0）有极小值 f（x0 ，y0），使函数取得极值的点称为极值点.

极值点是局部概念，不等式只要求在局部范围内成立.

2. 极值的必要条件

可导函数 z = f（x，y）在点（x0 ，y0）处取得极值的必要条件是：f' x（x0 ，y0） = 0，f' y（x0 ，y0） = 0.

使 f' x（x，y） = 0，f' y（x，y） = 0 的点（x，y）称为驻点，对于可导函数来说，极值点必定是驻点，但函数的驻点

不一定是极值点. 例如，z = x2 - y2 ，f' x（x，y）= 2x，f' y（x，y）= - 2y. 两者在（0，0）处都为零，但 z = x2 - y2 在（0，

0）既无极大值也无极小值.

极值也可能在偏导数不存在的点产生.

3. 极值的充分条件

设 z = f（x，y）在（x0 ，y0）的邻域内有连续的二阶偏导数，且 f' x（x0 ，y0） = 0，f' y（x0 ，y0） = 0，令 A = f"xx（x0 ，

y0），B = f"xy（x0 ，y0），C = f"yy（x0 ，y0），则

（1）若 B2 - AC < 0，则 z = f（x，y）在（x0 ，y0）有极值.

ⅰ）A > 0（或 C > 0），f（x0 ，y0）为极小值；

ⅱ）A < 0（或 C < 0），f（x0 ，y0）为极大值.

（2）若 B2 - AC > 0，则 z = f（x，y）在（x0 ，y0）不取得极值.
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（3）若 B2 - AC = 0，不能判断能否取得极值.

4. 条件极值

（1）定义 如果在点（x0 ，y0）的某个邻域内，对于满足条件 φ（x，y） = 0 的点（x，y），有不等式

f（x，y）≤ f（x0 ，y0）（或 f（x，y）≥ f（x0 ，y0））

则称点（x0 ，y0）是函数 f（x，y）在条件 φ（x，y） = 0 下的极大值点（或极小值点）.

由于 φ（x，y） = 0 在 xoy 平面上一般表示一条曲线，所以，条件极值实际上就是把函数 z = f（x，y）的定义域

限制在这条曲线上，从这些点中找出极值点.

（2）拉格朗日乘数法

设 f（x，y），φ（x，y）有连续偏导数，且φ
x

，φ
y

不同时为零，作辅助函数：F（x，y，λ） = f（x，y）+ λφ（x，y）（λ为

参数），并解联立方程组

f' x（x，y）+ λφ' x（x，y） = 0

f' y（x，y）+ λφ' y（x，y） = 0

φ（x，y） =
{

0

求出函数 F（x，y，λ）的驻点（x0 ，y0 ，λ0），则（x0 ，y0）就是函数在条件 φ（x，y） = 0 下的可能极值点.

这样，我们便将条件极值问题化成了无条件极值问题，再利用其它的条件，判断点（x0 ，y0）是极大值点或是

极小值点.

注意 在拉格朗日乘数法中，自变量的地位是相同的，即没有认为 y 是 x 的函数，或 x 是 y 的函数，用不着

复合函数微分法，并可避免从条件 φ（x，y） = 0 中解出 y = y（x）来的困难，但必须注意，在点（x0 ，y0）处 φx 和 φy

应不同时为零，才能应用拉格朗日乘数法.

最大值与最小值

与一元函数一样，多元函数的最大、最小值也是通过求极值而得到的. 连续函数 z = f（x，y）在闭区域上的

最大值（或最小值）的求法可按以下步骤进行：

（1）求出函数 f（x，y）在区域内部的所有驻点，并计算出函数在这些点上的值；（2）求出函数 f（x，y）在区

域的边界上的最大（或最小）值. 前面曾经指出，由于区域一般是由一条或几条曲线围成的，所以当二元函数被

限制在这些曲线上时，往往成为一元函数，而求一元函数的最大（或最小）值的方法已为读者熟知；（3）将在

（1）和（2）中得到的所有数值进行比较，最大（或最小）者即为最大（或最小）值.

在解决实际问题时，有时可根据问题的实际意义，直接判断在驻点处达到了最大（或最小）值.

这里的极值与驻点的定义以及极值的必要条件都易于推广到其它多元函数.

例如，三元函数

u = f（x，y，z）

在（x0 ，y0 ，z0）取得极值的必要条件是

f' x（x0 ，y0 ，z0） = 0

f' y（x0 ，y0 ，z0） = 0

f' z（x0 ，y0 ，z0） =
{

0

§ 4 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测

一、空间解析几何与向量代数

典型题型 1. 向量运算、直线与平面方程

例 1 已知矢量 a、b 不共线，试求它们角平分线上的单位矢量 c0

分析 由初等几何知道菱形的角平分线与对角线是重合的，因此，若能求得两个模相等且分别与矢量 a、b

同向的矢量，则可用矢量的加法运算求得 a、b 夹角平分线上的矢量.

解 设 a、b 矢量的单位矢量分别为
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a0 =
a

| a |
，b0 =

b
| b |

则 a0 + b0 是 a，b 的夹角平分线上的矢量. 故

c0 = ±
a0 + b0

| a0 + b0 |
= ±

a
| a |

+
b

| b |

|
a

| a |
+

b
| b |

|
= ±

| b | a +| a | b
| | b | a +| a | b |

即 a，b 角平分线上存在两个方向相反的矢量.

例 2 在三角形 ABC的 BC边上取点 P，CA边上取点 Q，AB边上取点 R，试求以矢量 AP、BQ、CR为边构成三

角形的条件

解 如果 a、b、c 构成三角形，则有 a + b + c = 0，因此，本题即是要寻求选取分点

P、Q、R 使等式 AP + BQ + CR = 0 成立的条件

设由三条边上的点所截取的线段之比为

λ =
AR
AB

，μ =
BP
BC

，v =
CQ
CA

或 AR = λAB，BP = μBC，CQ = vCA

于是

AP = AB + BP = AB + μBC

BQ = BC + CQ = BC + vCA

CR = CA + AR = CA + λAB

将上述三式相加，得

AP + BQ + CR = AB + BC + CA + λAB + μBC + vCA （1）

由 AB + BC + CA = 0

得 AP + BQ + CR = λAB + μBC + vCA （2）

如果矢量 AP，BQ，CR 为边构成一个三角形，那么，AP + BQ + CR = 0，故有

λAB + μBC + vCA = 0

从（1）式得 CA = - AB - BC，于是上式成为

λAB + μBC + v（- AB - BC） = 0

或 （λ - v）AB = （v - μ）BC

但由于 AB 与 BC 不共线，故必有 λ - v = 0，v - μ = 0，即 λ = μ = v，从而得到结论：若矢量 AP，BQ，CR 构

成三角形，则在各边上取的分点 P，Q，R 所截成的线段与边成定比，即

AR
AB

=
BP
BC

=
CQ
CA

（3）

反之，若结论成立，则由（2）式得

AP + BQ + CR = λ（AB + BC + CA）

而由（1）式可知 AP + BQ + CR = 0，即点 P，Q，R 的取法若满足（3）式，则以矢量 AP，BQ，CR 为边可构成一个

三角形.

例 3 设矢量 a =｛1，- 1，1｝，b =｛3，- 4，5｝，x = a + λb，λ 为实数，试证使模 | x | 最小的矢量 x 垂直于

矢量 b.

证明 设 x = a + λb，于是

| x | 2 = （a + λb）2 = | a | 2 + λ2 | b | 2 + 2λa·b

将 | a | 2 = 3，| b | 2 = 50，a·b = 12 代入，得 | x | 2 = 3 + 24λ + 50λ2 = 50（λ +
6
25

）2 +
3
25

，由此可知，当

λ = -
6
25

时，模 | x | 为最小，所以

x = a -
6
25

b

= ｛1，- 1，1｝-
6
25

｛3，- 4，5｝
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= ｛ 7
25

，-
1
25

，-
5
25

｝

由 x = ｛ 7
25

，-
1
25

，-
5
25

｝，b = ｛3，- 4，5｝，故

x·b =
7
25

× 3 -
1
25

×（- 4）-
1
5

× 5 = 0

即 x·b = 0

所以使模最小的矢量 x = a -
6
25

b 垂直于矢量 b

例 4 已知三个不共面的三维矢量 a、b、c 在两个不同的轴 l、m 上投影为 a l = 2、bl = - 1、cl = 5、am = - 3、

bm = 2、Cm = 4. 试求同时垂直于两个轴 l、m 的矢量 d.

解 设所求的矢量为 d = λa + μb + vc，则由 d 垂直于 l 和 m，故有 dl = dm = 0（注：dl 和 dm 分别表示矢

量 d 在 l 轴和 m 轴上的投影）

即 （λa + μb + vc）l = 0

而 （λa + μb + vc）l = λa l + μbl + vcl

故 2λ - μ + 5v = 0 （1）

又 （λa + μb + vc）m = λam + μbm + vcm = 0

从而 - 3λ + 2μ + 4v = 0 （2）

由（1）和（2），解得

λ = - 14v μ = - 23v

所以，同时垂直于 l 轴和 m 轴的矢量为

d = v（- 14a - 23b + c）

其中 v 为任意非零实数.

例 5 一直线过点（1，1，1）和直线

L1 ：x
1

=
y
2

=
z
3

L2 ：x - 1
2

=
y - 2

1
=

z - 2
1

相交，求它的方程.

解 所求直线 L 过（1，1，1）故方程为

x - 1
l

=
y - 1

m
=

z - 1
n

.

L 与 L1 相交，而（1，1，1）∈ L.（0，0，0）∈ L1 故三向量（l，m，n），（1，2，3），（1 - 0，1 - 0，1 - 0）共面，于是

l m n

1 2 3

1 1 1

= 0

即 l - 2m + n = 0 （1）

同理 L 与 L2 相交，有

l m n

2 1 1

0 1 1

= 0

即 m - n = 0 （2）

由 （1），（2）解得

lmn = 111

因此，通过点（1，1，1）且与 L1 ，L2 共面的直线方程为

x - 1
1

=
y - 1

1
=

z - 1
1

例 6 设 珒r1 ，珒r2 ，珒r3 为有共同始点 o 的三个非零向量，试证：珒r1 × 珒r2 + 珒r2 × 珒r3 + 珒r3 × 珒r1 = 0 的必要充分条件是
珒r1 ，珒r2 ，珒r3 的终点在一条直线上.

证明 必要性

因为 珒r1 × 珒r2 + 珒r2 × 珒r3 + 珒r3 × 珒r1 = 0
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珒r2 × 珒r3 - 珒r1 × 珒r3 - 珒r2 × 珒r1 + 珒r1 × 珒r1 = 0

即 （珒r2 - 珒r1）×（珒r3 - 珒r1） = 0

由此可知，向量 珒r2 - 珒r1 与 珒r3 - 珒r1 共线，但因向量 珒r2 - 珒r1 与 珒r3 - 珒r1 有共同的始点，所以 珒r2 - 珒r1 与 珒r3 - 珒r1 在一

直线上，因而三向量 珒r1 ，珒r2 ，珒r3 的终点在同一直线上.

充分性

若向量 珒r1 ，珒r2 ，珒r3 的终点在同一条直线上，则有

（珒r2 - 珒r1）×（珒r3 - 珒r1） = 0

即 珒r2 × 珒r3 - 珒r1 × 珒r3 - 珒r2 × 珒r1 + 珒r1 × 珒r1 = 0

由向量的向量积性质知，上式即为
珒r2 × 珒r3 + 珒r3 × 珒r1 + 珒r1 × 珒r2 = 0

例 7 已知两非零向量 珗a 与 珒b 互相垂直，今将 珒b 绕 珗a 右旋 θ 角得到向量 珒c，试将 珒c 用给定的 珗a，珒b 及 θ 表出.

图 4 - 7

解 取直角坐标系，不妨设
珗a = a珒k 珒b = b珒i

（如图 4 - 7），注意到 珒c 的模 c = b，从而
珒c = ccosθ珒i + csinθ珒j = bcosθ珒i + bsinθ珒j

= （bcosθ）
珒b
b

+ bsinθ（珒k × 珒i）

= （bcosθ）
珒b
b

+ bsinθ
珗a
a

×
珒( )b
b

= （cosθ）珒b +
sinθ

a
（珗a × 珒b）

= （cosθ）珒b +
sinθ

珗a
（珗a × 珒b）

例 8 与两直线

x = 1

y = - 1 + t

z = 2
{

+ t

及x + 1
1

=
y + 2

2
=

z - 1
1

都平行，且过原点的平面方程为 .

分析 平面平行于二直线，它的法线应垂直于二直线.

解 平面的法向量可取为

珗n =

i j k

0 1 1

1 2 1

= - i + j - k

据点法式，平面方程为

- 1·（x - 0）+ 1·（y - 0）- 1·（z - 0） = 0

即 x - y + z = 0

应填 x - y + z = 0

例 9 （91，3 分）已知两条直线的方程是

L1 ：x - 1
1

=
y - 2

0
=

z - 3
- 1

，

L2 ：x + 2
2

=
y - 1

1
=

z
1

，

则过 L1 且平行于 L2 的平面方程是 .

解 平面的法向量即垂直 L1 又垂直 L2 ，故可取

珗n =

i j k

1 0 - 1

2 1 1

= i - 3j + k
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（1，0，- 1）在平面上，故方程为

（x - 1）- 3（y - 0）+（z + 1） = 0

即 x - 3y + z = 0 应填 x - 3y + z = 0

例 10 （06，4 分）点（2，1，0）到平面 3x + 4y + 5z = 0 的距离 d = .

解 d =
Ax0 + By0 + Cz0 + D

A2 + B2 + z槡 2
=

3·2 + 4·1 + 5·0

32 + 42 + 5槡 2
= 槡2.

例 11 求过直线
x + 5y + z = 0

x - z + 4 ={ 0
且与平面 π1 ：x - 4y - 8z + 12 = 0 交成 π

4
角的平面方程.

解法一 从所有过已知直线的平面中，选择一个平面，使它与已知平面 π1 交成 π
4

角，即可求得该平面方

程.

经过已知直线的平面方程可写成

λ（x + 5y + z）+ μ（x - z + 4） = 0

即 （λ + μ）x + 5λy +（λ - μ）z + 4μ = 0

现在要求出 λμ 的值，使这个平面与它已知平面 π1 交成 π
4

的交角.

用 珗n1 ，珗n2 分别表示两平面的法线向量，则
珗n1 = ｛1，- 4，- 8｝， 珗n2 = ｛λ + μ，5λ，λ - μ｝

由两平面的夹角的计算公式

cos π
4

=

珗n1 ·珗n2

珗n1
珗n2

=
- 9（3λ - μ）

9 27λ2 + 2μ槡 2
=

3λ - μ
27λ2 + 2μ槡 2

即 3λ - μ
27λ2 + 2μ槡 2

= 槡2
2

解得 λ = 0 及 λμ = - 43，于是所求平面方程为

x - z + 4 = 0 或 x + 20y + 7z - 12 = 0

解法二 因为平面过已知直线，则直线上任一点，例如点 0，-
4
5

，( )4 在所求平面上，因此只须求出平面

的法线向量，即可求得平面方程，读者可试用此法求解.

例 12 试求过点 M（1，1，槡2）和 oz 轴成 π
3

角，且与直线x - 2
1

=
y - 1

2
=

z
2

相交的直线方程.

解 现已知直线过 M，故只需利用与 oz 轴成 π
3

角和与已知直线相交的条件求出其方向向量，就能得到所

求的直线方程.

设所求直线方程为

x = lt + 1， y = mt + 1， z = nt + 槡2 （1）

由于直线和 oz 轴成 π
3

角，故由两直线的夹角公式可得

n

l2 + m2 + n槡 2
=

1
2

即 3n2 = l2 + m2 （2）

因为所求直线与已知直线相交，故有

lt - 1
1

=
mt
2

=
nt + 槡2

2

即 2（lt - 1） = mt （3）

mt = nt + 槡2 （4）

由（3）式，得 t =
2

2l - m
，代入（4）式整理为

槡2 2l - （2 + 槡2）m + 2n = 0 （5）
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联立（2），（5）两式，解得

lmn = 1槡21

或 lmn = 23（60 - 槡35 2）（25 - 槡28 2）

故所求直线方程为

x - 1
1

=
y - 1

槡2
=

z - 槡2
1

或 x - 1
23

=
y - 1

60 - 槡35 2
=

z - 槡2

25 - 槡28 2

例 13 试求两直线

L1 ：
x = 3z - 1

y = 2z -{ 3
与 L2 ：

y = 2x - 5

z = 7x +{ 2
的公垂线方程.

解 将已知直线化为对称式方程，有

L1 ： x + 1
3

=
y + 3

2
=

z
1

，方向向量为 珗a1 = ｛3，2，1｝

L2 ： x
1

=
y + 5

2
=

z - 2
7

，方向向量为 珗a2 = ｛1，2，7｝

因为公垂线同时垂直于 L1 和 L2 ，所以它的方向向量为
珗a1 × 珗a2 = ｛3，2，1｝×｛1，2，7｝ = ｛12，- 20，4｝

下面求公垂线上一点，设公垂线与 L1 交于 P1 ，与 L2 交于 P2 ，过 L1 及 P1 P2 作平面 π1 ，因为 P1 P2 ∥珗a1 × 珗a2 ，

所以过 L1 且平行于珗a1 × 珗a2 的平面即为π1 ，这时公垂线 P1 P2 必是在π1 上的且垂直于 L1 的直线，因而平面 π1 与

L2 的交点 P2 即为公垂线上的一点.

因为 π1 过 L1 且平行于 珗a1 × 珗a2 ，故它的法线向量为

n = 珗a1 ×（珗a1 × 珗a2） = ｛3，2，1｝×｛12，- 20，4｝ = ｛28，0，- 84｝

在 L1 上取一点（- 1，- 3，0），于是 π1 的方程为

28（x + 1）- 84z = 0 即 x - 3z + 1 = 0 （）

现在求 π1 与 L2 的交点 P2 的坐标，把 L2 化为参数方程（求直线与平面的交点用参数方程方便），将

x = t

y = 2t - 5

z = 7t +
{

2

代入平面方程（）式，得

t - 3（7t + 2）+ 1 = 0 解得 t = -
1
4

，于是点 P2 的坐标为 x = -
1
4

，y = -
11
2

，z =
1
4

，即 P2 -
1
4

，-
11
2

，( )1
4

，

故所求公垂线的方程为

x +
1
4

3
=

y +
11
2

- 5
=

z -
1
4

1

例 14 求直线

L1 ：
x + y + z = 0

x + z - 1 ={ 0
和 L2 ：

x + y - z + 2 = 0

x - 2y + 3z + 1 ={ 0

之间的距离.

解 两直线之间的距离是指它们之间的最短距离，如果这最短距离是 L1 上的点 P1 到 L2 上的点 P2 的距离

P1 P2
，那么，P1 P2 就是 L1 与 L2 的公垂线上的线段.

因为 L1 ⊥ P1 P2 且交于 P1 ，故 L1 上的点 M1 在 P1 P2 上的投影即为 P1 ；同理 L2 上的点 M2 在 P1 P2 上的投影

即为点 P2 ，因此，所求最短距离是 M1 M2 在 P1 P2 上的投影长，也即是在 珗a1 × 珗a2 上的投影长.

P1 P2
=

M1 M→
2 ·（珗a1 × 珗a2）

珗a1 × 珗a2

其中 珗a1 ，珗a2 分别是直线 L1 ，L2 上的方向向量.
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现将两直线方程写成对称式

x
1

=
y + 1

0
=

z - 1
- 1

方向向量为 珗a1 = ｛1，0，- 1｝

及 x + 2
1

=
y - 1
- 4

=
z - 1
- 3

方向向量为 珗a2 = ｛1，- 4，- 3｝

取 M1（0，- 1，1），M2（- 2，1，1），于是

M1 M→
2 = ｛- 2，2，0｝

而

珗a1 × 珗a2 =
0 - 1

- 4 - 3
，

- 1 1

- 3 1
，

1 0

1 -{ }4
= ｛- 4，2，- 4｝

珗a1 × 珗a2
= （- 4）2 + 22 +（- 4）槡 2 = 6

（珗a1 × 珗a2）·M1 M→
2 = （- 4）×（- 2）+ 2 × 2 - 4 × 0 = 12

所以 L1 与 L2 之间的最短距离为

d =

珗a1 × 珗a2 ·M1 M→
2

珗a1 × 珗a2

=
12
6

= 2

例 15 试求通过点（- 2，0，0）和（0，- 2，0），且与锥面 x2 + y2 = z2 交成抛物线的平面方程.

解 设所求平面方程为

Ax + By + Cz + D = 0

因为平面过已知两点，所以有

- 2A + D = 0 （1）

- 2B + D = 0 （2）

另一方面，由圆锥截线的性质知，和锥面交成抛物线的平面与锥面的一母线是平行的，而已知锥面是圆锥

面，所以锥面上任一条母线与 xoy坐标面都成定角 π
4

，则所求平面与 xoy坐标面也成定角 π
4

，于是由两个平面的

夹角公式得

C

A2 + B2 + C槡 2
= 槡2

2

整理为 A2 + B2 - C2 = 0 （3）

则（1），（2），（3）式解得

A =
1
2

D， B =
1
2

D， C = ± 槡2
2

D

于是所求平面方程为

x + y + 槡2z + 2 = 0，x + y - 槡2z + 2 = 0.

典型题型 2. 曲面方程与综合应用.

例 16 （98，5 分）求直线 L：x - 1
1

=
y
1

=
z - 1
- 1

在平面 π：x - y + 2z - 1 = 0 上的投影直线 l0 的方程，并

求 l0 绕 y 轴一周所成曲面的方程.

解 过直线 L 作垂直于 π 的平面 π1 ，由于（1，0，1）∈ π1 ，故 π1 的方程可写成

A（x - 1）+ By + C（z - 1） = 0

以 珗n 记 π 的法线向量，珗n1 记 π1 的法线向量，由于 L⊥珗n1 ，珗n1 ⊥珗n，有

A + B - C = 0

A - B + 2C ={ 0

解得 ABC = - 132，于是 π1 的方程为
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x - 3y - 2z + 1 = 0

从而 l0 的方程为

x - y + 2z - 1 = 0

x - 3y - 2z + 1 ={ 0

将 l0 写成

x = 2y

z = -
1
2

（y - 1{ ）

设（x，y，z）∈ l0 ，而（珋x，珋y，珋z）是（x，y，z）绕 y 轴旋转后圆周上的任一点，由于绕 y 轴旋转 珋y = y；珋x2 + 珋z2 = x2 + z2 于

是

珋x2 + 珋z2 = x2 + z2 = （2y）2 +（-
1
2

（y - 1））2

=
17
4

y2 -
1
2

y +
1
4

=
17
4
珋y2 -

1
2
珋y +

1
4

故旋转曲面的方程为

4x2 - 17y2 + 4z2 + 2y - 1 = 0

例 17 （94，6 分）已知 A点与 B 点的直角坐标分别为（1，0，0）与（0，1，1）线段 AB 绕 Z 轴旋转一周所成

的旋转曲面为 S，求由 S 及两平面 Z = 0，Z = 1 所围成立体的体积.

分析 此题无公式可直接使用，但绕 Z 轴旋转，截面应是圆，当 Z = 珗Z 时，如能求出圆面积 S（珔Z），即可利用

V = ∫
1

0
S（Z）dZ 求出旋转体体积.

解 过 A（1，0，0）和 B（0，1，1）的直线方程为

x - 1
- 1

=
y
1

=
z
1

即
x = 1 - z{y = z

当 z = 珋z 时，（1 - 珋z，珋z，珋z）与（0，0，珋z）的距离，就是圆截面的半径

r（珋z） = （1 - 珋z）2 + 珋z槡 2

从而，圆截面的面积是

S（珋z） = π〔（1 - 珋z）2 + 珋z2〕 = π（1 - 2珋z + 2珋z2）

故旋转体体积是

V = ∫
1

0
S（z）dz = ∫

1

0
π（1 - 2z + 2z2）dz =

2
3
π

评述 此题是综合题，而且在考灵活应用，既用到了空间解析几何知识又用到了定积分的公式，值得注

意.

二、多元函数微分学

图 4 - 8

典型题型 1. 多元函数的极限，连续性.

例 1 求函数的定义域

z =
x2 + y2 - x

2x - x2 - y槡 2

解 确定一个二元函数的定义域，就是要找出使函数关系式 z = f（x，y）有意

义的（x，y）所组成的集合. 本题，由根式性质可知，使函数有意义的数 x与 y必须满

足不等式

x2 + y2 - x
2x - x2 - y2 ≥ 0
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或与它等价的不等式组

a）
x2 + y2 - x ≥ 0

2x - x2 - y2 >{ 0
或 b）

x2 + y2 - x ≤ 0

2x - x2 - y2 <{ 0

由 a）式得

x ≤ x2 + y2 < 2x

而 b）式为矛盾方程组，所以，函数的定义域为

x ≤ x2 + y2 < 2x

如图（4 - 8）所示.

例 2 求lim
x→0
y→0

xy

x2 + y槡 2
.

解 由于 | xy | ≤ 1
2

（x2 + y2）

xy

x2 + y槡 2
- 0 =

| xy |

x2 + y槡 2
≤ 1

2
x2 + y槡 2 < ε

（当 0 < x2 + y槡 2 < δ = 2ε）

即 lim
x→0
y→0

xy

x2 + y槡 2
= 0

例 3 求lim
x→0
y→0

x2 y
x2 + y2

解 由于 xy
x2 + y2 ≤ 1

2
而 lim

x→0
y→0

x = 0

故 lim
x→0
y→0

x2 y
x2 + y2 = lim

x→0
y→0

xy
x2 + y2 ·x = 0

例 4 证明：对于函数

f（x，y） = （x + y）sin
1
x

sin
1
y

累次极限lim
x→0

｛lim
y→0

f（x，y）｝和lim
y→0

｛lim
x→0

f（x，y）｝不存在，然而lim
x→0
y→0

f（x，y） = 0

证明 先证lim
x→0

｛lim
y→0

f（x，y）｝不存在. 在累次极限中，x、y是先后地变化，所以它实质上是两次一元函数的单

重极限，在考察极限lim
y→0

f（x，y）时，f（x，y）被看作 y的一元函数. 对于函数 f（x，y）= xsin
1
x

sin
1
y

+ ysin
1
x

sin
1
y

，

由于

lim
y→0

y·sin
1
y

= 0

所以 lim
y→0

sin
1
x

（ysin
1
y

） = 0

但当 x≠ 0，x≠±
1

nπ
时，lim

y→0
xsin

1
x

sin
1
y

不存在，所以当 x≠ 0 时，lim
y→0

f（x，y）不存在，从而lim
x→0

｛lim
y→0

f（x，y）｝不存

在.

由对称性知，lim
y→0

｛lim
x→0

f（x，y）｝也不存在.

以下证明：lim
x→0
y→0

f（x，y） = 0

要证明函数 f（x，y）当 x→ 0，y→ 0 时以 0 为极限，由定义只须对于任意 δ > 0，找到一个 δ > 0，使满足不等

式：0 < （x - 0）2 +（y - 0）槡 2 = x2 + y槡 2 < δ 的一切点（x，y），都有

（x + y）sin
1
x

sin
1
y

- 0 = （x + y）sin
1
x

sin
1
y

< ε

成立. 如何找 ε 与一元函数的情形一样，我们的做法是反过来，从 （x + y）sin
1
x

sin
1
y

< ε 出发，作一些变化，

求出与 ε 有关的 δ.
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由于 | f（x，y）- 0 | = | x + y | sin
1
x

sin
1
y

≤| x | +| y | ≤ 2 x2 + y槡 2 ，取 δ = ε
2

，当 0 < x2 + y槡 2 <

δ 时，有

| f（x，y）- 0 | < ε
此即lim

x→0
y→0

f（x，y） = 0.

例 5 证明：对于函数

f（x，y） =
x2 y2

x2 y2 +（x - y）2

有lim
x→0

｛lim
y→0

f（x，y）｝ = lim
y→0

｛lim
x→0

f（x，y）｝ = 0，然而lim
x→0
y→0

f（x，y）不存在.

证明 设 x ≠ 0，由于分母的极限不为 0，于是有

lim
y→0

f（x，y） =
lim
y→0

x2 y2

lim
y→0

（x2 y2 +（x - y）2）
=

0
x2 = 0

所以 lim
x→0

｛lim
y→0

f（x，y）｝ = 0

同理可证 lim
y→0

｛lim
x→0

f（x，y）｝ = 0

当取路径 x = 0，y → 0 时，有lim
y→0
x = 0

f（x，y） = lim
y→0

0
y2 = 0

当取路径 x = y，y → 0 时，有lim
y→0
x = y

f（x，y） = lim
y→0

y4

y4 = 1

由于取两条不同路径 f（x，y）不趋于一个确定的值，故二重极限lim
x→0
y→0

f（x，y）不存在.

例 6 证明

f（x，y） =
2xy

x2 + y2 ， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

分别对 x 和 y 是连续的，但在原点不连续.

证明 考察 f（x，y）对 x 的连续性时，y 看作常数. 于是

当 y0 ≠ 0 时，有lim
x→x0

f（x，y0） = lim
x→x0

2xy0

x2 + y2
0

=
2x0 y0

x2
0 + y2

0

= f（x0 ，y0）

当 y0 = 0 时，有lim
x→0

f（x，y0） = lim
x→0

f（x，0） = lim
x→0

2x·0
x2 + 0

= 0 = f（0，0）

所以 f（x，y）对变量 x 是连续的.

同理可证，f（x，y）对 y 也是连续的.

显然，当 x2 + y2 ≠ 0 时，2xy 和 x2 + y2 都是 x 与 y 的连续函数，从而函数 2xy
x2 + y2 也连续，因此所给函数在除

（0，0）以外的任一点处都是连续的，而在点（0，0）处，由于沿任意过该点的直线 y = kx，有

lim
x→0
y = kx

f（x，y） = lim
x→0

2x·kx
x2 +（kx）2 =

2k
1 + k2

随 k 取不同的值 f（x，y）趋近于不同的值，可见极限lim
x→0
y→0

f（x，y）不存在，所以点（0，0）是函数的间断点.

典型题型 2. 多元函数的可导性，可微性以及它们与连续性的关系.

例 7 证明函数

f（x，y） =
xy2

x2 + y4 ， （x，y）≠（0，0）

0， （x，y） = （0，0
{

）

在点（0，0）处不连续，但存在一阶偏导数.

证明 当（x，y）沿抛物线 x = ky2 趋于（0，0）时，有
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lim
y→0

x = ky2

f（x，y） = lim
y→0

ky4

（k2 + 1）y4 =
k

k2 + 1

随 k 取不同的值 f（x，y）趋近于不同的值，故极限lim
x→0
y→0

f（x，y）不存在，从而函数在（0，0）不连续.

另一方面，直接由函数偏导数的定义有

f' x（0，0） = lim
x→0

f（x，0）- f（0，0）
x

= 0

f' y（0，0） = lim
y→0

f（0，y）- f（0，0）
y

= 0

显见，函数 f（x，y）在点（0，0）处的两个偏导数存在且都等于零.

评述 本题是函数在一点可导，却在该点不连续的例子，这一情况的出现，是由于函数在一点的连续性，

要考虑该点某个邻域内的所有点处的函数值，它不同于偏导数存在只须考虑其中两条特殊线段上的函

数值.

例 8 设

f（x，y） =

xy

x2 + y槡 2
， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

（ⅰ）求 f' x（x，y）和 f' y（x，y）； （ⅱ）问 f（x，y）在点（0，0）处是否可微.

解 （ⅰ）对于分段函数求偏导数，我们可先求出每段表达式的偏导数，然后用偏导数的定义分别求出每

一“交接点”处的偏导数.

当 x2 + y2 ≠ 0 时，有

f' x（x，y） =
xy

x2 + y槡( )2
x

=
y（x2 + y2）- x2 y

（x2 + y2）3 /2 =
y3

（x2 + y2）3 /2

由函数 xy

x2 + y槡 2
关于 x，y 的对称性可得 f' y（x，y） =

x3

（x2 + y2）3 /2

有点（0，0）处，由偏导数的定义得

f' x（0，0） = lim
Δx→0

f（Δx，0）- f（0，0）
Δx

= lim
Δx→0

Δx·0

（Δx）2 + 0槡 2

1
Δx

= 0

同理可得 f' y（0，0） = 0.

因此，两个一阶偏导数为

f' x（x，y） =
y3

（x2 + y2）3 /2 ， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

f' y（x，y） =
x3

（x2 + y2）3 /2 ， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

（ⅱ）由 Δz = f（Δx，Δy）- f（0，0） = ΔxΔy

（Δx）2 +（Δy）槡 2
，而当（x，y）沿直线 y = x 趋于（0，0），有

Δz - ［f' x（0，0）Δx + f' y（0，0）Δy］
ρ

= ΔxΔx
（Δx）2 +（Δx）2 =

1
2

≠ 0

它不随 ρ → 0 而趋于零，所以函数 f（x，y）在（0，0）不可微.

评述 本题是函数在一点可导不可微的例子，它表明多元函数可导是可微的必要条件，但不是充分条

件.

例 9 （94，3 分）二元函数 f（x，y）在点（x0 ，y0）处两个偏导数 'f x（x0 ，y0），'f y（x0 ，y0）存在是在该点连续的

（ ）

（A）充分条件而非必要条件
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（B）必要条件而非充分条件

（C）充分必要条件

（D）既非充分又非必要条件

解 应选（D）. 见本书本章 § 4 - 2 的相关内容.

例 10 （97，3 分）二元函数 f（x，y） =
xy

x2 + y2 ， （x，y）≠（0，0）

0， （x，y） = （0，0
{

）

在点（0，0）处（ ）.

（A）连续，偏导数存在 （B）连续

（C）不连续，偏导数存在 （D）不连续，偏导数不存在

分析 在一元函数中，可导、可微和连续之间的关系是清晰的，可微等价于可导；可导一定连续，连续不一

定可导，但在多元函数中，情况就复杂化了，详细情况见本章 § 4 - 2 图 4 - 3，只能视函数的具体情况进行分析.

解 沿 y = kx 逼近（0，0），有

lim
x→0
y = kx

f（x，y） = lim
x→0

xkx
x2 + k2 x2 =

k
1 + k2

当 k 不同时， k
1 + k2 不相同，这说明（x，y）→（0，0）时，f（x，y）的极限不存在，f（x，y）在（0，0）不连续，但是

'f x（0，0） = lim
Δx→0

f（x + Δx·0）- f（0，0）
Δx

= lim
Δx→0

0 - 0
Δx

= 0

相似可得 'f y（0，0） = 0

故在（0，0），f（x，y）偏导数存在. 故应填（C）.

例 11 （02，3 分）考虑二元函数的下面四条性质：

① f（x，y）在点（x0 ，y0）处连续；

② f（x，y）在点（x0 ，y0）处的两个偏导数连续；

③ f（x，y）在点（x0 ，y0）处可微；

④ f（x，y）在点（x0 ，y0）处的两个偏导数存在.

若用“PQ”表示可由性质 P 推出性质 Q，则有（ ）.

（A）②③① （B）③②①
（C）③④① （D）③①④

解 可选（A）. 详细情况见本章 § 4 - 2，图 4 - 3.

典型题型 3. 多元函数微分法，求复合函数与隐函数的偏导数.

例 12 设 f 和 g 是连续可微函数，u = f（x，xy），v = g（x + xy），求u
x

· v
x

.

解 据复合函数求导公式有

u
x

= 'f 1 + y 'f 2 ， v
x

= 'g（x + xy）（1 + y）

u
x

· v
x

= 'f 1（x，xy）+ y 'f 2（x，xy[ ]）· 'g（x + xy）·（1 + y）

例 13 设 u = yf（ x
y

）+ xg（ y
x

），其中 f，g 具有二阶连续导数，求 x 2 u
x2 + y 2 u

xy
.

解 u
x

= 'f（ x
y

）+ g（ y
x

）+ x 'g（ y
x

）（-
y
x2 ） = 'f（ x

y
）+ g（ y

x
）-

y
x

'g（ y
x

）

2 u
x2 =

1
y

"f（ x
y

）+ 'g（ y
x

）（-
y
x2 ）+

y
x2 g'（ y

x
）+

y2

x3 "g（ y
x

）

=
1
y

"f（ x
y

）+
y2

x3 "g（ y
x

）

2 u
xy

= f"（ x
y

）（-
x
y2 ）+ g'（ y

x
） 1

x
-

1
x

g'（ y
x

）-
y
x2 g"（ y

x
）

= -
x
y2 f"（ x

y
）-

y
x2 g"（ y

x
）
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由此可得 x 2 u
x2 + y 2 u

xy
= 0

例 14 （90，5 分）设 z = f（2x - y，ysinx），其中 f（u，v）具有二阶连续偏导数，求 2 z
xy

.

解 z
x

= 2 'f 1 + ycosx 'f 2

2 z
xy

= - 2 "f 11 + 2 "f 12 sinx + cosx 'f 2 - ycosx "f 21 + ysinxcosx "f 22

= - 2 "f 11（2x - y，ysinx）+（2sinx - ycosx）"f 12（2x - y，ysinx）+ cosx 'f 2（2x - y，ysinx）

+ ysinxcosx "f 22（2x - y，ysinx）

例 15 （91，3 分）由方程 xyz + x2 + y2 + z槡 2 = 槡2 所确定的函数 z = z（x，y）在点（1，0，- 1）处的全微分

dz = .

解 由隐函数求导法

z
x

= -
yz x2 + y2 + z槡 2 + x

xy x2 + y2 + z槡 2 + z

z
y

= -
xz x2 + y2 + z槡 2 + y

xy x2 + y2 + z槡 2 + z

从而
z
x （1，0，- 1）

= 1， z
y （1，0，- 1）

= - 槡2

dz = dx - 槡2dy 应填 dx - 槡2dy

例 16 （92，5 分）设 z = f（exsiny，x2 + y2）其中 f 具有二阶连续偏导数，求 2 z
xy

解 令 u = exsiny，v = x2 + y2 ，则

z
x

= exsiny 'f u + 2x 'f v

2 u
xy

= excosy 'f u + exsiny［ "f uu excosy + 2y "f uv］+ 2x［ "f vu excosy + "f vv2y］ （ "f uv = "f vu）

= e2xsinycosy "f uu + 2ex（ysiny + xcosy）"f uv + 4xy "f vv + excosy 'f u

例 17 （94，3 分）设 u = e- xsin
x
y

，则 2 u
xy

在点（2，1
π

）处的值为 .

解 u
x

= - e- xsin
x
y

+ e- xcos
x
y

· 1
y

2 u
xy

= e- xcos
x
y

x
y2 - e- x 1

y2 cos
x
y

+ e- xsin
x
y

x
y3

2 u
xy （2，1

π）

= π( )e

2

应填 π( )e

2

例 18 （95，5 分）设 u = f（x，y，z），φ（x2 ，ey，z）= 0，y = sinx，其中 f，φ都具有一阶连续偏导数，且φ
z

≠0，

求du
dx

.

分析 由 φ（x2 ，ey，z） = 0，y = sinx， 'φ z ≠ 0，y，z 都是 x 的函数，从而 u 是 x 的复合函数.

解 u = f（x，y，z）

du
dx

= f
x

+ f
y

dy
dx

+ f
z

dz
dx

而 dy
dx

= cosx

'φ 12x + 'φ 2 ey 'y + 'φ 3
dz
dx

= 0
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dz
dx

= -
1
'φ 3

（2x 'φ 1 + eycosx 'φ 2）

故

dz
dx

= f
x

+ f
y

cosx + f
z

-
1
'φ 3

（2x 'φ 1 + esinxcosx 'φ 2[ ]）

= f
x

+ f
y

cosx - f
z

1
'φ 3

（2x 'φ 1 + esinxcosx 'φ 2）

例 19 （96，3 分）已知（x + ay）dx + ydy
（x + y）2 为某函数的全微分，则 a 等于（ ）.

（A） - 1 （B）0 （C）1 （D）2

解 令 X =
x + ay

（x + y）2 ，Y =
y

（x + y）2 由于 Xdx + Ydy 是全微分，故

X
y

≡ Y
x

即

- 2y（x + y）
（x + y）4 ≡ a（x + y）2 - 2（x + y）（x + ay）

（x + y）4

故

- 2y ≡ a（x + y）- 2（x + ay）

（a - 2）（x - y）≡ 0

只有当 a = 2，这一恒等式才能成立.

应选（D）.

例 20 （96，5 分）设变换
u = x - 2y{v = x + ay

可把方程 6 2 z
x2 + 2 z

xy
+ 2 z
y2 = 0 简化为 2 z

uv
= 0，求常数 a.

解 z = z（u，v），u = x - 2y，v = x + ay 由复合函数求导法，有

z
x

= z
u

+ z
v

， z
y

= z
u

（- 2）+ z
v

a

2 z
x2 = 2 z

u2 + 2 2 z
uv

+ 2 z
v2

2 z
xy

= - 2 2 z
u2 +（a - 2） 2 z

uv
+ a 2 z

v2

2 z
y2 = 4 2 z

u2 - 4a 2 z
uv

+ a2 2 z
v2

代入原方程整理得

（10 + 5a） 2 z
uv

+（6 + a - a2）2 z
v2 = 0

由要求知

6 + a - a2 = 0，10 + 5a ≠ 0

故 a = 3

例 21 （98，3 分）设 z =
1
x

f（xy）+ yφ（x + y），f，φ 具有二阶连续导数，则 2 z
xy

= .

解 z
x

= -
1
x2 f（xy）+

y
x

'f（xy）+ y 'φ（x + y）

2 z
xy

= -
1
x

'f（xy）+
1
x

'f（xy）+ y "f（xy）+ 'φ（x + y）+ y "φ（x + y）

= y "f（xy）+ 'φ（x + y）+ y "φ（x + y）

应填 y "f（xy）+ 'φ（x + y）+ y "φ（x + y）

例 22 （99，5 分）设 y = y（x），z = z（x）是由方程 z = xf（x + y）和 F（x，y，z） = 0 所确定的函数，其中 f

和 F 分别具有一阶连续导数和一阶连续偏导数，求 dz
dx

.
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分析 例 12、13、14、16、18、21 和本题都属于没有具体给出函数，只给出了函数满足的条件，要你用复合函

数求导法和隐函数求导法去求导数. 这样的题型在历届考题中如此密集，值得注意，也说明这是必须熟练掌握

的基本要求.

解 z = xf（x + y）和 F（x，y，z） = 0 两端对 x 求导得

dz
dx

= f（x + y）+ x 'f（x + y）（1 +
dy
dx

）

F' x + F' y
dy
dx

+ F' z
dz
dx

={ 0

以上两式消去 dy
dx

，可解得

dz
dx

=
（f + x 'f）F' y - x 'fF' x

F' y + x 'fF' z

. （当 F' y + x 'fF' z ≠ 0）

例 23 （00，5 分）设 z = f（xy，x
y

）+ g（ y
x

），其中 f 具有二阶连续偏导数，g 具有二阶连续导数，求 2 z
xy

.

分析 见例 22 的分析，又是一个同样的题型

解 令 u = xy，v =
x
y

z
x

= y 'f u +
1
y

'f v -
y
x2 'g

2 z
xy

= 'f u + y x "f uu -
x
y2 "f( )uv -

1
y2 'f v +

1
y

（x "f vu -
x
y2 "f vv）-

1
x2 'g -

y
x3 "g

= 'f u -
1
y2 'f v + xy "f uu -

x
y3 "f vv -

1
x2 'g -

y
x3 "g

例 24 （01，6 分）设函数 z = f（x，y）在点（1，1）处可微，且 f（1，1） = 1，f
x （1，1）

= 2，f
y （1，1）

= 3，φ（x） =

f（x，f（x，x）），求 d
dx

φ3（x）
x = 1

.

解 φ（1） = f（1，f（1，1）） = f（1，1） = 1

d
dx

φ3（x） = 3φ2（x）dφ（x）
dx

= 3φ2（x）［ 'f 1（x，f（x，x））+ 'f 2（x，f（x，x））（ 'f 1（x，x）+ 'f 2（x，x））］

d
dx

φ3（x）
x = 1

= 3［2 + 3（2 + 3）］= 51.

例 25 设 u = xyz，求u
x

，u
y

，u
z

解 求三元函数 f（x，y，z）对 x（y 或 z）的偏导数，只须把变量 y，z（x，z 或 x，y）都看作常数，然后对 x（y 或

z）求导数就可以了，本题当把 y、z 看作常数时，u 是 x 的幂函数，于是根据幂函数求导公式，得

u
x

= yzxyz- 1

同样，当把 x，z看作常数时，函数 xyz 是 t 的指数函数 xt 与 y 的幂函数 t = yz 的复合函数，于是根据复合函数

求导法则，有

u
y

= （xt '） t（yz '） y = xyx
lnxzyz- 1 = zyz- 1 xyz

lnx

最后当把 x、y 看作常数时，得

u
z

= yzxyz
lnxlny

例 26 设 f（x，y） = （x - a）p+1（y - b）q + φ（x）+ ψ（y），其中 φ（x），ψ（y）分别是 p 阶与 q 阶可导函数，求

（p+q）f（x，y）
xpyq 在（a + 1，b）处的值.

解 先对 x 求 p 阶偏导数，然后对 y 求 q 阶偏导数，即得

（p+q）f（x，y）
xpyq = （p + 1）！q！（x - a）
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于是 （p+q）f（x，y）
xpy( )q

（a +1，b）

= （p + 1）！q！

评述 一般，形如 z = f（x，y）= φ（x）ψ（y）的二元函数，当 φ（n）（x）与ψ（m）（y）都存在时，那末，f（x，y）的

n + m 阶偏导数公式总可以表示成

（n+m）［φ（x）ψ（y）］

xnym = （n）φ（x）
xn

（m）ψ（y）
ym

例 27 设

f（x，y） =
xy

x2 - y2

x2 + y2 ， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

证明：f"xy（0，0）≠ f"yx（0，0），

证明 为了证明 f"xy（0，0）≠ f"yx（0，0），首先求出两个一阶偏导数

f' x（x，y） =
y（x2 - y2）

x2 + y2 +
4x2 y3

（x2 + y2）2 ， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

f' y（x，y） =
x（x2 - y2）

x2 + y2 +
4x3 y2

（x2 + y2）2 ， x2 + y2 ≠ 0

0， x2 + y2 =
{

0

根据定义可得点（0，0）处的两个混合偏导数为

f"yx（0，0） = lim
Δx→0

f' y（Δx，0）- f' y（0，0）
Δx

= lim
Δx→0

Δx
Δx

= 1

f"xy（0，0） = lim
Δy→0

f' x（0，Δy）- f' x（0，0）
Δy

= lim
Δy→0

- Δy
Δ( )y

= - 1

显见

f"xy（0，0）≠ f"yx（0，0）

评述 求函数的高阶偏导数，只需要逐次求偏导数就可以了，但是在高阶混合偏导数时，要注意求导的

次序，一般说来，是不能随意交换求导的次序的，本例正说明了这一点.

图 4 - 9

例 28 设 u = f（x，y，z）与 y = y（x，t），t = t（x，z）都可微，试求 u
x

的表达

式.

解 本题所给的是经两次复合而成的复合函数，第一次复合成 y = y［x，t（x，

z）］，其中 t 是中间变量，x，z 是自变量；第二次复合成 u = f｛x，y［x，t（x，z）］，z｝，其

中 y，t 是中间变量，x，z 是自变量，变量分析图，如图 4 - 9 所示.

由图表明，u 到达 x 的路线有三条，这表示 u 对 x 的偏导数公式是由三项相加而成的，依图自左到右分别沿

路线 u → x，u → y → x 及 u → y → t → x 求出偏导数相乘，分线相加，得到的结果便是偏导数 u
x

的表达式，即

u
x

= f
x

+ f
y

y
x

+ f
y

y
t

t
x

例 29 设 z = f（x2 - y2 ，cosxy），x = rcosθ，y = rsinθ，求 z
r

，z
θ

.

图 4 - 10

解 令 x2 - y2 = u，cosxy = v，则 z = f（u，v），变量分析图，如图 4 - 10 所

示.

由图表明，z 到达 r 的路线有四条，这表示 z对 r 的偏导数公式是由四项相加而

成的. 依图自左到右，分别按联线求出偏导数相乘，分线相加，即得

z
r

= z
u

u
x

x
r

+ z
u

u
y

y
r

+ z
v

v
x

x
r

+ z
v

v
y

y
r

（1）
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而 u
x

= 2x，u
y

= - 2y，v
x

= - ysinxy，v
y

= - xsinxy

及 x
r

= cosθ，x
θ

= - rsinθ，y
r

= sinθ，y
θ

= rcosθ

代入（1）式并整理，得

z
r

= 2（xcosθ - ysinθ） z
u

- sin（xy）（ycosθ + xsinθ）x
v

同理可得

z
θ

= - 2r（xsinθ + ycosθ） z
u

+ rsin（xy）（ysinθ - xcosθ） z
v

本题也是经两两次复合而成的复合函数，u，v及 x，y都是中间变量，r，θ是自变量，像这样经过几次复合而成

的复合函数，对某个自变量求导时，应注意要经过一切中间变量而归结到自变量，不得遗漏.

例 30 设 z = f（x，y），u = x + ay，v = x - ay（a 为常数），z 关于 u，v 具有二阶偏导数，求 2 z
uv

.

图 4 - 11

解 本题可先求逆变换，然后再求导.

由 u = x + ay，v = x - ay

解得 x =
1
2

（u + v），y =
1

2a
（u - v）

变量分析图，（如图 4 - 11）所图.

依图自左至右，分别按联线求出偏导数相乘，分线相加，可得 z对变量 u 的一阶偏导

图 4 - 12

数为

z
u

= z
x

x
u

+ z
y

y
u

而 x
u

=
1
2

，y
u

=
1

2a
，于是

z
u

=
1
2

z
x

+
1

2a
z
y

二阶混合偏导数为

2 x
uv

= 
v

z
( )u

=
1
2


v

z
( )x

+
1

2a

v

z
( )y

（1）

这里，z
x

、z
y

仍然保持原来函数的复合关系，（如图 4 - 12）所示.

从而 
v

z
( )x

= 
x

z
( )x

x
v

+ 
y

z
( )x

y
v

=
1
2

2 z
x2 -

1
2a

2 z
xy

（2）


v

z
( )y

=
1
2

2 x
xy

-
1

2a
2 z
y2

（2）式代入（1）式，并整理，即得

2 x
uv

=
1
4

2 z
x2 -

1
a2

2 z
y( )2

评述 在一般的函数式 f（x，y）中，偏导数 f' x（x，y），f' y（x，y）是仍然保持与 f（x，y）有相同个数自变量的

函数，并且当 x，y 是变量 u，v的函数时，那么，这种复合关系仍包含在偏导数 f' x（x，y），f' y（x，y）中，这是在

求导过程中必须注意的.

例 31 设 x = ucos
v
u

，y = usin
v
u

，求u
x

，v
x

.

解 本题是反函数求导问题，可利用隐函数微分法来求解. 下面我们通过求全微分来求得偏导数.

对方程组

x = ucos
v
u

， y = usin
v
u

两边求微分，得
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dx = cos
v
u

du -
1
u

sin
v
u

（udv - vdu）， dy = sin
v
u

du +
1
u

cos
v
u

（udv - vdu）

即 cos
v
u

+
v
u

sin
v( )u

du - sin
v
u

dv = dx

sin
v
u

-
v
u

cos
v( )u

du + cos
v
u

dv = dy

按线性方程组解法解出 du，dv 得

du = cos
v
u

dx + sin
v
u

dy

dv = v
u

cos
v
u

- sin
v( )u

dx + cos
v
u

+
v
u

sin
v( )u

dy

与一般微分式

du = u
x

dx + u
y

dy， dv = v
x

dx + v
y

dy

相比较即得

u
x

= cos
v
u

， v
x

=
v
u

cos
v
u

- sin
v
u

评述 利用微分求偏导数的过程中，在求全微分时，由于一阶全微分形式不变性，就用不着去分辨什么

自变量和中间变量，只要按法则去做就可以了. 它步骤分明，有条有紊，比较方便.

例 32 设 f（x，y）与 x = φ（u，v），y = ψ（u，v）都具有连续二阶偏导数，且 x 与 y 满足柯西 - 黎曼方程

x
u

= y
v

，x
v

= - y
u

，证明：
2 f

u2 + 2 f
v2 = J 2 f

x2 + 2 f
y( )2 . 其中 J = （x，y）

（u，v）
= x

u
y
v

- x
v

y
u

.

证明 先对 f 求一阶偏导数

f
u

= f
x

x
u

+ f
y

y
u

， f
v

= f
x

x
v

+ f
y

y
v

于是 2 f
u2 = 2 f

x2
x
( )u

2

+ 2 2 f
xy

y
u

x
u

+ f
x

2 x
u2 + 2 f

y2
y
( )u

2

+ f
y

2 y
u2

2 f
v2 = 2 f

x2
x
( )v

2

+ 2 2 f
xy

y
v

x
v

+ f
x

2 x
v2 + 2 f

y2
y
( )v

2

+ f
y

2 y
v2

两式相加，得

2 f
u2 + 2 f

v2 = 2 f
x2

x
( )u

2

+ x
( )v[ ]2

+ 2 f
y2

y
( )u

2

+ y
( )v[ ]2

+ 2 2 f
xy

y
u

x
u

+ y
v

x
( )v

+ f
x

2 x
u2 + 2 x

v( )2 + f
y

2 y
u2 + 2 y

v( )2 （1）

在等式 x
u

= y
v

，x
v

= - y
u

两边分别关于 u，v 求导，得

2 x
u2 = 2 y

uv
， 2 x

v2 = - 2 y
uv

两式相加，得

2 x
u2 + 2 x

v2 = 0

同理可得

2 y
u2 + 2 y

v2 = 0

再用柯西 - 黎曼条件，得

x
( )u

2

+ x
( )v

2

= x
u

y
v

- x
v

y
u

， y
( )u

2

+ y
( )v

2

= x
u

y
v

- x
v

y
u

及 y
u

x
u

+ y
v

x
v

= 0

将以上结果代入（1）式中，即得
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2 f
u2 + 2 f

v2 = 2 f
x2 + 2 f

y( )2
x
u

y
v

- x
v

y
( )u

= J 2 f
x2 + 2 f

y( )2

例 33 设函数 f（u）在（0，+ � ）内具有二阶导数，且 z = f（ x2 + y槡 2）满足等式2 z
x2 + 2 z

y2 = 0

（Ⅰ）验证 f"（u）+
f' u
u

= 0；

（Ⅱ）若 f（1） = 0，f'（1） = 1，求函数 f（u）的表达式.

解 （Ⅰ） 由 z = f（u），u = x2 + y槡 2 ，得

z
x

= f' · x

x2 + y槡 2
=

f'（u）
u

·x

2 z
x2 =

f'（u）
u

+
f"（u）·u - f'（u）

u2 · x

x2 + y槡 2
·x =

f'
u

+
f"·u - f'

u3 x2

由 x、y 的对称性得

2 z
y2 =

f'
u

+
uf" - f'

u3 y2

代入已知等式得：

2f'
u

+
uf" - f'

u3 ·u2 = 0

即得

f"（u）+
f'（u）

u
= 0

（Ⅱ）由（Ⅰ）得 f"（u）
f'（u）

= -
1
u

， lnf'（u） = - lnu + lnc1 ，所以 f'（u） =
c1

u
，由 f'（1） = 1 得 c1 = 1，f'（u）

=
1
u

，进而 f（u） = lnu + c2 ，由 f（1） = 0 得 c2 = 0，故 f（u） = lnu.

例 34 设 z3 - 3xyz = a2 ，求 z
x

，z
y

.

解法一 令 F（x，y，z） = z3 - 3xyz - a2 ，求得

F' x = - 3yz， F' y = - 3xz， F' z = 3z2 - 3xy

当 F' z ≠ 0 时，由隐函数的导数公式，得

z
x

= -
F' x

F' z

=
3yz

3z2 - 3xy
=

yz
z2 - xy

， z
y

= -
F' y

F' z

=
xz

z2 - xy

解法二 在方程 z3 - 3xyz = a2 中，把 x，y 看作独立变量，z 是 x，y 的函数，将方程两边对 x 求导，得

3z2 z
x

- 3xy z
x

- 3yz = 0

解出

z
x

=
3yz

3z2 - 3xy
=

yz
z2 - xy

同理，将方程两边对 y 求导，可得

z
y

=
xz

z2 - xy

解法三 令 F（x，y，z） = z3 - 3xyz - a2 = 0，两边求微分，得

3z2 dz - 3yzdx - 3xzdy - 3xydz = 0

即 （z2 - xy）dz = yzdx + xzdy

解得 dz =
yz

z2 - xy
dx +

xz
z2 - xy

dy

与微分公式

dz = z
x

dx + z
y

dy
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相比较，得

z
x

=
yz

z2 - xy
， z

y
=

xz
z2 - xy

评述 本题用三种不同方法求得了由方程 F（x，y，z） = 0 确定的隐函数 z = f（x，y）的偏导数，归纳起来

是：（1）求出函数 F' x，F' y，F' z 然后应用隐函数求导数公式，得 z
x

，z
y

；（2）在方程 F（x，y，z） = 0 中，把 x，

y 看作独立变量，z是 x，y 的函数，对方程两边关于 x 或 y 求导，得到含 z
x

或 z
y

的方程，从中解出 z
x

或 z
y

；

（3）利用一阶全微分形式不变性和微分公式，求得

z
x

，z
y

.

一般说来，求由方程 F（x，y）= 0 确定的隐函数的导数，通过直接解方程 F（x，y）= 0 而得到函数的显

式，然后按照显函数的求导方法求得它的导数是比较困难的，而隐函数存在定理，不仅能用来判定隐函

数的存在，并且给出了隐函数的求导公式，从而不需要去解方程 F（x，y） = 0 就能求出隐函数的导数

y'（x）来. 由此可见该定理的重要意义.

例 35 设 F（x，y，x - z，y2 - ω） = 0，其中 F 具有二阶连续编导数，且 F' 4 ≠0，求ω
y

，
2ω
y2（F' 2 表示 F' y，F' 4

表示 F'（y2 - ω），F"42 表示 F'（y2 - ω）y 等，余仿此）

解 对所给方程关于 y 求导，得

F' 2 + F' 4 2y - ω
( )y

= 0

解得

ω
y

= 2y +
F' 2

F' 4

于是 2ω
y2 = 2 +

1
（F' 4）

2 F' 4

F' 2

y
- F' 2

F' 4

( )y
（1）

这里 F' 2 ，F' 4 仍然都是 x，y 与 z 的复合函数，求得

F' 2

y
= F"22 + F"24 2y - ω

( )y
= F"22 - F"24

F' 2

F' 4

F' 4

y
= F"42 + F"44 2y - ω

( )y
= F"42 - F"44

F' 2

F' 4

代入（1）式整理，即得

2ω
y2 = 2 +

1
（F' 4）

3［（F' 4）
2 ·F"22 - 2F"24 ·F' 2 ·F' 4 +（F' 2）

2 F"44 ］

评述 本题所给出方程的左边是用一般形式的函数关系表示的，由它所确定的函数，既是隐函数又是复

合函数，因此在求解这些问题时，重要的仍然是要分辨清楚自变量、中间变量、隐函数以及它是通过怎样

的复合关系隐含在方程之中的，弄清了这些，问题也就能迎刃而解了. 比如本题本质上就是把方程的左

边看作是由 F（u，v，s，t）与 u = x，v = y，s = x - z，t = y2 - ω 以及 ω = ω（x，y，z）复合而成的 x，y，z 的复

合函数，于是，对方程 F（u，v，s，t） = 0 关于 y 求导可得

F' u uy + F' vvy + F' ssy + F' t ty = 0

而由方程组：u = x，v = y，s = x - z，t = y2 - ω，求得

u' y = 0，v' y = 1，s' y = 0，t' y = 2y - ω' y

于是有 F' v + F' t（2y - ω' y） = 0

从而得到一阶偏导数为ω
y

= 2y +
F' v

F' t

，这与所得到的结果一致. 再按上法对ω
y

关于 y 求偏导数，即可求

得2ω
y2 .
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例 36 （05，4 分）设函数 u（x，y） = φ（x + y）+ φ（x - y）+ ∫
x+y

x- y
ψ（t）dt，其中函数 φ 具有一阶导数，ψ 具有

一阶导数. 则必有

（A）2 u
x2 = - 2 u

y2 （B）2 u
x2 = 2 u

y2 .

（C） 2 u
xy

= 2 u
y2 （D） 2 u

xy
= 2 u

x2

解 u（x，y） = φ（x + y）+ φ（x - y）+ ∫
x+y

x- y
ψ（t）dt

= φ（x + y）+ φ（x - y）+ ∫
a

x- y
ψ（t）+ ∫

x+y

a
ψ（t）dt

令 x + y = V，x - y = W

u
x

= φ' V（x + y）+ φ' W（x - y）- ψ（x - y）+ ψ（x + y）

2 u
x2 = φ"VV + φ"WW - ψ' W + ψ' V

u
y

= φ' V（x + y）- φ' W（x - y）+ ψ（x - y）+ ψ（x + y）

2 u
2 y

= φ"VV + φ"WW - ψ' W + ψ' V

2 u
xy

= φ"VV - φ"WW + ψ' W + ψ' V

应选（B）.

评述 仅仅 4 分的选择题，计算中，涉及多元函数复合数求导法. 变上（下）限积分求导，概念不清楚. 计

算不熟练，是得不出正确选择的.

例 37 证明利用变换 x = ρcosθ，y = ρsinθ，可将方程 u
( )x

2

+ u
( )y

2

= 0 变换成 u( )ρ
+

1
ρ2

u( )θ

2

= 0.

解 由偏导数公式

u
x

= u
ρ

ρ
x

+ u
θ

θ
x

， u
y

= u
ρ

ρ
y

+ u
θ

θ
y

（1）

对变换式 x = ρcosθ y = ρsinθ 两边关于 x，y 求导，在求导时 ρ，θ 看作 x，y 的函数，于是有

1 = cosθ ρ
x

- ρsinθ θ
x

0 = sinθ ρ
x

+ ρcosθ θ


{
x

（2）

0 = cosθ ρ
y

- ρsinθ θ
y

1 = sinθ ρ
y

+ ρcosθ θ


{
y

（3）

从（2），（3）两式分别解得 ρ
x

= cosθ，θ
x

= -
sinθ
ρ

，ρ
y

= sinθ，θ
y

=
cosθ
ρ

代入（1）式，得

u
x

= u
ρ

cosθ - u
θ

sinθ
ρ

u
y

= u
ρ

sinθ + u
θ

cosθ{
ρ

（4）

再将（4）式代入所给方程化简，即得

u( )ρ

2

+
1
ρ2

u( )θ

2

= 0.

评述 本题中的 x，y 都是自变量，所以变换中的 ρ，θ 也应作新自变量看待，因此，这是将一个二元函数

u（x，y）满足的微分方程变换成以 ρ，θ为自变量的二元函数 u1（ρ，θ）= u（ρcosθ，ρsinθ）所满足的微分方程

的问题.
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一般，利用某个变换 x = φ（ξ，η），y = ψ（ξ，η）将一个含有 x，y u
x

，u
y

，
2 u
x2 ⋯ 的微分式（或方程）变

换成含有 ξ，η，u
ξ

，u
η

，
2 u
ξ2 ，⋯ 的微分式（或方程），我们可以先利用变换把所给的微分式子（或方程）中

的 x，y，u
x

，u
y

，
2 u
x2 ，⋯ 用 ξ，η，u

ξ
，u
η

，
2 u
ξ2 ，⋯ 表示，然后把它们代入到所给的微分式子（或方程）中的 x，y

u
x

，u
y

，
2 u
x2 ，⋯ 用 ξ，η，u

ξ
，u
η

，
2 u
ξ2 ，⋯ 表示，然后，把它们代入到所给的微分式子（或方程）中去，进行整

理化简，就是所求的结果.

典型题型 4. 切平面、法线、方向导数、梯度

例 38 已知曲面 z = 4 - x2 - y2 上点 P 处的切平面平行于平面 2x + 2y + z - 1 = 0，则点 P 的坐标是

.

解 设 P 点的坐标是（x0 ，y0 ，z0），P 点的法向量是珗n = 2x0 i + 2y0 j + k，切平面平行于 2x + 2y + z - 1 = 0 故

2x0

2
=

2y0

2
=

1
1

从而可得 x0 = 1，y0 = 1 代入曲面方程得 z0 = 2.

应填（1，1，2）.

例 39 （91，5 分）设 珗n 是曲面 2x2 + 3y2 + z2 = 6 在点 P（1，1，1）处的方向导数法向量，求函数 u =

6x2 + 8y槡 2

z
在点 P 处沿方向 珗n 的方向导数.

解 2x2 + 3y2 + z2 = 6 在（1，1，1）处指向外侧的法向量为
珗n = 4i + 6j + 2k

从而方向余弦是 cosα =
2

槡14
，cosβ =

3

槡14
，cosγ =

1

槡14

而 u
x （1，1，1）

=
6x

z 6x2 + 8y槡 2
（1，1，1）

=
6

槡14
，

u
y （1，1，1）

=
8

槡14
， u

z （1，1，1）

= - 槡14，

则 u
n （1，1，1）

=
6

槡14
×

2

槡14
+

8

槡14
×

3

槡14
- 槡14 ×

1

槡14
=

11
7

例 40 （92，3 分）函数 u = ln（x2 + y2 + z2）在点 M（1，2，- 2）处的梯度gr adu M
= .

解 u
x （1，2，- 2）

= 2x
x2 + y2 + z2

（1，2，- 2）

=
2
9

u
y （1，2，- 2）

= 2y
x2 + y2 + z2

（1，2，- 2）

=
4
9

u
z （1，2，- 2）

= 2z
x2 + y2 + z2

（1，2，- 2）

= -
4
9

故 gr adu
M

=
2
9

i +
4
9

j -
4
9

k

应填 2
9

i +
4
9

j -
4
9

k

例 41 （92，3 分）在曲线 x = t，y = - t2 ，z = t3 的所有切线中，与平面 x + 2y + z = 4 平行的切线（ ）

（A）只有 1 条 （B）只有 2 条

（C）至少有 3 条 （D）不存在

解 曲线 x = t，y = - t2 ，z = t3 的切线向量是
珗τ = i - 2tj + 3t2 k

而平面 x + 2y + z = 4 的法线向量是
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珗n = i + 2j + k

因 珗τ ⊥珗n 故 珗τ·珗n = 1 - 4t + 3t2 = 0，易验证此方程只有两个实根，故与 x + 2y + z = 4 平行的切线只有 2 条，应

选（B）.

例 42 （93，3 分）由曲线
3x2 + 2y2 = 12

z ={ 0
绕 y轴旋转一周得到的旋转面在点（0，槡3，槡2）处的指向外侧的单

位法向量为 .

解 旋转面方程为 3（x2 + z2）+ 2y2 = 12，令

F（x，y，z） = 3x2 + 2y2 + 3z2 - 12

则 'F x = 6x， 'F y = 4y， 'F z = 6z在（0，槡3，槡2）处的法向量为 珗n = 槡4 3j + 槡6 2k，单位法向量为 珗n0 = 槡
槡

2

5
j + 槡

槡

3

5
k.

应填 珗n0 = 槡
槡

2

5
j + 槡

槡

3

5
k.

例 43 （94，3 分）曲面 z - ez + 2xy = 3 在点（1，2，0）处的切平面方程为 .

解 令 F（x，y，z） = z - ez + 2xy - 3 = 0，则

'F x = 2y， 'F y = 2x， 'F z = 1 - ez

曲面在（1，2，0）处的法向量为
珗n = 4i + 2j

故所求切平面方程为

4（x - 1）+ 2（y - 2） = 0

即 4x + 2y - 8 = 0

也就是

2x + y - 4 = 0

应填 2x + y - 4 = 0

例 44 （96，3 分）函数 u = ln（x + y2 + z槡 2）在点 A（1，0，1）处沿点 A指向点 B（3，- 2，2）方向的方向导

数为 .

解 u
x （1，0，1）

=
1

x + y2 + z槡 2
（1，0，1）

=
1
2

u
y （1，0，1）

= 0 u
z （1，0，1）

=
1
2

而→AB 的方向余弦是 2
3

，-
2
3

，1
3

，故 u 沿→AB 的方向导数是

u
l

=
1
2

×
2
3

+ 0 ×（-
2
3

）+
1
2

×
1
3

=
1
2

应填 1
2

.

例 45 （97，6 分）设直线 L：
x + y + b = 0

x + ay - z - 3 ={ 0
在平面 π上，而平面 π与曲面 z = x2 + y2 相切于（1，- 2，

5），求 a，b 之值.

解 z = x2 + y2 在点（1，- 2，5）处的法向量为
珗n = 2i - 4j - k

于是切平面为

2（x - 1）- 4（y + 2）- （z - 5） = 0

即 2x - 4y - z - 5 = 0

l1 ：
x + y + b = 0

x + ay - z - 3 ={ 0

可解得 y = - x - b，z = x - 3 + a（- x - b），代入切平面方程得

（5 + a）x + 4b + ab - 2 = 0

因而有 5 + a = 0，4b + ab - 2 = 0，由此解得
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a = - 5，b = - 2

例 46 （01，3 分）设函数 f（x，y）在点（0，0）附近有定义，且 'f x（0，0） = 3，'f y（0，0） = 1，则（ ）

（A）dz |
（0，0）

= 3dx + dy

（B）曲面 z = f（x，y）在点（0，0，f（0，0））的法向量为｛3，1，1｝

（C）曲线
z = f（x，y）

y ={ 0
在点（0，0，f（0，0））的切向量为｛1，0，3｝

（D）曲线
z = f（x，y）

y ={ 0
在点（0，0，f（0，0））的切向量为｛3，0，1｝

解 曲线
z = f（x，y）

y ={ 0
可写成参数方程

x = x

y = 0

z = f（x，0
{

）

则该曲线在（0，0，f（0，0））的切向量为｛1，0，'f x（0，0）｝ = ｛1，0，3｝

应选（C）.

评述 此题最易犯的错误是选（A），但是 'fx（0，0） = 3，'fy（0，0） = 1 并不一定可微，可参看本章 § 4 - 2.

例 47 求函数 z = ln（x2 + y2）在点（x0 ，y0）沿与过这点的等位线垂直之方向的方向导数.

解 因为函数 z = f（x，y）的梯度 gr adf =｛fx，fy｝的方向是等位数 f（x，y） = c 的法线方向，而 z = f（x，y）

= ln（x2 + y2）的等位线 ln（x2 + y2） = c 是一族以原点为中心的同心圆，与这些圆垂直的方向就是圆的法线方

向，它即是函数 ln（x2 + y2）的梯度方向.

由于 gr adf = f' x（x，y）珒i + f' y（x，y）珒j =
2x

x2 + y2
珒i +

2y
x2 + y2

珒j，所以

f
( )l （x0，y0）

= ± gr adf （x0，y0）
= ± f' 2

x（x0 ，y0）+ f' 2
y（x0 ，y0槡 ）

= ±
2x0

x2
0 + y( )2

0

2

+
2y0

x2
0 + y( )2

0槡
2

= ±
4（x2

0 + y2
0）

（x2
0 + y2

0）槡 2 = ±
2

x2
0 + y槡 2

0

典型题型 5. 多元函数的极大（小）值与最大（小值），条件极值的拉格朗日乘数法及其应用

例 48 求函数 z = x4 + y4 - x2 - 2xy - y2 的极值.

解 讨论函数 z = f（x，y）的极值的步骤是，先求出驻点，即解方程组：f' x（x，y） = 0，f' y（x，y） = 0；然后利

用极值存在的充分条件判断驻点是否极值点.

f' x（x，y） = 4x3 - 2x - 2y，f' y（x，y） = 4y3 - 2x - 2y

令 f' x = 0，f' y = 0，求得驻点为（- 1，- 1），（0，0），（1，1）.

又 A = f"xx（- 1，- 1） = 10，B = f"xy（- 1，- 1） = - 2，C = f"yy = （- 1，- 1） = 10，因而

B2 - AC < 0 且 A > 0

故 z（- 1，- 1） = - 2 为极小值.

又 A = f"xx（1，1） = 10，B = f"xy（1，1） = - 2，C = f"yy（1，1） = 10，因而

B2 - AC < 0 且 A > 0

故 z（1，1） = - 2 为极小值.

在点（0，0）处，B2 - AC = 0，这时不能确定是否有极值. 为了确定点（0，0）是否为极值点，可以直接考察函

数 f（x，y）在点（0，0）附近的变化情况.

在点（0，0）处的足够小邻域内，沿直线 y = - x，有 f（x，- x） = 2x4 > f（0，0） = 0，而沿直线 x = 0，有 f（0，

y） = y2（y2 - 1） < f（0，0），故知点（0，0）不是函数的极值点.

评述 一般，判断驻点（x0 ，y0）不是函数的极值点，可以过点（x0 ，y0）作直线（或曲线），如果在其中的一

条或几条直线（或曲线）上靠近点（x0 ，y0）充分小的邻域内函数值变号，就可判定点（x0 ，y0）不是极值点.
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例 49 （02，7 分）设有一小山，取它的底面所在的平面为 xoy 坐标面，其底部所占的区域为 D =｛（x，y）|

x2 + y2 - xy ≤ 75｝，小山的高度为 h（x，y） = 75 - x2 - y2 + xy

（1）设 M（x0 ，y0）为区域 D 上的一个点，向 h（x，y）在该点沿平面上沿什么方向的方向导数最大？若记此方

向导数的最大值为 g（x0 ，y0），试写出 g（x0 ，y0）的表达式.

（2）现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚寻找一上山坡度最大的点作为攀登的起点，也就是

说，要在 D 的边界曲线 x2 + y2 - xy = 75 上找出使（1）中的 g（x，y）达到最大值的点，试确定攀登起点的位置.

解 （1）由梯度的几何意义知，h（x，y）在 M（x0 ，y0）处沿梯度.

gr adh（x，y）|
（x0，y0）

= （y0 - 2x0）i +（x0 - 2y0）j

方向的方向导数最大，方向导数的最大值就是该梯度的模，所以

g（x0 ，y0） = （y0 - 2x0）
2 +（x0 - 2y0）槡 2 = 5x2

0 + 5y2
0 - 8x0 y槡 0

（2）令 f（x，y） = g2（x，y） = 5x2 + 5y2 - 8xy，显然，f（x，y）与 g（x，y）的最大值是一致的，由题意，只需求

f（x，y）在条件 75 - x2 - y2 + xy = 0 下的最大值点，用拉格朗日乘数法，令

L（x，y，λ） = 5x2 + 5y2 - 8xy + λ（75 - x2 - y2 + xy）

则

'Lx = 10x - 8y + λ（y - 2x） = 0 ①
'Ly = 10y - 8x + λ（x - 2y） = 0 ②

'Lλ = 75 - x2 - y2 + xy = 0
{

③

① 加 ② 得 2x + 2y + λ（- x - y） = 0

即 （x + y）（2 - λ） = 0

从而得 y = - x，或 λ = 2

若 λ = 2，由 ① 得 y = x，再由 ③ 得 x = ± 槡5 3，y = ± 槡5 3

若 y = - x 由 ③ 得 x = ± 5，y =  5.

于是得到四个可能的极值点，M1（5，- 5）、M2（- 5，5）、M3（ 槡5 3，槡5 3），M4（- 槡5 3，- 槡5 3）.

由于 f（5，- 5） = f（- 5，5） = 450，f（ 槡5 3，槡5 3） = f（- 槡5 3，- 槡5 3） = 150，故 M1（5，- 5），M2（- 5，5）可

作为攀登的起点.

例 50 求由方程 x2 + y2 + z2 - 2x + 2y - 4z - 10 = 0 所确定的函数 z = f（x，y）的极值.

解 由于 z = f（x，y）是由上述方程确定的隐函数，为了求得 z' x 与 z' y，将方程两边分别对 x，y 求偏导数

2x + 2zz' x - 2 - 4z' x = 0 （1）

2y + 2zz' y + 2 - 4z' y = 0 （2）

解出 z' x =
1 - x
z - 2

z' y = -
1 + y
z - 2

令 z' x = 0 ，z' y = 0 求得 x = 1，y = - 1. 将它们代入原方程解得 z1 = 6 和 z2 = - 2.

下面考察函数 z = f（x，y）在点（1，- 1，6）及（1，- 1，- 2）的邻域内取值的情况.

令 F（x，y，z） = x2 + y2 + z2 - 2x + 2y - 4z - 10，由于 F' z（1，- 1，6）≠ 0，F' z（1，- 1，- 2）≠ 0，所以原方

程分别在点（1，- 1，6）和（1，- 1，- 2）的邻域内确定函数

z = f' 1（x，y） z = f' 2（x，y）

因为题目未讲明是哪一个函数，所以两种情况都要讨论. 下面对驻点进行判定.

方程（1）对 x 求偏导：1 + z' 2
x + zz"xx - 2z"xx = 0，可得

z"xx（1，- 1，6） = -
1
4

z"xx（1，- 1，- 2） =
1
4

方程（1）对 y 求偏导：z' yz' x + zz"xy - 2z"xy = 0，可得

z"xy（1，- 1，6） = 0 z"xy（1，- 1，- 2） = 0

方程（2）对 y 求偏导：1 + z' 2
y + zz"yy - 2z"yy = 0，可得

z"yy（1，- 1，6） = -
1
4

z"yy（1，- 1，- 2） =
1
4
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由算出的二阶偏导数知，在点（1，- 1，6）处，有

B2 - AC < 0 且 A < 0

故 z = 6 是极大值.

在点（1，- 1，- 2）处，有

B2 - AC < 0，且 A > 0

故 z = - 2 是极小值.

综上所述，知由方程 x2 + y2 + z2 - 2x + 2y - 4z - 10 = 0 在点（1，- 1，6）的某个邻域内确定的函数，z = 6

是极大值；在点（1，- 1，- 2）的某个邻域内确定的函数，z = - 2 是极小值.

评述 求由方程所确定的函数 z = f（x，y）的极值，一般是利用隐函数微分法，先求得函数的一阶、二阶

偏导数，再利用必要条件求得函数的驻点，最后根据充公条件进行判定. 但在解题时，必须先检查一下方

程在什么条件下确定隐函数，并且要注意隐函数的存在和唯一性只是在局部范围内成立. 如本题若把所

给方程化成（x - 1）2 +（y + 1）2 +（z - 2）2 = 16

这是一个球面方程，对于 x 和 y 的一组数值，有两个 z 值与之对应. 因此，从整体来看，该方程并不确

定一个单值函数. 从几何图形上看，z在（1，- 1）取得极大值 6 与极小值 - 2 是显然的，因为球面上最高与

最低点的坐标分别为（1，- 1，6）与（1，- 1，- 2）.

例 51 （04，12 分）设 z = z（x，y）是由 x2 - 6xy + 10y2 - 2yz - z2 + 18 = 0 确定的函数. 求 z = z（x，y）的极

值点和极值.

解 因为

x2 - 6xy + 10y2 - 2yz - z2 + 18 = 0 （1）

所以对 x 求偏导得： 2x - 6y - 2y z
x

- 2z z
x

= 0 （2）

对 y 求偏导得 - 6x + 20y - 2z - 2y z
y

- 2z z
y

= 0 （3）

令

z
x

= 0

z
y

={ 0

得
x - 3y = 0

- 3x + 10y - z ={ 0

故 x = 3y，z = y 代入（1）得. x = 9，y = 3，z = 3

或 x = - 9，y = - 3，z = - 3. 由（2），（3）求偏导得.

2 - 2y 2 x
x2 - 2 z

( )x

2

- 2z 
2 z

x2 = 0

- 6 - 2 z
x

- 2y 2 z
xy

- 2 z
y

z
x

- 2z 2 z
xy

= 0

20 - 2 z
y

- 2 z
y

- 2y 2 z
y2 - 2 z

( )y

2

- 2z 
2 z

y2 =













0

以（9，3，3）代入可解得

A = 2 z
x2 （9，3，3）

=
1
6

， B = 2 z
xy （9，3，3）

= -
1
2

， C = 2 z
y2 （9，3，3）

=
5
3

.

从而 B2 - AC = -
1
36

< 0，又 A =
1
6

> 0. 故点（9，3）是 z（x，y）的极小值点，极小值为 z（9，3） = 3，

类似可得

A = 2 z
x2 （- 9，- 3，- 3）

= -
1
6

，B = 2 z
xy （- 9，- 3，- 3）

=
1
2

，C = 2 z
y2 （- 9，- 3，- 3）

= -
5
3

.

B2 - AC = -
1
36

< 0. 又 A = -
1
6

< 0.

所以点（- 9，- 3）是 z = z（x，y）的极大值点，极大值为 z（- 9，- 3） = - 3.

例 52 设两个正数 x 与 y 之和为定值，求函数 f（x，y） =
1
2

（xn + yn）的极值. 并证明xn + yn

2
≥ x + y( )2

n

，
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其中 n 为正整数.

解 这是条件极值问题，用拉格朗日乘数法. 设 x + y = a

令 F（x，y，λ） =
1
2

（xn + yn）+ λ（x + y - a）

解方程组

F' x =
n
2

xn- 1 + λ = 0

F' y =
n
2

yn- 1 + λ = 0

x + y - a =

{
0

得唯一驻点：x =
a
2

，y =
a
2

. 即 a
2

，a( )2

而 u =
1
2

（xn + yn）
y = a - x

du
dx

=
n
2

（xn- 1 + yn- 1）
x = y = a

2
= 0

d2 u
dx2 =

n（n - 1）
2

（xn- 2 + yn- 2）
y = a - x

d2 u
dx2 x = y = a

2
> 0

这说明 f（x，y） =
1
2

（xn + yn）
x+y = a

在点 a
2

，a( )2
达到最小值，故

xn + yn

2
≥ 1

2
a( )2

n

+ a( )2[ ]n

= a( )2

n

= x + y( )2

n

评述 本题是通过求函数的极小值，从而证得所给不等式成立. 把一些问题看作条件极值问题，这是证

明不等式的方法之一.

例 53 求原点到曲面（x - y）2 - z2 = 1 上的点的最短距离.

解 设 P（x，y，z）为曲面上的任一点，它到原点的距离为

d = x2 + y2 + z槡 2

因为 d 的表达式中含有根号，不便于计算，且由于 d 与 d2 同时取得最小值，因此，一般取函数为

f = d2 = x2 + y2 + z2

由于动点 P（x，y，z）在曲面上，故有条件

（x - y）2 - z2 - 1 = 0

这样问题就变为求函数 f（x，y，z） = x2 + y2 + z2 在条件（x - y）2 - z2 = 1 下的最小值. 用拉格朗日乘数法.

设 F（x，y，z，λ） = x2 + y2 + z2 + λ（（x - y）2 - z2 - 1）

解方程组

F' x = 2x + 2λ（x - y） = 0 （1）

F' y = 2y - 2λ（x - y） = 0 （2）

F' z = 2z - 2λz = 0 （3）

（x - y）2 - z2 - 1 = 0 （4
{

）

由（3）式：z（λ - 1） = 0，可得 λ = 1 或 z = 0，将 λ = 1 代入（1）、（2）两式，有

2x - y = 0， - x + 2y = 0

解得 x = 0，y = 0，代入（4）式，得 z2 = - 1，矛盾. 所以 λ = 1 不合理.

将 z = 0 代入上述方程组，解得 x1 =
1
2

， y1 = -
1
2

， z1 = 0 或 x2 =
- 1
2

，y2 =
1
2

，z2 = 0

这两点到原点的距离都是槡2
2

，由题意，最短距离是存在的，所以原点到曲面（x - y）2 - z2 - 1 = 0 的最短距
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离是槡2
2

.

评述 求最大（或最小）值问题可按如下步骤进行：首先根据问题中的条件列出函数式，写出定义域，把

问题化为极值问题，然后求出驻点，再根据所给问题分析求得的驻点是否为所求的最大（或最小）值点.

例 54 旋转面 4z = x2 + y2 上某点 M处的切平面为 π，若平面 π 过曲线：x = t2 ，y = t，z = 3（t - 1）上对

应于 t = 1 的切点处的切线 l，试给出平面 π 的方程.

解 本题只要求得点 M 的坐标和平面的法线向量，由平面方程点法式，即可得到平面 π 的方程.

设点 M（x0 ，y0 ，z0），令 F（x，y，z） = x2 + y2 - 4z，于是
珗n = ｛F' x，F' y，F' z｝M = 2｛x0 ，y0 ，- 2｝

旋转面在 M 点处的切平面的 π 方程为

x0（x - x0）+ y0（y - y0）- 2（z - z0） = 0

即 x0 x + y0 y - 2z = 2z0

又曲线上对应于 t = 1 的点为（1，1，0），切线 l 的方向向量为：｛x' ，y' ，z'｝t = 1 = ｛2，1，3｝，故切线 l 的方程为

x - 1
2

=
y - 1

1
=

z
3

因为平面 π 过切线 l，故 l 上的任意两点（1，1，0），（3，2，3）应满足 π 的方程，代入有

又因

x0 + y0 = 2z0 （1）

3x0 + 2y0 - 6 = 2z0 （2）

x2
0 + y2

0 = 4z0 （3
{

）

解（1），（2），（3），得 M1
12
5

，6
5

，( )9
5

及 M2（2，2，2）

故所求切平面 π 的方程为 6x + 3y - 5z = 9 及 x + y - z = 2

例 55 某养殖场养两种鱼，若甲种鱼放养 x（万尾），乙种鱼放养 y（万尾），收获时两种鱼的收获量分别为

（3 - αx - βy）x 和（4 - βx - 2αy）y （α > β > 0）

求使产鱼总量最大的放养数.

解 设产鱼总量为 Z，则 Z = 3x + 4y - αx2 - 2αy2 - 2βxy. 由极值必要条件，得方程组：

Z
x

= 3 - 2αx - 2βy = 0， Z
y

= 4 - 4αy - 2βx = 0.

由于 α > β > 0，知其系数行列式 Δ = 4（2α2 - β2） > 0，故方程组有唯一解.

x0 =
3α - 2β
2α2 - β2 ， y0 =

4α - 3β
2（2α2 - β2）

.

记 A = 2 Z
x2 = - 2α，B = 2 Z

xy
= - 2β，C = 2 Z

y2 = - 4α，有 β2 - AC = 4β2 - 8α2 = - 4（2α2 - β2） < 0 且 A < 0，

因此 Z 在（x0 ，y0）处取极大值，即最大值.

容易验证：x0 > 0，y0 > 0 且
（3 - αx0 - βy0）x0 =

3x0

2
> 0，

（4 - βx0 - 2αy0）y0 = 2y0 > 0
{

.

综上所述，x0 ，y0 分别为所求甲和乙两种鱼

的放养数.

例 56 证明锥面 z = x2 + y槡 2 + 3 的所有切平面都通过锥面的顶点.

证明 因为 z' x =
x

x2 + y槡 2
，z' y =

y

x2 + y槡 2
，所以锥面上任一点（x0 ，y0 ，z0）处的切平面方程为

-
x0

x2
0 + y槡 2

0

（x - x0）-
y0

x2
0 + y槡 2

0

（y - y0）+（z - z0） = 0，

其中 x2
0 + y槡 2

0 = z0 - 3，将它代入（1）式并整理，得

- x0 x - y0 y +（z0 - 3）（z - z0） = 0

这说明顶点（0，0，3）适合上方程. 因为（x0 ，y0 ，z0）是锥面上任一点，故锥面的所有切平面都通过锥面的顶

点.
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预测·强化训练四

一、空间解析几何、向量代数

1. 一个线段被分成五等分，第一个和最后一个分点的坐标分别为（3，- 5，7）和（- 2，4，- 8），求线段端点

的坐标.

2. 求曲面 x2 + y2 + z2 = xy + 3 上同时垂直于平面 z = 0 与 x + y + 1 = 0 的切平面方程.

3. 求经过点（5，2，- 4）且与平面 2x + 4y - 6z - 7 = 0 平行的平面方程.

4. 已知 珗a = 2， 珒b = 槡2，且 珗a·珒b = 2，则 珗a × 珒b = .

5. 若向量 珒x 与 珗a = 2i - j + 2k 共线，且满足方程 珗a·珒x = - 18，则向量 珒x = .

6 . 若 珗a·珒b = 珗a·珒c 则（ ）

（A）珒b = 珒c （B）珗a ⊥ 珒b 且 珗a ⊥ 珒c.

（C）珗a = 0 或 珒b - 珒c = 0 （D）珗a ⊥（珒b - 珒c）
7. 原点（0，0，0）关于平面 6x + 2y - 9z + 121 = 0 对称的点为（ ）

（A）（12，8，3） （B）（- 4，1，3）

（C）（2，4，8） （D）（- 12，- 4，18）

8 . 求过点（1，2，3），与 y 轴相交，且与直线 x = y = z 垂直的直线方程.

9 . 写出 oyz 平面上的双曲线 z2

4
-

y2

9
= 1 分别绕 z 轴和 y 轴旋转而产生的旋转面的方程.

10. 试求顶点在原点，准线为：
x2

4
+

y2

8
+

z2

3
= 1

y =
{

2

的锥面方程.

二、多元函数微分学

1. 求 槡槡z = x - y 的定义域

2. 设 f（x + y，x
y

） = x2 - y2 ，求 f（x，y）.

3. 设 f（x，y） =
xy

x2 + y2 + ysin
1
x

， x ≠ 0，

0， x = 0
{

，

问 f（x，y）在（0，0）的二重极限和累次极限是否存在？

4 . 设 f（x，y） =
槡 xy
x2 + y2 sin（x2 + y2）， x2 + y2 ≠ 0，

0， x2 + y0 = 0
{

，

问

（1）f（x，y）在点（0，0）处是否连续，为什么？ （2）f（x，y）在（0，0）处是否可微？

5 . 证明函数
x（x - y）

x + y
， x + y ≠ 0

0， x + y =
{

0

有偏导数 f' x（0，0），f' y（0，0），但在点（0，0）不可微.

6. 设 z = xf（ y
x

），f（u）可导，则 x z
x

+ y z
y

= .

7. 设 f（x，y，z）= exyz2 ，其中 z = z（x，y）是由 x + y + z + xyz = 0 确定的隐函数，则 'f x（0，1，- 1）= .

8. 设 u =
z

槡
x
y

，则 du
（1，1，1）

= .

9. 函数 z = 2x2 + y2 在点（1，1）处的梯度为 .

10. 曲面 3x2 + y2 - z2 = 27 在点（3，1，1）处的切平面方程为 .

11 . 设 f（x，y） = 槡 xy ，则 f（x，y）在（0，0）处（ ）

（A）不连续 （B）偏导数不存在

（C）偏导数存在但不可微 （D）偏导数存在且可微
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12. 若 f（x，y）在（x0 ，y0）处可微，则在（x0 ，y0）点下列结论中不一定成立的是（ ）

（A）连续 （B）偏导数存在

（C）偏导数连续 （D）切平面存在

13 . 设函数 f（x，y） = （x - y）g（x，y），其中 g（x，y）在点（0，0）的某邻域内连续，试问

（1）g（0，0）为何值时，'f x（0，0）、'f y（0，0）都存在？

（2）g（0，0）为何值时，f（x，y）在点（0，0）处的全微分存在.

14. f（x，y） =
1 - cos（x2 + y2）
（x2 + y2）x2 y2 ， xy ≠ 0

0， xy =
{

0

问在原点（0，0）处，f（x，y）是否连续，偏导数是否存在？

15. 函数 f（x，y） = x2 y3 在点（2，1）沿方向 珒l = i + j 的方向导数为（ ）.

（A）16 （B）16

槡2
（C）28 （D）28

槡2

16. u = f（x2 + y2 + z2），这里 f 具有二阶连续导数，求2 u
y2 .

17 . 设 ex+ysin（x + z） = 0，求 z
x

、z
y

.

18 . 设 u，v 是 x，y 的函数，且
xu - yv = 0

yu + xv ={ 1
，求u

x
，u
y

，v
x

，v
y

.

19. 设 f（x，y）有一阶连续偏导数，f（1，1） = 1，'f 1（1，1） = a，'f 2（1，1） = b，又 f（x，f（x，x）） = F（x），求

F（1）， 'F（1）.

20. 求函数 z = f（2x - y）+ g（x，xy）的偏导数 2 z
xy

. 其中 f（t）二阶可导，g（u，v）具有二阶连续偏导数.

21. 设 x
z

= ey+z，求 2 z
xy

.

22 . 设 u = f（x，y，z），z = xey，其中 f 具有二阶连续偏导数，求 2 u
xy

.

23. 设 u（x，y） = e3x- y，x2 + y = t2 ，x - y = t + 2，求du
dt t = 0

.

24. 设 u = e- xsin
x
y

，求 2 u
xy （2，1

π）

.

25 . 设 u = yf（ x
y

）+ xg（ y
x

），其中 f，g 都具有二阶连续导数，求 y 2 u
xy

+ x 2 u
x2 .

26 . 设 z = sin（xy）+ φ（x，x
y

），其中 φ（u，v）具有二阶偏导数，求 2 z
xy

.

27. 已知 z = e x2 - y槡 2 ，求 dz.

28. 设 x =
1
u

+
1
v

，y =
1
u2 +

1
v2 ，z =

1
u3 +

1
v3 + ex，求 z

v
，z
y

.

29. 设 u = xy，v =
x
y

，z = z（u，v），以 u，v 为自变量改变方程 x2 2 z
x2 - y2 2 z

y2 = 0 的形式，成为 2 z
uv

=
1

2u

z
v

.

30. 求函数 z = 3axy - x3 - y3（a > 0）的极值.

31 . 在椭球体 x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 的内接长方体中，求体积最大的长方体的体积.

32. 若 u（x，y）具有二阶连续偏导数，证明：u（x，y） = f（x）g（y）的充分必要条件是

u 2 u
xy

= u
x

u
y

.

33 . 在球面 x2 + y2 + z2 = 1 求一点（x，y，z），使它到点（1，2，3）的距离最远.
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34. 在旋转椭球面 x2

96
+ y2 + z2 = 1 上求距平面 3x + 4y + 12z = 288 最近和最远的点.

35 . 求函数 f（x，y，z） = lnx + lny + 3lnz 在球面 x2 + y2 + z2 = 5r2（x > 0，y > 0，z > 0）上的最大值，并证

明对任何正整数 a，b，c，有

abc3 ≤ 27 a + b + c( )5

5

36. 设 z 是由 φ（x - az，y - bz） = 0 所确定的 x，y 的函数，φ（u，v）可微，试求 zx，zy，并证明曲面

φ（x - az，y - bz） = 0

上任一点处的切平面与直线 x
a

=
y
b

= z 平行（其中 a，b 是常数）.

简明解答

一、空间解析几何、向量代数

1. 设端点 M1（x1 ，y1 ，z1），M2（x2 ，y2 ，z2），分点 M3（3，- 5，7），M4（- 2，4，8），对 M1 ，M3 ，M4 用定比分点公式，此

时 λ =
1
3

，3 =
x1 +

1
3

（- 2）

1 +
1
3

即 3 =
3x1 - 2

4
，解得 x1 =

14
3

，完全相似，可解得 y1 = - 8，z1 = 12；x2 = -

11
3

，y2 = 7，z2 = - 13，端点为 M1（
14
3

，- 8，12）， M2（-
11
3

，7，- 13）

2. 设切点为（x0 ，y0 ，z0），切平面方程就是

（2x0 - y0）（x - x0）+（2y0 - x0）（y - y0）+ 2z0（z - z0） = 0

由垂直的条件，有

2z0 = 0， （2x0 - y0）+（2y0 - x0） = 0

从而解出 x0 + y0 = 0， z0 = 0 代入曲面方程，可得

x0 = ± 2， y0 =  2， z0 = 0

切平面方程是 x - y ± 2 = 0

3. 经过点（5，2，- 4）的平面方程是

A（x - 5）+ B（y - 2）+ C（z + 4） = 0

ABC = 24 - 6 可取 A = 2，B = 4，C = - 6，故平面方程是

2（x - 5）+ 4（y - 2）- 6（z + 4） = 0

即 x + 2y - 3z - 21 = 0

4. 由 珗a·珒b = 2 知 cosφ =
1

槡2
故 sinφ =

1

槡2

珗a × 珒b = 珗a 珒b sinφ = 2 应填 2.

5. 珒x = 2λi - λj + 2λk.
珗a·珒x = 4λ + λ + 4λ = - 18 故 λ = - 2，从而有
珒x = - 4i + 2j - 4k 应填 - 4i + 2j - 4k

6. 珗a·珒b = 珗a·珒c 即 珗a·（珒b - 珒c） = 0 应选（D）

7.
- 12

6
=

- 4
2

=
18
- 9

应选（D）.

8. 设与 y 轴交于（0，y0 ，0），从而直线的方向数是 1，2 - y0 ，3，故 1 × 1 +（2 - y0）× 1 + 3 × 1 = 6 - y0 = 0，y0 =

6，直线方程是x - 1
1

=
y - 2
- 4

=
z - 3

3
.

9. 绕 z 轴旋转产生的旋转面方程：z2

4
-

x2 + y2

9
= 1

绕 y 轴旋转产生的旋转面方程：x2 + z2

4
-

y2

9
= 1.
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10. 方程为 x2

2
+

2
3

z2 =
y2

4
，即 6x2 - 4y2 + 8z2 = 1.

二、多元函数微分学

1. y ≥ 0 及 槡x - y ≥ 0，从而有
0 ≤ y ≤ x2

0 ≤ x < +{
�

2. 今 x + y = u， x
y

= v，解得 x =
uv

v + 1
y =

u
v + 1

代入得 x2 - y2 =
u2 v2 - u2

（v + 1）2 =
u2（v - 1）

v + 1
从而

f（x，y） =
x2（y - 1）

y + 1

3. 当 x → 0，y→ 0 时 xy
x2 + y2 的极限不存在，而 ysin

1
x

≤ y → 0，故当（x，y）→（0，0）时，f（x，y）的极限不存

在. 当 x → 0 时， xy
x2 + y2 + ysin

1
x

的极限不存在，故先 x→ 0 后 y→ 0 时累次极限不存在，但lim
x→0

lim
y→0

f（x，y） =

0.

4. f（x，y）- f（0，0） = 槡 xy
sin（x2 + y2）

x2 + y2 ≤ 槡 xy ≤ x2 + y槡 2 < ε（0 < x2 + y槡 2 < δ = ε），f（x，y）在

（0，0）处连续，易证 'f x（0，0） = 'f y（0，0） = 0，但如 f（Δx，Δy）- f（0，0） = 'f x（0，0）Δx + 'f y（0，0）Δy + αp，就有

α = ΔxΔ槡 y

Δx2 + Δy槡 2

sin（Δx2 + Δy2）
Δx2 + Δy2

沿 Δx = Δy →
→
0 1

槡2
故不可微.

5. 由定义容易得出 'f x（0，0） = 1，'f y（0，0） = 0，但是若

f（0 + Δx，y + Δy）- f（0，0） = f' x（0，0）Δx + αp

即

Δx（Δx - Δy）
Δx + Δy

- Δx = αp

- 2ΔxΔy

（Δx + Δy） Δx2 + Δy槡 2
= α

沿 Δx = Δy → 0，即可判断 α 不趋于零，故 f（x，y）在（0，0）不可微.

6. xf（ y
x

）

7. 1.

8. u = e
1
z

ln x
y u

x （1，1，1）

= 1， u
y （1，1，1）

= - 1， u
z （1，1，1）

= 0， du |
（1，1，1）

= dx - dy.

9. 4i + 2j

10. 'F x（3，1，1） = 18 'F y（3，1，1） = 2 'F Z（3，1，1） = - 2 切平面方程是：9x + y - z = 27.

11. f（x，y）- f（0，0） = 槡 xy ≤ x2 + y槡 2 < ε（0 < x2 + y槡 2 < δ = ε），f（x，y）在（0，0）连续，显然，'f x（0，

0） = 'f y（0，0） = 0，故偏导数存在，但若

f（x，y）- f（0，0） = 'f x（0，0）x + 'f y（0，0）y + αp

就有

α = ΔxΔ槡 y

Δx2 + Δy槡 2

沿 Δy = Δx →
→
0 1

槡2

故不可微，应选（C）.

12. 选（C），见本章 § 4 - 2.

13. 设 g（0，0） = a

（1）f（Δx，0）- f（0，0）
Δx

= Δx
Δx

g（Δx，0） 当 Δx→ 0 +，它 → a，当 Δx→ 0 - ，它 → - a，故 'f x（0，0）存在

的充要条件是 g（0，0） = a = 0，此时 'f x（0，0） = 'f y（0，0） = 0.

（2）g（0，0） = 0 时，由定义即可判断，f（x，y）在（0，0）的全微分存在.
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14. 容易判断 'f x（0，0） = 'f y（0，0） = 0，但

lim
x→0
y→0

f（x，y）
沿


y = x
lim
x→0

1 - cos2x2

2x6 = + �

故 f（x，y）在（0，0）不连续.

15. 选（B）.

16. u
y

= 'f（x2 + y2 + z2）（2y）

2 u
y2 = 2 'f（x2 + y2 + z2）+ 4y2 "f（x2 + y2 + z2）

17. ex+ysin（x + z）+ ex+ycos（x + z）（1 + zx） = 0 可得 z
x

= - tg（x + z）- 1.

相似可得 z
y

= - tg（x + z）

18. u
x

= -
xu + yv
x2 + y2 ， u

y
=

xv - yu
x2 + y2

v
x

=
yu + xv
x2 + y2 ， v

y
=

xu + yv
x2 + y2

19. F（1） = f［1，f（1，1）］= f（1，1） = 1 'F（x） = 'f 1 + 'f 2［ 'f 1 + 'f 2 ］

'F（1） = a + b[ ]a + b = a + ab + b2

20. z
x

= 2 'f（2x - y）+ 'g 1（x，xy）+ 'g 2（x，xy）y

2 z
xy

= - 2 "f（2x - y）+ "g 12（x，xy）x + 'g 2（x，xy）+ xy 'g 22（x，xy）

21. 改写成 z = xe
-（y+z） 再求导 2 z

xy
=

- z
x（1 + z）3

22. u
x

= 'f 1（x，y，z）+ 'f 3（x，y，z）ey

2 u
xy

= "f 12（x，y，z）+ "f 13（x，y，z）xey + 'f 3（x，y，z）ey + "f 32（x，y，z）ey + "f 33（x，y，z）xe2y

= "f 12 + xey "f 13 + ey "f 32 + xe2y "f 33 + ey 'f 3 .

23. t = 0 x2 + y = 0 x - y = 2，解得 x = 1，y = - 1；x = - 2，y = - 4.

du
dt

t = 0
x = 1

y = - 1

=
5
3

e4 ， du
dt

t = 0
x = - 2
y = - 2

=
1
3

e2

24. 2 u
xy

（2，1
π）

= π( )e

2

25. u
x

= y 'f（ x
y

） 1
y

+ g（ y
x

）+ x 'g（ y
x

）（-
y
x2 ）

= 'f（ x
y

）+ g（ y
x

）-
y
x

'g（
y
x

）

2 u
x2 =

1
y

"f（ x
y

）+ 'g（ y
x

）（-
y
x2 ）+

y
x2 'g（ y

x
）+

y2

x3 "g（ y
x

）

2 u
xy

= -
x
y2 "f（ x

g
）+

1
x

'g（ y
x

）-
1
x

'g（ y
x

）-
y
x2 "g（ y

x
）

y 2 u
xy

+ x 2 u
x2 = 0

26. 2 z
xy

= cos（xy）- xsin（xy）-
1
y2 'φ v -

x
y2 "φ uv -

x
y3 "φ vv

27. dz = e
x2 - y槡 2 xdx - ydy

x2 - y槡( )2
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28. 设 v，y 为独立自变量，x，z，u 是 y，v 的函数. 求 z
v

时，对所给方程分别在等式两边关于 v 求导，得

x
v

= -
1
u2

u
v

-
1
v2 ， 0 = -

2
u3

u
v

-
2
v3

z
v

= -
3
u4

u
v

-
3
v4 + ex x

v

由前面两式解出u
v

= - u( )v

3

，x
v

=
u - v

v3 ，代入第三式中，得

z
v

=
3

uv3 -
3
v4 +

u - v
u3 ex

对所给方程分别在等式两边关于 y 求导，得

x
y

= -
1
u2

u
y

， 1 = -
2
u3

u
y

， z
y

= -
3
u4

u
y

+ ex x
y

从前面两式解出u
y

= -
1
2

u3 ，x
y

=
1
2

u，代入第三式中，得

z
y

=
3

2u
+

u
2

ex

29. 由变换式 u = xy，v =
x
y

，求得 ux = y，uy = x，vx =
1
y

，vy = -
x
y2 ，于是有

z
x

= y z
u

+
1
y

z
v

， z
y

= x z
u

-
x
y2

z
v

及 2 z
x2 = y 2 z

u2 y + 2 z
uv

1( )y
+

1
y

2 z
uv

y + 2 z
v2

1( )y

= y2 2 z
u2 + 2 2 z

uv
+

1
y2

2 z
v2

2 z
y2 = x x 2 z

u2 -
x
y2

2 z
u[ ]v

+ x 2 z
vu

- 2 z
v2

x
y[ ]2 -

x
y( )2 +

2x
y3

z
v

= x2 2 z
u2 -

2x2

y2
2 z
uv

+
x2

y4
2 z
v2 +

2x
y3

z
v

把2 z
x2 ，

2 z
y2 代入原方程并化简，可得

4x2 2 z
uv

=
2x
y

z
v

， 或 2 z
uv

=
1

2u
z
v

.

评述 方程 2 z
uv

=
1

2u
z
v

可改写为 
v

z
u

-
1
u( )z = 0 这为方程求解创造了条件.

30. z' x = 3ay - 3x2 ，z' y = 3ax - 3y2 ，z' x = z' y = 0 可解得 x = 0，y = 0；x = a，y = a，在（a，a）取得极大值 a3 ，

在（0，0）不取得极值.

31. 在条件 x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 - 1 = 0 下求 v = 8xyz 的最大值，用拉格朗日乘数法

F（x，y，z，λ） = 8xyz + λ x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 -( )1

F' x = 8yz +
2λx
a2 = 0

F' y = 8xz +
2λy
b2 = 0

F' z = 8xy +
2λz
c2 = 0

F' λ =
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 - 1 =













 0
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可解得 x =
a

槡3
，y =

b

槡3
，z =

c

槡3
Vmax =

8abc

槡3 3

32. 证明 必要性 设 u（x，y） = f（x）g（y），则 u
x

= 'f（x）g（y），u
y

= f（x） 'g（y）

于是 2 u
xy

= 'f（x） 'g（y）

故 u 2 u
xy

= f（x）g（y）'f（x） 'g（y） = u
x

u
y

充分性 设 u 2 u
xy

= u
x

u
y

，u
y

= v，有 u v
x

= v u
x

或
u v
x

- v u
x

u2 = 0 即 
x

v( )u
= 0

积分得 v
u

= φ（y），或 1
u

u
y

= φ（y）

亦即 （lnu）
y

= φ（y）

再积分得 lnu = ∫φ（y）dy + ψ（x）

故 u = e∫φ（y）dy·eψ
（x）

= f（x）·g（y）

33. 在条件 x2 + y2 + z2 = 1 下求

f（x，y，z） = ρ2 = （x - 1）2 +（y - 2）2 +（z - 3）2

的最大值，用拉格朗日乘数法，求得在点
- 1

槡14
，- 2

槡14
，- 3

槡
( )14

距离最远.

34. 平面的方程是 3x + 4y + 12z = 288，由点到平面距离公式知椭球上一点（x，y，z）到平面的距离是

ρ（x，y，z） =
3x + 4y + 12z - 288

13
=

288 - 3x - 4y - 12z
13

我们要在条件 x2

96
+ y2 + z2 = 1 下求 ρ（x，y，y）的极值，用拉格朗日乘数法可求得最近点是 9，1

8
，( )3

8
，最远

点是 - 9，-
1
8

，-( )3
8

.

35. 本题是条件极值的问题，用拉格朗日乘数法.

设 F（x，y，z） = lnx + lny + 3lnz + λ（x2 + y2 + z2 - 5r2）

求得 'F x =
1
x

+ 2λx， 'F y =
1
y

+ 2λy， 'F z =
3
z

+ 2λz

令 'F x = 0， 'F y = 0， 'F z = 0，即

2λx2 + 1 = 0

2λy2 + 1 = 0

2λz2 + 3 =
{

0

上述三式相加得 2λ（x2 + y2 + z2）+ 5 = 0

即 2λr2 + 1 = 0

解得 λ = -
1

2r2

于是，函数 f（x，y，z）在条件 x2 + y2 + z2 = 5r2 下的可能极值点为（r，r，槡3r）.

因为在第一卦限内球面的三条边界线是
x2 + y2 = 1

z ={ 0
⋯，当点超过边界线时，f（x，y，z）→ - � ，所以最

大值必在曲面内部取得. 现驻点是唯一的，函数 f（x，y，z）在点（r，r，槡3r）处取得最大值为 f（r，r，槡3r）= ln（3

槡3r5）.

从上面所得结果知，函数 f（x，y，z） = lnx + lny + 3lnz在 x2 + y2 + z2 = 5r2（x > 0，y > 0，z > 0）时有最
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大值 f（r，r，槡3r） = ln（ 槡3 3r5），故对于任意的正数 a，b，c 有

f（槡a，槡b，槡c） = ln 槡a + ln槡b + 3ln槡c ≤ ln（ 槡3 3r5）

其中 r =
a + b + c

槡 5
. 从而有

1
2

lnabc3 ≤ 1
2

ln（ 槡3 3r5）2 =
1
2

ln（27r10）

即 abc3 ≤ 27 a + b + c( )5

5

36. 设 u = x - az，v = y - bz，则 φ（u，v） = 0，将方程两边对 x 求偏导数，得

φ' u ux + φ' vvx = φ' u（1 - az' x）+ φ' v（- bz' x） = 0

解得 z' x =
φ' u

aφ' u + bφ' v

同理可得 z' y =
φ' v

aφ' u + bφ' v

因为曲面 S：φ（x - az，y - bz）上任一点 M（x，y，z）处切平面的法向量为 珗n = φ' xi + φ' yj + φ' zk

而 φ' x = φ' u ，φ' y = φ' v，φ' z = - aφ' u - bφ' v

又直线 x
a

=
y
b

= z 的方向向量为 珒l = ai + bj + k

故 珗n·珒l = aφ' x + bφ' y + φ' z = aφ' u + bφ' v - aφ' u - bφ' v = 0 即 珗n ⊥珒l

所以曲面 S 上任一点的切平面与直线 x
a

=
y
b

= z 平行
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书书书

第四部分 多元函数积分学

第五章 重积分及其应用

考试要求：

1. 理解二重积分、三重积分的概念，了解重积分的性质，了解二重积分的中值定理.

2. 掌握二重积分（直角坐标、极坐标）的计算方法，会利用对称性计算.

3. 会计算三重积分（直角坐标，柱面坐标、球面坐标），会利用对称性计算.

4. 会用重积分求一些几何量与物理量（面积、体积、质量、重心、转动惯量、引力、功等）.

考试要点分析与题型预测

这一章的考试要点有

1. 会熟练地应用直角坐标，极坐标计算二重积分；会熟练地应用直角坐标、柱面坐标、球面坐标计算三重

积分，包括定限、运算.

2. 面对一个重积分，第一反应是：应该选择什么坐标进行计算. 即使对一个上、下限已经标定了累次积分，

也不是拿起题就做，而是反过来思考：它等于怎样一个重积分，应该选择什么坐标，这里主要应考虑积分区域，

其次也可适当考虑被积函数. 选择得好，真有事半功倍的感觉.

3. 利用椭圆极坐标计算二重积分、椭球面坐标计算三重积分在特殊情况下效果良好，用先 2 后 1 的方法计

算三重积分同样如此，请注意例 8、9、10（历届考题）的分析与评述，这是研究生考试的重要题型.

4. 利用区域的对称性与被积函数的对称性来计算重积分，往往可以巧妙地解决问题，应当掌握. 请注意例

1、2、5（历届考题）的分析、解与评述. 这种考题也较常见.

5. 用重积分计算面积、体积、重心、重量、引力等都是常见的题型.

§ 5 - 1 重积分的概念

一、二重积分概念

定义 1 设 z = f（x，y）为定义于区域 B 的有界函数.

（1）把 B 域分成 N 个子域 σK，其面积是 ΔσK（K = 1，2，⋯，N）

（2）在每一个子域 σK 中任意取一点 pK（ξK，ηK，）.

（3）作出和数：

∑
N

K = 1

f（pK）ΔσK = ∑
N

K = 1

f（ξK，ηK）ΔσK

如果不论 σK 怎样划分，pK 点怎样取法，在 N→ � 而最大的子域直径 δ 趋于零时和数的极限存在，那么，这

极限就称为函数 f（x，y）在 B 域上的二重积分，记作


B

f（x，y）dσ = lim
δ→0
∑

N

K = 1

f（ξK，ηK）ΔΣσK

这里 x 与 y 称为积分变量，f（x，y）称为被积函数，B 称为积分区域.

根据这个定义，当 f（x，y）≥ 0 时以曲面 f（x，y）为上底，xoy 平面内 B 域为下底的曲顶柱体体积等于 f（x，y）

在 B 域上的二重积分
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V = 
B

f（x，y）dσ

特别，如果 f（x，y）≡ 1，那么，相应的二重积分在数值上正好等于积分区域 B 的面积 σ，即

σ = 
B

dσ

因此，我们还可以利用二重积分来计算平面面积.

定理 1（存在定理） 如果 f（x，y）在积分域 B 连续，则上述二重积分必然存在.

以后我们所研究的二重积分，总假设被积函数在它的积分域连续.

二、二重积分重要性质

（1）
B

Af（x，y）dσ = A
B

f（x，y）dσ （A为常数）

（2）
B

［f1（x，y）± f2（x，y）］dσ = 
B

f1（x，y）dσ ± 
B

f2（x，y）dσ

（3）如果把域 B 分成两个子域 B1 与 B2 ，则


B

f（x，y）dσ = 
B1

f（x，y）dσ + 
B2

f（x，y）dσ

（4）如果在 B 域 f（x，y）≤ φ（x，y），则


B

f（x，y）dσ ≤ 
B

φ（x，y）dσ

（5）如果在 B 域 m ≤ f（x，y）≤ M，则 mσ ≤ 
B

f（x，y）dσ ≤ Mσ

其中 σ 是 B 的面积.

（6）中值定理 如果 f（x，y）在闭域 B 连续，则存在 B 的某一点（ξ，η），使得


B

f（x，y）dσ = f（ξ，η）σ

三、三重积分

定义 2 设函数 u = f（x，y，z）为定义于空间区域 G 的有界函数.

（1）把 G 域分成 N 个子域 vK，其体积是 ΔvK（K = 1，2，⋯，N）

（2）在每一个子域 vK 任意取一点 PK（ξK，ηK，ζK）；

（3）作出和数：

∑
N

K = 1

f（pK）Δvk = ∑
N

K = 1

f（ξK，ηK，ζK）ΔvK

如果不论 vK 怎样划分，pK 点怎样取法，当 N→ � 而且最大的子域直径 δ趋于零时和数的极限存在，那么，这极限

就称为 f（x，y，z）在 G 域上的三重积分，记作 
G

f（x，y，z）dv = lim
δ→0
∑

N

K = 1

f（p
K
）Δv

K

对于三重积分同样有，若 f（x，y，z）在 G连续，则三重积分存在. 二重积分的六个重要性质，三重积分也都具

有.

如果 f（x，y，z）≡ 1 时，那么，相应的三重积分在数值上就等于积分域 G 的体积 V，即 
G

dv = V

以后我们将看到，利用三重积分来计算体积，不仅可行，而且往往还显得更灵活.

§ 5 - 2 重积分的计算

一、二重积分计算

仅仅凭借积分的定义与性质，还不便于对重积分进行计算，一般需将重积分化为累次积分，下面先介绍二

重积分.
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1. 直角坐标

设区域 B 完全包含在与 B 的边界曲线相切的直线 x = a，x = b，y = c，y = d 所围矩形之内. 且任何平行于

x 轴或 y 轴的直线与 B 的边界曲线至多只有两个交点. 又 B 域边界上对应于 x = a 与 x = b 的点 M与 N 把边界

分为上、下两段，上段 MPN 的方程是 y = Y2（x），下段 MQN 的方程是 y = Y1（x）. P 与 Q 把边界分为左右两段，

图 5 - 1

左段 PMQ的方程是 x = X1（y），右段 PNQ的方程是 x = X2（y）. 如图5 - 1，此时

我们有


B

f（x，y）dσ = ∫
b

a ∫
Y2（x）

Y1（x）

f（x，y）d[ ]y dx

这就是说，要计算等式左端的二重积分，只需逐次算出等式右端的两个一元函

数的定积分就行了. 这样接连着逐次求得的定积分称为累次积分，可以写成

∫
b

a ∫
Y2（x）

Y1（x）

f（x，y）d[ ]y dx

= ∫
b

a
∫

Y2（x）

Y1（x）

f（x，y）dydx = ∫
b

a
dx∫

Y2（x）

Y1（x）

f（x，y）dy

这是先对 y 后对 x 的累次积分，当然也可以先对 x 后对 y 进行累次积分. 在图 5 - 1 情况下有，


B

f（x，y）dσ = ∫
d

c ∫
X2（y）

X1（y）

f（x，y）d[ ]x dy = ∫
d

c
∫

X2（y）

X1（y）

f（x，y）dxdy

这就是说，要用累次积分计算一个二重积分时，可以颠倒积分的次序，但在变更次序的同时，一般说来，上下限

（a） （b） （c）

图 5 - 2

都应相应的改变.

如果积分域 B 像图 5 - 2（a）或图 5 - 2（b）那样，重积分计算公式仍然适用. 如果平行于坐标轴的直线与

积分域 B 的边界曲线的交点如图 5 - 2（c）时，那末，一般来说，总可以把它分成几个子域，使每一个子域的情况

如图 5 - 2（a），5 - 2（b）或 5 - 1 的情形. 这时在 B 域上的二重积分，根据 § 5 - 1 性质（3），就等于在 B1 ，B2 ，B3

上的二重积分的和.

2. 极坐标

计算二重积分，若局限在直角坐标范围内，往往很繁甚至于不能计算. 若能根据问题的特点灵活的运用其

它曲线坐标（譬如极坐标）进行计算，则能收到很好的效果.

设 x 与 y 都是新变量 u 与 v 的函数

x = φ（u，v），y = ψ（u，v）

其中 φ（u，v）与 ψ（u，v）都有连续的一阶偏导数，且行列式

D =
φ' u φ' v

ψ' u ψ' v

≠ 0

此时在 xoy 平面与 uov平面之间可以建立一种对应关系，由 xoy 平面的区域 B 映射成 uov平面区域 B' ，因此二重

积分


B

f（x，y）dσ = 
'B

f（φ（u，v），ψ（u，v）） D dudv

D 是指行列式的绝对值，如果令 f（φ（u，v），ψ（u，v）） = F（u，v），则上述公式可写成
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B

f（x，y）dσ = 
'B

F（u，v） D dudv

如采用极坐标，便有：

x = rcosθ，y = rsinθ
不难验证 D = r，于是


B

f（x，y）dσ = 
'B

F（r，θ）rdrdθ

积分
'B

F（u，v） D dudv的计算一般来说可在 uov平面采用类似于 xoy 平面内的办法化为累次积分计算. 但

对于极坐标，为简单起见可在 xoy 平面内用下述方法确定累次积分的上、下限. 首先，二重积分就写成


B

f（x，y）dσ = 
B'

F（r，θ）rdrdθ

（1）极点 O 在 B 域之外 如果我们先对 r 积分（这是大多数的情况），则可暂把 θ 视作某一定值，于是


B

F（r，θ）rdrdθ = ∫
β

α
∫

R2（θ）

R1（θ）
F（r，θ）rdθdr

图 5 - 3 图 5 - 4 图 5 - 5

其中 r = R1（θ）、r = R2（θ）分别是两段边界 MPN 与 MQN 的方程如图 5 - 3，α≤ θ≤ β 是 θ 的变化范围，

而 M 与 N 分别对 θ = α 与 θ = β 的点.

如果我们先对 θ 积分，则可暂把 r 视作某一定值，于是


B

F（r，θ）rdrdθ = ∫
b

a
∫
θ2（r）

θ1（r）

F（r，θ）rdθdr

其中 θ = θ1（r）、θ = θ2（r）分别是两段边界 PMQ 与 PNQ 的方程，如图 5 - 4，a ≤ r ≤ b 是 r 的变化范围，而 P 与

Q 分别是对应于 r = a 与 r = b 的点.（2）极点 O 在 B 域之内的这种情况，可以认为 θ 是由 0 变化至 2π. 而 r 是

由 0 变化至 R（θ），其中 r = R（θ）就是 B 域边界的方程，如图 5 - 5，因此


B

F（r，θ）rdrdθ = ∫
2π

0
∫

R（θ）

0
F（r，θ）rdrdθ

如果极点 O 就在边界曲线上，上述积分的第一个上、下限仍然适用，而 θ 的变化要视实际情况而定.

二、三重积分计算

三重积分的计算思想，相似于二重积分，也可化为累次积分进行计算.

1. 直角坐标

现在，我们来说明计算的方法. 设平行于坐标轴的直线与 G域的边界曲面的交点不超过两点. 把 G域投影

到 xoy 平面，得到平面区域 B 如图 5 - 6. 从 B 的边界作母线平行于 z 轴形成的柱面，它与 G 域的交线把 G 域的

表面分为下、下两部分，方程分别是 z = Z1（x，y）与 z = Z2（x，y）. 由 B 内任意一点（x，y）作与 z轴平行的直线，

便与下半个及上半个曲面分别相交于 Z1 及 Z2 . 于是


G

f（x，y，z）dv = 
B
∫

Z2（x，y）

Z1（x，y）

f（x，y，z）d[ ]z dσ

这就是先把 x 与 y 当作常数对 z 积分，然后再求 B 域上二重积分. 如果这时先对 y，后对 x 积分，即得


G

f（x，y，z）dv = ∫
b

a
∫

Y2（x）

Y1（x）
∫

Z2（x，y）

Z1（x，y）

f（x，y，z）dzdydx
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图 5 - 6

但是如我们想先对 x积分，就应当把 G域投影到 yoz平面；想先对 y积分，则应当把 G

域投影到 zox 平面，相应的计算也相似.

上述情况，实际上是先计算一次定积分再计算二重积分. 当然也可以颠倒过

来，先计算二重积分再计算一次定积分. 如图 5 - 7，设平行于 xoy 平面与区域 G 交

成平面区域 Bz. 而 a ≤ z≤ b. 则有


G

f（x，y，z）dv = ∫
b

a 
B z

f（x，y，z）d[ ]σ dz

方括号内是在域 Bz 上对 x、y 的二重积分.

相同于二重积分，三重积分的计算必须灵活地应用其它曲线坐标. 设 x，y 与 z

都是新变量 u，v，w 的函数

x = φ（u，v，w），y = ψ（u，v，w），z = χ（u，v，w）

其中 φ，ψ，χ 都是连续的一阶偏导数，且行列式

D =

φ' u φ' v φ' w

ψ' u ψ' v ψ' w

χ' u χ' v χ' w

≠ 0

图 5 - 7

于是三重积分


G

f（x，y，z）dv = 
G'

F（u，v，w） D dudvdw

其中 F（u，v，w） = f［φ（u，v，w），ψ（u，v，w），χ（u，v，w）］， D 是行列式的绝对值，G'

是区域 G 映射到 uvw 空间中的相应区域. 最常用的曲线坐标有下列两种.

2. 柱面坐标

由 x = rcosθ， y = rsinθ， z = z

引入的坐标称为柱面坐标，此时 D = r，于是


G

f（x，y，z）dv = 
G

F（r，θ，z）rdzdrdθ

等式右面的积分域仍记作 G 是因为仍然可以在 xyz 空间确定累次积分的上、下限

（下面的球坐标也是这样）.

3. 球面坐标

由 x = ρsinφcosθ， y = ρsinφsinθ， z = cosφ
引入的坐标称为球面坐标（0 ≤ ρ < + � ，0 ≤ θ < 2π，0 ≤ φ ≤ π）. 此时不难验证 D = ρ2 sinφ，于是


G

f（x，y，z）dv = 
G

F（ρ，θ，φ）ρ2 sinφdρdθdφ

重积分的计算是比较复杂的，而灵活地选择坐标，正确地确定次序则是求解的关键，这些我们将在例题分

析中介绍.

§ 5 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 二重积分的计算（灵活地选择直角坐标，极坐标、椭圆极坐标 ⋯，来计算二重积分）

例 1 计算
B

（1 -
x
3

-
y
4

）dσ B：
- 1 ≤ x ≤ 1

- 2 ≤ y ≤ 2

解 
B

（1 -
x
3

-
y
4

）dσ = ∫
1

- 1∫
2

- 2
（1 -

x
3

-
y
4

）dydx

= ∫
1

- 1
（y -

xy
3

-
y2

8
）

2

- 2

dx = ∫
1

- 1
（4 -

4
3

x）dx
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= 8

此题也可先对 x 积分，后对 y 积分

例 2 求 I = 
B

（x2 + y2）dσ B 是由 y = x2 ，x = 1，y = 0 围成的区域

图5 - 8
图5 - 9

解 先对 y 后对 x 积分. （区域 B 如图 5 - 8）

Ⅰ = ∫
1

0 ∫
x2

0
（x2 + y2）dydx = ∫

1

0
（x2 y +

1
3

y3）
x2

0

dx

= ∫
1

0
（x4 +

1
3

x6）dx =
26
105

例 3 把 Ⅰ = 
（B）

f（x，y）dδ 化为累积分，其中（B）是在第一象限中，由 x2 + y2 = 8，y = 0，y2 = 2x 及 y = 1

所围成区域（图 5 - 9）.

解 先对 y 积分，必须分成三个区域（参看图 5 - 9），此时比较繁琐，现先对 x 积分

I = ∫
1

0 ∫
8 - y槡 2

y2
2

f（x，y）dxdy

例 4 设 I = 
（B）

sinx
x

dδ. （B）是由 y = x 及 y = x2 所围成的区域（图 5 - 10）

图 5 - 10

解 先对 x 后对 y 积分

∫
1

0 ∫
槡y

y

sinx
x

dxdy

求不出结果，因为sinx
x

的原函数不是初等函数. 可先对 y 后对 x 积分，则

I = ∫
1

0 ∫
x

x2

sinx
x

dydx = ∫
1

0

sinx
x

（x - x2）dx = 1 - sin1

例 5 交换下列累次积分

I = ∫
0

- 2∫
2 +x

2

0
f（x，y）dydx + ∫

2

0 ∫
2 - x

2

0
f（x，y）dydx

图 5 - 11

解 I = 
B1

f（x，y）dδ + 
B2

f（x，y）dδ

= 
B

f（x，y）dδ

= ∫
1

0 ∫
2 - 2y

2y- 2
f（x，y）dxdy

其中 B1 ，B2 ，B 见图（5 - 11）.
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例 6 计算
B

x2 dδ B：x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1

分析 积分域是椭圆域，采用直角坐标系固然麻烦，改用极坐标系也未必简单（椭圆方程在极坐标系统中

仍然较繁）. 此时采用椭圆极坐标系比较合适，即令

x = arcosθ y = brsinθ
因为在这一坐标系下，椭圆的方程是 r = 1. 而

D =
acosθ - arsinθ
bsinθ brcosθ

= abr

解 
B

x2 dδ = 
B'

a2 r2 cos2θabrdrdθ = ∫
2π

0
∫

1

0
a3 br3 cos2θdrdθ =

1
4

a3 bπ

评述 需要注意的是椭圆极坐标的使用范围相当窄，只对椭圆域使用方便.

例 7 求由下列各曲线所围成的区域面积：

xy = a2 ，xy = 2a2 ，y = x，y = 2x（x > 0，y > 0）

分析 此题也可用定积分计算，但要把区域分成几个小区域分别计算，并不方便. 考虑到区域由一族曲线

中的两条曲线与一族直线中的两条直线所围成，若采用重积分并根据这一特点采用适当的曲线坐标进行计算，

当可收到好的效果.

令 u = xy，v =
y
x

即 x =
u

槡v
， 槡y = uv 引入曲线坐标，此时 a2 ≤ u ≤ 2a2 ，1 ≤ v≤ 2 而

D = 1
2v

=
1
2v

解 S = 
B

dδ = ∫
2a2

a2
∫

2

1

1
2v

dvdu =
1
2

a2 ln2

典型题型 2. 灵活应用对称性或改变积分次序计算二重积分或二次积分

例 8 （91，3 分）设 D 是 xoy 平面上以（1，1），（- 1，1）和（- 1，- 1）为顶点的三角形区域，D1 是 D 在第一

象限的部分则
D

（xy + cosxsiny）dxdy 等于（ ）

（1）2
D1

cosxsinydxdy （B）2
D1

xydxdy

（C）4
D1

（xy + cosxsiny）dxdy （D）0

分析 此类问题一般要用到积分域的对称性和被积函数的奇偶性，在这里我们把积分域对称，被积函数

具有奇偶性的某些特殊规律归结如下：

1）设 D 对称于 Y轴，D1 是 D 的左半部分，如 f（- x，y） = - f（x，y），则
D

f（x，y）dxdy = 0；如 f（- x，y） = f（x，

y），则


D

f（x，y）dxdy = 2
D1

f（x，y）dxdy

2）设 D 对称于 X 轴，D1 是 D 的上半部分

如 f（x，- y） = - f（x，y），则
D

f（x，y）dxdy = 0

如 f（x，- y） = f（x，y），则
D

f（x，y）dxdy = 2
D1

f（x，y）dxdy.

3）设 D 对称于原点，将 D 分为对称于原点的两部分 D1 与 D2 .

如 f（- x，- y） = f（x，y），则
D

f（x，y）dxdy = 0

如 f（- x，- y） = f（x，y），则
D

f（x，y）dxdy = 2
D1

f（x，y）dxdy

·691·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



4）还有一种对称，在研究生考试中也会遇到，如 f（x，y）= f（y，x）（将 x，y调换，函数值不改变）我们称 f（x，

y）关于直线 y = x 是对称的，设 D 对称于 y = x，将 D 分为对称于 y = x 的两部分 D1 、D2 .

如 f（x，y） = - f（y，x），则
D

f（x，y）dxdy = 0

如 f（x，y） = f（y，x），则
D

f（x，y）dxdy = 2
D1

f（x，y）dxdy

有的书上把 f（- x，y） = - f（x，y）称为 f（x，y）对 x 是奇函数；把 f（- x，y） =

f（x，y）称为对 x 是偶函数，余可类推.

解 如（图 5 - 12），△OAB 所围区域记作 D2 ，△OBC 所围区域记作 D3 .


D

xydxdy = 
D2

xydxdy + 
D3

xydxdy

f1（x，y） = xy 在 D2 符合 1）的第一种情况，在 D3 符合 2）的第一种情况，故


D

xydxdy = 0 + 0 = 0


D

cosxsinydxdy = 
D2

cosxsinydxdy + 
D3

cosxsinydxdy

f2（x，y） = cosxsiny 在 D2 符合 1）的第二种情况，在 D3 符合 2）的第一种情况，故


D

cosxsinydxdy = 
D2

cosxsinydxdy + 0 = 2
D1

cosxsinydxdy

应选（A）.

评述 不容易的 3 分！这种类型的题目最易犯的错误是只要看见积分域对称不考虑函数的性质就得出
D

=

2
D1

，值得注意.

例 9 设有空间区域 Ω1 ：x2 + y2 + z2 ≤ R2 ，Z ≥ 0；在 Ω2 ：x2 + y2 + z2 ≤ R2 ，x≥ 0，y≥ 0，z≥ 0，则（ ）

（A）
Ω1

xdv = 4
Ω2

xdv （B）
Ω1

ydv = 4
Ω2

ydv

（C）
Ω1

zdv = 4
Ω2

zdv （D）
Ω1

xyzdv = 4
Ω2

xyzdv

分析 对比上一题，不难得出三重积分的类似公式，譬如：如 Ω 对 YOZ 平面是对称的，将 Ω 分为对称于

YOZ 平面的 Ω1 ，Ω2 . 如 f（- x，y，z） = - f（x，y，z）（对 x 是奇函数），则
Ω

f（x，y，z）dv = 0；如 f（- x，y，z） = f（x，y，

z）（对 x 是偶函数），则
Ω

f（x，y，z）dv = 2
Ω1

f（x，y，z）dv. 又如 Ω对原点是对称的，将 Ω分为对称于原点的 Ω1 ，Ω2 .

如 f（- x，- y，- z） = - f（x，y，z）， 则 
Ω

f（x，y，z）dv = 0； 如 f（ - x， - y， - z） = f（x，y，z）， 则


Ω

f（x，y，z）dv = 2
Ω1

f（x，y，z）dv，⋯. 其它公式，读者不难对照推出.

图 5 - 13

以本题而论，f（x，y，z）= z在Ω1 内，对 x对 y都是偶函数，再加上区域的对称性，两

次应用上述公式，立即判定（C）是正确的.

解 选（C）.

例 10 （90，3 分）积分∫
2

0
dx∫

2

x
e- y2

dy 的值等于 .

分析 此题看似简单，但由于 e- y2 的原函数不是初等函数（所谓∫e- y2
dy 积不出

来），无法直接计算. 此时可利用重积分与累次积分的关系将它转化为重积分后变换

积分次序进行计算.

解 以 D 表示图 5 - 13 所示平面区域，则

·791·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第四部分 多元函数积分学



∫
2

0
dx∫

2

x
e- y2

dy = 
D

e- y2
dxdy = ∫

2

0
dy∫

y

0
e- y2

dx = ∫
2

0
ye- y2

dy

=
1
2

（1 - e- 4）

应填 1
2

（1 - e- 4）

评述 在积分中出现 e- x2
，

sinx
x

，
ex

x
，

1

1 + x槡 4
⋯ 这样“积不出来”的函数时务必要冷静，相信一定可以变

换方法达到柳暗花明又一村的.

例 11 （06，10 分）设区域 D = ｛（x，y）| x2 + y2 ≤ 1，x ≥ 0｝，计算二重积分

I = 
D

1 + xy
1 + x2 + y2 dxdy

解 注意 1 + xy
1 + x2 + y2 关于 x 或 y 既不是奇函数，也不是偶函数，但 1

1 + x2 + y2 关于 x（或 y）是偶函数，

xy
1 + x2 + y2 关于 x（或 y）是奇函数，而积分域关于 x 轴对称，所以利用上面二个函数关于 y 的奇偶性可得：

I2 = 
D

xy
1 + x2 + y2 dxdy = 0

I1 = 
D

1
1 + x2 + y2 dxdy = 2 

D1

1
1 + x2 + y2 dxdy

= 2∫
π
2

0
dθ∫

1

0

1
1 + r2 rdr = π· 1

2
ln（1 + r2）

1

0

= π
2

ln2.

例 12 （95，5 分）设函数 f（x）在区间［0，1］连续，并设∫
1

0
f（x）dx = A，求∫

1

0
dx∫

1

x
f（x）f（y）dy

分析 如图 5 - 14，显然有

∫
1

0
dx∫

1

x
f（x）f（y）dy = 

D1

f（x）f（y）dxdy

x 与 y 互换，函数 f（x）f（y）不变，即是说，它关于直线 y = x 是对称的，而 D1 关于 y = x 对称的区域是 D2 ，故如

令 D = D1 ∪ D2 ：0 ≤ x≤ 1，0 ≤ y≤ 1，据例 1 分析中的情况 4），有
D

f（x）f（y）dxdy = 2
D1

f（x）f（y）dxdy，问题就

迎刃而解了.

图 5 - 14

解 ∫
1

0
dx∫

1

x
f（x）f（y）dy = 

D1

f（x）f（y）dxdy =
1
2 

D

f（x）f（y）dxdy

=
1
2 ∫

1

0
dx∫

1

0
f（x）f（y）dy =

1
2 ∫

1

0
f（x）dx∫

1

0
f（y）dy

=
1
2 ∫

1

0
f（x）d[ ]x

2

=
1
2

A2

此题还有多种解法，试举一种解法如下：

f（x）连续，故 d
dx∫

x

1
f（y）dy = f（x），于是

∫
1

0
dx∫

1

x
f（x）f（y）dy = - ∫

1

0
dx∫

x

1
f（x）f（y）dy = - ∫

1

0
f（x）·∫

x

1
f（y）d[ ]y dx

= - ∫
1

0 ∫
x

1
f（y）d[ ]y d∫

x

1
f（y）dy

= -
1
2 ∫

x

1
f（y）d( )y

2 1

0

=
1
2

A2
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评述 例 8，9，12 说明，灵活应用对称性计算某些积分，有时会起到很好的作用. 至于重积分与累次积分

的关系，则是必须掌握的基本要求.

例 13 （02，7 分）计算二重积分
D

emax（x2，y2）dxdy，其中 D = ｛（x，y）| 0 ≤ x ≤ 1，0 ≤ y ≤ 1｝.

分析 令 D1 = ｛（x，y）| 0 ≤ x ≤ 1，0 ≤ y ≤ x｝

D2 = ｛（x，y）| 0 ≤ x ≤ 1，x ≤ y ≤ 1｝

在 D1 emax｛x2，y2｝ = ex2 ，在 D2 emax｛x2，y2｝ = ey2 ，而
D

= 
D1

+ 
D2

，参考例 10，不难作出此题.

解 
D

emax｛x2，y2｝dxdy = 
D1

emax｛x2，y2｝dxdy + 
D2

emax｛x2，y2｝dxdy

= 
D1

ex2
dxdy + 

D2

ey2
dxdy = ∫

1

0
dx∫

x

0
ex2

dy + ∫
1

0
dy∫

y

0
ey2

dx

= ∫
1

0
xex2

dx + ∫
1

0
yey2

dy = e - 1

例 14 （05，11 分）设 D = （x，y） x2 + y2≤槡2，x ≥ 0，y ≥{ }0 ，［1 + x2 + y2 ］表示不超过 1 + x2 + y2 的最

大整数，计算二重积分
D

xy［1 + x2 + y2 ］dxdy.

解 记 D1 = （x，y） x2 + y2 < 1，x ≥ 0，y ≥{ }0 ，

D2 = （x，y） 1 ≤ x2 + y2≤槡2，x ≥ 0，y ≥{ 0，

则有 ［1 + x2 + y2 ］= 1，（x，y）∈ D1 ，

［1 + x2 + y2 ］= 2，（x，y）∈ D2 .

于是


D

xy［1 + x2 + y2 ］dxdy = 
D1

xydxdy + 
D2

2xydxdy

= ∫
π
2

0
dθ∫

1

0
r3 sinθcosθdr + ∫

π
2

0
dθ∫

4槡2

1
2r3 sinθcosθdr

=
1
8

+
1
4

=
3
8

.

评述 遇上取整函数［］，一般需要分区域处理.

例 15 计算三重积分
Ω

（x + z）dv，其中 Ω 是由曲面 z = x2 + y槡 2 与 z = 1 - x2 - y槡 2 所围成的区域.

分析 计算二重积分，最好画出区域图形，可避免一些错误，三重积分的积分区域在空间，我们作重分析

变量的变化范围，注意边界曲面是什么，不一定画出图形.

本题区域，由球面与圆锥面围成，适宜选用球面坐标.

解 利用球面坐标进行计算


Ω

（x + z）dv = ∫
2π

0
dθ∫

π
4

0
dφ∫

1

0
［ρsinφcosθ + ρcosφ］ρ2 sinφdρ = π

8
.

评述 本题也可采用考点内容提要中谈到的先进行二重积分的计算再进行定积分的计算（所谓先 2 后

1），将在后面，结合其它典型例子，进行研究.

例 16 （91，5 分）求
Ω

（x2 + y2 + z）dv其中 Ω是由曲线
y2 = 2z

x ={ 0
绕 z轴旋转一周的曲面与平面 z = 4 所

围成的立体.

分析 Ω 由曲面 x2 + y2 = 2z 与平面 z = 4 围成，适宜用柱面坐标 x = rcosθ，y = rsinθ，z = z. 在柱面坐标
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下，Ω 由 z =
r2

2
，z = 4 围成，投射到 xoy 平面的区域 Ω：r ≤槡8，dv = rdrdθdz.

解 
Ω

（x2 + y2 + z）dv = 
Ω

（r2 + z）rdrdθdz = ∫
2π

0
dθ∫

槡8

0
dr∫

4

r2
2

（r2 + z）rdz

= 2π∫
槡8

0
（4r3 + 8r -

5
8

r5）dr =
256
3

π

例 17 （97，5 分）计算 I = 
Ω

（x2 + y2）dv，其中 Ω 为平面曲线
y2 = 2z

x ={ 0
绕 z 轴旋转一周形成的曲面与平面

z = 8 所围成的区域.

分析 与例 16 何其相似

解 利用柱面坐标进行计算

I = 
Ω

r2 rdrdθdz = ∫
2π

0
dθ∫

4

0
rdr∫

8

r2
2

r2 dz = 2π∫
4

0
r3（8 -

r2

2
）dr =

1024
3

π

评述 对基本要求必须扎实掌握，不要抱着侥幸心理：某种题型不久前考过，大概不会考了.

例 18 计算

（1）∫
R

- R
∫

R2 - x槡 2

- R2 - x槡 2
∫

R2 - x2 - y槡 2

0

x2 + y2 + z槡 2 dzdydx

（2）∫
2

0
∫

2x- x槡 2

0
∫

a

0
z x2 + y槡 2 dzdydx

解 （1）原式等于在以原点为圆心，R 为半径的上半个球上的三重积分，显然采用球面坐标比较合适，于

是 原式 = 
G

x2 + y2 + z槡 2 dv = 
G

ρρ2 sinφdρdφdθ = ∫
2π

0
∫

π
2

0
∫

R

0
ρ3 sinφdρdφdθ =

R2π
2

（2）原式等于积分域在第一卦限的半个圆柱域上的三重积分（z 轴是一条母线），适宜用柱坐标，于是

原式 = 
G

z x2 + y槡 2 dv = 
G

zr2 dzdrdθ = ∫
π
2

0
∫

2cosθ

0
∫

a

0
zr2 dzdrdθ =

a2

2 ∫
π
2

0

8
3

cos3θdθ

=
a2

2
×

8
3

×
2
3

=
8
9

a2

评述 上述两个积分计算都较简单，因为积分域与被积函数在坐标的选择上是一致的. 但有时两者的

选择往往不一致，这就必须权衡利弊，作出取舍. 在这方面注意积累经验是很重要的.

例 19 求由下列各曲面所围成的立体的体积（上面部分）：

x2 + y2 + z2 = a2 ，x2 + y2 + z2 = b2（0 < a < b） z = x2 + y槡 2

解 用球面坐标，有

V = 
G

dv = 
G

ρ2 sinφdρdθdφ = ∫
π
4

0
∫

2π

0
∫

b

a
ρ2 sinφdρdθdφ =

2π
3

（b3 - a3） 1 - 槡2( )2

例 20 计算
G

1 -
x2

a2 -
y2

b2 -
z2

c槡 2 dv，其中 G 是
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ≤ 1

z≥
{

0

解 用椭球面坐标，即 x = aρcosθsinφ， y = bρsinφsinθ， z = cρcosφ
则 D = abcρ2 sinφ，于是

原式 = ∫
π
2

0
∫

2π

0
∫

1

0
1 - ρ槡 2 abcρ2 sinφdρdθdφ

= 2π ρ
8

（2ρ2 - 1） 1 - ρ槡 2 +
1
8

arc sin[ ]ρ 1

0

abc

= 2π π
16

abc =
1
8
π2 abc
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例 21 计算
G

z2 dv G：x2 + y2 + z2 ≤ R2 ，x2 + y2 + z2 ≤ 2Rz

图 5 - 15

分析 G 是两个球的公共部分如图 5 - 15. 用直角坐标显然不可取，若采用柱面坐

标，则 原式 = ∫
2π

0
∫
槡3
2

R

0
∫

R2 - r槡 2

R- R2 - r槡 2
z2 rdzdrdθ

积分计算相当繁.

若采用球面坐标，必须将区域 G 分成 G1 ，G2 两部分，然后分别求积，即

原式 = ∫
2π

0
∫

π
3

0
∫

R

0
ρ2 cos2φρ2 sinφdρdφdθ + ∫

2π

0
∫

π
2

π
3
∫

2Rcosφ

0
ρ2 cos2φρ2 sinφdρdφdθ

概念不清楚往往会不分成两个区域计算.

如果考虑到平行于 xoy 的平面与 G 交成圆域而被积函数又仅显含 z，则不难想到可

以先进行二重积分再计算定积分的办法来处理.

解 当 0 ≤ z≤ R
2

时，圆域 Bz 的半径是 2Rz - z槡 2 ，而当 R
2

≤ z≤ R 时，圆域 Bz 的半径是 R2 - z槡 2 . 于是

原式 = ∫
R

0 
B z

z2 d[ ]δ dz = ∫
R

0
z2

B z

d[ ]δ dz

= π∫
R
2

0
z2（2Rz - z2）dz + π∫

R

R
2

z2（R2 - z2）dz =
59
480

πR5

上述例题充分说明了选择合适的坐标系与确定积分次序的重要性.

评述 三重积分的计算，一般是先进行定积分计算，再进行重积分计算（先一后二），但在被积函数与区

域比较特殊的情况下，可以先进行二重积分再进行定积分的计算（先二后一），从而收到较好的效果，例

21 就是如此. 前面有的题目也可这样处理. 先看例 15.


Ω

（x + z）dv Ω：由曲面 z = x2 + y槡 2 与 z = 1 - x2 - y槡 2 围成，这是锥面与单位球

围成的区域，交线是：

x2 + y2 =
1
2

z =
1

槡
{

2


Ω

（x + z）dv = 
Ω

xdv + 
Ω

zdv

由于 Ω 关于 yoz 平面前后对称，而被积函数 x 关于 x 是奇函数，故


Ω

xdv = 0 对
Ω

zdv 采用先二后一的方法，则


Ω

zdv = ∫
1

槡2

0 
x2 +y2≤z2

zdxd( )y dz + ∫
1

1

槡2


x2 +y2≤1 - z2

zdxd( )y dz

= ∫
1

槡2

0
zπz2 dz + ∫

1

1

槡2

zπ（1 - z2）dz = π
8

.

再看例 17.


Ω

（x2 + y2）dv

Ω 是 x2 + y2 = 2z 与 z = 8 围成，采用先二后一的方法


Ω

（x2 + y2）dv = ∫
8

0 
x2 +y2≤2z

（x2 + y2）dxd( )y dz = ∫
8

0 ∫
2π

0
dθ∫

2槡 z

0
r2 rd( )r dz = ∫

8

0
2πz2 dz =

1024
3

π.
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在以上三个例子中，区域 Ω 与 z = 珋z的相交平面域是圆域，被积函数或只包含 z（对 xy 进行二重积分时，可

提到积分符号外面去），或者是 x2 + y2（先计算二重积分时变为极坐标，就是简单的 r2），这些都保证了计

算简洁地进行. 当然，如果条件合适，也可先对 x，z进行二重积分，再对 y进行定积分计算，或是先对 y，z进

行二重积分，再对 x 进行定积分计算.

典型题型 4. 二重积分与三重积分的应用

例 22 （00，7 分）设有一个半径为 R 的球体，P0 是此球表面上的一个定点，球体上任一点的密度与该点到

P0 距离的平方成正比（比例常数 k > 0），求球体的重心位置.

分析 求重心有固定的公式，问题的关系是建立一个合适的坐标系，利用对称性减少工作量，简洁地完成

计算.

解 取 P0 为原点，设球心为 O，以 P0 O 为 z轴正向，于是 O 的坐标为（0，0，R），则密度为 k（x2 + y2 + z2），球

面方程为（x - 0）2 +（y - 0）2 +（z - R）2 = R2 ，即 x2 + y2 + z2 = 2Rz. 球体 Ω：x2 + y2 + z2 ≤ 2Rz.

设 Ω 的重心位置为（珋x，珋y，珋z），由对称性知 珋x = 0，珋y = 0 而

珋z =

Ω

kz（x2 + y2 + z2）dv


Ω

k（x2 + y2 + z2）dv

用球面坐标进行计算


Ω

（x2 + y2 + z2）dv = 
Ω

ρ2ρ2 sinφdρdφdθ = ∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

2Rcosφ

0
ρ4 sinφdρ =

32
15

πR5


Ω

z（x2 + y2 + z2）dv = 
Ω

ρcosφρ2ρ2 sinφdρdφdθ = ∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

2Rcosφ

0
ρ5 sinφcosφdρ

=
64
3
πR6∫

π
2

0
cos7φsinφdφ =

8
3
πR6

故 珋z =
5
4

R.

例 23 求高为 h，半径为 R 的均匀正圆柱体对其一条母线的转动惯量.

解 重积分的应用思想，与定积分相同，我们用微元法的思想来导出公式（读者可参阅第二部分）. 我们

选该母线为 z 轴，底面的一条直径为 x 轴，并设对 z 轴的转动惯量为 I，体密度为 μ，则

dI = （x2 + y2）μdv

于是 I = 
G

（x2 + y2）μdv

采用柱面坐标，得到

I = ∫
π
2

- π
2
∫

2Rcosθ

0
∫

h

0
μr2 rdrdθ = hμ∫

π
2

- π
2

24 R4 cos4θ
4

dθ = 8hR4μ∫
π
2

0
cos4θdθ

=
3
2
μπR4 h =

3
2

R2 M

这里 M = πμR4 h 是圆柱体的质量（本题也可直接应用转动惯量的公式）.

例 24 设有底半径为 a，高为 h，质量均匀分布的圆锥体（见图 5 - 17），其质量为 M. 在圆锥顶点有一单

位质量的质点，求圆锥体对此质点的引力.

解 建立坐标系，如图 5 - 16. 设体密度为 μ，则

μ =
M
V

=
M

1
3
πa2 h

=
3M
πa2 h

设引力在三个坐标轴上的分力依次为 F' x，F' y，F' z，由于圆锥体对任一过 oz 轴的平面对称，因此沿 x 轴与 y 轴方

向的分力互相抵消，故

F' x = F' y = 0
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而

dFz = - K
1·μdv

ρ2

h - z
ρ

= - Kμ （h - z）dv

［x2 + y2 +（h - z）2 ］
3
2

所以 F' z = 
G

- Kμ （h - z）

［x2 + y2 +（h - z）2 ］
3
2

dv

图 5 - 16

采用柱面坐标系，先进行二重积分，得到

F' z = - Kμ∫
h

0

B x

（h - z）rdrdθ
［r2 +（h - z）2 ］[ ]3

2
dz

= - Kμ∫
h

0
∫

2π

0
dθ∫

a
h
（h- z）

0

rdr

［r2 +（h - z）2 ］[ ]3
2

（h - z）dz

= - Kμ2π∫
h

0

-
1

［r2 +（h - z）2 ］[ ]1
2

a
h
（h- z）

0

（h - z）dz

= 2πKμ∫
h

0

h

a2 + h槡 2
-( )1 dz

= 2πKμh
h

a2 + h槡 2
-( )1

=
6KM

a2

h

a2 + h槡 2
-( )1

图 5 - 17

例 25 求
B

sin（x - y） dδ， B：0 ≤ x ≤ y ≤ 2π

解 积分域（如图 5 - 17），为了能够积分，必须将绝对值去掉.

sin（x - y） = sin（y - x）

将 B 分成 B1 ，B2 两个区域：

在 B1 ，0 ≤ y - x ≤ π， sin（x - y） = sin（y - x）

在 B2 ，π ≤ y - x ≤ 2π， sin（x - y） = - sin（y - x）

于是


B

sin（x - y） dδ = 
B1

sin（x - y） dδ + 
B2

sin（x - y） dδ

= 
B1

sin（y - x）dδ - 
B2

sin（y - x）dδ

= ∫
π

0
∫

x+π

x
sin（y - x）dydx + ∫

2π

π
∫

2π

x
sin（y - x）dydx - ∫

π

0
∫

2π

x+π
sin（y - x）dydx

= ∫
x

0
- cos（y - x）

x+π

x

dx + ∫
2π

π
- cos（y - x）

2π

x

dx + ∫
π

0
cos（y - x）

2π

x- π

dx

= ∫
π

0
2dx + ∫

2π

π
（1 - cosx）dx + ∫

π

0
（cosx + 1）dx = 4π

例 26 求曲面 x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c( )2

3

= 27abcxyz （a > 0，b > 0，c > 0）

所包区域的体积.

分析 由于必须有 xyz≥ 0，所以曲面只存在于第一、第三、第六及第八等四个卦限内. 再由于曲面上的点

的坐标有一个为零，立即推得其它两个坐标为零，故坐标轴及坐标平面与曲面只交于原点，而以 - x，- y代替 x，

y，或 - x，- z代替 x，z，或 - y，- z代替 y，z方程都不变. 这说明在四个卦限中，所围成的体积是相同的，因此只

需计算第一卦限内所围成的体积再乘以 4 即可.

解 用椭球面坐标

x = aρcosθsinφ，y = bρsinθ sinφ，z = cρcosφ
此时 D = abcρ2 sinφ，而曲面方程变成

ρ6 = 27a2 b2 c2ρ3 cosθsinθsin2φcosφ
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在第一卦限，即

ρ3 = 27a2 b2 c2 cosθsinθsin2φcosφ 0 ≤ θ ≤ π
2

，0 ≤ φ ≤ π( )2

于是 V = 4
G

dv = 4∫
π
2

0
∫

π
2

0
∫

f（θ，φ）

0
abcρ2 sinφdρdθdφ

= 4∫
π
2

0
∫

π
2

0
abcsinφ 1

3
27a2 b2 c2 sinθcosθsin2φcosφdθdφ

= 36a3 b3 c3∫
π
2

0
sinθcosθdθ∫

π
2

0
sin3φcosφdφ

=
9
2

a3 b3 c3

这里 f（θ，φ） = （27a2 b2 c2 sinθcosθsin2φcosφ）
1
3 .

典型题型 5. 巧妙地证明积分等式与不等式

例 27 证明 π（R2 - r2） 1
R + K

≤ 
B

dδ
（x - a）2 +（y - b）槡 2

≤ π（R2 - r2） 1
r - K

这里 0 < K = a2 + b槡 2 < r < R， B：r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2 .

证明 函数 1

（x - a）2 +（y - b）槡 2
在环形闭域 r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2 连续，由积分中值定理，在域中存在

p0（η，ζ），使得


B

dδ
（x - a）2 +（y - b）槡 2

=
1

（ζ - a）2 +（η - b）槡 2
B

dδ =
1

p0 p1

π（R2 - r2）

这里 p0 p1
指 p0（η，ζ），p1（a，b）之间的距离，而且

r ≤ p0 p1 ≤ R

于是根据条件有

r - K p0 p1
- K = p0 p1

- op0 ≤ p0 p1 ≤ p0 o + op1 ≤ R + K

从而有

1
R + K

≤ 1
p0 p1

≤ 1
r - K

即

π（R2 - r2） 1
R + K

≤ 
B

dδ
（x - a）2 +（y - b）槡 2

≤ π（R2 - r2） 1
r - K

例 28 设 f（t）在区间［a，b］连续且恒大于零，试利用二重积分证明

∫
b

a
f（x）dx∫

b

a

1
f（x）

dx ≥（b - a）2

证明 因为

∫
b

a
f（x）dx∫

b

a

1
f（x）

dx = ∫
b

a
f（x）dx∫

b

a

1
f（y）

dy = 
B

f（x）
f（y）

dδ = 
B

f（y）
f（x）

dδ B：
a ≤ x ≤ b

a ≤ y ≤{ b

故

2∫
b

a
f（x）dx∫

b

a

1
f（x）

dx = 
B

f（x）
f（y）

dδ + 
B

f（y）
f（x）

dδ = 
B

f2（x）+ f2（y）
f（x）f（y）

dδ

≥ 
B

2f（x）f（y）
f（x）f（y）

dδ = 2（b - a）2

即

∫
b

a
f（x）dx∫

b

a

1
f（x）

dx ≥（b - a）2
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例 29 设 f（x）连续，G1 ：0 ≤ z≤ h，x2 + y2 ≤ t2 而

F（t） = 
Gt

［z2 + f（x2 + y2）］dv

求dF
dt

与lim
t→0

F（t）
t2 .

分析 这是一个含参变量 t 的三重积分，由于没有具体给出被积函数，不可能完全积分后再对 t 求导，需要

利用上限变动的定积分的性质. 为此，将其写成累次积分的形式. 注意到被积函数的形状与 Gt ，选用柱面坐标

为宜.

解 用柱面坐标，则

F（t） = 
Gt

［z2 + f（x2 + y2）］dv = ∫
2π

0
∫

t

0
∫

h

0
［z2 + f（r2）］rdzdrdθ

= 2π∫
t

0

h3

3
+ hf（t2[ ]） rdr

于是

dF
dt

= 2π h3

3
+ hf（t2[ ]） t = 2πht h3

3
+ f（t2[ ]）

由 F（t）的表达式，显然 lim
t→0 +

F（t） = 0，所以 lim
t→0 +

F（t）
t2 是 0

0
型不定式，故

lim
t→0 +

F（t）
t2 = lim

t→0 +

2πht［h3

3
+ f（t2）］

2t
= πh h3

3
+ f（0[ ]）

评述 本题即使 f 具体给出，也以上述作法为宜.

例 30 计算
B

x［1 + yf（x2 + y2）］dδ

这里 B 是由 y = x3 ，y = 1，x = - 1 所围成区域，f 是连续函数.

分析 此题区域 B 虽简单. 但并未具体给出 f，要计算出积分值，显然须用较巧妙的办法或利用特殊的性

质. 有时不妨假设 f（x）的原函数是 F（x）（连续函数的原函数一定存在）以作试探.

解 
B

x［1 + yf（x2 + y2）］dδ = ∫
1

- 1
∫

1

x3
xdydx + 

B

xyf（x2 + y2）dδ

= -
2
5

+ 
B

xyf（x2 + y2）dδ

令 F（x） = ∫
x

0
f（t）dt，则 F'（x） = f（x）


B

xyf（x2 + y2）dδ = ∫
1

- 1
xdx∫

1

x3
yf（x2 + y2）dy = ∫

1

- 1
xdx∫

1

x3

1
2

f（x2 + y2）d（x2 + y2）

= ∫
1

- 1
x 1

2
F（x2 + y2[ ]）

1

x3

=
1
2 ∫

1

- 1
x［F（x2 + 1）- F（x2 + x6）］dx

显然 F（x2 + 1）- F（x2 + x6）是偶函数，故 x［F（x2 + 1）- F（x2 + x6）］是奇函数，从而积分值为零.

最后


B

x［1 + yf（x2 + y2）］dδ = -
2
5

例 31 设 φ（x）与 ψ（x）在［a，b］上连续，则有

∫
b

a
φ（x）ψ（x）d( )x

2

≤ ∫
b

a
φ2（x）dx·∫

b

a
ψ2（x）dx

解 对任意实数 λ，有

∫
b

a
［φ（x）+ λψ（x）］2 dx = ∫

b

a
φ2（x）dx + 2λ∫

b

a
φ（x）ψ（x）dx + λ2∫

b

a
ψ2（x）dx ≥ 0

左边是关于 λ 的二次式恒大于等于零，故判别式应小于等于零.
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2∫
b

a
φ（x）ψ（x）d[ ]x

2

- 4∫
b

a
φ2（x）dx·∫

b

a
ψ2（x）dx ≤ 0

即 ∫
b

a
φ（x）ψ（x）d[ ]x

2

≤ ∫
b

a
φ2（x）dx∫

b

a
ψ2（x）dx

评述 这是一个著名的不等式，称为柯西 — 布尼亚柯夫斯基不等式，它不仅在高等数学，在其它的高深

的数学领域（譬如泛函分析）内，也有广泛应用. 下面我们将会看到，如果灵活应用这个不等式，会收到

事半功倍的效果.

例 32 设 f（x）在［a，b］上连续，证明

∫
b

a
f（x）d[ ]x

2

≤（b - a）∫
b

a
f2（x）dx

解 （一）f（x）在［a，b］上连续，故二元函数［f（x）- f（y）］2 ，在矩形域 B：a ≤ x≤ b，a ≤ y≤ b 上连续. 且

有 
B

f（x）- f（y[ ]） 2 dδ ≥ 0

而 
B

［f（x）- f（y）］2 dδ = 
B

f2（x）dδ - 2
B

f（x）f（g）dδ + 
B

f2（y）dδ

= ∫
b

a
∫

b

a
f2（x）dxdy - 2∫

b

a
∫

b

a
f（x）f（y）dxdy + ∫

b

a
∫

b

a
f2（y）dxdy

= ∫
b

a
dy∫

b

a
f2（x）dx - 2∫

b

a
f（x）dx∫

b

a
f（y）dy + ∫

b

a
dx∫

b

a
f2（y）dy

= （b - a）∫
b

a
f2（x）dx - 2∫

b

a
f（x）dx∫

b

a
f（y）dy +（b - a）∫

b

a
f2（y）dy

= 2（b - a）∫
b

a
f2（x）dx - 2 ∫

b

a
f（x）d( )x

2

≥ 0

即 ∫
b

a
f（x）d[ ]x

2

≤（b - a）∫
b

a
f2（x）dx

（二）如果你知道柯西 — 布尼亚柯夫斯基不等式，这个问题变得非常简单，在柯 — 布不等式中，取 φ（x） =

f（x），ψ（x） = 1，立即得到

∫
b

a
f（x）d[ ]x

2

≤（b - a）∫
b

a
f2（x）dx

评述 在例 28 中，如取 φ（x） =
1

f（x槡 ）
，ψ（x） = f（x槡 ）（f（x） > 0，这样取是有意义的），立即有

∫
b

a

1

f（x槡 ）
f（x槡 ）d[ ]x

2

≤ ∫
b

a

1

f（x槡
( )）

2

dx·∫
b

a
（ f（x槡 ））2 dx.

即 ∫
b

a
f（x）dx·∫

b

a

1
f（x）

dx ≥（b - a）2

这说明柯西 — 布尼亚柯斯基不等式确实是一个有用的不等式. 建议读者在用这个不等式时，先把它完整

地写出来，说明是如何选取 φ（x），ψ（x）的，那就表达得很清楚了.

如果要证明的不等式涉及两个定积分，而两个定积分被积函数的积比较简单，就启发我们柯 — 布不

等式可能有用武之地，也不要忘记，常数是容易表示成一个定积分的.

例 33 设有半椭球体 0 ≤ z≤ c 1 -
x2

a2 -
y2

b槡 2 ，其密度 μ（x，y，z） = 1，求半椭球体的重心（珋x，珋y，珋z）.

解 据重心公式

珋x = 
Ω

xμ（x，y，z）dv/
Ω

μ（x，y，z）dv = 
Ω

xdv/
Ω

dv = 
Ω

xdv/ 2
3
πabc

珋y = 
Ω

ydv/ 2
3
πabc

珋z = 
Ω

zdv/ 2
3
πabc
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据区域与被积函数的对称性，显然有
Ω

xdv = 
Ω

ydv = 0 即 珋x = 珋y = 0

采用椭球面坐标计算
Ω

zdv


Ω

zdv = 
Ω

cρcosφabcρ2 sinφdρdθdφ = ∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

1

0
abc2ρ3 sinφcosφdρ

= 2π∫
π
2

0
sinφcosφdφ∫

1

0
abc2ρ3 dρ = π

4
abc2

从而

珋z = 
Ω

zdv/
2
3
πabc =

3
8

c

重心是（0，0，3
8

c）.

评述 由于 Ω 与 z = 珓z 相交的区域是椭圆域，被积函数仅含 z，如以前的例子所分析的，
Ω

zdv 也可用先 2

后 1 的方法计算，读者不妨一试.

例 34 证明∫
1

0
dx∫

x

0
f（y）dy = ∫

1

0
（1 - x）f（x）dx，f（x）是连续函数.

分析 左端看似二重积分，但如今∫
x

0
f（y）dy = F（x），则是计算∫

1

0
F（x）dx，而 F'（x） = f（x），可用分部积分

计算，轮廓已露出来了.

解 令 F（x） = ∫
x

0
f（y）dy，则有

∫
1

0
dx∫

x

0
f（y）dy = ∫

1

0
F（x）dx = xF（x）

1

0

- ∫
1

0
xF'（x）dx = ∫

1

0
f（y）dy - ∫

1

0
xf（x）dx

= ∫
1

0
f（x）dx - ∫

1

0
xf（x）dx = ∫

1

0
（1 - x）f（x）dx.

例 35 设 f（x）在［0，1］上连续，证明

∫
1

0
dx∫

1

x
dy∫

y

x
f（x）f（y）f（z）dz =

1
3！ ∫

1

0
f（t）d( )t 3

分析 ∫
1

0
dx∫

1

x
f（y）dy∫

y

x
f（z）dz = ∫

1

0
dx∫

1

x
f（y）∫

y

x
f（z）d( )z dy受上题的启发，如今∫

u

0
f（t）dt = F（u），则 F'（u）=

f（u），∫
y

x
f（z）dz = F（y）- F（x），有利于积分的推导.

解 令 F（u） = ∫
u

0
f（t）dt，显然 F（0） = 0，F（1） = ∫

1

0
f（t）dt

∫
1

0
f（x）dx∫

1

x
f（y）dy∫

y

x
f（z）dz = ∫

1

0
f（x）dx∫

1

x
f（y）［F（y）- F（x）］dy

= ∫
1

0
f（x）dx∫

1

x
［F（y）- F（x）］dF（y） = ∫

1

0
f（x）dx 1

2
F2（y）- F（x）F（y[ ]）

1

x

= ∫
1

0
f（x） 1

2
F2（1）- F（x）F（1[ ]） - 1

2
F2（x）- F2（x[ ]{ }） dx

= ∫
1

0

1
2

F2（1）- F（1）F（x）+
1
2

F2（x[ ]） dF（x）

= 1
2

F2（1）F（x）- F（1） 1
2

F2（x）+
1
6

F3（x[ ]）
1

0

=
1
2

F3（1）-
1
2

F3（1）+
1
6

F3（1）

=
1

3！
F3（1） =

1
3！ ∫

1

0
f（t）d( )t 3
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图 5 - 18

例 36 设 f（x）连续，证明

∫
x

0 ∫
v

0 ∫
u

0
f（t）d[ ]t d{ }u dv =

1
2 ∫

x

0
（x - t）2 f（t）dt

分析 此题看似困难，其实不然. f（t）没有具体给出说明需通过变换积分次

序或引进变线积分等技巧来解决困难. 从∫
v

0

u

0
f（t）d[ ]t du 来看，上、下限很简单，说

明对应的重积分区域不复杂，适宜于变换积分次序来解决问题.

解 先计算∫
v

0 ∫
u

0
f（t）d[ ]t du，由（图 5 - 18），变换积分次序，得

∫
v

0 ∫
u

0
f（t）d[ ]t du = 

D

f（t）dtdu = ∫
v

0
dt∫

u

t
f（t）du = ∫

v

0
（v - t）f（t）dt

图 5 - 19

∫
x

0
∫

v

0 ∫
u

0
f（t）d[ ]t dudv = ∫

x

0 ∫
v

0
（v - t）f（t）d[ ]t dv（再一次交换次序，如图 5 - 19）

= 
D1

（v - t）f（t）dtdv = ∫
x

0
dt∫

x

t
（v - t）f（t）dv

= ∫
x

0
f（t）dt∫

x

t
（v - t）dv = ∫

x

0
f（t）（v - t）2

2

x

t

dt

=
1
2 ∫

x

0
（x - t）2 f（t）dt

例 37 计算
D

cos（x + y） dδ，D 由 y = x，y = 0，x = π
2

所围成

图 5 - 20

分析 此题看似简单，但有绝对值符号出现就变复杂了，因为必须取掉绝对

值符号才能积分.

解 （如图 5 - 20），将 D 分为 D1 ，D2 两个部分，

在 D1 ： cos（x + y） = cos（x + y）

D2 ： cos（x + y） = - cos（x + y）

于是


D

cos（x + y） dδ = 
D1

cos（x + y）dδ + 
D2

- cos（x + y）dδ

= ∫
π
4

0
∫

π
2

- y

y
cos（x + y）dxdy - ∫

π
2

π
4
∫

x

π
2

- x
cos（x + y）dydx

= π
2

- 1

评述 为什么第一个积分先对 x 积后对 y 积而第二个积分先对 y 积后对 x 积，不妨考虑一下.

例 38 设函数 f（x，y）与 φ（x，y）都在有界闭域 B 上连续，而 φ（x，y）≥ 0，证明在 B 上存在一点（ξ，η），使

得


B

f（x，y）φ（x，y）dδ = f（ξ，η）
B

φ（x，y）dδ

解 f（x，y）在 B 连续，存在最大值 M，最小值 m，即在 B 上有

m ≤ f（x，y）≤ M

从而有

mφ（x，y）≤ f（x，y）φ（x，y）≤ Mφ（x，y）

于是

m
B

φ（x，y）dδ ≤ 
B

f（x，y）φ（x，y）dδ ≤ M
B

φ（x，y）dδ

如果


B

φ（x，y）dδ = 0
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可推得


B

f（x，y）φ（x，y）dδ = 0

此时任取一点作为（ξ，η）即可，如果


B

φ（x，y）dδ > 0

可推得

m ≤ 
B

f（x，y）φ（x，y）dδ /
B

φ（x，y）dδ ≤ M

再由介值定理，可知存在（ξ，η）使得

f（ξ，η） = 
B

f（x，y）φ（x，y）dδ /
B

φ（x，y）dδ

即 
B

f（x，y）φ（x，y）dδ = f（ζ，η）
B

φ（x，y）dδ

如果 φ（x，y） = 1，上式就是二重积分的中值定理.

预测·强化训练五

1. 交换积分次序：∫
1

0
dy∫

2 - y槡 2

槡y

f（x，y）dx = .

2. 交换积分次序：∫
1

0
dx∫

x

x2
f（x，y） = .

3. 计算二重积分 I = 
D

ex2
dxdy，其中 D 是第一象限中由直线 y = x 和曲线 y = x3 所围成的封闭区域.

4. 求二重积分∫
π
6

0
dy∫

π
6

y

cosx
x

dx.（提示：交换积分次序）

5. 求二重积分
D

1 - x2 - y2

1 + x2 + y2 dxdy，其中 D 是 x2 + y2 = 1，x = 0 和 y = 0 所围成的区域在第一象限部分.

图 5 - 21

6. 计算二重积分
D

xe- y2
dxdy，其中 D 是曲线 y = 1，y = 4x2 和 y = 9x2

在第一象限所围成的区域.

7. 计算二重积分 I = 
D

ydxdy，其中 D 是由 x 轴、y 轴与曲线 x

槡a
+

槡
y
b

= 1 所围成的区域；a > 0，b > 0.（图 5 - 21）

8. 计算二重积分
D

（x + y）dxdy，其中 D =｛（x，y）| x2 + y2 ≤ x + y +

1｝.

图 5 - 22

9. 设 D 是以点 O（0，0），A（1，2）和 B（2，1）为 顶 点 的 三 角 形 区 域，求


D

xdxdy.（图 5 - 22）

10. 累次积分∫
π
2

0
dθ∫

cosθ

0
f（rcosθ，rsinθ）rdrdθ 可以写成（ ）

（A）∫
1

0
dy∫

y- y槡 2

0

f（x，y）dx （B）∫
1

0
dy∫

1 - y槡 2

0

f（x，y）dx

（C）∫
1

0
dx∫

1

0
f（x，y）dy （D）∫

1

0
dx∫

x- x槡 2

0

f（x，y）dy
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11. 计算∫
1
2

1
4

dy∫
槡y

1
2

e
y
x dx + ∫

1

1
2

dy∫
槡y

y
e

y
x dx.

12. 设 D = ｛（x，y）| x2 + y2 ≤ x｝，求
D

槡xdxdy.

13. 设区域 B 由 y = 2ax - x槡 2 ，y = a2 - 2槡 ax（a > 0）及 x 轴围成，将二重积分
B

f（x，y）dδ化为两种次序

（先对 x 后对 y；先对 y 后对 x）的累次积分.

14. 设 f（u）连续，用极坐标化简：

∫
R

1 +R槡 2

0

dx∫
Rx

0
f( )y

x
dy + ∫

R

R

1 +R槡 2

dx∫
R2 - x槡 2

0

f( )y
x

dy （R > 0）

15. 变更积分次序，计算积分∫
+�

0
dx∫

2x

x
e- y2

dy.

16 . 计算


B

xydδ B：x2 + y2 ≤ 2x，x2 + y2 ≥ 1，y ≥ 0.

17. 求由曲面 z = x2 + y槡 2 ，x2 - 2x + y2 = 0 及平面 z = 0 所围成的立体的体积.

18. 求
B

ln（x2 + y2）dδ，其中 B 是 ε2 ≤ x2 + y2 ≤ 1，如果 B 是 x2 + y2 ≤ 1 又当如何？

19 . 计算
B

dδ

1 -
x2

a2 -
y2

b槡 2

B：x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1.

20. 求由抛物柱面 z = 2 - x2 与椭圆抛物面 z = x2 + 2y2 所围成的立体的体积.

21. 求曲面 z = x2 - y2 被柱面 x2 + y2 = 1 所围成部分的面积.

22. 计算∫
1

- 1
∫

1 - x槡 2

0
∫

1 + 1 - x2 - y槡 2

1

dzdydx

x2 + y2 + z槡 2
.

23 . 计算
G

（x2 + y2 + z）dv 其中 G是由曲线
y2 = 2z

x ={ 0
绕 z轴旋转一周而成的曲面与平面 z = 4 所围成的

立体.

24 . 设 D = ｛（x，y）| 0 ≤ x ≤ 2，0 ≤ y ≤ 2｝计算
D

xy - 1 dxdy

25. 求
G

ez

x2 + y槡 2
dv，G 由 z = x2 + y槡 2 和平面 z = 1，z = 2 围成.

26. 求
G

xyz dv，G 域由 z = x2 + y槡 2 与 z = 4 - x2 - y槡 2 围成.

27 . 求
G

z2 dv，G 是介于两个椭球面 x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 与 x2

a2
1

+
y2

b2
1

+
z2

c2
1

= 1 （a < a1 ，b < b1 ，c < c1）之

间的区域.

28 . 求
B

y - x槡 2 dδ B： x ≤ 1，0 ≤ y ≤ 2.

29. 求
D

x2 + y2 - 4 dδ D：x2 + y2 ≤ 9

30. 设 f（u）有连续的导数，f（0） = 0，求

lim
t→0

1
πt4

G

f（ x2 + y2 + z槡 2）dv.

这里 G：x2 + y2 + z2 ≤ t2 .

31. 求
B

（y - x）dδ，其中 B 由直线 y = x + 1，y = x - 3，y = -
1
3

x +
7
9

，y = -
1
3

x + 5 所围成.

32. 设 f（u）连续，证明
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G

f（z）dv = π∫
1

- 1
f（u）（1 - u2）du （G：x2 + y2 + z2 ≤ 1）.

33. 设 B 是以 O（0，0），A（a，0），A1（0，b）（a > 0，b > 0）为顶点的三角形域，f（x，y）在 B 上有连续的二阶

偏导数. 证明在线段AA1 上，必须有一点（ζ，η），使得


B

fxy（x，y）dδ = f（0，0）- f（a，0）+ afx（ζ，η）.

34 . 在底半径为 R，高为 H 的圆柱体上，拼上一个相同半径的半球，要使整个立体的重心位于球心处.

（1）设球与圆柱由同一均匀材料作成，R 与 H 的关系应如何？

（2）如球的密度是圆柱体密度的 1
2

，R 与 H 的关系又将如何？

35. 设物体（V）由 z + 1 = 0，z - 1 = 0 及 x2 + y2 - 4z2 - 4 = 0 围成，并具有变密度 μ（x，y，z） = z ，求物

体（V）的质量.

36. 设有一均匀物体，密度为 1，由圆锥及这一锥体共底的半球组成，而锥高等于它的底半径，求该物体对

对称轴的转动惯量.

37. 有一半径为 R，高为 H，密度为 ρ的均匀正圆柱体，在其中心轴上高出上底为 a 处有一质量为 m 的质点，

试求此柱体对该点的引力.

简明解答

1. 以 D 表示第一象限内由 y = 0，y = x2 ，x2 + y2 = 2 所围成的区域，有

∫
1

0
dy∫

2 - y槡 2

槡y

f（x，y）dx = 
D

f（x，y）dδ = ∫
1

0
dx∫

x2

0

f（x，y）dy + ∫
槡2

1
dx∫

2 - x槡 2

0

f（x，y）dy

2. ∫
1

0
dx∫

x

x2
f（x，y）dy = ∫

1

0
dy∫槡

y

y
f（x，y）dx

3. I = ∫
1

0
dx∫

x

x3
ex2

dy = ∫
1

0
ex2（x - x3）dx =

e
2

- 1，此题不能先对 x 积分，因为 ex2“积不出来”.

4. ∫
π
6

0
dy∫

π
6

y

cosx
x

dx = 
D

cosx
x

dδ = ∫
π
6

0
dx∫

x

0

cosx
x

dy = ∫
π
6

0

cosx
x

（x - 0）dx =
1
2

.
cosx

x
也是“积不出来”的函数.

5. 用极坐标


D

1 - x2 - y2

1 + x2 + y2 dxdy = ∫
π
2

0
dθ∫

1

0

1 - r2

1 + r2 rdr = π
2

（ln2 -
1
2

）

6. 
D

xe- y2
dxdy = ∫

1

0
dy∫

y

槡4

y

槡9

xe- y2
dx = ∫

1

0
e- y2 1

2
y
4

-
y( )9

dy =
5
72∫

1

0
ye- y2

dy =
5

144
1 -

1( )e

7. 
D

ydxdy = ∫
a

0
dx∫

b（1 -槡
x
a

）2

0

ydy =
ab2

30

8. D = ｛（x，y）| x2 + y2 ≤ x + y + 1｝ = ｛（x，y）| （x -
1
2

）2 +（y -
1
2

）2 ≤ 3
2

｝

令 x -
1
2

= rcosθ， y -
1
2

= rsinθ


D

（x + y）dxdy = ∫
2π

0
∫槡

3
2

0
（1 + rcosθ + rsinθ）rdr =

3
2
π

9. OA、OB、AB 的直线方程是 y = 2x，y =
1
2

x，y = 3 - x，于是


D

xdxdy = ∫
1

0
dx∫

2x

1
2

x
xdy + ∫

2

1
dx∫

3 - x

1
2

x
xdy =

3
2

10. （D）.

11. 原式 = ∫
1

1
2

dx∫
x

x2
e

y
x dy = ∫

1

1
2

xe
y
x

x

x2

dx = ∫
1

1
2

x（e - ex）dx =
3
8

e -
1
2 槡e（必须改变积分次序）
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12. 用极坐标，x2 + y2 ≤ x 表示为 r ≤ cosθ（- π
2

≤ θ ≤ π
2

）


D

槡xdxdy = ∫
π
2

- π
2

dθ∫
cosθ

0
槡r cos槡 θrdr =

8
15

13. 先对 x 后对 y 积分

原式 = ∫
槡2 3 -槡 3·a

0
dy∫

a
2

- y2
2a

a - a2 - y槡 2
f（x，y）dx

先对 y 后对 x 积分

原式 = ∫
（2 - 槡3）a

0
dx∫

2ax- x槡 2

0

f（x，y）dy + ∫
1
2

a

（2 - 槡3）a
dx∫

a2 - 2槡 ax

0

f（x，y）dy

14. 以 D 表示第一象限内 x2 + y2 = R2 ，y = kx，y = 0 所围成的区域.

原式 = 
D

f（ y
x

）dδ = ∫
arctgR

0
dθ∫

R

0
f（tgθ）rdr =

1
2

R2∫
arctgR

0
f（tgθ）dθ =

1
2

R2∫
R

0

f（u）
1 + u2 du

15. 原式 = ∫
+�

0
dy∫

y

1
2

y
e- y2

dx = ∫
+�

0

1
2

ye
- y2

dy =
1
4

.

16. 画出 B 的图形，用极坐标


B

xydσ = ∫
π
3

0
dθ∫

2cosθ

1
r2 cosθsinθrdr = ∫

π
3

0

r4

4

2cosθ

1

cosθsinθdθ

=
1
4 ∫

π
3

0
（8cos4θ -

1
4

）cosθsinθdθ =
9
16

.

17. D = ｛（x，y）| x2 + y2 ≤ 2x｝

V = 
D

x2 + y槡 2 dσ = ∫
π
2

- π
2

dθ∫
2cosθ

0
r·rdr =

32
9

18. 
B

ln（x2 + y2）dσ = ∫
2π

0
dθ∫

1

ε
lnr2 rdr = π［ε2 - ε2 lnε2 - 1］


x2 +y2≤1

ln（x2 + y2）dσ = lim
ε→0 +

B

ln（x2 + y2）dσ = - π

19. x = arcosθ， y = brsinθ

原式 = lim
ε→1∫

2π

0
dθ∫

ε

0

abrdr

1 - r槡 2
= 2abπ

20. V = 2∫
1

- 1
dx∫

2 - x2

x2

z - x2

槡2
dz = π

21. S = 
x2 +y2≤1

1 + z2
x + z2槡 y dσ = 

x2 +y2≤1

1 + 4（x2 + y2槡 ）dσ = ∫
2π

0
dθ∫

1

0
1 + 4r槡 2 rdr =

1
6

（ 槡5 5 - 1）π.

22. 用球面坐标

原式 = ∫
π

0
dθ∫

π
4

0
dφ∫

2cosφ

1
cosφ

ρ2 sinφ
ρ

dρ = 7
6

- 槡2 2
3( )π π

想一想三重积分域的图象.

23. G 由 x2 + y2 = 2z 与 z = 4 围成，用柱面坐标

原式 = ∫
2π

0
dθ∫槡

8

0
dr∫

4

r2
2

（r2 + z）rdz =
256
3

π

24. 将 D 分为三部分

D1 = ｛（x，y）| 0 ≤ x ≤ 1
2

，0 ≤ y ≤ 2｝

D2 = ｛（x，y）|
1
2

≤ x ≤ 2，0 ≤ y ≤ 1
x

｝

D3 = ｛（x，y）|
1
2

≤ x ≤ 2，1
x

≤ y ≤ 2｝
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D

xy - 1 dxdy = 
D1

xy - 1 dxdy + 
D2

xy - 1 dxdy + 
D3

xy - 1 dxdy


D1

（1 - xy）dxdy + 
D2

（1 - xy）dxdy + 
D3

（xy - 1）dxdy =
3
2

+ ln2.

25. 用柱面坐标

原式 = 
G

ezr
r

dzdθdr = ∫
2π

0
dθ∫

1

0
dr∫

2

1
ezdz + ∫

2π

0
dθ∫

2

1
dr∫

2

r
ezdz = 2πe2 .

26. G1 由 z = x2 + y槡 2 ，z = 4 - x2 - y槡 2 及 y = 0，x = 0 围成
x ≥ 0

y ≥( )0
由区域的对称性再加上 xyz 对 x 对 y

都是偶函数，于是

原式 = 4
G1

xyzdv = 4∫
π
2

0
dθ∫

槡2

0
dr∫

4 - r槡 2

r

r2 cosθsinθzrdz =
4
3

.

27. 令G1 = （x，y，z） x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ≤{ }1

G2 = （x，y，z） x2

a2
1

+
y2

b2
1

+
z2

c2
1

≤{ }1

原式 = 
G2

z2 dv - 
G1

z2 dv

在 G2 令 x = a1ρsinφcosθ，y = b1ρsinφsinθ，z = c1ρcosφ，在 G1 令 x = aρsinφcosθ，y = bρsinφsinθ，z = cρcosφ

原式 = ∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
c2

1ρ
2 cos2φρ2 sinφa1 b1 c1 dp - ∫

2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

1

0
c2ρ2 cos2φabcρ2 sinφdρ

=
4
15

π a1 b1 c3
1 - abc( )3

28. 原式 = ∫
1

- 1
dx∫

x2

0

- （y - x2槡 ）dy + ∫
1

- 1
dx∫

2

x2
y - x槡 2 dy =

5
3

+ π
2

.

29. 令 D1 ：x2 + y2 ≤ 4 D2 ：4 ≤ x2 + y2 ≤ 9


D

x2 + y2 - 4 dσ = 
D1

（4 - x2 - y2）dσ + 
D2

（x2 + y2 - 4）dσ

= ∫
2π

0
dθ∫

2

0
（4 - r2）rdr + ∫

2π

0
dθ∫

3

2
（r2 - 4）rdr =

41
2
π

30. 
G

f（ x2 + y2 + z槡 2）dv = ∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

t

0
f（ρ）ρ2 sinφdρ = 4π∫

t

0
f（ρ）ρ2 dρ

原式 = lim
t→0

4π∫
t

0
f（ρ）ρ2 dρ

πt4 = lim
t→0

4f（t）t2

4t3 = lim
t→0

f（t）
t

= lim
t→0

f（t）- f（0）
t - 0

= f'（0）

31. 令 y - x = u，y +
1
3

x = v. 即 x = -
3
4

u +
3
4

v，y =
1
4

u +
3
4

v， D =
3
4

于是


B

（y - x）dσ = ∫
5

7
9
∫

1

- 3
u

3
4

dudv = -
38
3

32. 先二后一


G

f（z）dv = ∫
1

- 1
dz 

x2 +y2≤1 - z2

f（z）dσ = ∫
1

- 1
f（z）π（1 - z2）dz = π∫

1

- 1
f（u）（1 - u2）du

33. AA1 方程是 y = -
b
a

x + b


B

fxy（x，y）dσ = ∫
a

0
dx∫

- b
a

x+b

0
fxy（x，y）dy = ∫

a

0
fx（x，y）

- b
a

x+b

0

dx

= ∫
a

0
fx（x，-

b
a

x + b）dx - ∫
a

0
fx（x，0）dx = afx（ξ，-

b
a
ξ + b）- f（x，0）

a

0

= f（0，0）- f（a，0）+ afx（ξ，η）

·312·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第四部分 多元函数积分学



0 ≤ ξ ≤ 0，如令 η ≤ -
b
a
ξ + b，显然（ξ，η）∈ AA1 ，对∫

a

0
fx（x，-

b
a

x + b）dx 用了积分中值定理.

34. 设球心为原点，G1 = （x，y）
x2 + y2 + z2 ≤ R2

z≥{ }0
，

G2 = （x，y）
x2 + y2 ≤ R2

- H ≤ z≤{ }0
，显然 珋x = 珋y = 0，令 G = G1 ∪ G2

珋z =

G

μzdv


G

μdv
要 珋z = 0 需

（1）
G

zdv = 
G1

zdv + 
G2

zdv = ∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

R

0
ρcosφρ2 sinφdρ + ∫

2π

0
dθ∫

R

0
dr∫

0

- H
zrdz

= 2π 1
2

R4

4
- 2π R2

2
H2

2
= 0 得 H =

1

槡2
R.

（2）
G

μzdv = 
G1

1
2

zdv + 
G2

zdv = 0 解得 H = R.

35. 由于对称性，如以 G1 表示 z = 0，z = 1，x2 + y2 - 4z2 - 4 = 0 所围成的区域，则

M = 2
G1

μ（x，y，z）dv = 2
G1

zdv

= 2∫
1

0
dz

σ z

zdσ σz：x2 + y2 ≤ 4z2 + 4

= 2∫
1

0
zπ（4z2 + 4）dz = 2π∫

1

0
（4z3 + 4z）dz = 6π

计算时采用了先二后一的算法.

36. 设球的半径为 R，选锥顶为原点，球心为（0，0，R），此时，锥的方程是 z = x2 + y槡 2 ，球的方程是 x2 + y2 +（z

- R）2 = R2 ，我们要求的是对 z 轴的转动惯量.

Iz = 
G

（x2 + y2）dv

G 由锥与半球围成，用柱面坐标 Iz = ∫
2π

0
dθ∫

R

0
dr∫

R+ R2 - r槡 2

r

r2 rdz = 2π∫
R

0
r3（R + R2 - r槡 2 - r）dr =

11
30

πR5

此题选原点是关键.

37. 选柱体下底为 xoy 平面，中心轴为 z轴，此时圆柱体由 x2 + y2 = R2 ，z = 0，z = H 围成记作 Ω，质点处的坐标

是（0，0，a + H）于是 Fx = Fy = 0.

FZ = 
Ω

z - （a + H）

［x2 + y2 +（z - a - H）2 ］
3
2

kmρdv

= kmρ∫
2π

0
dθ∫

R

0
dr∫

H

0

z - a - H

［r2 +（z - a - H）2 ］
3
2

rdz

= - 2kmρπ（ R2 + a槡 2 + H - R2 +（a + H）槡 2）
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第六章 曲线积分与曲面积分

考试要求：

1. 理解两类曲线积分的概念，了解两类曲线积分的性质及两类曲线积分的原函数.

2. 掌握计算两类曲线积分的方法.

3. 掌握格林公式并会运用平面曲线积分与路线无关的条件，会求全微分的原函数.

4. 了解两类曲面积分的概念、性质及两类曲面积分的关系，掌握计算两类曲面积分的方法，了解高斯公

式、斯托克斯公式，会用高斯公式计算曲面积分.

5. 了解散度与旋度的概念，并会计算.

6. 会用重积分、曲线积分及曲面积分，求一些几何量与物理量（平面图形的面积、体积、曲面面积、弧长、质

量、重心、转动惯量、引力、功及流量等）.

考试要点分析与题型预测

这一章的考试要点有

1. 这一部分内容繁杂，积分就有四种之多，且计算各不相同. 必须扎实掌握两类曲线积分与两类曲面积分

直接计算方法及条件要求.

2. 由于格林公式与随之发展起来的曲线积分与路径无关的理论，对第二型曲线积分的计算变得丰富多采

或者说选择面更大了，我们要计算曲线积分 ∫l Xdx + Ydy

首先要作的事是求偏导数X
y

，Y
x

，再看X
y

，Y
x

是否相等（这是比较容易的工作），如X
y

≡ Y
x

，则说明积分与路径

无关，问题就变得简单了，沿任何闭线积分为零，即使不是闭合曲线，我们可选择简单，易于计算的曲线来代替

原来的积分曲线，问题就大大地简化了.

例 1、4、6、18、24、26、31（都是历届考题）37、46 都属于这类型的题目，读者还可参考解题时相应的评注. 这

种题型考的可能性相当高.

在用上述方法计算时，当然要求考虑 X，Y，Y
x

，X
y

的连续性，如出现不连续点怎么办？利用相应理论，仍可

简化计算，取得好的效果，读者可参考例 26（考题）、54 以及相应的评注.

由于Y
x

≡ X
y

是 Xdx + Ydy为全微分的充要条件. 因此，这也可以用以判断全微分方程，并提供求解的方法.

见例 22（历届考题）、39.

3. 空间曲线积分除直接计算外，也可用斯托克斯公式计算，可参看例 30（历届考题）的分析.

4. 计算第二型曲面积分，除直接计算外，比较多的时候是用高斯公式计算.

直接计算，三个积分要投射到三个坐标平面分别计算，不太方便，所以对闭合曲面上的第二型曲面积分，往

往用高斯公式计算，甚至不是闭合曲面，宁愿补充一块曲面（平面）也用高斯公式计算，经常这更简洁些.

第二型曲面积分的计算是硕士考试的重要题型，本章例 2、3、9、12（历届考题）、41、43、46、52 都属于这一题

型，它们的分析、评注，值得注意.

用高斯公式计算，当然也有条件，见例 16 的分析、评注.

5. 在研究生数学考试中，几次出现线、面、重积分与极值的综合题，这对提高综合能力有好处，值得注意.

例 8、11、13、29（历届考题）就是这样的题目. 例 8、13 的评注分析了这个问题.
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§ 6 - 1 曲线积分、曲面积分的概念与计算

一、曲线积分概念

定义 1 设函数 f（x，y）为定义于区域 B 的有界函数，而 B 域中有一条按段光滑的曲线 C.

（1）在 C 上任意取 n - 1 个分点，把曲线 C 分成 n 个小段，其弧长分别为 ΔSk（k = 1，2，⋯，n）.

（2）在每一小段上任意取一点 pk（ξk，ηk）.

（3）作出和数：

∑
n

k = 1

f（pk）ΔSk = ∑
n

k = 1

f（ξk，ηk）ΔSk

如果不论将曲线 C 怎样划分及 pk 点怎样取法，和数当 n → � 而 maxΔSk → 0 时有极限存在，这极限值就称

为 f（x，y）沿曲线 C 对弧长的曲线积分（或第一型曲线积分），记作

∫cf（x，y）dS = lim
maxΔSk→0

∑
n

k = 1

f（pk）ΔSk

这个定义极易推广到空间曲线 C. 只要把 f（x，y）换成空间区域 G 的有界函数 f（x，y，z）把 pk（ξk，ηk）换成

pk（ξk，ηk，ζk），我们就有 f（x，y，z）沿空间曲线 C 对弧长的曲线积分：

∫cf（x，y，z）dS = lim
maxΔSk→0

∑
n

k = 1

f（pk）ΔSk

定义 2 设 X（x，y）与 Y（x，y）是定义于区域 B 的两个有界函数，而 B 域中有一条以 M、N 为端点的按段光

滑曲线 C.

（1）在 C 上自 M = A（x0 ，y0）至 N = An（xn ，yn）依次任意取 n - 1 个分点：A1（x1 ，y1），A2（x2 ，y2），⋯，

An- 1（xx- 1 ，yn- 1），把曲线 C 分成 n 个小段Ak- 1 A

)

k（k = 1，2，⋯，n）.

（2）在每小段Ak- 1 A

)

k 上取一点 pk（ξk，ηk）.

（3）作和数：

∑
n

k = 1

［X（ξk，ηk）Δxk + Y（ξk，ηk）Δyk］

其中 Δxk = xk - xk- 1 ，Δyk = yk - yk- 1 .

如果不论将曲线 C 怎样划分及 pk 点怎样取法，和数当 n → � 而 maxΔSk → 0 时有极限存在. 这极限值就称

为 X（x，y）与 Y（x，y）沿积分曲线 C 自 M 至 N 的对坐标的曲线积分（或第二型曲线积分），记作

∫
（N）

C（M）
X（x，y）dx + Y（x，y）dy = lim

maxΔSk→0
∑

n

k = 1

［X（ξk，ηk）Δxk + Y（ξk，ηk）Δyk］

以后在不致混淆的地方略去（M）与（N）而只记成

∫CX（x，y）dx + Y（x，y）dy

对坐标的曲线积分也可以推广到按段光滑的空间曲线 C，也就是：

∫CX（x，y，z）dx + Y（x，y，z）dy + Z（x，y，z）dz

= lim
maxΔSk→0

∑
n

k = 1

［X（ξk，ηk，ζk）Δxk + Y（ξk，ηk，ζk）Δyk + Z（ξk，ηk，ζk）Δzk］

图 6 - 1

二、曲线积分性质

（1）若被积函数连续，则曲线积分（两种类型）一定存在.

（2）若把积分路线 C 分成 C1 与 C2 两段（如图 6 - 1）.

则 ∫C⋯ = ∫C1
⋯ + ∫C2

⋯

或 ∫
C

（N）

（M）

⋯ = ∫
C1

（K）

（M）

⋯ + ∫
C2

（N）

（K）

⋯
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（3）在对坐标的曲线积分中，如果积分路线反向，则积分值须改变正负号. 即

∫
C

（N）

（M）

Xdx + Ydy = - ∫
C

（M）

（N）

Xdx + Ydy

空间曲线积分情况也是一样. 而在对弧长的曲线积分中，积分值与方向无关.

图 6 - 2

（4）如果由闭合曲线 C 所围成的平面区域被分为两个区域 B1 与 B2 ，而这两个区域的

边界分别记作 C1 与 C2 ，（如图 6 - 2），则沿曲线 C 的对坐标的曲线积分等于按同一方向沿

C1 与 C2 的曲线积分和.

这里，可对闭合路线的方向的正负作一明确规定：如果在某一方向沿闭合线路前进

时，C所围成的区域始终居左，那么这一方向称为正向，记作 + C；否则便是负向，记作 - C.

此外，我们还把沿闭合路线的曲线积分记作∮C，以便识别. 应用这一记号，上述性质就是

∮CXdx + Ydy = ∮C1
Xdx + Ydy + ∮C2

Xdx + Ydy

其中 C，C1 ，C2 或者都取正向，或者都取负向.

三、曲线积分计算法

（1）对弧长的曲线积分 设 C 由参数方程

x = x（t） y = y（t） α ≤ t ≤ β
给出，则

∫Cf（x，y）ds = ∫
β

α
f（x（t），y（t））  x2（t）+  y2（t槡 ）dt

如果平面曲线 C 的方程是

y = y（x） α ≤ x ≤ β
则

∫Cf（x，y）ds = ∫
b

a
f（x，y（x）） 1 + 'y槡 2 dx

如果 C 是空间曲线

x = x（t） y = y（t） z = z（t） α ≤ t ≤ β
则

∫Cf（x，y，z）ds = ∫
β

α
f（x（t），y（t），z（t）） x' 2（t）+ y' 2（t）+ z' 2（t槡 ）dt

应注意，这里 s 是随着 t 的增大则增大的，因此化为定积分后下限必须小于上限.

（2）对坐标的曲线积分 如果平面曲线 C 的方程是

x = x（t） y = y（t） α ≤ t ≤ β
而 C 的起点 M 与终点 N 分别对应于 α，β，则

∫
C

（N）

（M）

X（x，y）dx + Y（x，y）dy = ∫
β

α
［X（x（t），y（t））x'（t）+ Y（x（t），y（t））y'（t）］dt

如果平面曲线 C 的方程是

y = y（x） a ≤ x ≤ b

则

∫
C

（N）

（M）

X（x，y）dx + Y（x，y）dy = ∫
b

a
［X（x，y（x））+ Y（x，y（x））y'（x）］dx

如果 C 是空间曲线

x = x（t） y = y（t） z = z（t） α ≤ t ≤ β
那么

∫
C

（N）

（M）

X（x，y，z）dx + Y（x，y，z）dy + Z（x，y，z）dz

= ∫
β

α
［X（x（t），y（t），z（t））x'（t）+ Y（x（t），y（t），z（t））y'（t）+ Z（x（t），y（t），z（t））z'（t）］dt

必须强调指出，这里的上、下限应对应于 C 的起点与终点，不能错乱，因为对坐标的曲线积分是和 C 的方向有关.
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四、曲面积分

定义 3 设函数 f（x，y，z）是定义于空间区域 G 的有界函数，而在 G 内有一块按块光滑的曲面 K.

（1）把 K 任意分成 N 个小块 τk，各小块的面积记作 Δτk（k = 1，2，⋯，N）.

（2）在每一小块上任意取一点 pk（ξk，ηk，ζk）.

（3）作和数：

∑
N

k = 1

f（pk）Δτk = ∑
n

k = 1

f（ξk，ηk，ζk）Δτk

如果不论曲面如何划分及点 pk 如何取法，和数当 N→ � 而最大的小块直径 δ→0 时有极限存在，这极限值

就称为 f（x，y，z）在曲面 K 上对面积的曲面积分（或第一型的曲面积分），记作


K

f（x，y，z）dτ = lim
σ→0
∑

N

δ = 1

f（pk）Δτk

如果 f（x，y，z）连续，则它的曲面积分存在，如果 K 的方程是 z = z（x，y），则


K

f（x，y，z）dτ = 
B

f（x，y，z（x，y）） 1 + z' 2
x + z' 2槡 y dσ

其中 B 是 K 的 xoy 平面上的投影区域. 如果 K 的方程由 y = y（z，x）或 x = x（y，z）给出，也可以把曲面积分换

成相应的二重积分.

在引入对坐标的曲面积分之前，先介绍有向曲面的概念. 如果对两侧曲面给定了法线方向，我们就说确定

了曲面方向. 如果把所确定的方向称为正向，记作 + K；那么，取相反的法线方向所确定的有向曲面，就称为负

向，记作 - K.

如果取定的法线方向向上，即曲面上任一点的法线与 z 轴的夹角是锐角，那么我们规定曲面在 xoy 平面的

投影是正的；反之，是负的. 曲面在其它坐标平面上的投影的正负也有同样的规定. 因此当曲面的方向改变时，

它在坐标平面上的投影也要改变正负号.

若取法线方向向上，所确定的有向曲面习惯上称为曲面的上侧，相应地有下侧、左侧、右侧等等. 对于有上

下两侧的曲面，通常总以上侧作为正向；对于闭合曲面，则以外侧（法线方向向外）作为正向.

定义 4 设 X（x，y，z），Y（x，y，z），Z（x，y，z）是定义于空间区域 G 的有界函数，而在 G 内有一个按块光滑的

有向曲面 K.

（1）把 K 任意分成 N 个小块 τk，其面积分别为 Δτk（k = 1，2，⋯，N），τk 在 yoz，zox，xoy 面上的投影分别为

Δτk，yz
，Δτk，zx，Δτk，xy.

（2）在每一块上任意取一点 pk（ξk，ηk，ζk）.

（3）作和数：

∑
N

k = 1

［X（ξk，ηk，ζk）Δτk，yz + Y（ξk，ηk，ζk）Δτk，zx + Z（ξk，ηk，ζk）Δτk，xy

如果不论曲面如何划分及点 pk 如何取法，和数在 N→ � 而最大的小块直径 δ→0 时有极限存在，这极限值

称为函数 X，Y，Z 在 K 上对坐标的曲面积分（或第二型的曲面积分），记作

∫K［X（x，y，z）dydz + Y（x，y，z）dzdx + Z（x，y，z）dxdy］

= lim
δ→0
∑

N

k = 1

［X（pk）Δτk，yz + Y（pk）Δτk，zx + Z（pk）Δτk，xy］

如果 X，Y，Z 连续，则曲线积分存在. 另外，如有向曲面反向，积分值也要相应变号.

设 K 的方程为 z = z（x，y），而 K 在 xoy 面上投影域为 B，则


K

Z（x，y，z）dxdy = ± 
B

Z（x，y，z（x，y））dσ

上侧取正，下侧取负.

设 K 的方程为 x = x（y，z），而 K 在 yoz 平面上的投影域为 B1 ，则


K

X（x，y，z）dydz = ± 
B1

X（x（y，z），y，z）dσ

前侧取正，后侧取负.
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设 K 的方程为 y = y（z，x），而 K 在 zox 平面上的投影域为 B2 ，则


K

Y（x，y，z）dzdx = ± 
B2

Y（x，y（z，x），z）dσ

右侧取正，左侧取负.

各种类型的曲面积分，可以概括如下：定积分，二重积分、三重积分以及对弧长的曲线积分与对面积的曲面

积分，它们定义的步骤和形式是完全一样的，只是积分区域与被积函数不同而已；而对坐标的曲线、曲面积分则

有不同，它们用投影来构作和数，因而与方向有关.

§ 6 - 2 格林公式、高斯公式与斯托克斯公式及其应用

我们首先介绍区域及其边界上的积分彼此之间关系的三个极为重要的定理.

定理 1 （格林公式）

设 X（x，y）与 Y（x，y）及其偏导数X
y

，Y
x

在由一条简单封闭平面曲线 C 所围成的平面闭域 B 上连续，则有


B

Y
x

- X
( )y

dσ = ∮+c
Xdx + Ydy

定理 2 （高斯公式）

设 X（x，y，z），Y（x，y，z），Z（x，y，z）在闭域 G 上具有一阶连续偏导数，则有


G

X
x

+ Y
y

+ Z
( )z

dv = 
K

Xdydz + Ydzdx + Zdxdy

其中 K 是空间闭域 G 的边界曲面的外侧.

定理 3 （斯托克斯公式）

设 X（x，y，z），Y（x，y，z），Z（x，y，z）在包含曲面 K的某个空间域 G有一阶连续偏导数，C 为 K的边界曲线，则

有


K

Z
y

- Y
( )z

dydz + X
z

- Z
( )x

dzdx + Y
x

- X
( )y

dxdy = ∮cXdx + Ydy + Zdz

其中有向曲面 K与积分路线 C的方向要符合下述规则：如有人，他站立的方向始终与曲面 K的法线方向一致，当

沿着 C 按积分路线的方向行走时，曲面 K 始终在他的左侧.

这三个定理揭示了各种区域上的积分之间的内在联系. 格林公式表达了平面封闭曲线 C 上的曲线积分与

相应的一个以 C为边界曲线的 B域上的二重积分之间的关系；斯托克斯公式则表达了空间封闭曲线 C上的曲线

积分与相应的一个以 C 为其边界曲线的有向曲面 K 上的曲面积分之间的关系（注意，当曲面 K 是 xoy 平面上的

闭域时，斯托克斯公式就是格林公式，所以有时称为空间的格林公式）；而高斯公式则阐明了空间区域 G上的三

重积分与其边界曲面 K 上相应的曲面积分之间的关系.

从数学上看，这就像一元函数积分理论中的牛顿 - 莱布尼茨公式.

F（b）- F（a） = ∫
b

a
F'（x）dx

给出了区间［a，b］上的定积分和该区间两端点的原函数值之间的关系一样.

利用这些公式可以丰富各类积分的计算. 在某些情况下，根据需要，可将一种类型的积分转化为另一种类型

的积分，使繁复冗长的计算变得简捷易行. 而以格林公式作为理论基础的平面曲线积分与路径无关的问题则更

有其重要意义. 这些都将在例题中得到反映. 此外，由上述公式导出的格林第一公式、第二公式在数理方程与变

分学中有广泛的应用. 至于场论，则更是以这些公式作为理论基础的，它们都是研究生必须掌握的知识.

下面我们介绍平面曲线积分与路线无关的问题. 根据定义，曲线积分

∫CXdx + Ydy

的值，一般说来，应该与被积函数 X（x，y），Y（x，y）及积分路线 C 都有关系. 但是，如果某一曲线积分，在起点与

终点固定时沿任何积分路线，积分值均相等，那么，我们就说，该曲线积分与路线无关. 容易证明：曲线积分与

路线无关问题与曲线积分沿闭合曲线积分值等于零的问题是等价的.

定理 4 设 X（x，y），Y（x，y）及偏导数X
y

，Y
x

都在单连域 B 连续，那么曲线积分
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∫CXdx + Ydy

在 B 域内与路线无关的充要条件是，下述条件之一成立：

（1）在 B 内的所有点上

X
y

= Y
x

成立.

（2）在 B 内，Xdx + Ydy 为某一个二元函数 F（x，y）的全微分，即

dF = Xdx + Ydy

这个定理是重要的. 第一个充要条件给出了简洁的判别条件，同时也给出了 Xdx + Ydy，它是全微分的充要

条件，在微分方程中，也很有意义.

（3）C 为 B 内任一条封闭曲线，∮
c

Xdx + Ydy = 0

如果

∫CXdx + Ydy

与路线无关，那么就有二元函数

F（x，y） = ∫
（x，y）

（x0，y0）
Xdx + Ydy

这里（x0 ，y0）与（x，y）分别是 B 内的固定点与变动点. 而且函数 F（x，y）就是 Xdx + Ydy 的原函数，即

dF = Xdx + Ydy.

Xdx + Ydy 的原函数不止一个，F（x，y）+ C 是它的原函数的全体. 如果求得任一原函数 G（x，y）则有

∫
（x1，y1）

（x0，y0）

Xdx + Ydy = G（x1 ，y1）- G（x0 ，y0）

最后，我们要说明，两种曲线积分之间是可以互相转化的，两种曲面积分之间也是可以互相转化的. 即

∫CXdx + Ydy + Zdz = ∫C（Xcosα + Ycosβ + Zcosγ）dS

其中 α，β，γ 是 C 上任一点 p（x，y，z）的切线的方向角（方向与积分路线同）. 显然，它们也是 x，y，z 的函数. 而


K

Xdydz + Ydzdx + Zdxdy = 
K

［Xcosα + Ycosβ + Zcosγ］dτ

其中 α，β，γ 是有向曲面 K 上任一点 p（x，y，z）的法线的方向角.

§ 6 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 曲线积分的直接计算

例 1 求∫Cxds 其中 C 是连接点 A（x1 ，y1），B（x2 ，y2）的直线段

解 线段 AB 的参数方程是

x = x1 +（x2 - x1）t

y = y1 +（y2 - y1）
{ t

（0 ≤ t ≤ 1）

ds = x2 + y槡 2 dt = （x2 - x1）
2 +（y2 - y1）槡 2 dt

= Ldt（L 是 AB 的长度）

∫Cxds = ∫
1

0
（x1 +（x2 - x1）t）Ldt

= L
x1 + x2

2

例 2 求∫Cyds C 是抛物线 y2 = 4x

从（1，2）到（1，- 2）的一段.

解 x =
y2

4
（- 2 ≤ y ≤ 2）
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∫Cyds = ∫
2

- 2
y 1 + x'槡 2 dy = ∫

2

- 2
y 1 +（ y

2
）槡 2 dy

= 0

例 3 求 I = ∮
+C

y2 dx - x2 dy C 是圆周

x = cost， y = sint （0 ≤ t ≤ 1）

解 I = ∫
2π

0
［sin2 t（- sint）- cos3 tcost］dt

= - ∫
2π

0
［sin3 t + cos3 t］dt = 0

例 4 求 I = ∫C6x2 ydx + 10xy2 dy C 是 y = x3

从（1，1）到（2，8）的一段

解 I = ∫
2

1
［6x2 x3 + 10x（x3）23x2 ］dx

= ∫
2

1
（6x5 + 30x9）dx = 3132

例 5 求 I = ∫Cx3 dx + 3zy2 dy - x2 ydz，其中 C 是从 A（3，2，1）到 B（0，0，0）的直线段.

解 C 的方程是 x
3

=
y
2

=
z
1

，也就是

x = 3z， y = 2z， z 从 1 到 0

I = ∫
0

1
（3z）33dz + 3z4z22dz - （3z）22zdz

= ∫
0

1
87z3 dz = -

87
4

例 6 设平面曲线 L 为下半圆周 y = - 1 - x槡 2 ，则曲线积分∫L（x2 + y2）ds = .

解 沿 L，x2 + y2 ≡ 1，故∫L（x2 + y2）ds = ∫Lds = π

例 7 （90，8 分）质点 P 沿着以 AB 为直径的圆周，从点 A（1，2）运动

到点 B（3，4）的过程中受变力 F 的作用（见图 6 - 3），F 的大小等于点 P 到

圆点 O 之间的距离，其方向垂直于线段 OP，且与 y 轴正向的夹角小于 π
2

，

求变力 F 对质点 P 所作的功.

分析 关键在于写出 珗F.

解 A（1，2），B（3，4），圆心为 C（2，3），设 P（x，y），由题设可知 F = -

yi + xj，圆弧方程是（x - 2）2 +（y - 3）2 = 2，写成参数方程是

x = 2 + 槡2cost

y = 3 + 槡2sin
{

t
-

3
4
π ≤ t ≤ π( )4

从而

W = ∫

)AB

- ydx + xdy = ∫
π
4

- 3
4 π

- （3 + 槡2sint）（- 槡2sint）dt +（2 + 槡2cost）槡2costdt = 2（π - 1）

例 8 （91，6 分）在过点 O（0，0）和 A（π，0）的曲线族 y = asinx（a > 0）中求一条曲线 L，使沿该曲线从 O

到 A的积分

∫L（1 + y3）dx +（2x + y）dy

的值最小.

解 l：y = asinx（a > 0）

I（a） = ∫L（1 + y3）dx +（2x + y）dy = ∫
π

0
［1 + a3 sinx +（2x + asinx）acosx］dx
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= π - 4a +
4
3

a3

I'（a） = - 4 + 4a2

令 I'（a） = 0，得 a = 1（a = - 1 不在考虑范围内，舍去），又 I"（1） = 8，I（a）在 a = 1 取得极小值，且是唯一极

值，故 I（a）在 a = 1 取得最小值，所求曲线为

y = sinx（0 ≤ x ≤ π）

例 9 （92，8 分）在变力 F = yzi + xzj + xyk 的作用下，质点由原点沿直线运动到椭球面 x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

第一卦限点 M（ξ，η，ζ），问当 ξ，η，ζ 取何值时，力 F 所作的功最大，并求出 W的最大值.

解 原点到 M 点的直线方程为
x = ξt

y = ηt

z = ζ
{

t

（0 ≤ t ≤ 1）

故 W = ∫OM
yzdx + zxdy + xydz = ∫

1

0
3ξηζt2 dt = ξηζ

以下求 W = ξηζ 在条件 ξ2

a2 + η2

a2 + ζ2

c2 = 1（ξ ≥ 0，η ≥ 0，ζ ≥ 0）下的最大值.

用拉格朗日乘数法，令 F（ξ，η，ζ） = ξηζ + λ 1 - ξ2

a2 - η2

b2 - ζ2

c( )2 由

F' ξ = ηζ -
2λ
a2 ξ = 0

F' η = ξζ -
2λ
b2 η = 0

F' ζ = ξη -
2λ
c2 ζ = 0

F' λ = 1 - ξ2

a2 - η2

b2 - ζ2

c2 =













 0

可得 ξ2

a2 = η2

b2 = ζ2

c2 =
1

2λξηζ
，代入 F' λ = 0 解得 ξ2

a2 = η2

b2 = ζ2

c2 =
1
3

，

于是 ξ =
a

槡3
， η =

b

槡3
， ζ =

c

槡3

由问题的实际意义知

Wmax = 槡3
9

abc

评述 在历届的考题中，已经多次出现综合题型了，既考数学在力学上的应用又考线、面积分或是既考

线、面积分又考极值，例 9 更是把力学应用、积分、极值揉合在一起了，这些题目并不太难，但对综合能力

提出了要求，还是值得注意.

例 10 （97，6 分）计算曲线积分∮C（z - y）dx +（x - z）dy +（x - y）dz，其中 c 是曲线
x2 + y2 = 1

x - y + z ={ 2
，从 z轴

正向往 z 轴负向看，c 的方向是顺时针方向.

解 曲线 c 的参数方程是 x = cost，y = sint，z = 2 - cost + sint 从规定的的方向看，t 从 2π → 0.

∮C（z - y）dx +（x - z）dy +（x - y）dz

= ∫
0

2π
（2 - cost）（- sint）dt +（- 2 + 2cost - sint）costdt +（cost - sint）（cost + sint）dt = - 2π

评述 此题也可利用斯托克斯公式进行计算，但既然能简捷地写出曲线的参数方程（不必分段表示），

当然以直接计算为宜.

例 11 （98，3 分）设 l 是椭圆 x2

4
+

y2

3
= 1，其周长记为 a，则∮l（2xy + 3x2 + 4y2）ds = .
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解 椭圆 l 的方程可改写为 3x2 + 4y2 = 12，代入积分式得

∮l（2xy + 3x2 + 4y2）dx = ∮l（2xy + 12）ds

= 2∮l xyds + 12∮l ds

由于 xy 关于 x 是奇函数，曲线 l 关于 y 轴对称，故

∮l xyds = 0， ∮l ds = a

故 ∮l（2xy + 3x2 + 4y2）ds = 12a.

故应填 12a.

典型题型 2. 灵活地运用格林公式，斯氏公式计算曲线积分

例 12 设位于点（0，1）的质点 A对质点 M 的引力大小为 k
r2（k > 0 为常数，r 为质点 A与 M 之间的距离）

质点 M 沿曲线 y = 2x - x槡 2 自 B（2，0）运动到 O（0，0），求在此运动过程中质点 A对质点 M 的引力所作的功.

分析 此题关键是写出引力 珗F = P（x，y）i + Q（x，y）j 的表达式，就可以利用变力作功的公式了.

解 引力 珗F 与 →MA方向一致，→MA = （0 - x）i +（1 - y）j

据条件 珗F =
k
r2

→MA
→MA

=
k
r2

- xi +（1 - y）j

［x2 +（1 - y）2 ］
1
2

=
- kxi + k（1 - y）j

［x2 +（1 - y）2 ］
3
2

于是 W = ∫ )BO

- kxdx + k（1 - y）dy

［x2 +（1 - y）2 ］
3
2

= - k∫ )BO

1
2

d［x2 +（1 - y）2 ］

［x2 +（1 - y）2 ］
3
2

=
k

［x2 +（1 - y）2 ］
1
2

（0，0）

（2，0）

= k（1 -
1

槡5
）

评注 有的读者会问：我没有想到
- kxdx + k（1 - y）dy

［x2 +（1 - y）2 ］
3
2

是全微分，计算会不会很困难？

由于格林公式与由之发展起来的曲线积分与路径无关的理

论，我们碰到曲线积分∫l Xdx + Ydy，首先要作的事是求偏导数X
y

，

Y
x

，再看X
y

，Y
x

是否相等（这并不是困难的工作）. 如相等，积分

与路径无关，沿任何闭合曲线积分为零（事实上 Xdx + Ydy 是全微

分的充要条件也是X
y

≡ Y
x

），问题就变得简单了，以本题而论

X
y

≡ Y
x

≡ - 3kx（1 - y）

［x2 +（1 - y）2 ］
5
2

积分与路径无关，本来沿圆弧由 B 到 O 等于沿 x 轴（y = 0）

由 B 到 O，（见图 6 - 4），故

W = ∫
0

2

- kxdx

（x2 + 1）
3
2

= k（1 -
1

槡5
）

当然也应考虑 X，Y，Y
x

，X
y

的连续性问题，但以本题而论，只在（0，1）不连续，而（0，1）在我们研究的

区域的范围外面.

例 13 （05，12 分）设函数 φ（y）具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简单闭曲线 L 上，曲线积分

L

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 的值恒为同一常数.
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（Ⅰ）证明：对右半平面 x > 0 内的任意分段光滑简单闭曲线 C，有C

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 = 0；

（Ⅱ）求函数 φ（y）的表达式.

解（Ⅰ） 如图，设 C 是半平面 x > 0 内的任一分段光滑简单闭曲线，在 C 上任意取定两点 M、N，作围绕原

点的闭曲线

   

MQNRM，同时得到另一围绕原点的闭曲线

   

MQNPM.

根据题设可知

)MQNRM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 - )MQNPM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 = 0

根据第二类曲线积分的性质，利用上式可得

图 6 - 4 - 1

C

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4

= 

)NRM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 + 

)MPN

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4

= 

)NRM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 - 

)NPM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4

= )MQNRM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 - )MQNPM

φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4

= 0.

（Ⅱ）设 P = φ（y）
2x2 + y4 ，Q =

2xy
2x2 + y4 ，P，Q 在单连通区域 x > 0 内具有一

阶连续偏导数. 由（Ⅰ）知，曲线积分∫L φ（y）dx + 2xydy
2x2 + y4 在该区域内与路径无

关，故当 x > 0 时，总有Q
x

= P
y

.

Q
y

=
2y（2x2 + y4）- 4x·2xy

（2x2 + y4）2 =
- 4x2 y + 2y5

（2x2 + y4）2 ， ①

P
y

= φ'（y）（2x2 + y4）- 4φ（y）y3

（2x2 + y4）2 =
2x2φ'（y）+ φ'（y）y4 - 4φ（y）y3

（2x2 + y4）2 ②

比较 ①、② 两式的右端，得

φ'（y） = - 2y， ③
φ'（y）y4 - 4φ（y）y3 = 2y5 .{ ④

由 ③ 得 φ（y） = - y2 + c，将 φ（y）代入 ④ 得 2y5 - 4cy3 = 2y5 ，

所以 c = 0，从而 φ（y） = - y2 .

例 14 （95，8 分）设函数 Q（x，y）在 xoy 平面上具有一阶连续偏导数，曲线积分∫l2xydx + Q（x，y）dy 与路径

无关，并且对任意 t 恒有

∫
（t，1）

（0，0）
2xydx + Q（x，y）dy = ∫

（1，t）

（0，0）
2xydx + Q（x，y）dy

求 Q（x，y）.

分析 由于与路径无关，有 
y

（2xy） = Q
x

，在进一步确定 Q（x，y）过程中，（0，0）→（t，1）的积分等于（0，

0）→（t，0）再从（t，0）→（t，1）的沿折线的积分，可帮助我们求出 Q（x，y）.

解 由于曲线积分与路径无关，有Q
x

= 
y

（2xy） = 2x，故 Q（x，y） = ∫2xdx + φ（y） = x2 + φ（y）

∫
（t，1）

（0，0）
2xydx + Q（x，y）dy = ∫

（t，0）

（0，0）
2xydx + Q（x，y）dy + ∫

（t，1）

（t，0）
2xydx +（x2 + φ（y））dy

= ∫
1

0
t2 + φ（y） dy = t2 + ∫

1

0
φ（y）dy

∫
（1，t）

（0，0）
2xydx + Q（x，y）dy = ∫

（1，0）

（0，0）
2xydx + x2 + φ（y[ ]） dy + ∫

（1，t）

（1，0）
2xydx + x2 + φ（y[ ]） dy
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= ∫
t

0
［1 + φ（y）］dy = t + ∫

t

0
φ（y）dy

于是有

t2 + ∫
1

0
φ（y）dy = t + ∫

t

0
φ（y）dy

两边对 t 求导，得 2t = 1 + φ（t）， φ（t） = 2t - 1

从而 φ（y） = 2y - 1， Q（x，y） = x2 + 2y - 1.

评述 此题反复利用线积分与路径无关的条件，方法值得注意，也应该思考.

例 15 （99，5 分）求 I = ∫L（exsiny - b（x + y）dx +（excosy - ax）dy 其中 a、b 为正的常数，L为从点 A（2a，0）

沿曲线 y = 2ax - x槡 2 到 O（0，0）的弧.

图 6 - 5

分析 Y
x

= excosy - a， X
y

= excosy - b

Y
x

- X
y

= b - a

y = 2ax - x槡 2 即圆（x - a）2 + y2 = a2 的上半部分，加上一段 x 轴就成为

闭合曲线，此题用格林公式作较简单.

解 I = ∫L = ∫L + ∫→OA
- ∫→OA

= 
D

Y
x

- X
( )y

dxdy - ∫OA

= 
D

（b - a）dxdy - ∫→OA
exsiny - b（x + y( )） dx + excos( )y - ax dy

= （b - a）πa2

2
- ∫

2a

0
（- bx）dx = （b - a）πa2

2
+ b

x2

2

2a

0

= π
2

+( )2 a2 b - π
2

a3

评述 通过对例 12、13、14 以及本题的分析与评述，怎样利用曲线积分与路径无关的理论以及格林公式

来处理第二型曲线积分已经讨论得很清楚了（有的曲线积分不是与路径无关，但Y
x

- X
y

是简单的函数，

仍可利用格林公式巧妙地解决，本题就是例子），望读者综合起来仔细思考，这是出现率很高的题型，必

须扎实掌握.

至于被积函数出现不连续点怎么办？将在以后的例子中分析解决.

例 16 （00，6 分）计算曲线积分 I = ∮L xdy - ydx
4x2 + y2 ，其中 L 是点（1，0）为中心，R 为半径的圆周（R > 1）取

逆时针方向.

分析 尽管 X
y

=
y2 - x2

（4x2 + y2）2 = Y
x

，但不能得出结论 I = 0 因为被积函数有一个“洞”（不连续点）在原

点. 线积分理论告诉我们：绕洞任一条闭合连续曲线上的积分值是相同的（方向当然指向一致）. 选取新的曲线

时，尽量选得使积起来方便，以本题而论，可选 4x2 + y2 = 1，代入之后，计算简单.

L 的参数方程是 x = 1 + Rcost，y = Rsint（0 ≤ t ≤ 2π）直接代入计算也行，但代入以后，积分成为三角有

理函数的积分，计算要繁一些.

解 （1）以 L1 表示 4x2 + y2 = 1，它的参数方程是
x =

1
2

cost

y = sin
{

t

（0 ≤ t ≤ 2π）则有

∮L xdy - ydx
4x2 + y2 = ∮L1

xdy - ydx
4x2 + y2 = ∫

2π

0

1
2

costcostdt +
1
2

sin2 tdt =
1
2 ∫

2π

0
dt = π.

（2）直接计算，L 的参数方程是
x = 1 + Rcost

y = Rsin{ t
0 ≤ t ≤ 2π
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∮L =
xdy - ydx
4x2 + y2 = ∫

2π

0

（1 + Rcost）Rcostdt + R2 sin2 tdt
4（1 + Rcost）2 + R2 sin2 t

= π

例 17 （02，8 分）设函数 f（x）在（- � ，+ � ）内具有一阶连续导数，L 是上半平面（y > 0）内的有向分

段光滑曲线，其起点为（a，b），终点为（c，d），记

I = ∫L 1
y

［1 + y2 f（xy）］dx +
x
y2［y2 f（xy）- 1］dy

（1）证明曲线积分 I 与路径无关；

（2）当 ab = cd 时，求 I 的值.

解 （1） 
y

（ 1
y

［1 + y2 f（xy）］） = f（xy）-
1
y2 + xyf'（xy） = X

y

在上半平面处处成立，故 I 与路径无关.

（2）取 L 为由点（a，b）到（c，b）再到（c，d）的折线段

I = ∫
c

a

1
b

［1 + b2 f（bx）］dx + ∫
d

b

c
y2［y2 f（cy）- 1］dy

=
c - a

b
+ ∫

c

a
bf（bx）dx + ∫

d

b
cf（cy）dy +

c
d

-
c
b

=
c
d

-
a
b

+ ∫
bc

ab
f（t）dt + ∫

cd

bc
f（t）dt

=
c
d

-
a
b

+ ∫
cd

ab
f（t）dt

当 ab = cd 时，∫
cd

ab
f（t）dt = 0. I =

c
d

-
b
a

.

例 18 （06，12 分）设在上半平面 D =｛（x，y）| y > 0｝内，函数 f（x，y）具有连续偏导数，且对任意的 t >

0 都有 f（tx，ty） = t - 2 f（x，y）. 证明：对 D 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线 L，都有

L
yf（x，y）dx - xf（x，y）dy = 0

证 由格林公式可得（注意 L 的方向可为正向或负向）

L
yf（x，y）dx - xf（x，y）dy = ± 

D

［ 
x

（- xf）- 
y

（yf）］dxdy

=  
D

（2f（x，y）+ yf' 2（x，y）+ xf' 1（x，y））dxdy. （）

由于对任意（x，y）∈ D 及 t > 0 都有

f（tx，ty） = t - 2 f（x，y），

两边对 t 求导得

xf' 1（tx，ty）+ yf' 2（tx，ty） = - 2t - 3 f（x，y），

特别地取 t = 1 上式也成立，即

2f（x，y）+ xf' 1（x，y）+ yf' 2（x，y） = 0，

代入（）式即得证：

L
yf（x，y）dx - xf（x，y）dy = 0.

图 6 - 6

例 19 计算∫c（y3 ex - my）dx +（3y2 ex - m）dy. 其中曲线 C从 E 到 F 再到 G，

)

FG 是半圆弧，（如图 6 - 6）.

分析 由于Y
x

= 3y2 ex X
y

= 3y2 ex - m

Y
x

- X
y

= m

这促使人想到可用格林公式计算. 但曲线 C 不是闭合的，怎么办呢？我们可

加上一段辅助曲线使之成为闭曲线，然后再减去辅助曲线上的积分即可. 当然，
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所加辅助曲线应力求简单.

以本题而论，可加一段直线 GE，因 GE 在坐标轴上，所以计算简便.

解∫c（y2 ex - my）dx +（3y2 ex - m）dy = ∫c + ∫GE
- ∫GE

= - 
B

mdσ - 0

= - m
B

dσ = - mS = - 1 + π( )4
m

在格林公式中，曲线积分是沿正向的，而本题（加上 GE 段后）则沿负向，故二重积分前

应加负号.

例 20 计算

∮+c

y
x2 + y2 +

y - 4
（x - 3）2 +（y - 4）( )2 dx + - x

x2 + y2 -
x - 3

（x - 3）2 +（y - 4）( )2 dy

其中 C 是如图 6 - 7.

分析 容易验证

X
y

= Y
x

=
x2 - y2

［x2 + y2 ］2 +
（x - 3）2 - （y - 4）2

［（x - 3）2 +（y - 4）2 ］2

尽管如此，我们并不能立即判断∮+c
= 0，因为被积函数在区域 B 内有两个“洞”（即不连续点）（0，0）与（3，4）.

但是曲线积分理论告诉我们，绕包含这两个“洞”在内的任一闭合曲线其曲线积分均相等. 我们可以根据被积

函数的形状选择最方便的积分路线. 为此，本题最好分成两个积分进行计算.

解 ∮+c
⋯ = ∮+c

ydx - xdy
x2 + y2 + ∮+c

（y - 4）dx - （x - 3）dy
（x - 3）2 +（y - 4）2

= ∮c1

ydx - xdy
x2 + y2 + ∮c2

（y - 4）dx - （x - 3）dy
（x - 3）2 +（y - 4）2

= ∫
2π

0
（- sin2 t - cos2 t）dt + ∫

2π

0
（- sin2 t - cos2 t）dt = - 4π

C1 ：x2 + y2 = 1， C2 ：（x - 3）2 +（y - 4）2 = 1

例 21 设 f（x）二阶连续可导，且 f（0） = 0，f'（0） = 1，求 u（x，y），使得

du = y［f（x）+ 3e2x］dx + f'（x）dy

解 成为全微分的充要条件是

X
y

= f（x）+ 3e2x = f"（x） = Y
x

即 f"（x）- f（x） = 3e2x

由微分方程理论可得方程的通解是

f（x） = c1 ex + c2 e- x + e2x，再由 f（0） = 0，f'（0） = 1 可确定 c1 = - 1，c2 = 0.

即

f（x） = - ex + e2x

于是 du = y（- ex + e2x + 3e2x）dx +（- ex + 2e2x）dy

= y（- ex + 4e2x）dx +（- ex + 2e2x）dy

故 u（x，y） = ∫
y

0
（- ex + 2e2x）dy + c = （2e2x - ex）y + c

例 22 计算

（1）∫
（x2，y2，z2）

（x1，y1，z1）

xdx + ydy + zdz

x2 + y2 + z槡 2

其中点（x1 ，y1 ，z1）与（x2 ，y2 ，z2）分别在球面 x2 + y2 + z2 = a2 与 x2 + y2 + z2 = b2 上（a > 0，b > 0）.

（2）∫
（3，2，1）

（1，2，3）
（y + z）dx +（z + x）dy +（x + y）dz

解（1） 由于

xdx + ydy + zdz

x2 + y2 + z槡 2
=

1
2

dx2 +
1
2

dy2 +
1
2

dz2

x2 + y2 + z槡 2
=

1
2

d（x2 + y2 + z2）

x2 + y2 + z槡 2
= d（ x2 + y2 + z槡 2）
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说明曲线积分与路线无关，故

∫
（x2，y2，z2）

（x1，y1，z1）

xdx + ydy + zdz

x2 + y2 + z槡 2
= x2

2 + y2
2 + z槡 2

2 - x2
1 + y2

1 + z槡 2
1 = b - a

（2） （y + z）dx +（z + x）dy +（x + y）dz = （x + y + z）d（x + y + z）- （xdx + ydy + zdz）

= d
（x + y + z）2

2
- d 1

2
x2 +

1
2

y2 +
1
2

z( )2

= d （x + y + z）2

2
-

1
2

（x2 + y2 + z2[ ]）

于是

∫
（3，2，1）

（1，2，3）
⋯ =

（3 + 2 + 1）2

2
-

1
2

（9 + 4 + 1）-
（1 + 2 + 3）2

2
+

1
2

（1 + 4 + 9） = 0

评述 空间曲线积分与路线无关的理论与平面情况相似，常用的判别公式是

Z
y

= Y
z

， X
z

= Z
x

， Y
x

= X
y

读者可参阅教材中的相关内容.

例 23 求 lim
R→+� ∮+c

ydx - xdy
（x2 + xy + y2）2 这里 C：x2 + y2 = R2

解 将 C 改写参数方程

x = Rcost， y = Rsint （0 ≤ t ≤ 2π）

于是

∮+C

ydx - xdy
（x2 + xy + y2）2 = ∫

2π

0

- R2 sin2 t - R2 cos2 t
R4（cos2 t + costsint + sin2 t）2 dt = -

1
R2 ∫

2π

0

dt

1 +
1
2

sin2( )t 2

因 1

1 +
1
2

sin2( )t 2 在区间［0，2π］上连续，故

lim
R→+� ∮+C

⋯ = lim
R→+�

-
1
R2 ∫

2π

0

dt

1 +
1
2

sin2( )t[ ]2 = 0

典型题型 3. 直接计算或利用高斯公式计算曲面积分

例 24 计算
K

xyzdxdy + ydydz，其中 K是柱面 x2 + z2 = a2 在 x≥ 0，y≥ 0 两卦限内被平面 y = 0 及 y =

h 所截下部分的外侧，如图 6 - 8

图 6 - 8

解 此可分成两个积分，分别进行计算


K

xyzdxdy， 
K

ydydz

对前者而言，K 可看作由 K1 与 K2 两半片所连成，其中 K1 与 K2 的方程分别是

z = a2 - x槡 2 ，z = - a2 - x槡 2 . 在 K1 是对上侧积分，在 K2 是对下侧积分，于是


K

xyzdxdy = 
K1

xyzdxdy + 
K2

xyzdxdy = 
B

xy a2 - x槡 2 dσ - 
B

xy（ -

a2 - x槡 2）dσ

= 2
B

xy a2 - x槡 2 dσ = 2∫
a

0
∫

h

0
xy a2 - x槡 2 dydx =

1
3

h2 a3

对后者而言，K不必分成两片，它的方程是 x = a2 - z槡 2 ，即曲面的前侧. K投影到 yoz平面上是矩形域 B1 ，

0 ≤ y ≤ h，- a ≤ z≤ a. 故
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K

ydydz = 
B1

ydσ = ∫
a

- a
∫

h

0
ydydz = 2a ×

h2

2
= ah2

于是

原式 =
1
3

a3 h2 + ah2

例 25 求曲面积分


K

xdydz + ydzdx + zdxdy

其中 K 是 z = x2 + y2 在第一卦限中 0 ≤ z≤ 1 部分的上侧面.

解（1） 直接计算

原式 = - 
y2≤z≤1
0≤y≤1

z - y槡 2 dσ - 
x2≤z≤1
0≤x≤1

z - x槡 2 dσ + 
x2 +y2≤1

x≥0
y≥0

（x2 + y2）dσ

= - ∫
1

0
∫

1

y2
z - y槡 2 dzdy - ∫

1

0
∫

1

x2
z - x槡 2 dzdx + ∫

π /2

0
∫

1

0
r2 rdrdθ = - π

8

解（2） 用高斯公式计算，先补上平面 K1 、K2 、K3 如图 6 - 9，成为闭合曲面 K，此题由于方向向内，用奥 -

高公式时须加负号，于是

图 6 - 9


K

⋯ = 
K

⋯ + 
K1

⋯ + 
K2

⋯ + 
K3

⋯ - 
K1

⋯ - 
K2

⋯ - 
K3

⋯

= 
K

⋯ - 
K1

⋯ - 
K2

⋯ - 
K3

⋯

= - 
G

3dv - 0 - 0 - - 
B

d( )σ

= - 3∫
π /2

0
∫

1

0
∫

1

r2
rdzdrdθ + π

4

= - 3· π
2 ∫

1

0
r（1 - r2）dr + π

4
= - π

8

例 26 计算 
x2 +y2 +z2 = a2

f（x，y，z）dτ

其中 f（x，y，z） =
x2 + y2 ， z≥ x2 + y槡 2

0， z < x2 + y槡 2{
.

解 原式 = 
K1

（x2 + y2）dτ + 
K2

0dτ = 
K1

（x2 + y2）dτ

这里 K1 ：
x2 + y2 + z2 = a2

z≥ x2 + y槡 2{
，

K2 ：
x2 + y2 + z2 = a2

z < x2 + y槡 2{
.

将 x2 + y2 + z2 = a2 与 z = x2 + y槡 2 联立，解得 x2 + y2 =
a2

2
，故该曲面在 xoy 平面上的投影区域是 B：x2 + y2

≤ a2 /2，于是

原式 = 
B

（x2 + y2） 1 +
x2 + y2

a2 - x2 - y槡 2 dσ = 
B

（x2 + y2） a

a2 - x2 - y槡 2
dσ

= ∫
2π

0
∫

a

槡2

0
r2 a

a2 - r槡 2
rdrdθ = 2πa∫

a

槡2

0

r2

a2 - r槡 2
rdr

= - 2πa∫
a

槡2

a
（a2 - t2）dt =

8 - 槡5 2
6

πa4 （ a2 - r槡 2 = t）

例 27 计算曲面积分

I = 
S

x（8y + 1）dydz + 2（1 - y2）dzdx - 4yzdxdy
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其中 S 是由曲线 z = y -槡 1

x =
{

0
（1 ≤ y≤3）绕 y 轴旋转一周所形成的曲面，它的法向量与 y 轴正向的夹角恒大于

π
2

.

图 6 - 10

分析 用第二型曲面积分计算时，需分别投影到三个坐标平面再进

行二重积分的计算，除特殊情况外，相当繁琐. 人们喜欢利用高斯公式转

化为三重积分计算. 不是封闭曲面往往采用补面的方法来计算.

旋转面的方程是 x2 + z2 = y - 1，当 y = 3 时，x2 + z2 = 2 最简单是补

上平面上的圆域 S1 ：
x2 + z2 ≤ 2

y ={ 3
，法线方向与 Y轴相同.

解 补 S1 ：
x2 + z2 ≤ 2

y ={ 3
设 S1 和 S 所围成的区域为 Ω

（见图 6 - 10），由高斯公式得：


S

x（8y + 1）dydz + 2（1 - y2）dzdx - 4yzdxdy

= 
S+S1

x（8y + 1）dydz + 2（1 - y2）dzdx - 4yzdxdy - 
S1

x（8y + 1）dydz + 2（1 - y2）dzdx - 4yzdxdy

= 
Ω

（8y + 1）- 4y - 4[ ]y dv - 
S1

2（1 - y2）dzdx = 
Ω

dV - 
x2 +z2≤2

16dzdx

= π∫
3

1
（y - 1）dy + 16 × 2π = 2π + 32π = 34π

评述 此题看似平淡，因为所用的方法是我们熟知的，但如果空间概念不清晰，基础不扎实，是做不好的.

例 28 （05，4 分）设 Ω 是由锥面 z = x2 + y槡 2 与半球面 z = R2 - x2 - y槡 2 围成的空间区域， 是 Ω 的整

个边界的外侧，则


xdydz + ydzdx + zdxdy = .

解 先用高斯公式再用球面坐标计算




xdydz + ydzdx + zdxdy = 
Ω

（1 + 1 + 1）dV

= 3∫
2π

0
dθ∫

π
4

0
dφ∫

R

0
ρ2 sinφdρ

= 3·2π 1 - 槡2( )2

R3

3

= 2 - 槡( )2 πR3

应填 2 - 槡( )2 πR3

例 29 设半径为 R 的球面 Σ 的球心在定球面 x2 + y2 + z2 = a2（a > 0）上，问当 R 取何值时，球面 Σ 在定

球面内部的那部分面积最大.

分析 先求出Σ在定球面内的部分面积 S（R），再求 S（R）的最大值，由球的对称性，Σ的球心不妨取在 z轴

上，即取在（0，0，a）.

解 Σ 的方程为 x2 + y2 +（z - a）2 = R2 两球面交线是

x2 + y2 +（z - a）2 = R2

x2 + y2 + z2 = a{ 2

解得 z = a -
R2

2a
，x2 + y2 = R2 -

R4

4a2 ，从而交线在 xoy 平面的投影曲线是

x2 + y2 = R2 -
R4

4a2

z =
{

0
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令 R2 -
R4

4a2 = b2（b > 0）

从而，Σ 在定球面内那一部分的面积为

S（R） = 
x2 +y2≤b2

1 + z2
x + z2槡 y dσ = 

x2 +y2≤b2

R

R2 - x2 - y槡 2
dxdy

= ∫
2π

0
dθ∫

b

0

Rr

R2 - r槡 2
dr = 2πR2 - πR3

a
（R > 0）

S'（R） = 4πR -
3π
a

R2 ，令 S'（R） = 0，得 R =
4
3

a，且 S" 4
3( )a < 0，故 R =

4
3

a 是极大值点，又极值点唯一，故当

R =
4
3

a 时，球面 Σ 在定球面内的部分面积最大.

评述 这是一道综合题，考查了曲面面积计算和函数的极值，这也是一道难题，最难的部分是空间解析

几何的内 容：如 何 确 定 空 间 曲 面 的 交 线 在 坐 标 平 面 上 的 投 影. 我 们 在 前 面 假 定 R2 -
R4

4a2 =

R2 1 -
R2

4a( )2 > 0，读者不妨想像一下，如 R2 -
R4

4a2 ≤ 0，也就是说 R ≥ 2a，空间图像应是什么样子.

例 30 （06，4 分）设  是锥面 z = x2 + y槡 2（0 ≤ z≤ 1）的下侧，则


xdydz + 2ydzdx + 3（z - 1）dxdy =

.

分析 在例 27 中已经分析过计算这类型题目的的方法：补曲面使之成为闭合曲面，利用高斯公式进行计

算，再减去补充曲面（注意方向）上的曲面积分.

解 补 xoy 平面上的平面区域 S：
x2 + y2 ≤ 1

z ={ 1
，其法线方向与 z轴方向相同， 与 S 围成的区域记为 Ω，则




xdydz + 2ydzdx + 3（z - 1）dxdy

= 
+S

xdydz + 2ydzdx + 3（z - 1）dxdy - 
S

xdydz + 2ydzdx + 3（z - 1）dxdy

= 
Ω

6dV - 0 = 6·V正圆锥 = 6·π·12 ·1
3

= 2π.

例 31 （92，8 分）计算曲面积分


Σ

（x3 + az2）dydz +（y3 + ax2）dzdx +（z3 + ay2）dxdy

其中 Σ 为上半球面 z = a2 - x2 - y槡 2 的上侧.

分析 补充平面，利用高斯公式，此题不困难.

图 6 - 11

解 以 Σ1 记平面区域
x2 + y2 ≤ a2

z ={ 0
的下侧，Ω 为 ΣΣ1 所围成的区域

（见图 6 - 11），则由高斯公式

原式 = 
Σ+Σ1

（x3 + az2）dydz +（y3 + ax2）dzdx +（z3 + ay2）dxdy

- 
Σ1

（x3 + az2）dydz +（y3 + ax2）dzdx +（z3 + ay2）dxdy

= 
Ω

3（x2 + y2 + z2）dV + 
x2 +y2≤a2

ay2 dxdy

= ∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

a

0
3ρ2ρ2 sinφdρ + ∫

2π

0
dθ∫

a

0
ar2 sin2θrdr =

29
20

πa5

例 32 （93，6 分）计算 
Σ

2xzdydz + yzdzdx - z2 dxdy，其中 Σ 是曲面 z = x2 + y槡 2 与 z = 2 - x2 - y槡 2 所围
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立体表面的外侧.

分析 此题明显用高斯公式转化为三重积分后再用球面坐标计算.

解 
Σ

2xzdydz + yzdzdx - z2 dxdy = 
Ω

（2z + z - 2z）dv = 
Ω

zdv

= ∫
2π

0
dθ∫

π
4

0
dφ∫

槡2

0
ρ3 cosφsinφdρ = π

2

其中 Ω 是 z = x2 + y槡 2 与 z≤ 2 - x2 - y槡 2 所围成的区域.

例 33 （94，6 分）计算曲面积分
S

xdydz + z2 dxdy
x2 + y2 + z2 ，其中 S 是由曲面 x2 + y2 = R2 及两平面 z = R，z = - R（R

> 0）所围成的立体表面的外侧.

分析 在一个闭合曲面上的第二型曲面积分，看来可以利用高斯公式简

捷地计算，且慢！被积函数

Y（x，y，z） =
x

x2 + y2 + z2 ， Z（x，y，z） =
z2

x2 + y2 + z2

均在原点不连续，原点在曲面包围的区域内，这不符合高斯公式的条件，此题

不能用高斯公式计算. 只能直接计算

解 设 S1 ，S2 ，S3 依次为 S 的上下底和圆柱面部分，（如图 6 - 12），因为

S1 ，S2 在 yoz 平面上的投影面积为零，S3 在 xoy 平面上的投影面积为零，故


S1

xdydz
x2 + y2 + z2 = 

S2

xdydz
x2 + y2 + z2 = 

S3

z2 dxdy
x2 + y2 + z2 = 0

记 S1 ，S2 在 xoy 面上的投影为 Dxy：｛（x，y）| x2 + y2 ≤ R2｝ 则


S1 +S2

z2 dxdy
x2 + y2 + z2 = 

S1

z2 dxdy
x2 + y2 + z2 + 

S2

z2 dxdy
x2 + y2 + z2

= 
D xy

R2 dxdy
x2 + y2 + R2 - 

D xy

（- R）2 dxdy
x2 + y2 +（- R）2 = 0

记 S3 在 yoz 平面上的投影区域为 Dyz：（y，z）
- R ≤ y ≤ R

- R ≤ z≤ }{ R
，则


S3

xdydz
x2 + y2 + z2 = 

D yz

R2 - y槡 2 dydz
R2 + z2 - 

D yz

- R2 - y槡 2

R2 + z2 dydz

= 2
D yz

R2 - y槡 2

R2 + z2 dydz = 2∫
R

- R
R2 - y槡 2 dy∫

R

- R

dz
R2 + z2

= π2

2
R 所以 原积分 = π2

2
R

评述 高斯公式、格林公式都是很有用的公式，但是必须注意条件，不要犯想当然的错误.

例 34 （95，6 分）计算曲面积分
Σ

zds，其中 Σ 为锥面 z = x2 + y槡 2 在柱体 x2 + y2 ≤ 2x 内的部分.

解 z = x2 + y槡 2 ，ds = 1 + z2
x + z2槡 y dxdy = 槡2dxdy

Σ 在 xoy 平面上的投影区记为 D：｛（x，y）| x2 + y2 ≤ 2x｝，则


Σ

zdS = 槡2
D

x2 + y槡 2 dxdy = 槡2∫
π
2

- π
2

dθ∫
2cosθ

0
r·rdr = 槡16 2

3 ∫
π
2

0
cos3θdθ =

32
9 槡2.

例 35 （96，6 分）计算曲面积分
S

（2x + z）dydz + zdxdy，其中 S 为有向曲面 z = x2 + y2（0 ≤ z≤ 1）其法向

量与 z 轴正向的夹角为锐角.

解 补平面 S1 ：（x，y，z）
z = 1

x2 + y2 ≤ }{ 1
，则
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图 6 - 13


S

（2x + z）dydz + zdxdy

= 
S+S1

（2x + z）dydz + zdxdy - 
S1

（2x + z）dydz + zdxdy

= - 
Ω

（2 + 1）dV + 
x2 +y2≤1

dxdy

= - 3∫
1

0
πzdz + π = - π

2

其中 Ω 是 S，S1 围成的区域，D 是 S1 在 xoy 平面的投影，（如图 6 - 13）.

评述 为什么用高斯公式转化为三重积分时前面加了负号.

例 36 （98，7 分）计算
Σ

axdydz +（z + a）2 dxdy

（x2 + y2 + z2）
1
2

，其中 Σ 为下半球面 Z = - a2 - x2 - y槡 2 的上侧，a 为

大于零的常数.

解 直接计算


Σ

axdydz +（z + a）2 dxdy

（x2 + y2 + z2）
1
2

= 
Σ

axdydz

（x2 + y2 + z2）
1
2

+
（z + a）2 dxdy

（x2 + y2 + z2）
1
2

用 Dxy 表示下半球面 Σ 在 xoy 平面的投影域 Dxy =｛（x，y）| x2 + y2 ≤ a2｝，用 Dyz 表示下半球面 Σ 在 yoz平面的

投影域 Dyz = （y，z）
y2 + z2 ≤ a2

z≤ }{ 0
，（如图 6 - 14），则


Σ

ax

（x2 + y2 + z2）
1
2

dydz = - 2
Dyz

a a2 - y2 - z槡 2

a
dydz

= - 2∫
2π

π
dθ∫

a

0
a2 - r槡 2 rdr = -

2
3
πa3


Σ

（z + a）2

（x2 + y2 + z2）
1
2

dydz = 
Dxy

a - a2 - （x2 + y2槡[ ]）
2

a
dxdy

=
1
a ∫

2π

0
dθ∫

a

0
（a - a2 - r槡 2）2 rdr

=
1
a ∫

2π

0
dθ∫

a

0
（a2 + a2 - r2 - 2a a2 - r槡 2）rdr = π

6
a3

原式 = π
6

a3 -
2
3
πa3 = - π

2
a3

例 37 （99，7 分）设 S 为椭球面 x2

2
+

y2

2
+ z2 = 1 的上半部分，点 P（x，y，z）∈ S，π为 S 在点 P 处的切平面，

ρ（x，y，z）为点 O（0，0，0）到平面 π 的距离，求
S

z
ρ（x，y，z）

dS

解 设（X，Y，Z）为 π 上的任一点，则在点（x，y，z）处切平面方程为

x（X - x）+ y（Y - y）+ 2z（Z - z） = 0

图 6 - 15

即

x
2

X +
y
2

Y + zZ = 1

据点到平面的距离公式知

ρ（x，y，z） =
1

x2

4
+

y2

4
+ z槡 2

由 Z = 1 - x2

2
+

y2( )槡 2
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dS = 1 + Z2
x + Z2槡 y dσ =

4 - x2 - y槡 2

2 1 - x2

2
+

y2( )槡 2

dσ

以 D 记 S 在 xoy 平面上投影区域 D：（x，y） x2

2
+

y2

2
≤{ }1 从而


S

zdS
ρ（x，y，z）

=
1
4 

D

（4 - x2 - y2）dσ =
1
4 ∫

2π

0
dθ∫

槡2

0
（4 - r2）rdr =

3
2
π

评述 点到平面的距离、切平面方程 ⋯，未必一定直接考，但在多元函数积分学中，却是会碰到的问题.

例 38 （00，7 分）设有一半径为 R 的球体，P0 是此球表面上的一个定点，球体上任一点的密度与该点到 P0

距离的平方成正比（比例系数 k > 0），求球体的重心位置.

解 取球心为原点，原点与 P0 的联线为 z轴，则 P0 的坐标为（0，0，R），球面的方程为 x2 + y2 + z2 = R2 ，设

Ω 为球体密度 ρ（x，y，z） = k［x2 + y2 +（z - R）2 ］.

设 Ω 的重心为（珋x，珋y，珋z），由对称性知 珋x = 珋y = 0，而

珋z =

Ω

kz［x2 + y2 +（z - R）2 ］dV


Ω

k［x2 + y2 +（z - R）2 ］dV

而 
Ω

［x2 + y2 +（z - R）2 ］dV = 
Ω

（x2 + y2 + z2）dV - 2R
Ω

zdv + 
Ω

R2 dv

= ∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

R

0
ρ2ρ2 sinφdρ +

4
3
πR5 =

32
15

πR5


Ω

z［x2 + y2 +（z - R）2 ］dv = - 2R
Ω

z2 dv + 
Ω

z（x2 + y2 + z2 + R2）dv

= - 2R∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

R

0
ρ2 sin2φρ2 sinφdρ = -

8
15

πR6

故 珋z = -
R
4

由于Ω对称于 xoy平面，而函数 z、z（x2 + y2 + z2 + R2）对 z是奇函数，故
Ω

zdv = 
Ω

z（x2 + y2 + z2 + R2）dv = 0.

例 39 （01，8 分）设有一高度为 h（t）（t 为时间）的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程 z = h（t） -

2（x2 + y2）
h（t）

（设长度单位为厘米，时间单位为小时），已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数为 0. 9）问

高度为 130 厘米的雪堆全部融化需多少小时？

解 设 V为雪堆体积，S 为雪堆的侧面积，它们与 h（t）的关系是

V = 
Ω

dv = ∫
h（t）

0
dz 

x2 +y2≤ 1
2

［h2（t）- h（t）z］

dxdy = ∫
h（t）

0
π 1

2
［h2（t）- h（t）z］dz = π

4
h3（t）

S = 
x2 +y2≤ 1

2
h2（t）

1 + z2
x + z2槡 y dS = 

x2 +y2≤ 1
2

h（t）

1 +
16（x2 + y2）

h2（t槡 ）
dσ

=
1

h（t）∫
2π

0
dθ∫

h（t）

槡2

0
h2（t）+ 16r槡 2 rdr =

13πh2（t）
12

由题意知 dv
dt

= - 0. 9S

即 dh
dt

= -
13
10

h（t） = -
13
10

t + C

由 h（0） = 130，得 C = 130 故
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h（t） = -
13
10

t + 130

令 h（t） = → 0 时，得 t = 100（小时）.

全部融化需时 100 小时.

例 40 设 P（x，y），Q（x，y）及 η（x，y）在平面区域 B 上有一阶连续偏导数，C 是 B 的边界曲线，证明


B

P η
x

+ Q η
( )y

dσ = ∮+C
Pηdy - Qηdx - 

B

η P
x

+ Q
( )y

dσ

证明 应用格林公式，闭曲线的积分为

∮+C
Pηdy - Qηdx = 

B

（Pη）
x

- （- Qη）
[ ]y

dσ = 
B

η P
x

+ P η
x

+ η Q
y

+ Q η
[ ]y

dσ

= 
B

P η
x

+ Q η
( )y

dσ + 
B

η P
x

+ Q
( )y

dσ

移项就得到了所要证的公式. （这个公式和定积分的分部积分公式相似，值得注意. ）

例 41 求一均匀球面对不在球面上的质点（质量为 m）的引力.

解 取球心为坐标原点，球心至质点的方向为 z轴正向，设球半径为 R，则质点的坐标为（0，0，a）（a > 0，a

≠ R）. 在球面上任取一微元 dτ，设（x，y，z）是 dτ 上的一点，则 dτ 对质点的引力是

dF = μmρdτ
x2 + y2 +（z - a）2 · x珒i + y珒j +（z - a）珒k

x2 + y2 - （z - a）槡 2

其中 μ 是万有引力系数，ρ 是面密度.

由于对称的关系，不难看出，F' x = F' y = 0，而

F' z = 
K

μmρ（z - a）
［x2 + y2 +（z - a）2 ］3 /2 dτ = 

K

μmρ（z - a）
［x2 + y2 + z2 - 2az + a2 ］3 /2 dσ

这里 K 是球面 x2 + y2 + z2 = R2 ，解得 z = ± R2 - x2 - y槡 2 . 分成上、下两个半球面分别计算，先变为二重积分

再采用极坐标，则

原式 = 
B

μmρ（ R2 - x2 - y槡 2 - a） Rdσ
（R2 - 2a R2 - x2 - y槡 2 + a2）3 /2 R2 - x2 - y槡 2

+ 
B

μmρ（- R2 - x2 - y槡 2 - a） Rdσ
（R2 + 2a R2 - x2 - y槡 2 + a2）3 /2 R2 - x2 - y槡 2

= μmρ∫
2π

0
∫

R

0

（ R2 - r槡 2 - a） Rrdrdσ
（R2 - 2a R2 - r槡 2 + a2）3 /2 R2 - r槡 2

+ μmρ∫
2π

0
∫

R

0

（- R2 - r槡 2 - a） Rrdrdσ
（R2 + 2a R2 - r槡 2 + a2）3 /2 R2 - r槡 2

= - μmρ πR
a2 2R -

R2 - a2

R - a
-( )R - a （B：x2 + y2 ≤ R2）

分两种情况讨论：

（1）质点在球内，此时 a < R， R - a = R - a，则 F' z = 0

（2）质点在球外，此时 a > R， R - a = a - R，则

F' z = - μm4πR2ρ
a2 = - μmM

a2

这里 M = 4πR2ρ 正是均匀球面的全部质量. 这说明：凡在均匀球面里面的点（a > R），都不承受球面对它的引

力；而外面的点（a > R），所承受的引力与全部球面质量集中于球心时对该质点的引力一样.

例 42 计算曲面积分
K

x2 zcosγdτ，其中曲面 K是球面 x2 + y2 + z2 = a2 的下半部，γ 是 K向上的法线正向与

oz 轴正向的夹角.

解 根据两种曲面积分之间的关系


K

x2 zcosγdτ = 
K

x2 zdxdy
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可采用两种解法：

（1）直接计算 K 的方程是 z = - a2 - x2 - y槡 2 ，K 在 XOY平面的投影是 B：x2 + y2 ≤ a2 ，于是


K

x2 zdxdy = 
K

x2（- a2 - x2 - y槡 2）dσ = - ∫
2π

0
∫

a

0
r2 cos2θ a2 - r槡 2 rdrdθ

= - ∫
2π

0
cos2θdθ∫

a

0
r3 a2 - r槡 2 dr = -

2
15

πa5

（2）作补充平面 K1 ：
z = 0

x2 + y2 ≤ a{ 2
，再由高斯公式


K

x2 zdxdy = 
K

x2 zdxdy + 
K1

x2 zdxdy - 
K1

x2 zdxdy

= - 
G

x2 dv - 
B

0dσ = - ∫
2π

0
∫
π

π
2
∫

a

0
ρ2 cos2θsin2φρ2 sinφdρdφdθ = -

2
15

πa5

典型题型 4. 场论

例 43 向量场 U（x，y，z） = xy2 i + yexj + xln（1 + z2）k 在点 P（1，1，0）处的散度 div珗u = .

解 由散度公式 珗u = Pi + Qj + Rk

div珗u = P
x

+ Q
y

+ R
z

= y2 + ez +
2zx

1 + z2

div珗u
P

= 1 + 1 = 2

应填 2.

例 44 （93，3 分）设数量场 u = ln x2 + y2 + z槡 2 ，则 div（gr adu） = .

解 gr adu = u
x

i + u
y

j + u
z

k

div（gr adu） = 2 u
2 x

+ 2 u
y2 + 2 u

z2

由于 u =
1
2

ln（x2 + y2 + z2）

知 u
x

=
x

x2 + y2 + z2 ， 2 u
x2 =

y2 + z2 - x2

（x2 + y2 + z2）2

类似可得

2 u
y2 =

z2 + x2 - y2

（x2 + y2 + z2）2 ， 2 u
z2 =

x2 + y2 - z2

（x2 + y2 + z2）2

故

div（gr adu） =
1

x2 + y2 + z2

应填 1
x2 + y2 + z2

例 45 （98，6 分）确定常数 λ，使在右半平面 x > 0 上的向量 珗A（x，y） = 2xy（x4 + y2）λ i - x2（x4 + y2）λ j 为

某二元函数 u（x，y）的梯度，求 u（x，y）.

分析 平面单连通域内向量场 珗A（x，y） = P（x，y）i + Q（x，y）j 为梯度的充要条件是 Q
x

≡ P
y

，利用此式确

定 λ，然后进一步求出 u（x，y）

解 P（x，y） = 2xy（x4 + y2）λ， Q（x，y） = - x2（x4 + y2）λ

P
y

= 2x（x4 + y2）λ + 2xyλ（x4 + y2）λ - 12y

Q
x

= - 2x（x4 + y2）λ - x2λ（x4 + y2）λ - 14x3

由 Q
x

≡ P
y

，有
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4x（x4 + y2）λ（λ + 1）≡ 0

从而可知 λ = - 1，在 x > 0 处取点（1，0），则

u（x，y） = ∫
（x，y）

（1，0）

2xydx - x2 dy
（x4 + y2）

+ C = ∫
x

1

2x·0
x4 + 0

dx - ∫
y

0

x2

x4 + y2 dy + C

= - arctg
y
x2 + C

评注 在 X，Y及其偏导数连续的条件下，以下的结论是互为充要条件的

（1）∫l Xdx + Ydy 与路径无关；

（2）X
y

≡ Y
x

（3）Xdx + Ydy 是全微分，即存在 F（x，y），使

dF（x，y） = Xdx + Ydy 而

F（x，y） = ∫
（x，y）

（x0，y0）
Xdx + Ydy

本题是情况（3）在场论中的说法. 从这里也可看到，曲线积分理论，丰富多采，应用广泛.

例 46 （01，3 分）设 r = x2 + y2 + z槡 2 ，则 div（gr adr）
（1，- 2，2）

= .

解 div（gr adr） = 2 r
x2 + 2 r

y2 + 2 r
z2

r
x

=
x

x2 + y2 + z槡 2
， 2 r

x2 =
y2 + z2

（x2 + y2 + z2）
3
2

2 r
y2 =

z2 + x2

（ x2 + y2 + z槡 2）3
， 2 r

z2 =
x2 + y2

（x2 + y2 + z2）
3
2

div（gr adr） =
2

（x2 + y2 + z2）
1
2

div（gr adr）
（1，- 2，2）

=
2
3

应填 2
3

.

典型题型 5. 利用三大公式，巧妙地处理理论、计算与应用问题

例47 （01，7 分）计算∮L（y2 - z2）dx +（2z2 - x2）dy +（3x2 - y2）dz，其中 L是平面 x + y + z = 2 与柱面 x +

y = 1 的交线，从 z 轴正向看去，L 为逆时针方向.

分析 首先，选择什么方法计算？直接计算还是利用斯托克斯公式？

1）若直接计算，交线方程是
x + y + z = 2

x + y ={ 1
为了取掉绝对值，要分四个部分分别表示，譬如：当 x ≥ 0，y

≥ 0 应当是
x + y + z = 2

x + y ={ 1
也就是

y = 1 - x

z ={ 1
；而当 x≤0，y≥0 应当是

y = 1 + x

z = 1 - 2{ x
⋯⋯. 直接计算没有什么

困难，但相当繁琐且易出错.

2）用斯托克斯公式，有一点需注意，积分曲面在 xoy 面的投影是清楚的，但在 yoz，zox 平面上的投影并不清

晰，所以最好把第二型曲面积分转化为第一型曲面积分，都投影到 xoy 平面进行计算（若学过斯托克斯公式在

第一型曲面积分下的表达式，则直接用这一公式）.

下面用 2）的方法计算.

解 记 S 为平面 x + y + z = 2 上 L所围成的部分的上侧，它的方向余弦 cosα = cosβ = cosγ =
1

槡3
，D 是 S

在 xoy 坐标面上的投影如图 6 - 16，由斯托克斯公式
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图 6 - 16

∮L（y2 - z2）dx +（2z2 - x2）dy +（3x2 - y2）dz = 
S

（- 2y - 4z）dydz +（- 2z -

6x）dzdx +（- 2x - 2y）dxdy

= 
S

（- 2y - 4z） 1

槡3
ds +（- 2z - 6x） 1

槡3
ds +（- 2x - 2y） 1

槡3
ds

= -
2

槡3S（4x + 2y + 3z）ds = - 2
D

（x - y + 6）dσ

= - 2
D

xdσ + 2
D

ydσ - 12
D

dσ

= 0 + 0 - 12（槡2）2 = - 24.

由于 D 对 y 轴对称，被积函数 x 对 x 是奇函数，故
D

xdσ = 0，由于 D 对 x 轴对称，被积函数 y 对 y 是奇函数

故
D

ydσ = 0.

例 48 设 F（x，y，z）二阶连续可导，且满足

F"xx + F"yy + F"zz = 0

证明


G

F
( )x

2

+ F
( )y

2

+ F
( )z[ ]2

dv = 
K

F F
n

dτ

这里 G 是光滑封闭曲面 K 所围成的区域，F
n

是 F 在曲面 K 上沿向外法线方向 珗n 的方向导数.

分析 由于涉及三重积分与其界面的曲面积分的关系，因而容易联想到用高斯公式来解决，cosα，cosβ，

cosγ 表示曲面外法线的方向的余弦，于是便有

F
n

= F
x

cosα + F
y

cosβ + F
z

cosγ

应该怎样推导就清楚了.

证明 
K

F F
n

dτ = 
B

F F
x

cosα + F
y

cosβ + F
z

cos( )γ dτ = 
B

F F
x

dydz + F F
y

dzdx + F F
z

dxdy

应用奥 - 高公式就得到


K

F F
n

dτ = 
G


x

F F
( )x

+ 
y

F F
( )y

+ 
z

F F
( )[ ]z

dv

= 
G

2 F
x2 + 2 F

y2 + 2 F
z( )2 Fdv + 

G

F
( )x

2

+ F
( )y

2

+ F
( )z[ ]2

dv

= 
G

F
( )x

2

+ F
( )y

2

+ F
( )z[ ]2

dv

（因2 F
x2 + 2 F

y2 + 2 F
z2 = 0，故前一积分为零. ）

例 49 设函数 X（x，y，z），Y（x，y，z），Z（x，y，z）有连续的二阶偏导数，K是任何的闭合光滑曲面，cosα，cosβ，

cosγ 是曲面法线的方向余弦，证明


K

Z
y

- Y
( )z

cosα + X
z

- Z
( )x

cosβ + Y
x

- X
( )y

cos[ ]γ dτ = 0

证明 设 cosα，cosβ，cosγ 是曲面 K 的向外方向余弦，则有


K

⋯ = 
+K

Z
y

- Y
( )z

dydz + X
z

- Z
( )x

dzdx + Y
x

- X
( )y

dxdy

= 
G

2 Z
yx

- 2 Y
zx

+ 2 X
zy

- 2 Z
xy

+ 2 Y
xz

- 2 X
y( )z

dv = 
G

0dv

这里 G 是 K 所围成的空间区域. 由于函数的二阶偏导数连续，故 2 Z
yz

= 2 Z
zy

，⋯.

如设 cosα，cosβ，cosγ 是内法线的方向余弦，则 - cosα，- cosβ，- cosγ 是外法线的方向余弦，对它们等式成
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立，将负号提出，积分仍然等于零.

例 50 设 φ（y），ψ（y）二阶连续可导，曲线积分

∮c2［xφ（y）+ ψ（y）］dx +［x2ψ（y）+ 2xy2 - 2xφ（y）］dy = 0

这里 C 是平面上任意一条连续封闭曲线.

（1）确定 φ（y）与 ψ（y）假定 φ（0） = - 1，ψ（0） = - 2；

（2）对确定的 φ（y）与 ψ（y），计算沿任何一条曲线从（0，0）到 π，π( )2
的积分.

解（1） 由于∮c⋯ = 0，即曲线积分与路径无关，故

X
y

= Y
x

也就是

2［xφ'（y）+ ψ'（y）］= 2xψ（y）+ 2y2 - 2φ（y）

故需要
φ'（y） = ψ（y）

ψ'（y） = y2 - φ（y{ ）

求导得

φ"（y） = ψ'（y） = y2 - φ（y）

这是二阶常系数线性非齐次方程，求解得

φ（y） = C1 cosy + C2 siny + y2 - 2， φ（0） = C1 - 2 = - 2

得 C1 = 0；而

ψ（y） = φ'（y） = C2 cosy + 2y

再由 ψ（0） = C2 = 1

最后得到 φ（y） = siny + y2 - 2， ψ（y） = cosy + 2y

（2）∫
π，π( )2

（0，0）
⋯ = ∫

π

0
2［xφ（0）+ ψ（0）］dx + ∫

π
2

0
［π2ψ（y）+ 2πy2 - 2ππφ（y）］dy

= ∫
π

0
（2 - 4x）dx + ∫

π
2

0
［π2 cosy + 2π2 y - 2πsiny + 4π］dy

= π2 + π4

4

例 51 计算

∮c2ydx - zdy - xdz C：
x2 + y2 + z2 = R2{x + z = R

C 的方向由 x 轴的正向看去（即人头与 x 轴的正向一致）是逆时针的.

解 本题有两个解法，一是直接计算，二是用斯托克斯公式计算，分述如下：

（1）直接计算 将 z = R - x 代入 x2 + y2 + z2 = R2 得 2x2 - 2Rx + y2 = 0 即 x -
R( )2

2

+
y2

2
=

R2

4
，故 C

式可改写为

x -
R( )2

2

R2

4

+
y2

R2

2

= 1{
z = R - x

于是，引入参数 t 可写为参数方程

x =
R
2

（1 + cost）

y =
R

槡2
sint

z =
R
2

（1 - cost













）
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故 ∮C2ydx - zdy - xdz = ∫
2π

0
2

R

槡2
sint -

R
2

sin( )t -
R
2

（1 - cost） R

槡2
cost -

R
2

（1 + cost） R
2

sin[ ]t dt

= ∫
2π

0

- R2

槡2
sin2 t +

R2

槡2 2
cos2[ ]t dt = -

R2

槡2
π +

R2

槡2 2
ππ = - π

槡2 2
R2

（2）用斯托克斯公式计算 在基本理论部分写出的斯氏公式是对坐标的曲面积分，但也可转化为对面

积的曲面积分

∮CXdx + Ydy + Zdz = 
K

Z
y

- Y
( )z

dydz + X
z

- Z
( )x

dzdx + Y
x

- X
( )y

dxdy

= 
K

Z
y

- Y
( )z

cosα + X
z

- Z
( )x

cosβ + Y
x

- X
( )y

cos[ ]γ dτ

于是

∮c2ydx - zdy - xdz = 
K

［cosα + cosβ - 2cosγ］dτ

由公式规定的方向，这里选 K 为平面被球面所截下来的哪一部分，cosα =
1

槡2
，cosβ = 0，cosγ =

1

槡2
，K是圆域，

半径为 1

槡2
R，故

∮⋯ = 
K

-
1

槡
( )2

dσ = -
1

槡2K dτ = -
1

槡2
π 1

槡2( )R
2

= - π
槡2 2

R2

评述 在解法二中，有几点值得注意：

（1）选用两种类型的曲面积分都可以，但以本题而论，已经看到积分号下将出现常数，故选用对面

积的曲面积分为宜.

（2）积分曲面 K 是选平面还是选球面被平面割下的那一部分？理论上讲，都是可以的，本题如选球

面，那么 cosα、cosβ、cosγ 不是常数，计算要繁一些.

（3）为什么圆域的半径是
1

槡2
R？请计算一下.

（4）从本题可以看到，一般来说，用斯氏公式计算曲线积分未必方便. 但斯氏公式在理论上是重要

的. 而在例 30 那样的题目中，用斯氏公式则较为方便.

例 52 计算曲线积分∮L ydx - （x - 1）dy
（x - 1）2 + y2 其中 L 是椭圆（x - 1）2

a2 +
y2

b2 = 1 的正向.

分析 由于Y
x

= X
y

=
（x - 1）2 - y2

［（x - 1）2 + y2 ］2 ，但 X、Y、Y
x

、X
y

在（1，0）不连续，据例 26 的分析，此题计算不难.

解 令 L1 表示圆（x - 1）2 + y2 = 1，即 x = 1 + cost，y = sint（t 从 0 → 2π），于是

∮L ydx - （x - 1）dy
（x - 1）2 + y2 = ∮L1

ydx - （x - 1）dy
（x - 1）2 + y2 = ∫

2π

0
sint（- sint）dt - costcostdt

= - ∫
2π

0
dt = - 2π

例 53 计算∫C ydx - xdy
x2 + y2 ，其中 C 由 A（π，- π）经 y = πcosx 到 B（- π，π）.

解 X
y

=
x2 - y2

（x2 + y2）2 = Y
x

，但在原点没有意义，令 C1 ：
x = 槡2πcost

y = 槡2πsin
{

t
（t 从 - π

4
到 5

4
π），

显然 t = - π
4

时，C1 过 A，t =
5
4
π 时 C1 过 B，而 x2 + y2 = 2π2 ，于是

∫C ydx - xdy
x2 + y2 = ∫C1

ydx - xdy
x2 + y2 = ∫

5π
4

- π
4

槡2πsint（- 槡2πsint）dt - 槡2πcost 槡2πcostdt
2π2

=
- 2π2

2π2 ∫
5
4 π

- π
4

（sin2 t + cos2 t）dt = -
3
2
π
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评述 为什么煞费苦心选这一条曲线呢？为什么不能选直线 y = π（x 从 π → - π）呢？

例 54 计算
S

x2 zdxdy + y2 xdydz + z2 ydzdx S 是球面前半部分的内侧；S：x2 + y2 + z2 = R2 ；x ≥ 0.

分析 显然补平面 S1 ：（x，y，z）
x = 0

y2 + z2 ≤ R{ }2
然后用高斯公式.

解 
S

x2 zdxdy + y2 xdydz + z2 ydzdx = 
S+S1

x2 zdxdy + y2 xdydz + z2 ydzdx - 
S1

x2 zdxdy + y2 xdydz + z2 ydzdx

= - 
Ω

（x2 + y2 + z2）dV + 0 = - ∫
π
2

- π
2

dθ∫
π

0
dφ∫

R

0
ρ2ρ2 sinφdρ

= - π 2
5

R5 = -
2
5
πR5

例 55 （04，12 分）计算曲面积分

I = 
∑

2x3 dydz + 2y3 dzdx + 3（z2 - 1）dxdy，

其中∑ 是曲面 z = 1 - x2 - y2（z≥ 0）的上侧.

解 取∑1
为 xoy 平面上被圆 x2 + y2 = 1 所围部分的下侧，记 Ω为由∑与∑1

围成的空间闭区域，则

I = 
∑+∑1

2x3 dydz + 2y3 dzdx + 3（z2 - 1）dxdy - 
∑1

2x3 dydz + 2y3 dzdx + 3（z2 - 1）dxdy.

由高斯公式知


∑+∑1

2x3 dydz + 2y3 dzdx + 3（z2 - 1）dxdy = 
Ω

6（x2 + y2 + z） = 6∫
2π

0
dθ∫

1

0
dr∫

1 - r2

0
（z + r2）dz

= 12π∫
1

0

1
2

r（1 - r2）2 + r3（1 - r2[ ]） dr = 2π.

而 
∑1

2x3 dydz + 2y3 dzdx + 3（z2 - 1）dxdy = - 
x2 +y2≤1

（- 3）dxdy = 3π，

因此 I = 2π - 3π = - π.

例 56 以 ρ（x，y，z）表示从原点到椭球面 S：x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1，任一点 P（x，y，z）的切平面的距离，求


S

ρ（x，y，z）dS

解 过点 P（x，y，z）切平面的方程是

xX
a2 +

yY
b2 +

zZ
c2 = 1

由点到平面距离的公式

ρ（x，y，z） =
1

x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c槡 4

于是


S

ρ（x，y，z）dS = 
S

dS

x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c槡 4

由于被积函数及积分区域的对称性，上述积分等于在上半个椭球面上积分的二倍，以 S1 记上半个椭球面，

D 记 S1 ，在 xoy 面上的投影，D = （x，y） x2

a2 +
y2

b2 ≤{ }1 ，因

1 + Z2
x + Z2槡 y = 1 +

c4 x2

a4 z2 +
c4 y2

b4 z槡 2 =
c2

z
z2

c4 +
x2

a4 +
y2

b槡 4
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故


S

ρ（x，y，z）dS = 2
S1

ρ（x，y，z）dS = 2
D

1

x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c槡 4

c2

z
x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c槡 4 dσ

= 2c2
D

1

c 1 -
x2

a2 -
y2

b槡 2

dσ

用椭圆极坐标，令 x = arcosθ，y = brsinθ，就得到


S

ρ（x，y，z）dS = 2c∫
2π

0
dθ∫

1

0

1

1 - r槡 2
abrdr = 4abcπ

例 57 计算∮L xdy - ydx
［（αx + βy）2 +（γx + δy）2 ］n （αδ - βγ≠ 0），其中 L是椭圆（αx + βy）2 +（γx + δy）2 =

1 的正向.

解 由于（αx + βy）2 +（γx + δy）2 = 1，因而引入参数 t 令

αx + βy = cost

γx + δy = sin{ t
（0 ≤ t ≤ 2π）

又因 αδ - βγ ≠ 0，故
α β
γ δ

≠ 0，如令
α β
γ δ

=
1
a

则可解得

x = a（δcost - βsint）， y = a（αsint - γcost）

代入积分得

∮L xdy - ydx
［（αx + βy）2 +（γx + δy）2 ］n = ∫

2π

0
a（δcost - βsint）da（αsint - γcost）- a（αsint - γcost）da（δcost - βsint）

有些项的积分容易判断是零，整理后得到

原式 = ∫
2π

0
a2（aδcos2 t - βγsin2 t + aδsin2 t - βγcos2 t）dt = a2∫

2π

0
（aδ - βγ）dt = 2πa.

预测·强化训练六

1. 设 L 为正向的圆周 x2 + y2 = 9，计算曲线积分∮L（2xy - 2y）dx +（x2 - 4x）dy 的值.

2. 设平面曲线 L 为下半圆 y = - 1 - x槡 2 ，则曲线积分∮L（x2 + y2）dS 的值是多少？

3. 向量场 珗u（x，y，z） = xy2珒i + yez珒j + x1n（1 + x2）珒k 在点 p（1，1，0）处的散度 div珗u 等于什么值？

4. 计算曲线积分∫cxdy - ydx. C 是沿曲线 y = | sin2x | 上从点（0，0）到点（π，0）的一段.

5. 计算 ∫c（2xy3 - y2 cosx）dx +（1 - 2ysinx + 3x2 y2）dy

其中 C 是曲线 2x = πy2 上从点（0，0）到点 π
2

，( )1 的一段弧.

6 . 若已知连续可微函数 φ（x）满足 φ（0） = - 2，且能使∫c（ysin2x - yφ（x）tgx）dx + φ（x）dy 与路径无关.

1）求函数 φ（x）；

2）计算∫
（π

4
，π

4
）

（0，0）
（ysin2x - yφ（x）tgx）dx + φ（x）dy.

7 . 分别计算沿下列曲线正向回路的曲线积分：

∮+C

（x - y）dx +（x + y）dy
x2 + y2

1）C：（x - 1）2 +（y - 1）2 = 1 2）C： x + y = 1

8. 证明：如 f（u）为连续可导函数，则沿光滑的任意闭路 C 的曲线积分
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∮cf（x2 + y2）（xdx + ydy） = 0

9 . 计算曲线积分

∫
（1，0）

（0，0）
2e2xsiny - x -

y( )2
dx +（e2xcosy - esiny）dy

其中积分路线 C：x2 + y2 = x （y ≥ 0）.

10 . 计算 ∮+C

（x - y）dx +（x + y）dy
x2 + y2 ， 其中 C：x

2
3 + y

2
3 = 1 /π

2
3 .

11. 计算
∫C（x - c）dx + ydy

［（x - c）2 + y2 ］
3
2

（c > 0） C是椭圆 x2

a2 +
y2

b2 = 1（珋c≠ a）在第一象限由（a，0）到（0，b）的弧.

12 . 计算∫ )AOB
（12xy + ey）dx +（xey - cosy）dy 其中

)

AOB 为由点 A（- 1，1）沿曲线 y = x2 到点 O（0，0），再沿

直线 y = 0 到点 B（2，0）.

13 . 若对平面上任何按段光滑的封闭曲线 C，恒有

∮c2xyf（x2）dx +［f（x2）- x4 ］dy = 0

这里 f（x）在（- � ，� ）内有连续的一阶导数，且 f（0） = 2，试确定 f（x），并计算

∫
（1，2）

（0，0）
2xyf（x2）dx +［f（x2）- x4 ］dy

14 . 计算∮cx2 yzdx +（x2 + y2）dy +（x + y + 1）dz

其中 C 是曲面 x2 + y2 + z2 = 5 与曲面 z = x2 + y2 + 1 的交线（C 的方向可任选）.

15 . 计算曲线积分∮C（y + 1）dx +（z + 2）dy +（x + 3）dz，其中 C 为圆周
x2 + y2 + z2 = R2

x + y + z ={ 0
，若从 x 轴正向

看去是逆时针的.

16. 证明下面的曲线积分与路径无关，并计算

∫
（1，1，槡3）

（1，1，1）

yzdx + zxdy + xydz
1 + x2 y2 z2

17. 设 C 为 x2

a2 +
y2

b2 = 1，则∮C+
（y4 + yx）dx +（x2 y + x）dy = .

18. 设 u = x2 + y2 + z2 ，则 div（gradu） = .

19 . 设 S 是平面 x + y + z = 4 被圆柱面 x2 + y2 = 1 截出的有限部分，则曲面积分
S

yds 的值是（ ）.

（A）0 （B） 4
3 槡3 （C） 槡4 3 （D）π

20. 计算∫C 2y2 + z槡 2 dS，C：
x2 + y2 + z2 = a2{x = y

.

21 . 计算∫C y dS，C 为双纽线（x2 + y2）2 = a2（x2 - y2）.

22 . 计算∮+C

dx + dy
x + y

，其中 C 是以 A（1，0），B（0，1），C（- 1，0），D（0，- 1）为顶点的正方形闭路.

23 . 求曲线积分 I = ∮l ydx - xdy
x2 + y2 的值，其中 l 为（x - a）2 +（y - b）2 = 1 的正向.

24. 计算∮C（y - z）dx +（z - x）dy +（x - y）dz，其中 C：
x2 + y2 = 1

x + z ={ 1
，如从 x 轴正向看去，C 的方向为逆时针

方向.

25. 计算曲面积分


K

4zxdydz - 2zydzdx +（1 - z2）dxdy

其中 K 是 z = ey（0 ≤ y ≤ a）绕 z 轴旋转成曲面的下侧.
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26 . 计算
K

（x3 cosα + y3 cosβ + z3 cosγ）dS，其中 K是球面 x2 + y2 + z2 = a2 ；cosα、cosβ、cosγ 是球面外法线

的方向余弦.

27 . 计算 
K

x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy 其中 K是由 x = 0，y = 0，z = 0 及 x = 1，y = 1，z = 1 所围成的正

立方体的表面内侧.

28 . 计算曲面积分 
K

xyz dτ 其中 K 是 z = x2 + y2 被平面 z = 1 所割下的有限部分.

29. 计算 
K

y2 zdxdy + x2 ydzdx 其中 K 是第一卦限内抛物面 z = x2 + y2（0 ≤ z≤ 1）的下侧.

30 . 计算 
K

x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy 其中 K是上半球面（x - a）2 +（y - b）2 +（z - c）2 = R2 （z≥ c）的

上侧.

31 . 设 f（u）有连续的二阶导数，计算


+K

1
y

f( )x
y

dydz +
1
x

f( )x
y

dzdx + zdxdy

其中 K 是由 y2 = x2 + z2 ，y = 8 - x2 - z2 所围成的立体的表面.

32. 计算
K

x2 + y槡 2 ez（dzdx + dxdy + dydz）K 为曲面 z = x2 + y槡 2 及平面 z = 1，z = 2 所围成的立体的表

面外侧.

33. 设 X（x，y，z），Y（x，y，z），Z（x，y，z）都有连续的一阶偏导数，证明对任何的按块光滑的闭合曲面 K，都有


K

Xdydz + Ydzdx + Zdxdy = 0

的充要条件是：X
x

+ Y
y

+ Z
z

= 0

34. 质量曲面 K 是半球面 z = a2 - x2 - y槡 2 在锥 z = x2 + y槡 2 里面的部分，如果 K上每点的密度等于该

点到 xoy 平面的距离的倒数，试求 K 的质量.

35. 求质量均匀分布的球面 x2 + y2 +（z - a）2 = a2 对原点的转动惯量.

36. 计算
Σ

x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy，其中 Σ 是（x - a）2 +（y - b）2 +（z - c）2 = R2 的外侧.

37. 设曲面 z =
1
2

（x2 + y2），其面密度为常数 μ，试求该曲面在 0 ≤ z≤ 3
2

部分的质量中心.

简明解答

1. L：x = 3cost，y = 3sint（0 ≤ t ≤ 2π）

∮L（2xy - 2y）dx +（x2 - 4x）dy = ∫
2π

0
（9costsint - 6sint）（- 3sint）dt +（9cos2 t - 12cost）costdt = - 18π

2. x = cost，y = sint（π ≤ t ≤ 2π）

∫L（x2 + y2）dS = ∫
2π

π
（cost2 + sint2） cost2 + sint槡 2 dt = ∫

2π

π
dt = π

3. div珗u = 2

4. ∫Cxdy - ydx = ∫
π
2

0
2xcos2xdx - sin2xdx + ∫

π

π
2

（- 2xcos2x）dx + sin2xdx = - 4

5. X
y

= 6xy2 - 2ycosx = Y
x

积分与路径无关可沿折线从（0，0）到 π
2

，( )0 再到（π
2

，1）

∫C（2xy3 - y2 cosx）dx +（1 - 2ysinx + 3x2 y2）dy = 0 + ∫
1

0
（1 - 2y + 3 π( )2

2

y2）dy = π
4

2

6. X
y

= sin2x - φ（x）tgx = φ'（x） = Y
x

，解微分方程得 φ（x） = - 2cos2 x + C， φ（0） = - 2，得
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1）φ（x） = - 2cos2 x

2）原式 = 0 + ∫
π
4

0
- 2cos2 π( )4

dy = - π
4

.

7. Y
x

=
y2 - 2xy - x2

（x2 + y2）2 = X
y

1）C：（x - 1）2 +（y - 1）2 = 1

∮+C

（x - y）dx +（x + y）dy
x2 + y2 = 0

2）C： x + y = 1，令 C1 ：x = cost，y = sint.

∮+C
= ∮+C1

= ∫
2π

0
- （cost - sint）sintdt +（cost + sint）costdt = ∫

2π

0
dt = 2π

2）出现了有“洞”的情况，参看例 26、38 的分析与作法.

8. 因为Y
x

= 2xyf'（x2 + y2） = X
y

积分与路径无关，从而沿任何闭合曲线 C 积分为零.

9. Y
x

- X
y

=
1
2

记 O（0，0），A（1，0）

原式 = ∫C + ∫AO
+ ∫OA

= - 
D

Y
x

- X
( )y

dσ + ∫OA
= -

1
2 

D

dσ + ∫
1

0
（- x）dx

= -
1
2

1
2
π( )1

2

2

-
1
2

= - π
16

-
1
2

.

10. 由于 Y
x

=
- 2xy - y2 + x2

（x2 + y2）2 = X
y

，令 C1 ：
x =

1
π

cost

y =
1
π

sin{ t

原式 = ∮+C1
= ∫

2π

0
π2 1

π
cost -

1
π

sin( )t -
1
π

sin( )t dt + 1
π

cost +
1
π

sin( )t 1
π

cos( )t d[ ]t
= ∫

2π

0
（cos2 t + sin2 t）dt = 2π

11. 由于X
y

= Y
x

，故可改为沿折线积分，从（a，0）经（a，b）到（0，b）.

∫C = ∫
b

0

ydy

［（a - 珋c）2 + y2 ］
3
2

+ ∫
0

a

（x - 珋c）dx

［（x - 珋c）2 + b2 ］
3
2

=
1

a - 珋c -
1

b2 + 珋c槡 2
.

沿折线积分，不宜从（a，0）经（0，0）到（0，b），为什么？

12. 此题看似简单，但直接计算，y = x2 代入会出现 ex2 ，只好另辟蹊径. 以 C 表示点（2，1），现在补两折线AC、CB

利用格林公式计算.

∫ )AOB
（12xy + ey）dx +（xey - cosy）dy = ∫ )AOB

+ ∫AC
+ ∫CB

- ∫AC
- ∫CB

= 
D

Y
x

- X
( )y

dσ - ∫AC
- ∫CB

= 
D

（- 12x）dσ - ∫
1

0
（2ey - cosy）dy - ∫

- 1

2
（12x + e）dx

= sin1 - e - 1

这里 D 由 y = x2 ，y = 0，y = 1，x = 2 围成.

13. 由于 Y
x

= 2xf'（x2）- 4x3 = 2xf（x2） = X
y

，f（u）应满足微分方程 f'（u）- f（u）- 2u = 0 及 f（0） = 2 由此

可解得 f（x） = - 2（x + 1）+ ex

∫
（1，2）

（0，0）
2xyf（x2）dx +［f（x2）- x4 ］dy = ∫

（1，0）

（0，0）
+ ∫

（1，2）

（1，0）
= ∫

2

0
（f（1）- 1）dy = 2（e - 5）

14.
x2 + y2 + z2 = 5

z = x2 + y2 +{ 1
解得 z = 2，于是曲线方程为

x2 + y2 = 1

z ={ 2
，写成参数方程

x = cost

y = sint

z =
{

2

如选方向为 t = 0 到 t

= 2π，则
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∮C2cos2 tsint（- sint）dt + costdt = - π
2

= ∫
2π

0
（- 2cos2 tsin2 t + cost）dt = - π

2
.

15. 以 S 记 x + y + z = 0 在 x2 + y2 + z2 = R2 内的部分，据斯托克斯公式

∮C（y + 1）dx +（z + 2）dy +（x + 3）dz = - 
S

dydz + dzdx + dxdy

= - 
y2 +z2 +yz≤R2

2

dσ + 
x2 +z2 +xz≤R2

2

dσ + 
x2 +y2 +xy≤R2

2

d[ ]σ

= - 槡3πR2

16. 由于 darctg（xyz） =
yzdx + zxdy + xydz

1 + x2 y2 z2 故积分与路径无关，且有

∫
（1，1，槡3）

（1，1，1）

yzdx + zxdy + xydz
1 + x2 y2 z2 = arctg（xyz）

（1，1，槡3）

（1，1，1）

= π
12

17. x = acost，y = bsint，t = 0 到 t = 2π 代入得πab

18. 6

19. （A）

20. 用参数方程表示 C：x =
a

槡2
cost，y =

a

槡2
cost，z = asint

∫C 2y2 + z槡 2 dS = ∫
2π

0
a2 cos2 t + a2 sin2槡 t x' 2 + y' 2 + z'槡 2 dt = a2∫

2π

0
dt = 2πa2

21. 以 C1 记 C 在第一象限的部分，由对称性 ∫C y dS = 4∫C1
ydS

双纽线方程在极坐标下是 r2 = a2 cos2θ，r' =
- a2 sin2θ

r

r2 + r' 2 = a2 cos2θ +
a4 sin22θ
a2 cos2θ

= a2 1
cos2θ

∫C y dS = 4∫C1
ydS = 4∫

π
4

0
a cos2槡 θsinθ r2 + r'槡 2 dθ

= 4∫
π
4

0
a2 cos2槡 θsinθ

cos2槡 θ
dθ = 4a2∫

π
4

0
sinθdθ

= 4a2
1 - 槡2( )2

= 2a2（2 - 槡2）

22. 此一正方形，它的边界方程是 x + y = 1，在一、二、三、四象限分别表示为 x + y = 1，- x + y = 1，- x -

y = 1，x - y = 1，将方程分四段代入

∮+C

dx + dy
x + y

= 0 + ∫
- 1

0
2dx + 0 + ∫

1

0
2dx = - 2 + 2 = 0

23. 因Y
x

= X
y

1）原点不包含在圆周内，∮l +
= 0

2）原点包含在圆周内，令 l1 ：x = cost，y = sint

∮l +
= ∮l +1

ydx - xdy
x2 + y2 = ∫

2π

0
（- sin2 t - cos2 t）dt = - 2π

3）原点在圆周上，积分无意义.

24. 将 C 改写为参数方程，x = cost，y = sint，z = 1 - cost

∮C（y - z）dx +（z - x）dy +（x - y）dz

= ∫
2π

0
（sint + cost - 1）（- sint）dt +（1 - 2cost）costdt +（cost - sint）sintdt = - 4π

25. 补 S：z = ea 方向向上，用高斯公式
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K

4zxdydz - 2zydzdx +（1 - z2）dxdy = 
K

+ 
S

- 
S

= 
Ω

（4z - 2z - 2z）dv - 
S

= - 
x2 +y2≤a2

（1 - e2a）dxdy = （e2a - 1）πa2

26. 
K

（x3 cosα + y3 cosβ + z3 cosγ）dS = 
K

x3 dydz + y3 dzdx + z3 dxdy = 3
G

（x2 + y2 + z2）dv

= 3∫
2π

0
dθ∫

π

0
dφ∫

a

0
ρ2ρ2 sinφdρ =

12
5
πa5

27. 
K

x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy = - 
G

2（x + y + z）dv = - ∫
1

0
dx∫

1

0
dy∫

1

0
2（x + y + z）dz = - 3

28. 以 K1 表示 K 在第一卦限内的部分


K

xyz dτ = 4
K1

xyzdτ = 4 
x2 +y2≤1，x≥0，y≥0

xy（x2 + y2） 1 + 4x2 + 4y槡 2 dσ

= 4∫
π
2

0
dθ∫

1

0
r2 cosθsinθr2 1 + 4r槡 2 rdr = 槡125 5 - 1

420

29. 补三块平面 K1 ，K2 ，K3 ，（如图 6 - 17）

图 6 - 17


K

y2 zdxdy + x2 ydzdx = 
K

+ 
K1

+ 
K2

+ 
K3

- 
K1

- 
K2

- 
K3

= 
G

（y2 + x2）dV - 0 - 0 - 
K3

= ∫
π
2

0
dθ∫

1

0
dr∫

1

r2
r2 rdz - 

x2 +y2≤1，x≥0，y≥0

y2 dxdy

= ∫
π
2

0
dθ∫

1

0
r3（1 - r2）dr - ∫

π
2

0
dθ∫

1

0
r2 sin2θrdr = - π

48

不嫌烦补上三块平面再用高斯公式，是因为在这三块平面上，曲面积分都很简

单.

30. K1 表示 z = c，（x - a）2 +（y - b）2 ≤ R2 的下侧，则


K

x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy = 
K

+ 
K1

- 
K1

= 
G

3（x + y + z）dV + 
（x- a）2 +（y- b）2≤R2

c2 dxdy

= 
G

3（x + y + z）dV + c2πR2

令 x - a = ρsinφcosθ，y - b = ρsinφsinθ，z - c = ρcosφ，则


G

3（x + y + z）dV = ∫
2π

0
dθ∫

π
2

0
dφ∫

R

0
3［ρsinφcosθ + ρsinφsinθ + ρcosφ + a + b + c］ρ2 sinφdρ

=
4
3
πR2（a + b + c）+

1
4

R4

原式 =
4
3
πR3（a + b + c）+

1
4

R4 + πR2 c2

31. X
x

+ Y
y

+ Z
z

=
1
y

f' ( )x
y

1
y

+
1
x

f' ( )x
y

-
x
y( )2 + 1 = 1

以 G 表示 y2 = x2 + z2 ，y = 8 - x2 - y2 所围成的区域，则


+K

1
y

f( )x
y

dydz +
1
x

f( )x
y

dzdx + zdxdy = 
G

dV = 16π.

32. 由 G 表示，K 的曲面所围成的空间区域


K

x2 + y槡 2 ez（dzdx + dydz + dxdy） = 
G

x + y

x2 + y槡 2
+ x2 + y槡( )2

ezdV

= ∫
2

1
ezdz

σz

x + y

x2 + y槡 2
+ x2 + y槡( )2

dσ σz：x2 + y2 ≤ z2

·742·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第四部分 多元函数积分学



= ∫
2

1
ezdz∫

2π

0
dθ∫

z

0
（cosθ + sinθ + r）rdr

= ∫
2

1
ezdz∫

2π

0
（cosθ + sinθ） z2

2
+

z3[ ]3
dθ = ∫

2

1
2π z3

3
ezdz =

2
3
π（e2 + 3e）

三重积分采用了先二后一的算法

33. 证明

1）充分条件，由高斯公式，显然.

2）必要条件，采用反证法，如存在（x0 ，y0 ，z0）使

X
x

+ Y
y

+ Z
z （x0，y0，z0）

= a > 0（a < 0 相似可证）

由于X
x

+ Y
y

+ Z
z

连续，存在 G：（x - x0）
2 +（y - y0）

2 +（z - z0）
2 ≤ r2（r > 0），在 G内X

x
+ Y
y

+ Z
z

≥ a
2

> 0，设 G 的表面曲面为 K，于是


K

Xdydz + Xdzdx + Zdxdy = 
G

X
x

+ Y
y

+ Z
( )z

dV≥
G

a
2

dV

=
a
2

4
3
πr3 =

2
3
πar3 > 0

矛盾，故X
x

+ Y
y

+ Z
z

≡ 0.

34. ρ =
1
z

σ：x2 + y2 ≤ a2

2

M = 
K

ρdS = 
K

1
z

dS = 
σ

1

a2 - x2 - y槡 2
1 + σ2

x + σ2槡 y dσ

= 
σ

a2

（a2 - x2 - y2）
3
2

dσ = a2∫
2π

0
dθ∫

a

槡2

0

1

（a2 - r2）
3
2

rdr = πaln2.

35. 设密度为 ρ，S：x2 + y2 +（z - a）2 = a2

I0 = 
S

ρ（x2 + y2 + z2）dS

以 S1 记 z = a + a2 - x2 - y槡 2 ，S2 记 Z = a - a2 - x2 - y槡 2

1 + σ2
x + σ2槡 y =

a

a2 - x2 - y槡 2
；σ：x2 + y2 ≤ a2

I0 = 
S1

+ 
S2

= 
σ

2aρ（a + a2 - x2 - y槡 2） a

a2 - x2 - y槡 2
dσ + 

σ

2aρ（a - a2 - x2 - y槡 2） a

a2 - x2 - y槡 2
dσ

= 4a3ρ
σ

dσ
a2 - x2 - y槡 2

= 4a3∫
2π

0
dθ∫

a

0

rdr

a2 - r槡 2
= 8a4πρ.

注意：S1 、S2 的转动惯量当然是不同的.

36. G 表示 Σ 围成的空间区域


Σ

= 
G

3（x + y + z）dV =
4
3
πR3（a + b + c）+

1
4

R4

37. 设质量中心的坐标是（珋x，珋y，珋z），由区域的对称性及被积函数的奇、偶性立即可以判断 珋x = 珋y = 0，记 σ：x2 + y2

≤ 3

珋z =

S

μzdS


S

μdS
=

S

zdS


S

dS
=

σ

1
2

（x2 + y2） 1 + x2 + y槡 2 dσ


σ

1 + x2 + y槡 2 dσ

=
∫

2π

0
dθ∫槡

3

0

1
2

r2 1 + r槡 2 rdr

∫
2π

0
dθ∫槡

3

0
1 + r槡 2 rdr

=
29
35
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书书书

第五部分 级数与微分方程

第七章 无穷级数

考试要求

1. 理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，掌握级数的基本性质及收敛的必要条件.

2. 掌握几何级数与 p 级数的收敛与发散的条件.

3. 掌握正项级数收敛性的比较判别法和比值判别法，会用根值判别法.

4. 掌握交错级数的莱布尼茨判别法.

5. 了解任意项级数绝对收敛与条件收敛的概念，以及绝对收敛与收敛的关系.

6. 了解函数项级数的收敛域及和函数的概念.

7. 理解幂级数收敛半径的概念，掌握幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的求法.

8. 了解幂级数在其收敛区间内的一些基本性质（和函数的连续性，逐项求导和逐项积分），会求一些幂级

数在收敛区间内的和函数，并会由此求出某些数项级数的和.

9. 了解函数展开为泰勒级数的充分必要条件.

10. 掌握 ex，sinx，cosx，ln（1 + x）和（1 + x）α 的麦克劳林（MacLaurin）展开式，会用它们将一些简单函数间接展开

成幂级数.

11. 了解傅里叶级数的概念和狄利克雷收敛定理，会将定义在［- l，l］上的函数展开为傅里叶级数，会将定义在

［0，l］上的函数展开为正弦级数与余弦级数，会写出傅里叶级数的和的表达式.

考试要点分析与题型预测

级数主要包含：常数项级数，幂级数，傅里叶级数. 常数项级数又称数值级数.

常数项级数中最基本的概念是级数的收敛与发散，简称级数的敛散性，用部分和数列 Sn 的极限来界定 . 常

数项级数中主要有两大问题：第一个问题是级数的敛散性，第二个问题是级数求和. 对于第一个问题，一、有正

项级数敛散性判定法，最基本的又常用的有基本定理，比较判定法一、二，比值判定法，根值判定法；二、有交错

级数的莱布尼茨判定法；三、任意项级数绝对收敛判定法. 近年来考研题常用基本定理判定级数的敛散性，如

§ 7 - 1 中例12、13，有时还用柯西积分判定法来判定级数的敛散性，如 § 7 - 1 中例20. 对于第二个问题，最常用

的求和法是利用幂级数的和函数 S（x），令其中 x 取某个定值 x0 ，则 S（x0）就是数值级数的和. 如 § 7 - 1 中，例

10，例 11，例 14，例 15 等. 级数收敛性与求和是考研中热点之一，几乎是年年出考题.

幂级数中，求收敛半径，收敛区间和收敛域（收敛域要检查区间端点是否收敛），和函数，如 § 7 - 2 中，例2，

例 7，例8 等；相反地，利用幂级数的基本性质和已知函数的幂级数展开式，把另一函数展开成幂级数，如 § 7 - 2

中，例 14，例 15 等，考研中经常用到的已知函数是几何幂级数： 1
1 - x

= ∑
�

n = 0

xn（| x | < 1），它在考研中占有一定

地位，这两方面内容考研中轮流出现.

f（x）在［- l，l］，［0，l］上傅里叶级数的各种形式，狄里克雷定理，是要掌握会应用的，考研中约 4 ～ 5 年才

出现一次.
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 无穷级数数学二不考



§ 7 - 1 常数项级数 典型例题分析与最新考试题型预测

一、基本概念

1. 常数项级数

设 a1 ，a2 ，⋯an ，⋯ 是个无穷数列，符号 a1 + a2 + ⋯ + an + ⋯ 称为无穷级数，简称级数 . 记作∑
�

n = 1

an ，或∑an .

其中 an 称为级数的通项或一般项 . 由于级数的每一项 an（n = 1，2，⋯）都是数，因而又称为常数项级数 .

2. 级数的部分和数列

Sn = a1 + a2 + ⋯ + an（n = 1，2⋯）称为级数∑
�

n = 1

an 的前 n 项部分和 . 以 Sn 为通项的数列｛Sn｝称为级数

的部分和数列 .

3. 级数的收敛与发散

若级数∑
�

n = 1

an 的部分和数列｛Sn｝收敛，即 lim
n→�

Sn = S，则称级数∑
�

n = 1

an 收敛，S 称为级数的和，记作

S = a1 + a2 + ⋯ + an + ⋯ = ∑
�

n = 1

an

若部分和数列｛Sn｝发散，则称级数∑
�

n = 1

an 发散，发散级数∑
�

n = 1

an 没有和 .

4. 收敛级数的余项（又称余和）

若级数∑
�

n = 1

an 收敛，和为 S，则 Rn = S - Sn = an+1 + an+2 + ⋯ 称为级数的 n 项后的余项，简称余项 .

注意 （1）级数的收敛性和发散性是无穷多项求和的内在性质 . 级数∑
�

n = 1

an


的收敛性与级数的部分和数

列｛Sn｝
极限的存在性是等价的 .

（2）Sn 可作为收敛级数的和 S 的近似值，所产生的误差是余项 Rn 的绝对值，即 | Rn | .

（3）发散级数仅仅是个符号，不表示什么 .

5. 正项级数、交错级数、任意项级数、绝对收敛级数以及条件收敛级数

级数中每一项 an ≥ 0（n = 1，2⋯）者称为正项级数，级数中每一项 an ≤ 0（n = 1，2，⋯）者称为负项级数 .

正项级数、负项级数统称为定号级数或同号级数 . 级数的各项如果是正负号相间，即形状为

a1 - a2 + a3 - a4 + ⋯

其中 a1 ，a2 ，⋯ 是正数，这样的级数称为交错级数 . 级数中各项可以有正数、负数或零者称为任意项级数 . 对于

任意项级数∑
�

n = 1

an ，如果各项取绝对值所构成的绝对级数∑
�

n = 1

| a n | 收敛，则称级数∑
�

n = 1

an ，为绝对收敛级数；如果

绝对值级数∑
�

n = 1

| an | 发散，而级数∑
�

n = 1

an 收敛，则称其为条件收敛级数 .

二、级数的基本性质

1. 去掉级数前面有限项或在级数前面加添有限项，不影响级数的敛散性 .

2. 收敛级数的余项 Rn 有 lim
n→�

Rn = 0.
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3. 若级数∑
�

n = 1

an 收敛，和为 S，c 为任一不等于零的实数，则∑
�

n = 1

can 也收敛，且和为 cS.

4. 若级数∑
�

n = 1

an 收敛，和为 S1 ，级数∑
�

n = 1

bn 收敛，和为 S2 ，则级数∑
�

n = 1

（an ± bn）收敛且和为 S1 ± S2 ，其逆不真

. 若级数∑
�

n = 1

an 收敛，级数∑
�

n = 1

bn 发散，则级数∑
�

n = 1

（an ± cn）发散；若级数∑
�

n = 1

an ，∑
�

n = 1

bn 均发散，则级数∑
�

n = 1

（an ±

bn）可能收敛 .

5. 级数∑
�

n = 1

an 收敛的必要条件是 lim
n→�

a n = 0.

6. 若级数∑
�

n = 1

an 收敛，不改变级数各项的次序，任意添加括号所得级数必然收敛于相同值 . 但是若对一个

级数：添加括号后的级数收敛，原级数不一定收敛；添加括号后的级数如果发散，则原级数一定发散 .

三、级数敛散性的判定

1. 正项级数敛散性的判定法

（1）基本定理 正项级数∑
�

n = 1

an 收敛的充要条件是部分和 Sn 有界 .

（2）比较判定法

比较判定法一 若正项级数∑
�

n = 1

an ，∑
�

n = 1

bn ，而 N 为一正整数，当 n > N 时，有 an ≤ bn . 如果∑
�

n = 1

bn 收敛，则

∑
�

n = 1

an 收敛；如果∑
�

n = 1

an 发散，则∑
�

n = 1

bn 发散 .

比较判定法二（极限形式的比较判定法） 若正项级数∑
�

n = 1

an ，∑
�

n = 1

bn 满足 lim
n→�

a n

bn

= k（bn ≠ 0，0 ≤ k ≤+

� ），则当 0 < k < + � 时，∑
�

n = 1

an ，∑
�

n = 1

bn 同时收敛或同时发散；当 k = 0 时，若级数∑
�

n = 1

bn 收敛，则级数∑
�

n = 1

an 也

收敛；当 k = + � 时，若级数∑
�

n = 1

bn 发散，则级数∑
�

n = 1

an 也发散 .

注意 使用比较判定法时，常用来作比较的级数是几何级数∑
�

n = 1

rn（| r | < 1 收敛，| r | ≥ 1 发散）、p


级数

∑
�

n = 1

1
np（p > 1 收敛，p ≤ 1 发散）以及调和级数∑

�

n = 1

1
n

（发散


）.

（3）达朗贝尔判定法（比值判定法） 若 lim
n→�

a n+1

an

= ρ，则当 0 ≤ ρ < 1 时，级数∑
�

n = 1

an 收敛；1 < ρ≤+ � 时，

∑
�

n = 1

an 发散；ρ = 1 或 lim
n→�

a n+1

an

不存在时，不能断定级数是收敛或发散 .

（4）柯西判定法（根值判定法） 若 lim
n→�

n
a槡 n = ρ，则当0 ≤ ρ < 1 时，级数∑

�

n = 1

an 收敛；1 < ρ≤+ � 时，∑
�

n = 1

an

发散；ρ = 1 或 lim
n→�

n
a槡 n 不存在时，不能断定级数是收敛或发散 .

（5） 柯西积分判定法：若 f（x）在 x≥1 上是连续、非负的广义单调降函数，则∑
�

n = 1

f（n）与∫
+�

1
f（x）dx同时收

敛或同时发散 .

注意 以上关于正项级数敛散性的常用的几种判定法，对于负号级数也完全适用 . 因而是同号级数敛散

性的判定法 .

2. 交错级数收敛的判定法

莱布尼茨判定法：若交错级数∑
�

n = 1

（- 1）n an （an > 0，n = 1，2，3，⋯）满足条件
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（1）a1 > a2 ⋯ > an > ⋯ > 0；（2）lim
n→�

a n = 0，则级数∑
�

n = 1

（- 1）n an 收敛，且余项 | Rn | ≤ an+1

3. 任意项级数收敛的判定法

绝对收敛判定法：若级数∑
�

n = 1

| a n | 收敛，则级数∑
�

n = 1

an 收敛 .

注意一 （1）由于绝对值级数是正项级数，因此其敛散性可用正项级数敛散性的判定法加以判定 . 如果

用达朗贝尔判定法和柯西判定法判定∑ | a n | 发散，则原级数数∑an 发散 . 但正项级数的其它判定法若判定

∑ | a n | 发散，则不能断定级数∑an 发散 .（2）绝对收敛级数的和等于级数的所有正项组成的级数的和减去

级数的所有负项的绝对值组成的级数的和 .（3）绝对收敛级数与条件收敛级数是有很大差异的 . 如果级数是

绝对收敛的，则可以象有限项和那样运用加法和乘法的运算法则，诸如交换律、分配律等；如果级数是条件收

敛，则有限项和性质往往不适用 .

注意二 以上关于级数敛散性的各种判定法，只有正项级数敛散性的基本定理中的条件是充要条件，其

余判定法均是充分条件 .

对于一个级数∑
�

n = 1

an ，首先而且最重要的问题是判定其敛散性 . 如何判定？可以先检验收敛的必要条件是

否满足，如果不满足，则级数发散；如果满足，有少量的级数可以用定义检验是否收敛，即考察 lim
n→�

Sn 是否存在 .

也有少量的级数可以利用已知的收敛和发散的某些级数，结合级数的性质判断其敛散性 . 如果是正项级数，则

可用正项级数的各种判定法，其中达朗贝尔判定法应用较为方便，但柯西判定法比达朗贝尔判定法适用的级数

范围更为普遍 . 上述各种方法中比较判定法是基础 . 当达朗贝尔判定法和柯西判定法失效而无能为力时，比较

判定法往往行之有效 . 对于交错级数，最好先用莱布尼茨判定法，若不满足，则可使用绝对收敛判定法 . 而任意

项级数，则一般均使用绝对收敛判定法 .

四、典型例题分析与考试题型预测

典型题型 1. 判定级数敛散性的证明题或讨论题

例 1 判定下列级数的敛散性

（1）∑
�

n = 1

2n n！
nn （2）∑

�

n = 1

3n ·n！
nn （3）∑

�

n = 1

nn+ 1
n

（n +
1
n

）n
（4）∑

�

n = 1

1
np sin π( )n

解 （1）an =
2n ·n！

nn > 0. 可用比值法：lim
n→�

a n+1

an

= lim
n→�

2n+1（n + 1）！
（n + 1）n+1 · nn

2n ·n！
= lim

n→�

2

（1 +
1
n

）n
=

2
e

< 1，所以原级数收敛.

（2）an =
3n ·n！

nn > 0， lim
n→�

a n+1

an

= lim
n→�

3n+1 ·（n + 1）！
（n + 1）n+1 · nn

3n ·n！
= lim

n→�

3

（1 +
1
n

）n
=

3
e

> 1，所以原级数

发散.

（3）an =
nn+ 1

n

（n +
1
n

）n
=

n
1
n

［（1 +
1
n2 ）n2

］
1
n

. 由于 lim
n→�

n
1
n = 1 及 lim

n→�
（1 +

1
n2 ）n2

= e，故 lim
n→�

a n = 1，所以原级数的

一般项不趋向于零，故此极数发散.

（4）an =
1
np sin π

n
.

分析 本题宜选 p— 级数为比较对象，讨论该级数的敛散性.

解 当 p > 0 时，lim
n→�

a n

1
n1 +p

= lim
n→�

sin π
n

1
n

= π，故该级数收敛.
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当 p ≤ 0 时，lim
n→�

a n

1
n

= lim
n→�

sin π
n

1
n

· lim
n→�

1
np =

π， 当 p = 0 时，

+ � ， 当 p < 0 时{ .
故该级数发散.

评述 从题目（4）本身分析，另找一级数∑
�

n = 1

bn 与原级数∑
�

n = 1

an 进行比较判定其收敛性，也是今后常用的

一种方法，值得引起注意 .

例 2 判定下列级数的敛散性

1

槡2 - 1
-

1

槡2 + 1
+

1

槡3 - 1
-

1

槡3 + 1
+ ⋯

解 所给级数为

1

槡2 - 1
-

1

槡2 + 1
+

1

槡3 - 1
-

1

槡3 + 1
+ ⋯ +

1

槡n - 1
-

1

槡n + 1
+ ⋯ 这是一个交错级数，容易验证不满足 an >

an+1 ，因而可能发散 . 为此，考虑把原级数加括号

1

槡2 - 1
-

1

槡2 +( )1
+

1

槡3 - 1
-

1

槡3 +( )1
+ ⋯ +

1

槡n - 1
-

1

槡n +( )1
+ ⋯

通项 bn =
1

槡n - 1
-

1

槡n + 1
=

2
n - 1

，而级数∑
�

n = 2

2
n - 1

= 2 ∑
�

n = 2

1
n - 1

发散，故由级数的基本性质知，原级数发散

.

例 3 判定下列正项级数的收敛性

（1）槡2 + 2 - 槡槡 2 + 2 - 2 + 槡槡槡 2 + 2 - 2 + 2 + 2槡槡槡槡 + + ⋯

（2） ∑
�

n = 1

1
（n + 1）ln2（n + 1）

（3）∑
�

n = 1
∫

1
n

0

槡x
1 + x2 dx （4）∑

�

n = 1

1！+ 2！+ ⋯ + n！
（2n）！

解 （1）所给级数的通项 an = 2 - 2 + 2 + ⋯ 2 + 槡槡槡槡槡槡              2
n- 1层根号

结构比较复杂，不便于使用级数敛散的

判定法，为此先将 an 变形化简 .

a1 = 槡2 = 2cos π
4

a2 = 2 - 槡槡 2 = 2 - 2cos π槡 4
= 2 × 2sin2 π槡 8

= 2sin π
8

a3 = 2 - 2 + 槡槡槡 2 = 2 - 2 1 + cos π( )槡槡 4
= 2 - 2cos π槡 8

= 2sin π
16

⋯⋯⋯⋯⋯⋯

an = 2 - 2 + 2 + ⋯ 2 + 槡槡槡槡槡槡              2
n- 1层根号

= 2 - 2cos π
2槡 n = 2sin π

2n+1

故所给级数可化为

2 sin π
4

+ sin π
8

+ ⋯ + sin π
2n+1 +( )⋯ = 2 ∑

�

n = 1

sin π
2n+1

这时可看出应该用达朗贝尔判定法判定其敛散性 . 有

lim
n→�

sin π
2n+2

sin π
2n+1

= lim
n→�

sin π
2n+2

π
2n+2

π
2n+1 ×

1
2

sin π
2n+1

=
1
2

< 1

故原级数收敛 .

（2） 分析 所给级数为∑
�

n = 1

1
（n + 1）ln2（n + 1）

，由于 f（n）=
1

（n + 1）ln2（n + 1）
随 n 增大而减小，所以可
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以考虑用柯西积分判定法做此题 .

解 令 f（x） =
1

（x + 1）ln2（x + 1）
，x≥ 1，则 f '（x） =

- ［2 + ln（x + 1）］
（x + 1）2 ln3（x + 1）

< 0，故 f（x）在 1 ≤ x < + � 满

足 f（x） > 0、单调减少、连续 .

又 ∫
+�

1

dx
（x + 1）ln2（x + 1）

= lim
t→+�

-
1

ln（x + 1[ ]）

t

1

=
1

ln2

即积分∫
+�

1

dx
（x + 1）ln2（x + 1）

收敛 . 故原级数收敛 .

评述 从本题解答过程启示我们，所给与级数的通项相对应的 f（x）是连续单调减少函数，就可用柯西

积分判定法做此题 .

（3）分析 通项 an = ∫
1
n

0

槡xdx
1 + x2 是用一个积分表示，如果将它计算出来，工作量较大，从而得到 an 的表示

式较烦，这不利于使用级数敛散性的判定法 . 如果不将此积分计算出来，则显然不宜于用达朗贝尔判定法和柯

西判定法 . 为此考虑比较判定法 .

解 从 0 < an ≤ ∫
1
n

0
槡xdx =

2
3n3 /2 = bn ，而级数∑

�

n = 1

2
3n3 /2 =

2
3 ∑

�

n = 1

1
n3 /2 是收敛的 p 级数 p =

3
2

>( )1 ，

由比较判定法一，可知原级数收敛 .

评述 从本题解答过程启示我们，最关键步是不等式 0 < an ≤ bn 的估计，找出了收敛级数∑
�

n = 1

1
n3 /2 ，比较

法使原级数的敛散得到解决 . 这种引出不等式（0 < an ≤ bn）的方法，今后在考研题目中用得相当多 .

（4）通项 an =
1！+ 2！+ ⋯ + n！

（2n）！
的分子是 n 项之和，且 an 又不含有 n 次幂，因此不宜用达朗贝尔判别法和

柯西判别法，仍考虑比较法 .

an ≤
n！+ n！+ ⋯ + n！

（2n）！
=

n·n！
（2n）！

=
1

2（n + 1）（n + 2）⋯（2n - 1）
≤ 1

2（n + 1）2（n ≥ 3）

取 bn =
1

2（n + 1）2 ，显然级数∑
�

n = 3

1
2（n + 1）2 收敛 . 因此由比较判定法一得原级数收敛 .

例 4 （1）判定级数∑
�

n = 1

（- 1）n+1

ln 2 +
1( )n

（3n - 2）（3n + 2槡 ）
是条件收敛？还是绝对收敛？还是发散？

解 所给级数是交错级数，an =
ln 2 +

1( )n

（3n - 2）（3n + 2槡 ）
，因此首先考虑用莱布尼茨判定法判定 . 从

an+1

an

=
ln 2 +

1
n +( )1

（3n + 1）（3n + 5槡 ）

（3n - 2）（3n + 2槡 ）

ln 2 +
1( )n

=
ln 2 +

1
n +( )1

ln 2 +
1( )n

（3n - 2）（3n + 2槡 ）

（3n + 1）（3n + 5槡 ）
< 1

即 an+1 < an

又 lim
n→�

ln 2 +
1( )n

（3n - 2）（3n + 2槡 ）
= lim

n→�

ln 2 +
1( )n

9n2 -槡 4
= 0

于是由莱布尼茨判定法，知此级数收敛 . 但因

ln 2 +
1( )n

（3n - 2）（3n + 2槡 ）
>

ln2
（3n + 2）

>
ln2

3（n + 1）
=

ln2
3

×
1

n + 1

而级数ln2
3 ∑

�

n = 1

1
n + 1

发散，故由比较判定法一得知级数
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∑
�

n = 1

ln 2 +
1( )n

（3n - 2）（3n + 2槡 ）

发散 . 因此原级数条件收敛 .

（2）确定级数∑
�

n = 2

（ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

的敛散性 .

分析 这里考虑引用等价无穷小知识来确定级数∑
�

n = 2

（ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

的敛散性

解 因为 an =（ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

=
1

n +槡 1 槡
( )+ n

5

ln 1 -
2

n +( )1
，而 ln 1 -

2
n +( )1

< 0，故∑
�

n = 1

an

为负项级数 . 由于通项 an 的结构比较复杂，故考虑先用等价无穷小来代替其中的一些因子，以简化通项 .

ln
n - 1
n + 1

= ln 1 -
2

n +( )1
～ -

2
n + 1

～ -
2
n

（n → � 时）

n +槡 1 槡- n =
1

n +槡 1 槡+ n
～ 1

2 槡n
（n → � 时）

故有 an = （ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

～ 1

2 槡
( )n

5

-
2( )n

=
- 1

24 × n1 +5 /2（n → � 时）

即

lim
n→�

- （ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

1 /24 × n 1 +( )5
2

= 1

而级数 1
24 ∑

�

n = 2

1
n1 +5 /2 收敛，因此，由极限形式的比较判定法可得级数

∑
�

n = 2

- （ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

收敛，也即级数

∑
�

n = 2

（ n +槡 1 槡- n）5 ln
n - 1
n + 1

收敛 .

评述 这类题目系综合性的有一定深度的例题，理解并掌握它有助于培养分析与解决问题的能力 .

例 5 若正项级数∑
�

n = 1

an 收敛，证明正项级数∑
�

n = 1

a槡 n

n
也收敛

证明 级数的通项
a槡 n

n
=

1
n2 a槡 n ，利用不等式

槡ab ≤ a + b
2

（a > 0，b > 0）

a槡 n

n
=

1
n2 a槡 n ≤

1
2

1
n2 + a( )n

由于级数∑
�

n = 1

1
n2 及∑

�

n = 1

an 都收敛，因而级数∑
�

n = 1

1
2

1
n2 + a( )n 也收敛，由比较判定法一得知级数∑

�

n = 1

a槡 n

n
收敛 .

例 6 设正项级数∑
�

n = 1

an ，（1）若 lim
n→�

nan = l（l > 0），问正项级数∑
�

n = 1

an 是收敛或是发散？ （2）若 lim
n→�

n2 an =

l（l > 0），问正项级数∑
�

n = 1

an 是收敛或是发散？

解 （1）由假设 lim
n→�

nan = l > 0，故对于 l
2

> 0，存在正整数 N，n ≥ N，有 | nan - l | <
l
2

即有 nan >
l
2

或 an >
l
2

1
n

（n ≥ N）
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而级数∑
�

n = N

l
2n

=
l
2 ∑

�

n = N

1
n

发散，故由此比较判定法一得知级数∑
�

n = N

an 发散，从而知级数∑
�

n = 1

an 发散 .

（2）由假设，对于 l
2

> 0，存在正整数 N1 ，当 n ≥ N1 时，有 | n2 an - l | <
l
2

即有 n2 an <
3l
2

或 an <
3l

2n2 （n ≥ N1）

而级数∑
�

n = N1

3l
2n2 收敛，从而得知级数∑

�

n = N1

an 收敛，故原级数∑
�

n = 1

an 收敛 .

典型题型 2. 判定敛散性与选择填空题

例 7 填空题

（1）已知级数∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 an = 2，∑
�

n = 1

a2n- 1 = 5，则级数∑
�

n = 1

an 等于 8 .

解 因为 2 ∑
�

n = 1

a2n- 1 - ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 an = ∑
�

n = 1

an = 10 - 2 = 8

（2）级数∑
�

n = 1

（ln3）n

2n 的值为 2
2 - ln3

.

解 ∑
�

n = 1

（ln3）n

2n = ∑
�

n = 1

（ln3）( )2

n

. 因为公比 （ln3）
2

< 1，所以由几何级数求和公式 s =
1

1 - （ln3）/2
=

2
2 - ln3

.

例 8 选择题

（1）设常数 k > 0，则级数∑
�

n = 1

（- 1）n k + n
n2 是（C）.

（A）发散 （B）绝对收敛 （C）条件收敛 （D）收敛或发散与 k 的取值有关

分析 做这类交错级数题目通常都是首先检验它的条件收敛性，其次检验它的绝对收敛性 .

解 由莱布尼茨定理，级数∑
�

n = 1

（- 1）n k
n2 与∑

�

n = 1

（- 1）n 1
n

收敛，所以∑
�

n = 1

（- 1）n k + n
n2 收敛. 又绝对值级数

∑
�

n = 1

k + n
n2 发散 . 综合应选（C）.

评述 类似题目考研中常常出现 .

（2）级数∑
�

n = 1

（- 1）n 1 - cos α( )n
（常数 α > 0）是（C）

（A）发散 （B）条件收敛 （C）绝对收敛 （D）收敛性与 α 有关

分析 做本题的条件收敛性并不困难，然而检查绝对收敛时，必需从 an =（1 - cos α
n

） = 2sin2 α
2n

中启示

我们去确定比较对象级数∑
�

n = 1

α
2( )n

2

，因为∑
�

n = 1

α
2( )n

2

收敛，由极限形式的比较判定法知原级数绝对收敛 .

解 原级数为交错级数，an = 1 - cos α( )n
单调递减且极限趋于零，由莱布尼茨定理知原级数收敛 . 绝对

值级数∑
�

n = 1
1 - cos α( )n

为正项级数，因为 lim
n→�

1 - cos α
n

α
2( )n

2 = lim
n→�

2sin2 α
2n

α
2( )n

2 = 2，由 极 限 形 式 比 较 判 定 法，知

∑
�

n = 1
1 - cos α( )n

收敛 . 综合，应选（C）.

评述 从本小题 1 - cos α( )n
自身通过三角公式转换成 2sin2 α

2n
，确定出级数∑

�

n = 1

α
2( )n

2

，是检验原级数

是否绝对收敛的关键 .
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（3）设常数 λ > 0，且级数∑
�

n = 1

a2
n 收敛，则级数∑

�

n = 1

（- 1）n | a n |

n2 +槡 λ
是（C）.

（A）发散 （B）条件收敛 （C）绝对收敛 （D）收敛性与 λ 有关

分析 做本小题的条件收敛是很困难的，就直接检验级数的绝对收敛性，这只要利用不等式 ab ≤
1
2 a2 + b( )2 （a > 0，b > 0）即可 .

解 因 为 绝 对 值 级 数∑
�

n = 1

| an |

n2 +槡 λ
的 通 项：

| a n |

n2 +槡 λ
≤

| a n |
n

≤ 1
2

| an | 2 +
1
n( )2 ，而 级 数∑

�

n = 1

1
2

| an | 2 +
1
n( )2 收敛，所以∑

�

n = 1

| a n |

n2 +槡 λ
收敛 . 所以应选（C）.

评述 本小题所引用的不等式 ab≤ 1
2 a2 + b( )2 是关键性的步骤，今后做题还会用到，值得读者重视 .

（4）（95，3 分）设 un = （- 1）n ln 1 +
1

槡
( )n

，则级数是（C）.

（A）∑
�

n = 1

un 与∑
�

n = 1

u2
n 都收敛 （B）∑

�

n = 1

un 与∑
�

n = 1

u2
n 都发散

（C）∑
�

n = 1

un 收敛而∑
�

n = 1

u2
n 发散 （D）∑

�

n = 1

un 发散而∑
�

n = 1

u2
n 收敛

解 因为 an = ln 1 +
1

槡
( )n

单 调 递 减 且 极 限 趋 于 零，由 莱 布 尼 茨 定 理 知∑
�

n = 1

un 收 敛 . 绝 对 值 级 数

∑
�

n = 1

ln 1 +
1

槡
( )n

为正项级数，因为 lim
n→�

ln 1 +
1

槡
( )[ ]n

2

1

槡
( )n

2

( )


0
0

1，又∑
�

n = 1

1

槡
( )n

2

发散，由极限形式比较判定法，知

∑
�

n = 1

u2
n 发散 . 综合应选（C）.

（5）（96，3 分）设 an > 0（n = 1，2，⋯），且∑
�

n = 1

an 收敛，常 λ ∈ 0，π( )2
，则级数∑

�

n = 1

（- 1）n ntg λ( )n
a2n 是

（A）.

（A）绝对收敛 （B）条件收敛 （C）发散 （D）收敛性与 λ 有关

分析 从本小题给出的级数∑
�

n = 1

an 收敛，由它偶数项组成的级数∑
�

n = 1

a2n 也是收敛的 . 又从所要检验的级数

中经过分析后看出，如能证明数列 bn = ntg λ
n

（n = 1，2，⋯）有界，立刻就能检验级数∑
�

n = 1

（- 1）n（ntg λ
n

）a2n 是

绝对收敛的 .

解 （1）极限 lim
n→�

bn = lim
n→�

ntg λ
n

= λ· lim
n→�

tg λ
n

λ
n

= λ 存在，, ｛ntg λ
n

｝是收敛数列，从而有 | bn | =

n·tg λ
n

≤ M（n = 1，2，3，⋯，M— 常数）. 由此，绝对值级数∑
�

n = 1

（- 1）n n·tg λ
n

·a2n ≤ M∑
�

n = 1

a2n ，后者级数

∑
�

n = 1

a2n 收敛，所以前者级数∑
�

n = 1

（- 1）n ntg λ
n

·a2n 绝对收敛 . 故（A）成立 .

解 （2）因为∑
�

n = 1

an 收敛，所以∑
�

n = 1

a2n 也收敛 . 又 lim
n→�

n tg λ( )n
a2n

a2n

= lim
n→�

λ
tg λ( )n

λ( )n

= λ > 0，由极限形式的

比较判定法，知∑
�

n = 1

（- 1）n ntg λ( )n
a2n 绝对收敛 . 所以应选（A）.
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评述 （2）、（4）、（5）的比较对象都是从题目本身分析确定出来的：（2）是从 sin2 α
2n

中确定的 α
2( )n

2

，

（4）是从 ln 1 +
1

槡
( )n

中确定的
1

槡
( )n

，（5）是 ntg λ
n

·a2( )n 中确定的 a2n . 本题的分析方法对今后分析解决

问题是有指导意义的 .

（6）（00，3 分）设级数∑
�

n = 1

un 收敛，则必收敛的级数为（D）.

（A）∑
�

n = 1

（- 1）n un

n
（B）∑

�

n = 1

u2
n （C）∑

�

n = 1

（u2n- 1 - u2n） （D）∑
�

n = 1

（un + un+1）

解 由级数∑
�

n = 1

un 收敛，根据级数性质知∑
�

n = 1

un+1 也收敛，从而级数∑
�

n = 1

（un + un+1）收敛，故（D）成立 .

（7）（02，3 分）设 un ≠ 0，且 lim
n→�

n
un

= 1，则级数∑
�

n = 1

（- 1）n+1 · 1
un

+
1

un+
( )

1

是（C）.

（A）发散 （B）绝对收敛 （C）条件收敛 （D）收敛性根据所给条件不能确定

解 令 xn =
1
un

+
1

un+1

. 由 lim
n→�

n
un

= 1 知，当 n 充分大时，必有 1
2

<
n
un

<
3
2

，即 1
2n

<
1
un

<
3

2n
，从而

1
un

+
1

un+
( )

1

= xn ≥0，xn n →
→

�
0 且 xn，根据交错级数莱布尼茨判定定理知级数∑

�

n = 1

（- 1）n 1
un

+
1

un+
( )

1

收敛

. 另外，由 1
2n

+
1

2（n + 1( )）
< 1

un

+
1

un+
( )

1

，而级数∑
�

n = 1

1
2n

+
1

2（n + 1( )）
发散，可知级数∑

�

n = 1

1
un

+
1

un+
( )

1

也发散

. 故（C）成立 .

（8）设 pn =
an +| an |

2
，qn =

an - | an |
2

，n = 1，2，⋯⋯，则下列命题正确的是

（A）若∑
�

n = 1

an 条件收敛，则∑
�

n = 1

pn 与∑
�

n = 1

qn 都收敛.

（B）若∑
�

n = 1

an 绝对收敛，则∑
�

n = 1

pn 与∑
�

n = 1

qn 都收敛.

（C）若∑
�

n = 1

an 条件收敛，则∑
�

n = 1

pn 与∑
�

n = 1

qn 的敛散性不定.

（D）若∑
�

n = 1

an 绝对收敛，则∑
�

n = 1

pn 与∑
�

n = 1

qn 的敛散性不定.

分析 只要依据 pn ，qn 的表达式及级数的四则运算即知.

证明 由 pn ，qn 的表达式及级数四则运算知，当∑
�

n = 1

an 绝对收敛时∑
�

n = 1

pn ，∑
�

n = 1

pn 都收敛，故（B）成立.

例 9 设 f（x）在 x = 0 的某一邻域内具有二阶连续导数，且lim
x→0

f（x）
x

= 0，证明级数∑
�

n = 1

f 1( )n
绝对收敛 .

分析 本题目要检验的是数值级数，所给的条件是函数 f（x）的条件，很自然的想法是把级数通项

f 1( )n

换成

1
n →

→
x

f（x），从而利用 f（x）已给定的条件推导出 f（x）的一个可行的估计式，再转回到通项 f 1( )n
，使

绝对收敛就能得到解决 . 本题目给出的条件还启示需要引用在 x = 0 处的一阶 Taylor 展开式 .

解 由题设推知 f（0） = 0，f '（0） = 0. f（x）在点 x = 0 的领域内的一阶 Taylor 展开式为

f（x） = f（0）+ f '（0）x +
1

2！
f "（θx）x2 =

1
2！

f "（θx）x2 （0 < θ < 1）.

再由题设，f "（x）在属于该邻域内包含原点的一个小区间上连续，故必存在 M > 0，使 | f"（x）| < M，于是 | f（x）| ≤
M
2

x2. 令 x =
1
n

，当 n 充分大时，有 f 1( )n
≤ M

2
· 1

n2 . 因为∑
�

n = 1

1
n2 收敛，所以级数∑

�

n = 1

f 1( )n
绝对收敛 .
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评述 今后在做级数题目时，若给定函数 f（x）、f '（x）、f "（x）的条件时，首先要想到的办法就是函数 f（x）

的 Taylor 展开式的应用，它是研究生入学考试中热点考题之一 .

典型题型 3. 级数的收敛与求和

例 10 求级数∑
�

n = 0

（- 1）n（n2 - n + 1）
2n 的和 .

解 因为∑
�

n = 0

（- 1）n（n2 - n + 1）
2n = ∑

�

n = 0

n（n - 1） - 1( )2

n

+ ∑
�

n = 0

- 1( )2

n

，其中∑
�

n = 0

- 1( )2

n

=
1

1 +
1
2

=
2
3

.

又设 S（x） = ∑
�

n = 2

n（n - 1）xn- 2 ，x ∈（- 1，1），则∫
x

0 ∫
x

0
S（x）d[ ]x dx = ∑

�

n = 2

xn =
x2

1 - x
，故 S（x） = x2

1( )- x
" =

2
（1 - x）3 ，从 而∑

�

n = 0

n（n - 1）xn =
2x2

（1 - x）3 ，x ∈ （ - 1，1）. 所 以∑
�

n = 0

n（n - 1） - 1( )2

n

=
4
27

. 综 合，∑
�

n = 0

（- 1）n（n2 - n + 1）
2n =

4
27

+
2
3

=
22
27

.

例 11 （96，7 分）求级数∑
�

n = 2

1
（n2 - 1）2n 的和 .

分析 将级数∑
�

n = 2

1
（n2 - 1）( )1

2

n

1
2 → x


换成 ∑

�

n = 1

1
n2 -( )1

x( )n

x = 1
2

= S（x）| x = 1
2

，从而只需确定出和函数

S（x）.

解 设 S（x） = ∑
�

n = 2

xn

n2 - 1
（| x | < 1），取 x =

1
2

代入即为所求数值级数之和 . 因为 s（x） = ∑
�

n = 2

1
2

1
n - 1

-
1

n +( )1
xn ，其中，∑

�

n = 2

xn

n - 1
= x·∑

�

n = 2

xn- 1

n - 1
= x·∑

�

n = 1

xn

n
，∑

�

n = 2

xn

n + 1
=

1
x

·∑
�

n = 3

xn

n
（x≠ 0）. 设 g（x）

= ∑
�

n = 1

xn

n
，则 g'（x） = ∑

�

n = 1

xn- 1 =
1

1 - x
（| x | < 1），于是

g（x） = g（x）- g（0） = ∫
x

0
g'（x）dx = ∫

x

0

1
1 - x

dx = - ln（1 - x）（| x | < 1）. 从而 S（x） =
x
2

［- ln（1 - x）］

-
1
2x

- ln（1 - x）- x -
x2[ ]2

=
2 + x

4
+

1 - x2

2x
ln（1 - x）（| x | < 1，x≠0）. 因此，∑

�

n = 2

1
（n2 - 1）2n = S( )1

2
=

5
8

-
3
4

ln2.

评述 数值级数求和转换成幂级数求和函数 S（x）之后，再将幂级数的和函数 S（x）中自变量 x取某一特

定的 x0 ，即得到原数值级数的和 . 这种是十分好的方法，直到今天仍被广泛采用，是研究生入学考试中的

热点考试题之一，很值得引起读者重视 .

例 12 （98，6 分）设有两条抛物线 y = nx2 +
1
n

和 y =（n + 1）x2 +
1

n + 1
，记它们交点横坐标绝对值为 an.

（1）求这两条抛物线所围成的平面图形的面积 Sn ；（2）求级数∑
�

n = 1

Sn

an

的和 .

解 由 y = nx2 +
1
n

与 y = （n + 1）x2 +
1

n + 1
联立求解得 | x | = an =

1

n（n + 1槡 ）
. 因图形对称于 y 轴，

所以

Sn = 2∫
an

0
nx2 +

1
n

- （n + 1）x2 -
1

n +[ ]1
dx

= 2∫
an

0

1
n（n + 1）

- x[ ]2 dx =
4
3

1

n（n + 1） n（n + 1槡 ）
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因此
Sn

an

=
4
3

· 1
n（n + 1）

=
4
3

1
n

-
1

n +( )1
，从而

（2）∑
�

n = 1

Sn

an

= lim
n→�

∑
n

k = 1

Sk

ak

= lim
n→�

4
3

1 -
1

n +( )1
=

4
3

.

例 13 （99，7 分）设 an = ∫
π
4

0
tann xdx，

（1）求∑
�

n = 1

1
n

（an + an+2）的值； （2）试证，对任意的常数 λ > 0，级数∑
�

n = 1

an

nλ 收敛 .

证明 （1）因为

1
n

（an + an+2） =
1
n ∫

π
4

0
tann x（1 + tan2 x）dx =

1
n ∫

π
4

0
tann x·sec2 xdx

tan


x = t 1
n ∫

1

0
tn dt =

1
n（n + 1）

Sn = ∑
n

i = 1

1
i
（a i + a i+2） = ∑

n

i = 1

1
i（i + 1）

= 1 -
1

n + 1

所以 ∑
�

n = 1

1
n

（an + an+2） = lim
n→�

Sn = 1.

（2）因为

an = ∫
π
4

0
tann xdx

tan


x = t ∫
1

0

tn

1 + t2 dt < ∫
1

0
tn dt =

1
n + 1

所以
an

nλ <
1

nλ（n + 1）
<

1
nλ+1

由于 λ + 1 > 1 知∑
�

n = 1

1
nλ+1 收敛，从而∑

�

n = 1

an

nλ 收敛 .

例 14 （00，6 分）设 In = ∫
π
4

0
sinn x·cosxdx，n = 0，1，2，⋯，求∑

�

n = 0

In

解 计算出 In = ∫
π
4

0
sinn x· cosxdx = 1

n + 1
（sinn+1 x）

π
4

0

=
1

n + 1
槡2( )2

n+1

，∑
�

n = 0

In = ∑
�

n = 0

1
n + 1

槡2( )2

n+1

槡2
2 → x


换成 ∑

�

n = 0

1
n + 1

xn+( )1

x =槡2
2

= S（x）| x =槡2
2

. 和函数 S（x） = ∑
�

n = 0

1
n + 1

xn+1 的收敛半径 R = 1，收敛区间（- 1，1），

S'（x） = ∑
�

n = 0

xn =
1

1 - x
（- 1 < x < 1），积分 S（x） = ∫

x

0

1
1 - t

dt = - ln（1 - x）（- 1 < x < 1）. 最后，∑
�

n = 0

In =

S 槡2( )2
= - ln 1 - 槡2( )2

= ln（2 + 槡2）.

例 15 设 an = ∫
nπ

0
x | sinx | dx（n = 1，2，3，⋯），求极限 lim

n→�

a1

2
+

a2

22 + ⋯ +
an

2( )n
.

解 分别计算出：a1 = ∫
π

0
xsinxdx = -（xcosx - sinx）| π

0 = π，a2 = ∫
π

0
xsinxdx - ∫

2π

π
xsinxdx = 22·π，a3 = ∫

π

0
xsinxdx

- ∫
2π

π
xsinxdx + ∫

3π

2π
xsinxdx = 32·π，⋯，an = ∫

π

0
xsinxdx - ∫

2π

π
xsinxdx + ⋯ +（- 1）n- 1∫

nπ

（n- 1）π
xsinxdx = n2 ·π. 所以，

lim
n→�

a1

2
+

a2

22 +
a3

23 + ⋯ +
an

2( )n
= π·∑

�

n =1

n2 1
2n = π· ∑

�

n =1

n2x( )n

x = 1
2

= πS（x）| x = 1
2
. 由于 S（x）= x· ∑

�

n =1

nx( )n ' =

x· x·∑
�

n =1

nxn-( )1 ' = x· x
（1 - x）( )2 ' = x· 1 + x

（1 - x）3 ，最后得出lim
n→�

a1

2
+

a2

22 + ⋯ +
an

2( )n
= π· 1

2
·

1 +
1
2

1 -( )1
2

3 = 6π.

评述 例 14 例 15 应用幂级数和函数 S（x）当 x 取某定值 x0 计算数值级数的和 S 的方法，是一种有效的

方法，类似的考研题经常出现，读者应注意.
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典型题型 4. 综合性杂题

例 16 （97，8 分）设 a1 = 2，an+1 =
1
2

an +
1
a( )

n

（n = 1，2，⋯）. 证明

（1）lim
n→�

a n 存在； （2）级数∑
�

n = 1

an

an+1

-( )1 收敛 .

分析 从数列｛an｝本身可知是正项的，只要证明是单调减且下有界，｛an｝就有极限存在. 根据（1）的证明，

an

an+1

-( )1 ≥ 0，所以∑
�

n =1

an

an+1

-( )1 是正项级数，用比较判定法确定它的收敛性 .

证明 （1）因 an+1 =
1
2

an +
1
a( )

n

≥ an · 1
a槡 n

= 1，an+1 - an =
1
2

an +
1
a( )

n

- an =
1 - a2

n

2an

≤ 0，故｛an｝

是单调递减且有下界的数列，所以 lim
n→�

a n 存在 .

（2）由（1）知 0 ≤
an

an+1

- 1 =
an - an+1

an+1

≤ an - an+1 . 记 Sn = ∑
n

n = 1

（an - an+1） = a1 - an+1 ，因 lim
n→�

a n+1 存在，

故 lim
n→�

Sn 存在，所以级数∑
�

n = 1

（an - an+1）收敛 . 由比较判别法可知级数∑
�

n = 1

an

an+1

-( )1 收敛 .

评述 本题解决问题的方法对今后讨论其它级数敛散性很有借鉴意义 .

例 17 （98，5 分）设正项数列｛an｝单调减少，且级数∑
�

n = 1

（- 1）n an 发散，试问级数∑
�

n = 1

1
an +( )1

n

是否收

敛？并说明理由 .

分析 首先来说明 lim
n→�

a n = a > 0，再利用比较判定法证明∑
�

n = 1

1
an +( )1

n

收敛 .

证 明 级数∑
�

n = 1

1
an +( )1

n

收敛 . 理由，由于正项数列｛an｝单调递减且有下界，故 lim
n→�

a n 存在 . 记 lim
n→�

a n = a，

则 a ≥ 0. 若 a = 0，则由莱布尼茨定理知∑
�

n = 1

（- 1）n an 收敛，与题设矛盾，故 a > 0. 于是

1
an + 1

<
1

a + 1
，从而 1

an +( )1

n

< 1
a +( )1

n

.

而∑
�

n = 1

1
a +( )1

n

是公比为 1
a +( )1

< 1 的几何级数，故收敛 . 因此由比较收敛法知原级数收敛 .

例 18 试证明数列 2n ·n！
n{ }n 的极限存在且等於零 .

分析 本题目放在级数章节中，很自然的启示我们用级数知识为工具来解决 .

解 构造级数∑
�

n = 1

2n ·n！
nn . 利用达朗贝尔判定法：lim

n→�

2n+1 ·（n + 1）！
（n + 1）n+1

2n ·n！
nn

= lim
n→�

2
n + 1( )n

n =
2
e

< 1，故级数

∑
�

n = 1

2n ·n！
nn 收敛 . 根据级数收敛的必要条件得出 lim

n→�

2n ·n！
nn 

存在
0. 证毕 .

评述 利用级数知识来解决数列极限问题是另一种思维方法，值得引起读者注意 .

例 19 设 un = ∫
n+1

n

e- x

x
dx，证明级数∑

�

n = 1

un 收敛 .

解 （1）利用级数∑
�

n = 1

un 的部分和：Sn = ∑
n

k = 1

uk = ∫
n+1

1

e- x

x
dx < ∫

n+1

1
e- xdx = - （e- n- 1 - e- 1） < e- 1 ，即 Sn 上

有界，故 lim
n→�

Sn 
存在

S，级数∑
�

n = 1

un 收敛 .
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（2）利用比较判定法 . 估计出：un = ∫
n+1

n

e- x

x
dx < ∫

n+1

n
e- xdx = - （e- x）| n+1

n =（e- n - e- n- 1）=（1 - e- 1）·（e- 1）n，

因为（1 - e- 1） > 0，级数∑
�

n =1

1( )e

n

收敛，利用比较判定法知，级数∑
�

n =1

un 收敛 .

例 20 设 f（x） > 0（当 x > 0）为单调减函数 . 试证明级数∑
�

n = 1

f（n）收敛的充要条件是广义积分∫
+�

1
f（x）dx

收敛 .（柯西积分判定法）

证明 将区间（0，+ � ）等分，分点为：x1 = 1，x2 = 2，⋯⋯，xn = n，⋯⋯. 设 n ≤ x < n + 1，f（n）≥ f（x）

> f（n + 1），于是 f（n）= ∫
n+1

n
f（n）dx≥∫

n+1

n
f（x）dx > ∫

n+1

n
f（n + 1）dx = f（n + 1），∑

n

k = 1

f（k）≥∫
n+1

1
f（x）dx > ∑

n

k = 1

f（k

+ 1）. 充分性：若∫
+�

1
f（x）dx 

收敛
A，从右边不等式知，级数∑

�

n = 1

f（n）收敛 . 必要性：若级数∑
�

n = 1

f（n）收敛，从左边

不等式知，积分∫
�

1
f（x）dx 收敛 .

例 21 （04，11 分）设有方程 xn + nx - 1 = 0，其中 n 为正整数. 证明此方程存在唯一正实根 xn ，并证明当 α

> 1 时，级数∑
�

n = i

xα
n 收敛.

分析 本题利用连续函数介值定理，先证明 fn（x）= xn + nx - 1 = 0 有唯一正实根 xn ，再估算0 < xn <
1
n

.

证明 把 fn（x） = xn + nx - 1. 当 x > 0 时，f' n（x） = nx
n- 1

+ n > 0，故 fn（x）在〔0，+ � 〕上单调增加，而

fn（0） = - 1 < 0，fn（1） = n > 0，由连续函数的介值定理知 xn + nx - 1 = 0 存在唯一正实根 xn .

另外，由 xn
n + nxn - 1 = 0 与 xn > 0 知 0 < xn =

1 - xn
n

n
<

1
n

，故当 α > 1 时，有 0 < xα
n < 1( )n

α
. 由于正

项级数∑
�

n = i

1( )n

α
收敛，所以当 α > 1 时，级数∑

�

n = i

xα
n 收敛.

评述 做本题已用到连续函数的介值定理，方程根的存在性，验证级数的收敛性，总共三个知识点，属于

综合性考试题型.

§ 7 - 2 幂级数 典型例题分析与最新考试题型预测

一、基本概念

1. 函数项级数及其收敛域

设 un（x）（n = 1，2，⋯）是定义在区间 I 上的函数，序列 u1（x），u2（x），⋯，un（x）⋯ 称为函数序列，式子

u1（x）+ u2（x）+ ⋯ + un（x）+ ⋯ = ∑
�

n = 1

un（x）

称为定义在区间 I 上的函数项级数，un（x）称为通项 . 对于区间 I 上的每一个值 x0 ，函数项级数成为常数项级数

u1（x0）+ u2（x0）+ ⋯ + un（x0）+ ⋯ = ∑
�

n = 1

un（x0）

如果级数∑
�

n = 1

un（x0）收敛；则称点 x0 是函数项级数∑
�

n = 1

un（x）的收敛点；如果级数∑
�

n = 1

un（x0）发散，则称点 x0

为发散点 . 所有收敛点的全体称为函数项级数∑
�

n = 1

un（x）的收敛域；发散点的全体称为其发散域 .

一般来说，函数项级数的收敛域和发散域的构造是比较复杂的，此处不做详细讨论 .

2. 幂级数 形如

a0 + a1 x + a2 x2 + ⋯ + an xn + ⋯ = ∑
�

n = 0

an xn
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或 a0 + a1（x - x0）+ a2（x - x0）
2 + ⋯ + an（x - x0）

n + ⋯ = ∑
�

n = 0

an（x - x0）
n

（其中 a0 ，a1 ，⋯，an ，⋯，x0 为常数）的函数项级数称为幂级数，a0 ，a1 ，⋯，an ，⋯ 称为幂级数的系数，幂级数的特

点是每一项为幂函数，前 n 项部分和是 n - 1 次多项式 . 若令 x - x0 = t，则∑
�

n = 0

an（x - x0）
n = ∑

�

n = 0

an tn ，因而只需

讨论幂级数∑
�

n = 0

an xn 即可 .

3. 幂级数的收敛半径与收敛区间

若幂级数∑
�

n = 0

an xn 不仅是在 x = 0 时收敛，但也不是对所有实数 x（即 - � < x < + � ）都收敛，在此情况下，

则对任何一个幂级数∑
�

n = 0

an xn 都有一个正数 R（0 < R < + � ）与之对应，使得当 | x | < R 时，级数收敛且绝对收

敛；当 | x | > R 时，级数发散 . 数 R 称为幂级数∑
�

n = 0

an xn 的收敛半径 . 由于当 x = ± R 时，级数可能收敛也可能

发散 . 因此幂级数∑
�

n = 0

an xn 的收敛域总是 x 轴上的某一区间（开区间或闭区间或半开半闭区间），称使幂级数收

敛的开区间为幂级数的收敛区间 . 如果不考虑两个端点 x = ± R，则幂级数的收敛域是一个关于原点对称的开

区间（- R，R）. 特殊情况：若幂级数∑
�

n = 0

an xn 仅在 x = 0 收敛，规定收敛半径 R = 0；若幂级数∑
�

n = 0

an xn 对一切实数

x 都收敛，则规定收敛半径 R = + � ，此时收敛域为 - � < x < + � .

4. 幂级数的和函数

幂级数∑
�

n = 0

an xn 在它的收敛区间内给出任意固定的 x 值，成为一个收敛的常数项级数，因而有确定的和，这

个和显然随着 x 变化而变化，是 x 的函数，记作 S（x），称它为幂级数∑
�

n = 0

an xn 的和函数 . 显然，和函数 S（x）的定

义域就是幂级数∑
�

n = 0

an xn 的收敛域 .

5. 函数 f（x）的泰勒公式与麦克劳林公式

若函数 f（x）在 x = x0 的某一邻域内有直到（n + 1）阶导数，则在这个领域内有

f（x） = f（x0）+ f '（x0）（x - x0）+
f "（x0）

2！
（x - x0）

2 + ⋯ +
f（n）（x0）

n！
（x - x0）

n + Rn （7. 1）

其中 Rn =
f（n+1）（ξ）

（n + 1）！
（x - x0）

n+1 （ξ 是在 x0 及 x 之间的某个值）.

（7. 1）式称为 f（x）在 x = x0 处的 n 阶泰勒公式，Rn 称为泰勒公式的余项 . 当 x0 = 0 时（7. 1）式变为

f（x） = f（0）+ f '（0）x +
f "（0）

2！
x2 + ⋯ +

f（n）（0）
n！

xn + Rn （7. 2）

其中 Rn =
f（n+1）（ξ）

（n + 1）！
xn+1 （ξ 是在 0 及 x 之间的某个值）.

（7. 2）式称为 f（x）的麦克劳林公式，它是泰勒公式的特殊情况 .

6. 函数 f（x）的泰勒级数和麦克劳林级数

若 f（x）在 x = x0 任意阶可导，称幂级数

f（x0）+ f '（x0）（x - x0）+
f "（x0）

2！
（x - x0）

2 + ⋯

+
f（n）（x0）

n！
（x - x0）

n + ⋯ = ∑
�

n = 0

f（n）（x0）
n！

（x - x0）
n
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为 f（x）在 x = x0 处的泰勒级数 .

当 x0 = 0 时，泰勒级数变为

f（0）+ f '（0）x +
f "（0）

2！
x2 + ⋯ +

f（n）（0）
n！

xn + ⋯ = ∑
�

n = 0

f（n）（0）
n！

xn

称它为 f（x）的麦克劳林级数 .

7. 函数 f（x）的泰勒展开式与麦克劳林展开式

如果在 x = x0 的某个邻域内，f（x）能用它在 x = x0 处的泰勒级数表示，或者 f（x）在 x = x0 处在泰勒级数

在 x = x0 的某个邻域收敛，且和为 f（x），即是

f（x） = f（x0）+
f '（x0）

1！
（x - x0）+

f "（x0）
2！

（x - x0）
2 + ⋯ +

f（n）（x0）
n！

（x - x0）
n + ⋯ （7. 3）

则（7. 3）式称为 f（x）在 x = x0 处的泰勒展开式 .

当 x0 = 0 时，（7. 3）式变为

f（x） = f（0）+
f '（0）

1！
x +

f "（0）
2！

x2 + ⋯ +
f（n）（0）

n！
xn + ⋯ （7. 4）

（7. 4）式称为 f（x）的麦克劳林展开式 .

二、幂级数∑
�

n = 0

anxn 的收敛半径与收敛区间的求法

1. 收敛半径 R = lim
n→�

a n

an+1

， 2. R =
1

lim
n→�

n
| a n槡 |

收敛区间（- R，R）.

x = ± R 时，幂级数为常数项级数∑
�

n = 0

an（± R）n ，可用 § 7 - 1 常数项级数的收敛准则判定其敛散性 .

注意 （1）若 lim
n→�

n
| a n槡 | = 0 或 lim

n→�

a n+1

an

= 0，则 R = + � ；若 lim
n→�

n
| a n槡 | = + � 或 lim

n→�

a n+1

an

= + � 则

R = 0.

（2）如果级数∑
�

n = 0

an xn 缺项（例如，级数只包含 x 的偶次幂或只包含 x 的奇次幂），相邻两项 x的指数相差不

是 1 时，就不便利用上面公式，这时应直接动用达朗贝尔判别法或柯西判别法来求收敛半径.

（3）求函数项级数∑
�

n = 0

un（x）的收敛域时，可暂把变量 x 看作常数，这时函数项级数就成了常数项级数，


然

后再按具有参变量的常数项级数讨论参变量 x 取何值时收敛或发散. 函数项级数的收敛域是各种各样的 . 例

如级数∑
�

n = 0

x
nx 的收敛域是 x = 0 的点和区间（1，+ � ）；级数∑

�

n = 0

n！xn 的收敛域仅有点 x = 0.

三、幂级数的运算与性质

设幂级数∑
�

n = 0

an xn = f（x），∑
�

n = 0

bn xn = g（x），则在公共的收敛区间内有

1. ∑
�

n = 0

an xn ± ∑
�

n = 0

bn xn = ∑
�

n = 0

（an ± bn）xn = f（x）± g（x）

2. ∑
�

n = 0

an xn × ∑
�

n = 0

bn xn = ∑
�

n = 0

cn xn = f（x）× g（x）

其中 cn = a0 bn + a1 bn- 1 + ⋯ + an b0

3.
∑

�

n = 0

an xn

∑
�

n = 0

bn xn

= c0 + c1 x + c2 x2 + ⋯ =
f（x）
g（x）

（b0 ≠ 0，| x | 足够小）

式中 c0 ，c1 ，⋯ 满足 a0 = b0 c0 ，a1 = b1 c0 + b0 c1 ，a2 = b2 c0 + b1 c1 + b0 c2 ，⋯
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4. 幂级数∑
�

n = 0

an xn 在它收敛区间（- R，R）内的和函数 f（x）是连续函数 . 若在端点 x = R 处收敛，则

lim
x→R -

f（x） = ∑
�

n = 0

an Rn = f（R）

5. 幂级数∑
�

n = 0

an xn 在它收敛区间（- R，R）内可以逐项微分，并且逐项微分后得到的幂级数的收敛半径 R 不

变 . 即

∑
�

n = 0

an x[ ]n ' = ∑
�

n = 0

nan xn- 1 = f '（x）

6. 幂级数∑
�

n = 0

an xn 在它收敛区间（- R，R）内可以逐项积分，并且逐项积分后所得到的幂级数的半径 R 不变

. 即

∫
x

0 ∑
�

n = 0

an x[ ]n dx = ∫
x

0
f（x）dx = a0 x +

1
2

a1 x2 +
1
3

a2 x3 + ⋯⋯ +
1

（n + 1）
an xn+1 + ⋯⋯

四、函数展开为幂级数

1. 函数展开为幂级数的唯一性

若 f（x）能表达为幂级数∑
�

n = 0

an xn
或∑

�

n = 0

an（x - x0）( )n ，则必是它的麦克劳林展开式（或 f（x）在 x = x0 处的

泰勒展开式）. 因此求 f（x）在 x = x0 处的泰勒展开式（7. 3）就是要把 f（x）在 x = x0 处展开为幂级数或展开为

（x - x0）的幂级数；而求 f（x）的麦克劳林展开式（7. 4）就是要把 f（x）在 x = 0 处展开为幂级数或展开为 x 的幂

级数 .

2. 函数展开为幂级数的条件

设函数 f（x）在 x = 0（或 x = x0）的某个邻域内有任意阶导数 f '（x），f "（x），⋯，f（n）（x），⋯，且余项 Rn 满足

lim
n→�

Rn = 0，则 f（x）能用幂级数∑
�

n = 0

f（n）（0）
n！

xn（或∑
�

n = 0

f（n）（x0）
n！

（x - x0）
n）表示 .

3. 函数展开为幂级数的方法

（1）直接法 首先求出 f（n）（x）（n = 1，2，⋯），算出 f（n）（0）（或 f（n）（x0））（n = 1，2⋯），然后写出它的麦克

劳林级数（或泰勒级数）

f（0）+ f '（0）x +
f "（0）

2！
x2 + ⋯ +

f（n）（0）
n！

xn + ⋯

（或 f（x0）+ f '（x0）（x - x0）+ ⋯ +
f（n）（x0）

n！
（x - x0）

n + ⋯）

并求出收敛半径 R，再证明 | x | < R 时，lim
n→�

Rn（x） = 0. 这样就得到 f（x）的麦克劳林展开式（或泰勒展开式）.

注意 用直接展开法时，有时求 f（n）（x）很复杂，并且其规律不易寻求 . 另外，证明 lim
n→�

Rn（x）= 0 也相当困

难，因此，常采取间接展开法 .

（2）间接法 所谓间接展开法就是利用一些基本初等函数与初等函数的已知展开式，根据幂级数展开的

唯一性定理和幂级数的运算及分析性质，特别是幂级数在它收敛区间可以逐项求导、逐项求积的解析性质，把

给定的函数展开为幂级数 . 常用的几个初等函数的幂级数展开式为

1
1 - x

= 1 + x + x2 + ⋯ + xn + ⋯ = ∑
�

n = 0

xn ， | x | < 1

1
1 + x

= 1 - x + x2 - x3 + ⋯ +（- 1）n xn + ⋯ = ∑
�

n = 0

（- 1）n xn ， | x | < 1

ex = 1 + x +
x2

2！
+ ⋯ +

xn

n！
+ ⋯ = ∑

�

n = 0

xn

n！
， | x | < + �
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sinx = x -
x3

3！
+

x5

5！
- ⋯ +（- 1）n x2n+1

（2n + 1）！
+ ⋯ = ∑

�

n = 0

（- 1）n x2n+1

（2n + 1）！
， | x | < + �

cosx = 1 -
x2

2！
+ ⋯ +（- 1）n · x2n

（2n）！
+ ⋯ = ∑

�

n = 0

（- 1）n x2n

（2n）！
， | x | < + �

ln（1 + x） = x -
x2

2
+

x3

3
- ⋯ +（- 1）n- 1 xn

n
+ ⋯ = ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 xn

n
， - 1 < x ≤ 1

ln（1 - x） = - x +
x2

2
+

x3

3
+ ⋯ +

xn

n
+( )⋯ = - ∑

�

n = 1

xn

n
， - 1 < x ≤ 1

arcsinx = x +
1

2 × 3
x3 +

1 × 3
2 × 4 × 5

x5 + ⋯ +
（2n）！

22n（n！）2（2n + 1）
x2n+1 + ⋯

= ∑
�

n = 0

（2n）！
22n（n！）2（2n + 1）

x2n+1 ， - 1 ≤ x ≤ 1

arctgx = x -
x3

3
+

x5

5
- ⋯ +

（- 1）n x2n+1

2n + 1
+ ⋯ = ∑

�

n = 0

（- 1）n x2n+1

2n + 1
， | x | ≤ 1

（1 + x）α = 1 + αx + α（α - 1）
2！

x2 + ⋯ + α（α - 1）⋯（α - n + 1）
n！

xn + ⋯

= 1 + ∑
�

n = 1

α（α - 1）⋯（α - n + 1）
n！

xn ， | x | < 1（α 为实数）

当x = ± 1 时，级数是否收敛，根据 α 取值而定 . 有

x = 1 时，α > 0，绝对收敛；- 1 < α < 0，条件收敛；α ≤ - 1，发散 .

x = - 1 时，α > 0，绝对收敛；α < 0，发散 .

五、典型例题分析与考试题型预测

典型题型 1. 求幂级数的收敛半径、收敛区间、收敛域 .

不缺项的幂级数的收敛半径按二、1. 之公式求出，缺项的幂级数则应该按数项级数讨论敛散性的方法求，

见例 3（2），例 5（2）、（3）等 .

例 1 求下列幂级数的收敛半径及收敛区间 .

（1）∑
�

n = 1

（n！）2 xn

（2n）！
（2）∑

�

n = 1

n！xn （3）∑
�

n = 1

n！

an2 xn （a > 1） （4）∑
�

n = 1

（1 +
1
n

）n2
·xn

解 利用求收敛半径的公式 .（1）lim
n→�

| a n+1 |
| a n |

= lim
n→�

（n + 1）2

（2n + 1）（2n + 2）
=

1
4

，由于 R =
1
ρ

，所以收敛半

径为 R = 4，收敛区间为（- 4，+ 4）.

（2）lim
n→�

| a n+1 |
| a n |

= lim
n→�

（n + 1）！
n！

= lim
n→�

（n + 1） = � ，由于 R =
1
ρ

，所以收敛半径为 R = 0，原级数只在 x

= 0 处收敛 .

（3）lim
n→�

| a n+1 |
| a n |

= lim
n→�

（n + 1）！
a（n+1）2 ·an2

n！
= lim

n→�

n + 1
a2n+1 = 0 = ρ，所以收敛半径为 R =

1
ρ

= + � ，收敛区间为

（- � ，+ � ）.

（4）lim
n→�

n
| un槡 | = lim

n→�

n

（1 +
1
n

）n槡
2

= lim
n→�

（1 +
1
n

）n = e，故收敛半径 R =
1
e

，收敛区间为 （-
1
e

，

1
e

）.

评述 求幂级数的收敛半径，收敛区间一直是考研热点之一 .

例 2 求下列幂级数的收敛半径及收敛区间 .

（1）∑
�

n = 1
1 +

1
2

+
1
3

+ ⋯ +
1( )n

xn ； （2）∑
�

n = 1

（- 1）n xn

n
n槡 ！
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解 （1）an = 1 +
1
2

+
1
3

+ ⋯ +
1
n

，由 an 的构造显然不适合用柯西判定法求收敛半径 . 考察

an+1

an

=
1 +

1
2

+
1
3

+ ⋯ +
1
n

+
1

n + 1

1 +
1
2

+ ⋯ +
1
n

= 1 +
1

1 +
1
2

+ ⋯ +
1
n

×
1

n + 1

因此 1 <
an+1

an

< 1 +
1

n + 1

故 lim
n→�

a n+1

an

= 1

即原级数的收敛半径 R =
1
ρ

= 1，收敛区间为（- 1，1）.

（2）an = （- 1）n 1
n

n槡 ！
， an+1

an

=
n

n槡 ！
n+1

（n + 1槡 ）！
=

n
n槡 ！

n+1
（n槡 ！）

1
n+1

n +槡 1
= （n！）

1
n（n+1）

1
n+1

n +槡 1
，

而 1
n+1

n +槡 1
=

n
n槡 ！

n
n槡 ！

1
n+1

n +槡 1
≤ an+1

an

≤（nn+1）
1

n（n+1）
1

n+1
n +槡 1

= n
1
n

1
n+1

n +槡 1

但是 lim
x→+�

x
1
x = lim

x→+�
e

1
x

lnx = e0 = 1

故知 lim
x→+�

（n + 1）
1

n+1 = 1，lim
x→+�

n
1
n = 1

因此 lim
x→+�

a n+1

an

= 1，原级数的收敛半径为 R =
1
ρ

= 1，收敛区间为（- 1，1）.

例 3 确定下列级数的收敛域：

（1）∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

e- nx； （2）∑
�

n = 1

（- 1）n + sinn +
1
n[ ]2 x2n .

解 （1）令 e- x = y，则原函数项级数就化为 y 的幂级数∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

yn ，由于 an = 1 +
1( )n

- n2

的结构

形式适合用柯西判定法求收敛半径 R，容易求得 R = e. 因此幂级数∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

yn 在区间（- e，e）收敛 .

当 y = e 时，级数变为 ∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

en = ∑
�

n = 1

e

1 +
1( )n

[ ]n

n

按其构造，应该用柯西判定法判定其敛散性，但失效 . 可是，由于 1 +
1( )n

n

< e，易知

lim
n→�

e

1 +
1( )n

[ ]n

n

≠ 0

故 y = e 时，级数∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

yn 是发散的 . 同理，当 y = - e 时，级数∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

yn 也发散 . 因此幂级数

∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

yn 的收敛域是（- e，e）. 再由代换 e- x = y，得到 - e < e- x < e，而 e- x > 0，解得 x > - 1，于是原

级数∑
�

n = 1
1 +

1( )n

- n2

e- nx 的收敛域是（- 1，+ � ），

（2）级数∑
�

n = 1

1
n2 +（- 1）n + sin( )n x2n 只含 x 的偶次幂，因此缺项的幂级数先考察级数∑

�

n = 1

1
n2 x2n ，由于

lim
n→�

x2（n+1）

（n + 1）2 ×
n2

x2n = x2

又 x = ± 1 时，级数∑
�

n = 1

1
n2 是收敛的 p 级数（p = 2），故级数∑

�

n = 1

1
n2 x2n 的收敛域为［- 1，1］. 再考察级数∑

�

n = 1

（（-

1）n + sinn）x2n ，由于
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| （- 1）n + sinn | ≤ 2

而级数∑
�

n = 1

| x | 2n = ∑
�

n = 1

（x2）n 在 | x | < 1 收敛，从而当 | x | < 1 时∑
�

n = 1
（- 1）n + sin[ ]n x2n 收敛 .

又 | x | > 1 时，级数∑
�

n = 1
（- 1）n + sin[ ]n x2n 由于通项的极限为无限大而发散 .

而当 x = ± 1 时，由于 lim
n→�

| （- 1）n + sinn | 不存在，故知幂级数∑
�

n = 1

［（- 1）n + sinn］x2n 在 x = ± 1 时也不收敛，

即其收敛域为（- 1，1）.

综合以上情况，得原级数的收敛域为（- 1，1）.

例 4 填空题

（1）幂级数∑
�

n = 0

xn

n +槡 1
的收敛域是［- 1，1）.

解 因 R = lim
n→+�

n +槡 1

槡n
= lim

n→+�
1 +

1

槡 n
= 1，故收敛区间是（- 1，1）又∑

�

n = 0

1

n +槡 1
发散，∑

�

n = 0

（- 1）n

n +槡 1
收

敛，故收敛域是［- 1，1）.

（2）级数∑
�

n = 1

（x - 2）2n

n4n 的收敛域为（0，4）.

解 令 x - 2 = y，那末∑
�

n = 1

y2n

n4n 的收敛性讨论如下 . 从 lim
n→�

a n+1 y2（n+1）

an y2n
=

1
4

| y | 2 < 1，即 | y | < 2，| x -

2 | < 2 得 0 < x < 4，原级数收敛 . 又当 x = 0 和 x = 4 时，级数均发散，故收敛域为（0，4）.

（3）（95，3 分）幂级数∑
�

n = 1

n
2n +（- 3）n x2n- 1 的收敛半径 R = 槡3 .

解 因 lim
n→�

（n + 1）［2n +（- 3）n ］
n［2n+1 +（- 3）n+1 ］

·| x | 2 =
| x2 |

3

由| x | 2

3
< 1 得，| x | < 槡3，即 R = 槡3.

（4）（97，3 分） 设幂级数∑
�

n = 1

an xn 的收敛半径为 3，则级数∑
�

n = 1

nan（x - 1）n+1 的收敛区间为 （- 2，4） .

解 令 x - 1 = y，那末

∑
�

n = 1

nan（x - 1）n+1 = ∑
�

n = 1

nan yn+1

后者幂级数收敛半径

R = lim
n→�

nan

（n + 1）an+1

= 3

从而∑
�

n =1

nan（x - 1）n+1 在 - 3 < x - 1 < 3 内，即 - 2 < x < 4 内收敛，所以收敛区间为（- 2，4）.

例 5 选择题

（1）若∑
�

n = 1

an（x - 1）n 在 x = - 1 收敛，则此级数在 x = 2 处

（A）条件收敛 （B）绝对收敛 （C）发散 （D）收敛性不能确定

解 因为 x = - 1 为级数的收敛点，可知级数在 | x - 1 | < | - 1 - 1 | = 2 内，即当 - 1 < x < 3 时绝对收

敛 . x = 2 在（- 1，3）内，故选（B）.

（2）（02，3 分）设幂级数∑
�

n = 1

an xn 与∑
�

n = 1

bn xn 的收敛半径分别为槡5
3

与 1
3

，则幂级数∑
�

n = 1

a2
n

b2
n

xn 的收敛半径为：

（A）5 （B）槡5
3

（C） 1
3

（D） 1
5

解 收敛半径 R = lim
n→�

a2
n

b2
n

a2
n+1

b2
n+1

= lim
n→�

a n

an+
( )

1

2 bn+1

b( )
n

2

=
5
9

· 1
1
9

= 5. 故选（A）.
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例 6 求幂级数∑
�

n = 1

（x - 3）n

n·3n 的收敛域 .

解 因为

lim
n→�

（x - 3）n+1

（n + 1）3n+1

（x - 3）n

n·3n

= lim
n→�

n | （x - 3）|
3（n + 1）

=
1
3

| x - 3 | .

故当 1
3

| x - 3 | < 1，即 0 < x < 6 时幂级数收敛 .

当 x = 0 时，原级数∑
�

n = 1

（- 1）n

n
是收敛的 . 当 x = 6 时，原级数∑

�

n = 1

1
n

是发散的 . 总之，所求收敛域为［0，

6）.

例 7 （00，6 分）求幂级数∑
�

n =1

1
3n +（- 2）n

xn

n
的收敛区间，并讨论该区间端点处的收敛性 .

解 因为lim
n→�

an+1

an

= lim
n→�

（3n +（- 2）n）·n
（3n+1 +（- 2）n+1）（n + 1）

= lim
n→�

（1 + - 2( )3

n

）·n

3·（1 + - 2( )3

n+1

）·（n + 1）
=

1
3

，所以收敛半径

为 R =
1
ρ

= 3，收敛区间为（- 3，3）. 当 x = 3 时，由于 3n

3n +（- 2）n

1
n

>
1

2n
（ 

3n

3n +（- 2）n

当 n →
→

�
1，,

当 n 充分大时， 3n

3n +（- 2）n >
1
2

），从级数∑
�

n = 1

1
n

发散推出级数∑
�

n = 1

1
3n +（- 2）n

3n

n
发散 . 当 x = - 3 时，由于

（- 3）n

3n +（- 2）n

1
n

= （- 1）n 1
n

-
2n

3n +（- 2）n

1
n

，从而交错级数∑
�

n = 1

（- 1）n

n
收敛，又级数∑

�

n = 1

2n

3n +（- 2）n

1
n

是

原幂级数在其收敛区间（- 3，3）内 x = 2 处的数值级数，所以该级数是收敛的，于是就得出级数∑
�

n = 1

1
3n +（- 2）n

（- 3）n

n
收敛 . 总之，原级数的收敛域为［- 3，3）.

评述 本题目是近年来的考研热点之一 .

例 8 求下列级数的收敛域：（1）∑
�

n = 1

（- 1）n

3n + 2
2 - x
2( )+ x

n

； （2）∑
�

n = 1

1 +
x( )n

n

nx .

解 分析 （1）、（2）都是函数项级数 .

（1）令 un（x） =
（- 1）n

3n + 2
2 - x
2( )+ x

n

，因为 lim
n→�

n
| un（x）槡 | = lim

n→�

n
1

3n + 2
2 - x
2 + x槡

n

= 2 - x
2 + x

，当 2 - x
2 + x

< 1

时，即 | 2 - x | < | 2 + x | ，也就是 x > 0 时，原级数∑
�

n = 1

un（x）绝对收敛 . 当 2 - x
2 + x

> 1 时，即 x < 0 时，原级数

发散 . 当 2 - x
2 + x

= 1 时，即 x = 0 时，原级数化为∑
�

n = 1

（- 1）n

3n + 2
，它是条件收敛 .

（2）令 un（x） =
（1 +

x
n

）n

nx . 对任意 x，当 n 足够大时，从此开始以后的所有项都是正的，故可按正项级数讨

论 . 因为

lim
n→�

un（x）
1
nx

= lim
n→�

（1 +
x
n

）n

nx

1
nx

= lim
n→�

1 +
x( )n

n

= ex

当 x > 1 时，级数∑
�

n = 1

1
nx 收敛；当 x ≤ 1 时，级数∑

�

n = 1

1
nx 发散 . 所以按正项级数比较判定法的极限形式可知，原
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级数∑
�

n = 1

un（x）：当 x > 1 时绝对收敛，当 x ≤ 1 时发散 . 总之，原级数的收敛域为（1，+ � ）.

典型题型 2. 利用幂级数性质求和函数

例 9 求下列级数在某收敛域内的和函数

（1）∑
�

n = 1

xn

n（n + 1）
； （2）∑

�

n = 1

（2n - 1）（x - 1）2n+1 ； （3）∑
�

n = 0

n2 + 1
3n ·n！

xn

分析 例 10 的各题有两个内容，一是求级数的收敛域；二是在收敛域内求级数的和函数 . 关于第一个内

容，前面例中已作介绍，这里不再一一求解，只给出结果，希望读者自行练习；关于第二个内容，如何求函数项级

数的和函数，只有少量的题目可以用定义求得，即求 lim
n→�

Sn（x） = lim
n→�

（∑
n

k = 1

uk（x）），而对于大多数的幂级数的和

函数，是利用已知函数的幂级数和它在收敛域内的代数运算及分析性质（特别是逐项求导和逐项求积的性质）

来求得的 .

（1）级数∑
�

n = 1

xn

n（n + 1）
的收敛域为 | x | ≤ 1. 下面求和函数 S（x）. 当 x = 0 时，级数和为零 . 下面讨论 x≠

0 的情形 .

解法一 令 xS（x） = ∑
�

n = 1

xn+1

n（n + 1）
= g（x），则

g'（x） = ∑
�

n = 1

xn

n
， g"（x） = ∑

�

n = 1

xn- 1 =
1

1 - x

故 g'（x） = ∫
x

0
g"（x）dx = - ln（1 - x）

g（x） = ∫
x

0
g'（x）dx = （1 - x）ln（1 - x）+ x，- 1 ≤ x < 0，0 < x < 1

又 S（1） = ∑
�

n = 1

1
n（n + 1）

= ∑
�

n = 1

1
n

-
1

n +( )1
= 1

故 S（x） =

0， x = 0

1 +
（1 - x）ln（1 - x）

x
， - 1 ≤ x < 0，0 < x < 1

1， x =
{

1

解法二 x ≠ 0 时

S（x） = ∑
�

n = 1

xn

n（n + 1）
= ∑

�

n = 1

1
n

-
1

n +( )1
xn = ∑

�

n = 1

xn

n
- ∑

�

n = 1

xn

n + 1

而 ∑
�

n = 1

xn

n
= - ln（1 - x），1

x ∑
�

n = 1

xn+1

n + 1
=

1
x

［- ln（1 - x）- x］= ∑
�

n = 1

xn

n + 1
- 1 ≤ x < 0，0 < x < 1

故 S（x） = - ln（1 - x）+
ln（1 - x）

x
+ 1

= 1 +
（1 - x）ln（1 - x）

x
，- 1 ≤ x < 0，0 < x < 1

解法三 x ≠ 0 时

S'（x） = ∑
�

n = 1

xn- 1

n + 1
，S（x） = ∑

�

n = 1

1
n

-
1

n +( )1
xn

xS'（x）+ S（x）得

xS'（x）+ S（x） = ∑
�

n = 1

xn

n
= - ln（1 - x），- 1 ≤ x < 0，0 < x < 1

即 S'（x）+
1
x

S（x） =
- ln（1 - x）

x

求解此一阶线性非齐次微分方程，并由初始条件lim
x→0

S（x） = 0，仍可得

S（x） = - ln（1 - x）+ 1 +
ln（1 - x）

x
= 1 +

（1 - x）ln（1 - x）
x

，- 1 ≤ x < 0，0 < x < 1
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（2）级数∑
�

n = 1

（2n - 1）（x - 1）2n+1 的收敛域为 0 < x < 2.

下面用两种方法求和函数 S（x）. 令 x - 1 = y，则

∑
�

n = 1

（2n - 1）（x - 1）2n+1 x - 1


= y ∑
�

n = 1

（2n - 1）y2n+1 = ∑
�

n = 1

2ny2n+1 - ∑
�

n = 1

y2n+1 = S1（y）- S2（y）

解法一 S1（y） = y2 ·∑
�

n = 1

2ny2n- 1 ，而

∫
y

0 ∑
�

n = 1

2nt2n- 1 d( )t = ∑
�

n = 1

y2n =
1

1 - y2 - 1 =
y2

1 - y2

∑
�

n = 1

2ny2n- 1 = y2

1 - y( )2 ' =
2y

（1 - y2）2 ， 于是 S1（y） =
2y3

（1 - y2）2

又 S2（y） = ∑
�

n = 1

y2n+1 = y3 + y5 + y7 + ⋯ = y3（1 + y2 + y4 + ⋯） =
y3

1 - y2

故 S1（y）- S2（y） =
2y3

（1 - y2）2 -
y3

1 - y2 =
y3（1 + y2）
（1 - y2）2

因此原级数的和函数 S（x） =
（x - 1）3（1 +（x - 1）2）

［1 - （x - 1）2 ］2

解法二 级数∑
�

n = 1

（2n - 1）y2n+1 = y3 + 3y5 + 5y7 + ⋯

= y3（1 + 3y2 + 5y4 + 7y6 + ⋯）

而 1 + 3y2 + 5y4 + 7y6 + ⋯ = ∑
�

n = 0

y2n+( )1 '
= y

1 - y( )2

'

=
1 + y2

（1 - y2）2

于是原级数的和函数 S（x） =
（x - 1）3（1 +（x - 1）2）

［1 - （x - 1）2 ］2 .

解 （3）级数∑
�

n = 0

n2 + 1
3n ·n！

xn 的收敛域为 - � < x < + � . 又

S（x） = ∑
�

n = 0

n2 + 1
3n ·n！

xn = ∑
�

n = 0

n2 - n + n + 1
3n ·n！

xn

= ∑
�

n = 2

1
（n - 2）！

x( )3

n

+ ∑
�

n = 1

1
（n - 1）！

x( )3

n

+ ∑
�

n = 0

1
n！

x( )3

n

= x( )3

2

·∑
�

n = 0

1
n！

x( )3

n

+
x
3

·∑
�

n = 0

1
n！

x( )3

n

+ ∑
�

n = 0

1
n！

x( )3

n

= x( )3

2

ex/3 +
x
3

ex/3 + ex/3 = x2

9
+

x
3

+( )1 ex/3.

评述 求幂级数的和函数 S（x）是近年来考研热点之一 .

例 10 （01，7 分）已知 fn（x）满足：fn '（x） = fn（x）+ xn- 1 ex（n 为正整数），且 fn（1） =
e
n

，求函数项级数

∑
�

n = 1

fn（x）的和函数 .

分析 本题目第一步是求出一阶线性微分方程在定解条件下：
f ' n（x）- fn（x） = xn- 1ex

fn（1） =
e{
n

的解 fn（x），第二步再求出函数项级数∑
�

n = 1

fn（x）的和函数 .

解 引用一阶线性微分方程的求解公式，得出通解

fn（x） = e∫dx· ∫xn- 1 ex·e- ∫dxd( )x + c = ex· xn

n( )+ c
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由 fn（1） =
e
n

推出 c = 0，故 fn（x） =
xn ex

n
. 由此级数∑

�

n = 1

fn（x） = ∑
�

n = 1

xn ex

n
= ex·∑

�

n = 1

xn


n

ex·（- ln（1 - x）），

- 1 ≤ x < 1.

评述 把求解微分方程的知识点与求幂级数的和函数知识点结合，是近年来考研热点之一 .

例 11 （02，7 分）（1）验证函数 y（x） = 1 +
x3

3！
+

x6

6！
+

x9

9！
+ ⋯ +

x3n

（3n）！
+ ⋯（- � < x < + � ）满足微分

方程 y" + y' + y = ex；（2）利用（1）的结果求幂级数∑
�

n = 0

x3n

（3n）！
的和函数 .

分析 本题目首先求出：y（x），y'（x），y"（x），代入微分方程左端就等于右端，且 y（0） = 1，y'（0） = 0. 其

次，求出微分方程满足条件 y（0） = 1，y'（0） = 0 的解 y（x） =
2
3

e
- x
2 ·cos 槡3

2
x +

1
3

ex（- � < x < + � ）. 最后，

根据微分方程满足条件 y（0） = 1，y'（0） = 0 的解是唯一的，即 1 +
x3

3！
+

x6

6！
+

x9

9！
+ ⋯ +

x3n

（3n）！
+ ⋯ 

收敛 2
3

e
- x
2

·cos 槡3
2

x +
1
3

ex（- � < x < + � ），后者就是和函数 .

解 （1）将 y（x）对 x 求一、二阶导数

y（x） = 1 +
x3

3！
+

x6

6！
+

x9

9！
+ ⋯⋯ +

x3n

（3n）！
+ ⋯⋯

y'（x） =
x2

2！
+

x5

5！
+

x8

8！
+ ⋯⋯ +

x3n- 1

（3n - 1）！
+ ⋯⋯

y"（x） = x1 +
x4

4！
+

x7

7！
+ ⋯⋯ +

x3n- 2

（3n - 2）！
+ ⋯⋯

上三式相加得出

y" + y' + y = 1 + x +
x2

2！
+

x3

3！
+

x4

4！
+ ⋯⋯ +

xn

n！
+ ⋯⋯ = ex

又 y（0） = 1，y'（0） = 0，所以函数 y（x）是微分方程满足定值条件的解 .

（2）求微分方程 y"（x）+ y'（x）+ y（x） = ex 满足条件 y（0） = 1，y（0） = 0 的解 . 首先，齐次方程 y" + y' +

y = 0 的特征方程 λ2 + λ + 1 = 0，它 的 特 征 根 λ1，2 =
- 1
2

± 槡3
2

i，从 而 齐 次 方 程 的 通 解 Y（x） = e
- x
2 ·

C1 cos 槡3
2

x + C2 sin 槡3
2( )x . 又非齐次方程的特解 y =

1
3

ex. 总之非齐次方程的通解

y（x） = e
- x
2 · C1 cos 槡3

2
x + C2 sin 槡3

2( )x +
1
3

ex

利用初始条件 y（0） = 1，y'（0） = 0 代入该通解中，得出
C1 +

1
3

= 1，

- 1
2

C1 + 槡3
2

C2 +
1
3

={ 0

，解得 C1 =
2
3

，C2 = 0. 最终

求得非齐次微分方程满足条件的解 y（x） =
2
3

e
- 1
2

x·cos 槡3
2

x +
1
3

ex.

综合（1）、（2）说明，已给出函数 y（x） = ∑
�

n = 0

x3n

（3n）！
和已求出的解 y（x） =

2
3

e
- 1
2

x·cos 槡3
2

x +
1
3

ex 都是同

一微分方程在同一条件下的解，根据微分方程解的唯一性可知：∑
�

n = 0

x3n

（3n）！
=

2
3

e
- 1
2

x·cos 槡3
2

x +
1
3

ex，- � < x

< + � ，和函数为 2
3

e
- 1
2

x·cos 槡3
2

x +
1
3

ex，- � < x < + � .

例 12 （05，12 分）求幂级数∑
�

n = 1

（- 1）n- 1（1 +
1

n（2n - 1）
）x2n 的收敛区间与和函数 f（x）.

分析 先求收敛区间，再利用幂级数求导性质定出和函数.

解 收敛半径：
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R = lim
n→�

a n

an+1

= lim
n→�

n（2n - 1）+ 1
n（2n - 1）

· （n + 1）（2n + 1）
（n + 1）（2n + 1）+ 1

= 1. 收敛区间：（- 1，1）.

另外，级数∑
�

n = 1

（- 1）n- 1（1 +
1

n（2n - 1）
）x2n = S1（x）+ 2S2（x）. 其中 S1（x） = ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1（x2）n =
x2

1 + x2 ，

（| x | < 1）. S2（x） = ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n

2n（2n - 1）
，x（- 1，1），S' 2（x） = ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 1
2n - 1

x2n- 1 ，

S"2（x） = ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n- 2 = ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1（x2）n- 1 =
1

1 + x2 ，x（- 1，1）

又 S2（0） = 0，S' 2（0） = 0，故

S' 2（x） = ∫
x

0

1
1 + t2 dt = arctgx，S2（x） = ∫

x

0
arctgtdt = xarctgx -

1
2

ln（1 + x2），x∈（- 1，1），最后得出：f（x）

= S1（x）+ 2S2（x） =
x2

1 + x2 + 2xarctgx - ln（1 + x2），x（- 1，1）.

例 13 （06，10 分）求幂级数∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n+1

n（2n - 1）
的收敛域及和函数 S（x）.

分析 （1）求出幂级数的收敛区间，同时检验区间端点的收敛性，（2）利用逐项两次求导法算出和函数

S（x）.

解 （1）由 lim
n→�

un+1

un

= lim
n→�

x2n+3 ·n（2n - 1）
（n + 1）（2n + 1）x2n+1 = | x2 | ， , 当 | x | < 1 时，原级数收敛. 当 x = ±

1 时，级数 ± ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1

n（2n - 1）
是交错级数，用莱布尼茨法则可知其收敛，, 当 x = ± 1 时，原级数收敛. 综合，原

幂级数收敛域为［- 1，1］.

（2）因∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n+1

n（2n - 1）
= x·∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 ·x2n

n（2n - 1）


令
x·f（x），其中 f（x） = ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n

n（2n - 1）
，x∈（- 1，1）.

由此，f'（x） = ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 ·2n·x2n- 1

n（2n - 1）
= 2 ·∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n- 1

2n - 1
，f"（x） = 2 ·∑

�

n = 1

（ - 1）n- 1 x2n- 2 = 2∑
�

n = 1

（ -

1）n- 1（x2）n- 1 | x | <


1 2
1 + x2 ，又因 f'（0） = 0，f（0） = 0，所以，积分 f'（x）

| x | <


1 ∫
x

0

2
1 + t2 dt + f'（0）

| x | <


1
2arctgx，再积分一次，f（x）

| x | <


1 ∫
x

0
2arctgtdt + f（0）

| x | <


1
2xarctanx - ln（1 + x2），x∈（- 1，1）

即 S（x） = 2xarctgx - ln（1 + x2） | x | < 1.

评述 本题求收敛区间时，若用：lim
n→�

（- 1）n

（n + 1）（2n + 1）
n（2n - 1）
（- 1）n- 1 = 1，虽然，计算结果，原幂级数的收

敛区间也是 | x | < 1，与（1）算的相同，然而，这是偶然的，计算方法也是错误的，比如 P269，例 4.（3），就

会得出不一样的结果.

典型题型 3. 函数展开成幂级数

例 14 将下列函数按指定要求展为幂函数，并确定收敛区间 .

（1）f（x） =
1

（1 + x）（1 + x2）（1 + x4）（1 + x8）
展为 x 的幂级数；

（2）f（x） = ln（x + 1 + x槡 2）展为 x 的幂级数；

（3）f（x） = xarctgx - ln 1 + x槡 2 展开 x 的幂级数；

（4）f（x） =
x

2 + x - x2 展开 x 的幂级数 .（2006）

分析 例 14 的各题也有两个要求，一个是将函数按指定要求展为幂级数；另一个是确定收敛域，同五、1 一

样，第二个要求留给读者作为练习，下面只写出结果；对于第一个要求我们仅介绍常用的方法 ——— 间接展开法 .

解 （1）f（x）=
1

（1 + x）（1 + x2）（1 + x4）（1 + x8）
是有理数函数，但显然若将 f（x）采用部分分式法，由于

·372·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第五部分 级数与微分方程



待定系数较多，可以预见运算相当复杂 . 现根据函数的特点，在 x≠ 1 的假定下将分子、分母同乘以（1 - x），则

f（x） =
1 - x

1 - x16 = （1 - x）（1 + x16 + x32 + ⋯） = 1 - x + x16 - x17 + x32 - x33 + ⋯ | x | < 1

容易得到此级数的收敛域为 | x | < 1.

评述 用例（1）同样的方法，则也很容易将分式有理函数
1

1 + x + x2 + x3 展开为 x 的幂级数，事实上，在

x ≠ 1 时

f（x） =
1

（1 + x + x2 + x3）
=

1 - x
1 - x4

= （1 - x）（1 + x4 + x8 + x12 + ⋯ +（x4）n + ⋯）

= 1 - x + x4 - x5 + x8 - x9 + ⋯ | x | < 1

显然此时幂级数的收敛域为 | x | < 1.

（2）f（x） = ln（x + 1 + x槡 2），f '（x） =
1

1 + x槡 2

而 1

1 + x槡 2
= 1 -

1
2

x2 +
1 × 3
2 × 4

x4 -
1 × 3 × 5
2 × 4 × 6

x6 + ⋯ - 1 ≤ x ≤ 1

对上式两端从 0 到 x 积分，得

ln（x + 1 + x槡 2） = x -
1

2 × 3
x3 +

1 × 3
2 × 4 × 5

x5 -
1 × 3 × 5

2 × 4 × 6 × 7
x7 + ⋯

= x + ∑
�

n = 1

（- 1）n （2n - 1）！！
n！2n（2n + 1）

x2n+1 ， | x | ≤ 1

（3）f（x） = xarctgx - ln 1 + x槡 2

解（1） 因为 f（x） = xarctgx - ln 1 + x槡 2 = ∫
x

0
arctgxdx

而 arctgx = x -
1
3

x3 +
1
5

x5 -
1
7

x7 + ⋯ +
（- 1）n

2n + 1
x2n+1 + ⋯， | x | ≤ 1

所以 f（x） =
1
2

x2 -
1

3 × 4
x4 +

1
5 × 6

x6 -
1

7 × 8
x8 + ⋯ +

（- 1）n

（2n + 1）（2n + 2）
x2n+2 + ⋯⋯ | x | ≤ 1.

解（2） 因为 arctgx = ∑
�

n = 0

（- 1）n x2n+1

2n + 1

ln 1 + x槡 2 =
1
2

ln（1 + x2） =
1
2 ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n

n

故 xarctgx - ln 1 + x槡 2 = xarctgx -
1
2

ln（1 + x2）

= ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n

2n - 1
- ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 x2n

2n

= ∑
�

n = 1

（- 1）n- 1

2n（2n - 1）
x2n ， （| x | ≤ 1）

（4）f（x） =
x
3

（ 1
1 + x

+
1

2 - x
） =

x
3
∑

�

n = 0

（- 1）n xn +
1
2

1

1 -
x[ ]
2

（| x | < 1）

=
x
3 ∑

�

n = 0

（- 1）n xn + ∑
�

n = 0

xn

2n+[ ]1 （| x | < 1）

=
1
3 ∑

�

n = 0

（- 1）n +
1

2n+[ ]1 xn+1 （| x | < 1）.

例 15 （1）将函数 f（x） = arctg
1 + x
1 - x

展开为 x 的幂级数 .

（2）将函数 f（x） =
1
4

ln
1 + x
1 - x

+
1
2

arctgx - x 展开为 x 的幂级数 .

·472·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



（3）将函数 f（x） =
1

x2 - 3x + 2
展开成 x 的幂级数，并指出其收敛区间 .

解 （1）由 f '（x） =
1

1 + x2 = ∑
�

n = 0

（- 1）n x2n ，- 1 < x < 1，得

f（x）- f（0） = ∫
x

0
f '（x）dx = ∫

x

0
∑

�

n = 0

（- 1）n x2n dx = ∑
�

n = 0

（- 1）n

（2n + 1）
x2n+1 ，因为 f（0） = arctg1 = π

4
，故

arctg
1 + x
1 - x

= π
4

+ ∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n+1 ，- 1 ≤ x < 1.

（2）由 f '（x） =
1
4

1
1 + x

+
1

1( )- x
+

1
2

1
1 + x2 - 1 = ∑

�

n = 1

x4n（- 1 < x < 1），f（0） = 0，故

f（x） = ∫
x

0
f '（x）dx = ∫

x

0 ∑
�

n = 1

x4( )n dx = ∑
�

n = 1

x4n+1

4n + 1
（- 1 < x < 1）.

（3）由 f（x） =
1

（1 - x）（2 - x）
=

1
1 - x

-
1

2 - x

| x | <


1 ∑
�

n = 0

xn - ∑
�

n = 0

1
2

x( )2

n

= ∑
�

n = 0

1 -
1

2n+( )1 xn （| x | < 1）.

其收敛区间为（- 1，1）.

例 16 将函数 y = ln（1 - x - 2x2）展开成 x 的幂级数，并指出其收敛区间 .

解 由ln（1 - x - 2x2） = ln（1 - 2x）（1 + x） = ln（1 + x）+ ln（1 - 2x），又

ln（1 + x） = ∑
�

n = 1

（- 1）n+1 xn

n
（- 1 < x ≤ 1），

ln（1 - 2x） = - ∑
�

n = 1

2n xn

n
- 1
2

≤ x <( )1
2

于是，有 ln（1 - x - 2x） = ∑
�

n = 1

（- 1）n+1 - 2n

n
xn ，其收敛区间 - 1

2
，[ )1

2
.

典型题型 4. 利用幂级数的和函数计算某些数值级数的和

例 17 求级数∑
�

n = 1

n2 xn- 1 在其收敛域内的和函数，并计算级数∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 n2

2n- 1 的和 .

分析 级数∑
�

n = 1

n2 xn- 1 的收敛区间为（- 1，1）. 下面先求和函数 S（x），再计算和 .

解法一 S（x） = ∑
�

n = 1

n2 xn- 1 ，通项 n2 xn- 1 ，逐项积分之，得

∫
x

0
S（x）dx = ∑

�

n = 1

nxn = x·∑
�

n = 1

nxn- 1

令 φ（x） = ∑
�

n = 1

nxn- 1 ，再逐项积分之，得

∫
x

0
φ（x）dx = ∑

�

n = 1

xn =
x

1 - x

故 φ（x） = x
1( )- x

' =
1

（1 - x）2 = ∑
�

n = 1

nxn- 1

因而有 ∫
x

0
S（x）dx = xφ（x） =

x
（1 - x）2

故 S（x） = x
（1 - x）[ ]2

'

=
1 + x

（1 - x）3 （- | < x < | ）

解法一是通过先两次逐项积分，然后再两次求导，以求得和函数，下面介绍的解法二是通过对幂级数两次

逐项求导而得和函数 S（x）的 .

解法二 由于∑
�

n = 0

xn =
1

1 - x
（| x | < 1）.
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两边对 x 求导，得

∑
�

n = 1

nxn- 1 =
1

（1 - x）2（| x | < 1）

等式两边乘 x 后，再对 x 求导，得

∑
�

n = 1

nx( )n ' = ∑
�

n = 1

n2 xn- 1 = x
（1 - x）[ ]2

' =
1 + x

（1 - x）3（| x | < 1）

故 S（x） =
1 + x

（1 - x）3 ， - | < x < |

在原级数中，取 x = -
1
2

，则得

∑
�

n = 1

（- 1）n- 1 n2

2n- 1 =
1 -

1
2

1 +( )1
2

3 =
4
27

评述 用例17 题的同样方法或利用例17 题求得的和函数 S（x），容易得到级数∑
�

n =1

n2

xn- 1 在其收敛域 | x | >

1 内的和函数为
x2（x + 1）
（x - 1）3 ；级数∑

�

n =1

（- 1）n- 1n2xn 在其收敛域 | x | < 1 内的和函数为
x（1 - x）

（1 + x）3. 本题目是考研热

点之一 .

例 18 利用函数的幂级数展开式求级数∑
�

n = 1

2n - 1
2n 的和 .

解法一 原级数为∑
�

n = 1

2n - 1
2n . 若考虑求幂级数∑

�

n = 1

（2n - 1）xn 的和函数 S（x），则 S( )1
2

= ∑
�

n = 1

2n - 1
2n . 级

数∑
�

n = 1

（2n - 1）xn 的收敛域为（- 1，1），x =
1
2

在收敛域中 .

S（x） = ∑
�

n = 1

（2n - 1）xn = 2 ∑
�

n = 1

nxn - ∑
�

n = 1

xn = 2x∑
�

n = 1

nxn- 1 - ∑
�

n = 1

xn

令 g（x） = ∑
�

n = 1

nxn- 1 ，则∫
x

0
g（x）dx = ∑

�

n = 1

xn =
x

1 - x
， g（x） = x

1( )- x
' =

1
（1 - x）2

故 S（x） =
2x

（1 - x）2 -
x

1 - x
=

x2 + x
（1 - x）2 ， S( )1

2
=

1
4

+
1
2

1
4

= 3

解法二 原级数为 1
2

+
3
22 +

5
23 + ⋯ +

2n - 1
2n + ⋯

=
1
2

1 + 3
1

槡
( )2

2

+ 5
1

槡
( )2

4

+ ⋯ +（2n + 1）
1

槡
( )2

2n

+[ ]⋯

因此若考虑求幂级数∑
�

n = 0

（2n + 1）x2n 的和函数 S（x），则原级数为 1
2

S
1

槡
( )2

.

将 S（x） = ∑
�

n = 1

（2n + 1）x2n 在收敛域（- 1，1）中逐项积分，得

∫
x

0
S（x）dx = ∑

�

n = 0

x2n+1 = x + x3 + x5 + ⋯ =
x

1 - x2

故 S（x） = x
1 - x( )2

' =
1 + x2

（1 - x2）2 .

1
2

S
1

槡
( )2

=
1
2

×
1 +

1
2

1 -( )1
2

2 = 3.
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例 19 求下列级数的和：

（1）∑
�

n = 1

1
（4n2 - 1）·4n ， （2）∑

�

n = 1

（- 1）n ·n
（2n + 1）！

.

分析 （1）从题型分析

∑
�

n = 1

1
4n2 - 1 ( )1

4

n

1
4 → x


换成 ∑

�

n = 1

1
4n2 - 1

x )( n

x = 1
4

分解

分式 ∑

�

n = 1

1
2n - 1

- 1
2n + )1

x2n+( 1

x = 1
2

，

变成要求两个幂级数的和，相减后令 x =
1
2

.

解 考虑幂级数：S1（x） = ∑
�

n = 1

1
2n - 1

x2n+1 ，S2（x） = ∑
�

n = 1

1
2n + 1

x2n+1. 其中 S1（x） = x2 ·∑
�

n = 1

1
2n - 1

x2n- 1 ，

g'（x） = ∑
�

n = 1

1
2n - 1

x2n-( )1 ' = ∑
�

n = 1

x2n- 2 =
1

1 - x2（| x | < 1）， g（x） = ∫
x

0

1
1 - t2 dt =

1
2

ln 1 + x
1( )- x

（| x | < 1），

S1（x） = x2·g（x） =
x2

2
ln 1 + x

1( )- x
（| x | < 1）. 又 S' 2（x） = ∑

�

n = 1

x2n =
x2

1 - x2（| x | < 1），S2（x） = ∫
x

0

t2

1 - t2 dt = -

x +
1
2

ln 1 + x
1( )- x

. 从而 S1（x） - S2（x） = x2

2
-( )1

2
ln 1 + x

1( )- x
+ x，∑

�

n = 1

1
4n2 - 1

1
4n = （S1（x）- S2（x））

x = 1
2

=

( 1
2

（x2 - 1）ln 1 + x
1( )- x )+ x

x = 1
2

=
1
8

ln3 - 1
2

+
1
2( )ln3 =

1
2

-
3
8

ln3.

评述 （1）的解法有代表性，典型性，是考研中常考题型之一 .

分析 （2）与 这 种 形 式 相 近 的 级 数 有 sinx 与 cosx 的 展 开 式 . 为 了 消 除 分 子 的 n，应 取 幂 级 数∑
�

n = 1

（- 1）n nx2n- 1

（2n + 1）！
，其收敛区间为（- � ，+ � ），使（2）可以得到解决 .

解 令 S（x） = ∑
�

n =1

（- 1）nnx2n- 1

（2n + 1）！
. ∫

x

0
S（t）dt = ∑

�

n =1
∫

x

0

（- 1）nnt2n- 1

（2n + 1）！
dt = ∑

�

n =1

（- 1）nx2n

2·（2n + 1）！

=
1
2x ∑

�

n =1

（- 1）nx2n+1

（2n + 1）！
=

1
2x

（sinx - x），S（x） =
xcosx - sinx

2x2 （0 < | x | < + � ）.

所以∑
�

n = 1

（- 1）n n
（2n + 1）！

= S（1） =
1
2

（cos1 - sin1）.

评述 根据对题目的分析，应灵活机动地选择幂级数形式，本题目还可直接用数值级数“凑”的办法：

∑
�

n = 1

（- 1）n n
（2n + 1）！

= ∑
�

n = 1

（- 1）n（2n + 1 - 1）
2（2n + 1）！

=
1
2

·∑
�

n = 1

（- 1）n

（2n）！
-

1
2 ∑

�

n = 1

（- 1）n

（2n + 1）！

=
1
2

（cos1 - 1）-
1
2

（sin1 - 1） =
1
2

（cos1 - sin1）.

例 20 求级数∑
�

n = 1

1
n（n + 2）（n + 4）

的和 .

分析 根据通项特点，先拆项
1

n（n + 2）（n + 4）
=

1
8

1
n

-
2

n + 2
+

1
n +( )4

后求部分和 Sn.

解 Sn = ∑
�

k = 1

1
k（k + 2）（k + 4）

=
1
8 ∑

n

k = 1

1
k

-
2

k + 2
+

1
k +( )4

=
1
8

1
1

-
2

1 + 2
+

1
1 + 4

+
1
2

-
2

2 + 2( +
1

2 + 4
+

1
3

-
2

3 + 2
+

1
3 + 4

+ ⋯

+
1

n - 2
-

2
n

+
1

n + 2
+

1
n - 1

-
2

n + 1
+

1
n + 3

+
1
n

-
2

n + 2
+

1
n + )4

=
1
8

1 -
1
3

+
1
2

-
1
4

-
1

n + 1
-

1
n + 2

+
1

n + 3
+

1
n +( )4

，
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所以和 S = lim
n→�

Sn =
11
96

.

评述 这种通项拆成两项或多项，正好前后相消达到求和目的，称此为拆项求和法 .

例 21 （03，9 分）求幂级数 1 + ∑
�

n = 1

x
2n

2n
（| x | < 1）的和函数及其极值.

分析 利用幂级数的性质先求出和函数，然后再求和函数的极值.

解 （1）令 f（x） = 1 + ∑
�

n = 1

（- 1）n x
2n

2n
（| x | < 1），

显然 f（0） = 1. 又 f'（x）
逐项

求导 ∑

�

n = 1

（- 1）n x
2n- 1

= - x·∑
�

n = 1

（- 1）n- 1
x

2（n- 1）
=

- x
1 + x2（| x | < 1）.

积分 f（x）- f（0） = ∫
x

0

t
1 + t2 dt =

- 1
2

ln（1 + x2），f（x） = 1 -
1
2

ln（1 + x2）（| x | < 1）.

（2）令 f'（x） =
- x

1 + x2 = 0，唯一驻点 x = 0，由于 f"（x） =
1 - x2

（1 + x2）2 ，f"（0） = - 1 < 0，, f（x）在 x = 0 取

极大值，且极大值 f（0） = 1.

典型题型 5. 综合性杂题

例 22 （01，8 分）设 f（x） =
1 + x2

x
arctanx，x ≠ 0，

1， x =
{

0.

试将 f（x）展开成 x 的幂级数，并求级数∑
�

n = 1

（- 1）n

1 - 4n2 的

和.

分析 先用间接法把 f（x）展开成幂级数，再令 x = 1 即可计算出∑
�

n = 1

（- 1）n

1 - 4n2 的和 .

解 arctanx = ∫
x

0
（arctant）' dt = ∫

x

0

1
1 + t2 dt = ∫

x

0 ∑
�

n = 0

（- 1）n t2( )n dt = ∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n+1 ，x ∈（- 1，1）. 在 x

= ± 1 处，上述级数收敛，又 arctanx 在 x = ± 1 处亦连续，所以 arctanx = ∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n+1 ，x∈［- 1，1］. 由此，当

x ≠ 0，x ∈［- 1，1］时，

1 + x2

x
arctanx = （1 + x2）∑

�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n = ∑

�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n + ∑

�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n+2

= 1 + ∑
�

n = 1

（- 1）n

2n + 1
x2n + ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1

2n - 1
x2n = 1 + ∑

�

n = 1

（- 1）n · 1
2n + 1

-
1

2n -[ ]1
x2n

= 1 + ∑
�

n = 1

2·（- 1）n

1 - 4n2 x2n .

上式右端当 x = 0 时收敛于 1 = f（0），故 f（x） = 1 + ∑
�

n = 1

2·（- 1）n

1 - 4n2 x2n ，当 x ∈［- 1，1］，x ≠ 0.

所以∑
�

n = 1

（- 1）n

1 - 4n2 =
1
2

［f（1）- 1］= π
4

-
1
2

.

评述 本题是近年来考研中出现的另一类新型的热点之一 .

例 23 求级数∑
�

n = 1

1
2n - 1

x - 1
x +( )1

2n- 1

的和函数 .

分析 只要令替换 u =
x - 1
x + 1

，因而化简再求出∑
�

n =1

1
2n - 1

u2n- 1 的和函数，重新返回到变量 x.

解 令 u =
x - 1
x + 1

，原级数成为 S（u） = ∑
�

n = 1

1
2n - 1

u2n- 1 ，x ∈（- 1，1）. S'（u） = ∑
�

n = 1

u2n- 2 = ∑
�

n = 0

（u2）n =

1
1 - u2 ，u ∈（- 1，1），S（u） = ∫

u

0

1
1 - t2 dt =

1
2

ln 1 + u
1 - u

. 返回到变量 x，于是得到∑
�

n = 1

1
2n - 1

x - 1
x +( )1

2n- 1

=
1
2

ln
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| x | =
1
2

lnx，x > 0.

评述 该题代表了一类函数项级数通过替换成幂级数的讨论问题的方法，值得注意 .

例 24 利用函数的幂级数展开式求极限lim
x→0

［cos2 xsin2 x - x2（1 - x2）
4
3 ］

x6 .

分析 所求的极限是属于( )0
0

型的不定式，由于分母含有 x6 ，如用罗必塔法则求极限，则需使用多次，比

较麻烦，而用函数的幂级数展开式来求，将简便得多 .

解 因为 cos2 xsin2 x =
1
4

sin22x =
1
8

（1 - cos4x）

=
1
8

-
1
8 ∑

�

n = 0

（- 1）n

（2n）！
（4x）2n = x2 -

44 × x4

8 × 4！
+

46 × x6

8 × 6！
- ⋯

= x2 -
4
3

x4 +
32
45

x6 - ⋯

又由二项展开式，有

x2（1 - x2）
4
3 = x2 1 -

4
3

x2 +
2
9

x4 -[ ]⋯ = x2 -
4
3

x4 +
2
9

x6 - ⋯

从而有 lim
x→0

［cos2 xsin2 x - x2（1 - x2）
4
3 ］

x6 = lim
x→0

32
45

x6 -
2
9

x6 + ⋯

x6 =
22
45

.

例 25（03，12 分） 将函数 f（x） = arctan
1 - 2x
1 + 2x

展开成 x 的幂级数，并求级数∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
的和.

分析 利用幂级数的性质先展开成幂级数，然后再求级数∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
的和.

解 （1）因 f'（x） =
- 2

1 + 4x
2 - 2·∑

�

n = 0

（- 1）n4n x
2n ，x∈（- 1

2
，1

2
）. 又 f（0） = π

4
，积分 f（x） = f（0）+

∫
x

0
f'（t）dt = π

4
- 2∫

x

0 ∑
�

n = 0

（- 1）n4n t
2n

d[ ]t = π
4

- 2·∑
�

n = 0

（- 1）n4n

2n + 1
x

2n+1 ，x∈（- 1
2

，1
2

）. 端点 x =
1
2

处 f（x）连

续，级数∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
收敛，故 f（x） = π

4
- 2·∑

�

n = 0

（- 1）n4n

2n + 1
x

2n+1
.

（2）从 f（ 1
2

） = π
4

- 2·∑
�

n = 0

（- 1）n4n

2n + 1
1

2
2n+1 ，∑

�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
= π

4
- f（ 1

2
）

f（
1
2

） =


0

π
4

.

§ 7 - 3 傅里叶级数 典型例题分析与最新考试题型预测

所谓三角级数，它的一般形式是：

a0

2
+ a1 cosx + b1 sinx + a2 cos2x + b2 sin2x + ⋯ + an cosnx + bn sinnx + ⋯

=
a0

2
+ ∑

�

n = 1

（an cosnx + bn sinnx）

其中 a0 ，an ，bn ，（n = 1，2，⋯）都是常数 . 这部分的主要内容是把满足狄利克雷定理中条件的函数展开为傅里叶

级数 .

一、基本概念

1. 三角函数系及其正交性

函数系｛1，cosx，sinx，cos2x，sin2x，⋯，cosnx，sinnx，⋯｝称为三角函数系 . 在任意一个长度为 2π 的区间［a，

a + 2π］上（a 为任意常数），三角函数系中任意两个不同的函数乘积从 a 到 a + 2π的积分等于零；而系中任一函
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数的平方从 a 到 a + 2π 的积分都不等于零 . 三角函数系的这种性质称为正交性 . 因此三角函数系是区间［a，a

+ 2π］上的正交函数系 .

2. 傅里叶系数与傅里叶级数

若函数 f（x）在区间［- π，π］上绝对可积，则称

an =
1
π ∫

π

- π
f（x）cosnxdx （n = 0，1，2，⋯）

bn =
1
π ∫

π

- π
f（x）sinnxdx （n = 1，2，⋯）

为函数 f（x）的傅里叶系数，简称傅氏系数 . 并称三角级数

a0

2
+ ∑

�

n = 1

（an cosnx + bn sinnx）

为函数 f（x）的傅里叶级数，简称傅氏级数 . 不管这个级数是否收敛，或者收敛而是否等于 f（x），都记作

f（x） ～
a0

2
+ ∑

�

n = 1

（an cosnx + bn sinnx）

注意 若两个可积函数 f（x）、g（x）在区间［- π，π］上除去有限个点处处相等，那么 f（x）和 g（x）
的所有对应的傅里叶系数都是相等的 .

二、函数可展开为傅里叶级数的条件（充分条件）

傅里叶级数的收敛定理（狄利克雷条件）

如果 f（x）在区间［- π，π］上是满足下列条件：

1. 连续，或只有有限个第一类间断点；

2. 只有有限个极值点，

那么它的傅里叶级数
a0

2
+ ∑

�

n = 1

（an cosnx + bn sinnx）在区间［- π，π］的一切点上收敛，


它的和为

（1）f（x）， 当 x 是 f（x）的连续点

（2） 1
2

［f（x - 0）+ f（x + 0）］， 当 x 是 f（x）的间断点

（3） 1
2

［f（- π + 0）+ f（π - 0）］， 当 x = - π 及 x =
{

π

为了方便，我们把上述三种收敛情形称为傅里叶级数在区间［- π，π］上收敛于函数 f（x）. 此时称 f（x）在区间

［- π，π］上可展开为傅里叶级数，简记为

f（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1

（an cosnx + bn sinnx）， x ∈［- π，π］.

注意 由于傅里叶级数的各项都是以 2π 为周期的函数，因此它所收敛的函数自然也是周期为 2π 的函数

. 因此假如把在［- π，π］上满足可展开为傅里叶级数条件的 f（x）看成是周期为 2π 的函数，并把它按周期 2π
向左向右延拓（或开拓）出去，即对任意整数 k，定义

f（x + 2kπ） = f（x） （- π ≤ x < π）

也即将 f（x）延拓为在整个区间（- � ，+ � ）上以 2π 为周期的函数，于是它的傅里叶级数在区间（- � ，+ � ）

上都收敛于 f（x）了 . 而且计算傅里叶系数的积分区间可以换成长度为 2π 的任意区间，例如［0，2π］等 . 如果

f（x）本身就是以 2π为周期的周期函数，那么 f（x）当然就不存在延拓问题，这时，在整个区间（- � ，+ � ）上其

傅里叶级数都收敛于 f（x）.

三、奇、偶函数的傅里叶级数

如果 f（x）在［- π，π］上满足可展开为傅里叶级数的条件，且 f（x）是偶函数，则 f（x）的傅里叶系数

bn = 0（n = 1，2，⋯），an =
2
π ∫

π

0
f（x）cosnxdx （n = 0，1，2⋯），

f（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1

an cosnx
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如果 f（x）是奇函数，则它的傅里叶系数

an = 0（n = 0，1，2，⋯），bn =
2
π ∫

π

0
f（x）sinnxdx （n = 1，2，⋯），

f（x） = ∑
�

n = 1

bn sinnx

四、任意区间［- l，l］上的傅里叶级数

设函数 f（x）在区间［- l，l］上满足狄利克雷条件，作代换 t = π
l

x，则区间 - l ≤ x≤ l 就变成了 - π≤ t ≤

π. 于是 f（x）在［- l，l］上的傅里叶级数展开式为

f（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1
an cos

nπx
l

+ bn sin
nπx( )l

an =
1
l ∫

l

- l
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2⋯）

bn =
1
l ∫

l

- l
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2⋯）

注意 若 f（x）在［- l，l］上为偶函数，则 f（x）的傅里叶系数为

bn = 0 （n = 1，2，⋯），an =
2
l ∫

l

0
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2，⋯），

若 f（x）在［- l，l］上为奇函数，则 f（x）的傅里叶系数为

an = 0 （n = 0，1，2，⋯），bn =
2
l ∫

l

0
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2，⋯）

五、区间［0，π］，［0，l］，［0，2π］，［0，2l］，［a，a + 2l］，［a，b］上的傅里叶级数

如果函数 f（x）在区间［0，l］（l = π 时就是［0，π］）上满足狄利克雷条件，那么可以把函数任意延拓至区间

［- l，0］，也就是给 f（x）在［- l，0）上补充定义，这就得到一个确定在区间［- l，l］上的函数 F（x），它在区间［0，

l］上与 f（x）重合 . 只要 F（x）在［- l，l］上满足收敛定理的条件，那么将 F（x）在区间［- l，l］上展开为傅里叶

级数，则 f（x）也就在区间［0，l］上被展开为傅里叶级数了 . 但往往需要把 f（x）展开为只含正弦项或只含余弦

项的傅里叶级数，分别称为傅里叶正弦级数或傅里叶余弦级数，这只要在［- l，0］上补充 f（x）的定义，使它在

整个区间［- l，l］上成奇函数或偶函数，即定义

F（x） =
f（x），

- f（- x{ ），

0 ≤ x < l

- l ≤ x < 0
（f（x）的奇式延拓）

或 F（x） =
f（x），

f（- x{ ），

0 ≤ x < l

- l ≤ x < 0
（f（x）的偶式延拓）

如果把 f（x）作奇式延拓得到奇函数 F（x），其傅里叶系数为

an = 0 （n = 0，1，2，⋯），bn =
2
l ∫

l

0
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2，3，⋯），

f（x） = ∑
�

n = 1

bn sin
nπx

l
0 ≤ x ≤ l

如果把 f（x）作偶式延拓得到偶函数 F（x），其傅里叶系数为

an =
2
l ∫

l

0
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2，⋯），bn = 0 （n = 1，2，3，⋯），

f（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1

an cos
nπx

l
0 ≤ x ≤ l

注意 （1）按照奇函数的定义，须有 f（0） = 0，所以当所给 f（x）不满足这个条件时，应改变它在 x = 0 的

值，使符合这个要求 .

（2）如果函数 f（x）作奇式延拓或偶式延拓，计算 bn 或 an 时，实际上只用到 f（x）在区间［0，l］上的值，所以

不必实际作出 F（x）.

如果函数 f（x）在区间［a，a + 2l］（l = π 时，就是［a，a + 2π］或区间［a，b］（b 可以写成 a + 2l，即 b = a + 2
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×
b - a

2
，l =

b - a
2

）上满足可展开为傅里叶级数的条件，其傅里叶系数为

an =
1
l ∫

a +2l

a
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2，⋯）

bn =
1
l ∫

a +2l

a
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2，⋯）

f（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1
an cos

nπx
l

+ bn sin
nπx( )l

特别，若 a = 0 时，就得到 f（x）在区间［0，2l］上的傅里叶级数展开式：

f（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1
an cos

nπx
l

+ bn sin
nπx( )l

其中

an =
1
l ∫

2l

0
f（x）cos

nπx
l

dx （n = 0，1，2，⋯）

bn =
1
l ∫

2l

0
f（x）sin

nπx
l

dx （n = 1，2，3，⋯）

综上所述，将函数 f（x）展为傅氏级数时，要注意以下几点：

（1）首先明确函数 f（x）在什么区间上展开，是［- π，π］？或是区间［- l，l］？或是区间［0，π］？⋯ 等 .从而可

确定其傅氏系数和傅氏级数的形式 . 并在该区间上验证傅里叶级数收敛定理的条件 .（2）如果 f（x）是周期函

数，例如周期为 2π，则一般在区间［- π，π］上展开即可 .（3）如果函数 f（x）具有奇、偶性，则计算傅氏系数将简

便得多 .（4）分清函数 f（x）的傅氏级数在其连续点、间断点、以及端点处的收敛情况.

六、典型例题分析与考试题型预测

傅里叶级数不是每年都考，平均约 4 ～ 5 年考一次 .

典型题型 1. 函数展开为傅里叶级数

例 1 把周期为 2π 的函数 f（x）展开成傅里叶级数，它在一个周期中的定义为

f（x） =

- π
2

- π ≤ x < - π
2

x， - π
2

≤ x ≤ π
2

π
2

， π
2

< x ≤










π

图 7 - 1

解 函数 f（x）在一个周期中的图形如图7 - 1，由于 f（x）的周期性，只

要在［- π，π］上展开成傅里叶级数即可 . 又因为 f（x）为奇函数，故 an = 0

bn =
1
π ∫

+π

- π

f（x）sinnxdx =
1
π ∫

- π
2

- π

- π
2

sinnxdx

+
1
π ∫

+ π
2

- π
2

xsinnxdx +
1
π ∫

π

π
2

π
2

sinnxdx

= -
1
n

（- 1）n +
2

nπ
sin

nπ
2

.

所给函数满足傅里叶级数收敛定理的条件，于是得

f（x） =
2
π∑

�

n = 1

1
n

［sin
nπ
2

+（- 1）n+1 π
2

］sinnx

当 x = ± π 时，傅里叶级数收敛于零 .
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典型题型 2. 给出函数的傅里叶级数，要求它在指定点的收敛和

例 2 设函数 f（x） = x2 ，0 ≤ x < 1，S（x） = ∑
�

n = 1

bn sinnπx，- � < x < + � ，其中 bn = 2∫
1

0
f（x）sinnπxdx，

（n = 1，2，⋯）. 则 S - 1( )2
等于（B）.

（A）- 1
2

（B）- 1
4

（C） 1
4

（D） 1
2

图 7 - 2

解 由系数 bn = 2∫
1

0
f（x）sinnπxdx 的形式可知，正弦级数∑

�

n = 1

bn sinnπx 应

为函数 f（x） = x2 ，［0，1）进行奇延拓所展开的傅里叶级数，故

S（x） =
- x2 ， - 1 ≤ x < 0，

x2 ， 0 ≤ x < 1{ .

S（x）在 x =
- 1
2

处连续，故 S - 1( )2
= - - 1( )2

2

=
- 1
4

，选（B）.

例 3 （99，3 分）设 f（x） =
x， 0 ≤ x ≤ 1

2
，

2 - 2x， 1
2

< x < 1{ .

S（x） =
a0

2
+ ∑

�

n = 1

an cosnπx，- � < x < + � ，an = 2·∫
1

0
f（x）cosnπxdx（n = 0，1，2，⋯），则 S - 5( )2

等于（C）.

（A） 1
2

（B）- 1
2

（C） 3
4

（D）- 3
4

解 应选（C）. f（x）是定义在［0，1］上的分段连续函数，S（x）是 f（x）作偶延拓后得到的傅里叶余弦级数，

且 S（x）定义在（- � ，+ � ）上以 2π 为周期，由傅里叶级数的收敛定理知

S - 5( )2
= S - 1( )2

= S( )1
2

=
1
2

f 1
2

+( )0 + f 1
2

-( )[ ]0 =
1
2

1 +[ ]1
2

=
3
4

.

评述 本题主要是考查傅里叶级数的收敛定理 .

典型题型 3. 利用函数展开为傅里叶级数求数值级数的收敛和

例 4 将函数 f（x） = 2 +| x | （- 1 ≤ x≤ 1）展开成以 2 为周期的傅里叶级数，并由此求级数∑
�

n = 1

1
n2 的和

.

分析 本题需要将 f（x）在［- 1，1］上展开为傅里叶级数，再计算出 x = 0 处傅里叶级数的收敛和即可求

得∑
�

n = 1

1
n2 之和 .

解 f（x） = 2 +| x | （- 1 ≤ x ≤ 1）是偶函数，所以 a0 = 2∫
1

0
（2 + x）dx = 5，

an = 2∫
1

0
（2 + x）cosnπxdx = 2∫

1

0
xcosnπxdx =

2（cosnπ - 1）
n2π2 ，n = 1，2，⋯

bn = 0， n = 1，2，⋯

因为所给函数 f（x）在区间［- 1，1］上满足收敛性定理条件，故

2 +| x | =
5
2

+ ∑
�

n = 1

2（cosnπ - 1）
n2π2 cosnπx =

5
2

-
4
π2 ∑

�

n = 1

cos（2n + 1）πx
（2n + 1）2

当 x = 0 时，2 =
5
2

-
4
π2 ∑

�

n = 0

1
（2n + 1）2 ，从而∑

�

n = 0

1
（2n + 1）2 = π2

8
，又

∑
�

n = 1

1
n2 = ∑

�

n = 0

1
（2n + 1）2 + ∑

�

n = 1

1
（2n）2 = ∑

�

n = 0

1
（2n + 1）2 +

1
4 ∑

�

n = 1

1
n2
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故 ∑
�

n = 1

1
n2 =

3
4 ∑

�

n = 0

1
（2n + 1）2 = π2

6

评述 本题是典型性有代表性的题型方法 .

例 5 将函数 f（x） = x2 在［- π，π］上展开成傅里叶级数，并求级数∑
�

n = 1

1
（2n - 1）2 的和.

解 a0 =
2
π ∫

π

0
x2 dx =

2
3
π2 ，

an =
2
π ∫

π

0
x2 cosnxdx =

4（- 1）n

n2 （n = 1，2，⋯），bn = 0（n = 1，2，⋯）.

所以 x2 = π2

3
+ 4 ∑

�

n = 1

（- 1）n cosnx
n2 .

令 x = 0，0 = π2

3
+ 4∑

�

n = 1

（- 1）n 1
n2 ，则∑

�

n = 1

（- 1）（n+1）

n2 = π2

12
. 令 x = π，π2 = π2

3
+ 4∑

�

n = 1

1
n2 ，则∑

�

n = 1

1
n2 = π2

6
. 由

此

∑
�

n = 1

1
（2n - 1）2 =

1
2 ∑

�

n = 1

1
n2 + ∑

�

n = 1

（- 1）n+1 1
n[ ]2 =

1
6

π2

6
+ π2( )12

= π2

8
.

例 6 将函数 f（x） = x2 ，（1）在区间［0，π］上展开成正弦级数；（2）在区间［0，π］上展开成余弦级数；（3）

在区间［0，2π］上展开为傅里叶级数 . 并利用这些展开式，求级数∑
�

n = 1

1
n2 、∑

�

n = 1

（- 1）n+1

n2 及∑
�

n = 1

1
（2n - 1）2 的和 .

解 （1）因为要求把函数 f（x）在［0，l］（l = π）上展开成正弦级数，故将 f（x）作奇式延拓，即是

f（x） =
x2 ， 0 ≤ x ≤ π
- x2 ， - π ≤ x <{ 0

于是可得

an = 0（0，1，2，⋯）

bn =
2
π ∫

π

0
x2 sinnxdx =

2
π -

x2 sinnx
n

+
2xsinnx

n2 +
2cosnx

n[ ]3

π

0

=
2
π

π2（- 1）n+1

n
+

2
n3［（- 1）n - 1{ }］

= 2π（- 1）n+1

n
+

4
π

·（- 1）n - 1
n3

所给函数满足傅里叶级数收敛定理的条件，且 f（x）在区间［0，π］上连续，f（0）= 0，f（π）= π2 ≠0，于是得

到

f（x） = x2 = 2π∑
�

n = 1

（- 1）n+1

n
sinnx -

8
π ∑

�

n = 1

sin（2n - 1）x
（2n - 1）3 0 ≤ x < π

当 x = π 时，级数收敛于零 .

（2）按题意，将 f（x）作偶式延拓，即是 f（x） = x2 - π ≤ x ≤ π
于是可得

bn = 0（n = 1，2，3，⋯）

a0 =
2
π ∫

π

0
x2 dx =

2π2

3

an =
2
π ∫

π

0
x2 cosnxdx =

2
π

x2 sinnx
n

+
2xcosnx

n2 -
2sinnx

n[ ]3

π

0

=
4
n2（- 1）n （n = 1，2，3，⋯）

f（x）在区间［0，π］上连续，由傅里叶级数收敛定理，得

f（x） = x2 = π2

3
+ 4 ∑

�

n = 1

（- 1）n

n2 cosnx， 0 ≤ x < π

在端点 x = π 时，级数收敛于 1
2

［f（- π + 0）+ f（π - 0）］= π2 = f（π），故得

x2 = π2

3
+ 4 ∑

�

n = 1

（- 1）n

n2 cosnx， 0 ≤ x ≤ π.
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（3）按题意将 f（x）在区间［0，2π］上展开，于是

a0 =
1
π ∫

2π

0
x2 dx =

8π2

3

a0 =
1
π ∫

2π

0
x2 cosnxdx =

1
π

x2 sinnx
n

+
2xcosnx

n2 -
2sinnx

n[ ]3

2π

0

=
4
n2 （n = 1，2，⋯）

b0 =
1
π ∫

2π

0
x2 sinnxdx =

1
π -

x2 cosnx
n

+
2xcosnx

n2 +
2sinnx

n[ ]3

2π

0

=
- 4π

n
（n = 1，2，⋯）

f（x）在区间［0，2π］上连续，由傅里叶级数收敛定理得

f（x） = x2 =
4
3
π2 + 4 ∑

�

n = 1

cosnx
n2 - 4 ∑

�

n = 1

sinnx
n

， 0 < x < 2π

在端点 x = 0 和 x = 2π 时，级数收敛于 1
2

［f（0 + 0）+ f（2π - 0）］= 2π2 ，它不等于 f（0） = 0，也不等于 f（2π）

= 4π2.

由（2），当 x = π 时，得

π2 = π2

3
+ 4 ∑

�

n = 1

（- 1）n

n2 cosnπ = π2

3
+ 4 ∑

�

n = 1

1
n2

故得 ∑
�

n = 1

1
n2 = π2

6

由（2），当 x = 0 时，得 0 = π2

3
+ 4 ∑

�

n = 1

（- 1）n

n2 故得 ∑
�

n = 1

（- 1）n+1

n2 = π2

12

将∑
�

n = 1

1
n2 = π2

6
和∑

�

n = 1

（- 1）n+1

n2 = π2

12
相加再除以 2 即得∑

�

n = 1

1
（2n - 1）2 = π2

8
.

典型题型 4. 函数在任意区间上展开为傅里叶级数

例 7 （95，6 分）将 f（x） = x - 1（0 ≤ x ≤ 2）展开成周期为 4 的余弦级数 .

解 a0 =
2
2 ∫

2

0
（x - 1）dx = 0，

an =
2
2 ∫

2

0
（x - 1）cos

nπx
2

dx =
- 2
nπ ∫

2

0
sin

nπx
2

dx =
4

n2π2［（- 1）n - 1］

=
0， n = 2k，

- 8
（2k - 1）2π2 ， n = 2k - 1{ ，

（k = 1，2，⋯）

故 f（x） =
- 8
π2 ∑

�

k = 1

1
（2k - 1）2 cos

（2k - 1）πx
2

，x ∈［0，2］.

例 8 设 f（x） = x，1 ≤ x ≤ 2，试将 f（x）在区间（1，2）内展成周期为 2 的傅里叶级数 .

分析 本题要求将 f（x）展为周期为2 的傅里叶级数，但 f（x）的定义区间仅是1≤ x≤2，因而需要对 f（x）进行

延拓，而题中没有对如何延拓提出要求，故可用如下最简单的延拓方法.

解 令 g（x） =
f（x），

0{ ，

1 ≤ x ≤ 2

0 ≤ x ≤ 1

现将 g（x）在区间（0，2）内展成周期为 2 的傅里叶级数，区间［0，2］可视作区间［0，2l］，则 2l = 2，l = 1. 便有

a0 = ∫
2

0
g（x）dx = ∫

2

1
xdx =

3
2

an = ∫
2

0
g（x）cosnπxdx = ∫

2

1
xcosnπxdx

= x
nπ

sinnπx +
1

（nπ）2 cosnπ[ ]x
2

1

=
1 - （- 1）n

（nπ）2 ， n = 1，2，⋯

bn = ∫
2

0
g（x）sinnπxdx = ∫

2

1
xsinnπxdx

= - x
nπ

cosnπx +
1

（nπ）2 sinnπ[ ]x
2

1

=
（- 1）n - 2

nπ
n = 1，2，⋯
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函数 g（x）在区间［0，2］上满足狄立克莱条件，故对区间（0，2）内的连续点，即区间（0，1）和（1，2）内的点

x 有

g（x） =
3
4

+ ∑
�

n = 1

1 - （- 1）n

（nπ）2 cosnπx +
（- 1）n - 2

nπ
sinnπ[ ]x

又在区间［1，2］上，g（x）≡ f（x），所以在区间（1，2）内有

x =
3
4

+ ∑
�

n = 1

1 - （- 1）n

（nπ）2 cosnπx +
（- 1）n - 2

nπ
sinnπ[ ]x .

评述 本题使用有新颖性和代表性：周期是 2，f（x）零延拓 .

例 9 设 f（x） = 10 - x（5 ≤ x ≤ 15），试将 f（x）展开为以 10 为周期的傅里叶级数 .

解 本题要求将 f（x）在区间［a，a + 2l］上展为傅里叶级数，因 a = 5，a + 2l = 15，故 l = 5. 所给函数 f（x）在区

间（5，15）上满足傅里叶级数收敛定理的条件 . 容易算得其傅里叶系数

an = 0（n = 0，1，2，⋯）， bn =
10
nπ

（- 1）n（n = 1，2，3，⋯）

由于 f（x）在（5，15）连续，故有

10 - x = 10 ∑
�

n = 1

（- 1）n

nπ
sin

nπ
5

x， 5 < x < 15

在端点 x = 5 和 x = 15 处，f（x）的傅里叶级数收敛于 1
2

［f（5 + 0）+ f（15 - 0）］=
1
2

［5 +（- 5）］= 0.

预测·强化训练七

1. 填空题

（1）设 f（x）是周期为 2 的周期函数，它在［- 1，1］上的定义为

f（x） =
2，

x3{ ，

- 1 < x ≤ 0，

0 < x ≤ 1，

则 f（x）的傅里叶级数在 x = 1 处收敛于 .

（2）设 f（x） =
- 1，

1 + x2{ ，

- π < x ≤ 0，

0 < x ≤ π，
则以 2π 为周期的傅里叶级数在点 x = π 处收敛于 .

（3）设函数 f（x） = πx + x2（- π < x < π）的傅里叶级数展开式为
a0

2
+∑

�

n = 1

（an cosnx + bn sinnx），则其中系

数 b3 的值为 .

（4）幂级数∑
�

n = 0

xn

n +槡 1
的收敛域是 .

（5）已知，an = ∫
1

0
x2（1 - x）n dx，则级数∑

�

n = 1

an 收敛于和 .

（6）∑
�

n = 1

n( )1
2

n- 1

= .

2. 选择题

（1）设 0 ≤ an <
1
n

（n = 1，2，3，⋯），则下列级数中肯定收敛的是：

（A）∑
�

n = 1

an （B）∑
�

n = 1

（- 1）n an （C）∑
�

n = 1

a槡 n （D）∑
�

n = 1

（- 1）n a2
n

（2）设 f（x）是周期为 2 的周期函数，它在区间［- 1，1］上的定义为

f（x） =
2，

x2{ ，

- 1 < x ≤ 0，

0 < x ≤ 1.

则 f（x）的傅里叶级数在 x = 1 处收敛于：

（A） 3
2

（B）- 1 （C）2 （D）1
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（3）设 a > 0 为常数，则级数∑
�

n = 1

（- 1）n
1 - a

1
( )n 是：

（A）绝对收敛 （B）条件收敛 （C）发散 （D）收敛性与 a 有关

（4）设 an =
1

n1 + 1
n

，则级数∑
�

n = 1

an 是：

（A）因为 1 +
1
n

> 1，所以级数收敛； （B）因为 lim
n→�

1

n1 + 1
n

= 0，所以级数收敛；

（C）因为 1

n1 + 1
n

<
1
n

，所以级数收敛； （D）以上都不对 .

3. 判断下列级数的敛散性：

（1）∑
�

n = 1

tann π
4

+
1( )n

； （2）∑
�

n = 1

（2 -
3

槡2）（2 -
5

槡2）⋯⋯（2 -
2n+1

槡2）；

（3）∑
�

n = 1

（n + 1）！
nn+1 ； （4）∑

�

n = 1

1
nlna（a > 0 的实数）；

（5）∑
�

n = 2

1
ln（n！）

； （6）∑
�

n = 1

n槡 ！

（2 + 槡1）（2 + 槡2）⋯（2 槡+ n）
.

4. 设 an ≠ 0（n = 1，2，⋯），且 lim
n→�

a n = a（a ≠ 0），求证级数∑
�

n = 1

| a n+1 - an | 与∑
�

n = 1

1
an+1

-
1
an

同时收敛或

同时发散 .

5. 设数列｛nan｝收敛，级数∑
�

n = 1

n（an - an- 1）收敛，证明级数∑
�

n = 1

an 收敛 .

6. 设级数∑
�

n = 1

（an - an- 1）收敛，又∑
�

n = 1

bn 是收敛的正项级数，证明级数∑
�

n = 1

an bn 绝对收敛 .

7. 若正项级数∑
�

n = 1

an 收敛，证明级数∑
�

n = 1

an an+槡 1 收敛；反之，若∑
�

n = 1

an an+槡 1 收敛，问∑
�

n = 1

an 是否收敛？又若

｛an｝是单调的，且级数∑
�

n = 1

an an+槡 1 收敛，问级数∑
�

n = 1

an 是否收敛？

8. 确定下列级数的收敛域：

（1）∑
�

n = 1

（x - 3）n

n × 3n ； （2）∑
�

n = 1

n22n xn（1 - x）n ； （3）∑
�

n = 1

2n sinn x
n

；

（4）∑
�

n = 1

（- 1）n

n × 3n（x - 5）2n- 1 ； （5）1 +
2x

5 ×槡 5
+

4x2

9 × 5槡 2
+

8x3

13 × 5槡 3
+

16x4

17 × 5槡 4
+ ⋯

9. 就 p 值讨论级数∑
�

n = 1

xn

np 的收敛域 .

10. 求下列幂级数在其收敛域中的和函数：

（1）∑
�

n = 1

n（x - 1）n ； （2）∑
�

n = 1

（n - 1）2

n + 1
xn ； （3）3x2 -

5
2

x4 +
7
3

x6 -
9
4

x8 + ⋯；

（4）∑
�

n = 1

n2
n
2 x3n- 1 ； （5）∑

�

n = 0

2n + 1
n！

x2n+1 ；

（6）（2 - x2）+
3
4

x2 - 槡3 3
8

x3 +
9
16

x4 - 槡9 3
32

x5 + ⋯.

11. 利用函数的幂级数展开式求下列级数的和：

（1）∑
�

n = 2

（n + 1）（n - 1）
n！

； （2） 1
1 × 3

+
1

2 × 32 +
1

3 × 33 +
1

4 × 34 + ⋯

12. 将下列函数按指定要求展为幂级数 . 并确定收敛区间 .

（1） 1 - x2

（1 + x2）2 展为 x 的幂级数； （2）ln
1

（1 + 3x + 2x2）
展开为 x 的幂级数；

（3）arctg
1 + x
1 - x

展为 x 的幂级数； （4） 1
5 - x

展为 1
x - 3

的幂级数；
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（5）∫
x

0
槡xexdx 展开为 x 的幂级数 .

13. 求幂级数∑
�

n = 1

n x( )3

n- 1

的收敛区间及和函数 S（x），再将 S（x）展为（x - 2）的幂级数，并求展开后的幂

级数的收敛区间 .

14. 利用函数的幂级数展开式求 lim
x→+�

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

.

15. 展开 f（x） =
x， - π

2
≤ x < π

2

π - x， π
2

≤ x ≤ 3
2

{ π
（f（x + 2π） = f（x））为傅里叶级数 .

16. 展开函数

f（x） =

cosx， 0 ≤ x < π
2

- cosx， π
2

≤ x <
3
2
π

cosx， 3π
2

≤ x ≤ 2










π

为傅里叶级数，并证明π - 2
4

=
1

1 × 3
-

1
3 × 5

+
1

5 × 7
-

1
7 × 9

+ ⋯.

17. 设 f（x）是以 8 为周期的周期函数，它在一个周期内的定义为

f（x） =
2 - x， 0 ≤ x ≤ 4

x - 6， 4 < x ≤{ 8

试将 f（x）展开为傅里叶级数 .

18. 将函数 f（x） = sin
x
2

在区间 - 2π ≤ x ≤ 2π 上展开为傅里叶级数 .

19. （03，4 分）设 x2 = ∑
�

n = 0

an cosnx（- π ≤ x ≤ π），则 a2 = .

简明解答

1. （1）

3
2

. 由狄利克雷定理，傅里叶级数在端点 x = 1 处收敛于：1
2

［f（- 1 + 0）+ f（1 - 0）］=
1
2

［2 + 1］=

3
2

.

（2）π2

2
. 由狄利克雷定理，傅里叶级数在端点 x = π 处收敛于：1

2
［f（- π + 0）+ f（π - 0）］=

1
2

［- 1 + 1 +

π2 ］= π2

2
.

（3） 2π
3

. b3 = 1
π ∫

π

- π
（πx + x2）sin3xdx =

1
π ∫

π

- π
πx·sin3xdx =

- 2
3

xcos3x -
1
3

sin3[ ]x
π

0

=
2
3
π.

（4）［- 1，1）. 收敛半径 R = lim
n→�

a n

an+1

= lim
n→�

n +槡 2

n +槡 1
= 1，收敛区间（- 1，1）. 端点 x = 1 处级数∑

�

n = 1

1

n +槡 1

发散，x = - 1 处级数∑
�

n = 1

（- 1）n

n +槡 1
收敛 . 收敛域［- 1，1）.

（5） 1
6

. an = ∫
1

0
x2（1 - x）n dx

1 - x = u

- d


x = du ∫
1

0
（un - 2un+1 + un+2）du =

1
n + 1

-
2

n + 2
+

1
n + 3

. ∑
�

n = 1

an =

∑
�

n = 1

1
n + 1

-
2

n + 2
+

1
n +[ ]3

=
1
2

+
1
3

-
2
3

=
1
6

.
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（6） 4 . ∑
�

n = 1

n( )1
2

n- 1

= ∑
�

n = 1

nxn-( )1

x = 1
2


令

S（x）|
x = 1

2

∫
x

0
S（x）dx = ∑

�

n = 1

xn = - 1 + ∑
�

n = 0

xn = 1 +
1

1 - x

=
x

1 - x
（| x | < 1），S（x） = x

1( )- x
' =

1
（1 - x）2 ·∑

�

n = 1

n( )1
2

n- 1

= 1
（1 - x）( )2 |

x = 1
2

= 4.

2. （1）收敛的是（D）. 因为绝对级数∑
�

n = 1

| （- 1）n a2
n | = ∑

�

n = 1

a2
n ≤∑

�

n = 1

1
n2 ，后者是收敛的，故前者绝对值级数也

收敛，从而原级数收敛 .

（2）（A）. 由狄利克雷定理，傅里叶级数在端点 x = 1 处收敛于：1
2

［f（- 1 + 0）+ f（1 - 0）］=
1
2

［2 + 1］=

3
2

.

（3）（D）. 当 0 < a < 1 时，a
1
n ，且 a

1
n

n →
→
0

0，故 1 - a
1

( )n  且 1 - a
1

( )n

n →
→

�
0，由莱布尼茨判定法

知级数∑
�

n = 1

（- 1）n
1 - a

1
( )n 收敛 . 应选（D）.

（4）（D）. lim
n→�

n
1
n = 1，故 lim

n→�

a n

1
n

= 1，由级数∑
�

n = 1

1
n

发散知级数∑
�

n = 1

an 也发散 .

3. （1）an = tan π
4

+
1( )n

n

=
tan π

4
+ tan

1
n

1 - tan π
4

·tan
1









n

n

=
1 + tan

1
n

1 - tan
1









n

n

1
→
�

e2 ≠ 0，级数发散.

（2）lim
n→�

a n+1

an

= lim
n→�

（槡2 -
2n+1

槡2） = 槡2 - 1 < 1，级数收敛 .

（3）lim
n→�

a n+1

an

= lim
n→�

（n + 2）！
（n + 1）n+1 · nn+1

（n + 1）！
= lim

n→�

n + 2
n + 1

n
n +( )1

n+1

=
1
e

< 1，级数收敛 .

（4）a > e，lna > 1 时，∑
�

n = 1

1
nlna 收敛；0 < a ≤ e，lna ≤ 1 时，∑

�

n = 1

1
nlna 发散 .

（5）ln（n！） = lnn + ln（n - 1）+ ⋯ + ln2 < nlnn， 1
ln（n！）

>
1

nlnn
，因∑

�

n = 2

1
nlnn

发散，故∑
�

n = 2

1
ln（n！）

也发散 .

（6） lim
n→�

n
an

an+1

-( )1 = lim
n→�

n 2 + n +槡 1

n +槡 1
-( )1 = � ，由拉阿伯判定法知原级数收敛 .

4. lim
n→�

| a n+1 - an |
1

an+1

-
1
an

= lim
n→�

| a n+1 - an |
| a n - an+1 |

| a n+1 | | a n | = a2 有限，故两级数敛散性相同 .

5. 部分和∑
n- 1

k = 0

an = - ∑
n

k = 1

k（ak - ak- 1{ }） = - Sn + nan ，题设 Sn → S，nan → 0，故∑
n- 1

k = 0

ak → - S，知∑
�

n = 1

an 收敛 .

6. Sn = ∑
n

k = 1

（ak - ak- 1） = an - a0 是收敛的，从而｛an｝收敛数列，| a n | ≤ M，| a n bn | ≤ M | bn | ，M∑
�

n = 1

| bn |

收敛，推出∑
�

n = 1

| an bn | 收敛 .

7. a槡 n an+槡 1 ≤
1
2

（an + an+1），因 1
2 ∑

�

n = 1

（an + an+1）收敛，∑
�

n = 1

an an+槡 1 也收敛 . 反之，不一定收敛 . 当 an 

时，因 an = an ·a槡 n ≤ an an+槡 1 ，∑
�

n = 1

an an+槡 1 收敛时，∑
�

n = 1

an 也收敛；当 an 时，因 an+1 = an+1 ·an+槡 1 ≤

an an+槡 1 ，∑
�

n = 1

an an+槡 1 收敛时，∑
�

n = 1

an+1 也收敛，即∑
�

n = 1

an 收敛 .

8. （1）R = lim
n→�

（n + 1）3n+1

n·3n = 3. 收敛区间（0，6）. x = 0 时∑
�

n = 0

（- 1）n

n
收敛，x = 6 时∑

�

n = 1

1
n

发散，故收敛域［0，
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6）.

（2） lim
n→�

un+1

un

= lim
n→�

（n + 1）·22（n+1）·xn+1（1 - x）n+1

n·22n ·xn（1 - x）n = 4 | x（1 - x）| < 1，即 - 1 < 4x（1 - x） < 1，左

端不等式 - 1 < 4x（1 - x），4x2 - 4x - 1 < 0，右端不等式 4x（1 - x） < 1，联合求解知 1 - 槡2
2

，( )1
2

与

1
2

，1 + 槡2( )2
.

（3） lim
n→�

2n+1 ·（sinx）n+1

n + 1
2n ·（sinx）n

n

= 2 ·| sinx | < 1， - 1
2

< sinx <
1
2

， 检 验 端 点 后 知： 收 敛 区 域：

2kπ - π
6

，2kπ + π[ ]6
和 （2k - 1）π - π

6
，（2k - 1）π + π[ ]6

.

（4）lim
n→�

n·3n（x - 5）2n- 1

（n + 1）·3n+1（x - 5）2n+1 =
1
3

1
| x - 5 | 2 < 1，| x - 5 | 2 >

1
3

，即 x > 5 +
1

槡3
，x < 5 -

1

槡3
时原级

数收敛 . 故检验端点后知：收敛域 x ≥ 5 +
1

槡3
，x ≤ 5 -

1

槡3
.

（5）R = lim
n→�

2n

（4n + 1）5槡 n
· （4n + 5）5n+槡 1

2n+1 = 槡5
2

，收敛区间 - 槡5
2

，槡5( )2
. ∑

�

n = 0

2n

（4n + 1）5槡 n

- 槡5( )2

n

= ∑
�

n = 0

（- 1）n

4n +槡 1
收敛，∑

�

n = 0

2n

（4n + 1）5槡 n
槡5( )2

n

= ∑
�

n = 0

1

4n +槡 1
发散，收敛域 - 槡5

2
，槡5[ )2

.

9. R = lim
n→�

a n

an+1

= lim
n→�

（n + 1）p

np = 1，收敛区间（- 1，1）.

当 x = - 1 时，∑
�

n = 1

（- 1）n

np ：p > 1 时绝对收敛，0 < p ≤ 1 时条件收敛，p ≤ 0 时发散 .

当 x = 1 时，∑
�

n = 1

1
np ：p > 1 时收敛，p ≤ 1 时发散 .

10. （1）R = lim
n→�

a n

an+1

= lim
n→�

n
n + 1

= 1，收敛区间（0，2），x = 0，2 时原级数皆发散，收敛域（0，2）. ∑
�

n = 1

n（x - 1）n

= （x - 1）∑
�

n = 1

n（x - 1）n- 1 = （x - 1）· 1
（2 - x）2 =

x - 1
（2 - x）2 ，0 < x < 2.

（2）R = lim
n→�

a n

an+1

= lim
n→�

（n - 1）2

n + 1
·n + 2

n2 = 1，收敛区间（- 1，1）. x = - 1，1 时原级数发散，收敛域（- 1，

1）.

∑
�

n = 1

（n - 1）2

n + 1
xn = ∑

�

n = 1

（n + 1）xn - 4 ∑
�

n = 1

xn + 4 ∑
�

n = 1

1
n + 1

xn =
2x - x2

（1 - x）2 -
4x

（1 - x）
-

4（x + ln（1 - x））
x

=
x（3x - 2）
（1 - x）2 -

4（x + ln（1 - x））
x

，（x ≠ 0，| x | < 1）.

S（x） =
x（3x - 2）
（1 - x）2 -

4（x + ln（1 - x））
x

，x ≠ 0，| x | < 1

0， x =
{

0

（3）级数写成：3x2 + ∑
�

n = 2

（- 1）n- 1 2n + 1
n

x2n = 3x2 + S（x），∫
x

0
S（x）dx = ∑

�

n = 2

（- 1）n- 1 1
n

x2n+1 = x·∑
�

n = 2

（-

1）n- 1（x2）n

n
= x·S1（x），S1（x） = ∑

�

n = 2

（- 1）n- 1（x2）n

n
. S' 1（u） = ∑

�

n = 2

（- 1）n- 1 un- 1 =
1

1 + u
- 1，S1（u）

= ln（1 + u）- u，S1（x） = ln（1 + x2）- x2 ，∫
x

0
S（x）dx = x［ln（1 + x2）- x2 ］，S（x） = ln（1 + x2）+ 2 -

2
1 + x2 - 3x2 ，原式 = ln（1 + x2）+ 2 -

2
1 + x2.
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（4） 1
x ∑

�

n = 1

n（槡2x3）n =
1
3 ∑

�

n = 1

n（槡2x3）n- 1 · 槡3 2x2 = S（x），

∫
x

0
S（x）dx =

1
3

·∑
�

n = 1
∫

x

0
n（槡2x3）n- 1 d（槡2x3） =

1
3

·∑
�

n = 1

（槡2x3）n =
1
3

1

1 - 槡2x3
-( )1 =

1
3

槡2·x3

1 - 槡2x3
，求

导数，S（x） = 槡2
3

·3x2（1 - 槡2x3）+ 槡3 2x2 ·x3

（1 - 槡2x3）2
= 槡2x2

（1 - 槡2x3）2
，即∑

�

n = 1

n2
n
2 x3n- 1 = 槡2·x2

（1 - 槡2x3）2
.

（5）∑
�

n =0

2n + 1
n！

x2n+1 = x·∑
�

n =0

2n + 1
n！

x2n = x ∑
�

n =0

2n
n！

x2n + ∑
�

n =0

x2n

n( )！
= x· 2x2∑

�

n =1

1
（n - 1）！

x2n- 2 + ∑
�

n =0

1
n！

x2( )n =

x· 2x2·∑
�

n =0

1
n！

（x2）n + ∑
�

n =0

1
n！

（x2）( )n = x· 2x2·ex2
+ ex( )2 = xex2·（2x2 + 1），x ∈（- � ，+ � ）.

（6）级数：（2 - x2）+∑
�

n = 2

（- 1）n 槡3
2( )x

n

=（2 - x2）+∑
�

n = 0

（- 1）n 槡3
2( )x

n

- 1 - 槡3
2( )x =（2 - x2）+

1

1 + 槡3
2

x

- 1 - 槡3
2( )x = （2 - x2）+

3x2

4 + 槡2 3x
，| x | <

2
3 槡3.

11. （1）∑
�

n = 2

n2 - 1
n！

xn = x·∑
�

n = 2

n
（n - 1）！

xn- 1 - ∑
�

n = 2

xn

n！
= x·S1（x）- ∑

�

n = 2

xn

n！
，其中 S1（x） = ∑

�

n = 2

n
（n - 1）！

xn- 1 ，

∫
x

0
S1（x）dx = ∑

�

n = 2

1
（n - 1）！

xn = x·∑
�

n = 2

1
（n - 1）！

xn- 1 = x（ex - 1），从而 S1（x） = ex - 1 + xex. 则∑
�

n = 2

n2 - 1
n！

xn = x（x + xex - 1）- （ex - （1 + x）］. 所以级数的和为［x（ex - 1 + xex）- （ex - （1 + x））］.∑
�

n = 2

n2 - 1
n！

= ∑
�

n = 2

n2 - 1
n！

x( )n |
x = 1

= ［x（ex - 1 + xex）- （ex - （1 + x））］x = 1 = e + 1.

（2） 1
1 ( )1

3
+

1
2 ( )1

3

2

+
1
3 ( )1

3

3

+ ⋯ +
1
n ( )1

3

n

+ ⋯ = ∑
�

n = 1

1
n

x( )n | 1
3

. 令 S（x） = ∑
�

n = 1

1
n

xn ，S'（x）

= ∑
�

n = 1

xn- 1 =
1

1 - x
，S（x） = ∫

x

0

1
1 - x

dx = - ln（1 - x），| x | < 1. 所以原式 = S（ 1
3

） = 1 - ln（1 -

x）
x = 1

3

= - ln
2
3

= ln
2
3

.

12. （1） 1 - x2

（1 + x2）2 =
（1 + x2）- 2x2

（1 + x2）2 =
1

（1 + x2）
-

2x2

（1 + x2）2 =
1

（1 + x2）
+ x 1

1 + x( )2

'
= ∑

�

n = 0

（- 1）n（x2）n +

x· ∑
�

n = 0

（- 1）n（x2）( )n ' = ∑
�

n = 0

（- 1）n x2n + ∑
�

n = 0

（- 1）n2nx2n = ∑
�

n = 0

（- 1）n（2n + 1）x2n ，| x | < 1.

（2）ln
1

1 + 3x + 2x2 = - ln（1 + 2x）+ ln（1 + x[ ]） = ∑
�

n = 1

（- 1）n （2x）n

n
+ ∑

�

n = 1

（- 1）n xn

n
= ∑

�

n = 1

（- 1）n ·

2n +( )1
xn

n
，- 1

2
< x ≤ 1

2
.

（3）令 f（x） = arctan
1 + x
1 - x

，f（0） = arctan1 = π
4

，f '（x） =
1

1 + x2 = ∑
�

n = 0

（- 1）n x2n ，积分 f（x） - f（0） =

∫
x

0
f'（x）dx = ∑

�

n = 0

（- 1）n 1
2n + 1

x2n+1 ，即 f（x） = f（0）+ ∑
�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n+1 = π

4
+ ∑

�

n = 0

（- 1）n

2n + 1
x2n+1 ，- 1 ≤

x < 1.

（4） 1
5 - x

=
- 1

（x - 3）
1

1 - 2
x -( )3

=
- 1

x - 3
1 +

2
x - 3

+ 2
x -( )3

2

+ ⋯ + 2
x -( )3

n- 1

+( )⋯

= - 1
x - 3

+
2

（x - 3）2 +
22

（x - 3）3 + ⋯ +
2n- 1

（x - 3）n +( )⋯⋯ . | x - 3 | > 2 或 x > 5，x < 1.
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（5）∫
x

0
x

1
2 exdx = ∫

x

0
x

1
2 · 1 + x +

1
2！

x2 +
1

3！
x3 + ⋯ +

1
n！

xn +( )⋯ dx

= ∫
x

0
x

1
2 + x

3
2 +

1
2！

x
5
2 +

1
3！

x
7
2 + ⋯⋯ +

1
n！

x
2n+1

2 +( )⋯⋯ dx

=
1
3
2

x
3
2 +

1
5
2

x
5
2 +

1

2！7
2

x
7
2 + ⋯⋯ +

1

n！2n + 3
2

x
2n+3

2 + ⋯⋯

= ∑
�

n = 0

2
n！（2n + 3）

x
2n+3

2 ，x ≥ 0.

13. R = lim
n→�

n
3n- 1 · 3n

n + 1
= 3. 收 敛 区 间 | x | < 3. 令 S（x） = ∑

�

n = 1

n x( )3

n- 1

， ∫
x

0
S（x）dx = 3 ·

∑
�

n = 1
∫

x

0
n x( )3

n- 1

d x( )3
= 3 ·∑

�

n = 1

x( )3

n

= 3
1

1 -
x
3

-[ ]1 =
9

3 - x
- 3，S（x） =

9
（3 - x）2 ，| x | < 3，

9
［1 - （x - 2）］2 = 9· 1

1 - （x - 2( )）
' = 9 ∑

�

n = 0

（x - 2）[ ]n ' = 9·∑
�

n = 1

n（x - 2）n- 1 = 9·［1 + 2（x - 2）+ 3（x

- 2）2 + ⋯ +（n + 1）（x - 2）n + ⋯］，收敛区间（1，3）.

14. lim
x→+�

x - x2 ln 1 +
1( )[ ]x

= lim
x→+�

x - x2 · 1
x

-
1
2

1( )x

2

+
1
3

1( )x

3

- ⋯ +（- 1）n-([ 1

1
n

1( )x

n

+ ) ]⋯ = lim
x→+�

1
2

1
x

-
1
3

1
x2 +

1
4

1
x3 - ⋯ +（- 1）n 1

n
1

xn- 1 +( )⋯⋯ =
1
2

.

15. f（x）在 - π
2

，3π[ ]2
上，周期 2π，计算傅里叶系数 .

an =
1
π ∫

3
2 π

- π
2

f（x）cosnxdx =
1
π ∫

π
2

- π
2

xcosnxdx +
1
π ∫

3π
2

π
2

（π - x）cosnxdx = 0，n = 0，1，2，⋯

bn =
1
π ∫

3π
2

- π
2

f（x）sinnxdx =
1
π ∫

π
2

- π
2

x·sinnxdx +
1
π ∫

3π
2

π
2

（π - x）sinnxdx

=
0， n = 2，4，6，⋯

4
π

（- 1）n

n2 ， n = 1，3，5{ ，⋯

利用狄利克雷定理知

f（x） =
4
π sinx -

1
32 sin3x +

1
52 sin5x - ⋯ +（- 1）n- 1 1

（2n - 1）2 sin（2n - 1）x +{ }⋯ ，

- π
2

≤ x ≤ 3π
2

.

16. f（x）在［0，2π］上，计算傅里叶系数：a0 =
1
π ∫

2π

0
f（x）dx =

1
π ∫

π
2

0
cosxdx + ∫

3π
2

π
2

（- cosx）d[ x+ ∫
2π

3π
2

cosxd ]x =
4
π

. a n

=
1
π ∫

2π

0
f（x）cosnxdx =

1
π ∫

π
2

0
cosx·cosnxdx + ∫

3π
2

π
2

（- cosx）cosnxdx + ∫
2π

3π
2

cosxcosnxd[ ]x

=
4
π

0， 其它

（- 1）k- 1

4k2 - 1
， n = 2k，k = 1，2{ ，⋯

bn =
1
π ∫

2π

0
f（x）sinnxdx =

1
π ∫

π
2

0
cosx·sinnxdx + ∫

3π
2

π
2

（- cosx）sinnxdx + ∫
2π

3π
2

cosx·sinnxd[ ]x = 0， n = 1，2，

⋯⋯

利用狄利克雷定理知

f（x） =
2
π

+
4
π ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1 1
4n2 - 1

cos2nx，0 ≤ x ≤ 2π.

在展开式中取 x = 0 或 π，得f（0 + 0）+ f（2π - 0）
2

= 1 =
2
π

+
4
π ∑

�

n = 1

（- 1）n- 1

（2n - 1）（2n + 1）
，即π - 2

4
=
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1
1 × 3

-
1

3 × 5
+

1
5 × 7

-
1

7 × 9
+ ⋯ +（- 1）n- 1 1

（2n - 1）（2n + 1）
+ ⋯⋯.

17. f（x）在［0，8］上，计算傅里叶系数：a0 =
1
4 ∫

8

0
f（x）dx

u = x -


4 1
4 ∫

4

- 4
f（u + 4）du =

1
2 ∫

4

0
（u - 2）du = 0，

an =
1
4 ∫

8

0
f（x）cos

nπ
4

xdx
令 u = x -


4 1
4 ∫

+4

- 4
f（u + 4）cos

nπ（u + 4）
4

du

=
（- 1）n

2
· ∫

4

0
ucos

nπu
4

du - 2∫
4

0
cos

nπu
4[ ]du =

（- 1）n

2
· 42

n2π2（cosnπ - 1）

=
16

（2k + 1）2π2 ， n = 2k + 1，k = 0，1，2，⋯

0， n = 2，4，6
{

，⋯

bn =
1
4 ∫

8

0
f（x）sin

nπx
4

dx = 0，n = 1，2，⋯

利用狄利克雷定理知

f（x） = ∑
�

n = 0

16
（2n + 1）2 ·π2 cos

（2n + 1）πx
4

，0 ≤ x ≤ 8.

18. f（x）在［- 2π，2π］上，计算傅里叶系数：

a0 =
1

2π∫
2π

- 2π
f（x）dx =

1
π ∫

2π

0
sin

x
2

dx =
4
π

，an =
2

2π∫
2π

0
f（x）cos

nx
2

dx

=
1
π ∫

2π

0
sin

x
2

cos
nx
2

dx =
1

2π∫
2π

0
sin

（n + 1）x
2

+ sin
（1 - n）x( )2

dx

=
0， n = 1，3，5，⋯

- 4
π·（4k2 - 1）

， n = 2k，k = 1，2，3{ ，⋯
bn = 0，n = 1，2，3，⋯

利用狄利克雷定理知

f（x） =
2
π

-
4
π

·∑
�

n = 1

1
4n2 - 1

cos2nx，- 2π ≤ x ≤ 2π.

19. a2 =
1
π ∫

+π

- π
x2 cosnxdx

分部积分

2


次
1.
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第八章 常微分方程

考试要求

1. 了解微分方程及其解、阶、通解、初始条件和特解等概念 .

2. 掌握变量可分离的微分方程及一阶线性微分方程的解法 .

3. 会解齐次微分方程、伯努利方程和全微分方程，会用简单的变量代换解某些微分方程 .

4. 会用降阶法解下列微分方程：y（n） = f（x），y" = f（x，y'）和 y" = f（y，y'）.

5. 理解线性微分方程解的性质及解的结构定理 .

6. 掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法，并会解某些高于二阶的常系数齐次线性微分方程 .

7. 会求自由项为多项式、指数函数、正弦函数、余弦函数，以及它们的和与积的二阶常系数非齐次线性微分方程 .

8. 会解欧拉方程 .

9. 会用微分方程解决一些简单的应用问题 .

考试要点分析与题型预测

1. 可分离变量的一阶微分方程的解法，含（1）分离变量方程，（2）齐次方程、（3）一阶线性方程、（4）伯努利方程、

（5）全微分方程，共五种方程的解法，是微分方程中最基本的方法，其中可分离变量的解法，一阶线性方程的解法是最

核心的方法，其它的微分方程都可经过变量转换后变成这两种微分方程求解 . 这部分内容几乎年年都会单独考一小

题，有时也会放在应用题中考 .

2. 可降阶的高阶微分方程的解法，含（1）y" = f（x），（2）y" = f（x，y'），（3）y" = f（y，y'），共三种方程的解法，

最常碰到的是（2）、（3）两种方程解法，其中最关键步骤是通过变量转换，将二阶微分方程降低阶数，变成一阶

微分方程，再用 1. 中方法求解 . 这部分内容也会单独考一小题，有时会放在应用题中考 .

3. 二阶常系数齐次、非齐次线性微分方程（含欧拉方程）的解法，首先要牢牢掌握齐次方程的特征根法求

通解的方法，再通过线性方程解的结构定理，把非齐次方程的通解转化成只要求出非齐次方程的特解就行了 .

这时，非齐次方程的待定系数法就能求出这个特解 . 这部分内容常常会单独考一小题 .

4. 结合实际的应用问题，通常是引用物理的、力学的定律、几何的知识等，运用数学的工具建立微分方程与

相应的定解条件 ——— 数学模型，再用 1、2、3 中的方法求解此数学模型，使应用问题得到解答 . 这是把数学知识

与物理、力学规律相结合的综合性的训练，非常重要，年年都会考一道题，约占 6 ～ 7 分

§ 8 - 1 一阶微分方程 典型例题分析与最新考试题型预测

一阶微分方程中最基本、最常见的有三种类型，即可分离变量方程、线性方程与全微分方程 . 其它某些方

程往往可以通过变量置换，转变为上述基本类型的方程 .

一、可分离变量及可化为分离变量的方程

1. 可分离变量的方程

形如 y' = f（x）g（y）或 N1（x）M1（y）dx + N2（x）M2（y）dy = 0 的方程称为可分离变量的方程 .

两边同除以 g（y）或 M1（y）N2（x）以达到分离变量的目的 .

通解为∫ dy
g（y）

= ∫f（x）dx 或∫ N1（x）
N2（x）

dx + ∫M2（y）
M1（y）

dy = c. （其中 c 是任意常数）.

注意 当除以 g（y）或 M1（y）N2（x）时，要求 g（y）≠ 0 或 M1（y）N2（x）≠ 0，因而可能遗漏使 g（y） = 0，
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或 M1（y）N2（x）= 0 且又适合原方程的解，作为求解（或解）微分方程也应把这种解求出 . 关于这点下面不再重

复提出，解题时应予考虑 . 如果是只求通解，则可不考虑这些不属于通解的解 .

2. 齐次方程

形如 y' = f( )y
x

的方程称为齐次方程 .

令代换 y
x

= u. 引进新的未知数 u，y' = u + xu' ，于是原方程化为 xu' = f（u）- u

通解为：∫ du
f（u）- u

= ∫ dx
x

注意 还有不少一阶微分方程，需经过变量置换，可以化为分离变量的方程，这将在下面的例题中看到 .

二、线性方程及可化为线性方程的方程

1. 线性方程

对于未知函数及未知函数的一阶导数为线性的（即一次的）一阶方程称为一阶线性微分方程 . 其形式为

y' + P（x）y = Q（x） （8. 1）

而方程 y' + P（x）y = 0 （8. 2）

称为对应于方程（8. 1）的线性齐次方程 . 方程（8. 1）则称为线性非齐次方程 .

方程（8. 2）是可分离变量的方程，先求出其通解 y = ce - ∫p（x）dx，再利用常数变易法，令

y = c（x）e - ∫p（x）dx

是方程（8. 1）的解，代入方程（8. 1）后，求得 c（x）.

y = e - ∫p（x）dx ∫Q（x）e∫p（x）dxd[ ]x + c

2. 可化为线性方程的方程 ———f '（y）
dy
dx

+ P（x）f（y） = Q（x）

令 f（y） = u，f '（y）y' = u' 从而方程化为

u' = P（x）u = Q（x）

通解为 f（y） = u = e - ∫p（x）dx ∫Q（x）e∫p（x）dxd[ ]x + c

3. 伯努利方程 y' + P（x）y = Q（x）yα（α 实数，α ≠ 0，1）

将伯努利方程改写为

y- αy' + P（x）y1 - α = Q（x）

这方程正是 2. 的特殊情况 . 这里 f（y） = y1 - α，因而令 y1 - α = u，

通解为 y1 - α = e - ∫（1 - α）p（x）dx ∫（1 - α）Q（x）e∫（1 - α）p（x）dxd[ ]x + c

三、全微分方程

全微分方程 如果方程 P（x，y）dx + Q（x，y）dy = 0 中的 P（x，y），Q（x，y）及P
y

、Q
x

在单连通区域 D 中连续，

且 P（x，y），Q（x，y）在 D 中满足P
y

= Q
x

，则此方程称为全微分方程 .

由P
y

= Q
x

，可知方程左端是某一个二元函数 F（x，y）的全微分，即 P（x，y）dx + Q（x，y）dy = dF（x，y）= 0，

称 F（x，y）为 P（x，y）dx + Q（x，y）dy的原函数 . 然后用视察（或拼凑）法或偏积分法或线积分法求出 F（x，y）. 如

用线积分法可求得

F（x，y） = ∫
x

x0
P（x，y0）dx + ∫

y

y0
Q（x，y）dy = ∫

y

y0
Q（x0 ，y）dy + ∫

x

x0
P（x，y）dx （x0 ，y0）∈ D
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通解为 F（x，y） = c

注意 有不少一阶微分方程，同时属于几种类型，则可选择一种较好的方法求解.

四、典型例题分析与考试题型预测

本段中部分例题属于可分离变量型五类基本方程求解，其余部分例题需要通过变量置换法，转变为上述五

类基本方程后再求解 . 做每道题前先分清该题属于哪种类型后，再有针对性地选择解法求解 .

典型题型 1. 五类基本微分方程求解

例 1 填空题

（1）微分方程 y' + ycosx = sinxcosx 的通解为 y = .

解 此为一阶线性微分方程，通解为 y = e - ∫cosxdx ∫sinxcosxe∫cosxdxd( )x + c = ce- sinx +（sinx - 1）

（2）已知曲线过点 0，( )0 ，且其上任一点（x，y）处的切线斜率为 xln（1 + x2），则 f（x） = .

解 求解dy
dx

= xln（1 + x2），y | x = 0 = 0，得 y = ∫xln（1 + x2）dx + c =
1
2

［（1 + x2）ln（1 + x2）- x2 ］+ c，

定得常数 c = 0，故 y = f（x） =
1
2

（1 + x2）［ln（1 + x2）］.

（3）微分方程 xydx +（x2 - 4x）dy = 0 的通解为 .

解 原方程化为 1
y

dy =
1

4 - x
dx，两边积分得 lny = ln c

4( )- x
，（x - 4）y = c.

（4）求 x2 y' + xy = x4 y6 在 y（1） = 1 的特解为 .

解 原方程改写为伯努利方程 y' +
1
x

y = x2 y6 ，按伯努利求解公式 x3 y5（ 5
2

-
3
2

x2）.

（5）求微分方程（x2 - 1）dy +（2xy - cosx）dx = 0 满足初始条件 y（0） = 0 的特解 .

解 因为P
y

= Q
x

= 2x，所以原方程为全微分方程，并求得特解 y =
sinx

x2 - 1
.

例 2 选择题

（1）若连续函数满足关系式 f（x） = ∫
2x

0
f t( )2

dt + ln2，则 f（x）等于（B）.

（A）exln2 （B）e2xln2 （C）ex + ln2 （D）e2x + ln2.

解 由已知关系式两边求导，得 f '（x）= 2f（x），并注意 f（0）= ln2，求解一阶微分方程及初始条件得 f（x）

= e2xln2.

（2）设曲线积分∫L［f（x）- ex］sinydx - f（x）cosydy 与路径无关，其中 f（x）具有一阶连续导数，且 f（0） = 0.

则 f（x）等于（B）.

（A）e - x - ex

2
（B）ex - e - x

2
（C）ex + e - x

2
- 1 （D）1 -

ex - e - x

2
.

解 由曲线积分与路径无关条件可得 f '（x）+ f（x） = ex，又 f（0） = 0. 共同求出 f（x） =
ex - e - x

2
.

（3）已知函数 y = y（x）在任意点 x 处的增量 Δy =
yΔx

1 + x2 + α，且当 Δx→ 0 时，α 是 Δx 的高价无穷小，y（0）

= π，则 y（1）等于（D）.

（A）2π （B）π （C）e
π
4 （D）πe

π
4 .

解 由 Δy =
yΔx

1 + x2 + α，令 Δx→ 0，得dy
dx

=
y

1 + x2 ，又由 y（0） = π，共同求出 lny = arctgx + lnπ，从而得

出 y（1） = πe
π
4 .

（4）已知 y1 = x 为 y" + y = x 的解，y2 =
1
2

ex 为 y" + y = ex 的解，则微分方程 y" + y = x + ex 的通解为（B）.

（A）x +
1
2

ex （B）c1 cosx + c2 sinx +
1
2

ex + x

·692·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



（C）c1 cosx + c2 sinx + x （D）c1 cosx + c2 sinx.

例 3（95，8 分） 设 y = ex 是微分方程 xy' + P（x）y = x 的一个解，求此微分方程满足条件 y | x = ln2 = 0 的

特解 .

解 以 y = ex 代入原方程，得 xex + P（x）ex = x，解出 P（x） = xe - x - x，代入原方程得 xy' +（xe - x - x）y

= x.

求出齐次方程 y' +（e - x - 1）y = 0 的通解 y = cex+e - x，非齐次方程 y' +（e
- x

- 1）y = 1 的特解 y = ex，所

以，原方程的通解为 y = ex + cex+e - x
. 由 y | x = ln2 = 0 求出 c = - e

- 1
2 ，故所求特解为 y = ex - e

x- 1
2

+e- x
.

例 4 设 f（x）为连续函数 .

（1）求初值问题
y' + ay = f（x）

y | x = 0 ={ 0
的解，其中 a 为正常数；

（2）若 | f（x）| ≤ k（k 为常数），证明当 x ≥ 0，有 | y（x）| ≤ k
a

（1 - e - ax）.

解 （1）原方程的通解

y（x） = e - ∫adx［∫f（x）eaxdx + c］= e - ax［F（x）+ c］

由 y（0） = 0，得 c = - F（0），故

y（x） = e - ax［F（x）- F（0）］= e - ax∫
x

0
f（t）eat dt.

（2）| y（x）| ≤ e - ax∫
x

0
| f（t）| eat dt ≤ ke - ax∫

x

0
eat dt ≤ k

a
e - ax［eax - 1］ （x ≥ 0）.

例 5 求微分方程 cosydx +（siny - exsin2y）dy = 0 的通解 .

分析 本题需视 y 为自变量，x 是 y 的函数 .

解 原方程改写为

- e - x dx
dy

- tgye - x = - 2siny

这式可化为线性方程的方程，令 e - x = u，- e - x dx
dy

=
du
dy

，代入上方程得

du
dy

- tgy·u = - 2siny

通解 u =
1

cosy
1
2

cos2( )y + c

故原方程的通解为

2e - xcosy - cos2y = c

评述 这是微分方程的隐函数形式的解 .

例 6 求解 t2 + s槡 2 +
t

t2 + s槡( )2
dt +

s

t2 + s槡 2
ds = 0.

解（1） 先将方程化简，两端同乘以 t2 + s槡 2 ，得

（t2 + s2 + t）dt + sds = 0 即 ds
dt

+ s = （- t2 - t）s- 1

这是伯努利方程，α = - 1.

令 s2 = z，得

dz
dt

+ 2z = （- 2t2 - 2t）

解得 z = s2 = - t2 + ce - 2t 为所求通解 .

解（2） 以 1

t2 + s槡 2
乘原方程两端消去根号，得

1 +
t

t2 + s( )2 dt +
s

t2 + s2 ds = 0.
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用分项组合的方法，上方程写为

dt + t
t2 + s2 dt +

s
t2 + s2 d( )s = 0

方程左端正是二元函数 F（s，t） = t +
1
2

ln（t2 + s2）的全微分，通解为 t +
1
2

ln（t2 + s2） = c

典型题型 2. 变量置换法转化为五类基本微分方程

例 7 求微分方程 dy
dx

=
3x2 + y2 - 6x + 3

2xy - 2y
的通解 .

解 将原方程写为 dy
dx

=
3（x - 1）2 + y2

2（x - 1）y

令 x - 1 = t，则 dy
dt

=
3t2 + y2

2ty

于是就将原方程化为齐次方程了 . 再令 y = ut，则得

t
du
dt

+ u =
3 + u2

2u

即 dt
t

=
2u

3 - u2 du

积分得 lnt = - ln（3 - u2）+ lnc

即 t（3 - u2） = c 或 3t2 - y2 = ct

故原方程的通解为 3（x - 1）2 - y2 = c（x - 1）

例 8 求微分方程（xlnx）cosy·y' + xsin2 y - siny = 0 的通解 .

解 初看，这方程似乎不是属于直接可化为线性方程的方程 . 但若将方程两端同乘以 1
sin2 y

，变形为

（xlnx） cosy
sin2 y( )y' + x -

1
siny

= 0

显然可知，令 u =
1

siny
，du

dx
=

- cosy
sin2 y

y'

则方程化为 （xlnx）u' + u = x

这就是线性方程了 . 解得 u =
1

lnx
（x + c）

于是，原方程的通解为 1
siny

=
1

lnx
（x + c）

对于此题，若看不出变换 u =
1

siny
，但由于（siny）' = cosy·y' ，因此也可先令代换 siny = z，化为伯努利方程

z' -
1

xlnx
z =

- 1
lnx

z2 （a = 2）

然后再令 z- 1 = t，化为线性方程，同样可求得如上的通解 .

例 9 求解方程（xy' - y）2 = （x2 - y2） arctg( )y
x

2

.

解 此题不是直接可分离变量的，也不是线性的，且不是全微分方程 . 考虑到求解微分方程需要积分，而

被积函数若含有 arctg( )y
x

2

则积分较繁，因此引入变量代换

令 arcsin
y
x

= u，则 y = xsinu，y' = sinu + xcosu·u'

代入原方程并整理得 x4 cos2 u·u' 2 = x2 cos2 u·u2

于是得到 x2 u' 2 = u2 或 u' = ±
u
x

分离变量求得通解为 y = xsincx，y = xsin
c1

x

·892·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



又 cos2 u = 1 - sin2 u = 1 -
y2

x2 =
x2 - y2

x2 = 0 时，得 y = ± x 与 y = 0 也是方程的解 .

评述 经替换后转化为可分离变量方程是关键.

例 10 求解方程（x3 - y2）dx +（x2 y + xy）dy = 0.

分析 将方程先分解后经坐标变换成可分离变量方程

. 解 将方程改写为 （xdx + ydy）+ y
（xdy - ydx）

x2 = 0 （）

因为 xdx + ydy =
1
2

d（x2 + y2）， （xdy - ydx）
x2 = d( )y

x

故可令 x = ρcosθ，y = ρsinθ，于是

x2 + y2 = ρ2 ，y
x

= tgθ

代入方程（）得 1
2

dρ2 + ρsinθd（tgθ） = 0

即 dρ + secθtgθdθ = 0

积分得 ρ + secθ = c1

即 x2 + y槡 2 +
x2 + y槡 2

x
= c1 ，或（x2 + y2）（x + 1）2 = cx2

除此外，x = 0 也是方程的解 .

例 11 求解下列微分方程：

（1）y' =
y - x + 1
y + x + 5

（2）y' =
2x3 + 3xy2 - 7x
3x2 y + 2y3 - 8y

（3）（x - 2siny + 3）dx +（2x - 4siny - 3）cosydy = 0

分析 本题为
dy
dx

= f
a1 x + b1 y + c1

a2 x + b2 y + c( )
2

型，通过变量置换法可转化为齐次方程或一阶线性方程 .

解 （1）解方程组
y - x + 1 = 0，

y + x + 5 = 0{ .
得出（x，y） = （- 2，- 3）.

令 X = x + 2 代入原方程得 dY
dX

=
Y - X
Y + X

=
Y/X - 1
Y/X + 1

（齐次方程）.

Y = y +
{

3

令 Y = uX，dY
dX

= u + X
du
dx

，代入齐次方程，得 u + X
du
dx

=
u - 1
u + 1

，u + 1
u2 + 1

du = -
dX
X

，arctanu +
1
2

ln（1 + u2）

= - lnX + c，返回原变量，得

arctan y + 3
x +( )2

+
1
2

ln 1 + y + 3
x +( )2( )2

= - ln（x + 2）+ c.

（2）首先将原方程化为 ydy
xdx

=
2x2 + 3y2 - 7
3x2 + 2y2 - 8

，d（y2）
d（x2）

=
2x2 + 3y2 - 7
3x2 + 2y2 - 8

.

令 y2 = η，x2 = ζ，则原方程变为 dη
dζ

=
2ζ + 3η-7

3ζ + 2η - 8
， （）

解方程组
2ζ + 3η - 7 = 0

3ζ + 2η - 8 = 0{ ，
，得出（ζ，η） = （2，1）.

令 X = ζ - 2，Y = η - 1，代入（）式，得

dY
dX

=
2X + 3Y
3X + 2Y

=
2 + 3Y/X
3 + 2Y/X

， （）

再令 u =
Y
X

，代入（）式，得 3 + 2u
2（1 - u2）

du =
dX
X

，

解得 1 + u
（1 - u）5 = cX，返回原变量 x2 + y2 - 3 = c（x2 - y2 - 1）5 .

（3）原方程变为 （x - 2siny + 3）dx - （2x - 4siny - 3）d（siny） = 0，
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令 siny = z，则方程变为 dz
dx

=
x - 2z + 3

2x - 4z - 3
. （）

再令 x - 2z = u，1 - 2
dz
dx

=
du
dx

，代入（）式，则变为du
dx

=
9

3 - 2u
，解得 3u - u2 = 9x + c，返回原变量 3（x

- 2siny）- （x - 2siny）2 = 9x + c.

例 12 （1）（99，7 分）求初值问题：（y + x2 + y槡 2）dx - xdy = 0

y | x = 1 =
{

0
的解 .

解 原方程化为齐次方程 dy
dx

=
y + x2 + y槡 2

x
=

y
x

+ 1 +（ y
x

）槡 2

令 y = ux，原方程化为 du

1 + u槡 2
=

dx
x

，

解得 ln（u + 1 + u2槡 ） = lncx（c > 0），从而 u + 1 + u槡 2 = cx，

而 y + x2 + y槡 2 = cx2 . 条件 y | x = 1 = 0 定得 c = 1，最后解为 y + x2 + y槡 2 = x2 ，即 y =
1
2

x2 -
1
2

.

（2）（01，3 分）过点 1
2

，( )0 且满足关系式：y' arcsinx +
1

1 - x槡 2
y = 1 的曲线方程为 yarcsinx = x -

1
2

.

解 原微分方程可化为 （y·arcsinx）' = 1，解得 yarcsinx = x + c，条件 1
2

，( )0 定得 c =
- 1
2

，最后解

为 y·arcsinx = x -
1
2

.

典型题型 3. 综合性杂题

例 13 求解微分方程 y' + xy'（- x） = x.

解 为了求得 y（x），首先消去 y'（- x），在方程中以 - x 代 x 得到

y'（- x）- xy'（x） = - x

和原方程联立，即得
y'（x）+ xy'（- x） = x

y'（- x）- xy'（x）{ = - x

前式减后式乘以 x，从而消去 y'（- x），得 y' + x2 y' = x + x2

这是可分离变量的方程，分离变量得

dy =
x + x2

1 + x2 dx =
x2 - 1 + 1 + x

1 + x2 dx = 1 -
1

1 + x2 +
x

1 + x( )2 dx

两边积分，求得方程的通解为

y = x - arctgx +
1
2

ln（1 + x2）+ c

例 14 求满足方程∫
x

0
f（t）dt = x + ∫

x

0
tf（x - t）dt 的可微函数 f（x）.

分析 此题所求的未知函数出现在积分号内，这样的方程称为积分方程 .

解 首先对含参变量的积分∫
x

0
tf（x - t）dt 使用换元法，使被积函数不出现 f（x - t），而出现一个变量的函数

f（u），这将有利于化简和求解积分方程 .

令 x - t = u，- dt = du 得

∫
x

0
tf（x - t）dt = - ∫

0

x
（x - u）f（u）du

= x∫
x

0
f（u）du - ∫

x

0
uf（u）du

代入原积分方程，得

∫
x

0
f（t）dt = x + x∫

x

0
f（u）du - ∫

x

0
uf（u）du

对于这样的积分方程 . 求解的一般方法是通过求导消去积分符号，然后求解微分方程 . 为此将上式两端对 x 求

导并整理得
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f（x） = 1 + ∫
x

0
f（u）du

两端再对 x 求导，得 f '（x） = f（x）

分离变量，解得 f（x） = cex

由 f（x） = 1 + ∫
x

0
f（u）du，可知 f（0） = 1，得 c = 1

故所求的 f（x） = ex.

评述 这里求解积分方程都是先将积分方程两端对 x 求导数，转化为微分方程后，再求解.

例 15 设 f '（cosx + 2） = sin2 x + tg2 x，试求 f（x）.

解 令 cosx + 2 = u，sin2 x = 1 - cos2 x = 1 - （u - 2）2

tg2 x =
1

cos2 x
- 1 =

1
（u - 2）2 - 1

代入方程，得 f '（u） =
1

（u - 2）2 - （u - 2）2

这是可分离变量的方程 . 分离变量，积分得

f（u） = -
1

u - 2
-

1
3

（u - 2）3 + c

故 f（x） =
1

2 - x
-

1
3

（x - 2）3 + c

例 16 设 f '（lnx） =
1， 0 < x ≤ 1，

x， x > 1{ ，
且 f（0） = 0，试求函数 f（x）.

解 令 lnx = t，则 x = et ，代入方程得

f '（t） =
1， 0 < et ≤ 1，

et ， et > 1{ ，
或 f '（t） =

1，t ≤ 0，

et ，t > 0{ .

分别求积分得到通解为 f（t） =
t + c1 ， t ≤ 0，

et + c2 ， et > 0{ .

由 f（t）在 t = 0 的连续性，lim
t→0 -

f（t） = lim
t→0 +

f（t） = f（0） = 0，定出 c1 = 0，c2 = - 1，因而求得

f（t） =
x， x ≤ 0，

ex - 1， x > 0{ .

例 17 （04，8 分）设 f（u，v）具有连续偏导数，且满足

f' u（u，v）+ f' v（u，v） = uv.

求 y（x） = e
- 2x

f（x，x）所满足的一阶微分方程，并求其通解.

解 y' = - 2e
- 2x

f（x，x）+ e
- 2x

f ' u（x，x）+ e
- 2x

f ' v（x，x） = - 2y + x2 e
- 2x，因此，所求的一阶线性微分方程为

y' + 2y = x2 e
- 2x

. 解得 y = e
- ∫2dx ∫x2 e

- 2x
e∫2dx

d( )x + C = x3

3( )+ C e
- 2x（C 为任意常数）.

§ 8 - 2 可降阶的高阶微分方程

典型例题分析与最新考试题型预测

1. y" = f（x）型 .

解 通解为 y = ∫（∫f（x）dx）dx + c1 x + c2. 可推广到 y（n） = f（x）.

2. y" = f（x，y'）型 .

解 令 y' = p，有 y" = p' ，于是原方程化为 p' = f（x，p），此为 p 关于 x 的一阶方程 . 若可求得此微分方程
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的通解 p = φ（x，c1），于是 y = ∫φ（x，c1）dx + c2 ，为原方程的通解 .

3. y" = f（y，y'）型 .

解 令 y' = p，y" =
dp
dx

=
dp
dy

dy
dx

= p
dp
dy

，于是原方程化为 p
dp
dy

= f（y，p）. 此为 p 关于 y 的一阶方程 . 若

可求得此微分方程的通解 p = ψ（y，c1），于是 ∫ dy
ψ（y，c1）

= ∫dx + c2 = x + c2 就是原方程的隐式通解 .

注意 对于 2，3 两类可降阶的二阶微分方程，其降阶法可类似地用于高阶的情况 .

4. 典型例题分析与考试题型预测

例 1 求微分方程 yy" = 2（y' 2 - y'）满足初始条件 y（0） = 1，y'（0） = 2 的特解 .

解 此方程是不显含 x 的 . 令 y' = p，y" = p
dp
dy

，代入方程并化简得

y
dp
dy

= 2（p - 1）

上式为可分离变量的一阶微分方程，解得 p = y' = cy2 + 1

这又是可分离变量的一阶微分方程，再分离变量得 dy
cy2 + 1

= dx

由初条件 y（0） = 1，y'（0） = 2 定出 c = 1，从而得 dy
1 + y2 = dx

两边积分，得 arctgy = x + c1 或 y = tg（x + c1）.

由 y（0） = 1 定出 c1 = arctg1 = π
4

. 故所求的特解为 y = tg x + π( )4
.

评述 由此例可见，不是先求出微分方程的通解后再定任意常数，从而求得所需要的特解，而是采取边

解边定任意常数的做法，这样就可简单得多 . 一般在求解高阶可降阶微分方程的特解时，常常采用此法 .

例 2 求微分方程（x + 2）y" + xy' 2 = y' 的通解 .

解 这方程是不显含 y 的 . 令 y' = p，y" = p' ，代入方程并整理得

p' -
1

x + 2
p =

- x
x + 2

p2 .

这是伯努利方程，a = 2. 解得

p = y' =
2x + 4
x2 + c1

两边积分，得 p = ∫ 2x + 4
x2 + c1

dx

右端的积分要涉及 c1 为正、为负或等于零的各种情况，因此分别对 c1 > 0，c1 < 0，c1 = 0 求得通解为

y =

ln（x2 + c1）+
4

c槡1

arctg
x

c槡1

+ c2 ， c1 > 0

lnx2 -
4
x

+ c2 ， c1 = 0

ln | x2 + c1 | +
2

- c槡 1

ln
x - - c槡 1

x + - c槡 1

+ c2 ， c1 <











 0

例 3 求方程 xy" + 2y' = 1 满足 y（1） = 2y'（1）且当 x → 0 时，y 有界的特解 .

解法一 此方程是不显含 y 的 . 因此令 y' = p，y" = p' 代入方程降价后再求解，读者可作为练习 .

解法二 因为 xy" + 2y' = （xy'）' + y' = （xy' + y）' ，于是原方程可写为（xy' + y）' = 1

两边积分，得 xy' + y = x + c1

即 y' +
1
x

y = 1 +
c1

x
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这是一阶线性方程，解得 y =
x
2

+ c1 +
c2

x

因为 x→ 0 时，y 有界，得 c2 = 0. 又 y'（1） =
1
2

，y（1） =
1
2

+ c1 ，由已知条件 y（1） = 2y'（1），得 c1 =
1
2

. 故

方程所求的特解为

y =
x
2

+
1
2

例 4 求解方程 y2 + y"2 = 1.

解 此方程是不显含 x、不显含 y、不显含 y' 的 . 对于不显含 x又不显含 y的高阶微分方程，一般作为不显含y处

理比较简单 . 但本题又不显含 y'，于是令 y" = p，y= p' 代入方程，得

p' 2 + p2 = 1 或 p' = ± 1 - p槡 2

显然 p2 = 1 或 p = ± 1 是方程的解 . 由 y" = ± 1 求得

y = ±
x2

2
+ c1 x + c2

现考虑 p ≠± 1，上述方程是可分离变量的方程，解得

arc sinp = ± x + d1

即 y" = p = sin（x + d1）和 y" = p = sin（d1 - x）

分别连续积分两次得

y = - sin（x + d1）+ d2 x + d3 和 y = - sin（d1 - x）+ d2 x + d3

方程的全部解则还应将 y = ±
x2

2
+ c1 x + c2 包含在其中 .

例 5 （00，3 分）求微分方程 xy" + 3y' = 0 的通解 .

解 本题为可降阶方程第二类型 . 令 p = y' ，p' = y"，原方程变为 xp' + 3p = 0，标准形式为 p' +
3
x

p = 0.

两边同乘 x3 ，得（px3）' = 0. 通解为 y' = p =
c0

x3 ，积分得：y = c1
1
x2 + c2.

例 6 （02，3 分）求微分方程 yy" + y' 2 = 0 满足初始条件 y | x = 0 = 1，y' | x = 0 =
1
2

的解.

解 本题为可降阶方程第三类型 . 令 p = y'，p' = p
dp
dy

，代入原方程中得 yp
dp
dy

+ p2 = 0.

当 p = 0 应去掉（因不适合初始条件），剩下为 y
dp
dy

= - p，分离变量法求得解 p =
c
y

，代入初始条件定出 c

=
1
2

，故 p =
1
2y

.

返回原变量 y' =
1
2y

，分离变量法求得解 y2 = x + c，代入初始条件定出 c = 1，故最后解为 y2 = x + 1，或 y

= x +槡 1.

§ 8 - 3 高阶线性微分方程 典型例题分析与最新考试题型预测

高阶线性微分方程主要包括一般理论和常系数线性微分方程的求解，其中解法是重点，而且以二阶常系数

线性方程的解法为最重要 .

一、基本概念

1. n 阶线性微分方程 对于未知函数及未知函数的各阶导数是线性的（即一次的）微分方程称为线性微

分方程 . n 阶线性微分方程的一般形式是

y（n） + p1（x）y（n- 1） + p2（x）y（n- 2） + ⋯ + pn（x）y = Q（x） （8. 3）

称 Q（x）为自由项 . 而方程

y（n） + p1（x）y（n- 1） + p2（x）y（n- 2） + ⋯ + pn（x）y = 0 （8. 4）
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称为对应于方程（8. 3）的 n 阶线性齐次微分方程 . 方程（8. 3）则称为 n 阶线性非齐次微分方程 . 若 p1（x），

p2（x），⋯，pn（x）都是常数，则称方程（8. 3）（或（8. 4））为 n 阶常系数线性非齐次（或齐次）微分方程 .

2. 函数的线性相关性 对于一组函数 y1（x），⋯，yn（x），若存在不全为零的 n 个常数 k1 ，k2 ，⋯，kn 使等式

k1 y1（x）+ k2 y2（x）+ ⋯ + kn yn（x）≡ 0

在区间 I 上的一切 x 恒成立，则称这组函数在区间 I 上线性相关；否则，当且仅当 k1 = k2 = ⋯ = kn = 0 时，上

等式才成立，则称这组函数在区间 I 上线性无关（或线性独立）.

3. 函数线性相关、线性无关的判定 若不恒为零的函数 y1（x），y2（x）在区间 I 上满足
y1

y2

= 常数，则 y1 ，y2

在区间 I 上线性相关；若
y1

y2

在区间 I 上为 x 的函数，则 y1 ，y2 线性无关 .

二、线性微分方程解的结构

1. 线性齐次和非齐次微分方程的解的性质

线性齐次方程的解的叠加性

若 y1（x），y2（x），⋯，yn（x）是方程（8. 4）的解，则 c1 y1 + c2 y2 + ⋯ + cn yn 也是方程（8. 4）的解（c1 ，c2 ，⋯，cn

为任意常数）.

线性非齐次方程解的性质：

若 y
i 分别是

y（n） + p1（x）y（n- 1） + ⋯ + yn（x）y = Qi（x） （i = 1，2，⋯，k）

的解，则 y
1 + y

2 + ⋯ + y
k 是方程

yn + p1（x）y（n- 1） + ⋯ + pn（x）y = Q1（x）+ ⋯ + Qk（x）的解 .

特别，对于二阶线性非齐次微分方程

y" + p1（x）y' + p2（x）y = Q1（x）± iQ2（x）

若 y = y1（x）± iy2（x）是解，则 y1 与 y2 分别是方程

y" + p1（x）y' + p2（x）y = Q1（x）与 y" + p1（x）y' + p2（x）y = Q2（x）的解 .

2. 线性齐次和非齐次微分方程的解的关系

若 y1（x）、y2（x）是线性非齐次方程（8. 3）的解，则 y1 - y2 或 y2 - y1 是对应线性齐次方程（8. 4）的解 .

3. 线性齐次和非齐次微分方程的解的结构

若 y1（x），⋯，yn（x）是 n 阶线性齐次方程（8. 4）的解，且线性无关，则

y = c1 y1 + ⋯ + cn yn

为其通解（其中 c1，c2，⋯，cn 为任意常数）. 称 y1（x），y2（x）⋯，yn（x）为方程（8. 2）的一组基解组 .

线性非齐次方程（8. 3）的通解结构

其通解是它的一个特解 y 与对应齐次方程（8. 4）的通解 Y之和，即

y（x） = y + Y = y + c1 y1 + c2 y2 + ⋯ + cn yn

式中 c1 ，c2 ，⋯，cn 为任意常数 .

注意 以上结论，对于非线性方程一般是不成立的 .

三、二阶常系数线性微分方程

1. 二阶常系数线性微分方程

y" + a1 y' + a2 y = 0，其中 a1 ，a2 为常数 .

特征根法 方程 r2 + a1 r + a2 = 0 称为微分方程 y" + a1 y' + a2 y = 0 的特征方程 .
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特征方程 特征方程的根 通解形式

r2 + a1 r + a2 = 0

两个不相等的实根 r1 ，r2 y = c1 e
r1x

+ c2 e
r2x

两个相等的实根 r y = （c1 + c2 x）erx

一对共轭复根 r1，2 = α ± iβ y = eαx（c1 cosβx + c2 sinβx）

由特征根法知，求二阶常系数线性齐次方程的通解不需要积分，只要求出一元二次代数方程的根即可 .

注意 （1）若求特解，应在求出通解后进行 .

（2）特征根法可推广至 n阶常系数线性齐次方程 .

yn + a1 y（n- 1） + a2 y（n- 2） + ⋯ + an y = 0

其中而 a1 ，a2 ，⋯，an
是常数 . 这时特征方程是一元 n 次代数方程

rn + a1 r（n- 1） + ⋯ + an = 0

求出特征根，然后求出 n 个线性无关的解作为基解组，而由基解组就立即可以写出通解.

特征方程 特征根 通解中的对应项

rn + a1 r（n- 1） + ⋯ + an = 0

n 个不相等的实根 r1 ，r2 ，⋯，rn ci e
rix（i = 1，2，⋯，n）

r 是 k 重实根 erx（c0 + c1 x + ⋯ + ck- 1 x（k- 1））

α ± iβ 是单根 eαx（c1 cosβx + c2 sinβx）

α ± iβ 是 k 重共轭复根
eαx｛（c0 + c1x + ⋯ + ck- 1x（k- 1））cosβx +（d0 +

d1x + ⋯ + dk- 1x（k- 1））sinβx｝

2. 二阶常系数线性非齐次微分方程 y" + a1 y' + a2 y = f（x）

根据线性非齐次方程通解的结构可知其通解为：线性非齐次方程的一个特解 y 加上对应齐次微分方程的

通解 Y. 即

y = y + Y

因此关键是求 y，我们通常用待定系数法求 y.

f（x）的形式 关 系 y 的形式

Pm（x）eαx

a 实数，

可以为 0，

Pm（x）是

m 多次项

式，m 可

以为















0.

α 不是特征方程根

α 是特征方程的单根

α 是特征方程的二重根

eαxQm（x）

xeαxQm（x）

x2 eαxQm（x）

Pm（x）eαxcosβx 或

Pm（x）eαxsinβx

α + iβ 不是特征方程的根

α + iβ 是特征方程的根

eαx［Rm（x）cosβx + Sm（x）sinβx］

xeαx［Rm（x）cosβx + Sm（x）sinβx］

Qm（x），Rm（x），Sm（x）是 Pm（x）的同次（m 次）多项式 .

注意 （1）从通解 y = y + Y的求法可知，求二阶常系数线性非齐次方程的通解不需要积分.

（2）若 f（x） = eαx（Pm（x）cosβx + Qm（x）sinβx）

= eαxPm（x）cosβx + eαxQm（x）sinβx

则特解 y = y
1 + y

2 ，其中 y
1 ，y

2 分别是方程 y" + a1 y' + a2 y = eαxPm（x）cosβx 和方程 y" + a1 y' + a2 y =

eαxQn（x）sinβx 的特解 .

（3）用常数变易法也可解常系数线性非齐次方程，但不如待定系数法方便，前者要积分，后者只需求导 .
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四、欧拉方程

方程 xn y（n） + a1 xn- 1 y（n- 1） + ⋯ + a（n- 1）xy' + an y = f（x）其中 a1 ，a2 ，⋯，an 为常数，称为欧拉方程 . 这是特

殊的 n 阶变系数线性微分方程 . 但在应用上常见，因而是很重要的一种线性微分方程 .

作变量代换 x = et 或 t = lnx，即可化为常系数线性微分方程来求解 . 具体步骤：

y' =
1
x

dy
dt

，y" =
1
x2

d2 y
dt2 -

dy
d( )t

，y=
1
x3

d3 y
dt3 - 3

d2 y
dt2 + 2

dy
d( )t

，⋯，xy' =
dy
dt

= Dy，x2 y" =
d2 y
dt2 -

dy
dt

= D（D

- 1）y，x3 y=
d3 y
dt3 - 3

d2 y
dt2 + 2

dy
dt

= D（D - 1）（D - 2）y，⋯，xky（k） = D（D - 1）（D - 2）⋯（D - k + 1）y，⋯D—

微分算子 . 代入欧拉方程，得以 t 为自变量的常系数线性微分方程：

D（D - 1）（D - 2）⋯（D - n + 1）y + a1 D（D - 1）（D - 2）⋯（D - n + 2）y + ⋯ + an- 2 D（D - 1）y + an- 1 Dy +

an y = f（et），其特征方程为 r（r - 1）（r - 2）⋯（r - n + 1）+ a1 r（r - 1）（r - 2）⋯（r - n + 2）+ ⋯ + an- 1 r + an

= 0. 求得特征根 r1 ，r2 ，⋯，rn ，即可写出与欧拉方程相应的齐次方程的通解 Y（x）.

按 f（x）的不同的形式，用待定系数法可求得欧拉方程的特解 y，最后：y = Y + y 就是欧拉方程的通解 .

五、典型例题分析与考试题型预测

典型题型 1. 基本型微分方程解法

例 1 填空题

（1）微分方程 y" + y = ax 的通解y = ax + c1 cosx + c2 sinx.

（2）微分方程 y" - 2y' + 2y = 0 的通解y = ex·（c1 cosx + c2 sinx）（因为 r1，2 = 1 ± i）.

（3）微分方程 y" - 2y' + 5y = ex 的通解y = ex·（c1 cos2x + c2 sin2x）+
1
4

ex（因为 r1，2 = 1 ± 2i，为一对共轭

复根）.

（4）y" - 4y = cosx 的通解为y = c1 e2x + c2 e - 2x -
1
5

cosx.

例 2 选择题

（1）设线性无关的函数 y1 ，y2 ，y3 都是二阶非齐次线性方程 y" + py' + qy = f（x）的解，c1 ，c2 是任意常数，则

该非齐次方程的通解是：

（A）c1 y1 + c2 y2 + y3 ， （B）c1 y1 + c2 y2 +（c1 + c2）y3

（C）c1 y1 + c2 y2 - （1 - c1 - c2）y3 ， （D）c1 y1 + c2 y2 +（1 - c1 - c2）y3

解 （D）. c1（y1 - y3）+ c2（y2 - y3）+ y3 ，其中（y1 - y3）与（y2 - y3）线性无关，是齐次方程的解，又 y3 是

非齐次方程的特解 .

（2）（04，4 分）微分方程 y" + y = x2 + 1 + sinx 的一个特解应具有形式（式中 a，b，A，B 为常数）

（A）ax2 + bx + c + x（Acosx + Bsinx） （B）x（ax2 + bx + c + Acosx + Bsinx）

（C）ax2 + bx + c + Asinx （D）ax2 + bx + c + Acosx

解 特征方程的特征根，r1，2 = ± i，故特解形式 y 选（A）.

（3）设 y = f（x）是微分方程 y" - y' - esinx = 0 的解，且 f '（x0） = 0，则 f（x）在

（A）x0 的某个邻域内单调增加 （B）x0 的某个邻域内单调减少

（C）x0 处取得极小值 （D）x0 处取得极大值

解 （C）. 因为 x0 是 f（x）的驻点 . 又 f "（x0） = f '（x0）+ esinx0 = esinx0 > 0，故 f（x）在 x0 处取最小值 .

（4）（06，4 分）函数 y = c1 ex + c2 e- 2x + xex 满足的一个微分方程是

（A）y" - y' - 2y = 3xex. （B）y" - y' - 2y = 3ex.

（C）y" + y' - 2y = 3xex. （D）y" + y' - 2y = 2ex.

解 从给出的函数 y分折，x = 1，x = - 2 是齐次方程的特征根，只能选（C）、（D），将函数 y（x）代入（C）不

满足，故只能选（D）.

例 3 求下列微分方程的解
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（1）求微分方程 y+ 6y" +（9 + a2）y' = 1 的通解，其中常数 a > 0.

解 方程的特征根 r1 = 0，r2，3 = - 3 ± ai. 对应齐次方程的通解为

Y = c1 + e - 3x（c2 cosax + c3 sinax）.

另求得原方程的特解 y =
x

9 + a2 . 因此原方程的通解为：

y = Y + y = c1 + e - 3x（c2 cosax + c3 sinax）+
x

9 + a2 .

（2）求微分方程 y" + y = x + cosx 的通解 .

解 原方程所对应的齐次方程的通解 Y = c1 cosx + c2 sinx. 而非齐次方程 y" + y = x 及 y" + y = cosx 的特

解分别为 y1 = x 及 y2 =
1
2

xsinx. 所求原方程的通解为

y = c1 cosx + c2 sinx + x +
xsinx

2
.

评述 这里求原方程的特解时，是分别求出两个方程 y" + y = x，y" + y = cosx 的特解 y1 ，y2 后，再相加 y1

+ y2 . 此种方法有普通意义.

（3）设二阶常系数线性微分方程 y" + αy' + βy = γex 的一个特解为 y = e2x +（1 + x）ex. 试确定常数 α，β，

γ，并求该方程的通解

解 将 y = e2x +（1 + x）ex 代入原方程，得

（4 + 2α + β）e2x +（3 + 2α + β）ex +（1 + α + β）xex = γex

比较同类项的系数，有
4 + 2α + β = 0，

3 + 2α + β = γ，

1 + α + β = 0
{

.

解方程组，得 α = - 3，β = 2，γ = - 1，即原方程为 y" - 3y' + 2y = - ex.

故齐次方程的通解 Y = c1 ex + c2 e2x，应用题设的特解，原方程的通解为：

y = c1 ex + c2 e2x +［e2x +（1 + x）ex］= c3 ex + c4 e2x + xex.

（4）设 f（x）具有二阶连续导数，f（0） = 0，f '（0） = 1，且［xy（x + y）- f（x）y］dx +［f '（x）+ x2 y］dy = 0 为

一全微分方程，求 f（x）及此全微分方程的通解 .

解 由全微分方程的充要条件P
y

= Q
x

知 f "（x）+ 2xy = x2 + 2xy - f（x），即 f "（x）+ f（x） = x2 .

求解 f（x） = c1 cosx + c2 sinx +（x2 - 2）. 则 f（0） = 0，f '（0） = 1 定出 c1 = 2，c2 = 1，从而得 f（x） = 2cosx

+ sinx +（x2 - 1）.

这样，原方程为

［xy2 - （2cosx + sinx）y + 2y］dx +（- 2sinx + cosx + 2x + x2 y）dy = 0

用凑微分法：

（xy2 dx + x2 ydy）- （2cosx + sinx）ydx - （2sinx - cosx）dy + 2（ydx + xdy） = 0

从而得原函数为：

1
2

x2 y2 - 2ysinx + ycosx + 2xy = c.

评述 亦可用线积分法求出全微分方程的解仍为上式 .

（5）（96，7 分）设对任意 x > 0，曲线 y = f（x）上点（x，f（x））处的切线在 y 轴上的截距等于 1
x ∫

x

0
f（t）dt，求

f（x）的一般表达式 .

解 曲线 y = f（x）上点（x，f（x））处的切线方程为 Y - f（x） = f '（x）（X - x）. 令 X = 0，得截距 Y = f（x）

- xf '（x）. 由题意，知 1
x ∫

x

0
f（t）dt = f（x）- xf '（x），即∫

x

0
f（t）dt = x［f（x）- xf '（x）］. 此式对 x 求导，化简得 xf "（x）

+ f '（x） = 0，即 d
dx

（xf '（x）） = 0，积分得 xf '（x） = c1 ，因此 f（x） = c1 lnx + c2 ，其中 c1 ，c2 为任意常数 .
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（6）（97，6 分）设函数 f（u）具有二阶连续导数，而 z = f（exsiny）满足2 z
x2 + 2 z

y2 = e2x·z，求 f（u）.

解 z
x

= f '（u）exsiny，
2 z

x2 = f '（u）exsiny + f "（u）e2xsin2 y，

z
y

= f '（u）excosy，
2 z

y2 = - f '（u）exsiny + f "（u）e2xcos2 y.

代入原方程，得 f "（u）- f（u） = 0. 解此方程，便得 f（u） = c1 eu + c2 e - u ，其中 c1 ，c2 为任意常数 .

（7）（98，5 分）利用代换 y =
u

cosx
将方程 y"cosx - 2y' sinx + 3ycosx = ex 化简，并求出原方程的通解 .

解 y = usecx，y' = u' secx + usecx·tgx，

y" = u"secx + 2u' secxtanx + usecxtg2 x + usec3 x.

代入原方程后化简得 u" + 4u = ex. 其通解

u = c1 cos2x + c2 sin2x +
ex

5
（c1 ，c2 为任意常数）

从而原方程的通解为

y = c1
cos2x
cosx

+ 2c2 sinx +
ex

5cosx
.

（8）已知连续函数 f（x）满足条件 f（x） = ∫
3x

0
f t( )3

dt + e2x，求 f（x）.

解 两 端 同 时 对 x 求 导，得 一 阶 线 性 微 分 方 程 f '（x） - 3f（x） = 2e2x. 解 此 方 程，有 f（x） =

e3x ∫2e2xe - 3xd[ ]x + c = e3x（c - 2e - x） = ce3x - 2e2x.

例 4（97，6 分） 设函数 f（t）在［0，+ � ）上连续，且满足 f（t） = e4πt2 + 
x2 +y2≤4t2

f 1
2

x2 + y槡( )2 dxdy，求

f（t）.

解 由于 
x2 +y2≤4t2

f 1
2

x2 + y槡( )2 dxdy = ∫
2x

0
dθ∫

2t

0
f 1

2( )r rdr = 2π∫
2t

0
rf r( )2

dr

所以 f（t） = e4πt2 + 2π∫
2t

0
rf r( )2

dr.

求导后，得 f '（t） = 8πte4πt2 + 8πtf（t）. 这是关于 f（t）的一阶线性非齐次微分方程，其通解为

f（t） = e∫8πtdt（∫8πte4πt2 e - ∫8πtdt dt + c） = （4πt2 + c）e4πt2.

由 f（0） = 1 推出 c = 1. 因此 f（t） = （4πt2 + 1）e4πt2.

例 5（00，6 分） 求微分方程 y" - 2y' - e2x = 0 满足条件 y（0） = 1，y'（0） = 1 的解 .

解 改写微分方程为 y" - 2y' = e2x，齐次方程 y" - 2y' = 0 的特征方程为 λ2 - 2λ = 0，其特征根为 λ1 =

0，λ2 = 2，齐次方程通解为 Y（x）= c1 + c2 e2x. 设非齐次方程的特解为 y = Axe2x，代入原微分方程求得 A =
1
2

，

故 y =
1
2

xe2x. 原微分方程通解 y = c1 + c2 e2x +
1
2

xe2x，将条件 y（0） = 1，y'（0） = 1 代入通解中定得 c1 =
3
4

，

c2 =
1
4

，最后得特解为 y =
3
4

+
1
4

（1 + 2x）e2x.

例 6（01，3 分） 设 y = ex（c1 sinx + c2 cosx）（c1 ，c2 为任意常数）为某二阶常系数线性齐次微分方程的通

解，则该方程为y" - 2y' + 2y = 0.

解 分析通解的形式知 r1，2 = 1 ± i，据此（r - r1）（r - r2） = （r - 1 - i）（r - 1 + i） = r2 - 2r + 2 = 0，故

所求的二阶常系数线性齐次微分方程是 y" - 2y' + 2y = 0.

例 7（02，3 分） 设 y = y（x）是二阶常系数微分方程 y" + py' + qy = e3x 满足初始条件 y（0） = y'（0） =

0 的特解，则当 x → 0 时，函数ln（1 + x2）
y（x）

的极限

（A）不存在 （B）等于 1 （C）等于 2 （D）等于 3.
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解 计算极限：lim
x→0

ln（1 + x2）
y（x）

( )0
0

 lim
x→0

2x
1 + x2

y'（x）

( )0
0

 lim
x→0

2· 1 - 3x2

（1 + x2）2

y"（x）

因为 lim
x→0

（y" + py + qy） = lim
x→0

e3x = 1

所以 lim
x→0

y" = 2，从而 lim
x→0

ln（1 + x2）
y（x）

= 2 即 C 是正确答案

例 8 求下列四个函数 y1 = ex，y2 = 2xex，y3 = cos2x，y4 = 3sin2x 为解的常系数线性齐次微分方程，并求

出它的通解 .

解 首先易知所给四个函数 y1 ，y2 ，y3 ，y4 的朗斯基行列式不恒等于零，故它们线性无关，因此它们组成一

四阶常系数线性齐次方程的基解组，其通解为

y = c1 y1（x）+ c2 y2（x）+ c3 y3（x）+ c4 y4（x） = ex（c1 + 2c2 x）+ c3 cos2x + 3c4 sin2x

= ex（c1 + c' 2 x）+ c3 cos2x + c' 4 sin2x（c' 2 = 2c2 ，c' 4 = 3c4）

这样形式的通解其对应的特征方程为

（r - 1）2（r2 + 4） = 0

即 r4 - 2r3 + 5r2 - 8r + 4 = 0

故所求的常系数线性齐次微分方程为

y（4） - 2y+ 5y" - 8y' + 4y = 0

例 9 设 y" + k2 y = 0（k > 0 为常数）. 1）确定常数 k，使微分方程有满足 y（0） = 0，y（1） = 0 的非零解；

2）对于微分方程的任意一个解 y，证明 y' 2 + k2 y2 为常数.

解 （1）这是一个微分方程的边值问题 . 其特征方程为

r2 + k2 = 0，r = ± ki

故所给微分方程的通解为

y = c1 coskx + c2 sinkx

当 x = 0，y（0） = 0，得 c1 = 0，于是 y = c2 sinkx；

当 x = 1，y（1） = 0，得 c2 sink = 0，要使有非零解，则 c2 ≠ 0，从而有 sink = 0，故

k = nπ（n = 1，2⋯）

（2）因为此微分方程的任一个解为 y = c1 coskx + c2 sinkx 其中 c1 ，c2 为常数 .

y' = - c1 ksinkx + c2 kcoskx

y' 2 = （- c1 ksinkx + c2 kcoskx）2

k2 y2 = k2（c1 coskx + c2 sinkx）2

故 y' 2 + k2 y2 = k2（c2
1 + c2

2） = c （c 为常数）

例 10 写出微分方程 y" - 2y' + λy = xeαx + sin2x 的通解形式，其中 λ，α 为任意实数.

解 所给方程对应齐次方程的特征方程为

r2 - 2r + λ = 0

特征根为 r1 = 1 + 1 -槡 λ，r2 = 1 - 1 -槡 λ
（1）若 λ = 1，α = 1，则特征根为二重根，r1 = r2 = 1，故通解形式为

y = （c1 + c2 x）ex + x2 ex（A1 x + A0）+ B1 cos2x + B2 sin2x

（2）若 λ = 1，α ≠ 1，则通解形式为

y = （c1 + c2 x）ex +（A1 x + A0）eαx + B1 cos2x + B2 sin2x

（3）若 λ < 1，α = 1 + 1 -槡 λ 或 α = 1 - 1 -槡 λ，则通解形式为

y = c1 e（1 + 1 -槡 λ）x + c2 e（1 - 1 -槡 λ）x + xeαx（A1 x + A0）+ B1 cos2x + B2 sin2x

（4）若 λ < 1，α ≠ 1 + 1 -槡 λ，α ≠ 1 - 1 -槡 λ，则通解形式为

y = c1 e（1 + 1 -槡 λ）x + c2 e（1 - 1 -槡 λ）x + eαx（A1 x + A0）+ B1 cos2x + B2 sin2x

（5）若 λ > 1，r1 = 1 + λ -槡 1i，r2 = 1 - λ -槡 1i，于是通解形式为

y = ex（c1 cos λ -槡 1x + c2 sin λ -槡 1x）+ eαx（A1 x + A0）+ B1 cos2x + B2 sin2x.
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典型题型 2. 通过变量置换化为基本型微分方程

例 11 求解微分方程 d4 x
dt4 + 12

d2 x
dt2 = 4costcos3t + 6sin2 t.

解 考虑到方程左边正好只有 x 对 t 的二阶导数和四阶导数，因此

令d2 x
dt2 = y，则d4 x

dt4 =
d2 y
dt2 ，这样将微分方程降为 y对 t 的二阶微分方程 . 又方程右端自由项 4costcos3t + 6sin2 t

用三角公式化为 2cos4t - cos2t + 3，因而原方程化为

d2 y
dt2 + 12y = 2cos4t - cos2t + 3 （1）

设特解 y = y
1 + y

2 + y
3 ，其中 y

1 ，y
2 ，y

3 分别是方程（1）的右端的自由项为 2cos4t，- cos2t，3 的特解 . 下面

分别求 y
1 ，y

2 ，y
3 . 考虑方程

d2 y
dt2 + 12y = 2cos4t （2）

其对应齐次方程的特征方程为

r2 + 12 = 0

特征根为 r = ± 槡2 3i

故方程（2）的对应齐次方程的通解为

y = c1 槡cos2 3t + c2 槡sin2 3t

注意 方程（2）的左边为d2 y
dt2 + 12y 而无dy

dt
项，而右边为 2cos4t，故可设特解

y
1 = Acos4t

则 y
1 ' = - 4Asin4t，y

1 " = - 16Acos4t

用特定系数法可求得 A = -
1
2

故 y
1 = -

1
2

cos4t. 同理可求得 y
2 = -

1
8

cos2t

用视察法可求得 y
3 =

1
4

于是得到方程（1）的通解为

y = c1 槡cos2 3t + c2 槡sin2 3t -
1
2

cos4t -
1
8

cos2t +
1
4

因为 y =
d2 x
dt2 ，将上式连续积分两次，求得原方程的通解

x =
- c1

12 槡cos2 3t -
c2

12 槡sin2 3t +
1
32

cos4t +
1
32

cos2t +
1
8

t2 + d1 t + d2 .

例 12 求方程 y" + 4y = 3 | sinx | 在［- π，π］上满足 y π( )2
= 0，y' π( )2

= 1 的特解 .

解 特征方程为 r2 + 4 = 0，特征根是 r = ± 2i，原方程对应齐次方程的通解为

Y = c1 cos2x + c2 sin2x

为了求原方程的特解，将原方程改写为

y" + 4y =
3sinx 0 ≤ x ≤ π
- 3sinx - π < x <{ 0

在［0，π］上，设特解 y
1 = Asinx + Bcosx 代入方程，定出

A = 1，B = 0

故 y
1 = sinx

同理，在［- π，0］上，求得方程特解 y
2 = - sinx. 于是得原方程通解为

y = c1 cos2x + c2 sin2x + sinx 0 ≤ x ≤ π
y = c3 cos2x + c4 sin2x - sinx - π < x < 0
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由条件 y π( )2
= 0，y' π( )2

= 1，定出 c1 = 1，c2 = -
1
2

. 再由所求的解在 x = 0 的连续性和可导性，定出 c3 = 1，

c4 =
1
2

. 故所求的特解为

y =
cos2x -

1
2

sin2x + sinx 0 ≤ x ≤ π

cos2x +
1
2

sin2x - sinx - π < x <{ 0

例 13 （1）设 y（x）的二阶导数函数连续，且 y'（0） = 0，试由方程

y（x） = 1 +
1
3 ∫

x

0
［6te - t - 2y（t）- y"（t）］dt

确定函数 y（x）.

解 这个方程的特点是所求的未知函数与它的导数出现在方程中的积分号内，这样的方程称为微分积分

方程 . 由于具有积分方程的特点，一般先将方程两端对 x 求导，得

y'（x） =
1
3

［6xe - x - 2y（x）- y"（x）］

即 y" + 3y' + 2y = 6xe - x

这是二阶常系数线性非齐次方程 . 解之，得通解为

y（x） = c1 e- 2x + c2 e- x + x（Ax + B）e- x 可求得 A = 3 B = - 6，所以有

y（x） = c1 e - 2x + c2 e - x +（3x2 - 6x）e - x

由假设 y'（0） = 0，且由所给微分积分方程可知 y（0） = 1 定出 c1 = - 7，c2 = 8. 故所求的函数为

y（x） = - 7e - 2x + 8e - x +（3x2 - 6x）e - x

（2）设 f（x） = sinx - ∫
x

0
（x - t）f（t）dt. 其中 f 为连续函数，求 f（x）.

解 积分号里提出 x，f（x） = sinx - x·∫
x

0
f（t）dt + ∫

x

0
tf（t）dt，两端对 x 求导，得

f '（x） = cosx - ∫
x

0
f（t）dt，f "（x） = - sinx - f（x），即 f "（x）+ f（x） = sinx.

通解 f（x） = c1 sinx + c2 cosx +
x
2

cosx.

由 f（x）及 f '（x）的表达式有

f（0） = 0，f '（0） = 1，求得 c1 =
1
2

，c2 = 0，得出

f（x） =
1
2

sinx +
x
2

cosx.

评述 本题微分积分方程求解方法具有普遍意义，第（2）小题的初始条件蕴含于方程之中 .

例 14 已知 y" +（x + e2y）y'3 = 0，若把 x 看成因变量，y 看成自变量，则方程化为什么形式？

解 因为 y' =
1
dx
dy

， y" =
dy'
dy

dy
dx

=
d
dy

1
dx
d

[ ]
y

1
dx
dy

= -

d2 x
dy2

dx
d( )y

3

代入方程并化简得到二阶常系数线性非齐次方程

d2 x
dy2 - x = e2y

解之，求得通解为

x = c1 ey + c2 e - y +
1
3

e2y（求解过程读者自己完成 . ）

例 15 求微分方程（x + 1）y" + y' = ln（x + 1）的通解 .

解 因为方程两端都含有（x + 1），故可先作变量代换化简方程 .
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令 x + 1 = t，则dy
dx

=
dy
dt

· dt
dx

=
dy
dt

d2 y
dx2 =

d2 y
dt2

原方程化为

t
d2 y
dt2 +

dy
dt

= lnt （1）

方程（1）是不显含 y 的可降阶的微分方程.

令 dy
dt

= p，则d2 y
dt2 =

dp
dt

，代入方程（1）得

dp
dt

+
1
t

p =
1
t

lnt

求解这一阶线性微分方程，得

p =
1
t
（tlnt - t + c1）

即 dy
dt

= lnt - 1 +
c1

t

再两边对 t 积分，得

y = tlnt - 2t + c1 lnt + c2 = （x + 1）ln（x + 1）- 2（x + 1）+ c1 ln（x + 1）+ c2

如果将方程（1）的两端同乘 t，则得到欧拉方程 . 因此方程（1）也可作为欧拉方程来求解 .

方程左端正好是（x + 1）y' 对 x 的导数，即

［（x + 1）y' ］' = ln（x + 1）

两边对 x 积分，得

（x + 1）y' = xln（x + 1）- x + ln（x + 1）+ c1

即 y' = ln（x + 1）-
x

x + 1
+

c1

x + 1

两边再对 x 积分，得

y = xln（x + 1）- 2x + c' 1 ln（x + 1）+ c2 （c' 1 = c1 + 2）

图 8 - 1

例 16 已知 φ（1） = 0，φ'（1） = 0，确定 φ（x），使方程

［3x3 - 2φ（x）］ydx - ［x2φ'（x）+ siny］dy = 0

为全微分方程，并求上述方程满足 y（1） = π
2

的特解 .

解 要使该方程为全微分方程，则必须满足

P（x，y）
y

= Q（x，y）
x

现 P（x，y） = ［3x3 - 2φ（x）］y，Q（x，y） = - ［x2φ'（x）+ siny］

P
y

= 3x3 - 2φ（x），Q
x

= - 2xφ'（x）- x2φ"（x）

故得 x2φ"（x）+ 2xφ'（x）- 2φ（x） = - 3x3

这是欧拉方程 . 令 x = et 或 t = lnx，得到

d2φ
dt2 +

dφ
dt

- 2φ = - 3e3t

求解此二阶常系数线性非齐次方程，得 φ = c1 et + c2 e - 2t -
3
10

e3t 即 φ（x） = c1 x +
c2

x2 -
3
10

x3

φ'（x） = c1 -
2c2

x3 -
9
10

x2

由条件 φ（1） = 0，φ'（1） = 0 定出 c1 =
1
2

，c2 = -
1
5

故 φ（x） =
x
2

-
1

5x2 -
3
10

x3

此时原微分方程为全微分方程

18
5

x3 - x +
2

5x( )2 ydx - x2

2
+

2
5x

-
9
10

x4 + sin( )y dy = 0

由图 8 - 1，其原函数
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F（x，y） = - ∫
y

0

x2

2
+

2
5x

-
9
10

x4 + sin( )y dy = 9
10

x4 -
x2

2
-

2
5( )x

y + cosy - 1

于是上述全微分方程的通解为 9
10

x4 -
x2

2
-

2
5( )x

y + cosy = c 由初始条件： y（1） = π
2

，得到 c = 0

故所求的特解为

9
10

x4 -
x2

2
-

2
5( )x

y + cosy = 0

评述 本题从全微分方程条件出发，推出 φ（x）应满足的条件，求解出 φ（x）之后，再回过头来用线积分

求解全微分方程，思想方法精练，是一种有代表性的方法.

例 17 （03，12 分）设函数 y = y（x）在（- � ，+ � ）内具有二阶导数，且 y'（x）≠ 0，x = x（y）是 y = y（x）

的反函数.（1）试将 x = x（y）所满足的微分方程d2 x
dy2 +（y + sinx）（dx

dy
）3 = 0 变换为 y = y（x）满足的微分方程；

（2）求变换后的微分方程满足初始条件 y（0） = 0，y'（0） =
3
2

的解.

分析 利用求导公式变换微分方程后，求解 y（x）的微分方程.

解（1）由dx
dy

=
1
y'

，y'·dx
dy

= 1. 两端对 x 求导，y"·dx
dy

+
d2 x
dy2（y'）2 = 0，即d2 x

dy2 =
-

dx
dy

·y"

（y'）2 . 代入原方程整理

后得 y" - y = sinx.

（2）齐次方程 y" - y = 0 的通解 Y（x） = C1 ex + C2 e
- x

. 设非齐次方程 y" - y = sinx 的特解 y = Acosx +

Bsinx，将此 y 代入非齐次方程中可得 A = 0，B =
- 1
2

，故 y =
- 1
2

sinx. 从而非齐次方程的通解 y（x） = c1 ex +

C2 e
- x

-
1
2

sinx，由初始条件 y（0） = 0 ，y'（0） =
3
2

可得 C1 = 1，C2 = - 1. 最后，解为 y（x） = ex - e
- x

-
1
2

sinx.

例 18 （05，12 分）用变量代换 x = cost（0 < t < π）化简微分方程（1 - x2）y" - xy' + y = 0，并求其满足

y（0） = 1，y'（0） = 2 的特解.

分析 用复合函数求导法算出 y' 、y" 后，代入微分方程中，化简得出二阶常系数线性微分方程，再求解.

解 y' =
dy
dx

=
dy
dt

1
dx
dt

=
- 1
sint

dy
dt

，y" =
d2 y
dx2 =

d
dt

- 1
sint

·dy
d( )t

1
dx
dt

=
1

sin2 t
·d2 y

dt2 -
cost
sin3 t

·dy
dt

，代入整理得出常

系数二阶线性微分方程：d2 y
dt2 + y = 0，其通解 y = C1 cost + C2 sint. 换回变量 x 得出 y = C1 x + C2 1 - x槡 2 ，

由 y
x = 0

= 1，y'
x = 0

= 2 得 C1 = 2，C2 = 1，原微分方程的特解：y = 2x + 1 - x槡 2 .

典型题型 3. 欧拉（型）方程解法

例 19 求 x2 y" - xy' = 4x - 3x2 的通解 .

解 这是欧拉型方程 . 令 x = et ，y' =
1
x

dy
dt

，y" =
1
x2

d2 y
dt2 -

dy
d( )t

，代入原方程后得：d2 y
dt2 - 2

dy
dt

= 4et - 3e2t ，

此为二阶线性常系数非齐次方程，首先容易求得齐次方程 d2 y
dt2 - 2

dy
dt

= 0 的通解为 Y = c1 + c2 e2t . 然后分别

求得 d2 y
dt2 - 2

dy
dt

= 4et ，d2 y
dt2 - 2

dy
dt

= - 3e2t 的特解为 y
1 = - 4 et ，y

2 = -
3
2

te3t . 所以原方程的通解为 y =

c1 + c2 e2t - 4et -
3
2

te2t . 返回原变量，得原方程的通解：y = c1 + c2 x2 - 4x -
3
2

x2 lnx.

例 20 设函数 f（x）满足方程 x4 f "（x2）+ 3x2 f '（x2）+ f（x2） = 0，求 f（x）.

解 这是欧拉型方程 . 令 x2 = et ，令 f（x2） = f（et） = φ（t），则原方程变为 d2φ
dt2 + 2

dφ
dt

+ φ = 0，此为

二阶线性常系数齐次方程 . 求得此方程的通解为 φ =（c1 + c2 t）e - t . 返回原变量 f（x2） =（c1 + c2 lnx2）· 1
x2 ，故
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原方程的通解：f（x） =
c1 + c2 lnx

x
.

例 21 （04，4 分）欧拉方程 x2 d2 y
dx2 + 4x

dy
dx

+ 2y = 0（x > 0）的通解为 y =
c1

x
+

c2

x2

解 作变量代换 x = et ，t = lnx，原方程变成d2 y
dt2 + 3

dy
dt

+ 2y = 0，其解为 y = c1 e
- t

+ c2 e
- 2t ，返回到原变量

后，得出通解为 y =
c1

x
+

c2

x2 ，其中 c1 ，c2 为任意常数.

§ 8 - 4 微分方程的应用 典型例题分析与最新考试题型预测

用微分方程解决实际问题，包括建立微分方程、确定初始条件和求解方程这几个主要步骤. 由于问题的广

泛性，在建立微分方程时要涉及到多方面学科的知识 . 一般来讲，这一步骤较为困难 . 在建立方程时，首先要从

问题中分析出哪些是已知量，哪些是未知量，然后可用以下两种方法建立方程 .

方法一 从任一瞬时状态寻求未知量的变化率与各个变量和已知量的关系，把变量间应该服从的规律用

数学式子表示出来，即表为未知函数的微分方程 .

方法二 从局部的微小的改变中寻求微分与各个变量和已知量的关系，利用微分概念并依据变量间应服

从的规律列出方程，这种方法又称为微元法 .

下面通过一些典型应用性例题分析说明微分方程解决应用问题的方法及其主要步骤 .

例1 在上半平面求一条向上凹的曲线，其上任一点 P（x，y）处的曲率等于此曲线在该点的法线段 PQ长

度的倒数（Q 是法线与 x 轴的交点），且曲线在点（1，1）处的切线与 x 轴平行.

分析 做应用题时分二步进行：第一步，分析题意建立微分方程及初始条件，第二步求解微分方程 .

解 第一步：建立微分方程 . 曲线 y = y（x）在（x，y）处的法线方程 Y - y =
- 1
y'

（X - x）（y' ≠ 0）. 它与

x 轴交点是（x + yy' ，0），从而该点到 x 轴的法线段 PQ 的长度是 （yy'）2 + y槡 2 = y（1 + y' 2）
1
2 ，（y' = 0 也满足此

式）.

根据题意得微分方程

y"
（1 + y' 2）3 /2 =

1
y（1 + y' 2）1 /2 ，即 yy" = 1 + y' 2 ，且 x = 1，y = 1，y' = 0.

第二步：求解微分方程 .

上述属可降阶的二阶方程，故令 y' = p，y" = p
dp
dy

，代入方程，得 yp
dp
dy

= 1 + p2 ，或 p
1 + p2 dp =

dy
y

. 积分

并注意到 y = 1 时，p = 0，便得 y = 1 + p槡 2 . 代入dy
dx

= p，得 y' = ± y2 -槡 1， dy

y2 -槡 1
= ± dx. 积分此式，并注

意到 x = 1 时 y = 1，得 ln（y + y2 - 1槡 ） = ±（x - 1）. 因此，所求曲线方程为 y + y2 -槡 1 = e ±（x- 1）. 将 y 移

项到右端平方，化简得

y =
1
2

（e（x- 1） + e -（x- 1）） = ch（x - 1）.

评述 求解微分方程应用题用二步法具有普遍性 . 应用型题目是考研中热点之一，本节中举例值得借

鉴 .

例 2 设物体 A从点（0，1）出发，以速度大小为常数 v 沿 y 轴正向运动 . 物体 B 从点（- 1，0）与 A同时出

发，其速度大小为 2v，方向始终指向 A. 试建立物体 B 的运动轨迹所满足的微分方程，并写出初始条件 .

解 建立微分方程 . 轨迹如图 8 - 2 所示 . 设在时刻 t，B 点位置（x，y）处，则

dy
dx

=
（1 + vt）- y

- x
（）

两边对 x 求导，得

x
d2 y
dx2 = - v

dt
dx
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图 8 - 2

由于 2v =
ds
dt

= 1 + dy
d( )x槡

2

·dx
dt

从而 dt
dx

=
1
2v

1 + dx
d( )x槡

2

代入（）式得到所求微分方程为

x
d2 y
dx2 +

1
2

1 + dy
d( )x槡

2

= 0

其初始条件为 y（- 1） = 0，y'（- 1） = 1.

评述 本题所造微分方程是非线性微分方程，求解它已超出本书范围 .

例 3（97，5 分） 在某一个人群中推广新技术是通过其中已掌握新技术的人进行的 . 设该人群的总人数

为 N，在 t = 0 的时刻已掌握新技术的人数为 x0 ，在任意时刻 t 已掌握新技术的人数为 x（t）（将 x（t）视为连续可

微变量），其变化率与已掌握新技术人数和未掌握新技术人数之积成正比，比例常数为 k > 0. 求 x（t）.

解 建立微分方程及求解 . 由题意，有dx
dt

= kx（N - x），x（0） = x0 . 分离变量并积分 x =
NcekNt

1 + cekNt ，代入

初始条件，得 c =
x0

N - x0

，故 x（t） =
Nx0 ekNt

N - x0 + x0 ekNt . 伯努利方程法 . 改写微分方程为 dx
dt

- kNx = - kx2 . 令 Z

=
1
x

，得出线性方程 dz
dt

+ kNz = k. 解得 1
x

= z = e - ∫kNdt ∫ke∫kNdt d[ ]t + c =
1
N

+ ce - kNt ，由 x（0） = x0 定出 c =

N - x0

Nx0

，代回解的表达式后得 x（t） =
Nx0 ekNt

（N - x0）+ x0 ekNt .

评述 本题目用初等物理知识建立微分方程，今后还会碰到类似性质的考研题 .

图 8 - 3

例 4（97，8 分） 设曲线 L 的极坐标方程为 r = r（θ），M（r，θ）为 L 上任

一点，M0（2，0）为 L 上一定点，若极径 OM0 ，OM 与曲线 L 所围成的曲边扇形

面积值等于 L 上 M0 ，M 两点弧长值的一半，求曲线 L 的方程 .

解 建立微分方程及求解 . 由题设得 1
2 ∫

θ

0
r2 dθ =

1
2 ∫

θ

0
r2 + r'槡 2 dθ

两边对 θ 求导，得 r2 = r2 + r'槡 2 ，即 r' = ± r2 -槡 1（可分离变量方程）

从而有 dr

r r2 -槡 1
= ± dθ，对两边积分得 - arc sin

1
r

+ c = ± θ

将条件 r（0） = 2 代入上式，得 c = π
6

，故所求曲线 L 的方程为

rsin π
6

( )θ = 1，而 r = csc π
6

( )θ
直角坐标方程 x 槡3y = 2.

评述 本题目是几何知识应用题，今后类似性质考题还会碰到 .

例5（98，6 分） 从船上向海上沉放某种探测仪器，按探测要求，需确定仪器下沉深度 y（从海平面算起）与

下沉速度 v 之间的函数关系 . 设仪器在重力作用下，从海平面由静止开始铅直下沉，在下沉过程中还受阻力和

浮力的作用 . 设仪器的质量为 m，体积为 B，海水比重为 ρ，仪器所受阻力与下沉速度成正比，比例系数为 k（k >

0）. 试建立 y 与 v 所满足的微分方程，并求出函数关系式 .

解 建立微分方程及求解 . 取沉放点为原点 O，Oy 轴正向铅直向下，则由牛顿第二定律得 m
d2y
dt2 = mg - Bρ -

kv. 将d2y
dt2 = v

dv
dy

代入以消去 t，得 v 与 y 之间的微分方程 mv
dv
dy

= mg - Bρ - kv.

分离变量得 dy =
mv

mg - Bρ - kv
dv，积分后
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y =
- m

k
v -

m（mg - Bρ）
k2 ln（mg - Bρ - kv）+ c

由初始条件 v（y = 0） = 0 求出 c =
m（mg - Bρ）

k2 ln（mg - Bρ）.

故所求的函数关系式为

y = -
m
k

v -
m（mg - Bρ）

k2 ln
mg - Bρ - kv

mg - Bρ

评述 本题目是牛顿第二定律应用，中学的阿基米德原理也用到 .

例 6（98，8 分） 设 y 是一向上凸的连续曲线，其上任意一点（x，y）处的曲率为 1

1 + y'槡 2
，由此曲线上点

（0，1）处切线方程为 y = x + 1，求该曲线的方程，并求函数的极值 .

解 建立微分方程及求解 . 因为曲线向上凸，故 y" < 0，由题设有

- y"

（1 + y' 2）槡 3
=

1

1 + y'槡 2
，即 y"

1 + y' 2 = - 1

令 p = y' ，则 p' = y"，从而上述方程化为 p'
1 + p2 = - 1，分离变量得 dp

1 + p2 = - dx，解之 arctgp = c1 - x.

因为 y = y（x）在（0，1）处切线方程为 y = x + 1，所以，p | x = 0 = y' | x = 0 = 1. 代入上式得 c1 = π
4

，故 y' =

tg π
4( )- x . 积分后得 y = ln cos π

4( )- x + c2 . 因为曲线过点（0，1），所以 y（0） = 1，代入上式得 c2 = 1 +

1
2

ln2，故所求曲线的方程为

y = ln cos π
4( )- x + 1 +

1
2

ln2，x ∈ π
4

，3π( )4

因为 cos π
4( )- x ≤ 1，且当 x = π

4
时，cos π

4( )- x = 1，所以当 x = π
4

时函数取得极大值 y = 1 +
1
2

ln2.

评述 本题是考研中冷门题，每隔 3 ～ 5 年考一次 .

例 7（98，7 分） 设函数 f（x）在［1，+ � ）上连续 . 若由曲线 y = f（x），直线 x = 1，x = t（t > 1）与 x 轴所围

成的平面图形绕 x 轴旋转一周所围成的旋转体体积为 V（t） = π
3

［t2f（t）- f（1）］. 试求 y = f（x）所满足的微分方程，

并求该微分方程满足条件 y | x =2 =
2
9

的解 .

评述 本题目多为经济类考研题之一 .

解 建立微分方程及求解 . 依题意得 V（t） = π∫
t

1
f2（x）dx = π

3
［t2 f（t）- f（1）］，即 3∫

t

1
f2（x）dx = t2 f（t）-

f（1）. 两边对 t 求导，得 3f2（t） = 2tf（t）+ t2 f '（t）. 此式改写成为 x2 y' = 3y2 - 2xy，即dy
dx

= 3 ( )y
x

2

- 2
y
x

. 令 y
x

= u，则有 x
du
dx

= 3u（u - 1）. 当 u ≠ 0，u ≠ 1 时，由 du
u（u - 1）

=
3dx

x
两边积分，得u - 1

u
= cx3. 从而通解为 y -

x = cx3 y（c 为任意常数）. 由已知条件，定得 c = - 1，从而所求解为

y - x = - x3 y 或 y =
x

1 + x( )3 .

例 8（99，6 分） 设函数 y（x）（x≥0）二阶可导且 y'（x） > 0，y（0） = 1. 过曲线 y = y（x）上任意一点 P（x，

y）作曲线的切线及 x 轴的垂线，上述两直线与 x 轴所围成的三角形的面积为 S1 ，区间［0，x］上以 y = y（x）为曲

边的曲边梯形面积记为 S2 ，并设 2S1 - S2 恒为 1，求此曲线 y = y（x）的方程 .

解 建立微分方程及求解 . 曲线 y = y（x）上点 P（x，y）处的切线方程 Y - y = y'（x）（X - x）. 它与 x 轴
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的交点为 x -
y
y'

，( )0 . 由于 y'（x） > 0，y（0） = 1，从而 y（x） > 0，于是 S1 =
1
2

y x - x -
y( )y'

=
y2

2y'
. 又 S2 =

∫
x

0
y（t）dt，由条件 2S1 - S2 = 1 知 y2

y'
- ∫

x

0
y（t）dt = 1. 该式两边对 x 求导并化简得 yy" =（y'）2 . 解此可降阶

的微分方程，令 p = y' ，则上述方程可化为 yp
dp
dy

= p2 ，从而 dp
p

=
dy
y

. 解得 p = c1 y，即 dy
dx

= c1 y，于是 y（x） =

c2 ec1x. 注意到 y（0） = 1 和 y'（0） = 1 可定出 c1 = 1，c2 = 1，故所求曲线的方程是 y = ex.

评述 本题目是综合性几何应用题型，所建立的是微分积分方程 . 求解时先化为微分方程，后再求解 .

例 9（00，7 分） 某湖泊的水量为 V，每年排入湖泊内含污染物 A的水量为 V
6

，流入湖泊的不含污染物 A的

水量为 V
6

，流出湖泊的水量为 V
3

. 已知 1999 年底湖中 A 的含量为 5m，超过国家规定指标，为了治理污染，从

2000 年起，限定排入湖泊中含 A污水的浓度不超过
m0

V
. 问至少需要经过多少年，湖泊中污染物 A的含量降至 m0

以内？（注：设湖水中 A的浓度是均匀的 . ）

解 建立微分方程及求解 . 设从 2000 年初（t = 0）开始，第 t 年湖泊中污染物 A的总量为 m，浓度为 m
V

，

则在时间间隔［t，t + dt］内排入湖泊中 A的量为
m0

V
· V

6
dt =

m0

6
dt，流出湖泊的水中 A的量为 m

V
V
3

dt =
m
3

dt. 因

而在时间间隔 dt 湖泊中污染物 A的改变量 dm =
m0

6
-

m( )3
dt，它是一阶可分离变量的微分方程 . 求解得 m =

m0

2
- ce - t

3 ，代入初始条件 m | t = 0 = 5m0 ，定得 c =
- 9
2

m0 ，于是 m =
m0

2
（1 + 9e

- t
3 ），令 m = m0 ，得 t = 6ln3，即至

多需经过 6ln3 年，湖泊中污染物 A的含量降至 m0 以内 .

评述 做较复杂的微分方程应用题时，一定要仔细分析题意，才能建立微分方程及其初始条件，这是关

键的一步 .

例10（01，9 分） 设 L是一条平面曲线，其上任意一点 P（x，y）（x > 0）到坐标原点的距离，恒等于该点处

的切线在 y 轴上的截距，且 L 经过点 1
2

，( )0 .

（1）试求曲线 L的方程；（2）求 L位于第一象限部分的一条切线，使该切线与 L以及两坐标轴所围图形的面

积最小 .

分析 本题目解题思路是：（1）根据题意建立微分方程，求解该微分方程，得出曲线 L；（2）求切线，L（x >

0）与 X、Y轴所围图形的面积最小的那条曲线 .

图 8 - 4

解 （1）建立微分方程并求解该方程 . 设 L 的方程为 y = y（x）. 设过

P（x，y）点的切线方程 Y - y = y'（X - x）. L与 y 轴交点 B（0，y - xy'），y 轴截距

为 y - xy'. 因此有 x2 + y槡 2 = y - xy'，即 y' =
y
x

- 1 + ( )y
x槡

2

（一阶齐次

方程）. 令 u =
y
x

，微分方程化为 du

1 + u槡 2
=

- dx
x

，解得 y + x2 + y槡 2 = c，由

已知条件 1
2

，( )0 推出c =
1
2

，L的方程为y + x2 + y槡 2 =
1
2

，整理化简后L的

标准形式 y =
1
4

- x2（抛物线）.

（2）设第一象限内曲线 L：y =
1
4

- x2 在 P（x，y）处的切线方程为

Y - 1
4

- x( )2 = - 2x（X - x），即 Y = - 2x·X + x2 +
1
4

（0 ≤ x ≤ 1
2

）
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它与 x，y 轴交点为 A x2 +
1
4

2x
，( )0

，B 0，x2 +( )1
4

. 于是，切线 L，x 与 y 轴所围成图形的面积

S（x） =
1
2

·
（x2 +

1
4

）2

2x
- ∫

1
2

0

1
4

- x( )2 dx.

对 x 求导数得 S'（x） =
1
4

4x2 x2 +( )1
4

- x2 +( )1
4

2

x2 =
1

4x2 x2 +( )1
4

3x2 -( )1
4

，令 S'（x） = 0，解得 x =

槡3
6

. 当 0 < x < 槡3
6

时，S'（x） < 0；x > 槡3
6

时，S'（x） > 0. 所以 x = 槡3
6

是 S（x）在 0，( )1
2

内唯一极小值点，也是

最小值点 . 于是所求切线为 Y = - 2·槡3
6

X +
3
36

+
1
4

=
- 槡3

3
X +

1
3

.

例 11（01，7 分） 一个半球体状的雪堆，其体积融化的速率与半球面面积 S 成正比，比例常数 k > 0. 假设

在融化过程中雪堆始终保持半球状态，已知半径为 r0 的雪堆在开始融化的 3 小时内，融化了其体积的 7
8

，问雪

堆全部融化需要多少小时？

图 8 - 5

解 建立微分方程并求该方程的解 . 设雪堆在时刻 t 的体积 V =
2
3
πr2 ，侧

面积 S = 2πr2 ，由题设 dV
dt

= 2πr2 dr
dt

= - kS = - 2πr2 k，于是 dr
dt

= - k（一

阶可分离变量方程），解得 r = - kt + c，由 r | t = 0 = r0 ，有 r = r0 - kt. 又 V| t = 3 =
1
8

V

| t = 0 ，即 2
3
π（r0 - 3k）3 =

1
8

· 2
3
πr3

0 ，这样 k =
1
6

r0 ，从而 r = r0 -
1
6

r0 t. 因雪球

全部融化时 r = 0，故得 t = 6，即雪球全部融化时需 6 小时 .

评述 等式 V| t = 3 =
1
8

V| t = 0 表示雪堆在 t = 3 时的体积只有 t = 0 时体积的
1
8

倍 .

图 8 - 6

例 12（02，7 分） 求微分方程 xdy +（x - 2y）dx = 0 的一个解 y =

y（x），使得由曲线 y = y（x）与直线 x = 1，x = 2 以及 x 轴围成的平面图形绕

x 轴旋转一周的旋转体体积最小 .

分析 本题目解题思路是：

（1）根据题意建立微分方程，并求解该微分方程，得出曲线 y = y（x，c）；

（2）再由 y = y（x，c），x = 1，x = 2 及 x 轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转

一周的旋转体体积最小确定常数 c.

解 （1）建立微分方程并求解该方程 . 原微分方程可化为 dy
dx

-
2
x

y = - 1（一阶线性微分方程），解为 y =

e∫2
x

dx
- ∫e - ∫2

x
dxd( )x + c = x2 1

x( )+ c = x + cx2 .

（2）由曲线 y = x + cx2 与直线 x = 1，x = 2 及 x 轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转一周的旋转体体积为

V（c） = π∫
2

1
（x + cx2）2 dx = π∫

2

1
（x2 + 2cx3 + c2 x4）dx = π 31

5
c2 +

15
2

c +( )7
3

.

令 V'（c） = π· 62
5

c +
15( )2

= 0，得驻点 c = -
75
124

. 又 V"（c） =
62
5
π > 0，故 c =

- 75
124

为唯一极小值点，也

是最小值点，于是得 y = y（x） = x -
75
124

x2 .

评述 本题目系综合性几何应用题，今后，大多数都是几何应用性题型，例 14、例 15 除外 .

例 13 假设：（1）函数 y = f（x）（0 ≤ x < + � ）满足条件 f（0） = 0 和 0 ≤ f（x）≤ ex - 1；（2）平行 y 轴的
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y

O N

M

p1

p2

x

y=e
x -1

y=f
(x)

图 8 - 7

动直线 MN 与曲线 y = f（x）和 y = ex - 1 分别相交于 p1 和 p2 ；（3）曲线 y =

f（x）、直线 MN 与 x 轴所围成封密图形的面积 S 恒等于线段 p1 p2 的长度 . 求

函数 y = f（x）的表达式 .

解 建立微分方程及求解 . 由假设可得示意图 8 - 7，由图可知

∫
x

0
f（x）dx = ex - 1 - f（x），两端求导，得 f（x） = ex - f '（x）. 由一阶线性方

程求解公式，得

f（x） = e - x［∫ex·exdx + c］= ce - x +
1
2

ex

由 f（0） = 0 定得 c =
- 1
2

. 因此，所求函数

f（x） =
1
2

（ex - e - x）.

例 14 已知某商品的需求量 x 对价格 p 的弹性 η = - 3p3 ，而市场对该商品的最大需求量为 1（万件）. 求

需要函数 .

解 建立微分方程及求解 . 根据弹性定义，有 η =

dx
x

dp
p

= - 3p3 ，dx
x

= - 3p2 dp. 由此得 x = ce - p3 ，c 为待定

常数 .

由题设知 p = 0 时 x = 1，从而定出 c = 1. 于是，所求的需求函数为 x = e - p3
.

评述 本题目多为经济数学考研题之一 .

例 15 已知某商品的需求量 D 和供给量 S 都是价格 p 的函数 D = D（p） =
a
p2 ，S = S（p） = bp，其中 a >

0，b > 0 为常数；价格 p 是时间 t 的函数且满足方程 dp
dt

= k［D（p）- S（p）］（k 为正常数）. 假设当 t = 0 时价格

为 1. 试求

（1）需求量等于供应量时均衡价格 p0 ；（2）价格函数 p（t）；（3）极限lim
t→�

p（t）.

解 建立微分方程及求解 .（1）当需求等于供应量时，有 a
p2 = bp，p3 =

a
b

，因此均衡价格为 pe =

a( )b

1
3

（2）由条件知dp
dt

= k［D（p）- S（p）］= k a
p2[ ]- bp =

kb
p2

a
b

- p( )3 . 因此，有dp
dt

=
kb
p2（p3

e - p3），而 p2 dp
p3 - p3

e

= - kbdt. 在该式两边同时积分，得 p3 = p3
e + ce - 3kbt ，由条件 p（0） = 1，可定出 c = 1 - p3

e . 于是价格函数为 p（t）

= ［p3
e +（1 - p3

e）e - 3kbt ］
1
3 .

（3）lim
t→�

p（t） = lim
t→�

［p3
e +（1 - p3

e）e - 3kbt ］
1
3 = pe.

评述 本题目多为经济数学应用考研题之一 .

例 16 在第一象限有曲线过（4，1）点，从曲线上任意一点 P（x，y）向 x 轴和 y 轴作垂线，垂足分别为 Q 及

R，又在 P 点处，曲线的切线交 x 轴于 T 点 . 若使长方形 OQPR（O 为坐标原点）和三角形 PQT 有相同的面积，求

曲线的方程 .

解 建立微分方程及求解 . 设所求的曲线方程为 y = f（x），依题意，设

PQ = y，OQ = x（x > 0，y > 0）

当 y' < 0，即 α > π
2

时，如图 8 - 8 所示，QT =
PQ
tgα'

=
y

tg（π - α）
=

- y
y'

当 y' > 0，即 0 < α < π
2

时，如图 8 - 9 所示，QT =
PQ
tgα

=
y
y'
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故有 QT =
y

| y' |

于是，长方形 OQPR 的面积为 xy，△PQT 的面积为

图 8 - 8 图 8 - 9

1
2

PQ·QT =
y2

2 | y' |

故得到微分方程 xy =
1
2

y2

| y' |

即 | y' | =
y

2x
，初始条件 y | x = 4 = 1

分离变量并求解上述微分方程，得

当 y' > 0 时，y =
1
2 槡x，

当 y' < 0 时，y =
2

槡x
.

例 17 求一条曲线，使其上任一点到原点的距离等于该点之切线在 x 的截距，且曲线在点（0，1）处的法线

与直线 y = x 平行 .

解 建立微分方程及求解 . 设 P（x，y）为曲线上任一点，切线的动点坐标为（X，Y），则过点 P 的切线方程

为 Y - y =
dy
dx

（X - x）

令 Y = 0，得切线在 x 轴上的截距为

X = x - y
dx
dy

依题意得 x - y
dx
dy

= x2 + y槡 2 或 x - y
dx
dy

= ± x2 + y槡 2

即 x
y

-
dx
dy

= ± 1 + ( )x
y槡

2

，由题设可知初始条件为 x | y = 1 = 0，dx
dy

| y = 1 = - 1

故 x
y

-
dx
dy

= 1 + ( )x
y槡

2

.

这是一阶齐次方程 . 解之得

x
y

+ 1 +
x2

y槡 2 =
c
y

由初始条件 y = 1，x = 0，得 c = 1，故所求的曲线方程为

x
y

+ 1 +
x2

y槡 2 =
1
y

.

例 18 要在舞台上用绳索悬吊一幕布，问幕布的上沿应剪成怎样的曲线才能使它底边上的各点正好都接

触地平面？

解 建立微分方程及求解 . 建立坐标系如图 8 - 10.

设所求曲线方程为 y = f（x），曲线上任一点 M（x，y）与点 A（0，b）之间的弧段受三个力：

图 8 - 10

1）A点的水平张力 H；2）M 点的张力 T；3）幕布重量 ω = ρ∫
x

0
ydx（其中 ρ 为幕

布 的 面 密 度）. 在 这 三 力 的 作 用 下 保 持 平 衡 . 由 平 衡 条 件， 得

Tcosθ = H

Tsinθ = ρ∫
x

0
yd{ x

两式相除，得 tgθ = ρ
H ∫

x

0
ydx

由 y' = tgθ，得 y' = ρ
H ∫

x

0
ydx

两端对 x 求导，得 y" - ρ
H

y = 0
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这是二阶常系数线性齐次微分方程，初始条件是 y | x = 0 = b，y' | x = 0 = 0

解此微分方程，得通解 y = c1 e
ρ

槡H
x + c2 e - ρ

槡H
x

由初始条件，定出 c1 = c2 =
b
2

. 故所求曲线方程为

y =
b
2 e

ρ
槡H

x + e - ρ
槡H( )x 或 y = bch ρ槡H

x.

例19 如图8 - 11，位于坐标原点的我舰向位于 ox轴上 A点处的敌舰发射制导鱼雷，使鱼雷永远对准敌舰

. 设敌舰以最大速度 v0 沿平行于 oy轴的直线行驶，又设鱼雷的速率大小是5v0 ，求鱼雷的舰迹曲线的方程 . 又敌

舰行驶多远被鱼雷击中？

（为计算便利起见，设 oA的距离为 1 个单位 . ）

解 建立微分方程及求解 . 设经过时间 t，在鱼雷的舰迹曲线上其坐标为 P（x，y），而敌舰坐标为 Q（1，

v0 t），依题意有 y' =
v0 t - y
1 - x

又鱼雷速率为 5v0 ，故有

图 8 - 11

)

OP = ∫
x

0
1 + y'槡 2 dx = 5v0 t

或 v0 t =
1
5 ∫

x

0
1 + y'槡 2 dx

代入上式，得 （1 - x）y' =
1
5 ∫

x

0
1 + y'槡 2 dx - y

对 x 求导，得 （1 - x）y" =
1
5

1 + y'槡 2

这是不显含 y 的可降阶的二阶方程 . 其初始条件是 t = 0 时，x = 0，y = 0，y' = 0.

令 y' = p，y" = p' 代入上方程，得 （1 - x）p' =
1
5

1 + p槡 2

分离变量，并积分，得 ln（p + 1 + p槡 2） = -
1
5

ln（1 - x）+ lnc

即 y' + 1 + y'槡 2 =
c

5
1槡 - x

（1）

则初始条件 y'（0） = 0，得 c = 1，又（y' + 1 + y'槡 2）（ 1 + y'槡 2 - y'） = 1，从而有

图 8 - 12

1 + y'槡 2 - y' =
5

1槡 - x （2）

（1）式减（2）式，得

y' =
1

2
5

1槡 - x
-

1
2

5
1槡 - x

两边再积分，得 y = -
5
8

（1 - x）
4
5 +

5
12

（1 - x）
6
5 + c1

由 y（0） = 0，求得 c1 =
5
24

，故

y =
- 5
8

（1 - x）
4
5 +

5
24

（1 - x）
6
5 +

5
24

当 x = 1，得 y =
5
24

. 故敌舰航行 5
24

个单位距离将被鱼雷击中 .

例 20 （03，10 分） 有一平底容器，其内侧壁是由曲线 x = φ（y）（y≥ 0）绕 y 轴旋转而成的旋转曲面（如

图 8 - 12）. 容器的底面圆的半径为 2m. 根据设计要求，当以 3m3 / min 的速率向容器内注入液体时，液面的面积将

以 πm2 / min 的速率均匀扩大（假设注入液体前，容器无液体）

（1）根据 t 时刻液面的面积写出 t 与 φ（y）之间的关系式.

（2）求曲线 x = φ（y）的方程.

分析 首先建立不断扩大的液面面积与时间的关系，然后再求出 x = φ（y）.
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解 （1）设 t 时刻液面面积 S 与时间 t 的关系为 S（t），高度为 y，则dS
dt

= π，S（0） = 4π，由此解出 S（t） =

4π + πt. 另外，S = πx2 = πφ2（y），故 πφ2（y） = 4π + πt，从而 t = φ2（y）- 4.

（2）设 t 时刻液面高度为 y 时，则液体体积∫
y

0
πφ2（u）du = 3φ2（y）- 12，且 φ（0） = 2. 对 y 求导，πφ2（y） =

6φ（y）φ'（y），即得一阶可分离变量的微分方程. 求解此微分方程，得解φ（y）= ce
π
6

y，由条件φ（0）= 2，推出 c =

2，故曲线方程 x = φ（y） = 2e
π
6

y
.

评述 本题目是导数、定积分、微分方程三种知识类相结合的综合性考研题目，具有典型性、代表性、值

得引起重视.

例 21 （04，11 分）某种飞机在机场降落时，为了减少滑行距离，在触地的瞬间，飞机尾部张开减速伞，以增

大阻力，使飞机迅速减速并停下. 设有一质量为 9000kg 的飞机，着陆时的水平速度为 700km/h 经测试，减速伞打

开后，飞机所受的产总阻力与飞机的速度成正比（比例系数 k = 6. 0 × 106）. 问从着陆点算起，飞机滑行的最长

距离是多少？（kg 表示千克，km/h 表示千米 / 小时）.

解 由题设，飞机的质量 m = 9000kg，着陆的水平速度 v0 = 700km/h. 从飞机接触跑道开始计时，设 t 时刻

飞机的滑行距离为 x（t），速度为 v（t）. 根据牛顿第二定律，得 m
dv
dt

= - kv. 又 dv
dt

=
dv
dx

·dx
dt

= v
dv
dx

，由此二式得

出 dx = -
m
k

dv，积分得 x（t） = -
m
k

v + C. 由于 v（0） = v0 ，x（0） = 0，故得 C =
m
k

v0 ，从而 x（t） =
m
k

（v0 -

v（t））. 又当 v（t）→ 0 时，x（t）→
mv0

k
=

9000 × 700
6. 0 × 106 = 1. 05（km）. 所以，飞机滑行的最长距离为 1. 05km.

预测·强化训练八

1. 求解下列微分方程的解：

（1）xy' = x - y， y（槡2） = 0； （2）y' +
1
x

y =
1

x（x2 + 1）
；

（3）
xy' +（1 - x）y = e2x（0 < x < � ）

y（1） ={ 0
； （4）

xlnxdy +（y - lnx）dx = 0

y（e） ={ 1
；

（5）
xy' + y = xex

y（1） ={ 1
； （6）（y - x3）dx - 2xdy = 0；

（7）
x2 y' + xy = y2

y（1） ={ 1
； （8）

xy
dy
dx

= x2 + y2

y（e） = 2
{

e

；

（9）y' + ycosx = （lnx）e - sinx；

（10）求连续函数 f（x），使它满足 f（x）+ 2∫
x

0
f（t）dt = x2 ；

（11）求微分方程dy
dx

=
y - x2 + y槡 2

x
的通解 .

2. 求解下列微分方程的解

（1）y" + 2y' + y = xex 的通解； （2）y" + 4y' + 4y = e - 2x 的通解；

（3）y" + 4y' + 4y = xeαx 的通解，α 为实数；

（4）y" - 3y' + 2y = 2ex，y | x = 0 = 1，y' | x = 0 = - 1 的通解；

（5）y" + 2y' - 3y = e - 3x 的通解； （6）y" - 3y' + 2y = xex 的通解；

（7）y" + a2 y = sinx 的通解，常数 a > 0； （8）y" + y' = x2 的通解；

（9）y" + 5y' + 6y = 2e - x 的通解；

（10）（3x2 + 2xy - y2）dx +（x2 - 2xy）dy = 0 的通解；
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（11）设有微分方程 y' - 2y = φ（x），其中 φ（x） =
2， 若 x < 1，

0， 若 x > 1{ .
试求在（- � ，+ � ）内的连续函数 y =

y（x），使之在（- � ，1）和（1，+ � ）内都满足所给方程，且满足条件 y（0） = 0.

3. 求下列微分方程的通解：

（1）y' + xsin2y = 2xe - x2
cos2 y； （2）（xy + y3）y' = 1；

（3）（r r2 + θ槡 2 + θ2）dr - rθdθ = 1； （4）y' + siny + xcosy + x = 0；

（5）2xylnydx +（x2 + y2 1 + y槡 2）dy = 0；

（6） dx

槡xy
+ 2

y
-

x
y槡[ ]3

dy = 0.

4. 已知∫
x

0
（2y（t）+ t2 + y2（t槡 ）dt = xy（x），且 y（1） = 0，求 y（x）.

5. 求满足 f '（x） =
ex， x ≤ 0

2x + 1， x > 0{ ， ∫
1

- 1
f（x）dx = 1 -

1
e

的连续函数 f（x）.

6. 求 x + yy' = f（x）·g（ x2 + y槡 2）的通解，并利用此结果求 x + yy' = （tgx）（ x2 + y槡 2 - 1）的通解 .

7. 求 xy' + αy = 1 + x2 满足 y（1） = 1 的解 y（x，α），其中 α 为参数 .

8. 求方程 yy" - 2yy' lny = y' 2 当 y（0） = y'（0） = 1 的特解 .

9. 求方程 y3 y" + 1 = 0 满足 y（1） = 1，y'（1） = 0 的特解 .

10. 求下列微分方程的通解：

（1）y" - 3y' + 2y = e2x（4x + 5）+ 2e - xcosx； （2）y- 4y' = xe2x + sinx + x2

11. 求下列微分方程：

（1）y" + 4y' + 5y = 8cosx 当 x → - � 时，y 有界；

（2）d2 s
dt2 + 4s = sintcost，s（0） = 0，s'（0） = 0.

12. 设 φ（x） = ex - ∫
x

0
（x - μ）φ（u）du，其中 φ（x）为连续函数，求 φ（x）.

13. 设函数 y1（x），y2（x），y3（x）都是线性非齐次方程 d2 y
dt2 + a（t）dy

dt
+ b（t）y = f（t）

的特解（其中 a（t），b（t），f（t）为已知函数），而且
y2（t）- y1（t）
y3（t）- y1（t）

 常数，求证

y（t） = （1 - c1 - c2）y1（t）+ c1 y2（t）+ c2 y3（t）

（其中 c1 ，c2 为任意常数）是该方程的通解 .

14. 求下列微分方程的通解

（1）（1 - x）y" + xy' - y = （1 - x）2 ； （2）y+
3
x

y" -
3
x2 y' =

1
x3（2 - lnx）+

1
x

.

15. 求解下列微分方程

（1）（x2 + 4）y" - 2xy' + 2y = 0，满足 y（2） = 0，y'（2） = 4；

（2）x3 y" - x2 y' + xy = x2 + 1，满足 y（1） =
1
4

，y'（1） = 0.

16. 问满足方程 y+ y" - 2y' = 0 的哪一条积分曲线过（0，- 5），在这点处有倾角为 arctg3 的切线且曲率为零

.

简明解答

1. （1）化成一阶线性微分方程，y' +
1
x

y = 1. y = e - ∫1
x

dx（∫1·e∫1
x

dxdx + c） =
x
2

+ c
1
x

，定得 c = - 1，故 y =
x
2

-
1
x

.

（2）按 照 一 阶 线 性 微 分 方 程 求 解 公 式，y = e - ∫1
x

dx ∫ 1
x（x2 + 1）

e∫1
x

dxd( )x + c =
1
x ∫ 1

1 + x2 d( )x + c =
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1
x

（arctanx + c）.

（3）化成一阶线性微分方程，y' - 1 -
1( )x

y =
1
x

e2x. y = e∫（1 - 1
x

）dx ∫ 1
x

e2x·e - ∫ 1 - 1( )x
dxd( )x + c =

1
x

ex（ex +

c），定得 c = - e，故 y =
ex

x
（ex - e）.

（4）化成一阶线性微分方程，y' +
1

xlnx
y =

1
x

. y = e - ∫ 1
x·lnx

dx ∫ 1
x

e∫ 1
xlnx

dxd( )x + c =
1

lnx
1
2

ln2( )x + c ，定得 c =

1
2

，故 y =
1
2

lnx +
1

ln( )x
.

（5）化成一阶线性微分方程，y' +
1
x

y = ex. y = e - ∫1
x

dx ∫ex·e∫1
x

dxd( )x + c =
1
x

（ex（x - 1）+ c），定得 c =

1，故 y =
x - 1

x
ex +

1
x

.

（6）化成一阶线性微分方程，y' -
1
2x

y = -
1
2

x3 . y = e∫1
2x

dx· -
1
2 ∫x2 e - ∫1

2x
dxd( )x + c = x

1
2

- 1
5

x
5
2( )+ c .

（7）变 成 伯 努 力 利 方 程，y' +
1
x

y =
1
x2 y2 . 令 u =

1
y

， 得 u' -
1
x

u = -
1
x2 ， 1

y
= u =

e∫1
x

dx - ∫ 1
x2 e - ∫1

x
dxd( )x + c = x· 1

2x2( )+ c ，定得 c =
1
2

，故 y =
2x

1 + x2 .

（8）变成齐次方程，dy
dx

=
1 + ( )y

x

2

y
x

. 令 u =
y
x

，得 udu =
dx
x

，1
2

u2 = lnx + c，定得 c = 1，1
2

u2 = lnx +

1. 返回原变量 y2 = 2x2 ·（ln | x | + 1）.

（9）原式为一阶线性微分方程，y = e - ∫cosxdx ∫lnx·e - sinxe∫cosxdxd( )x + c = e - sinx（x·lnx - x + c）.

（10）等式两端求导，得一阶线性方程 f '（x）+ 2f（x） = 2x，又 f（0） = 0，求得解：f（x） = x -
1
2

+
1
2

e - 2x.

（11）原式为齐次方程：dy
dx

=
y
x

- 1 + ( )y
x槡

2

. 令 u =
y
x

，该方程化为 du

1 + u槡 2
= -

dx
x

，其解 ln（u +

u2 +槡 1） + lnx = lnc，lnx（u + u2 +槡 1） = lnc，ln（y + x2 + y槡 2） = lnc，y + x2 + y槡 2 = c.（x > 0 或

x < 0）.

2. （1）特征方程 r2 + 2r + 1 = 0，特征根 r1，2 = - 1，齐次方程的通解 Y =（c1 + c2 x）e - x. 非齐次方程特解可设为

y = （Ax + B）ex，代入非齐次方程中，定得 A =
1
4

，B =
- 1
4

，特解 y =
1
4

（x - 1）ex. 最后，非齐次方

程的通解 y = （c1 x + c2）e - x +
1
4

（x - 1）ex.

（2）特征方程 r2 + 4r + 4 = 0，特征根 r1，2 = - 2，齐次方程的通解 r =（c1 + c2 x）e - 2x. 非齐次方程的特解 y

= Ax2 e - 2x，代入非齐次方程中，定得 A =
1
2

，特解 y =
1
2

x2 e - 2x. 最后，非齐次方程的通解 y =（c1 +

c2 x）e - 2x +
1
2

x2 e - 2x.

（3）特征方程 r2 + 4r + 4 = 0，特征根 r1，2 = - 2，齐次方程的通解 Y = （c1 + c2 x）e - 2x. 非齐次方程的特解

可分为：α ≠ - 2 时 y = （Ax + B）eαx，α = - 2 时 y = （Ax + B）x2 e - 2x. 引用代入法，当 α ≠ - 2 时，求

得 y =
1

（α + 2）2 x -
2

（α + 2( )）
eαx，当 α = - 2 时，求 得 y =

1
6

x3 e - 2x. 综 合 起 来，通 解：y =

（c1 + c2 x）e - 2x +
1

（α + 2）2 x -
2

α +( )2
eαx， α ≠ - 2，

（c1 + c2 x）e - 2x +
1
6

x3 e - 2x， α = - 2{ .
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（4）特征方程 r2 - 3r + 2 = 0，特征根 r1 = 1，r2 = 2，齐次方程的通解 Y = c1 ex + c2 e2x. 非齐次方程的特解 y

= - 2xex，故非齐次方程的通解 y = c1 ex + c2 e2x - 2xex. 定得 c1 = 1，c2 = 0，最后，满足条件的特解 y =

（1 - 2x）ex.

（5）特征方程 r2 + 2r - 3 = 0，特征根 r1 = 1，r2 = - 3，齐次方程的通解 Y = c1 ex + c2 e - 3x. 非齐次方程的特解

y = Axe - 3x，代入非齐次方程中，定得 A =
- 1
4

，y =
- 1
4

xe - 3x. 最后，非齐次方程的通解 y = c1 ex + c2 e - 3x

-
1
4

xe - 3x.

（6）特征方程 r2 - 3r + 2 = 0，特征根 r1 = 1，r2 = 2，齐次方程的通解 Y = c1 ex + c2 e2x. 非齐次方程的特解 y

= （Ax + B）xex，代入非齐次方程中，定得 A = -
1
2

，B = - 1，y =
- 1
2

（x2 + 2x）ex. 最后，非齐次方程的

通解 y = c1 ex + c2 e2x -
1
2

（x2 + 2）ex.

（7）特征方程 r2 + a2 = 0，特征根 r1，2 = ± ai，齐次方程的通解 Y =
c1 cosax + c2 sinax，a ≠ 1，

c1 cosx + c2 sinx， a = 1{ .
当 a ≠ 1 时，

特解 y =
1

a2 - 1
sinx，当 a = 1 时，特 解 y =

- 1
2

xcosx. 最 后，非 齐 次 方 程 的 通 解 y =

c1 cosax + c2 sinax +
1

a2 - 1
sinx， a ≠ 1，

c1 cosx + c2 sinx -
1
2

xcosx， a = 1{ .

（8）特征方程 r2 + r = 0，特征根 r1 = 0，r2 = - 1，齐次方程的通解 Y = c1 + c2 e - x. 非齐次方程的特解 y =

x·（Ax2 + Bx + C），代入原方程中，定得 A =
1
3

，B = - 1，C = 2，特解 y =
1
3

x3 - x2 + 2x. 最后，非齐

次方程的通解 y = c1 + c2 e - x + 1
3

x3 - x2 + 2( )x .

（9）特征方程 r2 + 5r + 6 = 0，特征根 r1 = - 2，r2 = - 3，齐次方程的通解 Y = c1 e - 2x + c2 e - 3x. 非齐次方程的

特解 y = Ae - x，代入原方程中，定得 A = 1，特解 y = e - x. 最后，非齐次方程的通解 y = c1 e - 2x + c2 e - 3x

+ e - x.

（10）P
y

= Q
x

= 2x - 2y，全微分方程 . 凑微分法，1
3

dx3 + d（x2 y）- d（xy2） = d 1
3

x3 + x2 y - xy( )2 = 0，故

1
3

x3 + x2 y - xy2 = C.

（11）x < 1 时，y' - 2y = 2，其通解 y = e∫2dx ∫2e - ∫2dxdx + c( )1
= ce2x - 1，y（0） = 0 定得 c1 = 1，故 y = e2x -

1. x > 1 时，y' - 2y = 0，其通解y = c2 e∫2dx = c2 e2x，由 lim
x→1 +

c2 e2x = lim
x→1 +

（e2x - 1），即 c2 e2 = e2 - 1，c2 =

1 - e - 2 ，故 y =（1 - e - 2）e2x，补充定义函数值 y | x = 1 = e2 - 1，则得出（- � ，+ � ）上的连续函数 y（x）

=
e2x - 1，x ≤ 1，

（1 - e - 2）e2x，x >{ 1.
显然，y（x）满足全部条件 .

3. （1）原方程左右同除 cos2 y，得 sec2 y·y' + 2x（tany） = 2xe - x2
. 令 tany = u，得出du

dx
+ 2x·u = 2xe - x2 ，其解 u

= tany = e - ∫2xdx ∫2xe - x2
e∫2xdxd( )x + c = e - x2（x2 + c），即 tany = （x2 + c）e - x2

.

评述 本题目的关键点：首先是改变微分方程的形式，其次令代换 tany = u.

（2）分析 本题目需要选 y 为自变量，x 为因变量 . 原方程化为dx
dy

- y·x = y3（一阶线性微分方程），其解 x

= e∫ydy ∫y3 e - ∫ydyd( )y + c = e
1
2

y2 · ∫y3 e
- 1
2

y2
d( )y + c = ce

y2
2 - （2 + y2）.
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（3）同除 rθ，dθ
dr

= 1 + r( )θ槡
2

+ θ
r

. 令 θ
r

= u， udu

1 + u槡 2
=

dr
r

，其解（1 + u2）
1
2 = （lnr + c），1 + u2 = （lnr

+ c）2 ，r2 + θ2 = r2（lnr + c）
1
2 . 又 r = 0 也是方程的解 .

（4）y' + 2sin
y
2

cos
y
2

+ x（cosy + 1） = y' + 2sin
y
2

cos
y
2

+ 2xcos2 y
2

= 0，同除 cos2 y
2

，sec2 y
2

·y' + 2tan

y
2

+ 2x = 0. 令 tan
y
2

= u，该 式 化 为 du
dx

+ u = - x（一 阶 线 性 微 分 方 程），其 解 u = tan
y
2

=

e - ∫dx ∫（- x）e∫dxd( )x + c = ce - x +（1 - x），即 tan
y
2

= ce - x +（1 - x）.

评述 本题目的关键点：首先是改变微分方程的形式，其次是令代替 tan
y
2

= u.

（5）分析 本题目需要选 y 为自变量，x 为因变量 .
dx
dy

+ 1
2y·lny

x = - y 1 + y槡 2

lny
x- 1（伯努利方程），其解 x2

= e - ∫ 1
y·lny

dy· - ∫ y 1 + y槡 2

lny
e∫ 1

y·lny
dydy + c( )1

=
1

2lny
c1 -

2
3

（1 + y2）[ ]3
2 ，即 x2 ·lny +

1
3

（1 + y2）
2
3 = c.

（6）分析 本题目，首先同乘槡xy，其次需要选 y 为自变量，x 为因变量 . 原方程化为dx
dy

-
1
y

x = -
2

槡y
x

1
2（伯努利

方程），其 解 x
1
2 = e∫ 1

2y
dy - ∫ 1

槡y
e- ∫ 1

2y
dyd( )y + c = y

1
2 - ∫ 1

槡y
eln（y

- 1
2 ）d[ ]y + c = y

1
2 - ∫ 1

y
d( )y + c = y

1
2 ·

- ln( )y + c ，即槡
x
y

+ lny = c.

4. 方程左右两端同时对 x 求导，得出 2y（x）+ x2 + y2（x槡 ） = y + xy' ，y' =
y
x

+ 1 + ( )y
x槡

2

（齐次方程）. 令

y
x

= u，原方程化为 du

1 + u槡 2
=

dx
x

，积分 ln（u + 1 + u槡 2） = lncx，u + 1 + u槡 2 = cx，y + x2 + y槡 2 = cx2 .

条件 y（1） = 0 定出 c = 1，, y + x2 + y槡 2 = x2 ，化简 y =
x2 - 1

2
.

评述 本题目是积分方程性质的，需先求导转化为微分方程，后解微分方程 .

5.
当 x ≤ 0 时，f（x） = ex + c1 ，

当 x > 0 时，f（x） = x2 + x + c2
}

.
由 f（x）在 x = 0 连续，得 1 + c1 = c2 . 又∫

1

- 1
f（x）dx = ∫

0

- 1
（ex + c1）dx +

∫
1

0
（x2 + x + c2）dx = 1 -

1
e

，5
6

+ c1 + c2 = 0. 求解 c1 ，c2 的方程组 c1 = -
11
12

，c2 =
1
12

，

故 f（x） =
ex -

11
12

，x ≤ 0，

x2 + x +
1
12

，x >{ 0.

6. 通解 1
2 ∫ d（x2 + y2）

g（ x2 + y槡 2）
= ∫f（x）dx + c. 另外， xdx + ydy

x2 + y槡 2 - 1
= tanx·dx，即（ x2 + y槡 2 - 1 + 1）·（xdx + ydy）

x2 + y槡 2 ·（ x2 + y槡 2 - 1）

= tanx·dx，xdx + ydy

x2 + y槡 2
+

d x2 + y槡 2

x2 + y槡 2 - 1
= tanx·dx，积分： x2 + y槡 2 + ln（ x2 + y槡 2 - 1）+ lncosx = c.

7. 原方程化简为 y' + α
x

y =
1
x

（1 + x2）（一阶线性微分方程）. 其解 y = e- α∫ 1
x

dx ∫ 1
x( )+ x eα∫ 1

x
dxd( )x + c =

x- α ∫ 1
x( )+ x xαd( )x + c = x- α· 1

α
xα +

1
α + 2

xα+2( )+ c ，条件定得 c = 1 -
1
α

-
1

α + 2
. 最后，解 y（x，α）=

1
α

+

1
α + 2

x2 + α2 - 2
α（α + 2）

x- α .

8. 原方程为可降阶方程 y" =
2yy' lny + y' 2

y
. 令 y' = p，y" = p

dp
dy

，代入后得 dp
dy

-
1
y

p = 2lny，其解 p = e∫ 1
y

dy ·
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∫2lnye- ∫ 1
y

dyd( )y + c = y（ln2 y + c），条 件 定 得 c = 1，所 以 p = y（ln2 y + 1）. 返 回 dy
dx

= y·（ln2 y + 1），

dy
y·（1 + ln2 y）

= dx，积分 arc tan（lny）= x + c，条件定得 c = 0，得 arc tan（lny）= x. 故 lny = tanx，或 y = etanx.

9. 原方程为可降阶方程 y" =
- 1
y3 . 令 p = y' ，y" = p

dp
dy

，代入后得 p
dp
dy

=
- 1
y3 ，其解 p2 =

1
y2 + c，条件定得 c = -

1，所以 p2 =
1
y2 - 1. 返回dy

dx
=

1 - y槡 2

y
， ydy

1 - y槡 2
= dx，积分后得 - 1 - y槡 2 = x + c，条件定得 c = 0，得 -

1 - y槡 2 = x，平方化简得 y = 1 - x槡 2 .

10. （1）特征方程 r2 - 3r + 2 = 0，特征根 r1 = 1，r2 = 2，齐次方程的通解 Y = c1 ex + c2 e2x. 非齐次方程的特解

应分别求 y" - 3y' + 2y = e2x·（4x + 5），y" - 3y' + 2y = 2e - xcosx 的特解 y
1 ，y

2 . 设 y
1 = e2xx（Ax + B），

代入第一个方程，定得 A = 2，B = 1，故 y
1 = xe2x（2x + 1）. 设 y

2 = e - x（d1 cosx + d2 sinx）. 代入第二个

方程，定得 d1 =
1
2

，d2 =
- 1
2

，故 y
2 =

e - x

2
（cosx - sinx）. 最后，原方程的通解 y = c1 ex + c2 e2x + xe2x·

（2x + 1）+
e - x

2
（cosx - sinx）.

（2）特征方程 r3 - 4r = 0，特征根 r1 = 0，r2 = 2，r3 = - 2，齐次方程的通解 Y = c1 + c2 e2x + c3 e - 2x. 非齐次

方程的特解应分别求 y- 4y' = xe2x，y- 4y' = sinx，y- 4y' = x2 的特解 y
1 ，y

2 ，y
3 . 设 y

1 = e2x·

x·（Ax + B），代入第一个方程，定得 A =
2
32

，B =
- 3
32

，故 y
1 =

e2x

32
（2x2 - 3x）. 设 y

2 = （c0
1 cosx +

c0
2 sinx），代入第二个方程，定得 c0

1 =
1
5

，c0
2 = 0，故 y

2 =
1
5

cosx. 设 y
3 = x·（d1 x2 + d2 x + d3），代入

第三个方程，定得 d1 =
- 1
12

，d2 = 0，d3 =
- 1
8

，故 y
3 =

- x3

12
-

x
8

. 最后，原方程的通解 y = c1 + c2 e2x +

c3 e - 2x +
e2x

32
（2x2 - 3x）+

1
5

cosx -
x3

12
-

x
8

.

11. （1）特征方程 r2 + 4r + 5 = 0，特征根 r1，2 = - 2 ± i，齐次方程的通解 Y = e - 2x（c1 cosx + c2 sinx）. 非齐次方程

的特解可设为 y = Acosx + Bsinx，代入原方程，定得 A = 1，B = 1，特解 y = cosx + sinx. 原方程的通

解，y = e - 2x·（c1 cosx + c2 sinx）+（cosx + sinx）. 又当 x→ - � ，解 y（x）有界，就必须 c1 = 0，c2 = 0，最

后得有界解，y = cosx + sinx.

（2）特征方程 r2 + 4 = 0，特征根 r1，2 = ± 2i，齐次方程的通解 S = c1 cos2t + c2 sin2t. 另外，非齐次方程的特解 S

= t·（d1 cos2t + d2 sin2t），代入原方程中定出 d1 =
- 1
8

，d2 = 0，故 S =
- 1
8

tcos2t. 所以，原方程的通解 S

=（c1 cos2t + c2 sin2t）-
1
8

tcos2t. 又初始条件定出 c1 = 0，c2 =
1
16

，最后得特解 S =
1
16

sin2t -
1
8

tcos2t.

12. 原方程连续对 x 求导两次，则原方程简化为 φ"（x）+ φ（x） = ex，φ（0） = 0，φ'（0） = 1. 求得非齐次方程的

通解 φ（x） = c1 cosx + c2 sinx +
1
2

ex. 条件定得 c1 =
1
2

，c2 =
1
2

，最后得原积分方程的解 φ（x） =
1
2

（cosx

+ sinx + ex）.

13. 由题设知（y2 - y1）、（y3 - y1）是齐次方程d2 y
dt2 + a（t）dy

dt
+ b（t）y = 0 的两个线性无关解，从而 Y = c1（y2 -

y1）+ c2（y3 - y1）是该齐次方程的通解，故 y = c1（y2 - y1）+ c2（y3 - y1）+ y1 = （1 - c1 - c2）y1 + c1 y2 +

c2 y3 是原方程的通解 .

14. （1）齐次方程（1 - x）y" + xy' - y = 0（变系数二阶微分方程），即 y" +
x

1 - x
y' -

1
1 - x

y = 0. 容易观察出 y1
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= x 是解，由刘维尔公式计算 y2 = ex，故齐次方程的通解 Y = c1 x + c2 ex. 用常数变易法可计算得特解

y = （1 - x）2 . 最后，原方程的通解 y = c1 x + c2 ex +（1 - x）2 .

（2）用 x3 遍乘原方程，得 x3 y+ 3x2 y" - 3xy' =（2 - lnx）+ x2 ，是欧拉（型）方程 . 令 x = et ，t = lnx，计算

出：y' =
1
x

dy
dt

，y" = -
dy
dt

+
d2 y
dt( )2

1
e2t ，y= d3 y

dt3 - 3
d2 y
dt2 + 2

dy
d( )t

1
e3t ，代入上述微分方程，得d3 y

dt3 - 4
dy
dt

= （2 - t）+ e2t（）（三阶线性微分方程）. 该方程的齐次方程的通解 . Y = c1 + c2 e2t + c3 e - 2t . 又非齐

次方程：d3 y
dt3 - 4

dy
dt

= （2 - t），d3 y
dt3 - 4

dy
dt

= e2t 的特解分别为 y
1 =

1
8

t2 -
1
2

t，y
2 =

1
8

te2t . 所以，非

齐次方程（）的通解 y = c1 + c2 e2t + c3 e - 2t +
1
8

t2 -
1
2

t +
1
8

te2t . 返回到原变量，原微分方程的通解

y = c1 + c2 x2 + c3 x- 2 +
1
8

ln2 x -
1
2

lnx +
1
8

x2 lnx.

15. （1）二阶变系数线性微分方程，容易观察出 y1 = x 是一个特解 . 另一与它线性无关特解用刘维尔公式：y2

= x·∫ 1
x2 e∫

2x
x2 +4

dx
·dx = x2 - 4. 微分方程的通解为 y = c1 x + c2（x2 - 4），条件定出 c1 = 0，c2 = 1. 最

后：y（x） = x2 - 4.

（2）原方程变为欧拉方程：x2 y" - xy' + y = x +
1
x

，a1 = - 1，a2 = 1，f（x） = x +
1
x

. 令 x = et ，t = lnx，欧

拉方程改变为二阶常系数线性微分方程：d2 y
dt2 - 2

dy
dt

+ y = et + e - t ，其解 y =（c1 + c2 t）et +
1
2

t2 et +
1
4

1
x

. 换回 x 得出：y（x） = （c1 + c2 lnx）x +
1
2

x·lnx +
1
4x

，由条件定出 c1 = 0，c2 =
1
4

，解 y（x） =
1
4

x

·lnx +
1
2

x·ln2 x +
1
4x

.

16. 特征方程 r3 + r2 - 2r = 0，特征根 r1 = 0，r2 = 1，r3 = - 2，通解 Y（x） = c1 + c2ex + c3e- 2x. 由定解条件 y（0） = -

5，y'（0） = 3，y"（0） = 0 定出 c1 =
13
2

，c2 = 2，c3 =
- 1
2

. 所以，曲线的方程 y =
13
2

+ 2ex -
1
2

e- 2x.
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书书书

第六部分 线性代数

第九章 行列式

考试要求

1. 了解行列式的概念，掌握行列式的性质.

2. 会应用行列式的性质和行列式按行（列）展开定理计算行列式.

考试要点分析与题型预测

行列式内容，一是行列式的性质，二是行列式的计算是按行（列）展开定理计算法，考研中要求熟练地应用

行列式性质计算行列式的值，这部分内容单独出考题的机会很少，往往与线性代数其它知识点结合在一起出题

考.

行列式的计算：低阶（三阶以下，含三阶）行列式用对角线法计算很方便. 高阶（三阶以上）原则上可用按行

（列）展开计算（简称直接展开法），但，首先必须利用行列式的性质把行列式某行（列）除个别元素外，其余全

变成零，然后按某行（列）展开后降低行列式的阶数，直至最后计算出来，如 § 9 - 4 中，例 1，例 2. 某些特殊的 n

阶行列式计算，共有：上（下）三角行列式法，数学归纳法，递推法，范德蒙行列式法，折项法，加边法，等.

§ 9 - 1 n 阶行列式的概念

定义 设 n2 个数排列成 n 行 n 列的数表

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

an1 an2 ⋯ ann

则 D =

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

an1 an2 ⋯ ann

= ∑（- 1）τa1j1
a2j2

⋯anjn

称为 n 阶行列式，其中 j1 ，j2 ，⋯，jn 是自然数1，2，⋯n 的某一排列，τ是此排列的逆序数，“∑”是对所有 n 阶

排列求和.

注意 （i）按定义，n 阶行列式是 n！项的代数和，其中每一项是位于不同行不同列的 n 个数相乘. n！项中，

n！
2

项前面带“+”号，n！
2

项前面带“- ”号.

（ii）除特殊情况（如上、下三角形行列式）可用定义直接计算外，定义较难直接用来计算.

（iii）由定义看出，二、三阶行列式的“对角线”计算法则对 n（n ≥ 4）阶行列式已不成立.

§ 9 - 2 行列式的性质

1. 行列式转置以后（即行与列按顺序交换），其值不变；

2. 关于行列式的行成立的定理和结论，对行列式的列也一定成立，反之亦然；

3. 行列式按某一行（或列）展开的性质（设 Aij 为 a ij 的代数余子式）：
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 行列式数学一、数学二完全相同.



∑
n

k = 1

a ikAjk =
D 当 i = j 时，

0 当 i ≠ j 时{ .

∑
n

k = 1

aki Akj =
D 当 i = j 时，

0 当 i ≠ j 时{{
.

（i，j = 1，2，⋯，n）

4.

a11 a12 ⋯ a1n

… … …

ai1 + bi1 ai2 + bi2 ⋯ ain + bin

… … …

an1 an2 ⋯ a



nn

a11 a12 ⋯ a1n

… … …

ai1 ai2 ⋯ ain

… … …

an1 an2 ⋯ ann

+

a11 a12 ⋯ a1n

… … …

bi1 bi2 ⋯ bin

… … …

an1 an2 ⋯ ann

5.

a11 a12 ⋯ a1n

… … …

kai1 ka i2 ⋯ kain

… … …

an1 an2 ⋯ ann

= k

a11 a12 ⋯ a1n

… … …

a i1 a i2 ⋯ a in

… … …

an1 an2 ⋯ ann

（第 i 行 k 提出）；

注意：| kA| = kn | A| 其中 A为 n 阶方阵.

6. 行列式某行（或列）的元素乘以数 k 加到另外一行（或列）的相应元素上，其值不变. 此性质是计算行列

式最常用的方法；

7. 行列式两行（或两列）互换后，则此行列式值反号；

8. 行列式两行（或两列）对应元素相等，则此行列式值为零；

9. 拉普拉斯（Laplace）展开定理：

定理 1 在 n 阶行列式 D 中任取 k（1 ≤ k≤ n - 1）行（列），则这 k 行（列）元素所组成的一切 k 阶子式与

它对应的代数余子式乘积之和等于行列式 D.

由定理 1 看出，∑
n

k = 1

a ikAik = D 及∑
n

k = 1

aki Aki = D 均是定理 1 的特例. 对一般行列式，用 Laplace 定理来展开是

不方便的，这个定理的主要作用是理论方面的应用. 此外，有

a11 ⋯ ⋯ a1n 0 ⋯ 0

… … … … …

an1 ⋯ ⋯ ann 0 ⋯ 0

- 1 0 ⋯ 0 b11 ⋯ b1n

0 - 1 ⋯ 0 b21 ⋯ b2n

… … … … …

0 0 ⋯ - 1 bn1 ⋯ bnn

=

a11 ⋯ a1n

… ………

an1 ⋯ ann

·

b11 ⋯ b1n

… …

bn1 ⋯ bnn

=

c11 ⋯ c1n

… …

cn1 ⋯ cnn

其中 cij = a i1 b1j + ci2 b2j + ⋯ + ain bnj，i，j = 1，2，⋯，n.

定理 1 应用举例 行列式计算

5 6 0 0 0

1 5 6 0 0

0 1 5 6 0

0 0 0 5 6

0 0 0 1 5

按前两列


展开

5 6

1 5

5 6 0

0 5 6

0 1 5

+（- 1）
5 6

0 1

6 0 0

0 5 6

0 1 5

+
1 5

0 1

0 0 0

0 5 6

0 1 5

= 1235.

§ 9 - 3 行列式的计算方法

1. 降阶法 利用性质，将行列式化为某行（或某列）只有一个非零元素，然后按此行（或列）展开，得到一

个低阶行列式，此所谓降阶法；

2. 三角行列式法 利用性质，将行列式化成上（或下）三角形行列式.（对角行列式及上（下）三角形行列

式均等于主对角线上元素的乘积）；
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3. 范德蒙（Vandermonde）行列式

1 1 ⋯ 1

a1 a2 ⋯ an

a2
1 a2

2 ⋯ an
n

… … …

an- 1
1 an- 1

2 ⋯ an- 1
n

= ∏
1≤j < i≤n

（a i - a j）

= （a2 - a1）（a3 - a1）（a4 - a1）·⋯·（an - a1）·（a3 - a2）（a4 - a2）·⋯·（an - a2）·（a4 - a3）·⋯

·（an - a3）·⋯·（an - an- 1）

在某些情况下，可用性质将行列式化为范德蒙行列式来计算.

4. 如 A 为 A的伴随阵，则 | A | = | A| n- 1（n ≥ 2）；

5. 如 A、B 为 n 阶方阵，则 | AB | = | A| | B | ；

6. 设 A为 m 阶方阵，B 为 n 阶方阵. 则
A 0

 B
= | A| | B | .

实际考试中，行列式的阶数一般 n = 3，偶尔也有 n = 4，其计算主要出现在线性方程组求解及矩阵的特征

值求解中. n 阶行列式的计算出现的机会较少，但是，如果出现，一定要先观察 n 阶行列式的特点，然后再选择适

当的方法处理.

§ 9 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

行列式计算，单独出考试题的极少，多数情况是与线性代数其它知识混合在一起出考题.

例 1 （直接展开法） 计算 2n 阶行列式

a b

a b

 0 
a b

0 0

c d

 0 
c d

           c d
2n

解 D2n

按第一行


展开
a·

a b 0

…  0  …

… a b …

… 0 0 …

… c d …

…  0  …

c d 0

0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯             d
2（n- 1）

+ b（- 1）1 +2n.

0 a b

 0 
a b

0 0

c d

 0 
0 c d

c ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯              0
2（n- 1）
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= adD2（n- 1） - bcD2（n- 1） = （ad - bc）D2（n- 1）

递推

公式

（ad - bc）2 D2（n- 2）

递推

公式

（ad - bc）3 D2（n- 3） = ⋯ = （ad - bc）n- 1 D2 = （ad - bc）n- 1 a b

c d
= （ad - bc）n .

例 2 （消零化上（下）三角行列式法）计算 n 阶行列式 Dn =

a b b ⋯ b

b a b ⋯ b

b b a ⋯ b

… … … …

b b b ⋯ a

解 原式
将 2，3，⋯⋯

n


列加到第一列
［a +（n - 1）b］

1 b b ⋯ b

1 a b ⋯ b

1 b a ⋯ b

… … … …

1 b b ⋯ a

= ［a +（n - 1）b］

1 b b ⋯ b

0 a - b 0 ⋯ 0

0 0 a - b ⋯ 0

… … … …

0 0 0 ⋯ a - b

= ［a +（n - 1）b］（a - b）n- 1 .

例 3 （消零化上（下）三角行列式法）计算 n 阶行列式

Dn =

a1 b2 b3 ⋯ bn

c a2 0 ⋯ 0

c 0 a3 ⋯ 0

… … … …

c 0 0 ⋯ an

（ca1 a2 ⋯an ≠ 0）

解 原式
将 1，2，3，⋯，n 列

分别提取 c，a2 ，⋯，a


n

ca2 a3 ⋯an

a1

c
b2

a2

b3

a3

⋯
bn

an

1 1 0 ⋯ 0

1 0 1 ⋯ 0

… … … …

1 0 0 ⋯ 1

= ca2 a3 ⋯an

·

a1

c
-

b2

a2

-
b3

a3

⋯ -
bn

a( )
n

b2

a2

b3

a3

⋯
bn

an

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

… … … …

0 0 0 ⋯ 1

= ca2 a3 ⋯an
a1

c
-

b2

a2

-
b3

a3

⋯ -
bn

a( )
n

例 4 （消零化上（下）三角行列式法）计算 n 阶行列式

Dn =

1 2 3 ⋯ n

1 x + 1 3 ⋯ n

1 2 x + 1 ⋯ n

… … … …

1 2 3 ⋯ x + 1

.

解 原式
第一行的（- 1）倍分别加到

第 2，3，⋯，n


行

1 2 3 ⋯ n

0 x - 1 0 ⋯ 0

0 0 x - 2 ⋯ 0

… … … …

0 0 0 ⋯ （x - （n - 1））
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= （x - 1）（x - 2）⋯⋯（x - n + 1）.

例 5 （97，3 分）（消零化上（下）三角行列式法）设有 n 阶矩阵

A =

0 1 1 ⋯ 1 1

1 0 1 ⋯ 1 1

1 1 0 ⋯ 1 1

… … … …

1 1 1 ⋯ 0 1

1 1 1 ⋯ 1 0

，计算 | A | .

解 | A | =

0 1 1 ⋯ 1 1

1 0 1 ⋯ 1 1

1 1 0 ⋯ 1 1

… … … … …

1 1 1 ⋯ 0 1

1 1 1 ⋯ ⋯ 0

=

（n - 1） （n - 1） ⋯ ⋯ ⋯ （n - 1）

1 0 1 ⋯ ⋯ 1

1 1 0 ⋯ ⋯ 1

… … … … …

1 1 1 ⋯ 0 1

1 1 1 ⋯ 1 0

= （n - 1）

1 1 1 ⋯ ⋯ 1

0 - 1 0 ⋯ ⋯ 0

0 0 - 1 ⋯ ⋯ 1

… … … … …

0 0 0 ⋯ - 1 0

0 0 0 ⋯ 0 - 1

= （n - 1）（- 1）n- 1

例 6 （数学归纳法） 证明恒等式

Dn =

2cosθ 1 0 ⋯ 0 0

1 2cosθ 1 ⋯ 0 0

0 1 2cosθ ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ 1 2cosθ

=
sin（n + 1）θ

sinθ

证明 当 n = 1 时，D1 = 2cosθ =
sin2θ
sinθ

，结论成立.

假设 n = k ≤ n - 1 成立，即 Dk =
sin（k + 1）θ

sinθ
成立.

那么，Dn 按第一行展开，即

Dn = 2cosθDn- 1 - Dn- 2 = 2cosθ sinnθ
sinθ

-
sin（n - 1）θ

sinθ
=

sin（n + 1）θ
sinθ

.

结论对 n 成立.

评述 本例题是数学归纳法.

例 7 （递推法） 计算 n 阶行列式

Dn =

x a a ⋯ a a

- a x a ⋯ a a

- a - a x ⋯ a a

… … … … …

- a - a - a ⋯ x a

- a - a - a ⋯ - a x

解 原式 =

x a a ⋯ a

- a x a ⋯ a

- a - a x ⋯ a

… … … ……

- a - a - a ⋯ a

+

x a a ⋯ a

- a x a ⋯ a

- a - a x ⋯ a

… … … ……

0 0 0 ⋯ x - a
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=

x + a 2a 2a ⋯ 2a a

0 x + a 2a ⋯ 2a a

0 0 x + a ⋯ 2a a

… … … … …

0 0 0 ⋯ x + a a

0 0 0 ⋯ 0 a

+（x - a）

x a a ⋯ a

- a x a ⋯ a

- a - a x ⋯ a

… … … ……

- a - a - a ⋯ a （n- 1）阶

= a（x + a）n- 1 +（x - a）Dn- 1

另外，原式 =

x a a ⋯ a a

- a x a ⋯ a a

- a - a x ⋯ a a

… … … … …

- a - a - a ⋯ x a

- a - a - a ⋯ - a - a

+

x a a ⋯ a

- a x a ⋯ a

- a - a x ⋯ a

… … … …

0 0 0 ⋯ x + a

=

x - a 0 0 ⋯ 0 0

- 2a x - a 0 ⋯ 0 0

- 2a - 2a x - a ⋯ 0 0

… … … … …

- 2a - 2a - 2a ⋯ x - a 0

- a - a - a ⋯ - a - a

+（x + a）Dn- 1 = （- a）（x - a）n- 1 +（x + a）Dn- 1 .

综合
Dn = a（x + a）n- 1 +（x - a）Dn- 1，

Dn = - a（x - a）n- 1 +（x + a）Dn- 1
{ ，

消去 Dn- 1 得 2aDn = a（x + a）n + a（x - a）n

如 a ≠ 0，则 Dn =
1
2

［（x + a）n +（x - a）n ］

如 a = 0，则 Dn = xn 仍可写


成
1
2

［（x + a）n +（x - a）n ］. 故原式 =
1
2

［（x + a）n +（x - a）n ］.

评述 本例题的解题方法称为递推方法.

例 8 （范德蒙行列式法） 计算 n 阶行列式

Dn =

1 1 ⋯ 1

2 22 ⋯ 2n

3 32 ⋯ 3n

… … …

n n2 ⋯ nn

解 每行提出公因子，得范德蒙行列式

Dn = 1·2·3·⋯·n

1 1 ⋯ 1

1 2 ⋯ 2n- 1

1 3 ⋯ 3n- 1

… … …

1 n ⋯ nn- 1

= n！

1 1 1 ⋯ 1

1 2 3 ⋯ n

1 22 32 ⋯ n2

… … … …

1 2n- 1 3n- 1 ⋯ nn- 1

= n！∏
1≤j < i≤n

（i - j） = n！∏
n- 1

i = 1

i！= ∏
n

i = 1

i！

例 9 （拆项法） 计算 n 阶行列式

Dn =

a1 + b1 a1 + b2 ⋯ a1 + bn

a2 + b1 a2 + b2 ⋯ a2 + bn

… … …

an + b1 an + b2 ⋯ an + bn

解 Dn 中第一列元素均是两个元素的和，分解 Dn 成两个行列式的和计算
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Dn =

a1 a1 + b2 ⋯ a1 + bn

a2 a2 + b2 ⋯ a2 + bn

… … …

an an + b2 ⋯ an + bn

+

b1 a1 + b2 ⋯ a1 + bn

b1 a2 + b2 ⋯ a2 + bn

… … …

b1 an + b2 ⋯ an + bn

继续分解


因两列元素相同

=

a1 b2 ⋯ bn

a2 b2 ⋯ bn

… … …

an b2 ⋯ bn

+

b1 a1 ⋯ a1

b1 a2 ⋯ a2

… … …

b1 an ⋯ an

因有两列


成比例
O（n ≥ 3）.

D2 =
a1 + b1 a1 + b2

a2 + b1 a2 + b2

= - （a1 - a2）（b1 - b2），D1 = a1 + b1 .

例 10 计算 n 阶行列式

Dn =

0 a a ⋯ a a

b 0 a ⋯ a a

b b 0 ⋯ a a

… … … … …

b b b ⋯ 0 a

b b b ⋯ b 0

解 （1）Dn =

0 a a ⋯ a a + 0

b 0 a ⋯ a a + 0

b b 0 ⋯ a a + 0

… … … … …

b b b ⋯ 0 a + 0

b b b ⋯ b a - a

=

0 a a ⋯ a a

b 0 a ⋯ a a

b b 0 ⋯ a a

… … … … …

b b b ⋯ 0 a

b b b ⋯ b a

+

0 a a ⋯ a 0

b 0 a ⋯ a 0

b b 0 ⋯ a 0

… … … … …

b b b ⋯ 0 0

b b b ⋯ b - a

上式第一个行列式，将第 i 行乘（- 1）加到第 i - 1 行，i = 2，3，⋯n，再按第 n 列展开，第二个行列式按第 n 列展

开，

Dn =

- b a 0 ⋯ 0 0

0 - b a ⋯ 0 0

0 0 - b ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ - b 0

b b b ⋯ b a

- aDn- 1 = a（- b）n- 1 - aDn- 1 = （- 1）n- 1 abn- 1 - aDn- 1

递推

下去

= （- 1）n- 1 abn- 1 - a （- 1）n- 2 abn- 2 - aDn-
[ ]

2
= （- 1）n- 1 abn- 1 +（- 1）n- 1 a2 bn- 2 + a2 Dn- 2 = ⋯

= （- 1）n- 1 ab bn- 2 + abn- 3 + a2 bn- 4 + ⋯ + an- 3 b + an-( )2 .

（2）因 DT
n = Dn ，所以当 a ≠ b 时，仍有关系：Dn = （- 1）n- 1 ban- 1 - bDn- 1 ，

从而，解方程组：
Dn = （- 1）n- 1 abn- 1 - aDn- 1 ，

Dn = （- 1）n- 1 ban- 1 - bDn- 1
{

.

后式减前式：（b - a）Dn = （- 1）n- 1（abn - ban），

Dn = （- 1）n- 1（abn - ban）
b - a

= （- 1）n- 1 ab·（bn- 2 + abn- 3 + a2 bn- 4 + ⋯ + an- 3 b + an- 2）.

（3）a = b 时，

Dn =

0 a a ⋯ a a

a 0 a ⋯ a a

a a 0 ⋯ a a

… … … … …

a a a ⋯ 0 a

a a a ⋯ a 0

=

- a a 0 ⋯ 0 0

0 - a a ⋯ 0 0

0 0 - a ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ - a a

a a a ⋯ a 0
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=

0 a 0 ⋯ 0 0

0 - a a ⋯ 0 0

0 0 - a ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ - a a

（n - 1）a a a ⋯ a 0

= （n - 1）a（- 1）n+1

a 0 ⋯ 0 0

- a a ⋯ 0 0

… … … …

0 0 ⋯ a 0

0 0 ⋯ - a a

= （- 1）n+1（n - 1）an .

例 11 证明奇数阶反对称行列式为零，即当 n 为奇数时

D =

0 a12 ⋯ a1n

- a12 0 ⋯ a2n

… … …

- a1n - a2n ⋯ 0

= 0.

证明 因为 D = D' ，故

D =

0 a12 ⋯ a1n

- a12 0 ⋯ a2n

… … …

- a1n - a2n ⋯ 0

=

0 - a12 ⋯ - a1n

a12 0 ⋯ - a2n

… … …

a1n a2n ⋯ 0

=（- 1）n

0 a12 ⋯ a1n

- a12 0 ⋯ a2n

… … …

- a1n - a2n ⋯ 0

=（-

1）n D.

故当 n 为奇数时 D = - D，即 2D = 0，故 D = 0.

例 12 计算偶数阶反对称行列式

D =

a b c d

- b a - d c

- c d a - b

- d - c b a

.

解 D2 = DD'

=

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + c2 + d2

= （a2 + b2 + c2 + d2）4

所以 D = ±（a2 + b2 + c2 + d2）2 . 但由于 D 中 a4 的系数为 1，所以 D = （a2 + b2 + c2 + d2）2 .

例 13 （95，6 分）设 A为 n 阶方阵，AAT = E，| A | < 0，计算 | A + E | = ？

分析 本题不是具体的数值矩阵，直接计算是不可能的. 这里只能从 | A + E | 去思考，再利用已给出的条

件 AAT = E 与 | A | < 0 去推测，讨论，得到所要的结果.

解 | A + E | = | A + AAT | = | A（E + AT）| = | A| | E + AT | = | A| | （E + A）T | = | A| | E + A| ，即 | A

+ E | （1 - | A| ） = 0， | A | < 0，, （1 - | A| ） > 0，故 | A + E | = 0.

评述 本题是通过演译推理方法得到 | A + E | = 0，如果读者一味地想去计算 | A + E | = ？，正好上了出

题目人的当，误入了歧途. 当然，如此出考题的方法，越来越少见了.

例 14 （加边法） 计算 n 阶行列式

Dn =

1 + x1 y1 x1 y2 ⋯ x1 yn

x2 y1 1 + x2 y2 ⋯ x2 yn

… … …

xn y1 xn y2 ⋯ 1 + xn yn

分析 本题除对角有 1 外，其余 i 行元素均是 y1 ，y2 ，⋯，yn 的 xi 倍，故可用加边法做此题.
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解 Dn =

1 y1 y2 ⋯ yn

0 1 + x1 y1 x1 y2 ⋯ x1 yn

0 x2 y1 1 + x2 y2 ⋯ x2 yn

… … … …

0 xn y1 xn y2 ⋯ 1 + xn yn

第一行的（- xi）倍加到

第（i + 1）行（i = 1，2⋯n


）

=

1 y1 y2 ⋯ yn

- x1 1 0 ⋯ 0

- x2 0 1 ⋯ 0

… … … …

- xn 0 0 ⋯ 1

再把第 j（j = 2，3，⋯，n + 1）列的

xj- 1（j = 2. 3. ⋯，n + 1）


倍加到第一列

=

1 + ∑
n

i = 1

xi yi y1 y2 ⋯ yn

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

… … … …

0 0 0 ⋯ 1

= 1 + ∑
n

i = 1

xi yi .

例 15 （00，3 分） 设 α = （1，0，- 1）T，矩阵 A = ααT，n 为正整数，则 | αΕ - An | = .

解 A = ααT =

1 0 - 1

0 0 0

-







1 0 1

，A2 = 2

1 0 - 1

0 0 0

-







1 0 1

，⋯⋯An = 2n- 1A，aE - An = aE - 2n- 1A =

a - 2n- 1 0 2n- 1

0 a 0

2n- 1 0 a - 2n-







1

，故 | aE - An | = a（a - 2n- 1）2 - a·22（n- 1） = a2（a - 2n）.

例 16 （02，8 分） 设实对称矩阵 A =

a 1 1

1 a - 1

1 - 1







a

. 求可逆矩阵 P，使 P - 1 AP 为对角形矩阵，并计算

行列式 | A - E | 的值.

分析 本题目系综合性的，必须用多个知识点：矩阵、特征值问题、相似矩阵、行列式等，才能得到解决，有

一定难度，并且要从相互联系方面去思考.

解 （1）矩阵 A的特征多项式 | λE - A| =
λ - a - 1 - 1

- 1 λ - a 1

- 1 1 λ - a

=（λ - a - 1）2（λ - a + 2）. 由此，矩

阵 A的特征值 λ1 = λ2 = a + 1，λ3 = a - 2. 对角矩阵 Λ =

a + 1

a + 1

a -







2

.

对应于特征值 λ1 = λ2 = a + 1，从特征矩阵方程（A - λ1 E）X = 0 可求得对应的两个线性无关的特征向量：

α1 =（1，1，0）T，α2 =（1，0，1）T. 对应于 λ3 = a - 2，同样从特征矩阵方程（A - λ3 E）X = 0 可求得对应的特征向

量：α3 = （- 1，1，1）T. 令

P = （α1α2α3） =

1 1 - 1

1 0 1[ ]
0 1 1

，则 P - 1 AP = Λ.

（2）| A - E | = | PΛP - 1 - PP - 1 | = | P（Λ - E）P - 1 | = | P | | Λ - E | | P - 1 |

= | Λ - E | =

a 0 0

0 a 0

0 0 a - 3

= a2（a - 3）.
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评述 本题目系近年来考研热点之一，值得考生重视.

例 17 （03，4 分） 设三阶矩阵 A，B 满足 A2 B - A - B = E，其中 E 为三阶单位矩阵，若 A =

1 0 1

0 2 0

-







2 0 1

，

则 | B | = .

分析 本题系用矩阵运算及求逆法，解出 B，再代入 A计算出 B，即可求出 | B | .

解 从矩阵方程得出（A2 - E）B = （A + E）（A - E）B =（A + E），用（A + E）- 1 左乘等式，得（A - E）B =

E，| A - E | | B | = 1，| B | =
1

| A - E |
. A - E =

0 0 1

0 1 0

-







2 0 0

，所以 | A - E | = 2，所以 | B | =
1
2

.

例 18 （05，4 分）设 α1 ，α2 ，α3 均为列向量，设矩阵 A = （α1 ，α2 ，α3），B = （α1 + α2 + α3 ，α1 + 2α2 + 4α3 ，

α1 + 3α2 + 9α3）. 如果 | A | = 1，那么 | B | = .

解： B = （α1 ，α2 ，α3）
1 1 1

1 2 3[ ]
1 4 9

， , | B | = | A|

1 1 1

1 2 3

1 4 9

= 2 | A| = 2·1 = 2.

预测·强化训练九

1. 证明（1）

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a4 b4 c4 d4

= （a - b）（a - c）（a - d）（b - c）（b - d）（c - d）（a + b + c + d），

（2）Dn =

x - 1 0 ⋯ 0 0

0 x - 1 ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ x - 1

an an- 1 an- 2 ⋯ a2 x + a1

= xn + a1 xn- 1 + ⋯ + an- 1 x + an.

2. 计算下列各阶行列式

（1）Dn =

a 1

a 0

 
0  0

 
0 a

1 a

， （2）Dn =

x a ⋯ a

a x ⋯ a

… … …

a a ⋯ x

，

（3）Dn =

1 + a1 1 ⋯ 1

1 1 + a2 ⋯ 1

… … …

1 1 ⋯ 1 + an

.（其中 a1 a2 ⋯an ≠ 0）.

3. 计算下列各阶行列式

（1）

a b b b

a b a a

a a b a

a a a a

， （2）

a b b b

a b a a

a a b a

b b b a

.
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4. 证明下列各恒等式

（1）

a + x1 a a ⋯ a a

a a + x2 a ⋯ a a

… … … … …

a a a ⋯ a + xn a

a a a ⋯ a a

= ax1 x2 ⋯xn ，

（2）

α + β αβ 0 ⋯ 0 0

1 α + β αβ ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ 1 α + β

= αn+1 - βn+1

α - β
.

5. 计算 n 阶行列式

Dn =

1 - a a 0 ⋯ 0 0

- 1 1 - a a ⋯ 0 0

0 - 1 1 - a ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ 1 - a a

0 0 0 ⋯ - 1 1 - a

.

简明解答

1. （1）

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a4 b4 c4 d4

=

1 0 0 0

a b - a c - a d - a

a2 b2 - a2 c2 - a2 d2 - a2

a4 b4 - a4 c4 - a4 d4 - a4

= （b - a）（c - a）（d - a）

1 1 1

b + a c + a d + a

（b + a）（b2 + a2） （c + a）（c2 + a2） （d + a）（d2 + a2）

= （b - a）（c - a）（d - a）

·

1 0 0

b + a c - b d - c

（b + a）（b2 + a2） （c + a）（c2 + a2）-（b + a）（b2 + a2） （d + a）（d2 + a2）-（c + a）（c2 + a2）

=（b - a）（c - a）（d - a）
c - b d - c

（c - b）（c2 + bc + b2 + ac + ab + a2 （d - c）（d2 + dc + c2 + ad + ac + a2

=（b - a）（c - a）（d - a）（c - b）（d - c）
1 1

c2 + bc + b2 + ac + ab + a2 d2 + dc + c2 + ad + ac + a2

= （a - b）（a - c）（a - d）（b - c）（b - d）（c - d）（a + b + c + d）.

（2）数学归纳法 本题对 n ≥ 3 时才有意义，n = 3 时，

D3 =

x - 1 0

0 x - 1

a3 a2 x + a1

= x·
x - 1

a2 x + a1

+
0 - 1

a3 x + a1

= x3 + a1 x2 + a2 x + a3

令 n - 1 时，

Dn- 1 = xn- 1 + a1 xn- 2 + a2 xn- 3 + ⋯ + an- 2 x + an- 1 成立，

今证 n 时结论也成立，将 Dn 按第一列展开，

Dn = xDn- 1 +（- 1）n+1 an（- 1）n- 1 = x（xn- 1 + a1 xn- 2 + a2 xn- 3 + ⋯ + an- 2 x + an- 1）+ an = xn + a1 xn- 1 +

a2 xn- 2 + ⋯ + an- 1 x + an 由此取 n 也成立.
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2. （1）Dn

按第一列


展开

a

a

a




a

+（- 1）n+1

0 ⋯ ⋯ ⋯ 1

a 0 …

  …

  …

a 0

= an +（- 1）n+1 ·an- 2 ·（- 1）n- 1 +1 = an - an- 2 = an- 2（a2 - 1）.

（2）Dn

每行加到


第一行
［x +（n - 1）a］

1 1 ⋯ 1

a x ⋯ a

… … …

a a ⋯ x

第一行乘（- a）

依次加到二、三、⋯⋯n


行
［x +（n - 1）a］

1 1 ⋯ 1

0 x - a ⋯ 0

0 0 ⋯ x - a

= ［x +（n - 1）a］（x - a）n- 1.

（3）Dn

每行乘（- 1）


加到上一行

a1 - a2 0 ⋯ 0

0 a2 - a3 ⋯ 0

0 0 a3 ⋯ 0

… … … …

an- 1 - an

1 1 1 ⋯ 1 1 + an

按第一


列展开

a1 a3 a4 ⋯an + a2 a3 ⋯an = ⋯ = a1 a2 ⋯an- 2

an- 1 - an

1 1 + an

+ ⋯ + a1 a3 a4 ⋯an + a2 a3 ⋯an

= a1 a2 ⋯an- 2［an- 1（1 + an）+ an ］+ ⋯ + a1 a3 a4 ⋯an + a2 a3 ⋯an

= a2 a3 ⋯an + a1 a3 ⋯an + ⋯ + a1 a2 ⋯an- 2 an- 1 + a1 a2 ⋯an- 2 an + a1 a2 ⋯an- 1 an

= a1 a2 ⋯an 1 + ∑
n

i = 1

1
a( )

i

3. （1）

a b b b

a b a a

a a b a

a a a a

= a·

a b b b

a b a a

a a b a

1 1 1 1

= a

0 b - a b - a b - a

0 b - a 0 0

0 0 b - a 0

1 1 1 1

= a（a - b）3

（2）

a b b b

a b a a

a a b a

b b b a

=

a b b b

0 0 a - b a - b

0 a - b 0 a - b

b - a 0 0 a - b

= a·
0 a - b a - b

a - b 0 a - b

0 0 a - b

- （b - a）
b b b

0 a - b a - b

a - b 0 a - b

= - a（a - b）3 + b（a - b）3 = - （a - b）4
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4. （1）Dn+1 =

a + x1 a a ⋯ a a

a a + x2 a ⋯ a a

… … … … …

a a a ⋯ a + xn a

a a a ⋯ a a

按第一列


分成两个行列式

a a a ⋯ a a

a a + x2 a ⋯ a a

… … … … …

a a a ⋯ a + xn a

a a a ⋯ a a

+

x1 a a ⋯ a a

0 a + x2 a ⋯ a a

… … … … …

0 a a ⋯ a + xn a

0 a a ⋯ a a

= x1 Dn = x1 ·x2 ·Dn- 1 = ⋯ = x1 x2 ⋯xn- 1

a + xn a

a a

= ax1 x2 ⋯xn

（2）令 Dn =

α + β αβ 0 ⋯ 0 0

1 α + β αβ ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ 1 α + β

按第一


列展开
（α + β）Dn- 1 - αβDn- 2 ，即 Dn - αDn- 1 = β（Dn- 1

- αDn- 2）


递推

β2（Dn- 2 - αDn- 3）
递推

β3（Dn- 3 - αDn- 4）
递推

⋯⋯ 
递推

βn- 2［（α + β）2 - αβ - α（α + β）］= βn ，

, Dn - αDn- 1 = βn （1°）

（1°）中 α、β 位置对调：Dn - βDn- 1 = αn （2°）

由（α ×（2°）式）- （β ×（1°）式）：

（α - β）Dn = αn+1 - βn+1 ，Dn = αn+1 - βn+1

α - β
.

5. 用递推关系.

Dn

第 2，3，⋯，n


列加到第一列

1 a 0 ⋯ 0 0

0 1 - a a ⋯ 0 0

0 - 1 1 - a ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ 1 - a a

- a 0 0 ⋯ - 1 1 - a

按第一列


展开
Dn- 1 +（- 1）n+1（- a）an- 1

= Dn- 1 +（- a）n 递推

关系

Dn- 2 +（- a）n- 1 +（- a）n = ⋯ = D1 +（- a）2 +（- a）3 + ⋯ +（- a）n

= 1 - a + a2 - a3 + ⋯ +（- a）n .
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第十章 矩 阵

考试要求

1. 理解矩阵的概念，了解单位矩阵、数量矩阵、对角矩阵、对称矩阵、三角矩阵、反对称矩阵及正交矩阵等的

定义和性质.

2. 掌握矩阵的线性运算、乘法、转置，以及它们的运算规律，了解方阵的幂与方阵乘积的行列式的性质.

3. 理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质，以及矩阵可逆的充分必要条件，理解伴随矩阵的概念，会用伴随

矩阵求逆矩阵.

4. 理解矩阵初等变换的概念，了解初等矩阵的性质和矩阵等价的概念，理解矩阵的秩的概念，掌握用初等

变换求矩阵的秩和逆矩阵的方法.

5. 了解分块矩阵及其运算（数学二不要求）.

考试要点分析与题型预测

矩阵章讲的是矩阵代数，即矩阵的运算规律，学习一开始，我们必须理解矩阵与行列式是两个不同的概念：

矩阵 A是数排列成的表格，记成 A = （a ij）m×n ，而行列式 D 是一个数值，记成 D =
a11 a12

a21 a22

.

矩阵运算中特别值得注意的有二点：（1）数λ乘矩阵 A，记λA，必须用λ乘 A的每个
獉獉

元素；（2）乘积 AB 不能交换，

即 AB≠BA，特殊矩阵的运算规则、性质都需熟记. 逆矩阵及其求法、性质常用作解矩阵方程. 矩阵的秩与初等变换，在

求解线性方程组 Ax = B 中起着最关键性的作用.

矩阵章的考研题常常集中在二个方面：（1）计算矩阵的逆 A- 1 ，秩 γ（A），如 § 10 - 5 中，5、6、10；（2）求解矩

阵方程组，如 § 10 - 5 中，8，在解矩阵方程时，既先要做矩阵运算，然后才是做计算，（1）、（2）这两方内容几乎

年年都会出考题.

初等变换更多是用于求解线性方程组 Ax = B，我们把它放在第十二章中讨论.

§ 10 - 1 矩阵的运算

矩阵是线性代数中极其重要的部分，是线性代数研讨问题的有力工具.

定义 m × n 个数排成 m 行 n 列的数表（左右加上（ ）或［ ］）

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

am1 am2 ⋯ a













mn

（10. 1）

称为一个 m 行 n 列矩阵或 m × n 矩阵，记为 A = （a ij）mn 或 Amn .

当 m = n 时，Amn 称为 n 阶方阵.

矩阵的运算

1. 矩阵相加

（a ij）mn +（bij）mn = （a ij + bij）mn .

2. 数乘矩阵

k（a ij）mn = （kaij）mn . 特别，（- 1）（a ij）mn = （- a ij）mn 称为（a ij）mn 的负矩阵. A的负矩阵记为 - A.

3. 矩阵相乘
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 矩阵数学一、数学二相同



如果 A = （a ij）mn 的列数与 B = （bij）ns 的行数相等，则可定义矩阵 A和矩阵 B 的乘积.

A·B = （a ij）mn ·（bij）ns = cms = （cij）ms，其中 cij = ∑
n

k = 1

a ikbkj（i = 1，2，⋯，m. j = 1，2，⋯，s）.

注意 矩阵相乘不适合交换律.

4. 矩阵的转置

（a ij）' mn = （a ji）nm. 矩阵 A的转置也可以记为 AT.

5. 常用的运算规则

用 A、B、C 表示矩阵，k、l 表示数，则有下列结果：

A + B = B + A； A +（B + C） = （A + B）+ C； （AB）C = A（BC）；

A（B + C） = AB + AC； （B + C）A = BA + CA； （k + l）A = kA + lA；

k（A + B） = kA + kB； （kl）A = k（lA）； k（AB） = （kA）B = A（kB）；

（A'）' = A； （A + B）' = A' + B' ； （kA）' = kA' ； （AB）' = B' A' .

6. 矩阵的分块运算

分块矩阵的加法、数乘和乘法运算的要求及运算规则与矩阵的相应运算类似，只着重指出两点：

（1）

A11 A12 ⋯ A1s

A21 A22 ⋯ A2s

… … …

Ar1 Ar2 ⋯ A













rs

'

=

A' 11 A' 21 ⋯ A' r1

A' 12 A' 22 ⋯ A' r2

… … …

A' 1s A' 2s ⋯ A'













rs

（2）准对角形矩阵的性质

若 A =

A1

A2


A













m

，B =

B1

B2


B













m

其中子块 Ai 与 Bi（i = 1，2，⋯，m）为同阶方阵，则 AB =

A1 B1

A2 B2


AmB













m

§ 10 - 2 特殊矩阵

一些重要的特殊矩阵在矩阵运算中占十分重要的地位. 现列举如下：

1. 零矩阵 所有元素全为零的 m × n 矩阵，称为零矩阵，记为 O 或 Omn

2. 单位矩阵 E = En =

1

1











1

3. 对角形矩阵 主对角线以外的元素全为零的方阵，称为对角形矩阵，即 A =

a1

a2


a













n

4. 对称矩阵 若 n 阶方阵 A = （a ij）满足 A' = A，即 a ij = a ji（i，j = 1，2，⋯，n），则称 A为对称矩阵.

（1）对称矩阵与常数之积仍为对称矩阵；

（2）两对称矩阵之和、差仍为对称矩阵.

5. 反对称矩阵 满足 A' = - A，即 a ij = - a ji（i，j = 1，2，⋯，n）的 n 阶方阵 A = （a ij）称为反对称矩阵.

（1）两个反对称矩阵的和、差以及数乘仍是反对称矩阵；

（2）任一 n 阶矩阵都可表示为一个对称矩阵与一个反对称矩阵的和.
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6. 正交矩阵

定义 若实 n 阶方阵 A满足 AA' = A' A = E（即 A' = A- 1），则称 A为正交矩阵.

（1）A = （a ij）nn 为正交矩阵的充要条件是：

∑
n

k = 1

aki akj = δij =
1，当 i = j 时；

0，当 i ≠ j 时{ . （10. 2）

或 ∑
n

k = 1

a ika jk = δij （10. 3）

（2）A = （a ij）nn 为正交矩阵的充要条件是：A的 n 个行（列）向量组构成标准正交向量组；

（3）正交矩阵的乘积也是正交矩阵.

7. 上（下）三角矩阵

A =

a11 a12 ⋯ a1n

a22 ⋯ a2n

 …

0 a













nn

（上三角矩阵），A =

a11 0

a21 a22

… … 
an1 an2 ⋯ a













nn

（下三角矩阵）.

8. 相似矩阵

定义 设 A，B 都是 n 阶矩阵，若存在可逆方阵 P，使 P - 1 AP = B，则称 B 是 A的相似矩阵，或说矩阵 A与 B

相似，记为 A ～ B.

若 A与 B 相似，那么 B 也与 A相似（相似矩阵的对称性）.

相似矩阵有相同的行列式. 若 A与 B 相似，那么 A- 1 与 B- 1 也相似.

9. 合同矩阵

定义 设 A，B 都是 n 阶矩阵，若存在可逆矩阵 C，使 C' AC = B，则称 A与 B 是合同的，记为 A B.

显然，仅 C- 1 = C'（即 C 为正交矩阵）时，合同矩阵与相似矩阵才一致.

10. 伴随矩阵 矩阵 A的伴随矩阵 A：

A =

A11 A21 ⋯ An1

A12 A22 ⋯ An2

… … …

A1n A2n ⋯ A













nn

，Aij 为 | A | 的元素 a ij 的代数余子式.

伴随矩阵下列运算法则成立：

（1）AA = AA = | A| E （2）（kA） = kn- 1 A

（3）（A）- 1 = （A- 1） =
1

| A|
A（| A | ≠ 0） （4）（A）T = （AT）

（5）| A | = | A| n- 1 （6）（A） = | A| n- 2 A（n ≥ 2）

§ 10 - 3 逆矩阵

1. 逆矩阵

定义 设 A为 n 阶方阵，如果存在 n 阶方阵 B，使 AB = BA = En ，其中 En 是 n 阶单位矩阵，则称 A为可逆

矩阵，B 称为 A的逆矩阵，记为 A- 1 .

若方阵 A可逆，则 A的逆矩阵是唯一的.

可逆条件：n 阶方阵 A可逆的充要条件是下列三条之一：

（1）A非奇异，即 | A | ≠ 0； （2）A的 n 个行（列）向量线性无关；

（3）A经初等行（列）变换可化为单位矩阵.

2. 逆矩阵性质

（1）（A- 1）- 1 = A， （2）（AB）- 1 = B- 1 A- 1 ， （3）（A'）- 1 = （A- 1）' ，

（4）（λA）- 1 =
1
λ

A- 1（λ ≠ 0），（5）| A- 1 | =
1

| A|
= | A| - 1（| A | ≠ 0）.
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3. 求逆阵

（1）伴随矩阵法 设 A为可逆的 n 阶矩阵，A 为 A的伴随矩阵，则

A- 1 =
1

| A|
A =

1
| A|

A11 A21 ⋯ An1

A12 A22 ⋯ An2

… … …

A1n A2n ⋯ A













nn

，Aij 为 | A | 的 i 行 j 列元素 a ij 的代数余子式.

特殊，设 A为二阶矩阵：A =
a11 a12

a21 a[ ]
22

，那么，逆矩阵 A- 1 ：A- 1 =
1

| A|
·

a22 - a12

- a21 a[ ]
11

.

A为对角矩阵：A =

a1

a2


a













n

，那么，当 a i ≠ 0（i = 1，2，⋯，n）时，逆矩阵 A- 1 ：

A- 1 =

a - 1
1

a - 1
2


a - 1













n

.

（2）分块矩阵法 设 A为分块对角阵：A =

A1

A2


A













n

，那么，A的逆矩阵为：

A- 1 =

A- 1
1

A- 1
2


A- 1













n

. 又当 A =

A1

A2


A













n

时，A的逆矩阵为 A- 1 =

A- 1
n


A- 1

2

A- 1













1

.

（3）初等行（列）变换法

（A…E） →
初等行交换

（E…A- 1），
A

⋯[ ]
E

→
初等列交换

E

⋯

A-
[ ]

1

.

（4）定义法 AB = BA = E，B = A- 1 .

§ 10 - 4 矩阵的秩与初等变换

1. 矩阵的秩

定义 矩阵 A中不为零的子式的最高阶数称为 A的秩，记为 r（A）.

定义 设 A为 n 阶方阵，若 r（A） = n，则称 A为满秩（或非奇异）方阵；若 r（A） < n，则称 A为降秩（或奇

异）方阵.

关于秩的结论，这里列出四条：

（1）设 A，B 均为 m × n 矩阵，则 r（A ± B）≤ r（A）+ r（B）；

（2）设 Am×n ，Bn×s，则 r（A）+ r（B）- n ≤ r（AB）≤ min（r（A），r（B））；

（3）r（A'） = r（A）；

（4）r（A）+ r（B）≤ n（A、B 均为 n 阶方阵，且 AB = 0）.

另外，矩阵的秩常与对应的齐次线性方程组的基础解系的个数相联系.

定理 r（A）等于 A的行（列）向量组的最大线性无关组所含向量的个数（称为 A的行（列）向量组的秩）.

2. 矩阵的初等变换

矩阵的初等行（列）变换是指下列三种变换：
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（1）以数 k（k ≠ 0）乘矩阵的一行（列）； （2）互换矩阵的某两行（列）；

（3）以数 k（k ≠ 0）乘矩阵的某一行（列）后加到另一行（列）上去.

初等行、列变换统称为初等变换，矩阵 A经初等变换为 B，记为 A→ B.

3. 几个重要的定理

定理 若 A→ B，则 r（A） = r（B）.

定理 若 Am×n 的秩 r（A） = r，则 A经有限次初等变换后可化为标准形
Er 0

0 0( )
m- r

其中 Er 为 r 阶单位矩阵.

推论 满秩方阵经有限次初等变换后可化为单位矩阵.

定理 若 Amn 的秩 r（A） = r，则 A经有限次初等变换后及适当交换列的次序可化为阶梯形矩阵























4. 矩阵的秩的求法

（1）求出最高阶非零子式的阶数；

（2）用一系列初等变换将矩阵化为标准形，则 r（A） = r；

（3）用一系列初等变换将矩阵化为阶梯形，则 r（A） = r；

（4）计算矩阵的行秩或列秩.

5. 初等矩阵

定义 由单位矩阵 E 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵. 三种初等变换对应着三种初等矩阵：

1. 对调两行或对调两列 i 行和 j 行（i 列和 j 列）对调 rirj（cicj）

2. 以数 k ≠ 0 乘某行或某列 k ≠ 0 乘单位矩阵的 i 行（或 i 列）ri × k（ci × k）

E（i（k）） =

1


1

k

1





















1

i 行（k ≠ 0）
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3. 数 k 乘某行（列）加到另一行（列）上去 ri + krj（ci + kcj）

初等矩阵的性质

（1）初等矩阵的转置仍是初等矩阵.

（2）初等矩阵均是可逆矩阵，且其逆矩阵仍是初等矩阵：E（i，j）- 1 = E（i，j），E（i（k））- 1 = E i 1( )( )k
，

E（i，j（k））- 1 = E（i，j（- k））.

（3）n 阶矩阵 A作初等行（列）变换，相当于 A左乘（右乘）相应的初等矩阵.

（4）A是可逆矩阵，则存在有限个初等矩阵 P1 ，P2 ，⋯，Pl ，使 A = P1 P2 ⋯Pl .

定义 矩阵 Am×n ，Bm×n ，若存在可逆矩阵 Pm×m、Qn×n ，使得 PAQ = B，则称 A，B 是等价矩阵，记 A≌ B.

矩阵 Am×n ，r（A） = r 的充要条件是 A≌ Er 0[ ]
0 0

，即存在可逆矩阵 Pm×m，Qn×n ，使得 PAQ ≌
Er 0[ ]
0 0

.

§ 10 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 矩阵运算

例 1 求与 A =
1 2

1 -( )1
可交换的矩阵.

分析 设所求的矩阵为 X =
x1 x2

x3 x( )
4

，根据题意 XA = AX，由此等式，探讨矩阵 X 的具体形式.

解 由
x1 x2

x3 x( )
4

1 2

1 -( )1
=

1 2

1 -( )1

x1 x2

x3 x( )
4

，即

x1 + x2 2x1 - x2

x3 + x4 2x3 - x( )
4

=
x1 + 2x3 x2 + 2x4

x1 - x3 x2 - x( )
4

，即

x2 - 2x3 = 0，

2x1 - 2x2 - 2x4 = 0，

x1 - 2x3 - x4 =
{

0

高斯消元法，解出：x1 = 2t + u，x2 = 2t，

x3 = t，x4 = u. 矩阵 X 如下：X =
2t + u 2t( )t u

，t，u 为参数.

例 2 已知 Λ =

a1

a2


a













n

，a i ≠ a j；（i ≠ j）. 证明与 Λ 可交换的矩阵 A只能是对角矩阵.

证明 设 A与 Λ 可交换，并对 A按列（行）分块

A =

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

an1 an2 ⋯ a













nn

= （α1 ，α2 ，⋯，αn） =

β1

β2

┋
β











n

，

则

AΛ = （α1 ，α2 ，⋯，αn）

a1

a2


a













n

= （a1α1 ，a2α2 ，⋯，anαn），
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ΛA =

a1

a2


a













n

β1

β2

┋
β













n

a1β1

a2β2

┋
anβ











n

由 AΛ = ΛA，即

a1 a11 a2 a12 ⋯ an a1n

a1 a21 a2 a22 ⋯ an a2n

… … …

a1 an1 a2 an2 ⋯ an a













nn

=

a1 a11 a1 a12 ⋯ a1 a1n

a2 a21 a2 a22 ⋯ a2 a2n

… … …

an an1 an an2 ⋯ an a













nn

，

a ja ij = a i a ij，因 a i ≠ a j，故 a ij = 0（i ≠ j）；a i = a j，a ij = a ij（i = j）. A是对角矩阵.

评述 对角矩阵乘积可以交换.

例 3 设 A =

a1

a2

…

a













n

，B = ［b1 ，b2 ，⋯，bn ］，则 AB =

a1

a2

…

a













n

［b1 ，b2 ，⋯，bn ］=

a1 b1 a1 b2 ⋯ a1 bn

a2 b1 a2 b2 ⋯ a2 bn

an b1 an b2 ⋯ an b

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯













n

BA = ［b1 ，b2 ，⋯，bn ］

a1

a2

…

a













n

= b1 a1 + b2 a2 + ⋯ + bn an .

显然，BA≠ AB.

评述 例 3 说明矩阵乘法一般情况下是不能交换的，应引起注意，否则容易出错.

典型题型 2. 求矩阵方幂 An 的常用方法

例 4 设 A =
cosθ - sinθ
sinθ cos[ ]θ

. 计算 An .

解 当 n = 2 时

A2 = AA =
cos2θ - sin2θ - 2sinθcosθ

2sinθcosθ cos2θ - sin2[ ]θ =
cos2θ - sin2θ
sin2θ cos2[ ]θ

用归纳法，设

Ak =
coskθ - sinkθ
sinkθ cosk[ ]θ

则 Ak+1 = AkA =
coskθcosθ - sinkθsinθ - coskθsinθ - sinkθcosθ
sinkθcosθ + coskθsinθ - sinkθsinθ + coskθcos[ ]θ

=
cos（k + 1）θ - sin（k + 1）θ
sin（k + 1）θ cos（k + 1）[ ]θ

.

故 An =
cosnθ - sinnθ
sinnθ cosn[ ]θ

.

例 5 若实对称矩阵 A满足条件 A2 = 0，试证明 A = 0.

证明 设（a ij）n×n ，则题设 A = A' 及 A2 = 0，有 A2 = AA' = 0，即有

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

an1 an2 ⋯ a













nn

a11 a21 ⋯ an1

a12 a22 ⋯ an2

… … …

a1n a2n ⋯ a













nn

= 0

从而左端第 i 行 i 列元素为

a2
i1 + a2

i2 + ⋯ + a2
in = 0，i = 1，2，⋯，n
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因为 a ij 均为实数，故有 a ij = 0（i，j = 1，2，⋯，n），从而 A = 0.

例 6 已知 α = ［1，2，3］，β = 1，1
2

，[ ]1
3

，设 A = α' β，其中 α' 是 α 的转置，则 An = .

解 由于 βα' = 1，1
2

，[ ]1
3 [ ]1

2

3

= 3，故

An = （α' β）（α' β）⋯（α' β） = α'（βα'）（βα'）⋯（βα'）β = 3n- 1α' β = 3n- 1

1
1
2

1
3

2 1
2
3

3
3
2













1

典型题型 3. 关于正交矩阵

例 7 已知 A =

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a









33

是正交矩阵，证明 A是对角矩阵且 a ii = 1 或 - 1.

证明 因为 A是正交矩阵，A- 1 = A' . 由于上三角矩阵的逆矩阵仍是上三角矩阵，设 A- 1 =

b11 b12 b13

0 b22 b23

0 0 b









33

.

而 A' 是下三角矩阵，从 A' = A- 1 知 a12 = a13 = a23 = 0，即 A是对角矩阵. 又

AA' =

a2
11

a2
22

a2
3









3

= E，所以，a ii = 1 或 - 1.

评述 正交矩阵在二次型化标准型中起着关键性作用.

例 8 设 A、B 均是 n 阶正交矩阵，且 | A | ≠| B | . 试求 | A + B | .

解 A、B 是正交矩阵，故 A' A = E，B' B = E，且 | A| = ± 1，| B | = ± 1，因 | A| ≠| B | ，故 | A| = - | B | .

又

| A + B | = | A（E + A' B）| = | A（B' + A'）B | = | A|·| （A + B）T |·| B | = - | A + B |

故 | A + B | = 0.

评述 此类题是通过演译推理方法得到 | A + B | = 0，回忆一下（第九章 § 3，例 14，正是这种类型的例

题，应引起注意. ）

典型题型 4. 关于上（下）三角矩阵

例 9 设 A、B 均为 n 阶上三角矩阵，则乘积 AB 仍是上三角矩阵.

证明 设 A = （a ij），B = （bij）均为上三角矩阵，对于乘积 AB = C，C = （Cij），

Cij = a i1 b1j + ⋯ + aii - 1 bi- 1j + + a ii bij + a ii+1 bi+1j + ⋯ + ain bnj

由于 A是上三角矩阵，有 a i1 = a i2 = ⋯ = aii - 1 = 0. 同样 B 是上三角矩阵，当 i > j 时，有 bij = bi+1j = ⋯ = bnj

= 0. 因此，当 i > j 时，Cij 中每项都为 0，从而 Cij = 0，总之 AB 是上三角矩阵.

评述 与例 10 相似的方法可证明下三角矩阵的乘积仍是下三角矩阵.

典型题型 5. 求 A的逆矩阵

例 10 求 A =

1 2 2

2 1 - 2

2 -
[ ]

2 1

的逆矩阵.
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解法一 伴随矩阵法.

A =

- 3 - 6 - 6

- 6 - 3 6

- 6 6 -
[ ]

3

， A- 1 =
1

| A|
A =

1
9

1 2 2

2 1 - 2

2 -
[ ]

2 1

.

解法二 初等行变换法.

（A…E） =

1 2 2 1

2 1 - 2 1

2 -



[ ]

2 1 1

→
初

1
1
9

2
9

2
9

1
2
9

1
9

- 2
9

1
2
9

- 2
9




















1

9

= （E…A- 1）

故 A- 1 =
1
9

1 2 2

2 1 - 2

2 -
[ ]

2 1

.

类似地，初等列变换法，
A

⋯






E

→
初

E

⋯

A-







1

，A- 1 =
1
9

1 2 2

2 1 - 2

2 -
[ ]

2 1

.

例 11 求四阶方阵

A =

5 2 0 0

2 1 0 0

0 0 1 - 2









0 0 1 1

的逆矩阵.

解 因为 | D | = | A| | B | ≠ 0，所以 D 可逆则

D- 1 =
A 0

0( )B

- 1

=
A- 1 0

0 B-( )1

=

1 - 2 0 0

- 2 5 0 0

0 0
1
3

2
3

0 0
- 1
3















1
3

.

例 12 求矩阵 D =

a11 ⋯ a1k 0 ⋯ 0

… … … …

ak1 ⋯ akk 0 ⋯ 0

c11 ⋯ c1k b11 ⋯ b1r

… … … …

cr1 ⋯ crk br1 ⋯ b

















rr

=
A 0( )C B

的逆矩阵，其中 A，B 分别是 k 阶和 r 阶的可

逆矩阵，Cr×k 是 r × k 阶矩阵，Ok×r 是 k × r 阶矩阵.

解 因为 | D | = | A| | B | ≠ 0，所以 D 可逆. 设 D- 1 =
X11 X12

X21 X( )
22

，那么，

A 0( )C B

X11 X12

X21 X( )
22

=
Ek 0

0 E( )
r

，从而
AX11 = Ek，AX12 = 0，

CX11 + BX21 = 0，CX12 + BX22 = Er
{ .

故 X11 = A- 1 ，X12 = 0，X22 = B- 1 ，X21 = - B- 1 CA- 1 .

D- 1 =
A- 1 0

- B- 1 CA- 1 B-( )1
.
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评述 与例 12 类似，D =
A C

0( )B
时，D- 1 =

A- 1 - A- 1 CB- 1

0 B-( )1
.

例 13 求矩阵 A =

0 a1 0 ⋯ 0

0 0 a2 ⋯ 0

0 ⋯ ⋯ ⋯ an- 1

an 0 0 ⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯













0

的逆矩阵，其中 a i ≠ 0 i = 1，2，3，⋯，n.

解 求将 A进行分块，则 A- 1 =
0 Bn- 1

C( )0

- 1

=
0 C- 1

B- 1
n- 1

( )0
=

0 0 ⋯ 0 a - 1
n

a - 1
1 0 ⋯ 0 0

0 a - 1
2 ⋯ 0 0

… … … …

0 0 ⋯ a - 1
n- 1













0

例14 设四阶矩阵 B =

1 - 1 0 0

0 1 - 1 0

0 0 1 - 1









0 0 0 1

，C =

2 1 3 4

0 2 1 3

0 0 2 1









0 0 0 2

，且矩阵 A满足关系式 A（E - C- 1 B）' C'

= E，其中 E 为四阶单位矩阵，C- 1 表示 C 的逆矩阵，C' 表示 C 的转置矩阵，将上述关系式化简并求 A.

解 因 A（E - C- 1 B）' C' = A［C（E - C- 1 B）］' = A（C - B）' = E，于是

A = ［（C - B）' ］- 1 =

1 0 0 0

2 1 0 0

3 2 1 0








⋯⋯⋯⋯











4 3 2 1

- 1

例


13

1 0 0 0

- 2 1 0 0

1 - 2 1 0

0 1 -









2 1

例 15 （00，3 分） 设 A =

1 0 0 0

- 2 3 0 0

0 - 4 5 0

0 0 -









6 7

，E 为四阶单位，且 B =（E + A）- 1（E - A），则（E + B）- 1

= .

分析 从本题要作的事（E + B）- 1 出发，通过矩阵运算先考虑 E + B =（E + A）- 1
（E + A）+（E - A( )） =

2（E + A）- 1 ，进一步（E + B）- 1 =
1
2

（E + A），只要计算（E + A）.

解 从刚才的分析，得出（E + B）- 1 =
1
2

（E + A） =

1 0 0 0

- 1 2 0 0

0 - 2 3 0

0 0 -









3 4

.

评述 解决本题的关键步骤是（E + B）- 1 =
1
2

（E + A）. 这种方法比用其它任何方法都简单，本题目是考

查知识点的灵活性，分析判断能力.

例 16 （02，3 分） 设矩阵 A =
1 - 1( )2 3

，B = A2 - 3A + 2E，则 B- 1 = .

解 计算出 B =
- 1 - 4( )8 7

-
3 - 3( )6 9

+
2 0( )0 2

=
- 2 - 1( )2 0

，故

B- 1 =
1

| B |
0 1

- 2 -( )2

| B | =


2 0
1
2

- 1 -
( )

1

.
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典型题型 6. 与可逆相关命题

例 17 设 A，B，C 均为 n 阶方阵，且 AB = BC = CA = E，求 A2 + B2 + C2 = .

解 由已知条件，A，B，C 三者互为逆矩阵，由逆矩阵的唯一性得 A = B = C，从而 A2 = B2 = C2 ，故 A2 +

B2 + C2 = 3E.

例 18 （96，6 分） 设 A = E - ζζ' ，其中 E 是 n 阶单位矩阵，ζ 是 n 维非零列向量，ζ' 是 ζ 的转置. 证明

（1）A2 = A的充要条件是 ζ' ζ = 1；

（2）当 ζ' ζ = 1 时，A是不可逆矩阵.

证明 （1）A2 = （E - ζζ'）（E - ζζ'） = E - 2ζζ' + ζζ' ζζ' = E - ζ（2 - ζ' ζ）ζ' = E - （2 - ζ' ζ）ζζ' ，A2 =

A即 E - （2 - ζ' ζ）ζζ' = E - ζζ' ，亦即（ζ' ζ - 1）ζζ' = 0，因为 ζ 是非零向量，ζζ' ≠ 0，故 A2 = A的充要条件是 ζ' ζ
- 1 = 0，即 ζ' ζ = 1.

（2）因为 A = E - ζζ' ，当 ζ' ζ = 1 时，有 Aζ = ζ - ζζ' ζ = ζ - ζ = 0，所以 ζ 是齐次线性方程组 AX = 0 的非

零解，从而 | A | = 0，故 A不可逆.

用反证法 当 ζ' ζ = 1 时，A2 = A，若 A可逆，则有 A- 1 A2 = A- 1 A，从而 A = E，这与已知条件 A = E - ζζ' ≠
E 矛盾，故 A是不可逆矩阵.

例 19 设 A，B 和 A + B 都是可逆矩阵，求证 A- 1 + B- 1 也是可逆矩阵，并求其逆阵，进而证明（A + B）- 1 =

A- 1 - A- 1（A- 1 + B- 1）- 1 A- 1 .

证明 由已知条件 A，B，（A + B）都是可逆矩阵，而 A- 1 + B- 1 = A- 1（B + A）B- 1，故 A- 1 + B- 1 为可逆矩阵，且

（A- 1 + B- 1）- 1 = ［A- 1（B + A）B- 1 ］- 1 = B（A + B）- 1 A

同理，由于 A- 1 + B- 1 = B- 1（A + B）A- 1 ，故

（A- 1 + B- 1）- 1 = ［B- 1（A + B）A- 1 ］- 1 = A（A + B）- 1 B

从而 A- 1 - A- 1（A- 1 + B- 1）- 1 A- 1 = A- 1 - A- 1 A（A + B）- 1 BA- 1

= A- 1 - （A + B）- 1 BA- 1 = （A + B）- 1（B + A）A- 1 - （A + B）- 1 BA- 1

= （A + B）- 1［（A + B）A- 1 - BA- 1 ］= （A + B）- 1 .

例 20 设 A是 n 阶矩阵，A2 = 0，证明 E + A可逆.

证明 由 A2 = 0，- A2 = 0，从而 E - A2 = （E + A）（E - A） = E，故（E + A）可逆，且（E + A）- 1 = E -

A.

例 21 （02，6 分） 已知 A、B 为三阶矩阵，且满足 2A- 1 B = B - 4E，其中 E 是三阶单位矩阵.（1）证明：

矩阵（A - 2E）可逆；（2）若 B =

1 - 2 0

1 2 0






0 0 2

，求矩阵 A.

分析 做本题的思路，应该是从条件 2A- 1 B = B - 4E 入手，经过矩阵运算，会立刻找出办法.

解 （1）由 2A- 1 B = B - 4E，即 AB - 2B - 4A =（A - 2E）（B - 4E） = 8E，或（A - 2E） 1
8

（B - 4E） = E，

故（A - 2E）可逆，且（A - 2E）- 1 =
1
8

（B - 4E）.

（2）由（1）（A - 2E） = 8（B - 4E）- 1 ，A = 2E + 8（B - 4E）- 1 = 2E + 8

- 3 - 2 0

1 - 2 0

0 0 -






⋯⋯⋯⋯⋯









2

- 1

= 2E + 8

- 1
4

1
4

0

- 1
8

- 3
8

0

0 0
- 1













2

=

0 2 0

- 1 - 1 0

0 0 -







2

.

评述 本题第一部分是矩阵运算，第二部分是矩阵计算，二者结合是近年来考研热点题之一.
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典型题型 7. 关于伴随矩阵

例 22 设 A =
a b( )c d

，求 A .

解 由代数余子式为 A11 = d，A12 = - c，A21 = - b，A22 = a，按伴随矩阵定义，有 A =
d - b( )- c a

.

评述 二阶矩阵的伴随矩阵，规律是，主对角线元素互换，副对角线元素变号. 由此，二阶矩阵的逆矩阵

A- 1 =
A

| A |
.

例 23 若 A可逆，证明（A- 1） = （A）- 1 .

证明 由于（A- 1）（A- 1） = | A- 1 | E，等式两端左乘 A，有（A- 1） =
1

| A|
A，又因 A

| A|
A = E，根据可逆

定义，有（A）- 1 =
A

| A|
. 综合，（A- 1） = （A）- 1 .

例 24 A是 n 阶矩阵，证明 r（A） =

n，r（A） = n，

1，r（A） = n - 1，

0，r（A） < n - 1
{

.

证明 由 AA = | A| E，如 r（A） = n，则行列式 | A| ≠ 0，于是 A可逆，A = | A| A- 1 ，故 r（A） = n，如

r（A） = n - 1，则 | A | = 0，但存在（n - 1）阶子式不为 0，因此 A ≠ 0，又 AA = | A| E = 0 表明 AX = 0 有

非零解，此时 A 的每一列都是解，那未 0 < r（A）≤ n - r（A） = n - （n - 1） = 1，从而 r（A） = 1，如 r（A）

< n - 1，则 A的 n - 1 阶子式全为 0，从而 A = 0，即 r（A） = 0.

例 25 （02，3 分） 设 A、B 为 n 阶矩阵，A，B 分别为 A、B 对应的伴随矩阵，分块矩阵 C =
A 0

0( )B
，则

C 的伴随矩阵 C = .

（A）
| A | A 0

0 | B | B( )
（B）

| B | B 0

0 | A| A( )

（C）
| A | B 0

0 | B | A( )
（D）

| B | A 0

0 | A| B( )

解 CC = | C | E，故

C = | C | C- 1 = | A| | B |
A- 1 0

0 B-( )1
= | A| | B |

A

| A |
0

0
B









| B |

=
| B | A 0

0 | A| B( )
，选（D）.

典型题型 8. 矩阵方程

例 26 设三阶方阵 A、B 满足关系式 A- 1 BA = 6A + BA，且 A =

1
3

0 0

0
1
4

0

0 0













1

7

，则 B = .

分析 本题目属于矩阵运算计算性类型，解决这种类型的问题，共同的方法，视 B 为未知的矩阵，用矩阵

运算分离出矩阵 B，这一步是关键，下一步把 A代入计算 B.

解 由已知关系式 A- 1 BA = 6A + BA，得（A- 1 - I）BA = 6A，即（A- 1 - I）B = 6E，B = 6（A- 1 - I）- 1 ，A为对

角阵，I 为三阶单位矩阵，故
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B = 6

2

3[ ]
6

- 1

= 6

1
2

1
3













1

6

=

3

2[ ]
1

.

例 27 设 A，B 为三阶矩阵，I 为三阶单位矩阵，满足 AB + I = A2 + B，又知 A =

1 0 1

0 2 0

-
[ ]

1 0 1

，求矩阵 B.

解 （A - I）B = A2 - I = （A - I）（A + I）. 又由于 A - I =

0 0 1

0 1 0

-
[ ]

1 0 0

可逆，因此

B = （A - I）- 1（A - I）（A + I） = A + I =

2 0 1

0 3 0

-
[ ]

1 0 2

.

例 28 求解矩阵方程 X

1 1 - 1

0 2 2

1 -
[ ]

1 0

=

1 - 1 1

1 1 0[ ]
2 1 1

解 利用逆矩阵. 因为
1 1 - 1

0 2 2

1 -
[ ]

1 0

= 6 ≠ 0，故
1 1 - 1

0 2 2

1 -
[ ]

1 0

- 1

存在，于是

X =

1 - 1 1

1 1 0[ ]
2 1 1

1 1 - 1

0 2 2

1 -
[ ]

1 0

- 1

=

1 - 1 1

1 1 0[ ]
2 1 1

1
6

2 1 4

2 1 - 2

-
[ ]

2 2 2

=
1
6

- 2 2 8

4 2 2[ ]
4 5 6

例 29 （98，5 分） 设（2E - C- 1 B）AT = C- 1 ，其中 E 为四阶单位矩阵，AT 是四阶矩阵 A的转置矩阵，

B =

1 2 - 3 - 2

0 1 2 - 3

0 0 1 2









0 0 0 1

，C =

1 2 0 1

0 1 2 0

0 0 1 2









0 0 0 1

. 求 A.

解 由题设得 C（2E - C- 1 B）AT = E，即（2C - B）AT = E. 于是 | 2C - B | =

1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

= 1 ≠ 0，

故（2C - B）可逆，于是 A = ［（2C - B）- 1 ］T = ［（2C - B）T］- 1 =

1 0 0 0

2 1 0 0

3 2 1 0















4 3 2 1

- 1

例 12


分块法

1 0 0 0

- 2 1 0 0

1 - 2 1 0

0 1 -









2 1

.

例 30 （00，6 分） 设矩阵 A的伴随矩阵 A =

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 -









3 0 8

，且 ABA- 1 = BA- 1 + 3E，其中 E 为四阶

矩阵，求矩阵 B.

分析 本 题 目 解 法 需 要 从 已 知 矩 阵 方 程 ABA- 1 = BA- 1 + 3E 中 解 出 B 来，同 时 还 要 引 用

A = | A| n- 1（n = 4）算出行列式 A .
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解 首先，由 | A | = | A| 3 = 8，得 | A| = 2，再从原矩阵方程得（A - E）BA- 1 = 3E，等式右乘 A后再左

乘 A- 1 ，有 A- 1（A - E）B = 3E，即（E - A- 1）B = 3E， E -
A( )| A |

B = 3E，（2E - A）B = 6E，又（2E - A） =

1 0 0 0

0 1 0 0

- 1 0 1 0

0 3 0 -








⋯⋯⋯⋯⋯⋯











6

可逆，且（2E - A）- 1 例


12

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0
1
2

0
- 1











6

，故 B = 6·（2E - A）- 1 =

6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 -









1

评述 出现在例26、例27、例29、例30 中的题型是近年考研热点之一，解题的规律是：先通过矩阵运算解

出所要求的矩阵 B 或 A，再通过计算（求逆、求和等）求得所要的矩阵.

例 31 （01，8 分） 已知三阶矩阵 A和三维向量 X，使得向量组 X、AX、A2 X线性无关，且满足 A3 X = 3AX

- 2A2 X.

（1）记 P = （X，AX，A2 X），求三阶矩阵 B，使 A = PBP - 1 ；

（2）计算行列式 | A + E | .

分析 本题（1）要求的 B 使 AP = PB，P - 1 AP = B，利用已知条件及前一等式，使我们能求出 B，后一等式

表明 A ～ B，从而 A + E ～ B + E，就有 | A + E | = | B + E | ，通过 | B + E | 的值得到行列式 | A + E | ，使（2）得

到解答.

解 （1）设 B =

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c









3

，则由 AP = PB，得

（AX，A2 X，A3 X） = （X，AX，A2 X）

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c









3

，可改写成：

AX = a1 X + b1 AX + c1 A2 X （1）

A2 X = a2 X + b2 AX + c2 A2 X （2）

A3 X = a3 X + b3 AX + c3 A2 X （3
{

）

将已知条件 A3 X = 3AX - 2A2 X 代入第三式得 3AX - 2A2 X = a3 X + b3 AX + c3 A2 X （4）

由于 X，AX，A2 X 线性无关，故（1）式可得 a1 = c1 = 0，b1 = 1；

（2）式可得 a2 = b2 = 0，c2 = 1，

（4）式可得 a3 = 0，b3 = 3，c3 = - 2.

故 B =

0 0 0

1 0 3

0 1 -
[ ]

2

.

（2）由于 A ～ B，从而 A + E ～ B + E，就有 | A + E | = | B + E | =

1 0 0

1 1 3

0 1 - 1

= - 4.

评述 本题属有一定难度的综合性考研题目，涉及多个知识点综合应用，考生需要较强的分析、判断及

综合应用能力，才能完成这一考题.

典型题型 9. 初等矩阵

例 32 （95，3 分）设

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a









33

，B =

a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 + a11 a32 + a12 a33 + a









13

，

P1 =

0 1 0

1 0 0[ ]
0 0 1

， P2 =

1 0 0

0 1 0[ ]
1 0 1
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那么，下列四种哪一个是正确的？

（A）AP1 P2 = B （B）AP2 P1 = B （C）P1 P2 A = B （D）P2 P1 A = B

解 （C）正确. 因为用初等矩阵 P2 左乘 A时. 相当于把 A的第一行加到第三行，得 P2 A，再把初等矩阵 P1

左乘（P2 A），则相当于把（P2 A）的第一、二行对调，故有 P1 P2 A = B 成立.

评述 初等矩阵的应用型考题系冷门性的，不多见.

例 33 （01，3 分）设 A =

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a













44

，B =

a14 a13 a12 a11

a24 a23 a22 a21

a34 a33 a32 a31

a44 a43 a42 a













41

，

P1 =

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0









1 0 0 0

，P2 =

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0









0 0 0 1

，其中 A可逆，则 B- 1 等于：

（A）A- 1 P1 P2 （B）P1 A- 1 P2 （C）P1 P2 A- 1 （D）P2 A- 1 P1

分析 P1 、P2 均是初等矩阵，且有 P1 = P - 1
1 ，P2 = P - 1

2 ，A可逆时 B 也可逆，故只验证 B- 1 等于何种情况.

证明 从 AP2 P1 = B，则 B- 1 = P - 1
1 P - 1

2 A- 1 = P1 P2 A- 1 ，故应选（C）.

典型题型 10. 矩阵的秩

与矩阵的秩有关的考试题是考研中的热门性考题，应引起考生重视.

例 34 设 A =

a1 b1 a1 b2 ⋯ a1 bn

a2 b1 a2 b2 ⋯ a2 bn

… … …

an b1 an b2 ⋯ an b













n

，其中 a i ≠ 0，bi ≠ 0（i = 1，2，⋯，n），则矩阵 A的秩 r（A） = 1.

解 因为 A的一阶子式 a i bi ≠ 0，而所有二、三，⋯，n 阶子式全为零，故 r（A） = 1.

例 35 设 A为 n 阶非零方阵，A 是 A的伴随矩阵，A' 是 A的转置矩阵，当 A = A' 时，证明 | A | ≠ 0.

证明 因为 AA = | A| I，故 AA' = | A| I. 反证法，若 | A| = 0，则 AA' = 0. 设 A的行向量为 αi = （a i1 ，

a i2 ，⋯，a in）（i = 1，2，⋯，n），则有 αiα' i = ∑
n

j = 1

a2
ij = 0（i = 1，2，⋯，n），即 αi =（a i1 ，a i2 ，⋯，a in） = 0（i = 1，2，⋯，

n），故 A = 0. 这与 A为非零矩阵矛盾，从而 | A | ≠ 0.

例 36 （96，3 分） 设 A是 4 × 3 矩阵，且 r（A） = 2，而 B =

1 0 2

0 2 0

-
[ ]

1 0 3

，则 r（AB） = 2 .

解 因为 r（A）= 2，经计算 r（B）= 3. 由于 r（A）+ r（B）- 3 ≤ r（AB）≤min｛r（A），r（B）｝，而2 ≤ r（AB）

≤ 2，故 r（AB） = 2.

例 37 （97，3 分） 设 A =

1 2 - 2

4 t 3

3 -
[ ]

1 1

，B 为三阶非零矩阵，且 AB = 0，则 t = - 3 .

解 因为 AB = 0，所以 r（A）+ r（B）≤ 3，且 r（B）≥ 1，r（A）≤ 2，故 | A| =

1 2 - 2

4 t 3

3 - 1 1

= 7t + 21 =

0，所以 t = - 3.

例 38 （98，3 分） 设阶矩阵 A =

a 1 1 ⋯ 1

1 a 1 ⋯ 1

… … … …

1 1 1 ⋯









a

，求 r（A）.

解 用行列式和初等变换，经计算得 | A | = （a - 1）n- 1（a + n - 1），所以
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（1）当 a ≠ 1，a ≠ 1 - n 是，| A | ≠ 0，从而 r（A） = n.

（2）当 a = 1 时，

A =

1 1 1 ⋯ 1

1 1 1 ⋯ 1

… … … …

1 1 1 ⋯









1

→

1 1 1 ⋯ 1

0 0 0 ⋯ 0

… … … …

0 0 0 ⋯









0

，r（A） = 1.

（3）当 a = 1 - n 时，| A | = 0，

A =

1 - n 1 1 ⋯ 1

1 1 - n 1 ⋯ 1

… … … …

1 1 1 ⋯ 1









- n

，此时 A的第 n - 1 阶顺序主子式

1 - n 1 1 ⋯ 1

1 1 - n 1 ⋯ 1

… … … …

1 1 1 ⋯ 1 - n

= （a - 1）n- 2（a + n - 2）≠ 0，所以 r（A） = n - 1.

例 39 （01，3 分） 设矩阵 A =

k 1 1 1

1 k 1 1

1 1 k 1

1 1 1









k

，且秩 r（A） = 3，则 k = .

解 A →
初

k 1 1 1

1 k 1 1

1 1 k 1

k + 3 k + 3 k + 3 k +









3

→
初

k - 1 1 1 1

0 k 1 1

0 1 k 1

0 k + 3 k + 3 k +









3

→
初

k - 1 0 0 1

0 k - 1 0 1

0 0 k - 1 1

0 0 0 k +









3

因此，当 k = - 3 时，r（A） = 3.

评述 例 37、例 38、例 39 均系带参数的确定矩阵秩的方法，考研热门题型之一.

例 40 已知 Q =

1 2 3

2 4 t[ ]
3 6 9

，P 为三阶非零矩阵，且 PQ = 0，则下列四种哪一个成立？

（A）t = 6 时 P 的秩必为 1 （B）t = 6 时 P 的秩必为 2

（C）t ≠ 6 时 P 的秩必为 1 （D）t ≠ 6 时 P 的秩必为 2.

解 把 Q 的列向量视为方程组 PX = 0 的解（X =（x1 ，x2 ，x3））. 所以当 t ≠ 6 时，可知 PX = 0 有两个线性

无关解，由此 r（P）≤ 1. 又因为 P 是三阶非零矩阵，所以 r（P）≥ 1. 总之 r（P） = 1，所以（C）正确.

例 41 实数矩阵 A = （a1 ，a2 ，⋯，an）≠ 0，B = A' A，求 r（B）.

解 B = A' A =

a2
1 a1 a2 ⋯ a1 an

a2 a1 a2
2 ⋯ a2 an

… … …

an a1 an a2 ⋯ a2













n

因为 A≠ 0，即 a1 ，a2 ，⋯，an 不全为零，所以 a2
1 ，a2

2 ，⋯，a2
n 中至少有一个不为零，因此 r（A）≥ 1，而 B 的任何

两行都成比例，所以 r（B）≤ 1，从而 r（B） = 1.

·753·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】 第六部分 线性代数



典型题型 11. 矩阵应用

例 42 （98，3 分） 设矩阵 A是满秩的：A =

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c









3

，则直线 l1 ：
x - a3

a1 - a2

=
y - b3

b1 - b2

=
z - c3

c1 - c2

与直线

l2 ：
x - a1

a2 - a3

=
y - b1

b2 - b3

=
z - c1

c2 - c3

关系为 （A） .

（A）相交于一点 （B）重合 （C）平行但不重合 （D）异面

解 令 p1 =（a3 ，b3 ，c3），p2 = （a1 ，b1 ，c1），s1
→ = ｛a1 - a2 ，b1 - b2 ，c1 - c2｝，s2

→ =｛a2 - a3 ，b2 - b3 ，

c2 - c3｝. 联 接 向 量 p1 p2

→
= ｛a1 - a3 ， b1 - b3 ， c1 - c3｝， 因 为 s1

→， s2
→， p1 p2

→
坐 标 行 列 式

a1 - a2 b1 - b2 c1 - c2

a2 - a3 b2 - b3 c2 - c3

a1 - a3 b1 - b3 c1 - c3

第二行加到第一行

后，第一、


三行相同
0，所 以 p1 p2

→
，s1

→，s2
→，共 面. 又 因 为 矩 阵 A 是 满 秩 的，所 以

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

=

a1 - a2 b1 - b2 c1 - c2

a2 - a3 b2 - b3 c2 - c3

a3 b3 c3

≠0，所以，s1
→，s2

→ 不平行，从而可知两直线 l1 ，l2 相交于一点，故（A）

正确.

例 43 （00，8 分） 某试验性生产线每年一月份进行熟练工、非熟练工人数的统计，然后将 1
6

熟练工支

援其它生产部门，其缺额由招收新的非熟练工补齐. 新、老熟练工经过培训及实践至年终考核有 2
5

成为熟练

工，设第 n 年一月份统计的熟练和非熟练工所占百分比分别为 xn 和 yn ，记成向量
xn

y
[ ]

n

.

（1）求
xn+1

yn+
[ ]

1

与
xn

y
[ ]

n

的关系式，并写成矩阵形成：
xn+1

yn+
[ ]

1

= A
xn

y
[ ]

n

.

（2）验证 η1 = [ ]4

1
，η2 =

- 1[ ]1
是 A的两个线性无关的特征向量，并求出相应的特征值.

（3）当
x1

y( )
1

=











1
2

1
2

时，求
xn+1

yn+
( )

1

.

分析 求解应用性题关键的步骤是反复认真地理解题意，通过仔细分析建立起变量之间的联系，即数学

方程式.

解 （1）依题意，第（n + 1）年与第 n 年之间：xn+1 ，yn+1 与 xn 、yn 有关系式

xn+1 =
5
6

xn +
2
5

1
6

xn + y( )n ，

yn+1 =
3
5

1
6

xn + y( ){
n

，

写成矩阵形式
xn+1

yn+

[ ]
1

=

9
10

2
5

1
10











3
5

xn

y
[ ]

n

，A =

9
10

2
5

1
10











3
5

，

求得矩阵 A的特征值 λ1 = 1，λ2 =
1
2

.

（2）令 P =
4 - 1( )1 1

，则 | P | = 5 ≠0 知 η1 、η2 线性无关. 直接验证：Aη1 = λ1η1 ，Aη2 = λ2η2 成立，故 η1 、

η2 是 A的相应于 λ1 、λ2 的特征值.
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（3）
xn+1

yn+
( )

1

= A
xn

y( )
n

= A2 xn- 1

yn-
( )

1

= ⋯ = An x1

y( )
1

= An











1
2

1
2

.

由 P - 1 AP =
λ1

λ( )
2

，有 A = P
λ1

λ( )
2

P - 1 ，An = P
λ1

λ( )
2

n

P - 1 .

又 P - 1 =
1
5

1 1

-( )1 4
，故

An =
1
5

4 - 1( )1 1

1 0

0 ( )1
2









n
1 1

-( )1 4
=

1
5

4 + ( )1
2

n

4 - 4 ( )1
2

n

1 - ( )1
2

n

1 + 4 ( )1
2











n
.

因此
xn+1

yn+
( )

1

= An











1
2

1
2

=
1
10

8 - 3( )1
2

n

2 + 3( )1
2











n
.

预测·强化训练十

1. 如果 A =
1
2

（B + E），证明 A2 = A的充要条件为 B2 = E.

2. 设方阵 A适合 Ak = 0（k ≥ 2），证明（E - A）- 1 = E + A + A2 + ⋯ + Ak- 1 .

3. 设方阵 A可逆，求证 A 也可逆，并求（A）- 1 .

4. 设 A，B 是 n 阶对称矩阵，证明：AB 是对称矩阵的充要条件是 AB = BA.

5. 填空题

（1）设矩阵 A =

3 0 0

1 4 0[ ]
0 0 3

，I =

1 0 0

0 1 0[ ]
0 0 1

，则逆矩阵（A - 2I）- 1 = .

（2）设 A和 B 均为可逆矩阵，X =
0 A

B( )0
为分块矩阵，则 X- 1 = .

（3） 设矩阵 A，B 满足 ABA = 2BA - 8E，其中 A =

1 0 0

0 - 2 0[ ]
0 0 1

，E 为单位矩阵，A 为 A的伴随矩阵，则

B = .

（4）设 A，B 均为 n 阶矩阵，| A | = 2，| B | = - 3，则 2AB- 1 = .

6. 选择题

（1）设 A为 n 阶方阵，且 A的行列式 | A | = a ≠ 0，而 A 是 A的伴随矩阵，则 | A | 等于

（A）a （B） 1
a

（C）an- 1 （D）an .

（2）设 A，B 都是 n 阶方阵，满足等式 AB = 0，则必有

（A）A = 0 或 B = 0 （B）A + B = 0

（C）| A | = 0 或 | B | = 0 （D）| A | +| B | = 0

（3）设 A，B，A + B，A- 1 + B- 1 均为 n 阶非零矩阵，则（A- 1 + B- 1）- 1 等于

（A）A- 1 + B- 1 （B）A + B

（C）A（A + B）- 1 B （D）（A + B）- 1

（4）设 A，B 都是 n 阶非零矩阵，且 AB = 0，则 A和 B 的秩

（A）必有一个等于零 （B）都小于 n

（C）一个小于 n，一个等于 n （D）都等于 n

（5）设 n 阶矩阵 A非奇异（n ≥ 2），A 是 A的伴随矩阵，则
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（A）（A） = | A| n- 1 A （B）（A） = | A| n+1 A

（C）（A） = | A| n- 2 A （D）（A） = | A| n+2 A

（6）设 A，B 为同阶可逆矩阵，则

（A）AB = BA （B）存在可逆矩阵 P，使 P - 1 AP = B

（C）存在可逆矩阵 C，使 C- 1 AC = B （D）存在可逆矩阵 P，Q，使 PAQ = B.

（7）设 n（n ≥ 3）阶矩阵 A =

1 a a ⋯ a

a 1 a ⋯ a

a a 1 ⋯ a

… … … …

a a a ⋯











1

，若矩阵 A的秩为 n - 1，则 a 必为

（A）1 （B） 1
1 - n

（C） - 1 （D） 1
n - 1

.

7. 设 A是 n 阶可逆矩阵，将 A的第 i 行和第 j 行对调后得到的矩阵记为 B.（1）证明 B 可逆；（2）求 AB- 1 .

8. 已知 A =

1 1 - 1

0 1 1

0 0 -
[ ]

1

，且 A2 - AB = I，其中 I 为三阶单位矩阵，求矩阵 B.

9. 设 A是三阶方阵，A 是 A的伴随矩阵，A的行列式 | A | =
1
2

，求行列式 （3A）- 1 - 2A 的值.

10. 求解下列各题

（1）设矩阵 A =

1 1 - 1

- 1 1 1

1 -
[ ]

1 1

，矩阵 X 满足 AX = A- 1 + 2X，其中 A 是 A的伴随矩阵. 求矩阵 X.

（2）设 A =

1 0 1

0 2 0[ ]
1 0 1

，而 n ≥ 2 为正整数，则 An - 2An- 1 = .

（3）已知 AB - B = A，其中 B =

1 - 2 0

2 1 0[ ]
0 0 2

，则 A = .

用矩阵分块方法，求下列（4）—（6）矩阵的逆矩阵.

（4） （5） （6）

A =

1 2 0 0 0

3 4 0 0 0

0 0 5 0 0

0 0 0 6 7











0 0 0 8 9

B =

0 0 0 1 3

0 0 0 2 8

1 1 1 0 0

0 1 1 0 0











0 0 1 0 0

C =

2 0 1 0 2

0 2 0 1 3

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0











0 0 0 0 1

（7）设矩阵 A =
2 1

-[ ]1 2
，E 为二阶单位矩阵，矩阵 B 满足 BA = B + 2E，则 | B | = .

11.（2006）设 A为三阶矩阵，将 A的第二行加到第一行得 B，再将 B 的第一列的 - 1 倍加到第二列得 C，记

P =

1 1 0

0 1 0[ ]
0 0 1

，则 （ ）

（A）C = P - 1 AP. （B）C = PAP - 1 （C）C = PTAP. （D）C = PAPT.

简明解答

1. 必要性 A2 = A，即 1
4

（B + E）（B + E） =
1
2

（B + E），经矩阵运算 B2 = E. 充分性 B2 = E，经上面矩

阵运算的反运算 1
4

（B + E）（B + E） =
1
2

（B + E），即 A2 = A.
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2. 根据运算规则（E + A + A2 + ⋯ + Ak- 1）（E - A） = E + A + A2 + ⋯ + Ak- 1 - A - A2 - A3 - ⋯ - Ak- 1 - Ak =

E，由逆矩阵定义知（E - A）- 1 = E + A + A2 + ⋯ + Ak- 1 .

3. 因 A可逆，故 A = | A| A- 1 ，AA = | A| E，A· A
| A|

= E，根据逆矩阵定义知 A 可逆，且（A）- 1 =
A

| A|
.

4. 必要性 设（AB）T = AB（对称），经运算（AB）T = BTAT = BA，由此 AB = BA 充分性 设 AB = BA，经运

算（BA）T = ATBT = AB，由此（AB）T = （AB）（对称）.

5. （1）

1 0 0

- 1
2

1
2

0









0 0 1

（2）
0 B- 1

A- 1[ ]
0

（3）
2 0 0

0 - 4 0[ ]
0 0 2

（4）- 22n- 1

3

6. （1）（C）. （2）（C）. （3）（C）. （4）（B）.

（5）（C）（提示 A（A） = | A | E. ） （6）（D）. （7）（B）.

7. （1）因 E（i，j）A = B，而 E（i，j）、A均为可逆矩阵，故 B = E（i，j）A为可逆矩阵，且 B- 1 = A- 1 E（i，j）.

（2）AB- 1 = AA- 1 E（i，j） = E（i，j）.

8. 原矩阵方程改写成：

（A + E）（A - E） = AB，B = A- 1（A + E）（A - E）

=

1 0 - 2

0 1 1

0 0 -
[ ]

1

2 1 - 1

0 2 1[ ]
0 0 0

0 1 - 1

0 0 1

0 0 -
[ ]

2

=

1 0 - 2

0 1 1

0 0 -
[ ]

1

0 2 1

0 0 0[ ]
0 0 0

=

0 2 1

0 0 0[ ]
0 0 0

.

9. （3A）- 1 - 2A = （3A）- 1 - 2 | A| A- 1 = 1
3

-( )1 A- 1 =
- 2
3

A- 1 ， ［（3A）- 1 - 2A］A =
- 2
3

E，

| （3A）- 1 - 2A | | A | =
- 8
27

，
| A | =

→

1
2

| （3A）- 1 - 2A | =
- 16
27

.

10. （1）解：由原式得（A - 2E）X = A- 1 ， （| A | E - 2A）X = E， X = （| A | E - 2A）- 1 ，

| A | = 4，| A | E - 2A = 2

1 - 1 1

1 1 - 1

-
[ ]

1 1 1

，

故 X =
1
2

1 - 1 1

1 1 - 1

-
[ ]

1 1 1

- 1

=
1
4

1 1 0

0 1 1[ ]
1 0 1

.

（2）因 A2 = 2A，A3 = 22 A，⋯，An = 2n- 1 A，从而 An - 2An- 1 = 2n- 1 A - 2·2n- 2 A = （2n- 1 - 2n- 1）A = 0.

（3）由原式得：A（B - E） = B，

A = B（B - E）- 1 =

1 - 2 0

2 1 0[ ]
0 0 2

0
2
4

0

- 2
4

0 0











0 0 1

=

1
1
2

0

- 1
2

1 0











0 0 2

.

（4）A- 1 =

1 2 0 0 0

3 4 0 0 0

0 0 5 0 0

0 0 0 6 7



















⋯⋯⋯⋯⋯

⋯⋯⋯⋯⋯

















0 0 0 8 9

- 1

=

A1

A2

A









3

- 1

=

A- 1
1

A- 1
2

A- 1









3

=

- 2 1 0 0 0

3
2

- 1
2

0 0 0

0 0
1
5

0 0

0 0 0
- 9
2

4

0 0 0
7
2

-





















3

.
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（5）B- 1 =

0 0 0 1 3

0 0 0 2 8

1 1 1 0 0

0 1 1 0 0









⋯⋯⋯⋯⋯















0 0 1 0 0

- 1

=
B1

B[ ]
2

- 1

=
B- 1

2

B- 1[ ]
1

=

0 0 1 - 1 0

0 0 0 1 - 1

0 0 0 0 1

4
3
2

0 0 0

1
1
2

















0 0 0

.

（6）C- 1 =

2 0 1 0 2

0 2 0 1 3

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0









⋯⋯⋯⋯⋯















0 0 0 0 1

- 1

=
c1 c3

c[ ]
2

- 1
例 12

评述

c- 1
1 - c- 1

1 c3 c- 1
2

c- 1[ ]
2

=

1
2

0
- 1
2

0 - 1

0
1
2

0
- 1
2

- 3
2

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

















0 0 0 0 1

.

（7）| B | = 2.

11. 计算出 P - 1 =

1 - 1 0

0 1 0[ ]
0 0 1

，A→ B = PA→ C = PAP - 1 .（B）.
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第十一章 向 量

考试要求

1. 理解 n 维向量、向量的线性组合和线性表示的概念.

2. 理解向量组线性相关，线性无关的概念，掌握向量组线性相关，线性无关的有关性质及判别法.

3. 理解向量组的极大线性无关组和向量组的秩的概念，会求向量组的极大线性无关组及秩.

4. 理解向量组等价的概念，理解矩阵的秩与其行（列）向量组的秩之间的关系.

（以下 5，6，8 数学二不要求）

5. 了解 n 维向量空间、子空间、基底、维数、坐标等概念.

6. 了解基变换及坐标变换公式，会求过渡矩阵.

7. 了解内积的概念，掌握线性无关向量组正交规范化的施密特（Schimidt）方法.

8. 了解规范正交基、正交矩阵的概念、以及它们的性质.

考试要点分析与题型预测

本章讨论向量组的线性相（无）关性，极大线性无关组，由此建立起向量组的秩与矩阵的秩，n 维向量空间

的基与坐标、内积、标准正交基.

本章考研题重点是向量组线性相（无）关判定论证题目多，并相应地求极大线性无关组，其次，矩阵秩的计

算题占第二位，求向量的坐标，过渡矩阵，Schimidt 标准正交化，也是出考研题的知识点.

§ 11 - 1 向量组的线性相（无）关

1. 主要概念

定义 设 α1 ，α2 ，⋯，αm 是 m 个 n 维向量，若有 m 个不全为零的数 k1 ，k2 ，⋯，km，使得

k1α1 + k2α2 + ⋯ + kmαm = 0，

则称向量组 α1 ，α2 ，⋯，αm 线性相关. 否则称此向量组线性无关.

定义 向量组 T（包含有限或无限多个向量）中一个部分向量组 α1 ，α2 ，⋯，αr 若满足

（1）α1 ，α2 ，⋯，αr 线性无关；

（2）向量组 T 中任一向量都可用 α1 ，⋯，αr 线性表出. 则称 α1 ，α2 ，⋯，αr 是向量组 T 的一个最大线性无关

组. 简称最大无关组（或极大无关组）.

向量组 T 的最大无关组所含向量的个数，称为该向量组 T 的秩.

注意 向量组的最大无关组不是唯一的，但最大无关组所包含的向量个数都是一样的，即为该向量组的

秩. 两组不同的最大无关组是等价的. 即它们能互相线性表出.

2. 线性相（无）关的判定

（1）直接用定义

（2）方程组判 α1 ，α2 ，⋯，αm（其中 a i（i = 1，2，⋯，m）均为 n 维向量）线性相（无）关的充要条件是方程组

∑
m

i = 1

xiαi = 0 有（无）非零解.

（3）线性组合判 向量组线性相关的充要条件是向量组中至少有一个向量是其余向量的线性组合.

（4）矩阵判定法：

定理 1 设 αi = （a i1 ，a i2 ，⋯，a in） i = 1，2，⋯，m.
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 向量数学一、数学二有区别



A =

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

am1 am2 ⋯ a













mn

则 α1 ，α2 ，⋯，αm 线性无关的充要条件是 r（A） = m.

推论 1 α1 ，α2 ，⋯，αm 线性相关 r（A） < m.

推论 2 若 m > n，则 m 个 n 维向量 α1 ，⋯，αm 必线性相关.

推论 3 n 个 n 维向量 α1 ，⋯，αn 线性无（相）关的充要条件是方阵 A是满（降）秩的.

若 α1 ，α2 ，⋯，αm 线性无关，α1 ，α2 ，⋯，αm，β 线性相关，则 β 可由 α1 ，⋯，αm 线性表出，且表示法唯一.

向量组 ε1 = （1，0，⋯，0），ε2 = （0，1，0，⋯，0），⋯，εn = （0，0，⋯，0，1）线性无关，称为 n 维单位坐标向量

组.

定理 2 设有向量组（Ⅰ）α1 ，α2 ，⋯，αs，（Ⅱ）β1 ，β2 ，⋯，βt ，若

（1）βi ，i = 1，2，⋯，t 均可由向量组（Ⅰ）线性表示，

（2）t > s，则

向量组（Ⅱ）必线性相关.

反之，若 βi ，i = 1，2，⋯，t 均可由向量组（Ⅰ）线性表示，向量组 β1 ，β2 ，⋯，βt 线性无关，则必有 t ≤ s.

§ 11 - 2 向量组的秩与矩阵的秩

定义 设有向量组 T，如果（1）在 T 中 r 个向量 α1 ，α2 ，⋯，αr 线性无关；（2）T 中任意 r + 1 个向量都线性

相关，那么称 α1 ，α2 ，⋯，αr 是向量组 T 的最大线性无关向量组，简称最大无关组，数 r 称为向量组的秩.

矩阵的最高阶非零子式可能不止一个，向量组的最大无关组也可能不止一个.

定义 （向量组等价） 设有两个 n 维向量组 A：α1 ，α2 ，⋯，αr

B：β1 ，β2 ，⋯，βs

如果向量组 A中的每个向量都由向量组 B 中的向量线性表示，则称向量组 A能由向量组 B 线性表示. 如果向量

组 A能由向量组 B 线性表示，且向量组 B 也能由向量组 A线性表示，则称向量组 A与 B 等价，记 A ～ B.

定理 1 r 维向量组的每个向量添上 n - r 个分量，构成 n 维向量组. 若 r 维向量组线性无关，则 n 维向量组

亦线性无关. 反之，若 n 维向量组线性相关，则 r 维向量组亦线性相关.

定理 2 设 n 维行向量组 A：α1 ，α2 ，⋯，αr 构成矩阵

A =

α1

α2

…

α











r

=

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

a r1 a r2 ⋯ a













rn

当 r ≤ n 时，向量组 A线性无关的充要条件是：在矩阵 A中存在一个不等于零的 r 阶子式.

性质 1 向量组线性无关的充要条件是它含向量个数等于它的秩.

性质 2 矩阵 A的秩等于 A的列向量组的秩，也等于 A的行向量组的秩.

性质 3 设矩阵 A中有一个 r 阶子式 D≠ 0，而所有包含 D 的 r + 1 阶子式全为 0，则 A中所有 r + 1 阶子式

全为 0，从而 r（A） = r.

性质 4 若 A ～ B，则 r（A） = r（B）.

推论 1 矩阵经初等变换后其秩保持不变.

性质 5 设向量组 B 能由向量组 A线性表示，则向量组 B 的秩不大于向量组 A的秩，即 r（B）≤ r（A）.

推论2 m × n 阶矩阵 A都可经过初等行、列变换化为阶梯形及标准形

1 0 ⋯ 0 0 0

0 1 ⋯ 0 0 0

… … … … …

0 0 ⋯ 1 ⋯ 0

… … … …

0 0 ⋯ 0 ⋯ 0

，主对角线上
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元素 1 的个数等于 A的秩数.

定理 3 设 A为可逆矩阵，则存在有限个初等方阵 P1 ，P2 ，⋯，Pk，使 A = P1 P2 ⋯Pk.

推论 m × n 阶矩阵 A≌ B 的充要条件是存在 m 阶可逆矩阵 P 及 n 阶可逆矩阵 Q，使 PAQ = B.

§ 11 - 3 n 维向量空间 Rn 的基和坐标

n 维向量空间 Rn ：若 Rn 中有 n 个向量线性无关，而 Rn 中任一向量都可由这 n 个向量线性表示，则称 Rn 为 n

维向量空间，称这 n 个向量为 Rn 的一组基.

Rn 中的 n 个线性无关的向量组 ε1 ，ε2 ，⋯，εn ，其中 Rn 中任一向量 α，均可由 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 线性表出，则

ε1 ，⋯，εn 称为 Rn 的一组基. 若 Rn 中任一向量 α，可由 ε1 ，⋯，εn 线性表出，且表示法唯一，即存在数 x1 ，x2 ，

⋯，xn ，使

α = x1ε1 + x2ε2 + ⋯ + xnεn

则 x1 ，x2 ，⋯，xn 称为向量 α 在基 ε1 ，⋯，εn 下的坐标. 记作 α = （x1 ，⋯，xn）.

设 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 为 Rn 的基，η1 ，η2 ，⋯，ηn 是一组向量，由于 Rn 中任何一个向量均可由 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 线

性表出，故存在一系列数 a ij，其中 1 ≤ i ≤ n，1 ≤ j ≤ n，使

ηi = ∑
n

j = 1

a ijεj 即（η1 ，η2 ，⋯，ηn） = （ε1 ，ε2 ，⋯，εn）A，

其中 A = （a ij）n×n .

如果 η1 ，η2 ，⋯，ηn 线性无关，即为 Rn 的另外一组基，这时称矩阵 A为从基 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 到基 η1 ，η2 ，

⋯，ηn 的过渡矩阵.

设 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 和 η1 ，η2 ，⋯，ηn 是 Rn 的两组不同的基，A =（a ij）n×n ，是从基 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 到 η1 ，η2 ，

⋯，ηn 的一个过渡矩阵. 再设 α 为 Rn 中任何一个向量，它在基 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 和基 η1 ，η2 ，⋯，ηn 下的坐标分

别为 X = （x1 ，x2 ，⋯，xn）' 和 Y = （y1 ，y2 ，⋯，yn）' ，则依

（η1 ，η2 ，⋯，ηn） = （ε1 ，ε2 ，⋯，εn）A，

α = （ε1 ，ε2 ，⋯，εn）X 及 α = （η1 ，η2 ，⋯，ηn）Y，

（η1 ，η2 ，⋯，ηn）Y = （ε1 ，ε2 ，⋯，εn）AY = α = （ε1 ，ε2 ，⋯，εn）X

得到 AY = X.

所以同一个向量在不同基下的坐标可以通过过渡矩阵来求得，称 X = AY为坐标变换公式.

§ 11 - 4 内积、标准正交基和 Schimidt 正交化

向量 α，β 的内积定义为（α，β） = αTβ.

向量 α 的长度为 | α | = （α，α槡 ），且 | α | = 0α = 0.

非零向量 α，β 之间的夹角 θ，定义 cosθ =
（α，β）

| α |·| β |
.

如果（α，β） = 0，则称 α 与 β 正交.

设 α1 ，α2 ，⋯，αm 是两两正交的非零向量组，则 α1 ，⋯，αm 线性无关，反之不成立.

设 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 是一组基，如果

（εi ，εj） = 0 i ≠ j

则 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 称为正交基. 如果 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 是正交基，且每个向量 εi（i = 1，⋯，n）都是单位向量，即

（εi ，εi） = 1（i = 1，⋯，n），则称 ε1 ，ε2 ，⋯，εn 为标准正交基.

任何线性无关的向量组均可通过 Schimidt 正交化方法化成两两正交长度为 1 的向量组

Schimidt 正交化方法：

设 α1 ，α2 ，⋯，αm 为 m 个线性无关的维向量，构造

β1 = α1

β2 = α2 -
（α2 ，β1）
（β1 ，β1）

β1 ，
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⋯⋯

βk+1 = αk+1 - ∑
k

i = 1

（αk+1 ，βi）
（βi ，βi）

βi ，k = 2，3，⋯，m - 1.

再令 η1 =
β1

| β1 |
，η2 =

β2

| β2 |
，⋯，ηm =

βm

| βm |
. 这样 β1 ，β2 ，⋯，βm 为两两正交的向量组，而 η1 ，η2 ，⋯，

ηm 为长度为 1 的正交向量组，称为标准正交向量组.

设 n 阶矩阵 A以列（行）分块为 A =（α1 ，α2 ，⋯，αn），（αi ，αj） =
0，i ≠ j，

1，i = j{ .
则称 A为正交矩阵（由标准

正交向量组组成的矩阵）.

定理 A是正交矩阵充要条件是 A的列（行）向量组是标准正交向量组.

A是正交矩阵，则 | A | = ± 1，A、B 是正交矩阵，则乘积 AB 仍是正交矩阵.

§ 11 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 线性相（无）关判定

例 1 设 α1 ，α2 ，⋯，αr 线性无关，又 β1 = α1 ，β2 = α1 + α2 ，⋯，βr = α1 + α2 + ⋯ + αr . 证明 β1 ，β2 ，

⋯，βr 也线性无关.

证明 设有实数 k1 ，k2 ，⋯，kr 使

k1β1 + k2β2 + ⋯ + krβr = 0 （）

成立，从而 k1α1 + k2（α1 + α2）+ ⋯ + kr（α1 + α2 + ⋯ + αr）

= （k1 + k2 + ⋯ + kr）α1 +（k2 + k3 + ⋯ + kr）α2 + ⋯ + krαr = 0

因为 α1 ，α2 ，⋯，αr 线性无关，所以得出 k1 ，k2 ，⋯，kr 的齐次方程组

k1 + k2 + k3 + ⋯ + kr = 0，k2 + k3 + ⋯ + kr = 0，⋯，kr = 0

从而得解 k1 = k2 = ⋯ = kr = 0，即仅有恒为 0 的数 k1 ，k2 ，⋯，kr ，使 k1β1 + k2β2 + ⋯ + krβr = 0 成立，故 β1 ，

β2 ，⋯，βr 线性无关.

例 2 设 α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性无关，又 β1 = α1 + α2 ，β2 = α2 + α3 ，β3 = α3 + α4 ，β4 = α4 + α1 . 证明向

量组 β1 ，β2 ，β3 ，β4 线性相关.

证明 设有实数，λ1 ，λ2 ，λ3 ，λ4 使

λ1β1 + λ2β2 + λ3β3 + λ4β4 = 0 （）

成立，从而

λ1（α1 + α2）+ λ2（α2 + α3）+ λ3（α3 + α4）+ λ4（α4 + α1）

= （λ1 + λ4）α1 +（λ1 + λ2）α2 +（λ2 + λ3）α3 +（λ3 + λ4）α4 = 0.

因为 α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性无关，所以得出 λ1 ，λ2 ，λ3 ，λ4 的齐次方程组：λ1 + λ4 = 0，λ1 + λ2 = 0，λ2 + λ3 =

0，λ3 + λ4 = 0 成立. 由于系数行列式

1 0 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

= 0，所以齐次方程组有非零解 λ1 ，λ2 ，λ3 ，λ4 ，即有不全为

的数 λ1 ，λ2 ，λ3 ，λ4 使 λ1β1 + λ2β2 + λ3β3 + λ4β4 = 0 成立，故 β1 ，β2 ，β3 ，β4 线性相关.

评述 例1、例2 均系判定向量组线性相关、无关的，都用定义式 k1α1 + k2α2 + ⋯⋯ + kmαm = 0 去讨论，

例 2 判定出 λ1 ，λ2 ，λ3 ，λ4 不全为 0，故线性相关，例 1 判定出 k1 ，k2 ，⋯⋯，kr 全为 0，故线性无关，这

样的讨论法是有代表性的、典型的方法，例 1、例 2 类型的例子一直是考研中的热门考研题目之一，几乎

年年都会考这样的题目.

例 3 由已知向量组 α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性无关，判断下列各向量组的线性相关性.

（A）α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 + α4 ，α4 + α1 （B）α1 - α2 ，α2 - α3 ，α3 - α4 ，α4 - α1

（C）α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 + α4 ，α4 - α1 （D）α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 - α4 ，α4 - α1
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解 （C）设有数 x1 ，x2 ，x3 ，x4 ，使

x1（α1 + α2）+ x2（α2 + α3）+ x3（α3 + α4）+ x4（α4 - α1） = 0 （）

整理得 （x1 - x4）α1 +（x1 + x2）α2 +（x2 + x3）a3 +（x3 + x4）a4 = 0.

因为 a1 ，a2 ，a3 ，a4 线性无关，所以得出齐次线性方程组

（x1 - x4） = 0，（x1 + x2） = 0，（x2 + x3） = 0，（x3 + x4） = 0.

由于系数行列式 D3 =

1 0 0 - 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

= 2 ≠ 0，所以方程组只有零解 x1 = x2 = x3 = x4 = 0，由（）式知（C）

线性无关.

同理，可计算出与（A），（B），（D）相对应的系数行列式：D1 = 0，D2 = 0，D4 = 0，其方程组有非零解 x1 ，

x2 ，x3 ，x4 ，因而（A），（B），（D）线性相关.

例 4 （96，3 分） 设有任意两个 n 维向量组 α1 ，α2 ，⋯，αm 和 β1 ，β2 ，⋯，βm，若存在有两组不全为零的

数：λ1 ，λ2 ，⋯，λm 和 k1 ，k2 ，⋯，km，使（λ1 + k1）α1 + ⋯ +（λm + km）αm +（λ1 - k1）β1 + ⋯ +（λm - km）βm

= 0，则下列结论中哪个正确？

（A）α1 ，α2 ，⋯，αm 和 β1 ，β2 ，⋯，βm 都线性无关；

（B）α1 ，α2 ，⋯，αm 和 β1 ，β2 ，⋯，βm 都线性相关；

（C）α1 + β1 ，α2 + β2 ，⋯，αm + βm，α1 - β1 ，α2 - β2 ，⋯，αm - βm 都线性无关；

（D）α1 + β1 ，α2 + β2 ，⋯，αm + βm，α1 - β1 ，α2 - β2 ，⋯，αm - βm 都线性相关；

解 由已知条件得

λ1（α1 + β1）+ ⋯ + λm（αm + βm）+ k1（α1 - β1）+ ⋯ + km（αm - βm） = 0

因为 λ1 ，λ2 ，⋯，λm，k1 ，k2 ，⋯，km 不全为零，所以 α1 + β1 ，α2 + β2 ，⋯，αm + βm，α1 - β1 ，α2 - β2 ，⋯，αm

- βm 线性相关，即（D）正确.

例 5 （01，8 分）设 αi =（a i1 ，a i2 ，⋯，a in）
T（i = 1，2，⋯，r，r < n）是 n 维实向量，且 α1 ，α2 ，⋯，αr

线性无关，已知 β = （b1 ，b2 ，⋯，bn）
T 是线性方程组

a11 x1 + a12 x2 + ⋯ + a1n xn = 0，

a21 x1 + a22 x2 + ⋯ + a2n xn = 0，

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

a r1 x1 + ar2 x2 + ⋯ + arn xn = 0
{

，

AX = 0

的非零解向量，试判断向量组 α1 ，α2 ，⋯，αr ，β 的线性相关性.

分析 本题目从定义式 k1α1 + k2α2 + ⋯ + krαr + kβ = 0 出发，依据已知条件去判定 k1 ，k2 ，⋯，kr ，k 值

是否全为 0？

解 因为 β = （b1 ，b2 ，⋯，bn）
T 是已知线性方程组 AX = 0 的解，即

Aβ =

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

… … …

ar1 a r2 ⋯ a













rn

b1

b2

…

b











n

=

a11 b1 + a12 b2 + ⋯ + a1n bn

a21 b1 + a22 b2 + ⋯ + a2n bn

… + … + + …

ar1 b1 + ar2 b2 + ⋯ + arn b











n

=

0

0

…









0

即 （a i1 ，a i2 ，⋯，a in）

b1

b2

…

b











n

= aT
i ·β = 0，其中 β ≠ 0，取转置 βTαi = 0（i = 1，2，⋯，r），

从而，βT 作用在定义式上：k1（βTα1）+ k2（βTα2）+ ⋯ + kr（βTαr）+ k（βTβ） = 0，得 k（βTβ） = 0，因 βTβ≠ 0，故

k = 0. 由定义式知 k1α1 + k2α2 + ⋯ + krαr = 0，因 α1 ，α2 ，⋯，αr 线性无关，故 k1 = k2 = ⋯ = kr = 0. 综合，

向量组 α1 ，α2 ，⋯，αr ，β 线性无关.

评述 本题目系综合性考题，它有一定的代表性，是考研的热门题之一，它把向量组线性相（无）关性与

齐次线性方程组有（否）非零解相联系，进一步得出 k1 = k2 = ⋯⋯ = kr = k = 0，α1 ，α2 ，⋯⋯，αr ，β 线

性无关.

·763·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】 第六部分 线性代数



例 6 （02，3 分） 设向量组 α1 = （a，0，c）T，α2 = （b，c，0）T，α3 = （0，a，b）T 线性无关，则 a，b，c

必满足关系 .

分析 本题目适用方程组：x1 a1 + x2 a2 + x3 a3 = 0 判定.

解 因为 α1 ，α2 ，α3 线性无关，故方程组：x1

a

0






c

+ x2

b

c






0

+ x3

0







a

b

=








0

0

0

仅有零解，从而方程组行列式

| α1 ，α2 ，α3 | =

a b 0

0 c a

c 0 b

= 2abc ≠ 0，

即 abc ≠ 0，即为所求关系式.

典型题型 2. 最大线性无关组

例 7 设有向量组 α1 =（1，- 1，2，4），α2 =（0，3，1，2），α3 =（3，0，7，14），α4 =（1，- 2，2，0），

α5 = （2，1，5，10），则该向量组的最大线性无关组是

（A）α1 ，α2 ，α3 （B）α1 ，α2 ，α4 （C）α1 ，α2 ，α5 （D）α1 ，α2 ，α4 ，α5 .

解 用所给向量为列向量，作矩阵 A，并对其仅作行初等变换，将其化为阶梯矩阵：

A =

1 0 3 1 2

- 1 3 0 - 2 1

2 1 7 2 5









4 2 14 0 10

→

1 0 3 1 2

0 3 3 - 1 3

0 1 1 0 1

0 2 2 -









4 2

→

1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 1 1 - 2 1

0 3 3 -









1 3

→

1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 0 0 - 2 0

0 0 0 -









1 0

上式仅在第1，2，4 三列上有一个三阶行列式
1 0 1

0 1 0

0 0 - 2

= - 2 ≠0，故α1 ，α2 ，α4 为原向量组的一个最（极）大

线性无关组，即（B）正确.

r（A） = 3.

典型题型 3. 线性表示

例 8 设向量组 α1 ，α2 ，α3 线性相关，α2 ，α3 ，α4 线性无关. 问

（1）α1 能否由 α2 ，α3 线性表示？证明您的结论；

（2）α4 能否由 α1 ，α2 ，α3 线性表示？证明您的结论.

证明 （1）α1 能由 α2 ，α3 线性表示. 理由是，因 α1 ，α2 ，α3 线性相关，存在不全为零的 k1 ，k2 ，k3 使 k1α1

+ k2α2 + k3α3 = 0，其中 k1 ≠ 0. 否则 k1 = 0，那么 k2 ，k3 不全为零，使 k2α2 + k3α3 = 0，即 α2 ，α3 线性相关，从而

α2 ，α3 ，α4 也线性相关，这与假设矛盾. 故 k1 ≠ 0，从而 α1 = -
k2

k1

α2 -
k3

k1

α3 = l2α2 + l3α3 .

（2）α4 不能由 α1 ，α2 ，α3 线性表示. 反证法. 设 α4 = λ1α1 + λ2α2 + λ3α3 . 由 α1 = l2α2 + l3α3 ，所以 α4 =

（λ2 + λ1 l2）α2 +（λ3 + λ1 l3）α3 ，即 α4 可由 α2 ，α3 线性表示，即 a2 ，a3 ，a4 线性相关，与题设矛盾，因此 α4 不能

由 α1 ，α2 ，α3 线性表示

例 9 （98，8 分） 已知 α1 =（1，4，0，2）T，α2 =（2，7，1，3）T，α3 =（0，1，- 1，a）T，β =（3，10，b，

4）T，问

（1）a，b 取何值时，β 不能由 α1 ，α2 ，α3 线性表示？ （2）a，b 取何值时，β 可以由 α1 ，α2 ，α3 线性表示？并

写出此表达式.

分析 本题目讨论：β 能否由 α1 ，α2 ，α3 线性表示？即方程组：x1α1 + x2α2 + x3α3 = β 是否有解？因此，初

等变换法讨论此题就是即将要用的方法.

解 因为

1 2 0 3

4 7 - 1 10

0 1 - 1 b

2 3 a









4

→
初

1 2 0 3

0 - 1 1 - 2

0 1 - 1 b

0 - 1 a -









2

→
初

1 2 0 3

0 - 1 1 - 2

0 0 a - 1 0

0 0 0 b -









2

·863·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



所以，（1）当 b ≠ 2 时，线性方程组（α1 ，α2 ，α3）x = β 无解，此时 β 不能由 α1 ，α2 ，α3 线性表示.

（2）当 b = 2，a ≠ 1 时，线性方程组（α1 ，α2 ，α3）x = β 有唯一解

x = （x1 ，x2 ，x3）
T = （- 1，2，0）T.

于是 β 可唯一表示为 β = - α1 + 2α2 .

（3）当 b = 2，a = 1 时，线性方程组（α1 ，α2 ，α3）x = β 有无穷多解：

x = （x1 ，x2 ，x3）
T = k（- 2，1，1）T +（- 1，2，0）T，

其中 k 为任意常数，这时 β 可由 α1 ，α2 ，α3 线性表示为

β = - （2k + 1）α1 +（k + 2）α2 + kα3 .

评述 带参数的向量组 α1 ，α2 ，α3 ，β，其中某个向量可否用其余向量来线性表示，是考研中的热门题之

一，解题方法很有普遍意义.

例 10 （06，13 分）设 4 维向量 α1 =（1 + a，1，1，1）T，α2 =（2，2 + a，2，2）T，α3 =（3，3，3 + a，3）T，α4 =

（4，4，4，4 + a）T，问 a 为何值时，α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性相关？当α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性相关时，求其一个极大线性无关组，

并将其余向量用该极大线性无关组线性表出.

分析 设有数组 c1 ，c2 ，c3 ，c4 ，使 c1α1 + c2α2 + c3α3 + c4α4 = 0. 将 αi（i = 1，2，3，4）的分量代入，变成齐次

方程组，由题设 αi（i = 1，2，3，4）线性相关性表明，齐次方程组有非零解 ci（i = 1，2，3，4），从而行列式 | α1 ，α2 ，

α3 ，α4 | = 0，定出 a 后，再确定极大无关组，写出线性表示式.

解 （1）记 A = （α1 ，α2 ，α3 ，α4），则

| A | =

1 + a 2 3 4

1 2 + a 3 4

1 2 3 + a 4

1 2 3 4 + a

= （a + 10）a3 .

故当 a = 0 时，或 a = - 10 时，α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性相关.

（2）当 a = 0 时，α1 = （1，1，1，1）T 为 α1 ，α2 ，α3 ，α4 的一个极大线性无关组，且 α2 = 2α1 ，α3 = 3α1 ，α4 =

4α1

当 a = - 10 时，

A =

- 9 2 3 4

1 - 8 3 4

1 2 - 7 4

1 2 3 -









6

→

- 9 2 3 4

10 - 10 0 0

10 0 - 10 0

10 0 0 -









10

→

- 9 2 3 4

1 - 1 0 0

1 0 - 1 0

1 0 0 -









1

→

0 0 0 0

1 - 1 0 0

1 0 - 1 0

1 0 0 -









1

= （β1 ，β2 ，β3 ，β4）.

显然，β2 ，β3 ，β4 为 β1 ，β2 ，β3 ，β4 的一个极大线性无关组，且 β1 = - β2 - β3 - β4 ，故

α2 ，α3 ，α4 为 α1 ，α2 ，α3 ，α4 的一个极大线性无关组，且 α1 = - α2 - α3 - α4 .

评述 本题是综合性考题，具有典型性，含参数 a 的向量组线性相（无）关性与参数紧密相关，例 9，例 11

也是如此，解题方法很有普遍意义，是考研中的热门题之一，很值得引起读者重视.

例 11 （99，8 分） 设向量组 α1 =［1，1，1，3］T，α2 =［- 1，- 3，5，1］T，α3 =［3，2，- 1，p + 2］T，

α4 = ［- 2，- 6，10，p］T.

（1）p 为何值时，该向量组线性无关？并在此时将向量 α = ［4，1，6，10］T 用 α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性表示；

（2）p 为何值时，该向量组线性相关？并在此时求出它的秩和一个极大线性无关组.

分析 本题目系含参数 p的向量组，向量组线性相（无）关完全取决于 p，讨论方法完全类似于例题10———

初等变换法.

解 对矩阵［α1 ，α2 ，α3 ，α4 …α］作初等变换
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1 - 1 3 - 2 4

1 - 3 2 - 6 1

1 5 - 1 10 6

3 1 p + 2 p














10

→
初

1 - 1 3 - 2 4

0 - 2 - 1 - 4 - 3

0 6 - 4 12 2

0 4 p - 7 p + 6 -














2

→
初

1 - 1 3 - 2 4

0 - 2 - 1 - 4 - 3

0 0 - 7 0 - 7

0 0 p - 9 p - 2 -














8

→
初

1 - 1 3 - 2 4

0 - 2 - 1 - 4 - 3

0 0 1 0 1

0 0 0 p - 2 1














- p

（1）当 p ≠ 2 时，向量组 α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性无关. 此时设 α = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 ，

解得 x1 = 2，x2 =
3p - 4
p - 2

，x3 = 1，x4 =
1 - p
p - 2

.

（2）当 p = 2 时，向量组 α1 ，α2 ，α3 ，α4 线性相关. 此时，向量组的秩等于 3. α1 ，α2 ，α3（或 α1 ，α3 ，α4）为

其一个极大线性无关组.

例12 （00，8 分） 设向量组 α1 =（a，2，10）T，α2 =（- 2，1，5）T，α3 =（- 1，1，4）T. β =（1，b，c）T.

试问 a，b，c 满足什么条件时，

（1）β 可由 α1 ，α2 ，α3 线性表示，且表示唯一？

（2）β 不能由 α1 ，α2 ，α3 线性表示？

（3）β 可由 α1 ，α2 ，α3 线性表示，但表示不唯一，并求出一般表达式？

分析 该题目的做法类似于例 10，即讨论方程组 k1α1 + k2α2 + k3α3 = β 在何种情况下（即 a，b，c 满足什

么条件）有唯一解，无解，有无穷多组解？

解 由方程组 k1

a

2

1
[ ]

0

+ k2

- 2[ ]1

5

+ k3

- 1[ ]1

4

=

1[ ]b

c

的系数行列式 | A| =

a - 2 - 1

2 1 1

10 5 4

=

- a - 4.

（1）当 a ≠ - 4 时，即 | A | ≠ 0，方程组有唯一解，β 可由 α1 ，α2 ，α3 线性表示，且表示式唯一.

（2）当 a = - 4 时，即 | A | = 0，对 A的增广矩阵作初等变换，有

A =

- 4 - 2 - 1 1

2 1 1 b

10 5 4





[ ]
c

→
初

2 1 0 - b - 1

0 0 1 2b + 1

0 0 0 3b - c -





[ ]
1

如 3b - c ≠ 1 时，则 2 = r（A）≠ r（A） = 3，方程组无解，β 不能由 α1 ，α2 ，α3 线性表示.

（3）当 a = - 4 时，且 3b - c = 1 时，r（A） = r（A） = 2 < 3，方程组有无穷多组解，β 可由 α1 ，α2 ，α3 线性

表示，但表示不唯一，解得 k1 = t，k3 = 2b + 1，k2 = - 2t - b - 1（t——— 任意常数），故有一般表示式：

β = tα1 - （2t + b + 1）α2 +（2b + 1）α3 .

评述 这样的考研题是有代表性的样题，解题方法同样也是典型性的、常用的作法，也是近年来的热门

考题之一，读者应很好地学会这种做法.

例 13 （05，9 分）确定常数 a，使向量组 a1 =（1，1，a）T，a2 =（1，a，1）T，a3 =（a，1，1）T 可由向量组 β1 =

（1，1，a）T，β2 =（- 2，a，4）T，β3 =（- 2，a，a）T 线性表示，但向量组 β1 ，β2 ，β3 不能由向量组α1 ，α2 ，α3 线性表示.

分析 从 β1 ，β2 ，β3 是否可用 α1 ，α2 ，α3 线性表示入手，并应用初等变换及线性方程组的可解性.

解 令 A =（α1 ，α2 ，α3），B =（β1 ，β2 ，β3）. 由 β1 ，β2 ，β3 不能由 α1 ，α2 ，α3 线性表示，即方程组：ki1α1 + ki2α2

+ ki3α3 = βi（i = 1，2，3）总存在某个 i，使该方程组无解，此时 γ（A）≠ γ（Ai），从而 γ（A） < 3，行列式 | A | =

1 1 a

1 a 1

a 1 1

= - （a - 1）2（a + 2） = 0， 故 a = 1 或 a = - 2.

当 a = 1 时，α1 = α2 = α3 = β1 =（1，1，1）T，α1 ，α2 ，α3 可由 β1 ，β2 ，β3 线性表示，但 β2 不能由 α1 ，α2 ，α3 线

性表示（即方程组 β2 = k1α1 + k2α2 + k3α3 无解），由此可知 a = 1 符合题意.

当 a = - 2 时，由于
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（B…A） =

1 - 2 - 2 1 1 - 2

1 - 2 - 2 1 - 2 1

- 2 4 - 2 -











2 1 1

→
初

1 - 2 - 2 1 1 - 2

0 0 - 6 0 3 - 3

0 0 0 0 -











3 3

，

考虑线性方程组 BX = A，因为秩 r（B） = 2，r（B…α2） = 3，故 BX = α2 无解，即 α2 不能由 β1 ，β2 ，β3 线性表示，

与题设矛盾，即 a 取 2 不合题意，应去掉.

综合 a = 1.

评述 本题具有典型性，代表性，解题方法有相当大的难度，很值得认真思考.

典型题型 4. 证明线性相（无）关

例 14 （98，4 分）设 A为 n 阶矩阵，若存在整数 K，使线性方程组 Akx = 0 有解向量 α，且 Ak- 1α≠ 0，证明

向量组 α，Aα ⋯，Ak- 1α 是线性无关的.

分析 设有常数 λ1 ，λ2 ，⋯，λk 使得 λ1α + λ2 Aα + λ3（A2α）+ ⋯ + λk（Ak- 1α） = 0 恒成立，只需证明 λ1

= λ2 = ⋯ = λk = 0 即可.

证明 由 λ1α + λ2（Aα）+ λ3（A2α）+ ⋯ + λk（Ak- 1α） = 0 （）

用 Ak- 1 乘（）式左、右两端，知

Ak- 1（λ1α + λ2 Aα + ⋯ + λk（Ak- 1α）） = λ1 Ak- 1α + λ2 Akα + ⋯ + λk（A2k- 2α）

= λ1（Ak- 1α）+ 0 + ⋯ + 0 = λ1（Ak- 1α） = 0

因为 Ak- 1α ≠ 0，所以 λ1 = 0.

同上理，用 Ak- 2 乘（）式左右两端，推出 λ2 = 0. 再类似，即可推出 λ3 = λ4 = ⋯ = λn = 0. 因此，向量组：α，

Aα，⋯，Ak- 1α 线性无关.

例 15 （02，3 分）设向量组 α1 ，α2 ，α3 线性无关，向量 β1 可以由 α1 ，α2 ，α3 线性表示，而向量 β2 不能由

α1 ，α2 ，α3 线性表示，则对任意常数 k，必有

（A）α1 ，α2 ，α3 ，kβ1 + β2 线性无关 （B）α1 ，α2 ，α3 ，kβ1 + β2 线性相关

（C）α1 ，α2 ，α3 ，β1 + kβ2 线性无关 （D）α1 ，α2 ，α3 ，β1 + kβ2 线性相关

分析 用排谬法证明（A）成立.

证明 （C）不能成立，如（C）成立，例如取 k = 0 时，α1 ，α2 ，α3 ，β1 线性无关，与题设矛盾.（B）、（D）均不

可能成立. 如（B）成立，设有一组数 λ1 ，λ2 ，λ3 ，λ4 使

λ1α1 + λ2α2 + λ3α3 + λ4 kβ1 + β( )
2

= 0 （）

成立，此时 λ4 ≠ 0（否则，α1 ，α2 ，α3 线性相关，与题设矛盾）. 由条件 β1 = k1α1 + k2α2 + k3α3 ，代入（）式，得

（λ1 + λ4 kk1）α1 +（λ2 + λ4 kk2）α2 +（λ3 + λ4 kk3）α3 + λ4β2 = 0.

因 λ4 ≠ 0，故 β2 =
- 1
λ4

（λ1 + λ4 kk1）α1 +（λ2 + λ4 kk2）α2 +（λ3 + λ4 kk3）α[ ]
3

与题设矛盾，同理可证（D）也不

成立.

最后，因（B）、（C）、（D）均不能成立，故（A）成立.

评述 排谬法是做选择题的一种常用方法.

例 16 （05，4 分）设 λ1 ，λ2 是矩阵 A的两个不同的特征值，对应的特征向量分别是 α1 ，α2 则 α1 ，A（α1 + α2）

线性无关的充分必要条件是：

（A）λ1 ≠ 0 （B）λ2 ≠ 0 （C）λ1 = 0 （D）λ2 = 0

分析 利用特征值特征向量概念和线性相（无）关概念，即可得出（B）成立.

解 设 Aα1 = λ1α1 ，Aα2 = λ2α2 ，λ1 ≠ λ2 .

另外，设有数组 k1 ，k2 ，使 k1α1 + k2 A（α1 + α2） = 0，即（k1 + λ1 k2）α1 + λ2 k2α2 = 0.

 α1 ，α2 是线性无关的，故得出 k1 ，k2 满足线性方程组：k1 + λ1 k2 = 0，λ2 k2 = 0，该方程组仅有零解：k1 =

k2 = 0，其系数行列式
1 λ1

0 λ2

= λ2 ≠0，即（B）成立，反之，若（B）成立，逆推回去，仅有 k1 ，k2 恒为零时，有 k1α1

+ k2 A（α1 + α2） = 0 成立，即 α1 ，A（α1 + α2）线性无关.
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综合，（B）成立.

典型题型 5. 坐标、过渡矩阵

例 17 R3 空间中，求 α = （3，7，1）在基 α1 = （1，3，5），α2 = （6，3，2），α3 = （3，1，0）下的坐标.

解 令 α = k1α1 + k2α2 + k3α3 即（3，7，1）= k1（1，3，5）+ k2（6，3，2）+ k3（3，1，0），

即

k1 + 6k2 + 3k3 = 3，

3k1 + 3k2 + k3 = 7，

5k1 + 2k2 =
{

1.

解之，得 k1 = 33，k2 = - 82，k3 = 154. 所以 α 在基 α1 ，α2 ，α3 下的坐标为（33，- 82，154）.

例 18 已知 R3 中的两个基为

α1 = [ ]1

1

1

， α2 =

1

0

-
[ ]

1

， α3 = [ ]1

0

1

； β1 = [ ]1

2

1

， β2 = [ ]2

3

4

， β3 = [ ]3

4

3

.

求由基 α1 ，α2 ，α3 到基 β1 ，β2 ，β3 的过渡矩阵.

解 由（β1 ，β2 ，β3） = （α1 ，α2 ，α3）A，, A = （α1 ，α2 ，α3）
- 1（β1 ，β2 ，β3），其中

（α1 ，α2 ，α3）
- 1 =

1 1 1

1 0 0

1 -
[ ]

1 1

- 1

=

0 1 0

1
2

0
- 1
2

1
2

- 1











1

2

于是 A =

0 1 0

1
2

0
- 1
2

1
2

- 1











1

2

1 2 3

2 3 4[ ]
1 4 3

=

2 3 4

0 - 1 0

- 1 0 -
[ ]

1

.

评述 本题是计算过渡矩阵 A的方法，值得重视.

例 19 设α1 =（1，0，1）T，α2 =（1，1，- 1）T，α3 =（1，- 1，1）T，β1 =（3，0，1）T，β2 =（2，0，0）T，

β3 = （0，2，- 2）T 是 R3 的两组基.

（1）求 α1 ，α2 ，α3 到 β1 ，β2 ，β3 的过渡矩阵 A；

（2）求向量 η = （1，0，- 1）T 在基 β1 ，β2 ，β3 下的坐标；

（3）已知向量 ζ 在基 β1 ，β2 ，β3 下的坐标为（1，2，0）T，求 ζ 在 α1 ，α2 ，α3 下的坐标；

（4）求在基 α1 ，α2 ，α3 和基 β1 ，β2 ，β3 下有相同坐标的非零向量.

分析 （3）从［β1 ，β2 ，β3 ］[ ]1

2

0

=［α1 ，α2 ，α3 ］

x1

x2

x









3

中求解 x =（x1 ，x2 ，x3）
T.（4）从求解齐次方程［（α1 ，

α2 ，α3）- （β1 ，β2 ，β3）］（x1 ，x2 ，x3）
T = 0 得出非零向量 X.

解 （1）由（β1 ，β2 ，β3） = （α1 ，α2 ，α3）A，得

A = （α1 ，α2 ，α3）
- 1（β1 ，β2 ，β3） =

1 1 1

0 1 - 1

1 -
[ ]

1 1

- 1 3 2 0

0 0 2

1 0 -
[ ]

2

=
1
2

0 2 2

1 0 - 1

1 - 2 -
[ ]

1

3 2 0

0 0 2

1 0 -
[ ]

2

=

1 0 0

1 1 1

1 1 -
[ ]

1

.

（2）设 x1β1 + x2β2 + x3β3 = η，即
3 2 0

0 0 2

1 0 -
[ ]

2

x1

x2

x









3

=

1

0

-
[ ]

1

，解得 x1 = - 1，x2 = 2，x3 = 0.
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（3）设 ζ 在 α1 ，α2 ，α3 下的坐标为（x1 ，x2 ，x3）
T，由题设知

ζ = ［β1 ，β2 ，β3 ］[ ]1

2

0

= ［α1 ，α2 ，α3 ］

x1

x2

x









3

由此

x1

x2

x









3

= ［α1 ，α2 ，α3 ］- 1［β1 ，β2 ，β3 ］[ ]1

2

0

=

1 0 0

1 1 1

1 1 -
[ ]

1
[ ]1

2

0

= [ ]1

3

3

即 ζ 在 α1 ，α2 ，α3 下的坐标为（1，3，3）T.

（4）设向量 ζ 在 α1 ，α2 ，α3 与 β1 ，β2 ，β3 下有相同的坐标（x1 ，x2 ，x3）
T 则有

ζ = ［α1 ，α2 ，α3 ］

x1

x2

x









3

= ［β1 ，β2 ，β3 ］

x1

x2

x









3

，即［（α1 ，α2 ，α3）- （β1 ，β2 ，β3）］

x1

x2

x









3

= 0，

1 1 1

0 1 - 1

1 -
[ ]

1 1

-

3 2 0

0 0 2

1 0 -
[ ]






2

x1

x2

x









3

=

- 2 - 1 1

0 1 - 3

0 -
[ ]

1 3

x1

x2

x









3

= 0

解得 x1 = - k，x2 = 3k，x3 = k，k 是非零任意常数. 由此，在 α1 ，α2 ，α3 与 β1 ，β2 ，β3 下有相同坐标的非零向量

为

ζ = ［α1 ，α2 ，α3 ］

x1

x2

x









3

= k

1 1 1

0 1 - 1

1 -
[ ]

1 1

- 1[ ]3

1

= k

3

2

-
[ ]

3

，k 为任意非零常数

例 20 （03，4 分） 从 R2 的基 α1 = ( )1

0
，α2 =

1

-( )1
到基 β1 = ( )1

1
，β2 = ( )1

2
的过渡矩阵 .

分析 从（β1 ，β2） = （α1 ，α2）A，A = （α1 ，α2）
- 1（β1 ，β2）

解 A =
1 1

0 -( )1

- 1
1 1( )1 2

=
1 1

0 -( )1

1 1( )1 2
=

2 3

- 1 -( )2
.

典型题型 6. 关于矩阵的秩 r（A）

例 21 （97，3 分） 设 α1 =

a1

a2

a
{ }

3

，α2 =

b1

b2

b
{ }

3

，α3 =

c1

c2

c
{ }

3

，则三条直线

（）⋯⋯

a1 x + b1 y + c1 = 0，

a2 x + b2 y + c2 = 0，

a3 x + b3 y + c3 =
{

0.

，（其中 a2
i + b2

i ≠ 0，i = 1，2，3）交于一点的充要条件是

（A）α1 ，α2 ，α3 线性相关 （B）α1 ，α2 ，α3 线性无关

（C）秩 r（α1 ，α2 ，α3） = 秩 r（α1 ，α2） （D）α1 ，α2 ，α3 线性相关，α1 、α2 线性无关

分析 几何法与代数法相结合.

解 三直线相交于一点（x，y，1），即方程组（）有非零解（x，y，1）

充要


条件

系数行列式

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

= 0，从

而 α1 ，α2 ，α3 线性相关.

而只有一个交点的条件是 α1 ，α2 线性无关，即 r（α1 ，α2） = 2（否则 r（α1 ，α2） = 1，三条直线平行，或重

合）. 所以，充要条件应选（D）.

评述 本题目系几何与代数相结合的应用性考题，与第十章、§ 10 - 5、例 43 类似，都表明了近年来考研

题目的新趋向 ——— 将线性代数知识与几何的或各种实践知识结合，应引起读者的重视.
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例 22 求 n 阶矩阵

A =

a b ⋯ b

b a ⋯ b

… … …

b b ⋯









a

的秩 r（A）.

解 因为初等变换不改变矩阵的秩，故对 A作初等变换

A =

a b ⋯ b

b a ⋯ b

… … …

b b ⋯









a

→
初

a b ⋯ b

b - a a - b ⋯ 0

… … …

b - a 0 ⋯









a - b

→
初

a +（n - 1）b b ⋯ b

0 a - b ⋯ 0

… … …

0 0 ⋯









a - b

后者是阶梯形矩阵，可知

若 a ≠ b，且 a ≠ - （n - 1）b 时，r（A） = n；若 a = b ≠ 0 时，r（A） = 1；

若 a = - （n - 1）b ≠ 0 时，r（A） = n - 1；若 a = b = 0 时，r（A） = 0.

典型题型 7. 标准正交基

例 23 求一个单位向量 α，它与 ξ1 =（1，1，- 1，1）T，ξ2 =（1，- 1，- 1，1）T，ξ3 =（2，1，1，3）T 均正

交.

解 设所求的单位向量为 α = （x1 ，x2 ，x3 ，x4）
T，则由 α 与 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 均正交及 α 是单位向量，可知

（α，ξ1） = x1 + x2 - x3 + x4 = 0，

（α，ξ2） = x1 - x2 - x3 + x4 = 0，

（α，ξ3） = 2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0，

（α，α） = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1
{

.

求解前三个方程组成的齐次方程组

1 1 - 1 1

1 - 1 - 1 1[ ]
2 1 1 3

→
初

1 1 - 1 1

0 - 2 0 0

0 -
[ ]

1 3 1

→
初

1 1 - 1 1

0 - 2 0 0[ ]
0 0 3 1

得到通解 k（- 4，0，- 1，3）T，代入第四个方程得出

16k2 + k2 + 9k2 = 26k2 = 1，k = ±
1

槡26
.

故与 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 均正交的单位向量为：α1 =
1

槡26
（- 4，0，- 1，3）T，α2 =

- 1

槡26
（- 4，0，- 1，3）T.

例 24 （97，5 分） 设 A是秩等于 2 的 5 × 4 矩阵，又

α1 = （1，1，2，3）T，α2 = （- 1，1，4，- 1）T，α3 = （5，- 1，- 8，9）T

是线性齐次方程组 AX = 0 的解向量，求 AX = 0 的解空间的一组标准正交基.

分析 r（A） = 2，未知量个数为 4，故知方程组解空间的维数为 2，即基础解系由二个线性无关解向量组

成，因为 α1 ，α2 是线性无关的，即为基础解系，就是解空间的基，将 α1 ，α2 标准正交化即可.

解 正交化：取 β1 = α1 = （1，1，2，3）T，

β2 = α2 -
（α2 ，β1）
（β1 ，β1）

β1 = （- 1，1，4，- 1）T -
5
15

（1，1，2，3）T =
1
3

（- 4，2，10，- 6）T.

单位化：

ε1 =
β1

| β1 |
=

1

槡15
（1，1，2，3）T，ε2 =

β2

| β2 |
=

1

槡39
（- 2，1，5，- 3）T.

ε1 ，ε2 即为所求的解空间的标准正交基.

评述 取 α1 ，α3 ，或取 α2 ，α3 同样也可产生解空间的基. 由此，说明解空间的基可以有多组.
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预测·强化训练十一

1. 设向量组 α1 ，α2 ，α3 线性无关，而且 β1 = α1 + 2α2 + 3α3 ，β2 = - α1 + α3 ，β3 = 3α1 + 3α2 + 4α3 ，讨论 β1 ，

β2 ，β3 的线性相关性.

2. 求下列向量组的秩，并求出最大线性无关组：

（1）α1 = （1，2，- 1，4），α2 = （9，100，10，4），α3 = （- 2，- 4，2，- 8）；

（2）α1 = （1，1，0），α2 = （0，2，0），α3 = （0，0，3）.

3. 设向量组 B：β1 ，β2 ，⋯，βr 能由向量组 A：α1 ，α2 ，⋯，αs 线性表示：

β1

β2

…

β











r

= K

α1

α2

…

α











s

，其中 K 为 r × s 矩阵，且 A组线性无关. 证明 B 组线性无关的充要条件是矩阵 K 的秩 r（K） = r.

4. 已知向量组（Ⅰ）α1 ，α2 ，α3 ；（Ⅱ）α1 ，α2 ，α3 ，α4 ；（Ⅲ）α1 ，α2 ，α3 ，α5 . 如果各向量组的秩分别为

r（Ⅰ） = r（Ⅱ） = 3，r（Ⅲ） = 4. 证明向量组 α1 ，α2 ，α3 ，α5 - α4 的秩为 4.

5.  设 An×m，Bm×n ，其中 n < m，I 是单位向量. 若 AB = I，证明 B 的列向量线性无关.

6. 已知 R3 的两个基为 α1 =（1，1，1），α2 =（1，0，- 1），α3 =（1，0，1）和 β1 =（1，2，1），β2 =（2，3，

4），β3 = （3，4，3）.

（1）求由基 α1 ，α2 ，α3 到基 β1 ，β2 ，β3 的过渡矩阵；

（2）写出坐标变换公式；

（3）写出向量 α = α1 + 2α2 - α3 在基 β1 ，β2 ，β3 下的坐标.

7. 设向量组 α1 ，α2 ，α3 线性无关，则下列向量组中线性无关的是

（A）α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 - α1

（B）α1 + α2 ，α2 + α3 ，α1 + 2α2 + α3

（C）α1 + 2α2 ，2α2 + 3α3 ，3α3 + α1

（D）α1 + α2 + α3 ，2α1 - 3α2 + 22α3 ，3α1 + 5α2 - 5α3

8. （03，4 分） 设 α 为 3 维向量，αT 是 α 的转置，若 ααT =

1 - 1 1

- 1 1 - 1

1 -







1 1

，则 αTα = .

简明解答

1. 设有参数 k1 ，k2 ，k3 ，使得：k1β1 + k2β2 + k3β3 = 0 成立，即 k1（α1 + 2α2 + 3α3）+ k2（- α1 + α3）+ k3（3α1 +

3α2 + 4α3） = （k1 - k2 + 3k3）α1 +（2k1 + 3k3）α2 +（3k1 + k2 + 4k3）α3 = 0，

由于 α1 ，α2 ，α3 线性无关，故

k1 - k2 + 3k3 = 0，

2k1 + 0k2 + 3k3 = 0，

3k1 + k2 + 4k3 =
{

0.

该式的系数行列式 D =

1 - 1 3

2 0 3

3 1 4

= 2 ≠ 0，所以，方程组仅有零解，即 k1 = k2 = k3 = 0 只有零解，从

而 β1 ，β2 ，β3 线性无关.

2. （1）矩阵 A =

1 2 - 1 4

9 100 10 4

- 2 - 4 2 -
[ ]

8

的一、三行的元素成比例，故 A的所有三阶子式均为零，同时 A右角有

A二阶子式
1 2[ ]9 100

≠ 0，, r（A） = 2，从而向量组 α1 ，α2 ，α3 的秩为 2. α1 ，α2 ；α2 ，α3 均可作为最

大线性无关组，而 α1 ，α3 不可作为最大线性无关组.
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（2）矩阵 A =

1 1 0

0 2 0[ ]
0 0 3

. r（A） = 3，α1 ，α2 ，α3 本身就是最大线性无关组.

3. 设有数组：x1 ，x2 ，⋯，xr 使 x1β1 + x2β2 + ⋯ + xrβr = 0； （）

将 β1 ，β2 ，⋯，βr 的线性表示代入后，得出

x1（k11α1 + k12α2 + ⋯ + k1sαs）+ x2（k21α1 + k22α2 + ⋯ + k2sαs）+ ⋯ + xr（kr1α1 + krsα2 + ⋯ + krsαs）

= （x1 k11 + x2 k21 + ⋯ + xr kr1）α1 +（x1 k12 + x2 k22 + ⋯ + xr kr2）α2 +（x1 k1s + x2 k2s + ⋯ + xr krs）αs = 0

因为 α1 ，α2 ，⋯，αs 线性无关，所以，下列方程组

k11 x1 + k21 x2 + ⋯ + kr1 xr = 0，

k12 x1 + k22 x2 + ⋯ + kr2 xr = 0，

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

k1sx1 + k2sx2 + ⋯ + krsxr = 0
{

.

（）

恒成立.

必要性 设 B 组线性无关，即使得（）式成立的只有 x1 = x2 = ⋯ = xr = 0，从而方程组（）只有

零解 x1 = x2 = ⋯ = xr = 0，那么 r（K）只能等于 r 才能成立，故 r（K） = r.

充分性 设 r（K） = r，那么方程组（）式只有零解 x1 = x2 = ⋯ = xr = 0，将刚才前面的推理返回

去，只有 x1 = x2 = ⋯ = xr = 0 才能（）式成立，故 β1 ，β2 ，⋯，βr 线性无关.

4. 设有数组：k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4（α5 - α4） = 0（）成立. 因为 r（Ⅰ） = 3，r（Ⅱ） = 3，故 α4 = λ1α1 + λ2α2

+ λ3α3 ，将此式代入（）后，得出：（k1 - k4λ1）α1 +（k2 - k4λ2）α2 +（k3 - k4λ3）α3 + k4α5 = 0，又因为 r（Ⅲ）

= 4，故 k1 = k4λ1 ，k2 = k4λ2 ，k3 = k4λ3 ，k4 = 0. 将 k4 = 0 代入（）式后，得出 k1α1 + k2α2 + k3α3 = 0，

利用 r（Ⅰ） = 3. 从而 k1 = 0，k2 = 0，k3 = 0. 总之，k1 = k2 = k3 = k4 = 0 时，（）才能成立. 由此，向量

组 α1 ，α2 ，α3 ，α5 - α4 的秩为 4.

5. 证 设 B =（β1 ，β2 ，⋯，βn），β1 ，β2 ，⋯，βn 中至少有一个非零向量. 设有数组 x1 ，x2 ，⋯，xn 使 x1β1 + x2β2

+ ⋯ + xnβn = 0，即 BX = 0，从而 ABX = IX = X = 0；即 X = 0，x1 = x2 = ⋯ = xn = 0，B 的列向量 β1 ，β2 ，

⋯，βn 线性无关.

6. （1）由（β1 ，β2 ，β3） = （α1 ，α2 ，α3）A，

, A = （α1 ，α2 ，α3）
- 1（β1 ，β2 ，β3） =

1 1 1

1 0 0

1 -







1 1

- 1 1 2 3

2 3 4






1 4 3

=
- 1
2

0 - 2 0

- 1 0 1

- 1 2 -







1

1 2 3

2 3 4






1 4 3

=

2 3 4

0 - 1 0

- 1 0 -







1

（2）坐标变换公式

x1

x2

x









3

= A

y1

y2

y









3

（3）设 x1β1 + x2β2 + x3β3 = α，α = α1 + 2α2 - α3 = （2，1，- 2）. 将 β1 ，β2 ，β3 ，α 的坐标代入上述线性表

示式后，得出方程组：

x1









1

2

1

+ x2









2

3

4

+ x3









3

4

3

=

2

1

-







2

解出 x1 =
- 3
2

，x2 = - 2，x3 =
5
2

.

7. （C）线性无关. 设有数组：k1 ，k2 ，k3 ，使：

k1（α1 + 2α2）+ k2（2α2 + 3α3）+ k3（3α3 + α1） = （k1 + 3k3）α1 +（2k1 + 2k2）α2 +（3k2 + 3k3）α3 = 0，

因为 α1 ，α2 ，α3 线性无关，所以，

k1 + 3k3 = 0，2k1 + 2k2 = 0，3k2 + 3k3 = 0.

视此，k1 ，k2 ，k3 为未知量，它就是三元（k1 ，k2 ，k3）齐次线性方程组，其系数行列式
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D =

1 0 3

2 2 0

0 3 3

= - 12 ≠ 0，

齐次线性方程组只有零解 k1 = k2 = k3 = 0，故向量组（C）线性无关.

8. 设 α =

a1

a2

a









3

，αT = （a1 ，a2 ，a3）. 则

ααT =

a1

a2

a









3

（a1 ，a2 ，a3） =

a2
1 a1 a2 a1 a3

a2 a1 a2
2 a2 a3

a3 a1 a3 a2 a









2

3

=

1 - 1 1

- 1 1 - 1

1 -







1 1

，

, a2
1 = 1，a2

2 = 1，a2
3 = 1. 从而 αTα = （a1 ，a2 ，a3）

a1

a2

a









3

= a2
1 + a2

2 + a2
3 = 3.
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第十二章 线性方程组

考试要求

1. 会用克莱姆法则.

2. 理解齐次线性方程组有非零解的充分必要条件及非齐次线性方程组有解的充分必要条件.

3. 理解齐次线性方程组的基础解系、通解及解空间的概念，掌握齐次线性方程组的基础解系和通解的求

法.

4. 理解非齐次线性方程组解的结构及通解的概念.

5. 掌握用初等行变换求解线性方程组的方法.

考试要点分析与题型预测

线性方程组的理论及其解法是线性代数的重要内容之一，前一章中，讨论向量组的线性相（无）关性和向

量的线性表示，其实就是线性方程组解的存在性和唯一性问题. 另外，自然科学和工程技术中的许多计算问题，

最后都可归结为线性方程组的求解问题.

线性方程组的基本理论：非齐次线性方程组有解（相容）的充要条件是 r（A）= r（A）；齐次线性方程组有非

零解的充要条件是 r（A） = r < n. 齐次线性方程组的线性无关解构成基础解系，非齐次线性方程组解的结构是

x = ∑
n- r

i = 1

ki xi + x.

求解线性方程组的基本方法：是通过对增广矩阵（或系数矩阵）施行初等行变换，进行消元，得出阶梯形矩

阵，解同解方程，得出解答 x.

线性方程组中，最常碰到的考研题：是讨论含参数的齐次方程组（ § 12 - 4，1. ），非齐次方程组（ § 12 - 4，5，

6. ）有（无）解，在有解的条件，确定好参数，求出解，即便是无解，也要确定相应的参数，这时就无需求解了.

§ 12 - 1 n 个 n 元线性方程组与克莱姆（Cramer）法则

线性方程组 ∑
n

j = 1

a ijxj = bi （i = 1，2，⋯，n） （12. 1）

可以表示为矩阵形式 AX = B （12. 2）

其中 A =

a11 ⋯ a1n

… …

an1 ⋯ a









nn

称为（12. 1）的系数矩阵，

B =

b1

…

b









n

，X =

x1

…

x









n

若 A满秩，即 D = | A| ≠ 0，则（12. 1）（或 12. 2）有唯一解，可表示为 X = A- 1 B 或 xj =
Dj

D
（克莱姆法则），其

中

Dj =

a11 ⋯ a1j- 1 b1 a1j+1 ⋯ a1n

a21 ⋯ a2j- 1 b2 a2j+1 ⋯ a2n

… … … … …

an1 ⋯ anj- 1 bn anj+1 ⋯ a













nn

（j = 1，2，⋯，n）
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§ 12 - 2 齐次线性方程组

称 ∑
n

j = 1

a ijxj = 0 （i = 1，2，⋯，m） 或 AX = 0 （12. 3）

为齐次线性方程组，系数矩阵为 Am×n.

显然（12. 3）总有解 . 因 x1 = x2 = ⋯ = xn = 0 必是它的解，称为零解 .

1. 求解方法 ——— 高斯消元法

初等行变换将齐次线性方程组 AX = 0 变成同解方程组 .

（12. 4）

Am×n X = ← →0 Bm×n X = 0.

其中 r（A）= r，是非零行个数，称独立方程个数，也是独立未知量 x1 ，x2 ，⋯，xr 的个数，全部为0 的行数共（m - r）

行 . 令自由未知量为任意常数 k1 ，k2 ，⋯，kn- r ，回代求得独立未知量，即可求得 AX = 0 的解 .

2. 解的个数

定理 设（12. 3）的系数矩阵 A的秩 r（A） = r，若 r = n，则（12. 3）只有零解；若 r < n，则（12. 3）有无穷多

个非零解，它含 n - r 个独立参数，称为（12. 3）的通解：

k1ξ1 + k2ξ2 + ⋯ + kn- rξn- r （12. 5）

3. 基础解系和通解

（1）设 ξ1 ，ξ2 ，⋯，ξl 是（12. 3）的 l 个解向量，若 ξ1 ，⋯，ξl 线性无关，且（12. 3）的任意解向量均可由 ξ1 ，ξ2 ，⋯，

ξl 线性表示，则称 ξ1 ，⋯，ξl 为（12. 3）的一个基础解系 .

（2）若 r（A） = r < n 则（12. 3）的基础解系存在且含有 n - r 个解向量，直接由（12. 4）写出

ξ1 =

- d1 r+1

- d2 r+1

…

- dr r+1

1

0

…





















0

，ξ2 =

- d1 r+2

- d2 r+2

…

- dr r+2

0

1

…





















0

，⋯，ξn- r =

- d1 n

- d2 n

…

- dr n

0

0

…





















1

（12. 6）

就是（12. 3）的一个基础解系 .

（3）若 ξ1 ，ξ2 ，⋯，ξn- r 是（12. 3）的一个基础解系，则（12. 3）的全部解（通解）就是 k1ξ1 + k2ξ2 + ⋯ + kn- rξn- r ，

其中 ki（i = 1，⋯，n - r）为任意常数 .

·973·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】 第六部分 线性代数



§ 12 - 3 非齐次线性方程组

m 个 n 元（m ≥ 1，n ≥ 1）线性方程组

∑
n

j = 1

a ijxj = bi （i = 1，2，⋯，m） 或 AX = B （12. 7）

其中 A为（12. 7）的系数矩阵，

A =

a11 ⋯ a1n

… …

am1 ⋯ a









mn

，B =

b1

…

b









m

，X =

x1

…

x









n

记A =

a11 ⋯ a1n b1

… … ……

am1 ⋯ amn b









m

，称A为（12. 7）的增广矩阵 .

1. 相容性与解的个数

定理 非齐次线性方程组（12. 7）有解（称此方程组相容）的充要条件是其系数矩阵与增广矩阵的秩相

等，即 r（A） = r（A）.

由此定理，方程组（12. 7）的解的情况讨论如下：

若 r（A）≠ r（A），则（12. 7）无解（不相容）.

若 r（A） = r（A） = r，则（12. 7）有解 .

（1）当 r = n 时，（12. 7）有唯一解；（2）当 r < n 时，则（12. 7）有无穷多个解 . 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn- r ，是对应齐

次线性方程组 AX = 0 的一个基础解系，槇X 是 AX = B 的一个特解，则方程组（12. 7）（即 AX = B）的通解为 x =

∑
n- r

i = 1

ki Xi
槇+ X，其中 Xi 是 AX = 0 的基础解系，槇X 是（12. 7）的特解，k1 ，k2 ，⋯，kn- r 为任意常数 .

2. 解法 设 r（A） = r（A） = r ≤ n

（1）用克莱姆法则

（2）消元法

设位于 A的左上角的 r 阶子式

a11 ⋯ a1r

… …

a r1 ⋯ a rr

≠ 0，则可通过初等行变换将A化为标准形（或阶梯形）：

（12. 8）

于是得到（12. 7）的通解为

X = xr+1ξ1 + xr+2ξ2 + ⋯ + xnξn- r
槇+ X
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=

x1

x2

…

xr

xr+1

…

x





















n

= xr+1

- d1 r+1

- d2 r+1

…

- dr r+1

1

0

…





















0

+ xr+2

- d1 r+2

- d2 r+2

…

- dr r+2

0

1

…





















0

+ ⋯ + xn

- d1 n

- d2 n

…

- dr n

0

0

…





















1

+

l1

l2

…

lr

0

0

…





















0

（12. 9）

其中 xr+1 ，xr+2 ，⋯，xn 为 n - r 个自由未知量 .

§ 12 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

线性方程组可解性的讨论与求解，在考研中每年都会出考题，约占 6 ～ 8 分，应引起读者重视. 本节选择的

例题，既是十分典型的例题，又是考研中的真实考题，同时还是未来的考试题型，学员要熟练地掌握它.

典型题型 1. 齐次线性方程组的通解

例 1 （99，9 分）已知线性方程组

x1 + x2 + x3 = 0，

ax1 + bx2 + cx3 = 0，

a2 x1 + b2 x2 + c2 x3 = 0
{

.

（1）a，b，c 满足何种关系时，方程组仅有零解？

（2）a，b，c 满足何种关系时，方程组有无穷多组解？并用基础解系表示全部解.

解 系数行列式 D =

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

= （a - b）（b - c）（c - a）.

（1）当 a ≠ b，b ≠ c，c ≠ a 时，D ≠ 0，方程组仅有零解 x1 = 0，x2 = 0，x3 = 0.

（2）下面分四种情况

1° 当 a = b≠ c 时，同解方程组为
x1 + x2 + x3 = 0，

x3 = 0{ .
方程组有无穷多组解，全部解为：k1（1，- 1，0）T（k1

为任意常数）. 基础解系 ξ = （1，- 1，0）T.

2° 当 a = c ≠ b 时，同解方程组为
x1 + x2 + x3 = 0，

x2 = 0{ .
方程组有无穷多组解，全部解为：k2（1，0，- 1）T（k2

为任意常数）. 基础解系 ξ = （1，0，- 1）T.

3° 当 b = c ≠ a 时，同解方程组为
x1 + x2 + x3 = 0，

x1 = 0{ .
方程组有无穷多组解，全部解为：k3（0，1，- 1）T（k3

为任意常数）. 基础解系 ξ = （0，1，- 1）T.

4° 当 a = b = c 时，同解方程组为 x1 + x2 + x3 = 0，方程组有无穷多组解，全部解为：k4（- 1，1，0）T + k5（- 1，0，

1）T（k4，k5 为任意常数）. 基础解系 ξ1 =（- 1，1，0）T，ξ2 =（- 1，0，1）T

评述 本题求解时所用的讨论法，是含参数的线性方程组常用的方法.

例 2 （02，3 分）设 A是 m × n 矩阵，B 是 n × m 矩阵，则线性方程组（AB）x = 0

（A）当 n > m 时仅有零解 （B）当 n > m 时必有非零解

（C）当 m > n 时仅有零解 （D）当 m > n 时必有非零解

解 当 m > n 时，秩 r（AB）≤ min｛r（A），r（B）｝≤ n < m，此处 m 是齐次方程组未知量 x1 ，x2 ，⋯，xm 的个

数 m，根据齐次方程组解的讨论，此时（AB）x = 0 有无穷多个非零解，即必有非零解存在. 故选（D）.

例 3（04，9 分） 设有齐次线性方程组
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（1 + a）x1 + x2 + ⋯ + xn = 0，

2x1 +（2 + a）x2 + ⋯ + 2xn = 0，

nx1 + nx2 + ⋯ +（n + a）xn = 0

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯{
，

（n ≥ 2）

试问 a 取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解.

解 对方程组的系数矩阵 A作初等行变换，有

A =

1 + a 1 1 ⋯ 1

2 2 + a 2 ⋯ 2

… … … …

n n n ⋯









n + a

→

1 + a 1 1 ⋯ 1

- 2a a 0 ⋯ 0

… … … …

- na 0 0 ⋯









a

= B.

当 a = 0 时，r（A） = 1 < n，故方程组有非零解，其同解方程组为 x1 + x2 + ⋯ + xn = 0，由此得基础解系为

ξ1 = （- 1，1，0，⋯，0）T，ξ2 = （- 1，0，1，⋯，0）T，⋯ξn- 1
= （- 1，0，0，⋯，1）T，于是方程组的通解为

x = k1ξ1 + k2ξ2 + ⋯ + k
n- 1ξn- 1

，其中 k1 ，k2 ，⋯，k
n- 1

为任意常数.

当 a ≠ 0 时，对矩阵 B 作初等行变换，有

B →

1 + a 1 1 ⋯ 1

- 2 1 0 ⋯ 0

… … … …

- n 0 0 ⋯









1

→

a +
n（n + 1）

2
0 0 ⋯ 0

- 2 1 0 ⋯ 0

… … … …

- n 0 0 ⋯











1

可知 a = -
n（n + 1）

2
时，r（A） = n - 1 < n，故方程组也有非零解，其同解方程组为

- 2x1 + x2 = 0，

- 3x1 + x3 = 0，

⋯⋯⋯⋯⋯⋯

- nx1 + xn = 0
{

.

由此得基础解系为 ξ = （1，2，⋯，n）T，于是方程组的通解为 x = kξ，其中 k 为任意常数.

例 4 （05，9 分）已知三阶矩阵 A的第一行是（a，b，c），a，b，c 不全为零，矩阵 B =

1 2 3

2 4 6

3 6







k

，（k 为常数），

且 AB = 0，求线性方程组 AX = 0 的通解.

分析 令 A =

a b c

  






  

，B =

1 2 3

2 4 6

3 6







k

. 从分析 A、B 的秩入手，定出 k 值，再求 AX = 0 的解.

解 由 AB = 0 及矩阵秩的性质可知，r（A）+ r（B）≤ 3.  a，b，c 不全为零，, r（A）≥ 1，从而 r（B）≤ 2.

当 k ≠ 9 时，r（B） = 2，此时 r（A） = 1；当 k = 9 时，r（B） = 1，此时 r（A） = 1 或 r（A） = 2

以下讨论求解 AX = 0.

1° 当 k≠ 9，r（A） = 1，由于 AB = 0 可得 A








1

2

3

，A

3

6






k

= 0，, η1 =（1，2，3）T，η2 =（3，6，k）T 都是 AX =

0 的解，

又 η1 ，η2 彼此线性无关，故是一个基础解系，于是 AX = 0 的通解为 X = C1η1 + C2η2 ，其中 C1 ，C2 为任意常

数.

2° 当 k = 9，分别就 r（A） = 2 和 r（A） = 1 讨论.

如果 r（A） = 2，则 AX = 0 的基础解系由一个向量组成. 又因为 A








1

2

3

= 0，, η = （1，2，3）T 可作为 AX =

0 的基础解系向量，于是 AX = 0 的通解为 X = C（1，2，3）T，其中 C 为任意常数.
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当 r（A） = 1，则 AX = 0 的基础解系由两个向量构成. 又因为 A的第一行元素 a，b，c 不全为零，所以 AX = 0

等价于 ax1 + bx2 + cx3 = 0. 不妨设 a ≠ 0，于是 η1 = （- b，a，0）T，η2 = （- c，0，a）T 是 AX = 0 的两个线性无

关解，故 AX = 0 的通解为 X = C1η1 + C2η2 ，其中 C1 ，C2 为任意常数.

评述 本题求解是涉及多个知识点：如矩阵的秩的概念及性质，齐次方程组解法，基础解系. 是一道综合

性典型性考题，很值得读者重视.

典型题型 2. 基础解系

例 5 （96，8 分）设向量 α1 ，α2 ，⋯，αs 是齐次方程组 AX = 0 的一个基础解系，向量 β不是方程组 AX = 0 的

解，即 Aβ ≠ 0. 试证明：向量组 β，β + α1 ，β + α2 ，⋯，β + αs，线性无关.

解 设有一组数 k，k1 ，k2 ，⋯，ks，使得：kβ + ∑
s

i = 1

ki（β + αi） = 0，即

k + ∑
s

i = 1

k( )i β = ∑
s

i = 1

（- ki）αi .

该式两边同时左乘矩阵 A，有

k + ∑
s

i = 1

k( )i
Aβ = A∑

s

i = 1

（- ki）αi = ∑
s

i = 1

（- ki）Aαi = 0

因为 Aβ ≠ 0. 故 k + ∑
s

i = 1

ki = 0，∑
s

i = 1

（- ki）αi = 0. 由于向量组 α1 ，α2 ，⋯，αs 是基础解系. 所以，k1 = k2 = ⋯ = ks

= 0，代入前面式得 k = 0. 所以向量组 β，β + α1 ，β + α2 ，⋯，β + αs 线性无关.

评述 本题是将齐次方程组的基础解系与向量组线性无关性相结合的综合性题目.

例 6 设 α1 ，α2 ，α3 是齐次线性方程组 AX = 0 的一个基础解系. 证明 α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 + α1 也是该方程

组的一个基础解系.

分析 按基础解系定义，要证明向量组：α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 + α1 是 AX = 0 的解，且向量组：α1 + α2 ，α2 +

α3 ，α3 + α1 线性无关.

证明 由 A（α1 + α2） = Aα1 + Aα2 = 0 + 0 = 0，知 α1 + α2 是 AX = 0 的解. 同理，可证 α2 + α3 ，α3 + α1

也是 AX = 0 的解. 又设有数 k1 ，k2 ，k3 使得 k1（α1 + α2）+ k2（α2 + α3）+ k3（α3 + α1） = 0，则有（k1 + k3）α1 +

（k1 + k2）α2 +（k2 + k3）α1 = 0. 由于 α1 ，α2 ，α3 线性无关，故

k1 + k3 = 0，

k1 + k2 = 0，

k2 + k3 = 0
{

.

其系数行列式
1 0 1

1 1 0

0 1 1

= 2 ≠ 0，可

见 k1 = k2 = k3 = 0，从而 α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 + α1 线性无关.

另外，根据题意，AX = 0 的基础解系含有 3 个线性无关的向量，所以 α1 + α2 ，α2 + α3 ，α3 + α1 就是 AX = 0

的基础解系.

例 7 已知矩阵 B =

1 - 2 1 0 0

1 - 2 0 1 0

1 - 2 3 - 2 0

5 -









6 0 0 1

的行向量都是齐次线性组

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0，

3x1 + 2x2 + x3 + x4 - 3x5 = 0，

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0，

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 - x5 = 0
{

.

的解向量. 问 B 的四个行向量能否构成方程组的基础解系？若不能，不用解方程组的方法，试求方程组的一个基

础解系.

解 首先要判定方程组的基础解系是由多少个线性无关的解向量构成. 为此，对方程组系数矩阵 A作初

等变换：
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A =

1 1 1 1 1

3 2 1 1 - 3

0 1 2 2 6

5 4 3 3 -









1

→

1 1 1 1 1

0 - 1 - 2 - 2 - 6

0 1 2 2 6

0 - 1 - 2 - 2 -









6

→

1 1 1 1 1

0 1 2 2 6

0 0 0 0 0









0 0 0 0 0

，

r（A） = 2. 所以线性方程组的基础解系由 3 个线性无关的解向量构成. 又由于

B =

1 - 2 1 0 0

1 - 2 0 1 0

1 - 2 3 - 2 0

5 -









6 0 0 1

→

1 - 2 1 0 0

0 0 - 1 1 0

0 0 2 - 2 0

0 4 -









5 0 1

→

1 - 2 1 0 0

0 0 1 - 1 0

0 0 0 0 0

0 4 -









5 0 1

，r（B） = 3.

所以，B 的四个行向量不是方程组的一个基础解系. 显然，矩阵 B 的第 1、2、4 行的行向量线性无关，可构成方程

组的一个基础解系.

例 8 （96，6 分）求齐次线性方程组

x1 + x2 + x5 = 0，

x1 + x2 - x3 = 0，

x3 + x4 + x5 = 0
{

.

的基础解系.

解 方程组的系数矩阵

A =

1 1 0 0 1

1 1 - 1 0 0[ ]
0 0 1 1 1

→
1 1 0 0 1

0 0 1 0 1[ ]
0 0 0 1 0

，r（A） = 3.

所以基础解系由 2 个向量构成：ξ1 = （- 1，0，- 1，0，1），ξ2 = （1，- 1，0，0，0）.

例 9 （02，8 分）设齐次线性方程组

ax1 + bx2 + bx3 + ⋯ + bxn = 0，

bx1 + ax2 + bx3 + ⋯ + bxn = 0，

bx1 + bx2 + bx3 + ⋯ + axn = 0

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯{
.

其中 a ≠ 0，b≠ 0，n ≥ 2. 讨论 a、b 为何值时，方程组仅有零解，有无穷多组解？在有无穷多组解时，求出全

部解，并用基础解系表示全部解 .

分析 本题目的解法类似于例 3.

解 方程组的系数行列式

| A | =

a b b ⋯ b

b a b ⋯ b

b b a ⋯ b

… … … …

b b b ⋯ a

= ［a +（n - 1）b］（a - b）n- 1

（1）当 a ≠ b 且 a ≠ - （n - 1）b 时，方程组仅有零解 .

（2）当 a = b 时，对系数矩阵 A作初等变换 .

A =

a a a ⋯ a

a a a ⋯ a

a a a ⋯ a

… … … …

a a a ⋯











a

→
初

1 1 1 ⋯ 1

0 0 0 ⋯ 0

0 0 0 ⋯ 0

… … … …

0 0 0 ⋯











0

原方程组的同解方程组为：x1 + x2 + ⋯⋯ + xn = 0，其基础解系是：

α1 = （- 1，1，0，⋯，0）T，α2 = （- 1，0，1，⋯，0）T，⋯，αn- 1 = （- 1，0，0，⋯，1）T，

原方程组的全部解：

x = c1α1 + c2α2 + ⋯ + cn- 1αn- 1（c1 ，c2 ，⋯，cn- 1 为任意常数）.

（3）当 a = （1 - n）b 时，对系数矩阵 A作初等变换：
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A =

（1 - n）b b b ⋯ b b

b （1 - n）b b ⋯ b b

b b （1 - n）b ⋯ b b

… … … … …

b b b ⋯ b （1 - n）











b

→
初

1 - n 1 1 ⋯ 1 1

1 1 - n 1 ⋯ 1 1

1 1 1 - n ⋯ 1 1

… … … … …

1 1 1 ⋯ 1 1











- n

→
初

1 0 0 ⋯ 0 - 1

0 1 0 ⋯ 0 - 1

0 0 1 ⋯ 0 - 1

… … … - 1 - 1

0 0 0 ⋯











0 0

r（A） = n - 1，基础解系向量只有一个，原方程组的同解方程组为：x1 = xn ，x2 = xn ，⋯，xn- 1 = xn ，基础解系为

β（1，1，⋯，1）T，原方程组的全部解 x = cβ（c 为任意常数）.

评述 本题目类型是近年来考研中的热点考题之一.

典型题型 3. 两方程组有公共解

例 10 设四元线性齐次方程组（Ⅰ）
x1 + x2 = 0，

x2 - x4 = 0{ ，
又已知某线性齐次方程组（Ⅱ）的通解为 k1（0，1，1，0）

+ k2（- 1，2，2，1）.（1）求线性方程组（Ⅰ）的基础解系；（2）问线性方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）是否有非零公共解？若

有，则求出所有非零公共解 . 若没有，则说明理由 .

解 （1）已知（Ⅰ）的系数矩阵为 A =
1 1 0 0

0 1 0 -[ ]1
，r（A）= 2，故（Ⅰ）的基础解系有两个解向量，可取

为：（0，0，1，0），（- 1，1，0，1）.

（2）有非零公共解 . 将（Ⅱ）的通解代入（Ⅰ），则有
- k2 + k1 + 2k2 = 0，

k1 + 2k2 - k2 ={ 0
解得 k1 = - k2 . 当 k1 = - k2 ≠ 0

时，方程组（Ⅰ）、（Ⅱ）有非零共公解，所有非零公共解是 k（- 1，1，1，1）（k 是不为零的常数）.

评述 （2）求非零公共解的方法是有一定的技巧性，这样做，方法简便，公共解也求得了 .

例 11（02，8 分） 设四元齐次线性方程组（Ⅰ）为

2x1 + 3x2 - x3 = 0，

x1 + 2x2 + x3 - x4 ={ 0.

且已知另一四元齐次线性方程组（Ⅱ）的一个基础解系为：α1 = （2，- 1，a + 2，1）T，α2 = （- 1，2，4，a + 8）T.

（1）求方程组（Ⅰ）的一个基础解系；

（2）当 a 为何值时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）有非零公共解？在有非零公共解时，求出全部非零公共解？

分析 例 10、例 11 是同类型的题目，例 10 是 1994 年数学考研题，而例 11 是 2002 年的考研题，相隔 8 年

之后又重复出现 . 由此可见，数学考研题每经过若干年后会重复出现，这是一条规律，很值得读者重视 . 本题目

解法类似于例 10.

解 （1）对方程组（Ⅰ）的系数矩阵作初等变换：

A =
2 3 - 1 0

1 2 1 -( )1
→

初 1 0 - 5 3

0 1 3 -( )2

, r（A） = 2，原方程组的同解方程组
x1 = 5x3 - 3x4 ，

x2 = - 3x3 + 2x4
{ .

由此可得（Ⅰ）的一个基础解系是：

β1 = （5，- 3，1，0）T，β2 = （- 3，2，0，1）T.

（2）由题设条件，方程组（Ⅱ）的全部解为
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x1

x2

x3

x













4

= k1α1 + k2α2 =

2k1 - k2

- k1 + 2k2

（a + 2）k1 + 4k2

k1 +（a + 8）k













2

（）

将（）式代入（Ⅰ），得出
（a + 1）k1 = 0，

（a + 1）k1 - （a + 1）k2 ={ 0
（）

要使（Ⅰ）、（Ⅱ）有非零公共解，只需 k1 ，k2 的方程组（）有非零解 k1 、k2 ，这只需其系数行列式 D =

a + 1 0

a + 1 - （a + 1）
= - （a + 1）2 = 0 即可 . 由此，当 a ≠ - 1 时，D ≠ 0，方程组（）只有零解，此时（Ⅰ）、

（Ⅱ）无非零公共解 . 当 a = - 1 时，D = 0，方程组（）有非零解 k1 ，k2 ，此时（Ⅰ）（Ⅱ）的全部非零公共解：

x1

x2

x3

x













4

= k1

2

- 1










1

1

+ k2

- 1









2

4

7

·（k1 ，k2 ——— 任意常数）

评述 本题目是近年来考研中的热点考题之一 .

典型题型 4. 同解方程组

例 12 设有矩阵 Am×s、Bs×r ，证明方程组 ABX = O 和 BX = O 是同解方程组的充要条件是 r（AB） = r（B）.

证明 必要性 ABX = O 和 BX = 0 是同解方程，则它们有相同的基础解系，且基础解系向量的个数相同，

从而 r - r（AB） = r - r（B），即有 r（AB） = r（B）.

充分性 r（AB） = r（B），ABX = O 和 BX = O 的基础解系的向量个数相同 . 设 ξ1 ，ξ2 ，⋯⋯ξn- r 是 BX = O

的基础解系，由于 BX = O 的解必是 ABX = O 的解，所以 ξ1ξ2 ，⋯⋯ξn- r 也是 ABX = O 的线性无关的解 . 又因为

ABX = O的基础解系含有 n - r（AB）= n - r（B）= n - r，从而 ξ1 ，ξ2 ，⋯⋯ξn- r 也是 ABX = O的基础解系，即 ABX

= O 与 BX = 0 同解 .

典型题型 5. 非齐次线性方程组通解及结构

例 13 讨论下列方程组的解：

ax1 + x2 + x3 = 4.

x1 + bx2 + x3 = 3.

x1 + 2bx2 + x3 =
{

4.

分析 含参数的非齐次方程组求解讨论完全类似于本节的例 1、例 9，用高斯消元法，即初等行变换法求解

.

解 A =

a 1 1 4

1 b 1 3

1 2b





[ ]
1 4

→
初

1 b 1 3

0 1 - ab 1 - a 4 - 3a

0 b





[ ]
0 1

→
初

1 0 1 2

0 1 1 - a 4 - 2a

0 b





[ ]
0 11

→
初

1 0 1 2

0 1 1 - a 4 - 2a

0 0 b（a - 1） 1 - 4b + 2





[ ]
ab

（1）b = 0 时，A →
初

1 0 1 2

0 1 1 - a 4 - 2a




[ ]
0 0 0 1

，r（A）≠（A），原方程组无解 .

（2）a = 1 时，A →
初

1 0 1 2

0 1 0 2

0 0 0 1 - 2



[ ]

b

，可见，b ≠ 1
2

时，r（A）≠ r（A），原方程组也无解 . 当 b =
1
2

时，

有无穷多解 X =

x1

x2

x









3

= C

- 1[ ]0

1

+ [ ]2

2

0

，C 为任意常数 .
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（3）（a - 1）b ≠ 0 时，r（A） = r（A） = 3，方程组有唯一解 .

A →
初

1 0 0
2b - 1

b（a - 1）

0 1 0
1
b

0 0 1
1 - 4b + 2ab

b（a - 1




















）

所以 x1 =
2b - 1

b（a - 1）
，x2 =

1
b

，x3 =
1 - 4b + 2ab

b（a - 1）
.

评述 本题目的题型及所用的解法，考研中几乎年年会出现，是热点考题之一，读者应重视 .

例 14 已知 4 个未知量的非齐次线性方程组系数矩阵 A的秩为 3，三个解 η1 ，η2 ，η3 之间有关系：η1 =（1，

1，1，1）' ，η2 + 2η3 = （1，2，3，4）' . 求该方程组的通解 .

分析 本题目按照非齐次线性方程组解的结构：X = ∑
n

i = 1

ki Xi
槇+ x 解决的，其中 Xi 是齐次线性方程组的解，

槇X 是非齐次线性方程组的特解，ki 是任意常数 .

解 由非齐次方程组解的性质知，η2 - η1 和 η3 - η1 都是对应齐次方程组的解 . 另外，齐次方程组的解具

有线性性，从而有解：ξ = （η2 - η1）+ 2（η3 - η1） =（η2 + 2η3）- 3η1 =（- 2，- 1，0，1）' . 因为 r（A） = 3，基

础解系中只含一个解向量，故通解为

X = kξ + η1 = k（- 2，- 1，0，1）' +（1，1，1，1）' .

例 15（00，3 分） 设 α1 ，α2 ，α3 是四元非齐次线性方程组 AX = b 的三个解向量，且 r（A） = 3，α1 = （1，2，

3，4）T，α2 + α3 = （0，1，2，3）T，C 表示任意常数，则线性方程组 AB = b 的通解 X = .

（A）











1

2

3

4

+ C











1

1

1

1

（B）











1

2

3

4

+ C











0

1

2

3

（C）











1

2

3

4

+ C











2

3

4

5

（D）











1

2

3

4

+ C











3

4

5

6

分析 本题目仍然按照非齐次线性方程组解的结构：X = ∑
n

i = 1

ki Xi
槇+ X 解决的，其中 Xi 是齐次线性方程组

的解，槇X 是非齐次线性方程组的特解，ki 是任意常数 .

解 基础解系中解向量个数：4 - 3 = 1. 又 2α1 - （α2 + α3） =（2，3，4，5）T 是齐次线性方程组 AX = O 的

解向量，即基础解系向量 . 而 α1 = （1，2，3，4）T 是 AX = b 的特解，故通解 X = （1，2，3，4）T + C（2，3，4，5）T，其

中 C 是任意常数 . 应选（C）.

评述 例 14、例 15 同属于解的结构性质的应用 .

例 16（01，3 分） 设方程组
a 1 1

1 a 1

1 1
[ ]

a

x1

x2

x









3

=

1

1

-
[ ]

2

有无穷多个解，则 a = .

分析 本题目应从方程组 AX = B有解充要条件 r（A）= r（A），有无穷多个解时需有条件：r（A）= r（A）=

r < 3 定出 a.

解 从 A =

a 1 1 1

1 a 1 1

1 1 a -





[ ]
2

→
初

a 1 1 1

1 a 1 1

a + 2 a + 2 a +





[ ]
2 0

因此，当 a = - 2 时，r（A） = r（A） = 2 < 3，原方程组有解，但不唯一，即有无穷多个解 . 故 a = - 2.

评述 本题目给读者的启示，读者要牢记并会应用充要条件 r（A） = r（A）.

例 17（02，6 分） 已知四阶方阵 A =（α1，α2，α3，α4），α1，α2，α3，α4 均为四维列向量，其中α2，α3，α4 线性无关，

α1 = 2α2 - α3·如果 β = α1 + α2 + α3 + α4，求线性方程组 AX = β 的通解 .
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分析 本题目仅需将 AX = B 中的 A，β 代入后，再求解线性方程组 .

解 令 X =

x1

x2

x3

x













4

，则 AX = （α1 ，α2 ，α3 ，α4）

x1

x2

x3

x













4

= β，

得 x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 = α1 + α2 + α3 + α4 ，

将 α1 = 2α2 - α3 代入，整理后得

（2x1 + x2 - 3）a2 +（- x1 + x3）α3 +（x4 - 1）α4 = 0

由于 α2 ，α3 ，α4 线性无关，知

2x1 + x2 - 3 = 0，

- x1 + x3 = 0，

x4 - 1 =
{

0.

解此方程组得 X =











0

3

0

1

+ k

1

- 2










1

0

（k 为任意常数）.

评述 本题目仍然属于非齐次线性方程组解的结构性质的应用 .

典型题型 6. 非齐次线性方程组有解的条件

例 18（96，9 分） 已知线性方程组

x1 + x2 - 2x3 + 3x4 = 0，

2x1 + x2 - 6x3 + 4x4 = - 1，

3x1 + 2x2 + px3 + 7x4 = - 1，

x1 - x2 - 6x3 - x4

{
= t.

讨论参数 p，t 取何值时，方程组有解、无解；当有解时，试用导出组的基础解系表示通解 .

解 方程组的系数矩阵 A的增广矩阵为

A =

1 1 - 2 3 0

2 1 - 6 4 - 1

3 2 p 7 - 1

1 - 1 - 6 - 1














t

→
初

1 1 - 2 3 0

0 - 1 - 2 - 2 - 1

0 - 1 p + 6 - 2 - 1

0 - 2 - 4 - 4














t

→
初

1 1 - 2 3 0

0 1 2 2 1

0 0 p + 8 0 0

0 0 0 0 t +














2

（1）当 t ≠ - 2 时，秩（A）≠ 秩（A），方程组无解 .

（2）当 t = - 2 时，秩（A） = 秩（A），方程组有解 .

（i）若 p = - 8 时，秩（A） = 秩（A） = 2，导出组的基础解系含 2 个解向量，通解

X =

- 1









1

0

0

+ C1

4

- 2










1

0

+ C2

- 1

- 2










0

1

，（其中 C1 ，C2 是任意常数）.

（ii）若 p ≠ - 8 时，秩（A） = 秩（A） = 3，导出组的基础解系含 1 个解向量，通解

X =

- 1









1

0

0

+ C

- 1

- 2










0

1

，（其中 C 为任意常数）.

评述 本题从 r（A）≠ r（A）去确定 AX = B 的不可解性，r（A） = r（A）去确定 AX = B 的可解性 .

例 19 已知 a1 = （1，0，2，3），a2 = （1，1，3，5），a3 = （1，- 1，a + 2，1），a4 = （1，2，4，a + 8），及 β = （1，

1，b + 3，5）.

（1）a，b 为何值时，β 不能表示成 a1 ，a2 ，a3 ，a4 的线性组合？

（2）a，b 为何值时，β 有 a1 ，a2 ，a3 ，a4 的唯一的线性表示式？并写出该表示式 .

分析 本题目系线性方程组可解性理论去解决向量的线性表示问题 .

解 设 β = x1 a1 + x2 a2 + x3 a3 + x4 a4 ，则
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x1 + x2 + x3 + x4 = 1，

x2 - x3 + 2x4 = 1

2x1 + 3x2 +（a + 2）x3 + 4x4 = b + 3，

3x1 + 5x2 + x3 +（a + 8）x4 =
{

5.

因为

A =

1 1 1 1 1

0 1 - 1 2 1

2 3 （a + 2） 4 b + 3

3 5 1 a +














8 5

→
初

1 1 1 1 1

0 1 - 1 2 1

0 1 a 2 b + 1

0 2 - 2 a +














5 2

→
初

1 1 1 1 1

0 1 - 1 2 1

0 0 a + 1 0 b

0 0 0 a +









1 0

所以，当 a = - 1，b≠0 时 r（A） = 2，r（A） = 3，两秩不等，方程组无解，从而 β不能表示成 a1 ，a2 ，a3 ，a4 的线性组

合 .

当 a ≠ - 1 时 r（A） = r（A） = 4，方程组有唯一解，所以 β 有 a1 ，a2 ，a3 ，a4 的唯一线性表示式，且

β =
2b

a + 1
a1 +

a + b + 1
a + 1

a2 +
b

a + 1
a3 + 0a4.

评述 本题目系线性表示与线性方程组相结合的综合性考题 .

例 20 设线性方程组

x1 + a1 x2 + a2
1 x3 = a3

1 ，

x1 + a2 x2 + a2
2 x3 = a3

2 ，

x1 + a3 x2 + a2
3 x3 = a2

3 ，

x1 + a4 x2 + a2
4 x3 = a

{
3
4

（）

（1）证明，若 a1 ，a2 ，a3 ，a4 两两不相等，则此线性方程组无解；

（2）设 a1 = a3 = k，a2 = a4 = - k（k ≠ 0），且已知 β1 ，β2 是该方程组的两个解，其中 β1 =

- 1[ ]1

1

，β2 =

1

1

-
[ ]

1

，写出此方程的通解 .

分析 本题目从 r（A）≠ r（A）去确定 AX = B 不可解性，r（A） = r（A）去确定 AX = B 的可解性 .

解 （1）方程组（）的增广矩阵的行列式为

| A | =

1 a1 a2
1 a3

1

1 a2 a2
2 a3

2

1 a3 a2
3 a3

2

1 a4 a2
4 a3

4

= （a4 - a3）（a4 - a2）（a4 - a1）（a3 - a2）（a3 - a1）（a2 - a1）

由题设 | A | ≠ 0，即 r | （A）| = 4. 而系数矩阵 A秩 r（A）≤ 3，故 r（A）≠ r（A），即方程组（）无解 .

（2）当 a1 = a3 = k，a2 = a4 = - k（k ≠ 0）时，方程组（）为

x1 + kx2 + k2 x3 = k3 ，

x1 - kx2 + k2 x3 = - k3{ .

因为
1 k

1[ ]- k
= - 2k ≠ 0，故 r（A） = r（A） = 2. 方程组（）有解，且其对应的导出方程组（齐次方程组）

的基础解系应含有 3 - 2 = 1 个解向量，且可如下求得

ξ = β2 - β1 =

2

0

-
[ ]

2

≠ 0.

于是方程组（）的通解为
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X = β1 + kξ =

- 1[ ]1

1

+ k

2

0

-
[ ]

2

，其中 k 为任意常数 .

评述 本类型题目一直是考研中的热点之一 .

例 21（97，8 分） λ 为何值时，方程组

2x1 + λx2 - x3 = 1，

λx1 - x2 + x3 = 2，

4x1 + 5x2 - 5x3 = - 1
{

，

无解，有唯一解或有无穷多解？并在有无穷多

解时，写出方程组的通解 .

分析 本题目是含参数 λ 的非齐次线性方程组，仍然用 r（A） = r（A）去确定方程组的可解性，r（A）≠
r（A）去确定方程组的不可解性 .

解 原方程组的系数行列式 D =

2 λ - 1

λ - 1 1

4 5 -
[ ]

5

= （λ - 1）（5λ + 4）.

故当 λ ≠ 1，λ ≠ - 4
5

时，D ≠ 0，方程组有唯一解 .

当 λ = 1 时，原方程组：

2x1 + x2 - x3 = 1，

x1 - x2 + x3 = 2，

4x1 + 5x2 - 5x3 = - 1
{

，

对其增广矩阵施以初等变换，得

A =

2 1 - 1 1

1 - 1 1 2

4 5 - 5 -



[ ]

1

→
初

0 3 - 3 - 3

1 - 1 1 2

0 9 - 9 -



[ ]

9

→
初

1 - 1 1 2

0 1 - 1 - 1


[ ]

0 0 0 0

→
初

1 0 0 1

0 1 - 1 - 1


[ ]

0 0 0 0

可见 r（A） = r（A） = 2 < 3（未知量的个数），故原方程组有无穷多解，通解为

x1

x2

x









3

= k[ ]0

1

1

+

1

- 1[ ]
0

（其中 k 为任意常数 . ）

当 λ =
- 4
5

时，原方程组成为

10x1 - 4x2 - 5x3 = 5，

4x1 + 5x2 - 5x3 = - 10，

4x1 + 5x2 - 5x3 = - 1
{

，

对其增广矩阵 A施以初等变换，得

A =

10 - 4 - 5 5

4 5 - 5 - 10

4 5 - 5 -





[ ]
1

→
初

10 - 4 - 5 5

4 5 - 5 - 10




[ ]
0 0 0 9

可见 r（A）≠ r（A）（r（A） = 2，r（A） = 3），故原方程组无解 .

评述 本题还可对原方程组的增广矩阵 A直接用初等变换法讨论 .

例 22（00，3 分） 已知方程组
1 2 1

2 3 a + 2

1 a -
[ ]

2

x1

x2

x









3

= [ ]1

3

0

无解，则 a = .

分析 本题目从 r（A）≠ r（A）去确定方程组的不可解性，原方程组是含单参数 a 的非齐次线性方程组 .

解 方程组无解的充分必要条件是 r（A）≠ r（A）. 故应对增广矩阵作初等行变换，由于

1 2 1 1

2 3 a + 2 3

1 a -





[ ]
2 0

→
1 2 1 1

0 - 1 a 1

0 a - 2 - 3 -





[ ]
1

→
1 2 1 1

0 - 1 a 1

0 0 a2 - 2a - 3 a -





[ ]
3

，

若 a = - 1，则 A→
1 2 1 1

- 1 - 1 1

-



[ ]

4

.
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于是有 r（A） = 2，r（A） = 3，从而方程组无解，故应填：a = - 1.

评述 考研题中仅仅只用 r（A）≠ r（A）去确定 AX = B 的不可解性，是近年来的新特点，直得引起重视 .

例 23（2006，9 分） 已知非齐次线性方程组

x1 + x2 + x3 + x4 = - 1，

4x1 + 3x2 + 5x3 - x4 = - 1，

ax1 + x2 + 3x3 + bx4 = 1
{

，

有三个线性无关解.

（Ⅰ）证明方程组系数矩阵 A的秩 r（A） = 2.

（Ⅱ）求 a、b 值及方程组的通解.

分析 （Ⅰ）从齐次线性方程组 Ax = 0 的线性无关解出发，并利用 4 - r（A） = 基础解系向量个数，求出

r（A），（Ⅱ）利用初等变换求出 a、b，并求解非齐次线性方程组.

解 （Ⅰ）设 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 是该线性方程组的 3 个线性无关解，则 ξ1 - ξ2 ，ξ1 - ξ3 是对应的齐次方程组 Ax = 0

的两个线性无关解，故 4 - r（A）≥2，即 r（A）≤2，又有一个二阶子式
1 1

4 3
≠0，所以 r（A）≥2. 综合得出 r（A）

= 2.

（Ⅱ）对 A的增广矩阵 A做初等变换：

A =

1 1 1 1 - 1

4 3 5 - 1 - 1

a 1 3 b



[ ]

1

→
初

1 1 1 1 - 1

0 - 1 1 - 5 3

0 1 - a 3 - a b - a 1



[ ]

+ a

→
初

1 0 2 - 4 2

0 1 - 1 5 - 3

0 0 4 - 2a 4a + b - 5 4 - 2



[ ]

a

= B.

因 r（A） = 2，所以 4 - 2a = 0，4a + b - 5 = 0，即 a = 2，b = - 3，此时，

B =

1 0 2 - 4 2

0 1 - 1 5 - 3




[ ]
0 0 0 0 0

. 用消元法求得非齐次方程组的通解 X = k1

- 2









1

1

0

+ k2

4

- 5










0

1

+

2

- 3










0

0

典型题型 7. 非齐次线性方程组的公共解 .

例 24（98，7 分） 已知下列非齐次方程组（Ⅰ）、（Ⅱ）：

（Ⅰ）

x1 + x2 - 2x4 = - 6

4x1 - x2 - x3 - x4 = 1，

3x1 - x2 - x3 =
{

3.

（Ⅱ）

x1 + mx2 - x3 - x4 = - 5，

nx2 - x3 - 2x4 = - 11，

x3 - 2x4 = - t +
{

1.

（1）求解方程组（Ⅰ），用其导出组的基础解系表示通解；

（2）当方程组（Ⅱ）中的参数 m，n，t 为何值时，方程组（Ⅰ）、（Ⅱ）同解 .

分析 本题目中（1）用高斯消元法，即初等变换法就能求出通解 . 本题中（2）表明，方程组（Ⅰ）、（Ⅱ）同

解，即有公共解，那么参数 m，n，t 应取何值？具体方法完全类似于本节例 11 中（2），即用方程组（Ⅰ）中求得的解

代入方程组（Ⅱ）中，定得 m，n，t 的值，方程组（Ⅱ）就具体化了 . 这样，刚才方程组（Ⅰ）的解就是方程组（Ⅰ）、

（Ⅱ）的公共解 .

解 设方程组（Ⅰ）的系数矩阵为 A，增广矩阵为 A1 ，对 A1 作初等行变换，得

A1 =

1 1 0 - 2 - 6

4 - 1 - 1 - 1 1

3 - 1 -





[ ]
1 0 3

→
初

1 0 0 - 1 - 2

0 1 0 - 1 - 4

0 0 1 - 2 -





[ ]
5

由于（Ⅰ）的秩 r（A1） = 秩 r（A1） = 3 < 4，所以方程组有无穷多组解，且通解为

X =

- 2

- 4

- 5









0

+ k











1

1

2

1

，（k 为任意常数）.

（2）当（Ⅰ）、（Ⅱ）同解时，令（1）中求出的 X是（Ⅱ）的解，依次定出 m，n，t 如下：将通解 X代入（Ⅱ）的第

一个方程中，得出

（- 2 + k）+ m（- 4 + k）- （- 5 + 2k）- k = - 5，（m - 2）k - 4m = - 8. 取 m = 2 时，上式成立 .
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将通解 X 代入（Ⅱ）的第二个方程中，得出

n（- 4 + k）- （- 5 + 2k）- 2k = - 11，（n - 4）k - 4n = - 16. 取 n = 4 时，上式成立 .

将通解 X 代入（Ⅱ）的第三个方程中，得出（- 5 + 2k）- 2k = - t + 1，取 t = 6 时该式成立 .

因此，当方程组（Ⅱ）中参数 m = 2，n = 4，t = 6 时，（Ⅰ）的全部解都是（Ⅱ）的解，这时，（Ⅱ）化为

x1 + 2x2 - x3 - x4 = - 5，

4x2 - x3 - 2x4 = - 11，

x3 - 2x4 = -
{

5.

设（Ⅱ）的系数矩阵为 A2 ，增广矩阵为 A2 ，对 A2 施行初等变换，得出

A2 =

1 2 - 1 - 1 - 5

0 4 - 1 - 2 - 11

0 0 1 - 2 -





[ ]
5

→
初

1 0 0 - 1 - 2

0 1 0 - 1 - 4

0 0 1 - 2 -





[ ]
5

于是（Ⅱ）的通解为

X =

- 2

- 4

- 5









0

+ k











1

1

2

1

，（k 为任意常数）.

总之，（Ⅰ）、（Ⅱ）的解完全相同 . 所以（Ⅰ）、（Ⅱ）同解 .

评述 本题目在求解（Ⅰ）、（Ⅱ）的公共解时，方法巧妙且简单，有代表性，所以 2002 年又出现类似的考

题，即本节的例 12.

典型题型 8. 综合性杂题

例 25 （01，9 分） 设矩阵 A =

1 1 a

1 a 1

a







1 1

，B =

1

1

-







2

. 已知线性方程组 AX = B 有解但不唯一，试求：

（1）a 的值，（2）正交矩阵 Q，使 QTAQ 为对角阵 Λ.

分析 本题目中（1）根据题意由 r（A） = r（A） < 3 确定出 a 值 . 当（1）中定出了 a = - 2 代入 A =

1 1 - 2

1 - 2 1

-







2 1 1

，（2）中的 Λ 的元素就是 A的特征值，其相应的标准正交化特征向量就是 Q = （β1 ，β2 ，β3）.

解 （1）A =

1 1 a 1

1 a 1 1

a 1 1 -











2

→
初

1 1 a 1

0 a - 1 1 - a 0

0 0 （a - 1）（a + 2） a +





[ ]
2

因为方程组有解但不唯一，故 r（A） = r（A） = 2 < 3，所以 a = - 2.

（2）矩阵： A =

1 1 - 2

1 - 2 1

-







2 1 1

.

矩阵 A的特征方程：

| λE - A| =
λ - 1 - 1 2

- 1 λ + 2 - 1

2 - 1 λ - 1

= λ·（λ - 3）·（λ + 3） = 0，得其特征值：λ1 = 3，λ2 = - 3，λ3 = 0.

对角阵

Λ =

3

- 3






0

.

求解相应的特征矩阵方程组：

（3E - A）X = 0， （- 3E - A）X = 0， （0·E - A）X = 0
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得出相应的特征向量：α1 = （1，0，- 1）T，α2 = （1，- 2，1）T，α3 = （1，1，1）T. 则 α1 ，α2 ，α3 彼此正交.

再将它们单位化：

β1 =
1

槡2
，0，- 1

槡
( )2

T

，β2 =
1

槡6
，- 2

槡6
，1

槡
( )6

T

，β3 =
1

槡3
，1

槡3
，1

槡
( )3

T

，

令 Q =

1

槡2

1

槡6

1

槡3

0
- 2

槡6

1

槡3

- 1

槡2

1

槡6

1

槡















3

， 则 QTAQ = Λ.

评述 解决本题目已用到：线性方程解法，特征值特征向量求法，矩阵经过正交变换化为对角阵及

Schimidt 正交化法，是考核读者综合分析应用能力，有相当的难度 .

例 26（02，3 分） 设有三张不同平面的方程 a i1 x + a i2 y + a i3 z = bi（i = 1，2，3）它们所组成的线性方程组

的系数矩阵与增广矩阵的秩都为 2，则这三张平面可能的位置关系为

分析 本题目是几何与线性代数知识相结合的考题，应用线性方程组中秩的理论解决三平面相交的问题

.

解 平面方程组

（）⋯⋯

a11 x + a12 y + a13 z = b1 ，

a21 x + a22 y + a23 z = b2 ，

a31 x + a32 y + a33 z = b
{

3

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a











33

，A =

a11 a12 a13 b1

a21 a22 a23 b2

a31 a32 a33 b















3

·

 r（A） = r（A）= 2 < 3（未知量 x，y，z的个数），所以方程组（）有无穷多个公共解，即这三个平面有无穷

多个公共交点，这样的公共交点几何上形成一条空间直线，即三个平面交于一条公共直线 . 应选（B）.

例 27（03，4 分） 设有齐次方程组 Ax = 0 和 Bx = 0，其中 A、B 均为 m × n 矩阵，现有四个命题：

① 若 Ax = 0 的解均是 Bx = 0 的解，则秩 r（A）≥ r（B）；

② 若秩 r（A）≥ r（B），则 Ax = 0 的解均是 Bx = 0 的解；

③ 若 Ax = 0 与 Bx = 0 同解，则秩 r（A） = r（B）；

④ 若秩 r（A） = r（B），则 Ax = 0 与 Bx = 0 同解.

以上命题中正确的是：

（A）①②. （B）①③ （C）②④ （D）③④.

分析 本题判定的标准是：比较 n - r（A） = 基础解系中解的个数，n - r（B） = 基础解系中解的个数

解 ① 正确，因为当 Ax = 0 的均是 Bx = 0 的解时，Ax = 0 的基础解系包含在 Bx = 0 的基础解系中，故 n

- r（A）≤ n - r（B），从 r（A）≥ r（B）. ③ 正确. 因为当 Ax = 0 与 Bx = 0 同解时，两者基础解系中解的个数相同，

从而 r（A） = r（B）. 总之，应选（B）.

例 28（03，8 分） 已知平面上三条不同直线的方程分别为

l1 ： ax + 2by + 3c = 0，

l2 ： bx + 2cy + 3a = 0，

l3 ： cx + 2ay + 3b = 0.

（）

试证这三条直线交于一点的充分必要条件为 a + b + c = 0.
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分析 将方程组（）改写成
ax + 2by = - 3c，

bx + 2cy = - 3a，

cx + 2ay = - 3
{

b.

（）

将 l1 ，l2 ，l3 交于一点等价于方程组（）有唯一解，从而只要证方程组（）有唯一解的充要条件为 a + b + c =

0.

证明 必要性 设 l1 ，l2 ，l3 交于一点（x0 ，y0），则 x =

x0

y0







1

为 Ax = 0 的非零解，其中 A =

a 2b 3c

b 2c 3a

c 2a 3







b

. 于

是行列式 | A | =

a 2b 3c

b 2c 3a

c 2a 3b

= - b（a + b + c）·（a2 + b2 + c2 - ab - bc - ca）

= - 3（a + b + c）（a - b）2 +（b - c）2 +（c - a）( )2 = 0，故 a + b + c = 0.

充分性 将方程组（）的三个方程相加，并由 a + b + c = 0 可知，方程组（）等价于方程组

ax + 2by = - 3c，

bx + 2cy = - 3{ a.
（）

因为
a 2b

b 2c
= 2（ac - b2） = - 2［a（a + b）+ b2 ］= - ［a2 + b2 +（a + b）2 ］≠ 0，故方程组（）有唯一解，

所以方程组（）有唯一解，即三条直线 l1 ，l2 ，l3 交于一点.

评述 本题目与例题 28 同属于几何与线性代数知识相结合的考题，已连续考了两年，是考研题新动

向，值得重视.

例 29 （04，13 分）设线性方程组

x1 + λx2 + μx3 + x4 = 0，

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0，

3x1 +（2 + λ）x2 +（4 + μ）x3 + 4x4 = 1
{

，

已知（1，- 1，1，- 1）T 是该方程组的一个解. 试求

（1）方程组的全部解，并用对应的齐次线性方程组的基础解系表示全部解；

（2）该线性方程组满足 x2 = x3 的全部解.

分析 本题目首先利用已知解（1，- 1，1，- 1）T 代入方程组可得 λ = μ，使方程组变为含单参数的 λ 方程

组，然后求解该单参数 λ 的方程组. 至于（2）的解可直接从（1）的解中得出.

解 将解（1，- 1，1，- 1）T 代入线性方程组，得 λ = μ，使线性方程组变为含单参数 λ 的方程组. 对含单参

数 λ 的线性方程组的增广矩阵施以行初等变换，得

珔A =

1 λ λ 1 0

2 1 1 2 0

3 2 + λ 4 + λ











4 1

→
1 0 - 2λ 1 - λ - λ
0 1 3 1 1

0 0 2（2λ - 1） 2λ - 1 2λ -











1

.

（1）当 λ ≠ 1
2

时，有 珔A→

1 0 0 1 0

0 1 0
- 1
2

- 1
2

0 0 1
1
2

















1

2

. 因为 r（A） = r（珔A） = 3 < 4，故方程组有无穷个多解，全

部解为 x = （0，- 1
2

，1
2

，0）T + k（- 2，1，- 1，2）T，其中 k 为任意常数.

当 λ =
1
2

时，有 珔A→
1 0 - 1

1
2

- 1
2

0 1 3 1 1














0 0 0 0 0

. 因为 r（A） = r（珔A） = 2 < 4，故方程组有无穷多解，全部解

为 x = （- 1
2

，1，0，0）T + k1（1，- 3，1，0）T + k2（- 1，- 2，0，2）T，其中 k1 ，k2 为任意常数.
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（2）方程组满足条件 x2 = x3 的解可直接从（1）的全部解中得出. 当 λ≠ 1
2

时，由于 x2 = x3 ，即从全部解

的表达式中令 x2 = x3 ：- 1
2

+ k =
1
2

- k，解得 k =
1
2

，方程组的解为 x =（0，- 1
2

，1
2

，0）T +
1
2

（- 2，1，- 1，2）T

= （- 1，0，0，1）T.

当λ =
1
2

时，同上理，由 x2 = x3 ，即从全部解的表达式中令 x2 = x3 ：1 - 3k1 - 2k2 = k1 ，解得 k1 =
1
4

-
1
2

k2 ，

方程组的全部解为 x = （- 1
4

，1
4

，1
4

，0）T + k2（
- 3
2

，- 1
2

，- 1
2

，2）T，其中 k2 为任意常数.

评述 这类考研题系综合性很强，计算能力要熟练，仔细，才能得出准确的结果. 考生遇见这类考研题，

普遍都认为不难，可是真做起来也不那么容易，非常需要考生边做边动脑筋思考. 故本考研题是近年来

新热点，值得引起重视.

预测·强化训练十二

1. 已知方程组
ay + bx = c，

cx + az = b，

bz + cy = a
{

，

有唯一解，证明 abc ≠ 0，并求解 .

2. 四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 3，已知 a1 ，a2 ，a3 是它的 3 个解向量，其中 a1 =（2，0，5，- 1）' ，

a2 + a3 = （1，9，9，6）' .

试求非齐次线性方程组的通解 .

3. 已知 β1 ，β2 是非齐次线性方程组 Ax = b的两个不同的解，a1 ，a2 是对应齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系，

k1 ，k2 为任意常数，则方程组 Ax = b 的通解（一般解）必是

（A）k1 a1 + k2（a1 + a2）+
β1 - β2

2
， （B）k1 a1 + k2（a1 - a2）+

β1 + β2

2
，

（C）k1 a1 + k2（β1 + β2）+
β1 - β2

2
， （D）k1 a1 + k2（β1 - β2）+

β1 - β2

2
.

4. 问 a，b 取何值时，线性方程组

x1 + x2 + x3 + x4 = 0，

x2 + 2x3 + 2x4 = 1，

- x2 +（a - 3）x3 - 2x4 = b，

3x1 + 2x2 + x3 + ax4 = -
{

1.

有唯一解、无解、有无穷多组解？并求出有无穷

多组解时的通解 .

5. 向 λ 为何值时，线性方程组

x1 + x3 = λ
4x1 + x2 + 2x3 = λ + 2

6x1 + x2 + 4x3 = 2λ +
{

3

有解，并求出通解 .

6. 齐次线性方程组

λx1 + x2 + x3 = 0，

x1 + λx2 + x3 = 0，

x1 + x2 + x3 = 0
{

，

只有零解，则 λ 应满足的条件是什么 .

7. 若线性方程组

x1 + x2 = - a1 ，

x2 + x3 = a2 ，

x3 + x4 = - a3 ，

x4 + x1 = a4

{
.

有解，则常数 a1 ，a2 ，a3 ，a4 应满足什么条件 .

8. 已知线性方程组

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1，

x1 + 3x3 + 6x3 + x4 = 3，

3x1 - x2 - k1 x3 + 15x4 = 3，

x1 - 5x2 - 10x3 + 12x4 = k2

{
.
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问 k1 和 k2 各取何值时，方程组无解？有唯一解？有无穷多组解？在方程组有无穷多组解的情形下，试求出通

解 .

9. 已线性方程组

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = a，

3x1 + 2x2 + x3 + x4 - 3x5 = 0，

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = b，

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 - x5 =
{

2.

（1）a，b 为何值时，方程组有解？

（2）方程组有解时，求出方程组的导出组的一个基础解系；

（3）方程组有解时，求出方程组的全部解 .

简明解答

1. 系数行列式 D =

b a 0

c 0 a

0 c b

= - 2abc，有唯一解，D ≠ 0，即 abc ≠ 0，克莱姆法则计算出：

x =
b2 + c2 - a2

2bc
，y =

a2 + c2 - b2

2ac
，z =

b2 + a2 - c2

2ab
.

2. 设方程组为 AX = b. r（A） = 3，基础解系向量个数为 4 - 3 = 1，基础解系向量 α = 2α1 - （α2 + α3） = （3，

- 9，1，- 8）T（因 Aα = 0），所以，通解 X = （2，0，5，- 1）T + k（3，- 9，1，- 8）T，k 为任意常数 .

3. 因 α1 ，α2 是 AX = b 基础解系，很容易说明，α1 ，（α1 - α2）也是 AX = b 的基础解系，另外
β1 + β2

2
是 AX = b 的

特解 . 所以，k1α1 + k2（α1 - α2）+
β1 + β2

2
是 AX = b 的通解 . 应选（B）.

4. 增广矩阵 A =

1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 - 1 a - 3 - 2 b

3 2 1 a -














1

→
初

1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 - 1 a - 3 - 2 b

0 - 1 - 2 - 3 + a -














1

→
初

1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 0 a - 1 0 b + 1

0 0 0 a -
















 1 0

由此，

（1）当 a ≠ 1 时，r（A） = r（A） = 4，方程组有唯一解 .

（2）当 a = - 1 时，（i）b ≠ - 1，r（A） = 2，r（A） = 3，r（A）≠ r（A），方程组无解 .

（ii）b = - 1，r（A） = r（A） = 2 < 4（未知量个数），方程组有无穷多个解，消元法得出通解

x1

x2

x3

x













4

= k1

1

- 2










1

0

+ k2

1

- 2










0

1

+

- 1









1

0

0

k1 ，k2 为任意常数 .

5. 增广矩阵 A =

1 0 1 λ
4 1 2 λ + 2

6 1 4 2λ +





[ ]
3

→
初

1 0 1 λ
0 1 - 2 - 3λ + 2

0 1 - 2 - 4λ +





[ ]
3

→
初

1 0 1 λ
0 1 - 2 - 3λ + 2

0 0 0 - λ +





[ ]
1

.

当 λ = 1 时，r（A） = r（A） = 2 < 3（未知量个数），方程组有无穷多个解，此时通解为

x1

x2

x









3

= k

- 1[ ]2

1

+

1

- 1[ ]
0

，k 为任意常数 .
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6. 系数短阵 A =
λ 1 1

1 λ 1[ ]
1 1 1

，则 | A| =
λ 1 1

1 λ 11

1 1 1

=（λ - 1）2 . 故当 λ≠ 1 时 | A| ≠ 0，所以齐次线性方程

组只有零解 .

7. 增广矩阵

A =

1 1 0 0 - a1

0 1 1 0 a2

0 0 1 1 - a3

1 0 0 1 a



















4

→
初

1 1 0 0 - a1

0 1 1 0 a2

0 0 1 1 - a3

0 - 1 0 1 a1 + a



















4

→
初

1 1 0 0 - a1

0 1 1 0 a2

0 0 1 1 - a3

0 0 1 1 a1 + a2 + a



















4

→
初

1 1 0 0 - a1

0 1 1 0 a2

0 0 1 1 - a3

0 0 0 0 a1 + a2 + a3 + a



















4

所以当 a1 + a2 + a3 + a4 = 0 时，r（A） = r（A） = 3 < 4，原方程组无穷多个解 .

8. 增广矩阵 A =

1 1 2 3 1

1 3 6 1 3

3 - 1 - k1 15 3

1 - 5 - 10 12 k

















2

→
初

1 1 2 3 1

0 2 4 - 2 2

0 - 4 - 6 - k1 6 0

0 - 6 - 12 9 k2 -















1

→
初

1 1 2 3 1

0 2 4 - 2 2

0 0 2 - k1 2 4

0 0 0 3 k2 +















5

（1）当 k1 ≠ 2 时，r（A） = r（A） = 4，方程组有唯一解 .

（2）当 k1 = 2 时，

→
初

1 1 2 3 1

0 1 2 - 1 1

0 0 0 2 4

0 0 0 3 k2 +














5

→
初

1 1 2 3 1

0 1 2 - 1 1

0 0 0 1 2

0 0 0 0 k2 -














1

.

k2 ≠ 1 时，r（A） = 3 ≠ r（A） = 4，故原方程组无解；k2 = 1 时，r（A） = r（A） = 3 < 4，故原方程组有无

穷多个解 .

→
初

1 1 2 3 1

0 1 2 - 1 1

0 0 0 1 2














0 0 0 0 0

→
初

1 0 0 0 - 8

0 1 2 0 3

0 0 0 1 2
















0 0 0 0 0

通解

x1

x2

x3

x













4

= k

0

- 2










1

0

+

- 8









3

0

2

. k 为任意常数 .

9. 增广矩阵

A =

1 1 1 1 1 a

3 2 1 1 - 3 0

0 1 2 2 6 b

5 4 3 3 -














1 2

→
初

1 1 1 1 1 a

0 - 1 - 2 - 2 - 6 - 3a

0 1 2 2 6 b

0 - 1 - 2 - 2 - 6 - 5a +














2

·793·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】 第六部分 线性代数



→
初

1 1 1 1 1 a

0 - 1 - 2 - 2 - 2 - 3a

0 0 0 0 0 - 3a + b

0 0 0 0 0 - 2a +














2

（1）a = 1，b = 3，r（A） = r（A） = 2 < 5，原方程组有无穷多个解 .

（2）a = 1，b = 3 时，基础解系中向量有 5 - 2 = 3 个

ξ1 =

1

- 2












1

0

0

，ξ2 =

1

- 2












0

1

0

，ξ3 =

5

- 6












0

0

1

.

（3）a = 1，b = 3 时，用高斯消元法求出全部解：

X =

- 2











3

0

0

0

+ k1

1

- 2












1

0

0

+ k2

1

- 2












0

1

0

+ k3

5

- 6












0

0

1

，k1 ，k2 ，k3 为任意常数 .
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书书书

第十三章 矩阵的特征值和特征向量

考试要求

1. 理解矩阵的特征值和特征向量的概念及性质，会求矩阵特征值和特征向量.

2. 理解相似矩阵的概念、性质及矩阵可相似对角化的充分必要条件，掌握将矩阵化为相似对角矩阵的方法.

3. 掌握实对称矩阵的特征值和特征向量的性质.

考试要点分析与题型预测

矩阵 A的特征值，特征向量是指满足 AX = λX的参数λ和非零向量 X. 这里，特征值求法有二种：（1）A为抽

象矩阵时，求 AX = λX（X≠ 0）的 λ 值，（2）A为数值矩阵时，求特征方程，| λE - A| = 0 的根 . 非零特征向量

X 需要从解特征矩阵方程（λE - A）X = 0 获得，考研时，通常碰到求三、四阶矩阵的特征值，特征向量（见

§ 13—3，1），以及某些特殊高阶矩阵的特征值，特征向量（见 § 13—3，2）.

特征值，特征向量的重要性质，读者要牢记，因为它们常常用于分析与论证相关的考研题目（见 § 13—3，3

与例 22）.

实对称矩阵可化为相似对角阵的方法有两种：（1）通过满秩矩阵 P 法，（2）通过正交矩阵 T法（见 § 13—3，

4），它们是下一章二次型化为标准形的理论基础.

本章尚有些综合性的杂题，如例 24、例 25、例 26，其解方法可拓宽读者的视野.

§ 13 - 1 矩阵的特征值和特征向量

一、特征值和特征向量

1. 主要概念

定义 设 A为 n 阶矩阵，λ0 是一个数，若存在非零向量 X，使得 AX = λ0 X，即（A - λ0 E）X = 0，则称 λ0 是

A的一个特征值，X 是对应于 λ0 的一个特征向量 .

设 λ 是一个未知量，称 A - λE 为 A的特征矩阵，| A - λE | 为 A的特征多项式，| A - λE | X = 0 为 A的特

征方程.

显然 A的特征值就是 | A - λE | = 0 的根，故特征值也叫特征根.

2. 重要性质

（1）对应于不同特征值的特征向量是线性无关的.

（2）对应于同一特征值的特征向量不止一个，但它们的线性组合仍是对应特征值的特征向量.

（3）设 A = （a ij）n×n 的特征值为 λ1 ，λ2 ，⋯λn ，则

（i）λ1 ·λ2 ·⋯·λn = | A| . （ii）λ1 + λ2 + ⋯ + λn = a11 + a22 + ⋯ + ann

（4）相似矩阵有相同的特征多项式和相同的特征值（此结论的逆不成立），行列式也相同.

（5）设λ是（a ij）n×n 的一个特征值，X是对应于λ的特征向量，则 kλ是 kA的一个特征值，λm 为 Am 的特征值，

它们的特征向量仍为 X，其中 k是一个任意数，m是任一正整数：AmX = λmX；f（λ）是 f（A）的特征值，特征向量仍

为 X.

（6）若 A是满秩矩阵，则 λ ≠ 0，λ - 1 是 A- 1 的特征值，| A | λ - 1 是 A 特征值，对应的特征向量是 X.

（7）A，A' 有相同的特征多项式和特征值.

（8）上（下）三角方阵的特征值是它的主对角线上的元素.
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（9）若 A是分块上（下）三角阵：A =

A11 A12 ⋯ A1n

A22 ⋯ A2n


A













nn

，Aii 为方阵，那么 A11 ，A22 ，⋯，Ann 的特征值就是 A

的特征值.

3. 求特征值与特征向量的方法

（1）先由特征方程 | A - λE | = 0 求出特征值 λi（i = 1，2，⋯，n）.

（2）对每个 λi（i = 1，2，⋯，n）则由矩阵方程（即齐次线性方程组）

（A - λi E）X = 0

求出非零解 Xi ，即是对应于 λi 的特征向量 Xi ，一般情况下，是求出（它）的一个基础解系，则此基础解系中

各向量的线性组合就是对应于 λi 的全部特征向量.

二、特征值与特征向量的逆问题

已知矩阵 A的特征值和特征向量（或部分特征向量）求矩阵 A的问题称为特征值和特征向量的逆问题 . 设

有三阶矩阵的 A的特征值 λ1 ，λ2 ，λ3 及其相应的特征向量 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 ，即 Aξi = λiξi. 由于 P - 1 AP = Λ，其中 P =

（ξ1 ，ξ2 ，ξ3），Λ =

λ1

λ2

λ









3

，则有 A = PΛP - 1 .

§ 13 - 2 相似矩阵与对角化

一、相似矩阵

设 A，B 都是 n 阶矩阵，若有可逆方阵 P，使 P - 1 AP = B，则称 B 是 A的相似矩阵，或说矩阵 A与 B 相似，记为

A ～ B.

相似矩阵重要性质：1 对称性：若 A ～ B，则 B ～ A.

2 传递性：若 A ～ B，B ～ C，则 A ～ C.

3 若 A ～ B，则 A' ～ B' .

4 若 A ～ B，且 A，B 均可逆时，则 A- 1 ～ B- 1 .

5 若 A ～ B，则 Ak ～ Bk（k 为整数）.

6 相似矩阵有相同的特征多项式，从而有相同的特征值，即若 P - 1 AP = B，则 | λE - B | = | λE - P - 1 AP | =

| P - 1（λE - A）P | = | λE - A| .

7 相似矩阵行列式相等 . 即 | B | = | P - 1 AP | = | A| .

8 相似矩阵的秩相等 . 即当 A ～ B 时，则 r（A） = r（B）.

9 相似矩阵的迹相等，即当 A ～ B 时，则 tr（A） = tr（B）.

定义矩阵 A的迹为 tr（A） = a11 + a22 + ⋯ + ann .

由于相似矩阵的特征多项式、特征值、行列式、秩、迹相等，这些量统称为相似矩阵的相似不变量.

二、矩阵对角化

1. 矩阵对角化概念及性质

定义 若 n 阶方阵 A与对角形矩阵 Λ 相似，即 A ～ Λ. 则称 A可对角化.

定理 1 n 阶矩阵 A与对角形矩阵 Λ 相似的充分必要条件是 A有 n 个线性无关的特征向量.

定理 2 如果 n 阶矩阵 A有 n 个不同的特征值，则 A必与对角形矩阵 Λ 相似，即 A可对角化.

注意 定理 2 的逆不成立.

定理 3 设 λ1 ，λ2 ，⋯，λm 为 A的 m 个互异的特征值，则 A相似于对角线矩阵 Λ 的条件是，对每个 λi（i = 1，

2，⋯，m），λi 的重数等于其特征子空间（即 AX = λi X 的解空间）的维数.
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2. 实对称矩阵对角化

（1）实对称矩阵的性质

（i）实对称矩阵的特征值都是实数；

（ii）实对称矩阵属于不同特征值的特征向量是正交的；

（iii）实对称矩阵必相似于一对角矩阵 .

（iv）实对称矩阵必合同于一对角矩阵.

（2）实对称矩阵对角化的基本原理及基本方法

定理 1 对任一实对称矩阵 A，必存在满秩方阵 C，使得

C' AC =

λ1

λ2


λ













n

其中λ1 ，λ2 ，⋯，λn 中不为零的个数等于矩阵 A的秩 r（A）. 即任一实对称矩阵必

合同于一个对角形矩阵.

定理 2 对任一 n 阶实对称矩阵 A，存在 n 阶正交矩阵 T，使得

T- 1 AT =

λ1

λ2


λ













n

即 A相似于对角形矩阵 Λ，其中 λ1 ，⋯，λn 为 A的特征值.

基本方法 如何求出 T，使 T- 1 AT =

λ1

λ2


λ













n

. 其步骤是：

（i）求出 A的全部特征值 . 即 | A - λE | = 0 的全部根 λ1 ，λ2 ，⋯，λn ；

（ii）对于每个 λi（i = 1，2，⋯，n）求出对应的特征向量，即求（A - λi E）X = 0 的非零解，求出 A的 n 个线性

无关的特征向量 a1 ，a2 ，⋯，an ；

（iii）将重根所对应的线性无关的特征向量正交化，然后再将所有（即 n 个）特征向量单位化，得到 A的标准

正交向量组记为 γ1 ，γ2 ，⋯，γn

（iv）以 γ1 ，γ2 ，⋯，γn 为列向量的矩阵 T，就是需要的正交矩阵.

§ 13 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测

典型题型 1. 数量矩阵的特征值、特征向量的计算

例 1 求矩阵 A =

3 3 2

1 1 - 2

- 3 -
[ ]

1 0

的特征值、特征向量.

解 A的特征多项式

| λE - A| =
λ - 3 - 3 - 2

- 1 λ - 1 2

3 1 λ

= （λ - 4）（λ2 + 4） = 0.

故 A的特征值为 λ1 = 4，λ2 = 2i，λ3 = - 2i.

对 λ1 = 4，解齐次方程组（4E - A）X = 0，而 4E - A =

1 - 3 - 2

- 1 3 2[ ]
3 1 4

→
初

1 0 1

0 1 1[ ]
0 0 0

，

基础解系是：X1 = （- 1，- 1，1）T.
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对 λ2 = 2i，解齐次方程组（2iE - A）X = 0，而 2iE - A =

2i - 3 - 2

- 1 2i - 1 2

3 1 2
[ ]

i

→
初

1 1 0

0 i 1[ ]
0 0 0

，

基础解系是：X2 = （- i，i，1）T.

对 λ3 = - 2i，解 齐 次 方 程 组（ - 2iE - A）X = 0，而（ - 2iE - A） =

- 2i - 3 - 3 - 2

- 1 - 2i - 1 2

3 1 - 2
[ ]

i

→
初

1 1 0

0 - i 1[ ]
0 0 0

，

基础解系是： X2 = （i，- i，1）T.

综合，与 λ1 ，λ2 ，λ3 相应的特征向量是：k1（- 1，- 1，1）T，k3（- i，i，1）T，k3（i，- i，1）

评述 求解特征向量是最常用的方法，容易做错，需要特别小心.

例 2 （03，4 分） 设矩阵 A =

3 2 2

2 3 2






2 2 3

，B =

0 1 0

1 0 1






0 0 1

. B = P
- 1

AP，求 B + 2E 的特征值与特征向量，

其中 A 为 A的伴随矩阵，E 为 3 阶单位矩阵.

分析 （1）求出 A的特征值，特征向量.（2）经过矩阵运算推出（B + 2E）的特征值，特征向量.

解 （1）由 | λE - A| =
λ - 3 - 2 - 2

- 2 λ - 3 - 2

- 2 - 2 λ - 3

=（λ - 1）2（λ - 7），故 A的特征值 λ1 = λ2 = 1，λ3 = 7.

当 λ1 = λ2 = 1 为二重特征值，其特征矩阵方程：（λ1 E - A）X = 0 对应的线性无关特征向量可取为：η1 =

- 1

1






0

，η2 =

- 1

0






1

. 当 λ3 = 7，其特征矩阵方程：（λ3 E - A）X = 0 对应的特征向量可取为 η3 =








1

1

1

.

（2）由 A的特征值，特征向量：Aη = λη，| A | = 7，又 AA = | A| E，故 Aη =
| A|
λ η，即 A 的特征值为

| A |
λ

，特征向量为 η，于是 B（P
- 1η） = P

- 1
A（PP

- 1）η =
| A|
λ

（P
- 1η），从而（B + 2E）P

- 1η = （| A |
λ

+ 2）P
- 1η.

因此， | A |
λ

+( )2 为（B + 2E）的特征值，对应的特征向量为 P
- 1η. 经计算：P

- 1
=

0 1 - 1

1 0 0






0 0 1

，P
- 1η1 =

1

- 1






0

，

P
- 1η2 =

- 1

- 1






1

，P
- 1η3 =









0

1

1

，, （B + 2E）的三个特征值分别为：9，9，3.

对应于特征值 9 的全部特征向量为：k1η1 + k2η2 = k1

1

- 1






0

+ k2

- 1

- 1






1

，k1 ，k2 不全为零的任意常数. 对应于

特征值 3 的全部特征向量为 k3 p
- 1η3 = k3









0

1

1

，k3 不全为零的任意常数.

典型题型 2. 抽象矩阵的特征值、特征向量的计算

例 3（98，9 分） 设向量 a =（a1 ，a2 ，⋯，an）
T，β =（b1 ，b2 ，⋯，bn）

T 都是非零向量，且满足 aTβ = 0. 记 n 阶

矩阵 A = aβT. 求（1）A2 （2）矩阵 A的特征值和特征向量.

分析 本题目中（2）是按 AX = λX 定特征值的，然后解（λE - A）X = 0 定出特征向量 .

解 （1）A2 = AA = （aβT）（aβT） = a（βTa）βT = （aTβ）（aβT） = 0.
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（2）设 λ，X为 A的特征值、特征向量，即 AX = λX，A2 X = λ（AX） = λ2 X = 0，因为 X≠ 0，所以 λ2 = 0，λ =

0. 从而 A的特征值全为零.

由题设不妨设 a，β 中的分量 a1 ≠ 0，b1 ≠ 0. 对应齐次方程组（0·E - A）X = 0 的系数矩阵施行初等变换

0 - A =

- a1 b1 - a1 b2 ⋯ - a1 bn

- a2 b1 - a2 b2 ⋯ - a2 bn

- an b1 - an b2 ⋯ - an b

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯













n

→
初

b1 b2 ⋯ bn

0 0 ⋯ 0

0 0 ⋯

⋯⋯⋯⋯⋯









0

由此，得出方程组的基础解系为 n - r（A） = n - 1 个：

a1 =
- b2

b1

，1，0，⋯，( )0
T

，a2 =
- b3

b1

，0，1，⋯，( )0
T

，⋯，an- 1 =
- bn

b1

，0，0，⋯，( )1

于是，A的属于特征值 λ = 0 的全部特征向量为 C1 a1 + ⋯ + Cn- 1 an- 1. 其中 C1 ，C2 ，⋯，Cn- 1 为任意常数.

评述 （2）中求特征值、特征向量的方法，值得重视，今后还可能有用.

例 4（98，3 分） 设 A为 n 阶矩阵，| A| ≠ 0，A 为 A的伴随矩阵，E 为 n 阶单位矩阵 . 若 A有特征值 λ，则

（A）2 + E 必有特征值是多少？

解 由 Ax = λx 知 A- 1 x =
1
λ

x，从而 Ax =
| A|
λ

x，即 A 具有特征值| A |
λ

. 又 Ex = 1·x. 所以（（A）2

+ E）x = | A|( )λ

2

+( )1 x，即（A）2 + E 的特征值为 | A |( )λ

2

+ 1.

例 5（02，8 分） 设 A是 n 阶实对称矩阵，P 是 n 阶可逆矩阵，已知 n 维列向量 α 是 A属于特征值 λ 的特征

向量，则（P - 1 AP）T 属于特征值 λ 的特征向量是：

（A）P - 1α （B）PTα （C）Pα （D）（P - 1）Tα
分析 本题目从已知 Aα = λα 入手，经过简单的矩阵运算，立即 T 得出（B）是正确的

解 由 Aα = λα，PTAα = λPTα，PTA（PT）- 1 PTα = λPTα，PTA（P - 1）T（PTα）=（P - 1 AP）T（PTα）= λ（PTα）.

应选（B）.

典型题型 3. 关于特征值、特征向量的性质

例 6 已知 λ1 ，λ2 ，⋯，λn 为矩阵 A = （a ij）n×n 的 n 个特征值，求证∑
n

i = 1

λ2
i = ∑

n

i = 1
∑

n

j = 1

a ija ji .

解 设 A2 = （bij）n×n 因为 A的特征值为 λ1 ，λ2 ，⋯，λn ，从而 A2 的特征值为 λ2
1 ，λ2

2 ，⋯，λ2
n. 则

∑
n

i = 1

λ2
i = tr（A2）等于 A2 的主对角线元素之和为∑

n

i = 1

bii ，其中 bii = ∑
n

j = 1

a ija ji（i = 1，2，，n）. 从而∑
n

i = 1

λ2
i = ∑

n

i = 1

bii

= ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

a ija ji .

例 7 设方阵 A满足 ATA = E，其中 AT 是 A的转置矩阵，E 为单位矩阵，试证明 A的实特征向量所对应的

特征值的绝对值等于 1.

证明 设 X 是 A的非零实特征向量，它所对应的特征值为 λ，故有 AX = λX.

（AX）T（AX） = XT（ATA）X = XTEX = XTX.

因此，有 XTX = （λΧ）T（λX） = λ2 XTX，即（1 - λ2）XTX = （1 - λ2）‖X‖2 = 0，由于 ‖X‖2 > 0，, （1 -

λ2） = 0，即 | λ | = 1.

例 8（02，8 分） 设 A、B 为同阶方阵，

（1）如果 A、B 相似，试证 A、B 的特征多项式相等，

（2）举一个二阶方阵的例子说明（1）的逆命题不成立，

（3）当 A、B 均为实对称矩阵时，试证明（1）的逆命题成立.

证 （1）若 A ～ B，那么存在可逆矩阵 P，使 P - 1 AP = B，故 | λE - B | = | λE - P - 1 AP | = | P - 1λEP - P - 1 AP

| = | P - 1（λE - A）P | = | P - 1 |·| λE - A| . | P | = | λE - A| .

（2）令 A =
0 1( )0 0

，B =
0 0( )0 0

，那么 | λE - A| = λ2 = | λE - B | ，但 A、B 不相似 . 否则，存在可逆矩阵
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P，使 P - 1 AP = B = 0，从而 A = P0P - 1 = 0，与 A≠ 0 矛盾.

（3）由 A、B 均为实对称矩阵，知 A、B 均相似于对角阵，若 A、B 的特征多项式相等，记特征多项式的根为 λ1 ，

λ2 ，⋯，λn ，则有

A ～

λ1

λ2


λ













n

， B ～

λ1

λ2


λ













n

.

于是，存在可逆矩阵 P、Q，使 P - 1 AP =

λ1

λ2


λ













n

= Q- 1 BQ. 于是（PQ- 1）- 1 A（PQ- 1） = B，由于

（PQ- 1）为可逆矩阵，故 A ～ B.

评述 本例题表明，只有当 A、B均为实对称矩阵时，A、B相似才等价于 A、B的特征多项式相等，否则是不

成立的.

典型题型 4. 求矩阵 A的相似对角矩阵

例 9（98，7 分） 设矩阵 A =

1 0 1

0 2 0






1 0 1

. 矩阵 B =（kE + A）2 ，其中 k 为实数，E 为单位矩阵 . 求对角矩

阵 Λ，使 B 与 Λ 相似，并求 k 为何值时，B 为正定矩阵.

分析 从 B 的形式分析，需先将 A转化为对角矩阵，然后来分析 B 转化为对角矩阵的可能性 .

解 由 | λE - A| =
λ - 1 0 - 1

0 λ - 2 2

- 1 0 λ - 1

= λ（λ - 2）2 = 0. 所以，A的特征值为 λ1 = λ2 = 2，λ3 = 0.

记对角矩阵 D =

2 0 0

0 2 0[ ]
0 0 0

. 因为 A为实对称矩阵，故存在正交矩阵 T，使 T - 1 AT = D，

, A = （T - 1）- 1 DT- 1 = TDT- 1. 于是

B = （kE + A）2 = （kTT- 1 + TDT- 1）2 = ［T（kE + D）T - 1 ］［T（kE + D）T - 1 ］

= T（kE + D）2 T - 1 = T

（k + 2）2 0 0

0 （k + 2）2 0

0 0 k







2

T- 1 ，

所以，T- 1 BT = Λ =

（k + 2）2 0 0

0 （k + 2）2 0

0 0 k







2

. 由此，当 k≠ - 2，k≠ 0 时，B 的全部特征值为正数，这时，

B 为正定矩阵

评述 本题目系综合性考研题，用到相似，化对角阵，正定阵诸多知识点相互掺合，是一个 较好的考试

题.

例 10 设 A =

1 0 - 2

0 - 1 - 2

- 2 -
[ ]

2 0

，求一个可逆矩阵 P，使 P - 1 AP 为对角形矩阵，并求正交矩阵 Q，使 Q- 1 AQ

为对角矩阵.

分析 本题目先求可逆矩阵 P，再求正交矩阵 Q.

解 （1）| λE - A| = λ（λ - 3）（λ + 3） = 0，推出 λ1 = 0，λ2 = 3，λ3 = - 3.
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当 λ1 = 0 时，求解矩阵方程（λ1 E - A）X = 0，得出特征向量 ξ1 =

2

- 2[ ]
1

.

当 λ2 = 3 时，求解矩阵方程（λ2 E - A）X = 0，得出特征向量 ξ2 =

2

1

-
[ ]

2

.

当 λ3 = - 3 时，求解矩阵方程（λ3 E - A）X = 0，得出特征向量 ξ3 = [ ]1

2

2

.

所求可逆矩阵 P =

2 2 1

- 2 1 2

1 -
[ ]

2 2

. 因为 | P | = 27 ≠ 0，所以 P - 1 存在，故有 P - 1 AP = Λ，

Λ =

0 0 0

0 3 0

0 0 -
[ ]

3

.

（2）令 γ1 =
ξ1

| ξ1 |
=

1
3

2

- 2[ ]
1

，γ2 =
ξ2

| ξ2 |
=

1
3

2

1

-
[ ]

2

，γ3 =
1
3 [ ]1

2

2

.

所求正交矩阵 Q =
1
3

2 2 1

- 2 1 2

1 -
[ ]

2 2

，并使 Q- 1 AQ = Λ，Λ =

0 0 0

0 3 0

0 0 -
[ ]

3

.

评述 求 P、Q 的方法是典型的有代表性的方法，今后还用它，值得重视.

例 11（99，7 分） 设矩阵 A =

3 2 - 2

- k - 1 k

4 2 -
[ ]

3

. 问当 k 为何值时，存在可逆矩阵 P，使得 P - 1 AP 为对角矩

阵？并求出 P 和相应的对角矩阵.

解 由 | λE - A| =
λ - 3 - 2 2

k λ + 1 - k

- 4 - 2 λ +
[ ]

3

=
λ - 1 - 2 2

0 λ + 1 - k

0 0 λ +
[ ]

1

=（λ + 1）2（λ - 1）. 可得 A的特

征值 λ1 = λ2 = - 1，λ3 = 1.

对于 λ1 = - 1，有

（- E - A） =

- 4 - 2 2

k 0 - k

- 4 -
[ ]

2 2

→
初

- 4 - 2 2

k 0 - k[ ]
0 0 0

.

当 k = 0 时，有

（- E - A） →
初

- 4 - 2 2

0 0 0[ ]
0 0 0

→
初

1
1
2

- 1
2

0 0 0









0 0 0

.

对应的特征向量为：α1 = （- 1，2，0）T，α2 = （1，0，2）T.

对于 λ3 = 1，有

（E - A） =

- 2 - 2 - 2

k 2 - k

- 4 -
[ ]

2 4

→
初

1 0 - 1

0 1 0[ ]
0 0 0

. 对应的特征向量为：α3 = （1，0，1）T.

因此，当 k = 0 时，令

P =

- 1 1 1

2 0 0[ ]
0 2 1

，则 P - 1 AP =

- 1 0 0

0 - 1 0[ ]
0 0 1

.
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评述 定 k = 0 的方法有其特殊性，它由 λ = - 1 是重特征值，由此相应有两个线性无关特征向量，（- E

- A）的秩必为 1，k 必取 0 才能成立.

例 12（00，9 分） 设矩阵 A =

1 - 1 1

x 4 y

- 3 -







3 5

，已知 A有三个线性无关的特征向量，λ = 2 是 A的二重特

征值，试求可逆矩阵 P，使得 P - 1 AP 为对角矩阵.

分析 本题目分析解决的方法与例 13 相似 .

解 因为 A有三个线性无关的特征向量，λ = 2 是 A的二重特征值，所以 A的对应于 λ = 2 的线性无关特

征向量应有二个，故秩 r（2E - A） = 1. 从而

2E - A =

1 1 - 1

- x - 2 - y

3 3 -
[ ]

3

→
初

1 1 - 1

0 x - 2 - x - y[ ]
0 0 0

，

, x = 2，y = - 2. 矩阵 A =

1 - 1 1

2 4 - 2

- 3 -
[ ]

3 5

，特征多项式 | λE - A | =
λ - 1 1 - 1

- 2 λ - 4 2

3 3 λ - 5

= （λ -

2）2（λ - 6）. 特征值 λ1 = λ2 = - 2，λ3 = 6.

对应于 λ1 = λ2 = 2，（2E - A） =

1 1 - 1

- 2 - 2 2

3 3 -
[ ]

3

→
初

1 1 - 1

0 0 0[ ]
0 0 0


，消元法：

α1 = （1，- 1，0）T，α2 = （1，0，1）T. 对应于 λ3 = 6，消元法

（6E - A） =

5 1 - 1

- 2 2 2[ ]
3 3 1

→
初

1 0
- 1
3

0 1
2
3














0 0 0

α3 = （1，- 2，3）T 令可逆矩阵 P =

1 1 1

- 1 0 - 2[ ]
0 1 3

，则 P - 1 AP =

2 0 0

0 2 0[ ]
0 0 6

.

评述 本题目类型是考研中热点考题之一，值得重视.

例 13（03，10 分） 若矩阵 A =

2 2 0

8 2 a






0 0 6

相似于对角矩阵 Λ，试确定常数 a 的值；并求可逆矩阵 P，使

P
- 1

AP = Λ.

分析 先求矩阵 A的特征值 λ1 ，λ2 ，λ3 ；再求相应的特征向量 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 ；令 P = （ξ1 ，ξ2 ，ξ3）.

解 矩阵 A的特征多项式

| λE - A| =
λ - 2 - 2 0

- 8 λ - 2 - a

0 0 λ - 6

= （λ - 6）［（λ - 2）2 - 16］= （λ - 6）2（λ + 2）.

故 A的特征值为 λ1 = λ2 = 6，λ3 = - 2.

由于 A相似于对角阵 Λ，故对应于 λ1 = λ2 = 6 应有两个线性无关的特征向量，因此 3 - r（6E - A） = 2. 所

以矩阵（6E - A）的秩应为 1. 从而由

6E - A =

4 - 2 0

- 8 4 - a[ ]
0 0 0

→
2 - 1 0

0 0 a[ ]
0 0 0

，可知 a = 0.

对应于 λ1 = λ2 = 6 的两个线性无关的特征向量可取为：ξ1 = [ ]0

0

1

，ξ2 = [ ]1

2

0

.
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当 λ3 = - 2 时，

- 2E - A =

- 4 - 2 0

- 8 - 4 0

0 0 -
[ ]

8

→
2 1 0

0 0 1[ ]
0 0 0

. 消元法解方程组：
2x1 +x2 = 0，

x3 = 0{ .
得出相应的特征向

量：ξ3 =

1

- 2[ ]
0

.

令 P =

0 1 1

0 2 - 2[ ]
1 0 0

，则 P 可逆，并有 P
- 1

AP = Λ.

典型题型 5. 利用矩阵相似确定参数

例 14 设矩阵 A与 B 相似，其中 A =

- 2 0 0

2 x 2[ ]
3 1 1

，B =

- 1 0 0

0 2 0

0 0
[ ]

y

.

（1）求 x 和 y 的值； （2）求可逆矩阵 P，使 P - 1 AP = B.

解 （1）因为 A ～ B，故特征多项式相同，即 | λE - A| = | λE - B | ，即

（λ + 2）［λ2 - （x + 1）λ +（x - 2）］= （λ + 1）（λ - 2）（λ - y）.

令 λ = 0，得 2（x - 2） = 2y，即 y = x - 2. 令 λ = 1，得 y = - 2，从而 x = 0.

（2）由（1）知 A =

- 2 0 0

2 0 2[ ]
3 1 1

，B =

- 1 0 0

0 2 0

0 0 -
[ ]

2

.

由于 A ～ B，从而 A的特征值为 λ1 = - 1，λ2 = 2，λ3 = - 2. 对应于 λ1 = - 1，λ2 = 2，λ3 = - 2 的特征向量

分别为 ξ1 =（0，2，- 1）' ，ξ2 =（0，1，1）' ，ξ3 =（1，0，- 1）' . 则有可逆矩阵 P =

0 0 1

2 1 0

- 1 1 -
[ ]

1

，使得 P - 1 AP =

B.

例 15 设 A =

0 0 1

x 1 y[ ]
1 0 0

有 3 个线性无关的特征向量，求 x 和 y 应满足什么条件？

解 A的特征值由 | λE - A| =
λ 0 - 1

- x λ - 1 - y

- 1 0 λ

=（λ - 1）2（λ + 1） = 0. 得出 λ1 = λ2 = 1，λ3 = - 1. 欲

使 λ1 = λ2 = 1 有两个线性无关的特征向量，矩阵（E - A）的秩必须等于 1. 由

E - A =

1 0 - 1

- x 0 - y

-
[ ]

1 0 1


1 0 - 1

x 0 y[ ]
0 0 0

知
1 - 1

x y
= 0，于是得出 x + y = 0. 总之，矩阵 A要有 3 个线性无关的特征向量，必须满足条件：x + y = 0.

评述 例 14、例 15 中确定参数 x、y 均是从分析题目的条件（前者特征多项式相等条件，后者矩阵的秩

r（E - A） = 1 条件）得来的 . 均系考查读者分析与解决问题的能力.

例 16（99，8 分） 设矩阵 A =

a - 1 c

5 b 3

1 - c 0
[ ]

- a

，其行列式 | A| = - 1，又 A的伴随矩阵 A 有一个特征

值 λ0 ，属于 λ0 的一个特征向量为 α = （- 1，- 1，1）T，求 a，b，c 及 λ0 的值.

分析 直接从题目分析只提供给 Aα = λ0α，我们还回忆起伴随矩阵性质，AA = | A| E = - E（题设 | A
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| = - 1），联合这两个等式及 | A | = - 1 即可定出 a、b、c 及 λ0.

解 根据题设可得 AA = | A| E = - E，Aα = λ0α. 于是 AAα = A（λ0α） = λ0 Aα. 又 AAα = - Eα = -

α，所以 λ0 Aα = - α，λ0

a - 1 c

5 b 3

1 - c 0
[ ]

- a

- 1

- 1[ ]
1

= -

- 1

- 1[ ]
1

. 故可得

λ0（- a + 1 + c） = 1，λ0（- 5 - b + 3） = 1，λ0（- 1 + c - a） = - 1.

由第一、三 式 求 得 λ0 = 1. 再 代 入 第 二 和 第 一 式 得 b = - 3，a = c. 由 | A | = - 1 及 a = c，有

a - 1 a

5 - 3 3

1 - a 0
[ ]

- a

= a - 3 = - 1，故 a = c = 2. 因此，a = 2，b = - 3，c = 2，λ0 = 1.

评述 本考题系综合性的难度较大的题目.

例 17（99，7 分） 设矩阵 A =

3 2 - 2

- k - 1 k

4 2 -
[ ]

3

. 问当 k 为何值时，存在可逆矩阵 P，使得 P - 1 AP 为对角

矩阵？并求出 P 和相应的对角矩阵.

分析 类似例16，首先求出矩阵 A的特征值λ1 ，λ2 ，λ3 ，然后求相应的特征向量 α1 ，α2 ，α3 ，与此同时就定出

k 值，最终再写出 P.

解 由 | λE - A| =
λ - 3 - 2 2

k λ + 1 - k

- 4 - 2 λ + 3

=
λ - 1 - 2 2

0 λ + 1 - k

0 0 λ + 1

=（λ + 1）2（λ - 1）. 可得 A的特

征值 λ1 = λ2 = - 1，λ3 = 1.

对于 λ1 = - 1，有

（- E - A） =

- 4 - 2 2

k 0 - k

- 4 -
[ ]

2 2

→
初

- 4 - 2 2

k 0 - k[ ]
0 0 0

.

当 k = 0 时，有

（- E - A） →
初

- 4 - 2 2

0 0 0[ ]
0 0 0

→
初

1
1
2

- 1
2

0 0 0









0 0 0

.

对应的特征向量为：α1 = （- 1，2，0）T，α2 = （1，0，2）T.

对于 λ3 = 1，有

（E - A） =

- 2 - 2 - 2

k 2 - k

- 4 -
[ ]

2 4

→
初

1 0 - 1

0 1 0[ ]
0 0 0

. 对应的特征向量为：α3 = （1，0，1）T.

因此，当 k = 0 时，令

P =

- 1 1 1

2 0 0[ ]
0 2 1

，则 P - 1 AP =

- 1 0 0

0 - 1 0[ ]
0 0 1

.

评述 定 k = 0 有一定技巧性.

例 18 （04，13 分）设 n 阶矩阵

A =

1 b ⋯ b

b 1 ⋯ b

… … …

b b ⋯









1

.

（1）求 A的特征值和特征向量；（2）求可逆矩阵 P，使得 P
- 1

AP 为对角阵.
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分析 本题分 b ≠ 0，b = 0 讨论.

解 （1）1° 当 b ≠ 0 时，A的特征多项式为

| λE - A| =

λ - 1 - b ⋯ - b

- b λ - 1 ⋯ - b

… … …

- b - b ⋯ λ - 1

= ［λ - 1 - （n - 1）b］［λ - （1 - b）］n- 1
.

故 A的特征值为 λ1 = 1 +（n - 1）b，λ2 = λ3 = ⋯ = λn = 1 - b. 对于 λ1 = 1 +（n - 1）b，设 A的属于特征

值 λ1 的一个特征向量为 ξ1 ，则 Aξ1 = λ1ξ1 ，解得特征向量 ξ1 = （1，1，⋯，1）T. 所以全部特征向量为 ξ = kξ1 =

k（1，1，⋯，1）T，k 为任意非零常数.

对于 λ2 = λ3 = ⋯ = λn = 1 - b，解齐次线性方程组［（1 - b）E - A］x = 0，由

（1 - b）E - A =

- b - b ⋯ - b

- b - b ⋯ - b

… … …

- b - b ⋯









- b

→

1 1 ⋯ 1

0 0 ⋯ 0

… … …

0 0 ⋯









0

，

解得基础解系：ξ2 =（1，- 1，0，⋯，0）T，ξ3 =（1，0，- 1，⋯，0）T，⋯，ξn =（1，0，0，⋯，- 1）T. 故全部特征向量为

k2ξ2 + k3ξ3 + ⋯ + knξn ，其中 k2 ，k3 ，⋯，kn 为不全为零的常数.

2° 当 b = 0 时，特征值 λ1 = λ2 = ⋯ = λn = 1，任意非零向量 ξ 均为特征向量.

（2）1° 当 b ≠ 0 时，A有 n 个线性无关的特征向量，令 P = （ξ1 ，ξ2 ，⋯，ξn），则 P
- 1

AP = diag｛1 +（n - 1）b，

1 - b，⋯，1 - b｝.

2° 当 b = 0 时，A = E，对任意可逆矩阵 P，均有 P
- 1

AP = E.

典型题型 6. 由特征值、特征向量反求矩阵

例 19 （95，7 分）设三阶实对称矩阵 A的特征值为 λ1 = - 1，λ2 = λ3 = 1，对应于 λ1 的特征向量为 ξ1 =

[ ]0

1

1

. 求 A

解 对应于 λ2 = λ3 = 1 有两个线性无关的特征向量 ξ2 ，ξ3 ，它们与 ξ1 正交，故可从满足正交条件：

ξTξ = （0，1，1）

x1

x2

x









3

= 0. x1 + 1. x2 + 1. x3 = x2 + x3 = 0 取 ξ1 = （1，0，0）T，ξ2 = （0，1，- 1）T 即可.

现取正交变换矩阵 T =

0 1 0

1

槡2
0

1

槡2

1

槡2
0

- 1

槡











2

，

则 T- 1 = T' ，A = TΛT- 1 =

0 1 0

1

槡2
0

1

槡2

1

槡2
0

- 1

槡











2

- 1 0 0

0 1 0[ ]
0 0 1

0
1

槡2

1

槡2

1 0 0

0
1

槡2

- 1

槡











2

=

1 0 0

0 0 - 1

0 -
[ ]

1 0

.

评述 求 A的考题 1995 年，1997 年都考过，下例就是 1997 年.

例 20（97，10 分） 设三阶实对称矩阵 A的特征值是 1，2，3，矩阵 A的属于特征值 1，2 的特征向量分别是 α1

= （- 1，- 1，1）T，α2 = （1，- 2，- 1）T.

（1）求 A的属于特征值 3 的特征向量； （2）求矩阵 A.

解 （1）设 A的属于特征值 3 的特征向量为 α3 =（x1 ，x2 ，x3）
T. 因为 A为实对称矩阵，故属于不同特征值
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的特征向量必正交，故有方程组
aT

1 a3 = x1 + x2 - x3 = 0.

aT
2 a3 = x1 - 2x2 - x3 =

{
0.

它的基础解系为 ε = （1，0，1）T，故 A的属于特征值 3 的特征向量 α3 = k（1，0，1）T（k ≠ 0 常数）.

（2）记 P = （α1 ，α2 ，α3） =

- 1 1 1

- 1 - 2 0

1 -
[ ]

1 1

，则有 P - 1 AP =

1 0 0

0 2 0[ ]
0 0 3

，

故 A = P

1 0 0

0 2 0[ ]
0 0 3

P - 1 =

- 1 1 1

- 1 - 2 0

1 -
[ ]

1 1

1 0 0

0 2 0[ ]
0 0 3

- 1
3

- 1
3

- 1
3

1
6

- 1
3

- 1
6

1
2

0













1

2

=
1
6

13 - 2 5

- 2 10 2[ ]
5 2 13

.

评述 例 19、例 20 解题方法相似.

例 21 （04，13 分）设三阶实对称矩阵 A的秩为 2，λ1 = λ2 = 6 是 A的二重特征值. 若 α1 = （1，1，0）T，α2

= （2，1，1）T，α3 = （- 1，2，- 3）T 都是 A的属于特征值 6 的特征向量.（1）求 A的另一特征值和对应的特征向

量；（2）求矩阵 A.

解 （1）因为 λ1 = λ2 = 6 是 A的二重特征值，故 A的属于特征值 6 的线性无关的特征向量有 2 个. 由题

设可得 α1 ，α2 ，α3 的一个极大无关组为 α1 ，α2 ，（因为行列式
1 2 - 1

1 1 2

0 1 - 3

= 0，所以 α1 ，α2 ，α3 是线性相关的，从

而极大无关组的向量只有两个，故可取 α1 ，α2 即可），故 α1 ，α2 为 A的属于特征值 6 的线性无关的特征向量.

由 r（A） = 2 可知，| A| = 0，从而根据 λ1λ2λ3 = | A| = 0，得出 λ3 = 0. 设与 λ3 = 0 所对应的特征向量为

α = （x1 ，x2 ，x3）
T，则有 αT

1 α = 0，αT
2 α = 0，即

x1 + x2 = 0，

2x1 + x2 + x3 = 0{ .
解得此方程组的基础解系为 α =（- 1，1，1）T，

即 A的属于特征值 λ3 = 0 的特征向量为 cα = c（- 1，1，1）T，其中 c 为不为零的任意常数.

（2）令 P = （α1 ，α2 ，α3）则 P
- 1

AP =

6 0 0

0 6 0[ ]
0 0 0

，所以 A = P

6 0 0

0 6 0[ 

0 0 0

P
- 1

. 又 P
- 1

=

0 1 - 1

1
3

-1
3

2
3

-1
3

1
3











1

3

，

故 A =

4 2 2

2 4 - 2

2 -
[ ]

2 4

.

典型题型 7. 综合性杂题

例 22 设三阶矩阵 A的特征值为 λ1 = 1，λ2 = 2，λ3 = 3. 对应的特征向量依次为 ξ1 = [ ]1

1

1

，ξ2 = [ ]1

2

4

，

ξ3 = [ ]1

3

9

，又向量 β = [ ]1

1

3

.

（1）将 β 用 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 线性表示； （2）求 Anβ（n 为自然数）.

解 （1）设 β = x1ξ1 + x2ξ2 + x3ξ3 ，需求解线性方程组 x1 ，x2 ，x3. 因为

1 1 1 1

1 2 3 1




[ ]
1 4 9 3

→
初

1 1 1 1

0 1 1 0




[ ]
0 3 8 2

→
初

1 1 1 1

0 1 2 0




[ ]
0 0 2 2

从而原方程组唯一解（2，- 2，1），故 β = 2ξ1 - 2ξ2 + ξ3 .
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（2）由于 Aξi = λiξi ，Anξi = λn
i ξi ，（i = 1，2，3）.

所以 Anβ = 2Anξ1 - 2Anξ2 + Anξ3 = 2λn
1 ξ1 - 2λn

2 ξ2 + λn
3 ξ3 =

2 - 2n+1 + 3n

2 - 2n+2 + 3n+1

2 - 2n+3 + 3n+







2

.

例 23 求 lim
n→�

1
2

1 2

0
1
3

1

0 0













2

3

n

的矩阵.

解 显然 A =

1
2

1 2

0
1
3

1

0 0













2

3

有三个不相等的特征值 1
2

，1
3

，2
3

，故 A与 Λ =

1
2

0 0

0
1
3

0

0 0













2

3

相似，即存

在可逆矩阵 P，使得 A = PΛP - 1 . 从而有

An = PΛP - 1 = P

( )1
2

n

1 0

0 ( )1
3

n

0

0 0 ( )2
3















n

P - 1. 所以 lim
n→�

An = 0.

例 24 （04，9 分）设矩阵 A =

1 2 - 3

- 1 4 - 3

1 a







5

的特征方程有一个二重特征根，求 a 的值，并讨论 A是否可相

似对角化.

分析 本题目从 A有二重特征根去确定出 a 的值，由此视其相应的线性无关的特征向量的个数，就可得出

A是否可相似对角化.

解 A的特征多项式为

| λE - A| =
λ - 1 - 2 3

1 λ - 4 3

- 1 - a λ - 5

=
λ - 2 2 - λ 0

1 λ - 4 3

- 1 - a λ - 5

= （λ - 2）
1 - 1 0

1 λ - 4 3

- 1 - a λ - 5

= （λ - 2）
1 0 0

1 λ - 3 3

- 1 - a - 1 λ - 5

= （λ - 2）（λ2 - 8λ + 18 + 3a）.

若 λ = 2 是特征方程的二重特征根，则有 22 - 16 + 18 + 3a = 0，解得 a = - 2. 当 a = - 2 时，A的特征值为

λ1 = λ2 = 2，λ3 = 6. 与 λ1 = λ2 = 2 对应的矩阵 2E - A =

1 - 2 3

1 - 2 3

- 1 2 -
[ ]

3

的秩为 1，故 λ = 2 对应的特征向

量有两个，从而 A可相似对角化.

若 λ = 2 不是特征方程的二重特征根，则 λ2 - 8λ + 18 + 3a = 0 有二重特征根，从而 64 - 4（18 + 3a） = -

8 - 12a = 0，a = -
2
3

. 当 a = -
2
3

时，A的特征值为 λ1 = 2，λ2 = λ3 = 4，与 λ2 = λ3 = 4 对应的矩阵 4E -

A =

3 - 2 3

1 0 3

- 1
2
3

-









1

的秩为 2，故 λ = 4 对应的线性无关的特征向量只有一个，从而 A不可相似对角化.
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评述 本考研题目的解题方法系分析思考判断性很强的考题之一，值得重视.

例 25（00，3 分） 已知四阶矩阵 A相似于 B，A 的特征值为 2、3、4、5，E 为四阶单位矩阵，则 | B - E | =

.

分析 以 B 的特征多项式为 | λE - B | ，那么 | λE - B | λ = 1 = | E - B | ，从而可求出 | B - E | .

解 | λE - B | = （λ - λ1）（λ - λ2）（λ - λ3）（λ - λ4），取 λ = 1，则有 | E - B | = （1 - 2）·（1 - 3）·

（1 - 4）·（1 - 5） = 24，故 | B - E | = （2 - 1）（3 - 1）（4 - 1）（5 - 1） = 24.

评述 做这类考题要多思考，慢动笔，想好了再做.

例 26（06，13 分） 设三阶实对称矩阵 A的各行元素之和为 3，向量 α1 =（- 1，2，- 1）T，α2 =（0，- 1，1）T

是线性方程组 AX = 0 的两个解，（Ⅰ）求 A的特征值，（Ⅱ）求正交矩阵 Q 和对角矩阵 Λ，使得 QTAQ = Λ.（Ⅲ）

求 A及（A -
3
2

E）6 .

分析 （Ⅰ）从 A的条件定出特征值和特征向量.（Ⅱ）将三个线性无关的特征向量 Schimidt 正交标准化，

得出 β1 ，β2 ，β3 后，Q = （β1 ，β2 ，β3），Λ =

0

0






3

，QTAQ = Λ.（Ⅲ）A = QΛQT，（A -
3
2

E）6 .

解 （Ⅰ）设 A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a











33

. A








1

1

1

=

a11 + a12 + a13

a21 + a22 + a23

a31 + a32 + a











33

=








3

3

3

= 3








1

1

1

，令 λ3 = 3，α3 =








1

1

1

，得 Aα3

= λ3α3 . 又 Aα1 = 0·α1 ，Aα2 = 0·α2 ，这表示 λ1 = λ2 = 0 是 A的二重特征值，α1 ，α2 是相应的特征向量.

（Ⅱ）Schimidt 正交标准化，将 α1 ，α2 正交化：ξ1 = α1 = （- 1，2，- 1）T，ξ2 = α2 -
（α2 ，ξ1）
（ξ1 ，ξ1）

ξ1 =
1
2

（- 1，0，

1）T，而 ξ3 = α3 = （1，1，1）T 已与 ξ1 ，ξ2 正交化了. 再分别将 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 单位化：β1 =
ξ1

| ξ1 |
=

1

槡6
（- 1，2，- 1）T，

β2 =
ξ2

| ξ2 |
=

1

槡3
（1，1，1）T，令 Q =（β1 ，β2 ，β3） =

- 1

槡6

- 1

槡2

1

槡3

2

槡6
0

1

槡3

- 1

槡6

1

槡2

1

槡















3

，Λ =

0

0[ ]
3

，那么 Q 为正交矩阵，且

QTAQ = Λ.

（Ⅲ）因 Q 为正交矩阵，, QT = Q- 1 ，从而 A = QΛQT，即

A =

- 1

槡6

- 1

槡2

1

槡3

2

槡6
0

1

槡3

- 1

槡6

1

槡2

1

槡















3

0

0[ ]
3

- 1

槡6

2

槡6

- 1

槡6

- 1

槡2
0

1

槡2

1

槡3

1

槡3

1

槡















3

=

1 1 1

1 1 1[ ]
1 1 1

又 A -
3
2

E = Q（Λ -
3
2

E）QT，（A -
3
2

E）6 = Q（Λ -
3
2

E）6 QT = （ 3
2

）6 QEQT = （ 3
2

）6 E.

预测·强化训练十三

1. 设 x 是方阵 A的对应于特征值 λ 的特征向量，试求 P - 1 AP 对应于特征值 λ 的特征向量.

2. 设 A为 n 阶矩阵，λ1 和 λ2 是 A的两个不同的特征值，x1 和 x2 是分别属于 λ1 和 λ2 的特征向量 . 试证明 x1

+ x2 不是 A的特征向量.
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3. 求矩阵 A =

- 3 1 - 2

0 - 1 4

-
[ ]

1 0 1

的实特征值及对应的特征向量.

4. 已知向量 α = （1，k，1）T 是矩阵 A =

2 1 1

1 2 1[ ]
1 1 2

的逆矩阵 A- 1 的特征向量，试求常数 k 的值.

5. 设三阶矩阵 A满足 Aαi = iαi（i = 1，2，3），其中列向量 α1 =（1，2，2）T，α2 =（2，- 2，1）T，α3 =（- 2，- 1，

2）T. 试求矩阵 A.

6. 已知三阶矩阵 A的特征值为1，- 1，2，设矩阵 B = A3 - 5A2. 求（1）矩阵 B的特征值及其相似对角矩阵；（2）

行列式 | B | 及 | A - 5E | （E 为三阶单位矩阵）.

7. 求矩阵

A =

- 1 1 0

- 4 3 0






1 0 2

的特征值，特征向量，A是否相似于对角矩阵，说明理由.

8. 设三阶实对称矩阵 A的特征值为 1、2、3，A的属于特征值 1，2 的特征向量分别是 ξ1 =（- 1，- 1，1）T，ξ2 =

（1，- 2，- 1）T.

（1）求 A的属于特征值 3 的特征向量；（2）求矩阵 A.

9. 已知 n 阶矩阵 A满足 A2 = A，且 r（A） = r，证明 A ～
Er 0( )0 0

，并求，| A + 2E | .

简明解答

1. 从 AX = λX（X≠ 0），P - 1 AX = λP - 1 X，即（P - 1 AP）P - 1 X = λP - 1 X. 此式表明（P - 1 X）是矩阵（P - 1 AP）对应于

特征值 λ 的特征向量.

2. 反证法 设 x1 + x2 是 A的特征向量，即存在有 λ，使 A（x1 + x2） = λ（x1 + x2），即 λ1 x1 + λ2 x2 = λx1 + λx2 ，

（λ1 - λ）x1 +（λ2 - λ）x2 = 0，因 x1 、x2 线性无关的，故 λ1 - λ = 0，λ2 - λ = 0，即 λ = λ1 = λ2 ，这与题设

λ1 ≠ λ2 矛盾 . 所以，（x1 + x2）不是 A的特征向量.

3. A的特征方程

| λE - A| =
λ + 3 - 1 2

0 λ + 1 - 4

1 0 λ - 1

= （λ - 1）（λ2 + 4λ + 1） = 0.

特征值 λ1 = 1，λ2 = - 2 + 槡3，λ3 = - 2 - 槡3.

λ1 = 1，特征矩阵方程（A - E）X = 0，初等行变换法：（A - E） =

- 4 1 - 2

0 - 2 4

-







1 0 0

→
初

1 1 - 2

0 1 - 2






0 0 0

·

r（A - E） = 2，只有一个特征向量 ξ1 = （0，2，1）T.

λ2 、λ3 的特征向量 ξ2 、ξ3 的做法相同，故从略.

4. A的特征方程

| λE - A| =
λ - 2 - 1 - 1

- 1 λ - 2 - 1

- 1 - 1 λ - 2

= （λ - 1）2（λ - 4） = 0，

特征值 λ = 1 是二重的，λ = 4 是一重的，从而 A- 1 的特征值 λ = 1（二重），λ =
1
4

（一重）.

另外，从 A- 1α = λα，即 α = λΑα. 以 λ = 1 代入得 α = Αα，即
1

k






1

=

2 1 1

1 2 1






1 1 2

1

k






1

=

k + 3

2k + 2

k +







3

，即

1 = k + 3，

k = 2k +{ 2
，k = - 2. 以 λ =

1
4

代入得
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1

k






1

=
1
4

2 1 1

1 2 1






1 1 2

1

k






1

，即
4 = k + 3，

4k = 2k + 2{ ，
k = 1.

综合，k = 1，或 k = - 2.

5. 从 A（α1 ，α2 ，α3） = （Aα1 ，Aα2 ，Aα3） = （α1 ，2α2 ，3α3），将 α1 、α2 、α3 代入得

A·
1 2 - 2

2 - 2 - 1






2 1 2

=

1 4 - 6

2 - 4 - 3






2 2 6

，即 A =

1 4 - 6

2 - 4 - 3






2 2 6

1 2 - 2

2 - 2 - 1






2 1 2

- 1

·

经计算得 A =

7
3

0
- 2
3

0
5
3

- 2
3

- 2
3

- 2
3













2

.

6. （1）由 Bα = （A3 - 5A2）α = A3 a - 5A2α = （λ3 - 5λ2）α，所以，B 的特征值为 λ3 - 5λ2. 经计算：- 4，- 6，

- 12. 故

B ～ Λ
- 4 0 0

0 - 6 0

0 0 -







12

（2）相似矩阵的行列式相同，所以 | B | = | Λ | = - 288. 又 | A - 5E | = | A - λE | λ = 5 =（1 - λ）（- 1 -

λ）（2 - λ）| λ = 5 = （1 - 5）（- 1 - 5）（2 - 5） = （- 4）·（- 6）·（- 3） = - 72.

7. | λE - A| =
λ + 1 - 1 0

4 λ - 3 0

- 1 0 λ - 2

=（λ - 1）2（λ - 2）. λ1 = λ2 = 1 是二重特征值，λ3 = 2 是一重特征

值.

λ1 = λ2 = 1，（1·E - A）X = 0，解得特征向量 ξ1 = k1（1，2，- 1）T（k≠ 0）. λ3 = 2，（2E - A）X = 0，解

得特征向量 ξ3 = k3（0，0，1）T（k3 ≠ 0）. 三阶矩阵 A只对应有二个线性无关的特征向量，故 A不能相似于对

角矩阵.

8. 设 ξ3 = （x1 ，x2 ，x3）
T，则有 ξT

1 ξ3 = - x1 - x2 + x3 = 0. ξT
2 ξ3 = x1 - 2x2 - x3 = 0，解得 ξ3 = （1，0，1）T. 令

Λ =

1 0 0

0 2 0






0 0 3

，P =

- 1 1 1

- 1 - 2 0

1 -







1 1

，P - 1 =
1
6

- 2 - 2 2

1 - 2 - 1






3 0 3

. A = PΛP - 1 =
1
6

13 - 2 5

- 2 10 2






5 2 13

.

或 T =

- 1

槡3

1

槡6

1

槡2

- 1

槡3

- 2

槡6
0

1

槡3

- 1

槡6

1

槡















2

，则 A = TΛT' =
1
6

13 - 2 5

- 2 10 2






5 2 13

. 其中 P 为可逆矩阵，T 为正交矩阵.

9. （1）从 A2 = A，故 A的特征值为 1，0. 又（E - A）A = 0，故 r（E - A）+ r（A）≤ n，而 r（E - A）+ r（A）≥ r（E

- A + A） = r（E） = n，从而 r（E - A）+ r（A） = n. 已知 r（A） = r，故 r（E - A） = n - r.

因为特征值为 1 的特征矩阵（1·E - A）A = 0 有解，r（A） = r，A有 r 列线性无关向量就是 λ = 1 所对应

的特征向量 . 同理，特征值为 0 的特征矩阵方程组（0·E - A）（E - A） = 0 有解，r（E - A） = n - r，（E

- A）有（n - r）列线性无关向量就是 λ = 0 所对应的特征向量 . 综合，A有 n 个线性无关特征向量，且

A ～
Er 0( )0 0

.

（2）| A + 2E | = P
Er 0( )0 0

P - 1 + 2E = | P |
Er 0( )0 0

+ 2E | P - 1 | = 3r ·2n- r.

·414·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版）【北京大学·清华大学·中国人民大学】



第十四章 二次型

考试要求

1. 掌握二次型及其矩阵表示，了解二次型秩的概念，了解合同变换和合同矩阵的概念，了解二次型的标准

形，规范形的概念以及惯性定理.

2. 掌握用正交变换化二次型为标准形的方法，会用配方法化二次型为标准形.

3. 理解二次型和正定矩阵的概念并掌握其判别法.

考试要点分析与题型预测

二次型章里，有两大考研重点和热点内容，第一，用可逆线性变换或正交变换把二次型化为标准形，第二，

二次型正（负）定的判定 . 用可逆线性变换化二次型为标准时，由于所作的线性变换不唯一，因而标准形也不唯

一，但正项项数和负项项数是唯一的（如 § 14—4，例 1、例 2）. 若用正交变换只能化二次型为标准形，不能化为

规范形，若进一步化为规范形，变换将不再是正交变换.

对于数值二次型（或对称矩阵）正（负）定判定，一般采用矩阵 A的顺序主子式恒大于零（偶数阶顺序主子

式全大于零，奇数阶顺序主子式全小于零）确定，（ § 14—4，例 10 ～ 例 12），而对于抽象二次型（或实对称矩

阵），则应视不同情况采用不同的充要条件确定（如例 14，标准形系数全大于零）用定义证明正（负）定性，则是

在没有其它办法时方才采用（例 13、例 16）.

§ 14 - 1 二次型概念及其矩阵表示

定义 含有 n 个变量 x1 ，x2 ，⋯，xn 的二次齐次式

f = ∑
n

i，j = 1

a ijxi xj （a ij = a ji） （14. 1）

称为二次型，当 a ij 为实数时，f 称为实二次型 . 我们仅讨论实二次型.

当 a ij = 0（i ≠ j）时，即 f = ∑
n

i = 1

a ii x
2
i （14. 2）

称为二次型的标准形.

当 a ii = 1，- 1，0 时，即 f = ∑
p

i = 1

x2
i - ∑

q

i = p+1

x2
i ，称为二次型的规范型.

若记 X =

x1

x2

…

x













n

，A =

a11 ⋯ a1n

… …

an1 ⋯ a









nn

，则（14. 1）可表为

f = X' AX （a ij = a ji） （14. 3）

（14. 3）式就是二次型的矩阵表示法，其中 A =（a ij）n×n 称为二次型（14. 1）的矩阵 . A的秩称为二次型的秩

. 若 A满秩，则称二次型 f 为满秩的.

关于二次型及其矩阵有下列重要结论：

1 二次型 f 的矩阵 A是对称矩阵；

2 二次型 f 与它的矩阵 A是互相唯一决定的；

3 二次型 f = X' AX 经线性变换 X = CY后，化为变量 y1 ，y2 ，⋯，yn 的二次型 f = Y' BY.

其中 B = C' AC. 故若线性变换 X = CY是满秩（即 C 满秩）线性变换，则二次型 f = X' AX与 f = Y' BY的矩

阵 A与 B 是合同的（即 B = C' AC），或称 A通过 C 的合同变换后化为 B，相应的二次型也称为合同二次型.
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§ 14 - 2 化二次型为标准形、规范型

基本原理

1 对任一二次型 f = X' AX，必存在满秩线性变换 X = CY，使

f = X' AX = Y'（C' AC）Y = Y'

λ1

λ2


λ













n

Y = λ1 y2
1 + λ2 y2

2 + ⋯ + λn y2
n .

2 对任一二次型 f = X' AX，必存在正交变换 X = TY，使

f = X' AX = Y'（T' AT）Y = Y'（T' AT）Y = Y'

λ1

λ2


λ













n

Y = λ1 y2
1 + ⋯ + λn y2

n .

具体使用的方法，主要有下列二种：

1. 配方法：这是读者所熟悉的，在此不予详述；

2. 正交变换法：按 § 13—2 中矩阵对角化基本方法，求出正交矩阵 T，使 f 所对应的矩阵化为对角形矩阵

λ1

λ2


λ













n

，即得正交变换 X = TY，使二次型化为标准形 f = λ1 y2
1 + λ2 y2

2 + ⋯ + λn y2
n . 其中 λi（i = 1，2，

⋯，n）是 A的特征值.

惯性定理 对于一个二次型，不论选择何种可逆线性变换，化成标准形或规范形，则其正平方项的项数 p，

负平方项的项数 q，都是由所给的二次型唯一确定的

正平方项的项数 P 称为正惯性指数，负平方项的项数 q 称为负惯性指数，p + q = r 是二次型或其对应矩阵

的秩，p - q 称为符号差.

§ 14 - 3 正定二次型与正定矩阵

1. 正（负）定二次型

给出二次型 f（x） = X' AX，其中 A为实对称矩阵，如果对于任意非零向量 X≠0，都有 f（x） > 0（或 < 0），则

称 f 为正定（或负定）二次型，并称 A为正定（或负定）矩阵，记作 A > 0（或 A < 0）.

2. f 为正（负）定的条件

（1）f（x） = X' AX 为正定的充要条件是矩阵 A的特征值都大于零.

（2）f 为正定的充要条件是矩阵 A的顺序主子式均大于零，即

a11 > 0，
a11 a12

a21 a22

> 0，⋯，

a11 ⋯ a1n

… …

an1 ⋯ an2

> 0.

（3）f 为正定的充要条件是它的标准形的 n 个系数全为正.

（4）f 为负定的充要 A的特征值都小于零

（5）f（x） = X' AX 为负定的充要条件 A的偶数阶顺序主子式全大于零，而奇数阶顺序主子式全小于零 . 即

△1 = a11 < 0， △2 =
a11 a12

a21 a22

> 0，
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△3 =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

< 0，⋯，△n = （- 1）n

a11 ⋯ a1n

… …

an1 ⋯ ann

> 0.

3. 正定矩阵的性质 当 n 阶方阵 A为正定矩阵时，则

（1）A = A'

（2）A的特征值均为正数；

（3）| A | > 0，从而 A可逆；

（4）A的各阶顺序主子式全大于零；

（5）A的主对角线元素 a ii（i = 1，2，⋯，n）全大于零；

（6）A正定时，A' ，A- 1 ，A 均为正定矩阵.

§ 14 - 4 典型例题分析与最新年考试题型预测

本节典型例题的选择主要是：二次型化标准形、规范形；二次型正（负）定判定的两方面.

典型题型 1. 用正交变换法化二次型为标准形

例 1 证明 A =

a1

a2

a











3

合同于 B =

a3

a1

a











2

分析 把 A的 1、3 两行，两列对换，再互换 2、3 两行，两列即得矩阵 B，这正是初等矩阵的性质.

解 令 P1 =

0 0 1

0 1 0






1 0 0

，P2 =

1 0 0

0 0 1






0 1 0

，C = P2 P1 ，则 C 可 逆，且 C' AC = P' 2 P' 1 AP1 P2 =

P' 2

a3

a2

a











1

P2 = B 即 A B.

例 2 已知二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = 2x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 + 2ax2 x3（a > 0）通过正交变换化成标准形 f = y2

1 + 2y2
2

+ 5y2
3 ，求参数 a 及所用的正交变换矩阵.

分析 本题是已知二次型，标准形，利用二次型化标准形的基本原理，先定出参数 a，再求 f的矩阵特征值、

特征向量，标准化后立刻可写出正交变换矩阵.

解 二次型 f 的矩阵 A =

2 0 0

0 3 a

0 a
[ ]

3

，特征方程为

| λI - A| =
λ - 2 0 0

0 λ - 3 - a

0 - a λ -
[ ]

3

= （λ - 2）（λ2 - 6λ + 9 - a2） = 0

A的特征值为 λ1 = 1，λ2 = 2，λ3 = 5. 因为 A ～ B =

1 0 0

0 2 0[ ]
0 0 5

，所以，将 λ1 = 1（或 λ3 = 5）代入特征方

程，得出 a2 - 4 = 0，即 a = ± 2. 由于 a > 0，故取 a = 2. 此时 A =

2 0 0

0 3 2[ ]
0 2 3

.

当 λ1 = 1，由（1·I - A）X = 0，即
- 1 0 0

0 - 2 - 2

0 - 2 -
[ ]

2

x1

x2

x









3

= 0，解得此对应的特征向量 ξ1 =

0

1

-
[ ]

1

.
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当 λ2 = 2，由（2·I - A）X = 0，即
0 0 0

0 - 1 - 2

0 - 2 -
[ ]

1

x1

x2

x









3

= 0，解得此对应的特征向量 ξ2 = [ ]1

0

0

.

当 λ3 = 5，由（5·I - A）X = 0，即
3 0 0

0 2 - 2

0 - 2 -
[ ]

2

x1

x2

x









3

= 0，解得此对应的特征向量 ξ3 = [ ]0

1

1

.

将 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 单位化：y1 =

0

1

槡2

- 1

槡











2

，y2 = [ ]1

0

0

，y3 =

0

1

槡2

1

槡











2

. 故所用正交变换矩阵：T =

0 1 0

1

槡2
0

1

槡2

- 1

槡2
0

1

槡











2

.

评述 本题型是典型的经常性的考研题，很值得读者重视.

例 3（98，6 分） 已知二次曲面方程 x2 + ay2 + z2 + 2bxy + 2xz + 2yz = 4 可以经过正交变换[ ]x

y

z

= P [ ]ξη
ζ

化

为椭园柱面方程 0ξ2 + η2 + 4ζ2 = 4. 求 a，b 的值及正交矩阵 P.

分析 二次曲面就是二次型，即 f（x，y，z） = x2 + ay2 + z2 + 2bxy + 2xz + 2yz = 4，椭圆柱面方程就是标准

形：0ξ2 + η2 + 4ζ2 = 4. 故本题是二次型化为标准形问题.

解 二次型及其标准形矩阵分别为

A =

1 b 1

b a 1[ ]
1 1 1

， Λ =

0

1[ ]
4

.

因为 A ～ Λ，所以，| λI - A| = | λI - Λ | ，解之得出 a = 3，b = 1. 所以 A =

1 1 1

1 3 1[ ]
1 1 1

的特征值分别为 λ1

= 0，λ2 = 1，λ3 = 4.

求解下列矩阵方阵：

（A - λ1 E）X = 0 （A - λ2 E）X = 0 （A - λ3 E）X = 0

单位特征向量 ξ1 =

1

槡2

0

- 1

槡











2

； 单位特征向量 ξ2 =

1

槡3

- 1

槡3

1

槡















3

； 单位特征向量 ξ3 =

1

槡6

2

槡6

1

槡















6

.

因此，正交矩阵 P：

P =

1

槡2

1

槡3

1

槡6

0
- 1

槡3

2

槡6

- 1

槡2

1

槡3

1

槡















6

.

评述 例 2、例 3 同属一个类型，例 3 叙述方式以二次曲面形式出现，读者需深入领会题目的实质，

是二次型化标准形问题.

例 4 在直角坐标系 O - xyz 中，下面的方程表示什么曲面？说明理由.
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3x2 + 3y2 + 3z2 + 2xy + 2xz + 2yz - x - y - z = 0.

分析 仍然将下式

f（x，y，z） = 3x2 + 3y2 + 3y2 + 2xy + 2xz + 2yz

视为二次型，用二次型化成标准形的基本原理，将 f（x，y，z）化成标准形，再通过平移变换消去一次项，完全

平方项为不变量，即知方程所表示的曲面的名称.

解 考虑二次型

f（x，y，z） = 3x2 + 3y2 + 3z2 + 2xy + 2xz + 2yz，

它的矩阵 A =

3 1 1

1 3 1[ ]
1 1 3

，其特征方程 | λE - A| = （λ - 2）（λ - 3）（λ - 4） = 0，得出 A的全部特征值为

2，3，4，故 f 经正交变换化为 2x2
1 + 3y2

1 + 4z2
1. 于是曲面方程经正交变换及适当的平移变换化为

2x2
2 + 3y2

2 + 4z2
2 = c， c 为已知常数

（1）当 c < 0 时，则曲面为虚椭球面；

（2）当 c = 0 时，则曲面为一点；

（3）当 c > 0 时，则曲面为椭球面.

不难验证，在直角坐标系0 - xyz中，坐标为 1
3

，0，( )0 ， 0，1
3

，( )0 的点都在曲面上，故（1），（2）不可能出现，

因此，曲面为椭球面.

评述 本题目的解决是利用二次型化标准形的基本原理完成的.

例 5 设二次型 x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2αx1 x2 + 2βx2 x3 + 2x1 x3 经正交变换 X = PY化成 f = y2

2 + 2y2
3 ，其中，X =

（x1 ，x2 ，x3）' ，Y = （y1 ，y2 ，y3）' 是三维列向量，P 是三阶正交矩阵，试求常数 a，β.

解 变换前，后的矩阵

A =

1 α 1

α 1 β
1 β

[ ]
1

，B =

0 0 0

0 1 0[ ]
0 0 2

二次型可以写成 f = X' AX，f = Y' BY. 由于 P' AP = B，P 为正交矩阵，故 P - 1 AP = B，由此，| λE - A| = | λE

- B | ，即

λ - 1 - α - 1

- α λ - 1 - β
1 - β λ -

[ ]
1

=
λ 0 0

0 λ - 1 0

0 0 λ -
[ ]

2

，

λ2 - 3λ2 +（2 - α2 - β2）λ +（α - β）2 = λ3 - 3λ2 + 2λ
其解 α = β = 0 为所求常数.

评述 本题目的方法较为简洁明了.

例 6（01，8 分） 设 A为 n 阶实对称矩阵，r（A） = n，Aij 是 A =（a ij）n×n 中元素 a ij 的代数余子式（i，j = 1，

2，⋯，n），二次型

f（x1 ，x2 ，⋯，xn） = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

Aij

| A |
xi xj

（1）记 X = （x1 ，x2 ，⋯，xn）
T，把 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）写成矩阵形式，并证明二次型 f（x）的矩阵为 A- 1 .

（2）二次型 g（x） = XTAX 与 f（x）的规范型是否相同？说明理由？

解 （1）二次型的矩阵形式为

f（x） = ［x1 ，x2 ，⋯，xn ］ 1
| A|

A11 A21 ⋯ An1

A12 A22 ⋯ An2

… … …

A1n A2n ⋯ A













nn

x1

x2

…

x













n

因为 r（A） = n，故 A可逆，且 A- 1 =
1

| A|
A. 又（A- 1）T =（AT）- 1 = A- 1 ，所以 A- 1 也是实对称矩阵，因此二
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次型 f（x）的矩阵为 A- 1 .

（2）因为（A- 1）TA（A- 1） =（AT）- 1 E = A- 1 ，所以 A合同于 A- 1 ，A与 A- 1 有相同的特征值，于是 g（x） = XTAX

与 f（x） = XTA- 1 X 有相同的规范形.

评述 本题目在解题中，要求读者熟悉二次型的矩阵概念，规范形概念.

例 7（02，3 分） 已知实二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = a（x2
1 + x2

2 + x2
3）+ 4x1 x2 + 4x1 x3 + 4x2 x3 经正交变换 X = PY

可化为标准形 f = 6y2
1 ，则 a = .

分析 本题与例 4、例 5 的题型完全相似，利用二次型化标准形的基本原理，即可定出参数 a.

解 二次型 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵 A =

a 2 2

2 a 2

2 2







a

，标准形 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵Λ =

6

0






0

. 因为 AΛ，

所以 A的特征多项式

| λE - A| λ = 6 =
λ - a - 2 - 2

- 2 λ - a - 2

- 2 - 2 λ - a λ = 6

= （a - 2）（- a2 + 16a - 64） = 0，

故 a = 2，a = 8. 另外，A的特征多项式

| λE - A| λ = 0 =
λ - a - 2 - 2

- 2 λ - a - 2

- 2 - 2 λ - a λ = 0

= - a3 + 12a - 16 = - （a - 2）2（a + 4） = 0，

故 a = 2. a = - 4. 综合，a = 2.

例 8（03，13 分） 设二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = XTAX = ax2
1 + 2x2

2 - 2x2
3 + 2bx1 x3（b > 0），其中二次型的矩阵 A

的特征值之和为 1，特征值之积为 - 12.（1）求 a，b 的值.（2）利用正交变换将二次型 f 化为标准形.

分析 （1）利用特征值之和，积求出 a，b.（2）由已定出的 a，b 具体求 A的特征值及标准正交化的特征向量

η1 ，η2 ，η3 ，令 T = （η1 ，η2 ，η3），即为所求.

解 （1）二次型矩阵 A =

a 0 b

0 2 0

b 0 -







2

. 设 A的特征值为 λ1 ，λ2 ，λ3 ，由特征值的性质，有 λ1 + λ2 + λ3 =

a + 2 +（- 2） = 1， λ1λ2λ3 =

a 0 b

0 2 0

b 0 - 2

= - 4a - 2b2 = - 12，定出 a = 1，b = 2.

（2）矩阵 A的特征多项式 | λE - A| =
λ - 1 0 - 2

0 λ - 2 0

- 2 0 λ + 2

=（λ - 2）2（λ + 3），故 λ1 = λ2 = 2，λ3 = - 3.

λ1 = λ2 = 2，解相应的特征矩阵方程（2E - A）X = 0，得出基础解系 ξ1 =（2，0，1）T，ξ2 =（0，1，0）T. λ3 = -

3，解相应的特征矩阵方程（- 3E - A）X = 0，得出基础解系 ξ3 = （1，0，- 2）T.

注意到 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 已相互正交，对其单位化：η1 =
2

槡5
，0，1

槡
( )5

T

，η2 =（0，1，0）T，η3 =
1

槡5
，0，- 2

槡
( )5

T

. 由此，正

交矩阵：T = （η1 ，η2 ，η3） =

2

槡5
0

1

槡5

0 1 1

1

槡5
0

- 2

槡











5

. 正交变换：X = TY，标准形：f = 2y2
1 + 2y2

2 - 3y2
3 .

评述 本类型的考题是考研中的热点考题之一，非常有典型性、代表性.

典型题型 2. 正定性判别与证明

正定性的判别与证明是经常出考研题的知识点，读者必须非常重视.
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例 9（97，3 分） 若二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1 x2 + tx2 x3 是正定的，则 t 的取值范围是 - 槡2 <

t < 槡2.

解 二次型的矩阵 A =

2 1 0

1 1 t /2

0 t /
[ ]

2 1

，f 为正定的充要条件是 A的顺序主子式全为正，即 D1 = 2 > 0，D2

=
2 1

1 1
= 1 > 0，D3 = | A| = 1 -

t2

2
> 0，即 - 槡2 < t < 槡2.

综合，t 取 - 槡2 < t < 槡2.

例 10 判断二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = 2x2
1 + 4x2

2 + 5x2
3 - 4x1 x3 是否正定二次型？

分析 本题用顺序主子式和特征值两种方法判别 .

解 （1）顺序主子式判别法 . 二次型的矩阵 A =

2 0 - 2

0 4 0

-
[ ]

2 0 5

. A的顺序主子式为 D1 = 2 > 0，D2 =

2 0

0 4
= 8 > 0，D3 = | A| = 24 > 0，从而 A是正定矩阵，二次型为正定二次型.

（2）求 | λE - A| = 0 的特征值，得 λ1 = 1，λ2 = 4，λ3 = 6，从而 A是正定矩阵，此二次型为正定二次型.

例 11 二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = tx2
1 + tx2

2 + tx2
3 + 2x1 x2 - 2x2 x3 + 2x1 x3 ，当 t 满足是什么条件时二次型是正

定的？

分析 本题用顺序主子式方法判别

解 二次型 f 的矩阵 A =

t 1 1

1 t - 1

1 - 1
[ ]

t

. A的顺序主子式：D1 = t，D2 =
t 1

1 t
= t2 - 1，D3 = | A| =（t

- 2）（t + 1）2. 解
t > 0，t2 - 1 > 0

（t - 2）（t + 1）2 >{ 0.
得出 t > 2. 所以，当 t > 2 时二次型是正定的.

例12（00，9 分） 设有 n 元实二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）=（x1 + a1 x2）
2 +（x2 + a2 x3）

2 + ⋯ +（xn- 1 + an- 1 xn）
2

+（xn + an x1）
2 ，其中 a i（i = 1，2，⋯，n）为实数 . 试问：当 a1 ，a2 ，⋯，an 满足何种条件时，二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）

为正定二次型？

分析 由题设条件，对任意 x1 ，x2 ，⋯，xn ，恒有 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）≥ 0，此时可分为（1）f（x1 ，x2 ，⋯，xn） = 0，

（2）f（x1 ，x2 ，⋯，xn） > 0 两种情况，从（1）、（2）的分析讨论中即可找出条件：a1 a2 ⋯an ≠（- 1）n.

解 （1）成立，即 f（x1 ，x2 ，⋯，xn） = 0 当仅当方程组：

（1）⋯⋯

x1 + a1 x2 = 0

x2 + a2 x3 = 0

xn- 1 + an- 1 xn = 0

an x1 + xn =

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯










0

成立 .

方程组（1）仅有零解 x1 = x2 = ⋯xn = 0 的充要条件是系数行列式

（2）⋯⋯

1 a1 0 ⋯ 0 0

0 1 a2 ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ 1 an- 1

an 0 0 ⋯ 0 1

= 1 +（- 1）n+1 a1 a2 ⋯an ≠ 0

即当 a1 a2 ⋯an ≠（- 1）n 时，二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）为正定二次型.

例 13 设 U 为可逆矩阵，A = U' U. 证明 f = X' AX 为正定二次型.

证明 从 f = X' AX = X' U' UX = （UX）'（UX）
Y = UX

Y' Y = ∑
n

i = 1

y2
i > 0. 所以 f 为正定二次型.

例 14 设对称矩阵 A为正定矩阵，证明存在可逆矩阵 U，使 A = U' U.
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证明 由于对称矩阵 A为正定矩阵，则二次型 f = X' AX 为正定二次型，于是有满秩线性变换 X = CY，使

f = X' AX = Y' C' ACY = Y' EY， 于是 C' AC = E.

从而 A = （C'）- 1 EC- 1 = （C- 1）' C- 1 令 U = C-


1

U' U.

典型题型 3. 综合性杂题

例 15（96，8 分） 已知二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = 5x2
1 + 5x2

2 + cx2
3 - 2x1 x2 + 6x1 x3 - 6x2 x3 的秩为 2.（1）求参

数 c 及此二次型对应矩阵的特征值；（2）指出方程 f（x1 ，x2 ，x3） = 1 表示何种二次曲面.

分析 本题系多个知识点应用 . 先利用二次型的秩为 2 定出参数 c，从而即可求得二次型矩阵的特征值.

将 f（x1 ，x2 ，x3）化成了标准形，即可看出 f（x1 ，x2 ，x3）所表示的二次曲面.

解 （1）二次型对应矩阵为 A =

5 - 1 3

- 1 5 - 3

3 - 3
[ ]

c

. 因为 r（A） = 2，故 | A| =

5 - 1 3

- 1 5 - 3

3 - 3 c

= 0，解

得 c = 3.

这时，| λI - A| =
λ - 5 1 - 3

1 λ - 5 3

- 3 3 λ - 3

= λ（λ - 4）（λ - 9），所以，特征值为 λ1 = 0，λ2 = 4，λ3 = 9.

（2）由上述特征值可知，f（x1 ，x2 ，x3） = 0y2
1 + 4y2

2 + 9y2
3 = 1 表示椭圆柱面.

例 16（01，3 分） 设 A =

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1









1 1 1 1

，B =

4

0

0









0

. 则 A与 B

（A）合同且相似 （B）合同但不相似 （C）不合同但相似 （D）不合同且不相似

解 因 A是实对称矩阵，且 A的特征值从

| λE - A| =

λ - 1 - 1 - 1 - 1

- 1 λ - 1 - 1 - 1

- 1 - 1 λ - 1 - 1

- 1 - 1 - 1 λ - 1

= （λ - 4）

1 - 1 - 1 - 1

1 λ - 1 - 1 - 1

1 - 1 λ - 1 - 1

1 - 1 - 1 λ - 1

= （λ - 4）

1 - 1 - 1 - 1

0 λ 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λ

= （λ - 4）λ3 = 0

求得 λ1 = 4，λ2 = λ3 = λ4 = 0，它和对角矩阵 B 的对角元素一致 . 故存在正交矩阵 T，使 T- 1 AT = T' AT = B，

即 A B，应选（A）.

例 17 设有二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn） = ∑
n

j = 1
∑

n

i = 1

a i a jxi xj，试用可逆线性变换将它化为标准形，并判断它的正

定性.

分析 将二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）写成矩阵形式即可解决.

解

f（x1 ，x2 ，⋯，xn） = ［x1 ，x2 ，⋯，xn ］

a2
1 a1 a2 ⋯ a1 an

a2 a1 a2
2 ⋯ a2 an

… … …

an a1 an a2 ⋯ a2













n

x1

x2

…

x













n

= ［x1 ，x2 ，⋯，xn ］

a1

a2

…

a













n

［a1 ，a2 ，⋯，an ］

x1

x2

…

x













n

= （a1 x1 + a2 x2 + ⋯ + an xn）（a1 x1 + a2 x2 + ⋯ + an xn） =（a1 x1 + a2 x2 + ⋯ + an xn）
2. 由题
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设 a i 不全为 0，不妨设 ak ≠ 0，令

y1 = x1，

y2 = x2，

…

yk =（a1x1 + a2x2 + ⋯ + akxk + ⋯ + anxn），

yn = xn










，

即

x1 = y1，

x2 = y2，

…

xk =
1
ak

（yk - a1y1 - a2y2 - ⋯ - ak- 1yk- 1 - ak+1yk+1⋯anyn）

…

xn = yn















，

得出 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）的标准形为 f = y2
k. 由此，二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）不是正定二次型.

例 18 （05，9 分） 已知二次型 f（x1 ，x2 ，x3） =（1 - a）x2
1 +（1 - a）x2

2 + 2x2
3 + 2（1 + a）x1 x2 的秩为 2.（Ⅰ）

求 a 的值.（Ⅱ）求正交变换 X = QY，把 f（x1 ，x2 ，x3）化为标准形.（Ⅲ）求方程 f（x1 ，x2 ，x3） = 0 的解.

分析 （Ⅰ）写出二次型的矩阵 A. （Ⅱ）求出 A 的特征值 λi 及相应的特征向量 ξi ，并正交单位化，定出 Q

和标准形.（Ⅲ）从标准形 f（x1 ，x2 ，x3） = 0，从而得出解 X.

解 （Ⅰ）二次型矩阵 A =

1 - a 1 + a 0

1 + a 1 - a 0






0 0 2

的秩为 2，

, | A | =

1 - a 1 + a 0

1 + a 1 - a 0

0 0 2

= - 8a = 0，a = 0.

当 a = 0 时，矩阵 A的秩 r（A） = 2. 故 a = 0，此时，A =

1 1 0

1 1 0






0 0 2

.

（Ⅱ）从 | λE - A| =
λ - 1 - 1 0

- 1 λ - 1 0

0 0 λ - 2

= λ（λ - 2）2 = 0

, 特征值为 λ1 = λ2 = 2，λ3 = 0. 对于 λ = 2，由（2E - A）X = 0 得特征向量 α1 =（1，1，0）T，α2 =（0，0，1）T.

对于 λ = 0，由（0E - A）X = 0 得特征向量 α3 = （- 1，1，0）T.

显然 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 两两正交，再将 ξ1 ，ξ2 ，ξ3 单位化，于是有

r1 =
1

槡2
（1，1，0）T，r2 = （0，0，1）T，r3 =

1

槡2
（- 1，1，0）T

取 Q = （r1 ，r2 ，r3），则 Q 为正交矩阵，且标准形 f（x1 ，x2 ，x3）
X = QY

λ1 y2
1 + λ2 y2

2 + λ3 y2
3 = 2y2

1 + 2y2
2 .

（Ⅲ）由正交变换 X = QY，将 f（x1 ，x2 ，x3） = 0 化成 2y2
1 + 2y2

2 = 0，解之，y1 = y2 = 0，y3 为任意实数，从而

X = Q

0

0

y









3

= （r1 ，r2 ，r3）
0

0

y









3

= y3 . r3 = k（- 1，1，0）T，其中 k 为任意实数.

评述 比较例 15 . 例 18，它们有相似之处：求参数及特征值，不同点是：例 15 需指出 f（x1 ，x2 ，x3） = 1

表示何种二次曲面，例 18 需求 f（x1 ，x2 ，x3） = 0 的解. 由此说明，例 18 是例 15 经局部修改而成.

预测·强化训练十四

1. 求一个正交变换化二次型 f = x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 - 4x1 x2 + 4x1 x3 - 8x2 x3 成标准形.

2. 已知二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = 4x2
2 - 3x2

3 + 4x1 x2 - 4x1 x3 + 8x2 x3.（1）写出二次型 f 的矩阵表达式；（2）用正交

变换把二次型 f 化成标准形，并写出相应的正交矩阵.

3. 化二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = x2
1 + 2x2

2 + 2x1 x2 - 2x1 x3 为标准形，并写出所作的可逆线性变换.

4. 考虑二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 + 2λx1 x2 - 2x1 x3 + 4x2 x3 ，问 λ 取何值时，f 为正定二次型.

5. 当 t 取何值时，下列二次型是正定的？
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（1）f = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2tx1 x2 - 2x1 x3 + 4x2 x3 ，

（2）f = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2tx1 x2 + 10x1 x3 - 6x2 x3 .

6. 证明 f（x1 ，x2 ，⋯，xn） = ∑
n

i = 1

x2
i + ∑

1≤i < j≤n

xi xj 为正定二次型.

7.“对任意的 x1 ≠ 0，x2 ≠ 0，⋯，xn ≠ 0，均有 f（x1 ，x2 ，⋯，xn） > 0”是二次型 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）为正定二次型的

（ ）.

（A）充分必要条件 （B）充分条件 （C）必要条件 （D）既不充分也不必要条件

8. 二次型 f（x1 ，x2 ，x3） = （x1 + x2）
2 +（x2 - x3）

2 +（x3 + x1）
2 的秩为 （2004 年）

简明解答

1. 二次型 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵 A =

1 - 2 2

- 2 4 - 4

2 -







4 4

. 矩阵 A的特征方程| λE - A| =
λ - 1 2 - 2

2 λ - 4 4

- 2 4 λ - 4

= λ2（λ - 9） = 0，所以 A的特征值 λ1 = λ2 = 0，λ3 = 9，故 f（x1 ，x2 ，x3）的标准形为：f = 9y2
3 .

λ1，2 = 0 是二重特征值，求解特征矩阵方程：（0·E - A）x = 0，得出两个线性无关的特征向量 ξ1 =（0，1，1）T，

ξ2 = （4，1，- 1）T. λ3 = 9 是一重特征值，求解特征矩阵方程：（9·E - A）X = 0，得出特征解向量 ξ3 =（1，-

2，2）T. 显 然，ξ1 ，ξ2 ，ξ3 彼 此 正 交，再 Schimidt 规 格 化：r1 = 0，1

槡2
，1

槡
( )2

T

，r2 =
4

槡3 2
，1

槡3 2
，- 1

槡
( )3 2

T

，r3 =

1
3

，- 2
3

，( )2
3

T

，故正交变换矩阵

T =

0
4

槡3 2

1
3

1

槡2

1

槡3 2

- 2
3

1

槡2

- 1

槡3 2

















2
3

.

2. （1）二次型 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵 A =

0 2 - 2

2 4 4

- 2 4 -
[ ]

3

（2）A 的特征方程 | λE - A| =
λ - 0 - 2 2

- 2 λ - 4 - 4

2 - 4 λ + 3

=（λ - 1）（λ - 6）（λ + 6） = 0 的特征根 λ1 = 1，λ2

= 6，λ3 = - 6，故 f（x1 ，x2 ，x3）的标准形为：f = y2
1 + 6y2

2 - 6y2
3 .

λ1 = 1，求解特征矩阵方程：（1·E - A）X = 0，得出特征向量 ξ1 = （2，0，- 1）T. λ2 = 6，求解特征

矩阵方程：（6·E - A）X = 0，得出特征向量 ξ2 =（1，5，2）T. λ3 = - 6，求解特征矩阵方程：（- 6·E - A）X

= 0，得出特征向量 ξ3 =（1，- 1，2）T. 显然，ξ1 ，ξ2 ，ξ3 彼此正交，再 Schimidt 标准化：r1 =
2

槡5
，0，- 1

槡
( )5

，

r2 =
1

槡30
， 5

槡30
， 2

槡
( )30

T

，r3 =
1

槡6
，- 1

槡6
，2

槡
( )6

T

，故正交变换矩阵

T =

2

槡5

1

槡30

1

槡6

0
5

槡30

- 1

槡6

- 1

槡5

2

槡30

2

槡















6

.

3. 配方法：f（x1 ，x2 ，x3） = （x1 + x2）
2 - 2（x1 + x2）x3 + x2

3 +（x2 + x3）
2 - 2x2

3 = （x1 + x2 - x3）
2 +（x2 + x3）

2 -

2x2
3 = y2

1 + y2
2 - 2y2

3 ，其中
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y1 = x1 + x2 - x3 ，

y2 = x2 + x3 ，

y3 = x3

{
.

即

x1 = y1 + y2 - 2y3 ，

x2 = y2 - y3 ，

x3 = y3

{
.

或 X = CY C =

1 1 - 2

0 1 - 1






0 0 1

显然，C 是可逆的线性变换.

4. 二次型 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵 A =

1 λ - 1

λ 4 2

-







1 2 4

. A的顺序主子式：D1 = 1；D2 =
1 λ
λ 4

= 4 - λ2 > 0，- 2

< λ < 2；D3 = | A| =

1 λ - 1

λ 4 2

- 1 2 4

= 8 - 4λ - 4λ2 = - 4（λ2 + λ - 2） = - 4（λ + 2）（λ - 1） > 0，解得

- 2 < λ < 1. 综合，λ 应取 - 2 < λ < 1.

5. （1）二次型 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵 A =

1 t - 1

t 1 2

-







1 2 5

. A的顺序主子式：D1 = 1；D2 =
1 t

t 1
= 1 - t2 > 0，-

1 < t < 1；D3 = | A| =

1 t - 1

t 1 2

- 1 2 5

= - t（4 + 5t） > 0，- 4
5

< t < 0. 综合，t 应取：-
4
5

< t < 0.

（2）二次型 f（x1 ，x2 ，x3）的矩阵 A =

1 t 5

t 4 - 3

5 -







3 1

. A的顺序主子式：D1 = 1；D2 =
1 t

t 4
= 4 - t2 > 0，-

2 < t < 2；D3 = | A| =

1 t 5

t 4 - 3

5 - 3 1

= - （t2 + 30t + 105）> 0，（- 15 - 槡2 30）< t <（- 15 + 槡2 30）.

综合，无解. 所以二次型 f（x1 ，x2 ，x3）不是正定二次型.

6. 提示：计标二次型矩阵 A顺序主子式：D1 = 1，D2 =
3
4

，⋯，Dk = k + 1( )2 ( )1
2

k- 1

（k = 3，4，⋯n），全为正.

7. 应选（C）. 是 f（x1 ，x2 ，⋯，xn）正定的必要条件，但不充分 . 因为，f（x1 ，x2 ，⋯，xn）正定的充分条件应是任给 X

= （x1 ，x2 ，⋯，xn）≠ 0，有 f（x1 ，x2 ，⋯，xn） > 0. 这里 X≠ 0 与 x1 ≠ 0，x2 ≠ 0，⋯，xn ≠ 0 并不一样 .

8. 2 .
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第七部分 概率论与数理统计


第十五章 随机事件与概率

考试要求

1. 了解样本空间（基本事件空间）的概念，理解随机事件的概念，掌握事件的关系及运算.

2. 理解概率、条件概率的概念，掌握概率的基本性质，会计算古典型概率和几何型概率，掌握概率的加法公

式、减法公式、乘法公式、全概率公式，以及贝叶斯（Bayes）公式.

3. 理解事件的独立性的概念，掌握用事件独立性进行概率计算；理解独立重复试验的概念，掌握计算有关

事件概率的方法.

考试要点分析与题型预测

本章基本概念特别多且重要，尤其是事件的包含，互不相容，相互独立，完全事件组和对立事件，要考概念

这个考点，经常以选择题形式出现（例如例 1 ～ 例 7），考计算这个考点，主要反映在后二章的计算中，正确地选

用合适的概率公式、准确而迅速地解题，主要要看考生对这些概念的理解和判断的能力（例如例 21 等）.

必须正确地区分是求（无条件）概率还是条件概率（见例 14）. 熟练掌握事件的运算及概率基本公式这个考

点，可以选择题及填空题形式出现（例 9 ～ 例 13），由于它们是概率统计的基础，所以在计算题及证明题中都要

熟练地用到它们，可以毫不夸张地说，只要考题涉及一维和多维离散型随机变量函数的分布律和数字特征的计

算，主要就是考这个考点.

全概率公式和贝叶斯（Bayes）公式无论在理论上还是在应用上都很重要，出题的频率较高，必须注意应用

的条件.

随机试验、随机事件、随机变量的独立性是个重点、必考的考点. 本章中讨论和证明事件的独立性在考题中

几乎是总有大或小题的.

§ 15 - 1 随机事件

一、随机事件和样本空间

1. 样本空间

试验 E 的每一个可能发生的基本结果称为一个基本事件. 所有基本事件组成的集合称为试验 E 的样本空

间，用 Ω 表示. Ω 的每一个元素称为一个样本点，用 e 表示.

2. 随机事件

样本空间 Ω 的一个子集称为随机事件，简称为事件. 特别地，由 Ω 的一个样本点组成的单点集合称为基本

事件，样本空间 Ω 和空集  看作 Ω 的两个特殊子集，分别称 Ω 为必然事件， 为不可能事件.

二、随机事件的关系和运算

1. 事件的包含和相等

若事件 A的发生必然导致事件 B 的发生，则称 B 包含 A，记为 B A. 若 B A，且 A B，则称 A等于 B，记
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为 A = B.

事件包含的判断

① 在实际问题中，事件 A发生必然导致 B 发生 A B

② 对任何事件 A有   A Ω.

③ 对任何事件 A，B 有 AB  A（A∪ B）.

④ 下列 5 个关系等价

A∪ B = B

A B



A BA∩ B = A



A∩ B = 

2. 和事件

“事件 A和事件 B 中至少有一个发生”这个事件称为 A与 B 的和事件，记为 A∪ B 或 A + B. 可列个事件 A1 ，

A2 ，⋯，An ，⋯ 的和事件记为∪
�

n = 1
An .

3. 积事件

“事件 A与事件 B 同时发生”这一事件称为 A与 B 的积事件，记为 A∩ B，或 AB. 可列个事件 A1 ，A2 ，⋯，An ，

⋯ 的积事件记为∩
�

n = 1
An .

在计算古典型概率时，用公式 A∪ B = AB∪ AB∪ AB 计算事件中所含的基本事件的个数可保证不会漏掉

或重复.

4. 差事件

“事件 A发生但事件 B 不发生”这一事件称为 A与 B 的差事件，记为 A - B.

在概率统计的事件运算及概率计算中经常用公式 A - B = AB 右端的表达形式.

5. 事件的互不相容（或互斥）

若事件 A与事件 B 满足 AB = ，则称 A与 B 互不相容（或互斥）. 可列个事件 A1 ，A2 ，⋯，An ，⋯ 称为两两互

不相容的，如果 Ai Aj = ，i ≠ j，i，j = 1，2，⋯，n，⋯.

事件互不相容的判断

① 在实际问题中，如果事件 A和 B 不可能同时发生，则 A和 B 互不相容.

② 如果 A和 B 互不相容，C 和 D 是任意两个事件，则事件 AC 和 BD 一定互不相容.

③ 事件 A和A互不相容.

④ 如果 X是离散型随机变量，xi 和 xj 是 X的两个不相等的可能取值，则事件｛X = xi｝和｛X = xj｝互不相容.

⑤ 如果 X 是连续型随机变量，区域 G1 和 G2 不交，即 G1 ∩ G2 = ，则事件｛X∈ G1｝和｛X∈ G2｝互不相容.

6. 对立事件（或逆事件）

如果事件 A与事件 B 满足 AB =  且 A∪ B = Ω，则称 A与 B 互为对立事件（或互为逆事件），记为 A = B

或 B = A.

7. 完全事件组（或完备事件组）

如果事件 A1 ，A2 ，⋯，An 满足：它们两两互不相容，而且∪
n

i = 1
Ai = Ω，则称 A1 ，A2 ，⋯，An 是完全事件组（又称完

备事件组）.
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评述 最常用的三个完全事件组：①A和A构成完全事件组. ② 若离散型随机变量 X的可能取值是 n 个：

x1 ，x2 ，⋯，xn . 则 n 个事件｛X = xi｝，i = 1，2，⋯，n 构成完全事件组. ③ 若 Y是连续型随机变量，Ω = ∪
k

i = 1
Gk，

Gi Gj = ，i，j = 1，2，⋯，k. 则 k 个事件｛Y∈ Gi｝，i = 1，2，⋯，k 构成完全事件组.

8. 事件的运算律

交换律 A∪ B = B ∪ A，A∩ B = B ∩ A

结合律 （A∪ B）∪ C = A∪（B ∪ C），（A∩ B）∩ C = A∩（B ∩ C）

分配律 A∩（B ∪ C） = （A∩ B）∪（A∩ C），A∪（B ∩ C） = （A∪ B）∩（A∪ C），

对偶原理 ∪
n

i = 1
Ai = ∩

n

i = 1
Ai ，∩

n

i = 1
Ai = ∪

n

i = 1
Ai

评述 对偶原理在概率计算中作为一种技巧经常要用其中的第一式，它把和事件运算转化为积事件运

算，从而可利用事件的独立性简化概率计算.

§ 15 - 2 随机事件的概率

一、概率的概念

设 Ω为随机试验 E 的样本空间，对于 E 的每一事件 A，赋于一实数 P（A），称为事件 A的概率，如果对应法则

P 满足：

1 0≤P（A）≤1；

2 P（Ω） = 1；

3 对两两互不相容的事件 A1 ，A2 ，⋯，An ，⋯，有 P（∪
�

n = 1
An） = ∑

�

n = 1

P（An）.

评述 1. 公式 3 在概率计算中很重要，应用时必须能正确判断事件是否互不相容.

2. 概率论中两个很基本的概念，一定要注意：

（1）如果 A = ，则 P（A） = 0；反之，如 P（A） = 0，不能得到结论 A = . 常用的反例：如果 X是连

续型随机变量，P｛X = a｝ = 0，但｛X = a｝≠ ，｛X = a｝是可能发生的.

（2）如果 A = Ω，则 P（A） = 1；反之，如 P（A） = 1，不能得到结论 A = Ω. 常用的反例：如果 X是连续

型随机变量，P｛X = a｝ = 1，但｛X = a｝ = Ω - ｛X = a｝≠ Ω.

二、古典型概率和几何型概率

1. 古典型概率

如果一个随机试验的样本空间中只有有限个基本事件，并且每个基本事件发生的可能性相同，则称这种概

率模型为古典概型或等可能概型.

古典概型的概率计算公式为

P（A） =
事件 A中含的基本事件个数

样本空间中基本事件总数

评述 古典型概率不是重点，但却是个难点（难在排列组合的计算），考试中很少出古典概率的题目. 对

自己要求只要基本的排列组合会算即可，古典概率的题目做几个容易的，稍难的题不会做就不做，只要

超几何分布的题（见第 16 章例 11（2））会做.

2. 几何型概率

设样本空间 Ω 中的样本点具有“均匀分布”的性质，它的大小（度量：长度，面积或体积）记为 μ（Ω），事件 A
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 Ω 的大小用 μ（A）表示，则

P（A） = μ（A）
μ（Ω）

这样计算所得概率称为几何概率.

评述 几何型概率的解法及例题见第 17 章例 12，13.

三、条件概率

对事件 A，B，设 P（A）≠ 0，称P（AB）
P（A）

为事件 A发生的条件下，事件 B 发生的条件概率，记为 P（B | A），即

P（B | A） =
P（AB）
P（A）

.

四、概率的基本公式

1. 技巧公式 P（A） = 1 - P（A）；

2. 加法公式

（1）P（A1 ∪ A2） = P（A1）+ P（A2）- P（A1 A2）

（2）P（A1 ∪ A2 ∪ A3） = P（A1）+ P（A2）+ P（A3）- P（A1 A2）- P（A2 A3）- P（A3 A1）+ P（A1 A2 A3）.（记住：

是 7 项代数和）.

（3）如 A1 ，A2 ，⋯，An 两两互不相容，则

P（A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An） = P（A1）+ P（A2）+ ⋯ + P（An）

（4）如 A1 ，A2 ，⋯，An 相互独立，则

P（A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An） = 1 - P｛A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An｝ = 1 - 
n

i = 1

P（Ai）.

3. 乘法公式

（1）P（A1 A2 ⋯An） = P（A1）P（A2 | A1）P（A3 | A1 A2）⋯P（An | A1 A2 ⋯An- 1），

其中 P（A1 A2 ⋯An- 1） > 0

（2）如 A1 ，A2 ，⋯，An 相互独立，则

P（A1 A2 ⋯An） = P（A1）P（A2）⋯P（An）

4. 减法公式

（1）P（A - B） = P（A）- P（AB）

（2）如 B  A，则 P（A - B） = P（A）- P（B）

（3）如 B  A，则 P（B）≤ P（A），此即概率的单调性.

5. 全概率公式

如果事件 B1 ，B2 ，⋯，Bn 构成完全事件组，且 P（Bi） > 0，i = 1，2，⋯，n，则

P（C） = ∑
n

i = 1

P（Bi）P（C | Bi）

6. 贝叶斯公式

如果 B1 ，B2 ，⋯，Bn 构成完全事件组，P（C） > 0，P（Bi） > 0，j = 1，2，⋯，n，则

P（Bi | C） =
P（Bi）P（C | Bi）

∑
n

j = 1

P（Bj）P（C | Bj）

·924·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第七部分 概率论与数理统计



评述 1. 在以上概率计算中，如能正确判断出有包含，互不相容，相互独立三种关系中的一种，则一般都

有相应的计算比较简单的概率公式. 切记在用概率公式时先应判断事件间的关系（包括，互不相容，相互

独立），这样可大大提高计算速度与正确性！

2. 用全概率公式或贝叶斯公式时，必须检查 B1 ，B2 ，⋯，Bn 是否构成完全事件组，即应满足 B1 ，B2 ，

⋯，Bn 两两互不相容，而且∪
n

i = 1
Bi = Ω！如不满足这两个条件而机械地用全概率公式或贝叶斯公式，虽然看

起来很“漂亮”，但结果肯定是错的.

3. 凡证明概率不等式一定要用到公理：0 ≤ P（A）≤ 1 及概率单调性：如 B  A，则 P（B）≤ P（A）.

§ 15 - 3 事件的独立性

一、事件的独立性

若 P（AB） = P（A）P（B）（此时 P（B | A） = P（B）），称 A，B 相互独立. 如果同时满足下列四个等式，称三个

事件 A，B，C 为相互独立的

P（AB） = P（A）P（B）， P（BC） = P（B）P（C）

P（CA） = P（C）P（A）， P（ABC） = P（A）P（B）P（C）.

一般地，A1 ，A2 ，⋯，An 称为相互独立，须满足 2n - n - 1 类似的式子. 称事件序列 A1 ，A2 ，⋯，An ，⋯ 为相互独

立的，如果对任何 n ≥ 2，A1 ，A2 ，⋯，An 为相互独立的.

评述 事 件 A，B，C 两 两 相 互 独 立 是 指 下 列 3 个 等 式 同 时 成 立：P（AB） = P（A）P（B），P（BC） =

P（B）P（C），P（AC） = P（A）P（C）. 所以 A，B，C 相互独立能推出 A，B，C 两两独立，但反之不然.

二、事件独立性的判断

（1）设 P（B） > 0，则 P（AB） = P（A）P（B）P（A| B） = P（A）.

右边等式说明：如果不管事件 B 发生与否，对事件 A发生的概率没有影响，则 A和 B 相互独立. 这点为在实

际问题中分析、判断事件 A，B 是否独立带来极大方便.

（2）如果随机试验 E1 ，E2 相互独立，A1 ，A2 分别是它们的一个事件，则 A1 和 A2 相互独立.

（3）如果随机变量 X，Y相互独立，则事件｛X∈ G1｝和｛Y∈ G2｝相互独立.

（4）重要定理 如果事件 A1 ，A2 ，⋯，An 相互独立，将它们分成没有公共事件的 k 个组，每个组用事件运算

产生一个新的事件，则这 k 个新的事件相互独立.

三、正确使用事件的互不相容或相互独立是学好概率论的关键

事件 A，B 互不相容是指 A，B 不可能同时发生（与概率无关），而事件 A，B 相互独立是指事件 A发生与否对

B 发生的概率没有影响（必须 A，B 同时发生，才能讨论它们的独立性），为了加深对它们间关系的认识，再证明

下面的重要结论.

重要结论 设 0 < P（A） < 1，0 < P（B） < 1，

（1）如果事件 A，B 相互独立，则 A，B 不可能互不相容（或称 A，B 相容）.

（2）如果事件 A，B 互不相容，则 A，B 不可能相互独立.

证明 （1）设 A，B 相互独立，则 P（AB） = P（A）P（B），又已知 P（A） > 0，P（B） > 0，代入得 P（AB） > 0，故

AB ≠ ，则 A，B 不可能互不相容.

（2）留给读者自证.

评述 上例说明一个非常重要的概念：在 P（A）> 0，P（B）> 0 的条件下，事件 A，B的互不相容和相互独

立不可能同时成立！！也就是两个关系中至多只有一个成立！！为什么要加“！！”？这是因为很多学生由于

弄不清这两者间的关系，乱用这两种关系，其结果必然导致错误答案，这也是一些学生学不好概率论的

一个重要原因.
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§ 15 - 4 独立重复试验

一、随机试验的独立性

将试验 E 重复进行 n 次，若每次试验结果出现的概率都不依赖于其它各次试验的结果，则称这 n 次试验是

相互独立的.

评述 在概率、统计的计算与研究中，首先必须考虑分析的是独立性，包括随机试验相互独立，随机事件

相互独立，随机变量相互独立（当然这三者的独立性是有紧密联系的）. 切记，拿到题目最重要的是分析

有没有“独立性”，要养成一种习惯！

二、独立重复试验与二项分布

在 n 次独立重复试验中，如果每次试验结果只有两个：A和A，且 P（A） = p（0 < p < 1），则在 n 次独立重复

试验中 A发生 k 次的概率 Pn（k）为

Pn（k） = ( )n

k
pk（1 - p）n- k，k = 0，1，⋯，n

这就是二项概率公式.

§ 15 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 设事件 A，B，C 满足关系 P（C | AB） = 1，则（ ）

（A）P（C）≤ P（A）+ P（B）- 1 （B）P（C）≥ P（A）+ P（B）- 1

（C）P（C） = P（AB） （D）P（C） = P（A∪ B）

解 由 P（C | AB） =
P（ABC）
P（AB）

= 1 得

P（C）≥ P（ABC） = P（AB） = P（A）+ P（B）- P（A∪ B）≥ P（A）+ P（B）- 1， 故应选（B）.

例 2 对任意两事件 A和 B，与 A∪ B = B 不等价
獉獉獉

的是（ ）

（A）A B （B）B  A

（C）AB =  （D）AB = 
解 由 § 15 - 1 中二、1④ 的 5 个等价关系知 A∪ B = B 和（A），（B），（C）选项是等价的，故应选（D）. 或

者这样想：当 A B 时 A∪ B = B，但由 B - A≠  和 B - A = AB 知此时 AB ≠ ，故应选（D）.

例 3 A表示事件“2 次射击中至多击中 1 次”，则对应的事件A为（ ）

（A）“2 次射击中至少击中 1 次” （B）“2 次射击中至多不击中 1 次”

（C）“2 次射击都未击中” （D）“2 次射击都击中”

分析 在讨论事件的关系或求事件的概率中引进随机变量是一种行之有效而且是必须掌握的方法.

解 令 X 表示射击 2 次中击中的次数，它的可能取值为 0，1，2，所以

A = ｛2 次射击中至多击中 1 次｝ = ｛X≤ 1｝ = ｛X = 2｝ = ｛2 次射击都击中｝.

故应选（D）.

例 4 以 A表示事件“甲种产品畅销，乙种产品滞销”，则其对应事件A为（ ）

（A）“甲种产品滞销，乙种产品畅销” （B）“甲，乙两种产品均畅销”

（C）“甲种产品滞销” （D）“甲种产品滞销或乙种产品畅销”

分析 在讨论事件的关系或求事件的概率中引进一些“简单”的随机事件又是另一个必须掌握的方法.

解 令 B = “甲种产品畅销”，C = “乙种产品滞销”. 则

A = BC = B ∪ C = “甲种产品滞销或乙种产品畅销”

故应选（D）.
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评述 在计算概率 P（A）时，一个很大的技巧就是首先要考虑 P（A）和 P（A）哪一个容易求，如 P（A）容

易求出，则 P（A） = 1 - P（A）就马上可求出. 而应用这个技巧的关键就在于要善于把用语言表达的事件

的对立事件用语言表达出来. 上二个例题都是这方面的训练.

例 5 设 A，B，C 是任意 3 个事件，事件 D 表示“A，B，C 中至少有 2 个事件发生”，则下列事件中和事件 D

不相等的是（ ）

（A）ABC + ABC + ABC （B）Ω - （AB + AC + B C）

（C）AB + BC + AC （D）ABC + ABC + ABC + ABC

解 显然 D = AB + BC + AC，而 AB + BC + AC = （ABC + ABC）+（BCA + BCA）+（ACB + ACB） = AB

C + ABC + ABC + ABC，且 Ω - （AB + AC + B C） = AB + AC + B C = （A + B）∩（A + C）∩（B + C） = （A

+ BC）∩（B + C） = AB + BC + CA，故只剩下（A）中的事件和 D 不相等，应选（A）.

例 6 （1）下列 4 个结论不正确的是（ ）

（A）如 A，B 互不相容，则 P（A + B） = P（A）+ P（B）

（B）如 A B，则 P（A - B） = P（A）- P（B）

（C）如 A + B = Ω，则 P（A + B） = 1

（D）如 A = ，则 A和 B 不独立.

（2）下列 4 个结论中正确的是（ ）

（A）如 P（A∪ B） = P（A）+ P（B），则 A，B 互不相容

（B）如 P（A - B） = P（A）- P（B），则 A B

（C）如 P（A∪ B） = 1，则 A∪ B = Ω
（D）如 P（AB） = P（A）P（B），则 A，B 相互独立

解 （1）因为（A），（B）就是概率的计算公式，（C）就是概率的第二个公理，所以都对，剩下只能选（D）.

（2）显然（D）是对的，所以选（D），但要明确为什么（A），（B），（C）的结论都是错的：

（A）：设 X服从［0，2］上的均匀分布，令 A =｛0 < X≤ 0. 5｝，B =｛0. 5 ≤ X≤ 1｝，则 P｛A∪ B｝ = P｛0 <

X≤ 1｝ = 0. 5，P（A）+ P（B） = P｛0 < X≤ 0. 5｝+ P｛0. 5 ≤ X≤ 1｝ = 0. 25 + 0. 25 = 0. 5，等式 P（A∪ B） =

P（A） + P（B）成立，但 AB =｛X = 0. 5｝≠，即 A，B 不是互不相容 . 细心的读者会发现，反例的关键还是对连

续型随机变量 X 有 P｛X = a｝ = 0，但｛X = a｝≠ .

（B）：设 X 服从［0，2］上的均匀分布，取 A =｛0 < X < 1｝，B =｛0. 5 < X≤ 1｝，易证 P（A - B） = P（A）-

P（B），但 A不包含 B.

（C）：即 § 15 - 2 一中的评述中的基本概念（2）：P（A） = 1 h A = Ω.

评述 1. 由于数学的考研分数占150 分，其中选择题的分数由过去的15 分增加到24 分，而由以往卷面分

析可见选择题的得分率往往偏低，所以现在正确理解概念，几种概念之间的联系与区别，掌握一批常见

的反例，争取在 24 分中多拿一些分，对提高考试总分及过录取线都是至关重要的.

2. 比较上面两个例题选项中的（A），（B），（C），结论与条件正好相反，这就提醒我们：在概率论中结

论和条件反一反看来“好像”是对的，实际上是错的！本题说明，由概率等式推事件关系的结论时，特别容

易犯错，而反例经常用连续型随机变量.

3. 不可能事件  很特殊，它和任何事件 B 既是互不相容的，又是相互独立的（读者自证）.

例 7 下列命题正确的是（ ）

（A）如 A，B 互不相容，则A，B 也互不相容

（B）如 A，B 互不相容，则A，B 相互独立

（C）如 A，B 构成完全事件组，则A，B 也构成完全事件组

（D）如 A，B，C 构成完全事件组，则A，B，C 也构成完全事件组

解 （A），（B）显然错. 如 A，B 构成完全事件组，即已如 AB = ，A∪ B = Ω，分别用对偶原理可得AB =  和

A∪ B = Ω，此两式即A∪ B = Ω 和A∩ B = ，因此A，B 构成完全事件组，故应选（C）. 由 A，B，C 构成完全事件组推

不出A，B，C 两两互不相容，故（D）也是错的.

例 8 已知 A，B 两个事件满足条件 P（AB） = P（AB），且 P（A） = p，则 P（B） = .
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分析 由于计算 P（AB）在研究生考题的计算及证明推导中用得特别多，下面把计算 P（AB）按思路的次

序再归纳一下：

第一步检查是否有包含关系：

如果 B  A，则 P（AB） = P（B）.

第二步检验是否相互独立：

如果 A，B 相互独立，则 P（AB） = P（A）P（B）.

第三步检验是否互不相容.

如果 A，B 互不相容，则 P（AB） = 0

第四步其它公式：

P（AB） = P（A）P（B | A），P（A） > 0

P（AB） = P（A）- P（AB） = P（B）- P（BA）

P（AB） = P（A）+ P（B）- P（A∪ B）

其中 P（AB）= P（A）- P（AB）= P（B）- P（BA）尤其有用，而且要灵活应用. 为了训练应用此公式，请填下面二

个空：（1）P（AB） = P（B）- P（ ）.（2）P（AB） = P（A）- P（ ）. 答案应该是（1）B A；（2）AB.

解 P（B） = P（AB）+ P（AB） = P（AB）+ P（AB） = P（A） = 1 - p

例 9 已知 P（A） = P（B） = P（C） =
1
4

，P（AB） = 0，P（AC） = P（BC） =
1
16

，则事件 A，B，C 全不发生的

概率为 .

分析 在求事件 A的概率时，首先要考虑的问题是它的对立事件A的概率是否容易求，如 P（A）容易求，则

由 P（A） = 1 - P（A）可很容易求得 P（A）. 这一点一定要养成习惯，也是一种做得既快又准确的大技巧.

解 P（AB C） = 1 - P（A∪ B ∪ C）

= 1 - （P（A）+ P（B）+ P（C）- P（AB）- P（BC）- P（AC）+ P（ABC）） =
3
8

其中 P（ABC） = 0 是因为 0 ≤ P（ABC）≤ P（AB） = 0.

评述 当考题的已知条件中有某事件的概率等于 0 或 1 时，一定要把眼睛瞪大一点，因为可以用概率的

单调性（如 A B，则 P（A）≤ P（B））及概率的性质 1（0 ≤ P（A）≤ 1），及由 a ≤ x≤ a，得 x = a 的方法

求得另外一些事件的概率为 0 或 1.

例 10 （06，4 分）设 A、B 为随机事件，且 P（B） > 0，P（A| B） = 1，则必有（ ）.

（A）P（A∪ B） > P（A） （B）P（A∪ B） > P（B）

（C）P（A∪ B） = P（A） （D）P（A∪ B） = P（B）

解 因为 1 = P（A| B） =
P（AB）
P（B）

，所以 P（AB） = P（B），故 P（A∪ B） = P（A）+ P（B）- P（AB） = P（A）

+ P（B）- P（B） = P（A），应选（C）.

例 11 已知 P（A）= 0. 6，P（B）= 0. 5，P（C）= 0. 5，P（AB）= 0. 3，P（BC）= 0. 3，P（AC）= 0. 2，P（ABC）

= 0. 1，则 P（C | AB） = .

分析 概率 P（C| AB）中涉及的事件有 C，又有对立事件生成的事件AB，本题的关键在于把涉及对立事件

的概率计算转化为没有对立事件的概率计算. 常用的概率公式有

P（A） = 1 - P（A），P（AB） = P（A）- P（AB），P（AB） = 1 - P（A∪ B）.

解法一 P（C | AB） =
P（CAB）
P（AB）

=
P（C）- P（CAB）

1 - P（A∪ B）
=

P（C）- P（CA∪ CB）
1 - P（A∪ B）

=
P（C）- （P（CA）+ P（CB）- P（ABC））

1 - （P（A）+ P（B）- P（AB））
=

1
2

解法二 P（C | AB） = 1 - P（C | AB） = 1 -
P（AB C）
P（AB）

= 1 -
1 - P（A∪ B ∪ C）

1 - P（A∪ B）

= 1 -
1 - （P（A）+ P（B）+ P（C）- P（AB）- P（BC）- P（CA）+ P（ABC））

1 - （P（A）+ P（B）- P（AB））

=
1
2
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评述 本题所用的思想方法或技巧经常用，可结合本章例 12，第十八章例 21 再体会之.

例 12 试证等式 P（AB + AB）- P（AB + AB） =［P（A）- P（A）］·［P（B）- P（B）］成立的充要条件是

事件 A与 B 相互独立.

分析 此等式中含有事件 A，A，B，B，所以第一步用上题分析中所列 3 个公式，全化为只含有事件 A，B的概

率等式.

证明 P（AB + AB）- P（AB + AB） = P（AB）+ P（AB）- P（AB）- P（AB）

= P（AB）+（1 - P（A∪ B））- （P（B）- P（AB））- （P（A）- P（AB））

= 3P（AB）+（1 - P（A）- P（B）+ P（AB））- P（B）- P（A）

= 4P（AB）+ 1 - 2P（A）- 2P（B）

而

［P（A）- P（A）］·［P（B）- P（B）］= （2P（A）- 1）（2P（B）- 1）

= 4P（A）P（B）+ 1 - 2P（A）- 2P（B）

于是原等式化为 P（AB） = P（A）P（B），故原题等式成立的充要条件是事件 A与 B 相互独立，此属显然.

例 13 设甲、乙、丙 3 人英语四级考试合格的概率分别为 2
3

，1
2

，2
5

，则事件“3 人中恰好有 2 人合格”的

概率为 .

解 设 A，B，C 分别表示甲、乙、丙英语四级考试合格这三个事件，显然 A，B，C 相互独立.

P｛3 人中恰好有 2 人合格｝

= P（ABC ∪ ABC ∪ ABC） 三个事件两两互不相容.

= P（ABC）+ P（ABC）+ P（ABC）

= P（A）P（B）P（C）+ P（A）P（B）P（C）+ P（A）P（B）P（C） = 0. 4

评述 把关心的事件分解成新引进的一些“简单事件”的和、积、对立事件，而且马上分析引进的这些

“简单事件”之间有没有包含，互不相容和相互独立这些关系，然后用相应的概率计算公式求出所关心的

事件的概率是计算概率的最基本思路，而且是必须掌握的方法.

例 14 有 3 个箱子，第 1 个箱子中有 4 个黑球、1 个白球，第 2 个箱子中有 3 个黑球、3 个白球，第 3 个箱子

中有 3 个黑球、5 个白球. 现随机地取 1 个箱子，再从这个箱子中取出 1 个球，这个球为白球的概率等于

，已知取出的球是白球，此球属于第 2 个箱子的概率为 .

分析 首先必须弄清所求的两个概率是 P（A），P（AB）还是 P（B | A）？注意“随机地取 1 个箱子，再从这个

箱子中取出 1 个球”，是随机试验还是随机事件？应该是随机试验.“这个球是白球”是上述试验的一个可能结

果，是随机事件，在解题中凡是随机事件为表达方便，都需引进记号，令 A = ｛取出的球是白球｝，所以第 1 个空

格应为求 P（A）.“已知取出的球是白球”是事件，“此球属于第 2 个箱子”又是一个可能结果，又需令 B2 = ｛取

到第 2 个箱子｝. 有两个事件，所求概率是 P（AB2）还是 P（B2 | A）？已知“取出的球是白球”，此话等价于在事件

“取出的球是白球”发生的条件下，故第二空格应为条件概率 P（B2 | A）.

解 设 A =｛取出的球是白球｝，Bi =｛取到第 i 只箱子｝，i = 1，2，3，显然 B1 ，B2 ，B3 构成完全事件组，由故

全概率公式得

P（A） = P（B1）P（A| B1）+ P（B2）P（A| B2）+ P（B3）P（A| B3）

=
1
3

×
1
5

+
1
3

×
3
6

+
1
3

×
5
8

=
53
120

由贝叶斯公式

P（B2 | A） =
P（B2）P（A| B2）

P（A）
=

1
3

×
3
6

53
120

=
20
53

例 15 袋中装有 50 枚正品硬币，50 枚次品硬币（次品硬币的两面都印成了国徽）.

（1）从袋中任取一枚硬币，将它投掷 3 次，已知每 1 次都出现国徽，问这枚硬币是正品的概率为多少？

（2）若在袋中任取 1 枚硬币，将它投掷 k 次（k ≥ 1），问至少出现 1 次国徽的概率为多少？
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解 （1）设 A =｛取到正品硬币｝，B =｛投掷 3 次都出现国徽｝，A和A构成完全事件组，因此

P（A| B） =
P（A）P（B | A）

P（A）P（B | A）+ P（A）P（B | A）

=

1
2

× ( )1
2

3

1
2

× ( )1
2

3

+
1
2

× 1
=

1
9

.

（2） P｛至少出现一次国徽｝ = 1 - P｛没出现国徽｝

= 1 - 1
2

× ( )1
2

k

+
1
2

×[ ]0 = 1 -
1

2k+1 .

例 16 若工厂的车床、钻床、磨床和刨床的台数之比为 9321，它们在一定时间内需要修理的概率

之比为 1231.

（1）当有 1 台机床需要修理时，问这台机床是车床的概率是多少？

（2）某修理工值班，若他能修好车床，但不会修磨床和刨床，而修好钻床仅有 50% 的把握. 当 1 台机床需要

修理时，问此修理工能修好的概率是多少？

分析 这是典型的应用全概率公式及贝叶斯公式的应用问题，一定要注意检查 B1 ，B2 ，⋯，Bn 是否构成完

全事件组.

解 设 B1 = ｛机床是车床｝，B2 = ｛机床是钻床｝，B3 = ｛机床是磨床｝，B4 = ｛机床是刨床｝，A = ｛一台机

床需修理｝，C = ｛修理工能修好｝，则 B1 ，B2 ，B3 ，B4 两两互不相容，且∪
4

i = 1
Bi = Ω，即它们构成完全事件组.

（1）P（B1 | A） =
P（B1）P（A| B1）

∑
4

i = 1

P（Bi）P（A| Bi）

=

9
15

×
1
7

9
15

×
1
7

+
3
15

×
2
7

+
2
15

×
3
7

+
1
15

×
1
7

=
9
22

.

（2）P（C | A） =
P（AC）
P（A）

=
∑

4

i = 1

P（Bi AC）

∑
4

i = 1

P（Bi A）

=
∑

4

i = 1

P（Bi）P（A| Bi）P（C | Bi A）

∑
4

i = 1

P（Bi）P（A| Bi）

=

9
15

×
1
7

× 1 +
3
15

×
2
7

× 0. 5 +
2
15

×
3
7

× 0 +
1
15

×
1
7

× 0

9
15

×
1
7

+
3
15

×
2
7

+
2
15

×
3
7

+
1
15

×
1
7

=
6
11

评述 1. 全概率公式和贝叶斯公式由于它们在工程和理论上都有着广泛的应用，所以这是一个重点内

容，在考研题中多次出现. 当求某事件的概率，此事件和多个事件（原因）有关（它们构成完全事件组），

而又不能简单看成它们的和时，则一般用全概率公式. 在试验结果已发生的条件下，要问是由于何种可

能原因（事件）引起的条件概率时，一般都用贝叶斯公式.

2. 本题第（2）小题有点考综合能力，只有把条件概率，乘法公式及全概率公式的推导全都搞清楚，才

能解出此题. 这个小题也可这样做

P（C | A） = ∑
4

i = 1

P（Bi C | A） = ∑
4

i = 1

P（Bi | A）P（C | ABi）

=
9
22

× 1 +
6
22

× 0. 5 +
6
22

× 0 +
1
22

× 0 =
6
11

例 17 （98，9 分）设有来自3 个地区的各10 名、15 名和25 名考生的报名表，其中女生的报名表分别为3 份、

7 份和 5 份. 随机地取 1 个地区的报名表，从中先后抽出 2 份.

（1）求先抽到的一份是女生表的概率 p；

（2）已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表的概率 q.

解 设 Ai =｛第 i 次抽到的报名表是男生表｝，i = 1，2. Bj =｛抽出的是第 j 地区的报名表｝，j = 1，2，3，显

然 B1 ，B2 ，B3 构成完全事件组，则

·534·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第七部分 概率论与数理统计



（1）p = P（A1） = ∑
3

j = 1

P（Bj）P（A1 | Bj） =
1
3

×
3
10

+
1
3

×
7
15

+
1
3

×
5
25

=
29
90

（2）q = P（A1 | A2） =
P（A1 A2）
P（A2）

=
∑

3

j = 1

P（Bj）P（A1 A2 | Bj）

∑
3

j = 1

P（Bj）P（A2 | Bj）

=

1
3

× 3
10

×
7
9

+
7
15

×
8
14

+
5
25

×
20( )24

1
3

× 7
10

+
8
15

+
20( )25

=
20
61

评述 注意上二个例中，条件概率的求法中写法的不同完全是由已知条件的书写格式所决定的. 象这类

考题满分率很低，望考生仔细体会并进行训练.

例 18 甲、乙两人独立地对同一目标射击 1 次，其命中率分别为 0. 6 和 0. 5，现已知目标被击中，则它是甲

射中的概率为 .

解 令 A = ｛目标被击中｝，B = ｛甲命中目标｝，C = ｛乙命中目标｝，则 B、C 独立，B  A，A = B ∪ C，故

P（B | A） =
P（AB）
P（A）

=
P（B）

P（B ∪ C）
=

P（B）
P（B）+ P（C）- P（BC）

=
P（B）

P（B）+ P（C）- P（B）P（C）
=

0. 6
0. 6 + 0. 5 - 0. 3

= 0. 75

评述 有的同学用贝叶斯公式做： P（B| A）=
P（B）P（A| B）

P（B）P（A| B）+ P（C）P（A| C）
也做出答案，你估计答

案是否也为 0. 75？为什么？前面强调用全概率公式，贝叶斯公式必须先检验 B1 ，⋯，Bn 是否构成完全事件

组 . 本题能否用贝叶斯公式就看事件 B，C 是否构成完全事件组，注意题目中有“独立”（射击）两个字，所

以事件 B和 C相互独立，故 B和 C不可能互不相容，另一方面 B∪C也不是必然事件（B∪C∪BC = Ω），

所以完全事件组的两个条件甚至连一个也不满足，故形式上用“贝叶斯公式”必然导致错误.

例 19 抓阄模型：盒子中有 n - m 张空白券，m 张中奖券，现有 n 个人依次每人去摸 1 张券，则无论是有放

回地摸，还是无放回地摸，任何一个人中奖的概率都是 m
n

.

证明 如果是有放回地摸，由古典型概率马上可得第 i 个人中奖的概率为 m
n

；

如果是无放回地摸，用全概率公式及归纳法易证第 i 个人中奖的概率也为 m
n

.（例如直接证第三个人中奖

的概率为 m
n

，用全概率公式时完全事件组中有几个事件？令 Ai =｛第 i 个人中奖｝，则完全事件组由 B1 = A1 A2 ，

B2 = A1 A2 ，B3 = A1 A2 ，B4 = A1 A2 这 4 个事件组成）.

评述 抓阄模型有广泛应用.

1. 例如下列填空题（分别为 93，97 年考研题）用它马上可填上答案：

① 一批产品共有 10 个正品和 2 个次品，任意抽取 2 次，每次抽 1 个，抽出后不再放回，则第 2 次抽出

的是次品的概率为 .

在本题中把正品比作空白券，次品比作中奖券，则所求概率即为第 2 个人中奖的概率，马上得答案
2
12

=
1
6

. 由于是填空题，不用写计算过程，所以用抓阄模型马上可写出答案，既快又正确.

② 袋中有 50 个乒乓球，其中 20 个是黄球，30 个是白球，今有两人依次随机地从袋中各取一球，取后

不放回，则第二个人取得黄球的概率是 .

此题是把黄球比作中奖券，白球比作空白券，用抓阄模型马上可写出答案为
20
50

= 0. 4.
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2. 在以后的计算题及证明题经常会引进离散型随机变量，当讨论它们是否同分布时抓阄模型很能

说明问题.

例如令 Xi ，i = 1，2，3 表示第 i 次从0，1，2，⋯，9 十个数字中取出的一个数字，当依次抽取是有放回的，

则显然 X1 ，X2 ，X3 是相互独立且是同分布的：P｛Xi = j｝ =
1
10

，j = 0，1，⋯，9；当依次抽取是无放回时，X1 ，

X2 ，X3 不是相互独立的，但它们却是同分布的：P｛Xi = j｝=
1
10

，j = 0，1，⋯，9. 为什么是同分布的？或即例

如：为什么 P｛X1 = 3｝ = P｛X2 = 3｝ = P｛X3 = 3｝？如果把数字 3 看成中奖券，其它 9 个数字看成空白券，

则第一个人中奖（即｛X1 = 3｝发生），第二个人，第三个人中奖的（即｛X2 = 3｝，｛X3 = 3｝发生的）概率都

相等，都为
1
10

.

例 20 一个口袋中有 5 个外形完全相同的球，编号分别为 1，2，3，4，5，从中同时取出 3 个球. 求事件 A =

｛取出 3 个球的最小号码为 1｝的概率 β.

分析 古典型概率的计算方法有如下四种：

（1）事件分解法 把事件 A分解成新引进的“简单”事件的和、差、积、逆，然后用相应的概率基本性质和

基本公式求出 P（A）.

（2）随机变量法 通过引入适当的离散型随机变量，由随机变量的概率分布求出 P（A）.

（3）样本点穷举 把样本空间 Ω 和事件 A中所含的基本事件全写出来，然后数一下各自的总数 n 和 m，代

入公式 P（A） = m/n 计算 P（A）.

（4）排列组合法 把每一个基本事件对应一个排列或组合，然后用排列组合的方法计算出 n 和 m，得 P（A）.

解法一 随机变量法：设第 i 个球上的号码分别为 Xi ，i = 1，2，3，由于是无放回的，所以 X1 ，X2 ，X3 不相互

独立，但却是同分布的（用抓阄模型易说明），且分布均为

P｛Xi = j｝ = 0. 2，j = 1，2，3，4，5；i = 1，2，3.

故

β = P｛min（X1 ，X2 ，X3） = 1｝

= P（｛X1 = 1｝∪｛X2 = 1｝∪｛X3 = 1｝）

= P｛X1 = 1｝+ P｛X2 = 1｝+ P｛X3 = 1｝

= 0. 2 + 0. 2 + 0. 2 = 0. 6

由于是无放回抽取，所以三个事件互不相容.

解法二 事件分解法：令 Ai = ｛第 i 次取出球的号码为 1｝，i = ，1，2，3，A1 ，A2 ，A3 互不相容，所以

β = P（A1 ∪ A2 ∪ A3） = P（A1）+ P（A2）+ P（A3） = 0. 2 + 0. 2 + 0. 2 = 0. 6

解法三 样本点穷举法：把 3 个元素的一个组合作为一个基本事件，则该试验的样本空间及事件 A中的样

本点分别为

Ω = ｛（1，2，3），（1，2，4），（1，2，5），（1，3，4），（1，3，5），（1，4，5），（2，3，4），（2，3，5），（2，4，5），（3，4，5）｝.

A = ｛（1，2，3），（1，2，4），（1，2，5），（1，3，4），（1，3，5），（1，4，5）｝.

可以数得 n = 10，m = 6，而且每个基本事件发生的可能性相同，故 β = P（A） = 6 /10 = 0. 6

解法四 排列组合法：将取出的 3 个球的号码看成从 5 个元素中无放回地取出 3 个元素的组合. 则

β =
C1

1 C2
4

C3
5

= 0. 6

评述 1. 上述古典型概率的四种解法中，解法三的样本点穷举法仅当样本空间中基本事件总数较小时

是可行的（在本题中甚至也是很方便的）；解法四的排列组合法需用到排列组合的一些计算技巧，而且计

算中特别要注意基本事件不能重复多次算或漏算. 由于考研题中自 87 年至今，数一、三、四全加起来总共

只出过一个古典型概率计算题（见下例），所以建议考生只要会做简单的古典型概率计算题，做得出就

做，做不出就放掉不做. 万一真正考到这类题时，完全可以用解法一的随机变量法或解法二的事件分解

法，而用这两种方法求各种事件的概率才是概率论必考的方法.
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2. 超几何分布是一个考点，它本质上是用组合工具求无放回抽取类型的简单古典型概率问题. 处理

超几何分布时又可复习古典型概率计算问题. 注意解四实际上是超几何分布解法，见 § 16-2 二项分布中

N = 5，M = 4（1 号球看成黑球，其余看成白球），n = 3，k = 1.

3. 本题的解三和解四都是把取出的 3 个球的号码看成一个 3- 组合. 也可把一次取出的 3 个球看成依

次无放回地抽取 3 个球，把依次取出的 3 个球的号码看成一个 3 - 排列，用排列的工具做，答案完全相同.

例 21 已知事件 A1 ，A2 ，A3 ，A4 ，A5 相互独立，且 P（Ai） = ai ≠ 0，i = 1，2，⋯，5，求

（1）P（A1 A3 ∪ A1 A2 ∪ A2 A3）； （2）P（A1 A3 ∪ A1 A2 ∪ A4 A5）.

分析 本题在下面运算过程中主要要思考以下几个问题：

（1）A1 A3 ，A1 A2 ，A2 A3 三个事件是两两互不相容还是相互独立？为什么？

（2）A1 A3 ，A1 A2 ，A4 A5 三个事件是否两两互不相容或相互独立？为什么？

（3）A1 A3 ∪ A1 A2 和 A4 A5 是否互不相容或相互独立？为什么？

（4）计算 P（A1 A3 ∪ A1 A2）用 1 - P（A1 A3 ∪ A1 A2）还是用 P（A1 A3 ∩ A1 A2）方便？为什么？

解 （1） P（A1 A3 ∪ A1 A2 ∪ A2 A3） = P（A1 A3）+ P（A1 A2）+ P（A2 A3）

= P（A1）P（A3）+ P（A1）P（A2）+ P（A2）P（A3）

= a1 a3 +（1 - a1）a2 +（1 - a2）（1 - a3）

（2） P（A1 A3 ∪ A1 A2 ∪ A4 A5） = 1 - P（A1 A3 ∪ A1 A2）P（A4 A5）

= 1 - （1 - P（A1 A3 ∪ A1 A2））（1 - P（A4 A5））

= 1 - （1 - （P（A1 A3）+ P（A1 A2）））（1 - P（A4）P（A5））

= 1 - （1 - a1 a3 - （1 - a1）a2）（1 - a4 a5）

评述 下面回答分析中提出的问题：

1. 因为 A1 和A1 互不相容，所以 A1 A3 和A1 A2 互不相容；同理，A1 A2 和A2 A3 互不相容是因为 A2 和A2 互

不相容；同理读者自己可说明A2 A3 和 A1 A3 互不相容，故 A1 A3 ，A1 A2 ，A2 A3 是两两互不相容的. 为什么这 3

个事件不是相互独立的？这是因为 P（A1 A3）> 0，P（A1 A2）> 0，由上面已判断 A1 A3 和A1 A2 是互不相容的，

所以它们不可能相互独立，其余可依此类推.

2. 因为 A1 ，A2 ，A3 ，A4 ，A5 相互独立，所以由 § 15 - 3 二中判别事件相互独立的重要定理知，A1 A3 和

A4 A5 是相互独立的，故 A1 A3 和 A4 A5 不可能互不相容，从而 A1 A3 ，A1 A2 ，A4 A5 不是两两互不相容的. 又因为

A1 A3 和A1 A2 互不相容，因此它们不可能相互独立，故 A1 A3 ，A1 A2 ，A4 A5 也不是相互独立的.

3. 既然 A1 A3 和A1 A2 不独立，把它们用和运算得到一个新事件 A1 A3 ∪A1 A2 ，它是和 A4 A5 相互独立的，

这可用 § 15 - 3 二提到的重要定理解释：它们是由没公共事件的两个组（A1 ，A2 ，A3）和（A4 ，A5）产生的 2

个新的随机事件.

4. 用 P（A1 A3 ∪ A1 A2） = 1 - P（A1 A3 ∪ A1 A2）计算是因为等式右端概率中的事件运算为“∪”，而其

中事件 A1 A3 和A1 A2 互不相容，所以此概率可用概率可加性简化计算；而不用 P（A1 A3 ∪ A1 A2） = P（A1 A3

∩ A1 A2）计算是因为右端概率中的事件运算为“∩”，但A1 A3 和A1 A2 不相互独立（因为这两个事件中有公

共事件 A1），所以往下计算更繁. 本问题关键在于在概率计算中，如涉及事件是互不相容的，则应尽可能

保留“∪”运算；如涉及事件是相互独立的，则应尽可能保留“∩”运算，保留“∪”运算也可以.

5. 本题目的是训练正确判断事件的互不相容和相互独立，如果纯粹为了求概率（1），也可直接用加

法公式： P（A1 A3 ∪ A1 A2 ∪ A2 A3）

= P（A1 A3）+ P（A1 A2）+ P（A2 A3）- P（A1 A3 A1 A2）- P（A1 A3 A2 A3）- P（A1 A2 A2 A3）+ P（A1 A3 A1 A2

A2 A3）

= a1 a3 +（1 - a1）a2 +（1 - a2）（1 - a3）- 0 - 0 - 0 + 0.

也很简单，原因或关键在于每一项都是相互独立随机事件的积事件的概率.
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例 22 设事件 A，C 相互独立，事件 B，C 也相互独立，且 A，B 互不相容，则（ ）

（A）A∪ B 和C 相互独立 （B）A∪ B 和 C 互不相容

（C）A∪ B 和C 不独立 （D）A∪ B 和C 相互对立

解 P（（A∪ B）∩ C） = P（AC ∪ BC） = P（AC）+ P（BC） = P（A）P（C）+ P（B）P（C）

= （P（A）+ P（B））P（C） = P（A∪ B）P（C）

故 A∪ B 和C 相互独立，应选（A）.

例 23 （00，3 分）设 A，B，C 三个事件两两独立，则 A，B，C 相互独立的充分必要条件是（ ）

（A）A与 BC 独立 （B）AB 与 A∪ C 独立

（C）AB 与 AC 独立 （D）A∪ B 和 A∪ C 独立

解 已知 A，B，C两两独立，所以 A，B，C相互独立的充分必要条件中前3 个等式成立，剩下问题所选的项应

能推出第 4 个等式：P（ABC） = P（A）P（B）P（C）成立.

如果 A与 BC 独立，则 P（ABC）= P（A（BC））= P（A）P（BC）= P（A）P（B）P（C），（最后一个等号成立是因

为已知 B，C 独立），故应选（A）.

例 24 设事件 A，B 相互独立，且 P（A） > 0，证明：3 个事件 A，B，A∪ B 相互独立的充要条件是 P（A∪ B）

= 1.

证明 充分性：已知 P（A∪ B） = 1. 又知 A，B 独立. 所以

P（A∩ B） = P（A）P（B）

P（A∩（A∪ B）） = P（A） = P（A）·P（A∪ B）

P（B ∩（A∪ B）） = P（B） = P（B）·P（A∪ B）

P（A∩ B ∩（A∪ B）） = P（AB） = P（A）P（B） = P（A）P（B）P（A∪ B）.

四个等式均成立，故 A，B，A∪ B 三个事件相互独立.

必要性：已知 A，B，A∪ B 相互独立. 则由三事件独立及 AB（A∪ B） = AB 可分别得下两等式

P（AB（A∪ B）） = P（A）P（B）P（A∪ B），

P（AB（A∪ B）） = P（AB） = P（A）P（B{ ）

得 P（A∪ B） = 1.

例 25 （02，8 分）设 A，B 是任意二事件，其中 A的概率不等于 0 和 1，证明

P（B | A） = P（B | A）

是事件 A与 B 独立的充分必要条件.

证明 由题设知 P（A）≠ 0，P（A）≠ 0，所以 P（B | A）和 P（B | A）都存在.

（1）必要性 已知 A与 B 独立，所以A与 B 也独立，从而有 P（B | A） = P（B），P（B | A） = P（B），故 P（B

| A） = P（B | A）

（2）充分性 已知 P（B | A） = P（B | A），即

P（AB）
P（A）

=
P（AB）
P（A）

=
P（B）- P（AB）

1 - P（A）

可得 P（AB）［1 - P（A）］= P（A）P（B）- P（A）P（AB）

化简得 P（AB） = P（A）P（B）

因此 A和 B 独立.

评述 这个考题和下列 94 年，98 年的考题完全类似：

① 设 0 < P（A） < 1，0 < P（B） < 1，P（A| B）+ P（A| B） = 1，则

（A）事件 A和 B 互不相容 （B）事件 A和 B 互相对立

（C）事件 A和 B 互不独立 （D）事件 A和 B 相互独立 答：（D）

② 设 A，B 是两个随机事件，且 0 < P（A） < 1，P（B） > 0，P（B | A） = P（B | A），则必有

（A）P（A| B） = P（A| B） （B）P（A| B）≠ P（A| B）

（C）P（AB） = P（A）P（B） （D）P（AB）≠ P（A）P（B） 答：（C）

同一个题目可以多种面目出现，说明凡是考过的考题必须要仔细钻研真正的会做，才能对付题目的

多种变化.

例 26（03，4 分） 对于任意二事件 A和 B，则（ ）

·934·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第七部分 概率论与数理统计



（A）若 AB ≠ ，则 A，B 一定独立.

（B）若 AB ≠ ，则 A，B 可能独立.

（C）若 AB = ，则 A，B 一定独立.

（D）若 AB = ，则 A，B 一定不独立.

解 当 AB≠时，P（AB）> 0，如果 P（A）= 0，则 P（AB）≠ P（A）P（B），故 A，B不独立（即（A）不成立）；

又如果 P（A）≠ 0，P（B）≠ 0 时，有可能使 P（AB） = P（A）P（B）成立，即有可能 A，B 是独立的，故应选（B）.

评述 注意由 AB =  可能推出 A =  或 B = ，此时 P（AB） = 0 = P（A）P（B），则 A，B 独立，所以

（D）不成立. 但小心，由 AB =  也可能 A≠ ，且 B ≠ ，此时 P（AB）≠ P（A）P（B），即 A，B 不独立，

所以（C）不成立.

例 27（03，4 分） 将一枚硬币独立地掷两次，引进事件：A1 =｛掷第一次出现正面｝，A2 =｛掷第二次出现

正面｝，A3 = ｛正、反面各出现一次｝，A4 = ｛正面出现两次｝，则事件（ ）

（A）A1 ，A2 ，A3 相互独立. （B）A2 ，A3 ，A4 相互独立.

（C）A1 ，A2 ，A3 两两独立 （D）A2 ，A3 ，A4 两两独立.

解 已知 A1 ，A2 独立，且 A3 = A1 A2 ∪A1 A2 ，A4 = A1 A2 ，因此 P（A2 A3）= P（A2（A1 A2 ∪A1 A2））= P（A1 A2）

= P（A1）（A2） =
1
4

，P（A2） =
1
2

，P（A3） = P（A1 A2 ∪ A1 A2） = P（A1 A2） + P（A1 A2） = P（A1）P（A2） +

P（A1）P（A2） =
1
2

· 1
2

+
1
2

· 1
2

=
1
2

，故 P（A2 A3） = P（A2）P（A3）成立，即 A2 ，A3 相互独立. 同理可证 A1 ，A3

也独立，所以 A1 ，A2 ，A3 两两独立. 另一方面，P（A1 A2 A3） = P（A1 A2（A1 A2 ∪ A1 A2）） = P（） = 0 ≠ 1
2

· 1
2

·

1
2

= P（A1）P（A2）P（A3），即 A1 ，A2 ，A3 不是相互独立，于是应选（C）.

评述 此题的选择不是直接从概念分析可看出的，而是根据实际问题通过概率计算才能正确的选择，此

题是具有综合性的好题 .

例 28 设事件 A，B 相互独立，AB  D，AB  D，证明：P（AD）≥ P（A）P（D）

证明 已知AB D，可得 D A∪ B，进而可得BD（A∪ B）B = AB，注意还已知 AB D.

P（AD） = P（ADB）+ P（ADB） = P（AB）+ P（BD） = P（A）P（B）+ P（BD）

≥ P（A）P（BD）+ P（A）P（BD） = P（A）P（D）

评述 证明概率不等式的过程中，凡等号肯定是用概率的公式，凡不等号，必然要讨论包含关系：如 A
B，则 P（A）≤ P（B）. 除上面不等式外，还要用另一个不等式 0 ≤ P（A）≤ 1. 本题中的不等号处就用到了

上述二个不等式.

预测·强化训练十五

1. 设事件 A与 B 同时发生时，事件 C 必发生，则（ ）

（A）P（C）≤ P（A）+ P（B）- 1 （B）P（C）≥ P（A）+ P（B）- 1

（C）P（C） = P（AB） （D）P（C） = P（A∪ B）

2. 下列结论正确的是（ ）

（A）如 P（AB） = 0，则事件 A和 B 互不相容

（B）如 P（A） = 1，P（B） = 1，则 A和 B 相互独立

（C）如 P（A） = 1，P（B） = 1，则 P（AB） = 1 不一定成立

（D）如 P（A） = 1，则 A是必然事件

3. 设 A，B，C 是任意 3 个事件，则下列等式成立的是（ ）

（A）（A∪ B）- C = A∪（B - C） （B）（A∪ B）- A = B

（C）（A∪ B）C = （AC）∪（BC） （D）（A - B）∪（B - A） = AB ∪ AB
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4. 下列结论不正确的是（ ）

（A）如 P（A） = 0，则事件 A和任何事件 B 相互独立

（B）如 X 是只取一个值 C 的随机变量，即 X≡ C，C 为常数，则随机变量 X 和任何随机变量相互独立

（C）如 P（A） = 1，则事件 A和任何事件 B 相互独立

（D）如 P（A∪ B） = P（A）+ P（B），则事件 A和 B 互不相容

5. 设 A，B 是两个事件，且 P（A） = 0. 6，P（B） = 0. 7

（1）当 A，B 满足条件 时，P（A∪ B）取得最小值 ；

（2）当 A，B 满足条件 时，P（A∪ B）取得最大值 ；

（3）当 A，B 满足条件 时，P（AB）取得最小值 ；

（4）当 A，B 满足条件 时，P（AB）取得最大值 .

6. 已知 P（AB） =
1
5

，P（B | A） =
1
3

，P（B | A） =
4
7

，则 P（A） = ，P（B） = .

7.（00，3 分）设两个相互独立的事件 A和 B 都不发生的概率为 1
9

，A发生 B 不发生的概率与 B 发生 A不发生

的概率相等，则 P（A） = .

8. 3 名射手 1 次射击的命中率分别为 3
4

，2
3

和 1
2

，如果他们同时各打 1 发子弹，结果有 2 发命中目标，则第 3

名射手没射中的概率为 .

9. 设甲袋中装有6 个红球，3 个白球，乙袋中装有5 个红球，2 个白球. 今在两袋中各任取1 球，交换后放入对方

袋中，再从乙袋中任取 1 球，则该球为红球的概率为 .

10. 箱中有 n 个球，编号为 1，2，⋯，n，先从箱中任取 1 球，如果该球不是 1 号球，就放回箱中；如果该球是 1 号

球，就不放回箱中. 然后再摸 1 次，则第 2 次取 2 号球的概率为 .

11. 有一份考卷共有 50 个选择题，每个选择题有 4 个选项，其中只有 1 个选项是正确的. 每题 2 分，共 100 分.

若某考生对考试内容完全不懂，他对每个题都只能随机地进行选项，则他能及格的概率为 .

12. 设 10 件产品中有 4 件不合格品，从中任取 2 件，已知 2 件中有 1 件是不合格品，则另 1 件也是不合格品的

概率 p = .

13. 假定报考研究生要依次进行四次考试，如果至少有 3 次及格即可考取. 某学生第一次考试及格的概率为

p，当他前一次考试及格时，下次考试及格的概率仍为 p，当他前一次不及格时，下一次及格的概率是 p
2

，则他考

取研究生的概率为 .

14. 在 1，2，3，4 四个数中可重复地取 2 个数. 求事件 A =｛在取出的 2 个数中一个数是另一个数的 2 倍｝的概

率（用四种方法各解一次）.

15. 某射击小组共有12 名射手，其中一级射手2 人，二级射手7 人，三级射手3 人. 一、二、三级射手能通过选拔

进入决赛的概率分别是 0. 9，0. 7，0. 5.

（1）求在小组内任选一名射手，该射手能通过选拔赛进入决赛的概率；

（2）若已知一名射手进入决赛，问该射手是一级射手的概率是多少？

16. 证明下列等式

（1）AB ∪（A - B）∪（B - A） = A∪ B.

（2）（A - B）∪（B - A） = （AB - AB）∪（AB - AB）.

17. 已知事件 A，B，C 相互独立，证明 A和 B - C 相互独立.

18. 证明：（1）若 P（A| B）≥ P（A| B），则 P（B | A）≥ P（B | A）

（2）若 P（A| C）≥ P（B | C），P（A| C）≥ P（B | C），则 P（A）≥ P（B）.

简明解答

1. （B）. 已知 AB  C，所以

P（C）≥ P（AB） = P（A）+ P（B）- P（A∪ B）≥ P（A）+ P（B）- 1

2. （B）. 1 ≥ P（AB） = P（A）+ P（B）- P（A∪ B）≥ P（A）+ P（B）- 1 = 1，所以 P（AB） = 1，等式 P（AB） =
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P（A）P（B）成立，故 A，B 相互独立.

3. （D）.（A - B）∪（B - A） = AB ∪ BA = AB ∩ BA = （A∪ B）∩（B ∪ A） = AB ∪ AB

4. （D）. 由加法公式 P（A∪ B）≡ P（A）+ P（B）- P（AB）知 P（A∪ B） = P（A）+ P（B）等价于 P（AB） = 0，

而由 P（AB） = 0 不能推出 AB = ，即不能推出 A，B 互不相容.

评述 为了帮助考生弄清（A），（B），（C）结论都是对的，我们来证一下为什么是正确的，以后可能会出

这类证明题.

（A）因为 0 ≤ P（AB）≤ P（A），又由 P（A） = 0，可得 P（AB） = 0，因此等式 P（AB） = P（A）P（B）成

立.（都为零），故 A，B 相互独立.

（B）对任何 y 和满足 x ≥ C 的任何 x 有：P｛X≤ x｝ = P（Ω） = 1，因此

P｛X≤ x，Y≤ y｝ = P（Ω ∩｛Y≤ y｝） = P｛Y≤ y｝

= 1·P｛Y≤ y｝ = P｛X≤ x｝P｛Y≤ y｝.

而对任何 y 和满足 x < C 的任何 x 有 P｛X≤ x｝ = P（） = 0，

因此 P｛X≤ x，Y≤ y｝ = P（ ∩｛Y≤ y｝） = P（） = 0

= 0·P｛Y≤ y｝ = P｛X≤ x｝P｛Y≤ y｝.

故对一切 x，y 都有 P｛X≤ x，Y≤ y｝ = P｛X≤ x｝P｛Y≤ y｝，即 X≡ C 和任何随机变量 Y相互独立.

（C）由 P（A） = 1 得 P（A） = 0，因此由

0 ≤ P（AB）≤ P（A） = 0

得 P（AB） = 0，即等式 P（AB） = P（A）P（B）成立，故A，B 相互独立，进而可得 A，B 相互独立.

5. （1）A B，0. 7；（2）A∪ B = Ω，1；（3）A∪ B = Ω，0. 3；

（4）AB，0. 6；由加法公式 P（A∪B）= P（A）+ P（B）- P（AB）知当 AB时，P（A∪B）取得最小值 0. 7，

而当 A∪ B = Ω 时，P（A∪ B） = 1 是最大值. 由加法公式可得 P（AB） = P（A）+ P（B）- P（A∪ B），

当 A∪ B = Ω 时，P（AB）取得最小值 0. 3，当 A B 时，P（AB） = P（A） = 0. 6 为最大值.

评述 由于 P（A） = 0. 6 ≠ P（B） = 0. 7，所以 AB≠（可用反证法），故 P（AB）的最小值不可能为零.

6.
3
10

，3
5

. 由 1
3

= P（B | A） =
P（AB）
P（A）

=
P（A）- P（AB）

P（A）
= 1 -

1
P（A）

×
1
5

解得 P（A） =
3
10

，由 4
7

= P（B |

A） =
P（BA）
P（A）

=
P（B）- P（AB）

1 - P（A）
=

P（B）-
1
5

7
10

解得 P（B） =
3
5

.

7.
2
3

. 解法一 由下列方程组可解得 P（A） =
2
3

P（AB） =
1
9

P（AB） = P（AB
{

）

即
（1 - P（A））（1 - P（B）） =

1
9

P（A）（1 - P（B）） = （1 - P（A））P（B）
{

.

解法二 由 P（AB） = P（AB），即 P（B）- P（B A） = P（A）- P（AB），得 P（A） = P（B）代入 P（AB）

=
1
9

即 P（A）P（B） =
1
9

可得 P（A） =
1
3

，所以 P（A） =
2
3

.

8.
6
11

. 设 Ai = ｛第 i 名射手命中目标｝，i = 1，2，3，B = ｛有二发命中目标｝，则

P（A3 | B） =
P（A3 B）
P（B）

=
P（A1 A2 A3）

P（A1 A2 A3）+ P（A1 A2 A3）+ P（A1 A2 A3）
=

6
11

.

9.
104
147

. 令 A1 =｛第一次从甲袋中取到红球｝，Bi =｛第 i 次从乙袋中取到红球｝，i = 1，2，则 A1 B1 ，A1B1 ，A1 B1 ，A1

B1 构成完全事件组，故

P（B2） = P（A1 B1）P（B2 | A1 B1）+ P（A1 B1）P（B2 | A1 B1）

+ P（A1 B1）P（B2 | A1 B1）+ P（A1 B1）P（B2 | A1 B1）
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= 6
9

×( )5
7

×
5
7

+ 6
9

×( )2
7

×
6
7

+ 3
9

×( )5
7

×
4
7

+ 3
9

×( )2
7

×
5
7

=
104
147

10.
n2 - n + 1
n2（n - 1）

. 令 A = ｛第一次摸到 1 号球｝，B = ｛第二次摸到 2 号球｝，

P（B） = P（A）P（B | A）+ P（A）P（B | A）

=
1
n

×
1

n - 1
+

n - 1
n

×
1
n

=
n2 - n + 1
n2（n - 1）

.

11. ∑
50

i = 30

Ci
50（0. 25）i（0. 75）50 - i = 10 - 12 . 设 X 表示在 50 个题中选对的题数，则 X ～ B（50，0. 25）

P｛及格｝ = 
50

i = 30

P｛X = i｝ = 
50

i = 30

Ci
50（0. 25）i（0. 75）50 - i .

12. 0. 2.

分析 这道题的难点在于如何引进随机事件能把这个条件概率写清楚.

解法一 令 Ai = ｛第 i 次取出的那件是不合格品｝，i = 1，2，则

p = P（A1 A2 | A1 ∪ A2） =
P（A1 A2（A1 ∪ A2））

P（A1 ∪ A2）
=

P（A1 A2）

1 - P（A1 A2）
=

P2
4 /P2

10

1 - P2
6 /P2

10

= 0. 2

解法二 令 A = ｛2 件中至少有 1 件是不合格品｝，B = ｛2 件都是不合格品｝，则

p = P（B | A） =
P（BA）
P（A）

=
P（B）

1 - P（A）
= 0. 2

13.
5
2

p3 -
3
2

p4 . 设 Ai = ｛第 i 次考试及格｝，i = 1，2，3，4.

P｛考取｝ = P（A1 A2 A3 A4）+ P（A1 A2 A3 A4）+ P（A1 A2 A3 A4）+ P（A1 A2 A3）

= P（A1）P（A2 | A1）P（A3 | A1 A2）P（A4 | A1 A2 A3）+（⋯）+（⋯）+（⋯）

= （1 - p）×
p
2

× p × p + p ×（1 - p）×
p
2

× p + p × p ×（1 - p）×
p
2

+ p × p × p

=
5
2

p3 -
3
2

p4 .

14. 解法一 样本点穷举法：把 2 个元素的排列作为一个基本事件，则

Ω = ｛（1，1），（1，2），（1，3），（1，4），（2，1），（2，2），（2，3），（2，4），（3，1），（3，2），（3，3），（3，4），（4，

1），（4，2），（4，3），（4，4）｝

A = ｛（1，2），（2，1），（2，4），（4，2）｝.

数得 n = 16，m = 4. 由于每个基本事件发生的可能性相等，故

P（A） =
m
n

=
4
16

= 0. 25

解法二 随机变量法：令 X1 和 X2 表示所取出的 2 个数，由于是有放回可重复地取，所以 X1 和 X2 独立

同分布，且 P｛Xi = j｝ =
1
4

，j = 1，2，3，4；i = 1，2. 故

P（A） = P（｛X1 = 2X2｝∪｛X2 = 2X1｝） = P｛X1 = 2X2｝+ P｛X2 = 2X1｝

= P（｛X2 = 1，X1 = 2｝∪｛X2 = 2，X1 = 4｝）+ P（｛X1 = 1，X2 = 2｝∪｛X1 = 2，X2 = 4｝

= P｛X2 = 1，X1 = 2｝+ P｛X2 = 2，X1 = 4｝+ P｛X1 = 1，X2 = 2｝+ P｛X1 = 2，X2 = 4｝

= P｛X2 = 1｝P｛X1 = 2｝+ P｛X2 = 2｝P｛X1 = 4｝+ P｛X1 = 1｝P｛X2 = 2｝+

P｛X1 = 2｝P｛X2 = 4｝

= 4 × 1
4

×( )1
4

= 0. 25

解法三 事件分解法：命 Ai
j = ｛第 i 次取出的数是 j｝，j = 1，2，3，4；i = 1，2. 则

P（A） = P（A1
1 A2

2 ∪ A1
2 A2

4 ∪ A1
2 A2

1 ∪ A1
4 A2

2）

= P（A1
1 A2

2）+ P（A1
2 A2

4）+ P（A1
2 A2

1）+ P（A1
4 A2

2）

= P（A1
1）P（A2

2）+ P（A1
2）P（A2

4）+ P（A1
2）P（A2

1）+ P（A1
4）P（A2

2）

= 4 × 1
4

×( )1
4

= 0. 25
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解法四 排列组合法，把先后取出的 2 个数看作一个 2 - 排列，注意本题是（可放回）有重复元素的排

列，故

P（A） =
2·P2

2

24 = 0. 25

15. 设 Ai = ｛射手是 i 级射手｝，i = 1，2，3. A1 ，A2 ，A3 构成完全事件组. B = ｛一名选手能进入决赛｝.

（1）P（B） = ∑
3

i = 1

P（Ai）P（B | Ai） =
2
12

× 0. 9 +
7
12

× 0. 7 +
3
12

× 0. 5 =
41
60

.

（2）P（A1 | B） =
P（A1 B）
P（B）

= 2
12

× 0. 9
41
60

=
9
41

.

16. （1）AB ∪（A - B）∪（B - A） = AB ∪ AB ∪ BA = （AB ∪ AB）∪（BA∪ BA） = A∪ B.

（2） （AB - AB）∪（AB - AB） = （（A∪ B）∩ AB）∪（（A∪ B）∩ AB）

= AB ∪ AB = （B - A）∪（A - B）.

17. P（A∩（B - C）） = P（ABC） = P（AB）- P（ABC）

= P（A）P（B）- P（A）P（B）P（C） = P（A）（P（B）- P（BC））

= P（A）P（BC） = P（A）P（B - C）

故 A和 B - C 相互独立.

18. （1）已知 P（A| B）≥ P（A| B）P（B）P（B）P（A| B）≥ P（B）P（B）P（A| B）P（AB）P（B）≥ P（B）P（A

B）P（AB）（1 - P（B））≥ P（B）（P（A）- P（AB））P（AB）≥ P（A）P（B）.

要证 P（B | A）≥ P（B | A）P（A）P（A）P（B | A）≥ P（A）P（A）P（B | A）P（AB）P（A）≥
P（A）P（AB）P（AB）（1 - P（A））≥ P（A）（P（B）- P（AB））

利用由已知推得的 P（AB）≥ P（A）P（B）可得

P（AB）（1 - P（A）） = P（AB）- P（AB）P（A）

≥ P（A）P（B）- P（A）P（AB） = P（A）（P（B）- P（AB））.

故不等式 P（B | A）≥ P（B | A）成立.

（2）根据条件概率定义，由 P（A| C）≥ P（B | C）可得 P（AC）≥ P（BC），由 P（A| C）≥ P（B | C）得 P（A

C）≥ P（BC），因此

P（A） = P（AC）+ P（AC）≥ P（BC）+ P（BC） = P（B）.
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第十六章 随机变量及其概率分布

考试要求

1. 理解随机变量及其概率分布的概念；理解分布函数（F（x）= P｛X≤ x｝）的概念及性质；会计算与随机变量

相联系的事件的概率.

2. 理解离散型随机变量及其概率分布的概念，掌握 0 - 1 分布、二项分布、超几何分布、泊松（Poisson）分布及

其应用.

3. 了解泊松定理的结论和应用条件，会用泊松分布近似表示二项分布.

4. 理解连续型随机变量及其概率密度的概念，掌握正态分布 N（μ，σ2）、均匀分布、指数分布（概率密度为

f（x） =
λe- λx，若 x > 0，

0，若 x ≤{ 0.
）及其应用.

5. 会根据自变量的概率分布求其简单函数的概率分布.

考试要点分析与题型予测

概率论中的一个重点是在各种题目中善于引进随机变量，利用随机变量的分布求出这个用随机变量表示

的事件的概率或该随机变量的数字特征是概率论的重点内容.

正确理解和识别分布函数和概率密度，并熟练掌握它们之间的关系经常出现在选择题中（见例 1 ～ 例 4）

善于建立离散型随机变量的分布律及利用二项分布等重要分布求事件的概率是考研题中的一个重要考

点. 尤其在考研题中引入的离散型随机变量绝大部分是二项分布，二项分布的随机变量和连续型随机变量的综

合是填空题或计算题中常见的题型（见例 14，例 15）.

求连续型随机变量以及它的函数的概率密度是个几乎必考的题型，必须熟练（见例 20，例 21）.

正态随机变量由于它在理论和实际中有广泛应用，所以与正态随机变量有关的概率计算以及它的良好性

质的应用在考研题中是重中之重（见例 16 ～ 例 18）.

§ 16 - 1 随机变量及其分布

一、随机变量的概念

设 E 是随机试验，它的样本空间是 Ω =｛e｝，如果对每一个 e∈ Ω，有一个实值 X（e）对应，这样就得到一个

定义在 Ω 的单值实值函数 X = X（e），称为随机变量.

二、随机变量的分布函数

设 X 为随机变量，则称函数 F（x） = P｛X≤ x｝（- � < x < + � ）为 X 的分布函数.

分布函数具有下列性质：

1. F（x）是一个不减函数；

2. F（x）是右连续的，即对任意 x ∈（- � ，+ � ）有 F（x + 0） = F（x）.

3. 0 ≤ F（x）≤ 1，且 F（+ � ） = lim
x→+�

F（x） = 1，F（- � ） = lim
x→ - �

F（x） = 0

反之，凡满足上述 3 个性质的函数一定是某随机变量的分布函数.

用分布函数求概率的公式

P｛a < X≤ b｝ = FX（b）- FX（a）
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§ 16 - 2 随机变量分类

一、离散型随机变量

1. 离散型随机变量

如果一个随机变量的可能取值是有限个或可列无穷多个，则称它为离散型随机变量.

2. 离散型随机变量的分布律

设离散型随机变量 X的所有可能取值为 xk（k = 1，2，⋯），称满足下列 2 个性质的 P｛X = xk｝ = pk（k = 1，

2，⋯）为 X 的概率分布或分布律（又称分布列）

①pk ≥ 0，k = 1，2，⋯ ②∑
k = 1

pk = 1

分布律也可以用列表形式给出.

3. 离散型随机变量的分布函数和分布律间的关系

一维离散型随机变量 X 的分布函数 F（x）的图形是一条阶梯形曲线，且 F（x） = ∑
xk≤x

pk.

如果X的分布函数F（x）的图形是一条阶梯形曲线，则X一定是离散型的，且曲线的跳跃点就是X的可能取值，跳

跃度就是 X取这个可能取值的概率，即 P｛X = xk｝ = F（xk）- F（xk - 0）.

二、常用的离散分布与古典型概率计算

1. 二项分布的分布律与数字特征

设 X ～ B（n，p），则 E（X） = np，D（X） = npq（q = 1 - p），它的分布律为

P｛X = k｝ = Ck
n pkqn- k，k = 0，1，2，⋯，n

评述 ① 在有关二项分布的概率计算中应特别小心：它的可能取值从“0”开始 . 经常有人把“0”忘了而

导致答案错.

②（0 - 1）分布与二项分布的关系

当 n = 1 时，B（1，p）即为（0 - 1）分布 .（0 - 1）分布的分布律为 P｛X = 1｝ = p，P｛X = 0｝ = q，它

的数字特征为 E（X） = p，D（X） = pq.

③ 很多计算或证明题中要用到的一个技巧是：如果 Xk，k = 1，2，⋯，n 相互独立同分布，P｛Xk = 0｝=

q，P｛Xk = 1｝ = p，令 X = ∑
n

k = 1

Xk，则 X ～ B（n，p）.

2. 有放回地摸球（古典）概率模型与二项分布 .

设袋中有 N 个球，其中有 M个白球，其余为黑球 . 现从中依次有放回地随机取出 n 个球，求其中恰有 k 个白

球的概率.

引进（离散型）随机变量 X表示 n 个球中含有的白球个数，由于是有放回的取球，所以每次取球的试验是相

互独立的重复试验，每次试验只有二个可能结果 A = ｛取出白球｝和 珔A，且 p = P（A） =
M
N

，故 X ～ B（n，p）.

P｛n 个球中恰有 k 个白球｝ = P｛X = k｝ = Ck
n pkqn- k = Ck

n
M( )N

k N - M( )N

n- k

.

3. 无放回地摸球（古典）概率模型与超几何分布

设袋中有 N 个球，其中有 M个白球，其余为黑球 . 现从中依次无放回地随机取出 n 个球（即从中随机取出 n
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个球），求其中恰有 k 个白球的概率.

引进（离散型）随机变量 X表示 n 个球中含有的白球的个数，由于是无放回地取球，所以每次取球的试验不

是相互独立的，把一个 n 组合看成一个基本事件，则

P｛n 个球中恰有 k 个白球｝ = P｛X = k｝ =
Ck

MCn- k
N- M

Cn
N

我们把分布律为

P｛X = k｝ =
Ck

MCn- k
N- M

Cn
N

，k = 0，1，⋯，m，其中 m = min（n，M）

的分布称为超几何分布，且 E（X） = np，D（X） = npq N - n
N -( )1

，其中 p =
M
N

，q = 1 - p.

评述 对上述两类典型的古典概率模型，分别引进服从二项分布和超几何分布的随机变量，概率计算就

很容易得到解决 . 而古典型概率和二项分布，超几何分布都是考点，所以本段就显得重要.

4. 泊松分布及泊松定理

X 服从参数为 λ 的泊松分布，它的分布律为

P｛X = k｝ = λke- λ

k！
k = 0，1，2，⋯

它的数字特征为 E（X） = λ，D（X） = λ > 0

泊松定理 设随机变量 ηn（n = 1，2，⋯）服从参数为 n，pn（0 < p < 1）的二项分布，且 npn = λ，则对于任

一个固定的非负整数 k，有

lim
n→�

P｛ηn = k｝ = lim
n→�

Ck
n pk

n（1 - pn）
n- k = λke- λ

k！

评述 泊松定理在实际应用中的写法是：如 X ～ B（n，p），当 n 很大、p 很小时，则 P｛X = k｝≈ λke- λ

k！
，其

中 λ = np.

三、连续型随机变量

1. 连续型随机变量

设随机变量 X 的分布函数为 F（x），如果存在非负函数 f（x），使对于任意实数 x 有

F（x） = ∫
x

- �
f（t）dt

则称 X 为连续型随机变量 . 其中函数 f（x）称为 X 的概率密度函数，简称为概率密度.

2. 概率密度 f（x）的性质

（1）f（x）≥ 0；

（2）∫
+�

- �
f（x）dx = 1；

（3）P｛x1 < X≤ x2｝ = F（x2）- F（x1） = ∫
x2

x1

f（x）dx；

P｛x1 < X≤ x2｝的几何意义是表示 y = f（x）在区间［x1 ，x2 ］上曲边梯形的面积；

（4）若 f（x）在点 x 处连续，则有 F '（x） = f（x）.

3. 连续型随机变量 X 的一些特殊性质

（1）P｛X = a｝ = 0，所以 P｛a < X < b｝ = P｛a < X≤ b｝ = P｛a ≤ X≤ b｝

（2）连续型随机变量的分布函数是连续函数，即它不仅右连续，而且左连续.
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4. 常用的连续分布

（1）正态分布

随机变量 X 服从参数为 μ，σ2（σ > 0）的正态分布，记作 X ～ N（μ，σ2），其概率密度为

f（x） =
1

2槡 πσ
e -（x- μ）2

2σ2 ，- � < x < + �

它的数学期望 E（X） = μ，方差 D（X） = σ2 .

（2）指数分布

随机变量 X 服从参数为 λ（λ > 0）的指数分布，其概率密度为

f（x） =
λe - λx，

0{ ，

x > 0

x ≤ 0

记住它的分布函数是很有好处的：

F（x） =
0，

1 - e - λx{ ，

x < 0

x ≥ 0

它的数学期望 E（X） =
1
λ

，方差为 D（X） =
1
λ2 .

（3）均匀分布

随机变量 X 在区间［a，b］上（或（a，b）内）服从均匀分布，它的概率密度为

f（x） =
1

b - a
， a < x < b

0，
{

其它

它的数学期望 E（X） =
a + b

2
，方差为 D（X） =

（b - a）2

12
.

均匀分布的特征：对［a，b］内任一子区间（c，d），即 a ≤ c < d ≤ b，有

P｛c < X < d｝ = ∫
d

c
f（x）dx = ∫

d

c

1
b - a

dx =
1

b - a
·（d - c）

即“X落在（a，b）内的任一子区间的概率只和子区间的长度有关，而和起点无关（或和子区间的位置无关）”. 或

者说“X 在（a，b）内的任一子区间上取值的概率和子区间的长度成正比”，此即均匀分布的“等可能性”，反之具

有上述“等可能性”的分布必为均匀分布.

四、正态随机变量的概率计算

在研究生概率考题中首先要看有没有“独立”（包括随机试验、随机事件、随机变量的独立，当然这三者是

有联系的），还要看是否有随机变量服从正态分布，因为有“独立和正态分布”可使讨论大大简化.

1. 标准正态分布

随机变量 X 服从标准正态分布，即 X ～ N（0，1），它的概率密度和分布函数有专门记号

φ（x） =
1

2槡 π
e - x2

2 ，Φ（x） = ∫
x

- �

1

2槡 π
e - x2

2 dx

标准正态分布中应记住的公式和数据：

① 在查表和概率计算简化中常用：Φ（- x） = 1 - Φ（x）

②Φ（0） = 0. 5. 对考数理统计的读者，记住下面 2 个数对查分位数有好处：Φ（1. 96） = 0. 975，Φ（1. 65） =

0. 95.

③ 在求正态随机变量函数的数字特征时，甚至高等数学的考题中也有用的公式

∫
+�

- �
e - x2

2 dx = 槡2π 或 ∫
+�

0
e - x2

2 dx = π槡2
=

2槡 π
2

2. 正态随机变量的概率计算

设随机变量 X ～ N（μ，σ2），则
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FX（x） = Φ x - μ( )σ
因此求正态随机变量的概率总是有两大步，第一大步将概率用分布函数表示，第二大步用公式 FX（x） =

Φ x - μ( )σ
，即：

P｛a < X < b｝ = FX（b）- FX（a） = Φ b - μ( )σ
- Φ a - μ( )σ

评述 设 X是连续型随机变量，已知它的概率密度 f（x），则求概率 P｛a < X < b｝一定要用求积分：P｛a

< X < b｝ = ∫
b

a
f（x）dx. 然而如 X是正态分布，则求概率 P｛a < X < b｝不用积分，只要查表得 Φ b - μ( )σ

，

Φ a - μ( )σ
，再相减即可. 这正是拿到题目首先要看看有没有正态分布的重要原因之一.

§ 16 - 3 随机变量函数的分布

1. 设 P｛X = xi｝ = pi ，i = 1，2，⋯，Y = g（X）是随机变量 X的函数，则 P｛Y = g（xi）｝ = pi ，i = 1，2，⋯. 将相

等的 g（xi）归并，并将相应的概率相加即得 Y的分布律.

2. 设 X 的概率密度为 f（x），Y = g（X）是随机变量 X 的函数.

（1）y = g（x）是单调函数的情况

定理 设随机变量 X具有概率密度 fX（x） =
ω（x）≠ 0，

0{ ，

a < x < b

其它
，如果函数 y = g（x）在（a，b）内处处

可导且有 g'（x） > 0（或恒有 g'（x） < 0），它的反函数为 x = h（y），则 Y = g（X）是连续型随机变量，其概率密

度为

fY（y） =
fX（h（y））| h'（y）| ，

0{ ，

α < y < β
其它

其中 α = min｛g（a），g（b）｝，β = max｛g（a），g（b）｝，而 α，β 分别可为 - � 及 + � .

评述 ① 定理中 g'（x） > 0（或恒小于 0）只要求在 fX（x）不等于 0 的区间（a，b）上满足就可以用.

②fY（y）≠ 0 的表达式中在记忆时应注意三点：

1. 把反函数 x = h（y）代入 fX（x）中得第 1 个因式 fX（h（y））；

2. 反函数 h（x）要求导数 h'（x）；

3. h'（x）还要取绝对值才得第 2 个因式.

（2）y = g（x）不是单调函数的情况

先求 Y = g（X）的分布函数（通过事件的运算及概率基本公式计算，用 X的分布函数 FX（x）来表示），然后

利用 fY（y） =
d
dy

FY（y），求出 fY（y）.

§ 16 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 设 f（x）和 g（x）分别是随机变量 x 和 y 的概率密度，则下列函数中能作为某个随机变量的概率密度

的是（ ）

（A）f（x）g（x） （B） 3
5

f（x）+
2
5

g（x）

（C）4f（x）- 3g（x） （D）2f（x）+ g（x）- 2

解 因为 f（x），g（x）是概率密度，所以它满足 § 16 - 2，三 2 的 4 条性质. 由于∫
+�

- �
f（x）g（x）dx≠1，所以不

能选（A）；由于∫
+�

- �
（2f（x）+ g（x）- 2）dx发散，所以排除（D）；由于4f（x）- 3g（x）不一定大于0，故排除（C），只
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能选 B.

例 2 设随机变量 x 的分布函数为

F（x） =

0， x < 0

Asinx， 0 ≤ x ≤ π
2

1， x > π{
2

则 A = ，P｛| x | < π
6

｝ = .

解 由 F（x）在 x = π
2

处右连续，即 F（π
2

+ 0）= F（π
2

），得 lim
x→π

2
+

F（x）= 1F（π
2

）= A，故 A = 1，又由 F（x）

在 x = π
6

处的连续性得

P｛| x | < π
6

｝ = P｛- π
6

< x < π
6

｝ = P｛- π
6

< x ≤ π
6

｝ = F（π
6

）- F（- π
6

）

= sin π
6

- 0 =
1
2

.

例 3 （06，4 分）设随机变量 X 服从正态分布 N（μ1 ，σ2
1），Y服从正态分布 N（μ2 ，σ2

2），且

P｛| X - μ1 | < 1｝ > P｛Y - μ2 | < 1｝，

则必有（ ）.

（A）σ1 < σ2 （B）σ1 > σ2

（C）μ1 < μ2 （D）μ1 > μ2

解 P｛| X - μ1 | < 1｝ = P｛μ1 - 1 < X < μ1 + 1｝

= FX（μ1 + 1）- FX（μ1 - 1） = Φ（
μ1 + 1 - μ1

σ1

）- Φ（
μ1 - 1 - μ1

σ1

）

= Φ（ 1
σ1

）- Φ（-
1
σ1

） = Φ（ 1
σ1

）- （1 - Φ（ 1
σ1

））

= 2Φ（ 1
σ1

）- 1.

同理可得

P｛| Y - μ2 | < 1｝ = 2Φ（ 1
σ2

）- 1

代入 P｛| X1 - μ1 | < 1｝> P｛| Y - μ2 | < 1｝可得Φ（ 1
σ1

）> Φ（ 1
σ2

），由分布函数的单调不减性得 σ1 < σ2 ，

故应选（A）.

例 4 设随机变量 X 的概率密度为 f（x） =

x

2 - x{
0

0 < x ≤ 1

1 < x ≤ 2

其它

则它的分布函数 F（x）为（ ）

（A）

0 x ≤ 0，

1
2

x2 0 < x ≤ 1，

2x -
x2

2
1 < x ≤ 2，

0 x > 2













，

（B）

0 x ≤ 0，

1
2

x2 0 < x ≤ 1，

-
3
2

+ 2x -
x2

2
1 < x ≤ 2，

0 x > 2













，

（C）

0 x ≤ 0，

1
2

x2 0 < x ≤ 1，

- 1 + 2x -
x
2

2

1 < x ≤ 2，

1 x > 2













，

（D）

0 x ≤ 0，

1
2

x2 0 < x ≤ 1，

-
3
2

+ 2x -
x2

2
1 < x ≤ 2，

1 x >













2.
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解一 （A），（B）不能选，因为 F（+ � ） = 0 ≠ 1.（D）也不能选，因为它在 x = 2 不右连续. 因此只能选

（C）.

解二 也可用 F（x） = ∫
x

- �
f（t）dt，求出相应的 F（x）.

当 x ≤ 0 时，F（x） = ∫
x

- �
0·dx = 0

当 0 < x ≤ 1 时，F（x） = ∫
0

- �
0dt + ∫

x

0
tdt =

1
2

x2

当 1 < x ≤ 2 时，F（x） = ∫
0

- �
0dt + ∫

1

0
tdt + ∫

x

1
（2 - t）dt = - 1 + 2x -

x2

2
.

当 x > 2 时，F（x） = ∫
0

- �
0dt + ∫

1

0
tdt + ∫

2

1
（2 - t）dt + ∫

x

2
0dt = 1

所以应选（C）.

评述 解一的方法是单项选择题中常用的方法即排除法，只要验证其中三个是错的，则剩下的一定是正

确的 . 解二的方法用推演的方法验证正确的只可能是某一个，其余三个必定是错的 . 本题用解一方便，

但有的题目用两种方法结合较方便.

例 5 一个工人用同一台机器接连独立地制造 3 个同种零件，第 i 个零件是不合格的概率 pi =
1

i + 1
，（i =

1，2，3），以 X 表示 3 个零件中合格品的个数，求随机变量 X 的概率分布.

解 随机变量 X是离散型的，它的可能取值为 0，1，2，3 为了求它的分布律 P｛X = k｝，引进事件：Ai =｛制

造的第 i 个零件是合格品｝，i = 1，2，3，则 A1 ，A2 ，A3 相互独立，并且 P（Ai） =
1

i + 1
，故

P｛X = 0｝ = P（A1 A2 A3） = P（A1）P（A2）P（A3） =
1
24

P｛X = 1｝ = P（A1 A2 A3 ∪ A1 A2 A3 ∪ A1 A2 A3）

= P（A1）P（A2）P（A3）+ P（A1）P（A2）P（A3）+ P（A1）P（A2）P（A3） =
6
24

P｛X = 2｝ = P（A1 A2 A3 ∪ A1 A2 A3 ∪ A1 A2 A3） = P（A1 A2 A3）+ P（A1 A2 A3）+ P（A1 A2 A3）

= P（A1）P（A2）P（A3）+ P（A1）P（A2）P（A3）+ P（A1）P（A2）P（A3）

=
1
2

×
2
3

×
3
4

+
1
2

×
1
3

×
3
4

+
1
2

×
2
3

×
1
4

=
11
24

P｛X = 3｝ = P（A1 A2 A3） = P（A1）P（A2）P（A3） =
6
24

故 X 的分布律为

X 0 1 2 3

p
1
24

1
4

11
24

1
4

评述 本题也可改为填空题，前面不改，最后一句改为“则 P｛X = 2｝= ”.（此即为96 年考题）.

例 6 假设有10 只同种电器元件，其中有2 只废品 . 装配仪器时，从这批元件中任取1 只，如是废品，则扔掉重新

任取 1 只；如仍是废品，则扔掉再取 1 只，试求在取到正品之前，已取出的废品只数的分布、数学期望和方差.

解 （1）用 X 表示在取到正品之前取出的废品数，则它的可能取值为 0，1，2，概率分别为

P｛X = 0｝ =
8
10

=
4
5

，

P｛X = 1｝ =
2
10

×
8
9

=
8
45

，

P｛X = 2｝ =
2
10

×
1
9

×
8
8

=
1
45

于是 X 的分布律为
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X 0 1 2

p
4
5

8
45

1
45

（2）数学期望：E（X） = 0 ×
4
5

+ 1 ×
8
45

+ 2 ×
1
45

=
2
9

（3）方差：E（X2） = 02 ×
4
5

+ 12 ×
8
45

+ 22 ×
1
45

=
4
15

；

D（X） = E（X2）- （E（X））2 =
88
405

评述 从上面的几个例子可看出，对离散型随机变量求期望和方差等数字特征，关键是求出分布律，然

后代公式进行加、乘运算 . 而求离散型随机变量的分布律的问题本质上就是要熟练运用事件的运算和概

率的基本计算公式求概率的问题.

例 7 假设一大型设备在任何长为 t 的时间内发生故障的次数 N（t）服从参数为 λt 的泊松分布.

（1）求相继两次故障之间时间间隔 T 的概率分布；

（2）求在设备已无故障工作 8 小时的情况下，再无故障运行 8 小时的概率 Q.

分析 解该问题过程中有 2 个关键地方：① 当 t ≥ 0 时，事件｛T > t｝与｛N（t） = 0｝是相等的；② 怎样表

达事件｛在设备已无故障工作 8 小时｝？用｛T = 8｝是错的 . 因为 T 是连续型随机变量，所以 P｛T = 8｝ = 0，而

条件概率 P（A| B）必须在 P（B） > 0 条件下才有意义 . 另一方面，已无故障工作 8 小时说明工作了 8 小时设备

还正常，即故障间隔时间至少为 8 小时，所以应用｛T ≥ 8｝表示才对.

解 （1）当 t < 0 时，由于 T 是非负随机变量，所以 F（t） = P｛T ≤ t｝ = P（） = 0.

当 t ≥ 0 时，F（t） = P｛T ≤ t｝ = 1 - P｛T > t｝ = 1 - P｛N（t） = 0｝ = 1 - e - λt

可见 T 服从参数为 λ 的指数分布.

（2）Q = P｛T ≥ 16 | T ≥ 8｝ =
P｛T ≥ 16，T ≥ 8｝

P｛T ≥ 8｝

=
P｛T ≥ 16｝
P｛T ≥ 8｝

=
e - 16λ

e - 8λ = e - 8λ

评述 本题是求连续型随机变量的概率分布时常用的方法，关键是｛T≥ t｝ =｛N（t） = 0｝. 注意 T 是连

续型随机变量，N（t）是离散型随机变量，这两个事件相等可这样想：｛T ≥ t｝表示时间长度 t 内没发生故

障，而后面一句话即表示｛N（t） = 0｝.

例 8 （96，7 分）假设一电路装有三个同种电气元件，其工作状态相互独立，且无故障工作时间都服从参数

为 λ 的指数分布 . 当三个元件都无故障时，电路正常工作，否则整个电路不能正常工作 . 试求电路正常工作的

时间 T 的概率分布.

解法一 设第 i 个元件的无故障时间为 Xi ，i = 1，2，3，则 X1 ，X2 ，X3 独立同分布，分布函数均为

F（t） =
1 - e - λt ，

0{ ，

若 t > 0

若 t < 0

注意关系 T = min｛X1 ，X2 ，X3｝，及｛T > t｝ = ｛X1 > t，X2 > t，X3 > t｝，且 T ≥ 0，故

当 t < 0 时，FT（t） = P｛T ≤ t｝ = P（） = 0.

当 t ≥ 0 时，FT（t） = P｛T ≤ t｝ = 1 - P｛T > t｝

= 1 - P｛X1 > t，X2 > t，X3 > t｝

= 1 - P｛X1 > t｝P｛X2 > t｝P｛X3 > t｝

= 1 - ［1 - F（t）］3 = 1 - e - 3λt

故 T 服从参数为 3λ 的指数分布，即

fT（t） =
3λe - 3λt ，

0{ ，

t > 0

t ≤ 0

解法二 令 Ai =｛第 i 个元件无故障时间不超过 t｝，i = 1，2，3，则 A1 ，A2 ，A3 相互独立，且 P（Ai）= 1 - e - λt ，

当 t > 0 时，而当 t ≤ 0 时 P（Ai） = 0，则
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当 t < 0 时，FT（t） = P｛T ≤ t｝ = P（） = 0

当 t ≥ 0 时，FT（t） = P｛T ≤ t｝ = 1 - P｛T > t｝ = 1 - P（A1 A2 A3）

= 1 - P（A1）P（A2）P（A3） = 1 - e - 3λt

故

FT（t） =
1 - e - 3λt ，

0{ ，

t > 0

t ≤ 0

评述 1. 解法一是引入新的随机变量求概率 P｛T ≤ t｝，而解法二是引入“简单”的随机事件求此概率，

二种方法都可以，都必须掌握 . 但相比之下用引入随机变量的方法概念更清楚，写法清晰，所以做概率统

计考题时必须善于引进随机变量.

2. 解法一和解法二有一个共同之处：当引入几个随机变量时必须马上注意讨论它们之间关系是否

独立，是否同分布，并写出它们的分布；当引入几个“简单”随机事件时必须马上讨论这些事件间关系

（包含、互不相容、相互独立）以及这些“简单”事件的概率.

3. 指数分布的概率计算是很基本的，2004 年又出现这类考题：（04，4 分）设随机变量 X服从参数为 λ

的指数分布，则 P｛ 槡X > DX｝ = .

例 9 （97，7 分）假 设 随 机 变 量 X 的 绝 对 值 不 大 于 1；P｛X = - 1｝ =
1
8

，P｛X = 1｝ =
1
4

；在 事 件

｛- 1 < X < 1｝出现的条件下，X 在（- 1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间的长度成正比，试

求 X 的分布函数 F（x） = P｛X≤ x｝.

分析 根据“P｛X = - 1｝=
1
8

，P｛X = 1｝=
1
4

”知 X不是连续型随机变量；根据“在事件｛- 1 < X < 1｝

出现的条件下，X 在（- 1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间的长度成正比”知 X 可取（- 1，1）

上任何一个值，所以 X 也不是离散型随机变量，因此求它的分布函数时特别要小心！另一方面由后一句话可得：

当 - 1 < x < 1 时，（- 1，x］是（- 1，1）内的子区间，故

P｛- 1 < X≤ x | - 1 < X < 1｝ =
x - （- 1）
1 - （- 1）

=
x + 1

2
.

以上两点是解本题的关键，也是难点所在 . 还要用到事件等式｛- 1 < X≤ x｝ = ｛- 1 < X≤ x，- 1 < X < 1｝

这个小技巧 .

解 已知 | X | ≤ 1，即 P｛| X | ≤ 1｝ = 1，另一方面

P｛| X | ≤ 1｝ = P｛X = - 1｝+ P｛- 1 < X < 1｝+ P｛X = 1｝

=
1
8

+ P｛- 1 < X < 1｝+
1
4

故可解得 P｛- 1 < X < 1｝ = 1 -
1
8

-
1
4

=
5
8

，因此

当 x < - 1 时，F（x） = P｛X≤ x｝ = P（） = 0.

当 - 1 ≤ x < 1 时，F（x） = P｛X≤ x｝ = P｛X = - 1｝+ P｛- 1 < X≤ x｝

=
1
8

+ P｛- 1 < X≤ x，- 1 < X < 1｝

=
1
8

+ P｛- 1 < X < 1｝P｛- 1 < X≤ x | - 1 < X < - 1｝

=
1
8

+
5
8

·x + 1
2

=
5x + 7

16

当 x ≥ 1 时，F（x） = P｛X≤ x｝ = P（Ω） = 1，

因此 X 的分布函数为

F（x） =

0， x < - 1

5x + 7
16

， - 1 ≤ x < 1

1， x ≥
{

1
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评述 象这类求既不是离散型又不是连续型的随机变量的分布函数在考研题中还出现过好几次（见第

十七章例 26）希望考生仔细体会，不要因为题目有些难而繁就不想看.

例 10 已知随机变量 Y服从区间［- 1，X］上的均匀分布，而随机变量 X 的分布律为

X 2 3 5

P｛X = x｝ 0. 1 0. 2 0. 7

则 P｛Y≤ 0｝ = .

解 容易验证事件｛X = 2｝，｛X = 3｝，｛X = 5｝构成一个完全事件组，故用全概率公式得

P｛Y≤ 0｝ = P｛X = 2｝P｛Y≤ 0 | X = 2｝+ P｛X = 3｝P｛Y≤ 0 | X = 3｝+ P｛X = 5｝P｛Y≤ 0 | X = 5｝

= 0. 1 ×
1
3

+ 0. 2 ×
1
4

+ 0. 7 ×
1
6

= 0. 2

例11 设袋中有18 只球，其中6 只为白球，12 只为黑球，现随机地从袋中依次一只一只地共摸出 4 只球，分

别就下列 2 种情况，求其中恰有 3 只白球的概率：

（1）有放回地摸球：（2）无放回地摸球.

分析 这个题可以用古典概率解，但希望学生尽可能不用排列组合，而用引入离散型随机变量来解决问

题.

解 设 X 表示取出的 4 只球中所含的白球个数

（1）随机地从袋中依次一只一只地取出 4 个球可以看成做了四次试验，由于是有放回地摸球，所以这四次

试验是相互独立的，令 A = ｛取出的球是白球｝，p = P（A） =
6
18

=
1
3

，所以 X ～ B 4，( )1
3

，故

P｛X = 3｝ = C3
4 × ( )1

3

3

×
2
3

=
8
81

.

（2）由于是无放回地摸球，所以依次取球的四次试验不是独立的，对照超几何分布的无放回的摸球模型，可知 X

服从超几何分布，其中 N = 18，M = 6，n = 4，所求概率对应分布律中 k = 3：

P｛X = 3｝ =
C3

6 C1
12

C4
18

=
4
51

例 12 将 3 个球随机地放入 4 个杯子，则第 1 个杯子恰有 1 个球的概率 p = .

分析 这是个古典概率问题，我们用随机变量法解，第 1 个杯子中有球的个数 X（是随机的）的可能取值为

0，1，2，3 个 . 具体分析时，对每个球进行一次观察（即试验），看 A =｛球落入第1 个杯子｝是否发生，显然共进行

了 3 次独立重复试验，每次试验只有二个可能结果 A，A，且 P（A） =
1
4

. 故 A发生的次数即第 1 个杯子中有球的

个数 X ～ B 3，( )1
4

.

解法一 设 X 表示第 1 个杯子中有球的个数，则 X ～ B 3，( )1
4

.

故 p = P｛第 1 个杯子恰有一个球｝ = P｛X = 1｝ = C1
3 ×

1
4

× ( )3
4

3 - 1

=
27
64

解法二 用有重复元素的排列做

p =
C1

3 × 32

43 =
27
64

例 13 某城市的自行车共 10 000 辆，牌照编号从 00 001 到 10 000，则事件“偶然遇到一辆自行车，其牌照

号码中有数字 8”发生的概率 β = .

解 令 X 表示牌照号码后 4 位数字中有数字 8 的个数，则用上例的分析方法可知 X ～ B（4，0. 1），故

β = P｛X≥ 1｝ = 1 - P｛X = 0｝ = 1 - 0. 94 = 0. 344

评述 上二个例题说明很多题目引进离散型随机变量后，求概率显得很简单，特别是古典型概率 . 而引

进的离散型随机变量在考研题中绝大多数是服从二项分布的，判断的三个关键问题：几次独立试验？关

心的事件 A是什么？P（A） = ？
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例 14 设随机变量 X 的概率密度为

f（x） =
2x，

0{ ，

0 < x < 1，

其它 .

以 Y表示对 X 的三次独立重复观察中事件 X≤{ }1
2

出现的次数，则 P｛Y = 2｝ = .

解 显然 Y ～ B（3，p），

p = P X≤{ }1
2

= ∫
1
2

0
2xdx =

1
4

，

故

P｛Y = 2｝ = C2
3 ×

1
4

× ( )3
4

2

=
27
64

评述 以上二例是离散型和连续型随机变量综合在一起的题型，在考研题中经常出现，而综合在一起的

离散型随机变量绝大部分又是服从二项分布的 . 所以必须对 n 重独立重复试验和二项分布熟练掌握.

例 15 （1）（00，3 分）设随机变量 X 的概率密度为

f（x） =

1
3

，x ∈［0，1］

2
9

，x ∈［3，6］

0，

{
其它

若 k 使得 P｛X≥ k｝ =
2
3

，则 k 的取值范围是 .

（2）在区间（0，1）上随机取 4 个数，已知其中至少有一个数大于 k 的概率为 0. 9999，则常数 k = .

解 （1）由 P｛X≥ k｝ =
2
3

得 P｛X < k｝ =
1
3

，即应选 k，使∫
k

- �
f（x）dx =

1
3

，注意由

f（x） =

0， x < 0

1
3

， 0 ≤ x ≤ 1

0， 1 < x < 3

2
9

， 3 ≤ x ≤ 6

0， x >













6

可得

F（x） =

0， x < 0

x
3

， 0 ≤ x < 1

1
3

， 1 ≤ x < 3

2x - 3
9

，3 ≤ x < 6

1， x ≥















6

所以 k 的取值范围应为 1 ≤ k < 3.

（2）设 Y表示取出的 4 个数字中大于 k 的个数，显然 0 < k < 1，则 Y ～ B（4，p），其中 p = P｛取出的数大于

k｝ = ∫
1

k
1dx = 1 - k

故

P｛Y≥ 1｝ = 1 - P｛Y = 0｝ = 1 - k4

由 0. 9999 = 1 - k4

解得 k = 0. 1
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评述 由于考题很多题目都很类似，所以自己也可将题变一下，编出些题来考自己（可参看本章例 21）.

本题中是将（1）中连续型随机变量改编成（2）中离散型随机变量 . 还可再编出下面二题：

① 设随机变量 X 的分布函数为

F（x） =

0， x < 0

1
4

， 0 ≤ x < 1

1
3

， 1 ≤ x < 4

1， x ≥













4

若 k 使得 P｛X≥ k｝ =
2
3

，则 k 的取值范围是 .

② 设随机变量 X服从参数为 n = 4，p =
2
3

的二项分布，若 k 使得 P｛X≥ k｝ =
16
27

，则 k 的取值范围

是 .

例 16 假设测量的随机误差 X ～ N（0，102），试求在100 次独立重复测量中，至少有 3 次测量误差的绝对值

大于 19. 6 的概率 α，并利用泊松分布求出 a 的近似值 .（要求小数点后取两位有效数字）

［附表］

λ 1 2 3 4 5 6 7 ⋯

e - λ 0. 368 0. 135 0. 050 0. 018 0. 007 0. 002 0. 001 ⋯

解 令 A = ｛测量误差的绝对值大于 19. 6｝

p = P（A） = P｛| X | > 19. 6｝

= P｛X < - 19. 6｝+ P｛X > 19. 6｝

= FX（- 19. 6）+ 1 - FX（19. 6））

= Φ - 19. 6( )10
+ 1 - Φ 19. 6( )( )10

= （1 - Φ（1. 96））+（1 - Φ（1. 96））

= 2（1 - Φ（1. 96））

= 2（1 - 0. 975） = 0. 05

设 Y表示在 100 次独立重复试验中事件 A发生的次数，则 Y ～ B（100，0. 05），因此

α = P｛Y≥ 3｝ = 1 - P｛Y = 0｝- P｛Y = 1｝- P｛Y = 2｝

= 1 - 0. 95100 - 100 × 0. 05 × 0. 9599 -
100 × 99

2
× 0. 052 × 0. 9598

由泊松定理知 X 近似服从 λ = np = 100 × 0. 05 = 5 的泊松分布，故

α ≈ 1 - e - λ - λe - λ - λ2

2
e - λ

= 1 - e - λ 1 + λ + λ2( )2

= 1 - 0. 007 ×（1 + 5 + 12. 5）≈ 0. 87

评述 题目中有“正态分布”，所以概率 p = P｛| X | > 19. 6｝的计算特别容易！只要查表即可.

例 17 若随机变量 X 服从均值为 2，方差为 σ2 的正态分布，且 P｛2 < X < 4｝ = 0. 3，则 P｛X < 0｝ =

.

解 已知 0. 3 = P｛2 < x < 4｝ = FX（4）- FX（2） = Φ 2( )σ
- Φ（0），所以 Φ 2( )σ

= 0. 3 + Φ（0） = 0. 8，

故 P｛X < 0｝ = FX（0） = Φ 0 - 2( )σ
= 1 - Φ 2( )σ

= 1 - 0. 8 = 0. 2
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评述 ① 看到一个问题（填空，选择计算，证明）只要是涉及正态随机变量的概率计算问题，考生应马上

很有信心，因为它的概率计算总是两大步：第一步将所求概率用正态随机变量的分布函数来表示，第二

步正态变量的分布函数用标准正态分布函数表示 . 一查表马上可得答案.

② 由中心极限定理知正态随机变量有广泛应用，又由于正态随机变量具有很多很好的性质，有利于

理论研究，因此正态随机变量是个重点，它的有关概率计算必须非常熟练，而且要养成一个习惯，拿到题

目后首先要看题目中有没有随机变量是服从正态分布的.

例 18 （02，3 分）设随机变量 X服从正态分布 N（μ，σ2）（σ > 0），且二次方程 y2 + 4y + X = 0 无实根的概

率为 1
2

，则 μ = .

解法一 P｛无实根｝ = P｛42 - 4X < 0｝ = P｛X > 4｝

= 1 - FX（4） = 1 - Φ 4 - μ( )σ
= 0. 5

由此解得 Φ 4 - μ( )σ
= 0. 5 = Φ（0），由4 - μ

σ
= 0 可解得 μ = 4.

解法二 P｛无实根｝ = P｛42 - 4X < 0｝ = P｛X > 4｝ = 0. 5

由于 P｛X > μ｝ = 0. 5，所以 μ = 4.

评述 1. 解法二的技巧在于正态分布 N（μ，σ2）的概率密度图形对称于直线 x = μ（图 16. 1），故 P｛X <

μ｝ = P｛X > μ｝ = 0. 5. 这类利用正态分布的概率密度的条形及概率的几何意义的考题类型在 2004 年中

又出现：（04，4 分）设随机变量 X服从正态分布 N（0，1），对给定的 α（0 < α < 1），数 uα 满足 P｛X > uα｝

= α. 若 P｛| X | < x｝ = α，则 α 等于（ ）：

（A）u α
2

（B）u
1 - α

2
（C）u1 - α

2
（D）u

1 - α
.

2. 求系数或常数项中含随机变量的 y 的二次方程有实根，有重根，无实根的概率在考研题中多次出

现，它们本质上归结为求已知分布的随机变量有关事件的概率，如果所给的分布是连续分布，则求概率相

对来说容易点，如果所给的分布是离散分布，则求概率相对来说繁一点，见第十七章例 6.

例 19 在电源电压不超过 200 伏，为 200 ～ 240 伏和超过 240 伏 3 种情况下，某种电子元件损坏的概率分

别为 0. 1，0. 001 和 0. 2，假设电源电压 X 服从正态分布 N（220，252）. 试求：

（1）该电子元件损坏的概率 α；

（2）该电子元件损坏时，电源电压在 220 ～ 240 伏的概率 β.

分析 一看题目，马上要注意到涉及的随机变量 X 服从正态分布，立刻想到它的有关概率计算问题用二

大步即可解决 . 另一个是必须掌握善于用随机变量来表示事件.

解 已知 X ～ N（220，252），令 B1 = （X≤ 200），B2 = ｛200 < X≤ 240｝，B3 = ｛X > 240｝，A = ｛电子元

件损坏｝，显然 B1 ，B2 ，B3 构成完全事件组！且

P（B1） = P｛X≤ 200｝ = FX（200） = Φ 200 - 220( )25
= Φ（- 0. 8） = 0. 212

P（B2） = P｛200 ≤ X≤ 240｝ = FX（240）- FX（200） = Φ（0. 8）- Φ（- 0. 8） = 0. 576

图 16. 1

P（B3） = P｛X > 240｝ = 1 - FX（240） = 1 - Φ（0. 8） = 0. 212

又由题设知

P（A| B1） = 0. 1，P（A| B2） = 0. 001，P（A| B3） = 0. 2.

（1）由全概率公式得

α = P（A） = ∑
3

i = 1

P（Bi）P（A| Bi） = 0. 0642

（2）由贝叶斯公式得

β = P（B2 | A） =
P（B2）P（A| B2）

P（A）
= 0. 009
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评述 全概率公式和贝叶斯公式是考题中的一个重要考点，经常会出此类考题，对完全事件组 B1 ，B2 ，

⋯，Bn 的概率计算有 3 种题型：第十五章例 17 是用古典概率方法计算，本章例 10 是用离散型随机变量的

概率分布计算，本题是用连续型随机变量的概率密度计算 . 把各种情况全组合起来实际上就属于综合，

所以请读者把上述几个例子同时复习、对照，从中提高自己的综合能力.

例 20 假设随机变量 X 在 - π
2

，π[ ]2
上服从均匀分布，分别求下列随机变量的概率分布：（1）Y = tanX；

（2）Z = tan
X
2

.

分析 这是求一维连续型随机变量的函数 Y = g（X）的概率密度的问题，这类问题只要能用 § 16 - 3 中的

定理就尽量用它来解决问题.

解 已知 X 的概率密度为 fX（x） =
1
π

，- π
2

< x < π
2

0，
{

其它

（1）Y = tanX：将大写随机变量换成相应的小写变量后得 y = tanx，研究 y = tanx 是否满足定理的条件：在

- π
2

，π( )2
上 tanx 可导，且（tanx）' = sec2 x > 0，满足定理条件，所以可以用定理 . y = tanx 的反函数 x =

arctany. 在写 fY（y）具体表达式前先看α = min tan - π( )2
，tan π( ){ }2

= - � ，β = max tanx - π( )2
，tan π( ){ }2

= +

� ，由于（α，β） = （- � ，+ � ）（充满实数轴，所以 fY（y）的表达式中没有“0，其它”），故

fY（y） = fX（h（y））| h（y）' | =
1
π

· 1
1 + y2 ，- � < y < + �

（2）Z = tan
X
2

：z = tan
x
2

满足 tan
x( )2

' =
1
2

sec2 x
2

> 0 在 - π
2

，π( )2
上，所以可用定理，反函数为 x =

2arctanz，（α，β） = （- 1，1）（不充满实数轴，所以 fZ（z）的表达式带花括号“｛”）.

fZ（z） =
fZ（2arctanz）·| （2arctanz）' | =

1
π

· 2
1 + z2 ，- 1 < z < 1

0，
{

其它

评述 由于 Y = g（X）的概率分布在考研题中出现比较频繁，所以这是一个重点，必须要先检查定理的

条件是否满足，如果满足接下来就是正确书写 fY（y）的表达式.

例 21 （1）设随机变量 X 的概率密度为 fX（x） =
1

π（1 + x2）
，求随机变量 Y = 1 -

3

槡X 的概率密度函数

fY（y）.

（2）设随机变量 X 的概率分布为

X - 1 0 1 8

p 0. 3 0. 2 0. 4 0. 1

求随机变量 Y = 1 -
3

槡X 的概率分布.

解 （1）y = 1 -
3

槡x 的导数（1 -
3

槡x）' = -
1

3
3

x槡 2
< 0，所以可用定理，它的反函数 x =（1 - y）3 ，（α，β）=（-

� ，+ � ），所以

fY（y） = fX（（1 - y）3）·| （（1 - y）3）' | =
1

π（1 +（1 - y）6）
·3（1 - y）2 ，- � < y < + �

（2）Y的可能取值为 - 1，0，1，2.

P｛Y = - 1｝ = P｛1 -
3

槡X = - 1｝ = P｛X = 8｝ = 0. 1

P｛Y = 0｝ = P｛1 -
3

槡X = 0｝ = P｛X = 1｝ = 0. 4

P｛Y = 1｝ = P｛1 -
3

槡X = 1｝ = P｛X = 0｝ = 0. 2
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P｛Y = 2｝ = P｛1 -
3

槡X = 2｝ = P｛X = - 1｝ = 0. 3

故 Y的分布为

Y - 1 0 1 2

p 0. 1 0. 4 0. 2 0. 3

评述 同样是求 Y = 1 -
3

槡X 的概率分布，当给定的随机变量 X 是连续型，即已知 X 的 fX（x）时，问题转

化为直接应用 § 16 - 3 的定理；但当 X是离散型时，即已知 X的分布律时，求 Y的分布律本质上就是求事

件的概率，主要用事件的分解和概率计算公式原则上考察考生是否熟练掌握事件的运算及概率的运算

方式 . 不是用古典概率，而是通过求离散型随机变量函数的分布律，进一步可参看第十七章例 19.

例 22 设随机变量 X在区间（0，1）上服从均匀分布，且 X =
1
2

［1 + u（Y）］，其中 u（y） =
2

2槡 π∫
y

0
e - t2

2 dt，求

随机变量 Y的概率密度.

解 记 x =
1
2

［1 + u（y）］的反函数为 y = g（x），则 X =
1
2

［1 + u（Y）］也可看成 Y = g（X），现已知 X的

概率密度为 fX（x） =
1， 0 < x < 1

0，{ 其它

fY（y）能否用定理求关键在于 y = g（x）是否满足定理条件，注意它的反函数有 dx
dy

=
d
dy

1
2

［1 + u（y）］=
1
2

·

2

2槡 π
e - y2

2 > 0，即 x = x（y）是单调可导函数，且导数不为零，故它的反函数 y = g（x）存在、单调、可导，且 g'（x）

=
dy
dx

=
1
dx
dy

= 2槡 πe
y2
2 > 0. 因此 y = g（x）满足定理的条件，它的反函数 x = h（y）就是 x =

1
2

［1 + u（y）］.

因此

fY（y） =
fX（h（y）| h'（y）| ，y ∈｛y | 0 <

1
2

［1 + u（y）］< 1｝

0，
{

其它

=
1 ×

2

2槡 π
e - y2

2 ，y ∈｛y | 0 <
1
2

［1 + u（y）］< 1｝

0，
{

其它

评述 在2003 年就出现了这种类型的考题：设随机变量 X的概率密度为 f（x）=

1

3
3

x槡 2
， x ∈［1，8］

0，
{

其它

，

F（x）是 X的分布函数，求随机变量 Y = F（X）的分布函数.（答案：是［0，1］上的均匀分布）. 如把这个考

题的概率密度换成是参数为 2 的指数分布，就变成了本章的预测·强化训练 17 题中的第 15 题.

预测·强化训练十六

1. 设 X ～ N（μ，σ2），则随 σ2 的增大，概率 P｛| X - μ | < σ｝（ ）

（A）单调增大 （B）单调减小 （C）保持不变 （D）增减不定

2. 设随机变量 X ～ N（μ，42），随机变量 Y ～ N（μ，52），记 p1 = P｛X≤ μ - 4｝，p2 = P｛Y≥ μ + 5｝，则

（A）对任何实数 μ，都有 p1 = p2 （B）对任何实数 μ，都有 p1 < p2

（C）只对 μ 的个别值，才有 p1 = p2 （D）对任何实数 μ，都有 p1 > p2

3. 设 F1（x）与 F2（x）分别为随机变量 X1 和 X2 的分布函数，为使 F（x） = aF1（x）- bF2（x）是某一随机变量

的分布函数，在下列给定的各组数值中应取（ ）

（A）a =
3
5

，b = -
2
5

（B）a =
2
3

，b =
2
3
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（C）a = -
1
2

，b =
3
2

（D）a =
1
2

，b = -
2
3

4. 已知随机变量 X的概率密度函数 f（x）=
1
2

e - | x| ，- � < x < + � 则 X的概率分布函数 F（x）= .

5. 已知随机变量 X 的分布律为

X - 1 2 3 4

p 0. 2 0. 3 0. 1 0. 4

则它的分布函数值 FX（2. 5） = .

6. 设随机变量 X 的概率分布为 P｛X = k｝ = abk（k = 1，2，3，4）其中常数 b > 0，则 a 的值为 .

7. 已知随机变量 X 服从泊松分布，且 P｛X = 1｝ = P｛X = 2｝，则 P｛X≥ 1｝ = .

8. 已知随机变量 X 服从正态分布 N（μ，σ2），且 P｛X > μ + kσ｝ = 0. 95，则常数 k = .

9. 设随机变量 X 服从参数为 1 的指数分布，则关于 x 的二次方程 4x2 + 4Xx +（X + 2） = 0 无实根的概率为

.

10. 设随机变量 X 的分布函数为 F（x） =

0，

0. 3，

0. 8，

1
{

，

x < - 3

- 3 ≤ x < - 1

- 1 ≤ x < 2

x ≥ 2

则 Y = X3 - 1 的分布律为 .

11. 袋中有 4 个红球，6 个黑球，求在从袋中有放回地摸球 200 次中红球出现 30 次的概率 α.

12. 某地抽样调查结果表明，考生的外语成绩（百分制）近似正态分布，平均成绩为 72 分，96 分以上的占考生

总数的 2. 3% ，试求考生的外语成绩在 60 分到 84 分之间的概率.

［附表］

x 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0 2. 5 3. 0

Φ（x） 0. 500 0. 692 0. 841 0. 933 0. 977 0. 994 0. 999

表中 Φ（x）是标准正态分布函数.

13. 一汽车沿一街道行驶，需要通过 3 个均设有红绿信号灯的路口，每个信号灯为红或绿与其它信号灯为红

或绿相互独立，且红绿两种信号显示的时间相等 . 以 X 表示该汽车首次遇到红灯前已通过的路口的个数.

（1）求 X 的概率分布；（2）求 E 1
1( )+ X

14. 假设随机变量 X 服从参数为 2 的指数分布，证明：Y = 1 - e- 2X 在区间（0，1）上服从均匀分布.

15.（1）已知随机变量 X 服从区间（0，4）上的均匀分布，求 Y = X2 的概率分布
（2）已知随机变量 T 服从区间（- 2，4）上的均匀分布，求 Z = T2 的概率分布.

16. 往小木栓上每次投掷1 个环圈，投掷直到套中或全部投完5 个环圈时结束 . 如果套中的概率为0. 9，求直

到投掷结束所需投掷次数 X 的概率分布.

简明解答

1. （C）. P｛| X - μ | < σ｝ = P｛μ - σ < X < μ + σ｝ = F（μ - σ）- F（μ + σ）

= Φ μ + σ - μ( )σ
- Φ μ - σ - μ( )σ

= Φ（1）- Φ（- 1）是不变的常数 .

2. （A）. p1 = P｛X≤ μ - 4｝ = FX（μ - 4） = Φ μ - 4 - μ( )4
= Φ（- 1） = 1 - Φ（1），p2 = P｛Y≥ μ + 5｝ = 1

- FY（μ + 5） = 1 - Φ μ + 5 - μ( )5
= 1 - Φ（1），故 p1 = p2.

3. （A）. 由分布函数性质 ② lim
x→+�

F（x） = lim
x→+�

［aF1（x）- bF2（x）］= a - b = 1，经检验知只有（A）满足此式 .

4.

1
2

ex， x < 0

1 -
1
2

e- x， x ≥{ 0
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5. 0. 5. FX（2. 5） = ∑
x≤2. 5

P｛X = x｝ = 0. 2 + 0. 3 = 0. 5

6.
1 - b
1 - b5. 由∑

i

pi = 1 得 a（b + b2 + b3 + b4） = 1 可得

a =
1

b + b2 + b3 + b4 =
1 - b
1 - b5

7. 1 - e- 2. 由 P｛X = 1｝ = P｛X = 2｝得e - λ·λ1

1！
=

e - λ·λ2

2！
，解得 λ = 2，故 P｛X≥ 1｝ = 1 - P｛X = 0｝ = 1

- e - 2.

8. - 1. 65. 0. 95 = P｛X > μ + kσ｝ = 1 - P｛X≤ μ + kσ｝ = 1 - FX（μ + kσ） = 1 - Φ（k） = Φ（- k），得 - k

= 1. 65.

9. 1 - e - 2. P｛无实根｝ = P｛（4X）2 - 16（X + 2） < 0｝ = P｛- 1 < X < 2｝ = ∫
2

0
e - xdx = 1 - e - 2.

10.

Y - 28 - 2 7

p 0. 3 0. 5 0. 2

11. C30
200 × 0. 430 × 0. 6170. 由于是有放回地摸球，所以各次摸球试验相互独立，每次摸球只有 2 个可能结果 . 令

A = ｛摸出是红球｝，则 P（A） =
4
10

= p 为常数，故 A发生的次数 X ～ B（200，0. 4）.

于是 α = P｛X = 30｝ = C30
200 × 0. 430 × 0. 6170

12. 设考生的外语成绩为 X（分），则 X ～ N（μ，σ2），其中 μ = 72，由下列已知条件先求 σ2 ：

0. 023 = P｛X≥ 96｝ = 1 - P｛X < 96｝ = 1 - Φ 24( )σ

即 Φ 24( )σ
= 0. 977，查表得 Φ（2） = 0. 977，所以24

σ
= 2，故 σ = 12，因此，所求概率为

P｛60 ≤ X≤ 84｝ = FX（84）- FX（60） = Φ（+ 1）- Φ（- 1）

= 2Φ（1）- 1 = 0. 682

13. （1）X 的可能取值为 0，1，2，3. 令 Ai = ｛汽车在第 i 个路口遇到红灯｝，则 A1 ，A2 ，A3 相互独立，且 P（Ai） =

P（Ai） =
1
2

，i = 1，2，3.

P｛X = 0｝ = P（A1） =
1
2

P｛X = 1｝ = P（A1 A2） = P（A1）P（A2） =
1
4

P｛X = 2｝ = P（A1 A2 A3） = P（A1）P（A2）P（A3） =
1
8

P｛X = 3｝ = P（A1 A2 A3） = P（A1）PA2）P（A3） =
1
8

（2）E 1
1( )+ X

= ∑
3

i = 0

1
1 + i

P｛X = i｝ =
1
1

×
1
2

+
1

1 + 1
×

1
4

+
1

1 + 2
×

1
8

+
1

1 + 3
×

1
8

=
67
96

14. 已知 X 的概率密度为

f（x） =
2e - 2x，

0{ ，

x > 0

x ≤ 0

y = 1 - e - 2x 在（0，+ � ）上可导，且（1 - e - 2x）' = 2e - 2x > 0，所以可用定理，反函数 x = -
1
2

ln（1 - y），（α，

β） = （0，1），因此，Y = 1 - e - 2X 的概率密度为

fY（y） =
2e - 2 - 1

2
ln（1 - y( )） · -

1
2

×
- 1

1 - y
，0 < y < 1

0，
{

其它

=
1， 0 < y < 1

0，{ 其它
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即 Y在（0，1）上服从均匀分布 .

15. 分析 本题主要体会当求 Y = g（X）的概率密度时，能不能用定理？为什么？如果不能用定理时，又该如何

求 fY（y）.

（1）X 的概率密度为 fX（x） =
1
4

，0 < x < 4

0，
{

其它

而 y = x2 在（0，4）上（x2）' = 2x > 0，所以可以用定理 . 反函数为 槡x = y，（α，β） = （0，16），所以

fY（y） =
1
4

· 1

2 槡y
，0 < y < 16

0，
{

其它

（2）由于 z = t2 在（- 2，4）上（t2）' = 2t 不恒 > 0 或 < 0，所以不能用定理 . 这时只能先求出分布函

数 FZ（z），然后求出 fZ（z） =
dFZ（z）

dz
并计算可求得 z = T2 的概率密度为

fZ（z） =

1

6槡z
， 0 < z < 4

1

12槡z
， 4 ≤ z < 16

0，










其它

评述 1. 本题（2）中求 FZ（z）用了两种不同方法：当 0 < z < 4 时，FZ（z）用 FT 来表示；当 4 < z < 16 时，

由 FZ（z）具体把它计算出来 . 读者可根据自己的爱好和习惯随便用哪种.

2. 本题也可出成下列形式的填空题：

设随机变量 X 服从（0，4）上的均匀分布，则随机变量 Y = X2 的概率密度 fY（y）在 y = 2 处的值为

.

设随机变量 X服从（0，4）上的均匀分布，则随机变量 Y = X2 的概率密度 fY（y）在（0，16）内的表达式

为 .

设随机变量 X 服从（0，4）上的均匀分布，则随机变量 Y = X2 的分布函数 FY（y）在 y = 4 处的值为

.

16. X 的可能取值为 1，2，3，4，5，考虑到各次投掷是相互独立的，故

P｛X = k｝ = （0. 1）k- 1 × 0. 9 k = 1，2，3，4

以上 4 个概率很容易求，剩下求 P｛X = 5｝，有二种方法：

解法一 P｛X = 5｝ = 1 - ∑
4

k = 1

pk = 0. 0001. 太容易了！

解法二 事件｛X = 5｝发生，是下面 2 个事件的和事件：“前面 4 次都没套中，第 5 次套中，投掷结束”和

“前面 4 次都没套中，第 5 次也没套中，由于 5 个环圈都已投完，投掷结束”，且这 2 个事件互不相容，故

P｛X = 5｝ = 0. 14 × 0. 9 + 0. 15 = 0. 0001

由于∑
5

k = 1

P｛X = k｝ = 0. 9 + 0. 1 × 0. 9 + 0. 12 × 0. 9 + 0. 13 × 0. 9 + 0. 0001 = 1，所以答案正确.

显然这种解法要费神且易错. 所以，X 的概率分布为

X 1 2 3 4 5

p 0. 9 0. 09 0. 009 0. 0009 0. 0001

评述 直接求 P｛X = 5｝较难，而用分布列的关系式 P｛X = 5｝ = 1 - ∑
1≤i≤4

P｛X = i｝ = 0. 0001 就非常

简单 . 建立离散型随机变量的分布律时要经常灵活地使用这个技巧 .
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书书书

第十七章 二维随机变量及其概率分布

考试要求

1. 理解二维随机变量的概念，理解二维随机变量的联合分布的概念、性质，掌握离散型联合概率分布，边缘

分布和条件分布；连续型联合概率密度、边缘密度和条件密度. 会利用二维概率分布求有关事件的概率.

2. 理解随机变量的独立性及不相关概念，掌握离散型和连续型随机变量独立的条件.（本书将不相关归到

下章中）

3. 掌握二维均匀分布，和二维正态分布，理解其中参数的概率意义.

4. 会求两个独立随机变量的简单函数的分布.

考试要点分析与题型分析

要会熟练地求离散型二维随机变量（X，Y）的联合分布，尤其是当 X，Y都是只取二个可能取值的情况（见例

1），它本质上还是求概率的问题. 离散型二维随机变量的函数的分布律求法和一维随机变量的函数的分布律求相

类似，也是用第十五章的方法求概率的问题（见例 10、18、28）.

连续型二维随机变量的任何概率论问题都是重点，而且它们的解决都要用积分，无论是求概率（见例 12），求

分布函数（见例5），求边缘概率密度（见例9，10），求随机变量函数的概率密度（见例20、21、22、27、28）和数字特征

（见第十八章例12，13）等 . 所以必须切记解决上述问题相应的积分是几重积分？积分域是什么？被积表达式？具体

的计算涉及考生的“积分”水平如何.

上述问题中积分的简化计算就显得非常重要：①如果 Z，Y相互独立，则 P｛X∈D1 ，Y∈D2｝= P｛X∈D1｝P｛Y

∈ D2｝（见例16）. f（x，y）= fX（x）fY（y），E（XY）= EX·EY（见例16）. 这些计算就大大简化. ②如果 X，Y不仅独立，

而且都服从正态分布，则很多求概率，简单函数的概率密度，数字特征就根本不用积分，只要进行四则运算即可

（例23、24、25）. 所以拿到题目首先要看有没有四个字“独立，正态”，有时题目不告诉你 X，Y独立，而只给出联合概

率密度或联合分布函数，这时要能从它们的表达式看出 X，Y是否相互独立（见例 14，15，16）.

讨论随机变量的独立性和不相关又是考研题中的一个常见题型，必须注意并熟练掌握它.

求二个相互独立的随机变量的函数的概率分布也是常见题型之一.

§ 17 - 1 二维随机变量及其分布

一、二维随机变量

设随机试验 E 的样本空间为 Ω =｛e｝，X = X（e），Y = Y（e）是定义在 Ω 上的两个随机变量，称（X，Y）为二

维随机变量或二维随机向量 .

二、二维随机变量（X，Y）的（联合）分布函数

1. 设（X，Y）是二维随机变量，对于任何实数 x，y，二元函数

F（x，y） = P（｛X≤ x｝∩｛Y≤ y｝）
△

P｛X≤ x，Y≤ y｝

称为二维随机变量（X，Y）的联合分布函数，简称为分布函数 .

2. 概率计算公式

P｛x1 < X≤ x2 ，y1 < Y≤ y2｝ = F（x2 ，y2）- F（x2 ，y1）- F（x1 ，y2）+ F（x1 ，y1）

三、二维离散型随机变量

1. 二维离散型随机变量

如果二维随机变量（X，Y）的所有可能取值数对是有限对或可列无限多对，则称（X，Y）为离散型的 .
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2. 二维离散型随机变量的联合概率分布

设二维离散型随机变量（X，Y）的所有可能取值的数对为（xi ，yj），i，j = 1，2，⋯，记 P｛X = xi ，Y = yj｝ = pij，

i，j = 1，2⋯，如果它满足

①pij ≥ 0 ②∑
i
∑

j

pij = 1

则称 P｛X = xi ，Y = yj｝ = pij，i，j = 1，2，⋯ 为二维离散型随机变量（X，Y）的联合概率分布或联合分布律，它也

可以用列表法给出 .

四、二维连续型随机变量

1. 二维连续型随机变量

设二维随机变量（X，Y）的联合分布函数为 F（x，y），如果存在非负函数 f（x，y），使对于任意 x，y 有

F（x，y） = ∫
y

- � ∫
x

- �
f（u，v）dudv

则称（X，Y）是连续型二维随机变量，函数 f（x，y）称为二维随机变量（X，Y）的联合概率密度，或简称概率密度 .

2. 联合概率密度的性质

（1）f（x，y）≥ 0

（2）∫
+�

- � ∫
+�

- �
f（x，y）dxdy = 1；

（3）已知二维随机变量（X，Y）的概率密度为 f（x，y），则

P｛（X，Y）∈ D｝ = 
D

f（x，y）dxdy

其中 D 是 xOy 平面上的一个区域，

P｛a < g（X，Y） < b｝ = 
a < g（x，y）< b

f（x，y）dxdy

评述 上面第 2 式只是作为例子，用来说明求用随机变量不等式表示的事件例如｛a < g（X，Y） < b｝的

概率时，只要把不等式中的大写随机变量换成小写的积分变量，所得的不等式（a < g（x，y） < b）作为二

重积分的积分域，以联合概率密度 f（x，y）为被积函数的二重积分值即为该事件的概率 .

3. 常见二维连续型随机变量分布

（1）（X，Y）服从参数为 μ1 ，μ2 ，σ2
1 ，σ2

2 ，ρ 的正态分布，它的联合概率密度为

f（x，y） =
1

2πσ1σ2 1 - ρ槡 2
·exp

- 1
2（1 - ρ2）

（x - μ1）
2

σ2
1

- 2ρ
（x - μ1）（y - μ2）

σ1σ2

+
（y - μ2）

2

σ[ ]{ }2
2

- � < x < � ，- � < y < �

（2）（X，Y）在面积为 SD 的区域 D 上服从均匀分布，它的联合概率密度为

f（x，y） =
1
SD

，（x，y）∈ D

0，
{

其它

和在区间（a，b）上均匀分布的等可能性类似：如随机点（X，Y）落在区域 D 内的任何子区域上的概率和子区域

面积成正比，而和子区域的位置无关，则（X，Y）服从区域 D 上的均匀分布 .

二维均匀分布的性质：设（X，Y）在 D 上服从均匀分布，A为 D 的子区域（即 A D），则

P｛（X，Y）∈ A｝ =
SA

SD

这就是考研题中常用的技巧：用二维均匀分布求几何型概率或反过来用几何型概率求二维均匀分布的概率（见

例 12，例 13 和第十八章例 11 解四）

·464·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版） 【北京大学·清华大学·中国人民大学】



§ 17 - 2 二维随机变量的边缘分布及条件分布

一、联合分布函数与边缘分布函数的关系

设随机变量 X和 Y的分布函数分别为 FX（x）和 FY（y），则依次称为二维随机变量（X，Y）关于 X和关于 Y的

边缘分布函数 .

如果已知二维随机变量（X，Y）的联合分布函数为 F（x，y），则（X，Y）关于 X 和 Y的边缘分布函数分别为

FX（x） = F（x，+ � ），FY（y） = F（+ � ，y）

反之则不然，已知（X，Y）关于 X 和 Y的边缘分布函数，但不能求得联合分布函数 .

二、联合分布律与边缘分布律的关系

随机变量 X和 Y的分布律分别称为（X，Y）关于 X和关于 Y的边缘分布律 . 如果已知（X，Y）的联合分布律
为 pij，i，j = 1，2，⋯，则可求得边缘分布律：

（X，Y）关于 X 的边缘分布律为

P｛X = xi｝ = ∑
j

pij = pi·，i = 1，2，⋯

（X，Y）关于 Y的缘分布律为

P｛Y = yj｝ = ∑
i

pij = p·j，j = 1，2，⋯

反之不然，知道（X，Y）关于 X 和关于 Y的边缘分布律，不能得到（X，Y）的联合分布律 .

三、联合概率密度与边缘概率密度的关系 .

设随机变量 X 和 Y的概率密度 fX（x）和 fY（y），则依次称它们为二维随机变量（X，Y）关于 X和关于 Y的边

缘概率密度 .

如果已知二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为 f（x，y），则（X，Y）关于 X 和 Y的边缘概率密度分别为

fX（x） = ∫
�

- �
f（x，y）dy，fY（y） = ∫

�

- �
f（x，y）dx

反之则不然，知道（X，Y）关于 X和 Y的边缘概率密度为 fX（x）和 fY（y），却不能确定联合概率密度 f（x，y）.

四、条件分布

1. 条件分布函数

设有二维随机变量（X，Y），对任意固定的正数 ε，P｛y - ε < Y≤ y + ε｝ > 0，若极限

lim
ε→0 +

P｛X≤ x | y - ε < y ≤ y + ε｝ = lim
ε→0 +

P｛X≤ x，y - ε < Y≤ y + ε｝
P｛y - ε < Y≤ y + ε｝

存在，则称此极限为在条件 Y = y 下 X的条件分布函数，记为 P｛X≤ x | Y = y｝或 FX| Y（x | y）

2. 条件分布律

设（X，Y）是二维离散型随机变量，对于固定的 j，若 P｛Y = yj｝ > 0，则称

P｛X = xi | Y = yj｝ =
P｛X = xi ，Y = yj｝

P｛Y = yj｝
=

pij

p·j

，i = 1，2，⋯

为在 Y = yj 条件下随机变量 X 的条件分布律 .

同样，对固定的 i，若 P｛X = xi｝ > 0，则称

P｛Y = yj | X = xi｝ =
P｛X = xi ，Y = yj｝

P｛X = xi｝
=

pij

pi·

，j = 1，2，⋯

为在 X = xi 条件下随机变量 Y的条件分布律 .

3. 条件概率密度

设二维连续型随机变量的联合概率密度为 f（x，y），则在条件 Y = y 下 X 的条件概率密度 fX| Y（x | y）为
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fX| Y（x | y） =
f（x，y）
fY（y）

在条件 X = x 下 Y的条件概率密度 FY| X（y | x）为

FY| X（y | x） =
f（x，y）
fX（x）

§ 17 - 3 随机变量的独立性

一、随机变量相互独立和它的充要条件

1. 设 F（x，y），FX（x），FY（y）分别是二维随机变量（X，Y）的联合分布函数及边缘分布函数，如对于所有 x，

y，有 F（x，y） = FX（x）FY（y）

则称随机变量 X 和 Y是相互独立的 .

2. 设二维离散型随机变量（X，Y）的联合分布律为 pij，i，j = 1，2，⋯，则“X和 Y相互独立”的充要条件是“pij

= pi·p·j 对一切 i，j = 1，2，⋯ 成立”.

3. 连续型随机变量的独立性

设 f（x，y），fX（x），fY（y）分别是（X，Y）的联合概率密度和边缘概率密度，则 X和 Y相互独立的充要条件是对

所有 x 和 y，等式 f（x，y） = fX（x）fY（y）成立 .

评述 拿到考题后首先要看随机变量是否独立 . 当给出 f（x，y）或 F（x，y）时，如何看出 X，Y是否独立的

技巧，请参看例 14 的评述和例 15.

二、定理

设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 相互独立，把它们分成 k 个没有公共元素的组，每个组产生一个新的随机变量，则这 k 个新

的随机变量相互独立 .

例如：如果 X1 ，X2 ，⋯，X5 相互独立，则 X1 X2 和 X2
3 + 4X4 X5 相互独立 .

§ 17 - 4 两个随机变量简单函数的概率分布

一、二维离散型随机变量函数的概率分布

和一维情况类似，求二维离散型随机变量函数的概率分布主要利用事件的分解及概率公式 .

二、二维连续型随机变量函数的概率分布

1. 已知二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为 f（x，y），则随机变量 Z = X + Y的概率密度为

FZ（z） = ∫
+�

- �
f（x，z - x）dx 

或 ∫
+�

- �
f（z - y，y）dy

特别地，当随机变量 X 和 Y相互独立，且概率密度分别为 fX（x），fY（y）时，则随机变量 Z = X + Y的概率密度为

fZ（z） = ∫
+�

- �
fX（x）fY（z - x）dx 

或 ∫
+�

- �
fX（z - y）fY（y）dy

2. 已知二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为 f（x，y），则随机变量 Z =
X
Y

的概率密度为

fZ（z） = ∫
+�

- �
| y | f（yz，y）dy

特别地，当随机变量 X 和 Y相互独立，且概率密度分别为 fX（x），fY（y）时，则随机变量 Z =
X
Y

的概率密度为
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fZ（z） = ∫
+�

- �
| y | fX（yz）fY（y）dy

评述 在应用 1，2 中的公式求独立随机变量之和或商的概率密度 fZ（z）的计算中，一般考生的难点在于

不知怎么处理复合函数 fY（z - x），fX（z - y）或 fX（yz）. 请看例 20 题解的每一步附注 .

三、随机变量 max（X，Y），min（X，Y）

研究生考题中经常出现有关随机变量 min（X，Y），max（X，Y）的概率和概率分布的计算，它主要涉及下面 4 个

必须熟记的事件等式：

｛max（X，Y）≤ u｝ = ｛X≤ u｝∩｛Y≤ u｝

｛max（X，Y） > u｝ = ｛X > u｝∪｛Y > u｝

｛min（X，Y）≤ v｝ = ｛X≤ v｝∪｛Y≤ v｝

｛min（X，Y） > v｝ = ｛X > v｝∩｛Y > v｝

四、正态随机变量的性质

1. 设随机变量 X ～ N（μ，σ2），则 aX + b ～ N（aμ + b，a2σ2）

2. 设随机变量 Xi ～ N（μi ，σ
2
i ），i = 1，2，⋯，n，且相互独立，则

∑
n

i = 1

ci Xi + c0 ～ N ∑
n

i = 1

ciμi + c0 ，∑
n

i = 1

c2
i σ

2( )i

3. 设（X，Y）服从参数为 μ1 ，μ2 ，σ2
1 ，σ2

2 ，ρ 的二维正态分布，则：

①X ～ N（μ1 ，σ2
1），Y ～ N（μ2 ，σ2

2）；即二维正态分布的边缘分布都是正态分布

②X，Y相互独立的充要条件是 ρ = 0.

五、其它类型二维随机变量简单函数的概率分布

求其它类型随机变量 Z = g（X，Y）的概率密度，都先求分布函数 FZ（z），关键用公式 P｛g（X，Y）≤ z｝ =


g（x，y）≤z

f（x，y）dxdy，归结为求二重积分，然后用求导得 fZ（z）.

评述 对连续型随机变量，无论是概率论中什么运算：求概率，边缘概率密度，独立随机变量之和的概率

密度等等，以及求数字特征（见下章）全都会用到积分，唯独相互独立的正态随机变量的上述问题不用积

分，只要进行四则运算及查表即可 . 而对离散型随机变量求概率，分布律，数字特征，⋯ 都归结为分析事

件间关系及应用相应的概率公式求概率，上述问题的计算只涉及 +、- 、×、÷ 四则运算 .

§ 17 - 5 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 （04，13 分）设 A，B 为两个随机事件，且 P（A） =
1
4

，P（B | A） =
1
3

，P（A| B） =
1
2

，令

X =
1， A发生

0， A不发生{ ；
Y =

1， B 发生

0， B{ 不发生

求：（Ⅰ）二维随机变量（X，Y）的概率分布；

（Ⅱ）X 与 Y的相关系数 ρXY；

（Ⅲ）Z = X2 + Y2 的概率分布.

解 （Ⅰ）首先要明确（X，Y）的可能取值数对为（1，1），（1，0），（0，1），（0，0），且

P｛X = 1，Y = 1｝ = P（AB） = P（A）P（B | A） =
1
4

· 1
3

=
1
12
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P｛X = 1，Y = 0｝ = P（AB） = P（A）- P（AB） =
1
4

-
1
12

=
1
6

P｛X = 0，Y = 1｝ = P（AB） = P（B）- P（AB） =
P（AB）

P（A| B）
- P（AB） =

1
12

P｛X = 0，Y = 0｝ = P（AB） = P（A）- P（AB） = （1 -
1
4

）-
1
12

=
2
3

所以 （X，Y）的联合分布律为

Y
X

0 1 P｛X = xi｝

0
2
3

1
12

3
4

1
1
6

1
12

1
4

P｛x = yi｝
5
6

1
6

（Ⅱ）（X，Y）关于 X，Y的边缘分布已在上表中算得

所以 EX =
1
4

，EX2 =
1
4

，DX = EX2 - （EX）2 =
3
16

EY =
1
6

，EY2 =
1
6

，DY = EY2 = （EY）2 =
5
36

E（XY） =
1
12

， Cov（X，Y） = E（XY）- EX·EY =
1
24

ρXY =
Cov（X，Y）

DX·槡 DY
=

1

槡15

（Ⅲ）Z 的可能取值为 0，1，2.

P｛Z = 0｝ = P｛X2 + Y2 = 0｝ = P｛X = 0，Y = 0｝ =
2
3

P｛Z = 1｝ = P｛X = 0，Y = 1｝+ P｛X = 1，Y = 0｝ =
1
4

P｛Z = 2｝ = P｛X = 1，Y = 1｝ =
1
12

.

故 Z 的分布律为

Z 0 1 2

P
2
3

1
4

1
12

评述 1. 又一次可见，求二维离散型随机变量的联合分布律和求一维离散型随机变量的分布律一样，都

归结为用事件的运算和概率的基本公式求事件的概率问题.

2. 本题中用随机事件（或随机变量）来定义新的双值离散型随机变量，这在研究考生题中经常出现，

例如 2002 年出现过如下考题：（02，8 分）假设随机变量 U 在区间［- 2，2］上服从均匀分布，随机变量

X =
- 1， U ≤ - 1

1， U > -{ 1
Y =

- 1， U ≤ 1

1， U >{ 1

试求：（1）X 和 Y的联合概率分布；（2）D（X + Y）.

例 2 （04，13 分）设随机变量 X在区间（0，1）内服从均匀分布，在 X = x（0 < x < 1）的条件上，随机变量

Y在区间（0，x）内服从均匀分布，求：

（Ⅰ）随机变量 X 和 Y的联合概率密度；

（Ⅱ）Y的概率密度；

（Ⅲ）概率 P｛X + Y > 1｝.

·864·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版） 【北京大学·清华大学·中国人民大学】



解 （Ⅰ）X 的概率密度为

fX（x） =
1， 0 < x < 1

0，[ 其它

在 X = x（0 < x < 1）的条件下，Y的条件密度为

fY| X（y | x） =
1
x

， 0 < y < x

0，
{

其它

当 0 < y < x 时，X 和 Y的联合概率密度为

f（x，y） = fX（x）fY| X（y | x） =
1
x

，

在其它点（x，y）处；有 f（x，y） = 0，即

f（x，y） =
1
x

， 0 < y < x < 1，

0，
{

其它

（Ⅱ）当 0 < y < 1 时，fY（y） = ∫
+�

- �
f（x，y）dx = ∫

1

y

1
x

dx = - lny，即

fY（y） =
- lny， 0 < y < 1

0，{ 其它

（Ⅲ）P｛X + Y > 1｝ = 
x+y > 1

f（x，y）dxdy = ∫
1

1
2

dx∫
x

1 - x

1
x

dy = 1 - ln2.

例 3 （06，4 分）从数 1，2，3，4 中任取一个数，记为 X，再从 1，⋯，X 中任取一个数记为 Y，则 P｛Y = 2｝ =

.

解 注意求事件｛Y = 2｝的概率它必然和离散随机变量 X有关，而 X是离散型随机变量，此时求 P｛Y = 2｝

必然是用全概率公式，且完全事件组是由｛X = 1｝，｛X = 2｝，｛X = 3｝，｛X = 4｝这 4 个事件组成，故

P｛Y = 2｝ = ∑
4

i = 1

P｛X = i｝P｛Y = 2 | X = i｝

=
1
4

·0 +
1
4

· 1
2

+
1
4

· 1
3

+
1
4

· 1
4

=
13
48

.

例 4 （01，7 分）设某班车起点站上客人数 X服从参数为 λ（λ > 0）的泊松分布，每位乘客在中途下车的概

率为 p（0 < p < 1），且中途下车与否相互独立，以 Y表示中途下车的人数，求：

（1）在发车时有 n 个乘客的条件下，中途有 m 人下车的概率；

（2）二维随机变量（X，Y）的概率分布 .

解 （1）在发车时有 n 个乘客，而每位乘客在中途下车与否相互独立（即对每位乘客观察其是否下车的试

验是相互独立的），中途下车（即事件 A）的概率为 p，所以 Y ～ B（n，p）.

故 P｛Y = m｝ = Cm
n pm（1 - p）n- m 0 ≤ m ≤ n；n = 0，1，2，⋯

（2）（X，Y）的联合分布律为

P｛X = n，Y = m｝ = P｛X = n｝P｛Y = m | X = n｝

=
e - λ

n！
λn ·Cm

n pm（1 - p）n- m 0 ≤ m ≤ n；n = 0，1，2，⋯

例 5 （05，4 分）设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y） =
1， 0 < x < 1，0 < y < 2x，

0，{ 其它

求：P｛Y≤ 1
2

| X≤ 1
2

｝.

解 P｛Y≤ 1
2

| X≤ 1
2

｝ =
P｛X≤ 1

2
，Y≤ 1

2
｝

P｛X≤ 1
2

｝
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=
∫

1
2

0 ∫
1
2

y
2

1dxdy

∫
1

0 ∫
1
2

y
2

1dxdy

=
3 /16
1 /4

=
3
4

.

例 6 （1）已知随机变量 X 和 Y的联合概率密度为

φ（x，y） =
4xy，

0{ ，

0 ≤ x ≤ 1，0 ≤ y ≤ 1

其它

求（X，Y）的联合分布函数 .

（2） 已知离散随机变量（X，Y）的联合概率分布为

P｛X = 0，Y = 0｝ = 0. 3，P｛X = 1，Y = 1｝ = 0. 7

求（X，Y）的联合分布函数 .

图 17 - 1

分析 把（X，Y）看成平面上的随机点坐标，则 F（x，y） = P｛X≤ x，Y≤ y｝表

示随机点落在以（x，y）为顶点而位于该点左下方的无穷矩形闭域（图17 - 1）的

概率 . 对离散型（X，Y），把 F（x，y）解释为以（x，y）为顶点而位于该点左下方的

无穷矩形闭域上所有的概率质量 .

解 （1）当 x < 0 或 y < 0 时（即（x，y）落在图 17 - 2 的区域 Ⅰ）时有

F（x，y） = P｛X≤ x，Y≤ y｝ = 0

当 0 ≤ x < 1 且 0 ≤ y < 1（即（x，y）落在区域 Ⅱ）时

图 17 - 2

F（x，y） = ∫
x

0 ∫
y

0
4uvdudv = x2 y2

当 0 ≤ x < 1 且 y ≥ 1（即（x，y）落在区域 Ⅲ）时

F（x，y） = ∫
x

0 ∫
1

0
4uvdudv = x2

当 x ≥ 1 且 0 ≤ y < 1（即（x，y）落在区域 Ⅳ）时

F（x，y） = ∫
1

0 ∫
y

0
4uvdudv = y2

当 x ≥ 1 且 y ≥ 1（即（x，y）落在区域 Ⅴ）时

F（x，y） = 1

故（X，Y）的联合分布函数为

F（x，y） =

0，

x2 y2 ，

x2 ，

y2 ，

1










，

x < 0 或 y < 0

0 ≤ x < 1，0 ≤ y < 1

0 ≤ x < 1，y > 1

x ≥ 1，0 ≤ y < 1

x ≥ 1，y ≥ 1

图 17 - 3

（2）和一维离散随机变量求分布函数一样，本处（X，Y）的概率质量集中在

（0，0）和（1，1）点（图 17 - 3）. 由于是离散型，所以必须注意自变量的取值范围：

什么地方有等号，什么地方没等号 .

当 x < 0 或 y < 0 时（即（x，y）落在开区域 Ⅰ 内）

F（x，y） = P｛X≤ x，Y≤ y｝ = 0

当 0 ≤ x < 1，y ≥ 0 或 x ≥ 0，0 ≤ y < 1 时，（即（x，y）落在区域 Ⅱ 内）

F（x，y） = P｛X≤ x，Y≤ y｝

= P｛X = 0，Y = 0｝ = 0. 3

当 x ≥ 1 且 y ≥ 1 时（即（x，y）落在区域 Ⅲ 内）

F（x，y） = P｛X≤ x，Y≤ y｝

= P｛X = 0，Y = 0｝+ P｛x = 1，y = 1｝ = 1

故离散随机变量（X，Y）的联合分布函数为
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F（x，y） =

0，

0. 3，

1
{

，

x < 0 或 y < 0

0 ≤ x < 1，y ≥ 0 或 x ≥ 0，0 ≤ y < 1

x ≥ 1，y ≥ 1

评述 1. 连续型的情况（1）已考过，离散型的情况（2）没有考过，很有可能会考 .

2. 无论离散型还是连续型，求联合分布函数时关键在于怎样把平面区域分成相应的几块区域 . 离散

型的规则是在每个概率质量集中的点上分别向上、向右各作一条半直线，就可把平面分布所需的几块区

域 . 进一步训练可见本章强化训练题第 20 题 .

例 7 （99，8 分）设随机变量 X 与 Y相互独立，下表列出了二维随机变量（X，Y）联合分布律及关于 X 和关

于 Y的边缘分布律中的部分数值，试将其余 8 个数值填入表中的空白处 .

Y
X

y1 y2 y3 P｛X = xi｝ = pi·

x1 ① 1 /8 ④ ⑦

x2 1 /8 ② ⑤ ⑧

P｛Y = yj｝ = p·j 1 /6 ③ ⑥ 1

分析 首先思考 8 个空白处中可应用什么概念或什么关系式可将哪二个分别先求出来？

解 利用联合分布律和边缘分布律间的关系 p·j = ∑
i

pij，可求得 ① 中的概率为 1
6

-
1
8

=
1
24

. 也可以利

用独立的充要条件 pij = pi·p·j，先求出 ⑧ 中的概率为 1
8 / 1

6
=

3
4

. ⑧ 求出后，利用分布律性质∑
i

pi = 1，可得

⑦ 中的概率为 1 -
3
4

=
1
4

. 其余 5 个空白处都可以用上述三种方法之一得到，最后得空白处 ① 到 ⑧ 中的概

率分别为 1
24

，3
8

，1
2

，1
12

，1
4

，1
3

，1
4

，3
4

.

例 8 （99，3 分）设随机变量 Xi ～
- 1 0 1

1
4

1
2

( )1
4

（i = 1，2），且满足 P｛X1 X2 = 0｝ = 1，

则 P｛X1 = X2｝等于（ ）

（A）0； （B） 1
4

； （C） 1
2

； （D）1.

解 0 ≤ P｛X1 = - 1，X2 = - 1｝+ P｛X1 = - 1，X2 = 1｝

+ P｛X1 = 1，X2 = - 1｝+ P｛X1 = 1，X2 = 1｝

= P｛X1 X2 ≠ 0｝ = 1 - P｛X1 X2 = 0｝ = 1 - 1 = 0.

, P｛X1 = - 1，X2 = - 1｝ = P｛X1 = - 1，X2 = 1｝ = P｛X1 = 1，X2 = - 1｝ = P｛X1 = 1，X2 = 1｝ = 0

于是由已知条件可列出下表

X2

X1

- 1 0 1 P｛X1 = x1i｝ = pi·

- 1 0 0
1
4

0
1
2

1 0 0
1
4

P｛X2 = x2j｝ = p·j
1
4

1
2

1
4

1

而 P｛X1 = 0，X2 = - 1｝ = P｛X2 = - 1｝- P｛X1 = - 1，X2 = - 1｝- P｛X1 = 1，X2 = 1｝ =
1
4

- 0 - 0 =
1
4

.
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P｛X1 = 0，X2 = 1｝ = P｛X2 = - 1｝- P｛X1 = - 1，X2 = 1｝- P｛X1 = 1，X2 = 1｝

=
1
4

- 0 - 0 =
1
4

.

, P｛X1 = 0，X2 = 0｝ = P｛X1 = 0｝- P｛X1 = 0，X2 = - 1｝- P｛X1 = 0，X2 = - 1｝ =
1
2

-
1
4

-
1
4

= 0.

故 P｛X1 = X2｝ = P｛X1 = - 1. X2 = - 1｝+ P｛X1 = 0，X2 = 0｝+ P｛X1 = 1，X2 = 1｝ = 0.

即应选（A）.

评述 此处记号 Xi ～
- 1 0 1

1
4

1
2

[ ]1
4

，等价于 Xi 的分布律为

Xi - 1 0 1

p
1
4

1
2

1
4

例 9 （98，3 分）设平面区域 D 由曲线 y =
1
x

及直线 y = 0，x = 1，x = e2 围成，二维随机变量（X，Y）在区

域 D 上服从均匀分布，则（X，Y）关于 X 的边缘概率密度在 x = 2 处的值为 .

图 17 - 4

解 区域 D 的面积为 S = ∫
e2

1

dx
x

= 2，故（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
1 /2，

0{ ，

（x，y）∈ D

其它

（X，Y）关于 X 的边缘概率密率在 1 ≤ x ≤ e2 处为

fX（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy = ∫

1
x

0

1
2

dy =
1
2x

故 fX（2） =
1
4

.

例 10 （1）设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y） =
e - y，

0{ ，

0 < x < y

其它

求：①X 的概率密度；②P｛X + Y < 1｝.

（2）设二维随机变量（X，Y）的概率分布为

Y
X - 1 2 3

- 2 0. 1 0. 25 0. 1

- 1 0. 15 0. 05 0. 1

0 0. 05 0. 15 0. 05

求 ①X 的概率分布；②P｛X + Y < 1｝.

解 （1）① 当 x > 0 时，fX（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy = ∫

+�

x
e - ydy = e - x；当 x ≤ 0 时，fX（x） = 0.

②P｛X + Y < 1｝ = 
x+y < 1

f（x，y）dxdy = ∫
1
2

0
dx∫

1 - x

x
e - ydy = 1 - e - 1 - 2e - 1

2（如图 17 - 4）.

（2）①X 的分布律为：P｛X = - 2｝= ∑
3

j = 1

p1j = 0. 45，P｛X = - 1｝= ∑
3

j = 1

p2j = 0. 30，P｛X = 0｝= ∑
3

j = 1

p3j = 0. 25.

②P｛X + Y < 1｝ = P｛X = - 2，Y = - 1｝+ P｛X = - 2，Y = 2｝+ P｛X = - 1，Y = - 1｝+ P｛X = 0，Y = -

1｝ = 0. 55.

评述 ① 求边缘分布和概率，对连续型全涉及积分，对离散型只涉及事件分解和概率加法运算 .

② 本题（1）是 1992 年的考题. 在 2003 年的考题又出现：设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y） =
6x， 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

0，{ 其它

则 P｛X + Y≤ 1｝ =
1
4

. 可见此题型是最基本且必须掌握的.
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例 11 已知随机变量 X 和 Y的概率分布为：

（x，y） （0，0） （0，1） （1，0） （1，1） （2，0） （2，1）

P｛X = x，Y = y｝ 0. 10 0. 15 0. 25 0. 20 0. 15 0. 15

试求：（1）X 的概率分布；（2）X + Y的概率分布 .

解 （1）X 的可能取值为 0，1，2，相应的概率为

P｛X = 0｝ = P（｛X = 0，Y = 0｝∪｛X = 0，Y = 1｝）

= P｛X = 0，Y = 0｝+ P｛X = 0，Y = 1｝ = 0. 25

同理可得 P｛X = 1｝ = 0. 45，P｛X = 2｝ = 0. 30，于是 X 的概率分布为

X 0 1 2

p 0. 25 0. 45 0. 30

（2）X + Y的可能取值为 0，1，2，3，相应的概率为

P｛X + Y = 0｝ = P｛X = 0，Y = 0｝ = 0. 10

P｛X + Y = 1｝ = P｛X = 0，Y = 1｝+ P｛X = 1，Y = 0｝ = 0. 40

P｛X + Y = 2｝ = P｛X = 1，Y = 1｝+ P｛X = 2，Y = 0｝ = 0. 35

P｛X + Y = 3｝ = P｛X = 2，Y = 1｝ = 0. 15

故 X + Y的分布律为

ω 0 1 2 3

P｛X + Y = ω｝ 0. 10 0. 40 0. 35 0. 15

图 17 - 5

例 12 （1）在区间［0，9］中随机地取 2 个数，则事件“两数之

和小于 12”的概率为 .

（2）在 0，1，⋯9 十个数字中随机取 2 个数字，则事件“两数字之

和小于 12”的概率为 .

解 （1）令 Xi 为第 i 次从［0，9］中随机取出的数，i = 1，2，则

X1 ，X2 独立同分布，都服从［0，9］上的均匀分布，所以（X1 ，X2）的联

合概率密度（图 17 - 5）为

f（x1 ，x2） =
1
81

，

0
{

，

0 < x1 < 9，0 < x2 < 9

其它

因此

P｛两数之和小于 12｝ = P｛X1 + X2 < 12｝ = 
x1 +x2 < 12

f（x1 ，x2）dx1 dx2

= 
x1 +x2 < 12
0 < x1 < 9
0 < x2 < 9

1
81

dx1 dx2 =
1
81

SD =
1
81

×（92 -
1
2

× 62） =
7
9

（2）令 Xi 为第 i 次从 10 个数字中取出的数，i = 1，2，（X1 ，X2 不独立）.

P｛两数之和小于 12｝ = P｛X1 + X2 < 12｝ = P｛X1 + X2 ≤ 11｝ = ∑
9

i = 0

P｛X1 = i，X2 ≤ 11 - i｝

= ∑
9

i = 0

P｛X1 = i｝P｛X2 ≤ 11 - i | X1 = i｝

= 3 ×
1
10

×
9
9

+
1
10

×
8
9

+
1
10

×
7
9

+ 2

×
1
10

×
6
9

+
1
10

×
5
9

+
1
10

×
4
9

+
1
10

×
3
9

=
11
15
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评述 第（1）小题可用几何型概率求 . 随机地取出的二个数所得样本点记为（x1，x2），则样本空间Ω =｛（x1，

x2）：O≤ x1 ≤9，O≤ x2 ≤9｝，显然样本点（x1，x2）在样本空间Ω上具有均匀分布性质（实质即（X1，X2）在区域

｛（x1，x2）：O≤x2 ≤9，O≤x2 ≤9｝上服从均匀分布）. 事件“两数之和小于12”对应区域 D，现在区域的大小即

为面积 SD，故按几何型概率计算公式有：

P｛两数之和小于 12｝ =
SD

SΩ
=

9 × 9 -
1
2

× 62

9 × 9
=

7
9

.

图 17 - 6

例 13 随机地向半圆 0 < y < 2ax - x槡 2（a 为正常数）内掷一

点，点落在半圆内任何区域的概率与区域的面积成正比，则原点和该

点的连线与 x 轴的夹角小于 π
4

的概率为 .

分析 例 12 中的事件用随机变量的不等式｛X1 + X2 < 12｝表示

方便，而本题的事件用｛（X，Y）∈ A｝表示比较方便，所以这两种表示

方法都应熟练掌握 .

解 令随机掷一点的坐标为（X，Y），由均匀分布特性及题设知

（X，Y）在区域Ω = P｛（x，y）：0 < y < 2ax - x槡 2｝上服从均匀分布，即

其概率密度为：

f（x，y） =
2
πa2 ，（x，y）∈ Ω

0，
{

其它

所以参看（图 17 - 6）有 P｛原点和随机点的连线与 x 轴的夹角小于 π /4｝

= P｛（X，Y）∈ A｝ = 
A

f（x，y）dxdy = 
A

2
πa2 dxdy

=
2
πa2 SA =

2
πa2（

πa2

4
+

a2

2
） =

1
2

+
1
π

评述 1. 本题由于（X，Y）在区域 Ω =｛（x，y）：0 < y < 2ax - x槡 2｝上服从均匀分布，也就是样本点（x，

y）在样本空间 Ω = ｛（x，y）：0 < y < 2ax - x槡 2｝上具有均匀分布性质，记事件｛原点和该点的连线与 x

轴的夹角小于 π
4

｝对应区域为 A，故由几何型概率计算公式得

P｛原点和该点的连线与 x 轴的夹角小于 π
4

｝ =
SA

SΩ
=

πa2

4
+

a2

2
πa2

2

=
1
2

+
1
π

上两题都是求事件的概率，由于是均匀分布，所以既可以用公式 P（（X，Y）∈ A） = 
A

f（x，y）dxdy

计算，也可用几何型概率公式 P（A） =
SA

SΩ
. 但要指出的是用前者的方法，即用随机变量的方法要比几何

概率方法更具有普遍性，而且说理清楚，一般都用前面一种方法 . 用几何型概率必须弄清样本点在样本

空间上具有均匀分布性质，这很少用，所以数学考研大纲中几次修改，这次去掉，下次又加上，如此

循环，当我们弄清几何型概率完全可以用服从均匀分布的二维连续型随机变量的方法的本质后，几何型

概率完全可以不去管它 . 但掌握均匀分布与几何型概率间关系后，求前者的概率问题用后者方法求也很

方便，见第十八章例 11 解四 .

2. 正如分析中指出的，上二题主要让考生体会事件用随机变量表示时常见的二种表示方法：类似

｛X1 + X2 < 12｝以及｛（X，Y）∈ A｝，各有方便之处 .

例 14 已知二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为
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图 17 - 7

f（x，y） =
9
2

x2 y2 ，- 1 ≤ x ≤ y ≤ 1

0，
{

其它

问 X，Y是否独立？为什么？

解 当 - 1 < x < 1 时

fX（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy = ∫

1

x

9
2

x2 y2 dy =
3
2

x2（1 - x3）

即 fX（x） =
3
2

x2（1 - x3），- 1 < x < 1

0，
{

其它

当 - 1 < y < 1 时

fY（y） = ∫
+�

- �
f（x，y）dx = ∫

y

- 1

9
2

x2 y2 dx =
3
2

y2（y3 + 1）

即

fY（y） =
3
2

y2（y3 + 1），- 1 < y < 1

0，
{

其它

由图 17 - 7 易知，在 - 1 ≤ y ≤ x ≤ 1 上 f（x，y）≠ fX（x）·fY（y），所以 X，Y不独立 .

评述 由上面讨论可见，当 f（x，y） =
q（x，y），

0{ ，

（x，y）∈ D

其它
是分段函数时，两个边缘概率密度也一定是

分段函数：

fX（x） =
h（x），

0{ ，

a < x < b

其它
，fY（y） =

g（y），

0{ ，

c < y < d

其它
如果 X，Y相互独立，则必须满足

f（x，y） = fX（x）fY（y）

对一切 x，y 成立，由 f（x，y） = fX（x）fY（y）知 f（x，y）≠ 0 表达式 q（x，y）必须能分解为 x 的函数

（fX（x））乘 y 的函数（fY（y））的形式 . 另一方面，fX（x）fY（y）≠0 的区域必定是“矩形”区域｛（x，y）：

a < x < b，c < y < d｝（“矩形”加引号，是指 a，c 可为 - � ；b，d 可分 + � ），故 f（x，y）≠ 0 的区域 D 必

须是“矩形”区域，才有可能使 f（x，y）= fX（x）fY（y）在一切 x，y处成立 . 综上所述，拿到题目，先看（X，Y）

的概率密度 f（x，y）的表达式，如果满足

1° f（x，y）≠ 0 的表达式能分解成 f（x，y） = h（x）g（g），

2° f（x，y）≠ 0 的区域 D 是“矩形”

则 X，Y可能是独立的，往独立方向去证（“一般”的题目可证的确是独立的）；如果有一条不满足，肯定可

证是不独立的 . 这里只是经验之谈，不能代替 X，Y是独立的证明 . 例如本题由于 f（x，y）≠ 0 的区域是三

角形区域｛（x，y）：- 1 ≤ x≤ y≤ 1｝，不是“矩形”，所以可知 X，Y肯定不独立，然后按题解的方式正规证

明 X，Y不独立 .

例 15 已知（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
60
29

（x4 +
x2 y
4

），| x | ≤ 1，0 < y < 1

0，
{

其它

用上题评述中的方法估计 X，Y是否独立？

分析 由于 f（x，y）≠ 0 的表达式
60
29

（x4 +
x2 y
4

）不能分解成 x 的函数乘 y 的函数，所以可知 X，Y肯定可以

证明不独立 . 解读者自己补上，此处从略 .

例 16 二维随机变量（X，Y）的联合分布函数为

F（x，y） =
1 - e - 2x - e - 3y + e -（2x+3y），

0{ ，

x > 0，y > 0，

其它

求（1）E（X、Y） （2）P｛max（X，Y） > 1｝
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分析 现在给出（X，Y）的联合分布函数 F（x，y），能否用类似于例 14 评述中的方法分析 X，Y是否独立？回

答是可以的 . 因为 F（x，y）和 f（x，y）都是二元函数，而且

X，Y独立 F（x，y） = FX（x）FY（y）对一切 x，y 成立

X，Y独立 f（x，y） = fX（x）fY（y）对一切 x，y 成立

上面两种判别方法形式类似，和例 14 类似，可知当分段函数 F（x，y）满足

1° F（x，y）≠ 0 的表达式能分解为 F（x，y） = h（x）g（y）；

2° F（x，y）≠ 0 的区域为“矩形”.

则 X，Y估计是独立的，如果有一条不满足，则 X，Y肯定不独立，本题0 ≠F（x，y）=（1 - e - 2x）（1 - e - 3y），且 F（x，

y）≠ 0 的区域为“矩形”（0 < x < + � ，0 < y < + � ），可证明 X，Y的确是相互独立，且分别服从参数为 2 和 3

的指数分布 . 因为当 x > 0 时 FX（x） = 1 - e - 2x，它是 λ = 2 的指数分布 . 当 y > 0 时 FY（y） = 1 - e - 3y，它是

λ = 3 的指数分布 .

解 由 F（x，y）的表达式易证 X，Y相互独立，且分别服从参数为 2 和 3 的指数分布，故

（1）E（X、Y） = EX·EY =
1
2

· 1
3

=
1
6

（2）P｛max（X，Y） > 1｝ = P（｛X > 1｝∪｛Y > 1｝）

= P｛X > 1｝+ P｛Y > 1｝- P｛X > 1｝P｛Y > 1｝

= e - 2 + e - 3 - e - 5

评述 如果看不出独立，用一般方法做，先由 F（x，y）求出 f（x，y），再代入公式 E（XY） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
xyf（x，

y）dxdy，P｛X > 1，Y > 1｝ = 
x > 1
y > 1

f（x，y）dxdy，时间花了一大堆，且很容易出错 . 所以拿到题目后要善于分

析、识别 X、Y是否独立！！

例 17 （05，4 分）设二维随机变量（X，Y）的概率分布为

Y

X
0 1

0 0. 4 a

1 b 0. 1

已知随机事件｛X = 0｝与｛X + Y = 1｝相互独立，则（ ）

（A）a = 0. 2，b = 0. 3 （B）a = 0. 4，b = 0. 1

（C）a = 0. 3，b = 0. 2 （D）a = 0. 1，b = 0. 4

解 由二个事件相互独立得

P｛X = 0，X + Y = 1｝ = P｛X = 0｝·P｛X + Y = 1｝，而

P｛X = 0，X + Y = 1｝ = P｛X = 0，Y = 1｝ = a，P｛X = 0｝ = 0. 4 + a，

P｛X + Y = 1｝ = P（｛X = 0，Y = 1｝U｛X = 1，Y = 0｝） = a + b，

故应有 a = （0. 4 + a）（a + b）. 显然只有选项（B）才满足此等式，故应选（B）.

例 18 （99. 8 分）已知随机变量 X1 和 X2 的分布律分别为

X1 ～
- 1 0 1

1
4

1
2

[ ]1
4

， X2 ～
0 1

1
2

[ ]1
2

而且 P｛X1 X2 = 0｝ = 1.

（1）求 X1 和 X2 的联合分布；（2）问 X1 和 X2 是否独立？为什么？

解 （1）由 P｛X1 X2 = 0｝= 1，得 P｛X1 X2 ≠0｝= 0，因为｛X1 = - 1，X2 = 1｝｛X1 X2 ≠0｝，所以0 ≤ P｛X1

= - 1，X2 = 1｝≤ P｛X1 X2 ≠ 0｝ = 0，故 P｛X1 = - 1，X2 = 0｝ = 0，同理得 P｛X1 = 1，X2 = 1｝ = 0. 又由已知

X1 ，X2 的分布律，所以可写出下面有关概率：
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X1X2
- 1 0 1 P｛X2 = yj｝ = p·j

0 ① ② ④ 1 /2

1 0 ③ 0 1 /2

P｛X1 = xi｝ = pi· 1 /4 1 /2 1 /4 1

下面求空白处的概率 . 由 pi. = pi1 + pi2 可得 ①，④ 中的概率为 1
4

- 0 =
1
4

；由 p·j = p1j + p2j + p3j，可得 ③ 中

概率为 1
2

- 0 - 0 =
1
2

，② 中概率为 1
2

-
1
4

-
1
4

= 0.

（2）由于联合分布律中有概率为 0 的，因此用它可证

P｛X1 = - 1，X2 = 1｝ = 0 ≠ 1
4

×
1
2

= P｛X1 = - 1｝P｛X2 = 1｝

故 X1 ，X2 不独立 .

例 19 假设随机变量 X1 ，X2 ，X3 ，X4 相互独立且同分布，P｛Xi = 0｝ = 0. 6，P｛Xi = 1｝ = 0. 4（i = 1，，2，3，

4），求随机变量 X =
X1 X2

X3 X4

的概率分布 .

解 离散型随机变量 X = X1 X4 - X2 X3 的可能取值为 - 1，0，1. 取这些值的概率分别为：

P｛X = - 1｝ = P｛X1 X4 - X2 X3 = - 1｝ = P｛X1 X4 = 0，X2 X3 = 1｝

= P｛X1 X4 = 0｝P｛X2 X3 = 1｝ （P｛X1 X4 = 0｝怎样计算最简单？）

= （1 - P｛X1 X4 = 1｝）P｛X2 = 1，X3 = 1｝

= （1 - P｛X1 = 1，X4 = 1｝）P｛X2 = 1｝P｛X3 = 1｝

= （1 - 0. 42）× 0. 42 = 0. 134 4

同理计算可得 P｛X = 1｝ = 0. 134 4

P｛X = 0｝ = 1 - P｛X = - 1｝- P｛X = 1｝ = 0. 7312

于是 X 的概率分布为

X - 1 0 1

p 0. 134 4 0. 731 2 0. 134 4

评述 1. P｛X1 X4 = 0｝的另一种算法是：

P｛X1 X4 = 0｝ = P｛X1 = 1，X4 = 0｝∪｛X1 = 0，X4 = 1｝∪｛X1 = 0，X4 = 0｝

= P｛X1 = 1，X4 = 0｝+ P｛X1 = 0，X4 = 1｝+ P｛X1 = 0，X4 = 0｝

= P｛X1 = 1｝P｛X4 = 0｝+ P｛X1 = 0｝P｛X4 = 1｝+ P｛X1 = 0｝P｛X4 = 0｝

= 0. 4 × 0. 6 + 0. 6 × 0. 4 + 0. 6 × 0. 6 = 0. 731 2

不如我们题解中用 1 - P｛X1 X4 = 1｝的方法简便 . 关键是在求概率之前先要考虑 P（A）还是 P（珔A）容易

算，如果 P（珔A）易算，则用公式 P（A） = 1 - P（珔A）就显得简单 .

2. 再一次说明求离散型随机变量函数的分布律时，不管函数怎么复杂，求分布律总是二大步，第一

步看出离散型随机变量函数的可能取值，第二步求随机变量取这些值的概率，而第二步主要要熟练事件

的运算和概率的计算公式 . 最后说一句关键性的话：考查学生事件的运算和概率计算公式是否熟练掌握

不是通过求古典型概率，几何型概率，而是通过求离散型随机变量或它的函数的分布律来体现 .

3. 求连续型随机变量的函数的概率密度时，解决的办法和思路和上面离散型时的情形完全不同、请

仔细体会 .

例 20 已知随机变量 X 和 Y独立，它们的概率密度分别为

fX（x） =
2x，

0{ ，

0 ≤ x ≤ 1

其它
，fY（y） =

λe - λy，

0{ ，

y > 0

y ≤ 0

求随机变量 Z = X + Y的概率密度 .

解法一 应用求独立随机变量之和的概率密度的公式
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fZ（z） = ∫
+�

- �
fX（z - y）fY（y）dy （先将简单函数 fY（y）表达式代入）

= ∫
+�

0
fX（z - y）λe - λydy （下面讨论复合函数 fX（z - y））

其中 fX（z - y） =
2（z - y），

0{ ，

0 ≤ z - y ≤ 1

其它
=

2（z - y），

0{ ，

z - 1 ≤ y ≤ z( )其它

评述 关键把分段函数 fX（z - y）表达式中积分变量 y 的取值范围解出来 . 下面根据暂时取定的 z 的取

值范围，讨论（0，+ � ）上那一部分的 y 满足 z - 1 ≤ y≤ z，或即那一部分的 y 落在区间［z - 1，z］，则相应

的 fX（z - y） = 2（z - y），否则 fX（z - y） = 0，以此决定积分要分成几个区间的积分之和 . 画下图 17 - 8

就更清楚了 .

当 z < 0 时，fZ（z） = ∫
+�

0
0·λe - λydy = 0

当 0 ≤ z < 1 时，fZ（z） = ∫
z

0
2（z - y）λe - λydy + ∫

+�

z
0·dy = 2 1

λ
（e - λz - 1）[ ]+ z

当 z≥ 1 时，fZ（z） = ∫
z- 1

0
0·dy + ∫

z

z- 1
2（z - y）λe - λydy + ∫

+�

z
0·dy

= 2［e - λ（z- 1） +
1
λ

（e - λz - e - λ（z- 1））］

故 fZ（z）

0，

2［
1
λ

（e - λz - 1）+ z］，

2［e - λ（z- 1） +
1
λ

（e - λz - e - λ（z- 1）
{

）］，

z < 0

0 ≤ z < 1

z≥ 1

图 17 - 8 例 20 题图（1）
图 17 - 9 例 20 题图（2）

解法二 用求独立随机变量之和的概率密度的另一个公式

fZ（z） = ∫
+�

- �
fX（x）fY（z - x）dx = ∫

1

0
2xfY（z - x）dx

其中 fY（z - x） =
λe - λ（z- x），

0{ ，

z - x ≥ 0

其它
=

λe - λ（z- x），

0{ ，

x ≤ z( )其它

当 z < 0 时，参看（图 17 - 9）有 fZ（z） = ∫
1

0
2x·0·dx = 0

当 0 ≤ z < 1 时，fZ（z） = ∫
z

0
2xλe - λ（z- x）dx + ∫

1

z
0·dx = 2［ 1

λ
（e - λz - 1）+ z］

当 z≥ 1 时，fZ（z） = ∫
1

0
2xλe - λ（z- x）dx = 2［e - λ（z- 1） +

1
λ

（e - λz - e - λ（z- 1））］

解法三 用先求 Z = X + Y的分布函数 FZ（z），再求导得 fZ（z）的方法 .

FZ（z） = P｛Z ≤ z｝ = P｛X + Y≤ z｝ = 
x+y≤z

fX（x）fY（y）dxdy

当 z < 0 时，参看（图 17 - 10）有
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图 17 - 10

FZ（z） = 
x+y≤z

0·dxdy = 0.

当 0 ≤ z < 1 时，

FZ（z） = ∫
z

0
dx∫

z- x

0
2x·λe - λydy = ∫

z

0
2x（1 - e - λ（z- x））dx

= z2 -
2
λ

［z -
1
λ

（1 - e - λz）］

当 z≥ 1 时，

FZ（z） = ∫
1

0
dx∫

z- x

0
2x·λe - λydy = ∫

1

0
2x（1 - e - λ（z- x））dx

= 1 -
2
λ

［e - λ（z- 1） -
1
λ

（e - λ（z- 1） - e - λz）］

即

FZ（z） =

0， z < 0

z2 -
2
λ

［z -
1
λ

（1 - e - λz）］， 0 ≤ z < 1

1 -
2
λ

［e - λ（z- 1） -
1
λ

［e - λ（z- 1） - e - λz）］， z≥










1

利用在 fZ（z）的连续点处 fZ（z） = F' Z（z），得 fZ（z）表达式与解一相同 .

评述 1. 由上面 3 种解法可见，前 2 种解法比第 3 种解法简单，前者只要求单积分，后者要求重积分，也

就是能用独立随机变量之和及之商的公式计算时尽量用公式计算，这样计算简单、清楚 . 用前 2 种解法

即公式法求 fZ（z）的关键在于复合函数的讨论以及代入公式时积分要分成几个积分之和 .

2. 求独立随机变量之商 Z =
X
Y

的概率密度也有现成公式，具体计算中要注意的事项完全和本题类似 .

例 21 设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y） =
2e -（x+2y），

0{ ，

x > 0，y > 0

其它

求随机变量 Z = X + 2Y的概率密度 .

分析 本题中有没有“独立”，“正态”？但注意到 f（x，y）的特点：

f（x，y） =
e - x·2e - 2y，

0{ ，

x > 0，y > 0

其它

根据本章例 14 的评述中介绍的方法知，可证 X，Y独立，且分别服从参数为 1 和 2 的指数分布 .

解法一 容易证明 X，Y相互独立，且分别服从参数为 1 和 2 的指数分布 .

令 W = 2Y，由 Y服从 λ = 2 的指数分布，利用 § 16 - 3 中的定理，经计算可得

fW（ω） =
e - ω，

0{ ，

ω > 0

ω ≤ 0

且 X 和 W独立，所以 Z = X + W的概率密度为

fZ（z） = ∫
+�

- �
fX（x）fW（z - x）dx = ∫

+�

0
e - xfW（z - x）dx

=
0，

∫
z

0
e - x·e -（z- x）dx{ ，

z≤ 0

z > 0
=

0，

ze - z{ ，

z≤ 0

z > 0

解法二 FZ（z） = P｛Z ≤ z｝ = P｛X + 2Y≤ z｝ = 
x+2y≤z

f（x，y）dxdy

= ∫
z

0
dx∫

z- x
2

0
2e -（x+2y）dy，

0
{

，

z > 0

z≤ 0
=

1 - e - z - ze - z，

0{ ，

z > 0

z≤ 0

故 Z = X + 2Y的概率密度为

·974·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第七部分 概率论与数理统计



fZ（z） =
ze - z，

0{ ，

z > 0

z≤ 0

例 22 （03，13 分）设随机变量 X 与 Y独立，其中 X 的概率分布为

X ～ 1 2

0. 3 0.( )7

而 Y的概率密度为 f（y），求随机变量 U = X + Y的概率密度 g（u）.

解 注意｛X = 1｝和｛X = 2｝构成完全事件组，应用全概率公式得 U 的分布函数为

G（u） = P｛U ≤ u｝ = P｛X + Y≤ u｝

= P｛X = 1｝P｛X + Y≤ u | X = 1｝+ P｛X = 2｝P｛X + Y≤ u | X = 2｝

= P｛X = 1｝P｛Y≤ u - 1 | X = 1｝+ P｛X = 2｝P｛Y≤ u - 2 | X = 2｝

= 0. 3P｛Y≤ u - 1｝+ 0. 7P｛Y≤ u - 2｝

= 0. 3FY（u - 1）+ 0. 7FY（u - 2）

故 g（u） =
dG（u）

du
= 0. 3f（u - 1）+ 0. 7f（u - 2）

评注 求 U = X + Y的分布，当 X 和 Y都是连续型分布时，考题曾出现过；自己要学会改题，如果 X 和 Y

都改成离散型分布该怎么做；如果改成一个是连续型和一个是离散型时又该怎么做（上章例 10 也属于这

种类型）. 自己学会变题后，或做过了上章例 10 后，这个考题做起来就非常顺手.

例 23 设随机变量 X与 Y独立，X服从正态分布 N（μ，σ2），Y服从［- π，π］上的均匀分布，求 Z = X + Y的

概率分布密度（计算结果用标准正态分布函数 Φ 表示）.

分析 本题中有 X和 Y“独立”，有 X服从“正态”分布，但 Y不是正态变量 . 正因为 X是正态随机变量，所

以由公式 FX（α） = Φ（α - μ
σ

）说明最后结果可以用 Φ 表示，反过来说，前面结果一定要用 FX 表示 .

解 fZ（z） = ∫
+�

- �
fX（x）fY（z - x）dx

其中 fY（z - x） =
1

2π
，

0，
{

其它

- π < z - x < π =
1

2π
，

0，
{

其它

z - π < x < z +[ ]π

= ∫
z- π

- �
0·dx + ∫

z+π

z- π
fX（x）· 1

2π
dx + ∫

+�

z+π
0·dx

=
1

2π∫
z+π

z- π
fX（x）dx =

1
2π

（FX（z + π）- FX（z - π））

=
1

2π
（Φ（z + π - μ

σ
）- Φ（z - π - μ

σ
））

评述 注意本题涉及正态随机变量 X的概率密度时，只用 fX（x）表示，而没将 N（μ，σ2）的概率密度具体

表达式代入，这是一个技巧，因为 X 是正态变量，所以

∫
x

- �
fX（x）dx = FX（x） = Φ（

x - μ
σ

）

可见虽然没把 fX（x）具体表达式代入，但上面等式显然是人人都承认的，这种表达的最大优点是简捷明

确. 希望做题时注意正态概率密度尽量先用 fX（x），直到不具体代入表达式无法往下算时才把具体表达

式代入，再参看第十八章例 17 可进一步体会 .

例 24 设随机变量 X 与 Y独立，且 X 服从均值为 1 标准差（均方差）为槡2 的正态分布，而 Y服从标准正态

分布 . 试求随机变量 Z = 2X - Y + 3 的概率密度函数 .

分析 本题有 X和 Y“独立”，且有“正态”分布，注意本题中所有有关的随机变量都服从正态分布，这时可

用正态分布的性质 .

解 因为 X 和 Y独立，且 X ～ N（1，槡2
2
），Y ～ N（0，1），所以 Z = 2X - Y + 3 服从正态分布，而且

E（Z） = E（2X - Y + 3） = 2E（X）- E（Y）+ 3 = 2 × 1 - 0 + 3 = 5

D（Z） = D（2X - Y + 3） = 4D（X）+ D（Y） = 4 × 2 + 1 = 9
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即 Z ～ N（5，9），所以

fZ（z） =
1

2槡 π × 3
e -（z- 5）2

18 ，- � < z < + �

例 25 （99. 3 分）设两个相互独立的随机变量 X 和 Y分别服从正态分布 N（0，1）和 N（1，1），则（ ）.

（A）P｛X + Y≤ 0｝ =
1
2

（B）P｛X + Y≤ 1｝ =
1
2

（C）P｛X - Y≤ 0｝ =
1
2

（D）P｛X - Y≤ 1｝ =
1
2

解 因为 X，Y是独立的正态随机变量，所以 X + Y ～ N（1，2），X - Y ～ N（- 1，2），于是

P｛X + Y≤ 0｝ = FX+Y（0） = Φ（0 - 1

槡2
）≠ 0. 5

P｛X + Y≤ 1｝ = FX+Y（1） = Φ（1 - 1

槡2
） = Φ（0） = 0. 5

故应选（B）

评述 正态随机变量的概率计算及它的性质是个重点 .

例 26 设随机变量（X，Y）服从二维正态分布，其概率密度为

f（x，y） =
1

4π2 e -（x- 1）2 +（y- 2）2
4π

求（1）P｛2X≤ Y｝；

（2）随机点（X，Y）落在区域 G：π ≤（x - 1）2 +（y - 2）2 ≤ 4π 内的概率 .

分析 由于（X，Y）服从二维正态分布，所以马上要看出 5 个参数的取值，以及它的性质，尤其注意求概率

P｛2X≤ Y｝，如用下式求

P｛2X≤ Y｝ = 
2x≤y

f（x，y）dxdy

就很繁，如注意 X，Y均为正态分布，且相互独立，故 2X - Y也服从正态分布，计算就简单.

解 由 f（x，y）知 X ～ N（1，2π），Y ～ N（2，2π），且 ρ = 0，故 X，Y独立，所以 Z = 2X - Y ～ N（0，10π）

（1）P｛2X≤ Y｝ = P｛Z ≤ 0｝ = FZ（0） = Φ（0 - 0

10槡 π
） = Φ（0） = 0. 5

（2）P｛（X，Y）∈ G｝ = 
（x，y）∈G

f（x，y）dxdy = 
π≤（x- 1）2 +（y- 2）2≤4π

1
4π2 e -（x- 1）2 +（y- 2）2

4π dxdy

令 x - 1 = rcosθ，y - 2 = rsinθ，则得

P｛（X，Y）∈ G｝ = ∫
2π

0
dθ∫

4槡 π

槡π

1
4π2 e - r2

4π rdr = （- e - r2
4π）

4槡 π

槡π
= e - 1

4 - e - 1

例 27 （02，8 分）假设一设备开机后无故障工作的时间 X 服从指数分布，平均无故障工作的时间（E（X））

为 5 小时，设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作 2 小时便关机 . 试求该设备每次开机

无故障工作的时间 Y的分布函数 F（y）.

评述 要求的随机变量 Y定义不明确，几乎和 X 没有区别，所以估计绝大部分学生不会做 . 最后一句话

应该为“试求该设备每次开机后直到关机的时间 Y的分布函数 F（y）”.

解 设指数分布的 X 的参数为 λ，由 E（X） =
1
λ

= 5，可得 λ =
1
5

，显然 Y = min｛X，2｝.

当 y < 0 时，F（y） = P｛min（X，2）≤ y｝ = P｛X < y｝ = 0.

当 0 ≤ y < 2 时，F（y） = P｛min（X，2）≤ y｝ = P｛X≤ y｝ = 1 - e - 1
5

y.

当 y ≥ 2 时，F（y） = P｛min（X，2）≤ y｝ = P（Ω） = 1.

故 Y的分布函数为

F（y） =

0，

1 - e - 1
5

y，

1
{

，

y < 0

0 ≤ y < 2

y ≥ 2
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评述 1. 本题和 1999 年的如下考题：

假设随机变量 X 服从指数分布，则随机变量 Y = min｛X，2｝的分布函数（ ）.

（A）是连续函数 （B）至少有两个间断点

（C）是阶梯函数 （D）恰好有一个间断点

完全是同一个题目，只是两种不同的提法 . 这类以前考过的题目改头换面再出一次的考研题很多，

所以对以前考过的题目必须真正掌握，做到举一反三 .

2. 此题中的随机变量既不是离散型，也不是连续型，属于工科概率论教材中没提到的第三种类型的

随机变量，对它的研究既不能用分布律，也不能用概率密度，只能用分布函数，且它的分布函数既不是阶

梯函数，也不是连续函数 . 由于主要考事件的运算和概率的基本公式，这类考题都要会做 .

例 28 （99，9 分）设二维随机变量（X，Y）在矩形 G =｛（x，y）| 0 ≤ x≤ 2，0 ≤ y≤ 1｝上服从均匀分布，试

求边长为 X 和 Y的矩形面积 S 的概率密度 f（s）.

解 二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为

图 17 - 11

f（x，y） =

1
2

，

0
{

，

（x，y）∈ G

其它

显然边的长度 X，Y非负的，所以当 s < 0 时

FS（s） = P｛S ≤ s｝ = P｛XY≤ s｝ = P（） = 0

当 0 ≤ s < 2 时，参看（图 17 - 11）

FS（s） = P｛S ≤ s｝ = P｛XY≤ s｝

= 1 - P｛XY > s｝ = 1 - 
xy > s

f（x，y）dxdy

= 1 - ∫
2

s ∫
1

s
x

1
2

dydx =
s
2

（1 + ln2 - lns）

当 s ≥ 2 时

FS（s） = P｛XY≤ s｝ = 
xy≤s

f（x，y）dxdy = ∫
2

0
dx∫

1

0

1
2

dy = 1

于是由 fS（s） = F'
S（s）得 S 的概率密度为

fS（s） =

1
2

（ln2 - lns），

0
{

，

0 < s < 2，

其它

例 29 （01，8 分）设随机变量 X和 Y的联合分布是正方形 G = ｛（x，y）| 1 ≤ x≤ 3，1 ≤ y≤ 3｝上的均匀

分布，试求随机变量 U = | X - Y| 的概率密度 p（u）.

分析 求随机变量 U = | X - Y| 的概率密度没有公式可代，所以只能用一般办法即先求 U 的分布函数

图 17 - 12

FU（u），然后求导得 p（u）.

解 已知 X 和 Y的联合概率密度（图 17 - 12）为

f（x，y） =

1
4

，

0
{

，

1 ≤ x ≤ 3，1 ≤ y ≤ 3

其它

当 u ≤ 0 时，

F（u） = P｛U ≤ u｝ = P｛| X - Y| ≤ u｝ = P（） = 0

当 0 < u < 2 时，
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F（u） = P｛| X - Y| ≤ u｝ = 
| x- y| ≤u

f（x，y）dxdy = 
| x- y| ≤u

1
4

dxdy = 1 -
1
4

（2 - u）2

当 u ≥ 2 时，F（u） = P｛| X - Y| ≤ u｝ = P（Ω） = 1

于是，随机变量 U 的概率密度为

p（u） =

1
2

（2 - u），

0
{

，

0 < u < 2

其它

例 30 （96，6 分）设 ξ，η 是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知 ξ 的分布律为 P｛ξ = i｝ =
1
3

，

i = 1，2，3，又设 X = max｛ξ，η｝，Y = min｛ξ，η｝.

（1）写出二维随机变量（X，Y）的分布律；（2）求随机变量 X 的数学期望

解 （1）（X，Y）的可能取值数对共有 9 对，其概率分别为：

当 i < j 时，P｛X = i，Y = j｝ = P（） = 0；

当 i > j 时，P｛X = i，Y = j｝ = P｛max｛ξ，η｝ = i，min｛ξ，η｝ = j｝

= P（｛ξ = i，η = j｝∪｛ξ = j，η = i｝） = P｛ξ = i，η = j｝+ P｛ξ = j，η = i｝

= P｛ξ = i｝P｛η = j｝+ P｛ξ = j｝P｛η = i｝ =
2
9

当 i = j 时，P｛X = i，Y = i｝ = P｛max（ξ，η） = i，min（ξ，η） = i｝

= P｛ξ = i，η = i｝ = P｛ξ = i｝P｛η = i｝ =
1
9

i = 1，2，3

故（X，Y）的分布律为

X
Y 1 2 3

1 1 /9 2 /9 2 /9

2 0 1 /9 2 /9

3 0 0 1 /9

（2）X 的分布律为 X 1 2 3

p 1 /9 3 /9 5 /9

E（X） = 1 ×
1
9

+ 2 ×
3
9

+ 3 ×
5
9

=
22
9

评述 涉及随机变量 max（X，Y），min（X，Y）的概率及数学期望的计算考研题中经常出现.

例 31 设随机变量 X 和 Y相互独立，服从参数分别为 λ1 和 λ2 的指数分布，求随机变量 Y = min（X1 ，X2）

的概率密度 .

解 FY（y） = P｛min（X1 ，X2）≤ y｝ = 1 - P｛min（X1 ，X2） > y｝

= 1 - P（｛X1 > y｝∩｛X2 > y｝） = 1 - P｛X1 > y｝P｛X2 > y｝

当 y < 0 时， FY（y） = 1 - 1 × 1 = 0

当 y > 0 时，FY（y） = 1 - e - λ1y·e - λ2y = 1 - e -（λ1 +λ2）y

故

fY（y） =
0，

（λ1 + λ2）e -（λ1 +λ2）y{
，

y ≤ 0

y > 0

即 Y = min（X1 ，X2）仍然服从指数分布，参数为（λ1 + λ2）.
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评述 上二题中 X和 Y改为一个是连续型分布，另一个是离散型，又该怎么求 min（X，Y）的分布，自己编

题做.

例 32 （06，4 分）设随机变量 X 与 Y独立，且均服从区间［0，3］上的均匀分布，则 P｛max｛X，Y｝≤ 1｝ =

.

解 P｛max｛X，Y｝≤ 1｝ = P｛X≤ 1，Y≤ 1｝

= P｛X≤ 1｝P｛Y≤ 1｝ =
1
3

· 1
3

=
1
9

.

预测·强化训练十七

1. 设 F（x）和 G（y）分别是随机变量 X 和 Y的分布函数，则下列函数中不是某个随机变量的分布函数是

（ ）

（A）3F（x）- 2G（x） （B） 1
4

F（x）+
3
4

G（x）

（C）F（x）G（x） （D）F（2x + 1）

2. 设 f（x）和 g（x）分别是随机变量 X 和 Y的概率密度，则下列函数中能作为某个随机变量的概率密度是

（ ）

（A）f（x）g（x） （B） 3
5

f（x）+
2
5

g（x）

（C）4f（x）- 3g（x） （D）2f（x）+ g（x）- 2

3. 已知二维随机变量（X，Y）的概率分布如下，则 X 和 Y相互独立的是 （ ）

（A） Y

X
- 1 0 3

- 3 0. 2 0. 1 0. 1

1 0. 3 0. 1 0. 2

（B）f（x，y） =
1
2

sin（x + y），0 ≤ x ≤ π
2

，0 ≤ y ≤ π
2

0，
{

其它

（C）f（x，y） =
4xy， 0 < x < 1，0 < y < 1

0，{ 其它

（D）（X，Y）在 x2 + y2 ≤ 1 上服从均匀分布

4. 设二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
1
π

，

0
{

，

x2 + y2 ≤ 1

其它

则（X，Y）为（ ）

（A）独立同分布 （B）独立不同分布

（C）不独立但同分布 （D）不独立也不同分布

5. 设随机变量 X和 Y相互独立，且 X ～ N（2，3），Y ～ N（3，5），则随机变量 Z = 3X - 2Y+ 4 的概率密度 fZ（z）

= .

6. 设 X，Y是相互独立的随机变量，且都服从〔0，1〕上的均匀分布，则关于 x 的方程 x2 + Xx + Y = 0 有实

根的概率为 .

7. 设某种元件寿命服从指数分布，且平均寿命为 400 小时，则 4 个独立工作的这种元件工作了 800 小时至

少有一个损坏的概率为 .

8. 已知随机变量 X 和 Y相互独立，且 X ～ N（0，4），Y的分布律为
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Y 1 2 3

p 0. 2 0. 5 0. 3

则 P｛X + 2Y≤ 4｝ = （已知 Φ（1） = 0. 8413）.

9. 设二维随机变量（X，Y）的分布律为

（X，Y） （1，1）（1，2）（2，1）（2，2）（3，1）（3，2）

p
1
6

1
3

1
9 α 1

18 β

且 X 和 Y相互独立，则 α = ，β = .

10. 设随机变量 X 和 Y相互独立，且它们的分布律为

X 0 1 2

p 1 /2 1 /3 1 /6

Y 0 1 2 3

p 1 /4 1 /8 1 /4 3 /8

则随机变量 Z = max｛X，Y｝的分布律为 .

11. 假设随机变量 Y服从参数为 λ = 1 的指数分布，随机变量

Xk =
0，若 Y≤ k

1，若{ Y > k
（k = 1，2）

求 X1 和 X2 的联合概率分布 .

12. 甲、乙两厂生产同类的产品，它们的寿命分别为 X 和 Y，相互独立，概率密度为

fX（x） =
1

40 2槡 π
e -（x- 460）2

3200

fY（y） =
360
y2 ，

0
{

，

y > 360

其它

假定产品寿命超过 460 小时才算合格 . 今从两厂的产品中各取一件，问其中至少有一件不合格的概率为多少？

13. 设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

f（x，y） =
1

4π2 e -（x- 1）2 +（y- 2）2
4π

求（1）P｛2X≤ Y｝ （2）E（XY）.

14. 设随机变量 X，Y相互独立，已知 X的分布律为 P｛X = xi｝ = ai ；i = 1，2，Y的概率密度为 fY（y）已知，

试求 Z = X + 2Y的分布函数 .

15. 设 X，Y是相互独立且都服从参数为 λ 的指数分布的随机变量，求随机变量 Z =
X + Y

Y
的概率密度 .

16. 已知二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
1

2πσ2 e - x2 +y2

2σ2

求 Z = max（| X | ，| Y | ）的概率密度 .

17. 设随机变量 X，Y相互独立，且都服从区间〔0，a〕上的均匀分布，求随机变量 Z = | X - Y | 的概率密

度 .

18. 设二维随机变量（X，Y）的联合分布律为

Y
X 2 3

0 α 0. 3

1 0. 2 β

记

Z =
1， X + Y为偶数

0， X + Y{ 为奇数

求（1）Z 的概率分布；
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（2）（X，Z）的联合概率分布；

（3）当 α，β 取何值时，能使 X 和 Z 相互独立 .

19. 设二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
4
7

（1 + y + xy），

0
{

，

0 < x < 1，0 < y < 1

其它

判断 X，Y是否相互独立？为什么？

20.（1）已知随机变量 X 和 Y的联合概率密度为

f（x，y） =
x2 +

1
3

xy，

0
{

，

0 < x < 1，0 < y < 2

其它

求 X 和 Y的联合分布函数 F（x，y）.

（2）已知二维随机变量（X，Y）的联合分布律为

（x，y） （0，1） （3，0） （2，- 2）

P｛X = x，Y = y｝ 0. 2 0. 1 0. 7

求 X 和 Y的联合分布函数 F（x，y）.

21. 设二维随机变量（X，Y）只可能取数对（0，0），（- 1，1），（- 1，1
3

），（2，0），且取这些数对的概率依次为

1
6

，1
3

，1
12

，5
12

，问 X 和 Y是否相互独立？为什么？

22. 设二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
1 + xy

4
，

0
{

，

| x | < 1，| y | < 1

其它

证明：（1）X 与 Y不独立，但 X2 与 Y2 是相互独立的 .

（2）| X | 和 | Y | 是相互独立的 .

简明解答

1. （A） 2.（B） 3.（C） 4.（C）

5.
1

94槡 π
e

-（z- 4）2
94 因为 Z ～ N（4，47）

6.
1
12

P｛有实根｝ = P｛X2 - 4Y≥ 0｝ = 
x2 - 4y≥0

f（x，y）dxdy = ∫
1

0

x2

4
dx =

1
12

7. e - 2

8. 0. 46587 P｛X + 2Y≤ 4｝ = ∑
3

i = 1

P｛Y = i｝P｛X + 2Y≤ 4 | y = i｝ = ∑
3

i = 1

P｛Y = i｝P｛X≤ 4 - 2i | Y = i｝

= ∑
3

i = 1

P｛Y = i｝P｛X≤ 4 - 2i｝ = 0. 2FX（2）+ 0. 5FX（0）+ 0. 3FX（- 2）

= 0. 2Φ（1）+ 0. 5Φ（0）+ 0. 3Φ（- 1）

= 0. 55 - 0. 1Φ（1） = 0. 46587

9.
2
9

，1
9

10. Z 0 1 2 3

p 1 /8 3 /16 5 /16 3 /8

例如 P｛Z = 1｝ = P｛max（X，Y） = 1｝ = P（｛X = 0，Y = 1）∪｛X = 1，Y≤ 1｝）
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= P｛X = 0｝P｛Y = 1｝+ P｛X = 1｝P｛Y≤ 1｝

=
1
2

×
1
8

+
1
3

×
3
8

=
3
16

11. 首先要明确（X1 ，X2）的可能取值数对为：（0，0），（0，1），（1，0），（1，1），且

P｛X1 = 0，X2 = 0｝ = P｛Y≤ 1，Y≤ 2｝ = P｛Y≤ 1｝ = FY（1） = 1 - e - 1

P｛X1 = 0，X2 = 1｝ = P｛Y≤ 1，Y > 2｝ = P（） = 0

P｛X1 = 1，X2 = 0｝ = P｛Y > 1，Y≤ 2｝ = P｛1 < Y≤ 2｝ = FY（2）- FY（1） = e - 1 - e - 2

P｛X1 = 1，X2 = 1｝ = P｛Y > 1，Y > 2｝ = P｛Y > 2｝ = 1 - FY（2） = e - 2

所以（X1 ，X2）的联合分布律为

X1X2
0 1

0 1 - e - 1 e - 1 - e - 2

1 0 e - 2

12. P｛至少有一件不合格｝ = 1 - P｛两件都合格｝ = 1 - P｛X≥ 460｝P｛Y≥ 460｝

= 1 - （1 - FX（460））∫
+�

460

360
y2 dy = 1 - （1 - Φ（460 - 460

40
））（-

360
y

）
+�

460

= 1 - （1 - 0. 5）·360
460

=
14
23

13. 显然（X，Y） ～ N（1，2，2π，2π，0），因此 X ～ N（1，2π），Y ～ N（2，2π），由 ρ = 0 知，X，Y相互独立 .

（1）Z = 2X - Y ～ N（0，9π），因此

P｛2X≤ Y｝ = P｛2X - Y≤ 0｝ = FZ（0） = Φ（0 - 0

3 槡π
） = 0. 5

（2）E（XY） = EX·EY = 1 × 2 = 2

14. ｛X = x1｝，｛X = x2｝构成完全事件组，故

FZ（z） = P｛X + 2Y≤ z｝

= P｛X = x1｝P｛X + 2Y≤ z | X = x1｝+ P｛X = x2｝P｛X + 2Y≤ z | X = x2｝

= a1 P｛Y≤ 1
2

（z - x1）| X = x1｝+ a2 P｛Y≤ 1
2

（z - x2）| X = x2｝

= a1 P｛Y≤ 1
2

（z - x1）｝+ a2 P｛Y≤ 1
2

（z - x2）｝ = a1∫
1
2

（z- x1）

- �
fY（y）dy + a2∫

1
2

（z- x2）

- �
fY（y）dy

15. Z = 1 +
X
Y

，令 W =
X
Y

，先求 fW（ω）

fW（w） = ∫
+�

- �
| y | fZ（yw）fY（y）dy = ∫

+�

0
yfZ（yw）λe - λydy

注意： fX（yω） =
λe - λyw，

0{ ，

yw > 0

其它

由于积分变量 y > 0，因此

当 w≤ 0 时，fX（yw） = 0；当 w > 0 时，fX（yw） = λe - λyω

故当 ω ≤ 0 时，fW（w） = 0

当 ω > 0 时，fW（w） = ∫
+�

0
yλe - λyω·e- λydy =

1
（ω + 1）2

即

fW（w） =
1

（w + 1）2

0
{

，

w > 0

w≤ 0

因为 Z = 1 + W，z = 1 + w 在（0，+ � ）上有 dz
dw

= 1 > 0，所以可用定理，反函数为 w = z - 1，故
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fZ（z） =
fW（z - 1）× 1，

0{ ，

z > 1 时

z≤ 1
=

z- 2 ，

0{ ，

z > 1

其它

16. 由于（X，Y） ～ N（0，0，σ2 ，σ2 ，0），ρ = 0，因此 X，Y相互独立，且都服从 N（0，σ2）分布 .

FZ（z） = P｛Z ≤ z｝ = P｛max（| X | ，| Y | ）≤ z｝

= P｛| X | ≤ z，| Y | ≤ z｝ = P｛| X | ≤ z｝P｛| Y | ≤ z｝

当 z < 0 时，FZ（z） = P（） = 0

当 z > 0 时，FZ（z） = P｛- z < X < z｝P｛- z < Y < z｝ = （FX（z）- FX（- z））（FY（z）- FY（- z））

= （Φ（ z
σ

）- Φ（- z
σ

））（Φ（ z
σ

）- Φ（- z
σ

）） = （2Φ（ z
σ

）- 1）2

故

fZ（z） =
4
σ

（2Φ（ z
σ

）- 1）φ（ z
σ

），

0
{

，

z > 0

z≤ 0

图 17 - 13

17. 已知（X，Y）的概率密度为

f（x，y） =
1
a2 ，

0
{

，

0 < x < a，0 < y < a

其它

当 z < 0 时，FZ（z） = P｛| Z - Y| ≤ z｝ = P（） = 0

当 0 ≤ z < a 时，参看图 17 - 13

FZ（z） = P｛- z≤ X - Y≤ z｝

= 
- z≤x- y≤z

f（x，y）dxdy = 
- z≤x- y≤z

0 < x < a
0 < y < a

1
a2 dxdy

=
1
a2 SD =

2az - z2

a2

当 a ≤ z < + � 时，FZ（z） = P（Ω） = 1

故有

FZ（z） =

0， z < 0

2az - z2

a2 ， 0 ≤ z < a

1， a ≤
{

z

，fZ（z） =
2az - z2

a2 ， 0 < z < a

0，
{

其它

18. （1）P｛Z = 0｝ = P｛X + Y为奇数｝ = P（｛X = 0，Y = 3｝∪｛X = 1，Y = 2｝）

= P｛X = 0，Y = 3｝+ P｛X = 1，Y = 2｝） = 0. 5

P｛Z = 1｝ = 1 - P｛Z = 0｝ = 0. 5

即 Z 的分布律为

Z 0 1

p 0. 5 0. 5

（2）（X，Z）的可能取值数对为（0，0），（0，1），（1，0），（1，1）

P｛X = 0，Y = 0｝ = P｛X = 0，X + Y为奇数｝ = P｛X = 0，Y = 3｝ = 0. 3

其它几个概率类似可求得，得（X，Z）的联合分布律为

Z

X
0 1 P｛X = xi｝ = pi·

0 0. 3 α 0. 3 + α

1 0. 2 β 0. 2 + β

P｛Z = xj｝ = p·j 0. 5 α + β

（3）将（X，Z）的上述联合分布律添上边缘分布律，要使 X，Z 相互独立，必须
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（0. 3 + α）× 0. 5 = 0. 3

（0. 2 + β）× 0. 5 = 0.{ 2

解得 α = 0. 3，β = 0. 2，进一步可验证：当取 α = 0. 3，β = 0. 2 时，Pij = Pi·P·j 对一切 i，j 成立，即此时

X，Z 相互独立 .

19. 当 0 < x < 1 时

fX（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy = ∫

1

0

4
7

（1 + y + xy）dy =
2
7

（x + 3）

当 0 < y < 1 时

fY（y） = ∫
+�

- �
f（x，y）dx = ∫

1

0

4
7

（1 + y + xy）dx =
2
7

（3y + 2）

故在 0 < x < 1，0 < y < 1 上，f（x，y）≠ fX（x）fY（y），因此 X 和 Z 不独立 .

20. （1）（见图 17 - 14）

F（x，y） =

0， x < 0 或 y < 0， （Ⅰ）

x2 y
3

（x +
y
4

）， 0 ≤ x < 1，0 ≤ y < 2， （Ⅱ）

y
3

（1 +
y
4

）， x ≥ 1，0 ≤ y < 2， （Ⅲ）

x2

3
（2x + 1）， 0 ≤ x < 1，y ≥ 2， （Ⅳ）

1， x ≥ 1，y ≥ 2， （Ⅴ















）

图 17 - 14 图 17 - 15

（2）（见图 17 - 15）

F（x，y） =

0，

0. 7，

0. 8，

0. 2，

0. 9

1













，

x < 0 或 y < - 2 或 0 ≤ x < 2，- 2 ≤ y < 1， （Ⅰ）

x ≥ 2，- 2 ≤ y < 0 或 2 ≤ x < 3，0 ≤ y < 1， （Ⅱ）

x ≥ 3，0 ≤ y < 1， （Ⅲ）

0 ≤ x < 2，y ≥ 1， （Ⅳ）

2 ≤ x < 3，y ≥ 1， （Ⅴ）

x ≥ 3，y ≥ 1， （Ⅵ）

21. 将（X，Y）的概率分布写成标准的列表形式：

Y

X
0

1
3

1

- 1 0
1
2

1
3

0
1
6

0 0

2
5
12

0 0

显然 P｛X = 0，Y = 1｝ = 0 ≠ P｛X = 0｝P｛Y = 1｝ =
1
6

×
1
3

，故不独立 .

22. （1）fX（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy = ∫

1

- 1

1 + xy
4

dy =
1
2

，当 | x | < 1.
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类似可得

fY（y） =
1
2

，

0
{

，

| y | < 1

其它

因为在 | x | < 1，| y | < 1 上：f（x，y）≠ fX（x）fY（y），所以 X，Y不相互独立 .

图 17 - 16

（X2 ，Y2）的联合分布函数（图 17 - 16）

F（X2，Y2）（x，y） = P｛X2 ≤ x，Y2 ≤ y｝

=

0，

槡x，

槡y，

槡xy，

1













，

x < 0 或 y < 0 （区域 Ⅰ）

0 ≤ x < 1，y ≥ 1 （区域 Ⅱ）

x ≥ 1，0 ≤ y < 1 （区域 Ⅲ）

0 ≤ x < 1，0 ≤ y < 1 （区域 Ⅳ）

x ≥ 1，y ≥ 1 （区域 Ⅴ）

由此可得

F
X2（x） =

0，

槡x，

1
{

，

x < 0

0 ≤ x < 1

x ≥ 1

F
Y2（y） =

0，

槡y，

1
{

，

y < 0

0 ≤ y < 1

y ≥ 1

因此，F（X2，Y2）（x，y） = FX2（x）FY2（y）对一切 x，y 成立，X2 与 Y2 相互独立 .

（2）和（X2 ，Y2）类似，（| X | ，| Y | ）的联合分布函数

F（| X| ，| Y| ）（x，y） =

0，

x，

y，

xy，

1










，

x < 0 或 y < 0

0 ≤ x < 1，y ≥ 1

x ≥ 1，0 ≤ y < 1

0 ≤ x < 1，0 ≤ y < 1

x ≥ 1，y ≥ 1

由此得

F| X|（x） = P｛| X | ≤ x｝ =

0，x < 0

x，0 ≤ x < 1

1，x ≥
{

1

， F| Y|（y） =

0，y < 0

y，0 ≤ y < 1

1，y ≥
{

1

因此，F（| X| ，| Y| ）（x，y） = F| X|（x）F| Y|（y）对一切 X，Y成立，故 | X | 和 | Y | 相互独立 .
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第十八章 随机变量的数字特征

考试要求

1. 理解随机变量数字特征（数学期望、方差、标准差、矩、协方差、相关系数）的概念，并会运用数字特征的

基本性质计算具体分布的数字特征，掌握常用分布的数字特征.

2. 会根据随机变量的概率分布求其函数的数学期望；会根据二维随机变量的概率分布求其函数的数学期望.

考试要点分析与题型预测

无论是从理论还是从应用看，这一章是概率论的重点内容之一，从上面分数统计看，它也是每年必考的内

容之一，而且题量的比例还相当大，解题的方法也具有多样性、灵活性、综合性的特点.

求随机变量函数的数学期望是重中之重，要注意对不同类型的随机变量所用公式、步骤也不同 . 对连续型

随机变量 f（x）或 f（x，y）是给出的，用积分公式 Eg（X） = ∫
+�

- �
g（x）fX（x）dx，Eg（X，Y） = ∫

+�

- � ∫
+�

- �
g（x，y）f（x，

y）dxdy 计算 . 而对离散型随机变量在应用题中，首先要建立 X或（X，Y）的分布律，然后只要用求和公式：Eg（X）

= ∑
i

g（xi）pi ，Eg（X，Y） = ∑
i
∑

j

g（xi ，yj）pij 计算（见例 3，7，11，20）.

简单的计算题求数字特征一般以填空题形式出现（见例 8，9，19）或出成选择题（例 1，10，15），而以应用题

出现的可能性更大，例求平均利润或它的最大值（见例 17 ～ 18）.

数学期望和方差的性质必须熟练掌握，它会以各种类型的题目出现.

讨论随机变量的不相关和独立又是一个重点，它涉及协方差和相关系数的计算，一系列公式要背熟.

应用正态分布的性质计算数字特征将会带来极大方便（见例 1，12，14，16），它也是经常会出题的考点.

§ 18 - 1 随机变量的数学期望

一、一维随机变量的数学期望

1. 离散型随机变量的数学期望

设离散型随机变量 X 的分布律为 P｛X = xk｝ = pk，k = 1，2，⋯，若级数∑
�

k = 1

xkpk 绝对收敛，则称级数∑
�

k = 1

xkpk

的和为随机变量 X 的数学期望（或均值），记为 E（X）. 即

E（X） = ∑
�

k = 1

xkpk

2. 连续型随机变量的数学期望

设连续型随机变量 X 的概率密度为 f（x），若积分

∫
+�

- �
xf（x）dx

绝对收敛，则称∫
+�

- �
xf（x）dx 的值为随机变量 X 的数学期望（又称均值），记为 E（X），即

E（X） = ∫
+�

- �
xf（x）dx

二、随机变量函数的数学期望

1. 离散型随机变量函数的数学期望

设一维随机变量 X 的分布律为 P｛X = xk｝ = pk，k = 1，2，⋯，Y = g（X），则
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E（Y） = Eg（X） = ∑
�

k = 1

g（xk）pk

设二维离散型随机变量（X，Y）的联合分布律为 P｛X = xi ，Y = yi｝ = pij，i，j = 1，2，⋯；Z = g（X，Y），则

E（Z） = E（g（X，Y）） = ∑
i
∑

j

g（xi ，yj）pij

2. 连续型随机变量函数的数学期望

设随机变量 X的概率密度为 fX（x），y = g（x）是连续函数，如果∫
+�

- �
g（x）fX（x）dx绝对收敛，则随机变量 Y =

g（X）的数学期望为

E（Y） = E［g（X）］= ∫
+�

- �
g（x）fX（x）dx

设二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为 f（x，y），z = g（x，y）是连续函数，如果∫
+�

- � ∫
+�

- �
g（x，y）f（x，y）dxdy

绝对收敛，则随机变量 Z = g（X，Y）的数学期望为

E（Z） = E［g（X，Y）］= ∫
+�

- � ∫
+�

- �
g（x，y）f（x，y）dxdy

评述 对连续型随机变量函数 g（X）或 g（X，Y）的数学期望，只要把大写随机变量 X，Y换成积分变量小

写的 x，y，把所得的函数 g（x）或 g（x，y）放在被积函数里，作为被积函数的一部分，进行积分即可得

E（g（X））或 E（g（X，Y））. 由于大量考研题中都要用此公式，所以必须牢记！

三、数学期望的性质

1. 设 C 是常数，则 E（C） = C.

2. 设 X 是随机变量，C 是常数，则 E（CX） = CE（X）.

3. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 都是随机变量，则 E（∑
n

i = 1

Xi） = ∑
n

i = 1

E（Xi）.

4. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是 n 个相互独立的随机变量，则

E（X1 X2 ⋯Xn） = E（X1）E（X2）⋯E（Xn）

§ 18 - 2 随机变量的方差

一、方差的概念

1. 定义 D（X） = E（X - E（X））2（或记为 Var（X））称为 X 的方差，σ（X） = D（X槡 ）称为 X 的的标准差

（或均方差）.

2. 计算公式 D（X） = E（X）2 - （E（X））2.

二、方差的性质

1. 设 C 是常数，则 D（C） = 0.

2. 设 X 是随机变量，C 是常数，则 D（CX） = C2 D（X）.

3. 设 X，Y是两个相互独立随机变量，则有

D（X + Y） = D（X）+ D（Y）

由于方差的这 3 个性质没有其它数学运算的类似物，一定要记熟 .

§ 18 - 3 随机变量的矩与相关系数

一、矩

设有随机变量 X，Y，如果 EXk 存在，则称其为 X的 k 阶原点矩；若 E（X - EX）k 存在，则称其为 X的 k 阶中心
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矩；若 E（XkYl）存在，则称其为 X 和 Y的 k + l 阶原点混合矩；若 E［（X - EX）k（Y - EY）l ］存在，则称其为 X 和

Y的 k + l 阶中心混合矩 .

容易看出，数学期望就是一阶原点矩，方差就是二阶中心矩 .

二、协方差

1. 定义 Cov（X，Y） = E（X - E（X））（Y - E（Y））.

2. 计算公式 Cov（X，Y） = E（XY）- E（X）·E（Y）.

3. 性质

（1）Cov（X，Y） = Cov（Y，X），Cov（X，X） = D（X）.

（2）Cov（aX，bY） = abCov（X，Y），a，b 是常数 .

（3）Cov（X1 + X2 ，Y） = Cov（X1 ，Y）+ Cov（X2 ，Y）.

4. 如果 X，Y相互独立，则 Cov（X，Y） = 0，注意由于常数 C 和任何随机变量 X 都相互独立，所以 Cov（X，C）

= 0.

5. 重要公式

E（XY） = E（X）·E（Y）+ Cov（X，Y）

D（X + Y） = D（X）+ D（Y）+ 2Cov（X，Y）

三、相关系数

1. 定义 ρXY =
Cov（X，Y）

D（X槡 ） D（Y槡 ）

2. 性质

（1）| ρXY | ≤ 1

（2）| ρXY | = 1 的充要条件是：存在常数 a，b，使 P｛Y = a + bX｝ = 1.

四、随机变量的不相关与相互独立

1. 随机变量的不相关

当随机变量 X 和 Y的相关系数 ρX，Y = 0 时，称 X 和 Y不（线性）相关 .

2. 重要关系

E（XY） = E（X）·E（Y）



X，Y相互独立 Cov（X，Y） = 0ρXY = 0X，Y不相关



D（X + Y） = DX + DY

评述 上述重要关系主要说明 3 个问题：

1. 如 X，Y相互独立，则 X，Y必不相关，但反之不然！

2. 要使等式 E（XY） = E（X）·E（Y）和 D（X + Y） = D（X）+ D（Y）成立的条件可由相互独立减弱到

只要求 X，Y不相关即可 .

3. X，Y不相关，ρX，Y = 0，Cov（X，Y） = 0，E（XY） = E（X）·E（Y），D（X + Y） = D（X）+ D（Y）这 5 个

关系是等价的，要证明其中一个只要证其余 4 个中任何一个成立即可 . 要证明 X，Y不相关，计算量最少、

最方便的是用 E（XY） = E（X）·E（Y）或 Cov（X，Y） = 0.

§ 18 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 （06，13 分）设随机变量 X 的概率密度为
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fX（x） =

1
2

， - 1 < x < 0

1
4

， 0 ≤ x < 2

0， 其它

{
.

令 Y = X2 ，F（x，y）为二维随机变量（X，Y）的分布函数，求：

（Ⅰ）Y的概率密度 fY（y）； （Ⅱ）Cov（X，Y）； （Ⅲ）F（-
1
2

，4）.

解 （Ⅰ）（Ⅲ）上章已解决，此处略.

（Ⅱ）EX = ∫
+�

- �
xfX（x） = ∫

0

- 1

1
2

xdx + ∫
2

0

1
4

xdx =
1
4

EY = EX2 = ∫
+�

- �
x2 fX（x）dx = ∫

0

- 1

1
2

x2 dx + ∫
2

0

1
4

x2 dx =
5
6

E（XY） = EX3 = ∫
+�

- �
x3 fX（x）dx = ∫

0

- 1

1
2

x3 dx + ∫
2

0

1
4

x3 dx =
7
8

故 Cov（X，Y） = E（XY）- EX·EY =
2
3

.

例 2 （06，4 分）设总体 X 的概率密度为 f（x） =
1
2

e- | x|（- � < x < + � ）X1 ，X2 ，⋯，Xn 为总体 X 的简单

随机样本，其样本方差为 S2 ，则 ES2 = .

解 应用奇，偶函数在对称区间上的积分特点计算得

EXi =
1
2 ∫

+�

- �
xe- | x| dx = 0，

EX2
i = ∫

+�

- �
x2 · 1

2
e- | x| dx = ∫

+�

0
x2 e - | x| dx = 2

DXi = EX2
i - （EXi）

2 = 2.

注意在统计中 Xi（i = 1，2，⋯，n）是相互独立，且同分布的，又由 EXi = EX，DXi =
DXi

n
，方差定义 DXi = E（Xi -

EXi）
2 及 E（X - EX） = 0 的基本知识. 和 EXi - EX = 0，得

ES2 = E（ 1
n - 1∑

n

i = 1

（Xi - X）2） =
1

n - 1∑
n

i = 1

E（Xi - X）2 =
1

n - 1
·nE（Xi - X）2

=
n

n - 1
E（（Xi - EXi）- （X - EX））2

=
n

n - 1
（DXi - 2E（Xi - EXi）（X - EX）+ DX）

=
n

n - 1
（DXi - 2E（Xi - EXi）· 1

n
［（Xi - EXi）+ ∑

j≠i

（Xj - EXj）］+
DXi

n
）

=
n

n - 1
（DXi -

2
n

（DXi + 0）+
DXi

n
） =

n
n - 1

·n - 1
n

DXi = DXi = 2.

评述 ① 本题计算 ES2 中第 4，5，6 个等号是常用的计算或处理问题的技巧，由于本题只有 4 分，所以这

种能力还要求很熟练，这在后面例 21 即 05 年考题中也又一次用到.

② 有些同学计算 EXi 是这样做的，

EXi = ∫
+�

- �
f（x）dx = ∫

+�

- �

1
2

e - | x| dx = 1.

错在何处？错在公式中少了“x”，应 EXi = ∫
+�

- �
xf（x）dx，所以在求数学期望 EX时，出现答案为 1，请检查一

下公式中 x 有没有漏掉，如漏掉 x，则∫
+�

- �
f（x）dx 正确计算结果必然为 1，这是概率密度的性质.

例 3 掷两颗骰子，Y表示两颗出现向上点数较大者，则 EY = .

解 设两颗骰子掷出向上点数分别为 X1 ，X2 ，显然它们相互独立，则 Y = max（X1 ，X2），它的可能取值为 1，
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2，3，4，5，6，且 P｛Xi = j｝ =
1
6

，i = 1，2，j = 1，2，3，4，5，6

P｛Y = k｝ = P｛Y≤ k｝- P｛Y≤ k - 1｝ = P｛max（X1 ，X2）≤ k｝- P｛max（X1 ，X2）≤ k - 1｝

= P｛X1 ≤ k，X2 ≤ k｝- P｛X1 ≤ k - 1，X2 ≤ k - 1｝

= P｛X1 ≤ k｝P｛X2 ≤ k｝- P｛X1 ≤ k - 1｝P｛X2 ≤ k - 1｝

= （ k
6

）2 - （k - 1
6

）2 =
2k - 1

36
，k = 1，2，3，4，5，6

因此

EY = ∑
6

k = 1

k·2k - 1
36

=
1
36

（2∑
6

k = 1

k2 - ∑
6

k = 1

k） =
1
36

（2 ×
6 × 7 × 13

6
-

6 × 7
2

） =
161
36

.

评述 1. 此处引进 X1 ，X2 对求 Y的分布律带来方便 .

2. 对取正整数值的离散随机变量，公式

P｛Y = k｝ = P｛Y≤ k｝- P｛Y≤ k - 1｝

在求概率时经常会带来方便，因为 P｛Y≤ k｝ = FY（k），可应用分布函数的信息，本题中 P｛Y≤ k｝ =

P｛max（X1 ，X2）≤ k｝ = P｛X1 ≤ k，X2 ≤ k｝，便于事件分解和概率计算 .

3. 求离散型随机变量的数学期望，主要是求它的分布律，求出分布律，代公式∑
i

xi pi = EX即用定义

可求出 EX.

例 4 将 n 个球随机地放入 N 个盒中，每个球放入各个盒子是等可能的，求有球的盒子数 X的数学期望 .

分析 X 的分布律用排列组合太难求，那就不求它，也就是不用定义去求 X 的数学期望，而用数学期望的

性质：E（∑
n

i = 1

Xi）= ∑
n

i = 1

E（Xi）去求 . 这种技巧只适用于求离散型随机变量的数学期望 . 本题还要注意求 Xi 的分

布律的技巧 .

解 引入随机变量 Xi =
1，第 i 个盒子中有球

0，第 i{ 个盒子中无球
i = 1，2，⋯，N，则 X = X1 + X2 + ⋯ + XN，下面求 Xi 的分

布律 .

P｛Xi = 1｝特别难求，而 P｛Xi = 0｝特别容易求：注意每个球放入各个盒子的概率相等，为 1
N

，且各个球放

入哪个盒子是相互独立的，所以

P｛Xi = 0｝=（1 -
1
N

）n ，P｛Xi = 1｝= 1 - P｛Xi = 0｝= 1 - N - 1( )N

n

，于是 E（Xi）= 1 - N - 1( )N

n

，故 E（X）

= E（∑
N

i = 1

Xi） = ∑
N

i = 1

E（Xi） = N 1 - N - 1( )N[ ]n

例 5 将分别编号为 1 至 n 的 n 只球随机地放进编号为 1 至 n 的 n 只盒子中去，一只盒子只装 1 只球，如果

一只球装入与球同号码的盒子中，称为 1 个配对，记 X 为配对的总个数，求 X 的数学期望 .

分析 在古典概率中配对的概率问题令绝大部分学生头痛，虽听懂了，但过几天又可能做不出题，所以 X 的分

布律很难求 . 从下面的题解可看出，用类似上题的技巧求 E（X）都很简单 .

解 引进随机变量

Xi =
1，第 i 号球恰装入第 i 号盒子

0，第 i 号球不是装入第 i{ 号盒子
i = 1，2，⋯，n

则 X = ∑
n

i = 1

Xi ，而 Xi 的分布为

P｛Xi = 1｝ =
1
n

P｛Xi = 0｝ = 1 - P｛Xi = 1｝ = 1 -
1
n

于是 E（Xi） =
1
n

，i = 1，2，⋯，n. 故 E（X） = E（∑
n

i = 1

Xi） = ∑
n

i = 1

E（Xi） = 1.
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评述 1. Xi 的分布中，为什么 P｛Xi = 1｝ =
1
n

？这可用抓阄模型解释：第 i 号球相当于中奖券，其它 n -

1 个球相当于空白券，盒子相等于人去无放回地摸，则第 i 个人（即第 i 盒子）中奖（即配对）的概率为
1
n

.

2. 例 4，例 5 此类技巧在考研题中还没出现过，但迟早会出这类题型 .

例 6 （00，7 分）设随机变量 X 的概率密度为

f（x） =
1
2

cos
x
2

，

0
{

，

0 ≤ x ≤ π
其它

对 X 独立地重复观察 4 次，用 Y表示观察值大于 π
3

的次数，求 Y2 的数学期望 .

解 显然 Y ～ B（4，p），令 A = ｛X > π
3

｝

因此 p = P（A） = P｛X > π
3

｝ = ∫
π

π
3

1
2

cos
x
2

dx =
1
2

故 E（Y） = 4 ×
1
2

= 2，D（Y） = 4 ×
1
2

×（1 -
1
2

） = 1

E（Y2） = D（Y）+（E（Y））2 = 1 + 22 = 5

评述 1. 连续型和离散型（主要是二项分布）随机变量相结合的这种题型在考研题中常见的，一定要熟

练 .

2. 求服从参数为 n，p 的二项分布的概率和数字特征在考题中经常出现，几乎每年都考 . 而 P（A） =

p 的计算有各种各样的方法：本题是用连续型随机变量的概率计算，有的题是用全概率公式计算 .

3. 公式 DX = EX2 - （EX）2 要非常熟练，熟到可以倒背，本处用到 E（X2） = DX +（EX）2.

例 7 （03，10 分）已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中甲箱中有 3 件合格品和 3 件次品，乙箱中仅装有 3

件合格品，从甲箱中任取 3 件产品放入乙箱后，求

（1）乙箱中次品数 X 的数学期望；

（2）从乙箱中任取一件产品是次品的概率.

解（1）X 的可能取值为 0，1，2，3. 令 Y表示从甲箱中取出的 3 件中的次品数，则 Y服从多项分布，故

P｛X = 0｝ = P｛Y = 0｝ =
c3

3

c3
6

=
1
20

. P｛X = 1｝ = P｛Y = 1｝ =
c1

3 c2
3

c3
6

=
9
20

P｛X = 2｝ = P｛Y = 2｝ =
c2

3 c1
3

c3
6

=
9
20

P｛X = 3｝ = P｛Y = 3｝ =
c3

3

c3
6

=
1
20

EX = ∑
3

i = 0

iP｛X = i｝ = 1· 9
20

+ 2· 9
20

+ 3· 1
20

=
3
2

（2）令 B = ｛从乙箱中任取一件产品是次品｝，则

P（B） = ∑
3

i = 0

P｛X = i｝P｛B | X = i｝ =
1
20

·0 +
9
20

· 1
6

+
9
20

· 2
6

+
1
20

· 3
6

=
1
4

.

评述 上述（1）的解法是只引进一个随机变量 Z 或 Y；也可有另一种解法，即引进三个随机变量：令

Xi =
0， 从甲箱中取出的第 i 件产品是合格品

1， 从甲箱中取出的第 i 件产品是次品{ ，
i = 1，2，3 由抓阄模型乃知 Xi ，i = 1，2，

3 同分布：P｛X = 0｝ = p｛X = 1｝ =
1
2

，由 EXi =
1
2

得 EX = ∑
3

i = 1

EXi =
3
2

.

例 8 （00，8 分）某流水生产线每个产品不合格的概率为 p（0 < p < 1），各产品合格与否相互独立，当出现

一个不合格产品时即停机检修 . 设开机后第一次停机时已生产了的产品个数为 X，求 X的数学期望 E（X）和方

差 D（X）.

解 为方便计算，令 q = 1 - p，又令 Ai =｛第 i 个产品合格｝，则有 P（Ai） = q，P（珔Ai） = p，且 Ai（i = 1，2，
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⋯）相互独立 . 于是 X 的概率分布为

P｛X = i｝ = P（A1 A2 ⋯Ai- 1
珔Ai） = P（A1）P（A2）⋯P（Ai- 1）P（珔Ai） = qi- 1 p，i = 1，2，⋯

X 的数学期望为

E（X） = ∑
�

i = 1

iqi- 1 p = p（∑
�

i = 1

ixi- 1）
x = q

= p（∑
�

i = 1

xi）
'

x = q
= p x

1( )- x
'

x = q

=
1
p

因为 E（X2） = ∑
�

i = 1

i2 qi- 1 p = p ∑
�

i = 1

（i + 1）iqi- 1 - ∑
�

i = 1

iqi-( )1 = p ∑
�

i = 1

（i + 1）ixi- 1( ）
x = q

-
1
p

= p ∑
�

i = 1

xi+( )1 " x = q
-

1
p

= p x2

1( )- x
"

x = q

-
1
p

= p· 2
p3 -

1
p

=
2 - p

p2

所以 X 的方差为 D（X） = E（X2）- （E（X））2 =
2 - p

p2 -
1
p2 =

1 - p
p2

评述 考题逐年向综合性发展，本题将求期望和级数求和综合在一起 .

例 9 （1）设两个不相关的随机变量 X和 Y的方差分别为 4 和 9，则随机变量 3Y - 4X的方差为 .

（2）设随机变量 X，Y，Z 相互独立，且方差分别为 3，2，1，则随机变量4X - 3Y- 2Z + 1 的方差为 .

解 （1）D（3Y - 4X） = D（3Y）+ D（- 4X）+ 2Cov（3Y，- 4X）

= 9DY + 16DX + 2 × 3 ×（- 4）Cov（Y，X）

= 9 × 9 + 16 × 4 = 145

（2）D（4X - 3Y - 2Z + 1） = 16DX + 9DY + 4DZ = 70.

评述 如 X，Y独立（或不相关），则易证 aX，bY仍独立（或不相关），则 D（aX ± bY） = a2 DX + b2 DY，注意

右端 a2 和 b2 中的“平方”不可忘，而且右端运算永远全是加号“+”. 这类求方差运算在考研题中是必考

的 .

例 10 （06，13 分）设二维随机变量（X，Y）的概率分布为

Y

X
- 1 0 1

- 1 a 0 0. 2

0 0. 1 b 0. 2

1 0 0. 1 c

其中 a，b，c 为常数，且 X 的数学期望 EX = - 0. 2，P｛Y≤ 0 | X≤ 0｝ = 0. 5，记 Z = X + Y，求

（Ⅰ）a，b，c 的值.

（Ⅱ）Z 的概率分布.

（Ⅲ）P｛X = Z｝.

解 （Ⅰ）由下列三个方程联立解三个常数 a，b，c：


3

i = 1


3

j = 1
= pij = 1

EX = - 0. 2

P｛Y≤ 0 | X≤ 0｝ = 0.
{

5



a + b + c + 0. 6 = 1

- （a + 0. 2）+（0. 1 + 1） = - 0. 2

a + b + 0. 1
a + b + 0. 5

= 0.{ 5

可解得 a = 0. 2， b = 0. 1， c = 0. 1.

（Ⅱ）Z 的可能取值为 - 2，- 1，0，1，2

P｛Z = - 2｝ = P｛X + Y = - 2｝ = P｛X = - 1，Y = - 1｝ = 0. 2.

P｛Z = - 1｝ = P｛X = - 1，Y = 0｝+ P｛X = 0，Y = - 1｝ = 0. 1.

P｛Z = 0｝ = P｛X = - 1，Y = 1｝+ P｛X = 0，Y = 0｝+ P｛X = 1，Y = - 1｝ = 0. 3.

P｛Z = 1｝ = P｛X = 1，Y = 0｝+ P｛X = 0，Y = 1｝ = 0. 3.

P｛Z = 2｝ = P｛X = 1，Y = 1｝ = 0. 1.

即 Z 的分布律为
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Z - 2 - 1 0 1 2

P 0. 2 0. 1 0. 3 0. 3 0. 1

（Ⅲ）P｛X = Z｝ = P｛Y = 0｝ = ∑
3

i = 1

P｛X = xi ，Y = 0｝

= 0 + b + 0. 1 = 0. 2

例 11 已知随机变量 X 和 Y相互独立，且它们的数学期望和方差都存在，DX = DY≠ 0，记 Z1 = 3X - Y，

Z2 = X + 3Y，则 Z1 和 Z2 有（ ）.

（A）独立 （B）不独立

（C）相关系数为 0 （D）相关系数不为 0

解法一 Cov（Z1 ，Z2） = Cov（3X - Y，X + 3Y） = 3Cov（X，X）+ 8Cov（X，Y）- 3Cov（Y，Y）

= 3DX + 0 - 3DY = 0

故 ρZ1Z2
= 0，选（C）.

解法二 Cov（Z1 ，Z2） = EZ1 Z2 - EZ1 ·EZ2 = E（3X - Y）（X + 3Y）- E（3X - Y）E（X + 3Y）

= E（3X2 + 8XY - 3Y2）- （3μ1 - μ2）（μ1 + 3μ2）

= 3（σ2 + μ2
1）+ 8μ1μ2 - 3（σ2 + μ2

2）- （3μ2
1 + 8μ1μ2 - 3μ2

2） = 0

故 ρZ1Z2
= 0，选（C）

评述 由上述计算可见，熟悉协方差的性质（即运算法则）在计算或推导相关系数，讨论不相关之类问

题时会带来方便 .

图 18 - 1

例 12 （01，8 分）设随机变量 X和 Y的联合分布在以点（0，1），（1，0），

（1，1）为顶点的三角形区域上服从均匀分布，试求随机变量 U = X + Y的方

差 .

解法一 先求 U = X + Y的概率密度（见图 18 - 1），再求 D（U）.

fU（u） = ∫
+�

- �
f（x，u - x）dx = ∫

1

u- 1
2dx，

0
{

，

1 ≤ u ≤ 2

其它

=
2（2 - u），

0{ ，

1 ≤ u ≤ 2

其它

E（U） = ∫
+�

- �
ufU（u）du = ∫

2

1
u·2（2 - u）du =

4
3

E（U2） = ∫
+�

- �
u2 fU（u）du = ∫

2

1
u2 ·2（2 - u）du =

11
6

故 D（U） = D（X + Y） = E（U2）- （EU）2 =
11
6

-
16
9

=
1
18

解法二 用求随机变量函数的数学期望公式：已知（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
2， 0 ≤ 1 - x ≤ y ≤ 1

0，{ 其它

EU = E（X + Y） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
（x + y）f（x，y）dxdy = ∫

1

0
dy∫

1

1 - y
2（x + y）dx = ∫

1

0
（y2 + 2y）dy =

4
3

EU2 = E（X + Y）2 = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
（x + y）2 f（x，y）dxdy

= ∫
1

0
dy∫

1

1 - y
2（x + y）2 dx = ∫

1

0
（2y + 2y2 +

2
3

y3）dy =
11
6

D（U） = EU2 - （EU）2 =
11
6

-
16
9

=
1
18

解法三 用公式 D（X + Y） = DX + DY + 2Cov（X，Y）

当 0 ≤ x ≤ 1 时，fX（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy = ∫

1

1 - x
2dy = 2x
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当 x < 0 或 x > 1 时，fX（x） = 0

E（X） = ∫
+�

- �
xfX（x）dx = ∫

1

0
2x2 dx =

2
3

， E（X2） = ∫
+�

- �
x2 fX（x）dx = ∫

1

0
2x3 dx =

1
2

D（X） = EX2 - （EX）2 =
1
18

同理可解得 E（Y） =
2
3

，D（Y） =
1
18

，

E（XY） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
xyf（x，y）dxdy = ∫

1

0
dy∫

1

1 - y
2xydx = ∫

1

0
（2y2 - y3）dy =

5
12

Cov（X，Y） = EXY - EXEY =
5
12

-
4
9

= -
1
36

D（U） = D（X + Y） = DX + DY + 2Cov（X，Y） =
1
18

+
1
18

-
2
36

=
1
18

解法四 由于是均匀分布，所以可用几何概率求 U的分布函数 . 当 u < 1 时，FU（u）= 0，当 u > 2 时 FU（u）

= 1，当 1 ≤ u ≤ 2 时

FU（u） = P｛X + Y≤ u｝
见图 18 -


1 SD

SΩ
=

1
2

-
1
2

（2 - u）2

1
2

= 1 - （2 - u）2

fU（u） =
dFU（u）

du
=

2（2 - u），

0{ ，

1 ≤ u ≤ 2

其它

余下同解法一 .

评述 其中解二是最正规的方法，解一关键要能记住不相互独立的随机变量之和的概率密度公式则是

方便的 .

例 13 （96，3 分）设 ξ，η 是两个相互独立且均服从正态分布 N（0，（ 1

槡2
）2）的随机变量，则随机变量 | ξ - η |

的数学期望 E（| ξ - η | ） = .

分析 本题由 ξ 和 η 是“独立”的，而且 ξ，η“都是正态”随机变量，马上要想到有重要结论：它们的线性组

合仍服从正态分布，| ξ - η | = （ξ - η）槡 2 不是 ξ，η 的线性组合，但 ξ - η 是线性组合 .

解法一 令 X = ξ - η ～ N（0，1），故

E | ξ - η | = E | X | = ∫
+�

- �
| x |· 1

2槡 π
e - x2

2 dx =
2

2槡 π∫
- �

0
xe - x2

2 dx

= 槡2

槡π
（- e - x2

2
） + �

0
=

2

槡π

解法二 用 E（g（ξ，η）） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
g（x，y）f（x，y）dxdy 观点处理 .

E（| ξ - η | ） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
| x - y |· 1

2槡 π ×
1

槡2

e - x2

2 ×（1
2

）· 1

2槡 π ×
1

槡2

e - y2

2 ×（1
2

）dxdy

=
1
π

（
x > y

（x - y）e -（x2 +y2）dxdy + 
x≤y

（y - x）e -（x2 +y2）dxdy）

= ⋯（经繁杂计算） =
2

槡π

评述 解法二只看出“独立”、“正态”，没想到“独立正态变量线性组合仍是正态变量”这一特别重要的

性质，导致计算过程非常长而复杂，既需大量时间，又可能计算不到底，并且答案容易错 . 解法一想到利

用正态变量的这一性质，计算既快又清晰，答案完全有信心是对的 . 一定要记取这一教训，记住解法一的

技巧 . 这是“1996，一”的 3 分填空题，“1998，一”又出了 6 分的计算题，题目条件完全类似，求 D（| ξ - η
| ）.
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例 14 已知随机变量 X ～ N（2，1），求随机变量 Y = XeX 的数学期望 .

分析 注意下面每一步计算的注解，它们是计算正态随机变量函数的数学特征的常用计算程序和计算技

巧 .（又可见第二十一章例 11（1））.

解 E（XeX） = ∫
+�

- �
xex· 1

2槡 π
e -（x- 2）2

2 dx （公式）

=
1

2槡 π∫
+�

- �
xe - 1

2
（x2 - 4x+4 - 2x）dx （平方展开）

=
1

2槡 π∫
+�

- �
xe - 1

2
［（x- 3）2 - 5］dx （重新配方）

=
1

2槡 π
e

5
2 ∫

+�

- �
（t + 3）e - t2

2 dt （换元 t = x - 3，使出现 e - t2
2 ）

=
1

2槡 π
e

5
2 ∫

+�

- �
3e - t2

2 dt （奇函数积分的特点）

=
1

2槡 π
e

5
2 ·3· 2槡 π （用公式∫

+�

- �
e - t2

2 dt = 2槡 π）

= 3e
5
2

例 15 设 X，Y是两个相互独立的服从标准正态分布的随机变量，求随机变量 Z = max（X，Y）的数学期望

.

分析 注意本题所有随机变量都是正态的，而且相互独立，要设法利用独立正态随机变量的线性组合仍

服从正态分布这一技巧 . 又注意有下列二个等式

max（x，y） =
1
2

（x + y +| x - y | ）， min（x，y） =
1
2

（x + y - | x - y | ）

解法一 E（max（X，Y）） = E（ 1
2

（X + Y - | X - Y| ） =
1
2

（EX + EY - E | X - Y| ）

=
1
2

（0 + 0 +
2

槡π
） =

1

槡π

其中 E | X - Y| 和例 12 完全类似方法求得为 2

槡π
.

解法二 E（max（X，Y）） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
max（x，y）fX（x）fY（y）dxdy

= 
x > y

x· 1

2槡 π
e - x2

2 · 1

2槡 π
e - y2

2 dxdy + 
x≤y

y· 1

2槡 π
e - x2

2 · 1

2槡 π
e - y2

2 dxdy

=
1

2π∫
+�

- �
e - y2

2 dy∫
+�

y
xe - x2

2 dx +
1

2π∫
+�

- �
e - x2

2 dx∫
+�

x
ye - y2

2 dy

= 2· 1
2π∫

+�

- �
e - y2

dy

令 y =
t

槡
2

=
1
π ∫

+�

- �
e - t2

2 · 1

槡2
dt =

1
π

· 2槡 π
槡2

=
1

槡π
.

评述 解法二是概率论中求随机变量函数的数学期望的一般方法，而解法一正是抓住了“正态分布”，

“独立”，计算显得简单，清晰，不易错 .

例 16 （01，3 分）将一枚硬币重复掷 n 次，以 X 和 Y分别表示正面向上和反面向上的次数，则 X 和 Y的相

关系数等于（ ）.

（A）- 1 （B）0 （C） 1
2

（D）1

解法一 因为 X ～ B（n，1
2

），所以 E（X） = n /2，D（X） = n /4. 由于 X + Y = n，即 Y = n - X，因此

E（Y） = E（n - X） = n - E（X） = n /2，D（Y） = D（n - X） = D（X） = n /4

Cov（X，Y） = Cov（X，n - X） = Cov（X，n）- Cov（X，X） = - D（X） = - n /4
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ρXY =
Cov（X，Y）

D（X槡 ） D（Y槡 ）
=

- n /4

n /槡 4 n /槡 4
= - 1

故应选（A）.

解法二 因为 Y = - X + n，X，Y间有线性关系，所以 | ρXY | = 1，又因为 X的系数为负的（本题为 - 1），所

以 ρXY = - 1.

例 17 （00，8 分）设二维随机变量（X，Y）的密度函数为

f（x，y） =
1
2

［φ1（x，y）+ φ2（x，y）］

其中 φ1（x，y）和 φ2（x，y）都是二维正态密度函数，且它们对应的二维随机变量的相关系数分别为 1
3

和 -
1
3

，

它们的边缘密度函数所对应的随机变量的数学期望都是 0，方差都是 1.

（1）求随机变量 X 和 Y的密度函数 f1（x）和 f2（y），以及 X和 Y的相关系数 ρ（可以直接利用二维正态密度

的性质）.

（2）问 X 和 Y是否独立？为什么？

解 （1）由于二维正态概率密度的两个边缘密度都是正态概率密度，因此φ1（x，y）和φ2（x，y）的两个边缘

密度都是标准正态概率密度，故

f1（x） = ∫
+�

- �
f（x，y）dy =

1
2

［∫
+�

- �
φ1（x，y）dy + ∫

+�

- �
φ2（x，y）dy］

=
1
2

［ 1

2槡 π
e - x2

2 +
1

2槡 π
e - x2

2 ］=
1

2槡 π
e - x2

2

同理可得 f2（y） =
1

2槡 π
e - y2

2 . 即 X ～ N（0，1），Y ～ N（0，1），可见 E（X） = E（Y） = 0，D（X） = D（Y） = 1.

ρ =
Cov（X，Y）

D（X槡 ） D（Y槡 ）
= Cov（X，Y） = E（XY）- E（X）·E（Y） = E（XY）

= ∫
+�

- � ∫
+�

- �
xyf（x，y）dxdy =

1
2

（∫
+�

- � ∫
+�

- �
xyφ1（x，y）dxdy + ∫

+�

- � ∫
+�

- �
xyφ2（x，y）dxdy）

=
1
2

×［ 1
3

-
1
3

］= 0

（2）f（x，y） =
1
2

［φ1（x，y）+ φ2（x，y）］

=
1
2

1

2π 1 - （ 1
3

）槡 2

e - 1

2（1 -（1
3

）2）（x2 - 2· 1
3

xy + y2）[ +

1

2π 1 - （-
1
3

）槡 2

e - 1

2（1 -（- 1
3

）2）（x2 - 2·（-
1
3

）xy + y2 ]）

=
1

8π槡2
e - 9

16
（x2 - 2

3
xy+y2） + e - 9

16
（x2 + 2

3
xy+y2[ ]）

而 f1（x）f2（y） =
1

2槡 π
e - x2

2 · 1

2槡 π
e - y2

2 =
1

2π
e - x2 +y2

2 ，因而 f（x，y）≠ f1（x）f2（y），所以 X，Y不独立 .

评述 这个考题说明，考试大纲中提到的考试内容一定要全面复习，不要自以为 × × 不会考 . 二维正态

概率密度函数很难记，但还必须记；二维正态分布性质不仅要记，而且要非常熟练 . 本考题基本上不需要

什么数字运算，但综合性很强，全是由概念、计算公式直接得到相应的等式，所以概念、计算公式都要求

非常熟练 .

例 18 假设自动流水线加工的某种零件的内径 X（毫米）服从正态分布 N（μ，1），内径小于 10 或大于 12 为

不合格品，其余为合格品，销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损 . 已知销售利润 T（单元：元）与销售零

件的内径 X 有如下关系：
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T =

-1， X < 10

20， 10 ≤ X≤ 12

-5， X >
{

12

问平均内径 μ 取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

解 E（T） = - 1·P｛X < 10｝+ 20·P｛10 ≤ X≤ 12｝+（- 5）P｛X > 12｝

= - FX（10）+ 20（FX（12）- FX（10））- 5（1 - Fx（12））

= 25FX（12）- 21FX（10）- 5

= 25Φ（12 - μ）- 21Φ（10 - μ）- 5

d
dμ

E（T） = 25·φ（12 - μ）·（- 1）- 21·φ（10 - μ）·（- 1） = 0

即 - 25· 1

2槡 π
e-（12 - μ）2

2 + 21· 1

2槡 π
e-（10 - μ）2

2 = 0

化简得 e2μ =
21
25

e22

故 μ = 11 +
1
2

ln
21
25

≈ 10. 9

实际问题存在的最大值，必在唯一驻点 μ = 10. 9 毫米处取得 .

评述 1. 此题涉及正态随机变量的概率计算，和第十七章例 22 一样，在计算过程中概率密度具体表达

式都不代入，只用记号 FX，Φ，φ，直到不代入概率密度表达式解不出 μ 时才代入，这样做能使计算过程表

达简单、清晰，也不易错 .

2. 求最大值、最小值问题是必考的内容，它可以出在一元函数微分学中，也可出在多元函数微分学

中，还可以出在概率论的数学期望中 .

例 19 （98，10 分）一商店经销某种商品，每周进货的数量 X 与顾客对该种商品的需求量 Y 是相互独立的

随机变量，且都服从区间［10，20］上的均匀分布 . 商店每售出 1 单位商品可得利润 1000 元；若需求量超过了进

货量，商店可从其它商店调剂供应，这时每单位商品获利润为 500 元，试计算此商店经销该种商品每周所得利

润的期望值 .

分析 在高等数学中，如果 g（x，y） =
g1（x，y），（x，y）∈ D1

g2（x，y），（x，y）∈ D - D{
1

则


D
g（x，y）dxdy = 

D 1

g1（x，y）dxdy + 
D - D 1

g2（x，y）dxdy

解 设 Z 表示商店每周所得的利润，显然 Z = g（X，Y），且

Z = g（X，Y） =
1 000Y，

1 000X + 500（Y - X{ ），

Y≤ X

Y > X
=

1 000Y，

500（X + Y{ ），

Y≤ X

Y > X

由题设知（X，Y）的联合概率密度 f（x，y）为

f（x，y） =
1

100
，10 ≤ x ≤ 20，10 ≤ y ≤ 20

0，
{

其它

为了使读者能顺利看懂下面运算中的第 3 个等号，将上面所得 g（X，Y）中大写的随机变量 X，Y换成小写的实变

量的表达式再写一遍：

g（x，y） =
1 000y，

500（x + y{ ），

y ≤ x

y > x

则每周利润的期望值为

E（Z） = ∫
+�

- � ∫
+�

- �
g（x，y）f（x，y）dxdy

= 
y≤x

1 000y·f（x，y）dxdy + 
y > x

500（x + y）f（x，y）dxdy

= ∫
20

10
dy∫

20

y
1 000y· 1

100
dx + ∫

20

10
dy∫

y

10
500（x + y）· 1

100
dx
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= 10∫
20

10
y（20 - y）dy + 5∫

20

10
（ 3

2
y2 - 10y - 50）dy

=
20 000

3
+ 5 × 1500 ≈ 14166. 7（元）

例 20 （02，各 3 分）设随机变量 X 和 Y的联合概率分布为
Y

X
-1 0 1

0 0. 07 0. 18 0. 15

1 0. 08 0. 32 0. 20

则：（1）X2 和 Y2 的协方差 Cov（X2 ，Y2） = .

（2）X 和 Y的相关系数 ρ = .

解 （1）X2 和 Y2 的联合概率分布为

Y2

X2
0 1 P｛X2 = i｝

0 0. 18 0. 22 0. 4

1 0. 32 0. 28 0. 6

P｛Y2 = j｝ 0. 5 0. 5

E（X2） = 0 × 0. 4 + 1 × 0. 6 = 0. 6， E（Y2） = 0 × 0. 5 + 1 × 0. 5 = 0. 5

E（X2 Y2） = 0 × 0 × 0. 18 + 0 × 1 × 0. 22 + 1 × 0 × 0. 32 + 1 × 1 × 0. 28 = 0. 28

故 Cov（X2 ，Y2） = E（X2 Y2）- E（X2）·E（Y2） = 0. 28 - 0. 6 × 0. 5 = - 0. 02

（2）解法类似，可得 ρ = 0

例 21 （05，9 分） 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn（n > 2）为来自总体 N（0，σ2）的简单随机样本，其样本均值为 X，记 Yi

= Xi - X，i = 1，2，⋯n.

（Ⅰ）求 Yi 的方差 DYi ，i = 1，2，⋯n；

（Ⅱ）求 Y1 与 Yn 的协方差 Cov（Y1 ，Yn）；

（Ⅲ）若 C（Y1 + Yn）
2 是 σ2 的无偏估计量，求常数 C；

（Ⅳ）P｛Y1 + Yn ≤ 0｝.

解 注意 Xi 和 X 不独立，而 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是相互独立的，又 EYi = 0，所以

（Ⅰ） DYi = D（Xi - X） = D［（1 -
1
n

）Xi -
1
n ∑

n

j = 1
j≠i

Xj］

= （n - 1
n

）2 DXi +（ 1
n

）2∑
n

j = 1
j≠i

DXj

=
n - 1

n
σ2 ，i = 1，2，⋯，n.

（Ⅱ）Cov（Y1 ，Yn） = E（Y1 - EY1）（Yn - EYn） = E（Y1 Yn）

= E（X1 - X）（Xn - X） = E（X1 Xn）+ E（X）2 - E（X1 X）- E（Xn X）

- （ 1
n

E（Xn）
2 +

1
n ∑

n- 1

i = 1

）E（Xi Xn） = -
1
n
σ2 .

（Ⅲ）E［C（Y1 + Yn）
2 ］= C·D（Y1 + Y2） = C［DY1 + DYn + 2Cov（Y1 ，Yn）］

= C［n - 1
n

+
n - 1

n
-

2
n

］σ2

=
2（n - 2）

n
Cσ2 = σ2

故 C =
n

2（n - 2）

（Ⅳ）Y1 + Yn = X1 - X + Xn - X
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=
n - 2

n
X1 -

2
n ∑

n- 1

i = 2

Xi +
n - 2

n
Xn

上式是相互独立的正态随机变量的线性组合，所以 Y1 + Yn 服从正态分布. 又由于 E（Y1 + Yn） = 0 故

P｛Y1 + Y2 ≤ 0｝ = 0. 5

例 22 （00，8 分）设 A，B 是两个随机事件，随机变量

X =
1， A出现

- 1，A{ 不出现
， Y =

1， B 出现

- 1，B{ 不出现

试证明随机变量 X 和 Y不相关的充分必要条件是 A与 B 相互独立 . 提示：利用 Cov（X，Y） = E（XY）- E（X）·

E（Y） = 4p12 - 4p1 p2 = 0，当且仅当 p12 = p1 p2.

解 利用提示，为书写简便，记 P（A） = p1 ，P（B） = p2 ，P（AB） = p12. 计算数学期望：

E（X） = 1 × P（A）+（- 1）× P（A） = P（A）- （1 - P（A）） = 2p1 - 1

类似可算得 E（Y） = 2p2 - 1，为求 E（XY），先求 XY的分布律，它的可能取值为 1 和 - 1，且

P｛XY = 1｝ = P（｛X = 1，Y = 1｝U｛X = - 1，Y = - 1｝）

= P（AB ∪ A B） = P（AB）+ P（A B） = P（AB）+ 1 - P（A∪ B）

= P（AB）+ 1 - （P（A）+ P（B）- P（AB）） = 2p12 - p1 - p2 + 1

P｛XY = - 1｝ = 1 - P｛XY = 1｝ = p1 + p2 - 2p12

所以

E（XY） = 1 × P｛XY = 1｝+（- 1）× P｛XY = - 1｝ = 4p12 - 2p1 - 2p2 + 1

Cov（X，Y） = E（XY）- E（X）·E（Y） = 4p12 - 4p1 p2

因此，Cov（X，Y） = 0 当且仅当 p12 = p1 p2 ，即 X 和 Y不相关当且仅当事件 A和 B 相互独立.

评述 本题只给出 X，Y的分布，而没给出（X，Y）的联合分布律，要求 E（XY）该怎么写？注意（X，Y）只可

能取 4 个数对：（1，1），（1，- 1），（- 1，1），（- 1，- 1）. 所以也可这样写：

E（XY） = （1 × 1）P｛X = 1，Y = 1｝+（1 ×（- 1））P｛X = 1，Y = - 1｝+（（- 1）× 1）P｛X = - 1，Y

= 1｝+（（- 1）×（- 1））P｛X = - 1，Y = - 1｝

= P（AB）- P（A B）- P（A B）+ P（A B）

= P（AB）- P（（A）- P（AB））- （P（B）- P（AB））+ 1 - （P（A）+ P（B）- P（AB））

= 4p12 - 2p1 - 2p2 + 1

与上面计算结果一致，这里关键是：

① 联合分布 pij 虽不知道，但计算中可用 P｛X = xi ，Y = yj｝表示 . 以后在计算或证明中到底用 pij 还

是 P｛X = xi ，Y = yj｝，要根据具体问题具体对待 .

② 注意第 2 个等号中和 A，A，B，B 四个事件有关，为了要获得证明的结果，要尽量减少事件的个数，

例如只出现 A，B，为此就要用概率公式 P（A） = 1 - P（A），P（AB） = P（A）- P（B），P（A B） = 1 - P（A

∪ B） = 1 - P（A）- P（B）+ P（AB），将与A，B 有关的事件概率转化为只与 A，B 有关的概率 . 这种技巧在

证明概率等式或计算概率中用得很多 .

③ 本题也可改为

“试证明随机变量 X 和 Y独立的充要条件是 A与 B 相互独立 . ”

“试证明若 ρXY = 0，则 X 和 Y必相互独立 . ”（上题和本题的结合）

例 23 设随机变量 X 的概率密度为 f（x） =
1
2

e- | x| ，- � < x < + � .

（1）求 X 的数学期望 E（X）和方差 D（X）；

（2）求 X 与 | X | 的协方差，并问 X 与 | X | 是否不相关？

（3）问 X 与 | X | 是否相互独立？为什么？

解 （1）E（X） = ∫
+�

- �
x· 1

2
e- | x| dx = 0

D（X） = E（X2）- （E（X））2 = E（X2） = ∫
+�

- �
x2 · 1

2
e- | x| dx = ∫

+�

0
x2 e- xdx = 2
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（2）Cov（X，| X | ） = E（X | X | ）- E（X）·E（| X | ） = E（X | X | ） = ∫
+�

- �
x | x |· 1

2
e- | x| dx = 0

所以 X 和 | X | 不相关 .

（3）在 0 < y < x 上：0 < P｛X≤ x｝ < 1.

P｛X≤ x，| X | ≤ y｝ = P｛X≤ x，- y ≤ X≤ y｝ = P｛- y ≤ X≤ y｝

= P｛| X | ≤ y｝≠ P｛X≤ x｝·P｛| X | ≤ y｝

因此，X 与 | X | 不独立 .

评述 因为 | X | = （X）槡 2 ，所以 X的取值完全影响（确定）了 | X | 的取值的概率，因此 X和 | X | 不独

立是容易接受的，但要严格证明，在这里只能用分布函数的方法：X，Y独立 P｛X≤ x，Y≤ y｝ = P｛X≤
x｝P｛Y≤ y｝对一切 x，y成立，可见有时证明独立与否用分布函数处理是方便的；另一方面，上面已证 X和

| X | 不相关，注意它只说明 X 和 | X | 的线性联系程度非常弱，却不能说 X 和 | X | 的任何联系程度都很

弱，本题 | X | 和 X 的非线性联系程度由 | X | = （X）槡 2 可见非常强 .

例 24 假设随机变量 X 和 Y在圆域 x2 + y2 ≤ r2 上服从联合均匀分布 .

（1）求 X 和 Y的相关系数 ρXY；

（2）问 X 和 Y是否独立？

解 （1）（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
1
πr2 ， x2 + y2 ≤ r2

0，
{

其它

关于 X 和 Y的边缘密度分别为

fX（x） = ∫
r2 - x槡 2

- r2 - x槡 2

1
πr2 dy，

0
{

，

| x | ≤ r

其它
=

2
πr2 r2 - x槡 2 ，

0
{

，

| x | ≤ r

其它

fY（y） = ∫
r2 - y槡 2

- r2 - y槡 2

1
πr2 dx，

0
{

，

| y | ≤ r

其它
=

2
πr2 r2 - y槡 2 ，

0
{

，

| y | ≤ r

其它

E（X） = ∫
r

- r
x· 2

πr2 r2 - x槡 2 dx = 0，E（Y） = ∫
r

- r
y· 2

πr2 r2 - y槡 2 dy = 0

Cov（X，Y） = E（XY）- E（X）·E（Y） = E（XY） = 
x2 +y2≤r2

xy· 1
πr2 dxdy = 0

故 X 和 Y的相关系数 ρ = 0.

（2）因为 f（x，y）≠ fX（x）fY（y），所以 X 与 Y不独立 .

评述 连续型随机变量的数字特征经常用到奇函数在对称区间上的定积分值为 0 这一计算技巧 .

例 25 （03，13 分）对于任意二事件 A和 B，0 < P（A） < 1，0 < P（B） < 1，

ρ =
P（AB）- P（A）P（B）

P（A）P（B）P（A）P（B槡 ）
.

称做事件 A和 B 的相关系数.

（1）证明事件 A和 B 独立的充分必要条件是其相关系数等于零；

（2）利用随机变量相关系数的基本性质，证明 | ρ | ≤ 1.

证 （1）由 ρ 的定义，可见 ρ = 0 当且仅当

P（AB）- P（A）P（B） = 0，

而这即符合事件 A和 B 独立的定义，故 ρ = 0 是 A和 B 独立的充分必要条件.

（2）引进随机变量 X 和 Y：

X =
1， 若 A出现

0， 若 A{ 不出现
； Y =

1， 若 B 出现

0， 若 B{ 不出现
；

则它们的分布列分别为
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X 0 1

P P（珔A） P（A）

Y 0 1

P P（珔B） P（B）

计算得：EX = P（A），EY = P（B）；DX = P（A）P（珔A），DY = P（B）P（珔B）；Cov（X，Y）= P（AB）- P（A）P（B），因此，

事件 A和 B 的相关系数就是随机变量 X 和 Y的相关系数，故由随机变量的相关系数的性质可得 | ρ | ≤ 1.

例 27 （03，4 分）设随机变量 X和 Y的相关系数为 0. 9 若 Z = X - 0. 4，则 Y与 Z 的相关系数为 .

解 Cov（Y，Z） = Cov（Y，X - 0. 4） = Cov（Y，X） = ρXY 槡 槡DX DY

DZ = D（X - 0. 4） = DX

故 ρYZ
=

Cov（Y，Z）

槡 槡DY DZ
=
ρXY 槡 槡DX DY

槡 槡DY DX
= ρXY

= 0. 9.

预测·强化训练十八

1. 已知随机变量的分布律为：P｛X = n｝ =
1

n（n - 1）
，（n = 2，3，4，⋯），则 EX = （ ）

（A）0 （B）1 （C）ln2 （D）不存在

2. 设随机变量 X1 ，X2 相互独立，方差存在，且 E（X1） = E（X2） = 0，记 Y1 = X1 - X2 ，Y2 = X1 X2 ，则 Y1 和

Y2（ ）

（A）相互独立 （B）不独立 （C）ρY1，Y2
≠ 0 （D）不相关

3. 如果存在常数 a，b（a ≠0），使 P｛Y = aX + b｝= 1，且 0 < DX < + � ，那么 ρXY 为（ ）

（A）1 （B）- 1 （C） a
| a |

（D）| ρXY | < 1

4. 设随机变量 X 和 Y独立同分布，U = X - Y，V = X + Y，则随机变量 U 和 V必然（ ）

（A）不独立 （B）独立 （C）相关系数不为零 （D）相关系数为零

5. 设 X 是随机变量，EX = μ，DX = σ2（μ，σ > 0 常数），则对任意常数 C 必有（ ）

（A）E（X - C）2 = EX2 - C2 （B）E（X - C）2 = E（X - μ）2

（C）E（X - C）2 < E（X - μ）2 （D）E（X - C）2 ≥ E（X - μ）2

6. 设随机变量 X 的概率密度为

f（x） =
ae- bx，

0{ ，

x > 0

x ≤ 0

若已知 E（X） = 10，则常数 a = ，b = .

7. 设 a 为区间［0，1］上的一个定点，随机变量 X 在区间［0，1］上服从均匀分布，Y 为点 X 到 a 的距离，则

E（XY） = .

8. 已知随机变量 X，Y相互独立，且 DX = 2DY，则 2X + Y和 2X - Y的相关系数为 .

9. 设二维随机变量（X，Y）的分布律为
Y

X
- 2 0 1

0 0 0. 8 0

1 0. 1 0 0. 1

则 Cov（X，Y） = .

10. 某射手参加射击比赛，共发 4 发子弹，他的命中率为 0. 9，假设每次射击是相互独立的，击中目标射击就

结束，求直到射击结束所发射的次数 X 的概率分布与数学期望 .

11. 某产品的次品率为 0. 1，检验员每天检验 4 次，每次随机地取 10 件产品进行检验，如发现其中的次品数

多于 1，就去调整设备，以 X 表示一天中调整设备的次数，求 E（X）.

12. 一人有 N把钥匙，每次开门时，他随机地拿出一把（只有一把钥匙能打开这道门），直到门打开为止 . 用

X 表示到打开为止所用过的钥匙数（包括最后拿对的那一把），按以下两种情况分别计算 E（X）：（1）用过打不

开的钥匙不再放回去；（2）用过打不开的仍放回去 .

13. 设随机变量 X，Y，Z 相互独立，且 X ～ N（- 1，2），Y ～ N（0，3），Z ～ N（4，5），求：
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（1）P｛- 8 ≤ 4X - 3Y + Z + 6 < 20｝；（2）Cov（X + 2Y，Z + 2X + 3）；（3）E（| 4X + Z | ）.

14. 已知随机变量 Y的概率密度为 f（y） =
y
a2 e- y2

2a2 ，

0
{

，

y > 0

y ≤ 0

求随机变量 Z =
1
Y

的数学期望 E（Z）.

15. 设随机变量 X 和 Y相互独立，均值和方差都存在，证明 D（XY）≥ DX·DY

16. 设二维随机变量（X，Y）的联合概率密度为

f（x，y） =
3x
2

，

0
{

，

| y | < x，0 < x < 1

其它

（1）X 与 Y是否相互独立？为什么？ （2）X 与 Y是否不相关？为什么？

17. 某箱装有 100 件产品，其中一、二和三等品分别为80，10 和 10 件，现从中随机抽取1 件，记

Xi =
1， 抽到 i 等品

0，{ 其它
i = 1，2，3

试求：（1）随机变量 X1 和 X2 的联合分布；（2）随机变量 X1 和 X2 的相关系数 .

18. 已知二维随机变量（X，Y）服从二维正态分布，并且 X 和 Y分别服从正态分布 N（1，32）和 N（0，42），X，

Y的相关系数 ρXY = -
1
2

，设 Z =
X
3

+
Y
2

.

（1）求 Z 的数学期望 E（Z）和方差 D（Z）；

（2）求 X 和 Z 的相关系数 ρXZ ；

（3）问 X 与 Z 是否相互独立？为什么？

19. 将一颗质量分布均匀的骰子重复掷 n 次，随机变量 X，Y分别表示其中出现小于 2 点的次数和不小于 2

点的次数，判断 X + Y与 X - Y是否不相关？为什么？

20. 设做一次试验的费用为 1000 元，如果试验失败，则要另外再化 300 元用于对试验设备作调整，才能进行

下一次的试验. 各次试验是相互独立的，成功的概率均为 0. 2，并假定试验要进行到出现成功为止，问整个试验

程序所需费用的期望值是多少？

21. 假设市场上对某公司的 A商品的需求量是 X（单位：万吨），它服从区间［2，6］上的均匀分布，每销出 A

商品一万吨，可盈利 5 万元，但假如销售不出而囤积在仓库内，则每万吨需支出保管养护费 2 万元，问该公司应

组织多少货源，才能使获取的平均利润最大？

22. 设某种商品每周的需求量 X 是服从区间［10，30］上均匀分布的随机变量，而经销商店进货数量为区间

［10，30］中的某一整数，商店每销售一单位商品可获利 500 元；若供大于求，每处理一单位商品亏损 100 元；若

供不应求，则可从外部调剂供应，此时每一单位商品仅获利 300 元，为使商店所获利润期望值不少于 9280 元，试

确定最少进货量 .

简明解答

1. （D）. ∑
�

n = 2

n· 1
n（n - 1）

= ∑
�

n = 2

1
（n - 1）

发散，故 EX 不存在 .

2.（D）. Cov（Y1 ，Y2） = EY1 Y2 - EY1 EY2 = E（X1 - X2）X1 X2 - E（X1 - X2）E（X1 X2）

= （EX2
1 ·EX2 - EX1 ·EX2

2）- 0 = 0

因此 Y1 ，Y2 不相关 .

3. （C）. 存在 a，b 使 P｛Y = aX + b｝ = 1 | ρXY | = 1，当 a > 0 时，ρXY = 1，当 a < 0 时 ρXY = - 1，所以 ρXY =

a
| a |

.

4. （D）. 由于 X，Y同分布，所以 E（X2） = E（Y2），E（X） = E（Y），E（U） = E（X - Y） = 0，因此 E（UV） = E［（X

+ Y）（X - Y）］= E（X2 - Y2） = E（X2）- E（Y2） = 0 = E（U）·E（V）即 U 和 V不相关 .

5. （D）. E（X - C）2 = E（（X - μ）- （C - μ））2 = E（X - μ）2 - 2（C - μ）E（X - μ）+（C - μ）2

·705·

《考研数学成功指南·理工类》【考点分析·题型预测·解析详尽·权威评述】第七部分 概率论与数理统计



= E（X - μ）2 +（C - μ）2 ≥ E（X - μ）2

6.
1
10

，1
10

.

7.
a2

3
-

a
2

+
1
3

. E（XY） = E（X | X - a | ） = ∫
+�

- �
x | x - a | fX（x）dx = ∫

1

0
x | x - a |·dx

= ∫
a

0
x（a - x）dx + ∫

1

a
x（x - a）dx =

a2

3
-

a
2

+
1
3

.

8.
7
9

. Cov（2X + Y，2X - Y） = Cov（2X，2X）- Cov（2X，Y）+ Cov（Y，2X）- Cov（Y，Y） = 4DX - DY = 7DY

D（2X + Y） = 4DX + DY = 9DY，D（2X - Y） = 4DX + DY = 9DY

故 ρ =
Cov（2X + Y，2X - Y）

D（2X + Y槡 ） D（2X - Y槡 ）
=

7DY
9DY

=
7
9

.

9. - 0. 08.

10. X 的可能取值为 1，2，3，4，令 Ai = ｛第 i 次射击击中目标｝，i = 1，2，3，4，它们相互独立，

P｛X = 1｝ = P（A1） = 0. 9

P｛X = 2｝ = P（A1 A2） = P（A1）P（A2） = 0. 09

P｛X = 3｝ = P（A1 A2 A3） = P（A1）P（A2）P（A3） = 0. 009

P｛X = 4｝ = P（A1 A2 A3 A4 ∪ A1 A2 A3 A4 ）

= P（A1 A2 A3 ） = P（A1 ）P（A2 ）P（A3 ） = 0. 001

即 X 的分布律为

X 1 2 3 4

p 0. 9 0. 09 0. 009 0. 001

EX = ∑
4

k = 1

k·P｛X = k｝ = 1. 111.

11. 设 A = ｛设备需调整｝，Y表示每次抽 10 个产品中发现的次品数，则 Y ～ B（10，0. 1）.

p = P（A） = P｛Y≥ 2｝ = 1 - P｛Y = 0｝- P｛Y = 1｝ = 1 - 1. 9 × 0. 99

显然 X ～ B（4，p），故 E（X） = 4p = 4 ×［1 - 1. 9 × 0. 99 ］≈ 1. 056.

12. （1）不再放回时，X 的分布为 P｛X = i｝ =
1
N

，i = 1，2，⋯，N（用抓阄模型易知），故

E（X） = ∑
N

i = 1

i·P｛X = i｝ = ∑
N

i = 1

i· 1
N

=
1
N

·N（N + 1）
2

=
N + 1

2
.

（2）有放回时，X的分布为 P｛X = i｝=（N - 1
N

）i - 1 1
N

，i = 1，2，⋯，此即 p =
1
N

的几何分布，故 E（X）=
1
p

= N

评述 记住参数为 p 的几何分布的概率分布及数学期望很有好处 . P｛X = i｝ =（1 - p）i - 1 p，i = 1，2，⋯，

E（X） =
1
p

，

13. （1）2Φ（1. 75）- 1 （2）4 （3） 74

槡π

14. E（Z） = E（ 1
Y

） = ∫
+�

- �

1
y

fY（y）dy = ∫
+�

0

1
y

· y
a2 e- y2

2a2 dy

令y = at 1
a2 ∫

+�

0
e- t2

2 adt =
a
a2 · 2槡 π

2
=

2槡 π
2a

15. D（XY） = E（XY）2 +（E（XY））2 = E（X2）E（Y2）- （EX）2（EY）2

DX·DY = （E（X2）- （EX）2）（E（Y2）- （EY）2）

= E（X2）E（Y2）- E（X2）（EY）2 - （EX）2 E（Y2）+（EX）2（EY）2

= D（XY）- （E（X2）（EY）2 - （EX）2（EY）2）- （（EX）2 E（Y2）- （EX）2（EY）2）

= D（XY）- （EY）2 DX - （EX）2 DY≤ D（XY）.
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上面不等式成立是因为 DX≥ 0，（EX）2 ≥ 0.

16.（1）不独立 （2）不相关

17. （1）

X2

X1

0 1

0 0. 1 0. 1

1 0. 8 0

（2）ρ = -
2
3

18. （1）E（Z） =
1
3

E（X）+
1
2

E（Y） =
1
3

D（Z） = （ 1
3

）2 D（X）+（ 1
2

）2 D（Y）+ 2 ×
1
3

×
1
2

Cov（X，Y）

=
1
9

D（X）+
1
4

D（Y）+
1
3
ρXY D（X槡 ） D（Y槡 ） = 3

（2）Cov（X，Z） =
1
3

Cov（X，X）+
1
2

Cov（X，Y） =
1
3

D（X）+
1
2
ρXY D（X槡 ） D（Y槡 ） = 0

ρXZ =
Cov（X，Z）

D（X槡 ） D（Z槡 ）
= 0

（3）因为 Z 是正态变量的线性组合，也是正态变量，（X，Z）还是二维正态分布，又 ρXZ = 0，故 X，Z 独立 .

19. 因为 X + Y = n，而常数 n 和任何随机变量相互独立，所以常数 n 和 X - Y = 2X - n 相互独立，即 X + Y和

X - Y相互独立，进而可得 X + Y和 X - Y是不相关的 .

20. 设 X 表示直到试验首次成功所需试验次数，则 P｛X = k｝ = 0. 8k- 1 × 0. 2，k = 1，2，⋯，n，⋯

而所需费用 T 为

T =
1000，

1000 +（X - 1）× 1300{ ，

X = 1

X≥ 2
=

1000，

1000 + 1 × 1300，

⋯⋯

1000 +（k - 1）× 1300，










⋯⋯

X = 1

X = 2

⋯⋯

X = k

⋯⋯

故 ET = 1000 × P｛X = 1｝+ ∑
�

k = 2

［1000 +（k - 1）× 1300］× P｛X = k｝

= 1000 + 1300∑
�

k = 2

（k - 1）× 0. 8k- 1 × 0. 2

= 1000 + 260（∑
�

k = 2

（k - 1）xk- 1）
x = 0. 8

= 1000 + 260（ x
（1 - x）2） x = 0. 8

= 6200（元）

21. 设应组织货源 A商品 t 万吨，所获利润记为 Y万元，则

Y = g（X） =
5t，

5X - 2（t - X{ ），

X≥ t

X < t
=

5t X≥ t

7X - 2{ t X < t

因此 EY = ∫
x≥t

5tfX（x）dx + ∫
x < t

（7x - 2t）fX（x）dx = ∫
6

t
5t ×

1
4

dx + ∫
t

2
（7x - 2t）×

1
4

dx

=
1
4

（-
7t2

2
+ 34t - 14t） =

120
7

-
7
8

（t -
34
7

）2

所以应组织34
7

万吨 A商品，可使所获平均利润最大 .

22. 设进货量为 a 单位，则利润为

T（a） =
500a + 300（X - a）， a < X≤ 30

500X - 100（a - X）， 10 ≤ X≤{ a
=

300X + 200a， a < X≤ 30

600X - 100a， 10 ≤ X≤{ a

E（T（a）） = ∫
a

10

1
20

（600x - 100a）dx + ∫
30

a

1
20

（300x + 200a）dx = - 7. 5a2 + 350a + 5250

由 - 7. 5a2 + 350a + 5250 ≥ 9280，解得 20
2
3

≤ a ≤ 26，故最少进货量为 21 单位 .
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第十九章 大数定律和中心极限定理

考试要求

1. 了解切比雪夫不等式.

2. 了解切比雪夫大数定律、伯努利大数定律和辛钦大数定律（独立同分布随机变量序列的大数定律）.

3. 了解棣莫弗 - 拉普拉斯定理（二项分布以正态分布为极限分布）和列维 - 林德伯格定理（独立同分布随

机变量序列的中心极限定理）.

考试要点分析与题型预测

本章主要考点是切比雪夫不等式及中心极限定理. 和切比雪夫不等式有关的考题都以填空题形式出现（见

例 2，4，）. 由于中心极限定理应用广泛，如果它出现在填空题中都属于直接用来求概率近似值（见训练题第 4

题），如出现在计算题中，一般都是有应用背景（见例 5，7），也可能以证明题形式出现（见例 6）.

本章内容也可能出现在选择题中，主要考查对大数定律和中心极限定理中的条件的理解（见例 1，3）.

§ 19 - 1 切比雪夫不等式

设随机变量 X 具有数学期望 E（X） = μ，方差 D（X） = σ2 ，则对于任意正数  有不等式

P｛| X - E（X）| ≥ ｝≤ D（X）
2

这个不等式称为切比雪夫不等式 . 它也可写成另一种形式 P｛| X - E（X）| < ｝≥ 1 -
D（X）
2

评述 利用切比雪夫不等式可以估计事件｛| X - E（X）| ≥ ｝或｛| X - E（X）| < ｝的概率，它也是证

明大数定律的关键不等式 .

§ 19 - 2 大数定律

一、切比雪夫大数定律

设随机变量序列｛Xn｝（n = 1，2，⋯）相互独立，且具有相同的数学期望 E（Xn）≡ μ，方差 D（Xn）≡ σ2 ，则

｛Xn｝满足大数定律，即 1
n ∑

n

i = 1

Xi →
P

μ（对任意正数  > 0，有 lim
n→�

P｛|
1
n ∑

n

i = 1

Xi - μ | < ｝= 1，则称｛ 1
n ∑

n

i = 1

Xi ，n =

1，2，⋯｝按概率收敛于 μ，记作 1
n ∑

n

i = 1

Xi →
P

μ. ）

二、伯努利大数定理

设随机变量 nA 表示 n 次独立重复试验中事件 A发生的次数，p 是事件 A 在每次试验中发生的概率，则
nA

n

→
P

p.

三、辛钦大数定律

设随机变量序列｛Xn｝（n = 1，2，⋯）相互独立同分布，且具有数学期望 E（Xn）≡ μ，则｛Xn｝满足大数定律，

即 1
n ∑

n

i = 1

Xi →
P

μ.
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评述 辛钦大数定律与切比雪夫大数定律的条件中相同的是｛Xn｝相互独立，且具有相同数学期望

E（Xn） = μ，不同的是前者还要求 Xn 同分布，而后者不要求 Xn 同分布，但要求具有相同方差 D（Xn） =

σ2. 相对来说辛钦大数定律应用更广些，特别是在数理统计中 .

大数定律主要要记住在什么条件下，才能保证
1
n ∑

n

i = 1

Xi →
P

μ.

§ 19 - 3 中心极限定理

一、独立同分布的中心极限定理（列维 - 林德伯格定理）

设随机变量序列｛Xn｝（n = 1，2，⋯）独立同分布，且具有数学期望 E（Xn） = μ，方差 D（Xn） = σ2 ≠ 0，则对

任意 x 有

lim
n→�

P｛
∑

n

i = 1

Xi - nμ

槡nσ
≤ x｝ = ∫

x

- �

1

2槡 π
e- t2

2 dt

评述 1. Yn =
∑

n

i = 1

Xi - nμ

槡nσ
=
∑

n

i = 1

Xi - E（∑
n

i = 1

Xi）

D（∑
n

i = 1

Xi槡 ）

是把随机变量∑
n

i = 1

Xi 标准化而得到的，上述独立同分布

中心极限定理是说把∑
n

i = 1

Xi 标准化所得 Yn 的分布函数的极限是标准正态分布函数，所以用这个定理的关

键一步是把∑
n

i = 1

Xi 标准化 .

2. 还要特别强调的是：无论是上面的大数定律，还是上述的中心极限定理，随机变量 Xn 对分布没什么要

求，也就是说不管 Xn 是离散型随机变量还是连续型随机变量，计算方法完全一样 .

3. 理论上的应用：设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 独立同分布，E（Xi） = μ，D（Xi） = σ2 存在，则当 n 充分大时，由中

心极限定理知 Yn =
∑

n

i = 1

Xi - nμ

槡nσ
～

近似

N（0，1），故∑
n

i = 1

Xi 槡= nσYn + nμ是正态变量 Yn 的线性组合，也服从正

态分布，E（∑
n

i = 1

Xi） = nμ，D（∑
n

i = 1

Xi） = nσ2 ，因此结论是 n 充分大（n ≥ 45）时，∑
n

i = 1

Xi ～
近似

N（nμ，nσ2）.

二、棣莫弗 - 拉普拉斯中心极限定理

设 Yn（n = 1，2，⋯）为具有参数 n，p（0 < p < 1）的二项分布，则对任何实数 x，

lim
n→�

P
Yn - np

np（1 - p槡 ）
≤{ }x = ∫

x

- �

1

2槡 π
e- t2 /2 dt.

§ 19 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 （05，4 分）设 X1 ，X2 ，⋯，Xn ，⋯ 为独立同分布的随机变量列，且均服从参数为 λ（λ > 1）的指数分布，

记 Φ（x）为标准正态分布函数，则（ ）

（A）lim
n→�

P
∑

n

i = 1

Xi - nλ

λ槡n
≤{ }x = Φ（x） （B）lim

n→�
P
∑

n

i = 1

Xi - nλ

n槡 λ
≤{ }x = Φ（x）
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（C）lim
n→�

P
λ∑

n

i = 1

Xi - n

槡n
≤{ }x = Φ（x） （D）lim

n→�
P
∑

n

i = 1

Xi - λ

n槡 λ
≤{ }x = Φ（x）

解 本题关键是正确使用独立同分布中心极限定理，EXi = λ - 1 ，DXi = λ - 2 ，所以应有

lim
n→�

∑
n

i = 1

Xi - n· 1
λ

n· 1
λ槡 2

≤{ }x = Φ（x）

即

lim
n→�

λ∑
n

i = 1

Xi - n

槡n
≤{ }x = Φ（x）

故应选（C）.

例 2 （01，3 分）设随机变量 X和 Y的数学期望分别为 - 2 和 2，方差分别为 1 和 4，相关系数为 - 0. 5 则根

据切比雪夫不等式，P｛| X + Y| ≥ 6｝≤ .

解 P｛| X + Y| ≥ 6｝ = P｛| （X + Y）- E（X + Y）| ≥ 6｝

≤ D（X + Y）
62 =

1
36

（DX + DY + 2Cov（X，Y））

=
1
36

（1 + 4 + 2 槡DX· 槡DY·ρXY） =
1
12

.

例 3 （03，4 分）设总体 X服从参数为2 的指数分布，X1 ，X2 ，⋯，Xn 为来自总体 X的简单随机样本，则当 n→

� 时，Yn =
1
n ∑

n

i = 1

X2
i 依概率收敛于 .

解 因为 X1 ，X2 ，⋯Xn 独立同分布，所以 Y1 ，Y2 ，⋯，Yn 也独立同分布，且 EYi = EX2
i = DXi +（EXi）

2 =
1
22

+（ 1
2

）2 =
1
2

存在，故由辛钦大数定律知，当 n → � 时，Yn =
1
n ∑

n

i = 1

Yi 依概率收敛到 EYi =
1
2

.

例 4 （02，3 分）设随机变量 X1 ，X2 ，⋯，Xn 相互独立，Sn = X1 + X2 + ⋯ + Xn ，则根据列维 - 林德伯格

（Levy-Lindberg）中心极限定理，当 n 充分大时，Sn 近似服从正态分布，只要 X1 ，X2 ，⋯，Xn（ ）.

（A）有相同的数学期望 （B）有相同的方差

（C）服从同一指数分布 （D）服从同一离散型分布

解 应选（C）. 因为定理除了要求 X1 ，X2 ，⋯，Xn 独立外，还要求它们同分布，而且 E（Xi） = μ，D（Xi） = σ2

存在，而服从参数为 λ 的指数分布的 Xi 有 E（Xi） =
1
λ

，D（Xi） =
1
λ2 都存在 .（A），（B）显然不能选 .（D）为什

么不能选呢？因为离散型分布的随机变量的 E（Xi），D（Xi）不一定存在，例如如果∑
�

i = 1

xi pi 不绝对收敛，则 E（Xi）

就不存在 .

例 5 （99，3 分）在天平上重复称量一重为 a 的物品，假设各次称量结果相互独立且同服从正态分布 N（a，

0. 22），若以Xn 表示 n 次称量结果的算术平均值，则为使 P｛| Xn - a | < 0. 1｝≥ 0. 95，

n 的最小值应小于自然数 .

解 Xn 为独立正态变量的线性组合 . 所以Xn ～ N a，0. 22( )n
，由

P｛| Xn - a | < 0. 1｝ = P｛a - 0. 1 < Xn < a + 0. 1｝ = FXn
（a + 0. 1）- FXn（a - 0. 1）

= Φ
0. 1
0. 2

槡
( )

n

- Φ
- 0. 1
0. 2

槡
( )

n

= 2Φ 槡n( )2
- 1 ≥ 0. 95

即 Φ 槡n( )2
≥ 0. 975，查表得 Φ（1. 96） = 0. 975，所以槡n

2
≥ 1. 96，故 n ≥ 16
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评述 也有同学这样做：因为Xn 为独立正态变量的线性组合，所以Xn ～ N a，
0. 22( )n

，由切比雪夫不等式

P｛| Xn - a | < 0. 1｝≥ 1 -
D Xn

0. 12 = 1 -

0. 04
n

0. 01
≥ 0. 95

可得 n ≥ 1
0. 05

·
0. 04
0. 01

= 80. 可见，用切比雪夫不等式“估计”的 n 要比上述解法精确计算所得的 n 偏大 .

所以，一定要正确选择所用的方法 .

例 6 （01，8 分）一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的 . 假设每箱的平均重量为 50kg，标准

差为 5kg. 若用最大载重量为 5 吨的汽车承载，试利用中心极限定理说明每辆车最多可以装多少箱，才能保障不

超载的概率大于 0. 977.（Φ（2） = 0. 977）.

解 设能装 n 箱，装运的第 i 箱的重量为 Xi（单位：kg），i = 1，2，⋯，n，则 X1 ，X2 ，⋯，Xn 独立同分布，E（Xi）

= 50， D（Xi槡 ） = 5，由独立同分布中心极限定理得

P｛∑
n

i = 1

Xi ≤ 5000｝ = P｛
∑

n

i = 1

Xi - 50n

5 槡n
≤ 5000 - 50n

5 槡n
｝≈ Φ（1000 - 10n

槡n
） > 0. 977 = Φ（2）

由分布函数的不减性得 1000 - 10n

槡n
> 2

得 n < 98. 02，故最多可以装 98 箱 .

评述 1. 上面计算中“≈”不能少，表示用中心极限定理进行概率近似计算 .

2. 下面的解法是错的：设能装 n 箱，每箱重量为 X（kg）.

P｛nX≤ 5000｝ = P｛
nX - 50n

5 槡n
≤ 5000 - 50n

5 槡n
｝≈ Φ（

1000 - 10n

槡n
） > 0. 977 = Φ（2）

所以
1000 - 10n

槡n
> 2，得 n < 98. 02，取 98 箱 .

错在什么地方？因为 X1 和 X2 独立同分布绝不能错误地理解为 X1 + X2 = 2X1，所以∑
n

i =1

Xi 不能等于 nX，这正是

错误的所在，应用中心极限定理一定要用∑
n

i =1

Xi ，而不能对 nX用中心极限定理 .

例 7 （96，6 分）假设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的简单随机样本；已知 E（Xk） = αk，（k = 1，2，3，4）. 证

明当 n 充分大时，随机变量 Zn =
1
n ∑

n

i = 1

X2
i 近似服从正态分布，并指出其分布参数 .

证：依题意 X1 ，X2 ，⋯，Xn 独立同分布，可知 X2
1 ，X2

2 ，⋯，X2
n 也独立同分布，且有 E（X2

i ） = α2 ，D（X2
i ） = E（X4

i ）

- （E（X2
i ））2 = α4 - α2

2 ，由中心极限定理知

Yn =
∑

n

i = 1

X2
i - nα2

n（α4 - α2
2槡 ）

=

1
n ∑

n

i = 1

X2
i - α2

（α4 - α2
2）槡 /n

=
Zn - α2

（α4 - α2
2）槡 /n

的极限分布是标准正态分布，所以当 n 充分大时 Yn 近似服从正态分布，从而作为 Yn 的线性组合 Zn =

α4 - α2
2槡 n
Yn + α2 也近似服从参数为 μ = α2 ，σ2 =

α4 - α2
2

n
的正态分布 .

例 8 某工厂有机床 300 台，由于换料等各种原因，每台机床平均每小时要停开 15 分钟 . 设每台机床电动

机的功率为 2kW，且各台机床的停与开是相互独立的，试计算至少需供电多少 kW，才能以 99. 5% 的概率保证

这些机床不致因供电不足而影响生产 .

解 设至少应供电 a kW. X表示任一时间在开动的机床数，则 X ～ B（300，3
4

）. 由棣莫佛 - 拉普拉斯中心

极限定理得
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P｛2X≤ a｝ = P｛X≤ a
2

｝ = P｛
X - 300 ×

3
4

300 ×
3
4

×槡
1
4

≤

a
2

- 300 ×
3
4

300 ×
3
4

×槡
1
4

｝

≈ Φ（

a
2

- 225

7. 5
）≥ 0. 995 = Φ（2. 58）

由

a
2

- 225

7. 5
≥ 2. 58，解得 a ≥ 490，因此至少供电 490kW 电，才能以 99. 5% 的概率保证这些机床不致因供电不

足而影响生产 .

例 9 某保险公司多年的统计资料表明，在索赔户中被盗索赔户占 20% ，以 X 表示在随意抽查的 100 个索

赔户中因被盗向保险公司索赔的户数 .

（1）写出 X 的概率分布；

（2）利用棣莫弗 - 拉普拉斯定理，求被盗索赔户不少于 14 户且不多于 30 户的概率的近似值 .

［附表］设 Φ（x）是标准正态分布函数

x 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0 2. 5 3. 0

Φ（x） 0. 500 0. 692 0. 841 0. 933 0. 977 0. 994 0. 999

解 （1）X 服从二项分布，参数 n = 100，p = 0. 2，它的分布律为

P｛X = k｝ = Ck
1000. 2k0. 8100 - k，k = 0. 1，⋯，100.

（2）EX = np = 20，DX = np（1 - p） = 16. 根据棣莫弗 - 拉普拉斯定理

P｛14 ≤ X≤ 30｝ = P 14 - 20
4

≤ X - 20
4

≤ 30 - 20{ }4

 Φ（2. 5）- Φ（- 1. 5） = Φ（2. 5）+ Φ（1. 5）- 1 = 0. 927

预测·强化训练十九

1.（01，3 分）设随机变量 X 的方差为 2，则根据切比雪夫不等式估计 P｛| X - E（X）| ≥ 2｝≤ .

2. 设随机变量 X 和 Y不相关，X 服从区间（- 3，3）上的均匀分布，Y的概率密度为

fY（y） =
3
16

y2 ， - 2 < y < 2

0， 其它
{

.

则根据切比雪夫不等式：P｛| X - Y| < 3｝≥ .

3. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn ，⋯ 为独立同分布随机变量序列，且都服从参数为 λ 的泊松分布，则对任何  > 0 和实

数 x 有（ ）.

（A）lim
n→�

P｛
∑

n

i = 1

Xi - nλ

n槡 λ
≤ x｝ = 1 （B）lim

n→�
P｛|

∑
n

i = 1

Xi

n
- λ | ≤ x｝ = Φ（x）

（C）lim
n→�

P｛
∑

n

i = 1

Xi - nλ

槡nλ
≤ x｝ = Φ（x） （D）lim

n→�
P｛
∑

n

i = 1

Xi - nλ

槡nλ
≥ ｝ = 0

4. 已知随机变量 X 的概率密度为 f（x） =
4x3 ，

0，{ 0 < x < 1

其它

设 X1 ，X2 ，⋯，X10 相互独立，且和 X有相同分布，则用中心极限定理计算概率 P｛80 < ∑
100

i = 1

Xi < 80 + 槡10｝的

近似值为 （已知 Φ（2. 5） = 0. 9938）.

5. 某电视机厂每月生产 10000 台电视机，但它的显象管车间的正品率为 0. 8，为了以 0. 997 的概率保证出

厂的电视机都装上正品的显象管，该车间每月应至少生产多少只显象管？（Φ（2） = 0. 997）.
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6. 某计算机系统有 100 个终端，每个终端有 10% 的时间在使用，若各个终端使用与否是相互独立的，试用

中心极限定理求在某时刻在使用的终端数不超过 10 个的概率 α.

7. 某车间有同型号机床 200 部，每部开动的概率为 0. 7，假定各机床开或关是独立的，开动时每部机床要消

耗电能 15 单位 . 问电厂最少要供应这个车间多少电能，才能以 95% 的概率保证不致因供电不足而影响生产？

8. 在人寿保险公司里有3000 个同一年龄的人参加人寿保险，在一年里，每个人的死亡率为 0. 1% ，参加保

险的人在一年的头一天交付保险费 10 元，而死亡时家属可从保险公司领取 2000 元，求：

（1）保险公司一年中获利不小于 20000 元的概率；（2）保险公司亏本的概率 .

简明解答

1.
1
2

. P｛| X - EX | ≥ 2｝≤ DX
22 =

1
2

.

2.
2
5

. P｛| X - Y| < 3｝ = P｛| （X - Y）- E（X - Y）| < 3｝≥ 1 -
1
9

D（X - Y） = 1 -
1
9

·27
5

=
2
5

.

3. （C）. 由于泊松分布的 EXi = λ，DXi = λ≠ 0 都存在，所以 X1 ，X2 ，⋯，Xn ，⋯ 既满足大数定律，又满足中心极

限定理. 由表达式易知，（C）才是满足中心极限定理的表述，其它选项既不是满足大数定律，也不是满足中

心极限定理的表述 .

4. 0. 4928. EX = ∫
1

0
x·4x3 dx =

4
5

，EX2 = ∫
1

0
x2 ·4x3 dx =

2
3

，所以 DX = EX2 - （EX）2 =
2
75

都存在，满足中

心极限定理条件，故

P｛80 < ∑
100

i = 1

Xi < 80 + 槡10｝ = P｛80 - 80

10
2

槡75

<
∑

100

i = 1

Xi - 100· 4
5

100 ×
2

槡 75

<
80 + 槡10 - 80

10
2

槡75

｝

 Φ（2. 5）- Φ（0） = 0. 4938

5. 设车间每月应生产 n 只显象管，令 Xi = {1

0

第 i 只显象管是正品

第 i 只显象管是次品

则 Xi ，i = 1，2，⋯，n 相互独立同分布，P｛Xi = 1｝ = 0. 8，P｛Xi = 0｝ = 0. 2，EXi = 0. 8，DXi = 0. 16 都存在，

满足中心极限定理条件，

Φ（2） = 0. 997 ≤ P｛∑
n

i = 1

Xi ≥ 10000｝ = P｛
∑

n

i = 1

Xi - n × 0. 8

0. 4 槡n
≥ 10000 - 0. 8n

0. 4 槡n
｝ 1 - Φ（10000 - 0. 8n

0. 4 槡n
）

即 Φ（10000 - 0. 8n

0. 4 槡n
）≤ 1 - Φ（2） = Φ（- 2），得 10000 - 0. 8n

0. 4 槡n
≤ - 2

（槡n）2
槡- n - 12500 ≥ 0，槡n ≥ 1 + 1 +槡 50000

2

n ≥ 1
4

（1 + 槡2 50001 + 50001） = 12612. 3

车间每月应至少生产 12613 只 .

6. α = 0. 5

7. 至少供应电 2259. 4 单位 .

8.（1）P｛获利 ≥ 2000｝≈ 0. 88， （2）P｛亏本｝≈ 0
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第二十章 数理统计的基本概念

考试要求

1. 理解总体、简单随机样本、统计量、样本均值、样本方差及样本矩的概念；其中样本方差定义为：

S2 =
1

n - 1∑
n

i = 1

（Xi - X）2

2. 了解 χ2 分布、t 分布和 F 分布的概念及性质，了解分位数的概念并会查表计算.

3. 了解正态总体的某些常用抽样分布.

考试要点分析与题型预测

本章重点是怎样生成服从 N，t，χ2 ，F 四种抽样分布的随机变量和重要定理：正态总体的样本方差 S2 和X 独

立，且（n - 1）S2

σ2 ～ χ2（n - 1）. 要善于判别或证明某随机变量服从参数是什么的什么分布，选择题型见例 1 ～ 例

3，填空题型见例5、例6，证明题型见例 8，也可以是知道服从某抽样分布求概率（见例 4，例7）或求数字特征（见

例 9）.

在判别或证明服从什么分布中，特别要注意相互独立和下面二个随机变量不同之处及参数的不同.

X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自正态总体 X ～ N（μ，σ2），则

∑
n

i = 1

（
Xi - μ
σ

）2 =
∑

n

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 ～ χ2（n）， （n - 1）S2

σ2 =
∑

n

i = 1

（Xi - X）2

σ2 ～ χ2（n - 1）

§ 20 - 1 总体、个体、样本和统计量

一、简单随机样本

1. 总体与个体

总体 在数理统计中，把研究对象的全体称为总体 .

个体 总体中每个元素称为个体 .

总体 X 总体常用一个随机变量 X 表示，它就是我们研究总体所关心的某项数量指标 .

2. 简单随机样本与容量

样本 从总体中抽出的部分个体称为总体 X 的一个样本 .

简单随机样本 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是取自总体 X 的样本，如果它们相互独立，而且都和总体 X 有相同的分

布，称 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的一个简单随机样本 . 由于教材中用的全是简单随机样本，所以它又简称为

样本 . n 称为这个样本的容量 .

样本值 样本 X1 ，X2 ，⋯，Xn（随机变量）的观察值 x1 ，x2 ，⋯，xn（实数）称为样本值 .

二、统计量

1. 统计量

设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的一个样本，g（X1 ，X2 ，⋯，Xn）是 X1 ，X2 ，⋯，Xn 的函数，若 g 是连续函数，且 g

中不含任何未知参数，则称 g（X1 ，X2 ，⋯，Xn）是一个统计量 .

2. 常用的统计量

设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的一个样本，下面的样本矩是常用的统计量：
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样本均值 X =
1
n ∑

n

i = 1

Xi

样本方差 S2 =
1

n - 1∑
n

i = 1

（Xi - X）2

样本 k 阶（原点）矩 Ak =
1
n ∑

n

i = 1

Xk
i k = 1，2，⋯；

样本 k 阶中心矩 Bk =
1
n ∑

n

i = 1

（Xi - X）k k = 1，2，⋯.

图 20 - 1 标准正态分布图

§ 20 - 2 抽样分布

1. 标准正态分布

（1）生成 设 X ～ N（μ，σ2），则X - μ
σ

～ N（0，1）概率密度

φ（x）的图形，如图 20 - 1（a）所示 .

（2）上侧 α 分位数 定义：设 X ～ N（0，1），则称满足

P｛X > uα｝ = α（0 < α < 1）

的数 uα 为 N（0，1）分布的上侧 α 分位数（或上 α 分位点）. 在图 20

- 1（b）上，坐标为 uα 点的上侧（右侧）面积为 α.

查表：由标准正态分布函数Φ（x）的表查 uα：因为 uα 满足 P｛X

> uα｝ = α，所以 Φ（uα） = P｛X≤ uα｝ = 1 - α，故只要查使 Φ（x）

= 1 - α的那个 x即为所要求的 uα. 有二个特殊的上侧分位数一定

要记住：u0. 025 = 1. 96，u0. 05 = 1. 65.

评述 后面三种抽样分布由分布函数表查相应的上侧分位数的方法完全类似于此处正态分布的上侧分

位数的查法 .（有的书上对后面三种抽样分布有专门的上侧分位数表，则直接查上侧分位数表即可 . 但

考研题中一般都给出分布函数表，让你去查分位数）

2. χ2 分布

（1）生成 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 相互独立同 N（0，1）分布，则称随机变量（X2
1 + X2

2 + ⋯ + X2
n）的分布为自由度

是 n 的 χ2 分布 . 即

图 20 - 2 χ2 分布图

X2
1 + X2

2 + ⋯ + X2
n ～ χ2（n）

χ2（n）分布的概率密度 f（x）不好记，也不用记，只要记住它的图形即可，如

图 20 - 2（a）所示 .

（2）上侧 α分位数 设 X ～ χ2（n），称满足 P｛X > χ2
α（n）｝= α（0 < α < 1）

的数 χ2
α（n）为 χ2（n）分布的上侧 α 分位数 . 在图 20 - 2（b）上，坐标为 χ2

α（n）点

的上侧面积为 α.

（3）重要定理 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自正态总体 X ～ N（μ，σ2）的样本，X，

S2 分别是样本均值和样本方差，则有

1°
（n - 1）S2

σ2 ～ χ2（n - 1），X ～ N（μ，σ
2

n
）

2° X 与 S2 独立

（4）其它（记住它对解题会带来极大的简化和方便）

如 X ～ χ2（n），则 E（X） = n，D（X） = 2n.

设 X，Y相互独立，且 X ～ χ2（n1），Y ～ χ2（n2），

则 X + Y ～ χ2（n1 + n2）.
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评述 考研题中只要涉及抽样分布的题肯定要和下面二个式子打交道，弄清它们之间的区别，尤其是 χ2

分布的自由度到底是 n - 1 还是 n，这是考研的重点 .

（
X1 - μ

σ
）2 +（

X2 - μ
σ

）2 + ⋯ +（
Xn - μ

σ
）2 =

∑
n

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 ～ χ2（n）

（n - 1）S2

σ2 =
∑

n

i = 1

（Xi - X）2

σ2 ～ χ2（n - 1）

关键在于
∑

n

i = 1

（Xi - ）2

σ2 ～ χ2（ ），如前面填 μ ，则后面自由度必填

n ；如前面填 X ，则后面自由度必填n - 1.

图 20 - 3 t 分布图

3. t 分布

（1）生成 设 X，Y独立，且 X ～ N（0，1），Y ～ χ2（n），则

X

槡Y/n
～ t（n）

即称随机变量 X

槡Y/n
的分布为自由度是 n 的 t 分布 .

概率密度图形 t（n）分布的概率密度不用记，只要记住它的图形如

图 20 - 3（a）所示 . 图形和正态分布相似，设 X ～ t（n），X 的概率密度记

为 fn（x），则当 n → � 时，fn（x）→ φ（x），其中 φ（x）为标准正态概率密度

.

（2）上侧 α 分位数 设 X ～ t（n），则称满足 P｛X > tα（n）｝ = α 的

数 tα（n）为 t（n）分布的上侧 α 分位数 . 在图 20 - 3（b）中，坐标为 tα（n）

点的上侧面积为 α.

当 n ≥ 45 时的上侧分位数 t（n）的上侧分位数表中只有 n < 45 的

表，当 n ≥ 45 时，要用 tα（n）≈ uα，即给出 α 后，从标准正态分布函数 Φ（x）表查出 uα 即为 tα（n）的近似值 .

评述 注意用服从 χ2（n）分布的 Y生成 t（n）分布的
X

槡Y/n
中，Y必须除以自由度 n，这点考生很容易忘掉 .

图 20 - 4 F 分布图

4. F 分布

（1）生成 设 X，Y相互独立，而且 X ～ χ2（n1），Y ～ χ2（n2），则

X/n1

Y/n2

～ F（n1 ，n2）

即称随机变量
X/n1

Y/n2

的分布为自由度是（n1 ，n2）的 F 分布 .

概率密度图形 F（n1 ，n2）分布的概率密度不用记，只要记住它的图形，如

图 20 - 4（a）所示 .

（2）上侧分位数 设 X ～ F（n1 ，n2），则称满足 P｛X > Fα（n1 ，n2）｝ = α 的

数 Fα（n1 ，n2）为 F（n1 ，n2）分布的上侧分位数，在图 20 - 4（b）中，坐标为

Fα（n1 ，n2）点的上侧图形面积为 α.

F 分布表中查不到的上侧分位数 有的 F 分布表中只给出 α 接近于 0“很小”（有的给出 α 接近于 1“很

大”）的表，则利用公式
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F1 - α（n1 ，n2） =
1

Fα（n2 ，n1）

求出 F 分布表中没列出的上侧分位数 .

评述 在考题中经常要能正确区分是 t 分布还是 F 分布 . 注意如果是两个随机变量相除，它服从的抽样分布

只可能是 t 分布或者 F 分布，如果分子是正态分布，则可肯定为 t 分布，分子是 χ2 分布，则可肯定为 F 分布 .

5. 正态总体的常用抽样分布

设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 N（μ，σ2）的样本，则

1°
X - μ
σ 槡/ n

～ N（0，1），且和 S2 独立 .

2°
（n - 1）S2

σ2 ～ χ2（n - 1）或
∑

n

i = 1

（Xi - X）2

σ2 ～ χ2（n - 1）

3°
X - μ

槡S/ n
～ t（n - 1）

设分别来自两个正态总体 X ～ N（μ1 ，σ2
1）和 Y ～ N（μ2 ，σ2

2）的两个样本 X1 ，X2 ，⋯，Xn1
和 Y1 ，Y2 ，⋯，Yn2

相

互独立，则

4°
（X - Y）- （μ1 - μ2）

σ2
1 /n1 + σ2

2 /n槡 2

～ N（0，1）

5° 当 σ2
1 = σ2

2 但未知时，

（X - Y）- （μ1 - μ2）

Sω
1
n1

+
1
n槡 2

～ t（n1 + n2 - 2）

6°
S2

1σ
2
2

S2
2σ

2
1

～ F（n1 - 1，n2 - 1）

其中 X =
1
n1
∑

n1

i = 1

Xi ，Y =
1
n2
∑

n2

i = 1

Yi ，S2
1 =

1
n1 - 1∑

n1

i = 1

（Xi - X）2 ，

S2
2 =

1
n2 - 1∑

n2

i = 1

（Yi - Y）2 ，S2
ω =

（n1 - 1）S2
1 +（n2 - 1）S2

2

n1 + n2 - 2

§ 20 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 （05，4 分）设 X1 ，X2 ，⋯，Xn（n≥2）为来自总体 N（0，1）的简单随机样本，X为样本均值，S2 为样本方

差，则（ ）

（A）nX ～ N（0，1） （B）nS2 ～ χ2（n）

（C）（n - 1）X
S

～ t（n - 1） （D）
（n - 1）X2

1

∑
n

i = 2

X2
i

～ F（1，n - 1）

解 因为 X2
1 ～ χ2（1），∑

n

i = 2

X2
i ～ χ2（n - 1），且它们相互独立，故

X2
1

1

∑
n

i = 2

X2
i

n - 1

=
（n - 1）X2

1

∑
n

i = 2

X2
i

～ F（1，n - 1）.

应选（D）.
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注意：也可用排除法，由于 X ～ N（0，1
n

），所以X - 0

1

槡n

槡



= n X ～ N（0，1），故（A）不能选. 由于（n - 1）S2

12 =

（n - 1）S2 ～ χ2（n - 1），所以（B）不能选. 由于

X - 0

1

槡n

（n - 1）S2

12 （n - 1槡 ）

= 槡nX
S

～ t（n - 1），因此（C）不能选，故

只能选（D）.

例 2 设 X1 ，X2 ，⋯，X15 是来自正态总体 N（3，5）的简单随机样本，

Y = C
5∑

5

i = 1

（Xi - 3）2 +（2X6 - X7 - 3）2

∑
15

i = 8

（Xi - 3）2

为使 Y服从 F 分布，C 应等于（ ）.

（A） 1
5

（B） 4
15

（C）1 （D） 4
3

解 因为 2X6 - X7 - 3 ～ N（0，25），Xi - 3 ～ N（0，5），所以

2X6 - X7 - 3
5

～ N（0，1），
Xi - 3

槡5
～ N（0，1）

（
2X6 - X7 - 3

5
）2 ～ χ2（1），∑

15

i = 8

（
Xi - 3

槡5
）2 ～ χ2（8），∑

5

i = 1

（
Xi - 3

槡5
）2 ～ χ2（5）

由于∑
5

i = 1

（
Xi - 3

槡5
）2 和（

2X6 - X7 - 3
5

）2 相互独立，因此

∑
5

i = 1

（Xi - 3）2

5
+

（2X6 - X7 - 3）2

25
～ χ2（6），

由于（
2X6 - X7 - 3

5
）2 ，∑

15

i = 8

（
Xi - 3

槡5
）2 ，∑

5

i = 1

（
Xi - 3

槡5
）2 相互独立，所以∑

5

i = 1

（Xi - 3）2

5
+

（2X6 - X7 - 3）2

25
和∑

15

i = 8

（Xi - 3）2

5
相互独立，因此

（∑
5

i = 1

（Xi - 3）2

5
+

（2X6 - X7 - 3）2

25
）/6

（∑
15

i = 8

（Xi - 3）2

5
）/8

～ F（6，8）

即

4
15

5∑
5

i = 1

（Xi - 3）2 +（2X6 - X7 - 3）2

∑
15

i = 8

（Xi - 3）2

～ F（6，8）

对照 Y的表达式可见，必须取 C =
4
15

，才能使 Y服从 F 分布 . 所以应选（B）.

评述 这是个选择题，但解题过程完全和证明 Y服从 F 分布一样 . 证明都是从分子和分母中出现的随机

变量∑
5

i = 1

（Xi - 3）2 ，（2X6 - X7 - 3）2 ，∑
15

j = 8

（Xi - 3）2 开始讨论，而不关心其中常数 5 和 C，讨论按生成 F 分

布的三点要求进行：产生二个服从 χ2 分布的随机变量，并证明它们独立，则这二个服从 χ2 分布的随机变

量分别除以它们的自由度，再取它们之比服从 F 分布 .

例 3 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自正态总体 N（μ，σ2）的简单随机样本，记

·025·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版） 【北京大学·清华大学·中国人民大学】



S2
1 =

1
n - 1∑

n

i = 1

（Xi - X）2 ， S2
2 =

1
n ∑

n

i = 1

（Xi - X）2

S2
3 =

1
n - 1∑

n

i = 1

（Xi - μ）2 ， S2
4 =

1
n ∑

n

i = 1

（Xi - μ）2

则服从自由度为（n - 1）的 t 分布的随机变量是（ ）.

（A）t =
X - μ

S1 / n -槡 1
（B）t =

X - μ
S2 / n -槡 1

（C）t =
X - μ
S3 槡/ n

（D）t =
X - μ
S4 槡/ n

分析 由于
∑

n

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 ～ χ2（n），
∑

n

i = 1

（Xi - X）2

σ2 ～ χ2（n - 1），所以服从自由度为（n - 1）的 t 分布只可

能是由 S2
1 ，S2

2 产生的 t，而不是由 S2
3 ，S2

4 产生的 t，因此不能选（C），（D）. 而选不选（B）应该用下面的证明方法：

它是从分子分母所含的随机变量X，S2
2 开始，按 t 分布的随机变量生成进行证明 .

证 因为X ～ N（μ，σ
2

n
），所以X - μ

σ 槡/ n
～ N（0，1），又

nS2
2

σ2 =
∑

n

i = 1

（Xi - X）2

σ2 ～ χ2（n - 1），且它和X - μ
σ 槡/ n

相互独

立，因此

X - μ
σ 槡/ n

nS2
2

σ2 · 1
（n - 1槡 ）

=
X - μ

S2 / n -槡 1
～ χ2（n - 1）

故应选（B）.

例 4 （02，3 分）设随机变量 X 和 Y都服从标准正态分布，则（ ）.

（A）X + Y服从正态分布 （B）X2 + Y2 服从 χ2 分布

（C）X2 和 Y2 都服从 χ2 分布 （D）X2 /Y2 服从 F 分布

解 （C）肯定是对的 .

评述 估计这个题目选（A）、（B）、（D）而选错的同学非常多 . 要选对这个题目基本概念必须很清楚，关

键是“独立”这两个字：相互独立的正态随机变量的线性组合服从正态分布；相互独立的标准正态分布随

机变量的平方和服从 χ2 分布；相互独立的自由度都为 1 的 χ2 分布随机变量之比服从 F 分布 .

例 5 设总体 X ～ N（0，1），X1 ，X2 ，⋯，Xm+n 是来自总体 X 的简单随机样本，

Y =
n -槡 1∑

n+m

j = n+1

Xj

m∑
n

i = 1

（Xi - X）槡
2

， X =
1
n ∑

n

i = 1

Xi

则 Y服从参数为 的 分布 .

解 不管常系数，从分子、分母所含随机变量开始讨论：

∑
n+m

j = n+1

Xj ～ N（0，m），∑
n+m

j = n+1

Xj 槡/ m ～ N（0，1）

∑
n

i = 1

（Xi - X）2

12 ～ χ2（n - 1），且与∑
n+m

j = n+1

Xj 槡/ m 独立 .

故

∑
n+m

j = n+1

Xj

槡m

∑
n

i = 1

（Xi - X）2

n -槡 1

= Y ～ t（n - 1）.
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例 6 （03，3 分）设随机变量 X ～ t（n）（n > 1），Y =
1
X2 ，则

（A）Y ～ χ2（n） （B）Y ～ χ2（n - 1）

（C）Y ～ F（n，1） （D）Y ～ F（1，n）

解 在做选择题时，常用的一种方法是当选项对一般情况下都成立时，在特殊情况下也成立. 所以可举些

特殊例子看看那个选项是对的. 因为 X ～ t（n），所以可特别地看成 X =
U

槡V/n
，其中 U ～ N（0，1），V ～ χ2（n），且

U 和 V相互独立，于是 Y =
1
X2 =

V/n
U2 /1

，U2 ～ χ2（1），V ～ χ2（n）且 U2 和 V相互独立，故由 F 分布的生成乃知 Y

～ F（n，1）应选（C）.

评述 上述判别方法只适用于选择题，不能用来证明 Y ～ F（n，1）；要严格的证明，必须由已知的 X的概

率密度，用求随机变量函数的概率密度的方法求出 Y =
1
X2 的概率密度.

例 7 （98，4 分）从正态总体 N（3. 4，62）中抽取容量为 n 的样本，如果要求其样本均值位于区间（1. 4，5. 4）

内的概率不小于 0. 95，问样本容量 n 至少应取多大？

附表：标准正态分布表：Φ（z） = ∫
z

- �

1

2槡 π
e- t2

2 dt

z 1. 28 1. 645 1. 96 2. 33

Φ（z） 0. 900 0. 950 0. 975 0. 990

解 因为 X ～ N（3. 4，62），所以X ～ N（3. 4，36
n

），因此

P｛1. 4 < X < 5. 4｝ = FX（5. 4）- FX（1. 4） = Φ（5. 4 - 3. 4

6 槡/ n
）- Φ（1. 4 - 3. 4

6 槡/ n
）

= Φ（槡n
3

）- Φ（- 槡n
3

） = Φ（槡n
3

）- （1 - Φ（槡n
3

））

= 2Φ（槡n
3

）- 1 ≥ 0. 95

故 Φ（槡n
3

）≥ 0. 975 = Φ（1. 96），可得槡n
3

≥ 1. 96，即 n ≥（1. 96 × 3）2 ≈ 34. 57，所以 n 至少应取 35.

例 8 （98，7 分）设 X1 ，X2 ，⋯，X9 是来自正态总体 X 的简单随机样本，Y1 =
1
6

（X1 + X2 + ⋯ + X6），Y2 =

1
3

（X7 + X8 + X9），

S2 =
1
2 ∑

9

i = 7

（Xi - Y2）
2 ， Z = 槡2（Y1 - Y2）

S

证明统计量 Z 服从自由度为 2 的 t 分布 .

证 设正态总体 X ～ N（μ，σ2），Y2 和 S2 可以看成来自正态总体 N（μ，σ2）的容量为 3 的样本 X7 ，X8 ，X9 的

样本均值和方差，因此由重要定理知

（3 - 1）S2

σ2 =
2S2

σ2 ～ χ2（2） Y2 ～ N（μ，σ
2

3
）

又 Y1 可看成来自正态总体 N（μ，σ2）的样本 X1 ，X2 ，⋯，X6 的样本均值，所以

Y1 ～ N（μ，σ
2

6
）

因为 Y1 和 Y2 独立，所以 Y1 - Y2 ～ N（0，σ
2

2
）

由于 Y1 和 Y2 独立，Y1 和 S2 独立，Y2 和 S2 独立，故 Y1 - Y2 与 S2 独立，因此根据 t 分布的生成得
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Z = 槡2（Y1 - Y2）
S

=

Y1 - Y2

σ / 槡2

2S2

σ2 ×槡
1
2

～ t（2）

例 9 （01，7 分）设总体 X 服从正态分布 N（μ，σ2），（σ > 0），从该总体中抽取简单随机样本 X1 ，X2 ，⋯，

X2n（n ≥ 2），其样本均值为X =
1

2n∑
2n

i = 1

Xi ，求统计量 Y = ∑
n

i = 1

（Xi + Xn+i - 2 X）2 的数学期望 E（Y）.

解法一 在数理统计中，一个技巧是要善于把某些独立同分布的随机变量看成某个总体的样本 . 本题中

X1 ，X2 ，⋯，X2n 是正态总体 N（μ，σ2）的容量为 2n 的样本 . 也可把 Z1 = X1 + Xn+1 ，Z2 = X2 + Xn+2 ，⋯，Zn = Xn

+ X2n 这 n 个相互独立服从同 N（2μ，2σ2）分布的随机变量看成来自另一个正态总体 N（2μ，2σ2）的容量为 n 样

本 . 用后一种观点往下运算

Z =
1
n ∑

n

i = 1

Zi =
1
n ∑

n

i = 1

（Xi + Xn+i） =
1
n ∑

2n

i = 1

Xi = 2 X

注意总体 N（2μ，2σ2）的方差为 2σ2 ，有

Y
2σ2 =

∑
n

i = 1

（Xi + Xn+i - 2 X）2

2σ2 =
∑

n

i = 1

（Zi - Z）2

2σ2 ～ χ2（n - 1）

又根据服从自由度为 n 的 χ2 分布的随机变量的数学期望为 n，所以

E（ Y
2σ2） = n - 1，即 E（Y） = 2σ2（n - 1）

解法二 把 X1 ，X2 ，⋯，Xn 看成正态总体 N（μ，σ2）的容量为 n 的样本，把 Xn+1 ，Xn+2 ，⋯，X2n 看成另一个正

态总体 N（μ，σ2）的容量为 n 的样本，显然两个样本相互独立 . 记这两个样本的样本均值和样本方差分别为

X' =
1
n ∑

n

i = 1

Xi ， X" =
1
n ∑

n

i = 1

Xn+i

S' 2 =
1

n - 1∑
n

i = 1

（Xi - X'）2 ， S"2 =
1

n - 1∑
n

i = 1

（Xn+i - X"）2

且 2 X =
1
n ∑

2n

i = 1

Xi =
1
n

（∑
n

i = 1

Xi + ∑
n

i = 1

Xn+i） = X' + X"

（n - 1）S' 2

σ2 ～ χ2（n - 1），（n - 1）S"2

σ2 ～ χ2（n - 1）

因此 E（Y） = E｛∑
n

i = 1

（Xi + Xn+i - 2 X）2｝ = E｛∑
n

i = 1

［（Xi - X'）+（Xn+i - X"）］2｝

= E｛∑
n

i = 1

［（Xi - X'）2 + 2（Xi - X'）（Xn+i - X"）+（Xn+i - X"）2 ］｝

= σ2 E（（n - 1）S' 2

σ2 ）+ 0 + σ2 E（（n - 1）S"2

σ2 ）

= σ2（n - 1）+ σ2（n - 1） = 2（n - 1）σ2

评述 本题解法的技巧在于：配出一个服从 χ2 分布的随机变量，它的数学期望就等于 χ2 分布的自由度.

在 2004 年又出现类似的考题：（04，4 分）设总体 X服从正态分布 N（μ1 ，σ2），总体 Y服从正态分布 N（μ2 ，

σ2），X1 ，X2 ，⋯，Xn ， 和 Y1 ，Y2 ，⋯，Yn ， 分 别 是 来 自 总 体 X 和 Y 的 简 单 随 机 样 本， 则

E ∑
n1

i = 1

（Xi - 珔X）2 + ∑
n2

i = 1

（Yi - 珔Y）2

n1 + n2 -
[ ]

2
= .

预测·强化训练二十

1. 设自由度为 n 的 t 分布的概率密度为 f（x），分布函数为 F（x），则对任何实数 a，等式成立的是（ ）
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（A）F（- a） = 1 - ∫
a

0
f（x）dx （B）F（- a） = 1 - ∫

+�

0
f（x）dx

（C）F（- a） =
1
2

- ∫
a

0
f（x）dx （D）F（- a） = 2F（a）- 1

2. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X ～ N（μ，σ2）的简单随机样本，X是样本均值，则下列随机变量中服从 t 分

布的是

（A） X - μ

σ
槡n

1
n - 1∑

n

i = 1

（
Xi - X

σ
）2 /（n - 1槡 ）

（B） X - μ

σ ∑
n

i = 1

（
Xi - X

σ
）2 /（n - 1槡 ）

（C） X - μ

σ
槡n

∑
n

i = 1

（
Xi - X

σ
）2 /（n - 1槡 ）

（D） X - μ

σ
槡n

∑
n

i = 1

（
Xi - μ
σ

）2

槡 /n

3. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自正态总体 X ～ N（0，σ2）的简单随机样本，令 Y1 =
1
5 ∑

5

i = 1

Xi ，Y2 =
1
5 ∑

14

i = 10

Xi ，Z1 =

∑
5

i = 1

（Xi - Y1）
2 ，Z2 = ∑

14

i = 10

（Xi - Y2）
2 ，Z3 = ∑

9

i = 6

X2
i ，U =

Z1 + Z2

2Z3

. 试证明 U 服从自由度为（8，4）的 F 分布 .

4. 设总体 X ～ N（μ，σ2），X1 ，X2 ，⋯，Xm+n 是来自总体 X 的简单随机样本，令

S2
1 = ∑

m

i = 1

（Xi -
1
m∑

m

j = 1

Xj）
2 ， S2

2 = ∑
m+n

i = m+1

（Xi - μ）2

则（S2
1 + S2

2）/σ2 服从 分布，参数为 .

5. 设 X1 ，X2 ，⋯，X20 是总体 X ～ N（μ，σ2）的简单随机样本，则

（1）
X1 - μ

σ
+

X6 + 2μ
3σ

服从参数为 的 分布 .

（2） 1
2σ2［（X1 - X2）

2 + 2（X3 - μ）2 +
1
7

（2X4 + X5 - 3X6）
2 ］服从参数为 的 分布 .

（3） 10

槡3

1
5 ∑

5

j = 1

Xj - X6

∑
5

i = 1

（Xi -
1
5 ∑

5

j = 1

Xj）槡
2

服从参数为 的 分布 .

6. 设 Xi ～ N（μ，σ2），i = 1，2，⋯，n，n + 1 相互独立，记X =
1
n ∑

n

i = 1

Xi ，S2 =
1

n - 1∑
n

i = 1

（Xi - X）2 ，则随机变量

Y =
n

n +槡 1
Xn+1 - X

S
服从自由度为 的 分布 .

7. 已知 X1 ～ N（0，1），X2 ～ t（n），X3 ～ χ2（n），X4 ～ F（n1 ，n2），请在下面的空格上填上侧分位数 .

（1）P｛X1 < ｝ = 1 - α （2）P｛| X2 | > ｝ = α
（3）P｛X3 < ｝ = α （4）P｛X4 > ｝ = 1 - α
8. 设 X1 ，X2 ，⋯，X2k 是来自正态总体 N（2，4）的简单随机样本，

Y = C
X1 + X2 + ⋯ + Xk - 2k

∑
2k

i = k+1

（Xi - 2）槡
2

则当 C = 时，Y服从 t 分布 .

9.（01，8 分）设总体 X 服从正态分布 N（0，22），而 X1 ，X2 ，⋯，X15 是来自总体 X 的简单随机样本，则随机变量

Y =
X2

1 + ⋯ + X2
10

2（X2
11 + ⋯ + X2

15）

服从 分布，参数为 .

10. 设 X1 ，X2 ，⋯，X40 是来自正态总体 X ～ N（μ，σ2）的容量为 40 的简单随机样本，令

X =
1
20∑

20

i = 1

Xi ， S2
1 =

1
19∑

20

i = 1

（Xi - X）2 ， S2
2 =

1
20∑

40

i = 21

（Xi - μ）2 ， Y =
20
21

·
（X - μ）2 + S2

2

S2
1
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证明 Y ～ F（21，19）.

简明解答

1. （C）. 由 t 分布的概率密度图形关于 y 轴对称及概率的几何意义即可得 .

2. （C）. 由 t 分布的生成，分子必须有服从标准正态分布的随机变量，故不能选（B），分母根号内的服从 χ2 分布

的随机变量必须除以它的自由度，所以不能选（A），还要求分子和分母相互独立，因此不能选（D），只有（C）

是对的 .

3.
Z1

σ2 =
∑

5

i = 1

（Xi - Y1）
2

σ2 ～ χ2（4），
Z2

σ2 =
∑

14

i = 10

（Xi - Y2）
2

σ2 ～ χ2（4），且它们相互独立，因此
Z1 + Z2

σ2 ～ χ2（8）. 又
Z3

σ2

=
∑

9

i = 6

X2
i

σ2 =
∑

9

i = 6

（Xi - 0）2

σ2 ～ χ2（4），且它和
Z1 + Z2

σ2 相互独立，因此

Z1 + Z2

2Z3

=

Z1 + Z2

σ2 /8

Z3

σ
/4

～ F（8，4）

4. χ2 ，m + n - 1. 因为
S2

1

σ2 ～ χ2（m - 1），
S2

2

σ2 ～ χ2（n），且它们相互独立，故
S2

1

σ2 +
S2

2

σ2 ～ χ2（m + n - 1）.

5. （1） μ
σ

，10
9

，正态 .（2）3，χ2.（3）4，t.

（1）X1 和 X6 独立，E（
X1 - μ

σ
+

X6 + 2μ
3σ

） = μ
σ

，D（
X1 - μ

σ
+

X6 + 2μ
3σ

） =
DX1

σ2 +
DX6

9σ2 =
10
9

，所以
X1 - μ

σ
+

X6 + 2μ
3σ

～ N（ μ
σ

，10
9

）.

（2）X1 - X2 ～ N（0，2σ2），
X1 - X2

槡2σ
～ N（0，1）

X3 - μ ～ N（0，σ2），
X3 - μ

σ
～ N（0，1）

2X4 + X5 - 3X6 ～ N（0，14σ2），
2X4 + X5 - 3X6

槡14σ
～ N（0，1），

且上面三个标准正态分布变量相互独立，故

（
X1 - X2

槡2σ
）2 +（

X3 - μ
σ

）2 +（
2X4 + X5 - 3X6

槡14σ
）2 ～ χ2（3）.

即

1
2σ2［（X1 - X2）

2 + 2（X3 - μ）2 +
1
7

（2X4 + X5 - 3X6）
2 ］～ χ2（3）.

（3） 1
5 ∑

5

j = 1

Xj - X6 ～ N（0，6σ2

5
），
∑

5

i = 1

（Xi -
1
5 ∑

5

j = 1

Xj）
2

σ2 ～ χ2（4）

且上面两个随机变量相互独立，故

（ 1
5 ∑

5

j = 1

Xj - X6）/（槡
6
5
σ）

∑
5

i = 1

（Xt -
1
5 ∑

5

j = 1

Xj）
2

σ2 /槡 4

～ t（4）

即
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10

槡3
·

1
5 ∑

5

j = 1

Xj - X6

∑
5

i = 1

（Xi -
1
5 ∑

5

j = 1

Xj）槡
2

～ t（4）.

6. n - 1，t. 证法和上题（3）类似 .

7. （1）uα；（2）t α
2
（n）；（3）χ2

1 - α（n）；（4）F1 - α（n1 ，n2）.

8. 1 . X1 + X2 + ⋯ + Xk - 2k ～ N（0，4k）.
X1 + X2 + ⋯ + Xk - 2k

2 槡k
～ N（0，1），它与

∑
2k

i = k+1

（Xi - 2）2

4
～ χ2（k）

相互独立，故

X1 + X2 + ⋯ + Xk - 2k

2 槡k

∑
2k

i = k+1

（Xi - 2）2

4槡 /k

=
X1 + X2 + ⋯ + Xk - 2k

∑
2k

i = k+1

（Xi - 2）槡
2

～ t（k）

即 C = 1 时 Y服从 t 分布 .

9. F，10，5. 两个随机变量相除的常用抽样分布只可能是 t 分布或 F 分布，注意本题 μ = 0，分子∑
10

i = 1

X2
1 = ∑

10

i = 1

（Xi

- 0）2 = ∑
10

i = 1

（Xi - μ）2 ，除以 σ2 后
∑

10

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 ～ χ2（10），所以 Y只可能服从 F 分布 . 分母也可类此处理

得

Y =

X2
1 + ⋯ + X2

10

σ2 ×
1
10

X2
11 + ⋯ + X2

15

σ2 ×
1
5

=

∑
10

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 /10

∑
15

i = 11

（Xi - μ）2

σ2 /5

由于
∑

10

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 ～ χ2（10），
∑

15

i = 1

（Xi - μ）2

σ2 ～ χ2（5），且它们相互独立，所以由 F 分布的生成知 Y ～ F（10，5）.

10. X - μ ～ N（0，σ
2

20
），（ X - μ

σ / 槡20
）2 ～ χ2（1）.

20S2
2

σ2 ～ χ2（20），
19S2

1

σ2 ～ χ2（19），由于X，S2
1 ，S2

2 相互独立，所以

（ X - μ
σ / 槡20

）2 +
20S2

2

σ2 ～ χ2（21），
（20（X - μ）2

σ2 +
20S2

2

σ2 ）/21

19S2
1

σ2 /19

= Y ～ F（21，19）

·625·

考研权威名师导学精品教材系列 （第 1 代第 6 版） 【北京大学·清华大学·中国人民大学】



第二十一章 参数估计

考试要求

1. 理解参数的点估计、估计量与估计值的概念.

2. 掌握矩估计法（一阶、二阶矩）和最大似然估计法.

3. 了解估计量的无偏性、有效性（最小方差性）和一致性（相合性）的概念，并会验证估计量的无偏性.

4. 了解区间估计的概念，会求单个正态总体的均值和方差的置信区间，会求两个正态总体的均值差和方差

比的置信区间.

考试要点分析与题型预测

从上表中可看出本章是数理统计考试的重点，点估计过去经常出题，今后还会这样. 矩估计法在以往考题

中未知参数都只有一个，以后很可能会考分布中含两个未知参数的情况（有关注意事项见例 9（1））. 最大似然

估计法以往考题每年都有些新意（实际上理科的数理统计书中都有这类的例题），所以要把例 5 ～ 例9（2）这五

种不同类型题目好好的体会，必须掌握熟练. 特别要注意总体分布是离散型的情况，写不出概率函数 P（x）的例

7 这种类型 2002 年才考过，以后很可能考能写出概率函数的例 8 类型，建议做强化训练题中的第 5，6 题.

讨论估计量的无偏性、有效性和一致性也是会出的题型，它们主要涉及数学期望和方差的计算，但出在数

理统计中，主要常用到：E X = μ，ES2 = σ2 ；如 X ～ χ2（n），则 EX = n，DX = 2n，简单随机样本中随机变量 X1 ，X2 ，

⋯，Xn 是独立同分布的；正态随机变量的性质. 有效性的讨论以前没考过，今后可能会考（参看例 3）.

求未知参数的区间估计主要是要把表21. 1 全背出，经常出在填空题中，但例11（3）中未知参数的函数的区

间估计特点要仔细体会.

§ 21 - 1 点估计

点估计问题就是由 X 的一个样本 X1 ，X2 ，⋯，Xn 构造一个统计量  θ（X1 ，X2 ，⋯，Xn），用它的观察值  θ（x1 ，x2 ，

⋯，xn）作为总体 X分布中的未知参数 θ的估计值，称  θ（X1 ，X2 ，⋯，Xn）为 θ的估计量，称  θ（x1 ，x2 ，⋯，xn）为 θ的

估计值 . 在不致混淆的情况下，统称估计量和估计值为估计，都简记为  θ.

一、矩估计法

用样本矩作为相应的总体矩的估计量，用样本矩的连续函数作为相应的总体矩的连续函数的估计量，这种

估计方法称为矩估计法 .

评述 对任何总体 X，不管总体分布是什么形状，只要它的数学期望 E（X） = μ，方差 D（X） = σ2 存在，

则 μ 的矩估计量一定是  μ = X，方差 σ2 的矩估计量一定是  σ2 = B2 ，而且一定要记住X 和 B2 不仅分别是

μ 和 σ2 的无偏估计量，而且也是相合（或一致）估计量 .

二、最大似然估计法

设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的样本，x1 ，x2 ，⋯，xn 是该样本的观察值，当 θ在可能取值范围 H变化时，使似

然函数

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ） =
∏

n

i = 1

P（xi ；θ），当总体 X 的分布律为 P｛X = x｝ = P（x；θ）

∏
n

i = 1

f（xi ；θ），当总体 X 的概率密度为 f（x；θ
{

）

达到最大值的最大值点  θ =  θ（x1 ，x2 ，⋯，xn）作为参数 θ的估计值，称它为参数 θ的最大似然估计值，而相应的统

计量  θ（X1 ，X2 ，⋯，Xn）称为参数 θ 的最大似然估计量，这种求参数 θ 的估计的方法称为最大似然估计法 .
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§ 21 - 2 估计量的评选标准

一、无偏性

设  θ 是参数 θ 的估计量，若 E θ = θ，则称  θ 为 θ 的无偏估计量 .

二、有效性

设  θ1 和  θ2 都是 θ 的无偏估计量，若 D θ1 < D θ2 ，则称 θ1 较 θ2 有效 .

三、一致性

设  θ 为 θ 的估计量，若 lim
n→�

P｛|  θ - θ | ≤ ｝ = 1，其中  为任意给定的正数，则称  θ 为 θ 的一致估计量（或称

相合估计量）.

§ 21 - 3 区间估计

1. 双侧置信区间

设 θ 是总体 X 分布中的未知参数，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是总体 X 的样本，由该样本确定两个统计量  θ1（X1 ，X2 ，⋯，

Xn）和  θ2（X1 ，X2 ，⋯，Xn），对给定的 α（0 < α < 1）有

P｛ θ1（X1 ，X2 ，⋯，Xn） < θ <  θ2（X1 ，X2 ，⋯，Xn）｝ = 1 - α
则称随机区间（ θ1 ， θ2）是 θ 的置信度为（1 - α）的双侧置信区间，简称为置信区间 .

2. 单侧置信区间

对给定的 α（0 < α < 1）有

P｛θ <  θ2（X1 ，X2 ，⋯，Xn）｝ = 1 - α
则称（- � ， θ2）是 θ 的置信度为（1 - α）的单侧置信区间，称  θ2 是 θ 的置信度为（1 - α）的单侧置信上限 . 对给

定的 α，有

P｛ θ1（X1 ，X2 ，⋯，Xn） < θ｝ = 1 - α
则称（ θ1 ，+ � ）是 θ 的置信度为（1 - α）的单侧置信区间，称  θ1 是 θ 的置信度为（1 - α）的单侧置信下限 .

评述 想求 θ 的单侧置信区间（- � ， θ2）时，题目中应要求 θ 的置信度为（1 - α）的单侧置信上限，而不

能含糊地提要求 θ的单侧置信区间，因为（- � ， θ2），（ θ1 ，+ � ）都是 . 同样想求 θ的单侧置信区间（ θ1 ，+

� ），题目中应要求 θ 的单侧置信下限 .

3. 正态总体未知参数的置信区间

表 21. 1 一定要背出来 .

评述 正态总体参数的区间估计相对地说是容易的，主要要注意：

① 题目给出的条件是一个正态总体还是两个正态总体，前者估计的是 μ或σ2 ，后者估计的是均值差 μ1

- μ2 或方差比 σ2
1 /σ2

2 ；

② 对一个参数进行估计时，要看另一个参数是已知还是未知；

③ 根据上面两点把相应的区间估计公式背出来，将具体数据代入就可得答案；

④ 背表21. 1 时，要从对比中记忆 . 例对单个正态总体，均值μ的区间估计，当方差σ2
0 已知时，置信区间

的公式为（X - u α
2

σ0

槡n
，X + u α

2

σ0

槡n
），相应的单侧置信下限公式为X - uα

σ0

槡n
，它只是把双侧置信区间的置信下
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限X - u α
2

σ0

槡n
中的 α

2
换成了 α. 同样，相应的单侧置信上限X + uα

σ0

槡n
，也可由双侧置信区间的置信上限X +

u α
2

σ0

槡n
中的 α

2
换成 α. 把表中所有的置信区间公式和相应的单侧置信下限和单侧置信上限公式对照一下，

都有此规律；此外当方差σ2 未知时，μ 的置信区间公式为（X - t α
2
（n - 1）

S

槡n
，X + t α

2
（n - 1）

S

槡n
），对照σ2

0 已

知的上述公式，可发现，由于 σ0 未知，σ0 现换成 S，相应的 u α
2

换成 t α
2
（n- 1），就成了σ2 未知的置信区间公式 .

其它情况也有类似之处，很快全背出表中公式来 .

§ 21 - 4 典型例题分析与最新考试题型预测

例 1 （06，9 分）设总体 X 的概率密度为

f（x；θ） =
θ， 0 < x < 1

1 - θ， 1 ≤ x < 2

0，
{

其它

其中 θ 是未知参数（0 < θ < 1），X1 ，X2 ，⋯，Xn 为来自总体 X 的简单随机样本，记 N 为样本值 x1 ，x2 ，⋯，xn 中小

于 1 的个数，求 θ 的最大似然估计.

解 注意本题中样本值 xi = （i = 1，2，⋯，n）应在（0，2）范围内，所以似然函数为

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ） = ∏
n

i = 1

f（xi ；θ） = θN（1 - θ）n- N

取对数得

lnL（θ） = Nlnθ +（n - N）ln（1 - θ）
两边对 θ 求导得

dlnL（θ）
dθ

=
N
θ

-
n - N
1 - θ

令

dlnL（θ）
dθ

= 0 得 θ =
N
n

故 θ 的最大似然估计应为

θ
∧

=
N
n

.

表 21. 1 正态总体未知参数的置信区间

总体个数 估计参数 对总体要求 置信区间 单侧置信下限 单侧置信上限

单个正态总体

X ～ N（μ，σ2）

均值 μ

方差 σ2

方差 σ2
0 已知

方差 σ2 未知

均值 μ0 已知

均值 μ 未知

（X - u α
2

σ0

槡n
，X + u α

2

σ0

槡n
）

（X - t α
2
（n - 1） S

槡n
，X + t α

2
（n - 1） S

槡n
）

∑
n

i = 1

（Xi - μ0）2

χ2
α
2
（n）

，
∑

n

i = 1

（Xi - μ0）2

χ2
1 - α

2
（n

( )
）

（n - 1）S2

χ2
α
2
（n - 1）

，（n - 1）S2

χ2
1 - α

2
（n - 1( )）

X - uα
σ0

槡n

X - tα（n - 1） S

槡n

∑
n

i = 1

（Xi - μ0）2

χ2
α（n）

（n - 1）S2

χ2
α（n - 1）

X + uα
σ0

槡n

X + tα（n - 1） S

槡n

∑
n

i = 1

（Xi - μ0）2

χ2
1 - α（n）

（n - 1）S2

χ2
1 - α（n - 1）
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总体个数 估计参数 对总体要求 置信区间 单侧置信下限 单侧置信上限

两个正态总体

X1 ～

N（μ1，σ2
1）

X2 ～

N（μ2，σ2
2）

均值差

μ1 - μ2

方差比

σ2
1

σ2
2

σ2
10，σ2

20 已知

σ2
1，σ2

2 未知

但知 σ2
1 = σ2

2

（X1 - X2 - u α
2

σ2
10

n1

+
σ2

20

n槡 2

，

X1 - X2 + u α
2

σ2
10

n1

+
σ2

20

n槡 2

）

（X1 - X2 - t α
2
（n1 + n2 - 2）

·SW
1
n1

+
1
n槡 2

，

X1 - X2 + t α
2
（n1 + n2 - 2）

·SW
1
n1

+
1
n槡 2

）

（F1- α
2
（n2 - 1，n1 - 1）

S2
1

S2
2

，

F α
2
（n2 - 1，n1 - 1）

S2
1

S2
2

）

X1 - X2 - uα
σ2

10

n1

+
σ2

20

n槡 2

X1 - X2 - tα（n1 + n2 - 2）

·SW
1
n1

+
1
n槡 2

F1 - α（n2 - 1，n1 - 1）
S2

1

S2
2

X1 - X2 + uα
σ2

10

n1

+
σ2

20

n槡 2

X1 - X2 + tα（n1 + n2 - 2）

·SW
1
n1

+
1
n槡 2

Fα（n2 - 1，n1 - 1）
S2

1

S2
2

其中 S2
W =

（n1 - 1）S2
1 +（n2 - 1）S2

2

n1 + n2 - 2

例 2 设总体 X 的概率密度为

f（x） =
6x
θ3（θ - x），

0
{

，

0 < x < θ
其它

X1 ，X2 ，⋯，Xn 是取自总体 X 的简单随机样本 .

（1）求 θ 的矩估计量  θ；

（2）求  θ 的方差 D（ θ）；

（3）讨论  θ 的无偏性和相合性（一致性）.

分析 用矩估计法求参数 θ 的估计量主要要弄清下面每一步主要要说明什么问题（用括号注出），也就是

为什么要有这一步，这样解题思路或关键步骤也就清楚了 .

解 （1）1° E（X） = ∫
+�

- �
xf（x）dx = ∫

θ

0

6x2

θ3（θ - x）dx = θ
2

（说明总体均值可用参数 θ 的函数表示，现在只有一个未知参数 θ，只要建立一个方程解出 θ）
2° θ = 2E（X） （解出 θ，说明未知参数可以用总体矩的函数表示）

3°  θ = 2 X（由于 θ = 2E（X），所以只要求出 2E（X）的估计量代入即可求出 θ 的估计量  θ. 矩估计法的关键

就在于用样本矩的连续函数 2 X 作为相应的总体矩的连续函数 2E（X）的估计量）

（2）由于 E（X2） = ∫
+�

- �
x2 f（x）dx = ∫

θ

0

6x3

θ3（θ - x）dx =
6θ2

20

D（X） = E（X2）- （E（X））2 =
6θ2

20
- （ θ

2
）2 = θ2

20

因此 D（ θ） = D（2 X） = 4D（ 1
n ∑

n

i = 1

Xi） =
4
n

D（X） = θ2

5n

（3）E（ θ） = E（2 X） = 2E（ 1
n ∑

n

i =1

Xi） = 2
1
n

nE（X） = 2 θ
2

= θ，所以  θ是 θ 的无偏估计量 . 由辛钦大数定律知

X =
∑

n

i = 1

Xi

n →
P

E（X） = θ
2
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故  θ = 2 X→
P

= 2 θ
2

= θ，即  θ 也是 θ 的一致估计量 .

例 3 设总体 X的均值 E（X） = μ 及方差 D（X） = σ2 都存在，X1 ，X2 ，X3 是来自 X的样本，现有 μ 的 3 个

估计量  μ1 =
1
3

（X1 + X2 + X3）， μ2 =
1
6

（X1 + 2X2 + X3）， μ3 =
1
6

X1 +
1
3

X2 +
1
2

X3 ，则结论成立的是（ ）.

（A）  μ2 比  μ3 有效 （B）  μ3 比  μ1 有效

（C）  μ1 比  μ3 有效 （D）  μ2 比  μ1 ， μ3 有效

解 E（ μ1） = E（ 1
3

（X1 + X2 + X3）） = μ， E（ μ2） = E（ 1
6

（X1 + 2X2 + X3）） =
2
3
μ

E（ μ3） = E（ 1
6

X1 +
1
3

X2 +
1
2

X3） = μ

所以  μ1 ， μ3 是 μ 的无偏估计量 . 注意：比较两个估计量的有效性的大前提是他们必须都是无偏估计量，否则无

意义（因此（A），（D）肯定不能选），又因为

D（ μ1） = D（ 1
3

（X1 + X2 + X3）） =
1
9

（D（X1）+ D（X2）+ D（X3）） = σ2

3

D（ μ3） = D（ 1
6

X1 +
1
3

X2 +
1
2

X3） =
1
36

D（X1）+
1
9

D（X2）+
1
4

D（X3） =
7
18

σ2

由于 D（ μ1） < D（ μ3），所以  μ1 比  μ3 有效，应选（C）.

评述 由于 D（ μ2） = D（
1
6

（X1 + 2X2 + X3）） =
1
36

× 6σ2 = σ2

6
，所以很多考生选（D），因为 D（ μ2）比

D（ μ1），D（ μ3）都小 . 选（D）错的原因是  μ2 不是无偏估计量，所以对它谈有效性是错的 .

例 4 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自正态总体 X ～ N（μ，σ2）的简单随机样本 .

（1）要使  σ =
1
k1
∑

n

i = 1

| Xi - X | 是 σ 的无偏估计量，k1 应取什么值？

（2）要使  σ2 =
1
k2
∑
n- 1

i = 1

（Xi+1 - Xi）
2 是 σ2 的无偏估计量，k2 应取什么值？

解 （1）Yi = Xi - X =
n - 1

n
Xi -

1
n ∑j≠i

Xj ～ N（0，n - 1
n

σ2），

E | Xi - X | = E | Yi | =
1

2槡 π n - 1

槡n
σ
∫

+�

- �
| y | e

-
y2

2（n - 1）σ2

n dy
y = n- 1

槡n σt
2

2槡 π∫
+�

0

n - 1

槡n
σte- t2

2 dt

= 2

2槡 π
n - 1

槡n
σ（- e- t2

2 ）
+�

0

=
2（n - 1）

n槡 π σ

所以

E  σ = E（ 1
k1
∑

n

i = 1

| Xi - X | ） =
1
k1

·n· 2（n - 1）
n槡 π σ =

1
k1

2n（n - 1）

槡 π σ

为使  σ 为 σ 的无偏估计，应取 1
k1

2n（n - 1）

槡 π σ = 1，即应取 k1 =
2n（n - 1）

槡 π
.

（2）E  σ2 = E（ 1
k2
∑
n- 1

i = 1

（Xi+1 - Xi）
2） =

1
k2

·（n - 1）·E（X2
i+1 - 2Xi+1 Xi + X2

i ）

=
1
k2

·（n - 1）·（（σ2 + μ2）- 2μ·μ +（σ2 + μ2）） =
2（n - 1）

k2

σ2

所以为使  σ2 是 σ2 的无偏估计量，应取 k2 = 2（n - 1）.

例 5 已知总体 X 的概率密度为

f（x） =
1
θ

e- x
θ ，

0
{

，

x > 0

x ≤ 0

其中未知参数 θ > 0. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 为取自总体 X 的一个样本 .
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（1）求 θ 的最大似然估计量；

（2）试问该估计量是否为无偏估计量？说明理由 .

解 （1）1° 设 x1 ，x2 ，⋯，xn 为相应于样本 X1 ，X2 ，⋯，Xn 的样本值，则似然函数为

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ） =
1
θn e- 1

θ∑
n

i = 1

xi ，

0
{

，

x1 ，x2 ，⋯，xn > 0

其它

2° 当 x1 ，x2 ，⋯，xn > 0 时，L（θ） > 0，有 lnL（θ） = - nlnθ -
1
θ ∑

n

i = 1

xi

3°
dlnL（θ）

dθ
= -

n
θ

+
1
θ2 ∑

n

i = 1

xi = 0

4° 解得 θ 的最大似然估计值为  θ =
1
n ∑

n

i = 1

xi = x

5° 因此，θ 的最大似然估计量为  θ = X

（2）E（ θ） = E（X） = E（ 1
n ∑

n

i = 1

Xi） =
1
n ∑

n

i = 1

E（Xi） = E（X）

而 E（X） = ∫
+�

- �
xf（x）dx = ∫

+�

0
x

1
θ

e- x
θ dx = θ

故 E（ θ） = θ，即  θ = X 是未知参数 θ 的无偏估计量 .

评述 求最大似然估计量的每一步对应要注意的地方：

1° 中似然函数写成 L（X1 ，X2 ，⋯，Xn ；θ）是错的，必须写成 L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ），其中 x1 ，x2 ，⋯，xn 是 X1 ，

X2 ，⋯，Xn 的观察值 .

2° 中注明 x1 ，x2 ，⋯，xn > 0 是因为：L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ）是非负的，它的最大值不可能为 0，最大值只可

能在 x1 ，x2 ，⋯，xn > 0 范围内用表达式
1
θn e

1
θ∑

n

i = 1

xi 去求 . 此表达式的求导用对数求导法最方便 .

3° 注意 lnx 是单调增函数，所以 lnL（θ）的最大值点就是 L（θ）的最大值点 .

4° 从
dlnL（θ）

dθ
= 0 中解出最大值点后马上在上面加“∧”. 注意记号的意义：θ 为参数，它的估计值为

 θ，上面的“∧”不可少 .

5° 要求的是估计量，所以必须把  θ =  θ（x1 ，x2 ，⋯，xn）中的小写观察值 x1 ，x2 ，⋯，xn 改写为相应的大

写随机变量 X1 ，X2 ，⋯，Xn ，得  θ =  θ（X1 ，X2 ，⋯，Xn）才是估计量 .

例 6 （04，13 分）设随机变量 X 的分布函数为

F（x；α，β） =
1 - α( )x

β
， x > α，

0， x ≤ α
{

，

其中参数 α > 0，β > 1. 设 X1 ，X2 ，⋯Xn 为来自总体 X 的简单随机样本，

（Ⅰ）当 α = 1 时，求未知参数 β 的矩估计量；

（Ⅱ）当 α = 1 时，求未知参数 β 的最大似然估计量；

（Ⅲ）当 β = 2 时，求未知参数 α 的最大似然估计量.

解 当 α = 1 时，X 的概率密度为

f（x；β） =
β

xβ+1 ， x > 1，

0， x ≤ 1
{

.

（Ⅰ）因为 EX = ∫
+�

- �
xf（x；β）dx = ∫

+�

1
x· β

xβ+1 dx = β
β - 1

，

可解得 β =
EX

EX - 1
，故 β 的矩估计量为  β =

珔X
珔X - 1

.

（Ⅱ）当 xi > 1，i = 1，2，⋯，n 时，似然函数为
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L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；β） = βn

（x1 x2 ⋯xn）
β+1 > 0

等式两边取对数得： lnL（β） = nlnβ - （β + 1）∑
n

i = 1

lnxi ，

对 β 求导数，得

dlnL（β）
dβ

=
n
β

- ∑
n

i = 1

lnxi ，

令dlnL（β）
dβ

= 0，解得 β


=
n

∑
n

i = 1

lnxi

，故 β 的最大似然估计量为 β


=
n

∑
n

i = 1

lnXi

（Ⅲ）当 β = 2 时，X 的概率密度为

f（x；α） =
2a2

x3 ， x > α，

0， x ≤ α
{

，

当 xi ≥ α，i = 1，2，⋯，n 时，似然函数为

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；α） =
xnα2n

（x1 x2 ⋯xn）
3 > 0

dL（α）
dα

=
2n ·2nα2n- 1

（x1 x2 ⋯xn）
3 > 0

所以，当 xi ≥ α，i = 1，2，⋯，n 时，α 越大，L（α）也越大；但当只要 i = 1，2，⋯，n 中有一个 xi < α，则 L（α） = 0，

故 α 的最大似然估计值为  α = min｛x1 ，x2 ，⋯，xn｝，因此 α 的最大似然估计量为  α = min｛X1 ，X2 ，⋯，Xn｝.

评述 1. 2004 年数一的考题：设总体 X 的分布函数为

F（x；β） =
1 -

1
xβ ， x > 1

0， x ≤
{

1

其中未知参数 β > 1，X1 ，X2 ，⋯，Xn 为来自 X 的简单随机样本，求：

（Ⅰ）β 的矩估计量；

（Ⅱ）β 的最大似然估计量.

实际上就是数三的本考题的（Ⅰ），（Ⅱ）.

2. 本例题的（Ⅱ）和（Ⅲ）是最大似然估计法中处理
dlnL（θ）

dθ
= 0 的两种典型方法：当

dlnL（θ）
dθ

= 0 能

解出 θ 时，接下来和（Ⅱ）同样处理；当
dlnL（θ）

dθ
= 0 不可能解出 θ 时，要类似（Ⅲ）的步骤往下处理.

3. 本例题还可继续讨论下列双参数的是点估计：（Ⅳ）求未知参数 α，β 的矩估计量，（Ⅴ）求未知参

数 α，β 的最大似然估计量.

4. 在最大似然估计法中，按总体 X的分布又有两种典型题目：例如本题是居于分布是连续型的；下面

二个例题居于分布是离散型的.

例 7 （02，7 分）设总体 X 的概率分布为

X 0 1 2 3

p θ2 2θ（1 - θ） θ2 1 - 2θ

其中 θ（0 < θ <
1
2

）是未知参数，利用总体 X 的如下样本值

3，1，3，0，3，1，2，3

求 θ 的矩估计值和最大似然估计值 .

解 （1）E（X） = 0 × θ2 + 1 × 2θ（1 - θ）+ 2θ2 + 3 ×（1 - 2θ） = 3 - 4θ

解得 θ =
1
4

（3 - E（X））
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故 θ 的矩估计量为  θ =
1
4

（3 - X）

由 x =
1
8

×（3 + 1 + 3 + 0 + 3 + 1 + 2 + 3） = 2

得 θ 的矩估计值为

 θ =
1
4

×（3 - x） =
1
4

×（3 - 2） =
1
4

（2）离散型总体似然函数为

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ） = P（x1 ；θ）P（x2 ；θ）⋯P（xn ；θ）
其中 x1 ，x2 ，⋯，xn 为 X1 ，X2 ，⋯，Xn 的观察值 . 由于本题中离散型 X 的概率函数 P｛X = x｝ = P（x；θ）一般式没

法写出，所以无法先求出 θ 的最大似然估计量，然后将观察值 x1 ，x2 ，⋯，xn 代入求出 θ 的最大似然估计值 . 下面

采用直接将观察值代入似然函数来求 θ 的最大似然估计值 .

将观察值（x1 ，x2 ，⋯，x8） = （3，1，3，0，3，1，2，3）代入上述似然函数表达式得

L（θ） = P｛X = 3；θ｝·P｛X = 1；θ｝·P｛X = 3；θ｝·P｛X = 0；θ｝·P｛X = 3；θ｝
·P｛X = 1；θ｝·P｛X = 2；θ｝·P｛X = 3；θ｝

= （1 - 2θ）·［2θ（1 - θ）］·（1 - 2θ）·θ2 ·（1 - 2θ）·［2θ（1 - θ）］·θ2 ·（1 - 2θ）
= 4θ6（1 - θ）2（1 - 2θ）4

lnL（θ） = ln4 + 6lnθ + 2ln（1 - θ）+ 4ln（1 - 2θ）
dlnL（θ）

dθ
=

6
θ

-
2

1 - θ
-

8
1 - 2θ

=
6 - 28θ + 24θ2

θ（1 - θ）（1 - 2θ）

令dlnL（θ）
dθ

= 0，解得 θ1，2 =
7 ± 槡13

12
，但7 + 槡13

12
>

1
2

不合题意，所以 θ 的最大似然估计值为

 θ =
7 - 槡13

12

评述 本题的特点在于 X是离散型随机变量，由于它的分布律写不出，所以无法用类似例 5 的解题步骤

先求出 θ 的最大似然估计量，再用样本观察值求出 θ 的最大似然估计值 . 在下面的例 8 中，X仍然是离散

型的随机变量，但由于它的概率函数可以写出，所以仍可用例 5 的解题步骤求出未知参数的最大似然估

计值 .

例 8 设总体 X服从参数为 λ（λ > 0）的泊松分布，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的简单随机样本，求参数

λ 的最大似然估计量 .

分析 设 X 是离散型随机变量，它的分布律在概率论中用 P｛X = xi｝ = pi ，i = 1，2，⋯ 表示，但在数理统

计中它的分布律用下列形式表示：P｛X = x｝ = P（x），x = x1 ，x2 ，⋯，其中 P（x）称为 X的概率函数，当它含有未

知参数 θ 时，可记为 P（x；θ），这就是上面似然函数 L（θ）中当 X是离散型时所用的表达式 L（θ） = ∏
n

i = 1

P（xi ；θ），

其中 xi ，i = 1，2，⋯，n 是容量为 n 的样本观察值 .

例如 X服从 0 - 1 分布，概率论中分布律为
X 0 1

p 1 - p p
，在数理统计中 X的概率函数为 P（x；p） = px（1

- p）1 - x，x = 0，1. 显然 P（0；p） = p0（1 - p）1 - 0 = 1 - p，P（1，p） = p1（1 - p）1 - 1 = p 完全一致 .（记住 0 - 1 分

布对应的概率函数有好处）

解 总体 X 的分布律为

P｛X = k｝ =
e- λλk

k！
，k = 0，1，2，⋯

所以总体 X 的概率函数为

P（x；λ） =
e- λλx

x！
，x = 0，1，2，⋯

故似然函数为
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L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；λ） = ∏
n

i = 1

P（xi ；λ） = e- nλ λ∑
n

i = 1
xi

∏
n

i = 1

（xi ！）

lnL（λ） = - nλ + lnλ·∑
n

i = 1

xi - ∑
n

i = 1

ln（xi ！）

dlnL（λ）
dλ

= - n +
1
λ∑

n

i = 1

xi = 0

解得

 λ =
1
n ∑

n

i = 1

xi = x

故 λ 的最大似然估计量为  λ = X.

例 9 设总体 X 的概率密度为

f（x；μ，θ） =
1
θ

e- x- μ
θ ，

0
{

，

x ≥ μ
x < μ

其中 μ 和 θ（θ > 0）均为未知参数，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的简单随机样本，求：

（1）μ 和 θ 的矩估计量 .

（2）μ 和 θ 的最大似然估计量 .

解 （1）EX = ∫
+�

μ
x· 1

θ
e- x- μ

θ dx = - xe- x- μ
θ | +�

μ + ∫
+�

μ
e- x- μ

θ dx = μ - θe- x- μ
θ

+�

μ
= μ + θ （）

EX2 = ∫
+�

μ
x2 · 1

θ
e- x- μ

θ dx = - x2 e- x- μ
θ

+�

μ
+ 2∫

+�

μ
xe- x- μ

θ dx

= μ2 + 2θ·EX = μ2 + 2θ（μ + θ） （）

DX = EX2 - （EX）2 = μ2 + 2θ（μ + θ）- （μ + θ）2 = θ2 （）

由（），（）可解得 θ 槡= DX，μ = EX - θ，故 θ 和 μ 的矩估计量为  θ = B槡 2 ， μ = X -  θ = X - B槡 2.

（2）当 xi ≥ μ，i = 1，2，⋯，n 时，L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；μ，θ） > 0：

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；μ，θ） =
1
θn e- 1

θ ∑
n

i = 1
（xi - μ）

lnL（μ，θ） = - nlnθ -
1
θ ∑

n

i = 1

（xi - μ）

lnL（μ，θ）
θ

=
- n
θ

+
1
θ2 ∑

n

i = 1

（xi - μ）

lnL（μ，θ）
μ

= +
n
θ

由lnL（μ，θ）
θ

= 0 解得  θ =
1
n ∑

n

i = 1

（xi -  μ） = x - μ. 但注意lnL（μ，θ）
μ

=
n
θ

> 0（此处lnL（μ，θ）
μ

= 0 无解！），

所以当单变量 μ 增大时，lnL（μ，θ）或即 L（μ，θ）的值也随之增大 . 但当 μ > min
1≤i≤n

xi 时 L（μ，θ） = 0，即 μ 取 min
1≤i≤n

xi

时，L（μ，θ）达最大，故 μ 的最大似然估计值为  μ = min
1≤i≤n

xi. 因此 μ 和 θ 的最大似然估计量为

 μ = min
1≤i≤n

Xi ， θ = X - min
1≤i≤n

Xi.

评述 1. 分布中含有二个未知参数时求它们的矩估计量或最大似然估计量还没出过题，今年考研题中

很可能考 .

2. 当分布中含二个未知参数，求它们的矩估计量时，注意必须要建立二个总体矩与未知参数有关的

方程，才能联立解出二个未知参数 . 一般都是从总体的一阶原点矩，二阶原点矩开始，在本题（1）中，EX

和 EX2 计算结果都和 μ，θ 有关，所以可以由（），（）两式联立方程解出 μ 和 θ，相应的 EX和 EX2 的

矩估计量为 A1 = X，A2. 但此处用（），（）联立解 μ 和 θ 很麻烦，这时请读者注意可试一下看 DX计
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算结果是否简单，在本题中属此情况 DX = θ2 简单，所以用（），（）联立解 μ 和 θ 就非常简单，但

这时要用 EX 和 DX 的矩估计量分别为 A1 = X 和 B2（样本二阶中心矩）.

3. 当分布中含二个未知参数，求它们的最大似然估计量时，写出似然函数后，令似然函数分别关于

二个参数的偏导数为零，由这两个方程联立求解，得驻点，驻点的二个变量取值即为两个未知参数的最

大似然估计值；万一有一个（或两个）方程无解，这时必须如本题（2）中对 μ 的处理方法进行，必和 min
1≤i≤n

xi

或 max
1≤i≤n

xi 有关 .

例 10 （1）设总体 X ～ N（μ，σ2
0），其中 σ2

0 已知，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的简单随机样本 . 当 n 固定，

置信度 1 - α 增大时，μ 的置信区间长度 L（ ）.

（A）缩小 （B）增大 （C）不变 （D）变化不能确定

（2）设总体 X ～ N（μ，σ2
0），其中 σ2

0 已知，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的简单随机样本 . 置信度 1 - α 固定，

n 增大时，μ 的置信区间长度 L（ ）.

（A）缩小 （B）增大 （C）不变 （D）变化不能确定

解 当 σ2
0 已知时，μ 的置信度为 1 - α 的置信区间为：

（X - u α
2

σ0

槡n
，X + u α

2

σ0

槡n
）

所以置信区间的长度 L = 2u α
2

σ0

槡n

（1）当 n 固定，置信度 1 - α 增大时，即 α 减小时，u α
2

将随之增大，所以置信区间长度要增大，应选（B）.

（2）当 α 固定，即 u α
2

固定，而 n 增大时，显然置信区间长度 L 要减小，应选（A）.

例 11 （00，8 分）假设 0. 50，1. 25，0. 80，2. 00 是来自总体 X的简单随机样本值 . 已知 Y = lnX服从正态分

布 N（μ，1）.

（1）求 X 的数学期望 E（X）（记 E（X） = b）；

（2）求 μ 的置信度为 0. 95 的置信区间；

（3）利用上述结果求 b 的置信度为 0. 95 的置信区间 .

解 （1）因为 Y = lnX，所以 X = eY，故

b = E（X） = E（eY） = ∫
+�

- �
eyfY（y）dy = ∫

+�

- �
ey 1

2槡 π
e-（y- μ）2

2 dy

=
1

2槡 π∫
+�

- �
e- 1

2
（y2 - 2（μ+1）+μ2）dy =

1

2槡 π∫
+�

- �
e- 1

2
［（y-（μ+1））2 - 2μ - 1］dy

=
1

2槡 π
eμ+ 1

2 ∫
+�

- �
e-（y-（μ+1））2

2 dy
y-（μ+1）= t 1

2槡 π
eμ+ 1

2 ∫
+�

- �
e- t2

2 dt

=
1

2槡 π
eμ+ 1

2 2槡 π = eμ+ 1
2

（2）已知总体 X 的样本值 x1 = 0. 50，x2 = 1. 25，x3 = 0. 80，x4 = 2. 00，由 Y = lnX 知总体 Y相应的样本值

为 y1 = ln0. 50，y2 = ln1. 25，y3 = ln0. 80，y4 = ln2. 00，对正态总体 Y，在方差 σ2
0 = 1 已知的条件下，均值 μ 的置

信度为 0. 95 的置信区间为

（Y - u α
2

σ0

槡n
，Y + u α

2

σ0

槡n
）

由 1 - α = 0. 95 知α = 0. 05，所以 u0. 05
2

= u0. 025 = 1. 96，n = 4，σ0 = 1，y =
1
4

（ln0. 50 + ln1. 25 + ln0. 80 + ln2. 00）

=
1
4

ln（0. 50 × 1. 25 × 0. 80 × 2. 00） =
1
4

ln1 = 0. 代入得 μ 的置信度为 0. 95 的置信区间为

（0 - 1. 96 ×
1

槡4
，0 + 1. 96 ×

1

槡4
） = （- 0. 98，+ 0. 98）

（3）因为 b = eμ+ 1
2 ，而由（2）知 μ的置信度为 0. 95 的置信区间为（- 0. 98，0. 98），所以 b 的置信度为 0. 95 的
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置信区间为

（e- 0. 98 + 1
2 ，e0. 98 + 1

2 ） = （e- 0. 48 ，e1. 48）

评述 1. 在求 b = E（eY）时，由于 Y ～ N（μ，1），所以要求正态变量函数的数字特征，它的计算步骤及注

意事项请参看第十八章例 13.

2. 在（3）中，因为 b = eμ+ 1
2 ，所以由矩估计法知  b = e

 μ+ 1
2 .

例 12 设总体 X ～ N（μ，σ2），来自总体 X 的容量为 9 的样本值为：6. 0，5. 7，6. 5，5. 8，7. 0，6. 3，5. 6，6. 1，

5. 0.

（1）若 σ = 0. 6 已知，则 μ 的置信度为 0. 95 的置信区间为 .

（2）若 σ 未知，则 μ 的置信度为 0. 95 的置信区间为 .

（3）若 σ = 0. 6 已知，则 μ 的置信度为 0. 95 的单侧置信上限为 .

解 （1）当方差 σ2
0 已知时，μ 的置信度为 1 - α 的置信区间为

（X - u α
2

σ0

槡n
，X + u α

2

σ0

槡n
）

将x = 6，α = 0. 05，u0. 025 = 1. 96，n = 9，σ0 = 0. 6 代入得 μ 的置信度为 0. 95 的置信区间为（5. 608，6. 392）.

（2）当方差未知时，μ 的置信度为 1 - α 的置信区间为

（X - t α
2
（n - 1） S

槡n
，X + t α

2
（n - 1） S

槡n
）

将x = 6，α = 0. 05，n = 9，t0. 025（8）= 2. 306，s = 1. 625 代入，得μ的置信度为0. 95 的置信区间为（4. 751，7. 249）.

（3）当方差 σ2
0 已知时，μ 的置信度为 0. 95 的单侧置信上限为

X + uα
σ0

槡n

将x = 6，α = 0. 05，u0. 05 = 1. 65，σ0 = 0. 6，n = 9 代入得 μ 的置信度为 0. 95 的单侧置信上限为 9. 3.

评述 这类区间估计的填空题考研题中不止一次出现，在 2003 年的考题中又出现：已知一批零件的长

度 X（单位：cm）服从正态分布 N（μ，1），从中随机地抽取 16 个零件，得到长度的平均值为 40（cm），则 μ 的

置信度为 0. 95 的置信区间是（39. 51，40. 49）.

（注：标准正态分布函数值 Φ（1. 96） = 0. 975，Φ（1. 645） = 0. 95）.

例 13 （03，8 分）设总体 x 的概率密度为

f（x） = 2e
- 2（x- θ）， x > θ

0， x ≤{ θ
其中 θ > 0 是未知参数. 从总体 X 中抽取简单随机样本 X1 ，X2 ，⋯，Xn ，记  θ = min（X1 ，X2 ，⋯，Xn）.

（1）求总体 X 的分布函数 F（x）；

（2）求统计量  θ 的分布函数 F  θ
（x）；

（3）如果用  θ 作为 θ 的估计量，讨论是否具有无偏性.

解 （1）

F（x） = ∫
x

- �
f（t）dt = 1 - e

- 2（x- θ）， x > θ
0， x ≤{ θ

（2）F  θ（x） = P｛ θ ≤ x｝ = P｛min（X1 ，X2 ，⋯Xn）≤ x｝ = 1 - P｛min（X1 ，X2 ，⋯Xn） > x｝

= 1 - P｛X1 > x，X2 > x，⋯，Xn > x｝

= 1 - ［1 - F（x）］n = 1 - e
- 2n（x- θ）， x > θ

0， x ≤{ θ

（3）f θ（x） = F'  θ（x） = 2ne
- 2n（x- θ）， x > θ

0， x ≤{ θ

E θ = ∫
+�

- �
xf θ（x）dx = ∫

+�

θ
2nxe

- 2n（x- θ）dθ = θ +
1

2n
≠ θ，

故  θ 作为 θ 的估计量不具有无偏性.
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预测·强化训练二十一

1. 设总体 X 的 E（X） = μ，D（X） = σ2 ，E（Xk）都存在，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的简单随机样本，则

（1）σ2 的无偏估计量是 .

（2）E（Xk）的相合（或一致）估计量是 .

（3）当 n 很大时，
∑

n

i = 1

（Xi - μ）

n
近似服从参数为 的 分布 .

2. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体的简单随机样本，X 的概率密度为

f（x；θ） =
x
θ

e- x2
2θ，

0
{

，

x > 0

x ≤ 0

其中 θ > 0 为未知参数 .

（1）求 θ 的最大似然估计量和矩估计量；

（2）问它们是否为 θ 的无偏估计量？为什么？

3. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的简单随机样本，X 的概率密度为

f（x；θ） =
1

θ - 1
，

0
{

，

1 < x < θ
其它

（1）求未知参数 θ 的矩估计量及最大似然估计量；

（2）问它们是否为 θ 的无偏估计量？为什么？

4. 设总体 X 的概率密度为

f（x：a，σ2） =
1

2槡 πσ3
（x - a）2 exp｛-

1
2σ2（x - a）2｝，- � < x < + �

其中 a，σ2 是未知参数，X1 ，X2 ，⋯，Xn 为来自总体 X 的样本，用矩法求 a，σ2 的估计量 .

5. 设总体 X ～ B（N，p），其中 p是未知参数，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的样本，分别用矩法和最大似然估

计法求未知参数 p 的估计量 .

6. 已知总体 X 服从参数为 p 的几何分布，即

P｛X = k｝ = （1 - p）k- 1 p，k = 1，2，⋯

其中 p > 0 是未知参数，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X的简单随机样本，求未知参数 p 的矩估计量及最大似然估计

量 .

7. 设总体 X 的概率密度为

f（x；θ） =
1

槡2 2θ
exp｛-

| x |

槡2θ
｝，- � < x < + �

其中未知参数 θ > 0，X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自 X 的样本 .

（1）试求参数 θ 的最大似然估计；

（2）该估计量是否为无偏估计量？为什么？

8. 已知总体 X 的分布函数为

F（x；θ） =

0，

xθ+1 ，

1
{

，

x < 0

0 ≤ x < 1

x ≥ 1

其中 θ > - 1 是未知参数；X1 ，X2 ，⋯，Xn 是来自总体 X 的简单随机样本，试求：

（1）未知参数 θ 的矩估计量及最大似然估计量 .

（2）今测得容量为 5 的样本观察值：0. 3，0. 8，0. 27，0. 35，0. 62，α = P｛X≤ 0. 4｝，求 α 的矩估计值 .

9. 设 n 个随机变量 X1 ，X2 ，⋯，Xn 独立同分布，

D（X1） = σ2 ，X =
1
n ∑

n

i = 1

Xi ，S2 =
1

n - 1∑
n

i = 1

（Xi - X）2
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则（ ）.

（A）S 是 σ 的无偏估计量 （B）S 是 σ 的最大似然估计量

（C）S 是 σ 的相合估计量（即一致估计量） （D）S 与X 相互独立

10. 设 X1 ，X2 ，⋯，Xn 是正态总体 X ～ N（μ，σ2）的简单随机样本，为使  θ = C∑
n

i =1

| Xi - μ | 是σ的无偏估计量，

常系数 C 应等于 .

11. 设总体 X 的均值 E（X） = μ 及方差 D（X） = σ2 存在，X1 ，X2 ，X3 是来自总体的样本，现有 μ 的 3 个估计

量  μ1 =
X1

4
+

X2

2
+

X3

4
， μ2 =

X1

4
+

X2

8
+

3X3

8
， μ3 =

X1

3
+

X2

6
+

X3

2
，则（ ）.

（A） μ3 比  μ2 有效 （B） μ3 比  μ1 有效

（C） μ1 比  μ3 有效 （D） μ2 比  μ1 ， μ3 有效

12. 设正态总体 X的均值为 μ，方差为 σ2 ，又设（X（1）
1 ，X（1）

2 ，⋯，X（1）
n1

）和（X（2）
1 ，X（2）

2 ，⋯，X（2）
n2

）是从总体 X中

取出的两个独立的简单随机样本，证明

S2 =
1

n1 + n2 - 2
｛∑

n1

i = 1

（X（1）
i - X（1））2 + ∑

n2

i = 1

（X（2）
i - X（2））2｝

是 σ2 的无偏估计量，其中X（j） =
1
nj
∑

nj

i = 1

X（j）
i ，j = 1，2.

13. 设  θ 是参数 θ 的无偏估计量，且 D（ θ） > 0，证明（ θ）2 不是 θ2 的无偏估计量 .

14. 对方差 σ2 是已知的正态总体来说，要使总体均值 μ 的置信度为（1 - α）的置信区间长度不大于 L，则应

取样本容量 n ≥ .

15. 设由来自正态总体 X ～ N（μ，0. 92）容量为 9 的简单随机样本得样本均值x = 5，则未知参数 μ的置信度

为 0. 95 的置信区间是 .

16. 从一批灯泡中随机地取 5 只做寿命试验，测得寿命（以小时计）为1 050，1 100，1 120，1 250，1 280. 设

灯泡寿命服从正态分布，则灯泡寿命平均值的置信度为 0. 95 的单侧置信下限为 .

17. 设两位化验员 A，B 独立地对某种聚合物的含氯量用相同的方法各做了 10 次测试，测试值的和分别为

3. 174 和3. 282，测试值的平方和分别为5. 884 5 和6. 535 7，设σ2
A 和σ2

B 分别为 A，B化验员测试数据总体的方差，

且两母体都服从正态分布，求方差比 σ2
A /σ2

B 的置信度为 90% 的置信区间 .

简明解答

1. （1）S2 （2） 1
n ∑

n

i = 1

Xk
i （3）（0，σ

2

n
），正态 .

2. （1）当 x1 ，x2 ，⋯，xn > 0 时

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ，θ） =
1
θn（∏

n

i = 1

xi）e- 1
2θ∑

n

i = 1
x2i

lnL（θ） = - nlnθ + ∑
n

i = 1

lnxi -
1
2θ∑

n

i = 1

x2
i

dlnL（θ）
dθ

=
- n
θ

+
1

2θ2∑
n

i = 1

x2
i = 0

可得  θ =
1

2n∑
n

i = 1

x2
i ，故最大似然估计量为  θ1 =

1
2n∑

n

i = 1

X2
i .

EX = ∫
+�

0
x· x

θ
e- x2

2θdx = - xe- x2
2θ | +�

0 + ∫
+�

0
e- x2

2θdx

x

槡θ
= t

∫
+�

0
e- t2

2 ·槡θdt =
2槡 π
2

·槡θ

可得 θ =
2
π

（EX）2 ，故矩估计量为  θ2 =
2
π

（X）2.
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（2）E θ1 = E（ 1
2n∑

n

i = 1

X2
i ） =

1
2n∑

n

i = 1

EX2
i =

1
2

EX2 =
1
2 ∫

+�

0
x2 · x

θ
e- x2

2θdx

=
1
2

（- x2 e- x2
2θ | +�

0 + 2∫
+�

0
xe- x2

2θdx） = θ·（- e- x2
2θ）| +�

0 = θ

E θ2 = E（ 2
π

（X）2） =
2
πn2 E（X1 + ⋯ + Xn）

2 =
1
πn2（nE（X2

i ）+ 2∑
i≠j

EXi Xj）

=
1
πn2（nθ + 2·（n - 1）n

2
（ πθ槡2

）2） = （ 2
πn

+
n - 1

n
）θ

所以  θ1 是无偏的， θ2 是有偏的 .

3. （1）因为 X是区间（1，θ）上的均匀分布，所以，E（X）=
1 + θ

2
，即 θ = 2EX - 1，故 θ的矩估计量为  θ1 = 2 X - 1.

当 1 < xi < θ，i = 1，2，⋯，n 时，L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；θ） =
1

（θ - 1）n > 0，lnL（θ） = - nln（θ - 1），dlnL（θ）
dθ

=

- n
θ - 1

< 0，L（θ）的取值随 θ减小而增大，但必须 θ > xi ，i = 1，2，⋯，n 时才能保证 L（θ）> 0，故  θ = max
1≤i≤n

xi

时 L（θ）达最大，因此 θ 的最大似然估计量为  θ2 = max
1≤i≤n

Xi.

（2）E θ1 = E（2 X - 1） = 2E（X）- 1 = 2EX - 1 = 2 ×
1 + θ

2
- 1 = θ

注意  θ2 的概率密度为

f（y） =
n（y - 1）n- 1

（θ - 1）n ，

0
{

，

1 < y < θ
其它

E θ2 = ∫
θ

1
y·n（y - 1）n- 1

（θ - 1）n dy = θ - θ - 1
n + 1

≠ θ

因此， θ1 是无偏估计量， θ2 不是无偏的 .

4. E（X） = ∫
+�

- �
x

1

2槡 πσ3
（x - a）2 e-（x- a）2

2σ2 dx

令x- a
σ = t

1

2槡 πσ3∫
+�

- �
（a + σt）σ2 t2 e- t2

2 σdt =
a

2槡 π∫
+�

- �
t2 e- t2

2 dt

=
a

2槡 π
（- te- t2

2 | +�
- � + ∫

+�

- �
e- t2

2 dt） =
a

2槡 π
2槡 π = a

E（X2） = ∫
+�

- �
x2 1

2槡 πσ3
（x - a）2 e-（x- a）2

2σ2 dx
令x- a

σ = t
1

2槡 πσ3∫
+�

- �
（a + σt）2σ2 t2 e- t2

2 σdt

=
1

2槡 π∫
+�

- �
（a2 + 2aσt + σ2 t2）t2 e- t2

2 dt =
1

2槡 π∫
+�

- �
（a2 + σ2 t2）t2 e- t2

2 dt

=
1

2槡 π
（a2 2槡 π + σ2（- t3 e- t2

2 | +�
- � + 3∫

+�

- �
t2 e- t2

2 dt））

=
1

2槡 π
（a2 2槡 π + 3σ2 2槡 π） = a2 + 3σ2

D（X） = E（X2）- （E（X））2 = 3σ2

故矩估计量分别为： a = X， σ2 =
1
3

B2.

5. （1）因为 E（X） = Np，p =
E（X）

N
，所以 p 的矩估计量为  p =

X
N

.

（2）X 的概率函数为 P（x；p） = Cx
Npx（1 - p）N- x，x = 0，1，⋯，N，所以似然函数为

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；p） = ∏
n

i = 1

P（xi ；p） = ∏
n

i = 1

Cxj
N p

∑
n

i = 1
xi

（1 - p）
∑

n

i = 1
（N - xi）
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lnL（p） = ∑
n

i = 1

lnCxj
N + lnp·∑

n

i = 1

xi + ln（1 - p）·∑
n

i = 1

（N - xi）

dlnL（p）
dp

=
1
p

·∑
n

i = 1

xi -
1

1 - p∑
n

i = 1

（N - xi） = 0

解得  p =
x
N

，所以 p 的最大似然估计量为  p =
X
N

.

6. E（X） = ∑
�

k = 1

k（1 - p）k- 1 p = p（∑
�

k = 1

kxk- 1）
x = 1 - p

= p（ d
dx∫

x

0
∑

�

k = 1

kxk- 1 dx）
x = 1 - p

= p（ d
dx∑

�

k = 1

xk）
x = 1 - p

= p（ d
dx

x
1 - x

）
x = 1 - p

= p（ 1
（1 - x）2）

x = 1 - p

=
1
p

所以 p 的矩估计量为  p =
1
X

.

X 的概率函数为 P（x；p） = P｛X = x｝ = （1 - p）x- 1 p，x = 1，2，⋯

L（x1 ，x2 ，⋯，xn ；p） = ∏
n

i = 1

P（xi ；p） = （1 - p）∑
n

i = 1
xi - n pn

lnL（p） = （∑
n

i = 1

xi - n）ln（1 - p）+ nlnp

dlnL（p）
dp

= -
∑

n

i = 1

xi - n

1 - p
+

n
p

= 0

解得  p =
1
x

，所以 p 的最大似然估计量为  p =
1
X

.

7. （1） θ =
槡

1

2n
∑

n

i = 1

| Xi | ，（2） θ 是无偏的 .

注意 E（| Xi | ） = ∫
+�

- �
| x |

1

槡2 2θ
e- | x|

槡2θ
dx =

槡

1

2θ∫
+�

0
xe- x

槡2θ
dx = 槡2θ，所以  θ 是无偏的 .

8. （1）θ 的矩估计量为  θ1 =
1

1 - X
- 2，最大似然估计量为  θ2 = - 1 -

n

∑
n

i = 1

lnXi

.（2） a = 0. 40. 88

（1）f（x；θ） =
dF（x；θ）

dx
=

（θ + 1）xθ，

0{ ，

0 < x < 1

其它

其它解法类同前面的习题 .

（2）由已知可算得：x = 0. 468， θ =
1

1 - 0. 468
- 2 = - 0. 12，而 α = P｛X≤ 0. 4｝ = 0. 4θ+1 ，因此  α

= 0. 4
 θ+1 = 0. 40. 88

9. （C）. 注意由 E（S2） = σ2 不能推出 E（S） = σ，所以（A）错 . 即使在正态总体下也没（B）的结论 . 只有在正

态总体条件下才有 S 与X 独立，但现在是一般分布，所以（D）也错 .

10. C =
1
n

π槡2
. 因为 Yi = Xi - μ ～ N（0，σ2），所以

E | Xi - μ | = E | Yi | = ∫
+�

- �
| y |· 1

2槡 πσ
e- y2

2σ2 dy
y = σt 2σ

2槡 π∫
+�

0
te- t2

2 dt =
2σ

2槡 π

E θ = E（C∑
n

i = 1

| Xi - μ | ） = Cn· 2σ
2槡 π

为使 E θ = σ 应取 C =
1
n

π槡2
.

11. （C）.  μ1 ， μ3 是 μ 的无偏估计量，D（ μ1） < D（ μ3），所以选（C）， μ2 不是无偏估计量，所以（A），（D）无意义 .

12. ES2 =
1

n1 + n2 - 2
｛σ2 E

∑
n1

i = 1

（X（1）
i - X（1））2

σ2 + σ2 E
∑

n2

i = 1

（X（2）
i - X（2））2

σ2 ｝
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=
1

n1 + n2 - 2
｛σ2（n1 - 1）+ σ2（n2 - 1）｝ = σ2.

13. 注意要证明“不是”，只能用反证法 .

假定（ θ）2 是 θ2 的无偏估计量，则有 E（ θ）2 = θ2 ，因此

D（ θ） = E（ θ）2 - （E θ）2 = θ2 - θ2 = 0

与假设 D（ θ） > 0 矛盾，故（ θ）2 不是 θ2 的无偏估计量 .

14. n ≥
4u2

α
2
σ2

L2 . 由 μ 的置信度为（1 - α）的置信区间长度为
2u α

2

槡n
σ ≤ L 解得 .

15. （4. 41，5. 59）. 讨论的是单个正态总体，方差已知，所以 μ 的置信度为（1 - α）的置信区间为

（X - u α
2

σ0

槡n
，X + u α

2

σ0

槡n
）

其中 α = 0. 05，u0. 025 = 1. 96，n = 9，σ0 = 0. 9，x = 5，代入可算得为（4. 41，5. 59）.

16. 1065. 因为σ2 未知，所以 μ的置信度为0. 95 的单侧置信下限为X -
S

槡n
tα（n - 1）. 现在 α = 1 - 0. 95 = 0. 05，

n = 5，t0. 05（4） = 2. 131 8，x = 1 160，S2 = 9 950，代入上式得：单侧置信下限 = 1 160 - 槡9 950

槡4
× 2. 1318

= 1 065.

17. 设两个总体分别为 X ～ N（μ1，σ2
A），Y ～ N（μ2，σ2

B）. 则
σ2

A

σ2
B

的置信度为 1 - α 的置信区间为

（F1 - α
2
（n2 - 1，n1 - 1）

S2
A

S2
B

，F α
2
（n2 - 1，n1 - 1）

S2
A

S2
B

）.

由 1 - α = 0. 9 得 α = 0. 1，n1 = n2 = 10，查表 F0. 05（9，9） = 3. 18，F0. 95（9，9） =
1

3. 18
= 0. 314，注意 S2

A =

1
n1 - 1∑

n1

i = 1

（xi - x）2 =
n1

n1 - 1
· 1

n1
∑

n1

i = 1

（xi - x）2 =
n1

n1 - 1
（ 1

n1
∑

n1

i = 1

x2
i - （ 1

n1
∑

n

i = 1

xi）
2）及∑

10

i = 1

xi = 3. 174，∑
10

i = 1

x2
i

= 5. 8845 可算得 S2
A =

10
10 - 1

（ 1
10

·5. 8845 - （ 1
10

·3. 174）2） = 0. 5419，同理，由∑
10

i = 1

yi = 3. 282，∑
10

i = 1

y2
i =

6. 5357，可算得 S2
B =

10
10 - 1

（ 1
10

·6. 5357 - （ 1
10

·3. 282）2） = 0. 6065，因此
σ2

A

σ2
B

的置信度为 90% 的置信区

间为

（0. 314·0. 5419
0. 6065

，3. 18·0. 5419
0. 6065

） = （0. 2806，2. 8413）.
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第二十二章 假设检验

考试要求

1. 理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的基本步骤，了解假设检验可能产生的两类错误.

2. 了解单个及两个正态总体的均值和方差的假设检验.

考试要点分析与题型预测

本章主要 1. 要背出表 22. 1 中每种假设检验问题相应的拒绝域及检验用统计量. 2. 掌握 § 22 - 2 中总结的

假设检验的基本步骤（具体可参看例 3）.

填空题主要填检验用统计量（见例 1，例 2），或填 H0 ，H1（见例 1），计算题一般都是有应用背景的题，（见例

3，例 4）.

§ 22 - 1 假设检验的基本思想和两类错误

假设检验的思想类似于数学上的反证法 . 首先建立一个假设 H0 ，通常被称为原假设，然后通过抽样获得的

信息作出接受假设合理还是拒绝合理的统计推断，而不是像数学上反证法那样作出绝对肯定或绝对否定的结

论，其依据就是人们从长期的实践中总结出来的实际推断原理：概率很小的事件在一次试验中实际上认为是不

可能发生的 .

正是由于这一点，在作出统计推断时就不可能不犯错误 . 第一类错误又称为弃真错误，犯第一类错误的概

率用 α 表示，即

P｛拒绝 H0 | H0 为真｝ = α

α 又称为检验的显著性水平 . 第二类错误又称为纳伪的错误，犯第二类错误的概率用 β 表示，即

P｛接受 H0 | H0 为假｝ = β

§ 22 - 2 假设检验的步骤

1. 建立原假设 H0 和备择假设 H1 ；

2. 根据 H0 ，H1 和另一个参数是否已知，写出该假设检验问题的拒绝域；

3. 依据显著性水平和已知的分布查表得到上侧分位数；并计算不等式中出现的样本矩观察值；

4. 如拒绝域的不等式成立，则作出拒绝 H0 的结论，如不等式不成立，则接受 H0.

评述 假设检验问题的关键有两点：① 正确书写原假设 H0 和备择假设 H1 ；② 背出有关假设检验问题的

拒绝域 . 正态总体的假设检验问题中检验用的统计量及拒绝域列于表 22. 1 中，一定要背出来 . 背公式时

注意拒绝域中用到的都是统计量的观察值，xi ，珋x，s 全是小写 . 记忆的方法类似于记置信区间，例对 μ 进行

假设检验，当方差 σ2 未知时，只要把 σ2
0 已知时的拒绝域公式中 σ0 换成 s，uα 换成 tα（n - 1）就得到 σ2 未

知时的拒绝域公式 . 除了背拒绝域外，还要背不同的假设检验问题所用的“检验用统计量”.
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§ 22 - 3 典型例题分析与最新考试题型预测

例1 有甲、乙两台机床加工同种产品，从这两台机床加工的产品中各随机抽取 7 件，测得产品直径（单位：

mm）为：机床甲：20. 5，19. 8，18. 9，20. 4，20. 1，19. 0，19. 9

机床乙：19. 7，20. 9，20. 5，19. 8，19. 4，20. 6，19. 2

试比 较 甲、乙 两 台 机 床 加 工 产 品 的 直 径 有 无 显 著 差 异（α = 0. 05）？这 是 如 下 假 设 检 验 问 题：H0 ：

，H1 ： ，为了进行检验，对两个总体分布还应作如下假设 ，此假设检验问

题应该用 检验法，所用的检验统计量是 .

解 H0：μ1 = μ2，Hi ：μ1 ≠ μ2. 由于 n1 = 7，n2 = 7，都小于 45，属于小子样，不能用中心极限定理处理，所以必须

假设两个总体分布都是正态分布，又由于方差未知，所以还需假设两个总体的方差相等 . 由于检验统计量是服从 t 分

布的，所以用的是 t 检验法 . 所用的检验统计量为

t =
珔X1 - 珔X2

SW
1
n1

+
1
n槡 2

表 22. 1 正态总体参数的假设检验

总体个数 H0 H1 对总体要求 检验用统计量 拒 绝 域

单个正

态总体

X ～ N

（μ，σ2）

μ = μ0 μ≠ μ0

μ≤ μ0 μ > μ0

μ≥ μ0 μ < μ0

μ = μ0 μ≠ μ0

μ≤ μ0 μ > μ0

μ≥ μ0 μ < μ0

σ2 = σ2
0 σ2 ≠ σ2

0

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0

σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0

σ2 = σ2
0 σ2 ≠ σ2

0

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0

σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0

σ2
0 已知 U =

珔X - μ0

σ0 槡/ n

σ2 未知 t =
珔X - μ0

槡S/ n

μ0 已知
χ2 =

∑
n

i =1

（Xi - μ0）
2

σ2
0

μ 未知 χ2 =
（n - 1）S2

σ2
0

| 珋x - μ0 | ≥ u α
2

σ0

槡n

珋x - μ0 ≥ uα
σ0

槡n

x - μ0 ≤- uα
σ0

槡n

| 珋x - μ0 | ≥ t α
2
（n - 1） s

槡n

珋x - μ0 ≥ tα（n - 1） s

槡n

x - μ0 ≤- tα（n - 1） s

槡n

∑
n

i =1

（xi - μ0）
2 /σ2

0 ≥ χ2
α /2（n）或

∑
n

i =1

（xi - μ0）
2 /σ2

0 ≤ χ2
1- α /2（n）

∑
n

i =1

（xi - μ0）
2 /σ2

0 ≥ χ2
α（n）

∑
n

i =1

（xi - μ0）
2 /σ2

0 ≤ χ2
1- α（n）

（n - 1）s2 /σ2
0 ≥ χ2

α /2（n - 1）或

（n - 1）s2 /σ2
0 ≤ χ2

1- α /2（n - 1）

（n - 1）s2 /σ2
0 ≥ χ2

α（n - 1）

（n - 1）s2 /σ2
0 ≤ χ2

1- α（n - 1）
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续表 22. 1

总体个数 H0 H1 对总体要求 检验用统计量 拒 绝 域

两个正

态总体

X1 ～ N

（μ1，σ2
1）

X2 ～ N

（μ2，σ2
2）

μ1 = μ2 μ1 ≠ μ2

μ1 ≤ μ2 μ1 > μ2

μ1 ≥ μ2 μ1 < μ2

μ1 = μ2 μ1 ≠ μ2

μ1 ≤ μ2 μ1 > μ2

μ1 ≥ μ2 μ1 < μ2

σ2
1 = σ2

2 σ2
1 ≠ σ2

2

σ2
1 ≤ σ2

2 σ2
1 > σ2

2

σ2
1 ≥ σ2

2 σ2
1 < σ2

2

σ2
1 = σ2

2 σ2
1 ≠ σ2

2

σ2
1 ≤ σ2

2 σ2
1 > σ2

2

σ2
1 ≥ σ2

2 σ2
1 < σ2

2

σ2
1，σ2

2 已知
U =

珔X1 - 珔X2

σ2
1

n1
+

σ2
2

n槡 2

σ2
1，σ2

2 未知但

σ2
1 = σ2

2 = σ2

t =
珔X1 - 珔X2

SW
1
n1

+
1
n槡 2

μ1，μ2 已知 F =

∑
n1

i =1
（X1i - μ1）

2

n1

∑
n2

i =1
（X2i - μ2）

2

n2

μ1，μ2 未知 F =
S2

1

S2
2

| 珋x1 - 珋x2 | ≥ ua /2
σ2

1

n1
+

σ2
2

n槡 2

珋x1 - 珋x2 ≥ ua
σ2

1

n1
+

σ2
2

n槡 2

珋x1 - 珋x2 ≤- ua
σ2

1

n1
+

σ2
2

n槡 2

| 珋x1 - 珋x2 | ≥ ta /2（n1 + n2 - 2）SW
1
n1

+
1
n槡 2

珋x1 - 珋x2 ≥ ta（n1 + n2 - 2）SW
1
n1

+
1
n槡 2

珋x1 - 珋x2 ≤- ta（n1 + n2 - 2）SW
1
n1

+
1
n槡 2

∑
n1

i =1
（x1i - μ1）

2

n1


∑
n2

i =1

（x2i - μ2）2

n2

≥ F a
2
（n1，n2）或

∑
n1

i =1

（x1i - μ1）2

n1


∑
n2

i =1

（x2i - μ2）2

n2

≤ F1- a
2
（n1，n2）

∑
n1

i =1
（x1i - μ1）

2

n1


∑
n2

i =1

（x2i - μ2）
2

n2

≥ Fa（n1，n2）

∑
n1

i =1

（x1i - μ1）
2

n1


∑
n2

i =1

（x2i - μ2）
2

n2

≤ F1- a（n1，n2）

S2
1

S2
2
≥ F a

2
（n1 - 1，n2 - 1）或

S2
1

S2
2
≤ F1- a

2
（n1 - 1，n2 - 1）

S2
1

S2
2
≥ Fa（n1 - 1，n2 - 1）

S2
1

S2
2
≤ F1- a（n1 - 1，n2 - 1）

其中 S2
W =

（n1 - 1）S2
1 +（n2 - 1）S2

2

n1 + n2 - 2

例 2 设 X1，X2，⋯，Xn 是来自正态总体 N（μ，σ2）的简单随机样本，其中参数 μ，σ2 未知，记 珔X =
1
n ∑

n

i =1

Xi ，Q2 =

∑
n

i =1

（Xi - 珔X）2，则假设 H0：μ = 0 的 t 检验使用统计量 .

解 当 σ2 未知时，假设检验问题 H0：μ = 0，H1：μ≠ 0 的检验用统计量是

t =
珔X - μ0

槡S/ n
=

珔X - 0

S2
槡/ n

=
珔X

Q2

n -槡 1
· 1

槡n

=
珔X n（n - 1槡 ）

Q

所以应填
珔X n（n - 1槡 ）

Q
.

例3 设某针织品的断裂强力服从正态分布，在70� 和80� 下分别重复做了8 次试验，测得断裂强力数据如下
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（单位：kg）

70� ：20. 5 18. 5 19. 5 20. 9 21. 5 19. 5 21. 0 21. 2

80� ：17. 7 20. 3 20. 0 18. 8 19. 0 20. 1 20. 2 19. 1

（1）在显著水平为 α = 0. 10 下，假定两种温度下的方差相等是否合理？为什么？

（2）问在这两种温度下的断裂强力有无显著差异？（α = 0. 10）；

（3）求在这两种温度下的断裂强力之差的置信度为 0. 90 的置信区间 .

解 （1）设 X ～ N（μ1，σ2
1），Y ～ N（μ2，σ2

2）. 假设检验问题为：H0：σ2
1 = σ2

2，H1 = σ2
1 ≠ σ2

2.

它的拒绝域为
S2

1

S2
2

≥ F α
2
（n1 - 1，n2 - 1）或

S2
1

S2
2

≤ F1- a
2
（n1 - 1，n2 - 1）

经计算：

S2
1 =

1
n1 - 1

（∑
8

i =1

x2
i - n1

珋x2） = 1. 094 S2
2 =

1
n2 - 1

（∑
8

i =1

y2
i - n2

珋y2） = 0. 829

由于 F1- 0. 05（7，7） =
1

3. 79
= 0. 26 <

S2
1

S2
2

= 1. 320 < F0. 05（7，7） = 3. 79.

故接受 H0，即可认为 σ2
1 = σ2

2 是合理的（它可作为讨论下面（2），（3）的前提）.

（2）H0：μ1 = μ2，H1：μ1 ≠ μ2. 上已证 σ2
1 = σ2

2 = σ2 未知，故拒绝域为

x - y

SW
1
n1

+
1
n槡 2

≥ t α
2
（n1 + n2 - 2）

其中

SW =
（n1 - 1）S2

1 +（n2 - 1）S2
2

n1 + n2 -槡 2
= 0. 980

因为

x - y

SW
1
n1

+
1
n槡 2

= 1. 888 ≥ t0. 05（14） = 1. 7613

所以拒绝 H0，即两种温度下的断裂强力有显著差异（正因为 μ1 和 μ2 有显著差异，才有必要继续讨论（3））.

（3）在 σ2
1 = σ2

2 = σ2 未知的前提下，μ1 - μ2 的置信度为 1 - α 的置信区间为

（珔X - 珔Y - t α
2
（n1 + n2 - 2）SW

1
n1

+
1
n槡 2

，珔X - 珔Y + t α
2
（n1 + n2 - 2）SW

1
n1

+
1
n槡 2

）

将（2）中已计算的数据代入可得所求置信区间为（0. 062，1. 788）

例 4 设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机抽取36 位考生的成绩，算得平均成绩为66. 5 分，标准差为

15 分 . 问在显著性水平 0. 05 下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为 70 分？并给出检验过程 .

附表：t 分布表（P｛t（n）≤ tp（n）｝ = p）

tp（n）

n

p
0. 95 0. 975

35 1. 689 6 2. 030 1

36 1. 688 3 2. 028 1
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解 设该次考试的考生成绩为 X（分），则 X ～ N（μ，σ2），把从 X中抽取的容量为 n 的样本均值记为珔X，样本标准

差记为 S. 本题是在显著性水平 α = 0. 05 下检验假设

H0：μ = 70， H1：μ≠ 70

由于 σ2 未知，故该假设检验问题的拒绝域为

| x - 70 | ≥ t α
2
（n - 1） S

槡n

由 n = 36，x = 66，S = 15，t0. 025（35） = 2. 0310 1 算得

| x - 70 | = | 66. 5 - 70 | = 3. 5 < t0. 025（35）· S

槡n
= 2. 030 1 ×

15

槡36
= 5. 075

拒绝域的不等式不成立，所以接受假设 H0，即在显著性水平 0. 05 下，可以认为这次考试全体考生的平均成绩为

70 分 .

评述 如果给出 t 分布上侧分位数表，即 P｛t（n）≥ tα（n）｝= α，则 tα（n）直接可以查出；如果给出 t 分布函数

表，即 P｛t（n）≤ tp（n）｝= p 时，要查上侧分位数 ta（n）时，和由标准正态分布函数表查标准正态分布的上侧分

位数一样，查 p = 1 - α 的对应的 tp（n）即为所要查的 t 分布上侧分位数 tα（n）.

预测·强化训练二十二

1. 设总体 X ～ N（μ，σ2），其中 σ2 未知，X1，X2，⋯，Xn 是它的一个样本，假设检验问题

H0：μ≤ μ0，H0：μ > μ0

显著性水平为 α 的拒绝域为 .

2. 某厂使用两种不同原料 A，B生产同一类型产品，取使用原料 A生产的样品6 件，测得平均质量为2.46（kg），取使

用原料B生产的样品8 件，测得平均质量为2.55（kg），标准差为0.48（kg）. 设两个总体都是正态总体，XA ～ N（μ，σ2），XB ～

N（μ，σ2），且方差相等未知 . 在显著性水平 0.05 下使用原料 B 的产品平均质量是否显著比使用原料 A的大？

这个假设检验问题是 H0 ： ，H1 ： .

使用的检验统计量是 . 该假设检验问题的拒绝域是 .

3. 测定某种溶液中的水份，由 10 个测定值得样本均值 珋x = 0. 452% ，样本标准差 S = 0. 037% ，设测定对象

服从正态分布

（1）求 μ 的置信度为 0. 95 的置信区间

（2）在显著性水平 α = 0. 05 下，检验假设

H0 ：μ = 0. 5% H1 ：μ ≠ 0. 5%

4. 某车间生产的铜丝质量一直比较稳定，折断力（单位 kg）服从正态分布，其折断力的方差为 σ2 =

64（kg2），今从一批产品中抽 10 根做折断力试验，测得折断力为：578，570，570，568，572，570，572，596，584，570，

问是否可以认为这批铜丝的折断力方差仍为 64kg2 ？（α = 0. 05）

5. 有两台车床生产同一型号的滚珠，根据已有经验可以认为这两台车床生产滚球直径都服从正态分布 .

为比较两台车床所生产的滚珠直径的波动性（方差），现从这两台车床的产品中分别抽出了 8 个和 9 个，测得滚

珠的直径如下（单位：mm）
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甲车床：15. 0，14. 5，15. 2，15. 5，14. 8，15. 1，15. 2，14. 8

乙车床：15. 2，15. 0，14. 8，15. 2，15. 0，15. 0，14. 8，15. 1，14. 8

问：（1）这两台车床生产的滚珠直径的波动性是否有明显差异？（α = 0. 05）

（2）乙车床生产的滚珠直径的波动性是否明显小于甲车床？（α = 0. 05）

简明解答

1. x - μ0 ≥ tα（n - 1） S

槡n

2. H0 ：μ1 ≥ μ2 ，H1 ：μ1 < μ2 ，检验统计量为t =
珔X1 - 珔X2

SW
1
n1

+
1
n槡 2

，其中 SW =
（n1 - 1）S2

1 +（n2 - 1）S2
2

n1 + n2 -槡 2
，拒绝域为

珋x1 - 珋x2 ≤ - tα（n1 + n2 - 2）SW
1
n1

+
1
n槡 2

.

3. 设液体中水份 X ～ N（μ，σ2）（单位：%），方差未知，所以

（1）μ 的置信度为 1 - α 的置信区间为

（X - t α
2
（n - 1） S

槡n
，X + t α

2
（n - 1） S

槡n
）

α = 0. 05，查表得 t0. 025（9） = 2. 2622，又知 S = 0. 037，珋x = 0. 452，代入计算得所求置信区间为

（0. 452 - 2. 2622 ×
0. 037

槡10
，0. 452 + 2. 2622 ×

0. 037

槡10
） = （0. 426，0. 478）.

（2）该检验问题的拒绝域为

| 珋x - μ0 | ≥ t α
2
（n - 1） S

槡n

由于 | 珋x - μ0 | = | 0. 452 - 0. 5 | = 0. 048 > t α
2
（n - 1） S

槡n
= 0. 026，故拒绝 H0 ，即该溶液中的水份和 0. 5%

有显著差异 .

4. 可以认为折断力的方差仍为 64kg2. 关键要正确写出：X ～ N（μ，σ2），H0 ：σ2 = 64，Hi ：σ
2 ≠ 64.

5. （1）无显著差异；（2）乙的波动性显著小于甲的波动性 .
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