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前 言

磁选的主要对象是磁性矿物。磁选效率除与矿物的磁性有关

外，还与磁选机中的磁系和磁介质的磁场特性有重要关系，因

此，要设计高效率的磁选机还必须进行磁系的磁路计算。

全书共十章。第一、二、三章阐述矿物的磁性，从物质微观

结构说明磁性的起因、产生强磁性的机理和某些具体矿物的磁

性。第四、五、六章论述磁系及磁介质的磁场特性。为了便于理

解磁场特性，首先简要地介绍了一些必要的数理基础知识。第

七、八、九章，介绍磁系磁路的计算方法。第十章介绍了高梯度

磁选的基本理论。

为了使书的正文紧凑，对于某些公式的推导列于书末的附录

中。

本书第五章第二节，第六章第三、四节和第九章第三节选用

了李正南、肖金华和何平波三位研究生论文的部分内容；在磁路

计算部分主要参考了王常任教授提供的资料，某些公式的推导彭

亦愚老师给予了帮助，在此表示感谢。

本书是第一版修订版，增加了第十章。

本书可作为工科高等院校选矿专业研究生和高年级本科生的

教学参考书。

限于编者的水平，书中难免有不妥和错误之处，衷心欢迎读

者批评指正。

编著者

2007 年 2 月
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第 1 章

磁性起因

磁性的起因与原子结构和原子间电子的相互作用有关。本章

先介绍原子结构，然后叙述原子的磁性和其他物质的磁性。

1. 1 原子结构

1. 1. 1 波尔的原子结构模型

波尔的原子结构理论是假定电子围绕原子核在一定的轨道上

运动，且各原子轨道距核的远近和轨道形状均不相同，同一种形

状的轨道面在空间的取向也不相同。电子除在一定的轨道上绕核

运动外，其自身还以一定角速度进行自旋。

最简单的氢原子轨道模型如图 1 - 1 所示。

由图可见，原子轨道（半径）r 的大小，根据计算，只能取下

式所示的值：

r = n2 a1

Z
（1 - 1）

式中 Z———原子序数；

a1———最小轨道半径；

n———自然数，n = 1，2，3，⋯

对于氢原子 Z = 1，可能的轨道半径只能是 a1 的整数平方倍，

1第 1 章 磁性起因



即

r = a1，4a1，9a1，16a1，⋯

图 1 - 1 氢原子的圆形轨道

由于 n不能连续变化，故轨道大小也不能连续变化，这称为

轨道半径的量子化。

原子内部能量的高低与轨道的大小有关，现确定它们之间的

关系。

电子绕核运动时，它与核之间的库伦力和电子所受的向心力

相等，即

Ze2

r2 = me
v2

r

故

v2 =
Ze2

mer

式中 me———电子质量；

v———电子运动速度。

电子所具有的能量为势能和动能，分别为：

2 磁选理论



E势 =
Ze
r
（ - e）= -

Ze2

r

E动 =
mev2

2

电子所具有的总能量为

E = E势 + E动 = -
Ze2

r
+

mev2

2
= -

Ze2

r
+

Ze2

2r
= -

Ze2

2r
（1 - 2）

将式（1 - 1）的 r代入式（1 - 2），则电子总能量为

E = -
Z2 e2

2n2 a1

（1 - 3）

由式（1 - 3）可知，也是由于 n不能连续变化，所以各轨道对

应的能量也是量子化的，称为能级。式中 n 越大能量越高，n 也

称为主量子数。

在具有多个电子的原子中，电子分布在不同的轨道上，形成

若干个壳层，具有相同 n值的电子构成一个主壳层。与主量子数

n（n = 1，2，3，4，5，6，⋯）相对应的主壳层也可用 K、L、M、N、

O、P来表示。在同一主壳层中，各原子轨道形状不同。例如 n =

3 的主壳层中有三种轨道，一种是圆的，另两种是椭圆的，如图

1 - 2 所示。

在这些轨道上运动的电子又构成多个次壳层，分别用 s、p、

d、f等字母表示。处于不同次壳层中的电子也称为 s、p、d、f态

电子。它们与以后要提及的角量子数 l = 0，1，2，3，⋯相对应。

原子轨道平面的方向是任意的。但在磁场中，它在磁场方向

只能取一定的几个方向，称为轨道方向量子化。原子轨道平面方

向变化如图 1 - 3 所示。

上面是以波尔理论为基础来描述电子的运动，认为电子是在

一定的轨道上运动，这在一定程度上也反映了客观事实，但将事

实简单化了，故要较准确地描述电子运动应用量子力学理论。
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图 1 - 2 多电子原子轨道形状

图 1 - 3 原子轨道平面方向变化

1. 1. 2 量子力学的原子结构模型

原子、电子及其他基本粒子属于微观物体，它们的运动规律

与宏观物体是不同的。运动着的微观物体具有粒子和波动两重

性，电子在原子中的运动不能画出运动轨迹，而用电子在空间各

处出现的几率来描述。处在某一运动状态的电子在空间的几率分

4 磁选理论



布是一定的，不同的运动状态有不同的几率分布，这个几率分布

可以用一个波函数来表示。在空间某一点上波函数的平方就代表

那里电子出现的几率密度，即单位体积内发现电子的几率。

以氢原子为例，用量子力学的理论来描述电子的运动状态。

图 1 - 4 是氢原子不同状态的电子在离原子核不同距离处出

现的几率变化，即几率与径向距离 r的关系（纵坐标表示几率）。

图 1 - 4 电子几率的径向分布

由图 1 - 4 可见，电子在各运动状态的径向几率分布是不同

的，在每一运动状态有一个电子几率最大的地方。另外，原子中

的电子在不同方向被发现的几率也是不同的，即电子几率有一个

角度分布，其与电子具有的角动量和角动量方向有关。角动量的

方向是量子化的，虽然它在外磁场中可以取不同的方向，但只限

于几个方向。角动量不同的方向与磁量子数 ml 相对应。

图 1 - 5 表示一个 s态、三个 p态和五个 d态电子几率的角分
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布图，它是根据电子在各个不同方向上的几率密度画出的图。从

原点到曲面上的点的距离表示在该方向上发现电子的几率密度。

图 1 - 5 s、p 和 d 态电子角分布

从图 1 - 5 可见，s态电子的几率角分布是球对称的，在各方

向上发现电子的几率密度是相等的。p 态电子的几率角分布像哑

铃，ml = 0 的电子的几率在 z方向上有极大值，在 x、y方向上为

零，ml = ± 1 的电子的几率在 x或 y方向上有极大值，而在 z方向

上为零。d态电子的几率角分布：ml = 0 的电子在 z方向有一个
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极大值，其余 ml = ± 1、ml = ± 2 的电子几率分布均有四个极

大值。

电子在原子核周围运动除有一定的角动量外，它本身还有自

旋角动量；实验测得所有电子的自旋角动量都等于一个确定的值。

电子自旋在外磁场方向上只有两个可能的取向，自旋角动量沿磁场

的分量只能有两个值，一个顺磁场方向，一个逆磁场方向。

1. 2 原子磁性

原子磁性用原子磁矩表示。原子磁矩来源于电子磁矩和原子

核磁矩。原子核磁矩很小，仅为电子磁矩的千分之一，一般可以

忽略。电子磁矩又分为轨道磁矩和自旋磁矩两部分，原子总磁矩

主要是这两部分磁矩之和。不同的原子，由于原子结构不同，其

磁矩也不同，也有磁矩为零的。

1. 2. 1 电子的轨道磁矩

电子的轨道磁矩是电子绕原子核运动产生的。电子在原子核

的库仑场中运动，正如行星绕太阳运动一样，受到与距离的平方

成反比的力的作用。这样的运动，按照力学的一般原理应该是椭

圆轨道的运动。另外，从图 1 - 5 的电子几率分布看出，电子的分

布接近椭圆形，电子的最大几率轨道也是椭圆形。假定原子核不

动，且处在椭圆的一个焦点上，则以周期 T沿着椭圆轨道运动的

电子（图 1 - 6）相当于闭合电路中的电流，其电流计算式为

I = -
e
T

（1 - 4）

式中 e———电子电荷。

在 T时间内假定电荷 - e在轨道上任何一点通过一次，因此

-
e
T
是单位时间内在一点上流过的电量，这就是电流。
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图 1 - 6 原子椭圆轨道

一个有电流的闭合电路（相当于载流小线圈）在磁感强度为

B的均匀磁场中所受到的力矩（线圈包围的面积与 B垂直）为

L = mc × B = IA× B （1 - 5）

式中 mc———线圈磁矩，亦即轨道磁矩；

A———线圈所包围的面积。

一个载流线圈又相当于一个磁偶极子，它在磁场强度为 H

的均匀磁场中所受的力矩为

L = Ml × H （1 - 6）

式中 Ml———磁偶极矩。

式（1 - 5）和式（1 - 6）是等价的，即

MlH = mcB

故

Ml =
B
H

mc = μ0 mc = μ0 IA= -
μ0 eA

T
（1 - 7）

式中 μ0———真空磁导率。

闭合电路所包围的面积为

A=
1
2 ∫

2π

0
r2 dφ （1 - 8）

电子绕椭圆轨道运动的角动量为

Pφ = mer2 dφ
dt

8 磁选理论



故

r2 dφ =
Pφdt
me

（1 - 9）

式中 me———电子质量；

r———电子与原子核的距离。

将式（1 - 9）代入式（1 - 8），则

A=
1
2 ∫

T

0

Pφdt
me

=
PφT
2me

（1 - 10）

将式（1 - 10）代入式（1 - 7），则

Ml = -
μ0 e
2me

Pφ = - rlPφ （1 - 11）

式中 rl———轨道旋磁比，rl =
μ0 e
2me

。

由式（1 - 11）看出，磁偶极矩与电子的轨道角动量成正比。

按习惯，电子运动方向与电流方向相反，所以磁偶极矩与电子的

轨道角动量的方向恰好相反，如图 1 - 7 所示。

图 1 - 7 电子的轨道运动
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按照量子力学的理论，沿不同形状轨道运动的电子的角动量

是不同的，轨道形状是量子化的，因此，电子的轨道角动量也应

满足量子化的条件，即

P l = l（l + 1槡 ）h （1 - 12）

式中 l———角量子数，l = 0，1，2，3，⋯，（n - 1）

h =
h

2π
，式中 h为普朗克常数，h = 6. 625 × 10 - 27

尔格。

将式（1 - 11）中的 Pφ 用式（1 - 12）中的 P l 代替，就得到电子

的轨道磁偶极矩的绝对值：

Ml =
μ0 e
2me

P l = l（l + 1槡 ）
μ0 e h
2me

= l（l + 1槡 ）μB （1 - 13）

式中 μB———玻尔磁子，μB =
μ0 e h
2me

=
μ0 eh

4πme

。

按照量子力学，电子的角动量 P l 在外磁场中可以取不同的

方向，但只限于几个方向。在磁场方向上的分量只能是：

P lz = ml h （1 - 14）

式中 ml———电子角动量方向量子数，又称磁量子数，

ml = 0，± 1，± 2，⋯，± l。

ml 只能取这样一些整数。因此，P l 在空间的方向不能是任意的，

而是量子化的。

如果有外磁场，Ml 在磁场方向的分量为

Mlz = Mlcosθ （1 - 15）

电子轨道角动量对外磁场方向倾角的余弦为

cosθ =
P lz

P l

=
mlh

l（l + 1）槡 h
=

ml

l（l + 1槡 ）
（1 - 16）

将式（1 - 16）代入式（1 - 15），则

Mlz = Ml

ml

l（l + 1槡 ）
=

l（l + 1槡 ）μBml

l（l + 1槡 ）
= mlμB （1 - 17）

01 磁选理论



由式（1 - 17）知，Mlz是 μB 的倍数，其大小取决于磁量子数

ml。可见 Mlz在空间也是量子化的。

如果原子中有多个电子，则总轨道角动量和总轨道磁偶极矩

等于各个电子的轨道角动量和轨道磁偶极矩之和。

1. 2. 2 电子自旋磁矩

按照量子力学，电子自旋角动量是量子化的，等于一个确定

的值，即

P s = s（s + 1槡 ）h （1 - 18）

式中 s———自旋量子数，s =
1
2
。

电子自旋在外磁场方向只有两个可能的取值，自旋角动量沿

磁场的分量也只能有两个值，一个顺磁场方向，另一个逆磁场方

向，即

P sz = msh = ±
h
2

（1 - 19）

式中 ms———自旋磁量子数，ms = ±
1
2
。

实验测得的电子自旋磁偶极矩在外磁场方向的分量恰等于一

个玻尔磁子 μB，取正向或反向，即

Msz = ± μB = ±
μ0 e h
2me

= ±
μ0 e
me

h
2

（1 - 20）

由式（1 - 20）和式（1 - 19）并考虑到Msz与 P sz方向相反，可得

Msz = -
μ0 e
me

P sz （1 - 21）

由于 Msz = Mscosθ，P sz = P s cosθ（θ 为自旋磁偶极矩或自旋角
动量与磁场方向的夹角），所以，自旋磁偶极矩为

Ms = = -
μ0 e
me

P s = - rsP s （1 - 22）
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式中 rs———自旋旋磁化，rs =
μ0 e
me

。

由式（1 - 18）及 s =
1
2
和式（1 - 22），可以得到Ms的绝对值为

Ms =
μ0 e
me

s（s + 1槡 ）h = 2 s（s + 1槡 ）μB 槡= 3μB （1 - 23）

根据式（1 - 19）和式（1 - 21），自旋磁偶极矩在磁场方向的

分量也可用下式表示：

Msz = 2msμB （1 - 24）

在多电子原子中，式（1 - 24）中的 ms = s，（s - 1），⋯， - s。

s是各个电子的自旋量子数 si 的一定组合。

1. 2. 3 原子总磁矩

原子磁矩为电子自旋磁矩和轨道磁矩的矢量和。

磁性材料是各种结构的晶体，晶体中存在着晶格场，电子的

轨道磁矩由于受到晶格场的作用，其方向是改变的，不能产生联

合磁矩（所谓轨道磁矩的猝灭），因此，对外不表现磁性。此时原

子的磁性只能来源于未填满电子的壳层中电子的自旋磁矩，所以

电子自旋磁矩是许多固态物质的磁性根源。

1. 3 原子中的电子分布

原子磁性除与电子轨道磁矩和自旋磁矩有关外，还与电子在

原子中的分布有关。所谓电子分布是指在一个主壳层和次壳层中

最多容纳的电子数。

实验表明，电子在原子中的分布必须服从泡利不相容原理和

最低能量原理。泡利原理是指在原子中各个电子都处在不同的状

态；最低能量原理是指在不违背泡利原理的条件下，电子的分布
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使原子能量最低而处于稳定状态。

电子在各壳层中最多容纳的电子数可按下列思路推算：

（1）n、l、ml、ms 四个量子数是电子状态的标志。根据泡利

原理，原子中不能存在四个量子数完全相同的两个电子；

（2）n、l、ml 三个量子数相同的电子最多只有两个，它们的

第四个量子数 ms 分别为 +
1
2
和 -

1
2
；

（3）n、l两个量子数相同的电子最多只有 2（2l + 1）个电子，

因为对于同一个 l，ml 可以取（2l + 1）个不同的值，而对于每一个

ml，ms 又可以取两个不同的值，所以一共最多只能有 2（2l + 1）个

电子；

（4）n量子数相同的电子最多只有 2n2
个。因为 n 确定后，l

所取的值为 0，1，2，⋯，（n - 1），而对于每一个 l 最多只能有 2

（2l + 1）个电子，所以，相同的电子数，利用求和公式计算，最多

只能是

∑
n- 1

l = 0

2（2l + 1） = 2n2 （1 - 25）

现将原子的主壳层和次壳层所能容纳的电子数列于表 1 - 1

中。原子基态的电子分布请看《无机化学》中的原子结构部分。

表 1 - 1 原子的主壳层和次壳层所能容纳的最多电子数

主 主壳层数 K L M N O

壳 主量子数 n 1 2 3 4 5

层 最多电子数 2n2 2 8 18 32 50

次 次壳层数 1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 4f 5s 5p 5d 5f —

壳 角量子数 l 0 0 1 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3 4

层
最多电子数

2（2l + 1）
2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 18
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原子的磁性与原子中电子的分布主要与电子在各个壳层中的

充填情况有关。在填满了电子的次壳层中，各电子的轨道运动分

别占了所有可能的方向，形成一个球形对称体，因此，合成的总

轨道角动量等于零，同时电子自旋角动量也互相抵消了，所以计

算原子的轨道角动量和自旋角动量以及磁矩时，只需计算未填满

的那些次壳层中电子的角动量和磁矩。前已述及，由于许多磁性

材料的电子轨道磁矩“猝灭”，所以计算原子磁矩只需计算未填满

次壳层中电子的自旋磁矩。

现仅列出化学元素周期表第四周期中的过渡元素的电子分布

（即电子组态）和玻尔磁子数（即代表磁性）的关系，如表 1 - 2

所示。

表 1 - 2 过渡元素原子的电子组态和玻尔磁子数

原子

序数

元

素
电子组态

3d电

子数

未填满壳

层电子数

玻尔磁子数

理论值 实测值

21 Sc 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d1 4s2 1 + 1 1

22 Ti 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d2 4s2 2 + 2 2

23 V 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d3 4s2 3 + 3 3

24 Cr 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d5 4s1 5 + 5、 - 1 4

25 Mn 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d5 4s2 5 + 5 5 1

26 Fe 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d6 4s2 6 + 5、 - 1 4 2. 2

27 Co 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d7 4s2 7 + 5、 - 2 3 1. 7

28 Ni 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d8 4s2 8 + 5、 - 3 2 0. 6

29 Cu 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s1 10 + 1 1

30 Zn 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 10 0 0 0

注：未填满壳层电子数前的 +、 - 号表示方向相反的电子。

由表 1 - 2 可见，Fe、Co、Ni、Mn 等原子的 3d 层没有被填

满，它们的玻尔磁子数较大，即原子磁性较大；而 Zn原子的各壳
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层均被填满，其玻尔磁子数为零，故原子无磁性。各原子玻尔磁

子数的理论值也就是未抵消的电子数，原子的磁性主要由这些电

子的自旋磁矩产生。

未填满壳层中电子的分布要遵循洪特法则，即电子在等能量

轨道中充填时，尽可能分占不同的轨道，并且它们的自旋是平行

的。这样的充填方式可以使原子的能量保持最低。因为当一个轨

道中已占有一个电子时，另一个电子要继续填入而和前一个电子

成对，就必须克服它们之间的相互排斥作用，而使能量增加，因

此，电子成单地填入有利于体系能量降低。

基于上述原则，也可以利用公式（1 - 24）计算原子的自旋磁

矩。现以铁原子为例进行计算，铁原子不满的壳层是 3d6，与 d

态相对应的角量子数 l = 2，故 ml 可以取 ± 2，± 1，0 共五个可能

的值，即有五个不同方向的轨道。根据洪特法则，3d 层的 6 个电

子中有 5 个电子分占五个轨道且自旋平行排列，一个与这 5 个电

子的自旋方向相反。所以 ms = 5 × s - s = 5 ×
1
2

-
1
2

= 2，未抵消

电子自旋磁矩为 Msz = 2msμB = 2 × μB = 4μB。这与表 1 - 2 中铁原

子的玻尔磁子数的理论值是一致的。

从表 1 - 2 还可看出，玻尔磁子数的理论值和实测值是不一

致的，这是由于理论值是从孤立原子得到的，而实测值是由金属

材料晶体得到的。在实际晶体中原子不再是孤立的，而是按一定

规律组成的周期性结构，孤立原子的能级在实际晶体中已展成能

带。3d和 4s态电子的能量不再是单值，在一定范围内是连续多

值的。3d和 4s能带之间有部分重叠，具有相同的能量，即 3d 电

子和 4s电子可以互相转换，一个电子可以一部分时间处于 3d

态，一部分时间处于 4s态。根据统计的结果，3d 和 4s壳层的有

效电子数就不一定是整数了。按照这个理论，Fe、Co、Ni 原子中

3d和 4s电子的分布如表 1 - 3 所示。
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表 1 - 3 Fe、Co、Ni 3d 和 4s电子统计分布

金属
3d 4s

+ - + -

3d和 4s

电子总数

玻尔磁

子数

Fe 4. 8 2. 6 0. 3 0. 3 8 2. 2

Co 5. 0 3. 3 0. 35 0. 35 9 1. 7

Ni 5. 0 4. 4 0. 3 0. 3 10 0. 6

表 1 - 3 的计算结果与实测值符合。说明这种解释是较合

理的。

对于铁氧体，由于其中的电子是束缚电子，固定在一定的轨

道上，不能互相转换，所以铁氧体的离子磁矩，按未抵消的电子

数来计算一般是正确的。表 1 - 4 列出一些铁氧体中金属离子的

磁矩（即玻尔磁子数）。

表 1 - 4 铁氧体中某些金属离子的 3d 层电子数与自旋磁矩

离 子
3d电

子数

电子自

旋方向

电子自旋

磁矩，μB

Sc4 + Ti4 + V5 + Cl6 + 0 0

Ti3 + V4 + Cl5 + Mn6 + 1 ↑ 1

Ti2 + V3 + Cl4 + Mn5 + 2 ↑
↑ 2

V2 + Cr2 + Mn4 + 3
↑
↑
↑

3

Cr2 + Mn3 + Fe4 + 4

↑
↑
↑
↑

4
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续表

离 子
3d电

子数

电子自

旋方向

电子自旋

磁矩，μB

Mn2 + Fe3 + Co4 + 5

↑
↑
↑
↑
↑

5

Fe2 + Co3 + Ni4 + 6

↑
↑
↑
↑
↑ ↓

4

Co2 + Ni3 + 7

↑
↑
↑
↑ ↓
↑ ↓

Ni2 + 8

↑
↑
↑ ↓
↑ ↓
↑ ↓

2

Cl2 + 9

↑
↑ ↓
↑ ↓
↑ ↓
↑ ↓

1

Cu1 + Zn2 + 10 0 0
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表 1 - 4 中电子自旋方向是按洪特法则确定的。

值得说明的是，并不是只要有未被填满壳层的电子就会显示

像 Fe、Co、Ni那种磁性。铜、铬、钒以及镧系元素中都有未被填

满的电子层，但上述三元素以及除钆和一些重稀土元素以外的所

有镧系元素都不会显示磁性。因此，在原子内存在未被填满的电

子，只是物质具有磁性的必要条件，而不是充分条件。处在不同

原子间未被填满壳层上电子的“交换作用”是物质具有磁性的重

要原因。所谓交换作用一般是指由近邻原子的电子相互交换位置

而引起的静电作用。关于交换作用在量子力学中有详细论述。

1. 4 物质磁性

1. 4. 1 物体的磁化

原子具有磁性，由原子或分子组成的物体也具有磁性，原子

中各个电子产生的磁效应用原子磁矩表示，分子则用分子磁矩表

示。物体在不受外磁场作用时，由于分子的热运动，分子磁矩取

向分散，其矢量和为零，所以物体不显磁性，当物体置于磁场中

以后，分子磁矩沿外磁场方向取向，其矢量和不等于零，使物体

显示出磁性，这就是物体被磁化的实质。不同磁性的物体在相同

的磁场中被磁化时，由于分子磁矩取向程度的不同，其磁性有强

弱的差别。所谓非磁性物体，只是分子磁矩取向的程度极小而

已，并不是绝对没有磁性；假如将其置于极强大的外磁场中，它

也可能会显示出较强的磁性。

物体被磁化的程度用磁化强度表示，而磁化强度是单位体积

物体的磁矩，即

M =
∑μJ

V
（1 - 26）
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式中 ∑μJ———物体中各原子（或分子）磁矩的矢量和；

V———物体体积。

一般地，用单位体积物体的磁矩来表示物体被磁化的程度，

因为体积不同的 A、B两种物体，在相同的外磁场中被磁化时，

可能会有这种情况，即体积大的 A物体所包含的已经取向的分子

磁矩数量多，体积小的 B物体所包含的已经取向的分子磁矩的数

量少，如图 1 - 8 所示。如果用磁矩表示物体被磁化的程度，则 A

物体磁化得好，因为它取向的分子磁矩数量多；B物体磁化得差，

因为它取向的分子磁矩数量少。但实际上是 B物体磁化得好，因

为分子磁矩全部沿外磁场方向取向了。如果用单位体积物体的磁

矩表示物体被磁化的程度，则 A磁化得差，B磁化得好，因为 B

在单位体积内分子磁矩取向的数量多，这就符合实际情况了。

图 1 - 8 物体磁化图

磁性和体积都相同的甲乙两物体，分别在不同的外磁场中被

磁化。设甲物体在较强的磁场中被磁化，乙物体在较弱的磁场中

被磁化，则肯定甲物体磁化强度大，乙物体磁化强度小，能否据

此得出结论，即甲物体磁性强、乙物体磁性弱呢？不能！因为条

件（即外磁场强度）不一样。如果在相同的外磁场中被磁化，则其

磁性应该是相同的。所以，对质地均匀的物体常用一单位的外磁

场强度使物体所产生的磁化强度的大小来表示物体的磁性，即

X =
M
H

（1 - 27）
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式中 X———物体的磁化率；

H———外磁场强度；

M———磁化强度。

这样，对于体积相同的甲乙两种物体在相同的外磁场强度下

被磁化时，如果甲物体的磁矩大，则 X也大，说明其易磁化，因

而其磁性强；如果乙物体的磁矩小，则 X也小，说明其难磁化，

因而其磁性弱，所以 X也是表示物体被磁化难易程度的物理量。

实际上，物体的质地往往是不均匀的，其内部常存在着空

隙。这样，对于同一性质（化学组成相同）、体积相同的两物体在

相同的外磁场中被磁化时，可以有不同的磁化强度，也即有不同

的 X值，这主要是由于物体内所存在的空隙影响的结果，空隙越

多，取向的分子磁矩的数量越少，所以磁性越弱。

在这种情况下，为了消除空隙的影响，需要单位质量单位磁

场强度物体的磁矩，即比磁化率来表示物体的磁性，即

x =
∑μJ

V·δ·H
=

X
δ

（1 - 28）

1. 4. 2 物质按磁化率分类

不同的物质，其磁性不同，按磁化率的大小可以分为三类。

1. 抗磁质

惰性气体、某些有机化合物、若干金属（如 Bi、Zn、Cu、Ag）、

非金属（Si、P、S）和一些矿物（辉钼矿、方铅矿、石英等）都是抗

磁性物质，它们的磁化率 X < 0。由式（1 - 27）可看出，X < 0 时，

磁化强度与外磁场强度方向相反，所以它们在磁场中被排斥。抗

磁性物质由于原子的电子壳层是被充满的，原子磁矩等于零，或

者原子磁矩不等于零，但由此原子组成的分子的总磁矩等于零。

磁矩为零的物质在外加磁场作用下，根据楞次定律，由磁场感应

作用而产生的磁矩和外磁场方向相反。物质的这种性质是普遍存
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在的，只是由于所产生的磁矩很小，只有当物质的固有磁矩为零

时，才有所表现。抗磁性物质的磁化率与磁场的强弱及温度的高

低无关，其磁化曲线为一条直线。 | X|只有 10 - 5
数量级。

2. 顺磁质

许多稀土金属、铁族元素的盐类、碱金属 Na、K 和若干矿

物，如黄铜矿、黄铁矿、铁闪锌矿等都是顺磁性物质。这类物质

的原子或分子都具有未被抵消的电子磁矩，因而原子或分子有一

总磁矩，但由于热运动的作用，总磁矩的取向分散，矢量和为零，

因而物体对外不表现磁性。但在外磁场作用下，原子或分子磁矩

转向外磁场方向，因而对外显出磁性，即物体被磁化，其磁化强

度与外磁场强度方向相同，在磁场中被吸引。磁化率 X > 0，但数

值很小，一般为 10 - 5 ～ 10 - 3
数量级。大多数顺磁性物质的磁化率

与温度有关，即随温度的增加而降低。

3. 铁磁质

铁、钴、镍及其合金、铁氧体以及若干矿物，如磁铁矿、磁黄铁

矿等都是铁磁质。它们的磁性很强，磁化强度和磁场强度是非线性

关系。磁化率远大于零，为 10 - 1 ～105
数量级。铁磁质的磁性也与温

度有关。当温度升高到居里温度以上时，就转化为顺磁性物质。

1. 4. 3 铁磁质的磁性

铁磁质的磁性与顺磁质和抗磁质不同，它在外磁场中易磁化

到饱和，在弱磁场下便可获得强的磁感应，在外磁场去除后有剩

磁，需加反向磁场才能退磁。

顺磁性的硫酸亚铁在 0. 8 A/m（0. 01 Oe）磁场中的磁化强度

为 10 - 3 A/m（10 - 6 Gs），但铁磁性的纯铁在 0. 8 A/m的磁场中的

磁化强度为 104 A/m（10 Gs），即使磁化到饱和也只需 80 A/m 的

磁场，而使顺磁性物质磁化到饱和却需要 8 × 107 A/m（108 Oe）的

外磁场。两者相差 100 万倍，这是什么原因呢？铁磁质的原子磁
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矩与相似元素的原子磁矩并无本质差别，如铁、钴、镍与非铁磁

质的锰、铬的原子内的 3d 层电子都是没有填满的壳层，原子都

有一定的磁矩，铁、钴、镍分别为 4μB、3μB、2μB，锰、铬分别为

5μB 和 4μB。锰、铬的原子磁矩尚大于镍、钴，但它们却不是铁磁

性。实际上，物质是否具有铁磁性，不完全在于组成物质的原子

的磁矩的大小，而在于形成物体的原子之间的相互作用的不同。

由于铁磁质内原子间的相互作用，使一定小区域内的原子磁矩自

发取向，称为自发磁化，这个小区域称为磁畴。物体内各磁畴的

自发磁化方向不同，所以对外不显磁性，当将其置于外磁场中

时，各个磁畴的磁矩转向外磁场方向，而对外显出磁性。由于是

整个磁畴的磁矩转向，不是单个原子磁矩转向，所以只要不太强

的磁场，就可使铁磁质磁化到饱和，使铁磁质呈现强磁性的原因

是由于磁畴的存在。

磁畴自发磁化的原因是原子中有原子核和电子，分别带有正

电和负电，因此，原子间有电的相互作用；另一方面，原子中的

电子运动又产生磁场，因此，原子之间又有磁的相互作用。在没

有外磁场作用时，影响原子磁矩排列的只能是它们之间磁或电的

相互作用，到底是哪种作用呢？这就需要比较两种作用的能量，

哪种能量大，就应该是哪种作用。

首先考虑使原子磁矩平行排列的等效磁场的大小，铁磁物质

有一转变成顺磁质的临界温度（居里点），在此温度时，原子热运

动能已经大到和自发磁化等效磁场与原子磁矩之间作用能量相

等，因而热运动使原子磁矩不再整齐排列。由此可以估计自发磁

化的等效磁场的大小。

在居里温度时，一个原子热运动能为 KTc 数量级，磁场能为

μBH的数量级，两者有如下关系：

KTc = μBH
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H =
KTc

μB

（1 - 29）

式中 K———玻尔兹曼常数，K = 1. 3803 × 10 - 23 J /K；

Tc———铁磁物质的居里温度，一般是 103 K数量级；

μB———玻尔磁子，10 - 29
数量级。

将这些值代入式（1 - 29），则等效磁场强度为

H =
10 - 23 × 103

10 - 29 = 109 A/m

现在再计算原子磁矩（相当于磁偶极子）作用于相邻原子的

磁场的大小。分两种情况计算（图 1 - 9）。

图 1 - 9 求磁偶极子的场强图

1. 磁偶极子中垂线上 P'点的场强

P'到 ± m的距离为 r2 +
l2( )4

1
2

，± m在 P'点产生的场强为：
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H + = H - =
1

4πμ0

m

r2 +
l2

4

（1 - 30）

式中 m———磁极强度。

Hx = H + x + H - x = 2H + x = - 2Hxcosθ
Hy = 0

cosθ =

l
2

r2 +
l2( )4

1
2

, H = Hx = 2H + cosθ =
1

4πμ0

ml

r2 +
l2( )4

3
2

（1 - 31）

当 rl时，

H =
P m

4πμ0 r3 （1 - 32）

式中 P m———原子磁偶极矩，μB 数量级；

μ0———真空磁导率，μ0 = 4π × 10 - 7 H /m；

r———原子间距离，r = 10 - 10 m；

l———原子磁偶极间的距离。

2. 磁偶极子延长线上 P 点的场强

P 点到 ± m的距离为 r l
2
，± m在 P 点产生的场强为：

H + =
1

4πμ0

m

r -
l( )2

2 （1 - 33）

H - =
- 1

4πμ0

m

r +
l( )2

2 （1 - 34）
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H = H + - H - =
m

4πμ0

1

r -
l( )2

2 -
1

r +
l( )2









2

=
m

4πμ0

2lr

r2 -
l2( )4

2 （1 - 35）

当 rl时，则

H =
2P m

4πμ0 r3 （1 - 36）

如以第一种情况的式（1 - 32）计算场强，则

H =
P m

4πμ0 r3 =
μB

4πμ0 r3 =
10 - 29

10 - 5 × 10 - 30 = 106 A·m - 1

对等效场和磁作用场进行比较可看出，磁作用场比等效场的

强度小 3 个数量级，因此，自发磁化不可能是由于磁的相互作用

的结果，而只能是电的相互作用。

根据量子力学理论，物质内部相邻原子的电子之间有一种来

源于静电的交换作用，它迫使各原子的磁矩平行或反平行排列。
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第 2 章

磁 畴

在 1. 4 节中解释了自发磁化的原因，现在的问题是铁磁质内

的原子磁矩为什么不是大片的平行排列，而是分成磁化方向不同

的微小磁畴呢？这需要从物质中所含能量的情况进行解释。所

以，下面首先介绍磁性物质中的能量，然后分析形成磁畴的

原因。

2. 1 磁性物质中的能量

磁畴的形成、结构和它的特性都是由于在磁性物质中存在着

几种物理作用的结果。这些物理作用要用相应的能量来表述，这

样可以把不同的物理作用统一在一个普遍的规律中。这个规律就

是：物质结构的最稳定状态是它的自由能最低的状态。

下面分别讨论各种物理作用和相应的能量。

2. 1. 1 静磁能和退磁能

1. 静磁能

图 2 - 1 表示一个条形磁体处在磁场中的受力情况。

磁场作用在条形磁体上的力为

f = Hm （2 - 1）

式中 H———磁场强度；
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图 2 - 1 磁场作用在条形磁体上的力

m———磁极强度。

磁场作用在磁体上的力矩为

L = 2flsinθ = 2Hmlsinθ = Hjsinθ （2 - 2）

式中 j———磁体的磁偶极矩，j = 2ml。

如果转动磁体使 θ 角增加 dθ，就需要反抗力矩 L对磁体做

功，因而它的能量将要增加，所增加的数值为

dE = Ldθ （2 - 3）

将式（2 - 3）积分，就可得到磁体在磁场作用下的静磁能的一

般式为

EH = ∫ Ldθ = jH ∫ sindθ = - jHcosθ + C （2 - 4）

式中 C———积分常数，其值取决于在什么角度把能量 EH 定为零

的问题。

如果规定 θ = 90°时，EH = 0，则 C = 0，所以

EH = - jHcosθ （2 - 5）

从式（2 - 5）看出，θ 可变动的范围是 0 ～ 180°，当 θ = 0 时，

EH = - jH，这是在 θ可变动范围内能量最低的值。所以，磁体在
磁场的作用下，如果没有什么阻碍，将会转到磁场的方向，这是

静磁能最低的方向，因而是最稳定的方向。

如果把磁体从 θ = 0 转到其他方向，就需要外力的推动，即需
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要外力做功，这样就使在磁场中的磁体增加能量，其值随 θ 的增
加而增加，到 θ = 180°时，能量等于 + jH，达最大值。

如果规定 θ = 0°时，EH = 0，则 C = jH，所以

EH = jH（1 - cosθ） （2 - 6）

式（2 - 6）所表示的 EH 随 θ变化的规律与式（2 - 5）一样，只

是形式不如式（2 - 5）简单，所以常用式（2 - 5）。

根据式（2 - 5），单位体积的静磁能，即磁能密度为：

eH =
EH

V
= -

j
V

Hcosθ = - JHcosθ （2 - 7）

根据式（1 - 7）Ml = μ0 mc，此式两边用体积 V除，则

Ml

V
= μ0

mc

V

J = μ0 M （2 - 8）

式中 J———磁极化强度；

M———磁化强度。

将式（2 - 8）代入式（2 - 7），则

eH = - μ0 MHcosθ = - μ0 M·H （2 - 9）

式（2 - 9）说明，磁体在磁场中的磁能密度与磁场强度和其本

身的磁化强度有关，也与磁体在磁场中的位置有关。

2. 退磁能

在退磁场的作用下产生退磁能。

退磁场有两种解释：

第一种，物体在磁场中被磁化后，两端出现磁极（图 2 - 2）。

在物体内部产生一个由 S极到 N极与外磁场方向相反的磁场 Hd，

称为退磁场。

第二种，由磁畴组成的磁性物质，当其在磁场中被磁化后，

各个磁畴的磁矩沿外磁场取向（图 2 - 3）。这相当于许多平行排

列的小磁铁，由于同性极相斥，它们是不稳定的，力图达到反平
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图 2 - 2 退磁场图

图 2 - 3 磁性物质磁化前后磁畴的分布状态

行排列（磁性物质内平行排列的各个磁畴与条形磁铁相似），但由

于每一排磁畴都是首尾相接，即异性极相吸引，使中间部分的磁

畴处于稳定状态；两边的磁畴只有首或尾与其他磁畴相吸，结果

未与其他磁畴联结的一端便同性相斥，使磁矩取向分散，这就降

低了磁性物质的磁化强度，也就等于削弱了外磁场的作用，外磁

场被削弱的部分称为退磁场。

在一般物体中，退磁场往往是不均匀的。不均匀的退磁场使

原来有可能均匀的磁化也会成为不均匀的，此时，磁化强度和退

磁场强度之间没有简单的函数关系。

当磁化均匀时，退磁场强度与磁化强度成正比，即

Hd = - NM （2 - 10）
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式中 N———退磁系数（或称退磁因子），负号表示磁化强度方向

与退磁场方向相反。

退磁场之所以与磁化强度成正比是因为磁化强度由磁化后各

磁畴的磁极强度决定，磁畴的磁极强度越大，则处于两端的磁畴

同性极互相排斥的力越大，使磁矩取向越分散，退磁场就越大。

退磁场还与物体的形状有关如图 2 - 4 所示。由图 2 - 4 可

知，由于处于两端的磁畴少，退磁作用很弱；短圆柱形物体处

于两端的磁畴较多，故退磁作用很强；长圆柱体两端的磁畴也

较多，它们取向分散，但与中间取向未分散的磁畴相比仍占少

数，所以此种物体的退磁场也较弱；对于环状物体，由于没有

端部，其中所有磁畴都是首尾相接，取向不易分散，所以退磁

场为零。

图 2 - 4 不同形状物体的磁化状态
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退磁场与物体形状的关系由退磁系数来体现，退磁系数的大

小取决于物体的几何形状。

当退磁场作用在物体磁矩上就有退磁能存在。单位体积中的

退磁能用 ed 表示，可以按照式（2 - 9）进行计算。但退磁场同外

磁场作用的情况不同，外磁场与物体中的 J 无关，而退磁场是随

磁化强度 M变化的，是 M的函数，在磁化过程中，M从零起增

大，Hd 随着从零增大到 NM，退磁能 ed 也随M增大而增大，所以

应该用积分计算。按式（2 - 9），则退磁能为

ed = - ∫ HddJ = - μ0 ∫
M

0
HddM （2 - 11）

将式（2 - 10）Hd 代入上式，则

ed = μ0 ∫
M

0
NMdM =

μ0

2
NM2 （2 - 12）

对磁化均匀的物体，如已知它的退磁因子和磁化强度，可以

按式（2 - 12）求出退磁能。

2. 1. 2 磁晶各向异性能

在固体磁性物质的晶体中，原子是有规则排列的，但各个方

向的状况是不相同的。如在某一方向原子排列得紧密，另一方向

排列得稀疏；又如在两种以上原子构成的晶体中，在某一方向排

成直线的是一种原子，在另一方向排成直线的是两种或两种以上

的原子。这是结构上的各向异性，由于结构上的各向异性，引起

晶体在力学性质、电学性质和磁学性质等方面也表现出各向

异性。

铁、镍、钴单晶及磁铁矿在不同方向测得的磁化曲线如图

2 - 5 所示。

在铁单晶的［100］方向加较小的磁场，磁化就达饱和；在

［110］方向加同样的磁场，磁化比［100］弱，在［111］方向磁化就
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图 2 - 5 铁、镍、钴单晶及磁铁矿的磁化曲线

更弱了。在晶体的不同方向加同样强的磁场，磁化强度却很不相

同，显示出晶体中磁性的各向异性。［100］称为易磁化方向，

［111］称为难磁化方向。

镍单晶与铁单晶恰相反，［111］是易磁化方向，［100］是难磁

化方向。

磁铁矿的易磁化方向和难磁化方向与镍相同。

易磁化方向应是能量最低的方向，所以自发磁化形成磁畴的

磁矩取这些方向。沿这些方向加外磁场时，因原来已有不少磁矩

取这个方向，所以，在较弱的磁场下，磁化就很强，甚至达到饱

和；如果不在易磁化方向加外磁场，那就需要把很多原来处在能
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量最低的易磁化方向的磁矩拉到能量较高的方向。在晶体中磁化

方向不同，需要供给的能量也不同。

晶体单位体积中的能量超出在易磁化方向磁化时的能量称为

磁晶各向异性能。

钴和钡铁氧体单晶是六角晶体，它们的易磁化方向在一个晶

轴［0001］上，故称单轴各向异性。晶轴这条线称为易磁化轴（简

称易轴）。沿易轴有两个方向相反的易磁化方向，磁矩在垂直于

这个易轴方向时需要的能量最大，称为难磁化方向。

单轴磁晶各向异性能的近似表达式为

Ek = Ku1
sin2θ （2 - 13）

式中 Ku1
———磁晶各向异性常数，可为正或为负。

θ———磁矩取向与晶轴的夹角。
单轴各向异性能随磁矩取向的变化，可以用图 2 - 6 表示。

当 Ku1
< 0 时，单轴晶体的易磁化方向或难磁化方向恰与

Ku1
> 0 时相反。

铁、镍和磁铁矿是立方晶体。立方晶系磁晶各向异性能可以

近似用下式表示，即

Ek = K1（α
2
1α

2
2 + α2

2α
2
3 + α2

3α
2
1） （2 - 14）

式中 K1———立方晶系磁晶各向异性常数；

α1、α2、α3———磁化方向与坐标轴 xyz的夹角 θ1、θ2、θ3 的

余弦（参考图 2 - 7）。

从式（2 - 14）看出，能量是磁化方向的函数。现根据式

（2 - 14）研究不同磁化方向时能量的变化。当立方晶体在［100］

方向磁化时（参看图 2 - 7），θ1 = 0，θ2 = θ3 = 90°，所以 α1 = 1，α2

= α3 = 0，由式（2 - 14）得 Ek = 0；在［110］方向磁化时，θ1 = θ2 =

45°，θ3 = 90°，α1 = α2 =
1

槡2
，α3 = 0，由式（2 - 14）求出 Ek =

K1

4
；在
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图 2 - 6 单轴各向异性能随磁矩方向的变化

（a）Ku1
> 0 （b）Ku1

< 0

图 2 - 7 方向余弦图

［111］方向磁化时，θ1 = θ2 = θ3，α1 = α2 = α3 =
1

槡3
，由式（2 - 14）
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算得 Ek =
K1

3
。

当 K1 为正值时，［100］方向能量最低，是易磁化方向，

［111］是难磁化方向；K1 为负值时，恰相反。铁的 K1 = 4. 2 × 104

J /m3，是正值，它的磁晶各向异性能随角度的变化如图 2 - 8（b）、

（c）所示。

图 2 - 8 立方晶体铁的磁晶各向异性能

在 xy平面和（110）平面上随方向的变化

镍和磁铁矿的 K1 值是负的。在［100］方向磁化时，Ek = 0；

在［110］方向时，Ek =
K1

4
；在［111］方向时，Ek = -

K1

3
。
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［111］方向能量最小，是易磁化方向，［100］方向能量最大，是难

磁化方向。

K1 值是磁性物体磁晶各向异性能随磁化方向变化大小的标志，

能量随方向变化大，表示转动磁化困难。欲使磁性物体有高的磁导

率，即在较低的磁场下获得较高的磁化强度，K1 的绝对值就要低。

2. 1. 3 磁弹性能

1. 磁致伸缩

物体被磁化时，在磁化方向伸长或缩短，称为磁致伸缩。伸

长（或缩短）Δl与原长 l 之比称伸缩比。物体随场强的增加而伸

长或缩短，最终停止伸缩，此时伸缩达饱和。对于一定的物体，

其饱和伸缩比是个定值，称为磁致伸缩系数，用 λs 表示。

物体被磁化时，不仅在磁化方向会伸长或缩短，在偏离磁化

方向的其他方向也同时缩短或伸长。但随着偏离程度的增大，伸

长比（或缩短比）逐渐减小，到了接近垂直磁场的方向，物体反要

缩短（或伸长），所以，磁致伸缩分为两类，即正磁致伸缩和负磁

致伸缩，前者是物体在磁化方向伸长，在垂直磁化方向缩短，负

磁致伸缩则相反。

磁致伸缩是随磁化方向变化，且有一饱和值，这同物体的自

发磁化和技术磁化（物体在外磁场中被磁化称为技术磁化）有关。

设想物体温度在居里点以上尚未磁化时为一球形；当温度降到居

里点以下时，物体自发磁化，原子磁矩沿某一方向排列起来，这

对晶格结构会发生影响，原子间的相互作用在不同的方向也会有

所不同，这就影响了原子间的距离。因此，有些物体在磁化方向

会伸长，有些则会缩短。这样一来，自发磁化前是球形的物体，

自发磁化后就变成长旋转椭球或扁旋转椭球，前者在磁化方向伸

长，后者在磁化方向缩短。

磁性物体在自发磁化后是大量磁畴的集合体，在技术磁化前
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各磁畴的方向是乱的，因而椭球的长短轴方向也是紊乱的，因此

整块物体显不出在哪一方向伸长或缩短，如图 2 - 9（a）所示。当

物体在足够强的外磁场下磁化时，磁畴的磁矩沿同一方向取向

［图 2 - 9（b）］。各椭球长轴或短轴都转向磁场的方向，所以物体

在此方向出现伸长（或缩短），在垂直磁场方向缩短（或伸长）。

当各磁畴的磁矩方向都与外磁场平行时，磁致伸缩达饱和。

图 2 - 9 产生磁致伸缩机理图

2. 磁弹性能

前已述及，物体被磁化时要发生伸缩，如果受到限制而不能

伸缩，物体中就会发生应力，此应力是物体内各部分之间的相互

作用力（拉伸力或压缩力）。物体内部的应力也可以由加在它外

部的拉力或压力产生，当磁性物体因磁化而产生伸缩，同时发生

应力时它内部所积存的能量，称为磁弹性能。

现以各向同性物体为例，说明磁弹性能的确定过程。

图 2 - 10 的椭圆代表因磁化形成的椭球。对于正磁致伸缩材

料，在磁化方向伸长最大，若在与磁化方向成 θ 角的方向有一张
力 σ，使椭球在此方向伸长，使其长轴转向 σ 方向，达到能量最
低状态。张力 σ使物体从高能量状态改变到低能量状态。
现确定能量的改变：当椭球长轴从原方向转到 σ方向，物体

每单位长度伸长了（Δl / l）0 -（Δl / l）θ，此伸长数乘以 σ，就是单
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图 2 - 10 应力作用下的形变转向

位体积中能量的改变，由于是由高能量向低能量改变，所以有

- dE = σd Δl( )l

总能量改变为

- ∫
E 0

Eθ

dE = σ ∫
0

θ
d Δl( )l

=（E0 - Eθ）= σ Δl( )l 0

- Δl( )l[ ]
θ

Eσ = Eθ - E0 = σ Δl( )l 0

- Δl( )l[ ]
θ

（2 - 15）

式中
Δl( )l 0

———饱和伸缩比，用 λs 表示；

Δl( )l θ
———偏离磁化方向 θ 角时的伸缩比，对于正磁致伸

缩可用下式表示

Δl
l

=
3
2
λs（cos2θ -

1
3
） （2 - 16）

将式（2 - 16）代入式（2 - 15），得

Eσ = σ λs -
3
2
λs cos2θ -( )[ ]1

3
=

3
2
λsσsin2θ （2 - 17）

式（2 - 17）表示磁化方向和应力方向相差 θ 角时，单位体积
中的能量超过 θ = 0 时的数值。

由于磁弹性能是在物体磁化产生磁致伸缩，同时又有应力的

情况下出现的，所以它与 λs、σ 有关，且与 λsσ 的乘积成正比，
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与 θ角也有关系。

2. 1. 4 原子间的交换能

第一章曾讨论到铁磁物质中原子间有交换作用，因而有交换

能存在，产生自发磁化，形成了磁畴。

所谓交换能是指两个邻近原子的电子有一部分时间绕一个原

子核运动，而在另一部分时间又绕另一个邻近原子核运动，由这

种交换作用所引起的能量变化叫做交换能。

一对原子的交换能与它们磁矩的相对取向有关，其表达式为

Eex = - 2AS2 cos （2 - 18）

式中 A———代表原子间交换作用大小的数值，一般称为交换能

常数，它取决于未填满电子壳层互相接近的程度；

S———原子中电子自旋总量子数；

———两个原子磁矩间的夹角，原子磁矩是指原子中电子

自旋总磁矩。

可在 0 ～ 180°范围内变化，cos的变化范围在 + 1 ～ - 1 之

间，因此，能量的变化范围在从 - 2AS2 ～ + 2AS2
之间。

A的值可正可负，当 A为正值、 = 0°时的能量为 - 2AS2，是

最小值，原子磁矩互相平行时能量最低，这是铁磁质；当 A为负

值， = 180°时能量最低，近邻原子磁矩是反平行的，这就是反铁

磁质。

物体单位体积交换能的总和是成对近邻原子的交换能的总

和，为

Eex = - 2AS2∑
i≠j

cosij （2 - 19）

式中 ij———任意两邻近原子自旋磁矩的夹角。
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2. 2 形成磁畴的机理

2. 2. 1 磁畴结构

磁畴是可以观察到的，最简单的观察方法是粉纹法。将样品

表面进行处理，然后涂上一层含有铁磁粉末的悬胶，放在反射显

微镜下观察。由于样品表面上磁畴分界线处有磁极，铁磁粉末被

吸聚在那里，显出磁畴界壁，从而观察到磁畴的大小和形状。图

2 - 11 为多晶体磁畴结构示意图。

图 2 - 11 多晶体的磁畴结构示意图

磁畴界壁（简称畴壁）是相邻磁畴的分界层，磁畴的大小和形

状以及相邻磁畴间的关系都与畴壁有关，它是磁畴结构的重要

部分。

在单轴晶体中每一个易磁化轴上有两个相反的易磁化方向，

因而，两个相邻磁畴的磁化方向常常恰好相反，此时相邻磁畴间

的畴壁称为 180°壁。
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在立方晶体中，如果 K1 > 0，易磁化方向互相垂直，两个相

邻磁畴的磁化方向是垂直的，它们之间的畴壁称为 90°壁；如果

K1 < 0，易磁化方向在 < 111 >方向，两个这样的方向相交成 109°

或 71°，如果 2 - 12 所示。此时两个相邻磁畴的方向相差 109°或

71°。由于这两个角度离 90°不远，所以这样的畴壁有时也称

90°壁。

图 2 - 12 K1 < 0 的立方晶体中易磁化轴的交角

畴壁有一定的厚度，两个相邻磁畴磁化方向的转变是经过畴

壁逐渐进行的，如图 2 - 13 所示，从畴壁一边到另一边逐渐转向

的磁矩都保持同畴壁平行。

2. 2. 2 180°畴壁能的近似计算

畴壁能包括交换能和磁晶各向异性能，如图 2 - 13 所表示的

那样，畴壁内原子磁矩是逐层转过一个小角，磁矩方向相差一个

小角 的一对原子的交换能比磁矩平行时多出的能量为
ΔEex =（ - 2AS2 cos）-（ - 2AS2 cos0°）

= 2AS2（1 - cos）

= 4AS2 sin2 
2
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图 2 - 13 180°畴壁中磁矩的转向

由于 很小，上式可以简化为
ΔEex = AS22 （2 - 20）

现在计算单位面积畴壁中有多少对原子在起交换作用，进而

确定单位面积畴壁的总交换能。设二相邻原子间的距离为 a，则

单位距离中有 1 /a 个原子，每单位面积的一层原子中有（1 /a）2

个原子。设畴壁有 N层原子，各层原子在（N - 1）个间隔中起着

交换作用，所以，在单位面积的畴壁中有（N - 1）×（1 /a）2
对原

子起着交换作用。同时设每过一层，原子磁矩近似转过相等的角

度 ，故  = π
（N - 1）
。通过此分析可知，在形成单位面积畴壁时

交换能的增加量为

γex =（N - 1）
1( )a

2

ΔEex

=（N - 1）
1
a2 AS2 π
（N - 1( )）

2

=
AS2π2

a2（N - 1）
=

AS2π2

a2 N
（2 - 21）
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由式（2 - 21）看出，畴壁中原子层数 N越大，能量 γex越小，

因而结构越稳定；如果只有交换能起作用，N就趋向无限大，畴

壁就趋向无限厚，实际情况当然不是这样，还有磁晶各向异性能

同交换能对抗着。畴壁两边的磁畴中，磁矩都在易磁化方向。在

畴壁中的磁矩从易磁化方向转到另一个角度，需要增加磁晶各向

异性能，但每一层原子磁矩的转角是不同的，因此，各层增加的

磁晶各向异性能也不同，可近似按平均值计算。对于单轴晶体 Ek

=
Ku1

2
，对于立方晶体 Ek =

K1

8
或

K1

6
，所以，Ek 可以表示

如下：

Ek = p K1 （2 - 22）

或 Ek = p Ku1
（2 - 23）

式中 p =
1
2
，

1
6
或

1
8
。

下面计算单位面积畴壁体积中的磁晶各向异性能，前已设畴

壁有 N层原子，相邻两层间的距离为 a，所以畴壁厚度为 δ =

（N - 1）a≈Na。单位面积畴壁占有的体积是 1 × δ = Na。因此，单

位面积畴壁具有的磁晶各向异性能是

γa = p Ku1
Na （2 - 24）

由式（2 - 24）看出，γa 同 N成正比，如果只考虑这种能量的

作用，则 N越小越好，即畴壁愈薄愈稳定，因而它趋向于变薄。

根据上述分析，交换能和磁晶各向异性能是一对矛盾，前者

力图增大畴壁厚度，后者力图减小畴壁厚度。畴壁是客观存在

的，根据两种能量的制约，它既不能太厚又不能太薄，适宜的稳

定厚度可按两种能量之和的微商等于零确定。

单位面积畴壁中的总能量为

γ = γex + γa =
AS2π2

a2 N
+ p Ku1

Na （2 - 25）
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将式（2 - 25）对 N取微商并等于零，即

dγ
dN

= -
AS2π2

a2 N2 + p Ku1
a = 0

解出得

N = πS
a

A
p Ku1槡 a

（2 - 26）

由此得出畴壁厚度为

δ = Na = πS
A

p Ku1槡 a
（2 - 27）

一般畴壁厚度是极小的，它近似等于 10 - 7 m，相当于 200 ～
300 个原子的间距。

将式（2 - 26）代入式（2 - 25），求出单位面积畴壁能（又称畴

壁能密度）为

γ = πS
Ap Ku1

槡 a
+ πS

Ap Ku1

槡 a
= 2πS

Ap Ku1

槡 a
（2 - 28）

上式表示当 γ最小时，γex = γa，图 2 - 14 是 γ 和 N的关系

图。图中显示 γ有一最低值，对应该值的 N就是畴壁层数，而此

时恰是 γex = γa。

图 2 - 14 畴壁能和原子层数的关系
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2. 2. 3 形成磁畴的原因

铁磁物质自发磁化后，原子磁矩为什么不是大片的平行排列

而是分散成磁化方向不同的微小磁畴呢？现分析其原因。

考虑面积比较大的一片磁性物质，设想有两种情况：一种是

自发磁化后不分磁畴，全部磁矩向着一个方向，如图 2 - 15 所示；

另一种是自发磁化后形成简单的片状磁畴，如图 2 - 16 所示。

图 2 - 15 自发磁化后不分磁畴

图 2 - 16 自发磁化后形成片状磁畴

现在确定这两种情况中哪一种比较稳定，即能量最低。

对于第一种情况，磁化方向垂直于大平面，平面上出现了磁

极，这样，磁体中就存在退磁场，因而有退磁能。现按无限大薄

片考虑退磁能，对于无限大薄片，退磁系数 N = 1，退磁能为
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Ed =
1
2
μ0 NM2 =

1
2
μ0 M2

s

式中 Ms———材料的饱和磁化强度。

现以金属铁为例来计算其退磁能。金属铁的 Ms = 1. 710 ×

106 A/m，设材料的厚度 l是 10 - 2 m，那么每平方米材料中的总退

磁能是：

σd = Ed × l × 1 = 1. 8 × 106 × 10 - 2 × 1 = 1. 8 × 104 J /m2

对于第二种情况，材料表面也出现磁极，内部也具有退磁

能。对外，既分为磁畴，就存在畴壁能，所以，这里需要考虑两

种能量作用。对于片状磁畴结构，其单位面积中的退磁能可用下

式表示

σd = 1. 70 × 10 - 7 M2
s d J /m2 （2 - 29）

式中 d———磁畴宽度。

由式（2 - 29）看出，σd 与 d 成正比，d 越小，σd 越低，这种

能量的作用是使磁畴趋向于细分；但还有畴壁能在起作用。下面

计算畴壁能。

设单位面积材料长宽相等，都等于 1，材料的厚度是 l，磁畴

宽度是 d，如图 2 - 17 所示。这块材料可以分为 1 /d 个磁畴，有

近似 1 /d个畴壁，每个畴壁的面积是 l × 1 = l。因此，这块材料的

畴壁总面积是 l ×
1
d

=
l
d
，所以单位面积材料中的总畴壁能为

σN = γ l
d

（2 - 30）

从式（2 - 30）看出 σN 与 d 成反比，d 越大 σN 越小，它与式

（2 - 29）退磁能的作用恰相反，又是一对矛盾，解决矛盾的办法

仍然是求两种能量之和对 d的微商并等于零。

具有稳定磁畴结构的总能量为

σ = σd + σN = 1. 70 × 10 - 7 M2
s d + γ l

d
（2 - 31）
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图 2 - 17 具有厚度 l的单位面积材料

dσ
dd

= = 1. 70 × 10 - 7 M2
s + γ l

d2 = 0

解得

d =
104

Ms

γl
17.槡 0

（2 - 32）

将式（2 - 32）代入式（2 - 31）得

σ = 2Ms × 10 - 4 17. 0 × γ槡 l （2 - 33）

仍以金属铁为例，Ms = 1. 710 × 106 A/m，按式（2 - 28）计算

的畴壁能密度 γ = 1. 3 × 10 - 3 J /m2，并仍设材料厚度 l = 10 - 2 m，

将这些值代入式（2 - 32）和式（2 - 33），则

d = 5. 7 × 10 - 6 m

σ = 5. 1 J /m2

将分与不分磁畴的两种情况进行比较，其比值是

5. 1
1. 8 × 104 =

1
3529

不分成片状磁畴的能量是分成片状磁畴的 3529 倍，可见设

想不分成磁畴的情况是不会实现的。
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第 3 章

铁磁质矿物的磁性

3. 1 铁氧体的晶格结构

在铁磁质矿物中，赤铁矿和磁铁矿等都是铁氧体，其磁性与

晶格结构有密切关系。铁氧体的晶格结构主要是尖晶石型铁氧体

的晶格结构。

尖晶石型铁氧体的化学分子式是 XFe2 O4，其中 X代表二价

金属离子，常见的有 Mn2 +，Co2 +，Ca2 +，Ni2 +，Mg2 +，Zn2 +，

Fe2 +，Cd2 +
等。由于这类铁氧体的晶格结构同镁铝尖晶石

（MgAl2 O4）矿物的结构相同，故称尖晶石型铁氧体。

图 3 - 1 是镁铝尖晶石型结构的一个晶胞的一部分。

从图 3 - 1 看出，在 Mg2 +
的周围有四个最邻近的 O2 - ，构成

一个四面体，在 Al3 +
的周围有六个最邻近的 O2 - ，构成一个八面

体。四面体中心位置称 A位，八面体中心位置称 B位，一般每种

金属离子都有可能占据 A位或 B位，可用较普遍的结构式表示：

（X2 +
1 - x Fe3 +

x ）［X2 +
x Fe3 +

2 - x］O4

A位 B位

在上面的结构式中，当 x = 0 时，结构式为（X2 +）［Fe3 +
2 ］O4，

表示 X2 +
全在 A位，Fe3 +

全在 B位，金属离子的这种分布与镁铝
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图 3 - 1 尖晶石晶胞中四面体和八面体结构示意图

尖晶石的分布相同，具有这种分布的铁氧体称为正尖晶石型结构

的铁氧体；当 x = 1 时，结构式为（Fe3 +）［X2 + Fe3 +］O4，表示 X2 +

全在 B位，而 Fe3 +
分别占 A位和 B位，各为一半，这与镁铝尖晶

石的分布相反，不是二价金属离子占据 A位，而是三价金属离子

占据 A位。因此称这种分布的铁氧体为反尖晶石型结构的铁氧

体。当 0 < x < 1 时，在 A位和 B位上两种金属离子都有，这些铁

氧体称为正反混合型铁氧体。
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3. 2 赤铁矿的磁性

赤铁矿（包括磁赤铁矿）的磁性取决于它的结构及各种影响

因素。

3. 2. 1 赤铁矿与磁赤铁矿的结构

赤铁矿与磁赤铁矿化学成分相同，但结构不同，赤铁矿是三

角晶系，称为 α - Fe2 O3，磁赤铁矿是反尖晶石型的立方晶系构

造，称为 γ - Fe2 O3。

磁赤铁矿的晶格常数 a = 8. 322A，与磁铁矿几乎相等。它们

的结构也相似，其关系可表示为

4（Fe2 O3）= 3（Fe 8
3
O4）

或 （Fe2 + O）A（Fe3 +
5
3
□1

3
O3）B = Fe 8

3
O4

其中□表示空位，这说明 γ - Fe2 O3 的结晶格子有点阵亏损，故其

磁性有对温度的不稳定性，当温度增加到 400 ～ 800� 时，

γ - Fe2 O3 将不可逆地转变为 α - Fe2 O3。

赤铁矿的晶格常数 a = 5. 413A，α = 55°17'，其单晶胞含有两

个分子。晶胞内沿［111］方向上的四个阳离子位为 A、B、C、D

（图 3 - 2）。Fe3 +
离子磁矩不是无序排列，而是成反平行的有序

排列，磁矩的分布是 A（+）、B（ - ）、C（ - ）、D（ +）。中子衍射

实验证明赤铁矿是反铁磁性物质，其磁化率比铁磁性物质小得

多，数量级为 10 - 5 ～ 10 - 3。

3. 2. 2 赤铁矿磁性与温度的关系

赤铁矿的磁性与温度有关，其奈耳点为 948 K，在此温度时，

它转变为顺磁性物质。

J·M·巴斯粹纳曾测定了赤铁矿化学试剂（含 Fe2 O3
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图 3 - 2 赤铁矿的三角晶系构造

99. 9%）不同温度下的比磁化率。测定结果表明，当磁化场强为

0. 46 kA/m（5. 8 kOe），温度由 250 K增至 263 K时，比磁化率迅

速增加，当达到某一临界温度（奈耳点附近）时，磁化率达最大

值，以后随温度的升高而下降。这是由于赤铁矿是反铁磁性物

质，当温度较低时，离子磁矩呈反平行排列，仅有少量离子磁矩

倾斜，具有弱铁磁性；当温度升高后，离子磁矩的倾斜程度增加，

改变了原来的反平行状态，因而磁化率显著增加，但当温度过高

时，离子磁矩处于无序状态，所以磁化率就减小了。

3. 2. 3 赤铁矿的磁性与场强的关系

常温时赤铁矿具有很弱的铁磁性，这种铁磁性与场强的关系

示于图 3 - 3。由图中曲线看出，当场强超过某一数值（常为 2. 8

kOe，对不同的赤铁矿，此数值有所不同）时，曲线的斜率为一常

数。将曲线的直线部分向左延伸与纵轴相交的交点记为 σ0。当

场强大于 2. 8 kOe时比磁化强度可以由两个参数的线性方程式表
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示为

σ = σ0 + x� H （3 - 1）

图 3 - 3 赤铁矿典型磁化曲线

比磁化率为

x = σ
H

=
σ0

H
+ x� （3 - 2）

温度为 20� 时赤铁矿的 x =（2 ～ 4）× 10 - 5 cm3 /g。σ0 表示赤

铁矿的弱铁磁性程度，它随赤铁矿产地不同而不同并与粒度

有关。

澳大利亚、巴西、中国、日本六种赤铁矿的磁化曲线如图

3 - 4 所示。

由图中曲线看出，除 C外每一种赤铁矿均可以找到某一场强

值，当场强大于此值时，比磁化强度 σ可用 σ0 和 x� 的线性方程

式表示。上述六种赤铁的 σ0 和 x� 的值列入表 3 - 1。曲线 C的

线性较差，这与东鞍山赤铁矿中夹杂少量磁铁矿或磁赤铁矿

有关。
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图 3 - 4 六种赤铁矿的磁化曲线

A—1：澳大利亚 New - man B—巴西

A—2：澳大利亚 HamersIey C—中国东鞍山

A—3：澳大利亚 Gold - Worthy J—日本秋田人工合成矿

表 3 - 1 六种赤铁矿的 σ0 和 x�

试样编号 σ0（Gs /g） x�（× 10 - 5 cm3 /g）

A - 1 0. 67 2. 35

A - 2 0. 51 3. 53

A - 3 0. 68 4. 13

B 0. 56 3. 31

C 2. 65 3. 20

J 0. 29 3. 50
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3. 3 磁铁矿的磁性

3. 3. 1 磁铁矿的结构

磁铁矿的结晶构造属反尖晶石型，一个晶胞包含 8 个 Fe3 O4，

四分之一晶胞中三价、二价铁离子和氧离子的排列如图 3 - 5 所

示。在一个晶胞中 8 个 Fe3 +
占据 8 个 A位，8 个 Fe2 +

和另 8 个

Fe3 +
占据 16 个 B位。A位和 B位上离子磁矩相反且不相等，这

就是磁铁矿具有亚铁磁性的特征。纯磁铁矿的晶格常数 a =

8. 39A，居里点 578� ，易磁化方向为［111］方向，各向异性常数

K1 = - 12。

图 3 - 5 磁铁矿的反尖晶石型构造

3. 3. 2 磁铁矿的磁性

由于磁铁矿是亚铁磁性物质，具有固有磁矩，磁性较强，属

于强磁性矿物，具有磁畴结构。它易磁化，低场强作用下即可达
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到磁饱和，有磁滞现象和剩磁。磁化率不是常数，随场强增加很

快地达最大值，然后逐渐下降，磁选时应选择使磁化率达最大值

的场强。

实际磁选中的磁铁矿石的磁性与纯磁铁矿的含量有关，

图 3 - 6 是我国湖北某铁矿的磁铁矿体积百分含量与比磁化率

之间的关系图，从图 3 - 6 看到，磁铁矿含量与比磁化率基本

上成正比关系。

图 3 - 6 磁铁矿含量与比磁化率的关系

图 3 - 7 是不同粒度矿石的比磁化率与磁铁矿体积百分含量

的关系曲线。由图可见，粗粒矿石比磁化率较大，分布于回归

曲线

x = 0. 2y + 26. 1

y = 2. 8x - 17. 7

的上部，细粒者分布于回归曲线的下部，中粒者，分布于两者

之间。

在自然界纯磁铁矿是很少的，大多数情况是铁、钛、氧组成
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图 3 - 7 不同粒度矿石的比磁化率与磁铁矿体积百分含量的关系曲线

Δ—粗粒 —中粒 ×—细粒

复杂的固溶体。在一定温度时磁铁矿与钛铁尖晶石（Fe2 TiO4）是

完全可溶的。因此常见的磁铁矿往往含有 TiO2 等成分，含有大

量 TiO2 的天然磁铁矿，一般称为钛磁铁矿。
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第 4 章

磁场特性的数理基础

4. 1 物理场的概念

场是处所、场所的意思，某一物理量在空间分布的场所称为

物理场。如温度在空间的分布称为温度场，电场强度在空间的分

布称为电场，磁场强度在空间的分布称为磁场。温度场、电场、

磁场都是物理场。

如果表示场的物理量是数量，如温度、密度、电位等，故相

应的温度场、密度场、电位场都是数量场。

如果表示场的物理量是矢量，如速度、力、电场强度、磁场

强度等，故相应的速度场、力场、电场、磁场都是矢量场。

我们已经注意到，有些物理场，如电场，既是数量场（有电

位）又是矢量场（有电场强度）；电离气体所占的空间，既是数量

场（有浓度）又是矢量场（有速度）。数量场和矢量场是处在这些

物理场的统一体中。

物理场内存在客观的物质，数学上的数量场与矢量场只是反

映了这些物质在量方面的属性，所以数学上不是从质的方面，而

是从量的方面去研究场。

物理场中的物理量不随时间变化，则称此物理场为稳恒场；
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如果随时间变化，则称为非稳恒场。

在空间，把与时间无关的数量场用一数量函数 u = u（x，y，z）

来表示，把与时间无关的矢量场用一矢量函数来表示，即

A= A（x，y，z）= X（x，y，z）i + Y（x，y，z）j + Z（x，y，z）k

为了更直观地表示矢量场，可以考虑这样的曲线，在它上

面每一点和场在点的矢量相切，这种曲线称为矢量场的矢线

（图 4 - 1）。

图 4 - 1 矢量场的矢线

矢线上任意点（x，y，z）的微小切线矢量在 x，y，z坐标轴上的

投影是 dx，dy，dz；所以，矢线可以用下面的微分方程来表示。

dx
x

=
dy
y

=
dz
z

（4 - 1）

解方程（4 - 1），就可以得到矢量方程。

矢线不仅在几何上描述了矢量场，而且有它的物理意义，在电

场中，矢线是从正电荷发出的电力线；在磁场中，矢线是从北极发

出而终止于南极的磁力线；在流体力学中，矢线就是流体的流线。

4. 2 数量场的梯度

4. 2. 1 数量场的方向导数

设一数量场函数 u = u（p），当点 p沿过点 p0 的方向 l 上移
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动，若

lim
p→p0

u（p）- u（p0）

p0 p

存在，则称此极限值为函数 u（p）在点 p0 沿 l方向的变化率，又称

方向导数，记作（
u
l
）p

0
。

方向导数就是函数 u（p）在一点处沿某一方向对距离的变

化率。

4. 2. 2 方向导数的计算公式

在直角坐标系中，如果 u = u（p）在点 p0 可微，那么

（
u
l
）p0

=（u
x
）p0

cosα +（u
y
）p0

cosβ

+（u
z
）p0

cosγ （4 - 2）

式中 cosα，cosβ，cosγ———l的方向余弦。

4. 2. 3 梯度

方向导数给出函数在给定点沿某一方向的变化率，一般在同

一点沿不同方向的方向导数是不同的。我们把大小为函数 u（p）

在点 p0 的方向导数的最大值，方向是取得方向导数最大值的方

向的矢量叫数量场在点 p0 的梯度，记作 gradu。

由方向导数和梯度的定义可知，在点 p0 沿 l方向的方向导数

最大，表明函数沿 l方向增加最快。所以，梯度是指向函数增大

最快的方向。

4. 2. 4 梯度的计算公式

在直角坐标系中，梯度的计算公式为

95第 4 章 磁场特性的数理基础



gradu =（u
x
）i +（u

y
）j +（u

z
）k （4 - 3）

为了方便起见，常将梯度以及后面要介绍的散度和旋度用一

个微分运算的符号来表示，即

 = 
x

i + 
y

j + 
z

k （4 - 4）

此倒三角叫做算符，或称为哈密顿（Hamilton）算符。利用

此算符后，梯度可表示为

u =（u
x
）i +（u

y
）j +（u

z
）k （4 - 5）

在“”之后必须是数量函数，不能是矢量函数。如果在矢量场
中选定了一些特定的方向，在这些方向上场矢量（如磁场强度）具有

同一方向；在此方向上场矢量对距离的变化率就是场数量对距离的

变化率，而且变化率值又最大，只有此时梯度才可用在矢量场中。

4. 3 矢量场的散度

4. 3. 1 散度的概念

现在从通过闭合曲面的磁通量问题来引进散度的概念，可以

简单理解为，它表示磁场内一点发散或吸收磁力线的程度。

通过曲面 s的磁通量为：

Φm = ∫∫
s

B·ds （4 - 6）

式（4 - 6）可以表示曲面 s内磁通量的大小，但是却不能表示出

在曲面内磁通量分布的情形，也不知道曲面内一点 p发散或吸收磁

力线多少，为了解决这一问题，我们引入磁场的散度的概念。

利用图 4 - 2，设有磁场 B（p），在场中包含点 p的闭曲面所

包围的体积为 ΔV，其中的磁通量为 Φm，磁通量对体积的平均变
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化率为

∫∫
s
B·ds

ΔV

当 ΔV→0 时，上式比值的极限存在，则称此极限值为 B（p）

在 p点处的散度，即

div B = lim
ΔV→0

∫∫
s
B·ds

ΔV
（4 - 7）

图 4 - 2

磁感强度的散度是标量，它有下列三种情况：

（1）在 P 点处，如果 div B > 0，则 P 点是发散磁通量的

正源；

（2）如果 div B < 0，则 P 点是吸收磁通量的负源；

（3）如果 div B = 0，则表示 P 点既不发散磁通量也不吸收磁

通量。

4. 3. 2 磁感强度散度的计算式

在直角坐标系中，磁感强度散度的计算式为

div B = ·B
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=（ 
x

i + 
y

j + 
z

k）·（Bxi + Byj + Bzk）

=
Bx

x
+
By

y
+
Bz

z
（4 - 8）

对于恒定磁场磁选机的磁场，由于场内无发散磁力线的源，

所以此种磁场称为无源场或无散场。

4. 4 矢量场的旋度

4. 4. 1 磁场强度的旋度

现以磁场强度的旋度为例来说明矢量场的旋度。

由物理学中的全电流定律知道，磁场强度 H沿任一闭曲线 L

的线积分等于通过由 L所围成的任一曲面的全部电流 I，即

∮
L

H·dl = I （4 - 9）

磁场强度 H沿闭曲线 L的曲线积分 ∮
L
H·dl称为矢量 H沿 L

的环流量，即是电流。

式（4 - 9）给出了通过 L所围成的曲面上的全部电流，但还不

能判断电流在曲面 s上各点的分布情况。为了解决这一问题，需

要研究曲面上某一点的电流对面积的变化率，才能知道曲面上每

一点的电流分布。

利用图 4 - 3，设在点 p附近取一微小曲面 s'，其边缘为 L'，

面积为 Δs'，并设垂直通过该曲面的全部电流为 ΔI，因此，电流

对面积的平均变化率为

∮
L'

Hdl

Δs'
= ΔI
Δs'
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当 Δs'→0，并且 Δs'缩成点 P，则得到电流对面积的变化率为

lim
Δs'→0

∮
L'

H·dl

Δs'
= lim

Δs'→0

ΔI
Δs'

= δ ， （4 - 10）

δ 是电流密度矢量，它称为磁场强度 H的旋度，记作 rot H。

因此式（4 - 10）可以写成

lim
Δs'→0

∮
L'

H·dl

Δs'
=（rot H）n （4 - 11）

其中 n是曲面在点 p的法线矢量。

图 4 - 3

4. 4. 2 磁场强度的旋度的计算式

在直角坐标系中，磁场强度的旋度为

rot H =（
Hz

y
-
Hy

z
）i +（

Hx

z
-
Hz

x
）j +（

Hy

x
-
Hx

y
）k

（4 - 12）

用算符表示，则 rot H =  × H。

恒定磁场磁选机的磁场中无电流，电流密度为零，所以磁场

强度 H的旋度 × H = 0。
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4. 5 标量磁位和矢量磁位

4. 5. 1 标量磁位

在电场中存在电位，这是大家熟知的，与此相似，在磁场中

也有磁位。

如果所研究的磁场是在没有电流的区域中，则 H 或 B 的旋

度等于零，即 × H = 0 或 × B = 0，因为 -  × φm = 0，所以

H = - φm （4 - 13）

式中 φm 称为标量磁位。

标量磁位相等的各点形成的曲面称为等磁位面，它的方程为

φm（x，y，z）=常量， （4 - 14）

不难理解，等磁位面应与 H线或 B线正交。因根据式（4 -

13），φm 的梯度是 H，即 φm 方向导数的最大值，只有等磁位面与

H正交时，才能使 φm 的方向导数达最大值。

4. 5. 2 矢量磁位

上面谈到，标量磁位只适用于磁场中没有电流的区域，对于

磁场中有电流的区域，标量磁位是不存在的。因为在有电流的区

域， × H = δ，根据矢量分析 -  × φm = 0，显然 H≠ - φm，

所以标量磁位是不存在的。为了便于磁场计算，我们可以找到一

个位函数，它既能应用于无电流区域，又能用于有电流区域。而

表征磁场性质的量如磁感强度或磁场强度，可通过对找到的函数

进行简单的运算而得出。

磁通连续性原理是磁场的基本性质之一，它的微分形式表达式

是·B = 0。根据向量分析，任意向量 A的旋度的散度恒等于

零，即
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· × A = 0 （4 - 15）

式（4 - 15）可以写成下式


x
（
Az

y
-
Ay

z
）+ 

y
（
Ax

z
-
Az

x
）+ 

z
（
Ay

x
-
Ax

y
）

=
2 Az

xy
-
2 Ay

xz
+
2 Ax

yz
-
2 Az

yx
+
2 Ay

zx
-
2 Ax

zy
= 0

由数学知识知，二阶混合偏导数在连续条件下与求导次序无

关。因此，上式 1、4 项，2、5 项，3、6 项相减后，则等于零。

将式·B =0与式· × A =0相对照，便可以将 B表示成

B =  × A （4 - 16）

A就是我们想找的矢量位函数，因为它是矢量，所以简称矢

量磁位。

4. 6 拉普拉斯方程

假如所研究的磁场为无源、无旋场，即·B = 0， × B =

0，则

·B = ·（μH）= μ ·H = 0

而 ·H = ·（ - Φm）= 0

所以

·Φm = 2Φm = 0 （4 - 17）

式（4 - 17）即是著名的拉普拉斯方程。

式中2
为拉普拉斯算符。

在直角坐标系中拉普拉斯方程的表达式为

2Φm = ·Φm

=（ 
x

i + 
y

j + 
z

k）·（
Φm

x
i +

Φm

y
j +

Φm

z
k）

=
2Φm

x2 +
2Φm

y2 +
2Φm

z2
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第 5 章

磁系的磁场特性

5. 1 铁芯磁系的磁场特性

铁芯磁系是指激磁线圈套在铁芯上，在两极间隙中进行分选

的那种磁系。

5. 1. 1 开放磁系的磁场特性

开放磁系是指磁极在同一侧做相邻配置且磁极之间无聚磁介

质的磁系。

此种磁系的磁场特性取决于相邻磁极间的磁势、极距 l、极

面宽 b和极间隙 a 的比值、磁极端面的形状以及曲面磁系的曲率

半径 R。

沿开放磁系磁极或极间隙对称面上磁场强度的变化规律可由

理论公式表示。

开放磁系磁场具有两个重要的性质，即在不包含电流的磁场

空间内磁场强度的散度和旋度为零，即 divH = 0，rotH = 0。

对于图 5 - 1 所示的磁极，其磁场可以用下式表示

H = H eiα， （5 - 1）

式中 H ———H 的模；

e———自然对数的底；
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α———H 与 y轴的夹角；

i———虚单位， 槡i = - 1。

图 5 - 1 开放磁系磁极

将式（5 - 1）两边取对数 则

lnH = ln H + iα （5 - 2）

令 W = ln H （5 - 3）

W表示磁极的磁场。

对于上式，同样是 divW = 0；rotW = 0，即

divW = （lnH）
x

+ α
y

= 0

rotW = （lnH）
y

- α
x

{
= 0

（5 - 4）

磁选过程希望离开磁极表面等距离各点的磁场强度近于相

等，使平行于极面运动的所有磁性矿粒都受到均等的磁力，不致

由于某些点磁力弱而使磁性颗粒损失于尾矿中。这就要求磁场强

度不随 x做较大的变化（磁力线在 x方向的分布应均匀）。为了满

足这个条件，必须：第一，极头形状应按等位线设计，即使磁力

线垂直极面；第二，极宽与极间隙宽之比要适当。事实上极头完

全按等位线确定比较困难，一般可令极头圆弧半径 r = 0. 4s
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（s———极距），极宽与极间隙之比为 1. 0 ～ 1. 5。

根据图 5 - 1，将坐标原点定在磁极中线和极面的交点上。在

此中线上 H和 y轴的夹角 α均等于 0°，而在经过极间隙中线的一

切点上，H和 y轴的夹角均等于 90°，即 x = 0 时，α = 0；x =
s
2
时，

α = 90°。在极面上 y = 0 时，H = H0；y→� 时，H→0。

在这些条件下，求磁场联立方程式（5 - 4）的解。

式（5 - 4）的一个可能的解为

（lnH）
x

= - α
y

= 0 （5 - 5）

（lnH）
y

= α
x

= C0 （5 - 6）

 （lnH）
x

= 0； , lnH = f1（y）

 α
y

= 0； , α = f2（x）

由式（5 - 6）得

f'
1（y）= - f '

2（x）= C0 （5 - 7）

式（5 - 7）亦可写成

df1（y）
dy

= C0，
df2（x）

dx
= - C0 （5 - 8）

将上两式分别对 y和 x积分，得

f1（y）= C0 y + C1 （5 - 9）

f2（x）= - C0 x + C2 （5 - 10）

, lnH = C0 y + C1 （5 - 11）

α = - C0 x + C2 （5 - 12）

现确定上两式中的积分常数：

 y = 0 时， H = H0， , C1 = lnH0

 x = 0 时， α = 0， , C2 = 0
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 x =
s
2
时， α = π

2
， , C0 = - π

s

将 C和 C1 值代入式（5 - 11），得

lnH = - π
s

y + lnH0

lnH - lnH0 = - π
s

y

ln
H
H0

= - π
s

y

H
H0

= e
- π

s y

H = H0 e
- π

s y
= H0 e

- cy
（5 - 13）

式中 c = π
s
。

上式用分离变量法的推导过程见附录 1。

将 C0 和 C2 值代入式（5 - 12），得

α = π
s

x （5 - 14）

磁场中的任一点（x，y）处的磁场强度可用下式表示：

Hx = H0 e - cysinα = H0 e - cysin π
s

x （5 - 15）

Hy = H0 e - cycosα = H0 e - cycos π
s

x （5 - 16）

在磁极对称面上，α = 0，则

Hx = 0

Hy = H = H0 e - cy （5 - 17）

在极间隙对称面上，α = 90°，则

Hy = 0

Hx = H = H0 e - cy （5 - 18）
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上述公式只适用于极头形状和极宽与间隙宽之比为一定时的情

况。对于实际磁选机的磁系，很难满足这样的要求，须将（5 - 13）

式中的系数 c加以修正，在确定极对称面和极间隙对称面上场强

时使非均匀系数成为 C' = KC，K值如表 5 - 1 所示。

表 5 - 1 K值表

极面宽 /极隙宽 6. 5 /3 6. 5 /4. 5 6. 5 /7. 5 13 /6 13 /9 13 /12 19. 5 /4. 5

K
极对称面 0. 89 0. 93 1. 05 0. 88 0. 91 1. 05 0. 90

极隙对称面 0. 95 0. 87 0. 73 0. 90 0. 80 0. 67 1. 14

极面宽 /极隙宽 19. 5 /6 19. 5 /9 19. 5 /13. 5 26 /9 26 /12 26 /18

K
极对称面 0. 92 0. 98 0. 6 0. 88 0. 97 1. 0

极隙对称面 1. 02 0. 96 0. 70 1. 08 0. 87 0. 56

5. 1. 2 闭合磁系磁场特性

闭合磁系是指磁极做相对配置的磁系。此种磁系磁极间空气

隙较小，磁通通过空气隙的路程短，磁路的磁阻小，漏磁少，因

而，分选空间易实现强磁场。

常见的闭合磁系有：平面 - 单齿磁极对、双曲线磁极对、平

面 - 多齿磁极对、凹槽 - 多齿磁极对、等磁力磁极对、多层齿极

等。下面分别叙述它们的磁场特性。

1. 平面 - 单齿磁极对（图 5 - 2）

单齿齿形为双曲线，沿齿极对称面上的磁场强度为

Hy = H0 sin β
2

1 -
l - y( )l

2

cos2 β[ ]2

- 0. 5

（5 - 19）

式中 H0———平面极表面上的磁场强度；

β———齿极尖角；
l———极距。

根据式（5 - 19）可以确定磁场梯度和磁场磁力。在一定的 H0
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和 l的条件下，求磁场力对 β 的导数并令其等于零，便可以确定
产生最大磁力时的 β角。
齿极尖端的圆弧半径 r的大小取决于极距 l，一般 r≈0. 5l。

2. 双曲线磁极对（图 5 - 3）

此种磁极的特点是极间全部空间的磁场都是不均匀的。

图 5 - 2 平面 - 单齿磁极对 图 5 - 3 双曲线磁极对

对于此种磁极，沿磁极对称面上的磁场强度为

Hy = H0 lsin
β2

2
l2 -（lcos

β2

2
- Ky）[ ]2

- 0. 5

（5 - 20）

式中 K———系数，K = cos
β2

2
- cos

β1

2
；

β1、β2———两双曲线形磁极的渐近线之间的夹角。

由于这种磁极对，整个空间磁场是不均匀的，所以空间各处

均有磁场力，不像平面 - 单齿磁极对那样，在平面磁极处的磁场

力为零。

3. 平面 - 多尖齿磁极对

在实际磁选机的磁系中多采用图 5 - 4 所示的平面 - 多齿磁

极对，可提高处理量。平面 - 多尖齿磁极对齿极附近的磁场非均

匀区深度约等于齿距（s）之半。当极距 l > 0. 5s时，离齿极距离 y

> 0. 5s区的磁场接近均匀。
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图 5 - 4 平面 - 多尖齿磁极对

此种磁极对沿齿极对称面上的磁场强度为

Hy =
0. 5sH0（1 - K1）

0. 5

［0. 25s2 - K1（0. 5s - y）2］0. 5 （5 - 21）

式中 s———齿距；

K1———与齿距有关的系数，其值如表 5 - 2 所示。

表 5 - 2 K1 值

s（cm） ～ 1 3 5

K1 ～ 0. 3 0. 55 0. 6

式（5 - 21）适用于当 l > 0. 5s时离齿极距离 y≤0. 5s的区域

内，且当齿尖角 β = 45 ～ 50°、齿端圆弧半径 r≈0. 1s时，此式较

准确。

4. 平面 - 多平齿磁极对

研究表明，平面 - 多齿磁极对的磁场力高于平面 - 多平齿磁

极对（图 5 - 5），因而，它在强磁选机上得到广泛的应用。但对选

分粒度小于 1 mm物料的上面给矿的辊式磁选机，为了给料的方

便，往往采用平面 - 多平齿磁极对。此种磁极对沿齿极对称面上

的磁场强度为

27 磁选理论



Hy =
0. 59s0. 75 H0（1 - K1）

0. 5

［0. 35s1. 5 - K1（0. 5s - y）1. 5］0. 5 （5 - 22）

式中 H0、s———意义同前；

K1———系数，其值如表 5 - 3 所示。

图 5 - 5 平面 - 多平齿磁极对

表 5 - 3 K1 值

s（cm） 1 3 5

K1 0. 15 0. 25 0. 3

5. 凹槽 - 多齿磁极对

（1）凹槽 - 多尖齿磁极对

在平面 - 多齿磁极对中，磁场的不均匀区靠近齿极，在平极

处磁场接近均匀，整个磁场空间得不到充分地利用。如用凹槽代

替平极，如图 5 - 6 所示，则靠近凹槽极处磁场也是不均匀的，这

就克服了平面 - 多齿磁极对的缺点。此种磁极对沿齿极对称面上

的场强可用式（5 - 20）近似计算。

（2）凹槽 - 多平齿磁极对

此种磁极对当齿距小于 5 cm 时沿齿极对称面上的磁场强

度为
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图 5 - 6 凹槽 - 多尖齿磁极对

Hy≈H0（1 -
m

1 + ml
y） （5 - 23）

式中 H0———齿极端面的磁场强度；

l———极距；

m———系数，m =
H0 - Hl

lHl

，m值如表 5 - 4 所示；

Hl———凹槽底处的磁场强度，Hl =
H0

1 + ml
。

表 5 - 4 m值

l 0. 5s 0. 75s 1. 0s

m 1. 09 0. 74 0. 48

注： s = 5 cm。

6. 等磁力磁极对

对于图 5 - 7 所示的磁极，由于磁场空间的场强和梯度互为

消长的变化，因而磁场力是恒定的。

此种磁极对称面上的磁场强度为
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图 5 - 7 等磁力磁极对

Hy = H0

l - y( )l

0. 5

（5 - 24）

式中 H0———弧面处的磁场强度；

l———极距。

将式（5 - 24）中的 Hy 对 y取导数，则磁场梯度为

dHy

dy
= -

0. 5H0

l
l - y( )l

- 0. 5

（5 - 25）

则磁场力为

Hy

dHy

dy
=

1
2l

H2
0 （5 - 26）

由式（5 - 26）可见，磁场力为恒定值，即不随 y而变。

7. 多尖齿磁极对

图 5 - 8 所示的单个多齿极也常称为齿极，数个多齿极形成

多个磁极对，充填在磁场空间内，这样既提高了分选空间的磁场

强度，也提高了处理量。

当极距 l≈（0. 45 ～ 0. 65）s和齿尖角 β = 60° ～ 105°时，齿极

对称面上的磁场强度可用下面经验公式表示
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图 5 - 8 多尖齿磁极对

Hy = K1 K2 K3 H0 e
0. 45 s - 4y( )S

2

（5 - 27）

式中 H0———背景磁场强度；

s———齿距；

y———离齿极的距离；

K1———和齿尖角、背景磁场强度有关的系数，

其值见表 5 - 5；

K2———与极距有关的系数，其值见表 5 - 6；

K3———与齿极材质有关的系数，一般 K3 = 2. 75。

表 5 - 5 K1 值

齿尖角 β
背景磁场强度 H0（Oe）

2500 3500 4500 5500 6500

60° 1. 19 1. 04 0. 87 0. 83 0. 80

75° 1. 17 1. 02 0. 86 0. 81 0. 73

90° 1. 15 1. 00 0. 85 0. 80 0. 77

105° 1. 13 0. 98 0. 84 0. 79 0. 76

表 5 - 6 K2 值

极距 l 0. 45s 0. 5s 0. 6s 0. 65s

K2 1. 03 1. 00 0. 98 0. 97
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5. 2 空芯磁系的磁场特性

空芯磁系是指铁铠包在螺线管的外面，在其内腔进行分选的

一种磁系。

磁选机上常采用圆柱形、矩柱形和鞍形螺线管，所以研究它

们的磁场特性是很必要的。

5. 2. 1 圆柱形螺线管的磁场持性

1. 未铠装螺线管的磁场特性

在磁选厂中常用的电磁预磁器即是未铠装的圆柱形螺线管，

电磁脱磁器也是由几个圆柱形螺线管所组成。它们的磁场特性以

螺线管轴线上场强的大小来表示。

（1）螺线管内轴线上各点场强

如图 5 - 9 所示的螺线管轴线上各点磁场强度 Hx 可以在载流

元线圈轴上任一点场强的基础上积分得到。载流元线圈如图

5 - 10 所示。

图 5 - 9 圆柱形螺线管轴上场强计算图 图 5 - 10 载流元线圈
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元线圈轴线上任一点场强为

Hx =
2πI
10

r2

（r2 + x2）3 /2 （5 - 28）

式中 I———元线圈中的电流，A；

r———线圈半径，cm；

x———轴上任一点与原点的距离，cm。

图 5 - 9 所示螺线管轴线上各点场强为

Hx =
2π
10
（jλ）∫

r 2

r1
∫

- l 2

+l1

r2

（r2 + x2）3 /2 dxdr

=
2π
10
（jλ）［l1 ln

r2 +（r2
2 + l2

1）
1
2

r1 +（r2
1 + l2

1）
1
2

+

l2 ln
r2 +（r2

2 + l2
2）

1
2

r1 +（r2
1 + l2

2）
1
2

］ （5 - 29）

式中 j———导线电流密度；

λ———螺线管中导线的充填率。
jλ相当于式（5 - 28）中的 I，它表示螺线管纵断面单位面积

的电流，即

jλ =
NI

（l1 + l2）（r2 - r1）
（5 - 30）

式中 NI———螺线管的安匝数。

令
r2

r1

= α，
l1

r1

= β1，
l2

r2

= β2 代入式（5 - 28），则

Hx =
2π
10
（jλ）r1［β1 ln

α +（α2 + β2
1）

1
2

1 +（1 + β2
1）

1
2

+

β2 ln
α +（α2 + β2

2）
1
2

1 +（1 + β2
2）

1
2

］ （5 - 31）

螺线管中点（β1 = β2 = β）的场强，由式（5 - 31）得
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H0 = jλr1
4πβ
10

ln α +（α2 + β2）
1
2

1 +（1 + β2）
1
2

（5 - 32）

令 F（α，β）=
4πβ
10

ln α +（α2 + β2）
1
2

1 +（1 + β2）
1
2

，则

H0 = jλr1 F（α，β） （5 - 33）

由式（5 - 30），当 l1 = l2 = l时，则

jλ =
NI

2l（r2 - r1）
=

NI
r2

1β（α - 1）
（5 - 34）

将式（5 - 34）的 jλ代入式（5 - 33），则

H0 =
NIF（α，β）
r12β（α - 1）

（5 - 35）

在已知导线的电流密度 j、螺线管的充填率 λ和安匝数 NI及

其几何尺寸时，即可用式（5 - 33）和式（5 - 35），计算螺线管内中

点的场强。

螺线管轴线中点的场强随其长度（β）增加而增加，图 5 - 11

是 r1 = 4. 3 cm，α = 3 的螺线管中点场强 H0 随其长度而变化的曲

线图。

由图 5 - 11 看出，在螺线管较短时（β < 2），H0 增加较快；螺

线管较长时（β > 2），H0 增加较慢，最后趋于饱和，其值接近

0. 4πIn（In是螺线管单位长度的安匝数）。这说明螺线管短时漏

磁较多，随着螺线管的增长，漏磁逐步减少，最终趋于零。

螺线管端点（β1 = 0，β2 = 2β 或 β1 = 2β，β2 = 0）的场强由

（5 - 31）式得

He = jλr1
4π
10

βln α +（α2 + 4β2）
1
2

1 +（1 + 4β2）
1
2

（5 - 36）

端点场强 He 与中点场强 H0 的比值为
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图 5 - 11 H0 随 β 的变化曲线图

K =
He

H0

= ln α +（α2 + 4β2）
1
2

1 +（1 + 4β2）
1
2

·［ln α +（α2 + β2）
1
2

1 +（1 + β2）
1
2

］- 1

（5 - 37）

图 5 - 12 是 r1 = 4. 3 cm，α = 3 的螺线管的 He /H0 与 β的关系
曲线图。

图 5 - 12 K与 β 关系曲线图
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由图 5 - 12 看出，K随 β 的增加逐渐减少，当 β = 4 时，K =

0. 45，β = 12 时，K = 0. 52，端点场强接近于中点场强的一半。

图 5 - 13 螺线管外轴线上任一点场强计算图

（2）螺线管外轴线上各点场强

图 5 - 13 所示的螺线管外轴线上任一点 P 的场强可按 ABEF

和 CDEF 两螺线管端点 P 的场强之差来计算。令 l3 / r1 = β3，则

Hp =
2π
10

jλr1［（β1 + β2 + β3）ln
α +｛（α2 +（β1 + β2 + β3）

2｝
1
2

1 +｛1 + β1 + β2 + β3）
2｝

1
2

-

β3 ln
α +（α2 + β2

3）
1
2

1 +（1 + β2
3）

1
2

］ （5 - 38）

令 F（α，β1 + β2 + β3）=
4π
10

ln
α +｛（α2 +（β1 + β2 + β3）

2｝
1
2

1 +｛1 + β1 + β2 + β3）
2｝

1
2

F（α，β3）=
4π
10

β3 ln
α +（α2 + β2

3）
1
2

1 +（1 + β2
3）

1
2

则

Hp =
1
2

jλr1［F（α1，β1 + β2 + β3）- F（α，β3）］ （5 - 39）

F（α，β）的值可由已经计算好的表中查出，如无表可查，则
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需直接计算。

两同轴螺线管间轴线上各点的场强可利用式（5 - 38）或式

（5 - 39）计算，然后将两螺线管在某一点场强代数相加即可。

2. 铠装螺线管的磁场特性

高梯度磁选机的磁体均为铠装螺线管。铠装螺线管内腔近似

均匀磁场，在铁铠未达磁饱和前，当铁铠部分磁路长度较短时，

铁铠内的磁压降可以忽略，则磁体的磁动势主要用于在螺线管内

腔产生均匀磁场，此时磁体的磁动势与螺线管内腔的磁压降近似

相等，即

0. 4πIN = HL

则螺线管内腔场强为

H = 0. 4πIN/L

= 0. 4πIn （5 - 40）

式中 In———螺线管单位长度的安匝数；

I———螺线管导体内电流；

N———螺线管的总匝数；

L———螺线管内腔长度。

由式（5 - 40）知，铠装螺线管内腔的场强与螺线管长度无关，

只与其单位长度的安匝数有关。式（5 - 40）就是无限长螺线管的

表达式，因此，铠装螺线管的磁场特性与无限长螺线管的一样。

如果未铠装螺线管的场强用轴线中点的场强，且 H0 用式

（5 - 35）表示，则铠装和未铠装时场强的比值 K1 为

K1 =
0. 4πIn

NIF（α，β）
r12β（α - 1）

=
0. 4πIn

InF（α，β）
α - 1

=
0. 4π（α - 1）

F（α，β）
（5 - 41）

当 α = 3 时，K1 与 β的关系曲线示于图 5 - 14。

由图 5 - 14可见，随螺线管长度的增加，K1 渐趋于 1，说明铁

铠的作用越来越小，在 β =2时，K1 =1. 4，而在 β >2时，K1 <1. 4。
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图 5 - 14 K1 与 β 关系曲线图

5. 2. 2 矩形螺线管的磁场特性

矩形磁系在磁选机上应用很广泛，鞍形磁系目前主要用在萨

拉型高梯度磁选机上。

未铠装的矩形和鞍形螺线管的磁场特性，可以用积木式的方

法进行确定。其实质是将非圆形线圈肢解成若干直线段，利用毕

奥 - 萨伐尔公式求各线段在空间某点的场强，然后将这些场强进

行叠加，即为空间某点的总场强。用这种方法可以计算由折线段

组成的各种线圈的场强。

1. 矩形线圈场强的计算

如图 5 - 15 所示的矩形线圈可以分成四个直线段，每段都是

断面为矩形（或方形）的柱体。将柱体再细分成许多小柱体，每个

小柱体相当于一根载流直导线（图 5 - 16）。

求出小柱体在 O点的场强，然后对整个柱体积分，即为整

个柱体在 O点的场强。图 5 - 16 中电流元 Idl 在 O点的场强用

毕奥 - 萨伐尔公式求之，即
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图 5 - 15 矩形线圈肢解图

图 5 - 16 求载流线元场强图

dH =
1
10

Idl × r
r 3 =

0. 1I
（x2 + y2 + z2）3 /2

i j k

dlx dly dlz

- x - y - z

（5 - 42）

式中 dl———线元，dl = dlxi + dlyj + dlzk；

r———矢径，r = - xi - yj - zk；

I———电流（A）。

1. 柱体 A（或 A'）在轴向中点 O产生的场强

假定通过柱体的 A和 A'的电流元 Idl与 z轴平行，则
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dlz = dz，

dlx = dly = 0，

I = Iz = jzdxdyλ，
Ix = Iy = 0。

式中 jz———沿 z轴的电流密度（A/cm2）；

λ———导体充填系数（以小数表示）。
此时，式（5 - 42）可以改写成下式：

dH =
jzλ
10

yi - xj
（x2 + y2 + z2）3 /2 dxdydz

dHx =
jzλ
10

y
（x2 + y2 + z2）3 /2 dxdydz

dHy = -
jzλ
10

x
（x2 + y2 + z2）3 /2 dxdyd











z

（5 - 43）

每一完整柱体 A在 O点的场强分量为

Hz = 0

Hx =
jzλ
10 ∫

z 2

z1
∫

x 2

x1
∫

y 2

y1

y
（x2 + y2 + z2）3 /2 dydxdz

Hy = -
jzλ
10 ∫

z 2

z1
∫

y 2

y1
∫

x 2

x1

x
（x2 + y2 + z2）3 /2 dxdyd











z

（5 - 44）

为了简化上式的计算，可以将一个载流柱体在 O点的场强用

若干个在原点有公共边的载流柱体在 O点场强的代数和来代替，

这也叫作共原点法，图 5 - 17 是求断面为 ABCD的载流柱体在 O

点场强的示意图。

矩形 ABCD的面积为：

SABCD = SAEGO - SCEHO - SBFGO + SDFHO

欲求柱体 ABCD在 O点的场强分量，只需计算柱体 AEGO、

CEHO、BFGO及 DFHO在 O点的场强分量，然后叠加即可，此时

式（5 - 44）的积分下限均可改为 O，即
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图 5 - 17 共原点法

Hz = 0

Hx =
jzλ
10 ∫

z

0
∫

x

0
∫

y

0

y
（x2 + y2 + z2）3 /2 dydxdz

Hy = -
jzλ
10 ∫

z

0
∫

x

0
∫

y

0

x
（x2 + y2 + z2）3 /2 dxdyd











z

（5 - 45）

上式的 Hx、Hy 是载流柱体长度之半（0→z）在 O点的场强，

整个柱体（ - z→0→z）的场强需要乘以 2。

式（5 - 45）的积分下限为 0后，计算大大简化，其积分结果为

Hx =
jzλ
10

z［arcsinh
x
z

- arcsinh
x

（y2 + z2）
1
2{ ］+

x［arcsinh
z
x

- arcsinh
z

（x2 + y2）
1
2

］+

yarctan
xz

y（x2 + y2 + z2） }1
2

Hy =
- jzλ
10

z［arcsinh
y
z

- arcsinh
y

（x2 + z2）
1
2{ ］+

y［arctanh
z
y

- arcsinh
z

（x2 + y2）
1
2

］+

xarctan
yz

x（x2 + y2 + z2） }





















1

2

（5 - 46）
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上式的反正切用弧度表示，反双曲正弦函数由表查出。

只要知道柱体的长宽高，用式（5 - 46）即可算出 Hx、Hy。

如果计算图 5 - 18 中断面为 ABCD的柱体在 O点的场强，则

可将柱体分成相等的两部分 ABCD及 EFCD。求出柱体 ABEF（或

EFCD）在 O点的场强，然后乘 2 即可，计算柱体 ABEF 在 O点的

场强，可依照前述方法，即 SABEF = SAEOH - SBFOH，按式（5 - 46）计

算 Hx、Hy。如果 O 点不在 HG 中点，则要分别计算 ABFE 和

CDEF 两柱体在 O点的场强，然后叠加。

图 5 - 18 共原点法图

共原点法可以求线圈内各点的场强，不只是求 O点的场强。

2. 柱体 B（或 B'）在轴向中点 O产生的场强

使通过柱体 B 和 B'的电流仍然与 z轴平行，以便利用式

（5 - 46）。此时可将 x、y、x坐标系按逆时针方向转 90°成为一新

坐标系 x' y' z'，再按前述同样方法求柱体 B 在 O点产生的场强

Hx'和 Hy'。

2. 实例

如图 5 - 19 所示的线圈，导体为 16 × 16 × 4. 5 的空心铜管，

导体充填系数 λ = 0. 64，电流密度 jz = 430 A/cm2，试求轴向中点

O的磁场强度。

充填系数 λ一般为 0. 4 ～ 0. 75，与空心导体的规格、绝缘层
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图 5 - 19 矩形线圈场强计算图（图中数字单位为 cm）

厚度、导体间间隙及线圈绕制的完善程度等有关。考虑到该线圈

所用导体较粗，导体间间隙取 2 mm，则

λ =
162 - 72

182 = 0. 64

将图 5 - 19 的线圈肢解成 A、A'、B、B'四个柱体，分别求 A、

B在 O点的场强。A'、B'与 A、B相同，不必另算，只将其叠加上

即可。

（1）柱体 A在 O点的场强

在 xyz坐标系中，通过柱体 A及 A'的电流与 z轴平行，Hz =
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0，Hx≠0，Hy≠0，现只求线圈轴向中点的场强 Hy，取柱体 A的

1
4
，即断面 ABCD，其面积 SABCD = SABOE - SCDOE。断面为 ABOE 及

CDOE的柱体尺寸为

SABOE： SCDOE：

xAO = 20 + 10. 5 = 30. 5 cm xOC = 10. 5 cm

yOE = 20 cm yOE = 20 cm

z =
83. 5

2
= 41. 7 cm z = 41. 7 cm

将这些值代入公式（5 - 46），即

Hy（ABOE） =
jzλ
10

z［arcsinh
y
z

- arcsinh
y

（x2 + z2）
1
2{ ］+

y［arcsinh
z
y

- arcsinh
y

（x2 + y2）
1
2

］+

xarctan
yz

x（x2 + y2 + z2） }1
2

=
430 × 0. 64

10
41. 7［arcsinh

20
41.{ 7

-

arcsinh
20

（30. 52 + 41. 72）
1
2

］+ 20［arcsinh
41. 7

20
-

arcsinh
41. 7

（30. 52 + 202）
1
2

］+

30. 5arctan
20 × 41. 7

30. 5（30. 52 + 202 + 41. 72） }1
2

=
430 × 0. 64

10
41. 7（0. 46 - 0. 38）+ 20（1. 49 - 0. 98）{ +

30. 5 × 0. }457

= 43 × 0. 64 × 27. 44 = 755（Oe）
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Hy（CDOE） =
430 × 0. 64

10
41. 7［arcsinh

20
41. 7{ -

arcsinh
20

（10. 52 + 41. 72）
1
2

］+

20［arcsinh
41. 7

20
- arcsinh

41. 7

（10. 52 + 202）
1
2

］+

10. 5arctan
20 × 41. 7

10. 5（10. 52 + 202 + 41. 72） }1
2

=
430 × 0. 55

10
41. 7（0. 46 - 0. 45）+ 20（1. 48 - 1. 39）{ +

10. 5 × 1. }034

= 43 × 0. 64 × 13. 1 = 360（Oe）

Hy（ABCD） = Hy（ABOE） - Hy（CDOE） = 755 - 360 - 395（Oe）

Hy（ABCD）是柱体 A的 1 /4 在 O点的场强，整个柱体在 O点的

场强为 4Hy（ABCD），加上另一柱体 A'在 O点的场强，则柱体 A及 A'

在 O点的场强为：

Hy = HyA + HyA' = 2 × 4Hy（ABCD） = 8 × 395 = 3160（Oe）

（2）柱体 B在 O点的场强

为了使通过柱体 B 的电流仍然与 z轴平行以便利用公式

（5 - 46），可以将 xyz 坐标按逆时针转 90°，成为一新坐标系

x' y' z'，再求柱体 B在线圈轴线中点的场强 Hx'。现取柱体 B的

1 /4，即断面 FHGI，其面积 S（FHGI） = S（FHOJ） - S（GIOJ）。断面为 FHOJ

及 GIOJ 的柱体尺寸为

S（FHOJ）： S（GIOJ）：

x'OJ = 20 cm x'OJ = 20 cm

y'OH = 51. 7 cm y'OI = 31. 7 cm

z' =
41
2

= 20. 5 cm z' = 20. 5 cm
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将这些值代入公式（5 - 46），即

Hx'（FHOJ） =
jzλ
10

z［arcsinh
x
z

- arcsinh
x

（y2 + z2）
1
2{ ］+

x［arcsinh
z
x

- arcsinh
z

（x2 + y2）
1
2

］+

yarctan
xz

x（x2 + y2 + z2） }1
2

=
430 × 0. 64

10
20. 5［arcsinh

20
20.{ 5

-

arcsinh
20

（51. 72 + 20. 52）
1
2

］+

20［arcsinh
20. 5
20

- arcsinh
20. 5

（202 + 51. 72）
1
2

］+

51. 7arctan
20 × 20. 5

51. 7（202 + 51. 72 + 20. 52） }1
2

=
430 × 0. 64

10
20. 5（0. 86 - 0. 35）+ 20（0. 90 - 0. 36）{ +

51. 7 × 0. }134

= 43 × 0. 64 × 28. 2 = 776（Oe）

Hx'（GIOJ） =
430 × 0. 64

10
20. 5［arcsinh

20
20. 5{ -

arcsinh
20

（31. 72 + 20. 52）
1
2

］+

20［arcsinh
20. 5
20

- arcsinh
20. 5

（202 + 31. 72）
1
2

］+

31. 7arctan
20 × 20. 5

31. 7（202 + 31. 72 + 20. 52） }1
2

=
430 × 0. 64

10
20. 5（0. 86 - 0. 51{ ）+
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20（0. 90 - 0. 52）+ 31. 7 × 0. }29

= 43 × 0. 64 × 23. 9 = 658（Oe）

Hx'（FGHI） = Hx'（FHOJ） - Hx'（GIOJ） = 776 - 658 = 118（Oe）

Hx' = Hx' B + Hx' B' = 2 × 4Hx'（FGHJ） = 8 × 118 = 944（Oe）

轴向 O点的总场强为：

H = Hy + Hx' = 3160 + 944 = 4104（Oe）

上面叙述的是未铠装的矩形和鞍形螺线管的磁场特性，铠装

后场强会有所增加，其增加的程度与螺线管的尺寸及铁铠的厚度

等因素有关，一般可增加 1 ～ 1. 4 倍。

5. 2. 3 鞍形螺线管的磁场特性

1. 鞍形线圈场强的计算

与求矩形线圈的方法相同，将鞍形线圈分成如图 5 - 20 所示

的几部分，图 5 - 20（a）是中间部分，图 5 - 20（b）是左端部；右

端部与左端相同，故未画出。这是鞍形线圈的上半部；下半部与

上半部亦相同。将上半部 A、B、C、D及 C' D'（C' D'是右端部）各

段柱体在 O点的场强分别求出，然后叠加再乘以 2，即为整个线

圈在 O点的场强。

图 5 - 20 鞍形线圈示意图
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如果只计算 y向的场强 Hy，端部 D段可以不算，因为它对

Hy 没有贡献。

2. 实例

如图 5 - 21 所示的鞍形线圈，导体为 14 × 14 × 3. 5（mm）的

空心铜管，导体充填系数 λ = 0. 653，电流密度 jz = 707 A/cm2，试

求轴向中点 O的磁场强度。

图 5 - 21 鞍形线圈场强计算图
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与求矩形线圈同样的方法，将线圈加以肢解，先求上部 A、

A'、B、B'四个柱体在 O点的场强，再乘以 2，即为上下两个鞍形

线圈在 O点的场强。

（1）柱体 A在 O点的场强

由于各柱体本身对 O点的对称性，故只计算半个柱体 A在 O

点的场强，其断面 ABCD 的面积 SABCD = SABEO - SCDEO。断面为

ABEO和 CDOE的柱体尺寸为

SABEO： SCDEO：

xOA = 35 cm xOD = 5 cm

yOE = 15 cm yOE = 15 cm

z = 25 cm z = 25 cm

将这些值代入公式（5 - 46），即

Hy（ABEO） = 0. 1jzλ z arcsinh
y
z

- arcsinh
y

（x2 + z2）[ ]{ 1
2

+

y arcsinh
z
y

- arcsinh
z

（x2 + y2）[ ]1
2

+

xarctan
yz

x（x2 + y2 + z2） }1
2

= 0. 1 × 707 × 0. 653 25 arcsinh
15[{ 25

-

arcsinh
15

（352 + 252） ]1
2

+ 15 arcsinh
25[ 15

-

arcsinh
25

（352 + 152） ]1
2

+

35arctan
15 × 25

35（352 + 152 + 252） }1
2

= 46. 17［25（0. 5688 - 0. 3420）+ 15（0. 7468 -

0. 616）+ 35 × 0. 2310］
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= 46. 17 × 23. 76 = 1097（Oe）

Hy（CDOE） = 46. 17［25（0. 5688 - 0. 5587）+ 15（1. 2838 -

1. 2389）+ 5 × 1. 1951］

= 46. 17 × 6. 9015 = 318. 6（Oe）

Hy（ABCD） = Hy（ABEO） - Hy（CDOE） = 1097 - 318. 6

= 778. 4（Oe）

A、A'柱总场强为

Hy（A+ A'） = 778. 4 × 2 × 2 = 3113. 6（Oe）

（2）柱体 B在 O点的场强

柱体 B的断面为 KJLM，其面积 SKJLM = SOILN - SOIJQ - S0FMN +

SOFKQ这些断面的柱体尺寸如下：

SOILN： SOIJQ： SOFMN： SOFKQ：

x（OI） = 40 cm x（OI） = 40 cm x（OF） = 10 cm x（OF） = 10 cm

y（ON） = 48 cm y（OQ） = 15 cm y（ON） = 48 cm y（OQ） = 15 cm

z = 20 cm z = 20 cm z = 20 cm z = 20 cm

将这些值分别代入式（5 - 46），则

Hy（OILN） = 46. 17 20 arcsinh
48
20

- arcsinh
48

（402 + 202）[ ]{ 1
2

+

48 arcsinh
20
48

- arcsinh
20

（402 + 482）[ ]1
2

+

40arctanh
48 × 20

40（402 + 482 + 202） }1
2

= 46. 17［20（1. 6094 - 0. 9322）+

48（0. 4054 - 0. 3148）+ 40 × 0. 3507］

= 46. 17 × 31. 92 = 1473. 7（Oe）

Hy（OIJQ） = 46. 17 20 arcsinh
15
20

- arcsinh
15

（402 + 202）[ ]{ 1
2

+
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15 acsinh
20
15

- arcsinh
20

（402 + 152）[ ]1
2

+

40arctanh
15 × 20

40（402 + 152 + 202） }1
2

= 46. 17［20（0. 6931 - 0. 3265）+

15（1. 0986 - 0. 4526）+ 40 × 0. 1576］

= 46. 17 × 23. 326 = 1077（Oe）

Hy（OFMN） = 46. 17 20 arcsinh
48
20

- arcsinh
48

（102 + 202）[ ]{ 1
2

+

48 arcsinh
20
48

- arcsinh
20

（102 + 482）[ ]1
2

+

10arctanh
48 × 20

10（102 + 482 + 202） }1
2

= 46. 17［20（1. 6094 - 1. 5073）+

48（0. 4054 - 0. 3974）+ 10 × 1. 0667］

= 46. 17 × 13. 093 = 605（Oe）

Hy（OFKQ） = 46. 17 20 arcsinh
15
20

- arcsinh
15

（102 + 202）[ ]{ 1
2

+

15 arcsinh
20
15

- arcsinh
20

（102 + 152）[ ]1
2

+

10arctanh
15 × 20

10（102 + 152 + 202） }1
2

= 46. 17［20（0. 6931 - 0. 6286）+

15（1. 0986 - 0. 9566）+ 10 × 0. 8393］

= 46. 17 × 11. 813 = 546（Oe）

Hy（XJLM） = Hy（OILN） - Hy（OIJQ） - Hy（OFMN） + Hy（OFKQ）

= 1473. 7 - 1077 - 605 + 546 = 338（Oe）

B、B'柱体在 O点总场强为
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Hy（B + B'） = 338 × 2 × 2 = 1352（O）e

（3）鞍形线圈总场强

Hy = 2（Hy（A+ A'） + Hy（B + B'））= 2（3114 + 1352）

= 8932（Oe）

线圈铠装后再加上磁极头，场强可提高 1 ～ 1. 4 倍。
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第 6 章

磁介质的磁场特性

在湿式强磁场磁选机和高梯度磁选机中常用的磁介质有齿

板、球、棒、钢板网及钢毛。本章主要介绍球、棒和钢毛的磁场

特性，钢板网的磁场特性与钢毛或棒有相似之处，不另作叙述。

6. 1 球形磁介质的磁场特性

将一半径为 r0 的球介质置于场强为 H0 的均匀磁场中

（图 6 - 1）。球形磁介质周围的磁场特性，可通过下述方法

进行确定。

采用球坐标，设球介质内的磁导率为 μ
1
，球介质外的磁导率

亦即空气的磁导率为 μ
2
（即 μ

0
），Ф1、Ф2 分别表示球内外的磁位

函数。因为球内外是无源无旋场，所以，它们都应满足拉普拉斯

方程：

2Ф = 0 （6 - 1）

将式（6 - 1）按球坐标展开，得

2Ф =
1
r2


r2（r2 Ф

r
）+

1
r2 sinθ


θ
（sinθ Фθ
）

+
1

r2 sin2θ
2Ф
ф2 = 0 （6 - 2）

此式的详细推导过程见附录 2。
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图 6 - 1

采用分离变量法求解上式，令 Ф = f（r）g（θ）h（ф）并代入
（6 - 2）式经整理后得

sin2θ
f


r
（r2 f

r
）+

sinθ
g


θ
（sinθ g

θ
）+

1
h

2 h
2 = 0 （6 - 3）

式（6 - 3）的前两项是 r 和 θ 的函数，最后一项只是  的函
数，因此，最后一项必为常数，可以令其等于 - n2，即

1
h

2 h
2 = - n2 （6 - 4）

式（6 - 4）为简谐运动的微分方程形式，其解为正弦函数或余

弦函数，其通解为

h = Ancosn + Bnsinn （6 - 5）

由于磁位 Ф具有单值性，必然要求 Ф（ + 2nπ）= Ф（），故
n为整数。

用 - n2
代替式（6 - 3）中最后一项并以 sin2θ去除各项，得

1
f


r
（r2 f

r
）+

1
gsinθ


θ
（sinθ g

θ
）-

n2

sin2θ
= 0 （6 - 6）
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第一项是 r的函数，其余两项是 θ函数，故有
1
f


r
（r2 f

r
）= -

1
gsinθ


θ
（sinθ g

θ
）+

n2

sin2θ
= λ （6 - 7）

λ为分离常数。式（6 - 7）可分离为两个常微分方程，即

d
dr
（r2 df

dr
）= λf （6 - 8）

1
gsinθ

d
dθ
（sinθ dg

dθ
）-

n2

sin2θ
= - λ （6 - 9）

引入一个新自变量 x = cosθ。因而 - 1≤x≤1（0≤θ≤π），则
d
dθ

=
d
dx

dx
dθ

= - sinθ d
dx

将
d
dθ代入式
（6 - 9），可得

1
gsinθ
（ - sinθ）d

dx
［sinθ（ - sinθ））dg

dx
］-

n2

sin2θ
= - λ （6 - 10）

1
g

d
dx
［（1 - x2）

dg
dx
］-

n2

1 - x2 = - λ （6 - 11）

d
dx
（1 - x2）

dg
dx

+（λ -
n2

1 - x2）g = 0 （6 - 12）

当 n = 0 时，即当场不依赖于坐标 ф时，式（6 - 12）变为

d
dx
（1 - x2）

dg
dx

+ λg = 0 （6 - 13）

式（6 - 13）即是勒让德方程，它具有幂级数解。

若令分离常数 λ = m（m + 1），m = 0，1，2，⋯

则在适当选择头两项系数时，幂级数成为一个 m 次多项

式，称为勒让德多项式，记作 P m（x）。当 m为偶数时，勒让德

多项式只有偶次项；而当 m为奇数时，只有奇次项，且当 x = 1

时，P m（1）= 1。

若 λ瓪m（m + 1），则勒让德方程在区间 - 1≤x≤1 没有有界
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解，而当 λ = m（m + 1）时，函数 CP m（x）为在区间 - 1≤x≤1 上的

唯一有界解，其中 C是常数

对于任意 m，P m（x）可用下式计算

P m（x）=
1

2mm！
dm

dxm（x2 - 1）m （6 - 14）

现求 f（r）的解，由式（6 - 8）得

d
dr
（r2 df

dr
）= m（m + 1）f （6 - 15）

以 f = rm
及 f = r -（m + 1）

代入上式，方程都得到满足，故 f的一

般解为

f = Amrm + Bmr -（m + 1） （6 - 16）

当 n = 0 时，即场不依赖于坐标 ф 时，磁位的解具有下列
形式

Ф = Σ
�

m = 0
（Amrm + Bmr - m - 1）P m（cosθ） （6 - 17）

设外加场方向和极轴相合，则其磁位函数为

Ф0 = - H0 rcosθ （6 - 18）

因场与坐标 ф 无关，故磁位函数具有式（6 - 17）的形式，其

边界条件及磁介质分界面条件如下：

1° r = 0，Ф
r

= 0，即必须在 r = 0 点处保持 Ф1 为有限值；

2° r→∝，Ф2 = Ф0 = - H0 rcosθ，即 r→∝时，球介质的影响完
全消失，恢复原来的均匀场；

3° 在分界面处（球表面）

Ф1 r = r0
= Ф2 r = r0

（6 - 19）

且 - μ1

Ф1

r r = r0

= - μ2

Ф2

r r = r0

（6 - 20）

-
1
r

Ф1

θ r = r0

= -
1
r

Ф2

θ r = r0

（6 - 21）
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因此，磁位 Ф1、Ф2 的一般形式为

Ф1 = Σ
�

m = 0
（Amrm + Bmr - m - 1）P m（cosθ） （6 - 22）

Ф2 = Σ
�

m = 0
（Amrm + Bmr - m - 1）P m（cosθ） （6 - 23）

由边界条件 2°，r→� 时，

Ф2 = Σ
�

m = 0
（Amrm + Bmr - m - 1）P m（cosθ）= - H0 rcosθ

= - H0 rP1（cosθ） （6 - 24）

上式等号右边只有 cosθ 项，即 P1（cosθ），等号左边必是 m =

1，且 A1 = - H0，所以

Ф2 =（ - H0 r + B1 r - 2）cosθ （6 - 25）

由边界条件 3°，r = r0 时，Ф1 = Ф2，所以式（6 - 22）Ф1 的解

中也应 m = 1，则

Ф1 =（A1 r + B1 r - 2）cosθ （6 - 26）

由条件 1°，应有 B1 = 0，否则 r = 0 时，Ф1 不是有限值，所以

Ф1 = A1 rcosθ （6 - 27）

将式（6 - 25）、式（6 - 26）的 Ф2 和 Ф1 代入式（6 - 19）和式

（6 - 20）得：

A1 r0 cosθ =（ - H0 r0 + B1 r0
- 2）cosθ

A1 r0 = - H0 r0 + B1 r - 2 （6 - 28）

μ1 A1 cosθ = μ2（ - H0 -
2B1

r3
0

）cosθ （6 - 29）

由式（6 - 28）、式（6 - 29）联立解得

A1 =
- 3μ2

μ1 + 2μ2

H0

B1 =
μ1 - μ2

μ1 + 2μ2

H0 r3
0

所以
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Ф1 = -
3μ2

μ1 + 2μ2

H0 rcosθ （6 - 30）

Ф2 = - H0 rcosθ +
μ1 - μ2

μ1 + 2μ2

r3
0

r2 H0 cosθ （6 - 31）

球外磁场强度为

H2 = H2rr° + H2θθ° （6 - 32）

H2r = -
Ф2

r
= H0 cosθ +

2（μ2 - μ2）

μ1 + 2μ2

r3
0

r3 H0 cosθ （6 - 33）

H2θ = -
1
r

Ф2

θ
= - H0 sinθ +

μ1 - μ2

μ1 + 2μ2

r3
0

r3 H0 sinθ （6 - 34）

当 θ = 0，r = r0，μ1μ2 时，

H2 =［1 +
2（μ1 - μ2）

μ1 + 2μ2

］H0≈3H0 （6 - 35）

球内磁场强度为

H1 = H1rr° + H1θθ°

H1r = -
Ф1

r
=

3μ2

μ1 + 2μ2

H0 cosθ （6 - 36）

H1θ = -
1
r

Ф1

θ
= -

3μ2

μ1 + 2μ2

H0 sinθ （6 - 37）

H1 =
3μ2

μ1 + 2μ2

H0 cosθr° -
3μ2

μ1 + 2μ2

H0 sinθθ° （6 - 38）

当 θ = 0 时，

H1 =
3μ2

μ1 + 2μ2

H0 （6 - 39）

由式（6 - 39）知，球内场强是均匀的，且比背景场强小，球内

的磁感应强度 B1 为

B1 = μ1 H1 = μ0（H1 + M） （6 - 40）

式中 M———球的磁化强度。
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M =
μ1 H1 - μ0 H1

μ0

=
μ1 - μ0

μ0

H1 =
μ1 - μ0

μ0

·
3μ2

μ1 + 2μ2

H0

（6 - 41）

令 μ2 = μ0，则

M = 3
μ1 - μ0

μ1 + 2μ0

H0≈3H0 （6 - 42）

式（6 - 42）表示球内磁化强度与磁化场强 H0 的关系。当式

（6 - 33）、（6 - 34）中的 θ = 0 时，由于 H2θ = 0，所以在 z 轴

（图 6 - 1）上 r > r0 处各点的场强为

H2 = H0 +
2（μ1 - μ2）

μ1 + 2μ2

r3
0

r3 H0 （6 - 43）

将式（6 - 42）代入式（6 - 43），同时由于 μ1μ2，所以

H2 = H0 +
2Mr3

0

3r3 （6 - 44）

由式（6 - 44）知，球介质外场强与外加磁场的场强 H0、球体

的磁化强度 M和尺寸 r0 以及与球心的距离 r等因素有关。

6. 2 圆柱形磁介质的磁场特性

将一横截面的半径为 r0 的长直圆柱体置于场强为 H0 的均匀

磁场中（图 6 - 2），由于其轴向长度远大于横截面的半径，因而对

其中间区段的磁场进行分析时，可忽略其两端的边缘效应，而理

想化为两维场。

设圆柱内外介质的磁导率为 μ1 和 μ2（即空气的磁导率 μ0）并

以 Ф1 和 Ф2 分别表示圆柱体内外的磁位函数，由于是无源无旋

场，所以它们都应满足拉普拉斯方程，即

2Ф = 0 （6 - 45）

由于圆柱内外磁场的分布是圆柱对称的，故采用圆柱坐标系，
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图 6 - 2

设坐标原点位于圆柱的中心且外加磁场强度的方向与 x轴同向。

由于 Ф1 和 Ф2 一般解的形式相同，故可先研究
2Ф = 0 的一

般解。

按圆柱坐标系将2Ф = 0 展开，得

2Ф =
1
r


r
（r Ф

r
）+

1
r2

2Ф
α2 = 0 （6 - 46）

上式的详细推导过程见附录 3。

令

Ф（r·α）= R（r）Q（α） （6 - 47）

将式（6 - 47）代入式（6 - 46），得

Q
r

d
dr
（r

dR
dr
）+

R
r2

d2 Q
dα2 = 0 （6 - 48）

式（6 - 48）两边乘以 r2
并除以 RQ，移项后为

r
R

d
dr
（r

dR
dr
）= -

1
Q

d2 Q
da2 （6 - 49）

式（6 - 49）的右边部分与 r 无关，左边部分与 α 无关，可见
欲使等式（6 - 49）成立，两边应恒等于一个常数，即分离常数。

由于场中位函数具有单值性的特征，必然要求 Ф（r，α）= Φ（r，

α + 2kπ）（k为整数）。为此，分离常数应选择为正数，令为 n2；
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若分离常数取 - n2，则

d2 Q
dα2 - n2 Q = 0

Q解将为指数函数，不满足 Φ（r，α）=Φ（r，α + 2kπ）的条件。
分离常数为 n2

时，原偏微分方程可转换为下列两个常微分方程：

r
R

d
dr
（r

dR
dr
）= n2 （6 - 50）

d2 Q
dα2 + n2 Q = 0 （6 - 51）

式（6 - 51）为简谐运动的微分方程形式，其解为

Q = acosnα + bsinnα （6 - 52）

由于场的分布对 x轴对称，故有 Φ（r，α）= Φ（r， - α），这
意味着 Q（α）应是偶数，即必须 b = 0，故

Q = acosnα （6 - 53）

根据场的对称性知，垂直轴是等位线，设该轴为磁位参考点

（零磁位线），即 Φ（r，± π
2
）= 0。

由式（6 - 53）可知，必有 n = 1，n瓪1，与假定垂直轴是零位

线矛盾；如 n = 2，则 Q = acos（2 × 90°）= acos180° = - a，Q瓪0，

Φ瓪0，所以必 n = 1 才行。

将式（6 - 50）加以整理，并 n = 1，可得

r2 d2 R
dr2 + r

dR
dr

- R = 0 （6 - 54）

此系欧拉型方程，其通解为

R = Cr +
d
r

（6 - 55）

所以待求位函数解的一般形式为

Φ = RQ = acosα（Cr +
d
r
） （6 - 56）
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圆柱内外位函数 Φ1 和 Φ2 解的一般形式都和式（6 - 56）相

同，但其中待定常数却取决于它们所在场域内给定的边值和两种

介质分界面上的边界条件，故应分别写出，即

Φ1 =（Ar +
B
r
）cosα r≤r0 （6 - 57）

Φ2 =（Cr +
D
r
）cosα r≥r0 （6 - 58）

为了确定式（6 - 57）和式（6 - 58）中的待定常数，将磁位参

考点给定的边值和两种分界面上的边界条件分述如下。

1. 磁位参考点

如前所述，已取垂直的 y轴为磁位参考点。

令 r = 0 处，Φ1 = 0 （6 - 59）

2. 无限远处的边界条件

当 r→∝时，由于介质圆柱产生的影响应当消失，故无限远
处的磁位 Φ2 应与由外磁场 H0 引起的磁位 Φ0 一致，即

Φ2 = Φ0 = - H0 X = - H0 rcosα （6 - 60）

3. 两种介质分界面上的边界条件

当 r = r0 时，H1t = H2t，B1n = B2n，即

Φ1 r = r0
= Φ2 r = r0

（6 - 61）

-
1
r

Φ1

α r = r0

= -
1
r

Φ2

α r = r0

（6 - 62）

- μ1

Φ1

r r = r0

= - μ2

Φ2

r r = r0

（6 - 63）

将式（6 - 59）代入式（6 - 57），可得 B = 0，将式（6 - 60）代入

式（6 - 58）可得

lim
r→∝
（ - H0 rcosα）= lim

r→∝
［（Cr +

D
r
）cosα］

= lim
r→∝
（Crcosα）
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因此有 c = - H0，从而式（6 - 57）、式（6 - 58）分别为：

Φ1 = Arcosα （6 - 64）

Φ2 =（ - H0 r +
D
r
）cosα （6 - 65）

由以上两式再应用式（6 - 61）提供的边界条件，可得

Ar0 cosα =（ - H0 r0 +
D
r0

）cosα

比较等号两边的系数，可得

Ar0 = - H0 r0 +
D
r0

（6 - 66）

对式（6 - 64）、式（6 - 65），应用式（6 - 63），可得

μ1 Acosα = μ2（ - H0 -
D
r2

0

）cosα

μ1 A= - μ2 H0 -
μ2 D

r2
0

（6 - 67）

联立求解方程式（6 - 66）和式（6 - 67），得

A= -
2μ2

μ1 + μ2

H0

D =
μ1 - μ2

μ1 + μ2

r2
0 H0

故有

Φ1 = -
2μ2

μ1 + μ2

H0 rcosα r≤r0 （6 - 68）

Φ2 = -（1 -
μ1 - μ2

μ1 + μ2

·
r2

0

r2 H0 rcosα） r≥r0 （6 - 69）

由式（6 - 68），圆柱内部的磁位亦可写成

Φ1 =
2μ2

μ1 + μ2

H0 X （6 - 70）

圆柱内部的磁场强度为
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H = - Φ1 = -
Φ1

x
i = Hxi =

2μ2

μ1 + μ2

H0 i （6 - 71）

由式（6 - 69），圆柱外部的磁场强度为

H2 = - Φ2 = -
Φ2

r
r0 -

1
r

Φ2

α α0 = H2 r + H2 α

H2r = -
Φ2

r
= H0 cosα +

μ1 - μ2

μ1 + μ2

·
r2

0

r2 H0 cosα

=（1 +
μ1 - μ2

μ1 + μ2

r2
0

r2）H0 cosα （6 - 72）

H2α = -
1
r

Φ2

α
= -（1 -

μ1 - μ2

μ1 + μ2

·
r2

0

r2）H0 sinα

H2 = =（1 +
μ1 - μ2

μ1 + μ2

·
r2

0

r2）H0 cosαr0 -（1 -
μ1 - μ2

μ1 + μ2

·
r2

0

r2）H0 sinα°

（6 - 73）

由式（6 - 73），在 α = 0，r > r0，μ1μ2 时，沿 x轴各点的场

强为

H2 =（1 +
μ1 - μ2

μ1 + μ2

·
r2

0

r2）H0 =（1 +
r2

0

r2）H0 （6 - 74）

设介质被磁化到饱和时的磁场强度为 Hs，当 H0 < Hs 时，则

介质周围的场强如式（6 - 74）所示；当 H0 > Hs 时，由于磁介质已

被磁化到饱和，它对外磁场的影响不再随 H0 的增加而增加，所

以此时介质周围的场强为

H2 = H0 + Hs

r2
0

r2 （6 - 75）

磁介质作用于磁性颗粒上的磁力在 H0 < Hs 时为

F m = KVH2 gradH2 = - 2KVH0（1 +
r2

0

r2）H0

r2
0

r3 （6 - 76）

式中 V———磁性颗粒体积，对于球形颗粒，V=
4
3
πb3，
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其中 b为颗粒半径；

K———磁性颗粒的磁化率。

F m = -
8πb3

3
KH2

0 1 +
r2

0

（r0 + b）[ ]2

r2
0

（r0 + b）3

= -
8πb3

3
KH2

0 1 +
（r0 /b）2

（r0 /b + 1）[ ]2

（r0 /b）2·1 /b

（r0 /b + 1）3 （6 - 77）

令 r0 /b = k，b = 1，代入上式得

F m = -
8π
3

KH2
0 1 +

k2

（k + 1）[ ]2
k2

（k + 1）3 （6 - 78）

上式等号右端的负号表示磁力与颗粒和介质距离方向相反。

为了求最大磁力，取 F m 对 k的一阶导数并等于零，即

dF m

dk
= 0，2k3 - 4k2 - 3k - 2 = 0 （6 - 79）

解得 k = 2. 69，可见介质直径与颗粒直径之比为 2. 69 时，颗

粒所受磁力最大。这就是所谓梯度匹配，即在这个比值范围内磁

力最大。

当 H0 > Hs 时，同样令 k = r0 /b，b = 1，则

F m = -
8π
3

b3 K［H0 + Hs

r2
0

（r0 + b）2］Hs

r2
0

（r0 + b）3

= -
8π
3

b3 K［H0 + Hs

（r0 /b）2

（r0 /b + 1）2］Hs

（r0 /b）2·1 /b

（r0 /b + 1）3

= -
8π
3

K［H0 + Hs
k2

（k + 1）2］Hs
k2

（k + 1）3 （6 - 80）

取 F m 对 K的一阶导数并等于零，则

H0

Hs

（2 - k）（k + 1）2 +（4k2 - k3）= 0 （6 - 81）

当 H0 /Hs = 1，k = 2. 69 时，F m 有极大值；

当 H0 /Hs = 1. 5，k = 2. 47 时，F m 有极大值；

011 磁选理论



当 H0 /Hs = 2. 0，k = 2. 32 时，F m 有极大值；

由式（6 - 77）、式（6 - 80）看出，磁力 F m 与背景场强 H0 的关

系为

H0 < Hs 时，F m∝H2
0

H0 > Hs 时，F m∝H1
0

上述关系说明，当介质未达磁饱和时，磁力与背景场强的平

方成比例；当介质达磁饱和后，磁力与背景场强的一次方成比

例，试验证实了这一结论。

6. 3 矩形磁介质的磁场特性

圆柱形磁介质周围的磁场分布的解析式可按电磁场边值问题

的解法导出，如式（6 - 74）和式（6 - 75）所示；对于矩形介质难以

得出解析式，只能用数值计算法确定磁介质周围的磁场分布。

由于矩形介质周围是无源无旋场，故场域内各点的向量磁位

函数 A应满足拉普拉斯方程，即2 A= 0，由于磁介质轴向线度较

大，可以忽略端部效应，并按二维场进行分析，此时的拉普拉斯

方程为

2 A
x2 + 2 A

y2 = 0

介质周围的磁感强度 B与向量磁位 A的关系已如前述为 B =

 × A。

利用此式即可求出介质周围的磁场分布。

问题在于拉氏方程是二阶偏微分方程，很难用一般方法求

解，而有限差分法则是求解偏微分方程的一种基本方法。下面主

要介绍有限差分法的实质及其在确定介质周围磁场分布上的

应用。

有限差分法的实质是：将连续场域离散化成有限个点（见图
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6 - 3），用各离散点上函数的差商近似代替该点的偏导数，将要

求解的边值问题转化为一组相应的差分方程的问题，然后根据差

分方程组（线性代数方程组）解出各离散点上的待求函数值，便得

所求边值问题数值解。所谓边值问题是指满足给定边值的拉普拉

斯型或泊松型的偏微分方程将有唯一的解，故各种位函数描写的

场的求解常称为边值问题。

图 6 - 3 场域网络剖分

为了进行有限差分法运算，需确定边界条件和边值。

首先取定边界（图 6 - 3，ABCD）。边界应足够大，使磁化后

的磁介质对边界及其以外区域的影响可以忽略，即磁场接近背景

磁场 B0。

根据 B = Bxi + By j =  × A得

Bx =
Az

y
-
Ay

z
= A
y

（6 - 82）

By =
Ax

z
-
Az

x
= - A

x
（6 - 83）
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在 B向量场中，场向量线的微分方程为

dx
Bx

=
dy
By

=
dz
Bz

（6 - 84）

二维场时，

dx
Bx

=
dy
By

（6 - 85）

将式（6 - 82）、式（6 - 83）代入式（6 - 85），得

A
x

dx + A
y

dy = 0 （6 - 86）

或

dA= 0 （6 - 87）

对式（6 - 87）积分，则

A=定值 （6 - 88）

上式说明，等向量磁位线即是磁感强度线。

下面确定边界位函数值，即给定边值。

由于磁位只具有相对意义，故可设

A DA = 0

A CB = 100

根据式（6 - 83）

A CB = - ByX = - B0 X = - B0 AB （6 - 89）

故 B0 的绝对值为

B0 =
100
AB

（6 - 90）

式中 AB———AB线段长度。

在边界 AB和 CD上，仍依式（6 - 83），则

A AB = A CD =
100
AB

x （6 - 91）

对于图 6 - 3 中的矩形介质 abcd，由于其轴向线度远大于其

横截面上的线度，当介质按轴向垂直于磁场方向置于磁场中并只
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研究其中间区段的磁场特性时，可忽略其两端的边缘效应而只对

两维场进行研究。

在介质 abcd的周围取定足够大的场域 ABCD并按正交网格

剖分，形成有限个节点，节点步距为 h，介质界面线 abcd 及周界

ABCD均与节点重合。每一节点 0 对于与其直接相邻的节点（如

1、2、3、4 各点）都具有相同的特征，于是 1、2、3、4 各点的向量

磁位可应用二元函数的泰勒级数，通过 0 点的向量磁位 A0 展开，

可表达为

A1 = A0 + h（A
x
）0 +

1
2！

h2（
2 A
x2）0 +

1
3！

h3（
3 A
x3）0 +

1
4！

h4（
4 A
x4）0 +⋯ （6 - 92）

A2 = A0 + h（A
y
）0 +

1
2！

h2（
2 A
y2）0 +

1
3！

h3（
3 A
y3）0 +

1
4！

h4（
4 A
y4）0 +⋯ （6 - 93）

A3 = A0 - h（A
x
）0 +

1
2！

h2（
2 A
x2）0 -

1
3！

h3（
3 A
x3）0 +

1
4！

h4（
4 A
x4）0 +⋯ （6 - 94）

A4 = A0 - h（A
y
）0 +

1
2！

h2（
2 A
y2）0 -

1
3！

h3（
3 A
y3）0 +

1
4！

h4（
4 A
y4）0 +⋯ （6 - 95）

式（6 - 92）减去式（6 - 94），由于步距 h 很小（取 h = 10 - 3

cm），故可忽略 h的三次项和更高次项，便得

（
A
x
）0≈

A1 - A3

2h
（6 - 96）

将式（6 - 92）与式（6 - 94）相加，并忽略 h 的四次项与更高
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次项，则得

（
2 A
x2）0≈

A1 - 2A0 + A3

h2 （6 - 97）

同理，式（6 - 93）与（6 - 95）相减和相加，则得

（
A
y
）0≈

A2 - A4

2h
（6 - 98）

（
2 A
y2）0≈

A2 - 2A0 + A4

h2 （6 - 99）

式（6 - 96）～式（6 - 99）是向量磁位函数 A0 沿 x和 y方向的

一阶、二阶偏导数的差分表达式，用差商代替了微商。

将式（6 - 97）和式（6 - 99）代入两维场的拉氏方程中，即可

得两维场中拉普拉斯方程的差分表达式：

A1 + A2 + A3 + A4 - 4A0 = 0 （6 - 100）

依式（6 - 100）可列出场域中任一节点（abcd 界面上的节点除

外）上的向量磁位与其相邻四点上的向量磁位间的差分方程为

A（x + h，y） + A（x，y + h） + A（x - h，y） + A（x，y - h） - 4A（x，y） = 0

（6 - 101）

这表明由拉普拉斯方程所描述的两维场内任何一个对称星形

的函数值与相邻四点的函数值之间的关系都应满足上式。

所有内点的差分方程确定了一个联立的线性代数方程组，未

知数的个数等于内点数，即方程数。解这一联立方程组便可求得

各内点的向量磁位函数值，而这些解也就是所求边值问题的数

值解。

为了求解给定的边值问题，除了对场域内的偏数分方程进行

上述的差分离散化外，还必须对边界条件进行离散化处理。首先

确定两种媒质分界线上的边界条件。

abcd系铁磁质与空气两种媒质的分界线，设铁磁质的磁导率

为 μb，空气的磁导率为 μa，由分界面上磁场强度的切向分量连
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续，可得

1
μb

（
Ab

n
）=

1
μa

（
Aa

n
） （6 - 102）

由分界面上磁感强度法线分量连续，可得

Ab = Aa （6 - 103）

我们所研究的问题的磁介质边界与网格节点重合，如图 6 - 4

所示，网格节点位于磁导率分别为 μa 和 μb 的两种不同介质的分

界面上，用 Aa 和 Ab 分别表示媒质中的向量磁位。

图 6 - 4 边界离散化

下面介绍磁介质边界离散化处理的方法。

若将磁导率为 μb 的介质换成 μa 的介质，则对于 0 点，根据

式（6 - 100），由类比关系可得

Aa1
+ Aa2

+ Aa3
+ Aa4

- 4Aa0
= 0 （6 - 104）

同理，若将磁导率为 μa 的介质换成 μb 的介质，对于 0点可得

Ab1
+ Ab2

+ Ab3
+ Ab4

- 4Ab0
= 0 （6 - 105）

实际上 Aa1
、Ab3
并不存在，只是为了导出边界点差分方程的

需要而引入的虚设磁位，应当从上两式中利用分界面上的边界条

件将它们消去。
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首先，由分界面上磁感强度的法线分量连续可得

Aa0
= Ab0

= A0，Aa2
= Ab2

= A2，Aa4
= Ab4

= A4 （6 - 106）

其次，由分界面上磁场强度的切线分量连续，可是

1
μa

（
Aa

n
）=

1
μa

（
Ab

n
）

以差分形式表示，即为

1
μa

（Aa1
- Aa3
）=

1
μb

（Ab1
- Ab3
） （6 - 107）

用 μb 乘式（6 - 104）得

μbAa1
+ μbAa2

+ μbAa3
+ μbAa4

- 4μbAa0
= 0

将 μa 乘以式（6 - 105）得

μa Ab1
+ μa Ab2

+ μa Ab3
+ μa Ab4

- 4μa Ab0
= 0

将上两式相加，并利用式（6 - 106），则

μbAa1
+ μa Ab3

+ μa Ab1
+ μbAa3

+（μa + μb）A2

+（μa + μb）A4 - 4（μa + μb）A0 = 0

利用式（6 - 107），则上式变为

2（μa Ab1
）+（μa + μb）A2 + 2μbAa3

+（μa + μb）A4 -

4（μa + μb）A0 = 0

所以

A0 =
1
4
（

2μa

μa + μb

Ab1
+ A2 +

2μa

μa + μb

Aa3
+ A4）

令 K =
μb

μa

，则

A0 =
1
4
（

2
1 + K

Ab1
+ A2 +

2K
1 + K

Aa3
+ A4） （6 - 108）

对于铁磁质，可以认为 μb→∝，由式（6 - 108）得

A0 =
1
4
（2A3 + A2 + A4） （6 - 109）
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式中 A3 = Aa3

通过引入虚设磁位，求得介质界面上诸节点（a、b、c、d四点

除外）的差分表达式为

A
ab

=
1
4
（2A4 + A1 + A3） （6 - 110）

A
bc

=
1
4
（2A1 + A2 + A4） （6 - 111）

A
cd

=
1
4
（2A2 + A1 + A3） （6 - 112）

A
da

=
1
4
（2A3 + A2 + A4） （6 - 113）

图 6 - 5 确立角点差分方程图

下面进一步分析如图 6 - 5 所示的介质分界面顶点 0 所应满

足的差分方程。现将真实边界看作如下两种边界的平均状态：一

是将磁导率为 μa 的介质换成磁导率为 μb 的介质，即设想边界消

失，整个场域全属 μb 介质；二是假设边界位于网格对角线 AA'

上，即 μa 介质处于 AA'的左下方，而 μb 介质处于它的右上方。这
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样，对于第一种边界情况，由式（6 - 100），经类比可得关于顶点

0 的差分方程为

Ab1
+ Ab2

+ Ab3
+ Ab4

- 4A0 = 0 （6 - 114）

对于第二种边界情况，首先引入辅助节点 P、Q、R、S，利用

线性插值法得 P、Q、R、S点的向量磁位为

AaQ
=

1
2
（Aa3

+ Aa4
）， AaR

=
1
2
（Ab2

+ Ab3
）

AbP
=

1
2
（Ab1

+ Ab2
）， AbS

=
1
2
（Ab1

+ Aa4
）

然后根据类似于式（6 - 108）的推导过程，得关于顶点 0 的差

分方程为

Ab1
+ Ab2

+ K（Aa3
+ Aa4
）- 2（1 + K）A0 = 0 （6 - 115）

式中 K =
μb

μa

。

式（6 - 115）的详细推导过程见附录 4。

式（6 - 114）加式（6 - 115）并利用下述边界条件

Aa3
= Ab3

= A3，Aa4
= Ab4

= A4

得角点 0 所应满足的差分方程为

Ab1
+ Ab2

+
1
2
（1 + K）（A3 + A4）-（3 + K）A0 = 0 （6 - 116）

当 μa→∝时，K = 0，得

A0 =
1
6
（2Ab1

+ 2Ab2
+ A3 + A4） （6 - 117）

通过上述方法得 a、b、c、d四个角点的差分方程为

Aa =
1
6
（2A3 + 2A4 + A1 + A2） （6 - 118）

Ab =
1
6
（2A1 + 2A4 + A3 + A2） （6 - 119）

Ac =
1
6
（2A1 + 2A2 + A3 + A4） （6 - 120）
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Ad =
1
6
（2A2 + 2A3 + A1 + A4） （6 - 121）

将式（6 - 100）、式（6 - 110）～式（6 - 113）、式（6 - 118）～
式（6 - 121）所表示的九种差分方程变换为迭代方程，建立所论场

域内数值解的数学模型，用电子计算机解此数学模型即可得出各

节点的向量磁位值。再利用下式确定各节点的磁感强度。

B = MA  × A= MA（
A
y

i - A
x

j） （6 - 122）

对式（6 - 122）进行差分离散处理后，某内点（i、j）处的 B为

B（i、j）= MA［
A（i，j + 1）- A（i，j - 1）

2h
i -

A（i + 1，j）- A（i_1，j）

2h
j］

（6 - 123）

式中 MA是向量磁位函数的标度，它定义为向量磁位函数的

实际值与相对值的比值。

MA =
B0 × AB

100

当各节点的向量磁位的数值求出后，可利用式（6 - 122）、

式（6 - 123）及 MA值求出在一定的磁化磁场 B0 下各节点上相应

的 Bx、By 和 B值。

图 6 - 6 表示截面积为 150 × 50 μm的钢毛周围二分之一场域

磁感强度 B值的分布。

由图中数据可知，钢毛角点上 B值最大，介质垂直于 B0 的

宽度边的区域，B值较大，是磁性颗粒的有效捕集区。

图 6 - 7 表示矩形介质角点上的 B 值与介质截面长宽比

（L/W）的关系。角点上的 B 值与介质截面的长宽比（L/W > 1

时）近似线性关系。L/W值越大、B值越大。当 B0 一定时，欲得

到较大的磁捕集力，需采用 L/W值大的介质。

在背景场强 B0 方向（即 y方向）上距各种 L/W介质端面不同
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图 6 - 6 150 × 50 μm 钢毛周围 B（Gs）值分布图

（i = 59 ～ 68，j = 51 ～ 68 部分）

距离处的磁场磁力 By

dBy

dy
（取图 6 - 6 网格线 i = 62 上各点的

By

dBy

dy
为代表）示于图 6 - 8。

随着离介质表面距离的增大，磁场磁力先是急剧下降，而后

缓慢下降。介质长宽比越大，相应点的磁场磁力越大，长宽比为

7 的介质表面的磁力是长宽比为 1 的 4. 7 倍。
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图 6 - 7 介质角点 B值

与 L /W的关系曲线

图 6 - 8 距各种 L /W介质

端面不同距离 y处的磁场磁力

长宽比为 3 而宽各不相同的介质的磁场磁力与距介质端面距

离的关系示于图 6 - 9。对于宽度小的介质，表面附近的磁场磁力

较大，但其作用深度较小。

具有相同截面积的四种介质的场强变化（介质形状效应）示

于图 6 - 10。由图中曲线看出，L/W > 3 的矩形介质周围的 By 值

均大于圆形介质相应点的 By 值，而且 By 的跌落较快，所以梯度

较大，因而能提供较大的磁力。经计算表明，L/W = 7 的介质表

面的磁力是圆形介质的 3. 2 倍。

对于多根介质，介质间互相影响，使介质周围的磁场特性发

生变化。图 6 - 11 表示两根介质在 B0 方向相距 1 μm时，其间

By

dBy

dy
的变化。由曲线看出，当 l = 100 μm时，介质表面的磁力
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图 6 - 9 距各种宽度的介质端面

不同距离 y处的磁场磁力 图 6 - 10 介质截面的形状效应

图 6 - 11 两根介质间的磁场磁力与距介质表面距离的关系
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较大，而在两根钢毛之间的区域磁力较小。当 l = 200 μm时，其

效应基本与单根介质相同，即介质间的相互影响已可忽略。l =

200 μm这一距离恰好是介质等值直径的两倍。这说明介质周围

的磁场约在其等值直径的距离处跌落到背景场强。

图 6 - 12 介质侧面间的“低磁场区”

Ⅰ - S = 300 μm Ⅱ - S = 1200 μm

当介质在垂直于 B0 方向作“一字”形排列时，设侧面间距为 s，

计算表明，s过小时，会在介质的侧面形成“低磁场区”。图 6 - 12

中，阴影Ⅰ表示图例中 S =300 μm时，OACD区域内各点的 B值域。

OA线上的 B值与阴影Ⅰ中的 O' A'相对应，OD和 AC上 B值的变化

由阴影Ⅰ中的曲线 a 和 b表示。由图中曲线看出，钢毛侧面为一低

磁场区，即低于 B0 的区域，尤以 DD'附近的磁场最低，阴影Ⅱ表示
S =1200 μm时，介质侧面区域各点的 B值域，图中曲线显示，在

AA'附近宽度约 600 μm的中间区域各点 B值均接近 B0 值。低磁场
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区的存在对颗粒的磁化是不利的，应设法提高低磁场区的场强。

6. 4 多边形磁介质的磁场特性

在 6. 3 节中，我们已经介绍了用有限差分法求矩柱形磁介质

磁场特性的方法，对于求解边界形状和不同介质分界面形状复杂

的边值问题，常用有限元法，它是以变分原理和剖分插值为基础

的一种数值计算法。

本节将利用有限元法来确定多边形磁介质的磁场特性。

6. 4. 1 场域和边界条件的确定

图 6 - 13 为八边形钢毛介质的截面，其任意两边的夹角为

135°，B0 为均匀的背景场强，同前节所述的矩柱形磁介质一样，

要求其轴向垂直于背景场强放置。由于其轴向线度也远远大于其

横截面方向的线度，因此在研究钢毛中间区段的磁场分布特性

时，同样可以忽略两端的边缘效应而把问题理想化为两维场。此

外，根据国内外学者的研究，在距钢毛表面等值直径处，磁场强

度便已接近背景场强，因此只要将场域取得足够大，使场域边界

上及以外区域的磁场强度等于背景场强，从而将无穷大非闭合区

域的问题理想化为有界的闭合区域的问题。

图 6 - 13 磁介质截面形状示意图
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图 6 - 14 所示即为所论平面的闭合区域。ABCD 为场域边

界，abcdefgh为场域内两种介质的分界面。

图 6 - 14 场域边界示意图

与确定圆柱形介质边界条件的方法相似，八边形介质的边界

条件为

A| DA = 0

A| CB = 100

A| DC = A| AB =
100
AB

X

A1 = A2

1
μ1

A1

n
=

1
μ2

A2


}

n

（在介质分界线上



























）

（6 - 124）

6. 4. 2 边值问题的变分离散

运用有限元法解边值问题的基本原理和步骤是：首先利用变

分原理把所求解的边值问题转化为相应的变分问题，即泛函极值

621 磁选理论



问题，然后利用剖分插值化变分问题为普通的多元函数极值问

题，从而获得待求边值问题的数值解。剖分插值是将所论场域剖

分为若干个三角元，在每一个三角元上以待求函数的节点值作为

待求函数的插值，并用此分片插值函数近似替代待求的函数，从

而把泛函化为依赖于这些未知节点值的普通函数，通常归结为一

个多元线性方程组，采用适当的代数方法，通过电子计算机运算

便可解得各节点上待求函数的数值解。

众所周知，在两维场中静磁场的能量密度为

W=
B2

2μ
=

1
2μ

A
( )x

2

+ A
( )y[ ]

2

（6 - 125）

由变分法可以推得与边界条件所对应的变分问题，即泛函极值问

题为

J（A） = 
D

1
2μ

A
( )x

2

+ A
( )y[ ]2

dxdy = 极小值

A| DA = 0

A| CB = 100

A| DC = A| AB =
100
AB



























X

（6 - 126）

可以看出，泛函 J（A）呈能量积分的形式，可以证明，边值问

题［式（6 - 124）］与变分问题［式（6 - 126）］等价。所谓等价就是

指边值问题［式（6 - 124）］的解一定使泛函［式（6 - 126）］达到极

小值；反之，使泛函［式（6 - 126）］达到极小值的磁位函数 A一定

是边值问题［式（6 - 126）］的解。从物理意义上说，当所论场域 D

（见图 6 - 15）中总磁场能量达到极小值时，磁位函数 A即满足拉

普拉斯方程。

边值问题转化为相应的变分问题后，便可进行剖分插值，将

变分问题再化为普通的多元函数极值问题。
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图 6 - 15 场域部分示意图

如图 6 - 15 所示，将所论

场域 D剖分为若干个互不重叠

的三角形单元，三角形两直角

边取 10 μm，场域 D 为边长

1000 μm 的正方形。选取三角

元的顶点作为节点；将所有节

点和三角元逐个按一定顺序编

号。节点和三角元均按照从下

至上，从左至右的顺序编号。

对任一三角元，其三顶点按逆

时针顺序编号为：i、j、m，三项点的坐标分别为 P i（xi，yi），P j

（xj，yj），P m（xm，ym），未知函数 A（x，y）在这三顶点的值分别为
Ai（xi，yi），Aj（xj，yj），Am（xm，ym）

在三角元 e上构造线性插值函数 A（x，y），以此替代该三角

元上的待求函数 A（x，y），该三角元 e上的插值函数是 x，y的线

性函数，即

A（x，y）= α1 + α2 x + α3 y （6 - 127）

设 A（x，y）在三角元 e的三顶点 P i，P j，P m 的值分别等于 Ai，Aj，

Am，即

α1 + α2 xi + α3 yi = Ai

α1 + α2 xj + α3 yj = Aj

α1 + α2 xm + α3 ym = A
{ }

m

（6 - 128）

解此线性方程组，可唯一确定 α1，α2，α3

α1 =
1

2Δ
（a iAi + a jAj + a mAm）

α2 =
1

2Δ
（biAi + bjAj + bmAm）

α3 =
1

2Δ
（ciAi + cjAj + cmAm）

（6 - 129）
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式中 a i = xiym - xmyi bi = yi - ym ci = xm - xj

a j = xmyi - xiym bj = ym - yi cj = xi - xm

a m = xiyj - xjyi bm = yi - yj cm = xj - xi

而 Δ =
1
2
（bicj - bjci）表示三角元 e的面积。

将式（6 - 129）代入式（6 - 127），整理后可得

A（x，y）=
1

2Δ
（a i + bix + ciy）Ai +

1
2Δ
（a j + bjx + cjy）Aj +

1
2Δ
（a m + bmx + cmy）Am （6 - 130）

上式可用矩阵形式写成

A（x，y）=［Ne
i Ne

j Ne
m］

Ai

Aj

A









m

=［N］e［A］e （6 - 131）

式中

Ne
i =

1
2Δ
（a i + bix + ciy）

Ne
j =

1
2Δ
（a j + bjx + cjy）

Ne
m =

1
2Δ
（a m + bmx + cmy











）

（6 - 132）

将每一个三角元上构造的函数 A（x，y）合并起来，就得到待

求函数 A（x，y）在整个 D域上的分块近似函数

Ae0（x，y）= A（x，y）= NiAi + NjAj + NmAm

在上述三角剖分线性插值的基础上，进一步说明变分问题的

离散化。根据三角剖分，全部单元能量积分的总和为

J（A）= ∑
e0

e = 1
J e（A） （6 - 133）

J e（A）= 
D

1
2μ

A
( )x

2

+ A
( )y[ ]

2

dxdy = min
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所以

J（A）≈J（Ae0）∑
e0

e = 1
Δe

1
2μ

A
( )x

2

+ A
( )y[ ]

2

dxdy =极小值

（6 - 134）

式中 e0———三角元的总数。

下面，推导 J（Ae0）的具体表达式，在每个三角元 e上有

J（A）= 
Δe

1
2μ

A
( )x

2

+ A
( )y[ ]

2

dxdy （6 - 135）

根据式（6 - 131）则

A
x

=
Ne

i

x
Ne

j

x
Ne

m

[ ]x

Ai

Aj

A











m

= N
[ ]x e

［A］e

A
y

=
Ne

i

y
Ne

j

y
Ne

m

[ ]y

Ai

Aj

A











m

= N
[ ]y e

［A］













e

（6 - 136）

而

Ne
i

x
=

1
2Δ

bi，
Ne

j

x
=

1
2Δ

bj，
Ne

m

x
=

1
2Δ

bm

Ne
i

y
=

1
2Δ

ci，
Ne

j

y
=

1
2Δ

cj，
Ne

m

y
=

1
2Δ

cm

（6 - 137）

因此

A
x

=
1

2Δ
［bibjbm］

Ai

Aj

A











m

，
A
y

=
1

2Δ
［cicjcm］

Ai

Aj

A











m

（6 - 138）

令

［A］=

A
x

A










y

Be =
1

2Δ
bi bj bm

ci cj c[ ]
m

031 磁选理论



则有

［A］=［B］e［A］e （6 - 139）

这样，式（6 - 134）可用矩阵表示为

J eA = 
Δe

1
2μ
［A］T［A］dxdy

=
1

2μ 
Δe

［B］e［A］{ }e
T ［B］e［A］{ }e dxdy （6 - 140）

式中 ［］
T———矩阵的转置。

［A］T = A
x

A
[ ]y

因［A］e 不是坐标的函数，可移出积分号，故有

J eA =
1

2μ
［A］Te 

Δe

［B］Te［A］edxd{ }y［A］e

=
1
2
［A］Te［K］e［A］e （6 - 141）

式中

［K］e = 
Δe

1
μ
［B］Te［B］edxdy

=
1
μ
［B］Te［B］e 

Δe

dxdy

=
1

4μΔ

bi ci

bj cj

bm c











m

bi bj bm

ci cj c[ ]
m

=
1

4μΔ

b2
i + c2

i bibj + cicj bibm + cicm

bibj + cicj b2
j + c2

j bjbm + cj m

bmbi + cmci bmbj + cmcj b2
m + c2









m

=
1

4μΔ

Ke
ii Ke

ij Ke
im

Ke
ji Ke

jj Ke
jm

Ke
mi Ke

mj Ke
m









m

（6 - 142）
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由式（6 - 142）可见，［K］e 是单元磁场能的离散矩阵。它通

常被称为单元系数矩阵。显而易见，它是一个对称矩阵，其中各

元素都由三角元顶点坐标确定，其一般表达式为

Ke
rs = Ke

sr =
1

4μΔ
（brbs + crcs）（r，s = i，j，m） （6 - 143）

将全部三角元的单元系数矩阵综合起来，便可得到总系数矩

阵。在综合之前，必须将各单元系数矩阵扩展成总系数矩阵的

形式。

设三角剖分共有 m个节点，则全体节点的磁位值可以记为一

个 m阶列阵

A=

A1

A2


A













m

对于给定的三角元 e，将由式（6 - 142）确定的单元系数矩阵

［K］e 加以扩展并改写成下述形式的 m阶方阵

［K］e =

⋯ i列⋯j列⋯m列⋯

⋯⋯

⋯ Ke
ii ⋯ Ke

ij⋯ Ke
im ⋯

⋯⋯

⋯ Ke
ji ⋯ Ke

jj ⋯ Ke
jm ⋯

⋯⋯

⋯ Ke
mi ⋯Ke

mj⋯ Ke
mm⋯

⋯⋯



























i行

j行

m行

（6 - 144）

其中虚点处的元素均为 0，这里假设行与列的 i、j、m的顺序恰与

给定的三角元 e的三顶点编号的顺序对应，即它们从小到大的顺

序是一致的。否则式（6 - 144）右端的元素排列形式要作相应的
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调整。显然，扩展后的矩阵［K］e 仍是一个对称矩阵。

经上述处理后，三角元 e上的泛函表达式（6 - 141）可改写为

J e（A）=
1
2
｛A｝T［K］e｛A｝ （6 - 145）

这样便得到总体泛涵 J（Ae0）的具体表达式

J（Ae0）= ∑
e0

e = 1
J（A）=

1
2
｛A｝T（∑

e0

e = 1
［K］e）｛A｝

=
1
2
｛A｝T［K］｛A｝ （6 - 146）

式中［K］称为总系数矩阵，由于

［K］= ∑
e0

e = 1
［K］e

根据矩阵运算法则，总系数矩阵的元素为

Kij = ∑
e0

e = 1
Ke

ij （i，j = 1，2，⋯，m）

也就是说，在总体节点编号下，总体下标相同的单元系数矩阵的

元素都应予以相加合并，形成总系数矩阵中同一总体下标的

元素。

至此，泛函 J（A）已离散化为多元二次函数

J（A）= J（A1，A2，⋯，Am）=
1
2
｛A｝T［K］｛A｝

=
1
2

∑
m

i，j = 1
KijAiAj （6 - 147）

变分问题［式（6 - 134）］相应的离散化为多元二次函数的极

值问题，即

J（A1，A2，⋯，Am）=极小值 （6 - 148）

根据函数极值理论，极值存在的必要条件为

J
Ai

= 0 （i = 1，2，⋯，m） （6 - 149）

由式（6 - 147）便得

331第 6 章 磁介质的磁场特性



∑
m

j = 1
KijAj = 0 （i = 1，2，⋯，m） （6 - 150）

写成矩阵形式则为

［K］A= 0 （6 - 151）

这样边值问题最终转化成为 A为未知数的一个线性方程组，解此

方程组，便可得场域内各节点矢量磁位 A值的数值解。

6. 4. 3 线性方程组的电子计算机求解

采用超松弛迭代法解式（6 - 151）的线性方程组，其一般迭代

公式为

A（m + 1）
i =（1 - α）Am

j + α［（ - ∑
i - 1

j = 1
Ki，jA
（m + 1）
j -

∑
m

j = i + 1
Ki，jA
（m）
j ）/Ki，j］ （6 - 152）

式中 m为节点总数，α 为加速收敛因子，α 的取值范围为 1

≤α < 2。因采用迭代法解方程组，故对于边界条件无需特别处

理，只要将边界上各点按边界条件赋值后，不参入迭代过程

即可。

从理论上说，形成总系数矩阵［K］以后，便可按式（6 - 152）

编制程序，用电子计算机求解，然而这实际上却很难办到。按本

例，场域长宽均为 1000 μm，步长为 10 μm，这样便有 100 × 100

= 10000 个节点，即有一万个未知数，［K］矩阵实为一万阶的方

阵，有元素 108
个。一般中小型电子计算机，由于内存单元限制，

若按式（6 - 152），则无法解如此高阶的线性方程组。因此必须根

据［K］矩阵的特点，剔除其中 0 元素，找到简便可行的迭代公式，

才能解出上述线性方程组。

通过对总系数矩阵［K］的分析，可以找出它有如下几个

特点：

（1）它是一个对称矩阵，由于各单元系数矩阵［K］e 是对称
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矩阵，所以［K］必然也是对称矩阵。

（2）它是一个稀疏矩阵，总系数矩阵中各元素是由各单元系

数矩阵中总体下标相同的元素相加而形成的，若一个节点与 n 个

三角元有关，则在［K］矩阵中的某一行或某一列中，最多只有 n

个元素不为 0。按本例场域剖分，n = 6，因任一行或一列中最多

只有 6 个元素不为 0，其余 9994 个均为 0 元素，对总体而言，108

个元素中最多只有 6 万个元素不为 0，可见此矩阵非常稀疏，正

因为如此，采用通常的等带宽贮存或变带宽贮存等稀疏矩阵技术

仍不能有效地解决本问题。

（3）总系数矩阵中对角线元素 Kii都不为 0，且 Kii由节点 i决

定，如果节点 i与 n个三角元相连，则有 n 项单元系数矩阵的 Ke
ii

相加形成 Kii。

（4）总系数矩阵中不为 0 的非对角线元素 Kij由两节点 i、j的

连线决定。如果此连线为两个三角元共有，则有两项单元系数矩

阵的 Ke
ij相加形成 Kij。

根据总系数矩阵以上几个特点，将场域内各节点按其所在位

置的行、列重新编号，如某节点位于 i行 j列，则记该节点的矢量

磁位值为 Aij，再经简单的推导和简化，便可得到如下的迭代公式

A（m + 1）
i，j =（1 - α）A（m）

i，j + α［ -（K1 A（m + 1）
i - 1，j + K2 A（m + 1）

i，j - 1 +

K3 A（m）
i + 1，j + K4 A（m）

i，j + 1）/K0］ （6 - 153）

式中

K0 = ∑
6

n = 1

1
4μnΔn

（b2
i，j + c2

i，j） （6 - 154）

K1 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi - 1，j + ci，jci - 1，j） （6 - 155）

K2 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi，j - 1 + ci，jci，j - 1） （6 - 156）

K3 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi + 1，j + ci，jci + 1，j） （6 - 157）
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K4 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi，j + 1 + ci，jci，j + 1） （6 - 158）

式中 b、c的意义如前述，Δn、μn 分别为相关联的 n个三角元中第

n个三角元的面积和介质磁导率。空气介质的 μ 值为 1，钢毛介

质的磁导率在此视为无穷大。

运用式（6 - 154）～式（6 - 158）计算各非 0 元素，并采用简

化后的迭代公式（6 - 153）来解线性方程组，由于几乎没有 0 元素

参入运算，因而极大地减少了电子计算机所需的内存单元，同时

也简化了形成总系数矩阵［K］的计算过程，从而使本问题的计算

求解可以在 IBM、东方、长城、苹果等型号的微型电子计算机上

进行。

本问题计算程序用 FORTRAN算法语言编写，所编程序框图

如图 6 - 16 所示。

求得所论场域内各节点的矢量磁位后，利用矢量磁位与磁感

应强度之间的关系，可继续用电子计算机求得场域内各节点的

Bx、By 和 B值。由式（6 - 82）和式（6 - 83）可知

Bx = A
y

By = - A
x

又由式（6 - 127）知

A= α1 + α2 x + α3 y

因而

A
y

= α3
A
x

= α2

由式（6 - 129）有

α3 =
1

2Δ
（ciAi + cjAj + cmAm）

α2 =
1

2Δ
（biAi + bjAj + bmAm）

所有在每个三角元上有
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图 6 - 16 计算程序框图

Bx =
1

2Δ
（ciAi + cjAj + cmAm）

By = -
1

2Δ
（biAi + bjAj + bmAm）

B = B2
x + B2槡













y

（6 - 159）

式（6 - 159）表明，在每个三角元中各节点的 Bx，By 值分别

相等，即在每个三角元内部磁感应强度 B为一常数。但是，位于
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三角元边界上的节点一般与相邻的几个三角元发生联系，因此，

如何综合有关单元的场强而计算出该节点的场强是值得考虑的问

题。现采用目前常用的方法，即分别对有关单元的 Bx 和 By 值求

解，然后取其算术平均值作为该点的场强值，即

Bx =（∑
n

i = 1
Bxi）/n

By =（∑
n

i = 1
Byi）

}/n
（6 - 160）

考虑到本场域剖分的具体情况，可以推导出某节点（i，j）的场强

值的计算公式。

图 6 - 17所示为场域剖分的一部分；节点 P 位于 i行，j列，与

该节点相关联的有 6个三角元。在三角元 1上按式（6 - 159）有

图 6 - 17 B值计算的场域剖分示意图

B（1）
x =

1
2Δ
（ci，jAi，j + ci - 1，j - 1 Ai - 1，j - 1 + ci - 1，jAi - 1，j） （6 - 161）

由前述可知
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ci，j = xi - 1，j - xi - 1，j - 1 = hx

ci - 1，j - 1 = xi，j - xi - 1，j = 0

ci - 1，j = xi - 1，j - 1 - xi，j = - hx

式中 hx 为 x 方向步长，亦即三角元边长，将此结果代入式

（6 - 161）有

B（1）
x =

hx

2Δ
（Ai，j - Ai - 1，j - 1）

类似地有

B（2）
x =

hx

2Δ
（Ai，j - Ai - 1，j）

B（3）
x =

hx

2Δ
（Ai + 1，j - Ai，j）

B（4）
x =

hx

2Δ
（Ai + 1，j - Ai，j）

B（5）
x =

hx

2Δ
（Ai + 1，j + 1 - Ai，j + 1）

B（6）
x =

hx

2Δ
（Ai，j - Ai - 1，j）

依式（6 - 160），节点（i，j）上场强为

Bx =（B（1）
x + B（2）

x + B（3）
x + B（4）

x + B（5）
x + B（6）

x ）/6

=
hx

12Δ
（ - 2Ai - 1，j - Ai - 1，j - 1 + Ai，j - 1 + 2Ai + 1，j +

Ai + 1，j + 1 - Ai，j + 1） （6 - 162）

同样可以推得节点 P（i，j）上 By 的计算公式为

By =
hx

12Δ
（Ai - 1，j - Ai - 1，j - 1 - 2Ai，j - 1 - Ai + 1，j +

Ai + 1，j + 1 + 2Ai，j + 1） （6 - 163）
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6. 4. 4 理论数据分析

1. 单根聚磁介质

对于单根钢毛介质，考虑了截面形状为三角形、矩形、六边

形和八边形四种情况，分别进行了求解运算，借以考虑介质截面

形状对磁场分布特性的影响。各种形状截面面积近似相等，约为

7200 μm2。三角形为等边三角形，夹角为 60°，边长为 129 μm；

矩形长 120 μm，宽 60 μm；六边形为正六边形，夹角为 120°，边

长为 52. 6 μm；八边形上下边长与左右边长相等，为 45. 5 μm，斜

边长为 16 μm，夹角为 135°。

图 6 - 18 和图 6 - 19 是根据电子计算机计算结果而绘出的八

边形和矩形介质磁化后的矢量磁位 A分布图。图中各节点上的

数值为矢量磁位 A，图中曲线是按矢量磁位差 ΔA = 2（相对值）所

绘出的等矢量磁位线，即磁感应强度 B线，因此从图上可以清楚

地看出钢毛磁化后内部和周围 B线的分布特性。

分析图 6 - 18 和图 6 - 19 可以发现以下几点：①磁感应强度
线经过介质时，向介质弯曲并收缩，介质内部线密度明显大于介

质外部；②磁感应强度线进入介质内部时，与介质表面垂直，这
一点与计算中设介质磁导率 μ 趋于无穷大相吻合；③在 B0 方向

上距介质表面一段距离后，磁感应强度线趋于平直，场强基本恢

复到背景场强 B0。

根据各节点的矢量磁位值，按式（6 - 162）和式（6 - 163）可

求得各节点的 Bx，By 和 B值。图 6 - 20 和图 6 - 21 为八边形和

矩形介质磁化后磁感应强度 B值分布图。图中曲线同为等矢量

磁位线。各节点上 B的方向为通过该点 B线的切线方向。

根据 B值分布图，首先考察各种形状截面角部角点的场强。

图 6 - 22 所示为角部夹角的大小与角点场强的关系曲线，背景场

强 B0 为 3000 Gs。曲线表明，介质角部夹角越小，角点场强越高。
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图 6 - 18 八边形截面 A值分布图 图 6 - 19 矩形截面介质 A值分布图
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图 6 - 20 八边形截面介质 B值分布图 图 6 - 21 矩形截面介质 B值分布图
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八边形介质角部夹角为 135°，角点场强为 5253 Gs，三角形介质

角部夹角为 60°，角点场强达 10061 Gs，可见三角形截面介质能

产生很高的局部场强。这种情况，类似于尖缩磁极，在一定范围

内，极头的收缩率越大，局部场强就越高。

图 6 - 22 角部角度与场强关系曲线

表 6 - 1 列出各种形状介质的表面最大场强。

表 6 - 1 各种形状介质表面最大场强

介质截面形状 三角形 矩形 六边形 八边形

表面最大场强 10061 6840 5864 5322

表 6 - 1 中数据说明，三角形介质表面最大场强远远高出其

他截面形状介质。
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下面考察各截面形状介质周围沿 B0 方向的场强 By、梯度
dBy

dy

及磁力 By

dBy

dy
随距介质表面距离变化的情况。

图 6 - 23 为 B0 方向上距介质表面的距离与磁感应强度 By 的

关系曲线。从图中可以看出，各曲线共同之处是：随着离介质表

面距离的增加，By 先是急剧下降，而后逐渐平缓并接近背景场强

B0（B0 = 3 kGs）。在距介质表面距离相同的点上，By 按八边形、

六边形、矩形、三角形依次增大。各曲线间的 By 差值，开始较

大，随着离介质表面距离的增加，逐渐减小。从图中还可以看

出，距介质表面 70 μm以后，三角形介质的磁场深度与矩形介质

非常接近，而稍大于六边形和八边形介质。

图 6 - 23 By 与介质表面距离关系曲线
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图 6 - 24 为在 B0 方向上，距介质表面距离与磁场梯度
dBy

dy
的

关系曲线。与图 6 - 23 类似，随着离介质表面距离的增大，
dBy

dy
先

是急剧下降，而后变化渐趋平缓，在距介质表面距离相同的点

上，
dBy

dy
同样按八边形、六边形、矩形、三角形依次增大，在一定

的范围内，三角形介质所产生的磁场梯度要比其他形状介质大得

多，这说明介质角部角度的缩小，不仅产生很高的场强，同时也

产生很大的梯度。在距介质表面 10 μm处，三角形介质产生的梯

度为 3. 00 × 103 Gs /cm，为矩形介质的 2. 40 倍、六边形介质的

3. 25 倍、八边形介质的 5. 19 倍。

图 6 - 25 为在 B0 方向上，磁力 By

dBy

dy
与距介质表面距离的

关系曲线。可以看出，磁力也随着距介质表面的增加起初下降很

快，而后缓慢下降。在距介质表面相同距离的点上磁力按八边

形、六边形、矩形、三角形依次增大。在靠近介质表面的一定距

离内，三角形介质所产生的磁力大大超过其他形状介质。从图中

还可以看出，三角形介质的磁力作用深度和矩形介质相近，而稍

大于六边形和八边形介质。

由以上分析可知，角状聚磁介质的几何形状与其磁场分布特

性有密切的关系。反映角状介质几何形状特征最重要的参数是其

角部角度的大小，这个参数对表征磁场分布特性的主要因素，即

介质周围的场强、梯度、磁力等有着决定性的意义。在一定范围

内，角部角度越小，介质所产生的局部场强、梯度和磁力越高。

角部角度的大小对磁力作用深度虽有类似的作用，但影响不是很

大。角部角度为 60°的三角形介质能产生很高的场强和梯度，因

而能提供很大的磁捕集力。例如在距介质表面距离 10 μm处，三
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图 6 - 24 磁场梯度与距介质表面距离的关系曲线

角形介质所产生的磁力为 2. 119 × 1010 Gs2 /cm，而截面面积相同

的矩形介质仅为 6. 529 × 109 Gs2 /cm。前者为后者的 3. 25 倍，显

然这是很可观的。对于磁性较弱的顺磁性矿物及微细粒矿物的捕

收，无疑是很有利的。此外三角形介质两边有一定的坡度，相对

于矩形等其他形状介质，非磁性矿粒更不容易附着，从而提高分

选效率。然而，从 B值分布图可以看出，三角形介质表面的高场

强，主要集中于三角形上半部，显然，其有效捕获面积要少于其

他形状介质。这就是说，三角形介质的高场强、高梯度和高磁力

的获得，总是以减少有效捕获面积为代价的。

641 磁选理论



图 6 - 25 磁力与距介质表面距离关系曲线

2. 多根聚磁介质

对于多根钢毛介质情况，主要考虑了如图 6 - 26、6 - 27、6 -

28 所示的三种排列形式，介质截面形状为矩形。由于相邻两钢

毛介质在 B0 方向上间距的大小和在垂直于 B0 方向上间距的大小

对场强分布的影响在 6. 3 节已做了叙述，因此在此处所考虑的三

种排列形式下，钢毛介质在水平方向和垂直方向的间距均保持不

变，只考虑两钢毛介质中心连线与水平方向夹角 θ 的变化对磁场
分布的影响。当介质中心水平间距最大为 210 μm，垂直间距最

大为 120 μm 时，θ 的变化范围仅为 0° ～ 30°。这里对 θ 为 0°、

16°、30°三种情况分别进行了求解运算。
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图 6 - 26 多根介质排列形式 1

图 6 - 27 多根介质排列形式 2 图 6 - 28 多根介质排列形式 3

图 6 - 29和图 6 - 30分别为按计算结果绘出的 θ = 0 时的矢量

磁位 A值分布图和磁感应强度 B值分布图。通过对图中 B值分布

情况的分析可以发现，在多根介质按一定规则排列时，每一介质周

围的 B值分布，大致可以分为三个区域，如图 6 - 31 所示。“高场

强区”，该区域内的场强最高，平均场强为背景场强的 1. 2 ～ 1. 5

倍；“中场强区”，其平均场强接近背景场强；“低场强区”，其平均

场强为背景场强的二分之一左右。下面分别讨论三个区域的磁场
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分布特性和 θ角的变化对三个区域磁场分布的影响。

图 6 - 29 多根钢毛介质间矢量磁位 A值分布图

（介质排列形式 1）

首先讨论“高场强区”，图 6 - 32、6 - 33、6 - 34 分别为该区

内沿 B0 方向的场强 By、梯度
dBy

dy
和磁力 By

dBy

dy
与距介质表面距离

的关系曲线。从图中可以看出，各曲线形状与单根钢毛介质的曲

线形状类似。By、
dBy

dy
、By

dBy

dy
均随着距介质表面距离的增加，开
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图 6 - 30 多根钢毛介质间磁感应强度 B值分布图

（介质排列形式 1）

始跌落很大，以后则逐渐变小，在两介质间距的中心点达最小

值。与单根介质周围的磁场分布相比，在相同位置的节点上，

By、
dBy

dy
、By

dBy

dy
值均略低一些。以 θ = 0°为例，在距介质表面距

离为 10 μm 的节点上，单根介质的 By 值为 5141 Gs，
dBy

dy
为

1. 27 × 106 Gs /cm，By

dBy

dy
为 6. 53 × 109 Gs2 /cm；多根介质在相同
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图 6 - 31 介质周围场域分区图

图 6 - 32 By 与距介质表面距离关系曲线
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图 6 - 33 梯度与距介质表面距离关系曲线

节点上的 By 值为 4556 Gs，
dBy

dy
为0. 95 × 106 Gs /cm，By

dBy

dy
为

4. 33 × 109 Gs2 /cm。从图中可以看出，在距介质表面距离相同的

节点上 By、
dBy

dy
、By

dBy

dy
值均按 θ = 0°、θ = 16°、θ = 30°的顺序增

大，说明 θ角越大，相同节点上的场强、梯度、磁力值就越大。

以距介质表面 10 μm的节点为例，θ = 0°时，By 为 4556 Gs，
dBy

dy

为 0. 95 × 106 Gs /cm，By

dBy

dy
为 4. 33 × 109 Gs2 /cm，而 θ = 30°时，
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图 6 - 34 磁力与距介质表面距离关系曲线

By 为 4640 Gs，
dBy

dy
为 1. 0 × 106 Gs /cm，By

dBy

dy
为 4. 64 × 109

Gs2 /cm，两者虽存在一定的差别，但差别并不是很大。

“中场强区”磁场分布的特点是各节点的场强值比较接近，

因而磁场梯度很小，平均场强接近背景场强。在垂直方向对称

线和水平方向对称线上的场强最低，随着离对称线距离的增

加，场强逐渐增加，但增加的幅度不大。θ = 0°时，“中场强区”

平均场强为 2794 Gs，θ = 16°时，平均场强为 2712 Gs，θ = 30°

时，平均场强为 2682 Gs。以上数据说明，θ 小者，“中场强区”
的平均场强则较高。
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“低场强区”的磁场分布也有一定的规律性。在水平方向上

离介质侧面越近，场强越低；在垂直方向上与“中场强区”相同，

离垂直方向对称线越近，场强越低，“低场强区”场强虽较其他两

区域要低得多，但是区域内场强变化幅度较大，特别是磁感应强

度在 x方向上的分量 Bx 在该区域经历了由正到负的变化。此区

域的存在无疑对于磁性颗粒的磁化和捕收是不利的，但由于该区

域内场强强弱和方向的剧烈变化，有可能对经过该区域的矿粒团

产生一种类似“磁翻滚”的作用，而有利于松散那些由于磁团聚而

形成的矿粒团，减少磁性矿粒和非磁性矿粒的相互夹杂。当 θ =

0°时，“低场强区”的平均场强为 1431 Gs，θ = 16°时，为 1495 Gs，

θ = 30°时，为 1622 Gs，这正好与“中场强区”相反，θ 角越小者，
平均场强越低。
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第 7 章

磁路计算基础

7. 1 磁路欧姆定律

在进行磁选机的磁系设计时，要进行磁路计算。计算的主要

任务是确定磁系的磁势，计算的依据是磁路欧姆定律，即

∑RFe + ∑Rg = IN （7 - 1）

式中 ———磁通；
RFe———某一段磁导体的磁阻；

Rg———某一段空气隙的磁阻；

IN———磁系的安匝数，即磁势。

式（7 - 1）的磁阻如用磁导表示，则为

∑ 1
GFe

+ ∑ 1
Gg

= IN （7 - 2）

式中 GFe———某一段磁导体的磁导；

Gg———某一段空气隙的磁导。

7. 2 气隙磁导的计算

在计算各种磁路时，正确地进行磁导计算是磁路计算中的关

键问题。由于磁极面上的磁通分布往往不均匀和存在边缘磁通，
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常常使磁导的计算复杂化。对于一些磁路，单用理论计算方法不

能得出满意的结果，还需要用作图法进行计算。

7. 2. 1 理论计算法

此法是根据磁场理论得出磁导的数学公式，利用公式进行磁

导的计算。当磁极间气隙较小，利用公式直接计算磁导可得出准

确的结果；当磁极气隙较大时，由于有边缘磁通，此时应将磁极

间包括边缘磁通的整个磁场沿磁通路径分割成若干个具有简单几

何形状的磁通管，先分别算出它们的磁导，然后再计算这些并联

着的磁通管的磁导总和。下面计算几种简单磁极形状的磁导，其

他形状的磁导见《磁电选矿》（王常任编，冶金工业出版社，1976

年）。

1. 两平行磁极端面的磁导

（1）磁极端面为矩形

如图 7 - 1 所示，设磁极端面尺寸为 a × b，磁极间的气隙长

度为 lg，当 a / lg（或 b/ lg）= 10 ～ 20 时，可以忽略边缘磁通，此时

气隙磁导为

Gg = μ0
S
lg

= μ0
ab
lg

（7 - 3）

如果气隙较大必须考虑边缘磁通时，可在式（7 - 3）中引入修

正系数 K，则

Gg = μ0

（a + Klg）（b + Klg）

lg

（7 - 4）

式中 K =
0. 307
π
。

（2）磁极端面为圆形

图 7 - 2 所示，圆形端面磁极，当 lg < 0. 4r时，可忽略边缘磁

通，气隙磁导为
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图 7 - 1 端面平行的矩柱形磁极 图 7 - 2 端面平行的圆柱形磁极

Gg =
μ0πr2

lg

（7 - 5）

如 lg > 0. 4r时，须考虑边缘磁通，这时可用等面积的正方形平面

来代替圆形平面以计算磁导，即

a2 = πr2

将此值代入式（7 - 4）。

Gg =
μ0（槡πr + Klg）

2

lg

或

Gg =
μ0（1. 77r + 0. 0977lg）

2

lg

（7 - 6）

2. 两不平行磁极端面的磁导

对于图 7 - 3 所示的磁极在忽略边缘磁通时，磁极间的气隙

磁导为

Gg = ∫
r

2

r1

dGg = μ0 ∫
r

2

r1

ds
lg

= μ0 ∫
r

2

r1

bds
xθ

= μ0
b
θ

ln
r2

r1

（7 - 7）
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式中 θ———磁极夹角，弧度计。
利用上式很容易近似计算出磁极端面为尖齿形（图 7 - 4）的

磁极的气隙磁导。

图 7 - 3 端面不平行的磁极 图 7 - 4 磁极端面为尖齿形的磁极

abcd场域的磁导为

Gg1
= μ0

b
θ

ln
r2

r1

如果每个磁极端面有 N个齿，则气隙总磁导为

Gg = 2NGg1
（7 - 8）

磁极的等效间隙 l等效可由下式求出：

令 Gg1
= μ0

s
l等效

所以 l等效 = μ0
s

Gg1

（7 - 9）

3. 两平行圆柱体间的磁导

如图 7 - 5，设两个圆柱体的半径为 r1 和 r2，长度为 l，间距

为 b，根据电磁场的基本理论推出圆柱体侧表面的磁导为
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图 7 - 5 轴线平行的圆柱形磁极

Gg = μ0
2πl

ln（K + K2槡 - 1）
（7 - 10）

（1）r1≠r2 时，

K =
b2 - r2

1 - r2
2

2r1 r2

（7 - 11）

（2）当 r1 = r2 = r时，

K =
b2 - 2r2

2r2 （7 - 12）

（3）当 r1 = r2 且 b > 8r时，

Gg = μ0
πl

ln
b
r

（7 - 13）

7. 2. 2 图解法

当磁极形状比较复杂时，难以找到理论公式进行计算。此

时，如果磁极所形成的磁场是两维场，则可用图解法。

磁场是用一些磁力线和磁位线来表示的。根据磁场的基本特

性，作图时须满足下列要求：

（1）高导磁率磁铁的磁极表面是等磁位面；

（2）H线或 B线和等磁位线处处正交；
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（3）在没有电流的空间，B线起始于 N极表面而终止于 S极

表面，当介质均匀时，H线和 B线的分布相同；

（4）任何相邻两等位线的磁位差 ΔUm 相等；

（5）任何相邻两磁感应强度 B线间的磁通 ΔΦm 相等。

我们知道，磁极表面上的磁荷密度和磁场空间任意点的磁场

强度可以近似地写成

σm≈
ΔΦm

ΔS
，H≈ -

ΔUm

Δn
（7 - 14）

式中 ΔS———磁通线和磁极表面相截的面积，穿过 ΔS的磁通便

是 ΔΦ；
Δn———在与磁等位线正交方向上的距离。

因此，如在作图时满足了上述第 4、5 两条的要求，即处处保

证 ΔΦm =定值和 ΔUm =定值，那么，必然会有 σm 正比于 1 /ΔS

和 H正比于 1 /Δn。这就是说，可从磁极表面各处磁感线的疏密

程度看出磁荷密度的大小，而从图中等位线的疏密程度可以看出

磁场强度的大小，据此即可进行场的定量分析。现在的问题是作

图时怎样才能达到上述第 4、5 条的要求？即达到 ΔΦm =定值，

ΔUm =定值。下面结合两维场的情况加以分析说明。

在两维场的情况下（图 7 - 6）沿轴向（垂直纸面）取单位长度，

而用 Δb代表相邻两条磁感线间的平均距离，用 Δn 代表相邻两条

等磁位线间的平均距离，则穿过面积 ΔS =Δb ×1的磁通应为

ΔΦm = BΔS = μHΔb =
μΔUmΔb

Δn

或

Δn
Δb

=
μΔUm

ΔΦm

（7 - 15）

式（7 - 15）表明，如要保证 ΔΦm =定值和 ΔUm =定值，在图

形上必须保证
Δn
Δb

=定值，为了简单起见，往往选取
Δn
Δb

= 1。由此
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可以得到结论：如果在作图时，除了满足场的基本特点之外，还

需保持等磁位线间的平均距离 Δn 和磁通线间的平均距离 Δb相

等，这样便将场域划分成许多曲线“方块”，这些曲线“方块”中的

四个角都是直角，由此作出的场图就能定量地描绘场的分布。

图 7 - 6 等磁位线和磁感线

下面以一个例子介绍气隙中的磁场图是怎样描绘出来的和绘

好磁场图后又怎样求出整个空气隙的磁导。

当已知两条磁位为 Um1
、Um2
的等磁位线和两条磁通为 Φ1、

Φ2 的磁通线时（图 7 - 7），显然，在 Φ1 和 Φ2 之间的磁通管中穿

过的为某一不变量的磁通 ΔΦm = Φ1 - Φ2。试引出磁位差为

Um1
- Um2

2
的等位线 N1 N2（即平分磁位差 ΔUm = Um1

- Um2
的线）。

此线在和各磁通线的每一交点应形成直角，于是由图得出的单位

磁通管 1 和 2 的磁导是相等的（这里假定磁场是一些平行的平

面）。

即

g1 = g2 =
ΔΦm

ΔUm

2

（7 - 16）
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图 7 - 7 作图法的原理

如我们把磁场分成厚 1 cm的平面磁场，便可求出 g1 和 g2 的数值

为

g1 = μ0

b1 × 1
a1

（H /cm） （7 - 17）

g2 = μ0

b2 × 1
a2

（H /cm） （7 - 18）

假如中间的等位线（N1 N2）做得很准确，则所得到的各元曲

线“矩形体”应是相似的，也就是说，每一“矩形”磁通管的平均宽

度 b和其平均长度 a 之比应是不变的，当适当地选择磁通线的数

量时，可得到这样的一些单元磁通管，其平均长度 a 和平均宽度

b是相等的，这些单元磁通管各为

g = μ0
1 × 1

1
= μ0 （H /cm） （7 - 19）

气隙中的磁场就是按照这样的原则做成的。

作好磁场图以后就可求出整个空气隙的磁导，因为每一单元

磁通管的磁导 g = μ0，如果在整个磁通管中含有 n 个单元磁通，

则其磁导即为

ΔG = μ0
1
n
（H） （7 - 20）
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如果磁场是由 m根平行的磁通管组成且其厚度并非是 1 cm

而是 l cm，则全部磁导即为

GT = μ0
m
n

l （H） （7 - 21）

利用作图法可求得形状不规则沿厚度方向是对称的磁极的气

隙磁导。在作图时最好连续做几次并对结果进行比较，这样可得

到较准确的结果。作图法不适于立体形磁极。
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第 8 章

永磁系磁路计算

8. 1 开放磁系磁路计算

8. 1. 1 磁系主要结构参数的确定

开放磁系主要结构参数包括极距、极宽与极隙宽的比值，磁

系高度、宽度、半径和极数等。

1. 极距

根据理论推导，常用的筒式磁选机适宜的极距与给矿方式和

矿石粒度有关。

上面给矿时，极距为

l =
πR1（d + 2Δ）
R1 -（d + 2Δ）

（8 - 1）

下面给矿时，极距为

l =
2πR1（h + 2Δ）
R1 - 2（h + 2Δ）

（8 - 2）

式中 d———被选矿石粒度上限；

h———矿浆层厚度；

Δ———圆筒表面到磁极表面的距离；
R1———磁极表面的曲率半径。
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对于大块矿石按式（8 - 1）算出的极距值偏高，因为在计算矿

粒重心处的磁场力时，假定场强和梯度按直线规律变化，实际是

按指数规律变化，考虑这一因素后式（8 - 1）改为如下形式：

l≈
2πR1 d

R1 ln（1 +
d
Δ
）- 2d

（8 - 3）

2. 极面宽与极隙宽的比值

在磁选过程中，一般要求磁性矿粒在随运输装置移动过程中

受到较均匀的磁力，这就要求有适宜的极面宽 b和极隙宽 a 的比

值。对于电磁系和具有剩余磁感大而矫顽力较小的铝镍钴磁系，

b/a≈1. 2 ～ 1. 5，而对于各向异性的具有较小的剩余磁感和矫顽

力大的锶（钡）铁氧体磁系，b/a 又和极宽有关，其对应关系如表

8 - 1 所示。

表 8 - 1 b与 b /a 的关系表

b/cm 6. 5 13 19. 5 26

b/a 1. 3 2 3 3

上述比值适用于筒式磁选机。对于干选离心筒式磁选机 b/a

可达 5。

3. 磁系高度、宽度、半径和极数

在磁极截面一定时，磁极表面的平均场强随磁极高度增加而

增加，但磁极高度增大到一定值时，场强增加幅度减小。磁极适

宜高度定为

h =（0. 7 ～ 0. 8）槡S （8 - 4）

式中 S———磁极截面积。

磁系宽度是指磁系沿圆筒轴向的长度。一般宽度小的磁系，

越靠近磁系边缘，场强越低；而宽度大的磁系，在很大的范围内
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磁场是均匀的，因此，磁系宽度在可能的条件下，应尽可能选

宽些。

磁系半径的大小对磁选机单位筒长的处理能力有很大影响。

随着磁系半径的加大，选分区加长，在磁系内也可多装磁极，可

以提高精矿品位和回收率。

磁系的极数可用下式计算：

n =
L
l

+ 1 （8 - 5）

而 L = R1α，R1 = R - Δ
式中 L———磁系长度；

l———磁系极距；

R1———磁系半径；

R———圆筒半径；

α———磁系包角；
Δ———圆筒外表面到磁系表面的距离。
干选块矿磁滑轮的磁系包角为 360°，筒式磁选机为 90 ～

180°，当选出非磁性尾矿时，用小包角，而选出磁性精矿时，用

大包角。

干选细粒矿石用的筒式磁选机的磁系包角对同心圆缺磁系为

（
2
3

～ 3
4
）× 360°，对于同心磁系和偏心磁系为 360°。湿选筒式磁

选机的磁系包角一般为 106° ～ 128°。

8. 1. 2 磁系磁路的计算

以永磁筒式磁选机为例进行磁路计算，磁系的结构及尺寸如

图 8 - 1 所示，磁系磁铁为 LNG - 4 合金，工作空间的场图用作图

法做出。其单元磁通管的平均长度和平均宽度相等。由于磁轭的

尺寸不大和磁感应很小，故其磁阻忽略不计。
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图 8 - 1 磁系尺寸和空气磁导的分配图

1. 磁导计算

（1）工作空间的磁导

Gg =
m
n

b

式中 m———磁通管的数量；

n———每个磁通管所取的单元数；

b———磁铁的宽度，cm。

Gg =
7
8

× 7. 5 = 6. 56（H）

（2）磁铁内侧表面的漏磁导

Gf1
=
（b + ka）（h1 + ka）

a

式中 a———两磁铁内侧表面间的距离，cm；

b———磁铁的宽度，cm；

h1———磁铁的内侧高度，cm；

k———修正系数，k = 0. 307 /π。
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在所研究的图中磁铁边缘漏磁通仅在磁铁宽度 b方向扩散，

在高度方向没有扩散，因此上式可简化为

Gf1
=
（b + ka）h1

a
=
（7. 5 +

0. 307
π

× 8）18. 3

8
= 18. 634（H）

考虑到沿着磁铁高度磁位的下降及漏磁通沿着磁铁高度的变

化，应当取等效磁导，即

G（f1）
=

1
2

Gf1
= 9. 317（H）

（3）磁极外侧端面的漏磁导

Gf2
=

h1 + h2

2
1

2π
ln（2m2 - 1 + 2m m2槡 - 1） （m =

2a1 + a
a
）

式中 a1———磁铁的厚度，a1 = 7 cm；

h2———磁铁的外侧高度，cm。

Gf2
=

18. 3 + 12. 7
2

1
2 × 3. 14

ln（2 × 2. 752 - 1 + 2 × 2. 75

2. 752槡 - 1）= 2. 47ln28. 22 = 8. 25（H）

由于上述同样的原因，应当取等效磁导，即

Gf2
=

1
2

Gf2
= 4. 13（H）

（4）磁铁外侧表面的漏磁导

已知

m' =
2b + a

a
=

2 × 7. 5 + 8
8

= 2. 88

n =
h2

a
=

12. 5
8

= 1. 56

由图 8 - 2 曲线确定比漏磁导为

Gf3
= 0. 14

等效磁导为
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G（f3）
=

1
2

bGf3
=

1
2

× 7. 5 × 0. 14 = 0. 53（H）

（5）磁系的全部几何磁导

G = Gg + G（f1）
+ G（f2）

+ G（f3）

= 6. 56 + 9. 317 + 2 × 4. 13 + 2 × 0. 53 = 25. 20（H）

2. 经过工作空间闭合的有效磁通所产生的磁感的计算

LNG - 4 磁性合金的退磁曲线见图 8 - 3。

图 8 - 2 磁铁两个外侧的相同

矩形平面间的磁导曲线
图 8 - 3 LNG - 4 合金退磁曲线

由 BdSm = HdlmG，得

Bd

Hd

=
lm

Sm

G = tanθ （8 - 6）

式中 Bd———磁铁中性面处的视在剩余磁感强度，Gs；

Hd———磁铁的退磁场强，Oe；

lm———磁铁的总长度，cm；
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Sm———磁铁的截面积，cm2；

G———磁铁的磁导，cm。

在退磁曲线上引出切角为 θ1 的斜线 OA，令

tanθ1 =
lm

Sm

G =
2

18. 3 + 12. 7( )2
7. 5 × 7. 0

× 25. 20 = 14. 88

整个磁系充磁，因而 A点是磁系的工作点。继续在退磁曲线

上引出切角为 θ2 的斜线 OB，令

tanθ2 =
lm

Sm

G（f）

=
2

18. 3 + 12. 7( )2
7. 5 × 7. 0

（9. 317 + 2 × 4. 13 + 2 × 0. 53）

= 10. 99

斜线 OB和纵坐标 AC的交点为 D，D点将纵坐标分成两部

分；CD为和漏磁通成比例的磁感，而 AD为和有效磁通成比例的

磁感。显而易见，循环于磁系中的有效磁通可由下式确定：

Φ有效 =（BA - BD）Sm = 1950 × 7. 5 × 7. 00 = 102375（Wb）

磁极间的工作空间分为 m = 7 个磁通管，其中每个磁通管的

磁通又都取为常数，所以每个磁通管的磁通量为

Φm =
Φ有效

m
=

102375
7

= 14625（Wb）

将每个磁通管的磁通除以该管的截面积，我们便得到管中的

平均磁场强度。

对于位于第四个磁通管中心的计算点 C，磁场强度为

H =
14625

8. 5 × 2. 0
= 860（Oe）

表 8 - 2 列出各磁通管中心处磁场强度的计算值和测量值，

结果表明，计算值接近测量值。
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表 8 - 2 磁场强度计算值和测量值

管号 1 2 3 4 5 6 7

计算值 1782 1620 1485 860 445 223 100

测量值 1760 1670 1500 950 500 170 —

8. 2 闭合磁系磁路计算

以日字形永磁系为例进行场强的计算。

“日”字形永磁系的结构见图 8 - 4，现介绍此种磁系工作隙中

场强的计算方法。影响磁极工作隙磁场强度的因素有磁铁尺寸、极

头尺寸、极距、磁铁之间距离以及磁路闭合情况等。在一定范围内

增加磁铁高度、减少极头厚度和极距，采用闭合磁路，可以提高磁

极工作隙的磁场强度。

图 8 - 4 “日”字形永磁磁系

由磁通连续性原理知，

∫
S

B·dS = 0 （8 - 7）
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在理想状态下，对于“日”字形永磁路，上式可写成

2BdSm = BgSg （8 - 8）

式中 Bd———磁铁的工作点，Gs；

Sm———磁铁的截面积，cm2；

Bg———磁极工作隙中的磁感应强度，Gs；

Sg———磁极工作隙的截面积，cm2。

考虑到磁路漏磁和磁铁长宽比的影响，上式应写成

2BdSm = KfBgSg = KfH0 Sg

H0 =
2BdSm

KfSg

（8 - 9）

式中 H0———磁极工作隙中的背景磁场强度，Oe；

K———和磁铁长宽比有关的常数，即

磁铁长宽比 a /b≥1. 31 时，K = 0. 89；

磁铁长宽比 a /b = 1 时，K = 1；

磁铁长宽比 a /b < 1. 31 时，K = 1. 12

f———漏磁系数，它可用下式计算：

f = 1 +
lg

Sg
1. 7P1

lFe

lFe + lg

+ 0. 63lm

P2

l
+ 0.槡[ ]25 （8 - 10）

式中 P1———磁极头的断面周长，cm；

P2———磁铁的断面周长，cm；

lg———极距，cm；

lFe———磁极头长度，cm；

lm———磁铁高度，cm；

l———磁铁之间距离，cm。

利用式（8 - 9）进行下列实际计算。

（1）有一“日”字形闭路磁系，计算该磁系工作隙中的背景磁

场强度。已知：

lg = 11. 5 cm，lm = 25. 2 cm，lFe = 58. 75 cm，
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l = 22. 5 cm，Sg = 12 × 105 cm2，Sm = 5591. 25 cm2，

P1 = 240 cm，P2 = 316 cm。

磁系为闭路状态时，磁铁上下均有闭路板，磁极工作隙中的

背景磁场强度的计算如下：

已知：

f = 1 +
lg

Sg
1. 7P1

lFe

lFe + lg

+ 0. 63lm

P2

l
+ 0.槡[ ]25

= 1 +
11. 5
1260

1. 7 × 240 ×
58. 75

58. 75 + 11. 5[ +

0. 63 × 25. 2
316

22. 5
+ 0.槡 ]25

= 4. 66

a /b = 1. 97，K = 0. 89；

槡L/ S = 2lm / S槡 m =
2 × 25. 2

5591.槡 25
= 0. 67

磁铁退磁系数的回归方程为

N = - 1. 94 +
3. 41

槡L/ S
-

0. 34

槡L/ S
+

9. 83
a /b

-
21. 69
（a /b）2 +

16. 08
（a /b）3

= - 1. 94 + 5. 09 - 0. 76 + 4. 99 - 5. 59 + 2. 10

= 3. 89

因为

Bd = 4πM - Hd = 4π
Hd

N
- Hd （Hd = NM）

所以

Bd

Hd

=
4π
N

- 1

=
4 × 3. 14

3. 89
- 1 = 2. 23
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磁铁的退磁曲线如图8 - 5所示，利用 Bd /Hd 值由图 8 - 5

查出

Bd = 2550 Gs

图 8 - 5 退磁曲线

将有关数值代入式（8 - 9）中，得出

H0 =
2 × 2550 × 5591. 25

0. 89 × 4. 66 × 12 × 105
= 5457（Oe）

根据实验资料，磁系的闭路状态改为开路状态时，磁极工作

隙中背景磁场强度下降 24%左右。因此，开路磁系工作隙中的背

景磁场强度的计算值为

H0 = 5457 - 5457 × 0. 24 = 4147（Oe）

H0 的实测值平均为 4000 Oe，可见，H0 的计算值符合实际。

（2）已知极距 lg = 1. 5 cm，磁极工作隙的截面积 Sg = 1. 2 ×

5. 5 = 6. 5 cm2，确定在气隙中能产生≥5000 Oe 磁场强度的磁路

各部分尺寸。

采用闭路磁系结构，磁铁的退磁曲线见图 8 - 5。

采用前述的计算方法，选择不同参数进行试算，最后定为
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lg = 1. 5 cm，lm = 3. 2 cm，lFe = 9. 0 cm，l = 2. 5 cm

P1 = 19. 4 cm，P2 = 34 cm

a /b = 8. 5 /6. 5 = 1. 31。

此时，

槡L/ S = 2lm 槡/ S = 0. 86，N = 3. 61

Bd

Hd

=
4π - 3. 61

3. 61
= 2. 5

Bd = 2650 Gs

H0 =
2 × 2650 × 8. 5 × 6. 5
0. 89 × 9. 17 × 6. 6

= 5436 > 5000 Oe

说明磁路各部分尺寸满足要求。

（3）如果磁铁尺寸不变。可以通过第一次计算出的磁极工作

隙中的背景磁场强度，推算出改变磁路某一几何尺寸后的磁极工

作隙中的背景磁场强度。

假设第一次的磁极工作隙中的背景磁场强度计算值为

H0 =
2BdSm

KfSg

（8 - 11）

而第二次的磁极工作隙中的背景磁场强度计算值为

H'0 =
2B'dS'm
K' f' S'g

（8 - 12）

将式（8 - 12）除以式（8 - 11）得

H'0 =

B'dS'mH0

K' f' S'g
BdSm

KfSg

已知 B'd = Bd，S'm = Sm 和 K' = K。

所以上式可写成

H'0 =
fH0 Sg

f' S'g
（8 - 13）
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式中 f、H0 和 Sg 已知。

现有一磁路的 lg = 1. 5 cm，lm = 3. 2 cm，lFe = 7. 2 cm，l = 2. 9

cm，P2 = 30 cm；

磁铁的尺寸：a × b = 8. 5 × 6. 5 cm，Sg = 5 × hFe cm2（hFe为极

头厚度）

计算 hFe = 1. 5 cm和 2. 0 cm时的磁极工作隙中的背景磁场强

度。

首先利用已知条件计算 hFe = 1 cm时的磁极隙中的磁场强度

H0，然后再用式（8 - 13）计算 hFe = 1. 5 cm和 2. 0 cm时的磁极隙

中的磁场强度 H'0。

经过计算，hFe = 1 cm，磁路为闭路时，H0 = 6540 Oe，磁路为

半闭路时（磁场强度下降按 11%计），H0 = 5820 Oe，磁路为开路

时（磁场强度下降按 24%计），H0 = 4970 Oe。

用式（8 - 13）计算 hFe = 1. 5 cm和 2. 0 cm时的磁极隙中的磁

场强度，H'0值见表 8 - 3。磁场强度计算值接近实际值。

表 8 - 3 磁场强度计算值和实测值

hFe（cm） 磁路形式 H0 计算值（Oe） H0 实测值（Oe） 计算误差（%）

1. 5

开 路

半闭路

闭 路

4600

5385

6050

4360

5200

5775

5. 5

3. 6

4. 8

2. 0

开 路

半闭路

闭 路

4260

4980

5600

3900

4740

5355

9. 2

5. 1

4. 8
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第 9 章

电磁系磁路计算

目前采用电磁系的主要是强磁选机，弱磁选机多用永磁系。

强磁选机都用闭合磁系，所以本章主要介绍电磁闭合磁系的磁路

计算。

9. 1 磁系结构参数的确定

强磁场磁选机的磁系包括磁极头、铁芯、聚磁介质、磁轭和

激磁线圈等部分。

良好的磁系结构须满足以下三个基本条件：

（1）当铁芯和磁极头接近磁饱和时，应能在磁极工作隙或磁

介质间产生符合要求的磁场强度；不满足这一条件，常常是因为

空气隙过大，极头面积太小以及铁芯截面积不足等引起的。

（2）铁磁导体磁饱和出现的位置应尽可能地靠近磁极头。如

果要求的磁场强度较高，磁饱和出现的先后顺序应当是：磁极

头—铁芯—磁轭。通常是铁芯—磁极头—磁轭。如果磁轭先饱

和，则磁势会有较大的浪费。

（3）激磁线圈应尽可能地靠近磁极工作隙。这样，一方面可

使磁路中磁感应强度的最大值向工作隙靠近；另一方面当铁芯中

磁感应强度较大时，可减少一些偏离铁芯轴向的磁通，以减少

漏磁。
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下面介绍磁系结构参数的确定和选择。

1. 磁极面尺寸的确定

为了提高磁极工作隙或磁介质中的磁场强度，磁极头面积收

缩是有利的，而且还可以避免铁芯先饱和。极面高度大，磁介质

的高度就大，对增加选分时间有利，而极面宽度大，将有助于提

高磁选设备的处理能力。为保证磁极或磁介质气隙中的磁场强

度，磁极面尺寸还应满足以下条件，即

H≤Bs（1 - lg r2 + l2槡 g） （9 - 1）

式中 H———设计时在磁极工作隙或磁介质中应达到的磁场强

度，Oe；

Bs———饱和磁感应强度，纯铁 Bs = 20 ～ 21. 4 kGs；

lg———工作隙或等效工作隙长度之半，cm；

r———磁极面的等效半径 r =
S

槡π
（S 为极面的截面

积），cm。

2. 工作隙或等效工作隙的选择

磁选设备的处理能力与磁极间的空气隙有关，一般空气隙

大，处理能力大，但实际表明，在磁场强度大体相同时，同样类

型的磁选设备的重量大致和（2lg）
2
成正比，因此，磁极间空气隙

大的磁选设备，其单位重量的处理能力较之空气隙小的磁选设备

的处理的力低，为了提高处理能力，磁选设备采用数个小气隙要

比采用单一大气隙优越得多。

3. 铁芯等效直径的确定

一般说来，铁芯等效直径越大，单位安匝数所能提供的磁通

就越多。如铁芯长度为 l，设计时应尽可能使 l /2
S

槡π≤1（S为铁

芯的截面积），以便在磁极间的气隙内得到高的磁场强度，如

871 磁选理论



l /2
S

槡π
> 1. 5 时，一般将会引起工作隙内的磁场强度有较大幅

度的下降。

4. 磁轭截面积的选择

强磁场磁选机的磁轭所用材料为工业纯铁，工业纯铁的磁化

曲线的膝点在 M/Ms = 70%左右处，超过这一点，磁感应强度随

磁场强度的增加而缓慢地增加。一般选取磁轭的截面积为铁芯截

面积的 1. 4 倍左右。但如果要求设备达到的磁场强度不很高（如

为 10000 ～ 12000 Gs），也可以不考虑磁轭截面积的增加，而对于

采用低碳钢的磁轭，适当增加磁轭的截面积是必要的。

9. 2 闭合磁系磁路计算

对于闭合磁系的磁路计算可以用等效磁路法，它是基于磁路

和电路之间的相似性，用类似于电路的网络来模拟和等效于所计

算的磁路。

9. 2. 1 U形磁路的计算

闭合磁系常用 U形磁路。此种磁路的计算，一般是将磁通连

续变化的铁磁体分成相等或不相等的数段，计算各段的磁位降和

磁通，最终确定磁路的磁势。

琼斯型强磁选机的磁路属 U形磁路，现以它为例介绍 U形

磁路的计算方法。

磁路及分段情况如图 9 - 1 所示。由于磁路左右对称，故只

画出一半。

计算的任务是在已知选别空间磁场强度 H0 或磁通 Φ0 时，求

所需要的磁势，即安匝数 IN。

计算时假定铁磁导体的截面积相同，分选腔中的磁介质（齿
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图 9 - 1 琼斯型强磁选机的磁路示意图

板）和压盖的尺寸较小，其磁阻忽略不计。

计算中采用的符号如下：

R0———工作气隙的磁阻；

R1———旋转铁盘的磁阻；

R2、R5———未绕线部分的铁芯磁阻；

R3、R4———绕线部分的铁芯磁阻；

R6 ～ R11———和 R1 ～ R5 对应的下磁轭的磁阻；

R12———磁极头和铁盘之间的漏磁阻；

R13 ～ R16———铁芯和下磁轭之间的漏磁阻；

R17———侧磁轭的磁阻；

R18、R19———磁轭接合处的气隙磁阻；

ΔΦ1 ～ ΔΦ5———磁阻 R12 ～ R16上的漏磁通；
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F———线圈磁势。

下面计算各段磁位降：

1. 选别空间的磁位降

U0 = Φ0 R0 =
Φ0

G0

= H0 l0 （9 - 2）

2. 旋转铁盘的磁位降

U1 = Φ1 R1 = H1 l1

ΔΦ1 =
U0

R12

= U0 G12

Φ1 = Φ0 + ΔΦ1 = ΔΦ1 + U0 G12 （9 - 3）

3. 旋转铁盘和选别空间下部的下磁轭的磁位降

U6 + U7 = Φ1（R6 + R7）= H1（l6 + l7） （9 - 4）

4. 断面②—②右边各段总磁位降
U2 = U0 + U1 + U6 + U7 = H0 l0 + H1（l1 + l6 + l7） （9 - 5）

5. 断面③—③右边各段总磁位降
U3 = U2 + Φ2（R2 + R8）= U2 + H2（l2 + l8）= U2 + 2H2 l2

ΔΦ2 =
U2

R13

= U2 G13 = U2 gl2

Φ2 = Φ1 + ΔΦ2 = Φ1 + U2 gl2 （9 - 6）

式中 g———单位长度漏磁导。

6. 断面④—④右边各段总磁位降
U4 = U3 + Φ3（R3 + R9）- fl3 = U3 + H3（l3 + l9）- fl3 = U3 +

2H3 l3 - fl3

式中 f———铁芯单位长度磁势，f =
F
l

=
IN

l3 + l4

。

ΔΦ3 =
U3

R14

= U3 G14 = U3 gl3

Φ3 = Φ2 + ΔΦ3 = Φ2 + U3 gl3
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7. 断面⑤—⑤右边各段总磁位降
U5 = U4 + Φ4（R4 + R10）- fl4 = U4 + H4（l4 + l10）- fl4 = U4 +

2H4 l4 - fl4

ΔΦ4 =
U4

R15

= U4 G15 = U4 gl4

Φ4 = Φ3 + ΔΦ4 = Φ3 + U4 gl4 （9 - 8）

至此得到 5 条横向支路磁通的第一次迭代值。Hi 值可根

据铁磁导体的材料的 B = f（H）关系曲线或关系式求出

（i = 1，2，⋯⋯，11，17）。

用试探法先假定一 f 值，按上述过程计算，最后得到 U'5
值，而

U5 = Φ5（R5 + R11 + R17 + R18 + R19）= H5（2l11 + l17）+
BT

μ0

（2l18）

如 U'5≈U5，则说明假定的 f值即为所求之值，否则，需重新

假定 f值再行计算；如 U'5 < U5，则说明 f值选择偏低，应增大。

上式中
B5

μ
（2l18）项为磁轭接合处 18、19 的磁位降。B5 为接

合缝中的磁感强度，它近似等于其附近铁导磁体的磁感强度。

为了便于假定 f值，可利用近似的方法先确定 IN值。

IN =（IN）δ +（IN）T +（IN）F （9 - 9）

式中 （IN）δ———分选空间中的磁势；

（IN）T———铁导磁体中的磁势；

（IN）F———非分选空间中的磁势。

根据经验，（IN）T 和（IN）F 之和为 IN的 15% ～30%，故

（IN）T +（IN）F =（0. 15 ～ 0. 30）IN = KIN

IN =（IN）δ + KIN =
（IN）δ
1 - K

（9 - 10）

上式也是经验法计算磁势的公式。
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用全回路上的磁势 F 和磁位降 Hili 之差的相对值作为判断

计算是否完成的标志，即

ΔF
F

= F - Φ0 R0 + Φ1 R6 + ∑
5

i = 1
Φi（Ri + Ri + 6）[{ +

Φ5（R17 + R18 + R19 ] }） /F

= F -［H0 l0 + H1 l6 + ∑
5

i = 1
Hi（li + li + 6）+ H5 l{ 17

+
B5

u
0

（l18 + l19 }）］ /F

≤ε （9 - 11）

ε称为控制变量。ε值和路磁计算的精度要求有关，而计算精度
应根据磁导、B - H关系的计算和测量精度而定。如果它们的精

度不高，把 ε值定得很小就没有必要。ε = 0. 001 ～ 0. 1。一般取 ε

= 0. 01。公式（9 - 11）左边
ΔF
F
应取绝对值。

如果 ΔF /F > ε，则应重新假定 f值再计算。

9. 2. 2 螺线管磁系磁路计算

U形磁系的计算是将磁路分成数段，在已知分选空间场强的情

况下计算各段的磁位降和磁通，最后求磁势。螺线管磁系的计算可

以采用另一种相反的方法，即先给定磁势和磁阻，然后求磁通。

下面以周期式高梯度磁分离装置为例来介绍这种方法的应

用。图 9 - 2 为装置图，图 9 - 3 为等效磁路图。

已知：IN，N1 = l1 N/ l，N2 = l2 N/ l和 N3 = l3 N/ l；

求工作气隙中的磁通 Φ值。
根据图 9 - 3 的等效磁路图得：

IN1 = Φ1（R1 + R10）- Φ3 R10

Φ1 =
Φ3 R10

R1 + R10

+
IN1

R1 + R10

（9 - 12）
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图 9 - 2 高梯度磁分离装置的磁路示意图

IN2 = Φ2（R2 + R20）- Φ3 R20

Φ2 =
Φ3 R20

R2 + R20

+
IN2

R2 + R20

（9 - 13）

IN = Φ1 R1 + Φ3 R3 + Φ2 R2 + Φ3 R0 （9 - 14）

将式（9 - 12）和式（9 - 13）代入式（9 - 14），整理后得出：

Φ3 =
IN（1 -

R1

R1 + R10

·
N1

N
-

R2

R2 + R20

·
N2

N
）

R0 + R3 +
R1 R10

R1 + R10

+
R2 R20

R2 + R20

（9 - 15）

从式（9 - 15）可看出，这个等效磁路的磁阻是由一个串联的

磁阻和两个并联的磁阻组合而成。在式（9 - 15）中，IN、N1 /N、

N2 /N 是事先给定的，而 R0、R10和 R20在已知磁系各部分几何尺

寸时可以计算出。未知的仅仅是和铁磁部分有关的磁阻 R1、R2

和 R3。可先假定铁磁阻为零，这样便可从式（9 - 15）先求出 Φ3，
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图 9 - 3 等效磁路图

IN1、IN2 和 IN3—上磁级、下磁极和气隙部分的磁势

R1—上磁极和与它对应部分磁轭的磁阻

R2—下磁极和与它对应部分磁轭的磁阻

R3—对应于气隙部分的磁轭磁阻

R0—气隙磁阻 R10、R20—上磁极、下磁极部分的归化漏磁阻

而从式（9 - 12）和式（9 - 13）分别求出Φ1 和Φ2。此时的Φ3 值是

零次近似值。

根据 B = Φ /S和 B = f（H）关系求出相应的 H值，磁路中的各

段铁磁阻便可由下式确定：

R = ∑Hl
Φ

（9 - 16）

式中∑是对该段中各部分磁阻求和。
算出了 R1、R2 和 R3 之后再将它们代入式（9 - 15）又求出 Φ3

值（是一次近似值），而从式（9 - 12）和式（9 - 13）又分别求出 Φ1

和 Φ2 值。然后用上述相同计算方法循环计算，直到相邻两次近

似的 Φ3 值接近，计算便可终止，最后一次近似的 Φ3 值即为所求
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的气隙磁通。

9. 2. 3 螺线管磁系磁路的简易计算

前面介绍了螺线管磁系磁路计算，下面介绍一种简易计算的

方法。

铠装螺线管是窗框形磁路，其结构如图 9 - 4。

铠装螺线管磁系的磁势主要由两部分组成，一为空气隙内的

磁势，另一为铁铠内的磁势。

空气隙的磁势由下式确定：

Fδ = HδLδ （9 - 17）

式中 Hδ———空气隙的磁场强度；

Lδ———空气隙的长度，即分选腔的高度。

铁铠的磁势由下式确定：

F T = HTLT （9 - 18）

式中 HT———铁铠内的磁场强度，在选定铁铠的磁感强度后，可

在铁铠的磁化曲线上查出 HT；

LT———铁铠中的磁路长度。

为了确定铁铠中的磁路长度 LT，需确定铁铠的各部分尺寸。

对于图 9 - 4 所示的圆柱形螺线管，其上盖（或下底）厚度可根据

磁通连续性原理确定，即

πa2
1 Hδ + π（a2

2 - a2
1）Hd = 2πa2 hBT （9 - 19）

式中 Hd———导体所占环状空间的磁场强度；

BT———铁铠内的磁感强度，一般按小于材料的饱和值

选取；

h———铁铠上盖（或下底）厚度。

Hd 值在环状空间的内缘等于 Hδ，其由内缘到外缘随着线圈

匝数的减少而减少，至外缘时 Hd 等于零。

根据场强按直线变化的规律，Hd 可由下式确定，即
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图 9 - 4 窗框形磁路

Hd =
Hδ + 0

2
=

Hδ

2
（9 - 20）

此时式（9 - 19）中的 Hd 用
Hδ

2
代替，则

πa2
1 Hδ + π（a2

2 - a2
1）

Hδ

2
= 2πa

2
hBT （9 - 21）

所以铁铠厚度为

h =
（a2

1 + a2
2）Hδ

4a2 BT

（9 - 22）

铁铠圆筒部分的厚度，可按同样方法确定。

对于鞍形铠装螺线管（图 9 - 5）亦可按磁通连续性原理得到

下式：

2wlHδ + 2blHd = 2hlBT （9 - 23）

式中 l———螺线管内腔长度。

Hd =
Hδ

2
，则铁铠厚度为

h =
Hδ

2BT

（2w + b） （9 - 24）
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图 9 - 5 鞍形铠装螺线管剖面图

铁铠的尺寸确定之后，铁铠内的磁路长度便容易确定，从而

铁铠内的磁势也就可以按式（9 - 18）进行计算了。

上面介绍的是铁铠厚度的近似计算法，下面介绍详细计算

方法。

1.圆柱筒铁铠厚度的计算

圆柱形螺线管磁系及其在 O ～ R2 间场强的分布规律如图

9 - 6 所示。

由于分选腔内在径向 O ～ R1 范围内场强 B1 是均匀的，所以

B = f（R）曲线在此段是水平线，在分选腔外导体所占据的空间

内，在 R1 ～ R2 范围内，随着 R的增大，由于在 R处产生磁通的安

匝数线性地减少，使该处的场强也线性地减小，故 B = f（R）曲线

在此段为斜直线。

由 R = R1 时，B = B1；R = R2 时，B = O；得出在 R1 ～ R2 之间

场强的分布式为

B = -
B1

R2 - R1

R +
B1

R2 - R1

R2 （9 - 25）
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图 9 - 6 螺线管磁系及其在 O ～ R2 间场强的分布

欲计算圆柱筒的厚度，需计算进入圆筒中的总磁通量。它包

括两部分：一为分选腔内的磁通（可以称为有效磁通）；另一为导

体部分的磁通（可以称为无效磁通）。现分别计算：

有效磁通为

Φ1 = B1·πR2
1 （9 - 26）

无效磁通为

Φ2 = ∫dΦ = ∫
R 2

R1

B2πRdR） （9 - 27）

将式（9 - 25）代入式（9 - 27），则

Φ2 = ∫
R 2

R1

B2πRdR∫
R 2

R1

（-
B1

R2 - R1

R +
B1

R2 - R1

R2）2πRdR

= π
3

B1（R2
2 + R1 R2 - 2R2

1） （9 - 28）

总磁通为

Φ = Φ1 + Φ2 = πB1 R2
1 + π

3
B1（R2

2 + R1 R2 - 2R2
1）
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= π
3

B1（R2
2 + R1 R2 + R2

1） （9 - 29）

令 R2 /R1 = α，则

Φ = π
3

B1 R2
1（α2 + α + 1） （9 - 30）

求出总磁通后，再选定铁铠的磁感强度，然后确定圆柱筒的

横截面积。铁铠的磁感强度一般是利用铁铠材料的磁化曲线，选

取膝点前的数值。

圆柱筒的横截面积为

Sc = Φ
BFe

= π
3

B1 R2
1

BFe

（α2 + α + 1） （9 - 31）

圆柱筒横截面积又等于：

Sc = π（R2
3 - R2

2）= π（R2
3 - α2 R2

1） （9 - 32）

令式（9 - 31）等于式（9 - 32），则可求出 R3 为

R3 =
B1 R2

1（α
2 + α + 1）

3BFe

+ α2 R{ }2
1

1
2

（9 - 33）

R3 - R2 即为圆柱筒铁铠的厚度。

2. 上盖（或下底）厚度的计算

上盖（或下底）磁通的分布比较复杂，在盖或底中，通过以螺

线管中心轴线为轴的不同半径圆柱侧面的磁通是不同的，它不按

圆柱侧面积成正比增加。比如，对于一定厚度的上盖，不同半径

处的磁通密度都不同。在确定它的厚度之前必须找出最大磁通密

度处，以此作为确定上盖厚度 h的依据。

通过上盖中任一半径 R的圆柱面的总磁通为有效磁通与小

于 R范围内进入上盖部分的无效磁通之和，即

Φ = Φ1 + Φ'2 = πR2
1 B1 + ∫

R

R1

B2πRdR （9 - 34）

将式（9 - 25）代入式（9 - 34），并令 R2 = αR1，则
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Φ = πR2
1 B1 + ∫

R

R1

（-
B1

R1（α - 1）
R + α

α - 1
B1）2πRdR

= πR2
1 B1 -

2πB1

3R1（α - 1）
（R3 - R3

1）+
παB1

α - 1
（R2 - R2

1）

（9 - 35）

上盖任一半径 R的圆柱侧面积为 2πRh，此侧面内的磁通密

度为

B'Fe = Φ
2πRh

=
R2

1 B1

2hR
-

R1 R2

3B1 h（α - 1）
+

B1 R2
1

3hR（α - 1）

+
αB1 R

2h（α - 1）
-

αB1 R2
1

2hR（α - 1）

=
αB1

2h（α - 1）
R -

B1 R2
1

6h（α - 1）
1
R

-
B1

3R1 h（α - 1）
R2 （9 - 36）

为了确定最大磁通密度的位置，求 B'Fe对 R的导数并令其等

于零，即

dBFe

dR
=

αB1

2h（α - 1）
+

B1 R2
1

6h（α - 1）
R1

R2 -
2B1

3R1 h（α - 1）
R = 0

3αR1 R2 - 4R3 + R3
1 = 0 （9 - 37）

当 α不同时，方程（9 - 37）的解如表 9 - 1 及图 9 - 7 所示。

表 9 - 1 不同 α时的 R 值

α 1 2 3 4 5 6 7 8 9

R × R1 1. 0 1. 6 2. 3 3. 0 3. 75 4. 5 5. 25 6. 0 6. 75

由图 9 - 7 看出。α 与 R 基本呈线性关系，可近似用下式

表示：

R =
3
4
αR1 （9 - 38）

将式（9 - 38）代入式（9 - 36），则
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图 9 - 7 α与 R 关系曲线

B'Fe =
αB1

2h（α - 1）
·

3
4
αR1 -

B2
1 R2

1

6h（α - 1）
（

4
3αR1

）-

B1

3R1 h（α - 1）
（

3αR1

4
）2

=
（27α3 - 32）B1 R1

144hα（α - 1）
（9 - 39）

所以，上盖厚度 h可由式（9 - 39）求出为

h =
（27α3 - 32）B1 R1

144α（α - 1）BFe

（9 - 40）

9. 3 一种高梯度磁选机的磁系设计及

磁路计算

9. 3. 1 整机结构与工作原理

所设计的样机，为往复式振动高梯度磁选机，整机结构如图

9 - 8 所示，主要部件有铠装鞍形线圈、分选槽、振动装置、分选
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槽驱动机构、冲洗装置和接矿斗等。

图 9 - 8 CQD - 1 型整机结构图

1—鞍形线圈 2—铁铠 3—给矿斗 4—冲洗水控制阀部件 5—振动器

6—传动部件 7—水泵 8—接矿槽 9—分选槽 10—集水器 11—软水器

分选槽内装有聚磁介质。分选时分选槽沿鞍形线圈分选通道

做间歇式往复直线运动，即分选槽先在某一位置上于静止的状态

下接矿；经一定时间后，再快速移动至下一个位置，如此循环往

复。分选槽在振动装置作用下，沿水平方向振动，原矿由给矿斗

给入，经上铁铠所开的圆形孔通道流至分选槽。非磁性矿粒穿过

分选槽，经下铁铠的圆孔通道进入尾矿斗。磁性矿粒则被吸附在

磁介质上，随分选槽运动至中矿冲洗位置，在清洗水作用下，将

其中的非磁性夹杂物清洗下来送入中矿斗后，再随分选槽运动至

磁场外部的卸矿位置，由冲洗水卸进精矿斗。

9. 3. 2 磁系设计

由图 9 - 8 及前述工作原理可知，本机的关键部件及设计重
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点均在磁系部分，特别是鞍形线圈部分。常用下式确定其磁势，

即所需安匝数

IN = σHδ /0. 4π （9 - 41）

式中 H———设计要求的场强；

δ———分选空间高度；
σ———漏磁系数

σ是磁系设计中非常关键的一个参数，σ 过小，磁系达不到
设计场强；σ过大，则会导致制造成本和能耗的增加。
欲求漏磁系数 σ 可以采用有限元数值方法先计算铠装鞍形

线圈分选空间的场强。

在满足工程设计精度要求的条件下，从分选空间中部取一横

截面进行研究，并且忽略边缘效应的影响，把所研究的场域简化

为二维平面场。又由于场强分布的对称性，可以只取中部横截面

的一半进行研究。

图 9 - 9 表示所述的平面闭合场域，ABCD 为场域边界，

AFED内为激磁线圈，BC为中部横截面的中心线，AB、CD及 DA

为气隙和激磁线圈与铁铠的分界线。由场论理论可知，场域内各

点均应满足泊松方程

2 A= j （9 - 42）

式中 A———矢量磁位；

j———电流密度。

如前所述，边界 BC为对称中心线，也是磁感强度 B线的一

部分。由电磁场理论推知，B线即为等矢量磁位线，故在 BC上

有 A=常数；考虑到矢量磁位的相对性，取 A = 0 即 A| BC = 0。边

界 AB、CD和 DA为空气与铁磁性物———铁铠的交界线，故有

A
n

| AB = A
n

| CD = A
n

| DA = 0

综上所述，可得如下边值问题
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图 9 - 9 场域及其边界

2 A= j

A| BC = 0

A
n

| AB = A
n

| CD = A
n

| DA
}= 0

（9 - 43）

式中 n———与交界线正交方向的坐标。

上述边值问题可用有限元数值方法进行求解，基本原理和步

骤是：首先，利用变分原理将边值问题转化为相应的变分问题，

即所谓泛函极值问题；然后，利用部分插值，化变分问题为普通

的多元函数极值问题。剖分插值是这样进行的：将所论场域剖分

为若干个三角元，在每个三角元上以待求函数的节点值作为待求

函数的插值，并以此分片插值函数近似替代待求函数，从而把泛

函化为依赖于这些未知节点值的普通函数。通过剖分插值，泛函

极值问题便简化为普通多元函数的极值问题，后者通常归结为一

组多元线性方程组，采用适当的代数方法，通过微机运算，便可
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求得各节点上矢量磁位的数值解。

对于所求解的边值问题，按上述原理和步骤，经过一系列推

导、运算，得到如下形式的线性方程组

［K］［A］=［P］ （9 - 44）

式中 ［K］———M阶方阵，通常称为总系数矩阵，M为三角剖分

所得节点的总数；

［A］———M阶列阵，待求的 M个节点上的矢量磁位；

［P］———M阶列阵，与电流密度有关的已知数。

采用超松弛迭代法解式（9 - 44）的线性方程组时，其一般迭

代公式为

A（m + 1）
i =（1 - α）Am

j + α［（ - ∑
i - 1

j = 1
Ki，jA
（m + 1）
j -

∑
m

j = i + 1
Ki，jA
（m）
j ）/Ki，j］ （9 - 45）

式中 α———加速收敛因子
在场域部分细密和节点数高的情况下，由于内存单元数量的

限制，一般中小型计算机不能用式（9 - 45）进行运算，即使采用

等带宽、变带宽等稀疏矩阵处理方法，也是如此。

通过对总系数矩阵［K］和其中非零元素的分析与推导，可得

到如下的迭代公式：

A（m + 1）
i，j =（1 - α）A（m）

i，j + α［ -（K1 A（m + 1）
i - 1，j + K2 A（m + 1）

i，j - 1 +

K3 A（m）
i + 1，j + K4 A（m）

i，j + 1）/K0］ （9 - 46）

K0 = ∑
6

n = 1

1
4μnΔn

（b2
i，j + c2

i，j） （9 - 47）

K1 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi - 1，j + ci，jci - 1，j） （9 - 48）

K2 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi，j - 1 + ci，jci，j - 1） （9 - 49）

K3 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi + 1，j + ci，jci + 1，j） （9 - 50）
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K4 = ∑
2

n = 1

1
4μnΔn

（bi，jbi，j + 1 + ci，jci，j + 1） （9 - 51）

式中 i，j———各节点编号，若某节点位于 i 行 j列，则记该节点

的矢量磁位为 Ai，j；

Δ———相关联的 n个三角中第 n 个三角元的面积和介质导

磁率；

b，c———与节点坐标有关的参数，设某三角元三节点记为

i、j、m，则

bi = yj - ym bj = ym - yi bm = yi - yj

ci = xm - xj cj = xi - xm cm = xj - xi

（x、y为该节点的

坐标值）

运用式（9 - 47）～式（9 - 51）计算非零元素，采用式（9 - 46）来解

线性方程组。

求出矢量磁位 A后，根据 A与场强 B的关系，即

Bx = A
y

By = - A
x

B = B2
x + B2槡 y

可继续用电子计算机求得鞍形线圈中部横截面上各节点的场强

B值。

在上述研究的基础上，采用以下方法和步骤进行 CQD - 1 型

机的鞍形线圈设计，并称之为预估 - 反算有限元法。

第一步：预估漏磁系数 σ。σ 的预估，可根据以往的设计
经验进行，其值在 1. 0 ～ 1. 5 之间，实际上，可在此范围内任取

一值。

第二步：用式（9 - 41）初步计算所需磁势。
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第三步：选定导线规格，确定匝数和充填率。

按大于或等于分选空间高度来确定线圈轴向匝数 Nz，选定总

匝数 N，径向匝数由 Nr = N/Nz确定，导线匝间应预留绝缘层厚度

和绕制间隙，由此计算出线圈导线的充填率 λ。

第四步：按 I = IN/N计算激磁电流。依导线规格，按 j = I /Sc

计算电流密度。Sc 为导线有效截面积。

第五步：根据已知的电流密度 j，线圈的几何尺寸及充填率

λ，用有限元法计算磁系分选空间场强分布和中点场强 H0。

第六步：按公式 σ = 0. 4πIN/（H0δ）计算磁系的实际漏磁
系数。

第七步：根据不同情况，修正原设计参数或者重新计算。

先将算出的实际漏磁系数 σ代入式（9 - 41），算出实际所需

磁势。若与初步计算磁势相符或相差甚微；则说明预估的漏磁系

数与实际情况吻合，此时可直接进行余下的常规磁系设计工作。

一般情况是实际所需磁势与初步设计磁势不相符，或有一定差

距，此时需按下式修正原设计的电流密度。

j = IN/NSc

式中 IN———实际需要的磁势；

N———初步设计的线圈总匝数。

如果修正后电流密度仍在合适的范围内，则可按修正后的电

流密度完成余下的常规磁系设计；否则需重新计算。电流密度过

大时，可增加线圈匝数或加大导线规格，再确定线圈几何尺寸，

按预估 - 反算法重新计算；电流密度过小时，可减少线圈匝数或

减小导线规格，重新计算。

第八步：按照上述方法和步骤，确定本设计磁系鞍形线圈的

几何参数和电气参数如下：
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（1）所需磁势 用预估 - 反算有限元法算得本设计磁系的漏

磁系数 σ为 1. 15，因此

IN = σHδ /（0. 4π）= 1. 15 × 20 000 × 20 /1. 25

= 368 000 安匝

（2）导线规格 采用截面尺寸为 10 × 10 × 2（mm）的空心矩

形铜管作导线，其有效截面积为 74 mm2。

（3）线圈匝数 鞍形线圈的轴向长度，等于轴向每匝导线截

面边长之和，加上导线匝间绝缘层厚度及绕制间隙。线圈的轴向

匝数应满足线圈轴向长度与分选空间高度及上下磁极厚度之和相

等的原则。已知分选高度为 20 cm，上下磁极厚度各为 6. 8 cm，

绝缘层及绕制间隙预留 0. 2 cm，导线截面边长为 1 cm。因此，轴

向匝数 Nz应为 28 匝。线圈总匝数 N定为 784 匝。故径向匝数

Nr = N/Nz = 28 匝。

（4）激磁电流 I和电流密度 j

I = IN/N = 368 000 /784 = 469（A）

j = I /Sc = 469 /74 = 6. 34（A/mm2）

（5）导线总长 L

根据线圈总匝数及其几何形状和绕制方式，算得导线总长 L

为 1 706 m。

（6）导线总电阻 R

导线工作温度取 45� ，该温度下，导线电阻率 ρ为 0. 020 05

Ω·mm2 /m

R = ρL/Sc = 0. 020 05 × 1 706 /74 = 0. 462（Ω）
（7）激磁功率W及电压 V

W= I2 R = 4692 × 0. 462 = 101. 6（kW）

V= W/I = 101. 6 × 103 /469 = 216. 6（V）
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由以上步骤设计而成的铠装鞍形线圈磁系的立体图如图

9 - 10 所示。

图 9 - 10 磁系立体图

1—上鞍形线圈 2—上铁铠 3—下鞍形线圈 4—下铁铠
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第 10 章

高梯度磁选的基本理论

10. 1 高梯度磁场中矿粒所受的力

在高梯度磁选过程中，使磁性矿粒吸于聚磁介质表面而与非

磁性矿粒分离的主要条件是磁力大于竞争力。竞争力主要为流体

粘滞力和重力（对微细矿粒，重力可以忽略）。磁性矿粒所受磁

力为

F m = VMpgradH =
4
3
πr3 KH0

dH0

dl
（10 - 1）

式中 V———球形矿粒的体积；

Mp———矿粒的磁化强度；

r———矿粒的半径；

K———矿粒的体积磁化率；

H0———背景场强；

dH0

dl
———场强 H0 在 l方向的梯度。

聚磁介质周围的磁场梯度可近似计算。磁介质在磁场中被磁

化到饱和后，由于磁通的连续性，其内部及表面的磁感强度相

等，可用下式表示

Bs = Hi + 4πMsf （10 - 2）
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式中 Hi———磁介质内部的磁场强度；

Msf———磁介质的磁化强度。

Hi = H0 - Hd （10 - 3）

Hd = 4πNMsf （10 - 4）

式中 Hd———退磁场强度；

N———退磁系数，对于长圆柱体 N = 1 /2，钢板网网丝或钢

毛可近似看作长圆柱体；其相关计算如下：

Hd =
1
2

4πMsf = 2πMsf

Bs = Hi + 4πMsf = H0 - Hd + 4πMsf

= H0 - 2πMsf + 4πMsf = H0 + 2πMsf

根据理论计算，离开磁介质表面 P 点（图 10 - 1）与磁介质等

值直径（de）等数量级距离 l 的 P'点的场强已近似等于背景场强，

所以 P 点场强 Bp = H0 + 2πMs，P'点场强 B'p = H0，则 PP'间的磁

场梯度为

dH0

dl
=

Bp - B'p
de

=
2πMsf

de

（10 - 5）

图 10 - 1 磁场梯度计算图
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将式（10 - 5）代入式（10 - 1），得

F m =
8π2

3
r3 KH0

Msf

de

（10 - 6）

当磁介质处于未饱和磁化状态时，Msf是 H0 的函数，所以，

F m∝H2
0，即 F m 随 H0 的平方成正比变化。当磁介质饱和磁化后

Msf = Ms，饱和磁化强度Ms 已不再随 H0 的增加而增加，但弱磁性

矿粒的磁化强度 Mp 仍随 H0 的增加而增大，因而磁力 F m 仍是增

加的，此时 F m∝H0，即 F m 随 H0 的一次方成正比变化。

对微细颗粒，其在矿浆中所受的粘滞力为

F D = 6πηrv0 （10 - 7）

式中 η———矿浆动粘滞系数；
v0———矿浆流速。

在磁捕集过程中，力的平衡关系主要为

F m = F D （10 - 8）

磁性矿粒的捕获率取决于 F m 与 F D 的比值 R，称为力比，其

值为

R =
F m

F D

=
4π
9
·

r2 K
η
·

Msf

de

·
H0

v0

（10 - 9）

式中
r2 K
η
———矿浆的性质。

当 η一定时，矿粒越大、磁性越强，则越容易被捕收；Msf /de

表示磁介质的特性；H0 /v0 表示磁选过程的工艺参数，对于一定

的磁选过程（如给矿量、分选腔高度、磁介质充填率、净化冲洗水

量及流量等因素一定），当矿浆性质和磁介质的性能一定时，H0

和 v0 便成为影响磁选过程的主要因素。

在高梯度磁选过程中，磁介质的直径（或当量直径）是一个重

要因素。它与被捕获颗粒直径之间存在着匹配的关系，在一定的

比值时，矿粒所受之磁力最大。
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当球形矿粒（其半径为 b）在距磁介质（其半径为 r0）表面一定

距离 r处，即（r0 + b）< r <（r0 + αb）［其中 α =（r - r0）/b］时，利

用式（6 - 80）磁力 F m、磁场磁力 F H、k 三者与 α 的关系如图
10 - 2 所示。

图 10 - 2 F m、F H、k与 α的关系曲线

由图 10 - 2 看出，F m、F H 随 α增大而降低，k则随 α增大而
增大。因为当矿粒距磁介质远时，磁力降低，所以如要保证足够

大的磁力深度，则需要大的磁介质半径，即 k增大。

402 磁选理论



10. 2 高梯度磁场中矿粒的作用能

高梯度磁选能处理微细的似胶体的矿粒。作用在这种矿粒上

的表面力将大大地影响弱磁性矿物的磁选过程。微细矿粒能否被

磁介质捕获与矿粒的表面电性（或表面电位）有重要的关系。矿浆

pH值直接影响矿物的表面电位和分选空间各种体系（矿粒间和矿

粒与磁介质间等）的总相互作用能，从而影响磁选的分选效率。

任何物理选矿方法，分选前都必须使矿浆适当地分散，这是

获得好的分选指标的前提，高梯度磁选也不例外，处于磁场中的

含微细矿粒的矿浆，其分散度是由多种力的合力控制的，这些力

包括与矿物表面电性有密切关系的双电层力和范德华力，与磁场

特性有关的磁偶极化力及流体动力剪切应力。在外磁场作用下，

矿浆内两个粒子的总相互作用能可用下式表示：

VT = VR + VA + VM + VH （10 - 13）

式中 VT———体系的总相互作用能（ergs）；

VA———范德华势能（ergs）；

VR———双电层作用能（ergs）；

VM———磁偶极化作用能（ergs）；

VH———流体剪切应力能（ergs）。

为了便于讨论问题，假设微细粒矿粒为球体，磁介质相对于

微米级的粒子可以认为是平板。

下面对矿粒同质凝聚和异质凝聚以及矿粒与磁介质的相互作

用能分别加以阐述。

10. 2. 1 同质凝聚

对于同性矿粒（如黄铜矿或方铅矿），当矿浆流速较小，在矿

浆中矿粒基本上是同步向前运动，因此，同性矿粒间的相对速度
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接近于零，这样式（10 - 13）中的 VH 就约等于零，VR 和 VA可由

DLVO 理论进行计算，VM可按 J. Svoboda 提出的公式计算，故式

（10 - 13）为：

VT = VR + VA + VM

= 4πεa2φ2 e - Kx

2a + x
-

A
6

2a2

4ax + x2 +
2a2

（2a + x）[ 2 +

ln
4ax + x2

2a + x ]2 -
8πμ0 X2 H2 a6

9（x + 2a）3 （10 - 14）

式中 a———矿粒半径，cm；

k———德拜 - 胡克尔参数，cm - 1；

b———磁介质半径，cm；

ε———矿浆的介电常数，25� 水，ε = 78. 54；

x———粒子间的距离，cm；

X———矿粒的比磁化率，cm3 /g；

A———哈马克常数，erg；

μ0———真空磁导率，CGSM μ0 = 1；

H———磁场强度，Oe；

φ———矿粒表面电位，V，在溶液浓度很小时，它等于 ξ
电位。

由式（10 - 14）可知，在一定的场强下，对于一定的磁介质和

一定性质矿粒的矿浆，其聚散性主要取决于矿粒的表面电位。在

磁选过程中，场强一定，矿浆的聚散性可通过调整矿物表面电位

来调节。

10. 2. 2 异质凝聚

对于性质不同的矿粒，不能直接用 DLVO 理论计算，需用

Derjaquin等的异相凝聚理论计算才能得到满意的结果。对于异

质凝聚（以黄铜矿和方铅矿为例），由于弱磁性的黄铜矿和逆磁性
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的方铅矿之间的磁偶极化力非常弱，VM一项可略去不计，又因为

矿浆流速很小，两个同向运动的矿粒之间的相对速度就更小，故

式（10 - 13）中 VH 一项也可忽略不计，这样，式（10 - 13）为

VT = VR + VA

=
εa1 a2

4（a1 + a2）
2φ1φ2 ln

1 + e - kx

1 - e - kx +（φ2
1 + φ2

2）·ln（1 - e - 2kx[ ]）
-

Aa1 a2

6x（a1 + a2）
（10 - 15）

式中 A———黄铜矿 - 水 - 方铅矿体系的哈马克常数，erg；

a1———黄铜矿颗粒半径，cm；

a2———方铅矿颗粒半径，cm；

φ1———黄铜矿颗粒的表面电位，V；

φ2———方铅矿颗粒的表面电位，V。

10. 2. 3 矿粒与磁介质的相互作用能

矿粒与磁介质的作用，与矿粒间的同质凝聚和异质凝聚有所

不同，因为不论对黄铜还是方铅矿，由于磁介质的磁偶极化力较

大，它们与磁介质的磁偶极化作用能是不可忽略的。而且，由于

磁介质不随矿浆运动，所以矿粒相对于磁介质的速度可近似等于

矿浆流速，这样流体动力剪切应力能也不可忽略。因此，矿粒与

磁介质的相互作用能为：

VT = VR + VA + VM + VH = -
A
6

2a（a + x）
x（x + 2a）

- ln
x + 2a[ ]x

+

πεa［（1 + 2）
2 ln（1 + e - kx）+（1 - 2）

2 ln（1 - e - kx）］-
μ0 X
2

4πMHa3

3（1 + a /b）2
+ πM2 a3

4（1 +2a /b）
a
b

+
（a /b）2

（1 +2a /b）
1
2

-（1 +2a /b）[ ][{ 1
2

arctg
a /b
（1 + 2a /b ] }） + π2 a2

4
bρ

1
2 V

3
2 η

1
2（x + 2a）-

1
2 ×
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（9. 861θ - 3. 863θ3 + 0. 413θ5） （10 - 16）

式中 M———磁介质的磁化强度，Gs；

v———矿浆流速，cm/s；

ρ———流体密度，水 ρ = 1 g/cm2；

η———矿浆粘度，P；

θ———前滞流点与流速方向的夹角（弧度）。

10. 3 表面电位对微细粒铜铅矿物磁分离

的影响

微细粒的分散与凝聚是由其凝聚能决定的，而凝聚能又与

表面电位密切相关，矿浆 pH 值是影响矿物表面电位的主要因

素之一，因此，调节矿浆 pH值，改变矿物表面电位可有效地控

制矿浆分散。

10. 3. 1 不同 pH 值下，微细粒铜铅混合矿磁分离结果

试验固定条件：试样为粒度 38 μm人工铜铅混合矿，磁场强

度 19 kGs，矿浆流速 1. 57 cm/s，矿浆浓度 2. 0%，2 号钢毛充填

率 2. 2%，试验结果如图 10 - 3，4，5 所示。

由图 10 - 3 的试验结果可知，随着矿浆 pH 值的增大，铅精

矿品位先逐渐增加，含铜逐渐下降，在 pH6. 5 ～ 9 之间曲线变化

较平缓，pH值大于 9 以后，铅精矿品位逐渐下降，含铜逐渐增

加。由此可见，pH 太高或太低，铅精矿质量均不好，pH 值在

6. 5 ～ 9 范围内，铅精矿质量较好。

由图 10 - 4 曲线可知，随着 pH 的增大，铜精矿品位先是逐

渐减小，pH > 7 后，逐渐升高，而铜精矿含铅 pH 在 2 ～ 7 之间逐

渐增加，pH > 7 后，又逐渐下降，铜精矿质量在 pH > 9 时较好。

由图 10 - 5 的曲线可知，随着矿浆 pH 值增大，铜精矿回收
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图 10 - 3 矿浆 pH 对铅精矿质量的影响

1—铅精矿品位（%） 2—铅精矿含铜（%）

图 10 - 4 矿浆 pH 对铜精矿质量的影响

1—铜精矿品位（%） 2—铜精矿含铅（%）

率先是逐渐降低，在 pH = 7 左右最低，而后又略有升高，铜回收

率相反。综上所述，既要得到质量较好的铜精矿和铅精矿，又要

保持较高的回收率，pH在 9. 0 左右较合适。

为什么试验结果会出现这种现象呢？这可由图 10 - 6 的动电

位曲线及以后的相互作用能曲线得到解释。
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图 10 - 5 矿浆 pH 对精矿回收率的影响

1—铜精矿回收率（%） 2—铅精矿回收率（%）

图 10 - 6 矿物 ξ电位与 pH 的关系

1—方铅矿 2—黄铜矿
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10. 3. 2 微细铜铅矿粒的粘附机理

1. 铜（或铅）矿粒同质凝聚能的计算

利用式（10 - 14）编好计算机程序，在 Laser - 310 微机上直接

绘出图形。在不同表面电位下，黄铜矿颗粒间总相互作用能与矿

粒间距离的关系示于图 10 - 7。图 10 - 7 的计算条件为：H = 19

kOe，Xp = 67. 4 × 10 - 6 cm3 /g，A= 8. 73 × 10 - 14 erg，k = 1. 04 × 106

cm - 1，b = 2. 5 × 10 - 3 cm，a = 0. 5 μm。

图 10 - 7 的曲线表明，随着黄铜矿负电位增加，势垒逐渐升

高，这是由于同性电荷互相排斥的结果。随着表面电位负值的减

小，势垒逐渐降低。当 φ = - 10 mV时，势垒几乎消失。因此，

可以预见，在 φ = - 10 mV至 + 10 mV之间，黄铜矿颗粒将很易

发生同质凝聚。

图 10 - 7 在不同表面电位下，黄铜矿颗粒间总相互作用能与距离的关系

1—φ = - 40 mV 2—φ = - 30 mV

3—φ = - 22 mV 4—φ = - 10 mV

方铅矿颗粒间总相互作用能示于图 10 - 8。图 10 - 8 的计算

条件为：Xp = - 0. 409 × 10 - 6 cm3 /g，A = 7. 5 × 10 - 14 erg，a = 1
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μm，其余条件同前。

图 10 - 8曲线表明，表面电位负值越高，势垒越高，颗粒越难

凝聚；反之，随着表面电位负值降低，势垒逐渐降低。当 φ = 0 时，

势垒消失，由斥力变为引力，此时方铅矿颗粒间很易发生同质凝

聚，分散性会是最差。由图 10 - 8 知，当 φ = 0 时，pH = 7. 5 左右。

再由图 10 - 4，10 - 5看出，在 pH =7. 5左右，铜精矿含铅最高，铅

精矿回收率最低。可见方铅矿同质凝聚对磁分离是不利的。

图 10 - 8 不同表面电位时，方铅矿总作用能与距离的关系

1—φ = - 30 mV 2—φ = - 14 mV 3—φ = 0

2. 铜铅矿粒异质凝聚能的计算

利用公式（10 - 15）计算不同表面电位下，方铅矿与黄铜矿颗

粒间的总相互作用能，结果示于图 10 - 9。图 10 - 9 的计算条件

为：A= 8. 09 × 10 - 14 erg，k = 1. 04 × 106 cm - 1，黄铜矿颗粒半径 a1

= 0. 5 μm，方铅矿颗粒半径 a2 = 1 μm。

图 10 - 9 的曲线表明，黄铜矿和方铅矿表面电位不同，黄铜

矿 - 水 - 方铅矿体系的相互作用能也不同，当黄铜矿和方铅矿电

位符号相反（曲线 1）或二者的表面电位有一个为零时，颗粒极易

发生异质凝聚，由于是不可逆凝聚，所以此时的凝聚是稳定的，
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图 10 - 9 不同表面电位时，异质凝聚能与距离的关系

1—φ1 = - 10 mV，φ2 = 10 mV 2—φ1 = - 10 mV，φ2 = 0 mV

3—φ1 = - 30 mV，φ2 = - 10 mV 4—φ1 = - 40 mV，φ2 = - 40 mV

φ1—铜矿粒表面电位 φ2—铅矿粒表面电位

矿浆的分散性就较差，这对铜铅分离极为不利。随着矿浆表面电

位负值的增加，势垒逐渐增加，当两者的表面电位均为 - 40 mV

时（曲线 4），体系的总能量为斥力能。此时，两者不易发生异质

凝聚，矿浆的分散性较好。由此可见，矿物表面电位对颗粒的异

质凝聚起决定性的作用。

10. 3. 3 矿粒与磁介质相互作用能

1. 黄铜矿与磁介质总相互作用能的计算

计算的已知条件为：A = 1. 69 × 10 - 14 erg，Xp = 67. 4 × 10 - 6

cm3 /g，M = 2 × 104 Gs，H = 19 kOe，b = 2. 5 × 10 - 8 cm，k = 1. 024

× 106 cm - 1，v = 1. 57 cm/s，θ = π
6
，a = 1 μm。

利用公式（10 - 15）的计算结果示于图 10 - 10。图 10 - 10 曲线

表明，随着表面电位负值的增大，黄铜矿与磁介质的引力能逐渐减
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小，会使部分黄铜矿粒进入非磁性产品中，使铜回收率下降。

2. 方铅矿与磁介质总相互作用能的计算

仍利用公式（10 - 15）计算，其已知条件为：A = 1. 56 × 10 - 14

erg，Xp = - 0. 409 × 10 - 6 cm3 /g，其余条件同前。计算结果示于图

10 - 11。

图 10 - 10 不同表面电位时，黄铜矿 - 水 - 钢毛体系总作用能与距离的关系

1—φ1 = - 60 mV，φ2 = - 60 mV 2—φ1 = - 40 mV，φ2 = - 40 mV

3—φ1 = - 15 mV，φ2 = - 15 mV 4—φ1 = - 10 mV，φ2 = 0 mV

5—φ1 = - 10 mV，φ2 = 10 mV

图 10 - 11 曲线表明，随着表面电位负值的增大，势垒逐渐升

高，方铅矿颗粒被磁介质捕获的可能性减小，因而黄铜矿颗粒中

夹杂方铅矿颗粒的可能性减小。

由图 10 - 10 可知，对于粒度为 1 μm的黄铜矿颗粒或黄铜矿

与方铅矿的凝聚体，在表面电位小于 - 15 mV时，受到较大的引

力能作用，会被磁介质捕获。由图 10 - 11 又知，此时 1 μm方铅

矿颗粒的相互作用能为斥力能。因此，微细粒方铅矿夹杂的机理

是方铅矿与黄铜矿先发生异质凝聚，然后凝聚体又被磁介质捕

获。因此，我们可以人为地控制矿物表面电位，消除铜铅异质凝

聚，减少铅的夹杂以提高分选效率。
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图 10 - 11 不同表面电位时，方铅矿 - 水 - 钢毛体系总能量与距离的关系

1—φ1 = - 40 mV，φ2 = - 40 mV 2—φ1 = - 15 mV，φ2 = - 15 mV

3—φ1 = - 10 mV，φ2 = 0 mV 4—φ1 = - 10 mV，φ2 = 10 mV

10. 4 影响湿式高梯度磁选选择性的因素

影响高梯度磁选选择性的因素主要有：磁介质的匹配与排列形

式、载体的性质与矿浆流态、被选物料的分散程度及机械夹杂等。

10. 4. 1 磁介质的匹配与排列形式

磁介质的形状和大小对于获得最佳精矿品位和回收率以及确

定介质负荷有着重要的作用。前已述及当介质丝直径 a 与颗粒直

径 b的比值等于 2. 69 时，作用在颗粒上的磁力最大。然而，磁介

质的匹配是一个较复杂的问题，根据单丝捕集理论建立起来的最

佳介质匹配与实际相差较大。分析表明，若 a /b < 10，机械捕集

现象明显，在磁介质表面易形成颗粒的无选择性堆积引起滞流，

从而影响磁性产品的质量。为避免发生这种现象，在选用磁介质

时 a /b值应大于 10。在实际应用中，介质尺寸与矿粒大小相匹配
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的条件应是使精矿的回收率和品位最高。磁介质的尺寸应是矿石

粒度分布和矿物组成的函数。减小磁介质尺寸，磁性产品的回收

率得到提高，品位会降低。钢毛介质的宽度一般为 0. 254 ～ 0. 051

mm，厚度约为宽度的十分之一。在具体选用介质时，应根据试验

来把握不同磁介质对某一物料的磁捕集效果。

介质丝的有序排列能够提高高梯度磁选的效率。实际生产中

利用由磁介质丝编成的网或膨化金属筛板网来实现这种介质有序

布置。实际表明，这种有序的介质可以提高分选效率。对磁介质

进行结构化，既可防止磁介质的损失，又可实现有序排列。

理论研究认为，分选罐中磁介质的有序排列，即所有磁介质

丝垂直于磁场方向，且相互平行排列，则分选效率可达到理想的

结果。介质有序的优点为：矿浆流量相等时，压力降较介质随机

排列为小，矿浆较容易流过，减小了非磁性颗粒的机械夹杂，可

充分地洗出磁性颗料。中国专利 CN87203391 介绍的立栅式聚磁

介质，考虑了介质丝的有序排列及最佳的梯度匹配关系，具有结

构化介质特点，其分选的选择性较高。

10. 4. 2 载体性质及矿浆流态

1. 载体的粘度

载体是指输送被选物料的流体，湿式高梯度磁选中的载体通

常为水。颗粒的捕集几率与载体粘度成反比，这意味着降低载体

粘度有利于改善磁选机的分选效果。

2. 载体的表面张力

在以往的高梯度磁选作用中，人们很少注意到载体表面张力

的影响，载体的表面张力可以用表面活性剂加以调节。据报道，

经羟乙基化烷基酚预处理的水，表面张力由 0. 072 N/m 降至

0. 032 N/m。将这种经预处理的水用于磁选作业，可使入选粒度

上限下降 20%，保证有效分选的磁感应强度可降低，低磁化率颗
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粒的磁选选择性可提高。

3. 载体的比磁化率

有人提议用顺磁性液体代替水作为湿式高梯度磁选的载体，

以此减少甚至消除脉石成分的磁捕获。如果载体的比磁化率与欲

除去矿物的比磁化率相匹配，根据下式，作用于该矿物颗粒上的

净磁力 F m 应为 0。

F m = V（kp - km）HgradH （10 - 17）

式中 F m———作用在磁性物体颗粒上的磁力，N；

V———颗粒的体积，m3；

H———颗粒中的磁场强度，A/m；

gradH———磁场梯度，A/m2；

kp———磁性颗粒的物质体积磁化率；

km———载体的物质体积磁化率。

这样就可以消除某一矿物成分的竞争磁捕获，而使捕获选择

性提高，这对分选两种顺磁性的矿物特别有效。利用不同比磁化

率的MnCl2 水溶液（其比磁化率与锰含量成正比），对黑钨矿 - 砷

黄铁矿混合物进行高梯度磁选的试验，获得了良好的选择性。

4. 矿浆的 pH值

在细粒矿物湿式高梯度磁选过程中，除磁力与水动力之外，

颗粒间及颗粒与磁介质间的表面力起着主要的作用。调整矿浆

pH值能改变矿粒表面电位及双电层，进而改变了系统的静电作

用，并由此影响着系统的总相互作用能。本章第三节阐述了不同

pH对铜铅矿物磁分离的影响。王燕民等研究了在粒度小于 10

μm的赤铁矿与石英混合物的高梯度磁选中 pH 值的影响。通过

调整 pH值，算出不同矿浆 pH 时颗粒间及颗粒与磁介质间静电

交互作用能。结果表明，当 pH 为 6. 5 时（比赤铁矿零电点大 1

pH单位），赤铁矿能选择性地被吸附在磁介质表面，即提高了高

梯度磁选的选择性。Maurya等研究了 pH对高岭土高梯度磁选的
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影响。Svoboda等对铀和金高梯度磁选中 pH 的影响进行了实验

研究，金和铀在磁选精矿中的品位为 pH 值的函数，实验结果表

明，当 pH值接近有用矿物零电点时，高梯度磁选效果最佳。Svo-

boda等还对其他矿物高梯度磁选中 pH的影响进行了研究。在实

际应用中，应根据试验确定最佳 pH值。

5. 矿浆流态

vm /v0（磁力速度与矿浆流速之比）是高梯度磁选捕集方程中

的一项重要因子，它决定着高梯度磁选机运行情况的好坏。当磁

介质、场强、被分选物料性质等因素确定后，vm 是定值，此时 v0

对磁选结果起主要作用。研究表明，矿浆低速流过磁介质时，矿

粒都在磁介质丝的正面得到捕获，这时料流对粒子的拖曳力不够

大，一些非磁性颗粒难免与磁介质丝碰撞而夹杂到磁性颗粒中

间，从而形成机械夹杂。当矿浆流速加大到一定程度时，矿浆将

在磁介质丝的背面产生旋涡，此时料流的拖曳力较大，颗粒很难

在磁介质丝正面捕集。磁性颗粒被带进旋涡形成介质丝的背面捕

集，非磁性颗粒因不受磁力而直接被料流带走，这就是所谓的涡

流高梯度磁选。就是这个涡流磁选大大提高了高梯度磁选的选择

性。但在大流速的情况下，为达到理想的回收率，必须增大磁

场，以使磁力大于流体拖曳力。

10. 4. 3 物料的分散

高梯度磁选前，物料必须充分分散并且矿浆要有适宜的流变

特性。对矿浆的分散过程起决定作用的因素是微粒表面的荷电状

态及物化性质。通常采用超声波或添加分散剂对物料进行分散。

超声波产生空化作用，在固体和液体界面产生高速微冲流时，既

能够除去边界污层或使边界污层疏松，又可增强搅拌作用，以清

洗矿粒表面，使矿粒得到分散。超声波分散必须选择适当的声学

参数。因在现场使用超声波比较麻烦，因而实际上多采用分散剂
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分散。常用的分散剂主要为碱类、硅酸钠和无机磷酸盐。分散剂

在其最佳分散浓度下才能达到最佳分散效果。最佳分散剂浓度，

可以改变矿浆的流变特性。分散剂的适宜用量，可通过 ξ 电位测
定和流变学研究来确定。目前，在高岭土的高梯度磁选中分散剂

的应用研究较多。使用分散剂时还应注意 pH值对其分散作用的

影响。研究表明，在碱性介质中使用六偏磷酸钠分散高岭土时，

可以显著节省用药量。另外，在使用上述无机分散剂时，应注意

剂量大小。如果剂量过大，由于吸附反离子会引起电荷符号的改

变而发生凝聚。在这方面，有机药剂（膦酸酯、醋酸乙烯、环氧乙

烷、柠檬酸盐、酒石酸盐及天然物质干酪素等）是比较好的，因为

吸附的分子可以防止颗粒紧密靠近。但有机药剂较贵，同时由于

水化作用而使水的迁移率变小，引起粘度增大。

10. 4. 4 机械夹杂

在实际磁介质中，碰撞效率主要是由碰撞的机械机理所决定

的，因此悬浮在通过磁介质的流体中的每个颗粒与磁介质碰撞的

几率都接近于 1，即在没有磁力的情况下，其碰撞几率也仍接近

于 1。由此可见，非磁性物在磁性物中的机械夹杂是不可避免的，

这是影响高梯度磁选选择性的一个重要方面。为了解决这一问

题，国内外进行过不少研究工作，主要为：

（1）采用特殊的磁介质及排列形式。例如采用水平布置的丝

网介质，各网的网眼尺寸自上层至下层依次减小；

（2）将介质丝通以电流。其实质就是在高梯度磁选中增加了

静电力的作用。此时磁力速度可以表示为：

vm =
μ0 xb2 H0 I

9πηa2

式中 μ0———真空的磁导率，4π × 10 - 7 H /m；

x———物质的比磁化率，m3 /kg；
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b———颗粒的半径，m；

H0———介质丝所在空间背景磁场强度，A/m；

I———介质丝中通过的电流强度，A；

η———流体运动粘度，P·s；

a———介质丝半径，m；

vm———磁力速度，m/s。

通过调节磁介质丝电流而改变磁力速度，vm /v0 可达到某一适

宜值。另外，当磁介质在磁场中有微弱电流变化时，磁介质丝会发

生微小振动，因此带电介质高梯度磁选机具有很高的选择性。但这

种磁介质丝必须很好地绝缘，且排列十分有序，因此结构复杂。

（3）磁介质振动和矿浆脉动。脉动高梯度磁选机利用流体的

脉动，增大了矿粒与磁介质丝的磁撞几率，同时脉动力把夹杂在

磁性物中的非磁性颗粒清洗出来，有利于颗粒的选择性捕集，此

种设备在国内已成功地应用于微细粒赤铁矿的回收。

研究表明振动磁介质可以有效地减少机械夹杂。国内对振动高

梯度磁选进行了许多研究，并研制出了新型的振动高梯度磁选机。

振动加脉动高梯度磁选法是一种高效的磁选法，中南大学已

研制成功了工业型的振动脉动高梯度磁选机。

10. 5 干式高梯度磁选过程矿粒运动规律

Lawson等利用电磁学和流体力学理论计算出矿粒运动的理

论轨迹，在实验室用高速摄影技术对矿粒的运动轨迹进行了观

察，结果与理论计算轨迹吻合较好。

在干式高梯度磁选中对单根圆柱形磁介质附近磁性矿粒的运

动轨迹进行了计算，矿粒在磁介质附近的位置见图 10 - 12。磁场

方向与流场方向垂直。
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图 10 - 12 磁介质附近矿粒位置示意图

10. 5. 1 矿粒运动动力学方程

在高梯度磁选体系中，由于矿粒很小，所受重力远远小于磁

力和流体力，故可忽略，只考虑磁力和流体力。

根据电磁学理论和流体力学理论分别推导出单根圆柱形磁介

质附近磁性矿粒所受磁力公式和流体阻力公式：

磁力公式

fr = -（6πbηvm）
a3

r3
cos2θ +

M
2H0

·
a2

r( )2

fτ = -（6πbηvm）
a3

r3 sin2{ θ
（10 - 18）

流体阻力公式

Rr = - 6πηb 1 -
a2

r( )2 v0 sinθ +
dr
d[ ]t

Rτ = - 6πηb 1 +
a2

r( )2 v0 cosθ + r
dθ
d[ ]{

t

（10 - 19）

将式（10 - 18）和式（10 - 19）代入牛顿动力学方程

a r =
1
m
（fr + Rr）

aτ =
1
m
（fτ + Rτ

{ ）

（10 - 20）
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得到磁性矿粒的动力学方程

a r = -
9η

2b2δ
1 -

a2

r( )2 v0 sinθ +
dr
dt

+ vm cos2θ +
M

2H0

·
a2

r( )2
a3

r[ ]3

a τ = -
9η

2b2δ
1 +

a2

r( )2 v0 cosθ + r
dθ
dt

+ vmsin2θ a3

r[ ]{
3

（10 - 21）

式中 a r，aτ———矿粒的径向和切向加速度；

η———空气粘性系数；
δ———矿粒密度；
M———磁介质磁化强度；

v0———流体远离圆柱体的流速；

vm———磁速度，其表达式为

vm =
2b2δxB0 M

9ηa
m/s

式中 x———矿粒比磁化率；

B0———外磁场磁感应强度。

10. 5. 2 磁性矿粒的运动轨迹

根据物理学中位移、速度、加速度的定义，方程（10 - 21）的

求解可归结为求解如下一阶微分方程组的初值问题

dvr

dt
= a r

dvτ
dt

= aτ

dr
dt

= ur

dθ
dt

= uτ















 / r

（10 - 22）

上述初值问题可用数值分析中的变步长四级龙格 - 库塔法

222 磁选理论



求解。

结合具体情况，只计算进入磁引力区的磁性矿粒的运动轨

迹。计算以铁矿物为例，计算结果见图 10 - 13 和图 10 - 14。

图 10 - 13 直径 10 μm 矿粒的运动轨迹

从图 10 - 13 和图 10 - 14 可见，进入磁力区（a < r≤3a）的 10

μm和 40 μm矿粒都被磁介质捕收。表明所取的磁感应强度 1. 0

T，流速 2. 26 m/s是合适的，这与高岭土干式高梯度磁选除铁试

验所取条件一致。同时轨迹偏离竖直方向比较慢，表明矿粒运动

时惯性效应显著。
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图 10 - 14 直径 40 μm 矿粒的运动轨迹
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附 录

附录 1
→
H = H0 e - cx

分离变量法推导

如下图所示的开放磁系的磁场可以认为是平面磁场，即在 Z

方向场强没有变化。由于磁场空间没有电流，是无源无旋场。因

而场的磁位函数满足拉普拉斯方程。欲求磁场空间的磁场强度，

只需解拉普拉斯方程，求出磁位，再求磁位的导数，即为磁场

强度。

开放磁系图

根据对磁场的分析，拉普拉斯方程的通解可以定为：
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Φ（x，y）= ∑
�

n = 0
（A1necnx + A2ne - cnx）（B1neicnyB2ne - icny）

+（A10 X + A20）（B10 Y+ B20） （1 - 1）

边界条件为：

1° y = 0，x = →� 时，Φ = 0；

2° x = 0，y→� 时，Φ = 0；

3° - Φ
z x = 0

cny = mπ

= H0（m = 0，± 1，± 2，± 3⋯⋯）

由条件 1° 得：A1n = 0，A10 = 0，B20 = 0

由条件 2° 得：B1n = 0，B10 = 0

将这些值代入式（1 - 1），则

Φ（x，y）= ∑
�

n = 0
D1ne - cn（x + iy） （1 - 2）

因为 Z = x + iy，所以上式可以写成

Φ（x，y）= ∑
�

n = 0
D1ne - cnz （1 - 3）

根据复变函数，磁场强度 H 的共轭复数 H为

H = - Φ
z

= ∑
�

n = 0
D1nCne - cnz （1 - 4）

所以开放磁系磁场强度的通式为

H = ∑
�

n = 0
D1nCne - cnx （cosCny + sinCny） （1 - 5）

式中 D1n、Cn 为常数，其值随 n变，由相应的边界条件决定。

根据对称性原理，当 Cny = mπ（m = 0，± 1，± 2，± 3，⋯）

时，研究在磁极对称中心 x方向上 H 的变化，此时

H1 = ∑
�

n = 0
D1nCne - cnxex（ - 1）m （1 - 6）

H1 = H1 = ∑
�

n = 0
D1nCne - cnx （1 - 7）

当 Cny = mπ + π
2
（m = 0，± 1，± 2，± 3，⋯）时，研究在磁极

622 磁选理论



间隙中心 x方向上 H 的变化，此时

H2 = ∑
�

n = 0
D1nCne - cnxey（ - 1）m （1 - 8）

H2 = H2 = ∑
�

n = 0
D1nCne - cnx （1 - 9）

由式（1 - 7）、（1 - 9）可知，H1 与 H2 在 x为同一值时相等，

取 n = 0，则

H = H1 = H2 = D10 Ce - cx （以 C代 C0）

由边界条件 3，当 x = 0 时，H = H0

所以 D10 C = H0 （1 - 10）

根据 Cy =
（2m + 1）

2
π和 Cy = mπ，当

y =
（2m + 1）

2
（a + b）=

（2m + 1）
2

S和 y = ms时

（即在极和极间隙对称中心），则有

C = π
S

（1 - 11）

因此证得：

H = H0 e - π
s x = H0 e - cx

附录 2 球面坐标下拉普拉斯方程2Φ=0的推导

2 =
1
r2


r
（r2 Φ

r
）+

1
r2 sinθ


θ
（sinθ Φθ

）+
1

r2 sin2θ
2Φ
2 = 0

证：

利用直角坐标与球面坐标的关系，即

x = rsin θcos
y = rsinθ sin
z = r cos

{
θ

722附 录



由复合函数求导法

Φ
r

= Φ
x

x
r

+ Φ
y

y
r

+ Φ
z

z
r

= Φ
x

sin θcos + Φ
y

sinθ sin + Φ
z

cosθ

r2 Φ
r

= Φ
x

r2 sinθ cos + Φ
y

sinθ sin + Φ
z

r2 cosθ

故

r
（r2 Φ

r
）= 

x
（
Φ
x

r2 sin θcos + Φ
y

r2 sin θsin +

Φ
z

r2 cosθ）x
r

+ 
y
（
Φ
x

r2 sin θcos +

Φ
y

r2 sinθ sin + Φ
z

r2 cosθ）y
r

+ 
z
（
Φ
x

r2 sinθ cos +

Φ
y

r2 sinθ sin + Φ
z

r2 cosθ）z
r

+ 2r Φ
x

sinθ cos +

2r Φ
y

sinθ sin + 2r Φ
z

cosθ

= 2Φ
x2 r2 sin2θ cos2 + 2Φ

xy
r2 sin2θsincos +

2Φ
zx

r2 sinθ cosθ cos + 2Φ
xy

r2 sin2θ sin cos +

2Φ
y2 r2 sin2θ sin2 + 2Φ

zy
r2 cosθ sinθ sin +

2Φ
xz

r2 sinθ cosθ cos + 2Φ
yz

r2 sinθ cosθ sin +

2Φ
z2 r2 cos2θ + 2r Φ

x
sinθ cos + 2r Φ

y
sinθ sin +

2r Φ
z

cosθ

= 2Φ
x2 r2 sin2θ cos2 + 2 2Φ

xy
r2 sin2θ sin cos +
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2Φ
y2 r2 sin2θ sin2 + 2 2Φ

yz
r2 sinθ cosθ sin +

2 2Φ
xz

r2 sinθ cosθ cos + 2Φ
z

r2 cos2θ +

2r Φ
x

sinθ cos + 2r Φ
y

sinθ sin + 2r Φ
z

cosθ

又
Φ


= Φ
x

x


+ Φ
y

y


+ Φ
z

z


= - Φ
x

rsinθ sin + Φ
y

r sinθ cos

, 2Φ
2 = 

x
（ - Φ

x
r sinθ sin + Φ

y
r sinθ cos）x


+


y
（ - Φ

x
r sinθ sin + Φ

y
r sinθ cos）y


+


z
（ - Φ

x
r sinθ sin + Φ

y
r sinθ cos）z


+

（ - Φ
x

r sinθ cos - Φ
y

r sinθ sin）

= 2Φ
x2 r2 sin2θ sin2 - 2Φ

yx
r2 sin2θ sin cos -

2Φ
xy

r2 sin2θ sin cos + 2Φ
y2 r2 sin2θ cos2 -

Φ
x

r sinθ cos - Φ
y

r sinθ sin

= 2Φ
x2 r2 sin2θ sin2 - 2r2 2Φ

yx
sin2θ sin cos +

2Φ
y2 r2 sin2θ cos2 - Φ

x
r sinθ cos -

Φ
y

rsinθ sin
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Φ
θ

= Φ
x

x
θ

+ Φ
y

y
θ

+ Φ
z

z
θ

= Φ
x

rcosθ cos + Φ
y

rcosθ sin - Φ
z

rsinθ

, sinθ Φθ
= Φ
x

rsinθ cosθ cos + Φ
y

rsinθ cosθ cos -

Φ
z

rsin2θ

故

θ
（sinθ Φθ
）= 

x
（
Φ
x

rsinθ cosθ cos +

Φ
y

rsinθ cosθ sin - Φ
z

rsin2θ）x
θ

+


y
（
Φ
x

rsinθ cosθ cos + Φ
y

rsinθ cosθ sin -

Φ
z

rsin2θ）y
θ

+ 
z
（
Φ
x

rsinθ cosθ cos +

Φ
y

rsinθ cosθ sin - Φ
z

rsin2θ）z
θ

+

（
Φ
x

rcos2θ cos - Φ
x

rsin2θ cos +

Φ
y

rcos2θ sin - Φ
y

rsin2θ sin2 - 2 Φ
z

rsinθ cosθ）

= 2Φ
x2 r2 sinθ cos2θ cos2 +

2 2Φ
yx

r2 sinθ cos2θ sin cos +

2Φ
y2 r2 sinθ cos2θ sin2 - 2 2Φ

xz
r2 sin2θ cosθ cos -

2 2Φ
yz

r2 sin2θ cosθ sin + 2Φ
z2 r2 sin2θ +
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Φ
x

rcos（cos2θ - sin2θ）+ Φ
y

rsin（cos2θ - sin2θ）-

2 Φ
z

rsinθ cosθ

,
1
r2


r
（r2 Φ

r
）= 2Φ

x2 sin2θ cos2 +

2 2Φ
xy

sin2θ sin cos + 2Φ
y2 sin2θ sin2 +

2 2Φ
yz

sinθ cosθ sin + 2 2Φ
xz

sinθ cosθ cos +

2Φ
z2 cos2θ +

2
r

Φ
x

sinθ cos +
2
r

Φ
y

sinθ sin +

2
r

Φ
z

cosθ

1
r2 sinθ


θ
（sinθ Φθ

）= 2Φ
x2 cos2θ cos2 +

2 2Φ
xy

cos2θ sin cos + 2Φ
y2 cos2θ sin2 -

2 2Φ
xz

sinθ cosθ cos - 2 2Φ
yz

sinθ cosθ sin +

2Φ
z2 sin2θ +

1
r

Φ
x

cos
sinθ
（1 - 2sin2θ）+

Ф
y

1
r

sin
sinθ
（1 - 2sin2θ）-

2
r
Φ
z

cosθ

= 2Φ
x2 cos2θ cos2 + 2 2Φ

xy
cos2θ sin cos +

2Φ
y2 cos2θ sin2 - 2 2Φ

xz
sinθ cosθ cos -

2 2Φ
yz

sinθ cosθ sin  + 2Φ
z2 sin2θ +

1
r

Φ
x

cos
sinθ

-
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2
r

Φ
x

sinθ cos +
1
r

Φ
y

sin
sinθ

-

2
r

Φ
y

sinθ sin -
2
r

Φ
z

cos θ

1
r2 sin 2θ

2Φ
2 = 2

x2 sin2 - 2 2Φ
xy

sin cos +

2Φ
y2 cos2 - Φ

x
1
r

cos
sinθ

- Φ
y

sin
rsinθ

,
1
r2


r
（r2 Ф

r
）+

1
r2 sinθ


θ
（sinθ Φθ

）+

1
r2 sin2θ

2Φ
2 = 2Φ

x2 sin2θ cos 2 +

2 2Φ
xy

sinθ sin cos  + 2Φ
y2 sin2θsin2 +

2 2Φ
yz

sinθ cosθ sin  + 2 2Φ
xz

sinθ cosθ cos +

2Φ
z2 cos2 +

2
r

Φ
y

sinθ cos +
2
r

Φ
y

sinθ sin +

2
r

Φ
z

cosθ + 2Φ
x2 cos2θ cos2 + 2 2Φ

xy
cos2θ sin cos +

2Φ
y2 cos2θ sin2 - 2 2Φ

xz
sinθ cosθ cos -

2 2Φ
yz

sinθ cosθ sin + 2Φ
z2 sin2θ +

1
r

Φ
x

cos
sinθ

-
2
r

Φ
x

sinθ cos +
1
r

Φ
y

sin
sinθ

-

2
r

Φ
y

sinθ sin -
2
r

Φ
z

cosθ + 2Φ
x2 sin2 -

2 2Φ
xy

sin cos + 2Φ
y2 cos2 -

1
r

Φ
x

cos
sinθ

-
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1
r

Φ
y

sin
sinθ

= 2Φ
x2（sin2θ cos2 + cos2θ cos2 + sin2）+

2Φ
y2（sin2θ sin2 + cos2θ sin2 + cos2）+

2Φ
z2（cos2θ + sin2θ）

= 2Φ
x2 + 2Φ

y2 + 2Φ
z2

附录 3 柱面坐标下拉普拉斯方程2Φ=0的推导

2Φ =
1
r


r
（r Φ

r
）+

1
r2

2Φ
α2 = 0

证：利用直角坐标与柱面坐标的关系

x = r cosα r = x2 + y槡 2

y = r sinα α = αrctg
y
x

z =
{

z

故
r
x

=
1

2 x2 + y槡 2
2x =

x

x2 + y槡 2
=

x
r

= cosα

α
x

=
1

1 +（
y
x
）2
（ -

y
x2）= -

y
x2 + y2 = -

y
r2 = -

sinα
r

同理
r
y

=
y
r
；

α
y

=
x
r2

故
Φ
x

= Φ
r
·

r
x

+ Φ
α
·
α
x

= Φ
r

x
r

- Φ
α

y
r2
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= Φ
r

cosα - Φ
α

sinα
r

同样
Φ
y

= Φ
r

r
y

+ Φ
α

α
y

= Φ
r

sinα + Φ
α

cosα
r

再求二阶偏导数

2Φ
x2 = 

r
（
Φ
r

cosα - Φ
α

sinα
r
）
r
x

+ 
α
（
Φ
r

cosα - Φ
α

sinα
r
）
α
x

= 
α
（
Φ
r

cosα - Φ
α

sinα
r
）

x
r

+ 
α
（
Φ
α

cosα - Φ
α

sinα
r
）（ -

y
r2）

=（
2Φ
r2 cosα - 2Φ

αr
sinα

r
+ Φ
α

sinα
r2 ）cosα

+（
2Φ

rα
cosα - Φ

r
sinα - 2Φ

α2

sinα
r

- Φ
α

cosα
r
）（ -

sinα
r
）

= 2Φ
r2 cos2α - 2 2Φ

αr
sinα cosα

r

+ 2 Φ
α

sinα cosα
r2 + Φ

r
sin2α

r

+ 2Φ
α2

sin2α
r2

2Φ
y2 = 

r
（
Φ
r

sinα

+ Φ
α

cosα
r
）
r
y

+ 
α
（
Φ
r

sinα + Φ
α

cosα
r
）
α
y

= 
r
（
Φ
r

sinα + Φ
α

cosα
r
）

y
r

432 磁选理论



+ 
α
（
Φ
r

sinα + Φ
α

cosα
r
）

x
r2

=（
2Φ
r2 sinα + 2Φ

αr
cosα

r
- Φ
α

cosα
r2 ）sinα

+（
2Φ

rα
sinα + Φ

r
cosα + 2Φ

α2

cosα
r

- Φ
α

sinα
r
）

cosα
r

= 2Φ
r2 sin2α + 2 2Φ

αr
sinα cosα

r

- 2 Φ
α

sinα cosα
r2 + Φ

r
cos2α

r
+ 2Φ
α2

cos2α
r2

, 2Φ
x2 + 2Φ

y2 = 2Φ
r2 cos2α - 2 2Φ

αr
sinα cosα

r

+ 2 Φ
α

sinα cosα
r2 + Φ

r
sin2α

r
+ 2Φ
α2

sin2α
r2

+ 2Φ
r2 sin2α + 2 2Φ

αr
sinα cosα

r

- 2 Φ
α

sinα cosα
r2 + Φ

r
cos2α

r
+ 2Φ
α2

cos2α
r2

= 2Φ
r2（cos2α + sin2α）+ Φ

r
（

sin2α
r

+
cos2α

r
）

+ 2Φ
α2（

sin2α
r2 +

cos2α
r2 ）

= 2Φ
r2 +

1
r

Φ
r

+
1
r2

2Φ
α2 = 0

=
1
r


r
（r Φ

r
）+

1
r2

2Φ
α2 = 0
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附录 4 第六章式（6 - 115）的推导

利用图 6 - 5，按类似于式（6 - 108）的推导过程，将介质 b换

成介质 a 则，

AaQ
+ AaR

+ AaP
+ AaS

- 4AaO
= 0 （4 - 1）

将介质 a 换成介质 b，则

AbQ
+ AbR

+ AbP
+ AbS

- 4AbO
= 0 （4 - 2）

由边界条件，有

AaR
= AbR
，AaO

= AbO
= AO，AaS

= AbS
（4 - 3）

1
μa

（AaQ
- AaP
）=

1
μb

（AbQ
- AbP
） （4 - 4）

利用插值法得：

AaQ
=

1
2
（Aa3

+ Aa4
） AaR

=
1
2
（Ab2

+ Ab3
）

AbP
=

1
2
（Ab1

+ Ab3
） AbS

=
1
2
（Ab1

+ Aa4

{
）

（4 - 5）

由式（4 - 4）得

μbAaQ + μa AbP = μa AbQ + μbAaP （4 - 6）

将式（4 - 1）乘以 μb，式（4 - 2）乘以 μa 后相加，并注意到式

（4 - 6），可得

2（μbAaQ + μa AbP）+ AaR
（μb + μa）+

AaS
（μb + μa）- 4Ao（μb + μa）= 0 （4 - 7）

将式（4 - 7）两端同除以（μb + μa）得

2（μAbP
+ μbAaQ）/（μa + μb）+ AaR

+ AaS
- 4AO = 0

（4 - 8）
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令 K =
μb

μa

，代入式（4 - 8）得

2AbP

1 + K
+

2K
1 + K

AaQ
+ AaR

+ AaS
- 4A0 = 0 （4 - 9）

将式（4 - 9）两端同乘以（1 + K），则

2AbP
+ 2KAaQ

+（1 + K）AaR
+（1 + K）AaS

-（1 + K）4A0 = 0

（4 - 10）

将式（4 - 5）代入式（4 - 10），得

Ab1
+ Ab2

+ K（Aa3
+ Aa4
）+

1
2
（1 + K）（Ab2

+ Aa3
）+

1
2
（1 + K）（Ab1

+ Aa4
）- 4（1 + K）AO = 0 （4 - 11）

将上式加以整理得：

Ab1
+ Ab2

+ K（Aa3
+ Aa4
）- 2（1 + K）A0 +

1
2
（1 + K）（Ab1

+ Ab2
+ Aa3

+ Aa4
- 4AO）= 0 （4 - 12）

实际的边界条件是

Aa3
= Ab3
，Aa4

= Ab4

故式（4 - 12）最后一项为

1
2
（1 + K）（Ab1

+ Ab2
+ Ab3

+ Ab4
- 4A0）

在同一介质内，Ab1
+ Ab2

+ Ab3
+ Ab4

- 4A0 = 0

故式（4 - 12）可写为

Ab1
+ Ab2

+ K（Aa3
+ Aa4
）- 2（1 + K）A0 = 0

证毕
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附录 5 将（9 - 37）公式进行变换

将式（9 - 37）变换为

R3 -
3
4
αR1 R2 -

1
4

R3
1 = 0

令 R = x + k，则（x + k）3 -
3
4
αR1（x + k）2 -

1
4

R3
1 = 0

x3 + 3（k -
1
4
αR1）x

2 +（3k2 -
3
2
αR1）x + k3 -

3
4
αR1 k2 -

1
4

R3
1 = 0

令 k -
1
4
αR1 = 0，则 k =

1
4
αR1，

x3 +（
3
16

α2 R2
1 -

3
2
αR1）x + k3 -

3
4
αR1 k2 -

R3
1

4
= 0

令： p =
3
16

α2 R2
1 -

3
2
αR1，

q = k3 -
3
4
αR1 k2 -

1
4

R3
1

则 x3 + px + q = 0

求解此式，则其实根为

x =

3

-
q
2

+
q( )2

2

+
p( )3槡槡

3

+

3

-
q
2

-
q( )2

2

+
p( )3槡槡

3

求出 x后，则可求出 R值：

R = x +
1
4
αR1
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